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Introducgao

O presente Caderno de Apoio do Professor que ird acompanhar o Manual da disciplina de
Matematica Aplicada as Ciéncias Sociais, para o curso Cientifico-Humanistico de Linguas e
Humanidades, pretende ser mais um auxiliar ao dispor do professor, que lhe facultard algumas
propostas quer a nivel de organizacdo das aulas, quer a nivel de sugestdes de atividades.

Assim, para um maior apoio ao professor apresentamos juntamente com o Manual, que ja
contém muitos e variados exemplos e atividades, na sua maioria relativos a situacGes concretas da
vida quotidiana, os seguintes materiais:

e Um conjunto de fichas de trabalho/avaliacio que poderdo ser policopiadas e trabalhadas
individualmente, ou em grupo, na sala de aula, como atividade extra para consolidagdo dos
conteudos (por exemplo, como trabalho de casa) ou até mesmo como elemento de avaliagao.
A razdo pela qual decidimos ndo incluir fichas globais prende-se com o facto de que cada grupo
ou turma em geral, e cada aluno em particular, serem casos distintos e o ritmo de trabalho e de
aprendizagem ser muito varidvel. Assim, o professor poderd, com a variedade de exercicios e
atividades propostas, criar as suas proprias fichas globais ou incluir apenas alguns exercicios
dos diferentes temas.

¢ Um teste diagndstico, seis testes com conteldos limitados e de acordo com a ordem do Manual,
e um teste global.

e Um Caderno de Exercicios com muitos e variados exercicios e atividades para consolidar
conceitos e técnicas de calculo. Por se tratar de um programa bastante inovador e porque
muitas das justificacbes das atividades tém por base raciocinios e ndo calculos, decidimos
incluir neste Caderno de Apoio ao Professor algumas resolucGes possiveis das atividades
propostas relativamente ao Tema 1 — Métodos de apoio a decisio e Tema 3 — Modelos
financeiros, bem como sugestdes de atividades que nos pareceram oportunas.

Deste modo, o professor podera obter neste Caderno mais um apoio, que esperamos que seja
importante, nas diversas sugestdes de resolucao apresentadas.

O Tema 1 — Métodos de apoio a decisdao e o Tema 3 — Modelos matematicos sdo tratados com
assuntos muito atuais e que fornecem inimeras opg¢des de trabalho de campo, que incentivam a
investigacdo e ao espirito de iniciativa dos estudantes.

O Tema 2 - Estatistica tem conteldos que poderao ser facilmente aplicados em conjunto com os
outros dois temas.
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Programa

O Programa da disciplina de Matematica Aplicada as Ciéncias Sociais é composto por trés temas
que estdo organizados no manual da seguinte forma:
e Tema 1: Métodos de apoio a decisao

Capitulo 1 — Teoria matematica das eleicbes
Capitulo 2 — Teoria da partilha equilibrada

e Tema 2: Estatistica
Capitulo 1 — Estatistica

¢ Tema 3: Modelos matematicos
Capitulo 1 — Modelos financeiros
A excecdo do Capitulo 1 — Teoria matematica das elei¢des, que funciona como médulo inicial,
devendo, por isso, ser o primeiro assunto a abordar, todos os outros podem ser reordenados pelo

Professor de acordo com as condigdes em que trabalha, por forma a proporcionar um maior proveito
aos seus alunos.

Propostas de Planificagoes

Fazemos de seguida uma referéncia aos objetivos da disciplina para cada tema bem como uma
proposta de planificagdo. Relembramos que 1 aula corresponde a 90 minutos.

Tema 1: Métodos de apoio a decisao
Capitulo 1 — Teoria matematica das elei¢cdes (11 aulas)

Objetivos

* Perceber como se contabilizam os mandatos em algumas eleicdes.

» Perceber que os resultados podem ser diferentes se forem diferentes os métodos de
contabilizacdo.

e Estudar situacOes paradoxais.

¢ Analisar algumas condig¢Bes para se ter um sistema adequado.

® Perceber que ha limitagdes a melhoria dos sistemas.
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Planificacao

1. Apresentacao
dos objetivos
do capitulo,
bem como

da necessidade
de uma teoria
das elei¢des

2. Sistema

de votacdo
maioritario.
Paradoxo

de Condorcet
3. Sistema

de votagao
preferencial
3.1 Método

da pluralidade

3.2 Método

run-off (simples
e sequencial)

3.3 Método
de Borda

3.4 Método
de Condorcet

4. Sistema
de aprovacdo

5. Atividades

(*) Estas aulas poderdo ser repartidas ao longo do capitulo, sempre que o Professor considere oportuno uma aula, total ou

¢ Discussdo, com a turma, sobre a necessidade de uma teoria das
eleicdes. Os alunos poderdo, discutir em grupo a atividade da pag. 8
e passar, posteriormente, as suas ideias a turma. Devera ser feita
uma pequena revisao de propor¢des e percentagens visto ser um
pré-requisito para este tema. Para isso, podem resolver-se os
exercicios de aplica¢do 1 a 16 na pag. 30

* Apds a resolucdo dos exemplos apresentados no Manual (pags. 10
e 11), os alunos poderdo resolver (em grupo) as atividades
propostas (pdags. 10 e 11) e os exercicios de aplicacdo indicados nas
margens.

¢ Este método é muito simples pelo que pode dar-se algum tempo
para os alunos resolverem o exemplo da pag. 12 e chegarem eles
préoprios a essa conclusdo. Inicialmente, poderd existir alguma
dificuldade na forma como é apresentada a informacdo (esquemas
preferenciais) pelo que se pode sugerir a passagem para uma
tabela. Em seguida, podem resolver a atividade da pag. 13.

e Os dois exemplos resolvidos sdo bastante clarificadores da
aplicacdo e diferenga entre estes dois métodos. Em seguida, os
alunos podem resolver a atividade da pdg. 16; a ultima alinea desta
atividade é elucidativa da possibilidade de, com pequenas alte-
racOes, obter vencedores diferentes.

¢ O Manual apresenta, nas pdags. 17 e 18 dois exemplos bastante
elucidativos da aplicagdo deste sistema. Resolugdo (em grupo, por
exemplo) da atividade proposta na pag. 18 e discussdo das
conclusdes na aula. Poderao ainda resolver-se os exercicios sugeridos
nas margens.

¢ O Manual apresenta na pag. 19 um exemplo bastante elucidativo
da aplicacdo deste método. A atividade da pag. 20 podera ser uma
proposta para um trabalho de grupo a apresentar em sala de aula

A discussdo dos dois exemplos apresentados no Manual, na pag. 24,
evidenciam as vantagens deste sistema, conduzindo a observacao
de uma propriedade. Podem resolver-se, em seguida, a atividade da
pag. 25 do Manual e os exercicios de aplicagdo indicados nas
margens.

* Podem discutir-se as atividades propostas pelo Professor ou pelos
alunos, ou entdo consolidar os conceitos do capitulo através da
resolucdo de exercicios, quer os propostos no Manual, quer nas
fichas fotocopidveis (Fichas 1 a 3), quer no Caderno de Exercicios.

parcialmente, dedicada a resolugdo de atividades/exercicios.
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Capitulo 2 — Teoria da Partilha Equilibrada (32 aulas)

Objetivos

e Familiarizar os estudantes com as dificuldades de uma partilha equilibrada.
¢ Experimentar pelo menos um algoritmo numa situacao real.

e Comparar a aplicagdo de dois algoritmos que produzam resultados diferentes numa mesma

situagao.

Planificagao

1.0 que é

uma divisao
equilibrada?

2. Os diferentes
casos de partilhas

3. Partilhas

no caso discreto
— Divisdo justa
3.1 Método

do ajuste

na partilha

3.2 Método
das licitagOes
secretas

3.3 Método
dos marcadores

4. Partilhas no caso
discreto — Divisdo
proporcional
Método de Hondt

5. Método
de Hamilton

6. Método
de Jefferson

¢ Podem discutir-se as atividades 1 a 5 propostas nas pags. 34 a 36
do Manual, que sdo sugestivas e que se prestam a diferentes
interpretacdes e resultados finais

¢ Distincdo entre os tipos de partilha a estudar, com exemplos
sugeridos pelo Professor e pelos alunos: pode construir-se um
esquema com exemplos de partilhas no caso discreto (divisdo justa e
proporcional) e partilhas no caso continuo. Para isso, na aula
anterior, o professor pode sugerir aos alunos que pesquisem na
internet e levem para a aula exemplos de testamentos/partilhas

¢ O Manual apresenta na pag. 38 um exemplo muito elucidativo e
com explicagdo bastante pormenorizada da aplicagdo deste método.
Os alunos poderdo, apds a resolucdo deste exemplo, tentar resolver
os exemplos seguintes. A atividade da pag. 42 é uma oportunidade
para desenvolver a comunicacdo matemadtica, pois o Professor pode
pedir aos alunos que apresentem a resolugcdo sob a forma de
composicdo, na qual expliquem todo o processo de partilha.

¢ O Manual apresenta na pag. 43 um exemplo muito elucidativo e com
explicagdo bastante pormenorizada da aplicagdo deste método. Os
alunos poderdo, apds a resolugdo deste exemplo, tentar resolver os
exemplos seguintes. A atividade da pag. 48 é uma oportunidade para
desenvolver a comunicagdo matematica, pois o Professor pode pedir
aos alunos que apresentem a resolucao sob a forma de composicdo, na
qual expliguem todo o processo de partilha. Poderdo também
enriquecer o trabalho com a utilizacdo de uma folha de calculo.

¢ O Manual apresenta na pag. 49 um exemplo muito elucidativo e
com explicagdo bastante pormenorizada da aplicagdo deste método.
Os alunos poderdo, apds a resolucdo deste exemplo,

tentar resolver os exemplos seguintes. A atividade da pag. 52 é uma
oportunidade para desenvolver a comunicacgdo matemadtica, pois o
Professor pode pedir aos alunos que apresentem a resolucdo sob a
forma de composigdo, na qual expliquem todo o processo de partilha.

e Acompanhar, utilizando o Powerpoint, a aplicacdo dos passos do
método de Hondt ao exemplo do Manual (pag. 54), passando depois
ao exemplo, mais real, proposto na pag. 55 e a resolugdo, em grupo,
da atividade da pag. 58.

e Acompanhar, utilizando o Powerpoint, a resolu¢do dos exemplos/
atividades propostos no Manual nas pags. 59 e 60 e dos exercicios de
aplicacdo indicados nas margens

e Acompanhar, utilizando o Powerpoint, a resolu¢do dos exemplos/
atividades propostos no Manual nas pags. 60-61.

Editavel e fotocopiavel © Texto | MACS 10.° ano



7. Método e Acompanhar, utilizando o Powerpoint, a resolugdo dos exemplos/
de Adams atividades propostos no Manual nas pags. 62 e 63 e dos exercicios de 2
aplicagdo indicados nas margens

e Acompanhar, utilizando o Powerpoint, a resolugdo dos exemplos/

8. Método atividades propostos no Manual na pag. 64 e dos exercicios de 2
de Webster o
aplicagdo indicados nas margens
9. Método e Acompanhar, utilizando o Powerpoint, a resolugdo dos exemplos/
de Huntington-Hill | atividades propostos ho Manual nas pags. 65 e 66 e dos exercicios de 2

aplicagdo indicados nas margens

10. Partilhas no caso e Para confrontar os alunos com a necessidade da existéncia de
continuo —Método | métodos de partilha no caso continuo, pode colocar-se a discussdo
do divisor unico (em grupo), por exemplo, a divisdo de um bolo por dois, trés ou
quatro pessoas (relembrar a atividade da pag. 34). Sugere-se, em 2
seguida, o acompanhamento na resolu¢do da atividade proposta no
Manual na pag. 68 e dos exercicios de aplicagdo indicados nas

margens.
11. Método e Acompanhar, utilizando o Powerpoint, a resolucdo da atividade
do selecionador proposta no Manual na pag. 69 e dos exercicios de aplicagdo 1
Unico indicados nas margens.
12. Método e Acompanhar, utilizando o Powerpoint, a resolu¢do da atividade
do ultimo proposta no Manual na pdg. 69 e dos exercicios de aplicacdo 1
a diminuir indicados nas margens
13. Método e Acompanhar, utilizando o Powerpoint, a resolu¢do da atividade
livre de inveja proposta no Manual na pdg. 70 e dos exercicios de aplicacdo 2
indicados nas margens
14. Atividades e Podem discutir-se atividades propostas pelo Professor ou pelos
alunos, ou entdo consolidar os conceitos do capitulo através da 8(*)

resolucdo de exercicios, quer os propostos no Manual (exercicios de
aplicagdo e exercicios globais), quer as fichas fotocopidveis (Fichas 4 a
9), quer os do Caderno de Exercicios

(*) Estas aulas poderdo ser repartidas ao longo do capitulo, sempre que o Professor considere oportuno
uma aula, total ou parcialmente, dedicada a resolugdo de atividades/exercicios.

Tema 2: Estatistica
Capitulo 1 — Estatistica (40 aulas)

Objetivos

¢ Familiarizar os alunos com a leitura e interpretacdo da informacdo transmitida através
de tabelas e gréficos.

e Apresentar as ideias bdsicas dos processos conducentes a recolha de dados validos.

e Fazer sentir a necessidade de tornar aleatdrios os processos de recolha de dados.

e Fazer sentir a necessidade de organizar os dados de forma a fazer sobressair a informacao
neles contida.

* Fazer sentir a necessidade de alguma metodologia na organizacdo dos dados.

¢ Habilitar os alunos na utilizagao de ferramentas mais adequadas para o tratamento dos
diferentes tipos de dados.

¢ Ensinar a fazer uma leitura adequada dos gréficos.

* Apresentar medidas que, tal como as representag¢ées graficas, permitem reduzir a
informacgao contida nos dados.

¢ Apresentar um modo eficaz de visualizar a associagao entre duas varidveis.

e Saber interpretar o «tipo» e a «forga» com que duas varidveis se associam.

Editavel e fotocopidvel © Texto | MACS 10.° ano



¢ Ensinar a sumariar a relacdo linear existente entre duas variaveis através de uma reta.

e Apresentar uma medida que, além de indicar a «forca» com que duas variaveis se associam
linearmente, também da indicacdo da correcdo do ajustamento linear.

e Apresentar um modo eficaz de organizar informacdo de tipo qualitativo.

e Chamar a atencdo para a utilizagdo incorreta que por vezes se faz da leitura de percentagens

a partir de tabelas.

Planificacao

1. Interpretagao
de tabelas e gréficos

e Podem ser resolvidas as atividades das pags. 92-98 do Manual e
até solicitar aos alunos a procura de graficos e tabelas (em

através de exemplos jornais, revistas, internet, etc.) para serem analisados na aula, ou 5
como trabalho de casa, e para posterior apresentagdo/discussdo.
Poderdo ser realizadas as fichas fotocopiaveis 10 e 12.
2. Planeamento ® Os alunos poderdo efetuar, logo de inicio, recolhas de dados,
e aquisi¢do de dados. através de inquéritos dentro da sala de aula, e organiza-los de
Questdes éticas forma a poderem ser utilizados posteriormente. Sugere-se a 2
relacionadas com as resolugdo das atividades da pag. 100 do Manual.
experimentagdes
3. Fases de um estudo e Os inquéritos que os alunos aprenderam a elaborar e a aplicar
estatistico. Elaboracdo = dentro da sala de aula poderdo ser agora modificados de forma a
de pequenos projetos serem utilizados fora da aula. A primeira destas trés aulas podera
com dados recolhidos ser dedicada a divisdo da turma em grupos de trabalho, a escolha
na escola, com do estudo estatistico que cada grupo vai desenvolver e a delinear
construcdo de tabelas e cada fase do trabalho (hnomeadamente a elaboragdo do inquérito 3
graficos simples a aplicar). Nas restantes duas aulas, os alunos procederdo ao
tratamento dos dados recolhidos através dos inquéritos.
4. Classificagao e Sugere-se a observagdo atenta dos exemplos das pdags. 102-104
de dados. do Manual com a posterior resolugdo das atividades com eles
Construcdo de tabelas = relacionadas e dos exercicios de aplicagdo indicados nas margens. 3
de frequéncia A calculadora podera ser uma 6ptima ferramenta nestas aulas.
5. Representagdes e Sugere-se a observagdo atenta dos exemplos das pdags. 106-117
graficas adequadas do Manual, com a posterior resolucdao das atividades com eles
para cada um dos relacionadas e dos exercicios de aplicagdo indicados nas margens. 3
tipos considerados A calculadora podera ser uma 6ptima ferramenta nestas aulas.
e Sugere-se a observacdo atenta dos exemplos das pdgs. 119-141
6. Calculo do Manual, com a posterior resolucdo das atividades com eles
. relacionadas e dos exercicios de aplicagdo indicados nas margens.
de estatisticas: Sugere-se o acompanhamento na resolugdo de exercicios sobre a 8(4+4)
¢ Medidas de .g' . P ¢ . .
localizagio distribuicdo normal. A calculadora poderd ser umaN otima
. . . | ferramenta nestas aulas. Sugere-se a apresentagdo dos
¢ Medidas de dispersdo . . . . ~
powerpoint sobre medidas de localizacdo e dispersdo bem como
de distribuicdo normal.
e Sugere-se uma pausa de trés aulas, nas quais se poderdo
7. Atividades consolidar os conceitos, introduzidos até este ponto, através da
resolucdo de exercicios, quer propostos no Manual (exercicios de 3

aplicacdo e exercicios globais), quer nas fichas fotocopiaveis
(Fichas 13 a 14), quer no Caderno de Exercicios.
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8. Introducdo gréfica a
anadlise de dados
bivariados quantitativos

9. Modelos
de regressao linear

10. Tabelas
de contingéncia

11. Atividades

e Sugere-se a observacdo atenta dos exemplos das pdgs. 142-146
do Manual, com a posterior resolucdo das atividades com eles
relacionados.

e Sugere-se a observacdo atenta dos exemplos das pdags. 147-151
do Manual, com a posterior resolucdo das atividades
relacionadas. A calculadora podera ser uma optima ferramenta
nestas aulas.

eSugere-se a observacdo atenta dos exemplos das pags. 156-157
do Manual, com a posterior resolucdo das atividades
relacionadas. A calculadora podera ser uma o6ptima ferramenta
nestas aulas.

e Podem discutir-se as atividades propostas pelo Professor ou
pelos alunos, ou entdo consolidar os conceitos do Tema através
da resolugdo de exercicios, quer os propostos no Manual
(exercicios de aplicagdo e exercicios globais), quer no Caderno de
Exercicios, quer as fichas fotocopidaveis (ficha 15) do Caderno de
Apoio ao Professor.

4(*)

(*) Estas aulas poderdo ser repartidas ao longo do capitulo, sempre que o Professor considere oportuno uma aula, total ou
parcialmente, dedicada a resolugdo de atividades/exercicios.

Como ja sugerimos na planificagao, no inicio do estudo da Estatistica os alunos deveriam elaborar
um inquérito que contenha algumas variaveis a serem estudadas como, por exemplo, a idade, o
peso, a altura, o género sexual, a cor dos olhos, idade dos pais, nimero de irmdos, tempo gasto
diariamente em transportes, distancia de casa a escola, entre outras. Assim, o Professor podera
fornecer aos alunos algumas normas para a elaboracéo de inquéritos.

Normas para a elaboragao de um inquérito

Antes da elaboracdo dos inquéritos deve haver uma definicdo exata da informacgao que é necessdrio obter.
Na construgdo do inquérito devem ter-se em atengdo os seguintes aspetos:

* Recolha de toda a informagdo necessaria ao estudo.
* Formulagdo de questdes claras e objetivas (cada questdo deve possibilitar uma Unica interpretacdo).
¢ Questdes de resposta fechada.
® Poucas alternativas de resposta (cerca de quatro é o ideal), mas que abranjam varias escolhas (para
garantir que, qualquer que seja a situacdo do inquirido, exista uma alternativa em que este se enquadre).

Tema 3: Modelos matematicos

Capitulo 1 — Modelos financeiros (10 aulas)

Objetivos

¢ Familiarizar os estudantes com alguns problemas do dominio financeiro.

® Recordar técnicas e conceitos matematicos ja abordados no ensino basico.

e |dentificar a matematica utilizada em situagdes realistas.

¢ Desenvolver competéncias sociais de interven¢do —tomar conhecimento dos métodos
utilizados pelas instituicdes (publicas e privadas) que influenciam a vida dos cidad3os,
ganhar capacidade para construir e criticar opgdes e utilizar o conhecimento para decidir
sobre opg¢des individuais.

¢ Desenvolver competéncias de calculo e de sele¢do de ferramentas adequadas a cada
problema: calculadora, computador e folha de célculo.
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Planificagao

1. Impostos e Sugere-se a observagdo atenta dos exemplos das pags. 182,
185-186 e 187-189 do Manual, com a posterior resolugao das
atividades propostas e dos exercicios de aplicagdo indicados nas 1
margens. A calculadora e a folha de cdlculo sdo ferramentas
importantes nesta aula.

2. Inflagdo e Sugere-se a observagdo atenta do exemplo da pag. 191 do
Manual, com a posterior resolugdo das atividades e dos exercicios
de aplicagdo indicados nas margens. A calculadora e a folha de 1
calculo sdo ferramentas importantes nesta aula.

3. Atividade ¢ Sugere-se a observagdo atenta dos exemplos das pags. 193-207

bancaria do Manual, com a posterior resolugdo das atividades e dos

exercicios de aplicagdo indicados nas margens. A calculadora e a 3
folha de célculo sdo ferramentas importantes nestas aulas.

4. Aluguer e Sugere-se a resolugdo das atividades das pags. 208 e 209 do

ou compra Manual e de exercicios do Caderno de Exercicios. A calculadora e a 1

folha de célculo sdo ferramentas importantes nesta aula.

5. Tarifarios e Sugere-se a resolucdo dos exemplos/atividades das pags. 211-215
do Manual e de exercicios do Caderno de Exercicios. 1

6. Apresentagao e Os alunos procedem a apresentacdo dos trabalhos de

de trabalhos investigacdo por eles elaborados (em grupo ou individualmente).

de investigacdo Sugere- -se que, se for um trabalho de grupo, a apresentagdo

de modelos deverd ser feita por todos os elementos do grupo (isto é, cada 1

envolvendo juros elemento deverd ter a responsabilidade da apresentagdo de uma

elaborados pelos parte do trabalho).

alunos

¢ Podem discutir-se as atividades propostas pelo professor ou pelos
7. Atividades alunos e/ou consolidar os conceitos do tema através da resolugdo 2(*)
dos exercicios propostos no Manual (exercicios de aplicagdo e
exercicios globais), nas fichas fotocopidveis (fichas 16 e 17) e no
Caderno de Exercicios

(*) Estas aulas poderdo ser repartidas ao longo do capitulo, sempre que o Professor considere oportuno uma aula, total ou
parcialmente, dedicada a resolugdo de atividades/exercicios.

10 Editavel e fotocopiavel © Texto | MACS 10.° ano
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Sugestoes de resolucao de
algumas atividades do Manual

Tal como referido na introdugdo deste Caderno de Apoio ao Professor, apresentamos em seguida
algumas sugestdes de resolucdo de atividades do Tema 1 — Métodos de apoio a decisdao — e do Tema
3 — Modelos matematicos —, por serem aqueles que envolvem alguns raciocinios matematicos
diferentes daqueles com que alunos e professores estdao mais familiarizados.

Tema 1 — Métodos de apoio a decisao

Capitulo 1 — Teoria matematica das elei¢des

e Atividade 1 (pag. 8)
Os alunos devem trabalhar em grupo e justificar as suas decisoes.

As respostas mais provaveis sdo que se B e C se juntam, ganham por maioria absoluta. Caso
contrario, ganhara a lista A por maioria relativa. E ha sempre a hipotese de se repetir a elei¢cdo.

¢ Atividade 1 (pag. 10)
1.1 Votaram 150 + 120 = 270 pessoas .

150
1.2 A percentagem de votos obtida pelo Jorge foi % x 100 = 55,56%.

120
A percentagem de votos obtida pelo Carlos foi 770 % 100 = 44,44%.

1.3 O vencedor é o Jorge, por maioria absoluta.
1.4 Votos do Paulo: 270—(100 +95) =75 .

95
1.5 A percentagem de votos obtida pelo Jorge foi 775 100 = 35,19%.
100
A percentagem de votos obtida pelo Carlos foi 770 % 100 = 37,04%.

75
A percentagem de votos obtida pelo Paulo foi 776 100=27,78% .

1.6 O vencedor é o Carlos.

1.7 Nao, porque nenhum dos candidatos obteve, pelo menos, metade de todos os votos, mais
um.

¢ Atividade 2 (pag. 11)

Nesta atividade, é pedido aos alunos que elaborem um relatdrio.
O Professor devera dar-lhes indicagdes sobre o modo como se elabora um relatério.
Podera ser dada uma ficha como a que se segue:

Guido para a elaboragdo de um relatdrio

Na elaboragdo de um relatdrio deve ter em conta os seguintes aspetos:

¢ |dentificagdo do aluno ou do grupo de trabalho. * Resultados obtidos.

e Titulo. e Conclusdes.

¢ Formulagdo do problema. e Sugestoes.

¢ Metodologia utilizada. e Bibliografia consultada.
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Sugere-se que o relatdrio seja subdividido em partes que envolvam os seguintes topicos:

1) Formulagdo do problema

2) Metodologia utilizada

Nesta parte do relatério deve ser feita uma descricdo do procedimento utilizado, ou seja, as

técnicas de recolha e dados adoptadas, o modo como foi selecionada a amostra, qual a extensdo da
amostra, etc.

3) Resultados

Deve ser feita a descricdo dos dados usando tabelas ou gréficos, e a andlise e interpreta¢do dos
resultados.

4) Conclusdes e sugestoes
O Professor, na avaliacdo do relatdrio, devera observar os seguintes itens:
¢ Organizagdo do trabalho e Clareza de raciocinio
¢ Descricdo e justificagdo dos procedimentos utilizados e Correcdo da linguagem utilizada

¢ Corregao dos conceitos matematicos envolvidos e Criatividade

Podera utilizar uma grelha de avaliagdo como a que se segue:

Grupos
Itens Pontuacao
A B (o D E
Organizagao 2
Descricao e justificacdo 6
da metodologia

Corregdo dos conceitos 4
matematicos

Clareza de raciocinio 3

Corregdo da linguagem 3

Criatividade 2
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¢ Atividade 3 (pag. 13)

3.1 Facilmente se faz a contagem de primeiros lugares de cada candidato:
A:3+8=11votos
B: 14 votos
C: 13 votos
D: 6 votos

3.2 E o candidato B, pois é aquele que tem maior percentagem de primeiros lugares, como
podemos constatar:

A: 2 x 100~ 25%
44
B: = x 100 ~ 31,8%
44
13
c: 2 % 100~ 29 6%
44
6
D: = x 100 ~ 13,6%
44
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e Atividade 4 (pag. 16)

4.1

4.1.1 Por run-off simples, procedemos, logo de inicio, a elimina¢cdo de todos os candidatos,
exceto os dois que obtiveram maior nimero de primeiros lugares; assim, eliminam-se
os candidatos A e D. Faz-se nova contagem, agora apenas com os candidatos B e C:

Votos
Preferéncias 3 6 8 13 14
1.° A D A C B
2.° D B B A C
3.° C A C D A
4° B C D B D

B: 6+ 8 + 14 = 28 votos
C:3+13 =16 votos
Vence o candidato B.

4.1.2 Por run-off sequencial, eliminamos primeiro o candidato D, pois é o que tem menor
numero de primeiros lugares:

Votos
Preferéncias 3 6 8 13 14
1. A D A C B
2.° D B B A C
3.7 C A C D A
4° B C D B D
Em seguida, reorganiza-se a tabela:
Votos
Preferéncias 3 6 8 13 14
1° A B A C B
2.° C A B A C
3.7 B C C B A

e procedemos a nova contagem:

A:3+ 8 =11 votos
B: 6 + 14 = 20 votos
C: 13 votos
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O candidato A é eliminado:

Votos
Preferéncias 3 6 8 13 14
1° A B A C B
2.7 C A B A C
3.° B C C B A
Agora, a tabela tem apenas dois candidatos:
Votos
Preferéncias 3 6 8 13 14
1° C B B C B
2.° B C C B C

sendo agora a contagem:

B: 6+ 8+ 14 = 28 votos e C:3+ 13 =16 votos

Vence o candidato B.

4.2 Com duas pequenas alteragdes nos esquemas de preferéncia, podemos obter vencedores

diferentes por aplicacdo dos diferentes métodos:

A A 4
- A = D -+ A
== D =-= A == C
- C == B = B
== B - C == D

3 votos 6 votos 8 votos

Verifiquemos:

Método da pluralidade

Facamos a contagem de primeiras preferéncias de cada candidato:
C: 13 votos D: 6 votos

A:3+8 =11 votos B: 14 votos

Vence o candidato B.

Método run-off simples
Eliminam-se os candidatos A e D:
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Votos

Preferéncias 3 6 8 13 14
1° A D A C B
2.° D A B A C
3.7 C B C D A
4° B C D B D
Reorganiza-se a tabela:
Votos
Preferéncias 3 6 8 13 14
1.° C B C C B
2.° B C B B C
Agora a contagem é:
B: 6 + 14 = 20 votos e C:3+8+13 =24 votos
Vence o candidato C.
Método run-off sequencial
O candidato D é eliminado:
Votos
Preferéncias 3 6 8 13 14
1.° A D A C B
2.° D A B A C
3.° C B C D A
4° B C D B D
Reorganiza-se a tabela:
Votos
Preferéncias 3 6 8 13 14
1° A A A C B
2.° C B C A C
3.° B C B B A
e procedemos a nova contagem:
A:3+6+8=17 votos B: 14 votos  C: 13 votos
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O candidato C é eliminado:

Votos
Preferéncias 3 6 8 13 14
1.° A A A (o B
2.° (¢ B c A (¢
3.° B (¢ B B A
Agora, a tabela tem apenas dois candidatos:
Votos
Preferéncias 3 6 8 13 14
1. A A A A B
27 B B B B A

A contagem é agora:
A:3+6+8+13=30 e B: 14 votos

Vence o candidato A.

Obtemos, assim, vencedores diferentes (B, C e A) usando os diferentes métodos. Os alunos
podem verificar que pequenas altera¢des nas preferéncias dos eleitores podem provocar alteragées
nos vencedores de uma elei¢do.

e Atividade 5 (pag. 18)

Esta atividade pode ser resolvida individualmente por cada aluno ou pode ser aproveitada para
um trabalho de grupo que os alunos preparem e, eventualmente, apresentem aos colegas. Poderdo
usar uma folha de calculo para a contagem das pontuagdes com as diferentes escalas escolhidas.
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¢ Atividade 6 (pag. 20)

Vamos fazer a comparagao das votagdes dos candidatos dois a dois:

A:7+12 + 25 =44 votos

AeB < Vence B
B: 18 + 20 + 23 = 61 votos
A:7+12 + 25 =44 votos

AeC: Vence C
C:18 +20 + 23 = 61 votos
A:7+12 + 20 =39 votos

AeD: Vence D
D: 18 + 23 + 25 = 66 votos
A:7+12 +18 =37 votos

AekE: Vence E
E: 20 + 23 + 25 = 68 votos
B: 20 votos

BeC: Vence C
C:7+12+18 +23 +25 =285 votos
B:12 + 18 + 20 = 50 votos

BeD: Vence D
D: 7 + 23 + 25 =55 votos
B:7+12+18 + 20+ 23 =80 votos

BekE: < Vence B
E: 25 votos
C:12+18 + 20 =50 votos

CeD: < Vence D
D: 7 + 23 + 25 =55 votos
C:7+12+18 +20+ 23 =80 votos

CekE: < Vence C
E: 25 votos
D:7+ 18 + 23 =48 votos

DekE: Vence E
E: 12 + 20+ 25 =57 votos

Ndo ha vencedor de Condorcet, pois, quando confrontados dois a dois, nenhum candidato vence
todos os outros.
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e Atividade 7 (pag. 23)

Apresentamos um exemplo, com seis candidatos e 80 eleitores, em que poderemos obter
vencedores diferentes ou, até, nenhum vencedor (como veremos no caso do método de

Condorcet).
Votos
Preferéncias 17 16 15 14 10 8
1.° B C E D F F
2.° C D D E D C
3° F E A C E D
4° D B B F B A
5.° A A F A C E
6. E F C B A B

Método da pluralidade

Facamos a contagem do nimero de primeiros lugares de cada candidato:
A: 0 votos C: 16 votos E: 15 votos
B: 17 votos D: 14 votos F: 10 + 8 = 18 votos

Vence o candidato F.

Método run-off simples

Eliminam-se todos os candidatos, excepto os dois que tém maior nimero de primeiros lugares,
istoé,A,C,DeE.

Método run-off sequencial
Elimina-se o candidato com menor nimero de primeiros lugares, o candidato A, e reorganiza-se

a tabela:
Votos
Preferéncias 17 16 15 14 10 8
1.° B C E D F F
2.° C D D E D C
3.° F E B C E D
4° D B F F B E
5.° E F C B C B
Faz-se nova contagem:
B: 17 votos C: 16 votos D: 14 votos E: 15 votos F: 10 + 8 = 18 votos

Elimina-se, agora, o candidato D e reorganiza-se a tabela:
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Mais uma vez, faz-se a contagem:

B: 17 votos

E: 15 + 14 = 29 votos

Sai, agora, o candidato C:

Votos
Preferéncias 17 16 15 14 10 8
1.° B C E E F F
2.° C E B C E C
3.° F B F F B E
4° E F C B C B
C: 16 votos
F: 10 + 8 = 18 votos
Votos
Preferéncias 17 16 15 14 10 8
1° B E E E F F
2.° F B B F E E
3.° E F F B B B

A contagem é agora:
B: 17 votos E: 16 + 15 + 14 = 45 votos F: 10 + 8 = 18 votos
E a vez de sair o candidato B e de os dois Ultimos candidatos disputarem o primeiro lugar:

Votos
Preferéncias 17 16 15 14 10 8
1.° F E E E F F
2.° E F F F E E

A contagem final é:

E: 16 + 15 + 14 = 45 votos F: 17 + 10 + 8 = 35 votos

O candidato E é o vencedor.

Método de Borda

Atribuindo 6 pontos a primeira preferéncia, 5 a segunda, ... e 1 ponto a ultima preferéncia,
vamos fazer a contagem dos pontos de cada um dos candidatos:

A:47x2+15x4+10+8x3=188
B:17x6+41x3+22=247
C:25x5+16x6+15+14x4+10x2 =312
D:17x3+41x5+14x6+8x%x4=372
E:17+26x4+15x6+14x5+8x%x2=297
F:17x4+16+15x2+14x3+18%x6 =264

O vencedor é o candidato D.
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Método de Condorcet

Vamos confrontar os candidatos dois a dois, verificando o numero de votos obtido por cada um,
em cada caso:

A:15+ 14 + 8 = 37 votos

AeB < Vence B
B:17+ 16 + 10 =43 votos
A: 15 votos

AeC: <: Vence C
C:17+16+14 + 10 + 8 = 65 votos
A: 0 votos

AeD: Vence D
D: 80 votos
A: 17 + 8 = 25 votos

AekE: Vence E
E: 16 + 15+ 14 + 10 = 55 votos
A:16 + 15 = 31 votos

AeF: < Vence F
F:17+14 + 10 + 8 = 49 votos
B:17 + 15 + 10 = 42 votos

BeC: Vence B
C:16 + 14 + 8 =38 votos
B: 17 votos

BeD: Vence D
D:16+15+ 14 + 10 + 8 =63 votos
B: 17 votos

BeekE: Vence E
E: 16 +15+ 14 + 10 + 8 = 63 votos
B:17 + 16 + 15 = 48 votos

BekF: Vence B
F:14 + 10 + 8 = 32 votos
C:17 + 16 + 8 =41 votos

CeD: Vence C
D:15+ 14 + 10 = 39 votos
C:17 +16 + 8 =41 votos

CekE: Vence C
E: 15+ 14 + 10 = 39 votos
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C:17 + 16 + 14 = 47 votos

CeF: Vence C
F: 15+ 10 + 8 = 33 votos
D:17+16 +14 + 10 + 8 = 65 votos

DekE: Vence D
E: 15 votos
D: 16 + 15 + 14 = 45 votos

DekF: Vence C
F:17 + 10 + 8 = 35 votos
E: 16 + 15 + 14 = 45 votos

EeF: Vence E
F:17 + 10 + 8 = 35 votos

Nao existe vencedor de Condorcet porque nenhuma alternativa vence todas as outras em confronto
direto (no entanto, para C vencer esta elei¢do, por este método, bastava que vencesse B).

Capitulo 2 — Teoria da partilha equilibrada

¢ Atividade 1 (pag. 34)

Um processo de resolucdo podera ser:

1.1 A melhor solugdo para a divisdo do bolo entre dois amigos, sem discussoes, é a seguinte:
um divide, o outro escolhe! Se assim for, nenhum se pode queixar: o que divide o bolo vai
fazé-lo da melhor maneira possivel, pois sabe quendo sera ele o primeiro a escolher; o outro
também ndo, pois é ele quem escolhe.

1.2 No caso dos trés amigos, a solucdo é semelhante, mas mais elaborada.

Consideremos trés amigos A, B e C:

A divide o bolo em trés partes que ele considera iguais (I, Il e 1lI).

B escolhe uma das partes. Suponhamos que é I.

A ndo pode protestar pois, para ele, as partes eram iguais.

¢ Se C ndo protestar, B tira a parte | e C escolhe entre Il e lll. A fica com a parte que sobra.

e Se C protestar (por lhe parecer que | € maior), escolhe entre Il e lll a parte com que A deve
ficar. Depois B e C dividem novamente o conjunto das duas partes restantes com o
método anteriormente utilizado para dois amigos.

1.3 Vamos ver o caso de cinco amigos.

Consideremos cinco amigos A, B, C, D e E:

¢ A parte uma fatia do bolo que lhe pareca ser a quinta parte.

¢ Se B achar o bocado grande, tira-lhe um bocado para juntar ao resto do bolo. Sendo passa
avezaC.

¢ C pode passar a vez ou diminuir ainda mais a parte cortada por A.
¢ D e E procedem da mesma forma.

¢ No fim desta 1.a volta, o ultimo que retirou alguma coisa da parte inicialmente cortada por
A. Se ninguém reduzir o bocado cortado por A, A fica com ele.
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e Os quatro restantes tornam a proceder como no inicio, comegando agora um deles por
partir uma parte que lhe pareca 1/4 do bolo.

¢ No fim da 2.a volta restam trés amigos e o resto do bolo. Podem continuar seguindo o caso
dos trés amigos que vimos em 1.2 ou seguir até atingir o caso de dois amigos e utilizar o
processo descrito em 1.1.

e Atividade 2 (pag. 35)

Os alunos poderdo fazer a composi¢cdo da comissdo de varios modos. Talvez o mais natural é
utilizarem uma proporgao:

3.° Ciclo 10.° Ano 11.° Ano 12.° Ano
307 1000 284 1000 227 1000 182 1000
X 20 X 20 X 20 X 20
x=6,14 x=5,68 x=4,54 x=3,64

Este exemplo é importante porque o nimero de alunos de cada nivel considerado a integrar a
comissdo ndo é um numero natural, servindo para os alunos sentirem a necessidade da existéncia de
métodos que lhes permitam ultrapassar esse problema.

e Atividade 3 (pag. 35)

O viajante que tinha contribuido com maior niumero de paes justificou-se dizendo que, durante
a viagem, quando tinham fome, ele tirava um pdo que partia em trés pedacos, dando um a cada
um.

Assim:
e oviajante 1, que contribuiu com 5 paes, deu 15 pedacos;

* 0 viajante 2, que contribuiu com 3 paes, deu 9 pedacgos, num total de 24 pedacos de pao, que
a dividir pelos 3 viajantes da 8 pedacos a cada um.

Entdo:

¢ 0 viajante 1 comeu 8 pedagos e deu 7 (pois a este pertenciam 15 dos 24 pedagos) — deve
receber 7 moedas;

¢ 0 viajante 2 comeu 8 pedacos e deu 1 (pois a este pertenciam 9 dos 24 pedacos) — deve
receber 1 moeda;

e 0 viajante 3, que se juntou aos dois anteriores na viagem, comeu 7 (dados pelo viajante 1)
mais 1 (dado pelo viajante 2) o que da também 8 pedagos de pao.

e Atividade 4 (pag. 35)

Justificagdo do dono da pousada para receber 28 dinares:

Valor da Venda Valor da Hospedagem
100 dinares 20 dinares
10 dinares 2 dinares
14 x 10 = 140 dinares 14 x 2 =28 dinares

. 100 _ 140 .
ou seja, = X - Sx =28 dinares .

Justificacao do vendedor de joias para pagar 24,5 dinares:
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Valor da Venda Valor da Hospedagem
200 dinares 35 dinares
20 dinares 3,5 dinares

7 x 20 = 140 dinares 7 x 3,5 = 24,5 dinares

. 200 _ 140 .
ou seja, -~ X - & x = 24,5 dinares .

Justificacdo do calculista para o pagamento de 26 dinares:

Valor da Hospedagem Valor da Hospedagem
200 dinares 35 dinares
100 dinares 20 dinares
Diferenca 100 dinares 15 dinares

Ou seja, a um acréscimo de 100 dinares na venda das joias corresponde um acréscimo de 15
dinares na hospedagem. E se o acréscimo na venda for de 40 dinares?

. . 100 . . .
Para um acréscimo na venda de 20 dinares (T) 0 acréscimo na hospedagem seria de 3 dinares

)
=)
Entdo, se o acréscimo na venda das joias por de 40 dinares, o acréscimo na hospedagem devera

. .., 100 40 . . -
ser de 6 dinares (2 x 3), isto é it 6 dinares (acréscimo). Portanto, o vendedor de joias

deveria pagar 20 + 6 = 26 dinares .

Claro que todos estes diferentes valores (24,5; 26 e 28 dinares) se devem a falta de
proporcionalidade entre os elementos do problema, isto é:

Valor da Venda Valor da Hospedagem
100 dinares 20 dinares
200 dinares 35 dinares (deveria ser 40 para haver proporcionalidade)

¢ Atividade 5 (pag. 36)
Sdo 35 camelos a dividir por trés irmaos da seguinte forma:

N . . 1
* 0 irm3do mais velho deveria receber 5 X 35=17,5 camelos
N . . 1
¢ 0 irmao do meio deveria receber? x 35 =11,6(6) camelos

N . . 1
* 0 irmdo mais novo deveria receber;x 35 = 3,(8) camelos

1 1 1 595 1 . 17
No entanto, X 35 X 35+ 3 X 35= T 33+ rid 35 camelos ou seja, sobram 1 + P camelos!

Assim, cada irm3do poderd receber mais do que estava inicialmente previsto.

O que o calculista fez foi juntar o seu camelo aos 35 dos trés irmaos fazendo a partilha dos 36
camelos assim obtidos. Entdo:

N . 1
® 0 irmao mais velho recebeu Phe 36 =18 camelos
N . 1
* 0 irm3do do meio recebeu 3% 36 =12 camelos

- . 1
® 0 irm3do mais novo recebeu 5 x 36 =4 camelos
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Os trés irmaos ficaram satisfeitos por receberem mais do que o inicialmente previsto e como 18 +
12 + 4 = 34, sobram dois camelos: o do calculista e um outro que os irmaos lhe oferecem em sinal
de agradecimento.

Existe um problema idéntico, mas em que o numero de camelos é 17. A divisao é feita do mesmo
modo, acrescentando um camelo aos 17 e no final sobrard apenas o camelo que foi
acrescentado. Se o numero de camelos aumentar para 53, o processo de divisdo é idéntico,
utilizando o mesmo artificio, mas sobram 3 camelos.

Partilhas no caso discreto — Divisao Justa

34

¢ Atividade 1 (pag. 42)

Comecemos por atribuir (provisoriamente), a cada uma das partes, os itens que cada um mais
valorizou:

¢ H—pensdo e casa: 75 pontos * M — custddia: 65 pontos

Como H tem mais pontos, temos de fazer transferéncia de pontos de H para M. Vamos calcular
as razdes entre os pontos distribuidos por H e M, relativamente aos itens que H detém, visto ser
este quem tem maior nimero de pontos:
Pensao: r; = L 2,4 Casa:r; = =_ 1,5

25 10
Uma vez que 1,5 < 2,4, vamos transferir pontos relativamente a casa. Se transferissemos a
totalidade dos pontos relativos a este item, a situacdo invertia-se; entdo, temos de calcular a
percentagem de pontos a transferir. Seja p a propor¢dao de pontos de H relativamente a casa;
para M sera 1 —p.

Assim:
160 + 15p =65+ 10 (1 —p)
<15p+10p=75-60

&25p =15
15
P=%
©<p=0,6

Entdo, no final:
M: custddia e 40% da casa
H: Pensdo e 60% da casa
e quanto ao numero de pontos, este é igual, como se pretendia:
M: 65 + 10 x 0,4 = 69 pontos
H: 60 + 15 x 0,6 = 69 pontos

¢ Atividade 2 (pag. 48)

Podemos organizar os dados numa tabela, calculando sucessivamente:
¢ 0 valor total dos bens para cada interveniente;

¢ 0 valor que cada um considera ser justo (J);

e quais (ou qual) os bens atribuidos a cada amigo;

¢ 0 valor dos bens atribuidos a cada um (B);
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¢ a diferenca entre o valor justo e o valor dos bens atribuidos (J — B) vai ditar o que cada um dos
amigos recebe ou paga (em dinheiro);

¢ calcula-se o montante disponivel (Md ) e divide-se igualmente pelos quatro;

e acertam-se os valores em dinheiro a receber ou a pagar no final de todo o processo de
partilha.

Vejamos:
Os «Médicos»
Preferéncias Abel Ilvo José Raul
Televisor 170 210 200 180
Madquina de lavar louga 120 140 150 135
Maquina de lavar roupa 140 125 100 155
Frigorifico 250 200 150 220
Total 680 675 600 690
J 170 168,75 150 172,5
Bens atribuidos Frigorifico Televisor Maquina Maquina
de lavar louga de lavar roupa
B 250 210 150 155
J-B -80 -41,25 0 (ndo paga 17,5
(paga) (paga nem recebe) (recebe)
M 4 80+41,25-17,5=103,75 euros
d/a 25,94 25,94 25,94 25,94
Final Paga Paga Recebe Recebe
54,06 euros 15,31 euros 25,94 euros 43,44 euros

Com toda a informacéao agora disponivel podemos concluir que:

Abel: Fica com o frigorifico e paga 54,06 euros;

José: Fica com a maquina de lavar louga e recebe 25,94 euros;
Ivo: Fica com o televisor e paga 15,31 euros;

Raul: Fica com a mdquina de lavar roupa e recebe 43,44 euros.

Também podemos sugerir aos alunos a utilizacdo de uma folha de célculo na resolucdo desta
atividade; pode ser um trabalho de grupo, com apresentagcao posterior em sala de aula para
desenvolver também a capacidade de comunicacdo matematica. Fica aqui uma sugestdo de
parametros a avaliar no caso do trabalho de grupo:

P, — Envolvimento e participacdo dos elementos do grupo na apresentagao.
P, — Apresentacao estética do trabalho.

P; — Clareza nos conteudos abordados.

P, — Utilizagao de uma linguagem matematica correta e adequada.

P, — Resolugdo correta do problema.

Ps — Nivel de desenvolvimento do trabalho.
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Segue-se uma possivel grelha de registo:

Py P,

P3

Py

Ps Média

Observagoes

Grupo | (1)

()

()

()

Na linha (1), o Professor podera avaliar cada um dos parametros do Grupo |, do qual fazem parte
os alunos cujos nomes podem ser registados em (2). No final das apresentacdes, o Professor
podera pedir a cada aluno a sua auto- avaliagcdo e regista-la na linha onde registou o nome do

aluno.

¢ Atividade 3 (pag. 52)

3.1 Vamos organizar numa tabela os segmentos definidos por cada uma das sobrinhas da tia

Gui:
1.° Segmento 2.° Segmento 3.° Segmento 4.° Segmento | 5.° Segmento
Sofia 1-5 6-9 10-12 13-16 17-29
Tania 1-4 5-11 12-14 15-17 18-20
Vanda 1-2 3-5 6-10 11-14 15-20
Xana 1 2-7 8-9 10-19 20
Zita 1-3 4-8 9-13 14 -18 19-20

3.2 Observando a fila das casinhas, o primeiro marcador é X1; entdo, a prima Xana fica com o
segmento 1 e retiram-se os seus outros marcadores.

Procuramos em seguida os segundos marcadores das restantes raparigas; o primeiro a
surgir é V2. A prima Vanda fica com o segmento entre V1 e V2 (3 — 5) e retiram-se os seus
outros marcadores.

Iniciamos a procura dos terceiros marcadores, sendo S$3 o primeiro a aparecer. A prima Sofia
fica com as casinhas entre S2 e S3, a que corresponde o segmento 10 — 12 e retiram-se os
seus outros marcadores.

Dos quartos marcadores, T4 é o primeiro a surgir. A prima Tania retira-se com o segmento

entreT3e T4 (15-17).

Por fim, a prima Zita fica com o segmento 19 — 20.

A distribui¢do das casinhas pelas quatro primas é a seguinte:

* Sofia: casinhas numeros 10, 11 e 12; ¢ Xana: casinha numero 1;

¢ Tania: casinhas niUmeros 15, 16 e 17; e Zita: casinhas numeros 19 e 20.
¢ Vanda: casinhas numeros 3, 4 e 5;

3.3 Sobram as casinhas numeros 2, 6, 7, 8, 9, 13, 14 e 18. Como sdo mais casinhas do que
primas, pode aplicar-se novamente o método dos marcadores. Esta é uma atividade que
pode ser desenvolvida em grupo (ou individualmente, como trabalho de casa) e as varias
solugGes obtidas podem ser discutidas em sala de aula.
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Caso Discreto — Divisao Proporcional

¢ Atividade 4 (pag. 57)

4.1 Numero de votantes: 30 400

O numero de votos obtidos por cada partido foram:
Os Reis: 0,12 x 30 400 = 3648 votos

As Damas: 0,34 x 30 400 = 10 336 votos
Os Valetes: 0,08 x 30 400 = 2432 votos
As Manilhas: 0,26 x 30 400 = 7904 votos
Os Ases: 0,20 x 30 400 = 6080 votos

4.2 Numero de mandatos a atribuir: 12

Divisores Os Reis As Damas Os Valetes As Manilhas Os Ases
1 3648 10336 2342 7904 6080
2 1824 5168 1216 3952 3040
3 1216 345,3 810,7 2634,7 2026,7
4 912 2584 608 1976 1520
5 729,6 2067,2 486,2 1580,8 1216
Colocando 12 quocientes por ordem decrescente da sua grandeza obtemos:
10336 7904 6080 5168 3952 3648
3445,3 3040 2634,67 2584 2432 2067,2

Assim, a distribuicdo dos mandatos é a seguinte:

As Damas: 5 mandatos—1.°,4.°7.°,10.°e 12.°
As Manilhas: 3 mandatos—2.°,5.°e9.°

Os Ases: 2 mandatos—3.e 8.°

Os Reis: 1 mandato - 6.°

Os Valetes: 1 mandato — 11.°

4.3 Com o auxilio da calculadora (ou de uma folha de célculo) podemos verificar que se os Ases
tiverem mais 76 votos (6080 + 76 = 6156) e as Damas tiverem menos 76 votos (10 336 — 76 =
10 260), a atribuicdo do ultimo mandato ira beneficiar os Ases e ndo as Damas.

4.4 O numero de mandatos mantém-se, o procedimento é idéntico mas os divisores agora sdo

1,3,5,7e09.
Divisores As Damas As Manilhas Os Ases Os Reis Os Valetes
1 10 336 7904 6080 3648 2432
3 4445,33 2634,67 2026,67 1216 810,67
5 2067,20 1580,80 1216 729,60 486,40
7 1476,57 1129,14 868,57 521,14 347,43
9 1148,44 878,22 675,56 405,33 270,22

Editavel e fotocopiavel © Texto | MACS 10.° ano

37



Colocando 12 quocientes por ordem decrescente da sua grandeza obtemos:

10 336; 7 904; 6 080; 4 445,33; 3 648; 2 634,67
2432; 2 067,20; 2 067,20; 1 580,80; 1476,57,; 1216

Assim, a distribuicdo dos mandatos, por aplicagdo do método de Sainte-Lagué, é a seguinte:

As Damas: 4 mandatos—1.°,5.°,9.°e 11.°.
As Manilhas: 3 mandatos —2.°,6.° e 10.°.

Os Ases: 2 mandatos—3.°e 8.°.

Os Reis: 2 mandatos —4.° e 12.°.

Os Valetes: 1 mandatos — 7.°.

Comparando os resultados obtidos pelos dois métodos verificamos que por aplicagdo do
método de Sainte-Lagué, o partido com maior nimero de votos (As Damas) teria menos um
mandato, enquanto que um dos partidos com menor representatividade (Os Reis) ficaria com
mais um mandato.

e Atividade 5 (pag. 59)

Divisor padrao = % =40

A partir do divisor padrdo, e com mais alguns calculos, podemos construir a seguinte tabela:

Grupos Quota padrdo = Quota inferior Ordem a at:eg::ee:tar Distribui¢ao
A 7,675 7 1.° 1 8
B 7,1 7 4° 0 7
C 5,675 5 1.° 1 6
D 4,55 4 3.° 0 4

23 lugares (sobram 2).

A nova comissao sera formada por:
¢ 8 alunos do 3.° Ciclo;

e 7 alunos do 10.° Ano;

e 6 alunos do 11.° Ano;

e 4 alunos do 12.° Ano.
¢ Atividade 6 (pag. 60)

6.1 Numero de alunos = 600

Divisor padrao =% =40
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Obtém-se a tabela seguinte:

30

Nortenho 5,2
Central 9,325 2°
Algarvio 0,475 1.°

14 lugares (sobra 1).

A distribuicdo é a seguinte:

e 5 professores para o Nortenho; e 9 professores para o Central; ¢ 1 professor para o Algarvio.

6.2 Divisor Padr3o =% =375

A partir do calculo do novo Divisor Padrdao podemos construir a seguinte tabela:

2.° 1 6

Nortenho 5,547 5
Central 9,947 9 1.° 1 10
Algarvio 0,507 0 3.° 0 0

14 lugares (sobram 2).

A nova distribuicdo é a seguinte:
¢ 10 alunos para o Central;

¢ 6 alunos para o Nortenho;

Com o aumento de um professor a colocar, o Colégio Algarvio perde o lugar que lhe havia

sido atribuido.

¢ Atividade 7 (pag. 61)
Total de candidatos = 23 750

Divisor padrao =

23750 = 475
50

Com alguns calculos podemos obter a tabela seguinte:

Como o numero de lugares distribuidos é inferior a 50, temos que encontrar um divisor

16

Norte 16,842
Centro 23,158 23
Sul 10,0 10

modificado (D.M.).
Consideremos o (D.M.) =465 .
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Norte 17,204 17
Centro 23,656 23
Sul 10,215 10

A comissdo devera ter a seguinte distribuicdo:
¢ 17 representantes da zona Norte;
¢ 23 representantes da zona Centro;

¢ 10 representantes da zona Sul.

e Atividade 8 (pag. 63)
8.1 Total de candidatos = 23 750

23750

Divisor padrdo = =475

Com alguns célculos, podemos obter a tabela seguinte:

Lo cemis | cenine

Norte 16,842 17
Centro 23,158 24
Sul 10,0 10

Como o numero de lugares distribuidos é inferior a 50, temos de encontrar um Divisor
Modificado (maior do que o divisor padrdo).

Consideremos o D.M. = 485

Norte 16,495 17
Centro 22,680 23
Sul 9,794 10

A comissdo devera ter a seguinte distribuicao:
¢ 17 representantes da zona Norte;

¢ 23 representantes da zona Centro;

¢ 10 representantes da zona Sul.

8.2 Embora se tenham utilizado métodos diferentes, os resultados obtidos foram os mesmos.
e Atividade 9 (pag. 64)

Numero de habitantes =1 166 000
Divisor padrio = % = 8969,23

Com alguns calculos, podemos obter a tabela seguinte:
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M 7000 0,780 1
N 59000 6,578 7
P 90 000 10,034 10
Q 960 000 107,033 107
R 50 000 5,575 6

131> 130

Como o numero de lugares distribuidos é superior a 130, temos de encontrar um divisor
modificado.

Consideremos o D.M. = 9050.

M 0,773 1
N 6,519 7
P 9,945 10
Q 106,077 106
R 5,525 6

A comissdo devera integrar:

¢ 1 representante de M; ¢ 106 representantes de Q;

e 7 representantes de N; * 6 representantes de R.

¢ 10 representantes de P;

e Atividade 10 (pag. 66)
Total da populagao =5 890 000 000
Divisor padrio = w =29 450 000

Com alguns calculos, podemos obter a tabela seguinte:

Terra 93,039 93,499 93

Marte 63,497 63,498 63

Saturno 29,202 29,496 29

Urano 11,205 11,489 11

Neptuno 3,056 3,464 3
199 < 200

Como o numero de lugares distribuidos é inferior a 200, é necessdrio um divisor modificado.
Consideremos o D.M. =29 400 000.
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Planeta Quota Modificada Quota Modificada Arredondada
Terra 93,197 93
Marte 63,605 64

Saturno 29,252 29
Urano 11,224 11

Neptuno 3,061 3

A comissdo devera integrar:

¢ 93 representantes da Terra; * 11 representantes de Urano;
* 64 representantes de Marte; ¢ 3 representantes de Neptuno.
¢ 29 representantes de Saturno;

Partilhas no Caso Continuo

42

¢ Atividade 1 (pag. 68)

Alex e Té Zé selecionam ambos os mesmos quartos Q1 e Q2. Assim, podem juntar
novamente essas duas partes, Alex (ou Té Zé) divide em dois e Té Zé (respetivamente Alex)
escolhe uma delas, ficando Alex (respetivamente Té Zé) com a outra. Jorge escolhe um dos
quartos Q3 e Q4 que selecionou inicialmente, ficando o Divisor, Pedro, com o quarto que Jorge
ndo escolher.

¢ Atividade 2 (pag. 69)

Aleatoriamente, os trés irmdos devem decidir qual deles fica com o papel de selecionador.
Suponhamos que a Joana é o selecionador e Marco e Filipe sdo os divisores. Estes decidem entre
si quem vai dividir o pudim em dois e quem vai escolher. Se for Marco a dividir, entao, Filipe
escolhe uma das metades e o irmdo fica com a outra. Se for Filipe, Marco escolhe uma das
metades e o irmdo fica com a outra.

Em seguida, Marco e Filipe dividem cada um a sua parte em trés pedagos que julguem serem
iguais. Joana entra em jogo e escolhe um dos pedacos dividido por Marco e outro por Filipe.

PR 111 . .
Deste modo, cada um dos trés irmaos fica com cteT 3 do pudim, como seria de esperar.

O professor poderd aqui sugerir, como atividade, que os alunos reflitam e descrevam como
aplicar este método ao caso de quatro jogadores. Por exemplo:

Atividade: Antes de terem acabado a partilha do pudim, tocam a campainha. E a prima
Susana.
E preciso voltar ao inicio e efetuar a divisdo do pudim, desta vez por quatro pessoas. Aplicando
o método do selecionador Unico, descreva a sua aplicagdo nesta situagdo.

E necessario comecar pela escolha do selecionador, que é feita aleatoriamente. Vamos
continuar com a Joana a ocupar essa posicao. Os outros trés jogadores tém agora de proceder a
divisdo do pudim em trés partes, o que podem fazer recorrendo ao mesmo método para trés
jogadores (que os alunos ja utilizaram na atividade do Manual).

Agora que Susana, Marco e Filipe tém cada um a sua parte de pudim (todas supostamente
iguais) vao, cada um deles, dividir a sua parte em quatro pedacos que julguem serem iguais.

A Joana, que foi apenas espetadora até este ponto, comeca a jogar escolhendo uma das

L . i 1 11 1 . R
quatro partes de cada irmdo e da prima, ficando com TRETRETER do pudim. Os outros trés
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. ) R L ) 3 1 .
jogadores ficam, cada um, com os seus trés pedacos, isto é, cada um fica com —= = do pudim.

12 4
Cada um dos quatro jogadores fica com 41 do pudim, o que é justo (desde que todos os pedagos
sejam considerados «iguais»).

Bom apetite!

e Atividade 3 (pag. 69)

Para a aplicacdo deste método é de toda a conveniéncia fazer um esquema do que se passa
em cada volta — vai auxiliar nas conclusbes a tirar. No caso concreto desta atividade, temos 6
estudantes que jogam pela seguinte ordem: E;, E;, E 3, E4, Es e E5 .

Como na 1.7 volta ninguém diminui, a fatia cortada por E; ndo sofre alteracdo, pois todos os
jogadores passam (P), isto é:

E;, E, E; E, E5 E;
P P P P P
Assim, E; fica com a primeira fatia, sai do jogo e na 2.a volta é E, quem parte a fatia, pois estd a
seguir a E; . Nesta segunda volta, E; e E; diminuem (D), isto é:
E, E; E, E5 Eg
P D D P
ficando a segunda fatia para E5 porque foi o ultimo a diminuir a fatia de piza na 2.a volta, saindo
do jogo.
Ficamos agora com quatro jogadores E,, E 3, E4, € E.
Na 3.7 volta, E, corta uma fatia e saird um jogador, ficando ainda trés em jogo.

Na 4.% volta, saird outro jogador, ficando dois em jogo. Estes ultimos pegam no pedaco de
piza que sobra, um divide em dois e o outro escolhe.

Assim, sdo necessarias quatro voltas para que cada um dos estudantes obtenha a sua fatia
de piza.

O professor podera propor, ainda dentro desta atividade, mais duas condi¢Ges que permitam
determinar qual a ordem de saida de cada jogador do jogo. Por exemplo:

¢ na 3.7 volta, apenas E 3 diminui;
* na 4.7 volta, ninguém diminui.

Para estas duas novas condic¢des, e supondo ser para a continua¢do da atividade do Manual,
temos:

E, E; E, E;

D P P
ficando E ; com a terceira fatia de piza e abandonando o jogo. Na 4.% volta, E, parte a fatia e:
E, E, E;
P P

e acaba por ficar com ela, saindo do jogo. E; e E; sdo, neste caso, os jogadores que vao dividir
entre si o Ultimo pedaco de piza (um parte e o outro escolhe).

¢ Atividade 4 (pag. 70)
A descricdo seguinte é apenas uma das varias hipdteses de aplicagdo.

Primeiro, os quatro intervenientes decidem, aleatoriamente, quem sera o divisor e qual a
ordem de jogada. Sera:
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e |sa, o divisor.
¢ Beta, Nando e T jogam, por esta ordem.

Isa comeca por dividir a pagina em cinco partes, que julga serem iguais, Jy, J5, J3, J4 € Jg. Beta
retifica (ou apara) J, e J; e, em seguida, Nando retifica J,. E a vez de T6, que escolhe J;. Nando
joga depois e, como a parte de pagina que ele retificou foi escolhida por T9, ele pode escolher
qualguer uma das restantes e decide-se por J,. Beta tera obrigatoriamente de escolher J,ou J;,
porque foram por ela retificadas, e opta por J3. Finalmente o divisor, Isa, tem ao seu dispor J2 e
J; e escolhe J,. O pedago de pagina que sobrou pode ser novamente dividido, pelo mesmo
método ou por outro, pelos quatro jogadores.

Esta é apenas uma das hipéteses de aplicacdo do método a esta situagao porque as opgdes
dos jogadores podem ser varias. A(s) parte(s) extra com que se inicia este método serve(m) para
garantir que no final o ultimo a escolher, o divisor, tenha ao seu dispor, pelo menos, uma parte
gue ndo foi retificada e que se mantém exatamente como ele préprio a dividiu.

Como atividade extra, o professor podera propor a divisdo de, por exemplo, um bolo por
cinco jogadores.

O ndmero inicial de partes terd de ser 2°2+1=9.

Os raciocinios que envolve sdo muito interessantes, as soluc¢des variadas e os alunos
aprendem que hd decisdes que, para serem tomadas, tém de ser asseguradas algumas
condigdes iniciais, as quais tém de estar atentos.

E fascinante. Divirtam-se!

Tema 3 — Modelos matematicos

Problemas matematicos da area financeira

44

¢ Atividade 1 (pag. 183)

Seja t a taxa do IVA;
tx821,34=188,91<=t=23%

e Atividade 3 (pag. 183)

3.1 Sumos: x;x1,06=5,36 © x;, =~ 5,06 €
Amaciador de roupa: x, x 1,23 =4,59 © x,=3,73 €
Agua: x3x1,13=3,30 © x3= 2,92 €
logurtes: x,x 1,06 =2,89 & x, ~ 2,73 €
Lengos: x5x1,23=1,78 & x5~ 145€

3.2 Total sem IVA: X+ X5 + X3 +X4 + Xs= 15,89 €
IVA pago: 17,92 -15,89=2,03 €

3.3 Sumos: 5,06 x 1,05 =~ 5,31 €
Amaciador: 3,73 x 1,18 =~ 4,40 €
Agua: 2,92 x1,10 = 3,21 €
logurtes: 2,73 x 1,05 = 2,87 €
Lencos: 1,45x 1,18 ~ 1,71 €
Valor total da fatura: 17,50 €
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e Atividade 4 (p. 186)
98 740 x 0,02 —1848,14 = 126,66 £

e Atividade 6 (p. 186)
6.1 Ataxa é de 6,5%
6.2 72 000 x 0,065 = 4680 €
O valor de IMT a pagar é de 4680 €

e Atividade 7 (p. 186)
170000 x0,10=17 000 €
O valor de IMT a pagar é de 17 000 €

¢ Atividade 12 (pag. 191)
121,35-119,40
119,40
Preco dos sapatos: 62 x 1,0163 ~ 63,01 €

120,30—117,60
————x 100 = 2,30%
117,60

Preco dos sapatos: 62 x 1,0230 ~ 63,43 €

122,00-116,94
————x100=4,33 €
116,94

Preco dos sapatos: 62 x 1,0433 ~ 64,68 €

114,46-113,46
———x100=1,28
113,46

Preco dos sapatos: 62 x 1,0128 ~ 62,79 €

Espanha: T = x 100 = 1,63%
Italia: T =

Malta: T=

Suécia: T=

Atividade bancaria

¢ Atividade 1 (pag. 195)
I: 200 000 + 3 x 0,12 x 200 000 = 272 000€
I1: 200 000 x 1,10° = 266 200€

Dever-se-a optar pela proposta I.

e Atividade 2 (pag. 198)
Banco A: 10 000 x 1,04°= 10 816€
Banco B: 10 000 x (0,06 x 2 + 1) = 11 200€
Banco C: 100 000 x (1 + =) = 10 459,66€
Dever-se-a optar pelo banco B.
e Atividade 3 (pag. 198)
3.1 Cg= 2500 x 1,05° =~ 3350,24€
3.2 C3,3 = 2500 x 1,05° x 1,07° =~ 3545,35€
3.3 3350,24 — 2500 = 850,24¢€ (situagdo de 3.1)
3545,35 — 2500 = 1045€ (situacdo de 3.2)
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¢ Atividade 6 (pag. 208)

6.1.1 2500 + 6,8355 ~ 365,74
Pode subscrever 365 U.P.

0,125
100

6.2.1 Total: 365 x 6,9341 = 2530,9465
Comissao de resgate = 2530,9465 x 0,005 =~ 12,6547
Resgate = 2530, 9465 — 12,6547 = 2518,2918

6.1.2 Comissao = 365 x 6,8355 x

~3,12€

O valor do resgate é de, aproximadamente, 2518,29€

6.2.2 Lucro: 2518,29 — 365 x 6,8355 = 23,3325
O lucro foi de aproximadamente, 23,33€

e Atividade 7 (p. 209)
7.1 E de 15962€
7.2 E de 12 meses (1ano)
7.3 Tera de pagar o valor residual de 1308,39€
7.4.1 Juros: 664,31€
7.4.2 15962 + 664,31 = 16 626,31€

« Atividade 8 (p. 210)
15962

Amortizagao: ~ 1330,17

15962
12

Prestacdo mensal = 1509,74€
Custo do carro =12 x 1509,74 = 18 116,88€

Juros: x 0,135~ 179,57

Tarifarios
e Atividade 2 (p. 214)
Tarifa simples
Poténcia: 0,8362 x 30 = 25,086€
Consumo: 0,1528 x 200 = 30,56€

Assim, teria de pagar 25,086 + 30,56 = 55,646€
A este valor acresce 6% de IVA pelo que a Joana terd de pagar 55,646 x 1,06 = 58,98€

Tarefa bi-horaria

Os encargos com a poténcia sdo 0s mesmos.

O consumo sera 60 x 0,0946 + 140 x 0,1785 = 30,666€

O montante que a Joana tera que pagar com IVA sera de (25,086 + 30,666) x 1,06 = 59,097€
Assim sera mais econdmica a tarifa simples.
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Atividades Complementares

1. Estratégias eleitorais

Introdugao

Como se sabe existem varios métodos eleitorais, sendo que cada um deles traduz de forma
diferente as opinides expressas pelos eleitores, podendo, no entanto, terem, no final, o0 mesmo
resultado eleitoral. Conhecer, a partida, qual o método eleitoral, quais os candidatos e quem sdo os
eleitores é o que se deseja num sistema eleitoral justo, sério e nado fraudulento.

Serd natural e legitimo que, cumprindo as regras definidas pelos métodos eleitorais, qualquer
eleitor e/ou candidato use o seu poder no processo eleitoral para fazer vencer a sua opinido ou
contribuir para que a opinido vencedora seja a que mais vantagens lhe traga. Concordaremos todos
com isso?! Talvez sim.

Designamos por estratégia eleitoral, o modo como se podera usar esse poder, sendo que, em
funcdo do interveniente (organizador/definidor do processo eleitoral, candidato, eleitor) que tenta
influenciar o resultado das eleicdes, podemos dividir as estratégias em trés tipos: escolha do
método/agenda eleitoral; desisténcia/coliga¢do; voto estratégico.

Analisaremos a seguir alguns exemplos destas estratégias, sendo que num mesmo exemplo
poderdo usar-se mais do que um tipo de estratégia eleitoral.

A adenda fantasma

Considere-se uma vota¢cdo num 6rgao decisério e colegial da Associacdo de Estudantes de um
dado agrupamento de escolas, por exemplo, na Direcao da Associacao de Estudantes.

O Presidente da Diregdao, também Presidente da Associagdo de Estudantes, eleito por sufragio
universal dos alunos do agrupamento €, por ineréncia do seu cargo, quem organiza e orienta todas as
elei¢es realizadas nas reunides de Diregdo. O Presidente é também um eleitor nessas elei¢cdes, com
o mesmo direito e poder de voto que os restantes elementos da Direcdo, e, com certeza, tem as suas
preferéncias/opinides sobre o que a Dire¢do decidir aprovar.

A Associagdo de Estudantes prepara-se para aprovar um texto com recomendagdes a enviar ao
Ministro da Educagdo sobre os apoios concedidos no dmbito da Ag¢do Social Escolar. Apds discussdo e
debate do assunto em reunido de Direcao, surgiram dois textos de recomendacdo apresentados por
grupos distintos de elementos da direcdo da Associacdo de Estudantes: Recomendacdo A e
Recomendacgao B.

Perante estas duas propostas, o Presidente da dire¢do colocou-as a votagdo. O resultado desta
votacdo foi a aprovagdo da Recomendacdo B com 2/3 dos votos dos elementos da Direcéo.

Este resultado ndo era o pretendido pelo Presidente da Associacdo de Estudantes, por isso o
Presidente votou derrotado. Que estratégia podera ele usar, como organizador das votacGes, para
tentar influenciar o resultado da votacdo de forma a o favorecer?

Veja-se a seguinte possibilidade de estratégia, que sé podera resultar se bem conduzida pelo
organizador das votagoes.

Suponhamos que no debate sobre o conteldo a inserir no texto de recomendacgdo, o Presidente
apercebeu-se que existiam pontos em ambas as propostas que ndo eram totalmente aceites por
guem as votou favoravelmente e que, por isso, a proposta vencedora era passivel de incluir uma
adenda (um acréscimo de conteudos) de tal forma que dividiria as preferéncias de quem a votou
favoravelmente.
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Mais concretamente, consideremos, agora, trés propostas de recomendagdo: Recomendacgdo A (a
derrotada na primeira votag¢do); Recomendacdo B; Recomendagdo B com Adenda.

Antes de colocar as propostas a votacdao, em reunido de Dire¢do, o Presidente fez um estudo
sobre as preferéncias de todos os elementos da Dire¢do, isto é, todos os votantes, sobre as trés
propostas.

Essas preferéncias sdo as que na tabela abaixo, sendo que os grupos A, B e C sdo constituidos pelo
mesmo nuimero de votantes.

Votantes
A B C
1.7 preferéncia RecA RecB RecB+Ad
2.7 preferéncia | RecB+Ad RecA RecB
3.7 preferéncia | RecB RecB+Ad RecA

RecA — Recomendagdo A;
RecB — Recomendagao B;

RecB+Ad — Recomendagdo B com adenda
Como deve, agora, o Presidente proceder a votacdo destas propostas para ver a sua preferéncia
sair vencedora?

Se forem colocadas, em simultaneo, as trés propostas a votacdo nao havera proposta vencedora,
ja que todas terdo 1/3 dos votos. Portanto essa ndo devera ser uma estratégia a seguir.

Também a votacdo por comparacdo das propostas duas a duas ndo resultard em vitdria por parte
de alguma das propostas, pois teremos os seguintes resultados:

e Recomendacdo A vence Recomendac¢do B com Adenda

e Recomendacdo B vence Recomendacgao A

e Recomendacdo B com Adenda vence Recomendacado B

A votacdo tera que ser, entdo, realizada em duas voltas, numa primeira com apenas duas propostas,
sendo depois, numa segunda volta, votadas a proposta vencedora com a restante. Considerando P1, P2
e P3 as trés propostas a votacdo, podemos representar esta agenda eleitoral da seguinte forma:

e 1.° Volta: P1 versus P2

e 2.°Volta: Vencedor da 1.% Volta versus P3

Serd que existe alguma estratégia, isto é, sequéncia de votacgGes, a utilizar pelo Presidente da
Direcao da Associacao de Estudantes para que a sua preferéncia seja vencedora?

Tendo em atenc¢do a informacgdo que se possui sobre as preferéncias dos votantes, vejamos o
resultado final da vota¢do para cada uma das trés possiveis sequéncias distintas:

e 1.°volta: Recomendacio A versus Recomendacdo B

e 2.%volta: Vencedor da 1.% volta versus Recomendac¢io B com adenda

ou

e 1.% volta: Recomendacdo A versus Recomendacdo B com adenda

e 2.%volta: Vencedor da 1.% volta versus Recomendagio B
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ou

e 1. Volta: Recomendacdo B versus Recomendacdo B com adenda

e 2.%Volta: Vencedor da 1.% volta versus Recomendagio A

Através da andlise dos resultados anteriores, conclui-se que existe uma agenda eleitoral em
que o Presidente, estrategicamente, consegue que a sua preferéncia seja a vencedora.

E claro que este tipo de estratégia sobre o método de voto a utilizar é, na sua maioria das vezes,
impossivel de se verificar pois o método de votacdo é decidido antecipadamente. No entanto, em
pequenos grupos verifica-se (voluntaria ou involuntariamente) a possibilidade de se ter uma ideia
antecipada do sentido de voto dos eleitores, fruto da discussdao que habitualmente precede uma
votacdo, e isso permite colocar a votagdo propostas que apenas tém como objetivo dividir os votos
da proposta vencedora. Essa proposta ficticia pode ser criada, acrescentando-se, a proposta
vencedora, contetudos que dividem os seus votantes, designando-se, assim, por «adenda fantasma».

O voto estratégico no dilema de Plinio

O dilema de Plinio, do historiador romano Gaius Plinius Caecilius, constitui um dos primeiros
relatos histdricos sobre a teoria das eleigGes e permite-nos analisar o quanto o resultado final de
uma eleicdo pode ser mais proximo da preferéncia de um votante se este votar estrategicamente e
nao sinceramente.

Veja-se entdo o dilema:

«Uma mogdo foi colocada perante o Senado sobre os escravos libertos do consul Afranius
Dexter que foi encontrado morto, ou pelas suas proprias méos, ou pela méo dos seus
escravos, morto num ato criminoso, ou em obediéncia aos seus desejos.»

Dessa mocgao resultou que:

«Uma pessoa [...] pensou que, depois do inquérito, deviam ser perdoados. Uma segunda
pessoa pensou que deviam ser desterrados para uma ilha, uma terceira pessoa que deviam
ser executados. A diversidade das propostas significa que tinham de ser votadas
individualmente.»

No debate realizado pelo Senado constituiram-se trés grupos de senadores romanos cujas
opinides divergiam sobre o que fazer aos escravos libertos, caso se viesse a comprovar que a morte
do consul ndo se tratou de suicidio:

o Grupo Perddo: senadores que acreditam na inocéncia dos escravos e sdo favoraveis ao
perdao, este grupo representa 40% dos senadores;

e Grupo Desterro: senadores que consideram os escravos libertos culpados, no entanto,
como acreditam que eles se limitaram a obedecer a uma ordem do consul, propéem o
desterro para uma ilha, representando este grupo 35% dos senadores;

e Grupo Execugdo: senadores que acreditam que os escravos libertos sao culpados e como
tal devem ser executados, representando este grupo uma minoria de 25% dos
senadores.

Considerando que as percentagens de intencdo de voto sdao conhecidas por todos, que votacgdes
estratégicas poderdo ocorrer:

- Numa votagao por maioria relativa?
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Sem votacdo estratégica o resultado da votacdo seria exatamente igual a percentagem de
intengdo de votos, e portanto seria vencedora a proposta de Perdao dos escravos com 40% dos
votos.

Quem neste caso poderia votar estrategicamente de forma a que o resultado da votacdo fosse
mais préximo da sua vontade?

Os senadores favoraveis a Execucdo dos escravos poderiam, estrategicamente, votar favoravel a
proposta de Desterro de forma que esta saisse vencedora, sendo que esta sera mais proxima das
suas vontades do que a proposta de Perdao. Assim, com votagdo estratégica por parte dos senadores
do Grupo de Execugdo, teriamos o seguinte resultado da votacdo: Perddao 40%; Desterro 60%;
Execucdo 0%, saindo vencedora a proposta Desterro. Esta votagdo estratégica pode também ser
considerada como uma desisténcia, a favor da proposta Desterro, por parte da proposta Execugao,
ou ainda como uma coliga¢do destas duas propostas.

- Numa votagao por maioria absoluta?

Numa votacdo sem estratégia e com as intencGes de voto conhecidas teriamos o seguinte
resultado para a elei¢cdo por maioria absoluta:

1.2 Volta: Perddo — 40%; Desterro — 35%; Execucdo — 25%
2.7 Volta: Perddo — 40%; Desterro — 60%.

Neste caso, a proposta vencedora seria a do Desterro.

Quem poderia agora votar estrategicamente de forma a que o resultado da votacdo fosse mais
proximo da sua vontade?

O Grupo da Execucdo dificilmente conseguira vencer esta votacdo, ja que mesmo que fosse a uma
segunda volta com o Grupo do Perd3o, teria que ter mais de 3/7 dos senadores do Grupo de
Desterro a votar numa pena bem mais pesada, a Execuc¢do. Além disso, sendo a op¢do com menor
intencdo de votos, ndo podem os senadores deste grupo votarem estrategicamente pois continuarao
a ser a opg¢do que ndo passa a segunda volta.

Quanto ao Grupo Perddo, que perde a votacdo na segunda volta, poderdo os senadores deste
grupo votarem estrategicamente de forma a sua proposta sair vencedora?

Para que o Perdao saisse vencedor teria que a votacao da segunda volta se realizar entre o Perdao
e a Execucdo. No entanto, dadas as percentagens de intencdo de voto, ndo é possivel existir um
numero suficiente de votos estratégicos na proposta Execuc¢do, por parte dos senadores do Grupo
Perddo, de forma a passarem a segunda volta as propostas Perdao e Execugdo. Isso seria possivel
com que percentagens de intencdo de votos?

- Numa vota¢ao com agenda?

Considera-se, para trés propostas, uma vota¢cdo com agenda, composta pela a seguinte sequéncia
de votacgodes:

1.° Votag3o: Proposta 1 versus Proposta 2

2.% Votac3o: Vencedor da 1.% Votagdo versus Proposta 3

A escolha das propostas a serem votadas em primeiro lugar pode influenciar o resultado e a
possibilidade de existéncia de voto estratégico. Para o nosso dilema dos escravos, veremos apenas
um caso e em que serd possivel utilizar-se o voto estratégico.

1.° Votagdo: Desterro versus Execugdo
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Sem voto estratégico, o Desterro venceria a 1.% votac3do a Execuc3o e venceria a 2.° votac3o ao
Perddo. Quem podera votar estrategicamente nesta votacdo?

Os senadores do Grupo Perdao, que apesar de entre o Desterro e a Execucdo preferirem o
Desterro, irdo votar estrategicamente na Execucdo para que esta proposta venca a 1.° votacdo e
depois, numa segunda votacao entre a Execucdo e o Perddo, o Perddao possa ser a proposta
vencedora.

Numa agenda em que a 1.° votagdo seja entre a proposta de Perd3o e a de Execu¢do n3o existe
qualquer tipo de voto estratégico possivel para os senadores dos grupos de Perd3o e de Execucdo,
que perderdo a votagdo para o grupo do Desterro.

O voto estratégico na elei¢ao do Presidente da Republica Portuguesa

Uma eleicdo com voto maioritario a duas voltas permite que, numa primeira volta, os eleitores
decidam quais os dois candidatos a disputarem a eleicdo numa segunda volta, sendo que, na
segunda volta os eleitores dos candidatos eliminados terdo que optar pelo candidato mais préximo
da sua preferéncia.

As elei¢cdes Presidenciais de 1986 foram as mais disputadas no nosso pais e foram as Unicas em
que foi necessaria uma segunda volta. Na primeira volta dessas eleicdes o candidato Freitas do
Amaral esteve muito perto de obter a maioria absoluta e, desta forma, evitar uma segunda volta. Na
segunda volta, Freitas do Amaral perdeu, com 48,82% dos votos, na segunda volta para o candidato
Mario Soares que obteve 51,18% dos votos.

Os resultados da primeira volta encontram-se na tabela abaixo.

Candidato N.° de Votos % de Votos
Freitas do Amaral 2 629 597 46,31
Mario Soares 1443 683 25,43
Salgado Zenha 1185 867 20,88
Lurdes Pintasilgo 418 961 7,38

Conhecendo-se o espetro do sistema politico portugués e os setores desse espetro, de onde
surgem as bases de apoio e eleitores de cada candidato, poder-se-a afirmar que um voto estratégico
poderia ter resultado na eleicdo de Freitas do Amaral como Presidente?

Na verdade, se os eleitores do candidato Freitas do Amaral soubessem antecipadamente os
resultados da 1.7 volta poderiam, de forma concertada (o que é dificil com mais de 2,5 milhdes de
eleitores), votar estrategicamente no candidato Salgado Zenha para que fosse este a disputar a 2.°
volta com Freitas do Amaral. Poderia essa votagdo estratégica fazer com que a segunda volta fosse
entre Freitas do Amaral e Salgado Zenha?

Para que Salgado Zenha fosse a 2.° volta bastaria que cerca de 5% dos eleitores de Freitas do
Amaral votassem estrategicamente nele. Desta forma, e dado ser expectdvel existir uma maior
percentagem de eleitores de Mario Soares a preferirem votar, numa segunda volta, em Freitas do
Amaral do que em Salgado Zenha, o vencedor na segunda volta seria Freitas do Amaral.

Claro esta que num colégio eleitoral da dimensdo do de uma eleigcdo presidencial é dificil — quase
impossivel — existir uma conjugacdo de fatores, como, por exemplo, conhecimento de intenc¢do de
voto e coordenacgdo entre eleitores, que permita a utilizagdo do voto estratégico. A possibilidade de
se utilizar o voto estratégico ndo deixa, contudo, de ser real e significativa para colégios eleitorais de
dimensdes reduzidas.
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2. Ordem do dia e votagdo estratégica

Resumo

Esta é uma atividade pratica baseada numa proposta de Charles A. Holt e Lisa R. Anderson®. Neste
texto descreve-se uma experiéncia de sala de aula, na qual os alunos decidem sobre que projetos
aprovar com base numa votagao por maioria. S3o usadas varias ordens do dia para gerar um ciclo de
votacodes o que conduz a um nivel elevado de despesas publicas.

O debate a promover em sala de aula permitird que os alunos descubram por eles préprios como
manipular resultados através de esquemas de ordem do dia e por votagGes estratégicas. O exercicio
conduz naturalmente a uma discussdo acerca de instituicGes politicas, assim como contribui para a
aprendizagem de conceitos de votagdo e de ineficientes opc¢des publicas.

Materiais

Uma cépia das instrucdes, em anexo, para cada aluno participante e um baralho de cartas por
cada grupo de sete eleitores.

Introdugao

Numa democracia as decisGes sdao frequentemente tomadas coletivamente, e por vezes, do
processo politico resulta um conjunto de tomadas de decisdo com custos que excedem, em muito, os
seus beneficios.

Reciprocamente, projetos com beneficios muito altos para uma minoria de eleitores podem nao
ser aprovados na auséncia de maioria. Com a regra de maioria, por exemplo, os eleitores podem
manipular, estrategicamente, a ordem do dia para favorecer certos resultados.

Nesta atividade organiza-se uma experiéncia de sala de aula na qual vérias propostas sdo
consideradas em sequéncia, e coligacbes podem aprovar um jogo de politicas com uma perda liquida
para sociedade. Votacdes «sabias» entre duas alternativas podem resultar numa dinamica pela qual
a ordem das votacBes determina o resultado final. Como os eleitores se ddo conta disto, tentam
controlar a ordem do dia mudando o sentido de voto.

Com esta atividade pretende-se promover a discussao sobre instituicdes politicas, a participa¢do
ativa nas mesmas, e sobre votagao estratégica.

Procedimentos

A atividade pode ser realizada por um nimero minimo de 7 alunos, ou multiplos deste nimero e
demorara cerca de 30 a 45 minutos. Serd necessario um baralho de cartas por cada 14 pessoas, e
dois baralhos para 35 pessoas. As cartas serdo distribuidas aos eleitores-alunos conforme descrito
abaixo, e a «mao» do eleitor determina as suas preferéncias.

Um eleitor que recebe uma carta de Copas tem uma preferéncia para o projeto de construgao de
uma «Rodovia», e um eleitor que recebe uma carta de Espadas tem uma preferéncia para o projeto
de construgdo de uma «Escola». Um eleitor com uma carta de Ouros nao tem qualquer preferéncia.

Cada eleitor recebe duas cartas, e, assim, alguns podem preferir que ambos os projetos sejam
aprovados, no entanto, ninguém beneficia duas vezes de um mesmo projeto. Para cada grupo de
sete eleitores designados de E1 a E7, as cartas devem ser distribuidas conforme a Tabela 1.

1

Holt: Department of Economics, Rouss Hall, University of Virginia, Charlottesville, VA 22903 USA; E-mail: holt@virginia.edu. Anderson:
Department of Economics, College of William and Mary, PO Box 8795, Charlottesville, VA 22903 Williamsburg, VA 23187-8795 USA; E-mail:
Irande@malthus.morton.wm.edu.
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Note-se que as cartas de Ouros sdo neutras. Podem ser adicionados eleitores em multiplos de sete
reproduzindo as anteriores distribuicGes. Quando o nimero de alunos numa turma ndo é um multiplo
de sete, alguns alunos podem sentar-se aos pares e consideram-se como um Unico eleitor. O nimero
de «pintas» e a figura das cartas ndo interessam, podendo, por isso, combinar-se dois baralhos para se

adquirir um conjunto de 26 Espadas que permitirdo cinco replicagbes da situacao dos sete eleitores.

Tabela 1. Distribuicao das cartas pelos eleitores.

Eleitor 1 Eleitor 2 Eleitor 3 Eleitor 4 Eleitor 5 Eleitor 6 Eleitor 7
Copas Copas Copas Copas Ouros Ouros Ouros
Espadas Espadas Ouros Ouros Espadas Espadas Espadas
Projetos correspondentes:
Rodovia Rodovia Rodovia Rodovia Escola Escola Escola
Escola Escola

As instrucbes do anexo, a entregar a cada aluno, explicam como os pagamentos/beneficios sdo
determinados.

Cada eleitor paga um imposto de 200€ por cada projeto que é aprovado. O beneficio de uma
escola é de 300€ para um eleitor com uma Espada e o beneficio de uma Rodovia sdo 300€ para um
eleitor com uma Copa.

Por exemplo, se ambos os projetos sdao aprovados, os eleitores E1 e E2 ganham 600€ em
beneficios e perdem 400€ em impostos, todos os outros eleitores ganham 300€ em beneficios e
perdem 400€ em impostos.

Note-se que cinco eleitores sdo a favor da escola, portanto o seu beneficio agregado é 5 x 300 =
1500€, o que excede o custo de 7 x 200 = 1400€.

O projeto Rodovia, por outro lado, tem um beneficio agregado de 4 x 300 = 1200€ — valor inferior
ao do custo agregado, que é 1400€.

Finalmente, os beneficios agregados dos projetos Rodovia/Escola sdo de 2700€, o que é inferior
aos custos agregados do pacote: 1400€ x 2 = 2800€.

Estes pagamentos/beneficios tornam possivel observar um ciclo de votacdo no qual a 1.% opgdo
vence a 2.7 op¢do, que por sua vez vence a 3.* op¢do, mas a 3.> opc¢do vence a 1.% opgio.

Numa votacdo entre nenhum dos projetos e apenas o projeto da Rodovia, o projeto da Rodovia
vence com o apoio de eleitores E1 a E4.

Numa votacdo entre o projeto da Rodovia e ambos os projetos, o conjunto dos dois projetos
vence. Isto porque os eleitores E1 e E2 beneficiam de ambos os projetos, e eleitores E5, E6 e E7
preferem perder 100€ da aprova¢do dos dois projetos a perderem 200€ resultante da aprovagdo
apenas do projeto da Rodovia.

Para completar o ciclo, note-se que a aprovacdao de ambos os projetos ndao recebe mais votos do
gue a aprovacdo de nenhum projeto. Os Unicos eleitores que preferem a aprovacdo de ambos os
projetos sdo os que recebem uma carta de Copas e uma de Espadas.

e Ordem do dia 1 — no anexo de instrugdes esta planeada uma votagdo para conduzir os
estudantes a um ciclo. Esta ordem do dia também mostra que cada projeto pode ser
aprovado quando cada um é considerado isoladamente, de forma sequencial, mesmo
sabendo que a maioria prefira ndo aprovar algum a aprovar os dois.

Os resultados da Ordem do dia 1 podem ser registados escrevendo a soma dos votos no
espaco a frente da designacdo do projeto:
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Rodovia versus Nao Rodovia ;
Escola versus Nao Escola :

Ambos projetos Aprovados versus Nenhum projeto aprovado

e Ordem do dia 2 — permite-se aos alunos que observem o ciclo anterior de votagdes
efetuando comparagdes entre pares de possiveis opgdes.

e Ordem do dia 3 — é geralmente usada para que os eleitores escolham entre dois
desafios/propostas numa primeira fase (primarias) e depois escolham entre o vencedor
das primarias e uma terceira opc¢do, vulgarmente conhecido pelo «vota fora». Esta ordem
do dia também ilustra a diferenca entre votagdo ingénua/sincera e estratégica.

Se ndo houver nenhuma votacdo estratégica na Ordem do dia 3, pode-se permitir que os
estudantes discutam estratégias antes de repetir, uma segunda vez, a sucessdo de votos na Ordem
do dia 3.

Dependendo do niumero de alunos a participar na atividade, organizam-se as cartas de forma a
dar a partir do topo duas cartas para o eleitor que corresponde a E1, as préximas duas cartas para o
eleitor que corresponde a E2, e assim sucessivamente.

No inicio da atividade, distribuem-se as instrucdes e as cartas a cada aluno, sdo lidas as instru¢ées
em voz alta, e esclarecem-se quaisquer duvidas que surjam.

Procede-se as votac¢Oes para cada ordem do dia anteriormente definidas, garantindo-se que os
alunos vdo registando os seus votos e beneficios/prejuizos. No sentido de facilitar o debate, os
resultados das varias votagGes devem ser mantidos visiveis para toda a turma. Ndo deverdo ser
permitidas abstengdes, essencialmente quando o nimero de alunos participantes é reduzido.

Discussdo/debate

A explicacdo da distribuicdo das cartas dos sete eleitores, constante na Tabela 1, deve ser dada a
conhecer aos alunos, apds as varias votacGes e antes de se promover a discussdo dos resultados
obtidos nas varias ordens do dia.

Como exemplo de resultados passiveis de serem discutidos, apresentam-se, abaixo, os resultados
obtidos numa atividade realizada por 21 alunos.

Agenda 1 1° Votagdo Rodovia? Sim (13) N3o (8)
27 Votagdo Escola? Sim (16) N3o (5)
3% Votacdo Vencedores da 1.7 e 2. % votagdo (9) Nenhum (12)
Agenda 2 1.? Votacéo Nenhum (8) ou S6 Rodovia (13)
2.% Votacdo Vencedor da 1. votacdo (7) ou S6 Escola (14)
3.% Votacdo Vencedor da 2. % votacdo (7) ou Ambos (14)
Agenda 3 1.? Votacdo Nenhum (6) ou Sé Escola (15)
2.% Votacdo Vencedor da 1. votacdo (9) ou Ambos (12)
Agenda 3 1.% Votacdo Nenhum (12) ou S6 Escola (9)

(ap0ds discussado) a . R .
2.° Votacdo Vencedor da 1. ° votacdo (14) ou Ambos (7)

54 Editavel e fotocopiavel © Texto | MACS 10.° ano



InstrugOes para a «Ordem do dia e votagao estratégica»

Vamos efetuar um simples exercicio que ilustra a tomada de uma decisdo politica por um
conjunto de leitores de uma dada cidade.

Serd entregue a cada um de v0s, eleitores, duas cartas de jogar. Estas cartas determinardo o que
cada um beneficiard com as varias propostas que irdo ser votadas.

Vamos votar um conjunto de propostas em que em cada etapa das votagdes serd usado o sistema
de votac¢do por maioria.

Existem dois potenciais projetos para a cidade, a constru¢cdo de uma «Rodovia» e a construgao de
uma «Escola». Cada projeto, se for aprovado, acarreta um custo de 200€ de imposto a cada eleitor.
Os beneficios dependem das cartas que se tiver na mdo. Se uma das tuas cartas é uma «Espada», o
eleitor é favordvel a construcdo da «Escola» e receberd um beneficio de 300€ se a escola for
construida, isto é, o beneficio menos o imposto é 100€ (300€ - 200€).

Se uma das cartas for uma «Copa», o eleitor é favoravel a construgdo da «Rodovia» e receberd
um beneficio de 300€ se a rodovia for construida, isto é, o beneficio menos o imposto é de 100€
(300€ - 200¢€).

Se o eleitor tiver na mdo uma «Copa» e uma «Espada», entdo o teu beneficio global com a
aprovacdo dos dois projetos é de 200€ (300€ - 200€ + 300€ - 200€).

Se o eleitor ndo tiver uma «Espada» e os restantes eleitores aprovarem somente a construcao da
«Escola», entdo tera um beneficio global de -200€, correspondente ao imposto, o mesmo sucedendo
para a situacdo de nao ter uma «Copa» e somente ser aprovado a construgdao da «Rodovia».

Por fim, uma carta de «Ouros» ndo tem efeitos diretos nos ganhos. Por exemplo se o eleitor tiver
um «Ouro» e uma «Espada», receberas no total um beneficio de 100€ (300€ - 200€) se s6 a «Escola»
for construida; se tiver um «Ouro» e uma «Copa» pagara 200€ (0€ - 200€) se s6 a «Rodovia» for
construida.

Agora, para facilitar as op¢Oes a tomar por cada eleitor, cada um deve verificar as cartas que
possui e registar na tabela abaixo os ganhos e os prejuizos globais para cada uma das quatro
possibilidades:

Projetos Aprovados Ganhos Impostos Beneficios Globais
Somente Rodovia £ - 200 € = .
Somente Escola £ - 200 € = .
Ambos os projetos £ - 400 € = .
Nenhum dos projetos £ - 0€ = .

E possivel que alguns eleitores tenham beneficios globais negativos (prejuizos). Neste caso, as
perdas serdo subtraidas e os ganhos serdo adicionados para se poder determinar os Ganhos Totais.

Estes ganhos sdo hipotéticos e usados como propostas apenas para promover a discussao.
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3. Estudo eleitoral na minha freguesia

Introdugao

A junta de freguesia é a menor divisdo administrativa do nosso pais, tratando-se de uma
subdivisdo obrigatdria dos concelhos, no sentido em que todos os concelhos tenham pelo menos
uma freguesia (cujo territdrio, nesse caso, coincide com o do concelho).

Os o6rgdos representativos da freguesia sdo a Assembleia de Freguesia e a Junta de Freguesia,
sendo a assembleia de freguesia um érgdo deliberativo da freguesia e a junta de freguesia um d6rgdo
executivo colegial da freguesia. A junta de freguesia é constituida por um presidente e por vogais. As
funcdes de secretario e de tesoureiro sdo exercidas por dois vogais.

Nas elei¢des autarquicas, que se realizam com uma periocidade de 4 anos, todos os cidaddaos com
direito a voto e com residéncia oficial numa dada junta de freguesia sdo chamados a exercer o seu
direito de voto e dessa forma intervir ativamente na eleicdo dos seus mais préximos representantes
politicos.

Neste trabalho, que deveras realizar com um grupo de colegas, propde-se que realizes um estudo
eleitoral na tua freguesia. Neste estudo deves, usando os teus conhecimentos sobre a teoria das
elei¢cdes e a tua capacidade de intervir socialmente, abordar varios atores politicos da tua freguesia
no sentido de colheres as suas opinides, ideias e propostas. A andlise de resultados de elei¢cdes
autdrquicas anteriores, ao nivel da tua junta de freguesia, e o estudo sobre vantagens de possiveis
coligagOes devera constar também do teu estudo.

Normas orientadoras

Grupo de Trabalho

O trabalho de grupo «Estudo Eleitoral na Minha Freguesia» devera ser realizado em grupo, de 3 a
4 alunos, sendo que todos os elementos do grupo deverao ter um papel de intervengao claramente
definido de forma a concretizar as tarefas propostas.

Organizagdo e Estrutura do Trabalho
Na realizagao do trabalho os grupos devem ter em atengdo os seguintes aspetos:
e Selecionar uma das freguesias do conjunto de freguesias onde residem os elementos do
grupo;
e Caracterizar a freguesia selecionada (populagdo, area, localizagdao geografica, principal
atividade produtiva, escolas, instituicdes sociais e privadas, ...);

e Elaborar um histdrico sobre a distribuicdo de mandatos pelos varios partidos ao longo das
varias elei¢cOes autdrquicas;

e Determinar a distribuicdo dos mandatos para a Assembleia de Freguesia a partir dos
resultados eleitorais das Ultimas elei¢des legislativas, aplicando:

- 0 Método de D’Hondt.
- 0 Método de Sainte-Lagué.

e Comparar, para cada partido, a percentagem de votos com a percentagem de mandatos
eleitos por cada um dos métodos. Comentar os resultados obtidos nesta alinea e na
anterior.

e Simular a coligagdo entre dois ou mais partidos e comentar os resultados.
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e Realizar uma pequena entrevista/questionario a um dos elementos da junta de freguesia
(Presidente da Junta, Presidente da Assembleia, Tesoureiro, etc...) onde se inclua o
conhecimento do método eleitoral aplicado nas elei¢Ges autdrquicas, a realizacao de
estudos de coligacdo e a realizagdo de sondagens.

e Organizar e apresentar os dados:

- Pesquisar no site www.cne.pt ou www.stape.pt os resultados eleitorais.

- Pesquisar em motores de busca, por exemplo o Google, sites com informacdes sobre
a freguesia selecionada e o respetivo concelho. (Existem freguesias que possuem o
seu proprio site.)

- Utilizar o software Excel e/ou as listas da calculadora grafica para obter os quocientes
dos métodos eleitorais.

- Elaborar o trabalho/relatdrio no processador de texto Microsoft Word (Arial; 12; 1,5).
- Elaborar uma apresentac¢do do trabalho em Microsoft PowerPoint.
e O trabalho deve ter uma conclusdo onde se refira: as dificuldades sentidas, a importancia

do estudo, os meios que utilizaram, uma descricdo das tarefas realizadas por cada
elemento do grupo e ainda uma autoavalia¢do (0 a 20) do grupo para cada elemento do

grupo.

Avaliacao do trabalho

A avaliacdo do trabalho sera dividida segundo os parametros seguintes e respetivas ponderacées:

e Correcgao e clareza dos raciocinios matematicos — 50%;

e Criatividade, materiais, desenhos/esquemas, extrapolacbes — 15%;
e Apresentacgdo e organizagdo do trabalho escrito — 10%;

e Correcdo e clareza da escrita — 10%;

e Apresentagdo oral do trabalho a turma — 15%;

e Prazo de entrega (ndo aceitacdo ou penalizagdo de 1% na classificagdo por cada dia de
atraso).

Sugestodes/dicas

Para que o trabalho fique o mais completo possivel e traduza, o maximo possivel, o trabalho de
campo e as possiveis discussdes sobre a aplicagdo dos métodos eleitorais realizadas pelo grupo
apresentam abaixo algumas dicas a ter em conta:

e tirar muitos apontamentos durante a realizacdo das atividades/tarefas;
e mostrar o que sabem e o que descobriram com este trabalho;

e escrever o relatério logo que seja possivel, para que ndo se esquecam da experiéncia vivida
e para que o relatério traduza mais fielmente o empenho e envolvimento do grupo;

e usar varios livros escolares, enciclopédias, internet, ...;

e ndo ter receio de perguntar e tirar duvidas, por muito simples que paregam, junto dos
professores da turma (MACS, Portugués, Geografia, ...);

e escrever sem erros ortograficos e com frases curtas e explicitas;

e dar aler a alguém com mais competéncias que os elementos do grupo o relatdrio antes de o
entregar. Desta forma terdo uma primeira opinido sobre, pelo menos, a legibilidade do
vosso relatorio.
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Estrutura do trabalho escrito/relatério

O trabalho escrito/relatério deve contemplar uma estrutura semelhante a seguinte:
e Capa — com identificacdo dos alunos, da disciplina, da escola e ano letivo, e titulo do
trabalho.

o Introdugdo — com referéncia ao ambito do trabalho, em que consiste e como esta
estruturado.

o Desenvolvimento — nesta parte poderdo existir varios subcapitulos, podendo no primeiro
ser apresentado o enunciado/problema a ser tratado, assim como os objetivos que se
pretendem atingir. Os restantes subcapitulos deverdo contemplar os varios pontos
apresentados acima na Organizacao e Estrutura do Trabalho.

e Conclusdo e Bibliografia.

Apresentagao oral do trabalho

A apresentacdo oral do trabalho, a ser realizada em sala de aula e perante a turma, deve conter
de forma sucinta e objetiva as partes essenciais do trabalho, podendo ser construido um a dois
diapositivos para cada uma dessas parte, nomeadamente:

e identificacdo do trabalho e grupo;
e identificacdo e caracteriza¢do da freguesia selecionada;
e apresentacdo da evolugdo histdrica dos resultados eleitorais;

e simulacdo da aplicacdo dos métodos eleitorais e de coligaces com os ultimos resultados
eleitorais autdrquicos;

e identificacdo do politico entrevistado e apresentacdo dos aspetos mais relevantes da
entrevista;

e relato sobre a experiéncia de aprendizagem vivida pelo grupo de trabalho;
e conclusdo.
Todos os elementos do grupo devem participar na apresentagdo oral do trabalho, devendo cada
um ter bem preparada a sua parte e ser conhecedor de toda apresentagdo. Para auxiliar a

apresentacdo do trabalho, o grupo pode construir um guido que podera ser subdividido em cartdes
de tamanho A5 a serem consultados durante a apresentacao.

PRAZO E DATAS DE APRESENTAGCAO

O trabalho de grupo «Estudo Eleitoral na Minha Freguesia» tera de ser entregue, em papel e em
formato digital, numa aula de MACS, até ao dia ___ de e sera apresentado
nas aulasde MACSdosdias___ , e de do corrente ano letivo.
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4. Cédigo de César: a estatistica na criptologia

Introdugao

A ameaca de intercecdo de mensagens importantes levou ao desenvolvimento de cédigos e de
cifras, ou seja, a criacdo de principios e técnicas pelas quais a informacdo constante na mensagem
pode ser transformada da sua forma original para outra ilegivel, de forma a que possa apenas ser
conhecida pelo seu destinatdrio (detentor da «chave secreta»), e que a torna dificil de ser lida por
alguém ndo autorizado. Assim, sé o recetor da mensagem pode ler a informacdao com facilidade.
Associado ao estudo destes principios e técnicas surgiu um novo ramo da Matematica, designado por
Criptografia (do Grego kryptds, «escondido», e grdphein, «escrita»). A Criptologia é a drea cientifica
que reune e estuda os conhecimentos (matematicos, computacionais, psicoldgicos, etc.) e técnicas
necessarias a criptoanalise — solugao de criptogramas — e a criptografia — escrita codificada.

A Histéria da-nos diversos exemplos de cddigos que condicionaram o desfecho de batalhas ou
provocaram a morte de reis e rainhas. Estes também eram utilizados na espionagem e no envio de
mensagens sigilosas de assuntos de estado.

Na atualidade, em que a revolugdo das comunicag¢des transforma a sociedade e a informacgdo
circula por todo o lado, o processo de codificar mensagens tornou-se crucial para garantir a
seguranca e a privacidade das comunicagdes. E o caso dos canais de televisdo codificados, dos
sistemas de seguranca bancarios, dos cartGes de crédito e de débito, ou do comércio na internet.

O mais interessante é que a tecnologia da criptografia ndo mudou muito até meados do século
XX. Depois da Segunda Guerra Mundial, com o surgimento do computador, a drea realmente
floresceu incorporando complexos algoritmos matematicos. Durante a guerra, os ingleses ficaram
conhecidos pelos seus esforcos para descodificacdo de cddigos. Na verdade, esse trabalho
criptografico formou a base para a ciéncia da computacao moderna.

Para mantermos uma mensagem secreta podemos recorrer a um cédigo em que uma palavra (ou
uma frase) é substituida por uma outra palavra, por um numero ou por um simbolo. Outra
alternativa é a utilizacdo de uma cifra, em que sdo substituidas as letras e ndo as palavras inteiras.

Cddigo de César

Um dos mais antigos exemplos de encriptagdio de uma mensagem é o
denominado Cddigo de César, ou cifra de César, ou cifra de troca. Foi utilizado
pelo Imperador Romano Julio César, (101 — 44 a.C.), para escrever documentos
para fins militares.

A técnica utilizada consistia em substituir cada letra da mensagem pela letra
trés lugares adiante no alfabeto, num processo denominado por cifra de
substituicdo monoalfabética e que foi utilizado durante o primeiro milénio da era
crista.

Embora o sistema utilizado por César seja relativamente facil de ser violado,
pois existem apenas 25 chaves de codificacdo possiveis, se procedermos a
reordenacdo do alfabeto corrente de todas as formas possiveis, ja existirdo mais
de ... 400 000 000 000 000 000 000 000 000 de codificagdes.

(101-44 a.C.)
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Se pensarmos que demoraria 10 segundos a verificar cada uma das possiveis chaves, levaria
bilides de anos para as verificar todas e conseguir, dessa forma, decifrar a mensagem. Esta suposta
inviolabilidade ruiu no século IX, quando o sabio e cientista arabe, Al-Kindi, descobriu um método
para quebrar este tipo de encriptacdo recorrendo a Analise Estatistica.

Para aplicar este método torna-se necessario, em primeiro lugar, conhecer a frequéncia média
com que ocorre cada uma das letras do alfabeto na lingua em que se encontra a mensagem, no
NOSSO €aso, 0 portugués.

Letra Freq. % Letra Freq. % Letra Freq. % Letra Freq. % Letra Freq. %
A 14,63 G 1,30 M 4,74 S 7,81 Y 0,01
B 1,04 H 1,28 N 5,05 T 4,34 z 0,47
C 3,88 | 6,18 (0] 10,73 u 4,63
D 4,99 J 0,40 P 2,52 \" 1,67
E 12,57 K 0,02 Q 1,20 w 0,01
F 1,02 L 2,78 R 6,53 X 0,21

Tabela das frequéncias relativas da ocorréncia das letras do alfabeto na lingua portuguesa.

A andlise prossegue com a determinacdo da frequéncia com que cada letra aparece no texto
cifrado e, finalmente, tentamos estabelecer uma correspondéncia entre cada letra do alfabeto e a
respetiva letra cifrada.

No caso do Cédigo de César, consiste em determinar a chave do cddigo, ou seja, identificar um
numero, entre 1 e 25, correspondente ao numero de caracteres deslocados entre os alfabetos do
texto original e do texto cifrado.

No caso de ser utilizado um alfabeto reordenado como alfabeto de cifra, a andlise de frequéncia
dos caracteres utilizados teria de ser complementada com uma andlise mais refinada, observando
quais sdo os pares e os ternos de letras que se associam mais habitualmente e as letras que nunca se
associam, exigindo, para além de um raciocinio légico, astucia, intui¢do e imaginacgao.

Mensagem secreta

Foi intercetada uma mensagem (com 37 caracteres), cujo contetdo é da maior importancia, mas
sobre o qual apenas se sabe que foi codificado utilizando o método «Cddigo de César».

Com base nos conhecimentos agora adquiridos sobre o método e aplicando a técnica de analise
de frequéncia utilizada pelos arabes, vamos decifrar a mensagem...

Mensagem cifrada: qdrkdpdfkdgrtxhfruwhdudlcdrshqvdphqwr

Comecga-se por determinar a frequéncia relativa de cada uma das trés letras da mensagem cifrada
qgue ocorrem maior niumero de vezes, obtendo-se os valores constantes na tabela abaixo.

qdrkdpdfkdgrixhfruwhdudlcdrshqudphgwr Letra n; Frequéncia relativa
d 8 21,62
r 5 13,51
h 4 10,81

Tabela das frequéncias das letras que ocorrem
maior nimero de vezes na mensagem cifrada.
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Estabelece-se agora uma correspondéncia entre o alfabeto simples e o alfabeto cifrado,
identificando o numero (entre 1 e 25) de letras deslocadas de um para o outro alfabeto — a
denominada chave do cédigo.

A correspondéncia da letra do alfabeto cifrado com a do alfabeto simples pode nao ser integral,
isto é, ndo existir correspondéncia direta entre as letras com a mesma ordem de frequéncia relativa.
No nosso exemplo, e apds o estudo de algumas das possibilidades, verifica-se que a letra com a
segunda maior frequéncia relativa da Mensagem Cifrada terd que responder a letra com a terceira
maior frequéncia relativa da Lingua Portuguesa. Esta situacdo poderd acontecer em qualquer
mensagem cifrada, ja que o nimero de letras da prépria mensagem podera ser insuficiente para se
obter valores de frequéncia relativa completamente correspondentes aos esperados.

Letra Frequéncia relativa Letra Frequéncia relativa
d 21,62 > a 14,63
r 13,51  —~—— > e 12,57
h 10,81 /><$ o 10,73
Mensagem Cifrada Lingua Portuguesa

Percebe-se entdo que a chave do nosso cédigo é 3, isto é, no alfabeto cifrado foram deslocadas
trés letras. Agora que se sabe a chave de descodificacdo, estd na altura de desvendar a mensagem
secreta, que se trata de um pensamento filoséfico.

Mensagem cifrada: qdrkdpdfkdgrtxhfruwhdudlcdrshqvdphgwr

Mensagem decifrada: Ndao ha machado que corte a raiz ao pensamento

A descoberta do cédigo®

Aplicando o método do «Cddigo de César» e a técnica de analise estatistica utilizada pelos
arabes, decifre a mensagem abaixo, descobrindo primeiro qual a chave do cédigo (1 a 25). Considere
o alfabeto portugués contendo 26 letras (inclui k, w, y).

Mensagem cifrada:

unyijuctkqgicqgnycqgixyijehysqgiqiiesygsqiqgzkbyesuighiqeubqiqgs
uighegkuususuighugckbuuh susuighdgerqijgiuhueduijgsulufqgh
usuhueduijq

Copie e complete a tabela de frequéncias, absolutas e relativas, das letras mais frequentes na
Mensagem Cifrada:

L
s Frequéncia Frequéncia Possivel Letra correspondente
da Mensagem - )
Cifrada Absoluta Relativa na Mensagem Decifrada

1
Proposta de resolugdo na pag. 160
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Pela andlise da tabela acima e pela observacgdo do significado, ou ndo, de palavras da mensagem
apos a substituicdo das letras da Mensagem Cifrada pelas correspondentes da Mensagem Decifrada,
conclua qual a chave do codigo. De seguida preencha a tabela abaixo, estabelecendo a
correspondéncia entre as letras da mensagem cifrada e as letras da mensagem decifrada.

Mensagem
Cifrada

Mensagem
Decifrada

Usando as linhas abaixo e substituindo as letras da mensagem cifrada pelas correspondentes
letras da mensagem decifrada, escreva, agora, a mensagem decifrada.

unyijuctkgicgnycqgixyijehysqgigiiesygsqgigzkbyesuighi

geubgigsuighegkuususuighugckbuuh susuighdqgerqij

giuhueduijgsulufghusuhueduijq

Desafio da encriptagao

Considere o método do «Cdédigo de César», para uma chave a sua escolha (de 1 a 25), e uma
mensagem que queira encriptar e enviar a sua turma. Escreva a mensagem cifrada e lance o desafio!
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5. Simuladores nos modelos financeiros

Introdugao

A existéncia de modelos matematicos que traduzem situagGes da vida real, como por exemplo, o
calculo do vencimento mensal ou até da simples conta mensal da agua, permite, dado o rigor e
objetividade cientifica da Matematica, criar mecanismos que reproduzam fendmenos e calculos
sujeitos a varias varidveis/carateristicas.

A esses mecanismos chamamos, habitualmente, simuladores, sendo que no nosso caso nos
interessa essencialmente aqueles que sdo construidos com recurso as tecnologias, em particular
softwares de calculo e programacdo, e que sdo capazes de reproduzir e simular o comportamento
de um modelo matematico, por muito complexo que seja. Os simuladores tornam possivel analisar e
comparar resultados, fazendo com que o centro do debate seja o resultado final e a implicagbes que
tém as possiveis variacées dos parametros do modelo matematico.

Com uma pequena pesquisa na internet poder-se-a verificar que existe um numero significativo
de simuladores na area das financas e economia, desde logo, os vdrios simuladores criados por
instituicdes de crédito que nos bombardeiam com tentadoras propostas de endividamento,
aparentemente facil.

Claro esta que o importante sera saber usar, da melhor forma, um bom simulador para analisar
um modelo financeiro e dai extrair corretas interpretacoes e ilagdes. Mas sera, também, importante
ter algumas nog¢Ges de como construir um simples simulador e, principalmente, perceber o rigor de
linguagem que é utilizado nestas ferramentas tecnolégicas.

Construir um simples simulador
Considere uma simples tabela de célculo da taxa de um hipotético imposto sobre veiculos que
varia em funcdo de dois parametros: valor comercial dos veiculos; nimero veiculos automaveis.

Numa folha de calculo, por exemplo do Microsoft Office, produza a tabela em baixo e construa a
estrutura para o calculo automatico da taxa e do valor do imposto.

Numero de Veiculos
1 2 3 ou mais
_ | Até 2000 2% 5% 11%
5 § Até 4000 | 4% 9% 15%
> g Superior
o 24000 7% 12% 21%

Tabela de Imposto sobre Veiculos

A folha de célculo podera ser semelhante a da imagem abaixo:

F G H d K L
1 Nimero de Yeiculos
2 1 2 3
3 | walor Cumerl:ial:| 1l]l]l]| - AfE 2000 % 5% 11%
4 é E AtE 4000 4% 9% 15%
5 M2 Veicu|us;| 4| 8 Superiora 4000 7% 12% 21%
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As células B3 e B5 serdo preenchidas pelos utilizadores e representam as variaveis, valor
comercial e nimero de veiculos, das quais depende a taxa e o valor do imposto.

As células D4 e E4 serdo preenchidas automaticamente com os valores da taxa e do imposto,
respetivamente. Para tal é necessério inserir uma fungdo/expressdo que permita, em funcdo dos
valores de B3 e B5, obter automaticamente a taxa e o valor do imposto.

A taxa de imposto terd que ser obtida tendo em atencdo a tabela de cdlculo do imposto,
constante também na mesma folha de calculo. Para se compreender mais facilmente, considere-se o
seguinte caso concreto.

Seja o valor comercial igual a 2600€ e o nimero de veiculos igual a 1. Através da leitura da Tabela
de Imposto sobre Veiculos, verificamos que a taxa sera de 4% (valor da célula J4) e, portanto, o valor
do imposto serd de 104€. Que func¢do usar na folha de calculo para obtermos automaticamente a

taxa de imposto correta?
As fungOes condicionais e as fungdes logicas sdo as habitualmente utilizadas neste tipo de calculo
automatico, nomeadamente as fungoes:

SE(condicdo ; resultado se condicdo verdadeira ; resultado se condicao falsa)

E(condicdol; condicdo2; ...; condigdoN).

No caso da tabela da pagina anterior e por cada escaldao do valor comercial teremos que ter uma
condicdo que verifique se o valor da célula B3 é menor ou igual ao limite desse escaldao e maior que o
limite do escaldo anterior e, se for verdade, verificar qual o nimero de veiculos e atribuir como
resultado a taxa respetiva.

Para o primeiro escaldo, valor comercial (B3) inferior ou igual a 2000€ (I13) teremos:

se falso entdo...

se verdadeiro entdo ...

condigdo para
verificar escaldo |

!—A—\

[
SE ( B3<=I3 ; SE(B5=J2 ; J3 ; SE(B5=K2 ; K3 ; SE(B5>=L2;L3;0))); 0)

sequéncia de condicdes para) verificar o nimero de veiculos

Para o segundo e terceiro escaldes teremos, respetivamente, as expressoes seguintes:

SE ( E( 13<B3; B3<=14) ; SE(B5=J2 ; J4 ; SE(B5=K2 ; K4 ; SE(B5>=L2 ; L4; 0) ) ) ; 0)
SE ( B3>I5; SE(B5=J2 ; J5 ; SE(B5=K2 ; K5 ; SE(B5>=L2; L5;0)) ) ; 0)

O nosso simples simulador podera ficar como o da figura abaixo:

J | =SE(B3<=I3;5E(B5=02;03; SE(BS=K ;K 3; SE(BS>=LZ;L5;0))5;0) +
SE(E(13+<B3;B3<=14); SE(BS=/2;14; 5E(BS=K 2;K4; SE(BS>=L2;L40)50) +
SE(B3+I5;5E(B5=)2;)5; SE(BS=K2; K5, SE(BS>=L2;L5;07));0)

F G H i K L
1 Nimero de Veiculos
2 1 2 3
3 walor Cumercial:| 45l]l]| = Até 2000 2% 5% 11%
4 ,—:u E AtE 4000 4% 9% 15%
5 M2 Veiculos:| 1| 8 Superior a 4000 7% 12% 21%
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Construir um simulador para a retengao de IRS

O que aqui propomos que faca é que, com recurso a uma folha de calculo, por exemplo o
Microsoft Excel ou a calculadora, construa um simples simulador para o calculo da retencdo do IRS de
2014 e 2015 e respetiva comparacgao.

As tabelas de retencdao mensal de IRS para 2014 e 2015 ndo sdo de dificil leitura mas sdo varias e
extensas, por isso vamos nos debrugar apenas sobre alguns dados dessas tabelas, a saber: Tabela Ill —
Trabalho Dependente, Casado com Dois Titulares. Parte destas tabelas encontra-se no final desta
atividade. Contemplaremos apenas alguns escalGes dessas tabelas.

Comecemos por abrir uma folha de calculo e inserir nas duas primeiras paginas as tabelas de
retencao de IRS que pretendemos ver reproduzidas por um simulador. As tabelas em Excel podem
ser obtidas na internet, bastard, para isso, pesquisar com os termos «Tabelas Retenc¢do IRS xls» e
descarregar os ficheiros.

No sentido de procedermos a uma primeira analise comparativa, resultante de uma leitura direta
e simples das tabelas, vamos colocar lado a lado estas duas tabelas.

A B C 5] E F G H A B C D E F [<] H
9 TABELAS DE RETENGAO NA FONTE PARA O CONTINENTE - 2015 & TABELAS DE RETENGAO NA FONTE PARA O CONTINENTE - 2014
lE?UQU TABELAII-TRABALHO DEPENDENTE 100 TABELAII-TRABALHO DEPENDENTE
Tuz
@ CASADO DOIS TITULARES igi CASADO DOIS TITULARES
103 Remuneragdo Mensal Nuamero de dependentes 104 Remuneragio Mensal Numero de dependentes
104 Euros 0 1 2 3 4 [5oumais 105 Euros i 1 2 3 4 |5 oumais
105 Até 607,00 0,0% 0,0% 0, 0% 0,0% 0,0% 0,0% 106 até 585,00 0,0% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0%
106 Até 615,00 2,0% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0% 107 | Até 590,00 1,0% 0,0% 0, 0% 0,0% 0,0% 0,0%
107 Até 633,00 5,0% 3, 1% 1,2% 0,0% 0,0% 0,0% 108 até 595,00 2,0% 1,0% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0%
108/ AL 675,00 6, 0% 4,1% 2,2% 0.0% 0,0% 0,0% 109 Até 633, 00 5, 0% 4,0% 3,0% 1,5% 1,5% 1,0%
108 até 726, 00 7,5% 5,6% 3, 7% 0,8% 0,0% 0,0% 110 até 675,00 &, 0% 5, 0% 4,0% Z,0% 2, 0% 1,5%
110/ Até §01,00 8,5% &, 6% 4,7% 2,8% 0,9% 0,0% 111 até 726,00 7.5% 6, 5% 5.5% 3.5% 3.0% 2, 0%
111 Até 907,00 11, 0% 9, 1% 8, 2% 5,3% 3,4% 1,5% 112 acé 801,00 8,5% 7:5% 6,5% 5.,5% 4,5% 3,0%
112 Até 988,00 1z, 5% 10, 6% 9,7% 6, 8% 4,9% 4, 0% 113 Até 907,00 11,0% 10,0% 10,0% 8,0% T.0% &6, 0%
113 Aré 1.048,00 13,5% 11, 6% 10,7% 7.8% 5,9% 5,0% 114 Acé 988,00 12,5% 11,5% 11,5% 9,5% 8,5% 8,5%
114 Até 1.124,00 14,5% 12, 6% 11, 7% 8,8% 7, 9% 6, 0% 115 Até 1.048,00] 13,5% 1z, 5% 12, 5% 10,5% 9,5% 9,5%
115 ate 1.205,00 15, 5% 13, 6% 12,7% 9,8% §,9% T.0% 116 até 1.124,00] 14,5% 13, 5% 13,5% 11,5% 11,5% 10,5%
116 Aré 1.300,00 16,5% 15, 6% 13, 7% 11,8% 9,9% 9,0% 117 Até 1.205,00] 15,5% 14,5% 14,5% 12, 5% 1z, 5% 11,5%
117 Até 1.401,00 17,5% 16, 6% 14,7% 1z,8% 10,9% 10,0% 118 acé 1.300,00] 16,5% 16, 5%, 15,5% 14,5% 13,5% 13, 5%
118 Até 1.537,00 18, 5% 17, 6% 15, 7% 13, 8% 11, 9% 11,0% 119 Até 1.401,00] 17,5% 17,5%| 16, 5% 15,5% 14,5% 14,5%
119/ Até 1.683,00 20, 0% 13, 1% 17,2% 15, 3% 14,4% 12, 5% 120 Até 1.537.001 18,5% 18, 5% 17.5% 16.5% 15.5% 15.5%
4 4 » M| Tohela Retengéo IRS20L5 Tabela Retencao IRS2014 . ©]

M4+ W] TabelaRetencdo IRS2015 ~ TabelaRetencio R52014 .~ %

Que diferenga(s) destaca na tabela de retencdo de 2015 relativamente a tabela de 2014?

Talvez o facto dos escalBes iniciais de «Remunera¢do Mensal» serem diferentes! Os trés primeiros
escalGes da tabela de 2014 entdo inseridos nos dois primeiros escalGes da tabela de 2015, sendo que
a partir dai os escal6es sdo os mesmos!

Essas diferengas permitem concluir que a reten¢ao mensal do IRS sera menor em 2015?

Nos escaldes que se mantém nas duas tabelas, por exemplo no escaldo entre 633€ e 675€ (5.°
escaldo na tabela de 2014 e 4.° escaldo na tabela de 2015), é relativamente fécil afirmar qual o ano
em que a retenc¢do é maior, sendo suficiente verificar qual a percentagem de retencdo! No entanto, é
sempre necessario verificar os escaldes inferiores, dada a aplicacdo parcelar deste imposto.

A comparacdo entre o valor dos descontos e remunerac¢do liquida, para qualquer
vencimento, é possivel fazer-se?

Para obtermos estes valores teremos que aplicar a tabela a valores concretos/reais de
remuneragdao mensal bruta, para isso sem duvida que um simulador nos poupa imenso trabalho.

Vamos entdo construir um simulador que nos permita obter a retencdao mensal do IRS, com base
nas duas tabelas, permitindo-nos, assim, compara-las com mais rigor. Deste modo, vamos poder
analisar rapidamente inUmeras situacoes.
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N3o é nosso intuito, agora, sermos especialista em folha de cédlculo e muito menos na construcgdo
de simuladores, no entanto vamos tentar perceber como poderemos usar fungbes ldgicas e
condicionais para que a nossa folha de calculo faca a leitura correta dos dados e, consequentemente,
os célculos adequados.

Perante os dados de uma situagdo concreta, neste caso, a remunera¢ao mensal bruta e o numero
de descendentes de um agregado familiar com dois titulares, olhamos para uma tabela e situamos o
correspondente escaldo remuneratério (linha da folha de calculo) e o correspondente nimero de
descendentes (coluna da folha de célculo), sendo que na célula resultante do cruzamento da linha e
coluna identificadas se encontra a taxa a aplicar.

Como poderemos fazer essa leitura através das fun¢des de uma folha de calculo?

A funcdo condicional SE(condigdo; resultado se condigdo verdadeira; resultado se condigdo falsa)
é muito utilizada nas folhas de cdlculo, e também na programacao, para comparar valores e atribuir
um resultado em fungdo do valor légico (verdadeiro=1 ou falso=0) da comparagdo, por exemplo,
SE(5=3+3; «Correto»; «Errado») terd como resultado a expressdo «Errado» pois a condigdo 5=3 + 3
é falsa. Atente-se nas figuras abaixo.

f-| =5E{5=3+3;"Correto";"Erradn") Jfe | =SE(5<3+3;"Correto”;"Errada")

D E F D E | F
IErradD !CDrretD Errado ICDrretD _I

Outra fungdo, neste caso uma funcdo ldgica, muito utilizada é a func¢do E(condicdol; condicdo2;
...) cujo o resultado é o valor légico (verdadeiro=1 ou falso=0) resultante da conjuncdo de todas as
condicOes. Recorde-se que a conjuncdo de condi¢Ges (em linguagem corrente «e» e em linguagem
matematica «A») apenas é verdadeira quando todas as condi¢Ges sdo verdadeiras.

fe | =E(3>1; 203=8;5-6=-1)

o [ e |

[ verDaneiro |

Passemos agora para a construgdo da «leitura» automdtica da nossa tabela de retencdo de IRS!

Numa nova folha, que podemos designar por «Simulador», comecemos por colocar algumas
células com as etiquetas identificativas dos pardmetros/valores a considerar, nomeadamente o
vencimento bruto (sem qualquer retencdo), o nimero de dependentes, a taxa de retencdo, o valor
da retencdo e o vencimento apds a retencao.

Com mais ou menos formatacgdo, o nosso simulador podera ter o aspeto da figura ao lado.

e - z|
B B = D E F

1

2 Taxa Retengﬁn| Valor retencio | Vencimento aps a Retencio

3 Vencimento Bruto IRS 2014
4] . |

5 N2 de fependentes \ IRS 2015

3 Lyl ; V\&

-

Valores a serem Valores automaticamente
introduzidos preenchidos através da «leitura»
pelo utilizador das tabelas de retengdo de IRS
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Na folha «Simulador», na célula D6 deveremos colocar a fungdo que permite obter a taxa de
retencdo em funcdo da tabela existente na folha «Tabela Reten¢do IRS2015» e dos valores das
células C4 (vencimento bruto) e C6 (nimero de dependentes).

D& - ( f | =SE(E('Tabela Retengio IRS2015'1B105=5B54
SB54<='Tabela Retencdo IRS2015'1B106;
SBS6="Tahela Retenclo IRS2015'1C104Y;
'Tabela Retengdo IRS2015'1CLOE;0)

iz

-
B C D E F =

1 i

2 Taxa Retencdo | Yalor retencao | Yencimento apos a Retengao

5 | Vencimento Brute IRS 2014

4 615,00 | |

5 | N2 de dependentes IRS 2015

6 0 0,0200] |

Analisemos a fun¢do/expressdo colocada na célula D6 da imagem anterior:

Estas duas condigGes verificam se o valor do vencimento bruto (B4) Esta condigdo verifica se o n.° de
estd compreendido entre 607€ (B105) e 615€ (B106) dependentes (B6) é igual a zero (C104)

}

=SE( E( [TabelaRetencdo IRS2015'IB105<5BS4;

1us
103  Remunerag¢éo Mensal

Nuamero de depende

104 Euros 1 2 3
SBS4<='Tabela Reten¢do IRS2015'!B106; e BN
& 1,2% o0, C

3,13
[I41

| $B$6='Tabe|a Retencao |R52015'!C104); | LIRES TahElaREtEn;ﬁn[RSl]l’ Tabe\aRet’an;SulRSZDH

| 'Tabela Retencdo IRS2015'!C106; 0) \
/ \ Folha do documento

Valor/Resultado da fungdo SE quando as trés Valor/Resultado da fun¢do SE quando Excel onde se
condig¢bes anteriores forem verdadeiras, neste uma das condigdes for falsa, encontra a Tabela
caso o resultado sera 2,0% (C106) neste caso o resultado sera 0 de Retencdo IRS2015

A férmula acima permite obter a taxa de retenc¢do para o escaldo entre 607€ e 615€, ja que até
607€ as taxas de retencdo, independentemente do nimero de dependentes, sdo de 0%. De notar
ainda que, no escaldo considerado, 607€ a 615€, apenas é necessario identificar se o numero de
dependentes é zero ou diferente de zero, pois a taxa de retencdo é igual para 1, 2, 3, 4, 5 ou mais
dependentes. O mesmo nao acontecerd nos restantes escaldes. Assim, para que o simulador fique
completo, necessitamos de adicionar a férmula expressGes semelhantes que permitam situar cada
um dos escalGes seguintes, identificar o nimero de dependentes e em fung¢do desses dados obter a
percentagem de retengdo de IRS. Vejamos, por exemplo, a expressao que é necessario adicionar para
contemplar o segundo escaldo da Tabela de Retengdo de 2015:

Estas duas condicBes verificam se o valor do vencimento bruto (B4) esta compreendido entre
615€ (B106) e 633€ (B107), isto é, se pertence ao intervalo] 615€; 633€].

...+ SE ( E('Tabela Retencdo IRS2015'!B106<SBS$4; SBS4<='Tabela Reten¢do IRS2015'!B107);

Se as duas condigdes anteriores forem verdadeiras, entdo teremos uma sucessao de fungGes SE
com o objetivo de se identificar o nimero de dependentes e obter a taxa correspondente.
Sendo. se uma das condicdes for falsa. o resultado desta exoressao é zero.

SE( §B$6='Tabela Reteng¢do IRS2015'!C104; 'Tabela Retengao IR52015'!C107;}

Y
Se n.° de dependentes (B6) = 0 (C104) entdo taxa retencdo é 5% (C107) sen3o ...

SE( $BS$6='Tabela Retengdo IRS2015'! D104; 'Tabela Retengdo IRS2015'!'D107;
Y

Se n.° de dependentes (B6) = 1 (D104) entdo taxa retencdo é 3,1% (D107) sendo ...

v

. SE( SBS6='Tabela Retencdo IRS2015'lE104;'Tabela Retengdo IRS2015'IE107;0)));0)
Y

Se n.’ de dependentes (B6) = 2 (E104) entdo taxa retencdo é 1,2% (E107) sendo é zero
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Para contemplarmos todos os escaldes de remuneracdao mensal bruta deveremos adicionar, por
cada escaldo e retificando o nimero das linhas que definem os limites inferior e superior do escaldo,
a seguinte expressao:

SE(E('Tabela Retencdo IRS2015'1B111<$BS4; $BS4<='Tabela Reten¢do IRS2015'1B112);
SE(SBS6='Tabela Retencio IRS2015'IC104; 'Tabela Reten¢do IRS2015'!1C112;
SE($SBS6='Tabela Reteng¢do IRS2015'!D104; 'Tabela Reteng¢do IRS2015'!D112;
SE(SBS6='Tabela Retenc¢do IRS2015'E104;'Tabela Retencdo IRS2015'1E112;
SE(SBS6='Tabela Retenc¢do IRS2015'IF104;'Tabela Retenc¢do IRS2015'1F112;
SE($SBS6='Tabela Reten¢do IRS2015'!G104;'Tabela Retenc¢do IRS2015'1G112;
'Tabela Retenc¢do IRS2015'1H112)))));0)

Para obter a taxa de IRS através da leitura da Tabela de IRS de 2014, copie a formula (editando-a e
copiando-a, que ndo é o mesmo que copiar a célula) da célula D6 para a célula D4 e de seguida,
usando a ferramenta substituir (CTRL + U), substitua na férmula da célula D4 o ano «2015» para ano
«2014». Deve garantir que, na folha «Tabela Retencdo de IRS2014», as linhas e colunas
correspondentes aos escaldes e nimero de dependentes sejam as mesmas que na folha «Tabela de
Retencgdo de IRS2015», assim como garantir que essas células estejam configuradas como nimeros.

Apds os ajustes necessarios a formula de obtengdo automatica da taxa de retengdo de IRS, para
2014 e 2015, basta agora completar o simulador com o valor absoluto da retencdo (E4=D4*C4 e
E6=D6*C4, respetivamente para 2014 e 2015) e vencimento liquido mensal (F4=E4-C4 e F6=E6-C4,
respetivamente para 2014 e 2015), conforme figura abaixo.

Al B | ¢ | D E F
1
2 Taxa Retengfo | Valor retengdo ‘ Vencimento ap6s a Retengdo
3 Vencimento Bruto IRS 2014
il 860,00 0,0800| 68,80‘ 791,20
5 Ne de dependentes IRS 2015
G 3 0,0530| 45,58‘ 814,42
i

Com este simulador podemos facilmente, para os escaldes contemplados, comparar os valores
retidos mensalmente para IRS, conforme as Escalas de Retencdo de 2014 e 2015. Isto &, concluirmos
guem afinal beneficia com as novas taxas de IRS para 2015. Faca esse estudo e elabore um relatério
apresentando exemplos que fundamentem as suas conclusdes. Inclua nesse relatério um estudo
relativamente ao valor do vencimento apds a retencdo, isto é, valor do vencimento liquido, para os
vencimentos brutos que se situam préximos dos limites dos escalGes, como os exemplos abaixo para
675€ e 676€.

Taxa de Retengdo Valor da retengdo Vencimento apds a retengao
Vencimento Bruto IRS 2014
675,00 0,0500 33,75 641,25
N.° de dependentes IRS 2015
0,0410 27,68 647,33
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Taxa e Valor de Retengdo e Vencimento apds Retengdo para o Vencimento Bruto 675€
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Taxa de Retengdo

Valor da Retengdo

Vencimento apds a Retengao

Vencimento Bruto IRS 2014
676,00 0,0650 43,94 632,06

N.° de dependentes IRS 2015
1 0,0560 37,86 638,14

Taxa e Valor de Retengdo e Vencimento apds Retengdo para o Vencimento Bruto 676

Extratos das tabelas de reten¢ao mensal de IRS 2014 e 2015

As tabelas de retencdo mensal de IRS s3o publicadas em Didrio da Republica, 2.% série, através de
despacho por parte de um membro do governo. Abaixo colocam-se imagens do titulo dos despachos
de 2014 e 2015 e uma parte das tabelas referentes ao Trabalhadores Dependentes na situacdo de

Casados com dois titulares.

PARTE C

MINISTERIO DAS FINANGAS

Gabinete da Ministra

Despacho n.° 706-A/2014

Em execucdo do disposto no Decreto-Lei n.° 42/91, de 22 de janeiro,
diploma quadro do regime de retengdo na fonte em sede de imposto sobre
o rendimento das pessoas singulares (IRS), sdo aprovadas as tabelas

Tabela III — Trabalho dependente

Casado dois titulares

~ Nuamero de dependentes
Remuneragao Mensal Euros -
0 1 2 3 4 5 ou mais
Ateé 585,00 0,0% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0%
Até 590,00 1,0% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0%
Até 595,00 2,0% 1,0% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0%
Ate 633,00 5,0% 4,0% 3,0% 1,5% 1,5% 1,0%
Até 675,00 6,0% 5,0% 4,0% 2,0% 2,0% 1,5%
Até 726,00 7,5% 6,5% 5,5% 3,5% 3,0% 2,0%
Até 801,00 8,5% 8% 6,5% 5;5% 4,5% 3,0%
Até 907,00 11,0% 10, 0% 10,0% 8,0% 7,0% 6,0%
Até 988,00 12, 5% 11,5% 11, 5% 9,5% 8,5% 8,5%
Até 1.048,00 13, 5% 12,5% 12,5% 10, 5% 9,5% 9,5%
Até 1.124,00 14, 5% 13,5% 13,5% 11,5% 11,5% 10,5%
..PARTE C
MINISTERIO DAS FINANGAS
Gabinete do Secretario de Estado dos Assuntos Fiscais Tabela III — Trabalho Dependente
Despacho n.° 309-A/2015
Em execugio do disposto no Codigo do Imposto sobre o Rendimento . .
das Pessoas Singulares (IRS) so aprovadas as tabelas de retencdo a que Casado DOIS Tltulares
se referem os artigos 99.°-C e 99.°-D daquele diploma legal.
Remuneragao Mensal Numero de dependentes
Euros 0 1 2 3 4 5 ou mais
Até 607,00 0,0% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0%
Até 615,00 2,0% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0%
Até 633,00 5,0% 3,1% 1,2% 0,0% 0,0% 0,0%
Até 675,00 6,0% 4,1% 2,2% 0,0% 0,0% 0,0%
Até 726,00 7,5% 5,6% 3,7% 0,8% 0,0% 0,0%
Até 801,00 8,5% 6,6% 4,7% 2,8% 0,9% 0,0%
Até 907,00 11,0% 9,1% 8,2% 5,3% 3,4% 1,5%
Até 988,00 12,5% 10,6% 9,7% 6,8% 4,9% 4,0%
Até 1.048,00 13,5% 11,6% 10,7% 7,8% 5,9% 5,0%
Até 1.124,00 14,5% 12,6% 11,7% 8,8% 7,9% 6,0%
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Desconstruir e reconstruir um simulador

Desconstruir? Talvez o termo parega estranho, mas o que se pretende fazer é, partindo de um
simulador ja construido, em que ndo nos é possivel aceder as formulas/expressdes matematica que o
suportam, obter informacdes que nos permitam a (re)construcdo de um simulador equivalente.

Considere-se entdo o simulador constante no sitio web www.ecocasa.org e que nos permite
simular o valor monetdrio poupado e a emissdao de CO, evitadas na substituicdo de lampadas
incandescentes cldssicas por lampadas econdmicas (LFC — Lampadas Fluorescente Compactas).
Observe-se a imagem abaixo e identifique-se as varidveis envolvidas.

Substituicdo das Iimpadas incandescentes classicas por lampadas LED ou LFC

Neste simulader poders svaliar 3 substituisio das |mpadas incandescentes <léssicas por l&mpadas LED ou Ldmpadas Fluorescente Compactas (mais conhecidas coma
limpadas =conémicas).

Poténcia da lampada
Ne de lampadas incandescente
)

Tempo de utilizagio
(horas)

Tempo por Substituir por
dia v LFe ¥
semana ¥ LFC ¥

més M LFC ¥

dia A LFC ¥

Prego da eletrididade | 0.1528]£/kWh (sem Tva)

Fator de ernissdes da eletricidade | 0.23827 kg Coz/kwh

calcular

Consultado em 2015, em http://www.ecocasa.org/simuladores/iluminacao/

As variaveis/parametros a inserir pelo utilizador, e das quais dependerdo o célculo do valor
monetdrio poupado e a emissdao de CO, evitadas, sdo: o nimero de lampadas; a poténcia da
lampada; tempo de utilizagdo e o periodo considerado. Considere-se neste simulador a substituicdo
de lampadas incandescentes apenas por LFC e os valores do preco e fator de emissdo constantes.

Que estratégia usar para desconstruir este simulador?

Para facilitar a obtencdo das féormulas de calculo subjacentes a este simulador considere-se
valores hipotéticos do preco e do fator de emissdes da eletricidade que facilitem a andlise do célculo,
por exemplo, para o preco 0,10 € / kW h e para o fator de emissdes 0,20 kg CO, / kW h.

De seguida fagcam-se simulagdes adequadas no sentido de se verificar se existe proporcionalidade
entre o numero de lampadas e os valores obtidos, entre a poténcia da lampada e os valores obtidos,
entre o tempo e periodo de utilizacdo e os valores obtidos. Para cada simulagdo devem ser extraidas
conjeturas, que podem até ser refutadas na simulagdo seguinte, que nos permitam construir um
simulador equivalente numa folha de célculo.

Veja-se, como exemplo, a simulagdo constante na imagem seguinte e as conjeturas passiveis de se
formularem:

N? de Iampadas Tempo de utilizagia Tempo por Substituir por

LFc v
LFc v

LFc v

1 1 v
2 1 v
3 1 v
1 1 v Lre v

Preco da eletricidade 0.10| £/kWh (sem Iva)

Fator de smissdes da sletricidade 0.20] kg COZ/kh

calcular

el e T D et Eletricidade poupada Valor monetério poupade Emissdes evitadas
am) GWh fano) (€/ano) (kg £02/ano)
229 5 7.20 089 144
229 s 14.40 177 2.88
229 S z1.60 Z.66 4.32
70 18 20,52 252 410
Total 63.72 7.84 12.74
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Conjeturas possiveis de extrair desta simulacdo, mas que devem ser reforcadas com varias
simulacgdes:
* 0 numero de lampadas de uma dada poténcia é proporcional ao valor da eletricidade
poupada (1 ldmpada = 7,20 ; 2 lampadas = 14,40 ; 3 lampadas = 21,60) e as emissdes
evitadas (1 lampada =1,44; 2 lampadas = 2,88 ; 3 lampadas = 4,32);
¢ no valor monetario poupado é considerado o valor do IVA a 23% e é aproximado aos
céntimos, por exemplo, os valores das duas primeiras linhas sdo obtidos da seguinte
forma:

7,20x0,10x1,23=0,8856~0,89 e 14,40x0,10x1,23=1,7712~1,77

¢ o0 valor poupado em 3 lampadas de 25 W nao é igual ao valor poupado numa lampada de
75 W, poupa-se menos em substituir uma lampada de 75W (2,52€) do que 3 de 25W
(2,66€);

¢ o0 valor das emissdes de CO, evitadas é igual ao produto entre o fator de emissdes da
eletricidade (0,20) e o valor da eletricidade poupada, por exemplo:

7,20x0,20=1,44 e 20,52x0,20=4,102~4,10

Na simulacdo constante na pdagina anterior apenas se fez variar o numero de ldmpadas e num dos
casos considerados fez-se variar a poténcia da lampada incandescente a substituir. Manteve-se
constante o tempo de utilizagdo e o periodo considerado, que foi 1 hora por dia.

Para se poder formular uma conjetura para a funcdo/expressdo que permita obter o valor da
eletricidade poupada por ano, assim como perceber se existe uma fungdo matematica que permite
obter o «Fluxo luminoso minimo da lampada equivalente (Im)» e a «Poténcia média da lampada
equivalente (W)» em fungdo da «Poténcia da lampada incandescente (W)» é necessario proceder a
novas simulagbes fazendo variar os seguintes parametros iniciais: poténcia da lampada
incandescente (W); tempo por (periodo de utilizagdo).

Observe-se entdo a simulagdo constante na imagem abaixo:

No de lampadas Tempo de utilizacio Tempo por Substituir por

1 dia LFC ¥

dia LFC ¥

IR 1 dia LFC ¥

a 4| |4 |

1
1
1
1

100 ¥ 1 dia LFC ¥

Brego ds eletricidade | 0.1528) €/kwh (sem IvA)

Fator de emissées da eletrididade | 0,23827| kg COZ/kWh

calcular

Fluxa luminose minime da Poténcia média da limpada

limpada equivalents equivalente
am) (L0

432 f 1152 217 274

741 14 16.56 311 3.95

970 1g 0,52 3.8 4,89

1398 22 28,08 s5.28 669

Total 76.68 14.41 18.27

Eletricidade poupada valor monetario poupado Emissies evitadas
3 (€ /ano) (kg £O2/ana)

Com esta nova simulagdo obtém-se valores para as varidveis «Fluxo luminoso minimo da lampada
equivalente (Im)» (designemos por Fluxo), «Poténcia média da lampada equivalente (W)» (Pot_LFC),
«Eletricidade poupada (kWh/ano)» (Elet_Poup) em funcdo da «Poténcia da ldmpada incandescente
(W)» (Pot_Inc) considerando 1 hora de utilizagdo diaria, isto €, 365 horas de utilizagdo num ano.

Para se determinar, caso exista, o modelo matematico que traduz as variaveis dependentes
«Fluxo», «Pot_LFC» e «Elet_Poup» em fungdo da varidvel independente «Pot_Inc» usemos as
ferramentas de estatistica de uma calculadora gréfica.

Introduzam-se os valores das varidveis acima referidas nas listas de uma calculadora. Usaremos,
por ser a calculadora que possui uma folha de célculo semelhante ao Microsoft Excel e com maior
potencialidade e facilidade de uso, a calculadora TI-Nspire CX para efetuar a andlise pretendida.
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1101213

® | pot_inc |B fluxo | pot_lfc |P elet_poup{® c
= =

1 0| 432 8 11.52

2 60| 741 14 16.56

3 75| 970 18 20.52

g 100 1398| 22 28.08

5 X L
D| elet_poup ‘ 4 \ 2

y=16.0762  x+-219.99 1 y=0.233225 x+-0.534202
1100 o
o =
2 ‘5,16,
= 800 g
10
500 X
35 45 55 65 75 85 95 10 3% 45 55 65 75 85 95 10
pot_inc pot_inc
Pot_Inc vs Fluxo Pot_Inc vs Pot_LFC
(r~0.9995) (r~0.9876)

De seguida construam-se os diagramas de dispersdo entre a varidvel independente «Pot_Inc» e
cada uma das variaveis dependentes, «Fluxo», «Pot_LFC» e «Elet_Poup».

Observe-se nas imagens abaixo os diagramas de dispersao e as respetivas regressdes lineares.

*Néo guardado =

¥y =0.276039 x+0.192313

%]
=
|

elet_poup

-
@©
1

-
N
!

pot_inc

35 45 S5 65 75 85 95 10

Pot_Inc vs Ele_Poup
(r~0.9988)

Por analise dos diagramas de dispersdo e calculo da regressdo linear, verifica-se que nao existe
nenhuma relagdo linear perfeita entre as variaveis dependentes e a varidvel independente.

Portanto, os valores do Fluxo e da Pot_LFC terdo de ser tabelados em fung¢do do valor da variavel
Pot_Inc da seguinte forma:

Poténcia da lampada Fluxo luminoso minimo da Poténcia média da lampada
incandescente (W) lampada equivalente (Im) equivalente (W)
25 229 5
40 432 8
60 741 14
75 970 18
100 1398 22
150 2253 33

Tabela de valores para Fluxo e Poténcia da LFC em fung¢do da Poténcia da Lampada Incandescente

Quanto a variavel «Eletricidade poupada (kWh/ano)» (Elet_Poup) analise-se a sua relacdo com a
diferenca de poténcia entre a lampada incandescente e a lampada equivalente.

Observe-se, na figura abaixo, o diagrama de dispersdo, a respetiva regressao linear e o grafico dos
residuos.
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30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80
dif_pot

(57.00,0.000)

Residuos elet_poup

© o o
o O @
PN

Elet_Poup vs Dif_Pot
(r=1)

Tendo em ateng¢do que os residuos sdo todos nulos, pode-se concluir que a regressao linear é
perfeita.

Portanto,

Elet_Poup =0,36 x (Pot_Inc — Pot_LFC)

Que interpretagao dar ao fator 0,36?

Recordando que os valores foram obtidos numa simulacdo em que o parametro «tempo de
utilizacdo» é 1 hora e o periodo é «por dia», constatamos que o nimero de horas de utilizacdo no
ano foi de 365 horas. Assim, e como a unidade de medida da poténcia das lampadas é o watt (W) e a
eletricidade poupada é medida em quilowatt por hora (kWh), temos a seguinte interpretacdo para o
fator 0,36:

365 hx(Poténcia Limp Incandescente — Poténcia Lamp Equivalente) w
1000 w

x1000 w

Eletr. Poupada =

_365hw

=————x(Poténcia Lamp Incandescente — Poténcia Limp Equivalente)x1kW
1000 w

=0,365%(Poténcia Lamp Incandescente — Poténcia Limp Equivalente)xkWh
=0,365 (Poténcia Lamp Incandescente — Poténcia Limp Equivalente) kWh

Procedendo-se a novas simulacbes, mas desta feita considerando o periodo de utilizagdo «a
semana» e «o0 mésy», verifica-se, apds analise andloga a realizada para o periodo de utilizacdo «o
dia», que os fatores considerados sdo, aproximadamente e respetivamente, 0,22 e 0,012, conforme
se pode observar nas imagens abaixo.

€ C ele_| i # A lamp_.. B lamp_tfcC ele_po.. D ‘i

= =Cele_poup/(] = =Cele_pol]

1 4 8| 7.6 0.22375 1 0 8| 0380071875

2 60 14 10.29 0.223696 2 60 14 0.55/0.011957

3| 75 18| 1275  0.223684 ? 75 18| 068 001193

4

4| 100 Al o 022359 100 2| 094/0.012051|
_ ‘ele_poup _ ‘ele_poup

|~ ‘lamp_inc—"Tamp_lfc L3 4| » i ‘lamp_inc—"Tamp_Ifc 4/1r
Dados de uma simulagdo Dados de uma simulagdo
para 1 hora por semana para 1 hora por més
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Note-se que, para a substituicdo de uma lampada incandescente por uma lampada equivalente
LFC, os fatores deveriam ser o resultado da divisdo do nimero de horas anual de utilizagdo por 1000
(resultante da mudanca da unidade W para kW), isto é, 52 horas e 12 horas. O fator utilizado pelo
simulador, para o periodo de utilizacdo «por semana», devera portanto estar errado.

No simulador online poderao estar a ser usados valores aproximados, por exemplo, considerar
apenas 360 dias num ano, ou 52,14 semanas num ano (365/7), ou ainda 12,16 meses num ano
(365/30). Dada a grandeza dos valores serad pouco significativo no resultado final a aproximacdo que
se considere.

Agora que se desconstruiu o simulador, construa-se um simulador equivalente numa folha de
calculo do Microsoft Excel!

O nosso simulador podera ser semelhante ao da figura abaixo, sendo que as células/campos das linhas
5 a 8 e 10 a 12 serdo de preenchimento por parte do utilizador (sdo as varidveis independentes do
modelo) e a células das linhas 15 a 20 sdo preenchidas automaticamente através de férmulas/expressdes
apropriadas e que foram «descobertas» anteriormente.

2, B © [u] E F G H ]

1 SIMULADOR

Substituicdo das Limpadas Incandescentes classicas por Lampadas Huorescentes Compactas (mais
2 conhecidas como lampadas economicas)
3

Nimero Poténcia Limpada Tempo de Periodo de
4 Lampadas Incandescente utilizacio Wtilizacio
5 1 25 1 mes
3 B 40 3 dia
T 10 60 4 dia
g 2 1a0 5 mes
=)
10 | Preco da eletricidade:| 0,1528 |
11
12 | Fator de emissdes da eletricidade:| 0,23827 |
13
; Poténcia Limpada Eletricidade Valor Emissdes

Fluxo Luminoso . - R
14 Equivalente Poupada Monetirio Evitadas
15 229 5 0,24/ 0,05 € 0,06
la 432 g 103,68 19,43 € 24,70
17 741 14 662,40 124,49€ 157,83
18 1398 22 9,36 1,76 € 2,23
20| TOTAL= | 775.68) [ 1as5,78¢] | 184,82

Simulador construido no Microsoft Excel

Para que o simulador agora construido dé exatamente os mesmo valores que o simulador
disponivel online em www.ecocasa.org, iremos considerar os fatores usados nesse simulador.

As formulas definidas nas células de preenchimento automatico sdo:

o =SE(D5=25;229;SE(D5=40;432;SE(D5=60;741;SE(D5=75;970;SE(D5=100;1398;SE(D5=150;2253;0)))))

e =SE(D5=25;5;SE(D5=40;8;SE(D5=60;14;SE(D5=75;18;SE(D5=100;22;SE(D5=150;33;0))))))

e =B5*F5*SE(H5="dia";360;SE(H5="semana";52;SE(H5="més";12;0)))*(D5-D15)/1000

o CFIS*SES10%123 | e SES12*FLS e
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Note-se que as duas primeiras férmulas sdo a tradugdo dos valores tabelados anteriormente para
o Fluxo Luminoso e Poténcia da Lampada Equivalente (LFC). Para o calculo da Eletricidade Poupada
coloca-se na terceira formula o produto entre o nimero de lampadas (B5), o nimero de horas de
utilizacdo (F5), o periodo de utilizacdo (H5: 360=dia; 52=semana; 12=més) e a diferenca entre a
poténcia das lampadas (D5-D15).

Finalmente nas formulas 4 e 5 obtém-se, respetivamente, o Valor Monetario Poupado e as
EmissOes Evitadas através do produto do valor da Eletricidade Poupada pelo Preco da Eletricidade
(E10) e pelo Fator de EmissGes (E12).

Que poupanga podera obter uma familia?

Considere-se uma familia portuguesa a residir num apartamento T2 e cuja estimativa de
utilizacdo de lampadas incandescentes, por dia, é a seguinte:

Divisdo da casa Numero lampadas Poténcia N.° de horas de utilizagdo (média didria)
Cozinha 2 100 4
Quartos 4 75 1,5
Casa de banho 2 60 3
Sala de jantar 4 75 2,5
Sala de estar 4 60 3
Hall 1 100 1

Quanto poderd poupar esta familia, por ano, se substituir todas as lampadas incandescente por
lampadas equivalente LFC?

Calcule-se este valor usando-se o simulador agora construido e o simulador online e compare-se os valores.

No simulador online obtém-se:

Poténdia da lampada ——
No de lampadas incandescente Te""’“(::r“t""‘“““’ Tempo por Substituir por
2 100 [~] 4 dia [~] LFC[~]
8 75 [=] 2 dia  [+] Lrc[+]
6 60 [v] 3 dia LFC
1 100[~] 1 dia  [+] e [7]
Prago da eletricidade 0.1528 €/kWh (sem IVA)
Fator de emissBes da eletricidade 023827 kg CO2/kWh
e o e T P o P
kWh/ano; €/ano kg CO2/ano]
e i (lewh/ano) (c/ano) (kg C02/ano)
1398 22 224.64 42.22 53.52
970 18 32832 61.71 78.23
741 14 298.08 56.02 71.02
1398 22 28.08 5.28 6.69
Total 879.12 165.23 209.47
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No simulador construido no Microsoft Excel obtém-se os valores da imagem abaixo.

) B c D E F 6] W | J
1 SIMULADOR |
Substituicdo das Lampadas Incandescentes classicas por Limpadas Huorescentes Compactas {mais

2 conhecidas como lampadas economicas)

g

Nimero Poténcia Limpada Tempo de Periodo de

4 Lampadas Incandescente utilizacdo Utilizacdo

5 2 100 4 dia

3 g 73 2 dia

7 6 60 3 dia

g 1 100 1 dia

=}

}E | Preco da eletricidade:| 0,1528 |

12 | Fator de emissdes da eletricidade:| 0,23837 |

13

) Poténcia Limpada Eletricidade Valor Emissdes
Fluxo Luminoso ) L. .

14 Equivalente Poupada hMonetario Evitadas

15 1395 22 224,64 42,22 € 53,52
16 970 18 328,32 61,71€ 78,23
17 741 14 298,08 56,02 € 71,02
}? 1398 22 28,08 5,28€ 6,69
Ea TOTAL= g79,2| | 165.23¢] | 200,47

Desafio!

Aplique o simulador agora criado para efetuar um estudo sobre que valor monetario podera
poupar a sua familia se substituir as lAampadas incandescentes por lampadas equivalentes LFC.
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Ficha de trabalho N.°1

Nome Turma N.°

1. Numa eleicdao com 4 candidatos, A, B, C e D, obtiveram-se os seguintes resultados, segundo as
preferéncias dos votantes:

Numero de votos
Preferéncias
2 8 17 20 27
1.7 escolha A D C A B
2.7 escolha B C A D D
3.% escolha C A D C A
4. escolha D B B B C

1.1 Quantas pessoas expressaram a sua preferéncia nesta votagao?

1.2 Qual foi o candidato com maior nimero de primeiras preferéncias? Com que percentagem?
(2 cd.)

1.3 Qual foi o candidato com maior nimero de Ultimas preferéncias? Com que percentagem?
(2 cd.)

1.4 Qual foi o vencedor pelo sistema de maioria simples?

1.5 Algum candidato venceu por maioria absoluta? Justifique.

2. Numa eleicdo com 3 candidatos, A, B e C, obtiveram-se os seguintes resultados, resumidos nos
esquemas preferenciais seguintes:

A A A
A B _ | c
B c | A |
C A | B |
22 votos 46 votos 31 votos

2. 1 Usando o sistema maioritario, quem vence a eleicdo? Com que tipo de maioria? Justifique.
2.2 Considere os candidatos dois a dois. Havera algum vencedor? Justifique.

2.3 Como se chama o fendmeno patente na alinea anterior?
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3. André (A), Bernardo (B), Candido (C) e Damido (D) concorrem aos lugares de presidente e vice-
presidente da Associacdo de Comerciantes de Bombim. Cada um dos votantes exprimiu a sua
preferéncia relativamente a cada um dos candidatos:

Numero de votos
Preferéncias
5 10 20 25 30
1.7 escolha A A A C B
2.2 escolha D B C D D
3.% escolha C D B B C
4.° escolha B C D A A

O vencedor fica com o lugar de presidente e quem ficar em segundo lugar sera o vice-presidente.
3.1 Quantas pessoas votaram?

3.2 Pelo sistema maioritario, quem seria o presidente? E o vice-presidente? Com que
percentagem de votos? (2 c.d.)

3.3 Usando o sistema preferencial, atribua os cargos de presidente e de vice-presidente (atribua
4 pontos a primeira escolha, 3 pontos a segunda, 2 pontos a terceira e 1 ponto a quarta
escolha).

3.4 Considere agora apenas as duas primeiras preferéncias de cada votante. Usando o sistema
de aprovacdo quem sera o presidente? E o vice-presidente?

4. O que diz o teorema de Arrow relativamente a sistemas de votagao?

5. Quatro encarregados de educacdo, Alvaro, Belmira, Carlota e Dinis candidatam-se a presidéncia
da Associacdo de Pais da Escola Arco-iris. Um juri constituido por oito pessoas (E, F, G, H, I, J, L e
M) usou o sistema de aprovacdo para decidir esta questdo. O quadro seguinte resume a votacdo
(V significa que aprova o candidato).

Jari
Candidatos
E F G H | J L M
Alvaro v Vv v Vv
Belmira v v v
Carlota \' v v V'
Dinis v v v v v

5.1 Quem foi eleito presidente?

5.2 As votagGes de dois dos elementos do juri ndo tem influéncia no resultado final. Indique quais
e porqué.
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Ficha de trabalho N.° 2

Nome Turma N.°

1. Os 78 alunos finalistas do curso de Sociologia pretendem fazer uma viagem. Tém cinco opgdes:
Cancun (C), Orlando (O), Havana (H), Nova lorque (N) e Rio de Janeiro (R). Os resultados da
votacdo que efetuaram estdo resumidos na tabela seguinte:

Numero de votos
Preferéncias

1 2 3 3 3 6 8 20 32
1.7 escolha C C N R C R N 0 H
2.2 escolha 0 H H H H 0 0 N C
3.% escolha H R R C N N R R R
4.° escolha N N 0 0 R C C C N
5.% escolha R 0 C N 0 H H H 0

Responda as seguintes perguntas com base na tabela dos resultados da votagao.

1.1 Alguma das cidades obteve maioria de primeiras escolhas? Se sim, qual?

1.2 Alguma das cidades obteve maioria de ultimas escolhas? Se sim, qual?

1.3 Qual foi a cidade com maior nimero de primeiras escolhas? Com que percentagem? (2 c.d.)
1.4 Qual foi a cidade com menor nimero de primeiras escolhas? Com que percentagem? (2 c.d.)
1.5 Qual foi a cidade com maior nimero de Ultimas escolhas? Com que percentagem? (2 c.d.)
1.6 Qual foi a cidade com menor nimero de Ultimas escolhas? Com que percentagem? (2 c.d.)

1.7 Que cidade teve maior nimero de primeiras e segundas escolhas conjuntamente? A quantos
votos corresponde?

1.8 Que cidade teve, em conjunto, menor nimero de primeiras e segundas escolhas? A quantos
votos corresponde?

1.9 Que cidade teve, em conjunto, maior nUmero de quartas e quintas escolhas? A quantos votos
corresponde?

1.10 Qual seria a cidade escolhida se fosse usado o sistema maioritario? Com que tipo de
maioria? A que percentagem corresponde? (2 c.d.)

1.11 Qual seria a cidade escolhida se fosse usado o método de Borda?

1.12 Suponha que cada votante aprovava apenas as duas primeiras escolhas. Nesta situacao,
usando o sistema de aprovagdo, qual seria a cidade eleita para a viagem de finalistas?
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2. Os esquemas preferenciais seguintes traduzem os resultados de uma eleicdao com 6 candidatos: A,
B,C,D,EeF.

A A A
B | A A_1
c | o | 0 __—_—1
F_ 1 c__ | B 1
E 1 F | B 1
A | B | D _—0
D | E. P91
30 votos 17 votos 22 votos
A A A
c— | 0" |
B | 6 — p__ |
p | = B—0 A_ |
A | B0 c_ 1
F_ !  F—r  F__ 1
E__ ! A —0 B __ |
28 votos 33 votos 35 votos

2.1 Quantos esquemas preferenciais diferentes é possivel obter com seis candidatos?
2.2 Qual é a percentagem de 1.as preferéncias de cada candidato?
2.3 Qual é o candidato eleito se usarmos o método da pluralidade?
2.4 Determine o vencedor desta elei¢do usando:
2.4.1 o método run-off simples;
2.4.2 o método run-off sequencial;
2.4.3 o método de Borda;
2.4.4 0 método de Condorcet.

2.5 Suponha que cada votante aprova os trés primeiros candidatos do seu esquema preferencial.
Determine o vencedor pelo sistema de aprovagao
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Ficha de trabalho N.° 3

Nome Turma N.°

1. Realizou-se uma Assembleia Geral de uma associa¢do cultural, com o objetivo de eleger uma
pessoa para representar a associacdo em sessOes oficiais. Apresentaram-se trés candidatos, o
Rui, o Luis e o Jodo. A Mesa da Assembleia prop0s que cada associado votasse nos trés
candidatos, por ordem de preferéncia. O método escolhido para apurar o vencedor foi o
preferencial, de acordo com os seguintes critérios e etapas:

¢ por cada voto em primeira preferéncia, o candidato votado recebe trés pontos, em segunda
preferéncia, dois pontos e, em terceira preferéncia, um ponto;

¢ feito o apuramento da pontuagdo obtida por cada candidato, serd vencedor o que obtiver uma
pontuacdo total mais elevada.

A contagem dos votos vem descrita na tabela seguinte.

Preferéncias Votos
1.° Rui Jodo Luis
2.° Luis Luis Rui
3.° Jodo Rui Jodo
Total 40 45 38

1.1 Complete a tabela abaixo apresentada, utilizando o método preferencial.
Qual foi o candidato vencedor, segundo este método?

Método preferencial

Contagem dos pontos Pontuacgao total
Jodo 40x1+45x3+38x1
Rui
Luis

1.2 Se fosse adotado o sistema maioritario, s6 a primeira preferéncia seria tida em conta,
ganhando o candidato cujas primeiras preferéncias tivessem uma maioria relativa. Utilizando
este método, o candidato vencedor seria o Jo3o.

No entanto, este candidato perderia quando comparado com os outros candidatos, dois a
dois. Uma forma de comparar os candidatos dois a dois é utilizar o método maioritario, sem
contar com os votos no terceiro candidato. Por exemplo, ndo contando com os votos no Luis,
as votagBes no Jodo e no Rui passam a ser as seguintes:
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Comparagao da vota¢ao no Joao com a votagao no Rui

Preferéncias Votos
1. Rui Jodo Rui
2.° Jodo Rui Jodo
Total 40 45 38

Utilizando o método maioritdrio relativamente a primeira preferéncia, o Rui seria o candidato
vencedor, uma vez que tinha 78 votos, enquanto o Jodo teria apenas 45.

1.2.1 Construa duas tabelas semelhantes a anterior, ndo contando, primeiro, com a votacdo
no Jodo e, depois, com a votacdo no Rui. Em cada uma das comparagdes, quem é o
vencedor?

1.2.2 Terminadas as comparacdes possiveis, dois a dois, o Luis afirmou que ele préprio deveria
ser considerado o vencedor global.

Numa pequena composicao, justifique que este candidato estd em condi¢des de se
considerar vencedor global, tendo em conta os resultados obtidos.

Deve incluir, obrigatoriamente, na sua resposta a soma dos resultados referentes as
contagens dos votos na comparacao dos candidatos dois a dois, com a consequente
ordenacao dos candidatos.

1.3 Considere agora o método em que sdo eliminados todos os candidatos exceto os dois que
reunem maior nimero de primeiras preferéncias — método run-off simples.

1.3.1 Qual seria o candidato eliminado? Justifique.

1.3.2 Qual seria o candidato vencedor? Com que percentagem? Apresente o resultado
arredondado com uma casa decimal.

Adaptado de Exame Nacional de MACS (2007, 2.2 Fase)
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Ficha de trabalho N.° 4

Nome Turma N.°

1. As tabelas que se seguem tém os resultados das eleicbes autarquicas de 2013, para as camaras
municipais, dos concelhos de Borba, Vagos e Cascais, respetivamente. Sabendo que o método

utilizado para a contabilizagdo dos mandatos foi o método de Hondt, complete-as:

11
Listas Votos % Mandatos
Ind. 1642
PS 1043
PPD/PSD 831
PCP - PEV 791
Em Branco 101
Nulos 71
Votantes 4479
Inscritos 6349
Total de Mandatos 5
1.2
Listas Votos % Mandatos
PPD/PSD.CDS/PP 28 004
PS 14 140
PCP - PEV 7 366
I 4985
B.E. 2997
PTP 901
PPM/PPV/PND 629
PCTP/MRPP 576
Em Branco 3592
Nulos 2359
Votantes 65 549
Inscritos 172 537
Total de Mandatos 11
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13

Listas Votos % Mandatos

PPD/PSD 5760
CDS/PP 3903
PS 1331
PCP - PEV 238
Em Branco 367
Nulos 273

Votantes 11872

Inscritos 22 651

Total de Mandatos 7

2. No dia 9 de Outubro de 2005, realizaram-se elei¢cGes autarquicas em Portugal.

Os dados apresentados no quadro seguinte dizem respeito as elei¢cGes para a Camara Municipal
de um certo concelho.

Total de eleitores inscritos: 141 360

Nimero de mandatos: 11

Partidos concorrentes: A,B,C,D, E, e F

Os resultados provisérios das eleicdes para a Camara Municipal desse concelho, divulgados pelo
Secretariado Técnico dos Assuntos para o Processo Eleitoral (STAPE), pouco tempo depois do

encerramento das urnas, foram os seguintes:
Numero de votos brancos: 2225

NuUmero de votos nulos: 1550

A

B

c

D

28799

17 437

11959

4785

948 340

2.1 Calcule a percentagem da abstencdo, nestas elei¢cGes, para a referida Camara Municipal.
Apresente o resultado arredondado as unidades.

2.2 No dia 25 de Outubro, um jornal didrio, referindo-se as eleicdes para a mesma Camara
Municipal, publicou uma noticia, na qual se podia ler:

O partido D vai exigir a recontagem dos votos, por considerar que persistem duvidas quanto
ao resultado oficial divulgado na noite de domingo. Por apenas 15 votos (...), o partido D ndo
elegeu o seu cabecga-de-lista como vereador. (...) A eleicdo de um vereador do partido D
alteraria a relagdo de forgas no executivo dessa Camara. (...) «Era fundamental que o partido
D estivesse representado, ndo sé pela forca que ja tem, mas também porque obrigaria o

presidente a dialogar com a oposicdo e a aprofundar a democracia e a pluralidade de ideias»,

frisou o cabeca-de-lista do partido D.
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Tendo em conta os resultados eleitorais, elabore uma composicdao na qual comente esta
noticia. Na sua composicdo, deve:

e determinar o nimero de mandatos obtidos por cada forga politica, aplicando o método de
Hondt (apresente os quocientes arredondados as décimas);

¢ explicar por que razao foi por 15 votos que o partido D nao elegeu nenhum vereador e qual

o partido que perderia um mandato se o partido D tivesse tido mais 15 votos (admitindo
gue os restantes partidos mantinham a sua votacgdo);

e explicar o sentido da frase (acima sublinhada) do cabecga-de-lista do partido D,

relacionando-a com o tipo de maioria (simples ou absoluta) obtida pela for¢a vencedora e
com o que teria acontecido, caso ele tivesse sido eleito.

Adaptado de Exame Nacional de MACS (2006, 1.° Fase)
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Ficha de trabalho N.° 5

Nome Turma N.°

1. Numa assembleia geral de uma federacdo desportiva, na qual estavam representantes de varias

regides do pais, foi decidida a forma de representacdo regional em futuras assembleias gerais, de
acordo com os seguintes principios:

* 0 numero de representante de cada regido na assembleia

Regides N.° de praticantes
geral deveria estar de acordo com o numero de praticantes

. oo Minho 561

federados existentes nessa regiao;
* 0 nimero total de representantes na assembleia seria 50; Beiras 345
e seria utilizado o Método de Hamilton para distribuir os | Alentejo 120
representantes pelas varias regioes. Ribatejo 370

Na tabela ao lado estdo indicados os numeros de

. . i . Algarve 310

praticantes das varias regides representadas na assembleia

geral. Total 2206
1.1 Complete a tabela seguinte.

RegiGes N.° de praticantes Quota padrao Quota inferior Parte

(P) (P:DP) () decimal

Minho 561

Beiras 345
Alentejo 120
Ribatejo 870
Algarve 310

2206 Numero total de praticantes (TP)
50 Representantes a distribuir (R)
Divisor Padrdo (DP = TP : R)

Calcule o divisor padrao e utilize-o para calcular as quotas padrdo (3 c.d.).

1.2 Determine o numero de representantes de cada regido nas assembleias gerais, de acordo
com a aplicacdo do método de Hamilton.

2. Dirigentes desportivos da regido auténoma dos Madeira pretendem que a sua regido, com 130
praticantes federados, tenha também representantes na assembleia geral. Face a situacdo, foi

decidido alterar para 53 o numero total de representantes, tendo em conta o aumento do
numero de regiGes representadas.

2.1 A tabela seguinte representa a situacao da federagcdo com as suas seis regides:
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Regides N.° de praticantes (P) | Quota padrdo (P:DP) | Quota inferior (Ql) Parte decimal

Minho 561

Beiras 345
Alentejo 120
Ribatejo 870
Algarve 310
Madeira 130

2336 Numero total de praticantes (TP)
53 Representantes a distribuir (R)
Divisor Padrdo (DP =TP : R)

1.1.1 Complete a tabela. Calcule o divisor padrdo e utilize-o para calcular as quotas padrao.
(3 c.d.).

1.1.2 Depois de completar a tabela anterior, elabore um texto sobre a distribuicdo dos
representantes das seis regides na assembleia geral.
O texto deve incluir:

e uma alusdo a opgao de o numero de delegados passar de 50 para 53, relacionando-o
com o novo divisor padrao;

® uma comparacao, regido a regido, do niumero de representantes nos dois cenarios
(antes e apds a entrada da Madeira) e um comentario sobre se alguma regido tera
razdes para se sentir prejudicada pela entrada da regido da Madeira na federagao.

Adaptado do Exame Nacional de MACS, 2007, 1.° fase.

2. Na tabela seguinte, encontram-se os resultados das elei¢des autdrquicas de 2013 num dos
concelhos do distrito de Portalegre: a distribuicdo dos mandatos foi feita pelo método de Hondt.

Partidos N.° de votos % Mandatos atribuidos
A 5514
B 3104
C 2275
D 1377
E 111
Em Branco 352
Nulos 258
Votantes 12991
Inscritos 21 668
Total de Mandatos 7

3.1 Complete a tabela.
3.2 Qual foi a percentagem de abstencdo?
3.3 Faca a distribuicdo dos mandatos utilizando o método de Sainte Lagué.

3.4 Tire conclusdes relativamente as distribuicGes obtidas por cada um dos métodos.
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Ficha de trabalho N.° 6

Nome Turma

1. Um pais dividido em cinco estados, A, B, C, D e E, tem uma populac¢do dividida de acordo com a
tabela seguinte:

A B C D E

5380

1174 2539

3512 2995

Sabendo que no parlamento deste pais existem 25 lugares, faca a distribuicdo usando o método
de Hamilton (3 c.d. nos célculos intermédios).

2. A populagdo de um pais encontra-se distribuida pelos seus cinco Estados de acordo com a tabela:

A

B

C

D

E

7179

5259

9061

1182

3319

2.1 Usando o método de Hamilton, determine a distribuicdo dos lugares do parlamento desse

pais sabendo que sdo:
2.1.1 25 lugares;
2.1.2 26 lugares;
2.1.3 27 lugares.

2.2 Tire as suas conclusdes sobre os resultados obtidos nas alineas anteriores.

3. Considere a tabela que se segue:

_ Quota padrao Quota padrdo

Alabama 7,646 7,671
Texas 9,640 9,672
Ilindis 18,640 18,702

3.

1 Usando o método de Hamilton, determine qual é a distribuicdo de lugares na camara dos
representantes para estes trés estados no caso de serem, no total:
3.1.1 35 lugares;

3.1.2 36 lugares.

3.2 Que conclusdo podemos tirar dos resultados obtidos anteriormente?
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4. A tabela seguinte contém dados relativos a populagdo de um pais com quatro estados (3 c.d. nos

calculos intermédios):

Estados A B C D

Populagdo 45 13 27 2

4.1 Faca a distribuicdo dos 20 lugares disponiveis do parlamento deste pais pelos quatro estados,
usando o método de Hamilton.

4.2 Facga nova distribuicdo, usando o mesmo método para o caso de serem 21 lugares.
4.3 Numa pequena composicao, tire conclusdes relativamente as duas alineas anteriores.

. No parlamento de um pais dividido em quatro estados ha 30 lugares para ocupar. Determine
quantos lugares cabe a cada estado, tendo em conta os dados da tabela seguinte (3 c.d. nos
calculos intermédios):

Estados

A B C D

Populagdo

2450

3250

3550

6350

5.1 Usando o método de Hamilton.
5.2 Usando o método de Jefferson.

6. A tabela seguinte apresenta a distribuigcdo da populagdo de um pais pelos seus quatro estados.

Estados A B C D

Populagao 500 1000 1500 2000

O parlamento deste pais é constituido por 51 lugares.

6.1 Determine o divisor padrao (3 c.d.).

6.2 Calcule a quota padrao de cada estado (3 c.d.).

6.3 Faca a distribuicdo dos lugares usando o método de Jefferson.

6.4 Experimente fazer a distribui¢do dos lugares usando o método de Adams com D.M. =100 .
6.5 O que acontece se D.M. > 100 ?

6.6 O que acontece se D.M. < 100 ?

6.7 Tire conclusGes com base nas ultimas trés alineas.
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Ficha de trabalho N.° 7

Nome Turma N.°

1. S3o 200 os lugares disponiveis no parlamento de um pais com 300 000 habitantes, distribuidos
por quatro estados.

1.1 Complete a tabela:

8850 97 200

39,6 89,7

Nas alineas seguintes utilize os dados da tabela anterior.
1.2 Faga a distribuicdo dos lugares usando o (3 c.d.):
1.2.1 método de Adams; 1.2.2 método de Webster.

2. Um pais dividido em seis estados tem uma assembleia com 36 deputados. A distribuicdo da
populacdo pelos estados encontra-se na tabela seguinte:

A B C D E F

27775 9226 19947 3292 25177 14613

Faca a distribuicdo pelos estados utilizando o (3 c.d.):
2.1 método de Jefferson; 2.2 método de Adams; 2.3 método de Webster.

3. Num pais com 12 500 000 habitantes existem 250 lugares no parlamento a distribuir pelos seis
Estados que integram esse pais.

3.1 Complete a tabela:

6733 557 988 2081 685

Nas alineas que se seguem considere os dados da tabela anterior.
3.2 Qual é o divisor padrdo? (2 c.d.)
3.3 Determine a distribuicdo dos lugares disponiveis pelos seis estados usando o (3 c.d):
3.3.1 método de Jefferson;
3.3.2 método de Adams;
3.3.3 método de Webster.

90 Editavel e fotocopiavel © Texto | MACS 10.° ano



4. Um pais dividido em cinco estados tem uma populagdo de 23 800 habitantes. Na tabela seguinte
estdo as quotas padrao de cada estado, para a atribuicao dos lugares na assembleia.

Estados A B C D E

Quota padrao 7,179 5,259 9,061 1,182 3,319

4.1 Qual é o nimero de lugares disponiveis?
4.2 Calcule o divisor padrédo (2 c.d.).
4.3 Calcule o nimero de habitantes de cada estado.
4.4 Faca a distribuicao dos lugares usando o (3 c.d.):
4.4.1 método de Hamilton;
4.4.2 método de Jefferson;
4.4.3 método de Adams.

5. O senhor Silvino deixou uma heranga, a ser distribuida, equitativamente, pelos seus Unicos
herdeiros: os filhos Pedro, Rita e Sofia. A heranca é constituida por um apartamento e um
terreno. Pelo valor sentimental que nutrem pelos bens, os irmdos ndo os querem colocar a
venda. Assim, decidem distribuir os bens, utilizando o seguinte método:

¢ cada herdeiro atribui, secretamente, um valor a cada um dos bens;
* em seguida, sdo divulgados os valores atribuidos (apresentados na tabela seguinte).

Herdeiros
Pedro Rita Sofia
Bens
Apartamento 200 000€ 210 000€ 190 000€
Terreno 100 000€ 90 000€ 80 000€

Aplicando o método das licitagdes secretas:

5.1 Indique quanto vale a heranga para cada um dos herdeiros, bem como o valor que cada um
deles considera justo receber.

5.2 Num pequeno texto, indique, justificando, se algum dos herdeiros pode ter razdo para
reclamar do resultado final da divisdo, face ao que considerava justo receber.

O texto deve, obrigatoriamente, contemplar os pontos que a seguir se indicam:
¢ 0 valor da heranca que cada herdeiro efetivamente recebeu;

* a comparagao entre o valor da heranga que cada um dos herdeiros considerava justo
receber e o que efetivamente recebeu;

¢ a conclusdo quanto a razdo para algum herdeiro reclamar, ou ndo, do resultado final da
divisao.

Comece por calcular como ficou distribuida a heranca pelos trés irmdos, determinando:

¢ a quem foi atribuido cada um dos bens;

¢ 0 valor, em dinheiro, que cada um dos herdeiros recebeu ou pagou, apds a atribuicdo dos
bens;

¢ o0 valor, em dinheiro, que cada um dos herdeiros efetivamente recebeu ou pagou, no final
de todo o processo.

Na resposta a este item, quando for necessario proceder a arredondamentos, utilize duas
casas decimais.

Adaptado de Exame Nacional MACS (2008, 1.° Fase)
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Ficha de trabalho N.° 8

Nome

Turma N.°

92

1.

Nos processos eleitorais, a conversdao do numero de votos em mandatos pode ser feita utilizando
métodos diferentes.

Segundo o método de Hamilton, a distribuicdo dos mandatos pelas listas concorrentes faz-se da
seguinte forma:

e calcula-se o divisor padrdo (DP), dividindo o nimero total de votos pelo nimero de mandatos
da assembleia de Freguesia;

e calcula-se a Quota Padrdo (QP) para cada um dos concorrentes, dividindo o nimero de votos de
cada concorrente pelo Divisor Padrdo;

e atribui-se a cada concorrente um nimero de mandatos igual a parte inteira da quota padrao;

e caso ainda restem mandatos para distribuir, ordenam-se, por ordem decrescente, as partes
decimais das vérias quotas padrdo e atribuem-se os mandatos que restam (um para cada
concorrente) aos concorrentes cujas quotas padrdo tenham partes decimais maiores;

¢ na atribuicdo do ultimo mandato, se houver dois concorrentes com quotas padrdo que
apresentem a mesma parte decimal, atribui-se o Ultimo mandato ao concorrente com menor
ndmero de mandatos.

A 25 de novembro de 2007, ocorreram as elei¢cdes para a assembleia de Freguesia de Monte da
Azinha. Para o preenchimento dos nove lugares da referida assembleia, concorreram cinco
partidos, em listas separadas.

Cada lugar corresponde a um mandato. Apds o apuramento geral, os resultados foram os
seguintes.

Partido Numero de votos
A 454
B 438
C 49
D 463
E 29

O Antdnio é um habitante dessa freguesia. Ele afirma que, no apuramento dos lugares a atribuir
a cada partido, o resultado da distribuicdo dos nove lugares pelas listas concorrentes é o
mesmo, quer se apligue o método de Hondt, quer se aplique o método de Hamilton. Mostre
gue o Antdnio tem razao.

Na sua resposta deve:

e apresentar a distribuicdo dos nove lugares aplicando o método de Hondt;

e apresentar a distribuicdo dos nove lugares aplicando o método de Hamilton;
e apresentar a conclusdo.
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2. A associagdo de estudantes da Escola Secundaria de Monte da Azinha decidiu aplicar o método da
contagem de Borda, para escolher o representante dos alunos da escola num férum internacional
sobre Ciéncia. Concorreram quatro candidatos: a Ana, a Inés, o Nuno e o Pedro.

Segundo o Método da Contagem de Borda, o apuramento do vencedor faz-se de acordo com os
seguintes critérios e etapas:

e para que um voto possa ser considerado vélido, cada eleitor vota em todos os candidatos,
ordenando-os de acordo com as suas preferéncias;

¢ na ordenacao final dos concorrentes, cada primeira preferéncia recebe tantos pontos quantos
os candidatos em votagao;

¢ cada segunda preferéncia recebe menos um ponto do que a primeira, e assim sucessivamente,
recebendo a Ultima preferéncia um ponto;

* 0 vencedor é o concorrente com maior nimero de pontos.
Foram apurados noventa e cinco votos validos. Os resultados obtidos sdo os seguintes.

L. N.° de votos
Preferéncias
25 votos 40 votos 15 votos 10 votos 5 votos
1.% preferéncia Nuno Pedro Nuno Pedro Pedro
2.7 preferéncia Ana Inés Inés Nuno Nuno
3.7 preferéncia Inés Nuno Ana Ana Inés
4.7 preferéncia Pedro Ana Pedro Inés Ana

Determine a pontuacao final de cada candidato e indique o vencedor.

3. Considere agora o método run-off simples e os resultados da votacdo anterior. Faca nova
contagem e verifique se o vencedor se mantém o mesmo ou se ha alteragao.
Adaptado de Exame Nacional de MACS (2009, 1.2 Fase)

4. Aos irmdos Raquel e Tiago cabe a tarefa de dividir, entre si, quatro bens deixados pela mae e que,
por razdes sentimentais, ndo querem vender. Decidem efetuar essa partilha pelo método do
ajuste na partilha. Na tabela seguinte encontra-se a distribuicdo dos 100 pontos de cada irmao:

Raquel Tiago
Cao 35 15
Gato 20 15
Aquario 25 40
Papagaio 20 30

4.1 Efetue a partilha dos bens, usando o método de ajuste de partilha.

4.2 Com quantos pontos ficou cada um dos irmaos no final da partilha?
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Ficha de trabalho N.° 9

Nome Turma N.°

1. Qual é a diferenca entre partilha no caso discreto e partilha no caso continuo?

Dé exemplos de cada um destes dois tipos de partilha.

2. Considere o método do divisor Unico com trés jogadores para dividir um bolo.
2.1 Serd que o divisor pode ficar descontente com a sua parte? Justifique.

2.2 Suponha que o divisor parte trés fatias F1, F2 e F3. O jogador A acha que F1 é grande, F2 é
razoavel e F3 é pequena, de onde seleciona F1 e F2. O jogador B seleciona F1.

2.2.1 Com que fatia fica o divisor?
2.2.2 Como ficam distribuidas as duas fatias restantes por A e B?

2.2.3 Serd que algum dos jogadores podera ficar insatisfeito? Justifique.

3. Considere o método do selecionador Unico para dividir um bolo por trés pessoas.
3.1 Qual é o primeiro procedimento a efetuar?
3.2 O que devem fazer, em primeiro lugar, os divisores? E de seguida?
3.3 Por que razao nao ha divisores insatisfeitos apds a primeira escolha?

3.4 Por que razao nao ha divisores insatisfeitos apés a escolha do selecionador?

4. Trés amigos pretendem dividir uma parcela de terreno, de uma forma justa, usando o método do
divisor Unico. O Jodo é escolhido para ser o divisor e divide o terreno em trés partes T1, T2 e T3
gue ele julga serem iguais. Pedro e Miguel escolhem. Faca a distribuicdo das parcelas pelos trés
amigos em cada uma das situagdes seguintes:

4.1 Pedro seleciona {T1} e Miguel seleciona {T3}.
4.2 Pedro seleciona {T1, T3} e Miguel {T2, T3}.

4.3 Pedro e Miguel selecionam ambos {T2, T3}.

5. Trés jogadores pretendem dividir um bolo usando o método do selecionador unico. O divisor
parte o bolo em trés fatias F1, F2 e F3.

Se:

¢ 0 jogador 1 preferir F2 ou F3;
e 0 jogador 2 preferir F1 ou F2;
indique:

5.1 uma divisao justa do bolo;

5.2 uma divisdo injusta.
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6. Seis investidores compram um lote de terreno e decidem dividi-lo de uma forma justa usando o

método do ultimo a diminuir. Os investidores sdo A, B, C, D, E e F e jogam por esta ordem.
¢ Na primeira volta B e C diminuem.
¢ Na segunda volta apenas B diminui.

¢ Na terceira volta ninguém diminui.

6.1 Quem fica com a primeira parcela de terreno?
6.2 Quem divide no principio da segunda volta?
6.3 Quem fica com a segunda parcela de terreno?
6.4 Quem divide no principio da terceira volta?

6.5 Com os resultados fornecidos é possivel saber quem fica com as terceira, quarta e quinta
parcelas de terreno?

Numa pequena composicdo, forneca os dados que faltam e termine a divisdo do terreno.

. Um grupo de cinco amigas vao dividir entre si uma piza vegetariana utilizando o método do ultimo
a diminuir.
Jogam pela ordem seguinte: Ana, Berta, Cétia, Dina e Eva. Na primeira e terceira volta ninguém
diminui, na segunda volta Catia e Dina diminuem.

7.1 O que faz a primeira amiga que joga?

7.2 Quem fica com a primeira fatia de piza?

7.3 Quem inicia a segunda volta?

7.4 Quem fica com a segunda fatia?

7.5 Quem corta a fatia do inicio da terceira volta?
7.6 Quem fica com a terceira fatia?

7.7 Quais sdo as duas ultimas amigas a escolher? Como procedem?

. Quatro amigas decidem fazer um bolo de chocolate e dividi-lo entre elas usando o método livre
de inveja. Numa composicdo descreva a aplicacdo do método a esta situagdo, no dois casos
seguintes:

* 1.° caso: A amiga que primeiro apara as fatias fa-lo a duas delas.

¢ 2.° caso: A amiga que primeiro apara as fatias fa-lo apenas a uma delas.
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Ficha de trabalho N.° 10

Nome Turma N.°

1. O grafico seguinte representa a comparacdo entre a percentagem de individuos com idade entre
10 e 15 anos que utilizaram a Internet, por finalidade de utilizacdo, nos anos 2005 e 2008.

Individuos com idade entre 10 e 15 anos que utilizam internet, por finalidade de utilizacio, 2005 e 2008 (%)

97,0
100 93,8
82,2
80 71,5
64,7
: 57.9
60 57,0
44,4
401 —
264 343 319 290
20,2
T I l:,
O 1 T T 1 T T
Comunicar Ouvir radio Jogar/fazer Ler jornais, Procurar Consultar Pesquisar
ou ver TV download revistas informacéo websites informacéo
de jogos, ou livros para de interesse  sobre satde
2005 W 2008 imagens, trabalhos pessoal
musica, escolares
Fonte: INE videos

1.1 Para que finalidade é a internet mais utilizada pelos jovens entre os 10 e os 15 anos?
1.2 Qual a finalidade para a qual foi menos utilizada a internet em cada ano?
1.3 Quais as finalidades que registaram um decréscimo na utilizacdo entre 2005 e 20087

1.4 Qual a finalidade que registou um maior aumento da percentagem de utilizagdo entre 2005 e
2008?

1.5 Supondo que estes dados se referiam a uma amostra de 2000 jovens, quantos deles utilizaram
a internet para ler jornais, revistas ou livros em 2008?

2. Uma empresa de informatica tem 64 funcionarios no seu departamento técnico, repartidos por
fungdo de acordo com a tabela seguinte:

Pessoal Analistas | Formadores |Programadores|  1écnicos Técnicos Outro
técnico de software de pessoal
hardware técnico
Nunlrer? . 7 4 14 10 18
de funcionarios

2.1 Complete a tabela.

2.2 Determine as percentagens de funcionarios deste departamento correspondentes a cada
fungdo (2 c.d.).

2.3 Represente os dados da tabela através de um gréfico circular.
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3. Observe o grafico seguinte:

Infecdo por VIH e por sida, e ébitos no hospital de Sao Jodo, Porto, entre 1985 e 2006
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Fonte: Coordenacdo Nacional para a Infeccdo VIH/Sida — Ministério da Salde, Portugal

3.1 O que representa o grafico?

3.2 Descreva a evolugdo do niumero de individuos infetados por VIH.

3.3 Em que ano o numero de pessoas infetadas por sida foi maior?

3.4 A partir de que ano se comecou a verificar um decréscimo no nimero de 6bitos?
3.5 Em que ano o numero de 6bitos ultrapassou os 507

3.6 Em que ano o nimero de pessoas infetadas por sida foi inferior ao numero de ébitos?

3.7 Qual foi o nimero maximo de pessoas infetadas por VIH verificado, no periodo a que se
reporta o grafico, no hospital de Sdo Jodo? Em que ano ocorreu?
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Ficha de trabalho N.° 11

Nome Turma N.°

1. O grafico que se segue foi retirado da revista Unica, do jornal Expresso, de 18 de fevereiro de
2005, e contém graficos onde estdo registados alguns dados sobre a educagdo em 19 paises

europeus.
Gastos na educacéo (2001) N.° de anos de estudo (2002) Capacidades a matematica
Em percentagem do PIB Pop. entre os 25 e os 64 anos Alunos com 15 anos
Alemanha-f{————""753 ! I 13,4 ] 503
Austriaf——"75, I 11,3 [ 506
Bélgica| 16,4 I 11,2 T 529
Dinamarca 171 I 13,3 B ——Y P
Eslovdquia{——141 I 12,5 [ 498
Espanha{————""149 I 10,3 [ 485
Finldndia{—————75g8 I 12,4 ] 544
SrTolo=F I— I 10,9 e 511
Grécia{———141 I 10,5 [ 445
Holanda{———""749 Média I 13,5 I 538
Hungria{—————75p2 OCDE I 11,5 [ 490
Iflanda{——""145 I 12,7 [ 503
ltdlia{——"7153 I 9,4 [ 466
Luxemburgo =36 I 12,9 [ 493
Polénia————"""J56 I 11,9 [T 490
Portugal | 5,9 [___F] I 466
Reino Unido{—————"55 I 12,7
Rep.Checa{ 46 I 12,4 [ 516
Suécia 16,5 I 12,4 T 509
3 A I5 é I7 é é 1|0 1I2 1I4 4(|)0 4|50 560 5%0

Fonte: OCDE

e A primeira coluna diz respeito aos gastos na educa¢do, em percentagem do Produto Interno
Bruto (PIB).

¢ A segunda coluna informa qual é o nimero médio de anos de estudo da populagdo adulta (com
idade entre os 25 e 0s 64 anos).

¢ Finalmente, a terceira coluna mostra os resultados de um estudo internacional que avaliou as
capacidades a matemadtica. Em cada pais foi aplicado um teste a uma amostra aleatdria de
alunos com 15 anos de idade.

Para cada pais, o valor exibido é a pontuagdao média obtida no teste pelos alunos desse pais.
1.1 Na andlise dos graficos, foi comentado que eles transmitem uma falsa imagem das diferengas
existentes entre os paises. Exemplificando: na coluna relativa as Capacidades a matematica, a
barra relativa a Finlandia tem cerca do triplo do comprimento da barra relativa a Grécia e, no

entanto, a pontuagdo obtida pela Finlandia ndo chega a 1,25 vezes a pontuacdo obtida pela
Grécia.

1.1.1 Considerando a coluna relativa ao Nimero de anos de estudo, dé outro exemplo da
falsa imagem das diferencas reais entre os paises transmitida por estes graficos.

98 Editavel e fotocopiavel © Texto | MACS 10.° ano



1.1.2 Analise a escala que esta colocada no final de cada coluna e explique a razdo pela qual
os graficos transmitem a referida falsa imagem.

1.1.3 Considere que se pretendia restringir a andlise aos paises seguintes: Alemanha, Bélgica,
Eslovaquia, Italia e Portugal. Tendo apenas em conta estes cinco paises, construa um
grafico de barras, relativo a «<NUmero de anos de estudov, tal que:

* 0 comprimento de cada barra seja proporcional ao valor da variavel;
* a barra relativa a Portugal tenha 10 cm de comprimento.

1.2 Imagine que faz parte da equipa de redacdo de um jornal. Escreva um artigo com uma analise
dos graficos apresentados.

. Para medir a quantidade de precipitacdo durante um certo intervalo de tempo utiliza-se um
pluviémetro. Um pluviémetro exprime, habitualmente, o resultado da medi¢dao em milimetros de
altura (mm).

Entre as 12 horas do dia 17 e as 12 horas do dia 18 de Fevereiro de 2008, ocorreu um grande
temporal na area metropolitana de Lisboa. Na estacdo metrolégica junto ao aeroporto
registaram-se os seguintes dados

35,0
30,0
25,0
20,0
15,0

10015, 3 5 3 7 s M s B W

5,0 ] ] > >

O 1 1 1 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T

1213141516 17 181920212223 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 101112
Hora

30

Precipitagdo no aeroporto
(mm)

Fonte: Publico, 19 de fevereiro de 2008 (adaptado)

2.1 Nas 24 horas consideradas, qual foi o valor total de precipitagado registado no aeroporto?
2.2 A intensidade média de precipitacio é a

~ . ., Intensidade média = 20 mm/h
razao entre a altura da agua no pluviémetro

e o intervalo de tempo em que a Altura
precipitagdo ocorre (figura ao lado). Duracao : pluviométrica
(1 hora) (20 mm)

2.2.1 Entre as 12 e as 24 horas do dia 17 de
fevereiro, a intensidade média de
precipitacdo foi abaixo dos 5 mm/h.
Sem fazeres cdlculos, explique porque
é verdadeira a afirmacao.

2.2.2 Nas doze primeiras horas do dia 18 de
Fevereiro, qual foi, aproximadamente,
a intensidade média de precipitacao,

em mm/h? (1 c.d.)
Adaptado de Exemplos de Itens (GAVE)
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Ficha de trabalho N.° 12

Nome Turma N.°

1. O grafico seguinte refere-se ao numero de soldados no Afeganistao:

Tropas da NATO: principais paises contribuidores
Total: 56 420 soldados mobilizados (a 13 de fevereiro de 2009)

o
S
2 8
N ™M

(oo}
Ams

g
m§8
NRE
Ngg
—~ L o
HmDD
o o o
— Q O N 5 O w1 wn
© N~ N~ R 2 8 40 3 9 3 2 9 o o o o o
Illllllw<Hr*gg§gﬂ333Sga

Rt N N N O R N N N N R S R N NP G N N R N
S @ré‘ (),é\'z’ ((@\ & N & /\Q@ & @‘?/Q @'é 5 & &° Q‘;z}o} & &8 5\&'29 o & o @bo“ %,;@Q & {b@
NI AR CEE F P » ORI ¥ & ® <F

N N S o ¥

S

%,
%

Nota: As barras relativas aos EUA e ao Reino Unido estdo quebradas uma vez que ha dificuldades na representagdo
de um grafico de barras com valores muito afastados.

1.1 Qual é a populacdo, a sua dimensao e a varidvel em estudo?
1.2 Como se denomina este tipo de grafico?

1.3 Quantos soldados representaram a Italia?

1.4 Quantos soldados europeus foram mobilizados?

1.5 De que pais foram mobilizados mais soldados?
1.6 Qual a percentagem de paises em que houve uma mobilizagdo superior a 2000 soldados? A

que percentagem corresponde? (2 c.d.)

2. O gréfico representa a utilizagao da internet em diferentes paises europeus.
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2.1 Com base no grafico, indique:

2.1.1 O pais em que se verifica um maior niumero de utilizadores da internet.

2.1.2 O pais que se aproxima mais da média

2.1.3 A percentagem de portugueses que nu

da EU. Justifique.
nca utilizaram a internet.

2.1.4 O pais em que a percentagem de utilizadores da internet é igual a percentagem de
utilizadores que nunca a utilizaram em Portugal.

2.2 Usando os resultados dos Censos 2001, qu

e apontavam para uma popula¢do de 10 356 117

portugueses, determina quantos portugueses:

2.2.1 Nunca utilizaram a internet.
2.2 2 Utilizaram a internet pelo menos uma

VezZ por semana.

3. O seguinte grafico ilustra a evolugdo do nimero de golos marcados por época e da média de
remates por jogo da selecdo portuguesa de futebol:

Mais remates menos golos
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Adaptado do jornal Correio da Manha, 14/02/2009

3.1 Em que época houve maior nimero de golos marcados?
3.2 A partir de que época se registou uma tendéncia da descida do nimero de golos marcados? E

uma subida da média de remates por jogo?

3.3 Em que época é que o nimero de golos ma

rcados foi inferior a média de remates por jogo?

3.4 Considera que com os dados disponiveis no grafico se pode estabelecer alguma relagao entre

estas duas variaveis? Justifique.
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Ficha de trabalho N.° 13

Nome Turma N.°

1. Um clube desportivo tem 2000 alunos, que estao distribuidos por varias modalidades, da seguinte
forma:

[ Ginastica
[ Natacao
@ Atletismo
[ Ténis
48% M Ténis de mesa
H Badminton

10%

10%

20%

1.1 Qual é a populagdo em estudo?

1.2 Qual é a varidvel estatistica? Classifique-a.

1.3 Qual é a unidade estatistica?

1.4 Qual é o efetivo da populacido?

1.5 Quantos alunos existem em cada modalidade? Construa uma tabela de frequéncias absolutas.

1.6 Construa um grafico de barras e o respetivo grafico de linhas para as frequéncias relativas
simples, em percentagem.

1.7 Calcule a amplitude a que corresponde cada uma das modalidades no setor circular.
1.8 Construa um pictograma para esta distribuigao.
1.9 Indique a moda das modalidades neste clube desportivo.

1.10 Vai ocorrer um festival desportivo em que sé podem participar 160 alunos deste clube. Para
cada modalidade, determine o nimero de alunos que vao participar, usando o (3 c.d. nos
calculos intermédios):

1.10.1 Método de Hamilton;
1.10.2 Método de Jefferson;
1.10.3 Método de Adams;

1.10.4 Método de Webster;
1.10.5 Método de Huntington-Hill

2. O nimero de filhos das mulheres residentes num determinado concelho é dado pela seguinte
tabela:

298 171 229 117 59 24 13 7 2
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2.1 Qual é a populagdo em estudo?
2.2 Qual é o efetivo da populagdo?

2.3 Construa uma tabela de frequéncias relativas acumuladas em percentagem (2 c.d.).

2.4 Qual é a percentagem de mulheres com pelo menos trés filhos?

2.5 Quantas mulheres tém menos de seis filhos?

2.6 Qual é o numero médio de filhos das mulheres residentes no concelho de Barrancos? (2 c.d.)

2.7 Determine a mediana e os quartis.

2.8 Construa um diagrama de extremos e quartis e comente a concentra¢do dos dados.
2.9 Construa um grafico de barras das frequéncias relativas em percentagem para esta

distribuicdo. O que pode concluir acerca da simetria?

2.10 Calcule o desvio padrio e determine a percentagem de mulheres com um numero de filhos

pertencente ao intervalo J[x—s, X + 5[ .

2.11 Determine a amplitude e a amplitude interquartil.

. Com o objetivo de estudar o grau de informacdo dos
cidaddos da Unido Europeia (UE) sobre as politicas e
instituicdes da UE, uma empresa de sondagens realizou
um inquérito no outono de 1999. A dimensdo da amostra
foi de 15 800 pessoas, escolhidas aleatoriamente entre
os cidaddos da UE com 15 ou mais anos.

Perguntava-se aos inquiridos em que medida se sentiam
informados sobre a UE, sendo a resposta dada mediante
a selecdo de um numero, de 1 (ndo sabe nada) a 10 (sabe
muito).

No quadro ao lado apresentam-se os resultados desse
inquérito. Para cada nivel, indica-se a percentagem de
inquiridos que se auto-avaliaram nesse nivel.

3.1 Admita que os niveis 8, 9 e 10 correspondem a um
elevado conhecimento sobre questdes da UE.
Determine o numero de inquiridos que consideraram
ter um elevado conhecimento sobre questées da UE.

3.2 Tendo em conta a tabela e com base nas respetivas
defini¢bes, justifique que o primeiro quartil desta
distribuicdo é 3 e que a mediana é 4.

Adaptado de Exame Nacional de MACS (2006, 1.a Fase)

Editavel e fotocopiavel © Texto | MACS 10.° ano

1 10
2 12
3 16
4 17
5 19
6 12
7 8
8 4
9 1
10 1
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Ficha de trabalho N.° 14

Nome

1.

Turma N.°

A tabela seguinte contém os registos dos pesos dos bebés a nascenga, durante um dia, numa
maternidade.

Pesos (em gramas) Numero de bebés

[2600, 2800[ 2
[2800, 3000[ 3
[3000, 3200[ 5
[3200, 3400[ 10
[3400, 3600[ 7
[3600, 3800[ 3

104

1.1 Quantos bebés pesavam pelo menos 3 kg?
1.2 Qual a percentagem de bebés que pesavam menos de 3400 gramas? (1 c.d.)

1.3 Construa um histograma de frequéncias relativas acumuladas e o respetivo poligono de
frequéncias.

1.4 Determine a classe mediana, a classe modal e localize geometricamente a mediana e a moda.
1.5 Indique a classe a que pertence o 10.° percentil.

1.6 Calcule o peso médio dos bebés nascidos naquele dia na maternidade (2 c.d.).

1.7 Calcule o desvio padrdo (2 c.d.).

1.8 Qual é a percentagem de bebés cujo peso pertence ao intervalo Jx—s, X +s[ ? (2 c.d.)

1.9 Podemos considerar que a distribuicao destes pesos é uma distribuicdo normal? Justifique.

. Os tempos (em minutos) que os 20 alunos de uma turma do 10.° ano demoraram na resolucg3o de

uma ficha de trabalho foram os seguintes:

90 8 80 83 87 88 75 70 78 81
80 8 79 77 90 86 89 77 81 90

2.1 Agrupe os dados em classes de amplitude constante.

2.2 Elabore uma tabela de frequéncias absolutas e relativas (em percentagem).
2.3 Determine o tempo médio gasto pelos alunos na resolugdo da ficha de trabalho.

. Considere que as classificagdes obtidas num teste de Matemadtica seguem uma distribuicdo

normal. Sabendo que 68% das classificacbes pertencem ao intervalo ]13,6; 16,4[ , determine a
média e o desvio padrdo dessas classificagdes.

. No dia 14 de dezembro de 1997, realizaram-se eleicGes autarquicas em Portugal. Num certo

concelho concorreram quatro partidos as elei¢des para a Camara Municipal. Estavam em disputa
sete mandatos. Esses quatro partidos sdo aqui designados pelas letras A, B, C e D.

Editavel e fotocopiavel © Texto | MACS 10.° ano



A distribuicdo dos votos pelos quatro partidos, nessas elei¢cdes de 1997, foi a seguinte:

A B C D
13 442 8723 6033 1120

Houve 1258 votos em branco e votos nulos.

Em 2001, realizaram-se novamente eleicbes para a mesma Camara Municipal. Os partidos
concorrentes foram os mesmos. Os resultados estdo representados no seguinte grafico de barras:

60

50

40

Votos (%)
w
(@]

20T— — —

01— - -

1 i I i I
A B C D Votos brancos e nulos

4.1 Elabore um grafico de barras semelhante ao apresentado, mas relativo as elei¢oes de 1997
para a mesma Camara Municipal.

4.2 Nas elei¢gdes para uma Camara Municipal, é eleito presidente da Camara o cabega-de-lista da
forca politica mais votada. Sabendo que o Presidente da Camara, eleito em 1997, se
recandidatou ao cargo em 2001 pelo mesmo partido, verifique justificando se ele foi ou nado
reeleito.

4.3 Na pagina da internet do STAPE (Secretariado Técnico dos Assuntos para o Processo
Eleitoral), pode ler-se o seguinte: «Entre as carateristicas do método de Hondt, importa
assinalar o encorajamento a formagao de coligagdes, uma vez que o agrupamento de
partidos leva a conseguir maior nimero de mandatos do que se concorressem
isoladamente.»

Numa composicdo, comente esta frase, tendo por base os resultados das elei¢des de 1997,
para a referida Camara Municipal (tenha em atencdo que, tal como ja foi referido, estavam
em disputa sete mandatos). A sua composi¢do deve contemplar os trés pontos que a seguir
se referem:

e cdlculo do nimero de mandatos obtidos por cada partido (de acordo com o método de
Hondt);

* simulacdo do que aconteceria se os partidos B e C tivessem concorrido em coligagdo
(admitindo que o numero de votos da coligagdo B + C seria a soma do niumero de votos do
partido B com o numero de votos do partido C e que os outros partidos mantinham a
votacdo). Esta simulacdo deve incluir:

— 0 calculo do nimero de mandatos que seriam obtidos, nesse caso, por cada forga
politica;

— uma referéncia a uma eventual alteragdo na presidéncia da Camara;
¢ conclusdo da vantagem, ou ndo, para os partidos B e C, da formacdo de uma coligacao.

Adaptado de Exame Nacional de MACS (2006, 2.° Fase)
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Ficha de trabalho N.° 15

Nome Turma N.°

1. Na tabela que se segue estdo registados os valores da altitude (em metros) e da pressdo (em
mmHg) de alguns locais:

Altitude (em m) 800 1010 1100 1300 1350 1500 1800 1990

Pressdo (em mm Hg) 700 680 650 660 620 600 610 550

1.1 Construa o diagrama de dispersdo desta distribuicao.

1.2 Classifique o tipo de correlagdo existente entre as variaveis.

1.3 Determine o centro de gravidade e trace a reta de regressao.

1.4 Fagca uma estimativa para a pressao de um local em que a altitude seja 1200 m.

2. Num encontro de estudantes estavam alunos de diversas zonas do pais, como se verifica na tabela
seguinte:

Feminino Masculino

Norte 30 27
Centro 60 43
Sul 25 25

2.1 Quantos alunos estavam presentes no encontro?

2.2 Quantos alunos eram do sexo feminino?

2.3 Determine a percentagem de alunos do sexo masculino (2 c.d.).

2.4 Quantos alunos eram da zona Norte? A que percentagem corresponde? (2 c.d.)

2.5 Quantos alunos do sexo masculino eram da zona Centro?

2.6 Calcule a percentagem de alunos do sexo feminino que n3do sdo da zona Sul. (2 c.d.)
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3. Estabelecga a correspondéncia entre os graficos de dispersdo seguintes e o valor do coeficiente de

correlacao respetivo, sabendo que estes valores sdo:
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Fichas de trabalho N.° 16

Nome Turma N.°

1. A D. Marilia comprou material escolar para os seus filhos no valor de € 97,43. A taxa de IVA que
incide sobre esse material é de 6% (2 c.d.).

1.1 Quanto pagaria a D. Marilia pelo mesmo material se este ndo estivesse sujeito ao IVA?
1.2 Quanto pagou s6 de imposto?

2. Por um jantar de negdcios, o Sr. Jardim pagou € 54,91, sé de IVA. A taxa deste imposto a aplicar
nesta situacdo é de 23%.

2.1 Quanto custou o jantar sem imposto?
2.2 Quanto pagou, efetivamente, o Sr. Jardim?

3. Numa farmdcia de Viseu, a Dora adquiriu varios artigos, discriminados na tabela abaixo, bem
como o preco e a taxa de IVA que incide sobre cada um deles:

Artigo Preco (com IVA) Taxa de IVA
Protetor solar € 34,38 23%
Creme hidratante €22,77 23%
Vitamina C €4,11 6%
Xarope €711 6%

3.1 Quanto pagou a Dora pela totalidade dos artigos?
3.2 Do valor calculado na alinea anterior, quanto corresponde a IVA? (2 c.d.)

Suponhamos agora que esta compra foi efetuada numa farmacia em Angra do Heroismo e
admitimos que os pregos (com IVA) de todos os artigos se mantém.

3.3 Qual é o valor de IVA pago neste caso? (2 c.d.)

3.4 Tire conclusoes relativamente a diferenca de valores do imposto pago em Viseu e em Angra do
Heroismo.

4. A Rute comprou um apartamento, em Pinhel, tendo pago € 1624,77 de IMT. A parcela a abater foi
€ 5640,23.

4.1 Qual foi a taxa de imposto aplicada? Consulte a tabela 1 da pag. 184 do Manual.
4.2 Quanto custou o apartamento da Rute?

5. O Jaime e o Tiago, amigos de longa data, decidiram comprar cada um, uma casa de férias em
locais diferentes para, posteriormente, partilharem. O Jaime decidiu-se pelo Funchal e comprou ai
um apartamento por € 186 550. O Tiago optou por um apartamento em Silves, tendo pago de IMT
€ 4800,66 com uma taxa marginal aplicada de 7%. Consulte as tabelas 3 e 4 da pag. 184 do
Manual.
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5.1 Quanto custou o apartamento do Tiago?
5.2 Quanto pagou o Jaime de IMT?

5.3 Apds o pagamento do IMT, qual foi o apartamento mais dispendioso?
Para a resolugdo dos exercicios 6, 7 e 8, consulte a tabela da pag. 181 do Manual.

6. A Catarina, moradora na ilha do Faial, tera de pagar as financas, relativamente ao ano de 2014,
IRS no valor de € 11 020,27. Sabendo que a taxa aplicada foi de 36%:

6.1 Qual foi a parcela a abater?

6.2 Qual foi o rendimento coletavel declarado pela Catarina as finangas? (2 c.d.)

7. Relativamente ao ano de 2014, o Sr. Almeida, de Vila Nova de Gaia, declarou as finangas um
rendimento coletavel de € 63 427,83. Supondo que ndo ha deducdes a fazer, calcule o valor de
IRS a pagar nas duas situagdes seguintes (2 c.d.):

e Situacdo A: O rendimento declarado é s6 do Sr. Almeida.

e Situacdo B: O rendimento declarado é relativo ao Sr. AlImeida e a sua esposa.

8. O casal Gargdo dirige uma pequena empresa de publicidade e verificou, em dezembro de 2008,
que o seu rendimento coletdvel (desse ano) era de € 32 000. Antes ainda de terminar o ano,
receberam duas propostas de prestagdo de servicos. Como o ano estd a acabar e sé tém tempo
para realizar um dos trabalhos, vao ter de optar:

¢ proposta A: recebem € 2500;
e proposta B: recebem € 3000.

O marido diz que é preferivel a proposta A porque recebem menos, mas ndo sobem no escaldo do
IRS; a esposa diz que dinheiro é dinheiro e que a proposta B é mais lucrativa. Quem tem razao?

Num pequeno texto ajude o casal Gargdo a fazer a sua escolha. Apoie as suas razdes nos calculos
do IRS do casal para cada uma das propostas. Suponha que em 2014 o casal ndo estava sujeito a
deducdes a coleta (2 c.d.).

9. Se um quilo de arroz custar, em maio de 2014, € 1,17, quanto se terd de pagar pelo mesmo quilo
de arroz em maio de 2015 se a taxa de inflagdo for de 3,4% naquele periodo? (2 c.d.)

10. A tabela seguinte contém os IHPC de Itdlia e Irlanda relativos a Julho e Dezembro de 2014:

Julho 2014 Dezembro 2014
117,7 120,00
109,9 108,9

10.1 Qual o pais que apresentou uma maior taxa de inflagdo no periodo em questdo? Indique os
valores obtidos por cada um dos paises. (2 c.d.)

10.2 Se em julho de 2014, em Itdlia, um cabaz de compras custou € 92,78, quanto se pagou em
dezembro de 2014 pelo mesmo cabaz? (2 c.d.)

10.3 Se em dezembro de 2014, se pagou, em Espanha, € 117,42 por um cabaz de compras, quanto
teria pago em julho de 2014 pelo cabaz? (2 c.d.)
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Ficha de trabalho N.° 17

Nome

Turma N.°

Atividade bancaria. Cartao de crédito. Fundos de investimento.

1.

110

A Maria fez um depdsito a prazo de € 14 750 durante sete anos, por periodos de um ano,
renovavel, tendo sido renovado por seis vezes. A taxa de juro acordada com o seu banco foi de
8,5% ao ano. Calcule o valor total de juros recebido pela Maria ao fim dos sete anos se ela optar
por um regime de:

1.1 juro simples;

1.2 juro composto. (2 c.d.)

. Calcule o juro produzido por um depdsito a prazo de € 2110, durante 54 meses, a uma taxa de

juro anual de 6,5%, em regime de juro composto. (2 c.d.)

. Uma empresa de construgao civil pediu um empréstimo ao seu banco no valor de € 287 500, por

um prazo de 18 meses. Acordou-se numa taxa de juro anual de 15% e que os juros e o capital
seriam pagos apenas no final do prazo do empréstimo. (2 c.d.)

3.1 Calcule o montante de juros vencidos.
3.2 Quanto tera de pagar, na totalidade, a empresa ao banco no fim dos 18 meses?

. A Magda solicitou um crédito individual ao seu banco para comprar algumas pecas de mobiliario.

O montante pedido foi de € 4590 a pagar em quatro anos a uma taxa de juro anual de 13,5%.
(2 cd.)

4.1 Quanto tera a Magda de pagar mensalmente ao banco?
4.2 No final dos quatro anos quanto tera pago s6 de juros?

4.3 Sabendo que a Magda cumpriu os quatro anos no pagamento das mensalidades, por quanto
Ihe ficaram as pecgas de mobilidrio?

. A Filipa e o Henrique dirigiram-se a um banco com o intuito de contrair um empréstimo para a

compra de um apartamento. O capital pretendido era de € 125 200 por um periodo de 25 anos, a
uma taxa de juro de 5,3% ao ano. (2 c.d.)

5.1 Quanto terdo de pagar por més so6 de juros?
5.2 Qual é o valor da prestagdao mensal?

Suponha agora que a Filipa e o Henrique acordaram com o banco que, nos primeiros trés
anos do empréstimo, pagariam apenas juros.

5.3 Qual sera a prestagao a pagar durante esses trés anos?
5.4 Qual serd o valor da prestacdao mensal apds estes trés anos de caréncia?

5.5 Calcule o valor total pago ao banco no final do periodo acordado para o empréstimo (com e
sem caréncia). Existe alguma diferenca?
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6. Para o seu cartdo de crédito o Paulo optou pela modalidade de 50%, sendo os pagamentos
efetuados no dia 1 de cada més. A taxa de juro a aplicar ao valor em divida é de 23% ao ano. Na
tabela seguinte encontram-se alguns pagamentos que o Paulo efetuou usando o cartdo:

Margo 279,33
Abril 110,73
Maio 92,88

Supomos que os pagamentos foram efetuados sempre no dia 1 do més a que se referem. (2 c.d.)

6.1 Quanto terd de pagar o Paulo (ao banco) no dia 1 de abril?

6.2 No dia 1 de maio:

6.2.1 quanto tera de pagar so6 de juros?

6.2.2 quanto terd de pagar, excluindo os juros?

6.3 No dia 1 de junho:

6.3.1 quanto terd de pagar so6 de juros?

6.3.2 quanto tera de pagar, excluindo os juros?

7. Apés alguma ponderacdo, o Luis decidiu aplicar € 27 932,68 em determinado fundo de
investimento. O nimero de unidades de participacdo desse fundo é 253 000, sendo o seu valor

total de € 3 125 056 no fim do dia 20 de abril de 2015.

7.1 Qual é a cotacdo de cada unidade de participacdo para o dia 21 de abril de 2015? (4 c.d.)

7.2 Quantas unidades de participacdo podera o Luis subscrever?

7.3 Tera investido a totalidade do dinheiro previsto? Se ndo, com quanto ficou? (2 c.d.)

Em julho de 2015 o Luis decidiu vender as suas unidades de participa¢do. Suponha que este tipo
de investimento ndo tem comissdes e que no dia do resgate as unidades de participagdao valem

€16,2281.

7.4 Qual é o valor do resgate? (2 c.d.)

7.5 Determine o lucro do Luis neste investimento. (2 c.d.)
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Matriz do teste de diagndstico

Tipologia e numero de itens

A tipologia de itens e o numero de itens constam da tabela seguinte:

Resposta restrita 6

Itens de construgao
Resposta extensa 14

Conteudos

¢ Calculo de percentagens
* Resolucdo de problemas que envolvem percentagens
¢ Andlise de graficos e tabelas

Cotagoes

12 | 13 | 21 | 2.2 | 23 3. 4, 5. 6.

8. 9. 10. {111 )11.2 | 113 | 114|115 11.6

12 12 12 10 20 10 10 10 10

Duracao

O teste tem a duragdo de 90 minutos.
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Teste de diagndstico N.° 1

Nome Turma N.°

1. Determine:
1.1 10% de 50;
1.2 20% de 30;
1.3 15% de 200.

2. Escreva sob a forma de percentagem:
215
22
232

3. Uma livraria apresenta duas promoc¢des sobre os precos de venda dos seus artigos.
Promocao A:

e 25% de desconto na compra de um livro e

e 10% de desconto nos restantes artigos
Promocgao B:

e 10 euros de desconto na compra de um artigo a escolha e
e 20% de desconto nos restantes artigos

A Umbelina vai comprar um manual de apoio ao estudo de MACS no valor de 30 euros e um Atlas
no valor de 80 euros. Qual das promogdes deverd escolher de modo a gastar menos dinheiro? De
gue modo deve usar os descontos nas suas compras? Justifique a resposta, apresentando todos os
calculos que efetuar.

4. A D. Dosolinda foi ao supermercado e verificou que o litro do azeite subiu de 2,50 euros para 3
euros. Qual foi a percentagem de aumento que o azeite teve?

5. Num hipermercado os chocolates estdo em promocao «Pague 2, leve 3!». Se cada chocolate
custar 1 euro, qual é, em euros, o desconto? Exprima o desconto em percentagem (2c.d.).

6. O Rui Penalva comprou uma bicicleta por 140 euros e conseguiu vendé-la por 200 euros. Qual foi o
seu lucro (em percentagem com 2c.d.)?

7. Numa campanha de langamento de um novo computador, a loja faz um desconto de 20%. Quanto
terd o Policarpo de pagar por um computador que custa 597,98 euros?

8. A Ricardina comprou um casaco por 45 euros, ja com 10% de desconto. Qual era o prego do
casaco sem o desconto?

9. O Bonifacio comprou um automovel por 15437 euros. Passados dois anos vendeu-o por 10 805,90
€. Qual foi a percentagem de desvaloriza¢do?

10. Numa escola, foi realizado um inquérito a um grupo de 40 alunos do 10.° ano sobre a idade do
seu encarregado de educagdo. Os dados recolhidos foram organizados na seguinte tabela:
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Idade (em anos) 36 38 39 40 42 43 45 50

N.°de alunos 8 10 8 5 3 3 2 1

Relativamente aos dados recolhidos, qual das seguintes afirmagées é verdadeira? Justifique.
(A)  25% dos encarregados de educag¢do tém 39 anos;
(B) 50% dos encarregados de educagao tém idade inferior a 39 anos;
(C)  35% dos encarregados de educagdo tém idade superior a 39 anos;
(

D) 50% dos encarregados de educag¢do tém idade entre 39 e 43 anos.

11. O gréfico que se segue representa os resultados obtidos num mini-inquérito efetuado a 50 alunos
da Licenciatura de Cinema, Video e Comunica¢do Multimédia, acerca da utiliza¢do da internet.

Todos os dias

3 dias ’”
6 dias por semana

4 dias

5dias

11.1 Indique a populagdo e a variavel em estudo, classificando-a.

11.2 Complete a seguinte tabela:

Dias por semana | Percentagem N.° de alunos

3

4

5

6

Todos

Total 100 50

11.3 Qual o nimero de dias por semana em que mais alunos acedem a internet?

11.4 Quantos alunos acedem a internet trés ou quatro dias por semana?

11.5 Qual a percentagem de alunos que acede a internet pelo menos quatro dias por semana?
11.6 Quantos alunos acedem a internet no maximo cinco dias por semana?
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Matriz do Teste de Avaliagao 1

Tipologia e nimero de itens

A tipologia de itens e o numero de itens constam da tabela seguinte:

Itens de construgao

Resposta restrita

Resposta extensa

Conteudos

Tema 1 — Métodos de Apoio a Decisdo
* Teoria Matematica das Elei¢cdes

— Sistema Maioritario

— Sistema Preferencial

* Teoria da Partilha Equilibrada
— Partilhas no caso discreto

Cotagoes

11

1.2

13.1

1.3.2

14

2.1

221

2.2.2

3.1

3.2

33

4.1

4.2

4.3

4.4

10

12

12

20

16

15

15

10

10

20

10

30

10

Duracao

O teste tem a duragdo de 90 minutos.
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Teste de avaliacdo N.° 1

Nome Turma N.°

1. Numa vila do interior do pais, foram realizados alguns arraiais com o objetivo de angariar fundos
para o clube desportivo local, tendo-se apurado a quantia de 14 732€. Este valor vai ser utilizado
para pequenas reparagdes e para a compra de materiais. A dire¢do do clube decidiu que 25% da
verba apurada seria destinada as reparagGes e o restante ficaria para a compra de material
necessario as diferentes modalidades desportivas praticadas no clube. Ficou também decidido que
o valor a atribuir a compra de material para cada uma das modalidades desportiva seria
diretamente proporcional ao nimero de praticantes inscritos na mesma.

Modalidade Desportiva Ténis de mesa Natagdo Basquetebol Voleibol Futebol

% de inscritos A 16 B 12 24

1.1 Determine a quantia que serd aplicada em obras de reparagao.
1.2 Calcule a verba que serd investida na compra de material para a modalidade Futebol.
1.3 Sabe-se que a verba atribuida a modalidade Ténis de mesa foi de 1 546,86 €.

1.3.1 Determine a percentagem de praticantes inscritos nessa modalidade.

1.3.2 Complete a tabela:

Modalidade Desportiva Ténis de mesa Natagdo Basquetebol Voleibol Futebol

Percentagem de inscritos 16 12 24

Verba atribuida

1.4 Sabe-se também que o clube desportivo tem um total de 1250 praticantes inscritos.
Determine o nimero de praticantes inscritos em cada uma das modalidades.

2. A diretora de turma da Inés, que também é a professora de Matematica, decidiu aplicar o método
de contagem de Borda para escolher o delegado de turma. Ha trés candidatos: o Luis, o Miguel e a
Sénia. Numa primeira fase, cada aluno deverda ordenar, uma Unica vez, os nomes dos trés alunos
candidatos de acordo com as suas preferéncias. A ordenacgao feita por cada aluno corresponde a
um voto. Foram apurados vinte e oito votos validos.

Na tabela seguinte encontram-se organizados os resultados obtidos:

10 7 5 4 2
1.% Preferéncia Sénia Luis Miguel Miguel Luis
2.° Preferéncia Luis Miguel Luis Sénia Sénia
3.° Preferéncia Miguel Sénia Sénia Luis Miguel
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Segundo o método de contagem de Borda, a escolha faz-se de acordo com os seguintes critérios e
etapas:

® para que um voto seja considerado valido, cada aluno ordena, uma Unica vez, os nomes dos trés
alunos candidatos ao cargo de delegado de turma de acordo com as suas preferéncias;

¢ na ordenacdo final dos alunos, cada primeira preferéncia recebe tantos pontos quantos os
alunos em votacao;

¢ cada segunda preferéncia recebe menos um ponto do que a primeira, e assim sucessivamente,
recebendo a ultima preferéncia um ponto;

e é escolhido o0 aluno com maior nimero de pontos.

2.1 Determine qual o aluno que serd eleito para o cargo de delegado de turma aplicando o
método referido.

2.2 Considere agora apenas as primeiras preferéncias.

2.2.1 Qual a percentagem de votos de cada candidato? Apresente os resultados finais
arredondados a uma casa decimal.

2.2.2 Qual seria o aluno vencedor pelo sistema maioritario? Com que tipo de maioria?
Justifique a resposta.

3. Os resultados de uma eleigcdo ficticia com cinco candidatos encontram-se sintetizados nos
esquemas preferenciais seguintes:

! |

f | ! !
S U P O O
| o o L a A | o A
Lo e Lo | e e e
e " e " Lo e

| | | | | |
50 votos 48 votos 44 votos 12 votos 10 votos 6 votos

O método da pluralidade, inclui-se nos sistemas de votacdo por ordem de preferéncia e elege o
candidato com maior nimero de primeiras preferéncias.
3.1 Qual foi o numero de votos validos nesta votag¢do?

3.2 Determine a percentagem de primeiras preferéncias de cada candidato. Apresente os
resultados finais arredondados a uma casa decimal.

3.3 Aplicando o método da pluralidade, indique, justificando, qual é o candidato vencedor desta
eleicdo. E com que tipo de maioria?
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4. Em 2015, o famoso casal de atores de Hollywood, Angela e Bernardo Bull, separam-se. Dos bens

do casal fazem parte 2 milhdes de euros em joias e pecas de arte, uma mansao em Bel Air, um
luxuoso apartamento em Nova lorque, um rancho em Dallas e um triplex na torre Trump. Ha que
fazer a partilha dos bens comuns e decidem fazé-lo usando o método do ajuste na partilha.

Segundo o método do ajuste na partilha, a escolha faz-se de acordo com os seguintes critérios e
etapas:

¢ Definir claramente os itens a dividir.
¢ Cada um dos intervenientes tem 100 pontos para distribuir pelos itens.

e Cada item é atribuido (temporariamente) ao interveniente que mais o valorizou (em caso de
empate é atribuido ao que tiver menos pontos).

¢ Faz-se um balango:
- se ambos tiverem o mesmo numero de pontos a partilha esta feita;

- se ndo tiverem o mesmo numero de pontos, o que tiver mais, transfere itens (ou parte)
para o outro até igualar o nimero de pontos.

¢ A transferéncia: calculam-se os quocientes

Numero de pontos atribuidos ao item pelo vencedor inicial

Numero de pontos atribuidos ao item pelo perdedor inicial

e colocam-se por ordem decrescente.

e Faz-se a transferéncia do item a que corresponde o menor quociente e contabilizam-se
novamente os pontos.

¢ Se a transferéncia total de um item der vantagem a parte que o recebe, terd de se efetuar a
transferéncia apenas de uma percentagem do item, de forma a igualar o nimero de pontos.

Definidos os itens a dividir (joias e pegas de arte, mansdo, apartamento, rancho e triplex) sabe-
se que a distribuicao dos 100 pontos, de cada um dos atores, pelos itens foi a seguinte:

Angela Bernardo
Rancho 36 10
Mansao 20 40
Apartamento 30 10
Triplex 10 38
Joias e pecas de arte 4 2

4.1 Qual é a atribuicdo inicial (temporaria) dos bens do casal?
4.2 Tendo em atencgdo a atribuigdo inicial, quantos pontos tem cada um dos atores?

4.3 Determine as transferéncias que sdo necessarias efetuar para que a Angela e o Bernardo
fiqguem com igual nimero de pontos. Como sera feita a partilha dos bens?

4.4 Com quantos pontos fica cada um dos atores no final da partilha?
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Matriz do teste de avaliagao 2

Tipologia e numero de itens

A tipologia de itens e o niUmero de itens constam da tabela seguinte:

Resposta restrita

Resposta extensa 6

Conteudos

Tema 1 — Métodos de Apoio a Decisdo
e Teoria da Partilha Equilibrada
— Partilhas no caso discreto.
— Partilhas no caso continuo.

Cotagoes

60 25 25 20 20 20 15 15

Duragao
O teste tem a duragdo de 90 minutos.
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Teste de avaliacdo N.° 2

Nome

1.

Turma N.°

Os quatro sobrinhos-netos do Sr. Malaquias, Artur, Benilde, Carlos e Dinis, sdo os seus Unicos

herdeiros e terdo de fazer entre si a partilha dos bens deixados pelo tio: uma moradia, uma cabana
junto a um lago e um barco. O Sr. Malaquias determinou que todos deveriam ter partes iguais na
divisao da sua heranca.

Os quatro herdeiros decidem utilizar o método seguinte, para a partilha da heranca:

e Primeira etapa: cada herdeiro atribui um valor monetario a cada um dos bens da heranga,
colocando o registo dos valores das suas licitagdes dentro de um envelope fechado. No final, sdo
abertos os envelopes e sdo registados, numa tabela, os valores das licitacdes de todos os
herdeiros.

¢ Segunda etapa: determina-se o valor global atribuido, por cada herdeiro, a heranga e o valor que
cada um considera justo receber, designado por porg¢do justa. A por¢do justa obtém-se, para
cada herdeiro, através da soma das licitagGes por ele atribuidas.

¢ Terceira etapa: cada bem é atribuido ao herdeiro que mais o valoriza, e considera-se que ele
recebe o valor que atribui a esse bem. Se um herdeiro nao receber qualquer bem, considera-se,
para efeitos de calculo, que o «valor dos bens recebidos» por ele é zero.

e Quarta etapa: se o valor dos bens recebidos por um dos herdeiros for superior ou for inferior a
porgdo justa por si determinada, entdo esse herdeiro tera de pagar ou de receber a diferenga,
respetivamente.

¢ Quinta etapa (s6 é aplicada quando existe dinheiro em excesso): o excesso obtém-se subtraindo
ao total do valor a pagar o total do valor que os herdeiros tém a receber. Este excesso é
distribuido igualmente por todos uma vez que todos tém partes iguais na heranga.

Na tabela que se segue, estdo registados os valores monetarios atribuidos, nas licitagdes secretas,

por cada herdeiro a cada um dos bens, o que corresponde a primeira etapa (os valores encontram-se

em euros):
Artur Benilde Carlos Dinis
Moradia 240 000 400 000 280 000 360 000
Cabana 120 000 80 000 180 000 100 000
Barco 60 000 48 000 40 000 40 000

Determine a partilha dos trés bens, aplicando o método descrito, de forma a que nenhum dos

sobrinhos-netos do Sr. Malaquias tenha razdo para ficar insatisfeito.

Na sua resposta, deve:

120

e calcular o valor global atribuido a heranga por cada herdeiro;

¢ determinar a por¢ao justa para cada herdeiro;

¢ atribuir os bens aos herdeiros;

e apurar o valor a pagar ou a receber por cada herdeiro;

® apurar o excesso, caso exista;

« dividir o excesso, caso exista, pelos herdeiros;

¢ indicar o bem e o valor final a receber, ou a pagar, por cada um dos quatro herdeiros.
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2. No dia 29 de Setembro de 2013 realizaram-se, em Portugal, elei¢des autarquicas.

Na tabela seguinte estdo indicados os nimeros de votos validamente expressos e o numero de

mandatos distribuidos pelo método de Hondt, obtidos num certo circulo eleitoral por cada um dos

quatro partidos mais votados nas referidas eleicdes. Os votos brancos ou nulos ndo foram
considerados como votos validamente expressos.

Partido A B C D
Numero de votos 10771 3938 2013 1001
Numero de mandatos 5 1 1 0

2.1 Em elei¢des semelhantes, alguns paises aplicam o método de Sainte Lagué, em vez do método

de Hondt.

Segundo o método de Sainte Lagué, a conversdo de votos em mandatos faz-se da forma
seguinte:

¢ Divide-se o nimero de votos obtidos por cada lista por 1, 3, 5, 7, 9, etc.

¢ Alinham-se os quocientes, pela ordem decrescente da sua grandeza, numa série de tantos
termos quantos os mandatos a atribuidos ao circulo eleitoral em causa.

¢ Atribuem-se os mandatos as listas a que correspondem os termos da série estabelecida pela
regra anterior, recebendo cada uma das listas tantos mandatos quantos os seus termos na

série.
* No caso de so ficar um mandato por distribuir e de os termos seguintes da série serem iguais
e de listas diferentes, o mandato cabe a lista que tiver obtido menor nimero de votos.

Um candidato de uma das quatro listas que concorreu a esta elei¢cdo, afirmou que se a
distribuicdo dos mandatos tivesse sido feita pelo método de Sainte Lagué, o seu partido teria
obtido um (ou mais um) mandato.

Determine a que lista pertence o candidato que fez a afirmacao.

Na sua resposta deve:
e aplicar o método de Sainte Lagué para determinar a distribui¢dao dos 7 mandatos;

e concluir a que lista pertence o candidato a partir da comparagao entre os dois resultados.

Apresente os quocientes do método de Sainte Lagué arredondados com uma casa decimal.

2.2 O presidente do partido D considera que o resultado da distribuicdo dos 7 mandatos seria

diferente, e a seu favor, caso o seu partido estivesse coligado com o partido C. Admitindo que
o numero de votos obtido pela coligacdo era igual a soma dos nimeros de votos validamente
expressos nos partidos que formam a coligagcao, e que os restantes partidos mantém o mesmo
numero de votos, averigue se o presidente do partido D tem razdo. Apresente os quocientes
do método de Hondt arredondados com uma casa decimal.
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3. A reitoria de uma universidade deverd escolher uma comissdo de 9 elementos para representagao
num congresso. Os elementos a incluir na comissdao serdo escolhidos de entre todos os
professores de trés departamentos da universidade:

Departamento Numero de professores
Fisica 16
Matemadtica 37
Informatica 47

O regulamento interno da universidade diz que, para este tipo de atividade, a distribuicdo deve ser
feita de acordo com o método de Hamilton.
Segundo o método de Hamilton, a distribuicdo faz-se da forma seguinte:

¢ calcula-se o divisor padrao, dividindo o nimero total de professores pelo nimero total lugares
na comissao;

e calcula-se a quota padrdo para cada departamento, dividindo o nimero de professores de cada
departamento pelo divisor padrao;

e atribui-se a cada departamento um numero de lugares na comissdo igual a parte inteira da quota
padrao;

¢ caso ainda restem lugares para atribuir, ordenam-se, por ordem decrescente, as partes decimais
das varias quotas padrao e atribuem-se os lugares que restam aos departamentos cujas quotas
padrdo tenham partes decimais maiores (um para cada departamento);

e na atribuicdo do ultimo lugar, se houver dois departamentos com quotas padrdo que
apresentem a mesma parte decimal, atribui-se o Ultimo lugar ao departamento com menor
numero de lugares.

3.1 Determine a composi¢ao da comissdo aplicando o método de Hamilton. Apresente as quotas
padrdo arredondadas com 3 casas decimais

3.2 A organizagdo do congresso enviou um email a reitoria da universidade informando que, por
alteracdo da sala destinada ao congresso, a comissdo poderia integrar mais um elemento,
passando a um total de 10 elementos.

O departamento de Fisica manifestou, quase de imediato o seu desagrado.

Serd que o departamento de Fisica tem razdo para ficar insatisfeito com a alteracdo do nimero de
elementos a integrar a comissdao? Fundamente a sua resposta.

Na sua resposta deve:

e aplicar o método de Hamilton para determinar a composicdo da comissdo com 10
elementos;

e identificar as implicagdes, no numero de professores de cada departamento a serem
incluidos na comissdo se esta passar de 9 para 10 elementos.

3.3 O departamento de Fisica apresentou uma nova proposta: a comissao integraria 10 elementos
mas a sua composicado seria determinada utilizando o método seguinte:

e (Calcula-se o divisor padrdo, dividindo-se o numero total de professores dos trés
departamentos pelo nimero total de lugares na comissao.
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e Calcula-se a quota padrdo para cada um dos departamentos, dividindo-se o nimero de
professores de cada departamento pelo divisor padrao.

e Se a parte decimal da quota padrdo de um departamento for menor do que 0,5, atribui-se a
esse departamento uma quota arredondada igual ao maior nimero inteiro menor do que a
quota padrdo; se a parte decimal da quota padrdao de um departamento for maior do que
ouigual a 0,5, atribui-se a esse departamento uma quota arredondada igual ao resultado da
adicdo de 1 com o maior nimero inteiro menor do que a quota padrao.

¢ Caso a soma das quotas arredondadas seja igual a soma dos lugares a distribuir, o método
da-se por finalizado, e assume-se que o numero de lugares para cada departamento é igual
a quota arredondada; caso a soma das quotas arredondadas seja diferente do nimero de
lugares a distribuir, é necessdrio encontrar um divisor modificado, substituto do divisor
padrdo, de modo a calcular a quota padrdao modificada de cada departamento.

* Repetem-se os trés pontos anteriores até se obter a soma das quotas modificadas
arredondadas igual ao nimero de lugares a distribuir.

Na primeira aplicacdo deste método, a soma das quotas arredondadas foi diferente do nimero de
lugares a distribuir. Determine a distribuicdo dos 10 lugares, depois de encontrar um divisor
modificado.

Apresente o divisor modificado com uma casa decimal e as quotas padrdao modificadas arredondadas
com trés casas decimais.

4. Seis amigas, Rita, Sofia, Tania, Ursula, Viviana e Xénia foram comprar um bolo de anandas para
acompanhar o «chd das cinco». Decidem fazer a divisdo do bolo usando o método do ultimo a
diminuir e estabelecem a ordem de jogada: optam pela ordem alfabética dos seus primeiros
nomes. Na primeira volta apenas a Ursula diminui, na segunda e na quarta volta ninguém diminui
e na terceira volta a Sofia e a Viviana diminuem.

4.1 Determina que amigas ficam com cada uma das quatro primeiras fatias. Justifica todo o teu
raciocinio.

4.2 Como poderdo proceder as duas ultimas amigas para dividir entre si a parte do bolo que resta?
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Matriz do teste de avaliagao 3

Tipologia e numero de itens

A tipologia de itens e o numero de itens constam da tabela seguinte:

Resposta restrita 9

Itens de construgao

Resposta extensa 1

Conteudos
Tema 1 — Métodos de Apoio a Decisdo
¢ Teoria da Partilha Equilibrada
— Partilhas no caso discreto.
— Partilhas no caso continuo.

Tema 2 — Estatistica
e Interpretagdo de tabelas e gréficos;

¢ Tabelas de frequéncia;
¢ Medidas de localizacgdo;
¢ Medidas de dispersao.

Cotagoes

50 | 20 5 20 10 10 10 40 20 15

Duragao
O teste tem a duragao de 90 minutos.
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Teste de avaliacdo N.°3

Nome

Turma

NO

1. Os sécios de uma certa associacdo de artesanato, foram a votos para eleger os seus
representantes num evento a realizar na capital.

Na tabela seguinte, estdo indicados os nimeros de votos, validamente expressos, obtidos por
cada uma das 3 listas candidatas. Os votos brancos ou nulos ndo foram considerados como votos

validamente expressos.

Listas

Alfa

Beta

Gama

Numero de votos

148

249

603

A escolha dos 10 representantes sera feita utilizando um dos seguintes métodos:

Método M1:

e Calcula-se o divisor padrdo, dividindo-se o numero total votos pelo nimero total de

representantes.

e Calcula-se a quota padrdo para cada lista, dividindo-se o nimero de votos de cada lista pelo

divisor padrdo.

e Se a parte decimal da quota padrdo de uma lista for menor do que 0,5, atribui-se a essa lista
uma quota arredondada igual ao maior nimero inteiro menor do que a quota padrao; se a
parte decimal da quota padrao de uma lista for maior do que ou igual a 0,5, atribui-se a
essa lista uma quota arredondada igual ao resultado da adi¢do de 1 com o maior nimero
inteiro menor do que a quota padrao.

¢ Caso a soma das quotas arredondadas seja igual a soma dos lugares a distribuir, o método
da-se por finalizado, e assume-se que o niumero representantes para cada lista é igual a
guota arredondada; caso a soma das quotas arredondadas seja diferente do nimero de
lugares a distribuir, é necessario encontrar um divisor modificado, substituto do divisor

padrdo, de modo a calcular a quota padrao modificada de cada lista.

e Repetem-se os trés pontos anteriores até se obter a soma das quotas modificadas

arredondadas igual ao nimero de lugares a distribuir.

Método M2:

e Calcula-se o divisor padrdo, dividindo-se o numero total votos pelo numero total de

representantes.

e Calcula-se a quota padrdo para cada lista, dividindo-se o nimero de votos de cada lista pelo

divisor padrao.

e Atribui-se a cada lista uma quota arredondada igual ao maior nimero inteiro menor do que

a quota padrao.

¢ Caso a soma das quotas arredondadas seja igual a soma dos lugares a distribuir, o método
da-se por finalizado, e assume-se que o nimero de representantes para cada lista é igual a
quota arredondada; caso a soma das quotas arredondadas seja diferente do numero de
lugares a distribuir, é necessario encontrar um divisor modificado, substituto do divisor

padrdo, de modo a calcular a quota padrdao modificada de cada lista.

e Repetem-se os trés pontos anteriores até se obter a soma das quotas modificadas

arredondadas igual ao nimero de lugares a distribuir.
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Método M3:
e Calcula-se o divisor padrdo, dividindo-se o numero total votos pelo nimero total de
representantes.
e Calcula-se a quota padrdo para cada lista, dividindo-se o nimero de votos de cada lista pelo
divisor padrao.
e Atribui-se a cada lista uma quota arredondada igual ao resultado da adi¢cdo de 1 com o
maior numero inteiro menor do que a quota padrao.

¢ Caso a soma das quotas arredondadas seja igual a soma dos lugares a distribuir, o método
da-se por finalizado, e assume-se que o numero representantes para cada lista é igual a
quota arredondada; caso a soma das quotas arredondadas seja diferente do nimero de
lugares a distribuir, é necessario encontrar um divisor modificado, substituto do divisor
padrdo, de modo a calcular a quota padrdao modificada de cada lista.

* Repetem-se os trés pontos anteriores até se obter a soma das quotas modificadas
arredondadas igual ao nimero de lugares a distribuir.
Trés candidatos ndo eleitos, que concorreram a esta eleicdo, um em cada lista, fizeram as
seguintes afirmacgOes a imprensa:
Afirmacgao I: «Se tivesse sido utilizado o método M3, eu teria sido eleito».
Afirmacao Il: O método M2 teria sido o mais favoravel para mim».

Afirmacgao lll: Se nao tivesse sido utilizado o método M2, eu teria sido eleito».

Determine a que lista a pertence cada um dos candidatos que fizeram cada uma das afirmagdes.
Na sua resposta deve:
e aplicar o método M1 para determinar a distribuicdo dos 10 representantes;
¢ aplicar o método M2 para determinar a distribuicao dos 10 representantes;
e aplicar o método M3 para determinar a distribuicdo dos 10 representantes;
e concluir a que lista pertencem os candidatos que fizeram cada uma das afirmagdes, a partir
da comparagdo entre os trés resultados.

Apresente os valores dos quocientes arredondados com duas casas decimais.

2. No dia da festa de final de ano de uma escola, os alunos do 10.° ano resolveram levar livros para
doar a Biblioteca da escola. A figura 1 representa o gréfico de barras das frequéncias absolutas
acumuladas referentes ao niumero de livros que cada aluno levou no dia da festa.
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2.1 Construa uma tabela de frequéncias absolutas e relativas para este conjunto de dados.

126 Editavel e fotocopiavel © Texto | MACS 10.° ano



2.2 Qual foi o numero total de alunos que levaram livros para a Biblioteca?

2.3 A partir deste gréfico foi construido o diagrama de extremos e quartis, representado na Figura
2, referente ao numero de livros que cada aluno levou no dia da festa.

N

Como a figura 2 sugere, a,b,c,d e e representam os extremos e os quartis referentes ao
numero de livros que cada aluno levou no dia da festa.

Determine os valores de a,b,c,d e e.

Adaptado de Exame Nacional de Matemdtica B 2012 (19 fase)

3. A empresa FUTUROLIMPO quis saber o tempo necessario para a recolha seletiva de residuos numa
zona residencial. Para tal, selecionou, aleatoriamente, uma amostra de 22 registos dos tempos
necessarios a essa recolha.

O diagrama de caule-e-folhas seguinte apresenta os 22 registos dos tempos, em minutos, que
foram necessarios para a recolha seletiva dos residuos. No caule, consta o valor das dezenas e, nas
folhas, o algarismo das unidades de cada registo.

10 | 3 3 6 6 8

11|11 6

Tendo em conta os dados apresentados no diagrama de caule-e-folhas, relativos a amostra
selecionada responda aos itens seguintes:

3.1 Indique a variavel em estudo.
3.2 Em quantos registos, o tempo necessario para a recolha é superior a 10 minutos?
3.3 Indique o valor da moda para este conjunto de dados.

3.4 Construa uma tabela de frequéncias absolutas e relativas, simples e acumuladas, com os dados
agrupados em classes de amplitude 10, sendo o extremo inferior da primeira classe igual a 80.

3.5 Recorrendo a calculadora, determine o valor da média (ix) e o valor do desvio padrdo (s ) do
tempo necessdrio para a recolha seletiva dos residuos.

Apresente o valor do desvio padrao arredondado as centésimas.

Apresente a(s) lista(s) que introduzir na calculadora, para obter as estatisticas solicitadas.

3.6 Determine a percentagem dos tempos necessarios a recolha seletiva dos residuos que
pertencem ao intervalo ]J?— S; X+ s[.

Apresente o resultado arredondado as unidades.

Caso nao tenha respondido a questdo 2.4, considere que X 96,2 minutos e s =8,99 minutos.

Adaptado de Exame Nacional de MACS 2008 (1.° fase)
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Matriz do teste de avaliacao 4

Tipologia e numero de itens

A tipologia de itens e o numero de itens constam da tabela seguinte:

Resposta restrita 6

Itens de construgio
Resposta extensa 8

Conteudos
Tema 1 — Métodos de Apoio a Decisdo
¢ Teoria da Partilha Equilibrada
— Partilhas no caso discreto.

Tema 2 — Estatistica
e Interpretacdo de graficos e tabelas;

¢ Medidas de localizac¢ao;

¢ Tabelas de convergéncia;
¢ Reta de regressao.

¢ Coeficiente de correlacgdo;

Cotagoes

1.1 12 |13 | 21 | 22 | 23 | 241 | 242 |31 |32 |33 |34 |41 | 42

20 20 10 15 15 15 10 10 20 15 15 10 10 15

Duragao

O teste tem a duracdo de 90 minutos
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Teste de avaliacdo N.°4

Nome Turma N.°

1. Em Portugal, o método utilizado para a contabilizacdo de mandatos em elei¢Ges autarquicas, por
exemplo é o método de Hondt. Em eleices semelhantes, alguns paises aplicam o método de
Hagenbach-Bischof e outros o método de Sainte Lagué.

Na tabela seguinte estdo indicados os nimeros de votos validamente expressos obtidos numa
eleicdo. Os votos brancos ou nulos ndo foram considerados como votos validamente expressos.
Sao sete os mandatos a distribuir pelos cinco partidos que se apresentagao nesta eleicao.

Partido A B C D E

N.° de votos 5921 3735 3284

2419 2385

Segundo o método de Hagenbach-Bischof, a conversdo de votos em mandatos faz-se da forma
seguinte:

¢ Divide-se o numero de votos obtidos por cada lista pela quota eleitoral a qual se obtém
dividindo o nimero total de votos pelo nimero de mandatos a distribuir mais 1.

e Atribuem-se a cada lista um nimero de mandatos igual a parte inteira do quociente obtido
no passo anterior.

¢ O proximo mandato é atribuido da seguinte forma:

— Divide-se o numero de votos obtidos por cada lista pelo nimero de mandatos a ela ja
atribuida mais 1.

— A lista que obtiver o maior quociente, fica com mais um mandato.

¢ Recalculam-se os mandatos atribuidos e repete-se o passo anterior as vezes necessarias
para atribuir a totalidade dos mandatos.

Segundo o método de Sainte Lagué, a conversao de votos em mandatos faz-se da forma seguinte:
¢ Divide-se o nimero de votos obtidos por cada lista por 1, 3, 5, 7, 9, etc.

¢ Alinham-se os quocientes, pela ordem decrescente da sua grandeza, numa série de tantos
termos quantos os mandatos a atribuidos ao circulo eleitoral em causa.

e Atribuem-se os mandatos as listas a que correspondem os termos da série estabelecida pela
regra anterior, recebendo cada uma das listas tantos mandatos quantos os seus termos na
série.

¢ No caso de s6 ficar um mandato por distribuir e de os termos seguintes da série serem iguais
e de listas diferentes, o mandato cabe a lista que tiver obtido menor niumero de votos.

1.1 Utilize o método de Hagenbach-Bischof para fazer a distribuicdo dos mandatos.

1.2 Utilize agora o método de Sainte Lagué para fazer a distribuicdo dos mandatos.
1.3 Compare os resultados obtidos nas duas alineas anteriores.

. No dmbito da disciplina de MACS, os alunos de uma turma da Escola Secunddria APRENDERMAIS
desenvolveram um trabalho de projeto que incluia um estudo sobre a inteng¢do dos jovens da sua

regido, que frequentavam o ensino secundario, de prosseguirem os estudos, apds terminarem
esse nivel de ensino.
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Para recolha de dados, elaboraram um inquérito e selecionaram uma amostra aleatdria,
constituida por 300 jovens, representativa da populacdo em estudo.

No trabalho, incluiram graficos e tabelas, alguns dos quais se apresentam em seguida:

e O gréfico circular, que representa os dados recolhidos quanto a autoavaliagdo do
desempenho escolar dos alunos inquiridos

Insuficiente 10%

Suficiente 35%

———— —— ——

Muito Bom

NZo responde

e O diagrama de extremos e quartis, que traduz os dados relativos a idade, em anos, dos
alunos inquiridos

— |

14 15 16 17 18 18 20 21 22

¢ A tabela, que apresenta alguns dados recolhidos quanto ao objetivo do estudo (conhecer a

intencdo dos jovens da regido, que frequentavam o ensino secundario, de prosseguirem os
estudos, apds terminarem este nivel de ensino).

Intengao de prosseguimento
de estudos Deseja N3do deseja Total
Sexo
Feminino 130
Masculino 46 136
Total 300

2.1 No grafico circular, ndo constam as percentagens referentes a «Muito Bom» e «Nao
responde», mas, no trabalho, refere-se que a percentagem de alunos que se autoavaliaram
com «Muito Bom» é o dobro da percentagem de alunos que responderam «Insuficiente».

Determine a percentagem de alunos inquiridos que ndo responderam a questdo relativa a
autoavaliacdo do desempenho escolar.

2.2 Com base nos dados representados no diagrama de extremos e quartis, indique, justificando,

se é verdadeira ou falsa a seguinte afirmacdo: «50% dos alunos inquiridos tém 18 ou mais
anos de idade».

2.3 Complete a tabela.
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2.4 Indique:
2.4.1 a percentagem de jovens do sexo feminino que fizeram parte deste estudo.(2c.d.)
2.4.2 a percentagem de jovens do sexo feminino que desejam prosseguir os estudos.
Adaptado de Exame Nacional de MACS 2008 (1.% fase)

3. O gestor de um site em que se joga xadrez online decidiu estudar a evolu¢gdo do numero de
jogadores de xadrez, desde o lancamento do site até a sexagésima semana, para o que foi
registado o nimero de jogadores, de cinco em cinco semanas, tendo obtido a tabela seguinte:

Tempo (em semanas) | Numero de jogadores (em milhares)
(x) (y)
5 20
10 46
15 58
20 82
25 110
30 128
35 136
40 163
45 170
50 194
55 210
60 245

3.1 Represente o diagrama de dispersdo para os dados da tabela.

3.2 Recorrendo a calculadora, determine a equagdo da reta de regressdo linear y = ax + b,
indicando os valores de a e de b com aproximacdo as centésimas.

3.3 Se o gestor do site pretendesse continuar o seu estudo, qual seria o nUmero de jogadores na
centésima semana?

3.4 Indique o coeficiente de correlagado linear(3c.d.).

Adaptado de Banco de Itens — lave

4. As temperaturas maximas e minimas didrias variam ao longo do ano e consoante o local onde sdo
registadas. Os valores da temperatura dependem de caracteristicas como a latitude e a altitude
dos locais. Também se verificam diferencas quando se comparam conjuntos de anos distintos.

Designe por x a varidvel «altitude», e por y a varidvel «média anual das temperaturas maximas»,
referente aos mesmos locais, registadas num determinado periodo.

Na figura, apresentam-se o diagrama de dispersdo que relaciona as varidveis x e y e a reta de
regressao linear de y sobre x.
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12

Média anual das
temperaturas maximas (C°)

0 200 400 600 800 1000 x
Altitude (m)

O valor do coeficiente de correlagdo linear, r, é aproximadamente igual a -0,912.
4.1 Justifique que a correlagdo linear existente entre as varidveis x e y é forte e negativa.
4.2 Considere a afirmacdo seguinte:

«0 valor de rindica que, quando diminui a média anual das temperaturas maximas, a altitude
diminui.»

Indique o valor légico da afirmagao anterior e interprete o valor de » no contexto da situagdo
descrita.
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Matriz do teste de avaliagao 5

Tipologia e numero de itens

A tipologia de itens e o numero de itens constam da tabela seguinte:

Resposta restrita 4

Itens de construgio
Resposta extensa 7

Conteudos
Tema 1 — Métodos de apoio a decisdo
* Teoria das eleicdes
— Sistema Preferencial
¢ Teoria da partilha equilibrada
— Partilhas no caso discreto
Tema 3 — Modelos Matemdticos
— Modelos financeiros

Cotacoes

1 2.1 2.2 2.3 24 3 4.1 4.2 43.1 4.3.2 4.4

30 15 5 20 20 40 15 15 15 10 15

Duragao
O teste tem a duragdo de 90 minutos
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Teste de avaliacdo N.°5

Nome Turma N.°

1. Num concurso de culinaria, quatro concorrentes, A, B, C e D, disputam o primeiro lugar o que, para
além de lhes trazer prestigio, também poderdo fazer um estagio de um ano num dos melhores
restaurantes do pais com um dos Chefes portugueses mais conceituados. Depois de muitas
«provas» de entradas, sopas, pratos principais e sobremesas, um conjunto de 50 juris apresentou
os seguintes resultados:

18 votos 15 votos 11 votos 6 votos
1.7 Preferéncia A B C D
2.7 Preferéncia B D A C
3.7 Preferéncia C C B A
4.7 Preferéncia D A D B

O método a utilizar para a escolha do vencedor serd feito por sorteio e poderd ser um dos
seguintes:

Método | — Sao eliminados todos os candidatos a exce¢do dos dois que redinem maior nimero
de primeiras preferéncias.

Método Il — A escolha faz-se de acordo com os seguintes critérios e etapas:

e faz-se a contagem dos primeiros lugares de cada candidato e elimina-se aquele que tiver o
menor numero;

e reorganiza-se o esquema de preferéncias sem o candidato eliminado;

e faz-se novamente a contagem dos primeiros lugares de cada candidato e elimina-se o que
tiver menor ndmero;

e repete-se o processo até obter o candidato vencedor.

Método Il - A escolha faz-se de acordo com os seguintes critérios e etapas:

e Seleciona-se um par de candidatos e, ndo alterando os niUmeros de votos nem a ordem de
cada uma das preferéncias, elabora-se uma nova tabela apenas com os dois candidatos
gue constituem esse par.

e Comparam-se esses candidatos, contabilizando-se apenas a primeira linha; o candidato
com o maior nimero de votos na primeira linha é o vencedor do par escolhido.

e Repetem-se 0s pontos anteriores até terem sido comparados todos os pares de
candidatos.

e Indica-se, caso exista, o candidato que ganha quando comparado com os restantes
candidatos.

O concorrente B afirma: «Seja qual for o método utilizado, nunca serei o vencedor!»
Sera que este concorrente tem razdo?
Na sua resposta deve:

e Aplicar o Método | para determinar o candidato vencedor;

e Aplicar o Método Il para determinar o candidato vencedor;
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e Aplicar o Método lll para determinar o candidato vencedor;

e Concluir acerca da veracidade, ou nao, da afirmagdo do concorrente B.

2. Na tabela seguinte encontra-se os resultados das elei¢Ges autarquicas de 2013 num determinado
concelho do distrito de Braganca.

Concorrentes Numero de votos Percentagens Mandatos atribuidos

A 2615

B 789

C 621

D 60

Em Branco 116
Nulos 167
Votantes 4368
Inscritos 7124

Total de Mandatos 5

2.1 Completa a coluna da tabela relativa as percentagens. Apresenta os resultados arredondado as

centésimas.

2.2 Determina a percentagem de abstencdo. Apresenta o resultado final arredondado as décimas.

2.3 Em Portugal a conversdo de votos em mandatos faz-se utilizando o método de representagao

proporcional de Hondt cujo procedimento é o seguinte: divide-se o nimero de votos apurados
por cada lista, sucessivamente, por 1, 2, 3, 4, 5, etc., sendo os quocientes alinhados, pela
ordem decrescente da sua grandeza, numa série de tantos termos quantos os mandatos
atribuidos ao circulo eleitoral em causa; os mandatos pertencem as listas a que correspondem
os termos da série estabelecida pela regra anterior, recebendo cada uma das listas tantos
mandatos quantos os seus termos na série; no caso de so6 ficar um mandato por distribuir e de
os termos seguintes da série serem iguais e de listas diferentes, o mandato cabe a lista que
tiver obtido o menor ndmero de votos.

Faca a distribuicdo dos 5 mandatos, atribuidos a este concelho, pelos diferentes partidos.

2.4 Em elei¢gdes semelhantes, alguns paises aplicam o método de Sainte Lagué, em vez do método

de Hondt. Pelo método de Sainte Lagué, a conversao de votos em mandatos faz-se de forma
idéntica a do método de Hondt mas os divisores utilizados sdo 1, 3, 5, 7, 9, etc.

Utilize o método de Sainte Lagué para fazer a distribuicdo dos 5 mandatos e compare estes
resultados com os obtidos pelo método de Hondt.

3. O gindsio Em Forma contratou mais um professor de educacdo fisica e vai aumentar em 9 as aulas
ja existentes e decidiu questionar os seus sécios quanto as modalidades que deveriam ter mais
aulas disponiveis. Foi feita uma votac¢do estando os resultados obtidos na tabela seguinte:

Modalidade Pilates loga BodyBalance Power Sh’Bam

N.° de votos 4544 3276 2767 399 238
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Para fazer a distribuicdo das 9 aulas disponiveis, a dire¢do do ginasio vai considerar um dos
métodos seguintes:

Método I:

e Calcula-se o divisor padrdo, dividindo-se o nimero total votos pelo niumero total de aulas.

e Calcula-se a quota padrao para cada modalidade, dividindo-se o nimero de votos de cada

modalidade pelo divisor padrao.

e Atribui-se a cada modalidade uma quota arredondada igual ao maior nimero inteiro

menor do que a quota padrao.

e Caso a soma das quotas arredondadas seja igual a soma das aulas a distribuir, o método

da-se por finalizado, e assume-se que o numero de aulas para cada modalidade é igual a
guota arredondada; caso a soma das quotas arredondadas seja diferente do nimero de
aulas a distribuir, é necessario encontrar um divisor modificado, substituto do divisor
padrdo, de modo a calcular a quota padrdao modificada de cada modalidade.

Repetem-se os trés pontos anteriores até se obter a soma das quotas modificadas
arredondadas igual ao nimero de aulas a distribuir.

Método II:

Qual d

Calcula-se o divisor padrdo, dividindo-se o nimero total votos pelo nimero total de aulas.

Calcula-se a quota padrao para cada modalidade, dividindo-se o nimero de votos de cada
modalidade pelo divisor padrao.

Atribui-se a cada modalidade uma quota arredondada igual ao resultado da adicdo de 1
com o maior numero inteiro menor do que a quota padrao.

Caso a soma das quotas arredondadas seja igual a soma das aulas a distribuir, o método
da-se por finalizado, e assume-se que o numero representantes para cada modalidade é
igual a quota arredondada; caso a soma das quotas arredondadas seja diferente do
numero de aulas a distribuir, é necessario encontrar um divisor modificado, substituto do
divisor padrao, de modo a calcular a quota padrao modificada de cada modalidade.

Repetem-se os trés pontos anteriores até se obter a soma das quotas modificadas
arredondadas igual ao niumero de aulas a distribuir.

os métodos proporciona uma distribuicdo mais equilibrada do numero de lugares

disponiveis?

Na sua

resposta deve:
aplicar o Método | para determinar a distribuicdo das 9 aulas;
aplicar o Método Il para determinar a distribuicdo das 9 aulas;

concluir, a partir da comparacao dos resultados obtidos, qual sera a distribuicdo mais
equilibrada.

Apresente os valores dos quocientes em duas casas decimais.

4. A Margarida vai comprar um carro e ja decidiu a marca e o modelo, dentro do qual hd uma versao

a gasoli

ina e outra a gaséleo. Para fazer a sua opgao vai ter de entrar com outras condicionantes

nomeadamente, com o custo associado a uma e a outra versdo. A Margarida sabe que para

determ

inar o Imposto Sobre Veiculos (ISV) tera de calcular uma componente cilindrada e uma

componente ambiental.

As tabelas seguintes referem-se as duas componentes a calcular e aplica-se a todos os automéveis
matriculados a partir de 1 de Janeiro de 2015. O valor do imposto corresponde a soma do
resultado obtido em cada tabela.
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Tabela | - Componente Cilindrada

Escaldo Cilindrada (cm?3) Taxa por cm? Parcela a abater
Até 1250 cm? 1,00 € 740,5 €
Mais de 1250 cm? 4,70 € 5362,67 €

Tabela Il - Componente Ambiental

Escaldo CO,(g/km) Taxa por g/km Parcela a abater
Gasolina
Até 115 4,15 € 390,35 €
De 116 a 145 37,91€ 4281,66 €
De 146 a 175 44,00 € 5161,20€
De 176 a 195 111,85 € 17 047,04 €
Mais de 195 147,69 € 24 021,60 €
Gasoleo
Até 95 19,97 € 1586,51€
De 96 a 120 57,15 € 5173,80 €
De 121 a 140 126,75 € 13642,70€
De 141 a 160 140,96 € 15 684,40 €
Mais de 160 193,61 € 24 137,71 €

4.1 Sabendo que o carro a gasolina tem uma cilindrada 1259 cm® e uma emissdo de o, de

119g/km, determine o valor do Imposto sobre veiculos (ISV). Apresente o resultado
arredondado as centésimas.

4.2 Sabendo que o carro a gasdleo tem uma cilindrada 1248 cm?® e uma emissdo de co, de
88g/km, calcule o valor do ISV. Apresente o resultado arredondado as centésimas.

4.3 A Margarida ainda tera de pagar uma taxa de IVA de 23% sobre o preco do automoével
adicionado do ISV.

4.3.1 Determine o valor de IVA a pagar por cada um dos automéveis, sabendo que a versao a
gasolina tem um prego base de 14 850 € e a versdo a gaséleo 17 600 €. Apresente o
resultado arredondado as centésimas.

4.3.2 Qual o prego de venda ao publico de cada um dos automaéveis considerados? Apresente
o resultado arredondado as centésimas.

4.4 A Margarida continua a fazer contas e fez uma previsdo do gasto anual com combustivel,
atendendo ao numero de quilémetros que faz diariamente. Assim, se o combustivel for
gasolina, prevé um gasto de, aproximadamente, 2100 € por ano, enquanto que, se o
combustivel for gasdleo, o gasto anual seria cerca de 1350 €.

Determine ao fim de quanto tempo, a Margarida poderd comecgar a ver compensada a sua
opcao pelo carro a gasdleo, caso seja esta a sua decisao? Apresente o resultado arredondado
as décimas.
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Matriz do teste de avaliacao 6

Tipologia e numero de itens

A tipologia de itens e o numero de itens constam da tabela seguinte:

Resposta restrita

Itens de construgdo

Resposta extensa

12

Conteudos

Tema 2 — Estatistica
e Interpretagdo de graficos e tabelas;

* Representacdes graficas;
¢ Medidas de localizac¢do;

¢ Reta de regressao.

e Coeficiente de correlagdo;

Tema 3 — Modelos matematicos
¢ Impostos;

Cotacoes

1.1 1.2.1 1.2.2 13 2.

3.1

3.2

33

6.1

6.2

15 10 10 20 20

10

15

20

20

20

20

20

Duragao

O teste tem a duragdo de 90 minutos.
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Teste de avaliacdo N.°6

Nome Turma N.°

1. As despesas de um agregado familiar com a alimentacao dependem de muitos fatores. Do ponto
de vista socioldgico pode ser estudada a relagdo entre as despesas mensais com a alimentacdo e o
rendimento mensal. Para conhecer esta relacdo, recolheram-se, aleatoriamente, os dados
relativos a doze agregados familiares. Obtiveram-se os dados representados no diagrama de
dispersao e constantes na tabela da Figura 1.

Agregado = Rendimento Despesas coma
familiar mensal (€) @ alimentagao(€)

x y
A 1250 425
@ 700
e B 2800 600
1§ 600 o o o
8 o o C 1900 550
S 500
7] D 1650 425
£ 400 % o°
® ) E 1300 400
m o
g 300 F 1800 575
o
Q
w200 G 1200 375
a
Q
g 100 H 2500 600
("]
[}
a o I 1350 375
500 1000 1500 2000 2500 3000
J 2100 550
Rendimento mensal (€) K 1200 350
Figura 1 L 1500 400

1.1 Admita que a associa¢do entre as varidveis x ey é linear.
Classifique o tipo e o grau de associagdo entre as varidveis x e y, a partir da interpretacdo do
valor do coeficiente de correlagao.
Na sua resposta deve:
e Apresentar o valor do coeficiente de correlacdo, com arredondamento as décimas;
e (Classificar o tipo e o grau de associacao linear entre as variaveis;

e Justificar a forma como classificou o tipo e o grau de associagao linear entre as varidveis
xey.

1.2 Para responder aos itens seguintes, considere a equag¢doy = ax + b, da reta de regressdo
linear das variaveis em estudo, e também os dados da tabela.
1.2.1 Determine os valores de a e b, recorrendo a calculadora.
Apresente os resultados com quatro casas decimais.

1.2.2 Faga a estimativa do valor das despesas mensais com a alimentagdo de um agregado
familiar cujo rendimento mensal é de €1750.

Apresente os resultados em euros, com arredondamento as unidades.
Caso nao tenha respondido ao item 1.1., considere a = 0,17505 e b = 177,0151.
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1.3 Considere, agora, apenas os dados relativos ao rendimento mensal dos doze agregados

familiares analisados no estudo.
O Antdnio pertence ao agregado familiar indicado na tabela pela letra B.

Suponha que o rendimento mensal do agregado familiar do Antdnio se alterou, passando a
ser de €8000. Suponha ainda que os rendimentos mensais dos outros agregados familiares
indicados na tabela ndo se alteraram.

Num pequeno texto, comente a afirmacdo seguinte, tomando como exemplo os dados
relativos ao rendimento mensal do agregado familiar do Antdnio:

«Ao reduzir-se a informacao relativa ao conjunto de dados, sob a forma de algumas medidas
de localizagdo, esta a proceder-se a uma reduc¢do drastica dos dados, pelo que as medidas
consideradas devem ser convenientemente escolhidas, de modo a representarem o melhor
possivel os dados que pretendem resumir.»

No seu texto deve incluir:

e Os valores da média e da mediana do rendimento mensal dos doze agregados familiares,
antes da alteracdo do rendimento mensal do agregado familiar do Antdnio;

e Os valores da média e da mediana do rendimento mensal dos doze agregados familiares
apos a alteragdo do rendimento mensal do agregado familiar do Anténio;

e Aindicacdo das medidas de localizagdo que melhor representam os dados, antes e apds a
altera¢do do rendimento mensal do agregado familiar do Anténio.

Exame nacional de MACS, 2009 (1.° fase)

2. Os diagramas de dispersao das Figuras 2 e 3 apresentados foram construidos com base em dados
estatisticos, divulgados pela Autoridade Nacional de Comunicagdes, relativos ao numero de
chamadas efetuadas a partir de telefones da rede fixa e ao nimero de mensagens escritas
enviadas, no periodo compreendido entre 2004 e 2011.

Numero de chamadas da rede

fixa (milhares de milhdes)

A B
r?=0,9928 ’g‘ r?=0,9128
30 - 30
S= o /0 ©
2t o
20 25 20
o w °
EQ
g8 o
10 ° —E' 10 /
E £
n °
—0—0—0—0-0_o o ~=g °
0 2% 0
2002 2004 2006 2008 2010 2012 4 2002 2004 2006 2008 2010 2012
Ano Ano
Figura2 Figura 3

O diagrama de dispersdo da Figura 2 da, para cada ano, o numero, em milhares de milhdes, de
chamadas efetuadas a partir de telefones da rede fixa durante esse ano.

O diagrama de dispersao da Figura 3 dd, para cada ano, o numero, em milhares de milhdes, de
mensagens escritas enviadas durante esse ano.

Em cada diagrama de dispersdo, esta representada a reta de regressdo e indicado um valor
aproximado do quadrado do coeficiente de correlacdo linear.
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Admita que a reta de regressado representada no diagrama de dispersdo da Figura 2 é definida pela
equacdo y =-0,1502x + 304,22, em que x representa o ano e y representa o numero, em
milhares de milhGes, de chamadas efetuadas a partir de telefones da rede fixa durante esse ano.
Considere as seguintes afirmacdes:

a) A correlagdo linear entre variaveis relativas ao diagrama de dispersdo da figura 2 é negativa.

b) A correlagdo linear entre as varidveis relativas ao diagrama de dispersdo da figura 2 é mais

forte do que a correlagdo linear entre as varidveis relativas ao diagrama de dispersdo da figura
3.

c) De acordo com o modelo de regressdo linear apresentado, o nimero estimado de chamadas
que se efetuariam a partir de telefones da rede fixa durante o ano de 2012 seria superior a
dois milhares de milhdes.

Elabore uma composic¢do, na qual justifique a veracidade das afirmacdes A), B) e C).

3.Todos os alunos de uma turma do 10.° ano do Curso de Linguas e Humanidades frequentam MACS
e Geografia.

Na tabela seguinte, estao registadas as classificacdes, numa escala de 0 a 20 valores, obtidas pelos
alunos dessa turma na disciplina de MACS, no final do 1.° periodo.

Classificagao

9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
(0 a 20 valores)
N.° de alunos 4 1 1 6 2 1 1 1 2 1

3.1 Determine a média e a mediana das classificagdes dos alunos da turma na disciplina de MACS.
3.2 Construa um grafico de barras para as frequéncias relativas acumuladas.

3.3 A figura que se segue apresenta o diagrama de extremos e quartis relativo as classificagGes,
numa escala de 0 a 20 valores, obtidas pelos alunos dessa turma na disciplina de Geografia, no
final do 1.° periodo.

— T

8 10 11 15 18

Designando por x as classificagdes obtidas pelos alunos dessa turma na disciplina de MACS, no final
do 1.° periodo, e por y as classificacdes obtidas pelos alunos dessa turma na disciplina de Geografia,
no final do 1.° periodo, construiu-se o seguinte modelo de regress3o linear:

y = 1,030504x + 1,184350,com9 < x <18

Elabore uma pequena composicdo na qual compare as classificagées obtidas pelos alunos, no final
do 1.° periodo, nas disciplina de MACS e de Geografia, justificando os factos de:

e a correlacdo entre as classificacdes obtidas pelos alunos de MACS e de Geografia ser positiva;

e a mediana das classificacdo obtidas pelos alunos nas disciplinas de MACS ser superior a mediana
das classificacdes obtidas pelos alunos na disciplina de Geografia;
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e a média das classificagbes obtidas pelos alunos na disciplina de MACS ser superior a média,
estimada a partir do modelo de regressdo linear, das classificagdes obtidas pelos alunos na
disciplina de Geografia.

Adaptado de Exame Nacional de Matemdtica B, 2011(época especial)

4. Os valores dos comprimentos e pesos de 12 robalos constam da seguinte tabela:

Comprimento
157 165 168 159 172 165 166 163 159 169 171 | 168
a (em mm)

Peso p (em g) 52 61 67 60 70 65 66 62 58 72 72 68

Recorrendo a calculadora, determine o coeficiente de correlagdo linear entre as varidveis
comprimento e peso, arredondado as centésimas.

Interprete o valor obtido, tendo em conta a nuvem de pontos que pode visualizar na calculadora.
Adaptado de Exame Nacional de Matematica B, 2008 (2.’ fase)

5. Os registos referentes a esperanga média de vida a nascenga, para homens e mulheres de paises
da Unido Europeia encontra-se na Tabela seguinte.

Esperanca média de vida a nascenca para homens e mulheres

PAISES MULHERES (x) HOMENS (y)

Portugal 81,7 75,5
Espanha 85,0 78,9
Franga 84,3 77,5
Irlanda 81,6 76,8
Reino Unido 81,7 77,6
Bélgica 83,5 77,5
Holanda 82,3 78,3
Alemanha 82,4 77,2
Italia 84,1 78,8

Grécia 82,5 77,5

Os valores relativos a Austria ndo se encontram nesta tabela.

Considere que os valores da esperanca média de vida a nascenca para homens e mulheres
referentes a Austria seguem o modelo de regress3o linear obtido a partir dos dados da tabela.
Estime o valor da esperanca média de vida de um homem austriaco sabendo que a da mulher é 83
anos.

Apresente os valores dos pardmetros da reta de regressdo linear com, pelo menos seis casas
decimais. Apresente o resultado final arredondado as décimas.
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5.1 Em 2014, o rendimento global de dois contribuintes casados da Madeira, o Marcelino e a
Francisca, foi de €52 450, dado que os rendimentos do Marcelino foram de €25 700 e os da
Francisca €26 750.

Determine o correspondente valor de IRS que este casal pagou, relativo ao ano de 2014,
admitindo que ndo houve quaisquer deducdes a fazer a coleta.

5.2 Em Dezembro de 2014, o Francisco e a Maria verificaram que o rendimento global do casal,
nesse ano, era de €39 200. Foi-lhes proposto prestarem um servico no Natal desse ano, pelo
que receberiam a quantia de €750 cada um. O Francisco, apds consultar as tabelas de IRS,
resolveu ndo aceitar o servico, dizendo a Maria que nao queria perder dinheiro.

Escreva um pequeno texto mostrando que o Francisco ndo tem razdo. Apoie 0s seus
argumentos em calculos do IRS, com e sem prestac¢do do referido servico. Suponha que o casal
nao estava sujeito, naquele ano, a quaisquer dedugdes a coleta.
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Teste global

Nome Turma N.°

144

1. Os alunos da escola de Penha Alta estudam a aplicagdo dos métodos eleitorais e de partilha a
varias situagodes.
1.1 Os métodos eleitorais procuram garantir a representagdo proporcional. No entanto, a
atribuicdo de mandatos segundo o método de Hondt pode ter um resultado diferente da
atribuicdo de mandatos segundo o método de Saint-Lagué.

Na tabela abaixo, estdo indicados os numeros de votos, validamente expressos, obtidos pelas
listas de cada um dos cinco partidos mais votados na eleicdo dos representantes para a
assembleia municipal de Penha Alta.

Os votos em branco ou nulos ndo foram considerados como votos validamente expressos.

A B C D E

22 010 17 124 15144 12 333 11451

Na eleicdo dos representantes para a assembleia municipal, sdo atribuidos 15 mandatos
correspondentes ao circulo eleitoral de Penha Alta.

A conversdo de votos em mandatos, utilizando o método de representagao proporcional de Hondt
faz-se dividindo o nimero de votos apurados por cada lista, sucessivamente, por 1, 2, 3, 4, 5, etc,,
sendo os quocientes alinhados, pela ordem decrescente da sua grandeza, numa série de tantos
termos quantos os mandatos atribuidos ao circulo eleitoral em causa; os mandatos pertencem as
listas a que correspondem os termos da série estabelecida pela regra anterior, recebendo cada uma
das listas tantos mandatos quantos os seus termos na série; no caso de sé ficar um mandato por
distribuir e de os termos seguintes da série serem iguais e de listas diferentes, o mandato cabe a lista
que tiver obtido o menor nimero de votos.

Segundo o método de Saint-Lagué, a conversdo de votos em mandatos faz-se da forma seguinte:
e divide-se o niUmero de votos obtidos por cada lista por 1, 3, 5, 7, 9, etc.

e alinham-se os quocientes, pela ordem decrescente da sua grandeza, numa série de tantos termos
guantos os mandatos atribuidos ao circulo eleitoral em causa.

e atribuem-se os mandatos as listas a que correspondem os termos da série estabelecida pela regra
anterior, recebendo cada uma das listas tantos mandatos quantos os seus termos na série.

e no caso de s6 ficar um mandato por distribuir e de os termos da série serem iguais e de listas
diferentes, o mandato cabe a lista que tiver obtido o menor nimero de votos.

Determine as diferengas entre os nimeros de mandatos atribuidos as listas dos cinco partidos mais
votados no circulo eleitoral de Penha Alta resultantes da aplicacdo do método de Hondt e da
aplicacdo do método de Saint-Lagué.

Caso proceda a arredondamentos, conserve uma casa decimal.

1.2 A diregdo da associagdo de estudantes da escola de Penha Alta decidiu inquirir os alunos da
escola sobre a cor da bandeira da associa¢dao. Os alunos podem escolher de entre as cores
seguintes: amarelo (A), vermelho (V) e castanho (C).

Cada aluno deve ordenar, uma Unica vez, as trés cores, de acordo com as suas preferéncias.
A ordenacdo efetuada por cada aluno corresponde a um voto. Foram apurados 430 votos validos.
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Na tabela seguinte, encontram-se organizados os resultados obtidos:

Castanho Amarelo Castanho
Amarelo Vermelho Vermelho
Vermelho Castanho Amarelo

O Manuel afirma que a falta de indicacdo do método a usar no apuramento da cor vencedora pode
inviabilizar o processo de escolha da cor, pois, aplicando o método A ou o método B, a cor vencedora
ndo sera a mesma.

Método A:

e Seleciona-se um par de cores e, ndo alterando os nimeros de votos nem a ordem de cada
uma das preferéncias, elabora-se uma nova tabela, semelhante a dada, apenas com os
votos nas duas cores que constituem esse par.

e Comparam-se essas cores, contabilizando-se apenas a primeira linha; a cor com o maior
numero de votos na primeira linha é a vencedora do par escolhido.

e Repetem-se os pontos anteriores até uma das cores ter vencido as comparages com as
restantes cores.

e [ndica-se a cor vencedora.

Método B:

¢ Na ordenagdo das cores, cada primeira preferéncia recebe, em cada voto, tantos pontos
guantas as cores em votagao.

e Cada segunda preferéncia recebe, em cada voto, menos um ponto do que a primeira, e
assim sucessivamente, recebendo a ultima preferéncia, em cada voto, um ponto.

e E escolhida a cor com maior nimero de pontos.

Mostre, aplicando ambos os métodos, que o Manuel tem razao

2. Dois sécios Ligia e Mdrio, decidem resolver o contrato empresarial que detém para seguir rumos
diferentes. Para isso tém de fazer a divisdo dos bens da empresa: um escritério, mobilirio e
material informdtico. Decidem fazé-lo usando o método do ajuste na partilha.

Segundo o método do ajuste na partilha, a escolha faz-se de acordo com os seguintes critérios e
etapas:

e Definir claramente os itens a dividir.
e Cada um dos intervenientes tem 100 pontos para distribuir pelos itens.

e Cada item é atribuido (temporariamente) ao interveniente que mais o valorizou (em caso
de empate é atribuido ao que tiver menos pontos).

e Faz-se um balango:
- se ambos tiverem o mesmo numero de pontos a partilha esta feita;

- se ndo tiverem o mesmo numero de pontos, o que tiver mais, transfere itens (ou parte)
para o outro até igualar o numero de pontos.

Editavel e fotocopiavel © Texto | MACS 10.° ano

145



e A transferéncia: calculam-se os quocientes

Numero de pontos atribuidos ao item pelo vencedor inicial

Numero de pontos atribuidos ao item pelo perdedor inicial

e colocam-se por ordem decrescente.

e Faz-se a transferéncia do item a que corresponde o menor quociente e contabilizam-se
novamente os pontos.

e Se atransferéncia total de um item der vantagem a parte que o recebe, terd de se efetuar a
transferéncia apenas de uma percentagem do item, de forma a igualar o niumero de
pontos.

Definidos os itens a dividir (escritdrio, mobilidrio e material informatico) sabe-se que a distribuicdo
dos 100 pontos de cada um dos sécios pelos itens foi a seguinte:

40 30
30 20
30 50

2.1 Qual é a atribuicdo inicial (temporaria) dos bens da empresa?
2.2 Tendo em atencgdo a atribuicdo inicial, quantos pontos tem cada sécio?

2.3 Determine as transferéncias que sdo necessarias efetuar para que os sécios fiquem com igual
numero de pontos. Como sera feita a partilha dos bens?

2.4 Com quantos pontos fica cada sécio no final da partilha?

3. Na escola da Marta, o professor de MACS resolveu questionar os alunos de duas turmas distintas
sobre o nimero de mensagens que cada aluno recebeu, num sabado, no telemdvel. Os resultados
obtidos encontram-se representados num diagrama de barras, os da Turma A, e numa tabela, os
da Turma B.

Turma A Turma B
Diagrama de barras com a frequéncia absoluta N.2 de
p - . o
8 do nimero de mensagens recebidas mensagens Nl de
3 4 recebidas atunos
o 6
0
8 g 10 1
& 4 11 2
© 3 3
12 4
& ‘;’ 2 2 2 2
el |
:L: ;L [ | HE N 14 3
6 7 9 10 11 12 13 15 16 17 18 19 15 2
N.2 de mensagens 16 1

3.1 Considere os dados referentes a Turma B para responder aos itens seguintes.

3.1.1 Determine as frequéncias relativas simples e as frequéncias relativas acumuladas do
numero de mensagens recebidas pelo conjunto dos alunos, nesse sabado.

Apresente as frequéncias com duas casas decimais.

3.1.2 Represente, num diagrama de barras, os dados relativos as frequéncias absolutas.
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3.2 Num trabalho para a disciplina de MACS, depois de ter calculado a média e o desvio padrdo do

numero de mensagens recebidas pelo conjunto dos alunos, para cada uma das turmas, a
Marta comentou:

«A média do niumero de mensgens recebidas pelos alunos da turma A e a média do nimero
de mensagens recebidas pelos alunos da turma B sdo iguais, mas o mesmo ndo acontece com
o desvio padrao.»

O Antodnio, aluno da turma da Marta, com quem ela estava a tratar os dados, comentou:

«Quando me disseste que as médias eram iguais, eu, observando as representag¢des graficas,
conclui logo que os desvios padrao eram diferentes.»

Num pequeno texto, apresente as médias e os desvios obtidos e justifique o raciocinio do Antdnio.

No seu texto deve:

e Indicar o valor da média e o do desvio padrao, com aproximacgdo as centésimas, do nimero
de mensagens recebidas pelos alunos da turma A;

e Indicar o valor da média e o do desvio padrdo do nimero de mensagens recebidas pelos
alunos da turma B

e Incluir a justificacdo do raciocinio do Anténio.

4. O senhor Jerénimo e o senhor Manuel depositaram, cada um, a quantia de €25 000,00 em contas

em duas instituicOes financeiras diferentes, A e B, respetivamente.

Os depdsitos evoluiram como se apresenta nas Tabelas 1 e 2.

Evolugdo do depdsito do senhor A, Evolugdo do depdsito do senhor B,
Jerénimo (Instituicdo A) Manuel (Instituicdo B)
Ay: Capital depositado no final €25 000,00 By: Capital depositado no final €25 000
de 2010 de 2010
A;: Capital acumulado no final €25 625,00 B1: Capital depositado no final €25 700
de 2011 de 2011
A,: Capital acumulado no final €26 265,63 B,: Capital depositado no final €26 400
de 2012 de 2012
A;: Capital acumulado no final €26 922,27 B;: Capital depositado no final €27100
de 2013 de 2013
A,: Capital acumulado no final €27 595,32 B,: Capital depositado no final €27 800
de 2014 de 2014

4.1 O senhor Jerénimo decidiu prolongar a permanéncia do capital depositado na sua conta na

instituicdo A, nas mesmas condigGes, por mais trés anos.
Determine o capital acumulado no final de 2017.
Apresente o resultado arredondado as unidades.

4.2 Em conversa com o senhor Manuel, o senhor Jerénimo afirmou que:

«Comparando as duas instituicdes financeiras, nas mesmas condi¢cdes de evolugdo dos
depdsitos apresentadas nas tabelas 1 e 2, se nos primeiros anos a instituicio B é a melhor
escolha para obter o maximo capital acumulado, a partir de certa altura, a instituicdo A torna-
se mais vantajosa.»
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Justifique a veracidade da afirmagdo anterior para um novo depdsito de €25 000, numa nova
conta, no final de 2016, a partir da representacdo grafica dos modelos de evolugdo dos
depdsitos nas duas instituicdes financeiras A e B.

5. Consultando um site de emprego, o Francisco reparou no seguinte anuncio:

Somos uma empresa multinacional que atua na drea de controlo de vapor e outros fluidos industriais.
Pretendemos admitir colaborador para o setor industrial, ficando responsavel pela promog¢do dos servigos
e produtos da empresa, bem como pela elaboracdo e acompanhamento de propostas, selecionando e
dimensionando as solugbes técnicas mais ajustadas.

Perfil do candidato:
e Formacdo superior na drea de engenharia;
e Bons conhecimentos de Informatica;
e Bons conhecimentos de Inglés e de Castelhano.
Oferecemos possibilidade de escolha entre dois contratos:
Contrato 1:
e Remuneragao no 1.° ano: 1800€/més;
e Aumento anual de 150€.
Contrato 2:
e Remuneracdo no 1.° ano: 1600€/més;
e Aumento semestral de 5%.

Enviar curriculum vitae para o email m@cs.

Qual dos dois contratos é mais favoravel para o Francisco?

Complete a tabela (quando necessario, arredonde os valores as centésimas):

1.° ano
o
1.” semestre
o
2." ano o
2.” semestre
o
1.” semestre
o
3."ano o
2.” semestre
o
. 1.” semestre
4.” ano o
2.” semestre
o
o 1.” semestre
5. ano 5
2. semestre
o
o 1.” semestre
6. ano 5
2. semestre
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Na sua resposta deve:

e Calcular o valor total das remuneragdes a receber pelo Francisco, se optar pelo Contrato 1,
durante os trés primeiros anos;

e Calcular o valor total das remuneracgdes a receber pelo Francisco, se optar pelo Contrato 2,
durante os trés primeiros anos;

e Concluir qual a melhor opgdo ao fim de seis anos.
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Teste Global — Critérios de correcao

‘ Teste Global — critérios de correcao

1. 40 pontos
1.1 20 pontos
Apresentar a distribuicdo dos 15 mandatos pelos partidos A, B, C, D, E, utilizando o método 11 pontos
de Hondt

Dividir o nimero de votos do Partido A por 2, por 3, por 4 e por 5 4 pontos
Dividir o nimero de votos do Partido B por 2 e por 3 2 pontos
Dividir o nimero de votos do Partido D por 2 1 ponto
Dividir o nimero de votos do partido E por 2 1 ponto
Indicar os mandatos 1 ponto
Apresentar a distribuicdo dos 15 mandatos pelos partidos A, B, C, D, E, utilizando o método 7 pontos
de Sainte-Lagué

Dividir o nimero de votos do partido A por 7 1 ponto
Dividir o numero de votos do partido B por 5 1 ponto
Dividir o nimero de votos do partido C por 5 1 ponto
Dividir o nimero de votos do partido D por 3 e por 5 2 pontos
Dividir o nimero de votos do partido E por 3 1 ponto
Indicar os mandatos 1 ponto
Concluir 2 pontos
1.2 20 pontos
Aplicar o método A 7 pontos
Comparar amarelo com castanho 3 pontos
Apresentar o nimero de votos em amarelo na 1.° linha (180) 1 ponto
Apresentar o nimero de votos na 1.° linha (250) 1 ponto
Indicar que o castanho é o vencedor 1 ponto
Comparar vermelho com castanho 3 pontos
Apresentar o nimero de votos em vermelho na 1.° linha (180) 1 ponto
Apresentar o nimero de votos em castanho na 1.% linha (250) 1 ponto
Indicar que o castanho é o vencedor 1 ponto
Indicar a cor vencedora (castanho) 1 ponto
Aplicar o método B 13 pontos
Determinar o numero de pontos de amarelo (940) 3 pontos
Determinar o numero de pontos de castanho (930) 3 pontos
Determinar o numero de pontos de vermelho (710) 3 pontos
Indicar a cor vencedora (amarelo) 1 ponto
Concluir 3 pontos
2. 45 pontos
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2.1 8 pontos
Indicar os bens (temporarios) da Ligia 5 pontos
Indicar os bens (temporarios) do Mario 3 pontos
2.2 6 pontos
Indicar o nimero de pontos (inicial) da Ligia 3 pontos
Indicar o nimero de pontos inicial do Mario 3 pontos
2.3 25 pontos
Calcular os quocientes para a transferéncia 6 pontos
Justificar qual o item para fazer a transferéncia 3 pontos
24 6 pontos
Indicar o nimero de pontos (final) da Ligia 3 pontos
Indicar o nimero de pontos (final) do Mario 3 pontos
3. 45 pontos
3.1 20 pontos
3.1.1 10 pontos
Determinar as frequéncias relativas simples 5 pontos
Determinar as frequéncias relativas acumuladas 5 pontos
3.1.2 10 pontos
Identificar corretamente os eixos coordenados 2 pontos
Manter a largura das barras 4 pontos
Desenhar corretamente a altura das barras 4 pontos
3.2 25 pontos

Para que a resposta possa ser considerada correta e complete, deve estar de acordo com os seguintes pontos:
1. indicar o valor da média e do desvio padrdo do nimero de mensagens recebidas pelo conjunto de alunos
da turma A;
2. indicar o valor da média e o do desvio padrdo de numero de mensagens recebidas pelo conjunto de alunos
da turma B;
3. justificar o facto de, na turma B, o nUmero de mensagens recebidas estar mais concentrado em torno da
média do que na turma A
A classificagdo faz-se de acordo com os niveis de desempenho a seguir descritos.

Niveis
12 |3
3 Apresentar corretamente trés pontos. 22 123 | 25
i
_g 2 Apresentar corretamente dois pontos. 14 | 15 | 17
2
1 Apresentar corretamente um ponto. 6 |79
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4. 35 pontos
4.1 10 pontos
Calcular o capital acumulado no final de 2015 3 pontos

Calcular o capital acumulado no final de 2016 3 pontos

Calcular o capital acumulado no final de 2017 3 pontos

Resposta 1 ponto

4.2 25 pontos
Escrever uma expressao que modela o depdsito na instituicdo A 5 pontos

Escrever uma expressdao que modela o depésito na instituicdo B 5 pontos

Reproduzir os graficos da calculadora 5 pontos

Indicar a janela de visualizagdo utilizada 5 pontos

Indicar o ano a partir do qual a instituicao A se torna mais vantajosa 5 pontos

5. 35 pontos
Completar, na tabela, as remuneragées do contrato 1 5 pontos

Completar, na tabela, as remuneragées do contrato 2 10 pontos
Determinar o total das remuneragdes, 5 pontos

ao fim de 3 anos, pelo contrato 1

Determinar o total das remuneragdes, 10 pontos
ao fim de 3 anos, pelo contrato 2

Concluir qual a melhor opgdo ao fim 5 pontos

de 6 anos
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Solucgdes

Fichas de trabalho

Ficha 1

1174

1.2 B (36,49 %)

1.3 B (60,81 %)

148

1.5 Ndo.

2.1 B (Maioria simples).

2.2 N3o. Entre Ae B vence A, entre Ae Cvence CeentreBeC
vence B.

2.3 Paradoxo de Condorcet.

3.190

3.2 Presidente — A (38,89%). Vice-presidente — B (33,33%).
3.3 Presidente — B. Vice-presidente — C.

3.4 Presidente — D. Vice-presidente — C.

5.1 Dinis.

5.2 H e L. H ndo votou em ninguém e L votou em todos os
candidatos.

Ficha 2

1.1 Sim. Havana.

1.2 Sim. Orlando.

1.3 Havana. 41,03%

1.4 Cancun. 7,69%

1.5 Orlando. 47,44%

1.6 Rio de Janeiro. 1,28%

1.7 Havana. 43 votos.

1.8 Rio de Janeiro. 9 votos.

1.9 Orlando. 43 votos.

1.10 Havana. Maioria simples. 41,03%
1.11 Rio de Janeiro (247 pontos).

1.12 Havana.

2.1720

2.2 A: 23,64% B: 18,18% C: 16,97% D: 20% E: 21,21% F: 0%
23A

2.4.1E 2.4.2B 2.4.3C 2.4.4 Ndo ha.

25C

Ficha 3

1.1
Jodo 40x1+45x3+38x1 213
Rui 40x3+45x1+38x2 241
Luis 40x2+45x2+38x3 284

O vencedor é o Luis.
1.2.1 Comparagdo da votagdo do Rui com a votagdo do Luis:

1.° Rui Luis Luis

2.7 Luis Rui Rui

Total 40 45 38
Vence o Luis.

Comparacgdo da votagdo do Jodo com a votagdo do Luis:

1.° Luis Jodo Luis
2.7 Jodo Jodo Jodo
Total 40 45 38
Vence o Luis.

1.2.2 O Luis vence qualquer um dos outros dois candidatos em
confronto direto: vence o Rui com 83 votos contra 40 e vence o
Jodo com 78 votos contra 45.

1.3.1 O Luis.

1.3.2 O Rui. 63,4%

Ficha 4

=
||-l

| 1642 36,66 2

PS 1043 23,29 1

PPD/PSD 831 18,55 1

PCP - PEV 791 17,66 1
Em Branco 101 2,25
Nulos 71 1,59
Votantes 4479 70,75

Inscritos 6349

=
N
(]

PPD/PSD.CDS/PP 28 004 42,72 6

PS 14 140 21,57 3

PCP - PEV 7 366 11,24 1

| 4985 7,60 1

B.E. 2997 4,57 0

PTP 901 1,37 0

PPM/PPV/PND 629 0,96 0

PCTP/MRPP 576 0,88 0
Em Branco 3592 5,48
Nulos 2359 3,60
Votantes 65 549 37,99

Inscritos 172 537
11

=
|w

PPD/PSD 5760 48,52 4
CDS/PP 3903 32,88 2
PS 1331 11,21 1
PCP - PEV 238 2,00 0
Em Branco 367 3,09
Nulos 273 2,30
Votantes 11872 52,41
Inscritos 22 651
7
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Ficha 5
1.1
Minho 561 12,75 12 0,715
Beiras 345 7,820 7 0,820
Alentejo 120 2,720 2 0,720
Ribatejo 870 19,720 19 0,720
Algarve 310 7,026 7 0,026
2206 Numero total de praticantes (TP)
50 Representantes a distribuir (R)
Divisor Padrdo (DP =TP : R)
1.2
L s Rugnaciis
Minho 12
Beiras 8
Alentejo 3
Ribatejo 20
Algarve 7
2.1.1
Minho 561 12,728 12 0,728
Beiras 345 7,828 7 0,828
Alentejo 120 2,723 2 0,723
Ribatejo 870 19,739 19 0,739
Algarve 310 7,033 7 0,033
Madeira 130 2,950 2 0,950
2336 Numero total de praticantes (TP)
53 Representantes a distribuir (R)
44,075 Divisor Padrdo (DP =TP : R)

2.1.2 Exemplo de resposta: a inclusdo da regido auténoma
da Madeira fez com que o numero total de representantes
na assembleia geral subisse de 50 para 53. Uma vez que divisor
padrdo ndo sofre uma grande alteragdo (passa de 44,120 para
44,075), podemos afirmar que 53 é um numero de
representantes aceitavel.

A distribuicdo de representantes passa a ser:

|

Minho 13
Beiras 8
Alentejo 2
Ribatejo 20
Algarve 7
Madeira 3
Total 53

Se compararmos com a distribuigdo anterior:

Antes Apoés

Minho 12 13

Beiras 8 8
Alentejo 3 2
Ribatejo 20 20
Algarve 7 7
Madeira - 3

Total 50 53

Podemos observar que, com a entrada da Madeira, a regido do
Minho ganha mais um representante enquanto a regido do
Alentejo perde 1, apesar de ter uma quota padrdo quase igual a
anterior (antes 2,720, agora 2,723). Assim, a regido do Alentejo
fica prejudicada com a entrada da Madeira

3.1
A 5514 42,44 4
B 3104 23,89 2
C 2275 17,51 1
D 1377 10,60 0
E 111 0,85 0
Em Branco 352 2,71
Nulos 258 1,99
Votantes 12991 59,95
Inscritos 21668
Total de Mandatos 7

3.240,05%
3.3 A: 3 mandatos; B: 2 mandatos; C: 1 mandato; D: 1 mandato

3.4 Com o método de Sainte-Lagué o partido D conseguiria um
mandato e o partido mais votado, A, perderia um mandato.
Podemos dizer que este método beneficia os pequenos
partidos.

Ficha 6

1.A-2,B-4,C-8,D-6,E-5
211A-7,B-5C-9,D-1,E-3
212A-7,B-5,C-9,D-1,E-4
213A-8,B-6,C-9,D-1,E-3

2.2 O aumento de lugares de 26 para 27 fez com que o Estado E
perdesse um lugar.

3.1.1 Alabama — 8, Texas — 9, llindis — 18.

3.1.2 Alabama — 7, Texas — 10, llindis — 19.

3.2 Com o aumento de um lugar na Camara dos Representantes,
o Estado de Alabama perdeu um representante.

41A-10,B-3,C-6,D-1
42A-11,B-3,C-7,D-0

51A-5,B-6,C-7,D-12

5.2A-5B-6,C-7,D-12

6.1 D.P. =98,039

6.2Q.P.(A)=5,1; Q.P.(B) =10,2; Q.P.(C) = 15,3; Q.P.(D) = 20,4
6.3A-5,B-10,C-15,D-21

6.4 N3o é possivel, porque havia lugares a mais.

6.5 O numero de lugares distribuidos diminui.

6.6 O numero de lugares distribuidos aumenta.

6.7 Ndo podemos utilizar o Método de Adams para fazer esta
distribuigdo.

Ficha7

1.1

A B C D
59 400 8850 134550 97 200
39,6 5,9 89,7 64,8

1.2.1A-40,B-6,C-89,D-65
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1.2.2A-40,B-6,C-89,D-65
21A-11,B-3,C-7,D-1,E-9,F-5
22A-10,B-3,C-7,D-2,E-9,F-5
23A-10,B-3,C-8,D-1,E-9,F-5
3.1

Estado u \Y X Y z w
Populagao 6733 557 1446 988 2081 685

3.2 D.P. =50 000

3.3.1U-136,V—-11,X-29,Y-19,Z2-42, W-13
3.3.2U-133,V-12,X-29,Y-20,Z-42,W-14
3.33U-134,V-11,X-29,Y-20,2-42,W-14

4.1 26 lugares.

4.2 D.P.=915,38

4.3 A—-6572,B—-4814,C—-8294, D—-1082, E—-3038
441A-7,B-5C-9,D-1,E-4
442A-7,B-5,C-10,D-1,E-3
443A-7,B-5C-9,D-2,E-3

5.1 Pedro: vale € 300 000; justo a receber: € 100 000. Rita: vale
€ 300 000; justo a receber: € 100 000. Sofia: vale € 270 000;
justo a receber: € 90 000.

5.2 Pedro: terreno e recebe € 6666,67. Rita: apartamento
e paga € 103 333,33. Sofia: recebe € 96 666,67.

Ficha 8

1. Partidos A, B e D: 3 mandatos cada; partidos C e E: O
mandatos cada.

2. Nuno: 285 pontos; Pedro: 260 pontos; Inés: 235 pontos;
Ana: 170 pontos. Vence o Nuno.

3. Nuno: 40 votos; Pedro: 55 votos. Vence o Pedro.

4.1 Raquel: cdo, gato e 30% do papagaio. Tiago: aquario
e 70% do papagaio.

4.2 Raquel e Tiago: 61 pontos (cada).

Ficha9

2.1 N3o. Porque ele parte o bolo em partes que considera
iguais.

2.2.1F3

2.2.2 Podem juntar as fatias e um divide e o outro escolhe.

2.2.3 N3o. Porque cada um dos jogadores escolheu a fatia que
achou maior.

3.1 Escolher aleatoriamente quem é o selecionador.

3.2 Dividir o bolo em duas partes que considerem iguais e cada
um escolhe uma. Em seguida, cada um divide a sua parte em
trés fatias que considere iguais. O selecionador escolhe uma das
partes de cada um dos divisores.

3.3 Porque um deles parte em duas partes que considera iguais,
o outro escolhe a que considera melhor.

3.4 Porque ficam com as partes que eles cortaram.

4.1 Pedro fica com T1, Miguel fica com T3 e Jodo fica com T2.
4.2 Pedro fica com T1, Miguel fica com T2 e Jodo fica com T3.
4.3 Jodo fica com T1; juntam-se novamente T2 e T3 e um divide
e o outro escolhe.

5.1 O jogador 1 fica com F3, o jogador 2 fica com F1 e o jogador
3 fica com F2.

5.2 O jogador 1 fica com F1, o jogador 2 fica com F3 e o jogador
3 fica com F2.

6.1C 6.2A 6.3B 6.5N3o. 6.4A

7.1 Parte uma fatia que ela considera ser 1/5 da piza.
7.2 Ana.

7.3 Berta.

7.4 Dina.

7.5 Berta.

7.6 Berta.

7.7 Catia e Eva. Uma divide e a outra escolhe.

Ficha 10
1.1 Procurar informagdo para trabalhos escolares.

1.2 Em 2005 — ler jornais, revistas ou livros. Em 2008 — pesquisar
informagdo sobre saude.

1.3 Jogar/fazer download de jogos, imagens, musica, video.
1.4 Pesquisar informagdo sobre saude.
1.5 638 jovens.
2.1 Técnicos de software — 11
2.2 Analistas — 10,94%; Formadores — 6,25%; Programadores
—21,88%; Técnicos de software — 17,19%; Técnicos de hardware
—15,63%; Outro pessoal técnico — 28,13%
2.3
10,9
28,1 6.3

M Analistas
[ Formadores
[l Programadores

219 BT Software
O T. Hardware

156 M Outros
17,2

3.1 Representa o numero de pessoas infetadas por VIH e Sida, e
nimero de obitos ocorridos no Hospital de S. Jodo, no Porto,
entre 1985 e 2006.

3.2 Aumentou até 1998 e a partir dai tem vindo a diminuir.
3.3 Em 1998.

3.4 Em 2000.

3.5 Em 1995.

3.6 Em 2004.

3.7 Em 1998. Aproximadamente, 350.

Ficha 11

1.1.1 A barra da Poldnia tem cerca de 3 vezes o comprimento de
barra correspondente a Portugal e a pontuagdo obtida pela
Polénia ndo chega a 1,5 vezes a pontuagdo obtida por Portugal.

1.1.2 As escalas ndo comegam em zero.

1.1.3 Comprimento das barras: Portugal (10 cm), Alemanha
(16,75 cm), Bélgica (14 cm), Eslovaquia (15,625 cm), Italia (11,75
cm).

2.1 137 mm (aprox.)

2.2.29,2 mm/h (aprox.)

Ficha 12

1.1 Populagdo — todos os soldados no Afeganistdo; Dimensdo
—56420; Variavel — nacionalidade dos soldados.

1.2 Gréfico de barras;

1.3 2350 soldados;

1.4 27450 soldados europeus;
1.5 EUA
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1.6 21,43%; 79,09%.
2.1.1 Suécia;

2.1.2 Austria;
2.1.363%

2.1.4 Luxemburgo
2.2.1 Aprox. 6524354
2.2.2 Aprox. 2899713
3.1 Epoca 2003/2004
3.22001/2002 e 2005/2006; 2004/2005
3.32008/2009

3.4 Ndo

FICHA 13

1.1 Os 2000 alunos de um clube desportivo.

1.2 As modalidades. Qualitativa.

1.3 Um aluno do clube.

1.4 2000

1.5 Badminton — 100, Ténis de Mesa — 140, Ténis — 200
Atletismo — 200, Natagdo — 400, Ginastica — 960.

Modalidade f
Badminton 100
Ténis de mesa 140
Ténis 200
Atletismo 200
Natagdo 400
Gindstica 960
1.6
Ff,‘ (%)
50

N
o
[
7/
a

]
ta
tismo

= N
o o
[
Ginastica
Ténis,
Ténis
de |mesa
Badmintan

[
\
|

Modalidade

1.7 Badminton — 180; Ténis de mesa — 25,20; Ténis — 360

Atletismo — 360; Natagdo — 720; Ginastica — 172,80
1.9 Ginastica.

1.10.1 Badminton — 8, Ténis de Mesa — 11, Ténis — 16, Atletismo

— 16, Natagdo — 32, Ginastica — 77.

1.10.2 Badminton — 8, Ténis de Mesa — 11, Ténis — 16, Atletismo

— 16, Natagdo — 32, Ginastica — 77.

1.10.3 Badminton — 8, Ténis de Mesa — 12, Ténis — 16, Atletismo

— 16, Natagdo — 32, Ginastica — 76.

1.10.4 Badminton — 8, Ténis de Mesa — 11, Ténis — 16, Atletismo

— 16, Natagdo — 32, Ginastica — 77.

1.10.5 Badminton — 8, Ténis de Mesa — 11, Ténis — 16, Atletismo

— 16, Natagdo — 32, Ginastica — 77.
2.1 Mulheres residentes no concelho.

2.2 920
23

NO

de 0 1 2 3 4 5 6 8
filhos

fri(%) | 32,39 | 18,59 | 24,89 | 12,72 | 6,41 | 261 | 1,41 | 0,76 | 0,22
Fri(%) | 32,39 | 50,98 | 75,87 | 88,59 | 95 | 97,61 99,02 99,78 | 100
156

2.424,13%

2.5898

261,61

27Q1=0,x~=1,Q3=2

2.8 Maior concentragdo de dados entre 0 e 2.
Min=Q; Q, Q; Méx.

[
o 1 2

0 ——

2.9 Assimétrica positiva.

N.° de mulheres

~ |0,
® |0,

4
N.° de filhos
2.105=1,56.56,2%

211Aq=2.h=8

3.1948
Ficha 14
1.125
1.266,7%
1.3
Fr; (%)
100
80
60
40
20
0

2600 2800 3000 3200 3400 3600 3800
Peso (g)

1.4 Classe mediana: [3200, 3400 ; Classe modal:[3200, 3400[

Localizagdo geométrica da mediana

i
l :
2600 2800 3000 3200_:-3400 3600 3800

Peso (g) X

Localizagdo geométrica da moda

10

N

¥
1
S
I
1
|
1
1
|
1
I

/
2

2600 2800 3000 3200 3400 3600 3800
Mo
Peso (g)

N.° de bebés

o N MO

1.5 [2800, 3000]
1.632733¢
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1.7 s=271,56
1.8 65,84%

1.9 E aproximadamente normal. A percentagem de bebés cujo
peso pertence a ]X—s, X + s[ é, aproximadamente, 68%.
2.1 5 classes de amplitude 4,5.

2.2
Classes fi Fri(%)
[70; 74,5[ 1 5
[74,5; 79[ 4 20
[79; 83,5[ 6 30
[83,5; 88 4 20
[88; 92,5[ 5 25
2.3 83,05 min
3.x=15,s=1,4
4.1
60
50 i
404—
304— 285
20— 19,7
107 37 EAN
0 T T T T N
A B C D Nulos
ou brancos
4.2 Reeleito

4.3 Sem coligagdes: A — 4 mandatos, B — 2 mandatos
e C-1 mandato.

Com B e C formando coligagdo: A — 3 mandatos;
e coligagdo

B + C—4 mandatos.

Ficha 15

1.1

500 .
700 900 1100 1300 1500 1700 1900 2100
Altitude (m)

1.2 Correlagdo negativa.

1.3 G (1356,25; 633,75).

1.4 650 mm Hg

2.1210

2.2115

2.345,24%

2.457.27,14%

2.543

2.6 42,86%

3.r1-C,r2—-E, r3-F, r4-D,r5—-B,r6 - A

Ficha 16
1.191,92 €
1.25,51€
2.1238,75 €
2.2 293,66 €

3.168,37€

3.211,32€

3.38,25€

3.4 Diferenga: 3,07 €
4.15%

4.2 145300 €
5.1185200€

5.23432,3€

5.3 O do Tiago.

6.14704 €

6.243 678,53 €

7. Situacdao A—22 662,52 €
Situagdao B—18 108,30 €

8. Proposta A: 9440 €; Proposta B: 9625 €.

E melhor aceitar a proposta B, pois o que se paga a mais de IRS
compensa a diferenca entre as propostas.

9.1,21€

10.1 Itdlia: 1,95% ; Irlanda: —0,91%.
10.294,59 €

10.3118,49€

Ficha 17
1.18776,25 €
1.211359,6 €
2.691,27 €
3.167 055,81 €
3.2354 555,81 €
4.1147,26 €
4.22478,6 €
4.37068,48 €
5.1552,97 €
5.2970,3 €
5.3552,97 €
5.41027,21€

5.5 291 090 €. Diferenga de 36 céntimos, devido aos
arredondamentos.

6.1 € 139,67

6.2.1€2,64

6.2.2 €125,2

6.3.1 €2,45

6.3.2 € 109,04
7.1€12,352

7.22261

7.3 N3o. Ficou com € 4,81.
7.4 €36691,73

7.5 € 8763,86

Teste de diagndstico

115
126
1.3 30
2.125%
2.270%
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2.3 60%

3. Promogado B. Gasta 84 euros. Desconto de 10 euros no
manual e 25% no Atlas.

. Aumento de 20%.

33,33%

. 42,85%

. 478,38€

50€

. 30%

10. (C)

11.1 50 alunos da licenciatura de Cinema, Video e Comunicagdo
Multimédia.

© N WV A

A variavel é a frequéncia com que acede a internet.
Quantitativa discreta.

11.2
Dias por semana | Percentagem | Numero de alunos
3 2 1
4 2 1
5 14 7
6 6 3
Todos 76 38
Total 100 50

11.3 Todos os dias.
11.4 4 alunos.
11.598%

11.6 18 alunos.

Testes de avaliagao

1.1 3683€
1.2 2651,76€
1.3.114%
1.3.2

Modalidade Ténis

e de mesa Natagdo | Basquetebol = Voleibol = Futebol

Percentagem

. 14 16 34 12 2
de inscritos
Verba 1546,86€ | 1767,84€ | 375666€ | 1325,88¢€ | 2651,76€
atribuida

1.4 Ténis: 175; Natagdo: 200; Basquetebol: 425; Voleibol: 150;
Futebol: 300.

2.1 Luis.

2.2.1 Sénia: 35,7%; Luis: 32,4%; Miguel: 32,4%;

2.2.2 Sénia. Maioria simples.

3.1170

3.2 A: 353%; B: 54,1%; C: 7,1%; D: 3,5%; E: 0%; 3.3
B. Maioria absoluta.

4.1 Angela: rancho, apartamento, joias e pecas de arte;
Bernardo: mansao e triplex.

4.2 Angela: 70 pontos; Bernardo: 78 pontos

4.3 Angela: rancho, apartamento, joias e pecas de arte e cerca
de 13,3% da mansdo; Bernardo: triplex e cerca de 86,7% da
mansao.

4.4 Ambos com cerca de 72,68 pontos

1. Artur: barco e recebe 83 250€; Benilde: moradia e paga
229 750€; Carlos: cabana e paga 16 750€; Dinis: recebe
163 250€

2.1 A: 4 mandatos; B: 2 mandatos; C: 1 mandato;
D: 0 mandatos; O candidato é da lista B.

2.2 A: 5 mandatos; B: 2 mandatos; C+D: 1 mandato;
Ndo tem razdo, o resultado seria idéntico.

3.1 Fisica: 2 professores; Matematica: 3 professores;
Informatica: 4 professores.

3.2 Fisica: 1 professores; Matematica: 4 professores;
Informatica: 5 professores; O departamento de Fisica tem razdo
pois perde um lugar.

3.3 Fisica: 2 professores; Matematica: 4 professores;
Informatica: 4 professores.

4.1 17 fatia: Ursula; 2.2 fatia: Rita; 3.° fatia: Viviana;
4.7 fatia: Sofia.

4.1 Se nenhuma diminuir, ou se apenas a Tania o fizer, fica a
Tania com a 5.% fatia e a Xénia com a 6 °. Caso contrario, a Xénia
fica com a 5.% fatia e a Tania com a 6.%.

1. M1 — Alfa: 1; Beta: 3; Gama: 6; M2 — Alfa: 1; Beta: 2; Gama: 7;
M3 — Alfa: 2; Beta: 3; Gama: 5; O candidato da lista Alfa proferiu
a afirmagdo I, o da lista Gama proferiu a afirmagdo |l
e o da lista Beta proferiu a afirmacao Ill.

2.1

Frequéncias Frequéncias

N.° de livros

absolutas Relativas (%)
0 5 6,25
1 15 18,75
2 15 18,75
3 25 31,25
4 15 18,75
5 5 6,25

22a=0;b=15;c=3;d=35;e=5
3.1 Tempo, em minutos, que foi necessario para a recolha
seletiva dos residuos.

3.27
3.395
3.4
Classes Frequéncia = Freq. Abs. Freq. Freq.
absoluta acumulada @ relativa (%) relativa
acumulada
[80,90[ 7 7 31,82 31,82
[90,100[ 8 15 36,36 68,18
[100,110[ 5 20 22,73 90,91
[110,120[ 2 22 9,09 100
3.5x=96,,5s=9,71
3.6 55%

1.1A:3;B:1;C:1;D: 1; E: 1.
1.2A:2;B:2;C:1;D: 1; E: 1.
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1.3 Usando o método de Sainte Lagué o partido mais votado
perde um mandato a favor do segundo partido mais votado.

2.110%

2.2 Falsa
23
Intengdo de prosseguimento dos
estudos
Sexo Deseja | N3o deseja Total
feminino 130 34 164
masculino 90 46 136
Total 220 80 300
2.4.145,3%
2.4.2 65%
3.1

Evolugdo do nimero
de jogadores de xadrez

N2 de jogadores
(em milhares)
[l e I
o o ;g
[ =D = I = = = [ == i = ]

0 10 20 30 40 50 60 70
Tempo (em semanas)

3.2 y =3,85x + 4,94

3.3 Aproximadamente 390.

3.4 r=0,996

4.1 |r| <0; |r] > 0,9

4.2 Falsa. A interpretagdo correta é : O valor de I indica que,

quando aumenta a altitude, a média anual das temperaturas,
tende a diminuir.

Teste 5
1. Método | — Vence A; Método Il — Vence C; Método Ill — Ndo
ha vencedor; O candidato B tem razdo.

2.1
Concorrentes N.° de votos %

A 2615 59,87

B 789 18,06

C 621 14,22

D 60 1,37

Em Branco 116 2,66
Nulos 167 3,82
Votantes 4368 61,31

Inscritos 7124
Total de Mandatos

2.238,7%
2.3 A: 4 mandatos; B: 1 mandato; C e D: nenhum mandato.

2.4 A: 3 mandatos; B: 1 mandato; C:1 mandato; D: nenhum
mandato.

3. Método I: Pilates: 3 aulas; loga: 3 aulas; BodyBalance: 2 aulas;
Power: 1 aula; Sh’Bam: 1 aula. Método Il: Pilates: 4 aulas; loga: 2
aulas; BodyBalance: 2 aulas; Power e Sh’Bam: 0 aulas.

O Método Il proporciona uma distribuicdo mais equilibrada.

4.1784,26€ 4.2678,35€

4.3.1 Versdo gasolina: 3595,88€; Versdo gasoleo: 4204,02€
4.3.2 Versdo gasolina: 19 230, 14€; Versao gasodleo: 22 482, 37€
4.4 Cerca de 4,3 anos.

Teste 6

1.1 r = 0,9. Associagdo linear positiva muito forte.

1.2.1a = 0,1656; b = 185,1833

1.2.2 €475

1.3 Antes da alteragdo x = 1712,5; ¥ = 1575; Depois da
alteracdo ¥ = 2145,83; X = 1575

2. a) o declive da reta de regressdo da Figura 2 é negativo.

b) O valor do quadrado do coeficiente de correlagdo entre as
variaveis ano e numero de chamadas efetuadas a partir de
telefones da rede fixa esta mais proximo de 1.

c) O numero de chamadas efetuadas a partir de telefones da
rede fixa durante o ano de 2012 é 2,0176, logo é superior a dois
milhares de milhdes.
31x =12,6; ¥ =12;

3.2
Frequéncia
100

0 °

e

.q L

:!G'I I I

0 3

9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
Classificacoes

=]

acumulada (%)
&

Frequéncia relativa

3.3 Correlagdo positiva. A mediana de Geografia é 11 valores.
Média aproximada das classificagdes de Geografia 11,8. A média
das classificagbes de MACS é superior a média das classificagGes
de Geografia.

4.r = 0,94

5. y=ax+ b;a = 0,544378; b = 32,425635. A esperanca
média de vida de um homem austriaco é 77,6 anos

6.1 €14 046,5

6.2 O Francisco ndo tem razdo. Sem a prestacdao de servico
pagardo €9212 e com a prestacdo de servigo pagardo €9699.

Teste Global

1.1 Pelo método de Hondt — A: 5 mandatos; B: 3 mandatos;
C: 3 mandatos; D: 2 mandatos; E: 2 mandatos.

Pelo método de Sainte-Lagué — A: 4 mandatos; B: 3 mandatos;
C: 3 mandato; D: 3 mandato; E: 2 mandatos.

Usando o método de Sainte-Lagué, o partido mais votado (A)
perderia um mandato e um dos partidos menos votado (D)
ganharia um mandato.

1.2 Pelo método A: vence o Castanho; Pelo método B: vence
o Amarelo. O Manuel tem razdo.

2.1 Ligia: Escritorio e mobilidrio; Mario: Material Informatico.
2.2 Ligia: 70 pontos; Mario: 50 pontos

2.3 Ligia: Mobilidrio e 71,4% do Escritério; Mario: Material
Informatico e 28,6% do Escritério.

24 g ~ 58,6 pontos

Editavel e fotocopidvel © Texto | MACS 10.° ano 159



3.11 Proposta de resolugdo da atividade complementar
A Ve . I
X - o «A descoberta do cédigo!»
10 0,04 0,04 Na tabela abaixo encontram-se a frequéncia absoluta e relativa
11 0,08 0,12 das principais letras da mensagem cifrada e, em funcdo da
12 0,16 0,28 frequéncia relativa das letras num texto em lingua portuguesa, a
13 0,48 0,76 possivel letra correspondente na mensagem decifrada.
14 0,12 0,88
15 0,08 0,96 Possivel Letra Freq.uéncia
16 0,04 1 Letra da Frequéncia | Frequéncia correspondente | Relativa num
Mensagem . na texto em
5 Absoluta Relativa ,
3.1.2 Cifrada Mensagem lingua
Decifrada portuguesa
Turma B
Diagrama de barras com u 23 18,40% a 14,63%
a frequéncia absolutado numero
de mensagens recebidas q 22 17,60% e 12,57%
12
» 124 i 18 14,40% o 10,73%
= o
QO
&2 i s 11 8,80% s 7,81%
go | 4
eg 41 2 I 3, h 9 7,20% r 6,53%
w 1 l 1
o L LA} s

Perante os resultados acima, e tendo em atengao que os valores
obtidos sdo muito préoximos, testemos a primeira hipdtese, que
é o «u» corresponde ao «a», através da analise da tabela
abaixo.

10 11 12 13 14 15 16
N.2 de mensagens

3.2Turma A: X = 12,96;es =~ 3,46

TurmaB:x =12,96;es = 1,31

4.129717€

4.2 A situagdo é mais vantajosa a partir do 10.° ano.

5. Contrato 1: ao fim de 3 anos: 70 200€; Contrato 2:
ao fim de 3 anos: 62 646,06€

O Contrato 2 comega a compensar no 2.° semestre do 6.° ano

Mensagem Cifrada

[2[el<lale[r[e[u[s s [m[n]o] ol < |+« [ v|w]«[s]

Mensagem Decifrada

slel e[ [elt]m]o[o[e]ae]« <]o]« J =[] M o[ e 4] ]

de trabalho.
Remuneragdes mensais
Contrato 1 Contrato 2
1.° ano 1800€ 1600€
29 ano 1950€ 1680€ 1.° semestre
' 1764€ 2.° semestre
o 1852,2€ 1.° semestre
3."ano 2100€ 5
1944,81€ 2.” semestre
o 2042,05€ 1.° semestre
4.” ano 2250€ 5
2144,15€ 2.” semestre
5o 2400€ 2251,36€ 1.° semestre
. ano 5
2363,93€ 2.” semestre
o 2482,13€ 1.° semestre
6.  ano 2550€ 5
2606,23€ 2.” semestre
160

Se a letra «u» for o «a», entdo teremos que a letra «g», a
segunda mais frequente, correspondera a letra «w» o que ndo é
aceitavel, pois a letra «w» é muito pouco frequente num texto
em portugués.

Portanto, teremos que testar uma segunda hipotese. Veja-se
agora a correspondéncia das letras se considerarmos que a letra
«g», na mensagem cifrada, corresponda a letra «a» na
mensagem decifrada. Observe-se a tabela abaixo.

Mensagem Cifrada

kilT|m|njo|lp|alr|s|tiulviw|x|y|z a|b|c|d|le|f|g|h|il]

Analisando a tabela acima constatamos que a letra «u»
correspondera a letra «e», que é a segunda mais frequente nos
textos em lingua portuguesa, a mesma coeréncia acontece
quando analisamos as seguintes letras com maior frequéncia.
Estd entdo encontrado o nosso cddigo! E o cédigo 16. Agora
decifra a mensagem!
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