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Apresentacdo

Apresentamos aqui os documentos Metas Curriculares de Matematica A, no que respeita ao 107 ano de
escolaridade, e uma reformatacéo do Caderno de Apoio a implementagdo das Metas Curriculares, também
referente ao 107 ano. Ambos os documentos sdo da autoria de Antdnio Bivar, Carlos Grosso, Filipe Oliveira,
Luisa Loura e Maria Clementina Timdteo.
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Metas Curriculares

Metas Curriculares
nara 0 107 ano - Matematica A

O presente documento descreve o conjunto das Metas Curriculares da disciplina de Matemética A que
os alunos devem atingir durante o 107 ano. Os objetivos gerais, completados por descritores mais precisos,
encontram-se organizados por dominios e subdominios, segundo a seguinte estrutura:

DOMINIO

Subdominio
1. Objetivo geral
1. Descritor

2. Descritor

Os diferentes descritores estao redigidos de forma objetiva, numa linguagem rigorosa destinada ao pro-
fessor, devendo este selecionar uma estratégia de ensino adequada a respetiva concretizacao, incluindo uma
adaptacado da linguagem, sempre que seja necessdria. O significado preciso de certos verbos com que se

iniciam alguns descritores ("identificar”, "designar”, "referir", "representar”, "reconhecer”, "saber", "provar”,

"demonstrar”, "justificar") encontra-se definido no paragrafo intitulado "Leitura das Metas Curriculares".

A prética letiva obriga, naturalmente, a frequentes revisdes de objetivos gerais e descritores corres-
pondentes a anos de escolaridade anteriores. Estes pré-requisitos ndo se encontram explicitados no texto,
devendo o professor identifica-los consoante a necessidade, a pertinéncia e as caracteristicas proprias de
cada grupo de alunos.

Optou-se por formar uma sequéncia de objetivos gerais e de descritores, dentro de cada subdominio, que
corresponde a uma progressao de ensino adequada, podendo no entanto optar-se por alternativas coerentes
gue cumpram os mesmos objetivos e respetivos descritores. De um modo mais geral, as Metas Curriculares
nao devem ser entendidas como um sumario sequencial dos conteldos a lecionar, podendo em particular
ser proveitoso o tratamento em simultaneo de descritores pertencentes a objetivos gerais ou mesmo a
dominios distintos. Existem mesmo circunstancias em que se torna necessario um tal procedimento; com
efeito, a arrumacao dos tdépicos por dominios tematicos, e simultaneamente respeitando dentro de cada do-
minio uma determinada progressao, a isso pode levar, dada a propria natureza e interligacdo dos conteldos
e capacidades matematicas.

E também disponibilizado aos professores um Caderno de Apoio as presentes metas curriculares con-
tendo, em alguns casos, suportes tedricos aos objetivos e descritores, bem como exemplos de concretizagao
de alguns deles. Nesses documentos, os niveis de desempenho esperados foram objeto de especificagao.
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Metas Curriculares

LEITURA DAS METAS CURRICULARES

"ldentificar"/"Designar"/"Referir"/ O aluno deve utilizar corretamente a designacao referida, sabendo
definir o conceito apresentado como se indica ou de forma equivalente.

"Reconhecer": O aluno deve apresentar uma argumentacao coerente, ainda que eventualmente mais
informal do que a explicacao fornecida pelo professor. Deve, no entanto, saber justificar isoladamente os
diversos passos utilizados nessa explicacao.

"Saber": O aluno deve conhecer o resultado, mas sem que lhe seja exigida qualquer justificacdo ou ve-
rificacdo concreta.

"Provar"/"Demonstrar": O aluno deve apresentar uma demonstragdo matematica tao rigorosa quanto
possivel.

"Justificar": O aluno deve justificar de forma simples o enunciado, evocando uma propriedade ja co-
nhecida.

Certos descritores encontram-se assinalados com o simbolo "+".

+ Relativamente aos que correspondem a propriedades que os alunos devem reconhecer, a procedi-
mentos que devem efetuar ou a problemas que devem resolver, especificou-se no Caderno de Apoio
diferentes niveis de desempenho.

+ Quanto aos relativos a propriedades que os alunos devem provar, entende-se que, embora todos devam
conhecer o resultado em causa e saber aplica-lo, a elaboracao da respetiva demonstragao é facultativa,
nao sendo portanto exigivel aos alunos.

Por outro lado, certos grupos de descritores de um mesmo objetivo geral, relativos a conjuntos de de-
monstracdes muito semelhantes entre si, encontram-se assinalados com o simbolo "#", ficando ao critério
do professor quais devem ser tratadas como exemplo.
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Metas Curriculares - LTC10

LOGICA E TEORIA DOS CONJUNTOS LTC10

Introducgao a Ldgica bivalente e a Teoria dos conjuntos
1. Operar com proposicoes

1.

Designar por "proposigao” toda a expressao p suscetivel de ser "verdadeira" ou "falsa" e designar estes
atributos por "valores ldgicos".

. Saber que uma proposicao nao pode ser simultaneamente verdadeira e falsa e designar esta proprie-

dade por "Principio de ndo contradigao".

. Saber, dadas proposicdes p e g, que "p é equivalente a ¢" € uma proposicao, designada por "equivalén-

cia entre p e ¢", que é verdadeira se e somente se p e g tiverem o mesmo valor légico e representa-la
também por "p  ¢".

. Saber, dada uma proposicao p, que "ndo p" é uma proposi¢ao, designada por "negacao de p", que é

verdadeira se p for falsa e é falsa se p for verdadeira e representd-la também por " ~p ".

. Justificar, dada uma proposigao p, que ~(~p) < p, designando esta propriedade por "lei da dupla ne-

gagao".

. Saber, dadas proposigdes p e g, que "p e ¢" é uma proposicao, designada por "conjungdo de p e ¢", que

é verdadeira se e somente se p e ¢ forem simultaneamente verdadeiras, e representa-la também por
Ag

. Saber, dadas proposigdes p e ¢, que "p ou ¢" é uma proposicao, designada por "disjungao de p e ¢", que

¢ falsa se e somente se p e g forem simultaneamente falsas, representa-la também por "p v ¢" e jus-
tificar que p v ~p é uma proposicao verdadeira, designando esta propriedade por "Principio do terceiro
excluido".

Saber, dadas proposicdes p e ¢, que "p implica ¢" é uma proposicao, designada por "implicagao entre
peq", que é falsa se e somente se p for verdadeira e ¢ for falsa, representa-la também por "p = ¢",
designar p por "antecedente" e g por "consequente” da implicacao e reconhecer, dada uma proposicao
rquesep=gqgeg=rentdop=r.

. Saber que, por convencdo, em qualquer sequéncia de operacdes ldgicas, a menos de utilizacdo de

parénteses, se respeitam as seguintes prioridades: negacao; conjungao e disjuncao; implicacao e equi-
valéncia.

10. #Provar, dadas proposicdes p e ¢, que a proposi¢ao ~(p = q) é equivalente a proposicéo p A ~q.

11. #Provar, dadas proposicdes p e ¢, que a proposicao p < ¢ € verdadeira se e somente sep =>geg=p

forem ambas proposicdes verdadeiras e designar esta propriedade por "principio da dupla implica-
cao".

12. #Provar, dada uma proposigao p e representando por V (respetivamente F) uma qualquer proposicao

verdadeira (respetivamente falsa), quepAVop,pvVeV,pvFEFopep AF SF.

13. #Provar, dadas proposicdes p e g, que ~(p A q) ©~p v ~q e que ~(p V q) & ~p A ~qg e designar estas

equivaléncias por "Primeiras Leis de De Morgan".

14. #Provar, dadas proposicdes p,ger,que p Ag) ArSpaAlgar,prgegapeque pAg) Ve

(p v r) Alg v r), bem como as que se obtém permutando em todas as ocorréncias os simbolos

A" e "v" e designa-las respetivamente por "associatividade

, "comutatividade" e "distributividade".

15. #Provar, dadas duas proposigdes p e ¢, que a proposigao p = ¢ é equivalente a proposigdo ~q¢ = ~p,

designar esta ultima implicacao por "implicagéo contrarreciproca da implicagao p = ¢".

16. +Simplificar expressdes envolvendo operagdes com proposicdes, substituindo-as por proposicdes

equivalentes envolvendo menos simbolos, e determinar o respetivo valor ldgico sempre que pos-
sivel.

Expoente 10, ASA



Metas Curriculares - LTC10

2. Relacionar condicoes e conjuntos

1.

2,

Designar por "expressao proposicional” ou por "condicdo" uma expressao p(x) envolvendo uma variavel
x tal que, substituindo x por um objeto a, se obtém uma proposigao p(a).

Saber, dada uma condigdo p(x), que "qualquer gque seja x, p(x)" € uma proposigao que é verdadeira
qguando e apenas quando se obtém uma proposicao verdadeira sempre que se substitui x em p(x) por
um objeto arbitrario, representa-la por "Vx, p(x)", e designar o simbolo "V" por "quantificador universal".

. ldentificar uma condic&o p(x) como "universal" se Vx, p(x) for uma proposigao verdadeira e reconhecer

gue a disjuncao de qualquer condigdo com uma condigdo universal é uma condicdo universal.

. Saber, dada uma condigao p(x), que "existe x tal que p(x)" é uma proposicado que é verdadeira se e so-

mente se, para pelo menos um objeto a, p(a) for verdadeira, representd-la por "dx: p(x)" e designar o
simbolo "3" por "quantificador existencial".

. Identificar uma condigao p(x) como "possivel" se Jx: p(x) for uma proposicado verdadeira, como "im-

possivel" se nao for possivel e reconhecer que a disjungdo de qualquer condicdo com uma condicéo
possivel é uma condicdo possivel e a conjuncado de qualquer condigdo com uma condicdo impossivel
€ uma condicdo impossivel.

. Saber, dada uma condicdo p(x), que a negacdo da proposicdo Vx, p(x) é equivalente a proposicao

dx: ~p(x), que a negagdo da proposigao Ix: p(x) é equivalente a proposigao Vx, ~p(x), designar estas
propriedades por "Segundas Leis de De Morgan", reconhecendo-as informalmente em exemplos, e
justificar que a negacao de uma condicao universal é uma condigdo impossivel e vice-versa.

. Representar, dada uma condicéo p(x) e um conjunto U, a proposicéo Vx, x € U = p(x) por "Vx € U, p(x)",

e, no caso de ser verdadeira, designar p(x) por "condigao universal em U".

. Representar, dada uma condigao p(x) e um conjunto U, a proposicdo 3x: x € U A p(x) por "dx € U: p(x)",

no caso de ser verdadeira designar p(x) por "condicdo possivel em U" e, no caso contrario, por "condicao
impossivel em U".

. +Reconhecer, dada uma condicdo p(x) e um conjunto U, que a negagdo da proposi¢do Vx € U, p(x) é

equivalente a proposicédo Jx € U: ~p(x), que a negagdo da proposi¢do dx € U: p(x) é equivalente a pro-
posicédo Vx € U, ~p(x) e designar um elemento a € U tal que ~p(a) como um "contraexemplo" para a
proposicao Vx € U, p(x).

10. Representar, dada uma condicéo p(x), por "{x: p(x)}" um conjunto 4 tal que Vx, x € 4 < p(x), desig-

nando a igualdade 4 = {x: p(x)} por "definicdo em compreensao do conjunto 4 pela condicéo p(x)".

11. Saber, dados conjuntos 4 e B, que 4 = B se e somente se Vx,x € 4 < x € B.

12. Designar, dado um objeto a e um conjunto 4, a por "elemento de A" quando a € 4, dados objetos

a, ..., a (ke N) representar por "{a, ..., a}" 0 conjunto 4 cujos elementos sao exatamentea, ..., a

e designar aigualdade 4 ={a, ..., a} por "definicdo em extensao do conjunto 4 de elementos a, ..., g

o

k
n

13. Identificar, dada uma condigdo p(x) e um conjunto U, o conjunto {x:x € U A p(x)} como "conjunto defi-

nido por p(x) em U" (ou "conjunto-solugao de p(x) em U") e representa-lo também por "{x € U: p(x)}".

14. |dentificar, dados conjuntos 4 e B, o0 "conjunto unido (ou reunido) de 4 e B" e 0 "conjunto intersecéo de

A e B" respetivamentecomo AU B={xixe AvxeBleAnB={x:xe€ A Ax € B}.

15. Identificar, dados conjuntos 4 e B, A como estando "contido em B" ("4 c B") quando Vx,x€ A = x€ B

e, nesse caso, designar 4 por "subconjunto de B" ou por "uma parte de B".

16. Designar, dados conjuntos A4 e B, por "diferenga entre 4 e B" o conjunto {x € 4:x ¢ B} e representa-lo

por A\B ou simplesmente por B quando B c 4 e esta notagdo ndo for ambigua, designando-o entao
por "complementar de Bem 4",

17. Justificar, dadas condigdes p(x) e ¢(x), que a proposicdo Vx, p(x) < g(x) é equivalente a proposicao

Vx, (p(x) = g(x)) A(g(x) = p(x)) e designar uma demonstracdo da segunda proposicao por "demons-
tragéo por dupla implicagao" da primeira.

Materiais de Apoio  Implementacéio do Novo Programa e Metas Curriculares 1



Metas Curriculares - LTC10

18. Reconhecer, dados conjuntos 4 e B, que A = B se e somente se A c B e B C A, e designar esta proprie-
dade por "principio da dupla inclusao".

19. +Reconhecer, dadas condigdes p(x) e g(x), que a negacao da proposigao "Vx, p(x) = g(x)" é equivalente
a proposicao "Ix: p(x) A~g(x)", isto é, que essa proposicao é falsa se e somente se existir a tal que p(a)
é verdadeira e ¢(a) é falsa.

20. Justificar, dadas condigdes p(x) e ¢(x), que a proposicao Vx, p(x) = ¢(x) é equivalente a proposicéo
Vx, ~q(x) = ~p(x), designar a segunda proposigao por "contrarreciproco” da primeira e uma demons-
tracdo da segunda proposicdo por "demonstragao por contrarreciproco” da primeira.

3. Resolver problemas
1. +Resolver problemas envolvendo operacdes ldgicas sobre proposigdes.

2. +Resolver problemas envolvendo operagdes sobre condicdes e sobre conjuntos.
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Metas Curriculares - ALG1O0

ALGEBRA ALG10

Radicais

1. Definir e efetuar operacoes com radicais

1. +Reconhecer, dados dois nimeros reais a e b e um numero ne N impar, que se a < b entdo a" < b".

2. +Reconhecer, dados dois nimeros reais a e b e um nimero neN par, que se 0 <a<bentdo 0 <d" < b"
esea<b<0entdoa”>0"20.

3. Saber, dado um numero real @ e um ndmero neN impar, que existe um numero real b
tal que b" = a, provar que é Unico, designa-lo por "raiz indice n de a" e representa-lo por (’/;

4. +Saber, dado um nuimero real positivo a e um nimero ne N par, que existe um nimero real positivo b
tal que »" = a, provar que (-b)" = a e que nao existe, para além de b e de —b, qualquer outra solucdo da

equacao x" = a, designar b por "raiz indice n de a" e representa-lo por "Va".

5. Justificar, dado um ndmero natural », que 0 é o Unico nimero real cuja poténcia de expoente » é igual
a 0 e, por esta razao, representa-lo também por {1/6 ("raiz indice n de 0").

6. #Provar, dados numeros reais ndo negativos a e b e um numero neN par, que 4/; X K’/; =Naxbe

reconhecer que, para me N, ('\’/;)m =Na".

7. #Provar, dados numeros reais a e b e um nimero neN impar, que ’\1/; X ’\1/7 =a x b e reconhecer

que, para me N, Wa)" = am.

8. #Provar, dados nimeros reais a e b (respetivamente ndimeros reais a e b ndo negativos), b # 0, e um

, , . , n(,l a . i pe
nimero neN impar (respetivamente um nimero neN par), que~——== /= e justificar que para
b

m b
me N, ({’/Z) =ypm .

9. #Provar, dados nimeros naturais n e m (respetivamente nimeros naturais impares n e m) e um ndmero
real ndo negativo a (respetivamente um ndmero real a), que \”/”\’/;= "”\1/;.

10. Designar também por "fracdo" a representacao % do quociente entre nimeros reais a e b (com
b # 0), a e b, neste contexto, respetivamente por "numerador"” e "denominador” e identificar duas
fragdes como "equivalentes” quando representam o mesmo numero.

11. +Racionalizar denominadores da forma a%, ou avb + C\/g (a e ¢ nUmeros inteiros, b, d, n nimeros
naturais, n > 1).

Poténcias de expoente racional
2. Definir e efetuar operacoes com poténcias de expoente racional

1. +Reconhecer, dado um numero real ndo negativo a e um numero racional ndo negativo ¢ (¢ = 0 se

’
m m . . . /| ’
a=0), g = — = —(sendo m, n, m"e n’ nlimeros inteiros, m, m' > 0 e n, n' 2 2), que Va" = Na™ .
n n
iee ’ ~ . P . ~ . m
2. +ldentificar, dado um numero real ndo negativo a e um ndmero racional ndo negativo ¢ = —(m e n

n
numeros inteiros, m >0 e n > 2), g # 0 se a =0, a "poténcia de base a e de expoente ¢", a?, como Va™,

reconhecendo que este nimero ndo depende da fragao escolhida para representar ¢, e que esta defini-
c
cdo € a Unica possivel por forma a estender a propriedade (ab) = "¢ a expoentes racionais positivos.

3. Identificar, dado um numero real positivo @ e um numero racional positivo ¢, a "poténcia de base a e de
—— 1 S, ,
expoente —¢", a7, como —, reconhecendo que esta definicdo é a tnica possivel por forma a estender
q
a

b+c

a propriedade a’ xa¢=a"*a expoentes racionais.

Materiais de Apoio & Implementaco do Novo Programa e Metas Curriculares 9
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4. +Reconhecer que as propriedades algébricas previamente estudadas das poténcias de expoente inteiro

5.

(relativas ao produto e quociente de poténcias com a mesma base, produto e quociente de poténcias
com 0 mesmo expoente e poténcia de poténcia) podem ser estendidas as poténcias de expoente ra-
cional.

+Simplificar expressdes envolvendo radicais e poténcias.

3. Resolver problemas

1. +Resolver problemas envolvendo operagdes com radicais e com poténcias.

Divisao inteira de polinémios
4. Efetuar operacoes com polinémios

1.
2.

Designar um polindmio P com apenas uma variavel x por "P(x)".

+Reconhecer, dados polindmios ndo nulos 4(x) e B(x), que o grau do polindmio 4(x)B(x) é igual a soma
dos graus de A(x) e de B(x).

. Saber, dados polindmios 4(x) e B(x), B(x) ndo nulo, que existem dois Unicos polindmios O(x) e R(x) tais

gue R(x) ou é o polinémio nulo ou tem grau inferior ao grau de B(x) e 4(x) = B(x) x O(x) + R(x), e desig-
nar, neste contexto, 4(x) por "polinédmio dividendo", B(x) por "polindmio divisor”, O(x) por "polindmio
quociente" e R(x) por "polindmio resto" da "divisao inteira" (ou "divisdo euclidiana”) de A(x) por B(x).

. Determinar, dados polindmios 4(x) e B(x), B(x) ndo nulo, as formas reduzidas dos polindmios quociente

e resto da divisdo inteira de A(x) por B(x).

. +Reconhecer, dado um polindmio P(x) e um nimero a € R, que aplicando a "regra de Ruffini" se obtém

o quociente e o resto da divisdo inteira de P(x) por x — a.

. Provar, dado um polinémio P(x) e um ndmero a € R, que o resto da divisao inteira de P(x) por x — a é

igual a P(a) e designar esta propriedade por "Teorema do Resto".

. Designar, dado um polindmio P(x), por "raiz do polindmio" (ou "zero do polindmio") qualquer nimero

real a tal que P(a) =0.

. Identificar um polindmio P(x) como "divisivel" por um polindmio Q(x) ndo nulo se o resto da divisao

euclidiana de P(x) por Q(x) é nulo.

. Provar, dado um polindmio P(x) de grau ne N e um ndmero real a, que a € uma raiz de P(x), se e so-

mente se P(x) for divisivel por x — a e que, nesse caso, existe um polindmio Q(x) de grau n — 1 tal que

Px) = (x - a)QOx).

10. Identificar, dado um polindmio P(x) e uma raiz a de P(x), a "multiplicidade de a" como o maior nimero

natural » tal que existe um polindmio Q(x) com P(x) = (x - a)nQ(x). justificar que nesta situacao
O(a) = 0 e designar a por "raiz simples” quando a respetiva multiplicidade é igual a 1.

11. +Reconhecer,dadoumpolinémio P(x)degraun € N cujasraizes(distintas) x;, x,, ..., x, tmrespetivamente

multiplicidade n;, n,, ..., n,quen, +n, +...+n, < ne que existe um polindmio Q(x) sem raizes tal que
Px)= (x - xl)nl (x - x, )nz (x - x, )"k Q(x) tendo-sen, +n, +...+ n, = nseesomente se O(x) tiver grau

Zero.

12. Reconhecer, dado um polindmio P(x) de coeficientes inteiros, que o respetivo termo de grau zero é

multiplo inteiro de qualquer raiz inteira desse polindmio.

5. Resolver problemas

1. +Resolver problemas envolvendo a divisdo inteira de polindmios e o Teorema do resto.

2,
3.

10

+Resolver problemas envolvendo a fatorizacéo de polinémios de que se conhecem algumas raizes.

+Resolver problemas envolvendo a determinacao dos zeros e do sinal de fungdes polinomiais de grau
superior a dois.
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GEOMETRIA ANALITICA GA10

Geometria Analitica no plano

1. Definir analiticamente conjuntos elementares de pontos do plano

1.

Designar por "referencial ortonormado” um referencial ortogonal e monométrico de um dado plano,
tal que a unidade de comprimento comum aos eixos coordenados coincide com uma unidade de com-
primento pré-fixada e, dados nimeros reais a,e a, designar por "4(a, a,)", 0 ponto 4 de abcissa a,e
ordenada a,nesse referencial.

. +Reconhecer, fixada uma unidade de comprimento, dado um plano munido de um referencial ortonor-

mado e pontos A4(a, a,) e B(b, b,) pertencentes a esse plano, que a medida da distancia entre 4 e B é

2 2
igual a \/(bl = “1) + (b2 - “z) , € representa-la por "d(4, B)".

. Demonstrar, dada uma reta numérica e dois pontos 4 e B de abcissas a e b respetivamente, que a

abcissa do ponto médio do segmento de reta de extremos 4 e B é igual a & + b.

. +Reconhecer, utilizando argumentos geométricos baseados no Teorema de Tales ou em consequéncias

conhecidas deste Teorema, que, dado um plano munido de um referencial ortonormado e dois pontos
Ala, a) e B(b, b)) pertencentes a esse plano, as coordenadas do ponto médio do segmento de reta [4B]

1! 2

S50 a, +b, a, +b, .

2 2

. Designar, dado um plano munido de um referencial ortonormado, por "equacao cartesiana" (respetiva-

mente por "inequacéo cartesiana") de um conjunto C uma equagao (respetivamente inequagao) cujas
solucdes sao as coordenadas dos pontos de C.

. Determinar, dado um plano munido de um referencial ortonormado e dois pontos A(a, a,) e B(b, b))

desse plano, uma equacio cartesiana da mediatriz do segmento de reta [4B] na forma y = mx + b
(equagao reduzida da reta) ou na formax = c.

. Justificar, fixada uma unidade de comprimento, dado um plano munido de um referencial ortonormado,

2 2
um ponto 4(a, a,) pertencente a esse plano e um numero > 0, que a equagao (x - “1) + (y - “z) =7’
€ uma equacao cartesiana da circunferéncia de centro 4 e de raio r, e designa-la por "equacao (carte-
siana) reduzida da circunferéncia".

. Designar, fixada uma unidade de comprimento e um plano, dados dois pontos 4 e B pertencentes a

esse plano e um nimero a > %E por "elipse" o conjunto de pontos P do plano tais que d(P, 4) +

+ d(P, B) = 2a, por "focos da elipse" os pontos 4 e B, por "centro da elipse"” o ponto médio do segmento
de reta [4B], e por "eixo maior da elipse" o nimero 2a (e a por "semieixo maior da elipse"), interpretan-
do-o geometricamente.

. +Demonstrar, dada uma elipse de focos 4 e B e de eixo maior 2a, que a mediatriz de [4B] interseta

a elipse em dois pontos C e D equidistantes do centro da elipse e que tomando b = %E se tem

b=+a* -’ ondec = %E designando 25 por "eixo menor da elipse" (e b por "semieixo menor da

elipse").

10. +Reconhecer, fixada uma unidade de comprimento, dado um plano munido de um referencial ortonor-

2 2

mado e 0 < b < a que a equacao X2 —1¢uma equacao cartesiana da elipse de semieixo maior a e
a’ b

semieixo menor b que tem focos A(-c, 0) e B(c, 0), onde ¢ = Va®> — b?, e designa-la por "equacéo

(cartesiana) reduzida da elipse".
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11. +Reconhecer, dado um plano munido de um referencial ortonormado e uma reta » do plano de equa-

cdo reduzida y = ax + b (a,b € R), que os dois semiplanos abertos (respetivamente fechados) deter-
minados por » tém por inequagdes cartesianasy >ax+b ey <ax+ b (respetivamente y>ax+bey < ax
+ b) e designa-los respetivamente por "semiplano superior” e "semiplano inferior" em relagéo a reta r.

12. Reconhecer, dado um plano munido de um referencial ortonormado e uma reta » do plano de equacéo

cartesiana x = ¢ (c € R), que os dois semiplanos abertos (respetivamente fechados) determinados
por r tém por inequagdes cartesianas x > ¢ e x < ¢ (respetivamente x > ¢ e x < ¢) e designa-los respe-
tivamente por "semiplano a direita" e "semiplano a esquerda" da reta r.

13. Justificar, fixada uma unidade de comprimento, dado um plano munido de um referencial ortonor-

mado, que a inequagao (x - a)2 + (y - b)2 <7 (a,b eR,r > O) é uma inequacao do circulo de centro
C(a, b) e de raio r.

2. Resolver problemas

1.

+Resolver problemas envolvendo a nocao de distancia entre pontos do plano, e equagdes e inequacdes
cartesianas de subconjuntos do plano.

Calculo vetorial no plano
3. Operar com vetores

1.

5.
6.

Identificar, fixada uma unidade de comprimento e dado um vetor v, a "norma do vetor ¥" como a medida
do comprimento de um segmento orientado representante de v e representa-la por |y,

. Identificar, dado um vetor v e um nimero real (também designado por "escalar") 4, o "produto de v por

A" ("Av") como o vetor de norma Il (fixada uma mesma unidade de comprimento para o calculo das
normas), com a direcao e sentido de v se v = 0 e 1> 0 e com a direcdo de ¥ e sentido contrario ao de ¥
se v # 0e A< 0, justificar que 4v ndo depende da unidade de comprimento fixada e que (~1)v = v, vetor
simétrico de v.

. Justificar, dado um vetor v ndo nulo, que um vetor z é colinear a v se e apenas existir um nimero real

Atal que # = Av, e que, nesse caso, A& unico.

. Justificar, dados vetores u e v, que existe um e somente um vetor w tal que w + v = i, provando que

w =1 + (-v), designar w por "diferenca entre i e v" e representa-lo por "i — v".
+Reconhecer, dado um vetor v e nimeros reais Ae u, que (A+ u)v = AV + uv.

+Reconhecer, dados vetores i e ¥ e nUmeros reais e u que A(u + V) = A + Av e A(uii) = (Au)i.

4. Operar com coordenadas de vetores

12

1.

+Reconhecer, fixada uma unidade de comprimento, um plano munido de um referencial ortonormado
de origem O e um vetor v do plano que, sendo X(1, 0), Y(0, 1), &, = OX e €, = OY, existe um e somente um
par ordenado (v, e v,) de niUmeros reais tais que ¥ = v, &, + v, &,, por esse motivo designar o par ordenado
(é,, &,) por uma "base do espaco vetorial dos vetores do plano”, (v;, v,) por "coordenadas do vetor v (na

base (¢, &,) )" e representar por "v(v;, v,)" 0 vetor v de coordenadas (v;, v,).

. Identificar, fixado um plano munido de um referencial ortonormado de origem O e dado um ponto 4,

o "vetor-posicéo do ponto 4" como o vetor O4 e justificar que as coordenadas do vetor posigéo de um
dado ponto coincidem com as coordenadas do ponto.

. Justificar, fixado um plano munido de um referencial ortonormado e dados vetores i(u;, u,) € ¥(v;, v,) € um

numero real 4, que o vetor i + v (respetivamente i — V) tem coordenadas (u; + vy, u, + v,) (respetivamente
(u,—vy,u,—v,)),queovetor dutem coordenadas (Auy, Au,), que o vetor simétricodo vetor i (uy, u,) temcoordenadas
(-uy, —u,) € que dois vetores ndo nulos sao colineares se e somente se as respetivas coordenadas forem
todas ndo nulas e os quocientes das coordenadas correspondentes forem iguais, ou as primeiras ou
segundas coordenadas de ambos os vetores forem nulas.
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Justificar, fixado um plano munido de um referencial ortonormado e dados pontos 4(a;, a,) € B(b,, b,)
que o vetor 4B tem coordenadas (b, - a,, b, — a,), comegando por justificar que 4B = OB - O4 , identificar,
a "diferenca entre os pontos B e 4" como o vetor AB, representa-la por "B - A" e justificar que, para todo
o vetor v e para quaisquer pontos 4 e Bdo plano,B-4A=v< B=A4 + .

. Justificar, fixado um plano munido de um referencial ortonormado e dado um ponto 4 (a,, a,) e um vetor

v(vy, v,) desse plano, que o ponto 4 + v tem coordenadas (a, + vy, a, + v,).

. Justificar, fixada uma unidade de comprimento e um plano munido de um referencial ortonormado que

para qualquer vetor 5(v,, v,), [Ifll = yv,2 + v,* .

5. Conhecer propriedades dos vetores diretores de retas do plano

1.

2.
3.

Identificar, dado um vetor v ndo nulo e uma reta r, v como "tendo a direcdo de " quando r tiver a direcéo
das retas suporte dos segmentos orientados que representam v.

Designar por "vetor diretor" de uma dada reta r qualquer vetor ndo nulo com a mesma direcao do que 7.

Provar, fixado um plano munido de um referencial ortonormado e uma reta r ndo vertical de declive m,

gue o vetor v(a, b) é vetor diretor de r se e somente se a # 0 e m = —, e que, em particular, o vetor de
. . a

coordenadas (1, m) é vetor diretor da reta r.

. Justificar, fixado um plano munido de um referencial ortonormado, que os vetores diretores das retas

verticais sao os vetores v(0, b), b = 0.

. Justificar, fixado um plano munido de um referencial ortonormado, que dada uma reta » de vetor dire-

tor v, os pontos de r sdo os pontos P =4 + v, t € R, onde 4 é um qualquer ponto de r, e designar esta
equacao por "equacgao vetorial da reta r".

. Justificar, fixado um plano munido de um referencial ortonormado e dados «;, a,, v;, v, € R, que um

ponto P(x, y) pertence a reta r de vetor diretor ¥(v,, v,) passando pelo ponto A(a;, a,) Se e somente se
existir t € R tal que x = g, + tv; A y = a, + tv,, € designar este sistema por "sistema das equagdes pa-
ramétricas da reta "

6. Resolver problemas

1.
2,
3.

+Resolver problemas envolvendo a determinagao das coordenadas de vetores do plano.
+Resolver problemas envolvendo a colinearidade de vetores do plano.

+Resolver problemas envolvendo equacdes vetoriais, paramétricas e cartesianas de retas do plano.

Geometria Analitica no espaco

7. Definir referenciais cartesianos do espaco

1.

Identificar um "referencial (cartesiano) ortonormado do espaco” (ou simplesmente "referencial carte-
siano") como um terno ordenado de retas numéricas que se intersetam nas respetivas origens, duas
a duas perpendiculares e com unidades de comprimento coincidentes com uma mesma unidade de
comprimento pré-fixada, designar a origem comum das trés retas por "origem do referencial”, a pri-
meira reta por "eixo das abcissas", a segunda por "eixo das ordenadas", a terceira por "eixo das cotas",
genericamente cada uma delas por "eixo coordenado" e, se for representada por "O" a origem do re-
ferencial, representar estes trés eixos respetivamente por "Ox", "Oy" e "Oz" e o referencial por "Oxyz".

. Designar, dado um ponto P e uma reta r, por "projecado ortogonal de P sobre 7" como o préprio ponto P

quando P pertencer a r e como o pé da perpendicular tragada de P para r no caso contrario, reconhe-
cendo que é a intersecdo com » do plano normal a » passando por P.

. Designar, dado um referencial ortonormado e um ponto P de projegdes ortogonais P, no eixo das ab-

cissas, P, no eixo das ordenadas e P., no eixo das cotas, por "abcissa de P", "ordenada de P" e "cota
de P" respetivamente a abcissa de P,, de P, e de P, nas respetivas retas numeéricas, e o terno ordenado
destes trés valores por "coordenadas de P".

Materiais de Apoio & Implementaco do Novo Programa e Metas Curriculares 13



Metas Curriculares - GAT0

4. Designar por "planos coordenados” os trés planos determinados por dois dos eixos coordenados, re-

presentd-los por "x0y", "xOz" e "yOz" consoante os eixos coordenados que contém, e reconhecer que
sao perpendiculares dois a dois.

5. +Reconhecer, dado um referencial ortonormado e um terno ordenado de numeros reais (x, y, z), que
existe um e apenas um ponto P com essas coordenadas e representa-lo por "P(x, y, z)".

6. +Reconhecer, dado um referencial ortonormado e um ponto P(aq, b, ¢) de projecao ortogonal P'no plano
xOy que, nesse plano, munido do referencial constituido pelos eixos Ox e Oy, P’tem coordenadas (a, b)
e enunciar resultados analogos para os planos xOz e yOz.

8. Definir analiticamente conjuntos elementares de pontos do espaco

1. Justificar, dado um referencial ortonormado do espago e a € R, que x = a € uma equacao cartesiana do
plano paralelo ao plano coordenado yOz que interseta o eixo das abcissas no ponto 4(a, 0, 0) e deter-
minar as equagoes dos planos paralelos aos planos coordenados xOz e xOy.

2. Justificar, dado um referencial cartesiano do espaco e a, b € R que o conjunto dos pontos P(x, y, z) cujas
coordenadas satisfazem o "sistema de equacgdes cartesianas"” x =a A y = bé areta paralela ao eixo das
cotas que interseta o plano coordenado xOy no ponto A(a, b, 0) e determinar sistemas de equacdes
cartesianas de retas paralelas ao eixo das abcissas e ao eixo das ordenadas.

3. +Provar, fixada uma unidade de comprimento e dados um referencial ortonormado do espaco e pontos

A(ay, a,, a;) € B(b,, by, by),que amedida da distancia entre 4 eBéiguala\/(b1 -a )2 + (b2 -a, )2 + (b3 - a, )2
e representa-la por "d(4, B)".

4. Determinar, dado um referencial ortonormado do espago e as coordenadas de dois pontos 4 e B do
espaco, uma equacao do plano mediador do segmento de reta [4B] na forma ax + by + cz + d = 0,
a, b, c,de R,

5. Justificar, fixada uma unidade de comprimento e dados um referencial ortonormado do espago, um
ponto A(a;, a,, a;) € um nimero r > 0, que (x -a )2 + (y -a, )2 + (z - a3) = v’ é uma equacao carte-
siana da superficie esférica de centro 4 e de raio r, e designd-la por "equacao (cartesiana) reduzida da
superficie esférica".

6. Justificar, fixada uma unidade de comprimento e dados um referencial ortonormado do espaco, um
ponto 4(a,, a,, a;) e um numero > 0, que (x -a )2 + (y - a, )2 + (z - a, )2 < r? é uma inequacéo carte-
siana da esfera de centro 4 e de raio r, e designa-la por "inequacao (cartesiana) reduzida da esfera".

Calculo vetorial no espaco
9. Definir vetores do espaco

1. Designar um par de segmentos orientados do espago por "equipolentes" quando sdao complanares e
equipolentes num plano que os contenha.

2. Saber que um "vetor do espaco” fica determinado por um segmento orientado do espago de tal modo
gue segmentos de reta equipolentes determinam o mesmo vetor e segmentos de reta nao equipolen-
tes determinam vetores distintos.

3. Estender do plano ao espaco a definicdo de norma de um vetor, de adigdo de um ponto com um vetor, de
translagao de um dado vetor e as operagdes de subtragao de dois pontos, de adigao e subtragao de veto-
res, de multiplicacdo de um vetor por um escalar e as respetivas propriedades geométricas e algébricas.

10. Operar com coordenadas de vetores do espaco
1. +Reconhecer, fixado um referencial ortonormado no espago de origem O e um vetor v que, sendo
X(1, 0, 0), Y(0, 1, 0), Z(0, 0, 1), &, = OX, é, = OY, é, = OZ, existe um e somente um terno
ordenado (v, v,, v;) de nUmeros reais tais que v = v, &, + v, é, + v, &, designar o terno ordenado
(é,, é,, é,;) por uma "base do espago vetorial dos vetores do espago”, (v;, v,, v;) por "coordenadas do vetor
v (na base (é,, é,, &))" e representar por "v(v;, v,, v5)" 0 vetor v de coordenadas (vy, v,, v,).
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2. Estender do plano ao espago a definigdo do vetor posi¢cao de um ponto e a identificagao das respetivas
coordenadas, as férmulas para o célculo das coordenadas da soma e da diferenca de vetores, do pro-
duto de um vetor por um escalar, do simétrico de um vetor, da diferenca de dois pontos, da soma de
um ponto com um vetor e da norma de um vetor, e o critério de colinearidade de vetores através das
respetivas coordenadas.

3. Estender do plano ao espaco a definicdo e propriedades das equagdes vetoriais e sistemas de equagdes
paramétricas de retas.

11. Resolver problemas

1. +Resolver problemas envolvendo a nocao de distancia entre pontos do espaco, equacoes e inequacdes
cartesianas de subconjuntos do espago.

2. +Resolver problemas envolvendo calculo vetorial no espaco.
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FUNGOES REAIS DE VARIAVEL REAL FRVR10

Generalidades acerca de funcgoes
1. Definir a composicéo de funcoes e a funcdo inversa de uma funcdo bijetiva

1. |dentificar, dados conjuntos 4 e B, o "produto cartesiano de 4 por B" como o conjunto {(a, b)) :a€ 4 A
b € B} dos pares ordenados (a, b) tais que a e b pertencem, respetivamente a 4 e a B e representa-lo
por "4 x B",

2. Reconhecer que um conjunto G — 4 x B é o grafico de uma funcdo de 4 em B quando e apenas quando
para todo o0 a € 4 existir um e somente um elemento b € B tal que (a, b) € G.

3. Identificar, dados conjuntos 4 e B, uma fungéo f: 4 » B um conjunto C, a "restrigdo de fa C" como a
funcdof1.: Cn A4~ Btalque, Vxe C N4, fl.(x) =flx).

4. |dentificar, dados conjuntos 4 e B, uma funcéo f: 4 » Be C c 4, 0 "conjunto imagem de C por /" como o
conjunto f{C) ={y € B: 3x € C:y = f{x)} das imagens por f'dos elementos de C, representa-lo também
por "{f(x): x e C}".

5. |dentificar, dados conjuntos 4 e B, uma funcéo f: 4 » B como "injetiva" se para todos os x, e x, perten-
centes a 4, x; # x, = f(x;) #f(x,) (ou, de modo equivalente, f(x;) = f(x,) =x, = x,) e designar também uma
tal funcéo por "injegdo de 4 em B".

6. Identificar, dados conjuntos 4 e B, uma fungao f: 4 > B como "sobrejetiva" se para todo o y pertencente
a B, existir um elemento x pertencente a 4 tal que y = f(x) e reconhecer que uma funcao é sobrejetiva

se e somente se coincidirem os respetivos contradominio e conjunto de chegada e designar também
uma tal funcao por "sobrejecdo de 4 em B" ou por "funcéo de 4 sobre B".

7. |dentificar, dados conjuntos 4 e B, uma funcéo f: 4 - B como "bijetiva" se for simultaneamente injetiva
e sobrejetiva e designar também uma tal funcgdo por "bije¢do de 4 em B".

8. Identificar, dadas fungBes f: D> 4 e g: D, > B, a "fung@o composta de g com /" como a fungéo g o f:
Dy s~ B, tal que Dy, s={x € Dy flx) € D} e Vx € Dy, 4 g 0 fix) = g{flx)) e designa-la também por
"g composta com /", "g apos /" ou "f'seguida de g".

9. Designar, dado um conjunto A4, por "fungao identidade em 4" a fungado Id,: 4 » A4 tal que Vx € 4,
Id4(x) = x e justificar que se trata de uma fungao bijetiva.

10. Justificar, dados conjuntos 4 e B e uma fungao f: 4 - B bijetiva, que para todo o y pertencente a B
existe um e apenas um elemento x pertencente a 4 tal que f{x) = y e, representando-o por Xy designar
por “fungdo inversa de /" a fungdo f:: B > A tal que Vy € B, f'(y) = x,.

11. +Reconhecer, dada uma funcgao f: 4 - B bijetiva, que /7 é bijetiva e que (%) = fe designar também
/7 por "bijecao reciproca de 1"

12. Reconhecer, dada uma funcéo f: 4 - B, que f'é bijetiva se e somente se existir uma funcéo g: B - 4,
talque V(x,y) € 4 x B,y =f(x) © x=g(»).

13. Justificar que uma fungédo f: 4 > B é bijetiva se e somente se existir uma funcéo g: B > 4 tal que
gof=1d,efog=1dze que, nesse caso, g=f"
Generalidades acerca de fungdes reais de variavel real

2. Relacionar propriedades geométricas dos grdficos com propriedades das respetivas funcoes

1. Designar por "funcao real de varidvel real" uma funcdo cujo dominio e conjunto de chegada estdo
contidos em R.
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2. Saber, dada uma expressao f(x), que se convenciona, quando nada for indicado em contrario, que essa
expressao representa a fungdo fcom conjunto de chegada igual a R e dominio constituido por todos os
ndmeros reais a para 0s quais fica representado um nimero real pela expressao que se obtém subs-
tituindo todas as ocorréncias de x em f{x) por um simbolo representando o nimero a, designar, nesse
caso, a expressao f{x) por "expressao analitica de 1" e este processo de caracterizar f por "definigao
(analitica) de f'pela expressao f(x)".

- Identificar uma fung&o real de variavel real fcomo "par” se, para todo o x € Dy, —x € Dy e fl-x) = f{x).
. Identificar uma funcéo real de variavel real fcomo "impar” se, para todo o x € Dy, =x € Dy e fl-x) = —f(x).

- Justificar, dada uma fungédo real de variavel real impar f, que, se 0 € Dj; entdo f{0) = O.

O g N W

. +Reconhecer, dado um plano munido de um referencial ortogonal, que uma dada funcao é par se e
somente se o eixo das ordenadas for eixo de simetria do respetivo grafico cartesiano.

7. +Reconhecer, dado um plano munido de um referencial cartesiano, que uma dada funcao é impar se
e somente se o respetivo grafico cartesiano for "simétrico relativamente a origem O do referencial”,
isto é, se e somente se a imagem do grafico pela reflexdo central de centro O coincidir com o préprio
grafico.

8. +Reconhecer, dada uma funcéo real de varidvel real bijetiva e um plano munido de um referencial
monométrico, que os graficos cartesianos das fungdes f'e f*sdo aimagem um do outro pela reflexao
axial de eixo de equagao y = x.

9. Reconhecer, dados uma funcao real de varidvel real f, um nimero real ¢ e um plano munido de um
referencial cartesiano, que o grafico cartesiano de uma fungéo g definida em D, = Dpor g(x) = f{x) + ¢
¢ aimagem do grafico cartesiano de fpela translagao de vetor (0, ¢).

10. +Reconhecer, dados uma fungéo real de variavel real £, um nimero real ¢ e um plano munido de um
referencial cartesiano, que o grafico cartesiano de uma funcgao g definida por g(x) = f{x — ¢) no conjunto
Dg={x+cixe Djéaimagem do grafico cartesiano de fpela translagdo de vetor u(c, 0).

11. Designar, dado um plano munido de um referencial ortogonal e um nimero 0 < a < 1
(respetivamente a > 1) , por "contracdo vertical (respetivamente dilatagéo vertical) de coeficiente ¢" a
transformacao & do plano que ao ponto P(x, y) associa o ponto &(P) de coordenadas (x, ay).

12. Reconhecer, dados uma funcgao real de variavel real f, um nimero 0 < a < 1 (respetivamente a > 1) e
um plano munido de um referencial ortogonal, que o grafico cartesiano de uma fungéo g definida em
Dypor g(x) = af(x) € aimagem do grafico cartesiano de f pela contragéo vertical (respetivamente pela
dilatagao vertical) de coeficiente a.

13. Designar, dado um plano munido de um referencial ortogonal e um nimero 0 < a < 1
(respetivamente a > 1), por "contragéo horizontal (respetivamente dilatagao horizontal) de coeficiente
a" a transformacao & do plano que ao ponto P(x, y) associa o ponto J(P) de coordenadas (ax, y).

14. Reconhecer, dados uma funcdo real de varidvel real f; um nimero 0 < a < 1 (respeti-
vamente a > 1) e um plano munido de um referencial ortogonal, que o grafico carte-

siano de uma funcéo g definida em D, = {f: xe Df} por g(x) = flax) é a imagem do gréfico car-
a
tesiano de f pela dilatacdo horizontal (respetivamente pela contragao horizontal) de coeficiente 1.

a

15. Reconhecer, dada uma funcdo real de varidvel real f'e um plano munido de um referencial ortogonal,

que o grafico cartesiano de uma fungéo g definida em D, = D, por g(x) = -f{x) € a imagem do grafico
cartesiano de f'pela reflexao de eixo Ox.

16. Reconhecer, dada uma funcgao real de variavel real fe um plano munido de um referencial ortogonal,
que o grafico cartesiano de uma fungéo g definida em D, = {-x: x € D/ por g(x) = f{-x) € a imagem do
grafico cartesiano de f pela reflexdo de eixo Oy.
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3. Identificar intervalos de monotonia de funcées reais de varidvel real

1. Identificar, dada uma fung&o real de variavel real f'e 4 c Dj; fcomo "(estritamente) crescente em 4"
(ou simplesmente "(estritamente) crescente” se 4 = D) se para quaisquer dois elementos x, e x, de 4,
se x; < x, entéo f(x;) < f(x,).

2. |dentificar, dada uma fung&o real de variavel real fe 4 = D; fcomo "(estritamente) decrescente em 4"
(ou simplesmente "(estritamente) decrescente” se 4 = D)) se para quaisquer dois elementos x; e x, de
A, se x; < x, entdo flx;) > flx,).

3. Identificar, dada uma func&o real de variavel real f'e 4 = Dj; fcomo "crescente, em sentido lato, em 4"
(ou simplesmente “crescente, em sentido lato" se 4 = D) se para quaisquer dois elementos x; e x, de
A, se x; < x, entéo f(x;) < f(x,).

4. |dentificar, dada uma funcéo real de variavel real f'e 4 c Dj; fcomo "decrescente, em sentido lato, em
A" (ou simplesmente "decrescente, em sentido lato" se 4 = D)) se para quaisquer dois elementos x, e
x, de 4, se x; < x, entdo flx;) = f(x,).

5. Identificar, dada uma fung@o real de variavel real fe 4 = Dy fcomo "(estritamente) mondtona em 4" (ou
simplesmente "(estritamente) mondtona” se 4 = D)) se for (estritamente) crescente ou (estritamente)
decrescente em 4 e fcomo "mondtona, em sentido lato, em 4" (ou simplesmente "mondtona, em sen-
tido lato" se 4 = Df) se for crescente ou decrescente, em sentido lato, em 4.

6. Identificar, dada uma fungao real de variavel real , um "intervalo de (estrita) monotonia de /" como um
intervalo / c Dstal que f1; é (estritamente) mondtona.

7. ldentificar, dada uma fungao real de variavel real e 4 c Dy, fcomo “constante em A" se para quaisquer
elementos x, e x, de 4, flx;) = f(x,).

8. Demonstrar que uma funcao afim definida por f{x) = ax + b é estritamente crescente (respetivamente
decrescente) em R se e somente se a > 0 (respetivamente a < 0).

9. Demonstrar que, dada uma fungéo quadratica da forma f{x) = ax? se a > 0 ent&o f'é decrescente em
]-<0, 0] e crescente em [0, +o=[ e que, se a < 0, entdo /'€ crescente em |-, 0] e decrescente em [0, +oo].

4. Identificar extremos de funcoes reais de varidvel real

18

1. Designar, dada uma fungéo f de dominio Dye valores em R, um nuimero real M como "majorante de /"
(respetivamente "minorante de /") quando Vx € Dy f(x) < M (respetivamente Vx € D f(x) 2 M), referindo
a funcéo fcomo "majorada” (respetivamente "minorada") quando admitir um majorante (respetiva-
mente um minorante).

2. Designar por "limitada" uma fungao simultaneamente majorada e minorada.

3. Designar por "minimo absoluto” (respetivamente por "maximo absoluto") de uma funcao real de va-
riavel real um valor f{a) do contradominio de f'tal que Vx € Dj fla) < fix) (respetivamente Vx € Dy
fla) = f(x)) e designar por "extremos absolutos de /" os maximos absolutos e os minimos absolutos de f.

4. Designar, dados um numero real x,e um ndmero real positivo r, por "vizinhanca r de x," o intervalo
Jxg =1 xo + r[ € representa-la por "V, (x,)".

5. Referir que uma funcéo real de varidvel real "atinge um minimo relativo (ou local)" (respetiva-
mente "atinge um maximo relativo (ou local)") em a e quuando existe » > 0 tal que Vx € Dy V.(a),
Ma) < flx) (respetivamente, Vx € D, V,(a), fla) 2 fix)) e designar fla) por "minimo relativo (ou local)"
(respetivamente "maximo relativo (ou local)") de e a por um "minimizante" (respetivamente por um
"maximizante") de f.

6. Identificar, dada uma funcao real de varidvel real f, o grafico de fcomo "tendo a concavidade (estrita-
mente) voltada para cima" (respetivamente como "tendo a concavidade (estritamente) voltada para
baixo") num dado intervalo / < Dy se dados quaisquer trés pontos P, O e R do gréfico, de abcissas em
Itais que x,, < x,, < x,, 0 declive da reta PQ ¢ inferior (respetivamente superior) ao da reta QOR.
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7. Saber que uma funcao real de varidvel real tem a concavidade (estritamente) voltada para cima (res-
petivamente para baixo) num dado intervalo / c D, se e somente se dados quaisquer dois pontos P e Q
do gréfico, de abcissas em 1, a parte do grafico de fde abcissas estritamente situadas entre as abcissas
de P e Q ficar “abaixo” (respetivamente “acima") do segmento de reta [PQ].

8. +Reconhecer, dado um numero real ndo nulo a, que o grafico da funcéo f definida pela expressao
flx) = ax? tem, em ]—eo, +oo[, @ concavidade voltada para cima se a > O e voltada para baixo se a < 0.

5. Estudar funcoes elementares e operacoes algébricas sobre funcoes

1. Esbocar o grafico de fungdes quadraticas, comegando por representd-las por expressoes da forma
a(x - b)? + c e identificando os intervalos de monotonia, o extremo absoluto, as eventuais raizes e o
sentido da concavidade dos respetivos graficos.

2. |dentificar uma fungéo f: Dy = R para a qual séo dados um numero natural n > 1, uma parti¢ao
Ay, 4y ..., 4, de Dy e n expressoes fi(x) (1 < j < n) tais que para todo o e para todo o x € 4, flx) = f(x)
como "estando definida por ramos pelas expressdes f;(x), respetivamente nos conjuntos 4; (1 <j < n)".

3. Esbocar o gréafico de fungdes definidas por f{x) = alx— bl + ¢ (a, b, c € R, a # 0) interpretando geometri-
camente os valores a, b e c.

4. Justificar que a fungao f: R;, » R definida por f{x) = x2 é bijetiva e que para todo o x € Ry, f*(x) = \/;

5. Justificar que a fungdo f: R - R definida por flx) = x% é bijetiva e que para todo o
xe R, fx) = %/;

6. Determinar o dominio e esbogar o gréafico de fungdes definidas analiticamente por fix) =aNx - b + ¢
(a,b,ce R,ne{2,3}, a=0).

7. ldentificar "funcdo polinomial" como uma funcgdo que pode ser definida analiticamente por um polino-
mio com uma so variavel.

8. Esbocar o gréfico de fungbes definidas por ramos envolvendo fungdes polinomiais até ao 3.2 grau,
maddulos e radicais quadrados e cubicos.
9. Identificar, dadas fungbes f: Dy~ R, g: D, » R, um nimero real o. e um numero racional , as fungbes
S+ g Dy D, > R ("soma de fcom g"), fg: Dy D, > R, ("produto de fpor g"), i: D, » R ("quo-
' ' g
ciente de f'por g", onde D, = Dy {x € D, : g(x) # 0}), o D, > R ("produto de f'pelo escalar o) e /™

8
Dy~ R ("poténcia de expoente r de /", onde Dy € o conjunto dos numeros reais x para os quais esta

definido f{x)), como as fungbes com os dominios e conjunto de chegada indicados, definidas, para
cada elemento x do respetivo dominio, respetivamente por (' + g)(x) = flx) + g(x), (f2)(x) = flx)g(x),

L= 22

Tl (o) (x) = af (x) e f7(x) = fx)", podendo utilizar-se, para representar as poténcias de expoente
8 gx

racional, as notagdes envolvendo raizes.
6. Resolver problemas
1. +Resolver equacdes e inequacgdes envolvendo as fungdes polinomiais e a composigdo da fungdo médulo
com funcgdes polinomiais.
2. +Resolver equacdes e inequagdes envolvendo as fungdes raiz quadrada e raiz cubica.

3. +Resolver problemas envolvendo as propriedades geométricas dos graficos de funcdes reais de va-
riavel real.

4. +Resolver problemas envolvendo as fungdes afim, quadratica, raiz quadrada, raiz cubica, modulo, fun-
coes definidas por ramos e a modelagao de fenémenos reais.

5. +Resolver problemas envolvendo a determinacdo do dominio de funcdes obtidas por aplicacao de
operacgdes algébricas a fungdes dadas.
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ESTATISTICA ESTI0

Caracteristicas amostrais

1. Manipular o sinal de somatorio

1.

. Reconhecer, dado pe N e sequéncias de numeros reais (x;)

Designar, dado p € N e uma sequéncia de numeros reais (x,, x,, ..., X,), @ SOMa x; +x, + ... + x, por "so-
matorio de 1 a p dos x;" (ou por "soma dos p termos da sequéncia”, quando esta designagado nao for
ambigua), representa-la por "Zf:lxl.", designar o simbolo "Y." por "sinal de somatdrio” e, paral <m<p,
representar também por "Y.7 x."asomax,, + x, + .+ x, ("somatdrio de m a p dos x;").

=m 1

- Reconhecer, dados pe N, Ae R e uma sequéncia de nimeros reais (x,, x,, .., x,), que a igualdade

P (Ax,) = AX.P . x. representa, no formalismo dos somatdrios, a propriedade distributiva da multi-
i=1 i =171

plicacdo relativamente a adicéo aplicada ao produto de A pela soma das p parcelas x;, x,, ..., X,,

. Reconhecer, dados p € N, uma sequéncia de nimeros reais (x, x,, ..., xp) e um numero natural » tal que

n <p, que aigualdade ¥/ x, = X" x, + > . x representa, no formalismo dos somatdrios, uma
aplicacao da propriedade associativa da adigdo a soma das p parcelas x;, x,, ..., x

-
L<isp e (yi)lgiSP' gue a igualdade
{’Zl(xl. + yl.) = lexi + Zleyi representa, no formalismo dos somatdrios, uma aplicagao das pro-
priedades associativa e comutativa da adi¢@o a soma das p parcelas x; +y;, x, + yy, ... X, + ),

2. Utilizar as propriedades da média de uma amostra

2

1. Interpretar uma dada varidvel estatistica quantitativa em determinada populagdo como uma funcéo

numeérica definida na populacao, cujo valor em cada unidade estatistica é o valor que mede a caracte-
ristica em estudo nesse elemento da populacao.

. Representar, dada uma varidvel estatistica quantitativa x em determinada populacdo e uma amostra

A de dimensdo n e N dessa populagao cujos elementos estdo numerados de 1 a n, por "x;" o valor da
varidvel x no elemento de 4 com o ndmero i, por "x" a sequéncia (x, x,, ..., x,,), designa-la por "amos-
tra da varidvel estatistica x" ou simplesmente por "amostra” e por "valores da amostra" os valores

x;, 1 <i<n, sempre que estes abusos de linguagem nao forem ambiguos.

. Representar, dado ne N e uma amostra y = (x,, x,, .., x,,) de uma varidvel estatistica, por "x " a média

n

.. X
Q, designando-a igualmente por "média da amostra x" sempre que este abuso de linguagem nao
n

for ambiguo.

. Representar,dadon € N eumaamostray = (x,, x,, ...,x,,) commvalores (L<m < n), por "x" 0 conjunto dos valo-

res da amostra, por x,, X,, ..., X,, 0s elementos de X, por "n;" (L <j <m) o cardinal do conjunto {i € {1, ..., n}:
x; = X;}, designar n; por "frequéncia absoluta do valor x,"
2)11 jz_ n

X = M designando esta ultima igualdade por "férmula da média para dados agrupados”.
n

, e justificar que ZT:lnj =n e que

. Representar, dado n e N, uma amostra x = (x;, x,, ..., x,,) € humeros reais % e a, por "ax + h" a amostra

y = (ax, + h, ax, + h, ..., ax, + h) e justificar que y = ax + h.

. Interpretar, dado n e N e uma amostra x= (x,, x,, ..., x,,), a média de x como a abcissa do centro de gra-

vidade de um segmento de reta no qual se colocou, para cada valor x; da amostra, um ponto material
no ponto de abcissa ¥; de massa igual a respetiva frequéncia absoluta ;.

. Reconhecer que o valor da média de uma amostra x= (x, x,, ..., x,,) nunca se mantém quando, para um

dadoie {1, ..., n}, se altera o valor x;, e referir, por essa razao, que a média é uma caracteristica amostral
"com pouca resisténcia”.
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3. Definir e conhecer propriedades da vari@ncia e do desvio-padréo de uma amostra

1. Designar, dado n e N, uma amostrax = (x, x,, .., x,,) € i € {1, ..., n}, por "desvio de x;em relacdo a média"
a quantidade x; - x, representa-la por "d;" e provar que 2?:1"1,- =0.

2. +Representar dadon e N e uma amostray = (x, x,, ..., x,,), por "SS," a soma Z:’:l(xl. - 3?)2 dos quadrados
dos desvios dos x; em relagéo a media e reconhecer que SS = = l'.’zlxl.2 — nx >

3. +Reconhecer, dado ne N e uma amostra x = (x, x,, ..., X,,), que € possivel calcular d, em funcao de d,,
d,, ..., d,_, mas que d, s6 fica determinado se for conhecida a totalidade desses n — 1 desvios, e referir,
por esta razao, que "SS, tem n -1 graus de liberdade".

4. Justificar, dado n e N e uma amostra x= (x;, x,, ..., x,,), que SS, = 0 se e somente se x; =x,=... = x,,

5. Justificar, dado n € N, uma amostra x = (x,, x,, ..., x,,) € nimeros reais % e a, que se y = x+ i (respetiva-

mente y = ax) entdo SS,, = SS, (respetivamente SS,, = o’SS,).
~ 2

" (fcj - )_c) n;, onde %, Xy, ..., X,

6. Justificar, dado neN e uma amostra y = (x;, x,, ..., x,), que S§_ = >

Jj=1
representam os m valores da amostra y e n; a frequéncia absoluta de ;.
SS
7. Designar,dadone N (n>1) e uma amostray = (x;, x,, ..., X,,), Sx2 = xl por "varidncia da amostrax” e
n—
Ss.x n H ~ "
s, = por "desvio-padrao da amostra x".
n—-1
8. Justificar, dadoneN (rn>1) eumaamostray = (x;, x,, ..., x,), que s, = 0 se e somente se x; =x, = ... =Xx,,

9. Justificar, dados ne N (» > 1), uma amostra y = (x, x,, ..., x,,) € nUmeros reais 4 e a, que se y =x + h
(respetivamente y= ox) entdo s, = s, (respetivamente s, = lals,).

10. Reconhecer, dada uma varidvel estatistica quantitativa x em determinada populagao, uma amostra 4
de dimensao n > 1 dessa populagdo e sendo x= (x;, x,, ..., x,,) uma amostra correspondente da varidvel
estatistica x, que para todo o k£ > 0 a percentagem dos elementos da amostra 4 nos quais os valores

., e n . s . . o 1
da variavel estatistica tém desvios em relagdo a média superiores a k desvios-padréo € inferior a —
k

e interpretar este resultado como tradugdo quantitativa da afirmag&o segundo a qual o par (x, s,)
reflete a distribuigcdo dos valores da amostra y em termos de “localizagédo” e de “dispersao”.

11. Reconhecer que para comparar a “dispersao” dos valores dos elementos de duas ou mais amostras
em torno da média, faz sentido comparar as respetivas variancias (ou os respetivos desvios-padrao),
sempre que a caracteristica quantitativa em andlise seja a mesma nas diversas amostras e que a
respetiva medida esteja calculada na mesma unidade.

12. Saber, dada uma populacdo, que existem critérios que conduzem a recolha de amostras cujas médias
e desvios-padrao sdo consideradas boas estimativas da média e do desvio-padréo da populacgao.

4. Definir e conhecer propriedades do percentil de ordem k

1. Designar, dado ne N e uma amostra x = (x;, x,, ..., x,,), por "amostra x ordenada” a sequéncia (x;, X ...,
X)) tal que x;, < x, < ... < x4, COM 0s Mesmos valores que a amostra y, cada um deles figurando na
sequéncia um nuimero de vezes igual a respetiva frequéncia absoluta enquanto valor da amostra y.

2, Designar, dado n € N, uma amostra x = (x;, x,, ..., x,,) € um numero natural & do intervalo ]0, 100], por

"percentil de ordem k" o valor maximo da amostra se k= 100, a média dos elementos de ordem kn. e
100

kn. +1 na amostra ordenada se k+ 100 e kn. for inteiro, e nos restantes casos, o elemento de ordem
100 100

[ﬂ
100
ndmero natural inferior ou igual a x) e representa-lo por "P;".

+1 na amostra ordenada, (onde, para xR, "[x]" designa a "parte inteira de x", ou seja, o maior
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3. Reconhecer,dadon e N e uma amostray = (x;, x,, ..., x,,), que P, é igual a mediana de y e saber que tam-
bém é usual definir o primeiro e o terceiro quartil de modo a coincidirem, respetivamente, com Py e P...
4. Designar, dados numeros naturais n e k, k < 100, uma sequéncia crescente de nimeros reais
(a3, a,, ..., a,,) € um conjunto de dados quantitativos organizados nos intervalos de classe [a;, a; [, que
se supdem de igual amplitude ~» > 0, por "percentil de ordem k", o nimero x tal que

L-1 _ kn . L-1 khn
-1 (al.Jr1 - “i)”i + (x - aL)nL = oo ;11(“,41 - al.)ni,ou seja, tal que hY ;5 n, +(x - aL)nL = 100
onde #; é a frequéncia absoluta do intervalo de classe [q;, g; , ;[ € L € 0 maior nimero natural tal que
L-1 kn
Yon < —.
=17 100

5. Resolver problemas

1. +Resolver problemas envolvendo a média e o desvio-padrao de uma amostra.

2. +Resolver problemas envolvendo os percentis de uma amostra.
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Caderno de Apoio

Introdugéo

Este Caderno de Apoio constitui um complemento ao documento Metas Curriculares de Matematica do
Ensino Secundéario — Matematica A. Na elaboracdo das Metas Curriculares utilizou-se um formato preciso
e sucinto, ndo tendo sido incluidos exemplos ilustrativos dos descritores. Neste documento apresentam-se
varias sugestdes de exercicios e de problemas, comentarios relativos a algumas opcdes tomadas no docu-
mento principal e informacdes complementares para os professores.

Procurou-se realgar os descritores que se relacionam com conteudos e capacidades atualmente menos
trabalhados no Ensino Secundario embora se tenham incluido também outros de modo a dar uma coeréncia
global as abordagens propostas. Estas escolhas nao significam, porém, que se considerem menos relevantes
os descritores nao contemplados. Longe de se tratar de uma lista de tarefas a cumprir, as atividades propos-
tas tém um carater indicativo, podendo os professores optar por alternativas que conduzam igualmente ao
cumprimento dos objetivos especificos estabelecidos nas metas. Aos exemplos apresentados estdo associa-
dos trés niveis de desempenho. Os que ndo se encontram assinalados com asteriscos correspondem a um
nivel de desempenho regular, identificando-se com um ou dois asteriscos os exemplos que correspondem a
niveis de desempenho progressivamente mais avancados.

Para além das sugestdes de exercicios e problemas a propor aos alunos entendeu-se incluir também tex-
tos de apoio para os professores. Destinam-se a esclarecer questdes de indole cientifica que fundamentam
os conteudos do Programa e que poderao ajudar a selecdo das metodologias mais adequadas a lecionacao.
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Niveis de Desempenho

LOGICA E TEORIA DE CONJUNTOS LTC10

Descritor Texto de apoio

1.3 Comentario

14 Nos descritores 1.3 e 1.8 introduzem-se a equivaléncia e a implicagdo como “operagdes
1.5 bindrias”, cada uma delas transformando um par de proposicdes numa nova proposicao, a
16 exemplo do que noutros descritores (1.6 e 1.7) sucede com a conjuncao e a disjuncao e, de
1.7 modo andlogo, com a negacao (cf. 1.4), neste caso aplicada apenas a uma proposicao (“ope-

racao unaria”). Todas essas operagdes sdo definidas de tal modo que é sempre possivel
determinar o valor ldgico do resultado conhecendo o valor légico dos operandos; em parti-
cular, nao considerando agora o caso mais trivial da negacao, a caracterizacao de cada uma
delas permite sempre construir uma tabela de dupla entrada (caso particular de "tabela de
verdade"), com duas linhas e duas colunas, na qual se pode ler o valor légico do resultado
de aplicar a operacao a um par de proposicdes em que o primeiro elemento tem o valor
légico indicado na linha e o segundo o valor légico indicado na coluna.

1.8

Conjungao p A g Disjuncaop Vv g Equivalénciap < q Implicacédo p= q
9 v | F 9 v |F 9 v | F a9 v | F

p p p p
V F V V Vv V V F V V F
F F F F V F F F V F V V

Utilizando propriedades simples das diversas operagdes (cf., por exemplo, os descritores 1.5,
1.10, 1.11 e 1.13) conclui-se que qualquer delas pode ser substituida, sem que se altere o
valor légico do resultado, por aplicacdo sucessiva de operacgdes de negacao e de disjuncao,
ou, em alternativa, de negacao e de conjungao, ou ainda de negagao e de implicacao; ou seja,
no gque respeita aos valores ldgicos dos resultados, poderiamos restringir as operacoes ape-
nas a negagao e a uma das trés operagdes de conjuncao, disjuncao ou implicagao. Por exem-
plo, em fungéo da negacdo e da conjuncao, dadas proposicoes p e g:

*pV g éequivalente a~(~-p A ~Qq);
*p=> q é equivalente a ~(p A ~q);
* p < g é equivalente a ~(p A =g) A (g A ~p).

Fica assim patente que, do ponto de vista estritamente ldgico, ndo haveria razao para distin-
guir as operacdes de equivaléncia e implicagao das restantes, no que diz respeito ao uso dos
respetivos simbolos na linguagem matematica corrente. No entanto, comecando pela equi-
valéncia, é de notar que a caracterizacao desta operacao é particularmente simples, resu-
mindo-se a estabelecer que o resultado é uma proposicao verdadeira ou falsa consoante as
proposicdes operandas tenham ou ndo o mesmo valor légico; assim, afirmar a veracidade
de uma equivaléncia é outro modo de exprimir a identidade dos valores légicos das proposicoes
operandas. Como uma afirmacao deste tipo ocorre frequentemente em Matematica, torna-se
particularmente Util abreviar a respetiva escrita; por esse motivo convenciona-se que a afirma-
cdo de que determinada equivaléncia é verdadeira pode ser expressa escrevendo muito simples-
mente essa equivaléncia, quando fique claro, do modo como a frase esta redigida, que nao
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ha outra interpretacao possivel. Desta forma, € comum, dadas proposigdes p e g, escrever-se
simplesmente "p < g" para significar que "a proposicdo p < g é verdadeira", ou seja,
que "p e g ttm o mesmo valor légico”, e exprime-se esse facto dizendo-se que "p é equiva-
lente a g" ou "p e g sdo equivalentes". O “abuso de linguagem" consiste em substituir uma
afirmacgao acerca de proposicdes formais, entendidas como objetos matematicos que pre-
tendem modelar aspetos do nosso discurso (no quadro de uma teoria matematica que pode
ser designada por “Calculo Proposicional”) ou seja, uma afirmagao em linguagem corrente
acerca de determinados objetos matematicos (neste caso, por exemplo, "as proposicdes p
e g tém o mesmo valor légico"), por um desses objetos (neste caso, p < @), porque esse
objeto-proposicao € interpretado intuitivamente como uma “afirmacgao” do nosso discurso,
gue por isso mesmo se considera verdadeira ao ser simplesmente enunciada; por outras
palavras: mistura-se linguagem matematica, neste caso interna ao Célculo Proposicional,
com “meta-linguagem”. Na redacéo dos descritores 1.5, 1.12, 1.13, e 1.14, por exemplo, uti-
lizou-se esta convengao.

No caso da implicacao, a caracterizacdo € uma vez mais muito simples, pois uma implicagao
so é falsa se o antecedente for verdadeiro e o consequente falso. Assim, a veracidade de
uma implicacdo significa que a situacao anterior ndo tem lugar, ou seja, que nao se tem
simultaneamente o antecedente verdadeiro e o consequente falso. Na pratica, a implicacao
€ muitas vezes utilizada em situagdes em que se desconhecem a partida os valores logicos
do antecedente e do consequente; nesses casos, a informacao de que a implicacao é verda-
deira permite prever que, se estabelecermos a veracidade do antecedente, ficaremos auto-
maticamente com a certeza da veracidade do consequente, mas a veracidade da implicagao
em conjunto com a afirmacao da falsidade do antecedente, sé por si, nada permite dizer
acerca do valor légico do consequente, ja que uma implicacdo de antecedente falso tanto é
verdadeira se o consequente for verdadeiro como se for falso. Esta descricao do papel da
implicacao revela que esta operacao logica traduz o que em linguagem corrente também se
pode exprimir na forma "se..., entdo...", nos referidos casos em que ndo se pressupode o
conhecimento dos valores ldgicos do antecedente e do consequente. Afirmagdes deste tipo
também tém um papel crucial em Matematica, o que evidencia a utilidade de se usar a pro-
pria implicagdo, sem mais, para, integrada em determinado discurso, indicar a respetiva
veracidade. Trata-se, de novo, de um abuso de linguagem no sentido ja referido, utilizado por
exemplo no descritor 1.8.

O estudo destas operacdes € uma oportunidade para rever a abordagem iniciada no
Ensino Bdsico da nocdo de condigdo necessaria e condicdo suficiente e do uso do sim-
bolo de implicacdo (cf. Programa e Metas Curriculares - Ensino Basico — Matematica,
GM9-1.5).

Comentario

Os resultados expressos neste conjunto de descritores podem ser demonstrados recorren-
do a técnicas muito semelhantes, elaborando, por exemplo, tabelas de verdade, embora
também se possam utilizar argumentos que envolvam apenas diretamente as caracteriza-
cOes apresentadas das operagdes, ou ainda, em certos casos, recorrendo a propriedades ja
verificadas previamente. Nao serd pois necessario trabalhar exaustivamente as provas asso-
ciadas a cada um destes descritores, devendo-se no entanto garantir que os alunos conhe-
cem estes resultados bem como as técnicas base que levam a respetiva justificacdo. As
tabelas de verdade a utilizar em situagdes envolvendo mais do que duas proposicdes pode-
rao consistir em quadros com uma coluna para cada proposigao e, em seguida, uma coluna
para cada uma das operagoes sucessivamente a efetuar com as proposicoes, até se chegar
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a expressao final que pretendemos testar ou até ser possivel, por inspecao, concluir a equi-
valéncia, em todos os casos, de determinadas proposicoes; tais tabelas deverdo ter tantas
linhas quantas as necessarias para contemplar todas as possibilidades de sequéncias de
valores ldgicos para as proposicdes operandas (portanto 2" linhas, sendo n o nimero de
proposicoes operandas). Por exemplo, para estabelecer a propriedade distributiva da con-
juncao relativamente a disjungado podemos utilizar a seguinte tabela:

P | g | r | pvr | pA@VN | PAG | pAr | (pANV(PAD
v v ]y v Y Y

VI VvI[F v v F

VI F v v F v

v F|F F F F

Flv ]V v F F

F |l Vv |F v F F

F 1 F |V v F

F I F|F F F F

Para preencher cada coluna relativa a uma operagao limitdmo-nos a utilizar o conhecimento
da tabela de verdade dessa operacéo e os valores légicos das proposigées operandas cons-
tantes, nessa mesma linha, das colunas anteriores que Lhes correspondem. A identidade dos
valores légicos representados em cada linha nas quinta e oitava colunas revela que as propo-
sicoesp A(gVre(AQg) V(o Ar) tém sempre o mesmo valor ldgico, ou seja, sdo sempre
equivalentes. Nao é assim necessario completar a tabela com uma coluna relativa a proposi-
cao (pA (V)<= ((pAQg)V (pAn)); tal coluna seria, evidentemente, inteiramente preen-
chida com o simbolo "V", ou seja, a expressao a que se refere € o que se chama uma "tautolo-
gia", por ser verdadeira independentemente dos valores logicos das proposicdes p, g e r.

Em lugar de utilizarmos a tabela de verdade, para demonstrarmos esta propriedade pode-
riamos argumentar de modo mais discursivo, fazendo notar, por exemplo, que a proposicao
p A (g V r), tratando-se de uma conjuncgao, é verdadeira se e somente se p e g V r forem
ambas verdadeiras. Basta-nos entdo verificar que o mesmo se passa com a proposicao
(b A Q) V (p Ar); ora, por um lado, esta proposicéo € obviamente verdadeirasepe gV ro
forem ambas, pois, nesse caso, ou g é verdadeira e portanto p A g também o é, ou, caso
contrario, r é verdadeira (ja que g VV ro é) e entdo p A r é verdadeira. Assim pelo menos uma
das proposicdes p A gou p A rtem de ser verdadeira, ou seja, (o0 A q) V (o A r) é verdadeira.
Reciprocamente, se (p A q) V (p A r) for verdadeira, uma pelo menos das conjungdes p A q
ou p A r é verdadeira; assim, em qualquer caso, p é verdadeira (é operanda de ambas as
conjuncdes) e uma das proposicdes g ou r também tem de o ser (cada uma delas é operan-
da numa das conjuncgdes). Mas nesse caso € verdadeira também a disjungdo g V r. Assim,
como pretendiamos, a proposicado (p A q) V (p A r) é verdadeira se e somente sepe gV ro
forem ambas, tal como a proposicdo p A (g V r); trata-se assim de proposicdes equivalentes.
.|
1.16 1. Considere proposigdes p e g tais que p é falsa e p v g é verdadeira. Indique o valor ldgico
de cada uma das seguintes proposicdes.

11l.g

1.2.pAg

13.-pVvg

14.-(pVq)

1.5.~(~pAQ)

16.p= g

1.7.-p<=qg
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2. Considere proposicdes p e g. Simplifique as seguintes expressdes que definem proposi-
coes e indique, sempre que possivel, o respetivo valor ldgico.

21.-pA(pAQ) 22.-pV(pVq 23.~-pA(pVQ)
24" [-pA(pValA-q 25.%[pV(-pAQIV-q
3. *Determine o valor légico das proposigdes p, g e r sabendo que a proposigao:
3.1l p= (g=r) éfalsa;
3.2. ~(p = q) A r é verdadeira.

4. *Sabe-se que (o0 = ~q) A (~r=> g) A p é uma proposigao verdadeira. Qual o valor logico
dep,degeder?

.|

21 Informagao complementar para o professor

As condigbes mais primitivas que permitem a construcdo dos conjuntos basicos que inter-
vém nas teorias matematicas envolvem varidveis representadas por letras e que, intuitiva-
mente, representam objetos genéricos da Matematica os quais ndo constituem, a partida,
um conjunto. Desta forma, nesses casos, as varidveis podem ser substituidas por quaisquer
“termos” (expressoes representando objetos matematicos), sem que se limite a partida essa
substituigcdo a elementos de um conjunto pré-fixado, e tal substituicdo conduz sempre a uma
expressao admissivel, trate-se ou ndo de uma proposicao verdadeira. Por exemplo, a condi-
cao ~(x =x), negacao da condicdo x = x, permite definir o chamado conjunto vazio (no sentido
expresso no descritor 2.10) e, sendo ja dados dois conjuntos A e B, a condiciox EAV xEB
permite definir o conjunto unido de A e B. A possibilidade de construir um conjunto através
de uma dada condigdo com uma variavel fica regulada pelos axiomas utilizados para a Teo-
ria dos Conjuntos, sendo certo que nem todas as condi¢des admissiveis permitem definir um
conjunto no sentido acima referido (cf. o Comentario aos descritores 2.10 e 2.11). A medida
que se vao definindo conjuntos através de condicbes progressivamente mais elaboradas e
introduzindo as habituais abreviaturas da linguagem matematica é depois usual utilizar con-
dicdes em cuja formulagao fica explicito ou implicito que todos os objetos que a transfor-
mam numa proposicao verdadeira, por substituicdo da varidvel por um termo representando
um desses objetos, pertencem a determinado conjunto ja definido; uma tal condicdo pode
assim considerar-se associada a determinado conjunto que pode ser designado por “univer-
so" dessa condicdo e que se sabe a priori conter todos os objetos que satisfazem a referida
condicdo. Do mesmo modo, nas condigdes utilizadas na linguagem comum, habitualmente
considera-se implicita ou explicitamente que a varidvel representa um objeto genérico de
determinado dominio de variagéo que se supde fixado.

2.2 Comentario
2.4 Como notagoes alternativas para os quantificadores, utilizam-se também, por exemplo, as
seguintes:
Vx p(x) e 3x p(x)

(Vx) px) e (3x) p(x)
vV, p(x) ed, pl)

Uma variante também por vezes utilizada desta ultima notagdo consiste em colocar o x
diretamente abaixo do simbolo de guantificador, em vez de o colocar em indice. Quando se
utilizam as duas primeiras notacdes é também usual colocar entre paréntesis a expressao
gue se pretende gquantificar, como por exemplo em Vx (x € A = x € B), ou seja, ndo se con-
sidera a prioridade das operagdes légicas relativamente aos quantificadores que esta impli-
cita na notacao utilizada nos descritores deste objetivo geral.
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O facto de se introduzirem simbolos para os quantificadores néo significa, evidentemente,
que em textos de Matematica se abuse da utilizagdo desses simbolos ou dos simbolos das
operagdes légicas. Em muitos casos devera utilizar-se a linguagem comum para exprimir da
maneira mais clara possivel os conteidos matematicos que se pretende transmitir.

.|
2.3 1. Considere as condiges "x=x","x #x", xEN", "xZ R", "x€0" e "x € 0".

2.5 1.1. Indique as que sao universais, as que sdo possiveis e as que sdo impossiveis.

1.2. *Tendo em conta a alinea anterior, para cada uma das seguintes condigdes, indique
se é possivel, impossivel ou universal.

121.x#xAxEN
122.x=xVx€ED
1.23.xENvVx€EQD
12.4.xZ0VxEN
1.25.xENVxER

2. *Mostre que a disjuncdo de qualquer condigdo com uma condicao universal é uma condi-
cdo universal, que a disjuncdo de qualquer condigdo com uma condigcdo possivel é uma
condicao possivel e que a conjuncao de qualquer condicdo com uma condigdo impossivel
€ uma condicao impossivel.

e
2.6 Comentario

Neste descritor indica-se, sem a partida se exigir qualquer justificagdo, como se relacionam
os quantificadores universal e existencial através da negacdo. No entanto estas relagoes
traduzem propriedades intuitivas que podem ser motivadas pela andlise de exemplos con-
cretos de utilizacdo dos quantificadores na linguagem corrente (cf. exemplos no Texto de
apoio ao descritor 2.9). Qualquer destas equivaléncias pode também informalmente justifi-
car-se interpretando a proposigao que resulta de aplicar o quantificador universal (respeti-
vamente existencial) a uma condigao p(x) como o resultado de se unir por conjuncoes (res-
petivamente disjuncdes) todas as proposicdes p(a) (a um objeto arbitrario), notando que pela
comutatividade e associatividade da conjuncao (respetivamente da disjungao), podemos
intuitivamente atribuir significado a estas “operacdes generalizadas” sobre proposicoes.
Deste modo as referidas equivaléncias podem ser interpretadas como extensoes das primei-
ras Leis de De Morgan a estas “conjungdes e disjungdes generalizadas”.

Embora tal ndo seja requerido, é facil concluir que uma das propriedades pode ser deduzida
da outra, ou seja, admitindo, por exemplo, que, dada uma condicdo p(x), ~(Vx, p(x)) <
(3x: ~p(x)) podemos provar que, dada uma condicao p(x), ~(3Ix: p(x)) < (Vx, ~p(x)), e, recipro-
camente, admitindo esta propriedade podemos provar a primeira. Para provar que é verda-
deira a segunda equivaléncia, dada uma condicao p(x), basta aplicar a primeira equivaléncia
a condicao ~p(x) e em seguida o facto de uma equivaléncia entre duas proposicdes ser ver-
dadeira quando e apenas quando as proposigdes tém o mesmo valor légico, para além de se
utilizar o principio da dupla negacdo. Obtemos assim sucessivamente: ~(Vx, —p(x)) <&
(Tx: ~(~p(x))), que é equivalente a (Vx, ~p(x)) & ~(3x: ~(~p(x))) e portanto a (Vx, ~p(x)) &
~(3x: p(x)), também equivalente, obviamente, a ~(3x: p(x)) < (Vx, —p(x)), como pretendia-
mos. A reciproca pode ser provada de modo idéntico.

Uma formalizacao plena do tratamento dos quantificadores fica fora do &mbito deste estudo
introdutdrio da Ldgica, mas a aceitacdo sem demonstracdo de uma das equivaléncias
expressas neste descritor corresponde a toma-la como axioma.
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Comentario

O quantificador universal é frequentemente utilizado em Matematica em conjunto com as
operagdes de implicagao e de equivaléncia, por exemplo a propdsito da resolugao de equagdes
e inequacgdes. Muitas vezes pretende-se estabelecer uma cadeia de implicagdes ou de equiva-
léncias entre condigbes provando-se que cada uma dessas implicagdes ou equivaléncias é
uma condigdo universal em determinado conjunto, partindo-se da condigdo que exprime a
eguacao ou inequacao a resolver até se chegar a uma gue se considera como suficientemente
simples para a partir dela se poderem tirar conclusdes acerca das solucdes da inicial. Por
exemplo, no conjunto U =R, cada uma das seguintes equivaléncias é uma condicao universal:

>4 x2-4>0 x-2)(x+2)>0
S x-2>0Ax+2>0)V(x-2<0Ax+2<0)
S x>2Ax>-2)V (x<2Ax<-2)
&SSx>2Vix<-2

pretendendo-se, com esta apresentacao, indicar a conjuncao de todas as equivaléncias
representadas. Pode utilizar-se a mesma convengédo com conjungdes de implicagdes ou
mesmo de equivaléncias e implicacgoes.

Em primeiro lugar ha que notar que se se tratar de uma cadeia de implicagdes apenas pode-
remos concluir que as solucdes da equacdo ou inequacéo inicial sdo solugdes também da
ultima, ou seja o conjunto-solugdo da primeira esta contido no conjunto-solugdo da ultima
(cf. o descritor 2.15). Este processo apenas circunscreve o conjunto no qual deveremos ain-
da procurar as solugoes pretendidas, testando-se, para o efeito, por algum processo (uma a
uma, por exemplo, se se tratar de um conjunto finito), quais sdo efetivamente solugdes da
equacao ou inequacao inicial (é o caso de algumas equagdes com radicais). Se se tratar de
uma cadeia de equivaléncias, j& poderemos garantir que os conjuntos-solugao da primeira
e Ultima condigdes sao iguais (cf. o descritor 2.11) e a Ultima condigcao é entdo o que muitas
vezes se designa por “solucdo” da equacgado ou inequacao inicial, de acordo com o que é
requerido para cada tipo de problema.

Por vezes comete-se 0 abuso de linguagem que consiste em omitir o quantificador universal
qguando se pretende exprimir que uma implicacdo ou equivaléncia entre duas condicdes é
universal em determinado conjunto, o que é admissivel se ndo houver perigo de ambiguida-
de com este procedimento. Ou seja, estando entendido, por exemplo, que estamos a consi-
derar como numero real, escreve-se por vezes apenas:
>4 x>2V<-2
com o significado de:
VxER,x2>4¢&5x>2V <=2
E de salientar a importancia do uso correto da implicacdo e da equivaléncia, em conjunto

com o quantificador universal, no contexto da resolugéo de equacdes e inequagdes. Apre-
senta-se em seguida um exemplo que pode ser utilizado como ilustragao.

1. Complete com =, <= e <= as seguintes condicdes (substituindo as reticéncias por um
destes simbolos), de modo que sejam universais em R.

11.x>2..x°>4

12. x-1)x-2)=0..x=1
1.3.x=3..x*=81
1.4.x>3..x3>27
15.Ix+3l<2..x+3<?2
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Comentario

As propriedades das operagdes de conjuncao e disjungao relativas a condicdes universais,
possiveis e impossiveis referidas nos descritores 2.3, 2.5 e 2.6 estendem-se, mutatis mutan-
dis, ao caso de condigdes universais, possiveis e impossiveis num dado conjunto U (cf. Texto
de apoio ao descritor 2.9, exemplos 4 e 5). Apresenta-se, em seguida, um exemplo de apli-
cacao dessas propriedades.

2. Para cada uma das condigBes "x? =-2", "x? > -2" e "x? > 4" indique se é universal, possivel
ou impossivel em R e o que dai pode concluir, a esse mesmo respeito, acerca das condigdes:

21.x2=2AxX224
2.2.x2=2Vvx*>4
23.x2=2Ax*>-2

2.4.x2>-2
.|
2.9 1. Escreva afirmacdes equivalentes a negacao das seguintes proposigdes, utilizando as

segundas leis de De Morgan.
1.1. "Existe um colega na minha turma que nao tem irmaos";
2.2. "Todas as pessoas que estdo nesta sala estdo a usar um chapéu”.
2. Considere o conjunto A = {2, 3, 4, 5} e seja p(x) a condicdo "x é niumero primo" e g(x) a
condicdo "x é multiplo de 6".
2.1. Indique o valor légico de cada uma das proposicoes: "Vx € A, p(x)", "Ix € A: g(x)".

2.2. Para cada uma das proposicdes consideradas na alinea anterior, escreva uma propo-
si¢cdo, comegando com um quantificador, equivalente a respetiva negacgao, traduzin-
do-a também em linguagem corrente.

2.3. Quanto a cada uma das condigdes p(x), g(x), ~p(x) e ~g(x) indique se é possivel, impos-
sivel ou universal em A.

3. Mostre que as seguintes afirmagdes sao falsas, apresentando um contraexemplo.
3.1. Todos os quadrilateros do plano tém diagonais iguais.
3.2. Todos os niimeros impares sao primos.
3.3. Todos os nimeros primos formados por dois algarismos tém os algarismos distintos.

4. *Dado um conjunto U e uma proposicao p(x), escreva, na forma de uma implicagédo quan-
tificada, a proposicao Vx € U, p(x) e utilize as segundas Leis de De Morgan para determi-
nar uma proposigao equivalente a respetiva negacao, escrevendo-a também na forma
abreviada.

5. *Dado um conjunto U e uma proposigao p(x), mostre que se p(x) for uma proposicdo uni-
versal em U, entdo ~p(x) é uma condicdo impossivel em U e se p(x) for uma proposicao
impossivel em U, entdo ~p(x) € uma condigdo universal em U.

6. **Dado um conjunto U mostre que a disjungao de qualquer condigdo com uma condigao
universal em U é uma condicdo universal em U, que a disjuncao de qualquer condigdo com
uma condicao possivel em U é uma condigdo possivel em U e que a conjuncao de qualquer
condicdo com uma condicao impossivel em U é uma condigdo impossivel em U.

.|
2.10 Informagao complementar para o professor

211 O descritor 2.11 exprime a ideia intuitiva de que “dois conjuntos sdo iguais quando e apenas
guando tém os mesmos elementos”, estabelecendo assim o principio essencial para o uso
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dos simbolos de igualdade ("=") e de pertenca ("€"), que representam as duas relacoes
basicas da Matematica; deste modo, a notagao {x: p(x)} introduzida em 2.10 fica associada a
um conjunto A bem determinado, no sentido em que se existir um conjunto A tal que Vx,
x € A < p(x) entdo qualquer conjunto A'tal que Vx,x € A' < p(x) seraigual a A. A relagdo
A = A'traduz a ideia intuitiva de que os simbolos "A" e "A"" representam o mesmo objeto, e
é nesse sentido que podemos dizer que A fica “bem determinado” pela condicdo (em A)
Vx, x € A & p(x). Resulta deste principio que a igualdade de dois conjuntos A e B definidos
em compreensao respetivamente pelas condigdes p(x) e g(x) significa que é universal a con-
dicdo p(x) <= q(x).

No enunciado do descritor 2.10 ndo se pressupde que, fixada uma condigao p(x), exista sem-
pre um conjunto A com a propriedade nele referida. Com efeito, embora nao se pretenda
aqui desenvolver aspetos mais delicados dos fundamentos da Teoria do Conjuntos, ha que
ter em conta que, em formalizagbes habituais desta teoria surgem condicdes p(x) para as
quais nao existe nenhum conjunto A tal que Vx, x € A <= p(x), ou seja, nesses casos Nao
existe o conjunto {x: p(x)}: diz-se nesta situagao que a condicao p(x) "ndo é coletivizante". Um
exemplo famoso € a condigdo x & x, que da origem ao chamado "Paradoxo de Russel", enun-
ciado por Bertrand Russel no inicio do século XX e que pds em causa os fundamentos apre-
sentados por Gottlob Frege para a Teoria dos Conjuntos; com efeito, se existisse um conjun-
to A = [x: ~(x € x)] teriamos Vx, x € A <& ~(x € x), pelo que teria de ser verdadeira, em
particular, a proposigdo que resulta de substituir x por Aem x € A < ~(x € x), ou seja, teria
de ser verdadeira a proposicao A € A <= ~(A € A), o que nao é possivel, pois uma proposicao
e a respetiva negacdo nao podem ter o mesmo valor légico. No entanto, em tudo o que se
segue, sempre gue for definido um conjunto através de uma condigao, pressupor-se-4, eviden-
temente, que tal conjunto existe, no sentido em que, numa formalizacdo adequada da Teoria
dos Conjuntos, essa existéncia poderia ser provada (ou, em particular, seria um axioma).

|
212 Comentario

Neste descritor fixa-se a nomenclatura habitual ("a € um elemento do conjunto A") para refe-
rir um objeto quando se pretende indicar que se verifica a relacdo a € A e introduz-se a nota-
¢ao corrente ({ay, ..., a,}) para representar "em extensao" um conjunto A cujos elementos
sejam exatamente determinados objetos o, ..., a;, ou seja, quando A pode ser definido pela
condicdox=a; Vx=a, V ..V x = a, E importante notar que desta definicao resulta imedia-
tamente que o conjunto {ay, ..., g}, ao contrario da sequéncia (ay, ..., a,), ndo depende da
ordem pela qual os respetivos elementos sao indicados nem do nimero de vezes que um
dado elemento do conjunto aparece nesta notacao; assim por exemplo temos:

{1,2,31={3,1,2}={2,2,1,3,3,1, 3},

Embora, evidentemente, as sequéncias (1, 2, 3), (3,1, 2) e (2, 2, 1, 3, 3, 1, 3) sejam, duas a
duas, distintas.

... |
2.19 Informagao complementar para o professor

2.20 No 97 ano abordaram-se algumas nogdes acerca da axiomatizagao das teorias matematicas,
que podem ser revistas a propdsito destes tdpicos do programa do 107 ano (cf. Metas Curri-
culares do Ensino Basico de Matematica, GM9, objetivo geral 1). Introduziram-se nessa altu-
ra alguns termos usuais nesse contexto, como "teorema", "hipétese", "tese", "demonstra-
cao", bem como o simbolo de implicacdo e as nogdes de "condigdo necessaria" e de
"condigdo suficiente". Em muitos casos a demonstragao de um teorema pode ser entendida

como a verificacdo de que determinada implicacdo é “verdadeira” ou, mais propriamente,
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gue é uma condicao universal, o que pode ser traduzido indicando que determinada condigao
é suficiente para uma outra ou que esta é condicao necessaria para a primeira; noutros casos
trata-se de verificar que uma implicagao é “falsa” ou, mais propriamente, que ndo é uma
condicdo universal. Nestes descritores apresentam-se determinadas equivaléncias envol-
vendo implicagdes quantificadas e exploram-se os processos de demonstragdo de certos
teoremas que delas resultam, introduzindo-se designagdes adequadas para esses proces-
sos. Muitas vezes designa-se por "demonstracao por absurdo" uma dada demonstracao por
contrarreciproco, pois podemos verificar que Vx, ~g(x) = ~p(x) provando que, para um x
geneérico, é falsa a proposigao p(x) A ~g(x) (equivalente a negagao da implicacao inicial) e por
vezes esta conclusao resulta de se poder deduzir a negacao de algum teorema ja conhecido
supondo que é verdadeira uma das proposigoes p(a) A ~g(a), o que se traduz dizendo-se que
“se chegou a um absurdo”. Ou seja, pressupondo que certo a satisfaz a condigao p(x) (hipd-
tese do teorema) e a negacdo da condigdo g(x) (tese do teorema), o que é equivalente a
negagao da proposigao que se pretende demonstrar, “chega-se a um absurdo”, porque des-
se pressuposto se deduz uma proposicdo que sabemos ser falsa. No entanto, em certo
sentido, este processo de "demonstracao por absurdo" é formalmente distinto do método
dito de "contrarreciproco", pois, de facto, consiste em considerar a Teoria que se obtém
acrescentando a negacgado da proposicao a demonstrar aos axiomas da Teoria em que se
insere e mostrando que essa nova teoria é contraditdria, deduzindo da nova axiomatica um
determinado teorema e a respetiva negacao.

1. Justifique que as seguintes proposicdes sao falsas.
1.1. Qualquer numero natural que seja multiplo de 5 é multiplo de 10.
1.2. Qualquer quadrilatero que tenha os quatro lados iguais é um quadrado.
1.3. Qualquer quadrilatero que tenha os angulos iguais também tem os lados iguais.
2. Escreva os contrarreciprocos das proposicdes indicadas no exercicio anterior.
3. Demonstre por contrarreciproco que se o quadrado de um dado niimero natural n é impar,
n é impar.
4. Demonstre por contrarreciproco que se, em dado plano, uma reta r é paralela a outras
duas retas s e t, entdo s e t sdo paralelas entre si.
5. *Considere condicdes p(x) e g(x). Utilizando as segundas Leis de De Morgan, mostre que
sao equivalentes as proposigoes:
~(Vx, plx) = qglx)) e Fx:plx) A-qlx)
6. Considere condigbes p(x) e g(x). Mostre que sao equivalentes as proposigoes:
Vx, plx) = q(x) e Vx,~q(x) = ~plx)

.|
3.1 1. Indique o valor ldgico das seguintes proposicoes.

1.1. 7 ¢ um ndmero primo e 2 ndo é um ndmero primo.
1.2. Tanto V49 como x sdo0 niimeros irracionais.

1.3. 70 é mdltiplode 7 e de 5.

1.4. 28 é multiplo de 7 ou de 8.

1.5.111 é um numero primo ou 19 é multiplo de 9.

2. Indique o valor loégico de cada uma das seguintes proposicdes.
2.1.zéigual a 3,14 ou a 3,1416.
2.2.12 é um numero multiplo de 4 ou de 7.
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2.3.E<2\/E<i.
4 3 4 5

2.4.17 é um ndimero primo e par.

9 . o .
2.5. 2 € um numero irracional maior que 1.

2.6.\/g<\/§+\/§/\3/§<3/;.

3. Considere as proposicoes:
a: N7 é um ndimero irracional
b:N7>3
c1-\7<-2
3.1. Indique o valor légico de cada uma delas.

3.2. Traduza em linguagem corrente, sem utilizar a palavra "nao", as seguintes proposi-
coes e indigue o respetivo valor ldgico.

3.21.aA~b
3.22.~aVvb
3.23.~-b=~c

4. |dentifique as operacdes ldgicas e as proposicdes elementares envolvidas em cada uma
das seguintes proposicoes e escreva-as em linguagem simbodlica.
(por exemplo, "Se V11 < 4 entdo ou (\/ﬁ)2 <4%0u (\/1_1)2 > 42" pode traduzir-se simbolica-
mente por a = (b V c)sendo a: V11 < 4, b: (V11)* < 42, ¢: (V11)° > 42).
4.1. 5163 é multiplo de 3 se e s6 se a soma do valor dos algarismos desse nimero for um
multiplo de 3.
4.2. *Nem 102 é um ntimero impar nem V11 é um ndimero racional.

4.3. *Como 3400 termina por dois zeros entdo é multiplo de 2, de 5 e de 4.

5. ** Considere as proposigoes:
a: "Esta a chover"
b: "0 Carlos sai de casa"
c¢: "0 Carlos tem aulas"

Utilizando operagoes légicas entre a, b e ¢, escreva a seguinte proposicdo em linguagem
simbdlica:

"0 Carlos nao sai de casa quando esta a chover, a menos que tenha aulas".

6. ** Considere uma operagao V, dita "ou exclusivo" ou "disjuncéo exclusiva", tal que, dadas
proposicbes p e g, p \V q é verdadeira quando e apenas quando p e g tém valores ldgicos
distintos e resolva as seguintes questoes.

6.1. Dadas proposigdes p e g, construa uma proposigao equivalente a p \V g partindo de p
e g e utilizando apenas as operagdes A, V e ~.

6.2. Indique, justificando, se, dadas proposigdes p e g, algumas das seguintes proposicdes
é sempre verdadeira.
a-pVg<pAag

b.~pVg <pvg
c.~(pVag) <= (p=aq)
d.~pVg & (p=aq)
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3.2 1. Considere as seguintes condicoes definidas em N:
a(n): n é um ndmero primo

b(n): n é multiplo de 3

c(n): n é divisor de 18

d(n): n é inferior a 10

Defina em extensdo cada um dos seguintes conjuntos.

P={n:a(n) A d(n)}
Q={n:b(n) A c(n)}
R={n:c(n) Vv d(n)}

S ={n:~c(n) Ad(n)}
2. Considere os seguintes conjuntos de numeros reais:
E={x€R:x<4},F={xER:xS—\/§}er{xER:xZ—%}.

Defina, sob a forma de intervalo, ou de unido de intervalos disjuntos, os seguintes conjun-
tos, considerados como subconjuntos de R.

21.EUF 2.2.FUG 2.3.ENF
2.4.ENG 2.5.EN (FNG) 2.6.F
2.7.G 2.8.E\F 2.9.E\(FNG)

3. Considere os seguintes conjuntos:
A={n&€N:2n-5<10 A néimpar}
B={xEN:x*-8=2]
C={xEN:x?> 4}

Defina em extensao os conjuntos A, B,C,A\Ce BN C.

4. Indique se, para qualquer concretizacdo das varidveis no conjunto U, se obtém, das seguin-
tes condigdes, implicacdes verdadeiras, e escreva as respetivas contrarreciprocas.

41.x<2=x<5(U=R).

4.2, x é multiplode 6 = x é par (U=N).

43.x>1=x>5U=R).

4.4, Se um triangulo é retangulo entdo nao é equilatero (U é o conjunto dos tridngulos de
um dado plano).

4.5. Se um tridngulo é isdsceles entdo ndo tem angulos internos retos (U é o conjunto dos
tridangulos de um dado plano).

4.6. Se um losango tem as diagonais iguais entdo é um quadrado (U é o conjunto dos
losangos de um dado plano).

4.7. Um triangulo tem um angulo externo agudo quando é obtusangulo (U é o conjunto
dos tridngulos de um dado plano).

48.x=-1=>x’=1(U=R).

49.x’=1—=x=1(U=R).

5. Demonstre, por contrarreciproco, que se um nimero natural n ndo é divisivel por 3, entao

nao é divisivel por 15.
|

34 Eipoente 10,ASH



Caderno de Apoio - ALG10

ALGEBRA ALG10

Descritor Texto de apoio

11
12

16
17

111

1. Sendo a e b dois nimeros reais taisque 0 < a < b:
1.1. prove que a? < b% e que @ < b5;
1.2. *prove que se para um dado n € Nsetem a” < b", entdoa" "t < p"* 1,

Observacdo: O método de indugdo sera tratado no 117 ano. Contudo, este tipo de
atividade em que se demonstra que a propriedade é “hereditaria”, pode constituir
uma introducdo a esse método de raciocinio.

2. *Sabe-se que dados nimeros x e y reais tais que 0 < x <y e um ndmero natural n, se tem
x" <" Mostre que se a< b <0, a” < b" se nfor impar e a" > b" se n for par.

[Sugestao: Considere os nimeros positivos —a e —b.]

1. Seja num numero natural par e a e b nimeros reais positivos tais que b"=a.
1.1. Prove que (-b)" = a.
1.2. *Mostre que, para além de —b e de b, ndo existem outras solugdes da equagdo x" = a.

[Sugestao: Comece por observar que qualquer solugao c terd o mesmo sinal que uma
das duas solugdes ja conhecidas, seja ela s, e, nesse caso, justifique que ¢ ndo pode
ser menor nem maior do que s.]

Comentario

Os reconhecimentos pedidos na parte final dos descritores, uma vez que ainda néo se dispde
do método deinducao, podem con5|st|r naobservagao de que a propriedade \/E X \/_ Vaxb

quando a = b, da origem a (Q/i) \/7 e que, multiplicando ambos os membros desta

equacao repetidas vezes por \/E, vamos obtendo sucessivamente (\/7) ={la’, (Q/E) =4d",

etc. Estas observagoes, ndo consistindo propriamente numa demonstracao formal, prepa-
ram a utilizagdo do método de indugdo matematica que sera introduzido no 117 ano. A exem-
plo do que foi sugerido no Texto de apoio aos descritores 1.1 e 1.2 pode elaborar-se um
exercicio em gue se peca aos alunos que demonstrem que a propriedade que se pretende
provar é hereditaria.

Comentario

Embora o processo a que se refere este decritor se designe habitualmente por “racionaliza-
cao de denominadores” o que se pretende, mais propriamente, dada uma fragéo (no sentido
geral de representagéo do quociente de dois nimeros reais), é transforma-la numa equiva-
lente com denominador natural e numerador dado pelo produto do numerador original por
uma soma em que cada parcela ou é inteira ou é dada pelo produto de um numero inteiro
por um produto de raizes de nimeros inteiros. Ou seja, pretende exprimir-se a divisao origi-
nal (pelo nimero representado no denominador) de uma forma que, para além da divisao
por um numero natural, se reduza a multiplicar o numerador original por uma expressao
envolvendo apenas somas cujas parcelas sao raizes de nimeros inteiros multiplicadas por
numeros inteiros. Esta “racionalizacao de denominadores” facilita em muitos casos obter
mentalmente valores aproximados adequados de determinados nimeros reais, conduzindo
portanto a uma forma mais Util de os representar, e pode ter interesse tedrico em situacoes
em gue se pretende efetuar determinado tipo de estimativas.
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Para além dos casos mais usuais de racionalizacdo de denominadores (considerados neste
descritor), é possivel considerar, mais geralmente, fragdes com denominadores da forma

a¥/b + c{/g (a,c€Z,b,d k,jEN, k>1ej>1). Podem reduzir-se facilmente, utilizando as
propriedades algébricas das poténcias e raizes, ao caso % + % Esses casos podem ser
tratados, utilizando uma identidade algébrica que é sé por si interessante (cf. Texto de apoio
ao descritor FRVR11-7.11, onde se apresenta outra aplicagao deste resultado):

AT-B"=(A-B)(A"" 1+ A" 2B+ A" 3B?+ ..+ AB"" 2+ B" 1)
Esta férmula generaliza um dos chamados “casos notaveis da multiplicacdo” (caso n=2) e pode
comegar por ser verificada para n = 3 e n = 4, o que permite facilmente conjeturar o resultado

geral, que poderia ser demonstrado por indugdo e pode ser justificado analisando as parcelas
que resultam da aplicagao da propriedade distributiva no segundo membro da igualdade.

A titulo de ilustragao, apresenta-se o seguinte exemplo de aplicacao:

2 2
) 3/n 3 3
1 Z(J5)+{5J5+85):=y5+yg+91
B2 (B ()
onde se utilizou a identidade acima referida com A = 3/5 B= %/5 en=23.

Note-se que esta igualdade permite, por exemplo, obter facilmente o enquadramento

1
4<———<7
que é, a partida, pouco evidente. Este calculo, como é sugerido no exercicio seguinte, cor-

responde naturalmente a um nivel de desempenho muito elevado, ndo estando contempla-
do no descritor 1.11, embora possa ser proposto a alunos particularmente motivados.

Quando o indice da raiz é uma poténcia de 2 (como na alinea 1.7 abaixo), o processo pode

simplificar-se, bastando utilizar sucessivas vezes o acima referido caso notével da multipli-
cacao (dito “diferenca de quadrados”).

1. Racionalize os denominadores das seguintes fragoes.

11. Ll

2

1

243

13—
2437

14.——£i—-
V7 + 243

1.5. *i a €N

\/a+2+2\/5’

1
————— a,bc,dEN
a b+c\/g

1.7. %
121

18 " ——#

1.2,

1.6.
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21

2.2

2.3

Comentario

Reconhecer esta propriedade é crucial, para que, no descritor seguinte, se possa definir
adequadamente a poténcia de expoente racional g = — De facto, a definigéo, para a > 0,
n
a’ = a" s6 faz sentido se se souber a priori que para uma outra representagao g = itk , Se
n'

tem W = '{/G_'".

1. Mostre que ?/072 = 5/07, para qualquer numero real positivo a.

2. *Prove que, sendo a um numero real positivo e n, m, n'e m' nimeros naturais tais que

—=—setem\/7 F

n

1. Considere um niimero ndo negativo a. Pretende-se dar uma definicdo de poténcia de base
a e expoente racional positivo por forma a estender o conceito de poténcia de base a e
expoente natural e que permaneca valida a propriedade (a?)° = abc para b e c racionais
positivos. Admitindo que tal definicdo pode ser dada de modo coerente, ou seja, de modo
gue o valor obtido seja independente da fracdo que representa o nimero racional no

expoente, resolva as seguintes questoes.
1

1.1. Qual deve ser necessariamente o valor de x = 83?
[Sugestdo: Calcule x° utilizando a propriedade acima referida.]

1.2. Qual deve ser, mais geralmente, o valor de:
1
1.2.1. a3?
1.2.2, (x, paranENen2>2?
[Sugestdo: No caso em que n é par verifique também que (x tem de ser um

valor ndo negativo, observando que a propriedade (a®)¢ = a’® garante que (x

pode sempre ser escrito como o quadrado de um ndmero.]
2

1.3. Qual deve ser necessariamente o valor de x = 83? 1
[Sugestéo: Utilize 1.2 e a propriedade acima referidacoma=8,b=2ec= §']

1.4. Qual deve ser, mais geralmente, o valor de:
2
1.4.1. ¢37?
1.4.2. a”,param,nENen=>2?
2. **Justifique que, dado um numero real a > 0 e um nlimero racional ndo negativo g(g =0
se a = 0), a? pode ser definido de modo coerente como {/a™ onde m e n sao quaisquer
, . . . m C .
numeros inteiros tais que m >0, n > 2 e g = —, sendo a definigdo também coerente com

a ja conhecida no caso em que g é 0 ou um nunmero natural, e que esta é a Unica extensao
possivel a expoentes racionais positivos da definicdo de poténcia de expoente natural e
base nao negativa, que permite obter, para quaisquer a, g nas condi¢cdes acima a“ de tal
modo que continue a valer, para expoentes racionais positivos, a propriedade (a”)" = o'

1. Sejag = (m n ndmeros naturais) e a um numero real positivo. J& vimos que a9 se encon-
n

tra definido de modo coerente como sendo igual a \/07'.

Qual deve ser a definigdo de a™%se se pretender que a propriedade a’a? = a” " 9 tenha lugar
para todos os racionais p e g?

[Sugestao: Considere p = -g na igualdade anterior.]
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2.4 1. Sejam a e b nUmeros reais positivos. Mostre, utilizando as propriedades estudadas das

operagdes com radicais e a definigdo de poténcia de expoente racional, que:

4 3 7
11. o5 xa® =a°

4 1 13
1_2. 05 X 02 — 010

m k mp + nk
1.3. *a" xa? =a ™ ,k,m, ne pnlmeros naturais
2

EAEI ]
1.4. (05) =gl
1.5. g* x b* = (ab)

1.6. =— =04"

1.7.

2.5 1. Simplifique as seguintes expressoes.

1.1. 343 - 2%/48
6
1.2. 567 x 33 - g

13. (1-43) - (23 -5)
1.4. 5354 — 3250 + 316
1.5. W5 + 2480

1.6.%@%_?

17 %_@_ )24 45)

ER ( ;)4
a? xa® N as
2
1.9. %323 x 3 x 3 - (Y2 -1)
2. *Justifique cada uma das seguintes igualdades

21.{7-43=2-13 2.2. 9+ 45 = 5 +2

3. **Escreva cada uma das seguintes expressdes na forma a + b\c, coma, b € Z e c € N.

3.1. y29+ 125 3.2. V11— 642

4. **Simplifique a expressao \/14 - 6\/5 - \/21 - 8\/5, verificando que se trata de um nime-
ro inteiro.

1.8. ,ondeag ER"

5. Escreva na forma de poténcia de base 2 a seguinte expressao 3/5
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31 Apresentam-se alguns problemas relacionando radicais com contelidos geométricos estu-
dados no ensino basico. O professor podera utilizar alguns destes exemplos como ilustragao
das propriedades dos radicais estudadas neste dominio de contetdos.

1. Um quadrado esta inscrito numa circunferéncia de raio 3 unidades. Determine a medida
do lado do quadrado e apresente o resultado final na forma avb, a, b € N.

2. *Um tetraedro regular esta inscrito num cubo tal como

sugere a figura. Sabendo que a aresta do cubo mede a .
unidades, prove que a area de cada face do tetraedro é NG
N o

5 unidades quadradas. oS /o

igual a

3. Fixada uma unidade de comprimento, considere um cubo a >
de aresta a e de volume V.

3.1. Exprima a em funcao de V.
3.2. Exprima a medida da area da superficie do cubo na forma nV9, onde n é um niimero
natural e g um ndmero racional.
4. Considere um prisma quadrangular regular reto em que a érea da base mede bcm? e a

altura é igual ao quédruplo da medida do comprimento da aresta da base.

4.1. Exprima a medida do volume do prisma na forma nb? onde n é um nimero natural e
g um numero racional.

4.2. Determine o valor de b sabendo que o volume do prisma é igual a 32 cm?.

5. Uma esfera esta inscrita num cubo de volume V. Exprima, em funcéo de V:
5.1. o raio da esfera;
5.2. o volume da esfera.

6. **Um cubo esta inscrito numa superficie esférica de volume V. Exprima, em funcao de V,
a medida da aresta do cubo.

7. *Num trapézio isésceles [ABCD] a base menor é igual aos lados ndo paralelos e mede V2 cm.
Um dos lados nao paralelos forma com a base maior um angulo de 60° de amplitude.

Prove que o perimetro do trapézio é igual a 5¥2 cm e a area igual a # cm?.
8. Verifigue que 0s nimeros:

8.1.x;=1-V3 ex,=1+3 sdo raizes da equagdo x> - 2x - 2 = 0;

8.2. x = g5 e x, = —i/% sdo solugdes da equacdo 2x° — J5x* —5=0.

2xily.

n 2

9. *Considere, dado um ndmero natural n > 2 e parax >0,y > 0, a expressdo A =

Xy
Determine para que valor de nse tem que A = 2%/;, independentemente dos valores de x
e dey.
.|
4.2 1. Considere os polindmios A(x) =x3 + 3x? -2 e B(x) = 4x° - x + L.

1.1. Determine, na forma reduzida, o polindmio A(x) x B(x), indicando o respetivo grau.
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4.5

411

51

1.2. Qual o grau do polindmio A(x) x B(x), se se tiver agora A(x) = x" + 3x* - 2 e B(x) = 4x" -
-x+1,onden>2em>1?Qual arelagdo entre o grau de A(x), o grau de B(x) e o grau
de A(x) x B(x)?

2. *Dados nimeros inteiros ndo negativos ne m, considere os polindmios A(x) = a,x" +a,_1x" "1+
+.. ot +age Bx) = by™ + by, x4 L+ byt + bg, com g, ER (IENg i<n)e b ER
€Ny, j<m),a,#0eb,,#0.

Ao efetuar o produto de polindmios A(x) x B(x), quantas parcelas da forma ap’ x by’ irdo
aparecer formalmente apds uma primeira aplicagdo da propriedade distributiva? Qual

destes mondmios tem maior grau? Justifique que o grau de A(x) x B(x) é igual a soma dos
graus de A(x) e de B(x).

1. Considere os polindmios A(x) = ax® + bx? +cx+d e B(x) =x-1,onde g, b, ¢, d ER, a # 0.

Verifique que os polindmios obtidos aplicando a regra de Ruffini a estes polinémios sao de
facto o quociente e o resto da divisao inteira de A(x) por B(x).

2. *Considere os polinémios B(x) = b,x™ + b, - 1x™ 1 + ... byx' + by e A(x) =x - a, onde m €N,
bo, bl, meRGGER

Verifique que os polindmios obtidos aplicando a regra de Ruffini a estes polinémios sao de
facto o quociente e o resto da divisao inteira de A(x) por B(x).

1. Considere o polindmio A(x) = x5 — x> - 6x* + 12x® - 13x? - 13x - 6. Sabendo que o polinémio

A(x) admite as raizes -3, 1 e 2, eventualmente com diferentes ordens de multiplicidade,
determine o polindmio B(x) sem zeros tal que A(x) = (x — 1)™(x — 2)"(x + 3)PB(x), identifican-
do os valores de m,ne p.

2. *Considere que 0s numeros reais xi, x, € x3, distintos entre si, sdo as Unicas raizes de um
polindmio de sétimo grau A(x). Sabe-se ainda que x; tem multiplicidade 2 e x, tem multi-
plicidade 3.

2.1. Justifique que x3 ndo pode ter multiplicidade superior a 2.

2.2. Indique, justificando, qual a multiplicidade de x3.

3. Seja P(x) um polindmio de grau n € N.
3.1. **Prove que P(x) admite uma fatorizagcdo da forma P(x) = (x — x7)"(x — x9)™ ...
(x—x)™Q(x), onde x; ER, n; EN, (1L <i< k) e Q(x) ndo tem raizes.

3.2. Justifique que ny + ny + ... + N, < n e que 0s NUMeros x;, 1 < i< k, sdo as Unicas raizes de P.

1. Utilizando o algoritmo da divisdo inteira de polindmios, determine o quociente e o resto da
divisao de A(x) = x° + 3x* - 2x° - 4x? - 3 por B(x) = x> + 2.

2. Utilizando a regra de Ruffini determine o quociente e o resto da divisdo de A(x) = 2x* — 4x> - 3
por cada um dos seguintes polinémios.
21.Bx)=x+2 2.2. B(x)
2.3.B(x)=3x-6 2.4. B(x)
2.5."B(x) =x*-1

X
2x+1

3. Determine, utilizando o teorema do resto, o resto da divisdo de A(x) = x* - 3x3 + 2x - 3 por
B(x)=x+1.
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5.2
53

1
4. Determine o polindmio P(x) de quarto grau que admite os zeros simples -4, -1, 5 e 3ecujo

5. Sabe-se que P(x) = 2x3 - 13x? + 25x — 14 é divisivel por 2x - 7. Determine as raizes de P(x)

resto da divisdo por x + 2 é igual a 1.

e escreva-o na forma P(x) = a(x - b)(x — ¢)(x — d).

6. *Determine para que valores reais de a e b o polindmio P(x) = 2x% + ax? + bx — 1 é divisivel
por x—1 e o resto da divisdo por x + 1 é igual a -10.

7. *Prove que o polindmio x" + a" é divisivel por x + a se n for impar.

8. Considere o polindmio P(x) =x*" "1 ~x?"—x + 1, onde n € N.
8.1. *Prove que para todo a > 0 se tem P(a) + P(-a) =2 - 2a*".

8.2. **Prove que P(x) = (x - 1)(x" - 1)(x" + 1), justifique que -1 e 1 sdo zeros de P e calcule
o grau de multiplicidade de 1.

1. Considere o0s polinémios A(x) = x® + 3x2 - 4 por B(x) = x* - 5x3 + 6x2.
1.1. Verifique que 1 é uma das raizes de A(x).
1.2. Determine as outras raizes de A(x) e fatorize este polindomio.
1.3. Resolva a inequagédo A(x) < 0.

1.4. Fatorize o polindmio B(x) e resolva a inequagao B(x) > O.

2. Considere a equacao x* - 13x? + 36 = 0.

2.1. Tendo em conta que x*= (x?)? substitua na equacao x? por y e resolva a equac&o do
segundo grau assim obtida.

2.2, Determine os valores de x que satisfazem a equagao dada.
3. *Resolva a equacdo "biquadrada” x* - 26x? + 25 =0.
4. *Sabe-se que B(x) € um polindmio de terceiro grau tal que Vx €ER, B(x) > 0 < x € ]2, +oo|.
Resolva cada uma das seguintes condicdes.
41. (3x-7)B(x)<0
4.2. (x*-1)B(x) >0
4.3. (x*-5x+6)B(x) <0
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1.2 1. Considere, num referencial ortonormado do plano, os pontos A(3,-2) e B(-1, 1).

1.1. Represente os pontos A e B e trace as retas paralelas aos eixos coordenados que
contém A ou B, por forma a construir um retéangulo do qual [AB] é uma diagonal.

1.2. Determine a distancia entre os pontos A e B utilizando o teorema de Pitdgoras.

2. *Considere, num plano munido de um referencial ortonormado, os pontos A(a;, a,) e
Biby, by).

2.1. Designe por A; e B; as projecbes ortogonais no eixo das abcissas respetivamente dos

pontos Ae B. Exprima, em funcao de g, e de b;, a medida d; da distancia entre A; e B;.

2.2. Designe por A, e B, as projeg6es ortogonais no eixo das ordenadas, respetivamente,
dos pontos A e B. Exprima, em funcéo de a, e de b, a medida d, da distancia entre A, e
B,.

2.3. Exprima a medida da distancia entre A e Bem fungao de d; e de d, e justifique que é
. 2 2
ouala (o, -a,) +(o, o,

3. **Demonstre, dado um plano munido de um referencial ortonormado e pontos A(ay, a,) e
B(by, b,) pertencentes a esse plano, que a medida da distancia entre Ae B, d(A, B), é igual

2 2
a \/(bl - Ul) + (b2 - 02) , tomando por unidade de comprimento a unidade comum dos
eixos coordenados.

.|
1.3 a+b
1. Considere, na reta numeérica, os pontos A, B e M de abcissas, respetivamente, a, b e

Prove que AM = MB.

2. *Considere, na reta numérica, os pontos A e B de abcissas, respetivamente, ae b.
2.1. Indique, utilizando a e b, uma expressao da medida da distancia entre A e B.

2.2. Seja Mo ponto médio de [AB]. Apresente, utilizando a e b, uma expressao da medida
da distancia entre Ae M.

2.3. Apresente, utilizando a e b, uma expressao para a abcissa de M sem recorrer ao sim-
bolo de valor absoluto.

Nota: Este segundo exercicio foi identificado como tendo um nivel de desempenho superior
uma vez que nao pressupde, contrariamente ao que é indicado no descritor, o conhe-
cimento prévio da expressao da abcissa do ponto médio de [AB].

.|
1.4 1. Considere, num plano munido de um referencial cartesiano, os pontos de coordenadas
A(l, 1), B(4,6) e C(4,1).

1.1. Determine as coordenadas do ponto médio D do segmento de reta [AC].

1.2. Considere a reta paralela ao eixo das ordenadas que passa pelo ponto D e a respetiva
intersegdo M com o segmento de reta [AB]. Justifique, utilizando o Teorema de Tales,
que M é o ponto médio de [AB] e indique a abcissa de M.

1.3. Calcule a ordenada de M.
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2. *Considere um referencial ortonormado em y
dado plano e trés pontos A, Be M desse pla-

no, bem como as respetivas projecoes orto- B
gonais, respetivamente A, B' e M', no eixo M4
dos xx,e A", B" e M", no eixo dos yy.

2.1. Sabe-se que M é o ponto médio de [AB]. A’S

Prove que os pontos M'e M" sao, respe-
tivamente, os pontos médios dos seg-
mentos de reta [A'BT e [A"B"].

2.2. Sabendo que A(a;, a,) e B(by, by), determine as coordenadas de M.

19 1. Considere, num plano munido de um referencial
ortonormado e dado ¢ > 0O, a elipse de focos
Fi(-c, 0) e F5(c, O) e de eixo maior 2a(a > ¢ > 0).
Seja P o ponto de intersecado da elipse com o

y
semieixo positivo das ordenadas. (
1

1.1. Justifique que F,P = F,P.

1.2. Indique, justificando, a medida comum de F;P e F,P.
2

1.3. Conclua que OP = Va* - c’.

2. *Dada uma elipse de focos A e B e de eixo maior 2a em determinado plano, resolva as
seguintes questdes.
2.1. Prove que a mediatriz de [AB] interseta a elipse exatamente em dois pontos Ce D
situados em semiplanos opostos de fronteira AB e interseta a reta AB no ponto médio
do segmento [CD], que coincide com o centro O da elipse.

— AB
2.2. Prove que tomando b = 5 CDsetem b =+a*-c? onde c = -

1.10 1. Considere, num plano munido de um referencial ortonormado, os pontos F; (-4, 0) e F,(4, 0).

1.1. Qual o valor que deve tomar o nimero real d por forma que um ponto P(x, y) pertenca
a elipse de focos F; e F, e semieixo maior a, (a > 4) quando e apenas quando

d:\/(x+4)2+y2 +\/(x—4)2 +y2?
1.2. *Considere que a = 5.

Mostre que um ponto P(x, y) pertence a elipse referida na alinea anterior quando e
2 2

X Yy
apenas quando — +=— =1.
penasd 25 g

1.3. Tendo em conta a alinea 1.2, calcule as coordenadas dos pontos A; e A,em que a
elipse interseta o eixo das abcissas, as coordenadas dos pontos B; e B,em que a
elipse interseta o eixo das ordenadas e o eixo menor b = B;B,.

1_
1.4. Verifique, neste exemplo, que b = Va* — ¢?, onde ¢ = EFle ¢ a semidistancia focal.

2. **Considere num plano munido de um referencial ortonormado, dois nimeros reais a e ¢
(a>c>0) e os pontos Fi(-c, 0) e F,(c, O).

2 2
2.1. Justifique que a equacao \/(x +c) + v+ \/(x —c) + y? = 2a é a equacdo da elipse

de focos F; e F, e de semieixo maior a. , )

~ , o . X
2.2. Mostre que a equagéo da alinea anterior € equivalente a — + % =1.
a -c
2.3. Escreva a equacgao da alinea anterior utilizando no primeiro membro apenas as cons-

tantes a e b, onde b representa o semieixo menor da elipse.
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111 Informagao complementar para o professor

1.12 O tratamento adequado dos semiplanos em Geometria analitica plana pressupde, como € evi-
dente, que se dispde de uma definigao de semiplano. Essa definicdo pode pressupor que esta
fixado um dado plano, ainda que esta hipdtese seja dispensavel no caso da Geometria a mais de
duas dimensdes. Embora nestes descritores apenas se pretenda um reconhecimento a nivel
elementar, recorrendo a intuicdo geomeétrica, descreve-se em seguida como se poderiam justi-
ficar as propriedades neles expressas com base numa possivel definigdo de semiplano.

Dada uma reta r e um ponto P fora de r, podemos definir o "semiplano aberto de fronteira r
determinado pelo ponto P" como o conjunto constituido por P e pelos pontos X do plano = que
contém a reta r e o ponto P, tais que o segmento de reta [PX] néo interseta r e o "semiplano
fechado de fronteira determinado pelo ponto P" como a unido com r do acima referido semi-
plano aberto.

Estas definicdes introduzem um critério simples para verificar se um dado ponto de um
plano 7 estd ou ndo em certo semiplano (aberto ou fechado) de z de fronteira r e determina-
do por um ponto de = ndo pertencente a r. Note-se, no entanto, que carece de demonstragao
a afirmacéo segundo a qual um semiplano (aberto ou fechado) de fronteira r fica determi-
nado por qualquer um dos seus pontos, o que, como veremos, resulta de se poder encarar
os semiplanos abertos com dada fronteira como classes de equivaléncia; uma vez estabe-
lecido esse facto, torna-se facil concluir, por processos andlogos, que existem exatamente
dois semiplanos (abertos ou fechados) num plano = com uma dada fronteira r.

Vejamos entdo, mais precisamente, como da definigdo dada se pode deduzir que existem
exatamente dois semiplanos abertos de fronteira r no plano z, que esses semiplanos sao
disjuntos e que a respetiva uniao coincide com 7\r; para o efeito podemos comecgar por veri-
ficar que é de equivaléncia a relagao bindria R definida para pontos P, Q de z\r por PRQ se
P e Q coincidirem ou se o segmento de reta [PQ] ndo intersetar r.

A reflexividade e simetria sdo imediatas e a transitividade, no caso em que os pontos P, Q e
R ndo sao colineares, Unico nao trivial, pode ser considerada uma das formas do axioma de
Pasch, pois o que se pretende provar é que, se P, Q e R sdo pontos de z ndo colineares que
nao pertencem a r e [PQ] e [QR] no intersetam r, entdo [PR] também n3o interseta r; ora
o contrarreciproco desta propriedade é equivalente a afirmacao de que se a reta rinterseta
o lado [PR] do triangulo [PQR] e nao interseta nenhum dos respetivos vértices, entdo tem
de intersetar um dos outros dois lados do triangulo, o que é uma das formas mais usuais do
axioma de Pasch.

Este axioma, ou outro semelhante, é indispensavel a uma formalizagdo adequada da Geo-
metria elementar (euclidiana ou ndo), o que soé foi detetado por Pasch em finais do século
XIX, embora fosse implicitamente admitido até entdo em diversas demonstragdes de Geo-
metria euclidiana ou mesmo nao euclidiana, sem que tivesse sido antes observada a impos-
sibilidade de ser deduzido dos restantes postulados.

Sendo R relacao de equivaléncia é agora facil concluir que o semiplano aberto de z de fron-
teira r determinado por um ponto P de 7\r ndo é mais do que a classe de equivaléncia de P
para a relacdo R; em particular, um dado semiplano de fronteira r fica determinado por
qualquer dos seus pontos, pelo que podemos designa-lo, sem ambiguidade, por "semiplano
(aberto ou fechado) do plano z de fronteira r contendo o ponto P". A forma como R estd
definida permite também concluir que existem no maximo duas classes de equivaléncia,
pois fixado um ponto P em z\r, dados dois pontos Q e R de 7\r que nado sao equivalentes a P
é facil concluir que sdo equivalentes entre si, pelo que no maximo existird mais uma classe
de equivaléncia para a relagédo R contendo todos os eventuais pontos nao equivalentes a P.
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Provemos entdo, nesta situacao, que QRR, ou seja, que r ndo interseta [QR]; por definicao
de R, [PQ] e [PR] intersetam ambas r, ja que, por hipotese, Q e R ndo sdo equivalentes a P;
a Unica situacao que merece ser analisada é aquela em que P, Q e R ndo sao colineares, ja
que a outra é trivial (um ponto ndo pode estar simultaneamente estritamente situado entre
quaisquer dois de trés pontos colineares, pelo que r ndo pode também intersetar [QR]).
Nesse caso r interseta dois dos lados do triangulo [PQR], ndo intersetando os respetivos
vértices, pelo que ndo pode intersetar o terceiro (propriedade cuja demonstracdo também
envolve o axioma de Pasch), o que significa que ndo interseta [QR], ou seja QRR, como pre-
tendiamos provar.

A existéncia de pelo menos dois pontos ndo R-equivalentes e portanto exatamente de dois
semiplanos abertos de fronteira r resulta simplesmente do facto de que dado um ponto P
de 7\r (que existe sempre, ja que o plano ndo se reduz a uma reta) e um ponto A de r existe
sempre um ponto Q distinto de A tal que A fica situado no segmento de reta [PQ] (“o seg-
mento [PA] pode prolongar-se em qualquer dos sentidos”). Esta propriedade resulta de
qualquer axiomatica da Geometria euclidiana e garante portanto a existéncia de um ponto
Q de 7\r ndo R-equivalente a P, ou seja, fora do semiplano de fronteira r contendo P.

Como acima foi referido, o reconhecimento que é pedido neste descritor e no seguinte pode
ser feito, a nivel elementar, apenas recorrendo a intuicdo geométrica, mas, correspondendo
a um nivel de desempenho elevado, poderia ser levado a cabo com base na definigdo de
semiplano acima indicada. Para o efeito ha que dispor também de um critério claro para
identificar analiticamente os pontos de um segmento de reta [PQ], dados P(a;, a,), Q(b;, by)
distintos num plano munido de um referencial ortonormado. Sendo ja conhecida a equagao
da reta PQ, resta identificar o dominio de variagéo para as abcissas (ou para as ordenadas,
no caso de uma reta vertical) que corresponde aos pontos do segmento [PQ]. Ora ndo é
dificil concluir que as abcissas dos pontos de [PQ] variam entre a; e b; e as ordenadas entre
a, e by; para o efeito basta notar que as retas paralelas aos eixos que intersetam o segmen-
to [PQ] intersetam os eixos a que n&o sdo paralelas em pontos dos segmentos de extremos
respetivamente de abcissas (no eixo respetivo) a;, b; e a,, b,. Este facto resulta da seguinte
propriedade geométrica: "dadas duas retas paralelas e dois segmentos de reta, cada um
deles com uma extremidade em cada uma das duas retas, entdio se uma terceira reta é para-
lela as outras duas e interseta um dos segmentos de reta tem de intersetar também o outro”;
a demonstracao deste resultado pode ser obtida muito simplesmente aplicando uma ou duas
vezes 0 axioma de Pasch (consoante os segmentos partilhem ou ndo uma das extremidades).

Dos resultados expressos neste descritor e no seguinte, ou seja, da identificacdo analitica
de dois conjuntos de pontos que constituindo semiplanos de fronteira dada por uma reta da
qual se conhece a equacao e determinados por qualquer dos respetivos pontos, resulta
imediatamente que, fixada uma reta num dado plano, existem exatamente dois semiplanos
abertos nesse plano com fronteira coincidente com essa reta, para além de que s&o obvia-
mente conjuntos disjuntos e com unido igual ao complementar da reta no plano. Ou seja, o
que acima foi justificado com argumentos geométricos acaba por deduzir-se da caracteri-
zagao analitica referida destes descritores. E claro que o axioma de Pasch, acima utilizado,
acaba por estar explicita ou implicitamente na base da introducao rigorosa das técnicas de
Geometria analitica de que aqui se tira partido.

Apresentam-se em seguida duas atividades em que se exploram analiticamente as proprie-
dades geomeétricas, caracteristicas dos semiplanos, acima descritas. Embora o exemplo este-
ja redigido para conduzir a justificacdo da inequacao cartesiana dos semiplanos, de acordo
com a definicdo geométrica acima apresentada, podem utilizar-se apenas algumas alineas
para ilustrar uma ou outra propriedade que se pretenda focar, de modo mais informal.
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Seja r a reta de equagdo y = 2x + 1 num dado plano munido de um referencial ortonormado.
Considere os conjuntos:

A={Xxy):y>2x+1}eB={X(x,y):y<2x+1}

a. Seja P(1, 7) e Q(2, 6). Verifique que P € A e que Q € A. Calcule as coordenadas do
ponto de intersegdo das retas r e PQ e conclua que o segmento de reta [PQ] nao
intersetar.

b. Seja R(3, 1). Verifique que R € B e que 0 segmento de reta [PR] interseta r.

c. Considere dois pontos P;(a, y1) e P;(a, y,); mostre que se pertencerem ambos a A ou
ambos a B entdo o segmento de reta [P, P,] ndo interseta r mas que se um deles per-
tencer a A e o outro a B entdo o segmento de reta [P;P,] interseta r e determine as
coordenadas do ponto de intersecao.

d. Considere dois pontos P;(x1, y1) € Po(xy, 19) tais que x; = x, e seja P(x, y) um ponto do
segmento de reta [P;P,]:

d1. Utilizando a equacéo da reta P; P, ou, diretamente, o teorema de Tales, mostre que
x=x; +S(xy—x1) €y =y, +s(y — y;) para determinado s € [0, 1].

d2. Deduza da alinea anterior que x = (1 - t)x; + txy e y = (1 - t)y; + ty, para determinado
t € [0, 1] e conclua que se P; e P, pertencerem ambos a A (respetivamente a B)
entdo P € A (respetivamente P € B) e portanto o segmento de reta [P;P,] esté
contido em A (respetivamente em B), logo néo interseta r.

d3. Utilizando 1.4.1. conclua que se P; € A e P, € B entdo o segmento de reta [P,P,]
interseta r, determinando o valor de s correspondente ao ponto de intersegao.

e. Conclua das alineas anteriores que A e B sdo exatamente os semiplanos abertos de
fronteira r do plano dado.

Il
Sejac € R e rareta de equacgéo x = c. Considere os conjuntos:
A={X(x,y):x>cleB={X(x,y):x<c}

a. Dados dois pontos P e Q de A (ou de B), justifique que o segmento de reta [PQ] nio
interseta aretar.

b. Dados dois pontos R € A e S € B, mostre que o segmento de reta [RS] interseta r.
c. Conclua que A e B sao os dois semiplanos definidos pela reta r.

.|
1.13 1. Considere um plano munido de um referencial orto-

normado e uma circunferéncia de raio r > 0 e de cen-
tro C(a, b). Considere ainda um ponto P(x, y) do plano.

1.1. Exprima a medida da distancia d = CP em fung&o
dex,y,aeb.

1.2. Justifique que P pertence a parte interna
da circunferéncia quando e apenas quando
(x-a)?+(y-b)?<ri

1.3. Justifigue que o circulo de centro C(a, b) e raio r
se define pela condicdo (x—a)?+ (y—b)? < r’.
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1. Represente geometricamente cada um dos conjuntos de pontos do plano determinados
pelas seguintes condigoes.
11.y>2%
1.2.y<-2
1.3. 2x-y<4
14.3-x20
15.y<-2Ax>1
16.y>2xVvy<3
17.2x-y<4Ax>-4AN2-y>0
1.8. *xy<0
1.9.%?-)?=0
1.10. **x? - 4y? > 0

2. Identifique as figuras geométricas planas definidas pelas seguintes condigdes.
2.1 (x+2)2+y?=2
2.2. (x-1)2+ (y+3)2<1
2.3."x2+)? + 5x + 8y =275
2.4, %4x° + 4y? + 12x + 8y =11
2 2

2.5. x—+y—:1
9 4

2.6.*5x2 + 16)2 = 80

2.7. %9 + 4y” = 36
28.1<(x-3)2+(y+1)2<4

29. (x+2)%+)?>1Ax+3)2+)°<4
2.10. (x+ 22+ 2 < 4 A lxl < 3

3. Identifique e defina analiticamente, utilizando equacdes e inequacdes cartesianas, os
seguintes conjuntos de pontos do plano.

3.1. Pontos que distam igualmente dos pontos A(-3, 5) e B(1, 1).
3.2. Pontos cuja distancia ao ponto C(2, -3) ndo excede 4 unidades.

3.3. *Pontos cuja medida da distancia ao ponto D(-5, 4) é o dobro da medida da distancia
ao ponto E(1, 4).

3.4. Pontos cuja soma das medidas das distancias aos pontos A(-2, 0) e B(2, 0) é igual a 7.
3.5. Pontos que distam duas unidades da reta de equagao y = -1.

3.6. *Pontos que distam igualmente da origem do referencial e do ponto G(-3, -3) e que
pertencem a circunferéncia centrada em G e tangente aos eixos coordenados.

3.7. Pontos médios dos segmentos de reta cujos extremos sao:
3.7.1. o ponto O(0, 0) e cada um dos pontos da circunferéncia centrada em O e de raio 2.
3.7.2. **o ponto H(1, 3) e cada um dos pontos da retax +y=5.
4. *Num referencial ortonormado do plano, os pontos A, B e C sdo vértices de um tridngulo

equilatero. Sabendo que A(-5, 1) e B(-3, 1 + 2v3), determine a ordenada de C sabendo que
a abcissa é -1.

5. Sabe-se que o ponto P(3, y) é equidistante dos pontos A(-3,1) e B(1, 2). Determine o valor
de y.
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31 Informagao complementar para o professor
3.2 : . - A :

Diversas propriedades da relagao de equipoléncia entre segmentos orientados de um pla-
3.3 no foram introduzidas no 87 ano, mas nao foi dada uma definicao formal de relacao bindria
3.4 nem de vetor, tendo-se apenas indicado que um vetor, objeto indefinido, fica associado ao

conjunto de todos os segmentos orientados equipolentes a um dado segmento orientado
(ou seja, com 0 mesmo comprimento, diregado e sentido que esse segmento orientado) e
que se consideravam distintos vetores associados a segmentos orientados ndo equipolen-
tes (cf. Programa de Matematica do Ensino Béasico, homologado em 17/7/2013, e Metas
Curriculares do Ensino Basico de Matematica, NO6-3 e GM8-3). Como foi referido no
Caderno de Apoio do 3 Ciclo é possivel interpretar a nocao de vetor como classe de equi-
valéncia para a relacao de equipoléncia, ficando assim provada a possibilidade de definir
um objeto matematico com as propriedades que se requeriam aos vetores na introducao
feita no 87 ano. Para uma revisdo destes conceitos, aplicagdes, propriedades, e respetivas
justificagdes geométricas podem consultar-se as referidas Metas Curriculares e os Cader-
nos de Apoio do 2° Ciclo, NO6-3, e do 3’ Ciclo, GM8-3.5 a 3.18 e o0 Texto Complementar de
Geometria do 3’ Ciclo, 87 ano, 3.1 a 3.16. Em particular importa ter presente o critério de
equipoléncia de segmentos orientados, de acordo com o qual dois segmentos orientados
ndo nulos [A, B] e [C, D], tais que [AB] e [CD] ndo tém a mesma reta suporte, sdo equipo-
lentes se e somente se [ABDC] for um paralelogramo. No caso de terem a mesma reta
suporte, podemos estudar a propriedade de equipoléncia utilizando uma mesma reta
numeérica que os contenha e a equipoléncia traduz-se na igualdade da diferenga entre as
abcissas da extremidade e da origem dos segmentos orientados.

Por outro lado, também se associou um vetor a uma translacao, entendida como aplicagdo
de um plano em si préprio. Entendendo um vetor como classe de equivaléncia é possivel
comparar os dois objetos, ou seja, um vetor v e a translagéo T por ele definida. Das defi-
nicdes conclui-se que o grafico de Ty ndo é mais do que o conjunto dos pares ordenados
(A, B) tais que v = AB ou seja, tais que o segmento orientado [A, B] esta na classe de
equivaléncia que constitui o vetor v. Note-se que no Ensino Basico também n3o foi dada
uma definicdo formal de segmento orientado, nocao introduzida no 67 ano, dizendo-se
apenas que o segmento orientado [A, B] fica definido quando no segmento de reta [AB] se
fixa um dos extremos para origem e o outro para extremidade, ou seja, no fundo, quando
se ordenam os extremos; essa nocao foi alargada no 87 ano ao caso em que A e B coinci-
dem. Como é facil perceber, uma possivel definicdo formal de segmento orientado pode
consistir muito simplesmente em identificar [A, B] com o par ordenado (A, B), uma vez que
os pontos A e B determinam o segmento de reta que os tem por extremos, e, reciproca-
mente, um segmento de reta determina os respetivos extremos, e podemos fixar a origem
e a extremidade escolhendo o primeiro elemento do par para origem e o segundo para
extremidade. Com esta definicao conclui-se entdo que v e o gréafico de Ty sdo exatamente
0 mesmo objeto matematico; se identificarmos a translagdo com o respetivo grafico, o que
é natural para uma aplicacdo com dominio e conjunto de chegada coincidentes com o
plano todo, podemos entdo também dizer mais simplesmente que os vetores sdo exata-
mente as translacoes.

No 87 ano (GM8-3.10 a 3.17) introduziu-se a soma de vetores num plano e as respetivas
propriedades basicas, geométricas e algébricas gue é conveniente agora recordar. Come-
cou-se por definir o que é a soma P + v de um ponto P com um vetor v: trata -se muito sim-
plesmente do Unico ponto Q do plano tal que v = PQ. No caso em que Vv % 0 este ponto Q
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pode ser construido a partir do ponto P e de qualquer segmento orientado [A, B] represen-
tante de v (ou seja, tal que v= ﬁa’) utilizando, por exemplo, o critério do paralelogramo para
a equipoléncia de segmentos, ou seja, construindo o vértice Q desconhecido do paralelogra-
mo [ABQP]; note-se que se pode sempre supor, sem perda de generalidade, que o ponto P
nao esta na reta AB, construindo em primeiro lugar, se necessario, pelo mesmo processo,
um segmento orientado equipolente a [A, B] com outra reta suporte.

Definiu-se em seguida a translacao T;;como a aplicacdo do plano em si préprio que associa
a cada ponto P do plano o ponto T{P) =P + V.

Finalmente, definiu-se a soma de vetores U e v como o vetor w tal que Ty~ T; = Ty ou seja,
tal que (P + u) + v =P +w, para qualquer ponto P do plano, mostrando-se que w pode ser
obtido a partir de u e v através da “regra do tridngulo” ou, no caso de se tratar de vetores
nao colineares, através da regra do paralelogramo; em particular tem-se, para quaisquer
pontos A, Be C do plano,

AB+ BC = AC,
sendo esta igualdade por vezes referida como "identidade de Chasles".

Como tem sido referido, a propdsito de outros conteddos, para uma revisao destes conceitos
e propriedades pode consultar-se, para além dos acima referidos descritores das Metas
Curriculares do 87 ano, o Caderno de Apoio do 3’ Ciclo, GM8-3.10 a 3.18 e o Texto Comple-
mentar de Geometria, 87 ano, 3.10 a 3.16. Limitemo-nos aqui a recordar como fica estabe-
lecida a coeréncia da definicdo de soma de vetores, através da verificacdo de que a compo-
sigao de translagdes é uma translacgdo. Da propria definicdo de translacéo e de composicao
de aplicagoes resulta que, se Ty ° T; for uma translacao, terd de ser determinada por um
vetor w que pode ser obtido de U e Vv pela regra do tridngulo; com efeito, fixado um ponto A
do plano, e sendo C = Ty > T4(A) = TAT4(A)) = (A + U) + v, se Ty T; for uma translacéo de
certo vetor w, teré de ser C = A +w, ou seja, w = AC.

Resta entdo apenas provar que, para qualgquer ponto P do
plano, Ty T;(P) = P +Ww, o que pode ser justificado utili-
zando a construgao geométrica ao lado (ilustra-se o caso
em que os vetores U e v ndo sdo colineares e o ponto P
ndo esta na reta AB, onde B = A + U, nem na reta AC,
podendo os restantes casos ser tratados de modo analo-
go). Pelo critério do paralelogramo para a equipoléncia

de segmentos orientados sabemos que [ABQP] e [BCRQ]
sao paralelogramos e pretendemos provar que PR=AC P
=w, ou seja, que [ACRP] também é um paralelogramo.

Ora, o facto de [ABOP] [BCRO] serem paralelogramos tem também como consequéncia
gue PA= QB e QB RC pelo que PA=RCe portanto [PACR] & um paralelogramo, tratando-se
do mesmo quadrilatero que [ACRP], que é, portanto, de facto, um paralelogramo e assim,
como pretendiamos provar, PR=AC=w.

Outro conceito basico introduzido no 87 ano (GM8-3.9) foi o de vetor simétrico de um dado
vetor; o simétrico —v de um vetor v é o vetor que tem o mesmo comprimento e dlregao que
v mas sentido oposto (em particular, para quaisquer pontos A e B do plano, - AB = BA)
para além das proprledades comutativa e assomatwa da adlgao de Vvetores, t tambem se veri-
ficou que v+ (-v) = O consequéncia imediata de AB + (- AB) AB+ BA = AA = O para
guaisquer pontos A e B do plano.

Materiais de Apoio & Implementaco do Novo Programa e Metas Curriculares 49



Caderno de Apoio - GAT0

Descritor Texto de apoio

No presente objetivo geral introduzem-se novas operagdes com vetores, nomeadamen-
te o produto de um vetor por um escalar e a subtragéo de vetores. Na definigdo de pro-
duto de um vetor v = AB ndo nulo por um escalar A # 0, para além de se definir sem
qualquer ambiguidade a direcdo e sentido do vetor produto (direcdo igual e sentido igual
ou oposto ao do vetor v, consoante A é positivo ou negativo), a respetiva norma é dada,
a partida, para uma unidade de medida de comprimento pré-fixada. No entanto, facil-
mente se conclui que o vetor produto ndo depende da unidade de comprimento escolhi-
da, pois a definicdo é dada de tal modo que |A| é igual ao quociente entre a norma do
vetor produto e a norma do vetor v; ora as normas s&o, por definicdo, medidas de com-
primento de segmentos de reta e como o quociente de duas medidas de comprimento
ndo depende da unidade de medida comum (cf. GM7-7.2), se um dado vetor produto tiver
norma com a propriedade enunciada na definicao, para uma dada unidade de medida
(equivalente ao quociente pela norma de v ser igual a IAl), o mesmo se passara para
gualquer unidade de medida. Por outras palavras, os “vetores produto” obtidos conside-
rando-se, na respetiva definicao, diferentes unidades de comprimento, e que tém a par-
tida direcéo e sentido bem determinados, tém todos também o mesmo comprimento, ou
seja, trata-se sempre do mesmo vetor.

Outro modo de justificar a coeréncia da definicao de produto Av = LAB de um vetor v= AB
nao nulo por um escalar A, é comecgar por notar que o vetor produto pode ser “materiali-
zado" (através de um dos seus representantes) na reta numérica AB, tomando AB para
semirreta dos nimeros nao negativos e AB para unidade de comprimento; sendo P o
ponto dessa reta numérica de abcissa A, é imediato, a partir da definicdo de Av (para esta
unidade de medida de comprimento) que este vetor deve identificar-se com AP. Fixada
gualquer outra unidade de comprimento e sendo m a medida do comprimento do segmen-
to [AB] nessa nova unidade, uma vez que o quociente das medidas de comprimento de dois
dados segmentos é independente da unidade de medida comum (cf. mais uma vez GM7-
7.2) sabemos que o comprimento de [AP] na nova unidade sera igual a |AIm, ou seja, a
norma de Av serd dada por IAllIVIl, qualquer que seja a unidade de comprimento fixada
para o calculo das normas. Assim, o vetor Av ndo depende, de facto, da escolha da unida-
de de comprimento.

A definicao de produto de um vetor por um escalar, no caso de se tratar do escalar -1, con-
duz, obviamente, ao simétrico do vetor, ja que, por definicdo de produto por um escalar, é o
vetor com a mesma norma e diregdo mas sentido contrario ao vetor dado, o que é também
a definicdo de vetor simétrico.

A propriedade expressa no descritor 3.3 pode ser facilmente justificada. Por um lado, é ime-
diato, a partir da definicdo do produto de um vetor por um escalar, que Av é colinear a V.
Reciprocamente, considerando um vetor u colinear a v, se existir um nimero real Atal que

—

—_ — — — u . s s
u=Av, temos |lull = [Allvl] & Al = ﬁ pelo que, considerando o Unico nimero real
— %
[Tull
de mddulo ﬁ (valor independente da unidade de comprimento fixada para o calculo das
%

normas, como acima ficou estabelecido) que é positivo se os vetores U e vtiverem o mesmo
sentido, negativo se tiverem sentidos opostos e nulo se u for nulo, tem-se, por definicéo de
produto de vetor por escalar, U = AV e este A é o Unico escalar para o qual tem lugar esta
igualdade, ja que, quando nao é nulo, tem mddulo e sinal bem determinados.

O escalar A pode ainda ser materializado utilizando segmentos orientados com extremos
numa mesma reta numérica e origens coincidentes com a origem dessa reta numérica e que
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fixemos um ponto arbitrario O para origem da reta numérica e o ponto A = O + v, para ponto
de abcissa 1; entdo, sendo P = O + u, P é um ponto da reta OA, ja que U e v tém a mesma
direcdo (e portanto as retas OA e OP, nao podendo ser retas paralelas distintas, tém de
coincidir). Entdo, como atrds se concluiu a propdsito da coeréncia da definicdo de produto
de um vetor por um escalar, sendo Aa abcissa de P, teremos u = Av. Quanto & subtracao, a
definicdo do vetor diferenca u -V de determinados vetores u e v reproduz a definicdo habitual
de diferenca quando em dado conjunto esta definida uma operacéo de adigdo comutativa.

quew + v =, pois, a existir um tal vetor, adicionando —v a ambos 0s membros desta igual-
dade obtemos:

verificar que, de facto, a respetiva soma com v é igual a u, utilizando mais uma vez a proprie-
dade associativa da adigao de vetores e a propriedade algébrica caracteristica do simétrico.
Assim, a diferenca de vetores esta sempre bem definida e é igual a soma do aditivo com o
simétrico do subtrativo, tal como para nimeros reais: t-v="u+ (- V).

vetor com o simétrico de outro. Apresentam-se abaixo dois possiveis exercicios com

representem os dois vetores colineares dados. Com efeito, se t e v forem colineares (v 0),

Dados vetores U eV, é facil, neste caso, justificar a existéncia de um e apenas um vetor w tal

U+ (V) =W+V)+ (V) =W+ (V+ (V) =w+0=w

Ou seja, 0 Unico vetor w que pode satisfazer a igualdade requerida é o vetor u + (- V) e é f&cil

Para além desta justificacdo algébrica, podera aproveitar-se a ocasiao para rever o0s
conceitos acima referidos, construindo geometricamente a diferenga de vetores em
casos concretos ou num caso geral e comparando com a construcao da soma de um

esses objetivos.

1. Nailustragao figuram dois segmentos orientados que
representam vetores ue V.

1.1. Reproduza, no caderno, dois segmentos orienta-
dos com a mesma origem P que representem,
respetivamente, os vetores u e V e, utilizando a

regra do paralelogramo ou a regra do tridngulo, -
— - = — u
construa o vetorw tal que v+w=u. /

1.2. Construa o vetor soma de u com -V e justifique
que é igual aw.

2. **Dados vetores U e v, prove, recorrendo a uma construgdo geométrica e utilizando dire-
tamente as definicdes de diferenca e de soma de vetores, bem como a de simétrico de um
vetor,que u-v=1u+ (- V).

Esta propriedade é trivial se v = 0 e pode ser facilmente justificada se v # 0, por exemplo,
recorrendo mais uma vez a uma reta numérica de origem O qualquer e o ponto de abcissa
1 coincidente com O + v. Sabemos entdo (cf. Texto de apoio ao descritor 5.2) que O + Av,
O+puve O+ (A+p)vsao respetivamente os pontos dessa reta numérica de abcissas A, pL e
A + 1 e, efetuando a adigdo dos vetores Av e v, aplicando a “regra do tridngulo” a partir do
ponto O, o ponto P que se obtém para extremidade do segmento orientado de origem O que
representa o vetor soma é exatamente o que tem abcissa A + 1, pela definicdo geométrica
conhecida de adicao de nimeros representados numa reta numérica (cf. Metas Curriculares
do Ensino Basico, NO6-3.3 e NO8-2.7).
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3.6 1. *Considere dois vetores U e vV ndo E
colineares e A > 0; pretendemos f‘x\\
provar que A(U + V) =AU+ AV. Para o , IR
efeito, fixado um ponto A do plano, /' T ¢

sejaB=A+u,C=B+veD=A+Al,
como se ilustra na figura junta.

1.1. Justifique que AC=4 + V.

1.2.Sendo E = A + A(U + V) e utili-
zando o Teorema de Tales, jus-
tifique que as retas BC e DE sao
paralelas.

1.3. Conclua da alinea anterior que DE = ABC.

1.4. Justifique que as semirretas BC e DE tém o mesmo sentido e conclua, utilizando
também as alineas anteriores, que DE = ABC = Av.

[Sugestdo: Para comparar os sentidos das referidas semirretas note que, por constru-
¢do, os pontos C e E estdo numa mesma semirreta de origem no ponto A da reta BD.]

1.5. Conclua finalmente que MU + V) = AU + Av.

2. **Utilizando uma construgao idéntica a do exercicio anterior, prove que, dados dois vetores
U e vnao colineares e A < 0, Mu + V) =AU + Av.

3. *Considere vetores U e v colineares, U # 0 fixando um ponto O do plano, e sendo A = 0 + 4,
B =0+, considere uma reta numérica OA de origem O.

3.1. Justifique que B é um ponto da reta OA.

3.2. Demonstre aigualdade AU + v) = AU + AV traduzindo-a numa equacgao envolvendo as
abcissas dos pontos A e B na referida reta numérica.

4. Considere um vetor U # 0 e niimeros reais A e u; prove que Auu) = (Au)u, comparando as
normas, diregdes e sentidos dos dois vetores, a partir da definicdo de produto de um vetor
por um escalar.

4.1 1. Na figura junta representa-se um plano
4.2 munido de um referencial ortonormado de y
origem O e dois segmentos orientados [A, B]
e [P, Q] onde A(3, 3), B(1, 2), P(-2, -1) e
Q(0, 2). Considere os pontos X(1, 0), Y(0,1) e
os vetores (da base candnica do espaco
vetorial dos vetores do plano) e; = 00X e
&,= 0V.

1.1.Sendo vV = AB, determine, utilizando / '

P

uma construgdo geomeétrica, um vetor
v; com a direcdo de e; e um vetor v, com
a direcdo de e, tais que v=v; + v,.
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1.2. Quantas solucdes diferentes existem para a alinea anterior? Justifique.

1.3. Conclua que existe um e somente um par ordenado de ndmeros reais (vy, v,) tais que
V=V, + v,&,, designando este par como "coordenadas do vetor V", e determine-o.

1.4. Sendo U = PQ, resolva uma exercicio idéntico ao das alineas anteriores, substituindo
Vv por u.

1.5.Sendo P'(-2,3) ew = P'P, resolva um exercicio idéntico ao das alineas 1.1 a 1.3, subs-
tituindo v por w.

1.6. Justifique que as coordenadas dos pontos O + v, O + U e O +w tém de ser iguais as
coordenadas respetivamente dos vetores v, u ew (ditos "vetores posicdo" dos referidos
pontos) e represente estes vetores através de segmentos orientados de origem O.

2. *Considere um plano munido de um referencial ortonormado de origem O, os pontos
X(1, 0), Y(0, 1), os vetores (da base candnica do espacgo vetorial dos vetores do plano)
e; = OX e e, = OY e um vetor v desse plano.

2.1. Fixado um ponto A nesse plano e sendo B = A + v mostre, utilizando a regra do trian-
gulo, que existe um e somente um ponto C tal que se v for igual & soma de um vetor
v, com a diregéo de e; com um vetor v, com a direcéo de e, entdo v; = ACe v, = CB.

2.2. Conclua da alinea anterior que existe um e somente um par ordenado de niUmeros reais
(v1, vy) tal que V= v4€; + v,€,, designando este par por "coordenadas do vetor v".

2.3. Justifique que as coordenadas do ponto P= 0+ v sdo iguais as coordenadas do vetor
Vv (dito "vetor posicéo" do ponto P).

4.3 1. Considere um plano munido de um referencial ortonormado, vetores t(uy, Uy) e V(vy, vy),
4t um numero real A, os pontos X(1, 0), Y(O, 1) e os vetores (da base candnica do espacgo
45 vetorial dos vetores do plano) e; = OXe e, = OY..

4l6 1.1. Justifique que U= u;€, + Uy €, € quUE V=V, + V5E,.

1.2. Utilizando as propriedades algébricas conhecidas das operagdes com vetores, conclua
que o vetor U + V (respetivamente U - v) tem coordenadas (u; + vy, U, + V,) (respetiva-
mente (u; — vy, Uy — V5)), que o vetor AU tem coordenadas (Auy, Au,) e que o vetor simé-
trico do vetor u(u;, U,) tem coordenadas (-u;, —u,), comecando por determinar expres-
sdes para estes vetores como combinacgdes lineares dos vetores da base candnica.

1.3. Suponha que U e v ndo sdo nulos e justifique que s&o colineares se e somente se as
respetivas coordenadas forem todas nao nulas e os quocientes das coordenadas
correspondentes forem iguais, ou as primeiras ou segundas coordenadas de ambos
os vetores forem nulas.

2. Considere um plano munido de um referencial ortonormado de origem O e pontos
A(ay, a,) e B(by, by) desse plano.

—_— — —— —— —

2.1. Justifique que AB= A0+ OB= 0B- OA.

2.2. Atendendo a alinea anterior e ao que se sabe acerca das coordenadas do vetor posi-
cao de um ponto e das coordenadas da diferenga de dois vetores, justifique que o
vetor AB tem coordenadas (b; — ay, by — a5).

2.3. Dado um vetor v(vy, v,) e utilizando a alinea anterior mostre que o ponto P=A + vtem
coordenadas (a; + v4, 0, + v5), comegando por designar essas coordenadas por (x7, x;)
e notando que, por definicdo, v = AP.
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6.1

3. Fixado um plano munido de um referencial ortonormado e dado um vetor V(v;, v,)
tomando por unidade de comprimento a unidade comum dos eixos coordenados, mostre

que |1Vl = v, +v,?, utilizando o Teorema de Pitagoras.

1. Considere, fixado um plano munido de um referencial cartesiano, os vetores u(-3, 4) e
v(2, 5). Determine as coordenadas do vetor:

11 vT/=ZU—§\7.
2
— 1 1
1.2.ytalque =i =2y +=Vv.
3 7T
2. Na figura esté representado um paralelogramo [ABCD], B
os pontos médios E, F, Ge H dos lados [AB], [BC], [CD]
e [DA] respetivamente e os vetores AC e BD. Sabe-se, E F
fixado um certo referencial ortonormado, que H(% 2) , A c
AC=(4,0) e BD = (-2, -4).
2.1 \Justl‘ique que AC=2HGe indique as coordenadas H G
de HG.
2.2. *Determine as coordenadas dos pontos G, F e E. D

2.3. *Justifique que EG = BC e determine as coordenadas dos vértices do paralelogramo
[ABCD].

3. Num plano munido de um referencial cartesiano os pontos A(Q, 3) e B(5, 4) sdo vértices
consecutivos de um losango e o ponto C(2, 1) é o ponto de intersecao das respetivas dia-
gonais. Determine as coordenadas dos outros dois vértices.

4. *Considere, num plano munido de um referencial cartesiano, trés pontos nao colineares
A(ay, ay), B(by, by) e C(cy, ¢y). Seja M o ponto médio do segmento de reta [BC]. Relembran-
do que o baricentro G do tridngulo [ABC] é o ponto G do segmento de reta [AM] tal que
AG = 2 GM, verifique que o baricentro coincide com a intersecdo das mediatrizes do trian-
gulo determinando sucessivamente:

4.1. as coordenadas de M; 4.2. as coordenadas dem
4.3. as coordenadas de A_é 4.4, as coordenadas de G.

1. Num plano munido de um referencial cartesiano, sabe-se que os pontos A(-3, -2),
B(-1,2) e C(4, 1) sao vértices de um paralelogramo. Determine as possiveis coordenadas
do quarto vértice do paralelogramo.

2. Num plano munido de um referencial cartesiano, determine, se existir, um nimero real k
tal que os vetores u(1, k + 1) e v(2k + 1, 6) sejam colineares e com o mesmo sentido.

3. Considere um plano munido de um referencial ortonormado e o vetor u(-3, 4). Determine
as coordenadas do vetor colinear a u, de sentido contrario e de norma 15.

4. Num plano munido de um referencial ortonormado, os pontos A(2, 1), B(6, 4) e C(8, 7) séo
vértices de um trapézio, cujas bases sdo os segmentos de reta[AB] e [CD].

4.1. *Determine todas as coordenadas possiveis do vértice D sabendo que CD = 2AB.

4.2. *Considere D(0, 1). Prove que o quadrilatero definido pelos pontos médios dos lados
do trapézio [ABCD] é um paralelogramo.
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1. Considere, num plano munido de um referencial cartesiano, as retas r, s e p definidas

respetivamente por 2x+3y+1=0, (x,y)=(1,5) +t(6,4)tERe {x =M ,AER.
3y=1+2)

1.1. Determine os pontos em que a reta rinterseta os eixos coordenados.

1.2. Determine a ordenada do ponto da reta s que tem abcissa 3.

1.3. Justifique que o ponto (-2, -1) pertence a reta p.

1.4. Indique, para cada uma das retas, um vetor diretor.

1.5. Escreva a equacao reduzida da reta s.

1.6. Indique, de entre r, s e t, eventuais pares de retas paralelas.

. Considere, num referencial cartesiano do plano, a reta m definida por (x, y) = t(-5, 4), t € R.

Determine a equacgéao reduzida da reta n, paralela a m, que interseta o eixo Ox no mesmo
ponto que a reta p de equagcdo 6x-y—-1=0.

. *Determine para que valores reais de k o ponto P(k, k?) pertence & reta de equacao

y=-b5x-6.

. "*Num referencial ortonormado do plano as retas r: 4y=3x-1e s: 4x— 3y + 2 =0 contém

dois lados iguais de um tridngulo que medem 10 unidades. Determine as possiveis coor-
denadas dos vértices desse triangulo.

. **Considere, num plano munido de um referencial cartesiano, a circunferéncia definida

pela equacdo x? + y?> =10 e o ponto P(0, -10). Determine a equacao reduzida de cada uma
das retas que, passando por P, sdo tangentes a circunferéncia.

rencial cartesiano, um ponto A, a circunfe-

réncia de centro A definida pela equacao
(x-3)>+ (v - 2)2=10, os pontos E e F de
intersecdo da circunferéncia com o eixo Ox e D
0 ponto D de intersegdo da circunferéncia A
com o eixo Oy e de ordenada superior a do
ponto A.

6.1. Determine as coordenadas de D, Ee F.

X
6.2. Determine a equacao reduzida da reta DF. F\_/E\

6.3. Calcule a area do triangulo [DEF].

cartesiano, a circunferéncia que passa nos pontos 0
A, Oe Btais que [OA] esté contido na bissetriz dos T
guadrantes impares e [OB] estéa contido na bisse-
triz dos quadrantes pares. Sabe-se ainda que a

ordenada de Béigual a % da ordenada de A. A

7.1. *Determine as coordenadas de A e de B
sabendo que a area do tridngulo [AOB] é B
igual a 12 unidades de érea.

7.2. Justifique que [AB] é um didmetro da cir-
cunferéncia e escreva uma equacao dessa
circunferéncia.

7.3. Escreva uma equagao cartesiana da reta AB.
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7.3 Comentario

Ao abordar-se a Geometria Analitica plana no Ensino Bésico definiram-se referenciais car-
tesianos gerais, ou seja, ndo necessariamente ortogonais nem monomeétricos (cf. Metas
Curriculares para o Ensino Basico, OTD5-1.1); nesse contexto, cada coordenada de um dado
ponto é obtida através da intersecdo com um dos eixos da reta paralela ao outro eixo que
passa pelo ponto (cf. ibid. 0TD5-1.2). Verifica-se facilmente que, no caso em que o referen-
cial é ortogonal (e apenas neste caso), 0 mesmo resultado pode ser obtido considerando as
projecoes ortogonais do ponto em cada um dos eixos coordenados. Na generalizacao que
aqui é feita ao espacgo da nogao de referencial cartesiano, uma vez que apenas se conside-
ram referenciais ortogonais, é esta caracterizagao que se adota para estender ao espaco a
nogao de coordenadas de um ponto relativamente a um referencial dessa natureza; com
efeito, essa opcao permite simplificar o estudo destes referenciais, por facultar uma utiliza-
cdo mais direta das propriedades geométricas conhecidas da nogado de perpendicularidade.

No entanto, para referenciais cartesianos no espaco mais gerais, nomeadamente se os eixos
nao forem dois a dois perpendiculares mas simplesmente ndo complanares, as cooordena-
das de um ponto P poderiam ser definidas, analogamente ao que foi feito no caso do plano,
comegando por considerar a intersecao de cada eixo com o plano contendo o ponto P e
paralelo ao plano determinado pelos outros dois eixos; as abcissas desses pontos no respe-
tivo eixo seriam exatamente as coordenadas de P nesse referencial. Provar-se-ia depois
facilmente que as coordenadas poderiam ser obtidas comegando por considerar a interse-
¢ao da reta passando por Pe paralela a um dos eixos, com o plano determinado pelos res-
tantes dois eixos; as coordenadas do ponto assim obtido num dos planos coordenados, rela-
tivamente ao referencial constituido pelos eixos que determinam esse plano, seriam
exatamente duas das coordenadas do ponto no referencial espacial inicialmente fixado.

.
75 1. *Considere um referencial ortonormado do espago e um terno ordenado de nimeros reais

(a, b, c).

1.1. Justifiqgue que o conjunto dos pontos do espago cuja projegao ortogonal sobre o eixo
Ox é um dado ponto P é o plano perpendicular a Ox e que passa em P.

1.2. Considere o plano o perpendicular ao eixo Ox e que contém o ponto A(a, 0, 0) e o
plano B perpendicular ao eixo Oy e que contém o ponto B(0, b, 0). Justifique que a.e
B sdo perpendiculares e caracterize, através das abcissas e ordenadas, os pontos da
respetiva reta intersecao.

1.3. Considere o plano y perpendicular ao eixo 0, e que contém o ponto C(0, 0, ¢). Justifi-
gue que o plano yinterseta a reta r num Unico ponto e que esse € o Unico ponto do
espaco de coordenadas (a, b, c).

.|

7.6 1. *Considere um referencial ortonormado e um ponto P(a, b, c), c # 0, de projecéo ortogonal

P'no plano xOy.

1.1. Considere o ponto P", projecdo ortogonal do ponto P no eixo Ox. Justifique que o
plano definido pelos pontos P, P'e P" é perpendicular ao eixo Ox.

1.2. Justifique que a reta P"P' é perpendicular ao eixo Ox e conclua que a abcissa de P'é
igual a a.

1.3. Utilizando um raciocinio analogo ao utilizado em 1.1. e 1.2., conclua que a ordenada
do ponto P'é igual a b, que as coordenadas de P'sao (a, b, 0) e que, no plano xOy, P’
tem coordenadas (a, b).
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8.3

91
9.2

1. Considere um paraleleipfpedcgténgug:omo 0 que esta representado na figura e tal que
numa dada unidade, AB=a,BC=be CG=c.

1.1. Determine, utilizando o teorema de Pitagoras,
uma expressao para a medida de AC, em fungao R,
de aedeb. S U

1.2. Justifique que GC é perpendicular a AC e prove
que AG = va* + b> +c?.

1.3. *Definiu-se um referencial ortonormado do espago, tal que o eixo Ox é paralelo BC, o
eixo Oy é paralelo a AB e o eixo Oz é paralelo a CG. Tem-se ainda A(ay, aq, a3) € G(g4,
g g3), tal como representa a figura junta.

1.3.1. Justifique que: z
a=Ilgy-a,l,b=1g;-a;le
= — 93—-~_____
c=lgz-asl. - G

1.3.2. Conclua que a distancia entre asf,
o0s pontos A e G é dada por: N\ e i

46 = (g, ~a) +(3,~a.) +(g,~a.) S

Informagao complementar para o professor

A extensao ao espaco da definicdo da relacao

de equipoléncia entre segmentos orientados ,
nao oferece dificuldade, uma vez que dois seg- 2 D
mentos orientados equipolentes, por defini- / \ N
cao, estao associados a segmentos de reta i - . .
pertencentes a um mesmo plano e serem
equipolentes no espaco significa serem equi-
polentes no plano determinado por esses seg- B
mentos de reta.

No descritor 9.2 exprime-se de modo informal o facto de se identificar um vetor do espago
com a classe de equivaléncia de um dado segmento orientado para a relagédo de equipo-
léncia, analogamente ao que foi feito no Ensino Basico para a nogao de vetor no plano.

Para se verificar que a relagéo de equipoléncia é de equivaléncia, a Unica propriedade que
carece de nova demonstracao, para além do que ja era conhecido num plano, € a transitivi-
dade, no caso de trés segmentos orientados ndo complanares. Assim, basta demonstrar que
se forem dados trés segmentos orientados [A, B], [C, D] e [E, F] tais que s&o paralelogramos
os quadrilateros [ABDC] e [CDFE] entdo também é paralelogramo o quadrilatero [ABFE].
Ora, que as retas AB e EF sdo paralelas resulta imediatamente da transitividade do parale-
lismo, ja que por um lado AB e CD e por outro CD e EF sao paralelas por hipdtese. Por outro
lado, que AE e BF sao paralelas resulta do paralelismo dos planos ACE e BDF (s&o paralelos
porgue as retas concorrentes AC e CE do primeiro plano sao respetivamente paralelas as
retas concorrentes BD e DF do segundo, por hipdtese); com efeito, as retas AE e BF séo
paralelas porque resultam da intersecao desses dois planos paralelos com o plano ABE, ja
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que os pontos A e E sdo obviamente pontos da intersegéo dos planos ACE e ABE, o ponto B
esta na intersegao do plano BDF com o plano ABE e o ponto F, por um lado esta obviamente
no plano BDF e por outro também tem de estar no plano ABE, ja que pertence a Unica para-
lela a reta AB que passa pelo ponto E.

Definida esta relagao de equivaléncia entre segmentos orientados do espaco, é agora facil
estender ao espaco a nogao de vetor, simplesmente identificando os vetores do espago com
as classes de equivaléncia para a relagao de equipoléncia, o que, como acima foi referido,
fica expresso de modo informal no descritor 9.2.

Também é facil agora estender do plano ao espaco a definicdo de norma de um vetor (fixada
uma unidade de comprimento), de adicdo de um ponto com um vetor, de translagdo de um
dado vetor e as operagdes de subtragao de dois pontos, de adigao e subtragao de vetores, de
multiplicagcdo de um vetor por um escalar e as respetivas propriedades geométricas e algé-
bricas.

Por exemplo, a coeréncia da definicdo de
soma de dois vetores pode ser justificada exa-
tamente com 0s mesmos argumentos utiliza-
dos, para o caso de vetores de um plano, no
comentario acima aos descritores 3.1 a 3.4,
utilizando a mesma figura (reproduzida ao
lado), onde agora os segmentos orientados
[A, B], [B, C], [P, Q] e [Q, R] ndo sdo necessa-
riamente complanares.
.|
10.1 1. Considere um referencial ortonormado de origem O no espago, os pontos X(1, 0, 0),
10.2 Y(O,ﬂl, Oﬂtl 0, 1_),>osxet03§ (da base caﬂénica do espaco vetorial dos vetores do espa-
co) e; = OX, e, = 0Y e e3= 0Z e um vetor v.

Z
1.1. *Como exemplificado na figura junta, considere
um ponto A do espaco, e seja B=A + V. Supo-
nha que v=V; + v, + v5 onde v; tem a direcéo

de e, v, tem a direcdo de e, e vy tem a direcéo A

de e, :

(o8]

[ N

Utilizando a regra do tridngulo para a soma de '
Vi + v, com V3, mostre que sendo C um ponto
tal que v3 = CBentao Ctem de pertencer areta
r paralela ao eixo Oz que passa no ponto B. P

1.2. **Com as notagdes da alinea anterior e utilizando a regra do paralelogramo para a
soma v; + Vv, e a regra do tridngulo para a soma de v; + v, com v; mostre que sendo
C um ponto tal que v3 = CBe Vit Vo= A_C' entdo C estd na intersecdo da reta r com
o plano normal a reta r que passa pelo ponto A, ou seja, C é a projecao ortogonal do
ponto B no plano paralelo ao plano xOy que passa no ponto A.

1.3. *Conclua da alinea anterior que existe um e somente um terno ordenado de nimeros
reais (v1, vy, v3) tal que vV=v;e; + v,€, + v3€5, designando este terno por "coordenadas
do vetor V"

1.4. Justifique que as coordenadas do ponto P = 0+ v sdo iguais as coordenadas do vetor
V (dito "vetor posicéo" do ponto P).
|
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111 1. Fixado um referencial ortonormado do espaco, os pontos A(2, 0, 0), B(2, 2, 0) e C(0, 2, 0)
sdo trés dos vértices de uma das bases de um prisma quadrangular regular [ABCDEFGH)]
de altura 6.

1.1. Indique as coordenadas do ponto D, quarto vértice da base.

1.2. Defina analiticamente:
1.2.1. o plano que contém a base [EFGH] do prisma;
1.2.2. o plano mediador da aresta [BC];
1.2.3. areta EA sabendo que o vértice E tem a mesma abcissa e ordenada de A;
1.2.4. o plano mediador de [EA];
1.2.5. a aresta [EF] sabendo que B ¢ a projecao ortogonal do vértice F no plano xOy;
1.2.6. o conjunto dos pontos do espaco cuja distancia ao ponto B é igual a 2.

1.3. Determine o volume do prisma.

2. Considere, fixado um referencial cartesiano do espago, a superficie esférica de equacao
X +y?+22—b4x+2y-8:+12=0.
2.1. Indique o centro C e o raio da superficie esférica.

2.2. Determine expressdes analiticas que definam a intersecao da superficie esférica com
cada um dos seguintes conjuntos de pontos.

2.2.1. O eixo Ox.
2.2.2. O plano de equacéo z = 4.
2.2.3. O plano de equacédo y = —4.
2.3. Prove que o ponto A(0, O, 2) pertence a superficie esférica e determine a inequag&o
reduzida da esfera de centro A e raio AC.
3. Considere, fixado um referencial cartesiano do espago, os pontos A(-5, 1, 2) e B(2, 0, -1).
Determine:
3.1. as coordenadas do ponto C(x, y, z) tal que B é o ponto médio de [AC];
3.2. ainequacéo reduzida da esfera de diametro [AB].
4. Considere, fixado um referencial cartesiano do espaco, a superficie esférica S de equagao
(x+3)2+(y-2)2%+(z+1)?=5.
4.1. Determine uma expressao analitica para a intersecao da superficie esférica S com o
planoy = 3.
4.2. Determine analiticamente para que valores reais de a o plano de equagéo z = a tem
intersecao ndo vazia com a superficie esférica S.

4.3. *Determine para que valores reais de b a intersecao de S com o plano x = b é uma
circunferéncia de raio V5.

5. *Fixado um referencial ortonormado do espaco considere os pontos A(2, -3, 4), B(2, 3, 4)
e C(-2, -3, 4). Identifique analiticamente o conjunto dos pontos do espago equidistantes

de A, BeC.
.|

11.2 1. Considere, fixado um referencial ortonormado do espaco, os H G

pontos A(-3, 2,1) e B(1,1,-2) e o vetor u(8, 0, -6) . Determine ,

as coordenadas de: E E F

1.1.A+30 1.2. AB + 2(-50) 5

1.3. 4AB -0 1.4.B—3(AB+T) E

2 Q, S N ¥'s;
A e
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. Considere, fixado um referencial cartesiano do espago, um prisma quadrangular regular

. Considere, fixado um referencial ortonormado do espaco, o ponto A(2, -1, 0) e o vetor

. Fixado um referencial ortonormado do espago considere

. “Fixado um referencial ortonormado do espago e para um dado valor real de k, os vetores

. Fixado um referencial ortonormado do espaco foi representa-

1.5. um vetor v colinear a U e de norma 2.

1.6. x'sabendo que AB =x + %U.

[ABCDEFGH] tal que os vértices A(2, O, 0), B(0, 2, 0) e C(-2, O, 0) pertencem a uma das
bases e o vértice F(0, 2, 4) pertence a outra base, como ilustra a figura junta.

2.1. Seja M o ponto médio da aresta [BF]. Determine as coordenadas do vetor DM.
2.2. *Determine os nimeros reais a, b e c tais que DM =aBC + bBA + cBF.
2.3. Determine as coordenadas do vetor EC + GB.

2.4. Escreva as equacdes paramétricas da reta que passa em F e é paralela ao eixo Oy.

v(l,1,-2).
3.1. Escreva as equacdes paramétricas da reta r que tem a direcéo de ve passa no ponto A.
3.2. Mostre que o ponto A(0O, -3, 4) pertence aretar.

3.3. Utilizando as equacdes obtidas em 3.1, determine as coordenadas do ponto P, inter-
secdo da reta rcom o plano xOz.

3.4.0s pontos A e D = A + 2v s@o as extremidades de um didmetro de uma esfera de
centro C. Determine as coordenadas de C e o raio dessa esfera.

3.5. Indique as coordenadas de um ponto Q que nao seja colinear com Pe D.

os pontos A(3, 0, 2), B(4, 3,2), D(0, 1, 2) e £(3, 0, 2 +10),
vértices do cubo [ABCDEFGH] ilustrado na figura junta. H G

4.1. Justifique que o tetraedro [BDEG] tem as arestas E
todas iguais (ou seja, que é um “tetraedro regular”).

4.2. Determine as coordenadas dos restantes vértices do
cubo. Dpooooe r--»C

4.3. Determine equacgbes paramétricas da reta EC. A¥ B

4.4, Defina analiticamente o segmento de reta [EG].

U(l, k+1 k*-1) e v(2k + 1, , 0) sdo colineares. Determine k.

da uma pirdmide quadrangular regular de vértice V(1,1,10) e
base [ABCD]. Um plano paralelo a base interseta a piramide

R

definindo o quadrado [EFGH]. Sabe-se ainda que VE(1,-1,-3),

VG(-1,1,-3) e EF(0, 2, 0).
6.1. %:cermine as coordenadas dos vértices F e G e do vetor
VH.

6.2. *Sabendo que a area da base da pirdmide é igual a 36
unidades quadradas, determine as coordenadas de VB e
do ponto D.
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11 Comentario

1.2 No Ensino Basico introduz-se a nogao de fungdo de um dado conjunto A em um dado conjunto
B sem se explicitar de que objeto matematico, de facto, se trata, mas impondo-se que uma
funcao f fica bem determinada quando, para além dos conjuntos A e B se indica, para cada
elemento x de A qual o elemento (Unico) de B que lhe fica associado, o qual se representa por
f(x). Introduziram-se algumas nogdes basicas relativas a este conceito, em particular a de par
ordenado e a de gréfico. E pois de toda a conveniéncia efetuar a revisdo destes conceitos a
propdsito deste objetivo geral (cf. Metas Curriculares do Ensino Basico, FSS7-1.1 a 1.7).

Resulta da caracterizacdo dada no ensino basico de fungdo e de grafico que uma funcao
f: A — B fica determinada pelos conjuntos A e B e pelo respetivo grafico e que um conjunto
de pares ordenados (x, ) comx € A e y € B (ou seja, como agora podemos escrever, (x, y) €
A x B) é gréfico de uma fungdo de A em B se e somente se para todo o0 a € A existir um e
somente um elemento b € Btal que (g, b) € G. Assim, embora tal ndo seja requerido, pode-
riamos identificar uma fungéo f: A — B de grafico G como o terno ordenado (A, B, Gy o que
estaria de acordo com as propriedades impostas no Ensino Basico a nogéo de fungao.

.|

111 1. Considere a fungao definida por f: R — R definida por f(x) = 5x + 2.
112 1.1. Justifique que f é bijetiva e apresente uma expressao para f *(x), x € R.

113 1.2. Mostre que paratodo ox ER fleflx)=xef-fl(x) =x

2. *Considere a funcao bijetiva f: A — B. Calcule, utilizando a definicdo de %, (f* - f)(a) e
(fofY(b) paraa EAe b EBejustifiqueque f*-f=Id, e que fo f!=1ds
3. *Sejam f: A— Be g: B— A fungdes.
3.1. Suponha que V(x,y) €E Ax B,y = f(x) & x=g(y). Prove que:
3.1.1. fé bijetivaeg=f7;
312.g°f=Idsefeg=Ids.
3.2. Suponhaqueg-f=Id,e f-g=Idg Prove que:
3.21.V(x,y)) EAX B y=1f(x) &= x=90);
3.2.2. fé bijetivaeg=f1.
.|
2.6 Comentdrio

Convém recordar a convencgao introduzida no Ensino Basico (Metas curriculares de Mate-
matica para o Ensino Basico, FSS7-1.9) de acordo com a qual se designa também apenas
por "grafico de f', quando esta designacdo nao for ambigua, um grafico cartesiano de uma
fungao real f de variavel real, ou seja, o conjunto dos pontos de um plano munido de um
referencial cartesiano, cujas coordenadas sdo exatamente os pares ordenados elementos
do grafico de f propriamente dito, ou seja, os pares (x, f(x)) com x em D;.

1. Considere a funcéo f definida, em R, por f(x) = x> - 1 e o respetivo gréfico representado
num plano munido de um referencial ortogonal.

1.1. Seja a € D;. Indique as coordenadas dos seguintes pontos do gréfico de f:
— 0 ponto P de abcissa g;
-0 ponto Q de abcissa —a.
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1.2. Prove que o ponto médio de [PQ] pertence ao eixo das ordenadas.
1.3. Justifique que o eixo das ordenadas é perpendicular ao segmento de reta [PQ].
1.4. Conclua que o eixo das ordenadas é eixo de simetria do grafico de f.

2. *Considere uma funcgéo f par definida em d; C R e o respetivo grafico representado num
plano munido de um referencial ortogonal.

2.1. Seja a € Dy e P(a, f(a)) um ponto do gréafico de f. Indique as coordenadas do ponto Q
do gréfico de fde abcissa - a.

2.2. Mostre que qualquer ponto do eixo das ordenadas é equidistante de P e de Q.

2.3. Conclua que o eixo das ordenadas é eixo de simetria do grafico de f.

3. *Considere uma fungéo de variavel real f: D; — R cujo grafico, num plano munido de um
referencial ortogonal, é simétrico relativamente ao eixo das ordenadas. Mostre que f é
par.

.|
2.7 1. Considere a funcao definida, em R, por f(x) = x> - x e 0 respetivo grafico representado num
plano munido de um referencial cartesiano.

1.1. Mostre que f é uma funcgao impar.

1.2. Mostre que os pontos do gréfico de fde abcissas respetivamente iguais a 2 e a-2 sao
simétricos relativamente a origem do referencial.

1.3. *Mostre que o grafico de f é simétrico relativamente a origem do referencial.

2. *Considere uma fung&o fimpar definida em d; CR e o respetivo grafico representado num
referencial ortogonal.

2.1. Seja a € Dy e P(a, f(a)) um ponto do gréfico de . Indique as coordenadas do ponto Q
do gréfico de f de abcissa - a.

2.2. Prove que o ponto médio de [PQ] € o ponto O, origem do referencial.

2.3. Conclua gue a imagem do gréfico de f pela reflexado central de centro O coincide com
0 proprio grafico.

3. *Considere uma fungéo de variavel real f: D;— R cujo grafico G, num plano munido de um
referencial cartesiano, é simétrico relativamente a origem 0O, isto é, a imagem de G pela
reflexao central de centro O coincide com G.

Mostre que f é impar.

.|
2.8 1. Considere a funcao f: R — R definida por f(x) = x + 5.

1.1. Justifique que f é uma funcéo bijetiva e determine uma expressao analitica para
f1(x), x € R. Represente, num plano munido de um referencial ortonormado, os gra-
ficos das funcoes fe 1.

1.2. Determine a imagem dos pontos A e B do grafico de f de abcissas respetivamente
iguais a—3 e 1 pela reflexao axial de eixo de equagdo y = x e verifique que se trata de
pontos do gréafico de 1.

1.3. *Mostre que a imagem do grafico de f pela reflexdo de eixo de equacdo y = x é o gra-
fico de f.
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2.9

2.10

2. **Considere uma funcéo f: [-1, +oo[ — [0, +oo[ f
bijetiva e um ponto A(a, f(a)), a 2-1. Considere P
ainda a fungdo f*: [0, +oo[ — [-1, +oo[, inversa /,’p(x’ x)
de f, e A' o ponto do gréfico de f* que tem por Ala, f(a))//
abcissa f(a).
Prove que qualquer ponto P da reta y = x é equi-
distante de A e de A'e conclua que os graficos A'(fla), @)
de fe de f* sdo simétricos relativamente 3 bis-
setriz dos quadrantes impares.

3. **Fixado um plano munido de um referencial cartesiano, mostre que a imagem de um
ponto A(a, b) pela reflexao de eixo de equacdo y = x é o ponto B(b, a) e conclua, dada uma
funcao bijetiva f, que os gréaficos de fe de ! sdo simétricos relativamente a esse eixo.

Comentario

Esta questao foi abordada no ensino basico (cf. Metas Curriculares de Matematica para o
Ensino Basico, FSS8-1.2), pelo que pode consultar-se, a este proposito, o texto no Caderno
de Apoio ao 37 Ciclo relativo ao referido descritor.

1. Considere as funcdes f e g definidas em R por f(x) =x° e g(x) =x* + 3. Considere ainda, num
plano munido de um referencial cartesiano, os graficos destas duas fungdes e o ponto P
do gréfico de f de abcissa 4.

1.1. Determine as coordenadas do ponto Q, imagem de P pela translag&o de vetor u = (0, 3)
e justifique que Q pertence ao grafico de g.

1.2. Justifique que a imagem de qualquer ponto do grafico de f pela translacao referida
na alinea anterior é um ponto do grafico de g.

1.3. Inversamente, justifique que todo o ponto do grafico de g é aimagem de um ponto do
gréfico de f pela translacao referida na alinea 1.1.

2. Considere duas fungdes reais f e g definidas em D = D, = Dy e tais que para todo o x € D,
g(x) = f(x) + ¢, onde c € R. Considere ainda, num plano munido de um referencial cartesia-
no, os graficos destas duas funcgdes e o ponto P do grafico de f de abcissa a € D.

2.1. Determine as coordenadas do ponto Q, imagem de P pela translacéo de vetor u= (0, ¢)
e justifique que O pertence ao grafico de g.

2.2. Considere um ponto R do grafico de g. Prove que é aimagem de um ponto do grafico
de f pela translacao de vetor u.

1. Considere a fung&o definida por f(x) = x.
1.1. Qual o dominio da funcao g definida pela expressao g(x) = Vx — 3?
1.2, Justifiqgue que o ponto A(4, 2) pertence ao grafico de f. Qual a imagem de A pela
translacao de vetor u = (3, 0)? Mostre que se trata de um ponto do gréfico de g.
1.3. *Mostre que a imagem do gréfico de f pela translacdo de vetor U é o gréfico de g.

2. *Considere duas fungdes reais fe g definidas, respetivamente, em Dre D, = {x: x - c € Dy},
onde c € R, e tais que, para todo o x € D,, g(x) = f(x — ¢) . Considere ainda, num referencial
cartesiano, os gréaficos destas duas fungdes e o ponto P do gréafico de f de abcissa a € Dy.
2.1. Determine as coordenadas do ponto Q, imagem de P pela translacéo de vetor u = (c, 0)

e justifique que Q pertence ao gréfico de g.
2.2. Considere um ponto R do grafico de g. Prove que é aimagem de um ponto do grafico
de fpela translagao referida na alinea anterior.
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211 Comentario

212 O estudo das transformacdes geométricas de graficos cartesianos associadas a translagdes
e homotetias nas varidveis dependente e independente de uma dada fungao pode ser ilus-
trado com recurso a calculadora grafica ou outros meios tecnolégicos para obter represen-
tagdes graficas de funcdes.

Além disso, especialmente no caso das homotetias (cf. 2.11, 2.12, 2.13 e 2.14), é interessan-
te recorrer a fungdes com dominios finitos, como no exemplo seguinte, o que pode também
facilitar a compreenséao do resultado geral.

1. Seja G;={(-2, 4), (-1, 2), (0, 2), (1, 3), (4, 2)} o grafico de uma dada funcao f.
1.1. Represente G; num referencial ortogonal.

1.2. Represente as imagens dos pontos do grafico cartesiano de f pela transformacgao @
que ao ponto P(x, y) do plano associa o ponto P'(x, 2y).

1.3. Considere a funcéo g, de dominio {-2, -1, 0, 1, 4} definida por g(x) = 2f(x). Relacione
o grafico cartesiano de g com a transformacao @ e com o grafico cartesiano de f.

1.4. Represente de novo o grafico cartesiano de fe as imagens dos respetivos pontos
1
pela transformagao y que ao ponto P(x, y) do plano associa o ponto P'[x, Ey] .

1.5. Obtenha uma expressao analitica para a funcao h cujo grafico cartesiano é a ima-
gem do grafico cartesiano de f pela transformagao .

.

213 1. Seja G;={(-3, 4), (0, 2), (1, 3), (3, 1), (6, 2)} o grafico de uma dada fungéo f.

214 1.1. Represente Gy num referencial ortogonal.

1.2. Represente as imagens dos pontos do grafico cartesiano de f pela transformacgao @

1
que ao ponto P(x, y) do plano associa o ponto P'(gx. y] .

1.3. Considere a fungao g, de dominio {—1, 0, % 1, 2} definida por g(x) = f(3x). Relacione
o grafico cartesiano de g com a transformacéo @ e com o grafico cartesiano de f.

1.4. Represente de novo o gréfico cartesiano de f e as imagens dos respetivos pontos pela
transformacgao y que ao ponto P(x, y) do plano associa o ponto P'(3x, y).

1.5. Obtenha o dominio e uma expressao analitica para a fungdo h cujo grafico cartesiano
é a imagem do grafico cartesiano de f pela transformagao .

... |
4.6 Informagao complementar para o professor

A propriedade expressa neste descritor pode ser demonstrada considerando trés pontos
arbitrarios P(xp, yp), Q(xa, ¥q) € R(xr, yr) do grafico cartesiano de uma fungéao real de variavel
real f definida num dado intervalo e tais que xp < xq < xz € notando que se pretende estudar
o sentido da concavidade do grafico de f comparando as ordenadas de Q e do ponto
Q'(xq, yq) do segmento de reta [PR] tal que xg = xq. Comecemos entdo por calcular yq; aten-
dendo as equagdes paramétricas do segmento de reta [PR] temos:

Xg =X, + t(xR - xp)

,t€[0,1]
Vg =Y T t(yR - yp)
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X, — X
Mas xp + t(xp — xp) = xg = xq, pelo que t = 24—~ tendo-se, de facto, t € [0, 1], atendendo &
hipétese xp < xg < xz. Entdo: Yo T X
X, — X
Vo = Vo +t(ye = 30) = vo + (3, v,)
xR - XP

portanto a desigualdade yq < yq € equivalente a:

xa - )CP .XR - XP ,
ou seja, designando por d,g0 declive de uma reta AB:
dpg < dpe
A equivaléncia que acabamos de estabelecer pode ser expressa informalmente dizendo que
“partindo de determinado ponto do plano e percorrendo da esquerda para a direita uma reta
nao vertical, quanto maior for o respetivo declive maior serd a ordenada do ponto atingido
com determinada abcissa pré-fixada, e reciprocamente”. E finalmente, portanto, esta tltima

desigualdade, verificada para quaisquer pontos P, Q e R nas condigdes acima, que pretende-
mos provar gue é equivalente ao grafico de f ter a concavidade virada para cima.

Ora esta ultima condicdo exprime-se através da desigualdade:

Yo=Y _Ye~Ya

XG—XP XR—XQ

ou seja:
dpq < dgr:
Provemos entdo que, para quaisquer pontos P, Q e R nas condicdes inicialmente estabelecidas,
d, = P/ pode ser escrito como uma “média pesada” de d, = Yo ed, = u,
)CR—XP )CQ—XP )CR—XQ
ou, dito de outra forma, no triangulo [PQR] o declive de PR é uma média pesada dos declives

de PQe QR. Para isso basta notar que:

Yo=Y Yo" Yat Yo" Y _yR_ya+yG_yP _yR_yaxR_xQ+yQ_nya_xP

.xR_.xP XR_]CP XR_XP XR_.XP XR_XOXR_,XP XQ_XPXR_XP
Xp = Xg Xg =X X,—X, X —X
P

Onde *——2 -8 "P €10, 1[, atendendo a que xp < xq < xg, € 444 =1,
XR_XP XR_)CP .XR_)CP XR_.X'P

Acabamos entdo de provar que:
dpr < tdpg+ (L -t)dgr

(paracerto t €]0, 1[) e pretendemos demonstrar a equivaléncia, para quaisquer P, Q e R nas
condicdes acima, entre dpq < dpg € dpg < dgr, 0 que € geometricamente ébvio (ja que dpy esta
sempre no intervalo de extremos dpg € dgg) € resulta imediatamente da equagao acima:

dpg < dpr A dpr =t dpg + (1 — t)dgr = dpg < t dpq + (L — t)dar = dpq < dar

dpg < dar A dpr =t dpg + (1 — t)dgr = dpr > t dpg + (1 — t)dpg = dpr < dpq

Para se obter o resultado relativo aos graficos de fungdes f quanto a propriedade de terem
a concavidade voltada para baixo, basta aplicar o resultado anterior as fungdes —f.
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4.8 1. Considere a fungao definida em R pela expressao f(x) = 7x%

1.1. Calcule as ordenadas dos pontos P, Q e R do gréfico de f, sabendo que as respetivas
abcissas sao 0, 2 e 5.

1.2. Compare o declive das retas PQ e QR.

1.3. Repita o exercicio da alinea anterior escolhendo trés pontos arbitrarios P, Q e R do
grafico de f, de abcissas respetivamente xp < xq < x5 € conclua quanto ao sentido da
concavidade do gréfico de f.

2. *Considere a funcdo f definida, em RR, pela expressao f(x) = ax?, a # 0. Considere ainda 0s
pontos P, Q e R pertencentes ao grafico de f e tais que, num referencial cartesiano, as
respetivas abcissas verificam a condicao xp < xq < xg.

2.1. Exprima em funcao das abcissas de P e de Q o declive da reta PQ.
2.2. Exprima em funcdo das abcissas de Q e de R o declive da reta QR.
2.3. Considere a > 0 e compare os declives das retas PQ e QR.
2.4. Considere a < 0 e compare os declives das retas PQ e QR.

2.5. Conclua qual a relacdo entre o sinal de a e o sentido da concavidade do grafico de f.
.
6.1 1. Represente sob a forma de intervalos ou unides de intervalos os conjuntos-solucao das
seguintes condigdes em R.

11.x2<4
1.2.x°-6x-1>15
1.3. (x-2)2-6x>-24
1.4.2x2+x+1<0
1.5. 4x’ + 4x+1>0
1.6.1x-31<6

1.7. 12x-11=3

1.8. l4x+11>2
1.9.12x-11<3
1.10. x| +4 <1
1.11. [2x| +5>3
1.12. [x- 3| > |x- 5]
1.13. *|x* - 5x| < 6.

2. Para cada valor real de a+ 0 e de k, a expressao f(x) = a(x— 3)? + k define uma funcdo quadrética.
2.1. Considere a =-1 e k =-2 e determine o contradominio de f.

2.2. *Para que valores reais de a e de k o contradominio da funcdo g definida por
g(x) = If(x)| é diferente de [0, +oo[?

3. Para cada valor real de c a expressao f(x) = —3x? + 4x + ¢ define uma funcao f.
3.1. *Indique, justificando, o valor légico de cada uma das seguintes proposicdes.

2
n f(2)< f[g);
() Se c=1, o contradominio de f é ]-eo, 2];
(M) Se x < % entdo f(x) < f[%)

3.2. Determine para que valores reais de ¢ a equacao f(x) = 0 é impossivel em R.
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4. *Existe uma Unica reta paralela a reta de equacao y = 2x que interseta a pardbola de
equacao y = x? — 4x num Unico ponto. Determine as coordenadas desse ponto.

5. *Determine para que valores reais de m a reta de equacgdo y = mx + 4 interseta a parabo-
la de equacdo y = (x - 2)? + 1 num Unico ponto e, para cada valor de m, determine as
coordenadas do ponto de intersegdo da reta com a parabola.

.|
6.2 1. Resolva as seguintes equacdes, simplificando tanto quanto possivel as expressdes que
representam as respetivas solucoes.

11.Vx-2=4

12 2x+1 = x
1-3-\/5”—4

14 Jx-5+Jx=x-6
15 Yr+1=2

2. Represente sob a forma de intervalos ou unides de intervalos os conjuntos-solugao das
seguintes condicdes.

21. Vx+3<?2
22.Jx-1<3
2.3. *Jx +Jx-3<3

.|
6.3 1. Averigue se as funcdes definidas no maior dominio possivel pelas seguintes expressoes
sdo pares ou impares.

1.1 12 -1
1.2. 2x° - 3x
1.3. x|5x|
1.4. 53x
1.5. 5x? - 3x*

1.6. 1+ 16 — x?

2. O gréfico de uma fungdo afim finterseta o eixo Ox em x = 2 e o0 eixo Oy no ponto de orde-
nada 3.

2.1. Determine:
2.1.1. a forma candnica de f;
2.1.2. os zeros da fungéo g definida por g(x) = —f(x + 1);
2.1.3. o contradominio da funcao h definida por h(x) = -If(x)| + 2;
2.2. Esboce o gréfico da funco j definida por j(x) = 2f(-x) - 1.
3. Considere uma fungao f de dominio R e de contradominio [-2, 3]. Indique o contradominio
das funcoes definidas pelas seguintes expressoes.
3.1Lgx)=fx)-3

—

3.2. h(x) =—f(x) + 1
3.3.j(x) = 2f(x)
3.4. j(x) = If(x)]
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4, Considere a funcao f definida por

f(x) = (x - 2)? + 1 e representada na K
figura num referencial cartesiano. A
O quadrilatero [OABC] é um retan-
gulo, sendo A o ponto intersegao do
grafico de f com o eixo Oy, B um pon-
to do gréafico de fe C um ponto do
eixo Ox.

4.1. Determine as coordenadas dos
vértices A, Be C.

4.2. Determine a drea do retangulo
[ABCO]. c
4.3. Considere a fungao g tal que
9(x) = f(Zx).
4.3.1. Determine o ponto de intersecao do grafico de g com o eixo Oy e designe-o
por D.

4.3.2. Construa o retangulo [ODEF] de forma analoga ao construido na figura e cal-
cule a respetiva area.

4.3.3. Compare as areas dos retangulos [ABCO] e [ODEF] e relacione a conclusio
com a contragdo que transforma o grafico de f no gréfico de g.
4.4, Considere a funcao h tal que h(x) = %f(x).

4.4.1. Determine o ponto de intersecdo do grafico de h com o eixo Oy, designe-o por
G, construa o retangulo [OGHI] de forma analoga ao construido na figura e
determine a respetiva area.

4.4.2. Compare as areas dos retangulos [ABCO] e [OGHI] e relacione a conclusdo
com a contragdo que transforma o grafico de f no grafico de h.

4.5. *Considere a fungao j definida por j(x) = 3]{%]. A partir do gréfico de j e, de forma

analoga ao das alineas anteriores, construa um retangulo [OJKL]. Indique a area do
retangulo e identifique as transformacdes no grafico de f que justificam o valor obti-
do para a érea.

6.4
1. Considere as fungdes f e g definidas por f(x) =5x-1e g(x) = v2x - 1.

1.1. Defina as fungoes f > g e g ° f, indicando os respetivos dominios e uma expressao
analitica tanto quanto possivel simplificada para cada uma das fungoes.

1.2. Tendo em conta a alinea anterior, o que pode afirmar acerca da comutatividade da
composicao de fungdes?
2. Diz-se que duas funcoes f e g sdo permutaveis quando feg=g ° f.
2.1. Mostre que as fungoes definidas em R por f(x) = 2x— 1 e g(x) = —x + 2 sdo permutaveis.
2.2. * Dé exemplo de duas funcdes afins fe g cujos graficos se intersetem num ponto da

bissetriz dos quadrantes impares. Mostre que f e g sdo permutaveis.

3. *Considere a fungao afim f que, para dados valores reais m # 0 e b, é definida por f(x) = mx + b.
Determine a expressao analitica da fungao inversa de fe indique em que condigdes se tem
f=f1. Interprete geometricamente esta igualdade.
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4. *Dados g, b, c ER, a # 0, considere a fungdo quadratica definida por f(x) = ax? + bx + c.
4.1. Mostre que fadmite um Unico extremo absoluto.

4.2. Prove que, se a funcéao tiver dois zeros, a abcissa do vértice da parabola (isto é, o
ponto do grafico de f que corresponde ao respetivo extremo absoluto) de equacéo
y = f(x) é igual @ média aritmética dos zeros.

5. Um cone reto tem altura igual ao triplo do raio da base e volume V cm?,
5.1. Designando por r o raio da base, exprima r em funcao de V.
5.2. Determine para que valor de V, a &rea da base é igual a 2z cm?.

6. *Na figura esta representada, num referencial
ortonormado, parte do gréafico da funcgao f defi-
nida por f(x) = vx -1 e queinterseta o eixo Ox
no ponto B.

O ponto A pertence ao grafico da funcdo e C é
um ponto do eixo Ox tal que AC = AB e de abcis-
sa superior a abcissa de A.

X X

Representando a abcissa do ponto A por x, exprima em funcado de x a drea do tridngulo
[ABC] e determine para que valor de x a &rea do triangulo é igual a 27.

7. Considere a funcao f definida por:

-2x°-2sex<0
fx)=1 ,
x*=-3 sex=0

3
7.1. Calcule f(—E/E) + f(52).
7.2. Averigue se a fungao f tem zeros.

8. Um projétil é lancado verticalmente e a respetiva altura (em metros acima do solo) é dada,
em funcao de t, (em segundos apds o instante inicial t = 0) por a(t) = -4,9t*> + 39,2t + 1,6.

8.1. Qual a altura do projétil no instante em que foi langado?
8.2. Qual a altura maxima atingida pelo projétil?
8.3. Quanto tempo esteve o projétil a uma altura superior a 35,9 metros?

8.4. Ao fim de quanto tempo o projétil atingiu o solo? Indique o resultado em segundos
arredondados as décimas.

9. Considere as funcdes f e g definidas, respetivamente, por f(x) =3 - \/m em [-2, +oo |
e f(x) =x* ~4xem R.
9.1. Esboce o grafico das fungdes fe g.
9.2. Determine os zeros de f.
9.3. Utilizando a calculadora grafica, determine valores aproximados as décimas das

solucdes da equacio f(x) = g(x), justificando por que razido existem exatamente duas

solucoes.
1
10. O raio R de uma superficie esférica de drea x é definido pela expressdo R(x) = 5 x.
T

Utilizando esta expressao:

10.1. determine o raio de uma superficie esférica de area igual a 4zV3;
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10.2. Mostre que o volume da esfera de raio R(x) pode ser definido pela expressao

V(x) = gé .

10.3. Determine para que valor de x o volume da esfera é igual a metade da area da
respetiva superficie esférica.

11. Na figura junta esta representada, num Y
plano munido de um referencial ortonor-
mado, parte do grafico da funcao f defini-
da por f(x) = —x? + 4x e 0 ponto A de coor- O !
denadas (1, 0). '
Considere a fungao g que associa a cada x
a distancia entre A e o ponto do grafico de
f de abcissa x.

B

11.1. Prove que para todo x, ¢

0 A X x
glx) = \/x4 -8x* +17x% - 2x + 1. \

11.2. Sabendo que existem exatamente dois pontos do gréfico de f que distam uma
unidade de A, indique o valor exato da abcissa de um deles e utilize a calculadora
grafica para obter um valor aproximado as décimas da abcissa do outro, explican-
do o procedimento utilizado.

11.3. Existe um ponto em que os graficos de f e de g se intersetam. Determine-o por
métodos analiticos e interprete geometricamente o resultado obtido.

.
6.5 1. Nas figuras estao representadas duas funcoes fe g.

1.1. Indique o dominio de cada uma das funcdes.
1.2. Indique o dominio da fungado f+ g e calcule (f+ g)(4).
1.3. Indique o dominio de fx g e calcule (fx g)(0).

2. Considere as fungdes f e g e definidas por f(x) =v9-2x e g(x) = v3x+1+2.
2.1. Determine o dominio de cada uma das fungdes fe g.
2.2. Determine o dominio da funcdo h = f— g e determine os zeros de h.

2.3. Determine (fg) (4) + (Lj(l)-

g

3. Considere as funcdes fe g definidas por f(x) =Vx + 1 e g(x) = x - 2.
f

Determine o dominio da fungéo —.
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11
12
13
1.4

21

2.2

2.3
2.4

Comentario

Ainclusao destes descritores como predmbulo ao bloco de estatistica do 107 ano tem como
objetivo, nomeadamente, dar agilidade aos alunos na manipulagao de somatdrios para que
lhes venha a ser mais facil demonstrar as principais propriedades da média e do desvio-
-padrao de uma amostra.

1. Proponha uma expresséao analitica para o termo geral da sequéncia (6, 9, 12, 15, 18, 21,
24) e, utilizando o simbolo de somatdrio, represente a soma dos respetivos termos.

2. Sabendo que Y, x, = A, exprima em fung&o de A e de n o valor de Z (3x,. - 5).

i=1 i=1

Comentario

Apds nove anos de contacto com o tdpico de organizacao e tratamento de dados, a classifi-
cacdo de uma variavel estatistica como sendo de tipo quantitativo ou qualitativo &, no 107
ano, um conhecimento que se considera como adquirido. As varidveis de tipo quantitativo
(de contagem, de medicao, financeiras, ou outras) sdo as que permitem um mais elevado
nivel de complexidade na modelacdo e andlise estatistica e, por isso, se dedica, no programa
de 107 ano, uma especial atencéo a este tipo de variaveis.

Comentario

O resultado do processo de recolha de uma amostra A, de dimenséao n, de uma certa popu-
lacdo e registo do valor observado da varidvel estatistica x de interesse em cada unidade
estatistica de A, pode ser formalizado matematicamente, como um conjunto onde os ele-
mentos sdo pares ordenados cujas coordenadas sdo a unidade estatistica e o respetivo valor
da variavel de interesse. No entanto, de modo a normalizar uma notacao que permita apre-
sentar férmulas de célculo para as diversas caracteristicas amostrais que irdo ser trabalha-
das neste tdpico da Estatistica, comeca-se por numerar as unidades estatisticas (de 1 a n)
representando-se em seguida por x; o valor da varidvel xno i-ésimo elemento de A. Obtém-se
assim o conjunto de dados {(1, x3) , (2, x9), ..., (N, x,)} que, matematicamente se pode identifi-
car com a sequéncia (x, xp, ..., X,) € que aqui se representara por x. Designa-se entéo
x = (x1, x9, ..., x,) por "amostra da variavel estatistica x" ou, simplesmente por "amostra”,
sempre que ndo houver ambiguidade.

Comentario

Os descritores 2.3 e 2.4 tém por objetivo a fixacdo de notagéo no que se refere a formula de
calculo da média. No caso de dados organizados em tabelas de frequéncia (dados agrupa-
dos) situagdo comum quando se esta perante dados de contagem, o conjunto dos valores
gue surgem na amostra é representado por x. Note-se que no conjunto dos valores da amos-
tra ndo surgem elementos repetidos. Por exemplo, o conjunto dos valores da amostra
(5,7,7,59,5) é{5, 7,9}. Os elementos de x sdo denotados por X3, X, ..., X, oOnde m é o total
de valores da amostra, e a frequéncia absoluta de x; € denotada por n,. No exemplo dado

poderemos escrever x; =5,x=7,x3=9, en;=3,n,=2,n3=1.
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Descritor

2.5
2.6

31

frequéncia de cada um desses valores, permite criar uma imagem visual da localizacéo da

tistical Methods for Research Workers". Ora, a Andlise de Variancia recorre fundamental-
dado que muitos alunos irdo certamente utiliza-la ao prosseguirem estudos no ensino supe-

este descritor onde se fixa notacéo e se estabelece uma férmula de calculo equivalente e
de mais facil manipulacao.

traduz, essencialmente, em dizer que somente n — 1 das suas parcelas sao independentes

Comentario

O descritor 2.6 tem por objetivo ilustrar de forma répida quao pouco resistente é a média
como estatistica de localizagao. A interpretagao fisica da média como o centro de gravidade
de um objeto simbélico constituido por um segmento da reta real com pesos nas localiza-
¢oes de cada um dos valores distintos da amostra, sendo a massa desses pesos igual a

média e dar exemplos de como um Unico valor muito maior (menor) que todos os restantes
consegue “arrastar” a média de modo a que a esta seja superior (inferior) a todos os valores
da amostra menos um.

0 IOA 20 30 40 50

Com esta representacao fisica ilustra-se ainda a seguinte propriedade:
"a média situa-se sempre entre o maximo e o minimo da amostra e ndo pode ser igual ao minimo
sem ser também igual ao maximo, o que acontece se e somente se a amostra for constante”.

1. *Considere a amostra x = (xy, xy, ..., x,) € S€ja x(1) = Min {x1, X9, ..., X} € X(p) = Max {xy, x7, ..., xp}.

n n n n
1.1. Justifique que zx,. 2 Zx(l) =Nnx,, e que in < Zx(”) =nx,.

i=1 i=1 i=1 i=1
1.2. Conclua que se tem x(;) < ¥ < x(y).

1.3. Mostre que se X = x(3) U X = x(; entdo a amostra € constante.

1.4. Conclua da alinea anterior que se algum valor da amostra for superior a x(;) entéo
X > x(1) pelo que s se tem x = x(1) se a amostra for constante.

Comentario

O desvio de cada valor da amostra relativamente a média é elemento nuclear na definicao
do mais importante indicador estatistico de dispersao dos valores da amostra, o desvio-pa-
drdo. A demonstragdo de que é nula a soma desses desvios recorre unicamente a uma
manipulagdo simples dos somatdrios e pode por isso considerar-se como exercicio.

Comentario

Nas ciéncias experimentais das areas da biologia e da saude, uma das mais utilizadas meto-
dologias estatisticas de comparacao de resultados de experiéncias, realizadas em condigoes
de aplicacao diferentes, é a chamada Analise de Variancia ou simplesmente ANOVA. Esta
metodologia foi formalmente apresentada pela primeira vez por Sir Ronald Fisher em 1918
mas so ficou mais largamente conhecida depois da publicacao, em 1925, do seu livro “Sta-

mente a propriedades das somas dos quadrados dos desvios em relagdo a média pelo que,

rior e uma vez que é a partir dessas somas de quadrados que se define a variancia, incluiu-se

Comentario

Este descritor tem por objetivo dar a conhecer uma importante propriedade de SS, que se
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pois a parcela restante fica determinada pelo facto de ser nula a soma dos desvios em rela-
¢cdo a média (ver descritor 3.1). Note-se que, além disso, menos do que n -1 parcelas de SS,
nao determinam o valor das restantes.

1. Para uma certa amostra x = (x1, x5, .., xg) conhecem-se os desvios d; = x; - X para
i=1,2,..,5:d,=3,dy=-2,d3=5,d,=-1,d5 = 2.
1.1. Determine o valor de d.
1.2. Calcule a soma dos quadrados dos desvios, SS..

1.3. Sabendo que x; =10, identifique a amostra x e calcule o valor da respetiva média.

2. Justifique as sucessivas passagens na seguinte sequéncia de igualdades:
2

_ n = _ n 2 n _ n —2 _ n 2 o= n —2 _
Ssx_z,‘zl(xi x) _Zf:lxi 22,‘:1xix+ i:lx _Zlexi 2x zlexi+”x -

n 2 —2
= X —Nnx

1. Registou-se a altura, em cm, de 5 raparigas e obteve-se a seguinte amostra:

x = (160, 172, 158, 165, 166). Seja y a amostra das alturas das 5 raparigas, convertidas
para metros. Calcule SS, e SS, e verifique que SS, =10 000 SS,.

2. *Dado um numero real o, considere as amostras x = (xy, X, ..., X,) € ¥ = (0xy, Oxg, ..., Ox;).
Utilizando a férmula de calculo de SS, e propriedades dos somatérios, mostre que
SS, = a’Ss..

3. Uma certa balanca tem um desvio positivo sistematico de 5 g. Pesaram-se nessa balanga
4 laranjas, uma de cada vez e registou-se o seu peso em gramas. Obteve-se a amostra
x= (210,182,205, 198). Seja y a amostra dos verdadeiros pesos de cada uma das 4 laran-
jas. Calcule SS, e SS, e mostre que SS, = SS.,.

4. *Considere as amostras x = (x3, X, ..., X)) € y = (xy + h,x, + h, ..., x, + h), onde h € um nuime-
ro real. Utilize a férmula de calculo de SS, e propriedades dos somatérios para mostrar
que SS,=SS..

Comentario

Dado que a soma dos quadrados dos desvios em relagdo a média é tanto menor quanto
mais proximos da média estiverem os valores da amostra, a soma dos quadrados dos
desvios em relacdo a média fornece, por isso, uma medida da dispersao ou variabilidade
da amostra.

Como propriedades da soma dos quadrados dos desvios em relagdo a média, destaca-se o
facto de so ser nula se todos os valores da amostra forem iguais entre si, ndo se alterar
perante translagdes e alterar-se perante uma mudanca de escala ou de unidade de medida.

1. Considere aamostrax(1,1,2,3,4,1,2,1,3,1,1, 3,4, 4,5).
1.1. Calcule SS, utilizando a definigao.
1.2, Organize os dados numa tabela de frequéncias e verifique que, sendo n;as frequéncias

5
de cada um dos valores da amostra, SSX = Z(;‘, - )?)2 n .
j=1
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2. Considere uma amostra x = (x1, xy, ..., x,) de dimensao n e xj, X, ..., X, 05 m valores da
amostra x.

Justifique que i(xi - f)z = i (ij - )?)2 m..

i=1 j=1

3.9 Comentario

Como ja foi referido, a soma dos quadrados dos desvios em relagdo a média fornece uma
medida da dispersao da amostra mas, por ir aumentando a medida que se incluem novos
elementos, ndo é um bom indicador da variabilidade existente nos valores da variavel esta-
tistica de interesse na populagao de onde se recolheu a amostra.

311 Comentario

Independentemente da dimens&o da amostra x, o par (¥, s,) da uma informacé&o relevante
acerca da distribuicdo da amostra. Mais precisamente, fornece-nos uma estimativa (por
excesso) da percentagem de unidades estatisticas que tém valores da varidvel de interesse x
fora de intervalos fechados centrados na média da amostra.

De facto, decorre de um resultado devido a Chebycheff (1867) que, sendo C, o nimero de

unidades estatisticas cujos valores da variavel de interesse x estdo fora do intervalo
c

[x - ks,, X + ks,], entdo —« é sempre inferior a k% De igual modo, sendo D, 0 nimero de uni-

n
dades estatisticas cujos valores da variavel x pertencem ao intervalo [x - ks,, ¥ + ks,], entdo

D . 1
—k & sempre superioral - —.
n k2

Exemplo:

De uma certa populacao recolheu-se a amostra A de unidades estatisticas e registou-se os
valores da variavel x de interesse. Obteve-se como média da correspondente amostra x o
valor ¥ = 10 e como desvio-padrdo s = 2,5. Fazendo k = 2 no resultado apresentado neste
descritor, estas duas caracteristicas amostrais permitem-nos dizer que nao ha mais de 25%
das unidades estatisticas de A com valores fora do intervalo [5, 15]. Assim, 25% € uma esti-
mativa, por excesso, da percentagem de unidades estatisticas que tém valores fora do inter-
valo [5, 15]. Podemos também dizer que € igual a 75% uma estimativa, por defeito, da per-
centagem de unidades estatisticas de A cujos valores pertencem ao intervalo [5, 15].

Dk

n—> 75%

xX—2s X X+ 2s

Embora ndo se estude o referido teorema de Chebycheff, no exemplo seguinte apresenta-se
uma demonstragao direta do resultado expresso neste descritor.

1. **De uma certa populagao recolheu-se a amostra A, de dimensao n, de unidades estatis-
ticas e registou-se os valores da varidvel x de interesse. Sem perda de generalidade, admi-
ta que numera as unidades estatisticas de modo a que sejam atribuidos os nimeros de 1
a r aquelas cujos valores da varidvel x estdo fora do intervalo [x - 2s, X + 2s], onde sé o
desvio-padrao da amostra.

1.1. Justifique que, parai=1, 2, ..., r, se tem |x;— x| > 2s, pelo que, também, (x;— %) > 4s 2.
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r 2
1.2. Conclua da alinea anterior que zl_ ) 1(xi - )?) > 4rs®,

r 2 , . ~
1.3. Justifigue que também se tem zi _ 1(x,- - )?) > 4rs?, onde n é a dimensdo da amostra.

1.4. Tendo em conta a férmula de célculo da variancia, conclua que a desigualdade ante-
rior é equivalente a (n - 1)s,? > 4rs?, pelo que também se tem ns? > 4rs?, ou seja,
r < 0,25 n desde que s nao seja nulo.

1.5. Considere agora o intervalo na forma geral [x - ks, ¥ + ks] e deduza que, nesse caso,

a Ultima desigualdade passa a ter a forma r < —n.

‘

41 Comentario

No Ensino Bésico os alunos ja tiveram de recorrer a ordenacgao de conjuntos de dados,
nomeadamente para calcular as respetivas mediana e quartis. Este descritor fixa a notagao
para os termos de uma amostra ordenada. Por exemplo, dada a amostra x = (15, 12, 10, 15,
8,10, 15) a amostra ordenada é (8, 10, 10, 12, 15, 15, 15) onde, por exemplo, x5 =x(3 =10 e

4.2 Comentario

4.3 Tome-se, a titulo de exemplo, a amostra x = (110, 150, 180, 200, 150) referente aos pesos,
em gramas, de 5 magas. Como foi anteriormente referido, a ordem por que surgem os valo-
res na sequéncia pressupde que de alguma forma foi escolhida uma primeira maca para ser
pesada e registado o respetivo peso, em seguida ter-se-a escolhido uma segunda maca que,
mais uma vez, foi pesada e registado o seu peso e, assim sucessivamente, até estarem
pesadas todas as macas e registados todos 0s pesos.

Ordenando as magas pelo peso respetivo, obtém-se a amostra de magas (unidades estatis-
ticas) ordenada de acordo com os valores da varidvel de interesse (o peso).

O G C

Por sua vez, no que respeita a variavel peso, a amostra ordenada é (110, 150, 150, 180, 200).

De modo a clarificar a nogédo de percentil, considere-se o caso concreto do percentil 30.

5x 30

De acordo com a definicdo, uma vez que = 1,5, o percentil 30 é o valor de ordem

[1,5] +1daamostra ordenada, ou seja, P3y=x(; = 150 (gramas). Ja o percentil 80, por exemplo,

5x 80 . . x(4) + x(s) _ 180 + 200

uma vez que = 4 (inteiro), é dado por Py = 5 = 5

=190 gramas.

Note-se que o percentil nao tem, obrigatoriamente, de ser um dos valores da amostra. E, no
entanto, um valor que verifica o seguinte:

"Dada uma amostra A de uma certa populagédo e uma variavel estatistica x de interesse, a
percentagem de unidades estatisticas de A que tém valores inferiores ou iguais a P, é, pelo
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menos k% e a percentagem de unidades estatisticas que tém valores superiores a P, &,
guando muito, (100 - k)%".

No exemplo dado, podemos entao dizer que, pelo menos 80% das macgas tém pesos inferiores
ou iguais ao percentil 80 (190 gramas) e que, no maximo, 20% das macgas tém pesos superio-
res ao percentil 80. Como facilmente se confirma, tem-se, neste caso, exatamente 80% das
magas com peso inferior ou igual a 190 gramas (4 macas em 5) e temos exatamente 20% com
peso superior a 190 gramas (1 maca em 5). No entanto, se analisarmos o caso do percentil 30,
as afirmagdes, sendo verdadeiras, estao longe de fornecer limiares precisos. De facto, é ver-
dade que pelo menos 30% das macas tém peso inferior ou igual a 150 gramas, no entanto a
percentagem das que verificam esta condigdo é 60% (3 macgas em 5). Também é verdade que,
no maximo, 70% das magas pesam mais do que 150 gramas, mas este caso concreto mostra
que essa percentagem €, apenas, de 40% (2 macas em 5). Discrepancias desta natureza nos
limiares dados pelos percentis ocorrem em amostras onde haja duas ou mais unidades esta-
tisticas com valores idénticos e, por esse motivo, a descricdo de uma amostra através de
percentis é especialmente apropriada no caso das varidveis de natureza continua (como é o
caso da altura e peso de bebés, onde a referéncia aos percentis ja é de uso comum).

... |
4.4 A definicao de percentil para dados organizados em classes pode ter como suporte visual o

histograma. Recorde-se que o histograma é um diagrama de areas para o qual hd uma rela-
cao de proporcionalidade direta entre a area de cada retangulo e a frequéncia (absoluta ou
relativa) da respetiva classe. Quando uma amostra de dimensao n esta organizada em classes
de igual amplitude h > 0 consegue-se esse objetivo tomando para altura do retangulo, ou a

n.
frequéncia absoluta n;, ou a frequéncia relativa —. Quando as classes tém diferentes ampli-
n

tudes, a altura de cada retangulo tem de ser “corrigida” adequadamente dividindo a frequén-
cia (absoluta ou relativa) pela amplitude da respetiva base.

O descritor 4.4 apresenta uma forma de se obter o percentil de ordem k para dados organi-
zados em classes que corresponde a determinar o ponto do eixo das abcissas para o qual a
area acumulada é igual a k% da area total. Admite-se apenas o caso de organizacdo em
classes de igual amplitude mas a abordagem é facilmente generalizdvel a casos em que as
classes tenham amplitudes diferentes.

Observe-se que, no caso em que as classes tém igual amplitude e em que se toma como
altura de classe a frequéncia absoluta, a rea total do histograma é nh. Pretende-se entao
encontrar o ponto x tal que a area do histograma, desde o limite inferior do primeiro intervalo

, o knh
de classe até esse ponto x, seja igual a ot

A figura seguinte ilustra a localizagao do percentil 70. De facto, tendo em conta que as classes
tém igual amplitude e que a drea de cada
retdngulo é a assinalada nas etiquetas 8+
respetivas, podemos concluir que a érea 7
total é igual a 40, pelo que a area corres- 6+
pondente ao percentil 70 é 28. Acumulan- 54
do sucessivamente as areas dos retangu- 41
los a partir do primeiro, verifica-se que a 3
soma das areas dos dois primeiros retan- 2 6 8
gulos é estritamente inferiora 28 mas que 1+
ao adicionar a &rea do terceiro retangulo O Pro -
esse valor é excedido. o 2 g € . 10 =

14
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5.1

Assim, o percentil 70 localiza-se no intervalo [6, 8[, mais precisamente, de modo a verificar-se

a igualdade (P;o - 6) x 7 = 28 - (6 + 12). Resolvendo esta equago obtém-se P, = 10+42 ,

ou seja, Pyg =7,43. 7

1. Contou-se o numero de folhas em cada uma de 150 plantas do tabaco (Havano). Os resul-
tados estéo registados na tabela a seguir apresentada.

Numero de folhas Numero de plantas
17 3
18 22
19 44
20 42
21 22
22 10
23 6
24 1

Calcule a média, a soma dos quadrados dos desvios em relagdo a média, a variancia e o
desvio-padrao do numero de folhas destas plantas.

2. Num estudo sobre a resisténcia individual ao esforco fisico, submeteram-se dois grupos
de individuos a dois aparelhos diferentes (bicicleta-ergémetro e passadeira rolante),
medindo-se o tempo (em minutos) até ao consumo maximo de oxigénio. Os resultados
foram os seguintes:

Bicicleta : amostra x = (7,5; 8,7, 9,2; 9,8; 10,9; 11,1; 11,2; 12,8; 13,5)
Passadeira: amostra y = (8,7;13,2;13,8; 14,7; 15,5; 16,2; 16,2; 17,8)

2.1. Calcule x e y e, com base nestes valores e na dimensao das duas amostras, calcule
a média da amostra conjunta z.

2.2. Calcule SS,, SS, e SS,, indique os respetivos graus de liberdade e verifique que
SS5.,=8S5,+ S5, + x-2%+(F-2%

2.3. Para qual dos aparelhos foi observada uma maior variabilidade nos tempos até ao
consumo maximo de oxigénio?

3. *Considere uma amostra x ordenada, (x(), x(2), ..., X(n)), € @dmita que se substitui o maximo
da amostra por um valor com y =x, + h, com h > 0. Determine o menor valor de h que faz
com que a média da nova amostra fique superior a x(,_1). Considera que neste caso a
média traduz bem a localizagéo central da amostra? Justifique.

4. De acordo com dados histéricos, a amostra das temperaturas minimas didrias em Lisboa
durante os meses de janeiro dos anos 2000 a 2010 tem uma média igual a 10° e um des-
vio-padrdo igual a 3°. Indique um limite superior para a percentagem de dias em que a
temperatura minima foi inferior a 0°.

Comentario

As seguintes atividades permitem ilustrar junto dos alunos, de uma forma heuristica, duas
importantes propriedades da média enquanto estimativa do correspondente parametro da
populacdo. Quando se esta interessado em conhecer a média dos valores que uma certa
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variavel estatistica x assume quando se considera a totalidade das unidades estatisticas de
uma populagao P (média populacional) partindo, para tal, de uma amostra A e dos respetivos
valores na variavel x, é importante ter-se a nogado de quais os fatores que condicionam a
maior ou menor aproximacgao da média amostral a média populacional.

Para ilustrar que a média amostral converge, em certo sentido, para a média populacional a
medida que aumenta a dimensao da amostra, basta recorrer a uma lista de nimeros pseudo-
-aleatdrios e a uma regra de correspondéncia entre cada um destes ndimeros e cada uma das
unidades estatisticas da Populagao. Desta forma sera possivel conduzir a seguinte experiéncia:

- Selecionam-se ao acaso m amostras de dimensao n;, calcula-se a média de cada uma
delas e representa-se graficamente num diagrama de pontos.

— Repete-se o procedimento, considerando agora uma dimensao n, > n; para qualquer das
m amostras, calculam-se as médias e representam-se no mesmo grafico em que se repre-
sentou as médias do passo anterior. As médias do grupo de amostras de maior dimensao
irdo localizar-se tendencialmente mais perto umas das outras e também mais perto da
média populacional, o que significa que a média ganha precisdo a medida que a dimensao
da amostra aumenta.

Para se mostrar empiricamente o impacto da dispersao populacional, mais precisamente,
do valor do desvio-padréo obtido a partir dos valores da variavel estatistica em todas as
unidades estatisticas da populacao, é necessario partir-se de duas populagdes para as quais
faca sentido medir (na mesma unidade) alguma varidvel estatistica de interesse comum e
que tenham valores dos respetivos desvios-padrao suficientemente diferentes. De cada uma
das populagdes selecionam-se m amostras de uma mesma dimens&o n e representam-se
graficamente as respetivas médias. Ilustrar-se-4 assim uma outra propriedade da média
segundo a qual ela é tao mais precisa quanto menor for o desvio-padrao populacional.

5. Dé um nudmero de 1 a N a cada aluno da sua turma (N é o total de alunos) e registe numa
lista a altura de cada um deles.

5.1. Utilizando a calculadora, selecione aleatoriamente 5 alunos da turma e calcule a
média das alturas respetivas. Repita o procedimento 10 vezes e represente num
diagrama de pontos cada uma das médias obtidas e também a média das alturas de
todos os alunos da turma.

5.2. Aumente a dimensao das amostras recolhidas para 12 e, tal como no item anterior, repi-
ta o procedimento 10 vezes calculando em cada passo a média das alturas dos alunos
selecionados. Compare o novo diagrama de pontos com o anterior e tire conclusoes.

6. Fez-se um estudo acerca do peso de 50 bébés do sexo masculino no momento do nasci-
mento e obtiveram-se os seguintes dados:

3217 3337 3510 3,404 3568 3986 3,235 3,643 3,187
3991 2822 3088 4061 3006 3770 3465 3,473 2861
3473 3219 4075 3537 4075 3,730 3,754 3,749 3,238
3434 3229 3558 4,083 3446 2876 3,696 2117 3,383
2601 3478 3130 3185 3683 3223 3766 2,822 2,806
3,262 3641 3173 2649 3,608

6.1. Registe estes dados numa folha de calculo e atribua-lhes um nimero de ordem.
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6.2. Determine a média populacional e o desvio-padrao.

6.3. Utilizando os numeros de ordem atribuidos em 6.1, selecione uma amostra aleatoria
de dados, determine a média amostral e o desvio-padrdo amostral e compare-os com
a média e desvio-padrao da populagao.
(A folha de cdlculo Excel tem uma funcdo “= ALEATORIOENTRE (a; b)" que permite
gerar aleatoriamente nimeros compreendidos entre dois numeros dadosaeb (a=1
e b =10). Se arrastar a célula onde obteve o primeiro nimero, para outras linhas ou
colunas, obtém mais valores.)

6.4. Selecione agora aleatoriamente uma amostra de dados, determine a média amostral
e o desvio-padrao amostral e compare estes valores com os obtidos na alinea ante-
rior e com os relativos a populagao.

5.2 1. Os seguintes dados referem-se a duragao, em minutos, do percurso casa-escola realizado
num dado dia por uma amostra aleatdria de 32 alunos de uma escola secundaria.
12 7 44 16 22 12 11 5
9 32 20 62 18 29 35 13
23 21 8 41 36 15 49 17
45 7 19 37 65 6 18 44

1.1. Ordene os dados da amostra e determine os percentis 50, 25 e 75.
1.2. Determine, dos 30% de percursos com maior duracao, aquele que tem menor duracao.

1.3. A que percentil pertence o percurso com 36 minutos?

2. Na sequinte tabela estéo representados dados relativos ao peso (kg) de 60 criancas do sexo
masculino com 20 meses de idade e acompanhadas num determinado centro de saude.

8,3 15,7 151 89 14,4
11,9 13,0 11,4 91 157
10,2 12,6 10,1 129 15,3
14,7 95 116 121 9,6

9,2 99 14,5 10,3 12,7
151 10,4 16,2 116 81

121 10,9 14,8 99 150

2.1. Agrupe os dados em classes de amplitude 2.

2.2. Construa o respetivo histograma.

2.3. Utilizando o histograma, determine os percentis de ordem 10, 15, 50, 75 e 85.
2.4. |dentifique a que percentil pertence o dado 11,4.

2.5. Quantas criancas deste estudo tém peso inferior ao percentil 757

2.6. Qual a crianga com peso mais elevado do conjunto das que tém os pesos 20% mais
baixos?

2.7. Compare os valores obtidos com os valores estabelecidos pela organizagdo mundial
de saude em 2006 e indicados na tabela junta.

Percentil 01 3 5 10 15 | 50 | 8 | 97 |999
Peso (kg) 8092|9498 (101113 (127|140 | 16,0
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