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Tema | — Introducéo a ldgica bivalente e a teoria de conjuntos
Unidade 1 — Proposicfes
Paginas 13 a 29

1.

a) “3%” é uma designacéo.

b) “3° = 6” é uma proposigao.

c) “2 é o Unico numero primo par” é uma proposigao.

d) “A reta r que passa pelo ponto A e é perpendicular a reta s” € uma designagao.

e) “V2 > m” € uma proposigao.

2.
b) “3° = 6” é uma proposicao falsa.
c) “2 é 0 unico numero primo par” € uma proposi¢ao verdadeira.

e) “v2 > n” é uma proposicao falsa.

3. Por exempilo:
a) p: “Paris é a capital de Espanha”.
~p: “Paris nao ¢ a capital de Espanha.”
b) p: “Saramago escreveu o Memorial do Convento”.
~p: “Néo é verdade que Saramago tenha escrito 0 Memorial do Convento”.
c) p: “Todas as criangas gostam de brincar com legos”.

~p: “Nem todas as criancas gostam de brincar com legos”.

4.
a) p: “12 € um numero natural.” — proposicao verdadeira
~p: “12 ndo é um numero natural.” — proposi¢éo falsa
b) p: “1 +2 x 3 =9” — proposicao falsa
~p: “1+2 x 3# 9" — proposicéo verdadeira
c) p: “J2eQ " — proposigdo falsa
~p: “J2¢Q ” — proposicéo verdadeira
d) p: “3 ndo é um divisor comum de 6 e de 9.” — proposicao falsa
~p: “3 é um divisor comum de 6 e de 9.” — proposi¢éo verdadeira
e) p: “Nem todos os numeros multiplos de 5 terminam em 5.” — proposi¢ao verdadeira

~p: “Todos os nimeros multiplos de 5 terminam em 5.” — proposic¢ao falsa

5. p: “As rosas séo vermelhas”.
g: “As margaridas sao brancas”.
a) p A q: “As rosas sdo vermelhas e as margaridas s&o brancas”.

b) (~p) A q: “As rosas ndo sdo vermelhas e as margaridas sdo brancas”.

6.
a) “As rosas sdo vermelhas e as margaridas nao sao brancas”: p A (~Q)

b) “Nem as rosas sdo vermelhas nem as margaridas sédo brancas”: (~p) A (~q)
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7. p: “7 € um namero racional”.

1 N
q: 5 € um ndmero inteiro”.
a) p VvV q: “7 é um namero racional ou 3 € um ndmero inteiro”.
“ = 4 i H 1 A ’ H H ”
b) (~p) vV q: “7 ndo é um namero racional ou 3 € um numero inteiro”.

. L . L
c) (~p) V (~q): “7 ndo € um numero racional ou 3 ndo é um namero inteiro”.

8. p: “7 € um namero racional.” — proposi¢ao verdadeira

1 L -
q: 5 € um ndmero inteiro.” — proposicao falsa

Assim:
~p é uma proposicgédo falsa, pois ~V & F.
~( € uma proposic¢éo verdadeira, pois ~F & V.
p V q € uma proposic¢do verdadeira, pois (VV F) & V.
~p V q € uma proposic¢éao falsa, pois (FV F) & F.

~p V ~q € uma proposicao verdadeira, pois (FV V) & V.

9. A conjuncéo de duas proposicoes (p A q) é verdadeira apenas no caso de ambas as proposicoes
serem verdadeiras; assim, tem-se que p é uma proposi¢do verdadeira e g é uma proposi¢éo
verdadeira.

Logo:

a) p € uma proposi¢éo verdadeira.

b) ~q € uma proposicao falsa, pois é a negacao de uma proposi¢éo verdadeira (~V & F).

C) p V q € uma proposicao verdadeira, pois € a disjuncdo de duas proposi¢des verdadeiras

(VvV)e V).

d) ~(p v q) é uma proposicao falsa, pois é a negacao de uma proposi¢ao verdadeira
~(VvV)e (~V)eF).

e) p A ~q € uma proposicao falsa, pois é a conjungdo de uma proposigéo verdadeira com uma
proposicéo falsa (V A F) © F).

fyp AF é uma proposi¢cdo falsa, pois € a conjuncdo de uma proposicao verdadeira com uma

proposicao falsa (V A F) © F).
g) p V F é uma proposicdo verdadeira, pois € a disjungdo de uma proposi¢ao verdadeira com uma

proposicao falsa ((V vV F) & V).

10.

a) “15 é um numero primo” € uma proposigao falsa.
“15 € um numero impar” € uma proposi¢ao verdadeira.
Assim, a conjungao das duas “15 & um numero primo e impar ” € uma proposigao falsa.

b) “2 é um divisor de 100” e “5 é um divisor de 100” sdo ambas proposi¢des verdadeiras; assim, a
conjungao das duas “tanto 2 como 5 sao divisores de 100” € uma proposigéo verdadeira.

c) “16 é multiplo de 5” e “16 € multiplo de 6” sdo ambas proposi¢des falsas; assim, a disjuncdo das

duas “16 é multiplo de 5 ou de 6” é uma proposigao falsa.
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d) "m > 3,14" € uma proposic¢ao verdadeira e “—1 < —2” € uma proposicao falsa; assim, a disjungao

das duas “mr > 3,14 v —1 < —2” é uma proposi¢ao verdadeira.

11.
a)~pVvgq
plq| ~p ~pVvgq
V|V F \Y
VIF]| F F
F |V \Y Vv
F F \Y Vv
b))~V
plgq| pvgq | ~®VQ
V|V \Y F
VI|F \Y F
FlV \Y F
FIF F v
C)pA~q
plq| ~q pPA~q
vV |V F F
Vv F Vv \Y
FlvV F F
FIF[ Vv F
12.pv(~pVvaq)
plq~p| ~pVvqg | pv(~pVq)
VIV| F \Y \Y
VI[F| F F Y
FIV| V \Y \Y/
FIF| V \Y% \Y/

pV (~pVq) é uma tautologia, pois verifica-se que é verdadeira quaisquer que sejam os valores
I6gicos das proposicdes p e g.

13.(pA(qvr)) e ((pAq)V (p AT)), quaisquer que sejam as proposicdes p, g e r.

P q r lavr| pA@vr | pAg | pAr (PAQ)V(PAT)
Vv Vv Vv Vv Vv Vv Vv Y
Vv Vv F Vv Vv Vv F Y
v F Vv Y Y F Y Y
v F F F F F F F
F Vv Vv Vv F F F F
F Vv F Vv F F F F
F F Vv Y F F F F
F F F F F F F F

Observa-se que as colunas correspondentes as proposicéesp A(gvr)e (pAqg)V (pAr) séo

iguais. Logo, (p A(qVvr)) © ((pAgq)V (p AT)), como queriamos demonstrar.

14,
a)pA(~pAq)
& (pA~p)Aq
osFAqeF
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b) pv(~pVvq)

e (pV~p)Vq
Vv

oV
c)pA(~pVaq)

e (pA~p)V(pAg)
o FV(pAQ)

© pAq

15. ~(pVv q) © (~p A ~q), quaisquer que sejam as proposicdes p e q.

P | 9 | pPVQ ~(pVva) ~p ~q ~PA~q
Y v v F F F F
\Y F v F F v F
F v v F v F F
F F F v Y Y v

Observa-se que as colunas correspondentes as proposi¢des ~ (pv Q) e (pPA ~ Q) séo iguais.
Logo, ~(pVv () < (pA ~Q), como queriamos demonstrar.

16.
a)~(pVv~q) e (~pAq)
b)~(~pAg) & (pV~q)
)~V (g A~1)) e (~pA~(@A~T) & (~pA(~qVT))

17. p: “A Ana é escritora.” g: “A Ana é famosa.”
a)~(pAqg) & (~p V~q)

“A Ana néo é escritora ou ndo é famosa.”
b)~(pVq) < (~pA~q)

“A Ana néo é escritora nem é famosa.”
c)~(~pvqg e (p A~q)

“A Ana é escritora e ndo é famosa”.
d)~(~pAr~q) e (pVq)

“A Ana é escritora ou é famosa.”

18. p: “O Jodo gosta de Matematica”.
q: “O Jodo faz muitos exercicios”.
r: “O Jo&o n&o tem bons resultados”.
a) i. “Se o0 Jodo faz muitos exercicios, entdo gosta de Matemética.”: ¢ = p
ii. “Se 0 Jodo tem bons resultados, entédo faz muitos exercicios.” ~r = q
iii. “Se 0 Jodo gosta de Matematica e faz muitos exercicios, entdo tem bons resultados.”:
bAq)=~r
b)i.(~pvr)=~q
“Se 0 Jodo ndo gosta de Matematica ou nao tem bons resultados, entdo o Jodo ndo faz muitos

exercicios.”
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ii.p=>(@A~1)
“Se 0 Jodo gosta de Matematica, entdo faz muitos exercicios e tem bons resultados.”

19. A implicacdo p = q entre duas proposi¢fes € falsa apenas no caso em que o antecedente (p) €
verdadeiro e o consequente (q) é falso. Assim:
a) p € uma proposicao verdadeira.
b) ~ g € uma proposigéo verdadeira, pois € a negagéo de uma proposicao falsa.
C) pVq é uma proposicdo verdadeira, pois € a disjungdo de uma proposi¢ao verdadeira (p) com
uma proposicao falsa (g).
d) ~p V q € uma proposicgéao falsa, pois € a disjungéo de duas proposi¢des falsas (~p e q).
e)p A~q é uma proposi¢do verdadeira, pois € a conjuncdo de duas proposi¢cdes verdadeiras
(e ~q).
f) g = p € uma proposicao verdadeira, pois é a implicagdo entre duas proposi¢des cujo antecedente
(q) é uma proposicao falsa e o consequente (p) € uma proposi¢éo verdadeira.
g) ~q = ~p é uma proposicao falsa, pois € a implicagcdo entre duas proposi¢des cujo antecedente

(~q) € uma proposic¢éo verdadeira e o consequente (~p) é uma proposicao falsa.

20. (p=>q A (g=71))= (p=r)éuma tautologia.

Plajr|p=2qg|g=ar| P=9A@=n |p=r| (P=29A@=>n)=@pP=7)
VI v]v Y Y Y Y Y
V| V]F Y F F F Y
V| F|V F Y F Y Y
V| FJ|F F Y F F Y
FlVv]v Y Y Y Y Y
FIV]F Y F F Y Y
FIF|V Y Y Y Y Y
FIF|F Y Y Y Y Y

21. Sabe-seque (p = q) © (~pVq).Logo, (~p=>q) © (pVq).

Assim, a disjuncéo p Vv q pode ser escrita utilizando a implicacéo e a nega¢cdo como ~p = q.

22. (p = q): “se 10 é um numero par, entdo é divisivel por 2”.

~(p = q) © (p A ~q): “10 é um nimero par e ndo é divisivel por 2”.

23.
a)~(p=>~q)

S (pA~(~9)
e (pAq)
b)~(~p=1q)
S (~pA~q)
c)(prgq)=>r

S (pAgA~T)
d)p=(qAT)
e (pA~(@AT))
e (pA(~qV~1))
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24,

a)p=(pVvyq)

e (~pVvPVvye)

e ((~rVP)Va)

e Vvg

&V (tautologia)
b)p=(pAq)
e(~pV@AD)

e ((~pVP)A(~PVq)
e(VA(~pVQq)

e (~pVvQq)
c)(pAg)=(pVvq
e (~(pApV(pVe)
e ((~rV~)V({Va)
e ((~pVvp)V(~qV Q)
e (VVV)

&V (tautologia)

25. p: “A Ana vai a festa”. q: “A Berta vai a festa”. r: “O Carlos vai a festa”.
a)i. “A Ana vai & festa se e s6 se o Carlos vai afesta.”. p & r

ii. “A Berta vai a festa se e s6 se 0 Carlos ndo vai afesta.”. q & ~ r
b)i.r © (p Aq): “O Carlos vai a festa se e s6 se a Ana e a Berta vao a festa.”

ii. (pv~r) © q: “A Ana vai a festa ou o Carlos néo vai se e s0 se a Berta vai a festa.”

26.

a) Para a proposicao p & q ser falsa os valores logicos das proposicdes p e g tém de ser diferentes.
Como é referido no enunciado que p é verdadeira, entdo a proposicao g tem de ser falsa.

b) p vV q € uma proposicao verdadeira, visto tratar-se da disjuncdo de uma proposicdo verdadeira (p)
com uma proposicgéo falsa (q).

C) p A q € uma proposicao falsa, visto tratar-se da conjuncao de uma proposicao verdadeira (p) com
uma proposicao falsa (g).

d)p=>q é uma proposicdo falsa, visto tratar-se da implicacdo entre duas proposi¢cdes cujo
antecedente € uma proposi¢do verdadeira (p) e 0 consequente é uma proposicao falsa (q).

e) ~(p A~q) é uma proposicdo falsa, visto tratar-se da negagdo de uma proposicao verdadeira
(» A ~q € uma proposicao verdadeira, pois € a conjuncdo de duas proposi¢des verdadeiras p e
~q ).

f) ~p = q é uma proposigao verdadeira, visto tratar-se da implicac@o entre duas proposi¢@es falsas
(~peq).

g)p © ~q é uma proposicao verdadeira, visto tratar-se da equivaléncia entre duas proposicdes

verdadeiras (p e ~q).
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21.p=q) = (p=>qAq=>Dp)
e (pVg A(~qVPp)
(v~ AV ((pV~q)A~p))
e ((A)VEaA) V(P A~P)V (~qA~p))
e (A VvV F)V(EFV(~qA~p))
@A)V (~qA~p)
< (pAq)V (~p A~q), como queriamos demonstrar.

28.~(pe g e (pPA-q)V(QA~p)

P q pedqd| ~(peq) |~p| ~d | pPA~q | gA~p | (PA~Q) V(] A~pP)
Y v Y F F F F F F
\Y F F \Y F \Y \Y F \Y
F \Y F \Y \Y F F \Y \Y
F F Y F V| Vv F F F

Observa-se que as colunas correspondentes as proposi¢ées ~(p & q) e (p A~q) V (g A ~p) séo

iguais. Logo, ~(p & q) © ((p A ~q) V (q A ~p)), como queriamos demonstrar.

29.peq=>p

e~-peqVvp

s ((pA~q)V(@A~p))Vp (ex. 28, negacao da equivaléncia)
e [(pA~ VO A((PA~q)V~P)]VD

e [(qvpIA@V~a)A((~pVP)A(~pV~q)] VP
e [((qVP) AVIANVA(~pV~@)]VP

e [(qvp)A(~pV~Q]Vp
e[pv@VvplAlpV(~pV~q)]

e [Vvp)ValA[(pV~p)V~q]

e pPvaArVVv~q)

S PEVQAV

© pVgq

30.

a)a=>bvc

b) @=b)vc

C)aeb > ~c

d)av(a~c) © a

e) (~a=>b)Ac
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Unidade 2 — Condi¢cdes e conjuntos
Paginas 30 a 61
31
a)A=4mr?

Constantes:4ern

Variaveis:Aer
b)A=nrg

Constante: &

Varidveis: A, re g

32.“-2x+1>9",“3x +y = 2z", “0 simétrico de x é y” e “x € ]—o0, 2]” sdo expressdes proposicionais,

pois sdo express@es com variaveis que se transformam numa proposi¢do quando se substituem

as variaveis por objetos convenientes.

33.
a)p(Xx):“ X% +1 é um nimero par”.

Por exemplo:

e Se x = 3, p(x) transforma-se numa proposicéo verdadeira (3°+ 1 € um nGimero par).

e Sex = 4, p(x) transforma-se numa proposicao falsa (42 + 1 é um nimero par).

by p(X):“X* —X—6=0"

Por exemplo:

e Se x = —2, p(x) transforma-se numa proposic&o verdadeira ((—2)*+ (—2) — 6 = 0).

e Sex =0, p(x) transforma-se numa proposicao falsa (0 — 0 — 6 = 0).
c)p(X, y)“X+y>X"
Por exemplo:
e Sex=1ey =2, p(xy)transforma-se numa proposi¢ao verdadeira (1 + 2 > 1).

e Sex=1ey=-3, p(x,y) transforma-se numa proposicéo falsa (1 + (—3) < 1).

d) p(X):“ X* +1 é um nimero positivo”.

Qualquer concretizagdo de x por um numero real transforma a expressédo proposicional numa

proposicao verdadeira.
e)p(X) “x—=2=x+3"

Qualquer concretizacdo de x por um numero real transforma a expresséo proposicional numa

proposicao falsa.

34.

a) “3x =10" é uma expresséo proposicional.

b) “O triplo de x é superior a 10” € uma expresséo proposicional.
¢) “O triplo de x” € uma expresséao designatoria.

d) “x + ©” € uma expressao designatoria.
p 1, 4 ~ -
e) “x < —=5Vvx =" € uma expressao proposicional.

f) “x ¢ {1,3,5,15}" é uma expresséo proposicional.
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35.
a) Em N, 10x > 1 é uma condigdo universal, pois qualquer concretizacdo de x por um ndmero

natural transforma a expresséo proposicional 10x > 1 numa proposi¢éo verdadeira.

1
1Ix>1eox>—
x x 10

b) Em Z , x* # 13 é uma condic&o universal, pois qualquer concretizacdo de x por um nimero inteiro
transforma a expresséo proposicional x? # 13 numa proposicdo verdadeira.
x?#13 o x #V13 Ax # —/13

C) Em R-, x? = 13 é uma condicdo possivel, mas ndo universal, pois existe pelo menos um nimero
real negativo que transforma a express&o proposicional x? = 13 numa proposi¢édo verdadeira.
x2=13 o x=V13vx=—-/13

36.
a)x’+2x=0ox(x+2)=0x=0Vvx+2=0x=0vx=-2
Em N, x2 + 2x = 0 é uma condigdo impossivel, pois qualquer concretizacdo de x por um ndmero
natural transforma a expresséo proposicional x? + 2x = 0 numa proposigao falsa.
b)x?+2<0ex2< -2
Em R, x2 + 2 < 0 é uma condicéo impossivel, pois qualquer concretizacdo de x por um nimero
real transforma a expresséo proposicional x% + 2 < 0 numa proposigao falsa.
O)x—-3)(x+1)=0ex—-3=0vx+1=0x=3vx=-1
Em [4, +oo[, (x — 3)(x + 1) = 0 é uma condicao impossivel, pois qualquer concretizagcdo de x por
um namero real pertencente ao intervalo [4, +oo[ transforma a expressao proposicional

(x —3)(x + 1) = 0 numa proposigéo falsa.

37.2x <10 & x <5

a) Em R, por exemplo, “2x < 10” € uma condigdo possivel mas n&o universal.

b) Em ]—oo, 5[, por exemplo, “2x < 10” € uma condi¢do universal.

c) Em {5, 7,10}, por exemplo, “2x < 10” € uma condi¢do impossivel.

38.
a) (x — 1)(x + 1) = x? — 1 (caso notavel)

(x — 1)(x + 1) = x2 — 1 é uma condicdo universal em N, em Z e em R.
b)x?=0ex=0

x% = 0 é uma condicdo impossivel em N e é uma condicdo possivel em Z e em R.
c)x’+1=0ex?=-1

x% + 1 = 0 é uma condigdo impossivel em N, em Z e em R.
d—-x<0ex>0

—x < 0 é uma condicéo universal em N e é uma condi¢&o possivel em Z e em R.
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39.
a) Por exemplo:
e Se x = 6, a expressao proposicional anterior transforma-se numa proposi¢ao verdadeira: (6 é
multiplo de 2 A 6 é mlltiplo de 3) (V Vv V) & V)
e Se x = 4, a expressdo proposicional anterior transforma-se numa proposicdo falsa: (4 é
multiplo de 2 A 4 é miltiplode 3) (VAF) e F)
b) Por exemplo:
eSe (x,y) = (—1, 2), a expressdo proposicional anterior transforma-se numa proposicao
verdadeira: (2 X(—1)+2=0A —(—1)+2 X 2=5)((VAV)o V)
e Se (x,y) = (0, 1), a expressdao proposicional anterior transforma-se numa proposicéo falsa:
2%x0+1=0A-0+2x1=5)(FAF)&F

40.
a) Por exemplo:
e Se x = 2, a expressao proposicional anterior transforma-se numa proposicao verdadeira: (2
multiplo de 2 v 2 é miltiplode 3) (VV F) & V)
e Se x = 5, a expressao proposicional anterior transforma-se numa proposicao falsa: (5 €
mdltiplo de 2 v 5 é multiplode 3) (FV F) & F)
b) Por exemplo:
e Se (x,y) = (0, 0), a expressdo proposicional anterior transforma-se numa proposicao
verdadeira: (0 +0=0v0+0=5)(VVF) V)
e Se (x,y) = (1, 0), a expressao proposicional anterior transforma-se numa proposicao falsa:
(2%x1+0=0Vv —1+2x0=5)(FVF)eF)
¢) Por exemplo:
e Se x = 2, a expressédo proposicional anterior transforma-se numa proposicao verdadeira:
(~(2>2) (-Fo V)
e Se x =5, a expressao proposicional anterior transforma-se numa proposicéo falsa:
~5>2)(~VeF)

41.
a) “x = x” € uma condigdo universal.
“x # x” € uma condigdo impossivel.
“x € Z~” é uma condicao possivel, mas nao universal.
“x € Q" é uma condicao possivel, mas ndo universal.
“x € @” € uma condic¢éo impossivel.
“x ¢ @” é uma condic&o universal.
b)i. “x =x A x € " € uma condi¢do impossivel, pois é a conjun¢do de uma condi¢cdo (neste caso,
universal, x = x) com uma condicdo impossivel (x € @).
ii. “x ¢ ®vx € Q" & uma condicao universal, pois é a disjun¢do de uma condi¢do universal (x ¢
@) com uma condic¢ao (neste caso, possivel, x € Q).
iii. “x # x Ax € Z~” € uma condigdo impossivel, pois é a conjungdo de uma condi¢cdo impossivel

(x # x) com uma condicao (neste caso, possivel, x € Z7).
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iv. “x € Qvx €@’ é uma condi¢cdo possivel, mas ndo universal, pois é a disjuncdo de uma
condigcdo possivel (x € Q) com uma condic¢ao (neste caso, impossivel, x € @).
V. “x #xVx ¢&@” é uma condi¢cdo universal, pois é a disjuncdo de uma condi¢do (neste caso

impossivel, x # x ) com uma condigdo universal (x ¢ ).

42,

a) “x?=0 v —x<0” é uma condigdo possivel em R, visto tratar-se da disjuncdo de duas
condigdes possiveis em R.

b)“x2+1=0 A x?=0"¢é uma condigdo impossivel em R, visto tratar-se da conjungdo de uma
condicdo impossivel em R (x? + 1 = 0) com outra condic&o, neste caso, possivel em R (x? = 0).

c) “x?+1=0 A (x—1)(x+1)=x%>—-1" é uma condicdo impossivel em R, visto tratar-se da
conjungdo de uma condicdo impossivel em R (x? + 1 = 0) com outra condigdo, neste caso,
universalem R ((x — D) (x + 1) = x2 — 1).

d) “x24+1=0 v —x <0” é uma condicdo possivel em R, visto tratar-se da disjuncdo de uma
condicéo, neste caso impossivel em R (x? + 1 = 0) com uma condigdo possivel em R (—x < 0).

e) “x2+41=0 v (x—1)(x+1)=x2-1" é uma condicdo universal em R, visto tratar-se da
disjuncdo de uma condi¢do, neste caso impossivel em R (x?+ 1 =0) com uma condi¢do

universalem R ((x — 1) (x + 1) = x2 — 1).

43.

a) Para x = 2, obtém-se as proposi¢des 2° = 4 e 2 = 2, ambas verdadeiras. Para qualquer
concretizacdo da variavel x por um valor diferente de 2, obtém-se proposi¢Oes falsas. Assim, a
condicéo x? = 4 & x = 2 é universal em N.

b) Se substituirmos x por 1 (respetivamente 2 ou 3) as condi¢des 2x < 6 e x € {1, 2, 3} transformam-
-se em proposi¢cbes verdadeiras. Para qualquer concretizacdo da variavel x por um valor
diferente de 1, 2 ou 3, obtém-se proposi¢des falsas. Assim, a condicdo 2x <6 & x € {1,2,3} é

universal em N.

44,

a) A condicdo x? =4 < x =2 ndo é universal em R. Por exemplo, para x = —2, a condicdo
x? = 4 transforma-se numa proposicédo verdadeira, enquanto que, para a mesma concretizacao
da variavel, a condi¢édo x = 2 transforma-se numa proposicao falsa.

b) A condigdo x2 =4 & x=2Vvx=-2 é universal em R, pois x2 =4 e x=2Vx = -2 tomam o
mesmo valor légico em toda a concretizacao das variaveis.

c) A condicdo 2x < 6 & x €{1,2,3} ndo é universal em R. Por exemplo, para x = 0, a condi¢éo
2x < 6 transforma-se numa proposi¢éo verdadeira, enquanto que, para a mesma concretizagao
da variavel, a condigdo x € {1, 2, 3} transforma-se numa proposigao falsa.

d) A condigdo 2x < 6 & x € ]—,3]é universal em R, pois 2x < 6 e x € |—oo,3] tomam 0 mesmo

valor légico em toda a concretizagao das variaveis.

45,
a) A condicdox < 2 = x < 4 é universal em R, pois qualquer concretizagcado da variavel x por um

numero real que verifique a condicdo x < 2, verifica igualmente a condicdo x < 4.
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b) A condicdo x < 4 = x < 2 ndo é universal em R, pois nem toda a concretizagdo da variavel x por
um numero real que verifique a condigdo x < 4 verifica a condigdo x < 2. Por exemplo, se x = 3,
x < 4 transforma-se numa proposi¢do verdadeira, mas x < 2 transforma-se numa proposi¢éo
falsa.

c) A condigdo x = 1 = x? = 1 é universal em R, pois qualquer concretizagéo da varidvel x por um
numero real que verifique a condi¢édo x = 1, verifica igualmente a condigdo x? = 1.

d) A condicdo x* = 1 = x = 1 ndo é universal em R, pois nem toda a concretizacdo da variavel x
por um nGmero real que verifiqgue a condicdo x? = 1 verifica a condigéo x = 1.
Por exemplo, se x =—1, x? =1 transforma-se numa proposicdo verdadeira, mas x =1

transforma-se numa proposicéo falsa. Logo, ndo é universal em R.

46.

a)x=3=>x%=9

b)x?=9<« x=3

c)x?=9eox=3Vvx=-3

d)x>3=>x*>9

e)x=3ox3=27

47.

a) “x? =1<> x=1" é uma proposicéo falsa, pois —1€ R e (~1)* = 1 & —1 = 1 é uma proposicdo
falsa.

b) “x* =16 < x=2" é uma proposicéo falsa, pois —2 € Re (—2)* = 16 & —2 = 2 é uma proposicao
falsa.

c) “x* >9«< x>3" é uma proposicéo falsa, pois —4 € Re (—4)2 > 9 & —4 > 3 é uma proposicio

falsa.
d) “x_qzzox_lzz” é uma proposicdo falsa, pois -1¢ R e |—1—]]:2©—1—1:2 € uma
proposicao falsa.
48.

a) Ser peixe é condi¢do suficiente para ter guelras.
“X é peixe = X tem guelras”

b) Ser retangulo é condigdo necessaria para ser quadrado.

“X é quadrado = X é retangulo”
¢) E condicdo necesséria para que dois lados de um triangulo sejam iguais que os angulos opostos
sejam iguais.

“(Dois lados de um triangulo s&o iguais) = (os angulos opostos sao iguais)”

49,
a)x>3=>x*>9 “x > 3" é condigdo suficiente para “x*>9".
b)x(x—1)=0cx=1 “x(x — 1)” é condicdo necesséaria para “x = 1".

“ ”

O)x*=y’ex=yvVx=-—-y x? = y?” é condi¢&o necessaria e suficiente para“x =y vx = —y”.
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50.
aVxeNx+1=>2

“Qualquer que seja 0 numero natural x, tem-se x + 1 = 2.” — proposic¢ao verdadeira
b)vxeRx+1=>2

“Para todo o nimero real x, tem-se x + 1 = 2.” — proposicao falsa
c)vxeR, x>0

“O valor absoluto de um nimero x é superior ou igual a zero, qualquer que seja 0 nimero
real x.” — proposi¢éo verdadeira

51.

a)VxeN,2x=>x+1
Vx,xEN=2x>x+1

b)vx e R, |x| = x

Vx,x ER=|x| = x

52. Para provar que é falsa a proposicao “qualquer niumero natural que seja multiplo de 2 € mdltiplo
de 107, basta encontrar um niimero natural que seja mdultiplo de 2 e que ndo seja multiplo de 10.
4 é um nUmero natural multiplo de 2 (pois 4 = 2 X 2) e ndo é multiplo de 10 (pois ndo existe

nenhum ndmero natural k tal que 4 = 10 X k). Assim, provamos que a proposic¢ao é falsa.

53. Suponhamos que x > 8. Como 8 > 0, tem-se também x > 0.
Logo, x Xx >8xx e x2+x > 8x +x ouU seja, x> +x > 9x. Uma vez que a partir da hipotese

x > 8 chegamos a conclusdo que x2 + x > 9x, fica provado que se x > 8, entdo x? + x > 9x.

54,
a) “O quadrado de qualquer nimero natural € um namero par’ € uma proposigao falsa, pois, por
exemplo, 3 € um nimero natural e o seu quadrado, 9, ndo é um namero par.

b) vx e R,x > 0 vV x < 0 é uma proposicao falsa, pois, por exemplo, 0 € R e ndo é verdade que
0>0vVv0<O.

¢) “Todos os divisores de 12 sdo divisores de 6” € uma proposigao falsa, pois, por exemplo, 4 é
divisor de 12 e n&o é divisor de 6.

55.
a)dxEN: x2-9=0

“Existe pelo menos um ndmero natural x tal que x> -9 =0" — proposicéo verdadeira
b)axeR: x2—-9=0

“Existe pelo menos um nimero real x tal que x> -9 =0" — proposicéo verdadeira

56. Para provar a implicacdo, “se x? >x, entdo x <0 ou x = 1", vamos provar a implicacdo
contrarreciproca, “se 0 < x < 1, entdo x? < x".
Suponhamos que 0 < x < 1. Como x > 0, entdo x X x < 1 X x, ou seja, x? < x.

Ficou provado que se 0 < x < 1, entdo x? < x. Logo, ficou provado que se x? > x, entdo x < 0
oux=1.
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57.
Q)IxeN:2x =x+1

Ix: xENA2x=x+1
b)3x € R: x5 = 12

Ix: x€ER A x5 =12

58.
a) “Existe pelo menos um namero inteiro inferior a 10.”
Ix € Z:x < 10
b) “Todo o nimero natural é positivo.”
VxeEN,x>0
c) “Existe pelo menos um nimero real tal que o dobro é igual a sua metade.”

dx eR:2 al
X 12x ==
2

59. vxe{1,2,3},3x € impar

“3 & impar A6 € impar A 9 é impar” — proposicéo falsa

60. Ix e{1,2,3}:3x € impar

“3 éimpar v6 éimparVv 9 é impar’— proposicdo verdadeira

61.
a) ~(vVx € {1,2,3},3x é impar) & 3x € {1,2,3},3x ndo é impar) — proposicéo verdadeira

b) ~ (Elx ER:x+3= g) = (Vx ER:x+3# g) — proposicéo falsa

c)~(VxeNx+1>0) e (3x € N,x +1 < 0) — proposicéo falsa

62.
a) p: “Todos os americanos gostam de comida de pléstico”.
~p: “Existe pelo menos um americano que nao gosta de comida de plastico”
b) p: “Existe pelo menos um italiano que ndo gosta de massa’.
~p: “Todos os italianos gostam de massa”.
¢) p: “Ha nameros naturais cujo triplo € um nimero primo”.
~p: “O triplo de qualquer nimero natural ndo é um namero primo”.
d) p: “Existe um numero real que € inferior a sua raiz”.

~p: “Todos os nimeros reais sao superiores ou iguais a sua raiz”.

63.U ={6,7,8,10}

a(x): “x € um nimero composto”.

b(x): “x admite resto 3 na divisdo por 6”.
a) Vx € U,a(x) — proposicao falsa

Vx € U,b(x) — proposicao falsa

Jx € U: a(x) — proposigéo verdadeira

Ax € U: b(x) — proposicgédo falsa

b) ~(VxeU,a(X)) ©3x € U:~a(x) — “Existe pelo menos um elemento de U que ndo é um

ndmero composto”.
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~(Vx € U,b(x)) 3 x € U: ~b(x) — “Existe pelo menos um elemento de U que nédo admite resto 3
na divisdo por 6”.

~(3@xeU :a(x)) © vx € U: ~a(x) — “Todo o elemento de U é um ndmero ndo composto”.

~ (@ eU :b(x)) ©vxeU~b(x) - “Todo o elemento de U admite resto diferente de 3 na
divisdo por 6.
¢) a(x) é possivel em U
b(x) é impossivel em U
~a(x) é possivel em U

~ b(x) é universal em U

64.
a)vx € {T[, V2, 3},x é natural.
“r é natural A v/2 é natural A 3 é natural”
b) ~(m é natural A V2 é natural A 3 é natural)
& 1 n&o é natural vV v/2 nfo é natural v 3 n&o é natural

& 3dx € {1‘[, V2, 3},x nao é natural

65.4 ={0,2,{},{1}}

a) 0 € A é uma afirmacao verdadeira, pois 0 é um elemento do conjunto A.
b) 1 € A € uma afirmacéo falsa, pois 1 ndo é um elemento do conjunto A.
c) 2 ¢ A é uma afirmacéo falsa, pois 2 € um elemento do conjunto A.

d){} ¢ A é uma afirmacéo falsa, pois {} € um elemento do conjunto A.

e) {1} ¢ A é uma afirmacéo falsa, pois {1} € um elemento do conjunto A.

66.
a){2,3,5,7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47}
b){1,2,3,6,9,18}

67.

a){1,3,5,7,9, ..}

b) {5, 10,15, 20,25, ...}

c) {25, 36,49, 64,81, 100}

68.
a) {x € N: 2x%? + x — 1 = 0} é o conjunto dos nlimeros naturais que satisfazem a condicdo
2x%2+x —1 = 0. Uma vez que:
—14,/1-4x2x(-1)
4

2x2+x—-1=0x=

—-1+43
(:)x=T=)x=—1Vx=

N | =

1
e—-1¢Ne > ¢ N, concluimos que nao existe nenhum namero natural que satisfaga a condigéo,

logo o conjunto definido em N por 2x? + x — 1 é o conjunto vazio, { }.
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b) {x € N:x? + x + 1 = 0} é o conjunto dos nlimeros naturais que satisfazem a condigdo
x% 4+ x4+ 1= 0. Uma vez que:

—1+v1-4x1x1 -1+v-3
—_— &

*>+x+1=0x= > x = — e Vv—3 é uma expressdo sem sentido em

R, significa que ndo existe nenhum nimero natural que satisfaga a condigdo x + x + 1 = 0, logo
o conjunto definido em N por esta condig&o é o conjunto vazio, {}.
¢) {x € N: 2x — 4 < 6} é o0 conjunto dos nimeros naturais que satisfazem a condi¢do 2x — 4 < 6.
Como2x—4<6o2x<10e=x<5eleNel<5
2eNe2<5
3eNe3<5
4eNe4d<5
concluimos que o conjunto definido em N por esta condigéo é {1, 2, 3, 4}.
d) {x € N: |1 — 2x| < 4} é o conjunto dos nuUmeros naturais que satisfazem a condicéo |1 — 2x| < 4.
Como:
[1-2x|<4e1-2x<4A1-2x>—4
© —-2x<3AN-2x>-5
S x> - 3 Ax < 2
2 2

3 5 3 5
el>-— 2 ANl < 2 e2>— > A2 < > concluimos que o conjunto definido em N por esta condigéo é {1, 2}.

69.

. . 1] 3 ~ .
a) Averiguemos se as condigbes |x - 5| =7 e x? — x — 2 = 0 s&o equivalentes em R:

1 3 1 3 1 3
|x——|=— oSx——==-Vx——=—-—
2 2 2 2 2 2
3 1 3 1
ox=—+-Vx=—-+-
2 2 2 2

oSx=2Vx=-1

O conjunto-solucéo é {2, —1}.

1+ /T—4x(-2)

xX>’—x—-2=0x=

2
1+3
S x=—
2
S Sx=2Vx=-1

O conjunto-solucéo é {2, —1}.
Uma vez que todas as solugBes da primeira condigdo séo solugdo da segunda e vice-versa,
concluimos que as duas condi¢gfes sé@o equivalentes.
b) Averiguemos se as condicdes x2 — 10 = 0 e x —+/10 = 0 sdo equivalentes em R:
x*-10=0ox*=10x =10 vx =—-V/10
O conjunto-solucéo é {—/10,/10}.
x—vV10 =0 x =10 O conjunto-solugéo é {~/10}.
Repara que existe uma solugéo (—v/10) da primeira condicdo que n&o é solucdo da segunda

condicao, logo as duas condi¢Bes ndo séo equivalentes.
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70.

a) {x € R:x? + 3 = 4x}

44+/16—4X%3 442
_—e

x>’+3=4xox*—-4x+3=0x= 5 x=T(:>x=3Vx=1

Assim, o conjunto-solugéo da condigéo x? + 3 = 4x é {1,3}.
Logo, {x € R:x? + 3 = 4x} = {1,3}.
{n € N:n é impar An < 5} é o conjunto dos nimeros naturais que sdo impares e inferiores a 5.
Como 1 e 3 sdo os Unicos numeros naturais que obedecem a esta condic¢éo, {n € N:n é impar A
n <5} ={1,3}.
Daqui se conclui que {x € R:x? + 3 = 4x} = {1,3} = {n € N:n é impar An < 5}.

b){1,2,3,4} ={2,1,3,4} = {4,2,3,1, 2,3}, pois ttm os mesmos elementos.

71.U = {-5,-V5,-1,0,1,V5,5,25}
a)A ={-5-1}

b) {—V5,-1,0,1,V5}

¢) € =1{0,1,5,25}

d) D = {25,5,1,0,625}

72. Por exemplo:

a) {3n:n € N} ou {n € N:n é multiplo de 3}
by{xeR:|x|=5}={xeRix=-5vx =05}
¢) {n € N:n é divisor de 10}

d) {x € R: |x] < 0}

e) {x € R: |x| = 0}

73. AcBe BcC

a) 1 € B é necessariamente verdadeira, pois Ac Be 1€ A.

b) 2 € A ndo é necessariamente verdadeira.

c) 3 ¢ A ndo é necessariamente verdadeira.

d) 4 € B ndo é necessariamente verdadeira.

e) 5¢ A é necessariamente verdadeira, pois 5¢ B e A(CB, logo, se 5€ 4, entdo 5 € B, 0 que ndo

acontece.
f) 5 € C néo é necessariamente verdadeira.
g) 6 ¢ B é necessariamente verdadeira, pois 6 ¢ C e B CC, logo, se 6 € B, entdo 6 € C, 0 que nao

acontece.
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74. Sejam A, B, C e D os conjuntos definidos pelas condi¢cées a(n), b(n), c(n) e d(n), respetivamente.
P=AnD=1{2,3,57,11,13,..}n{1,2,3,4,5,6,7,8,9} = {2,3,5,7}
Q=BnC=1{369121518,..}n{1,2,3,6,9,18} = {3,6,9,18}
R=CuD=1{1,236,918,..}U{1,2,3,4,5,6,7,8,9} = {1,2,3,6,9,18,4,5,7,8}

S=CnD={4,578,10,11,12,13,14,15,16,17,19,20,21,22,..} n {1,2,3,4,5,6,7,8,9}
={4,5,7,8}

75.A=]—-,5] B =]-oo,—n] € =% +o|
aQ)AUB =]—,5]

b) BUC =] — o, +o[ = R

C)ANB =] — o, 7]

dyanc=]-15]|

e)AN(BNC)=]—o,5] n]—%,—n] :]—2,—71]

) A=T=o0,5] = |5, +oo]
- 1 7 71 7
9)C = = +oo| = |0
h) A\B =] — ,5]\ ] — o, -] =] — 7, 5]
i) A\(BUC) =] —1,5]\R = ¢

76.

AA={xeN:1—-x>0Vv3x—6<12}
1-x>0e1>x
O conjunto-solugéo da condicdo 1 —x > 0, em N, é 0.
3x-6<123x<18ex<6
O conjunto-solugdo da condigdo 3x — 6 < 12,em N, é {1, 2, 3, 4, 5}.
A=0U{1,2,3,4,5} ={1,2,3,4,5}

b)B={x€eR:x?—x—2=0}

1+./1-4x(=2) 143
xz—x—2:O(E)x:f@x:T@x:ZVx:—l

O conjunto-solugéo da condigdo x2 —x —2 =0, em R, é {2, —1}. Logo, B = {2,—1}.
c) A\C = {1,2,3,4,5}\(] — o0, 1[ U ]3, +oo[) = {1,2, 3}
d)AnB=1{1,23,4,5}n{2,—-1} = {2}
e)BNnC=1{2,-1}n (] —o,1[U]3,+0o]) = {-1}
f)AUB={1,2,3,4,5}U{2,-1} ={-1,1,2,3,4,5}

Aprende Fazendo
Paginas 62 a 72
1.

a) P : “O Afonso usa o6culos”. g :“O Afonso usa chapéu”.
pv Qq: “O Afonso usa 6culos ou chapéu”.

Opcéo (B)
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b) ~p: “O Afonso ndo usa 6culos”.

~p A ~q: “O Afonso ndo usa 6culos e ndo usa chapéu”.

Opcaéo (D)

2. Sabe-se que, dadas duas proposicoes a e b, o valor I6gico da equivaléncia pode ser obtido

a partir dos valores logicos de a e b, como se encontra resumido na seguinte tabela de

verdade:

~q: “O Afonso nao usa chapéu”.

a b aeb
\Y \Y \Y
v F F
F Vv F
F F Vv

Assim, a © b é falsa quando e apenas quando a e b tém valores logicos diferentes.

Opgaéo (C)

3. Das expressdes com varidveis apresentadas, a Unica que ndo se transforma numa

proposicao, quando se substitui a variavel x por valores reais, é a expressao da opg¢éo (B).

Opcéo (B)

4. A={1,2}
B={2, 1}
C={neN:n*<9}={1,2,3}
Assim,A=BeAcC.
Opcao (D)

5. Vamos construir tabelas de verdade de cada uma das proposi¢cdes presentes nas quatro

opcOes apresentadas:
(A) (pAq) = (~pA ~q)

Pl |~P|~d|[PAQ|~PA-q |pPAgE (=P A~Q)
VIV F]F v F F
VIF]|F ]|V F F Vv
FIV|V]F F F v
FIF[ V]V F v F
B)~prAp)=> @V
Pld|pAg|~(PAQ) [pV]|~(PAQ)=>(PVQ)
VIiv] Vv F v v
VI|F F v v v
FIv]| F Vv v Vv
FIF F v F F
©Cp=>@®Vvy
pPlg|lpvg|p=>(pVQ)
V|V \Y, \Y,
VIF v v
FIv] Vv v
FIF F v
D) (@Vv~p)=(@A~P)
P|~p|pV~P|PA~Pp | (PV~-P)=(PA~P)
\Y F \Y, F F
\Y/ F \Y F F
F \Y \Y F F
F \Y \Y F F
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Das proposi¢Bes apresentadas, observa-se que apenas p = (p V q) é verdadeira, quaisquer
gue sejam os valores logicos de p e g, sendo, entdo, a Unica opgao onde esta presente uma
tautologia.
Opcéo (C)

6. Sabemos que a proposigdo Vx,p(x) = q(x) é equivalente a proposicdo Vx,~q(x) = ~ p(x)
(implicacao contrarreciproca).
Opcéo (D)

7. Negar a proposi¢cao “Todas as criangas acreditam no Pai Natal” equivale a afirmar que “Nao é
verdade que todas as criangas acreditam no Pai Natal”, ou seja, “Existe pelo menos uma crianga
que ndo acredita no Pai Natal”.

Opgéo (C)

8. A implicagao contrarreciproca da condigéo “Se um triangulo é retangulo, entdo ndo é equilatero” é
aquela cujo antecedente € a negagao do consequente “ndo é equilatero” e cujo consequente é a
negacdo do antecedente “é retangulo”. Assim, a implicagdo contrarreciproca da implicagao
apresentada é: “Se um triangulo é equilatero, entdo nao é retangulo”.

Opcéo (A)

9. Sabe-se que a & b é uma proposicdo falsa, portanto, a e b tém valores légicos diferentes (a é
verdadeira e b é falsa ou vice-versa). Assim:
(A) a A b é uma proposicgao falsa.
(B) a Vv b é uma proposicao verdadeira.
(C) ~a A ~b é uma proposicao falsa.
(D) a = b é uma proposicédo falsa, no caso de a ser verdadeira e b ser falsa. No entanto, a = b é
verdadeira no caso de a ser falsa e b ser verdadeira.
Opcéo (B)

10. Sabe-se que a implicagéo entre duas proposi¢des € falsa apenas no caso em que o antecedente
€ verdadeiro e o consequente é falso. Assim, como p = (q = r) é uma proposicao falsa, tem-se
gue o antecedente (p) € verdadeiro e o consequente (q = r) é falso.

Pela mesma ordem de ideias, como a proposi¢édo q = r é falsa, tem-se que o0 antecedente (q) é
verdadeiro e o consequente (r) é falso.
Opcéo (D)

11. Pelas segundas leis de De Morgan, tem-se que a proposicao ~(Vx,p(x) = q(x)) € equivalente
a proposigao Jx: ~(p(x) = q(x)), 0 que pela negacéo da implicacéo é equivalente a proposicdo

Ax:p(x) A ~q(x).
Opcéo (A)

12. (i) é verdadeira.
Seja p(x) uma condigdo universal em U (isto é, uma proposi¢do que se transforma numa
proposicao verdadeira em U, para qualquer concretizacdo das suas variaveis) e seja q(x)

uma qualquer condicdo em U.
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A disjuncéo de p(x) e q(x), p(x) v q(x), € uma nova condigdo que € universal em U, pois,
para qualquer concretiza¢do das suas variaveis vem que p(x) se transforma numa proposicao
verdadeira e q(x) numa proposicdo verdadeira ou falsa, e a disjuncdo é verdadeira em
gualquer um destes casos (Vv V) e V; (VVF) e V).
(ii) é verdadeira.

Seja p(x) uma condicao impossivel em U (isto €, uma proposi¢ao que se transforma numa
proposicao falsa em U, para qualquer concretizacdo das suas varidveis) e seja g(x) uma
qualquer condicdo em U.

A conjuncédo de p(x) e q(x), p(x) A q(x), € uma nova condigcdo que é impossivel em U, pois
para qualquer concretizagdo das suas varidveis vem que p(x) se transforma numa
proposicao falsa em U e q(x) numa proposicéo verdadeira ou falsa, e a conjungéo é falsa em
qualquer um destes casos (FAV) o F; (FAF) & F).

Opcéo (B)

13. Das afirmag¢Oes apresentadas, apenas a op¢ao (B) é necessariamente verdadeira, pois:
comoAcBea€Ad entdoa €B

ecomoBcCea€eB,entdoa €C.

Opcao (B)
14.
a) “52 x ( — 3)” € uma designacéo.
by Lilolg -
) s T37% € uma proposicgao.

c) “17 € um numero primo” é uma proposic¢ao.

d) “O tridangulo de vértices A, B e C” € uma designacéo.

e) “Ha triangulos com dois angulos retos” € uma proposigao.

f) “V3 > m+ 1” é uma proposicao.

g) “—5 € N” é uma proposicao.

h) “{1, 2, 3} € uma designacéo.

i) “{1,2,3,6} é o conjunto dos divisores de 6” € uma proposigao.

j) “Existe um nimero primo que é par” € uma proposigao.

15. As proposicdes presentes nas alineas b), e), f) e g) sdo falsas.

As proposicdes presentes nas alineas c), i) e j) sdo verdadeiras.

16. p: “Eu gosto do verdo”. ~p: “Eu ndo gosto do verao”.
q: “Eu ndo gosto do inverno”. ~q: “Eu gosto do inverno”.
r: “Eu gosto da primavera”. ~ r: “Eu ndo gosto da primavera”.

a) p Aq: “Eu gosto do verdo e ndo gosto do inverno”.

b) g v r: “Eu ndo gosto do inverno ou gosto da primavera”.

c) ~p A ~q: “Eu nao gosto do verao e gosto do inverno”.

d) ~q Vv r:“Eu gosto do inverno ou da primavera”.

e) ~ (pVvr): “Nao é verdade que eu goste do verdo ou da primavera”.

f) ~p A ~r:“Eu ndo gosto do verdo nem da primavera”.
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17.

a) A proposicdo p Aq é verdadeira apenas no caso em que a proposicdo p € verdadeira e a
proposicao q é verdadeira.

b) A proposicdo p Vv q é falsa apenas no caso em que a proposicdo p é falsa e a proposicdo q €
falsa.

c) A proposi¢do ~p A q é verdadeira apenas no caso em que a proposi¢do ~p é verdadeira, isto &, p
é falsa e g é verdadeira.

18.

a)~pAq
pPld|~-pP|~PAg
VIV]F F
V| F| F F
FlV \Y \Y
FIF] Vv F

b) ~(pAq)
PlAd|lpAg|~(PAQ)
V|V Vv F
V|F| F v
FIV]| F v
FIF F v

c) pv(~paq)
Pla|~p|[~PAQ|PV(-P AQ)
V|V F F \Y
VIF]|F F v
FlV] Vv v v
F|F| V F F

19.
a) p: “7r € um ndmero irracional e é superior a 2”.
~p: “7r nado é um numero irracional ou néo é superior a 2”.
b) p: “15 n&o é um niimero par nem € um ndamero primo”.
~p: “15 € um nimero par ou € um nimero primo”.
c) p: “O Joaquim é um bebé ou nédo sabe falar”.
~p: “O Joaquim ndo é um bebé e sabe falar”.
d) p: “A Margarida é um bebé e ndo sabe nadar”.
~p: “A Margarida ndo é um bebé ou sabe nadar”.
20.
a)p(x):5x+1=0
p(x) € uma condigdo universal em N e possivel em R.
q(x): Ix| <0
q(x) é uma condig&o impossivel em N e impossivel em R.
r(x): x(x—2)=0
r(x) é uma condicdo possivel em N e possivel em R.
s(x):x(x+2)=0
s(x) € uma condicao impossivel em N e possivel em R.
t(x):2x2 =0

t(x) é uma condicao universal em N e universal em R.
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b) ~p(x): 5x+1<0
~q(x): |x] =0
~r(x): x(x—2)#0
~s(x)ix(x+2)+0
~t(x):2x*> < 0

c) (i) p(x) A q(x) € uma condigdo impossivel em R, visto tratar-se da conjung&o entre uma condigdo

possivel, p(x), e uma condigao impossivel, q(x), em R.

(i) g(x) vr(x) é uma condigdo possivel em R, visto tratar-se da disjun¢do entre uma condi¢éo

impossivel, q(x), e uma condigao possivel, r(x), em R.

(iii) r(x) vs(x) é uma condicdo possivel em R, visto tratar-se da disjuncdo entre condigcbes

possiveis em R.

(iv) s(x) v t(x) € uma condicao universal em R, visto tratar-se da disjun¢édo entre uma condicéo

universal, t(x), e uma condicéo possivel, s(x), em R.

21.
a) (i) 3x: p(x)
“Existe pelo menos um gato malhado”.
(i) vx,q(x)
“Todos os gatos gostam de leite”.
(iii) Vx, p(x) V r(x)
“Todos os gatos sdo malhados ou séo pretos”.
(iv) Ix:r(x) A~ qx)
“Existe pelo menos um gato preto que ndo gosta de leite”.
b) (i) “Existe pelo menos um gato que ndo é malhado nem preto”.
Ax: ~p(x) A ~1r(x)
(i) “Existe pelo menos um gato que gosta de leite ou é preto”.
Ix:q(x) v r(x)
(iii) “Todos os gatos que gostam de leite sdo malhados”
Vi, q(x) = p(x)
(iv) “Todos os gatos sdo malhados se e s se ndo séo pretos”.
vx,p(x) © ~r(x)
22.
a) p: “Todos os homens sdo ambiciosos”.
~p: “Existe pelo menos um homem que n&o é ambicioso”.
b) p: “Existe um ator famoso que ndo tem formagao em teatro”.

~p: “Todos os atores famosos tém formacgéo em teatro”.

23.
a) {x e U:x € N} = {1,5,25}

b){x eU:x e Z7} ={-1}
c) {x e U:x? > 10} = {5, 25}
d) {x € U:2x < 0} = {—1,0}

e) {x € U:x é um nimero irracional} = @
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24.

a){3,-3}={x e Rix? =9} ={x € R:x = 3V x = —3} (por exemplo)
b) {1,3,5,7,9,11,13,15, ...} = {x € N: x é impar}
¢){1,4,9,16,25,36,..} = {x%:x € N}

25.
a) (i) “m #+ 3,14 e 27 é mulltiplode 9”: ~q A r
(i) “9 ndo é primoou ™ = 3,14” ~p VvV q
(iii) “Se m = 3,14, entdo 27 ndo é multiplo de 9”: q = ~r
b) (iv) p v ~r: “9 € um nimero primo ou 27 nédo é multiplo de 9”.

(v) ~(p A q): “Néo é verdade que 9 seja um nimero primo e que « = 3,14”.

(vi) ~r = (~q V p): “Se 27 ndo é mdltiplo de 9, entdo w # 3,14 ou 9 € um ndmero primo”.

c) Das proposigdes p, q e r do enunciado, tem-se que p e q séo falsas e r é verdadeira.

e A proposicao da alinea (i), ~q A r, é verdadeira, poisV AV & V.

A proposic¢éo da alinea (i), ~p Vv q, é verdadeira, poisVV F & V.

A proposic¢éo da alinea (iii), g = ~r, é verdadeira, pois (F= F) & V.

A proposigdo da alinea (iv), p v ~r, é falsa, pois FV F & F.

A proposigdo da alinea (v), ~(p A q), € verdadeira, pois ~(F A F) & V.
e A proposicédo da alinea (vi), ~r = (~q V p) , é verdadeira, pois
F=NVVR)e F=>V)e V.

26.
a) ~ (p = ~q) ndo é uma tautologia.

Plad|~q|p=>~9|~(p =~q)
V|iV]| F F V
VIF| V Vv F
FIV]F v F
FIF[V v F

b) p © (p Vv q) ndo é uma tautologia.
Plg|pvg|p (VA
V|iv] Vv v
V|F v v
FIv] Vv F
FIF] F v

c) (p = q) © (~pV q) é uma tautologia.

Pla(p=29qg|~p|pVg | (Pp=9 = (~pVY
V|V \Y F \Y \Y
VI|F F F F v
FlV Vv \Y, \Y, \Y,
F|F \Y \Y \Y \Y

27.
a(VvirAp)e p

PAQ|PV(PAQ)
\

P4

VIV] Vv

VIF| F Vv
FIV] F F
FIF| F F

Observa-se que séo iguais as colunas que dizem respeitoapeap Vv (p A Q).
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b)pv(pAq)
S EAVYV(pAQ),poispAVeSp

©pA(V Vg
S pAV

ep

28.
a)qVv(pv-~q)
epv(gv-~q)
epvyv

oV
b)gA(pA~q)
e pA@A~q)
< pAF

o F
c)gA(~qVp)
e (qA~q)V(qADp)
S FVv(QAp)
S qAp

d)~pA(PVaA~q

e [(~pAP)V (~pADIA~q
e Fvi~pAp)A~q

e (~pAQ)A~q

e ~pA(@A~q)

© ~pAF

s F

e)pV(~pAqQV~q

e [pv~p)AVlV~q
e VAalVva)V~q

e PVvaVv~q
©pVv(@V~q)
spvVeV

29.
a)~(pA~q) e ~pVyg
b) ~(~pVv~q) ©pAgq
c)~(pA (~qVr))e ~pV~(~qVr)
S ~pV (@ A~1)

d)~(~r=q) © ~pA~q
e)~(p=>(@vnr)e pA~(qVvr)

< p/\~q/\~1"
f)~((@qvr)=p)e (@Vvr)A~p
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g~(p=>qVvr)e~p=>qA~r
SPpA~qQA~T
hy~pe~q) ©~p=>~qA~q=p)
e ~p=>~q9V~(~q=Dp)
e (PAQV(~qA~p)

30.

a) Se o consequente, g, € uma proposicéo falsa, a implicagdo p = q so sera verdadeira no caso de o
antecedente ser também falso; assim, p € uma proposicéo falsa.

b) p v q € uma proposigéo falsa, pois (FV F) & F.

c) ~(p vV q) é uma proposicao verdadeira, pois ~(F V F) & ~F & V.

d) ~p A ~q € uma proposigdo verdadeira, pois (VV V) & V.

e) ~p V q é uma proposicao verdadeira, pois (VV F) & V.

f) ~ g = P é uma proposic¢éo falsa, pois (V= F) & F.

g) p © q é uma proposigéo verdadeira, pois (F © F) & V.

h) ~p & q € uma proposicéo falsa, pois (V& F) & F.

31.
a)(pVyq) ®~(~pA-~q)
b)p=>g e (~pVq e ~@PAr~q)
c)peqge((@=>9A(G=9)
e ((~rVa) A(~qVDp))
e (~pA~q) A~(gA~p))

32.

a) ~(pAgq)Vvr éfalsa.
A disjuncao de duas proposi¢des € falsa apenas no caso em que ambas as proposi¢cdes sao
falsas, logo ~(p A q) é falsa r é falsa. Como ~(p A q) é falsa, entdo p A q é verdadeira. Como a
conjuncéo de duas proposicoes € verdadeira apenas no caso em que ambas as proposi¢des sao
verdadeiras, tem-se que p € verdadeira e g é verdadeira.

b) r A ~(p = q) é verdadeira.
A conjuncdo de duas proposi¢cfes € verdadeira apenas no caso em que ambas as proposicoes
sdo verdadeiras, logo r é verdadeira e ~(p = q) € verdadeira. Como ~(p = q) é verdadeira,
entdo p = q é falsa. Uma implicagcdo entre duas proposicoes é falsa apenas no caso em que o
antecedente é verdadeiro e 0 consequente é falso. Assim, p € uma proposi¢éo verdadeira e g é

uma proposicgéo falsa.

33.
a) p: “Um aluno esta distraido”. g: “A professora repreende o0 aluno”.
“Se um aluno esta distraido, entdo a professora repreende-o”. (p = Q)
Negacdo daimplicagdo: “Um aluno esté distraido e a professora ndo o repreende”.
(pA~0)
Implicagdo contrarreciproca: “Se a professora ndo repreende um aluno, entdo o aluno néo

esta distraido”. (~q = ~p)
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b) p:"x=3"
q:"x*=9"
p=0:"x=3=x"=9"
Negagédo da implicagdo: "x=3AX* #9" (p A ~q)
Implicagao contrarreciproca: "x“ #9=x=3" (~q = ~p)
¢) p: “n é um mudltiplo de 10.”
g: “n é um multiplo de 5.”
p = g: “Se n é um mdltiplo de 10, entdo n € um multiplo de 5.”
Negacédo daimplicagéo: “n € um mdltiplo de 10 e ndo é um mdltiplo de 5”: (p A ~Q)
Implicagdo contrarreciproca: “Se n ndo é um multiplo de 5, entdo ndo é um mdltiplo de 10”:

(~a=-~p)

34.
a) p: “Existe um numero real x que é maior que o seu quadrado”.

~p: “Todos 0s numeros reais sao inferiores ou iguais ao seu quadrado”.
b) p: “x? — 2x = 0 verifica-se para todo o nimero real x”.

~p: “Existe pelo menos um ndmero real x que néo verifica x? — 2x > 0.”
c) p: “Existe um nimero natural x que é solucdio da equacéo x° =25.”

~p: “Qualquer nimero natural x ndo é solugdo da equagéo x* =25".

35.
a)IxeR: x> x?
~Ax€eR:x>x}) o (Vx ER,x < x?)
b)vxeR,x> —2x >0
~(Vx€eR, x> —2x>0)e Ax e R: x2 —2x < 0)
c)IxeR:x3=25
~(3x € N:x3 = 25)© (Vx € N,x3 # 25)

36.

a) A proposicéo é falsa, pois, por exemplo, 3 e 5 s8o nimeros primos e a sua soma, 8, ndo € um
ndmero primo.

b) A proposicao é falsa, pois, por exemplo, 11 é um nimero primo formado por dois algarismos e
estes néo séo distintos.

c) A proposicao é falsa, pois, por exemplo, 1 € um nimero natural e ndo se verifica que
1 - 2x1>0.

37.

a) P={n: p(n) Ar(n)} ={n: n é um nimero primo inferior a 9} = {2, 3, 5, 7}

b)Q ={n:q(n)vr(n)} ={n: néum divisor de 12 ou n é inferior a 9}
={1,2,3,4,5,6,7,8, 12}

c) R={n:q(n)A ~ p(n)} ={n: n & um divisor de 12 e n&o € um numero primo}
={1, 4,6, 12}
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38.
a){xeN:x—4<0 v x2-36=0}={1,2,3tu{6}=1{1, 2, 3, 6}

Calculos auxiliares
x—4<0 © x<4
x2 —36=0ox2=36©x=-6Vx=6

b){xeN:x—4<0 A x2-36=0}={1,2,3}n{6}=0
){fxeN:x—-4<0 A x2-36=0}= 4+ [Nn{-66} = {6}
d){xeER:x—4<0 A x2—-36=0}=]-0,4[Nn{—6, 6}={—6}

39.4=1{0,1,2,3} B=]2, +o[ C=11,6]
a) AUB =1{0,1,2,3}U]2,+o[ = [2,+oo[ U {0, 1}
b) BUC =]2,+0[U]1,6] =]1,+[

c) AnC ={0,1,2,3}n]1,6] = {2,3}

d) BNC=]2,40[Nn]1,6] =]2,6]

e) (ANC)NB = {2,3}N]2 +oo[ = (3}

alfnea c)

f) 4 = R\{0,1,2,3}

9) B =R\|2,+oo[=] —,2]

h) C =R\]1, 6] = ]—c,1] U6, +o[

i) A\B = {0,1,2,3}\]2, +oo[ = {0,1,2}

j) B\A =12, +00[\{0,1,2,3} =12, +0[\(3} =12,3[ U ]3, +o0]

k) C\(ANB)=11,6]\({0,1,2,3} N]2,+) =]1,6]\{3} =11,3[ U3, 6]

40.
Plq r ~r p ©~r1 qAT (p ©&~r)v(qArTr)
V|V Vv F F Vv \Y%
V|V F Vv \Y% F \Y%
VIF| V] F F F F
V| F F \Y \Y F V
F|V \Y% F Vv \Y \Y
FIVIF [ v F F F
FIF| V F v F v
FIF[F | v F F F

41. Como (p = ~q) A (~r = q) Ap € uma proposi¢ao verdadeira, e a conjuncao de trés proposicdes
€ verdadeira apenas no caso das trés proposi¢fes o serem, pode concluir-se que p = ~q,
~r = q e p sdo proposicdes verdadeiras. Assim, sabendo que p e p = ~q sé@o proposicbes
verdadeiras, vem que ~q é uma proposi¢do verdadeira, jA que se trata de uma implicacao
verdadeira cujo antecedente € verdadeiro, logo o consequente terd de ser também verdadeiro.
Assim, como ~g é uma proposicao verdadeira, entdo q € uma proposicao falsa. Temos ainda
que, se ~r = g é uma proposi¢cdo verdadeira e q € uma proposi¢do falsa, entdo ~r é uma
proposicao falsa, ja que se trata de uma implicagcdo verdadeira cujo consequente é falso, logo o
antecedente tera de ser também falso. Assim, como ~r é uma proposi¢éo falsa, r é uma

proposicao verdadeira.
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42.

QAp=>~qA~r>q ©@p=>(~qA~T)=q

S (~pV(~qA~T))>q
S ~(~pV(~qA~T))Vq
S (~(~p)A~(~qA~T))Vq

©@A@Vvr)vg
©(@Vvp)Aa(gvqVvr)
S @Vp)A(gVT)

S qV(pAT)

b)p=~pA(~r=>q) & (~pV~)ATVQq)

43.

a) p: “O FCP ganha o campeonato deste ano”.

q: “O SLB ganha o jogo de hoje”.

Afirmar que: “O FCP ganha o campeonato deste ano, exceto se o SLB ganhar o jogo de hoje”

equivale a afirmar que: “Se o SLB nao ganhar o jogo de hoje, entdo o FCP ganha o campeonato

deste ano.”

0 que pode ser traduzido em linguagem simbdlica por ~q = p.

b) a: “A Carolina vai ao cinema”.
b: “A Carolina come pipocas”.

c: “O filme é de terror”.

Afirmar que: “A Carolina ndo come pipocas quando vai ao cinema, a menos que o filme seja de

terror”

equivale a afirmar que: “Se o filme nédo é de terror, entdo a Carolina ndo come pipocas quando

vai ao cinema”

ou seja: “Se o filme nao é de terror, entdo a Carolina ir ao cinema implica que nao coma pipocas”

o que em linguagem simbdlica pode ser traduzido por ~ ¢ = (a = ~b).

44,

a)
Pla| p g
VIV F
V][F Y
FlV Y
FIF F

b) Como p V q é verdadeira quando, e apenas quando, p e q tém valores légicos distintos, entdo a

proposicdo p v g é equivalente a (p A~ q) V (g A ~ p).

¢) Vamos construir a tabela de verdade da proposi¢édo ~(p V q):

P19 pVq |~ Vq)
V|V F Vv
V| F V F
F |V V F
FLF F Y
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(i) Vamos construir a tabela de verdade da proposi¢éo (p A q):

P9 PAq
V]V v
VI]F F
FlV F
FIF F

Comparando a tabela de verdade da proposicdo ~(p v q) com a tabela de verdade da proposigéo
(p A q), verifica-se que as proposigbes ~(p V q) e (p A q) ndo sdo equivalentes, ou seja, a
proposicdo ~(p V q) & (p A q) ndo é verdadeira.

(if) Vamos construir a tabela de verdade da proposic¢éo (p v q):

pv q

nni<|<f<
T<[m<MQ
T<i<|<

Comparando a tabela de verdade da proposi¢éo ~(p V q) com a tabela de verdade da proposi¢éo
(p v q), verifica-se que as proposicdes ~(p V g) e (p V q) ndo sdo equivalentes, ou seja, a
proposicao ~(p V q) & (p V q) ndo é verdadeira.

(iif) Vamos construir a tabela de verdade da proposi¢éo (p = q):

Pl9| P=4q
VIV Y
VI|F F
FlV Vv
FIF Y

Comparando a tabela de verdade da proposicéo ~(p v q) com a tabela de verdade da proposi¢céo
(p = q), verifica-se que as proposi¢des ~(p vV g) e (p = ) ndo sdo equivalentes, ou seja, a
proposicao ~(p V q) © (p = q) ndo é verdadeira.

(iv) Vamos construir a tabela de verdade da proposi¢éo (p < q):

Plq9| pP= q
v |V Vv
V|F F
FlV F
F|F Vv

Comparando a tabela de verdade da proposi¢édo ~(p V q) com a tabela de verdade da proposicao
(p © q), verifica-se que as proposicdes ~(p V q) e (p © Q) sdo equivalentes, ou seja, a
proposicao ~(p V q) © (p © q) é verdadeira.

45,

a) Consideremos as proposi¢des:
p( X): “Ser mamifero”. q( X): “Ser felino”.
A expressdo “ser mamifero é condigdo necessaria para ser felino” pode ser traduzida
simbolicamente por q( X) = p(X).

b) Consideremos as proposi¢coes:

p(X): “Ser maltiplo de 6”. g(x) : “Ser mailtiplo de 3”.

A expressao “ser multiplo de 6 é condigado suficiente para que um numero seja mdultiplo de 3”
pode ser traduzida simbolicamente por p( X) = q( X).
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¢) Consideremos as proposi¢des:
p(x,y):"xxy=0" g(x,y):"x=0vy=0, com x e y nimeros reais”

A expressao “é condigdo necessaria e suficiente para que o produto de dois nimeros reais seja

nulo que pelo menos um deles seja zero” pode ser traduzida simbolicamente por p & q.

46.

a) Se p(x) é uma condicao universal em U, entdo Vx € U, p(x) é uma proposi¢ao verdadeira, isto &,
a concretizagdo da variavel x por um qualquer termo de U transforma a condigdo numa
proposicao verdadeira.

Daqui se conclui que a proposi¢do 3x € U: ~ p(x) é uma proposicao falsa, j& que ndo existe
nenhum termo de U que satisfaca ~ p(x), ou seja, ~ p(x) é uma condigdo impossivel em U.
Conclui-se assim que, se p(x) for uma condi¢do universal em U, entdo ~ p(x) € uma condigdo
impossivel em U.

b) Se p(x) € uma condi¢do impossivel em U, entdo 3x € U: p(x) € uma proposicao falsa, isto €, a
concretizagdo da variavel x por um qualquer termo de U transforma a condigdo numa proposi¢ao
falsa.

Daqui se conclui que a proposigdo Vx € U, ~ p(x) é uma proposi¢éo verdadeira, ou seja, ~ p(x) é
uma condicao universal em U.
Conclui-se assim que, se p(x) for uma condi¢do impossivel em U, entdo ~ p(x) € uma condicao

universal em U.

47,

a) A proposigdo é falsa, pois, por exemplo, um retadngulo € um quadrilatero que tem os angulos
iguais e, no entanto, ndo tem os lados iguais.

b) A proposicéo é falsa, pois, por exemplo, —2 e —3 sdo valores reais tais que —2 > —3 e, no

entanto, n&o se tem que (—2)* > (—3)°.

48. Provar que “se um numero natural n ndo é divisivel por 3, entdo ndo é divisivel por 12" é
equivalente a provar a implicagdo contrarreciproca, isto é, “se um numero natural n é divisivel
por 12, entédo é divisivel por 3”. Assim, considerando n um numero natural divisivel por 12,
tem-se que:
Jk e N:n =12k
O que é equivalente a afirmar que:
JkeN:n=3x 4k

[
Como k€N, 4KkeN
Ou seja:
k' eNin=3xk’ (k' = 4k)

Isto significa que n é divisivel por 3, como pretendiamos.

49. Queremos provar que para todo o nimero natural n, n? é par se e s6 se n € par.
Simbolicamente: ¥n € N,n? é par < n é par.

(1) népar = n?épar
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Seja n um namero natural par, entéo existe k € N tal que n = 2k. Logo:

n? = (2k)?
= n? = 4k?
> n2=2x 2k?

Como I?El\—ljzkzel\l
Podemos entéo concluir que existe k' € Ntal que n? =2 x k' (k' = 2k?), isto é, n? é par.
(2) n2épar = népar
Provemos esta implicagdo em N, demonstrando a sua implicacdo contrarreciproca, isto &,

n é impar = n? é impar. Seja n um ndmero natural impar, entdo existe k € N, tal que n = 2k + 1.

Logo:
n? = 2k + 1)
> n?=4k*+4k+1
> n?2=2 (2k? + 2k) +1

Como keNg,entdo 2k%+2k € Ng
Podemos entdo concluir que existe k' € N, tal que n? = 2k’ + 1 (k' = 2k? + 2k), isto é, n? é impar.

De (1) e (2) vem que n2é par = n é par, para todo o nimero natural n, o que prova o pretendido.

Desafios
Pagina 73
1.
a) A proposigao pode ser representada por:
VxeR,xeB=xgA
b) As duas proposi¢des depois do quantificador, x€eA=>x¢B e xeB=>x¢&A, séo
equivalentes por serem a contrarreciproca uma da outra. Assim, as duas proposi¢des, com
quantificadores, séo equivalentes.
c) Em linguagem corrente ficaria:
“Qualquer que seja o restaurante, nao é verdade que seja simultaneamente barato e bom”
ou, de forma mais informal: “Nao ha restaurantes bons e baratos.”

d) Também esta é equivalente as anteriores. De facto,
~(xe ArxeB)exgAvxegBo (xe A= x¢gB).
2.
a) A forma mais direta de escrever estas proposicdes € a seguinte:
S=>~V,SSS~TI,Vvr.

b) Podemos ir preenchendo a tabela a partir das colunas da esquerda.

S Vv r ~V ~r S>>~V S& T SVr
\% \% \% F F F F \%
\% \% F F \% F \% \%
\% F \Y \Y F \Y F \%
\% F F \Y \% \Y \% F
F \% \Y F F \Y \% \%
F \% F F \% \% F \%
F F \% \% F \% \% \%
F F F \% \% \% F F
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¢) S6 ha duas linhas onde as trés proposi¢cdes sao todas verdadeiras e estao identificadas na tabela

abaixo.
s % r ~V ~r S~y s&-~r sVr
\% \% \ F F F F \Y
\% \% F F \% F \Y \Y
Vv F Y Y F Vv F Vv
Vv F F Y Vv Vv Vv F
F Vv Y F F Vv Vv Vv
F \% F F \% \% F \Y
F F \ \ F \ \Y \Y
F F F \ \% \% F F

d) Supondo que todas as afirmacdes da alinea a) sdo verdadeiras, s6 podemos estar na situacéo
descrita numa das linhas identificadas na alinea anterior, 0 que mostra que a Sara sé pode usar
calcas e a Rebeca s6 pode usar saia. Concluimos que, se alguém levou calgas num dos dias e
saia no outro, esse alguém so6 pode ser a Vanessa.
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Tema Il — Algebra

Unidade 1 — Radicais

Paginas 76 a 100
1.

a) Se a e b séo dois nimeros reais tais que a<b <0,entdo 0 < —b < —a.

Assim:
(=b) x (=b)<(—a)x (—a)
Ou seja:
b’ < a’
Isto é:
a’>b’

b) Se a e b séo dois nimeros reais taisque a<b <0,entdo 0< —b < —a.
Pela alinea anterior, sabemos que 0 < b? < a’.

Entéo:
b? x b? < a? x a?
Ou seja:
b* < a*
Isto é:
a*>b*

c) Sejam a e b dois nimeros reais tais que a<b <0 e paran € N par se tem a"> b".
Pela alinea a) sabemos que a? > b?. Como a"> b" e a? > b? e ", b", a’ e b? s&0 nlimeros reais
positivos, entdo a” x a°>b"x b’ = a" "2 >b" 2%
2.
e Sejam a e b dois nimeros reais taisque a<b<0en e N é impar. Entdio 0 < —b < —a.
Pela propriedade: dados x,y nameros reais tais que 0 < x <y e n € N, entdo x" < y", vem
que:
(-b)" < (-a)" < —b" <—a", pois n & impar
S bt >at
& a™ < b™, como queriamos demonstrar
e Sejam a e b dois nimeros reais taisque a<b<0en €N é par. Entdo, 0< —b < —a.
Pela propriedade: dados x,y nameros reais tais que 0 <x <y e n € N, entdo x™ < y™, vem
que:
(-b)" < (-a)" < b" <a", pois n é par

< a™ > b™, como queriamos demonstrar

3.
a) Como Agyadrado = 1%, entdo [ = /36 = 6 cm.

b) Como V., = a3,entdoa = /8 =2cm.
)nri=9ner?=

Como r > 0, entdo r = /9, ou seja, r = 3 cm.
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4.
a)x*=-320x=Y-32ex=-2

C.S.={—2}
b)x*=16 o x=+V16 @ x = +2
C.S.={-2,2}
) x0=0ex="0ex=0
C.S. ={0}

5.

a) x2 =100 © x = +/100 © x = +10
C.S.={-10, 10}

b) x*=1000 & x = Y1000 © x = 10
C.S. ={10}

C) x* =10000 © x = +3/10 000 & x = +10
C.S.={-10, 10}

d) x5 =-10 @ x=Y-10

C.S. = {{/~10}
e) x®=-10
Equacéo impossivel
C.S.={}
Ha’=0x=Y02x=0
C.S.={0}
rt=leox=+Vlex=+1
CS.={-1,1}
hx?-3=0ex>=3ex=+/3
C.S.={—/3,V3}

i)x*+3=0ox*=-3
Equacao impossivel
C.S.={}

. 25 25 5
) 9x2—24:1@9x2=25®x2:?®x:i ’?@xzig

6. Aot =300 © 622 =300 a2 =50 a = +/50

Como a > 0, entdo a = v50 cm.

7.
a)2V3 +4V3 -3 =5V3
b) V2 — 632 = -53/2
7\/—_2_27\/—_2 7\/—_2_
2 2 T2 T

7

c) V-2 +

N W
|
N
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d) 32 + 43 -2 §=3\/7—\/§—4\/§+§=2\/7+%\/§+§=2\/7+ 1343

8.
a) V2 xV3x+/5=1+30
b) 532 x 232 = 10¥/4

3

3[=2 6
+2i/Z=Ei/Z+zi/Z=3i/Z+2§/Z=5§/Z

2

c) 63/-2 x
d) (2+V5)(2=+5) =22 —(V5) =4—5=—1

9.

5

V3
(\/5)2=lz+(\/§)2<:>5=12+3<:>12=2<:>l=4_n/§
Como [l > 0, entdo | = V2.

a) Pretangulo = (2V3 +2v2) cm
b) Aretanguio = V3 X V2 = V6 cm?

10. Seja a um numero real, n € N par e m € N par.

Suponhamos que (Va)™ = Va™.

Entéo:
(Va)™" = (Va)" x Va
=Ya™ x Va
=¥amxa

= Ya™*1, como queriamos demonstrar.

11.
a)V52+./(=5)2=5+|-5/=5+5=10

Logo, a proposicao é falsa.

b) V53 +3/(=5)* =5+ (=5) =0
Logo, a proposicao é verdadeira.

) (3v5) =32x (V5) =9 x5=145
Logo, a proposicéo é falsa.

d) (V5-2) = (V5) —4V5 +4=5-4/5+4=9—4/5
Logo, a proposicao é falsa.

12.

45
3

a)x/§x(2—\/§)2+%=\/§x(4—4\/§+5)+ =+/3x (9 — 4V/5) +15

= 9V3 — 4V15 + V15 = 93 - 3V15
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b) 5312 : =3 =53/12: (=3) = 53Y—4

-1

2 V2 ’2‘1 2 3 2_ [3_2_
C)<\/;> BT (5) X\/;_\/;x\/;_ 2><3—\/T—1
13. Consideremosa=1e b = 4.

Va+b=+vV1+4=+5

Va+Vb=vi++vV4=14+2=3 (notaque:3=+9)

Sabemos que V5 # 3, logo a proposi¢do va + b = va + Vb é falsa.

14,
a) A+B=V5+(2-4V5)=V5+2-4/5=2-3V5
b) 34-B=3V5—-(2—-4V5)=3V5-2+4/5=-2+7V5
¢) (A—B)* = (V5—(2-45)) = (V5 -2+ 4V5)" = (5v5 - 2)° = (5v5)" — 20V5 + 4
=25x5—20V5+4 =129 — 20V5
d) AxB=v5(2-4V5) = 2V5—4x (V5) = 2V5—4 x5 = —20 + 25
e) VA= VVs=145
f) VA+Cc=JV5+3¥5=45+35=245
g)B+C*=(2-4V5)+(V5)*=2—-4/5+5=7-4V5
15.
a)V9=3 Vo2 =4{81=3 V93 =729 =3
Assim, concluimos que /93 = /92 =9 = 3.
b) V26 =64 =8
V2o =323x23x23=2x2x2=8
WszZxeZzB
Concluimos assim que V212 = /2% = V26 = 8.

16.

a) 3x 42 =243 x 42 = {fox 42 = {18

b) /544 = *{5? x &4 = §/25 x ¥4 = ¢/100

) N2+ 44 +38+86 =2 +2822 1 222 1 22t — 2242442 =42

17. Seja a um ndmero real positivo. Seja x a raiz indice 8 de a®, onde x > 0. Ent&o:

x=3a° ox®=as, por definicdo
& (x4)? = (ad)?

o xt=ad

[
a’3>0
& x = Va3, por definicdo

Assim, provamos que Va® = Va3.
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Outro processo

T | I

pois a3>0

18. Seja a um nimero real positivo e sejam n, m e p nimeros naturais:

" Ramxe = nfp,/(am)p = %a™, pois a™ > 0

Outro processo

Seja a um ndmero real positivo, sejam n,m e p nlmeros naturais e x a raiz indice np de a™?,

onde x é positivo:
x = Na™e x™ = g™ por definicio
< (x™MP = (@m)P
n = %[(am™)P, pois x™ > 0
Sxt=am

Sx= Ya™, por definicdo

x>0

Provamos, assim, que "Ya™ = Y/a™.

19.
5

) VA6 + 2 G = Y32+ 2
5
=3W+§—W
W s
T3 3 3
732

3

9
/2 096 000 V215x53

b) 7 -5 = e
9515 /3
_ Vx5
= \/2_ -5
3
=J_ V5 -v5
=\/2_3><\/§—\/§
=235-15
{5
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4096000
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1024000
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16000
8000
4000
2000
1000
500

250

125

25

5
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Vi1 Vit
c) 4\/275><\/§+T=4\/52><11><\/§+T 275 | 5

4 55| 5
Vi1
= V52 x YIT x V5 + — el e
1
LR
=\/§XWX\/§+T
4
Vi1
=SXW+T
_ 15><‘§/H+W
T3 3
_16V11
3

6 6 6 6

V7 V7 V7 V7

d) 3\/5><\/5><"\/35+T=6\/52x6\/53x6\/35+7=6\/52><53><35+T=6\/52><53><7><5+T
6

V7
:V55—><7+T

87
=537 +—
4
_20¥7 V7
T4 4
_21%ﬁ
; T4
5
0 (M) ﬁ(M) 3 % |2
15\/% - 1522X32 18 2
9 |3
(W) 3 T
27 x 32
5
15125 x 33 3
B ‘122x32 -3
() s
="/(23x3)5-33
= \/215><35 V3
=2"/35 -
=2\/_ \/_

f) Vs xVEx¥E - (¥2-1) = V2x W x5 x V5 - ((¥2)" - 232 +1)
— 23 %58 x5 x5 —VE+2VZ -1
1 1.1 1
=23x 56%2%s —32+232 -1
-2 x 5%*%’“% V4 +232-1
1
=23x5'-V4+2Y2-1
=5V2-V4+232-1
=72 -V4-1
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9) (239 +3%/3) x V162 — 47 = (289 + 3¥32) x V162 — 3/(22)7

=530 x {2 x 3¢ — '3/214
=5%/32x2x 34— Y27
=53/36x2—3/26x2
=5x3x%Y2-2V2
=152 -2%2
=132

20.

a) V250 = V2 x 52 X 5 = 510

b) 3250 = V2 x 53 =532

C) V1008 =22 x22x32x 7 = 12v/7

d) V1008 = V23 x 2 x 32 x 7 = 23/126
e) V1008 = Y2*x 32 x 7 = 2V63

21.

NERC I
RRCNEE

6 _ 63 _ 6V3
VET w0
o Y2 VB _ G
(NG

VZ i

1
d)3_\/§_3§/§x3\/2_2_%/2_3_ 2

) 2 24/33 2427  2%27 2427
e = pr = pr
543 s5%43x%33  s5%3% s5x3 15
2 2(4+V3) _ 8+2V3 _ 8+2V3 _ 8+2V3

D m= (4—V3)(4+V3)  42-(y3)° 16-3 13

VZ _ VEA(3VE)  _ VETZ  _ VE—ViZ _ VE-ViZ _

9 Bive ~ (BrOWBE)  (W3)y-(fe) 36

3

V3+V6 _ (V3+Ve)N2 _ Ve+Viz _ V6+2V3

Ve T w2 2
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3

162
81
27

250
125
25

1008
504
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126

63
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1 23+4V5  _ 2V3+4V5 _ 2V3+4V5 _ 2V3+4V5 _ V3+2\5

" 2V3-4V5  (243)°—(4v5)° 4x3-16x5  12-80

34
22.V5x+2x—-3=0V5x+2x=3 < (V5+2)x =3
3
=) =
x V542
3(v5-2)
X=Tr—=
(vV5+2)(V5-2)
3v5-6
o x =
5—-4
ox=3/5-6
C.S.={3V5 -6}
23.
V3E 10VE 180 | 2
10
a) — 2180 +—— ~2 % \/_+— 90 | 2
V7 7 45 | 3
15 | 3
5— 12\/§ + 2\/§ 515
= —945 1
V180 = 65
4|1 41
b) Y1875 + VVi2 x |-=543+¥12x |- 18751 3
4 4 625 | 5
125 | 5
4 ’12 25 | 5
= SV?_)-F : 5|5
1
=5Y3+V3=6V3
1875 =3 x 5%
24.
a) Sejax a medida da aresta do octaedro: 32 |2
=442 o x?=16+16 = x? =32 = x = +V32 12 ;
Como x > 0,x = /32, isto &, x = 44/2 cm. 42
b) Prace octaedro = 3 X 4\/7 = 12\/7 cm i 2
4+/2xh
C) Aface octaedro = 2
Calculos auxiliares
24| 2
= —4\/§>2< 2v6 (4-\/5)2 = (2\/5)2 + h? 12 | 2
=32=8+h 62
_8\/ﬁ ) 313
o 24 = hz l
=412 & h=1V24 24=7x3
=4x2V3 Como h > 0,h =24, ou seja, h = 24/6 cm.
= 83 cm?
256
d) Voctaedro = 2 X Vpiramide = 2 X = x(4\/_) X4=2x= ><16><2><4— Tcm
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25.

a) m = 2 ++/5 é uma proposicéo verdadeira se a raiz quadrada de 9 + 4+/5 for 2 + /5,
isto &, se (2 +v5) = 9 + 445,
(2+5) =22 +2x2V5+(V5) =4+ 4/5+5=9+4/5

Logo, concluimos que v 9 + 45 = 2 ++/5 é uma proposicéo verdadeira.

b) V29 + 12v/5 = 3 + 24/5 é uma proposicdo verdadeira se a raiz quadrada de 29 + 12v/5 for
3+ 25, isto é, se (3+2v5)" = 29 + 1245,
(3+2v5) =32 +2x3x2V5+ (2V5)" =9 +12V5 +20 = 29 + 125

Logo, concluimos que v29 + 12v/5 = 3 + 2v/5 é uma proposicéo verdadeira.

26.
a) (a+bvc) =11 -6VZ & a? + 2abyc + b2 x ¢ = 11 — 6v2
& (a? + b%¢) + 2abVec = 11— 642
{a2+b2c=11
2abVc = —6v2
a?+b%*c=11
<) 2ab=-6
c=2

a’+2b%>=11
= ab = -3

(:){a=—%,poisb¢0

9+ 2(b?)? = 11b?

0

2(b?)> = 11b2+9=0
@{

p2 = 11+./(—-11)2-4%2x9
PN 2X2

p2 — 114+V49
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b*=1 Como b € Z, entdo b? € Z, logo

b? =2
2
= v {7 néo podemosterb2=g.
b=1 b=-1
-1
b=1 b=-—
S3a=-3 V a=3
c=2 c=2
Sa+bVc=-34+V2 vV a+bVc=3-2

Como —3 ++/2 é um namero negativo ndo pode ser a raiz quadrada de 11 — 6v2. Logo

concluimos que V11 — 6v2 = 3 — /2.

b) (a +bvc) =9+ 4VZ & a? + 2aby/c + b?
& (a? + b2c) + 2abVe =9 + 42

Xc=9+4/2

@{a2+bzc:9

2ab\c = 42

a’?+b%*c=9

S 2ab =4
c=2

a?+2b*=9
= ab =2

— +2b2—9

i —,poisb # 0

{ ﬁ+2b2=

=

g

4 2(b®)% 9p?

stz Tz

g

{4+2@%2=9N

2(b2)2 —9b2 +4 =0
=

—
==

_9+4(-9)?—4x2x4
4

ﬂ

ﬂ
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b2 = 4 b2 = 1 Como b € Z, entdo b? € Z, logo
= { % { ) ndo podemos ter b% = %
{ b

b=2 =-2
ola=2 v _ 2
“=3 1=
c=2 c=
b=2 b=-2
Ssia=1 Vv a=-1
c=2 c=

Sa+bVc=142V2 Vv a+bJc=—-1-2V2

Como —1 —2v2 é um ndmero negativo ndo pode ser a raiz quadrada de 9 + 4v2. Logo,

concluimos que v9 + 4v2 = 1 + 2+/2.

Unidade 2 — Poténcias de expoente racional
P&ginas 101 a 105
27.

-3
a) 10* = (23x53)x( ) £5%=10*+10°%x10% + 5% =10 x 103 + 5% = 10* + 5% = 24 = 16

(1873 x273): 65 (3673) % 66 36%+66 6° 6°
b) 1\ 14 = [1: 6-14]: [6-10: 36-10] T NN 10 T gl4.gl0  gf 6* =36
[100:(3) | ety =: semymay - 6T 67 6 6 |
28.
a) 162 = V16 = 4
b) 643 = V64 = 4
c) 815 =481 =3
d) 273:\[ =1l 3)2=1I 2)3=
e)164=\/_=1l 43: 3)4=
f) 16i= Y167 = /@27 = {2 = 27 = 128
29.
a) 257 ! L
=g E ===
o537 V25
11 1 1
b 8_5 =— === -
)i =T =5 =5
c) 817 ! 1 L
4 = T = 7 = -
g1z V8l 3
2 1 1 1 1 1 1 1
d)643=—2=3 2=3\/W=312=T—2=2_4=E
643 V64 (2°) V2 273
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30.
1 2 3
a) aixai=YaxVaZ=Vaxa?="Vad=as
2
b) af x i = Y x Y& = W@ x V@@ = V¥ x & = Va = ai’
c) (‘“) _(4“ ) _5V4 2({/_—azo

BT
613 610 V613 10 613

d-m= T =1— 18313 = 316 = 313

e = — = a—a
)1 Va V@ Na =Va=ai
a2
31.
2 L2 4 4. 7 .
43x2 (22)3%2 23x2 23 23 71
a) — = T — — — = [T = 23 3 = \/2_2— 2
46 46 (22)6 26 23
2 2 2 2 2 2
103x23+43 1 203+43 1 53 1 21 1 a1 1 11
b) Tz t5i="73 tI=THhT=5et Ee ==t e
(5ﬁ> 512 52 56 52
2
_sel (\/§)+1 541 6 _ 6V5
- 5 5 5 V5 V5 5
37\ 3 1 1 3
)6075><64 4( 5) 6Ex6 % X5 62+20 120 ﬁ+zo ﬁxﬁ+2o
= T =T tz==224+3== = = =
<3%)2 Va g 5 Va o Va2 v

3 12 3,4 7
VZxV2Z | 20 _ 22x23+20 _ 26" 6+20 _ 26420

Ve ¥ ¥\ 4 V2
6 3
§27+20 _ 283+20 _ (282+20)32  293x3342032
Y& 22 V23 B 2

=32 x V22 +10¥2 =23+ 10¥2=v2+ 1032

Aprende Fazendo
Paginas 106 a 113
1. (A) 74/=10 = —7V/10, afirmagéo falsa.

14410
(B) Metade de 14v10 é igual a = 74/10, logo a afirmacéo presente nesta opcéo é

verdadeira.
(C) O produto de 7+/10 por 2v/10 é igual a 7v/10 x 2v/10 = 144/100 = 140, que é diferente de
14+4/10, logo a afirmac&o presente nesta opcéo é falsa.

(D) 10v/10 + 4v/10 = 1410, logo a afirmacéo presente nesta op¢&o (14v/20 = 10v/10 + 4v/10)
é falsa.
Opcéo (B)
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840
2. (A) Metade de 8v40 é igual a — = 4+/40 = 4 x 2+/10 = 8V10, que é diferente de 8./5 .

(B) A soma de 212 com 2v8 é igual a 2V12 + 2v/8 = 2 x 23 + 2 X 2v2 = 43 + 4V/2, que é
diferente de 8v5.

(C) O dobro de 2v/10 é igual a 2 x 2v/10 = 4V10, que é diferente de 8v/5.

(D) O produto de 2+/10 por 2v2 é igual a 2v10 X 2v/2 = 4v/20 = 4 x 2+/5 = 8/5.

Opcéao (D)

3. Area do quadrado = I2, onde | = V2 + V6.
Assim: Area = (VZ +v6) = (V2)* + 2 x VZx 6+ (V6) =2+ 2VIZ+6 =8+2x 23 =8+ 43

Opcéo (C)
3 5 3. 5 9 10 19
4. arXas=aqass=aqiz 1z =qiz="3al®
Opcéo (C)

5. Nas opgodes (A), (B) e (C) ndo se encontram afirmacdes necessariamente verdadeiras, pois
existem ndmeros reais positivos a e b e nimeros reais ¢ que as transformam em proposicdes

falsas. Por exemplo, se a = 4,b = 3 e c = —3 tem-se que:

o4 — :\E—\/?:Z—\/? (Falsa)

eV4+3=+4++3 (Falsa)

V7 2+V3
e (=3)% = -3 (Falsa)
3 -3

Como a € um nimero real positivo, sabemos ser sempre verdade que (Va)? = a.
Opcéo (D)

W]

1
6. [T - ((ﬁ)z) _ghdd gt

Opcéo (C)

7.\/3+\/23+3\/6+\/Z=\/3+\/23+3\/6+ =\/3+\/23+%/§=\/3+\/23+ =3 +v25

=V3+5=V8=2V2
Opcéo (B)

ACxBD __ (7+2V3)x(7-2v/3)
2

8. Area losango [ABCD] = 2

_ 72-(2v3)°
- 2
49—-4X%3

Opcéo (A)
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9. Area parte sombreada = Area [PQRS] = PQ%? =7 — 2v/5

Opgao (A)

10. V2 x {5 = ¥3/253 x 3/51x2 = /8 x V25 = Y200
Opcaéo (C)

11. d? = (6r)% + (61)% & d? = 367% + 3672 72

Célculo auxiliar

PQ? = AP? + AQ>
@W2=12+(\/§—1)2
©P0?=1+(V5) —2xV5+12
& PQ2=1+5-2V5+1
& P02=7-25

~ 2
i} 36 2
6r A & d? = 72r? 18 2
9 3
N o d =+V72r% poisd > 0 3 |3
1
- o d=72vr? V72 = 6V2

ed=6V2r, r>0

Opcéo (B)

12. Area sombreada = Ariangulo [ac] — Acirculo

BC X AB V2 2
= — T X |—
V7xvh2-7 1
=——-T
2 2
_ NJ7(h%2-7)-1
- 2
_V7RZ—49—m
B 2
Opcéo (D)
13. Seja chboA =dde chboB = b3.
Sabe-se que V.o 5 = 2 X Veuno 4+ 1090:
b3 p\3 b
b3=2xa3<:>—3:2<:>(—) =2e-=12
a a a

Opcéo (C)

1
14. Vpirémide =3 X Apase X hpirémide

1, V2
=-xa’x|—
37 ¢ 2 @
\[Z 3
=—a

6
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Célculo auxiliar
AB? + BC? = h?
= AB? + (V7) = r?
& AB?=h%?-7
& 4B =+/h2 = 7,pois 4B > 0

49




Calculos auxiliares

Determinacéo da altura k' de cada triangulo (face lateral):

2 2 2
a a 3a
(hr)2+(5) =a2@(h’)2=a2—7 <=;,(h/)ZZT
! ! \/§a E
Como h' > 0,h = 2
Determinagédo da altura h da piramide:
2 2 2 3a2 2 2a2
w4 (2) z(h,)z(:,hua_:(ﬁa) ol _ . 2 ,
2 4 2 4 4 4 h
2
Comoh>0,h=?.
a
2
Opcéo (B)
VX 3 11 1 1
2v/xx y 2Xx2XYy3 2X2Xy3 11 12
15. A = = = =2X X2 nX7Vy3n
"x xy2 xx"s[y2 x%xy% y
1
Para que A4 = 2¥/x, isto é, A = 2 x x3 x y° tera de verificar-se:
11 1 (1 1
2 n 3.)6 n_ (=6
1 2_° 2_1‘:’{n=6
3 n n 3
Logo, n = 6.
Opcéo (D)
16.
V24xv2 V48 _ 43
a)—:—:—:Z\/?_)
2 2 2
b) 22— 5VZ x V6 = V12— 5v12 = ~4V1Z = -4 x 23 = -8Y3
c) V48 +10V3 = V48 + 103 48 | 2
=233+ 10V3 24 | 2
_ 404 12 | 2
=123 6 | o
d) (V22 - v2)" = (V24)" — 224 x VZ + (V2)" = 24 — 2148 + 2 3|3
1
=26—2xX4V3 Va8 = 43
=26-8V3 V48 = 243
€) VA8 +vZ — VB —3VIZ = 43 + V2 — 2VZ — 3 x 2/3
=4V3 - 6V3 -2
=-2V3-+2

) 1-(2-v3)(2+V3)=1-(22 = (3) ) =1-(4-3)=1-1=0
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g) V2 ++32 + V8 — 3198 + 450 32

2 98 | 2
=V2+4V2+2V2 -3 X T2+ 4 X 5V2 12 ; 49 | 7
717
=7V2 - 21v2 + 20v2 4|2 1
=6V2 212
1
h) 7v20 — V45 + 35 20 | 2 45 | 3
10 | 2
=7x2vV5—3V5 +3V5 s | s 1513
5|5
=145 1 1
V20 = 2+5
V45 = 3v5
) \/ﬁ—6\/§+\/2_7—§x/4_8 27 13
=2V3-6V3+3V3 -2 x 43 g g
=—/3-2V3 1
=33 V77 =33
i) =175 ++/245 + 5180 245 | 5 180 | 2
49 | 7 9 | 2
= —10v5 + 30V5 1 15 | 3
245 = 7V5 5|5
=20v5 1
V180 = 6v5
k) Y375 — 324 + Y192 — /81 375 | 3 24 | 2 192 | 2
125 | 5 12 | 2 9 | 2
=533-2¥3+4VY3-3V3 25 | 5 6|2 48 | 2
=433 5 |5 3|3 24 | 2
1 1 12 | 2
6|2
3 — 3 3 3
e I T
Y192 = 43
) 43/2048 — 53/512 — 63/256 2048 | 2
1024 | 2
3 3
=4x8Y4—-5%x8—6x44 512 | 2
= 3234 — 2432 — 40 256 | 2
, 128 | 2
=8V4 - 40 64 | 2
32 |2
16 | 2
8|2
42
212
1

V2048 = 8¥/4; V256 = 4¥/4; {512 =8
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25 | 5
5|5
1

V50 = 3v2

81 |3
27 | 3
9|3
33
1
V81 =333
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17.
a) AxB=(1+V3)xvV2=v2++6
b) A2—B2=(1+v3) —(V2) =1+2V3+(V3) —2=1+2V3+3-2=2+23

A _1+3 _ (1+V3)x(V2) _ V2+V6

V=V T vaxed 2

oE_ I _ OB VIE G _ \EE _ V6
A7 143 (1+3)x(1-v3)  12-(y3)? 1-3 -2 2

e) YB+3C=YV2+3¥2=%2+3¥2=4%2
f) A2-B*+co=(1+V3) - (V2)' +(¥2)° = 1+2V3+ (V3)' — 22 +2
=1+2V3+3-4+2=2+2V3

18.
V3 V3

1
VGG 3
5V10 5V10 _ V10

b) —— — _

)\/E_\/EX\/E_ 10 2
5V7 _ 5V7xv3 _ 5V21 _ 5v21

c) 23 2V3xy¥3  2x3 6

4 aWBID)  _ a(VIEHID) 4T3 _ 4(VIEID)
D T T UG ey s 2 VB
=2V13 + 2V11
V6 _ (V6)(1-2v3) _ V6-2v18 _ V6-2x3v2 _ V6-62
®) 1+2v3  (1+2v3)(1-2v3)  12-(2y3)°  1-4x3  -11
V2 (V2)(VI0+2v2) _  Va0+2vE  _ 25+2x2 _ 2\/§+4=\/§+2

N oz (VI0-2v2)(VI0+2v2) ~ (vi0)'-(2v2)°  10-4x2 2
3 _ 32 3¥a5 _3¥es

VE T e W s
1 Ve? Y216 _ 4216

D T YN VA =
2x2%  2%2%F 216

2 .
i) — = = = = 316
) BT E . Y 2
) L= NS Ry
Vg Tz B 3
19.
7
6258 75 2
a) —— = 625575 = 6255 i;g 2
625 8
25 | 5
1
= 6252 = 1625 5|5

=51625=15*=5
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b) Bix8 2B 7ot e e e = e = = —
3 = 3 = 3= =—F — — — —_—— —
8§ 3/gs  3/(23)5  3/215 25 32
1\ 4
c) (2165) = (¥216)" = 6* = 1296 216 | 2
108 | 2
54 | 2
27 | 3
93
3|3
1
172 - 1 1 V216=2x3=6
d) (3435) =(¥383) =77=5;=— 343 | 7 X
72 49
49 |7
717
1
V343 =7
20. Area figura sombreada = Apicpe) t Alagep) — Aaipex)
— — E
CD x DE 2 CD xAD
< oy - 25 e
10v3
6v3 X 44/3 6v3 x 63
= T 436x3-———
2 2
24 %3 36 X3
= 108 — A X B
[
=36+ 108 — 54 613
=90 u.a. Calculo auxiliar

DE = 10V3 - 6V3 =43

21. Consideremos um cubo de aresta a.

a) Seja d a diagonal facial do cubo:
d? =a? +a? & d? = 2a? ) a
Comod>0,d=\/ﬁ(=)d=\/§a (a>0)
a
b) Seja D a diagonal espacial do cubo:
DZ:d2+a2<:>D2=(\/fa)2+a2<:>D2:2a2+a2<:>D2=3a2
Como D > 0,D =+v3a2 < D =+3a (a>0) D a

22. x> —4x+1=0

e Sex=2++/3, vem que:
(2+V3) —4(2+V3)+1=0=22+4V3+(V3) —=8-4/3+1=0
©4+4V3+3-8-4V/3+1=0
< 0=0

Proposicéo verdadeira, logo 2 + /3 € solugéo da equacio.
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e Sex=2-+/3, vem que:
(2-v3) —4(2-V3) +1=022—4/3+(V3) -8 +4/3+1=0
©4—4/3+3-8+4V3+1=0
<0=0

Proposic&o verdadeira, logo 2 — v/3 € solugédo da equagao.

23. V7x =5 =3x & V7x —V3x =5
o (WV7-V3)x=+5

_\5
=X _\/7—\/§
o ET+E)
T (VT-V3)(V7+v3)
V35+V15
xX=""2 3
(V7)"-(V3)
V35+V15
eEX= — —
7-3
V35+V15
S X = 4

24.

1 1 1 1 1 2 1 1
a) 264412 =264 (2)12 =264 212 =264+ 26 =2+ 2 =232

1\° 1\5

- 1 1 1\%  (g5) x[32 5 5 5

V/8x32 85x32 81x32 3\2 1\2 1 1
by | —=—| = T = —5 =35 =8x|z) =8x|5) =8xF=8x—7=
62 <6E> 62 22 2

e l_z_2r_2a_
- xzzxﬂ_ﬂ_(ﬁ)z_ 2
3 5 3 10 3,10 9+20 29
¢) (v8)' x (52" = (52) x(57) —51x 57 =5"3 =56 =56 = {55 = /(G5 x 55

= 54%/5%

5 2 e

i 5 10 9 5
x4 = = - =z =
d) F+(XS) =xs b xs = xr+xr = V0 + VoS = 2+ x¥x = (% + 0)Vx

25.
Jata _ (Va+a)(Va-1) _ (Va)’-va+ava-a _ a-Va+ava-a _ aya—Ja _ (a—1ya
A Va1 (Va+1)(Va-1) (Va)®-12 N a-1 T a1 a-1
=+a
b 4a+1 _ (4a+1)(V25a2-1-3a) _ (4a+1)(¥25a2-1-3a) _ (4a+1)(V25a%2-1-3a)
) Vosar—1+3a (V2sa?-1+3a)(V25a2-1-3a) (V25aZ-1) -(3a)? 25a2-1-9a2
_ (4a+1)(V25a2-1-3a) _ (4a+1)(V25a2-1-3a) _ (4a+1)(V25a?2-1-3a) _ V25a2-1-3a
- 16a2-1 - (4a)2-1 T (4a+1)(a-1)  4a-1
(a €N)
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Vd _ Vd(avb-cVad) _ Vd(avb-cVd) aﬂ—c(x/ﬁ)z __avbd—cd

¢) avb+cvd  (avb+cvd)(avb—-cvd) (a\/E)Z_(C\/E)Z a?b-c2d a?b-c2d

a-b _ vJa-b _ Ja-bxva+b _ /(a-b)(a+b) _ Va?-b?

d = = =
) a+b Va+b a+bxa+b (Va+b) a+b
a>b
a,b €N

26. Consideremos um triangulo equilatero de lado [ e seja h a sua altura.

2 2 2 2
l l l 31 l l
h2+(—) =PlPenr+—=_P2ohrr=I*!-—ht=—
2 4 4 4
312 V3l L
Comoh>0h= [—,logoh=—,1>0. 2
Al 4 2
27. Seja l o lado de um quadrado inscrito numa circunferéncia de raio r. P
-

P+1l2=0Qr) o2 =4 1%?=2r?

Como I > 0,1 =+/2r2, logo, | = v/2r,comr > 0.

28. Seja a a aresta de um cubo de area total 384 cm?. Entdo, a area de cada face do cubo é

384
% - 64 cm? e a? = 64, logo a = 8 cm. Seja | a aresta da piramide quadrangular que tem a

mesma altura e 0 mesmo volume do cubo:

192 | 2

Vpirémide = Vcubo 96 | 2
" 48 | 2
Exl2x8=83<:>12=192 24 | 2
12 | 2

Comol>0,l =192 & [ = 8/3. 6|2
A medida da aresta da base é de 8v3 cm. i 3

29. Seja a a aresta do cubo. Sabe-se que cada face do tetraedro € um triangulo equilatero de
lado av2 (observe-se que cada lado do triangulo corresponde a uma diagonal facial do cubo

de aresta a. Sabe-se também que a altura h de um tridngulo equilatero de lado [ é dada por

3 V3 aVve
Py [. Assim, h = Py x av/2, isto é, h = ER Logo, a area de cada face do tetraedro é dada

ave
a2x=—=  a2J12 _ 2a%Vy3 _ 3a?
2 4 4

por A = ,como queriamos demonstrar.

30.
aV=ad=a=3V

b) Seja A a medida da area da superficie do cubo: A = 6a?

12 2
Comoa:W,vemque:A:6X(W)2<:>A:6X(V§) SA=6xV3
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31. Consideremos um prisma quadrangular regular em que a area da base mede b cm?.
a) Seja a a aresta da base e h a altura do prisma. Temos que a = Vb e h = 4V/b.
1 141 3
LOgO, Vprisma = Abase X h = b X 4V/b = b X 4 x bz = 4b'*2 = 4bz.
b) V=32
4b:=32 = b:=8 Vb7 =8
Logo, b’ =82 = b3 =64 = b=364<=bh=4cm

32.
a) Uma esfera esta inscrita num cubo de volume V. Seja a a aresta do cubo e r o raio da esfera.

3

14
Tem-se que r =§, ecomoV =a® < a=3V,vemquer =7‘/_.

3
4 v 4
ari=—nax|—) =-nwx 1%
3 3

RIS
@<

o]

b) Vesfera = 2

33. Parax > 0, \/1+\/4x2+4x3+x4=\/1+\/x2x(4+4x+x2)=J1+ x2 X (x + 2)?

:\lll+\/’x_2><«/(x+2)z
J1+xX(x+2)

R —> |

>0

=4x24+2x+1
- JGT 17

=x+1
x>0
34.
4
43+1 V3+1 4B+l (%+1)X(\/3_2+1) _ V3344344374

1
VT ) (e 1 (e (V) (V)

CV27+VO+VBH1 V27+V9+VB+1 V27 +V9+V3+1

3% —1 3-1 2
i , (A B (B))) o(ViesVazede) | 2(aV2+ V124 o)
=0 (%%)x((m)ﬁs«zx'bva(%)z); (@) -(3)° 3

=432 + 2312 + 239

Considerando a sugestdo
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35.

36.

l
A estrela da figura 1 pode ser decomposta em 12 tridngulos equilateros de lado > e portanto
V3 1L W3l
dealtura— x — = —.
2 2 4

"

Assim, a area A de cada triangulo pode ser dada em fungéo de [ por:

A
_2%7!l_ V3,
2 16
. V3 2 3v3 2
Assim, AestrelaﬁgmlzuA:12xgl :Tl .

Quanto a estrela representada na figura 2, a sua area pode ser vista como a diferenca entre a
area do hexagono de lado [ e a area ocupada pelos 6 triangulos a sombreado na figura
abaixo.

AR
NV

Observe-se que a base de cada um destes tridngulos é [ e a altura h é metade da altura de

cada um dos 6 triangulos equilateros nos quais o0 hexagono regular pode ser decomposto.

V3
Assim, h = 2 = — .
2 4
Portanto, a area ocupada pelos 6 triangulos considerados é dada por:
V3
Ay :6><le1=—3\/§12
2 4
Como a &rea do hexagono de lado ! é dada por:
V3
y=x 2zl 3
2 2
vem que:
3vV3 , 3V3 , 6V312-3y312 332
Aestrela figuraz = 42 — 41 = Tl - Tl = 7 =2
D V2 C Célculo auxiliar
AE 1 AE __ 2
c0s60° =— &= — = —= AE =—
AD 2 W2 2

: 2
A E B Logo,ﬁ=2x§+\/7=2\/7cm.
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Assim:

e Perimetro:

P = 2v2 ++2 + V2 ++/2 = 52 cm, como queriamos demonstrar.

e Area:
2V24+V2 V6 3vV2x+6 Célculo auxiliar
=X —=—
2 2 4 DE DE 6
3v12 Sen 60° ﬁ g =75 DE = g cm
= T
_3x2V3
T4
3v3
= cm?, como queriamos demonstrar.
37. Seja um cubo de aresta a inscrito numa superficie esférica de volume V e raio r.
A diagonal espacial D do cubo é dada por D = +/3a e tem-se que:
D V3a
r:;’IStoe’r:T'
. 4 3 4 V3
Sabe-se também que V = 3 nr>. Logo,V = 3 T X (7 a) . Assim:
yod 3vV3 x a® % m3a® o _ 2V 2v \/
=AM X———SV = St =——oa=
3 8 2 V3 ™3
Unidade 3 — Diviséo inteira de polinédmios
Péaginas 114 a 141
32. S&o polinémios as expressodes representadas em (i) ( )e em (ji)) (x? + V3).
33.
a) 5x—6x3+7=—-6x3+5x+7;grau 3
1 1
b) Ex‘* —3x10+ 12 + 3x10 = Ex‘* +12; grau 4
c) 3—x=—-x+3;graul
d B—x)?=9—-6x+x*=x2>—6x+9;grau 2
34. Por exemplo:
a) —x*—2016x
V3
b) v2x3 —nx2+7x—§/§
35.
2
a) A(x) +B(x) = ("?— 2x + 2) + (x* — 2x3 + x2 — 10)
2
X
=x4—2x3+?+x2—2x+2—10
4
= x* —2x3 +§ x?—2x—8;grau 4
b) B(x) + C(x) = (x* — 2x3 + x2 — 10) + (—xz + 23{3 - x4)
5
=x* —x* — 243 +Ex3 +x%—x%2-10
1
= Ex3 —10; grau 3
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c) B(x) —C(x) = (x* —2x3 + x? — 10) — (—x2 +§x3 —x4)
5
=x4+x4—2x3—§x3+x2+x2—10
= 2x* —§x3 +2x2 —10; grau 4
_ (% 13 __1 3+£
d) A(x)—(B(x)+C(x))—(?—2x+2)— i -10 | ==X ~—2x+2+10
alinea b)
3 2

= ——+—— 2x+12;grau3
2 3
36.
a) A(X)xB(x) = (3x®) x(x* —2x+1) =3x*-6x" +3x°; grau 8
b) B(X)xC(X) = (X* —2Xx+1) x (—x®+2x) =—x>+2x> +2x* —4x* —x* +2x
=X +2X* + x> —4x* +2X; grau 5
c) A(X)x(=C(x)) = (3x°)x(x*—2x) =3x*—6x’; grau 9
d) B(X)xB(X)=(x*—2x+1) x (x> —2x+1)
=X =2+ X* = 2X% +4x% —2x+X* —2x+1
=x*—4x® +6x* —4x+1; grau 4
e) AX)x(B(X)+C(x)) = (3x®) x ((x* =2x +1)(=x> +2x)) =3x° x (—=x° + x> +1)
=-3x"+3x*+3x%; grau 9
37.
a) A(X)xB(x) = (x*+3x* —2) x (4x° —x+1)
= X3 x (4x° =X +1) +3x*(4x° —x+1) = 2(4x° — x +1)
=4 —x* + X3 +12x" —3x® +3x* —8x° +2x -2
=4x° +12x" —8x° —x* —2x3 +3x* +2x—2; grau 8
b) A(X)xB(X) = (X" +3%x* —2) x (4X" — x +1)
=X"x(4X™ —x+1) +3x*(4x" —x+1) —2(4X™ — x +1)
=4X™™ —x™ 4 X" +12x% ™ —3x% + 37 —8X™ +2x —2
O grau do polindmio A(x) X B(x) é n + m, que resulta da soma do grau do polindmio A(x), n,

com o grau do polinémio B(x), m.

38. (x+3)ax+b)+c=ax?*+bx+3ax+3b+c=ax?>+ (b +3a)x+3b+c
Para que o polindémio ax? + (b + 3a)x + 3b + ¢ seja igual ao polinébmio x2 + x — 2, tem que

se verificara=1Ab+3a=1A3b+c=-2.

Assim:

a=1 a=1 a=1 a=1
{Ma:m[;ﬁg:l @{ be -2 @{b:_z
3b+c=-2 3b+c=-2 —6+c=-2 c=4
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39.
a)
2 -3 +4x-8|x°-1
=2 +2 2
-3’ +4x -6
Q=2
R(x)=-3x"+4x-6
b)
200 -3 +4x -8 |x2+ 3x+1
2 - Bx? - 2x 2x-9
-Ox'+ 2x-8
+9x7 +27x+9
29x+1
Qx)=2x-9
R(x)=29x+1

C) 22°-3x'+4x-8|=x+4

-2x7 + 8x? -2x%-5x—24
5x’ + 4x -8
-5x2 4+ 20x
24x-8
—24x + 96
88
Q(x) =-2x* - 5x - 24
R=288

40.
a) 2+5x+x?): (x+4)
xP+5x+2|x+4
—x? — 4x x+1
x+2
=4
-2
Assim: 2+ 5x+x?2=(x+4)(x+1)—2
b) 3—3x2+x%): (x—x?)

x* -3 43 |=x'+x
—x*+x3 —xt-x+2
x3 -3 +3
=3+ 12
-22 +3
22— 2x
-2x+3

Assim:3—3x2+x*=(x—x) X (—x2—x+2)+ (—2x+3)
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) (F*-1D:(x—-1

x° -1|x-1

X+t Pt e+l

x=-1
x+1
0
Assim: x* —1=(x—D*+x3+x2+x+1)

1.3 2 _ . (L

d) (zx +2x 20x+1o). (3x+3)
lch'+2)cz—20)c+1(] l)H—B
2 3

1, 9, 3, 15 15
-—x ==X —X =X+ =
27 2 27 272

—gxz —20x +10

5, 45
+=xt 4+ x
2 2
E)(+10
2
5.4
2 2
_25
2
L1 3 2 _ _ (1 3,2_15 1_5)_2_5
Assim: 2x* + 2x 20x+10—(3x+3)x(2x Cx+2) -2
41.
e + e +12‘—x2—2x+l
=0+ 8 ~* 4+ 2% -5x+12
et 4o + kx +12
2+ 42 - 2
5x® =2 +kx +12
5x* - 10x% + 5x
1248+ (5+ k)x +12
12x% + 24x -12
(29 + kjx

Para que o polinémio x° + kx + 12 seja divisivel pelo polindmio —x? — 2x + 1, o polinémio

Resto tera de ser zero.
Logo: 29+ k=0 k =-29
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42.

a) AX)=x®-4x*-7x+10 B(X) =x—2
1 -4 -7 10
2 2 -4 22

1 2 m[a2

0(x) =x*>—-2x—11 R=-12

b) A(X)=x®—4x*-7x+10 B(X) = X+3=x—(-3)
1 -4 -7 10
-3 3 21 -42

‘_1 -7 14&

Q(x) =x?>—7x+ 14 R =-32

c) AX)=x>—-4x*-7x+10 B(x)=x—-1
1 -4 -7 10
1 1 -3 -10

|1 3 -10]0

Q(x) =x2—-3x—-10 R=0

d) AX) =X} —4x* —7x+10 B(X):H;:X_(_;)
2 2
1 -4 -7 10
_1 218 19
2 2 4 8
; -3 19199
2 4|8
=t 2x 2 99
Qx)=x 55~ =3
43, A(x) = ax®+ bx>+cx+d; a#0; a,b,c,d € R B(x)=x-1
a b c d
1 a a+b a+b+c
| a a+b a+b+c|la+b+c+d
Qx)=ax*+(a+b)x+(a+b+c) R=a+b+c+d

Os polinbmios Q(x) e R séo, de facto, o quociente e o resto, respetivamente, da divisdo
inteira  de A(X) por B(X) se se verificar A(X)=B(x)xQ(x)+R ou seja, se
ax® +bx? +cx+d = (x—1)x(ax? +(a+b)x+(a+b+c))+(a+b+c+d).

Calculemos B(x)xQ(x)+R:

B(x)xQ(X)+ R =(x-1)(ax* +(a+b)x+(a+b+c))+(a+b+c+d)

=ax’+(a+b)x* +(a+b+c)x—ax’ —(a+b)x—(a+b+c)+a+b+c+d

=ax’ +ax’ +bx* +ax+bx+cx—ax’* —ax—bx—a-b-c+a+b+c+d

=ax® +bx* +cx+d

= A(X) , como queriamos demonstrar.
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44,

2 2
a) A(x) =3x*+x2+1 B(x)=x+§=x—(—§)
3 0 1 0 1
2 4 14 28
3 2 '3 9w
7 14| 55
3 2 3 T9|m
Q(x)—3x3—2xZ+Z.7C—E R—E
B 3 9 27
2
b) A(x) = 3x* +x2 +1 B(x)=3x+2=3(x+§)
2
Como sabemos da alinea anterior, 0 quociente e o resto da divisdo de A(x) por x + 3 séo,
. L, 7 14 55
respetivamente, os polindmios 3x3 — 2x2? + 3¥ TS eR = P

Assim, o quociente e o resto da divisdo de A(x) por 3(x+§) séo, respetivamente, 0s

L X _ 2 7 14 55
polinémios RICIPN R,ouseja, x3 —=—x%>+-—x——e—.
3 3 9 27 27

45,
a) (x2—x*—x3+6):x=(—x*—x3+x2+6):6

-1 -1 1 0 6

0 0 0 0 O

[+ 2 1 of6
Q(x)=—x®—x?+x R=6

b) (4x3—-6): (2x—1)
4 0 0 -6 Cadlculo auxiliar
{

% 2 1 % 21_1:2-Lx_%)

4 2 1 —12—1
()_4x2+2x+1_22+ +1 R 11
Qx) = > Sty =2 Xt =-=

c) (Bx>—5x+1): (4x+1)

8 . _5 1- Célculo auxiliar
[ 1
1 r 4x+1=4 ——]
2 -2 4 X LJl' 3
11
8 _T T
) = 8x 7 _, 7 Rl
Q)= -3=% 3 =2

46. (x5 + kx +12) : (x + 2)
1 0 0 0O k 12
-2 -2 4 8 16 -32-2

|1 2 4 -8 16+k[-2%-20=R
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Para que o polindmio x> + kx + 12 seja divisivel pelo polinémio x + 2 tem que R = 0.

—2k-20=0&-2k=20<k=-10

47.A(x) =3x3 —x2—-7x+6 B(x)=x*—4=(x—-2)(x+2)
3 -1 -T 6
2 6 10 6
3 5 3|12

Alx) = (x - 2)(3x + 5x + 3) + 12

Temos que Q,(X)=3x* +5X + 3. Vamos dividir Q,(X) por x + 2

3 5 3
-2 5 2
|3 als

Q(X)=(x+2)(3x-D+5

Assim:

A(X) = (x—2)x (3X* +5x+3) +12 = (x—2) x[(x+2)(3x-1) +5] +12
=(X—2)x(X+2)(3x—1) +5(x—2) +12
=(x*-4)(3x-1)+5x-10+12
=(x*-4)(3x-1)+(5x+2)

Q) R()

Logo, Q(x) =3x—1e R(x)=5x+2.

48, A(x) =3x3 —x?+2x+1

a) Orestodadivisdode A(x) porx —1€A(1)=3x13-12+2%x1+1=35.

b) O resto da divisdo de A(x) porx+2é A(—2) =3 x (-2)3 - (-2)2+2x(-2)+1=-31.
c) O resto da divisdo de A(x) porx € A(0) =3x03—-02+2x0+1=1.

d) O resto da divisdo de A(x) por3x+1é:
2

(D - e

49. P(x) = x* —3x3 —x? + 3x

Q) P(—1) = (—1)* —3x (=1)* = (=1)24+3x (-1) = -14+3-1-3=0
P(0)=0*-—3x032-02+3x0=0
P(1)=14-3x13—12+3x1=1-3-1+3=0

JOROENOR R

1 1 1 3
=— 3x-—-+2
16 8 4 2
(x2) (x4) (x8)

1 6 4 24 15

16 16 16 16 16
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P(VZ)=(V2) =3x (V2) = (V2) +3xVZ =22 —3x 22— 2+ 3V2 =2 - 3\2
P(3)=3*—3x3%-32+3x3=81-81-9+9
Como P(—1) = 0,P(0) = 0,P(1) =0,P(3) =0,P (%) # 0e P(v2) # 0, conclui-se, assim, que

dos valores apresentados, as raizes de P(x)sdo —1,0, 1 e 3.
b) Sabe-se que, dado um polinémio P(x) e um nimero a € R, a € uma raiz de P(x) se e sO se
P(x) for divisivel por x — a.
. . . ~ . 1 ~ N
Como vimos na alinea anterior, —1, 0, 1 e 3 séo raizes de P(x), enquanto 2 e v2 ndo o séo.

Assim, podemos concluir que P(x) é divisivel pelos polinébmios A(x) =x + 1,B(x) = x,C(x) =

1
x —1e F(x) = x — 3 ndo sendo divisivel pelos polinémios D(x) = x — > eE(x) =x—+2.

50.

a) P(x) =x*—kx*+x+3
Para que o resto da divisao de P(x) por x — 1 seja 2, tem-se que P(1) = 2, isto é:
1*—kx1?4+1+3=201-k+4=2-k=-3ok=3

b) P(x) é divisivel por x + 2 se e s6 se P(—2) = 0.
Assim:

17
(-2 -k x (-2’ +(-2)+3=016—4k-2+3=06 ~4k=-17 o k="

51. Consideremos o polinémio A(x) = x3 — 2x? + ax + b.
A(x) é divisivel por x + 1 se e s6 se A(—1) = 0 e o resto da divisdo de A(x) por x — 2 é igual a
6 se A(2) = 6.
Logo:

ACD=0 _ |(-1)~2x(-1)" +ax(-1)+b=0 _ [-1-2-a+b=0
A2)=6  |2°-2x2’+ax2+b=6 8-8+2a+b=6

b=3+a b=3+1 [b=4
=N =N =N = =
2a+(3+a)=6 3a=3 a=1 a=1 a=1

Assim,a=1eb =4.

52.P(x) =x3+3x2—9x +5
a) P(1)=13+3%x12-9%x1+5=1+3—-9+5=0, logo 1 é raiz de P(x).
b) 1 é raiz de P(x):

1 3 9 5

1 1 4 -5

|1 4 5|0
P(x) = (x=1)(x2 + 4x -5)
X F XY

alx)

Vejamos se 1 é raiz do polinémio quociente Q(x) obtido: Q(1) =12+4x1—-5=0
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Como 1 é raiz de Q(x), vamos dividir Q(x) por X —1:

Q(x) = (x-1(x+5)
Assim, P(x) =(x— 1) X (x?+4x—-5)=(x—-1Dx—-1Dx+5 =(x—-1)?(x+5) e como 1 ja
nao é raiz do polindmio x + 5, conclui-se que 1 é a raiz de multiplicidade 2 de P(x).
53. A(x) = 2x° — 2x5 — 10x* + 2x3 + 16x? + 8x

a)
2 -2 -10 2 16 8 0O
0|0 0 0O 0O OO O
2 20 2 16 8]0
0 0 0 0 0 O
2 -2 -10 2 16| 8
Verifica-se que 0 é raiz de A(x) e que A(x) = (x — 0) x (2x° — 2x* — 10x% + 2x? + 16x + 8),
mas 0 n&o é raiz do polindmio 2x° — 2x* — 10x3 + 2x2 + 16x + 8, logo 0 € uma raiz simples
de A(x).
b)
2 -2-10 2 16 8 O
2 4 4 -12-20 8 O
2 2 6104 0|0
2 4 12 12 4 O
2 6 6 2 0[]0
2 4 20 52 100
2 10 26 50100
Oy(x) = 2x° + 2¢* - 6x% - 10x2 - 4x
R,=0
Q,(x) = 2" + 6x® + B6x” - 2x
R,=0
Verifica-se que 2 é raiz de A(x) e que também € raiz de Q4( X ), mas ja ndo é raiz de Q,( X).
Conclui-se, assim, que 2 é raiz dupla de A(x).
c)
2 -2-10 2 16 8 0
-1 -2 4 6 8 8 0
2 4 68 8 0|0
-1 -2 6 0 8 0
2 6 0 8 00
-1 2 8 8 0
2 8 8 00
-1 -2 10 -18
2 -10 18 |-18

Qy(x) = 2x° — 4x* - 6x3 + Bx? —8x
QQ{X}= 2x4—5x3 +8x
Q5(x) = 2x* - Bx* + Bx

Verifica-se que —1 é raiz de A(x) e também é raiz de Q,(X) e de Q,(X), mas ja ndo é de Q;( X).

Conclui-se assim que —1 é raiz tripla de A(x).
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54.

a) Sabe-se que qualquer raiz do polindmio é um divisor do termo independente do polinémio.
Como o termo independente de P(x) é —4, entdo os seus divisores sdo 1, —1, 2, —2, 4 e —4.
P(1)=3x13+12-4=3+1-4=0,logo 1 é raiz inteira do polinémio.
P(-1)=3x(-1)*+(-1)2—4=-3+1-4 = -6, logo —1 ndo é raiz inteira do polinémio.
P(2) =3x2%3+2%2—4=24+4—4=24,logo 2 ndo é raiz inteira do polinémio.

P(=2)=3x (=22 +(-2)2—4=-24+4—4 = —24,logo —2 nao é raiz inteira do polinémio.
P(4) =3%x43+42 -4 =48+ 16— 4 = 60, logo 4 ndo é raiz inteira do polinémio.

P(—4) =3 x (-4 +(-4)?—4=-48+16—4=-36, logo —4 ndo ¢ raiz inteira do
polinémio.

Assim, a Unica raiz inteira de P(x) é 1.

b) O termo independente de P(x) € 12, cujos divisores séo 1, —1, 2, -2, 3, —3,4,—4,6, —6, 12 e —12.
P(1) = 6, logo 1 nao é raiz inteira do polinémio.
P(—1) = 4, logo —1 nédo é raiz inteira do polinébmio.
P(2) = -8, logo 2 ndo é raiz inteira do polinémio.
P(—2) =0, logo —2 é raiz inteira do polinémio.
P(3) =0, logo 3 é raiz inteira do polinémio.
P(—3) = 42, logo —3 néo é raiz inteira do polinémio.
P(4) = 84, logo 4 néo é raiz inteira do polinémio.
P(—4) = 196, logo —4 nao € raiz inteira do polinémio.
P(6) = 816, logo 6 ndo é raiz inteira do polindmio.
P(—6) = 1224, logo —6 nao € raiz inteira do polindmio.
P(12) = 17 892, logo 12 nao € raiz inteira do polindmio.
P(—12) = 21 300, logo —12 n&o € raiz inteira do polindmio.

Assim, as raizes inteiras de P(x) sdo —2 e 3.

55. Como se sabe da questdo anterior, 0 é raiz simples de A(x), 2 é umaraiz duplade A(x) e —1¢é
uma raiz tripla de A(x), logo A(x) pode ser escrito na forma A(x) = (x — 0)*(x + 1)3(x — 2)% x
B(x), onde B(x)é um polinbmio sem zeros.

Aplicando sucessivas vezes a Regra de Ruffini, obtém-se:

2 202 16 8 0
0 0 00 000

2 2-102 16 8|0
1| 2 4 65 8 8

2 4 68 8|0
1] 26 0 8

2 60 8|0
1] 2 8 -8

2 8 8|0
2| 4 -8

2 4|0
2| 4

2] 0

Conclui-se que A(x) = x*(x + 1)3(x — 2)2 x 2,istoé, m=1,n=3,p=2e B(x) = 2.
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56. Seja P(x) o polinémio de segundo grau que admite 5 como zero duplo.
Tem-se que P(x) = a(x — 5)%, onde @ é um nuimero real ndo nulo.
Como P(x) tem resto igual a 8, quando dividido pelo polindmio x — 3, entdo tem-se
que P(3) = 8, logo:
ax(3-5)?2=8oax4=8a=2

Assim, P(x) = 2(x — 5)? ou P(x) = 2x% — 20x + 50.

57.

a) x2—16=x\ —42=(x—4) X (x +4)

b) x2—8x+16=x?—-2x4x+4>=(x—4)? = (x —4)(x — 4)
c) 9—16x%2=3%2—(4x)? = (3 —4x)(3 +4x)

d) x? —16x = x(x — 16)

e) x> +3x—10=(x+5)(x — 2)

Calculo auxiliar
—344/32-4x1%x(-10) _3+
2 +3x—-10=0x = @x=3—Tm
2X1
-3+7 -3-7
o x = > Vx= > ©x=2Vx=-5

f) 2x2+6x—-20=2 (x>+3x—10) =2(x+5)(x—2)
Pela alinea anterior
x2+3x-10 =(x+5)(x—2)

g) —x2—§x+1=—(x+3)(x—1)

3

Calculo auxiliar
2 8 64 8 100
2 8 1 0 %i\/(—%) —Ax DXt 3tyg 4 3ty
—x —§X+ =0 x= 2% (=D S X = ) @X——_Z
CTELA 1
S x = Vx= ©x=-3Vx=—

58.
a) x3+6x2—7x=x(x*+6x—7)=x(x—1D)(x+7)

Calculo auxiliar

—6+./62—4x1x(=7) —6+64

2 —_ = = =
x*+6x—7=0x % 1 S x >

b) 4x3—11x2—3x=x(4x2—11x—3)=xx4x(x+i)(x—3)=4x(x+i)(x—3)

Calculo auxiliar

11+./(-11)2 -4 x4 x (-3 11 ++vV169
4x2 -11x -3 =0 x = £ )2><4 ( )@x= _8

11+13 11-13 1
S x = Vx= Sx=3Vx=——
8 8 4
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€) x3+5x2—4x—-20=(x+5)(x>—4) = (x+5)(x—2)(x +2)

Calculo auxiliar

1 5 -4 -20
-5 5 0 20
|1 0 4o

x3+5x2—4x—-20=(x+5)(x%2 - 4)

d) 8x3+1=(x+§)(8x2—4x+2)

Calculos auxiliares

8 0 0 1
1
-3 4 2 -1

8 4 2[0

44./(—4)2—-4x%x8x%x2 4 ++/—48
8x?2—4x+2=0¢& =4 ox =
2X%X8 16

Equagdo impossivel em R, ou seja, o polinébmio 8x? — 4x + 2 ndo tem raizes reais.

59. P(x) = 2x3 — 13x2 + 25x — 14 2x—7=2(x—§)

Calculos auxiliares

7
Sabe-se que > é uma raiz de P(x).

2 13 25 14
,
7 7 21 14
|2 6 4]0

P(x)=2(x—z)(xz—3x+2)

34+./(-3)2-4x1x2 3+4/1 3+1 3-1

x> -3x+2=0x= Ox=——ox=—Vx=——"x=2Vx=1
2x1 2 2 2

7
As raizes de P(x) sdo p 2 e 1 e P(x) pode ser escrito na forma P(x) = 2 (x - %) x—2)(x—-1).

60.

a) 3x* —6x? =3x2(x2 —2) =3x% x (xz - (\/5)2) =3x2(x —V2)(x +V2)

b) x> +x*—5x3—x2+8x—4=(x—-1D(x—1Dx—-—1D2+4x+4)
=x-DE-DE—-D(+2)(x+2)

Calculos auxiliares

11 51 8 4
1 1 2 3 4 4
1 2 3 4 4]0
1 1 3 0 4
1 3 0 4|0
1 1 4 4
1 4 4]0

Qx) =x*+4x+4
x2+4x+4 = (x + 2)2
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c) —4x*+5x2—1=x%2-1)(—4x2+1)

(x—D(x+1)x(—4) (x —i) (x +%)
—4x - D@+ (x—3) (x+3)

Calculos auxiliares

x’—-1=0ox?=1ox=1vx=-1
-4 0 5 0 -1
1 -4 -4 1 1
-4 -4 1 1|0
-1 4 0 -1
-4 0 1|0
Q(x) = —4x? +1
1 1 1
—4xl+l1=0exi=—-—x=-Vx=——
4 2 2
, B 1 1
—dx*+1=—-4{x—-)(x+=
2 2
61.
64/ (—6)2—4x1x9 610
a) x2—-6x+9=0ox = 1 @x:7<:>x=3

O polinébmio tem um Unico zero: 3

—3+./32—ax2x(—4) —3+1/9+32 —3+41 —3—41
b) 2x2+3x—4=0ox = Sx= Sx= Vx=
2X2 4 4 4
o _ —3+V41 —3—V41
O polinémio tem dois zeros: e—,
—34V32-4x2x4 —31+v9-32 —3+v-23
c) 2x2+3x+4=0<:>x=T<:>x=T<:>x=T

Equacao impossivel em R. O polinémio ndo tem zeros.

d) 2x3+2x2—12x =0 2x(x?+x—6)©2x=0vx2+x—6=0

—14/12-4X1x(-6)

Sx=0vx=
2X1
—1+V1+24
Sx=0Vx=—"7"T—
2
—1+45 —-1-5
oSx=0vx= Vx=
2 2

©x=0vx=2vx=-3
O polinébmio tem 3 zeros: —3,0¢e 2

e) ¥*-1=0ex*=1leox=Vleox=1

62.x* —4x2+3=0

4+./(-4)2-4x1x3

2X1

Sejay=x%y’—4y+3=0oy=
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Comoy=x%vemquex?=3vx?=1ex=+/3Vx=—/3vx=1vx=-1.

C.S.={—V3,-1,1,v3}

63. P(x) =6x3+x2—31x+10=0
a) P(x)é divisivel por x — 2, jaque P(2) =6x23+22-31%x2+10=0.
b) P(x) =0 6x3+x?—-31x+10=0

Calculo auxiliar
6 1 -31 10
2 12 26 -10

|6 13 5|0

e (x—2)(6x*+13x—-5)=0
©x—2=0V6x?+13x—-5=0

—13+ /132 =4 x 6 X (=5)

Sx=2Vx=
X x 2X6
—-13 ++v289
@szVx:T
—-13+17 -13-17
Sx=2Vx= P Vx= 12
2v V=20
p—1 = = — = —
x TRV T
1 5
(:)x=2Vx=§Vx=—E
1 5
C.S. {2,5, —5}

64.A(x) =0 x3+5x2+x—-15=0

Calculo auxiliar
1 5 1 -15
-3 6 15

[1 2 5[0

-3

©(x+3)x*+2x—-5)=0
©x+3=0vx?+2x—-5=0

—24/22-4x1%x(-5)
Sx=-3Vx= Calculo auxiliar
2X1
24 | 2
—24v4720 12 |2
©x=-3Vx= —— 5|2
2
3|3
—-2+V24 —-2—/24 1
Sx=-3Vx=—"T""Vx= —T"7— o3 =
2 ‘12 =2"|8
-2+2v6 -2-26
Sx=-3Vx=——— Vx= T

ex=-3vx=—-1+V6vx=—-1-+6

CS.{-3,-1+6,-1—-6}
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65.
a) x¥*—4x?z0x*(x—4)=0

Calculos auxiliares

=02x=0

+ +
—
0
x—4=0x=4
—co 0 & +oo
Sinal de x* + 0 + + +
Sinal de x—4 - - - 0 +
Sinal de
Plr— 4 - 0 - 0 *
Assim, x> —4x? >0 x=0Vx > 4. CS.={0}u[4, +o[
b)x*<x*ex?—-x3<0ex*(1-x)<0
Calculos auxiliares
x>=0ox=0
+ +
e
0
l-x=0ex=1
—oo 0 1 +oo
Sinal de x* + 0 + +
Sinaldel-x + + + -
Sinal de
xztl—xj + 0 + 0 -
Assim,x? <x*ex?-x3<0s x> 1. CS.=11,+0]

C) x3—-5x2—x>-5&x>-5x2—x+5=>0
S x—-—1DxE*—4x-5)=0
S x-D((x+1DE+5)=0

Célculos auxiliares
Observa-se que 1 é raiz do polindmio A(x) = x3 — 5x2 — x4+ 5, pois A(1) = 1 -5 x 1°~1+5=0,
logo A(x) é divisivel por x — 1:
l1 5 -1 5
1 1 4 5
|1 4 50
Ax) = (x —1)(x?—4x-5)
K —x—5=0c x o IETHAXCS) L AVEE M6 svx=—1
2x1 2
Logo, A(x) = (x — 1)(x? —4x —5) = (x — 1)(x + 1)(x — 5).
-0 -1 1 5 +00
Sinaldex-1 - - - 0 + + +
Sinaldex+1| - 0 + + + + +
Sinaldex-5 - - - - - 0 +
Sinal de
-+l x| - 0 + 0 - 0 +
w [x—5)

Assim, x3 —5x?—x+5>0o-1<x<1Vvx>5.
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d) —3x3+20x2—-27x+10< 0 (x — 1)(—3x2+17x — 10) < 0

@—3(x—1)(x—§)(x—5)<0

Calculos auxiliares
Observa-se que 1 € raiz do polinémio B(x) = —3x> + 20x? — 27x + 10, pois
B(1) = —3 x 1®+20 x1*-27 +10=0, logo B(x) é divisivel por x — 1:

-3 20 -27 10
1 -3 17 -10
|3 17 10| 0
B(x) = (x — 1)(—3x% + 17x — 10)
—17 + /172 =4 x (=3) x (=10 —-17 £ V169 —-17+ 13
—3x2+17x—-10=0o x = J (=3)x ( )@xz S x=
2x(-3) -6 -6
-4 —-30 2
Sx=—Vx=—"x=—Vx=5
-6 -6

Logo, B(x) = (x = 1)(=3x? + 17x = 10) = (x = 1) x (=3) (x = 2) (x = 5) = =3(x = D) (x = ) (x - 5).

—oo % 1 5 ]

Sinal de -3(x-1) + |+ + (O] - |- -

Sinal dex—% - |0] + + |+ + +

Sinaldex-5 - |- =-1-]1-10] +
Sinal de—3(x — 1)x

(2} + o] - lo| + |0]f -
xl.\ EJ{\’ 5)
2

Assim, =3x° +20x? —27x +10 <0 & <x < 1Vx >5. C.S. = 2,1[ U5, +oof

66.
a) B(—1)=(—-1)"+2 x(—1)°-16x (—1)°-2x (—1)+15=1-2-16+2+15=0
Logo, —1 é zero de B(x).
BB)=3"+2x3°-16 x 3°-2x3+15=81+54-144-6+15=0
Logo, 3 é zero de B(x).
b) B(x) =0 x*+2x3—16x2-2x+15=0
Sx+1DxE—-3)x%2+4x—-5)=0
©x+1=0vx—-3=0vx?+4x—-5=0

—4+,/4%2—4X1x(=5)

Sx=—-1vx=3Vvx=
2X1
—4++/36
Sx=—-1Vx=3Vx=—T-7—
—4+6 —4—-6
Sx=—-1vx=3vx= Vx=

©x=-1Vx=3Vx=1Vx=-5

C.S.={-5, —1,1,3}
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c) Bx) <0 x*+2x3—16x2—-2x+15<0

Célculo auxiliar
Como —1 e 3 séo zeros de B(x), entdo B(x) é divisivel por x + 1 e por x — 3.

1 2 -16 -2 15

-1 -1 -1 17 -15
1 1 17 15| 0
3 3 12 -15

1 4 5[0

Sx+Dx—-3)(x*+4x—-5)<0
S x+Dx-3)E+5x-1)<0

—oo -5 -1 1 3| +eo
Sinalde| | ol + [+] + [+] +
x+1
Sinal de
x-3 NS o9
Sinalde | ol + [+| + |+ + |+ =+
x+5
Sinalde| | | | | _ ol + [+] +
x-1
Sinal de
By | O - |0 + (0| - |0O] +

Bx)<0e -5<x<1vli<x<3

C.S.=[-5, —1] U1, 3]

Aprende Fazendo
Péaginas 142 a 150

1 3
1. Das express@es apresentadas, sdo polindmios A(x) = 2 x3-5xeClx)=———= 2 x? — 2%
Opcéo (D)

2.V(x)=(12—x) Xx X (x +4) = 12x% + 48x — x> — 4x? = —x3 + 8x? + 48x
Opcéao (A)

3. O grau do polinémio produto de um polinémio de grau 1 por um polindmiode grau4 é 1 +4 =5.
Opcéo (C)

4,
e Averiguemos o valor légico da afirmagéo (1):

o7 = —léraizdeA(x)
38 8-27-15 -1 é raiz de

-1 -3 12 15 32-1%-15=0Qf)
3 -12 -15 \L -1ndoéraizde3x-15
=] 3 15

3 -15| 0

al 3
|3 ]a8 =g,

Observa-se que —1 é raiz dupla de A(x) e ndo de multiplicidade 3, logo a afirmacao () é

falsa.
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e Averiguemos o valor Idgico da afirmacéao (l1):

345 —0x1-27x-15|x"—x

344 4327 28
8x" -27x-15
6% - Bx
—33x-15

A afirmacao (Il) é verdadeira.

Opgaéo (D)

5. Seja P(x) = 2x% + kx? + 3x + 1.
7 é o resto da divisdo de P(x) por x — 2 se P(2) = 7.
Assim, 2x 23+ kx22+3%x2+1=716+4k+6+1=7 = 4k=—-16 =k = —4.
Opcéo (B)

6. Seja P(x) = x°> — 3x + x? + 2(m — 1). P(x) é divisivel por x + 1 se P(—1) = 0. Assim:
1
(—1)5—3x(—1)+(—1)2+2(m—1):04:)—1+3+1+2m—2:0<:)2m=—1<:>m=—5
Opcéo (D)

7.(2x3 —4x+1): (2x — 3)

2 0 4 1
3 9 3 _3=9(x_2
30 392 2x-3=2(x-3)
17
\2 ’ fb
1
_ 2x2  3x 3 3 1 7
Assim, Q(x)=—+ —+ ==x*+—-x+—-eR=-.
2 2 2 2 4 4

Opcéo (A)
8. Observe-se que (x —1)2=>0A(x —3)*=0A(x—5)¢=>0.
Logo, (x —1)2x (x —3)*x (x —5)® = 0,vx € R. Assim, 0 conjunto-solugdo da inequagéo
(x—1D2x(x—=3)*x(x—5)°<0¢éq.
Opcéo (D)

9. —x2—2x+3=—-(x—1(x+3)

Célculo auxiliar

2+4/(-2)2-4x(-1)x 3

—x?-2x+3=0&x= Sx=1vx=-3
2x(-1)
X —oo  |—3 1 4| +oo

—(x-1) + |+ + |0 - |-] -
x+3 - |0 + |+| + [+] +
Al

(== 2x+3) 1 : :
X Alx) * |0 0f + 10

C.S.=]—o00,—3] U [L,4]
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Observe-se que, nestas condi¢bes, A(x) tera de ser um polinémio tal que:

v e s 1] [4] s
Ao | T T T
Assim, das hipéteses apresentadas, tem-se que A(x) = x — 4.

Opcéo (B)
10.
1 -k m 3
1 1 1-k 1-k+m
1 1-k 1-k+m|4-k+m
1 1 2-k
1 2-k|3-2k+m

Para que 1 seja raiz dupla de P(x) tem que verificar-se:

{4—k+m=0
3—2k+m=0
Assim:
m=k—4 m= -5
= =
3—-2k+k—4=0 —k = k=-1
Opcao (C)

11. SejaP(X)= X" +1,n€eN.
O resto da divisdo de P(X) por X+ 1 é P(—1).
Assim, P(—1)=(—-1)"+ 1
esenéimpar,P(—1)=—-1+1=0.
esenépar,P(-1)=1+1=2.
Opcéo (B)

12. Sabe-se que, dado um polinémio P(X) de coeficientes inteiros, o respetivo termo de grau
zero € multiplo inteiro de qualquer raiz inteira desse polindmio. Assim, se 2 é o termo
independente de P(X), das opc¢bes apresentadas, apenas 4 ndo é seu divisor.

Opgéo (D)

13.

e Se P(x) é divisivel por x — 4, entdo P(4) = 0.

e Sedividindo P(x) por x — 1 se obtém um quociente Q(x) e resto igual a —21, entdo
P(x) =(x—1)xQ(x) —21.

Pretende-se saber o resto da divisdo de Q(x) por x — 4, ou seja, Q(4).

Como P(x) = (x — 1) x Q(x) — 21, entdo:

P4)=(4 —1)xQ4)-21=0=3x Q(4) —-21

21
QM) = 3

Q@) =7
Opcéo (C)
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14.
X
a) x3—5x2+5+\/§
Grau: 3
- 1
Coeficientes: 1; —5; pt V2
O polindbmio é completo.
5
b) 4x5 + Zx3 +3x% —11x
Grau: 5
5

Coeficientes: 4; 0; Z; 3;-11;0

O polinébmio é incompleto.

1 5x2 1 x% 1 5x2 1
a)(x3—x—+z)+(—2x3+i+x——)=x3——+——2x3+T+x—5

6 2 3 4
x%2  5x2 1 1
=x* -2 ——+—+4x+- -
3 6 4 2
2x%  5x2 1 2
=X -t —tx+-—=
6 6 4 4
2 1
=—xi+—+x—=
4
X2
3
=-x*+—+x—=
2
2 2 2 5x2 1
3 _X° 1)_(_23 5x7 _l)z 3 _ X 1 ox3 - 2 _ z
b)(x 3+4 x° + p +x > x 3+4+;vc p x+2
xZ  5x2 1 1
=4+ = — —x+ -+
3 6 4 2
2x%  5x2 1 2
=33 ———— —>x+—-+-
6 6 4 4
7x2 3
=3x3—— —x+-—
6 4

c)2x—1DR2x+1)=02x) —-12=4x*-1
d) (x —x2)(—2x + 4) = —2x? + 4x + 2x% — 4x? = 2x% — 6x% + 4x
e)(x—2)x+Dx+4) =0 +x—-2x—-2)(x+4) =x?>—-x—-2)(x+4)
=x3+4x? —x?—4x—2x—-8=x>+3x*—6x—8
Hx?2—x—-2)P+x+1D)=x+x3+x2—x*—x?2—x—2x3—2x—-2
=x5—xt+x3-2x3—x—-2x-2

=x5—x*—x%—-3x-2
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16.
a)A(x) =2x*+2x+3eB(x)=x*+x+2

247 +24 +3| X+ x+2
24 —24-4 2 24 _
g i
2x24+2x+3=(x*+x+2)x2+ (-1
Q=2eR=-1
b)Ax)=x*—1eB(kx)=x*—-1
X402+ 0x-1]x2-1 -
—)fa + X X i:x
x -1 X
B-1=@?>-Dx+(x—-1)
QX)=X e R(X)=X -1
C)A(x) =x3—-3x2—-6eB(x)=x-3
A -3 +0x-6|r-3 B
X —=x
X

X' +3x°

_6
x3—3x2—-6=(x—-3)x>—-6

Q(X)=x? e R=—6

d)A(x) =x3—-3x2—-6e B(x) =x?>+2

X —3x2+0x—-6 |x*+2

X - 2x x-3 P
-3x' -2x-86 —3?=—3
3/ +86
-2

x3-=3x2—-6=(x*+2)(x—3) + (-2x)
Q(X)= X -3 e R(X)= —2X

e)A(x)=x*+x3+2x*+x+3eB(x)=x*+x+1

X+ 2 v x+3 |2 x+1

_=x

4
X 2
2
X

2

X
21

X2

—,‘r‘(—,‘r‘g—x? 2+1
xz+£+3
X -A-1
2

x*+ a3+ 2x2+x+3=(*+x+ 1% +1)+2

Q(X)=x2+1 e R=2
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f)A(x) =2x° —x5+4x*+ x> +8x—4eB(x)=x3+2x—1

2X5 -4 40 + Xt +8x—4 |+ 2x-1

2 —4x % 23 -x2+4
ot e A r8x-4 [ Lo ’
— =2

+ -2 x

405 +0x2+84 - A | S=-1

—4)° -8+ A | 42,

0

2x0 — x5 +4x* +x?2+8x—4=(x3+2x—1)2x3—x2+4)+0
Q(X)=2x3—x?2+4 e R=0

AG) x3 15+13 +13 2 6 B(x) 2 3
X)) =——=—"—"+—"x+—x“eBx)=—x——
9) 3 4 12 8 3 4
xf 13, 13 15(2 3
+—X+—X-— | T~
8 12 4 |3 4
2 2
_;Z_FBL x—+3x+5
3 8 2
13 15
+—x-— x°
1224 |3 e ¢
2x  Bx 2
_}{4_2)[ 3
X X
E;{_;Z( 3
3 4 10x
10 1 3 _10x _
2x 2x
-—K+ =
3’{ 4 3
0
x3 13 13 15 2 3\ /x2
—+—x2+—x——=(—x——)(x—+3x+5)+0
3 8 12 4 3 4) \2

QX)=Z+3x+5 e R=0

17.
a)A(x) =5x>+3x—1eB(x)=x+1

5 3 -1 x+1=x—-(-1)

5x24+3x—-1=(x+1)Gx-2)+1
Q(X)=5x—2 e R=1

b)A(x) =2x*—4eB(x) =x—+2

2x2 — 4= (x —V2)(2x + 2V2)
Q(X)=2x+2v2 e R=0
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C)A(x) = 2x3 —4x> —10x + 24 e B(x) =x — 2

2 -4 10 2
2 4 0 20
|2 0 -0 4

2x3 —4x?2 —10x+ 24 = (x — 2)(2x2 —10) + 4
Q(X)=2x2—-10 e R=4

1
d)A(x)=—2x3+4x+5eB(x)=x+5

2 0 4 5 +1 ( 1)
1 17 x+—=x—[==
2 2 7% 2 2
7 13
“2 17 %
—2x3+4x+5—(x+1)(—2x2+x+2)+g
T2 2) "4
— 9.2 7 _13
Q(X)=—-2x tx+ e R—4
e)A(x) =4x* —x3+5x>—4x+5eB(x) =x
4 -1 5 4 5 x=x-0
0 0 0 0 O
4 1 5 4|5
4x* —x® +5x? —4x+5=x(4x* —x*+5x —4) +5
Q(X)=4x3—x?>+5x—4 e R=5
f)A(x) =x>+6x*+2x2+36x—5eB(x) =x+2
1 6 0 2 36 -5 x+2=x-(-2)

-2 -2 8 16 -36 0

1 4 8 18 0[5

x5+ 6x* +2x%2 +36x — 5= (x +2)(x* + 4x3 — 8x% + 18x) + (-5)
Q(X)=x*+4x3-8x2+18x e R=—5

18.

a)A(1)=2x 1°-1°-4x1+3=2-1-4+3=0

b)A(-1)=2 x (-1)*-(—-1°-4x (-1)+3=2-1+4+3=8
c)A0)=2x 0°-0°-4x0+3=0-0-0+3=3

d)ANW3) =2 x (V3)'-=(V3)? —4(V3)+3=2Xx9-3 —4/3+3=18 — 43
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19.
a)xt+x—12=(x+4)(x—3)

Calculo auxiliar
—14+,/1-4%(-12) —1++/49
x2+x—12=0@x=f@x=7
-1+7
(z}sz(:)xz—4Vx=3

b) 3x2 +5x —22 =3 (x +2) (x - 2)

Calculo auxiliar
—5+./25-4x3x(-22 —5++/289
3x2+5x—22=0=x = S ( )<:>x= S

c) 2x2—x—15=2(x—3)(x+§)

Calculo auxiliar
14,/1-4X2X(—15) 1+V121
2x>2—x—-15=0=x = Sx =
4 4
1+11 5
Sx=——ox=3Vx=—=—
4 2

d)x®—9x =x(x2—-9) =x(x —3)(x + 3)
e) x3 4+ 10x% + 25x = x(x? + 10x + 25) = x(x + 5)2 = x(x + 5)(x + 5)
al—x?2-5x—-3=(Cx+1Dx%*-2x—-3) =(x+DE-3)(x+1)

Calculos auxiliares

1 1 5 -3
A a2 3
|1 2 3o
24+,/4—-4x%(-3 2++v16
x2—2x—3=0<=>x=_f()4:)x=—7\/_

2+4
@x:T@x=3Vx=—1

g)3x3+4x2+5x—6=(x—g)(3x2+6x+9)=3(x—§)(x2+2x+3)

Calculo auxiliar

—2+vV4—4X1X3 —2+v-8

x’+2x+3=0x= PR
2 2

Equacéo impossivel em R.

O polinémio x2 + 2x + 3 ndo admite rafzes reais, logo ndo pode ser decomposto em fatores.
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h) 2x3+7x2 —5x—4=(x—1)(2x?> +9x + 4)

= (r—1)2(x + 4) (x+%>

=2(x—1D(x+4) (x+%)

Célculos auxiliares

2 7 5 4
1 2 9 4
|2 9 4]0

—94+v/81—-4x%x2x4 —9+v49
—— "V s

4 4

2x2+9%x+4=0=x=
—9+7

1
S x = <:>x=—4Vx=—E

Nx*—x®—7x2+x+6=(Cx+1Dx-1Dx*—x—-6)
=+ Dx-D+2)(x—3)

Calculos auxiliares
1 -1 -+ 1 &
-1 -1 2 5 -6
1 2 5 6|0
1 1 -1 -6
1 1 6|0
14+./1-4%x(-6) 1++/25
xX’—x—6=0x= Sx =
2 2
115
@sz@xZSsz—Z

j2x*—3x3—12x2+7x+ 6 = (x — 1)(x — 3)(2x? + 5x + 2)
= (r - D -3)2(x +2) (x +3)

=2(x — )(x — 3)(x + 2) (x + ;)

Calculos auxiliares

2 3 12 7 6
1 2 -1 -13 -6
2 -1 13 6|0
3 6 15 B
2 5 2|0
—5+V25-4X2X2 —-5+/9
2x2+5x+2=0<:)x=+<=>x= "
—-5+3 1
S x = @x=—2Vx=—E

K)x*—2x3+2x—1=(x—-Dx+1D?>-2x+1)
=(x—-1Dx+1)(x-1)?
=x+DE-DEx—-Dx-1)
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Calculo auxiliar

Os divisores inteiros de —1sdo:1e —1

1 -2 0 2 -1
1 1 1 11
1 -1 -1 1|0
-1 -1 2 -1
1 -2 1 | 0

1) 3x5 — 12x* + 9x3 + 12x% — 12x = (x — 2)(x — 2)(3x® — 3x)
=(x—-2)(x—2)3x(x2-1)
=x-2)(x—-2)3x(x—-1D(x+1)
=3x(x—-2)(x-2)x—1D(x+1)

Calculo auxiliar
3 412 9 12 -12 O©

2 6 -12 6 12 O
3 6 36 0]0
2 6 0 6 O

3 0 -3 0|0

20.
a) —2 e —1 séo raizes do polinébmio de 2.° grau P(X). Entdo, P(X) = a(X + 2)(X + 1), a # 0.

Como o resto da divisdo de P(X) por X —1 é 18, vem que P(1) = 18, ou seja:
18
a(l+2)(1+1)=18=ax3x2=18<=a X 6218(:>a:?(:>a:3

Logo, P(X)=3(X +2)(X +1)=3 (X?+2X + X +2)=3(X?+3X +2)=3X?+9X +6.
b) 5 é raiz dupla e 0 é raiz simples do polinémio de 3.° grau P( X ). Entao:

P(X)=a(X —5)(X —5)(X—0)(a#0)=aX(X—5)(X—5)

Como o resto da divisédo de P(X) por X —4 é 8:

PA)=8=ax4x(4—-5x@4—-5)=8=24ax(—-1)x(-1)=8=4a=8=a=2

Logo, P(X)=2X(X —5)(X —5)=2X (X?— 10X +25)=2X> —20X? +50X.

21.
a)P(—3)=(—3)°-3 x(—3)> —9x(—3)+27=—-27-3x9+27+27 =0
Como P(—3) =0, —3 é umaraiz de P(X).

b)
1 3 927
-3 -3 18 =27
|1 6 9]0

x3—=3x2—-9x+27=(x+3)(x*—-6x+9) =(x+3)(x—3)2=(x+3)(x—3)(x—3)
3 é uma raiz dupla de P(X).
C)P(X)=0e (X +3)( X — 3)(X —3)=0
© X+3=0v X-3=0vX-3=0
& X=—-3vX=3vX=3
C.S.={-3,3}
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dPx)z20= x+3)x—-3)(x—3)=20=x=>-3

x —co -3 3 +oo
x+3 - o] + |+] + Célculos auxiliares
3 ~ I + x+3=0&x=-3
> x-3=0ox=3
x-3 - |-] - |0] +
P(x) - |0] + |0| +
C.S.=[—3, +oof

22.

a)B(x) =2x+6=2(x+3)
x+3=x—-(=3)

2 4 8 0
3| 66 6
|2 2 28

Qi(X)=2X*-2X -2 R=6

(2x2-2x-2)
2

2X3+4X7-8X = (X +3)2X°=2X —-2)+6 = 2X2+4X*=8X =2(X +3) +6
Assim, o0 quociente e o resto da divisdo de A(X) por B(X) sao:

Q(X)= X?’-X-1 e R=6

1
b) B(x) = 3x +1=3(x +3) ¥ ( 1)
15 T3t 3
6 0 3 3 1
1,2 1w
3 3 9 o7
1 1413
‘5 23 97
QuX)=6X°—2X2+=X + — R= —
na 9 27
1 5 13
6X - -x2+>x +1=(x+3)(6x°- 202 + X + T)+—
3 3 3 3 9 27

1 14
(6x3—2x2+§x+ ?) 13
+—

= 6X4 1X2+EX +l—3( l)
- =3|x+
3 3 3 3 27

Assim, o quociente e o resto da divisdo de A(X) por B(X) séo:

Q(X):2x3—3x2+1x i e R=—
3 9 27 27
C)B(x) = 2x — 2v/2 = 2(x —V/2)
= - = Calculo auxiliar
A VBT = 2T+ = V2
2 2 N2 -2 N2

‘\"f 1 -2 1 \i
QuX)=v2X®+ X?-v2X +1 R=0
VZX' = XP-VBX?+3X —V2 = (X=V2)(V2X*+ X =V2X +1)

(V2x3+x2—2x+1)
2

SV2X = X3-VBX?+3X =2 =2(X-12)
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Assim, o quociente e o resto da divisdo de A(X) por B(X) séo:

V2 o, 1o, V21
=—X"+=-X"——X+- e R=0
2 2 2

QX) ,

23.

a) Sejam ny, n, e n; as ordens de multiplicidade de X3, X, e X3 respetivamente. Sabemos que n; + n,
+n;<7,isto é,2+3+n3 <7 & n3 < 2. Logo, X3 nao pode ter multiplicidade superior a 2.

b) A multiplicidade de X 5 é 2, pois se fosse 1 teriamos que A(X) = (X — X 1)2(X — X2)}(X — X3)Q(X),
sendo Q( X) um polinémio de grau igual a 1 e, como todo o polinémio de grau um admite uma raiz, o

polinébmio A( X) admitiria 4 raizes e ndo 3 raizes, o que ndo acontece.

24. Como 1 e —1 sdo raizes simples e —2 é uma raiz dupla do polinémio de quarto grau, entdo
P(X)=a (X —=1)(X +1)(X +2)(X +2)(a #0).

1
Como o resto da divisdo de P(X) por X + > é 27, vem:

P(-1)=27ca(—> — (= s+ D(—5+2(—3+2)=27
2 2 2 2 2

2
o ——a=27
16
16X27
Sa=-—
27
S a=-16

Logo: P(X)= —16 (X — 1)(X +1)(X +2)(X +2)
—16(X* = 1)(X?+4X +4)
—16(X*+4X3+4X%— X2 —4X — 4)
—16(X*+4X%+3X?—4X —4)
—16X*-64X°-48X°*+64X +64

25.
a)B(x) =4x—8=14(x—2)
O resto da divisdo de A(x) por B(x) é A(2):
AR)= —2°+3x 22-5x2+4=—-8+12-10+4= —2

b)B(x)=3x—2=3(x—§)

2
O resto da divisdo de A(x) por B(x) é A (g)

2 2\3 2\ 2 2
Al-)=—1\"- +3x|{—-) -5x\|—)+4
3 3 3 3

8 4 10
— e — - - 44
27 3 3

8 36 90 108

—— -+
27 " 27 27 27
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0)B() =4x+2=4(x+2)=4(x+2) 1 ( 1)

1
O resto da divisdo de A(x) por B(x) é A (— E)

(- () e ()

1 1 6 20 32 59
= +tot o=+ —+

8 4 2 1 8 8 8 8 8

26. P(X) é divisivel por X + 1 se e sO0se —1éumaraizde P(X),istoé, P(—1)=0.
O resto da diviséo de P(X) por X — 3 é 40 se P(3) = 40.

Assim:

P(-D =0 _ Jax (-1 +2x (~1)*+cx (-1 +2=0
P(3) = 40 ax (3 +2x(3)*+cx3+2=40

PN —a+2—-c+2=0
27a+ 18+ 3c+2 =140
- —a—c=—-4
27a+ 3c =20
at+c=4%
‘:’{27a+3c20
N c=4—a
27a+ 3(4—a) =20
‘:’{27a+123a20
4 11
8 €= €T3
©1) 24a=8 ©) a=— & 1 < 1
24 a=-= a==
3 3
1 11
a=— € c=—
3 3

27.2x-5=2(x -3)
ST 54 g 5 5
Se P(X) é divisivel por 2 X — 5, entdo é divisivel por x — > Logo, P(E) =0.
5
6x3 —21x% +3x + 30 = (x _§> (6x2 —6x —12)
5
= (x-2) 6= e - (-1

s (x - ;) (x = 2)(x - (-1))
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Calculos auxiliares

6 -21 3 30

5 15 -15 -30

: a5 -
6§ -6 -12| 0

61,/36—4%x6X(—12)

6x2—6x—12=0=x=

12
61+v36+288
Sx=—-"T—"—
12
6++324
o x =
12
6+18
S x=—
12
S x=2Vx=-1

28.
a)P(1)=6 x 1°-7x12-14x 1+15=6-7-14+15=0
Como P(1) =0, 1 é raiz de P(X).

b) P(x) = 6x3 —7x? —14x + 15 = (x — 1)(6x%2 —x — 15) = (x — 1)6 (x—g)(x+—)

s (s (4

Calculos auxiliares

6 -7 -14 15
1 6 -1 -5
|6 -1 -15] 0
1+,/1-4%x6X(—-15 1+V1+360 1419
6X’— X —15=0& X = C19) |, x 360y 122
12 12 12
20 18 5 3
S X==vX=z—— X=2v X=—=
12 2 3 2

O P(X)=0=6(-1) (x-3)(x+3) =0 X—1:0vx—§=0Vx+

N | W

=0

5 3
<:>X:1Vx=§Vx=——

cs.={2,1,-3
d)P(X)<0= 6(x—1) (x—%)(x+%)<0<:>(x— l)(x—g)(x+§)<0

3 5
S X<—=Vvi< X <-—
2 3
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Célculos auxiliares
5 5 3
X—1=0es X =1 X——=0 X == X+-= X =—.
3 3 2
X —co —% 1 % +oo
x-1 - - - 0 + + +
x—% - - - - - 0 +
x+% - 0 + + + + +
Pix) - 0 + 0 - 0 +
3 5
cs.= |-, -3 ULy
2 3
29.
a) Comecemos por fatorizar o polinémio P(X)=2X*-6X + 4.
Calculos auxiliares
2 0 -6 4
1 2 2 4
|2 2 <o
—2+./4—4x2x (-4 —2+/36 -2+6
2X%+2X -4=0 X = ” ()@x= e X=—— e X=-2vX=1

P(X)=2X%—6X +4=(X —1)2X2+2X —4)=(X =1)2(X +2)(X —=1)
=2(X —1)(X —1)(X +2)
2X]—B6X =-422X°-6X +4=022(X —1)(X =1)(X +2)=0
& X-1=0V X-1=0V X +2=0
& X=1lvX=1v X ==2
C.S.={1, -2}
b) Comecemos por fatorizar o polinémio P(X)=2X%—7 X2+ 9.

Calculos auxiliares
2 7T 0 9

B -3 9
14,/1-4x2%x(-3) 1++/25 1+5

3
|2 1 3]0

3
2X?P—- X -—3=0e X="F— X =" o X=—o X==-v X=-1
4 4 4 2

P(X)=2X°-7X?+9=(X =3)(2X?- X =3)=(X —3)2(X —g)(x +1)
=2(X ~3)(X —)(X +1)

2X?-7X249=0 < 2(X ~3)(X ~)(X +1)=0& X ~3=0V X~ 2=0v X +1=0

& X =3v X =

N[ W

vX=-1
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c) Comecemos por fatorizar o polinémio P(X)= X*-2X%*+2X — 1.

Célculo auxiliar
P(X)= X*=2X%+2X —1=(X +1)( X — 1)(X? — 2X +1) 1 2 0 2 4
= (X +1)(X —1)(X — 1) ) 18 31
1 3 3 1|0
(X +1)(X —1)(X —1)(X — 1) L L 21
X4=2X3+2X —1=0e (X +1)(X —1)(X —1)(X -1)=0 1 2 1lo0
© X+1=0vX-1=0v X -1=0Vv X-1=0
& X=-1lvX=1lvX=1vX=1
C.S.={-1, 1}
d) Comecemos por fatorizar o polinémio P(X)=4X*—-12X3*+ X%+ 12X +4.
P(X)=4X*-12X%+ X?+12X +4 Célculo auxiliar
_ 2 4 12 1 12 4
= (X =2)(X —2)@X*+4X +1) . 8 8 14 4
=(X =2)(X =2)2X +1)2X +1) 4 4 7 2|0
2 8 8 2

441\&

AX*-12X%+ X?+12X +4=0= (X -2)(X -2)2X +1)2X +1)=0

= X -2=0vX-2=0v2X+1=0v2X +1=0

1 1
<:>X:2VX:2VX:—EVX=—E
c.s.:{—g,z}

e) Comecemos por fatorizar o polinémio P(X)= X*+5X3+4X?2

P(X)= X*+5X*+4x%= X*(X*+5X +4) Célculo auxiliar
= XX A X+ D) X2 46X + 420 X o SEYTE XX
2
:XXX(X+4)(X+1) —Si\/§
o X =
2
—-543
= X =
2
X*+5X3+4X%=0&e X X X (X +4)(X +1)=0 e X=—-4vX=-1
& X=0v X=0vX+4=0v X +1=0
& X=0vX=0vX=-4Vv X=-1
C.S.={0, -4, -1}
30.
a) Comecemos por fatorizar o polinémio P(x) = x3 — x2.
Px)=x}—-x?=x*(x—1)=xxx(x—-1) Calculos auxiliares
¥<x?eox*—-x?<0oeoxxx(x—1)<0 x=0
x—1=0x=1
©x<ivi<x<i
x —co 0 1 +co
x - 0| + |+ +
x - 0| + |+ +
x-1 - -1 - |0 +
XX xX
[ e o I
C.S.=]—o,0[U]0, 1]
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b) Comecemos por fatorizar o polinémio P(x) = 3x3 + 2x — 5.
P(x) =3x3+2x—-5=(x—1)(3x%2 + 3x +5)

Calculos auxiliares

3 0 2 -5
1 3 3 5
|32 3 5o
—34vV9—4x3x5 —34++/=51
3x2+3x+5=0x = c ox = 5

Equacéo impossivel em R.

3x°+2x-5<0eox—-1<0ox<1
CS.=]—o,1]
C)P(x) =x*+4x®—x?—16x—12=(x+3)(x +2)(x* —x — 2)
=(x+3)x+2)(x—2)(x+1)

Calculos auxiliares
1 4 -1 -16 12

-3 -3 3 12 12
11 4 4|0
-2 2 2 4
1 1 2]0
X B 1+J1-4x(-2) 1+V9 143 _ B
x*—-x-2=0ox= > @x_Tc)x_T@x—ZVx——l

xt+4x3—x2—16x—1220 (x+3)(x+2)(x—2)(x+1) =0

Sx<-3Vv-2<x<-1vx=2

x -co |-3 -2 -1 2| +eo
x+3 = 0]+ [+ + |+] + |+ +
x+2 - = = |0| + |[+]| + |+]| +
x-2 - |- =-1]=-1=1=-1=-10] +
x+1 - =1 = 1-1-10] + |+]| +
(x+3)x

iﬁjg: + 0| - |o|+]|o| - 0|+
% [x+1)

CS.=]—o00,-3]U[-2,—-1] U [2,+oof

d) P(x) =x*—5x3+6x2 =x2(x2=5x+6) =xXx X (x —3)(x — 2)

Calculo auxiliar

5+vV25—-4x%x6 5+1
x>’ -5x+6=0x= > ox=— ox=3Vx=2

xt—5x3+6x2>00xxxXx(x—-3)(x—-2)>0
©x<0vli<x<2vx>3

X - |0 2 3 +co
x - |0 + |+| 4+ |+| +
x - 0] + |+ + [+]| +
x-3 - |- - 1= 0| +
x-2 - =1 = 0] + |+] +
XXXX
X (x=3)(x-2) R L I L R L s

C.S. =]—,0[u]0,2[U]3, +o0[

A% Expoente™ « Dossié do Professor



e) P(x) = —x* + 3x3 — 4x = x(—x3 + 3x%2 — 4)

— 42 —

=x(x+D(=x" +4x—4) Calculo ausxiliar
=—x(x+1)(x%—4x + 4) 1 3 0 -4
=—x(x+1)(x—2)2 -1 1 4 4
= —x(x+1)(x — 2)(x — 2) |1 4 4]0

—x*+3x*—4x <0 —x(x+DEE-2)(x-2)<0
oxx+DxEx-2)(x—-2)>0
ox<-1lvi<x<2vx>2

x -0 |-1 0 2| +oo
x - |- - 1|0 +| +
x+1 - 0] + |+ +| +
x=2 - [-T = [-1 - Tol +
x-2 - |-l - |- - |0] +
xx+1)x—-2) % + ol - o]l + |ol| +
X(x—2)
C.S. =]— o, —1[U]0,2[U]3, +oo[
31.
1 3
a)(2x—3)(1—2x)B(x)<0<:>E<x<1vz<x<2
1 3
0 g Y2 20+ Célculos auxiliares
2x-3 |- |-|-|-|l-|-|-|0]|+|+]| + 3
1-2¢ |+]+|+l0l |- —[=]-]-]= 2x—3=0(:>2x=3(:>x=§
Bix) -0 == =-]0]+[+]|+ -
1
(2x-3) x 1-2x=0o1=2xox==
x(@1-29x +[0|+|0 -|0 +|0|-|0]+ 2
x B(x)
IRE 3
cs.=|5.1fuli 2|
b) (—x2+2x)B(x) =20 x(—x+2)B(x) =0 ©x<0vx=>1
x - |0 1 2| +4oo
X = 0] + |+ + |+] + Caélculos auxiliares
—x+2 + |+ + |+| + |0| - x=0
B(x) - (o] - |o| + |0O| - —x+2=0 x=-2x=2
x(x+2)Bx)| + (0| - |0 4+ |0O] +
C.S.=]—00,0]U[1,+0o[
c)(—x*+6x—9)B(x) <0 —(x2—6x+9)B(x) <0
& —(x—3)2B(x) <0
S x—=-3)(x—-3)B(x)=0
©1<x<2vx=0vx=3
X - |0 1 2 3| +oo
x-3 | - || - [-[-[-[-To[+
- - [=1=[-1-1]-] - o] +
Bx) | - |0] -0 +|0] - |[-] -
(x=-3)x
x{x-3)x| - |0| - |0 + O] - |O] -
x B@)

C.S.={0,3} UL, 2]

A% Expoente™ « Dossié do Professor 91



32. Seja P(x) um polindmio e sx —t um polindmio de grau 1. Seja Q(x) e R os polindbmios
guociente e resto da divisdo inteira de P(x) por sx —t. Entdo, P(x) = (sx —t) X Q(x) + R.

Substituindo x por f nesta igualdade, vem que:

Q=i x () nmr () zomo ) same ()

t
Fica provado que o resto da divisao de P(x) por sx —t é P (;)

33.
a) Seja P(x) um polinbmio e sx —t um polinémio de grau 1. Suponhamos que P(x) é divisivel
por sx — t. Entdo, P(x) = (sx — t) X Q(x), sendo Q(x) um polinémio.

Substituindo x por £ na igualdade anterior, vem que:

ty_ t t L) _ t L) _

P(s)—(sxg—t)xQ(g)@P(S)—OXQ(S)@P(S)—O
t

Fica provado que se P(x) é divisivel por sx — t, entdo P (g) =0.

t
b) Seja P(x) um polinbmio e sx — t um polinémio de grau 1. Suponhamos que P (;) = 0. Seja
Q(x) e R os polinbmios quociente e resto, respetivamente, da divisdo inteira de P(x) por sx — t.

t
Entéo, P(x) = (sx — t) X Q(x) + R. Substituindo x por 5 nesta Gltima igualdade, vem que:

t ¢ t t t t
P(-)z(sx——t)xQ (—) +R<:>P(—)=0><Q (—) +R<:)P(-)=R
S S S S S S
t t
Ou seja, o resto da divisdo de P(x) porsx —t € P (;) Entdo, P(x) = (sx —t) X Q(x)+ P (;)
t
Uma vez que P (;) =0, vem que P(x) = (sx —t) X Q(x), ou seja, P(x) € divisivel por t.

34.

a) x™ — a™ é divisivel por x — a se e s6 se a € uma raiz de x™ — a™. Se substituirmos x por a no
polinébmio x™ —a™vem a™ —a™ =0, ou seja, a € uma raiz de x™ —a". Fica provado que
x™ — a™ é divisivel por x — a.

b) (:>) Comecemos por provar que se x™ — a™ é divisivel por x + a, entdo n é par. Seja x™ — a™

divisivel por x + a. Entdo, —a é uma raiz de x™ — a™. Ou seja:

(@) —a" = 0 & (—a)" = a" & (—1)" x a" = a" & (—1)" = Z—n (a#0)

s (Dr=1
Se n for impar, (—1)" = —1, logo n tem que ser par.
(<:) Vamos provar que se n € par, entdo x™ — a™ é divisivel por x + a. Seja n par.
—a éraizde x™ —a", pois (—a)* —a* = (—1)"xa" —a"

IXa"—a"*"=a"—a"=0
ar

Ll

n

[¢3
o

Logo, x™ — a™ é divisivel por x + a.

Fica provado que x™ — a™ é divisivel por x + a se e s6 se n é par.
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c) (:>) Comecemos por provar que se x™ + a™ é divisivel por x + a, entdo n € impar.
Seja x™ + a" divisivel por x + a. Entdo, —a é raiz de x™ + a™ , isto é:
aTl
(—a)"+a"=0e (-)"xa"=—-a"e (-1)" = — (a#0)
o C-Dt=-1
Se n for par (—1)" = —1, entdo n é impar.
(<:) Vamos provar que se n € impar, entdo x™ + a™ é divisivel por x + a. Seja n impar.
—a éraizde x™ + a", pois (—a)"+a"=(-1)"xa" + a"

= —1xa*"+a*=-a"+a"=0
-
n é impar

Logo, x™ + a™ é divisivel por x + a.

Fica provado que x™ + a™ é divisivel por x + a se e s6 se n é impar.

35.
a)P(a) + P(—a) =a*"!' —a’* —a+ 1+ (—a)*"*"!' — (—a)" +a+1
=gl g2 41+ (_1)2n+1 x q2n+l — (_1)2n xam+a+1
=gt — g —g+1+ (-1 xa®™—1xa™+a+1
=2t _g2n g 41 — g2+l g2 g 41
= 2 — 2a?", como gqueriamos demonstrar.

Nota:

2n + 1,n € N representa um ndmero impar. 2n,n € N representa um nimero par.

b) -1 e 1 séo zeros de P, pois:
e senépar, P(-1)=-2x(1-1)x(1+1)=0eP(1)=0x0x (1+1)=0.
e senéimpar, P(-1)=-2x(-1-1)x(-1+1)=0eP(1)=0x0x (1+1)=0.
Provemos que o grau de multiplicidade da raiz 1 é 2. Através da regra de Ruffini, prova-se que:
MM=1=-DE" T+ 4+ x4+ 1)
x" 1+ x"2 4+ ...+ x + 1 ndo é divisivel por x — 1, pois 1" 1+ 1" 2+ .+ 1+1=nX1=n
Tem-se, entdo, que 1 é zero simples de x™ — 1.
x™ + 1 também néo é divisivel por x — 1, pois 1" + 1 = 2.
Concluimos que P(x) = (x — D(x— D" T+ x" 2+ -+ x+ D"+ 1)
=@ -1 T a2 4 b+ DM+ 1)
isto e, 1 € zero duplo de P.
36.
a)x*—19x2+48 =0 (x?)2—19x2+48 =0

Substituindo x? por y , vem que:

19++/361—-4x48 19+v169 19413
y2—19y+48=0@y=f®y=7®y= sy=16vy =3

b) Substituindo y por x2, temos: x2 =16 vVx? =3 o x=4Vx=—-4Vx=—/3Vx =43
C.S.={4,—4— —V3,V3}
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37.
a)x*—13x?+36 =0 (x?3)2—-13x2+36=0
Substituindo x? por y, vem que:

13+vV169-4X36
- s

2

13425 1345
=—=)y=T(:>y=9Vy=4

y:-13y+36=0cy= y

Substituindo y por x?, temos: x? =9vx*=4 o x=3Vx=-3Vx=2Vx = -2
C.S.={3,-3,2,—2}
b) x*—26x2+25=0< (x?)?—26x?>+25=0

Substituindo x2 por y, vem que:

26+V676—4%X25 26+V576 26124
Yi-26y+25=0ey=—"——oy=———®oy= ey=25vy=1

Substituindo y por x2, temos: x> =25vVx?=1ex=5vx=-5vx=1vx=-1
C.S.={5 —5,1, -1}
c) 2x* —26x2+80=0 2(x2)2—26x2+80=0

Substituindo x? por y, vem que:

264/676—4X2x80 26436 2616
2y —26y+80=0&y= " ey=—F ©y= ©y=8Vvy=5

Substituindo y por x?2, temos:
x?=8vx?=5ex=v/8Vvx=—/8Vx=—/5vx=+5
©x=2/2vx=-2/2vx=—-/5vx=+/5
C.S.={-2vZ, 2v2, -5, V5}
dx*-3x2-4=0 (x*)?—-3x2-4=0

Substituindo x? por y, vem que:

3+./9—4x(—4) 3++/25 345
yz—3y—4=0@y=f@y=7@y=7@y=4Vy=—1

Substituindo y por x2, temos: x> =4V x?=-1 ©x=2Vx=-2
r=-

impossivel em R

CS.={2, -2}
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Desafios

Pagina 151

1.

a) Seguindo o exemplo descrito, podemos considerar o polindmio, P(x) = x(x — 1)(x — 2).

b) O grau do polinémio produto é igual a soma dos graus dos polinémios multiplicados, logo o

grau de P(x) é 3.

2.

x(x-2

a) Seguindo o exemplo anterior, podemos considerar B(x) = (_1 ) .
] . (x—=1)(x—2)

b) De forma analoga, podemos considerar C(x) = -

¢) Podemos confirmar que:
P0)=2C(0)+1B(0)+6A4(0) =2 x1+1x0+6x0=2
P =2CAH)+1B1)+6A4A(1)=2x0+1x1+6x0=1
P2)=2C2)+1B2)+6A4A2)=2x0+1x0+6x1=6
Logo, este € o0 polinémio procurado.
d)P(x) =2C(x)+B(x)+6A(x)=(x—1Dx—-2)—x(x—2)+3x(x—1)=3x2—4x+2

3. Seguindo o exemplo anterior, comegamos por definir polinomios que tenham o valor 1 em
cada um dos pontos -1, 0, 1, 2 e o valor 0 nos restantes, depois é s6 multiplicar cada um
destes polinébmios pelos valores 1, 1, -1 e 13.

Obtemos:
x(x—DxE—-2) x+Dx-DHxE-2) (x+Dx(x-2) (x+Dx(x—1)
—6 * 2 B -2 13 6

fG) =
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Tema lll —= Geometria analitica

Unidade 1 — Geometria analitica no plano
Paginas 154 a 181

1.
a) A(1,-2) B(=3,1)

d(4,B) = J(—3 —1)24+(1-(-2))"=/(~42+32=VI6+9=v25=5
b) C (g,—3) 0(0,0)

d(c,o)=\/(0—§)2+(0—(—3))2=\/(—§)2+32=\/§-T9=\E=3T\/g

c) D(2016,5) E(2016,4)
d(D,E) = /(2016 — 2016)? + (4 — 5)2 = /02 + (-1)2 =0+ 1=V1I=1
d) F(0,v2) G(1,V2-3)

d(F.G)=\/(1—0)2+(\/§—3—\/§)2= 12+ (=3)2 =1+ 9 =10
e H(J53)  1(=30)
) = (V5= (VD) + G =07 = [543 +9 = [(V5) + 205 3+ (V3)' +9

=\/5+2\/E+3+9=\/17+2\/1_5
f) J(a,b) K(b,a)
d(J,K) =J(b—a)? + (a—b)?> =/2(a—b)? = |a—b|V2

2. A(5,3) B(3,0) c(—-1,-2) D(1,1)
AB =B -5+ (0-3)2=/(-2)?+(-3)? =V4+9 =13
BC=.(—2-0)2+ (—1-3)2=,/(—2)? + (—4)? =V&+ 16 = V20 = 25

@=J(l—(—Z))Z+(1—(—1))2=W=m=m

DA=,/(5-1)2+B-1)2=V42+22=+/16+4 =20 =2V5
Assim, AB=CDeBC =DA e, portanto, os pontos A,B,C e D s&o vértices de um

paralelogramo.

a+b-2a
2

2b—a-b b—-a
2 |:|2

[b—al
-2

|b—al
- 2

|b—a
)

— a+b

a+b

B = |b -
Logo, AM = MB, como queriamos demonstrar.

4.
a) A(2,7) B(6,11)

. 2+6 7+11 8 18
As coordenadas do ponto médio de [AB] s&o: (T’ 5 ) = (—,—) =(4,9)
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b) A(1,V5)  B(-2,3V5)

T I

As coordenadas do ponto médio de [AB] séo: ( , , -5, 2\/3)
2 2 2’ 2 2

c) A(a+2,3a—-1) B(5a + 4,a — 3)

As coordenadas do ponto médio de [AB] séo:

(a+2+5a+4 3a—1+a—3) _ (6a+6 4a—4

> , > S )=(3a+3,2a—2)

5. A(=3,4)  B(1,5)

) o o -3+1 4+5 2 9 9
O centro da circunferéncia é o ponto médio de [AB]: ( , —) = (— -, —) = (—1,—)
2 2 2°2 2
6. P(2,4)
a) y=x

Substituindo y por 4 e x por 2 obtém-se 4 = 2, que é uma proposi¢éo falsa. Logo, P ndo
pertence ao conjunto dos pontos definido por y = x.

b) y=14
Substituindo y por 4 obtém-se 4 = 4, que é uma proposi¢do verdadeira. Logo, P pertence ao
conjunto dos pontos definido por y = 4.

c) x=0
Substituindo x por 0 obtém-se 2 = 0, que é uma proposi¢éo falsa. Logo, P ndo pertence ao
conjunto dos pontos definido por x = 0.

d) y=x2
Substituindo y por 4 e x por 2 obtém-se 4 = 2% que é uma proposicéo verdadeira. Logo, P

pertence ao conjunto dos pontos definido por y = x2.

7. P(-3,-1)

a) y<o0
Substituindo y por —1 obtém-se —1 < 0, que é uma proposicdo verdadeira. Logo, P pertence
ao conjunto dos pontos definido por y < 0.

b) x > -3
Substituindo x por —3 obtém-se —3 > —3, que é uma proposic¢ao falsa. Logo, P ndo pertence
ao conjunto dos pontos definido por x > —3.

c) x=-3
Substituindo x por —3 obtém-se —3 > —3, que € uma proposi¢do verdadeira. Logo, P
pertence ao conjunto dos pontos definido por x > —3.

d x>y
Substituindo x por —3 e y por —1 obtém-se —3 > —1, que é uma proposi¢éo falsa. Logo, P

nao pertence ao conjunto dos pontos definido por x > y.

a) O conjunto dos pontos do plano cuja abcissa é igual a —4 é uma reta vertical de equagéo

x = —4.
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b) O conjunto dos pontos do plano cuja abcissa é maior que 0 é um semiplano aberto a direita
dareta de equagdo x = 0; x > 0.
¢) O conjunto dos pontos do plano cuja abcissa é nédo superior a 5 € um semiplano fechado a

esquerda da reta de equagdox = 5;x < 5.

a) O conjunto dos pontos do plano cuja ordenada é igual ao dobro da abcissa é a reta de

equacaoy = 2x.

b) O conjunto dos pontos do plano cuja ordenada é superior ao simétrico da abcissa é o

semiplano aberto superior a reta de equagéoy = —x.

¢) O conjunto dos pontos do plano cuja abcissa € inferior a 3 e cuja ordenada é superior ou igual
a —2 é aintersecao do semiplano definido pela condicdo x < 3 com o semiplano definido pela

condicdo y = —2.

10.
a) y>2x

b) y<-2
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d 3-x=>20&e —x=>2-3©x<3

e) y<-2Ax>1

f y<2x vy<3

0) 2x—y<4Ax>—4N2-y>00 —y<-2x+4 ANx>—4N-y>-2
SYy>2x—4NANx>—-4NYy<?2

o
|
I

h) xy<0eox<0Ay>0V (x>0Ay<0)
A
y

—o =

i) x>—y?2=0@x-y)Ex+y)=00x—y=0Vx+y=0Sx=yVx=-—y

y

-10 x
-1

N x2—4y?>0 (x—-2y)(x+2y)>0
Sx—2y>0Ax4+2y>0) V (x—2y<0Ax+2y<0)
S (2y>—xA2y>—-x)V (-2y<—x A2y <-—x)
S Ry<xA2y>—-x)VQRy>xA2y<—x)

@(y<%xAy>—%x)V(y>%xAy<—%x)

¥ T 1
2

= T

11.

a) ~(x<3)ex=3
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b) ~ k<1Ay>0)ox>1Vvy<o0

C) ~x>2Vvyz2x)eox<2Ay<x

-4 O‘ I
12,
a) x<-2vx>1
b) -1<y<1
C) -1<x<1A-2<y<3
d) -4<y<4vy<x
13. A(1,-3) B(—4,2) C(2,k),keR

C_A=C_B<:>\/(2—1)2+(k—(—3))2:J(Z—(—4))2+(k—2)2
© 12+ (k+3)? = 62 + (k — 2)?
o 1+k*>+6k+9=36+k*—4k+4
< 10k = 30
k=3
14.
a) A(-3,2) B(1,0)
(x—(—?>))2+(y—2)2=(x—l)2+(y—0)24:)962+6x+9+yz—4y+4=x2—2x+1+y2
& —4y=—8x—12
o y=2x+3

Assim, uma equacdo da mediatriz de [AB] é y = 2x + 3.

b) A(1,7) B(4,7)
A e B pertencem a reta de equacdo y = 7, logo a mediatriz de [AB] € a reta vertical que
interseta [AB] no seu ponto médio.

. L (1+4 7+7 5
As coordenadas do ponto médio de [AB] séo 5, )= (5, 7).

5
Assim, uma equacédo da mediatriz de [AB] é x = >
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15. P(2,0)  Q(=5,1)

a) (x—2)22+(@y-02=x+52+@y-1D?eox?—4x+4+y?=x2+10x+25+y? -2y +1
© 2y =14x + 22
ey=7x+11

Assim, uma equacdo da mediatriz de [PQ] éy = 7x + 11.

b) Para que um ponto pertenga a mediatriz de [PQ)], a distancia entre esse ponto e P tem de ser
igual a distancia entre esse ponto e Q.
Assim:
JA-22+11-02=/1+52+(11-1)? & /(-2 + 112 =62 + 102
©+V1+121=+/36+100

< /122 =+/136, que é uma proposicéo falsa.
Logo, o ponto ndo pertence a mediatriz de [PQ].

c) Daalinea a) vem que y = 7x + 11 é uma equagédo da mediatriz de [PQ].
Se, por exemplo, x =0, entdo y =7 x 0 + 11 = 11 e obtém-se o ponto de coordenadas (0, 11),
gue pertence a mediatriz de [PQ].
Se, por exemplo, x = 1,entdo y =7 x 1 + 11 = 18 e obtém-se o ponto de coordenadas (1, 18),
gue pertence a mediatriz de [PQ].
Se, por exemplo, x =2, entdo y =7 x 2 + 11 = 25 e obtém-se o ponto de coordenadas (2, 25),

que pertence a mediatriz de [PQ].
16. A(2, 3) B(0, 5) C(-1, 4)
a)
i BC=y(-1-02+“-52=/(-1?+(-1)?=VI+1=+2

Assim, uma equacao da circunferéncia de centro A e raio BC € (x —2)? + (y — 3)? = 2.

ii. Uma circunferéncia de centro B e que passe em A tem raio igual a BA.
BA=,(2-02+3-52=,22+(-2)2=V4+4=8=2V2

Assim, uma equacéo da circunferéncia de centro B e que passe em A é x? + (y — 5)2 = 8.

iii. Se a circunferéncia tem centro em C e € tangente ao eixo das abcissas, entdo o seu raio vai
ser a distancia entre C e o eixo das abcissas, que é 4.
Assim, uma equacéo da circunferéncia de centro C e que é tangente ao eixo das abcissas é
(x+ 1)+ (y—4)? = 16.

b) P(1,2)
Substituindo em cada uma das circunferéncias da alinea anterior x e y pela abcissa e pela
ordenada de P, obtemos:

i. 1-22+02-302=2e(C-1D2+(-1)=2e1+1=22=2, que é uma proposicao
verdadeira. Logo, P pertence a circunferéncia de centro A e raio BC.

i. 12+ (2-52=8o12+(-3)!=8©1+9=8<10=8, que € uma proposi¢do falsa.
Logo, P nao pertence a circunferéncia de centro B e que passa em A.
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ii. 1+1D)2+Q2-4)?2=1622+(-2)??=1694+4=16< 8= 16, que € uma proposicao
falsa. Logo, P ndo pertence a circunferéncia de centro C e que é tangente ao eixo das

abcissas.

17.
a) (x-1D*+(»-2)?=9
Centro (1,2)
Raio =9 =3
1\2 2
b) (x+§) +(y-v3) =2
Centro (—g,\@)
Raio = V2
c) x2+y2=1
Centro (0,0)
Raio=vV1=1
d) x24+y?—2x—4y—-4=0x*-2x+1+y*—4y+4=4+1+4
Sx-1D2+@W-2)2=9
Centro (1,2)
Raio =9 =3
e) 2x2+2y?2+8x—12y+16=0 © x>+ y2 +4x—-6y+8=10
& x?+ 4x+4+y>2—6y+9=-8+4+9
e (x+2)2+ (y—3)>=5
Centro (—2,3)
Raio = V5

B
I
ol
B

1
f) x2+y2+y—Z:0<:>x2+y2+y+

N |-

(:)x2+(y+§)2

18.
a) (x—1)%+ (y + 2)? < 9 define o circulo de centro C(1, —2) e raio 3.
b) Substitui-se, na equagédo obtida na alinea anterior, x e y pelas coordenadas respetivas de
cada ponto.
e (0-1)2+(B+2)2<9e (-1)?+52<91+25<926<9, que € uma proposicdo
falsa. Logo, o ponto A ndo pertence ao circulo definido na alinea anterior.
e (1-1)2?+(1+2)?<9o02+32<9©9<9, que é uma proposi¢do verdadeira. Logo, o

ponto B pertence ao circulo definido na alinea anterior.
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LN2 . N2 12 [(4)\? 1 1 73 .
-(——1) +(——+2) §9<:>(——) +l7) €9 -+ —<9& — <9, que € uma
2 3 2 3 4 9 36

proposicao verdadeira. Logo, o ponto D pertence ao circulo definido na alinea anterior.

19.
a) (x+1)?+(@y—-2)2<4vy=2

b) x2+y?2>1Ax<0AYy<0

c) (x—3)2+y2<9A1<x<5

d) 4<x?*+y*<16

20.

a) 1<x?+y’<4Ay<-—x

b) x—2)?+(y—4)?2=4Ay<5

C) (x*+y?<36 Ax 20Ay=0)V (x> +y?2<36 A x<-3)
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21.
a) O conjunto dos pontos do plano que distam igualmente de A(—3,5) e de B(1,1) é a mediatriz
de [AB]:
(x+3)?+(-52=Cx-1D*+ (@ -17?
ox?+6x+9+y?—10y+25=x2—-2x+1+y* -2y +1
© -8y =-8x—-32
Sy=x+4

b) O conjunto dos pontos do plano cuja distancia ao ponto C(2,—3) ndo excede 4 unidades é o
circulo de centro C eraio 4: (x —2)?+ (y +3)* < 16

¢) Procura-se o conjunto dos pontos P(x, y) do plano tais que:
d(P,D) =2d(P,E) © J(x +5)2+ (y —4)2 = 2,/(x — 1)2 + (y — 4)?
S @x+5)+ (-4 =4((x-1)+@ -9
©x2+10x+25+y2—8y+16 =4(x* —2x+ 1+ y? — 8y + 16)
©x2+10x+25+y2—8y+ 16 = 4x2 —8x + 4 + 4y? — 32y + 64
© —3x2+18x—3y? +24y—27=0
ox?—6x+y2—8y+9=0

ox2—6x+9+y2—8y+16=16

e x-3)2+(@y—-4)?=16
O conjunto dos pontos cuja medida da distancia ao ponto D(-5, 4) é o dobro da medida da
distancia ao ponto E(1, 4) é a circunferéncia de centro C(3, 4) e raio 4.

22.
x2  y?

a) Py + Y 1
Como a?=25¢e b2=9, entdo a=5 e b =3, ou seja, 2a =10 e 2b = 6. Por outro lado,
c =+25—9 =+/16 = 4, pelo que 2c = 8. Assim, a equacdo dada define uma elipse de eixo
maior 10, eixo menor 6, distancia focal 8 e focos (4, 0) e (—4, 0).
2 2
b) —+ - =1
Comoa?=16 e b>=3,entdoa =4 e b =+/3, ou seja, 2a = 8 e 2b = 2+/3.
Por outro lado, ¢ = V16 — 3 = V13, pelo que 2¢ = 2V/13.
Assim, a equacdo dada define uma elipse de eixo maior 8, eixo menor 2+v/3, distancia focal

2v/13 e focos (vV13, 0) e (=13, 0).

23.

a) Como os extremos do eixo maior da elipse, (—4, 0) e (4, 0), pertencem ao eixo Ox, entdo os
focos da elipse vao pertencer ao eixo Ox.
Uma vez que a distancia focal é 2v/7, ent&o ¢ = /7.

Assim, os focos da elipse s&o os pontos de coordenadas A(—V7, 0) e B(/7, 0).

104
A% Expoente™ « Dossié do Professor



b) Da alinea anterior vem que ¢ = /7.
Além disso, tendo em atencédo as coordenadas dos extremos do eixo maior da elipse, tem-se

que a =4.

Portanto, b = |42 — (\/7)2 =v16—7 =9 =3.

2 2
Logo, a equacao reduzida da elipse é Te + e 1.
24. O conjunto dos pontos do plano cuja soma das medidas das distancias aos pontos A(—2, 0)
e B(2, 0) éigual a 7 é a elipse de focos (-2, 0) e (2, 0) e eixo maior 7.

_ 7 49
Ou seja, 2a = 7 © a = — e, portanto, a? = —

2
33 33
Entdo, b = Y 4= = e, portanto, b? = —.
\/ 4 \l 4 4

2 2
. ~ . . X y
Assim, a equacéo reduzida da elipse é 25 + 337 =1.
4 4

25.

a) x?+y% =1 é uma equacgéo da circunferéncia de centro (0, 0) e raio 1.

2
b) % +y2? =1 é uma equacéo da elipse de eixo maior 6 (porque a® =9, logo a = 3 e 2a = 6),

eixo menor 2 (porque b?=1, logo b =1 e 2b =2) e focos (2v2,0) e (—2v2,0) (porque
c=v9—-1=+/8=2V2).
2 2
c) 6x2+9y?2 =18 3 + o= 1 é uma equacio da elipse de eixo maior 2v3 (porque a? = 3,
logo a = /3 e 2a = 2+/3), eixo menor 2+/2 (porque b? =2, logo b =+/2 e 2b = 2+/2) e focos
(1,0) e (—1,0) (porque c =v3 -2 =1).

2 2
d) 25x% +4y?2 =100 v + 2e = 1 é uma equagao da elipse de eixo maior 10 (porque b2 = 25,

logo b =5 e 2b = 10), eixo menor 4 (porque a? = 4, logo a = 2 e 2a = 4) e focos (0,v/21) e
(0, —v21) (porque ¢ = V25 — 4 = v/21).

e) 4x? + 4y? = 24 © x? + y? = 6 € uma equacio da circunferéncia de centro (0, 0) e raio V6.

Aprende Fazendo
Paginas 182 a 189
1. A(4,4) B(-1,5) c(-2,0)

d(4,B) = J(4 - (—1))2 +(4-52=,524+(-1)2=/25+1=+26

d(4,¢) = J(4— (—2))2 +(4—-0)2=v62+42=+36+16 =52

d(B,C) = J(—1 - (—2))2 +(5-0)2=+12+52 =+/1+25=+/26
Como d(A4,B) =d(B,C) +#d(A,C), entdo o triangulo [ABC] é is6sceles e, portanto, a

proposicao (1) é verdadeira.
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(d(4,0) = (V52)° = 52

(d4,B)) + (d(B,0))" = (VZ6)" + (V26)" = 26 + 26 = 52

Como (d(4,0))* = (d(4,B))" + (d(B,C))", entdo, pelo Teorema de Pitagoras, o triangulo
[ABC] é retangulo, ou seja, a proposicao (I) é verdadeira. Pode entdo concluir-se que ambas

as proposicdes sdo verdadeiras.
Opcao (A)

2. Os pontos (-3, 3) e (3, —3) pertencem a reta de equagdo y = —x . Como se trata de um
segmento de reta em que as ordenadas assumem valores entre —3 e 3, inclusive, tem-se
que —3 <y < 3. Logo, o conjunto de pontos da figura pode ser definido pela condi¢éo
—-3<y<3Ay=-—x.

Opcéo (B)

3. A(2,5) B(-2,3)

Seja P(0, 8), entdo:
d(A4,P)=/(0-2)2+(8-5)2=/(-2)2+32=v/4+9 =13
d(B,P) =/(0+2)2+(8—3)2=v22+52=4+25=+29

Logo, P ndo pertence a mediatriz de [AB] porque d(4,P) + d(B,P).

. 13
Seja Q (E’E) entao:
a0 = E-2) + (-5 = (- (D - e 2oE

o= |G+ + (-3 = ) + (-3 = Fi= F-F
Logo, Q ndo pertence a mediatriz de [AB] porque d(4, Q) # d(B, Q).
Seja R(5, 2), entdo:

d(AR) =(5-2)*+(2-57=32+(-3)?=V9+9 =18
dB,R) =(5+2)2+(2-3)2=,72+(-1)2=v49 + 1 =+/50
Logo, R ndo pertence a mediatriz de [AB] porque d(A4,R) # d(B,R).
Seja 5(0,4), entdo:

d(4,8) =/(0-2)2+(4-5)2 = /(-2)* + (-1)? =V4+1=+5
dB,S)=J(0+2)2+(4—3)2=V22+ 12=V4+1=15

Logo, S pertence a mediatriz de [AB] porque d(4,S) = d(B,S).
Opcéo (D)

4, (x+V2) ' +(@y-m?= ~ & uma equagéo da circunferéncia de centro (—vZ,7) e raio

1_1_ V2
r= Z_ﬁ_ >
Opcéo (A)

5. Uma vez que a ordenada de A é 3, este ponto pertence a reta de equagéo y = 3.

Opcéo (D)
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6. A3,—2—-k)  B(1,-5)

d(4,B) =VI3 & /B -1+ (-2 -k +5)2 =13
22+ (3-k?=13
©(B-k?2=9
©3-k=3V3-—k=-3
ek=0Vk=6

Opcaéo (B)

7. x+3)+(@-22=9Ax=-1(-1+3)?+(@y—-2)2=9
©22+(y-2?%=9
o ((y—-2)2=5
@y—2=\/§Vy—2=—\/§
©y=2+V5vy=2-+5
A intersegdo do plano definido por x = —1 com a circunferéncia definida por
(x+3)2+(y—2)2=9tem como resultados os pontos de coordenadas (—1,2++/5) e
(-1,2 -5).
Opcéo (B)
8. A bissetriz dos quadrantes impares € definida pela equagdo y = x. Assim, para que A
pertenga a bissetriz dos quadrantes impares:
2k?+9% =5e2k?+9% —-5=0

—94,/92-4x2x(-5)

Sk =
4
—9++/121
Sk=—""
4
-9+11
S k=
4

1
o k=-5vVk=—
2
Opcéo (C)

9. A circunferéncia da figura tem centro (0, 0) e raio 3. Como a regido sombreada € uma parte
do interior da circunferéncia incluindo a fronteira, a expressdo que se procura vai conter a
expressdo x% + y2 < 9. Por outro lado, a regido sombreada é superior a reta de equagédo
y = x e é superior a reta de equagéo y = —x.

Assim, a expressao que pode definir a regido sombreada é x2 + y2 < 9Ay > x Ay = —x.
Opcéo (C)

10. Tendo em conta que os focos pertencem ao eixo Oy, € como 0 eixo menor € 16, tem-se que

2a = 16 © a = 8 e entdo a? = 64. Além disso, de acordo com as coordenadas dos focos, ¢ = 6.

Logo, b =82+ 62 =+100 = 10 e, portanto, b? = 100. Assim, uma equacdo da elipse
2 2

referidaé— + —=1
64 100

Opcéo (D)
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11. x? + y? = 16 define a circunferéncia de centro (0, 0) e raio 4.
x2 y2
=t =1 define a elipse de eixo maior 2a = 2v/25 = 10 e eixo menor 2b = 2v/16 = 8.
Ambas contém os pontos (0, 4) e (0, —4).
Opcéo (D)
12. x2+y?2+6y+9=0 © x?+ (y+ 3)? = 0, que representa o ponto (0, —3).
Opcéo (B)

13. O conjunto dos pontos P do plano que verificam a condi¢do PA + PB = 14 é uma elipse de
focos A e B e eixo maior 14, de acordo com a defini¢éo de elipse.
Opgéo (C)

14.
a) A(2,4) B(6,15)

d(A4,B) =2 -6)2+(4—15)% =/(—4)2 + (—-11)2 =16 + 121 =137
b) A(-2,3) B(6,-5)

d(A,B) = J(—z —6)2+ (3 (=5))" = /(—8)? + 82 = V64 + 64 = V128
c) A(1,—4) B(=2,0)

d(4,B) = J(1 - (—2))2 +(—4-0)2=,32+(-4)2=/9+16=+/25=5

d)A(-2,-2)  B(=6,5)

d(A,B) = J(—z —(=6))’ + (-2 -5)2 = /# + (=7)? = V16 + 49 = V65

15.
a) A(-2,-1)  B(-3,1)

E:\/(—2—(—3))2+(—1—1)2:Jm:m:ﬁ
b) A(2,2) B(0,-5)

E:\/(z-o)2+(2—(—5))2=\/22+72=\/4+49=\/§

16. Sejam A(1, —2), B(6, —1), C(9, 3) e D(4, 2).

AB = J(l —6)2+(-2—(-1) = /(=57 + (1)’ =V25+ 1 = V26

B_CZ\/(6—9)2+(—1—3)2Z\/(_3)2+(_4)2:\/9+16:m:5
C—D:\/(g_4)2+(3_2)2:\/52+1:\/25+1=\/2_6

m:\/(4_1)2+(2_(—2))2:\/32+42:\/9+16:\/ﬁ:5

Assim, como AB = CD e BC = DA, entdo o quadrilatero [ABCD] & um paralelogramo.
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17.
a) A(2,4) B(2,15)
Como A e B tém abcissa 2, entdo a mediatriz de [AB] é a reta perpendicular a reta de

equagdo x = 2 e que contém o ponto médio de [AB], M.
_(2+2 4415\ /19
M_( 2’ 2 )_(2’7)
19

Logo, a mediatriz de [AB] é a reta de equacado y = >

b) A(-2,3) B(6,3)
Como A e B tém ordenada 3, entdo a mediatriz de [AB] é a reta perpendicular a reta de
equagdo y = 3 e que contém o ponto médio de [AB], M.
B (—2+6 3+3

,—) =(23)

2 2

Logo, a mediatriz de [AB] € a reta de equacgédo x = 2.
c) A(1,-2) B(=2,0)
=12+ @+2)2=x+2)2+y’ox?-2x+1+y?>+4y+4=x*+4x+4+y?
S4y=6x—1
3 1
oy= Ex 3 € uma equacéo da mediatriz de [AB].
d) 4(-2,-2) B(-1,3)
(x+2)2+(@y+2)2=(x+1)2+(y—3)?
Sx?+4x+4+y’+4y+4=x2+2x+1+y?—6y+9
<10y =—-2x+2

1 1
Sy=-— < x+ < é uma equacéo da mediatriz de [AB].

18. Sejam A(1, V3), B(2, 2), D(0, 0) e C(2, 0).

d(A,C)z\/(l—Z)2+(\/?_>—0)2:\/(—1)2+(\/§)2:\/1+ = VE=2
d(B,C)=J(2-2)2+(2-02=V02+22=/0+4=4=2
d(D,0)=(0-2)2+(0-0)2=,/(-2)2+02=V4+0=+4=2

Assim, A, B e D encontram-se a mesma distancia do ponto C, pelo que pertencem a uma

circunferéncia de centro C.

19.
a) 0(0, 0), B(4, 0), C(4, 2) e D(2, 2) sao os vértices do trapézio.
O ponto médio de [OB] é o ponto de coordenadas (2, 0).
O ponto médio de [BC] é o ponto de coordenadas (4, 1).
O ponto médio de [CO] é o ponto de coordenadas (3, 2).
O ponto médio de [DO] é o ponto de coordenadas (1, 1).
b) ()y=2A2<x<4
(ii)x=3
(i) k= D2+ (y—2) =
(iV)0<x<4A0<y<2Ay<x
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20.
a) (x —1)2+ (y + 1)? = 4 é uma equacao da circunferéncia de centro (1, —1) e raio 2 (= V4).
b) x? + (y + 3)? = 8 é uma equagao da circunferéncia de centro (0, —3) e raio 2v2 (= /8).

1
c) x+4)?*+(y—-3)2< " € uma equagcao do circulo de centro (—4, 3) e raio % <= %)

d) (x —5)?+y? > 20 é uma equacéo do exterior da circunferéncia de centro (5, 0) e raio 2v5
(= V20).
e) (x+3)%+ (y+5)? <9 éuma equagdo do interior da circunferéncia de centro (=3, —5) e raio

3 (=+9).
2
f) 2<(x—-2)%+ (y — %) < 4 é uma equacao da coroa circular de centro (2%) sendo 2 o raio

da circunferéncia externa e V2 o raio da circunferéncia interna.

21.
a) De acordo com a figura, P(—2, —3) e Q(3, 3).
d(P,Q) =/(-2—-3)2+ (-3 -3)2
= [T o7
=+25+36
G

o _ [-2+3 -3+3 1
b) As coordenadas do ponto médio de [PQ] sdo ( P T) = (E' 0).

c) Se o diametro da circunferéncia é [PQ], entdo o ponto médio de [PQ] € o centro da

circunferéncia e o seu raio é igual a metade da distancia entre P e Q. Assim, de acordo com

2
p . ~ . A ia . 1
as alineas anteriores, uma equacéao da circunferéncia de diametro [PQ] é (x - E) +y? = =

e)(x+2) 2+ +3)2=x—-3)2+(@y-3)2
ox?+4x+4+y*+6y+9=x>—6x+9+y*—-6y+9
© 12y =—-10x + 5

5 5 . ~ o
Sy=-—c-x + 7, due & uma equacao da mediatriz de [PQ)].

(2<x<-1A-35y<3)VEx<3Ay=20Ay<x)

22.
a) a = 4, logo a? = 16.
b =3, logo b2 = 9.
2 2

Assim, uma equacéo da elipse é Te + e 1.

b) a = 5, logo a? = 25.

b =1,logo b? = 1.
X2
Assim, uma equacéo da elipse é > +y? =1.
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c)a = 2,logo a? = 4.
b =7, logo b? = 49.

2 2
Assim, uma equacdo da elipse é o + i 1
23.
x2 2
a) — + X _ 1
16 9

Como a? = 16,entdoa =4e 2a =8.Como b?>=9,entdob =3 e 2b = 6.

Logo, ¢ =16 — 9 = /7. Assim, a condicdo dada define a elipse de eixo maior 8, eixo menor
6 e focos (—V7,0) e (¥7,0).
x2 2
b) = +2-=1
20 11

Como a? = 20, entdo a = v20 = 2v5 e 2a = 4+/5. Como b? = 11, entdo b = 11 e 2b = 2+/11.
Logo, ¢ = v20 — 11 = v/9 = 3. Assim, a condicéo dada define a elipse de eixo maior 4+/5, eixo
menor 2v/11 e focos (=3, 0) e (3,0).

24. AB = AC = BC, uma vez que A, B e C sdo os vértices de um triangulo equilatero. Assim:
. 2 2 2
AB=4C & J(—s -(-3)"+ (1 -(1+ 2\/5)) = \/(—5 —-(-D) +Q-y)?

o (-2 + (-2v3)" = (-4 + (1 — y)?
©4+12=16 + (1 — y)?

e (1-y)2=0
1-y=0
eoy=1

Logo, a ordenada de C é 1.

25.

a) x<0OANy<5Ay=>—x

b) (-1<x<0A-1<y<0)VO<x<1A0<y<1)

c) (=2 +(y—-12<4nAx<1Ay<x

d) >xAx=20) VvV y<—xAy20)V (y<xAx<0)VHy>—xAy<0)
e) x*’+(y—-12=21Ax2+(y—-2)?<4

x2 2
f) (x+6)2+y2:1v5+%:1v (x—6)?2+y2=1

26.

Ay<7TAx=-2ANy=x

-2 (o] 7 x
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by(x < 2Ay<1DV(y=—-xAx>-2)

'
.
.
&

\ 1

B

)(x—3) +(w+2)2<4A(x—-3)P2+y?<4

y.lL

dx2+y2>1Ax2+y2<4Ay<0

2-y n O /1 ’-2 X
L ']“' ”/
-
2 2
x y
e)—+==1Ax<0
9 16
¥
4
3 @) 2 x
_4

4x?
f)(—3<x<3/\y2—x)VT+y =4

S v
. i
.

o

LA
X

I
o8]

27.
a)x?+y?+2x—10y+14 =0 x> +2x+1+y>—10y +25=-14+1+ 25
e x+1)*+(y—-52=12
Assim, o centro da circunferéncia é o ponto de coordenadas (—1, 5) e o raio € /12 = 2+/3.

112
A% Expoente™ « Dossié do Professor



b) Se, por exemplo, x = 1, entdo:
1+1)2+(y-52=12e(y-52=8ey-5=V8Vvy—-5=—/8
©y=5+2y2Vvy=5-2V2
Logo, os pontos de coordenadas (1,5 + 2v2) e (1,5 — 2v/2) pertencem & circunferéncia.
¢) Substituindo x e y pelas coordenadas de A no primeiro membro da equacgéo da circunferéncia
obtida na alineaa): 2+ 1)+ (3-5)2=32+(-2)2=9+4=13
Ora, 13 > 12, logo o ponto A encontra-se no exterior da circunferéncia.
Procedendo de forma analoga em relagdo a B, obtém-se:
(—1+1)?+(“4-5%*=02+(-1)?=0+1=1
Ora, 1 <12, logo o ponto B encontra-se no interior da circunferéncia.
d) Os pontos de interse¢do com o eixo Ox sdo da forma (x, 0), onde x € um nimero real.
Assim, se y = 0:
x+1?+(0-52=12e (x+1)2+25=12
< (x + 1)2 = —13, que é uma condigdo impossivel em R.
Logo, a circunferéncia ndo interseta o eixo das abcissas.
Os pontos de intersecdo com o eixo Oy sao da forma (0, y), onde y é um nuamero real.
Assim, se x = 0:
0+1)2+@y-5)?2=12e1+(@y—-5)?2=12
o (y-52=11
©y-5=V11Vvy-5=—/11
©y=5+J/11vy=5-+11
Logo, os pontos de coordenadas (0,5 + v11) e (0,5 —+11) sdo os pontos de interse¢do da
circunferéncia com o eixo das ordenadas.
e)(x—2+(—-3=Cx+D*+ @y -9?
ox?—4x+4+y’—6y+9=x2+2x+1+y?—-8y+16
S 2y=6x+4
© y = 3x + 2 é uma equacéo da mediatriz de [AB].
f) Substituindo, na equagéo obtida na alinea anterior, x e y pelas coordenadas do ponto, obtém-se
5=3x1+2«<5=3+ 2, que é uma proposicao verdadeira. Logo, o ponto de coordenadas (1, 5)
pertence & mediatriz de [AB].

28.
a)x?—2x+y’+8y=-8ox?-2x+1+y>+8y+16=-8+1+16
o x-1D*+(@y+4)?=9

A condicéo define a circunferéncia de centro (1, —4) e raio 3.

B
NN
+
B
+
D=

7 1
b)2x2—2x+2y2+2y=7<:>x2—x+y2+y=54:>x2—x+z+y2+y+

N RIGERT

1 1
A condicao define a circunferéncia de centro (E , — E) e raio 2.
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<9

2 80 2 1 80 1 1)2
O)x*+y*—-ys—ext+y’ —- +—s—+—<:>x2+( ——)
R N A N Y3

A condigéo define o circulo de centro (O, %) e raio 3.
d)x2+12x+y?+28> 0 x2+12x+36+y2 > -28+26 © (x +6)*+y?>8
A condicao define o exterior da circunferéncia de centro (—6, 0) e raio 2v/2.

e) 25x% + 36y? =900@£ + 32/—;= 1
A condicéo define a elipse de eixo maior 12 (= 2 x v/36), de

eixo menor 10 (= 2 x V25) e com focos de coordenadas (—v11,0) e (V11,0).

Calculo auxiliar

c=+36—-25=+11

x2 2
f)4x2+8y2=32®?+y::1

A condicéo define a elipse de eixo maior 4v2 (= 2 x /8),

de eixo menor 4 (= 2 x v/4) e com focos de coordenadas (—2,0) e (2,0).

Calculo auxiliar

c=V8—4=V4=2

29.

a)2c=6ec=3
2a=12a=6
b=+62—32=+36-9=+27

xZ 2

Logo, uma equacao da elipse é — + —=1.
9 quag P 36 27

b) 2b = 10 & b = 5 (considerando uma elipse cujo eixo menor esta contido no eixo 0y).

2 2
) N . . Yy
Assim, uma equacéo da elipse € da forma P + 25 = 1.

Substituindo x e y pelas coordenadas do ponto (8, 3) que pertence a elipse:

g2 32 64 9
—t=1o—+—=1 1600+ 9a? = 254> & 164 = 1600 < a? = 100
a? 25 a? 25
L %0 da elipse 6 - + 2o = 1

0go, uma equacao da elipse é — + — = 1.

9 quag P 100 = 25

c) ¢ = 8, de acordo com as coordenadas dos focos.

8 4
— = - & a=10,logo a? = 100.
a 5
b =100 — 64 = v/36 = 6, logo b? = 36.
2 y2
Assim, uma equacéo da elipse ¢ — + —=1.
100 36
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x2 2
d) A equagdo da elipse é da forma p) + % = 1. Substituindo x e y pelas coordenadas de cada

um dos pontos, obtém-se:

(-2 | 22 1 4
e TeTl_Jatr=l_[(i+s=1
22 02 (=1 4 o 14 b2

— — = 2 —
atu=1 21 at=4

X
Assim, uma equacdo da elipse é m + g5 =1.

29.
a) O conjunto dos pontos do plano que distam igualmente de A e de B € a mediatriz de [AB]:
(x=22+@+3)?=x+D*+@-1?
ox?—4x+4+y°+6y+9=x2+2x+1+y*—2y+1
< 8y =6x—11
3 11

Sy= 1 X — Y gue é uma equacao da mediatriz de [AB].

b) O conjunto dos pontos do plano cuja distancia ao ponto C(—3,0) é inferior a 5 € o interior do

circulo de centro C e raio 5, que é definido pela equacéo (x + 3)% + y? < 25.

¢) O conjunto dos pontos do plano cuja soma das medidas das distancias aos pontos A(—3, 0) e
B(3, 0) € igual a 9 é a elipse de focos A e B e eixo maior 9.

9 N 81 81 45
Como2a=9a= 2 entdo a? = - Por outro lado, b = f: -9 = ’T'

2
= . X Yy
Logo, uma equagéo da elipse € g7 + 2z = 1.
4

4

N

d) Seja P um ponto cuja distancia ao ponto A(1, 3) € metade da distancia ao ponto B(1, 6),

entao:

1 1
d(P,A) =Ed(P,B) o Jx-1D2+(y-3)? =EJ(x— 12+ (y — 6)2

e 2/x-1D2+ (-3 =/(x—-1)2+(y - 6)?
S4((x-1)+@-3))=&-D*+y-6)°
S4(x?—2x+1+y2—-6y+9)=x>—-2x+1+y?2—-12y+ 36
S 4x2 —8x +4y? — 24y +40 =x% — 2x +y* — 12y + 37
©3x2+3y2—6x— 12y =-3

eoxt+y?—-2x—4y=-1
ox?-2x+1+y’—4y+4=-1+1+4
ox-1D*+(@y-2)2=4
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2 2
3l. Bétalquex?=8y o y= %. Logo, B é da forma (x, %)
%22 16-x2)2
d4,B) = [(0-02+(2-2) = [x2+ (=)

_ 16-8y\ 2
_\ng+( 8 )

— 2
=J8y+256 25§y+64y
=,8y+4—4y+y?
=y?+4y+4

=y +2)?
= y + 2, como queriamos demonstrar.

32. Seja P um ponto cuja ordenada € igual ao dobro da abcissa, entdo as coordenadas de P sdo
da forma (x, 2x). Como P pertence a mediatriz de [AB], entao:
d(P,A)=d(P,B) & /(x —1)2+ (2x — 1)2 = /(x —3)2 + (2x — 3)?
S (x-1)2+2x—1)?=(x—-3)2+ (2x — 3)?
©x?2—2x+1+4x?—4x+1=x>—-6x+9+4x2—12x+9

o 12x =16

4
S X ="
3

L p(i g)
0go, P (3,3 ):

33.
a)x?+y2+10x—4y+k=0x>+10x+25+y> —4y+4=—-k+25+4
o (x+5)?*+(y—2)2=29-k
Para que esta equacao defina uma circunferéncia, 29 —k > 0 & k < 29.
b) Recorrendo a equagé@o obtida na alinea anterior, para que a equagédo defina um ponto
29—-k=0¢e k=29.
¢) Recorrendo a equagdo obtida na alinea a), para que a equacédo defina o conjunto vazio

29-k< 0ok >29.

34.
a) O conjunto dos pontos do plano que distam igualmente da origem do referencial e de A é a

mediatriz de [OA]:
x2+y2=(+3)2+(@y+3)ox?+y’=x*+6x+9+y*+6y+9
< —6y =6x + 18
&y =—x — 3, que é uma equacao dessa mediatriz.
A circunferéncia de centro A e tangente aos eixos coordenados tem raio 3 e é definida pela
equacdo (x +3)2+ (y +3)2=09.
Logo, a condicéo pretendidaéy =—x—3 A (x +3)2+ (y +3)? =9.
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Intersetando a reta com a circunferéncia:

y:—x—3 - @
{(x+3)2+(y+3)2=9=’{(x+3)2+(—x—3+3)2=9=’{x2+6x+9+x2=9

clxrex—0eb@r+re=0o{k=0 Vizxte=0

A TR G S S ] S

Assim, outra concretizagao possivel para definir o conjunto de pontos dado é:
x=0Ay==-3)V(x=-3Ay=0)

b) O conjunto dos pontos médios dos segmentos de reta cujos extremos sdo a origem do
referencial e cada um dos pontos da circunferéncia de centro O e raio 2 € uma circunferéncia,
de centro O e raio 1, definida pela equagéo x? + y? = 1.

¢) O conjunto dos pontos médios dos segmentos de reta cujos extremos sdo o ponto B(1, 3) e
cada um dos pontos da reta x + y = 5 é uma reta paralela a esta e que passa no ponto médio
de [BC], onde C é o ponto de intersecdo da reta x + y =5 com o eixo Oy, ou seja, C(0, 5).

o 1+0 3+5 1
Logo, o ponto médio de [BC] tem coordenadas (T’ T) = (5,4).

Assim, a reta pedida é da forma y = —x + b e, como (%4) pertence a esta reta, tem-se que

1
4=——+beob=".
2

N | O

9
Portanto, uma equagéo da reta pedida é y = —x + >

Unidade 2 — Calculo vetorial no plano

Paginas 190 a 229

26.

a) Por exemplo:

i. [A, B]I[B,A]I[B,C],I[C, B]elC, D]

ii. [A, Ble[D,C]

b) Para cada aresta é possivel definir dois segmentos de reta orientados. Além disso, é possivel
definir dois segmentos de reta orientados para cada uma das diagonais.

Logo, é possivel definir 4 x 2 + 2 x 2 = 12 segmentos de reta orientados.

c) E possivel definir 8 vetores: cada diagonal permite definir 2 vetores (2 x 2 = 4), a aresta [AB]
e a aresta [AD] permitem definir 2 vetores cada uma (2 x 2 = 4), as restantes arestas definem
vetores iguais aos definidos pelas arestas [AB] e [AD].

27.Por exemplo:

a) [A, D], [D, B]e|F, E]

b) [A, Fle][C, F]

c) BC e DF

d) 4D e DE

e) AD e EF
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28.

a) A+FE=A+AD =D

b) D+BE=D+DF =F

¢) C+(-DF)=C+FD=C+CE=E
d) Tz(A)=A+AC=C

e) Tps(B)=B+DF =B+BE =E

29.

a) AC 4+ CG = AG

b) DH + PN = DH + HF = DF

c) L+ HD =JL+1LG =JG

d) BC+PO=BC+CBE=0

e) BC + EF =BC + CD = BD

f) EN +(—QP) =EN + PQ =EN + NO = EO
) ¥ + (~0]) = AV + JO = AN + 0 = HQ
30.

a) 24B = AC = EG

b) —3LM = 3ML = MI

1— —
c) -4l = AE
2

d) —EH = HE
lal _ 1 o | N )
31 m = Como ad e b tém sentidos opostos, entédo 1 = — s
i==d b i L_ 5.
32. d=-d bh=-2d e=_24d
3 3
33.

a) 2d+b=202%—7)+(-3%+5)) =42 —2j — 3%+ 5y =¥ + 3§

b) —2d +3b = —2(2% — y) + 3(=3% + 53) = —4% + 2y — 9% + 15y = —13% + 17§
34.

1_,

2_, 1 2 — —
a) AP+—AP:(—+—)AP:AP
3 3 3 3
b) 2A4B + 2EI = 2(AB + El) = 2(DE + EI) = 2DI = DN = AK

c) 2(%ﬁ)=2ﬁj:13ﬁ

35.

a) ﬁv_gm(@ﬁga:_%aﬁ_zlmﬁwzﬁv
=%ﬁ+3\/§\7+2\/§\7
=5u+543v
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b) 3 (20 —2%) + 2(4%) — = 67 — 8ii + 8 — ¥ = 50

36.—2(—% +d) +2(3d@) = 3(d + 2b) © 2% — 2d + 6d = 3d + 6b © 2% = 3d + 2d — 6d + 6b

©2%=—d+6b

cn?=—§&+3l_5

37.d=1+7 b=-20+7 ¢=20+0] d=00—7
38. d = 2¢; + 22 d(2,2)

b = 2e; — 2e5; b(2,-2)

¢ = 2e; + 0e;: €(2,0)

d = —2e; + 0g3, d(—2,0)

f = -3¢, - 3e5; f(—3,-3)

g = Oe; + 4e;; §(0,4)
39.
a) d+b=(1,-3)+(=9,4) =(1-9,-3+4) =(-8,1)

- 2 1 3 1 3 4
b) a+b=(—1,;)+(1,5)=(—1+1,5+5)=(0,5)=(o,2)

) d+b=(v2,0)+(V8,-5) = (V2 +v8,0 - 5) = (V2 + 2v2,-5) = (3v2,-5)

40. v+w=Uu © 2k+1,3)+(2,p) =(-3,8) = Rk+1+2,3+p)=(-3,8)
< (2k+3,3+p)=(-3,8)
©2k+3=-3A3+p=28
& 2k=—-6Ap=5
©k=-3Ap=5

41. 6(2,-3) B(-1,4) W(i,o)
Q) i+7=(2-3)+(-1,4)=(2—-1,-3+4) = (1,1)

b) i+ +w= (2-3)+ 19D+ (50)=1D+(50)=(1+51+0)=(31)
) i-9=(2-3)-(-1,4)=2+1,-3-4)=(3,-7)

d) $—ii = (-1,4) = (2,-3) = (-1 - 2,4+ 3) = (=3,7)

€) 21 + %0 = 2(2,-3) + 4(—1,4) = (4,—6) + (—4,16) = (4 — 4,—6 + 16) = (0, 10)

3 3

0)=22,-3)= (1,0 +(-13) = (-1-10+3) = (-2 )

— 1o (1
f) —3w—5u— 3(3

9) 3 (—ﬁ +§W) =3 (—(2,—3) +§(§,o)) =3 ((—2,3) + (%0)) =3 (—2 +2,3+ 0)
3 (23)=(-29)=(-29)

42.

a) Por exemplo, (—4,6), (2,—3), (—20,30), (—1,%).

b) Por exemplo, (0,1),(0,—1),(0,2), (0,10).
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43.
a) b = 2d, logo os vetores d e b séo colineares.

b) b = —4d, logo os vetores d e b sdo colineares.

10 18 IR )
c) o= —10e 5= 2. Como —10 # 2, os vetores d e b ndo séo colineares.

1 1 5 )
d) 5= Oe T = 7 Como 0 = . 0s vetores a e b ndo séo colineares.

-

e) b = —9d, logo os vetores d e b séo colineares.

f) b = 2d, logo os vetores d e b sdo colineares.

44. 4(2,4) v(3,1-k) W(""g)

a) Para que % e ¥ sejam colineares:

2 4
S=Te-h=1202-2%k=1262k=-10k="-5

b) Para que 7 e W sejam colineares:

1-k 2 1+V1+8
. 4:)3><(—5)=k(1—k)<:>—2=k—k2<:)k2—k—2=0<:>k=T
3

Sk=2Vk=-1

45. A(-1,2) B(2,-3) ((0,5)

a) AB=B—-A4=(2,-3)-(-1,2)=(2+1,-3-2) = (3,-5)
BA = —AB = —(3,-5) = (=3,5)
BC=C—-B=(0,5—(2-3)=(0-2,5+3)=(-2,8)

b) AC=C—-A=(0,5—(-1,2)=(0+1,5-2) = (1,3)
Logo,D =B+AC = (2,-3)+(1,3) = (2+1,-3+3) = (3,0)
CB = -BC = —(-2,8) = (2,-8)
Logo, E = B —2CB = (2,—3) — 2(2,—-8) = (2,—3) — (4,—16) = (2 — 4,—3 + 16) = (—2,13)
c) AF=(1,7) ® F—-A=(1,7)oF—-(-1,2)=(1,7) & F = (-1,2) + (1,7)
SF=(-1+12+7)
< F=1(0,9)

46. U(-2,4) ©(1,-5) A(1,3) B(2,-7)
a) llall = (=20l = /(=2)? + 42 = V& + 16 = 20 = 25
b) I3l = 11, -5l = Y12+ (-5)? = V1 + 25 = V26
c) AB=B—-A4=(2,-7)-(1,3)=(2-1,-7-3) = (1,-10)
[4B| = I(1,—10)]| = /12 + (=10)2 = V1 + 100 = V101
d) ll@l + 1131l = 25 + V26
e) i+l =1(-24)+ @ -5 =1(-2+14-5) = (-1, -DIl = /(=D + (-1)?
=VITi=V2
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47. Seja u = (a,b). Para que u e v sejam colineares, tem-se que i = k¥, ou seja:
(a,b) = k(-=2,1) © (a,b) = (=2k,k)
Entdo, 1 = (—2k, k). Por outro lado:
il = 10 & /(=2k)? + k% = 10 & (=2k)? + k? = 100 & 4k? + k2 = 100
< 5k% =100
o k? =20
o k=+v20vk=—-V20
ek=2y5vk=-2V5
Logo, i = (—4v/5,2v5) ou 7 = (4V5,—2/5).

48. A reta r contém os pontos de coordenadas (0, 0) e (—3, —3).
Como (-3, —3) — (0, 0) = (—3, —3), entao qualquer vetor diretor da reta r sera colinear com
(=3, —3), por exemplo #(1, 1).
A reta s contém os pontos de coordenadas (-3, 2) e (4, —1).
Como (-3, 2) — (4, —1) = (-7, 3), entdo este & um vetor diretor da reta s. A reta t € uma reta
vertical, logo um seu vetor diretor é (0, 1). A reta p € uma reta horizontal, logo um seu vetor
diretor é (1, 0).

49,
a) Uma equacao vetorial da reta que passa no ponto (10, 1) e tem a dire¢do do vetor (-2, 1) é:
(x,y)=(0,1) + k(-2,1), keR
b) Uma equacao vetorial da reta paralela ao eixo das abissas e que contém o ponto (\/f \/§) é:

(x,)=(V2,V3)+k (1,0, keR

¢) Uma equagdo vetorial da reta paralela ao eixo das ordenadas e que contém o ponto (3, - %) é:
_ 1
(c,y)=(3,-3) +k(© 1), keR

d) AB=B—-A4=(3,-5—-(1,8=3B-1,-5-8) = (2,—-13)
Assim, uma equagdo vetorial da reta que contém os pontos A e B é:
(x,¥)=(3,-5) +k(2,-13),keR

50.
a) (x,y)=(2,2)+k(52),keR
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b) (x,y) =(2,2) + k(—=2,1),k € [0, +oo[

c) (x,y)=1(2,2)+k(0,—4),ke[0,1]

IS
)
t

ha W
PR
—t—

o
[~}
~J
-

51. (x,y)=(1,-4)+k(-21),keR
a) (1,—4) é um ponto da reta.
Se k = 1, obtém-se (x,y) = (1,—4) + (-2,1) = (—1,-3), que é um ponto da reta.
Se k = —1, obtém-se (x,y) = (1,—4) — (—2,1) = (3,-5), que é um ponto da reta.
(—1,-3) é um ponto da reta.
Se k = 1, obtém-se (x,y) = (—-1,-3) + (—2,1) = (—3,-2), que € um ponto da reta.
Se k = —1, obtém-se (x,y) = (—1,—-3) — (—2,1) = (1,—4), que € um ponto da reta.
(3,—5) € um ponto da reta.
Se k =1, obtém-se (x,y) = (3,—5) + (—2,1) = (1,—4), que é um ponto da reta.
Se k = —1, obtém-se (x,y) = (3,—5) — (—2,1) = (5,—6), que é um ponto da reta.
b) (2,5) pertence a reta se existir um valor de k tal que:
2,5 =01,-4)+k(-2,1) & (2,5) = (1,—4) + (—2k, k)
e (2,5 =0-2k,—4+k)
©1-2k=2A—-4+k=5
ok=—Ak=9
Logo, o ponto ndo pertence a reta.
¢) Procuramos o ponto (—2,y) da reta:
2,y)=0,-D+k(-2,D)e (-2,y)=0,-D+ (-2k,k) e (-2,y) =1 -2k, -4+ k)
©1-2k=-2NA—4+k=y

3 3
@k—z/\y——4+5

Logo, o ponto da reta que tem abcissa —2 é (—2, - g)
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d) Procuramos o ponto (p — 1, 2) da reta:
P-1,2)=0,-D+k(-2,D)e (p-12)=(1,—-4) + (-2k, k)
e @(@-12)=0-2k -4+k)
©1-2k=p—-1A—4+k=2
ep=2-2kAk=6
op=—-10Ak=6
Logo, o ponto (p — 1, 2) pertence a reta se p = —10.

e) Um vetor diretor da reta é (—2, 1). Qualquer outro vetor diretor da reta sera colinear com este.

Verifiquemos entéo se (1, —%) é colinear com (-2, 1).

-2 1 . . N )
T = —2 e —1 = —2, logo os vetores séo colineares e, portanto, (1, _E) € um vetor diretor da

2

reta.

52. A(2,—4) B(-1,3)
a) AB=B—-A=(-1,3)—(2,-4) =(-1-2,3+4) = (-3,7)

x=2-3k

y=—4+7k " ER

Assim, as equagfes paramétricas da reta AB sdo {
~ 4 4 2 ]
b) Sey=0,entdo -4+ 7k =0 < k = 2 E, portanto, x =2 —3 X > = - Assim, o ponto de

intersecao da reta com o eixo Ox é (; 0).

wIlnN

Sex=0,entdo2 -3k=0< k=
2 2 , ) . ) i 5
E, portanto, y = —4 + 7 X 353 Assim, o ponto de interse¢do da reta com o eixo Oy é (0, —3).

53.

a) Simplificando a equacgédo dada obtém-se {; : ifj'}ll € R.

Logo, (1, —1) é um ponto da retar e (3, 1) é um vetor diretor desta reta.
Se L = 1, por exemplo, obtém-se x =1+3x1=4e y=-1+1=0. Logo, (4, 0) é também

um ponto da retarr.

b) {323/{1,1 € R é um sistema de equacgbes paramétricas da reta paralela a r e que contém a

origem do referencial.

54. r:(x,y) = (—1,4) + k(2,5),k € R é uma equacgdo vetorial da reta que contém o ponto de
coordenadas (—1, 4) e tem a diregdo do vetor (2, 5). Esta equacao é equivalente a:
(x,y) =(—1,4) + 2k,5k),keR e (x,y) =2k —-1,5k+4),kER
©ox=2k—1Ay=4+5k,keR

x+1 y—4

k= Nk =—
5

-4

<

x+1
2

=4

que é uma equacao cartesiana da reta r.

7 |
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Por sua vez, esta equagéo é equivalente a:

5 13
5x+5=2y-8&2y= 5x+13<:>y=5x+?, que é a equagao reduzida da reta r.

2—-4 2
55. Os pontos (2, 2) e (7, 4) pertencem a reta a. Logo m, = =
. 3-2 1
Os pontos (0, 3) e (2, 2) pertencem a reta b. Logo m;, = oz- "3
A reta c € uma reta horizontal. Logo m, = 0.
56.
2
a) y= Zx= V2
. 2 N . .
O declive da reta > e, entdo, um vetor diretor da reta é (7, 2).
b) y=—x
O declive da reta é —1 e, entdo, um vetor diretor da reta € (—1, 1).
c) y=9
O declive da reta é 0 e, entdo, um vetor diretor da reta é (1, 0).

1
d) 6x+3y+1:0<:>y:—2x—§

O declive da reta é —2 e, entdo, um vetor diretor da reta € (1, —2).

57.
a) (x,y)=(0,9) +k(2,3),keR

3
Como (2, 3) é um vetor diretor da reta, entdo o seu declive é > Como (0, 9) é um ponto da

3
reta, entdo a sua ordenada na origem é 9. Assim, a equagao reduzida desta reta é y = 2 X +9.
b) (x,y) =(-1,5) +k(-1,3),kER
3
Como (—1,3) é um vetor diretor da reta, entdo o seu declive é o= —3. Logo, a equagéo

reduzida desta reta é da forma y = —3x + b. Uma vez que (—1, 5) é um ponto da reta, entéo
5=-3%x(—-1)+b & b = 2. Assim, a equagdo reduzida desta reta é y = —3x + 2.

c) (x,y) =(-1,v3)+k(8,0),keR
Como (8, 0) € um vetor diretor da reta, trata-se de uma reta horizontal. Uma vez que (—1,v3)
€ um ponto da reta, entdo a sua equacéo reduzida é y = /3.

58.

L2
a) y=—x—
) y =

1
O declive da reta é ot logo um vetor diretor da reta é (5,1). Como a ordenada na origem é —2,

tem-se que (0, —2) é um ponto da reta. Assim, uma equag&o vetorial da reta é:
(x,y) = (0,—-2) + k(5,1),k € R
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b) y =5x
¢) O declive da reta é 5, logo um vetor diretor da reta é (1,5). Como a ordenada na origem é 0,
tem-se que (0, 0) é um ponto da reta. Assim, uma equacao vetorial da reta é:
(x,y) =(0,0) +k(1,5),keR
d) y=5
Trata-se de uma reta horizontal, logo um vetor diretor da reta é (1,0). O ponto (0, 5) € um

ponto da reta. Assim, uma equagéo vetorial da reta é (x,y) = (0,5) + k(1,0),k € R.

59.
a) y =—2x+8 é uma equacdo reduzida da reta que tem declive —2 e passa no ponto de

coordenadas (0, 8).

5
b) Como um vetor diretor da reta é (2, 5), entdo o seu declive é > Logo, a equagédo reduzida da

5 5
reta é, entdo, da forma y = 2% + b. Como o ponto (1, 3) pertence a reta, entdo 3 = > x1+

1 5 1
be b= 2 A equagdo reduzida da reta €, entdo, y = 2 x+ 2

5-0 10 10
¢) O declive da reta é 7 =3 Logo, a equacéo reduzida da reta é da forma y = 3 x+b.

10 5
Como o ponto (2, 5) pertence a reta, entdo 5 = 3 X2+bob=— 3

10 5
A equagdo reduzidadaretaé y = 3 X — 3

d —4x+y—-5=0y=4x+5
Logo, o declive da reta é 4. A equacdo reduzida da reta é, entdo, da forma y = 4x + b.
Como o ponto (—3, 0) pertence areta, entdo 0 =4 x (—3)+b & b =12.
A equagdo reduzidadareta é y = 4x + 12.

60.

a) (x,y)=01Q,-9)+k(3B,1),keR

. . ~ . .1 A
Como (3, 1) é um vetor diretor da reta, entdo o seu declive é T Como (0, 1) é um ponto da
~ . z . ~ . 7z 1
reta, entdo a sua ordenada na origem é 1. Assim, a equagéo reduzida dareta éy = 3 x+ 1.

b) { x=2+k P~

y=-1+ 6k
Como (1, 6) € um vetor diretor da reta, entdo o seu declive é 6. Como (0, 1) é um ponto da

reta, entdo a sua ordenada na origem é 1. Assim, a equagéo reduzida dareta é y = 6x + 1.

x+1
05 =3

3
Como (2, —3) é um vetor diretor da reta, entdo o seu declive é — Py Como (0, 1) é um ponto

da reta, entdo a sua ordenada na origem é 1.

3
Assim, a equacgao reduzidadaretaéy = — 2% + 1.
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dy=nm
Trata-se de uma reta horizontal, portanto o seu declive é 0. Como (0, 1) € um ponto da reta,

entédo a sua ordenada na origem é 1. Assim, a equacao reduzidadaretaé y = 1.

Aprende Fazendo

Paginas 230 a 237

1. Relativamente a opgéo (A), AC # BD porque ndo tém a mesma dire¢do. Quanto a opgao (B),
AB + AD = AC # BD. Em relacdo a opcéo (C), CA— DA = CA— AD = CD = BA. Na opgéo
(D), AC + BD = 24D # 0.
Opcéo (C)

2. Naopgao (A), GC + LG = LG + GC = LC # 0. Quanto a opg&o (B), ||1J + 2JF|| = |1 +JB||
= ||IB|| = ||LD||. Na opg&o (C), F+JH =F + FD = D # FD. Relativamente a opgéo (D),
75 + G5 = |45 + 5] = 0 = ]|
Opgéo (B)

3. A(-1,2) B(3,0) c(1,-5)

d(A4,B) =(-1-32+(2-0)2=/(-4)2+22 =16 + 4 =20 = 2V/5
d(A,C) = J(—1 —1)2+(2-(=5))" = J(—2)? + 72 = V& + 49 = /53

d(B,C) = J(s —1)2+(0—(=5))" =V22 ¥ 5? = V& + 25 = V29

Logo, A, B e C ndo sdo vértices de um tridangulo equilatero nem de um tridngulo isésceles
porque d(A4,B) # d(A,C) # d(B,C).

AB=B-A= (3,0~ (-1,2) = (4-2)

CB=B-C=(30)~-(1,-5) =(2,5)

AB +CB = (4,-2) + (2,5) = (6,3)

| 4B + CB|| = 11(6,3) | = V62 + 32 = V36 + 9 = V45 = 35

Opcéo (C)

4. (x,y)=1,0+k(-1,2),keR
2
Como um vetor diretor da reta é (—1,2), entdo o seu declive é = —2, 0 que significa que

areta é paralela a reta de equagéo y = —2x.
Opcéo (D)
5. Os pontos (2,0) e (0,8) pertencem a reta s. Logo, a ordenada na origem desta reta € 8 e o
0-8
seu declive é o —4. Assim, a equagao reduzida daretas é y = —4x + 8.

Opcéo (B)
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6. AE = —2MG, logo os vetores AE e MG ndo sdo simétricos, porque no tém o mesmo

comprimento, e a afirmacéo (I) é falsa.

. 1_,
ML = — EAD' logo a afirmacéo (Il) é verdadeira.
Opcéo (D)
o L. . -3 -2 9
7. Paraque u e v sejam colineares: =—o3=—4p-64p=-Y9op=—-
2p+3 -1 4
Opgéo (D)

8. Substituindo x e y pelas coordenadas de P na equacéo da reta:
—5++v25-24

2
Sk=-2vVk=-3

k*=-5k—6ok*’+5k+6=0k=

Opcéo (A)

9. ax—y—-2=0®y=ax-2

=142 , . . . 3
{;C, —s i SIli'k € R, logo (2,—3) & um vetor diretor desta reta e, portanto, o seu declive é — E
. N 3
Para que as retas sejam paralelas, tem-se entdo que a = — >
Opcéo (B)
Ty
10. Observe-se a figura, que representa a situacao descrita no

A\‘

enunciado. Como se pode observar, a mediatriz de [OA] tem

v

declive positivo e a ordenada na origem também é positiva. °

Opcéo (A)

w

11. O raio da circunferéncia & p porque é metade da distancia entre 0 eixo Oy e a reta de
equacao x = 3, que sdo tangentes a circunferéncia. O centro da circunferéncia é o ponto de
31 3
coordenadas (—,— + —) = (3,2).
2’2 2

2

2 9
Assim, uma equacgdo da circunferéncia é (x —%) +(y—2)? = " A reta representada na

— 4
figura tem a direcdo do vetor OC (22) logo o seu declive é 5 = 3 Além disso, esta reta

INJEAI N

4
contém a origem do referencial. Assim, uma equacédo da reta € y = 3 x. Uma condicao que

2 9 4
define o conjunto de pontos a sombreado €, entéo, (x - 2) +(y—-2)?< ’ ANy = 3 X.

Opcéo (B)
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0x0B 4 V2x08 45 0B=—2 08 =42
= f—3% = f—1% = — =
2 2 V2

Tem-se entdo que A(—v2,0) e B(0,—4v2). Logo, a ordenada na origem da reta AB é —4+/2

12. A[OAB] =4

0442 . , i
e o seu declive é = —4.A equagcdo reduzida da reta AB é y = —4x — 4+/2.

—\/E—O

Opcéo (B)

13. Substituindo y por 2x + b na equacao da elipse:
x2  (2x+b)?

16 L = 1ox+4Qx+D)" =16 © x* +4(4x” + 4bx + %) = 16

< x%2 4+ 16x% + 16bx + 4b? — 16 = 0 © 17x? + 16bx + 4b> —16 = 0
Para que exista apenas um ponto de intersecdo entre a reta e a elipse, esta equacao tera de
ter apenas uma solugéo, pelo que o valor do seu bindbmio discriminante tera de ser nulo.
Assim: (16b0)2 —4 x 17 X (4b2 —16) =0 © 16 X 16b2 — 16 X 17b2 + 16 X 4 x 17 =0
© 16b%2 — 172 +4x17 =0
© —b2+4x17=0
o b2=4x17

o b=2Vy17Vhb=—-2V17
Opcéo (A)

14.

a) NH+AN =NH +HQ =NQ

b) 34G + 1D = AR + RM = AM

c) 2QH —IE =SF +FH = SH

d) (B—N)+(C—K)=NB+KC =A4N + NB = 4B
e) AM+SN =AM + MA =0

f) gﬁ)’—ﬁ=ﬁj+Q—T’=R_f

9) L+ AB=L+IT=T

h) D+PS=D+DI=1

i) H—CP=H+HL=1L

iy EXTC+EN=E+ED+DM=D+DM=M

15. G=—2%+%y b=4%—3y
a) 2(d+b) = 2(—2% +J + 4% — 3)) = 2(2% — 25) = 4% — 4y

=
+
<
Il
|
w I
=
+
N W
<

16. d(-1,3) b(5,2)
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QU
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Syl
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oy
Il
N |-
N
W | =
T
=
w
N~
+
Vo)
o
\S]
R
N——

3

@éz%((—§,1)+(5,2)>@6=§((—§,1)+(5,2))@e*:i(ﬁj)(:n?:

17.

a) Uma equacéo vetorial da reta que passa no ponto A(—1,7) e tem a direcdo do vetor %(—8, 3)
é (x,y) = (-1,7) + k(-8,3),k € R.

b) DE = £~ D = (v8,—4) ~ (V2 1) = (232, ~4) - (¥2.1) = (2 -5)
Uma equagcdo vetorial da reta DE € (x,y) = (v2,1) + k(v2,-5),k € R.

¢) Um vetor diretor da reta é (1, 0), porque se trata de uma reta paralela ao eixo das abcissas.

o~ . . . , 1\ .
Uma equacdo vetorial da reta paralela ao eixo das abcissas e que contém o ponto (7, - E) é

1
(x,y) = (7. _E> +k(1,0),k €R.
d) Um vetor diretor da reta é (0, 1), porque se trata de uma reta paralela ao eixo das ordenadas.

Uma equacdo vetorial da reta paralela ao eixo das ordenadas e que contém o ponto (9\/§) é

(x,y)=(9,V3)+ k(1) eR

18. P(2,1) Q(5,-7)
a) P=Q-P=(5-7)-(21)=(3-8)
Uma equagéo vetorial dareta PQ é (x,y) = (2,1) + k(3,—8),k € R.
b) Uma equacéo vetorial do segmento de reta [PQ] é (x,y) = (2,1) + k(3,-8),k € [0,1].
¢) Uma equacdo vetorial da semirreta PQ é (x,y) = (2,1) + k(3,—8),k € [0, +oo].
d) Uma equac&o vetorial da semirreta QP é (x,y) = (5,—7) + k(=3,8),k € [0, +oo].

19. r é uma reta horizontal, logo r: y = 2. (v)
u é uma reta com declive negativo, logo u: y = —x + 3. (jii)
t € uma reta com ordenada na origem positiva, logo t: y = x + 3. (ii)
v e s séo ambas retas com declive positivo e tém a mesma ordenada na origem. No entanto,

o declive de v é maior que o declive de s, logov:y =2x -2 ()es:y = x — 2. (iv)

20.
a) A equacdo reduzida da reta com declive —3 e que interseta o eixo Oy no ponto de ordenada 2

éy=—-3x+2.

1
b) Como a reta tem a diregdo do vetor %(5,1), o seu declive é < Assim, a equacéo reduzida da
7 1 Y
reta é daformay = < x + b. Como A(—1,2) pertence a reta, tem-se que:

1 11
==X(-1)+beb=—.
5 5

1 11
Logo, a equacéo reduzida daretaéy = Ex + =

129
A% Expoente™ « Dossié do Professor



¢) DE=E-D =(§,—6)—G,1)= 1,-7)
Logo, o declive da reta € —7 e a sua equagdo reduzida é da forma y = —7x + b. Como

1 9
D (% 1) pertence a reta, tem-se que 1 = -7 X > +be b= > Logo, a equacgédo reduzida da
i 9
retaey=-7x+ >
. . .3 ~ o
d) Um vetor diretor da reta é (2,3), pelo que o seu declive é 5 e a sua equacéo reduzida é da

3
formay = 2x + b. Como o ponto (1, —4) pertence a reta, tem-se que:

, » ) . ) 3 11
—4=7x1+beb=-—r10go, aequacdoreduzidadaretaéy =-x——-

e) Trata-se de uma reta horizontal que passa no ponto (7, \/f) logo a sua equacao reduzida é

y =2

f 7x + 2 +1 0 z :
— i f—1 = - _—
) X y 3 y 2x 6

7
Assim, o declive da reta é 5 e, como o ponto (0, 0) pertence a reta, a sua equacao reduzida

, 7
ey=_x.
Y 2

21.
a) (2, 3) é um ponto pertencente a reta r. Se, por exemplo, x = 1, entdo:
Ly)=2,3)+k(-1,2) o (L,y) =(2,3)+ (—k,2k) & (1,y) = (2 - k,3 + 2k)
©2-k=1A3+2k=y
ok=1Ay=5
Logo, o ponto (1, 5) também pertence aretar.
O ponto (1,v2) pertence a reta s. Se, por exemplo, x = 2, ent&o:

{ 2=1+21 @{ A=1
y=+v2-21 ly=+v2-2

Logo, o ponto (2,v2 — 2) também pertence a reta s.
1
O ponto (0, 4) pertence a reta t. Se, por exemplo, x = 3, entdo y = 3 X3+4=5.

Logo, o ponto (3, 5) também pertence a reta t.

b) O vetor (-1, 2) € um vetor diretor da reta r. Fazendo, por exemplo, 2 x (-1, 2) obtém-se o
vetor (—2, 4), que também é um vetor diretor da retar.
O vetor (1, —2) é um vetor diretor da reta s. Fazendo, por exemplo, 10 x (1, —2) obtém-se o

vetor (10, —20), que também é um vetor diretor da reta s.

1
Como o declive da reta t é 5 o vetor (3, 1) é um vetor diretor da reta t, bem como o seu
simétrico (-3, —1).

2
c) Odeclivedaretaré = —2.

-2
O declive daretas é T = -2.

130
A% Expoente™ « Dossié do Professor



1
O declive daretat é 5

Logo, as retas r e s sdo paralelas e a reta t ndo é paralela a nenhuma delas.

d) Qualquer ponto que pertenca ao eixo das ordenadas € da forma (0, y), onde y € um namero
real.
Assim, no que respeita a reta r:
©0,9) =2,3)+k(-1,2) © (0,y) =(2,3) + (—k,2k) © (0,y) = (2 — k,3 + 2k)
©2-k=0Ay=3+2k
eok=2Ay=7
Logo, o ponto de intersecdo da reta r com o eixo das ordenadas é (0, 7).
Para aretas:
0=1+21 1=-1
{y=\/7—22@{y=\/§+2
Logo, o ponto de interse¢&o da reta s com o eixo das ordenadas é (0, V2 + 2).
O ponto de intersegdo da reta t com o eixo das ordenadas € (0, 4).
22.

a) O centro da circunferéncia é (1, 2) e 0 seu raio € CO = /(1 —0)2 + (2 — 0)2 = V12 + 22
=+/1+4 =+/5. Logo, uma equagdo da circunferéncia é (x — 1)+ (y —2)?> =5. A reta OC
tem como vetor diretor o vetor 0C(1,2), logo o declive da reta é % = 2 Assim, a equacédo da
reta OC é y = 2x. Entdo, uma condi¢do que representa o conjunto de pontos a sombreado é:

(x—1)2+(y—-2)2<5Ay<2xA0<y<2
b) D é um ponto de intersecéo da reta de equagéo y = 2 com a circunferéncia, logo:
x—124+Q2-22=5o(x-1>2=50x-1=/5vx—1=—/5
©x=1+V5vx=1-+5
Como D tem abissa positiva, entdo as coordenadas de D s&o (1 + V5, 2).

c) A reta paralela a OC tem declive 2, tal como OC, e é da forma y = 2x + b. Como D é um

ponto dessareta, 2 =2(1+V5)+beob=2-2-2V5& b =-2V5.

Assim, a reta tem como equacao reduzida y = 2x — 2+/5.

23. Seja P o ponto tal que B e P séo vértices consecutivos do losango. P pertence a reta AC e é
tal que ||4B|| = ||BP||.
AC=C—-A4=(21)-(03)=(2-2)
-2
Logo, o declive da reta AC é - = —1 e a sua ordenada na origem é 3. Assim, a equagéo

reduzida da reta AC é y = —x + 3. Daqui se conclui que o ponto P é da forma (x, —x + 3),

sendo x um numero real.

4B = 1B - All = 1I(5,4) — (0, = I(5, DIl = V52 + 12 = V26
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Assim:

|BP|| = V26 & J(x —5)* + (~x +3 - 4)2 =26 © x> —10x +25+ x> +2x+ 1 =26

©2x2-8x=0
o 2x(x—4)=0
Sx=0Vvx=4
Como 0 é a abcissa de A, entdo 4 é a abcissa de P, logo P(4,—1).
Seja agora Q o ponto tal que Q e A sao vértices consecutivos do losango.
Q pertence a reta BC e é tal que ||AQ|| = ||4B]||.
BC=C-B=(21)—(54)=(-3,-3)

. . -3 - . L
Logo, o declive da reta BC é == 1 A equacdo reduzida de BC é entédo da forma y = x + b.

Como C pertence aBCtem-seque 1=2+b < b=-1.

Assim, a equacdo reduzidadaretaBCéy = x — 1.

Daqui se conclui que o ponto Q é da forma (x, x + 1), sendo x um nimero real. Assim:

40| = v26 & J(x— 002+ (x —1—3)2 =26 © x2 + x2 — 8x + 16 = 26
4+V16+20

<:>2x2—8x—10=0@x2—4x—5=0@x:f@x=—1v;¥=5

Como 5 é a abcissa de B, entdo —1 € a abcissa de Q, logo Q(—1, —2).

24. Se il é colinear com ¥(2,—6), entdo existe um numero real k tal que u = (2k, —6k). E como

1 tem 0 mesmo sentido de ¥, entdo k > 0.

IZ]l = 8 & /(2k)? + (—6k)? = 8 & 4k? + 36k% = 64

64
o k?=—
40
k 8 k
ok=——Vk=———
2v10 2V10
2v10 2V10
ok=—Vk=-—
5
Como k >0, entdo U = (2 x%ﬁ,—6x%ﬁ) = (@’—st/ﬁ)

25. Se U é colinear com #(1,5), entédo existe um numero real k tal que % = (k,5k). Como u tem

sentido contrario ao de 7, entdo k < 0.

IZll = 12 & k% + (5k)? = 12 & k? + 25k?* = 144

144
o k?=—
26
. 12 . 12
ok=—Vk=——
V26 V26
6v26 6v26
k=——Vk=—
13 13
Comok<0,entéoz_i=(—@,SX(—@D:(—6—m,—30m).
13 13 13 13
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26.

3
a) Umpontodaretaré (0, — %) Como o declive daretar é " entdo um seu vetor diretor € (4, 3).

b) O ponto de intersegdo da reta r com o eixo O X é da forma (x, 0), sendo x um namero real.

) 3 7 7
Assim,0=—x——©0=3x—-7ox="—.
4 4 3

Ou seja, 0 ponto de interse¢do da reta r com o eixo Ox € G 0). O ponto de intersecdo da reta

r com o eixo Oy é (O, —%).
c) O ponto (1, 5) pertence a reta s se existir um k tal que:
(1,5 =(01,2) +k(—4,3) & (1,5) = (1,2) + (—4k,3k) © (1,5) = (1 — 4k, 2 + 3k)
©1—-4k=1A2+3k=5
Sk=0Ak=1

Logo, o ponto (1, 5) ndo pertence a reta s.

3 3
d) Um vetor diretor da reta s € (—4, 3), logo o seu declive ¢ — = ~a e a sua equagao

3
reduzida é daformay = — P + b. Como (1, 2) é um ponto da reta s, tem-se que:

3 11
2=——-X1+beb=—
4 4

3 11
Assim, a equacdo reduzidadaretaséy = — 2" + e

3 3
e) Odeclivedaretaré 1 eodeclivedaretas é — 7 logo as retas ndo séo paralelas.
f) Igualando os segundos membros das equacdes reduzidas das retas r e s, obtém-se:
3 3 11

7
- x——=——"x+—o3x-7=-3x+11eo6x=18x =3
4 4 4 4

N |-

. Logo, o ponto de interse¢éo das retas r e s é 0 ponto

El N

3
Comox:3,enté0y:2x3—
de coordenadas (3,1).

2

3
g) Qualquer reta paralela a reta r tem equagéo reduzida da forma y = P + b Como (4, —5) é
) . ) . 3
um ponto da reta cuja equacdo se pretende determinar, entdo —5 = 2 X4+bob=-8.

3
Logo, a equacdo reduzidadaretaéy = 1 x — 8.

¢ 5 ret 3 1 7 23 23
h Para que A perten aarear:Sp———x ()—_@5()——_<=>p=_
) ¢ 4 4 4 20

2
i) Uma equacao da circunferéncia de centro (1, —9 eraiolé (x—1)2+ (y + E) =1.
. N : o 3 7 .
Os pontos de intersecao da reta r com esta circunferéncia sao da forma (x, X Z)’ onde x é

um numero real.
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2 3 7 72 2 9 2 2
(x—1)*%*+ Zx——+— =lex —2x+1+;x =1 ©25x*—-32x=0

< x(25x—32)=0

32
Sx=0Vx=—
25
x 7 . 7
Sex=0,entdoy = — 2 € obtém-se o ponto (0, _Z)'
32 . 3 32 7 79 )} 32 79
Sex=—,entdoy =— X — — - = — — e obtém-se o ponto | —, — — ).
25 4725 4 100 25" 100

27. O ponto de intersecdo da reta s com o eixo Ox € da forma (x, 0), onde x é um nimero real.
Assim:

(x,0)=(2,3)+k(-1,2) © (x,0) =(2,3) + (—k,2k) © (x,0) = (2 — k,3 + 2k)
ox=2-kAN3+2k=0

3
Sx=2-kANk=—-

N

. ~ . . ~ 7
O ponto de intersecado da reta s com 0 eixo Ox € entdo o ponto de coordenadas (5, 0). Um

5
vetor diretor da retar é (-2, 5), logo o seu declive é — > e, portanto, qualquer reta paralela a
. x . 5 7
reta r terd equacao reduzida da forma y = — > + b Como o ponto de coordenadas (E’ 0)

5 7 35
pertence a reta cuja equacao se pretende determinar, tem-se 0 = — > X > +be b= =

Assim, a equacao reduzida da reta paralela a reta r e que interseta o eixo Ox no mesmo

’ 5 35
pontoquearetasey:—5x+:.

28.
a) O raio da circunferéncia é 40 = \/(3 —0)2+(1-0)2=+v9+1=+10.

O seu centro é a origem do referencial.

Assim, uma equacéo da circunferéncia é x? + y2 = 10.

Um vetor diretor dareta ACE AC =C — A = (0,10) — (3,1) = (—3,9), pelo que o seu declive é

9
= = —3 Assim, a equagao reduzida da reta AC é y = —3x + 10. A reta BC é simétrica de

AC relativamente ao eixo Oy, logo a sua equagdo reduzida € y =3x+10. A regido
sombreada € ent&o definida pela condigdo x2 + y2 > 10 A y < —3x+ 10 A y < 3x + 10.

b) Uma equacdo da circunferéncia interna é (x — 1)? + y%? = 1. Uma equagcéo da circunferéncia
externa é (x — 2)? + y? = 4. Para determinar a equacio reduzida da reta AB é necessario

determinar as coordenadas de B, que é o ponto da circunferéncia externa cuja abcissa € 3:

(3_2)2+y2:4<:>12+y2=4<:>y2:3<:>y:\/§v:y:—\/§

134
A% Expoente™ « Dossié do Professor



Como a ordenada de B € positiva, tem-se que B(3,V3).

— V3
Entdo, AB =B —A = (3,V3) —(1,0) = (2,v/3). Logo, o declive da reta AB é — easu

, V3
equagdo reduzida é da forma y = X + b Como A pertence a esta reta, obtém-se:

V3 3
=—><1+b<:>b=—£

2 2
V3

Logo, a equagédo reduzida da reta AB é y = >

V3 _ .
X — - Assim, uma condi¢do que define o
conjunto de pontos a sombreado é:

V3 V3
(x—1)2+y221 A (x—-2)2+y?2<4 A ySTx—T/\yZO

c) Uma equagdo da circunferéncia da esquerda é (x+1)2+y?=1. Uma equagdo da

circunferéncia da direita é (x —1)2+y2 =1. A reta da esquerda passa nos pontos de

0+3 3
coordenadas (—2,0) e (0,—3), logo o seu declive é 7-0 = — > e a sua equacao reduzida é

3
y=-Jx- 3. A reta da direita passa nos pontos de coordenadas (2,0) e (0,—3), logo o seu

., 0+3 3 N . 3 3
declive é o = 2 e a sua equagdo reduzida é y = Ex -3

Logo, uma condicao que define a regido sombreada é:

((x+1)2+y251Ay20)v((x—1)2+y231/\y20)V(yz—gx—fﬂ/\ yZSx—B/\ySO)

29. 2MN = 2(MA + AB + BN) = 2MA + 24B + 2BN
=DA+AB + 4B + BC
= 4B + (DA + 4B + BC)
=AB +DC
30.
a) AB + AC = AM + MB + AM + MC = 2AM + ME + MC = 2AM + 0 = 2AM
b) PB + PC = PM + MB + PM + MC = 2PM + MB + MC
=2PM + 0
= 2PM
31.
a) GB + GC = GM + MB + GM + MC = 2GM + 0 = 2GM
b) GB + GC + GA = GM + MB + GM + MC + GA = 2GM + 0 + GA
= 2GM + GA
=2><%ZE+EZ
=A4G+GA
=0
32. O ponto de intersecao da reta com o eixo Ox é da forma (x, 0), onde x € um nimero real.
2x+0—-12=0x=6
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33.

34.

Assim, esse ponto é A(6, 0). O ponto de intersegéo da reta com o eixo Oy é da forma (0, y),

onde y € um numero real.

0+3y—-12=0ey=4

Assim, esse ponto é B(0, 4). Entdo, o centro da circunferéncia é o ponto médio de [AB]:
6+0 0+4

(55 =62

O raio da circunferéncia é:

1 1 1 1 1
EAB=E\/(6—O)2+(0—4)2=E\/36+1 =E\/§=Ex2\/1_=\/ﬁ

Logo, uma equagéo da circunferéncia de diametro [AB] é (x —3)%? + (y — 2)?2 = 13.

O ponto P(—k, 5+ K ) é um ponto genérico da reta. Substituindo x e y pelas coordenadas de

P na equacao da elipse, obtém-se:

(5+k)?
4

(=k)* + — 1 4k?+ (5+k)? =4 © 4k + 25+ 10k + k2 = 4

©5k?+10k+21=0
—10+v/100—4X%5%x21

ok= o Condig&o impossivel em R
Logo, a reta é exterior a elipse.
4 3 1 > :
T =3x—-1leoy=—x—-—
y y 4 4
4 2
s:4x—3y+2:0<:>y:§x+§
. 3 1 4 2 11
Igualando ambas as expressoes, " X — 2 = 3 x + 3 ©9—-3=16x+8x=— -

3 11 1
Logo, y = — X (——) ~a

10
" - - Obtém-se assim o ponto de intersecédo das duas retas

11 10 . ~
1 (— T 7), gue é um dos vértices do triangulo.

. A . : ~ 3 1
Seja A o ponto da reta r cuja distancia ao ponto | € 10 unidades. Entdo A (x,zx — Z)’ onde

x € um namero real.

—1=10=>\/(x+1—71)2+(§x—1+2)2=10<:) (x+11)2+(§x+5)2=100

4 4 7

16
2
S|lx+—) =64
1 11
@x+—=8Vx+7——8
45 67
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7 . 67 1 P 67
Por outro lado, se x = ——, entdo y = — X (—7) — Z = —. —logo A (—7,——
Seja B o ponto da reta s cuja distancia ao ponto | é 10 unidades.
. 4 2 . .
Entdo, A (x,;x + ;) onde x é um nimero real.
2 2 2 2

— 11 4 2, 10 11 4 44
f-100 [(r+2) + (Gxr 2020 “r00 (e +2) 4+ (x4 ) Z100

3 37 7 3 21

11 11
SxX+—=6VXx+—=-6
7 7

31 53
ex="—Vx=——
7 7
31 4 31 2 46 31 46
Sex=—entioy=—X —+ —-=—,logoB{\—,— ).
7 3 7 3 7 77
53 . 4 53 2 66 ' 53
Por outro lado, se x = ——,entdoy ==X | ——) + —=— —,logoB | ——
7 3 7 3 7 7

Assim, os vértices do triangulo sdo I, AeBoul,A'eB'oul,A'eBoul, AeB."

Unidade 3 — Geometria analitica no espaco

Paginas 238 a 256
61.

a) A projecéo ortogonal do ponto F sobre a reta BC é o ponto B.
b) A projecéo ortogonal do ponto F sobre a reta BF € o ponto F.
c) A projegédo ortogonal do ponto F sobre o eixo Ox é o ponto A.
d) A projecéo ortogonal do ponto F sobre o eixo Oy é o ponto C.

e) A projegédo ortogonal do ponto F sobre o eixo 0z é o ponto D.

62.

a) As coordenadas dos vértices do cubo [ABCDEFGH] sé&o: A(6, 0, 0); B(6, 6, 0); C(0, 6, 0);

D(O0, 0, 0); E(6, 6, 6); F(0, 6, 6); G(0, O, 6); H(6, 0, 6)

)

66
7

b) As coordenadas dos vértices do cubo [ABCDEFGH] sao: A(0, —6, 0); B(0, 0, 0); C(-6, 0, 0);

D(-6, —6, 0); E(0, 0, 6); F(—6, 0, 6); G(—6, —6, 6); H(0, —6, 6)
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¢) As coordenadas dos vértices do cubo [ABCDEFGH] séo: A(3, —3, —3); B(3, 3, —3); C(-3, 3, —3);

63.

a) As coordenadas dos restantes vértices do paralelepipedo séo: A(3, —4, 2); B(3, 4, 2); C(0, 4, 2);
D(0, —4, 2); E(3, —4, 0); F(3, 4, 0)

b) A projegédo ortogonal do ponto B sobre o plano xOy € F, sobre o plano x0z é | e sobre o plano
y0z é C.
No plano xOy, o ponto F tem coordenadas (3, 4).
No plano x0Oz, o ponto | tem coordenadas (3, 2)

No plano y0z, o ponto C tem coordenadas (4, 2).

64.

a) O plano paralelo a yOz que passa no ponto F é x = 3.

b) O plano paralelo a xOy que passa no ponto B é z = 2.

¢) O plano paralelo a x0z que passa no ponto H é y = —4.

d) O plano paralelo ao plano ABC que passa pelo ponto de coordenadas (3, 4, 5) é z = 5.

e) O plano que contém a face [EFGH] € z = 0.

65.
a) As coordenadas dos restantes vértices do prisma séo: A(3, 3, —6); C(0, 3, —6); D(0, 0, —6);
E(3, 0, 4); F(3, 3, 4); G(0, 3, 4); H(0, 0, 4)
b) i. O plano que contém a face [EFGH] é z = 4.
ii. O plano BCG é definido por y = 3.
iii. A reta AE é definida porx =3 Ay =0.
iv. A reta AB é definida por x =3 A z = —6.
c)i.x =3 Ay =3 define a reta BF.
ii. x =0 A z = 4 define a reta GH.
iii. y =3 A z = —6 define a reta BC.

iv. x =0 A y = 0 define o0 eixo Oz.

66.

a)ﬁz\/(3—3)2+(0—3)2+(—6—(—6))2=\/0+9+0=3

b) AE = /(3-3)2+ (0—0)2+ (-6 —4)2=+/0+0 + 100 = 10
C)R=\/(3—0)2+(0—3)2+(—6—(—6))2=\/9+9+ =418 =32

d)yAF =/(3-3)2+(0-3)2+(-6—4)2=+/0+9 + 100 = V109
e) 4G =(3-02+(0-3)2+(-6—-4)2=+/9+9+100 =118

67.

a)d(A,B) = J(1— (—3))2 +(—2-1)24+(4-4)2=vV16+9+0=+25=5

b) d(C,0) = (2 -0)2+(-1-0)2+(-3-0)2=vV4+1+9=+14
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c)d(D,E)= J(1-1)2+(2-22+(3-52=/0+0+4=2

d)d(F,G)=\/(2—1)2+(\/——(\/——3))2+(2—(—1))2=\/1+9+ =+/19

e)dH,D= J(a=b)2+ B -a)2+(a-b)2=13(a-b)2=|a—b3

68.ﬁ=\/(—1—0)2+(2—\/§)2+(3—1)2=\/1+4—4\/§+3+4=\/12—4\/§

W=\/(0—(—3))2+(\/§—o)2+(1—4)2=«W=m
R:\/(—1—(—3))2+(2—0)2+(3—4)2=«/W=\/§=3

Como 4B # BC # AC, o triangulo [ABC] € um triangulo escaleno.

69.

a) Por exemplo, A(1, 0, 0) e B(3, 0, 0).
b) Por exemplo, A(7, 0, 8) e B(7, —4, 8).
c) Por exemplo, A(1, 1, 0) e B(1, 1, 10).

70.AC=(1-02+(2-k)?+(-5-3)2 =1+ (22— k)2 + 64

=65+ (2 — k)2

BC=J(1-02+(B-k2Z+(—4-32=/1+@B—-k?+49

= /50 + (3 —k)?

Como se pretende que o ponto C seja equidistante de A e de B:

AC=BC & /65+(2—-k)?=,50+B—k)?2e 65+ (2—k)?=50+(3—k)?
© 65+ 4—4k+k?*=50+9— 6k +k?
& 2k=-10

s k=-5
71.

a) Sendo A(0, 1, 0) e B(3, 0, 4), a equacéo do plano mediador é:
(x=02+@-1)2+@Z-02=x-32+F-0)7+(z—-4)?
ox?+y?—2y+1+z2=x*—6x+9+y*+2z2—8z+16
S 6b6x—2y+8z—-24=0
©3x—y+4z—-12=0
b) Sendo A(0, —2, 3) e B(v/3, 5, 3), a equagao do plano mediador é:
=02+ +2?%+(z—3)?%=(x—v3) + -5+ (z—3)?
©x2+y+4y+4=x2—-2V3x+3+y?— 10y + 25
© 2V3x+ 14y —24=0
c) Vejamos se (0, 4, 4) pertence ao plano definido por 3x —y + 4z — 12 = 0:
3X0-4+4%x4-12=020-4+16-12=0-16+16=00=0, que €é uma
proposicao verdadeira. Logo, o ponto (0, 4, 4) pertence ao plano definido na alinea a).
Vejamos agora se (0, 4, 4) pertence ao plano definido por 2v/3x + 14y — 24 = 0:
2V3x0+14x4—-24=00+56—24=0 32=0, que é uma proposicéo falsa. Logo, o
ponto (0, 4, 4) ndo pertence ao plano definido na alinea b).
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72.

a)’”=m=\/(1—(—1))2+(2—1)2+(3—4)2=W=x/€
b)r=C0=y(3B-002+(2-02+(1-02=V9+4+1=+14

\/_

Ju

Or=1AB =1 (3-27 T G- 4P+ (6P = VBT IFI= vz =2

2

73.
a) Uma equac&o da superficie esférica de centro C(1, 2, 3) e raio /6 é:
x—1D*+(@y-2)+(z—-3)?=6
b) Uma equacéo da superficie esférica de centro na origem do referencial e de raio V14 é:
x2+y?+22=14
¢) O centro da superficie esférica de didametro [AB] é o ponto médio deste segmento de reta, ou

. 3+2 5+4 7+6 19 13
seja, ,—,— ) =\—,- . Assim, uma equacao da superficie esférica

2 2 2 272" 2
19 13 33, 1\2 9\2 13\%2 27
decentro( 2,Z,Z)eraloTe(x+2) +(y 2) +(Z 2) =
74.

a) A superficie esférica tem centro (1, 2, —1) e raio V16 = 4.
b) A superficie esférica tem centro (—; 0, \/§) e raio v8 = 2v2.

c) A superficie esférica tem centro (0, 0, 0) e raio V1 = 1.

d)x?+y2+2z2—-2x—4y+6z+5=0

ox2-2x+1+y? -4y +4+2°+62+9=-5+1+4+9

e x-1D2+@y—-2)2+=+3)2=9

A superficie esférica tem centro (1, 2, —3) e raio V9 = 3.

€)2x2+2y? + 222 +8x—12z+16=0& x*+y? +2z2+4x—6z+8=0
ox?+4x+4+y*+22—-624+9=-8+4+9
e x+2)?2+y2+(z—-3)*=5

A superficie esférica tem centro (=2, 0, 3) e raio V5.

75.
) L o . (141 5-2 -2-4 3
a) O centro da circunferéncia € o ponto médio de [PQ)], ou seja, EREREE =(1,5,—3)
1 1 V53
O raio da circunferéncia é E PQ = E\/(1—1)2+(5+2)2+( 2+4)2——\/0+49+ =
) 332 53 312 53
b)i. (x—1)2 +(y-3) +(Z+3)2=T/\x=1<:)(y—5) +@+3)?2="-ax=1
. 3\ 2 53 3\ 2 53
||.(x—1)2+(y—;) +(z+3)?2= 2/ z=0<:>(x—1)2+(y—5) +9= :/\220
—1)2 Y _ Y _
skx-1) +(y 2)—4/\2—
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76.
1
a) A esfera de centro no ponto (,0,—V5) e raio % é definida por (x — m)? + y? + (z +V5) < 5

b) A interse¢éo da esfera de centro na origem do referencial e de raio 1 com o plano x0z é
definida por x?+y?2+z2<1Ay=0x?+z2<1Ay=0.

c) A intersecdo da esfera definida por x2 + (y — 1)? + (z — 3)? < 5 com o plano x = 2 é definida
porx?+(y—12+(z—-3)2<5Ax=204+(@y -1+ (z-3)?<5Ax=2

oW-1)2+(z-3)?<1Ax=2

d) A parte da esfera de centro A(1, 2, 3) e raio 10 situada no 3.° octante é definida por:
(x—1D24+ @y —-22+(Z—-3)2<100 Ax<0Ay<0Az>0

e) Os pontos de cota ndo positiva pertencentes a esfera de centro na origem e raio 7 sao
definidos por x2 +y24+22<49 A z<0.

Unidade 4 — Célculo vetorial no espago
Paginas 257 a 267

77.

a) Por exemplo, [A, B], [B, C], [C, G], [G, E] e [D, F].
b) Por exemplo, [A, O] e [B, C].

c) Por exemplo, [A, O] e [C, B].

d) Por exemplo, AF e FC.

e) Por exemplo, 4E e GC.

78.

a)[+AC=1+IK =K
b)F+JL=F+FH=H
C)A+HG+AL=A+AB+BK=B+BK =K
d)Tz(H) =H+IF=H+HC=C
e) AC + CG = AG

f)DH + BF = DH + HL = DL
9)JL+HD =JL+LH = JH
h)IH + CF =TH + HI =0

i) BC + EF = EH + HG = EG

j) Al + (—EK) = CK + KE = CE
k) CK + (—DH) = CK + KG = CG

)(E—J))+ (D —A)=JE +AD =JE + EH = JH
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79.
a)[+2[F=1+IA=A

1 —
b) F+ 2 CK=F+F] =]

_— =

1, 1 _,
0)JIK+7 JL= x2IL =1

N |-

(IR +70) -

N |-

d)2IE-LD=IA+AI =0

80. OF = 3&, + 4¢; + Oe;; 0B(3,4,0)
0G = 3¢, + 4¢; + 2e3; 0G(3,4,2)
EF = 3¢, + Oe, + 0e; EF(3,0,0)
ED = 0e; + 4e, + 0ez; ED(0,4,0)
FD = —3e, + 4e, + Oes; FD(-3,4,0)

81.1(2,-3,5) #(k3,1)  w(=2,—6p%—1)
i=t+we (2,-3,5) = (k31) +(=2,-6,p2—1) & (2,-3,5) = (k—2,3—6,1+p>—1)
< (2,-3,5) = (k—2,-3, p?)
©k—2=2A-3=-3Ap>=5
©k=4Ap=4+V5
Logo,k=4ep=+50uk=4ep=—5.
82.4(2,-3,4)  #(-1,0,3) AL 2 -3) B(@,?2,0)
a) i + 27 = (2,-3,4) + 2(—1,0,3) = (2,—-3,4) + (=2,0,6) = (0,—3,10)

5 1
b) 4B —

- V=B-A-
3

§6= (0,2,0) — (1,2, —3) —% =(~1,0,3) + (g,o,—1) = (—5,0,2)
c)-U+42%) = —(2,-3,4) + 4(2(-1,0,3)) = (-2,3,-4) + 4(-2,0,6) = (-2,3,—4) + (-8,0,24)

= (~10,3,20)

d)A+%ﬂ= (1,2,-3) +%(2.—3.4) =(1,2-3)+ (1,—3,2) = (2:12'—1)

€)BA=A-B=(1,2-3)—(0,2,0) = (1,0,—-3)
Logo, séo vetores colineares com BA, por exemplo:
2BA = (2,0,—6)
—2BA = (-2,0,6)
5BA4 = (10,0, —30)
f) —34AB = 2W+ 1 © 3BA=2w+1 < 3(1,0,—-3) = 2w + (2,-3,4)
s 2w =(3,0,-9) —(2,-3,4)
& 2w = (1,3,-13)

83.
a) d(1,-3,7) b(2,—6,14)

Uma vez que b = 24, entdo d e b sdo vetores colineares.
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b) d (o, —1,%) 5(0,4,—1)

Uma vez que b = —4d, entdo d e b sdo vetores colineares.
c) d(0,0,7) b(0,0,-1)
Uma vez que d = —7b, entdo d e b sdo vetores colineares.

d)d(1,4,0)  b(2,8,1)

1_4 0 e ,
Uma vez que =3 * T entdo d e b ndo s&o vetores colineares.

84. U é colinear com 7, logo u(k, —2k,—k), para algum nimero real k ndo nulo.

Tendo em conta que i tem sentido contrario ao de ¥, entdo o valor de k tera de ser negativo.

il =8 & \/kz +(=2k)2+ (k)2 =8 k%2 + (=2k)?> + (—k)? = 64
o k?+4k*> +k* =64

< 6k% =64
64
@k2=_
6
k vV k 8
f—41 = - = — -
V6 V6
4/6 4/6
Sk=—Vk=——
3
. 46 8V6 46
Como k < 0, tem-se que U TS 3 03 )

85.

a) Uma equacéo vetorial da reta r que tem a direcdo de v e que passa em A é:
(x,y,z) =(—1,3,1) + k(0,1,2),k € R

b) As equacgBes paramétricas da reta sao:

x=-1
y=3+k,k€ER
z=1+2k

¢) O ponto (-1, 1, —3) pertence a reta se existir um k tal que:

(-1,1,-3) = (-1,3,-1) + k(0,1,2) & (-1,1,-3) = (-1,3,—1) + (0, k, 2k)
o (-1,1,-3) = (—1,3+ k,1 + 2k)
©-1=—-1A3+k=1A1+2k=-3
Sk=-2A2k=-4
Sk=-2ANk=-2

Logo, k = —2, 0 que significa que o ponto B pertence aretar.
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d) P(x,0,2),x,z € R, uma vez que se trata de um ponto do plano x0z.
Assim:

(x,0,2) = (—1,3,1) + k(0,1,2) © (x,0,2z) = (—-1,3,1) + (0, k, 2k)
& (x,0,2) = (=1,3 + k, 1+ 2k)
©x=—1A3+k=0A1+2k=2
©x=—1ANk=-3ANz=1-6
©x=—-1ANk=-3ANz=-5

Logo, P(-1, 0, -5).

Aprende Fazendo

Paginas 268 a 276

1. P(-1,2,3)

a) Um plano paralelo a xOy é definido por uma condig&o da forma z = a. Como a cota de P é 3,
entdo o plano paralelo a xOy e que passa pelo ponto P é definido pela condicdo z = 3.
Opcao (C)

b) Um plano perpendicular ao eixo das ordenadas € definido por uma condi¢do da forma y = a.
Como a ordenada de P é 2, entdo o plano perpendicular ao eixo das ordenadas e que passa
pelo ponto P € definido pela condigéo y = 2.

Opcéo (B)

2. A(-2,3,1)  B(2, -5,0)

—2+2 3-5 140

O centro da esfera é o ponto médio do segmento de reta [AB]: (T T, T) = (O, —1,%)

O raio da esfera é:

1__ 1 1 1 9
EAB:E\/(—2—2)2+(3+5)2+(1—0)2=E\/16+64+ =5\/8_=5.

- ) . 3 1\2 81
Logo, uma condicéo que define a esfera de diametro [AB] é x? + (y + 1)2 + (z — E) < n

Opcéo (C)

3. E(1,0,0)e C(0, 1, 1), logo:
|EC|| = 1001, = (1,00 = I[(-L,L DIl = J(~1D?+ 12+ 12=yTI+1+1 + V3 #+2

1
D+ > € o ponto médio de [DC] e néo de [AB].

Os vetores AC e BD n&o sdo colineares porgue ndo tém a mesma direcao.
AE +FG = (0,0,—1) + (=1,0,0) = (—1,0,—1)
Opcéo (D)

4. A afirmacdo falsa é a C, uma vez que o plano de equacgéo z = —1 é paralelo ao plano xOy e
nao ao plano y0z.
Opcéo (C)
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5. Como o ponto pertence ao eixo 0z, entao:
p?P—1=0Ap?’—-p=0(@=1vp=—-1)A(p=1vp=0eop=1v(p=-1Ap=0)
Logo, p = 1.

Opcéo (B)

6. A (3, 2%) C@3, —4, 2 k)

1 2 1 2
AC=10 & |(3-3)2+(2+4)?+(5—2k) =10 0+36+ (3—2k) =100

o (3- Zk)z = 64

15 17
Sk=——Vk=—
4 4
Opcéo (B)
7. x2+y?2+22-2x+4y—62+6<0
©x2-2x+1+y*+4y+4+2°-62+9<—-6+1+4+9
e x-1D*+@+2)2?+(@=z-3)?%*<8
Assim, a esfera tem centro (1, —2, 3) e raio /8.
Opcéo (D)
8. 1u(4,-3,1) 7(2,—6,8)
lill = Va2 + (=3)2 + 12 =VI6 + 9 + 1 = V26
22 4+ (—6)2 + 82 =4 + 36 + 64 =104 = 21/26
— 1, ! - ) )
Logo, ||u]| = 3 || V|| e, portanto, a afirmacao (I) é verdadeira.
4 -3 1 e ) i . )
> * e * Y logo os vetores i e v ndo séo colineares e a afirmacéo () é falsa.
Opcéo (C)
x=4
9. (x,y,2) =(4,56)+k(0,0,1),k € R@{ y=5 ,keER©Sx=4Ay=5
z=6+k
Opcéo (A)

10. Um vetor diretor da reta r é (3, 1, —4), que ndo é colinear com (3, 1, 4), pelo que este ndo é
um vetor diretor da reta r.
Para que o ponto (1, 3, 10) pertenca a reta r tem de existir um k tal que:

1=-5+3k (3k=6 k=2
3=1+k ©{ k=2 ©k=2
10=2-4k Uk=-8 W=-2

Logo, o ponto ndo pertence a reta.
O ponto de interse¢do da reta r com o eixo das cotas, se existir, € da forma (0, 0, z), onde z

€ um nUmero real.
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11.

12.

13.

14.

Assim:

{0:—5+3k k=2

w

0=1+k & k=-1
z=2-4k

Logo, a reta ndo interseta o eixo das cotas.

O ponto de intersecéo da reta r com o plano x0z, se existir, é da forma (x, 0, z), onde x e z

sao nameros reais. Assim:

x =—-5+3k x=-5+4+3x%x(-1) x=-8
0=1+k & k=-1 S -
z=2-—4k z=2—-4x%x(-1) zZ=6

Logo, a reta interseta o plano x0z no ponto de coordenadas (-8, 0, 6).
Opcao (C)

A1, -5,3) B(-2,4,0)
Para gque o ponto P(1, k, k?) pertenca ao plano mediador de [AB] tem de se ter:
AP=BP & (1 -1)2+(-5-k32+B-k?)2=/(-2-1)2+ (4 — k)2 + (0 — k?)?

©0+25+10k+k*+9—6k*+k*=9+16—8k + k> + k*

© —6k*+18k+9=0

©2k?—-6k—-3=0

_ 61kV36+24
- 4
6+2v15
ok =
4
3—/15 3+/15
Sk = vV k=
2 2
Opcéo (A)

x24+9y2+22=25Az=3x>+y?+32=25Az=3> x2+y?=16 Az=3

Assim, obtém-se uma circunferéncia de raio V16 = 4, pelo que o seu perimetro é 8x.

Opcéo (B)

Se a esfera é tangente a y =4 e ay = —2, entdo o seu didmetro é 6 e 0 seu raio € 3. Além

disso, a ordenada do seu centroé 4 — 3 =1.

Logo, uma condicédo que defina a esfera é da forma (x — a)? + (y — 1) + (z — ¢)? < 9, onde

as coordenadas do seu centro séo (a, 1, ¢).
Opcéo (B)

a) As coordenadas dos vértices do cubo sdo: A(7, 5, 9); B(7, 8, 9); C(4, 8, 9); D(4, 5, 9); E(7, 5, 6);

F(7, 8, 6); G(4, 8, 6); H(4, 5, 6)

b) As coordenadas dos vértices do paralelepipedo retangulo sédo: A(1, 0, 2); B(1, 6, 2); C(1, 6, —2);

D(1, 0, —2); E(-1, 0, 2); F(—1, 6, 2); G(-1, 6, —2); H(-1, 0, =2)
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C) 24pase =12 © Appee =6 © BCXAB =6 34AB =6 < AB =2
Alateral = 50 © 24AB X BF + 2BC x CG = 50 © 2 X 2BF + 2 X 3BF = 50
© 10BF =59 BF =5
Assim, as coordenadas dos vértices do paralelepipedo retédngulo sédo: A(—3, —2, 0); B(3, 0, 0);
C(0, 0, 0); D(0, —2, 0); E(3, —2, 5); F(3, 0, 5); G(0, 0, 5); H(0, —2, 5)
15.
a) Vssiido = 252 © Vpiramide + Veuno = 252

1 a
S =xa?x—+a® =252
3 2

7
S —qg3 =252
6

s a® =216
© a = 6, sendo a a medida da aresta do cubo.
Assim, as coordenadas dos vértices do sélido sdo: M(3, 3, 6); N(6, 0, 0); O(0, 0, 0); P(0, 6, 0);
Q(s, 6, 0); R(6, 0, 6); S(0, 0, 6); T(0, 6, 6); U(6, 6, 6); V(3, 3,9)
b) i. O plano que contém a face [PQTU] € definido por y = 6.
ii. A reta RU é definida por x =6 A z = 6.
iii. O plano paralelo a xOy que passa pelo ponto V é definido por z = 9.
iv. O plano mediador de [UT] é definido por x = 3.
v. A superficie esférica de centro em V e que passa por M é definida por:
(x=32+@y-3)2+(=Z-92%=9
16.
a) E+HG=E+EF=F
b) B+DH=B+Bl =1
c) I-JF=I1+IC=C
d) A+ EF+FG=A+-AB+BC =K
e) EE+CH=EBE+BE=0
f) 2GJj + DE = GC + CF = GF
g) 4G —AC = AG + GE = AE
h) HK + KI — GJ = HI + IF = HF

17. 4(2,0,—4)  #(-1,2,3)

a) 2@ — 3% =2(2,0,—4) —3(-1,2,3)
= (4,0,-8) + (3,—6,—9)
= (7,-6,—-17)

—

b) —u+AB = = (2,0,—4) + ((0,2,5) — (-1,-2,3))

A
AR

=(5,0-1) +(1,4,2)

-Ga)

147
A% Expoente™ « Dossié do Professor



c) 2BA—1+4% =2((-1,-2,3) - (0,2,5)) — (2,0,—4) + 4(-1,2,3)
=2(-1,-4,—-2) — (2,0,—4) + (—4,8,12)
= (-2,-8,—4) — (2,0,—4) + (—4,8,12)
= (—4,-8,0) + (—4,8,12)
=(-8,0,12)
d) A-v=(-1,-2,3)-(-1,2,3) = (0,—4,0)

1 1
€) B+>i=(025+>(20-4) =025 +(1,0,-2) = (1,2,3)

=

f) AB = 5% —u + 25

l

+1i -2

)
vl
gl
I

Sy
&

— 1_’ — =
@w=E(AB+u—2v)
o1
ew=_ ((0,2,5) = (-1,-2,3) + (2,0,—4) — 2(-1,2,3))
o1
oW =_(142)+20-4)+(2-4-6)
o1
@W=E(S,O,—8)
W= _8
(:)W—(l,O, 5)

18.
a) (i) A(2,0,0)e G(0, 2,2)
Assim, 4G = (0,2,2) — (2,0,0) = (=2,2,2).
Logo, uma equacao vetorial da reta que contém a diagonal espacial [AG] é:
(x,y,z) =(2,0,0) + k(—2,2,2),k €R
(ii) Se uma reta é paralela ao eixo das abcissas, entdo um seu vetor diretor é (1, 0, 0). Logo,
uma equacao vetorial da reta que passa no ponto B(2, 2, 0) e é paralela ao eixo das
abcissas € (x,y,2) =(2,2,0) + k(1,0,0),k € R.
(iii) A reta AE é paralela ao eixo 0z, logo um seu vetor diretor € (0, 0, 1).
Assim, uma equagdo vetorial da reta AE é (x,y,z) = (2,0,0) + k(0,0,1),k € R.
(iv) Uma equacao vetorial da aresta [AE] é (x,y,z) = (2,0,0) + k(0,0,1),k € [0,1].
b) (i) BE = (2,0,2) — (2,2,0) = (0,-2,2)
Um sistema de equacgdes paramétricas de reta que passa no ponto G e tem a dire¢cdo do

vetor BE é:

x=0
y=2-2k,k€R.
z=2+2k

(ii) O ponto médio de [AB] tem coordenadas (2,1,0), uma vez que A(2, 0, 0) e B(2, 2, 0).
Assim, um sistema de equagdes paramétricas da reta que passa no ponto médio de [AB]

e tem a direcéo de u(—1,-2,5) é:

x=2—-k
{y:l—Zk,keR.
z =5k
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19. A1, -2,3)eu(—2,-1,4)
a) Uma equacéo vetorial da reta r é:
(,v,2)=01,-2,3)+k(-2,-1,4),keR
Um sistema de equagdes paramétricas da reta r é:

x=1-2k
{y=—2—k,k€[R.
z=3+4k

b) Para que o ponto (0, —1, 5) pertenca a reta r, tem de existir um k tal que:

0=1-2k k=3
{—1:—2—1“:» k=-—
5=3+4k k=1
2

Logo, o ponto ndo pertence aretar.

c) Para que o ponto (Zp, ——,p) pertenca aretar:

2p=1-2k (2P = (‘%) p=1
-2= —2—k(:>j o {k=—=
p =3 +4k I( —3+4><(—§) p=1
Logo,p=1

20.

a) AD? =042+ 0D? @ AD? =22 +22 o AD?> =38

= AD = /8
& AD = 2+/2, como se queria demonstrar.
b) As coordenadas dos vértices do cubo s&o: A(2, 0, 0); B(4, 2, 0); C(2, 4, 0); D(0, 2, 0); E(2, 0, 2v2);
F(4, 2, 2v/2); G(2, 4, 2v2); H(0, 2, 2v/2)

21.
1 _ _
a) Veone 327T<=>EX1TA02X6=321T<:>A02 =16 = 40 = 4
Logo, A(—4, 0, 0).
b) B(4,0,0)e C(0, 0, 6)
AC=(=4-02~(0-02+(0-6)2=VI6+0+36 =52

BC=(4—0)2—(0-0)2+ (0—6)2 =vI6+0+36 =52
AB =8

Logo, o triangulo [ABC] € is6sceles.
¢) Como P pertence ao eixo 0z, entao P é da forma (0, 0, z).

Para que o triangulo [ABP] seja equilatero:

AP:E@J(o—(—4))2+(0—0)2+(z—0)2=8<:>16+z2 = 64
o z2 =48
o z=48vz=—/48
oz=4/3vz=—4/3
Logo, P(0, 0, 4v/3) ou P(0, 0,—4+/3).
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22. AB=B—-A=(0,2,-1)—(1,2,3) = (—1,0,—4)

BC=C—-B= (%,0,2) —(0,2,-1) = (%,—2,3)

2

-1 0 -4 — , .
Ora—+— # = * Y logo AB e BC nao séo colineares e, portanto, os pontos A, B e C ndo

pertencem todos a uma mesma reta.

23.

a) As coordenadas dos vértices do poliedro sdo: O(0, 0, 0); A(2, 0, 0); B(2, 2, 0); C(0, 2, 0); D(2, 0, 2);
E(2, 2, 2); F(0, 2, 2); G(0, 0, 2); H(1, 1, 4); 1(1, 1, —2)

b) A afirmacéo é falsa. O ponto | pertence ao oitavo octante e ndo ao quarto, uma vez que as
suas coordenadas sao (1, 1, —2), ou seja, tem abcissa positiva, ordenada positiva e cota
negativa, tal como qualquer outro ponto no oitavo octante.

c) (i) O plano que contém a face [ABDE] é definido por x = 2.

(ii) A reta HI € definidaporx =1 Ay =1.
(iii) O plano paralelo a xOy que passa pelo ponto | é definido por z = —2.
(iv) Uma reta perpendicular ao eixo 0Oz e que passa pelo ponto F é definida por, por
exemplo,x =0 A z=2.
(v) A esfera tangente a todas as faces do cubo tem centro (1, 1, 1) e o seu raio é 1, logo é
definidapor (x — 1)+ (y - 1)+ (z—1)? < 1.

d ()IA+CF=IA+AD=1D
({i)C—DE—-DG=C+CO+0A=0+04=4,logoA+DE +DG =C.

(iii) ||0G + AD|| = 4
(iv) |[AB + BF|| = ||AF|| = V2Z + 22+ 22 = V12 = 23

e) (i) Como D(2, 0, 2) e E(2, 2, 2), uma equagédo do plano mediador de [DE] é y = 1.

(i) (x=2+ (@ -2+@Z-2=(x-1D*+(y-1D*+(z-4)?
Sx?—4x+4+y’—4y+4+22—4z+4=x*-2x+1+y*—2y+1+22-8z+16
© —2x—2y+4z-6=0
o x+y—2z+3=0, que é uma equacgdo do plano mediador de [EH].

f) O raio da superficie esférica de centro | e que passa no ponto E é:

E=J(2—1)2+(2—1)2+(2—(—2))2=V1+1+1 =Vi8=3V2
Logo, uma equacdo desta superficie esféricaé (x — 1)2 + (y — 1)? + (z + 2)2 = 18.
g) AF =F—A4=(0,2,2)—(2,0,0) = (-2,2,2)

Logo, como # € colinear com Zﬁ, entdo é da forma (—2k, 2k, 2k).

IZll = 12 & J(=2k)% + (2k)2 + (2k)? = 12 & 4k? + 4k? + 4k? = 144
o 12k? = 144
o k=12
ok=vV12vk=-V12
©k=2y3vk=-2V3

Como # tem 0 mesmo sentido de AF, entdo k > 0, logo i(—4v3,4V3,4V3).
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24, A(3, 2%) B (2,—1,3)

2

a) O conjunto dos pontos do espago cuja distancia ao ponto A é inferior ou igual a 3 é a esfera de

centro A e raio 3, que pode ser definida por:
—3)2 —2)2 _ 1y
(x—-3)2+(y—2) +(z 2) <9
b) O conjunto dos pontos do espago que sdo equidistantes de A e de B é o plano mediador de
[AB].
1\2 3\2

-3+ -2 +(z-3) =@-22+@+12+(z-3)

1 9
(:)xz—6x+9+y2—4y+4+zz—z+z=x2—4x+4+y2+2y+1+zz—32+z

& —2x—6y+2z2+6=0
©2x+6y—2z—-6=0

< x + 3y —z— 3 =0,que € uma equacao do plano mediador de [AB].

¢) O centro da superficie esférica de diametro [AB] € o ponto médio de [AB] cujas coordenadas

o, 1 1 1 3\2 1
Oseuraio é —AB =~ (3—2)2+(2+1)2+(———) =-Vi+9+1=
2 2 2 2

Nﬁ
Rl

2

Assim, uma equagdo desta superficie esférica é:

(-9 e v

25.

a) (x—6)2+(@y—-22+=+1)*=8 Ay=3

© (x—6)2+(z+1)2=7 A y =3, que define a circunferéncia de centro (6, 3, —1) e raio V7
contida no plano de equagéo Yy = 3.

b) (x+1)?+y2+(z—1)2<16 A x=-1

o y2+(z—1)2 <16 A x = —1, que define o circulo de centro (-1, 0, 1) e raio 4 contido no
plano de equacdo X =-1.

C)x?+y?+22<5Ax=0Ay=0

©z2<5Ax=0Ay=0

©—5<z<V5 Ax=0Ay=0, que define o segmento de reta de extremos (0,0,—V5) e
(0,0,v5).

d)x2+y?+z2—6x+4y+12=0A2z=2

ox*+y*+4—-6x+4y+12=0A2z=2

ox?-6x+9+y?+4y+4=—-12+9 A z=2

& (x —3)2+ (y + 2)? = —3, que define o conjunto vazio.

26.
a) As coordenadas dos restantes vértices do prisma sédo: D(0, —3, 0); E(3, 0, 7); G(-3, 0, 7);
H(0, -3, 7)
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b) EC=C—E =(-3,0,0)—(3,0,7) = (—=6,0,—7)
GB=B-G=1(0,3,0)—(-3,0,7) =(3,3,-7)
EC+GB = (—-6,0,7) + (3,3,-7) = (-3,3,—14)
|EC +GB|| = 11(=3,3, -1l = /(=3)? + 32 + (—14)2 = V9 + 9 + 196 = V214
¢) FD=D—F =(0,-3,0) — (0,3,7) = (0,—6,—7)

Como % é colinear com FD, entdo #(0, —6k, —7k).

lEll = 5 & /02 + (—6k)? + (=7k)2 =5
& 36k? + 49k? = 25

& 85k? = 25
25
o k?=—
85
5 5
Sk=—vk=-—
V85 85
_ Y85 Ve
T 17 17
. . — - 85 785
Como 1 tem sentido contrario ao de FD, entéo k <0, logo (O,%,g).
o 4dic de [BE] & (0+0 3+3 0+7)_ 0.37
d) O ponto médio de [BF] é M PO —(, ’E)

AB=B—-A=(0,3,0)—(3,0,0) = (-3,3,0)
Assim, uma equacéo vetorial da reta que passa em M e tem a direcdo de 4B é:
7
(x,y,2) = (o, 3,—2) +k(=3,3,0),k €R

e) Um vetor diretor de qualquer reta paralela ao eixo das abcissas € (1, 0, 0). Logo, as equacgdes

paramétricas da reta que passam em F e sdo paralelas ao eixo das abcissas sao:

x=k
y=3,keR
z=17

f) O centro da superficie esférica que passa em todos os vértices do prisma € o centro do
prisma (0 ,0, %) O raio desta superficie esférica € igual a distancia entre o centro do prisma e

gualquer um dos seus vértices, por exemplo, o vértice A:

\/(0—3)2+(0—0)2+(§—0)2: /9+0+%=\/%.

Logo, uma condi¢do que define a superficie esférica que passa em todos os vértices do

2 85
; 4 22 2 A R
prisma é x* +y +(z 2) .
27.
x=-2+k
a) As equacgdes paramétricas daretarsdoy y=1+k ,k €R.
z=-3k
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b) Como o ponto pertence ao plano y0Oz, entédo é da forma (0, y, z).

0=-2+k k=2 k=2
Paraquepertengaaretar:{y=1+k @{y=1+2 ®{y=3
z = -3k z=-3X2 zZ=—6

Logo, o ponto de intersecdo da reta r com o plano y0Oz é (0,3, —6).

c) B=A+2ii=(-210)+2(11-3) = (=2,1,0) + (2,2,—6) = (0,3,—6)

28.

a)

b)

29.

a)

O ponto médio de [AB] é o centro da esfera e as suas coordenadas sao:

(—2+0 1+3 0-6

) =1y

O raio da esfera é:

§E=§\/(—2—0)2+(1—3)2+(0—(—6))2=%\/4+4+3 =%\/ﬂ=\/ﬁ

Logo, uma condic&o que define a esfera de diametro [AB] é (x + 1)2+ (y — 2)?2 + (z + 3)? < 11.

Uma condicdo que define a superficie esférica com centro em (2, 2, 2) e que é tangente ao plano

de equagio y = 2 + V6, ou seja, que tem raio V6, é (x —2)2+ (y—2)*+(z—2)>=6. Como A e

B séo pontos que tém as trés coordenadas iguais e pertencem a superficie esférica, entéo:

(x=224+(x—-22+x-2) =6 x—-22%=2x-2=/2 V x—2=—/2
ox=24+2Vvx=2-2

Logo, A(2 + 2,2 + /2,2 +V2), porque pertence ao primeiro octante, e B(2 —v2,2 — 2,2 —v2).

o 242422 2+V2+2-V2 242422
O ponto médio de [AB] tem coordenadas > , > , > =(2,2,2).

Este ponto € o centro da superficie esférica, logo a corda [AB] é um diametro dessa superficie

esférica.

x24+y?+2z2—4x—4y—8z=0

ox?—4x+4+y*—4y+4+2°-82+16=4+4+16
S x-2)2+(@y—-2)2+(x—-4)?*=24

b)

c)

Assim, o centro da superficie esférica é (2, 2, 4) e o raio é V24 = 2+/6.

As coordenadas dos vértices do prisma séo: A(4, 0, 0); B(4, 4, 0); C(0, 4, 0); O(0, 0, 0); D(4, 0, 8);
E(4, 4, 8); F(0, 4, 8); G(0, 0, 8)

AF =F — A =(0,4,8) — (4,0,0) = (—4,4,8)

Como # é colinear a AF entdo 5(—4k, 4k, 8k).

15l = 6 & /(—4k)? + (4k)? + (8k)2 = 6 & 16k? + 16k? + 64k? = 36

36
o k?=—
96
k= —— vk 6
f—1 = — = —_= —
V56 ¥ 756
V96 V96
ok=— Vk=——
16 16
6 V6
@kz—vkz—r
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Como a direcio de ¥ é contraria a de AF, entdo k < 0.

) 7 G G -
Logo, ¥ (—4 X (_T)’4 X (— T)'8 X (— T)) = (V6, —V6,—2v6). Entéo:
—a?b + 4ab =6
(—a?b + 4ab, —6ab, 6a*b) = (\/g -6, —2\/3) S —6ab = -6
6a*b = —2\6
—a?b + 4ab =6
V6
1= ab = ?
ah=-2
3

SR ab = —

a=-2
30.

a) BC =C—B = (11,-10,7) — (13,—4,4) = (—2,—6,3)
Assim, D = A + BC = (10,—6,—2) + (—2,—6,3) = (8,—12,1).
AE = E — A = (22,-12,-6) — (10,—6,—2) = (12, —6,—4)
Logo, F = B + AE = (13,—4,4) + (12,—6,—4) = (25,—10,0).
G =C+4E = (11,-10,7) + (12,—6,—4) = (23,—16,3)
H=D+A4E = (8,—-12,1) + (12,—6,—4) = (20,—18,-3)

b) |[BC|| = 1(=2,-6,3)ll = /(=2)2 + (—=6)2 +32 =4+ 36+ 9 =49 = 7

|4E]| = 11(12,—6,-4)|l = 122 + (—6)% + (—4)? = V144 + 36 + 16 = V196 = 14
Logo, Vyrisma = 7 X 7 X 14 = 686 u.v.

c) O ponto médio de [AE] é o centro da superficie esférica e as suas coordenadas sao

(10+22 —-6—12 -2-6

1___ 1,
P R ) = (16,—9,—4). O raio da superficie esférica éEAE =3 |AE|| = 7.

Logo, uma condicao que define a superficie esférica de diametro [AE] é:

(x—16)*+ (Y +9*+ (z+4)* =49
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d) DBF é o plano mediador de [AC]:
(x—102+(@y+6)*+(z+2)2=x—-11D)*+ (y+10)? + (z—7)?

©x2—-20x+100+y2+ 12y +36+2z2 +4z+4 =x? —22x + 121 + y? + 20y + 100 + z2 —
14z + 49

©2x—8y+18z—-130=0

©x—4y+9z—-65=0

31. Paraque ¥ e ¥ sejam colineares k% — 5k + 6 = 0. Assim:
5+v25-24
k2—5k+6=0<:)k=T<:)k=2 Vk=3

4 2
Se k =2, entdo 1(0,4,2) e ¥(0,—3,—2), mas = * - logo os vetores i e ¥ ndo séo

colineares. Se k = 3, entdo (0,9,3) e v(0,—3,—1) e, uma vez que i = —3v, entdo os

vetores U e ¥ sdo colineares. Logo, k = 3.

32.
a) F=V +VE+EF =(1,1,10) + (1,—1,—3) + (0,2,0) = (2,2,7)
G=V+VG=(1,110)+(-1,1,-3) = (0,2,7)
VH=VG +GH =VG + FE =VG — EF = (-1,1,-3) — (0,2,0) = (-1,—-1,-3)
b) [[EF| = 11(0,2,0)]| = 2

AlaBcD]

Logo, Agrey) =2 %2 =4u.a Assim, =9, 0 que significa que a razdo de

A[EFGH]
semelhanca entre os comprimentos dos lados dos dois quadrados € 3, 0 mesmo

acontecendo com os comprimentos das arestas das piramides [VABCD] e [VEFGH]. Como
VE é colinear com VF e tém o mesmo sentido, e pelo que acabamos de ver acima, entdo
VE = 3VF.Ora, VF = VE + EF = (1,—-1,-3) + (0,2,0) = (1,1,-3), logo VB = (3,3,-9).
Também se tem entdo que VD = 3VH = 3(-1,—1,-3) = (-3,-3,-9).

Logo, D =V + VD = (1,1,10) + (=3,-3,-9) = (-2,-2,1).

Desafios
Pagina 277
1.

a) Trata-se da circunferéncia de centro (6,0) e raio 6, com equagio (x —6)’ +y” =6
b) Estas circunferéncias tém centro nos pontos (5,0), (4,0), (3,0), (2,0), (1,0), (0,0), (—1,0),
(—2,0), (—3,0), (—4,0), (—5,0), e tém todas raio 6.
As equagdes sé&o:
C:(x=57+y*=6
C,:(x—4)Y+)y*=6
C, :(x—?;)z—ky2 =6
C, :(x—2)2+y2 =6
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(x=1)*+y* =6

CS
C,:x’+y’ =6
C, ((x+1)7+y° =6
Co:(x+2)°+y* =6
Cy:(x+3)°+y* =6
Co:(x+4)Y+y* =6’
C,:(x+5) +y* =6
c) Sim, s6 é solugéo da circunferéncia C;.
d) Embora nédo pareca, € o da esquerda. De facto, de acordo com a alinea anterior, o centro da
circunferéncia exterior pertence a uma das circunferéncias. Trata-se de uma ilusao de 6tica.
2.
a) A distancia é dada por:
J@-02+0-1)2=vVaz+1

b) Dado que as moedas tém raio 1, a distancia entre A e B é igual a distancia calculada na alinea

anterior menos 1, ou seja, Va*+1—1
c) Dado que a é positivo, obtemos:
Jee+1-1=3eJa2+1=4
Sal+1=16
o a’=15
©a=15

< a = 3,86
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Tema IV — Funcdes reais de variavel real
Unidade 1 — RevisOes
Paginas 6 a9

1.

a) A correspondéncia f ndo é uma fungcdo de A em B, pois existe um elemento do conjunto de
partida, 3, que tem mais do que um elemento correspondente no conjunto de chegada, 30 e 40.
A correspondéncia g € uma fungdo de A em B, pois a cada elemento do conjunto de partida
corresponde um e um sé elemento do conjunto de chegada.

b) D, ={1,2,3,4}
Conjunto de chegada: {10, 20, 30, 40}
D, ={10,20,30}

2. Dy ={-1,0,1,2,3}
D, ={-1,0,1,2,3}
Conjunto de chegada de f: {-3,0,1,2,3,4,5,6,9}
Conjunto de chegada de g: {-3,0,1,2,3,4,5,6,9}
g1 =3x(-1)=-3=f(-1)
9(0)=3x0=0=f(0)
g(1)=3x1=3=f(1)
9(2)=3x2=6=f(2)
9(3)=3%x3=9=f()
Assim, as funcdes f e g ttm o mesmo dominio, ttm o mesmo conjunto de chegada e cada

elemento do dominio tem a mesma imagem por f e por g. Logo, as funcdes f e g séo iguais.

3. f(x)=3x%2+1

a) f1)=3x12+1=3x1+1=3+1=4

b) F(0)=3x02+1=3x0+1=0+1=1

) F(V2)=3x(V2)' +1=3x2+1=6+1=7

d) f(—§)=3x(—§)2 +1=3x$+1=§+1=§

&) f2a) =3xQa)?+1=3x4a?+1=12a>+1
f) fla—1)=3%x(@—-1)2?+1=3x(@*—-2a+1)+1=3a*—6a+3+1=3a>—6a+4

Unidade 2 — Generalidades acerca de fungdes

Paginas 10 a 29
4.

a) AxB={(m,0),(m1),(v20),(V2,1),(@0),(® 1}

b) B x A={(0,m),(0,v2),(0,®),(1,m),(1,v2),(1,®)}

c) AxA={(mn),(mV2),(m ®),(V2,r),(V2,v2),(V2,®), (@ ), (P,V2), (@, )}
d) B x B ={(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)}
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5. Uma vez que A tem 3 elementos e B tem 2 elementos, sejam A = {a, b,c} e B = {d,e}. Como
AN B ={20}, entdo A = {20,b,c} e B = {20, e}. Visto que (40, 30) € A x B, entdo A = {20,40,c} e
B = {20,30}. Finalmente, como A U B = {10, 20,30, 40}, entdo 4 = {10, 20, 40}.

a) AxB ={(a,1),(a,2),(a3)(1),(2),(,3),1),(1?2),(,3),(,1),(0,2),(0,3), (u, 1), (u,2),w3)}
b) C é o grafico de uma fungéo de A em B, uma vez que cada elemento de A é o primeiro elemento
de um Unico par ordenado de C.
D ndo é o grafico de uma funcdo de A em B, pois admite mais do que um par ordenado cujo

primeiro elemento € a.

a) AxB={(,5),(1,6),(2,5),(2,6),(3,5),(3,6),(4,5), (4,6)}

b) Ax B ={(51),(5,2),(5,3),(5, 4),(6,1),(6,2),(6,3),(6,4)}

c)

8.

a) AxB={(-1,4),(-1,5),(-1,6),(1,4),(1,5),(1,6),(2,4),(2,5),(2,6)}

b) C é o grafico de uma fungdo de A em B, pois cada elemento de A é o primeiro elemento de um
Unico par ordenado de C.
D néo é o grafico de uma funcédo de A em B, pois admite mais do que um par ordenado em que o
primeiro elemento é —1.

c)

d) Por exemplo, {(—1, 6), (1, 6), (2, 6)}.

9.
a) D, =1{1,3,57} D ={a,c,f,h}
Conjunto de chegada: {a, b, c,d, e, f, g, h}
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b)

x |y
1] h
7 f
c) D={17} D" ={f,h}
Conjunto de chegada: {a, b, c,d, e, f, g, h}
10.
a) € ={-3-1}
fE3 = (=32 =9
f-D = (D=1
Logo, f(C) ={1,9}.
b) D ={-3,v3,3}
f(=3)=(=3?=9
f(¥3) = (v3)" =3
f(3)=32=9

Logo, f(D) = {3,9}.
c) A={-3,-1,1,v2,v3,3,4,6}

f(=3)=(-3)* =9
f-D=(-1)?=
f()=12=1

1(V2) = (V2)" =2
F(¥3)=(V3)" =3

f(3)=32=9
f(4) =42 =16
£(6) = 6% =36

Logo, f(4) ={1,2,3,9,16,36}.

11. A funcdo f n&o € injetiva, pois existem elementos diferentes do dominio que tém a mesma
imagem, uma vez que ha imensas pessoas no mundo com a mesma idade, em anos.
A funcéo g ndo é injetiva, pois existem elementos diferentes do dominio que tém a mesma
imagem, uma vez que dois irmaos tém a mesma mae.
A funcéo h € injetiva, pois a cada elemento do dominio corresponde um e um s6 elemento do
conjunto de chegada, ja que cada pais tem uma e uma so capital.
A funcéo i ndo é injetiva, pois existem elementos diferentes do dominio que tém a mesma

imagem, uma vez que ha varios paises com a mesma lingua oficial.

12.

a) A funcéo f ndo € injetiva, pois, por exemplo, os nimeros —2 e 2, que fazem parte do dominio,
tém a mesma imagem, 8.
f(=2)=2x(-2)?=2x4=38
f(2Q)=2x%x22=2x4=38

b) Por exemplo, f|c:C - B, onde C = {-2,1,V2,3,4}.

P& Expoente™ « Dossié do Professor 159



13.

a) f é nao injetiva, ja que aos elementos 1 e 4, que fazem parte do dominio, corresponde a
mesma imagem, 5.

b) g é uma funcao injetiva, ja que a cada elemento do dominio corresponde um e um sé elemento
distinto do conjunto de chegada.

c)

— WA=
.

— MW e
.

Ol 12345x Ol 12345~

14. A funcdo f ndo é sobrejetiva, uma vez que o conjunto de chegada, A ={1,2,3,4,5}, ndo
coincide com o contradominio, Dy = {1, 3,4,5}. A funcéo g € sobrejetiva, uma vez que o seu

contradominio coincide com o conjunto de chegada: D; = {1, 2,3,4,5} = A.

15. A funcdo f ndo é sobrejetiva, pois, para qualquer nimero real x tem-se que x = 0. Portanto,
nesta fungdo nédo ha imagens inferiores a 0. Ou seja, o contradominio de f, R, ndo coincide

com o seu conjunto de chegada, R.

16. A funcdo g € sobrejetiva, pois, para todo o numero real y existe um numero real x tal que
y =x+ 2.
y=x+2¢& x=y— 2, portanto, para qualquer y e R, y = f(y — 2).

17.

a) A fungdo ndo é injetiva, pois aos elementos 2 e 3 do dominio corresponde a mesma imagem, b.
A funcéo é sobrejetiva, pois todo o elemento de B € imagem de um elemento de A. A funcdo néo
€ bijetiva, pois ndo é injetiva.

b) A funcéo é injetiva, pois objetos distintos tém imagens distintas. A funcéo é sobrejetiva, pois todo
0 elemento de B é imagem de um elemento de A. A fungdo € bhijetiva, pois € injetiva e
sobrejetiva.

¢) A funcdo néo € injetiva, pois aos elementos 2 e 3 do dominio corresponde a mesma imagem, b.
A funcdo nao é sobrejetiva, pois o elemento ¢ do conjunto B ndo é imagem de qualquer elemento
do conjunto A. A funcéo néo é bijetiva, pois ndo é sobrejetiva.

d) A funcéo € injetiva, pois objetos distintos tém imagens distintas. A funcdo ndo é sobrejetiva, pois
0 elemento b do conjunto B ndo é imagem de qualquer elemento do conjunto A. A fungdo ndo é

bijetiva, pois ndo é sobrejetiva.

18. A funcédo f é injetiva, pois, quaisquer que sejam 0s nUmeros reais x; e x, pertencentes ao
dominio, tem-se que f(x;) = f(x,) = x;, = x,, Uma vez que:
flx) =f(xy) > 2x;, —5=2x, — 5= 2x; = 2x, =2 X, = X,
A funcéo f é sobrejetiva, pois para todo o numero real y existe um namero real x tal que

y=2x—5.

y+5 y+5
y=2x—5<:>2x=y+5=>x=7,portanto,paraqualquerye]R,y=f - )

Como f é simultaneamente injetiva e sobrejetiva, tem-se que f é uma func¢éo bijetiva.
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19.

a) g(f() =g =9

b) f(g(@) =f® =7

c) g(f(0)) =g(5) =12

d) f(g(0)) ndo existe, pois 0 ndo pertence ao dominio de g.

e) f(g(5)) = f£(12) n&o existe, pois 12 ndo pertence ao dominio de f.

20.
a)i. gof(-2)=g(f(-2)) =g2x(-2)+3)=g(-4+3)=g(-D)=(-1)?=1

ii. fog(V3) +gef (%) =f(9(¥3)) +g (f(%)) =1 ((V3)") +g (2 x5 +3)

=f@)+g9(1+3)
=2x3+3+g(4)
=6+3+42
=9+16 =25
b) Dgoy = {x €Dp:f(x) ED,} ={x ER A 2x+3 €R} =R

gof()=g(f(x) =g@2x+3)=02x+3)?=4x?+12x+9

Conjunto de chegada: R

Doy ={x€Dyig(x) ED;}={x e RAx? € R} =R

fog)=f(g(x)=f(x* =2x*>+3

Conjunto de chegada: R

¢) A composicao de fungbes ndo é comutativa, pois, na alinea anterior, g o f(x) # f o g(x).

21. Dj,={xeD;g(x) eD;}={xeRA—x+2€R}=R
fog)=f(g(x))=f(—x+2)=4(—x+2)—3=—4x+8-3=—4x+5
Conjunto de chegada: R
Dyy={x€Dpif(x) €D} ={xeRA4x—3€ER}=R
gof()=g(f(x)) =g(4x—3)=—-(4x—3)+2=—4x+3+2=—4x+5
Conjunto de chegada: R
Como as fungbes fog e gof tém o mesmo dominio, 0 mesmo conjunto de chegada e a

mesma expressao analitica, entdo sdo iguais e, portanto, as fungdes f e g sdo permutéveis.

22.

a) fog(x)=f(g(x)=f(-3x+2)=4(-3x+2)—1=-12x+8—-1=—-12x+7
b) gof(x)=g(f(x)) =g(dx—1)=-34x—1)+2=—-12x+3+2=—12x+5
c) fof()=f(f(x)=f@Ux—-1)=4(@x—-1)—-1=16x—4—-1=16x—5
d)gog(x)=g(g(x))=g(—3x+2)=—3(—3x+2)+2=9x—6+2=9x—4

23. Dry={x€Dpf(x)eD}={xeERA-x+6€ER}=R
fof)=ffX)=f(-x+6)=—(-x+6)+6=x—-6+6=x

Conjunto de chegada: R
Logo, f o f = Idg.
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24, fTLB-A

x|y
a 1
b | 2
[« 3
25.
a) {(mr,—1),(-4,2),(3,3),(0,4)}
b)
)
3 " ®
. 2
1 14
T RILE
4
26.

a) i.f(5)=2%x5-3=10-3=7
ii. f71(5) =4,pois2x—3=5©2x=8ox=14

1 1
iii. f71(—4) = — E,poist—3=—4(:)2x=—1(:)x=—E

N | W

3
iv. f71(0) = E,poiSZx—3=0<:>2x=3<:)x=

V.fof 1 (8)=f(f'(5)=f(4)=2x4-3=8-3=5
x+3

y+3
b) 2x—3:y<:>2x:y+34:>x=7.Logo,f‘l(x):T.

27.

a) A funcéo f é injetiva, pois, quaisquer que sejam o0s nUmeros reais x, € x, pertencentes ao
dominio, tem-se que f(x;) = f(x;) = x; = X, UMma vez que:
flx)=f(x) > -3x,+5=-3x,+5=-3x;, = -3x,2x, =x,
A funcéo f é sobrejetiva, pois para todo o nimero real y existe um namero real x tal que y = —3x + 5.

-y+5 -y+5
y=-3x+5©3x=-y+5ex =T, portanto, para qualquer y e R, y = f ( 3 )

Como f é simultaneamente injetiva e sobrejetiva, tem-se que f é uma funcao bijetiva.

—-y+5
b) -3x+5=ye -3x=y-5e3x=-y+5x=
—-x+5
Logo, f1(x) = 3
1 1 —-Xx+5
c) fef')=f(f) =7 3
—-x+5
=-3x +5
3
=—(—x+5)+5
=x—545=x,Vx€eER
—(-3x+5)+5

flof@=f1(f0))=f"(-3x+5 =
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Unidade 3 — Generalidades acerca de funcdes reais de variavel real
Paginas 30 a 56

28.
a) Dy = {x € Rix # 0} = R\{0}
b) D, =R

c) D, ={x e R:9—x? # 0} = R\{-3,3}

Calculo auxiliar

9—x2=0©x2=9ox=3Vvx=-3

d D;={xeRx*+1#0}=R

Calculo auxiliar

x%? 4+ 1 = 0 é uma equag&o impossivel em R.

e) Dj={x€Rx—220}=[2+oo]

Calculo auxiliar

x—2>0x>2

f) Dp={xeR:x+3=0Ax—5=0}=[-3,5[U]5, 4|

Calculos auxiliares

x+2=20x=>-3 x—5=0x=5

g) D,=R

29. As representacdes gréaficas (Il) e (lll) ndo sdo fungdes, pois ha valores de X aos quais

corresponde mais do que um valor de Y . As representac@es graficas (I) e (IV) séo fungdes,

pois a cada valor de X corresponde um e um s6 valor de Y .

. o 7 3
Relativamente ao grafico (I): D = [— oy E[ eD' =[-4,2].
Relativamente ao grafico (IV): D =]-3,3] e D' =]-4,—-1[ U [1,4].

30. Relativamente ao gréafico (1), os zeros da funcdo sdo —3 e 1; a funcdo é positivaem ]-3,1[ e é
negativa em [—% —3[ U ]1;[ Relativamente ao grafico (1V), a funcdo ndo tem zeros; a funcao

é positiva em [0, 3] e é negativa em ]-3,0[.

f(=x) = (=x)*+5=x*+5= f(x), Vx € D, ou seja, f é uma fungéo par.

f(=x) =3 (=x) = -3Yx = —f(x),vx € Dy, ou seja, f € uma fungdo impar.
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33.

a)
y
3
.
! ] >
-5 21 |91 2 5
b)
¥
3
2
1 2 5
{ R - >
-5 -2 1 x
-2
3
34.

a) Dy =R, logo Vx € Df,—x € Df
f(=x) = (=x)*+3 =x*+3 = f(x), Vx € Dy, ou seja, f € uma fungéo par.

b) D, =R, logo Vx € Dy, —x € D,
gx)=(@x+3)2=x2+6x+9
g(=x)=(—x+3)2=x2-6x+9
—g(x)=—(x+3)?=-(x2+6x+9)=—-x*—-6x—9
Ou seja, ndo ¢ verdade que g(—x) = g(x),Vx € D, nem que g(—x) = —g(x),Vx € Dy.
Logo, g ndo é par nem impar.

¢) D, =R\ {0}, logo Vx € D,,—x € D,

1 1 . . .
h(—x) = =3 —h(x),Vx € D, ou seja, h € uma fungéo impar.

d) D; = R\ {—2}, ou seja, 2 pertence ao dominio da fungéo i mas —2 néo pertence ao dominio da

funcéo i, assim, a funcao i ndo é par nem impar.

35.

a)

(-0.82, 0) (1.38,0) X

Os zeros da funcdo f sdo —0,82 e 1,38 (aproximadamente).

.

o (2,0

b)

y

O zero da funcéo g é 2.
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c)

A fung@o h ndo tem zeros.

d)

(3.68,0) X

O zero da fungéo i é 3,68 (aproximadamente).

36.

a) Pretende-se resolver graficamente a equagédo f(x) = 5.

\f y /
(68 5) 5 /(0.68 5)

Os pontos pedidos séo (—2,7; 5) e (0,7; 5).
b) Pretende-se resolver graficamente a equacéo f(x) = x2.

X
(0.33,0.11)

Os pontos pedidos séo (—2,8; 7,9) e (0,3; 0,1).
37.
a) g(@=f(a)-4=10-4=6
b) gla)=f(a)+4=10+4=14

38.
a) Dy =1-42] D} =1-3,5]

A funcéo f tem um zero.
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b)

lA J.A
84
VAN al
S 1
1 . »
+-7 -4 20]12 x

O gréfico da fungéo g obtém-se do gréfico da funcdo f por meio de uma translacdo de vetor
1(0,—4) e o gréafico da fungdo h obtém-se do gréafico da funcéo f por meio de uma translacéo de
vetor #(0,3).

c) Dy =1-4,2] D, =1-7,1]
A funcdo g tem um zero.
D, =1-4,2] D, =10,8]
A funcéo h néo tem zeros.

39.

a)
O gréafico da fungéo g obtém-se do gréfico da funcdo f por meio de uma translacdo de vetor
7(4,0) e o gréafico da funcdo h obtém-se do gréafico da funcéo f por meio de uma translacdo de
vetor ¥(-2,0).

b) D, =10,6]
D, =1-3,5] A fungdo g tem um zero.
Dh = ]_61 0]
D =1-3,5] A funcdo h tem um zero.
40.

a) g(a)=3f(a) =3x10=30

1 1
b) g(a)=gf(a)=§><10=2

41.

a)

v

ra |
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b)

42.

a)

b)

43.

b)

PG& Expoente™ « Dossié do Professor

O grafico da funcdo g obtém-se do gréafico da fungéo f por meio de uma dilatagédo vertical de

coeficiente 2 e o gréfico da fungdo h obtém-se do gréafico da funcédo f por meio de uma contragédo

1
vertical de coeficiente E

Dy =1-4,2]

D, =1-6,10]

A funcdo g tem um zero.

D, =1-4,2]

p-]-22
o272

A funcdo h tem um zero.

= W
-
W

- N =
+ —t

HV
ie]
ro

v

._.4. t Itllx

15

O grafico da funcdo g obtém-se do grafico da funcdo f por meio de uma contracdo horizontal de
1

coeficiente > e o grafico da funcéo h obtém-se do grafico da funcdo f por meio de uma dilatacao

horizontal de coeficiente 2.

D, =1-2,1] D; =1-3,5]
A fungéo g tem um zero.
Dh = ]_81 4]

A fungéo h tem um zero.

D} =1-3,5]

+4
3
T 4
—t—t—1—t—t——r
2110 2 X

O grafico da funcdo g obtém-se do grafico da fungédo f por meio de uma reflexdo de eixo Ox
e o gréfico da funcdo h obtém-se do gréfico da fungéo f por meio de uma reflex&o de eixo 0y.
D, =1-4,21 D, =[-53[

A funcéo g tem um zero.

Dy =[-2,4( D =1-3,5]

A fungéo h tem um zero.
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Unidade 4 — Monotonia, extremos e concavidades

Paginas 57 a 67
44,

a) A funcao f é estritamente decrescente em [ —6, —4], por exemplo.

b) Afuncéo f é decrescente em sentido lato em [ —6, — 1], por exemplo.

c) Afuncdo f é estritamente crescente em [0, 3], por exemplo.

d) A funcao f é crescente em sentido lato em [0, 6], por exemplo.

e) Afuncdo f é constante em [—2, 0], por exemplo.

45,

a) Por exemplo:

, ,
/ 2 O x
b) Por exemplo:
y
B >
(@] 3 X
46.
a)
x —4 -2 1 2
T
er IND| S 3| = 3|/ |5

f é estritamente crescente em [—4, —2] e em

[1, 2]; f é constante em [ —2, 1].

g é estritamente crescente em ]—oo, —2] e em [0, 2]; g é estritamente decrescente em [—2, 0] e

b)

X = |2 0 2| e
Va:,ffu/at\.o/ﬂ;\.
em [2,+ool.

47.

a) Um majorante de g é 5, por exemplo.

b) O conjunto dos minorantes de g é ]—oo, —6].

c) A funcéo g é limitada, pois € majorada e minorada.

48. —5 é minimo absoluto de f e é atingido em —6; 0,5 é minimo relativo de f e é atingido em —1;
—2 é minimo relativo de f e é atingido em 3,5; 4 € maximo absoluto de f e é atingido em —3;

2 é méximo relativo de f e é atingido em 1; —1 é maximo relativo de f e é atingido em 4.
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49.

a) As fungdes em que a imagem de a € um maximo relativo séo f e h, uma vez que, nestas fungoes,
existe pelo menos uma vizinhanca r de a em que todos 0s objetos tém imagens inferiores a f (a)
e h(a), respetivamente.
Quanto as fungdes g e i, qualquer vizinhanga r de a admite objetos com imagens maiores do
que g(a) e i(a), respetivamente.

b) A fungdo em que a imagem de a € um maximo absoluto é a fungdo f, uma vez que nesta funcao,
gualquer elemento do seu dominio tem imagem inferior ou igual a f (a).
A imagem de a ndo é méaximo relativo para as fungbes g e i, logo também ndo é méximo
absoluto.
Quanto a funcdo h, apesar de a imagem de a ser um maximo relativo da fungdo, ndo é um

maximo absoluto, pois ha elementos do dominio cujas imagens sdo superiores a h(a).

50.

(-0.84,13.22) y

O valor maximo da fungéo é, aproximadamente, 13,22, logo a = 13,22.

Aprende Fazendo

Paginas 68 a 79

1. O gréfico (I) € uma funcdo de A em B, porque a cada valor de A faz corresponder um e um so6
valor de B.
O grafico (Il) € uma fungédo de A em B, porque a cada valor de A faz corresponder um e um so6
valor de B.
O grafico (Ill) ndo é uma fungdo de A em B, porque ao elemento —1 do conjunto A faz
corresponder os elementos 0 e 9 do conjunto B.
O grafico (IV) ndo é uma funcdo de A em B, porque ao elemento O do conjunto A n&o
corresponde qualquer elemento do conjunto B.
O grafico (V) ndo € uma funcédo de A em B, porque contém o par ordenado (3, 6) e 3 ndo € um
elemento do conjunto A. Assim, apenas os graficos (1) e (Il) sdo graficos de fungdes de A em B.
(Opcéo A)

2. Os gréficos (1) e (IV) ndo representam fungdes reais de variavel real porque contém valores de x
aos quais corresponde mais do que um valor de y. Assim, apenas os gréaficos (Il) e (Ill)
representam fungdes reais de variavel real.

(Opcéo C)
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3. O perimetro do quadrado é dado pela expressdo p = 4l, onde [ representa a medida do
comprimento do seu lado. Assim, [ = 2. A area do quadrado é dada por A = [?. Substituindo I

nesta expresséo, obtém-se a fungéo que relaciona a area de um quadrado com o seu perimetro:
2 2
p 14
() =%
®) =17 e
(Opgao B)

4. f(RQa) =2a+a=((a+a)+a=f(a)+a
(Opcéo C)

5.

a) O grafico da funcédo g obtém-se do grafico da funcéo f por meio de uma translacdo de vetor

N

v 0,E , 0 que significa que a fungdo g n&o tem zeros.
2

(Opcéo D)
b) Para que f(x) = k tenha 3 solugdes, k tem de pertencer ao conjunto [2, 3].
(Opcéo C)

6. A funcdo f ndo tem minimo relativo em a, pois a ndo é um elemento do dominio da funcao.
A funcdo g tem minimo relativo em a, pois existe pelo menos uma vizinhanca r de a em que
todos os objetos tém imagens superiores a g(a).
A fungdo h ndo tem minimo relativo em a, pois qualquer vizinhanca r de a admite objetos com
imagens menores do que h(a).
A funcéo i tem minimo relativo em a, pois existe pelo menos uma vizinhanca r de a em que
todos os objetos tém imagens superiores a i(a).
Assim, apenas as fun¢des g e i tém minimo relativo em a.
(Opgao A)

7. O gréfico da funcdo definida por f(x — 3) obtém-se do grafico da fungdo f por meio de uma
translagédo de vetor (3, 0), o que significa que esta funcdo tem um zero no intervalo [1, 6], mas
nada se pode concluir sobre o que se passa no intervalo [-5, 0].

O gréfico da fungdo definida por f(x) + 3 obtém-se do grafico da funcéo f por meio de uma
translacéo de vetor (0, 3), o que significa que nada se pode afirmar acerca dos zeros desta fungdo.

O gréfico da funcédo definida por f(x) — 3 obtém-se do grafico da funcdo f por meio de uma
translacéo de vetor (0, —3), 0 que significa que nada se pode afirmar acerca dos zeros desta fungéo.
O gréfico da funcéo definida por f(x + 3) obtém-se do gréfico da fungéo f por meio de uma
translagédo de vetor (—3, 0), o que significa que esta funcdo tem, necessariamente, um zero no
intervalo [-5, O].

(Opgao D)

8. O gréfico da funcdo g obtém-se do grafico da fungéo f por meio de uma translacdo de vetor
(=2, 0), seguida de uma reflexdo de eixo Ox e de uma translacdo de vetor (0, —2), pelo
que g(x) = —f(x +2)—2.

(Opcéo B)

PG& Expoente™ « Dossié do Professor 170



9. O grafico da fungéo definida por f(x — 3) obtém-se do grafico de f por meio de uma translagéo de
vetor (3, 0), o que significa que sera simétrico em relagéo ao eixo 0y. Logo, a funcéo definida por
f(x — 3) é par.

(Opgao A)

10.

a) O grafico da fungdo g obtém-se do grafico da fungdo f por meio de uma translagdo de vetor
(—4, 0), o que significa que os zeros de g sdo -4 —4=-8e1—-4=-3.
(Opcéo D)

b) D, ={x e R: f(x) >0} =]-4,—1[ U ]1, 4+oo[
(Opcéo B)

11.

a) A afirmacéo (I) é falsa, pois f ndo é injetiva, logo ndo admite inversa. A afirmacéo (Il) é falsa, pois
o gréfico de f ndo é simétrico em relacdo ao eixo Oy, logo f ndo é uma fungéo par. A afirmacgéo
(1) é verdadeira, pois o gréafico da fungdo g é simétrico em relagédo a origem do referencial, logo
g € uma fungéo impar.

(Opgao C)
b)gt(2)=2+#0
g H(=2)=-2=%0
gofM=g(f(0)=9g(-2)=-2<0
(Opgéo D)

12. Se a fungéo f é estritamente decrescente, entdo € injetiva. Logo, ndo ha dois objetos distintos
com a mesma imagem, em particular, ndo ha dois objetos distintos cuja imagem seja zero, ou
seja, a funcdo ndo pode ter mais do que um zero.

Se a fungdo f é estritamente decrescente ndo pode ser uma fungéo par.

O contradominio da funcdo f ndo tem de ser R™. Basta considerar, por exemplo, a fungdo
f(x) = —x, de dominio R, estritamente decrescente no seu dominio, e cujo contradominio é R.
(Opgao D)

13. Se a fungdo g é par e 0 ponto P(a, b) pertence ao seu grafico, entdo o ponto de coordenadas
(—a, b) também pertence ao grafico de g. Logo, o ponto (—a, —b) ndo pode pertencer ao grafico
de g, caso contrario, ao objeto a corresponderiam duas imagens diferentes, b e —b, € g ndo
seria uma funcéo.

(Opcéo C)

14. Sejax > 3, entdo f o g(x) = f(g(x)) = f(1) = 2, pelo que o gréafico da fungdo composta f o g s
pode ser o gréafico representado na opgao B.
(Opcéao B)

15.
a) Proposicgéao falsa, pois uma funcdo é uma correspondéncia que a cada elemento do dominio faz

corresponder um e um sé elemento do conjunto de chegada.
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b) Proposicao falsa, pois a dois objetos diferentes pode corresponder a mesma imagem, por
exemplo, sendo f(x) = x?%, entdo f(1) = f(—1) = 1.

c¢) Proposicéo verdadeira.

d) Proposigéo falsa, pois o contradominio é um subconjunto do conjunto de chegada que pode néo
coincidir com este.

16.

a)AxB={(-1,2),(—1,5),(0,2),(0,5),(2,2),(2,5)}

b) BxA=1{(2,-1),(2,0),(2,2),(5,-1),(5,0),(5,2)}

c)AxA={(-1,-1),(-1,0),(-1,2),(0,—1),(0,0),(0,2),(2,—1),(2,0),(2,2)}

d) Bx B ={(2,2),(2,5),(5,2),(5,5)}

17. Os subconjuntos C e D podem ser gréficos de fungdes de A em B.
O subconjunto E néo pode ser grafico de uma fungdo de A em B, pois ao elemento —1 de A
correspondem os elementos 0 e 8 de B.
O subconjunto F ndo pode ser grafico de uma funcdo de A em B, pois ao elemento 0 de A ndo
corresponde qualquer elemento de B.
O subconjunto G ndo pode ser grafico de uma fungdo de A em B, pois contém o par ordenado
(3, 6) e 3 ndo é um elemento de A.

18.
a) Dr=NeD, ={1,2,3,4,5}, logo os dominios de f e g s&o diferentes, pelo que as funcbes f e g

nao sao iguais.

b)fla=g J .
Calculos auxiliares
T 11213 a5 f)=2%x143=2+4+3=5
fQ=2%x2+3=4+3=7
ylo|7pe e F(3)=2x3+3=6+3=9

fA)=2x4+3=8+3=11
f(5)=2x5+3=10+3=13

c) :R — R, com h(x) = 2x + 3.

19. As funcgdes f, g, h, j, k e l sdo fungBes injetivas, pois para cada uma destas fungdes, objetos
distintos tém imagens distintas.
A funcdo i ndo é injetiva, pois, por exemplo, aos elementos —1 e 1 do dominio corresponde a
mesma imagem, 1.
A funcdo m ndo é injetiva, pois, por exemplo, aos elementos 1 e 8 do dominio corresponde a
mesma imagem, 2.
As funcbes f, i, j e k s@o sobrejetivas, pois, para cada uma delas, todos os elementos do
conjunto de chegada sédo imagem de pelo menos um elemento do dominio.
A funcdo g ndo é sobrejetiva, pois o elemento 9 do conjunto B ndo é imagem de qualquer
elemento do conjunto A.
A funcao h ndo é sobrejetiva, pois, por exemplo, os elementos impares do conjunto de chegada
ndo sdo imagem de qualquer elemento do conjunto {1,2, 3,4, 5}.
A fungdo [ ndo é sobrejetiva, pois 0s elementos pertencentes ao conjunto [0, 2[ ndo séo imagem

de qualquer elemento do conjunto [1, 6].
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A funcdo m ndo é sobrejetiva, pois, por exemplo, o elemento 0 ndo é imagem de qualquer

elemento do dominio.

As funcdes f, j e k séo bijetivas porque sao simultaneamente injetivas e sobrejetivas.

A funcéo i é sobrejetiva, mas nao € injetiva, logo nao € bijetiva.

As fungdes g, h e | sdo injetivas, mas ndo sdo sobrejetivas, logo ndo séo bijetivas.
20.
a) Proposigéo verdadeira.
b) Proposicéo verdadeira.
c¢) Proposicgéo falsa, por exemplo, f:{1,2,3} - {1,2,3,4,5,6}, onde f(x) = 2x € uma funcéo injetiva,

mas nao € bijetiva uma vez que ndo é uma funcao sobrejetiva.
d) Proposicdo falsa, por exemplo, f:{—2,—1,0,1,2} - {0,1,4}, onde f(x) =x? é uma funcéo

sobrejetiva, mas nao € bijetiva uma vez que ndo é uma fungao injetiva.
e) Proposicao verdadeira.
f) Proposigéo verdadeira.

g) Proposicao verdadeira.

21.

a)g(f(4)) =g(v5—4) =g(1)=12-1=0
b) F(g(1)) = FA2—1) = f(0) =v5—-0=+5

) fog@+gof(=5)=f(g@)+9(f(-5)=f2*-1) +9<4/5—5>

=f(3) + g(v10)
—V5-3+(VI0) -1
=v2+9

=942

22.
a)gof(x)=g(fx))=9gBx—2)=4Bx—2)+1=12x—8+1=12x—7
b) feglx) =f(g(x)=f(4x+1)=34x+1)-2=12x+3-2=12x+1
C)fof(x)=f(f(x))=f(Bx—2)=3(Bx—-2)-2=9x—6-2=9x—8
d)geg(x)=g(g(x)) =gldx+1) =4(4x+1)+1=16x+4+1=16x+5

23.

a) A funcéo f é injetiva, pois a cada objeto corresponde uma imagem distinta.
A funcao f é sobrejetiva, pois todos os elementos do conjunto B sdo imagem de um elemento do
conjunto A.
Logo, a funcéo f é bijetiva, pois é simultaneamente injetiva e sobrejetiva.

b)
fF.B— A
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24,
a) Dy = [-5,6[

D; =1-6,6]

Os zeros de f sdo —5 e —2.

A funcéo f é positiva em ]-5,—2[ e em [0, 6[, é negativa em ]—2, 0[.
b) Dy = ], 6]

Dy = [=6,+oo[

Os zeros de g sdo —5 e 4.

A funcéo g é positiva em ]—oo, —5[ e em 14, 6], é negativa em ]-5, 4[.
c)D, =R

Dy = ]-,4]

Os zeros de h sdo —6, -5 e 3.

A funcéo h é positiva em ]—6,—5[ e em ]3, + [, é negativa em |-, —6[ € em ]-5, 3[.

25. As fungdes f e g sdo funcdes pares, pois os seus gréficos sdo simétricos relativamente ao eixo
Oy.
As funcdes h e i sdo fungbes impares, pois os seus graficos sdo simétricos relativamente a
origem do referencial.
As funges j e k ndo sdo fungdes pares nem impares, pois 0s seus graficos ndo sdo simétricos

em relacdo ao eixo Oy nem em relagéo a origem do referencial.

26.

a) A funcgéo f é injetiva, pois a cada elemento do conjunto A corresponde um elemento distinto do
conjunto B. A funcgéo f € sobrejetiva, pois todos os elementos do conjunto B sdo imagem de um
elemento do conjunto A.

b) (i) f|{—2,0,3} - B

X ¥y
2| 4
0 12
3 8
(i) f~:B > A
x ¥
(4] -1
4| 2
8 3
12 0

(i) go f(-2) = g(f(-2)) =g(4) =21
gef(=1) =g(f(-1) = g(0) = 20
gef(0)=g(f(0)) =g(12) =31
gof(3)=g(f3)=g(8 =30
gof:A—{20,21,30,31}

x [y
2 | 21
-1 20
IEL

30
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(V) f~'o f = Id,

x |y
-5
oo
3|3
27.
a) Dy ={x € Dp:1f(x) €Dy} = {x e R\ {2}: f(x) € R} = R\ {2}
x+1 x+1 2x+2+3(x-2) _ 2x+2+43x-6  5x—4
geoft)= g(f(x)) -9 (E) - (E) - x—2 B x—2 T ox=2

b) Ds., = {x € D,: g(x) € D} = {x € Rig(x) € R\ {2}} =R\ {_ %}

Calculo auxiliar

1
g(x)ER\{Z}@2x+3¢2<:>2x¢—1<:>x:#—E

2x+3+1 2x+4
2x+3-2  2x+1

fogl)=f(gl)=rf(2x+3)=

28.
b) D, = R

c)D, ={xeR:x—3#0}=R\ {3}
d) D, ={x € R:3—x? # 0} = R\ {—V3,V3}

Calculo auxiliar
3—x2=0ox(=3ox=—-/3vx=+3

e)D;={x €Rix—3 20} =[3,+00[

Calculo auxiliar
x—320x2>3

D, ={x eER:3—x>0}=]-00,3[

Calculo auxiliar
3—x>0 —x>-3x<3

9)D, =R
h)D,, ={x e R:x # 0} = R\ {0}

29.fog(x) =6x+9 & f(g(x)) =6x+9
©2g(x)-5=6x+9
e 2g(x) =6x+14
o gx)=3x+7
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30.
a) Df =R= D;-—l

y—-1
2x+1=y<:)2x=y—1<:>x=7
i =

x) =—
2
Df—1=]R

b) Dy =R = D)

1_
1—4x=y<:)—4x=y—1<:)4x=1—y4:>x=Ty
1-x
-1 —_—_—
g0 ==
D,-1 =R

g
C) Dh =R = D;l_l

¥*t+l=yoerxi=y-l1ex=3y-1

i) =Vx—1
Dp-1=R
d)D;={xeRix+1+#0}=R\{-1} =D/~
1 1-y
mzyc»l:xy+y@xy:1—y@x27
i) =
X

Di-1={x€eR:x# 0} =R\ {0}

1
e)Dj={xER:3x—1¢O}=R\{§}=Dj'-1

2x Y
=y l2x=3xy—-yo3xy—-2x=yoxQ@y-2)=yox=T""7"
e YO =3y-—yedy-—lx=yexBy-2)=yex 3y-2
J7H) =

3x-2
2
D]--1={xE]R:3x—2¢0}=[R\{§}

f)Dy ={x eRix+5# 0} =R\{-5} =D,

3x-2 5y+2
=ye3x—-2=xy+5ye3x—xy=2+5yox(3-y)=5y+2x=
x+5 3-y
5x+2
k™ (x) =
3—x

Dy-1={xeR:3—x#0}=R\ {3}
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L.fx)<gx)ex*<2x+6

(1.76,9.51)

Logo,a = —1,35e b = 1,76.
32.

a)f(x)>0exe]-22]

b) g(x) <0 e x € [-5,0]

) f(x) > gx) @ x€]-3;15[
d)gx)=f(lx) ©exe[-7,-3]U[1,4]
e)f(x)=—4eox=-5
lglx)=0x=-5vx=0

9) f(x) = -3 © x € [2,5;4] U{—6,—3}

33.
a) Dr = R, logo Vx € Dy, —x € Dy
f(=x) = 5(=x)® = 5x° = f(x), Vx € Df, ou seja, f € uma funcéo par.
b) D, =R, logo Vx € Dy, —x € D,
g=x) = (—x)} - 2(—x) = —x3+2x = —-(x3—-2x) = —g(x),Vx €D,, ou seja, g € uma fungdo
impar.
¢) D, =R, logo Vx € D, —x € Dy,
h(—=x) = (—0)*+ (—x)? =1 =x*+x? — 1 = h(x), Vx € Dy, ou seja, h € uma funcio par.
d) D; = R, logo Vx € D;, —x € D;
i(—x) =5(—x)—4=-5x—4
—i(x) =—(0Bx—4)=-5x+5
Ou seja, ndo € verdade que i(—x) = i(x),Vx € D; nem que i(—x) = —i(x),Vx € D;. Logo, i ndo é
par nem impar.
e) D; = R\ {0}, logo Vx € D;,—x € D;
j(—=x) = ﬁ = i j(x), ¥x € D;, ou seja, j € uma fungéo par.
f) D, = R\ {2}, ou seja, —2 pertence ao dominio da funcéo k mas 2 ndo pertence ao dominio da
funcéo k, assim, a funcéo k nédo é par nem impar.
g) D, =R, logo Vx € D;,—x € D,
I(—x) = 3/(=x) = =¥/x = —1(x), Vx € D,, ou seja, | é uma fungao impar.
h) D,, = R{, ou seja, 1, por exemplo, pertence ao dominio da fungdo m mas —1 ndo pertence ao

dominio da fungéo m, assim, a fungcdo m néo é par nem impar.

34,
a) D = [—4,6] D' =10,7]

A fungéo tem um zero.
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b) D =[-7,3] D' =[-3,4]
A funcéo tem trés zeros.

c) D =[-4,6] D' =[-4,3]
A funcéo tem trés zeros.

d) D =[-6,4] D' =[-3,4]
A funcgéo tem trés zeros.

e) D =[-6,4] D' =[-4,3]
A funcgéo tem trés zeros.

f) D =[-4,6] D' =[-6,8]
A funcgéo tem trés zeros.

9) D=[-23] D' =[-34]
A funcgéo tem trés zeros.

h) D =[-3,7] D' =[-10,11]

A funcgéo tem trés zeros.

35.

a) A funcéo f tem méximo absoluto 5 em x = 4 e tem minimo absoluto —4 em x = 0, tem méximos
relativos 3emx =—-4e 5emx = 4 e tem minimos relatvos 0 emx =—-6eemx =6¢e —4 em
x =0.

A funcdo g tem maximo absoluto 5 em x = 0. A fun¢&@o h tem méximo absoluto 6 em x = 0 e tem
minimo absoluto —4 em x = 7 e em x € [1, 3], tem méaximos relatvos 6emx=0e0emx = 5e
tem minimos relativos —4emx =7eemx € [1,3] e3em x = —5.

b)

¥ -6 [4] Jo 4 6
Vatsiel o | 13|\ |4 /5| |0

A funcdo f é crescente em [—6,—4] e em [0,4] e é decrescente em [—4,0] e em [4, 6].

x | |0 +x.|
Va;i:y;io /1 5 \.J

A funcdo g é crescente em ]—oo, 0] e é decrescente em [0, +oo].

x |5 0 2 3 5 7
Variagao | 317 6 | N\a|-4|—{-4| ] 0 \|-4
A funcéo h é crescente em [—5,0] e em [3,5], é decrescente em [0, 2] e em [5,7] e é constante
em [2,3].

c) (i) A funcéo f & injetiva em 14, 6[, por exemplo.

(ii) A funcéo f é negativa e estritamente crescente em ]0, 2[, por exemplo.
(iii) O gréfico da funcéo f apresenta a concavidade voltada para cima em ]—2, 2[, por exemplo.

(iv) O gréfico da funcéo f apresenta a concavidade voltada para baixo em ]—6, —2[, por exemplo.
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36.
a)f(CuD)=f({-1,12,3}) ={0,6,9}

f@OQuUfD) =f{-123Huf({1,3}) ={0,69}U{0,9}={0,6,9}=f(CUD)
b) f(CnD) = f({3}) = {9}

fOnfD)=f{-123D)nf({1,3}) =1{0,69}n{09}={0,9}# f(CND)

37.

a)foglx) =3 f(glx))=3egx)=2ex=2Vx=3
Logo, x € {2,3}.

b)ygef(x)=2e g(fx)=2e fx)=2Vf(x)=3ex=1vx=2
Logo, x € {1,2}.

5 5
2(x2+1)+1  2x242+1  2x2+3

38.h(x) = gof(x) = g(f(x) = g(x* + 1) =

f y

A (0; 1,667)

1,667x0,592
Ajoap) ==, ~049%ua
39. Seja f(x) = ax + b.
fogl)=12x+1e f(glx)=12x+1e fAx+1) =12x+ 1o aldx+1)+b=12x+1
Sdax+a+b=12x+1

4a =12 a=3
a+b=1‘:’{b=—2'

Assim, uma expresséao analitica da funcdo f nas condi¢des pedidas € f(x) = 3x — 2.

Logo,{
40. Se a fungéo f é bijetiva, entdo é invertivel. Tem-se entédo que:

(Fof)ef0 = NI@) = (F(FF))) = £(F o f)
=f(x),jaque fof™ ' =1d.
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Unidade 5 — Estudo elementar de algumas fungdes
Paginas 80 a 133
51.
a) fx)=3x—6
3x—-6=0x=2
A funcéo f tem um zero: 2
Como f é uma funcéo afim e o seu grafico € uma reta de declive positivo, entéo f é estritamente
crescente. Assim, f é negativa em ]—oo, 2[ e é positiva em ]2, +oo[.
b) glx) = —4x -2

1
—4x—2=0<=)—4x=2=»x=—5

1
A fungéo g tem um zero: — >

Como g é uma funcdo afim e o seu grafico € uma reta de declive negativo, entdo g é
estritamente decrescente. Assim, g € positiva em ]—oo, - 2[ e é negativa em ]— i +oo[.

c) h(x)=x
A funcéo h tem um zero: 0
Como h € uma fungéo afim e o seu gréafico € uma reta de declive positivo, entdo h é estritamente
crescente. Assim, h é negativa em ]—oo, 0[ e é positiva em ]0, +oo[.

d) i(x)=-5
A funcéo i ndo tem zeros. A fungdo i € uma fungdo constante e é negativa em R.

52.
a) Seja f(x) = ax + b. Como se pretende que f seja uma funcdo estritamente decrescente, entdo
a < 0, por exemplo, a = —1. Assim, f(x) = —x + b.
Umavez que f(2) =0,entdo 0 = -2+ b & b = 2. Logo, f(x) = —x + 2, por exemplo.
b) Seja f(x) =ax+b. Como f(0) =4, entdlo 4 =0+ b & b =4. Logo, f(x) = ax + 4. Para que f
seja positiva em ]— % +00[, o declive da reta que a representa tem de ser positivo e a funcdo tem
1 :
de ter um zero em — 3 Assim:
1 1
f(—§)=0<:>ax(—§)+4:0<:>—a+12:0(:>a:12
Logo, f(x) = 12x + 4.

53. f(x) =2x—8 gx)=-5x+1
a) f)=02x—-8=022x=8ox=4

b) gx) =0 5x+1=0 5Sx=—-1x=

vl =

c) f(x)=g(x)@2x—8=—5x+1@7x=9@x=;

d fM<0e2x-8<0e©2x<8eox<4ox€e]-m4

2
e) g(x)23@—5x+123@—sz2@5x$—2@x§—g@xe]—oo,—§]
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54.

a)

v

0/2
4\
b)f(x) =0 2x—4=02x=4x=2

Logo, A(2,0).

1
g(x)=0=>—3x—1=0<:)—3x=1<:)x=_§
1
Logo, B (~3,0).

3
f(x)=g(x)=>2x—4=—3x—1<:)5x=3(:)x=g

3 3 6 14
flo)=2x=-4=--4=-—
5 5 5 5

L C(s 14)
0go, -, ——.
9 57 5

Assim, A = = = =—u.a
4B 2 3x5%x2 15
55.
a) f(x)=3x*+1
i. Vértice (0,1) Eixo de simetria: x = 0

ii. Concavidade voltada para cima em R.
ii. D=R
iv. D' =1[1,+o0[

1
V. fx)=0e3x2+1=0sx2= -3 logo f néo tem zeros.

vi. Afuncao f é estritamente decrescente em |-, 0] e é estritamente crescente em [0, +oo.
gx)=-2x*+4
i. Vértice (0, 4) Eixo de simetria: x = 0
ii. Concavidade voltada para baixo em R.
ii. D=R
iv. D' =]—,4]
V. gx)=0e —2x*+4=0ox?>=2o x =+/2Vx=—/2,logo g tem dois zeros: /2 e —v2

vi. A funcdo g € estritamente crescente em ]—oo, 0] e € estritamente decrescente em [0, +oo[.

1
h = 2 _ —
(x)=x 5

i. Vértice (0, —%) Eixo de simetria: x = 0
ii. Concavidade voltada para cima em R.
ii. D=R
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iv. D' = [—§,+00[

1 1 1 1 1
V. h(x)=0<:>x2—;=0<:>x2=;=>x=EVx=—E,Iogohtemdoiszeros:ge—

1

3

vi. A funcdo h é estritamente decrescente em ]—oo, 0] e é estritamente crescente em [0, +oo].
i(x)=—x%-3

i. Veértice (0, —3) Eixo de simetria: x = 0

ii. Concavidade voltada para baixo em R.

ii. D=R

iv. D' =]-o,—3]

V. i(x) =0 —x2 -3 =0« x?=-3,logo i ndo tem zeros.

vi. A funcdo i é estritamente crescente em ]—oo, 0] e é estritamente decrescente em [0, +oo].

b)
v yT
V \
@ X _\72O V2 x
" |
1 1
3 3
ey
1
9
56.
a) f(x)=3(x-1)?
i. Vértice (1, 0) Eixo de simetria: x = 1
ii. Concavidade voltada para cima em R.
iii. D=R
iv. D'=R{

V. fx)=0e3(x—-1)?2=0x—1=0¢s x=1,logo f tem um zero: 1
vi. A funcao f é estritamente decrescente em ]—oo, 1] e é estritamente crescente em [1, +oo[.
gx) = —(x+2)?
i. Vértice (—2,0) Eixo de simetria: x = —2
ii. Concavidade voltada para baixo em R.
ii. D=R
iv. D'=Ry
V. gx) =0 —(x+2)? =0 x+2=0e x =-2,logo g tem um zero: —2
vi. Afuncéo g é estritamente crescente em ]—oo, —2] e é estritamente decrescente em [—2, +oo.
h(x) = =2 (x - 5)?
i. Vértice (5, 0) Eixo de simetria: x = 5
ii. Concavidade voltada para baixo em R.
ii. D=R
iv. D'=Ry

1
V. h(x):O(z)—E(x—S)2 =0 x—5=0 x =05,logo htemum zero: 5

vi. A funcdo h é estritamente crescente em ]—oo, 5] e é estritamente decrescente em [5, +oo].

P& Expoente™ « Dossié do Professor 182



b)

0 &

|
57.
a) fx)=3(x—1)?%*+2
i. Veértice (1, 2) Eixo de simetria: x = 1
ii. Concavidade voltada para cima em R.
ii. D=R
iv. D'=12,4+[

2

V. fx)=0e3x—-1)2+2 =0 (x—-1)2=- e logo f ndo tem zeros.

vi. A funcdo f é estritamente decrescente em ]—oo, 1] e é estritamente crescente em [1, +oo[.
2
gx) = -3(x~-2)*+ 3

i. Vértice (Zg) Eixo de simetria: x = 2
ii. Concavidade voltada para baixo em R.
ii. D=R

iv. D' = ]—oo,;]

2 2 V2 V2
V. gl)=0e -3(x-2)?+-—=0e(x-2)?2=—-x—-2=—"Vx—2=——
3 9 3 3
V2 V2 _ V2 V2
@x:2+?Vx:2—?,Iogogtemd0|szeros:2+?e2—?

vi. A funcdo g é estritamente crescente em |-, 2] e é estritamente decrescente em [2, +o].
1
h(x) =E(x+5)2 -2

i. Vértice (=5, —2) Eixo de simetria: x = —5
ii. Concavidade voltada para cima em R.
ii. D=R
iv. D'=[-2,40[
1
V. h(x)zO@E(x+5)2—2 =0 (x+5)?=4ox+5=2Vvx+5=-2
© x =—-3Vx =-7,logo h tem dois zeros: =7 e —3

vi. A funcao h é estritamente decrescente em ]—o, —5] e é estritamente crescente em [—5, +o].
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b)

58.
a) f(x)=alx—h)?*+k
Como o vértice da parabola que representa a funcdo tem coordenadas (1, 5), entdo

f(x) = a(x — 1)2 + 5. Como o gréfico da fungdo contém o ponto de coordenadas (—1, 3), entéo:

1
f(—1)=34:>a(—1—1)2+5=3@4a=—2@a=—5

Logo, f(x) = —%(x— 1)2+5

b) f(x) =alx—h)?+k
Como o contradominio da fungdo é [4, +ol, entdo f(x) = a(x — h)? + 4.
Uma vez que o eixo de simetria da parabola que representa a funcdo é x = —2, entdo
f(x) =a(x+2)>+4. O gréfico da fungdo interseta o eixo das ordenadas no ponto de
coordenadas (0, 8), entdo:
f(0O)=8oa(0+2)?2+4=84a=4a=1
Logo, f(x) = (x + 2)% + 4.

59.

a) fx)=6—-2(x+1)?=-2(x+1)?2+6
Vértice: (—1,6)

b) f(x) =x%*—10x + 25 = (x — 5)?
Vértice: (5, 0)

c) fx)=x*—6x+8

6
Abcissa do vértice: o= 3
Ordenada do vértice: f(3)=32—-6%x3+8=9-18+8=—1
Vértice: (3, —1)
d) f(x) =2x%—10x+ 12
—(-10) _ 10 _ 5

4 2

Abcissa do vértice:

o 5 5)2 5 25 1
Ordenada do vértice: f > =2X > —10x5+12:?—25+12:—5

5 1
Vértice: | —, ——
2 2
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R 2
e) f(x) =—x —x-

-1 _ 1

2x(-1) 2

- 1 1)2 1
Ordenada do vértice: f —3)=-\73) —\73)-

Vértice: (—% —2)

Abcissa do vértice:

60.
a) fr)=0e26-2(x+1)2 =0 (x+1)?=3ox+1=v3Vx+1=—3
ox=-1+V3vx=-1-+/3

Os zeros de f s&0 —1 ++v3 e -1 —+/3.

b) fX) =02 x>-10x+25=0 (x-5)?=0ox-5=0ox=5
Ozerode f é5.

6+/36-32 612
2

c) fx)=0eox2—-6x+8=0=x= @x:T@x=4Vx=2

Os zeros de f sdo 2 e 4.

5+v25-24 5+1
— &

d) fx) =0 2x2—10x+12=0x*-5x+6=0Sx = sz@x=3Vx:2

Os zeros de f séo 2 e 3.

—4+/16-144

3 Equacéo impossivel em R

9
e) f(x)=0<:>—x2—x—z=04:)4x2+4x+9=0(:)x=
A fungéo f ndo tem zeros.

61. f(x)=—-2x2+3x+k

Para que a funcdo f ndo tenha zeros, entdo A < 0.

9
A<0=>32—4><(—2)xk<0<:>9+8k<0<:>k<—§

62. Uma reta paralela a reta de equagédo y = 2x terd uma equagdo da forma y = 2x + b.
Pretende-se entdo que a equagdo x?—4x=2x+b o x?—6x—b =0 tenha uma Unica
solucdo. Para isso acontecer tem-se que A = 0.

A=0e (-6)2-4x1x(-b)=036+4b=0b=-9
Entdo:
x2—-6x+9=0x®x-3)’=0ox—-3=0x=3

e

y=32-4x3=9-12=-3

Logo, as coordenadas do ponto procurado sao (3, —3).

63.

~5+v25-24 -5+1
——————oox=——ox=2Vx=3

a) fx)=0e —x?+5x—6=0ox= 2 >

A parabola que representa a funcao f tem concavidade voltada para baixo.

A fungéo f é positiva em ]2, 3[ e é negativa em ]—oo, 2[ U ]3, +oo[.
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b) gx) =0 ©2(x—4)?-6=0 (x—4)?=3x—4=3Vvx—4=—3
ox=4+V3vx=4—+3

A parabola que representa a fungdo g tem concavidade voltada para cima.

A fungéo g é positiva em |—c0,4 —V3[ U |4 + V3, +o0[ e é negativa em |4 — /3,4 + V3[.

64. Uma vez que 1 é um zero da funcéo f e as imagens de 0 e 8 sdo ambas negativas, entdo a

parabola que representa a fungdo tem a concavidade voltada para baixo e o outro zero da

funcéo é 7. Assim, a funcao é positiva em ]1, 7[ e € negativa em ]—oo, 1[ U |7, 4oo].

65.
a) x2—-8x+15<0
Calculo auxiliar
8++v64 —60
x2—8x+15=0@x=f + +
8+2 i
———- 3 5
S x > -
©x=5vx=3
C.S.=[3,5]
b) 3x —x2<0
Célculo auxiliar
3x—x2=02x3-x)=0 +
ox=0vx=3 0 3x=
C.S.=]-,0[ U ]3,+o[
C) x?—5x< 14 x2-5x—14<0
Calculo auxiliar
2 4—0o _5+v25+56
X X = X = 2 + _|_L
(:)x=—5i9 2 — =
Sx=7Vx=-2
C.S.=12,7]
d x»>5x2-5=0
Calculo auxiliar
x2-5=0ex%=5 + +
©x=V5vx=—/5 e - *

C.S. =]—o0, —V5] U [V5, +oo|
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e) 2x>+3x+4>0

Calculo auxiliar
—-3++vV9-16
2x24+3x4+4=0x=—""—"—"—
2 +
x>

Equacéo impossivel em R.

CS.=R
—2x>—-3x—-4>0

v

f)

Calculo auxiliar
—2x%2—-3x—4=02x>4+3x+4=0

—-3+v9-16
TrETT

Equacdo impossivel em R.

CS.=¢0
g) x2-2x+1<0
Célculo auxiliar
x’-2x+1=0 (x-1)?=0
eox—-—1=0ox=1 +
1 =

C.S.={1}

1
h) —x2+x——-<0
4

[S1E
v

Célculo auxiliar
1
X’ +x——-=024x?-4x+1=02x—-1)?>=0 -

4:)2x—1=0<:)x=§

1
c.s.:m\{—}
2
)2 —1D(x+2)-3<—x*+x©2(x*+x—-2)—-3+x?—x<02x?+2x—4-3+x>-x<0
©3x2+x-7<0
Célculo auxiliar
-1+V1+84 1+v85
3x2+x—-7=0x=—""—""Sx= + +
6 6 .
1485 14485 *
6 - 6

—-1—-v/85 —-1++/85
C_S_:]TV_,TV_[

66. h(t) =16 + 6t — t?

a) h(0)=16+6x0—0%=16
A distancia da varanda ao chao é 16 metros
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—6+V36+64
-2
-6+10
St = St=8vt=-2

b) ht) =0 16+6t—t?=0 —-t?+6t+16=0 &t =

O foguete chega ao chao ao fim de 8 segundos.

c) Abcissa do vértice: 2><_—(6—1) =3

Ordenada do vértice: h(3) =16+ 6x3—-32=16+18—-9 = 25

O foguete atingiu a altura méxima 3 segundos ap@s ter sido lancado. A altura maxima atingida foi
25 metros.

d) h(t) >16 o 16+6t—t?>166t—t2 >0t €]0,6[

Calculo auxiliar
6t—t’=0t(6-t)=0t=0vVt=6

O foguete esteve acima dos 16 metros durante 6 segundos.
67.0pcéo (i): —x>+8x =0 x(-x+8)=0x=0vx=8
. L 0+8
Abcissa do vértice: = 4
Ordenada do vértice: —42 + 8 X 4 = —16 + 32 = 16 # 12 (altura maxima)

3
Opcao (ii): —§x2+3x=0<:>—3x2+24x=0@3x(—x+8)=0<:>x=0Vx=8
. Lo 0+8
Abcissa do vértice: = 4
- 3 L
Ordenada do veértice: 3 X 42 +3X4=—-6+12 =6 # 12 (altura maxima)
o 3
Opcao (iii): —Zx2+6x:0<:>—3x2+24x: 0e3x(—x+8)=0x=0vx=38
) . 0+8
Abcissa do vértice: = 4

3
Ordenada do vértice: — 2 X 42 + 6 X 4 = —12 + 24 = 12 (altura maxima)
Logo, a opgéo correta € a opgao (iii).

68.
a) O nimero de pegas que torna o lucro nulo é 100 (= 300 — 200) e 500 (= 300 + 200) pecas.
b) Os valores de x que tornam o lucro negativo séo os pertencentes a [0,100[ U ]500, 600].
c) L(x) = a(x—300)%+ 800

L(0) = —1000 < a x 3002 + 800 = —1000

< 90000a = —1800

1
Sa=—-—
50

1
0go, L(x) = —— (x — + .
L (%) =0 ( 300)% + 800

1 10000
d) L(200) = — — (200 —300)* +800 = ~ + 800 = 600

Quando se vendem 200 pecgas obtém-se um lucro de 600 euros.
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1 1
€) L(x) =35 & — = (x —300) + 800 = 350 & — (x — 300)° = 450

& (x —300)? = 22500
< x—300=150Vv x —300 =—-150
S x =450V x =150

Para que o lucro seja 350 euros devem ser vendidas 450 pecas ou 150 pecas.

_(x*—5sex <0
69. f(x)_{2x+1sex20

a) F(vD+7(3)=[(-vD" -]+ (2x2+1)=2-5+1+1=1
b) Em ]—o0,0[:
x*—5=0ox2=5ex=1V5vx=—5

Mas V5 & ]—o,0[, logo apenas —/5 é zero da funcéo f.
Em [0, +ool:

1
2x+1=0(:)2x=—1(:)x=—5
1
Mas—ze [0, +ool.

Logo, a funcéo f tem apenas um zero, que é —/5.

70. A funcdo ¢, ndo esta correta, uma vez que as unidades de tempo estdo em minutos quando
deveriam estar em segundos. A fun¢éo ¢, ndo esté correta, uma vez que se, se falar mais de 1
minuto, paga-se 20 céntimos por cada segundo e ndo por cada segundo acima de 1 minuto,
além disso, também néo inclui o pagamento dos primeiros 60 segundos. A func¢éo c, nao esta
correta, uma vez que se, se falar mais de 1 minuto, ndo se pagam os primeiros 60 segundos.

Assim, a funcao correta € a c;.

71. Sex €]-,2[: g(x) =alx+2)?+1

1
g(2)=9<:>a(2+2)2+1=9®16a=8@a=5

Logo, g(x) = % (x+2)% +1.

Sex€ [2,+o[: gx) =alx—2)2+9
gB)=0oa(5-2)?2+9=029%=-9a=-1
Logo, g(x) = —(x — 2)* + 9.

i(x+2)2+1sex<2

Assim, g(x) z{ .
—(x—2)>+9sex=>2
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72.

a)

b) f(x) =Ix[+1
D =R Dj = [1,+oo[
A fungédo f ndo tem zeros. A fungdo f é estritamente decrescente em ]—o,0] e é estritamente
crescente em [0, +oof.
1
900 = Ixl -3
r 1
D, =R Dy = [—3,+oo]
A funcéo g tem dois zeros. A fungéo g € estritamente decrescente em ]—o,0] e é estritamente

crescente em [0, +oof.

x+1sex=>0
©) f(x)=|x|+1={—x+1sex<0

1
x—;sexZO

1
gx) = x| —->=
2 —x—%sex<0
73.
a)
_vT
-1 O X
b)
fx) =|x+1]
D =R D} = R}

A funcgédo f tem um zero. A funcédo f é estritamente decrescente em ]—o0, —1] e € estritamente

crescente em [—1, +oo.

1
900 =[x~
D, =R D) =R}

A funcdo g tem um zero. A fungdo g € estritamente decrescente em ]—00,%] e é estritamente

1
crescente em [E' +OO[.

x+1sex+1=>0 {x+lsex2—1
—x—1sex+1<0 —x—1sex< —1

0) fx) = lx+1] = {

1 1 1 1
x—=sex—-=>0 X—= sex =>-
2 2 2 2

1
g = =3f=1" 4 A ; :
2 —x+2 sex—-<0 (-x+7 sex<;
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74.

a)
1
3 .
1 X
b) f(x) = 2|x| Dy =R D; = R§
A funcao f tem um zero. A funcao f é estritamente decrescente em ]—o,0] e é estritamente
crescente em [0, +ool.
g(x)=-2x| Dy;=R D, =Ry
A funcdo g tem um zero. A funcdo g é estritamente crescente em ]—o,0] e € estritamente
crescente em [0, +oof.
1
h(x) =§|x| D, =R D =R{
A funcéo h tem um zero. A fungdo h é estritamente decrescente em ]—o,0] e é estritamente
crescente em [0, +oof.
1
fut >0
2xsex =0 —2xsex =0 1 zXxsex =
= 2 = = —2 = = - =
) f =2k = { F X200 g0 = —2xI = {7 XE0 k() =5« e reo
3
75.
a)
¥ "‘_AL
Va
5
[ P
-2 ‘O X @] 'l
4
1
b) f(x)=glx+2|+1 Dr=R Dy = [1, +oo]

A funcdo f ndo tem zeros. A funcdo f é estritamente decrescente em ]—o, —2] e é estritamente
crescente em [—2, +oo|.

gx)=-2|x—-3|—-4 Dy, =R Dy = ]—o0, —4]

A funcéo g ndo tem zeros. A fungéo g € estritamente crescente em ]—o,3] e é estritamente

decrescente em [3, +oo].

%(x+2)+1sex+220 §x+§sex2—2

1
c) fr)==Ix+2|+1= =
5 g(—x—2)+1sex+2<0 —éx+§sex<—2

ot a4 f(2(x—3)—4sex—3=0 _ (—2x+2sex =3
9(x) = —2lx =3l 4_{—2(—x+3)—4sex—3<0_{2x—105ex<3

76. y =alx—b|+c
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2
a) O minimo absoluto da fungéo é 0 e é atingido em 3 Assim, a funcdo pode ser definida por uma
expressdo do tipoy = a |x - §| Uma vez que (0, 2) é um ponto do gréfico da funcao:
2 0 2 2 2 3
= e 3 = — f—3 =
“ | 3| 3¢

2
Logo,a=3,b=§ec=0.

b) O minimo absoluto da fungdo é 2 e é atingido em 0. Assim, a funcédo pode ser definida por uma
expresséo do tipo y = alx| + 2. Uma vez que (1, 3) € um ponto do grafico da funcéo:
3=a|l|+2e3=a+2a=1
Logo,a=1,b=0ec=2.

¢) O minimo absoluto da fungao é —3 e é atingido em 6. Assim, a fungdo pode ser definida por uma
expressédo do tipo y = a|x — 6] — 3. Uma vez que (2 0) € um ponto do grafico da funcéo:

2

0=a|;—6|—3@3=§a@a=§

2
Logo,a:g,b:6ec:—3.

d) O méaximo absoluto da fungéo € 5 e é atingido em —4. Assim, a funcdo pode ser definida por uma
expresséo do tipo y = alx + 4| + 5. Uma vez que (0,0) € um ponto do gréafico da funcao:
5
0=a|0+4|+5<:>—5=4a<:>a=—1

5
Logo,a:—,Zb:—4ec:5.

77.

a) O maximo absoluto da fungéo € 5 e é atingido em 1.
Assim, a fungéo pode ser definida por uma expresséo do tipo y = a|x — 1| + 5.
Uma vez que (—1,3) € um ponto do grafico da funcéo:
3=a|-1-1|+5-2=2a2a=-1
Logo, y = —|x — 1| + 5.

b) O contradominio da funcéo é [—4, 4+, logo a fungdo tem minimo absoluto —4. Esse minimo é
atingido em —1, de acordo com a monotonia da fungéo.
Assim, a fungdo pode ser definida por uma expresséo do tipo y = a|x + 1| — 4.
Uma vez que (—3,0) é um ponto do gréfico da fungéo:
0=a|l-3+1|l—-4eo4=2aa=2
Logo, y = 2[x + 1| — 4.

78.

a) x|=6x=6Vx=-6
C.S.={-6, 6}

b) 2lx| =6 |x| =3 x=3vx=-3
C.S.={-3,3}

C) 2+lx|=6|x|=4 @ox=4vx=—4
C.S.={-4, 4}
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79.

a) x| <6 x<6AX>-—6
C.S.=]-6,6]

b)lx| =6 x=>6Vvx<—6
C.S.=]—00,—6] U [6,+o0[

c)-3+|x|>6e|x|>9ex>9vx< -9
C.S.=]—0,—9[ U ]9, +oo[

d)-3lx|=-6o3lx|<6e |x|<2x<2Ax=-2

C.S.=[-2,2]
80.
a)x—1=3ex—-1=3Vvx—-1=-3©x=4Vx=-2
C.S.={-2,4}
b) |x+2|+3=0% |x+2| =-3 Equacao impossivel
CS.=¢
c)5+ x| > -1 |x|] >—6 Condicdo universal
CS.=R
d8+|x|>8o x| >0 x>0vx<0
C.S. =R\ {0}

e)|2x—-1|-5<0e |2x-1|<5&2x—1<5A2x—-1>-52x <6A2x > —4
Sx<3Ax>-2
C.S.=]-2,3[
1—-4x|>23©1-4x>3V1—-4x< -3 —4x22V—-4x <-4 4x<-2Vix =4

1
(:)xS—EVx21

C.S.:]—OO,—% U [1, +oo]
g9)3+|x—-2|<3e|x—-2|<0ex-2<0Ax—-2=0
Sx<2Ax=2
oSx=2
C.S.={2}

1 1
h) —3 2x]| <1 e 3 [2x| > -1 & |2x| > —3 Condig&o universal
CS.=R

81.
a) |x—3|=|x—-5®x—-3=x—-5vx—-3=—x+5
S 0x=-2 v2x=8

Eq. impossivel
oS x=4
C.S.={4}
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b)lx+1=z|x—4ex+1)?i=z2x—-4)>2eox?+2x+1=2x2-8x+ 16
< 10x = 15
3
Sx ="
. 2
C.S. = [3,+0o]
Cc)|x?—3x|=4ox*—-3x=4Vvx?-3x=—-4ox*-3x—4=0vx? —3x+4=0
3+v9+16 3+vV9—-16 345
o= ex="Tex=4vy=-1

eSx=——1YV X =
2 2

Eq.impmm{
C.S.={-1,4}

d)[x?-3]-1<0ex*-3|<1lex?*-3<1Ax*-3>-1

©x2—4<0Ax2-2>0

Calculos auxiliares

x’—4=0x=2Vx=-2

x2-2=0ox=V2vx=—V2 + + + +
-2 _ 2 —z _ g
c.s.=]-2,—2[u]V2.2[
82.
a)
|
O 3 x%
3
D’ = [0, +oo]
b)
1
4
3 -1 |01 x}-
=
D" = [0, +oo[
c)
o4
4
Azz
7 . 0 3r 5 ox
o R
D' = [0,4]
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83.f(x) =alx—3)*+k
a) f(x) =—(x—3)>-2

A parabola que representa a fungéo tem concavidade voltada para baixo. A fungdo tem maximo

—2.Logo, Dy = ]—00,-2].

b) O contradominio de |f(x)| é diferente de [0, +o[ se a funcéo f n&o tiver zeros. Se a < 0, para que

a funcao f néo tenha zeros tem de se ter k< 0. Se a > 0, para que a funcdo f ndo tenha zeros

tem de se ter k > 0. Assim, no caso de a e k terem 0 mesmo sinal, o contradominio de |f(x)| é

diferente de [0, +ool.

84.
a) f(x) =vx+3

Df = [-3, +oo[
b) g(x) =Vx +2

Dy = [0, +oo[
c)h(x)=§\/x—4+5

Dh, = [4’ +OO[

85. f(x)=5x—-1

D, ={x€R:2x—1>0}= E,-{-oo[

v

0] x

v

gx) =+v2x -1

Dfog = {x € Dy:g(x) € Df} = {x € E,+oo[:g(x) € ]R{} = E,+oo[
fog)=f(gx)=f(V2x—1)=5V2x —1-1

Dy.s = {x € Dy: f(x) € D,} = {x ER: f(x) € E+oo[} = [130,+oo[

Calculo auxiliar

()E[l +00[<:>5 1z es 3o
flx 5 X 27 xzoex2

3
10

gof)=g(f(x)=9gGx—-1)=20Gx—1)-1=+10x—2—-1=+10x -3

86.

a) f(x) =v—x
Dy ={x €R:—x = 0} = R;
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b) g(x) =vx? +x
Dy = {x € Rix? + x 2 0} = ]—00,—1] U [0, +o0]

Calculo auxiliar
X+x=0x(x+1)=0
ox=0vx=-1

c)h(x) =vx?+1

Dp=3x€R: x2+1=0 }=R

Condi¢do universal

d) D; = {x € R:i(x) > 0} = |—o0,—1] U {2}

87.
4 3V 33V
aQV=-mloeldV=4mioeri=—or= ’—
3 4an 4T
74 3|V
byV=mr?x2revVv=2mieri=—cor= [—
2 2
88.
a) f(x) = V—x D;=R
gx)=2Yx—-3+4 D, =R
b)

> ! ,
oN — o‘ 3 T

A funcéo f obtém-se da representacéio grafica da funcéo y = ¥x segundo uma reflexéo de eixo
0y. A funcdo g obtém-se da representacgéo grafica da fungdo y = i/x segundo uma dilatacdo
vertical de coeficiente 2, seguida de uma translacéo de vetor (3, 4).

89. D, ={x ER:i(x) # 0} = R\ {-1,2}

90. Mt)=0e2-¥Yt=0eit=2ct=2ot=8

10 + 8 = 18. Assim, o reservatorio fica vazio as 18 horas.

91.
aVix—2-1=0+3x-2=1
= 3x—2 =12
©3x=2+1
©3x=3ex=1
Verificagéo:

V3x1-2-1=0©+v3-2-1=01-1=0, que é uma proposicdo verdadeira, logo 1 é
solucdo da equacéao.
C.S.={1}
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b) V2x —44+x=2 ©V2x—4=—x+2
= 2x — 4 = (—x + 2)?
©2x—4=x*—4x+4
©x2—-6x+8=0

61v36—32
Oox=—T——"—
2
612
©x=—
2

Verificacéo:
Se x=4, entdo V2x4—-4+4=2V8-44+4=2Vi+4=2=6=2, que é uma
proposicao falsa, logo 4 néo é solucédo da equagéo.
Se x=2, entdo V2x2—-4+2=2V4-4+2=2/0+2=22=2, que é uma
proposicao verdadeira, logo 2 é solugéo da equagéo.
C.S.={2}
C)V2x—4—-3x+1=0+2x—4=+/3x+1
=>2x—4=3x+1

& —x=5
S x=-=5
Verificacao:
V2x5-4—-v3x5+1=0<+V6—-+16=0, que é uma proposi¢do falsa, logo —5 ndo é
solucdo da equacéo.
CS.=¢
ADVx+3-V2x—1-1=0eVx+3=vV2x—-1+1
:x+3=(m+1)2
©x+3=2x—1+2V2x—1+1
©2V2x—1=-x+3
= 4(2x — 1) = (—x + 3)?
©8x—4=x2-6x+9
©x?—14x+13=0

14+vV196—-52
Sx=—""T"-
2
14412
S x=
2

©Sx=14vx=1
Verificagéo:
Sex=14, entdo V14 +3—-V2x14-1-1=0o+V17—-+27—-1=0, que é uma proposicao

falsa, logo 14 néo é solugdo da equacéo.

Sex=1, entdo V1+3-V2Xx1-1-1=0+V/4-V1-1=02-1-1=0, que é uma
proposicao verdadeira, logo 1 é solugdo da equagéo.
C.S.={1}
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92.

a)

v

-2 O| Q

b)fx) =0e3—-Vx+2=0oVvx+2=3
= x+2 =32
Sx=9-2

Sx=7

Verificacéo:
3-V7+2=03-4/9=0<3-3=0, que é uma proposicdo verdadeira, logo 7 é solucéo
da equagéo. A funcdo f tem um zero: 7

)fx)=gkx)e3—-Vx+2=x2—-4x

f

(-0.39, 1.73)

(4.13, 0.52)

As solugbes da equacdo sdo x = —0,4 e x = 4,1.
Uma vez que a representacdo grafica da funcdo g € uma pardbola e que a funcao f é
estritamente decrescente em [—2, +oo[, as duas solu¢des encontradas sdo as Unicas solugbes da
equacao.
93.
a)D={x€ER:x—4=>0}=[4+00o[
Vi—4-120eVx—42>1
& x—42>1(y =+x — 4 é uma fungo crescente)
©x=25

Logo, C.S. = [4,4+[ N [5,4[ =[5, +oo].
b)D = {x € R:2x +3 > 0} = [—§,+oo[
V2x +3 <2 2x+3 <4 (y=+2x+ 3 é uma fungéo crescente)

1
<:>2x<1<:>x<5

3 1 31
Logo, €:5.= | =3, +oo| n | -e0. 3] = =53]
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94.

1
a) f(x) = > X + 1 é uma fun¢éo polinomial.

1 7 ~ . .
b) g(x) = x +1 ndo é uma fungédo polinomial.

1
€) h(x) = x2 + 3x — 2 ndo é uma fung¢édo polinomial.
d) i(x) = x? + 3x — 2 é uma funcg&o polinomial.

e) j(x) = v2x7 + 3x* — 1 é uma fung&o polinomial.

95.
a) As 10 horas, decorreram 2 horas desde as 8 horas.
P(2)=-2346x%x22+15%x2=—-8+24+30=46
O trabalhador produziu 46 litros de gelado.
b)P(1)=—-134+6x12+15x1=-1+6+15=20
P(2)—P(1) =46 —20 =26
Entre as 9 horas e as 10 horas, o trabalhador produziu 26 litros de gelado.
96.
a)f(—2)=4x(-2)3+8x(-2)2—(-2)—2=-32+4+324+2-2=0
Logo, —2 é um zero da funcéo f.
b) f(x) =4x3+8x2—x—2
4 8 -1 -2
-2 -8 0 2
|4 0 -1] 0

1 1 1
4x> —1=0x*=—x=—Vx=——
4 2 2

1 1
Logo, os outros zeros de f séo > e— >

o) Assim, f(x) = 4(x +2) (x —3) (x +3).

97.
Af)=x-13=Cx-1)2x-1)=x®?—-2x+1)(x—1) =x3—3x2 + 3x — 1, por exemplo.
b) f(x) = (x — 1)(x?>+x + 1) = x> — 1, por exemplo.

c) f(x) = x(x — 1)? = x® — 2x? + x, por exemplo.
98.

1
a) f(x):0@—5x+1:0@—5x:—1<:>x:g
1
Ozerodefeg.
b)gx)=0e3x?—x—4=0x=—"""—"x="""x=-Vx=-1

4
Os zeros de g séo 3 e —1.
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Oh(x)=0ex*-24=00x*=24ex=V24<x=233
O zero de h é 23/3.

d)ix) =0 —x3+16x=0 x(—x%+16) =0
©Sx=0vV—x?+16=0
ox=0vx?=16
Sx=0Vx=4Vvx=—4

Os zeros de i s80 0, 4 e —4.
j) =0 2x*—-8x3+7x +4x—4=0x=2Vv2x2—-1=0

Calculo auxiliar

2 -8 7 4 -4
2 4 -8 -2 4
2 -4 -1 2 0
2 4 0 -2
2 0o -1 0
1
Sx=2vxi=-—
2
V2 2
Sx=2Vx=—"Vx=——
2 2
2 V2
Os zerosdejsdo 2, —e ——.
2 2
99.
a)f(x) =0 x €]—m,0] U [3,+0o0]
b) glx) <0 e x €]-o,0[U]1,3][
c)f(x) <glx) ®x€[0,2]U[3,+0oo[
dfx+4) <0 xe]-4-1]
100.
a)(—x+1)x*—5x+6)>0
Calculos auxiliares
—x+1=0x=1
5++25—-24
x2—5x+6=0<:>x=_f + +
5+1 2 _ 3
@x:T@x=2Vx=3
X —oo 1 2 3 +0o0
—x+1 + 0 - - — — —
x?—5x+6 + + 0 - 0 +
(—x+ 1D (x?2-5x+6) + 0 - 0 + 0 —

C.S.=]-w,1[U]2,3[
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b)f(x) <0 2x3+x2—5x+2<0

Calculos auxiliares
2 1 -5 2
1 2 3 =2

|2 3 -2 0

2x>+3x—-2=0x=

-3+V9+16

4
-3+£5

S X =

S x=-2V —1
x = x—Z

(&)

|
ko=
L:l +

X —oo -2

x—1 - -

| [N =

2x% 4+ 3x —2 + 0

+
o| o

+

2x3 +x% —5x + 2 - 0

C.S.=]-0,—2] U E 1]

)x*<27x o xt*-27x <0 x(x3-27)<0

Calculo auxiliar
x3-27=0x3=27x=3

x —0 0

X - 0

x®—27 - -

x*—27x + 0

I
o|o|+|w

C.S.=10,3[

d—x*+2x3>0 x3(—x2+2)=0

Calculo auxiliar
—x?42=02x2=2

@X=\/EVX=—\/E

X —0o0

x3 - -

—x? 42 — 0

—x5 + 2x3 + 0

C.S. =]-o, V2] U [0,v2]

101.

Q) f(0)=3x02+2=0+2=2
f(zi)zsx(2§)2+2=3x2+2=6+2=8
g(12) =V12 =23
g(=5)=-5+1=-4

h(-8) =V-8=-2

h(1) ndo esta definido.
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b)

F
y
V
j %
4
2
V3
> ! .
oxe 4 5 /0] 375 -
4
A
v
1
2
L+ p
O 1 3 x
1
102.
a)
y
»
o 2 3 x

2 2 2
b —Ix%2—5 +6:{x—5x+65ex —5x+620:{x —5x+6sex<2VvVx=>3
) /) = Ix x+ 6l —x24+5x—6sex?—5x+6<0 —x2+5x—6se2<x<3

Calculo auxiliar

5++25—-24
x2—5x+6=0=>x=_f
5+1 + +
@x=T®x=2Vx=3 ——
2 3

103.

9—x%se9—x22>0 9—x’se—3<x<3
a =9— 2:{ - ={ - -
) 9(0) = *l —9+x?se9—x2<0 (-9+x’sex<-3Vvx>3

Calculo auxiliar
9—x2=0ex%=9
S x=3Vx=-3

b)

v

-30| 3 x
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Unidade 6 — Operacfes algébricas com fungdes
Paginas 134 a 139
104.
a)(f+9)(0)=f(0)+g(0)=02+3=0+3=3
F-9W=fM-g1)=1*-2=1-2=-1
b) g € uma funcao afim, logo é do tipo g(x) = ax + b.
3-2
a= E = —Xx
Como (0, 3) pertence ao gréfico da fungéo, entdo b = 3.
Logo, g(x) = —x + 3.
i. Dfyg=D;ND;,=RNR=R
(f + @) = f() + g(x) = x2 —x +3
i. Dr_y=D;ND;,=RNR=R
F-9@ =fx)—gx)=x>—(—x+3)=x>+x-3
ii. Dfwg=DfNDy;=RNR=R
(F x @) = f(x) x g(x) = x*(—x + 3) = —x° + 3x?

105. Dy = Dy N {x € Dy: g(x) # 0} = [-1,+oo[ N {x € R§:vx — 2 # 0} = R \ {4}

Dr={xeRix+12=0}=[-1,+oo[
Dy, ={x € Rix 2 0} = [0, +oo[ = R}

Calculo auxiliar

Vi—-2=0e+Vx=2=>x=4

Verificacao:

V4 -2 =0 2-2=0,que é uma proposicdo verdadeira, logo 2 é solucéo da equacio.

106.
a) Dy = ]—00, 4]
Dy = [-6,6]

b) (f +g)(0) =f(0)+g(0)=2+1=3
FxgR)=fR)xg2)=6x0=0

() w-te =5

(5) (6) néo esta definida, pois 6 néo pertence ao dominio de f.

f3(=10) = (-2)° = -
g (-6) =v1=1
C) Dryg = Dy N Dy = ]—00,4] N [—6,6] = [—6,4]
Dixy =Dy N Dy =]—,4] N [—6,6] = [—6,4]
Dy =Dy 0 {x € Dgi g(x) # 0} = |=e0,4] 0 {x € [=6,6]:x # 2} = [-6,4] \ (2}

Dg=g n{x € Dp:f(x) # 0} =[-6,6] N]—,4] = [-6,4]

S
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Dss = Df = |—0,4]
Df% ={x € D;:f(x) =0} =[0,4]

Di={xeDygx)=0}=[-62]
g2

107.
8) h(=1)+h(D) +h(®) = (f + (D + £ + (L) @
s f(4)
= f(-1 -1 1 —
fD+g9(D+ f()+g(4)
=2><(_1)+(—1)2+1+3\/2><1+Zx4
4241
- 241414+ VI—
17
35, 8
=V2+g
((f1+g)(x)sexS—1 x?+2x+1lsex<-—1
b)h(x):{ﬁ(x)se—1<x<4= V2xse—1<x<4
k (f—])(x)sex24 xjilsex24
c)
yll
h
2
1. J|O 4 x=
-2
108.
x—2sex—22=20
= —2sex =2
a)f(x)=|x—2|={ =7 "
x+2sex—2<0 {x+25ex<2

> — > - >
g(x):{ﬁsex_Z Logo,(f+g)(x)={ x—2++xsex =2 ={\/§+x 2sex =2
x+1lsex <2 —x+2+x+1sex<?2 3sex <2

b) Se x € [2, + ][, entdo:
F+x)=0oVx+x—-2=0
eVi=—x+2
= x = (—x+2)?
ox=x2—4x+4

©x2-5x+4=0

5+v25-16
Sx=—""T—
2
5+3
Sx=—
2

Sx=4vx=1

Ora, 1 & [2, 4], logo ndo pode ser um zero da funcao.
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Sex=4entd0V4+4-2=024+4-2=04=0, que é uma proposicdo falsa, logo 4
nao é solucao da equacéo e, portanto, 4 ndo é zero da fungéo.

Logo, a fungdo ndo tem zeros no intervalo [2, +oo.

Sex € ]—x,2[, entdo (f + g)(x) =0 < 3 =0, que é uma proposicao falsa, logo a fungdo néo
tem zeros no intervalo ]—oo, 2[.

Assim, a fungéo f + g ndo tem zeros.

Aprende Fazendo
Paginas 140 a 150
1. Os pontos (1, 0) e (—3, 8) pertencem ao gréafico da fungdo. Assim, o declive da reta que
representa a funcéo é:
0-8 -8

1-(-3) 4

A Unica opc¢dao que representa uma fungéo afim em que o coeficiente de x € —2 é a opgéo C.
(Opgao C)

2. A funcéo g é representada graficamente por uma reta de declive negativo. Essa reta interseta

obrigatoriamente o eixo Ox num Unico ponto, pelo que a fung&o tem um Unico zero.

(Opcao B)
2+V4+12
3. g(x)zO@xz—Zx—3=0<:>x=T
2+4
@x:T@x=3Vx:—1

Assim, a funcdo g interseta o eixo Ox em dois pontos.

3-1
A reta de equagdo x = EN & x=1¢é o eixo de simetria da pardbola que representa

graficamente a funcao.
A funcdo g é estritamente crescente no intervalo [1, +o[, pelo que, em particular, é estritamente
crescenteem[2,6]. g(1) =12-2%x1-3=1—-2-3=—4
Logo, D, = [—4, +oo[, pelo que 2 pertence ao contradominio de g.
(Opgao D)

4. Qualquer funcdo quadratica interseta necessariamente 0 eixo Oy ja que serd sempre possivel
determinar a imagem de 0.
(Opcéo D)

5. A parabola tem concavidade voltada para baixo, pelo que a < 0. A abcissa do vértice é negativa,
pelo que h < 0. A ordenada do Vvértice é positiva, pelo que k > 0.
(Opcéo D)

6. Sea< 0, entdo a reta que representa a fungdo tem declive negativo, pelo que ou é a reta
b
representada na op¢éo B ou na opgdo D. Se — > 0, entdo b <0, logo a opgao correta é a opgédo D.
a

(Opgéo D)

P& Expoente™ « Dossié do Professor 205



7. Para que afungdo ndo tenha zeros reais:
A<0o42-4x(-1)xk<0eo16+4k<0o4k<-l6k<—4
Ou seja, k € |—o0, —4].
(Opgao B)

—-a
8. A abcissa do vértice é: T =2 -a=8a=-8

A ordenada do vértice é:
fQ)=-2©2x22-8x2-b=-2©8-16—-b=-2-b=6b=-6

(Opcéo A)
9.
x —0 -3 -1 1 4 +o0
1—x? - - - 0 + 0 - - -
f(x) - 0 + + 0 - 0 +
gx) + 0 - 0 + 0 + 0 -

gx) =20 x €]-mw,-3]U[-1,4]
(Opcéo B)
10. A pardbola que representa a fungdo tem concavidade voltada para baixo. Logo, exclui-se a

opcéo A.
Nas restantes opcdes, a abissa do vértice da parabola é 6.
Na opc¢édo B, tem-se que f(6) = 12, mas a altura maxima atingida pelo projétil € 72 metros, pelo
gue se exclui esta opgéo.
Na opgdo C, f(12) = —0,5 X (12 — 6)* + 72 = 54. Mas o projétil cai a 12 metros da base de
langamento. Assim, exclui-se também esta opcao.
(Opgao D)

11. A fungdo tem um minimo absoluto, logo a parabola que a representa tem concavidade voltada
para cima. Se f(—3) = f(5) = —2, entdo a equacao f(X) = —1 tem uma solu¢cdo menor que —3 e
outra solugdo maior que 5.

A inequagdo f(X) < —1 tera como conjunto-solucdo um intervalo cujos extremos sdo essas
duas solucgdes.

O Unico intervalo nestas condicdes é o representado na opcao B.

(Opgao B)

12. f)=gx) e (x—-1)?—-4=ax—4
ox2-2x+1-ax=0
ox?+(-2—-a)x+1=0

Para que esta equagao tenha apenas uma solugéo:
(—2—a)?—-4x1x1=0o4+4a+a®—4=0
©a’+4a=0
sala+4)=0
©a=0vVa=-4
(Opcgao A)
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13.

x —0o0 -2 1 +o0
f@ - 0 + + +
gx) + + 0 _
h(x) - 0 + 0 -

A opcao que corresponde a este quadro de sinais é a C.
(Opgao C)

14. fx) =02 4—x+Vx—2=0Vx—2=x—4
>x—2=(x—4)
ox—2=x*—-8x+16
©x2-9x+18=0

9++v81-72
Sx=—""T""
2
9+3
Sx=—"
2

©Sx=6Vvx=3
Verificagéo:
Se x=6, entdio 4—-6+V6-2=0 -2+V4=0-2+2=0, que € uma proposicdo
verdadeira, logo 6 é um zero da funcgéo f.
Sex=3,entdo 4-3+V3-2=01+V1=0&1+1=0, que é uma proposi¢do falsa,
logo 3 ndo é um zero da funcéo f.
(Opgao C)

15. Dy = {x € R:|[x* —= 1| =1 >0}
[x2—1]-1>0ex2-1]|>21ex?-1>1Vvx?-1<-1

©x?-2>0vx%2<0

Calculo auxiliar
x2-2=0ex%=2
ox=vV2Zvx=—/2 ¥ +

C.S. = |—o0, —V2| U [V2, +oo[ U {0}
(Opgéo A)

16.
a)Dr =Dy n{x €Dy g(x) # 0} =]—,31n{x € R§ : 2 —v2x # 0} = [0,3] \ {2}

Df={x €R:6—2x = 0} = |]—00,3]

Calculo auxiliar
6—2x20e -2x>-6o2x<6ox<3
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Calculo auxiliar

2-V2x=0oV2x=2=>2x=4x=2

Verificagao:

2-V2x2=0e2-vV4=0o2-2=0, que é uma proposicéo verdadeira, logo 2 é solugéo da
equacéo.

(Opcéo C)
b) (ge W) =g(f(1)) =g(V6—2x1)=g(V4) =g(2) =2 -VZx2=0

([) oL@ _ ve-axi Va2 % 24V2 _ 4+2V2 _ 4+2\/§_2
JdV=m T A zE vz e a2 2

1 1 1
g(5)=2— /2x;=2—ﬁ=1,|090g 1(1)_2

G-HND =9 —f(2)=2-V2Zx2-V6—2x2=2-VE—6—4=2-2-V2=—2
(Opgéo D)

+v2

17. A representagdo gréfica da funcdo f é um segmento de reta de extremos nos pontos de
coordenadas (—2, 2) e (4, —1). Assim, o contradominio de f é [—1, 2].
O contradominio de g é entdo [1, 4], uma vez que o grafico de g se obtém do grafico de f por

meio de uma reflexdo de eixo Ox, seguida de uma translagéo de vetor (2, 3).

Calculos auxiliares

-2
f(—2)=—7+1=1+1=z

4
f(4)=—5+1=—2+1=—1

(Opcéo B)
18. fx) < gx) @ Vx <Vx o x <Vx®
=x2 < x8
oxt-x3<0
©x?(1-x)<0
X 0 1 400
x2 0 + +
1-—x + + 0 -
x2(1—x) 0 + 0 _

Logo, C.S. ={0} U [1,+ o[
(Opcéo B)

19. f(x) =(a—1Dx+ 2a

a) Para que f seja estritamente decrescente, entéo:
a—1<0oa<leoa€]-on1]

b) Se o gréfico de f interseta o eixo Ox no ponto de abcissa —1, entdo:
f(-D=0e(@-1)Xx(-1)+2a=0—-a+1+2a=0a=-1

¢) Para que o gréafico de f seja uma reta paralela ao eixo das abcissas:

a—1=0oa=1
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20. f(x) = —x%2+5x—6
a)f(x)=0e —-x*+5x—6=0

—5+v25-24
Sx=—"T—
-2
—-5+1
ox=——
-2

eox=2vx=3
Os zeros de f sédo 2 e 3.
2+3

5
b) O eixo de simetria do graficode f é x = > S x = p

c)

d) A funcéo néo é sobrejetiva, uma vez que o seu conjunto de chegada é R, que é diferente do seu

contradominio.

e)f(x)<-6 ©—-x*+5x—6<-6< —x2+5x<0

Calculo auxiliar

—x?+5x=0x(—x+5)=02x=0vx=5

C.S.=]-,0] U [5,+oo[

f) D/ = [0, +0o[

21, f(x)=2|x—1|+4

a) Intersecdo com o eixo 0y:

f(0)=2[0-1+4=2+4=6

Logo, o ponto de interse¢do do grafico de f com o eixo das ordenadas tem coordenadas (0, 6).
Interseg&o com o eixo Ox:

fx)=0o2x—1+44=0< |x—1| =—-2 Equacdo impossivel.

Logo, o gréafico de f ndo interseta o eixo das abcissas.

b) Dy = [4, +oo[

f)<6e2x—-1l+4<6o2x—-1l<2e|x-1<1

OSx—1<1Ax-1>-1
Sx<—-2Ax>0
C.S.=]0, 2

d) A funcéo é injetiva em ]1, + [, por exemplo.

P& Expoente™ « Dossié do Professor 209



22.
a)2x2+5x+6=0

Calculo auxiliar
—5++/25-48

2 +

2x>+5x+6=0x =

Equacdo impossivel em R.

v

CS.=R

b)(x-3)?<x-1o©x?—-6x+9—x+1<0ox*—-7x+10<0

Calculo auxiliar

7 £vV49 — 40
x2-7x+10=0x=—"———
2 + +
7+3 .
SXx = 2 5 x
> -

©x=5vx=2

C.S.=[2,5]
C)2x—1<(x—-2)x—-2)o2x—1<x*—4© —x>+2x+3<0

Calculo auxiliar
—2+V4+12 +
—x2+2x+3=0<:>x=_—2 y —
S X =
-2
©ox=—-1vx=3
C.S.=]—00,—-1[ U ]3,4+ [
dx?*2-49)1-x)>0
x —o0 -2 -1 1 2 +oo
x?—4 + 0 - - - - - 0 +
1 —x? — — — 0 + 0 - - -
(x? =) (1 —x?) - 0 + 0 . 0 + 0 -

C.S.=]-2,-1[u]1,2[
23.

a)V=nx32x3=27rm3=27000 X x litros

27000 X 27
——— = — = 14 horas
100 X 60 6

b) 27000 x 7 — 2 X 60 x 100 ~ 72 823 litros
27

) D, = [0,?1'[]

D, = [0,277]

d) Como a piscina tem a forma de um cilindro a fungéo v € uma funcéo afim.

27
Uma vez que v(0) = 27mrev (? n) = 0, entdo o declive da reta que representa esta fungéo é

0
—5— = —6 e a ordenada na origem é 27x. Logo, v(t) = 277 — 6t.
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24, f(x) =2x2—4x+1

—(-4
a) Abcissa do vértice: (=4) =1
2X2

Ordenada do vértice: f(1) =2x12—-4x1+1=2-4+1=-1
Logo, f(x) =2(x—1)2 —1.

b) A funcédo f é estritamente decrescente em ]—oo, 1] e € estritamente crescente em [1,+oo[, tem

um minimo absoluto igual a —1 em 1.
c) Sek>1,afungdo f(x)+ k € sempre positiva.
d) Dr =R, logo Vx € Df,—x € Df
f(=x)=2(—x)?—4(—x)+1=2x>+4x+1

Ou seja, ndo é verdade que f(—x) = f(x),Vx € Dy, logo f ndo € uma fungéo par e, portanto, o

seu grafico ndo é simétrico em relagao ao eixo 0y, pelo que a afirmagéo é falsa.
e) Dy ={x €R:f(x) —1=0}=]-00,0] U [2,+00[
fX)—1202x2—4x+1-1202x2—-4x =0

Célculo auxiliar
2x2—4x=02x(x—2)=0
ox=0vx=2 + +

25. f(x) =1 —-k)x*+2x+1
a) f(0)=1
Logo, A(0,1).
fO=1e1-kDx?+2x+1=11-kx*+2x=0 ©x((1-kx+2)=0
ox=0v(l-kx=2

2
ox=0vVvx="—""
1-k
2
LOgO, B (Tk' 1)
B (02 4(1-1)2= (L)Z_L
AB_\[(O 1—k) +A-1%= k-1 = k-1
b) Para que a equacao f( X) = 0 tenha duas solug@es distintas, A > 0.
A>022-41-k)Xx1>094—-4+k>00k>0
c) flx)=-2x2+2x+1
i, —2x2+2x+1<-3 -2x*4+2x+4<0
Célculo auxiliar
1+V1+38 +
—2x2+2x+4=0(:>x2—x—2=0(:>x=_T 1 —
1+3 - -
S X =—
2
Sx=2vVx=-1

C.S.=]—00,—1] U [2, +oo[
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. x x\2 x x2
ii. glo)=0of S =0 -2 > +2 2 +1=0<:>—7+x+1=0

o —x242x+2=0

—24+V4+8
eox=—"""
-2
2+2v3
o X = 2

ox=1-V3vx=1++3
Logo, os zeros de g sd0 1 —v3e 1 ++/3.

iii. h(x) =-2f(x—3)+1=-2[-2(x—-3)2+2(x—-3)+1]+1
=-2(-2(x*—6x+9)+2x—6+1)+1
=—-2(-2x2+4+12x—18+2x—-5)+1
= 4x% — 28x + 47

—(-28) 7

Abcissa do vértice: = -
2X4 2

2
7 7 7
Ordenada do vértice: h (5) =4 (5) —28 X E +46 =49 —-98+47 = -2

Como a parabola que representa graficamente a fungdo tem concavidade voltada para cima,

entdo, Dy, = [—2, +ool.

26. h(t) = —t>+5t+10
a) h(3)=-32+5%x3+10=-9+15+10=16
A altura do foguete ao fim de 2 segundos é 16 metros.

b) O grafico da funcao é uma pardbola com concavidade voltada para baixo.

-5 5
Abissa do vértice: =-
2x(-1) 2

, 5 5) 2 5 25 25
Ordenada do vértice: h (E) = - (E) +5 X E +10 = — : + 7 +10 = 16,25

A altura méaxima atingida é 16,25 metros.
c) Parat>0:

ht) =4 -t2+5t+10=24 e —t*+5t+6=0

Calculo auxiliar

St=6vt=-1

5 —-5++V25+24 517 * >
—t +5t+6=0@t=_—2@t=7 1 Gx

Logo, t € [0, 6].

A luz til de cada foguete dura 6 segundos.
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27.
a) AE =x = AD = DE
AB =6

Pelo Teorema de Pitdgoras:
2 2
- — ——\2 . x — X _ 3
DE* =B’ + (AE) & x*=TB+ (—) © CB? =x? —— & CB? = —x?
2 2 4 4

_— V3
Logo, CB = EX X.

N I 1__ X
DC=AB--AE =6——
2 2
Assim:
I V3
(AB+DC) x CB (6+6—92—C)><7x
A(x): =
2 2
V3
=(12—f)—x
2/ 4
12v3 YER
= X——x
4 8
243 V3,
=—x—-—x
8 8

= g (24x — x?)

V3
b) A(x) =10V3 & 5 (24x — x*) = 10V3 & 24x — x* = 80

& —x2+24x—-80=0
—24 ++V24%2-4 % 80

S X =
-2

24+ 16
S X =
2

Sx=20vx=4

Como x < 6, entdo x = 4.

28.

NSNS s NENENENEEN
4321234
2

b) F(-33)—FO +f(V2)=4-(2-0)+ (V2 +1)=4-2+3=5
c) Df =]1, 4]
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d) Sex €]-w,1]: f(x) =0 < 4 =0, que é uma proposicédo falsa, logo a funcdo nédo tem zeros
neste intervalo.
Sexel-L,1f(x)=02—-x=0x=2
Mas 2 ¢ ]—1, 1], logo a funcdo néo tem zeros neste intervalo.
Sex €[1,+o[: f(x) =0 x?+ 1 =0, que € uma equacao impossivel em R, pelo que a funcdo
também néo tem zeros neste intervalo.
Logo, a funcdo f ndo tem zeros.

e) Se k € [2,3], entdo a equacdo f(x) = k tem exatamente duas solugdes.

29.
a) 5x6+3x4=30+12=42
A Maria pagou 42 euros.
b) 5x6+3x(x—6)=6030+3x—18=60<3x=48< x =16

A Maria foi a 16 aulas.

0) f(x)—{ Sxsex <6 _{ Sxsex <6
T I5x6+3(x—6)sex>6 l12+3xsex>6
30.
a) Se x < —2, o gréfico da fungdo f é uma reta que contém os pontos de coordenadas (—4,0) e
(—2,3).
_ 0-3 3
O declivedaretaé ——— = —
—4—(-2) 2

3
Entdo, a equacao reduzida da reta é da forma f(x) = ox + b.
3
fEH=0e-x (-0 +b=0b=6

3
Logo, f(x) =7 x + 6 se x € ]—e0, 2],

Se —2 < x < 0, a fungdo é constante.

Logo, f(x) =3sex €]-2,0[.

Se x = 0, o gréfico da fungéo f é uma parabola de vértice (2, 2) e em que um dos zeros é o
ponto de coordenadas (0, 0).

Assim, f(x) = a(x —2)? + 2.

1
f(0)=0<:>ax(—2)2+2:0@4a=—2(:>a=—5
Logo:

1 1 1 1
f(x)=—E(x—2)2+2=—E(x2—4x+4)+2=—Ex2+2x—2+2=—5x2+2xsexe[0,+oo[.

§x+6sexs—2
Assim, f(x) =< 3se—2<x<0
—%x2+2xsex20

b) —2f(x) >0 f(x) <0 x €]—0,—4[ U |4, +o[
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c)

d h(x)=c(x+1)-2
O gréfico da funcdo h, obtém-se do gréafico da fungdo f por meio de uma translagdo de vetor
(=1, —2). Assim, D; = ]—o,1] e um dos zeros da funcédo h é 1.
O outro zero da fungdo h é a solucdo da equacéo:

3 8 11
E(x+1)+6—2:0(:>3(x+1)+8=0@x+1:—§®x=—?

e) A funcgéo f ndo admite inversa por ndo se tratar de uma fungdo injetiva, uma vez que, por
exemplo, f(0) = f(4) =0.

31.
a) 1_|x+1| 3 _|x+1| 3 ®|x+1|
eslx+1l<6
ox+1<6Ax+1>-6
Sx<5Ax>-7
CS.=1-7,5]

b) 4x+1l=xe Ux+1=xVix+1=—x)Ax=0
© Bx=—-1V5x=-1)Ax=0

1 1
@(x=——Vx=——)/\x20
3 5

3
c) >0 [x2-9|>0x>—-9%0
|x2-9|

ox#+3Ax+ -3
C.S. =R\ {-3,3}
d) |1-2x| =|3x—2| © (1 —2x)? = (3x — 2)?
©1—4x+4x?=9x2 —12x + 4
& —5x2+8x—-3=0

-8 ++V64-60
Sx=—""T—"T—
—-10
8+ 2
Sx=—"
10
3
Sx=1Vvx=—
5
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f)

9)

h)

32.

2x—-1>2x = |x—-1| < —x
SxX—-1<—-xAx—1>x)A—x=0
S2x<1IAN-1>0Ax<0

Proposicao
falsa
CS.=0
[x2 +4x+4|>00x?+4x+4 0 (x+2)2#0
eox+2+0
S x# -2

C.S.=R\{-2}

[4x + 1] < |2 — x| © Ax+1)? < (2 —x)?
& 16x2+8x+1<4—4x+x2
© 15x24+12x—3<0
©5x?+4x—1<0

Calculo auxiliar

—44++/16+4+20
10
—4+6
P =
=710

Sx=-1V —1
x = x—5

+

Gl

>«_

v

c.s.:]—l,l[
5
[x2—x—-2|<0ox2—x—-2=0
1+v1+8
Sx=——
2
1+3
Sx=—
2
Sx=2vx=-1

CS.={—1,2}

[x2 —x|>21ex?2—x>1vxl-x<-lex2—x-1<0vx?—x+1>0

Calculos auxiliares

1+V1+4 1+/5

X>—-x—-1=0x= Sx=
2 2
1—/5 1++/5
S X = Vx =
2 2
5 1+V/1-4 1+/-3
x*—x+1=0ex= > S x = >

Equacéo impossivel em R.

e

a) O gréfico de g obtém-se do grafico da funcdo definida por y = |x| por meio de uma translacéao

de vetor (2,0), seguida de uma reflexdo em relagdo ao eixo Ox, seguida de uma translagdo de

vetor (0,5).
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b) glx) =0 & —-|x—-2|+5=0e |x—2|=5
©x—2=5vx—-2=-5
©ox=7vx=-3
Logo, os zeros de g sdo —3 e 7.
M(x)=0 o (x—-2)?-1=0o x—-2)?’=1ox-2=1vx—-2=-1ox=3Vvx=1
Logo, os zeros de h sédo 1 e 3.
c) gv)=1 o —|x—-2|+5=>1
o —|lx—2|=-4
Slx—-2|<4

Sx—2<4ANx-2=—-4

Sx<6Ax=-2 C.S.=[-2,6]
o _(—(x—2)+5sex—220 _(—x+7sex>=2
d) g(x) =-Ix 2|+5_{_(—x+2)+55ex—2<0_{x+3sex<2
e)
C.S. =10, 4]
33.
a) f(x)=12x]-1

Ds =R, logo Vx € Ds,—x € Dy

f(=x) =2(=x)| =1 =[-2x| +1=[2x| + 1 = f(x), Vx € D, ou seja, f & uma fung&o par.
b) f(x) =2x3 —3x

Dy =R, logo Vx € Dy, —x € D

f(=x) = 2(=x)* = 3(=x) = —2x* + 3x = —f(x), Vx € Dy, ou seja, f € uma funcéo impar.
c) f(x) = x|5x|

Dy =R, logo Vx € Dy, —x € D

f(=x) = —x|5(=x)| = —x|5x| = —f(x), Vx € Df, ou seja, f € uma fungéo impar.
d) f(x) =53x

D = R, logo Vx € Df, —x € Dy

f(=x) = 53/(=x) = =53x = —f(x), Vx € Dy, ou seja, f & uma funcéo impar.
e) f(x) =5x%—3x*

Dy = R, logo Vx € Dy, —x € Dy

f(=x) = 5(=x)* = 3(—=x)* = 5x* — 3x* = f(x), Vx € Dy, ou seja, f é uma funcéo par.
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f) fx) =1++vV16—x?
Dy = {x € R:16 — x* > 0} = [—4, 4], logo Vx € D;,—x € Dy

Calculo auxiliar
16-x2=0x=4Vx=—4 +

f(=x)=1+,16 - (—x)? =1+V16 —x? = f(x), Vx € Dy, ou seja, f € uma func&o par.

34.
a) V6—x=—-x=6—x=(—x)?
©6—x=x?

o -—x2-x+6=0

1+V1+24
eSx= ——/—
-2
115
SX ="
-2
Sx=2Vx=-3

Verificagéo:
Sex =2, entdo V6 — 2 = -2 © /4 = —2, que é uma proposicao falsa, logo 2 n&o é solugéo da
equacao.
Se x = —3, entdio /6 — (—3) = —(—3) © /9 = 3, que é uma proposicéo verdadeira, logo —3 é
solucdo da equacéo.
C.S.={—-3}
b) Vx2—x—3Vx =0 © Vx2 —x = 3x
> x2—x=9x
©x?—10x=0
ox(x—10)=0
©x=0vx=10
Verificacéo:
Sex=0, entdo V02— 0-3/0=0< 0-0 =0, que é uma proposicdo verdadeira, logo 0 é
solugéo da equagéo.
Se x =10, entdo V102—10-3vV10=0 <90 -3V10=0 < 3V10-3v/10=0, que é uma
proposicao verdadeira, logo 10 é solugdo da equagéo.
C.S.=1{0, 10}
) Vax—B=vxF2+1=3x—5=(Vat2+1)
e©3x—5=x+2+2Vx+2+1
©2Vx+2=2x-8
eVx+2=x—-4
Sx+2=(x—4)>
©x+2=x>—-8x+16
©x2—9x+14=0
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ox=7vx=2
Sex=7, entdo V3x7-5=v7+24+412/21-5=/9+1V16=3+14=4, que é
uma proposic¢ao verdadeira, logo 7 é solugdo da equagéo.
Sex=2,entdoV3x2-5=vV2+2+1oV6-5=Vi+1o/I=1+1o1=2, que é uma
proposicao falsa, logo 2 ndo é solugcédo da equagéo.

CS.={7}
d ¥2x—-5=3 e2x-5=33=2x=27+5ox=16
C.S.={16}

35.

’15
a) T(15) =2 —=0,8s
) T(15) =2m 980
c T c T\2 c 1 (T\? T\ 2
b)T=2n |—& —= |—(—) =—oc=980x-(-) oc=245(-
980  2m 980 21 980 4\ T

3 2
3
c) ¢(V3) =245 (7) ~ 51,6 cm

Este valor representa o comprimento de um péndulo de periodo igual a /3 segundos.

36.
a) Dy ={x € R:6—x2>0}=[-V66]

Calculo auxiliar
6—xt=0ox=V6vx=—-V6

6 J6 *

b)

3 a

|
|
-V/6 o V6

A funcdo f ¢ estritamente crescente em [—v/6,0] e é estritamente decrescente em [0, /6.

c) fly)=gx) ®V6—x2+2=2—-xV6—x%2=—x

=6—x%=x?

©2x%2=6
o x?=3
ox=vV3vx=—/3

PG& Expoente™ « Dossié do Professor 219



Verificacao:

Se x=+3, entdo [6—(V3) +2=2-V3oV6-3+2=2-V3oV3+2=2-3, que é

uma proposicao falsa, logo V3 ndo ¢ solugdo da equag&o.

Se x=—3, entdo [6-(—v3)' +2=2-(—V3) e V6-3+2=2+V3 e 3+2=2+3,

que é uma proposicéo verdadeira, logo —/3 € solugdo da equagao.

f(—V3) = (6 (~V3)' +2=V6-3+2=2+3

Logo, as coordenadas do ponto de intersec&o das duas fungdes s&o (—v3,2 + V3).

d) (9o N2 =g(f(-2) =g(V6 = (27 +2) = g(V6 -4 +2)
=g(V2+2)
=2-(V2+2)
= V2

€) Dyog = {x € Dyi g(x) € Dy} = {x € Rig(x) € [V6,V6]} = [2— 6,2+ 6 |

Calculo auxiliar

g e[-Ve Vel e 2—x>-V6n2—x<V6
©—x=2-2-V6A—x<-2+6
©x<2+V6Ax=2-6

Fog@)=f(g)=f2-x)=y/6-(2-x)2+2 Conjunto de chegada: R
37.
a) 2Bx—-2)2x—-1D(x+1?2<0
Célculos auxiliares
3Ix—-2=0x= 3
1 +
2x—1=0x= >
x+1)?=0eox+1=0=x=-1 >
2 3
2(3x —2) - - - - - 0 +
2x — 1 — - — 0 + + +
(x+1)? + 0 + + + +
23x—2)2x — D(x + 1)? + 0 + 0 — 0 +
12
CsS.= [E,E] u{-1}
b) Cx—1Dx2-x—-6)=0
Céalculos auxiliares
1
2x—1=0x==
2 +
5 1+V1+24 1£5 >
xX“—-x—-6=0ex=—mmmx=—-— -
2 2
Sx=3Vx=-2
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x - -2 1 3 +o0
2
2x—1 - - 0 + + +
x2—x—-6 + 0 — _ 0
2x—-1D(x*—x—16) - 0 0 - 0 +
=|_p1
c.s._[ 2,2]u[3,+oo[
) fx) <0 —2x3+3x2+5x—6<0e (x—2)(—2x2—x+3)<0
Calculos auxiliares
-2 3 5 —6 +
2 -4 -2 6 3 >
| —2 -1 3] 0 =2
1+V1+24 145
2x2—x+4+3=0ex=—"""—x=""x=——-Vx=1
-4 —4
x —o0 3 1 2 +o0
2
x—2 - - - - 0 +
—2x%2—x+3 - 0 0 — —Z —
(x—2)(—2x2—x+3) + 0 0 + 0 -
=3
c.s._] 2,1[u]2,+oo[
d) x*—x?<2xex*—x?-2x<0ex(x?-x-2)<0
Célculo auxiliar
1+/1+8 1+3
X’—x—-2=0x=— LAIPIN =?
Sx=2vx=-1 4
x — -1 2 4o
X — — +
x?2—x-2 + 0 0
x(x2—x—2) — 0 0

C.S.=]-m,—1]U[0,2]

38.

a) f(-D=(-1D*+2x(-1)3-16%x(-1)2—2x(-1)+15=1-2—-16+2+15=0, logo —1 é

zero de f.

f(H=1*+2%x13-16%x12-2%x14+15=1+2-16—-2+15=0, logo 1 é zero de f.
b) fx) >0 e x*+2x3—16x2—-2x+15>0 (x+ D(x - 1D (x?>+2x—15) >0
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Céalculos auxiliares
1 2 —16 -2 15
1 —1 -1 17 —15
1 1 —17 15 0 +
1 1 2 —15 >
1 2 —15 0 -
—2++V4+60 —2+8
x2+2x—15=0x = _2 S x= 2_ ©x=-5vx=3
x —0o0 -5 -1 3 +o0
x* -1 + + 0 - ¥ i
x2+2x—15 + 0 - - - 0 +
x2-1) 0 - 0 + 0 +
(x? +2x — 15)
C.S.=]—o,-5[U]-1,1[ U ]3, + o]
39.
1 |4mV/3 1
a) R(4mV3) == ’—=—x2 V3=13
2 T 2
b) V) == RGP = wx (2 [2 3
3 3 24T
4 1 X |[x x |[x
=-rx=-x= [-== [=
3 8 TA|TT 67T
V( 1 X |x X
c =—xo - |-==
) 2 Zx 6T 2
x
S [—=3
b3
x
&S —=9x=9r1
14
40.
4 _f4—xsed—x=20 _(4—xsex<4
) g() =14 xl_{—4+xse4—x<0_{—4+xsex>4
Assim:
3x—-1-(4—x) sex <2 4x -5 sex <2
F-gx)={x*—4—-(4—x)se2<x<4={x?4+x—-8se2<x<4
x2—4—(—4+4+x) sex>4 x*—x sex >4
b) Se x € |-, 2[:
FfF-9x)<le4d4x-5<1
S 4x <6
3
oSx<—
2
Logo, x € ]—oo,%[.
Sex€e[24],f—-g)<lex?+x—-8<1ox2+x—-9<0
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Calculo auxiliar
-1++v1+36
x2+x—9=0@x=7
2 + +
—-14++v37 -1 —-+37 _\ »
X=—VX=————o0 -1-437 L4375
2 2 2 - 2
Logo, x € [2’—1+2\/ﬁ[_
Sex€l4+o, f—-g)<lex?—x<1
©x?2—x—-1<0
Calculo auxiliar
) 1+V1+4
x“—-x—-1=0ex=—"7-"77—
2 + +
1+v5 1-V5 _ >
S x = Vx=—7" 15 145 ¥
2 2 - 2

Logo, neste intervalo ndo ha valores de x para os quais (f — g)(x) < 1.

22

Assim, C.S. = ]—oo_;[ U [2,

41, (x—-2)’+1=mx+4ox*—4x+4+1-mx—4=0
ox?+(-4-mx+1=0
Para esta equagéo ter apenas uma solucao,
(-4-m)?-4=016+8m+m?—-4=0
em?+8m+12=0

—8+1v/64—-48
om=———"T—
2
—-8+4
om=
2
oSm=—-6Vvm=-2

Se m = —6, entdo:
X*>+2x+1=0 (x+1)?=0
©x+1=0
S x=-1
A ordenada do ponto de intersegcdo é y = —6 X (—1) + 4 = 10.
Logo, se m = —6 tem-se o0 ponto de interse¢éo de coordenadas (—1, 10).
Sem = -2, entdo:
x’—-2x+1=0(x—-1)2%2=0
©x—-1=0
Sx=1
A ordenada do ponto de intersegdoéy = -2 x 1+ 4 = 2.

Logo, se m = —2 tem-se o0 ponto de interse¢éo de coordenadas (1, 2).
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42. Seja g a fungdo que associa a cada valor de x a area do triangulo [ABC].

f=0eVx—1=0

>x—-1=0
eox=1
Verificacéo:

v1—1 =0, que é uma proposic¢ao verdadeira, logo 1 é zero de f.

Logo:
BC = 2 x (x — 1) e a altura do triangulo [ABC] é vx — 1.
Assim:
2X(x—1)xvVx—1
gx) = - 5,
=x-1DVvx—-1

g =27 (x-1DVxr—1=33
>(x-1%*(x-1)=3°
o (x-1)3=93
Sx—-1=9
< x =10
Verificacao:
(10 - 1)vV10—1=27 & 9 x 3 = 27, que é uma proposicdo verdadeira, logo 10 é solucéo da

equacao.

Desafios

P4agina 151

1.

a) Consideremos f(x) = x+ 0,23x = 1,23x e g(x) = x — 0,23x = 0,77x.
Assim, (g o f)(x) = g(f(x)) = g(1,23x) = 0,77 X 1,23x = 0,947 1x.

b) N&o. Segundo a alinea anterior fica com um valor diferente e inferior ao inicial. O comprador ficou
a ganhar, vai acabar por comprar o carro por um valor mais baixo.

¢) Claramente que ndo. Se fossem inversas uma da outra, teriamos (g o f)(x) = x, 0 que ndo é

verdade pela primeira alinea.
. 100
d) Se fizermos f(x) = y, obtemos y = 123 ~ 0,813008x.

Assim, f1(x) =~ 0,813008.
e) O vendedor teria de aplicar uma fungdo correspondente a inversa de f. Ou seja, segundo a

alinea anterior, um desconto de aproximadamente 81,3008%.

2.
a) Consideremos h(x) = x — 200 e p(x) = 0,9x.

Temos (h e p)(x) = h(0,9x) = 0,9x — 200.

Por outro lado, (p c h)(x) = p(x — 200) = 0,9(x — 200) = 0,9x — 180.
b) De acordo com a alinea anterior, ndo é indiferente.
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c) De acordo com a alinea a), o valor fica mais baixo quando se aplica primeiro o desconto dos

200 euros e s6 depois se retiram os 10%. O comprador fica a ganhar 20 euros.

3.
a) Consideramos s(x) = 0,97x e t(x) = 0,95x.
Temos (tos)(x) =t(0,97x) = 0,95 x 0,97x = 0,9215x.
Por outro lado, (s o t)(x) = s(0,95x) = 0,97 X 0,95x = 0,9215x.

b) Segundo a alinea anterior, € indiferente a ordem pela qual aplicamos os dois descontos.

4.

a) Temos:
wix) =t (s (p (n (g(f(x))))>> = t(s(p(h(0,9471))))

= t(5(0,9(0,9471x — 200)))
= 0,82935(0,9471x — 200)

b) Temos:

Y
0,82935

(2= +200)

0,82935

w(x) =y & 0,9471x — 200 =

S x =
0,9471

Assim, w™(x) =

0,9471 (0,8;935 + 200)'

c) Esta € uma fungdo que a cada valor depois dos descontos faz corresponder o valor antes dos
descontos.

d) O valor marcado no carro € w~1(23394,5) = 29 995 euros.
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Tema V - Estatistica

Unidade 2 — Somatoério
Paginas 155 e 156

1.

a)

b)

a)

b)

a)

b)

c)

a)

u,=2n—-1,n€e{1,2,..,5}

i(Zn—l)

2017
aq + a, + 4 Ay017 =Zai
i=1
10 )
a1 x + ax% + -+ apx° =Z(aixl)
i=1
8
324334438 =33

i=2

6

D 2=t 227 4 237 24 25T £ 26T = 20 4 21 422 4 23 424 425

i=1

i(l_i):(1—4)+(1—5)+(1—6)+(1—7)
_ =-3-4-5-6

=-18
§:2=10x2=20

i=1

50 50

in= in —2-4-7=200-13 =187
i=4 i=1

50
i\/gxi =5 X =200V5
i i-1

50
50y 1

. 1
i = — X. = =-(200—2—-—4) =97
> Z, > ¢ )

Proposicao verdadeira.

100
ZZi=2><1+2><2+2><3+--~+2><100
i=1

=2x(1+2+3++100)
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b) Proposicao falsa.

%(2+i)= R+1D+Q2+2)+@2+3)+-+(2+100)

i=1

c) Proposicéo verdadeira.

%(2+|)= +D+@2+2)+2+3)+--+(2+100)
i=1
100

=2x100+ Y i
i=1

100 100

=ZZ+Zi

Unidade 3 — Conceitos fundamentais
Paginas 157 a 162

6. A populagdo é o conjunto de todos os associados da DECO.
A amostra é o conjunto dos 397 associados inquiridos.
A variavel estatistica € o grau de satisfagdo com os atuais prestadores de servico televisivo.

7.

a) O tempo de exposicao solar € uma variavel quantitativa continua.

b) O numero de dias de férias € uma variavel quantitativa discreta.

¢) O numero de gelados comprados huma semana € uma variavel quantitativa discreta.
d) A temperatura registada as 16h é uma variavel quantitativa continua.

e) O nimero de pessoas na praia as 18h é uma variavel quantitativa discreta.

8. O conjunto de valores da amostra * = (1,2,3,2,3,1,0,5,1) é ¥ ={0,1,2,3,4,5}.

9. Por exemplo, * = (10,10,10,10,11,12) ou * = (12,10,10,11,10,12).

10. Seja * = (x4, x,, ..., x,) Uma variavel aleatéria de dimensdo n com m valores distintos, onde
1 <m<n.
Tem-se que N; = #{i € {1, ..., n}:x; < %;}.
Poroutro lado, n; = #{i € {1, ..., n}:x; = %} e Xy m; = n.
Para qualquer j € {1, ..., m} tem-se entéo:
N; = #lie{l,..,nkx Sfj}= nt+n,+tn<ntn, et n+ o+, =0

Logo, N; < n, qualquer que seja j € {1, ..., m}.
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11.

a)

| om | F
0|5 1:
13 %
2|4 1?
3|3 %
4|2 11—0
503 %

b) Ny=5+3+4+3=15

1 3 1 12
€) Fp=7 + ot =5-=06
20 5 20
12.
Animais de estimacio
6
54
44
3,
2- H
; |
oL L
& & & & 4&?’%

Unidade 4 — Medidas de localizagéo
Paginas 163 a 174

13.

a) Amoda é 1.

b) N&o existe moda.

c) Héa dois valores para a moda: 1 e 3.

14. A classe modal é [110,130[.

ixjn.
15.az=jl Z(XX j Zx~f

= =

0X2+1Xx8+2%Xx10+3X5+4x1 0+8+20+15+4 47

16. x = = =—=18
2+8+10+5+1 26 26
17.
a)
Notas obtidas no teste de Matemética | n;

[11,14] 3
[14,17] 3
[17,20[ 9
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12+14+17+13+19+19+16+18+17+18+ 19+ 16+ 11+ 18 + 19 246

b) x = =—=164
15 15
12,5xXx3+155%Xx3+185X%X9 250,5
c) i~ = = 16,7
15 15
18.

a) Ordenando os dados: 10, 11, 13, 14, 14, 16, 17, 19, 20

Me = x(92¢) =xi) = 14

b) Ordenando os dados: 10, 11, 13, 14, 14, 16, 17, 19, 200

Me = x(92¢) =xs) = 14

¢) Ordenando os dados: 10, 11, 13, 14, 15, 16, 17, 19, 20

Me = x(92¢) =x@) =15

d) Ordenando os dados: 10, 11, 13, 14, 14, 16, 16, 17, 19, 20

Xr10\tX/10
> > +1 X(5) + X 14 + 16
Me = (2) (2 )= (5) (6)= — 15
2 2 2
19.
a) Ordenando os dados: 2,98; 3,09; 3,15; 3,44; 3,45; 3,68; 3,70; 3,78; 4,01; 4,10
n=10
25x10 2,5 ao é { inteiro. Entao, P. 3,15
= 2,5 que ndo é um ndmero inteiro. Entao, =X = Xx(3) = 3,15.
100 q 25 = X([2,5] + 1) (3)
50 X 10 3 i . N X(s) t X@6) 3,45+ 3,68
= 5 que & um numero inteiro. Ent&o, Py, = = = 3,565.
100 2
75 x10 7,5 ao é { inteiro. Entéo, P. 3,78
= 7,5 que ndo é um namero inteiro. Entao, =X = x(g) = 3,78.
100 q 75 7,51+ 1) ®
P100 = x(lO) = 4,01
90 X 10 B B o N X(9) * X(10) 4,01 + 4,10
b) Too - 9 que é um numero inteiro. Entédo, Py, = > = > = 4,055.

Podemos afirmar que, pelo menos, 90% dos valores da amostra sao inferiores ou iguais a 4,055.

20.
a)
Numero de peixes capturados | n;
[0, 3[ 3
[3. 6[ 3
[6, 9[ 8
[9,12[ 2
75 X 16 X(12) T X 7+8
Too -~ 12 que é um ndmero inteiro. Entdo, P,s = (12) > 13) _ 5 = 7,5.

Logo, ha quatro participantes que ganharam o prémio, uma vez que capturaram mais de 7,5

peixes.
50Xx16 . . . . X@g)tX@9)  6+6
oo 8 que € um numero inteiro. Entdo, Me = P5, = > = S = 6.
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75 X 16
d) 3+3< <3+3+8

Logo, P,s € [6,9[. Assim, P, é a solugdo da equacéo:
3Xx34+3%x3+8Xx(x—6)=12Xx3<18+8x—48=36© 8x =66 @ x = 8,25
Logo, P;5 = 8,25.

Este valor ndo coincide com o valor exato que é 7,5 e foi calculado na alinea b).

21.
. 67+69+76+94+56+58+69+78+69+95+48+44+85+69+67+72 .
a) x = = 69,75 min
16
b) ¥ =—— =1,1625 h
22.

n n n
a) Como x(,) = max {x;, x5, ..., x,}, tem-se queZ“xi < Zx(n) =Xy - Logo, in <X,
i=1

i=1 i=1
n
— Z X nx
=1

_ i (n) _
b) X=-=— S—n = Xn)

Logo, X < x(p).
c) Uma vez que xg,) = max {x;, X, ..., X,}, entéo todos os valores da amostra podem ser escritos na

forma x; = x(,,) — k;, com k; > 0. Assim:

n n n n n
X% 2 k) X Dk X =Dk,
X = i=1 — i=1 — i=1 i=1 — i=1
n n n n
Por hipétese, existe algum valor da amostra inferior a x,, logo existe algum k; > 0. Entéo,

k,

n
i
i=1

X = Xm) — < X(m)-

8x 15— 18 + 12
B 8

23. x = 14,25 anos

1X12+4+3X14+5X 24
24. x = = 3,48
12+ 14 + 24

Unidade 5 — Medidas de disperséo
P4aginas 175 a 183

25. 3'd, =0 (10-12,4) +(13-12,4) + (11-12,4)+ > .d, =0 = Y d; =3,2
i=4 i=4

i1
26.

5
a) > d=0c1-3+0+1+d;=0<d, =1

i=1
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b) de=x.—kxo1l=11-x<x=10
dy=x,—-x1=x,—-10x, =11
d;=x3—-Xx©0=x;—10 x; =10
dy=x,—-x© -3=x,—102x,=7

di=x,—xel=x-10x, =11

27. Umavez que ” = * + h, tem-se que y = ¥ + h.

S5 = 3yt ony’ = Y (q by TR
i=1

i=1

= Zn:(XiZ +2xh+h?) —n(x? + 2hx + h?)

i=1

= Z":X_z +2hzn:x»+ih2 —nx? — 2nhx — nh?
i=1

i=1 i=1

ixi
n i=1
=3 %z +2nh ' -

+ nh? — nx? — 2nhx — nh?

I
N

)(i2 + 2nhx — nx? — 2nhx

Il
L=

>

= Xiz - Tlfz = SSx
i=1

28.
a) yi = 3xi +1
b) SS, = 32SS, = 9 x 26 = 234

29.
12+ 14+16+10+16+15+13+10+9+15 130
a) x = o = —10 =13
_ 10+15+10+19+13 67
y= =—=134
5 5
10
D x?-10x13
SSy i=1 1752 — 1690
b) sx= |To-1 = 5 = 5 ~ 2,62 (2c.d.)
955 —897,8
Sy = ” ~ 3,78 (2 c.d.)

Os valores da amostra ¥ encontram-se mais dispersos em relagdo a média da amostra do que os

valores da amostra *.

30. Propriedade: Seja * = (xq, 3, ..., X,;,) Uma amostra de dimensdo n,comn > 1, de uma variavel

estatistica x quantitativa. Tem-se que s, = 0see sO se x; = X, = - = Xj,.
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Demonstragao:
SSy . .
s, =0& e 0SS, =0 x, =x, =+ =x,, COMO Vimos na propriedade demonstrada

na pagina 177 do manual.

Propriedade: Seja * = (xq, x5, ..., X,) uma amostra de dimensdo n,comn > 1 de uma variavel
estatistica x quantitativa e seja h um namero real.

O desvio-padréo s, correspondente & amostra” = * + h, pode ser obtido a partir do desvio-padréo
s, através da igualdade s, = s,.

Demonstracéao:

Javimos que SS,, = 5SS, (pagina 178, exercicio 27).

3 ss Ss
Entdo, s, = [—= = |—X =35,
n-1 n-1 :

Propriedade: Seja” = (x,x,...,x,) Uma amostra de dimensdo n,comn > 1 de uma variavel
estatistica x quantitativa e seja @« um namero real.

O desvio-padréo s, correspondente a amostra” = a *, pode ser obtido a partir do desvio-padréo s,
através da igualdade s, = |als,.

Demonstracéao:

Ja vimos que SS,, = a*SS, (propriedade demonstrada na pagina 178).

Entédo:

SS. o?SS SS.
= Y Z 7T — X —
Sy_\!n—l \’n—l | n-1 lods,
31.

a) 74 = x + 2s,.

1
Entéo, a propor¢céo de elementos da amostra superiores a 74 € inferior a Z= 25%.
b) [26,74] = [x — 25,, % + 2x,].
1
A proporcéo de valores da amostra que pertencem a este intervalo €, no maximo, 1 — Z= 75%.

Assim, o numero de elementos da amostra neste intervalo €, no maximo, 60 x 75% = 45

elementos.

Aprende Fazendo

Paginas 188 a 196

. 0X4+1X6+2X3+3X2 18
1. k= =—=12
44+6+3+2 15

(Opgéo C)
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2. Ordenandoosdados:1,1,1,2,2,3,3,3,3,4,4,4,4,5

n=14
Xy +x 3+3
Me = DT X@® _ _3
2 2
(Opgéo D)
3+4+1+0+1+5+6+3+7+2+k
3. ¥x=7e =7
11
©32+k=77
S k=45
(Opgao C)

4. 1040 + 1040 x 2,5% = 1066
(Opgéo D)

3
5 >d,=0<(11-10,2)+(-1)+d, =0

i=1
<d,;=0,2
(Opgéo A)

6. 6+5+2+4+1=18
40 X 18
100
40 X 18
100

)

6 < <6+5

Logo, P,, € [750,1000[. Assim, P,, € a solucdo da equagéo:

6 X250+ 5 X (x —750) = 7,2 X 250 & 1500 + 5x — 3750 = 1800 & 5x = 4050 & x = 810
Logo, P,,= 810.

(Opgao D)

7. A afirmacgdo | é verdadeira, ja que o total das idades passa a ser menor e, portanto, a média
diminui. A afirmacdo Il pode ser falsa, uma vez que nada se sabe quanto a dispersdo dos
dados. A afirmacéo Il pode ser falsa, uma vez que nédo se sabe a média inicial das idades.
(Opcao B)

8. y=4xx—-3=4x5-3=17
Sy=4s, =4x2=38

(Opgéo B)

9. A afirmacao | é verdadeira, uma vez que os valores da amostra ndo séo todos iguais, logo o
valor da média ndo é o maior deles. A afirmacéao Il é verdadeira, uma vez que, como os valores
da amostra ndo séo todos iguais, o desvio-padrdo n&o pode ser zero.

A afirmacdao lll pode ser falsa, se os valores centrais da distribuicdo forem diferentes de 10.
(Opgao C)
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10. O desvio-padrao de qualquer distribuicdo é sempre ndo negativo, pelo que se elimina a opgao
A. Como os valores da amostra ndo séo todos iguais, entdo o desvio-padrdo ndo é zero, pelo
gue se elimina a opgao C. Também decorre de os valores da amostra ndo serem todos iguais
gue a média ndo é igual ao maior deles, pelo que se elimina a opgéo D.

(Opgao B)

11. dy+dy,+ds+d, =0 —1,4+15+05+d, =0 d, = —0,6
SS, = (=1,4)* + 1,52 + 0,52 + (—0,6)* = 4,82

4,82 13
S, = |—=1,
x 4-1

(Opgéo A)

12. 4 = x + 3s,
. ~ s e 1 .
Entéo, a proporcdo de elementos da amostra inferiores a 4 é inferior a Fria 11%, ou seja, o

namero de elementos da amostra inferiores a 4 é, no maximo, 4. Logo, a afirmacéo C é
necessariamente verdadeira.
(Opcéo C)

13.

21+23+26+19+ 19
a) X = - = 21,6 anos
¥y = 21,6 + 13 = 34,6 anos
b) S5, =Y>  x%2—5xx2=212+232+26%+ 192+ 192 — 5 x 21,6% = 35,2

SS, =SS, = 35,2 anos’

17X3+18X22+19X44+20X42+21X22+22X10+23X6+24X1 _ 2967
3+22+44+42+22+10+6+1 " 150

8 /- _\2
SS, :Z(xj—x) n,

j=1

14. %= =19,78

= (17 —19,78)% x 3 + (18 — 19,78)% x 22 + (19 — 19,78)2 X 44 + (20 — 19,78)2 X 42
+(21-19,78)2 x 22 + (22 — 19,78)2 x 10 + (23 — 19,78)2 x 6 + (24 — 19,78)2 x 1

= 283,74
,_ _SSx 28374
Sy —— =—=1,90
150 — 1 149
2 283,74
S l
x x 149
15.
2) g 412424436+ 1445+41417+19+24+31+12+46+19+442+46+51+17+4+19+12+25+32+16

24
= 22,125
Ordenando os dados da amostra:
(4,5,6,7,12,12,12, 14, 16,17, 17, 19, 19, 19, 24, 24, 25, 31, 32, 36, 41, 42, 46, 51)
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Como a dimensédo da amostra é 24, que € um ndmero par, o valor da mediana é dado por:

X 24\ FX 24
> S +1 X12+X 19+19 38
Me = (2) (2 )z 127713 ===19
2 2 2 2
75 X 24 . . N
b) = 18 que € um ndmero inteiro.
100
x +x 31+ 32
Entdo, P,g = — =2 . u9) _ — 31,5.
c)
NUmero de doentes por hora | n;
[0,10] 4
[10, 20[ 10
[20, 30[ 3
[30, 40[ 3
[40, 50[ 3
[50, 60[ 1
) 5X4+4+15X10+25%X3+35X3+45X3+55x%x1
. x= =225
24
50 X 24 I
= 12, que € um numero inteiro.
100

X(12) + X(13) _ 19+ 19 =19

Entdo, Me = P5, = > >

- 75%24
i.4+10+3 < <4+10+3+3

Logo, P,5 € [30,40][.
Assim, P,; é a solu¢do da equagéo:
4x104+10%x10+3%x10+3 X (x—30) =18%x 10 < 170+ 3x —90 = 180 & 3x = 100
100
X ="
3

100

Logo, P;s = —.
3
d) Os valores mais corretos sao 0os que se obtiveram na alinea a), pois foram calculados usando os

dados da amostra.

16.
_ 5X7+15X5+25X10+35X1+45X3+55X2+65X%X2 770
a) x= = — =257
74+5+10+1+3+2+2 30
25%30
b) 7 < <7+5

Logo, P,s € [10,20].

Assim, P, € a solugéo da equagéo:

7x10+5x(x—10)=75%x1070+5x —50=75& 5x =55
& x =155

Logo, P,; = 11.

90x30
74+5+10+1+3< <7+54+10+1+3+2

Logo, Py, € [50,60].
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Assim, Py, é a solugdo da equacao:

7x10+5x104+10x10+1x104+3%x10+2x (x —50) =27 x 10 & 260 + 2x — 100 = 270

Logo, Py, = 55.

95x3
74+54+10+1+3+2<

Logo, Py € [60,70].

Assim, Py é a solugdo da equacao:

0
<7+5+10+1+3+2+2

& 2x =110

< x =55

7x10+5x104+10x10+1x104+3%x10+2x10+2 X (x—60) = 28,5x 10

< 280 + 2x — 120 = 285

S 2x =125
S x =625

Logo, Pys = 62,5.

17.

a) x,=3n+4,n€{1,2,..,5}

b) i(3i+4)

18.
a)
x; 0 1 2 3 4 5
n; | 02x25=5]028x25=7 [028x25=7 |0,04%x25=1 |[0,16x25=4 |004x25=1
O0X5+1X7+2X7+3%x1+4X4+5x1 45
b) x = =—=18
25 25
75 X 25 o, ; .
= 18,75 que ndo € um numero inteiro.

Entéo, P75 = X(19) = 2.

Logo, ha 6 (=1 + 4 + 1) colegas do Pedro com mais tios que o percentil 75 da amostra.
19.
a) y=7%—3=7x20-3=137

Sy =78, =7x25=175

SSyx SSyx

b) Sy =25 =25 o = 6,25 < SS, = 181,25

§S, = 72 XSS, = 49 x 181,25 = 8881,25

SS 8881,25
Sy’ = —2—=—"==30625
30-1 29
20.
109+ 11,1+99+ 10,3 + 10,6 + 11,3 + 10,8
a) x = . = 10,7 segundos
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5x7

2
b)

que ndo é um numero inteiro. Entdo, P,5 = x(,) = 10,3. Podemos ent&o concluir que pelo

menos 25% dos valores da amostra séo inferiores ou iguais a 10,3 segundos.

21. Zn:is =0° +Zn:i5 :Zn:if’
i=0 i=1 i=1

20X 10+ 38X 12+ 22X 14 964
22. x = = —=12,05
20+ 38+ 22 80

23.

. 05+406+06+07+..+41+41+4,2
a) x = 20

= 2,345 mm

b)

Diametro (em mm)
[0,5; 1]
[1; 1,5]
[1.5; 2]
[2; 2,5]
[2,5; 3]
[3; 3,5]
[3,5; 4]
[4; 4,5

GN|Ww U~ lO|IN|S

0,75X7+125X6+1,75X4+225X5+275Xx3+3,25X3+3,75X7+425X%X5
X = 20 =2,4125 mm

c) 75% dos valores da amostra sao inferiores ao percentil de ordem 75.

24.

a) _ 354+0+10+77+65+1+26+78+2+1+2+76+11+3+2+62+1+118+16+30+12+83+39+71
X =
24

SS 24 x;2 — 24 x 34,22 56679 — 28071,36
= [——= |== = ~ 353
Sy = — = = ~ 35,
24 -1 23 23

_ 34,2X24+14 X5
b) ¥~ ——— ——=~371

~ 34,2

25.
a) Ordenando os dados da amostra:
(5,6,7,7,8,9,11, 12, 12, 13, 15, 16, 17, 18, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 29, 32, 35, 36, 37, 41, 44, 45,

49, 62, 65)
Assim:
25X 32 ; ; . N X(g) T X(9) 12 + 12
= 8 que € um numero inteiro. Entdo, P,5 = = =12
100 2 2
50 X 32 | ; o 5 X(16) T X(17 19 + 20
= 16 que € um numero inteiro. Entdo, Py, = (26) a7 _ = 19,5.
100 2
75 X 32 ] ) o . X(24) T X(25) 36437
100 = 24 que € um numero inteiro. Entéo, P,s; = > = > = 36,5.
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70 X 32
100

b)

= 22,4 que ndo é um nlmero inteiro.

Entéo, P70 = X(23) = 35.

Logo, o percurso com menor duragdo, entre os 30% dos percursos com maior duracdo, tem 36

minutos

26.

10 X 18
100
15X 18
100
50 x 18
100
75 X 18
100
85 x 18
100

= 1,8 que n&o € um numero inteiro. Entéo, P;, = xz = 8,1°C.

= 2,7 que néo & um numero inteiro. Entéo, P;5 = x3 = 8,5 °C.

X(9) +X10 10,9+ 11

= 9 que € um namero inteiro. Entdo, Py, = > =

= 13,5 que ndo € um ndmero inteiro. Entéo, P;s = x(;14) = 12,6 °C.

= 15,3 que nédo € um namero inteiro. Entéo, Pgs = x(;6) = 13,4 °C.

b) X1y = 11,6

= 10,95 °C.

18k
Sendo k a ordem do percentil que se procura, pretende-se que Too seja ndo inteiro e que

100

aos percentis de ordens 56, 57, 58, 59, 60 e 61.

c) 15 distritos apresentaram temperaturas minimas superiores ao percentil de ordem 15.

18k 18k
[— +1 = 11. Entdo tem-se que 10 < Too < 11, logo 55,6 < k < 61,1. Logo, 11,6 corresponde

d) Todos os percentis referentes as temperaturas minimas do més de agosto de 2014 sdo mais

baixos do que os percentis de igual ordem referentes as temperaturas minimas do més de julho

de 2013, o que significa que foram, em geral, mais baixas em agosto de 2014 do que em julho de

2013.
27.
_ 7+9+6+5+10+5+7 49
a) X = = — =
7 7
b) O lucro médio diario é 5 x 7 = 35 euros.
¢) O lucro médio dirio na semana seguinte é (7 + 2) X 5 = 45 euros.
28.
a) di=x,—xo-1=4-ixox=5
b) *=(4, 4 4 4 x5)
Entéo:
4+4+4+4+x(5)
=5 S =5 <=>16+X(5)=25<:>X(5)=9
Logo, ¥ = {4,9}.
SS (4-5)2%x4+(9-52x1 20
C) Sx = \/ X = = — \/g
5-1 4 4
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a) ¥=4"-3

2+8+3+2+1+3+0 19
b) x = . =7~2,71

19\2
22+82+32+21+F+32+02—7XG%
7
Sy = ~ 2,56
7-1

C) y=4x—-3~=4x%x271-3=784
Sy ~4x256=10,24

d) SS, = 42SS, & SS, = =S8,

30. x5y = 6 vai ser substituido por x(;5) + h = 6 + h. Seja” a nova amostra. Entéo:

44+3+3+2+1+3+0+0+6+h+2+4+3+5+0+1 5
>
15

}7 > X(14) (=4

37+ h
15

=4

>5
©37+h>75< h>38

31.
a) di+d,+d;+d,=04-5+05+d,=0<4d, =05

4 2
F . dj 42 + (-5)2 + (0,5)2 + (0,5)2 41,5
Logo, s, = \/ ;i 11 = \/ . =5 =37

b) d,=05ex,—-%x=05©0-x=05x%=-05

32.

_ 6+5+7+51+52+64+67+68+59+58+6,7+7,1

7
a) x —

3,7
~ 6,141
12 12

b) X(g) = X(g) = 6,7

12k
Sendo k a ordem do percentil que se procura, pretende-se que Too seja ndo inteiro e que

12k 12k B 12k
—|+1=8o0u|—| +1 = 9. Entdo tem-se que 7 < —— < 9, logo 58,3 < k < 75.
100 100 100

Logo, 5,7 corresponde aos percentis de ordens k, com k € {59, 60, ..., 74}.

33.

a) x =20x1,35= 27 euros

b) 23 x 27 = 621 euros

c) s,2=(1,35x 15)2 = 410,0625 euros’
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10 10
34.0=10——x3=x%——s,
3 3

1
Entdo, a percentagem de valores da amostra que séo inferiores a 0 €, no maximo, oz = 9%.
()
2X1+5%X2+6%X3+kx4
35. x=35¢& =35 30+4k =3,5(13+k) © 4k — 3,5k = 45,5—-30
2+5+6+k
& 0,5k = 15,5
< k=31
36.
36X13—-12+x
a) f213,S@T2 13,5 © 456 +x 2486 © x = 30

Logo, nao é possivel obter média igual ou superior a 13,5 melhorando apenas a nota de direito.

b) Seja k o total das classificagdes do Antonio, de forma a que a sua média seja 13,5.
k
— =135k =486
36

Com média 12 as suas classificagdes somam 468. Logo, 486 — 468 = 18.
Para obter média igual a 13,5, o Antdnio tera de melhorar 18 valores.

37.
_ 2+54+47+5+3+0+9+12+17+6 66
a) x = =—=6,6
10 10
_ 0+6+9+3+6+4+7+3+7 45
y = =—=75
9 9
_ 10x+9y _10X66+9x5 111
7z = = = —
19 19 19

10 _
b) s5, =3 x?—10x" =662-10x43,52 = 226,4
i=1

10 — 1 = 9 graus de liberdade
9 —
SS, = y2 -9y = 285-9x25=60

i=1

9 — 1 = 8 graus de liberdade

i=1
19 — 1 = 18 graus de liberdade
19 2

c) SS, =iZl:(zi —E)
(xi—2)2+i291:(yi—5)

(xi2 —2xi2—22)+2(yi2 —2yi2+22)

i=1

1 _10 10 _2 9 _9 9 _2
= xf—ZZin +Zz +ny—222yi +Zz
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

19 _ 2
s, =Y 72197 = 947—19{%1] ~ 298,53

2

[Me L=

.
SN
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ZX 0 2 9 _ _
=3 10X 410K 22105 437 + 3 yE 0y’ 49y’
= 10 = i
9

ZY| 9 2

722><9'1 +Zz

=55x+10 —2z><1092+10z‘2+55y+9y2—2z‘><937+9z‘2
=85S, + 58S, + 10(x* — 2%z + z%) + 9% — 2yz + z°)

=55, +5S, +10(x —2)*+9(F — 2)*

’ssx
d) Joaquim: s, = —=V~502(2cd)
Ssy
Afonso: s, = |— = ~274(20d)

Logo, o Joaquim teve mais variabilidade no namero de rifas vendidas.

38.

200 200 200 200

a) Zy. Zg(x _5)= 3Z(X _5)= 32)(_325—3><30—3><5><200——2910

200 200 200

b) D (X +Y)=D %+ Y, =30-2910=-2880
i=1 i=1 i=1

Por outro lado:
200 200

Z(x +y,)= Z(x +y.)+Z(x +Y,)

200

ZZ(Xi +3(% _5))+Z(Xi +Y;)

200

—Z(4x 15)+Z(x +v)

_42x 215+§Q‘(x +Y,)

200
=4x10-4x15+ > (X +V;)
i=5
200
=-20+) (X +Y,)
i=5
Logo:
200 200

-20+ Z(Xi +Y,)=-2880 < Z(Xi +Y;) =-2860
i=5 i=5
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39. x(,) vai ser substituido por x¢,) + h. Seja ” a nova amostra.

Entéo:

n
2 Xy # ;
_ i=1
y > X(n-1) =4 — > X(n-1) =4 Z X(n) +h> NX(n-1)
i=1

n
S h>nxg-) — Z Xn)
i=1

n
2 X
i=1
S h>nxg_q) — n—- - —
© h>nxg_q) —nx
S h > Tl(X(n_l) - f)
A média ndo traduz bem a localizagdo central da nova amostra, pois é superior a n—1

elementos da amostra.

40.
a) A amostra A tem dimenséo n, sendo n > 1. Desses n valores da variavel, h& r valores fora do
intervalo [x — 2s, X + 2s]. Ou seja, para i € {1,...r}, x; & [x — 2s, X + 2s].
Logo:
X <X—=2SVx; >X+2s©x;—X < —=25Vx;—X>2s
o |x; — x| > 2s
Uma vez que |x; — x| = 0, daqui vem que:

(x; — %)% > (25)? © (x; — %) > 4s?

b) Da alinea anterior vem que, parai € {1,...r}, (x; — )2 > 4s2.
r — r r —
Entao, Z(xi —x)2 > 21452 <:>Z(Xi —X)2 > 4rs?.
i=1 i=1 i=1
) > (% —x)7 =2 (% =X+ D (% —X)* >Y_ (% —X)* > 4rs’
i=1 i=1 i=r i=1

n -
Tem-se entdo que Z(Xi —x)? > 4rs?.
i=1

> (%X’

SS. 4rs
d) s,2=——=
n-—1 n-—1 n-—1
Logo:
52
5.2 > " (n—1)s,%2 > 4rs?
Assim:

(n—1)s,% > 4rs5? © ns,? — 5,2 > 4rs?
= ns,? > 4rs?, ou seja, ns? > 4rs?

Daqui resulta que:

1
n>4r@4r<n@r<zn@r<0,25n
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e) Da alinea a), conclui-se que (x; — x¥)? > k%s2.
r — n —
Pelo que, da alinea b), Z(xi —x)? > k?rs?e, da alinea c), Z(Xi —-x)? > k?rs?.
i=1 i=1
Entdo, pela alinea d), (n — 1)s? > 4rs? e ns? > k?rs?, logo:

1
n>k2r=>k2r<n(:>r<k—2n

Desafios
Pagina 197
1.
a) Temos a seguinte amostra de sinuosidades:
x = (340/165,108/108,135/89,897/ 491,147/90,258/115,1038/696,180/91, 145/66,829/363)

Para esta amostra a média x ~ 1,8231.

b) Para esta amostra obtemos SS_~1,5264 e desvio-padréo S, = /% ~ 0,41183.

2.

a) Consultar o portal http://pimeariver.com.

b) Intuitivamente, a melhor estimativa é dada pela média e desvio-padrdo apresentada no portal.
Por duas razdes: a amostra é muito maior e muito mais diversificada. As sinuosidades dos rios
dependem do tipo de relevo e do tipo de solo.
Uma amostra que contenha rios de varios paises e zonas do mundo contém uma maior

diversidade de situagOes e, portanto, deve fornecer melhores estimativas.
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Exercicios de aplicacao
Tema | — Logica e teoria dos conjuntos

Paginas 4a9

1.

1.1. “O menor numero primo.” — designacao

1.2. “Asomade 2 com 3 é igual a 5.” — proposi¢ao

1.3. “Existe um numero natural cujo dobro € 3.” — proposicao
1.4. “m é um namero racional.” — proposi¢éo

1.5. “A circunferéncia de centro A e raio 3.” — designacéo

1.6. “A soma das amplitudes dos angulos internos de qualquer triangulo é 180°.” — proposi¢éo

2. "Asomade 2 com 3 é 5." — proposi¢éo verdadeira
"Existe um nimero natural cujo dobro é 3." — proposic¢éo falsa
"1 € um namero racional." — proposigéo falsa
"A soma das amplitudes dos angulos internos de qualquer triangulo € 180°." — proposigcéo

verdadeira

3.1. a) p Aq: “A Lua é um satélite natural da Terra e a Terra € o terceiro planeta a contar do Sol.”
b) g v r: “A Terra € o terceiro planeta a contar do Sol ou Marte é conhecido como o planeta azul.”
c) q A (~ r): “A Terra é o terceiro planeta a contar do Sol e Marte néo é conhecido como o planeta azul.”
d) ~(pvq) ©~pA~q: “Nem a Lua é um satélite natural da Terra nem a Terra é o terceiro
planeta a contar do Sol.”
e) q = (~r): “Se a Terra € o terceiro planeta a contar do Sol, entdo Marte ndo é conhecido como o
planeta azul.”
f) p © q: “A Lua é um satélite natural da Terra se e sO se Marte € conhecido como o planeta azul.”
3.2. a) “A Terra é o terceiro planeta a contar do Sol e Marte é conhecido como o planeta azul.”—qg Ar
b) “A Lua é um satélite natural da Terra ou Marte € conhecido como o planeta azul.” —p Vv r
¢) “Nem a Lua é um satélite natural da Terra nem Marte é conhecido como o planeta azul.”—~p A~ r
d) “Se Marte é conhecido como o planeta azul, entdo a Lua ndo é um satélite natural da Terra.”
-Tr>~p
3.3. p A q: (Verdadeiro A Verdadeiro) < Verdadeiro
q v r: (Verdadeiro v Falso) & Verdadeiro
q A~ r: (Verdadeiro A Verdadeiro) < Verdadeiro
~(p Vv q): ~(Verdadeiro v Verdadeiro) & ~Verdadeiro < Falso
q = ~r: (Verdadeiro = Verdadeiro) & Verdadeiro
q < r: (Verdadeiro < Falso) < Falso
q Ar: (Verdadeiro A Falso) & Falso
p vV r: (Verdadeiro Vv Falso) & Verdadeiro
~p A~ r: (Falso A Verdadeiro) & Falso

r = ~p: (Falso = Falso) & Verdadeiro
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4.1. “O ndamero 2 ndo € um nimero par ou nao é primo.”
4.2. “O ndmero 9 ndo é um nimero impar ou é primo.”
4.3. “O ndmero 6 é um namero impar ou é primo.”

4.4, “O ndmero 11 é um ndmero par e nao € primo.”

4.5. “O ndmero 3 € um namero impar e é um ndmero primo.”

5.1. a) p Ag Ar:[(Verdadeiro A Falso) A Verdadeiro] & (Falso A Verdadeiro) & Falso

b) ~p Agq Ar: [(Falso A Falso) A Verdadeiro] & (Falso A Verdadeiro) & Falso

c) (p A q) = r: [(Verdadeiro A Falso) = Verdadeiro] & (Falso = Verdadeiro) & Verdadeiro

d) p A~ q = ~r: (Verdadeiro A Verdadeiro = Falso) & (Verdadeiro = Falso) < Falso

e) ~p = (q = r): [Falso = (Falso = Verdadeiro)] & (Falso = Verdadeiro) & Verdadeiro
52. a)~(pAqAT) & ~pV~qV~T

b)~(~pAgqATr)©SpV~qV~T

c)~(prg) =r)epAgA~T

d)~PA~qg>~r)SpA~qAT

e)~(~p=>@=>1r) S ~pA~(@=>1)S ~pAgA~T

6. A proposicdo p V q € verdadeira, logo uma vez que a proposi¢ao p € verdadeira, entdo g tem de
ser verdadeira.

6.1. p Aq: (Falso A Verdadeiro) & Falso

6.2. ~pVq: (Verdadeiro v Verdadeiro) < Verdadeiro

6.3. ~ (~pAq): [~(Verdadeiro A Verdadeiro)] & ~ Verdadeiro & Falso

6.4. p > ~ q: (Falso = Falso) & Verdadeiro

6.5. p © ~q: (Falso © Falso) & Verdadeiro

7. Y(~pv~a)A(PAQ)

Pl9g|~P|~9|~pV~q|pAg]|(-pPV~qQ)A(PAQ)
VIVIFI|F F Vv F
VIFIF |V v F F
FIV[VI]F Vv F F
FIF[v ]V Vv F F

N&o é uma tautologia.

() ~~p)A(V~aq)

Plg|~p |~(=P)[~9|PV~q | ~(=P)A(PV~0)
VIVI[F v F v v
VIF[F v v v v
Flv] vV F F F F
FIF] vV F v v F

N&o é uma tautologia.

(M~ v~q)=Grrg)
PlA|~q|[pv~q|~(PVv~q)|~p|~pPAg[~(PV~q)&(~PAQq)
VIV]F v F F F v
VIF[ V v F F F v
FIVv]| F F v v v v
FIF] Vv v F v F v

E uma tautologia.
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M) ~[prg)r~(vVq)

plalprg|pva|[~(pva|Prada~Pva)|[~[(PArdqar~(pva)]
viv] Vv Vv F F v

VIF| F Vv F F v

FIV] F Vv F F v

FIF|[ F F v F v

E uma tautologia.
MEpvrq)vpn~q)

plal~p[pAg|[~pv(PAQ) [~a[pA~g | (-Pv(PAQ)V(PA~Q)
VIV]F Vv Vv F F v
VIF[F F F v v v
FIV]V F v F F v
FIF[V F v v F v

E uma tautologia.

8.

81 ~p=>p

S ~~pVp
©pvp

ep

82. (p=>q9)=>q
e~@=>qVq
e@r~qVq
e@Pvorl~qVvq)
S (Vg AV
epvyq

9.

9.1. (pvg)A~p

e @EA~p)V(@Ar~Dp)

S FVv(@A~Dp)

SqA~Dp

92. p=>pNr(~p=7q)
e(C~pvpArlpvy

e (~pAp)Vge Fvg
eq

93. pAlp=2A(p=>~7q)
SpA~pVOA(~pV~q)
S @PA~pPVEPADA(~DPV~q)
SFVPADA(~pV~q)
e@ApPA(~pV~q)
epAllgr~p) V@A~ q)]
©pAl(@A~p)VF]
©pA(@A~Dp)
SpA~pAq
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83. w2 A(p>r)
S (~pVvgAr(~pVr)
S~pV(gAT)
op=>(@QAr)
Sp=>AqQ)

84. p=>(qvr)
®~pv(qVvr)

S ~pvqvr
S~{PA~qVr

oS PA~q)>r

< FAq

S F

94. ~pA(pvqg)=>{PVaArq
e~(~prlv)Vv(va rq)
epv~{@veVvpVveVvg
e @EveVv~p@VveVvpArq)
©VVv(pAg)

sV

95. ~(~p=>~¢q)
S~pA~~q

©~pAgq

96. ~pvqV(~pAqQ)

S (~pA~pV(~pAq)
e~pA(~qVq)

S ~pAV

S~p

247



10.

10.1. Como p = (q = r) é uma proposicao falsa, entdo p € uma proposicao verdadeira e g = r €
uma proposicgéo falsa.
Logo, uma vez que q = r é uma proposicao falsa, tem-se que q € uma proposic¢ao verdadeira
e r é uma proposicgéo falsa.

10.2. Como ~(p=>qg)Ar é uma proposicdo verdadeira, entdo ~(p = q) € uma proposicado
verdadeira e r € uma proposigao verdadeira.
Sendo ~(p = ¢g) uma proposic¢ao verdadeira, entdo p = g € uma proposicao falsa e, portanto,

p € uma proposicao verdadeira e g € uma proposicao falsa.

11. Sabe-se que ~(~(r = q) A q) = r é uma proposi¢do verdadeira. Ora:
~(~(r=4q)~q)

eP@=>q9Vv~q

S~pVaVvyq

©~pVvVieV

Logo, para que a proposicao do enunciado seja verdadeira, r tem de ser uma proposi¢do verdadeira.

12. ~(~pVv(~q=>Dp))

epA~(~q>p)

©pA(~qA~Dp)

SpA~pA~(q

< FA~q

s F
Como r é uma proposicao falsa, entdo tem-se (Falso = Falso) & Verdadeiro, logo a proposi¢ao
dada é verdadeira.

13.

131. x?>4& x> 2

13.2. x>3= x2>9

133. x}*=27ox=3

134. |x|=3ex=3vx=-3
135. x+1>3«x>4

136. [x+1|>2<x>1
13.7. x=0=>x2—x=0

138. x*—x=0ox=0vx=1

14.
14.1. “Todos os quadrados de nimeros reais sdo positivos ou nulos.”: Vx € R,x2 = 0

14.2. “Existe pelo menos um numero real no intervalo [0, 1].”: 3x € R:x € [0, 1]
1

14.3. “Todo o numero real é inferior ao seu inverso.”: Vx € R, x < —
X

14.4. “Aequacdo 2x +3 =9temumasolucGioem N.”:Ix e N:2x +3 =9
14.5. “Todos os numeros naturais sao positivos.”: Vx € N,x > 0

14.6. “Nem todos os numeros inteiros sao positivos.”: 3x € Z:x < 0
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14.7.
14.8.
14.9.

15.
15.1.
15.2.

15.3.

15.4.
15.5.
15.6.

15.7.
15.8.
15.9.

16.

16.1.
16.2.
16.3.
16.4.
16.5.
16.6.
16.7.

“Ha numeros naturais que séo solugdo da inequagao 2x + 1 < 7 Ix EN:2x + 1 < 7
“Todos os nimeros inteiros sdo naturais.”: Vx € Z,x € N

"Nem todos 0s numeros inteiros sdo naturais.": 3x € Z:x € N

Jx € N: 0 < x < 1 - "Existe pelo menos um nimero natural no intervalo ]0, 1]."

vx € [0,1],x > 0 - "Todos os nimeros no intervalo [0, 1] sdo positivos."
dx € Q:x = — - "Existe pelo menos um numero racional que € igual ao seu inverso.
X

Vx € [2,5],2x — 5 < 5 - "Todos os nimeros no intervalo [2, 5] satisfazem a condi¢do 2x — 5 < 5."
dx € Z:x € 13,4 - "Existe pelo menos um nimero inteiro entre 3 e 4."

Jx € R:x? + 1 = 0 - "Existe pelo menos um néimero real tal que a soma do seu quadrado com
1énula.”

Vx € Q,x? > x - "Todos os nimeros racionais sdo menores que os seus quadrados."

Vx € Z,x% > x - "Todos 0s nimeros inteiros séo inferiores ou iguais aos seus quadrados.”

dx € ]0,1[:2x? — 1 = 0 - "Existe pelo menos um nimero no intervalo ]0,1[ que é solucédo da

equagdo 2x2—1=0."

~AxeN:x=>1Ax<2)© VxeNx<1vx=2
~WVxeRx>2Vx<3)odxeRx<2Ax=>3
~WVxeR2<x<3)eIxeRx<2Vx>3
~AxER:x>2Vx<3)SVxeERXx<2Ax=3
~AxEeR:2<x<3)eVxeERx<2Vx>3
~VxeERx>2=>x>3)oIxeERx>2Ax <3
~EAxERx<2>x?>3)VxeERXx<2Ax2<3

17. U={a,b,c,d} A = {a,b} e B = {a,c,d}

17.1.
17.2.
17.3.
17.4.
17.5.
17.6.
17.7.
17.8.

AUB = {ab} VU {acd}= {abcdl=U
ANB ={ab} n{acd} = {a}

A = {a,b} = {c,d}

B ={acd} = (b}

AnB = {c,d}n{a,c,d}={c,d}

AUB ={a,b}u {b} ={a,b}
B\A ={a,c,d}\{a, b} = {c,d}
A\ B = {a,b}\{a,c,d} = {b}

18. A = {x eN: x épar} B = {x eN: x é impar} C = {x eN: x éprimo}

18.1.
18.2.
18.3.
18.4.
18.5.
18.6.

AUB ={xeN: xépar} U{x eN: x éimpar} = {x eN: x é par ouimpar} = N
ANB={xeN: xépar} N{x eN: x éimpar} ={x e N: x é pareimpar} = 0
BnNnC={xeN: xéimpar}n{x eN: x éprimo} = {x eN: x é impar e primo} = C \ {2}
ANC={xeN: xépar}n {x eN: xéprimo}={x eN: xépareprimo} = {2}

A={xeN: xépar}={x eN: xéimpar} =B

B={xeN: xéimpar} = {x eN: xépar}=4
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18.7. ANB={xeN: xépar}n{x eN: xéimpar} ={x e N: xépar}n{x € N: x é par}
={xeN: xépar}=4
18.8. C\B={x eN: xéprimo} \ {x eN: x éimpar}

={x e N: x é primo e x ndo é impar} = {2}

19. A =]1-1,3]
B = [0,+0o0]

19.1. A=1-1,3]=R\]-1,3] = ]-o,-1] U]3, +[

19.2. B=[0, +oo[ = R\ [0, +0oo[ = ]—0,0[ = R~

19.3. A\B=]-1,3] \ [0,+ o[ =]-1,0[

19.4. AUB=]-1,3] U [0,+ o[ = ]—1,+0o[

195. AnB=]-1,3]n [0,+ o [=[0,3]

19.6. AUB=]-1,3] U [0,+ o= ]-1,+00[ = ]—00,—1]

19.7. A U B=]-1,3]U[0,+ oo = ]—00,—1] U ]3, +0[ U [0, + oo[= ]—00, —=1] U [0, + oo[

198. AnB=1-13]n[0,+o] =]-1,3]n]-0,0[ =]-1,0[

199. AUB=]-1,3]U [0,+ o] =]-1,3]U]-0,0[ = ]—c0,3]

19.10. AnB =]—1,3] N [0, + o[ = (]J—o0,—1] U ]3,400[) N [0, + oo[ = ]3, +oo[

20. A ={2,3,4,5} p(x):"x é um namero primo" q(x): "x é mdltiplo de 6”
20.1. a) Vx € A,p(x) € uma proposicao falsa porque 4 ndo é um namero primo.
b) 3x € A: q(x) é uma proposigéo falsa porque nenhum dos elementos de A é mdltiplo de 6.
20.2. a) ~(Vx € A,p(x)) & 3x € A: ~p(x) — "Existe pelo menos um elemento de A que ndo é um namero
primo."”
b) ~(Elx € A: q(x)) © Vx € A,~q(x) —"Nenhum elemento de A é mdltiplo de 6."
20.3. p(x) é possivel em A, pois 0s niUmeros 2, 3, e 5 sdo niumeros primos.
q(x) é impossivel em A, pois ndo hd em A qualquer multiplo de 6.

~p(x) é possivel em A, pois 0 nimero 4 ndo é um namero primo.

~q(x) é universal em A, pois todos os elementos de A ndo sdo multiplos de 6.

21. Por exemplo:

21.1. "O papagaio é um quadrilatero e nao tem as diagonais iguais."

21.2. "O losango € um quadrilatero com os lados todos iguais e ndo tem os angulos iguais."
21.3. "O numero 4 é divisor de 12 mas ndo é divisor de 18."

21.4. "O ndmero 11 € um numero primo com dois algarismos iguais."

22.

22.1. Aimplicagéo é verdadeira, pois Vx € R,x < 2 = x < 5 é uma proposi¢éo verdadeira.
A contrarreciproca da implicacdo dada é x > 5 = x = 2.

22.2. Aimplicacao é verdadeira, pois Yx € R, x é multiplo de 6 = x é par é uma proposi¢éo verdadeira.
A contrarreciproca da implicacdo dada é x é impar = x ndo é multiplo de 6.

22.3. Aimplicacgéo é falsa, poisVx € R,x > 1 = x > 5 € uma proposi¢ao falsa (por exemplo, 2>1e 2 <5).

A contrarreciproca da implicacdo dadaé x < 5 =x <1.
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22.4. Aimplicacao é verdadeira, pois os triangulos retangulos podem ser isésceles ou escalenos, mas nao
equilateros.
A contrarreciproca da implicag@o dada é "se um tridngulo é equilatero, entdo néo é retangulo".

22.5. Aimplicacao é falsa, pois um triangulo pode ser is6sceles e retangulo.
A contrarreciproca da implicacdo dada é "se um triangulo tem angulos internos retos, entdo néo é
isésceles".

22.6. Aimplicacao é verdadeira, pois um losango com as duas diagonais iguais € um quadrado.
A contrarreciproca da implicagcdo dada é "se um losango ndo é um quadrado, entdo ndo tem as
diagonais iguais".

22.7. A implicacdo é verdadeira, pois num tridngulo obtuséngulo o angulo externo correspondente ao
angulo obtuso é agudo.
A contrarreciproca da implicagdo dada é "se um tridngulo ndo é obtusangulo, entdo ndo tem um
angulo externo agudo".

22.8. Aimplicacéo é verdadeira, pois Vx € R,x = -1 = x2 = 1.
A contrarreciproca da implicacdo dada é x? #1 = x = — 1.

22.9. Aimplicacéo é falsa, pois se x? = 1, entdo x pode ser igual a —1.
A contrarreciproca da implicagcdo dada é x=1 = x2 =1.

23. Quer-se mostrar que se um numero natural n € divisivel por 15, entéo é divisivel por 3.

Seja n um numero natural. Se n é divisivel por 15 entdo n = 15k, onde k € um namero natural.

Ora, n = 15k =3 X 5k = 3 (5k). Logo, n € mdltiplo de 3, ou seja, n é divisivel por 3.

24. vn € N,n? impar © n impar
(&) nimpar = n? impar
Sejan € N tal que n é impar. Entdo existe k € N, tal que n = 2k + 1.
Logo, n? = 2k + 1)? = 4k? + 4k + 1 = 2(2k? + 2k) + 1.
Mas 2k? + 2k € Ny, uma vez que k € N,. Logo n? é impar.
(=) n? impar = nimpar
A contrarreciproca desta implicacéo é n par = n? par. Seja n € N tal que n é par, entdo existe k € N tal
que n = 2k. Entdo, n? = (2k)? = 4k? = 2 x 2k2.
Ora, 2k? € N porque k € N. Logo, n? é par.

Tema Il — Algebra

Paginas 10 a 15
1.

1.1. V24 ++/54 —2/6 = 26 + 3V6 — 24/6 = 36

1.2. V5 —3V45+v245 =5 -3 x3V5+ 7V5=vV5 - 9V5 + 7v/5 = —=8V5 + 7V5 = -5
1.3. V81 —V27-V9-v3=9-3V3-3-V3=6-4V3

1.4. 5316 — 2Y250 — Y128 = 5x 232 — 2 x 532 — 2 x 232 = 10¥/2 — 10V2 — 42 = —432
15. 3(V2+2)-v2(3-2v2) =3V2+6-3vV2+4 =10

1.6. (V2)'+ (V3)' + (V&)* = 23 + 33 + 43 = 8 + 27 + 64 = 99

1.7. VZ+1)(VZ-1)+(VZ+1) =2-1+2+2VZ+1=4+2V2
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1.8. (1—§x/§)2—(1—x/§)(1—§)2=(1—§)2[1—(1—«/§)] =(1—§+1) (1-1++3)

3

(-2)xvi-2vz-2-2+ivs
2 2 \/E 2V5 245

"3VE  3v5 B  3x5 15

L, B3 _2/5 V2_26_6
TU3W2 3W2 T V2 3x2 3

1+V2 1+V2 V3 V3+/6 V3 V6

23. —F— = X—=——=—"+—
V3 NEIVE] 3 3 3
04 5 s xs—\/§_15—5\/§_15—5\/§_§ 5V5
U345 3+V5 3—/5  9-5 4 4 4
”s 1+\/_ 1+\/_ \/_+1 1+2/2+2 _ 34243
> V2-1 V21 \/’+1 2-1
06 3—vV5 3-v/5 2-V/5 6-3V5-2V5+5 11-5V5 11458
0. = X = = = —
2+V5  2+V5  2-/5 4-5 -1
N X‘K/§+1 1 A6+ x/—+1 XV AE BT 4B VEZ+ B +VE+1
AL T A5-1 7 4B+1 V5-1 v5-1 X1 5-1 B 4
453‘§/§\/§14125‘§/—\/—1
=t — +— +-= — +— +-
4 4 4 4 4 4 4 4
- 1 1 3224364332 Va+¥6+309  3a+36+30 i Ve 45
.0. = X = = - — — —
V2-33 7 ¥2-33 7 22436+ 332 2-3 -1
3.
31 4 6 4+ 6 8 6 14 7 7 V2 72
\/_\/_\/52\/52\/52\/_2\/5\/5\/524
1 43 3 V3 2743 283
3.2.—+\/24 —+9 —+9 — X —=493=—49V3=—+ — = ——
V3 = V3 = NG V3 3 V3 3+ 3 3
1 V2 2
3.3. 2V2 1)+ 1_2——+2— 4—— X —=—2=4———2
\/—(\/_ )+V2(V2-1) V2 V2= 2 V2 2 V2
2 2V2
=4 —— - —
2 2
32
=4 —
2

3.4. V25 + 3325 — /40 = 325 + 3325 — 23/5 = 4%/25 — 2%/5 = 4V52 — 23/5 = 435 — 23/5 = 23/5
35. . 8\/ZVEx(%—\/§+\/§)= 3\/8\/2><4><(i

ﬁx%—\/inx/i) 8 x 64 ( +2)

=Wx(\/_+—\/_)

=2%/23 x \/_

= 2v2 x \[_=6
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WIBNTINE  2VTBTExV2?  2VBBTAxVZ  2VTBZE V7B

3.6. = = = =
7.3/ V7. 377 V7.6 Nid V7 37
\/;+ 77 ?"' 73 ?"' 73 ?4‘\/7 ?+T
V28 3128 3 6 3
__Z_Z—\/Zz—z—
W7 T 47T 4 4 2
3
3.7 \/§+ 310X310 1 610X6102_1+6103_1+_10_1+\/7
n NG YT Tl T 5

4. x*-2xy+y?
41. x=vV2 e y=+3
(V2) =2 xVZxV3+(V3)' =2-2V6+3V3
42. x=2V2 e y=13
(2v2) —2x 2VZx 3+ (V3) =4x2 -4V x VB2 +3=8-4Y72+3=11-4Y72
43 r=— e y=+8

V2
2
1 1 3 1 1 1 7 7
—) —2x—=x+8 8) =——2x—=x2V2+V8 =-—4 23)3 = — =429 = — = +16V2
(\E) \/E\/_+(\/_)2 ﬁf+d_2+() o+ 2+\/_
5.
23x24 27
5.1. =— =22

29
52. 4x—=122x25=27
24—
32x2%  25x2% 29
22x2 23 23
5.4. 250 4 250 = 9 x 250 = 251
5.5. 27100 4 27100 = 2 x 27100 = 2-99

53.

1 1 1 11

1 1 1
56. 254254+ 254+ 25 =4 X 25 =22X25 =275
57 21000 _ 2999 — 2999 e (2 _ 1) — 2999 xX1= 2999
5.8. 8014801 4 801 4 801 4 g0 4 g01 4 801 4 801 = 8 x 801 = 23 x (23)%1 = 23 x 203 =233

5.. \/2x§/§x\/ﬁ=\/2x2x(25)i=\/22x2§=\/;=(2§)%=2%
5.10. V2 = ((2%)§>5 = (z%)% — 2%

1 1 5 7 29
5.11. V32 x 128 = (25)2 x (27)s = 22 X 23 = 26

6.
101 xX+1
6.1 x2+x73 2t 3 3 (x+Dx 1
o 1+x~1 14 T EL T rp)x3 T a2
X X
-2
— X —
271\ "2 > x3\ 72 2\2 4
6.2. (=) =) =(&) =2
x—2 " 2 x3 x6
X
1
6.3 (5x)~1 x 1
(8x6)3 2x2  10x3

2,1 1,4 2 2 2 1 3

1 1 4
6.4. (x3yz) (xsys 2 = xiyxsyax 2y~ = xT3yi =
(x3y2) (xey3) (uy)? = xsyxsysx?y™2 = x73y3 =
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1 12 4 1

(5x2y*)3 53x3y3 53
6.5. T~ "1 1 2= 7x1y2 = 5xy?
(25xy2)" 3 25 3x 3y 3 573
11\6 g 114
6.6. (2x2y3) X (Ex4y4) = 26x3y2(27 )1yt = 22xy3 = 4xty3
- _1 1 11 1 ‘{/_ . .
2x%y~1) 4 27 ax 2y% 273 25x3ys  2y%2
6.7. ( 4 ) T = T 13/' =—3x_1y§=2§x_1y%= XNy = Y Y
- - = -2 x x
Bx~1y2)y z  (23) 2x2y”1 272
-2,,-5,2\ "1 3\71,-8,-4 -3
47°x7y _(Z)xy _ 27 5 e 2
6.8. g—1x—8y—4 T @) 2x-5yz 24 Y Y i3ye
2x-3y?
7. _231
Xy

71. x=2"% e y=271

2x272-3x(271)%  271-3x272  271(1-3x271) 3 1
_ _ — 73 _2) =93 )= 922 = _
272x(271)2  272x272 274 =20 (1 2) =X ( 2) =-2=—4

72. x=2"1 e y=3"1

2 1 2
2x271-3x(371)"  20-3x372 1-371 1-3 7 36

_ _ =71 ="1_1 ="1 =
271x(371)? =x372 X3 =
2 279 18 18

1

73. x=272 e y=271

1 2 1 3 4v2-3
2x272-3x(271)°  22-3x272 V23 2 42(4v2-3) 32-12v2

T T =—"73 =71 2 8—3V2
2 2x(271)2 27 2x272 272 V25
74.x=2 e y=271
1 3 3 8/2-3
2x22-3x(271)°  22-3x272  2V2— C 2V2(8V2-3)  32-6V2 o i3
1 = 1 = 3 = 1 = = = — -
22x(271)2 22x272 272 NS 4 4
5x —y =23 y =5x—23 - -
{3ﬁx 42y =46 {3ﬁx +4vZ(5x—23) = 46 {3\/§x +20V2x —92V2 = 46 © {23\/§x -92V2 =46

{\/Ex—4\/7=2‘:}{\/Ex=2+4\/7@{x=ZH\E‘:’{x:2+4ﬁxﬁ@{x=—2ﬁ+8@{

7z Z vz 2
{y=5\/§+20—23®{y=—3+5\/7

y=5(V2+4)-23
x=v2+4

ABXBC  (2V3+V2) x (2v3—v2) (2v3)°-(+v2)® 12-2
9.1. A[ABC] = > = > = 5 = > =5cm

9.2. AC? = AB* + BC? & AC? = (2v3 +2)" + (2v3 —2)’
S AC? = (2v3) +2x 2V3xVZ+ (VZ) —2x2V3xVZ+ (V2)°
©AC?=12+2+12+2 o AC? =28
Logo, AC = V28 = 2+/7 cm.
9.3. Pypey = AB +BC +AC = 2V3+ V2 + 23 = V2 + 2V7 = (4V3 + 2V7) cm

2
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10. a; b=2a;, c=3b=6a
Seja d a diagonal da base do paralelepipedo. d? = a? + b? = a? + (2a)? = a? + 4a® = 5a?
Seja D a diagonal espacial do paralelepipedo. D? = d? + ¢ = 5a% + (6a)? = 5a% + 36a? = 41a?
Entdo, D? = 41a? & 205 = 41a? & a? = 5.L0go, a = V5 cm, b = 2v/5cm e ¢ = 6v/5 cm.

11. Seja a a altura do triangulo da base do prisma.
27

2 9 9
3
32=a2+(—) ©9=d*+-a*=9-—-oa* =
2 4 4 4

27 33 .
Logo, a = R Seja h a altura do prisma h = (2 x 3)? = 62 = 36.

33
X

9\/§ 1 9
Assim,V = A, x h = ><36=T><36=81\/§=34><35=35cm3.

1 1
12. A(x):£x2+2x—1 B(x)=x3-2x+5 C(x)=x4—z
1 1
12.1. A(x)+B(x)=Ex2+2x—1+x3—2x+5=x3+zx2+4
) 1 21
12.2. B(x)—C(x)=x3—2x+5—(x4——)=x3—2x+5—x4+—=—x4+x3—2x+—
4 4 4
1 1
12.3. A(x)—B(x)—C(x)=Ex2+2x—1—(x3—2x+5)—(x‘*—z)
1 1
=—x2+2x—1+x34+2x—-5—x*+—
2 4
1 23
=—xt—-x3+-x*+4x——
4
_ (1,2 3
12.4. A(x)xB(x)—(Ex +2x—1)x(x —2x+5)
1

5
=5x5—x3+5x2+2x4—4x2+10x—x3+2x—5

N |-

3
x5+2x4—2x3—5x2+12x—5

125. B(x) xC(x) —A(x) = (x3 —2x+5) x (x‘* - %) - ze + 2x — 1)

1 1 5 1
=x7 —=x3—2x5+—-x+5x*————-x2-2x+1
4 2
1 3 1
=x7 —2x5+5x*——x}——xt*——x—-
4 2 2 4

13.
13.1. A(x)=2x2-2x—-1 Bx)=x+1

2x? —2x -1] x+1

—2x? —2x 2x — 4
—4x -1
4x +4
3
Q(x)=2x—4 R=3
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13.2. A(x) =4x?>+2x+7 B(x) =2x+1
4x? +2x +7 | 2x+1
—4x? —2x 2x
7
Q(x) = 2x R=7
13.3. A(x) =2x3 +4x: —x—4 B(x)=x+1
2x3 +4x? —x —4 x+1
—2x3 —2x? 2x%2 +2x—3
2x? —x —4
—2x? —2x
—3x —4
3x +3
-1
Q(x) =2x*+2x -3 R=-1
13.4. A(x) = 4x® —13x + 13 B(x) =2x—-1
4x3 +0x? —13x +13 2x — 1
—4x3 +2x? 2x2+x—6
2x? —13x +13
—2x? +x
—12x +13
12x —6
7
Qx)=2x*+x—-6 R=7
135. A(x) =3x3+3x*+3x—14;B(x) =x*>+2x+3
3x3 +3x? +3x —14 | x> +2x+3
—3x3 —6x° —9x 3x—3
—3x? —6x —-14
3x2 +6x +9
-5
Q(x)=3x-3 R=-5
13.6. A(x) =2x*—8x3+4x2+11x—6;B(x) = (x —1)?=x%2—2x+1
2x* —8x3 +4x? +11x -6 | x2-2x+1
—2x* +4x3 —2x? 2x%2 —4x — 6
—4x3 +2x2 +11x -6
4x3 —8x? +4x
—6x? +15x -6
6x? —12x +6
3x
0(x) =2x2—4x—-6 R(x) = 3x
13.7. A(x) =2x*—10x3+2x+ 9;B(x) =x?— 4
2x* —10x3 +0x2 +2x +9 x%—4
—2x* +8x2 2x2 —10x + 8
—10x3 +8x2 +2x +9
+ 10x3 —40x
8x? —38x +9
—8x? +32
—38x +41

Q(x) =2x>—-10x+8
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14,

14.1. A(x) =x*+3x+3 B(x)=x+2
1 3 3
—2 —2 —2
1 1 1
Q(x)=x+1 R=1
14.2. Ax)=x3-7x+9 B(x)=x-2
1 0 —7 9
2 2 4 —6
|1 2 —3[] 3
Q(x) =x*+2x-3 R=3
143. Ax) =2x*+x*-2x  B(x)=x+-=

2 1 —2 0
1 -1 0 1
2
B
Q(x) =x%-2 R=1
14.4. A(x) = 4x3 +22x% 4+ 8x + 10 B(x)=x+5
4 22 8 10
—5 —20 —10 10
| 4 2 -2 [20
Q(x) =4x*+2x -2 R =20
145, A(x) = 2x* +2x3 —4x? —x + 2 B(x)=2x+1
2 Z —4 -1 E
3 3
-1 _2 7 _Z2
2 3 3 3
‘2 Lo _ 14 41 o
3 3 3

2 7 2

o 3 i 2_2 i - — 43 —_ 2 = —_

Q(x)—(Zx +3x 3x+3).2 x+3x 3x+3
14.6. A(x) =3x*—x3+3x+1 B(x)=3x—-1

3 -1 0 3 1

Calculo auxiliar
x+2=0x=-2

Céalculo auxiliar
x—2=0&x=2

Calculo auxiliar

+logex=t
XTR=VexX=73

Calculo auxiliar
x+5=0x=-5

Calculo auxiliar
2x+1=0x= —%

R=0

Calculo auxiliar 3x — 1 =

1
lex=-
3

Calculo auxiliar x — 3 =
0ex=3

1 1 00 1
3
|3 0 0 3|2
Qx)=Bx*+3)+2=x3+1 R=2
15.
151. (ax+b)(x—3)=4x>—-11x—-3 o ax+b=(4x>—-11x—-3) + (x — 3)
4 —-11 -3
3 12 3
| 4 1] 0

Logoax +b = 4x + 1.
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152. (ax+b)(B3x—2)=6x>—x—-2ax+b=(6x>—x—-2)+(3x—2)

6 —1 -2
2 4 2
3

|6 3 0

Logoax+b=(6x+3)+3=2x+1.

Céalculo auxiliar

2
3x—2=0<:)x=§

153. (ax+b)(x> -1 =x3+2x2—x—-2oax+b=(3+2x2—x-2)+ (x?-1)

1 2 -1 -2
1 1 3 2

1 3 +2 0
—1 -1 -2

1 2 0

Logoax +b =x+ 2.

Céalculo auxiliar
x*>—-1=0eox=1vx=-1

154. (ax +b)(x?+4) =2x3—3x2+8x -1 ax+b=(2x3—3x2 +8x — 12) + (x® + 4)

2x3  +3x%? +8x 12 | x*+4
—2x3 —8x 2x — 3
—3x? +0x -—12
3x? +12
0

Logo, ax + b = 2x — 3.

Célculo auxiliar
x2+4=0
Equacao impossivel em R.

155.(ax + b)(2x?> —3x+4) =4x* —x+1oax+b=(“4x3—x+12) + (2x? —3x + 4)

4x3  +0x?2 —x +12 | 2x2—3x+4
—4x3  +6x®> —8x 2x+3
6x?  —9x +12
—6x? +9x -—12
0
Logo, ax + b = 2x + 3.
16.
16.1. A(x)=2x2-2x—1 e B(x)=x-1
A =2x12-2x1-1=2-2—-1=-1
16.2. A(x) =2x3+4x2—x—4 e Bx)=x+2
A(=2) = 2% (=2)* + 4 x (=2)% — (=2) — 4
=—-16+16+2—-4=-2
16.3. A(x)=x>+3x+3 e B(x)=x
A0)=02+3x0+3=3
1
16.4. A(x) =4x3+22x*+8x+10 e B(x)=x+5
a(-D) = ax(-2) 22 x(-2) wox(-2)+10
——)=4x(-= x|—= X |—=
2 2 2 2
= 1+11 4+10=11
=-5+5 =
7 2
16.5. A(x):2x4+§x3—4—x2—x+g e B(x)=2x+1

2

(Dl B (-5
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Calculo auxiliar

2x2—-3x+4=0x=

Equacéo impossivel em R.

Calculo auxiliar
x—1=0ox=1

Calculo auxiliar

x+2=0x=-2

Calculo auxiliar
x=0

Calculo auxiliar

i gex=-1
XTRT=VeEX=73

Calculo auxiliar

1
2x+1=0<:)x=—§

3
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17.
171, x> —6x?+11lx—6=0 ©@x=1Vvx*—-5x+6=0

5+v25-24
Sx=1vx=—"7T—
2
5+1
Sx=1Vvx=—

ox=1vx=2vx=3

C.S.={1,2 3}
172, 4x3+8x*?—x—-2=0@x=-2V4x?—-1=0
1
oSx=-2vxi=-
4
1 1
Sx=-2Vx=—Vx=——
2 2

(o, _11
c.s._{ 2, 2,2}
17.3. x*+2x3—13x?—-14x+24=0
Sx=—4Vx=1vx?—x—-6=0

1+vV1+24
2
1+£5

(:)x=—4Vx=1Vx=T

OSx=—4Vvx=1Vx=

Sx=—4vx=1vx=-2vx=3
CS.={—4,—-2,1,3}
174, 6x*—x3—7x>+x+1=0

Sx=—-1Vvx=1v6x?—x—-1=0

1++vV1+24
oSx=-1vx=1Vx=—"7—"
12
1v 1v 125
f—1 = — = = —
X X X 12
1 1
oSx=—-1Vx=1Vx=——Vx=-—
3 2
={_ _1z
c.s._{ 1,1, 3,2}
13 23 3 9
175, x*+—x3+—x>+—-x——-=0
2 2 2 2
ox=-3V 2+1 +1—0
x = X 2x 7=
©x=-3V2x2+x+1=0
-1++v1+8
ox=-3Vx=——"—
4
-1+4+3
S x=-3Vx= n

1
@x=—3Vx=—1Vx=E

C.S.= {—3, —1,1}

2

Ag\ Expoente™® + Dossié do Professor

Calculo auxiliar
1 —6 11 —6

1 1 - 6
6|0

|1 -5

Célculos auxiliares
x+2=0x=-2

4 8 —1 -2
-2 —8 0 2

|4 0o -1 o0

Calculo auxiliar
1 2 —13 -—14 24

—4 —4 8 20 —24
1 —2 =5 6 0
1 1 —1 —6
1 —1 —6 0

Calculo auxiliar
6 —1 —7 1 1

1 6 5 —2 -1
6 5 —2 -1 0
-1 —6 1 1

6 —1

T o

Céalculo auxiliar

13 23 3 9
1 _= - - _Z
2 2 2 2
21 9
-3 -3 —— -3 -
2 2
7 3
1 - 1 —= 0
2 2
3 3
_3 _3 J— —_
2 2
1 1
1 - —= 0
2 2
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17.6. x*—18x2+81=0 o x*-9)?=02x*-9=0 (x—-3)(x+3)=0
©x=3Vx=-3
C.S.={-3,3}

12+v/144-108
2

17.7. x*—12x2+32=0x% = o x?2=8vx?=4

©x=2V2vx=-2/2vx=2vx=-2
C.S. ={-2v2,-2,2,2v2}

17.8. x°—14x*+49%x? =0 x?(x* —14x*+49) =0 ©x2=0v(x?—-7)>=0
©x=0vx?—-7=0
©x=0vx=V7Vvx=—/7

C.S.={—/7,0,V7}
18.
18.1. x¥>-5x?l—6xeox3+5x2+6x>0o x(x?+5x+6)>0 x(x+2)(x+3)>0

Calculo auxiliar
—5++/25-24 -5+1
_— s

x> +5x+6=0x= > x=?@x=—2Vx=—3
x |- -3 -2 0 +oo
x - - - - - 0 +
x4+ 2 — — — 0 + + +
x+3 - 0 + + + + +
P - 0 + 0 - 0 +
C.S.=1-3,-2[U]0, +oo[
182, 2x?2x*+x3 e —x*—x3+2x22>20 o x*(—x*—x+2)=20 —x?2(x+2)(x—3) =0
Célculo auxiliar
113
—xz—x+2=0<:)x=<:>x=7<:)x=—2Vx=1
X —0oo -2 0 1 +oo
) _ _ _ 0 _ _ _
x+ 2 - 0 + + + + +
x—1 - - - - - 0 +
P - 0 + 0 + 0 -
CS.=[-2,1]
183. x34+2x2—x-2>0 0 (x+2)x*-1)>0o (x+2)(x—1Dx+1)>0
Célculos auxiliares
1 2 -1 -2
-2 -2 0 2
1 0o -1] o0
?-1=0ex-Dx+1)=0
X —0 -2 -1 1 +o0
x+2 — 0 + + + + +
x—1 — — — — — 0 +
x+1 - - - 0 + + +
P — 0 + 0 - 0 +
CS.=]-2,-1[U]1, 4+
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18.4. x*—3x3-3x2+11lx—-6=20 (x —1)2(x—-3)(x+2)=0

Calculos auxiliares

1 -3 -3 11 -6
1 1 -2 -5 6
1 -2 -5 6|0
1 1 -1 -6
1 -1 -6 \L

1+vV1+24 1+5

X’—x—6=0x= x=?(=>x=3Vx=—2
x —00 -2 1 3 +0o0
(x=1)* + + + 0 + +
x—3 — — — — 0 +
x+2 - 0 + + + +
P — 0 + 0 0 +
C.S. = ]—oo,—2] U {1} U [3,+oo]
18.5. 2x* —5x3 —4x2+15x -6 <0 & 2 (x—%) (x—2)(x—=V3)(x++v3)<0
Célculos auxiliares
2 -5 -4 15 -6
1 1 -2 -3 6
2
2 -4 -6 12 0
2 4 0 -12
2 0 -6 0
2x2-6=0ox*=3ox=+3vx=—3
x —o0 -3 1 V3 2 +o0
2
1 - — — 0 + + + + +
2(x-5)
2
x—2 — — — — — — — 0 +
x—+/3 - - - - — 0 + + +
x++3 - 0 + + + + + + +
P + 0 - 0 + 0 - 0 +
1
cs. = [-v3;|uv3 2]
186. —x*+x3+18x2—-16x—-32>0 —(x+Dx—-2)(x—4H(x+4)>0
Célculos auxiliares
2 -5 -4 15 -6
1 1 =2 -3 6
2
2 -4 -6 12 0
2 4 0 —-12
2 0 —6 0
2x2—6=0x2=3x=+3vx=—-/3
x —00 —4 -1 2 4 +00
—(x+1) + + + 0 — — — — —
x—2 — - - — - 0 + + +
x—4 — — — — — — — 0 +
x+4 - 0 + + + + + + +
P — 0 + 0 — 0 + 0 —
C.S.=]-4,-1[U]2 4]
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19. A(x) = (x — x1)%(x — x3)% (x — x3)"
Como A(x) é um polinbmiodegrau7,entdo 2 + 3 + k = 7 @ k= 2.

Logo, x5 tem multiplicidade 2.

20.
20.1. P(1) =1—-6+2+20—-27 + 10 = 0. Logo, pelo Teorema do Resto, 1 é raiz de P(x).
20.2.
1 -6 2 20 -27 10
1 1 -5 -3 17 -10
1 -5 -3 17 -10 0
1 1 -4 -7 10
1 -4 -7 10 0
1 1 -3 -10
1 -3 -10 0
1 1 -2
1 -2 -12

A multiplicidade da raiz 1 é 3.
203. P(x) = (x—1)3(x?-3x—10) = (x — 1)3(x = 5)(x + 2)

Calculo auxiliar

3+v9+40 3+7
— o x=—%x=5vx=-2

2 _ —10=0&==x =
X 3x 0=0 x > >

204.P(x) >0 (x—-13(x-5x+2)>0o (x—-1D?x-1DxE-5)x+2)>0

x —0 -2 1 5 oo
(x=1)° + + + 0 + + +
x—1 — — — 0 + + +
x—5 - — - — - 0 +
x+2 — 0 + + + + +

P - 0 + 0 - 0 +

C.S. = ]-2,1[U]5, 4]

21.

211, Px) =a(x—2)(x -1
P-1) =6 ax(-3)x(-2) =6 o6a=6oa=1
Logo, P(x) = (x — 2)(x — 1) = x> =3x+2.

21.2. Px) =a(x + 1) (x-1)(x- 2)
PO)=-4eoax1x(-1)Xx(-2)=-4©2a=—-4a=-2
Logo: P(x) = =2 (x + D(x-1)(x-2)= —2(x2 - 1)(x —2)

=-2x%-2x*—x+2)
=22 +4x*+2x—4

21.3. P(x) =alx—1)*(x+2)

PO =-2oax(-12x2=-22a=-2&a=-1
Logo: P(x) = —(x — 1D*(x +2) = —(x?2 —2x+ 1)(x + 2)
=—(x3+2x2—-2x?—4x+x+2)=—x3+3x-2

21.4. P(x) = a(x®> —1)(x2 —4)

P(-3)= 40 a(9-1)(9-4)=040a=40 s a=1
Logo, P(x) = (x? = 1)(x? —4) = x* — 4x? —x? + 4 = x* — 5x2? + 4.
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22.
22.1.

22.2.

22.3.

o —-34+4a=2a—6

9
P)=0e2+2a+1=0o8+2+1=0o2a=-9oa=~>

P(=2)=2P(1) ©2x(-8)+4a+12+1=2Q2+a—-6+1)
& -16+4a+13=4+2a—12+2

P-D=4o (-D*+a(-D+1=4o-1-a+l=4 -a=4oa=-4

Calculo auxiliar
x—2=0&x=2

Calculos auxiliares
x+2=0x=-2

< 2a=-3 x—1=0ex=1
3
oa=—-
2
224, P(-1)=P3) o 3x(-1)—6x1+ax(-1)=3x27—6%x9+3a—1
o -3-6-—a=81-54+3 Célculos auxiliares
x+1=0x=-1
© —4a =3 x—3=0ox=3
Sa=-9
23.
P(-2)=0 —2%x(-8)+4a—-2b—40=0
23'1'{ P(2)=0 < { —2x8+4a+2b—-40=0 Calculo auxiliar
2 — — —
{16+4a—2b—40=0 o 4q = 2b + 24 x*—4=0ox=2vx=-2
—-16+4a+2b—-40=0 —-16+2b+24+2b—-40=0
2a=b+12 2a=8+12 a=10
*{“mon =15 ls (s
P(1)=1 1-24+a+b=1
23.2. {p(z) =-3 < {8 —8+2a+b=-3 Célculos auxiliares
b b b x—1=0x=1
a+b=2 =2-a =7 = =
x—2=0x=2
latpoa=larzas s=olis s
P(2) =23 8+4a+2b+5=23 - -
23.3. {P(—l) -11° {_1 ta—b45=11 Célculos auxiliares
x+1=0ox=-1
4a+2b =10 2a+b =5 b=5-2a b=-3 xr—2=0x=2
@{ a—-b=7 @{a—b=7@{a—5+2a=7 {a:4
23.4.
x3 +ax? —2x +b x2+x+1
—x3 —x? —x x+(a-1)
(a—1)x? —3x +b
—(a—-1x* +(-a+Dx —a+1
(—a—2)x —a+b+1
Q) =x+a-1 Rx)=(—a—-2)x—a+b+1=x+6
. —a—2=1 a=-3 a=-3
LOgO'{—a+b+1=6®{3+b+1=6®{b=2
23.5.
x3 +ax® +0x +b x?—1
—x3 +x x+a
+ax?® +x +b
—ax? +a
+x +a+b
Qx)=x+a=x+2 Rx)=x+a+b=x+1
fa+b=1 b=-1
Logo.{ a=2 {a=2
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24.

1 -1 -6 12 -13 13 -6
1 1 0 -6 6 -7 6
1 0 -6 6 -7 6 0
1 1 1 -5 1 —6
1 1 -5 1 -6 0
1 1 2 -3 -2
1 2 -3 -2 -8
Logo, m = 2
1 1 -5 1 —6
2 2 6 2 6
1 3 1 3 10
2 2 10 22
1 5 11 [25
Logo, n = 1.
1 3 1 3
-3 -3 0 -3
1 0 1 |0
-3 -3 9
1 —3[10
Logo, p = 1. Assim, B(x) = x? + 1.

25.
25.1. Seja n um numero natural qualquer.

PO =0+2)"+2x0"—2"=2"4+0—-2"=0

Logo, P(x) é divisivel por x, para qualquer nimero natural n.
25.2. Seja n um numero natural qualquer.

P(1)=12"1_12" _141=1-140=0

Logo, P(x) é divisivel por x — 1, para qualquer nimero natural n.

26. {

P(P)ZO@{PZ+pb+C:0®{ p?=—pb—c
Qp)=0 "W?+dp+e=0 —pb—c+dp+e=0

(- b+d)—c—e

)
=
||

(o
-3

(=14

Tema lll = Geometria analitica
Paginas 16 a 21

1.

11 x<yAx<5

Calculo auxiliar
x—1=0ex=1

Célculo auxiliar
x—p=0ex=p

_£e-¢ C , como se gueria demonstrar.

[e; 5
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1.2. P(x,y)

PA<PB® J(x—1)2+(y—3)2<(x—2)2+ (y +2)?
ox?-2x+1+y*—6y+9<x*—4x+4+y*+4x+4
& —6y—4y<2x—4x+4+4-1-9

e -10y < —-2x -2

>1 +1
s —x+=
Y 5 5

13. 4<(x+12+(@y+2)2<16

y
3f--A
5 o T2 x
2l
y
-2
1O x
/\‘_‘2“'/’1

14. P(x,y)

PA>22PB & J(x+ 12+ (y—1)222,/(x—0)2+ (y + 1)2
S xX+1D2+ (W —-12 =42+ (y+1)?)
Sx?+2x+1+y2 -2y +1>24(x*+y>+2x+1)
S x?2+2x+y?—2y+2=4x*+4y? +8x+ 4

© —3x2+4+2x—-3y?—-10y—-22=0

©3x2—2x+3y2+10y+2<0

@3(x2—§x+é)+3(y2+13—0y+§)

( 1)2+( +5)2<20
@ —_—— — J—
*73) T\VT3) =7

3 75

<-2+-+4+—

9 9

1.5. Elipse de focos A(—3,0) e B(3,0) e eixo maior igual a 8. Logo,2a =8 < a=4ec=3.

b’=a*>—-c*ob?*=16-9b*=7
X2 2

Assim,— + —=1.
16 7
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2.

21 x+y<0Ax—-y=0 ¥
©y<-—xAy<x 4

22. (y<xAy>-x)V(y>xAy<-—-x)

2] i X

b4 . ,,,:,!\

2.3. (xSO/\ySOAy>x—2)v(x20Ay20Ay<x+2) - —
y . Calculos auxiliares
3}--a
af x |y=x-2
' 0l =2
o i : -1 -3
-2
x|y=x+2
N ol 2
1 3
24, (x—3)2+y*<9A-2<y<?2
y
1
O‘, 3 X
|

25, x2+(y+2)?2=4Ax2+y2 <4

. e
Y

26. (P +y?<A4A(x—2)24y? <AV (EP+y <4An(x+2)2+y%2<4)
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31 x2+(y—-1)?%=25
€(0,1); r=v25=5
32. x*+y*+4x—6y=-95 x> +4x+4+y>—-6y+9=—-9+4+9
S x+2)?2+(y—-3)2=4
C(=2,3); r=V4=2
33, (x+2)2+(y+3)?=27
C(=2,-3); r=+27=3V3
3.4. 4x2+4y2+8x—4y—7=O<:>4(x2+2x+1)+4(y2—y+%)=7+4+1
2
S4x+1)?+4(y—2) =12
2
(:)(x+1)2+(y—%) =3
1
c(-13); r=+3
35 x2+y?—2x=23x?-2x+1+y?=23+1 (x—-1*+y?=24
€(1,0); r=+v24=2V6

3.6. x2+y2—2\/7x+2\/7y=0®x2—2x/fx+2+y2+2\/7y+2=44:(x—\/f)2+(y+\/§)2=4
c(V2,—V2); r=vV4=2

41 —2<x<3A-4<y<2
42, -1<x<2ANy<2
43. x<1Ay<1DVEx=1Ay=1)

0-2
4.4. Reta que passaem (2,0)e (0, 2):m = o -1
Logo, a equacgdo destaretaé y = —x + 2.

2-0
Reta que passaem (—2,0) e (0, 2): m = o012 1

Logo, a equagdo destaretaé y = x + 2.

0+2
Reta que passaem (—=2,0) e (0, =2): m = 0" -1
Logo, a equagdo destaretaéy = —x — 2.
-2-0
Reta que passa em (2, 0) e (0, —=2): m = oz

Logo, a equacdo destaretaéy = x — 2.
Assim,y < —x+2Ay =2 —x—2Ay<x+2Ay=x—2.
45 x<0AYy=20AYy<x+2)V(x=0Ay<0Ay>x—2)
46. (x—2)2+(y—-1)2<4Ax<2Ay<1
47 (x+2)2+y? <4Ax>-2Ay<x+2
48 x*+y?<9An(x—-3)2+y?<1
49, (x+2)?24+(y—2)224A-2<x<0A0<y<2)VEX=0Ay<0Ay=x-—2)
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51. x2+y*=49
Circunferéncia de centro (0, 0) e raio 7.
52. x—=3)2+(y+1)? =49
Circunferéncia de centro (3, —1) e raio 7.
53. x2+y?—2x—2y=490x?—2x+1+y>—-2y+1=49+1+1
o x-1)2+(@y-1)2=51
Circunferéncia de centro (1,1) e raio v51.
54, 4x*+4y?2+8x =49 4(x?+2x+ 1) +4y? =49+ 4
< 4(x + 1)% + 4y?2 =53

53
@(x+1)2+y2=7

. a . V53
Circunferéncia de centro (—1,0) e raio -

a=V49=7e2a=14 b=+V36=6e2b=12

c2=49-36=13 c=+13

Logo, trata-se da elipse de eixo maior 14, eixo menor 12 e focos de coordenadas (—v13,0) e
(V13,0).

a=V25=5e2a=10 b=+V49=7e2b=14

2 =49 — 25 = 24 c=v24=2V6

Logo, trata-se da elipse de eixo maior 14, eixo menor 10 e focos de coordenadas (0,—2V6)e

(0,2v6).

5.7. x%+ 7y? =49@£+§=1
a=V49=7e2a=14 b=+7e2b=2V7
2=49-7 =42 c=+42
Logo, trata-se da elipse de eixo maior 14, eixo menor 27 e focos de coordenadas (—v42,0) e
(V42,0).
58. 7x2+7y? =49 o xt+y2=7

Circunferéncia de centro (0, 0) e raio V7.
x2 y2
5.9. 25x2+4+49y? =125 —+"—=1
49 25
a=V49=7e2a=14 b=+v25=5e2b=10
¢? =49 -25=24 c=v24=2V6
Logo, trata-se da elipse de eixo maior 14, eixo menor 10 e focos de coordenadas (—2v6,0) e

(2v6,0).
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6.1. A(2,0)
Como a circunferéncia é tangente ao eixo Oy e 0 seu centro € o ponto A, entdo o seu raio é 2. Logo

2+4 0+0
D(4,0). O ponto médio de [AD] tem coordenadas (T’ T) = (3,0). Assim, uma equacéo da reta

BC é x = 3. Os pontos B e C sé@o os pontos de interse¢do da reta BC com a circunferéncia de
equacdo (x —2)2+y%?=4.Logo, 3—-2)?+y’ =4 1+y’ =4y’ =3 y=/3Vy=—3.
Assim, B(3,—V3) e €(3,V3).

6.2. C(3,V3) e D(4,0)

E:\/(4—3)2+(0—x/§)2=\/1+ =4 =2
6.3. A(2,0) e B(3,—3)

27 2

2+3’ﬁ§) _ (5 x/§)

As coordenadas do ponto médio de [AB] s&o (T >

6.4. B(3,—V3) e D(4,0)
(x—3)2+(y+\/§)2=(x—4)2+yz(:)xz—6x+9+yz+2\/§y+3=x2—8x+16+y2
©2V3y=-2x+4

2 N 4
Sy=——— —
Y= T3 23
1 3 N 2 V3
Sy=——=X—= — X—=
Y VBB BB
V3 23
Sy=—"T"x+—"—"
3 3
, o - . . (5 3
6.5. O centro da circunferéncia é o ponto médio de [AB], cujas coordenadas sdo > 7))

O raio da circunferéncia é igual a metade do seu diametro:

JE
I
NN
I
U=y

Logo, (x—2) + (y+£) =1

6.6. (x—2)2+y?2<4A((x<3Ay<0)V(x=3Ay=0))
6.7. B(3,—V3) e €(3,V3)
A mediatriz de [BC] é a reta de equagdo y = 0. Assim E(x,0), onde x € um ndmero real.

BC = 2+/3. Entéo, EC = BC.

ﬁ:ﬁ@\/(x—@u(o—\/?)z=2\/§=>x2—6x+9+3=12<:>x2—6x=0

ox(x—6)=0x=0vx=6
Logo, E(0,0) ou E(6,0).

71 d=Gx+0?+y?+/x—4? +y? © d = d(P,F) + d(P, F,)
Logo, d = 2a (a > 4).
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7.2. a=>5,logo2a=10=d.

JEx+4)2+y2+/(x—4)?2+y*=10

o VG FY = 10— [ BT T

S (x+4)2+y?=100—-20/(x —4)2+y2 + (x —4)* + y?

© 20/ (x —4)2+y2 =100 + (x — 4)? — (x + 4)?

©20,/(x—4)2+y2=100+x>—8x+16—x2—8x— 16

© 20/ (x —4)2+y2 =100 — 16x

&5/ (x—4)>+y? =25—4x

© 25[(x — 4)? + y?] = (25 — 4x)?

© 25(x% — 8x + 16 + y?) = 625 — 200x + 16x?

& 25x% — 200x + 400 + 25y% = 625 — 200x + 16x>

© 9x? + 25y% = 225

@% + § =1

7.3. a =5,logo 2a = 10. Assim, 4,(-5,0), 4,(5,0) e o eixo maior é 10.
b =+/9 = 3, logo 2b = 6. Assim, B;(0,—3), B,(0,3) e 0 eixo menor é 6.

81 A+FE=A+4G=G

82. C—2AB=C+CF=F

83. Tye(F)=F+AG=F+FE=E

8.4. AB + AG = AB + BC = AC, por exemplo.
8.5. FG—CB = FG + GD = FD, por exemplo.
8.6. AB + 2AF = AB + BE = 4AE, por exemplo.

1 1- - -
8.7. EFC + EAD = FG + GD = FD, por exemplo.

—

— 1 -
8.8. AB—EFCZAB+BA=0

9.1. CD=BA=-d
9.2. DA=CB =-b
93. AC=AB+BC=ad+bh
94. DBE=DC+CB=AB—-BC=d-b
N 1_, 1_, 1_ _ 1 15
95 CE=-CD+-CB=—-—-AB——-BC=--d——-b
2 2 2 2 2

— 1 N
9.6. ED=_BA+EBC=_Ea+ b

10. A(1, 2), B(-2, 3), i(~1,-5) e #(2,—-1)
10.1. AB=B—-A=(-2,3)—(1,2) = (=3,1)
10.2. 2@+ 4B = 2(-1,-5) 4+ (=3,1) = (=2,—10) + (=3,1) = (=5,-9)
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10.3.

10.4.

10.5.
10.6.
10.7.

10.8.

10.9.

—2u+
2

N | =

§=—-2(—1,-5) + % @-D=10+(1,-1)=(33)

2(ii + 4B) = 2[(—=1,-5) + (=3,1)] = 2(—4,—4) = (-8,-8)
B —24B = (2,-1) —2(-3,1) = (2,—-1) + (6,—2) = (8,-3)
Por exemplo, (1, 5).
Qualquer vetor colinear com ¥ é da forma (2k, —k), sendo k um némero real.
2k, ~k)ll =5 J(2k)2+k? =5 4k> +k* =25 k2 =5 k=5Vk = —/5
Assim, uma resposta a questéo &, por exemplo, (2v5, —V5).
Qualquer vetor colinear com AB é da forma (=3k, k), sendo k um ntmero real.
I(=3k, k)|l =10 & /(—=3k)2 + k2 = 10 © 9k* + k2 = 100 © k? = 10 & k = V10 V k = —/10
Como se procura um vetor com sentido contrario ao de AB,entdao k < 0.
Logo, o vetor procurado é (3v10, —v10).
U=X+20ei=i-20o%=(-1,-5-212,-1)oi=(-1,-5)+(-4,2)

o X =(-5-3)

—

. — 1 1
10.10.AB:237—17@2)7:AB+17<:>)7:E(AB+ﬁ)@)7:5[(—3,1)+(—1,—5)]

11.
11.1.

11.2.

11.3.

11.4.

12.

12.1.

y= —2x+3 s:(6,y)=01,-1)+k(2,-4),keR

Equacdao vetorial da reta: (x,y) = (—1,-2) + k(1,3),k € R.
3
Como um vetor diretor da reta é (1, 3), entdo o seu declive é 1= 3. Tem-se entdo que a equagao

reduzida da reta é da forma y = 3x + b. Substituindo x e y por —1 e —2, respetivamente, tem-se
—2 = —-1x3+b e b =1.Logo, aequagao reduzidadaretaéy = 3x + 1.

Como a reta € vertical, um seu vetor diretor €, por exemplo, (0,1). Logo, uma equacéao vetorial da
reta é (x,y) = (1,—1) + k(0,1),k € R. Como a reta é vertical e passa no ponto (1, —1), entdo a
sua equacao reduzida é x = 1.

Como a reta é horizontal, um seu vetor diretor &, por exemplo, (1, 0). Logo, uma equagéo vetorial
da reta é (x,y) = (5,—7) + k(1,0),k € R. Como a reta é horizontal e passa no ponto (5, —7),
entédo a sua equacdo reduzida é y = —7.

Um vetor diretor da reta €, por exemplo, (4,—1) — (2,3) = (2,—4). Assim, uma equacao vetorial

dareta é (x,y) = (2,3) + k(2,—4),k € R. Como um vetor diretor da reta é (2, —4), entdo o seu
-4
declive é o = —2.Tem-se entdo que a equacdo reduzida da reta é da forma y = —2x + b.

Substituindo x e y por 3 e 2, respetivamente, tem-se 3 =-2x2+b o b =7.

Logo, a equagdo reduzida daretaéy = —2x + 7.

t:{x=1+2kkE]R{

y=—-1-Fk

N | W

Retar. -2x+3=0ox =

Logo, o ponto de intersecao da reta r com o0 eixo Ox tem coordenadas (% 0).

y=—-2xX0+3oy=3
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Logo, o ponto de intersegdo da reta r com o eixo Oy tem coordenadas (0, 3).
Retas: (x,0) = (1,-1) + k(2,—4) © (x,0) = (1,—-1) + (2k, —4k)

x=1+2k _ x=1+2x(—%)@{x:%

(:)(x,O)z(1+2k,—1—4k)<:>{0=_1_4k o1
T

Logo, o ponto de interse¢do da reta s com o eixo Ox tem coordenadas (% 0).

0,y)=01Q,-1D)+k(2,-4) < (0,y) =(1,-1) + (2k,—4k) © (0,y) = (1 + 2k, —1 — 4k)

k=—- L
y=-l-dk Ty =—1-ax (=) ly=1

Logo, o ponto de interse¢do da reta s com o eixo Oy tem coordenadas (0, 1).

x =142k x=1-2 x =-—1
0=-1-k {k:—l @{k:—l

Logo, o ponto de interse¢do da reta t com o0 eixo Ox tem coordenadas (—1,0).

1 1
0=1+2k k== k=73
{ =—1-k° 19

Reta t: {

N|R N

Logo, o ponto de intersecdo da reta t com o eixo Oy tem coordenadas (0, —%)

12.2. Retar:—3=-2x5+3 o -3 =-7 Proposicéo falsa.

O ponto nédo pertence a reta r.

. _ _ 142k=5 k=2
Reta s: (5,~3) = (1, 1) + k(2,—4) & (5,-3) = (1 + 2k, —1 — 4k) & { s, 1
-1-4k=-3 " |k=3;
O ponto nédo pertence a reta s.
L 5=1+2k k=2
Retat.{_3=_1_k@{k=2
O ponto pertence areta t.
—4
12.3. Reta s: Um vetor diretor da reta s é (2, —4), logo o seu declive é - = —2.
Tem-se entdo que a equacao reduzida da reta é da formay = —2x + b.
Substituindo x e y por 1 e —1, respetivamente, tem-se -1 = =2 x1+b o b =1.
Logo, a equagdo reduzida dareta é y = —2x + 1.
-1 1
Reta t: Um vetor diretor da reta t € (2, —1), logo o seu declive é - =" Tem-se entdo que a
~ : . 1 o
equacgdo reduzida da reta é da forma y = — > x + b. Substituindo x e y por 1 e —1,
. 1 1
respetivamente, tem-se —1 = — > xX1l+bob=- .
~ . 3 1 1
Logo, a equacgéo reduzidadaretaé y = — SX= o

12.4. Retar: Como o declive da reta r € —2, um seu vetor diretor &, por exemplo, (1, —2).
A ordenada na origem desta reta € 3, o que significa que o ponto de coordenadas (0, 3)
pertence a reta. Logo, uma equacéo vetorial daretar é: (x,y) = (0,3) + k(1,-2),k € R
Reta t: Um vetor diretor da reta t é (2, —1) e a reta passa no ponto (1, —1). Logo, uma equagédo
vetorial daretat é (x,y) = (1,-1) + k(2,—1),k € R.
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12.5.Como se viu nas alineas anteriores, o declive da reta r € —2, o declive da reta s é —2 e o declive
P 1 ~
daretaté — 7 Logo, as retas r e s sédo paralelas.

12.6.Considerem-se as equacdes reduzidas das retas r e t.

2x+3 : :
riy= —2x tty=—-—x—=
y y 5 5
Entdo, a abcissa do ponto de intersecdo das retas r e t € a solugdo da equacéo que se obtém

igualando as duas equacdes.

1 1 7
—2x+3=——x—54:>—4x+6=—x—1=»—3x=—7=»x=§

7 5
Por outro lado, y = —2 X 3 +4 =— >

7 5
Logo, as coordenadas do ponto de intersecdo das retas r e t sdo (5, - 5).
12.7. s:y = —2x + 1, de acordo com a alinea 12.3.
Assim:p?+2=-2x2p+1)+1ep?+2=—4p-2+1©p?+4p+3=0

—4+v16-12 —442
=

Sp > p=T(:)p=—1Vp=—3

13.
13.1.0 ponto A pertence a bissetriz dos quadrantes impares. Logo, A (a,a), sendo a < 0. O ponto B
pertence a bissetriz dos quadrantes pares. Logo, B(b,—b), sendo b > 0. Como o triangulo [0AB] é
retangulo em O (por OA e OB serem, respetivamente, a bissetriz dos quadrantes impares e a bissetriz

dos quadrantes pares), entao:
O0AXOB

=12 @Va? + a2 xVb? + b%2 =24 = V2a? x\2b?% =24

A[OAB] = 12 (=4
& 2|a| x V2|b| = 24 © 2|ab| = 24 < |ab| = 12.
. 3 ) 3 3
Por outro lado, a ordenada de B € igual a > da ordenada de A , ou seja, —b = 54 S b=-— e
Substituindo na igualdade obtida acima, tem-se:

3
|ax(—%)a|=12<:>5a2=12<:>a2=8<:>a=2\/EVa=—2\/§

3
Uma vez que a < 0, tem-se que a = —2vV2 e b = — 5 (—2v2) = 3v2.

Logo, A(—2v2,—2v2)e B(3v2,-3V2).
13.2. Como se viu na alinea anterior, AOB = 90°, o que significa que [AOB] é um triangulo inscrito numa
semicircunferéncia. Logo, a hipotenusa deste tridangulo, [AB], € um didmetro da circunferéncia.

O centro da circunferéncia é o ponto médio de [AB], cujas coordenadas sao:

(—2\/§+3\/2 —2\/5—3\/5) _ (Q 52

, , ) O raio da circunferéncia € igual a:
2 2 2 2

a5 (220D (2D (D02 vz (e
Py 2 = 2 =T =78
2

’ Sﬁ) = 13.

Assim, uma equagéo da circunferéncia é (x - g) + (y +—
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13.3. 4B =B — A= (3v2,-3V2) — (-2v2,-2V2) = (5V2,—2)

_\/E 1
Logo, o declive da reta AB é ﬁ =-3 Tem-se entdo que a equacéo reduzida da reta AB
1

édaformay = — < x + b. Substituindo x e y por —2v2 e —2+/2, respetivamente, tem-se:

1 1242
-2V2 = —Ex(—zx/f)+b=>b=—T

. . ] 1 12+/2

Logo, a equacdo reduzidadareta éy = — s X — =

14.

14.1. Quer-se mostrar que as diagonais de qualquer

paralelogramo bissetam-se, isto é, que se intersetam num
ponto que é o ponto médio de ambas as diagonais.

Considere-se um paralelogramo [ABCD] qualquer e seja M o

ponto de intersecdo das suas diagonais. Quer-se mostrar B C
que se M é o ponto médio de [AC], entdo também é o ponto
médio de [BD]. Se M é o ponto médio de [AC], entdo
AM = AB + BM e MC = MD + DC.
Entéo,m:M—C)@ﬁ+W:m+D_C).
Uma vez que 4B = DC, entfio AB + BM = MD + DC < BM = MD.
Logo, M é o ponto médio de [BD].

14.2. Considere um quadrilatero [ABCD] qualquer. Sejam M o ponto
médio de [AD], N o ponto médio de [AB], P o ponto médio de

- 1 — 1,
[BC] e Q o ponto médio de [CD]. Entdo, MD = EAD eDQ = > DC.

oy — 1 1 1, 1_,

LOgO’MQ:MD+DQZEAD+EDC=E(AD+DC):EAC.
1 ., 1_,
Analogamente, NB = EAB e BP = E BC.

Logo, NP = NB + BP =~ AB +~ BC =~ (AB + BC) = AC.

Assim, MQ = NP. Logo, o quadrilatero [MNPQ] tem dois lados com a mesma direcdo e com 0

mesmo comprimento, pelo que é um paralelogramo.

15.
15.1. AE =2
EM = MH = 3, logo EH = 6.
HG=2EH =6
M(0,0,4)
Tem-se, entdo: A(3,0,2), B(3,12,2), C(=3,12,2), D(=3,0,2), E(3,0,4), F(3,12,4), G(=3,12,4) e
H(-3,0,4)
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15.2. OE=FB =3 EF =20E =6
Tem-se, entdo: A(3,0,—3), B(3,6,—3), €(0,6,—3), D(0,0,—3), E(3,0,0), F(3,6,0), G(0,6,0) e
0(0,0,0)
15.3. OA=4E =4 AB=4D =5
0D? + 04? = AD? & 0D? = 52 — 42 & 0D? = 9, logo OD = 3.
Tem-se, entdo: A(4,0,0), B(4,5,0), €(0,8,0), D(0,3,0), E(4,0,4), F(4,5,4), G(0,8,4) e H(0,3,4)
154. OA=AB=0B =4
OE =2AB =38
Sendo h a altura do tridngulo [0AB]:

——=\2
OB -
h2+<7> =0A’ e h?=4>-225h?*=12

Logo, h = V12 = 2v3.
Tem-se, entdo: A(2+/3,2,0), B(0,4,0), C(2V3,2,8), D(0,4,8), E£(0,0,8), 0(0,0,0)

16. BC = x
AB = 2BC = 2x
AD = 2AB = 4x
Vorisma = 216 © x X 2x X 4x =216 & 8x3 =216 @ x3 =27 x=3
16.1. a) BCE:y = 6
b)AB:x=3Az=0
C)[ABED]:x =3A0<y<6A0<z<12
d)[GD]:0<x<3Ay=0Az=12
e)0<x<3A0<y<6A0<2z<12
f) Uma vez que G(0,0,12) e F(0,6,12), entdo uma equagéao do plano mediador de [AB] é y = 3.
g) D(3,0,12) eF(0,6,12)

(x=32+y 4+ (z—-12)??=x +(y—6)*>+ (z — 12)?
ox?-—6x+9+y?=x*+y2—-12y+36 © —6x+12y—27=0
©2x—4y+9=0

16.2. a) Aresta [EF].
b) Face [A0GD].
16.3. Um diametro da superficie esférica que contém todos os vértices do prisma é [GB].

Assim, o centro da superficie esférica sera o ponto médio deste segmento de reta,

. N 0+3 0+6 1240 3
cujas coordenadas séo T’T’ > =(E'3’6)'

. . . .. ,GB 32+62+122 /189
O comprimento do raio da superficie esférica é - = > =—

189

2
Assim, uma condicdo que define esta superficie esférica & (x - 3) +(y—3)2+(z—-6) = >

16.4. DF=F —D = (0,6,12) — (3,0,12) = (=3,6,0)
Logo, uma equagdo vetorial da reta que passa em B e é paralela a DF é:
(x,y,2) = (3,6,0) + k(-3,6,0),k € R
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17. D(1,-1,2) B(2,-2,1) 1(1,0,2)
171. AB=B—-A=(2,-2,1) = (1,-1,2) = (1,-1,—-1)
Assim, AB: (x,y,z) = (1,—1,2) + k(1,—1,—1),k € R. Para que o ponto (—4p, 4p,p) pertenca a reta AB:
(—4p,4p,p) = (1,-1, 2) + k(1,-1,-1)
o (—4p,4p,p) = (1,-1,2) + (k,—k,—k)
& (—4p,4p,p) = 1+ k,—1—-k2—-k)

—4p=1+k —-42-k)=1+k —-8+4k=1+k 3k=9
4:){4p=—1—k<:>[ — s — = —
p:Z—k — — —
k=3 k=3
s{4p=-1-3 (:){p=—1 Logo, p = —1.
p=2—3 p:—l

17.2.0 conjunto dos pontos do espago equidistantes de A e de B é a mediatriz de [AB]:
=12+ @@+1)2+(z-2)2=x-2) 2+ +2)2+(z—-1)?
Sx?—2x+1+y?+2y+2+z2—4z+4=x*—4x+4+y*+4y+4+22—-2x+1
©2x—-2y—-2z-3=0
173.B+1u=(2,-2,1) +(1,0,2) = (3,-2,3)
O centro da circunferéncia € o ponto médio do segmento de reta cujas extremidades

. L (143 —1-2 2+3 3 s
sdoospontosAdeB+u. \—,—,— =(2,——,—)
2 2 2 2’2

J(@1-3)2+(-1+2)2+(2-3)2 _Vatit1l V6
2 T2 T2

O raio da circunferéncia é:
Logo, uma equacao da superficie esférica é:

2 2 6 2 2 3
—72)2 3 _5 22 —9)2 3 _5_=z
(x 2)+(y+2) +(Z 2) _4@(36 2)+(y+2) +(Z 2) )
17.4. Uma vez que ¥ € colinear com u, entdo ¥ (k, 0,2k) para algum nimero real k.

1Bl =10 © Jk2+ 02+ (2k)2 =10 @ k* + 4k* =100 © k2 =20 © k =25V k = —2V/5

Como % tem 0 mesmo sentido de %, entdo k > o, logo #(2v/5, 0,4v/5).

18. A(0,2,0), E(—1,1,3), B(-2,4,4) e D(—6,3,2)

18.1. AF = (-1,1,3) — (0,2,0) = (-1,—-1,3)
AD = (—6,3,2) — (0,2,0) = (=6,1,2)
C=B+A4D = (-2,4,4) + (-6,1,2) = (=8,5,6)
F=B+4E = (-2,4,4) + (-1,-1,3) = (-3,3,7)
G=F+A4D = (-3,3,7) + (=6,1,2) = (=9,4,9)
H=E+A4D = (-1,1,3) + (-6,1,2) = (-7,2,5)

18.2. 4F = ||AE|| = /(=17 + (-1)2 +32 = VT+ 1+ 0 = V11
AD = ||AD|| = J(=6)2 + 12 + 22 =36 + L + 4 = V41
AB = (-2,4,4) - (0,2,0) = (-2,2,4)
AB = ||AB|| =/(-2)* + 22+ 4 = VA + 4+ 16 = V24
Assim, o volume do prisma é:

AE x AD x AB = V11 x V41 x /24 = /10 824 = 2+/2706 u.v.
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0-9 2+
18.3. O centro da superficie esférica € o ponto médio de [AG]: (T’ — —) = (——, 3,—)

O raio da superficie esférica é:

AG  /(0+9)2+(2-4)2+(0-9)2 B1+4+81 +166 166 83
2 B ) _\/ 4 _\/ 2

2 2

~ . L 9\2 9\2 83
Logo, uma equagao superficie esférica é: (x + E) +(y—3)%+ (z - 5) =

19.
191, x24+y?2+22—4x+2y—82z+12=0
ox?—4x+4+y?+2y+1+4+22-8z+16=-12+4+1+16
©x-22+@F+1)2+(@=Z—-4%=9
Assim, C(2,—1,4) e o raio da superficie esférica é /9 = 3.

192 (x =22+ (y+ 12+ (=z—-4)%*=9nz=14
©x-22+@+1)?2+(@—-4)>=9Az=4
©x-2)2+@+1)2=9Az=4
19.3. (0-2)24+(0+1)?+(2-4)?=9o4+1+4 =9 < 9 =9 Proposicio verdadeira.

Logo, o ponto A pertence a superficie esférica.

AC=C—-A=(2-1,4)—(0,0,2) =(2,-1,2)

|4C|| = V22 + (-2 + 22 =V + 1 +4=+9 =3

Logo, a inequac&o que define a esfera de centro A e raio AC é:

xX24+9y2+(z-2)2<9ex?+y*+2z2—-4z4+4<9

o x2+yt+2z2—42z-5<0

20.

20.1. (x+3)2+(y -2+ (z+1)?=5Ay=3 (x+3)2+(B3-2)2+(z+1)?=5Ay =3
©x+3)2+1+@EZ+1)*=5Ay=3
©x+3)2+(z+1)2=4Ay=3

202. (b +3)2+(y -2+ (@z+1)? =5y -2+ (z+1)2=5—(b+3)?

Assim:

5—-(b+3)?=5o(b+3)*>=0
©b+3=0
©b=-3

Tema IV — Funcgdes reais de variavel real

Paginas 22 a 27

1.

1.1. f é injetiva porque quaisquer que sejam x; € x, pertencentes a R, tais que x; # x,, tem-se que
2x; # 2x, € 2x; + 1 # 2x, + 1, ou seja, f(xy) # f(xy).
g nao é injetiva porque, por exemplo, g(1) = g(-1) = 0.
h é injetiva porque quaisquer que sejam x; e x, pertencentes a R, tais que x; # x,, tem-se que
()% = (x)% e (x)®+ 1 = (x,)® + 1, ou seja, h(x;) # h(x,).
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i ndo é injetiva porque, por exemplo, i(2) = i(—2) = 4.
j € injetiva porque a quaisquer dois objetos diferentes correspondem imagens diferentes.
k nédo é injetiva porque ha objetos diferentes a que corresponde a mesma imagem, por exemplo,
0s zeros da fungéo.
1 é injetiva porque a quaisquer dois objetos diferentes correspondem imagens diferentes.
m nado é injetiva porque ha objetos diferentes a que corresponde a mesma imagem, por exemplo,
os zeros da fungéo.
1.2. Df = R = Conjunto de chegada de f, logo f € sobrejetiva.
Dy = [—1,+oo[ = Conjunto de chegada de g, logo g € sobrejetiva.
D;, = R = Conjunto de chegada de h, logo h € sobrejetiva.
D] = [0,+o0[ # R = Conjunto de chegada de i, logo i ndo é sobrejetiva.
Dj = R* = Conjunto de chegada de j, logo j é sobrejetiva.
D] = R = Conjunto de chegada de [, logo ! é sobrejetiva.
D), = [-1,1] # R = Conjunto de chegada de m, logo m n&o é sobrejetiva.

1.3. Asfung0es f, h, j e | sdo simultaneamente injetivas e sobrejetivas, logo sédo bijetivas.

21 f(-1)=14+1=2 f)=1+1=2
Logo, a restricdo de f a[—1, 1] ndo € injetiva.

2.2. Quaisquer que sejam os valores de x, e x, pertencentes a |—oo, 0] tais que x; # x,,
entdo (x;)? # (x)? e (x1)? + 1 # (x,)? + 1, ou seja, f(x;) # f(xy).
Logo, a restricdo de f a ]—oo, 0] é injetiva.

2.3. Como ] -1, O[ é um subconjunto de ]—, 0] e vimos que f é injetiva neste intervalo,

entdo f é injetivaem ] -1, O[.

24. f(-1)=1+1=2 f(1)=1+1=2 Logo, a restricdo de f a [—1, +oo[ ndo € injetiva.

3. 38. () =1

31 (feg)(0) =f(g(0))=f(1) =4 39. i) =2

32 (heg)()=h(g(1) =h(22) =4 3.10. k7'(-3) =5

33. (fo)(D) = f(h()) = f(2) =5 311 (f )@ = fH(h(@) =D =1
3.4. (joi)(2) =j(i(2) = j(4) =2 312.(fog ™M@ =f(97'() = f(1) = 4
35. (jok)(=2) = j(k(-2)) = j(4) = 2 3.13. (iok™)(0) = i(k71(0)) =i(0) =0

3.6. (kok)(0) = k(k(0)) = k(0) =0 314 (i e k)(=2) =i (k(=2)) = iT'(4) = 2
3.7. f1(6) =3 3.15. (o k™)) = j(k7'(4) = j(-2) = -2
4. f(x)=2x—-5 Dy =R g(x) = Zxx—+_31,- Dg={xE]R:2x—1¢O}=]R{\{%}

h(x) =vV2x+3; Dy ={x eR:2x +3 =0} = [—§,+0°[

4.1. a) Dp.y = {x € R:x € R\ {%} Ag(x) € ]R} = R\ {%}

x+3 ) 2x+6
2x—1

o9 =r(g) =1 (

T 2x—-1
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b) Drf ={x e Rix ERAf(x) ER} =R
(foN@) =f(f(x)=f(x-5)=2(2x—5)—5=4x—15
c) Dfoh={xe R:x € [—;,+oo[ Ah(x) € R}: [—;,+oo[
(for)®) =f(h(x)=f(V2x+3) =2V2x +3 -5

d) Dy.s = {x eERxERAfF(x) € [—§,+oo[} = E,+oo[

Calculo auxiliar

3 3 7 7
f(x)e[——,+00[<:)2x—52——4:>2x2—@x2—
2 2 2 4

(ho H(x) = h(f(x)) =h(2x—5)=2Qx—-5)+3=+V4x—-7

1 5
2x—5:y<:>2x=y+5<:>x=5y+5
1 1 5 ,
Logo, f (x)=5x+5. Di-1 =R =Dy

b) Dy = R\ «E} =D}

x+3
Zx_l:y(:}x+3=(2x—1)y<:>x+3=2xy—y<:>x—2xy=—y—3
-y-3 y+3
ox(1-2y)=-y-3ox= Sx="
x( Y) Y X 1-2y X 2y—1
x+3 1
-1 — — -l — !
Logo, g (x)—2x_1. Dg—l—R\{z}—Dg
c) (fof)(x)=4x—15 Dpoy =R =D p)1
1 15
4x—15:y<:>4x=15+y(:>x=1y+:
B 1 15 ,
2x+6 1 ,
d)feg))=""7-5 Dy.g = R\ {§}=D(fog)-1
2x + 6 2x + 6
Zx_1—5:y<:>2x_1:y+5<:>2x+6=(y+5)(2x—1)@2x+6=2xy—y+10x—5

©2x—2xy—10x=-y—-5-6
o x(-8-2y)=—-y—-11

-y—11
eSX ="
—-8-2y
y+11
x —3
2y+8
L ( ) 1(x) x+11
0go, o xX) = .
g feg 2x+8

D(pegy-1 = {x € R: 2x + 8 # 0} = R\{~4} = D},

5 f(x)=x*+2x+1;D; =R
g(x):_2+w/x—1;Dy:{xER:x—lZO}Z[lﬂLm[
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5.1. @)Dy ={x €R:x € [1,+o[ Ag(x) € R} = [1,+oo[

Fog)®) =f(g®) = f(—2+Vx—1) = (-2 +Vx—1) +2(-2+Vx—1)+1
=4—4Vx—T14+x—-1-4+2Vx—1+1
=x—2Vx—1

b) Dgoy ={x ER:x € R A f(x) € [1,+00[} = |00, —2] U [0, +o0[

Célculos auxiliares

f) e[, +to[ex2+2x+12>1
©x?+2x=0 —
S x € ]—00,—=2] U [0, +o0[

X2+2x=0©x=0vVx=-2

@GN =g(f(x) =gG®+2x+ 1) =-2+Vx?+2x+1—-1=-2+VxZ +2x
5.2. f ndo é injetiva porque, por exemplo, f(0) = f(—2) = 1.
f nédo é sobrejetiva porque o seu contradominio, [0, + o[, é diferente do seu conjunto de chegada, R.
g € injetiva porque, para quaisquer x;, x, € [1, +oo[, tais que x; # x,, tem-se que x; — 1 # x, — 1,
logo Jx; —1#./x,—1 e, portanto, -2+ /x; — 1 # =2 + \/x, — 1, ou seja, g(x;) # g(x,).

g ndo é sobrejetiva porque o seu contradominio, [-2, + «f, é diferente do seu conjunto de

chegada, R.
5.3. a) f ndo tem inversa porque ndo é uma funcao injetiva.
b) A inversa de g é a inversa de:
g [+o[  — [-2+o]

x e 9(x)
pois assim g é sobrejetiva (e j& vimos que g é injetiva), logo g € invertivel.

24+Vx—-1l=yoe'xr—1l=y+20x—-1=F+2) ox—1=y>+4y+4

ox=y*+4y+5
Assim:

Dy-1 =Dy =[—2, + o] Di-1 =Dy =[1, + oo g l(x) =x*4+4x+5
5.4. @) Dpyg =Dy N Dy =RN[1,+0o[ = [1,+oo[
F+P@=f)+gx)=x*+2x+1-2+Vx—1=x?+2x—1+Vx—1
b) Dy_g = D; N Dy = RN [1,+00[ = [1, +oo
F-9@)=fx)—glx)=x*+2x+1+2—-Vx—1=x2+2x+3—-x—-1
C) Dxg = Dy N Dy = RN [1,+00] = [1, +oo]
fx9@) =) xgx) =@ +2x+ (-2 +Vx 1)
d) D§=Dang N{x e Rig(x) # 0} = RN [1,+oo[ N R\{5} = [1, +oo[\{5}

Célculo auxiliar
g)=0&e 2+Vx—1=0vVx—1=2=>x—-1=4x=5

(ﬁ) 0 =f(x) _ x%+2x+1
g

gx) - —2+vVx—-1
6.
6.1. D =[-2,3] D' =1[-2,2] Zeros: —2e0

Positiva em ]0, 3[ e negativa em ]-2,0][.
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6.2. D=1-2,2[ D' =1-2,2] Zeros: ]-2,0] el

Positiva em 0, 1[ e negativa em |1, 2[.

6.3. D =]—4,4+] D' =1-2,1] Zeros: —2e0
Positiva em ]—2, +o[ \ {0} e negativa em |—4, —2][.
6.4. D =]—,5] D’ =10,5] N&o tem zeros.

Positiva em |-, 5].

7.1. a(x) =x*-5x+6 D=R

+1
7.2. b(x) = f:

D={xeRx—3%0}=R\{3} D=R\{3}

Calculo auxiliar
x—3=0x=3

x+1
x2+3x+2

D ={x €R:x%+3x+2%0} D =R\{-2-1}

7.3. c(x) =

Calculo auxiliar

X’ +3x+2=0x=

74, d() = 5

D ={x € R:x? -9 # 0} D =R\ {-3,3}

Calculo auxiliar
x’-9=02x*=9ox=3Vvx=-3

75 e(x)=14+—F]"—7
) x3+2x2+x

D={x€eR:x3+2x*+x+ 0} D =R\ {-1,0}

Calculo auxiliar
3 +2x’+x=0ox(x*+2x+1)=02x=0v(x+1)?=0x=0vx=—-1

76. f(x)=vx+3

Calculo auxiliar

D={xeR:x+3>0} D =[-3,+o[ x+3202x>-3
7.7. g(x) =Vx2 +2

D={x€R:x%+2>0} D=R
78. h(x) =Vx2+5x+6

D={x€eR:x>+5x+6=0} D =]—00,—3] U [-2,+]

Calculo auxiliar

—5+v25-24
x2+5x+6=0(:>x=T + +
& x=-2Vx=-3 T — f
3 -2 2
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7.9. i(x) =vVx?-25

D={xeR:x?-25>0} D =]—o00,—5] U [5, +oo[

Calculo auxiliar
x2-25=0ex=-5Vvx=5

+ +
=% ¢
7.10. j(x) !
I N ey
D={xeR:x?+1>0} D=R
711, k() 3x+3
RN T
D={x€eR:3x+1>0} D=]—§,+oo[
Célculo auxiliar
1
%+1>0@x>—§
712, 100) 2x+1
12,100 = ===
D={x€eR:x?-25>0} D =]—00,—5[ U5, +oo[
Célculo auxiliar
x2-25=0&x=-5vx=>5 + +

x2+3

7.13. m(x) = 215

2
p={reRIE>0ax>+5%0} D =R

Calculos auxiliares
x>+3>0,Vx€R x>+5>0,vx€R
2

3
>0,vx € R.
x2+45

Logo,

x2+3
7.14. n(x) =

x—5

x2+3
p={reRZZ>0Ax-5%0} D =15, +oo[

Calculos auxiliares

5 x%+43
x*+3>0VxeR

>0ex-5>0x>5

x—5

1
7.15. o(x) = m

D ={x€eR:|x—3|#0} D =R\ {3}

Calculo auxiliar
l[x-3]|=02x-3=0sx=3
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7.16. p(x) =

|x|+3
D ={x €eR:|x|+3+0} D=R
Calculo auxiliar
x| +3=0¢& |x| = -3 Equacao impossivel
7.17. q(x) 2
A7.g(x) =——
a x|-3
D={x€eR:|x] —3+0} D =R\ {-3,3}
Calculo auxiliar
x| -3=0&eIxI=3ox=3vx=-3
7.18.r(x) =+/|x| — 4
D={x€eR:|x| —4=0} D =]—o0,—4] U [4, +oo]

Calculo auxiliar
x| —4=0e|x| =24 ©@x=4vx<—4

8.
81l f(x)=2x+4 D =R
f(=x)=2(-x)+4=-2x+4
Assim, existem valores reais para os quais f(—x) # f(x) e f(—x) # —f(x), logo f ndo é par nem
impar.
2
8.2. glx) = E D, = R\{0}
g(—x) = 2 =— 2z = —g(x), Vx € R\{0} Logo, g é uma funcao impar.
3(=x) 3x

83. h(x)=x?2+2x+1 D, =R
h(=x) = (—x)?+2(—x)+1=x?>-2x+1

Assim, existem valores reais para os quais h(—x) # h(x) e h(—x) # —h(x), logo h ndo é par nem

impar.
8.4. i(x) =x2+4 D, =R

i(—x)=(-x)?+4=x*+4=i(x),VxER Logo, i € uma funcgéo par.
8.5. j(x) =x3+x D;=R

j=x) = (—x)* + (—x) = —x® —x = —j(x),Vx € R Logo, j é uma funcéo impar.
8.6. k(x) = |x| -2 D, =R

k(=x)=|—-x|—-2=|x]|-2=k(x),Vvx€R Logo, k é uma funcgéo par.
8.7. 1(x) = |x+ 3| D,=R

I(=x) = |—x + 3|

Assim, existem valores reais para os quais [(—x) # I(x) e I(—x) # —I(x), logo [ ndo é par nem

impar.
8.8. m(x) =vx?2+1 D, =R
m(—x) = \/(—x)z +1=vVx2+1=m(x),Vx€R Logo, m € uma fungéo par.
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89. n(x) =|x*—1|+x D,=R n(—x) =x2-1|—x
Assim, existem valores reais para os quais n(—x) # n(x) e n(—x) # —n(x), logo n ndo é par nem

impar.
9.
9.1. D =]-4,7] D' =[-2,6] Zeros: 6 ;
;
N
1
7547372{? 1234567 8"
-2
3
9.2. D=]1-4,7] D' =[-6,2] Zeros:—1,1,4 y
3
2
1
543271‘17 1234567 8%
24
-3
4
-6
9.3. D=1]-6,5] D' =[—4,4] Zeros: —2,3 ¥
i
3
2
"
65432 17? 1234567 8%
2
3
a4
9.4. D=1-2,9] D' = [—4,4] Zeros: 2,7 o O
6
:
3
2
1
,;4,3,2,1? 123456 789%
2
3
4
.
9.5. D=[-7 4] D' =[—4, 4] Zeros: —5,0 \
I.
71;34!21" 1234567 8"%
:
9.6. D =]-4,7] D' =[—4,4] Zeros: 0,5 ,
6
;
34
21
1
5.4 32 _(7 1234/ 67 8%
5
-3
4
%
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97. D= ]—2,%]

9.8. D =]-8,14]

9.9. D =1-4,7]

9.10.D =]-4,7]

9.11.D =]-6,5]

9.12.D =]-5,6]

D' =[—4,4]

D' =[—-4,4]

D' =[-8,8]

D' =[-2,2]

D' =[-8,0]

D' =[1,5]
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5 .
Zeros: 0, —
6
5
_4
3
2
1
754173721? 123456 7
2
-3
4
5.
6
Zeros: 0,10 .
4
3
2
1
8 6 4 727? 24 8 10 12 147
-2
-3
44
54
64
Zeros: 0,5 N
8]
()j
4]
24
6543219 12345678910%
24
4]
] .
Zeros: 0,5 -7 )
~84 4
] N
O— 24
1]
5a329 1333 5'&7 8 X
—24
-3
2
-5
—64
Zeros: |—6,4] U [0,1] .
24
I
AENEY IVAPRRE

Zeros: nao tem

1234567 87"
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10. f(x)=(x—2)2+1
10.1. f(0)=(0—-2)>+1=4+1=5

Logo, 4A(0, 5).

f) =5 @x-2?+1=5o(x-2)?=4
©x—2=2Vx—2=-2
©x=4vx=0

Logo, B(4,5) e C(4,0).

10.2. Apapco) = A0 X BO =5x4 =20u.a.
10.3. g(x) =f(R2x)=Q2x—-2)?+1
a)g(0) =f(0) =5
Logo, D(0, 5).
gx) =5 R2x-2)?+1=52x-2)’=42x—-2=2V2x—2=-2
©2x=4Vv2x=0x=2vx=0
Logo, E(2,5) e F(2,0).
b) Ajpper; = DO XEO =5x 2 =10u.a.

C) Ajoper) = %A[ABCO]. A contracdo horizontal que transforma o grafico de f no gréfico de g

1
tem fator > que corresponde ao fator pelo qual se multiplica Aj4pc01 Para se obter Aiopgr).
1 1
104. h(x) =7 f0) =5 [(x=-2)%+1]

1 5
a) h(0) =Ef(0) =3

Logo, G (O, ;)

h(x)z%@%[(x—2)2+1]:S@(x—2)2+1:5<:>(x—2)2:4

Sx—2=2Vx—2=-2
Sx=4vx=0
Logo, H (4,5) e 1(4,0).

Ajogun = GO x HO == x 4 =10 u.a.

N |G

1
b) Ajoun = EA[ABCO]' A contracao vertical que transforma o gréfico de f no gréafico de h
1 -
tem fator > que corresponde ao fator pelo qual se multiplica Aj,pco) Para se obter Ajpeuy)-

10.5. j(x) = 3f (g) =3 (g - 2)2 +3
j(0) = 3£(0) = 15
Logo, J(0,15).

j(x)=15@3(’2—‘—2)2+3=15<:>(’2-‘—2)2+1=5<:>(——2)2=4@§—2=2v§—2=—2

Logo, K(8,15) e L(8,0).
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Aok =JO X KO =8x 15 =120 u.a.
Aapco) X 6 = Ajojk1)- O gréfico de j obtém-se a partir do grafico de f através de uma dilatagéo
horizontal de fator 2 e uma dilatac&o vertical de fator 3, pelo que Ajpco) X 2 X 3 = Ajgjx1] -
11.
11.1. f: n&o tem extremos absolutos, minimo relativo: 0, maximo relativo: 0
g: ndo tem maximo absoluto, minimo absoluto: —2; minimos relativos: —2 e 0; ndo tem méximos
relativos.
h: ndo tem extremos absolutos, minimo relativo: 1, maximo relativo 1.
11.2. f é estritamente decrescente em ]—o, —1] e em [1, +oo[ e é constante em |—1, 1[.
g € estritamente decrescente em ]—oo, 0] e é estritamente crescente em [0, 2] e em [2, +oo.
h é estritamente decrescente em |—o0,—2[ e em ]2, +oo[ e é constante em [—2, 2].
11.3. O gréfico da funcéo g tem concavidade voltada para cima em ]—oo, 2[.
O gréfico da fungédo h tem concavidade voltada para cima em ]—oo, —2[ e voltada para baixo em
12, 4+ool.
12.
12.1. D =]-,9] D' =]-o,3] U {4}
12.2. Os zeros de f sdo —2,6 e 9.
12.3. f é estritamente crescente em ]—c0, —1], em ]0,3] e em[8, 9]
f é estritamente decrescente em [—1,0[ e em [3, 8].
12.4. f é positivaem ]-2,6[ e é negativa em ]—c0,—2[U ]6, 9][.
125.a) f(x) >1 o x€]1,5]
b) f(x) < -2 x €]—mo,—4] U {8}
) f(x) <f(0) & f(x) <4 o x € ]-,9]\ {0}
12.6. ke]-2,1]

12.7. Afuncéo f é injetiva em ]0, 3], por exemplo.

13.
13.1. D =1-2,5]\ {2}

1
13.2. Sexe]-2,—-1],entdof(x)=0=2x+1=0x= -5

1
Mas— > ¢ ]—2,—1]. Logo, a fungéo ndo tem zeros neste intervalo.

Se x € ]-1,2[, entdo —1= 0, que é uma proposicao falsa. Logo, a funcdo ndo tem zeros neste
intervalo. Se x € ]12,5],entdo f(x) =0 —x+3 =0 x = 3.

Como 3 € ]2,5], entdo a fungcdo tem um zero neste intervalo e é 3.

13.3.
¥ Célculos auxiliares
x |y=2x+1
. -2 -3
7 o 1 3 3 5 X -1 -1
Y x|y=—-x+3
L 2 1
5 -2
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13.4.

14.
14.1.
14.2.

14.3.

14.4.
15.

15.1.

15.2.

15.3.

15.4.

16.
16.1.

16.2.

16.3.

D' =1-3,1]

D =]—-,5]

Se x € |-, —1], entdo:

hx)=0e(f-g9)x)=02x+1—-x+3=0ox+4=0x=—4

Como —4 € |-, —1], entdo —4 é um zero da fungédo h.

Se x € ]—1, 3], entao:

hMx)=0e(fxgx) =0 2x+1)x-3)=0
©2x+1=0vx—-3=0

1
ox=——Vx=3
2

1 1
Como — > € ]-1,3]e 3 € ]-1,3], entdo — > e 3 sdo zeros da funcdo h. Se x € 13, 5[, entdo:

hx) =0 (fog)x) =0 f(gx) =0 f(x—3)=02(x-3)+1=0
S 2x—-5=0

S X =

N | n

5 5 1
Como > ¢ 13, 5[, entdo > nao é zero da fung&o h. Assim, os zeros de h sdo —4, — > e 3.

f—g9x)sex<-1
h(x) = (fxg)(x)se—1<x<3

(fog)(x)se3<x<5 3
2x+1)—(x—-3)sex< -1 TS
={(2x+1(x—-3)se—1<x<3 o
2(x—3)+1se3<x<5 20 | R '
2,
x+4sex <—1 34
=42x2—-5x—3se—1<x<3 4
2x —5se3<x<5 (’
D’:]_m,s]
_ _(x+2sex=0
f(x)_|x|+2_{—x+25ex<0
_ _(x+2sex+2=20 _(x+2sex=>-2
f(x)_|x+2|_{—x—Zsex+2<0_{—x—25ex<—2
_ 4 _f[2x—1sex=0
fGx) = 2l 1_{—Zx—lsex<0
1
f(x):|2x_1|:{2x—1se2x—120 _ 2x—1lsex =7
—2x+1se2x—1<0 |_2x+1sex<2>
2

[x+2|=5ox+2=5Vvx+2=-5x=3Vx=-7

C.S.={-7,3}
|[2x + 1| = =3  Equacé&o impossivel.
CS.=0

[x2 —4x+4| =0 x?-4x+4=0(x—-2) =0x—-2=0x=2
C.S.={2}
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16.4. |x2+2x|=1©x>+2x=1Vx?+2x=—-1©x24+2x—-1=0vx2+2x+1=0

—2+V4+4
Sx=————VE+D=0

-242v2
Sx=—"—Vx+1=0

ox=—-1-V2vx=-1+V2vx=-1
CS.={-1-v2,-1,-1+2}
165. |x+2|=2x-5©x+2=2x—-5Vx+2=-2x+5© —-x=-7V3x=3ox=7vx=1
C.S.={1,7}
16.6. Vx—3=5=>x—-3=25x =28
Verificagdo: V28— 3 =5 & /25 =5 & 5 = 5, logo 28 é solucdo da equacdo. C.S. = {28}
16.7. Vx+1=x+1=2x+1=@x+1) 2 ox+1=x*4+2x+1x2+x=0
ox(x+1)=0x=0vx=-1
Verificagéo:
V0+1=0+1e+VI=1<1=1,logo 0 é solugéo da equaco.
V=-1+1=-1+1+/0=0% 0=0, logo —1 é solucgéo da equacéo. C.S. = {0,—1}
168. V2x+5=2x—1=2>2x+5=(2x—1)?©2x+5=4x? —4x+1 o 4x?—6x—4=0

©2x?—-3x—-2=0

3+v9+16
Sx=—"T-—
4
345
S x=—
4
1
Sx=2Vx=—-—
2

Verificacao:

V2x2+5=2x2-1e+9 =3 3 =3,logo 2 é solugéo da equaco.

1 1 1 ~ Z ~ ~
/2x(—5)+5=2x -3 —1@\/_=—2<:>2=—2,Iogo—Enaoesolugaodaequagao.

C.S.={2}

16.9. Vx+6—-Vx=2oVx+6=vVx+2
:>x+6=(\/§+2)2
ox+6=x+4/x+4
& 4fx =2

1 1
SVx=—"=>x=—
2

4
Verificagao:

n 1 25 1 5 1 1, . N
-+6—- [-=20 [———=2o—--—-=2%2=2,logo - é solucao da equacao.
4 4 4 2 2 2 4
1
C.S.=4-
4

16.10.¥x—-3=5o©x—-3=53ox =128
C.S.={128}
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17.
17.1.(x —1)2 >0

Calculo auxiliar
x-1)?=0ox—-1=0ox=1

+ + +
C.S. =R\ {1}
17.2. x> —=5x+6>0
Calculo auxiliar
5++V25—24
x2—5x+6=0®x=% + +
©x=2Vvx=3 N
2N — S5 o«
C.S.=]-00,2[U]3, +0o[
17.3. x2—4>0
Calculo auxiliar
+ +
x!—4=0x’=4x=2Vvx=-2 R
2T 12 -
C.S.=]—00,-2] U [2,+[
174. x24+1>0 Condicéo universal em R.
CS. =R
175. x> +2x<0
Calculo auxiliar
2+2x=0ox(x+2)=0
©x=0vVx+2=0 + +
Sx=0Vx=-2 o >
C.S.=[-2,0]
176. —x*+3x—2=0
Calculo auxiliar N
—3+4/9-8 ' T 5 i

—x*+3x—-2=0ex= — _ _

Sx=2vx=1

C.S.=[1,2]

17.7. —(x—2)2=0

Calculo auxiliar .
—-x—-2)?=0ox-2=0x=2 :

C.S.={2}
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178. |x+1|>09x+1>0vx+1<0ex>-1vx<-—1
C.S. =R\ {-1}

179. |x+1]|-2>0e |x+1|>2©x+1>2Vx+1<-2x>1vx<-3
C.S.=]-m,—-3[U]1,+oo]

17.10.|13x+ 2|+ 1> 0 o |3x + 2| > —1 Condigdo universal em R.
CS. =R

1711, x? +4x| <3 © x> +4x <3Ax*>+4x > -3 x2+4x—-3<0AXx*>+4x+3>0

Calculos auxiliares
—4 ++16+ 12
x2+4x—3=0®x=f
—4+ 27
Sx=———— . - >
2 247 247
ox=-2+VIVx=-2-7
—4++V16 —12
x2+4x+3=0@x=f
o o ThE2
x=— R
3 -1 x
Sx=-3vx=-1

CS.=]|-2-V7,-2+V7[n(-,-3[U]-1,+) = |-2=+7,-3[U]-1,-2 + V7|
1712, |x? —4x|+2 < -5 & |x? —4x| < -7 Condic&o impossivel em R.
CS.=¢
17.13. x + 1] > 2x+ 3| © J(x + 12 > {/2x +3)2 & (x + 1)? > (2x + 3)?
©x?+2x+1>4x2+12x+8 e —3x2—10x—8>0

Calculo auxiliar
—3x2-10x—8=0=3x2+10x+8=0

—10 £ V100 —96
ex=——"F—
4 2 4
3
@x:—ZVx=—5

=2 _2
cs.=]-2-3
1714, |x =2| < 3x+ 1l © J(x —2)2 < /Bx + 1)? & (x — 2)? < (3x + 1)?
©x*—4x+4<9x*+6x+1© —8x*—10x+3<0

Calculo auxiliar
10 £v100 4+ 96
—8x2-10x+3=02x=—"-""—"" "
-16 .
3 .3 1 x
Sx=—-T"Vx=- : 4
2 4
_ 3 1
CS.= |, ], +o0|
18.
18.1. Dy ={x € Rix —2 =0} = [2,+oo] D's = [3, +oo[
D, =R D'y=R
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18.2. f(x) =0 2Vx—2+3=02Vx—-2=-3
3
SVx—2=— > Condig&o impossivel em R.

Logo, f ndo tem zeros.

1 1 7 7
g)=0e2x+ti-1=0ext+tl=—ox+tl=—-x=—= Logo,—gézerodeg.

2 8 8

183.8)f(x) =3 2vx—2+3=302Vx—-2=0Vvx—2=0=>x—-2=0x=2

Verificagdo: 2vV2—2+3=3©2/0+3=3©0+3=33=3, logo 2 é solugdo da

equacao.
C.S.={2}
b)fx)=x+1e2Vx—2+3=x+12Vx—2=x—-2>4(x - 2) = (x — 2)?
8+1/64—48
4:)4x—8=x2—4x+4<:>x2—8x+12:0®x=f
8+4
(:)x:T@x=2Vx=6

Verificagd0: 2V2—-2+3=2+12/0+3=3<0+3 =3 < 3 =3, logo 2 é solugéo da

equacao.

2V6—2+3=6+192/4+3=7©2x2+3=7©4+3=7e7=7,logo 6 é solugio

da equagéo.
C.S.={2,6}

c)g)=1e2¥x+1-1=1e2ifx+tli=2ecx+i=1o0x+1l=1x=0

C.S.={0}
dgr)=x-1e2x+l-1=x-12¥x+1=x=8(x+1) =x3

©8x+8=x3=x3-8x-8=0

Sabe-se que g(—2) = -3 © g(—2) = -2 — 1, ou seja, —2 é solugdo da equagdo. Assim:

1 0 -8 -8
—2 -2 4 8
| 1 -2 -4 0
Logo:
2+vV4+16

x3—-8x—-8=0x=-2vVx?-2x—4=0x=-2Vx=

2425

Sx=-2Vx= ox=-2Vvx=1—-+V5vx=1++5
CS.={1-+51++5-2}
19.

191 f(-D=(C-1—-4x(-1D)?*+(-)+6=-1-4-14+6=0

192, f(X) =0 ©x*—4x*+x+6=0
_ 2 _ Célculo auxiliar
©x=-1vx*=5x+6=0 1 4 1 5
5+v25-24 -1 -1 5 -6
<:)x=—1Vx:f |1 — 5 5
5+1
¢$}f=-—1V}f='j;—

S Sx=—-1vx=2vx=3

C.S.={-1,2,3}
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193. a)fx)<0ex*—4x?+x+6<0 (x+1)*—-5x+6)<0

1.
1.1.

1.2.

1.3.

x —0 -1 2 3 +o0
x+1 - 0 + + + +
x> —5x+6 + + + 0 _ 0 ¥
f(x) - 0 + 0 - 0 +
C.S.=]-,-1]U[2,3]
b) f(X)(x2+1) >0 f(x) >0,umavezque x> +1>0,Vx € R.
Recorrendo a tabela da alinea anterior, obtém-se:
C.S.=]-1,2[U]3,+oo[
c) f)(x—-3)<0
x —0 -1 2 3 +00
f(x) — 0 O — O +
x—3 — — — — 0 +
f(x)(x - 3) + 0 — O + 0 +
C.S.=[-1,2]u {3}
dfx)>6ex*—4x?+x+6>6 x> —4x>+x >0 x(x*—4x+1)>0
Calculo auxiliar
5 44164
x —4x+1=0<:)x=T
o x= —442y3 243 PN
ox=2+V3vx=2-43
x -0 0 2—4/3 2443 +o0
X — 0 + + + +
x> —4x+1 + + + 0 - 0 +
x(x?> —4x +1) - 0 + 0 - 0 +
C.S.=]0,2—V3[U ]2 +V3,+o|
Tema V — Estatistica
Paginas 28 a 32
1.4. q; = i? 2
a;, =1 i 1
. 15 a;=4i—1 g
a; = 2i i (4i-1)
i ZZl ;
. 10
a; = 5i ZSi 16. a;=4i+2 2(4”2)
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3.
7

31 ) (i-)=3-1+4-1+5-1+6-1+7-1=20
i=3

5

3.2. Z(2i+1):2><l+l+2><2+1+2><3+1+2><4+l+2><5+1 =35

i=1

5
33. Y (i) =2V1+2V2+23+2Ja +2y5 =2+ 22+ 23 +4+25=6+22 + 23+ 2\
i=1
6
34.22 =2"4+224+2°+2"+2°4+2° =126
i=1
5

35 . YiP=0%+1P+2°+3%°+4*+5° =55

4.

> 1

AL X =xP e e+ X =S+l x+ X+ %+ X
o X
i=0

6
4.2. Zixi =X+ 2x% + 3x® + 4x* + 5x° + 6%°
=1

45 3 X" = X" X" e xS P+ x+1

=1
5.1. sz,:z X =2x3=6
52. Y (-x)=-»x =-3

5.4. Zn:(ZXi -3)=2 zn:xi -3 zn:1=2><3—3n=6—3n
i=1 i=1

i=1

n n
5.5. Z”:(5xi+2): 59 X +231=5x3+2n=15+2n

i=1 i=1 i=1
6. anxizlo Zn:yi:E’
i=1 i=1
6.1. Zn:(xi + yi)=Zn:xi +Zn:yi =10+5=15
i=1 i=1 i=1
6.2. Zn:(Zyi —-X;) =zzn:yi - Zn:xi =2x5-10=0
i=1 i=1 i=1

6.3. 3 (5 +2y)=5)x +23y, =5X10+2X5 =60
i=1 i=1 i=1
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i=1 i=1
72 % (-2x)="2) x, =-2a
i=1 i=1
n n n
733 (x-D= 2% ~ Dl=a-n
i=1 i=1 i=1

7.4. iZ:‘(SXi +1) =3iZ:1:xi + izn1:1:3a+n

7.5. Z(in _3):22n“xi —3i1=2a—3n
i=1 i=1

i=1

100

8.1. %(Si): 5 Zi — proposicéo verdadeira
i=1 i=1

%)(Si)=(5><1)+(5><2)+(5><3)+---+(5><100)=5><(1+2+3+“'+100)=5§(§i

i=1 i=1
100 100

8.2. Z<5i)= Z(5i) — proposicéo verdadeira
i=1 i=0

f(ﬁ)=(5><1)+(5><2)+(5><3)+---+(5><100)
: =G6Bx0)+GxD)+Gx2)+(Bx3)+--+(5%x100)

100

=.60)

50 1
8.3. f(Sif > (5i) + 20(3(50 — proposic&o falsa
i=1 i=1 i=50
%(Si) =G6Bx1D)+GBx2)++(5%x49)+(5x%x50)+ (5x51)+ -+ (5x%x100)

i=1

i(Si)+ %(50: [(GxD+Gx2)++(Bx49)+ (G x50]++[(5x50)+ +(5x51)+ -+
=1 i=50 100

(5 x100)] = %(50 +5x50 ¢Z(5i)
i=1 i=1

100

2
8.4. %iz = (Zﬁ] — proposicéo falsa
i=1

i=1
i=1

100 \? 100
[Z.j =1+2+3+--4+100)% # 12+ 22 4+ 3% + --- 4+ 1002 =Zi2
i=1

100 100

8.5. S 6+i)= 5 +21:i — proposigao falsa
i=1 1=
100 100 1 100

§(5+i)=521+ Z| =500+ §| +#5+ Z|
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
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100 100 100 . N dadei
8.6. S G+ T 25 + Z' — proposicéo verdadeira
i=1 i=1 i=1
100

2.5+1)=(5+2)+(5+2)+(5+3)+...+(5+100)

100 100

=(5+5+5+...45)+(1+2+3+...+100) = > 5+ )i
i=1 i=1

100 100
8.7. (5+i)= 105+ ¥ (5 j) — proposicao verdadeira
100 X . 100 el 0 100
Y G+)= D6+ T B+ =5 1+ i+ S (5+i)
i=1 i=1 i=11 i=1 i=1 i=11

100

=5><10+1+2+3+4+5+6+7+8+9+10+Z(5+i)
i=11

100
=105+ Z(5+i)
i=11
100 100
8.8. 3 (5+i)? =2500 + Ziz — proposicao falsa
i=1 i=1

100 100 100

. 100 100
D 6+ =S (25410 +i7) =25 1 +10) i + 3
i=1 i=1 i=1 i=1

i=1

100 100 100 100 100
=25x100+10)j + 3z =2500+10% + Zﬁ #2500 + 32
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

9. =2 x,=—Lx3=4x,=3;xs=1ey; =3y, =2, y:=1,y,=0; ys =3
5
9.1. in=2—1+4+3+1=9

i=1
5
9.2. Zyi=3+2+1+0—3=3
i=1
5
9.3. (Xiyi):2X3+(_1)XZ+4X1+3X0+1X(_3):5
=1

5 S 5
9.4. ;(Xi-i_yi): Zl:)(i +;yi =9+3=12

9.5. i(xi+2yi)= ixi +225:yi =9+2x3=15
i=1 i=1 i=1

9.6. i(ZXi 3y = Zixi _3iyi =2%x9-3x3=9
i=1 i=1 i=1

10.
100 100 5 100 100

101Z(3+i):1Ok+Z(3+i)<:>Z(3+i)+Z(3+i):10k+Z(3+i)

PN i(3+i) = 10k

SB+D+B+2)+B+3)+B+4) +(B+5) =10k

< 30 =10k
k=3
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10.2. f(i+2)= i(i+2) +15k = f“(nz) + %(HZ) = i(iﬂ) + 15k

i=91

100
S Z(i+2) = 15k

i=91

100 100
= i + 2 = 15k
©914924+934+944+95+96+97+98+99+ 100+ 2 x 10 = 15k
& 975 = 15k
& k=65
20 20 20 20 20 20
10.3. 3 (2i +1) =5k + 320D @20+ P 1=5k+ > (2i)= Y1 =5k
i=1 i=1 i=1l i=1 i=1 i=1
< 20 =5k
eSk=4
20 20 20 20 20 20
10.4. Z(|+k):4o+z|<:> zi + 3k =40+ zi@ 3i =40
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
< 20k =40
eSk=2

100 100 100 100 100

1053 [(-D(+D]=k+ 3.i?= Y[ -1)=k+ Y1 Sie = Y 1=k+ 5

i=1

10 10 10 10
10.6. Y (i+1)° =3k + Y i*e D (i?+2i+1)=3k+ ) i
i=1 i=1 i=1 i=1

10 10 10 10 L0
o Ziz + Z(Zi) +21:3k+ Ziz :ZZi +10 =3k
i i=1 i1 =

i=1
©2(1+2+3+44+546+7+8+9+10)+10=3k
< 2x55+10 =3k

© 120 =3k
o k=40
11.
11.1.9222+3+5+3+3+2+4—+8+7+2+5+4—+7+6+3+1+7+9+3+2 :§_4,3

20 20 B
SS, = ixiz —20 x 4,32 = 472 — 369,8 = 102,2

i=1

102,2
Sy = |[—/——= 2,319
20-1
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_ 1X12+2Xx15+3Xx33+4x22+5x%x18 319
11.2.x = =—=319
12+ 15+ 33+ 22+ 18 100

i=1
=(1-319)2x12+(2-319)2%x 15+ (3 —3,19)2 x 33 + (4 — 3,19)2 x 22 + (5 — 3,19)% x 18
= 153,3897

153,3897
Sy = |——— =~ 1,245
100-1

12. ;=2 %=1, x3=4x,=3; xs=1; x, =3

6
120 ) X =2+1+4+3+1+3=14
i=1
5
2
122. (X ) =22+ 12442 +37+ 12 +32 =4+ 1+ 16 +9+ 1+ 9 = 40

i=1 14
123. %= ——="—=2~233
6 _ 6 6 _ 7
12.4. Z(xi—x)z in —Zx =14-6x2=0
i=1 i=1 i=1
6 . 5., 6 5, - N
12.5.§(xi—x) =in —inZl:xi +;x =40—2x§x14+6x(§) =S ~733

12.6.

12.7.

12.8.
13.

11+9+10+6+9+7+4 56
13.1. x = - :728

7
13.2. 85, = S x? —7x =112+ 97 + 102+ 67 + 97+ 72 + 42~ 7 x 82 = 36

i=1
SSy

1833.5,= |/~ = V6 ~ 2,45

14.
14.1. Prego médio de um par de meias: ¥ = 3

Preco médio de um par de meias ap6s o desconto: ¥y = x — 0,50 = 3 — 0,50 = 2,50 €
14.2. Pregco médio de um par de meias: x = 3

Preco médio de um par de meias apos o desconto: y = 0,8x = 0,8 X 3 = 2,40 €
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50
15. 3*(x, —10)= 200

i=1

50 50 50
15.1. 3 (x, —10)=200% > x, —> 10 =200

i-1 i-1 i=L

& D X —50x10=20
i=1

50
© D X =700
i=1

50
2%
i=1 700
Logo, x =——=——=14 €
50 50
50x14+10x12 820
152. x = =——= 13,67 €
50 + 10 60
16.

_ 1+2+3+4+4+5+6 21
16.2. x = =—=35

SS, = ix2 —6Xx2=12+22432+42+52+62-6%x3,5°=91-735=175

163.y=2x+1=2x35+1=8

6
SSy = z‘,y.2 —6xy*= Z(Zx +1)2—6x y?

6
= (4x7 +4x +1)-6xy’

i=1

6

6
(24 x +6—6XB2=4%x9+4x21+6—6x8%=70
Z '

i=1

LN

s, =25, = 2X 1,87 =3,74
164.z, =x;+ y;
z=%X+y=35+8=115

S; =Sy +5, = 1,87+ 3,74 = 5,61

SSy SSy 2,
17.5, =16 [T-=16o""=256S55 =230t D %" —10% = 23,04

i=1

© 89,6 — 10x = 23,04 © 10x = 66,56 © X = 6,656

8
18. 10—3k=2=)k=§

9
< eop<—(=014
p p 64( )

1

8 2
G
Logo, um limite superior para a percentagem de dias em que a temperatura minima foi inferior a 2°

€ 14%.
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19. Labrador
3+5+4+5+5+4+4+4+4+5
10 -

Média: 4,3

32452442452452442+42442+42452-10x4,32

Desvio-padréo: \/ 5 ~ 0,67

Serra da Estrela

. 4+4+4+434+45+45+5+5+5+4+4
Média: o =44

i N 42442432452452452452452442442-10%4,42
Desvio-padréo: ~ 0,70

9

Pastor Alemao
5+4+3+5+4+5+3+5+5+5 A
' 10 -

Média

1

524+42432452442452432452452452_-10x4,42

Desvio-padréo: \/ 5 ~ 0,84

Assim, o Serra da Estrela venceu o concurso.

20. Aluno A

. 164+17+16+17+18+ 17+ 16

Média: =~ 16,7
7
) . 1624+172+4+162+1724+18%2+172+162-7%16,72

Desvio-padréo: p ~ 1,06
Mediana: Ps,
50 x 7

100
Logo, Psy = X3, = 17.
Aluno B

. 19+13+17+12+19+ 19+ 18
Média: ~ 16,7

7
) . 192+132+172+122+192+192+182-7%16,72
Desvio-padréo: p ~ 2,98
Mediana: Ps,
50 X 7
=35
100

Logo, Py = x5,, = 18.

Os alunos A e B tém a mesma média de classifica¢des. As classificagdes do aluno A tém um menor
desvio-padrédo do que as classificagbes do aluno B, o que significa que as suas notas estdo mais
préximas da média. O aluno B tem um valor da mediana das classificagbes mais alto, o que quer

dizer que tem melhores notas a 50% das disciplinas do que o aluno A.

21.

0X89+1X67+2X13+3X7+4Xx4 130

21.1. a)x = =—=0,72
89+67+13+7+4 180
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5
b) $Sx = 3" x?-180%* = 246 -180x0,72> ~ 152,69
i=1
SSx __ 152,69

C)sl=—7~=
) S 179 179

=~ 0,85

d)s, =+ 5.2=+085= 0,92

13+7+4 _
21.2. — = 0,13, ou seja, 13%.
180
22.
221. x =
1X32+2X43+3X5144X34+5X57+6X65+7X74+8X89+9x45+10X31+11X33+12X41+13X31+14X12+15X5+16X2
32+43+51+34+57+65+74+89+45+31+33+41+31+12+5+2
~ 7,07
645
D x? —645%?
2225, = |— ~ 3,51
644
10 X 645
22.3. oo - 64,5,1000 P,y = xg5 = 2
20 X 645 X129 + X 4+4
=129, logo P,y = 222130 =4
100 2 2
40 X 645 X58 + X 6+6
——— =258, logo P,y = 258 _ 259 _ =6
100 2 2
60 X 645 X387 + X 8+8
———— =387, logo Py, = —2L—388 _ =
100 2 2
80 X 645 X516 + X 10 + 10
——— =516, logo P, = 216 _ “S17 =1
100 2 2
23.
23.1.
Altura Nimero de arvores
[1,0; 1,4] 14
[1.4;1,8] 9
[1,8; 2,2 13
[2,2; 2,6] 8
[2,6; 3,0 1
[3.0; 3,4[ 5
23.2.
N.° de
arvores

I S l

1 14 1,8 22 26 30 3,4 Alua
(em metros)
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23.3. Apoal = 14+ 9+ 13 +8+1+5=750

10 X 50 N
Como 0 < < 14 entdo P, € [1; 1,4

14(p D 10 X 50 X 0,4 P 1 2 P 8
D)= —l=—0 =—
10 100 10 14 07y

Logo, P,, = 1,14.

20X 5 N
Como 0 < < 14, entdo P,y € [1; 1,4[.

14(P D 20 x50 X 0,4 P 1 2 p 9
)= 1== & —=
20 100 20 7 20 =5

Logo, P,, = 1,29.

50 X 50
Como14+9 < <14 +9+ 13, entdo P, € [1,8;2,2[.

50%x50%0,4
14 % 0,4 +9x 0,4+ 13(Ps, — 1,8) = 00 13(Ps, — 1,8) =10 —9,2
P, 1,8 : P, 121
S - = =—
0T T es 0T 65
Logo, P5, = 1,86.
75 X 50 .
Como14+9+13< <14 +9 + 13 + 8, entdo P,5 € [2,2;2,6].
75 x50 X 0,4
14 % 0,4+9%x0,4+13x0,4+8(P;5—2,2) = T 8(P;s —2,2) =15 — 14,4
P. 2,2 P. 2
o —-22=—05 =—
75 75 40
Logo, P, ~ 2,28.
23.4. 1,65 € [1,8;2,2]
k X 50 X 0,4 k
04%x14+4+9(165—-18)=—""785==— © k =39,25
100 5
Logo, 1,65 pertence ao percentil de ordem 39.
Testes de avaliacao
Testen.®1
Paginas 35 a 37
Grupo |
1. p: proposicao falsa q: proposicao falsa

Traduzindo a afirmagao da opgéo A para linguagem simbdlica, obtém-se ~p v g, que é uma proposi¢éo
verdadeira, uma vez que € a disjungdo entre uma proposi¢céo verdadeira (~p) e uma proposicao falsa (q).
Logo, a opcao correta € a A. Relativamente as restantes opgdes: na opgéo B obtém-se p A g, que € uma
proposicao falsa, por se tratar da conjungdo de duas proposi¢des falsas; na op¢éo C obtém-se ~p = gq,
gue é uma proposicao falsa, uma vez que se trata de uma implicagdo em que o antecedente é verdadeiro
e 0 consequente é falso; na opgdo D obtém-se p < ~ ¢, que € uma proposicéo falsa, uma vez que é
uma equivaléncia entre uma proposicéo falsa e uma proposicéao verdadeira.

(Opcéo A)
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2. ~[~@A~ V=9l
e~[~@r~plr~{@=q
e @A~NPpA~q
SpA~Qq
Assim, para que a proposi¢do dada seja verdadeira, p tem de ser verdadeira e ~ g também
tem de ser verdadeira, o que significa que q tem de ser falsa.
(Opcéo C)

3. Tem-se que Vx € R,x? > 0 e, portanto, Vx € R,x? + 1 > 0. Assim, a proposicao | é verdadeira
e a proposicgao Il é falsa.
x*-1=0ox=1vx=-1
Logo, se x € [-1,1], x2 —1 < 0. Tem-se entdo que a proposi¢édo Il é falsa e a proposicdo IV é
verdadeira.
(Opcéo B)

4. A={1,2,3,4} B ={3,4,56} € =1{2,3,67}
AU(BUC) ={1,2,3,4}U{3,4,56}U{2,3,6,7} = {1,2,3,4,5,6,7}
(AnB)uC=({1,2,3,4U{3,4,56)U{2,3,67)} = {2,3}U{2,3,6,7} = {2,3,4,6,7}
(AUuB)NC =({1,2,3,4}U{3,4,56)) N {2,3,6,7} = {1,2,3,4,5,6} N {2,3,6,7} = {2,3,6}
(ANB)NC=1{1,2,3,4n{3,4,56}n{2,3,6,7} = {3}

(Opgao C)
3 1321
vab3Va?b  azbza3b3 1 2_1b§ 15 1p1 b
3 = 1 &5 =Qq2 3 6pP2 3 6 = = a
vab5 a6be
(Opcéo D)
Grupo Il
1. p: “O Pedro visitou Paris.” q: “O Pedro visitou Londres.”  r: “O Pedro visitou Madrid.”

1.1. “O Pedro nao visitou Paris nem Londres nem Madrid.”: ~p A ~q A ~r

1.2. p = (q A~ r):“Se o Pedro visitou Paris, entdo visitou Londres e ndo visitou Madrid.”

1.3. Para que a proposicéo (p = ~q) V (p A1) seja falsa, entdo a proposi¢cdo p = ~q tem de ser falsa e
a proposicado p Ar também tem de ser falsa. Ora, para que p = ~q seja falsa, p tem de ser
verdadeira e ~q tem de ser falsa. Mas, se ~q é falsa, entdo q € verdadeira. Se p é verdadeira,
entdo, para que p A r seja falsa, r tem de ser falsa.

Assim, p € uma proposicao verdadeira, g € uma proposi¢do verdadeira e r € uma proposicao falsa.

Logo, o Pedro visitou Paris e Londres.

2.
Plq|~q|p=>~q | p=>q|pV(p=>q | p=>~q=>[pV(p=>49)]
VIV]F F v v v
VIF| V v F v v
FIV[F v v v V
FIF] Vv v v v v

Logo, (p = ~q) = [pV (p = q)] € uma tautologia.
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3. p(x):x2—-1=0
g(x):x?*—x+1<0
r(x):|x] =0

3.1.

Calculo auxiliar
x>—-1=0ex=-1vx=1

Logo, p(x) é uma condigdo possivel mas néo universal.

Calculo auxiliar

1+v1-4 1+v-3
S X =
2 2 +

x2—x+1=0&ex=

Equacéo impossivel em R.

v

Assim, x> —x +1>0,vx € R.

Logo, q(x) € uma condicao impossivel.
|x] = 0,vx € R, logo, r(x) é uma condi¢do possivel e universal.

3.2. Por exemplo, em ]2, 3[, a condig&o p(x) é impossivel.
3.3.

3.3.1. A proposicdo é verdadeira, porque x?—1 =0 x=1Vx = —1.
Logo, Vx € {—-1,1}, x2—1=0.

3.3.2. A proposicdo é verdadeira, porque se x = 1, entdo x> — 1 = 0.
Logo,3x E N:x2—1=0.

4 A={xeR-1<x<4}=]-14] Calculo auxiliar
B={xeN:2x—2>0}=1{23,4, 5,..} r—2>002x>20x>1

C= {x € R:ix > 1} = [4,+ oo
41. AnB=]-1,41n{2,3,4,..} = {2,3,4}

42. AUC=]-1,4]U[4,+o[ =]-1, 4]

43. AnB=1-1,4] n{2,3,45,..3=1-14In{1} = {1}

4.4. B\C ={2,3,4, 5,..} \ [4, +oo[ = {2,3}

5. “Se p € um nimero primo, entdo p € igual a 2 ou p € um ndamero impar.”
Sejam a, b e ¢ as proposi¢oes:
a: “p € um ndmero primo.” b:"p éiguala?2.” ¢:"p € um nimero impar.”
Entéo, a proposicao dada pode representar-se simbolicamente por: ~(a => bV c))
5.1. A negacéo da proposicao dada pode representar-se simbolicamente por:
~ (a=> (ch))ﬁaA~ (bve)ean~bAa~c
Logo, a negagao desta proposigao é: “p € um niimero primo e p é diferente de 2 e p € um nimero
par”.
5.2. A contrarreciproca da proposi¢éo dada pode representar-se simbolicamente por:
~bve)>~as (~bA~c)>~a
Logo, a contrarreciproca da proposi¢édo dada é: “Se p é diferente de 2 e p € um namero par, entdo

p ndo € um numero primo” .
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6. VZx—VZ=3x+V3 & VZx —VIr =V3+VZ & (V- VE)x =V3 +2
VB2 VB2 V243
TVZvE T V23 V2

V64+3+2+V6 2645
"Ton OFTTo

S X

S X

ox=-5-2/6
C.S.={-5-2V6}
7. Os triangulos [ADB] e [ABC] s&o semelhantes porque ADB = ABC = 90° e DAB = CAB, por
se tratar de um angulo comum aos dois tringulos.

Entéo:

% = 2:5«:»@:%@;52 =2V2x7V2 & x* =28

Logo, x = V28 = 2/7 = 4B.

Usando o Teorema de Pitagoras:

AC? =BC* +4B? & (7v2)" = BC? + (2V7)’ © BC? = 98— 28 © BC* = 70

Assim, BC = V70 cm e AB = 2v/7 cm.

Testen.°2

Paginas 40 a 42

Grupo |

1. p: proposicao verdadeira
q: proposicao falsa
r: proposicéo verdadeira
Na opcdo A, g = r é uma proposi¢do verdadeira, logo p = (¢ = r) é uma proposicao
verdadeira.
Na opcgéo B, p Ar é uma proposi¢éo verdadeira e g € uma proposicéo falsa, logo (p A7) = ¢q
€ uma proposicéo falsa.
Na opgdo C, ~p € uma proposi¢do falsa e ~q € uma proposicao verdadeira, pelo que
~p V ~q € uma proposicao verdadeira.
Na opcao D, ~p é uma proposicao falsa e » € uma proposi¢éo verdadeira, logo (~p) = r é
uma proposi¢ao verdadeira.
(Opcao B)

2. A negacdo da proposi¢do “o Nuno estuda Matematica todos os dias” é “ha pelo menos um

dia em que o Nuno néo estuda Matematica”.

(Opgéo D)
s (F-5) () () -1 T N

=(F-D G- () 555

(Opgao A)
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-3.2\71 -1,-133,.-2
(Zab ¢ ) — 2 "a "bc — 1 a~1+2p3-2,-2+3 — 1 abc = abc
a~2p2c¢3 a~2p2¢3 2 2 2
(Opgao C)
5.
2x3 +ax? +bx +0 x2+2x+2
—2x3 —4x? —4x 2x+a—4
(a — 4)x? +(b—4)x +0
—(a—4)x* +(-2a+8)x —2a+8
(—2a+b+4)x —-2a+8
Para que o resto desta diviséo seja x + 2, entdo:
—2a+b+4=1 —2a+b=-3 —6+b=-3 b=3
{arscz =020 =02
(Opgao C)
Grupo Il

1. p:“V2é um namero racional.”
q: “m € um numero irracional.”
r: “3 € um numero real.”
1.1. A proposicédo p é falsa, a proposi¢ao q € verdadeira e a proposicdo r € verdadeira.
Entdo, a proposicao p A q é falsa, logo ~ (p A q) € uma proposi¢éo verdadeira.
Tem-se também que g V r € uma proposicao verdadeira.
Logo, ~(p Aq) © q Vr é uma equivaléncia entre duas proposicdes verdadeiras, pelo que é uma
proposic¢ao verdadeira.
12, ~[~(~pAQV(~N] S ~~(~pAQA~~TS~DpAqGAT
Em linguagem corrente: “V2 ndo é um ndmero racional e = é um namero irracional e 3 é um

numero real”.
2. p(x):x+2>0 q(x):1—-2x>0
1
2L EmR:p(x) A qglx) & x+2>0A1—2x>0(:)x>—2Ax<;@x€]—2,%[

Assim, 3x € R: p(x) A q(x) é uma proposicao verdadeira.
22, ~Ax eRip()Aq(x)) @ VX ER ~p(x)V~qg(x) @ VXERx+2<0Vv1—-2x<0
23. x+2>0o x> -2,peloque P =]-2,+oo][.

1 1
1—2x>0<=x<2, pelo que Q —]—oo,;[.

Logo, P\ Q =1-2,+0oo[ \ ]—oo,%[ = E,+oo[

3 (V)7 +(3) + (V) +(V3) + (V3 = T+ %+1+«§+3
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4.
4.1. AB=raio=r AC = 3r
Pelo Teorema de Pitagoras:
AC? = CB? + AB? & (3r)? = CB? + r?
© CB? = 9r? — r?
© CB? = 8r?
Logo, CB = V8rZ = 2/2r.
4.2. Sejam o "cilindro 1" o cilindro representado na figura e o “cilindro 2” o cilindro referido no enunciado.
Acilindro1 = 2 X Apase + Alateral = 2 X T X AB? + Pyqe X altura
=2 X% (nr?) + 2nr) x (2v2r)
= 2nr? + 4\2mr?
= (24 4V2)mr?
Adilindro2 = 2 X Apase + Atateral = 2 X (w(2r)2) + (21 x 21) x (V2r)
= 8mr? + 4+/2mr?
= (8 + 4v2)nr?
(2+4V2)nr?  2+4V2  8-4y2

Razéo = = X
(8+4V2)nr2  8+4V2  8-4V2

16—8v2+32/2-16x%2
64—16X2

—16+24V2
32

—-2+3v2
4
13
=—=-+-2
2 4Vr

5. A(x) = 2x3—8x%+3x + 13
Bx)=x+1
C(x)=x*>—-x—-6

51. Bx)=0ex+1=0ox=-1
AFD) =2x (-1 -8x(-1)2+3x(-1)+13=-2-8-3+13=0
Logo, A(x) é divisivel por B(x).

5.2.
2x3 —8x? +3x +13 | x2—x—6
—2x3 +2x? +12x 2x — 6
—6x? +15x +13
6x2 —6x -36
9x —23

Q(x) =2x—6e R(x) =9x—23
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6. P(x)=x"—4x3+2x?>+3x—-2
6.1 P(1)=1°—4x13+2x12+3x1-2=1-4+2+3-2=0

10 -4 2 3 -2
1 1 1 -3 -1 2
1 1 3 -1 20
1 1 2 -1 -2
1 2 -1 —2[0
1 1 3 2
1 3 20
1] 1 a4
1 4] 6

Assim, 1 é um zero de P(x) de multiplicidade 3.
6.2. P(x)=x>—4x3+2x?+3x—2=(x—1)3(x? + 3x + 2), de acordo com a alinea 6.1.

—3+v9-8 -3+1

x>’+3x+2=0x= (:)x:T@x=—2Vx=—1

Logo, P(x) = (x —1)3(x?+3x+2) = (x — 1)3(x + 2)(x + 1).
6.3. Px)=2x’—-20x5—4x3+2x?+3x—2>x5-2 —4x3+2x2+3x >0
S x(—4x>+2x+3)=0
—2%VA+48 _ _24V52

—4x2+2x+3=0ox=
X X X _3 X 3
1 13 1 13
eSx="—"Vx="4+""
4 4 4 4
Logo:
1 V13 1 V13
x(—4x*+2x+3)=20e —x(4x*-2x-3)=20 —x|(x——+—]||x————| =0
4 4 4 4
x —o0 1 13 1+\/ﬁ +o0
4 4 4 4
—x + + + 0 - - -
1 13 — 0 + + + + +
it
1 Vi3 = = - |- = 0 +
*T1T
x(—4x* +2x +3) + 0 — 0 + 0 -
CS. = |-t =Ly oL+
4 4 4 4
Testen.°3
Paginas 45 a 47
Grupo |

1. Px)=D(x)XQx)+R(x)=(x?—1)x (x?+2x+4)+6x+9
=xt+2x3+4x? —x>—-2x—4+6x+9
=x*+2x3+3x2+4x+5

(Opgéo A)
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2. x—2=0ox=2
P =0022+22-(K+D)x2-k=0o8+4-2k*-2—k=
o —2k?—k+10=0

1+v1+80
Sk=—7"
-4
ok=—ok=2Vk=--

(Opcéo D)
3. a? =27,logo a = ¥27 = 33, pelo que 2a = 6v/3.
b? = 8, logo b = V8 = 2v/2, pelo que 2b = 4+/2.
Assim, sendo d a medida da diagonal do retangulo que circunscreve a elipse:
d? = (6v3)’ + (4v2)’ © d?> =36 X3+ 16 x 2 & d? = 140

Logo, d = V140 = 2+/35.
(Opgéo B)

4. As opgOes A e D sdo excluidas porque nédo se verifica, por exemplo, a condicdo 1 < x < 2.
A opgédo C é excluida porque ndo se nao se verifica, por exemplo, a condigcéo y < x.
(Opcéo B)

1
5. Um vetor diretor da reta r é (—1,1), pelo que o declive desta reta é — = —1.

2—(a-3) 2-a+3
-1-2 -3

a—-5
O declive da reta AB é T

Para que as retas r e AB sejam paralelas os seus declives tém de ser iguais:

a-5
T=—1@a—5=—3@a=2
(Opcéo D)

Grupo Il

1. P(x)=x*+x3—kx?—2x+k
11. x+2=0 ©x=-2
P(=2) =0 (=2)* + (=2)% —k X (=2)2 =2 X (=2) + k = 0
©16-8—-4k+4+k=012-3k=05k=4
1.2. P(x) =x*+x3—x?2—2x+1
x+2=0x=-2
1 1 -1 -2 1

-2 -2 2 -2 8
1 -1 1 -4] 9
Qx)=x3—x*+x—4 R=9

1.3. P(x) =x*+x3—2x
Py<0oext*+x}-2x<0ox(x3+x2-2)<0
1 1 0 -2
1 2 2
|1 2 2]o0

Logo, x(x3 +x2 —2) <0 e x(x — 1) (x?+ 2x +2) < 0.

1
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Célculo auxiliar
) —-2+v4-8
x+2x+2=0@x=f +
Equacéo impossivel em R. >
Logo:
x —0 0 1 +oo
x — 0 + + +
x—1 - - - 0 +
x% +2x + 2 + + + + +
(x =12 +2x+2) + 0 - 0 +
C.S.=1]0,1[

21 x2+y?—6x—4y+9=0ox?—-6x+9+y’—4y+4=0 (x—-3)2+(y—-2)=4
O centro da circunferéncia tem coordenadas (3, 2) e o raio é 2 (= V4).
2.2. B(1,0) D(5,4)

4-0
O declive da reta BD é PP 1. Assim, a reta BD é da forma y = x + b.

Como B pertence areta BD,tem-se 0 =1+b < b =—1.Logo, BD:y =x — 1.
2.3. (x—3)?+ (y — 2)? = 4 é uma equacio da circunferéncia.
Intersetando a circunferéncia com a reta BD, cuja equagéo reduzida é y = x — 1, tem-se:
x=3P+x-1-2)=4o x-3)+(x-3)?2=4
©2(x—-3)2=4 (x—-3)%=2
©x—3=2vx—-3=—-/2
ox=34+V2 vx=3-+2
Sex =3++2,entdoy =3 ++/2 — 1 =2 ++/2. Obtém-se as coordenadas do ponto F.
Se x =3 —+/2, entdio y = 3—+2 — 1 = 2 — /2. As coordenadas do segundo ponto de interse¢éo
da circunferéncia com a reta BD s&o (3 — 2,2 —v2).
2.4. A éareadocirculo é w x 22 = 47. A area do quadrado [BCDE] é 4 X 4 = 16.

Entdo, a diferenca entre ambas as areas € 16 — 4m. Logo, a area sombreada é:

16—-41m Y
2 +7=4—7T+2T[=4+T[U.a.

25, (x—=3)2+(@—-22<4Ay<x—-1DV((x—-3)2+(@r—-2)2=4AN1<x<3A2<y<4)

3.
31. AB=B-A=(2,-1)—-(-12) = (3,-3) #(2,-2)
3 -3 — _
Uma vez que E = —2 entao os vetores AB e i sdo colineares.

32, (x+1)2+(y—-2=x—-2)2+(y+1)?
©x?+2x+1+y*—4y+4=x>—4x+4+y*+2y+1
& —6y = —6x

ey=x
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Como o declive da mediatriz de AB é 1, entdo um seu vetor diretor é, por exemplo, (1,1). Uma vez
que a mediatriz de AB é a bissetriz dos quadrantes impares, entdo contém a origem do referencial.

Assim, uma equagao vetorial da mediatriz de 4B é: (x,y) = (0,0) + k(1,1),k € R

3.3. 0B + % 7= (2-1)-(00) + % 2,-2)=2,-D+(1-1)=(3,-2)

|08 +32|| = 16, -2l =37+ (—2)? = Vo +4=T3
O lugar geométrico dos pontos cuja distancia ao ponto A é inferior a ”ﬁ + iﬂ” é entdo definido
por (x + 1)2 + (y — 2)? < 13.
3.4. AB = |[AB|| = II3,-3)ll = /32 + (-3)2 =19+ 9 = VI8 = 3v2
C(x,y).Como AC = BC, entdo C € um ponto da mediatriz de AB cuja equagio reduzida € y = x.

Assim, C(x,y). Por outro lado:

AC=3V2e /(x+1)2+(*x—-2)2=V18 © (x + 1>+ (x —2)> =18
ox?+2x+1+x*>—4x+4=18
©2x?—-2x—-13=0

2+\/4+104
Sx=—"T"7—"
4
24643
o X =
4

I

+2 o4 2
2 2

Logo, C (E >

4.
4.1.
4.1.1. FO + BO = 0D, por exemplo, ja que:
FO—0D =FO0 +D0 =ED + DO = EO, logo FO + OE = 0D, mas OE = BO.
412. A+OC+FE=A+AB+BC=B+BC=C
4.2. AB +AC + AD + AE + AF = (A0 + OB) + (40 + OC) + (40 + 0D) + (A0 + OE) + (A0 + OF)
=540 + (OB + OE) + (OC + OF) + 0D
=540 +0+ 0+ A0
= 640
Testen.°4
Paginas 50 a 52
Grupo |
1. AM=M—A=(-2,3)—(1,2) = (=3,1)
B=M+A4M = (-2,3) + (=3,1) = (=5,4)
(Opgao C)

2. AB=B—-A=(-21)-(1,2) =(-3,-1)
AB = ||[AB|| = I(=3,- DIl = J(-3)2+ (-1)2 =9+ 1 =10
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=C-A=(-1--12)=(-2-4

— 4€|| = (=2, -4l = (=27 ¥ (=97 = VAT 16 = v20
BC=C-B=(-1-2)-(-21)=(1,-3)

BC = ||BC|| = (1, -3)ll = 12 + (=3)2 = VI +9 =10

Como 4B = BC # AC, entfo o triangulo [ABC] é isOsceles.

al &l

AC? =~/20° = 20
AB? + BC? = 10" + 10 = 10 + 10 = 20 = AC?
Logo, pelo Teorema de Pitagoras, o triangulo [ABC] é retangulo.

(Opcéo B)

3. Seja 0A = OB = 0C = x. Pelo Teorema de Pitagoras:
0A2+0B2 =AB? & x? +x% = (2V6) © 2x2 =4 x 6 & x? = 12
Logo, x =12 = 2v/3. Assim:

1 1 _04Ax0B __ 1 2V3x2V3 4%
V=§><Abasexaltura=§x S X0C=ox————x2 \/_——X—XZ\/_—ZXZ\/_ 43

(Opcéo B)

4. Se a superficie esférica é tangente ao plano de equagdo y = 3, entdo o seuraio é 1+ 3 = 4.
Logo, uma condicao que define a superficie esférica nas condi¢cdes do enunciado é:
(x—=2)2+@+1)?2+2z2=16
(Opcéo A)
5. Uma equacgdo que define o plano BCE é y = 3, uma vez que se trata de um plano paralelo ao
plano x0z e que a aresta do cubo tem comprimento 3.
Assim, a interse¢do da reta r com o plano BCE é:
(x,3,2) = (3,0,3) + k(0,1,0)  (x,3,2) = (3,0,3) + (0, k,0)
< (x,3,z) = (3,k,3)

x =3
S k=3
z=3
Logo, a interse¢do da reta r com o plano BCE é o ponto de coordenadas (3,3, 3), ou seja, 0 ponto E.
(Opcéo C)
Grupo Il

1.

1.1. AB=B —A = (3,0) — (=3,0) = (6,0)
DC=C—-D =(6,8)—(0,8) = (6,0)
Logo,ﬁ=ﬁf.
BC=C—-B=(68)—(3,0)=(38)
AD=D—A=(0,8)—(-3,0)=(3,8)

Logo, AD = BC. Tem-se ent3o qgue [ABCD] é um paralelogramo.
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1.2.

1.3.

1.4.

2.

3.

3.1

A(=3,0) e B(3,0)

Assim, o segmento de reta [AB] pode ser definido por -3 <x <3 Ay =0.
BD=D—-B =(0,8)—(3,0) = (-3,8)

Como % é colinear com BD, entdo %(—3k, 8k), para algum nimero real k.

IZll =1 I(-3k,8k)ll =1 (-3k)?+ (8k)? =1 (-3k)*+ (Bk)* =1
© 9k? 4+ 64k% =1

o 73k =1
1
P k2 [
73
k ! k !
ock=—Vk=—-—
V73 V73
V73 V73
ck=—Vk=—-——
73 73
. N . N 5 V73
Como o sentido de u é contrario ao de BD, entdo k = — ?
N (3\/ﬁ 8\/ﬁ)
Logo, u. |\——,———
73 73

AC=C—-A=(68)—(-3,0) =(98)
IAC|| = 11(9,8) Il = V97 + 8% = V81 + 64 = V145 = a, logo a? = 145.

Como, A(—3,0) e B(3,0) sao os focos da elipse, entdo ¢ = 3, logo c¢? = 9.
Assim, b? = a? — c? = 145 -9 = 136.

2 2

Logo, uma equacao daelipseé¢ —+—=1
9 quag P 145 136

(xX2+y2<16A(x+2)2+y2=24)v(x+3)2+y?<1

P (2,2,0)

Q(0,5,0)
(559

PG=0-P=(050-(20)=(-

1701 = (=3:3.0) | = ()" 3t w02 = [Fro= (S

PR=R-P= (—3,5,3) —(2,2,0) = (=5,3,3)
|IPR|| = 1(=5,3,3) Il =/(=5)2 + 32+ 32 =V25+ 9 + 9 = V43
OR=R—-Q = (—3,5,3) —(0,5,0) = (—3,0,3)

[0l = [(=2.03) || = (-2 +02 432 = o= 20
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Assim:

V61 V61
Pipor) = N +v43 + -

=+/61++/43 u.m.
3.2.

321 F (25 5) G (—2,5, 5)
Logo, FG:y=5Az=5

3.2.2. EFG:z=5

5 5
3.2.3. —ESxSEAOSySS/\OSZSS

3.3.
331 A+FG=A+AD =D

2 - — s — —
3.32. -AB+PR=AP +PR =4R

—_

_—  — — s — 1 - — — —_— —
3.3.3. EH+AB—%FG=EH+HG+EGF=EG+§GF=AC+ Q =40

34. R (—2,5,3)

(200
(x+§)2 +(y—5)?2+(z-3)* =(x+§)2 +y? +z*
2 2
©y2—10y+ 25+ 22— 62+ 9 = y% + 22
< —-10y—-6z+34=0

©5y+3z-17=0

35. PR=R—-P= (—2,5,3) - (gz o) = (=5,3,3)

b (2:50)
xy.2) = (3,5,0) +k(-5,3,3), k € R

3.6. BCG:y =5
Logo, k = 5.
Assim, M(25, 5, —5).
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Testen.°5
Paginas 55 a 57
Grupo |
1. nry=3Az=5
A reta r € paralela ao eixo Ox, logo um seu vetor diretor é (1, 0, 0). O ponto (0, 3, 5) pertence a reta r.
Assim, uma equacdo vetorial da reta r é:
(x,v,z) =(0,3,5) +k(1,0,0),k e R
(Opcéo A)

2. (x—1D?+(@y—-3)24+(z+2)?2<25Ax=4 4 -1+ —-3)2+(z+2)?<25Ax=4
©32+(y—-3)2+(z+2)2<25Ax=4
©9+(y—3)2+(z+2)2<25Ax=4
e (y—-3)2+(z+2)2<16Ax=14

Assim, o raio do circulo que é a intersecdo da esfera referida com o plano de equagédo x =4 €
4 (=+/16). Logo, a area desse circulo ¢ 16.
(Opgao C)

3. fx)=x*+2x+1=(x+1)?
O grafico da funcdo f € uma pardbola com concavidade voltada para cima e cujo vértice tem
coordenadas (—1, 0). Assim, f(x) = 0,Vx € [-2,2].
f(=2)=(—2+1?=(-1D*=1
f@Q=2+1)%*=32=9
Logo, f(x) <9,Vx € [-2,2]. Tem-se entdo que D', = [0,9].
(Opgao A)

4, |x—-5/=23©x—-5=23vx—-5<-3©x=>8vx<2

S x €]-00,2] U [8, 4]
[x—2]|>8ex—-2=28vx—-2<-8©x=>10vx<—6

S x € |—00,—6] U [10, +oo[
[x—3|=>25©x—-3=>5vx—-3<-5&x=>8vx< -2

S x € ]—00,—2] U [8, +00[
[x—8|=22©x-8=2vx—-8<-2x=>10Vvx<6

S x €]—-00,6] U [10, 4]
(Opcéo C)

(Opcéao D)
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Grupo Il
1.

1.1. Como a altura do prisma é 6, tem-se que 4H = (0,0, 6).
D=K+HA=(1,v37)-(0,06) = (1,v3,1)
C=D+DC=(1,v3,1) - (-1,v3,0) = (2,0,1)
B=C+CB=(201-(1v30)=(1,-31)
A=B+BA=(1,-V31)-(20,0) =(-1,-v3,1)

1
12. 4B+ DK = (2,0,0)+%(0,0,6)

=(2,0,0)+(0,0,3) =(2,0,3)

||E+%ﬁ|| =11(2,0,3) || =v22+ 02 + 32 =4+ 9 =13

x=1+k
1.3. BC (1,4/3,0) K(1,¥3,7) ridy =v3+v3k,k €R
z=7
1.4. LIB é o plano mediador do segmento de reta [KH].

K(1,v3,7)
H=A+4H = (-1,—v3,1) +(0,0,6) = (-1,—3,7)

(x—1)2+(y—\/§)2+(z—7)2=(x+1)2+(y+\/§)2+(z—7)2@x+\/§y=0

2.1. Dy = [-2,+o[ D'y ={-2}uU]-1,+oo]

2.2. g tem méaximos relativos 3 e —2, tem minimo relativo —2, ndo tem méaximo absoluto e tem minimo
absoluto —2.

23. fog@)=f(g@)=f(-2)=|-2-2|+3=|-4+3=4+3=7

x—2+3sex—22>0

2.4. f(x)=lx_2|+3={—x+2+35ex—2<0

:{x+1sex22
—x+5sex <2

f(=x)=|-x—-2|+3=|x+2|+3

Ora, f(—x) ndo éigual a f(x), Vx € Dy, por exemplo, f(—=2) = 7 # f(2) = 3, logo, f ndo & par. Por outro

lado, f(—x) néo € igual a —f(x), Vx € Dy, por exemplo, f(—2) = 7 # —f(2) = —3, logo, f n&o € impar.
26. h(x)=—f(x+2)=—=((x+2-2|+3)=—|x] -3

Entdo, o gréafico de h obtém-se do grafico de f através de uma reflexdo em relagdo ao eixo Oy, seguida

de uma translacgéo associada ao vetor (0, —3). Assim, D;, = ]—o0, —3] e h ndo tem zeros.

3. f=gx)ex—1=+x-1
>x-1D)*=x-1
ox?-2x+1=x-1
©x?2—-3x+2=0

3+v9-8

2

S x =
oSx=2vx=1
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Verificagao:

Se x=2,entdo 2—1=+2—-1 1=+/1, que é uma proposicédo verdadeira, logo 2 é solugéo da
equacéao.

Sex=1,entdo 1-1=+/1—-1 ¢« 0=+0, que é uma proposicéo verdadeira, logo 1 é solugéo da
equacao.

Como f(2)=2-1=1, entdo, A(2,f(2)) = (2,1) e B(4,1). Uma vez que g(4) =+4—1=+/3,
tem-se que C(4,9(4)) = (4,V3).

Como f(x) =V3 e x—1=+v3 & x=1++3,logo D(1 +3,V3).

(@B+DOXBE _ ((4-2)+(4-1-V3))x(V3-1) _ (243-vE)x(v3-1) _ (5-v3)x(¥3-1)

Assim, Ajspcp) =

2 2 2 2
5vV3-5-3+v3 6V3-8
= V3 V3 = V3 =3V3-4ua
2 2

Testen.°6

Paginas 60 a 62

Grupo |

1.

—o0 a b c +00

Funcéo f + 0 — 0 + 0 —
Opgéo A + 0 — 0 + 0 -
Opgéo B - 0 + 0 — 0 +
Opgéo C - 0 + 0 + 0 -
Opgéo D + 0 — 0 — 0 +
(Opgao A)

2. Comecemos por determinar a expressédo analitica da funcéo inversa de g.
y-3
2x+3=y<:>2x=y—3<:)x=7

x-3
2

e =571 (2) =1 (- =) s2x (- 1231

(Fog @ =@ =7 (Z2) =@ =02 +2x0+2=2

g7\ (x) =

fegHM)=f@ ') =f (%)zf( D=(-1)24+2x(-1)+2=1%0

-3
2

(FogD =g ) = f (F52) = -2 = (22 +2x (- +2=2%1

(Opgéo B)

=1 =1 =1

1000 1000 1000 1000 1000
3. Z(2|+3) 2£Z|+15kj©2(2|+23 22|+30kj<:>3000 30k < k =100

(Opgéo B)
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7
4, zdizo ©0-3+2+1+3+2+d,=05+d,=0od,=-5
i=1

S5, =0+9+4+1+9+4+25=052

(Opcéo D)
5. f=750 Sx = 3I2
7 = 1,013 x 750 + 120 = 879,75 s, = 1,013 x 3,2 = 3,2416
(Opcéo D)
Grupo Il
1.
11. f2Q)=0o2*2-2a+b=0cb=2a—4
f2)=0 4—2a+b=0 b=2a—4 - b=2x(-2)—4
{f(—1)=—9‘:’{1+a+b=—9‘:’{a+2a—4=—9—1‘:’{a=—2‘:’{ -
@{b=—8
a=-2

1.2. f(x)=x*—-2x+3
f(=x)—4<gB)e (—x)?>—-2(—x)+3-4<2[3-1|-1x?+2x+3-4<2x2-1
©x?+2x—-4<0

Calculo auxiliar

—2+V4+16  —2+2V5 + +
2 ex= 2 145 L5 x

ox=-1-V5vx=—-1++5

X*>+2x—4=0x=

C.S.=|-1-+5-1+5]
13. h(x) =-2g(x)+1=-2Q|x—-1|-1D)+1 =—4|x—1|+2+1=—-4|x—-1|+3

Assim, Dy, = ]—oo,3].

3 3 3 7 1

h(x) =0 —4|x—1|+3=0ex—-1l=—ox—-1=-Vx—-1=—-—Sx=—-Vx=—

4 4 4 4 4
1 7
Zeros: —e —
4 4

2.

9 105
2.1. ke]——,—
8 8

2.2. Umavez que —3, 1 e 2 sdo zeros de f, entdo f(x) = a(x +3)(x — 1)(x — 2).
O ponto B pertence ao grafico de f, logo:
fO=6oax3x(-1)x(-2)=66a=6a=1
Assim, f(x) = (x+3)x-Dx—-2)=x*+2x—3)(x—2) =x>—T7x + 6.
Se o gréfico de g é uma reta paralela a bissetriz dos quadrantes pares, entdo o seu declive é —1 e
se 0 ponto B pertence ao gréfico de g, entdo g(0) = 6, pelo que g(x) = —x + 6.

23. f) z2gx)ex®*-7x+6=>2—x+6ox —-6x=>20x(x2-6)=0

Calculo auxiliar
x2-6=0= x=V6vx=—-V6
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X — -6 0 V6 +00
x - - - 0 + + +
x> -6 + 0 - - - 0 +
x(x? — 6) - 0 + 0 — 0 ¥
Logo, C.S. = [-V6,0] U [V6,+oo].
3.
0x16+1x33+2%X26+3%x13+4X9+5%x3 175
31 k= =—=1,75
16 +33+26+13+9+3 100
6
SS, =Y (% —X)*n,
i=1
=(0-175)?x16+ (1—-1,75)2 %33+ (2—-1,75)2 %26+ (3—1,75)? x 13 + (4 — 1,75)2 x 9
+(5-1,75)>x 3
= 166,75
\/ssx \/166 75
X10+x 0+0
32 P=—2—H ="
2 2
X40+X 1+1
P40 _ 40 41 — -1
2
XggotXx 4+4
Py = 2207 Ty
2 2
X75+X76 2+3
3.3. P75—T = T=2,5<3.Logo, 13 +9 + 3 = 25 alunos.

4.88, =3 (yi-y) =2 %' -1y’
i=1 i=1
n

=2 (ax +h)* —n(ax +h)*

N
AN

> ((@x)* + 2a ) +h* —n((ax)” + 2axh + 1) - n((ax)2+2am+h2)

I
HM=

= aZfo +2athi +Zh2 —n(ax)” —n2axh —nh?
i1 i =

>x
= aZZX +2ahn-+=— + nh? —na®x? — 2naxh —nh?
= n

_azzx + 2ahnX —na?x? — 2naxh
i=1

=a’ [Z X7 - nizj: a’ss,
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Teste Global n.°1

Paginas 65 a 67

Grupo |

1. Uma vez que a proposicao p = q € falsa, entdo a proposigdo p é verdadeira e a proposicao q é falsa.
Assim, na opgdo A, a proposicdo p A q € falsa, por se tratar da conjuncdo entre uma proposicao
verdadeira e uma proposicao falsa; na opgdo B, a proposigdo ~pV q € falsa, por se tratar da
disjungédo entre duas proposi¢cdes falsas; na opgao C, p = (q V ~p) € uma proposicéo falsa, uma vez
gue p é verdadeira e q vV ~p € falsa, por se tratar da disjuncdo entre duas proposicdes falsas; na
opcao D, ~p = q é verdadeira, uma vez que ~p é falsa e g é falsa.
(Opcéo D)

2.x—1=0ex=1

P)=0e2x134+ax1?+2x1+b=02+a+2+b=0a=—-4—-b

1
2x+1=0<:>x=—5

1 1\3 1\2 1 1 a
P(——)=0<:>2><(——) +a><(——) +2x(——)+b=0<:)——+——1+b=
2 2 2 2 4 4
©—-1+a—-4+4b=0-5+(—4—-b)+4b=0
©-943b=0<b=3
Logo,a =—-4—-3=-7.
(Opgéo A)

3.0P=P-0=(23)
0| = 11(2,3)Il = V22 + 32 = V& + 9 = V13 Logo, o raio da circunferéncia menor é v13.
00=0-0=(34)

0]l = 1(3,4) Il = V3% +42 =9 + 16 = V25 = 5 Logo, o raio da circunferéncia maior é 5.
PG=0-P=(G4-23) =11

N 1
PQ é um vetor diretor da reta PQ. Assim, o declive desta reta é 1= 1.

Como P pertence areta PQ,entdo3 = 1x2 +b o b =1.
Logo, a equagao reduzida dareta PQ é y = x + 1.
Assim, uma condicdo que define a regido a sombreado é:
x24+y2 > 13Ax2+y2<25A((y<x+1Ay=0)V(y=x+1Ay<0)
(Opgao A)

4\ x—1=x—-2>x—-1=(x—-2)
ox—1=x*>—4x+4

©x?—-5x+5=0

54+/25-20
X ="
2
545
S X = >
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5, V5
Verificagdo: Sex =— + EL entdo:

2
5 5 3+
ENECPIEI L AP /
2 2 2 2

N V5 _ 1++/5
2 2
v6+2vV5  1+4/5
o =
2 2
s 6+2v5 = (1+5)"

Ambos os membros sio positivos

©6+2/5=1+2V5+5
© 6+ 2v5 = 6 + 2v/5, que é uma proposicéo verdadeira.

5, V5, . .
Logo, > + - é solucao da equacéo.

5 V5
Se x = — — —, entéo:
2 2

5 5 ,3—\/3 1—/5 Vv6-2/5 1-+/5
;_ﬁ_ =E———2(:) 5 = L—t = > eV6—-2/5=1-+5

2 2 2 2

5 5

Mas v 6 — 25 é positivo e 1 —+/5 é negativo, logo esta igualdade é falsa e, portanto, P nao é
solucdo da equacéo.

(Opcéo C)

1000 1000 1000
5. Na opgéo A, ziz —0?%+ ziz = ziZ , logo trata-se de uma proposic¢éo verdadeira.

i=1 i=1 i=1

Na opc¢éo B, wzoi)iz =12+ 22 +...+1000° # (1+ 2 +...+1000)>2 :(mfpj, logo trata-se de uma proposicéo falsa.

i=1 i=1

1000 1000
Na opgéo C, %' (3i) = (3x1) +(3x2) +...+(3x1000) = 3x (1+ 2+...+1000) = 3D i , logo trata-se de uma
i=1 i=1

proposicao verdadeira.

- 1000
Naop¢ao D, %" (3+i) = (3+1) + (3+2) +...+ (3+1000) = (3+3+...+3) + (1+2 +...+1000)
i=1 1000vezes

=3000+10205)i , logo trata-se de uma proposicéo verdadeira.
i=1

(Opgéo B)
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Grupo Il

1.

1.1. p(x)Aqx)
p(x):x2—4<0

Calculo auxiliar
x2—4=0ox=2Vx=-2

Logo, x € [-2,2].

5
q(x):3|x+1|—2§3<:>3|x+1|S5®|x+1IS§

5 5
Sx+1<-Ax+1=>—-
3 3

2 8
Sx<-Ax=-=
3 3
L el-2 3]
0go, x 33
. 8 2 8 2
assim, p() nq() = xe 2210 [-2,%| e ve[-2 7]

1.2, ~pX)Vr(x) ©x2—-4>0vx3+3x2+2x<0
x2—4>0 x €]—00,—2[U]2,+0o[
X +3x2+2x <0 x(x?+3x+2) <0

Célculo auxiliar
—-3+v9-8
x2+3x+2=0(:>x=T<:>x=—1Vx=—2
x —00 -2 -1 0 400
x - = = = 0
x?+3x+2 + 0 - 0 +
x(x? 4+ 3x + 2) — 0 + 0 0
Logo, x € ]—o0,—2] U [—1,0].
Assim, ~p(x) Vr(x) © x € |-, -2] U [—1,0] U ]2, +ool.
) {Bx —2V3y =43 {3x —2V3(5-3V3x) =43
' 3V3x +y=5 y =5—33x
o {3x —10V3+18x =43 {21x =143
2v3
fomtat x==
o S
=5-3V3x 23—‘5
_ 2 _23
S T3 {x T3
y=5— y=-1
2V3
cs={(5%-1)}
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3.
31. AB=B—-A4=(3,-1)-(2,0) = (1,-1)
c(~1,3)
Logo, uma equagéo vetorial da reta que contém o ponto C e é paralela a AB é:
(x,y) =(-1,3)+k(1,-1),keR
3.2. BC—AC =BC + CA = BA = —4B = (—1,1), de acordo com a alinea anterior.
|BC —4C| = 1=, DIl = /(-2 + 12 =vVI+ 1 =2
Assim, o conjunto dos pontos do plano cuja distancia ao ponto A & inferior ou igual a ||BC — AC|| é
o circulo de centro em A e raio ||BC — AC||, que é definido pela condig&o (x — 2)* + y* < 2.

3.3. A(2,0) e A'(—2,0) sdo os focos da elipse, logo ¢ = 2.Como o eixo maior é 8, entédo
x2 2

a =4, Assim, b = a? — ¢? = 16 — 4 = 12. Logo, a equacgdo da elipse é e + 31]—2 =1.

4. 0(0,0,0) é um dos vértices do prisma. De acordo com o enunciado, B(0,5,0).Segundo o Teorema de
Pitagoras:
OB? = 0A* + AB? © 52 = 0A?> + (DA + 1)? © 25 = 0A?> + 0A* + 204 + 1
© 2042 +20A-24=004A*+0A—-12=0

. —1+v1+48 _ —
@OAZf@OAZ—LI-VOA:&

Logo, OA =3 e AB = 04 + 1 = 4. O volume do prisma é 60, ou seja:
OAxAB

— 3x4 __ — -
XOE=60=)T><OE=604:)60E=60=)0E=10

Assim, E£(0,0,10) e D(0, 5, 10). Seja A(X, y,0),com X>0e y>0.

0A=4ABA=3 . /(x-02+(y—-02+(0-02=4A/(x—-02+(r—-52+(0-0)2=3
ox?+y?=16Ax2+(y—5)?=9
©x2=16—y>A16—y?+y?>—10y+25=9
o x2=16—y?A—10y = -32

162 16
o xt=16— = ANy =—

5
144 16
oxl=—Ay=—
25 5
~ 12 12 1 12 16
Como X >0, entéo x = e Logo, A (?,?,0) eC (?,?, 10).

5.
51 fkx)=0e—-|[x-3|+2=0o|x-3|=2o©x—-3=2Vx—-3=-2x=5Vvx=1
Assim, a abcissa do ponto A é 1 e a abcissa do ponto C € 5, pelo que a abcissa do ponto B é 3 e,
portanto, a abcissa de P varia entre 1 e 3. Logo, D, = ]1,3[.
f(3) =2,logo D'y, =10,2].
Daqui também se conclui que SR = (3 —x) X 2 = 6 — 2x.

—(x—3)+2sex—3=0 _{—x+55ex23

f(x)z_lx_3|+2={—(—x+3)+25ex—3<0_ x—1sex<3

Donde, as coordenadas de P s&o (x,x — 1).Logo, PS = x — 1.
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Tem-se entdo:
g(x) =SRXPS=(6-2x) X (x—1) = 6x—6—2x>+ 2x
=-2x*+8x—6
5.2, h(x) =0 —2f(x) +1=0 & —2(—|x—3|+2)+1=02[x—3|—4+1=0

3
o lx-3==
2
3 3
©Sx—3=-Vx—-3=-<=
2 2
9 3
Sx=-"Vx ==
2 2
6.
10 X 60 Xg + X7 31,35 + 31,55
6.1. =6, logo, P, = = = 31,45.
100 2 2
25 X 60 X15 +X16 33,22 + 33,28
= 15, logo, P,s = = = 33,25.
100 2 2
90 X 60 Xs54 + X55 35,93 + 35,93
= 54, logo, Py, = = = 35,93.
100 2 2

6.2. x5, = 35,25

Logo, sendo k a ordem do percentil que se procura, tem-se que:

35<60k<36 58 <k <60
— =
100

Assim, 35,25 pertence a Ps.
X309 + X31 34,52 + 34,58

= 30logo P, = = = 34,55.
g0 5 > 2

6.3. Comecando por determinar Ps,, tem-se

6.4. Este valor ndo se encontra entre os dados, mas pode ser enquadrado da seguinte forma:
34,52 < 34,55 < 34,58
Logo, o atleta com o tempo mais baixo de entre os que tém os tempos 50% mais altos obteve o
tempo 34,52.

Teste Global n.° 2
Paginas 70 a 72
Grupo |
1. A opcédo A é verdadeira, uma vez que qualquer nimero real € maior que zero ou menor que 1.
A opcao B é verdadeira:
[x—1l<loeox—-1<1Ax—-1>-19x<2Ax>0x€]0,2]
logo, uma vez que 1 € ]0,2[ e 1 € um ndmero natural, entéo existe um nimero natural que é solucéo
da inequacao.
A opgdo C é falsa, jA que existe um elemento de Z{ que ndo verifica a desigualdade,
nomeadamente, o elemento 0 (zero).
Aopgdo D éverdadeira: x3+1=0ox*=-1ox=-1e—-1€R.
(Opcéo C)
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2. xV3(x—2)+3V3=6(x—1) ©/3x2 —2V/3x+3V3=6x—6
o V3x2—2V3x+3V/3—-6x+6=0
& V3x2+ (-2V3-6)x+(3V3+6)=0

2J§+6iJ(—2J§—6)2—4v§(3J§+6)

S X
2v3
2v/3+6+/12+24v/3+36-36—243
S X =
243
2V3+6+12
X =——"7"
2v3
2V34+6+2V3 2v3+6-23
S X = VX =
2V3 2v3
4/3+6 3 6 3
o X = X—=Vx=—"—""7=X—=
2V3 V3 237 V3
1246V3 6V3
X = Vx=—"

©x=2+V3vx=+3
C.S.={v3,2+ 3}
(Opgéo A)

3. () y = 2x+ 3: o declive dareta é 2.

3
(IN2y+4x=3©2y=—4x+3y= —2x+5: o declive da reta é —2.

4
an (x,y) = (1,3) + k(2,4),k € R: o declive da reta & 5= 2.

(IV) (x,¥) = (1,3) + k(0, 3), k € R: trata-se de uma reta vertical.
Logo, as retas definidas por | e Ill séo paralelas, uma vez que tém o mesmo declive.
(Opcéo B)

4. O grafico da funcdo h obtém-se do grafico da funcao f através de uma reflexdo em relagcdo ao eixo
Ox, seguida de uma reflexdo em relacéo ao eixo 0y.
(Opgao A)

5. Seja x a classificacdo da Helena no dltimo teste.

173 x5+ x
— % - 17,5 < 86,5 +x =105
& x =185
(Opgao C)
Grupo Il

1. p=q@Vvp@=>r)
e (~pvgV(~pVr)
©~pv(qVvr)
Sp=>(@Vvr)
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Calculo auxiliar

3
2x+3=0(:)x=—§

3 3\3 3\ 2 3 27 27 3
p(——)=—5®2x(——) +3><(——) +ax(——)—2=—5<:)——+———a=—3
2 2 2 22

3
@—Ea=—3=)3a=6(:>a=2

2.2, p(x) =2x3+3x2—-3x—2

Calculo auxiliar
x—1=0&ex=1

2 3 -3 =2
1 2 5 2
[2 5 2] o0

Logo, p(x) = (x — 1)(2x% + 5x + 2).

—5+v25-16 —-5+3
T 4

1
2x2+5x+2=0x = " x=—(:>x=—2Vx=—E

Logo, p(x) = 2(x — D(x+2) (x +3) = (x = D(x +2)(2x + 1).

Assim,p(x) <0 (x—1Dx+2)2x+1) <0

x —o0 -2 1 1 +oo
2
x—1 - - - - - 0 +
x+ 2 — 0 + + + + +
2x + 1 — — — 0 + + +
p(x) - 0 + 0 - 0 +

Logo, x € |-, —2] U [—é, 1].

3. Os pontos de coordenadas (—6, 0) e (6,0) séo os extremos do eixo maior da elipse, logo a = 6. Os

pontos de coordenadas (0, —4) e (0, 4) séo os extremos do eixo menor da elipse, logo b = 4.

Ent&o, c? = a® — b? = 36 — 16 = 20. Logo, ¢ = V20 = 2+/5.
2 2

X
Assim, A(—2v/5,0) e B(2V/5,0). Uma equagdo que define a elipse é 2T % =1.
Se x = 2+/5, entdo:
2
2v/5 2 2 20 2 16
@) 2 YR 20 yr_16
36 16 16 36 16 36
, 162 16 v 16 8 y 8
=1 =& = — = —& = - = — =
Y=g ey="2Vy . SY=3Vy
Logo, uma condicao que define a regido sombreada é:
8 8
—2\/§st2\/§A—§SyS§
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4,

4.1. Uma reta paralela a r tem a mesma direcdo da reta r. Assim, uma vez que (-1, 2, 1) é um vetor
diretor da reta r, este sera também um vetor diretor de qualquer reta paralela a r. O ponto F tem
coordenadas (3, 3, 3).

Logo, um sistema de equagBes paramétricas da reta paralela a r e que passa em F é:

x=3—-k
y=3+2k,keR
z=3+k

42. FBC:y =3
Substituindo y por 3 na equacéo da reta r:

x=1—-k x=1—k x=1-2 x=-1
(x,3,z)=(1,—1,2)+k(—1,2,1)@{3:—1+2k@{ 2k =4 @! k=2 @{k=2
z=2+k z=2+k z=2+2 z=4

Logo, o ponto de intersecao da reta r com o plano FBC tem coordenadas (—1, 3, 4).

11— 1
43. X = A + > EF + > CG corresponde ao centro da face [ABEF], logo X (3, 0, 0).
11— 1
Y =B + > FG + > CG corresponde ao centro da face [BCGF], logo Y(0, 3, 0).

1 1,
Z=H- > cG + > EF corresponde ao centro da face [CGHO], logo Z (-3, 0, 0).

XY=JB-02+(0-3)2+(0-02=V9+9=VI8=3V2

)7=J(3—(—3))2+(0—0)2+(0—0)2=\/3_=6

ﬁzJ(o—(—s))2+(3—0)2+(0—0)2=\/9+ =V18=3V2
Logo, Py, = 3V2+6+3V2=6V2+6u.c

5.

5.1.

511 (F+9M=fM+gW)=(1+V12-5x1+6)+2— [2x1+1])
=1+V1I-5+6+2-3=+2

512, (fogd)(M=f(g() =f2-12x1+1)=f2-3)=f(-D=14+/(-1)2-5x(-1)+6

=14++V14+5+6
=1++12
=1+42V3
52. Dy ={x e Rix* = 5x+6 >0}
Calculo auxiliar
5+v25-24
x2—5x+6=0@x=T
5+1 >
S = 2 3 x
2
Sx=3Vx=2

Logo, Dy = |-, 2] U [3, +oof.
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53. 2—- |2x+1|=0&e |2x+1|=2e2x+1=2V2x+1=-2 ©2x=1V2x =-3

1
SxX="Vx=-—

£ )

2

N | W

[N

Assim, a abcissa do vértice do gréfico da fungdo g €

ora, g(-1)=2—|2x (-3)+1| =2~ |-1+1| = 2. Logo, D = ]-,2].
5.4. f ndo é uma fungéo invertivel, uma vez que néao é injetiva. Por exemplo, f(2) = f(3) = 1.

g ndo é uma funcao invertivel, uma vez que também ndo é uma funcéo injetiva.

Por exemplo g G) =g (— g) = 0. Logo, a afirmacao é verdadeira.

6. Aoas = 10 +40 + 70 + 120 + 70 + 110 + 40 + 20 + 10 + 40 + 30 + 10 + 20 = 590

10%590 _
Como 10 + 40 < < 10+ 40 + 70 entdo P, € [50,60[.

10x590 59-50
< P, —50=
100

9
10 + 40 + 7(P,, — 50) = & Pip =2 +50,10go Pyg ~ 51,29.

50%x590
Como 10 +40+ 70 + 120 < < 10+40+ 70+ 120 + 70, entdo Ps, € [70,80[.

50x590 295-240 45
10+ 40470+ 120+ 7(P5o — 70) = W=®P50—70f<:>P50 =7+70,

logo Ps, = 77,86.
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