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Introducao

No ano letivo 2015/2016 entra em vigor o novo Programa de Matemdtica A para o 10.° ano de
escolaridade, e as respetivas Metas Curriculares. Tratando-se de documentos orientadores novos,
transcrevem-se neste Caderno de Apoio ao Professor as Metas Curriculares para o Secundario.

Considerando o numero de aulas previstas no Programa para cada tema, apresenta-se ainda uma
planificagao global com distribuicdo de tempos por cada capitulo do Manual.

O projeto M¥T 10 apresenta, complementarmente ao Manual e ao Caderno de Exercicios, um
Simulador de Testes e um conjunto de recursos multimédia. O Simulador de Testes estara disponivel
para todos os alunos em www.mat10.te.pt. Apresenta-se neste Caderno de Apoio ao Professor um
guia com sugestdoes de exploragdo para os recursos multimédia que estardo disponiveis em
. Destacam-se, entre estes, um simulador de légica com cerca de 200 questdes e as
resolucGes animadas de exercicios com grau de dificuldade diversificado.

Para facilitar ao professor a gestdo do tempo, nomeadamente agilizando a correcdo de exercicios
em sala de aula, o projeto M¥T 10 disponibiliza ao professor as seguintes propostas de resolugao:

— propostas de resolucdo de todos os exercicios e das propostas «Serd que...?» do Manual;
— propostas de resolugao de todos os exercicios do Caderno de Exercicios;

— propostas de resolucdo de todos os exercicios do Caderno de Apoio a implementacédo das Metas
Curriculares.

Todas estas propostas estardo disponiveis, em formato projetavel, em FEINYIIER . Apresenta-
-se aqui uma versao de demonstracao das propostas referentes aos exercicios de Introducdo a Ldgica
Bivalente e a Teoria dos Conjuntos do Manual e do Caderno de Apoio.

O Caderno de Apoio complementa as Metas Curriculares de Matematica A e apresenta varias
sugestGes de exercicios. Os exercicios identificados com * ou ** correspondem a niveis de
desempenho mais avancados. Estes exercicios podem ser considerados como «balizas» para o
trabalho de alunos e professores, razdo pela qual fornecemos as respetivas resolucgdes.

Disponibiliza-se ainda ao professor um banco de questdes, ferramenta Util para construir as suas
proprias fichas e testes. Este banco de questdes estarda disponivel, em formato editdvel,
em . Apresenta-se aqui uma versdo de demonstra¢do das questdes relativas a
Introdugdo a Légica Bivalente e a Teoria dos Conjuntos.
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Programa e Metas Curriculares — Matematica A

Ensino Secundario

Nas pdaginas 3 a 69 apresentam-se transcricdes do Programa e Metas Curriculares de Matemdtica A — Ensino Secunddrio,
de janeiro de 2014. A versdo completa do documento pode ser consultada no sitio da Dire¢do Geral da Educacdo.

Conteudos de 10.° ano

Dominio Contetidos

LTC10 Introdugdo a Légica bivalente e a Teoria dos conjuntos

18 aulas
Proposigcoes
—Valor légico de uma proposicdo; Principio de ndo contradicdo;
— OperagGes sobre proposi¢cdes: negagdo, conjuncgdo, disjungao, implicacdao e equivaléncia;
— Prioridades das operacdes ldgicas;
— Relagbes logicas entre as diferentes operagdes; propriedade da dupla negacdo;
— Principio do terceiro excluido; Principio da dupla implicagdo;
— Propriedades comutativa e associativa, da disjuncdo e da conjunc¢do e propriedades distributivas da

conjuncdo em relacdo a disjuncdo e da disjuncdo em relagdao a conjuncao;
— Leis de De Morgan;
— Implica¢do contrarreciproca;
— Resolugdo de problemas envolvendo operagdes lgicas sobre proposicdes.
CondigGes e conjuntos
— Expressao proposicional ou condicdo; quantificador universal, quantificador existencial e segundas
Leis de De Morgan; contraexemplos;

— Conjunto definido por uma condicdo; Igualdade entre conjuntos; conjuntos definidos em extensao;
— Unido (ou reunido), intersec¢do e diferenca de conjuntos e conjunto complementar;
—Inclusdo de conjuntos;
— Relagdo entre operagdes légicas sobre condigdes e operagbes sobre os conjuntos que definem;
— Principio de dupla inclusdo e demonstragdo de equivaléncias por dupla implicagao;
— Negacdo de uma implicagdo universal; demonstragdo por contrarreciproco;
— Resolugdo de problemas envolvendo operagdes sobre condigdes e sobre conjuntos.

ALG10 Radicais

30 aulas —Monotonia da potenciacdo; raizes de indice, n € N,n > 2;

— Propriedades algébricas dos radicais: produto e quociente de raizes com o mesmo indice, poténcias de
raizes e composicdo de raizes;

— Racionalizagdo de denominadores;

—Resolucdo de problemas envolvendo operagGes com radicais.

Poténcias de expoente racional

— Definicdo e propriedades algébricas das poténcias de base positiva e expoente racional: produto e
guociente de poténcias com a mesma base, produto e quociente de poténcias com o mesmo
expoente e poténcia de poténcia;

—Resolucdo de problemas envolvendo operagées com poténcias.

Polinémios

— Divisdo euclidiana de polindmios e regra de Ruffini;

— Divisibilidade de polinémios; Teorema do resto;

— Multiplicidade da raiz de um polindmio e respetivas propriedades;

— Resolugdo de problemas envolvendo a divisdo euclidiana de polindmios, o Teorema do resto e a
fatorizacdo de polinédmios;

—Resolucdo de problemas envolvendo a determinacdo do sinal e dos zeros de polinémios.
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GA10
54 aulas

FRVR10
58 aulas

Geometria analitica no plano

— Referenciais ortonormados;

— Férmula da medida da distancia entre dois pontos no plano em fung¢do das respetivas coordenadas;

— Coordenadas do ponto médio de um dado segmento de reta;

— Equacdo cartesiana da mediatriz de um segmento de reta;

— Equacdes e inequacbes cartesianas de um conjunto de pontos;

— Equacado cartesiana reduzida da circunferéncia;

— Defini¢do de elipse e respetiva equacdo cartesiana reduzida; relacdo entre eixo maior, eixo menor e
distancia focal;

—Inequacgdes cartesianas de semiplanos;

—Inequacdes cartesianas de circulos;

— Resolugdo de problemas envolvendo a nogdo de distancia entre pontos do plano;

— Resolugdo de problemas envolvendo equacgdes e inequacgdes cartesianas de subconjuntos do plano.

Calculo vetorial no plano

— Norma de um vetor;

— Multiplicacdo por um escalar de um vetor; relacdo com a colinearidade e o vetor simétrico;

— Diferenca entre vetores;

— Propriedades algébricas das operagdes com vetores;

— Coordenadas de um vetor;

— Vetor-posicdo de um ponto e respetivas coordenadas;

— Coordenadas da soma e da diferenca de vetores; coordenadas do produto de um vetor por um escalar
e do simétrico de um vetor; relacdo entre as coordenadas de vetores colineares;

— Vetor diferenc¢a de dois pontos; calculo das respetivas coordenadas; coordenadas do ponto soma de
um ponto com um vetor;

— Calculo da norma de um vetor em fungao das respetivas coordenadas;

— Vetor diretor de uma reta; relagdo entre as respetivas coordenadas e o declive da reta;

— Paralelismo de retas e igualdade do declive;

— Equagdo vetorial de um reta;

— Sistema de equagdes paramétricas de uma reta;

— Resolugdo de problemas envolvendo a determinagdo de coordenadas de vetores no plano, a colineari-
dade de vetores e o paralelismo de retas do plano.

Geometria analitica no espacgo

— Referenciais cartesianos ortonormados do espaco;

— Equacgdes de planos paralelos aos planos coordenados;

— Equagdes cartesianas de retas paralelas a um dos eixos;

— Distancia entre dois pontos no espaco;

— Equagdo do plano mediador de um segmento de reta;

— Equacao cartesiana reduzida da superficie esférica;

—Inequacao cartesiana reduzida da esfera;

— Resolugdo de problemas envolvendo a nog¢do de distancia entre pontos do espaco;

— Resolugdo de problemas envolvendo equacdes e inequagbes cartesianas de subconjuntos do espaco.

Calculo vetorial no espaco

— Generalizagdo ao espago dos conceitos e propriedades basicas do calculo vetorial;
— Equacdo vetorial da reta no espaco;

— Resolugdo de problemas envolvendo calculo vetorial no espago.

Generalidades acerca de fungoes

— Produtos cartesianos de conjuntos;

— Graficos de fungdes;

— Restri¢Ges de uma fungao;

—Imagem de um conjunto por uma funcgao;
— Fungdes injetivas, sobrejetivas e bijetivas;
— Composicdo de fungdes;

— Fungao inversa de uma funcgdo bijetiva.

Fotocopiavel © Texto | M¥T 10



EST10
18 aulas

Generalidades acerca de fungdes reais de variavel real

— Fungdes reais de variavel real; funcdes definidas por expressdes analiticas;

— Propriedades geométricas dos graficos de fungdes;

— Paridade; simetrias dos graficos das funcdes pares e das fungdes impares;

— Relagdo geométrica entre o gréfico de uma fungao e o da respetiva inversa;

— Relagdo entre o grafico de uma fungdo f e os graficos das fungdes af(x), f(bx), f(x + ¢) e
f(x) + d, a,b,c,d numeros reais, a e b ndo nulos.

Monotonia, extremos e concavidade

— Intervalos de monotonia de uma funcdo real de varidvel real; caso das func¢des afins e caso das
func¢des quadraticas;

—Vizinhanga de um ponto da reta numérica; extremos relativos e absolutos;

— Sentido da concavidade do grafico de uma funcdo real de variavel real.

Estudo elementar das fun¢des quadraticas, raiz quadrada, raiz cibica e médulo e de fungdes definidas

por ramos

— Extremos, sentido das concavidades, raizes e representagao grafica de fungdes quadraticas;

— Fungdes definidas por ramos;

—Estudo da fungdo x - alx —b|+¢, a#0;

—Asfungdes x = vx e x = /x enquanto fungdes inversas;

— Dominio e representagdo grafica das fungdes definidas analiticamente por f(x) =avx—b+c,
a+0 e f(x)=a3Vx—b+c, a#+0;

— Estudo de fungdes definidas por ramos envolvendo fungdes polinomiais, mddulos e radicais.

Resolugdo de problemas

— Equacdes e inequagdes envolvendo as fungdes polinomiais, raiz quadrada e raiz cubica, e a composicdo
da funcdo médulo com fungdes afins e com fungdes quadraticas;

— Resolucdo de problemas envolvendo as propriedades geométricas dos graficos de fungdes reais de
varidvel real;

— Resolugdo de problemas envolvendo as fungdes afins, quadraticas, raiz quadrada, raiz cibica, médulo,
fungbes definidas por ramos e a modelagdo de fendmenos reais.

Caracteristicas amostrais

— Sinal de somatdrio; tradugao no formalismo dos somatdrios das propriedades associativa e comutativa
generalizadas da adicdo e distributiva generalizada da multiplicacdo em relacao a adicao;

— Varidvel estatistica quantitativa como funcdo numérica definida numa popula¢do e amostra de uma
varidvel estatistica;

— Média de uma amostra; propriedades da média de uma amostra;

— Variancia e desvio-padrdo de uma amostra; propriedades da variancia e do desvio-padrdo de uma
amostra;

— Percentil de ordem k; propriedades do percentil de ordem k;

— Resolugdo de problemas envolvendo a média e o desvio-padrdao de uma amostra;

— Resolugdo de problemas envolvendo os percentis de uma amostra.
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Niveis de desempenho

Os descritores especificados na tabela seguinte, que dizem respeito a propriedades que os
alunos devem reconhecer, a procedimentos que devem efetuar ou a problemas que devem
resolver, foram assinalados, nas Metas Curriculares, com o simbolo «+». Para estes descritores
especificaram-se, no Caderno de Apoio, diferentes niveis de desempenho, materializados em
exemplos de complexidade variada que poderdo ser propostos aos alunos. Os exemplos que no
Caderno de Apoio se encontram assinalados com um ou dois asteriscos correspondem a
desempenhos progressivamente mais avangados que nao serdao exigiveis a totalidade dos alunos,
estando os restantes associados a um desempenho considerado regular. Pretende-se assim
estabelecer, para estes descritores, um referencial que permita ao professor apreender o grau de
exigéncia requerido.

LTC10 1.16, 2.19, 3.1, 3.2
ALG101.1,1.2,1.11,2.1,2.2,2.4,2.5,3.1,4.2,4.5,4.11,5.1,5.2,5.3.

10.° ano GA101.2,1.4,1.10,1.11,2.1,35,3.6,4.1,6.1,6.2,6.3,7.5,7.6,10.1, 11.1, 11.2.
FRVR10 1.11, 2.6, 2.7, 2.8, 2.10, 4.8, 6.1, 6.2, 6.3, 6.4.

EST103.2,3.3,5.1,5.2.

TRI111.6,8.1,9.1,9.2,9.3,9.4.
GAl114.1,4.2,4.3,4.4.

11.° ano SUC113.3,5.2,53,6.3,7.1,7.2,7.3,7.4.
FRVR114.1,4.2,4.3,4.4,45,7.13,9.1,9.2,9.3.
EST111.3,2.1,2.2,2.3.

CC122.4,2.5,2.8,2.10,3.3,3.4,4.1,4.2, 4.3.
PRB12 3.1, 3.2, 3.3.
FRVR123.1,5.1,5.2,5.3,5.4,5.5.

12.° ano TRI121.1,1.2,2.1,4.1,4.2.

FEL12 4.3,6.1,6.2, 6.3, 6.4.

PCI121.7,3.1, 3.2, 3.3.
NC121.3,4.3,5.1,6.1,6.2,6.3,6.4,6.5, 6.6.

Por outro lado, alguns descritores (LTC10 2.9; ALG10 1.4; GA10 1.9, 8.3; TRI11 1.4; GA11 2.8, 2.9,
3.8; SUC11 6.8, 6.29, 6.30; FRVR11 7.8, 7.11; CC12 2.3; FRVR12 4.3, 4.4; FEL12 1.4, 2.1, 2.2, 2.3, 3.11,
4.1), relativos a propriedades que os alunos devem provar, encontram-se igualmente assinalados,
nas Metas Curriculares, com o simbolo «+». Entende-se, neste caso, que embora todos os alunos
devam conhecer o resultado em causa e saber aplica-lo, a elaboracdo da respetiva demonstracgdo é
facultativa, ndo sendo portanto exigivel aos alunos. Finalmente, nos dominios LTC10, ALG10, SUC11,
FRVR11, FRVR12, CC12, PRB12 e FEL12 encontram-se assinalados com o simbolo «#» alguns
descritores relativos a conjuntos de demonstra¢cdes muito semelhantes entre si, ficando ao critério
do professor quais devem ser tratadas como exemplo.
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Indicagdes metodoldgicas

Tendo em consideracdo, tal como para os niveis de desempenho, as circunstancias de ensino
(e, de modo muito particular, as caracteristicas das turmas e dos alunos), as escolas e os professores
devem decidir quais as metodologias e os recursos mais adequados para auxiliar os seus alunos a
alcancar os desempenhos definidos nas Metas Curriculares.

A experiéncia acumulada das escolas e dos professores constitui um elemento fundamental no
sucesso de qualquer projeto educativo, ndo se pretendendo, por isso, espartilhar e diminuir a sua
liberdade pedagdgica nem condicionar a sua pratica letiva. Pelo contrario, o presente Programa
reconhece e valoriza a autonomia das escolas e dos professores, ndo impondo portanto metodologias
especificas.

Sem constituir ingeréncia no seu trabalho, nota-se, contudo, que a aprendizagem matematica é
estruturada em patamares de crescente complexidade, pelo que na pratica letiva devera ter-se em
atencdo a progressdo dos alunos, sendo muito importante proceder-se a revisGes frequentes de
conteldos ja lecionados com vista a sua consolidagdo, incluindo alguns ja conhecidos do Ensino
Basico.

Utilizagao da tecnologia

As salas de aulas estao, em geral, dotadas de determinados equipamentos que podem constituir
uma mais-valia para a pratica letiva. A tecnologia no Ensino Secundario deve, portanto, ser
aproveitada para ajudar os alunos a compreender certos conteldos e relagdes matematicas e para o
exercicio de certos procedimentos; essa utilizacdo deve, no entanto, ser criteriosa, ja que, caso
contrario, pode condicionar e comprometer gravemente a aprendizagem e a avaliacado.

Os professores e os alunos tém ao seu dispor, por exemplo, um vasto conjunto de recursos que
facilitam o calculo, as representacdes geométricas e a representacdo grafica de funcdes, mas importa
que os alunos adquiram capacidade critica para reconhecer as situacbes em que a tecnologia ndo
permite so por si justificar a adequacdo dos resultados encontradas ao problema proposto ou ilustrar
devidamente os conceitos e procedimentos matematicos envolvidos.

A utilizacdo da tecnologia ndo pode, pois, substituir a compreensao conceptual, a proficiéncia no
calculo e a capacidade de resolver problemas. Assim, os alunos devem dominar procedimentos como
operar com polindmios, efetuar representacdes de graficos de fungdes, resolver equacdes, calcular
limites e derivadas sem necessitarem de utilizar recursos tecnoldgicos (calculadoras, computadores,
etc.) que substituam algumas das capacidades matematicas inerentes a esses procedimentos.
Apenas a memorizagdo e a compreensdo cumulativa de conceitos, técnicas e relagdes matematicas
permitem alcancar conhecimentos progressivamente mais complexos e resolver problemas
progressivamente mais exigentes.

Em particular o professor deve alertar os alunos para as limitacdes das calculadoras e computadores,
sublinhando sempre a importancia de relacionar quer as representacdes graficas observadas, quer os
valores encontrados, com o conhecimento tedrico que permite atribuir o devido significado a essas
representacdes e valores. E um erro grave, por exemplo, pensar que a simples consideracdo de
resultados obtidos através de uma calculadora permite verificar se um ndmero é irracional (ja que
esta apenas apresenta uma aproximag¢dao de um dado numero como dizima finita até determinada
ordem), concluir que uma funcdo definida numa infinidade de pontos é mondtona (teria de calcular-
se o valor da funcao em cada ponto do respetivo dominio, e ndo apenas num subconjunto finito do
mesmo, que € o que na realidade qualquer calculadora faz, alids em geral apenas com determinado
grau de aproximacdo), se uma sucessdo é convergente, ou, de maneira geral, deduzir qualquer
propriedade do grafico de uma fungdo que necessite do conhecimento dos valores da fungdo numa
infinidade de pontos do dominio (continuidade, diferenciabilidade, limites, assintotas, resultados
positivos de concavidade e monotonia, extremos, etc.). No entanto, o conhecimento prévio de
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propriedades analiticas de uma func¢do ou funcdes pode, em muitos casos, permitir uma utilizacao
adequada das potencialidades da calculadora para visualizar partes particularmente interessantes
dos respetivos graficos, obter valores aproximados de solu¢cGes de equagdes, de extremos e pontos
de extremo, etc. As propriedades que, em cada caso, sera necessario estabelecer antes de se
poderem extrair conclusdes justificadas a partir do que se observa na calculadora ou computador
dependem, evidentemente, da questdo que se pretende resolver, podendo mesmo resumir- -se, em
certos casos, a simples continuidade; apenas em casos em que o conhecimento de um numero finito
de pontos do grafico permite extrair alguma conclusdo segura (situacdes de inexisténcia de
monotonia ou de sentido determinado de concavidade em determinado intervalo, por exemplo) é
possivel praticamente prescindir de um conhecimento prévio de alguma propriedade analitica da
fun¢do em estudo.

Como é evidente, a calculadora grafica pode sempre ser utilizada para ilustrar propriedades de
graficos de funcbes adequadamente escolhidas pelo professor, ou para que o aluno teste o resultado
de varia¢Oes de parametros em classes de fun¢Ges de que ja tenha algum conhecimento tedrico e, de
maneira geral, para uma abordagem experimental ao estudo de funcdes, desde que devidamente
controlada e acompanhada de uma analise critica da validade de conjeturas que essas experiéncias
possam induzir.

Neste sentido, considera-se que no Ensino Secundario a tecnologia, e mais especificamente a
calculadora grafica, deve ser utilizada em sala de aula e consequentemente em certos instrumentos
de avaliacdo (na resolugdo de problemas requerendo célculos de valores aproximados de solugdes de
determinado tipo de equagbes ou de fungdes envolvendo, por exemplo, razdes trigonométricas,
logaritmos, ou exponenciais) mas que se deve evitar a sua utilizagdo em outras provas de avaliacdo em
gue os conteldos e capacidades envolvidas claramente o ndo justifiquem ou mesmo o desaconselhem.

Avaliacao

O Decreto-Lei n.° 139/2012, de 5 de julho, alterado pelo Decreto-Lei n.° 91/2013 de 10 de julho,
estabelece os principios orientadores da organizac¢do, da gestdo e do desenvolvimento dos curriculos
do Ensino Basico e do Ensino Secunddrio, bem como da avaliacdo dos conhecimentos adquiridos e
das capacidades desenvolvidas pelos alunos do Ensino Bdsico ministradas em estabelecimentos
escolares publicos, particulares e cooperativos.

Os conhecimentos a adquirir e as capacidades a desenvolver pelos alunos do Ensino Secundario,
na disciplina de Matematica A, tém como referéncia o programa dessa disciplina e as respetivas
Metas Curriculares definidas por ano de escolaridade. E este documento que permitird cumprir a
funcdo de regulacdo do percurso de aprendizagem que a avaliagdo do desempenho dos alunos
deverd assumir.

Os resultados dos processos avaliativos (de carater nacional, de escola, de turma e de aluno)
devem contribuir para a orientagao cientifico-pedagdgica do ensino, para que se possam superar, em
tempo util e de modo apropriado, dificuldades de aprendizagem identificadas e, simultaneamente,
reforgar os progressos verificados. Todos estes propdsitos devem ser concretizados recorrendo a
uma avaliacdo diversificada e frequente, contribuindo para que os alunos adquiram uma maior
consciéncia do seu nivel de conhecimentos e valorizem a avaliagdo como um processo promotor de
melhores desempenhos.

A classificagdo resultante da avaliagao interna no final de cada periodo, guiada pelos critérios de
avaliagdo da disciplina de Matematica A definidos em cada agrupamento de escolas/escola ndo
agrupada, deverd traduzir com fidelidade o nivel de desempenho do aluno no que se refere ao
cumprimento do programa e das respetivas metas curriculares.
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Metas Curriculares para o Ensino Secundario — Matematica A

O presente documento descreve o conjunto das metas curriculares da disciplina de
Matematica A que os alunos devem atingir durante o Ensino Secundario. Os objetivos gerais,
completados por descritores mais precisos, encontram-se organizados em cada ano de
escolaridade, por dominios e subdominios, segundo a seguinte estrutura:

Dominio
Subdominio
1. Objetivo geral
1. Descritor
2. Descritor
Os diferentes descritores estao redigidos de forma objetiva, numa linguagem rigorosa
destinada ao professor, devendo este selecionar uma estratégia de ensino adequada a
respetiva concretizagdo, incluindo uma adaptacdo da linguagem, sempre que seja necessaria.
O significado preciso de certos verbos com que se iniciam alguns descritores («identificary,
«designar», «referir», «representar», «reconhecer», «saber», «provar», «demonstrary,
«justificar») encontra-se definido no paragrafo intitulado «Leitura das Metas Curriculares».

A prética letiva obriga, naturalmente, a frequentes revisGes de objetivos gerais e
descritores correspondentes a anos de escolaridade anteriores. Estes pré-requisitos nao se
encontram explicitados no texto, devendo o professor identifica-los consoante a necessidade,
a pertinéncia e as caracteristicas proprias de cada grupo de alunos.

Optou-se por formar uma sequéncia de objetivos gerais e de descritores, dentro de cada
subdominio, que corresponde a uma progressao de ensino adequada, podendo no entanto
optar-se por alternativas coerentes que cumpram o0s mesmos objetivos e respetivos
descritores. De um modo mais geral, as Metas Curriculares ndo devem ser entendidas como
um sumadrio sequencial dos conteldos a lecionar, podendo em particular ser proveitoso o
tratamento em simultdneo de descritores pertencentes a objetivos gerais ou mesmo a
dominios distintos. Existem mesmo circunstancias em que se torna necessario um tal
procedimento; com efeito, a arrumacdo dos tdpicos por dominios tematicos, e
simultaneamente respeitando dentro de cada dominio uma determinada progressdo, a isso
pode levar, dada a prépria natureza e interligacdo dos conteldos e capacidades matemiticas.

Sao também disponibilizados aos professores Cadernos de Apoio as presentes metas
curriculares (um por ano de escolaridade) contendo, em alguns casos, suportes tedricos aos
objetivos e descritores, bem como exemplos de concretizacdo de alguns deles. Nesses
documentos, os niveis de desempenho esperados foram objeto de especificacao.
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10

Leitura das Metas Curriculares

«ldentificar»/«Designar»/«Referirn/ O aluno deve utilizar corretamente a designacdo
referida, sabendo definir o conceito apresentado como se indica ou de forma equivalente.

«Reconhecer»: O aluno deve apresentar uma argumentacao coerente, ainda que
eventualmente mais informal do que a explica¢do fornecida pelo professor. Deve, no entanto,
saber justificar isoladamente os diversos passos utilizados nessa explicacao.

«Saber»: O aluno deve conhecer o resultado, mas sem que lhe seja exigida qualquer
justificacdo ou verificagdo concreta.

«Provar»/«Demonstrar»: O aluno deve apresentar uma demonstracdo matematica tdo
rigorosa quanto possivel.

«Justificar»: O aluno deve justificar de forma simples o enunciado, evocando uma propriedade
ja conhecida.

Certos descritores encontram-se assinalados com o simbolo «+».

e Relativamente aos que correspondem a propriedades que os alunos devem
reconhecer, a procedimentos que devem efetuar ou a problemas que devem resolver,
especificaram-se nos Cadernos de Apoio diferentes niveis de desempenho.

e Quanto aos relativos a propriedades que os alunos devem provar, entende-se que,
embora todos devam conhecer o resultado em causa e saber aplicd-lo, a elabora¢do da
respetiva demonstracdo é facultativa, ndo sendo portanto exigivel aos alunos.

Por outro lado, certos grupos de descritores de um mesmo objetivo geral, relativos a

conjuntos de demonstragdes muito semelhantes entre si, encontram-se assinalados com o
simbolo «#», ficando ao critério do professor quais devem ser tratadas como exemplo.
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10.° ano

Logica e Teoria dos Conjuntos LTC10

Introducdo a Ldgica bivalente e a Teoria dos conjuntos

1. Operar com proposicées

1.

10.

11.

12.

13.

Designar por «proposigao» toda a expressao p suscetivel de ser «verdadeira» ou «falsa»
e designar estes atributos por «valores légicos».

. Saber que uma proposi¢do ndo pode ser simultaneamente verdadeira e falsa e designar

esta propriedade por «Principio de ndo contradigao».

. Saber, dadas proposigdes p e g, que «p é equivalente a g» é uma proposi¢ao, designada

por «equivaléncia entre p e g», que é verdadeira se e somente se p e q tiverem o
mesmo valor ldgico e representa-la também por «p < g».

Saber, dada uma proposi¢do p, que «ndo p» é uma proposicdo, designada por «negagdo
de p», que é verdadeira se p for falsa e é falsa se p for verdadeira e representd-la
também por «~p».

. Justificar, dada uma proposi¢do p, que ~(~p) < p, designando esta propriedade por

«lei da dupla negacdo».

. Saber, dadas proposicdes p e g, que «p e g» é uma proposi¢do, designada por

«conjungdo de p e @», que é verdadeira se e somente se p e q forem simultaneamente
verdadeiras, e representa-la também por «p A g».

. Saber, dadas proposi¢cées p e g, que «p ou g» é uma proposigdo, designada por

«disjungdo de p e g», que é falsa se e somente se p e g forem simultaneamente falsas,
representd-la também por «p V g» e justificar que p V ~p é uma proposi¢do verdadeira,
designando esta propriedade por «Principio do terceiro excluido».

. Saber, dadas proposicdes p e q, que «p implica g» é uma proposi¢do, designada por

«implicagdo entre p e g», que é falsa se e somente se p for verdadeira e g for falsa,
representd-la também por «p = g», designar p por «antecedente» e g por
«consequente» da implicagcdo e reconhecer, dada uma proposi¢do 7, que se p = q e
q>rentdiop=>r.

Saber que, por convengdo, em qualquer sequéncia de operag¢des légicas, a menos de
utilizacdo de parénteses, se respeitam as seguintes prioridades: negacdo; conjuncdo e
disjunc¢do; implicacdo e equivaléncia.

#Provar, dadas proposi¢cdes p e q, que a proposicdo ~(p = q) € equivalente a
proposi¢ao p A ~q.

#Provar, dadas proposicdes p e g, que a proposi¢cdo p & q é verdadeira se e somente
se p = q e q > p forem ambas proposi¢cdes verdadeiras e designar esta propriedade
por «principio da dupla implicagdo».

#Provar, dada uma proposicdo p e representando por V (respetivamente F) uma
qualquer proposicdo verdadeira (respetivamente falsa), que p AV ©p, pVV &V,
pVFeSpepAF o F.

#Provar, dadas proposicdes pe g, que ~(pAq) © ~pV~qeque~(pVq) © ~pA~q
e designar estas equivaléncias por «Primeiras Leis de De Morgan».
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14.

15.

16.

#Provar, dadas proposicdes p,q e v, que (PAQQATr ©@pA(QAT), pAqS qADp e
que (pAq)Vr e (pVr)A(qVr), bem como as que se obtém permutando em todas
as ocorréncias os simbolos «A» e «V», e designd-las respetivamente por
«associatividade», «comutatividade» e «distributividade».

#Provar, dadas duas proposicdes p e g, que a proposicdo p = q é equivalente a
proposi¢ao ~q = ~p, designar esta Ultima implicagdo por «implicagdo contrarreciproca
daimplicagdo p = g».

+Simplificar expressdes envolvendo operacées com proposicdes, substituindo-as por
proposicoes equivalentes envolvendo menos simbolos, e determinar o respetivo valor
l6gico sempre que possivel.

2. Relacionar condi¢des e conjuntos

Designar por «expressdo proposicional» ou por «condigdo» uma expressdo p(x)
envolvendo uma varidvel x tal que, substituindo x por um objeto a, se obtém uma

proposicdo p(a).

. Saber, dada uma condigdo p(x), que «qualquer que seja x, p(x)» é uma proposi¢do que

é verdadeira quando e apenas quando se obtém uma proposi¢do verdadeira sempre
que se substitui x em p(x) por um objeto arbitrario, representa-la por «Vx,p(x)», e
designar o simbolo «V» por «quantificador universal».

Identificar uma condigdo p(x) como «universal» se Vx,p(x) for uma proposigdo
verdadeira e reconhecer que a disjuncao de qualquer condicdo com uma condi¢ao
universal é uma condigdo universal.

Saber, dada uma condi¢cdo p(x), que «existe x tal que p(x)» é uma proposi¢do que é
verdadeira se e somente se, para pelo menos um objeto a, p(a) for verdadeira,
representa-la por «3x: p(x)» e designar o simbolo «3» por «quantificador existencial».
Identificar uma condi¢do p(x) como «possivel» se Jx:p(x) for uma proposicdo
verdadeira, como «impossivel» se ndo for possivel e reconhecer que a disjuncdo de
gualquer condicdo com uma condicdo possivel é uma condicdo possivel e a conjuncdo
de qualquer condigdo com uma condi¢do impossivel € uma condi¢ao impossivel.

. Saber, dada uma condigdo p(x), que a negac¢do da proposi¢do Vx,p(x) é equivalente a

proposicdo Jx: ~p(x) , que a negagdo da proposicdo Ix:p(x) € equivalente a
proposigdo Vx, ~p(x), designar estas propriedades por «Segundas Leis de De Morgan»,
reconhecendo-as informalmente em exemplos, e justificar que a negacdo de uma
condicdo universal é uma condicdo impossivel e vice-versa.

Representar, dada uma condig¢do p(x) e um conjunto U, a proposi¢do Vx, x € U = p(x)
por «Vx € U,p(x)», e, no caso de ser verdadeira, designar p(x) por «condigdo universal
em U».

Representar, dada uma condigdo p(x) e um conjunto U, a proposi¢do Ix:x € U A p(x)
por «3x € U:p(x)», no caso de ser verdadeira designar p(x) por «condigdo possivel em
U» e, no caso contrdrio, por «condi¢do impossivel em U».

. +Reconhecer, dada uma condicdop(x) e um conjuntoU, que a negacdo da

proposi¢do Vx € U, p(x) é equivalente a proposi¢do 3 x € U: ~p(x), que a negagdo da
proposigdo 3 x € U:p(x) é equivalente a proposicdo Vx € U, ~p(x) e designar um
elemento a € U tal que ~p(a) como um «contraexemplo» para a proposi¢do
vx € U, p(x).
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10.

11.
12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Representar, dada uma condicdo p(x), por «{x: p(x)}» um conjunto A tal que
Vx,x € A © p(x), designando a igualdade A ={x: p(x)} por «definicgdo em
compreensdo do conjunto A pela condigdo p(x)».

Saber, dados conjuntos A e B, que A = B se e somentese Vx, x E A & x € B.
Designar, dado um objeto a e um conjunto A, a por «elemento de A» quando a € 4,
dados objetos a,...,a; (k € N), representar por «{as,...,a;}» o conjunto A cujos
elementos sdo exatamente ay,..,a; e designar a igualdade A = {a4,...,a;} por
«definicdo em extensao do conjunto A de elementos aq, ..., ag».

Identificar, dada uma condi¢do p(x) e um conjunto U, o conjunto {x : x € U A p(x)}
como «conjunto definido por p(x) em U» (ou «conjunto-solu¢do de p(x) em U») e
representé-lo também por «{x € U : p(x)}».

Identificar, dados conjuntos A e B, o «conjunto unido (ou reunido) de A e B» e o
«conjunto interse¢do de A e B» respetivamente como AUB ={x:x €A Vx € B} e
AnNB={x:x€A ANx € B}.

Identificar, dados conjuntos A e B, A como estando «contido em B» («A € B») quando
Vx, x EA = x € B e, nesse caso, designar A por «subconjunto de B» ou por «uma
parte de B».

Designar, dados conjuntos A e B, por «diferenga entre A e B» o conjunto {x € A : x € B}
e representd-lo por A\B ou simplesmente por B quando B c A e esta notagdo n3o for
ambigua, designando-o entdo por «complementar de B em A».

Justificar, dadas condi¢des p(x) e q(x), que a proposicdo Vx,p(x) © q(x) é
equivalente a proposicdo Vx, (p(x) = q(x)) A(q(x) = p(x)) e designar uma
demonstracdo da segunda proposicdo por «demonstracdo por dupla implicacdo» da
primeira.

Reconhecer, dados conjuntos A e B, que A =B se e somente se ACB e BCA,e
designar esta propriedade por «principio da dupla inclusao».

+Reconhecer, dadas condigdes p(x)e q(x), que a negagdo da proposicdo
«Vx, p(x) = q(x)» é equivalente a proposi¢do «Ix:p(x) A ~q(x)», isto é, que essa
proposicdo é falsa se e somente se existir a tal que p(a) é verdadeira e q(a) é falsa.
Justificar, dadas condigdes p(x)e q(x), que a proposicio Vx,p(x) = q(x) é
equivalente a proposigdo Vx,~q(x) = ~p(x), designar a segunda proposi¢cdo por
«contrarreciproco» da primeira e uma demonstracdo da segunda proposicdo por
«demonstracdo por contrarreciproco» da primeira.

3. Resolver problemas

1. +Resolver problemas envolvendo operagdes légicas sobre proposi¢des.

2. +Resolver problemas envolvendo operagées sobre condi¢bes e sobre conjuntos.
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Algebra ALG10

Radicais

1. Definir e efetuar operagées com radicais

1.

10.

11.

+Reconhecer, dados dois nimeros reais a e b e um nimero n € N impar, que se a < b
entdoa™ < b™.

+Reconhecer, dados dois nimeros reais a e b e um numero n € N par, que se
0<a<bentio0<a™<btese a<hb<0 entdoa™ > bh" = 0.

. Saber, dado um numero real a e um nimero n € N impar, que existe um ndmero real b

tal que b™ = a, provar que ¢é Unico, designa-lo por «raiz indice n de a» e representa-lo
por «a».

. +Saber, dado um numero real positivo a e um nimero n € N par, que existe um nimero

real positivo b tal que b™ = a, provar que (—b)™ = a e que n3o existe, para além de b
e de - b, qualquer outra solucdo da equacdo x™ = a, designar b por «raiz indice n de a»

e representa-lo por «Va».

. Justificar, dado um numero natural n, que 0 é o Unico numero real cuja poténcia de

expoente n é igual a 0 e, por esta razdo, representd-lo também por «Y/0» («raiz indice n
de 0»).
#Provar, dados numeros reais ndo negativos a e b e um numero n € N par, que

Va x ¥b = Va x b e reconhecer que, param € N, (%)m = Yam.

. #Provar, dados nimeros reais a e b e um nimero n € N impar, que Vax¥b=4"axb

m
e reconhecer que, param € N, (Va) = Va™.
#Provar, dados numeros reais a e b (respetivamente numeros reais a e b nao
negativos), b # 0, e um numero n € N impar (respetivamente um numero n € N par),

que n—\/\/g = n\/% e justificar que param € N, (%)_m =A3/bm,

#Provar, dados nimeros naturais n e m (respetivamente nimeros naturais impares n e
m) e um numero real ndo negativo a (respetivamente um numero real a), que
V¥a = "Ya.

Designar também por «fracdo» a representacdo «%» do quociente entre nimeros reais
a e b (com b+0), a e b, neste contexto, respetivamente por «numerador» e
«denominador» e identificar duas fracGes como «equivalentes» quando representam o
mesmo numero.

+Racionalizar denominadores da forma a%, ou avb + cVd (a e ¢ numeros inteiros,
b, d,n nimeros naturais, n > 1).

Fotocopiavel © Texto | MVT 10



Poténcias de expoente racional

2. Definir e efetuar operagées com poténcias de expoente racional

1. +Reconhecer, dado um numero real ndo negativo a e um nimero racional ndo negativo

!
m m , . .
qgq#0sea=0),q= e (sendo m,n,m’ e n’ ndmeros inteiros, m,m' >0 e

!
n,n' > 2), que Ya™ = "Vam'.

. +ldentificar, dado um nimero real ndo negativo a e um numero racional ndo negativo

m P . . N .
q=- (m e n nimeros inteiros, m > 0en > 2),q # 0se a = 0, a «poténcia de base a

e de expoente g», a?, como Ya™, reconhecendo gue este numero ndo depende da
fracdo escolhida para representar g, e que esta defini¢cdo é a Unica possivel por forma a
estender a propriedade (ab)c = aP¢ a expoentes racionais positivos.

Identificar, dado um numero real positivo a e um numero racional positivo g, a

A _ 1
«poténcia de base a e de expoente -g», a~?, como i reconhecendo que esta

definicdo é a Unica possivel por forma a estender a propriedade a? x a¢ = a?*¢ a
expoentes racionais.

+Reconhecer que as propriedades algébricas previamente estudadas das poténcias de
expoente inteiro (relativas ao produto e quociente de poténcias com a mesma base,
produto e quociente de poténcias com o mesmo expoente e poténcia de poténcia)
podem ser estendidas as poténcias de expoente racional.

. +Simplificar expressdes envolvendo radicais e poténcias.

3. Resolver problemas

1.

+Resolver problemas envolvendo opera¢des com radicais e com poténcias.

Divisdo inteira de polindmios

4. Efetuar operagées com polindmios

1.

Designar um polinémio P com apenas uma varidvel x por «P (x)».

2. +Reconhecer, dados polinémios ndo nulos A(x) e B(x), que o grau do polindmio

A(x)B(x) é igual a soma dos graus de A(x) e de B(x).

. Saber, dados polinémios A(x) e B(x), B(x) ndo nulo, que existem dois Unicos

polinémios Q(x) e R(x) tais que R(x) ou é o polinémio nulo ou tem grau inferior ao
grau de B(x) e A(x) = B(x) X Q(x) + R(x), e designar, neste contexto, A(x) por
«polinémio dividendo», B(x) por «polindmio divisor», Q(x) por «polindmio quociente»
e R(x) por «polinémio resto» da «divisdo inteira» (ou «divisdo euclidiana») de A(x) por
B(x).

Determinar, dados polinémios A(x) e B(x) , B(x) ndo nulo, as formas reduzidas dos
polindmios quociente e resto da divisdo inteira de A(x) por B(x).

. +Reconhecer, dado um polinémio P(x) e um nimero a € R, que aplicando a «regra de

Ruffini» se obtém o quociente e o resto da divisdo inteira de P(x) por x — a.
Provar, dado um polinémio P(x) e um nimero a € R, que o resto da divisdo inteira de
P(x) por x — a éigual a P(a) e designar esta propriedade por «Teorema do Resto».
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10.

11.

12.

Designar, dado um polinédmio P(x), por «raiz do polindmio» (ou «zero do polinémio»)
qualquer nimero real a tal que P(a) = 0.

Identificar um polinémio P(x) como «divisivel» por um polindmio Q(x) ndo nulo se o
resto da divisdo euclidiana de P(x) por Q(x) é nulo.

Provar, dado um polindmio P(x) de grau n € N e um numero real a, que a é uma raiz
de P(x), se e somente se P(x) for divisivel por x —a e que, nesse caso, existe um
polindmio Q(x) de graun — 1 tal que P(x) = (x — a)Q (x).

Identificar, dado um polindmio P(x) e uma raiz a de P(x), a «multiplicidade de a»
como o maior nimero natural n tal que existe um polindmio Q(x) com
P(x) = (x —a)™Q(x), justificar que nesta situagdo Q(a) # 0 e designar a por «raiz
simples» quando a respetiva multiplicidade é igual a 1.

+Reconhecer, dado um polindmio P(x) de graun € N cujas raizes (distintas) xy, X5,...,Xx
tém respetivamente multiplicidade nq, n,,...,n , que ny +n, + -+ +n, < n e que existe
um polindmio Q(x) sem raizes tal que P(x) = (x — x1)™ (x — x3)™2 ... (x — x;,)™*Q (x),
tendo-se ny + n, + -+ n, = n se e somente se Q(x) tiver grau zero.

Reconhecer, dado um polinémio P(x) de coeficientes inteiros, que o respetivo termo de
grau zero é multiplo inteiro de qualquer raiz inteira desse polinémio.

5. Resolver problemas

1.

+Resolver problemas envolvendo a divisdo inteira de polinédmios e o Teorema do resto.

2. +Resolver problemas envolvendo a fatorizacdo de polindmios de que se conhecem

algumas raizes.
+Resolver problemas envolvendo a determinagao dos zeros e do sinal de fungbes
polinomiais de grau superior a dois.
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Geometria Analitica GA10

Geometria Analitica no plano

1. Definir analiticamente conjuntos elementares de pontos do plano

1.

10.

Designar por «referencial ortonormado» um referencial ortogonal e monométrico de
um dado plano, tal que a unidade de comprimento comum aos eixos coordenados
coincide com uma unidade de comprimento pré-fixada e, dados numeros reais a; e a,,
designar por «A(ay, a,)», o ponto A de abcissa a, e ordenada a, nesse referencial.

+Reconhecer, fixada uma unidade de comprimento, dado um plano munido de um
referencial ortonormado e pontos A(a,,a;) e B(by, b,) pertencentes a esse plano, que

a medida da distancia entre A e B é igual a \/(bl —a,)? + (b, — a,)?, e representa-la
por « d(A, B)».
Demonstrar, dada uma reta numérica e dois pontos A e B de abcissas a e b

respetivamente, que a abcissa do ponto médio do segmento de reta de extremos A e B

- a+b
éigual a -

+Reconhecer, utilizando argumentos geométricos baseados no Teorema de Tales ou em
consequéncias conhecidas deste Teorema, que, dado um plano munido de um
referencial ortonormado e dois pontos A(aq, a,) e B(bq, b,) pertencentes a esse plano,

.- u b b
as coordenadas do ponto médio do segmento de reta [AB] s3o (%T“,QZT”)

Designar, dado um plano munido de um referencial ortonormado, por «equacgdo
cartesiana» (respetivamente por «inequac¢do cartesiana») de um conjunto C uma
equacdo (respetivamente inequacdo) cujas solugbes sdo as coordenadas dos pontos de C.
Determinar, dado um plano munido de um referencial ortonormado e dois pontos
A(aq,a,) e B(by, by) desse plano, uma equagdo cartesiana da mediatriz do segmento de
reta [AB] naforma y = mx + b (equagdo reduzida da reta) ou na forma x = c.

. Justificar, fixada uma unidade de comprimento, dado um plano munido de um

referencial ortonormado, um ponto A(aq,a,) pertencente a esse plano e um numero
r>0, que a equacdo (x —a;)?>+ (y—a,)? =r? é uma equagdo cartesiana da
circunferéncia de centro A e de raio 7, e designa-la por «equagdo (cartesiana) reduzida
da circunferéncia».

Designar, fixada uma unidade de comprimento e um plano, dados dois pontos A e B

pertencentes a esse plano e um numero a > %ﬁ, por «elipse» o conjunto de pontos
P do plano tais que d(P,A) + d(P, B) = 2a, por «focos da elipse» os pontos 4 e B, por
«centro da elipse» o ponto médio do segmento de reta [AB], e por «eixo maior da

elipse» o numero 2a (e a por «semieixo maior da elipse»), interpretando-o
geometricamente.

. +Demonstrar, dada uma elipse de focos A e B e de eixo maior 2a, que a mediatriz de

[AB] interseta a elipse em dois pontos C e D equidistantes do centro da elipse e que
tomando b = % CD se tem b =+va? —c2, onde ¢ = %ﬁ , designando 2b por «eixo

menor da elipse» (e b por «semieixo menor da elipse»).

+Reconhecer, fixada uma unidade de comprimento, dado um plano munido de um
2 2
x|y

referencial ortonormado e 0 < b <a que a equag§o§+b—2= 1 é uma equagado
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cartesiana da elipse de semieixo maior a e semieixo menor b que tem focos A(—c, 0)
e B(c,0), ondec = Vaz —b?, e designa-la por «equacdo (cartesiana) reduzida da
elipse».

11. +Reconhecer, dado um plano munido de um referencial ortonormado e uma reta r do
plano de equag¢do reduzida y = ax + b (a,b € R), que os dois semiplanos abertos
(respetivamente fechados) determinados por r tém por inequacdes cartesianas
y>ax+b e y<ax+b (respetivamente y>ax+b e y < ax + b) e designa-los
respetivamente por «semiplano superior» e «semiplano inferior» em relacdo a reta r.

12. Reconhecer, dado um plano munido de um referencial ortonormado e uma reta r do
plano de equagdo cartesiana x =c (c € R), que os dois semiplanos abertos
(respetivamente fechados) determinados por r tém por inequacdes cartesianas x > c e
x < ¢ (respetivamente x = c e x < c) e designa-los respetivamente por «semiplano a
direita» e «semiplano a esquerda» da retar.

13. Justificar, fixada uma unidade de comprimento, dado um plano munido de um
referencial ortonormado, que a inequagio (x —a)? + (y —b)> <r? (a,b € R, r > 0)
€ uma inequacdo do circulo de centro C(a, b) e de raio r.

2. Resolver problemas

1. +Resolver problemas envolvendo a nogdo de distancia entre pontos do plano, e
equacdes e inequagdes cartesianas de subconjuntos do plano.

Calculo vetorial no plano

3. Operar com vetores

1. Identificar, fixada uma unidade de comprimento e dado um vetor ¥, a «norma do vetor
- . . . -
U» como a medida do comprimento de um segmento orientado representante de v e
representd-la por «||¥||».

2. ldentificar, dado um vetor ¥ e um nimero real (também designado por «escalar») 4, o
«produto de ¥ por A» («A¥») como o vetor de norma |A|||¥]| (fixada uma mesma
unidade de comprimento para o célculo das normas), com a dire¢do e sentido de ¥ se

5#0eA1>0ecoma direcdo de ¥ e sentido contrario ao de ¥V se U # 0el<0,
justificar que A¥ n3o depende da unidade de comprimento fixada e que (—1)¥ = —7,
vetor simétrico de 7.

3. Justificar, dado um vetor ¥ n3o nulo, que um vetor U é colinear a ¥ se e apenas existir
um ndmero real A tal que U = A7, e que, nesse caso, A é Unico.

4. Justificar, dados vetores U e ¥, que existe um e somente um vetor W tal que w + ¥ = 1,
provando que w = U + (—7), designar W por «diferenga entre i e U» e representd-lo
por «i — U».

5. +Reconhecer, dado um vetor ¥ e numeros reais A e u, que (A + v = A0 + uv.

6. +Reconhecer, dados vetores U e U e nimeros reais A e p que AU+ V)= Au+Ave

AQuid) = (Ap)u.
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4. Operar com coordenadas de vetores

1.

+Reconhecer, fixada uma unidade de comprimento, um plano munido de um referencial
ortonormado de origem O e um vetor ¥ do plano que, sendo X(1,0), Y(0,1),€; = 0X e
—_—

é, = 0Y, existe um e somente um par ordenado (v;,V,) de nimeros reais tais que

- - - . . - -

U = v;€; + v,€,, por esse motivo designar o par ordenado (€;,€,) por uma «base do

espaco vetorial dos vetores do plano», (v4,v,) por «coordenadas do vetor ¥ (na base

- - 3 -

(e1,€3) )» e representar por «v(vq, v,)» 0 vetor U de coordenadas (v4, v5).

Identificar, fixado um plano munido de um referencial ortonormado de origem O e dado
—_—

um ponto A, o «vetor-posicdo do ponto A» como o vetor OA e justificar que as

coordenadas do vetor posicdo de um dado ponto coincidem com as coordenadas do

ponto.

. Justificar, fixado um plano munido de um referencial ortonormado e dados vetores

Uu(uq,uy) e ¥(vq,v,) € um nimero real A, que o vetor U + ¥ (respetivamente U — v)
tem coordenadas (uy + v4,u, + v,) (respetivamente (uy — v4,u, — v,) ), que o vetor
Al tem coordenadas (Aug,Au,), que o vetor simétrico do vetor u(u;,u,) tem
coordenadas (—u4, —u,) e que dois vetores ndo nulos sdo colineares se e somente se as
respetivas coordenadas forem todas ndo nulas e os quocientes das coordenadas
correspondentes forem iguais, ou as primeiras ou segundas coordenadas de ambos os
vetores forem nulas.

Justificar, fixado um plano munido de um referencial ortonormado e dados pontos

A(aq,a,) e B(by, b,) que o vetor AB tem coordenadas (b; — aq,b, — a,), comegando
por justificar que AB = 0B — 04 , identificar, a «diferenga entre os pontos B e A»

como o vetor ﬁ, representa-la por «B — A» e justificar que, para todo o vetor ¥ e para
quaisquer pontos Ae Bdoplano,B—A=v < B =A+ 7.

. Justificar, fixado um plano munido de um referencial ortonormado e dado um ponto

A(aq,a,) e um vetor ¥(vq,v,) desse plano, que o ponto A+ v tem coordenadas
(aq +vq,a, +vy).

. Justificar, fixada uma unidade de comprimento e um plano munido de um referencial

ortonormado que para qualquer vetor U(vq,v,), ||V]| = v1? + v,2.

5. Conhecer propriedades dos vetores diretores de retas do plano

1.

Identificar, dado um vetor ¥ n3o nulo e uma reta r, ¥ como «tendo a direcdo de r»
quando 7 tiver a direc3o das retas suporte dos segmentos orientados que representam v.
Designar por «vetor diretor» de uma dada reta r qualquer vetor ndo nulo com a mesma
direcdo do que .

Provar, fixado um plano munido de um referencial ortonormado e uma reta r nao vertical
de declive m, que o vetor v(a, b) é vetor diretor de r se e somentesea +# 0 em = Z, e

que, em particular, o vetor de coordenadas (1,m) é vetor diretor da reta r.
Justificar, fixado um plano munido de um referencial ortonormado, que os vetores
diretores das retas verticais sdo os vetores v(0,b), b # 0.

. Justificar, fixado um plano munido de um referencial ortonormado, que dada uma reta r

de vetor diretor ¥, os pontos de r sdo os pontos P=A+tv, t ER, onde 4 é um

qualquer ponto de r, e designar esta equacdo por «equacao vetorial da reta r».
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6.

Justificar, fixado um plano munido de um referencial ortonormado e dados
a,,d,, v,V € R, que um ponto P(x,y) pertence a reta r de vetor diretor ¥(vq,v,)
passando pelo ponto A(aq,a,) se e somente se existir t € R tal que x = a; + tv, A
y = a, + tv,, e designar este sistema por «sistema das equagdes paramétricas da reta r».

6. Resolver problemas

1.

+Resolver problemas envolvendo a determinacdo das coordenadas de vetores do plano.

2. +Resolver problemas envolvendo a colinearidade de vetores do plano.

. +Resolver problemas envolvendo equagbes vetoriais, paramétricas e cartesianas de

retas do plano.

Geometria Analitica no espaco

7. Definir referenciais cartesianos do espago

1.

Identificar um «referencial (cartesiano) ortonormado do espaco» (ou simplesmente
«referencial cartesiano») como um terno ordenado de retas numéricas que se
intersetam nas respetivas origens, duas a duas perpendiculares e com unidades de
comprimento coincidentes com uma mesma unidade de comprimento pré-fixada,
designar a origem comum das trés retas por «origem do referencial», a primeira reta
por «eixo das abcissas», a segunda por «eixo das ordenadas», a terceira por «eixo das
cotas», genericamente cada uma delas por «eixo coordenado» e, se for representada
por «O» a origem do referencial, representar estes trés eixos respetivamente por
«0x», «0Oy» e «0z» e o referencial por «Oxyz».

Designar, dado um ponto P e uma reta r, por «projecdo ortogonal de P sobre r» como
o préprio ponto P quando P pertencer a r e como o pé da perpendicular tracada de P
para r no caso contrario, reconhecendo que é a interse¢do com r do plano normal ar
passando por P.

Designar, dado um referencial ortonormado e um ponto P de projecdes ortogonais
P, no eixo das abcissas, P, no eixo das ordenadas e P,, no eixo das cotas, por
«abcissa de P», «ordenada de P» e «cota de P» respetivamente a abcissa de P,, de
P, e de P, nas respetivas retas numeéricas, e o terno ordenado destes trés valores por
«coordenadas de P».

Designar por «planos coordenados» os trés planos determinados por dois dos eixos
coordenados, representd-los por «xOy», «xOz» e «yOz» consoante 0s eixos
coordenados que contém, e reconhecer que sdo perpendiculares dois a dois.

. +Reconhecer, dado um referencial ortonormado e um terno ordenado de numeros

reais (x,y,z), que existe um e apenas um ponto P com essas coordenadas e
representd-lo por «P(x,y, z)».

+Reconhecer, dado um referencial ortonormado e um ponto P(a, b, c) de projecdo
ortogonal P’ no plano x0y, que, nesse plano, munido do referencial constituido pelos
eixos Ox e Oy, P' tem coordenadas (a,b) e enunciar resultados andlogos para os
planos x0z e yOz.
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8. Definir analiticamente conjuntos elementares de pontos do espaco

1. Justificar, dado um referencial ortonormado do espaco e a € R, que x =a é uma
equagao cartesiana do plano paralelo ao plano coordenado y0Oz que interseta o eixo das
abcissas no ponto A(a,0,0) e determinar as equagdes dos planos paralelos aos planos
coordenados x0z e x0y.

2. Justificar, dado um referencial cartesiano do espaco e a,b € R que o conjunto dos
pontos P(x,y,z) cujas coordenadas satisfazem o «sistema de equagles cartesianas»
x =a /Ay = b éareta paralela ao eixo das cotas que interseta o plano coordenado xOy
no ponto A(a, b, 0) e determinar sistemas de equagGes cartesianas de retas paralelas ao
eixo das abcissas e ao eixo das ordenadas.

3. +Provar, fixada uma unidade de comprimento e dados um referencial ortonormado do
espago e pontos A(aq,a,,az) e B(by, by, b3), que a medida da distancia entre A e B é
igual a\/(b; — a;)? + (b, — ay)? + (b3 — a3)? e representa-la por «d (4, B)».

4. Determinar, dado um referencial ortonormado do espaco e as coordenadas de dois

pontos A e B do espaco, uma equacdo do plano mediador do segmento de reta [AB] na
forma ax + by +cz+d=0,a,b,c,d €ER.

5. Justificar, fixada uma unidade de comprimento e dados um referencial ortonormado do
espaco, um ponto A(a;,ay,az) e um ndmero >0, que (x —a;)?>+ (y — ay)? +

(z—a3)? =r?

€ uma equacao cartesiana da superficie esférica de centro A e de raior,
e designa-la por «equacdo (cartesiana) reduzida da superficie esférica».

6. Justificar, fixada uma unidade de comprimento e dados um referencial ortonormado
do espago, um ponto A(ay,ay,a3) e um ndmero r >0, que
(x—a;))?+ (y—ay)?*+(z—a3)?> <r? é uma inequagdo cartesiana da esfera de
centro A e de raio r, e designa--la por «inequacéao (cartesiana) reduzida da esfera».

Calculo vetorial no espago

9. Definir vetores do espago

1. Designar um par de segmentos orientados do espaco por «equipolentes» quando sdo
complanares e equipolentes num plano que os contenha.

2. Saber que um «vetor do espaco» fica determinado por um segmento orientado do
espaco de tal modo que segmentos de reta equipolentes determinam o mesmo vetor e
segmentos de reta ndo equipolentes determinam vetores distintos.

3. Estender do plano ao espaco a definicdo de norma de um vetor, de adicdo de um ponto
com um vetor, de translacdo de um dado vetor e as operagdes de subtracao de dois
pontos, de adicdo e subtracdo de vetores, de multiplicacdo de um vetor por um escalar e
as respetivas propriedades geométricas e algébricas.
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10. Operar com coordenadas de vetores do espago

1. +Reconhecer, fixado um referencial ortonormado no espaco de origem O e um vetor ¥ que,
sendo X(1,0,0), Y(0,1,0), Z(0,0,1), &, = OX, &, = OY e &; = 0Z, existe um e somente
um terno ordenado (vq,v,,v3) de nlimeros reais tais que ¥ = 1,18, + V€, + V33,
designar o terno ordenado (€, €,, €3) por uma «base do espaco vetorial dos vetores do
espaco», (vq, V5, v3) por «coordenadas do vetor ¥ (na base (€;,€,,€3))» e representar
por «U(vy, V4, V3)» 0 vetor ¥ de coordenadas (vq, v,, v3).

2. Estender do plano ao espaco a definicdo do vetor posi¢cao de um ponto e a identificacdo
das respetivas coordenadas, as féormulas para o cdlculo das coordenadas da soma e da
diferenca de vetores, do produto de um vetor por um escalar, do simétrico de um vetor,
da diferenca de dois pontos, da soma de um ponto com um vetor e da norma de um
vetor, e o critério de colinearidade de vetores através das respetivas coordenadas.

3. Estender do plano ao espaco a definicdo e propriedades das equacOes vetoriais e
sistemas de equacdes paramétricas de retas.

11. Resolver problemas

1. +Resolver problemas envolvendo a noc¢do de distancia entre pontos do espaco,
equagdes e inequagdes cartesianas de subconjuntos do espaco.
2. +Resolver problemas envolvendo calculo vetorial no espaco.
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Fungoes Reais de Variavel Real FRVR10

Generalidades acerca de fungées

1. Definir a composicdo de fun¢des e a fungdo inversa de uma fungdo bijetiva

1.

10.

11.

12.

13.

Identificar, dados conjuntos A e B, o «produto cartesiano de A por B» como o conjunto
{(a,b) :a € AND € B} dos pares ordenados (a,b) tais que a e b pertencem,
respetivamente a A e a B e representda-lo por «4A X B».

Reconhecer que um conjunto G € A X B é o grafico de uma funcdo de A em B quando
e apenas quando para todo o a € A existir um e somente um elemento b € B tal que
(a,b) €G.

Identificar, dados conjuntos A e B, uma fungdo f : A = B e um conjunto C, a «restri¢cdo
de faC»comoafungdo f|o:CNA—- Btalque,Vx € CNA, flc(x) = f(x).
Identificar, dados conjuntos A e B, uma fun¢do f: A= B e C c 4, o «conjunto
imagem de C por f» como o conjunto f(C)={y€B:3IxeC: y=f(x)} das
imagens por f dos elementos de C, representd-lo também por «{f(x) : x € C}».

. ldentificar, dados conjuntos A e B, uma fun¢do f: A = B como «injetiva» se para

todos os x; e x, pertencentes a A, x; #x, = f(x1) # f(x,) (ou, de modo
equivalente, f(x;) = f(x,) = x; = x,) e designar também uma tal fungdo por «injegdo
de A em B».

Identificar, dados conjuntos A e B, uma fungdo f : A — B como «sobrejetiva» se para
todo o y pertencente a B, existir um elemento x pertencente a A tal que y = f(x) e
reconhecer que uma fungdo é sobrejetiva se e somente se coincidirem os respetivos
contradominio e conjunto de chegada e designar também uma tal fung¢do por
«sobrejecao de A em B» ou por «fun¢do de A sobre B».

Identificar, dados conjuntos A e B, uma fun¢do f : A — B como «bijetiva» se for
simultaneamente injetiva e sobrejetiva e designar também uma tal funcdo por «bijecdo
de A em B».

Identificar, dadas fungdes f : Df > Ae g: Dy - B, a «fungdo composta de g com f»
como a fungdo gof : Dyor = B, tal que Dyor = {x € Df : f(x) € Dy} e Vx € Dy,
gof(x) = g(f(x)) e designa-la também por «g composta com f», «g apds f» ou
«f seguida de g».

Designar, dado um conjunto A4, por «fungdo identidade em A» a fungdo Id, : A — A tal
que Vx € A, Id,(x) = x e justificar que se trata de uma fungdo bijetiva.

Justificar, dados conjuntos A e B e uma fungdo f : A — B bijetiva, que para todo o y
pertencente a B existe um e apenas um elemento x pertencente a A tal que f(x) =y
e, representando-o por x,, , designar por «fungdo inversa de f» a fungdo ffl:B—A
talqueVy € B, f~1(y) = xy.

+Reconhecer, dada uma fungdo f : A — B bijetiva, que f ! é bijetivae que (f )"t = f
e designar também f 1 por «bijec3o reciproca de f».

Reconhecer, dada uma fungdo f : A = B, que f é bijetiva se e somente se existir uma
fungdog : B » A, talque V(x,y) EAX B,y = f(x) © x = g(y).

Justificar que uma fungdo f : A = B é bijetiva se e somente se existir uma fungdo
g:B - Atalque gof = Id, e fog = Idg e que, nesse caso, g = f 1.
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Generalidades acerca de fungGes reais de variavel real

2. Relacionar propriedades geométricas dos grdficos com propriedades das respetivas fun¢des

1.

Designar por «funcdo real de varidvel real» uma funcdo cujo dominio e conjunto de
chegada estdo contidos em R.

. Saber, dada uma expressdo f(x), que se convenciona, quando nada for indicado em

contrdrio, que essa expressdo representa a fungdo f com conjunto de chegada igual a R
e dominio constituido por todos os niumeros reais a para os quais fica representado um
nuamero real pela expressdo que se obtém substituindo todas as ocorréncias de x em
f(x) por um simbolo representando o nimero a, designar, nesse caso, a expressao
f(x) por «expressdo analitica de f» e este processo de caracterizar f por «definigdo
(analitica) de f pela expressao f(x)».

Identificar uma funcdo real de varidvel real f como «par» se, para todo o x € Dy,
—x € Dy e f(—x) = f(x).

Identificar uma fungdo real de varidvel real f como «impar» se, para todo o x € Dy,

—x € Dpe f(—x) = —f(x).

5. Justificar, dada uma funcdo real de variavel real impar f, que, se 0 € Dy, entdo f(0) = 0.

6. +Reconhecer, dado um plano munido de um referencial ortogonal, que uma dada

10.

11.

12.

funcdo é par se e somente se o eixo das ordenadas for eixo de simetria do respetivo
grafico cartesiano.

+Reconhecer, dado um plano munido de um referencial cartesiano, que uma dada
funcdo é impar se e somente se o respetivo grafico cartesiano for «simétrico
relativamente a origem O do referencial», isto é, se e somente se a imagem do grafico
pela reflexao central de centro O coincidir com o préprio grafico.

+Reconhecer, dada uma fungdo real de varidvel real bijetiva f e um plano munido de um
referencial monométrico, que os graficos cartesianos das fungdes f e f 1 sdo a imagem
um do outro pela reflexdo axial de eixo de equagdo y = x.

Reconhecer, dados uma fungdo real de varidvel real f, um numero real ¢ e um plano
munido de um referencial cartesiano, que o grafico cartesiano de uma fun¢do g definida
em Dy = Dy por g(x) = f(x) + ¢ é aimagem do grafico cartesiano de f pela translagdo
de vetor 1u(0, ¢).

+Reconhecer, dados uma fungdo real de variavel real f, um nimero real ¢ e um plano
munido de um referencial cartesiano, que o grafico cartesiano de uma fun¢do g definida
por g(x) = f(x —c) no conjunto Dy ={x+c: x € Df} é a imagem do grafico
cartesiano de f pela translacdo de vetor 1(c, 0).

Designar, dado um plano munido de um referencial ortogonal e um nimero 0 < a < 1
(respetivamente a > 1), por «contracdo vertical (respetivamente dilatacdo vertical) de
coeficiente a» a transformagdo ¢ do plano que ao ponto P(x,y) associa o ponto ¢(P)
de coordenadas (x, ay).

Reconhecer, dados uma fungdo real de varidvel real f, um ndmero 0<a<1
(respetivamente a > 1) e um plano munido de um referencial ortogonal, que o grafico
cartesiano de uma fung¢do g definida em Dy por g(x) = af(x) é a imagem do grafico
cartesiano de f pela contragdo vertical (respetivamente pela dilatagdo vertical) de
coeficiente a.
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13.

14.

15.

16.

Designar, dado um plano munido de um referencial ortogonal e um nimero0 < a < 1
(respetivamente a > 1), por «contracdo horizontal (respetivamente dilatacdo
horizontal) de coeficiente a» a transformagdo ¢ do plano que ao ponto P(x,y) associa
o ponto ¢(P) de coordenadas (ax, y).

Reconhecer, dados uma fungdo real de varidvel real f, um nimero 0 <a <1
(respetivamente a > 1) e um plano munido de um referencial ortogonal, que o grafico

cartesiano de uma fungdo g definida em D, {g X € Df} por g(x) = f(ax) é a
imagem do grafico cartesiano de f pela dilatagdo horizontal (respetivamente pela
contracdo horizontal) de coeficiente %

Reconhecer, dada uma func¢do real de varidvel real f e um plano munido de um
referencial ortogonal, que o grafico cartesiano de uma fun¢do g definida em Dy = Dy
por g(x) = —f(x) é aimagem do grafico cartesiano de f pela reflexdo de eixo Ox.
Reconhecer, dada uma fungdo real de varidvel real f e um plano munido de um
referencial ortogonal, que o gréfico cartesiano de uma fungdo g definida em
Dy = {—x P XE Df} por g(x) = f(—x) é a imagem do grafico cartesiano de f pela
reflexdao de eixo Oy.

3. Identificar intervalos de monotonia de funcgées reais de varidvel real

1.

Identificar, dada uma fungdo real de varidvel real f e A C Dy, f como «(estritamente)
crescente em A» (ou simplesmente «(estritamente) crescente» se A = Df) se para
quaisquer dois elementos x; e x, de 4, se x; < x5 entdo f(xq) < f(x2).

Identificar, dada uma fungdo real de varidvel real f e A C Dy, f como «(estritamente)
decrescente em A» (ou simplesmente «(estritamente) decrescente» se A = Dy) se para
quaisquer dois elementos x; e x, de 4, se x; < x, entdo f(x;) > f(x,).

Identificar, dada uma fungdo real de varidvel real f e A C Dy, f como «crescente, em
sentido lato, em A» (ou simplesmente «crescente, em sentido lato» se A = Df) se para
quaisquer dois elementos x; e x, de A4, se x; < x, entdo f(x1) < f(x2).

Identificar, dada uma funcdo real de varidvel real f e A C Dy, f como «decrescente, em
sentido lato, em A» (ou simplesmente «decrescente, em sentido lato» se A = Df) se
para quaisquer dois elementos x; e x, de 4, se x; < x, entdo f(x;) = f(xy).
Identificar, dada uma func¢do real de variavel real f e A c Dy, f como «(estritamente)
mondtona em A» (ou simplesmente «(estritamente) monétona» se A = Df) se for
(estritamente) crescente ou (estritamente) decrescente em A e f como «mondtona, em
sentido lato, em A» (ou simplesmente «mondtona, em sentido lato» se A = Df) se for
crescente ou decrescente, em sentido lato, em A.

Identificar, dada uma fun¢do real de varidvel real f, um «intervalo de (estrita)
monotonia de f» como um intervalo I © D tal que f|; é (estritamente) mondtona.
Identificar, dada uma fungdo real de variavel real e A c Dy, f como «constante em A»
se para quaisquer elementos x; e x, de 4, f(x;) = f(x3).

Demonstrar que uma fung¢do afim definida por f(x) = ax + b é estritamente crescente
(respetivamente decrescente) em R se e somente se a > 0 (respetivamente a < 0).

. Demonstrar que, dada uma fun¢io quadratica da forma f(x) = ax?, se a > 0 entdo f é

decrescente em | — o0, 0] e crescente em [0, +oo[ e que, se a < 0, entdo f é crescente

em | — 0,0] e decrescente em [0, +oo].
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4. Identificar extremos de fungdes reais de varidvel real

1.

Designar, dada uma fungdo f de dominio Dr e valores em R, um nimero real M como
«majorante de f» (respetivamente «minorante de f») quando Vx € D¢, f(x) <M
(respetivamente  Vx € D, f(x) = M), referindo a fungdo f como «majorada»
(respetivamente «minorada») quando admitir um majorante (respetivamente um
minorante).

2. Designar por «limitada» uma fungdo simultaneamente majorada e minorada.

3. Designar por «minimo absoluto» (respetivamente por «maximo absoluto») de uma

fungdo real de varidvel real um valor f(a)do contradominio de f tal que
Vx € Dy, f(a) < f(x) (respetivamente Vx € Dy, f(a) = f(x)) e designar por
«extremos absolutos de f'» os maximos absolutos e os minimos absolutos de f.
Designar, dados um numero real x, e um numero real positivo r, por «vizinhanga r de
Xo» o intervalo |x, — 7, xg + [ e representd-la por «V}.(xq)».

Referir que uma funcdo real de varidvel real «atinge um minimo relativo (ou local)»
(respetivamente «atinge um maximo relativo (ou local)») em a € Dy quando existe
r >0, tal que, Vx € Dr N V.(a), f(a) < f(x) (respetivamente, Vx € Dr N V,.(a),
f(a) = f(x)) e designar f(a) por «minimo relativo (ou local)» (respetivamente
«mdximo relativo (ou local)») de f e a por um «minimizante» (respetivamente por um
«maximizante») de f.

Identificar, dada uma fungdo real de variavel real f, o grafico de f como «tendo a
concavidade (estritamente) voltada para cima» (respetivamente como «tendo a
concavidade (estritamente) voltada para baixo») num dado intervalo I c Dy se dados
quaisquer trés pontos P, Q e R do grafico, de abcissas em [ tais que xp < xp < xg, 0
declive da reta PQ é inferior (respetivamente superior) ao da reta QR.

Saber que uma funcdo real de varidvel real tem a concavidade (estritamente) voltada
para cima (respetivamente para baixo) num dado intervalo I C Dy se e somente se
dados quaisquer dois pontos P e Q do grafico, de abcissas em I, a parte do grafico de f
de abcissas estritamente situadas entre as abcissas de P e @ ficar “abaixo”
(respetivamente “acima”) do segmento de reta [PQ].

. +Reconhecer, dado um numero real ndo nulo a, que o grafico da fungdo f definida pela

expressdo f(x) = ax? tem, em ]—o0, +0[, a concavidade voltada para cimase a > 0 e
voltada para baixo se a < 0.

5. Estudar fungbes elementares e operagdes algébricas sobre fun¢des

1.

Esbocar o gréfico de fungdes quadraticas, comecando por representa-las por expressoes
da forma a(x —b)?+c e identificando os intervalos de monotonia, o extremo
absoluto, as eventuais raizes e o sentido da concavidade dos respetivos graficos.
Identificar uma funcdo f : D — R para a qual sdo dados um nimero natural n > 1,
uma parti¢do Ay, Ay, ..., A, de Dy e n expressdes f;(x) (1 < j < n) tais que para todo o
j e para todo o x €4;, f(x)=fj(x) como «estando definida por ramos pelas
expressoes fj(x), respetivamente nos conjuntos 4; (1 < j < n)».

Esbogar o grafico de fungdes definidas por f(x) = alx —b|+c (a,b,c € R,a #0)
interpretando geometricamente os valores a, b e c.
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4. Justificar que a fungdio f: RY - R{ definida por f(x) = x? é bijetiva e que para todo o
x € RY, f~1(x) = Vx.

5. Justificar que a funcdo f:R — R definida por f(x) = x é bijetiva e que para todo o
x €R, f1(x) = Vx.

6. Determinar o dominio e esbocar o grafico de funcdes definidas analiticamente por
fx) = aVx—b+c (a,b,c€ R, n€{2,3}, a+0).

7. ldentificar «funcdo polinomial» como uma funcdo que pode ser definida analiticamente
por um polindmio com uma sé variavel.

8. Esbocar o grafico de fung¢des definidas por ramos envolvendo fung¢des polinomiais até ao
3.2 grau, modulos e radicais quadrados e cubicos.

9. ldentificar, dadas funcdes f:Df - R, g:Dy » R, um ndmero real @ e um numero
racional , as fungbes f + g:Df N Dy > R («soma de f com g»), fg:Df N Dy - R,

(«produto de f por g»), §:D£—>]R («quociente de f por g» onde
g
D§=Dfn{xEDg:g(x)¢0}), af:Df > R («produto de f pelo escalar a») e

f7:Dsr > R («poténcia de expoente 7 de f», onde Dsr é o conjunto dos ndmeros reais
X para os quais esta definido f(x)" ), como as fungées com os dominios e conjunto de

chegada indicados, definidas, para cada elemento x do respetivo dominio,

respetivamente por (f + g)(x) = f(x) + g(x), (fg)(x) = f(x)g(x), g(x) = %'

(af)(x) =af(x) e fT(x) = f(x)", podendo utilizar-se, para representar as poténcias
de expoente racional, as notacGes envolvendo raizes.

. Resolver problemas

1. +Resolver equacdes e inequacbes envolvendo as fungdes polinomiais e a composicdo da
funcdo maddulo com fungbes polinomiais.

2. +Resolver equagdes e inequagdes envolvendo as fungdes raiz quadrada e raiz cubica.

3. +Resolver problemas envolvendo as propriedades geométricas dos graficos de funcdes
reais de varidvel real.

4. +Resolver problemas envolvendo as fung¢des afim, quadratica, raiz quadrada, raiz cubica,
madulo, fungbes definidas por ramos e a modelagdo de fendmenos reais.

5. +Resolver problemas envolvendo a determinacdo do dominio de funcdes obtidas por
aplicacdo de operacdes algébricas a fun¢des dadas.
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Estatistica EST10

Caracteristicas amostrais

1. Manipular o sinal de somatdério

1.

Designar, dado p € N e uma sequéncia de numeros reais (xl,xz, ...,xp), a soma
X1 +x3 + -+ x, por «somatorio de 1 a p dos x;» (ou por «soma dos p termos da
sequéncia», quando esta designagdo ndo for ambigua), representa-la por «Zlexi»,
designar o simbolo «X» por «sinal de somatdrio» e, para 1 <m < p, representar
também por «2me Xi» @ S0Ma X, + Xppyq + - + Xp, («somatorio de m a p dos x;»).
Reconhecer, dados p € N, 1 € R e uma sequéncia de nimeros reais (xl,xz, ...,xp), que
a igualdade Z?zl(lxi) = AZlexi representa, no formalismo dos somatdrios, a
propriedade distributiva da multiplicacdo relativamente a adi¢do aplicada ao produto
de A pela soma das p parcelas xq, x5, ..., Xp.
Reconhecer, dados p € N, uma sequéncia de numeros reais (xl,xz,...,xp) e um
. : 14 — " p
ndmero natural n tal que n <p, que a igualdade X _ x; =X x;+ i 1%
representa, no formalismo dos somatdrios, uma aplicagao da propriedade associativa da
adicdo a soma das p parcelas x4, x5, ..., Xp-
Reconhecer, dado p € N e sequéncias de numeros reais (X;)1<i<p € (Vi)1<i<p, que a
igualdade Z?zl(xi +y;) = Zlexi + Zleyi representa, no formalismo dos somatérios,
uma aplicagdo das propriedades associativa e comutativa da adicdo a soma das p
parcelas x; + Y1, X3 + Y2, o, Xp + Yy

2. Utilizar as propriedades da média de uma amostra

1.

Interpretar uma dada variavel estatistica quantitativa em determinada popula¢do como
uma funcdo numérica definida na populacao, cujo valor em cada unidade estatistica é o
valor que mede a caracteristica em estudo nesse elemento da populacado.

Representar, dada uma varidvel estatistica quantitativa x em determinada populacdo e
uma amostra A de dimensdao n € N dessa populacdo cujos elementos estdo numerados
de 1 a n, por «x;» o valor da varidvel x no elemento de A com o numero i, por «x»a

sequéncia (xq,Xy,...,X,), designa-la por «amostra da varidvel estatistica x» ou
simplesmente por «amostra» e por «valores da amostra» os valores x; ,1 <i<mn,
sempre que estes abusos de linguagem nao forem ambiguos.

Representar, dadon € N e uma amostra X = (x4, X5, ..., X,) de uma varidvel estatistica,

n
Zi=1xi

por «X» a média , designando-a igualmente por «média da amostra x» sempre

gue este abuso de linguagem nao for ambiguo.
Representar, dado n € N e umaamostra x = (x4, X5, ..., X,) com m valores (1 < m < n),

por «X» o conjunto dos valores da amostra, por X |, X ,, ..., X, 0s elementos de X, por
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«nj» (1 <j<m) o cardinal do conjunto {i € {1,..,n}: x; = 551.}, designar n; por

A - - m _ XLixpny
«frequéncia absoluta do valor X, e justificar que Zj=1nj =n equex=—-—",

designando esta Ultima igualdade por «férmula da média para dados agrupados».

Representar, dadon € N, uma amostra x = (xy, Xy, ..., X,) € nimeros reais h e a, por
«ax + h» aamostra y = (ax; + h,ax, + h, ..., ax, + h) e justificar que y = ax + h.
Interpretar, dado n € N e uma amostra x = (xq, x5, ..., X,), @ média de x como a

abcissa do centro de gravidade de um segmento de reta no qual se colocou, para cada
valor 551. da amostra, um ponto material no ponto de abcissa 551. de massa igual a

respetiva frequéncia absoluta n;.
Reconhecer que o valor da média de uma amostra x = (x4, X3, ..., X ) nunca se mantém

quando, para um dado i € {1, ..., n}, se altera o valor x; , e referir, por essa razdo, que a
média é uma caracteristica amostral «com pouca resisténcia».

Definir e conhecer propriedades da variéncia e do desvio-padrédo de uma amostra

1.

Designar, dado n € N, uma amostra x = (x4, X5, ..., X,) el € {1, ...,n}, por «desvio de x;

em relagdo a média» a quantidade x; — X , representd-la por «d;» e provar que
n —
i=1d; = 0.

+Representar dado n € N e uma amostra x = (x1,%y,...,X,), por «SS,» a soma

Y . (x; — X)? dos quadrados dos desvios dos x; em relagdo a média e reconhecer que
SSy = Z?:lxiz — nx?.

. +Reconhecer, dado n € N e uma amostra x = (x4, x5, ..., X;,), que €é possivel calcular d,,

em fungdo de dy,d,,...,d,_1 mas que d, sé fica determinado se for conhecida a
totalidade desses n — 1 desvios, e referir, por esta razdo, que «SS, tem n — 1 graus de
liberdade».

Justificar, dadon € N e uma amostra X = (x4, %5, ..., Xy), que SS, = 0 se e somente se

x1= xz = ... = xn.

. Justificar, dado n € N, uma amostra x = (x4, X5, ..., X,,) € numeros reais h e @, que se

y = x + h (respetivamente y = ax) entdo SS,, = S5, (respetivamente SS,, = a?SS,,).

. Justificar, dado n € N e uma amostra x = (xq, Xy, ..., X), que SS, = Y7L, (%, — X)*n,

onde 971,972, ...,fm representam os m valores da amostra x e n; a frequéncia absoluta

deX ..
j

. SS,
Designar, dado n € N(n > 1) e uma amostra x = (X1, X5, ..., X,), Sy = —% por

A /55 . ~
«variancia da amostra x» e s, = n—_fl por «desvio-padrao da amostra x».
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10.

11.

12.

. Justificar, dado n e N(n > 1) e uma amostra x = (xq, X3, ...,X,), que s, =0 se e

somentese x; = X; = - = Xy,.
Justificar, dados n € N (n > 1), uma amostra x = (x4, Xz, ..., X,) € nUmeros reais h e a,

que se y = x + h (respetivamente y = ax) entdo s, = s, (respetivamente s,, = |a| sy).

Reconhecer, dada uma varidvel estatistica quantitativa x em determinada populacao,
uma amostra A de dimensdon > 1 dessa populagdo e sendo x = (x4, X5, ..., X,) UmMa

amostra correspondente da varidvel estatistica x, que para todo o k > 0 a percentagem
dos elementos da amostra A nos quais os valores da varidvel estatistica tém desvios em

~ . . . ~ . . 1 .
relacdo a média superiores a k desvios-padrdo é inferior a z e interpretar este

resultado como tradugdo quantitativa da afirmagdo segundo a qual o par (%, s, ) reflete
a distribuicdo dos valores da amostra x em termos de “localizacdo” e de “dispersao”.

Reconhecer que para comparar a “dispersdao” dos valores dos elementos de duas ou
mais amostras em torno da média, faz sentido comparar as respetivas variancias (ou os
respetivos desvios-padrao), sempre que a caracteristica quantitativa em andlise seja a
mesma nas diversas amostras e que a respetiva medida esteja calculada na mesma
unidade.

Saber, dada uma populagdo, que existem critérios que conduzem a recolha de amostras
cujas médias e desvios-padrao sdao consideradas boas estimativas da média e do desvio-
-padrdo da populagao.

Definir e conhecer propriedades do percentil de ordem k

1. Designar, dado n € N e uma amostra x = (x4, X3, ..., X,,), Por «amostra x ordenada» a

sequéncia (x(l),x(z), ...,x(n)) tal que X1) S X@z) S S Xy, COM 0S MESMos valores

gue a amostra x , cada um deles figurando na sequéncia um nimero de vezes igual a
respetiva frequéncia absoluta enquanto valor da amostra x.
Designar, dado n € N, uma amostra x = (xq,X5,...,X,) € um numero natural k do

intervalo ]0,100], por «percentil de ordem k» o valor maximo da amostra se k = 100, a

.- kn kn kn

média dos elementos de ordem To0 € Too + 1 na amostra ordenada se k # 100 e 100
. . kn

for inteiro, e nos restantes casos, o elemento de ordem [ﬁ] + 1 na amostra ordenada,

(onde, para x € R, «[x]» designa a «parte inteira de x», ou seja, o maior numero
natural inferior ou igual a x) e representd-lo por «Pj».
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3. Reconhecer, dado n € N e uma amostra x = (xq, x5, ..., X,), que Ps, é igual a mediana
de x e saber que também é usual definir o primeiro e o terceiro quartil de modo a

coincidirem, respetivamente, com P,5 e P;s.

4. Designar, dados numeros naturais n e k, k <100, uma sequéncia crescente de
numeros reais (a, a,, ..., a,;; ) € um conjunto de dados quantitativos organizados nos
intervalos de classe [a;, a;41 [, que se supdem de igual amplitude h > 0, por «percentil de

. - k

ordem k», o nimero x tal que Y-t (a1 — ap))n; + (x — ay)n, = EZﬁl(aHl —a;)n,,
. L—1 khn P A

ou seja, tal que h);=yn; + (x —a)n, =00 onde n; é a frequéncia absoluta do

kn
100 °

intervalo de classe [a;, a;,1[ e L é o maior nimero natural tal que Y}~ n; <

5. Resolver problemas

1. +Resolver problemas envolvendo a média e o desvio-padrdo de uma amostra.
2. +Resolver problemas envolvendo os percentis de uma amostra.
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11.° ano

Trigonometria e Fungdes trigonométricas TRI11

Extensdo da Trigonometria a angulos retos e obtusos e resolucgao de tridngulos

1. Definir as razdes trigonométricas dos dngulos retos e obtusos e resolver tridngulos

1. Provar, dado um tridngulo acutangulo [ABC], de angulos internos @ = BAC, B = ABC e
¥y = ACB e de lados de medida a = BC, b = AC e c = AB, fixada uma unidade de

sina _ sinff _siny
b

comprimento, que , e designar estas igualdades por «Lei dos senos»

ou «Analogia dos senos».

2. Estender a definigdo do seno aos angulos retos, tomando sin @ = 1 quando o angulo a
é reto, reconhecendo que esta definicdo é a Unica possivel por forma a estender a Lei
dos senos a tridngulos retangulos.

3. Estender a definicdo do seno aos angulos obtusos tomando, para um angulo a obtuso,
sin @ =sin o, onde a’ é suplementar a «, reconhecendo que esta defini¢cdo é a Unica
possivel por forma a estender a Lei dos senos a tridangulos obtusangulos.

4. +Provar, dado um triangulo [ABC], de lados de medida a = BC, b = AC e ¢ = AB,
fixada uma unidade de comprimento, e sendo agudo o angulo interno em A, que, se
a = BAC, a? = b?>+ c* —2bccosa, e designar este resultado por «Teorema de
Carnot» ou «Lei dos cossenos».

5. Estender a definicdo do cosseno aos angulos retos, tomando cos @ = 0 quando o
angulo a é reto, reconhecendo que esta definicdo é a uUnica possivel por forma a
estender a Lei dos cossenos ao caso de um angulo interno reto, reconhecendo que neste
caso se reduz ao Teorema de Pitadgoras.

6. +Estender a definicdo do cosseno aos angulos obtusos tomando, para um angulo a
obtuso, cos a = —cos a’, onde a’' é suplementar a «, reconhecendo que esta
definicdo é a Unica possivel por forma a estender a Lei dos cossenos ao caso de um
angulo interno obtuso.

7. Estender a todos os angulos convexos a propriedade segundo a qual, dados angulos a e '
com a mesma amplitude @ = c?, 0 seno e 0 cosseno de a sdao respetivamente iguais ao
seno e ao cosseno de a’ e designa-los também respetivamente por seno e cosseno de @.

8. Determinar, dado um tridngulo [ABC], fixadas unidades de comprimento e de
amplitude de angulos e conhecidas as medidas dos comprimentos dos trés lados (LLL),
as medidas do comprimento de dois dos lados e da amplitude do dangulo interno por eles
formado (LAL) ou as medidas do comprimento de um dos lados e das amplitudes dos
dois angulos internos que |he sdo adjacentes (ALA), as medidas dos comprimentos dos
restantes lados e as medidas das amplitudes dos restantes angulos internos do
tridngulo, designar este procedimento por «resolu¢do do tridngulo [ABC]» e obter
valores aproximados destas medidas na forma de dizimas finitas até uma dada ordem,
utilizando uma maquina de calcular.

Fotocopiavel © Texto | MVT 10



Orientac¢ao de angulos num plano e rotacoes

2. Definir dngulos orientados e as respetivas medidas de amplitude

1.

Identificar «angulo orientado» como um angulo ndo nulo nem giro no qual se fixa um
dos lados para «lado origem», designando o outro por «lado extremidade».

Identificar um angulo orientado de um plano como tendo «orientacdo negativa»
guando, imaginando os movimentos dos ponteiros de um reldgio cujo mostrador se
supOde situado nesse plano 7, os ponteiros podem descrever o angulo comecando no
lado origem e terminando no lado extremidade, identificar um angulo orientado como
tendo «orientagdo positiva» no caso contrdrio, e afetar do sinal «—» as amplitudes dos
primeiros enquanto angulos orientados, bem como as respetivas medidas.

3. Definir rotagbes segundo dngulos orientados

1.

Designar, dados dois pontos O e M e um angulo orientado a em determinado plano, um
ponto M’ por «imagem do ponto M pela rota¢3o de centro O e de dngulo orientado a»
quando OM = OM’ e OM' for o lado extremidade do angulo orientado de lado origem
OM e com a mesma amplitude de @ enquanto angulos orientados.

4. Definir dngulos generalizados

1.

Identificar um «angulo generalizado» (ou «angulo trigonométrico») como um par
ordenado (a,n), onde a é um angulo orientado ou um angulo nulo e n é um numero
inteiro, que é positivo ou nulo se «a tiver orientacdo positiva e negativo ou nulo se a
tiver orientagdo negativa, interpretando-o intuitivamente como o resultado de rodar o
lado extremidade do dngulo a (ou, no caso de a ser nulo, o Unico lado, coincidente com
a), realizando |n| voltas completas, no sentido determinado pelo sinal de n.

Designar o lado origem (respetivamente extremidade) de um &ngulo orientado «
também por «lado origem (respetivamente extremidade) dos angulos generalizados
(a,n)» e um angulo nulo w também como «lado origem e extremidade dos dngulos
generalizados (w, n)».

Identificar, fixado um angulo unidade e sendo g a medida de amplitude dos angulos
giros, a medida de amplitude do angulo generalizado (a,n) como a + ng, onde a é a
medida de amplitude do angulo orientado ou nulo a.

Reconhecer que dois angulos generalizados (a,n) e (a',n") tém a mesma amplitude se
e somente a e a' tiverem a mesma amplitude e n = n’ e justificar, fixado um angulo
unidade que, dado um numero real x e fixada uma semirreta para lado origem, existe
um e apenas um angulo generalizado cuja medida de amplitude é igual a x.

Identificar, fixado um ponto O e um angulo generalizado (a, n), a «rotagdo de centro O
e angulo generalizado (a,n)», no caso de a ser um angulo nulo, como a aplicagdo
identidade no plano e nos restantes casos como a aplicagao do plano sobre si préprio
que a cada ponto distinto de O associa a imagem desse ponto pela rotagdo de centro O
e angulo orientado a e ao ponto O associa o préprio ponto O.

Reconhecer, dado um ponto O e angulos generalizados (a,n) e (a’,n'), a,a’ dngulos
orientados, que as rotacdes de centro O e angulos generalizados (a,n) e (a',n")
coincidem se e somente se a e ' tiverem a mesma amplitude ou se tiverem sentidos
contrarios e os valores absolutos das respetivas amplitudes tiverem soma igual a medida

de um angulo giro.
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5. Definir as razées trigonométricas dos dngulos generalizados

1. Designar um referencial ortonormado num dado plano como «direto» quando o
primeiro quadrante, considerado como angulo orientado de lado origem coincidente
com o semieixo positivo Ox e lado extremidade coincidente com semieixo positivo Oy,
tem orientagdo positiva.

2. Designar, dado um referencial ortonormado em dado plano, a circunferéncia centrada
na origem e de raio 1 desse plano também por «circunferéncia trigonométrica» (ou, por
abuso de linguagem, por «circulo trigonométrico»).

3. ldentificar, dado um referencial ortonormado direto em dado plano e um angulo
orientado a desse plano, o «seno de a» (respetivamente o «cosseno de a») como a
ordenada (respetivamente a abcissa) do ponto P, interse¢do da circunferéncia
trigonométrica com o lado extremidade do angulo orientado de lado origem coincidente
com o semieixo positivo Ox e de amplitude igual a @, representa-lo por sin(«@), sen(a),
sin @ ou sen « (respetivamente por cos(a) ou por cos a), reconhecer que este valor ndo
depende da escolha do referencial, e que esta definicdo estende a definicdo de seno
(respetivamente de cosseno) de dngulos geométricos convexos, se o identificarmos com
o0 seno (respetivamente cosseno) de um angulo orientado com a mesma amplitude.

4. |dentificar, dado um referencial ortonormado direto em dado plano, e um angulo
orientado a desse plano de lados ndo perpendiculares, a «tangente de a» como a
ordenada do ponto P, interse¢do da reta de equacdo x = 1, tangente a circunferéncia
trigonométrica no ponto de coordenadas (1,0), com a reta suporte do lado extremidade
do angulo orientado de lado origem coincidente com o semieixo positivo Ox e de
amplitude igual a @, representd-la por tan(a), tg(a), tana ou tg a, reconhecer que

tana = % e que esta definicdo estende a definicdo de tangente de um angulo agudo,

se a identificarmos com a tangente de um angulo orientado com a mesma amplitude.

5. Identificar, dado um angulo generalizado 68 = (@, n), o «seno de 6», o «cosseno de G» e
a «tangente de 6» como, respetivamente, o0 seno, o cosseno e a tangente de a.

6. Justificar, dados angulos generalizados 8 e 8’ com a mesma amplitude 8 = 5’, que o
seno, o cosseno e a tangente de 0 sdo respetivamente iguais ao seno, ao cosseno e a

tangente de 6’ e designa-los também respetivamente por seno, cosseno e tangente de 8.

6. Definir medidas de dngulos em radianos

1. Designar por «radiano» a amplitude de um angulo ao centro de uma circunferéncia que
nela determina um arco de comprimento igual ao raio e reconhecer que o radiano nao
depende da escolha da circunferéncia, aproximando o comprimento do arco de
circunferéncia por comprimentos de linhas poligonais inscritas.

2. Efetuar conversdes de medidas de amplitude de angulos de graus para radianos e de
radianos para graus, comecando por justificar que um angulo giro tem amplitude 27
radianos.
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7. Definir fungées trigonométricas e deduzir propriedades

1.

10.

Identificar, dado um numero real x, a «tangente de x» (respetivamente o «seno de x» e
o «cosseno de x») como a tangente (respetivamente o seno e o cosseno) de um angulo
generalizado de medida de amplitude igual a x, em radianos, sempre que esse valor
esteja definido, e designar a funcdo assim determinada nesse conjunto de nimeros reais
e com conjunto de chegada R por «(fungdo) tangente» (respetivamente «(funcdo)
seno» e «(fungdo) cosseno»), representando-a por «tan» ou «tg» (respetivamente por
«sin» ou «sen» e por «cos») e o respetivo valor num ponto x do dominio também por
tan x ou tg x (respetivamente por «sin x» ou «Sen x» e por «Cos x»).

Identificar, dado um ndmero P > 0, uma fungdo f como «periddica de periodo P» ou
«P-periddica» se paratodoox € Dy, x + P € Dre f(x + P) = f(x).

Designar, dada uma fungdo f, o numero P, > 0 por «periodo fundamental de f ou por
«periodo positivo minimo de f» se f for Py-peridédica e ndo admitir outro periodo P
inferior a Py.

Justificar que as fungdes reais de varidvel real seno e cosseno tém dominio R,
contradominio [—1,1] e periodo fundamental P, = 2.

Provar que os zeros da fungdo seno (respetivamente da funcdo cosseno) sdo os nimeros
da forma km, k € 7Z (respetivamente da forma g + km, k € 7).

. Justificar que a func¢do seno (respetivamente a funcdo cosseno) admite extremos locais nos

pontos de abcissa da forma % + km, k € Z (respetivamente da forma x= km , k € 7Z).

Provar que para todo o x € R, cos? x + sin? x = 1, reconhecendo que esta igualdade
generaliza a férmula fundamental da Trigonometria, e referi-la igualmente por essa
designacao.

. Justificar que, para todo o x € R, cos (—x) = cosx, sin(—x) = —sinx, cos (x + ) =

. . Y —_ . . Y
—cosx,sin (x + ™) = —sinx, cos(xiz) = +51nxe51n(x i;) = 4+ cosx.

. Justificar que a funcdo real de varidvel real tangente tem dominio

Dign = R\{x:x = §+ km ,k € Z}, contradominio R, periodo fundamental P, =m e

que os respetivos zeros sdo os numeros da forma km, k € Z.
Justificar que as fungdes seno e tangente sao impares e a fungdo cosseno é par.

8. Definir fungdes trigonométricas inversas

1.

+Reconhecer que as fungdes sin: [—g,g] - [-11], cos:[0,m] = [-11] e

tan :] — g,%[ — R, obtidas por restricao respetivamente das fung¢des sin, cos e tan aos
intervalos indicados e tomando para conjuntos de chegada os respetivos
contradominios, sdo bijetivas e designar as bijecOes reciprocas por «(funcdo) arco-
-seno» (arcsin ou arcsen), «(fungdo) arco-cosseno» (arccos) e «(fungdo) arco-tangente»
(arctan ou arctg), respetivamente, sabendo que sdo valores aproximados destas fun¢des

que as calculadoras fornecem, associados as teclas, respetivamente, sin™?, cos™!

e
tan~?!, desde que esteja selecionado o radiano para unidade de medida dos angulos.
Reconhecer, dados nimeros reais x e &, que coS x = COS & se e somente se existirk € Z

talquex = a + 2kmroux = —a + 2km.
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Reconhecer, dados nimeros reais x e a, que sinx = sina se e somente se existir k € Z
talquex = a + 2kmoux = — a + 2km.

Reconhecer, dados numeros reais x e & do dominio da fungdo tangente, que tan x = tan «
se e somente se existir k € Z tal que x = a + km.

Resolver equacgdes da forma sinx = a,cosx =aetanx = a, a € R.

Resolver problemas

1. +Resolver problemas envolvendo a resolucdo de triangulos.
. +Resolver problemas envolvendo a determinacdo de distancias utilizando angulos e as

respetivas razoes trigonométricas.

. +Resolver equacdes trigonométricas e problemas envolvendo férmulas trigonométricas

e a determinagdo de razdes trigonométricas.

. +Resolver problemas envolvendo fung¢des trigonométricas.
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Geometria Analitica GA11

Declive e inclinagdo de uma reta

1. Definir a inclinagdo de uma reta

1.

Identificar, fixado um plano munido de um referencial ortonormado de origem O e dada
uma reta r que passa pela origem e é distinta do eixo Ox, a «inclinagdo de r» como a
amplitude do angulo convexo formado pelo semi-eixo positivo das abcissas e a
semirreta OP, onde P é um qualquer ponto de r de ordenada positiva, e identificar a
inclinacdo do eixo das abcissas como a amplitude nula.

Identificar, fixado um plano munido de um referencial ortonormado de origem O, a
inclinagcdo de uma reta r como a inclinagdo da reta paralela a r que passa por 0.

. Justificar, fixado um plano munido de um referencial ortonormado, que o declive de

uma reta nao vertical é igual a tangente trigonométrica da respetiva inclinagao.

Produto escalar

2. Definir e conhecer propriedades do produto escalar de vetores

1.

w oK No WU

10.

Identificar, fixada uma unidade de comprimento, dados vetores n3o nulos % e ¥, o
«produto escalar (ou interno) de % e ¥» como o nimero OP X O_Q’, (respetivamente o
numero — OP X 0Q’) onde, fixado um ponto 0, P=0+1%4, Q=0+%, Q' é a
—_— —

projecdo ortogonal de Q na reta OP, se 0Q' e OP tiverem o mesmo sentido
(respetivamente se tiverem sentidos contrdrios), reconhecendo que este valor é
independente da escolha do ponto O, identificar o produto escalar de vetores U e ¥
como nulo se um dos vetores for nulo e representar o produto escalar de vetores Ui e ¥
por «uU . U».

Identificar, dados vetores n3o nulos U e ¥, «angulo dos vetores il e ¥» como qualquer
angulo convexo, nulo ou raso POQ tal que U = OPe = O—Q), reconhecendo que tém
todos a mesma amplitude, designar também essa amplitude por «angulo formado pelos

vetores U e U» quando essa designacdo ndo for ambigua, e representé-la por «(u, v)».

Provar, dados vetores % e ¥ ndo nulos, que 1. v = ||||||¥]| cos (U, V).

Identificar vetores 1 e ¥ como «perpendiculares» quando um deles for nulo ou quando,

nado sendo nulo nenhum dos dois, forem perpendiculares duas retas de vetores diretores

respetivamente iguais a il e a U, e indicar que U e ¥ s3o perpendiculares escrevendo
— -

«u L v,

Justificar, dados vetorestie ¥, queu . v =0 U L v.

Justificar, dado um vetor @, que u .4 = ||u]|?.

Justificar, dados vetores i e U, que . ¥ = ¥ .U .

+Provar, dados vetores 1 e ¥ e um nimero real A, que (A%) .V = A(U . V) .

+Provar, dados vetores i, Vew ,que U+ V) W=U.W+D.W .

Justificar, fixado um plano munido de um referencial ortonormado e vetores 1 (uq,u,) e

- - - . ore —_— — —_— —

v(vq,v3), que U.V = uyvy + u,v, , comegando por justificar que e;.e; = ej.e; =1e

—_— —

61.62 = 0.
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11.

12.

Provar, fixado um plano munido de um referencial ortonormado, que duas retas de
declives respetivamente iguais a m e a m’ s3o perpendiculares se e somente se
mm' = —1.

Justificar, fixado um referencial ortonormado do espaco e dados vetores uU(uy, uy,u3) e
U(vq, V5, v3) do espago, que U.V = uyv; + U,v, + usv3 , comegando por justificar que
—_— — —_— — —_— — _— — _— — —_— —

ei.e{ =ey.6, =e3.e3=1eej.e;, =ej.e3 =e5.e5 = 0.

3. Determinar equagdes de planos no espaco

1.

Identificar um vetor ¥ como «normal a um plano a» se for nulo ou, ndo sendo nulo, se
as retas de vetor diretor ¥ forem perpendiculares a .

. Justificar, dados planos « e f e vetores U, e 13,; nao nulos, normais respetivamente a a e

B, que a e B sdo (estritamente) paralelos ou coincidentes se e somente se 7, e 17/;
forem colineares e @ e B sdo perpendiculares se e somente se v, e 13/; forem

perpendiculares.

. Justificar, dado um vetor ndo nulo ¥ normal a um plano @ e um ponto P, € a, que para

todo o ponto P doplano, P € ¢ & 13.75.1'7’ =0.

Reconhecer, fixado um referencial ortonormado do espago e dado um vetor nao nulo
V(vq,V5,v3) € um ponto Py(xg, Yo, Zg), que existe um Unico plano a que passa por
P, tal que ¥ é normal a a e provar que P(x,y,z) Ea se e somente se
v (x = x0) + v2(y = ¥o) +v3(z —2) = 0.

. Justificar que as equagdes da forma ax+by+cz+d =0, onde a,b,c,d ER,

(a,b,c) # (0,0,0), sdo equagBes de planos e, reciprocamente, que qualquer plano
admite uma equacdo cartesiana daquela forma.

Justificar, dados a,b,c,d € R, (a,b,c) # (0,0,0), que o vetor de coordenadas (a, b, ¢)
é normal ao plano de equagdo ax + by + cz+d = 0.

Identificar, dado um plano @, um vetor ¥ como «paralelo a a» se ¥ for nulo ou, ndo
sendo nulo, se for vetor diretor de uma reta de «a.

+Provar, dado um plano a, um ponto P, € a e dois vetores i e ¥ n3o colineares
paralelos a &, que para todo o ponto P do espaco, P € ¢ & 3s,t E R,P = Py + su + tv
e designar esta equacdo por «equacao vetorial do plano a».

. Justificar, dado um plano @, um ponto Py(x¢, Vo, Zo) € a e dois vetores 1U(uy, Uy, Uz) €

V(vq,v,,v3) ndo colineares paralelos a a, que para todo o ponto P(x,y, z) do espaco,
Peae=3ds,teRx=xyg+su +tvy Ay =y +Ssu, +tv, Az =12y +suz+tvs e
designar este sistema de equagdes por «sistema das equagdes paramétricas do plano a».

4. Resolver problemas

1. +Resolver problemas envolvendo a nocao de produto escalar de vetores.

2. +Resolver problemas relativos a determinacdo de equagdes de retas do plano em

situacdes diversas envolvendo a nogao de perpendicularidade.

+Resolver problemas relativos a determinacdo de equacbes de planos em situacGes
diversas envolvendo a nogdo de perpendicularidade e de paralelismo.

+Resolver problemas envolvendo equacdes de planos e de retas no espaco.
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Sucessoes SUC11

Generalidades sobre sucessoes

1. Caracterizar o conjunto dos majorantes e dos minorantes de um conjunto de numeros reais

1.

Identificar um subconjunto A de R como «majorado» quando existe um numero real M
tal que Va € A,a < M e designar M por «majorante de A».

Identificar um subconjunto A de R como «minorado» quando existe um namero real m
tal que Va € A,a = m e designar m por «minorante de A».

Identificar um subconjunto A de R como «limitado» quando for majorado e minorado.
Designar por «maximo» (respetivamente por «minimo») de um subconjunto A de R um
majorante (respetivamente um minorante) de A pertencente a A e justificar que se
existir é Unico.

2. Estudar propriedades elementares de sucessdes reais

1.

Identificar uma «sucessao real» (ou simplesmente «sucessdao» quando esta designagdo
ndo for ambigua) como uma fun¢do u de dominio N e de conjunto de chegada R, e
representar por «u,», dito «termo geral da sucessdo», a imagem u(n) den € N poru e
por «(uUp)npen» (Ou simplesmente por «(u,)» ou ainda por «u,» quando estas
notacdes ndo forem ambiguas) a propria sucessdo u.

Identificar uma sucessdo (u,) como «crescente» (respetivamente «decrescente»)
quando o for como funcdo real de varidvel real, ou seja, quando para quaisquer
p1, P2 €N, py > p, = up, > u,, (respetivamente p; > p, = u,, < up,) e reconhecer
que (u,) é crescente (respetivamente decrescente) se e somente se para todo n € N,
Upyq > Uy (respetivamente uy,q < Uy).

Identificar uma sucessdo (u,) como «crescente (respetivamente decrescente) em
sentido lato» quando para quaisquer py,p; € N, p; > p, = u,, = u,, (respetivamente
p1 > P2 = u, <up,) e reconhecer que (uy) é crescente (respetivamente
descrescente) em sentido lato se e somente se para todo n€N, u,,4 =>u,
(respetivamente U, 11 < Uy).

Identificar uma sucessdo (u,) como «majorada» se o conjunto {u,:n € N} dos
respetivos termos for majorado e designar os majorantes deste conjunto também por
«majorantes da sucessdo».

Identificar uma sucessdo (u,) como «minorada» se o conjunto {u,:n € N} dos
respetivos termos for minorado e designar os minorantes deste conjunto também por
«minorantes da sucessao».

Designar por «limitada» uma sucessdo (u,) simultaneamente majorada e minorada.

Principio de Indugao matematica

3. Utilizar o principio de indu¢Go matemadtica

1.

Saber, dada uma condi¢do T(n), que a proposi¢do Vn € N, T(n) é verdadeira se T (1) for
verdadeira e se, além disso, para todo o n €N, T(n) = T(n+ 1), designar este

resultado por «principio de indugdo (matemdtica)», T(n), enquanto antecedente da
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3.

implicacdo T(n) = T(n+ 1), por «hipdtese de inducdo» e a proposicio Vn € N,
T(n) = T(n+ 1) por «hereditariedade» da propriedade T(n) e saber que o principio de
indugdo pode estender-se, mutatis mutandis, fixado um numero inteiro p e uma condigao
T(n), a demonstragdo da proposicdo Vn € N, T(n),ondeN, ={n € Z: n = p}.

. Saber, dada uma fungdo f:A— A e a € A, que existe uma Unica sucessdo (uy)

de elementos de A tal que uy =a e Yn€N, u, ;1 = f(u,), referir que estas
condi¢Bes definem a sucessdo (u,) «por recorréncia» e saber que estes resultados
podem estender-se, mutatis mutandis, a definicdo de fun¢des de N, em A, onde
N, ={n € Z: n = p}, também designadas por «sucessdes (indiciadas em N,,)».
+Utilizar o principio de inducdo para efetuar demonstragdes.

Progressoes aritméticas e geométricas

4. Calcular o termo geral de progressbes aritméticas e geométricas

1.

Designar, dados a,r € R, por «progressao aritmética de primeiro termo a e razdo r» a
sucessao definida por recorréncia poru; = a e, paratodoon € N, u,,,; =u, +r.
Justificar que o termo geral da progressao aritmética de primeiro termo a € R e de
razdor € R édadoporu, =a+ (n— Dr.

. Designar, dados a,r € R, por «progressdo geométrica de primeiro termo a e razdo r» a

sucessdo definida por recorréncia poruy; = aeparatodon € N, u,, 4 = u, Xr.

Justificar que o termo geral da progressdao geométrica de primeiro termo a e razido r

ndo nula é dado poru,, = ar™ 1.

5. Calcular a soma de um numero finito de termos de progressbes aritméticas e geométricas

Designar, dado N € N, por «progressdao aritmética (finita) de comprimento N»
(respetivamente «progressdao geométrica (finita) de comprimento N»), a sequéncia
(uq,uy, ..., uy) «dos N primeiros termos» de uma progressdo aritmética
(respetivamente geométrica) (u,,).

+Reconhecer, dado N € N, que a soma dos termos de uma progressdo aritmética de

. , uqtu
comprimento N, (U, Uy, ..., uy), é dada por S = ¥V u; leN X N.

. +Reconhecer, dado N € N, que a soma dos termos de uma progressao geométrica de

comprimento N, de primeiro termo u; e de razdo r diferente de 1, é dada por
1-rN

1-r°

S=u1

Limites de sucessoes

6. Definir o limite de uma sucesséo

1.

Identificar, dada uma sucessdo (u,) , um niimero real [ como «limite da sucesséo (u,,)»
ou como «limite de u, quando n tende para 4+oco» quando, para todo o ndmero real
d > 0, existir uma ordem p € N tal que Vn € N,n > p = |u, — | < 9, referir, nesta
situacdo, que «u, tende para I» («u, — l»), e designar a sucessio (u,) por
«convergente» quando um tal limite [ existe e por «divergente» quando ndo for
convergente.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Provar que uma sucessdo convergente (u,) admite um Unico limite e representé-lo por

« lim uy,», «lim u,» ou simplesmente por «lim u,, ».
n—-+oco n

+Reconhecer que as sucessdes convergentes sao limitadas.
Saber que uma sucessdo crescente (respetivamente decrescente) em sentido lato e
majorada (respetivamente minorada) é convergente.

Identificar uma sucessdo (u,) como «tendo limite +co» ( lim u, = 400, lim u,, = +o
n—+oco n

ou limu, = +o) quando, para todo o L > 0, existir uma ordem p € N tal que
vn € N,n > p = u, > L, referir, nesta situagdo, que «u, tende para +oo» («u, —
+0co») e reconhecer que uma tal sucessao é divergente.

Identificar uma sucessdo (u,,) como «tendo limite —oo» ( liT U, = —,limu, = —
n—+oo n
ou limu, = —o) quando, para todo o L > 0, existir uma ordem p € N tal que

vneN,n=>p=>u, <-L , referir, nesta situacdo, que «u, tende para —oo»
(«u,, = —oo») e reconhecer que uma tal sucessdo é divergente (e ndo tende para +0).
Reconhecer, dada uma sucessdo (u,) com limite [ € R ou tendendo para + ou para
—oo (respetivamente sem limite), que qualquer sucessdo (v,) que possa ser obtida de
(u,) alterando apenas um numero finito de termos, tem o mesmo limite
(respetivamente ndo tem limite).

+Provar, dada uma sucessdo (u,) limitada e uma sucessdo (u,) com limite nulo, que
limu,v, = 0.

Provar, dados nimeros reais a, b, c e d e utilizando a defini¢cdo de limite, que o limite da

o~ an+b , . a
sucessao de termo geral u,, = p (cn+ d + 0 para todo o n) é igual a —sec# 0, a

400, se c =0 e%>0, a —osec=0 e%<0 e a S, se a=c=0, ou seja, em
particular, que o limite de uma sucessao constante é igual a prépria constante.

Provar, utilizando a definigdo de limite, que, dado um ndmero racional p, lim n? = +oo
sep>0elimn? =0sep < 0.

Provar, dadas duas sucessdes (u,) e (v,) convergentes, com limites respetivamente
iguais a l; e l,, que a sucessdo (u, + v,) € convergente e que lim (u, + v,) = [ +1,.
#Provar, dadas duas sucessdes (u,) e (v,) convergentes, com limites respetivamente
iguais a l; e l,, que a sucessdo (u,v,) éconvergenteeque limu,v, =l;1,.

#Provar, dada uma sucessdo (u,) convergente de termos ndo nulos, com limite [; ndo

11 , N
nulo, que lim— =~ e justificar que se for também dada uma sucessdo (")nen
n 1

.. o~ o~ v, . . D l
convergente, com limite [, entdo a sucessdo (u—") e convergente e llmu—” ==

n no b
#Provar, dada uma sucessdo convergente (u,) € um nimero real a, que a sucessdo de
termo geral au,, é convergente e que lim (au,) = a lim u,.
#Provar, dada uma sucessdo convergente (u,) e um numero racional 7, que, se r € N,
ou se os termos da sucessao forem todos ndo negativos e r for positivo, ou ainda se os
termos da sucessdo forem todos positivos, entdo a sucessdo de termo geral (u,)" é
convergente e lim (u,)" = (limu,)".
Provar, dadas sucessbes (u,) e (v,), com limites respetivamente +c e [ € R (ou
ambas com limite +), que lim(u, + v,,) = +0 e representar esta propriedade por
«+00 4 | = +00» (ou por «+00 4 (+00) = 400»).
#Provar, dadas sucessbes (u,) e (v,), com limites respetivamente —c e [ € R (ou
ambas com limite —o), que lim(u,, + v,) = — e representar esta propriedade por

«—00 4 [ = —oo» (ou por «—o0 4 (—0) = —oo»).
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18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

Justificar, dadas sucessdes (u,) e (v,), que apenas da informagdo limu, = +o e
lim v,, = —oo nada se pode concluir acerca da existéncia de lim(u, + v,,) e referir esta
situagdo por «indeterminagdo do tipo (+) + (—o)».

#Provar, dadas sucessdes (u,), com limite 4+, e (v,) com limite [ € Rt ou 4o
(respetivamente com limite [ € R™ ou —), que lim(u,v,) = +o (respetivamente
lim(u,v,) = —x) e representar estas propriedades por
«(400) X | = 400» e «(400) X (+00) = +0o» (respetivamente por «(4+00) X [ = —oco»
e «(400) X (—00) = —oon),

#Provar, dadas sucessdes (u,), com limite —oo, e (v,) com limite [ € R*
(respetivamente com limite [ € R™ ou —), que lim(u,v,) = —o (respetivamente
lim(u,v,) = +o) e representar esta propriedade por «(—o0) X[ = —oco»
(respetivamente por «(—o0) X | = 4-00» e «(—00) X (—00) = +oo»).

#Provar, dada uma sucessdo (u,) com limite +oco e de termos ndo negativos
(respetivamente com limite —oo0) e um numero racional r positivo (respetivamente
r € N), que a sucessdo de termo geral u,;” tem limite +oo (respetivamente tem limite
+o00 se r for par e limite —oco se r for impar) e representar esta propriedade por
«(400)" = 4o00» (respetivamente por «(—00)" = +oo» se r for par e por «(—c0)" = —oco»
se r for impar).

Justificar, dadas sucessdes (u,) e (v,) que apenas da informagdo limu, = +o (ou
limu,, = —) e limv,, = 0 nada se pode concluir acerca da existéncia de lim(u,v,) e
referir esta situacdo por «indeterminacdo do tipo co X 0».

#Provar, dada uma sucessdo (v,,) de termos ndo nulos, positiva a partir de certa ordem,

o . .1 .
com limite nulo («lim v, = 0%»), que llmv— = 400 e representar esta propriedade por
n

1
«0_+ = 400y,

#Provar, dada uma sucessdo (v,,) de termos ndo nulos, negativa a partir de certa ordem,

o . _ 1 .
com limite nulo («limv, = 07»), que llmv— = —oo e representar esta propriedade por
n

1
(— = —OOY»,
o=

#Provar, dada uma sucessao (v,,) de termos ndo nulos e a tender para +0 ou para —o,

.1 . 1
que hmv— = 0 e representar esta propriedade por «== 0».
n

Justificar, dadas sucessdes (v,) e (v,), que apenas da informagdo limu, = o e
lim v, = +oo (respetivamente limu,, = limv, = 0, onde (v,) ndo se anula) nada se

. e LA . .. . u . . ~
pode concluir acerca da existéncia do limite lim— e referir esta situagdo por

Un
. R .o . . L .0
«indeterminagado do tipo —» (respetivamente «indeterminagdo do tipo 6»)'

Justificar, dado um polindmio P(x) de grau superior ou igual a 1, que a sucessdo
(P(n) )pen € tal que lim P(n) = +oo se o coeficiente do termo de maior grau da forma
reduzida de P for positivo e que lim P(n) = —oo no caso contrario.

Calcular, dadas sucessdes (P(n) Jpen € (Q(1) )pen, onde P(x) e Q(x) sdo polinémios,
, . ... P L

Q(x) sem raizes naturais, o limite llm% e relaciond-lo com os graus de P(n) e Q(n)

e com os coeficientes dos termos de maior grau das respetivas formas reduzidas.

+Provar, dado um numero real a > 0, que lima™ = +o sea > 1 e que lima™ = 0 se

a<l.
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30.

31.

+Provar, dado um numero real a > 0, que lim Y/a = 1, comecando por observar, no
n
a
casodea =>1,que 1 <a < (1+H) .

Saber de memodria os limites das sucessdes de termo geral n? (p € Q), a™ e Va (a > 0).

7. Resolver problemas

1.

+Resolver problemas envolvendo o estudo da monotonia e a determinacdo de
majorantes e minorantes de sucessdes.
+Resolver problemas envolvendo progressdes aritméticas e geométricas.

3. +Calcular, por meios algébricos, o limite de sucessdes em situacdo indeterminada e

referir esse calculo como um «levantamento da indeterminagdo».
+Resolver problemas envolvendo a nogdo de limite de uma sucessao.
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Fungoes Reais de Variavel Real FRVR11

Limites segundo Heine de fungdes reais de variavel real

1. Definir limite de uma fun¢do num ponto e estudar as respetivas propriedades fundamentais

1.

Identificar, dado um conjunto A € R e a € R, a como «ponto aderente a A» quando
existe uma sucessdo (x,) de elementos de A tal que limx,, = a.

Identificar, dada uma funcdo real de varidvel real f e um pontoa €R,
b € R como «limite de f(x) quando x tende paraa» quando a for aderente ao
dominio Dy de f e para toda a sucessdo (x,) de elementos de Dy convergente
para a, lim f(x,,) = b, justificar que um tal limite, se existir, é Unico, representa-lo por
«)lci_r)rtllf(x)», referir, nesta situagdo, que «f(x) tende para b quando x tende paraa» e

estender esta definicdo e propriedade ao caso de limites infinitos.

. Identificar, dada uma funcgdo real de varidvel real f e a € R, b € R como o «limite de

f(x)quando x tende para a por valores inferiores a a» quando
b= glcirrtll flj-w,af(x), representar b por lim f(x), designd-lo também por «limite de
- ! x-a~

f(x) a esquerda de a», referir, nesta situagdo, que «f(x) tende para b quando x tende
para a por valores inferiores a a» e estender esta definicdo ao caso de limites infinitos.

Identificar, dada uma funcdo real de varidvel real f e a € R, b € R como o «limite de
f(x)quando x tende para a por valores superiores a a» quando

b = lim flia,+w[(X), representar b por lim f(x), designd-lo também por «limite de
- ’ x—a

f(x) a direita de a», referir, nesta situagdo, que «f(x) tende para b quando x tende
para a por valores superiores a a» e estender esta definicdo ao caso de limites infinitos.

. Saber, dada uma funcdo real de varidvel real f e um ponto a aderente ao respetivo

dominio Dy, que se a & Dy e se os limites lim f(x) e lim f(x) existirem e forem iguais,
x—a~ x-at

entdo existe o limite lim £ (x) e que, nesse caso, limf(x) = lim f(x) = lim f(x).
xX=a xX-a x—a~ x—at

. Saber, dada uma funcdo real de varidvel real f e um ponto a € Dy, que se os limites

lim f(x) e lim f(x) existirem e forem ambos iguais a f(a), entdo existe o limite
x—a~ x-at

chilrfllf(x) e que, nesse caso, Jl(i_I)r(llf(x) = xl_i)r(rll_f(x) = xl_i)r(rllj(x).

Identificar, dada uma fungdo real de variavel real f cujo dominio ndo é majorado como
«limite de f(x) quando x tende para mais infinito» quando para toda a sucessdo (x,,) de

elementos de Dy com limite +o, lim f(x,) = b, justificar que um tal limite, se existir, é
Unico, representa-lo por lirP f(x), referir, nesta situagdo, que «f(x)tende parab
X—>+00

quando x tende para mais infinito» e estender esta definicdo e propriedade ao caso de
limites infinitos.

Identificar, dada uma fungdo real de varidvel real f cujo dominio ndo é minorado como
«limite de f(x) quando x tende para menos infinito» quando para toda a sucessdo (x,)
de elementos de Dy com limite —oo, lim f(x,,) = b, justificar que um tal limite, se
existir, é Unico, representa-lo por xl_i)moof(x), referir, nesta situagdo, que «f(x) tende
para b quando x tende para menos infinito» e estender esta definicdo e propriedade ao
caso de limites infinitos.
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9.

10.

11.

Justificar que os limites da soma, do produto e do quociente de fungdes f: D —> R e
g:Dg = R e do produto por um escalar a e da poténcia de expoente racional r de uma

fungdo f: Dy —» R, se calculam, em pontos aderentes aos dominios respetivamente de
f+a fg, 5, af e f7 a partir dos limites de f e g nesse pontos de forma analoga ao

caso das sucessoes, reconhecendo que se mantém as situacdes indeterminadas.
Justificar, dado D c R, fungbes f: D — Re g: D — R e um ponto a aderente a D, que se
limf(x) = 0 ese g élimitada entdo lim[f(x)g(x)] = 0 e estender este resultado ao caso
X—a x—-a

de limites por valores superiores ou inferiores a a bem como ao caso de limites em +co.
Justificar, dadas fungdes reais de variavel real f e g e um ponto a aderente a Dy, que
selimf(x) =b € Relimg(x) = ¢ € Rentdo lim(gof)(x) = c.

x-a xX—-b x-a

2. Definir a nogdo de continuidade e as respetivas propriedades fundamentais

. Justificar, dada uma funcdo real de variavel real f e um ponto a do respetivo dominio

que se o limite lim f (x) existe entdo é igual a f (a).
xX—a

Designar, dada uma funcgdo real de varidvel real f e um ponto a do respetivo dominio, a
fungdo f por «continua em a» quando o limite lim f (x) existe.
X—a

Designar, dada uma fungdo real de variavel real f de dominio Df, a fungdo f por
«continua no conjunto A © D¢» quando f € continua em todos os pontos de A e
simplesmente por «continua» quando € continua em todos os pontos de Ds.

Saber que se uma funcdo real de variavel real f de dominio Dy for continuaem a € Dy e
f(a) # 0 (respetivamente f(a) > 0 ou f(a) < 0) entdo existe uma vizinhanga V de a
tal que f ndo se anula (respetivamente f € positiva ou f € negativa) em V N Dy.

. Justificar que se as fungdes reais de variavel real f: Dy > R e g: Dy — R sdo continuas

num ponto a, entdo as fungdes f + g, f — g e f X g sdo continuasem a e, se g(a) # 0,
a fungao gé continua em a.

Designar por «funcdo racional» uma funcdo real de varidvel real dada por uma
~ P(x ~ s
expressao da forma %x;, onde P e Q sdo polinédmios.

Justificar que as fung¢des polinomiais e racionais sdo continuas.

8. Justificar que as poténcias de expoente racional sdo continuas.

9. Saber que as fung¢des seno e cosseno sao continuas e justificar que a fungdo tangente é

10.

11.

continua.

Justificar, dadas fun¢Ges reais de varidvel real f e g e a € Dy, que se f € continua em
a e g é continua em f(a) entdo a fungdo composta gof é continua em a.

Justificar a continuidade de fungdes obtidas por aplicacdo sucessiva de operacgdes de
adicdo algébrica, multiplicacdo, divisdo e composicdo de fungbes «de referéncia para a
continuidade»: fungbes polinomiais, poténcias de expoente racional e as fungles
cosseno, seno e tangente.
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3. Definir assintotas ao grdfico de uma fungdo

1.

Identificar, dado um referencial cartesiano, uma fungdo real de varidvel real fea € R, a
reta de equagdo x = a como « assintota vertical ao grafico de f» quando pelo menos
um dos limites laterais de f no ponto a for infinito.

Designar, dada uma fungdo real de varidvel real f e um referencial cartesiano, a reta de
equacdoy = mx + b (m, b € R) por «assintota ao grafico de f em +oo» (respetivamente
por «assintota ao grafico de f em —oo») se xl_i)r&)(f(x) —(mx+b))=0

(respetivamente se lim (f(x) — (mx + b)) = 0) e designad-la, quando m = 0, por
X——00

«assintota horizontal».

~ . .~ . (x)
Provar, dada uma fun¢do real de varidvel real f, que a condi¢gdo lim I — m

X—>+4+o00 X
£
X

(respetivamente lim = m) é necessaria (mas ndo suficiente) para que exista uma
X——00

reta de declive m que seja assintota ao grafico de f em +oo (respetivamente em —oo).

4. Resolver problemas

1.

+Resolver problemas envolvendo o estudo de fungdes racionais.

2. +Calcular, por meios algébricos, limites de funcdes reais de varidvel real em situacao de

indeterminacdao e referir um desses cdlculos como um «levantamento da
indeterminacgao».

. +Resolver problemas envolvendo a noc¢do de limite e de continuidade de uma funcdo

real de variavel real.

+Resolver problemas envolvendo a determinagdo das assintotas e da representacdo
b

grafica de fung¢des racionais definidas em R\{c} por f(x) = a + —

. +Resolver problemas envolvendo a determinagdo de assintotas ao grafico de fungdes

racionais e de fungoes definidas pelo radical de uma funcdo racional.

Derivadas de fungGes reais de variavel real e aplicagGes

5. Definir a nogdo de derivada

1.

Identificar, dada uma funcdo real de variavel real f e dois pontos a e b do respetivo

f)-f(a)

dominio, a «taxa média de variagdo de f entre a e b» como a

. Justificar, dada uma fung¢do real de varidvel real f e dois pontos a e b do respetivo

dominio, que o declive da reta secante ao grafico de f nos pontos A(a, f(a)) e
B(b, f(b)) é igual a taxa média de variagdo de f entrea e b.
Identificar, dada uma funcdo real de variavel real f e um ponto x, do respetivo dominio,

. n . N L . (x)—f(x
a «taxa instantanea de variagdo de f no ponto xy» como o limite lim fx—i(o)
X—Xg —Xo

quando este existe e é finito, designa-lo por «derivada de f no ponto xy», representa-lo
por «f'(xy)» e, nesse caso, identificar a fungdo f como «diferencidvel em xy» ou
«derivavel em xg».
Justificar, dada uma funcgdo real de varidvel real f e um ponto x, do respetivo dominio,
L . x)—f(x Xo+h)—f(x
que o limite lim FOO)—f(xo) feo+h)—f(x0)
X=X X—Xo h
gue, nesse caso, ambos os limites sdo iguais.
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5.

Identificar, dada uma fungdo real de varidvel real f diferencidvel em x, € Dy e um
referencial ortonormado, a «reta tangente ao grafico de f no ponto Py(xy, f(xg))»
como a reta de declive f'(x,) que passa por P, e justificar, representando por M(x),
x € Dy, o declive da reta secante ao gréfico de f que passa pelo ponto P, e pelo ponto

P(x, f()), que lim M(x) = '(xo).

6. Aplicar a nogdo de derivada a cinemdtica do ponto

1.

Identificar, fixados um instante 7, para origem das medidas de tempo, uma unidade de
tempo T, uma reta numérica r com unidade de comprimento L e um intervalo I, uma
fungdo p: I = R, como «fungdo posicdo de um ponto P que se desloca na reta r
durante o intervalo de tempo I», se, para cada t € I, p(t) for a abcissa do ponto de r
que representa a posi¢ao que P ocupa, t unidades de tempo T depois de 75 set > 0, ou
|t| unidades de tempo T antes de 7, se t < 0, designando também por «instantey,
neste contexto, cadat € I.

Identificar, fixados um instante 7, para origem das medidas de tempo, uma unidade de
tempo T, uma reta numérica r com unidade de comprimento L, um intervalo I, a funcao
posicdo p de um ponto P que se desloca na reta r durante o intervalo de tempo I, e

dados dois instantes t; < t, de I, a «velocidade média de P no intervalo de tempo

p(t2)—p(t1)
ty—t;

e, para t € I, a «velocidade instantdnea de P no instante t na unidade L/T» como a

[t1,t2] na unidade L/T» como a taxa média de variagdo de p entre t; e t, ,

derivada de p em t, p'(t), caso exista.

7. Operar com derivadas

1.

Designar, dada uma fungdo real de varidvel real f, a «fungdo derivada de f» como a
fun¢do de dominio Dy = {x € Df:f € diferenciavel em x} que a cada x € Dy faz

corresponder f'(x).

. ldentificar uma fung¢do real de varidvel real como «diferencidavel num conjunto A»

guando é diferencidavel em todos os pontos de A.

. Justificar que se uma fungao real de varidvel real f é diferencidvel num conjunto A e é

crescente (respetivamente decrescente), no sentido lato, nesse conjunto, entdo para
todoox € 4, f'(x) = 0 (respetivamente f'(x) < 0).

Provar, dada uma funcdo real de varidvel real f e um ponto a do respetivo dominio, que
se f é diferencidvel em a, f é continua em a e justificar que a reciproca ndo é
verdadeira.

Provar, dado um conjunto D c R e fung¢des reais de variavel real f:D - R, g:D - R
diferencidveis num ponto a de D e um numero real k, que as fun¢des f + g e kf sdo
diferencidveisema e quesetem (f + g)'(a) = f'(a) + g'(a) e (kf)'(a) = kf'(a).
#Provar, dado um conjunto D c R e fungdes reais de varidvel real f:D - R, g:D - R
diferencidaveis num ponto a de D, que a fungdo fg é diferencidvel em a e que

(fg)' (@) = f'(@)g(a) + f(a)g'(a).
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10.

11.

12.

13.

. #Provar, dado um conjunto D c R e fungdes reais de varidvel real f:D - R, g:D - R

diferencidveis num ponto a de D, com g(a) # 0, que a fung¢do g é diferencidavelema e

Y /oy _ f(@g(a)-f(a)g'(a)
que (g) (@) = 9@

. +Provar, dada uma fungdo f: Dy — R diferenciavel num ponto a € Dy e uma fungdo real

de varidvel real g:D, - R tal que D} c Dy , diferencidvel em f(a), que a fungdo

composta gof é diferenciavel em a e que (gof)'(a) = f'(a) X g’(f(a)).

. Calcular, utilizando a definicdo, uma expressdo analitica para os valores das fun¢des

derivadas das «fung¢des de referéncia (para o cdlculo de derivadas)» definidas por

1 ;.
X, xz,x3,; e Vx, ou constantes, e saber de memoria estes resultados.

Provar, dado um nudmero naturaln (respetivamente dado um numero inteiron
negativo), que uma func¢do real de varidvel real f de dominio R (respetivamente de
dominio R\{0}) definida por f(x) = x™ ¢é diferenciavel e que, para todo ox €
Dy, f'(x) = nx™" 1, considerando também estas funcdes como «funcdes de referéncia
(para o célculo de derivadas)» e saber de memaria este resultado.

+Provar, dado um numero natural par n (respetivamente dado um numero natural
impar n > 1), que uma funcdo real de varidvel real f de dominio R* (respetivamente de

dominio R\{0}) definida por f(x) =7%x é diferencidvel e que, para todo o
X € Df,f’(X) = #

Provar, para todo o nUmero racional @, que uma fung¢do real de varidvel real f de
dominio R* definida por f(x) = x* é diferencidvel e que, para todo o x € D,
f'(x) = ax®*71, considerando também estas fun¢des como «funcdes de referéncia
(para o cdlculo de derivadas)» e saber de memaria este resultado.

+Determinar, utilizando as regras de derivacdo e as derivadas das funcGes de referéncia,
uma expressao analitica para as derivadas de fung¢des obtidas por aplicagao sucessiva de
operacbes de adicdo algébrica, multiplicacdo, divisdo e composicdo a func¢des de
referéncia.

8. Aplicar a nogdo de derivada ao estudo de fungoes

1.

Provar, dada uma fungdo real de variavel real f com dominio contendo um intervalo
I =]a, b[, (a < b), e diferenciavel em x, € I, que se f atinge um extremo local em x,
entdo f'(x,) = 0 e dar um contraexemplo para a implicagdo reciproca.

. Saber, dada uma funcdo real de varidvel real f continua em [a,b] , (a<b), e

diferencidvel em ]a,b[ que existe c €]a, b[ tal que f'(c) =%, interpretar

geometricamente este resultado e designa-lo por «Teorema de Lagrange».

. Justificar, utilizando o Teorema de Lagrange, que se uma fungdo real de varidvel real f é

continua num dado intervalo I de extremo esquerdo a e extremo direito b, diferenciavel
em Ja,b[e, Vx €]a,b[, f'(x) > 0 (respetivamente Vx €]a,b[ ,f'(x) < 0) entdo f é
estritamente crescente (respetivamente estritamente descrescente ) no intervalo I.

Justificar, utilizando o Teorema de Lagrange, que se uma fungdo real de variavel real f é
continua num dado intervalo I de extremo esquerdo a e extremo direito b, diferenciavel
em Ja,b[e Vx €]a,b[, f'(x) = 0 (respetivamente Vx €]a,b[ ,f'(x) < 0) entdo f é
crescente em sentido lato (respetivamente descrescente em sentido lato) no intervalo I.
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5.

Justificar que se uma funcgdo real de varidvel real fé continua num dado intervalo I de

extremo esquerdo a e extremo direito b, diferencidvel em ]a, b[ e, Vx €]a, b[, f'(x) =0,
entdo f é constante em I.

9. Resolver problemas

1.

+Resolver problemas envolvendo a determinacdo de equacdes de retas tangentes ao
grafico de funcdes reais de variavel real.

+Resolver problemas envolvendo fun¢Ges posicao, velocidades médias e velocidades
instantaneas e mudancas de unidades de velocidade.

+Resolver problemas envolvendo o estudo de fungdes reais de varidvel real, a
determinacdo dos respetivos intervalos de monotonia, extremos relativos e absolutos.
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Estatistica EST11

Reta de minimos quadrados, amostras bivariadas e coeficiente de correlagao

1. Determinar os pardmetros da reta de minimos quadrados

1.

Designar, fixado um referencial ortogonal num plano e dados um numero natural n,
uma sequéncia (P;(xq,y1), P2 (x2,¥2), «.., By (X, y)) de pontos desse plano e uma reta
t de equacdo y = ax + b (a,b € R) por «desvio vertical do ponto P;(x;,y;) em relagdo
a reta t» (i € {1,...,n}) a quantidade y; — ax; — b, interpretd-lo geometricamente e
representd-lo por «e;».

Provar, fixado um referencial ortogonal num plano e dados um nimero natural n, uma
sequéncia (P;(x1,¥1), P2 (x2,¥2), -, Py(%y, ¥n)) de pontos desse plano e uma reta t de
equacdo y=ax+b (a,b € R), que as condi¢des Z?’:l e, =0 e b=y—ax sdo
RS Yie, Vi

n

equivalentes, onde X = ey =

. +Reconhecer, fixado um referencial ortogonal num plano e dados um ndmero natural n,

uma sequéncia (P;(x1,¥1), Po(%2,V2), .., By(x, ¥n)) de pontos desse plano, ndo
pertencentes a uma mesma reta vertical, e uma retat de equagdoy = ax + b,
ondea E Re b=y —ax, ou seja, tal que é nula a soma Z?Ll e; dos desvios verticais
da sequéncia de pontos em relagdo a retat, que a fun¢do definida em R pela
expressdo f(a) = XL, e;2 =Y" (y; — ax; — b)? atinge um minimo absoluto no
YiL, Xiyi—nxy
SSy

igual a y — ax) por «reta de minimos quadrados» da sequéncia de pontos.

Identificar, dadas duas varidveis estatisticas quantitativas x e y em determinada
populacdo e uma amostra A de dimensdao n € N dessa populacdo cujos elementos estao

pontoa = e designar a retat com esse declive (e ordenada na origem

numerados de 1 a n, a «amostra bivariada das varidveis estatisticas x e y» (ou
simplesmente «amostra de dados bivariados (quantitativos)») como a sequéncia
(e, 1), (%2, ¥2), «vy (X, 7)), representa-la por «(x, y)» e designar por «dimensdo da

amostra bivariada» o nimero natural n.

Determinar, em casos concretos de amostras de dados bivariados, qual das varidveis
estatisticas deverd ser tomada como independente e qual deve ser tomada como
dependente, utilizando argumentos que envolvam o conhecimento empirico das
condicionantes fisicas (ou outras) que poderdo ter determinado a estrutura de relagdo
entre as duas varidveis estatisticas.

Designar, dada uma amostra de dados bivariados, a varidvel considerada dependente
por «varidvel resposta» e a varidvel considerada independente por «varidvel
explicativa».

Designar, fixado um referencial ortonormado num plano, n € N e uma amostra de
dados bivariados quantitativos (x,y) = ((x1,¥y1), (X2,V2), -, (X, ¥n)), por «nuvem de

pontos» o conjunto {(P;(x1,y1), P2(x2,¥2), .., Py(Xn, ¥)} € saber que uma analise
visual e intuitiva da nuvem de pontos podera permitir argumentar se serda ou nao
adequada a interpretagdo da relagdo entre as duas varidveis estatisticas através do
ajustamento da reta de minimos quadrados.
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8. Determinar, dada uma amostra de dados bivariados quantitativos e apds a escolha da
variavel resposta e da varidvel explicativa e, ainda, da avaliagdo empirica da possivel
existéncia de relagdo linear entre as duas varidveis estatisticas mediante a observagdo
da representacdo grafica da nuvem de pontos, o declive e a ordenada na origem da reta
de minimos quadrados.

9. Designar, dado um numero natural n e uma amostra de dados bivariados quantitativos

i1 (=D =)

/5555,

(x,v), por «coeficiente de correlagdo linear» o quociente , representa-lo

,ss . . .
por «r» , reconhecer quer = a # onde a é o declive da reta de minimos quadrados,
y

justificar que r e a tém o mesmo sinal e saber que |r| é sempre menor ou igual a 1,
tomando o valor 1 unicamente nos casos em que todos os pontos P;(x;,y;), 1 <i<n,
estdo alinhados e referir que a «associacdo linear entre as varidveis estatisticas» é
positiva (respetivamente negativa) se r > 0 (respetivamente se r < 0) e que é tdo mais
«forte» quanto mais perto de 1 estiver |r|.

2. Resolver problemas

1. +Resolver problemas envolvendo a determinacgdo da reta de minimos quadrados.

2. +Resolver problemas cujo contexto seja o da andlise de dados bivariados, envolvendo a
identificacdo da varidvel resposta e da varidvel explicativa e a andlise empirica do
ajustamento da reta de minimos quadrados.

3. +Resolver problemas envolvendo o calculo e interpretacao do coeficiente de correlacao.
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12.° ano

Calculo Combinatério CC12

Introdugao ao calculo combinatério

1. Conhecer propriedades das operagbes sobre conjuntos

1.

#Provar, dados conjuntos A e B, que A C B se e somente se AN B = A e se e somente
se AU B = B e que o conjunto vazio estd contido em qualquer conjunto.

. Justificar, dados subconjuntos A e B de um conjunto U, que A € B se e somente se

B c A.

. #Provar, dados conjuntos A, B e C(C, que sdo verdadeiras as igualdades

(AnB)NnC=An(BnC), ANB=BnNA, (AnB)uC=AuUC)N(BUC) e
ANA=A, bem como as que se obtém permutando em todas as ocorréncias os
simbolos «N» e «U» , e designd-las respetivamente por «associatividade»,
«comutatividade», «distributividade» e «idempoténcia» .

. #Provar, dado um conjunto U, que, para quaisquer subconjuntos A e B de U,

ANB =AU BeAUB = AN B, e designar estas igualdades por «Leis de De Morgan
para conjuntos».

Provar, dados conjuntos A, B e C, que (AUB)XC=(AXC)U(BXC) e que
Cx(AUB) = (CxA)U(C X B).

2. Conhecer factos elementares da combinatdria

1.

Saber, dados conjuntos A e B, que #4 = #B se e somente se existir uma bijecdo de A
sobre B e nesse caso identificar os conjuntos A e B como «equipotentes».
Saber, dados conjuntos A e B taisque AN B = @, que #(AU B) = #A + #B.

. +Provar, dados conjuntos A e B de cardinais respetivamente iguaisan € Neam € N,

gue o cardinal do produto cartesiano A X B é igual an X m.

+Reconhecer que existem exatamente nP sequéncias de p € N, elementos, ndo
necessariamente distintos, escolhidos num conjunto de cardinal n € N, designar esse
ndmero por «arranjos com repeticdo de n elementos p a p» («”A’p ») e reconhecer que,
dados n objetos, existem exatamente ”A’p formas distintas de efetuar p extragdes
sucessivas de um desses objetos, repondo o objeto escolhido apds cada uma das
extragdes.

. +Designar, dado um conjunto E, por «conjunto das partes de E» o conjunto formado

pelos subconjuntos de E, representa-lo por P(E) e reconhecer que se E tiver p € N,
elementos (#E = p) entdo P(E) tem 2P elementos (#P(E) = 2P).

Reconhecer que existem exatamente n X (n—1) X (n—2) X ..X 2 X 1 formas de
ordenar os elementos de um conjunto de cardinal n > 1, designar este nimero por
«(numero de) permutacées de n elementos» e representa-lo por «n!» («n fatorial»).

. Saber que, por convencdo, 0! = 1, reconhecendo que esta definicdo é a Unica para a

qual a igualdade n! = n(n — 1)! vale também paran = 1.
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8.

9.

10.

n!
(n—p)!
sequéncias de p € Ny elementos distintos escolhidos num conjunto de n>p

+Reconhecer que existem exatamente nX(n—-1)X.Xx(n—p+1)=

elementos, designar este numero por «(nimero de) arranjos (sem repeticdo) de n
elementos p a p» («"Ap») e reconhecer que, dados n objetos, existem exatamente "Ap
formas distintas de efetuar p extragGes sucessivas de um desses objetos, sem repor o

objeto escolhido apds cada uma das extragoes.

I . nAp n!
Justificar que um conjunto de n € N, elementos tem exatamente —Z =

p!  pl(n-p)!

subconjuntos de p elementos (0 < p < n), e designar este nimero por «(numero de)
combinagles de n elementos p a p», reconhecendo que, dado n € N objetos, existem

n

A ,
exatamente p—'p formas de escolher p (p < n) de entre eles e representar este nimero

n
por «™Cy,», por «Cy'» ou por «(p)»’ reconhecendo que se trata de um numero natural.

+Simplificar expressdes envolvendo fatoriais, arranjos e combinacgdes.

3. Conhecer o tridngulo de Pascal e o bindmio de Newton

1.

Justificar, dados nimeros naturais n e p, p <n, que "C, = "C,_,, de dois modos
distintos: utilizando um calculo algébrico e um argumento combinatdrio.

. Justificar, dado n € N, que Yp_,"C, = 2™, interpretando esta igualdade a luz do

numero de subconjuntos de um conjunto de n elementos.

. +Reconhecer, dados numeros naturais n e p, p <n, que "t1C,; ="Cp+"Cpiq €

utilizar esta igualdade para construir, progressivamente, o «triangulo de Pascal», no qual
figuram, na n-ésima linha, os nimeros *C,, *Cy, "Cs, ..., "C,,_1 € "C,, por esta ordem.
+Reconhecer, dado n € N, a igualdade entre polindmios nas varidveis x e 7y,
(x + y)n = x"4+ nclxn—lyl + nCan—ZyZ 4ot nCn_lxlyn—l + yn — ;(1:0 anxn—kyk’
designando-a por «binémio de Newton», e por esta razdo, designar os nimeros "C,
igualmente por «coeficientes binomiais».

4. Resolver problemas

1.
2.
3.

+Resolver problemas envolvendo operagdes sobre conjuntos e cardinais de conjuntos.
+Resolver problemas de contagens envolvendo arranjos e combinacdes.
+Resolver problemas envolvendo o tridngulo de Pascal e o bindmio de Newton.

Fotocopiavel © Texto | MVT 10

53



54

Probabilidades PRB12

Definigao de probabilidade

1. Definir espagos de probabilidade

1.

10.

Identificar, dado um conjunto finito E, uma «probabilidade no conjunto P (E) das partes
de E» como uma funcdo P de dominio P(E) e de valores n3o negativos tal que
P(E) =1 e, para A,B € P(E) disjuntos, P(AU B) = P(A) + P(B), designar, neste
contexto, o conjunto E por «espaco amostral» ou «universo dos resultados», P(E) por
«espago dos acontecimentos», os respetivos elementos por «acontecimentos», P(4),
para A € P(E), por «probabilidade do acontecimento A» e o terno (E,P(E),P) por
(um caso particular de) «espaco de probabilidade».

. Designar, dado um conjunto finito E e uma probabilidade P no conjunto P(E), o

conjunto vazio @ por «acontecimento impossivel», o conjunto E por «acontecimento
certo», dois acontecimentos por «incompativeis» ou por «mutuamente exclusivos» se
forem disjuntos, por «complementares» ou por «contrarios» se forem disjuntos e a
respetiva unido forigual a E e por «equiprovaveis» se tiverem a mesma probabilidade.
Designar, dado um conjunto finito E, uma probabilidade P no conjunto P(E) e um
acontecimento A C E, por «casos favordveis a A» os elementos de A e por «casos
possiveis» os elementos do espago amostral E.

Designar, dado um conjunto finito E e uma probabilidade P no conjunto P(E), um
acontecimento A por «elementar» quando #4 = 1 e por «composto» quando #4 > 2.

. Justificar, dado um conjunto finito E, que a funcdo P de dominio P(E) definida por

VA e P(E),P(A) = i—‘;é a unica probabilidade em P(E) tal que os acontecimentos

elementares sdo equiprovaveis e designar esta definicdo da fungdo de probabilidade por
«definicdo de Laplace».

Provar, dado um conjunto finito E, uma probabilidade P no conjunto P(E)e um
acontecimento A € P(E), que P(A) = 1 — P(A) e que P(®) = 0.

Provar, dado um conjunto finito E, uma probabilidade P no conjunto P(E) e
acontecimentos A, B € P(E), que se A c B, P(B\A) = P(B) — P(A), justificando que
P(A) < P(B), e designar este ultimo resultado por «monotonia da probabilidade».
Justificar, dado um conjunto finito E e uma probabilidade P no conjunto P(E), que
VA € P(E),P(A) € [0,1].

Provar, dado um conjunto finito E, uma probabilidade P no conjunto P(E) e
acontecimentos A,B € P(E),que P(AUB) = P(A) + P(B) — P(ANn B).

Saber que se podem considerar espacos amostrais E infinitos, podendo-se definir, nessa
situacdo, uma funcdo de probabilidade P cujas propriedades generalizam as que
caracterizam este conceito no caso em que E é finito, desde que se defina de forma
apropriada a classe de acontecimentos, subconjunto de P(E), que constitui o dominio
de p.

Fotocopiavel © Texto | MVT 10



2. Definir probabilidade condicionada

1.

Reconhecer, no quadro de uma experiéncia aleatéria em que o universo dos resultados
é finito, que, se se souber que um dado acontecimento B ocorreu, o nimero de casos
possiveis da experiéncia aleatéria é #B e o numero de casos favordveis de um
acontecimento A é dado por #(ANB), e justificar que, se os acontecimentos

elementares forem equiprovaveis, a probabilidade de ocorrer A sabendo que ocorreu B
#(ANB) _ P(ANB)
#B  P(B)
Designar, dada uma probabilidade P e dois acontecimentos A e B, com P(B) # 0, por

«probabilidade de A se B», por «probabilidade condicionada de A se B» ou por
P(ANB)
P(B)

éigual a em que P representa a probabilidade no espaco inicial.

«probabilidade de ocorrer A sabendo que ocorreu B» a quantidade e representa-

-la por «P(A|B)».

#Provar, dado um conjunto finito E, uma probabilidade P no conjunto P(E) e um
acontecimento B € P(E), com P(B) # 0, que a fungdo Py definida pela expressdo
Pz (A) = P(A|B) é uma probabilidade em P(E).

Justificar, dada uma probabilidade P e dois acontecimentos A e B que
P(ANB) =P(A)P(B) se e somente se P(B) =0 ou P(B) # 0 e P(A|B) = P(4), e
identificar os acontecimentos A e B como «independentes» quando é verdadeira uma
destas condi¢des equivalentes.

#Provar, dado um conjunto finito E, uma probabilidade P no conjunto P(E),N € N e
uma particdo {E;, E,, ..., Ey } de E constituida por acontecimentos de probabilidade ndo
nula, que para todo o acontecimento A c E, P(A) = P(A|E;)P(E,) + P(A|E;)P(E,) +
-+ P(A|Ey)P(Ey) e designar este resultado por «Teorema da probabilidade total».

3. Resolver problemas

1.

2.

3.

+Resolver problemas envolvendo calculo combinatério e a determinacdo de
probabilidades em situagdes de equiprobabilidade de acontecimentos elementares.
+Resolver problemas envolvendo espacos de probabilidades e a determinacdo de
propriedades da funcdo de probabilidade.

+Resolver problemas envolvendo probabilidade condicionada, acontecimentos
independentes e o Teorema da probabilidade total.
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Fungdes Reais de Variavel Real FRVR12

Limites e Continuidade

1. Utilizar teoremas de comparacdo e os teoremas das sucessoes e fungées enquadradas

1.

#Provar, dadas sucessdes convergentes (u,) e (v,), que se, a partir de certa ordem,
u, < v, entdo limu, <limv,.

. #Provar, dadas sucessdes (u,) e (v,) , que se, a partir de certa ordem, u, <v, e

limu,, = +o0 entdo lim v, = +oo.

. #Provar, dadas sucessdes (u,) e (v,) , que se, a partir de certa ordem, u, <v, e

lim v, = —o0 entdo limu,, = —co.

#Provar, dadas sucessdes (u,) e (v,) convergentes com o mesmo limitel e uma
sucessdo (w,,) tal que, a partir de certa ordem, u, < w, < v,, que (w,) é convergente
e limw,, = [, e designar este resultado por «Teorema das sucessdes enquadradas».

. #Provar, dadas fungdes reais de variavel real f e g de dominio D e a € R um ponto

aderente a D que, se paratodoo x € D, f(x) = g(x) e lim g(x) = +oo (respetivamente
xX—-a

lim f(x) = —), entdo lim f(x) = +oo (respetivamente lim g(x) = —x) e estender

xX—-a x-a x—-a

este resultado ao caso de limites por valores superiores ou inferiores a a bem como ao
caso de limites em Foo.

#Provar, dado um numero real [, fungGes reais de varidvel real f, g e h de dominio D
ea € R, que se )lci_r)rtllg(x) = )lci_r)rtllh(x) =leseparatodoox €D, g(x) < f(x) < h(x),

entdo lim f(x) = [, estender este resultado ao caso de limites por valores superiores ou
xX—a

inferiores a a bem como ao caso de limites em +oo, e designar este resultado por
«Teorema das fun¢des enquadradas».

2. Conhecer propriedades elementares das fungées continuas

1.

Saber, dada uma fungdo real de varidvel real f continua num intervalo I = [a, b], (a < b),
que para qualquer valor k € R do intervalo de extremos f(a) e f(b) existe ¢ €I tal
que f(c) = k e designar esta propriedade por «Teorema dos valores intermédios» ou
por «Teorema de Bolzano-Cauchy».

. Saber, dada uma fungdo real de varidvel real f continua num intervalo [a, b], (a < b),

que f admite maximo e minimo absolutos e designar este resultado por «Teorema de
Weierstrass».

3. Resolver problemas

1.

+Resolver problemas envolvendo os teoremas de comparacao e das sucessdes e funcdes
enquadradas para o calculo de limites e o estudo da continuidade de func¢Ges reais de
variavel real.
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Derivadas de fungdes reais de varidvel real e aplicagdes

4. Relacionar a derivada de segunda ordem com o sentido da concavidade do grdfico de uma

fung¢do e com a nogdo de aceleragdo

1.

Designar, dada uma fungdo real de varidvel real f diferencidvel num intervalo I tal que a
fungdo derivada f' é diferencidvel num ponto a € I, a derivada (f')'(a) por «derivada
de segunda ordem de f no ponto a» e representa-la por «f"'(a)».

Identificar uma fungdo real de varidvel real f como «duas vezes diferencidvel» num
dado intervalo I se f"'(a) existir paratodooa € I.

. +Provar, dada uma fungdo f duas vezes diferenciavel num intervalo I =]a,b[, a < b, e

¢ €]a, b[ tal que f'(c) = 0, que se f''(c) > 0 (respetivamente f''(c) < 0) f admite um
minimo (respetivamente um maximo) local em c.

+Provar, dada uma fungdo f diferencidvel num intervalo I, que f tem a concavidade
voltada para cima (respetivamente voltada para baixo) em I se e somente se f' for
estritamente crescente (respetivamente estritamente decrescente) em 1.

. Justificar, dada uma fungdo f duas vezes diferencidavel num intervalo I de extremo

esquerdo a e extremo direito b, que se para todo o x €]a,b[, f"'(x)>0
(respetivamente f"'(x) < 0), o gréfico da fungdo f tem a concavidade voltada para cima
(respetivamente voltada para baixo) no intervalo I.

Justificar, dada uma fung¢do f duas vezes diferenciavel num intervalo I, que se o grafico
da fun¢do f tem a concavidade voltada para cima (respetivamente voltada para baixo)
no intervalo I entdo, paratodoox € I, f''(x) = 0 (respetivamente f''(x) < 0).

. ldentificar, dada uma fun¢do f de dominio D, o ponto (c,f(c)) onde ¢ € D, como

«ponto de inflexdo do grafico de f» se existirem numeros reais a < ¢ e b > ¢ tais que
[a,b] € D e a concavidade do grafico de f no intervalo [a, c] tem sentido contrério a
concavidade do gréfico de f no intervalo [c, b] e, nesse caso, referir que «o gréfico de f
tem ponto de inflexdo em c».

Justificar, dada uma fung¢do f duas vezes diferenciavel num intervalo I, que se o grafico
de f tem ponto de inflexdo em ¢ entdo f''(c) = 0.

Identificar, fixado um instante T, para origem das medidas de tempo, uma unidade de
tempo T, uma reta numérica r com unidade de comprimento L, um intervalo I Cc R,
ndo vazio nem reduzido a um ponto, dada a fungdo posicdo p de um ponto P que se
desloca na reta r durante o intervalo de tempo !/ e dois instantest; <t, del, a

«aceleracdo média de P no intervalo no intervalo de tempo [t;,t,] na unidade L/T?»

p/(t;)—p/(t1)

como a taxa média de variacdo dep’ entret; et,, e parat €1, a
274

«aceleracdo instantanea de P no instante t na unidade L/T2» como a derivada de
segunda ordem de p em t.

5. Resolver problemas

1.
2.

+Resolver problemas envolvendo propriedades das fungdes diferenciaveis.

+Esbocgar o grafico de fungdes definidas analiticamente comecando por determinar o
respetivo dominio e, sempre que possivel, os zeros, os intervalos de monotonia, os
extremos locais e absolutos, o sentido das concavidades, os pontos de inflexdo e as

assintotas ao respetivo grafico.
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3. +Resolver problemas de otimizacdo envolvendo fungdes diferenciaveis.

4. +Resolver problemas envolvendo fungdes posicdo, velocidades médias e velocidades
instantaneas, aceleracdes médias e aceleracbes instantdneas e mudancgas de unidades
de aceleracdo.

5. +Resolver problemas envolvendo a determinacdo de valores aproximados de solugdes
de equagbes da forma f(x)=g(x) (f e g fungbes continuas) utilizando uma
calculadora gréfica, em casos em que é possivel justificar, através da leitura das
informacgdes fornecidas pela calculadora, que determinados valores coincidem, até a
casa decimal indicada, com solucdes da referida equacdo, utilizando propriedades
conhecidas das fun¢Ges continuas, como o Teorema dos valores intermédios, ou outras
propriedades analiticas das fungdes f e g, previamente estabelecidas.
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Trigonometria e Fungoes Trigonomeétricas TRI12

Diferenciacdo de fungdes trigonométricas

1. Estabelecer formulas de trigonometria

1.

+Reconhecer, dados éangulos a e [ cuja soma é um angulo convexo, que

cos(a + B) = cos(a) cos(B) — sin(a) sin(B) esin(a + ) = sin(a) cos(B) + cos(a) sin(B).

+Reconhecer, dado um angulo a convexo de amplitude superior a de um angulo S, que
cos(a — B) = cos(a) cos(B) + sin(a) sin(B) e sin(a — B) = sin(a) cos(B) — cos(a) sin(B),

onde @ — 8 é um angulo cuja soma com £ é igual a a.

. Saber que, para todos os x,y€R, cos(xty)=cosxcosyTsinxsiny,

sin(x + y) = sinx cosy + cos x siny, estendendo-se assim as formulas ja conhecidas
envolvendo apenas medidas de amplitude de angulos geométricos convexos e justificar
que sin(2x) = 2 sinx cosx e cos (2x) = cos? x — sin? x.

2. Calcular a derivada de fungées trigonométricas

sinx

+Reconhecer que para todo o x € [O,g[, sinx < x < tanx e provar que lirr(l) =1,
X—

X
referindo este limite como «limite notavel».

Provar que as func¢des seno e cosseno sdo diferencidveis e que para todo o x € R,
sin’ x = cosx e cos'x = —sinx.

Provar que a funcdo tangente é diferenciavel no respetivo dominio D, e que para todo

0Xx € Dy, tan'x = 1 + tan’x = )
tan cos? x

3. Relacionar osciladores harmonicos e a segunda lei de Newton

1.

Designar por «oscilador harmdnico» um sistema constituido por um ponto que se
desloca numa reta numérica em determinado intervalo de tempo I, de tal forma que a
respetiva abcissa, como funcdo de t € I, seja dada por uma expressdo da forma
x(t) = Acos(wt + ¢), onde A>0, w >0 e ¢ € [0,2n[, designar estas constantes,
respetivamente, por «amplitude», «pulsacdo» e «fase», justificar que a fungdo x é
periddica de periodo T = %T e designar f = %por «frequéncia» do oscilador harmadnico.
Esbocar o grafico de fungdes definidas por f(x) =asin(bx+c) +d,
f(x)=acos(bx+c)+d ef(x) =atan(bx +c) +d,ondea,b,c,d € R,a,b # 0.
Saber, dado um ponto material P de massa m colocado na extremidade de uma mola
cuja outra extremidade se encontra fixa, que tomando por origem da reta numérica em
que P se desloca o respetivo ponto de equilibrio, a abcissa x(t) da posicdo de P no
instante t satisfaz a equagdo mx"'(t) = —ax(t) (@ > 0), intepretando o termo —ax(t)
como a forca exercida pela mola sobre P («lei de Hooke»), designar a igualdade desta
forca com o produto da massa pela aceleragio de P por (um caso particular da)
«segunda Lei de Newton» e resolver problemas envolvendo sistemas massa-mola com
estas caracteristicas.
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4. Justificar, dado a@ > 0, que as funcdes definidas por uma expressdo da forma
x(t) = Acos (\/Et+b), onde A e b sdo constantes reais, satisfazem a equacdo
diferencial x' = —ax, saber que todas as solu¢bes desta equacdo sdo dessa forma, e
reconhecer que um sistema constituido por uma mola e por um ponto material P
colocado na respetiva extremidade constitui um oscilador harménico.

4. Resolver problemas

1. +Resolver problemas envolvendo a utilizacdo de férmulas trigonométricas, o estudo de
funcbes definidas a partir de fungdes trigonométricas, a determinacao dos respetivos
intervalos de monotonia bem como os extremos relativos e absolutos.

2. +Resolver problemas envolvendo derivadas de fung¢des trigonométricas e osciladores
harmonicos.

Fotocopiavel © Texto | MVT 10



Fungdes Exponenciais e Fun¢oes Logaritmicas FEL12

Juros compostos e nimero de Neper

1. Operar com juros compostos e definir o numero de Neper

1.

Designar, dado um numero real r , uma unidade de medida temporal Te n € N, por
«aplicar juros compostos a taxa de r% a T durante n periodos de tempo T» a um dado
capital disponivel em certo instante inicial t,, a operagao que consiste em calcular um
juro igual a r% do capital disponivel no inicio de cada periodo de tempo com duragao
igual a T e adiciona-lo ao capital findo esse periodo, comec¢ando este processo a partir
do instante t;, e levando-o a cabo n vezes seguidas.

Provar, dado um capital inicial Cy, que, aplicando-se juros compostos a taxade % a T,

n
o capital disponivel ao fim de n € N periodos de tempo T é igual a C,, = C (1 + ﬁ) .

. Justificar, dado um ndmero real r, um numero natural n e um capital C, disponivel no

inicio de um determinado periodo de um ano, que dividindo esse ano em n periodos
iguais de medida temporal T e aplicando juros compostos a taxa de %% a T durante

esses n periodos ao capital inicial Cy, o capital disponivel ao fim do ano é igual a

Cn = Co (1 + 1or0n)n'

- 1\" , . S
+Provar que a sucessdo de termo geral u,, = (1 + ;) é crescente, majorada, justificar

que é convergente, designar por «numero de Neper» («e») o respetivo limite,
interpretar todos estes resultados a luz da nogdo de juro composto e saber que e é um
numero irracional.

FungGes exponenciais

2. Definir as fung¢des exponenciais e estabelecer as respetivas propriedades principais

1.

+Provar, dado um ndmero real a > 0, que a funcdo definida no conjunto dos numeros
racionais por f(x) = a* é crescente se a > 1 e decrescente se a < 1.

. +Provar, dado um numero real a > 0, que a fungdo f definida no conjunto dos nimeros

racionais por f(x) = a* satisfaz chi_r)r(l) f(x) = 1 ejustificar que f é continua.

+Provar, dado um numero real a > 1, que a fungdo f definida no conjunto dos nimeros
racionais por f(x) = a* satisfaz xl_i)eroo f(x) = +oo, utilizando o limite ja conhecido

lima™ = 40 e o facto de f ser crescente.

Justificar, dado a € R, que a fungdo f definida no conjunto dos nimeros racionais por
f(x) = a* satisfaz Aim f(x) =0quandoa >1,e,quando 0 < a <1, xl_i)rlloo f(x)=0

e xﬁ)r_nOO f(x) = +oo.

. Saber, dado um numero real a > 0 e um ndmero irracional x, que se (q,)neny € UMa

qualquer sucessdo de nimeros racionais de limite x, a sucessdo de termo geral a9 é
convergente e o respetivo limite depende apenas de x e de a, e que, representando
esse limite por «a*», se estende a fungdo definida por f(x) = a* em Q ao conjunto R,
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10.

obtendo-se por este processo uma funcdo continua nesse conjunto, designada por

«funcdo exponencial de base a», que mantém a monotonia, os limites em +oo e as

propriedades algébricas de f em Q: para todos x,y ER e b >0, a* xa¥ =a**?,

(a*)Y = a™¥ L=g>x @ _ a*7Y, (ab)* = a*b* e (E)x ==
! ax " ay ’ b bx’

Saber que, tal como no caso em que b € Q, mais geralmente quando b € R a funcdo

X

definida em R* por f(x) = x? é continua.

y
. Saber que a fungdo definida em R\[—1,0] por f(y) = (1 + i) tem por limite e em

. X n
+coo e justificar, dado x € R, que lim (1 =+ Z) =e*,

Designar a fun¢do exponencial de base e simplesmente por «fung¢do exponencial» e
representa-la também por «exp».

h
. el . - - .
. Saber que }lm(l)—h = 1, referindo este limite como um «limite notavel».
-

Provar que a funcdo exponencial é diferencidavel em R e que para todo o x € R,
exp’(x) = exp(x).

Funcgoes logaritmicas

3. Definir as fun¢des logaritmicas e estabelecer as respetivas propriedades principais

1.

10.

11.

12.

62

Reconhecer, dado um numero real a > 0, a # 1, que a funcdo f : R —» R* definida por
f(x) = a* é bijetiva e designar a respetiva bijecdo reciproca, f~1: R* - R, por
«logaritmo de base a» , representa-la por «log, », e justificar que Vx € R¥, '8 = x
eVx € R,log,(a*) = x.

Designar o logaritmo de base 10 por «logaritmo decimal», representando-o também por
«log» e designar o logaritmo de base e por «logaritmo neperiano», representando-o
também por «In».

. Justificar que a funcdo logaritmo de base a é crescente se a > 1 e decrescente se

O0<a<l.

Justificar que x = 1 é o Unico zero da fungao logaritmo de base a > 0, a # 1, e que, se
a > 1 (respetivamente se 0 < a < 1), Vx € R*,log,(x) > 0 & x > 1 (respetivamente
vx € R, log,(x) <0 x> 1).

. Justificar, dado a > 1, que lirr(l) log,(x) = —o0 e que lirl’l log,(x) = +oo.
X— X—+00
Justificar, dado 0 < a < 1, que lirr(l) log,(x) = + e que lir_El log,(x) = —oo.
xX— X—>+00
. #Provar, dado a>0, a#1, e x,y€R*, que log,(xy) =log,(x) +log,(y),

logg G) = —loga(y), loga (E) = logq(x) —loga(y) eloga (x”) = yloga(x).

logy (%)

#Provar, dadosa,b > 0,a # 1 e b # 1, que log,(x) = Tog, (@)’
b

. Justificar, dadoa > 0 e x € R, que a* = e*In(@),

Justificar, dado a > 0, que a funcdo exponencial de base a é diferencidvel e que a
respetiva derivada é dada, em R, pela expressdo In(a) a*.
+Provar, dado a > 0, a # 1, que log, é diferencidvel e que para todo o x € R™,

, 11
logg(x) =

ln(a);'
Justificar, dado a € R\Q, que a funcdo x% é diferencidvel para x > 0, de derivada

ax® 1, estendendo-se assim o caso ja conhecido correspondente a a racional.
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Limites notaveis

4. Conhecer alguns limites notdveis envolvendo funcbes exponenciais e logaritmicas

1.

2.
3.

X

. e
+Provar que lim —; = +oo.
xX—+00 X

. .1
Justificar que lim @ _
x—>+00 X

0.

+Calcular limites de funcGes e sucessées envolvendo logaritmos e exponenciais.

Modelos exponenciais

5. Estudar modelos de crescimento e decrescimento exponencial

1.

. Justificar, dado um nuimero real k, que as fungdes f(x) = ce

Saber que a evolucdo de determinadas grandezas, como a massa de uma substancia
radioativa, a temperatura de alguns sistemas ou o numero de individuos de certas
populacdes, pode ser modelada por uma «equacdo diferencial de 1.2 ordem» da forma
f'"=kf, que traduz o facto de, em cada instante, a taxa de variagdo ser
aproximadamente proporcional a quantidade de grandeza presente.

kX onde ¢ é uma constante
real, sdo solucdes em R da equacgdo diferencial f' = kf e que todas as solugdes desta
equacdo sdo dessa forma, mostrando que dada uma qualquer solugdo f, tem derivada

nula a fungdo e ** f(x).

6. Resolver problemas

1. +Resolver problemas envolvendo juros compostos.

. +Resolver problemas envolvendo as propriedades algébricas das fungdes exponenciais e

logaritmicas.

. +Resolver problemas envolvendo o estudo de fungbes definidas a partir de funcdes

exponenciais e logaritmicas, a determina¢do dos respetivos intervalos de monotonia
bem como os extremos relativos e absolutos e a existéncia de assintotas ao respetivo
grafico.

+Resolver problemas envolvendo a modelagdo de sistemas por equagdes da forma
v =ky, k €R
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Primitivas e Calculo Integral PCI12

Nogao de primitiva

1. Definir a nogdo de primitiva

1.

Designar, dada uma fungdo f real definida num intervalo I, uma fungdo F por «primitiva
de fem I» quando F é diferencidvel em I, e, para todo o x €I, F'(x) = f(x) e
designar f como «primitivavel em I» quando f admite uma primitiva nesse intervalo.
Justificar, dada uma fungdo f primitivavel num intervalo I e F e G duas primitivas de f
nesse intervalo, que a fungao F — G é constante em I.

. Justificar que se f é primitivavel num intervalo I, entdo as primitivas de f nesse

intervalo sdo as fung¢des definidas pelas expressdes F(x) +c, ¢ € R, onde F é uma
qualquer primitiva de f em I, representar esta expressdo por « Pf » ou por «f f(x)dx»
e designar as constantes ¢ por «constantes de primitivagao».
Justificar, dado um intervalo I, um ponto a € I, b € R e uma fungdo f primitivavel em
I, que existe uma Unica primitiva de F em [ tal que F(a) = b.

. Calcular e conhecer de memodria as primitivas das fun¢des «de referéncia para a

primitivagdo»: 1, x* (a € R\{0,—1}), % ,e*, sinx e cos x.

Justificar, dadas fungbes f e g primitivaveis numintervalol/ ek € R, que f + g e kf sdo
primitivdveis em I, que a soma de uma primitiva de f com uma primitiva de g é uma
primitiva de f 4+ g e o produto de uma primitiva de f por k é uma primitiva de kf e
representar estes resultados, respetivamente, pelas expressoes
«f(f) +g(x))dx = [ f(x)dx + [ g(x)dx» e «[kf(x)dx =k [ f(x)dx», quando
estas notacGes ndo forem ambiguas e designa-los conjuntamente por «linearidade da
primitivagao».

. +Calcular primitivas de funcbes dadas por expressdes da forma u’(x)f(u(x)), sendo

conhecida uma primitiva de f.

Nogao de integral

2. Abordar intuitivamente a nogdo de integral definido

1.

Identificar, dado um referencial cartesiano e uma fungdo f continua e ndo negativa num

intervalo [a, b] (a < b), o «integral de f entre a e b» (f:f(x)dx) como a medida, na
unidade quadrada associada a unidade de comprimento desse referencial, da area da
regido do plano delimitada pelas retas de equagdo x = a e x = b, o eixo das abcissas e o
grafico de f.

. s ~ b p
. Conhecer a origem histérica da expressao «fa f(x)dx», representando o simbolo « f »

uma “soma” e «f(x)dx» a medida da drea de um “retdngulo” com lados de medida
f(x)e “dx”, sendo esta Ultima “infinitesimal”.

~ b , s
. Saber que na expressao «fa f(x)dx», o simbolo «x» pode ser substituido por qualquer

outro e designar, por esta razdo, a varidvel x como «muda».
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10.

Reconhecer, dadas fungbes f e g continuas e ndo negativas num intervalo [a, b],
(a < b), que se para todo o x € [a, b], g(x) < f(x), entdo f;g(x)dx < f:f(x)dx e
designar esta propriedade por «monotonia do integral definido».

Reconhecer, dada uma fungdo f continua ndo negativa num intervalo [a, b], (a < b),
que a fungdo F, definida em [a, b] por F,(x) = f(ff(t)dt é a primitiva de f no intervalo
[a,b] nula em a e designar este resultado por «Teorema fundamental do cdlculo
(integral)».

Provar, dada uma fungdo f continua ndo negativa num intervalo [a,b], (a < b),
que f;f(t)dt = [F(x)]2, onde F é uma qualquer primitiva de f no intervalo [a, b]

e [F(x)]2 = F(b) — F(a), e designar este resultado por «Férmula de Barrow».

. Saber, dada uma fungdo f continua ndo negativa num intervalo I e dois pontos @ e § de |

tais que a < f3, que, por convengao, f;f(x)dx =— ff f(x)dx e justificar que com esta
convengdo, dados quaisquer pontos a,b e cde I, se tem f;f(x)dx = facf(x)dx +
fcbf(x)dx, designando este resultado por «relacdo de Chasles».

Identificar, dado um referencial cartesiano e uma fungdo f continua num intervalo [a, b]
(a < b) tal que f(x) <0 para x € [a,b], o «integral de f entre a e b» (f;f(x)dx)
como o simétrico da medida da drea da regido do plano delimitada pelas retas de
equacdo x = ae x = b, o eixo das abcissas e o gréfico de f e reconhecer que se tem
I, Fydx = = [ ~f(x)dx.

Reconhecer, dadas fungbes f e g continuas e ndo negativas ou ndo positivas num
intervalo [a,b] (a <b), que ff(f(x) + g(x))dx = f;f(x)dx + ffg(x)dx e que
f: kf(x)dx =k f;f(x)dx e designar o conjunto destes resultados por «linearidade do
integral definido».

Identificar, dada uma fungdo f continua de dominio [a, b] (a < b) para a qual existe
keNU{0} e co,C1) s Clpr » COM a=cyp <y << Cryp=b, tal que f é nido
negativa ou ndo positiva em cada um dos intervalos [¢;j, ¢j+41] (0 < j < k), o integral de

f entreae b, f:f(x)dx, como a soma fccolf(x)dx + fcclzf(x)dx + o fcck"“f(x)dx,

reconhecendo que este valor ndo depende da sequéncia (cy,...,C;) e saber que se
podem estender a esta categoria de fun¢Ges a propriedade de monotonia do integral, o
Teorema fundamental do célculo, a formula de Barrow, a relacdo de Chasles (com a
mesma convencgao relativa a inversdo dos extremos de integracdo) e a propriedade de
linearidade.

3. Resolver problemas

1. +Resolver problemas envolvendo o cdlculo de integrais definidos.

. +Resolver problemas envolvendo fung¢des posicdao, velocidade, aceleracdo e a

primitivacao e integracdo de fungdes reais de variavel real.

. +Resolver problemas envolvendo a determinacdo da medida da area de regides do

plano delimitadas por graficos de fungdes.
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Numeros Complexos NC12

Introdugao aos nimeros complexos

1. Conhecer o contexto histérico do aparecimento dos numeros complexos e motivar a

respetiva construgdo

1.

Saber que, em meados do século XVI, Girolamo Cardano apresentou uma féormula, dita
«férmula resolvente para equacGes do terceiro grau», que permite obter uma solucdo
real de equagdes do terceiro grau da forma x3 + px + ¢ = 0 em funcio dos ndmeros
reais p eq.

. Saber que ao substituir formalmente p e g por certos valores na férmula de Cardano

esta passa a apresentar o simbolo «/=1» e que, operando formalmente com este
simbolo, considerando em particular que «V—1 x V=1 = —1», se obtém efetivamente
uma solucdo real da equacdo x3 + px + g = 0, e que este facto estd na origem da
motivac¢do para se definir adequadamente um “nimero” cujo quadrado é igual a —1.

. +Reconhecer que se existir um conjunto C contendo R, munido de duas operagdes «+»

e «X» que estendem respetivamente a operacdo de adicdo e de multiplicagcdo de
ndimeros reais, mantendo os mesmos elementos neutros, que sdo associativas,
comutativas, tais que «X» é distributiva relativamente a «+», e tal que C contém um
elemento i que satisfaz i X i = —1, entdo, para a,b,c,d € R, tem-se necessariamente
em C a equivaléncia a+bi=c+diea=cAb=d bem como as igualdades
(a+b))+(c+di)=a+c+(b+d)i e (a+bi)x(c+di)=ac—bd+ (ad+ bc)i,
notando, em particular, que os resultados das operagdes «+» e « X » sobre elementos
de C daforma x + yi (x,y € R) tém essa mesma forma.

2. Definir o corpo dos numeros complexos

. Definir em R? uma operagdo aditiva «+» por (a,b) + (c,d) = (a+c,b +d) e uma

operagdo multiplicativa «x» por (a,b) X (c,d) = (ac — bd, ad + bc) ((a,b), (c,d) € R?),
designar o conjunto R?, quando munido destas duas operagdes, por «corpo dos
numeros complexos» e representd-lo por C.

. Justificar que as operacdes «+» e «x», definidas em R?, sdo associativas, comutativas,

que (0,0) e (1,0) sdo respetivamente os elementos neutros de «+» e «X» e que «X» é
distributiva relativamente a «+».

. Justificar que, dados a,c € R, (a,0) + (¢c,0) = (a+¢,0) e (a,0) X (c,0) = (ac,0) e,

por esta razao, identificar R com um subconjunto de C, associando a cada x € R o par
ordenado (x, 0) € C e representando, portanto, o nimero complexo (x, 0) por «x».

. Representar o nimero complexo (0,1) por «i», designa-lo por «unidade imaginaria» e

provar que i = —1.

Provar que, dado um nimero complexo z, existe um Unico numero real a e um Unico
numero real b tais que z = a + bi, observando que z &, por definigdo, um par ordenado
(a,b) € R% e que (a,b) = (a,0) + (0,b) = (a,0) + (b,0)(0,1) = a + bi.
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10.

Designar, dado um nimero complexo z = a + bi (a,b € R), a por «parte real de z» e b
por «parte imagindria de z», e representa-las respetivamente por Re(z) e por Im(z).

. Justificar que um ndmero complexo z é real se e somente se Im(z) = 0 e designar por

«numeros imaginarios puros» os niumeros complexos ndo reais tais que Re(z) = 0.

. Justificar, dados a+bi,c+di€C, que(a+bi)+(c+di)=a+c+((b+d)i e

que (a + bi) X (¢ + di) = ac — bd + (ad + bc)i.

Designar, dado um plano munido de um referencial ortonormado direto e a,b € R, o
ponto M de coordenadas (a,b) como o «afixo do numero complexo z = a + bi» e
reconhecer que se podem assim representar os numeros complexos no plano,
designando, neste contexto, o plano por «plano complexo» ou «plano de Argand», o
eixo das abcissas por «eixo real» e o eixo das ordenadas por «eixo imaginario».
Justificar, dados numeros complexos z =x +yi e z, = a+ bi, x,y,a,b € R, que o

afixo de z + z, é a imagem pela translac3o de vetor i (a, b) do ponto M, afixo de z.

3. Operar com numeros complexos

1.

10.

. Justificar, dados nUmeros complexos zew ,quez+w=Z +wW,zZw =Zwe
zZ

. Justificar, dado um nimero complexo z, que Re(z) = Zzi equelm(z) = =—.

Designar, dado um numero complexo z = a + bi, a,b € R, por «conjugado de z» o
numero complexo a — bi , representando-o por Z, e justificar que o ponto afixo de Z é a
imagem pela reflexdo de eixo real do ponto afixo de z.

Nl
[l
N

-z
2i

Justificar, dado um nimero complexo z # 0, que z é um numero real (respetivamente

um numero imaginario puro) se e somente se z = Z (respetivamentez = — 7).

Designar, dado um numero complexo z, por «mddulo de z» a medida da distancia, no

plano complexo, entre a origem e o ponto afixo de z, representa-lo por «|z|», justificar
que se z=a+ bi, a,b € R, |z| = Va? + b?, que o mddulo de um nimero complexo
estende a no¢do de moddulo de um numero real e que se tem a equivaléncia
lz| =0 z=0.

Provar, dados pontos A e B afixos respetivamente dos nimeros complexos z; e z,, que
AB = |z, — z4].

. Justificar, dados nimeros complexos z e w, que |zw| = |z||w|, |z| = |Z|, |z|* = zZ e

|z +w| < |z| + |w]|, designando esta Ultima propriedade por «desigualdade triangular».
Designar, dado um nimero complexo z ndo nulo, por «inverso de z» um nidmero z' tal

ue zz' = 1, ustificar que existe e é unico, re resentd-lo por «=» e provar que o inverso
z

de z éigual a L zZ
guala 2 2-

Designar, dados numeros complexosz e w,z # 0, o «quociente de w por z» como o
numero complexo pelo qual se tem de multiplicar z para obter w, representa-lo por
w . e w 1
« —» e justificarque — =w X —.
zZ zZ zZ

e , w lw| w
Justificar, dados numeros complexos z e w, z # 0, que gl oy eque(—)=

NE
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4. Definir a forma trigonométrica de um numero complexo

1.

Designar um numero complexo z de mddulo 1 por «unitdrio» e justificar, dado um
numero complexo z, que z é unitario se e somente se existir um numero real a tal que
z = cosa + isina, designando a, nesse caso, por um «argumento de z» e justificar que
dois argumentos de um mesmo numero complexo diferem por 2km, k € 7Z.

. Justificar, dados numeros  complexos unitarios z; =cosa +isina e

z,=cosB+isinB, aB€ER, que zz,=cos(a+p)+isinfa+p) e que
i—l = cos(a — B) + isin(a — B), representar, para O € R, o numero complexo
2

cosf +isin@ por «el®y, designando esta expressdo por «exponencial complexa de i6»

. ~ i i i el® i(a—
e motivar esta notacio observando que se tem e@eif = ei(@+f) ¢ SF T el@=p),

. +Reconhecer, dado um nimero complexo z # 0, que existe um Unico numero positivo r

e um unico nimero complexo unitario w tais que z = rw, que r = |z| e se 6 for um
argumento de w, designar igualmente 8 por um «argumento de z», interpretando
geometricamenter e 6.

Designar a representacdo de um nimero complexo z # 0 na forma |z|e%?, onde 6 é um
argumento de z, por «forma trigonométrica» (ou «forma polar») de z, e justificar, dados
nimeros complexos n3o nulos z e z' de argumentos respetivamente iguaisa @ ea ',
que z=12 se e somente se |z| =|Z| e existir k €Z tal que 0 =0'+ 2k,
interpretando geometricamente esta equivaléncia.

. Justificar, dado um numero complexo z # 0, que existe um Unico argumento de z no

intervalo | —m, ], designa-lo por «argumento principal de z» e representa-lo por
«Arg(z)».

Justificar, dado um numero real 8, que se M é o afixo de um nimero complexo z, o afixo
i6

do nimero complexo e'“z é a imagem de M pela rotacdo de centro O e angulo

generalizado de medida 6.

. Justificar, dado um numero complexo z, # 0 , que se M é o afixo de um numero

complexo z, o afixo do nimero complexo z,z é a imagem de M pela rotagdo de centro
O e angulo orientado de medida 6, argumento de z,, composta com a homotetia de
centro O e razdo |z].

. Justificar que 8 é um argumento do nimero complexo ndo nuloz = a + bi,a,b € R, see

a

. b
somente se cos(f) = ——=essin(0) = e que, nesse caso, se a # 0,tan(0) = p

b
VaZ+b? VaZ+b?
Provar, dado 8 € R e n € N, que (cos8 + isin8)™ = cos(nf) + i sin(nf) e designar
este resultado por «Férmula de De Moivre».

5. Extrair raizes n-ésimas de numeros complexos

1.

+Reconhecer, dado um numero complexo w # 0 e um numero natural n = 2, que a

equagdo z™ = w tem exatamente as n solugdes zj, = & |w|ei(%+?), k=01,..,n—1,
onde a é um argumento de w, e designar estes niUmeros por «raizes n-ésimas de w» ou
«raizes de ordem n de w».

Reconhecer, dados a, b, c € R, (a # 0) que se A = b? — 4ac < 0, as raizes da equagdo

o —b+iv4ac—b? —b—iv4ac—b?
az? + bz+c =0,em C, sjo dadas porz; =————ez=——"
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6. Resolver problemas

1.

+Resolver problemas envolvendo nimeros complexos e as respetivas propriedades
algébricas.

. +Resolver problemas envolvendo a representagdo, por numeros complexos, de

isometrias do plano (translacdes, reflexdes e rotacdes) ou outras transformacdes do
plano, como as homotetias.

. +Resolver problemas envolvendo a representagdo trigonométrica de numeros

complexos.

. +Resolver problemas envolvendo a representacado de conjuntos de pontos definidos por

condigdes sobre numeros complexos.

. +Resolver problemas envolvendo equacgées da forma z" = w, (n € N, w € C) e vértices

de poligonos regulares enquanto afixos de nimeros complexos.
+Resolver problemas envolvendo polindmios de segundo grau.
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Planificacao

7

Uma dificuldade decorrente da implementacdo do novo Programa é a gestdo do tempo.
Considerando o numero de aulas previstas no Programa (178, no total), apresenta-se em seguida
uma proposta de distribuicdo global de aulas para cada capitulo do manual. Nestes tempos nao se
incluem as aulas dedicadas a testes, avaliacdes, visitas de estudo ou outros extras que possam surgir.

Introdugdo a Logica e a Teoria dos conjuntos 16 aulas
ProposicGes 8 aulas
CondigBes e conjuntos 8 aulas

Algebra 28 aulas
Radicais e poténcias de expoente racional 10 aulas
Polindmios 18 aulas

Geometria Analitica 48 aulas
Geometria analitica no plano 18 aulas
Cdlculo vetorial no plano 12 aulas
Geometria analitica no espaco 10 aulas
Calculo vetorial no espago 8 aulas

FungGes reais de variavel real 50 aulas
Generalidades acerca de fungdes 8 aulas
Generalidades acerca de f.r.v.r 10 aulas
Monotonia, extremos e concavidade 12 aulas
Estudo elementar de algumas fungdes e operacgbes sobre fungdes 20 aulas

Estatistica 16 aulas
Manipular o simbolo de somatério 4 aulas
Caracteristicas amostrais 12 aulas

158 aulas
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Guia de exploracao de recursos multimédia

O P IEIrY ¢ uma ferramenta inovadora que possibilita, em sala de aula, a facil exploragdo do projeto
M¥T 10 através das novas tecnologias. Permite o acesso a um vasto conjunto de conteddos multimédia
associados ao Manual:

e Simulador de légica

e Animacdes (Resolugbes de exercicios por etapas)
¢ Simuladores (Geogebra)

e Resolugbes projetaveis de exercicios

Este documento constitui uma proposta de exploracdo dos contelddos multimédia presentes no Manual.
Apresenta, igualmente, a listagem de todos os recursos, ordenados por paginas, que estardao disponiveis com o

[o]ge]IciteR=Taal 2 AULA DIGITALR
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Propostas de resolucao dos exercicios do Manual

Tema 1 | Introdugdo a Légica Bivalente e a Teoria dos Conjuntos

Atividades «Sera que...?»

Pag. 10
| SERA QUE..? | Por onde seguiu a Alice? |

Dever-se-a ouvir as conjeturas e argumentac¢des dos alunos e voltar ao problema depois de estudar as varias
operagdes com proposigoes.
Basicamente, designando por a a afirmacdo «O melhor caminho é o da direita.», o gato aponta o caminho da
direita e afirma que:

(a=~a)A(~a=a)
Construindo a tabela de verdade relativa a esta proposicdao, conclui-se que o gato estd a mentir e, portanto, o
melhor caminho é o da esquerda e é por esse caminho que a Alice deve ter seguido.

a ~a a=~a ~a=a (a=~a)A(~a=a)

\% F F \Y F

F \Y \Y F F
Pag. 39

| SERAQUE...? | Papiro de Rhind

Designemos por x a parte que restard ao camponés. Entdo, a quantidade de milho que da ao Farad é %x .
A equagao %x + x = 21 traduz o problema e tem-se:

%x+x=21<=>§x=21<=>x=§(=)x=17,5
O camponés fica com 17 unidades e meia, tendo dado 3 unidades e meia ao Farad.

Poder-se-a recordar o conceito de equacgdo e de inequacgao. Os alunos poderdo eventualmente conhecer o termo
condicdo e devem ser incentivados a apresentar exemplos de condic¢des.

Pag. 49

‘ SERA QUE...? ‘ Negacao de proposi¢des que envolvem quantificador ‘

1. A negacdo da proposicdo «Todos os nimeros reais sdo positivos.» é «Existe pelo menos um nimero real que
nao é positivo.»
Opcdo (C)

2. A negacdo da proposicao «Existe pelo menos um homem que é imortal.» é «Todos os homens sdo mortais.»
Opgdo (B)

3. A conjetura correta sera:
~(Vx,p(x)) & 3Jx : ~p(x) e ~(Elx : p(x)) & Vx, ~p(x)
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E natural que alguns alunos sejam tentados a dizer que a negagdo de «Todos os niimeros reais s30 positivos.» é
«Todos os numeros reais sdo negativos.» e que a negacao da proposicao «Existe pelo menos um homem que é
imortal.» é «Existe pelo menos um homem que é mortal.». De um modo geral, este € um assunto em que os
alunos se sentem a vontade para defenderem as suas op¢des. E uma boa oportunidade para exporem as suas
argumentagoes.

Pag. 50
| SERAQUE...? | Contraexemplos |

1.Vx ER, x% > x

2 2
2. a) As proposicoes 2°>2,3">3, (?) > ? , (— g) > —% e (—4)’ > —4 s3o todas verdadeiras e, portanto, 2,

10
31 ?:

b) Nao. O facto de termos verificado que cinco nimeros reais sdo solu¢do da condigdo ndo nos permite garantir

7 ~ n .
—5e —4 s30 solucdes da condicdo x? > x .

que todos os numeros reais sejam solucdo da condicdo.

2
. 1 1, . 1.1 , - .
c) A proposigdo (E) >- € equivalente a > © & portanto, uma proposicdo falsa. Conclui-

~ 1 . ~ -
-se, entdo, que - ndo e solucdo da condigdo x? > x .
d) Sim, o facto de existir um numero real que ndo é solugdo da condigdo x2 > x permite concluir que a
proposicdo Vx € R, x? > x é falsa.

As restantes resolucdes e sugestOes relativas a estas atividades serdo disponibilizadas aos professores
adotantes do projeto MVT 10.

Editavel e fotocopidvel © Texto | MYT 10 79



Exercicios propostos

Capitulo 1 | Proposicoes

Pag. 15
1. Tabela de verdade da conjuncao:
1 F
p
Vv F
F F F
Pag. 16
2. Tabela de verdade da disjuncao:
p q pVvq
\ \ Vv
Vv F Vv
F Vv Vv
F F F

3.

a) A proposicdo 7 <7 é verdadeira porque equivalea 7<7 v 7=7 e aproposicio 7 =7 éverdadeira.

b) A proposicdo 7 <9 é verdadeira porque equivalea 7<9 Vv 7=9 e aproposicdo 7<9 éverdadeira.

c) A proposicdo 7 <5 é falsa porque equivalea 7<5 v 7=5 e nem a proposicdo 7 <5 nem a proposi¢do 7=5
sdo verdadeiras.

Pag. 17

4.

a) A proposicao é falsa porque equivale a conjunc3o da proposi¢do « V49 é um ndmero irracional.» com a
proposicdo « ™ € um numero irracional.» e a primeira destas proposicdes é falsa.

b) A proposicdo é verdadeira porque equivale a conjungdo da proposi¢do «70 é multiplo de 7.» com a proposi¢do
«70 é multiplo de 5.» e ambas as proposicdes sdo verdadeiras.

.~ , . N . ~ .~ 9 ., . .
c) A proposicdo é falsa porque equivale a conjunc¢do da proposigdo «\/; € um numero irracional.» com a

.~ 9 ., , . . . .~ ,
proposicdo « \/; € um numero maior do que 1.» e a primeira destas proposic¢Ges é falsa.

d) A proposicdo é verdadeira porque equivale a conjungdo da proposi¢do «102 ndo é um nimero impar.» com a
proposicdo «v/11 ndo é um numero racional.» e ambas as proposicdes sdo verdadeiras.

5.

a) A proposi¢do é verdadeira porque equivale a disjungado da proposi¢ao «28 é multiplo de 7.» com a proposi¢ao
«28 é multiplo de 8.» e a primeira destas proposi¢des é verdadeira.
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b) A proposicdo é falsa porque equivale a disjuncdo da proposi¢cdo «  é igual a 3,14.» com a proposicdo « T é

igual a 3,1416.» e ambas as proposicdes sao falsas.

Pag. 19

6. Tabela de verificagdo da associatividade da disjuncdo:

Pag. 20

7. Tabela de verificagdo da equivaléncia pA f & f:

Pag. 21

8. Tabelas de verificagdo das equivaléncias pvVv © v

Pag. 22

p q r pvq (@EVq@QVr qVvr | pv(qVr)
v v v v v v v
v v F v v v v
v F v v v v v
v F F v v F v
F v v v v v v
F v F v v v v
F F v F v v v
F F F F F F F

p f pAf

v F F

F F F

e pVfenp:

p v pVuv

v v v

F v v

p f pVf

v F v

F F F

9. Tabela de verificagao da distributividade da disjuncdo em relagao a conjun¢dao. Como a conjuncdo e a disjun¢ao

sdo comutativas, basta provarque pVv (g Ar) © (pVq) A(p V), quaisquer que sejam as proposi¢des p, q

er.

p q r | qAr  pv(@Ar)  pvqg pVvr (Vg A(pVr)
v Y, v v v v v v
v Y, F F v v v v
v F v F v v v v
v F F F v v v v
F v v v v v v v
F v F F F v F F
F F v F F F v F
F F F F F F F F
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Pag. 23

10. Tabela de verificagdo da propriedade relativa a negagao da disjungao:

14 q pvq ~®VvVq | ~p ~q | ~pA~q
v v v F F F F
v F Y, F F v F
F v v F v F F
F F F v v v v

Pag. 25

11.

a) Dado que o antecedente da implicacdo é falso, a implicacdo é verdadeira.

b) Dado que o antecedente da implicagdo é falso, a implica¢do é verdadeira.

c) Dado que o antecedente da implicagdo é verdadeiro e o consequente é falso, a implicagao é falsa.
d) Dado que o antecedente da implicagdo é falso, a implicacdo é verdadeira.

e) Dado que o antecedente da implicagao é verdadeiro e o consequente é falso, a implicagdo é falsa.

Pag. 27

12,

a) v = a. Para que esta proposi¢do seja verdadeira, a tem de ter o valor légico V.
b) a = v . Esta proposicdo é verdadeira, qualquer que seja o valor légico de a .

¢) a = ~ v. Para que esta proposi¢do seja verdadeira, a tem de ter o valor légico F.

Pag. 29

13.

a) «Vou ao cinema e ao teatro.»

b) «Ndo estou doente e ndo vou a escola.»
c) «N&o estudo e passo de ano.»

Pag. 30

14.

a) «Passo de ano ou vou para o Minho.»

b) «Ndo me porto bem ou nao sou castigado.»
c) «N&o vou a escola ou ndo vou ao ginasio.»

15.

a)(~a=>b)e= [~ (~a)vb]l e (aVvh)
b)(a=~b) = (~aV~h)
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Pag. 37

16.

a) £ proposicio.

b) N3do é proposigao.
c) N3o é proposicdo.
d) E proposicdo.

e) Ndo é proposicdo.

17.

a)F
b) F
c)F
d)v
e)Vv
f)v
g)F

18.

aA)~peo~vef

b)prgqevAfef
cJ~pvge~vVviefvief
d~popeveNe(feNer

19.
a) ~aAb éuma proposicdo verdadeira se e s6 se ambas as proposicdes ~a e b forem verdadeiras, pelo que
se concluique a éfalsae b éverdadeira,ouseja, ae f e bov.

b) ~a v ~b é uma proposicao falsa se e s6 se ambas as proposicées ~a e ~b forem falsas, pelo que se conclui

que a e b sdo ambas verdadeiras,ouseja, aov e b v.

20.

~(aVvb)A(bVc) éverdadeira, pelo que

~(a Vv b) éverdadeirae bV c éverdadeira, pelo que
aVvb éfalsae bvc éverdadeira, pelo que

a éfalsa, b éfalsae bvVvc éverdadeira, pelo que

a éfalsa, b éfalsae fVc éverdadeira, pelo que

a éfalsa, b éfalsae ¢ éverdadeira.

De entre aquelas trés linguas, a Leonor s estuda alemao.
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21.

aA)(p A @) e (q A p) Propriedade comutativa da conjuncgao.

b)lpA(@Vvnr]e[@AqgVvipAr) Propriedade distributiva da conjuncdo em relagdo a disjuncao.

JpAv)erp A conjungdo de uma qualquer proposi¢ao p com uma pProposi¢ao
verdadeira é equivalente a p .

d{fvnrner A disjun¢do de uma proposicao falsa com uma qualquer proposicao
r é equivalentea r.

e)[~(p A ~q)] @ (~p V q) Leis de De Morgan e propriedade da dupla negacao.

22.

a)2 = -1

b) Sejam p e ¢ as proposi¢des:

p: «Asretas r e s sdo paralelas.»

c: «Asretas r e s sao concorrentes.»

Pretende-se negar a proposicao pVvc.

Tem-se ~(p Vc) e ~p A ~c.

A negacdo da proposicdo enunciada é, por isso, «As retas r e s ndo sdo paralelas nem concorrentes.»
c) Sejam r e i as proposi¢oes:

r: «O triangulo [ABC] é retangulo.»

i: «Otriangulo [ABC] é isésceles.»

Pretende-se negar a proposicao ~rAi.

Tem-se ~(~rAi)eSrV~i.

A negacdo da proposi¢do enunciada é, por isso, «O triangulo [ABC] é retangulo ou ndo é isdsceles.»
d~0<2<1)e~0<2A2<D)e~0<2)V~2<)e0>2Vv2>1

23.

a)~(a Vv~b) & ~a A ~(~b) © ~aA b

b) ~[~(a A b) A c]e (aAb) V ~c
cJ~laA(~bVv)]e~aVv ~(~bVc)e~aV (b A~c)

24,

a)~(~pvo) Aqe @A~ AqepA(~qhAgepAfoef

b) Dado que ~p A g éanegacdode p V ~q, a proposicdo enunciada é a disjuncdo de uma proposi¢do com a
sua negacao, pelo que, pelo principio do terceiro excluido, é verdadeira.

De outro modo:

Vv~ VvViprrpelVv~V~plAlV~QVqle
elpv~pV~qlArlpVvi~qVvlelvyv~qirpvrlevaive

Al~pA@VOIV ~qo(~pAD) V(P ADIV ~qe[f VP AQIV ~q&
SHEPADV~qe-pV~)A@QGV~)e(~pV~q) ANve~pV ~qge~({pAq)
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Pag. 38

25.

a)2+2=5=>1>De(f2fHev
b)(7=8=>7#8)e (f2v)ev
o[-3<-2=2CF3)?!<(-Deo@w=2fHef

26. Como a proposi¢cdo ~a V b é uma proposicdo falsa, ~a é falsae b é falsa, pelo que se pode concluir que a
proposicdo a é verdadeira e que a proposicao b é falsa.

aJaov

b)avbevv fev

cJa=>be@w=>NHof

db=>ae (fav)ev

27.

a) ~a = ~b é uma proposic¢do falsa, pelo que

~a é uma proposicdo verdadeira e ~b é uma proposicado falsa, pelo que
a é uma proposicdo falsae b é uma proposicao verdadeira.

b)a = ~av b é uma proposicdo falsa, pelo que

a é uma proposicdo verdadeirae ~a vV b é uma proposicao falsa, pelo que
a é uma proposi¢cdo verdadeirae f v b é uma proposicdo falsa, pelo que
a é uma proposicao verdadeira e b é uma proposicao falsa.

28.
a)(la>b)eo~a Vb
b)la=>b=c)]e~aVv b=>c)e ~aV (~b Vo)

29. Sejam e e m as proposigdes:

e: «Este rapaz é estudante.»

m: «Este rapaz mente.»

a) A proposicdo enunciada pode ser traduzida por e = ~m..

Tem-se (e = ~m) S ~e V ~m.

Esta proposicdo pode traduzir-se por «Este rapaz ndo é estudante ou ndo mente.».
b)~(e=>~m)eoeA~(~m) S eAm

Esta proposicdo pode traduzir-se por «Este rapaz é estudante e mente.».

30. a) Sejam p e i as proposi¢les:

p: «2 é um nimero primo.»

i: «2 é um numero impar.»

A proposi¢do enunciada pode ser traduzida por ~p = i.

Tem-se ~(~p=2i)© ~p A ~i.

Esta proposi¢do pode traduzir-se por «2 ndo € um numero primo nem impar.»
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b) Sejam g e u as proposi¢oes:

q: «3 é maior do que 4.»

u: «3 é maior do que 1.»

A proposi¢do enunciada pode ser traduzida por g = u .

Tem-se ~(g=>u) & qgA~u.

Esta proposi¢do pode traduzir-se por «3 é maior do que 4 mas menor ou igual do que 1.».
c) Sejam a e m as proposicdes:

a: «Agrada-me o programa do canal 1.»

m: «mudo de canal.»

A proposi¢do enunciada pode ser traduzida por ~a = m .

Tem-se ~(~a=>m) © ~aA~m.

Esta proposicdao pode traduzir-se por «Nao me agrada o programa do canal 1, mas ndo mudo de canal. ».

31.

a)p=4q

a)p A ~q

a)q=>p

bi)~p=>q epA~q

Esta proposicao pode traduzir-se por «O clube A ganha todos os domingos, mas ndo ganha o campeonato.».
b)) ~(p A ~q) @ ~p V ~(~q) © ~p Vq

Esta proposi¢do pode traduzir-se por «O clube A ndo ganha todos os domingos ou ganha o campeonato.».
bs)~(g=p)=q A ~p

Esta proposi¢do pode traduzir-se por «O clube A ganha o campeonato e ndo ganha todos os domingos.».
¢) Admitir que houve pelo menos um domingo em que o clube A ndo ganhou, significa considerar que a
proposi¢dao p é falsa.

alp=>2pDe(f=>2qpev

Qr~De(fA~pef

G)@=>pe@=>2fHe~qVie~g

32.
Primeiro processo:

[(c=2b)=ale~(=2b)Vae(cA~b)VasaV (c A~b)
Segundo processo:

a b c ~b cA~b aV (cA~b) c=>b (c=>b)=>a
Vv \Y \Y F F \Y \Y \Y
Vv \Y F F F \Y \Y \Y
Vv F \Y Vv Vv \Y F \Y
Vv F F Vv F \Y \Y \Y
F \Y Vv F F F \Y F
F \Y F F F F \Y F
F F Vv Vv Vv \Y F \Y
F F F Vv F F \Y F
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Capitulo 2 | Condigdes e conjuntos

Pag. 41

34.

a) Nao pode, pois sé se define o maximo divisor comum de dois ou mais numeros naturais.
b) D, pode ser IR, mas o 0 ndo pode pertencera D, .

c) Ndo pode, a variavel ndo pode tomar valores inferiores a -3.
d) Pode, pois a expressdo x2 + 3 é positiva para qualquer valor real da variavel x .

35.

a) Ndo é uma condigdo. Por exemplo, para x = 1999, a expressdo converte-se em «A equipa vencedora da Taga
de Portugal, em futebol, no ano 1999.», que ndo é uma proposicao, mas sim uma expressao que designa a equipa
de futebol do Beira-Mar.

b) E uma condicdo. Sempre que se substitui a por um nimero real, obtém-se uma proposic3o: falsa, se se
substituir a por um numero real ndo positivo; verdadeira, se se substituir a por um numero real positivo.

c) Ndo é uma condic3o. Por exemplo, para y = /5, a expressao converte-se em «O maior nimero inteiro
inferior a /5 .», que n3o é uma proposi¢cdo, mas sim uma express3o que designa o numero 2.

d) E uma condi¢do. Sempre que se substitui a varidvel por um nimero natural, obtém-se uma proposicdo:
verdadeira, se a concretizacdo da varidvel for um nimero que tem quatro divisores; falsa, se a concretizacdo da
variavel for um nimero que ndo tem quatro divisores.

e) E uma condicdo. Sempre que se substitui a varidvel por um niimero real, obtém-se uma proposi¢do:
verdadeira, se substituirmos x por -1 ou por 3; falsa, para qualquer outra concretizagao.

f) Ndo é uma condig¢do. Por exemplo, quando se substitui x por 0 obtém-se ndo uma proposicdo, mas uma

expressao que designa o numero - 3.

Pag. 42

36.

a) A proposigdo (-1)°+ (-1)3+ (-1)2+1 =0 é verdadeira.
b) A proposicdo 1°+ 13 +12+1 =0 é falsa.

Pag. 43
37.

1
3 1 17 17 1 ~ .~
%+a=3<:>z+a=3<:>a=?,peloque - é o valor de a parao qual 5 é solugao da condigdo %+a=3.

Pag. 44

38.

a) ~p(n) v q(n)

b) Dizer que n é multiplo de 6 é dizer que é par e é multiplo de 3. Assim, a condi¢do enunciada pode-se traduzir
por ~p(n) A q(n).

¢) O resto da divisdo de um numero natural, n, por3,é0, 1 ou 2. Se o resto for 0, o nimero diz-se multiplo de

3, pelo que o resto da divisdo de n por3 é 1ou2seesdse n ndo for multiplo de 3. Assim, condi¢gdo enunciada
pode traduzir-se por ~q(n) .
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39.

a) 5 é solugdo, pois ~ (5+ 1 # 6) é uma proposi¢do verdadeira.

Por exemplo, 4 ndo é solugdo, pois ~ (4 + 1 # 6) é uma proposigao falsa.

b) Por exemplo, 3 é solugdo, pois 2x3>5 A 3+ 1< 9 éuma proposicdo verdadeira.
Por exemplo, 1 ndo é solugdo, pois 2x1>5 A 14+ 1 <9 é uma proposicao falsa.

c) Por exemplo, 2 é solugdo, pois 2 =2 v 2 =3 é uma proposi¢do verdadeira.

Por exemplo, 1 ndo é solugdo, pois 1 =2 v 1 =3 é uma proposicao falsa.

d) Por exemplo, 4 é solucgdo, pois 4 > 1= 4 > 2 é uma proposi¢do verdadeira.

Por exemplo, % ndo é solugdo, pois %> 1 :% > 2 é uma proposicdo falsa.

e) Por exemplo, 2 é solugdo, pois 22 =-1 = 2 =5 é uma proposi¢do verdadeira; alids, todos os niUmeros reais
sdo solucdo da condicao.

f) Por exemplo, 0 é solugdo, pois 0 =5 = 02 =-1 ¢é uma proposi¢do verdadeira.

5 ndo é solugdo, pois 5 =5 = 52 =-1 é uma proposicao falsa.

g) Por exemplo, - 2 é solugdo, pois (-2)? =-1<-2 >0 é uma proposi¢do verdadeira.
Por exemplo, 2 ndo é solugdo, pois 22 =-1 < 2 >0 é uma proposicdo falsa.

h) Por exemplo, - 10 é solucdo, pois |— 10| >0 © -10 < 0 uma proposicdo verdadeira.
Por exemplo, 10 ndo é solugdo, pois [10| = 0 & 10 < 0 é uma proposic¢ao falsa.

Pag. 45
40.
a) Falso. A soma de qualquer nimero natural com 3 é sempre maior do que 3 e, portanto, nunca é 1.
b) Verdade. Para n = 7, a condigdo:
n>1 A n édivisorde 7
converte-se numa proposicdo verdadeira (7 é solucdo da condigdo).

41.

a) Verdade. Todos os nimeros reais negativos sdo solucdo da condicdo 2x < x .
b) Verdade. Para x =-3, a condigdo:

x#3 Ax?=9
converte-se numa proposicdo verdadeira (- 3 é solu¢do da condicdo).

42,

a)IxeER:314<x <
b)aneN:3n =18

Pag. 46
43,
a) Falso. Para n =1, a condigao:
2n > 2

converte-se numa proposicao falsa.
b) Falso. Por exemplo, para n = 6, a condigdo:

n é multiplode 3 =n éimpar
converte-se numa proposicao falsa.
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44.

a) Verdade. Se a um numero real qualquer adicionarmos 1, obtemos sempre um nimero que é maior do que ele,
e, portanto, diferente dele.
b) Falso. Por exemplo, para x =-2, a condi¢gdo x? > 1 = x > 1 converte-se numa proposicao falsa.

45,
a)vneN,md.c. (mn+1)=1
b)VxeR,1xx=x AxX1=x

Pag. 47

46.

a) Possivel (V5 , por exemplo, é solugdo), mas n3o universal (1, por exemplo, ndo é solug3o).

b) Possivel (-5, por exemplo, é solugdo), mas ndo universal (0, por exemplo, ndo é solugdo).

c) Possivel (1, por exemplo, é solugdo), mas ndo universal (0 ndo é solugdo).

d) A condicdo é universal.

e) A condi¢do dada é equivalente a condi¢do x? = —4 e é, portanto, uma condi¢do impossivel em IR .

f) A condigdo é universal, pois qualquer valor da varidvel que transforme x > 3 numa proposicdo verdadeira,
também transforma x3 > 27 numa proposicdo verdadeira e qualquer valor da variavel que transforme x > 3
numa proposicdo falsa, também transforma x3 > 27 numa proposicdo falsa.

47.

a) Possivel (2 é solugdo), mas ndo universal (3, por exemplo, ndo é solugdo).

b) Impossivel. Tem-se n? + n = n(n + 1) . Qualquer que seja o valor atribuidoa n,tem-seque n e n+ 1 sdo
ndmeros naturais consecutivos. Por isso, um deles é necessariamente par. Portanto, o produto n(n+ 1) é
sempre par.

48.

a)=>
b) =
)=
d) <

49.
As condigdes ndo sdo equivalentes, pois a condigdo p(n) © g(n) nao é universal, em N . Por exemplo, p(10) é
uma proposicdo verdadeira e q(10) é uma proposicao falsa.

Pag. 48

50.

a) A proposi¢cdo enunciada pode traduzir-se por «Qualquer nimero real compreendido entre 0 e 1 é maior do
gue o seu quadrado.», o que é verdade.

b) A proposicdo enunciada pode traduzir-se por «Pelo menos um dos nimeros 1, 51 e 85 é primo.», o que é
falso: 1 ndo é primo, por defini¢cdo, 51 ndo é primo, pois 51 =3 x 17 e 85 ndo é primo, pois 85=5x17 .
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51.

Por exemplo:

a) Impossivel em N, possivel mas ndo universal em Z, universalem {-1}.

b) Impossivel em N, possivel mas ndo universal em Z, universal em ]-oo,1].

¢) Impossivel no conjunto das aves, possivel mas ndo universal no conjunto dos mamiferos, universal no conjunto

dos seres humanos.

52.

Como a condigdo p(x) é possivel, existe, no universo U, pelo menos um objeto a tal que p(a) é uma
proposicdo verdadeira, pelo que ~p(a) é uma proposi¢do falsa. Portanto, a condigdo ~p(x) ndo é universal.
Como a condigdo p(x) ndo é universal, existe, no universo U, pelo menos um objeto b tal que p(b) é uma

proposicdo falsa, pelo que ~p(b) é uma proposicao verdadeira. Portanto, a condigdo ~p(x) é possivel.

Pag. 49

53.

a)~Ax:2x-3=x) &

o Vx,~2x-3=x) e Vx,2x-3 #x
b)~(Vvx,x<1vx>2)e
©Ix:~x<lvx>2)e
cIx:~x<DA~x>2)e
SIx:x=21Ax<26
©Ix:1<x<2

54.

a) «Ha pelo menos um numero natural que ndo é impar.»
A traducgdo da proposicao inicial em linguagem simbdlica pode ajudar a esclarecer a negag¢ao da proposi¢cdao em
linguagem corrente:
~(Vx € N,x é impar) &
< JIx € N: ~(x éimpar)
b) «Todos os colegas da minha turma tém irmaos».
Recorrendo a traducdo da proposic¢ao inicial em linguagem simbdlica, tém-se:
~(3x € T : x ndo tem irmaos)
© Vx € T,~(x ndo tem irmdos) <
© Vx € T,x tem irmaos
c) «Existe pelo menos uma pessoa nesta sala que ndo esta a usar um chapéu.»
Em linguagem simbdlica, tem-se:
~(V x € §,x estaausar um chapéu <
& 3Ix €S5: ~(x estaausar um chapéu) &
& 3 x €5 : x nao estd a usar um chapéu

55.

Seja p(x) uma condigdo. Dizer que a condi¢do p(x) é universal, é dizer que a proposi¢cdao Vx,p(x) é uma
proposi¢do verdadeira. Atendendo a que as proposi¢cdes Vx,p(x) e ~[3x : ~p(x)] sdo equivalentes, conclui-se
que a proposi¢do Ix : ~p(x) é falsa, o que significa que a condi¢do ~p(x) é uma condigdo impossivel.
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P4g. 50

56.

~[Exed:p()] &
o~Ax:xeAdANpx)] e
o Vx,~[x€AANpx)] &
S Vx,~x €AV ~px) &
SV, xEA=> ~px) &

© Vx €A ~p(x)

Pag. 51
57.
A afirmagdo «Todos os nimeros impares sdo primos.» € falsa pois, por exemplo, 15 é impar e ndo é primo.

Pag. 52
58,

a) {1,4,9}
b) {-4,-3,-2,-1}

Pag. 53

59.

A={xeN: x =2}
B={xeN: xépar A x < 7}
C={xeN:x>5Ax<8}

60.

a){x ER: x <2}
b){x €eZ: x > 5}

Pag. 67

61.

a) Ndo é uma condigdo porque, para cada concretizagdo da varidvel, ndo da origem a uma proposicao.

b) Ndo é uma condigéo.

¢) E uma condicdo porque, para cada concretizagdo da variavel, d4 origem a uma proposic3o; por exemplo, para
x =5, acondicdo converte-seem 2x5=1.

d) E uma condig3o.

e) Ndo é uma condigéo.

f) E uma condic3o.
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62.

3, por exemplo, é solucdo da condigdo porque a proposicao «3 é divisor de 12.» é verdadeira. 5, por exemplo,
nao é solucdo da condigdo porque a proposicdo «5 é divisor de 12.» é falsa. De um modo geral, qualquer
elemento do conjunto {1,2,3,4,6,12} é solugdo da condi¢do e qualquer nUmero natural que ndo esteja neste
conjunto ndo é solugdo da condigdo.

63.

—3 ndo é solugdo da condigdo porque a proposigdo «(—3)3 —3(—3)%2 — (—=3) + 3 = 0» é falsa.
—1 é solugdo da condigdo porque a proposi¢cdo «(—1)3 —3(—1)? — (—1) + 3 = 0» é verdadeira.
1 é solugdo da condicdo porque a proposicdo «13 —3 x 12 -1+ 3 = 0» é verdadeira.

3 é solucdo da condig¢do porque a proposi¢do «33 —3 x 32 — 3 + 3 = 0» é verdadeira.

64.

Para que —2 seja solugdo da condicdo é necessario que esta se converta, para x = —2, numa proposicao
verdadeira.

Tem-se:

9
(—DS—k02)=1¢$—8+2k=1¢:k=3—

Na verdade, a proposi¢do (—2)3 —%(—2) =1 éverdadeira.

65.

Para que —1 e 2 sejam solugdes da condicdo é necessario que esta se converta, para x = —1 e para x =2, em
proposicdes verdadeiras.

Tem-se:

1 1
ax(—1)3<1/\a><23<1<:>a>—1/\a<§<:>ae ]—1,5[

66.

a) Uma solucdo da condicdo x > 2 Vv x <+/2 é qualquer nimero real que seja solucdo de, pelo menos, uma das

condigdes p(x) e q(x). Por exemplo, 3 e —1 sdo duas solugdes da condigdo.

Qualquer numero real que converta ambas as condi¢des p(x) e q(x) em proposicGes falsas ndo é solugdo da

condicdo x >2 V x <+/2. Por exemplo, 1,5 e 2 n3o s3o solucdes da condicio.

b)% >2 V %S V2o f Vv fef,peloque %néo é solugdo da condigdo.

c) Qualquer nimero real que converta ambas as condi¢Ges p(x) e q(x) em proposigdes com o mesmo valor

l6gico é solucdo da condicdo x > 2 & x < /2. Por exemplo, 1,5 e 2 sdo solugdes da condicdo.

Qualquer numero real que converta as condi¢gdes p(x) e g(x) em proposicdes com diferentes valores légicos

n3o é solugdo da condicdo x > 2 & x < V2. Por exemplo, 3 e —1 ndo sdo solucdes da condigdo.

d) 3 é solugdo da condigdo p(x) = q(x) se e so se for verdadeira a proposi¢cdo p(3) = q(3) .
pB3)=>qB)e(3>2=>3<V2)ewaflef

A proposicdo «3 é solugdo da condicao p(x) = q(x).» é falsa.

67. Como p(a) V q(a) € uma proposigao falsa, podemos concluir que sdo falsas ambas as proposi¢des p(a) e
q(a) .

a) p(@) vV ~qa)eofV~fefvvev - a é solugdo da condicdo
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b) p(@) = q@]e[f=flev - a ésolugdo da condigdo

c) [~rr(@=2q@]e[~f=2flevaflef - a ndo é solugdo da condicdo
d) [p(a) eq@]e[feflev - a ésolucdo da condicdo
68.

a) A proposicdo «Existe pelo menos um nimero natural.» é verdadeira; 1, por exemplo, € um nimero natural.

b) A proposicdo «Existe pelo menos um nimero natural que ndo é um nimero inteiro.» é falsa, pois qualquer
ndmero natural é inteiro.

¢) A proposicdo «Existe pelo menos um x cujo mddulo é igual ao mddulo de —4.» é verdadeira; basta considerar
0 proprio —4.

d) A proposicdo «Existe pelo menos um numero racional cujo quadrado é igual a 2.» é falsa, pois s6é ha dois
numeros cujo quadrado é igual a 2 e s30 ambos irracionais: —vV2 e V2.

69.
a) A proposi¢do Jx: p(x) é falsa e, portanto, a condi¢do p(x) é uma condigdo impossivel.

b) A proposi¢do p(a) é uma proposi¢do verdadeira; entdo a condigdo p(x) é possivel e a proposicdo Jx: p(x) é

verdadeira.

70.

a) A proposicdo «Existe pelo menos um nimero natural que é igual ao seu dobro.» é falsa, pois s6 ha um namero
que é igual ao seu dobro e esse numero, o zero, ndo é natural.

b) A proposi¢do «Qualquer nimero real é diferente do seu quadrado.» é falsa, pois 1 = 12.

c) A proposicdo «Existe pelo menos um nimero real que é maior do que 1 e menor do que 2.» é verdadeira; 1,5,

por exemplo, € maior do que 1 e menor do que 2.

d) A proposicdo «O quadrado de qualquer nimero real é maior ou igual do que o préprio nimero.» é falsa, pois,

por exemplo, (%)2 < %

e) A proposicdo «Existe pelo menos um nimero real cujo décuplo é menor do que o préprio nimero.» é
verdadeira; tem-se, por exemplo, 10 x (—=1) < —1.

f) A proposicdo «Existe pelo menos um nimero real menor do que 2 cujo quadrado é maior do que 4.» é
verdadeira; tem-se, por exemplo, =3 <2 A (=3)? > 4.

71.

a) A condigdo é possivel, pois a proposicdo Ix e R: x > 1 A x < 2 é verdadeira. Tem-se, por exemplo,
15>1A15<2.

b) A condigdo é possivel, pois a proposi¢do 3x € R: x*> < x é verdadeira. Tem-se, por exemplo, (%)2 < %

c) A condigdo é possivel, pois a proposicdo 3x € R: x = 3 A x? =9 é verdadeira. Tem-se, por exemplo,
—3%3 A (-3)2=9.

d) A condicdo é impossivel, pois é falsa a proposicdo 3x e R: 1 —x%? > 1 dadoque 1-x?>1© x?2<0 endo
existe nenhum ndmero real cujo quadrado seja negativo.

e) A condigdo é impossivel, pois € falsa a proposi¢cdo 3x € R: x2 > 0 = x # x dado que para qualquer
concretizacdo da varidvel, a condicdo x? > 0 = x # x se converte huma proposicdo que é uma implica¢do cujo
antecedente é verdadeiro e cujo consequente é falso.

Editavel e fotocopidvel © Texto | MYT 10 93



Pag. 68

72.

A proposi¢cdo 0> 1= 0 < 2 éverdadeira (recorda que (f = v) © v) e, portanto, a proposi¢do Ix eR: x> 1=
= x < 2 éverdadeira.

A proposi¢cdo 3> 1= 3 < 2 éfalsa(recordaque (v=f)< f) e, portanto, a proposicio Vx e R:x > 1=

= x < 2 éfalsa.

73.

a) p(x) A g(x) é uma condi¢do impossivel (ndo existe qualquer nimero real compreendido entre —2 e 2 cujo
madulo seja maior do que 3).

b) g(x) vV r(x) é uma condigdo universal (qualquer concretizagcdo da varidvel converte uma das duas condigdes,
q(x) e r(x), numa proposicdo verdadeira).

74.

a) A proposigdo é falsa porque, por exemplo, para x = 1, acondi¢do (x + 2)? = x? + 4 converte-se na
proposi¢do (1 + 2)? =12 + 4, que é uma proposic¢do falsa.

b) A proposicdo é falsa porque para x = 0, a condi¢do |x| > 0 converte-se na proposi¢do |0| > 0, que é uma
proposicdo falsa.

c) A proposicao é verdadeira porque para x = 0, a condi¢do (x + 2)? = x? + 4 converte-se na proposi¢do
(0 +2)2 = 0%+ 4, que é uma proposicdo verdadeira.

d) A proposicdo é falsa porque existe pelo menos um habitante de AlImada que ndo é portugués (dando este
facto como certo para quem ndo conheca nenhum estrangeiro que habite em Almada).

e) A proposicdo é falsa porque, como cada quadrado tem os angulos todos retos, todos os quadrados sdo
retangulos.

75.

a)~(VxeR (x+2)2=x?+4)o IxeR: (x+2)?2#x2+4
b)~(VxeR,|x| >0)odxeR:~(|x| >0) e IxeR: [x| <0
c)~[FAxeR: (x+2)2=x2+4]oVxeR (x+2)>#x?+4

d) Ha pelo menos um habitante de Almada que n3do é portugués.
e) Todos os quadrados sdo retangulos.

76.

a) A proposi¢cdo «Ha pelo menos um numero real maior ou igual do que 2.» é verdadeira.

A negacdo da proposicdo é: Vx E R,x < 2.

b) A proposicdo «A soma de qualquer nimero natural com 2 é diferente de 1.» é verdadeira.

A negacgdo da proposicdo é: 3xeN: x+2=1.

c) A proposigdo «Qualquer nimero racional € menor do que 2 ou maior do que 3.» é falsa.

A negacdo da proposicdo é: 3x e Q: 2<x<3.

d) A proposi¢cdo «Ha pelo menos um nimero inteiro estritamente compreendido entre 2 e 3.» é falsa.
A negacdo da proposicdo é: Vx €Z,x <2 V x=>3.

e) A proposicdo «Tem-se, para qualquer nimero real, que, se ele for menor do que 3, entdo o seu quadrado é
menor do que 9.» é falsa.

A negacdo da proposicdo é: Ix ER: x <3 A x2>9,
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1 .
< 1: como, para qualquer nimero real, se tem x2 >0, tem-se
xZ+1

é sempre positivo e, por outro, é sempre menor ou igual a 1.

f) Comecemos por analisar a condigdo 0 <

1
sempre x2+1 =1, pelo que, por um lado, el
1

>— <1 é verdadeira.
x“+1

Entdo, a proposicao Vx € R,0 <

1 1
— <0V
x“+1 x“+1

g) A proposicdo «Tem-se, para qualquer numero real, que, se o seu médulo for igual a 4, entdo esse niumero

A negacdo da proposicdo é: Ix e R: >1.

é —4.» é falsa.
A negacgdo da proposicdo é: Ix eR: |x| =4 A x #+ —4.

77.

Se a adig¢do fosse distributiva em relacdo a multiplicacdo, ter-se-ia, para quaisquer nimeros reais a, b e c:
a+(bxc)=(@+b)x(a+c)

Ora, tem-se, por exemplo, 2+ (3x4) =14 e (2+3)x(2+4)=30,peloque,para a=2, b=3 e c=4 se

tema+ (b xc)=(@+b)x(a+c).

78.

Tem-se: A=1{3,4,5} e B={-2,-1,0,1,2,3,4}.
a) ANB = (3,4}

b)AUB ={-2,-1,0,1,2,3,4,5}

c) A\B = {5}

79.
Tem-se: A=]—00,2[ U [4,4+o[ , B=[-1,5] e C =] — x,0]
Representemos, na reta real, os conjuntos A, B e C:

Q=

—

A0 2 43

-

Tem-se:
a)AnBnC=[-1,0]
b)AnB =[-1,2[ U [4,5]

¢) B\C =10,5]
d)AnC =10,2[ U [4,+oo[
e)AuC =R
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80.

a)l-2r<6e-2r<5ex>—=

Conjunto-solugao = ]—%,+oo[

b)g—“T"=1@2x—3—3x=6<:>—x=9<=x=—9

Conjunto-solugao = {—9}

Jl—|x|<4 A x’=1e —|x|<3A(x=-1Vx=1e&
Slk|>-3Ax=-1Vvx=1)ex=-1vx=1

Conjunto-solugao = {—1,1}

Nota: |[x| > —3 é uma condic¢do universal e a conjunc¢do de uma condi¢do universal com outra condicdo é esta
condigao.

d1+x2=0 A x*—x3+x+1=0x*=-1 A x*-x}+x+1=0&

Sxl=-1 Ax*-x3+x+1=0x€0

Conjunto-solugdo = @

Nota: x? = —1 é uma condi¢do impossivel e a conjunc¢do de uma condig¢do impossivel com outra condi¢do é uma
condicdo impossivel.

e)lx| +tx=0vx—1>0x|l=—xVx>lex<0vx>1

Conjunto-solugao =] — o,0] U ]1,+oo[
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+ Exercicios propostos
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81.

Opgdo (C)

A opcdo (A) é uma proposicdo verdadeira, pois € a conjuncdo de duas proposicGes verdadeiras.

A opcado (B) é uma proposicdo verdadeira, pois é a conjuncdo de duas proposi¢coes verdadeiras.

A opgao (C) é uma proposicdo falsa, pois é a disjuncdo de duas proposi¢ées falsas.

A opcdo (D) é uma proposicdo verdadeira, pois é a disjuncdo de uma proposicdo falsa com uma proposicao
verdadeira.

82.

Opgéo (B)

Se a proposi¢cdo «Encestei pelo menos 10 vezes.» é falsa, entdo é verdadeira a proposi¢do «Encestei no maximo 9
vezes.», pelo que também se pode concluir que falhei pelo menos 7 vezes. Entdo, a Unica afirmacgdo verdadeira é
a da opgdo (B).

83.

Op¢do (D)

Substituindo a varidvel sucessivamente pelos valores apresentados em todas as opg¢des, observa-se que sé na
opcao (D) é que a condicdo se converte em duas proposicdes verdadeiras.

84.
Opgao (C)
~(p(x) \% q(x)) o ~px) A ~qix) & ~(x>-2) A ~(x < \/7) Sx<-2ANx>\2

85.

Opgdo (A)

A proposicdo a é falsa, pois, por exemplo, um retangulo ndo quadrado tem os angulos internos iguais e nao é
um poligono regular.

A proposicdo b é verdadeira, pois, por exemplo, um losango tem os lados iguais e os angulos internos
diferentes.

A proposicdo ¢ é verdadeira, pois, por exemplo, o retdangulo com comprimento igual a 1 e larguraiguala2 e o
retangulo com comprimento igual a 1 e largura igual a 3 ndo sdo semelhantes.

A proposicdo d é verdadeira, pois, como a hipotenusa, sendo o lado maior, é sempre diferente dos catetos, um
tridngulo retangulo ou é isdsceles, se os catetos forem iguais, ou é escaleno, se os catetos forem diferentes.
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86.

Opgdo (D)

Analisemos as equac¢des das quatro opgoes.
Opcgao (A):

1
2x—1=1—2x4:>4x=24:>x=7

Como % € Q, aproposicdo Ix € Q: 2x — 1 =1 — 2x é verdadeira, pelo que a condicdo é possivelem Q.
Opcdo (B):

*—-1=1-x*eo2x?’=2ox*=1ox=-1vx=1
Como —1€Q e 1€ Q, aproposicdo d3x € Q: x2—1=1—x? éverdadeira, pelo que a condi¢io é possivel em
Q.
Opcdo (C):

2x—2=2-2x =4 x=4=x=1
Como 1 € Q, aproposicao Ix € Q: 2x — 2 = 2 — 2x é verdadeira pelo que a condigdo é possivelem Q.
Opcdo (D):
x2-2=2-xtoel=4oxt=2ex=—V2 Vx=2
Como —V2¢ Q e V2 ¢ Q, aproposicdo 3x € Q: x? —2 = 2 — x? é falsa, pelo que a condi¢do é impossivel
em Q.

87.
Opgao (A)
Tem-se 2—x)?=0©2-x=0x=2.
O conjunto-solugdo é o conjunto {2} .
Analisemos as equacgdes das quatro opgdes.
Opgao (A):

(x—2P2=0ox—-2=0x=2
O conjunto-solugdo é o conjunto {2}, pelo que esta equacdo é equivalente a equagdo (2—x)2=0.
Opgao (B):

4+x2=0x%?=—4

O conjunto-solucdo é o conjunto vazio, pelo que esta equagdo n3o é equivalente a equag¢do (2 —x)?=0.
Opgao (C):

2+x)P2=0o2+x=0x=-2
O conjunto-solugdo é o conjunto {—2}, pelo que esta equagdo n3o é equivalente a equagdo (2—x)?2=0.
Opgao (D):

4—x’=0ox’=4ox=2Vx=-2

O conjunto-solugdo é o conjunto {—2,2}, pelo que esta equagdo ndo ¢ equivalente a equacdo (2—x)2=0.
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88.

Opgdo (D)

O conjunto apresentado na op¢ao (A) € o conjunto vazio, o conjunto apresentado na op¢ao (B) é o conjunto
[-1,1], o conjunto apresentado na opgdo (C) é o conjunto {0} e o conjunto apresentado na opgdo (D) é o
conjunto {-1,0,1}.
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89.

Opgdo (D)

O conjunto A éigual a unido do conjunto dos nimeros naturais cujo quadrado ndo é superior a 36 com o
conjunto dos niumero naturais impares que nao excedem 11.

O conjunto dos nimeros naturais cujo quadrado ndo é superior a 36 é o conjunto {1,2,3,4,5,6}.

O conjunto dos nimero naturais impares que nao excedem 11 é o conjunto {1,3,5,7,9,11}.

Entdo, A ={1,2,3,4,5,6,7,9,11}.

90.
Opcdo (A)
Representemos, na reta real, os conjuntos definidos pelas condigdes p(x), q(x) e r(x):

plx): o—or

qlx): o

rix): 1 | s
1012 4 i

O conjunto definido pela condi¢do p(x) A q(x) A r(x) é aintersegdo dos trés conjuntos, ou seja, o conjunto
[0,1].

91.
Opcdo (C)
Representemos, na reta real, os conjuntos definidos pelas condigdes p(x) e q(x):

plx) —————

qlx): ——

L
L
-

O conjunto definido pela condi¢gdo ~[p(x) vV q(x)] é o complementar da unido daqueles dois conjuntos, ou seja,
o conjunto ]2,4[ .

92.

Op¢do (B)

Tem-se ANB)\C=ANB)NC=ANnBnC.
Representemos, na reta real, os conjuntos A, B e C:

2Ry
9

-

Entdo, AnBNC =]0,2].
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93.

a) Verdadeira.
b) Falsa.

c) Falsa.

d) Verdadeira.
e) Falsa.

f) Verdadeira.
g) Falsa.

h) Falsa.

94.

a)pe v

b)gev

cref

dp@rpgAr~re@WAVA~fOVAVSD
e)pvn=>~qelwyfa~vlelv= flef

fl[lp A ~NeqlelvnAn~Heve[vav)ev)eovevev
glr=pDA~@AnNne(f=2v)A~WAfH)eovAi~feovAvev
hYy(ge~NAGv~pee~HAFv~re@er) A(fVHeovafef
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95.

a) «N3o esta a chover.»

b) «N3o vou ficar em casa.»

c¢) «Esta a chover e vou ficar em casa.»

d) «Esta a chover, mas ndo vou ficar em casa.»

e) «Se estiver a chover, entdo vou ficar em casa.»

96.

a)~p

b)p A~q
J~p=>~q
digep

97.

a)p A(q V)
b)~r=g

Jp A(~qV~T1)
di(p A~q)=>r
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98.

a)
p qg p=>q ~q | pA~q |[(p=2q9 VipAr~q
V v v F F v
V F F v v v
F v v F F v
F F v v F v

b)p=2gviprA~pe =2 V~p=2qev

99,

a)
Pp|lq|~p |~q| pA~q ~pV ({@A~q ~[~pV (A ~q) pAq
V |V F F F F v v
V | F F v V v F F
F V|V F F v F F
F I F | V v F v F F

b)~[~pvi@A~pDlepr~p A~ pA~pV e
SPA~p)VPAQDeSfVEAQDESDPAQ
c¢) «Copio e sou apanhado.»

100.
a)pVvodr~@Arqe
e(pvpAl~pVv~qe
elpve rA~plvVIpVaA~q] e
slpr~pVigAr~plvpA~ VigAr~qVfle
efvigrn~plvilpr~qVfle
el@r~p)vipA~pe
e(pA~q V(g A~p)
b) «Dou-te um livro mas ndo te dou um DVD, ou dou-te um DVD mas ndo te dou um livro.»
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101.

Dado que a proposicao p < g é falsa, pode concluir-se que uma das proposicées p e g é verdadeira e a outra
é falsa.

a) F, dado que uma das proposi¢des é falsa.

b) V, dado que uma das proposic¢des é verdadeira.

c) V, dado que o antecedente da implicagdo é uma proposicao falsa.

d) V, dado que o consequente da implicagdo é uma proposicdo verdadeira.

102.
a) Verdadeira.
Negagao: 3<2
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b) Falsa.

Negacao: 4216 #2x3

c) Falsa.

Negacdo: V3 ¢ Q

d) Verdadeira.

Negagdo: [0,v2] n EZ] # E\/f]

e) Falsa.

Negacdo: ~(I<n<2)eo~(l<nAn<2)e~(1<mV~@m<2)e 1lznvrn=2
f) Falsa.

Negagdo: 2+3=5 A 22 +32 # 52,

103.

a) «0 Jodo ndo joga andebol nem futebol.»

b) «O Jodo joga andebol ou ndo joga futebol.»

c) «O Jodo joga andebol e joga futebol.»

d) «O Jodo ndo joga andebol, nem futebol, nem basquetebol.»

e) «0 Jodo ndo joga andebol ou ndo joga futebol nem basquetebol.»
f) «O Jodo joga andebol e futebol ou ndo joga andebol nem futebol.»

104.~(gV~rNApe(~qgAT)ApeopA(~qArNeSpA~ Are
e~p2gppANre~vArsesfAaref

105.

a)Tem-se 5—-3x <9< x> —% e dx+1<0ex< —%. Ora, o nUmero inteiro —1 é maior do que —% e
menor do que —% , pelo que a proposi¢do enunciada é verdadeira.

b) Tem-se (x—1Dx+1)=7ex*-1=7ex*=8ex=—+8 VvV x =+/8, donde a condicdo (x —1)(x +

1) =7 éimpossivel em Q, pelo que a proposicdo enunciada é falsa.

c) A proposi¢do enunciada é verdadeira, pois tem-se x? + 1 # 16 © x2 # 15, que é uma condig¢do universal em
Q.

d) A proposi¢do enunciada pode traduzir-se por «O quadrado de qualquer nimero real diferente de 3 é diferente
de 9.». Esta proposicao é falsa, pois —3 é diferente de 3 mas o seu quadrado é igual a 9.

106.
Equagdo... ... equivalente a Em N Em Z Em Q Em R
a) 2x+7=5 x=-1 Impossivel Possivel Possivel Possivel
1
b) 3x>1 x> = Universal Possivel Possivel Possivel
3
7
c) 5*—6=3x+1 x = 3 Impossivel | Impossivel Possivel Possivel
d) x2+1=4x x=2+3 Impossivel | Impossivel | Impossivel Possivel
e) [x] = x x=0 Universal Possivel Possivel Possivel
1
f) 3x2 <1 Ax#0 | x2<=Ax#0 | Impossivel | Impossivel Possivel Possivel
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107.

a) [-1, 1] (por exemplo)
b) [0, 2] (por exemplo)
c) 11, +oo[ (por exemplo)

108.
a) x >5 (por exemplo)
b) x > 12—1 (por exemplo)

c) x >6 (por exemplo)

Pag. 73

109.

a) «Qualquer numero real que seja menor do que 5 é menor do que 2.»

«Qualquer numero natural multiplo de 6 é par.»

«Existe pelo menos um ndmero real entre 3 e 7.»

«Existe pelo menos um numero par que é divisor de 75.»

b)

e Falsa. A condi¢do x <5 = x <2 ndo é universal em R pois, por exemplo, o nimero 4 n3o é solucdo da
condicdo, dado que 4 é um numero real menor do que 5 e ndo é menor do que 2.

e Verdadeira. A condigdo x é multiplo de 6 = x é par é uma condigdo universal em N, pois, dado que 6 é um
numero par, todos os seus multiplos sdo nimeros pares.

e Verdadeira. A condicdo 3< x <7 é possivel em R pois, por exemplo, o nimero real 5 é solu¢do da condi¢do,
pois é maior do que 5 e é menor do que 7.

e Falsa. A condigcdo x é pare x é divisor de 75 é impossivel em N, pois os divisores de 75 (1,3,5,15,25 e 75)
sdo todos nimeros impares.

¢) IxeER:x<5Ax=>2

Jx € N:x é multiplode 6 A x éimpar

VXER, x<3vx=>7

vx €N, x éimpar Vv x ndo é divisor de 75 ou Vx € N, x é divisor de 75 = x é impar

«Existe pelo menos um nimero real inferior a 5 e superior ou igual a 2.»

«Existe pelo menos um multiplo natural de 6 que é impar.»

«Qualquer numero real é inferior ou igual a 3 ou superior ou igual a 7.»

«Qualquer divisor natural de 75 é impar.»

110.

a)

eVXx€EQ,x2>0

cIXEZ: —m<x<—7

VX €Q,224<x<225>x>V5
eVx €Z\{0},x<1=>x<0

b)F (02=0);V(-7r<-3< —\/7) ;v (\/g <2,24);V (ndo ha nimeros inteiros entre 0 e 1).
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c)

e~VXEQ,x?>0 © Ix€Q:~*x?*>0) & IxeQ: x2<0

e~dx€EZ: —<x<—-V7 © VxEZ,~(—Tt<x<—\/7) =
@VxEZ,~(x>—n/\x<—\/7)@VxEZ,~(x>—Tt)V~(x<—\/7)<:>
SVXxEZ, x<—m1 Vx>—v7

e~[vx€Q,224<x<225>x>V5] e
©IxeQ:~(224<x<225>x>V5) &
©IxeQ: 224<x<225 A~ (x>V5) &
©IxeQ: 224 <x<225Ax<V5

e~ [Vx€Z\{0},x<1=2x<0]e Ix€Z\{0}:~(x<123>x<0) e

© x€Z\{0}: x<1IA~(x<0) e IxeZ\{0}: x<1lAx=20&

© IxeZ\{0}: 0<x<1

«Existe pelo menos um ndmero racional cujo quadrado é inferior ou igual a 0.»

«Qualquer nimero inteiro é inferior ou igual a —t ou superior ou igual a —v/7.»

«Existe pelo menos um nuimero racional superior ou igual a 2,24 e inferior ou igual a 2,25, que é menor ou igual a

5 .»

«Existe pelo menos um ndimero inteiro ndo nulo no intervalo [0, 1[ .»

111.

a;) A proposicdo Vx € A, p(x) é falsa, pois 4 ndo é um nimero primo.

a,) A proposicdo 3x € A: q(x) é falsa, pois, em A, nenhum nimero é multiplo de 6.
b)) ~(Vx €A p(x))e IxeA:~pk)

b))~ 3x€eA: qx)) & Vx€e€A:~qx)

c1)Ix€A:~p(x) ;em A, existe pelo menos um nimero que ndo é primo.
G)Vx EA:~q(x) ;em A, nenhum nimero é multiplo de 6.

d;) p(x) é uma condigdo possivel, mas ndo universalem A.

d;) g(x) é uma condigdo impossivelem A.

ds) ~ p(x) é uma condicdo possivel, mas ndo universalem A.

ds) ~ g(x) é uma condigdo universalem A.

112.

a) Como a conjun¢do de uma condigdo com a sua contraria e uma condigdo impossivel, conclui-
-se que duas condi¢des contrarias sdo incompativeis.

b) Sejam p(x) e g(x) duas condigdes incompativeis.

Sejam, respetivamente, P e Q os conjuntos a elas associados.

Como p(x) Aq(x) éuma condi¢do impossivel, tem-se PNQ =@, peloque P e Q

sdo conjuntos disjuntos.

c)Tem-se: 2x+5=1©x=-2 e x’#4dx+-2ANx+2.

1) As condigBes x? # 4 e x € {—2,2} sdo contrdrias.

;) As condigBes x? # 4 e 2x +5 =1 sdo incompativeis mas ndo contrarias.

104 Editavel e fotocopidvel © Texto | MYT 10



Pag. 74

113.

a) X2 >2 A3t 45>2081-1)23 A3 >-3e

©8-8x>3 Ax*>-1o —-8x>-5 /\xE]R{@xS%/\xE]RM:}xS%
Conjunto-solucao = ]—oo, %]

b) (x—2)?+6x=19 v2(x—-1)=2x+5 &

Sx?—4x+4+6x=19 V2x—2=2x+5 ©x*+2x—-15=0V -2=5 &
©x=-5vVvx=3VxeEpeox=-5Vvx=3

Conjunto-solugao = {-5, 3}

() x?’<3xeox?-3x<0eox(x-3)<0e(x<0Ax-3>0)VE>0Ax—3<0) e
Sk<0Ax>3)VE>0Ax<3)eoxed Vx>0Ax<3)o0<x<3
Conjunto-solugao =10, 3[

d x+4)(x—4)> x>-8x A x| +3=7©x2—-16> x*-8x A |x| =4 &
©8x—16>0A(x=—4Vx=4)ex>2AN(x=—4Vx=4)x=4
Conjunto-solucao = {4}

114.

a) Verdadeira. Se p éfalsae pvgq éverdadeira, podemos concluir que g é verdadeira.

b) Falsa.
c) Verdadeira.
d) Falsa.
e) Falsa.
f) Verdadeira.
g) Verdadeira.

115.

a)~pA(pAq) © (~pAP)Aq &

© fAq e f,valorloégico F
b)~pv(pVvqg) & (~pVvp)Vqge

© vV q e v,valorlégicoV
)~pA(PVqg e (~pADP)V(~pAQ) &
S fV(~pAq) & ~pAq
d)[~pA@PVDIA~qE (~pAQDA~q &
S ~pA(@Q@NA~q) © ~pAf e f,valorlégico F
e)[pv(~pAQ]V~qe
S[Vv~)ANPVYIV~qe
SvAVYlV~qe

S (@PVeV~qepVv@V~q) e

& pVv e v,valorlégicoV

116.

a) (p = q) v r éfalsa, pelo que

p = q éfalsae r éfalsa, pelo que

p éverdadeirae g éfalsae r éfalsa.
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b)p = (q = r) éfalsa, pelo que

p éverdadeirae g = r é falsa, pelo que

p éverdadeirae g éverdadeirae r é falsa.

c) ~(p=q) A r éverdadeira, pelo que

~ (p = q) éverdadeirae r é verdadeira, pelo que

p = q éfalsae r éverdadeira, pelo que

p éverdadeirae g éfalsae r éverdadeira.

d) (p=~q9) A (~r=¢q)Ap éverdadeira, pelo que

p éverdadeira, p = ~ q éverdadeira e ~r = g é verdadeira, pelo que
p éverdadeira, ~ q éverdadeirae ~r = g é verdadeira, pelo que
p éverdadeira, q éfalsae ~ r éfalsa, pelo que

p éverdadeira, q éfalsae r éverdadeira.

117.
~c=(a=>~b) ou (aN~c)=>~b

118.

Tem-se: E=]—o0, 4[, F = |-, —v2] e G:[—%, +oo[_
a)EUF =]—oo, 4]

b)FUG =]— o0, 4+ oo

)ENF = |-, —2]

d)EnG=[—%,4[
aEn@a0=en(-2. )= [-2 -]
AE=T-odl=lh + ol

glG==[——,+0][ ]—oo ——[
h)E\F=EnF=En]—\/_, +oo| = |-VZ, 4]
i)E\G:EnG‘:En]—oo,—i[z]_oo_i[

DEN(FNG) =E\[-2, —vZ]|=En[-2, —v2|=
Y A Py N B S

Pag. 75

119.

P é o conjunto dos numeros primos menores do que 10; P = {2,3,5,7}.

Q é o conjunto dos multiplos de 3 que sejam divisores de 18; Q = {3,6,9,18}.

R é o conjunto de todos os niUmeros naturais que sejam divisores de 18 ou menores do
que 10; R ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,18} .

S é o conjunto de todos os nimeros naturais menores do que 10 que ndo sejam divisores
de 18; R ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,18} .
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120.

a) t éretangulo = ~(t é equilatero)

t éisosceles = ~(t éretangulo)

t é obtusangulo = (t tem um angulo externo agudo)

b) Universal

N3o é universal, pois existem triangulos isdsceles retangulos.
Universal

c)t éequilatero = ~(t é retangulo)

t éretangulo = ~(t é isosceles)

~(t tem um angulo externo agudo) = ~(t é obtusangulo)
Por exemplo:

«Um triangulo ndo é retangulo quando é equilatero.»

«Um triangulo ndo é isésceles quando é retangulo.»

«Um triangulo ndo é obtusangulo quando ndo tem um angulo externo agudo.»

121.

Apresentamos duas resolugdes.
Resolugdo I:
Para qualquer niumero real x, tem-se:
x <-5= x é negativo
Portanto, multiplicando por x ambos os membros da desigualdade x < -5, vem:
xXx>-5Xx,ouseja, x?>-5x
Adicionando 6x a ambos os membros desta desigualdade, vem:
x? + 6x >-5x + 6x,0useja, x%+6x >x
Resolugao Il
X<-52x+5<0Ax<0=>(x+5Xx>0=>x2+5x>0=>x2+6x-x>0>x2+6x>x

122.

Designemos por ‘ab’ o numero inicial ( a é o algarismo das dezenase b é o algarismo das unidades). Ao
trocarmos a ordem dos dois algarismos, obtemos o nimero ‘ba’ . Tem-se:
‘ab’=10a+ b e ‘ba’ =10b+a
Vem, entdo:
10b+a-(10a+b) =27=>10b+a-10a-b =27 =>9b-9a =27 ©9(b-a) =27=>b-a=3

123.
Sendo n um ndmero impar, tem-seque 3k e N: n =2k -1.
Vem:
n? = (2k -1)% = 4k?*- 4k + 1 = 4(k?- k) + 1
Tem-se:

ese k=1, 4(k*-k)+1 éigual a1, que é impar;
ese k1, 4(k*-k) é um nimero multiplo de 4, pelo que é par, donde 4(k?-k) + 1 é impar.

124.

Provar por contrarreciproco que «Se n? + 2n ndo é multiplo de 4, entdo n é impar.» é mostrar que:
npar = n? + 2n é miltiplo de 4
Para qualquer nimero natural n, tem-se n? + 2n = n(n + 2) . Vem, entdo:
n épar >n+2 épar = n(n+2) émultiplo de 4, pois o produto de dois nUmeros pares é um nimero multiplo
de 4.
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125.

Se areta r ndo for paralela ao plano o, entdo areta r interseta o plano a num ponto P .Seja t areta
contida no plano a que passa por P e é paralelaareta s.Asretas t e r ndo sdo coincidentes, pois r nao
estd contida no plano a e t estd contida no plano a.Como asretas t e r ndo sado coincidentes e o ponto P
pertence asretas t e r,asretas t e r sao concorrentes. Porém, tem-se que t é paralelaa s eque s é
paralelaa r, pelo que asretas t e r sdo paralelas, o que é absurdo, pois tinhamos chegado a conclusdo que as
retas t e r sdo concorrentes. Portanto, a reta r é paralela ao plano a.

126.

Suponhamos que era possivel cobrir o tabuleiro (sem as duas casas dos cantos) com as 31 pecas de domind.
Cada peca cobre uma casa branca e uma casa preta. Portanto, no final, o nimero de casas brancas cobertas seria
igual ao nimero de casas pretas cobertas, o que é absurdo, pois o tabuleiro completo tem igual nimero de casas
brancas e de casas pretas e foram retiradas duas casas pretas.

As restantes resolugGes, assim como as do Caderno de Exercicios, serdo disponibilizadas aos professores
adotantes do projeto M¥T 10 a partir de setembro de 2015.
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Propostas de resolucao dos exercicios do Caderno de Apoio

Tema 1 | Introducao a Logica Bivalente e a Teoria dos Conjuntos

Pag. 4

Descritor 1.16

1.1. Dado que p éfalsae p Vv q é verdadeira, pode concluir-se que g é verdadeira.
l2.pAge fAve f

13.~pvge ~fVvvevvvew

1l4.~(pvgpe~(fvryye~vef

15.~(~pAgp e~ (C~fAv)ye~VAv)e~vef
1l6.p22~qpe(f2~v)e(f2f)ev

17.(~pegpe(~rrevVe ev)ev

Pag. 5

Descritor 1.16

21.~pA(pAgq) © (~pADPINgS fAqSf
22.~pv(pvg © (~pVp)VgevVgev

23.~pA(pVva e (~pAPV(~pAqQ S fV(~pAg) & ~pAgq
24.[~pA(pV q)] A ~q < (considerando o resultado anterior)

S (~pPAPDA~qo ~pA(@A~q) S ~pAfSf
25.[pv(~pAQlV~qe [V~ APVIV~qge [vA(pVlV~qe
©(@PvVyYV~qepV(@V~q) SpVrev

3.1.
p = (q=r) éfalsa
U
p éverdadeira e q = r éfalsa
U
p éverdadeira e q éverdadeira e 1 éfalsa
3.2
~(p = q) Ar éverdadeira
U
~ (p = q) éverdadeira e r éverdadeira
U
p = q éfalsa e r éverdadeira
U

p éverdadeira e q éfalsa e r éverdadeira
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(p = ~q)AN(~r = q) Ap éverdadeira

U

(p = ~q) éverdadeira e ~r = q éverdadeira e p éverdadeira
U

(V = ~q) éverdadeira e ~r = q éverdadeira e p éverdadeira
U

~q éverdadeira e ~r = q éverdadeira e p éverdadeira
U
q éfalsa e ~r = F éverdadeira e p éverdadeira
U
q éfalsa e ~r éfalsa e p éverdadeira

U

q éfalsa e r éverdadeira e p éverdadeira

Pag. 6
Descritores 2.3 e 2.5
1.1. Xx = x é uma condig¢do universal

X # x é uma condicdo impossivel

x € N é uma condigdo possivel

x € R é uma condigdo possivel

X € @ é uma condigdo impossivel

x & @ é uma condicdo universal
1.2.1. x # x A x € N é uma condigdo impossivel por ser a conjungdo de uma condigdo impossivel com outra
condicdo (neste caso, possivel)
1.2.2.x =xV x €@ éuma condicdo universal por ser a disjun¢do de uma condicdo universal com outra
condicdo (neste caso, impossivel)
1.23.x e NVx € @ é uma condigdo possivel por ser a disjungdo de uma condigdo possivel com outra condi¢do
(neste caso, impossivel)
1.2.4.x ¢ V x € N é uma condigdo universal por ser a disjungdo de uma condig¢do universal com outra
condicdo (neste caso, possivel)
1.25.x e Nvx &€ R é uma condicdo possivel por ser a disjuncdo de uma condi¢cdo possivel com outra condi¢do
(neste caso, possivel)

2. Sejam:

¢(x) uma condigdo qualquer
p(x) uma condigdo possivel
u(x) uma condigdo universal
i(x) uma condigdo impossivel

i. A disjuncdo de qualquer condicdo com uma condicdo universal é uma condi¢do universal.

Demonstracdo:
Se u(x) é uma condigdo universal, entdo Vx,u(x) é uma proposicdo verdadeira pelo que, para cada

concretizagdo, a, davaridvel, u(a) é uma proposicao verdadeira pelo que também u(a) vV c(a) é uma
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proposicdo verdadeira, ou seja, Vx,u(x) V c(x) é uma proposicdo verdadeira pelo que, finalmente, u(x) v
c(x) é uma condigdo universal.

ii. A disjuncdo de qualquer condigdo com uma condicdo possivel € uma condicdo possivel.

Demonstracdo:

Se p(x) é uma condigdo possivel, entdo Ix: p(x) é uma proposicdo verdadeira pelo que existe pelo menos
uma concretizagdo, a, davariavel, para a qual p(a) é uma proposigdo verdadeira pelo que também p(a) vV
c(a) é uma proposicdo verdadeira, ou seja,

3: p(x) V c(x) é uma proposicdo verdadeira pelo que, finalmente, p(x) V c¢(x) é uma condigdo possivel.

iii. A conjuncdo de qualquer condigdo com uma condigdo impossivel é uma condi¢do impossivel.
Demonstracao:

Se i(x) é uma condigdo impossivel, entdo Jx: i(x) é uma proposigdo falsa pelo que, para qualquer
concretizagdo, a, davariavel, i(a) é uma proposi¢do falsa pelo que também i(a) A c(a) é uma proposigdo
falsa para qualquer concretizagdo, a, davaridvel, ou seja, 3:i(x) A c(x) é uma proposicdo falsa pelo que,
finalmente, i(x) A c(x) é uma condigdo impossivel.

Pag. 8

Descritores 2.7 e 2.8

1.1. x > 2 = x2 > 4 é universal porque a proposi¢do Vx € |2, +o[,x? > 4 é verdadeira.
1.2. (x—1)(x—2)=0 < x =1 é universal porque a proposicdo

Vx € {1},(x — 1)(x — 2) = 0 é verdadeira.

1.3. x =3 = x* = 81 é universal porque a proposicdo Vx € {3},x* = 81 é verdadeira.

1.4. x >3 = x3 > 27 é universal porque a proposicio Vx €]3, +o[, x3 > 27 é verdadeira.
15. |x+3|<2 = x+3<2

Seja k=x+3.

k]| <2 = k < 2 é universal porque a proposigdo Vk €] —2,2[, k < 2 é verdadeira.

2. Para x € R: x? = —2 é uma condic3o impossivel

x? > —2 é uma condi¢do universal

x2 >4 é uma condigdo possivel
2.1. x2 = =2 Ax? > 4 é uma condigdo impossivel por ser a conjun¢do de uma condi¢do impossivel com outra
condicdo (neste caso, possivel).
2.2.x%2 = -2V x? > 4 é uma condigdo possivel por ser a disjuncdo de uma condigdo possivel com outra
condigdo (neste caso, impossivel).
2.3.x%2 = —2 Ax? > —2 é uma condigdo impossivel por ser a conjungdo de uma condi¢do impossivel com outra
condicdo (neste caso, universal).
2.4. x> > —2 é uma condicdo universal pois é equivalente a x> > —2 Vv x? = —2 sendo, portanto, a disjungdo
de uma condi¢do universal com outra condi¢do (neste caso, impossivel).
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Pag. 8
Descritor 2.9

1.1. «Todos os colegas da minha turma tém irm3dos.»
1.2. «Ha pelo menos uma pessoa que esta nesta sala e ndo estd a usar um chapéu.»

2.1. Vx € A, p(x) éfalsa porque existe um elemento no conjunto A que ndo é primo
e

dx € A: q(x) é falsa porque nenhum elemento do conjunto A é multiplo de 6.
22. ~Vx €A p(x) & Ix € A: ~p(x)

Ha pelo menos um nimero no conjunto A que ndo é primo.

~3Jx € A: q(x) © Vx € A: ~q(x)

Qualquer elemento do conjunto A nao é multiplo de 6.

2.3. p(x) é possivel porque a proposicdo Ix € A: p(x) é verdadeira.

q(x) éimpossivel porque a proposi¢do Jx € A: g(x) é falsa.

~p(x) é possivel porque a proposicdo Ix € A: ~p(x) é verdadeira.

~q(x) é universal porque a proposicdo Vx € A: ~q(x) é verdadeira.

3.1. A proposicao é falsa, pois, por exemplo, o losango é um quadrilatero entdo tem as diagonais iguais.

3.2. A proposicao é falsa, pois, por exemplo, o nimero 9 é impar mas ndo é primo.

3.3. A proposicao é falsa, pois, por exemplo, o nimero 11 é um nimero primo formado por dois algarismos e
esses algarismos ndo sao distintos.

Pag.9

Descritor 2.9

4. (Vx e U, p(x)) & (Vx, x € U = p(x))

~(Vx, xeU=p(x)) e Ix~(xeU=2p(x)) e InixeUA~p(x) &
& dx e U:~p(x)

5.Se p(x) é universalem U, entdo, para qualquer elemento, a, de U, tem-se que p(a) é verdadeira, pelo
que ~p(a) é falsa para qualquer elemento, a, de U.Logo, ~p(a) é impossivelem U .

Se p(x) éimpossivel em U, entdo, para qualquer elemento, a, de U, tem-se que p(a) é falsa, pelo que
~p(a) é verdadeira para qualquer elemento, a, de U.Logo, ~p(a) é universalem U .

6. Sejam, em U:

c¢(x) uma condicdo qualquer

p(x) uma condigdo possivel

u(x) uma condigdo universal

i(x) uma condigdo impossivel

Tem-se, para qualquer elemento, a, de U, c(a) Vu(a) © c(a) Vv © v, pelo que a condigdo c(x) Vu(x) é
universalem U .

Se p(x) é possivel um U, existe pelo menos um elemento a, de U, parao qual p(a) é verdadeira, pelo que
p(a) V c(a) éverdadeira. Entdo, p(x) V c(x) é possivelem U .

Tem-se, para qualquer elemento, a, de U, c(a) Ai(a) © c(a) A f & f, peloque acondigdo c(x) Ai(x) é
impossivelem U .
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Pag. 10

Descritores 2.19 e 2.20

1.1. A afirmacdo é falsa pois, por exemplo, 15 é multiplo de 5, mas ndo é multiplo de 10

1.2. A afirmacdo é falsa pois os quadrilateros com os lados todos iguais sdo os losangos e hd losangos que ndo
sdo quadrados.

1.3. A afirmacdo é falsa pois um retangulo que nao seja quadrado tem os angulos iguais mas ndo tem os lados
iguais.

2.1. Qualquer numero natural que ndo seja multiplo de 10 ndo é multiplo de 5.
2.2. Qualquer quadrilatero que ndo seja um quadrado ndo tem os quatro lados iguais.
2.3. Qualquer quadrilatero que ndo tenha os lados iguais também ndo tem os angulos iguais.

3. O contrarreciproco da propriedade enunciada é: «Se um nimero natural n é par, o seu quadrado é par.»
Demonstragao:

népar >3k EN: n=2k =3k eN: n? = (2k)? = 3k € N : n? = 4k? pelo que n?, sendo mltiplo de
4, é par.

Pag. 11

Descritores 2.19 e 2.20

4. O contrarreciproco da propriedade enunciada é «Se duas retas s e t ndo sdo paralelas entre si entdo uma
outra reta r ndo pode ser simultaneamente paralela a ambas.»

Demonstracao:
Sejam s e t duas retas nao paralelas.

-

Demonstrar que r ndo pode ser simultaneamente paralela a
ambas asretas s e t é equivalente a demonstrar que, se for
paralela a uma delas, entdo nao é paralela a outra.

Admitamos que r é paralelaa s. Neste caso, como areta t ndo é paralelaa s, o dngulo que areta t faz com
areta r eoangulo que areta t faz com areta s sdo iguais por serem angulos agudos com os lados paralelos.
Logo, como esse angulo ndo é nulo, r e t ndo sdo paralelas.

5. ~(Vx,p(x) = q(x)) & 3x: ~(p(x) = q(x)) & Ix : p(x) A ~q(x)

6. Vamos mostrar que as proposi¢des tém o mesmo valor légico.

Se a proposi¢do Vx,p(x) = q(x) for verdadeira, entdo, para cada concretizagdo, a, da variavel, a proposi¢do
p(a) = q(a) é verdadeira. Entdo, como

[p(a) = q(a)] © [~q(a) = ~p(a)], também a proposicdo ~q(a) = ~p(a) é verdadeira paracada a, pelo
que a proposi¢do Vx, ~p(x) = ~q(x) é verdadeira.

Se a proposicdo Vx,p(x) = q(x) for falsa, entdo, existe pelo menos uma concretizagdo, a, da varidvel, para a
qual a proposi¢do p(a) = q(a) é falsa. Entdo, como
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[p(a) = q(a)] © [~q(a) = ~p(a)], também a proposi¢cdo ~q(a) = ~p(a) é falsa, pelo que se pode concluir
que existe pelo menos uma concretizagdo, a, da variavel, para a qual a proposigdo p(a) = q(a) é falsa pelo
que a proposigdo Vx, ~p(x) = ~q(x) é falsa.

Pag. 11

Descritor 3.1

1.1. A proposicgdo é falsa porque é a conjungdo de uma proposi¢cdo verdadeira, «7 € um nimero primo.», com
uma proposicao falsa, «2 ndo é um numero primo.».

1.2. A proposiggo é falsa porque é a conjuncdo de uma proposicdo falsa, «<v/49 é um nimero irracional.», com
uma proposic¢do verdadeira, «t é um ndmero irracional.».

1.3. A proposicdo é verdadeira porque é a conjuncdo de duas proposicdes verdadeiras: «70 é multiplode 7.» e
«70 é multiplo de 5.».

1.4. A proposicado é verdadeira porque é a disjuncao de uma proposicao verdadeira, «28 é multiplo de 7.», com
uma proposicado falsa, «28 é multiplo de 8.».

1.5. A proposicao é falsa porque é a disjuncdo de duas proposicoes falsas.

2.1. A proposicao é falsa porque é a disjuncao de duas proposicoes falsas: «m éiguala 3,14.» e «m éigual a
3,1416.».

2.2. A proposi¢do é verdadeira porque é a disjungdo de uma proposicao verdadeira, «12 é um ndmero multiplo
de 4.», com uma proposic¢do falsa, «12 é um numero multiplo de 7.».

.~ . . .. ~ .~ T 2 .~
2.3. A proposicao é verdadeira porque é a disjungdo de uma proposigdo falsa, « - <3 » com uma proposicdo
. T 4
verdadeira, «“r < -

2.4. A proposicao é falsa porque é a conjuncao de uma proposicao verdadeira, «17 é um nimero primo.», com
uma proposicdo falsa, «17 é um nimero par.».

. . - - f9 . , L
2.5. A proposigdo é falsa porque é a conjungdo de uma proposigdo falsa, « - €éumnimero irracional.», com

- . f9 . . .
uma proposicdo verdadeira, « — € um ndmero maior que 1.».

2.6. A proposicdo é verdadeira porque é a conjungao de duas proposi¢des verdadeiras.

3.1. a éverdadeira, b éfalsae c éfalsa.
3.2.1. v/7 é um ndmero irracional menor ou igual do que 3.
aAN~beSvVA~f S VAVSUV A proposicao é verdadeira.
3.2.2. \/7 ndo é um numero irracional ou é maior do que 3
~avVbe ~vwWfefvfoef A proposicdo é falsa.
3.2.3.Se V/7 é menor ou igual do que 3, entdo 1 —+/7 é maior ou igual do que —2.
(~bo>~c)e (~fa~le@=2v)ev A proposicdo é verdadeira.

4.1. a © b sendo

a: «5163 é multiplo de 3.»

b:«5+ 1+ 6+ 3 émultiplo de 3.»
4.2. ~a A ~b sendo

a: «102 é um ndmero impar.»

b: «v/11 é um ntmero racional.»
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43. a= (bAcAd) sendo

a: «3400 termina por dois zeros.»
b: «3400 é multiplo de 2.»

c: «3400 é multiplo de 5.»

d: «3400 é multiplo de 4.»

Pag. 12
Descritor 3.1
5.~c = (a = ~b)

6.1.(pVq) e PA~q)V(~pAg)
6.2. Vamos construir uma tabela de verdade relativa aos antecedentes e consequentes de todas as equivaléncias

referidas:
p q pVqg ~®Vq pAq pvVqg p=>q peq
% % F % % % % %
% F vV F F vV F F
F vV vV F F vV vV F
F F F vV F F vV %4

Dado que as proposicbes ~(pV q) e p © q, e so elas, sdo equivalentes, podemos concluir que a
proposicdo c, e sé ela, é verdadeira.

Pag. 12

Descritor 3.2

1. P é o conjunto dos nimeros primos que s3o inferioresa 10, peloque P ={2,3,5,7}.

Q é o conjunto dos multiplos de 3 que sdo divisores de 18, pelo que Q = {3,6,9,18}.

R é o conjunto dos numeros naturais que sdo divisores de 18 ou inferiores a 10, pelo que
R={1,2,3,4,5,6,7,8,9,18}.

S é o conjunto dos nimeros naturais inferiores a 10 que ndo sdo divisores de 18, pelo que S = {4,5,7,8}.

2. Comecemos por representar, na reta real, os conjuntos E, F e G:

N ]

21. EUF=E =]—00,4[
22. FUG=R
23. ENF=F =]—o00,—/2]
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24. ENG = [—%,4[

L&ETNFnG)=L~;—Jﬂ

26. E = [4,+o0]
27.G = ]—oo,—%[
2.8. E\F =]—+/2,4[

2.9. E\(FNG) = ]—oo,—%[ Ul=v2 4

3.Como A={neN:2n—-5<10 A n éimpar} e 2n—-5< 10 n <75, tem-se

A=1(1,357).
Como B={x€eR:x?—-8=2x} e x?—-8=2xx*-2x—-8=0x=-2V x =4, tem-se
B ={-24}.

Como C={x€R:ix* >4} e x?>24©x<-2Vx =2, tem-se C =] — o, —2]U[2,+oo[
AC=A4nC={1,357)n]-22[= {1}
BNC={-24)

Pag. 13
Descritor 3.2
4. Todas as condigBes apresentadas sdo do tipo p(x) = q(x) pelo que cada uma delas so é falsa se existir pelo
menos uma concretizagdo, a, da varidvel para a qual p(a) seja verdadeirae q(a) seja falsa.
Analisemos cada condi¢do no respetivo conjunto U indicado, dos possiveis valores da variavel.
4.1. Esta condi¢cdo converte-se sempre numa proposi¢do verdadeira, pois nao existe qualquer nimero real que
seja menor do que 2 e que ndo seja menor do que 5.
O contarreciproco desta condicdo é:
x=>25=>x>2
4.2. Esta condi¢do converte-se sempre numa proposi¢cdo verdadeira, pois nao existe qualquer nimero natural
gue seja multiplo de 6 e que ndo seja par (um nimero é multiplo de 6 se e sé se é simultaneamente multiplo de
3 e de 2, pelo que tem que ser par).
O contarreciproco desta condicdo é:
X ndo é par = x ndo é multiplo de 6
4.3. Esta condigcdo ndo se converte sempre numa proposicdo verdadeira, pois, por exemplo, 2 é maior do que 1
mas ndo é maior do que 5.
O contarreciproco desta condicdo é:
x<5=>x<1
4.4, Esta condicdo converte-se sempre numa proposicao verdadeira, pois como a hipotenusa de um triangulo
retangulo é sempre maior do que os catetos, ndo existe qualquer triangulo retangulo que seja equilatero.
O contarreciproco desta condicdo é:
Se um tridngulo é equilatero entdo ndo é retangulo.
4.5. Esta condi¢do ndo se converte sempre numa proposicdo verdadeira, pois, por exemplo, o triangulo cujos

2
lados medem 1, 1 e /2, é isésceles e é retangulo (12 +12 =12 ) pelo que tem um angulo interno reto.

O contarreciproco desta condicdo é:
Se um tridngulo tem algum angulo interno reto entdo nao é isésceles.
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4.6. Esta condigdo converte-se sempre numa proposi¢do verdadeira, pois nao existe qualquer losango com as
diagonais iguais que ndo seja um quadrado.
O contarreciproco desta condicdo é:
Se um losango ndo é um quadrado entdo ndo tem as diagonais iguais.
4.7. Esta condigcdo converte-se sempre numa proposi¢do verdadeira, pois nao existe qualquer tridangulo
obtusangulo que ndo tenha um angulo externo agudo (um angulo externo é o suplementar de um angulo interno
pelo que, se o tridangulo é obtusangulo entdo tem um angulo interno obtuso pelo que tem um angulo externo
agudo).
O contarreciproco desta condicdo é:
Se um losango nao tem um angulo externo agudo, entdo nao é obtusangulo.
4.8. Esta condi¢cdo converte-se sempre numa proposi¢ao verdadeira pois nao existe qualquer nimero real que
sejaiguala —1 e cujo quadrado nao sejaiguala 1
O contarreciproco desta condicdo é:
x>’#1=2>x#—1
4.9. Esta condigdo n3o se converte sempre huma proposicio verdadeira pois, (—1)? =1 mas —1 ndo é igual a
1.
O contarreciproco desta condicdo é:
x#1=2>x?%#1

5. O contarreciproco da propriedade enunciada é:
Se um numero natural n é divisivel por 15 entdo é divisivel por 3.

Demonstracao:
n é divisivel por 15 = 3k € N : %=k:>3kEN: n =15k =

=>3JkeN: n=3x5)xk=>3k€eN:n=3x(5Xk) peloque n édivisivel por 3

As propostas de resolucdo dos restantes exercicios do Caderno de Apoio serdo disponibilizadas aos professores
adotantes do projeto M¥T 10 a partir de setembro de 2015.
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Banco de questdes de ldgica

Pergunta 1
Pergunta:
Considera a expressao «O dia estd bonito» e seleciona a opgdo correta.
(A) A expressdo é uma proposicdo verdadeira.
(B) A expressdo é uma proposicdo falsa.
(C) A expressdo ndo é uma proposicao.
Resposta:
()

Pergunta 2
Pergunta:
Considera a express3o «A soma das amplitudes dos angulos internos de um tridngulo é 180°»
e seleciona a opgao correta.
(A) E uma proposicdo verdadeira.
(B) E uma proposicdo falsa.
(C) N&o é uma proposicdo.
Resposta:
(A)

Pergunta 3
Pergunta:
Considera a expressao « V8» e seleciona a opgao correta.
(A) E uma proposicdo verdadeira.
(B) E uma proposicdo falsa.
(C) N&o é uma proposicdo.
Resposta:
()

Pergunta 4
Pergunta:
Considera a expressdo « /(—2)? = —2» e seleciona a op¢do correta.
(A) E uma proposicdo verdadeira.
(B) E uma proposicdo falsa.
(C) N&o é uma proposicdo.
Resposta:
(B)
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Pergunta 5
Pergunta:
Considera as seguintes proposicoes:
p: «A Joana tem os olhos azuis.»
q: «A Joana tem o cabelo louro.»
Seleciona a opgdo que traduz em linguagem corrente a proposi¢ao: p A~ q .
(A) A Joanatem os olhos azuis mas ndo tem o cabelo louro.
(B) A Joana nem tem os olhos azuis nem o cabelo louro.
(C) A Joanatem os olhos azuis ou o cabelo louro.
(D) A Joana ndo tem os olhos azuis e tem o cabelo louro.
Resposta:
(A)

Pergunta 6
Pergunta:
Considera as seguintes proposicoes:
p: «5 é divisor de 14.»
q: «7 é divisor de 14.»
Seleciona a opgao que traduz em linguagem corrente a proposi¢cao: ~p A~ q .
(A) Nem 5 nem 7 sdo divisores de 14.
(B) 5 n3o édivisorde 14 maso 7 é.
(C) Quer 5 quer 7 sdo divisores de 14.
(D) 5 é divisor de 14 mas o 7 ndo é.
Resposta:
(A)

Pergunta 7
Pergunta:
Considera as seguintes proposicoes:
p: «Tt é um nUmero irracional.»
q: «\/2 é um nimero irracional.»
Seleciona a opg¢do que traduz em linguagem simbdlica a proposicao:

«Quer T quer V2 sdo numeros irracionais.»
(A) pAgq
(B) ~pA~q
(€ pvg
(D) ~pVv~q
Resposta:
(A)
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Pergunta 8
Pergunta:
Considera as seguintes proposicoes:
p: «Tt é um numero irracional.»
q: «J2 é um nimero irracional.»
Seleciona a op¢do que traduz em linguagem simbdlica a proposicao:
«Pelo menos um destes nimeros, Tt e V2, é irracional.»
(A) pAgq
(B) ~pA~gq
(€ pvyq
(D) ~pv~q
Resposta:
()

Pergunta 9
Pergunta:
Considera as seguintes proposicoes:
p: «O Jodo é médico.»
q: «A Maria joga andebol.»
r: « A Maria joga futebol.»
Seleciona a op¢do que traduz em linguagem corrente a proposicao:
«0O Jodo é médico e a Maria joga futebol ou andebol.»
(A) pvgvVvr
(B) p Aq AT
€ pA(@Vvr)
(B) @ AV T
Resposta:
(€)

Pergunta 10
Pergunta:
Considera as seguintes proposicoes:
p: «A Rita toca piano.»
q: «A Rita toca violino.»
Seleciona a opgao que traduz em linguagem corrente a proposicao:
«A Rita ou toca piano ou violino (ndo os dois instrumentos).»
(A) @ VaOA~{Aq)
(B) pVvq
(€ pV~q
(B) (p VO)A ~p A ~q
Resposta:
(A)
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Pergunta 11
Pergunta:
Considera as seguintes proposicoes:
p: «A Rita toca piano.»
q: «A Rita toca violino.»
Seleciona a opgao que traduz em linguagem corrente a proposicao:
«A Rita toca pelo menos um dos dois instrumentos, piano e violino.»
(A) (p Ve)A~(AQ)
(B) p Vg
(€ pV~q
(B) (p VO)A ~p A ~q
Resposta:
(B)

Pergunta 12

Pergunta:

Considera a seguinte implicacdo: Se 20 é multiplo de 4, entdo é multiplo de 2.

Relativamente a esta implicacdo, seleciona a opgao correta.

(A) A proposicdo «20 é multiplo de 4.» é o antecedente e a proposicdo «20 é multiplo de 2.»
é o consequente.

(B) A proposicdo «20 é multiplo de 2.» é o antecedente e a proposicdo «20 é multiplo de 4.»
é o consequente.

Resposta:
(A)

Pergunta 13
Pergunta:
Seja p uma proposicao verdadeira e seja g uma qualquer proposicao.
Seleciona a opg¢ao correta.
(A) p Aq éuma proposi¢do verdadeira, independentemente do valor légico de g .
(B) pV g éuma proposigdo verdadeira, independentemente do valor légico de g .
(C) p © q é uma proposicdo verdadeira, independentemente do valor Iégico de g .
(D) p = q é uma proposicdo verdadeira, independentemente do valor légico de g .

Resposta:
(B)
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Pergunta 14

Pergunta:
Seja p uma proposicdo falsa e seja g uma qualquer proposigdo.
Seleciona a op¢do correta.

(A) p Aq éuma proposigdo falsa, independentemente do valor légico de q .
(B) pV g éuma proposigdo falsa, independentemente do valor légico de q .
(C) p © q é uma proposicdo falsa, independentemente do valor légico de q .
(D) p = g é uma proposicdo falsa, independentemente do valor légico de q .

Resposta:
(A)

Pergunta 15

Pergunta:

Seleciona a proposicao verdadeira.
(A) (4=5)=>(4x5=10)

(B) 4=4)=>(4x5=10)

(C) (4=5) A (4x5=10)

(D) (4=4) A (4x5=10)
Resposta:

(A)

Pergunta 16

Pergunta:

Seleciona a proposicao equivalente a negagao da proposicao:
«Quer 5, quer 55, sdo numeros primos.»

(A) Nem 5 nem 55 sdo nimeros primos.

(B) Um dos nimeros 5 e 55 ndo é primo.

(C) Quer 5, quer 55, ndo sdo niumeros primos.

(D) Nenhum dos nimeros 5 e 55 é primo.

Resposta:

(B)

Pergunta 17

122

Pergunta:
Seleciona a proposicao equivalente a negacdo da proposicao:
«2 é divisor de pelo menos um dos numeros 5 e 10.»
(A) «2 ndo é divisor de 5 ou ndo é divisor de 10.»
(B) «2 édivisorde5ede10.»
(C) «2 ndo é divisor de pelo menos um dos numeros 5 e 10.»
(D) «2 ndo é divisor nem de 5 nem de 10.»
Resposta:
(D)
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Pergunta 18
Pergunta:
Seleciona a proposicdo equivalente a negacdo da proposicdo «3 < 1 < 4».
(A) t<3vmn=>4
(B) t<3VvVvmn>4
(C) 3>m>4
(D) 3=2m=>4
Resposta:
(A)

Pergunta 19
Pergunta:
Seleciona a proposicao equivalente a negacado da proposicao:
«Os filhos do Carlos sdo ambos médicos.»
(A) «Um dos filhos do Carlos ndo é médico e o outro é.»
(B) «Nenhum dos filhos do Carlos é médico.»
(C) «Pelo menos um dos filhos do Carlos ndo é médico.»
(D) «Um dos filhos do Carlos é médico e o outro ndo.»
Resposta:
()

Pergunta 20
Pergunta:
Sejam p e g as seguintes proposicdes:
p: «A Maria é do Benfica.»
q: «A Maria é do Porto.»
A proposicdo (pAq) V (~p A q) V (~p AN~ q) éfalsa.
Seleciona a op¢do correta.
(A) A proposicdo p éverdadeira.
(B) A proposicdo g é verdadeira.
Resposta:
(A)
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Pergunta 21

Pergunta:

Seleciona a proposicao equivalente a negacao da proposicao:

«A Maria faz anos em janeiro ou fevereiro e o Manuel faz anos em novembro ou dezembro.»

(A)

(B)

(€)

(D)

«A Maria ndo faz anos em janeiro nem em fevereiro, ou o Manuel nao faz anos em
novembro nem em dezembro.»

«Nem a Maria faz anos em janeiro nem em fevereiro, nem o Manuel faz anos em
novembro nem em dezembro.»

«A Maria faz anos em janeiro ou fevereiro e o Manuel nao faz anos em novembro nem
em dezembro.»

«A Maria ndo faz anos em janeiro ou fevereiro ou o Manuel ndo faz anos em novembro
ou dezembro.»

Resposta:

(A)

Pergunta 22

Pergunta:
Seleciona a proposi¢ao equivalente a negagao da proposicao:

«Se T é um ndmero irracional entdo (2 + 3)? = 22 + 32 .»

(A) «m éum nimero irracionalou (2 +3)? # 22 + 32 .»
(B) «m é um nUmero irracional e (2 + 3)? # 22 + 32 .»
(C) «m éum nimero irracionale (2 +3)? = 22 + 32 .»
(D) «m é um nimero irracional ou (2 +3)% =22 +32 .»
Resposta:

(B)

Pergunta 23

Pergunta:

Sejam p e g duas proposigoes.

Seleciona a proposi¢do equivalente a proposicdo p = q .

(A)~p A q (B)p A q
(C)~p V q (D) p vV ~q
Resposta:

(€)

Pergunta 24

Pergunta:

Sejam p e q duas proposigdes.

Seleciona a proposicado equivalente a proposi¢do ~ [(p = q) A ~q] .

124

(A)p (B)p A g
(C)~p Vg (D)p V q
Resposta:

(D)
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Pergunta 25
Pergunta:
Sejam p e q duas proposigdes.
Seleciona a proposigdo equivalente a proposi¢do ~ (p = q) .

(A) ~p=~q (B)g=p
(€)~(~g=>~Dp) (D)~p=gq
Resposta:

(€)

Pergunta 26
Pergunta:
Seleciona a proposi¢ao equivalente a negagao da proposicao:
«Hoje o Rui vai ao cinema se e sd se ndo chover.»

(A) «Hoje ndo vai chover e o Rui vai ao cinema ou hoje vai chover e o Rui ndo vai ao
cinema.»

(B) «Hoje vai chover e o Rui vai ao cinema ou hoje ndo vai chover e o Rui ndo vai ao
cinema.»

(C) «Hoje ndo vai chover nem o Rui vai ao cinema.»

(D) «Hoje vai chover e o Rui vai ao cinema.»

Resposta:
(A)

Pergunta 27

Pergunta:

Considera p, q e r trés proposigoes.

Seleciona a opg¢ao correta.

(A) A proposicdo (p A q) = (~r = q) éverdadeira ou falsa, consoante os valores ldgicos
dep,qer.

(B) A proposicdo (p A q) = (~1r = q) éfalsa, independentemente dos valores légicos de
p,qer.

(C) A proposicdio (p A q) = (~r=¢q) ¢é verdadeira, independentemente dos valores
légicosde p, q e 1.

Resposta:

()
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Pergunta 28
Pergunta:
Sabendo que o valor légico da proposicdo p & q é falso, seleciona o valor légico da
proposi¢ao:
Vo Ar~mAqg
(A) Verdade.
(B) Falso.
Resposta:
(A)

Pergunta 29
Pergunta:
Sejam p, q e r trés proposigoes.
Sabendo que o valor légico da proposicdo ~ (p = ~ q) A r é verdade, seleciona a opgdo
correta.
(A) As proposicdes p e r sdo verdadeiras e a proposicdo g é falsa.
(B) A proposigdo r é verdadeira e as proposi¢des p e q sdo falsas.
(C) As trés proposices sdo verdadeiras.
(D) As trés proposicbes sdo falsas.
Resposta:
()

Pergunta 30
Pergunta:
Dada uma proposi¢cdo composta formada por n proposi¢cdes elementares, seleciona o nimero
de linhas que tera a sua tabela de verdade.

(A) 2n linhas.
(B) 2™ linhas.
(C) n linhas.
(D) 4n linhas.
Resposta:

(B)

Em LSNP estara disponivel em setembro de 2015 a versdo completa do banco de questdes,
que abrange todos os temas tratados no 10.° ano de escolaridade.
Este banco estara disponivel em formato editavel.
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