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Tema 1 | Introducgao a Logica Bivalente e a Teoria dos Conjuntos

Pag. 4

Descritor 1.16

1.1. Dado que p éfalsae pV q é verdadeira, pode concluir-se que q é verdadeira.
l2.pAgqe fAve f

13.~pvge ~fVvvevvvev

1l4.~(pvgp e~(fvryye~vef

15.~(~pAgp &~ (C~fAv)ye~VAv)e~vef
1l6.p22~qpeo(f2~v)e(f2f)ev
17.(~pege(rveovVevev)ev

Pag. 5

Descritor 1.16

21.~pA(pAg) © (~pADINgS fAqSf
22.~pv(pvg © (~pVp)VgevVvgev

23.~pA(pV S (~pAP)V(~pAgQ & fV(~pAg) & ~pAq
24.[~pA(pV q)] A ~q & (considerando o resultado anterior)

e (pAPA~qe ~pA(GA~q) © ~pAfef
25.pv(~pAQlv~qe [pVv~DAVPIV~qe [vA(pVv]V~qe
©(@PVeV~qepV(@V~q SpVrev

3.1.
p = (q=r) éfalsa
U
p éverdadeira e q = r éfalsa
U
p éverdadeira e q éverdadeira e 1 éfalsa
3.2
~(p = q) Ar éverdadeira
U
~ (p = q) éverdadeira e r éverdadeira
U
p = q éfalsa e r éverdadeira
U

p éverdadeira e q éfalsa e r éverdadeira
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(p=~q@)AN(~r=q) Ap éverdadeira

U

(p = ~q) éverdadeira e ~r = q éverdadeira e p éverdadeira
U

(V = ~q) éverdadeira e ~r = q éverdadeira e p éverdadeira
U

~q éverdadeira e ~r = q éverdadeira e p éverdadeira
U
q éfalsa e ~r = F éverdadeira e p éverdadeira
U
q éfalsa e ~r éfalsa e p éverdadeira

U

q éfalsa e r éverdadeira e p éverdadeira

Pag. 6
Descritores 2.3 e 2.5
1.1. x = x é uma condicdo universal

X # x é uma condig¢do impossivel

x € N é uma condicdo possivel

x € R é uma condigdo possivel

X € @ é uma condigdo impossivel

x & @ é uma condic¢do universal
1.2.1. x # x A x € N é uma condigdo impossivel por ser a conjungdo de uma condigdo impossivel com outra
condicdo (neste caso, possivel)
1.2.2.x =xV x €@ éuma condi¢do universal por ser a disjun¢cdo de uma condi¢do universal com outra
condicdo (neste caso, impossivel)
1.23.x e NVx € @ é uma condigdo possivel por ser a disjungdo de uma condigdo possivel com outra condigdo
(neste caso, impossivel)
1.2.4.x ¢ PV x € N é uma condigdo universal por ser a disjungdo de uma condigdo universal com outra
condicdo (neste caso, possivel)
1.25.x e Nvx & R é uma condigdo possivel por ser a disjuncdo de uma condi¢do possivel com outra condi¢do
(neste caso, possivel)

2. Sejam:

c(x) uma condigdo qualquer
p(x) uma condigdo possivel
u(x) uma condigdo universal
i(x) uma condigdo impossivel

i. A disjuncdo de qualquer condicdo com uma condicdo universal é uma condigdo universal.

Demonstracdo:
Se u(x) é uma condigdo universal, entdo Vx,u(x) é uma proposi¢do verdadeira, pelo que, para cada

concretizagdo, a, davariavel, u(a) é uma proposi¢do verdadeira, pelo que também u(a) vV c(a) é uma
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proposicdo verdadeira, ou seja, Vx,u(x) V c(x) é uma proposicdo verdadeira, pelo que, finalmente,
u(x) vV c(x) é uma condigdo universal.

ii. A disjuncdo de qualquer condigdo com uma condicdo possivel é uma condigdo possivel.

Demonstracdo:

Se p(x) é uma condigdo possivel, entdo Ix: p(x) é uma proposicdo verdadeira, pelo que existe pelo menos
uma concretizagdo, a, davariavel, para a qual p(a) é uma proposicdo verdadeira, pelo que também

p(a) V c(a) é uma proposicdo verdadeira, ou seja, 3: p(x) V c(x) é uma proposicdo verdadeira, pelo que,
finalmente, p(x) vV c(x) é uma condigdo possivel.

iii. A conjuncdo de qualquer condigdao com uma condigdo impossivel € uma condi¢do impossivel.
Demonstracao:

Se i(x) é uma condigdo impossivel, entdo Jx: i(x) é uma proposigdo falsa, pelo que, para qualquer
concretizagdo, a, davariavel, i(a) é uma proposicdo falsa, pelo que também i(a) A c(a) é uma proposigdo
falsa para qualquer concretizagdo, a, da varidvel, ou seja, 3:i(x) A c(x) é uma proposigdo falsa, pelo que,
finalmente, i(x) A c(x) é uma condigdo impossivel.

Pag. 8

Descritores 2.7 e 2.8

1.1. x > 2 = x2 > 4 é universal porque a proposi¢cdo Vx € |2, +o[,x? > 4 é verdadeira.
1.2. (x—1)(x—2) =0 < x =1 é universal porque a proposi¢io

Vx € {1},(x — 1)(x — 2) = 0 é verdadeira.

1.3. x =3 = x* = 81 é universal porque a proposicio Vx € {3},x* = 81 é verdadeira.

1.4. x >3 = x3 > 27 é universal porque a proposicio Vx €]3, +o[, x3 > 27 é verdadeira.
15. |x+3|<2 = x+3<2

Seja k=x+3.

k| <2 = k < 2 é universal porque a proposi¢do Vk €] —2,2[, k < 2 é verdadeira.

2. Para x € R: x? = —2 é uma condicdo impossivel

x? > —2 é uma condi¢do universal

x2 >4 é uma condigdo possivel
2.1. x2 = =2 Ax? > 4 é uma condigdo impossivel por ser a conjungdo de uma condi¢do impossivel com outra
condicdo (neste caso, possivel).
2.2.x2 = -2 Vv x? >4 é uma condigdo possivel por ser a disjuncdo de uma condigdo possivel com outra
condigdo (neste caso, impossivel).
2.3.x%2 = —2 Ax? > —2 é uma condigdo impossivel por ser a conjungio de uma condigdo impossivel com outra
condicdo (neste caso, universal).
2.4. x> > —2 é uma condicdo universal pois é equivalentea x? > —2 Vv x? = —2 , sendo, portanto, a disjun¢do
de uma condic¢do universal com outra condi¢do (neste caso, impossivel).
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Pag. 8
Descritor 2.9

1.1. «Todos os colegas da minha turma tém irm&os.»
1.2. «H4 pelo menos uma pessoa que esta nesta sala e ndo esta a usar um chapéu.»

2.1. Vx € A, p(x) éfalsa porque existe um elemento no conjunto A que nio é primo
e

dx € A: q(x) é falsa porque nenhum elemento do conjunto A é multiplo de 6.
22. ~Vx €A p(x) & Ix € A: ~p(x)

Ha pelo menos um nimero no conjunto A que ndo é primo.

~3Jx € A: q(x) © Vx € A: ~q(x)

Qualquer elemento do conjunto A ndo é multiplo de 6.

2.3. p(x) é possivel porque a proposicdo Ix € A: p(x) é verdadeira.

q(x) éimpossivel porque a proposigdo Jx € A: q(x) é falsa.

~p(x) é possivel porque a proposicdo Ix € A: ~p(x) é verdadeira.

~q(x) é universal porque a proposi¢do Vx € A: ~q(x) é verdadeira.

3.1. A proposicao é falsa, pois, por exemplo, o losango é um quadrilatero entdo tem as diagonais iguais.

3.2. A proposicao é falsa, pois, por exemplo, o nimero 9 é impar mas nao é primo.

3.3. A proposicdo é falsa, pois, por exemplo, o nimero 11 é um nimero primo formado por dois algarismos e
esses algarismos ndo sao distintos.

Pag.9

Descritor 2.9

4. (Vx e U, p(x)) © (Vx, x € U = p(x))

~(Vx, xeU=p(x)) e Ix~(xeU=2p(x)) e InixeUA~p(x) &
& Ax e U:~p(x)

5.Se p(x) é universalem U, entdo, para qualquer elemento, a, de U, tem-se que p(a) ¢ verdadeira, pelo
que ~p(a) é falsa para qualquer elemento, a, de U.Logo, ~p(a) é impossivelem U .

Se p(x) éimpossivel em U, entdo, para qualquer elemento, a, de U, tem-se que p(a) é falsa, pelo que
~p(a) é verdadeira para qualquer elemento, a, de U.Logo, ~p(a) é universalem U .

6. Sejam, em U:

c¢(x) uma condi¢do qualquer

p(x) uma condigdo possivel

u(x) uma condigdo universal

i(x) uma condigdo impossivel

Tem-se, para qualquer elemento, a, de U, c(a) Vu(a) © c(a) Vv © v, pelo que a condigdo c(x) Vu(x) é
universalem U .

Se p(x) é possivel um U, existe pelo menos um elemento a, de U, parao qual p(a) é verdadeira, pelo que
p(a) V c(a) éverdadeira. Entdo, p(x) V c(x) é possivelem U .

Tem-se, para qualquer elemento, a, de U, c(a) Ai(a) © c(a) A f & f, peloque acondigdo c(x) Ai(x) é
impossivelem U .
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Pag. 10

Descritores 2.19 e 2.20

1.1. A afirmacdo é falsa pois, por exemplo, 15 é multiplo de 5, mas ndo é multiplo de 10.

1.2. A afirmacdo é falsa pois os quadrilateros com os lados todos iguais sdo os losangos e hd losangos que ndo
sdo quadrados.

1.3. A afirmacdo é falsa pois um retangulo que nao seja quadrado tem os dngulos iguais mas ndo tem os lados
iguais.

2.1. Qualquer nimero natural que ndo seja multiplo de 10 ndo é multiplo de 5.
2.2. Qualquer quadrilatero que ndo seja um quadrado ndo tem os quatro lados iguais.
2.3. Qualquer quadrilatero que nao tenha os lados iguais também ndo tem os angulos iguais.

3. O contrarreciproco da propriedade enunciada é: «Se um ndmero natural n é par, o seu quadrado é par.»
Demonstragao:

népar >3k EN: n=2k =3k e€N: n?=(2k)?> = 3k € N: n? = 4k? pelo que n?, sendo multiplo de
4, é par.

Pag. 11

Descritores 2.19 e 2.20

4. O contrarreciproco da propriedade enunciada é «Se duas retas s e t ndo sdo paralelas entre si entdo uma
outra reta r ndo pode ser simultaneamente paralela a ambas.»

Demonstracao:
Sejam s e t duas retas nao paralelas.

-

Demonstrar que r ndo pode ser simultaneamente paralela a
ambas asretas s e t é equivalente a demonstrar que, se for
paralela a uma delas, entdo ndo é paralela a outra.

Admitamos que r é paralelaa s. Neste caso, como areta t ndo é paralelaa s, o angulo que areta t faz com
areta r eoangulo queareta t fazcomareta s sdo iguais por serem angulos agudos com os lados paralelos.
Logo, como esse angulo ndo é nulo, r e t ndo sdo paralelas.

5. ~(Vx,p(x) = q(x)) & 3x : ~(p(x) = q(x)) & Ix : p(x) A ~q(x)

6. Vamos mostrar que as proposi¢des tém o mesmo valor légico.

Se a proposicdo Vx,p(x) = q(x) for verdadeira, entdo, para cada concretizagdo, a, da variavel, a proposi¢do
p(a) = q(a) é verdadeira. Entdo, como

[p(a) = q(a)] © [~q(a) = ~p(a)], também a proposicdo ~q(a) = ~p(a) é verdadeira paracada a, pelo
que a proposi¢do Vx, ~p(x) = ~q(x) é verdadeira.

Se a proposi¢do Vx,p(x) = q(x) for falsa, entdo, existe pelo menos uma concretizagdo, a, da variavel, para a
qual a proposi¢do p(a) = q(a) é falsa. Entdo, como
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[p(a) = q(a)] © [~q(a) = ~p(a)], também a proposicdo ~q(a) = ~p(a) é falsa, pelo que se pode concluir
que existe pelo menos uma concretizagdo, a, da varidvel, para a qual a proposigdo p(a) = q(a) é falsa, pelo
que a proposigdo Vx, ~p(x) = ~q(x) é falsa.

Pag. 11

Descritor 3.1

1.1. A proposicdo é falsa porque é a conjuncdo de uma proposi¢do verdadeira, «7 é um ndmero primo.», com
uma proposicdo falsa, «2 ndo é um nimero primo.».

1.2. A proposigdo é falsa porque é a conjuncdo de uma proposico falsa, «<v/49 é um nimero irracional.», com
uma proposicdo verdadeira, «Tt é um ndmero irracional.».

1.3. A proposicdo é verdadeira porque é a conjuncdo de duas proposi¢des verdadeiras: «70 é multiplode 7.» e
«70 é multiplo de 5.».

1.4. A proposicdo é verdadeira porque é a disjuncdo de uma proposicdo verdadeira, «28 é multiplo de 7.», com
uma proposicao falsa, «28 é multiplo de 8.».

1.5. A proposicao é falsa porque é a disjung¢ao de duas proposicdes falsas.

2.1. A proposicdo é falsa porque é a disjunc¢ado de duas proposi¢Oes falsas: «m é igual a 3,14.» e «m éigual a
3,1416.».

2.2. A proposicao é verdadeira porque é a disjuncao de uma proposicao verdadeira, «12 é um nimero multiplo
de 4.», com uma proposicao falsa, «12 é um nimero multiplo de 7.».

o . e - 2 -
2.3. A proposigdo é verdadeira porque € a disjungdo de uma proposigdo falsa, « % < », com uma proposi¢go

. T 4
verdadeira, «r < -
2.4. A proposicao é falsa porque é a conjuncdo de uma proposicdo verdadeira, «17 é um ndmero primo.», com
uma proposicdo falsa, «17 é um nimero par.».

e , - - f 9 . L
2.5. A proposigdo é falsa porque é a conjungdo de uma proposigdo falsa, « - €éumnumero irracional.», com

- . f9 . . .
uma proposicdo verdadeira, « ~ € um ndmero maior que 1.».

2.6. A proposicdo é verdadeira porque é a conjungao de duas proposi¢des verdadeiras.

3.1. a éverdadeira, b éfalsae c éfalsa.
3.2.1. v/7 é um ndmero irracional menor ou igual do que 3.
aN~bESVvVA~fSVAVESUV A proposicao é verdadeira.
3.2.2. \/7 ndo é um nuimero irracional ou é maior do que 3
~aVvbe ~vwWfefvfoef A proposicdo é falsa.
3.2.3.Se V/7 é menor ou igual do que 3, entdo 1 —+/7 é maior ou igual do que —2.
(~ba>~c)e (~fa~le@=a2v)ev A proposicdo é verdadeira.

4.1. a © b sendo

a: «5163 é multiplo de 3.»

b:«5+ 1+ 6+ 3 émultiplo de 3.»
4.2. ~a A ~b sendo

a: «102 é um ndumero impar.»

b: «v/11 é um numero racional.»
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43. a= (bAcAd) sendo

a: «3400 termina por dois zeros.»
b: «3400 é multiplo de 2.»

c: «3400 é multiplo de 5.»

d: «3400 é multiplo de 4.»

Pag. 12
Descritor 3.1
5.~c = (a = ~b)

6.1.(pVq) e PA~q)V(~PAq)
6.2. Vamos construir uma tabela de verdade relativa aos antecedentes e consequentes de todas as equivaléncias
referidas:

p q pvVqg ~@EVq pAq pVq p=>q pegq
vV vV F \Y \Y \Y \% \%
V | F % F F % F F
F V % F F % \% F
F F F % F F \% \%

Dado que as proposicbes ~(pV q) e p © ¢, e so elas, sdo equivalentes, podemos concluir que a
proposicdo c, e so ela, é verdadeira.

Pag. 12

Descritor 3.2

1. P é o conjunto dos nimeros primos que sdo inferioresa 10, peloque P ={2,3,5,7}.

Q é o conjunto dos multiplos de 3 que sdo divisores de 18, pelo que Q = {3,6,9,18}.

R é o conjunto dos numeros naturais que sdo divisores de 18 ou inferioresa 10, pelo que
R={1,2,3,4,5,6,7,8,9,18}.

S é o conjunto dos nimeros naturais inferiores a 10 que ndo sdo divisores de 18, pelo que S = {4,5,7,8}.

2. Comecemos por representar, na reta real, os conjuntos E, F e G:

m

'_p. i E—— ._.__.._.1_':.

*
|
3 —\«E

21. EUF=E =]—00,4[
22. FUG=R
23. ENF=F =]—00,—/2]
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24. ENG = [—%,4[

L&ETNFnG)=L~;—Jﬂ

26. E = [4,+oo]
27.G = ]—oo,—%[
2.8. E\F =]—+/2,4[

2.9. E\(FNG) = ]—oo,—%[ Ul=v2 4

3.Como A={neN:2n—-5<10 An éimpar} e 2n—-5<10 ©n <75, tem-se

A=1(1,357}.
Como B={x€R:x?-8=2x} e x?—-8=2xox*-2x—-8=0x=-2V x =4, tem-se
B ={-24}.

Como C={xeER:ix* >4} e x?>24©x<-2Vx =2, tem-se C =] —o,—2]U[2,+0o[
AC=AnC={1,357}n]-22[= {1}
BNC ={-24)

Pag. 13
Descritor 3.2
4. Todas as condi¢Ges apresentadas sdo do tipo p(x) = q(x) , pelo que cada uma delas so é falsa se existir pelo
menos uma concretizacdo, a, da varidvel para a qual p(a) seja verdadeirae q(a) seja falsa.
Analisemos cada condicdo no respetivo conjunto U indicado, dos possiveis valores da varidvel.
4.1. Esta condi¢do converte-se sempre numa proposi¢cdo verdadeira, pois nao existe qualquer nimero real que
seja menor do que 2 e que ndo seja menor do que 5.
O contarreciproco desta condicdo é:
x=>25=>x>2
4.2. Esta condi¢do converte-se sempre numa proposi¢cdo verdadeira, pois nao existe qualquer nimero natural
gue seja multiplo de 6 e que ndo seja par (um ndimero é multiplo de 6 se e sé se é simultaneamente multiplo de
3 e de 2, pelo que tem que ser par).
O contarreciproco desta condigdo é:
X ndo é par = x ndo é multiplode 6
4.3. Esta condicdo ndo se converte sempre numa proposi¢cdo verdadeira, pois, por exemplo, 2 é maior do que 1
mas ndo é maior do que 5.
O contarreciproco desta condicdo é:
x<5=>x<1
4.4. Esta condicdo converte-se sempre numa proposi¢cdo verdadeira, pois como a hipotenusa de um triangulo
retangulo é sempre maior do que os catetos, ndo existe qualquer triangulo retangulo que seja equilatero.
O contarreciproco desta condicao é:
Se um tridngulo é equilatero entdo nao é retangulo.
4.5. Esta condi¢do ndo se converte sempre numa proposi¢cdao verdadeira, pois, por exemplo, o tridngulo cujos

2
lados medem 1, 1 e /2, é isdsceles e é retangulo (12 +12 =42 ) , pelo que tem um angulo interno reto.

O contarreciproco desta condicdo é:
Se um triangulo tem algum angulo interno reto entdo nao é isésceles.
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4.6. Esta condig¢ao converte-se sempre numa proposi¢do verdadeira, pois nao existe qualquer losango com as
diagonais iguais que ndo seja um quadrado.
O contarreciproco desta condicdo é:
Se um losango ndo é um quadrado entdo ndo tem as diagonais iguais.
4.7. Esta condi¢do converte-se sempre numa proposi¢do verdadeira, pois nao existe qualquer triangulo
obtusangulo que ndo tenha um angulo externo agudo (um angulo externo é o suplementar de um angulo
interno, pelo que, se o triangulo é obtusangulo entdao tem um angulo interno obtuso, pelo que tem um angulo
externo agudo).
O contarreciproco desta condicdo é:
Se um losango ndao tem um angulo externo agudo, entdo nao é obtusangulo.
4.8. Esta condi¢do converte-se sempre numa proposi¢cdo verdadeira, pois nao existe qualquer nimero real que
sejaiguala —1 e cujo quadrado ndo sejaiguala 1.
O contarreciproco desta condigdo é:
x>’#1=2>x#-1
4.9. Esta condi¢do ndo se converte sempre numa proposicdo verdadeira, pois (—1)?2 =1 mas —1 ndo éiguala 1.
O contarreciproco desta condicdo é:
x#1=2x?2#1

5. O contarreciproco da propriedade enunciada é:
Se um numero natural n é divisivel por 15 entédo é divisivel por 3.
Demonstracao:

n é divisivel por 15 = 3k e N : 15=k:>3kEN: n =15k =

1
=>3JkeN: n=3x5)xk=3k€eN:n=3x(5X%Xk) peloque n édivisivel por 3
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Tema 2 | Algebra

Pag. 14

Descritores 1.1 e 1.2

1.1. Provemos que a? < b?

e Paraocasoemque a=0, edado que b >0, tem-se, simultaneamente, a> =0 e b% >0, pelo que
a? < b?

e Paraocasoemque a > 0:

aXxa<bXa

2 2 2 2
bxa<hxb sa°<bxa<b‘=>a*<b

a<b=>{

Provemos que a® < b3

e Paraocasoemaque a =0, edado que b >0, tem-se, simultaneamente, que a® =0 e b3 > 0, pelo que
a3 < b3

e Paraocasoemque a > 0:

X a? < b x a? a’® < b xa? a’® < b x a? 3 2 3
a<b=>{a { = sa3<bxa?<bd=>
a® < b? b xa% < b X b? b x a® < b3
3 3
>a°<b

1.2,
e Paraocasoemaque a =0, edadoque b > 0, tem-se, simultaneamente, que a® =0, a"*1 =0, b >0
e b1 > 0, pelo que
a®<b*"=0<b"=>0< b = gt < pnil
e Paraocasoemque a > 0:
a"<b"sa*"xa<b"Xxa
Por outro lado, como a < b, tem-se b Xa < b"™ X b
Entdo, tem-se:
aAt<bh"=a"xa<b"Xxa<b'"xb=a"l<bh'xa< bl gt < pntl

2. Consideremos os nUmeros —a e —b, simétricos respetivamente de a ede b

Como a<b<0, tem-se 0<—-b< —a

e Paraocasoem que n é par:
0<-b<—a= (de acordo com a propriedade enunciada)
>CEh)"< ()" = (pois n é par)
=>bt<a>=>am" > b"

¢ Paraocasoem que n éimpar:

0<-b<—a= (de acordo com a propriedade enunciada)
>CEh)"< ()" =
> -bX(-D)"l<—ax(—a)"1= (pois, como n é impar, n —1 é par)

> -bxb"l<—agxa* 1=
> —(bxb"H<—(axav 1) >
> -pPt<—a"=>bh">a"=> at < b
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Pag. 14

Descritor 1.4

1.1, (-b)"=(-1xb)*"=(-1)"xb" = (n é par)
=1xb"=b"=aqa
1.2,

Como 0™ = 0 # a, conclui-se que 0 n3o é solugdo da equagdo x™ = a

Seja ¢ uma solucdo positiva da equacdo x™ = a

Mostremos que ¢ tem que seriguala b

Se fosse ¢ > b, seria ¢™ > b™ e, portanto, também se teria ¢™ > a, pelo que ¢ n3o seria solugdo da
equacio x" =a

Se fosse 0 < c < b, seria c™ < b™ e, portanto, também se teria ¢™ < a, pelo que ¢ n3o seria solucdo da
equacio x" =a

Entdo, tem que ser ¢ = b, pelo que estd provado que ndo existe uma solucdo positiva da equacdo x" =a
diferente de b

Seja ¢ uma solucdo negativa da equacdo x" = a

Mostremos que ¢ tem que seriguala —b

Se fosse ¢ < —b, seria c™ > (—b)"™ e, portanto, também se teria ¢ > a, pelo que ¢ ndo seria solugdo da
equacio x" =a

Se fosse —b < c <0, seria ¢" < (—b)" e, portanto, também se teria ¢™ < a, pelo que ¢ ndo seria
solucdo da equagdo x™ =a

Entdo, tem que ser ¢ = —b, pelo que estd provado que ndo existe uma solu¢do negativa da equacdo x" =a
diferente de —b

Pag. 15
Descritor 1.11
11, 5 =52 _5v2
V2 2z 2
a1 NE__NE _vw_yp
2T 24X V3R T 203 T 2x3 T 6
13 4 4x(2-3v7)  _ 8-127 _ 8-12V7 _ 8-12V7 _ 12V7-8
U243V (243V7)x(2-3V7) T 22-(3y7)° 4-63 59 59
14 B _ V(723 V21-2x(v3)" _ V21-2x3 _ V21-6 _ v21-6 _ 6—21
TUV7+2v3 T (V7H2VB)x(V7-2V3) T (v7)’—(2v3)°  7-4x3  7-12 -5 5
15 2-3a _ (-3a)x(Va+2-2va) _ (2-3a)x(Vatz-2va) _ (2-3a)x(Vat2-2va) _
" Vatztzva  (Vatzeva)x(Vatz-2va)  (Va¥z)’-(2va)’ a+2-4a -
— (2—3a)>ig\/a5:;2—2\/a) - W _ 2\/5
16 1 avb-cvd _ avb-cvd _ avb-cVd

avbrevd  (avb+Na)x(avb-cVd)  (ayB) —(cvd)’  a?b-c?d

1.7. De acordo com a férmula da fatorizacdo de A™ — B™, tem-se

(2) -1t =(12-1) (%2 + (¥2) +¥2+1), pelo que

2 2x (DD +vzr)  2x () +(3D) +421) | 2x () +(4D) + 42 )

V2-1 o (Vz-n)((Y2) +(V2) +VEe) (42)*-14 2-1

12

2x ((¥2) +(¥2)" +¥Z+1) =2(¥B+ V2 + ¥Z +1)
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Outro processo:

2 2(V2+1)  2(V2+1) 2(V2+1) 2(V2+1)
VZ-1 (Vz-1)(V2+1) (V2-1)(V2+1) (32’ -1 V2-1
=?gggayzﬂﬁgfﬁﬂ=zma+nw§+n=m=z@@+ﬁ+v7+g
1.8. ! ! = (de acordo com a férmula da fatorizacdo de A™ — B™ e

Bz B(-2)
fazendo A =3/3 e B = —2)

__ eE(Re(e) G 6+ () e s

(En)(Ca) 5 (2)(-2))  (B)'-(-e) D

(9 -6 +3)

Pag. 16
Descritor 2.1
1. Tem-se, para a > 0:

(W)6 = (Wf X (Wf =a?xa?=a* e (W)e =a*
Entdo, como Vaz e Ya* sio ambos positivos e (W)e = (W)6 , tem-se Va? = Va*

2. Tem-se, para a > 0:

!
(V)™ = (V@) = @y = e
' nxm’ '
(n\/am') = (pois %=%<=)nxm’ =n'xm)

n'xm
!

. m
= ()= () = o e
X
Entdo, como Va™ e n\’/am' sdao ambos positivos e (n\/am)nxm, = (n’ am')n " ,
I
tem-se a™ = v am

Pag. 16

Descritor 2.2

1.1. Paraseter x = 81/3, tem que ser x3 = (81/3)3 pelo que x3 =8, donde x = 2,

ouseja 83 =2=1%/8

1.2.1. De igual modo se mostra que, para se ter, para a > 0, x = a'/?, tem que ser x = Va
1.2.2. Tem-se, para a > 0:

x = a'/™ = x™ = (aV/™)" = x™ = a, peloque x éaraizdeindice n de a, ouseja, a/® ="a

1/n 1/m se pode escrever como um quadrado de um ndmero:

1., 12
al/m = g2n™? = (aZn)

Se n forpar, a*/™ = 0 porque a

1
1.3. 82/° =8%G = (8113 = VB2 pois, como se viuem 1.2.1, a'/® = /a
Simplificando, tem-se, ainda: V82 =3/(23)2 =326 =22 =4

1.4.1. De igual modo se mostra que, para a > 0, tem que ser a?/3 = Va?
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14.2. Paraa>0 mneN e n = 2, tem-se:

m 1 1 1
= X= = . . =
ar = a™n = (a™)n = Vam pois, como se viuem 1.2.2, an = Ya

2. A resposta a esta questdo estd apresentada no manual, ao longo do tdpico «Poténcias de expoente racional»
(consultar as pdginas 91 a 94).

Pag. 16
Descritor 2.3
1. Pretende-se determinar, para cada a >0, ovalorde a 4, sendo ¢ =% de modo que a propriedade

aPal = aP*9 se mantenha vélida para todos os racionais p e g
Considerando p = —q na igualdade anterior, tem-se a a9 = a™9t1 =q% =1
1

Portanto, a™? é oinversode a?, ouseja, tem-se a9 = —
ad

Pag. 17
Descritor 2.4

4 3 7
11.asxas = Vaf x Va3 =Vat xa3 = Va’ = a5

4 1 8 5 13
1.2. a5 X az = a0 X a0 = Vad x Va5 = 'Vad x a® = Val3 = quwo

m k  mp  onk p mp-+nik
13. an X apr = aw X aw = Na™P x Wa™k = "Wamp x gtk = "YgmpInk = g

2/3

1.4. (ag) = i/(ag)z = 3\/(%)2 = i/i/W = i/ﬁ = 1W = a%

3 3
1.5. a* x b+ = Va3 x Vb3 = Va3 x b3 = }/(ab)3 = (ab)s
1.6.

21,3 210 0[213
= n:m13 FB =10,4" = 04 =0,4"

510
aé a% Ya*  6fat 6 3 E
1.7. s =G=+=—= =~ =3a3 =as =az
a6 a6 \/E a
Pag. 17

Descritor 2.5
1.1. Tem-se 48 = 2% x 3, pelo que

3V3-2V48 =3V3-2V2*x3=3Y3-2x2xY3=3V3-4V3=-13
1.2. Tem-se 567 = 3* x 7, pelo que

V567 x 33 - = 377 x V37 - L = 3z n7 - L= 3oy - L
=37 — V7 =297

13.(1-v3)" - (2v3-5)" = 1- 23 +3— ((2v3)" - 20v3 +25) =
=4-2v3—-(12-20vV3+25) =4 —-2vV3—12+20V3 - 25 = 18V3 - 33
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1.4.Tem-se 54 =2x 33, 250 =2 x 53 e 16 = 2%, pelo que
5354 — Y250 + V16 =532 x 33 — V2 x 53 + Y24 =5x 32 - 532+ V23 x 2 =
= 1532 - 532 + 2V2 = 1232

1.5. Tem-se 80 = 2% x 5, pelo que
V5 + 23 0=‘{/_+2‘{/24——‘§/_+2><2‘§/_—‘§/_+4‘§/_=5‘§/_

to. o2 0 i - - B

Zﬁx%7§:2%7§:3ﬁ
2 2

12. - 2 f)(z+ﬂ—”r [4- 5)] =

= 6’42:23 — (4— 5) =

1.8. Tem-se, para a € R*:

b 1=1+Y26=1+2=3

N
3 1 ab 31 4 9 2
2 3 23 6 56 4 s 4
a?xa a a a 2 T oY
3 > = 3 +—72 =— +a =a +a
6 s 4 6
a a a
6 2 8

—as+ast’=a+as=a+ Vad®
V2B 13133 = (Y2 1) =23 3B | (V) ~2¥2x141-
=222 2B 23 23 =22 4242 -1 =22 x3x 3 %32 -2 422 - 1=
—§30x 22 —322 1232 —1=3x42? —32? + 232 -1
=332 +232-1=532 -4 -1

2.1. Dado que 774\/5 e 2—\/5 sdo ambos positivos, os dois niumeros sdao iguais se e s6 se 0s seus

guadrados o forem.

2
(V7-43) =(2-V3) ©7-43=4-43+307-4/3=7-43
Portanto, a igualdade é verdadeira.

2.2. Dado que \/9+4\/§ e \/§+2 sdo ambos positivos, os dois numeros sdo iguais se e sé se 0s seus

quadrados o forem.

(\/9+4\/§)2=(\/§+2)2@9+4\/§=5+4\/§+4®9+4\/§=9+4\/§

Portanto a igualdade é verdadeira.
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3.1. Tem-se, para a,b € ZAc € N:
20 +124/5 =a+by/c = 29+12y/5 =a? +2ab\/c+bc

sa? +b2c =29/ 2ab,/c=12/5 =4 +b%c =29 2eb=12Ac=5 =

sa?+5? =9na=Fne=5 =R +52=0ra=F rc=5=
=36+502 — 202 =0 A a=% Ne=5 =b2 =4 A a=%f‘*c=5 =
b=2 b= —2
S(b=2vb=—-2)A a=%="-.c3=5 sSqa=3 v{a=—3
c=235 c=235

—2 —3+/5 n3o é solugdo para o problema pois designa um nimero negativo e 29 + 12+/5 designa um
numero positivo.

A solucdo procurada é a expressdo 2 + 3v/5

3.2. Tem-se, para a,b € ZAc € N:

1&-""'11 —6v2 =a+ by/e = 11— 6v2 =2+ 2aby/e+b%kc =

=al+ble=111 2aby/o= —6y2 = a?+b%e =111 2ab= —6/rc=2 =
sal+WiI=llne=-Fre=2=F+BI=1lne=—-Frec=2=
20942%* 1102 =0na= -2 rc=2a(2=Fvil=1)ra=—-£ ne=2 &
—= (5 =3P up =32 yp=—1vb =1) hae=—2nc=2« (dadoque b L)
b= —1 b=1
sb=—-1vb=1)ra= —%-"-.c=2 =4 a=3 Ve &= —3
c=2 c=72

—3 4+ /2 n3o é solucdo para o problema pois designa um nimero negativo e v 11 — 6v/2 designa um niimero
positivo.

A solucdo procurada é a expressdo 3 — V2

4. De forma andloga ao exercicio 3 se prova que

1465 =3-5 eque y21-8J5=4_1/5

Entdo, tem-se:
J14-65 —\21-845 =3-5-(4-+5)=-1

Estd provado que \/14 — 65 — \/21 — 8v/5 é um ntmero inteiro.

Pig. 18
Descritor 2.5
5.

Q/E =2><2><2><\3/5:2\4/§=2§
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Pag. 18

Descritor 3.1 3
1. A figura ao lado ilustra a situacao descrita. .
Tem-se, de acordo com o teorema de Pitagoras:

2=324+32o2=181=+2%x32c1=3V2

2. Tem-se, de acordo com a figura ao lado: B
AC? =a? +a? © AC? = 2a%® @ AC =2a
Seja h aaltura do tridngulo [ABC]. Tem-se:
-2 2
2, (A _ 572 2, (Y2 \ _ 2
R+ (5) =BC2 e r?+(2a) =(V2a) &

1 3 3
<:)h2=2a2—za2(:>h2=za2(:>h= Ea

Entao:

Area do triangulo [ABC] =

3 V=atea=3V
3.2. Amedida da area da superficie do cubo é igual a 6 vezes a medida da area de cada face do cubo, que é,
nesta caso, a?

3
Acxn _ V2ax \Ea V3a? .
== == unidades quadradas

2

. . , . - 2 35\ 2 2
Portanto, a medida da drea da superficie do cubo é iguala 6 X a* = 6 X (\/7) =6Vs

4.1. Como a medida da area da base, que é um quadrado, é igual a p, a medida do comprimento da aresta da

base do prisma é igual a Vb
Como altura do prisma é igual ao quddruplo da medida do comprimento da aresta da base, a altura do prisma é

igual a 4Vb
1 3
Portanto, a medida do volume, V, do prisma é V = b x 4Vb = 4bbz = 4b2
3 3
42.V=3204b2=32ob:=8cVb3=8cb3=6tob=Vedob=4

5.1. Seja R o raio da esfera e seja a a aresta do cubo. Tem-se a = W e R =%

3
~ a v
Entdo, vem: R=-=—
2 2
W\’
Tt — 4amnvV nv
, 4TR3 2 Az 5 TV
5.2. O volume da esfera é dado por V = s = 3 = = =5 =

6. Seja r o raio da esfera e seja a a aresta do cubo.

4 3[3V i . ‘- . . .
Dadoque V =-mr3, tem-se r = |—, pelo que o didmetro da superficie esférica, ou seja, a diagonal espacial
3 4m

do cubo é dada por 2 X 1/3:‘/
4

Como a diagonal espacial do cubo é igual a V3a, tem-se v3a = 2 x 3/%, pelo que a = % X 3\/%
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7. Tem-se, de acordo com a figura ao lado:

— ! D 2 C
cos(60°) = AE IZEQA_EZQ
22 h 2 \2 \2
— ] o 60°
Portanto, FB=——, pelo que o perimetro do trapézio 4 o o]
2 A E \2 F B
éigual a 2x‘/25+4><\6:\/5+4\5:5\/50m
Por outro lado, tem-se sh(ﬁﬂ“)z% ﬁ < DE= @Qﬁ:—:@
J2 J_ 2 2
Portanto, a area do trapézio é igual a
vz
TEATE 2XEE2 ) +V2
AB+DCxDE=< 2 ) Xﬁziﬁx\/j:wﬁ:sxzxﬁ:ﬂ m?
2 2 2 2 4 4 2
8.1. Tem-se:
(1-+3 ) 2(1-43)-2=1-23+3-2+23-2=0 e
(1+\/_) (1 \/5) 2= 1+2\/_+3 2— 2\/_ 2=0, pelo que ambos os nimeros sdo raizes da equagao.
6
8.2. Tem-se: 2(&‘/5) \/_( ) 5-2x5 545 5-10 5 s x g5 =5 x5 -5 ¢5° =5 5-0
e
o5\ o5\ 5 6 -%/s3 5 %/53x53
_ _°12) 5 —_2_¢7c3 g =2 YoTXsT
2( ) \/§<\/; 5=2(2 \/§< 4> 5=3 \/5_<%_) 5 =5+ g5

5 5.5
i+ 7*
2 s T 2 2

—5=0, pelo que ambos os nimeros sao raizes da equacao.

9. Tem-se,para x >0, y >0 An € N\{1}:

21:/_\/——2\/_@2\/_\/——2\/_>< xy? @2\/_\/— ri/x_ \/_ = Yxy? o
\xy?

6\/_6 6 [x3y2
‘/_ =Yxy? e |22 =1 xy? o Yxy? = Yxy?
Ora, tem-se /xy2 = ,/xy , independentemente dos valoresde x ede y, seesése n =6

Pag. 19

Descritor 4.2

1.1. Tem-se: A(x) xB(x) = (x* +3x*=2)(4x —x+ 1) =4 —x" + x> + 12X’ - 3x* + 3> - 8x° + 2x — 2 =

=4+ 12X -8 =X =23+ 3¢ + 2x =2

O grau do polindmio A(x) X B(x) é 8

1.2. AX)xB(x) = (X" + 3 =2)(Ax" = x+ 1) = 4x" " = X" 4 X"+ 12X 2= 3x3 + 37 = 8x" + 2x = 2

Comon>2e m>1, tem-se n+m>n+1 e n+m>m+2, pelo que o polindmio A(x) x B(x) tem
grau n+m, ou seja, asoma dos graus de A(x) e de B(x)
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2. O polinédmio A(x) tem n + 1 parcelas e o polinémio B(x) tem m + 1 parcelas. Apds uma primeira aplicagao
da propriedade distributiva, irdo aparecer, por isso, (n+ 1) x (m + 1) parcelas da forma a;x* x bjxj , cada
uma delas com grau i + j

O maior valor que i +j toma éoqueseobtémpara i=n e j =m, ouseja, n+m

Logo, o grau do polindmio A(x) X B(x) é n+m

Pag. 19
Descritor 4.5
1. Tem-se:
a b c d
1 a a+b a+b+c
| a a+b a+b+c|a+b+c+d=R

Vamos, entdo, verificar que os polinédmios

Q(x)=ax?*+(a+b)x+(a+b+c) e R=a+b+c+d

sdo, de facto, o quociente e o resto da divisdo inteira de A(x) por x—1, mostrando que se tem
Qx)X(x—1)+R =A(x)

Tem-se:

[ax2+ [:a+ b)x+ [:a+b+c)][x—1]+[:a+b+c+d)=
:[ax3+ [:a+ b)x2+ [a+b+c)x}—[ax2+ [:a+b)x+ [:a+b+c)]+[a+b+ c+d)=
=axX’+ (a+b)x’+ (a+b+c)x—ax’—ax—bx—a-b-c+a+b+c+d=
=axX’+ bx’+ (a+b+c)x—ax—bx+d=

=ax’+ bx’ +cx+d
Esta provado.

2. Tem-se:
b b1 br_> .. by bo
a agm-1 agdm-»> aq, aqo
| Gn-1=bm  Gn2=bn 1+0Gn1 Gns=bp2+0Gn> .. Go=bi+aq: | bo+age=R

Vamos, entdo, verificar que os polinédmios

QX) = G- G X" TP i v gy e R = by + aqo

sdo, de fato, o quociente e o resto da divisdo inteira de B(x) por x — a , mostrando que se tem
Qx)X(x—a)+ R =B(x)
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Tem-se:

[qm_lxm'1+q Xy L +q1x1+qu][x—a}+['bu+aqu)=

m- 2
m m-1 z m- 1 m- 2 1 ’ s
=q,_,X"+q_ X + ..+qXx +qx-aq X" '—aq_ X ~— ..-agXx ;mfu +bﬂ+9@{u =
m m=-1 2 m- 1 m- 2 1
=b x"+q_x"+ ..+qXx +qx-aq_ X -—ag X "— ..-agXx +b =
_ m m-1 2 m- 2 1 _
=b x"+(q,_,—aq, ,)x "+ ..+qX +qXx-aq_,X ~— ..-aqx +hb=
_ m m-1 2 _ m-2 _ 1 -
=b x"+b_ X"+ ... +qXx +qXx-aq X . -aq X +b
=b x"+b_ x"'+ ... +bx+b Esta provado.

Pag. 19
Descritor 4.11
1. Vamos utilizar a regra de Ruffini para determinar a ordem de multiplicidade da raiz 1:

1 -1 -6 12 -13 13 -6
1 1 0 -6 6 -7 6

1 0 -6 6 -7 6 0
1 1 1 -5 1 -6

1 1 -5 1 -6 0
1 1 2 -3 -2

1 2 -3 -2 -8

Concluimos que 1 tem multiplicidade 2 e que A(x) = (x — 1)?(x* + x3 - 5x% + x — 6)

Vamos utilizar a regra de Ruffini para determinar a ordem de multiplicidade da raiz 2:

1 1 -5 1 -6
2 2 6 2 6

1 3 1 3 0
2 2 10 22

1 5 11 25

Concluimos que 2 tem multiplicidade 1 e que A(x) = (x — 1)?(x — 2)(x3 + 3x2 + x + 3)
Vamos utilizar a regra de Ruffini para determinar a ordem de multiplicidade da raiz -3 :

1 3 1 3
-3 -3 0 -3

1 0 1 0
-3 -3 9

1 -3 10

Concluimos que —3 tem multiplicidade 1 e que A(x) = (x — 1)?(x — 2)(x + 3)(x? + 1)
Como o polinémio x? + 1 n3o tem raizes, concluimos que B(x) =x?+1, m=2, n=1ep=1
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2.1. Como x; tem multiplicidade 2, x, tem multiplicidade 3, o polindmio tem grau 7 e a soma das multiplicidades

é inferior ou igual ao grau do polinémio, entdo x; tem multiplicidade inferior ou igual a 2.

2.2. Se x; tivesse multiplicidade 1, entdo ter-se-ia A(x) = (x — x1)%(x — x2)*(x =x3) Q(x) , em que, como o polinémio

A(x) tem grau 7, Q(x) teria que ser um polinédmio de grau 1 cujo zero seria diferente de x;, de x, e de x;.

Entdo, o polindmio A(x) teria uma raiz diferente de x;, de x, ede x;

Portanto, x; tem multiplicidade 2.

3. A resposta a esta questdo estd apresentada no manual, ao longo do tdpico «Fatoriza¢io de polindmios»

(consultar as pdginas 112 a 117).

X +2

Pag. 19
Descritor 5.1
1.
x o+ 3 - 2 - 4x* - 3
-X - 2%°
0 +  3x* a* - 4> + 0 -3
- 3x* - 6x>
0 4> - 10X o - 3
ax® 8x
0 - 108 + 8x - 3
+ 10X 20
0 + 8 + 17

X+ 3x*—4x-10

O quociente é o polinémio x> + 3x*—4x—10 e o resto é o polinémio 8x + 17

Pag. 20
Descritor 5.1
2.1.
2 -4 0 -3
-2 -4 16 -32
| 2 -8 16 -35

Entdo, o quociente é
2.2.

2 -4 0 -3
0 0 0 0
\ 2 -4 0 -3

Entdo, o quociente é 2x*—4x eoresto é —3
2.3. B(x)=3x—6=3(x—-2)
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Vamos dividir o polinédmio A(x) por x—2

Ent3o, o quociente e o resto da divisio de A(x) por x — 2 sdo, respetivamente, 2x?> e -3, pelo que o
2

quociente e o resto da divisdo de A(x) por 3(x—2) sdo, respetivamente, 2% e -3
1
2.4. B(x) =2x+1=2(x+5j

Vamos dividir o polinémio A(x) por x +%

2 -4 0 -3
1 5 5
B -1 2 7
5 17
2 - 2 | e

~ . R 1 .
Entdo, o quociente e o resto da divisdo de A(x) por x + > sdo, respetivamente,

5 17 . s 1\ . .
2x% —5x + S e~ pelo que o quociente e o resto da divisdo de A(x) por 2 (x + E) sao, respetivamente,

5 s 17
x?—2x+>e ——
27 T 4

25. B(x)=x"—1=(x—1)(x+1)

2 -4 0 -3
-1 -2 6 -6
2 -6 6 -9
1 2 -4
2 -4 2

Entdo, tem-se:

AlX) = (x+1)(2* —6x+6)—9 = (x+ 1)[(x—1)(2x—4) + 2] -9 =

=(x+1)(x—1)(2x—4) +2(x+1) -9 = (x*-1)(2x—4) + (2x - 7)

Ent3o, o quociente e o resto da divisido de A(x) por x? — 1 sdo, respetivamente, 2x—4 e 2x—7

3. B(x) =0ex+1l1=0sx=-1
Entdo, de acordo com o teorema do resto, o resto da divisdo inteira de A(x) por B(x) éiguala A(—1)
Tem-se: A(-1) = (-1D)*-3x(-1)*+2%x(-1)—-3=1+3-2-3=-1

4.Tem-se P(x)=alx+4)(x+1) (x—%) (x—3),a#0 e P(-2)=1
P(—2)=1@a(—2+4)(—2+1)(—2—%)(—2—3)=1<:>—25a=1<:>a=—%

= 1 1 + 3x3  12x? | 13 6
Entdo, P(x)=—E(x+4)(x+1)(x—5)(x—3)=—%—%+ 2356 +5_:_E
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5.Tem-se 2x—7 =2 (x - %) pelo que o polinémio P(x) também é divisivel por x —%

Tem-se, entdo P(x) = (2x% — 6x + 4) (x - %)

Vejamos se o polinémio 2x? — 6x + 4 tem raizes:
6+\/36—4x2x4 6+2
—_— s x=

2x° —6x+4=0x = -
2%2 4

Sx=1vx=2
Entao, tem-se:

As raizes de P(x) sdo %, le2ePlx)= Z(x—%) x-—1Dx-2)

6.

{P(1)=0 @{2+a+b—1=0

P(-1) = -10 2(-1)3+a(-1)?+b(-1)—-1=-10

24+a+b—-1=0 — 2—7+b+b—-1=0 2b=6 b=3
{—2+a—b—1=—10‘:’{a=—7+b‘:’{_ ‘:’{ ‘I’{a:_z}
Portanto, a = —4 e b =3

7. 0 polinémio P(x) =x"+a" é divisivel por x+a seesése P(—a)=0
Para n impar, tem-se: P(—a)=(—a)*"+a"=—-a"+a" =0
Esta provado.

8.1. Note-se que, paratodoo n € N, 2n épare 2n+1 éimpar.

Entdo, para a > 0, tem-se:

Pla)=a""'-ad"—a+1 e P(-a) = (-a)" "' = (-a)"" = (-a) + 1==a"""'—a"" +a + 1

peloque P(a)+ P(—a)=a*"* ' - M+ _ gy g+ 1=-2a""+2

8.2,

s -DEM-DE"+D) = -D[EM?*-1]=x-DE"-1) =
=x2Ml —x — x4 1 =42 —x2" — x + 1 = P(x)

e P =0-DA"-1D(A"*"4+1)=0%x0x2=0, peloque 1 ézerode P

e P =(-1- (D"~ D(-D"+ 1D = -2 x [(-D2 ~1] = —2x [1 - 1] =
=—-2X0=0, peloque —1 ézerode P

a"-a+1-a

e Para determinarmos a multiplicidade de 1, comecemos por notar que 1 é raizde x™ —1 e que se tem
x"—1=(x—-DE" T+ x" 2+ +x2+x+1)

Entdo, P(x) = (x - D" -1 +1) =

=(x—DEx-DE" T +x" 2+ 4+ x24+x+ D"+ 1) =

= =12 T4+ x" 2+ X2+ x+ DM+ 1)

Entdo, como (x" 1+ x" 2+ +x2+x+1)(x"+1) ndo é divisivel por (x —1) , concluimos que a

multiplicidade de 1 é 2
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Pag. 20

Descritores 5.2 e 5.3

1.1. A(1)=1>+3x1°-4=1+3-4=0
1.2. Tem-se

\ 1 4 4 0

Tem-se, entdo A(x) = (x —1)(x? + 4x +4) = (x — 1)(x + 2)? easraizesde A(x) sdo —2 e 1
1.3. Tem-se o seguinte quadro de variagao de sinal.

X | —oo =2 1 +o00
x—1 - |- - 0
(x +2)? + 0 + + +
A(x) - 0 - 0 +
Entdo, tem-se: Ax) <0 x €] — o, 1[\{-2}

1.4. B(x) = x* — 5x3 + 6x? = x?(x? — 5x + 6)
Bx)=0ox*(x?-5x+6) =0 x>=0Vx?-5x+6=02x=0vx=2vx=3
Entdo, B(x) = x2(x — 2)(x — 3) , pelo que se tem o seguinte quadro de variagdo de sinal.

X | —oo 0 3 +o0
X + 0 + + + + +
x=3 - - - - - 0 +
x—2 - - - 0 + + +
B(x) + 0 + 0 - 0 +
Entdo, tem-se: B(x)>0& x €] —0,0[U]0,2[ U ]3,+0]

2.1.
x*—13x2 436 =0 = yz —13y+36=0y= 13+1/169-4X1x36
(y=x?%) 2x1

2.2.y=4Vy=9g=2;x2=4Vx2=9=>x=—2Vx=2Vx=—3Vx=3
y=x

©Sy=4vy=9

26+V676—4X1X25
_— @

4 _ 2 — 2 _ — —
3. x* —26x +25—OE=23y 26y+25=0y= o

y=x

@y=1Vy=252=23x2=1Vx2=25<:)x=—1Vx=1Vx=—5Vx=5
y=x
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4. O polinédmio B(x) pode ter um dos seguintes quadros de varia¢3o de sinal:

X | —oo 2 +o00
B(x) - 0 +
ou
X | —oo b 2 +o00
B(x) - 0 - 0 +

em que b é uma raiz dupla menor do que 2
4.1. Tem-se o seguinte quadro de variagado de sinal.

x | —oo 2 Z 400
3
B(x) o/-1] 0 + + +
3x — 7 - |- - 0| +
(3x — 7)B(x) o/+ | 0 - 0 +
Entdo, tem-se: Bx—-7)Bx) 0o xE€ [2, g] Uf{x <2:B(x) =0}
4.2. Tem-se —x?> —1=—(x?+1), peloque —x? — 1 é sempre negativo.
Tem-se o seguinte quadro de varia¢do de sinal.
X | —o0 2 +0oo
—1—x2 N R
B(x) o/-| 0 +
(-1 -x?)B(x) o/+| 0 | -
Ent3o, tem-se: (-1—-x®»)B(x) >0 x €] —,2[\{x <2:B(x) =0}

4.3. Tem-se: x> —-5x+6=0©x=2Vvx =3
Entdo, (x? —5x + 6)B(x) = (x — 2)(x — 3)B(x) , pelo que se tem o seguinte quadro de variacio de sinal.

X | —o0 2 3 +oo
x—3 - - - 0 +
x—2 - 0 + + +
B(x) 0/~ 0 n T o+
(x? = 5x + 6)B(x) o/~| 0 - 0 +

Entdo, tem-se: (x? —5x + 6)B(x) <0 © x €]2,3[U] — o, 2[\{x < 2 : B(x) = 0}
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Tema 3 | Geometria Analitica

Pag. 21
Descritor 1.2
1.1.
y
Bl 1
41 |O 3 x
2 A

1.2. AB> = 13- (-D|?+|-2—-1|? ® AB*> =16+ 9 & AB? = 25, peloque AB =5

2. A figura ao lado pretende ilustrar a situagdo

descrita ao longo do item. Y

2.1. dy = |by — Bf WPt

22. dy = |by — ay| d,

2.3. AB? = (d,)? + (d,)?, pelo que A JAlag,a)
4B = ()2 + (d;)? Z |

Ora, tem-se: O B A x
(d)? = (Iby — a1 )? = by — a3 | = (by — @,)? “

e

(dz)z = (|b, — a2|)2 = |b, — az|2 = (by — az)z , pelo que AB = \/(b1 - a1)2 + (by — az)z

3. Sejam A e B dois quaisquer pontos num plano onde esta instalado um referencial o0.n. xOy ; suponhamos

que A(aq,a,) e B(by,by).

Seja € um dos pontos que determinam, com A e B, um triangulo retangulo de hipotenusa [AB] e catetos

paralelos aos eixos do referencial.

B(by, by)
>

A(ﬂl’ ag) |()| - J]|
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Tem-se Ez = RZ +§2

Como os pontos A e C( tem ordenadas iguais, e como os pontos B
tem-se AC = |b1—a1| e CB= |b2—a2|.

Entdo:

—2 —2 —2
AB = AC + CB = |b1—a1|2 + |b2—a2|2

Portanto, AB = \/|b1— a1|2 + |b2—a2|2 = \/(bl—al)z + (bz—az)z

Pag. 21
Descritor 1.3
2b a+b

2 2

e MB- ‘b—ﬂ

1. Tem-se W =

2

a+b_
2

pelo que se conclui que AM = MB

atb -2a |b-a
T —
2 2| | 2|

2.1. d(A,B) = |b —q|

e

C

b—a
2

tém abcissas iguais,

2.2. A medida da distancia entre A e M é igual a metade da medida da distdncia entre A e B, sendo,

portanto, dada por —— 1b=al
b— b— 2 b
23. Se b > a,aabcissade M ¢édadapor a+| al = gq+—=—+—
2 beod 2 2 2
b— -b 2b b
Se b < a, aabcissade M é dada por b+I al = b+7 —+7—L
2 pa0 2 2 2 2

a+tb

A abcissa de M é, entdo, dada por

Pag. 21
Descritor 1.4

1.1. Aordenadade D éigual aordenadade A ede C
1+4 5

A abcissade D éiguala - =3

As coordenadas de D sdo (;,1)

Sl
Sl

1.2. Tem-se, de acordo com o teorema de Tales,
Ora:

AM  AD AM 1 — 4B
=== ==-9AM =—, peloque M
AB  AC 4B 2 2

é 0 ponto médio do segmento de reta [AB]

atb

2

. . . . .5
A abcissade M éigual a abcissade D, ou seja, 3

1.3. De modo analogo se mostra que a ordenada de M é a média aritmética das ordenadas de A ede B

1+6 7

Aordenadade M éigual a —~ =3
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Pag. 22
Descritor 1.4

A'M' AM
2.1. Tem-se, de acordo com o teorema de Tales, = a5
Ora:
A'M' AM A'M' 1 TRAT A'B’ I /g Ipr
il Uit A'M' = — pelo que M’ é o ponto médio do segmento de reta [A'B’]

De modo analogo se mostra que M'' é o ponto médio do segmento de reta [A"'B"']
2.2. A abcissade M é igual a abcissa de M’ , ou seja, a média aritmética das abcissas de A" ede B', ea

ordenadade M éigual a ordenada de M'', ou seja, a média aritmética das ordenadas de A" e de B"

- ~ a;+b; a,+b
Ent3o, as coordenadas de M s3o (%,%)

Pag. 22
Descritor 1.9
1.1. Os triangulos [OPF,] e [OPF,] s&o dois tridngulos retdngulos em que os catetos de um sdo iguais aos
catetos do outro, pelo que as suas hipotenusas sdo iguais.
12. FFP+FP=2a o FP+FP=2a©2FP=2a©FP=a
2 2 _ 2 2 2 _ 12 s OP2 — 2 2 P = /a2 2
1.3. OP* +OF, =F,P* © 0OP*+c*=a*“ & 0P* =a“—c* peloque OP =Va*—c

2.1. Tem-se AB = 2c
A mediatriz de [AB] é a reuni3o de duas semirretas com origem no ponto médio de [AB] e constituidas, cada
uma delas, pelos pontos equidistantes de A e de B pertencentes a cada um dos semiplanos de fronteira AB
Ora, para a > c, existe, em cada uma dessas semirretas, um Unico ponto cuja distdanciaa A ea B éiguala a.
Esse é o ponto dessa semirreta que pertence a elipse de focos A e B e eixo maior igual a 2a, pelo que a
mediatriz de [AB] interseta a elipse em dois pontos, um em cada um dos semiplanos anteriores.

A mediatriz de [AB] contém o ponto médio de [AB], que é o centro da elipse por ser, igualmente, o ponto
médio do eixo maior.

2.2. Tem-se 0A? + 0C? = AC?

Ora

0A>+0C*=AC* o c?+b?=a’ e

& b2 =a?—c?, peloque b =Va? —¢2

Pag. 22
Descritor 1.10
1.1. A expressio ./(x +4)%+y?2 é a que da, para cada ponto P(x,y), o valor de PF, e a expressdo

J(x —4)2 + y2 éaque da, para cada ponto P(x,y), ovalorde PF,

Entdo, tem que ser d = 2a
1.2 J(x+4)2+y2+/(x—4)?2+y2 =10

S Jx+4)2+y?2=10—/(x—4)?+y’ &

(tem-se, para cada ponto P(x,y) pertencente a elipse, PF, <2a , pelo que, neste caso,

se tem sempre 10 —/(x —4)2 + y? > 0 pois /(x —4)? +y%2 < 10)
2 2
=3 (,/(x + 4)? +y2) = (10 —(x—4)?2 +y2) =3
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S (x+4)2+y2=100-20/(x — 42 +y2+ (x —4)’ +y* o

©x2+8x+16— (x2—8x+16) —100 = —20/(x —4)? +y? &

S 16x — 100 = 20/ (x —4)? + y2 © 100 — 16x = 20,/ (x —4)? +y? &

& 5-— 4?x = \/(XTZ-}-}IZ = (como se tem sempre x < 5 , tem-se sempre 5 —%x >0)

16x2

@(5—4—) _(x—4)2+y ©25-Br+ =22 -8r+16+y? &

PN S S W L |
25 y? = 25 9
1.3. A; e A, sdo os pontos da elipse que tém ordenada nula.

xt 0 x*
+—=1e"—=1ox*=25cx=15, peloquesetem A (-5,0) e 50
%tg 5 pelo q (-5,0) e A(5,0)

B; e B, sdo os pontos da elipse que tém abcissa nula.

LYY

2 ?—IQ?—IQJJ =9< y=13, peloquesetem B (0,-3) e B,(0,3)

Logo, 2b =B;B, =6

1.4. Tem-se, neste exemplo, a =5, b=3 e c = %FlFZ =4

Entdo, b = Va2 —c?2 © 3 =v5%2 - 42 & 3 =+/25— 16, que é uma proposicio verdadeira.

2.1. A expressdo +/(x +c)2+y2? é a que d4, para cada ponto P(x,y), o valor de PF, e a expressdo
J(x —c)? +y? éaqueds, paracada ponto P(x,y), ovalorde PF,

Entdo, a condigdo /(x + ¢)2 + y2 +/(x — ¢)2 + y2 = 2a define o lugar geométrico dos pontos do plano para

0s quais a soma das distancias aos pontos F; e F, éigual a 2a, ou seja, a elipse de focos F; e F, e eixo
maior igual a 2a

22. J(x+0)2+y2+,/(x—c)2+y2=2a&

eJx+c)i+y?=2a-(x—c)i+y?e

(tem-se, para cada ponto P(x,y) pertencente a elipse, PF, <2a , pelo que, neste caso,

se tem sempre Za—\/WZ-I-y2 >0)

o (Jar 2 +y?) = (20— JG-a7+77) &
e+ +y?=4a>—4a/(x— )2 +y2+ (x—c)’ +y’ o
e x%+2cx+c?— (% —2cx +c?) —4a® = —4a/(x — )2 +yt &
© 4ex —4a? = —4a(x — )2+ y2 © 4a? — 4cx = 4aJ(x — D)2 +y2 &
S a— C— = \/m =4 (como se tem sempre x < a , tem-se sempre a —% >0)

(a——) =(x—-c)il+y’te 2x2=x2—20x+cz+y2<:)
e ez,
2.3. Tem-se b=m pelo que a? —c? = b2

2

2
~ ~ , . X
Entdo, a equagao da alinea anterior toma a forma s + Z—z =1

—-cte =1

aZ_CZ
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Descritores 1.11 e 1.12

Atividade |

a. P(1,7) pertencea A pois 7>2x1+1 e Q(2,6) pertencea A pois 6 >2%x2+1

Areta PQ tem como vetor diretor, por exemplo, P—Q) =Q—-P=(26)—(1,7)=(1,-1), pelo que o declive
de PQ éiguala —1

Entdo, a equagdo reduzida dareta PQ édaforma y=—x+b>

Como o ponto de coordenadas (1,7) pertence areta,vem 7 =—1+b peloque b =8

Entdo, a equagdo reduzidade PQ é y=—x+8

o s
y=2x+1 —x+8=2x+1 x=1 _

17
y=—-x+8 y=-x+8 y=-x+38 y=<
{ = ;

3 X=3

O ponto de interse¢do das duas retas tem coordenadas (g,g)

Este ponto ndo pertence ao segmento de reta [PQ] porque todos os pontos deste segmento tém abcissa
compreendida entre 1 e 2 (que sdo as abcissas dos extremos do segmento) e g > 2

b. R(3,1) pertencea B pois 1 <2x3+1

Areta PR tem como vetor diretor, por exemplo, PR =R — P = (3,1) — (1,7) = (2,—6), pelo que o declive de

PR éiguala —3
Entdo, a equagdo reduzida dareta PR édaforma y =—-3x+b
Como o ponto de coordenadas (1,7) pertence areta,vem 7 =—-3 X1+ b peloque b =10

Entdo, a equagdo reduzidade PR é y = —3x + 10

y=2x+1 3x+10=2x+1 2 g

23

= __ y=-3x+10 (y=2
{y 3x+10c>{y 3x 410 @{ -, E
x—5 E

. ~ 9 23
O ponto de intersecdo das duas retas tem coordenadas (E’?)

Este ponto pertence ao segmento de reta [PR] porque pertence a reta PR e tem abcissa compreendida entre
1 e 3 (que sdo as abcissas dos extremos do segmento).

c.

e Admitamosque P € Ae P, €A, com y; <y,

Seja P(a,y) um ponto qualquer do segmento [P;P,]. Tem-se y; <y <y,

Se P € A entdo y; > 2a+1, peloquesetem y >y; >2a+1

Entdo, para qualquer ponto P(a,y) do segmento [P,P,] ndosetem y =2a+1 , pelo que o segmento de
reta [P;P,] ndointersetaareta r

A demonstragdo é idéntica paraocasoemque P, E Be P, EB

e Admitamos que P, €A e P, €EB . Tem-se, entdo, y; >2a+1 e y,<2a+1, pelo que existe y
compreendido entre y; e y, paraoqualsetem y=2a+1

Entdo, existe um ponto P(a,y) do segmento [P,P,] que pertence areta r

As coordenadas desse ponto sdo (a,2a + 1)

A demonstragdo é idénticaparaocasoemque P, EBe P, €A
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d;. Sendo P;(x1,y1) e Py(x3,y,) , entdo a reta P;P, tem como vetor diretor, por exemplo,
Ple :PZ_Pl :(Xz_xﬂyz_yl)

Entdo, uma equagdo vetorial do segmento de reta [P, P,] é

x=x1 +s(, —x1)
y=y1+s@2 -y’
tel01] e

(x,y) = (x1,y1) + s(x2 — x1,y, —¥1) que é equivalente a { s €[0,1]

x =x1 +txy, —txg

p {x=x1+t(x2—x1)
® y=y1+ty; —ty;’

y =(y1 +)t()’2 -y’
x=0-t)x; +tx;
b= oy, oy, £ €100
Queremos demonstrar quese P;(x;,v1) €EA e P,(x,,y,) €A, entdo P(x,y) €A
Ora, LFEAS Yy, >2x+1ePpEAS Yy, >2x,+1
Tem-se:
y=0A-t)y, +ty, > (pois y1 >2x1+1 e y, > 2x, + 1)
>SA-0)Qx +1D)+t(2xy,+1) =
=2x1+1—2tx; —t+2tx, +t =2x; + 1 —2tx; + 2tx, = 2(xy —tx; +txy) + 1 =
=2[(1—t)x; +txy]+1=2x+1
Estd provado que,se P, €A e P, €A, entdo y > 2x+ 1 peloque P(x,y) €A

t €[01] @{

Entdo, se qualquer ponto do segmento de reta [P;P,] pertencea A, osegmento ndo interseta r
X = x1
ds. P1(x1:}’1)€14(5?0)'{y=y1 >2x1+1=>y>2x+1

x=x2
Pz(xz:)’z)EA(S?;{y:yz<2x2+1=y<2x+1

E existe um valorde s €]0,1[ paraoqualsetem y =2x+1
A esse valor corresponde o ponto P(x,y) dosegmento [P,P,] que pertence areta r

Determinemos o valor de s correspondente ao ponto de intersecao:

x=x1+5(xy —x1) x=x1+5s(x; —xq1) x=x1+5(xy —x1)
y=yntsr—yDey y=nt+s-y) & y=y+ts@z-y1) &
y=2x+1 y=2[x1+s(x, —x)]+1 Y =2x1 + 25x, — 25x1 + 1

x=x1+5s(xy —x1)
S 42x1 +25x5 — 251+ 1=y, + sy, —sy; ©
Yy =2x, +2sx, —2sx; +1
X =x1+5(x; —xq1)
& 25%x, —25x1 — Sy, +sy; = —2x1+y; -1
Yy =2x, +2sx, —2sx; +1
X =x1+5(xy —x1)

x=x1+5s(x, —x1) Pty
2%, 4y,

©9s(2x; =2 — Y, t Y1) =2+ -1 & (S =

2X,—2x1—Y,t+y
Yy =2xy+25x, —2sx1 +1 Y

Yy =2x,+2sx, —2sx; +1
—le‘l'yl—l _ le—y1+1

O valor de s procurado é =
2X3=2X1=Y2tY1  2X1—2X2=Y11Y2

e. Os conjuntos A e B sdo os conjuntos dos pontos do plano tais que quaisquer dois pontos de um desses
conjuntos sao extremos de um segmento que ndo interseta a reta r e quaisquer dois pontos, um em cada um
dos dois conjuntos, sdao extremos de um segmento que interseta a reta r, ou seja, sdao os dois semiplanos
abertos cuja fronteira é a reta r
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Atividade Il

a. Admitamos que P(x1,y1) €A e Q(xy,y,) EA, com x; < Xy

Seja P(x,y) um ponto qualquer do segmento [PQ]. Tem-se x; < x < X,

Como P € A entdo x; >c, peloquesetem y>x; >c¢

Entdo, para qualquer ponto M(x,y) do segmento [PQ] ndosetem x = ¢ , pelo que o segmento de reta [PQ]
nao intersetaareta r

A demonstracdo é idéntica paraocasoemque PEB e Q €B

b. Dado que R(xy,y,) €EA e S(x,,y,) EB, tem-se, x; >c e x, <c , pelo que existe x compreendido
entre x; e x, paraoqualsetem x =c

Entdo, existe um ponto M(x,y) do segmento [RS] que pertence areta r

c. Os conjuntos A e B sdo os conjuntos dos pontos do plano tais que quaisquer dois pontos de um desses
conjuntos sdao extremos de um segmento que ndo interseta a reta r e quaisquer dois pontos, um em cada um
dos dois conjuntos, sdo extremos de um segmento que interseta a reta r , ou seja, sdo os dois semiplanos
abertos cuja fronteira é areta r

Pag. 26

Descritor 1.13

11. d =CP =./(x —a)2 + (y — b)?

1.2. P pertence a parte interna da circunferénciaseesé se CP <r

Tem-se (P<reJx—-a?2+@-b?i<re (x-a)?+y-b?<r?

1.3. Ocirculo de centro C(a,b) e raio r é areunido da circunferéncia de centro C(a,b) e raio r com a parte

interna desta circunferéncia, pelo que é definido pela condigao
(x—a)+@y-b)?=r>v x—a)*+(y-b)2<r?

ou seja
(x—a)?+(y—-b)?<r?
Pag. 26
Descritor 2.1
1.1. 1.2, 1.3. 1.4.
T 7 y y ' y
VY =4X y
N O x O ¢2 x e} 3 X
1 x -2 y=-2 '
s 12 NP : -
; _44 x=3
1.5.
N
O 1 x
y==2 | .
-2 r"-
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17.2x —y<4Ax>—-4A2—-y>0& 1-8-xy<0=>{ngv{x§8
Sy>2x—4Ax> 4Ny <2 y y
yz l,' y
_4: O ,"; x
Jy=2x-4 0 2

4-‘1 ]

1.10. x2—4y2>0<:)(x—2y)(x+2y)>0<:>{

X X
y<s >
@{ Zv{ z

X
y>—-5 W<—3

x—2y>0 {x—2y<0
x+2y>0" (x+2y<0

-1 x
y=g

21.Tem-se (x+2)2+y?2=2o[x—(-2)]?+(@y—0)?= \/72 , pelo que a condigdo define a circunferéncia
de centro (=2, 0) eraio /2

2.2. A condigdo define o circulo de centro (1, —3) eraio 1

2.3. Tem-se

x24+y2+5x+8y =275 (x> +5x)+ (y> +8y) =275 ©

& (x2 + 5x + (2)2) + (2 +8y+42) =275+ (2)2 +42 &

52 25 52 x .
o (x + E) +(y+4?=275+2 116 (x + E) +(y+4)?=25, pelo que a condigdo define a
circunferéncia de centro (—;,—4) eraio 5
2.4. Tem-se
4x% 4+ 4y% +12x + 8y = 11<:>x2+y2+3x+2y=%<:>(x2+3x)+(y2+2y)=%<:>
(:(x2+3x+(%)2)+(y2+2y+1) =%+(§)2+1@

32 11, 9 32 _— : , A
o (x + E) +(y+1)?= S tot 1le (x +E) + (y + 1)2 = 6, pelo que a condicdo define a circunferéncia
de centro (—%,—1) e raio V6

2 2 2 2
2.5. Tem-se E+y—:l<:>x—+y—:l,

4 3 27
referencial, com semieixo maior igual a 3 e semieixo menor igual a 2

pelo que a condicdo define a elipse com centro na origem do
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16y2

] 2 2 _ 5x° Ly Ly o
2.6. Tem-se 5x“ +16y° =80 & + —1@16+ - —14:)42+\/§2—1, pelo que a condicdo define a

80 80

elipse com centro na origem do referencial, com semieixo maior igual a 4 e semieixo menor igual a /5
9x? = 4y? x? 2 x? 2 - .
2.7. Tem-se 9x2% + 4y? = 36 @§+% =l T+% =1 @2—2+§—2 =1, pelo que a condigao define a

elipse com centro na origem do referencial, com semieixo maior, paralelo ao eixo das ordenadas, iguala 3 e
semieixo menor, paralelo ao eixo das abcissas, igual a 2

2.8. A condigdo define a coroa circular limitada pela circunferéncia de centro no ponto de coordenadas
(3,—1) eraio 1 e pela circunferéncia com o mesmo centro e raio 2 .
2.9. Tal como ilustrado na figura ao lado, a condigdao ’
define a intersecdo do interior da circunferéncia de

centro no ponto de coordenadas (—3,0) eraio 2 com

4
ol
K

o exterior da circunferéncia de centro no ponto de
coordenadas (—2,0) eraio 1

2.10.Tem-se (x +2)2+y? <4A|x|<3 &
©(x+2)2+y2<4A-3<x<3, pelo que, tal ;
como ilustrado na figura na lado, a condicdo define a x=3

intersecdo do interior da circunferéncia de centro no

ponto de coordenadas (—2,0) eraio 2 com a por¢do
de plano estritamente compreendida entre a reta de

equacdo x = —3 e aretadeequagdo x =3

3.1. Mediatriz do segmento de reta cujos extremos sdo os pontos de coordenadas (—3,5) e (1,1) .
E definida pela equagdo (x +3)?+ (y —5)? = (x — 1)? + (y — 1)?

3.2. Circulo de centro no ponto de coordenadas (2,—3) e raio 4 . E definido pela inequagio
(x—2)%+(y+3)? <4?

3.3. O conjunto é definido pela equagdo /(x + 5)2 + (y — 4)2 = 2,/(x — 1)2 + (y — 4)?

Tem-se:

JaE+5)2+ @ -4)2=2/(x-1)2+(@y-4)? o

©(x+52%+(@—-4)?=4x-1)?+4(y-4)? o
©x2+10x+25+y2—8y+16=4x>—-8x+4+4y2 —32y + 64 &
©3x2-18x+3y2-24y+27=0x>-6x+y?—-8y=-9¢&
©(x?2—-6x+9)+(@?—-8y+16)=-94+9+16 e (x—3)2+(y—4)?> =16

A condigdo define a circunferéncia com centro no ponto de coordenadas (3,4) e raio 4

A figura ilustra a situagdo apresentada. Para todos os pontos P da circunferéncia se tem PD = 2PE
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3.4. Elipse cujos focos sdo os pontos de coordenadas (—2,0) e (2,0) e cujo eixo maior é 7. Seja a o semieixo
maior da elipse, seja b o semieixo menor e seja ¢ a semidistancia focal.

7
Tem-se: a=-e c=2

Entao
2
bzz(%) _22szz?—4<:>b2=49_16<:>b2=?, pelo que a elipse é definida pela equacgdo
2 2
Seg-t
4 4

3.5. Retas paralelas ao eixo das abcissas e que passam, por exemplo, nos pontos de coordenadas (0,—3)
e (0,1) . Sdo definidas pelas equagbes y = -3 e y =1

Pag. 27

Descritor 2.1

3.6. Conjunto de pontos da referida circunferéncia que

pertencem a mediatriz do segmento de reta [0G] /
Tal como ilustrado na figura ao lado, esses pontos sdao os
pontos de coordenadas (—3,0) e (0,3)

O conjunto é definido pela condigdo /_3 0 x
x==-3 (x=0
{y =0 Y {y =3

3.7.1. Circunferéncia de raio 1 e centro na origem. E definida pela equacdo x? + y2=1

3.72.Como x+y=5&y=5—x, podemos concluir que cada um dos pontos, P(a,b), da reta definida
por esta equagdo, tem coordenadas (a,5 — a)
Como H é o ponto de coordenadas (1,3), para cada um dos pontos P(a,,5—a) o ponto médio, M,
do segmento de reta [PH] é o ponto de coordenadas
(a2, smars) _ (ax1 5-a)

2’ 2 A2’ 2

Determinemos uma relagdo entre as coordenadas do ponto M

A figura do lado ilustra a situacdo descrita.

a+1
Como x = -~ tem-se a =2x —1 , pelo que, como

y=%,vem y=@ ou seja y=—x+§

Entdo, como, para cada um dos pontos P da reta
definida por x+y =15, o ponto médio, M , do

segmento de reta [PH] satisfaz a condicdo y = —x + g ,

podemos concluir que o conjunto dos pontos médios
dos segmentos de reta cujos extremos sdo o ponto
H(1,3) e cada um dos pontos da reta definida por

x +y =5 éaretadefinida pela equagdo y = —x +§
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4. O triangulo é equiladtero se e sé se d(4,B) = d(4,C) = d(B, ()
Tem-se:

d(A,B)=(=3—(=5)) +(1+ 233 1) = /(2P +(2V3) = Va+4x3 =16 =4

Designemos por y aordenada do ponto C

Tem-se:

dAC)=4e . J(-14+5)2+(y-1)2 =4, /l6+(y-1)2 =4
s16+(y-1t=16e@F-1)2=0oy=1

Confirmemos que, para C(—1,1), setem d(B,C) = 4

d(B,C)=\/(—1+3)2+(1—1—2\/§)2=\/4+(2\/§)2=\/4+1 = 4

O triangulo é equildtero se e sé se a ordenada de C foriguala 1

5.

d(P,A) = d(P,B) @\/(3—(—3))2+(y—1)2 =/B-1D2+@y-22e
@(3+3)2+(y—1)2=22+(y—2)2@62+)%—2y+1=4+)%—4y+4@

©36-2y+1=—4y+8 -2y+4y=8-36-1e2y=—29y=—=
29

Portanto, y = -5

Pag. 30

Descritores 3.1,3.2,3.3e 3.4

1.1.

b 4 z . b - . . - 7 . b Ve 4
U+ (—v) é o vetor diferenca U — ¥, ou seja, o vetor cuja soma com v éiguala U . Ora, esse é o vetor W
tal como caracterizado na alinea anterior (as figuras ilustram esse facto).
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Pag. 31

Descritores 3.1,3.2,3.3e 3.4

2. Por constucdo geométrica: N .
U— U éovetor W cujasomacom ¥ éiguala u e

U+ (—v) éovetor somade % com o vetor simétrico de v l
Na figura ao lado estd ilustrado o factode U — v = U + (—7)

Utilizando as defini¢des referidas:

U— U éovetor W cujasomacom ¥ éiguala 1, ouseja, (U—V)+ V=1

Entdo, vem

A-N+v=tde@-D)+i+(D)=tu+(-De @-D0)+0=t+(-V) e

-

SU—-v=u+(-7)

Pag. 31
Descritor 3.6
1.1. Tem-se, pela regra do triangulo, AC=4AB+BC=1u+7v
1.2. Tem-se E =Ae Q = A , pelo que, como E = Q, se pode concluir que BC e DE sdo paralelas.
acC 4B AC 4B o
1.3. Dado que BC e DE sédo paralelas, os triangulos [ABC] e [ADE] sdo semelhantes, pelo que j:i = z:—i =1,

donde se conclui que DE = ABC

1.4. As semirretas BC e DE s3o paralelas, tém origem na reta BD e estdo contidas no mesmo semiplano
determinado por BD (pois os pontos C e E estdo numa mesma semirreta de origem no ponto A dareta BD ),
pelo que tém o mesmo sentido.

Tem-se DE = ABC pois:

e 0s dois vetores sdo colineares;

e 0s dois vetores tém o mesmo sentido;

e DE=ABC, com 1> 0

1.5. Tem-se, pela regra do triangulo, AE = AD + DE , pelo que se pode concluir:

A(@ +B) = AE = AD + DE = i + A%

2. O enunciado é idéntico ao do item anterior, exceto para o facto deser 4 < 0

—_— —_— —_ C 7 —y

2.1. Tem-se, pelaregra do triangulo AC =AB+BC =1+ v S B
2.2. Tem-se 2E_ -1 e 4D _ -1 , pelo que, como
o AC AB A
2 - A:D, se pode concluir que BC e DE sao paralelas.
AC 4B

2.3. Dado que BC e DE sdo paralelas, os triangulos SN
[ABC] e [ADE] s&o semelhantes, pelo que

AE _DE —_— e ./

—_— == = i = —ABC = R laeeccceaaaa- >

=== A , donde se conclui que DE ABC D* >

2.4. As semirretas BC e DE s3o paralelas, tém origem na reta BD e estdo contidas em diferentes
semiplanos determinados por BD , pelo que tém sentidos opostos.

Tem-se DE = —ABC , pois:

e 0s dois vetores sdo colineares;

e 0s dois vetores tém sentidos opostos;

e DE=—-ABC, com 1 <0
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2.5. Tem-se, pela regra do tridngulo, AEF = AD + DE , pelo que se pode concluir:
AU + ) = AE = AD + DE = AU + A¥

3.1. Como U e ¥ sdo colineares, existe um nimeroreal 1: ¥ = Au

O ponto B pertenceareta OA seesése dkER:B =0+ kOA

Ora, B=0+# =0+ =0+ 04

Logo, B pertence areta OA

3.2. Seja a a abcissa do ponto A, seja b a abcissa do ponto B e seja € um vetor colinear com 04 cujo
comprimento tem medidaiguala 1 talque U = a€ e v = bé

Vem:

A+ V) = A(ae + bé) = A[(a + b)é] = [A(a+ b)]é = (Aa + Ab)é = (Aa)é + (Ab)e =

= A(aé) + A(bé) = Mi + AV

4. O produto de um vetor U por um escalar « , digamos aii, é um vetor com comprimento |a|||U||, com a
mesma direcdo e sentido do vetor U se a >0, e com a mesma direcdo e sentido contrario ao vetor U se
a<0.Se a=0 entdo ail éo vetor nulo.

Vamos entdo verificar que A(uul) = (Au)u , ou seja, que os vetores A(uu) e (Au)u tém o mesmo
comprimento, dire¢do e sentido (para A#0 e wu=+#0, pois se, ou A ou u forem nulos, temos
Aui) =0 e Q)d =0)

e Quanto ao comprimento:

A = |ANud]l = 1A pllldl] = [Aullld]] = |(An)u]] portanto, os dois vetores tém o mesmo comprimento.
e Quanto a direcgdo:

A(uil) e (Au)u sdo ambos colineares com o vetor U, sendo, portanto, colineares entre si.

e Quanto ao sentido:

SeAl>0eu>0:

uu tem o mesmo sentido de i, pelo que A(uu) também.

Por outro lado, Au > 0 logo (Au)u também tem mesmo o sentido de u

Se A<0eu<o:

uu tem o sentido contrario ao de u, pelo que A(uu) tem o sentido de u

Por outro lado, Au > 0 logo (Au)u também tem o sentido de u

SeA>0eu<0:

uu tem o sentido contrario ao de U , pelo que A(uu) também.

Por outro lado, Au < 0 logo (Au)u também tem o sentido contrario ao de u

Se A<0eu>0:

uu tem o sentido de u, peloque A(uu) tem o sentido contrdrio ao de u

Por outro lado, Au < 0 logo (Au)u também tem o sentido contrario ao de u

Ou seja, os vetores A(uu) e (Au)u tém sempre o mesmo sentido.

Portanto, tem-se sempre A(uu) = (Aw)u
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Descritores 4.1 e 4.2
1.1.

Tem-se: V, = —261 ev,=-¢,

0 1: + + x>

1.2. Existe uma s6 solugdo pois existe um unico paralelogramo cujos lados sdo paralelos aos eixos do referencial
que admite o segmento [AB] como diagonal e, nesse paralelogramo, uma Unica forma de obter ¥ por meio de
uma soma de dois vetores com a dire¢dao dos lados do paralelogramo.

1.3. Existe, de acordo com a alinea anterior, um U(nico par de vetores (v{,v,) tal que Uv=7v;+7v, .
Esse é o par (—2e;,—e;), aque corresponde o par (—2,—1) . designado por «coordenadas do vetor U ».

1.4.

o Tem-se: u; = 2e; e u, = 3e, , e existe um Unico par de vetores
o (u;,uy) talque U =u; +u, . Esse é o par (2e;,3e;), aque

4~ Rl . -

' corresponde o par (2,3) , designado por «coordenadas do vetor u ».

: ':I 1+

: II O 1 X

Py
u
1.5.

P YT Tem-se: w; = Oe; e w, = —4e, , e existe um Unico par de vetores
(wy,w;) talque W = w; + w, . Esse é o par (0e;,—4e,), aque
corresponde o par (0,—4) , designado por «coordenadas do vetor W ».

w=w
27 1..
4 0 1 =«

P

1.6. O ponto O + ¥ ¢é a extremidade do segmento orientado cuja origem é a

origem do referencial e que determina o vetor v

O segmento orientado, cuja origem é a origem do referencial e que determina o

vetor U, tem extremidade no ponto cuja abcissa é iguala 0 + (—2) = —2 e cuja
ordenada ¢é igual a 0+ (—1)=—1, ou seja, tem extremidade no ponto de
coordenadas (—2,—1) , pelo que as coordenadas deste ponto sdo iguais as do 2 o
vetor v o 2 %

=)

De modo idéntico se fazem as justificacdes pedidas para os pontos O + 1 e O + w
Tem-se, de acordo com a figura: T®
0 segmento orientado [0, V] determina o vetor v
O segmento orientado [0, U] determina o vetor u
O segmento orientado [0, W] determina o vetor w

—4¥W
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2.1. Fixado um ponto A e determinado o ponto B tal que a
B = A+ v, existem somente duas posi¢des para o ponto C
de tal modo que o tridngulo [ABC] seja retanguloem C , e,
assim, tenha os catetos paralelos aos eixos do referencial.
Destas duas posi¢des, somente numa delas, aquela em que o

ponto estd designado por C; , é que se tem v = AC e e} x
v, = CB

2.2. Existe um e um sé ponto C tal que ¥ = AC + CB , €em que AC tem a direcdo de e e CB tema direcao

de e,

Como AC tema direcdo de e;, existe um e um sé numero real v; tal que AC = vi€; e, como CE tem a
direcdo de e, , existe um e um sé numero real v, tal que CB = vye,

Entdo, existe um e um sé par de nimeros reais (vq,v,) paraoqual U = vye; + vye,

23. Oponto P =0+ 7 é aextremidade do segmento orientado cuja origem é a origem do referencial e que
determina o vetor ¥

O segmento orientado, cuja origem é a origem do referencial e que determina o vetor ¥, tem extremidade no
ponto cuja abcissa é igual a 0 + v; = v; e cuja ordenada é iguala 0+ v, = v, , ou seja, tem extremidade no
ponto de coordenadas (v,,v,) , pelo que as coordenadas deste ponto sdo iguais as do vetor v

Pag. 32

Descritores 4.3,4.4,4.5e 4.6

1.1. Dizer que u tem coordenadas (u,, U,) na base (e, e;) significa dizer que i se escreve de forma Unica
COMO U =u,é, +1u,e,

Dizer que v tem coordenadas (vi, v;) na base (El , 52) significa dizer que v se escreve de forma Gnica como
vV =v¢€ +V,6,

1.2. Tem-se

e U+ V=ue; +ue; +vie; +vye; =uje; +vie; +ue, +vye, =

= (wy +v)eg + (up + vp)e;

pelo que se concluique U + ¥ tem coordenadas (u; + vy, uy + v, )

o U—U=uje; +tue; — (v1&] + v,€3) = we] +uze; — v18; — v€; =

= uje; — viey + uze; — 18, = (U —vyer + (U, — vo)e;

pelo que se concluique U — ¥ tem coordenadas (u; — vy, Uy — Vy)

o M= A(u 8, +uyé,) = (Auq)é; + (Au,)é, , pelo que se conclui que Al tem coordenadas (Auq, Aus)

o —uU=(—1)(uy€; +uyé,) = (—u,)é; + (—u,)é, , pelo que se conclui que —u tem coordenadas (—u,, —u,)
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Descritores 4.3,4.4,4.5e 4.6

1.3. Sejam U = u €, + u,€, e v = v,€, + v,€, dois vetores ndo nulos.

U e ¥ sdo colineares se e sé se existe uma constante real ndonula A: U = Av
Uu=we

S u 8 +uye, = A6 + 1,6,) ©

© U 6; +Uyé, = v 8 + v,6, &

o {ul = Avl

(=4
U, = sz

@(u1=0/\v1=0/\u2=0/\v2=0)v(u1=0/\v1=0/\1=2)v

V2
A==
u v
V(A:v_zAuZZOAUZZO)V A:u—i(:)

V2

<=>(ulzo/\vlzo/\uz=0/\v2=O)V(u1=0/\171=0/\A=Z—2)V
=My, = =0)vir="2
V(A—V1Au2_OAv2_O)VU1_v2

2.1. De acordo com a regra do triangulo, tem-se, quaisquer que sejam os pontos A, B e O, AB = A0 + OB
A0 é o simétrico de m, pelo que se tem AB = A0 + OB = —0A+ OB = OB — 04

2.2. Pela alinea anterior 4B = OB — 04

Como sabemos que as coordenadas do vetor posicdo de um ponto sdo iguais as coordenadas do ponto, entdo as
coordenadas de OB sdo iguais as coordenadas de B, ou seja, (by,b,) , easde 04 sdo iguais as coordenadas
de A, ouseja, (aq,a;)

Assim, as coordenadas de AB = OB — OA (que é uma diferenca de vetores) sdo (b; — ay, b, — a,)

2.3. Seja ¥ um vetor de coordenadas (vq,v,) e P um ponto de coordenadas (x;,x;) emque P=A+ v
Por definigdo AP=7% e, pela alinea anterior, AP tem coordenadas (%1 - aq, %2 - ay)

Assim, vy = x1-aq AV, = X,-Qay © X1 = a4 + V1 AXy, = a, + vy, pelo que se conclui que as coordenadas de
P sdo (aq + vy, a, +v,)

3. Num plano onde estd fixado um referencial o.n. xOy e considerada a base (e;,e;), seja U o vetor de
coordenadas (vq,v3)
Tem-se, portanto, U = v,e; + v,€,
Seja A um ponto qualquer do plano e sejam C e B tais que AC = vie; e CB = vye,
Tem-se AB=AC+CB =7 e, como o tridangulo [ACB] é retangulo, pode aplicar-se o teorema de Pitagoras e
escrever AB7 = AC7 + CB7 , OU seja, ||Z§||2 = ||ﬁ||2 + ||E§||2 , OU ainda:

19117 = llviefll? + llvoezll? = (lvalllefD? + (vzlllezID? = vy |? + |vp|* = vi + v3

Finalmente, ||| = \/v2 + v3

llerll = llezll = 1
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Descritor 6.1

1.1. As coordenadas de w sdo: 2 X (—3,4) —%(2,5) =(-6,8) — 3,175) = (—9,%)

1 1 1 1 1/1 1 1 1
12. 20 =2 +30 o2y =2i-30oj=;(;i—17) e j=11-10
3 2 3 2 2\3 2 6 4

-3 -G =(1-5)

2.1. AC =AH +HG + GC = AH + GC + HG = HD + DG + HG = HG + HG = 2HG
2HG = AC © HG = %R , pelo que as coordenadas de HG s3o: %(4,0) = (2,0)
2.2. Coordenadas do ponto G :

G=H+HG |, pelo que as coordenadas de G sdo: (2,2) +(2,0) = (2,2)
Coordenadas do ponto F :

FG = %ﬁ , pelo que as coordenadas de FG s3o: %(—2, —4) =(-1,-2)

As coordenadas de y s3o: %(—3,4) —

F=G+GF=G—FG ,peloque ascoordenadas de F s3o: G 2) -(-1,-2) = (2.4)
Coordenadas do ponto E :
E=H+GF=H-FG ,peloque ascoordenadas de E s3o: G, 2) -(-1,-2) = (2:4)

23.EG=FEB+BC+CG=BC+EB+CG=BC+EB+BE=BC+0=BC
Tem-se:

EG=G-E, pelo que as coordenadas de EG s3o: G, 2) — (2,4) =(1,-2)
HD = %Eﬁ , pelo que as coordenadas de HD sio: %(1, —-2) = G, — )
A=H+DH, pelo que as coordenadas de A sdo: (%, 2) + (—%, 1) =(1,3)
D=H+HD , pelo que as coordenadas de D s3o: G, 2) + G, —1) =(2,1)
B =F + DH, pelo que as coordenadas de B s3o: (2,4) + (—%, 1) = (4,5)
C=F+HD, pelo que as coordenadas de C sdo: @,4) + G, —1) = (5,3)
3. Sejam D e E os restantes dois vértices do losango.

Tem-se, de acordo com o ilustrado na figura ao lado e | B
pelo facto de o quadrilatero ser um paralelogramo: A

D=C+AC e E=C+BC

Ora, 1+

AC=C—A, pelo que as coordenadas de AC sdo o/ 1 \ x
(2,1)—-(0,3)=(2,-2), e

BC=C-B , pelo que as coordenadas de BC sio E'/

2,1) - (5,4) =(-3,-3)

Entdo, as coordenadas de D sdo (2,1) + (2,—2) = (4,—1) e as coordenadas de E sido
2D+ (=3-3)=(-1,-2)
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4. Na figura do lado estd representado um triangulo
[ABC] e os pontos M e G , nas condi¢des do

enunciado.
4.1. O ponto M tem coordenadas (%,%) C
42. AM =M — A, pelo que as coordenadas de AM M

B

~ bi+cy; bytc,
Sao: (T'T - (al,az) =

_ (b1+C1—2a1 b2+C2—2a2)
- 2 ’ 2

—_— 22— _— ~
4.3. AG = EAM , pelo que as coordenadas de AG sdo:
2 (b1+c1—2a1 b2+c2—2a2) _ (b1+c1—2a1 b2+c2—2a2)
3 2 ’ 2 - 3 ’ 3

44. G=A+ 4G , pelo que as coordenadas de G sdo:

b1+C1—2a1 b2+C2—2a2 a1+b1+C1 a2+b2+C2
(a1,a2) + ( 3 '3 - 3 7 3

Pag. 34
Descritor 6.2
1. O quarto vértice do paralelogramo pode ocupar trés diferentes posi¢des, designadas na figurapor D;, D, e D,

¥ D2
B
I G
o X
D:\A\w/
D 1

Posi¢dao D, :

As diagonais do paralelogramo sdo [AC] e [BD]

BC = C — B, pelo que as coordenadas de BC sdo: (4,1) — (=1,2) = (5,—-1)
D=A+BC, pelo que as coordenadas de D sdo: (—3,-2)+ (5,—1) = (2,—-3)
Posi¢ao D,:

As diagonais do paralelogramo sdo [AD] e [BC(]

AC = C — A, pelo que as coordenadas de AC sdo: (4,1) — (=3,-2) = (7,3)

D =B+ AC, pelo que as coordenadas de D s3o: (-1,2) + (7,3) = (6,5)
Posicao Ds:

As diagonais do paralelogramo sdo [AB] e [CD]

D=A+CB, pelo que as coordenadas de D sdo: (—3,-2)+ (-5,1) = (-8,—-1)
Portanto, as coordenadas do vértice D podem ser (2,-3), (6,5) ou (-8,-1)

2.1U(1,k+1) e ¥(2k + 1,6) sdo colinearesseesdse 1 X6 =(k+ 1) x (2k+ 1)

1x6=(h+1)XR2k+1) & 2k?+3k—5=0 k = =2*0 f*‘“’@k=—§vk=1
Para k = —g , tem-se que U tem coordenadas (1,—3) e U tem coordenadas (—4,6), pelo que, como
¥ = —44, os vetores ndo tém o mesmo sentido.

Para k =1, tem-se que 1 tem coordenadas (1,2) e ¥ tem coordenadas (3,6), pelo que, como ¥ = 3u,
os vetores tém o mesmo sentido.
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3. Seja X o vetor nas condi¢des do enunciado.

gl = /(=3)2+42 =25 =5
_ &l _ 15

Tem-se X =Al com A1 <0 e |[]|===—=3
lull 5

Entdo, A = —3, pelo que, como X = —3¥, as coordenadas de X sdo (9,—12)

4.1. Como [AB] e [CD] sao as bases de um trapézio, entdo AB e CD sdo colineares.

Para que se tenha CD = 24B, temqueseter D = C + 24B ou D = C — 2AB

AB = B — A, pelo que as coordenadas de AB sdo: (6,4) — (2,1) = (4,3)

Entdo, as coordenadas de D sdo (8,7) + 2(4,3) = (16,13) oussdo (8,7) — 2(4,3) = (0,1)

4.2. Na figura estd desenhado o trapézio [ABCD] e, nele assinalados, os pontos I, J/, M e N, pontos médios

dos lados [AB], [BC], [CD] e [DA], respetivamente.
I B

N/A J
D/ c

M

Para mostrar que o quadrilatero cujos vértices sdo os pontos I, /, M e N é um paralelogramo, basta mostrar
77 < . v T7 . T A
que NI écolineara MJ e que IJ écolineara NM

Determinemos as coordenadas dos pontos I, /, M e N :

152 (09 (222 = (02) W (222 = oy w2 =

2 2 2 2 2 2 2’ 2 2 ' 2
Entdo, tem-se:
m=1_N=(4,§)-<1,1)=(3,§) e

W =]-M-= (7,%) - 44 = (3,%) , peloque NI é colinear a 1\_/17

— 11 5

1]=]—1=(7,7)—(4,5)=(3,3) e

NM=M-N = 44)—-01,1) =33 pelo que ﬁ é colineara NM
Esta provado que o quadrilatero [I[JMN] é um paralelogramo.

Pag. 34
Descritor 6.3

1.1. Ponto de interse¢do com o eixo das ordenadas (ponto de abcissa nula):
1
3
Ponto de intersecdo com o eixo das abcissas (ponto de ordenada nula):

2X0+3y+1=0y=— O ponto tem coordenadas (0, —l)

3

2x+3x0+1 =0(:>x=—% O ponto tem coordenadas (—%,0)
1 1 _1
3=1+6t == t=3 t=
12.(3,y) = (1,5)+t(6,4)<:>{ _514t@{t 3 e el 3,
y= y=5+4t y=5+3 y=-

19
O ponto tem ordenada 5
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—2=12 A=—2 _(A=-2
1.3. {3><(—1)=1+2;{‘:’ {2,1=—4@{/1=—2

Logo, o ponto de coordenadas (—2,—1) pertencea p
1.4.Reta r:

1 1
Como os pontos de coordenadas (0,—5) e (_E’O) pertencem a r , o vetor de coordenadas
1 1 1 1), .
(0, ——) — (——, 0) = (—, ——) € um vetor diretor de r
3 2 2’ 3
Reta s:
O vetor de coordenadas (6,4) é um vetor diretor de s

Reta p:
x=2A x=2 x=0+1x21
{3y=1+2,1‘:’ y=3+:17 y=5+2x1

2\ . .
O vetor de coordenadas (1,5) é um vetor diretor de p
, . . , . 2
1.5. Como o vetor de coordenadas (6,4) é um vetor diretor de s, o declive da reta é igual a 3 pelo que a
~ . , 2
equagdo reduzida de s édaforma y = 3X +b

Como o ponto de coordenadas (1,5) pertencea s, tem-se 5 = %x 14+ b peloque b = ?

2 13
Portanto, a equagao reduzidadareta s é y =§x+?

1.6. Duas retas sdo paralelas se e sO se os seus vetores diretores forem colineares.

Tem-se:

O vetor 7, de coordenadas (%, - %) , € um vetor diretor de r

O vetor s, de coordenadas (6,4), é um vetor diretor de s

O vetor p, de coordenadas (1,%) , € um vetor diretor de p

Como p = 65, osvetores p e § sdo colineares, pelo que as retas p e s sdo paralelas.

Como %x 4 + —g X 6, osvetores ¥ e § ndo sdo colineares, pelo que as retas r e s n3o sdo paralelas. Entdo,

como asretas p e s sdo paralelas, asretas r e p ndo sdo paralelas.

. L . s 4
2. O declive de n é igual ao declive de m, ou seja, é igual a -z

~ ~ . . 4
Entdo, a equagao reduzida de n é daforma y = —zX +b
Determinemos o ponto de interse¢do da reta p com o eixo das abcissas:
1 1
6x—0—-—1=0x= - O ponto tem coordenadas (E’ 0)

. 41 2
Como este ponto também pertencea n, tem-se 0 = —o X<+ b peloque b = T

~ . . 4 2
Portanto, a equagao reduzidadareta n é y = —zX + T

3. O ponto pertence a reta se e sd se as suas coordenadas satisfizerem a condi¢cdo que define a reta.

k2=-Sk—6ok?+5k+6=0 k="

ok=-3vk=-2
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4. Comecemos por determinar o ponto de intersecao das retas:

3x—1
{4y=3x—1 YT T {———
= = 9 3 = =
Ax=3y+2=0 " |, 3[3x 1j+2 0 4x—zx+z+2=0 16x-9x+3+8=0
4y=3x(—£j—l 33 y:—E
@{——— - )7 =S P
Tx=-11 x:_g L x:_ﬂ
7 7
O ponto de interse¢do das retas é o ponto de coordenadas (—%,—1—70) , € é um dos vértices do triangulo.
Designemo-lo por A
Na figura ao lado, que pretende ilustrar a situacao, estao ¥t
representadas, num plano em que se fixou um :
referencial o.n., as retas r e s, oponto A e os
pontos Ry, R,, §; e S,, que sdo os pontos das retas
r e s que distam 10 unidades do ponto A ‘
Nas condi¢des do enunciado, o triangulo pode ser: [
[AR1S1], [AR:S;], [AR,S;1] e [AR,S,]
e Determinemos as coordenadas dos pontos Ry e R, : R,
A equagdo reduzidade r é y = %x —% , pelo que um 53
ponto R pertence a r se e sé se as suas coordenadas

1

3
forem da forma (x,zx — Z)

Tem-se:

— 11\2 3 1 10\2 11\2 3 33\2
AR_10<=>Jx+— +(Zx——+—) —104:(x+—) +(—x+£) =100 &
Sx?+Zx+ b Il + D x4 T2 =100 © x4 oy — 0

56 784

67
ox=2yx=-Y
7 7

=0

~ . 45 3 45 1 . (45 32
Entdo, R, é o ponto de coordenadas (7’ZX7_Z) ou seja (7,—)
67 3 _ 67

. 1 . 6
R, é o ponto de coordenadas (—7, — XT - Z) ou seja (—— ——)

e Determinemos as coordenadas dos pontos S; e S, :

~ . . 4 2 )
A equacdo reduzidade s é y = 3X + 3 pelo que um ponto S pertence a s se e sO se as suas coordenadas

forem da forma (x,%x + 2)

Tem-se:

_ 2 2 2 2
As=1o<:>\/x+E +(3x+§+9) =10<:)(x+£) +(§x+g) - 100 &
121 16 2+352 1936 550 41075

5
Sx?+Zx+ o T+ 2 x4 22 =100 & Zx? + x — 20
53

31
SX=—VX=——
7 7

=0

o . 31 431 2 . (31 46
Entdo, S; é o ponto de coordenadas (7,§><—+—) ou seja (7,—)

. 53 4 _ 53 . 53 67
S, é o ponto de coordenadas (—7,—5 —+ ) ou seja (—— ——)
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5. Na figura ao lado, que pretende ilustrar o problema, esta
representada a circunferéncia de equagio x%+y?=10,
bem como o ponto P e as retas cujas equagdes reduzidas sao
as solucbes do problema. As retas s3do tangentes a

circunferéncia nos pontos designados por A; e A, A\1 . /A2 x
Comecemos por determinar as coordenadas dos pontos A; e

A,

Um ponto A pertence a semicircunferéncia contida no

semiplano inferior ao eixo das abcissas se e sé se as suas P(0,-10)

coordenadas forem da forma (a, —\/ﬂ) , eareta PA é
tangente a circunferéncia se e s6 se [PA] 1 [0A]

Entdo, tem-se OP? = 0A? + PA?

Ora:

OP? = 0A?> + PA> © 100 =10+ PA? ©® PA’ =90 &

I 2
<PA=\/(a—O)2+(—\/10—a2+10) =\/a2+10—a2—20\/10—a2+100=\/110—20\/10—a2>
©110-20V10—a2 =90 & —20V10 —a? = 20 VI0 -2 =1 10-a’ =1 &

©a?=9oa=-3va=3
Entdo, A; é o ponto de coordenadas (—3,—1) e A, é o ponto de coordenadas (3,—1)

e Equagdo dareta PA,
f’f{ é o vetor de coordenadas (—3,—1) — (0,—10) ou seja (—3,9), pelo que o declive da reta é igual a

— =-3
-3
Entdo, a equagdo reduzida dareta PA; é y = —3x — 10

e Equacdo dareta PA,
PA, éovetor de coordenadas (3,—1) — (0,—10) ouseja (3,9), pelo que o declive da reta é igual a 2 =3

Entdo, a equagdo reduzida dareta PA, é y = 3x — 10

Pag. 35

Descritor 6.3

6.1. Pontos de interse¢do com o eixo das ordenadas (pontos de abcissa nula):
0-3)2+(@y—-2)=10(y-2)P°=1oy-2=-1vy-2=1oy=1vy=3

Como o ponto D tem ordenada superiorade A, ascoordenadasde D sdo (0,3)

Pontos de intersecdo com o eixo das abcissas (pontos de ordenada nula):

(x—3)2+0-22=10e (x-3)2=6=2x-3=—-/6Vx—3=V/6&

©x=3-V6vx=3+6

O ponto F tem coordenadas (3 — /6, 0) e o ponto E tem coordenadas (3 + /6, 0)

6.2. FD é o vetor de coordenadas (0,3) — (3 - \/6,0) ou seja (—3 + 6, 3) , pelo que o declive da reta é

igual a —31/62 -3-+6

Entdo, a equacdo reduzidadareta DF é y = (—3 - \/g)x +3
6.3. A altura do tridngulo [DEF] é igual 3 ordenada de D e a medida da base é igual a EF

Entdo: Area do tridngulo [DEF] = EF2X3 = 2‘/?(3 =3v6
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7.1. Seja A o ponto de coordenadas (a,a), a <0
Vem:

~ 3 3
e as coordenadas de B sao (—Ea,za)

e 0A=/(a—0)2+ (a—0)2=v2a2 = |a|lV2 = —aV2

—_— 3 2 3 2 o 59 5 o 5 9 9 3
OOB—\/(—EG_—O) +(Ea—0) —\/Za +Za —\/Ea —|a| 5——61 5——50.

mjﬁﬂz@mxﬁ:m@

o (-a2)x(-pa)=2e3a? =240’ =8a=—VBva=VBe
Sa=-2V2va=2V2
Como setem a < 0, conclui-se que a = —2v2, pelo que A é o ponto de coordenadas (—2\/5,—2\/5) e B

é o ponto de coordenadas (3\/2 —3\/7)
7.2. Como [0A] estd contido na bissetriz dos quadrantes impares e [OB] estd contido na bissetriz dos

Entdo: Area do tridngulo [AOB] =12 &

quadrantes pares, o tridngulo [AOB] é retdngulo em O . Como a amplitude do arco AB é igual ao dobro da
amplitude do 4ngulo AOB , o arco AB ¢é uma semicircunferéncia, pelo que [AB] é um didmetro dessa
circunferéncia.

O centro da circunferéncia é o ponto médio do didmetro [AB] , pelo que é o ponto de coordenadas
(—2ﬁ+3ﬁ —2\/5—3\/7) _ (\/_E ii)

2 ! 2 2’ 2

. . A —n _ [(v2\? —sﬁz_,1 25
O raio da circunferéncia é igual a ||OC|| = \/(7) + (T) =3 + 5= V13

2 2

Portanto, uma equacdo da circunferéncia é (x - \/2_7) + (y + %E) =13
7.3. Como os pontos de coordenadas (—2\/7,—2\/7) e (3\/2—3\/7) pertencem a reta AB, o vetor de
coordenadas (3\/2 —3\/7) - (—2\/5, —2\/7) = (5\/7, —\/7) é um vetor diretor de AB, pelo que o declive da
reta é igual a -1 Entdo, a equacgdo reduzida de AB édaforma y = —%x +b

5
Como o ponto de coordenadas (—2\/7, —2\/7) pertence a AB, tem-se

—2\2 = —gx (—2\/§)+b peloque p = —%E

Portanto, a equacdo reduzida dareta AB é y = —%x - %ﬁ

Pag. 36

Descritor 7.5

1.1. Um ponto P’ é a projec¢do ortogonal de um ponto P sobre uma reta r se e sé se é o ponto de intersecdo
dareta r como plano a perpendiculara r e que passa por P, peloque P’ é a projegdo ortogonal sobre r
de todos os pontos de «

Por outro lado, se um dado ponto R ndo pertence a a, existe outro plano estritamente paraleloa a que passa
por R e que interseta a reta r num ponto diferente de P’, pelo que P’ ndo é a projecdo ortogonal de R
sobreareta r

1.2. Sejam r e s duas retas perpendiculares.

Se um certo plano é perpendicular a r e um outro plano é perpendicular a s, entdo os dois planos sdo
perpendiculares entre si.

48 Fotocopiavel © Texto | M¥T 10



Entdo, um plano perpendicular ao eixo Ox é perpendicular a qualquer plano perpendicular ao eixo Oy, pelo
que a e [ sdo perpendiculares. Todos os pontos de @ tém abcissa igual a a e todos os pontos de f tém
ordenada igual a b, pelo que a reta intersecdo dos dois planos é constituida por todos os pontos que tém,
simultaneamente, abcissa igual a a e ordenadaiguala b

1.3. Um plano perpendicular a dois planos perpendiculares é perpendicular a reta que interseta estes dois, pelo
que a interseta num unico ponto.

Entdo, os trés planos tém um Unico ponto comum e, por isso, esse é o Unico ponto do espa¢o que tem,
simultaneamente, abcissa igual a a, ordenadaiguala b e cotaiguala c

Pag. 36

Descritor 7.6

1.1. Existe um Unico plano perpendiculara Ox que passa por P e que contém o ponto P’

Esse plano contém todos os pontos do espaco cuja abcissa é igual a abcissade P, pelo que contém P’

Esse plano é, entdo, definido pelos pontos P, P' e P" e é perpendiculara Ox

1.2. Areta PP’ é perpendicular ao eixo Ox porque estd contida num plano perpendicular a Ox e uma reta
perpendicular a um plano é perpendicular a todas as retas do plano que lhe sdo concorrentes.

Ent3o, como P’ tem abcissa igual & abcissa de P e P’ tem abcissa igual a abcissa de P’ (por P''P' ser
perpendicular ao eixo Ox ), a abcissa de P'' éigual a abcissa de P, ou seja, iguala a

1.3. De modo analogo: considera-se o ponto P'"', proje¢do ortogonal do ponto P noeixo Oy, justifica-se que
o plano definido pelos pontos P, P' e P'" ¢é perpendicular ao eixo Oy , justifica-se que a reta P'"'P’
é perpendicular ao eixo Oy e conclui-se que a abcissa de P’ éiguala b

Como, por outro lado, o ponto P’ pertence ao plano xOy , a sua cota é nula, pelo que P tem coordenadas
(a,b,0), e as suas coordenadas no plano x0y sdo (a,b)

Pag. 36
Descritor 8.3

1.1. Tem-se, de acordo com o teorema de Pitdgoras, AC?> = AB? + BC? pelo que

AC? = a? + b? & AC = VaZ + b7

1.2. [CG] é uma aresta lateral do paralelepipedo, logo é perpendicular a base do paralelepipedo, pelo que é
perpendicular a qualquer reta pertencente ao plano que contém essa base. Como AC pertence a esse plano,
CG é perpendiculara AC

Tem-se:

—_— —32 — z 2 z
AG =AC +CG © AG =[Ja2+b2) H PO AG =@ +D O

& AG=+a"+b* +c’
1.3.1. Comecemos por recordar que o médulo de uma diferenga entre dois nimeros reais é igual a diferenga
positiva entre eles, ou seja, a diferenca entre o maior deles e o menor.
Dado que o eixo Oy é paraleloa AB, AB (ouseja, a) é igual a diferenca positiva entre as ordenadas de A e
de B, peloque a =|g, —a,|
Dado que o eixo Ox é paraleloa BC, BC (ouseja, b) é igual a diferenca positiva entre as abcissas de B e de
C, peloque b =|g; —a4|
Dado que o eixo Oz é paraleloa CG, CG (ou seja, ¢ ) é igual a diferenca positiva entre as cotas de C e de G,
peloque ¢ =|g3 — asl
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1.3.2. Tem-se, pelo teorema de Pitdgoras

AC? =AB? +BC? = |g; — a;|* + |91 — a1|* = (92 — a2)* + (g1 — a1)? , pelo que
AG? = AC? + CG? & AG*? = (92 — az)z + (91 — al)z + (95 — a3)2 =

& AG = /(g1 — a1)? + (g2 — a2)? + (g3 — a3)?

Pag. 38

Descritores 10.1 e 10.2

1. A resposta a esta questdo é apresentada no manual, ao longo do tépico «Operar com coordenadas de vetores
do espagco», pdginas 253 e 254, sendo que a unicidade da decomposigdo se demonstra de modo andlogo ao
apresentado na margem da pdgina 196.

Pag. 38

Descritor 11.1

1. Na figura ao lado esta representado o prisma depois de z[

fixado um referencial cartesiano do espaco. 6iH +G

1.1. A base do prisma é um quadrado, pelo que se tem K L
D=C+BA

BA=A—B pelo quee BA é o vetor de coordenadas

(2,0,0) — (2,2,0) = (0,—2,0)

Entdo, D é o ponto de coordenadas (0,2,0) + (0,—2,0) = o, (SN
= (0,0,0), pelo que coincide com a origem O do referencial. ./A2 s 2 g
121.z=6 x

122 x=1

1.23. x=2Ay =0

1.24. z=3

125. x=2Az=6A0<5y <2

1.2.6. O conjunto dos pontos do espaco cuja distancia ao ponto B é iguala 2 é a superficie esférica de centro
em B eraioiguala 2. Uma equacdo que define esta superficie esféricaé (x —2)2+ (y —2)2 +2z%2 =4

1.3. Volume do prisma = 2 X 2 X 6 = 24 unidades cubicas

Pag. 39

Descritor 11.1

21. X +y +7-4x+2y-8z+12=0&

S (-8x+4)+ (Y +2y+ 1)+ (£ -82+16)=—12+4+1+16 &

o x=27+(y+1)+(z-4)=9

A superficie esférica tem centro no ponto de coordenadas (2,-1, 4) e tem raio iguala 3
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2.2.1. Oeixo Ox é definido pela condicdo y=0Az =10

Entdo, tem-se

y=0 y=0

{z =0 e {z =0 S

x—2)22+@+D*+(z-4*=9 (x-2)2+0+1D?+(0—-4)?=9

y=0 y=0

S {Z =0 S {Z =0 , que é uma condig¢do impossivel
(x—2)2+1+16=9 (x—2)2=-8

Aintersec¢do da superficie esférica com o eixo Ox é o conjunto vazio.

Uma condigdo que a defineé x € @

2.2.2. O plano de equagdo z =4 passa no centro da superficie esférica, pelo que a interse¢do da superficie

esférica com o plano é circunferéncia contida neste plano, de centro no centro da superficie esférica e de raio igual

ao raio da superficie esférica. Uma condigo que define esta circunferénciaé (x —2)2+ (y +1)2=9Az=4

y=—4 y=-4
2.2.3. {(x_z)2+(y+1)2+(z—4)2=9‘:’{(x—2)2+(—4+1)2+(z—4)2=9‘:’
@{3’:_4

(x—2)2+(z-4)2=0

2.3. 0 ponto A(0,0,2) pertence a superficie esférica pois (0—2)*+(0+1)*+(2-4)’=9<4+1+4=9
Tem-se 4C =/(2-0)2+(-1-0)2+ (@4 —-2)2=v4+1+4=/9=3

Portanto, a esfera de centro A e raio AC é definida pelainequagdo x? + y2 + (z—2)?> <9

3.1. Tem-se 2= _52+x/\ 0= 1;’—3’/\ —1= sz
coordenadas (9,—1,—4)

3.2. O centro da esfera é o ponto médio de [AB], ou seja, é o ponto de coordenadas

—-54+21+0 2+(-1) _( 311)
2 27 2 —\ 2’22

Tem-se AB = \/(2 +5)2+(0—-1)2+(-1-2)2=+/49+1+9 =+/59 , pelo que o raio da esfera é igual a

Portanto, a esfera de didmetro [AB] ¢é definida pela inequagdo
3\2 1\2 1\%2 _ 59
(x43) +(-3) +(=-3) =3

y =3 y=3
4.1. {(x+3)2+(y—2)2+(z+1)2=5‘:’{(x+3)2+(3—2)2+(z+1)2=5‘:’

y=3
{(x+3)2+(z+1)2=4

©x=9Ay=—-1Az=—-4, pelo que C é o ponto de

V55
2

Z=a Z=a

4.2. {(x+3)2+(y—2)2+(z+1)2=5‘:’{(x+3)2+(y—2)2+(a+1)2=5‘:’
Z=a

‘:’{(x+3)2+(y—2)2=5—(a+1)2

Ainterse¢do é ndovaziaseesése 5—(a+1)2 >0

a+1<+5 {a <-1++5
S

a+1=>—/5 a=>-1-+5

Portanto, a intersecdo é ndo vaziasee sd se a € [—1 —/5,-1+ \/E]

Tem-se 5—(a+1)220®(a+1)2S5@{
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xX=b x=b
4.3. {(x+3)2+(y—2)2+(z+1)2=5‘:’{(b+3)2+(y—2)2+(z+1)2=5‘:’

x=Db
@{(y—2)2+(z+1)2=5—(b+3)2

A intersecdo é uma circunferéncia de raio /5 seesése 5—(b+3)>=5
Tem-se 5—(b+3)2 =5 (b+3)>?=0b=-3
Portanto, a intersecdo é uma circunferéncia de raio /5 seesése b = —3

5. O conjunto dos pontos do espago equidistantesde A, B e C é o conjunto formado pelos pontos P(x,y,z)
: . (d(P,A) =d(P,B)

que satisfazem a condicdo {d(P,B) — d(P,C)

d(P,A) =d(P,B)

d(P,B) =d(P,()

@{\/(x—2)2+(y+3)2+(z—4)2 =J(x—2)2+ (@ —3)%+(z—4)? -

JaE =22+ -32+z-4)2=/(x+2)2+ (y +3)2+ (z— 4)?

Tem-se {

- (x=22+@W+3)2+Z-4)2=x—-22+@—-3)2%+(z—4)?
(x—22+@-3)2+EZ-49)?=x+2)?+(y+3)*+(z—4)?

- (v +3)? = (y — 3)? @{y+3=y—3Vy+3=—y+3 o
(x—2)24+(y—3)2=(x+2)%+ (y +3)? (x—2)2+ @y —-3)2=(x+2)?+ (y+3)?
3=-3Vv2y=0 y=0

< (x—2)2+(y—3)2=(x+2)2+(y+3)2(:){(x—2)2+(0—3)2=(x+2)2+(0+3)2®

o (=0 @{y=0 @{y=0 o
(x—2)2=(x+2)? X—2=x+2Vx—2=—x—2 —2=2v2x=0

@{3’:0
x=0

Portanto, o conjunto dos pontos do espaco equidistantesde A, B e C éoeixo Oz

Pag. 39

Descritor 11.2

1.1. As coordenadas de A + 3u sdo (—3,2,1) + 3(8,0,—6) = (21,2,—17)

1.2. AB = B— A, pelo que as coordenadas de AB sdo (1,1,—2) — (=3,2,1) = (4,—1,-3)
Ent3o, as coordenadas de AB + 2(—5%), ou seja, AB — 10% sdo

(4,—-1,-3) —10(8,0,—6) = (—76,—1,57)

1.3. As coordenadas de 4A4B — ;Ti sdo 4(4,—-1,-3) — g (8,0,—6) = (—4,—-4,3)

1.4. As coordenadas de 3(@ + Ti) sdo 3[(4,—1,-3) + (8,0,—6)] = (36,—3,—27) pelo que
B — 3(@ + Ti) é o ponto de coordenadas (1,1,—2) — (36,—3,—27) = (—35,4,25)
1.5.Tem-se ||¥]| =2 e ||i|| = /82 + 0 + (=6)2 =64 + 36 = 10

~ S . - S 2 5 2 o

Entdo, para que ¥ seja colinear com U, tem que ser ¥ = GUVTU = —oU
- . 1 8 6 . 1 8 6
Entdo, as coordenadas de ¥ sdo -(8,0,—6) =(=,0,—=) ousdo —=(8,0,—6) =(—=,0,-
5 5 5 5 5’5

1.6. Tem-se ¥ = AB — %Ti , pelo que as coordenadas de ¥ sdo (4,—1,—3) — % (8,0,—6) =
= (0,—1,0)
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Descritor 11.2 z

2. Na figura ao lado esta representado o prisma depois de H, ] e,

fixado um referencial cartesiano do espaco. Ee 4 i

2.1. M é o ponto de coordenadas (0,2,2) e D é o ponto de

coordenadas (0,—2,0)

Tem-se DM =M — D , pelo que as coordenadas de DM s3o \ ; C
Drs - S

(0,2,2) — (0,—2,0) = (0,4,2) s

22.BC=C-B , pelo que as coordenadas de BC sio .X/E

~e{B
2
(=2,0,0) — (0,2,0) = (=2, —2,0) \.

BA=A-B, pelo que as coordenadas de BA s3o (2,0,0) — (0,2,0) = (2,—2,0)
BF=F—B , pelo que as coordenadas de BF sio (0,2,4) — (0,2,0) = (0,0,4)
Tem-se: DM = aBC + bBA + cBF < (0,4,2) = a(=2,—2,0) + b(2,—2,0) + c(0,0,4) <

0=—2a+2b a=0>b a=0>b a=b a=-1
2=4c C:% CI% C:% C:%

2.3. E é o ponto de coordenadas (2,0,4) e G é o ponto de coordenadas (—2,0,4)
EC=C-E , pelo que as coordenadas de EC sdo (-2,0,0) — (2,0,4) = (—4,0,—4)
GE=B-G, pelo que as coordenadas de GB sio (0,2,0) — (-2,04) =(2,2—4)
Entdo, o vetor EC + GB tem coordenadas (—4,0,—4) + (2,2 — 4) = (—2,2,-8)

x=04+1x%x0 x=0
24. 5y =2+ A1x%x1,1€R, ouseja, {y=2+l,/1€]R
z=4+21x%0 z=4
x=2+1Ax1 x=2+2A
31.{y=-1+4Ax1 ,1€R, ouseja, {y=—1+/1,/1€R
z=0+AX%x(-2) z=-=21
0=2+1 A=-=2
3.2 —3=—1+/1<:>{/1=—2 Logo, o ponto B pertence areta r
—4 =-21 A=-2
3.3. O ponto pertence ao plano x0z se e sé se a sua ordenada for nula.
x=2+2 x=24+2 x=24+1
y=0A{y=—1+A®y=0/\{0=—1+A®y=0/\{/1=1 S
z=-=-21 z=-21 z=-21
x =23
Sy=0A {A =1 Logo, o ponto P tem coordenadas (3,0,—2)
z==2

3.4. Como A e D sdo extremidades de um didmetro da esferae D = A + 27, entdo o centro da esfera é o

ponto C = A+ ¥. As coordenadas de C sdo, entdo, (2,—1,0) + (1,1,—2) = (3,0,—2)
O raio da esfera éiguala d(4,0) =/(3—2)2+(0+1)2+(-2—-0)2=V1I+1+4=+6

3.5. Para obter um ponto que ndo seja colinear com P e D, ou seja, que ndo pertenga a reta PD , basta

—_
adicionara P um vetor que nao seja colineara PD

As coordenadas de D =A+2v sdo (2,—-1,0)+2(1,1,-2) =(4,1,—4) , pelo que PD é o vetor de

coordenadas (4,1,—4) — (3,0,—2) = (1,1,-2)

Ora, por exemplo, o vetor de coordenadas (1,0,0) n3o é colinear a (1,1,—2), pelo que se tem, por exemplo,

que Q ¢é o ponto de coordenadas (3,0,—2) + (1,0,0) = (4,0,—2)
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4.1. As aresta do tetraedro [BDEG] sao todas iguais porque todas sao diagonais de faces do mesmo cubo.
42. AD=D-A , pelo que as coordenadas de AD sio (0,1,2) — (3,0,2) = (-3,1,0)
AE=E—A , pelo que as coordenadas de AE sio (3,0,2 + \/ﬁ) —-(3,0,2) = (0,0, \/E)
Entao, tem-se:

C =B+ AD, peloque C é o ponto de coordenadas (4,3,2) + (—3,1,0) = (1,4,2)

F =B + AE, peloque F é o ponto de coordenadas (4,3,2) + (0,0, \/ﬁ) = (4,3,2 + \/ﬁ)
G = C + AE , pelo que G é o ponto de coordenadas (1,4,2) + (0,0,v/10) = (1,42 + \/ﬁ)
H =D + AE , pelo que H é o ponto de coordenadas (0,1,2) + (0,0, \/ﬁ) = (0,1,2 + \/ﬁ)
4.3. Areta EC passa por C etem adirecdo do vetor EC

EC=C-E, pelo que as coordenadas de EC s3o (1,4,2) — (3,0,2 + \/ﬁ) = (—2,4, —\/ﬁ)
Entdo, areta EC é definida por

x=1+1x%x(-2) x=1-24
y=4+1x%x4 ,LAER, ouseja, sy =4+41 ,1€eR
z =2+ Ax(—/10) z=2-+101

4.4. O segmento de reta [EG] é definido por (x,y,z) = E + AEG, 1€ [01]

Ora, EG=G—E , pelo que as coordenadas de EG sio (1,4,2 + \/ﬁ) - (3,0,2 + \/ﬁ) =
= (—-2,4,0)

Entdo, o segmento de reta [EG] é definido por

(x,y,z) = (3,0,2+V10) + 1(-2,4,0), 1€ [0,1]

5. Dado que a terceira coordenada de v é nula, também tem que ser nula a terceira coordenada de 1, pelo
que o valor de k referido no enunciado, para o qual os vetores sao colineares, tem que ser —1 ou 1

Para k = —1, tem-se que U tem coordenadas (1,0,0) e que ¥ tem coordenadas (—1,6,0), pelo que, neste
caso, os vetores ndo sdo colineares.

Para k =1, tem-se que U tem coordenadas (1,2,0) e que ¥ tem coordenadas (3,6,0), pelo que, como
v = 31U, os vetores sdo colineares.

6.1. Coordenadas de F :

E =V +VE, peloque E éo ponto de coordenadas (1,1,10) + (1,—1,-3) = (2,0,7)

F = E +EF, peloque F é o ponto de coordenadas (2,0,7) + (0,2,0) = (2,2,7)
Coordenadas de G :

G=V+VG, pelo que G é o ponto de coordenadas (1,1,10) + (—1,1,—3) = (0,2,7)
Coordenadas de VH :

VH=VG+GH=VG+FE =VG + (—ﬁ) , pelo que VH é o vetor de coordenadas
(-1,1,-3)+(0,-2,0) =(—1,—-1,-3)

6.2. Coordenadas de VB :

Tem-se que AB =6 e EF =2 . Como os tridngulos [VEF] e [VAB] s3o semelhantes, tem-se Z:B = % =3
pelo que VB = 3VF e, entdo, VB = 3VF

Ora, VE=F-V , pelo que as coordenadas de VF s3o (2,2,7) - (1,1,10) = (1,1,-3)
Entdo, VB = (3,3, —9)

Coordenadas de D :

VD =3VH, pelo que as coordenadas de VD sdo (-3,-3,-9)

D =V +VD, peloque D éo ponto de coordenadas (1,1,10) 4+ (—3,—3,-9) = (=2,-2,1)
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Tema 4 | Fungoes Reais de Variavel Real

Pag. 41

Descritores 1.11,1.12 e 1.13

1.1.

e Mostremos que f é injetiva:

Tem-se, para quaisquer nUmeros reais x; € X, :

X1 # X3 = 5x; #5x, 2 5x; +2 #5x,+2 = f(x1) # f(x3), peloque f éinjetiva.
e Mostremos que f é sobrejetiva:

Tem-se f(x)=y©bx+2=yebx=y—-2cx= yT_Z , pelo que, qualquer que seja o numero real y,
existe um nimero real x paraoqual f(x) =y. Entdo, f é sobrejetiva.

e Portanto, como f éinjetiva e sobrejetiva, f é bijetiva.

e Determinemos uma expressdo para f~1(x) :

Tem-se f(x) =y e x = yT_Z pelo que f71(x) = xT_Z

1.2.
5x+2-2 _ 5

(f_lof)(x)zf_l(f(x))=f—1(5x+2)= S =?=x e
Fof D@ =ff10)=f(E)=5x=2+2=x-2+42=x

2. Tem-se, de acordo com a defini¢do de fungdo inversa de f

f~:B — A talque f~!(y) = x,, paratodoo y € B

Seja f(a) =yq e f7'(b) = xp

Entdo

flof(@) =f"f(@]=f""(ya) =a peloque f~tof =1Id, e
fof Tt b)=fIf'(b)] = f(x,) = b peloque fof~'=Idp

3.1.1.

e Mostremos que f é injetiva:

Se f ndo fosse injetiva, ter-se-ia a existéncia de x;, x, € A tais que (x1,y) EAXB e (x,,y) EAX B, pelo
que se teria x; = g(y) e x, = g(y), donde g ndo seria fungdo.

Portanto, f é injetiva.

e Mostremos que f é sobrejetiva:

Como g éfungdoesetem g:B — A, tem-se que, paratodoo y € B, existe pelo menosum x € A tais que
g(y) =x

Ora, g(y) =x © y = f(x), pelo que se conclui que, paratodo o y € B, existe pelo menos um x € A tais
que f(x) =y, ouseja, f ésobrejetiva.

e Dado que f:A — B é bijetiva, que, paratodoo y € B, existeumeumsé x € A taisque f(x) =y edado
que y = f(x) & x =g(y), tem-seque g = f*

3.1.2 Dadoque g =f"! equesetem f:A— B, tem-se gof=1Id, e fog=Idg
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3.2.1. Tem-se, V(x,y) EAX B :

oy=f(x)=> (g ¢é uma funcgdo)
=g =glf()]=

>g0)=g°f(x)= (gef =1dy)

= g) =1dy(x) =

=>g()=x

e De modo andlogo, se mostraque g(y) =x =2y = f(x)
3.2.2.

e f ébijetivase e sd se paratodoo y € B existeumeumsd x € A taisque f(x) =y

Tem-se:

f=yoglfM]l=g@)egefx)=g90Q) eldy(x)=g0@) e x=91)

Ora, como g é uma fungdo, tem-se que paracada y € B existeumeumsé x € A taisque g(y) =x
eDe f(x) =y e x=g(y) conclui-seque g = f~1

Pag. 42

Descritor 2.6

1.1. f(a) = a® -1, peloque o ponto P de abcissa a tem coordenadas (a,a? — 1)

f(=a) = (—a)> —1=a?—1, peloqueoponto Q deabcissa —a tem coordenadas (—a,a? — 1)

a+(—a)
2

1.2. O ponto médio de [PQ] tem abcissa = 0, pelo que pertence ao eixo das ordenadas.

1.3. Dado que P e Q tém a mesma ordenada, o segmento [PQ] ¢é paralelo ao eixo das abcissas, sendo,
portanto, perpendicular ao eixo das ordenadas.

1.4. Se um ponto P pertence ao grafico de f, o seu simétrico, Q , relativamente ao eixo das ordenadas
também pertence ao grafico de f, pelo que o eixo das ordenadas é o eixo de simetria do gréfico de f

2.1.Se f épar, f(—a) = f(a), peloqueoponto @ tem coordenadas (—a,f(a))
2.2. Um ponto S pertence ao eixo das ordenadas se e sé se a sua abcissa for iguala 0
Vamos mostrar que, para S(0,y), P(a, f(a)) e Q(—a, f(a)), se tem sempre
d(S,P) =d(S,Q)
Tem-se:
d(S,P) = d(5,Q) & (a= 02 +[f(@) - yI? = /(a - 02 +[f(@) —y]* &
© (@-0)2+[f(a) -y]* = (-a-0)?*+[f(a) —y]* ® a* = (—a)?
2.3. Qualquer que seja o segmento de reta horizontal [PQ], com P(a,f(a)) e Q(—a,f(a)) , 0 seu ponto

médio pertence ao eixo das ordenadas, pelo que, se um ponto P pertence ao grafico de f, o seu simétrico, Q,
relativamente ao eixo das ordenadas também pertence ao grafico de f e, portanto, o eixo das ordenadas é o
eixo de simetria do grafico de f

3. Seja a € Dy . Entdo, o ponto P(a,f (a)) pertence ao grafico de f . Como o grafico de f € simétrico
relativamente ao eixo das ordenadas, o ponto simétrico de P , em relagdo a este eixo, também pertence ao
grafico de f . Ora, o ponto simétrico do ponto P(a,f (a)) relativamente ao eixo das ordenadas tem

coordenadas (-a, f(a)) . Como o ponto (-a, f(a)) pertence ao grafico de f, podemos concluir que -a € Dy

eque f(-a) = f(a)

Portanto, f é par.
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Descritor 2.7

1.1. Tem-se, paratodoo a € Dy :

—a €D e f(—a) = (—a)* = (-a) = —a®* +a=—(a®> —a) = —f(a) . Entdo, f ¢éimpar.

1.2. Tem-se:

f(2)=22-2=8-2=6, pelo que o ponto do grafico de f que tem abcissa 2 é o ponto de coordenadas
(2,6)

f(=2) =(-2)?2—(-2) = -8+ 2 = —6, pelo que o ponto do gréfico de f que tem abcissa —2 é o ponto de
coordenadas (—2,—6)

Ora, os pontos de coordenadas (2,6) e (—2,—6) sdo simétricos relativamente a origem do referencial.

1.3. Tem-se, paratodoo a € Dy :

¢ O ponto do grafico de f que tem abcissa a é o ponto de coordenadas (a, f(a))

e —(a€E Df

¢ O ponto do grafico de f que tem abcissa —a é o ponto de coordenadas (—a, —f(a))

Entdo, qualquer que seja o ponto de coordenadas (a,b) pertencente ao gréfico de f, o ponto de coordenadas
(—a,—b) pertencente ao grafico de f , pelo que o grifico de f é simétrico relativamente a origem do
referencial.

2.1. Como f éimpar, tem-se f(-a)=—f(a), pelo que o ponto Q tem coordenadas
(-a, fla))
2.2. O ponto médio de [PQ] é o ponto de coordenadas
(ﬂ f@)—f(a)

2’ 2
2.3. Seja, para x € Df, (x,f(x)) um ponto do gréfico de f

) = (0,0), ou seja, é a origem do referencial.

A imagem de (x,f(x)) pela reflexdo central de centro O é o ponto de coordenadas (—x, —f(x))

Ora, como f é uma fungdo impar, f(—x) = —f(x), pelo que o ponto de coordenadas (—x, —f(x)) pertence
ao graficode f

Portanto, a imagem do grafico de f pela reflexdo central de centro O coincide com o préprio grafico.

3. Seja a € Dy . Entdo, o ponto P(a,f (a)) pertence ao grafico de f . Como o grafico de f é simétrico
relativamente a origem do referencial, o ponto simétrico de P em relagdo a origem do referencial também
pertence ao grafico de f . Ora, o ponto simétrico do ponto P(a, f (a)) relativamente a origem do referencial
tem coordenadas (-a,-f(a)) . Como o ponto (-a,-f(a)) pertence ao grafico de f , podemos concluir que
-a € Dy eque f(—a) =-f(a)

Portanto, f éimpar.
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Descritor 2.8

11. Tem-se y=x+5e©x=y—5, pelo que, para cada y

y ER existeumeumsd x €ER talque y = f(x). Logo, f 4];+5

é bijetivae f71(x) =x -5 /5 o
1.2. Tem-se f(—3) =—-3+5=2, peloque A é o ponto de - /
coordenadas (—3,2) / © 57
Entdo, a imagem de A pela reflexdo axial de eixo de equagao s

y = x é o ponto de coordenadas (2,—3) Y

Ora, f1(2)=2-5=-3, pelo que o ponto de

coordenadas (2,—3) pertence ao grafico de f~!

Tem-se f(1) =1+5=6, peloque A é o ponto de coordenadas (1,6)

Entdo, aimagem de A pela reflexdo axial de eixo de equagdo y = x é o ponto de coordenadas (6,1)

Ora, f71(6) =6 —5 =1, pelo que o ponto de coordenadas (6,1) pertence ao grafico de f~!

1.3. Tem-se, qualquer que seja a € Dy :

O ponto de coordenadas (a,a + 5) pertence ao grafico de f

Entdo, a imagem de (a,a +5) pela reflexdo axial de eixo de equagdo y =x ¢é o ponto de coordenadas
(a+5,a)

Ora, f7Y(a+5)=(a+5)—5=a, peloque o ponto de coordenadas (a + 5,a) pertence ao grafico de f~1
Logo, a imagem do gréfico de f pela reflexdo axial de eixo de equagdo y = x é o graficode f~1

Pag. 43

Descritor 2.8

2. A é o ponto de coordenadas (a,f(a)) , peloque A’ é o ponto de coordenadas (f(a),a)

Seja P(x,x) um ponto qualquer da reta de equagdo y = x

Tem-se:

d(P,A) =/(x —a)? + [x — f(a)]? e d(P,A)=.[x—f(@]>+ (x—a)?, pelo que se tem sempre
d(P,A) =d(P,A"

Logo, a reta de equagdo y = x é a mediatriz do segmento de reta [AA’], pelo que os graficosde f ede f~!
sdo simétricos um do outro relativamente a bissetriz dos quadrantes impares.

3. A resposta a esta questdo é apresentada no manual, ao longo do tdpico «Relagdo entre o grdfico de uma
fungdo bijetiva e o grdfico da respetiva inversa», pdginas 44 e 45 do volume 2.

Pag. 43

Descritor 2.9

1.1. O ponto P é o ponto de coordenadas (4,f(4)) ou seja (4,16)

Tem-se Q = P + 1, peloque Q é o ponto de coordenadas (4,16) + (0,3) = (4,19)

Q pertence ao graficode g pois g(4) =42+3=16+3 =19

1.2. Um ponto pertence ao grafico de f se e s6 se é um ponto de coordenadas do tipo (a,a?) com a € R
Aimagem de (a,a?), pelatranslagdo de vetor i (0, 3) é o ponto de coordenadas (a,a? + 3)

Ora, este ponto pertence ao gréfico de g pois g(a) = a? + 3
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1.3. Um ponto pertence ao grafico de g se e s6 se é um ponto de coordenadas do tipo (a,a? + 3) com a € R
Tem-se (a,a? +3) = (a,a?®) +(0,3), pelo que o ponto de coordenadas (a,a? + 3) é a imagem de (a,a?)
pela translacdo de vetor (0, 3)

Como (a,a?) pertence ao gréaficode f, (a,a® + 3) é aimagem de um ponto do grafico de f pela translagdo
de vetor 1 (0, 3)

2.1. O ponto P tem coordenadas (a, f(a))

Tem-se Q = P + 1, peloque Q é o ponto de coordenadas (a,f(a)) + (0,¢) =(a,f(a) +¢)

Ora, este ponto pertence ao grafico de g pois g(a) = f(a) + ¢

2.2. Um ponto pertence ao grafico de g se e s se é um ponto de coordenadas do tipo (a, f(a) + ¢) com
a€eR

Tem-se (a,f(a)+c)=(a, f(a))+ (0,c), pelo que o ponto de coordenadas (a,f(a)+c) é aimagem de
(a, f(a)) pelatranslagdo de vetor 1 (0, c)

Como (a, f(a)) pertence ao grafico de f, (a,f(a)+c) é aimagem de um ponto do grafico de f pela
translagdo de vetor u (0, c)

Pag. 43

Descritor 2.10

1.1. Tem-se x —3 >0 x > 3, peloque o dominiode g é [3,+[

1.2. Tem-se f(4) = V4 = 2, pelo que o ponto de coordenadas (4,2) pertence ao grafico de f

Tem-se A+ 1 é o ponto de coordenadas (4,2) + (3,0) = (7,2), pelo que aimagem de A pela translacdo de
vetor U é o ponto de coordenadas (7,2)

Ora, este ponto pertence ao grafico de g pois g(7) = V7=3=/4=2

1.3. Um ponto pertence ao grafico de f se e sé se é um ponto de coordenadas do tipo (a, \/E) coma=0
Aimagem de (a, \/E) pela translagdo de vetor 1(3,0) é o ponto de coordenadas (a +3, \/a)

Ora, este ponto pertence ao grafico de g pois g(a + 3) = W =+a

Inversamente, um ponto pertence ao grafico de g se e sé se é um ponto de coordenadas do tipo (a, m)
com a =3

Tem-se (a,x/ﬁ) = ((a -3+ B,M) = (a - B,M) + (3,0) , pelo que o ponto de coordenadas
(a, \/H) é aimagem de (a -3, \/E) pela translagdo de vetor %(3,0)

Como (a -3, M) pertence ao gréfico de f, (a, \/W) é a imagem de um ponto do grafico de f pela
translagdo de vetor (3,0)

Pag. 44
Descritor 2.10

2.1. O ponto P tem coordenadas (a, f(a))
Aimagem de P pela translagdo de vetor ii (¢, 0) é o ponto Q, de coordenadas

(@a+c f(a)
Ora, Q pertence ao graficode g pois g(a+c) = f((a +c)— c) = f(a)
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2.2. Um ponto R pertence ao grafico de g se e sé se é um ponto de coordenadas do tipo (a,f(a - c)) , com
a—c€ Dy

Tem-se (a,f(a — c)) = ((a —c)+c f(a— c)) =(a—cf(a—c))+(c,0) , pelo que o ponto de
coordenadas (a,f(a—c)) éaimagemde (a—c,f(a—c)) pela translagdo de vetor i(c,0)

Como (a—c, f(a—c)) pertence ao grafico de f, (a,f(a — c)) é a imagem de um ponto do grafico de f
pela translagdo de vetor u(c,0)

Pag. 44
Descritores 2.11 e 2.12
1.1.

"

Ae
oD
Be - ¢C Eo

1

ol 1 x
Tem-se, relativamente a Gy: A(-2,4), B(-1,2), €(0,2), D(1,3) e E(4,2)

1.2. Tem-se: A'(-2,8), B’'(-1,4), C’(0,4), D’'(1,6) e E'(4,4)
Representemos, no mesmo referencial, o grafico de f e as imagens que se obtém dos pontos de Gy pela
transformacao referida.

’ "
A 18
D
A-B ¢ E
oD
Be - ¢C E.
1
ol 1 x
1.3. Tem-se:
e g(—2)=2f(-2)=2%x4=8 e g(—1)=2f(-1)=2x2=4
e g(0)=2f(0)=2%x2=4 e g(1)=2f(1)=2%x3=6

o g(4)=2f(4)=2%x2=4
Entdo, tem-se: G, = {(—2,8),(—1,4),(0,4),(1,6),(4,4)} , que é o que se obtém do gréfico de f pela
transformagdo ¢

1.4.
"
Ae
D
B¢l * E
A'e o H g °
1o B
ST ; =

1.5. Uma expressdo analitica para h é h(x) = %f(x)
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Pag. 44
Descritores 2.13 e 2.14

1.1.

st

Ae

1 -oC

B 4 £

14 oD

ol 1 x
Tem-se, relativamente a Gy: A(-3,4), B(0,2), C(1,3), D(3,1) e E(6, 2)

1.2. Tem-se: A'(-1,4), B'(0, 2), c(gs) D'(1,1) e F(2,2)
Representemos, no mesmo referencial, o grafico de f e as imagens que se obtém dos pontos de Gy pela

transformacao referida.

Ae A 4
C’.c
B=B’ E I;:

1+-4D>-eD

i B
1.3. Tem-se:
e g~ = fI3x (-] = f(-3) =4 e g(0) = FB3x0) = f(0) =2
e g(3)=r(3x3)=rfy=3 e g =fBxD=fB)=1

e 9g(2)=f(Bx2)=f(6) =2
Entdo, tem-se: G, = {(—1,4), (0,2), G,B),(l,l), (2,2)} , que é o que se obtém do grafico de f pela

transformacgdo Y

1.4.
y
A A I,
3 -C C
B=B’$2 E, E
1+ oD D’
o T340l 1 3 6 9 Ty ¥

1.5. Tem-se D, = {—9,0,3,9,18} e h(x) = f(%x)

Pag. 46

Descritor 4.8

1.1. f(0)=0, pelo que aordenadade P éiguala 0
f(2)=28, pelo que a ordenada de Q éiguala 28
f(5)=175, pelo que a ordenadade R éiguala 175
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1.2. Tem-se P(0,0), Q(2,28) e R(5,175)

O declive dareta PQ éigual a % =14
17528 _ 44
5-2
O declive dareta QR é maior do que o declive dareta PQ

O declive dareta QR éigual a

1.3. Dados xp<xQ<xR ,

P(x,,7x,%), Q[xq,7xqz] e R(x,,7x,")

consideremos os pontos P, Q e R do gréficode f:

Tx," —Tx,)} ’ox)’ — X XX, + X
O declive dareta PQ éiguala *a P :7XQ P :T!(XQ pX¥q P):7(XQ+XP)
Xq— X, Xq—Xp Xq— X,
T -Tx.' x.—x.’ X, — X }( X+
O declive dareta QR éigual a R Q@ _q7F *a :7( r— %ol X XQ):7(XR+XQ)
= Xq Xo— X Xo— Xq

Dado que xp < xp, tem-se xQ+xP <xR+xQ , pelo que o declive da reta QR é maior do que o da reta PQ ;

conclui-se, entdo, que o gréfico de f tem a concavidade voltada para cima.

2. Consideremos os pontos P(xp,axpz], Q(xq,axq?‘] e R[XR,GXRZ]
2.1. O declive dareta PQ éigual a

2 2 2 2
Vg~ Ko X g~ Xp}Xg+Xp)

X, —X X,— X X,— X - At Xp)
Q P Q P Q ad

2.2. O declive dareta QR éigual a
2 2 2 2

ax_, —ax X — (X, — X WX+ X,)
R a _ . xo:a r~ XoHXg xQ:a(xRerQ)
X Xq Xz~ Xa Xg— X

23. Seja a>0. Tem-se: xp +xp <xg+xy & a(xQ + xp) < a(xR + xQ) , pelo que o declive da reta PQ
é menor do que o dareta QR

2.4. Seja a<0. Tem-se: xp +xp <Xg+x9 & a(xQ + xp) > a(xR + xQ) , pelo que o declive da reta PQ
€ maior do que o da reta QR

2.5. Se a > 0, aconcavidade do grafico de f esta voltada para cima.

Se a < 0, aconcavidade do grafico de f estd voltada para baixo.

Pag. 46

Descritor 6.1

1.1. Tem-se: x2<4x2-4<0

Consideremos a fungdo quadratica, f, definida por f(x) = x? — 4
Determinemos, se existirem, os zeros de f :
f=0ex’-4=0ox’=4x=-2Vx=2

Um esbogo do gréfico de f é:

Entdo, x2 —4 <0 & —2 < x < 2; conjunto-solugdo = [—2,2]
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1.2. Tem-se: x?>—6x—1>15x2—-6x—16>0
Consideremos a fungdo quadratica, f, definida por f(x) = x? — 6x — 16
Determinemos, se existirem, os zeros de f :

f(x)=0@x2—6x—16=0®x=w=>x=w

Um esbogo do grafico de f é:

©Sx=-2Vx =28

Entdo, x2 —6x — 16 > 0 © x €] — 00, —2[U]8, + o[

Conjunto-solugdo =] — 0, —2[U]8, + o]

1.3. Tem-se: (x—2)?—-6x>-24ox>—4x+4—-6x+24>0&
©x2—-10x+28=>0

Consideremos a fungdo quadratica, f, definida por f(x) = x? — 10x + 28

Determinemos, se existirem, os zeros de f :

F(X) =0 x2—10x +28 = 0 & x = EI0-TIZ \ _ 104/712

X=—]—Sx€ED;
. . ?;
f ndo tem zeros.

Um esbogo do grafico de f é:

%

Entdo, x2 —10x + 28 > 0 & x € R; conjunto-solucdo = R
1.4. Consideremos a funcdo quadratica, f, definida por f(x) = 2x%2 +x +1

X

Determinemos, se existirem, os zeros de f :

f)=0e2x2+x+1 =0<:>x=_1i41_8(:>x=_1i:/__7<:}x€®; f n3otem zeros
Um esbogo do gréfico de f é:

X

Entdo, 2x2+x+1<0 © x € @; conjunto-solugdo = @

15. 4x2+4x+1>0 @(2x+1)2>0®2x+1¢0®x¢—%

Conjunto-solugdo = R\ {— %}

16. [x-3|<6©x—-3>-6Ax—-3<6©x>-3Ax<9ox€]-39[;
conjunto-solugdo =] — 3,9

17. |2x—-1|=3e2x—1=-3V2x—1=3 x=—-1Vx = 2; conjunto-solugdo = {—1,2}

18 [4x+1| 220 4r+1<-2Var+12204r<-3Var2lex<—2Vrzy;

conjunto-solugdo =] — oo, —%] U [%, +oo[

19. |2x—1|<3e©2x—1=>2-3A2x—1<3e©x=>-1Ax<2 & x €[—12]; conjunto-solugdo = [—1,2]
1.10. [x|+4 <1l x| < -3

A condicdo |x| < —3 é impossivel; conjunto-solucdo = @
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1.11. |2x|+5>3 & |2x| > -2
A condigdo |2x| > —2 é universal; conjunto-solucdo = R
112. [x=3|<|x=5le|x-3<|x-5Pe(x-3)’<(x-5)?&
©x?—6x+9 <x?—10x+25© 4x < 16 © x < 4; conjunto-solugdo =] — =, 4]
1.13. |x?-5x| < 6 © x?-5x > -6 Ax?-5x < 6 &
©x%2-5x+6>0Ax*-5x-6< 0
© x € (]-0,2]U[3,+o[) Ax € [-1,6] &
o x€e[-1,2] U [3,6]

Pag. 47

Descritor 6.1

21. Paraa=-1 e k=-2, tem-se f(x) =—(x—3)2—2, pelo que o grafico de f é uma parabola com
vértice no ponto de coordenadas (3,—2) e com a concavidade voltada para baixo. Entdo, D’f =] — 00, —2]

2.2. O contradominio de g é diferente de [0,+oo[ se e sdse f ndo tiver zeros.

Ora, f ndotem zerosseesdse: a>0Ak >0 (casoem que o grifico da fungdo é uma pardbola que tem a
concavidade voltada para cima e cujo vértice tem ordenada positiva) oua < 0 Ak < 0 (caso em que o grafico
da funcdo é uma parabola que tem a concavidade voltada para baixo e cujo vértice tem ordenada negativa).

3.1.

e Proposicdo (I):
2

f@<f(3)e
2 2\? 2

& -3x22+4x2+c<-3x(3) +4x24co

@—12+8+c<—§+§+c=}

o —4< g

(I) é uma proposicao verdadeira.

e Proposicao () :

Sec=1, tem-se f(x) = —3x%2+4x+1

O grafico de f é uma pardbola com a concavidade voltada para baixo e cujo vértice tem ordenada igual a

_42—4><(—3)><1 _ 28

4x(-3) 12
(I1) € uma proposicdo falsa.

7 . L. 7
=3 pelo que o contradominio de f é ointervalo | — 00,5[

e Proposicao (lll) :
Para todo o numero real ¢, tem-se que o gréfico de f é uma pardbola com a concavidade voltada para baixo e

2 . . 2 .
—, pelo que qualquer objeto diferente de 3 tem imagem menor do

cujo vértice tem abcissa igual a — =
2x(=3) 3

2 . . 2 . 2
que f (E) ; em particular, qualquer objeto menor do que 3 tem imagem menor do que f (E)

(1) é uma proposicdo verdadeira.
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— 2_ - — A/
3.2. Temse f(x) =0 -3x’+4x+c=0x = = ix(ig DX s x = %

~ . . . . , 4
Entdo, f(x) =0 éimpossivel seesése 16+ 12c < 0, ouseja, seesdse ¢ < —3

4. A equacdo reduzida de qualquer reta paralela a reta de equacdo y = 2x é daforma
y=2x+b, com b ER

=2x+b
Comecemos por determinar o valor de b para o qual a condigdo {z =22 _ 4y admite uma unica solugdo.
{y=2x+b @{y=2x+b @{y=2x+b @y=2x+b
y=x—4x  Lx+b=x>—4x LP-6x—-b=0 |x="2202
Entdo, o valor de b para o qual a condicdo admite uma Unica solucdo é b = —9
Tem-se, nesse caso, x =3 e y = —3; o ponto tem coordenadas (3,—3)

5. C determi lor d | d'"{yzmx+4

. Comecemos por determinar o valor de m para o qual a condigdo y=(x—2)%+1

admite uma unica solucgdo.

y=mx+4 y=mx+4 y =mx + 4

ot o : o' o

y=x=2+1 "lnx+4=x>—4x+4+1  |=x*4+(m+4)x—-1=0
y=mx+4

9 -m-4t/(m+4)2-4

-2

Entdo, a condicdo admite uma Unica solugdo para m+4=—-2 ou m+4=2, ou seja, para m=—6
oum= -2

Coordenadas do ponto de intersecao

Para m = —6, tem-se x = —iz =—1 e y =10; o ponto tem coordenadas (—1,10)

Para m = -2, tem-se x = :—2 =1 e y =2; opontotem coordenadas (1,2)

Pag. 47

Descritor 6.2

11. Vx—2=4eVx—2=Vl6ox-2=16x =18

1.2. Como resolver a equagdo V2x +1 = x ?

Para fazer desaparecer o simbolo de radical, somos tentados a elevar ambos os membros ao quadrado, pois

(VZx+1) =2x+1se 2x+120

Note-se que, para quaisquer a,b € R, setem a =b = a® = b?, mas n3o é verdade que a = b & a? = b?
(por exemplo: (-3)? =32, mas -3 # 3).

Assim, ao elevar ambos os membros de uma equa¢ao ao quadrado, podemos ndo obter uma equacgao
equivalente a inicial. O que podemos garantir é que qualquer solucdo da equacdo inicial é solucdo da segunda.
Portanto, o que temos de fazer, depois de elevarmos ambos os membros ao quadrado, é resolver a equacdo

obtida e verificar quais das solucdes desta sdo também solu¢des da equacgdo inicial.
2
V2x+1=x=>(V2x+1) =x*e2x+1=x*ox*-2x-1=0&

2 [4-4x1x(-1) 2+V8 242V2

S X = = =
2 2

ex=1+2

=1
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Note-se que 1-v/2 < 0, pelo que se conclui imediatamente que 1-+/2 n3o pode ser solugdo da equacio inicial,
pois V2x + 1 = 0, para qualquer x do dominio da condigao.

Vejamos agorase 1 + V2 é solugdo da equacao inicial.

Tem=se: [2(1+V2)+1=1+VZoV3+2V2=1+2 o

©3+2VZ=(1+V2) ©3+2V2=1+22+(V2) &
& 34 22 =3+ 2v2, 0 que é verdade.
Portanto, 1 4+ /2 é a Unica solugdo da equacdo V2x + 1 = x

1.3. \/x—2=x—4:>(\/x—2)2 =(x-4)>?oox-2=x*-8x+16o

9+ ’81—4><1><18 949
—_— S X =—

©x%-9x+18=0x = > .

9+3
(:)x=?(:)x=3Vx=6
Note-se que 3 -4 < 0, pelo que se conclui imediatamente que 3 ndo pode ser solugdo da equacao inicial, pois

Vx —2 >0, para qualquer x do dominio da condic&o.

Vejamos agora se 6 é solucdo da equacdo inicial.

Tem-se: V6 —2=6-4V4=2,0 que é verdade.

Portanto, 6 é a Unica solugdo da equacdo Vx —2 = x — 4

1.4. Para que, simultaneamente, Vx —5 e vx tenham significado, tem que ser x > 5
Para x = 5, tem-se:

Vi—5+va=56 (Vi—5+Vx) =52 @x—5+2xVr—5xvx+x =25

©2Vx2 —-5x=-2x+30=Vx2-5x=—x+ 15 x? - 5x = (—x + 15)* &
©x?2—-5x=x?>—-30x+225©25x =225 x=9
Dadoque 9 =5, 9 é solugdo da condigdo.

15. x+1=2ox+1=8=x=7

2.1. Comecemos por notar que é necessario impor a condicdo x + 3 > 0, para que a expressdo Vx + 3 tenha
significado.

Tem-se x+32>20e x>-3 & x € [-3,+0]

Em [-3,+0o[ tem-se: VX +3 <2 o Vx+3<Viox+3<4e

e x <1

Portanto, o conjunto-solugdo da condigdo é [-3, 1]

2.2. Para que Vx —1 tenha significado, tem que ser x = 1

Para x = 1, tem-se: Vxr—1<3evW-1<V9ex-1<9ex<10

Portanto, o conjunto-soluc¢do da condic3o é [1,10]

2.3. Comecemos por notar que é necessario impor a condicdo:

x=>20Ax-32=20
Tem-se x 2 0Ax-320x=>20Ax=>3x>3
Por outro lado, como se tem Vx>0 e Vx—3>0, para que +x++Vx—3<3 é necessario que

Vx <3AVx—3<3,dondevem x <9Ax < 12,0 queequivalea x <9
Tem-se, ainda, que Vx<3e3-vx>0
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Assim,em [3,9] tem-se: Vx +Vx —3<3 ©Vx—3<3-/x &
o (Vx=3)'<(3-vx) ®x-3<9-6yx+x©6Vx <12 &
eVx<2ex<4

Portanto, o conjunto-solugdo da condigdo é [3, 4

Pég.47
Descritor 6.3
1.1.

flx)= |Ex -1
fl—x)= |E{—x}| - 1=|—Ex| - 1=|2x| - 1=f(x), ¥xeD,
Portanto, f é par.
1.2.
f(x)=2x*- 3x
f(=x)=2(—x)*- 3(x)=—2x*+ 3x=-(2x* - 3x)=—f(x), Vx EDJf

Portanto, f éimpar.
1.3.

f(x)=x ‘5x|
f(=x)=(—x) ‘5(—x]| = —x|5x‘ =—f(x), Vx €D,

Portanto, f éimpar.
1.4.

F)=53x

S=x)=5Y-x=-5Yx=—f(x), VxeD,

Portanto, f é impar.

1.5.

f(x)=5x"- 3x*

F(=x)=5(-x) - 3(x)" =5x"- 3x* = f(x), Vx €D,
Portanto, f é par.

1.6.

f(x)=1+v16 — x?
f(=x)=1+/16— (02 =1+V16— 22

Portanto, f é par.

2.1.1. Dado que o grafico de f interseta o eixo das ordenadas no ponto de ordenada 3, tem-se f(x) = mx + 3

Dado que o grafico de f interseta o eixo das abcissas no ponto de abcissa 2, tem-se

f(2)=0<:>m><2+3=0<:>m=_%

Tem-se, entdo, f(x) = —%x +3
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2.1.2. Tem-se:

3 3 3 3 3 3
g =—f+ D =—|-2G+D+3|=2G+1)-3=2x+1-3=2x-2
g(x)=0=>%x—§=0<:)x=1

Ozerode g é 1

2.1.3. Tem-se: h(x) = —|f(x)|+2 =— |—§x + 3| +2

Ora, o contradominio da fungdo definida por |—%x + 3| é [0,+[, pelo que o contradominio da fungdo
definida por — |—§x + 3| é ] —,0], pelo que o contradominio da fun¢do h, definida por — |—%x + 3| +2,
€ ]—0o,2]

2.2. Tem-se: j(x) = 2f(—x) — 1 =2 [—%(—x) + 3] —1=2 (3?"+ 3) —1=3x+5
Um esbogo do grafico da fungdo j é:

\ |
o
x®

Pag. 48
Descritor 6.3
31. g(x)=f(x) -3
f D'y =[-23]
g(x) = f(x) -3 D'y =[-5,0]

3.2. h(x) =—f(x) +1

f D'f =[-2,3]
hyi(x) = —f(x) D'y, =1[-32]
h(x) =—f(x)+1 D'y, =[-2,3]
3.3. j(x) =2f(x)
f D'f =[-2,3]
j(x) = 2f(x) D'; = [—4,6]
3.4.j(x) =|f ()l
f Dy =[-23]
Jj) = 1f ()| D'; =10,3]

68
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4.1. Ponto A:

f(O=0-22+1=4+1=5

A é o ponto de coordenadas (0,5)

Ponto B:

fX) =5 (x—-2)2+1=5(x—-22=4©x=0Vx=4; aabcissade B é 4
B é o ponto de coordenadas (4,5)

Ponto C:

C é o ponto de coordenadas (4,0)

4.2. Area do retangulo [ABCO] = OC x OA = 4 x 5 = 20 unidades de &rea

4.3. Como g(x) = f(2x), o grifico de g ¢é obtido, a partir do grifico de f , por meio de uma contragdo
horizontal de coeficiente %

4.3.1. D coincide com A

4.3.2.
y

Area do retangulo [ODEF] = OF x OD = 2 x 5 = 10 unidades de 4rea

_F C
o 1 2 4 X

4.3.3. Adreadoretangulo [ODEF] é metade da area do retdngulo [ABCO], o que se compreende pelo facto
de a contragdo horizontal que transforma o grafico de f no gréfico de g ter coeficiente %, reduzindo-se, por
isso, a base do retangulo a metade da do original e mantendo-se a altura.

4.4. Como h(x) = %f(x) , o grafico de h é obtido, a partir do grafico de f, por meio de uma contragdo
vertical de coeficiente %

4.4.1. G é aimagem do ponto A por meio daquela contracdo, pelo que as suas coordenadas sdo (0; 2,5)

y

i /f h
s¥A B

*H

Area do retangulo [0GHI] = 0] x OG = 4 x 2,5 = 10 unidades de area

4.4.2. A érea do retdngulo [OGHI] é metade da area do retdngulo [ABCO], o que se compreende pelo facto
~ . - - - 1 . .

de a contragdo vertical que transforma o grafico de f no gréfico de h ter coeficiente > reduzindo-se, por isso,

a altura do retangulo a metade da do original e mantendo-se a base.

Fotocopiavel © Texto | M¥T 10 69



4.5. Como j(x) =3f (;—C) , o grafico de j é obtido, a partir do grafico de f , por meio de uma dilatagcdo

horizontal de coeficiente 2 seguida de uma dilatacdo vertical de coeficiente 3

al Area do retangulo [0JKL] = OL x O] = 8 x 15 = 120 unidades de area

/B

¢ L,
O 4 8 x

IS

A drea do retangulo [OJKL] é o séxtuplo da érea do retdngulo [ABCO], o que se compreende pelo facto de a
transformagdo geométrica que permite obter o gréfico de j a partir do grafico de f conduzir a que a altura do
retangulo obtido seja o triplo da do original e a base seja o dobro da do original.

Pag. 48

Descritor 6.4

1.1. Fungdo fog:

Dfog = {x EDs:g(x) € Df} = {x € E,+oo[:m € ]R} = E,+oo[
(feg)®) =flg)]=f(V2x—1) =5v2x -1~ 1

Fungdo gof:

Dgor = {x € Ds: f(x) EDg}={xE R:5x —1 2%}: 13—O,+oo[

(9o () = glf @] = g(5x = 1) = 2(5x — 1) — 1 = VI0x - 3

1.2. Podemos afirmar que a composi¢do de fungdes nao é comutativa.

2.1. Tem-se
Dfog =R e fogd)X)=flgX)]=f(—x+2)=2(—x+2)—1=-2x+3
Dgor =R e (Go ) =glf()]=g@x—1)=—2x—1)+2 = —2x+3

Logo, fog=gc°f, peloque f e g sdo permutdveis.
2.2. Por exemplo, as fungBes f e g, definidaspor f(x) =3x—2 e gx) = %x + % , intersetam-se no ponto
de coordenadas (1,1)

Vejamos que f e g sdo permutdveis:
1

Drg=R e (Fo@=flgl=f(Gx+3)=3(x+;)-2=3x—3

Dr =R & (geNW=gf@]=gBx-2)=;GBx=2)+;=71—;

Logo, feg=gc°f, peloque f e g sdo permutdveis.
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Descritor 6.4

- -y — 1,2 1) =1, L
3.y=mx+bemx=y—-bex=—y——, peloquesetem f (x)—mx -

Como Dy =Ds1 =R, f=f""seesése f(x) =f'(x),Vx €R

Tem-se f(x) = f'(x),Vx€ER ©m=—Ab=——

m=— m=-1vm=1 m=-1 m=1
mb@{ b @{ _gv{ b@{mz_lv{mzl o

— b=—; b= - b=—% b=b»b =—b
m
m=—-1_m=1
{bE]R V{b=0

Entdo, f = f~1 seesé se:

ef(x)=—x+b,b€ER, casoemquesetem f~1(x)=—x+b

A funcdo inversa de uma fungdo afim cujo grafico é uma reta perpendicular a bissetriz dos quadrantes impares é
a prépria fungao.

e f(x) =x, casoemque setem f~1(x) =x

A funcdo inversa da fungdo afim cujo grafico é a bissetriz dos quadrantes impares é a prépria fungao.

4.1. O grafico de uma fun¢do quadrética definida por f(x) = ax? + bx + ¢, com a # 0, é uma parabola.

Se a > 0, a parabola tem a concavidade voltada para cima e, portanto, a fungdo tem um minimo e ndo tem
nenhum maximo.

Se a < 0, a pardbola tem a concavidade voltada para baixo e, portanto, a fun¢do tem um maximo e nao tem
nenhum minimo.

~ ~_ ~b-VA  -b+V/A
4.2. Os zeros da fungdo f sdo: e —-
A média aritmética dos zeros é:
-b-—Va_ -b+Va  -b-Va-b+VA  -2b  -b
2a " 2a  __ 2a — 20 _ a _
2 2 2 2 2a
Portanto, a abcissa do vértice da pardbola é igual a média aritmética dos zeros.

b

5.1. Sendo r o raio da base, a area da base é nr?

Designando por h a altura do cone, tem-se h = 3r
1
Portanto, V =3 X nr? X 3r = nrd

N % sy
Tem-se, entdo: V =nr3 @ rd3 = —eor= |-

5.2. Tem-se:
Areadabase =2nenmri=2neor’=2or=12

Portanto, V = nr3 = 7'[(\/7)3 =23 = 2V2n
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6. A abcissadoponto B é 1.
A ordenada do ponto 4 é vx — 1
BC =2(x-1)
Portanto, a drea do tridangulo [ABC] é:
% Va1 _ (x-1DVx—1
Como x-1>0,tem-se (x-1Vx—1= \/(x— 1)3
Jax-1B3=27ex-1)2=277 x-1)3=03) 2o x-1)3}=3%)s

©x-1=9=x=10

7.1. f(—i/7)+f(53)= [—2x(—§/§)3+2]+[(53)2+3] =
=[-2x(=2)—2]+[53—3] =4 —2+125—3 = 124

7.2. f(X) =0 (-2x3-2=0Ax<0)V(x?-3=0Ax=0) &

S @=-1Ax<0)VE?=3Ax=20)e (x=-1Ax<0)V(x=+/3Ax>0) &
ox=-1vx=+3

Os zerosde f sio —1 e V3

8.1. a(0)=1,6
A altura do projétil no instante em que foi langado era 1,6 metros.
8.2. A altura maxima atingida pelo projétil é a ordenada do vértice do grafico da fungao a .

, A 39,22-4x(-4,9)X1,6
Essa ordenada é -2 =_3227-4x(-49)x16
4a 4%(-4,9)

= 80
A altura maxima atingida pelo projétil foi 80 metros.
83. a(t) >359<-49t2+392t+1,6 >359 &

© -49t% 4+ 39,2t-34,3 >0
Tem-se:

-49t%24+392t-343 =0

-39,2iJ39,22-4x(-4,9)><(—34,3)

ot = ot=1vt=7

2x(-4,9)
Portanto, a(t) > 359 < te€]|1,7]
Como 7 -1 = 6, o projétil esteve a uma altura superior a 35,9 metros durante 6 segundos.
8.4. Para t > 0, tem-se:
a(t) =0 t=28,0
O projétil atingiu o solo ao fim de 8,0 segundos.
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9.1. Grafico da fungdo f: Grafico da fungdo g :

92. fx) =03 —-Vx+2=0Vx+2=3ex+2=9ox=7

O Unico zerode f é 7

9.3. Recorrendo a calculadora grafica, podemos esbogar, sobrepostos, os gréficos de f e de g e obter as
coordenadas dos pontos de interse¢ao:

Tem-se: A(—0,4;1,7) e B(4,1;0,5)

As solugdes da equagdo f(x) = g(x) sdo, entdo, —0,4 e 4,1

Sejam x4, e xp as abcissas, respetivamente, dos pontos A e B

Existem exatamente duas solugdes pois, por um lado, estes dois valores satisfazem a condig¢ao e, por outro, no
intervalo [—2,x4[ ndo hd outra solugdo, bem como no intervalo ]xg,+oo[, dado que a fungdo f &, nesse
intervalo, estritamente crescente ao passo que a fungdo g é, nesse intervalo, estritamente decrescente.

101 R(4nv3) =1 B =1 /a3 =1Va/VB=1x2x {3 =13

10.2. O volume da esfera é dado, em fungdo do raio R da esfera, por §NR3 , pelo que
4 s (1 %) 4 1\3 2\ a 1 x\3
4 p3_4_(1 |x) _4 1 Xy _4 1 x\T
V(x)_3ﬂR _37T(2\/;) _37TX(2) X(\/;) =3 XX (n) -
41 x\2 x T x x T X x X |x
S ) x\/:z—xHx\/::—x—x x_zxfx
24 T T 6 T T 6 T T 6T
10.3. V(x)=£<=f\/z=f@x\/z=3x<:x\/z—3x=0<:x(\/z—3)=O(:>
2 6T 2 T T T

<:)x=0v\/§—3=0(:>x=0v\/§=3(:>x=0vﬁ=9(:>x=0Vx=9rc

Dado que x > 0, ovalor procurado é 97
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Descritor 6.4

11.1. Paracada x real, seja P o ponto do grafico cuja abcissa é x . Tem-se P(x,-x2 + 4x)
gx) =AP =/(x -1)2 + (-x2 + 4x-0)2 = /(x - 1)% + (-x2 + 4x)? =

= /x2-2x + 1+ x%-8x3 + 16x2 = /x*-8x3 + 17x2-2x + 1
11.2. Imediatamente se reconhece que um dos pontos do grafico de f que distam uma unidade de A é a

origem do referencial, cuja abcissa é zero.
A abcissa do outro ponto sera a solu¢do ndo nula da equagao:
Jx4-8x3 +17x2-2x+1=1
Ora, Vx*-8x3+17x%-2x+1=1&
ex*-8x3+17x*-2x+1=1
e x*-8x3+17x?-2x =0 &
& x(x3-8x2+17x-2) =0 &
©x=0vx3-8x2+17x-2=0

Portanto, a solugdo ndo nula da equagdo \/x4—8x3 + 17x%-2x + 1 =1 é asolugdo da equagio

x3-8x2+17x-2=0

Definindo, na calculadora, y; = x3-8x2? + 17x -2 e utilizando o procedimento que permite obter um valor
aproximado de um zero de uma fung¢ao, obtemos x = 0,1

11.3. Tem-se:

f)=gkx)e-x*+4x = \/x4—8x3 +17x%2-2x+ 1=
2

= (22 +40? = (Ve8P +17x2-20 + 1) &

e x*-8x3+16x2 =x*-8x3+17x%-2x+ 1 &
oxl-2x+1=0 (x-1)’=0ox=1

Verifiquemos que 1 é solucdo da equacado inicial.

Tem-se: f(1) = g(1) © 3 =+/9, o que é verdade. Portanto, 1 é solugdo da equagdo f(x) = g(x).
Interpretacdo geométrica:
distancia do ponto A(1,0) ao ponto (1,f(1)) =f(1)
g
De facto, como os pontos de coordenadas (1,0) e (1,f(1)) tém a mesma abcissa e como f(1) >0, a

distancia entre estes dois pontos é f(1) -0 = f(1)
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Descritor 6.5

1.1. Dy = [0, 4] Dy = [0,6]

1.2. Dyyg =D N Dy =[0,4] N[0, 6] = [0,4]
F+p@) =fA+g9g@)=3+1=4

1.3. Dry = Dy N Dy = [0,4]

(F9)(0) = f(0)xg(0) =2x3=6

21 Dy ={x€R:9-2x >0} ={x eR:-2x = -9} = {x e Rix < 3} = |- 0, ]

Dg={x€R:3x+120}={x€R:3x2—1}={x€R:xZ—%}:[—§,+oo[

22,0020y, =00, = o] [ o] =[]
hx) =0 (f-g)x) =0 f(x)-gx) =0 gx) =f(x) ©
oVixti+2=V9-Zx=>(VBx+1+2) =(Vo-2x) &
©3x+1+4V3x+14+4=9-2x & 4/3x+ 1 =9-2x-3x-5 &

S4B +i=4-5r=> (43 1) =(4-50?% &

© 16(3x + 1) = 16 -40x + 25x? © 48x + 16 = 16 - 40x + 25x? &

© 25x%-88x = 0 © x(25x-88) =0 © x =0 Vx =

Verifiquemos as solugdes:
x=0-v3X0+1+2=v9-2X0s 1+ 2 =3,0queéverdade, pelo que 0 é solugio.

/3x§+1+2— /9 2x§(:> +2—— o que é falso, peloque—inaoesolugao

A fungao h tem apenas um zero, que é 0.

23. (fg)(4)+ (1)_f(4)><g(4)+f(1)—1x(\/ﬁ+2)+‘i—7=

g
=2++V13+ T
- ~ [
3. O dominio da fungdo P DN {x € Dy g(x) # 0}

Tem-se: Dy = [-1,+oo| {x € Dy g(x) # 0} = [0, +0o0[ \ {4}
Portanto, o dominio da funcdo E é [0, +oo[ \ {4}
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Tema 5 | Estatistica

Pag. 51
Descritores 1.1,1.2,1.3e 1.4
1. Uma possivel expressdo é 3n para n € {2,3,4,5,6,7,8}, pelo que se tem
6+9+12+15+18+21+24=y8,3i
De outro modo:
Uma possivel expressdo é 3n + 3 para n € {1,2,3,4,5,6,7}, pelo que se tem
6+9+12+15+18+21+24=37,(3i+3)

2. Y1 Bx —5) = XL (3x) — Xt 5 =3 XL, x; —5n =34 -5n

Pag. 52
Descritores 2.5 e 2.6
1.1. Como x(1) = min {x, %y, ..., X,} tem-se x; = x(1), X2 = X(1), .., Xn = X(1), Pelo que
X1 +xp+ 0+ x5 2 xq) +xq) + -+ X(q), 0queequivalea Yrix = nx(y)
n parcelas
Como X(n) = Max {Xy, Xz, ..., Xp} tem-se x; < Xy, X2 < X(n), -, Xn < X() , Pelo que

Xy + X+t Xy S X)) T X)) T+ X)), O queequivalea YL x; < nxgy

n parcelas
1.2. Tem-se:

1 1 1
nx() < Ble X Snxe © 1 (nxw) < ;X% < 5 (nx) ©
1 -—
< X(1) < ;Z?:l X < X(n) © X(1) <x< X(n)
1.3. Admitamos que se tem X = x(;). Vem:
_ 1 1
X = ;Z?zlxi S X)) = ;Z?lei S NXp) = Z?zlxi S NX(q) = Xq +x, 4+ +x, &

Sxptxpyttxpn=x+tx++x, & (dado que X(1) < X ,Vi<i<n)

n parcelas
© X(1) = X3 AX(q1) = X3 A .. AX(1) = X, pelo que se conclui que a amostra é constante.

Analogamente se mostra que se X = x(,,) entdo a amostra é constante.

1.4. Tem-se [x(l) = 3?] = [xl- = x(l),vlsisn] , pelo que [31si5n1xi * x(l)] =X FX

Como x(;) <X tem-se que Xx() # X, entdo x() <X, pelo que sé se tem Xx(;) # X se a amostra for

constante.
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Descritor 3.3

1.1.

Tem-sed; +d, +d; +d, + ds + dg = 0, pelo que:
34(-2)4+5+(C-1D+24+d;=0 ,0useja, 74+dg =0 ,donde dg =-7

1.2.

$S, =324 (-2)2+524+(-1)2+224+(-7)?=9+4+25+1+4+49 =92
1.3.

Determinemos

: dlle—x@3=10—E@E=7

x|

Daqui vem:
dy=x,-x©-2=x,-7x,=5
d; =x3-x & 5=x3-7 x3 =12
dy=x4-x-1=x,-7x,=6
ds =X5-X & 2=x5-7Tx;=9
de =Xg-X S -7T=x4-7 & x5 =0

Portanto, x = (10,5,12,6,9,0) e x =7

2. 8§, = (definicdo de SS,)
=Y (g —%)? = (desenvolvimento do quadrado de uma

diferenca e propriedades generalizadas da adicdo e da multiplica¢ao)

=y =2y ik + Y X = (propriedade distributiva generalizada da

multiplicagdo e adigdo de n parcelas iguais)

_ _ _ o1 _
=Y %t - 28 Y x; + nxt = (2x Xty = 2nX X~ XL, x; = 2n%?)

—_yn 2 =2
- Zi:lxi —nx

Pag. 53

Descritor 3.5
5

>

1. Dado que x= (160, 172,158,165, 166) tem-se )?z%:%: 164,2 , pelo que

SS, = (160 — 164,2)* + (172 — 164,2)* + (158 — 164,2)* + (165 — 164,2)* + (166 — 164,2)* =
= 17,64 + 60,84 + 38,44 + 0,64 + 3,24 = 120,8

5

D

Dado que )~/=(1,6; 1,72;1,58;1,65; 1,66) tem-se f=%=1,642, pelo que

SS,=(1,6—1,642)*+ (1,72 —1,642)> + (1,58 — 1,642)* + (1,65 — 1,642)> + (1,66 — 1,642)*=

= 0,001 764 + 0,006 084 + 0,003 844 + 0,000 064 + 0,000 324 = 0,012 008

Portanto, SS,= 10000 SS,
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2. 8§, = (do exercicio 2 do descritor 3.3)
=Yyt —ny? = (¥ = ax)
= Xi=(ax; )2 - n(af)2 =

=YL, a’x} —na*x? = a? I xf — a?(nx?) = a?(TL, xf — nx?) = a®SS,

3. Dado que x:(210,182, 205, 198) tem-se ¥ = ~L0t182%205+198 198,75, pelo que

4
SS, Z X, ~ %) =Z4: x,~198,75)" =
i=1

= (210 — 198,75)? + (182 — 198,75)? + (205 — 198,75)? + (198 — 198,75)% =
= 126,5625 + 280,5625 + 39,0625 + 0,5625 = 446,75

Dado que a balanga tem um desvio positivo de 5 g em cada pesagem, tal significa que o valor obtido em cada
pesagem é superior em 5 g ao valor real, pelo que y = (205,177,200,193)

205+177+200+193
4

Dado que y = (205,177,200,193) tem-se y = = 193,75, pelo que

SSy = Z?:l(yi - }7)2 = Z?:l(yl‘ - 193;75)2 =
= (205 —193,75)? + (177 — 193,75)% + (200 — 193,75)? + (193 — 193,75)% =
= 126,5625 + 280,5625 + 39,0625 + 0,5625 = 446,75

Portanto, S5,=SS,

4. Tem-se y = X + h, pelo que
n n n n
SS, = Z(yi -2 = ZJ’LZ —ny’ = Zylz —n(x+h)? = Z(xi + h)? — n(f2 +2xh+h?) =
; i=1 i=1 i=1 L;l=1 .
Z(x + 2x;h + h?) + nX° + 2xnh — nh? = inz+2h2xi+2h2—nfz—ZEnh—nhZ=

2=ty pe % 2%nk— nhz—inz-i-ZhnE—nfz—ZhnE:

i=1 i=1
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Descritor 3.6

15
X.
2 3
1.1. Tem-se x==——=—=2.4, pelo que
1 15
15
S8y = Z(xi -x)?=01-24)*+1-24*+2-24)>*+B-24)*+(@A-24)*+(1-24)*+
i=1
+(2-24)°+(1-24)*+B-24)*+(1-24)°*+(1-242*+B-24)2*+(@-24)°+(“A-24)*+(5-24)=
= 27,6

1.2.

Rat!
S
<

PIWIN|E
RPIWWINIO

5
Total 15

fx%—&fnf=@—z4fx6+@—2AYx2+@—2Afx3+@—2Afx3+@—2Afx1=

J=1

=1,96x6+0,16 x2+0,36x3+2,56x3+6,76 x1=27,6=S5S,
5 2

Verifica-se, portanto, que SS = 2(}?} —)?) n,
j=1

2. Seja n; a frequéncia absoluta associada a %;
Tem-se:

zn:(xi -x)? =

i=1
=@ -0+ @G -0+ -+ GH -0+ EH D)+ G-+ e+ (H )+
nq vezes ny vezes
et Fy =)+ Fy — %)%+ o+ (X — %)% =
Ny vezes

=n (% -0 + (% — )% + -+ (T — ) =

m
- —\2
= Z(x]' —x) n
j=1

Pag. 55
Descritor 3.11
1.1. Tem-seque x € [Xx — 25, X+ 25] © |x — X| < 2s

Entdo, x; & [X — 25,X + 2s] & |x; — x| > 2s para i € {1,2,...,n}, pelo que (x, —)?)2 > 4s* para
i€{1,2,..,n}
1.2. Como, da alinea anterior, (x, —)_c)2 >4s* para i € {1,2,...,n} entdo

r — T
Y i =) > Y 4s? = 4rs?
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1.3. Z?zl(xi —-x)? = Z:zl(xi -X)?%+ Z?:Hl(xi —X)? > 4rs? + Z?:Hl(xi —x)% > 4rs?

>0
n —_
Portanto, ).  (x; —x)? > 4rs?
i=1
. A . 2 _ S5
1.4. Tem-se, para o calculo da variancia: sy = —
n —
n — D e (i—%)?
Como, por outro lado, se tem SS, = Zi=1(xl- —x)?%, temos sZ = L—;T , pelo que

Y (=) =sin—1)
Como, da alinea anterior, se tem Zil(xi — %)% > 4rs? , conclui-se que (n — 1)s2 > 4rs? , donde, dado
que ns? > (n—1)sZ, vem ns? > 4rs?, o que é equivalente, para s # 0, a 7 < 0,25n
1.5. Tem-se:
X1,..., %y : unidades estatisticas que estdo fora do intervalo [x — ks, x + ks]
Tem-se:
x; € [Xx—ks,x+ks] o |x;—x| > ks o |x; —x|? > (ks)? &
o (= %) > k2s?
r V) r 2.2
Portanto, ZL.:l(xl x)° > Zi=1k s
Vem entao:
r =\2 r 2.2 r =2 2.2
D =02 > Y kst Y (g —X)? > kst =

n —
Yic (i =0 rk2s?

n—1 n-1

= Z?zl(xi—ﬂz > rk?s? =
2.2
=>sz>%:>(n—1)sz>rk252:>(n—1)>rk2=>

1
=>n>rk2=>rk2<n=>r<ﬁn

Pag. 58

Descritor 5.1

1.

7 = 17X3+18X22419%44+20X42+21X22+22X10+23X6+24%1 _
- 3422+44+42+22+10+6+1 -
2967

=——=19,78

150

SS, = (17 — 19,78)% x 3 + (18 — 19,78)% x 22 + (19 — 19,78)% x 44 +
+(20 — 19,78)% x 42 + (21 — 19,78)% x 22 + (22 — 19,78)% X 10 +

+(23 —19,78)2 X 6 + (24 — 19,78)2 x 1 = 283,74

s3 =22~ 1,904 s, =+/s2 ~ 1,38
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-~ _ 7,5+87+9,2+9,8+10,9+11,1+11,2+12,8+13,5 _ 94,7

2.1. Tem-se x — e
9 9
_  87+132+13,8+14,7+15,5+16,2+16,2+17,8  116,1
y= = pelo que
9 8
94,7 116,1

_ OX—H8X— 94,7+116,1  210,8
zZ= 2 8 = = =12,4

17 17 17

2.2. S5, = Z?zl(xi —x)%? ~ 29,7156 etem 9 — 1 = 8 graus de liberdade
§S, = Z?zl(yj — ?)2 ~ 53,528 75 etem 8 —1 = 7 graus de liberdade

SS, = Z,l;l(zk —Z)?2 =150,68 etem 17 — 1 = 16 graus de liberdade

Tem-se

SSy + 58S, +n,(x —2)* +n,(y —2)* =

= 29,7156 + 53,5288 + 9 X (94,7/9 -12,4)? + 8 X (116,1/8 -12,4)? =
= 83,2444 + 31,7344 4+ 35,7013 =~ 150,68 = SS,

2.3.

Ss 29,7156 SS 53,528 75
Sy = [—E = ~ 19273 e 5, = Y~ ~ 2,7653
ny—1 8 ny—1 7

Como s, > s, , podemos concluir que para a passadeira rolante foi observada uma maior variabilidade nos

tempos até ao consumo maximo do oxigénio.

4. De acordo com o teorema de Chebycheff, dada uma amostra de dimensdo n > 1 , de média x e desvio

padrdo s, , a propor¢do de elementos da amostra que ndo pertencem ao intervalo [Y—ksx,f+ksx]

L. . 1
é inferior a pe)

Neste caso, tem-se [E— ks,,x + ksx] =[10 — 3k, 10 + 3k]
Ora, 10—3k=0(:>k=13—0

~ ~ . L . 1
Portanto, a proporg¢do de elementos da amostra que ndo pertencem ao intervalo [0,20] é inferiora W
3

9
— — — 00,
Ora, 00—9%)

_r
1002 1
%)
Assim, a temperatura minima foi inferiora 0° em menos de 9% dos dias.
Pag. 60

Descritor 5.2
1.1. Ordenando os dados, obtém-se:

5 B 7 7 g 9 11 12 12 13 15 16 17 18 18 19
20 21 22 23 29 32 35 36 37 41 44 44 45 49 B2 65

O percentil 50 é a mediana, que é a média de X(16) € X(17), OU S€ja, é amédiade 19 e 20, que é 19,5

Como zizsz = 8, o percentil 25 é a média de X(g) € X(9), OU S€ja, é amédiade 12 e 12, queé 12
Como 7?232 = 24, o percentil 75 é a média de X(24) € X(25), OU S€ja, é amédiade 36 e 37, queé 36,5
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1.2. Como 70% de 32 é % X 32 = 22,4 entdo P;y = x(23) = 35

Dos 30% dos percursos com maior duragao, aquele que tem a menor é o de 35 min.
2.1. Ordenando os dados, obtém-se:

81 83 B89 81 92 85 9,6
299 9% 101 10,2 10,3 104 109
11,4 116 11,6 11,9 121 121 126
12,7 129 13,0 144 145 14,7 148
150 151 151 153 157 15,7 16,2

Minimo: 8,1

Maximo: 16,2

16,2 —-8,1 =8,1

8,1:2 =405

E, pois, necessario formar 5 classes de amplitude 2
Agrupando os dados em classes de amplitude 2, obtém-se:

Peso [8,1;10,1[ | [10,1;12,1[ | [12,1;14,1] | [14,1;16,1] | [16,1;18,1]
Numero de criangas 9 9 6 10 1
2.2,
n;
10
9
8
7
6
5
4
3
2
1 ]
Av + >
0| 8,1 10,1 12,1 14,1 16,1 18,1 Peso

2.3. Adrea do histograma é a soma das areas dos retangulos:
2X942%x94+2x6+2%x104+2%x1=184+18+12+204+2=70

Percentil de ordem 10 :

Como 10% de 70 é 7, o percentil de ordem 10 é o valor de x tal que a area da regido do histograma a
esquerda da reta vertical que passa no ponto de coordenadas (x,0) éiguala 7.

O retangulo correspondente a classe [8,1;10,1[ tem area iguala 18, pelo que o percentil de ordem 10 éo
valorde x talque (x —8,1) X9 =7

Tem-se: (x —8,1) X9 =7 x =g+8,1 & x =~ 8,88

Portanto, P;, = 8,88
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Percentil de ordem 15:

Como 15% de 70 é 10,5, o percentil de ordem 15 é o valor de x tal que a 4rea da regido do histograma a
esquerda da reta vertical que passa no ponto de coordenadas (x,0) éiguala 10,5.

O retangulo correspondente a classe [8,1;10,1[ tem &rea iguala 18, pelo que o percentil de ordem 15 éo

valorde x talque (x —8,1) x9 =10,5

Tem-se: (x —8,1) X9 = 10,5 & x = %5 +81 e x~927

Portanto, P;5 = 9,27

Percentil de ordem 50 :

Como 50% de 70 é 35, o percentil de ordem 50 é o valor de x tal que a area da regido do histograma a
esquerda da reta vertical que passa no ponto de coordenadas (x,0) éiguala 35.

A soma das areas dos retangulos correspondentes as classes [8,1;10,1[ e [10,1;12,1[ é iguala 36, pelo que
o percentil de ordem 50 é ovalorde x pertencente ao intervalo [10,1;12,1[ tal que (x —10,1) X9 =17
Tem-se: (x —10,1) X9 =17 x = %+ 10,1 ©® x ~ 11,99

Portanto, Psy = 11,99

Percentil de ordem 75 :

Como 75% de 70 é 52,5, o percentil de ordem 75 é o valor de x tal que a area da regido do histograma a
esquerda da reta vertical que passa no ponto de coordenadas (x,0) éiguala 52,5.

A soma das areas dos retangulos correspondentes as classes [8,1;10,1[, [10,1;12,1[ e [12,1;14,1[ éigual a
48 , pelo que o percentil de ordem 75 ¢é o valor de x pertencente ao intervalo [14,1;16,1[ tal que
(x—14,1) x 10 =45

Tem-se: (x — 14,1) X 10 = 4,5 & x = % +14,1 © x = 14,55

Portanto, P,z = 14,55

Percentil de ordem 85 :

Como 85% de 70 é 59,5, o percentil de ordem 85 é o valor de x tal que a area da regido do histograma a
esquerda da reta vertical que passa no ponto de coordenadas (x,0) éiguala 59,5.

A soma das areas dos retangulos correspondentes as classes [8,1;10,1[, [10,1;12,1[ e [12,1;14,1] éiguala 48,
pelo que o percentil de ordem 85 é o valor de x pertencente ao intervalo [14,1; 16,1] tal que

(x—14,1) x 10 =115

Tem-se: (x —14,1)x10=115ex = %’)5 + 14,1 © x = 15,25

Portanto, Pgz = 15,25

2.5. Dado que P;5 = 14,55, o nUmero de criangas que tém peso inferior a P;5 é o numero de criangas cujo
peso é inferiora 14,55.

Neste estudo, hd 26 criangas que tém peso inferior ao percentil 75.

2.6. Determinemos o percentil de ordem 20 :

Como 20% de 70 é 14, o percentil de ordem 20 é o valor de x tal que a area da regido do histograma a
esquerda da reta vertical que passa no ponto de coordenadas (x,0) éiguala 14.

O retangulo correspondente a classe [8,1;10,1[ tem area iguala 18, pelo que o percentil de ordem 20 éo
valorde x talque (x —8,1) X9 =14

Tem-se: (x—8,1)x9 =14 x =19—4+8,1 o x = 9,66

Portanto, P,y = 9,66
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Entdo, 9,6 é o maior valor inferiora P,,, ouseja, 9,6 kg é o peso da crianga mais pesada de entre as que tém
os pesos 20% mais leves.
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