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Propostas de resolucao dos exercicios do Manual

Tema 1 | Introducgao a Logica Bivalente e a Teoria dos Conjuntos

Atividades «Sera que...?»

Pag. 10
SERA QUE...? | Por onde seguiu a Alice?

Dever-se-a ouvir as conjeturas e argumentacdes dos alunos e voltar ao problema depois de estudar as varias
operagdes com proposigoes.
Basicamente, designando por a a afirmacdo «O melhor caminho é o da direita.», o gato aponta o caminho
da direita e afirma que:

(a=~a)A(~a=a)
Construindo a tabela de verdade relativa a esta proposicao, conclui-se que o gato estd a mentir e, portanto,
o melhor caminho é o da esquerda e é por esse caminho que a Alice deve ter seguido.

a ~a a=~a ~a=>a (a=>~a)A(~a=>a)

\Y F F \% F

F \Y \Y F F
P4g. 39

SERA QUE...? | Papiro de Rhind

. . R ~ . . . o1
Designemos por x a parte que restard ao camponés. Entdo, a quantidade de milho que da ao Farad é oX.

A equagdo %x + x = 21 traduz o problema e tem-se:

1 6 35
§x+x=21<=>§x=21<=>x=7(=)x=17,5

O camponés fica com 17 unidades e meia, tendo dado 3 unidades e meia ao Farad.
Poder-se-a recordar o conceito de equagdo e de inequacdo. Os alunos poderdo eventualmente
conhecer o termo condicdo, e devem ser incentivados a apresentar exemplos de condicdes.

Pag. 49

SERA QUE...? | Negacio de proposi¢cdes que envolvem quantificador
1. A negacdo da proposi¢do «Todos os nimeros reais sdo positivos.» é «Existe pelo menos um nimero real
gue nado é positivo.»

Opcdo (C)

2. A negacdo da proposicao «Existe pelo menos um homem que é imortal.» é «Todos os homens sdo mortais.»
Opcdo (B)
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3. A conjetura correta sera:

~(Vx,p(x)) © Ix: ~p(x) e ~(Elx : p(x)) & Vx, ~p(x)
E natural que alguns alunos sejam tentados a dizer que a negag3o de «Todos 0s niimeros reais s30 positivos.»
é «Todos os numeros reais sao negativos.» e que a negac¢ado da proposi¢ao «Existe pelo menos um homem
gue é imortal.» é «Existe pelo menos um homem que é mortal.». De um modo geral, este é um assunto
em que os alunos se sentem a vontade para defenderem as suas opcdes. E uma boa oportunidade
para exporem as suas argumentacdes.

Pag. 50
SERA QUE...? | Contraexemplos

1.Vx ER, x% > x

10

2 2

2. a) As proposices 2°>2,3*>3, (13—0) > S (— %) > —% e (—4)* > —4 s3o todas verdadeiras e, portanto, 2,

3,5
3

b) N3o. O facto de termos verificado que cinco nimeros reais sdo solu¢do da condi¢cdo ndo nos permite garantir

7 ~ n .
—5e —4 s3o solugdes da condicdo x? > x.

gue todos os numeros reais sejam solucdo da condic¢do.
A 1.1, - ) . 1 .
c) A proposigao 5) >5¢ equivalente a 3~ 3 €€, portanto, uma proposigdo falsa. Conclui-se, entdo, que > nédo

é solugdo da condigdo x? > x .
d) Sim, o facto de existir um nimero real que n3o é solugdo da condi¢do x2 > x permite concluir
que a proposicdo Vx € R, x? > x é falsa.
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Exercicios propostos

Capitulo 1 | Proposicoes

Pag. 15
1. Tabela de verdade da conjuncao:
1 F
p
Vv F
F F F
Pag. 16
2. Tabela de verdade da disjuncao:
p q pVvgq
Vv Vv Vv
\Y, F Vv
F Vv Vv
F F F

3.

a) A proposicdo 7 <7 éverdadeira porque equivalea 7<7 v 7=7 ea proposicdo 7 =7 é verdadeira.
b) A proposicdo 7 <9 é verdadeira porque equivalea 7<9 Vv 7=9 e aproposicdo 7<9 é verdadeira.
c) A proposicdo 7 <5 é falsa porque equivalea 7<5 v 7=5 e nem a proposi¢do 7<5

nem a proposicao 7 =5 sdo verdadeiras.

Pag. 17

4.

a) A proposigao é falsa porque equivale a conjunc3o da proposi¢cdo « V49 é um ndmero irracional.»
com a proposi¢cdo « T é um numero irracional.» e a primeira destas proposicdes é falsa.

b) A proposicdo é verdadeira porque equivale a conjuncdo da proposi¢cdo «70 é multiplo de 7.»
com a proposicdo «70 é multiplo de 5.» e ambas as proposi¢des sdo verdadeiras.

.~ 7 . \ . ~ .~ 9 ., , . .
c) A proposigdo é falsa porque equivale a conjungdo da proposicdo «\/; € um numero irracional.»

.« o~ 9 4 p . . . -~ ,
COm a proposicdo « \/; € um nimero maior do que 1.» e a primeira destas proposigées é falsa.

d) A proposicdo é verdadeira porque equivale a conjung¢do da proposicdo «102 ndo é um numero impar.»
com a proposicdo «v11 ndo é um ndmero racional.» e ambas as proposi¢des sdo verdadeiras.

5.

a) A proposicdo é verdadeira porque equivale a disjung¢do da proposicdo «28 é multiplo de 7.»
com a proposicdo «28 é multiplo de 8.» e a primeira destas proposi¢cdes é verdadeira.

b) A proposicdo é falsa porque equivale a disjuncdo da proposicdo « t é igual a 3,14.»

com a proposicdo « 1t € igual a 3,1416.» e ambas as proposi¢Ges sdo falsas.
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Pag. 19

6. Tabela de verificagdo da associatividade da disjungdo:

P q r pvg (@VvVQVr qVvr pv(qVr)
\ \ \ \ Vv \ Vv
\ \ F \ Vv \ Vv
\ F \ \ Vv \ Vv
\ F F \ Vv F Vv
F \ \ \ Vv \ Vv
F \ F \ Vv \ Vv
F F \ F Vv \ Vv
F F F F F F F
Pag. 20
7. Tabela de verificagdo da equivaléncia pA f © f:
2 f pAf
v F F
F F F
Pag. 21
8. Tabelas de verificagdo das equivaléncias pVv v e pVfep:
p v pVvuv
\ \Y \
F \Y \
2 f pVvf
Vv F Vv
F F F

Pag. 22

9. Tabela de verificagdo da distributividade da disjun¢ao em relagao a conjung¢do. Como a conjungao e a disjun¢do
sao comutativas, basta provarque pVv (gA7r) © (pV q) A (p V1), quaisquer que sejam as proposicdes p, q e r.

p q r gqAr pv(@Ar) pvqg pVvr  (pVvgA(pVr)
v Y, v v v v Y, v
v Y, F F v v Y, v
v F v F v v Y, v
v F F F v v Y, v
F Y, v v v v Y, v
F Y, F F F v F F
F F v F F F Y, F
F F F F F F F F
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Pag. 23

10. Tabela de verificagdo da propriedade relativa a negagao da disjungado:

p q pvq ~®Vqe @ ~p ~q  ~pA~q
v v Y, F F F F
v F Y, F F Y, F
F v Y, F v F F
F F F Y, v Y, v
Pag. 25
11.

a) Dado que o antecedente da implicagdo é falso, a implicagdo é verdadeira.
b) Dado que o antecedente da implicagdo é falso, a implicagdo é verdadeira.
c) Dado que o antecedente da implicagdo é verdadeiro e o consequente é falso, a implicagdo é falsa.
d) Dado que o antecedente da implicagdo é falso, a implica¢do é verdadeira.
e) Dado que o antecedente da implicacdo é verdadeiro e o consequente é falso, a implicacdo é falsa.

Pag. 27

12.

a) v = a. Para que esta proposicdo seja verdadeira, a tem de ter o valor l6gico V.
b) a = v . Esta proposicdo é verdadeira, qualquer que seja o valor légico de a .

¢) a = ~ v. Para que esta proposi¢do seja verdadeira, a tem de ter o valor légico F.

Pag. 29

13.

a) «Vou ao cinema e ao teatro.»

b) «N3o estou doente e ndo vou a escola.»
¢) «N&do estudo e passo de ano.»

Pag. 30

14.

a) «Passo de ano ou vou para o Minho.»

b) «Ndo me porto bem ou ndo sou castigado.»
c) «N&o vou a escola ou ndo vou ao gindasio.»

15.

a) (~a=>b) e [~(~a)Vvb] S (aVh)
b) (a=~b)= (~aVv~Db)
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Pag. 37

16.

a) £ proposicio.

b) N3do é proposicao.
c) N3o é proposicdo.
d) E proposic3o.

e) Ndo é proposicdo.

17.

a)F b) F c)F d)Vv
e)Vv f)v g)F

18.

a) ~pe~voef

b) pAgqevAfef
c)~pvge~vVvfiefvief

d ~repeGvefle(fefHeov

19.

a) ~aAb éuma proposicdo verdadeira se e so se ambas as proposi¢des ~a e b forem verdadeiras,
pelo que se conclui que a éfalsae b éverdadeira,ouseja, ae f e bosv.

b) ~a v ~b é uma proposicdo falsa se e s6 se ambas as proposi¢des ~a e ~b forem falsas,

pelo que se conclui que a e b sdo ambas verdadeiras, ouseja, aev e bo v.

20.

~(aVvb)A(bVc) éverdadeira, pelo que

~(a Vv b) éverdadeirae bV c éverdadeira, pelo que
aVvb éfalsae bvc éverdadeira, pelo que

a éfalsa, b éfalsae bvc éverdadeira, pelo que

a éfalsa, b éfalsae fVvc éverdadeira, pelo que

a éfalsa, b éfalsae ¢ éverdadeira.

De entre aquelas trés linguas, a Leonor s6 estuda alemao.

21.

a)pAq) e (@ Ap)
b)lpA@Vvnle[@AgdVvi A
i Av)ep

dfvnrner

e)[~p A ~9)le (~p V q)
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22.

a) 2=-1

b) Sejam p e ¢ as proposi¢oes:

p: «Asretas r e s sdo paralelas.»

c: «Asretas r e s sdo concorrentes.»

Pretende-se negar a proposi¢ao pVc.

Tem-se ~(p Vc) e ~p A ~c.

A negacdo da proposi¢ao enunciada é, por isso, «As retas r e s nao sao paralelas nem concorrentes.»
c) Sejam r e i as proposi¢oes:

r: «O triangulo [ABC] é retangulo.»

i: «Otriangulo [ABC] é isésceles.»

Pretende-se negar a proposicao ~r Ai.

Tem-se ~(~rAi)eSTrV~i.

A negacdo da proposicdo enunciada &, por isso, «O tridangulo [ABC] é retangulo ou ndo é isdsceles.»
d) ~0<2<1)e~0<2r2<)e~0<2)V~2<l)e0>2Vv2=1

23.

a) ~(av~b)e ~a A ~(~b) ©~aAb

b) ~[~(aAb)Ac]e (aAb) V ~c

c) ~lan(~bV]e~aVv ~(~bVc)e~aV (bA~c)

24,

a) ~pVAqge @A~ AqgEpA(qAQ SPpAfeSf

b) Dado que ~p A q éanegacdode p V ~q, a proposi¢ao enunciada é a disjungdo de uma proposi¢cdo
com a sua negacao, pelo que, pelo principio do terceiro excluido, é verdadeira.

De outro modo:

@V~ VviprpellpVv~qQVv~plAr[pV~q Ve
elpv~pV~ApVvi~qvlevyv~qirapvrleviver

~pAGPVYIV ~qe(~-pADVEPADIV~qelfVpAQlIV ~q&
SHEPAPDV~qe~pV~)A@QGV~)e(~pV ~q) ANve~pV ~qe~({ A Q)

Pag. 38

25.

a) 2+2=5=21>De(f2f)ev

b) (7=8=7#8)e (fa2v)ev

) [3<-2=23(3)<(-De@w=>fHef

26. Como a proposi¢cdo ~a V b é uma proposicdo falsa, ~a éfalsae b é falsa, pelo que se pode concluir
que a proposicao a é verdadeira e que a proposi¢ao b é falsa.

a)aev

b)avbevyv fov

c) @a=>b)eo@w>fHoef

d h=2a)e(fav)ev
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27.

a) ~a = ~b é uma proposicdo falsa, pelo que

~a é uma proposicdo verdadeira e ~b é uma proposicado falsa, pelo que
a é uma proposicdo falsae b é uma proposicdo verdadeira.

b) a = ~a Vv b é uma proposicao falsa, pelo que

a € uma proposicdo verdadeirae ~a vV b é uma proposicao falsa, pelo que
a é uma proposi¢cdo verdadeirae f v b é uma proposicdo falsa, pelo que
a € uma proposicdo verdadeirae b é uma proposicdo falsa.

28.
a) (a=b)e~avVvh
b) a=b=>c)]e~aVv (b=>c)e ~aV (~b V)

29. Sejam e e m as proposigdes:

e: «Este rapaz é estudante.»

m: «Este rapaz mente.»

a) A proposicdo enunciada pode ser traduzida por e = ~m..

Tem-se (e > ~m) S ~e V ~m.

Esta proposicdo pode traduzir-se por «Este rapaz ndo é estudante ou ndo mente.».
b)~(e=>~m)eoeA~(~m) S eAm

Esta proposicdo pode traduzir-se por «Este rapaz é estudante e mente.».

30.

a) Sejam p e i as proposicoes:

p: «2 é um numero primo.»

i: «2 é um numero impar.»

A proposi¢do enunciada pode ser traduzida por ~p = i.

Tem-se ~(~p=>i) S ~p A ~i.

Esta proposi¢cdo pode traduzir-se por «2 ndo é um nimero primo nem impar.»

b) Sejam g e u as proposi¢des:

q: «3 é maior do que 4.»

u: «3 é maior do que 1.»

A proposi¢do enunciada pode ser traduzida por g = u.

Tem-se ~(g=2u) o qA~u.

Esta proposi¢do pode traduzir-se por «3 é maior do que 4 mas menor ou igual a 1.»
c) Sejam a e m as proposigoes:

a: «Agrada-me o programa do canal 1.»

m: «Mudo de canal.»

A proposi¢do enunciada pode ser traduzida por ~a = m .

Tem-se ~(~a=>m) © ~aA~m.

Esta proposicao pode traduzir-se por «Nao me agrada o programa do canal 1, mas ndo mudo de canal.»

Fotocopiavel © Texto | M¥T 10



31.

a)) p=gq

a) p A ~q

a) q=p

b)) ~\p=>q ep A ~q

Esta proposi¢do pode traduzir-se por «O clube A ganha todos os domingos, mas ndo ganha o campeonato.»
b)) ~p A ~g) @ ~pV ~(~q) ©~p Vq

Esta proposicdo pode traduzir-se por «O clube A ndo ganha todos os domingos ou ganha o campeonato.»
b;) ~(g=p) =g A ~p

Esta proposicdo pode traduzir-se por «O clube A ganha o campeonato e ndo ganha todos os domingos.»
c) Admitir que houve pelo menos um domingo em que o clube A ndo ganhou, significa considerar

que a proposi¢cdo p é falsa.

o) p2pe(f=2qev

Q) A~ (fA~pef

G) @=pe@=2He~qVvie~g

32.
Primeiro processo:

[(c=2b)=2ale~(c=>b)vaes (cA~b)VaesaV (c A~b)
Segundo processo:

a b c ~b cA~b aV (cA~b) c=>b (c=b)>a
\Y \Y \Y F F \Y \Y \Y
\Y \Y F F F \Y \Y \Y
\Y F \Y \Y \Y \Y F \Y
\Y F F \Y F \Y \Y \Y
F \Y \Y F F F \Y F
F \Y F F F F \Y F
F F \Y \Y \Y \Y F \Y
F F F \Y F F \Y F
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Capitulo 2 | Condi¢des e conjuntos

Pag. 41

34.

a) Nao pode, pois sé se define o maximo divisor comum de dois ou mais nUmeros naturais.
b) D, pode ser IR, mas o 0 ndo pode pertencera D, .

c) N3o pode, a variavel ndo pode tomar valores inferiores a -3.
d) Pode, pois a expressdo x2 + 3 é positiva para qualquer valor real da variavel x .

35.

a) N3o é uma condicdo. Por exemplo, para x = 1999, a expressdo converte-se em «A equipa vencedora
da Taca de Portugal, em futebol, no ano 1999.», que ndo é uma proposi¢ao, mas sim uma expressao

que designa a equipa de futebol do Beira-Mar.

b) E uma condi¢do. Sempre que se substitui a por um nimero real, obtém-se uma proposicdo: falsa, se se
substituir a por um ndimero real ndo positivo; verdadeira, se se substituir a por um nimero real positivo.
¢) Ndo é uma condic3o. Por exemplo, para y = /5, a expressao converte-se em «O maior nimero inteiro
inferior a /5 .», que n3o é uma proposi¢do, mas sim uma expressdo que designa o nimero 2.

d) E uma condi¢do. Sempre que se substitui a varidvel por um nimero natural, obtém-se uma proposi¢do:
verdadeira, se a concretizacdo da varidvel for um nimero que tem quatro divisores; falsa, se a concretizacao
da variavel for um nimero que ndo tem quatro divisores.

e) E uma condigdo. Sempre que se substitui a varidvel por um nimero real, obtém-se uma proposi¢do:
verdadeira, se substituirmos x por -1 ou por 3; falsa, para qualquer outra concretizagao.

f) Ndo é uma condigdo. Por exemplo, quando se substitui x por 0 obtém-se ndo uma proposicdo,

mas uma expressao que designa o numero - 3.

Pag. 42

36.

a) A proposigdo (-1)°+ (-1)3+ (-1)>+1 =0 é verdadeira.
b) A proposicdo 1°+ 13+ 12+ 1 =0 é falsa.

Pag. 43

|w|>a w
N

1 17 17 1 . ~ .~
+a=3<:>z+a=3<:>a=—,peloque - é ovalor de a para o qual 5 é solugdo da condicao %+a=3.

2 6

Pag. 44

38.

a) ~p(n) v q(n)

b) Dizer que n é multiplo de 6 é dizer que é par e é multiplo de 3. Assim, a condi¢do enunciada pode-se traduzir
por ~p(n) A q(n).

¢) O resto da divisdo de um nimero natural, n, por3 €0, 1 ou 2. Se o resto for 0, o numero diz-se multiplo

de 3, pelo que o resto da divisdo de n por 3 é 1ou 2 se e sdse n ndo for multiplo de 3.

Assim, condi¢do enunciada pode traduzir-se por ~q(n) .

Fotocopiavel © Texto | M¥T 10 11



39.

a) 5 é solugdo, pois ~ (5+ 1 # 6) é uma proposi¢do verdadeira.

Por exemplo, 4 ndo é solugdo, pois ~ (4 + 1 # 6) é uma proposigdo falsa.

b) Por exemplo, 3 é solugdo, pois 2x3 >5 A 3+ 1< 9 éuma proposi¢do verdadeira.
Por exemplo, 1 ndo é solugdo, pois 2x1>5 A 14+ 1 <9 éuma proposicao falsa.

c) Por exemplo, 2 é solugdo, pois 2 =2 v 2 =3 é uma proposi¢do verdadeira.

Por exemplo, 1 ndo é solugdo, pois 1 =2 v 1 =3 é uma proposicao falsa.

d) Por exemplo, 4 é solucgdo, pois 4 > 1= 4 > 2 é uma proposi¢do verdadeira.

Por exemplo, % ndo é solugdo, pois %> 1 :% > 2 é uma proposicdo falsa.

e) Por exemplo, 2 é solugdo, pois 22 =-1 = 2 =5 é uma proposi¢do verdadeira;

alias, todos os numeros reais sdo solu¢do da condicao.

f) Por exemplo, 0 é solugdo, pois 0 =5 = 02 =-1 ¢é uma proposi¢do verdadeira.

5 n3o é solugdo, pois 5 =5 = 52 =-1 é uma proposicao falsa.

g) Por exemplo, - 2 é solugdo, pois (-2)2=-1<-2 =0 é uma proposigdo verdadeira.
Por exemplo, 2 ndo é solugdo, pois 22 =-1 < 2 >0 é uma proposi¢ao falsa.

h) Por exemplo, - 10 é solugdo, pois |— 10| >0 © -10 < 0 uma proposicdo verdadeira.
Por exemplo, 10 ndo é solugdo, pois [10| = 0 & 10 < 0 é uma proposicao falsa.

Pag. 45
40.
a) Falso. A soma de qualquer nimero natural com 3 é sempre maior do que 3 e, portanto, nunca é 1.
b) Verdade. Para n = 7, a condi¢do:
n>1 A n édivisorde7
converte-se numa proposicdo verdadeira (7 é solucdo da condigdo).

41.

a) Verdade. Todos os nimeros reais negativos sdo solucdo da condigdo 2x < x .

b) Verdade. Para x = -3, a condicdo:
x#3 Ax?=9
converte-se numa proposicdo verdadeira (- 3 € soluc¢do da condigdo).

42.
a) IxeR:3,14<x<m b) 3IneN:3n =18

Pag. 46
43,
a) Falso. Para n = 1, a condigéo:
2n>2

converte-se numa proposicao falsa.
b) Falso. Por exemplo, para n = 6, a condigdo:

n é multiplode 3 =n éimpar
converte-se numa proposicao falsa.

44.

a) Verdade. Se a um numero real qualquer adicionarmos 1, obtemos sempre um nimero
que é maior do que ele, e, portanto, diferente dele.
b) Falso. Por exemplo, para x =-2, a condi¢cdo x? > 1= x > 1 converte-se numa proposicdo falsa.

12 Fotocopiavel © Texto | M¥T 10



45,
a) vneN, md.c. (n,n+1) =1 b) VxeER,1Xx=x AxX1=x

Pag. 47

46.

a) Possivel (V5 , por exemplo, é solugdo), mas n3o universal (1, por exemplo, ndo é solug3o).

b) Possivel (-5, por exemplo, é solugdo), mas ndo universal (0, por exemplo, ndo é solugdo).

c) Possivel (1, por exemplo, é solugdo), mas ndo universal (0 ndo é solugdo).

d) A condicdo é universal.

e) A condicdo dada é equivalente a condicdo x? = —4 e é, portanto, uma condi¢do impossivel em IR .

f) A condigdo é universal, pois qualquer valor da varidvel que transforme x > 3 numa proposi¢ao verdadeira,
também transforma x3 > 27 numa proposicdo verdadeira, e qualquer valor da variavel que transforme x > 3
numa proposicdo falsa, também transforma x3 > 27 numa proposicdo falsa.

47.

a) Possivel (2 é solugdo), mas ndo universal (3, por exemplo, ndo é solugdo).

b) Impossivel. Tem-se n? + n = n(n + 1) . Qualquer que seja o valor atribuidoa n,tem-seque n e n+1
sdo numeros naturais consecutivos. Por isso, um deles é necessariamente par. Portanto, o produto n(n + 1)
é sempre par.

48.
a) > b) < c) > d)

49.
As condig¢Bes ndo sdo equivalentes, pois a condicdo p(n) © g(n) nao é universalem N . Por exemplo, p(10)
€ uma proposicao verdadeira e g(10) é uma proposicao falsa.

Pag. 48

50.

a) A proposicdo enunciada pode traduzir-se por «Qualquer nimero real compreendido entre 0 e 1 é maior
do que o seu quadrado.», o que é verdade.

b) A proposicdo enunciada pode traduzir-se por «Pelo menos um dos nimeros 1,51 e 85 é primo.», o que
é falso: 1 ndo é primo, por definicdo, 51 ndo é primo, pois 51 =3 x 17 e 85 ndo é primo, pois 85=5x17.

51.

Por exemplo:

a) Impossivel em N, possivel mas ndo universal em Z, universalem {-1}.

b) Impossivel em N, possivel mas ndo universal em Z, universal em ]-oo,1].

c) Impossivel no conjunto das aves, possivel mas ndo universal no conjunto dos mamiferos,

universal no conjunto dos seres humanos.
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52.

Como a condigdo p(x) é possivel, existe, no universo U, pelo menos um objeto a tal que p(a) é uma
proposi¢do verdadeira, pelo que ~p(a) é uma proposi¢do falsa. Portanto, a condicdo ~p(x) ndo é universal.
Como a condigdo p(x) ndo é universal, existe, no universo U, pelo menos um objeto b tal que p(b) é uma
proposi¢do falsa, pelo que ~p(b) é uma proposi¢do verdadeira. Portanto, a condicdo ~p(x) é possivel.

Pag. 49

53.

a) ~(AIx:2x-3=x) &

o Vx,~2x-3=x) e Vx,2x-3 #x
b) ~(Vvx,x<1lvzx>2)e
SIx:~x<lvx>2)e
cIx:~x<DA~(x>2)e
SIx:x=21Ax<26
©3Ax:1<x<2

54.

a) «Ha pelo menos um numero natural que ndo é impar.»
A traducdo da proposicdo inicial em linguagem simbdlica pode ajudar a esclarecer a negacdo da proposicdo
em linguagem corrente:
~(Vx € N,x é impar) &
< 3Ix € N: ~(x éimpar)
b) «Todos os colegas da minha turma tém irm3os.»
Recorrendo a traducdo da proposicao inicial em linguagem simbdlica, tém-se:
~(3x € T : x ndo tem irmaos) &
© Vx € T,~(x ndo tem irmdos) <
© Vx € T,x tem irmaos
c) «Existe pelo menos uma pessoa nesta sala que ndo estd a usar um chapéu.»
Em linguagem simbdlica, tem-se:
~(V x € §,x estd ausar um chapéu &
& 3Ix €S ~(x estdausar um chapéu) &
& I x €5 : x nio esta ausar um chapéu

55.

Seja p(x) uma condigdo. Dizer que a condigdo p(x) é universal, é dizer que a proposicdo Vx,p(x) é uma
proposi¢do verdadeira. Atendendo a que as proposi¢des Vx,p(x) e ~[3x : ~p(x)] sdo equivalentes, conclui-se
que a proposi¢do Ix : ~p(x) é falsa, o que significa que a condi¢do ~p(x) é uma condigdo impossivel.

Pag. 50

56.

~[Ax €A :p(x)] ©
©~Ax:x€EANDPX)] &
oV ~[x€EAANPX)] &
o Vx,~x€EAV ~px) &
SV, xEA=> ~p(x) ©

S Vx €A ~p(x)
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57.
A afirmagdo «Todos os nimeros impares sdo primos.» € falsa pois, por exemplo, 15 é impar e ndo é primo.

Pag. 52
58.
a) {1,4,9} b) {-4,-3,-2,-1}

Pag. 53

59.

A={xeN: x =2}
B={xeN: xépar A x < 7}
C={xeN:x=>5Ax<8}

60.
a) (xER: x<Vv2} b) {x€Z:x>5}

Pag. 67

61.

a) N3o é uma condigdo porque, para cada concretizagdo da varidvel, ndo da origem a uma proposicao.

b) Ndo é uma condigao.

c) E uma condi¢do porque, para cada concretizac3o da variavel, da origem a uma proposicdo; por exemplo,
para x =5, acondicdo converte-seem 2x5=1.

d) E uma condig3o.

e) Ndo é uma condigdo.

f) E uma condico.

62.

3, por exemplo, é solucdo da condicdo porque a proposicdo «3 é divisor de 12.» é verdadeira. 5, por exemplo,
nao é solucdo da condi¢do porque a proposicao «5 é divisor de 12.» é falsa. De um modo geral, qualquer
elemento do conjunto {1,2,3,4,6,12} é solugdo da condigdo e qualquer nimero natural que ndo esteja neste
conjunto ndo é solugdo da condicao.

63.

—3 n3o ¢é solugdo da condigdo porque a proposi¢do «(—3)% —3(—3)%? — (-=3) + 3 = 0» é falsa.
—1 é solugdo da condigdo porque a proposigdo «(—1)3 —3(—1)2 — (—1) + 3 = 0» é verdadeira.
1 é solugdo da condicdo porque a proposicdo «13 —3 x 12 -1+ 3 = 0» é verdadeira.

3 é solucdo da condicdo porque a proposicdo «33 —3 x 32 — 3 + 3 = 0» é verdadeira.

64.

Para que —2 seja solucdo da condicdo é necessario que esta se converta, para x = —2, numa proposicao
verdadeira.
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Tem-se:
9
(—2)3—k(—2)=1<:>—8+2k=1<i>k=7

Na verdade, a proposi¢do (—2)3 —%(—2) =1 éverdadeira.

65.

Para que —1 e 2 sejam solugBes da condicdo é necessario que esta se converta, para x = —1 e para x = 2,
em proposicdes verdadeiras.

Tem-se:

ax(-1)¥<1Aax2<1oa>-1A a<%<:>ae ]—1,%[
66.
a) Uma solucdo da condicdo x > 2 Vv x <+/2 é qualquer nimero real que seja solu¢do de, pelo menos,
uma das condigdes p(x) e q(x). Por exemplo, 3 e —1 sdo duas solugdes da condigao.
Qualquer numero real que converta ambas as condi¢bes p(x) e q(x) em proposicdes falsas ndo é solugao
da condi¢do x >2 VvV x <+/2. Por exemplo, 1,5 e 2 n3o sdo solugdes da condi¢do.
b) %> 2V %S V2e fv feoef,peloque %néo é solugdo da condigdo.
c) Qualquer numero real que converta ambas as condigdes p(x) e q(x) em proposicdes com o mesmo valor
l6gico é solucdo da condigdo x > 2 & x < +V/2. Por exemplo, 1,5 e 2 s3o solugdes da condigdo.
Qualquer nimero real que converta as condi¢gdes p(x) e g(x) em proposicdes com diferentes valores légicos
n3o é solugdo da condigdo x > 2 © x < V2. Por exemplo, 3 e —1 ndo s3o solu¢des da condic3o.
d) 3 é solugdo da condigdo p(x) = q(x) se e sé se for verdadeira a proposigdo p(3) = q(3) .
p(3)=>qB)e(3>2>3<V2)ewaflef
A proposicdo «3 é solugdo da condigdo p(x) = g(x).» é falsa.

67. Como p(a) Vv q(a) é uma proposicdo falsa, podemos concluir que sao falsas ambas as proposi¢cdes p(a)
e q(a).

a) pla) V~qa)eofVv~fefvrvev

b) [p(@)=q@]le[f=flev

o) [~p(@=q@]le[~f=>flev=flef
d [p(@ eq@le[feflev

é solugdo da condicdo
é solucdo da condicdo
nao é solucdo da condicdo

1L 1!
2 2 8 8

é solugdo da condicdo

68.

a) A proposi¢do «Existe pelo menos um nimero natural.» é verdadeira; 1, por exemplo, € um nimero natural.
b) A proposicdo «Existe pelo menos um nimero natural que ndo é um nuimero inteiro.» é falsa, pois qualquer
ndmero natural é inteiro.

c) A proposicdo «Existe pelo menos um x cujo modulo é igual ao mddulo de —4.» é verdadeira;

basta considerar o proprio —4.

d) A proposicdo «Existe pelo menos um numero racional cujo quadrado é igual a 2.» é falsa, pois sé ha dois
numeros cujo quadrado é igual a 2 e s30 ambos irracionais: —v2 e V2.
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69.

a) A proposigdo dx: p(x) é falsa e, portanto, a condi¢do p(x) é uma condi¢do impossivel.
b) A proposicdo p(a) é uma proposicdo verdadeira; entdo, a condi¢do p(x) é possivel

e a proposicdo Jx: p(x) é verdadeira.

70.

a) A proposigdo «Existe pelo menos um nimero natural que é igual ao seu dobro.» é falsa, pois s6 ha

um numero que é igual ao seu dobro e esse nimero, o zero, ndo é natural.

b) A proposi¢do «Qualquer nimero real é diferente do seu quadrado.» é falsa, pois 1 = 12.

c) A proposigdo «Existe pelo menos um nimero real que é maior do que 1 e menor do que 2.» é verdadeira;
1,5, por exemplo, é maior do que 1 e menor do que 2.

d) A proposicdo «O quadrado de qualquer nimero real é maior ou igual ao préprio nimero.» é falsa,

pois, por exemplo, (%)2 < %

e) A proposicdo «Existe pelo menos um nimero real cujo décuplo é menor do que o préprio nimero.»
é verdadeira; tem-se, por exemplo, 10 x (—-1) < —1.

f) A proposicdo «Existe pelo menos um numero real menor do que 2 cujo quadrado é maior do que 4.»

é verdadeira; tem-se, por exemplo, =3 <2 A (=3)2> 4.

71.

a) A condigdo é possivel, pois a proposicdo Ix e R: x > 1 A x < 2 é verdadeira. Tem-se, por exemplo,
1,5>1A15<2.

b) A condigdo € possivel, pois a proposi¢do 3x € R: x? < x é verdadeira. Tem-se, por exemplo, (%)2 < %
c) A condigdo é possivel, pois a proposicdo 3x e R: x = 3 A x? =9 é verdadeira. Tem-se, por exemplo,
—3%#3 A (-3)2=9.

d) A condicdo é impossivel, pois é falsa a proposicdo 3 x e R: 1 —x2>1 dadoque 1—-x2>1©x2<0
e ndo existe nenhum numero real cujo quadrado seja negativo.

e) A condigdo é impossivel, pois é falsa a proposi¢cdo 3x € R: x?2 = 0 = x # x dado que, para qualquer
concretizacgdo da variavel, a condicdo x2 > 0 = x # x se converte numa proposi¢do que é uma implicacdo
cujo antecedente é verdadeiro e cujo consequente é falso.

Pag. 68

72.

A proposi¢gdo 0> 1= 0 < 2 éverdadeira (recorda que (f = v) © v)e,
portanto, a proposi¢do Ix e R: x > 1= x < 2 é verdadeira.

A proposi¢cdo 3> 1= 3 < 2 éfalsa(recordaque (v=f) e f) e, portanto,
a proposicdo Vx ER:x > 1= x < 2 é falsa.

73.

a) p(x) A g(x) é uma condigdo impossivel (ndo existe qualquer nimero real compreendido entre —2 e 2 cujo
maddulo seja maior do que 3).

b) g(x) v r(x) é uma condigdo universal (qualquer concretizagdo da varidvel converte uma das duas condigGes,
q(x) e r(x), numa proposi¢cdo verdadeira).
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74.

a) A proposigdo é falsa porque, por exemplo, para x = 1, acondigdo (x + 2)? = x% + 4 converte-se
na proposi¢do (1+ 2)2 =12 + 4, que é uma proposicdo falsa.

b) A proposicdo é falsa porque, para x = 0, acondi¢do |x| > 0 converte-se na proposi¢do |0| >0,
que é uma proposicao falsa.

c) A proposicao € verdadeira porque, para x = 0, a condi¢do (x + 2)? = x2 + 4 converte-se na proposi¢ao
(0 +2)2 = 0% + 4, que é uma proposigdo verdadeira.

d) A proposicdo é falsa porque existe pelo menos um habitante de AlImada que ndo é portugués
(dando este facto como certo para quem ndo conheca nenhum estrangeiro que habite em Almada).
e) A proposicdo é falsa porque, como cada quadrado tem os dngulos todos retos,

todos os quadrados sao retangulos.

75.

a) ~(VxeER (x+2)°=x?+4)eo IxeR: (x+2)2 #x2+4
b) ~(vxeR |x|>0)o3dxeR:~(x| >0) o IxeR: |x|<0
c) ~[AxeR: (x+2)?>=x>+4]oVxeR (x+2)2+x*+4

d) Ha pelo menos um habitante de AlImada que ndo é portugués.
e) Todos os quadrados sdo retangulos.

76.
a) A proposigdo «Ha pelo menos um numero real maior ou igual do que 2.» é verdadeira.

A negacgdo da proposicdo é: Vx E R,x < 2.

b) A proposicdo «A soma de qualquer nimero natural com 2 é diferente de 1.» é verdadeira.

A negacdo da proposicdo é: 3xeN: x+2=1.

c) A proposi¢cdo «Qualquer nimero racional € menor do que 2 ou maior do que 3.» é falsa.

A negacdo da proposicdo é: 3x e Q: 2<x<3.

d) A proposigdo «Ha pelo menos um nimero inteiro estritamente compreendido entre 2 e 3.» é falsa.

A negacdo da proposicdo é: Vx €Z,x <2 V x=3.

e) A proposicdo «Tem-se, para qualquer niumero real, que, se ele for menor do que 3, entdo o seu quadrado

é menor do que 9.» é falsa.

A negacdo da proposicdo é: Ix eR: x <3 A x2>9,

x21+ o< 1: como, para qualquer nimero real, se tem x? > 0, tem-se

é sempre positivo e, por outro, é sempre menor ou igual a 1.

f) Comecemos por analisar a condigdo 0 <

sempre x?+1 > 1, pelo que, por um lado,

xZ+1
1
x2+1

A negacdo da proposicdo é: Ix e R :

<1 éverdadeira.

1 1
<0V
xZ+1 xZ+1

Entdo, a proposi¢ao Vx € R,0 <

>1.

g) A proposicdo «Tem-se, para qualquer nimero real, que, se o seu médulo for igual a 4, entdo esse nUmero
é —4.» é falsa.

A negacgdo da proposicdo é: Ix eR: |x| =4 A x #+ —4.

77.

Se a adig¢do fosse distributiva em relagdo a multiplicacdo, ter-se-ia, para quaisquer nimeros reais a, b e c:
a+bxc)=((@+b)x(a+c)

Ora, tem-se, porexemplo, 2+ (3x4) =14 e 2+3)x(2+4) =30, peloque,para a=2, b=3 e c=4 se

tema+(bxc)#(a+b)x(a+c).
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78.
Tem-se: A=1{3,4,5} e B={-2,-1,0,1,2,3,4}.
a) ANB = (3,4} b) AUB ={-2,-1,0,1,2,3,4,5} c) A\B = {5}

B
A

79.
Tem-se: A=]—o00,2[ U [4,+o[ , B=[-1,5] e C =] — ,0]
Representemos, na reta real, os conjuntos A, B e C:

A: 0

B: —_—

C: —— _ R

10 2 45 §

Tem-se:
a) AnNBNC =[-1,0] b) AnB=1[-1,2[ U [4,5] c) B\C =1]0,5]
d) AnC =]0,2[ U [4,+[ e) AuC =R
80.

a) 1-2x<6e 2x<50x>—=

Conjunto-solugao = ]—%,+oo[

b) E—HT)C:1<:>2x—3—3x=6<:>—x=9=>x=—9

Conjunto-solugao = {—9}

Jl-|x|<4 A x?=1e —|x|<3A(x=-1Vvx=1e
Slk|>-3Ax=-1Vvx=1)ex=-1vx=1

Conjunto-solugao = {-1,1}

Nota: |x| > —3 é uma condig¢do universal e a conjunc¢do de uma condig¢do universal com outra condicdo
é esta condicdo.

d 1+x2=0 A x*—-x3+x+1=0x2=-1 A x*—-x3+x+1=0e

oxl=-1 Ax*-x3+x+1=0x€0

Conjunto-solugdo = @

Nota: x? = —1 é uma condi¢do impossivel e a conjunc¢do de uma condicdo impossivel com outra condi¢do
€ uma condig¢do impossivel.

e) x| +x=0vx—-1>0e|x|=—xVx>1leox<0Vvx>1

Conjunto-solugao =] — o,0] U ]1,+oo]
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+ Exercicios propostos

Pag. 69

81.

Opgdo (C)

A opcdo (A) é uma proposicdo verdadeira, pois € a conjunc¢do de duas proposicoes verdadeiras.

A opcdo (B) é uma proposicdo verdadeira, pois é a conjungao de duas proposi¢des verdadeiras.

A opgao (C) é uma proposicdo falsa, pois é a disjuncdo de duas proposicées falsas.

A opcdo (D) é uma proposi¢do verdadeira, pois é a disjuncdo de uma proposicdo falsa com uma proposicao
verdadeira.

82.

Opgéo (B)

Se a proposi¢do «Encestei pelo menos 10 vezes.» é falsa, entdo é verdadeira a proposi¢dao «Encestei no maximo 9
vezes.», pelo que também se pode concluir que falhei pelo menos 7 vezes. Entdo, a Unica afirmacdo verdadeira

é a da opgdo (B).

83.

Opg¢do (D)

Substituindo a varidvel sucessivamente pelos valores apresentados em todas as op¢des, observa-se que sé na
opcao (D) é que a condigdo se converte em duas proposi¢des verdadeiras.

84.
Opgdo (C)
~(p(x) % q(x)) o ~px) A ~qix) & ~(x>-2) A ~(x < \/7) Sx<-2Ax>\2

85.

Opgdo (A)

A proposicdo a é falsa, pois, por exemplo, um retangulo nao quadrado tem os angulos internos iguais e ndo é
um poligono regular.

A proposicdo b é verdadeira, pois, por exemplo, um losango tem os lados iguais e os angulos internos
diferentes.

A proposicdo ¢ é verdadeira, pois, por exemplo, o retdngulo com comprimento igual a 1 e largura igual a 2

e o retangulo com comprimento igual a 1 e largura igual a 3 ndo sdo semelhantes.

A proposicdo d é verdadeira, pois, como a hipotenusa, sendo o lado maior, é sempre diferente dos catetos,
um tridngulo retangulo ou é isdsceles, se os catetos forem iguais, ou é escaleno, se os catetos forem diferentes.

86.
Opcdo (D)
Analisemos as equagdes das quatro opgdes.

2x—1=1—2x4:>4x=24:>x=7

Como % € Q,aproposicdo Ix € Q: 2x —1 =1 — 2x é verdadeira, pelo que a condicdo é possivel em Q.
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Opcdo (B):
*—-1=1-x>ex?=2cx*=1ox=-1Vvx=1
Como —1€Q e 1€ Q, aproposicdo 3x € Q:x%2—1=1—x? éverdadeira, pelo que a condi¢io é possivel
em Q.
Opgao (C):
2x—2=2-2x=4x=4x=1
Como 1 € Q, aproposicdo Ix € Q: 2x — 2 = 2 — 2x é verdadeira, pelo que a condicdo é possivelem Q.
Opgao (D):
x2-2=2-x’ol=d4oxl=2cx=—2 Vvx=12
Como —V/2¢ Q e V2 & Q, aproposicdo 3x € Q : x> — 2 = 2 — x? é falsa, pelo que a condi¢3o é impossivel
em Q.

87.
Opcdo (A)
Tem-se 2—x)?’=0©2—-x=0x=2.
O conjunto-solugdo é o conjunto {2} .
Analisemos as equagdes das quatro opgdes.
Opcdo (A):

(x-2Y2=0ox-2=0x=2
O conjunto-solugdo é o conjunto {2}, pelo que esta equagdo é equivalente a equagdo (2—x)2=0.
Opcdo (B):

4+x’=0x>=—-4

O conjunto-solucdo é o conjunto vazio, pelo que esta equacgdo ndo € equivalente a equacdo (2 —x)?2=0.
Opcdo (C):

2+x)=02+x=0x=-2
O conjunto-solugdo é o conjunto {—2}, pelo que esta equagdo ndo é equivalente a equagdo (2—x)2=0.
Opcdo (D):

4—x’=0ox’=4x=2Vx=-2

O conjunto-solugdo é o conjunto {—2,2}, pelo que esta equagdo n3o ¢ equivalente a equagdo (2—x)2=0.

Pag. 70

88.

Opgdo (D)

O conjunto apresentado na opgao (A) é o conjunto vazio, o conjunto apresentado na opgao (B)
é o conjunto [—1,1], o conjunto apresentado na opgdo (C) é o conjunto {0} e o conjunto
apresentado na opgdo (D) é o conjunto {-1,0,1}.

89.

Opgdo (D)

O conjunto A éigual a unido do conjunto dos nimeros naturais cujo quadrado ndo é superior

a 36 com o conjunto dos niumero naturais impares que ndo excedem 11.

O conjunto dos nimeros naturais cujo quadrado ndo é superior a 36 é o conjunto {1,2,3,4,5,6}.
O conjunto dos niumero naturais impares que nao excedem 11 é o conjunto {1,3,5,7,9,11}.
Entdo, A ={1,2,3,4,5,6,7,9,11}.
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90.
Opcdo (A)
Representemos, na reta real, os conjuntos definidos pelas condi¢des p(x), g(x) e r(x):

plx): o—o

q(x): ——0

r(x):—‘_ — | | R
1012 4 §

O conjunto definido pela condi¢do p(x) A q(x) A r(x) é aintersegao dos trés conjuntos,
ou seja, o conjunto [0,1].

91.
Opgdo (C)
Representemos, na reta real, os conjuntos definidos pelas condi¢gdes p(x) e q(x):

v

O conjunto definido pela condicdo ~[p(x) vV q(x)] é o complementar da unido daqueles dois conjuntos,
ou seja, o conjunto ]2,4] .

92.

Opgdo (B)

Tem-se (ANB)\C=ANB)NC=AnBnC.
Representemos, na reta real, os conjuntos A, B e C:

oW

A4

Entao, AnNBNC =]0,2].

93.
a) Verdadeira. b) Falsa. c) Falsa. d) Verdadeira.
e) Falsa. f) Verdadeira. g) Falsa. h) Falsa.

94.

a) pev

b) gev

cgref

dd@rpdr~reoe@WAVA~fOVAVSYDY

e) pvr=~qelvVv)=>~vle[v= flef
fllpr~reqlelva~Hoevelvar)evevev]ev

g) roapA~@ArnNe(f2>A~VAHSvA~fovrvAvey

h) ge~r)A@FvVv~poeo@e~HAFfv~reer) A(fVievAafoef
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95.

a) «N&o estd a chover.»

b) «N&o vou ficar em casa.»

c¢) «Esta a chover e vou ficar em casa.»

d) «Esta a chover, mas ndo vou ficar em casa.»

e) «Se estiver a chover, entdo vou ficar em casa.»

96.

a) ~p

b) p A~q
) ~p=>~q
dgep

97.
a)pA(qVvr)

b) ~r=>¢q
gpA(~qV~T1)
d(p rA~q)=>r

98.
a)
p qg p>q ~q  pPA~q (=29 VipA~q
v v v F F v
v F F v v v
F v v F F v
F F v v F v

b) p=>g)vip A~ @ Vv~p=>qev

99,

a)
P q ~p ~q pA~q ~pV (@A~q ~[~pVv(®@A~q] A
V V| F F F F v v
V | F F v v v F F
F IV V F F v F F
F I F V v F v F F

b) ~[~pvi@A~lep A~ A~@e pA(~pV e

SsPA~p)VArApefVAQeEDAg

c¢) «Copio e sou apanhado.»
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100.
a) pvar~pArpe
(v AlpVv~pe
el(pvar~plvipVvg Ar~q]e
e(pA~pV@A~plVvipA~g Vigar~qVfle
efvignrn~plvilpr~qVfle
S@Aa~plvipAr~qe
e(pA~q V(g A~Dp)
b) «Dou-te um livro mas ndo te dou um DVD, ou dou-te um DVD mas ndo te dou um livro.»

Pag. 72

101.

Dado que a proposicao p < q é falsa, pode concluir-se que uma das proposicdes p e g é verdadeira
e a outra é falsa.

a) F, dado que uma das proposic¢des é falsa.

b) V, dado que uma das proposicdes é verdadeira.

c) V, dado que o antecedente da implicagdo é uma proposi¢do falsa.

d) V, dado que o consequente da implicagdo é uma proposi¢do verdadeira.

102.

a) Verdadeira.

Negacdo: 3<2

b) Falsa.

Negacgdo: 4216 #2X3

c) Falsa.

Negacdo: V3 ¢ Q

d) Verdadeira.

Negagdo: [0,v2] n EZ] * E\/f]
e) Falsa.

Negacdo: ~(Il<nm<2)e~(l<nAn<2)e~(I<mvVv~@m<2)e lznvrn=2
f) Falsa.

Negagdo: 2+3=5 A 22 +32 #52,

103.

a) «0 Jodo ndo joga andebol nem futebol.»

b) «O Jodo joga andebol ou ndo joga futebol.»

¢) «O Jodo joga andebol e joga futebol.»

d) «O Jodo ndo joga andebol, nem futebol, nem basquetebol.»

e) «0 Jodo ndo joga andebol ou ndo joga futebol nem basquetebol.»
f) «O Jodo joga andebol e futebol ou ndo joga andebol nem futebol.»

104.~(gqV~rNApe(~qgAT)ApeopA(~qgArNeSpA~ Are
S~pa2gpp A ANreo~vAresfAref
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105.

a)Tem-se 5—-3x <9 x> —% e dx+1<0ex< —%. Ora, o niumero inteiro —1 é maior do que —%

e menor do que —% , pelo que a proposicdo enunciada é verdadeira.

b) Tem-se (x—1Dx+1)=7ex*-1=7ex*=8ex=—+8 VvV x=+8,donde

a condigdo (x —1)(x +1) =7 éimpossivelem Q, pelo que a proposi¢ao enunciada é falsa.

c) A proposi¢cdo enunciada é verdadeira, pois tem-se x? + 1 # 16 & x2 # 15, que é uma condigdo universalem Q.
d) A proposi¢do enunciada pode traduzir-se por «O quadrado de qualquer nimero real diferente de 3 é diferente
de 9.». Esta proposicao é falsa, pois —3 é diferente de 3 mas o seu quadrado é igual a 9.

106.
Equacado... ... equivalente a Em N Em Z Em Q Em R
a) 2x+7=5 x=-1 Impossivel Possivel Possivel Possivel
1
b) 3x=>1 x> 3 Universal Possivel Possivel Possivel
7
c) 5—-6=3x+1 x = 3 Impossivel | Impossivel Possivel Possivel
d) x2+1=4x x=2+3 Impossivel | Impossivel | Impossivel Possivel
e) [x] =x x=0 Universal Possivel Possivel Possivel
1
f) 3x2 <1 Ax#0 | x2<=Ax#0 | Impossivel | Impossivel Possivel Possivel
107.
a) [-1, 1] (por exemplo) b) [0, 2] (por exemplo) c) 11, +oo[ (por exemplo)
108.
a) x>5 (por exemplo) b) x> 12—1 (por exemplo) c) x> 6 (por exemplo)
Pag. 73
109.

a) «Qualquer numero real que seja menor do que 5 é menor do que 2.»

«Qualquer nimero natural multiplo de 6 é par.»

«Existe pelo menos um nimero real entre 3 e 7.»

«Existe pelo menos um numero par que é divisor de 75.»

b)

e Falsa. A condi¢do x <5=> x <2 ndo é universal em R pois, por exemplo, o nimero 4 ndo é soluc¢io
da condigdo, dado que 4 é um numero real menor do que 5 e ndo é menor do que 2.

e Verdadeira. A condigdo x é multiplo de 6 = x é par é uma condicdo universal em N, pois,
dado que 6 é um nimero par, todos os seus multiplos sdo nimeros pares.

e Verdadeira. A condigdo 3< x <7 é possivel em R pois, por exemplo, o nimero real 5 é solu¢ido da condicdo,
pois é maior do que 5 e é menor do que 7.

e Falsa. A condicdo x é pare x é divisor de 75 é impossivel em N, pois os divisores de 75 (1,3,5,15,25 e 75)
sdo todos nimeros impares.
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) IxER:x<5Ax=2

Jx € N:x é multiplode 6 A x éimpar

VxXER, x<3Vvx=>7

vx €N, x éimpar Vv x nao é divisorde 75 ou Vx € N, x é divisor de 75 = x é impar
«Existe pelo menos um ndimero real inferior a 5 e superior ou igual a 2.»

«Existe pelo menos um multiplo natural de 6 que é impar.»

«Qualquer niumero real é inferior ou igual a 3 ou superior ou iguala 7.»

«Qualquer divisor natural de 75 é impar.»

110.

a)

VX EQ x2>0

eIXEZ: —m<x<—+7

VX €Q,224<x<225=2x>15
eVx€€Z\{0},x<1=>x<0

b) F(0°=0);V(-r<-3< —\/7); \% (\/g <2,24); V (ndo had nimeros inteiros entre 0 e 1).

c)
e~Vx€Q,x’>0© IxeQ:~*x*>0) © Ix€eQ: x> <0
e~Ax€EZ: —m<x<—V7 © Vx€L,~(-n<x<—-V7) &
@VxEZ,~(x>—1T A x<—\/7) SVXEZ,~(x>—-1m) V ~(x<—\/7)<:>
SVxEZ, x<—m Vx>—v7
e~[vxeQ,224<x<2255x>V5] o
©Ix€eQ:~(224<x<2255x>V5) &
©IreEQ: 224<x<225 A~ (x>V5) &
©IxeQ: 224<x<225Ax<V5
e~ [Vx€Z\{0},x<1>x<0]© Ix€eZ\{0}:~(x<1>x<0) &
S IX€EZ\{0}: x<1IA~(x<0) e IXx€EZ\{0}: x<1lAx=20&
© IxeZ\{0}: 0<x<1
«Existe pelo menos um nuimero racional cujo quadrado é inferior ou igual a 0.»
«Qualquer nimero inteiro é inferior ou igual a —t ou superior ou igual a —v7.»
«Existe pelo menos um nuimero racional superior ou igual a 2,24 e inferior ou igual a 2,25,
que é menor ou igual a+/5 .»
«Existe pelo menos um ndmero inteiro nao nulo no intervalo [0, 1[ .»

111.

a;) A proposicdo Vx € A, p(x) é falsa, pois 4 ndo é um nimero primo.

a;) A proposicdo dx € A: g(x) é falsa, pois, em A, nenhum numero é multiplo de 6.
b)) ~(Vx€A p(x))e Ix€A:~p(x)

b)) ~(Ax€A: q(x)) © Vx€A:~q(x)

c1) Ax € A:~p(x) ;em A, existe pelo menos um nimero que nao é primo.

C) Vx e A:~q(x) ;em A, nenhum nimero é multiplo de 6.

di) p(x) é uma condicdo possivel, mas ndo universalem A.
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d;) g(x) é uma condigdo impossivel em A .
ds) ~ p(x) € uma condigdo possivel, mas ndo universalem A.
ds) ~ g(x) é uma condigdo universalem A.

112.

a) Como a conjungdo de uma condi¢do com a sua contraria e uma condig¢do impossivel,
conclui-se que duas condigdes contrarias sdo incompativeis.

b) Sejam p(x) e g(x) duas condigdes incompativeis.

Sejam, respetivamente, P e Q os conjuntos a elas associados.

Como p(x) Ag(x) éuma condi¢do impossivel, tem-se PNQ =@, peloque P e Q
sdo conjuntos disjuntos.

c)Tem-se: 2x+5=1©x=-2 e x’#d4ox+-2ANx+2.

1) As condigBes x2? # 4 e x € {—2,2} sdo contrdrias.

;) As condigBes x2 # 4 e 2x +5 =1 sdo incompativeis mas ndo contrarias.

Pag. 74

113.
2(1—x)
a) .

>~ A3x*+5>2081-x)23 A3'>-3e

©8-8x=23 Axt>-1© -8x>-5 /\xER@xS%/\xER@xS%
Conjunto-solugdo = ]—00, %]

b) (x—2)2+6x=19 v2(x—-1)=2x+5 &

©x?—4x+4+6x=19 V2x—2=2x+5 ©x?+2x—-15=0V -2=5 &
©x=-5vx=3VxeEpeox=-5Vvx=3

Conjunto-solugao = {-5, 3}

) x?<3xeox?-3x<0eox(x-3)<0eo(x<0Ax-3>0)VE>0Ax—-3<0) o
SxX<0Ax>3)Vx>0Ax<3)ox€eEd Vx>0Ax<3)o0<x<3
Conjunto-solugao =10, 3[

d (x+49)(x—-4)>x>-8x A x| +3=7©x*>-16> x2—-8x A x| =4 &
©8x—16>0A(x=—4Vx=4)ox>2AN(x=—4Vxx=4)Sx=4
Conjunto-solugao = {4}

114.

a) Verdadeira.Se p éfalsae pVvgq éverdadeira, podemos concluirque g é verdadeira.
b) Falsa. c) Verdadeira. d) Falsa.

e) Falsa. f) Verdadeira. g) Verdadeira.

115.

a) ~pA(AQ) © (~pPADINg &

© f Aq e f,valorlogico F

b) ~pv(pvg) e (~pVvp)Vge

© vVq e v,valorlégicoV

c) ~pA(PVq) & (~pAP)V(~pAqQ) &
S fV(~pAq) & ~pAq
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d) [~ pA(@VPIN~qe (~pPAQDA~q &
o ~pA(QA~q)© ~pAf o f,valorlogico F
e) [pv(~pAQ]Vv~qe

S [PVv~)APVYIV~qe
S vAPVelVv~qe

S@PVV~qepV@V~ e
< p Vv e v,valorlégicoV

116.

a) (p=q) v r éfalsa, pelo que

p = q éfalsae r éfalsa, pelo que

p éverdadeirae g éfalsae r éfalsa.

b) p = (q = r) éfalsa, pelo que

p éverdadeirae g = r éfalsa, pelo que

p éverdadeirae g é verdadeirae r é falsa.

c) ~(=q) A r éverdadeira, pelo que

~ (p = q) éverdadeirae r é verdadeira, pelo que

p = q éfalsae r éverdadeira, pelo que

p éverdadeirae g éfalsae r éverdadeira.

d) (p=~q9) A (~r=q)Ap éverdadeira, pelo que

p éverdadeira, p = ~ q é verdadeira e ~r = q é verdadeira, pelo que
p éverdadeira, ~ q éverdadeirae ~r = q é verdadeira, pelo que
p éverdadeira, q éfalsae ~ r é falsa, pelo que

p éverdadeira, q éfalsae r éverdadeira.

117.
~c=(a=>~b) ou (aN~c)=>~b

118.

Tem-se: E=]—o, 4[, F = |-, —v2] e G:[—%, +oo[_
a) EUF =] — o, 4]

b) FUG=]—- oo, + oo

¢) ENF = |-, —2]

d) ENnG = [—%,4[
e)En(FnG)=En([—%,—ﬁ]):[_%,_\/f]

f) E=]—o0,4[=[4, + oo

0 6=~ L= o]

h) E\F=EnF=En |-V2, 4| = |-V2, 4]

i) ENG=ENG=En |-o0,—2[ = |-o0, -]
DENENQ =E\[-2, —vZ]=En[-2, —vZ|=
=50 (e =3 V12 4eol) = |- 3 0 ]=VZ 4]
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119.

P é o conjunto dos numeros primos menores do que 10; P = {2,3,5,7}.

Q é o conjunto dos multiplos de 3 que sejam divisores de 18; Q = {3,6,9,18}.

R é o conjunto de todos os nimeros naturais que sejam divisores de 18 ou menores
doque 10; R ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,18}.

S é o conjunto de todos os nimeros naturais menores do que 10 que ndo sejam divisores
de 18; R ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,18} .

120.

a) t éretiangulo = ~(t é equilatero)

t éisosceles = ~(t éretangulo)

t é obtusangulo = (¢t tem um angulo externo agudo)

b) Universal

N3o é universal, pois existem triangulos isdsceles retangulos.
Universal

c) t éequilatero = ~(t éretangulo)

t éretangulo = ~(t é isdsceles)

~(t tem um angulo externo agudo) = ~(t é obtusangulo)
Por exemplo:

«Um triangulo ndo é retangulo quando é equilatero.»

«Um triangulo ndo é isésceles quando é retangulo.»

«Um triangulo ndo é obtusdngulo quando ndo tem um angulo externo agudo.»

121.

Apresentamos duas resolugoes.
Resolugao I:
Para qualquer nimero real x, tem-se:
x <-5=x énegativo
Portanto, multiplicando por x ambos os membros da desigualdade x < -5, vem:
xXx>-5Xx,ouseja, x2>-5x
Adicionando 6x a ambos os membros desta desigualdade, vem:
x? + 6x >-5x + 6x,0useja, x2+6x >x
Resolucao Il
X<-52x+5<0Ax<0=>(x+5%xXx>0>x2+5x>0>x?+6x-x>0>x2+6x>x

122,
Designemos por ‘ab’ o nimero inicial ( a é o algarismo das dezenase b é o algarismo das unidades).
Ao trocarmos a ordem dos dois algarismos, obtemos o nimero ‘ba’ . Tem-se:
‘ab’=10a+ b e ‘ba’ =10b +a
Vem, entdo:
10b+a-(10a+b) =27=>10b+a-10a-b=27=>9b-9a =27 ©9(b-a) =27=>b-a=3
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123.

Sendo n um ndmero impar, tem-seque 3k e N: n =2k -1.
Vem:
n? = (2k -1)% = 4k?*- 4k + 1 = 4(k?- k) + 1
Tem-se:
e se k=1, 4(k*-k)+1 éigual a1, queéimpar;
e se k+1, 4(k?*-k) é um nimero multiplo de 4, pelo que é par, donde 4(k?*-k) + 1 é impar.

124,

Provar por contrarreciproco que «Se n? + 2n ndo é multiplo de 4, entdo n é impar.» é mostrar que:
npar = n? + 2n é multiplo de 4

Para qualquer nimero natural n, tem-se n? + 2n = n(n + 2) . Vem, entdo:

n épar >n+2 épar = n(n+2) émultiplo de 4, pois o produto de dois nimeros pares

€ um nimero multiplo de 4.

125,

Se a reta r ndo for paralela ao plano o, entdo areta r interseta o plano a num ponto P.

Seja t areta contida no plano o que passa por P e é paralelaareta s.Asretas t e r ndo sdo coincidentes,
pois r nao esta contida no plano a e t esta contida no plano o.Como as retas t e r nao sdo coincidentes
e o ponto P pertenceasretas t e r,asretas t e r sdo concorrentes.

Porém, tem-se que t é paralelaa s eque s é paralelaa r, pelo que asretas t e r sdo paralelas,

o que é absurdo, pois tinhamos chegado a conclusdo que as retas t e r sdo concorrentes.

Portanto, a reta r é paralela ao plano «.

126.

Suponhamos que era possivel cobrir o tabuleiro (sem as duas casas dos cantos) com as 31 pecas de dominé.
Cada peca cobre uma casa branca e uma casa preta. Portanto, no final, o nimero de casas brancas cobertas
seria igual ao nimero de casas pretas cobertas, o que é absurdo, pois o tabuleiro completo tem igual nimero
de casas brancas e de casas pretas e foram retiradas duas casas pretas.
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Tema 2 | Algebra

Atividades «Sera que...?»

Pag. 78
SERA QUE...? | Monotonia

1.

a) a=-5 b=-3 c=2 d=7
b) a = -5 b=-3 c=2 d=7
cJa=2 b=-3 c=-5 d=7

2. A resposta é nao.

Como vamos ver em seguida:

e Para n impartem-se:
—se a<b,entio a® < b™

e Para n partem-se:
—-se0<a<b,entdo 0 <a™ < b"
—-sea<b<0,entdo a>b"=>0

Pag. 82

SERA QUE...? Quando a e b tém sinais contrarios

1.
a) (-3)" =3"
b) (=3)* > 2%
c) (-2)* < 34

2.
a) a" =b™ seesése a=bVa=—b,ouseja, seesése |a| = |b|
b) a™ < b™ seesdse |a| < |b|

3. N3do.

SERA QUE...? | Raizes

1.
a) 4 b) 10 c) V8 d) V5
2.

a) 10 b) 2 c) V24
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3. Designo por raiz quadrada de a .
4. Designo por raiz cubica de a .

5. Poderd designar o numero que elevado a5 éiguala a .

Pag. 85

SERA QUE...? | Raizes quadradas e raizes cubicas

1.
a) F b) V Vv
d)F e) Vv f) F

2. N3o; é uma proposicao falsa.

Pag. 92

SERA QUE...? | Poténcias de expoente fraciondrio

1. (8§)3 —gi=gl=g

1.3

1
2. Admitindo que (85) =8, tem-se 83 = /8

23 6 :
3. Ter-se-3 (83) = 83 = 82 ¢, portanto, 83 = /82

5

> = gz, podera ser, no caso de a n3o ser negativo, a*® =q

NjGo

4. Dado que a® =+ab5

Pag. 101

SERA QUE..? Quando X n3o é sinal de operacdo
Trata-se de uma referéncia ao uso de x como letra que é usada para representar uma variavel.

SERA QUE...? | Recordando polinémios

1.
a) Se a aresta da base de maior comprimento mede 4, a outra aresta da base mede 3 e a altura mede 7; entdo, o volume
doprismaé 4 x 3 x 7 =87 (cm®) eadreadasuperficieé 4 X3 X2 +2X3X7+2x4x7 =122 (cm?)
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b)Tem-se x X (x — 1) X (x +3) = (x2 —x)(x +3) = x3 — x? + 3x? — 3x = x3 + 2x%? — 3«x
c)Tem-se 2XxX(x—1)+2xxX(x+3)+2xx—-1)Xx(x+3)=
=2x2—2x+2x?+6x+2x(x>—x+3x—-3) =
=4x®> +4x +2x*>+4x—6=6x>+8x—6

2.

a) Dado que x3 + 4x = x(x?> — 4), e sendo x a altura do paralelepipedo, a expressdo x? — 4
representa a area da base.

b) J4 sabemos que a expressdo x? — 4 representa a area da base.

Dado que x? —4 = (x + 2)(x — 2), se uma aresta mede x — 2 a outra mede x + 2

3. 0 polinédmio x3 + 2x2 — 3x é um polindmio de grau 3, o coeficiente do termo de grau 1 é —3 e o termo
independente é 0.

O polinédmio 6x2 + 8x — 6 é um polindmio de grau 2, o coeficiente do termo de grau 1 é 8 e o termo
independente é —6.

O polinémio x3 — 4x é um polinémio de grau 3, o coeficiente do termo de grau 1 é -4 e o termo independente é 0.

Pag. 103

SERA QUE...? | Operacdes com polindmios

1.

a) Qualquer polindmio de grau menor ou igual a 2, desde que, se o polinémio tiver grau 2, o termo do 2.° grau
ndo seja —3x?

b) Qualquer polindmio de grau 3.

¢) Qualquer polinémio da forma —3x%2+ax+b,com a,hbER e a # 2.

2. E o polinémio
B(x)—A(x)=—-x+1-(3x?2—-2x—-1)=—x+1-3x?>+2x+1=-3x2+x+2

3.

a) 3x b) %xz c) N3o existe.

4.

a) Qualquer polindmio de grau 1. b) Qualquer polindmio de grau 0. c) N3o existe.

5. Os alunos devem refletir acerca do grau do produto de dois polindmios e podera estabelecer-se uma «ponte»
para a divisdo inteira de niUmeros naturais.
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SERA QUE...? | Resto da divisdo de um polinémio por x — a

1.
a)
2 -3 5
2 l 4 2
2 1 7=R
b)
2 -3 5
-1 l -2 5
2 -5 10 =R

2. P(2)=2x22-3%x2+5=7e P(-1)=2x(-1)?-3x(-1)+5=10
7 é o resto da divisdo inteira de P(x)por x —2 e 10 é o resto da divisdo inteira de P(x) por x+1

3.
1 -2 0 1
2 2 0 0
1 0 0 1=R
1 -2 0 1
-1 l -1 3 -3
1 -3 3 —2=R

1 —2 0 1
1 1 —1 —1
1 —1 —1 0=R
1 ) 0 1
_1 _1 Z _7
3 3 9 27
7 7 20
1 —3 0 27 = R
_ 13 _ 2 _ SN _ (1 _1)? — 20
P =13-2x1 +1_0eP( 3)_( 3) 2 ( 3) +1=2

4. Os resultados obtidos sugerem que o resto da divisdo inteira de um polinédmio P(x) por x — a seja
iguala P(a)
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SERA QUE...? | Fatorizagdo de polinémios 1

LPQ)=§x2?—5x2+6=4—10+6=0

2. Dado que 2 é raiz do polinémio P(x), ja sabemos que P(x) é divisivel por x — 2 ; o polindmio Q(x)
é o quociente da divisdo inteira de P(x) por x — 2 etem grau 2.

3.
1 0 -5 6
2
2 l 1 2 —6
1 1 -3 0=R
2

1,
Qx) = Ex +x—-3
4. A resposta ¢ afirmativa e «abre a porta» para o que se segue no manual.

Pag. 121

SERA QUE...? | Polinémios de coeficientes inteiros

O Manuel acertou e, no sentido de ajudar na compreensao da conjetura do Antdnio, poderdo formular-se
outras afirmagdes andlogas, como, por exemplo: sejam a,b,c e d numeros inteiros, com a # 0, e seja P(x)
o polinémio ax* + bx3 + cx? + dx + 3 ; as raizes inteiras do polinémio ax* + bx3 + cx? + dx + 3,

se existirem, s6 podem ser os nimeros —3,—1,1 e 3.

Pag. 123

SERA QUE...? | Gréficos e variacdo de sinal

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
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1
X | —oo — +oo
2
fx)=2x—-1 - 0 +
3
X | —oo — Ece)
2
gx)=—-2x+3 + 0 -

Os alunos poderao recordar ou ser introduzidos a construgdo de tabelas de variagao de sinal.

Pag. 125

| SERA QUE...? | Parabolas

1 2.
i i J\y : i i _____E_ _____________ u o (S S,
i i Lg o L SR | AN A S

""" B N B B Hu 1) !

I 1 1 1 1 IETT T TTTT T SRR ., A AN R
: : : : . i ! i
Lo Lo g : R
: : ! ! ! : o 1 I

3. A observacdo do grafico confirma que a func¢do definida por 2x% + 1 sé toma valores positivos.
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Exercicios propostos

Capitulo 1 | Radicais e poténcias de expoente racional

Pag. 78
1. x + 2 <5 & (devido a propriedade da monotonia da adigdo)
Sx+2)+(-2)<5+(-2)eox+2-2<5-2©x<5-2

2.S6 ainequacdo —x < 2 é equivalente a inequacdo inicial pois a multiplicagdo por um namero real k
s6 é mondtona em R*

Pag. 80
3.
a) —2<2> (monotonia da adicdo)
>5x—2<x+2> (monotonia da potencia¢do de expoente impar)
> @x-2)B<(x+2)13
b) 0,3 < % = (monotonia da potenciacdo de expoente impar)
1\5
=035 <(3)
) —n<-3 > (monotonia da adicdo)
>1-1<1-3=
>51-nt<-2> (Para n par,se a < b <0, entdo a™ > b™ = 0)

>A-m*>(-Dte
o (1-mt>16

Pag. 81

4,

Como a e b s3o nimeros reais positivos tais que a < b, tem-se a? < b? donde, como a é positivo,
axa®<axb?, ouseja a® < a x b?

Por outro lado, como a < b, tem-se a X b?> < b X b? , pois b*> > 0, ouseja a X b? < b3

Tem-se, entdo a3 < a X b? e ax b?> < b3. Portanto, a3 < b3

Pag. 82
5.
a) (23)4 — 212 b) 56 — (52)3 C) 38 — (34)2

6.
Tem-se, de acordo com a sugestao:

) (¥9)° = [(5)] =52 =25 e (/3) =[] =50 =27
Entao, como (i/g)e < (\/§)6, conclui-se que V5 <3
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b (2)° =[(2)] =22 =8 e (33)° =[] =32 =9
Entso, como (vZ)° < (V3)°, conclui-se que vZ < V3

o (33)° =9 (alineab) e (V3B) = [(ﬁ)zf = (30)’ =9
Entsio, como (¥/3)° = (ﬁ)i conclui-se que ¥3 =39

Pag. 83
7.
VY3 ~1,256 e V¥—=10=~ —1,389

Pag. 84
8.
Por exemplo:

a) x2 = b)x2=% c) x2 =

9.
As solugBes da equacdo x° =12 sdo VY12 ~ 1,513 e —3/12 ~ —1,513;
as solucdes da equacdo x* — 13 = 0 sdo Y13~ 1,899 e —1/13 ~ —1,899

Pag. 85

10.

a) x°+32=0ex=-320x=3Y-32x=-2 C.S.={-2}

b) x*-8=0ox2=8ox=Y8Ax=-8 C.S.={-%8,18}
c) x*+4 =0 x* = —4 que é uma condigdo impossivel C.S.=¢

11.
a) 6VZ — 5VZ = (6 — SWZ = 2 b) V3 xVZ =6 c);_“g:i/%:w

Pag. 86
12.

) (-7 acr-(y

13.

S L T T B Y
(\/a) _<%> _(%)m_rva—m_ am a

De outro modo: (’{/E)_m = (ni\/a)m = <"\/§>m = n/(%)m =" aim = Yqgm
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14.
Para verificar se um nimero k é igual a raiz de indice n (com n impar) de um nimero p,
basta verificar se k™ =p

. E " — (%)n — 2 < E 7 . N ’ , . g
Tem-se: (%) = (%)n =, pelo que estd provado que g é igual a raiz de indice n de p
15.

4
a) 35 x ¥4 = 20 b)g=41?’—5=‘{/§ 0 YV3 =3
Pag. 87
16.

(V6+1) =6+2V6+1=7+2V6 e (VZ+v3) =2+2xVZxV3+3=5+2V6
Entao, comoV6 +1 e V2 ++/3 sio ambos positivos e (\/€+ 1)2 > (\/f+\/§)2, tem-se V6 + 1 >+2 ++/3

17.
4 4
a) 4x 5 =343 x 35 =35x43 b)?zrﬁ=4;—4
¢) 32 x Ya = Y310 x 3/a = Va x 310
Pag. 88
18.
a2 =Ya3 x2 = i/a3 X2 = i/2a3
Para mostar que a3/2 n3o é necessariamente igual a V2a*, basta ver por exemplo que, para a = —1,

~ 4 4 ~ 4 4
a expressdo a2 toma o valor —%/2 ao passo que a expressdo V2a* tomaovalor V2

19.

a) Tem-se a seguinte decomposicdo em fatores primos: 648 = 23 x 3%, Entdo, vem:

V648 = V23 x3* = Y23 x 33 x3=V28x V33 xY3=2x3x33 =633, peloque a =6
b) Tem-se a seguinte decomposicdo em fatores primos: 216 = 23 x 33, Entdo, vem:

V216 =v23 x33 =63 =V62 x 6 = 6v/6, peloque a =6

20.
a) ¥ = YA = Y2
b) VBT =3 = VT =VFE o VT =VF="VT5=13

Pag. 89

21.

Vamos igualar os indices dos radicais ao respetivo minimo multiplo comum.
Tem-se m.m.c. (2,3,4) = 12

VE="E VB = W/g° V5T = /50
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22.

Para comparar os radicais, podemos comegar por igualar os respetivos indices.
Vamos igualar os indices dos radicais ao respetivo minimo multiplo comum.
Tem-se m.m.c. (2,3,4) = 12

3 = Yo7 {5 = /53 /75 = X/a5?
Ora

/45 = '3/452 = '{/52 x 92 = {/25 x 92

V9 = V9% = /92 x 92 = '¥/81 x 92

/9 = 3/93 = '3/9 x 92 Entio 9 < /45 < 3/9
Pag. 91
23.

a) _5xy2 ﬂ
\/_ V2xv2 T 2

b)—= 2x¥a? =23%/4_2=23\/4_2=3\/?=3&/E
3V2  33ax¥az  3¥a® 3x4 6 6

oot e oV ey
Yaz WX% a3 a

2-3z  (V2-Va?)x V22 _ 32 V2Zx-x 2%k _

d =
) 3 2x2 $2x2x322x 32353
_ V2%x- \/_22 23x-x¥a _2%x a2 3x V&
\/23 2x - 2x 2x - X 2

De outro modo:

32-Vx2 3z 3| x2 3)1
Vax? _3\/__3\/_ ﬁ_ 2z ﬁ_ 3\/_ 3\/‘

L R O O

=rw-wr Vo W ox 2

24.

\/E _ V2x(2+v2) 2\/’+2 2(\/_+1)
a) 5 = GVxarE) =V2+1
b) 4 4 (3-2v7) 4(3 zﬂ _4(3-2V7) _ 12-8V7 _ 8V7-12

342v7  (3+2V7) (3-2V7)  32- (2v7) 9-4x7 ~  -19 19

1-2a _ (1-2a) (2Va+v2a+1) _ (1-2a) (2\/—+\/2a+ ) _ (1-20) (2Va+V2a+1) _

c) 2Va—2a+1  (2Va—v2a+1) (2va+V2a+1) (2\/—) (m 4a-(2a+1) -
_ (1-20) (2Va+v2a+1) _ -(2a-1) (2vVa+v2a+1) _ _
= yPy— = Za_l =—-(2Va++vV2a+1)=-2Va—+V2a+1

1 1 1 1 1 1 Nz W2

A ez = orevi ~ WatsareVs | sxaxViroVi | ovEreE 12z 1avioiE 24
Nota que 3v8 — 6v2 = 612 — 6+/2 = 0, pelo que ndo podemos multiplicar ambos os termos da fragdo

por 3v/8 — 6v2; de qualquer modo, como o denominador se pode escrever na forma kv/m , esta situacdo
pode ser reduzida ao primeiro caso.

P4g. 93
25.
a) 3: =3 b) 53 = ¥/5% = {25 ¢) 202 =25 =2
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26.
1 2 5
a) V2=2: b) V5% =53 c) V35 =3:

27.
Se a definicdo fosse valida para a < 0, ter-se-ia:

(—8)§ =Y-8=-2 e (—8)2 = 3/(—8)2 = /82 = §/(23)2 = V26 = 2, pelo que se teria (—8)§ #* (—8)2

12
apesarde - ==
3 6

Pag. 94
28.
i E 5 5 5 5 E
a) 35 x 35 = V3% x /36 = /3% x 36 = /310 = 35 = 32
5 3
53 355 35535\ _somm o8
Pag. 95
29.
3 3 3 3.1 2 1
a) 23 _ @ _ 6 i —6i=6:=6
64 64 64

30. \ W= 1%/5—21{/_—224

De outro modo: 4/3 4 = ’ 24— / 24 4’212 212 —224

Pag. 99

31.

Quadrados perfeitos:

1, pois 1 =12%; 64, pois 64 = 82; 400, pois 400 = 20%; e a®, pois a® = (a®)?

Cubos perfeitos:

1, pois 1 =13; 8, pois 8 =23; 64, pois 64 = 43; 1000, pois 1000 = 103 e a®, pois a® = (a?®)3

32.

a) 23 x 3 x5%2=22x2x3x5?;ora, se multiplicarmos este nimero por 2 X 3, ou seja, 6,

obtemos 22 x 22 x 3% x 52, que é um quadrado perfeito, e se e multiplicarmos 23 x 3 x 52 por qualquer
nuamero natural inferiora 6, ndo obtemos um quadrado perfeito. Entdo, a resposta ao problema é 6.
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b) Se multiplicarmos o nimero 23 x 3 X 5% por 32 X 5, ou seja, 45, obtemos 23 x 33 x 53,
que é um cubo perfeito, e se e multiplicarmos 23 x 3 X 52 por qualquer nimero natural inferior a 45,
ndo obtemos um quadrado perfeito. Entdo, a resposta ao problema é 45.

33.
a) Por exemplo: a?b? e b?c? b) a®h3c3

34.
a) m> 3 peloque 3 >33, ouseja, w3 > 27

i _ 4 o (%)
b) 3= 1,(3) peloque 1,3 < 3 donde 1,3* < (3)

_ _4 135 s (=4
¢) =1,3> = donde (~1,3) >( 3)

4
d) (=1,3)* = 1,3* donde (ver alinea b) (—1,3)* < (g)

e) Como os nimeros 1 — V5 e v/5 — 1 sdo simétricos, (1 - \/g)lo = (\/g - 1)10

35.

a) Para qualquer nimeroreal a, tem-se 1—a<2—a, peloque (1—a)® < (2—-a)3

b) Para qualquer nimero real a, tem-se que a — e ™ — a representam ndmeros reais simétricos,
pelo que (a —m)'° = (7 — a)?°

c) Para qualquer nimeroreal a>mn, tem-se a—n>0emT—a <0,

peloque (a—m)°>0¢e (Tr—a)° <0, donde (a—m)° > (r —a)°

5 5
d) Nocasode a > 0, tem-se %> g, pelo que (%) > (g) ;nocasode a <0, tem-se % < g,
5 5
a a
peloque (3) < (5)
6 6
e) Nocasode a > 0, tem-se %>§> 0, peloque (%) > (%) ;nocasode a <0, tem-se %<%< 0,

pioaue () > ()
a

6 6
~ a
Tem-se, entdo, em qualquer dos casos, (5) > (E)

36.
a) Va=4o43=q b) Va=3e32=q pi=6ob=36
d V5=aedad=5 e) Va=3e3*=qa f)Ya=-2e(-2)°=a

g) Y128=b & b7 =128

37.
/59049 = 3

38.
a) Tem-se, para qualquer nimero natural n, impar: aVbh = YVa™ Vb = Va™b
b) Para que a igualdade se verifique, os nimeros reais a e b tém que ser positivos ou nulos.

) 2Y3=V24xY3=24x3=448 e -2¥3=3/(-2)3x33=3/(-2)3x3=3%Y-24
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39.

a) 2V3=vV22xV3=v22x3 =12 b) 232 =V23x32=V23%x2 =316
o) 3V2=V33xV2=V33x2=154 d)_ / x 3% = /% _\[
40

Ul
5
N
Il
92}

3
513 alﬁ

= 5(— 5V4=5x2=10 e 10 é um numero natural;

5

=2 =2 %=2\/§=2X3=6e6éumnt’1meronatural;

X /8

= 3|

V16 =4 e 4 é um nUmero natural

41.

2
a)Tem—se( 3+2\/§) =34+2V3 e (1+\/§)2=1+2\/§+3=4+2\/§,peloque,como 3+23

2

e 14 +/3 sdo nimeros reais positivos e (\/ 3+ 2\/§) > (1 + \/5)2 , se conclui que V3 +2vV3>1++/3

b) Tem-se (2\/5)2 =4x3=12 e \/ﬁz = 13, pelo que, como 2v3 e /13 sdo numeros reais positivos
e (2\/§)2 < \/ﬁz , pode concluir-se que 23 <13

De outro modo:

Como 2vV3 =22 x/3=+22x3 =12 , pode concluir-se que 2v/3 <+/13

42.

a) 22 -5V2+6v2=(2-5+ 62 =3V2

b) 4V8 —3vV2 + 2V18 = 4V23 —3V2 + 2V2 x 32 =422 x 2 —3V2 + 2 x V2 x V3% =
=4xXV2XxV2-3V2+2xV2xV32=4x2xV2-3V2+2xV/2x3 =

=8V2 —3V2+6V2 = 11V2

¢) 281+ 324 =233%+3Y23x3=2V33x3+3V23x3=2x V33 x Y3+ V23 x V3 =
=2x3xVY3+2x3Y3=6Y3+2¥3=83

d) 5V12 — 4v/3 + /48 — V108 = 5/3 x 22 — 43 + /2% x3 — /22 x 33 =
=5%XV3XV22 —4/3 +vV2Z xV2Z x V3 —V2Z x V32 x V3 =
=5><\/§><2—4\/§+2><2><\/§—2><3><\/§=10\/§—4x/§+4\/§—6\/§=4\/§

e) 5V60-2v15 _ 5V4x15-2V15 _ 5xv4xy15-2v15 10\/ 2\/ _8V15 _ 8 8\/—
V27 V32x3 V32x43 3v3 343
f) VISXVS _ VISX9 _ 2[15%9 _ 3 3x5x3% _ 2 ; COMo queremos escrever o resultado
320 = 320 ] 40 4 5x23 a

na forma avb, podemos escrevé-lo como
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P4g. 100

43.Para b € N, aexpressao 3b + 1 designa sempre um numero positivo, pelo que se tem:
\75b + 25 +v108b + 36 = aV3b + 1 & /25(3b + 1) +/36(3b+ 1) =aV3b + 1 &
©V25xV3b+1+V36xV3b+1=aV3b+1e5V3b+1+6V3b+1=aV3b+t1 e
©11V3b+1=aV3b+1ea=11

44,

a) xz+6x+4=0(:>x=—_6i\/6zz>:m(:>x=_6i2m®x=_6izz\/§@
@xz_6_22‘/EVx=_6+22\/§<=x=—3—\/§Vx=—3+\/§

b) x2=2x+7 & x2—2x—7=0x =22 (_2);:1”1)((_7)@xz%ﬁc)xzzi:ﬁ@
(:)x=2_:ﬁVx=2+:ﬁ®x=1—2\/§Vx=1+2\/7

) x2—6x—4=0cx=22 (_6);:“)((_4)(:)35:@(:})(:%@
@x=%ﬁVx=@®x=3—mVx=3+m

d) —x2—2x+17=0<:>x=Ziv(‘zgzxzf:)(‘”x”@x=2i_“2ﬁ<:>x=2i_6f<:
@x=2__6fo=2+_6f@x=—1+3\/7Vx=1—3\/5

45,

Verificagdo para V2 -3 (\/f—\/§)2 —2\/5(\/7—\@)—1 =0&

©2-2VZV3+3-2(V2) +2VZV3-1=0©2+3-2x2-1=05-4—-1=0
Como esta proposicdo é verdadeira, estd provado o pretendido.
Verificagdo para V2 ++/3: (\/f + \/§)2 - 2\/7(\/5 + \/§) -1=0&

©2+2V2V3+3-2(v2) —2VZV3-1=0©2+43-2x2-1=05-4—-1=0
Como esta proposicdo é verdadeira, esta provado o pretendido.

46.
1
V3 _ BT _ 1203t s 12 o33 33 1.t 1,
a)%—_u\/?— Pl V343 = '{/3; de outro modo: %—5_33 i=31z="%3

b (Y035) +VI6 = Vo5 T+ 37 = (1) 422 = V24242 = 32
o) VaxV16+ Wa=Vax16+ V22 =364+ V22 =326+ 2 =232+32 =332

47.
Verificagdo para /3 : (\/5)6 — 243 x (\/§)3 =930 -2/3xV33 =9

©33-2V3"=9e27-2x32=927-18=9
Como esta proposicdo é verdadeira, esta provado o pretendido.
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Verificagdo para —3/3 : (—%)6 — 23 % (—%)3 =9 Y3 -23x(-)xV3FE =9

©3+2V3xV3=923+2%x3=9
Como esta proposicdo é verdadeira, esta provado o pretendido.

48.
_ 27 _22_Ve
3\/_ T 3v2xvZ  3x2 3
_oax¥2z2 222 2V2r s
R R e B L
4 4 ax¥2Z 4327 4V22 s
)G U e~ 2~ 2V

a)

d) 1 1x(3=V2) _3-V2 _ 32
3+v2  (3+V2)x(3—v2)  9-2 7
6 6x(3+V5)  _ 6(3+V5) _ 6(3+V5) _ 3(3+V5) _ 9+3V5
e) 3-V5  (3-V5)x(3+V5)  9-5 4 2 2
\/E __V2x(1+v2)  _ V2(14v2) _ \/—+2
f) T (1-V2)x(1+v2) T 1-2 - —2-+2
3\/_ _ 3V5x(V5+V2) 3\/_x\/—+3\/_x\/_ 3x5+3+10 3(5+\/_)
8 V2 T Wevx(EnE) - s 3 =5+V10
2V3+3vV2 _ (2V3+3v2)x(vV3-v2) _ 2v9-2V6+3v6-3V4 _ _ _
h S = A — =2x3+V6-3%x2=6

V3 V3x(2v3+3) 2V9+3V3 _ 2x3+3V3 _ 643V3 _ +3

i) 2V/3-3 (2V3-3)x(2V3+3)  (2y3)°-32  4x3-9 3
L 3VZ-2V3 _ (3VE-2B)x(3vZ-2V3) _ _(3v2-2v3)" _ (3v2)'-2x3v2x2V3+(2V3)’ _

) 3V2+2v3  (3VZ+2V3)x(3v2-2v3)  (3v2)’-(2v3)° 9x2-4x3
_ 9x2-126+4x3 _ 30-12V6 _ .
- 6 - e 5-2V6

49.

a) a®b® = a3(b?)3 = (ab?)?
b) ab® = [(ab®)2]z = (a2h)z

2 a? a a\~ -2 3
c) % 2 (b_3)2 = [(b_3) 1] - (%)

50.

-2

1,1

a) 43 x 32 = 31 x 32 = 3i"7 = 31
31,2_ 312_ 112_ “12
b z=() =() =2

2

5 53
) 3===5=5

Y

N

d) (i/i)g = (2§)3 =25=322=Y4

Fotocopiavel © Texto | M¥T 10

45



51.
Na figura estd representado um quadrado [ABCD] de lado a e cuja diagonal mede d
Tem-se:

d’°=d*+ad*ed?*=2d*=od=V2a% e A D
ed=Va?x\V2ed=a/2

Diagonal de um quadrado de lado V8 d a
d=V8x+2=+16=4

Lado de um quadrado cuja diagonal mede V50 : B a C
V50 =aV2 @ a="%= \/— =3

@a:x/ﬁ@a=5

52.

a) Na figura esta representado um cubo e um tridngulo cujos vértices sdo os vértices A, B e D do cubo;
este triangulo é retanguloem B, olado [BD] do triangulo é a diagonal de uma face do cubo e o lado [AD]
do triangulo é a diagonal espacial do cubo.

Tem-se:

d = av2, como demonstrado no exercicio anterior. A |
d’2=a2+d2®d’2=a2+(a\/§)2@ <
ed?=ad*+2d* = d?=3d*>e “ b
ed=V3a2ed =a/3 d a

b) Pretende-se determinar o valor de d, sabendo que d’ = /8 B a C

Como d' = aV/3, tem-se: \/_—a\/_<:)a—\/—<=>a—\/E

Comod—aftemsed—fxf \/j—(

53.

a) Na figura estd representado um tridngulo equildtero [ABC] delado a. O ponto D é o ponto médio do lado
[AC], pelo que o segmento [BD] é a altura do triangulo relativa ao lado [AC]

Tem-se: B

2 2
2 _ (@& B2 2_,2_a
a —(2) + (BD)* @ (BD)* =a i

s @) =2oBD= Lo a
o BD =3 BB
\/Z 2 A C

b) Designemos por h a altura do tridangulo

[NSTE

b,) Area de um triangulo equildtero que tem lado V12 :

Comoh—a\/?— tem-se: h=+v1 x\/_ r §=3
Area \/_2><3 2\/§><3=3\/§
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b,) Area de um tridngulo equildtero que tem altura V12 :

Como h=a\/7§,tem—se: \/12=a§@a=2xm@a=2x\/%(:a=2x\/1@a=4

V3

A’rea=4x;/ﬁ=2x\/12=2x2\/§=4\/§

54.
Seja a a medida do lado do tridngulo e h a dasua altura. Tem-se a+ h =1

- V3 _ ¥3) __1 —_t __2
a+h—1<:>a+a7—1<:)a(1+2)—1@a—1+£@a—ﬂ@a—2+\/§@
2 2
2x(2-v3) _ 4-2V3 A N
S a= m@d— 3 Sa=4 2\/—~0,54
55.
De acordo com a figura, tem-sex +1l+x =1 e l=xV2, x ] X
peloque x + xV2+x =1 x
x+x\V2+x=1e
1
@x(2+\/§)=1@x=m
Entao
X2 = V2 V2x(2—v2)
2+\/_ 2+V2  (2+V2)x(2—v2)
:22/1;2 2(\/_ 1) —V7-1
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Capitulo 2 | Polinébmios

Pag. 102
56.
3

P(1)_ (1) (1)2+3><1 o113 1
2/ 2 2 2 8 4 2 8
1

P-1)=—-(-13-(-1)?*+3x(-1)—-1=—-(-1)-1-3-1=—4
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57.

a) A(x)—B(x) =2x?>—-3x+1—(x—2x?)=2x?-3x+1—x+2x% =

=4x?—4x +1

b) A(x) —C(x) =2x?*—-3x+14+ax—3=2x>+(@—-3)x—2

c) xA(x) X B(x) = x(2x? = 3x + 1) x (x — 2x%) = (2x3 — 3x% + x) X (x — 2x?) =

= 2x* — 4x° — 3x3 + 6x* + x? — 2x3 = —4x> + 8x* — 5x3 + x?

d) B(x) X C(x) = (x — 2x%) X (ax — 3) = ax? — 3x — 2ax3 + 6x? = —2ax3 + (a + 6)x? — 3x

58.
a) O grau da soma de dois polindmios ndo nulos é menor ou igual ao maior dos graus dos dois polindmios.
Exemplificando:

A(x) B(x) A(x) + B(x) Graude A(x) + B(x)
2x3+x—1 x3+x2+1 4x3 +x% +x 3
2x3+x—1 | —2x3+4+x%+2 x2+x+1 2
2x3+x—-1 | —2x3+3x+2 4x + 1 1
2x3+x—1 —2x3—x-9 —-10 0

b) Seja n o grau do polinémio A(x) e seja ax™ o mondmio de maior grau de A(x)
Seja m o grau do polindmio B(x) e seja bx™ o mondmio de maior grau de B(x)
Tem-se que ax™ X bx™ é o mondmio de maior grau do polinémio A(x) X B(x) .

n+m

Dado que ax™ X bx™ = abx , conclui-se que o grau do polinémio A(x) X B(x) é n+m
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59.
Esquematizando, pretende-se determinar A(x) tal que:

A(x) 5—2x2

2x — 3 x? —2x
Tem-se:
AX)=(G—-2x2) x (x? —=2x) + (2x —3) =5x?> —10x — 2x* + 4x3 + 2x — 3 =
= —2x*+4x3 +5x%> —-8x -3
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60.

Seja n o grau do polinémio A(x) eseja m ograudo polindmio B(x); tem-se, de acordo com o enunciado, n < m
Seja p o graudo quociente, Q(x), da divisdo inteira de A(x) por B(x) eseja R(x) o resto desta divisdo.
Dado que n tera que seriguala m + p, p ndo pode tomar qualquer valor natural nem zero.

Resta-nos estudar o caso em que o quociente seja o polindmio nulo:

Se Q(x) =0, A(x) =0X B(x) + A(x)

Entdo, no caso em que o grau de A(x) é menor do que o grau de B(x), o quociente é o polindmio nulo e o
resto é A(x); note-se que, assim, se tem que o grau do resto, A(x), é menor do que o grau do divisor, B(x)
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61.
3x* —x3 +0x2 +0x +12 x2+1
—3x* —3x? 3x2—x-3
0 —x3 —3x? +0x +12
+x3 +x
0 —3x? +x +12
+3x? +3
0 +x +15

Entdo: Q(x)=3x>—-x-3 e R(x)=x+15

62.
a)
x3 —3x? +8x -1 x?—1
—x3 +x x—3
0 —3x? +9x -1
+3x2 -3
0 +9x —4

Entdo: Qx)=x—3 e R(x)=9x—14

b)
2x3 —3x2 +6x -5 2x — 3
—2x3  +3x? x2+3
0 0 +6x -5
—6x +9
0 +4

Entdio: Q(x)=x*>+3 e R=4
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c)
x> 40x* —4x3 +0x® +0x +1 x%>—6

—x°> +6x3 x3 + 2x
0 0 +2x3 +0x%2 +0x  +1
—2x3 +12x
0 0 +12x +1

Entdo: Q(x)=x3+2x e R(x)=12x+1

d)
x3 +0x2 +0x -1 x2+x+1
—x3 —x? —x x—1
0 —x? —X -1
+x2 +x +1
0 0 0
Entdo: Qx)=x—1 e R=0
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63.
a) Trata-se de determinar o Unico polindmio B(x) tal que
2 2
%(x + \/§) (x—1)=4(x—-1) XB(x). Portanto, B(x) = %(x + \/5)
b) Trata-se de determinar o Unico polindmio B(x) tal que
2
%(x + \/§) (x—1)= %(x + \/§) X B(x) . Portanto, B(x) = (x + ﬁ)(x -1
64.
2x3  40x? +kx +7 ‘ 1i+1
2
—2x3 —4x? 4x% — 8x + 2k + 16
0 —4x? +kx +7
+4x? +8x
0 +(k+8)x  +7
—(k+8)x -2k —16
0 —2k -9
Para que o resto seja 2, vem k = —% e, neste caso, o polindmio quociente é o polindmio

4x2—8x+2><(—%)+16, ou seja, 4x> —8x +5
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65.
2x* +0x3 —ax? —3x +1 x2—x+1
—2x* +2x3 —2x? 2x2+2x—a
0 +2x3 —(a+ 2)x? —3x +1
—2x3 +2x2 —2x
0 —ax? —5x +1
+ax? —ax +a
0 —-G+a)x +1+4a
Para que o resto seja um polindmio de grau zero, tem que ser —(5+a) = 0, ouseja, a = —5 e, neste caso,

o polinémio quociente é o polinémio 2x% + 2x +5 eoresto é —4.
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66. O polindmio quociente é um polinémio de grau 2 e o polinédmio resto ou é o polinémio nulo ou é de grau 1
ou 0, ouseja, Q(x) =ax?+bx+c e R(x) =dx +e com a,b,c,d,e nimeros reaise a # 0

Entdo:

2x*+x3+3x2-5=(%?+2)x (ax’> +bx+¢c) + (dx +e) ©

e 2x*+x3+3x2 —5=ax* + bx3 + cx? + 2ax? + 2bx + 2c + dx + e ©

e 2x*+x3+3x2-5=ax*+bx3+ (c+2a)x*+ 2b+d)x+ 2c+e &
Sa=2Ab=1Ac+2a=3A2b+d=0A2c+e=-5¢&
Sa=2Ab=1ANc+4=3A24+d=0A2c+e=-5¢&
Sa=2Ab=1ANc=—-1Ad=—-2MNe=-3

Entdo, Q(x) =2x2+x—1e R(x) = —-2x—3
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67.
a)
1 -3 3 1
1 1 -2 1
|1 -2 1 2=R

Entdo: Q(x)=x*—-2x+1 e R=2

b)
4 0 -5 0 8
0,5 2 1 -2 -1
| 4 2 —4 -2 7=R

Entdo: Q(x) =4x3+2x?—4x—2 e R=7
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c)

Entdio: Q(x)=x?+3x+4 e R=16

d)
3 0 -5 4 0
_2 4 22 116
3 2 5 - -
3 9 27
3 -2 11 58 116 R
3 9 27
3o =3x3 _2x2 1, 458 = _ 16
Entdo: Q(x) =3x° —2x Xt e R = v
68.

a) 3x—5=3(x—5);tem—se:k=3 e a=5

3 3
b) 2x+4=2(x+2)=2[x—(-2)]; tem-se: k=2 e a=-2
c) —x+\/§=—1(x—\/§);tem-se:k=—1 e a=+v5

d)§—3=%(x—6); tem-se: k=% e a=6

69.
a) Tem-se: 2x +4=2(x+2)=2[x— (-2)]

4 0 -6 15

-2 -8 16 —20

| 4 -8 10 —5=R

Ent3o, o quociente e o resto da divisdo inteira de 4x3 — 6x + 15 por x + 2 sdo, respetivamente,

4x?> —8x + 10 e -5, pelo que o quociente e o resto da divisdo inteira de 4x3 — 6x + 15
por 2x + 4 sdo, respetivamente, 2x3 —4x+5 e —5

b) Tem-se: g— 1= %(x -3)

-1 6

o

3 -3 9

| -1 3 9=R

Ent3o, o quociente e o resto da divisdo inteira de —x? + 6x por x — 3 sdo, respetivamente, —x +3 e 9,

pelo que o quociente e o resto da divisdo inteira de —x? + 6x por g— 1 sdo, respetivamente, —3x+9 e 9
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70.

Utilizando o teorema do resto, tem-se:

a) R=P(3)=33-3x32-4%x3+6=27-27—-12+6=-6

b) x+1=x-(-1); R=P(-1)=(-1)23-3%x(-1)2—-4x(-1)+6=-1-3+4+6=6
¢ R=P(1)=13-3%x12-4%x1+6=1-3-4+6=0

d) 2x—2=2(x—-1); R=P(1)=0

71.

a) P(x) édivisivel por x + 2 seesése P(—2) =0

P(-2)=0e (-2 —kx(-2)??-2%x(-2)—-4=0©-8—-4k+4-4=0 —4k=8¢
ok=-2

b) O resto da divisdo inteirade P(x) por x —1 é 2 seesdése P(1) =2

P =2e13-kx1?-2x1-4=21-k—-2-4=2o-k-5=2k=-7
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72.

a) 1-2x=0ox =%; a Unica raiz do poIinémioé%

b) x?—4=0ox*>=4© x=-2Vx=2; asraizes do polindmio sdo —2 e 2

c) x2+1=0e x?>=—1; o polinédmio n3o tem raizes.

d) 2x2+§=0®x(2x+§)=0(:>x=OVx=—%; as raizes do polindmio sdo —% e%

e) 2x2+3x—5=0@x=—_3i‘/w=>x=%E@x=_34i7®x=_7mVx=%@
S x = —§Vx= 1; asraizes do polindmio sdo —g el

f) 2x(x —5)(x+1)=02x=0vx—-5=0vVx+1=0x=0vx=5Vx=—1; asraizes
do polindmiosdo —1, 0 e 5

73.

P(-1)=(-1)3-3x(-1)?—-4x(-1)+12=-1-3+4+12=12#0,

pelo que —1 nao é raiz do polinémio.

P(0)=03-3x0—4x0+12=12=0, peloque 0 n3o é raiz do polinémio.
P(2)=23-3%x22—-4x2+12=8-12-8+12=0, peloque 2 é raiz do polinémio.
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74.

a) 6x —3x? =3x(2 —x)

b) x3 —8x2 + 16x = x(x? — 8x + 16) = x(x — 4)?

) x> —1=(x-1D(x+1)

d) 8—2x2=2(4—x?)=22-x)2+x)

e) x*—16=(x2—4)(x?+4) = (x —2)(x + 2)(x? + 4) ; ofator x2 + 4 n3o tem raizes.
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75. A regra de Ruffini apresentada sugere que 2x%2 —x —3 = (x + 1)(2x — 3)

76.

P(-1)=3x(-D*-(-1)3+2x(-1)—-2=3—-(-1)—2-2=4—-4=0, peloque —1 éraizde P(x)
Para determinar Q(x), basta efetuar a divisdo inteira de P(x) por x + 1. Para tal, vamos utilizar a regra

de Ruffini:

3 -1 0 2 -2
-1 -3 4 —4 2
3 —4 4 -2 0=R

Entdo:  Q(x) =3x3 —4x%+4x—2

77.
Se existe um polindmio Q(x) paraoqual P(x) = (x —2) X Q(x), entdo P(x) é divisivel por x — 2 e,
nesse caso, Q(x) é o quociente da divisdo inteira de P(x) por x — 2

2 -3 0 —4
2 4 2 4
| 2 1 2 0=R

Entdo:  Q(x) =2x%2+x+2
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78.

Se existe um polindomio Q(x) paraoqual P(x) = (x+ 1) X (x —1) X Q(x), entdo P(x) é divisivel
por (x +1) X (x — 1), oseja, por x2 — 1 e, nesse caso, Q(x) é o quociente da divisdo inteira de P(x)
por x% —1

Tem-se:

2x3 +3x2 —2x -3 x2 -1
—2x3 +2x 2x +3
0 +3x2 +0x -3
—3x2 +3
0 0 0

Entdo: Q(x)=2x+3
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79.
Tem-se:
2 4 -1 -6 -3
-1 -2 -2 3 3
2 2 -3 -3 =
-1 -2 0 3
2 0 -3 0=R
-1 -2 2
2 -2 —-1=R
Entdo, a multiplicidade da raiz —1 é 2.
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80.
Tem-se:
8 4 —-10 -1 4 -1
1 4 4 -3 -2 1
2
8 8 -6 —4 2 =
1 4 6 0 -2
2
8 12 0 —4 =
1 4 8 4
2
8 16 8 0=R
1 4 10
2
8 20 18 =R

Entdo, a multiplicidade da raiz % é 3, etem-se
3
8x5 + 4x* —10x3 —x% +4x—1= (x—%) (8x% + 16x + 8) =

=(x—%)3><8(x2+2x+1)=8(x—%)3(x+1)2
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81.

Polindmio A(x)

Como x +1 temgrau 1, (x —2)* temgrau 4 e x>+ 1 temgrau 2, A(x) temgrau 7
Como o fator x% + 1 n3o tem raizes, as Unicas raizes de A(x) sdo —1 e 2

Araiz —1 tem multiplicidade 1 earaiz 2 tem multiplicidade 4

Polindmio B(x)

Como 2x3 temgrau 3, x +1 temgrau 1 e x> —4 temgrau 2, B(x) temgrau 6
B(x) =2x3(x+ 1)(x? —4) = 2x3(x + D(x — 2)(x + 2)

As raizesde B(x) sdo 0, —1, 2 e —2

Araiz 0 tem multiplicidade 3 easraizes —1, 2 e —2 tém multiplicidade 1
Polindmio C(x)

Como %x temgrau 1, x + 2 temgrau 1 e x2 + 2x temgrau 2, C(x) temgrau 4
C(x) = Sx(x + 2)(x? + 22) = Sx(x +2) x (x +2) = Jx (x + 2)?

As raizesde C(x) sdo 0 e —2

Ambas as raizes tém multiplicidade 2.

82.
Trata-se do caso em que o numero de raizes coincide com o grau do polindmio. Entdo, as raizes indicadas
sdo raizes simples e, como o coeficiente do termo de maior grau é 2, tem-se:

2x3+x2—8x—4=2(x+2)(x+%)(x—2)=(x+2)(2x+1)(x—2)
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83.

Em todos os casos, trata-se de um polindmio do 22 grau, pelo que comegaremos, em cada caso, por determinar
as suas raizes.

a) 2x2—5x+2=0@x =222 3 o x=Zvx=3cx=lvx=2
2x2 4 4 4 2
Ent3o: 2x2—5x+2=2(x—%)(x—2)=(2x—1)(x—2)
b) 3x2—x—10=O@x=&—‘1_mx(_m=}x=%@x=—EVx=E<:>x=—EVx=
2x3 6 6 6 3

Entdo: 3x2—x—10=3(x+§)(x—2)=(3x+5)(x—2)

c) 3x—x2+4=0@x=w=}x=ii-5(:>x=_—8Vx=i<:)x=4Vx=—1

2x(-1) -2 —2 -2
Ent3o: 3x—x2+4=—(x—-4)(x+1)
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84.
Apliquemos o algoritmo da divisdo inteira de polinémios para dividir P(x) por x? + 3

x* +0x3 +2x2 +0x —k x%+3

—x* —3x? x? -1
0 0 —x? +0x —k
+x? +3
0 0 —k+3

Como P(x) é divisivel por x? + 3, podemos concluir que —k +3 =0, ouseja, que k = 3
Tem-se: PxX)=(x?4+3)x?-1D)=x*+3)(x—-1D(x+1)
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85.

P(x) = —=3x3 + 8x? 4+ 3x = —x(3x* — 8x — 3)
Vejamos se o polinémio 3x? — 8x — 3 tem raizes.

18 1
3x2—8x—3=0®x——@x=—@x=—vx=—@x=——vx=3
2X3 6 6 6 3

Entdo, tem-se: P(x) = —x(3x>—-8x—-3)=—xx3 (x + %) (x—3)=—xBx+1)(x—-3)

_ 8+,/64—4x3%(-3) 8+10 -2

86.
Comecemos por utilizar a regra de Ruffini para dividir o polindmio por (x + 1)(x — 2)
Tem-se:

2 -5 0 5 -2

-1 -2 7 -7 2
2 -7 7 -2 0=R
2 4 —6 2
2 -3 1 0=R

Entdo:  2x*—5x3+5x—2=(x+1)(x—2)(2x2-3x+1)
Vejamos se o polinémio 2x? — 3x + 1 tem raizes.

3+y9—4x2x1 3+1
D, o rX=-

2X2

2x>—-3x+1=0x=
Entao, tem-se:

2x4—5x3+5x—2=(x+1)(x—2)(2x2—3x+1)=(x+1)(x—2)x2(x—§)(x—1)=
=2(x+1)(x—2)(x—§)(x—1)

87.
Dado que o polindmio é de grau 4 e sé tem trés raizes, uma delas tem que ser raiz dupla.
Entdo, podemos concluir que P(x) é um dos seguintes polindmios:
x*’(x—1D(x—-3), x(x—1?*(x—=3) ou x(x—1)(x —3)?
Destes, s6 no terceiro é que setem P(2) >0
Entdo, P(x) = x(x — 1)(x — 3)?
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88.
Seja P(x) o polindmio que se pretende determinar e seja a o coeficiente do termo de grau 3 desse polinémio.
Tem-se P(x)=a(x+1) (x + %) (x—2)
De acordo com o teorema do resto, sabemos que P(1) = 2
PA)=2oax2x:x(-1)=2ea=—-:
~ 2 1
Entdo, P(x) = —E(x +1) (x + E) (x—2)
89. Tem-se: 2x+5=2 (x + E)
2
2 3 -9 -10
-2 -5 5 10
| 2 -2 —4 0=R

o . e 5 . .
Ent3o, o quociente e o resto da divisdo inteira de 2x3 4+ 3x%2 —9x — 10 por x + 5 Séo, respetivamente,

2x% —2x — 4 e 0, pelo que o quociente e o resto da divisdo inteira de
2x3 4+ 3x%2 —9x — 10 por 2x + 5 sdo, respetivamente, x> —x —2 e 0, pelo que

P(x)=(x?*—-x-2)(2x +5)

2 _ x — 2 tem raizes.

Vejamos se o polindmio x
1+,/1-4x(=2) 143 -2 4
= X = — E

2X1 2 2

X’—x—-2=0x ox=—-1Vvx=2

Entdo, tem-se:
As raizes de P(x) sdo —%, —-l1le2ePx)=@?-x—-2)2x+5)=2 (x +§) (x+1D(x—-2)
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90.

Polindmio A(x)

O termo independente, ou seja, 1, é multiplo inteiro de qualquer raizde A(x), pelo que as raizes
deste polindmio sé podemser —1 e 1

AFD) = (=13 +3x(-1)?+3x(-1)+1=-1+3-3+1=0; —1 éraizde A(x)
A(1)=13+43x12+3%x1+1=1+3+3+1=8; 1 ndoéraizde A(x)

Polindmio B(x)

O termo independente, ou seja, 3, é multiplo inteiro de qualquer raiz de B(x), pelo que as raizes
deste polindmio s6 podemser —3, —1, 1 e 3
B(-3)=(-3)3>-3x%x(-3)2—(-3)+3=-27—27+3+3=—-48; —3 ndoéraizde B(x)
B(-1)=(-1)3-3x(-1)?-(-1)+3=-1-3+1+3=0; —1 éraizde B(x)
B(1)=13>-3x12-1+3=1-3-1+3=0; 1 éraizde B(x)
B(3)=33-3x%x32-3+3=27-27—-3+3=0; 3 éraizde B(x)
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91.

—2 éraizde P(x) seesése P(—2)=0. Tem-se P(-2) =0 —-2a—6=0a=-3
Tem-se o seguinte quadro de varia¢do de sinal.
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92.
Polindmio A(x)

Tem-se o seguinte quadro de variagao de sinal.

Polindmio B(x)

Tem-se o seguinte quadro de variagao de sinal.

93.
Polindmio A(x)

Ax) =0 2x?+3x-5=0x =

Tem-se o seguinte quadro de varia¢do de sinal.

X | —oo -2 40
—-3x+6 + 0 -
Ax) =0 x-1)B3—-x)=0ex=1vx=3
X | —oo 1 3 40
x—1 - 0 + + +
3—x + + + 0 -
A(x) — 0 + 0 —
Bx)=0e3x+1D)x—-2)=0ex=—-1vx=2
X | —oo -1 2 +o0
3(x+1) - 0 + + +
x—2 — - — 0 +
B(x) + 0 - 0 +
—34,/9-4x2X(-5) _ —-3+7 X = —EV x=1 ' pelo
2X2 2
que A(x) =2(x—1) (x +2) = (x— D(2x +5)
X | —oo —g 1 +o0
x—1 — - — 0 +
2x+5 - + + +
A(x) + — 0 +
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Polindmio B(x)
B(x)=0<:)—x2—2x+8=0<:)x=2i— ATIX(CDXE 226

x=—ox=—-4Vvx=2, pelo
2x(-1) -2
que Bx)=—-(x—-2)x+4)=2—-x)(x+4)
Tem-se o seguinte quadro de variagao de sinal.
X | — -4 2 +o0

2—x + + 0 -

X+ 4 - + + +

B(x) - + 0 -

94,
Uma expressdo analitica é, por exemplo, (x — 2)?, bem como qualquer outra da forma a(x — 2)?,
emque a>0
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95.

Uma func3o definida por um polindmio do 2.° grau tem sempre o mesmo sinal em R se e sé se o polindmio
nao tiver raizes.

AX) =0 x=—-/5vx=+5

Cx)=0o3x2=-5cx€0
Ex)=0ox=-—5vx=15 F(x) =0 e x=—1"220 V(Z_Sl‘)“’@x=%3=»x=1w=4

Portanto, dos seis polindmios apresentados, somente C(x) e D(x) n&o tém raizes.

B(x)=0&x=5
Dx)=0ox>?=-5ox€0

C(x) é sempre positivo pois Vx € R, 3x2 > 0 pelo que 3x2 + 5 s6 toma valores positivos.
D(x) é sempre negativo pois Vx € R,—x2 < 0 pelo que —x? — 5 s6 toma valores negativos.

Pag. 127
96. Tem-se
-1 2 5 -6
-2 2 -8 6
| -1 4 -3 0=R
PX)=0 (x+2)(—x*+4x-3)=02x+2=0V—x?>+4x—-3=0¢
ox=-—2vx=_2VI61Z My = 2vx=1Vvx=3
2%x(-1) -2

Entdo P(x) =—(x+3)(x—Dx+2)=(—x+3)x-1Dx+2)
Tem-se o seguinte quadro de variacdo de sinal da func¢&o definida por P(x)

X | —oo -2 1 3 +o0
x+2 - 0 + + + + +
x—1 - - - 0 + + +
—x+3 + + + + + 0 -
P(x) + 0 - 0 + 0 -
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97.

a) P(x) é um polindmio de coeficientes inteiros. Sabemos que, neste caso, o termo independente é multiplo
inteiro de qualquer raiz do polinémio. Como o termo independente de P(x) é —1 e —1 s6 é multiplo inteiro
de —1 ede 1, sé estes dois nimeros podem ser raizes de P(x)

Tem-se

P(-1D)=4x(-1)344x(-1)2-(-1)—1=-4+4+1-1=0; —1 éraizde P(x)
P(1)=4x134+4%x12-1—-1=4+4—-1—-1=6; 1 ndoéraizde P(x)

b)
Tem-se
4 4 -1 -1
-1 —4 0 1
| 4 0 -1 0=R
P(x)=0<:)(x+1)(4x2—1)=0<:>x+1=0V4x2—1=0<:)x=—1Vx2=%<:>
ox=-1Vx=—svVx=-
2 2
. 1 1
Entdo, P(x) =4(x + 1) (x - E) (x + E)
Tem-se o seguinte quadro de varia¢do de sinal da func¢&o definida por P(x)
1 1
X | —o -1 -3 > +oo
4x+ 1) — 0 + + + +
x4 - - - 0 + +
1
X—= — — — — - 0 +
P(x) - 0 + 0 - 0 +
Pag. 128
98.
Polindmio A(x)
Ax) =0 x=1vx =3
Tem-se o seguinte quadro de variagdo de sinal para a funcdo definida por A(x)
X | —oo 1 3 +oo
(x—1)3 — 0 + + +
3—x + + + 0 -
A(x) — 0 + 0 -

Fotocopiavel © Texto | M¥T 10



Polindmio B(x)
Bx)=0ex=-2vx=0
Tem-se o seguinte quadro de variacdo de sinal para a fungdo definida por B(x)

X | —© -2 0 +o0
(x +2)? + 0 + + +
x3 — — — 0 +
B(x) — 0 — 0 +
99.
2x6—7x3+3=0¢ (fazendo y = x3)
<:)2y2—7y+3=0<:)y=7i—“24>:)2_24(:>y=$<:)y=%Vy=3<:) (dado que y = x3)
<:)x3=%Vx3=3(:>x=3\EVx=§/§
Pag. 129
100.
a) Px) =0 x’+4x+5=0x = %; P(x) = 0 éimpossivel, pelo que P(x) ndo tem raizes.

b) x2+4x+5=(x?+4x+4)+5—-4=(x+2)>+1, peloquesetema=—-2e b=1
De outro modo:

x> +4x+5=(x—-a)+bhbox’*+4x+5=x*-2ax+a’+bhbo4=-2aA5=a*’+b
©a=-2A5=4+bssSa=-2Ab=1

c) Como Vx € R, (x + 2)? > 0, podemos concluir que (x +2)? + 1 s6 toma valores positivos,
peloque Vx ER, P(x) >0

Tem-se o seguinte quadro de varia¢do de sinal para a fungdo definida por A(x)

X | —o0 % 400
3—2x + 0 -
P(x) + + +
A(x) + 0 —
Pag. 134
101.

a) (x> —4x+3)+ (x —2x3+5x?) = —2x3 + 6x%2 — 3x + 3

b) (x? —4x+3)— (x —2x3+5x?) =x? —4x+3—x +2x3 —5x? = 2x3 —4x?> - 5x + 3
) (2 —4x+3)Bx—-1)=3x3—x2—-12x24+4x+9x -3 =3x3—13x2+13x -3

d) (x? —4x+3)(Bx—1)>=(3x3—-13x2+13x—3)(3x—1) =

=9x* —3x3 —39x3 + 13x% + 39x%2 — 13x — 9x + 3 = 9x* — 42x3 + 52x%2 — 22x + 3
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102.
O polindmio é do 2.°grause e sése k> —4 =0, ouseja,seesdése k =—2 ou k =2

Tem-se P_,(x) =3x2+4x+1 e P,(x) =3x%+1, peloque o polinémio desta familia, que é do 2.° grau e é

completo, é P_,(x)

103.

2
P(-3)=4oax(-3?-3x(-)+1=4%+9+1=4ea=—

104.
P@=0eaxa?-5=02a®=50a=15

105.

a) Ax)=B(x) @ ax3+2x*-1=2x?+3-boa=0A-1=3-boa=0Ab=4

b) A(x) =B(x) ©@2x3+ax?+1+bx?*=2x3+2x>*-boa+b=2A-1=b &
©a—-1=2Ab=-1a=3Ab=-1

JAx) =B(x) ©3x>—-bx—-3(x—-1)=ax*+(2-x)?’ -1
©3x?—bx—-3x+3=ax’+4—4x+x*-13x?-b+3)x+3=(a+Dx*—-4x+3
©3=a+1A-(b+3)=—4eoa=2Ab=1

106.
a) Determinemos o valor de x para o caso em que a area da base é 6.
—-3+,/9-4x2x(-5 —3+1/49
222 43x+1=66 2 +3x—5=0 e x = XD o, B
-3-7 —3+7 5
S x = Vi=—-Heox=-2vx=1
4 4 2

Como x é positivo, vem x = 1 e, neste caso, o volume do paralelepipedo é igual a
2X134+7x1247x1+2=2+7+7+2=18

A medida da altura de um paralelepipedo é igual ao quociente entre a medida do volume e a medida da area
da base do paralelepipedo, pelo que, neste caso, a altura do paralelepipedo é igual a % =3

b) A expressdo que representa a altura é o quociente entre a expressdo que representa o volume

e a expressao que representa a area da base dos paralelepipedos.

Tem-se:

2x3 +7x2 +7x +2 2x%2+3x+1
—-2x3  —3x? —x x+ 2
0 +4x? +6x +2
—4x? —6x -2
0 0 0

A altura dos paralelepipedos desta familia é representada pela expressdo x + 2
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107.
Recorrendo ao algoritmo da divisdo:

2x* +0x3  +3x? +0x +1 x2—x+3
—2x*  +2x3 —6x? 2x%+2x—1
0 +2x3  —3x? +0x +1
—2x3  +2x? —6x
0 —x? —6x +1
+x2 —x +3
0 —7x +4

Recorrendo ao método dos coeficientes indeterminados:

Sabemos que o quociente é um polinémio de 2.° grau e que o resto é um polindmio

de grau menor ou iguala 1.

Entao, tem-se:

A(x) =B(x) X (ax?+ bx+¢c) + (dx +e) &
2x*+3x2+1=(x?—-x+3)x(ax? +bx+c)+ (dx +e) &

e 2x*+3x2+1=ax* +bx3 +cx? —ax® —bx? —cx+3ax?+3bx+3c+dx+e
e2x*+3x?+1l=ax*+(b—-a)x*+(c—b+3a)x>+(—c+3b+d)x+3c+e e
Sa=2ANb—a=0Ac—b+3a=3AN—c+3b+d=0AN3c+e=1¢&
Sa=2ANb=2Ac—24+6=3AN—c+6+d=0N3c+e=1¢&
Sa=2Ab=2ANc=-1A14+6+d=0A-3+e=1¢&
Sa=2Ab=2Ac=—-1ANd=-7Ne=4

Entdo, Q(x) =2x?+2x—1e R(x) =—-7x+ 4

108.

Como o polinédmio divisor é de grau 2, o polinédmio resto, R(x), é de grau menorouiguala 1
Seja R(x) = mx +n.Tem-se

2x3—ax?-3=(x*+x+1D)2x+1D)+mx+ne
©2x3—ax?—-3=2x3+x2+2x>+x+2x+1+mx+ne
e©2x3—-—ax?-3=2x3+3x2+B+m)x+1+ne -a=3A3+m=0A-3=1+ne
Sa=-3A"m=-3An=-4

Entdo, tem-se a = —3 e o polindmio resto é —3x — 4

109.
Apresenta-se o algoritmo ja completo e, ao lado, indica-se a ordem pela qual foram sendo preenchidas as células
vazias do original.

2x3 +x? —x -1 x%2+3x+(-1) 2°  +x? -x  13° x2+4°+6.°
—2x3 —6x? +2x 2x — 5 1° 30 5.° 2x —8.°
0 —5x% +x -1 0 —5x2 +x 12.°
+5x% +15x =5 7.° 9. 11.°
0 +16x —6 0 10.° -6
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110.
Tem-se:
2 1 0 -3

-2 —4 6 -12

| 2 -3 6 -15=R

Ent3o, o quociente e o resto da divisdo inteira de 2x3 + x2 — 3 por x + 2 sdo, respetivamente, 2x2 —3x + 6
e —15
Como 2x+4 =2(x+2), podemos concluir que o quociente e o resto da divisdo inteira de 2x3 + x? — 3

por 2x + 4 s3o, respetivamente, x% — %x +3 e —15

111.
P(x) é divisivel por x + 3 seesése P(—3) =0
Tem-se: P(-3)=0o(-3)%+ax(-3)?+3%x(-3)—-9=0©9a—-45=0<a=>5

Sendo a =5, tem-se P(x) = x3 +5x% +3x — 9, caso em que
P(1)=13+4+5%x1243x1-9=14+5+3—-9=0, peloque P(x) édivisivel por x — 1

112.
Apresenta-se o algoritmo relativo a regra de Ruffini ja completo e, abaixo, indica-se a ordem pela qual foram
sendo preenchidas as células vazias do original.

3 4 0 3
-1 -3 -1 1
3 1 -1 4=R
2.° 4.° 7.° 8.°
-1 3.° 5.° 1
3 1 6.° 1.°
Entio, P(x)=3x3+4x2+3 e Q(x)=3x2+x—-1
113.
A Unica raiz do polindmio A(x) é —1, pelo que nos resta confirmar que —1 éraizde B(x) ede C(x).
Na verdade, B(-1)=(-1)?-1=0e C(-)=(-1)?-1=0
Pag. 135
114.
a) 3x2_1=0<:)3x—1=0<:)x=§ Araizé%
b) 6—2x2=0ex2=3ox=—/3vx=+3 As raizes sdo —V3 e V3
2
c)%—2x=0@x(§—2)=0@x=0V§=2@x=0Vx=6 As raizessdao 0 e 6
d x-1D)x+2)=02x—-1=0vVx+2=0x=1vx=-2 As raizessdo —2 e 1
e) 2x+3)(x—-1)?=02x+3=0v(x—-1)?=0ox=-3vx=1 Asraizessdo —3 e 1
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115.
a) 4x2 -9 =(2x)>-32=(2x—-3)(2x +3)
b) x3—2x=x(x*>-2)=x [xz - (\/f)z] = x(x = V2)(x +V2)
c) 16 —8x +x%2 = (4 —x)? = (x — 4)?
d) x*+2x?+1= (fazendo y = x?)
=y2+2y+1=(+1)?%=(x?+1)2
e) x*—2x2+1=(?-1D? =[x+ D(x—-1D]? = (x + 1)?(x — 1)?
De outro modo, mostrar que —1 e 1 sdo raizes do polinédmio, dividir o polinémio por

(x + 1)(x — 1), obter o quociente x2 — 1 e fatorizar o polinémio:
x*=2x2+1=(x+DEx-DE*-1D=(x+DEx-DEx+Dkx—-1) = (x +1)?(x — 1)

116.
Tem-se A(=2)=(-2)*+6x(-2)—4=16—12—4=0, peloque —2 é uma raizde A(x)
Vamos utilizar a regra de Ruffini para dividir o polindmio por x + 2

1 0 0 6 —4
-2 —2 4 -8 4
|1 -2 4 -2 0=R

Entdo, x* +6x —4 = (x +2)(x® — 2x%2 + 4x — 2)

117.

1 N3 71,3 2 7 3 1, .
Tem-se A(E)_ZX(E) —EXE+E—§—Z+E—O,pequueEeumaralzde A(x)
eA(l)=2><13—%><1+§=2—%+%=0,peloque1éumaraizdeA(x)

Vamos utilizar a regra de Ruffini para dividir o polindmio por (x - %) (x—=1)

Tem-se:
7 3

2 0 ~2 2
1 1 3
2 1 P ~3

2 1 -3 0=R
1 2 3

2 3 0=R

x 7 3 1
Ento, 2x3—5x+5= (x+1) (x—E) (2x +3)

118.
a) x2+5x+6=0®x=w=>x=%ﬂ@x=—3Vx=—2
Entio, x2+5x+6=(x+2)(x+3)
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b)2x—3x2+5=O<:>x=_2iLx(_3)><5 x="2 o y=—1vx=2
2%(=3) -6 3
Ento, 2x —3x2+5=-3(x+1) (x—§)= (x+1)(-3x+5)

c) 2x3 +x2—-3x=x(2x2 +x —3)
/12X —14i5 o= —%Vx 1

Ora, 2x2+x—-3=0x = =
2x2

Entio, 2x3+x2—3x=x(2x2+x—3)=x><2(x+§)(x—1)=x(2x+3)(x—1)

119.

a) A afirmac&o é verdadeira pois Q(x) é o quociente da divisdo de P(x), que é um polinémio de grau 4, por
(x—1)(x+ 1), que éum polindmio de grau 2, e Q(x) ndo pode ter zeros pois, se tivesse zeros, também
seriam zeros de P(x) e —1 ou 1 n3o seriam raizes simples de P(x) ou o polinémio P(x) teria outras raizes

alémde —1 e 1.

b) Tem-se:
2 0 3 0 -5
-1 -2 2 -5 5
2 -2 5 -5 0=R
1 2 0 5
2 0 5 0=R
Q(x) =2x?>+5
120.

Se A(x) é divisivel por 2x+ 1, entdo A (— %) =0

Vamos utilizar a regra de Ruffini para dividir o polindmio por x +%

Tem-se:
2 15 -9 -8
-2 —1 —7 8
| 2 14 -16 0=R

Ent3o, tem-se Ax) = (x + %) (2x% + 14x — 16) = (x + %) X2(x?+7x—8) =
=QRx+1Dx%?+7x—98)

—71\/49—4><1><(—8) —-7+9
SxX=—

Ora, x>’ +7x—-8=0x =
2x1

S x=-8vx=1, peloque
A(x) = (x +%) (2x% + 14x — 16) = (2x + 1) (% + 7x — 8) = (2x + 1) (x + 8)(x — 1)

A(x)=0=)x=—8Vx=—%Vx=1
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121.
Se P(x) édo3.°graue P(—1) =P(2) =P(3) =0, entdo P(x) = a(x+ 1)(x — 2)(x — 3), sendo
a € R\{0}. Como P(1) =—-2, vem a X 2 X (—=1)(—2) = -2, peloque a = -1

2
Entdo, P(x) = —%(x + 1D —-2)(x—-3)

122.
g ~ 1
Se A(x) édivisivel por 1 — 2x, entdo A (5) =0

Vamos utilizar a regra de Ruffini para dividir o polinémio por x — 3

Tem-se:
-2 -1 5 -2
1
3 -1 -1 2
| -2 -2 4 0=R

Ent3o, tem-se Ax) = (x - %) (—2x%—2x+4) = (x - %) X (=2)(x2+x—-2) =
=(=2x+1Dx*+x-2)

Ora, x’+x—-2=0x = ©x=-2Vx =1, peloqueasraizesde A(x)

—14/1-4%x1x(-2) -143
—_— X = T

2x1
- 1
sao —2, S e 1

Alx) = (x - %) (=2x2 —2x+4) = (=2x + D2 +x—2) = (=2x + Dx + 2D (x — 1)

123.
Tem-se:

1 5 -3 -17 -10
-1 -1 —4 7 10

1 4 -7 -10 0=R Logo, —1 éraizde P(x)
-1 -1 -3 10

1 3 -10 0=R
-1 -1 -2

1 2 —12=R

Entdo, a multiplicidade da raiz —1 é 2.
Entdo, tem-se P(x) = (x+1)?(x? + 3x — 10)

~3+/9-ax1x(-10) 3+
Ora, x>’ +3x—10=0ox = 3% 924XX11X( 10)(:>x=3T+7(:>x=—5Vx=2,

peloque P(x) = (x + 1)?(x?> +3x —10) = (x + 1)?(x + 5)(x — 2)
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124,

Polindmio A(x) :

Ograué 3 porque x —1 édegrau 1 e (x +3)? édegrau 2.

Asraizessdo —3 e 1 pois A(x) =0 x—1=0vx+3=0x=1vx=-3

A multiplicidade de —3 é 2 e a multiplicidadede 1 é 1.

Polindmio B(x) :

Ograué 5 porque 0,2x édegrau 1 e (4 —x?)? édegrau 4.

As raizessdo 0, —2 e 2 pois B(x) =0 02x=0vV4—x?=0x=0vx=-2Vx=2
Tem-se B(x) = 0,2x(4 —x2)? = 0,2x[(2 — x)(2 + x)]? = 0,2x(2 — x)?(2 + x)?,

pelo que a multiplicidade de 0 é 1, a multiplicidade de 2 é 2 e a multiplicidade de —2 é 2.

125,
Se P(x) édo3.°graue —1 é umaraizduplae 2 é outra raiz, entdo
P(x) = a(x + 1)*(x — 2), sendo a € R\{0}

Como o resto da divisdiode P(x) por 2x—1 é 1, P (%) =1

Tem-se:
P(%)=1<:>a(%+1)2(%—2)=1<:>ax%x(—%)=1<:>a><(—%7)=1<:>a=—237
Entdo, P(x) === (x + D?(x - 2)

126.

Para 3 serraizde P(x), atendendo a que os coeficientes de P(x) sdo nimeros inteiros,
era necessario que 3 fosse um dos divisores de —2, o que ndo acontece.

127.

a) Porexemplo A(x) = —[x - (-3)]=—-(x+3)=—-x-3

b) Pode ser, por exemplo, D(x) =x—0,5 e E(x) = —(x+ 1) = —x — 1, pelo que, neste caso,
se poderd ter B(x) = (x —0,5)(-x —1) = —x2 - 0,5x + 0,5

128.
a) Tem-se
1 0 -3 -2
2 2 4 2
|1 2 1 0=R

P(x)=(x—2)(x2+2x+1) = (x—2)(x + 1)?
Px)=0e (x—-2)(x+1)?=0ox—-2=0Vx+1=0x=2Vx=-1

Tem-se o seguinte quadro de varia¢do de sinal da func¢&o definida por P(x)

X | —® -1 2 +oo0
x—2 - - - 0 +
(x + 1)2 + 0 + + +
A(x) — 0 - 0 +
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b) Para fatorizarmos B(x), comecemos por fatorizar x3 — 8
Tem-se

8
|1 2 4 0=R

x3-8=(x—-2)(x>+2x+4)
x>+ 2x+4=0x= W(: X = _Ziz'_lz , pelo que x% + 2x + 4 n3o tem raizes.
Entdo, B(x) = (1 —x?)(x3*-8)= (1 —x)(1 +x)(x —2)(x®> + 3x + 4)

Tem-se o seguinte quadro de variag¢do de sinal da fun¢&o definida por P(x)

x| —oo -1 1 2 +00
1—x + + + 0 — 0 —
1+x — 0 + + + + +
x—2 — — — — — 0 +
x%+3x+4 + + + + + + +
B(x) + 0 — 0 + 0 —

129.

a) Alx) >0 x< -2

CS.=]—o00,—2[

b) Bx) >0 —2<x<1

CS.=[-21]

c) Tem-se o seguinte quadro de variagdo de sinal da funcdo definida por A(x) X B(x)

X | —o -2 1 +oo
A(x) + 0 - - -
B(x) - 0 + 0 -
A(x) X B(x) - 0 - 0 +

AX)XBx)<0ex<—-1Ax# -2

CS. =] — o, 1[\{-2}

d) [A)]2 >0 A(x) £0 & x # —2

CS.=R\{-2}

e) [B(x)]® é positivo quando B(x) é positivo, é negativo quando B(x) é negativo e é nulo quando B(x)
é nulo, pelo que se tem

A X[B(X)]P=202 Ax)xB(x) >0 x>1Vvx =2

CS. =[1,+oo[U {-2}
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130. Dado que —2 e 1 s3o as raizes do polinémio P(x) eque P(x) <0 seesdse x < —2,
tem-se o seguinte quadro de varia¢do de sinal da fungdo definida por P(x)

X | —oo -2 1 +o0
P(x) — 0 + 0 +

a) Px)>0ox>-2Ax+1

CS.=]—2,+o[\{-1}
b) Tem-se o seguinte quadro de varia¢do de sinal da func3o definida por (x — 1)?P(x)

X | —oo —2 1 +oo0
(x —1)? + 0 + + +
P(x) — 0 + 0 +
(x — 1)?P(x) — 0 + 0 +

Entdio, (x —1?P(x) >0 x> -2Ax#1
C.S. =] — 2, +oo[\{1}

¢) Tem-se o seguinte quadro de varia¢do de sinal da fung3o definida por (x? — 4)P(x)

X | —oo -2 1 2

x%—4 + 0 — — — 0
P(x) — 0 + 0 + +

(x%2 —4)P(x) - 0 - 0 - 0

Entdio, (x2—4)P(x) >0 x>2vx=-2Vx=-1

C.S. = [2, +oo[U {—2,1}
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+ Exercicios propostos

Pag. 136 v
131.
Opgéo (D) A

Tem-se, de acordo com a figura:

EC =EA+ AC =3+ AC
Ora, AC%? =62+ 62 © AC =+/72 pelo
que AC =3++72 ~11,5m

132.
Opgdo (D)
Como 2 —x e x — 2 sdo expressoes simétricas, os seus quadrados sdo expressdes equivalentes.

133.

Opgdo (C)

Opcdo (A): V4 e V9 n3o sdo nimeros irracionais

Opgao (B): (\/§ + 2) + (\/§ - 2) = 2v/3 e 2v/3 n3o é um nimero irracional
Opgio (C):  (2—-V6)+(2+V6)=4e (2-V6)x(2+V6)=4—6=-2
Opcao (D): V3423 =343 e 3v3 n3o é um ndmero irracional

134.

Opgdo (A)

Um produto de nimeros primos sé é um quadrado perfeito se cada um desses nimeros primos ocorrer,
no produto, um ndimero par de vezes, o que ndo se pode verificar na op¢do (A) quaisquer que sejam

os numeros primos a, b e c.

De outro modo:

Opcso (B): (abc)? é um quadrado perfeito

Opcdo (C): a’b*c® = (ab?c?)? é um quadrado perfeito

Opcdo (D): (a?b*c®)3 = [(ab?c?)?]® = [(ab?c®)3]? é um quadrado perfeito

135.

Opgdo (B)

Opcao (A): Tem-se a < 0= 2a < a < 0= (2a)? > a? pelo que a afirmacio é verdadeira
Opgao (B): Tem-se a < 0= 2a <a< 0= (2a)3 < a® pelo que a afirmacdo é falsa

Opcdo (C): Temse a<0=>-a>0>0<1-a<2-a=(1-a)?<(2-a)?
pelo que a afirmacgdo é verdadeira

Opc3o (D): Temse a<0=>-a>0>0<1-a<2-a=1-a)<2-a)
pelo que a afirmacdo é verdadeira
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136.

Opcéo (B)

Opcao (A): A afirmacio é falsa pois V3 ¢é uma dizima infinita ndo periddica.
Opcao (C): A afirmac3o é falsa pois 2 X V3 = V22x3 =12 %6

Opgao (D): A afirmacao é falsa pois (\/§)2 =3+9

137.

Opcdo (A)

Tem-se (\/5)3+2x(\/f)z—zx\/§=4<:)2\/§+2x2—2\/§=4(:>4=4 pelo que V2
é solucdo da equacdo.

138.
Opgdo (D)
Tem-se c=3a=3V5=V32x5=+45 e d=2b=235=323%x5=13/40

139.
Opgdo (C)
Seja d a diagonal de um quadrado de lado [; tem-se d =21

2
\/§=ﬁl@l=%@l=\/§ pelo que a 4rea do quadrado é <\/§> =%=1,5 cm’

Pag. 137
140.
Opgdo (B)

Seja h a altura de um triangulo equildtero de lado [ ; tem-se h = \/2_§ l

h_ﬁX%_ﬁx%_WxW_6V33x34_6\/_3_7_3’6£
T2 - 2 T 2 2 T 2 T 2

141.
Opgdo (A)

. n [ 3
Seja h a altura de um tridngulo equilatero de lado [; tem-se h = g l

Vi=Blei=2

2

. Ixh  2x+3
Area=7= > =1/3 cm?

142.

Opgdo (C)

Perimetro = V8 + V18 + V12 + V27 = V23 + V2 x 32 + V22 x 3 + V33 =
= 2V2 +3V2 +2V3 +3V3 =5V2 + 5vV3 = 5(V2 + V3)
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143.

Opcéo (D)
Opgao (A): A afirmacdo é falsa pois o polinémio A(x) + B(x) tem grau menor ou iguala 3
Opgao (B): A afirmacdo ndo é necessariamente verdadeira porque, por exemplo, para

A(x) =x3+x e B(x) = —x3 + x? o polinémio A(x) + B(x) tem grau 2
Opcdo (C): A afirmacdo é falsa pois o polinémio A(x) + C(x) tem grau 3
144.
Opgao (A)

O resto da divisdo inteira de P(x) por x + 2 éiguala P(—2)
Tem-se P(=2)=(-2)3-3x(-2)+3=-8+6+3=1

145.

Opcdo (C)

P(x) édivisivel por x —1 seesése P(1) =0
Pl)=0e3-k+2-1=0=k=4%

146.

Opgéo (C)

Como 2x + 6 = 2(x + 3), oresto da divisdo inteira de A(x) por 2x + 6 éigual ao resto da divisdo inteira
de A(x) por x + 3, ouseja, A(—3)

147.
Trés nimeros podem ser as medidas dos lados de um tridngulo se e sé se o maior deles for menor do que a soma

dos outros dois. Vamos, entdo, mostrar que av12 < av6 + av3

V1Z < VB + V3 & aViZ < a(V6+3) o VIZ < V6 +V3 & (VI2)’ < (V6 +3)' o
©12<9+4+2V18 & 3 <2 x3V2 & 1< 22, oque éverdade.

148.

Se o triangulo é retanguloem Q, entdo os catetos sdo os lados [QP] e [QR].
p __ QPxQR _@Px(Va-1) =% _ 2a
Area=——oa="——— (:)QP__\/E—1

Pag. 138

149.

A aresta do cubo maior é /54 dm e a aresta do cubo menor é é /16 dm

Tem-se V54 =32 x33=3%2 e V16 = V24 = 232, pelo que o comprimento do fio azul na caixa maior
é 4x332=1232 eo comprimento do fio azul na caixa menor é 4 X 232 =832

O que se gasta a mais na maior das caixas é 1232 — 832 = 432

Ora, a aresta de um cubo com volume iguala 2 dm® é Y2 dm, pelo que 43/2 dm de fita azul permitem
debruar a tampa de uma caixa ctbica com 2 dm? de volume.
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150.

Seja d a diagonal de um quadrado de lado [; tem-se d = V21
d=V2lel+5=V2loV2i-l=5ol(\2-1)=5el=——

V-1
5  s5(v2+1) _ s5(v2+1) _ L /5 -
V-1~ (Vz-1)(V2+1) ~ 2-1 SVZ+5~ 12,07 ¢

De outro modo:

Seja x a medida do lado do quadrado. Tem-se d = x + 5, pelo que aplicando o teorema de Pitagoras, tem-se
(x +5)% = x? + x?

10+/100+100 o

(x+5)P2=x>+x>©x?>+10x +25=2x> ©x?>-10x—25=0 x = ”
©x=5-5/2Vx=5+5/2

Como x >0, temqueser =5+ 5v2 =~ 12,07 cm

151.
32: O sélido é o tetraedro regular cuja aresta tem comprimento igual a diagonal facial do cubo.

42: Volume do cubo = 53 cm?

A 1. ., 1, 5x5 53
Volume de cada pirdamide = 3 X area da base X altura = 3X 5 X 5= - cm’

O volume de cada piramide é a sexta parte do volume do cubo.
s 53
Volume do tetraedro = volume do cubo — volume de quatro piramides = 53 — 4 x ==

2x53 53 3

=53 — == cm
3 3

O volume do tetraedro é a terca parte do volume do cubo.

52: Como a aresta do tetraedro é a diagonal facial do cubo, sendo a a aresta do tetraedro e sendo ¢ a aresta do
2
cubo, tem-se a =+2c¢, pelo que ¢ = J?—a

3 _ 2v2a® _ Vz2a®

23 4

~ L 2
Entdo, o volume do cubo é igual a (\/?_ a)

3 3

Como o volume do tetraedro é igual a terca parte do volume do cubo, é igual a \/ia 3= \/fg
Pag. 139
152.
a)Area=WXx=2x_l><x=(—l)Xx=x2—lx B C

2 2 2 2
b) Para x = 7, tem-se:
AB=7, BC=4 e AD=9
De acordo com a figura, tem-se CE = 7
e ED =5, peloque CD? =72 +5%, ouseja, CD =74
O perimetro do trapézioéiguala 7+ 9+ V74 +4 =29+ V74 A E D
153.
a) O comprimento de cada semicircunferéncia é igual a lmo_zﬂ =80m

. . .. A 1 80
Seja r o raio das semicircunferéncias menores. Tem-se 5 X2nmr=80&r= — = 25,5m
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b) Area da pista = (drea de dois retdngulos de comprimento iguala 120 e larguraigual a x) + (4rea de uma
. _ . A .80 .80
coroa circular limitada por uma circunferéncia de raio — eoutra de raio - + x)

Area da pista= 2 X (120 X x) + [TL’ (% + x)z - (S—HO)Z] =

2 2 2
160x+x2)—nx%] =240x+%+160x+nx2—%=400x+nx2

T

— 240x + [n(%ﬂ

154.
a,) 500
1 X
a,) Receita = Despesa + Lucro = 500 + 1,75x
500
b) =~
155.
Tem-se: Numero de micas finas: X
Numero de micas espessas: 30 —x
Gasto em céntimos: x X104 (30 —x) x 15 = 450 — 5x
Gasto em euros: 250°5% _ 45— 0,05x
100
156.

Seja x o numero de bilhetes vendidos do tipo C. O nimero de bilhetes vendidos do tipo B é 4x
e o nimero de bilhetes vendidos do tipo A é 12x

a) Receita = 12x X 15 4+ 4x X 25+ x X 35 = 315«

b) 315x = 45675 & x = 145, pelo que foram vendidos 315 X 145, ou seja, 2465 bilhetes.

Pag. 140

157.

4,33 5 1 5 3\ . 13
a) Vamos mostrar que x +Ex +x—-2=(2x —x—4)(zx +x+z)+?x+4
Tem-se (2x2—x—4)(%x2+x+%)+12—3x+4=
= 2x2 (L2 3) — (242 3\ _4(1,2 3) L 13 _
= 2x (Zx +x+2) x(zx +x+2) 4(2x +x+2)+2x+4
=x4+2x3+3x2—%x3—x2—%x—2x2—4x—6+§x+4=x4+%x3+x—2

b)
x4 3.3 2 2
+5x +0x +x -2 2x* —x —4
4 1 2 1 3
—X Zx3 +2x 1.2 2
+ 5 X > xX“+x+ 2
0 +2x3 +2x? +x -2
—2x3 +x? +4x
0 +3x? +5x -2
-3x% + %x +6
0o +2 +4
2
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c) x4+§x3+x—2=(2x2—x—4)(ax2+bx+c)+dx+e<:)
@x4+§x3+x—2=2x2(ax2+bx+c)—x(ax2+bx+c)—4(ax2+bx+c)+dx+e<:>
@x4+§x3+x—2=2ax4+2bx3+26x2—ax3—bx2—cx—

—4ax? —4bx —4c+dx +e &
@x4+%x3+x—2=2ax4+(2b—a)x3+(2c—b—4a)x2+(—c—4b+d)x—4c+e(:)
@2a=1/\2b—a=%/\2€—b—4a=0/\—c—4b+d=1/\—4c+e=—2<:}
©a= A2b—3=>A2c—b-2=0A—c—4b+d=1A—4c+e=-2&
©a= Ab=1A2c-1-2=0A-c—4+d=1A—4c+e=-2&

@a=%Ab=1Ac=%A—%+d=5A—6+e=—2©

(:)a=%/\b=1/\c=%/\d=§/\e=4
Entdo, x4+§x3+x—2=(2x2—x—4)(%x2+x+§)+§x+4
Q(x) R(x)

158.
a) O quociente da divisdo exata de A(x) por 2(x +1) é (x + 1)(x - \/i) , pelo que, como

4(x + 1) = 2[2(x + 1)], o quociente da divisdo exata de A(x) por 4(x + 1) é (achl)(Zﬂ

b) O quociente da divisdo exata de A(x) por (x — \/f) é 2(x+1)?,
pelo que o quociente da divisdo exata de A(x) por %(x - \/E) é 8(x +1)?

159.

a) «..éiguala 1.»

b) «..entdo P(—a) =2 .»

c) «..P(x) —1 édivisivel por x — a .»

160.
Tem-se:
2 0 -3 1 0
1 2 2 -1 0
2 2 -1 0 0=R

Ent3o, o quociente e o resto da divisdo inteira de 2x* —3x% +x por x —1 s3o,
respetivamente, 2x3 +2x?—x e 0

161.

a) Como 2x — 4 = 2(x — 2), tem-se que o resto da divisdo inteira de P(x) por 2x — 4 é igual ao resto
da divisdo inteira de P(x) por x — 2, ouseja, —2

b) PQ)=-2oax23+2°+2=-28a=-8<a=-1.Entdo, P(x) = —x3 +x%+2
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Tem-se:

bl_\
[UnN
o
\S]

-1 1 =2 2

| -1 2 -2 4=R

Ent3o, o quociente e o resto da divisdo inteira de —x3 + x2 + 2 por x + 1 sdo, respetivamente,
—x*>+2x—2¢e 4

162.
Como A(—1) =4, vem, de acordo com o teorema do resto, que o resto da divisdo inteira de A(x) por x + 1
é 4, peloque, como 2x + 2 = 2(x + 1), o resto da divisdo inteira de A(x) por 2x + 2 é 4.

163.
a) Tem-se:
1 0 0 —-27
3 3 9 27
1 3 9 0=R

Ent3o, o quociente e o resto da divisdo inteira de x3 — 27 por x — 3 s3o, respetivamente, x2+3x+9 e 0
Entdo, podemos afirmar que Vx € R,x3 —27 = (x = 3) - (x> +3x +9)

b) Tem-se:
1 0 0 27
-3 -3 9 —27
|1 -3 9 0=R

Ent3o, o quociente e o resto da divisdo inteira de x3 + 27 por x + 3 s3o, respetivamente, xZ —3x + 9 e 0.
Ent3o, podemos afirmar que Vx € R, x3 +27 = (x—3) - (x?2 = 3x +9)

164.
a) Tem-se:
1 0 —13 0 36
2 2 4 —18 —36
1 2 -9 —18 0=R
3 3 15 18
1 5 6 0=R
Seja P(a) = a*—13a% + 36
Ento, P(a) = (a—2)(a —3)(a? + 5a + 6)

a*—13a’°+36=0= (a—2)(a—-3)(@a*+5a+6)=0<
—5+1/25-4X1X6 -

©a—-2=0va—-3=0va’+5a+6=02a=2va=3Va= T

-5+

2—1(:>a=ZVa=BVa=—2Va=—3

Sa=2Va=3Va=
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b) a* — 13a® + 36 = 0 & (substituindo a? porx)x? —13x+36 =0 &

134+/169—-4x1x36 1345 -
=g SoX=—ex= 4V x = 9 & (substituindo x por a?)

o ad’=4va*=9oa=-2Va=2Va=-3VvVa=3

S X

Pag. 141

165.

a) x>’ +8x#0e~(x?+8x=0 o ~x(x+8)=0eo~x=0vx=-8)
ox#+#0Ax+-8 C.S.=R\{-8,0}

b) x*—16x? # 0 & ~(x* —16x2 =0) & ~[x?(x? - 16) = 0] & ~[x?=0Vvx? -16=0] &
S~x=0vx=—4vx=4)ox+0Ax+—4Ax+4 C.S.=R\{—4,0,4}

) (x—3)(x?-3x+2)#0e ~[(x—3)(x*-3x+2)=0] &
&~(x-3=0vx?-3x+2=0ee~(Kx=3vx=1vx=2) &

Sx#+3ANx+F1IAx+2 CS.=R\{1,2,3}
166.
a) Tem-se:
2 —a 0 2b -8
1 2 —a+ 2 —a+ 2 2b—a+2
2 —a+2 —a+2 2b—a+2 | 2b—a—6=R
1 2 —a+4 —2a+6
2 —a+4 —2a+6 | 2b—3a+8=R

1 éumaraizduplade P,,(x) seesése 2b—a—-6=0e 2b—-3a+8=0
2b—a—-6=0 2b=a+6 2b=a+6 2b=a+6
(25— 3a+82012p—sa18=0"{ar6 30+8=0 120 14
_ — _13
@{Zb—a+6®{2b—13@ b—2
a=7 a=7 a=7

=14

b) Como, da alinea anterior, se tem

2x4—ax3+2bx—8=(x—l)z-[2x2+(—a+4)x—2a+6]/\a=7/\b=§,

vem Py p(x) = 2x* —7x3 + 13x — 8 = (x — 1)?- (2x%* — 3x — 8)

c) Tem-se:
2 —a 0 2b -8
—2 —4 2a+8 —4a — 16 —4b + 8a + 32
| 2 —a—-4 2a+8 2b—4a+16 | —4b+8a+24=R

Py p(x) édivisivel por x +2 seesése —4b+8a+24 =0
Como —4b+8a+24=0<2a—b+6=0, arelagdo entre a e b pode ser representada pela igualdade
2a—b+6=0

167.
a) P(2) =23 —-4x224+2+36=8-16+2+36=30
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b) Como P(2) = 30, podemos concluir que o polinémo P(x) — 30 = x3 — 4x? + x + 6 é divisivel por x — 2

Tem-se:
1 —4 1 6
2 2 —4 —6
|1 -2 -3 0=R

Entdo, tem-se x3 —4x2+x+6 = (x —2)(x%2 — 2x — 3)
P(x)=30oP(x)—30=0x3—4x?+x+6=0 (x—-2)x*-2x-3)=0&

2+4./4—4%x1x(-3) 2+4
Y s x=2Vx=——5
2X1 2

Sx=2Vx=-1vx=3 As solugdessao —1, 2 e 3

©x—2=0vx?-2x—-3=0ox=2Vx=

168.
a)Seja P(x) = 6x3 —11x* +6x—1
De acordo com a propriedade enunciada na pagina 121, podemos concluir que os Unicos numeros inteiros
candidatos a raizes da equac¢do P(x) =0 sdo —1 e 1.
P(-1)=6x(-1)3—-11x(-1)?+6%x(-1)—1=-6—-11—-6—1=—24; —1 n3o é solugdo.
P(1)=6%x13-11%x124+6%x1—-1=6—-11+6—-1=0; 1 ésolucdo
Tem-se:

6 -11 6 -1

1 6 -5 1
| 6 -5 1 0=R

Entdo, P(x) =0 6x3—-11x>+6x—1=0 (x —1)(6x2-5x+1) =0 &

5++/25— 5+
@x—1=0v6x2—5x+1=0(:>x=1Vx=%(:>x=1Vx=1;21<:)
1 1

.o 1
As solugbes sdo = ;e 1

1
©Sx=1Vvx==-Vx=-=- ,
3 3

2
b)Seja P(x) =x3+2x? —x—2.Tem-se x3+2x2=x+2© P(x) =0

De acordo com a propriedade enunciada na pagina 121, podemos concluir que os Unicos numeros inteiros
candidatos a raizes da equagdo P(x) =0 sdo —2, —1, 1 e 2

P(-2) = (=23 +2x(-2)2—(-2)—2=-8+8+2—-2=0; —2 ésolugdo

Tem-se:
1 2 -1 -2
-2 —2 0 2
|1 0 -1 0=R

Entdo, Px) =0 x3+2x2—x-2=0 (x+2)x*-1)=0¢&
ox+2=0vxi-1=0ox=-2Vx=—-1vx=1 As solugbessao —2, —1 e 1

c)Seja P(t) =t3 +3t? — 4t —12

De acordo com a propriedade enunciada na pagina 121, podemos concluir que os Unicos numeros inteiros
candidatos a raizes da equac¢do P(t) =0 sdo —12,-6,—-4,-3,-2,-1,1,2,3,4, 6 e 12
P(—12) = (—-12)3 +3 x (-12)2 =4 x (—12) — 12 = —1260; —12 n3o é solugdo

P(—6) = (—6)3+3x (—6)2—4x (—6) — 12 = —96 ; —6 n3o é solucio

P(—4) = (—4)3+3x (—4)2 —4 x (—4) — 12 = —12; —4 n3o é solugdo
P(—3)=(-3)34+3x(-3)2—4x(-3)—12=-27+27+12—-12=0; —3 ésolugdo
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Tem-se:
1 3 —4 —-12

-3 -3 0 12
|1 0 —4 0=R

Entdo, P(t) =0 t3+3t2—4t-12=0 (t+3)(t’-4) =0
ot+3=0Vti—-4=0et=-3Vvt=-2VvVt=2 As solucdes sdo —3, —2 e 2.

169.

a) Quando x = 2, as dimensdes do prismasdo 3, 4 e 5, pelo que o seuvolume éiguala 3 x4 x5 =60 m?
b) Para investigar o enunciado, basta resolver a equacdo (x + 1)(x + 2)(2x + 1) = 60
x+DEx+2)2x+1) =60 (x2+3x+2)2x+1) =0 2x3+7x2+7x—58 =0

Como 2 é solugdo da equagdo (x + 1)(x +2)(2x + 1) = 60, entdo é um zero do polindmio

2x3 + 7x*+ 7x — 58

Tem-se:
2 7 7 -58
2 4 22 58
| 2 11 29 0=R

Entdo, 2x3 4+ 7x2+7x—-58=0 (x —2)(2x2 +11x +29) =0 &
~11+121-232

ex—2=0V2x2+11x+29=0x=2Vx = o~ @x=2Vx=% UntLL N

eq. impossivel
Sx=2
N3o ha outros valores de x , além de 2 m, para os quais o volume do prisma seja 60 m°.

170.
3l P(x)=0@2x2—6x+k=0®x=w

P(x) tem duas raizes reais distintas see sd se 36 — 8k >0

36— 8k >0 & —8k > 36 © k <

b) Paraa =0:

Tem-se A(x) = 2x — k pelo que, para k = —4, A(x) admite araiz —2 (e so ela por ser um polinémio

do 1.° grau).

Paraa # 0:

O polindmio A(x) admite apenas araiz —2 seesdse A(—2) = 0 e o polindmio quociente da divisdo inteira
de A(x) por x — 2 ndo admitir qualquer raiz.

Tem-se:
a 0 2 -k
-2 —2a 4a —4 — 8a
| a —2a 2+4a | -k—4-8a=R

A(-2) =0 -k—-—4-8a=02k=-8a—-4
O polinémio ax? — 2ax + (2 + 4a) n3o admite qualquer raiz se e s se
(-2a)? —4xax(2+4a)<0
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Ora, (-2a)?—4xax(22+4a)<0e 4a?—-8a—-16a’> <0 —12a°-8a<0 &

2
©3a2+2a>0eaBa+2)>0e | a<-2

A%
3a+2>0 Ba+2<0 a>-—z
Sa>0va< —%

Entdo, o polinédmio A(x) admite apenas a raiz —2 se e s6 se

(a=0/\k=—4)V[(a>0Va<—§)/\k=—8a—4]

171.

a) De acordo com a propriedade enunciada na pagina 121, podemos concluir que os Unicos nimeros inteiros
candidatos a raizes inteiras de P(x) =0 sdo —3, —1, 1 e 3.
P(-3)=(-3)*+2x(-3)3-4x%x(-3)2-2x%x(-3)+3=0; —3 ésolugdo
P(-D)=(-D*+2x(-1)3—-4x(-1)2=2x(-1)+3=0; —1 ésolugio

Tem-se:
1 2 —4 -2 3
-3 -3 3 3 -3
1 -1 -1 1 0=R
-1 -1 2 -1
1 -2 1 0=R

Entdo, P(x) = (x +3)(x + D(x? —2x+1) = (x +3)(x + 1)(x — 1)?
b) Px) =0 x=-3Vvx=—-1vx=1
c)

x | —o0 -3 -1 1 +o00
x+3 — 0 + + + + +
x+1 - - - 0 + + +
(x — 1)? + + + + + 0 +
P(x) + 0 - 0 + 0 +

P(x) 20 © x €] — o, -3]U[—1, +oo[

Pag. 142

172.

Polinédmio de grau 1:

Qualquer polinémio de grau 1 define, em R, uma func¢do afim cujo gréafico é uma reta de declive ndo nulo,
pelo que tem um zero.

Polindmio de grau 2:

xZ

= —1 é uma condigdo impossivel em R, pelo que x2 + 1 = 0 também é impossivel. Logo, o polinémio
x? + 1 n3o tem raizes.

Polinédmio de grau 3:

De acordo com a propriedade enunciada na margem da pagina 126, qualquer polindmio de grau 3 tem

pelo menos uma raiz.
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Polindmio de grau 4:

4:

x —1 é uma condigdo impossivel em R, pelo que x* + 1 = 0 também é impossivel. Logo, o polinémio

x* 4+ 1 n3o tem raizes.

173.
a) Tem-se:
2 6 1 -9

1 2 8 9
| 2 8 9 0=R
Entdo, P(x) =0 2x3+6x’+x-9=0 (x—-1)2x*+8x+9) =0
—8i2\/:4—72<=>x: 1V x = —-8+V—8 o

N
eq. impossivel

b)(x —1DB(x) =A(x) © (x —Dla(x —b)*> +c]=2x3+6x>+x -9

& (x—1)(ax? —2abx +ab? +c)=2x3+6x?+x -9 &

& ax3 — 2abx? + (ab? + ¢)x —ax? + 2abx —ab?* —c=2x3+6x?+x -9 &

& ax3+ (=2ab — a)x? + (ab? + ¢ + 2ab)x + (—ab? —c) = 2x3 + 6x* +x -9 &

x=1

©x—-1=0V2x?+8x+9=0ex=1Vx=

a=2 a=2 a=2
—2ab—a=6 b=-2 b=-2
“Yab?+c+2ab=1 " )84+c-8=1")c=1
—ab?—c=-9 —-8—c=-9 c=1

Entdo, B(x) = 2(x +2)? +1
Ora, Vx ER,2(x+2)2 >0, peloque Vx ER,B(x) > 1

174.
6n
E= [xk ’{/y _ [x3nk Gn/‘yzn 6n [x3nk y2n _ en '—x3nk—6 yZn—12

Mxy? | Txegiz X6 y12
Entdo, paraseter E = Vx, sejam quais forem os valores de x ede y, tem que ser yZ"_12 =1,
ouseja, n=26
Para n =6, vem E = 3/x18k-6

Tem-se Vx18k=6 = /x seesése 18k —6 =12 ouseja k=1

175.

Paraa =0:
a"<b"=>0<b"=>0xb<b"Xbhb=>0<b! gt < pntl
Paraa > 0:
a*<b"s>a"xa<b"xa=a""l<b"xa<b"Xxb=a"tl < pt?

176.

a) Tem-se, para qualquer nimero real positivo, P(a) = a®™! —a?*—a+1 e

P(—a) = (—a)*™! = (—a)* — (—a) + 1 = —a?"** —a?" + a + 1, pelo que

P(a) + P(—a) = a1 —g?" —aq+1—a*""1 —a?" +a+1=—2a’"+2

b) x—DG*"—DE"+ 1) =(@x—D[EM?—-1%] = (x - D" —1) = x2M1 —x2" —x + 1
Esta provadoque P(x) = (x — D" - D"+ 1)
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P(-1)=(-1-D[(-1)?*"—-1] =-2%x0=0, peloque —1 éraizde P(x)
P(1)=(1-1)(1?"-1)=0x0=0, peloque 1 éraizde P(x)

Estd provado que —1 e 1 s3o raizes de P(x)

Estudemos a multiplicidade de cada uma das raizes. Consideremos o polinémio representado na forma
x—-DE"-DE"+1)

Sen é par:

1 éraizsimplesde x —1;

1 éraizsimplesde x™ —1;

—1 éraizsimplesde x"—1 e

x™ + 1 n3o tem raizes

Sen éimpar:

1 éraizsimplesde x —1;

1 éraizsimplesde x™ —1 e x™ — 1 n3oseanulapara x = —1

—1 éraizsimplesde x™—1 e x™+ 1 ndoseanulapara x =1

Esta provado que, qualquer que seja n € N, araiz —1 tem multiplicidade 1 e a raiz 1 tem multiplicidade 2.

177.

a) (a—b)(a? + ab + b?) = a(a® + ab + b?) — b(a? + ab + b?) =
= a3+ a?b + ab? —a?b + ab? — b3 = a® — b3

b) 33— 32) [(¥3) +¥Ex 2+ (D)’ | = (V) - (¥2)’ &

s (3T L 3 ST\ 4 i 2 1 _ 23242+
o (Va-V2) (V2 + VB +Va) =4 -2 Va-V2=gmrrm o g ==y

178.
2 2(V(BHE) 2(2-v3-VE) | 2(¥2-V3-V5)
VZHERS T (V243HVE) (V2-(V3 V) (V) -(V3HVE)'  2-(3+2VT5+5)
_ 2(V2-V3—V5) _ _V2-V3—5 _ _ (VZ-V3—V5) (3-V5) _ _ 3VZ-V30-3V3+VA5-3VE+V75 _

-6-2V15 3+V15 (3+v15) (3-V15) 9-15
_ _ 3V2-V30+2y3 _ VI8-V30+V12
-6 6
Pag. 143

179.

Seja r o raio da circunferéncia, seja q o lado do quadrado e seja [ o lado do triangulo.

Tem-se [ = q + 15

Como o quadrado estad inscrito na circunferéncia, a diagonal do quadrado é igual ao didmetro da circunferéncia,

pelo que 2r = \/fq ouseja q = \2r

B
Na figura ao lado esta representada uma circunferéncia de centro
0 e um tridngulo equilatero [ABC] inscrito na circunferéncia.
O ponto D é o ponto médio do lado [AC]
J— JR— 1 ~ Oe
Tem-se OC =r, DC =5e 0OCD = 30°
l V3 A D C

cos 0fD=D:C(:>cos 30°=2 @—:L@l=\/§r
ocC r 2 2r

Como [=q+15 e q=+2r, temse [ =+2r + 15
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Como | =+/3r e | =+/2r +15, tem-se V3r =2r + 15

\/§r=\/§r+15(:>\/§r—\/§r=15@1"(\/5—\/?):15(:)7":%@

_15(V3+v2) _15(V3+/2) _ N
(:)r_—(\/?—ﬁ)(ﬁh/i) = (:>r—15(\/§+\/§)~47,19 mm
180.

a) Por exemplo, o polinémio (x — 1)(x + 1)(x? + 1) tem apenas dois zeros e ndo é de grau 2.
b) Por exemplo, o polindmio (x — 1)(x + 1)(x — 2) tem mais zeros do que o polinémio
(x —1)(x + 1)(x? + 1) e ndo tem grau superior ao dele.

181.
x5+ x*—16x—16 =x*(x+1) —16(x + 1) = (x + D(x* — 16)

182.

Seja P(x) um polinémio de grau 2 cuja Unicaraizé «a

Tem-se P(x) = (x —a) X Q(x) e Q(x) é um polinémio de grau 1, pelo que tem uma raiz real.
Se essa raiz fosse diferente de «a, P(x) teria duas raizes distintas.

Entdo, araizde Q(x) é a,peloque Q(x) =a(x—a), a+ 0

Entdo, P(x) = (x —a) X a(x — a) = a(x — a)?

Logo, a é uma raiz dupla de P(x)

183.

a;) Considerando a férmula resolvente da equagdo do segundo grau, parece imediato admitir que, trocando
somente o coeficiente do mondmio de grau 1 pelo seu simétrico, se vao obter raizes simétricas das raizes

do polinédmio inicial.

a,) Considerando a férmula resolvente da equagdo do segundo grau, parece imediato admitir que,
permutando somente o coeficiente do mondmio de grau 2 com o termo constante (ndo havendo, neste caso,
alteracdo do valor do numerador da férmula), se vao obter raizes cujos valores serdo % X os valores

das raizes do polindmio inicial.

. —-b+Vb2—4ac —-b—-Vb2-4ac
b) Seja a=—p =70

2 —(=b)+Vb2-4ac b—Vb2-4ac b+VbZ-4ac
ax —bx+c=0<:)x=—<:>x=— VX =——"7"—

2a 2a 2a
=—a =—p
2 —b+vb%-4ca —b—Vb%-4ac —b+Vb%-4ac
cx“+bx+a=0ex=—T——9)x=——"""FVx=—"T7"-1—
2¢ 2c 2c
—gx% —ax?
_B><C =ax-

184.

Tem-se 2x + % =2 (x + %) , pelo que o resto da divisdo inteira de P(x) por 2x +§ é igual ao resto da divisdo

N 1 . 1\ _
inteira de P(x) por x + 7 ouseja P (_E) =a

Tem-se 2x + % = %(Bx + 1), pelo que o quociente da divisdo inteira de P(x) por 2x +§ éiguala Q(x) +§

ou seja %Q(x)

Fotocopiavel © Texto | M¥T 10 85



Tema 3 | Geometria Analitica

Atividades «Sera que...?»

Pag. 146
SERA QUE...? | Localizar o Titanic

Alguns alunos poderao recordar a utilizacdo de referenciais cartesianos.

Pag. 148
SERA QUE...? | Lugares geométricos

1. O lugar geométrico a assinalar é a circunferéncia de centro no ponto C e raio igual a 3 (tomando o lado
da quadricula para unidade).

2. O lugar geométrico a assinalar é a reta perpendicular ao segmento de reta [AB] que passa no ponto médio
do segmento de reta, e é designado por mediatriz de [AB] .
Os alunos podem ser incentivados a fazer uma constru¢do geométrica rigorosa da mediatriz.

Os pontos do plano que tém as coordenadas iguais
constituem a reta que contém as bissetrizes
o N A do 1.° e do 3.° quadrantes.

4. Nesta altura, estamos em crer que os alunos apenas poderdo recordar (no ambito de lugares geométricos
no plano) o conceito de circulo.
«Abre-se a porta» para o que se segue...
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Pag. 157
SERA QUE...? = Mediatriz de um segmento de reta

1.
y y] y
§ N A
mediatriz i ** | mediatriz A
de [AB] 4 de [AC] g
1 0"' mediatriz
1 = de [AC]
o 1 x of 1 N= \ x

2. A mediatriz de [AB] é definida pory = 4

3.d(D,C)=[1-5|=|-4]=4 e d(D,B) = |4—0| = 4

As coordenadas do ponto médio de [BC] sdo (?,%) = (2,3); designemos esse ponto por M.

Tem-se MD =D — M e, portanto, as coordenadas de MD sdo (0 — 2,5 — 3) = (—-2,2).
Entdo, o declive da reta MD é myp, = _iz = —1 e a equagdo reduzidadaretaMDé y = —x + 5.

Como cada um dos pontos D e M estd a mesma distancia de B e de C, a reta MD é a mediatriz de [BC] e,
portanto, a equagdo y = —x + 5 é a equacdo reduzida da mediatriz de [BC].

5. (x—4)?2+(y-32=x-02%?+(@y-1)2ox?-8x+16+y’—6y+9=x2+y’ -2y +1 &
—6y+2y=8x+1-25 —4y=8x—-24=y=-2x+6

Pag. 158

SERA QUE...? | Equacio reduzida da circunferéncia

’ d(0,4) =(3-0)2+4-02=V9+16=5

d(0,0) =/(-4-0)2+(-3-0)2=v/9+16=5

Dado que os pontos A e C estdo a distancia de 5
unidades da origem do referencial, pertencem ambos
a circunferéncia de centro em O e raio 5.

2. Recorrendo a reflexdes centrais e axiais, podem ser referidos os pontos de coordenadas
(=5,0),(0,5), (0,=5),(3,—4), (=34),(=4.3), (4, —3), (=3, -4 e (4.3) .
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Por aplicagcdo do teorema de Pitagoras, tem-se

CE =+/52-22 =421

Portanto, as ordenadas dos pontos da circunferéncia
gue tém abcissa 2 sdo V21 e —v21.

4. Os alunos devem reconhecer que a primeira equacdo define a circunferéncia de centro na origem do referencial
e raio 3 e a segunda equacao define a circunferéncia de centro no ponto de coordenadas (1,2) e raio 3.

Pag. 166
SERA QUE...? | Aelipse

1. O desenrolar desta tarefa depende do desempenho dos alunos. Neste ponto, devem verificar
experimentalmente que a soma das distancias de qualquer ponto da linha que tracaram aos pioneses
deve ser (aproximadamente) igual a 16 cm e perceber que isso acontece porque a soma

das distancias corresponde ao comprimento do fio.

2. Os alunos devem verificar que a soma das distancias de qualquer ponto das linhas que tracaram
aos pioneses deve ser (aproximadamente) igual ao comprimento do fio e também que a «forma» da linha
depende da distancia entre os pioneses e do comprimento do fio.

3. Uma condigdo que caracterize os pontos P de uma linha com esta definicdo pode ser d(P,A) + d(P,B) =k,
designando por A e B os pontos onde estdo os pioneses e sendo k o comprimento do fio.

Pag. 174
SERA QUE...? | Circulos

A representagao pode iludir os alunos. Esta proposta destina-se a introduzir a inequac¢ao reduzida do circulo,
dadas as coordenadas do centro e o raio, mas pode ser Util para os alertar para a seguranca proporcionada
pelos processos analiticos.

Pag. 189
SERA QUE...? | Vetores

1. As possibilidades de resposta sdo vastissimas: quaisquer segmentos orientados com igual direcdo,
sentido e comprimento, como, por exemplo, [4,K] e [I,H], e[B,I] e [F,D].

2. Também aqui hd numerosas possibilidades: por exemplo, A—E,I—G e CH sio vetores colinearese AE e FL

sdo vetores nao colineares.

3. Os vetores AK e CL e os vetores BI e DF sio exemplos de vetores simétricos.
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L+L]=J L+AK =C AK +KJ = AJ
AJ+LG = AK EK+DI=0 BF +JK = AK
LJ+EL=FEJ FI+IF =0 AK +KF = IC

5. Por exemplo, ﬁ:ﬂle? e R=E+H—G+G—K

Pag. 192
' SERA QUE...? | Diferenca de vetores |

<l

<

3. (+(-V)+v=uoi+(—v+v)=u<iu+0=u
Substituimos w por u +(—17) na equagdo w+V =1 e obtivemos uma afirmacdo verdadeira;
portanto u +(—17) ¢ solugdo da equagdo w+V =i .

A ultima questdo estd tratada na pagina 193 do manual.

Pag. 193
' SERA QUE...? | Mais propriedades

1.a)eb)
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Pag. 199

| SERA QUE...? | Operagdes com coordenadas

1. ii(2,0) ¥(3,2) W(=2,2)

u+v(5,2) v+w(l,4) v —w(5,0)
As coordenadas de # +V e de vV +w sdo iguais as que resultam de adicionar, ordenadamente,

~

as coordenadas de i e de vV e as coordenadas de v e de W, respetivamente. As coordenadas de ¥ — W s3o
iguais as que resultam de subtrair, ordenadamente, as coordenadas de v e de w.
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3. As coordenadas de 2V sdo iguais as que se obtém multiplicando as coordenadas de v por 2 e as coordenadas
de —3w sdo as que se obtém multiplicando as coordenadas w de por —3.

4. Esta questdo estd tratada nas paginas 199 e 200 do manual.

Pag. 211
SERA QUE...? | Lugar geométrico
F N
y
C=A-7
L]
4 1
® P
(7l Y I
O (_7{'1 x'
_A.37
. D=A+ 5 v
s
B=A+2v

E a reta que tem a diregdo do vetor v e passa ho ponto A.

Pag. 230
SERA QUE...? | A diferentes niveis

Tal como a ilustragcao sugere, estavam em pisos diferentes.

Pag. 239
SERA QUE...? | Distancia entre dois pontos

A medida da diagonal espacial da caixa é \/352 + 202 +15?%, ou seja, a diagonal espacial da caixa tem,
aproximadamente, 43 cm de comprimento.
Portanto, a baqueta cabe na caixa.
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Pag. 240

SERA QUE...? | Plano mediador de um segmento de reta

1.
a) y=2,5 b) x=2 c)z=15

2.
a) O plano mediador de um segmento de reta é paralelo a um dos planos coordenados se e s6 o0 segmento
de reta é paralelo a um dos eixos coordenados, o que ndo é o caso.

b)) d(R,C)=+/(1-2)> +(~1-(=1))> +(1-3)> =/(-=1)> +0+(-2)> =/5

d(S,C)=J1=0 +(=1-1)> +(1-1)? =L +(=2)*+0 =+/5

Dado que d(R,C)=d(S,C), conclui-se que C pertence ao plano mediador do segmento de reta [RS]

b) d(R,D)=1J(3-2)" +(4—(=1))? +(0-3)? = /2 +5 +(=3)* =35

d(S,D)=\JB=01 +(4—1)? +(0—1)> = /32 +32 +(-1)* =/19

Dado que d(R,D)# d(S, D), conclui-se que D n3o pertence ao plano mediador do segmento de reta [RS]

¢) Um ponto P(x,y,z) pertence ao plano mediador do segmento de reta [RS] se e s6 se d(R,P)=d(S,P).
d(R,P)=d(S,P) = (x-2)*+(y+1)*+(z=-3)’=(x-01+(y-1)*+(z-1)* <

S X —4x+4+ 1 +2y+1+22—6z49=x*+y* - 2y+1+z2-2z+1 <

& —Ax+2y+2y—6z+2z=-1442 4x+4y-4z=-12x—-y+z=3

Pag. 258
SERA QUE...? | Ponto médio de um segmento de reta
a) AM = %E
b) Tem-se AB=B-Ae AM =M -4 e, portanto, as coordenadas de AB sio (—2,2,6) e as coordenadas
de AM sio (m,—2,m,—-3,my,+4).
¢) (m —2,m,—3,m,+4) :%(—2,2,6) & (m=2,m,=3,m,+4)=(-1,1,3) <

m —2=-1 m; =1
&Sam,-3=1 <im,=4
m;+4=3 m; =—1

Portanto, M (1,4,-1)
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d) Sejam A(a,,a,,a;)e B(b,,b,,b,) dois pontos e seja M (m,,m,,m,) o ponto médio do segmento
de reta [AB].

As coordenadas do vetor AB sdo (b, —a,,b, —a,,b; —a,) e as coordenadas do vetor AM

sdo (m, —a,,m, —a,,m, —a,). Tem-se AM = éAB e, portanto,

(m, —a,,m,—a,,m;—a;) = (b -a,,b,—a,,b, —ay)
Resolvendo:
(ml—al,mz—az,m3—a3)— (b -a,,b,-a,,b,-a,) &

b—-a b —a, b —a
@(ml—al,mz—az,m3—a3):( 12 L, 22 2, 32 3j<:>

b —a _ b —a, +2q _ b +a
m —a = > m, = D) m = >
b, —a b, —a, +2a b, +a
_ 2 2 72 2 2 2 2
< am, az—T<:> mz—fQ m, = 3
B b, —a, _b,—a;+2a, _ b, +a,
m;—d; = D m; = 5 m; = 5

Portanto, M (

a,+b a,+b, a,+b,
2 2 72
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Exercicios propostos

Capitulo 1 | Geometria analitica no plano

Pag. 147
1.

4 -3 S0 2 7

2

Pag. 148
2.
a,) Por exemplo, (—1,0) a,) Por exemplo, (—2,2)
az) Por exemplo, (2,-2) a,) Por exemplo, (0,1)
b,) Por exemplo, A(—1,0) e B(—1,2) b,) Por exemplo, A(—1,2) e B(0,—2)

bs) Por exemplo, A(—2,1) e B(2,-1)

3.

11 11 11 11
a) 0(0,0), A(01), B(LD) e €(10); D (53), E(5.—3); F(-3.—3) e 6(-3.3)
Tem-se: ﬁ2=m2+ﬁzﬁl=2xﬁzﬁﬁ=\/§®0_=; pelo que

2 2 T2
b) Tem-se: OB2 = 0C%2+ (CB? © 22 =2x0C% © 0C =+/2 pelo que
0(0,0), A(0,v2); B(vV2,v2) e C(¥2,0)

Tem-se: FE =+/2 pelo que D(?,g), E(‘/_E _Q); F( V2 \/5) o G(_\/E \/75)

2’ 2
H(1,0), 1(0,—1); J(—1,0) e K(0,1)

H(5.0).1(0-5)i s (-5.0) e k(05)

4.

a) P pertence ao eixo Oy seesdseasuaabcissafornula: 1+a=0a=-1

b) Q pertence ao 4.° quadrante se e s se a sua abcissa for positiva e a sua ordenada for negativa:
l1-a>0Aa+3<0&ea<1lrha<-3a<-3

c) P pertence ao eixo Ox se e sé se asuaordenadafornula: a? —4=0a=-2vVa=2

d) P pertence ao 3.° quadrante se e s se a sua abcissa for negativa e a sua ordenada for negativa:
1+a<0Aa’-4<0oa<-1Aad’<4oa<-1A-2<a<2ea€]-2-1]

Pag. 149

5.

Tem-se:

«1 4 2 X 2 = 4» é uma proposicio falsa, pelo que o par (1,2) n3o é solucdo da equacio;

«2 4+ 2 X 1 = 4» é uma proposicdo verdadeira, pelo que o par (2,1) é solu¢do da equacdo;

«6 4+ 2 X (—1) = 4» é uma proposicdo verdadeira, pelo que o par (6,—1) é solugio da equagéo.
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6.

Aequacgdoreduzidadaretaé y=-3x+1

Como a ordenada na origem é igual a 1, a reta passa no ponto

de coordenadas (0,1)

Determinemos a abcissa do ponto da reta que pertence ao eixo das abcissas:

1
0=—3x+1<:)x=§

A reta passa pelo ponto de coordenadas (%, 0)

Na figura ao lado esta a representacdo da reta num referencial do plano.

Pag. 150
7.
a)m=2_(_1)=— b)m=5 H_6 __3 c)m:—3—(—3) —0
4-0 4 —4-4 -8 4 4-2
8.
a) 2x+3y=6©3y=—2x+6y=—-x+2
2 4 2

b) y——§X2+2——§+2—§
12=-3x+20-2x=10ex=-15
d) Como a reta é paralela a reta r, a sua equagdo reduzida é da forma y = —%x +b
Como a reta passa no ponto de coordenadas (—6,2), tem-se 2 = —g X (—6)+ b, peloque b =—-2.
A equacdoreduzidade s é y = —%x -2
Pag. 151
9.

5 13| _ 13 3 A
dp,Q) =|-;-2|=|-7|=7 drP) =2 - (=3)| = 5] =3

3 5 1] 1
o= |3 (-3 - -4~
10.
a) Sejam A(aq,a,) e B(by,b,) dois quaisquer pontos num plano em que estd
instalado um referencial o.n.
Tem-se: a; = b; = d(A,B) = |by, — ay] N
b) Na figura ao lado, estdo representados os pontos A e B, de abcissas iguais, de 40, a) AlGa)
um plano em que estd instalado um referencial o.n. T v
Sejam A" e B"' as projecdes ortogonais de A e de B sobre o eixo das ordenadas. 5

X

Adistanciaentre A e B éigual a distAnciaentre A" e B”
Portanto, d(4,B) = d(A",B") = |b, — a,]| B0, b) L4 B b, by
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11.

Na figura ao lado, estdo representados os retangulos referidos nas duas alineas:
o da alinea a) é o retangulo [ABCD] e o da alinea b) é o retangulo [PQRS]

a)Tem-se AB=d(A,B)=|1-(-2)|=3 e

CB =d(C,B) =1|3—(—6)| =9;érea= 27

b) Tem-se SR=d(S,R)=[V3—-(-1)|=1+V3

eRQ =d(R,Q) =|-2—(—V3)| =|-2+ V3| =2 =3 (pois —2 + V3 < 0);
frea = (143) x (2 V) =2 +\3 -3 =43 -1

3

12.
A proposicdo «Vx € R, |x|® = x3» é falsa pois a condicdo |x|®> = x3 n3o é universalem R
(tem-se, por exemplo, |—1|3 # (=1)3)

Pag. 153
13.

a) AB=,/(-8-0)2+(2-2)2=/64+0=8
b) 4B = /[0 — (—8)]2 + (8 —2)2 =64 + 36 = 10
c) 4B = /[0 — (—10)]2 + [8 — (=2)]? = V100 + 100 = 200 = 10v2

d) ﬁ=\/[(\/g—l)—(—l)]2+[0—(—2)]2 =v5+4=3

14.
Comecemos por determinar a medida do comprimento de cada lado do tridngulo:

4B = \[[7— (=32 + [-4 — (—2)]? = V100 + 4 = V104
AC = J[4— (—3)Z +[7 — (—2)]? = V49 + 81 = V130
BC=JG-7)2+[7- (=2 =9 + 121 = V130

O triangulo é isdsceles pois tem dois lados iguais.

15.

Sejam A(—4,6), B(6,10), €(10,0) e D(0,—4) os vértices do quadrilatero.
Comecemos por determinar a medida do comprimento de cada lado do quadrilatero:
4B = ./[6— (=02 + (10 — 6)2 = V100 + 16 = V116

BC =+/(10 — 6)2 + (0 — 10)2 = V16 + 100 = V116

CD = \/(0 —10)2+ (—4—0)2 =100 + 16 = V116

DA =,/(-=4—0)2+[6— (—4)]* = V16 + 100 = V116

Esta provado que os quatro pontos sdo vértices de um losango.

16.
Seja P(a,0) o ponto do eixo das abcissas que estd a mesma distdnciade A ede B.
Uma condicdo que traduz o problema é PA = PB
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Tem-se m=ﬁ®\/(5—a)2+(2—0)2=\/(—3—a)2+(6—0)2(:>
©G-a)?+2-02%=(-3-a)’+(6-07?=25-10a+a’+4=9+6a+a’+36
& —16a+29=45a=-1

O ponto P é o ponto de coordenadas (—1,0)

Pag. 154

17.

a) O ponto médio de [AB] tem abcissa igual a %(_2) =-9

b) Seja x aabcissade C. Tem-se _12” = —2 peloque x =12
Pag. 155

18.

a) Os tridangulos sdo semelhantes porque sdo triangulos retangulos com um angulo agudo em comum.

b) Dado que os tridangulos sdo semelhantes, os lados homélogos tem comprimentos diretamente proporcionais:

AC A8 oA~ 2 & AC = 2AN peloque N é o ponto médio de [AC]
AN AM AN
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19.
Tem-se, de acordo com a figura:

yA h

Sendo A", B" e M", respetivamente, as projecdes ortogonais
de A, B e M noeixo Oy esendo @ aprojecdo ortogonal

de M sobre BC, tem-se que os triangulos [ABC] e [MBQ]
sdo semelhantes; como M é o ponto médio de [4AB],
também Q é o ponto médio de [BC] . Ora, a ordenada de Q

é igual a ordenada de M"', que é o ponto médio de [B"'A"]
b2+a2

e tem ordenada
20.

a) O ponto médio de [AB] tem coordenadas (_3;1, _5+2(_3)) =(-1,-4)

b) Seja C o ponto de coordenadas (cq, ;)

—-3+¢; —5+4cC
Tem-se (=5, =

O ponto C é o ponto de coordenadas (5,—1)

)= (1,-3) peloque c;, =5 e ¢, =-1

P4g. 157
21. 3

a) Por exemplo, conforme ilustrado na figura ao lado, os pontos de

coordenadas (—5,—2) e (3,—2) ou os pontos de coordenadas (—3,1) oo 11
-5 L2l 1

e (—1,1) i o

b) Por exemplo, conforme ilustrado na figura, os pontos de coordenadas

(0,2) e (0,4) ou os pontos de coordenadas (2;2,5) e (2;3,5)
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22,
Como o segmento de reta [AB] é paralelo ao eixo Ox, e areta definida pela equagdo x = 1 é perpendicular

ao eixo Ox , basta provar que esta reta passa no ponto médio do segmento [AB]

Tem-se que o ponto médio do segmento [AB] é o ponto de coordenadas (#, —5) , OU seja, o ponto

de coordenadas (1,—5), pelo que pertence a reta definida pela equacdo x = 1

Pag. 158

23.

a) (x—0)2+(@y+1)2=x-32+@+2)?e
©x?+y?+2y+1=x2—-6x+9+y*+4y+42y—4y=—6x+9+4-1
©-2y=-6x+12y=3x—-6

b) x—4)?+( -3 =x-5+@+1)*e
©x?-8x+16+y>—6y+9=x2-10x+25+y2+2y+1 &
©—6y—2y=—10x+8x+25+1-16-9 & —8y=—-2x+1ey=1x—=

24,

. 2-3 =5-2\ _( 1 7
a) M é o ponto de coordenadas (T’T) = ( X 2)
b) Basta indicar qualquer ponto da mediatriz do segmento de reta [AB], diferente do ponto M
Determinemos a equac¢do da mediatrizde [AB]: (x —2)2+ (y+5)?=(x+3)?+(y+2)?
8

Sx?—4x+4+y?+10y+25=x2+6x+9+y* +4y+4 o 6y=10x—16y=2x—1

~ . ‘s A . 8
Entdo, um ponto diferente de M que estda a mesma distanciade A e de B é, por exemplo, (O, _E)
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25.

Sejam, em cada caso, C e 1, respetivamente o centro e o raio da circunferéncia.
a)x2+yz=10<=>(x—0)2+(y—0)2=(\/E)2 -> €(0,0) e r =v10
b) (x—1D?+(@y+2)2=25(x-1)2%+[y—(-2)]*=5%2 > C(1,-2)er=5
) x+3)2+y2=8[x—(-3)]P+(y—-0)2= (\/§)2 > C(-=3,0) e r=+8
Pag. 160

26.

a) (x—0)2+(@y—-0)2= (\/§)2 oxt+y?=3

b) x—1D*+[y - (-3 =3*x-D*++3)*=9

¢) O raio da circunferéncia é a distancia entre o centro e a origem do referencial.
Tem-se r=d(C,0)=/(0+2)2+(0—-1)2=+5

A equacdo reduzida da circunferéncia é, entdo

x— (-2 +(-1?=(V5) & @+2)?+(y-1)?%=5
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d) O centro da circunferéncia é o ponto médio do segmento de reta [AB], ou seja, o ponto de coordenadas

(02;2,1%5) = (—1,3), e o raio da circunferéncia ¢ a distincia entre o centro e, por exemplo, o ponto A .
Tem-se r=d(C,A)=J0+1)2+(1-3)2=+5

A equacdo reduzida da circunferéncia é, entao

x— (DI + @ -372=(5) & x+1)2+(y—-3)2=5

27.

c;: Centroem A(—2,1) er=AB =3 > (x+2)2+@-1)2=9
c,: Centroem C(1,—-1) e r=CB =2 > x—12?+@+1)?*=4
c3: Centroem D(3,2) e r =DB =V2Z2+12=+/5 > (x—3)2+(y—-2)2=5
Pag. 161

28.

a) x2+4x+y?—12=0 (x> +4x+4)+y*’=12+4 (x+2)>+y?> =16
b) x2+y2—12y =4 x4+ (y2—12y+36)=4+36 ©x?+(y—6)> =40

2 _ 2 2 25 2 81\ _ , 25 , 81
c) x*+5x+05=9y -y (:(x +5x+7)+(y —9y+7)—+7+7—0,5@

5\2 92
o (x+3) +(r-3) =2
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29.

Tal como ilustrado na figura ao lado, o centro da circunferéncia é o ponto T
de intersecdo das retas s e t mediatrizes, respetivamente, dos segmentos Al
dereta [AB] e [BC] > J
Equacdo da reta s: !
x+1D*+(@-3P=x-1D)’+@-27e ©
ox?+2x+1+y2—6y+9=
=x?-2x+1+y’—-4y+4 &
(:)—2y=—4x—5<:>y=2x+g

Equacdo dareta t:
-+ -2=(x-2+@-07*e
@x2—2x+1+y2—4y+4=x2—4x+4+y2@—4y=—2x—1®y=%x+%

Determinemos o ponto de intersecdo das retas s e t:

3

27 4 2ol 2 RN 2 o 2
=1,41 =141 =141 _lx(_§)+l —_1
y=3X7% Y =3 4 Y =3 4 y=3 2 4 Y 2

o . A 3 1 . . N
Entdo, o centro da circunferéncia é o ponto de coordenadas (_E’ _E) e o raio da circunferéncia é a distancia

entre o centro e, por exemplo, o ponto A .
32 12 ,1 49 50 25
Tem-se r—\/(—1+5) +(3+5) = Z+T_\/;_\/;
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A equacdo reduzida da circunferéncia é, entdo
2
=+l - (2 = ([B) &+ +(r+2) -2

Pag. 168
30.

a) (2-V3) =4-4V3+3=7-4/3
b) (5—\/3+a2)2=25—10\/3+a2+3+a2=28—10\/3+a2+a2

Pag. 169
31.
_se: 2 2 _ AR A v 2y
Tem-se: ¥+ay=loe g+ r=lep+r=leG+uz=1
2 2 2 2 2
e x2+8y2=2@%+4y2=1@x_+3’_=1@ ad +y_=1

2 1/4 (ﬁ)z (%)2
32.
Seja ¢ asemidistancia entre os focos.
2
Tem-se, para a elipse de equacgdo :—2 +y2=1, c=vV32-12= V8, pelo que os focos desta elipse

sdo os pontos de coordenadas (—\/§, 0) e (\/§, 0)
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33.
Os semieixos desta elipse sdao 4 e 3.

Seja ¢ asemidistancia entre os focos. Tem-se ¢ = V42 — 32 = V7

Entdo, a distdncia entre os focos é igual a 27

Pag. 172

34.

De acordo com a figura do enunciado, os semieixos da elipse sdo 4 e 2, pelo que a equacao reduzida
. . x? y? . 22 y?

da elipse é E+2_2: 1, ouseja, E+T= 1

Seja ¢ asemidistancia entre os focos. Tem-se ¢ = Va2 —22 =12 , pelo que os focos desta elipse

sdo os pontos de coordenadas (—\/ﬁ, 0) e (\/ﬁ, 0)

35.

a) Sejam a e b, respetivamente, o semieixo maior e o semieixo menor da elipse

e seja ¢ a semidistancia entre os focos.

O eixo maior da elipse é dado por PF; + PF, , sendo, portanto, 8, pelo que a = 4

Como F,F, =6, tem-se ¢ = 3, pelo que 3 = V42 — b?
3=Va2-b29=16-b>b*=7cb=+7
Entdo, os vértices da elipse sdo os pontos de coordenadas (—4,0), (4,0), (O, —\/7) e (0, \/7)
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2 2 2

~ . . ox? oyt
b) A equagdo reduzida da elipse é — + (\/_) =1, ouseja, e + o= 1
c) Seja P o ponto de coordenadas (xo,\/_) X9 <0
2 2
16 7 16 7
Pag. 174
36.

O ponto da reta r que tem abcissa iguala —1 tem ordenada iguala —7

Como —7 < —6, concluimos que, dos dois semiplanos determinados pela reta r, aquele a que pertence o
ponto de coordenadas (—1,—6) é o semiplano superior em relagdo a reta, pelo que a inequacéo que define
esse semiplano aberto é y > 2x — 5

De outro modo:

Das inequagbes y < 2x —5 e y > 2x — 5, aquela que se transforma numa proposigdo verdadeira
quando y = —6 Ax = —1 é asegunda, pelo que é esta que define o semiplano determinado pela reta r

a que pertence o ponto de coordenadas (—1,—6)

37.

Os dois semiplanos fechados determinados pela reta r sdo os semiplanos definidos pelas inequagdes
y<—-2x—-5ey=>-2x-5

Tem-se que «190 < —2 X (—100) — 5» é uma proposi¢do verdadeira, pelo que o ponto A pertence
ao semiplano inferior em relagdo aretae «90 < —2 X (—50) — 5» é uma proposi¢do verdadeira,
pelo que o ponto B também pertence ao semiplano inferior em relagdo a reta.

Ao pontos A e B pertencem ao mesmo semiplano.
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38.

a)Tem-se x <4Ay+2=20Ax=>209x<4Ay=—-2Ax=0, peloque o conjunto de pontos
definido por esta condicdo é a interse¢do de trés semiplanos:

e O semiplano aberto a esquerda da reta de equagdo x = 4 (definido por x < 4)
e O semiplano fechado superior a reta de equagdo y = —2 (definido por y = —2)
e O semiplano fechado a direita da reta de equacdo x = 0 (definido por x = 0)

A representagdo deste conjunto de pontos num plano onde estd instalado um referencial o.n. xOy é:

)'4 3

ol 1
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b) Tem-se ~(x<4Ax=-2)e~(x<4)V~(x=-2)Sx=4Vx<-2,peloqueoconjunto
de pontos definido por esta condicdo é a reunido de dois semiplanos:

e O semiplano fechado a direita da reta de equacdo x = 4 (definido por x = 4)

e O semiplano aberto a esquerda da reta de equagdo x = —2 (definido por x < —2)

A representagdo deste conjunto de pontos num plano onde estd instalado um referencial o.n. xOy é:

)'“

ol 1 bl

JTemse (1-x<0Vy<OA(x—-1)2?+y?’<1le(x=21vy<0OAr(x—1)2+y2<1,

pelo que o conjunto de pontos definido por esta condicdo é a intersecdo de dois conjuntos de pontos:

e A reunido do semiplano fechado a direita da reta de equa¢cdo x = 1 com o semiplano fechado inferior
aretade equagdo y =0

e O circulo de centro no ponto de coordenadas (1,0) e raioiguala 1

A representagdo deste conjunto de pontos num plano onde estd instalado um referencial o.n. xOy é:

Pag. 176

39. )

a) O poligono definido pela condigdo é o retdngulo [ABCD] representado na figura T .

ao lado.

A sua 4rea é dada por AD x AB

Tem-se: AR b
AD X AB = 4 x 3 = 12 unidades de area. 1[0 I REE
b) A regido definida pela condigdo é o semicirculo de centro no ponto de coordenadas Y

(2,0) eraioiguala V5 contido no semiplano fechado a direita “.

da reta definida por x = 2, e estd representado na figura ao lado. 1" x

, , 1 2 . 5w . .
A sua drea é dada por 3 X T X (\/g) ,Ou seja, —- unidades de area.

40.

a) O conjunto de pontos definido por esta condicdo € a intersegédo de dois conjuntos de pontos:

e O circulo de centro no ponto de coordenadas (0,0) e raio 2 (definido por x2 + y? < 4)

e O exterior do circulo, incluindo a circunferéncia, de centro no ponto de coordenadas (—1,0)
eraio 1 (definido por (x + 1)? + y? > 1)
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A representagdo deste conjunto de pontos num plano onde esta instalado um referencial o.n. xOy é:

y

(L5

b) Tem-se 1<x?+y2<4© x?+y2>1Ax%+y? <4, peloque o conjunto de pontos definido por esta

condicdo é a intersecdo de dois conjuntos de pontos:

e O exterior do circulo, incluindo a circunferéncia, de centro na origem do referencial e raio 1 (definido
por x2 +y% >1)

e O circulo de centro na origem do referencial e raio 2 (definido por x2 + y? < 4)

A representacdo deste conjunto de pontos, designado por «coroa circular», num plano onde esta instalado

um referencial o.n. xOy é:

=2

-
VIR

c)Tem-se |x|<3Aly—1l=21e (x=-3Ax<3)A(y=2Vy<0),peloque o conjunto de pontos
definido por esta condicdo é a interse¢do de dois conjuntos de pontos:
e Aintersecdo do semiplano fechado a direita da reta de equagcdo x = —3 com o semiplano fechado
a esquerda da reta de equagdo x = 3
e Areunido do semiplano fechado superior a reta de equagdo y = 2 com o semiplano fechado inferior
aretadeequagcdioy =0
A representacdo deste conjunto de pontos num plano onde esta instalado um referencial o.n. xOy é:

T

d) Tem-se
x24+9y2<2A(xy=0vx?=y)ox?2+y2<2A(x=0vy=0Vy=xVy=—x)
pelo que o conjunto de pontos definido por esta condicdo é a interse¢ao de dois conjuntos de pontos:

e O circulo de centro na origem do referencial e raio V2 (definido por x? + y? < 2)

e A reunido das seguintes quatro retas: o eixo das ordenadas, o eixo das abcissas, a bissetriz dos quadrantes

impares e a bissetriz dos quadrantes pares.
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A representacdo deste conjunto de pontos num plano onde estd instalado um referencial o.n.

y

Pag. 177

41.

a)Tem-se |[x —1|<3A|ly+2|<d4de x=-2Ax<HA(y=-6AYy <2),

pelo que a representacao do conjunto de pontos definido por esta condi¢gdo, num plano
onde esta instalado um referencial o.n. x0y, é o retangulo que se apresenta na figura
ao lado e cuja drea é igual a 6 X 8 = 48 unidades de area.

b)Tem-se 1< (x—2)>+(y+3)?<13 &

& (x—2)2+@W+3)2=21A(x—2)%+ (y+3)? <13, pelo que a representagio
do conjunto de pontos definido por esta condicdo, num plano onde esta instalado um
referencial o.n. xOy , é a coroa circular que se apresenta na figura ao lado e cuja drea
é igual a diferencga entre a drea do circulo exterior e a area do circulo interior,

ouseja m X (\/ﬁ)z — 1 X 1?2 = 127 unidades de area.
c) Tem-se

(x—2)22+(@—-2)2=24A|x—-2|<2A0<y<4o&
©(x—-22+W—-22=24NA0<x<4A0<y<4
pelo que a representagdo do conjunto de pontos definido por esta condigao, num plano onde
estd instalado um referencial 0.n. x0y , é a que se apresenta na figura ao lado e cuja drea é
igual a diferenca entre a drea de um quadrado de lado igual a 4 e a drea do circulo nele
inscrito, ou seja, 4% — m X 22 = 16 — 41 unidades de area.
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42,

a) Tem-se que o conjunto de pontos representado é a interse¢do de dois semiplanos:

e O semiplano fechado a direita da reta de equa¢do x = —1 (definido por x = —1)

e O semiplano fechado inferior a reta de equagcdo y = 2 (definido por y < 2)

Entdo, esse conjunto de pontos é definido analiticamente pela condicdo x > -1 Ay < 2
b) Tem-se que o conjunto de pontos representado é a unido de dois semiplanos:

e O semiplano fechado a direita da reta de equagdo x = —1 (definido por x = —1)

e O semiplano fechado inferior a reta de equagdo y = 2 (definido por y < 2)

Entdo, esse conjunto de pontos é definido analiticamente pela condi¢do x > —-1Vvy < 2

c) Tem-se que o conjunto de pontos representado € a intersec¢do de dois conjuntos de pontos:

e O semiplano fechado superior a a reta de equagdo y = —x (definido por y > —x)

x0y é:

V4
O

-

O

e O circulo de centro no ponto de coordenadas (0,1) e raio 2 (definido por x2 + (y — 1)? < 4)

Entdo, esse conjunto de pontos é definido analiticamente pela condigcdo
y=—xAx?+(@y—-1)?2<4
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43,

a) Tem-se que o conjunto de pontos representado ¢ a intersecdo de dois conjuntos de pontos:

e O exterior do circulo, incluindo a circunferéncia, de centro na origem do referencial e raio 1
(definido por x2 + y? > 1)

e O circulo de centro na origem do referencial e raio 3 (definido por x2 + y? < 9)

Entdo, esse conjunto de pontos é definido analiticamente pela condicdo 1 < x2 + y? <9

b) Tem-se que o conjunto de pontos representado é a reunido de dois conjuntos de pontos:

e A parte que pertence ao segundo quadrante da coroa circular apresentada na alinea anterior
(definidapor 1 <x2+y2<9Ax<0Ay=0)

e A parte que pertence ao quarto quadrante da coroa circular apresentada na alinea anterior
(definidapor 1 <x24+y2<9Ax=>0Ay <0)

Entdo, esse conjunto de pontos é definido analiticamente pela condi¢cdo

(1<x2+y?<9IAx<0AYy=20)V(A<x?2+y?<9Ax=0Ay<0)

44,

Tem-se que o conjunto de pontos representado é a interse¢do de dois conjuntos de pontos:

e Ocirculo de centro no ponto de coordenadas (3,3) e raio 3
(definido por (x —3)? + (y —3)? < 9)

e O exterior do retdngulo de vértices nos pontos de coordenadas (1,2), (5,2), (5,4) e (1,4)
(definidopor y<2vx=5vy=>4vx<1)

Entdo, esse conjunto de pontos é definido analiticamente pela condigdo

(x—-3)2+(w—-3)2<9A(y<2vx=5vy=>4vx<1)
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4s.

Tem-se A(—1,3), B(—4,0), €(2,2), D(-2,—1) e E(0,2)

A abcissa do ponto F éiguala OC = 2v/2, pelo que se tem F(Z\/Z 0)

A abcissa do ponto H éiguala OD = /5, pelo que se tem H(\/g, 0)

A abcissa do ponto G é simétrica da abcissa do ponto H, pelo que se tem G(—\/g, 0)

46.
Tem-se A(—1,0), B(0,1), €(1,0) e D(0,—1)
Seja x (x > 0) aabcissado ponto F. Tem-se x2 + x? = 12

’+x?’=1’o2x*=1x*>= ﬁﬁ),G(ﬁ —E),

1 V2
@x=\/:(:>x=—,peloquesetem F(—, ,
2 2 27’2 2 2

N | =

T3 e E(-55)
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47.

Seja r o raio da circunferéncia, seja [ o lado do tridngulo e seja h a altura do tridngulo.

3 , . ~
Tem-se h = \/7—[ e tem-se, também, | = /37 (igualdade demonstrada, por exemplo, na resolucdo

do exercicio 179 do Tema 2). Seja M o ponto médio do lado [AC]
a) Tem-se r =2, peloque [ =2v3 e h=§x2\/§=3
Entdo, MC =é= 3 e OM=BM—-B0O=3-2=1, pelo que se tem A(—\/§,—1), B(0,2) e C(\/§,—1)

b) Tem-se [ = 3, pelo que h=%§er=i=33£=\/§

V3

x TP _3 A _ B _BAa 33 & _ V3 _3 _¥3 3 _ V3
Entao, C—EeOM—B — O—T 3—7,peloquesetem A( > 2),B(0,\/§)eC(2, 2)
48. Nl {‘3
Na figura ao lado estdo representados os exemplos apresentados para cada N A
alinea. l
a) A(3,2) e B(3l_2) E o y

1 1 2 LINL [ e
b) € (5,-3) e D(=3.-3) N
c) E(2,-3) e F(-2,3) e\
Do}

49,

a) Dois pontos sdo simétricos em relacdo ao eixo das abcissas se e sé se tém a mesma abcissa e ordenadas
simétricas. Entdo, o ponto B tem coordenadas (a, —b)

b) ao eixo das ordenadas

c) Dois pontos sdo simétricos em relagdo a origem do referencial se e s6 se tém abcissas simétricas e ordenadas
simétricas. Entdo, o ponto referido tem coordenadas (—a, —b)

50.
a)Se a =—1, oponto A tem coordenadas (—3,1), pelo que pertence ao 2.° quadrante.
b) O ponto A pertence ao 3° quadranteseesése a—2<0A3—-2a<0

— a<?2 3
EIERLEI ecl e
c) Os pontos A e B sdo simétricos em relagdo ao eixo das ordenadas se e s6 se tém abcissas simétricas
e ordenadas iguais, ou seja,seesése a—2=4A3—-2a=b>

{a—2=4 @{a=6 a=6eb=-9

3—2a=5b b=-9
51. Na figura estao representados alguns pontos nas condi¢des enunciadas. v
L

O lugar geométrico é a reta que contém as bissetrizes dos quadrantes pares. °

.. 1

Ole x

52. 11+ e
a) Areta r é definida pela equagdo y = —x + 1, pelo que o declive é —1 i
e a ordenada na origem é 1. °!

Areta s é definida pela equagdo y = %x + 0, pelo que o declive é

e a ordenada na origem é 0.
Areta t é definida pela equagdo y = 0x — 3, pelo que o declive ¢ 0 e a ordenada na origem é —3.
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b) Tem-se 0 = —x+ 1 & x = 1, pelo que o ponto de interse¢do com o eixo das abcissas
tem coordenadas (1,0)
Tem-se y=—0+1 ¢ y =1, pelo que o ponto de intersecdo com o eixo das ordenadas
tem coordenadas (0,1)

c) A reta é paralela areta s, pelo que o seu declive é igual a %

Entdo, a reta é definida por uma equacdo da forma y = %x +b

Como o ponto de coordenadas (—3,2) pertence a reta, tem-se 2 = % X(=3)+boeb= %
Entdo, a equagdo reduzidadaretaé y = %x +%

d) Areta t é paralela ao eixo das abcissas, pelo que qualquer reta perpendicular a ela é paralela ao eixo
das ordenadas sendo, por isso, definida por uma equacdo do tipo x = k

Como a reta passa num ponto cuja abcissa é 2, a reta é definida pela equagdo x = 2

e)

v 1AL
2

v

53.
Reta AB : areta AB é paralela ao eixo das ordenadas, pelo que é definida por uma equagdo do tipo x = k
Como a reta passa, por exemplo, pelo ponto de coordenadas (—2,0), é definida pela equagdo x = —2
Reta AC : areta AC é paralela ao eixo das abcissas, pelo que é definida por uma equagdo do tipo y = k
Como a reta passa, por exemplo, pelo ponto de coordenadas (0, —1), é definida pela equagdo y = —1
Reta BC : Ospontos B e C sdo os pontos de coordenadas, respetivamente, (—2,5) e (3,—1),

. L. -1-5 _ -6 _ 6
pelo que o declive da reta BC éigual a 5 — 5 s
Entdo, areta BC é definida por uma equacdo da forma y = —gx +b
Como o ponto B pertence areta, tem-se 5 = —g X(=2)+beb=5- % b= %
Entdo, a equagdo reduzidadareta BC é y = —gx + 15—3
Pag. 184
54.

a) O segmento de reta [AB] é o conjunto de pontos da reta AB cujas abcissas estdo compreendidas entre —3

e 1, incluindo estes valores.

Areta AB é definida pela equagdo y = 2, pelo que uma condicdo que define o segmento de reta [AB] é
y=2A-3<x<1

b) O segmento de reta [CD] é o conjunto de pontos da reta CD cujas ordenadas estdo compreendidas entre

—2 e 4, incluindo estes valores.

Areta CD é definida pela equagdo x = 3, pelo que uma condicdo que define o segmento de reta [CD] é
x=3AN-2=Zy<4
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c) Asemirreta EF é o conjunto de pontos da reta EF cujas abcissas s30 maiores ou iguais a —2.
Areta EF é definida pela equagdo y = x, pelo que uma condigcdo que define a semirreta
EF é y =x Ax = —2.De modo semelhante se deduz que a semirreta pode ser definida pela condigdo

y=xANy=-2
55.
a) Tem-se A(1,1), B(-3,1), €(-5,—-1), D(0,3) e E(3,-2) R
b) Dois pontos sdo simétricos em relagdo ao eixo Ox se e s6 se tém a mesma abcissa *
e ordenadas simétricas. Ent3o, o ponto E’ tem coordenadas (3,2) B
c) Na figura esta representada, num plano onde estd instalado 1 !
um referencial o.n. x0y, a bissetriz do segundo quadrante e os pontos B e B’ O 1 x
O ponto B’ tem coordenadas (—1,3)
d) Na figura esta representada, num plano onde esta instalado 1-‘ y
um referencial o.n. xOy, aretadeequagdo y =2 eospontos C e F. | | | ] s
O ponto F tem coordenadas (—5,5)
2
S O X
T -1

e) A reta que passa em E e é paralela ao eixo Ox é definida por uma equacgdo do tipo y = k; como o ponto E
tem ordenada —2,umaequacdodaretaé y = -2

A mediatriz do segmento [AB] é uma reta paralela ao eixo Oy, pelo que é definida por uma equagdo do tipo

x = k ; como passa no ponto médio de [AB] e este ponto tem abcissa —1, uma equagdo da mediatriz é
x=-1

Areta AO é areta que contém as bissetrizes dos quadrantes impares, reta definida pela equagdo y = x

f)Temse: AB=|-3-1|=4, AC=+(-5-1)2+(-1-1)2=+36+4=+40 e
BC={[-5-(-3)P+(-1-1)?=V4+4=18
Entao, tem-se:

Perimetro = 4 4+ /40 + /8 = 4 + 2v/10 4 2v/2 unidades de comprimento.
A altura do tridngulo relativa ao lado [AB] éigual a 2 (distancia entre C e a proje¢do ortogonal de C sobre

areta AB, que é o ponto de coordenadas (—5,1) ).
ABx2

Entdo, tem-se: area = = AB = 4 unidades de area.

56.

Sejam (qy,q2) as coordenadas do ponto Q . Tem-se d(P,Q) =+/(a — q1)? + (b — q3)?

Ora, \/(a —q1)*+ (b —qy)?* = \/(a —2)2 + (b + 3)? para quaisquer valoresde a ede b seesdse q; = 2
e q; = —3. Q é o ponto de coordenadas (2,—3)
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57.

=EINE

O ponto médio de [PQ] é o ponto de coordenadas ( S

Vejamos se o ponto pertencea 1 : % =2X (—g) +3-=0

1 3 , - ~
Como « = 2 X (— E) + 3» é uma proposicao falsa, o ponto nao pertencea r

58.

a) (x+2)2+(y-32%=xx-1)2+@+2)?’e
(:x2+4x+4+y2—6y+9=x2—2x+1+y2+4y+4<:>—10y=—6x—8@y=%x+%

b) Qualquer ponto da mediatriz do segmento de reta [AB] estda a mesma distdnciade A ede B,

pelo que basta encontrar dois pontos pertencentes a referida mediatriz. Esses pontos sdo, por exemplo,

os pontos de coordenadas (O,g) e (1,5)
59.
a) x+2)2+(@y-32=x-4)*+@+1)?e

1

(:x2+4x+4+y2—6y+9=x2—8x+16+y2+2y+1<:>—8y=—12x+4@y=§x—5

b) 4 = % X3 — % S 4=4; como «4 = % X3 — %» € uma proposicdo verdadeira, o ponto pertence a reta
c) Como o ponto C pertence a mediatriz do segmento [AB], a altura do tridngulo [ABC] relativa ao lado [AB]
é igual a distancia entre C e o ponto médio de [AB]

O ponto médio de [AB] é o ponto de coordenadas (_2;4,%) =(1,1), c
pelo que a altura do tridngulo relativa ao lado [AB] é igual a \/(1 —3)2+(1—-4)2

ou seja V13 A

AB = \/[4— (-2)]2+ (-1-3)> =36+ 16 = V52

Area = \/ﬁ;\/ﬁ = 22—6 = 13 unidades de area ’

60.
a) Comecemos por determinar o raio, r, da circunferéncia:

r=RS=\[2-(-5?+(0-1)2=v49+1=+50
A equagio reduzida da circunferénciaé ~ (x +5)? + (y — 1) =50

b) Dado que P pertence a bissetriz dos quadrantes impares, as suas coordenadas sdo iguais.
Designemos por (p,p) as coordenadas de P

Tem-se RP=SPo . /p+5)2+(@p-1)2=J(p-2)2+(p-02s
@p2+10p+25+p2—2p+1=p2—4p+4+p2<:)12p=—22(:>p=—%

. 11 11
P é o ponto de coordenadas (—?, ——)

61.

O centro da circunferéncia C; é o ponto de coordenadas (1,—3)

Tem-se 12 —4x1+(-3)2=6©6=6;como «1? —4x 1+ (—3)? = 6» é uma proposicio verdadeira,
estd provado que o centro da circunferéncia C; pertence a circunferéncia C,
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Temse x2—4x+y2 =6 x?—4x+4+y2=6+4 (x —2)?2 + y? = 10, pelo que o centro

da circunferéncia C, é o ponto de coordenadas (2,0)

Tem-se 2—1)2+(0+3)2=10< 10=10;como «(2—1)2+ (0 +3)? = 10 » é uma proposi¢do
verdadeira, estd provado que o centro da circunferéncia C, pertence a circunferéncia C;

62.

A equagdo reduzida da circunferéncia é x? + y2 = 6
Determinagdo das coordenadas de A ede B.
22+y’=6oy’=2oy=—/2Vy=+2; como A pertence ao 1.° quadrante, os pontos A e B
tém coordenadas, respetivamente, (2,\/5) e (2, —\/7)
Determinagdo da area do triangulo [ABC]

O ponto C é o ponto de coordenadas (—\/6, 0)

Seja M o ponto médio de [AB]; o ponto M é o ponto de coordenadas (2,0) ¢
ABXCH _ W2-(—V2)|x[2=(—VB)| _ 2vZ x(2+V8) _
= = 2 =2 x (2+6)

2
Metade da area = % X /2 x (2 + \/E) = 3,14626... que é um valor aproximado

de m com erroinferiora 0,01, dado que ™ = 3,14159...

Area =

<
<

63.

a) Conjunto dos pontos P do plano cuja distancia até A éiguala 5, ou seja, a circunferéncia de centro

no ponto A eraio 5.

b) Conjunto dos pontos P do plano cuja distancia até A é menor ou igual do que a distanciaentre A e B,
ou seja, o circulo de centro no ponto A e raio AB

c¢) Conjunto dos pontos P do plano cuja distancia até A é igual a distancia até B, ou seja, a mediatriz

do segmento de reta [AB]

d) Conjunto dos pontos P do plano tais que d(P,A) + d(P,B) = 8, ou seja, a elipse de focos A e B

e eixo maior 8.

Pag. 185
64.
4x2  18y? x? y?
2 2 _ = — 4 =
4x“ + 18y 72(:72+ 7 1<:)18+4 1

Como o semieixo maior da elipse é igual a V18, tem-se AB = 218 = 6v2 , e como o semieixo menor da
elipse éiguala 2, tem-se AD = 4

Entdo, a drea do retangulo é iguala 4 X 6v2 , ou seja, 24+/2 unidades de area.

65.

Tem-se que o raio da circunferéncia é 3, pelo que os focos da elipse sdo os pontos de coordenadas (—3,0)
e (3,0) e, portanto, a semidistancia entre os focos, ¢, éiguala 3

Os pontos de coordenadas (0,—3) e (0,3) sdo dois vértices da elipse e a distancia entra eles, 6, é o eixo
menor e, portanto, o semieixo menor, b, éiguala 3

Como a? = b? + c? ,tem-se a> =9+ 9 =18

2 2
A equacdo reduzida da elipse é % + y? =1
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66.

a)
yh
1.-
ol 1 x
e)
J
C
g

"
=

)

67.
a) y > —2 b) y <x ) (x—1)%+y?<4
d) O raio da circunferéncia representada é a distancia entre o centro, o ponto de coordenadas (2,—1),

e a origem do referencial, ou seja, V5
Entdo, a inequagdo pedidaé (x —2)2+ (y+1)2 =5

68.
A é o semiplano aberto inferior em relagdo a reta que contém as bissetrizes dos quadrantes impares.

a) Na figura ao lado estdo representados o conjunto A (a sombreado) ’
eexemplosdasretas 7, s e t. Asretas v e s tém y] //
necessariamente declive igual 1 _ t
roy=x—2 7//

s->oy=x+1

,,'O 2 o
t—)y:Z /

b) Um ponto do plano ndo pertence a A se e s6 se as suas

coordenadas satisfizerem a condigdo y = 5
Tem-se 6—k>ke 2k>2-6ok<39ke]—om73]

69.
a) O conjunto de pontos definido por esta condigdo € a reunido de dois conjuntos de pontos:

e O semiplano fechado inferior em relagdo a reta de equagao y = 2 (definido por y < 2)
e O semiplano aberto a direita da reta de equacao x = —1 (definido por x > —1)
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A representacdo deste conjunto de pontos num plano onde esta instalado um referencial o.n. xOy é:

. A

v

QO
=

b) O conjunto de pontos definido por esta condigdo é a interse¢do de trés conjuntos de pontos:

e O semiplano fechado a direita do eixo das ordenadas (definido por x = 0)

e O semiplano fechado superior em relagdo a reta de equagdo y = x (definido por y > x)

e O semiplano fechado inferior em relagdo a reta de equagao y = 2 (definido por y < 2)

A representagdo deste conjunto de pontos num plano onde estd instalado um referencial o.n. xOy é:

y

¢) O conjunto de pontos definido por esta condicdo é a interse¢do de dois conjuntos de pontos:

e A reunido dos dois seguintes semiplanos: o semiplano fechado a direita do eixo das ordenadas (definido
por x = 0) e o semiplano fechado superior em relagdo a reta de equagdo y = x (definido por y > x)

e O semiplano fechado inferior em relagdo a reta de equagao y = 2 (definido por y < 2)

A representagdo deste conjunto de pontos num plano onde estd instalado um referencial o.n. xOy é:

1

1

—
L

dTem-se (x—2)2+y?<4nlyl<sle((x-22%+y’<HA(y=2-1Ary<]) &
©(x-22+y2<4ny=-1Ay<1

pelo que o conjunto de pontos definido por esta condicdo é a intersecdo de trés conjuntos de pontos:
e O circulo de centro no ponto de coordenadas (2,0) e raio 2 (definido por (x — 2)% + y? < 4)

e O semiplano fechado superior em relagdo a reta de equagdo y = —1 (definido por y = —1)

e O semiplano fechado inferior em relacdo a reta de equagdo y = 1 (definido por y < 1)

A representagdo deste conjunto de pontos num plano onde estd instalado um referencial o.n. xOy é:
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e) O conjunto de pontos definido por esta condigdo € a interse¢do de dois conjuntos de pontos:

e O circulo de centro no ponto de coordenadas (—3,1) e raio 4 (definido por (x + 3)? + (y — 1)? < 16)
e O semiplano fechado superior em relagdo a reta de equagdo y = —x — 2 (definido por y = —x — 2)

A representagdo deste conjunto de pontos num plano onde estd instalado um referencial o.n. xOy é:

r S
y

1

P

70.

a) Tem-se que o conjunto de pontos representado é a reunido de dois conjuntos de pontos:

e O circulo de centro na origem do referencial e raio 1 (definido por x2 + y? < 1)

e O exterior do circulo, incluindo a circunferéncia, de centro na origem do referencial

e raio 2 (definido por x2 + y? > 4)

Entdo, esse conjunto de pontos é definido analiticamente pela condi¢do x%2 + y2 <1vx? +y%2 >4

b) Tem-se que o conjunto de pontos representado € a reunido de trés conjuntos de pontos:

e O circulo de centro na origem do referencial e raio 2 (definido por x2 + y? < 4)

e O circulo de centro no ponto de coordenadas (2, —2) e raio V2 (definido por (x — 2)% + (y + 2)? < 2)

e O circulo de centro no ponto de coordenadas (3,—3) e raio 1 (definido por (x —3)? + (y +3)?2 < 1)

Entdo, esse conjunto de pontos é definido analiticamente pela condi¢cdo
x2+y2<4v(x—-222+(@p+2)?2<2v(x-3)2+(@+3)?<1

71.

A regido do plano definida por esta condigdo é a intersecdo de trés conjuntos de pontos:

e O circulo de centro na origem do referencial e raio 2 (definido por x2 + y? < 4)

e O semiplano fechado superior em relagdo ao eixo das abcissas (definido por y > 0)

e O semiplano fechado superior em relagdo a reta de equagdo y = —x (definido por y > —x)

A representac¢do deste conjunto de pontos num plano onde esta instalado um referencial o.n. xOy é:

. o~ 3 . L . .
A area desta regido é igual a " da drea de um semicirculo de raio 2, ou seja,

3. mwx2%2 3m . ,
=X = unidades de area.
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Capitulo 2 | Calculo vetorial no plano

Pag. 187

72. Por exemplo:

73.
a) u+v: v+5§ @+35+v: v+ w
W+ x_f | (7+?)+7 7
b)B=A+1u: C=A+5s
C.
2 \\
A'/?" A
Pag. 188
74.
D+CB=D+DA=A; AE +CD=EC+CD =ED ; CB+AD=CB+BC=0
Pag. 189
75.
B+DF+CF=B+BE+CF=E+CF=E+ED=0D
AD + BE = AD + DF = AF
DE+CA=FC+CA=FA
B+FC+BA=B+BA+FC=A+FC=A+AF=F
76.
Il = 4; 7] =3; Wl =5 (pois tem-se ||W|* = 42 + 3?)

Na figura seguinte est3o representantesde i ,de ¥ ede i+ v. Tem-se ||[u+ 7| =1

‘:l ':l
S|
sl
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77.
Quaisquer que sejam os vetores ndo nulos, U e ¥, anorma do vetor i + ¥ tem valor maximo no caso
de os vetores U e U serem colineares e com o mesmo sentido, tendo-se, neste caso, ||[u + v|| = ||[ul| + ||7]],

e tem valor minimo no caso de os vetores i e ¥ serem colineares e terem sentidos opostos, tendo-se,
neste caso, ||u + ¥ = ||zl — |[¥]l]
Ent3o, o maior valor que ||W|| pode tomaré 7 e o menoré 3.

78.

a) Na figura estdo representados dois vetores 1 e ¥ tais que U + U ndo é colinear =P
U

com qualquer um deles. yd

b) Para que o vetor U + ¥ seja colinear com o vetor U,
basta que os vetores U e ¥ sejam colineares.

Pag. 191
79.
a) I3l = 13| x [[al =3x 2=6; |-3 2| =|-3|xMan=3x2=s

V22| = V2| x IIill = V2 x 2 = 2v2

b) Pretendemos determinar o nimero real negativo k, tal que ¥ = ku

_ Bl _7 _ 7 i s 7o
Tem-se |k| = =z pelo que k = 5 e entdo, U= —-uU
Pag. 192
80.
1o |1 Sy 1 . , o L
U = R X ||| = PRe k = 1; note-se que, como k é a norma de um vetor ndo nulo, é positivo,
AT B . 1] 1
pelo que também p positivo e, entao, |E| =
Pag. 193
81.
U—w=u+(—w) w—u=w+(-u) V—u=v+(-u)
i -
- 74 P2 —
-U
W - . e e
v -u v
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82.

a) ABA) =271 e Ax3DUu =271 B =27 31?>=271=-3vi1=3
b) 6(A%) = (3+E)u(:> Di=lio6l="el="

c) Tem-se: S=liel(l)=:C)e(Gxd)i=Gxdieli=q
Ent3io: fi=lieci=ii|e[fi=tiei=1ie1=}

Pag. 195

83.

a) Como AP = 2PC tem-se AP = 2PC e, como BQ = 20C, tem-se OB = 2CQ
ﬁe?@séocolinearesseesése EIkER\{O}:ZI_?:kxP_Q)

Ora, AB = AC + CB = (AP + PC) + (CQ + QB) = 3PC +3CQ = 3(PC + CQ) = 3PQ
Como AB = 3P_Q) AB e P_Q) sdo colineares.

bTem-se3—|| ”(:3 S|P

) 7ol = % = ey = P2l =

Pag. 196
84.

Pag. 197
85.

— 3
S| v < ogl

tem coordenadas (3,5)

o

= —58&; + 0é,, pelo que ¥ tem coordenadas (—5,0)

tem coordenadas (v2,—1)

1 - - 1
e, + e, , peloque w tem coordenadas (E’ 1)

e e

86.
a) U = 2é; — 3¢, , pelo que U tem coordenadas (2,—3)

-

U = 3é, + 0é,, pelo que ¥ tem coordenadas (3,0)

W = —2¢; — 2é,, pelo que ¥ tem coordenadas (—2,—2)
v = 0€, — é,, peloque ¥ tem coordenadas (0,—1)
b) a(4,1) b(—2,0) c(—1,-3)

y N ] |

B v
—

_,::1 % _,z:l

e, | 0‘; 1 | e, /

o[ x o171 x o[z1 /? x
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87.
U—v=u+(-7)
Ora, as coordenadas de U sdo (uy,u,) e ascoordenadasde ¥ sdo (v4,v,), pelo que as coordenadas
de U+ (—v) sdo (u; + (—vq),uy + (—v3)), ouseja, (u; — vy, uy — v3)

88.
a) As coordenadas de v sdo (0,—1) e as coordenadas de 2u sdo (2,—4)

As coordenadas de 37 sdo (0,—3) e as coordenadas de —%Ti sao (— %, 1) , pelo que as coordenadas
S 1o . 1 _(_1
de 3v—5u sdo (O’_3)+(_E’1)_( , 2)

15

b)i-2w= V& -2w=7-

Wl
<l
g
S
Il

I
<N

I

— &

g
S
Il

|

|

Ent3o, as coordenadas de W sdo (—% X 0,—= X (—1)) %x 1,% X (—2)) = (0, l) + (l, _1) = (l _E)
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89.
- 5 . , v v v v V2w
a) U e U sdocolinearesseesése —=—=2, 2=2o—-—=(2op,=1
uq Uy uq Uy 2 \/E

b) As coordenadas de % + 2w sdo (2,v2) + (2 x (—1),2 x 2) = (0,4 + v2) , pelo que o vetor U + 2w
so é colinear com vetores cuja primeira coordenada seja 0.
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90.

A condic3o necessaria e suficiente para que, dados dois vetores U e ¥, se tenha

lld + vl| = ||u]l + ||¥]] é os dois vetores serem colineares e terem o mesmo sentido.
91.

a) |l = / (V2)’ + (-1)2 =3

Tem-se U + B(V2 + 1,—1 +V2), pelo que |li + 3| = \/(\/7+ 1)2 +(-1+ \/E)Z =6

b) Tem-se ||W| = /4 +w,? e ||120] = ’22 + (2\/5)2 =+/12, pelo que
”W”=”21_7)”C>1/4+W2 =V12®W22=8@W2=—\/§VW2=\/§
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92.

ﬁ = Q — P, pelo que as coordenadas de ﬁ sdo (—2 —-2,-3-— (—3)) = (—4,0)
PR=R-P, pelo que as coordenadas de PR s3o (2 —V3-2,-1- (—3)) = (—\/§, 2)

As coordenadasde Q — R sdo (—2 - (2 - \/§), -3 - (—1)) = (—4 ++/3, —2)
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93.

B —

As coordenadas de AB sdo (b; —aq, by — ay)

by—a; by-a,
)

) e as do ponto A + 14B sio
2 2

bi—aq bz—az) ( bi—aq bz—az) (a1+b1 a2+b2)
a,a —_—, ] =\1a a =
(ay,a2) + ( 2 ' 2 1t =0 2 ' 2

1= .
Portanto, as coordenadas de EAB sao (

O resultado da adi¢do A + %E’) ¢ o ponto médio do segmento de reta [AB]

Interpretacdo geométrica:
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94.

AB=B -4, pelo que as coordenadas de AB s3o (1,a+1)

AC=C-A, pelo que as coordenadas de AC sdo (2a +1,6)

AB e AC s3o colineares se e s6 se Ra+1D(@a+1)=1x6
a+1)(a+1)=1x6e2a’+3a-5=0oa=-2va=1

Para a = —g, tem-se que AB tem coordenadas (1,—%) e que AC tem coordenadas (—4,6),
pelo que AC = —4 x AB

AC e AB tém sentidos opostos.

Para a = 1, tem-se que AB tem coordenadas (1,2) eque AC tem coordenadas (3,6),
pelo que AC =3 x AB

AC e AB tém o mesmo sentido.

95.

Na figura estd representado um paralelogramo [ABCD] nas condi¢des do enunciado. ¥

Como D =1 + Bi , as coordenadas de D sdo x
(2,00 +[(2,00 - (0,-1D)] = (2,00 + (2,1) =
=41

Como AB =,/(0—-3)2+[-1—-(-3)]2=+V13 e
BC = \/(1 —0)2+[(3—-(=1)]? =17, tem-se que os lados do paralelogramo n3o tém todos 0 mesmo
comprimento, pelo que o paralelogramo ndo é um losango.

G
Como C =1+ Zf, as coordenadas de C sdo
(2,0) +[(2,00 = (3,-3)] = (2,0) + (-1,3) = (1,3) ey D
%\
A
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96.
Um vetor diretor da reta r pode ser, por exemplo, o vetor de coordenadas (1,0)
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97.

Tem-se O__z(:? = —1, pelo que o declive de AB éiguala —1 . A reta que contém a bissetriz do 22 quadrante

também tem declive —1, pelo que essa reta e areta AB sao paralelas.
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98.
= 2 2, . N .
u(3,2): % =5 e3¢ diferente do declive da reta r, pelo que u nao é um vetor diretor de r
1
S -6 6 .. . . .
v(—4,-6): % =, e ;¢ igual ao declive da reta r, pelo que v é um vetor diretor de r
A _
11 1 1
— u 5 5 4. . — .
w (E’E) : u—z =Z£ e £ éigual ao declive dareta r, pelo que w é um vetor diretor de r
13 3
5 (3 1 1, . . o a . .
S (E’ 1) : % =+ e 5 édiferente do declive dareta r, pelo que S ndo é um vetor diretor de r
1z 2
99.
U 2 . 7
a) == —2, pelo que o declive de r é —2
A
-6 . .
b) :—2=—2= 3, peloque o declivede r é 3
L -
wy 0 . .
¢) ==—==0, peloqueodeclivede r é 0
wq 2
100.

a) O declive dareta é 3, pelo que as coordenadas de um vetor diretor da reta podem ser (1,3)
b)3x -2y=1©y= %x —%, pelo que o declive dareta é % Entdo, as coordenadas de um vetor diretor
da reta podem ser (2,3)

. 1 .
c) O declive da reta é > pelo que as coordenadas de um vetor diretor da reta podem ser (2,1)

1 . .
d2x—-1=0x= > pelo que a reta é paralela ao eixo das ordenadas.

Entdo, as coordenadas de um vetor diretor da reta podem ser (0,1)
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101.

AB=B -4, pelo que as coordenadas de AB s3o QD -(kk+2)=0—-k—-k-1)

a) Para que o declive dareta AB seja 2,temqueser —k—1=2X%x(1—-k)
—k—-1=2x(1-ke-k-1=2-2ko k=3

b) Para que a reta seja paralela ao eixo das ordenadas, a primeira coordenada do vetor diretor tem que ser nula,
pelo que k tem que ser 1

102.
O ponto de coordenadas (2,—1) pertencearetaseesdse a X 2+ 2 X (—1) = 3 for uma proposicdo

. 5
verdadeira, o que acontece para a = 3

5 5 3 . . 5 x .
SxX+ 2y=36y= — Xt pelo que o declive da reta é — Entdo, as coordenadas de um vetor diretor

da reta podem ser (—4,5)
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103.

O declive dareta é —iz = —%. Como a ordenada na origem da reta é 2, uma equacgao que define a reta é
y = —%x + 2, pelo que uma condigdo que define o semiplano colorido é y < —%x +2

Pag. 211

104.

O declive daretaé —2, pelo que as coordenadas de um vetor diretor da reta podem ser (1,—2)
Seja d(1,—2). Pretende-se determinar as coordenadas de um vetor 7, colinear com d e cujanormaseja 5,

ou seja, pretende-se determinar k € R\{0} tal que |k| = % com ||7]| =5
5

—ﬂ = — = = — -
Ikl = g & Ikl = el =V ek=—Vsvk=y5

Entdo, 7 = —V5 % (1,=2) V¥ =+/5 x (1,—2) ouseja 7 = (—\/g, 2\/3) V7= (\/g, —2\/3)

105.

E a semirreta com origem no ponto A, formada pelos pontos P tais que AP tem amesma direcdo
e 0 mesmo sentido de v
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106.

a) (x,y)=(2,-7)+A(3,5),1€R

a,) AB=B -4, pelo que as coordenadas de AB sdo (1,2) = (3,—4) = (—2,6)
Entdo, uma equagdo vetorial de AB é (x,y) = (3,—4) + A(—2,6), 1€ R

az) ﬁj = Q — P, pelo que as coordenadas de ﬁj sdo (2,-2)—(-1,3) = (3,-5)
Entdo, uma equagdo vetorial de AB é (x,y) = (—1,3) + A(3,-5), A€ R

b) A condigdo define o segmento de reta cujos extremos sdo os pontos da reta, definida por
(x,y) =(—1,3) + A(3,-5),A € R, que se obtém para A =0 epara A =1

Para A=0: (x,y)=(-13)+0x(3,-5=(-13) > ponto P

Para A=1: (x,y)=(-13)+1%x(3,-5=02,-2) => ponto Q

A condigdo define o segmento de reta [PQ]

107.

a) A reta definida por (x,y) = (0,2) + A(3,—4),1 € R tem a direg¢do do vetor (3,—4), pelo que
o seu declive é —%; a equacgdo reduzida da reta é, entdo, da forma y = —%x +b

Como a reta passa pelo ponto de coordenadas (0,2) , vem que a ordenada na origem dareta é 2,
pelo que a equacgdo reduzidadaretaé y = —%x +2

b) A reta definida por (x,y) = (4,1) + 1(—2,1),1 € R tem a diregdo do vetor (—2,1),

pelo que o seu declive é —%; a equagdo reduzida da reta é, entdo, da forma y = —%x +b

Como a reta passa pelo ponto de coordenadas (4,1) ,tem-se 1 = —% X4+ b,peloque b =3
Entdo, a equagdo reduzidadaretaé y = —%x +3
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108.
a) Areta de equagdo y = —/3x 4+ 1 tem declive —V/3, pelo que um vetor diretor da reta

é o vetor de coordenadas (1, —\/§)

Como a ordenada na origem da reta é 1, a reta passa no ponto de coordenadas (0,1)

Uma equagdo vetorial da reta é, entdo, (x,y) = (0,1) + A(l, —\/5),1 ER

b) Tem-se 3x —y =6 & y = 3x — 6. Entdo, a reta de equagdo 3x —y = 6 tem declive 3,
pelo que um vetor diretor da reta é o vetor de coordenadas (1,3)

Como a ordenada na origem da reta é —6, a reta passa no ponto de coordenadas (0,—6)
Uma equagdo vetorial da reta é, entdo, (x,y) = (0,—6) + 1(1,3),A € R

109.

Areta r tem a dire¢do do vetor de coordenadas (2,0), pelo que é paralela ao eixo das abcissas.

a) Qualquer reta paralela a reta r é definida por uma condi¢gdo daforma y =k, com k € R
Como a reta passa pelo ponto de coordenadas (4,3), é definidapor y =3

b) Qualquer reta perpendicular a reta r é definida por uma condi¢gdo da forma x =k, com k€ R
Como a reta passa pelo ponto de coordenadas (4,3), é definida por x = 4
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110.

Na figura, esta representado, num plano em que estd instalado um referencial o.n.,

o segmento de reta [AB]

a) Areta AB é definida pela equagdo y = —x + 2, pelo que o segmento de reta [AB]
é definido pela condigdo y = —x+2A-1<x <0

b) AB ¢é o vetor de coordenadas (1,—1), pelo que o segmento de reta [AB] é definido
pela condigdo (x,y) = (—1,3) + A1(1,-1),4 € [0,1]

111.

Uma equagdo vetorial é (x,y) = (—2,3) + k(1,—4),k € R

A reta tem a direcdo do vetor (1,—4), pelo que o seu declive ¢ —4 ; a equacdo reduzida da reta é, ent3o,
daforma y=—4x+b

Como a reta passa pelo ponto de coordenadas (—2,3),tem-se 3 = —4 X (=2)+ b, peloque b = -5

Entdo, a equagdo reduzidadaretaé y = —4x —5
112.

x=24+2u
a) {y=—1+5u' HER
b) A reta de equagdo y = gx — 4 tem declive %, pelo que um vetor diretor da reta é o vetor de coordenadas
(3.2)
Como a ordenada na origem da reta é —4, a reta passa no ponto de coordenadas (0,—4)

. N . , . (x=23k

Um sistema de equagBes paramétricas da reta é, entdo, {y — 442k’ keR
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c)Tem-se 2x =10—-5y ey = —Ex + 2 . Entdo, a reta de equagdo 2x = 10 — 5y tem declive —%,
pelo que um vetor diretor da reta é o vetor de coordenadas (—5,2)
Como a ordenada na origem da reta é 2, a reta passa no ponto de coordenadas (0,2)

. N . , . (x= -5k
Um sistema de equagBes paramétricas da reta é, entdo, {y — 242k’ keR
d) Tem-se x + 3 =0 & x = —3 . Entdo, a reta de equagdo x + 3 = 0 é paralela ao eixo das ordenadas,

pelo que um vetor diretor da reta € o vetor de coordenadas (0,1)

A reta passa, por exemplo, no ponto de coordenadas (—3,0)

o , . x =-3
Um sistema de equagGes paramétricas da reta €, entdo, {y —k keR
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113.
O ponto de coordenadas (4,0) é o ponto da reta que pertence ao eixo das abcissas.

Seja b aordenada do ponto da reta que pertence ao eixo das ordenadas.
_ 0=4+u u=-—4
Tem-se (0,b) = (4,0) + u(1,3) © {b — 043y {b — _12
A reta interseta o eixo das ordenadas no ponto de coordenadas Y /

4x12 . , 4
= 24 unidades de area o 4 X

Area do tridngulo =
Tem-se: AB? = 122 4+ 4?2 & AB = /160 = 4/10
Perimetro do tridngulo = 12 + 4 4+ 44/10 =

= 16 + 4V10 unidades de comprimento

-12

114.

Uma reta divide uma circunferéncia em dois arcos de igual comprimento se e sd se passar pelo centro

da circunferéncia.

O centro da circunferéncia é, neste caso, o ponto de coordenadas (0, —3)

Como K —3 =2 X 0 — 3> éuma proposicdo verdadeira, a reta definida por y = 2x — 3 passa pelo centro

da circunferéncia.
1

_ A=—=
0=2+421 o 2

—3=-2+21" |3=_1"
2

por (x,y) = (2,—2) + A(4,2), A € R passa pelo centro da circunferéncia.

Tem-se (0,-3)=(2,-2)+1(4,2) & { pelo que a reta definida
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115.
Duas retas (ndo paralelas ao eixo das ordenadas) sdo paralelas entre si se e so se tiverem o mesmo declive.

Tem-se 2x+3y=-1y= —%x - % Entdo, a reta de equagdo 2x + 3y = —1 tem declive —%
A reta definida por (x,y) = (0,—3) + k(2,b), k € R tem a diregdo do vetor (2,b), pelo que o seu declive

, b
é dado, para cada valor de b, por 2

. . b 2 . 4
Para que as retas sejam paralelas, tem que se verificar que 5 = —3 ouseja b= —3
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116.
1° processo:
A reta definida por (x,y) = (2,1) + k(3,—1),k € R tem a diregdo do vetor (3,—1), pelo que o seu declive

é —%; a equacgdo reduzida da reta é, entdo, da forma y = —%x +b
Como a reta passa pelo ponto de coordenadas (2,1),tem-se 1 = —% X2+ b,peloque b = g
Entdo, a equagdo reduzidadaretaé y = —%x +§
y=3x+5 y=3x+5 y=3x+5 _ _
1 5 & 1 5 &4 10 10 (:{y 3x+5®{y 2
y=-—3x+3 3x+5=—cx+3 SX=—7 X =— x=-1

O ponto I tem coordenadas (—1,2)

2° processo:
As equagdes paramétricas da reta definida por (x,y) = (2,1) + k(3,—1),k € R séo

=243k
{;C] 1 -l__ K k € R, pelo que os pontos desta reta sdo os pontos de coordenadas (2 + 3k,1 — k),
com keR
Determinemos o valor de k para o qual o ponto de coordenadas (2 + 3k, 1 — k) pertence a reta de equagdo
y=3x+5

1-k=3243k)+501-k=6+%+5k=—1
Para k = —1,tem-se (2+ 3k,1—k) = (—1,2), pelo que o ponto I tem coordenadas (—1,2)
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117.

Na figura estdo representados, num plano onde se instalou um referencial o.n. xOy, y
os pontos A e B, o ponto M, ponto médio do segmento de reta [AB] e aresta s,
mediatriz de [AB] 5
O problema consiste em determinar as coordenadas de um ponto C pertencente

a s talque MC = 213 M

1° processo (de acordo com a sugest3o):
M é o ponto de coordenadas (2,5) 1
Areta s édefinidapor (x + 1)2+ (y —3)2 = (x —5)? + (y — 7)? ol 1 S
Tem-se x+1)?+(@-3)2=xx-5?+@-7?e
Sx?+2x+1+y?—6y+9=x2—10x+25+y* —l4y+49 ©y=—"x+8

Entdo, s tem declive —%, pelo que um vetor diretor de s é o vetor ¥ de coordenadas (2,—3)
cuja norma é V13

Entdo, C = M + MC com MC = 2% ou MC = —2%, pelo que
C=(25)+22,-3)=(6,—1) ou C =(2,5) —2(2,-3) =(—2,11)

2° processo:

M é o ponto de coordenadas (2,5)

Areta s é definida por y = —%x + 8 (ver 1.° processo) e o ponto C tem coordenadas da forma (x, —%x + 8)

MC=C-M , pelo que as coordenadas de MC s3o da forma (x -2, —%x + 3)
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Tem-se

- 2
MC=2\/13<:)\/(x—2)2+(—%x+3) =2VI3ex?—4x+4+222 - 9x+9=52&

©Zx?-13x-39=00x=-2Vx=6

Para x = —2, as coordenadas de C sdo (—2,11) e, para x = 6, as coordenadas de C sdo (6,—1)
Pag. 218 S

118.

Na figura ao lado estdo representadas, num plano em que se instalou
um referencial 0.n. xOy , as retas t e s definidas, respetivamente,

4 3
por y=—§x+4 e y=—Zx+4

O ponto A de coordenadas (0,4) é o ponto comum as duas retas,
pelo que tem que ser vértice de todos os tridngulos nas condicGes do

enunciado. Para cada um dos triangulos, os restantes vértices sdo pontos X

que distam 5 unidades do ponto A, estando um deles nareta t % .
e o outro nareta s.

Esses pontos podem ser obtidos geometricamente por, pelo menos, dois processos:

1.° processo:

Os pontos B e D sdo os pontos comuns a reta s e a circunferéncia de centro A eraio 5,

ou seja, os pontos que satisfazem a condi¢do y = —%x +4Ax%2+ (y—4)2 =25 eospontos C e E s3o

os pontos comuns a reta t e a circunferéncia de centro A e raio 5, ou seja, os pontos que satisfazem

a condigdo y = —%x +4Ax%+(y—4)> =25

2.° processo:

Os pontos B e D sdo a somado ponto A com os vetores diretores da reta s que tém norma 5 e os pontos C
e E sdoasomadoponto A com os vetores diretores da reta t que tém norma 5.

Obtém-se: B(4,1), €(3,0), D(—4,7) e E(—3,8)

Nas condi¢des enunciadas, os tridngulos sdo [ABC], [ABE], [AED] e [ACD]
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119.
a) b)
C —
w
A
3 :. C=A+ﬁ/'
- — c +H
; <~ ;
“ B
2
5
E':Z[+ﬁ5 ;_;:w_'_g' ?:74.174.? B:A+7
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120.

a) A+CD=A+AF =F

b) 0+CB=0+04=A4

¢) A0 + DC = A0 + OB = AB

d) FA+BC + OF =FA+ A0 + OF = FO + OE = FE
e) 0+BC+D0=0+0D+D0=0+0=0

121.
EB=ED+DF +FB=BF +DF +FB=DF +BF + FB = DF + 0 = DF

122.
a) o centimetro b) o milimetro
123.
a)i=27 k=2 b)w=-2U >k=-2 ¢ Fi=—;W >k=—
d) 5=28 =2k=2 e) D=—1W sk=-2
2 2 4
124.
a) Seja v = Au
al)Tem-se|A|=%=13—2=4pequue)l=4ouA=—4.Tem—se17=—4170u17=417
_ el _1 - _1 e J=_13
ay) Tem-se/1<0/\|A|—”ﬁ,”—3pequueA— 3.Temse v=—ZU
Il _ 5 5 L, 5.,
a;)Tem-seA>OA|A|=m=§pequueA=§.Tem—sev=§u
b) |-l = llull = 3, ll2ull = 2 x |[ul]l = 6 e ||-5ull = |-5] X [[ii] =5 x 3 =15
125.
a)C+5G/=C+G0'=C+CD=D AB+2I] =AB+HK =0'H+HK = 0'K
B+>Al=B+A0' =B +BH=H 240 — DH = AD + HD = AD + DF = AF

2(A0 + 0')) = 2(A0 + OE) = 2AE = 2BD = B]

ED +10" +5(FC +1D) = ED + DO +5FC +ID = EO + FO +10' =EC + 0C + CB = EB

—_— —_—
b) A afirmacdo é falsa pois os vetores EI e AC ndo sdo colineares.
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127.

- - _)_ - —)__)__—) —)__)__Ee —)__g—) 7
a) 2a—3(u—b)—4a<:>3(u b)— 2aUu—b= Saeu= 3a+b
b) 26— =d—2(b-38)©2b—i=d-2b+6ii & —Ti=d—4boi=—-d+>b
128.
Tem-se
— 2 — — - — — -

w=4u—3(§v+u) =4u—-2v—-3u=u-—2v
y=Zi—@—9)=Ji-ti+b=—10+7
Z=20-2U—V)=20—2U+ 20 =—-2U+ 4V
Entdo, como W = —2y, os vetores W e y sdo colineares e, como Z = —2W, os vetores Z e W s3o colineares.
Entdo, os vetores W, y e Z sdo colineares.
129.
a) AF =AB + BF =SAC+2AH > a = A f =2
b) EH=EG+GH=—-AC-CD=>a=-1AB=-1
¢)DH=-2FE+0xAH=>a=-2AB=0
d) CH=CA+AH =—2FE—FB=>a=-2Af=—7
130.
a) d = 4e; — e, , pelo que as coordenadas de d sdo (4,—1)
b = —3e; + 5¢,, pelo que as coordenadas de b sdo (—3,5)
¢ = 2e;, pelo que as coordenadas de ¢ sdo (2,0)
d= 2e; + 6e, , pelo que as coordenadas de d sso (2,6)
b)

y N

Y g

v -
1
N N
ol x
!

131.
a) O segmento orientado [4, C] b) O segmento orientado [D, B]

ALY Y
1 1
B !

AN =9 i X
c
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132.

a) As coordenadas de 3u sdo (12,—9) e as coordenadas de 2¥ sdo (6,10), pelo que as coordenadas de w

sio (12,—9) — (6,10) = (6,—19)

b) As coordenadas de %13 sao (g, 3) pelo que as coordenadas de ¥ sdo G’ 3) —(4,-3) = (—%, 6)
) 2U=27-30+D) @2 =2y-3U-30e2)=20+3U+3B )= §ﬂ+§ﬁ,

x o o~ (5 5 3 3 _ 15 9 15\ _ (29
Entdo, as coordenadas de y sdo (5 X 4,~ X (—3)) + (E X 3,2 % 5) = (10, . ) + (2, 2) = ( ,O)
d) i=37+30 @ i=ti—;0e7i=2

u-—
Ent3o, as coordenadas de Z s3o (8,—6) — (g X 3 gx 5) = (8,—-6) — (2,%) = (6, —23—8)

133.
a) Os vetores U e ¥ sdo colinearesseesdse 2 X (—2k) =—1x3

3
Ora, 2><(—2k)=—1><3<:)—4k=—3<:>k=2
3 S, 3 L 3
Para k = L tem-seque v é o vetor de coordenadas (3, —5) , pelo que v = Ju
~ 3 n .
Entdo, para k = L Os vetores tém o mesmo sentido.

b) Os vetores U e ¥ s3o colinearesseesdése (2k—1)xk=1x3
Ora, (2k—1)><k=1><3(:>2k2—k—3=0<:>k=—1vk=%

Para k = —1, tem-se que U é o vetor de coordenadas (—3,1) e que ¥ é o vetor de coordenadas (3,—
pelo que ¥ = —1 . Entdo, os vetores tém o mesmo sentido.
3 , L 3
Para k = 5, tem-se que U é o vetor de coordenadas (2,1) e que ¥ é o vetor de coordenadas (3,5) ,
L, 3.,
pelo que v = Ju

Entdo, para k = %, os vetores tém o mesmo sentido.

c) Como a primeira coordenada de u é nula, para que os vetores U e ¥ sejam colineares
é necessario que a primeira coordenada de ¥ seja nula, ou seja, k = 0

Para k = 0, tem-se que ¥ é o vetor de coordenadas (0,—1), pelo que ¥ = —gﬁ’

Entdo, para k = 0, osvetores tém sentidos opostos, pelo que ndo existe um numero real k
para o qual os vetores 1 e ¥ tenham o mesmo sentido.

134,
a) [lull =3

1261 = 20191l = 212 + (—V3)’ =2 x V& = 4

Tem-se que U + 2¥ é o vetor de coordenadas (—3,0) + 2(1, —\/§) = (—1, —2\/§) ,

pelo que |[u + 27| = \/(—1)2 + (—2\/§)2 =V1+12=+13

b) Seja X¥ o vetor nas condi¢des do enunciado.
Tem-se ¥ =AU com A <0 e [A] = ::x” §=3

Ent3o, A = —3, pelo que, como X = —37, as coordenadas de X s3o (—3,3\/§)
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135.

Tem-se ||u]| = /(—\/7)2 +\/72 =vV2+7=3

Para cada alinea, X designa o(s) vetor(es) nas condicdes do enunciado.

a) Tem-se X = Au com || = bl _ s _

flzl 3
Entdo, A= —-2VA=2 peloque X = —2%U ou X = 2U
As coordenadas de X sdo (2\/7,—2\/7) ou (—2\/7,2\/7)
b) Tem-se X = At com 1 <0 e |}] =%=%
Entdo, 1 = —é, pelo que, como X = —gﬁ’ , as coordenadas de X s3o (\/?E, —‘2—7)
c) Tem-se X = AU com || = Iz _ 4

llull 3
Entdo, 1 = —%v/‘t =§, pelo que X = —gﬁ’ ou X = g—’
As coordenadas de X sdo (ﬂ,—ﬂ) ou (—ii,i7

3 3 3’ 3

Pag. 228
136.
Tem-se, por observacao da figura:

AB = (4,-2), DC = (=3,1), AC = (0,—2), ED = (4,1), CB = (4,0) e BE = (-5,-2)
a)) AB=B -4, pelo que as coordenadas de AB sdo B-(-1),1-3)=(4,-2)

ay) DC=C-D, pelo que as coordenadas de DC sdo (-1-21-0)=(-3,1)

a;)) AC=C—A4, pelo que as coordenadas de AC s3o (-1-(-1),1-3)=1(0,—-2)

a) ED=D—-E, pelo que as coordenadas de ED sdo 2-(=2),0-(-1)=41)

as) CB=B-cC, pelo que as coordenadas de CB s3o B-(-1,1-1)=(4,0)

ag) BE =E - B, pelo que as coordenadas de BE sdo (-2-3,-1-1)=(-5,-2)

b) CD é o vetor de coordenadas (3,—1), peloque,como P =4+ 5CD , as coordenadas de P
sdo (—1,3) + (15,-5) = (14,-2)

DE ¢é o vetor de coordenadas (—4,-1), peloque,como Q =C + 3DE , as coordenadas de Q
sdo (—1,1) + (—12,-3) = (—13,-2)

137.
a) AB=B-A, pelo que as coordenadas de AB sdo (-1-23—-a)=(-33—-a)
Os vetores d@ e AB s3o colineares se e sé se —2 X B-a)=1x(-3)

Ora, —2><(3—a)=1><(—3)(:>—6+2a=—3<:}a=§

b) |[4B]| =5 (-3)2+(B3-a)?2=5©9+(B-a)?=25e3-a=-4V3-a=4o
Sa=7Va=-1

c) 2a é o vetor de coordenadas (—4,2) , pelo que, como P = A — 2d , as coordenadas de P
sdo (2,a) —(—4,2) =(6,a—2)

Entdo, P pertence ao eixo das abcissasseesése a —2 = 0, ouseja,seesdése a = 2
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d) %& é o vetor de coordenadas (—1,%) , pelo que, como Q = A + %& , as coordenadas de @
sdo (2,a) + (—1,%) = (1,a +%)

Entdo, Q pertence a bissetriz do 4.° quadrante se e sé se a + % = —1,0useja,seesdse a = —%
138.

o1 s 7 ’ rE=4 ¢ . A =g .
O quadrilatero é um paralelogramo se e s6é se AB e CD forem colinearese BC e DA forem colineares.

AB=B -4, pelo que as coordenadas de AB sio (=10 — (—25),25 — (—20)) = (15,45)
¢D=D-C, pelo que as coordenadas de CD sdo (20 — 35,—25 —15) = (—15,—-40)
Como 15 x (—40) # 45 x (—15), AB e CD n3o sdo colineares, pelo que esta provado
que o quadrilatero ndo é um paralelogramo.

139.
Tem-se, sucessivamente:

AF=F—A , pelo que as coordenadas de AF s3o (1 -3 - 1,0 — 1) = (—\/§, —1)
Como D = C + AF , as coordenadas de D sdo (1 ++/3, —2) + (—\/§, —1) =(1,-3)
AD=D -4, pelo que as coordenadas de AD sio 1-1,-3—-1)=1(0,—-4)

Como E=F + %E , as coordenadas de E sdo (1 —/3, 0) +(0,-2) = (1 -3, —2)
Como B=C — %E , as coordenadas de B sdo (1 ++/3, —2) —-(0,-2) = (1 ++/3, 0)

140.

AB=B -4, pelo que as coordenadas de AB sio (1 —-(-3),3- (—2)) = (4,5)

O declive de AB éigual a ;, pelo que a equagdo reduzida de AB é daforma y = gx +b

Como a reta passa pelo ponto B(1,3), tem-se 3 = ; X1+ b,ouseja, b= %

A equacdo reduzida de AB é, entdo, y = gx +£

A reta r passa pelos pontos de coordenadas (—1,1) e (0,—1), pelo que:

e um vetor diretor de r é o vetor de coordenadas (0,—1) — (—1,1) = (1,—2), sendo, portanto,
o declive de r iguala —2

e aordenadanaorigemde r éiguala —1
A equagdo reduzidade r é,entdo, y = —2x —1

141.

O triangulo [ABC] é aintersegdo de trés conjuntos de pontos:

e O semiplano fechado inferior em relacdo areta AB

e O semiplano fechado superior em relagdo a reta AC

e O semiplano fechado inferior em relagdo areta BC

Determinemos as equacgdes reduzidas das retas AB, AC e BC

Reta AB :

AB=B -4, pelo que as coordenadas de AB sio B3-=(=2),4-2)=(52)

O declive de AB éigual a %, pelo que a equagdo reduzida de AB é daforma y = %x +b
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Como a reta passa pelo ponto B(3,4), tem-se 4 = % X3+ b,ouseja, b= %

A equagdo reduzida de AB é,entdo, y = %x + 15—4

Reta AC :

AC=C-A, pelo que as coordenadas de AC s3o (0-(-2),-2-2)=(2,-4)

O declive de AB éiguala —2 e, como a reta passa no ponto de coordenadas (0, —2), a sua ordenada

na origem é iguala —2, pelo que a equacdo reduzidade AC é y = —-2x—2

Reta BC :

BC=C-B, pelo que as coordenadas de BC s3o (0-3,—-2—4)=(-3,-6)

O declive de AB éiguala 2 e, como a reta passa no ponto de coordenadas (0,—2), a sua ordenada na origem
éiguala —2, pelo que a equagdo reduzidade BC é y = 2x — 2

Entdo, o tridngulo [ABC] é definido pela condigdo:

yS§x+%Ay2—2x—2Ay22x—2

142.

Na figura ao lado esta representado, num plano onde estd instalado um referencial
0.n., o quadrildtero [ABCD]

O quadrilatero [ABCD] é aintersegdo de quatro conjuntos de pontos:

o
S
(s3]

e 0O semiplano fechado inferior em relagdo areta AB

e O semiplano fechado a esquerda em relagdo a reta BC 0 / fe
e O semiplano fechado superior em relagdo a reta CD b

h 4

e O semiplano fechado inferior em relacdo areta AD

Determinemos equagoes das retas AB, BC, CD e AD

Reta AB :

A reta é paralela ao eixo das abcissas e passa no ponto de coordenadas (0,5),

pelo que é definida pela equagdo y =5

Reta BC:

A reta é paralela ao eixo das ordenadas e passa no ponto de coordenadas (3,—1),
pelo que é definida pela equagdo x = 3

Reta CD :

¢D=D-C, pelo que as coordenadas de CD sdo (-2—-3,-4—-(—1) =(-5-3)

O declive de CD éigual a %, pelo que a equagdo reduzida de CD é daforma y = %x +b

Como a reta passa pelo ponto C(3,—1),tem-se —1 = % X3+ b,ouseja, b= -

5
A equagdo reduzida de AB é, entdo, y = %x — 1—54
Reta AD:
AD=D -4, pelo que as coordenadas de AD sio (-2—-0,-4-5)=(-2,-9)
O declive de AD éigual a ; e, como a reta passa no ponto de coordenadas (0,5), a sua ordenada na origem
éiguala 5, pelo que a equagdo reduzidade AD é y = gx +5
Entdo, o quadrilatero [ABCD] é definido pela condigdo:

ySSAxSSAyZ%x—%AyS§x+5
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143.
Reta 7 :

A ordenada na origem é igual a 4, pelo que a reta passa pelo ponto de coordenadas (0,4)
O declive da reta é iguala — % , pelo que o vetor de coordenadas (—3,2) é um vetor diretor da reta.
Entdo, tem-se:
(x,y) = (04) +k(=3,2), kER -{xz_?’k k €R
r: (x,y) =(0, ,2), e r'y=4+2k’
Reta s:

. . ~ . L. 5 ~
O vetor de coordenadas (2,5), é um vetor diretor da reta. Entdo, o declive de s éigual a 7 pelo que a equacdo
. . 5
reduzidade s édaforma y = Jxt b

Como a reta passa pelo ponto de coordenadas (—1,4), tem-se 4 = g X (—=1)+ b,ouseja, b = 12—3

Entdo, tem-se:

5 13 x=—-1+4+2k
s.y—5x+7 e s'{y=4+5k , keER
Pag. 229
144,

a) Seja b aordenada do ponto de r que pertence ao eixo Oy

Tem-se (0,b) = (4,1)+k(4,-5)=0=4+4kAb=1—-5kek=—-1Ab=6

As coordenadas do ponto sdo (0,6)

b;) O vetor de coordenadas (4,—5) é um vetor diretor da reta. Entdo, o declive de r éigual a —Z

e, como a reta passa pelo ponto de coordenadas (0,6), a sua ordenada na origem é iguala 6, pelo que
aequagdoreduzidade r é y = —%x +6

b,) A ordenada na origem é igual a —2, pelo que a reta passa pelo ponto de coordenadas (0, —2)

O declive da reta é igual a %, pelo que o vetor de coordenadas (4,3) é um vetor diretor da reta.

Entdo, tem-se s: (x,y) =(0,-2) + k(4,3), kER

bs) Sejam A(a,0) e B(0,—2) os pontos de s que pertencem aos eixos coordenados.
8

3
Tem-se O=Z><a—2(:>a=§

8
. Ao T . 310 0-2 4
O centro da circunferéncia é o ponto médio de [AB], ou seja, o ponto de coordenadas <3T’T> = (5, —1)

. . A i g 1——
O raio da circunferéncia é igual a EAB

_ 2
Tem-se AB = \/(0 — g) +(-2-0)= % = ?, pelo que o raio é igual a g

2
A equagdo reduzida da circunferéncia é, entdo, (x - %) +(y+1)?= %
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c¢) Na figura ao lado esta representado, num plano onde estad instalado um referencial
o.n. x0y, o triangulo designado no enunciado.
Determinemos as coordenadas do ponto de intersecdo dasretas r e s:

x =4

It y=§x—2@{y=1

y=%x—2 y=%x—2

y=—3x+6 %x—2=—2x+6®{2x=8

‘ in 8x4 . .
Area do triangulo = % = 16 unidades de area

145.
Tem-se: kx—3y=3(:>—3y=—kx+3(:>y:§x_1
Um vetor diretor da reta definida por {; z ;1 —4 ¢ o vetor de coordenadas (—1,0), pelo que esta reta

tem declive 0.

Para que a reta, definida por y = Sx — 1, tenha declive 0,temqueser k =0

146. y
Na figura esta representada a reta definida pela equagdo y = 2x — 3 e os pontos A e B, , Bi
extremos do segmento de reta definido por

y=2x—3AN-1<x<2
a) Os extremos do segmento s&o os pontos A(—1,—5) e B(2,1)
AB=B -4, pelo que as coordenadas de AB s3o (2+1,1+5)=(3,6) /
Uma condigdo vetorial que define o segmento [AB] é
(x,y) =(—1,-5)+ A(3,6),4 € [0,1]
b) A semirreta é a intersecdo da reta AB com o semiplano fechado a direita da reta de equagdo x = —2,

pelo que é definida pela condicado

y=2x—3Ax=-2
Uma condicdo vetorial que define a semirreta com origemem S equepassapor T é P=S+ A1 ST ,A=0
Entdo, a semirreta com origem no ponto de coordenadas (—2,—7) e que passa por A pode ser definida
pela condigdo (x,y) = (-2,-7)+ A(1,2),A>0

147.
a)

14

ol 1 X

b)Reta AB: y =2

Reta OA:

E a reta que contém as bissetrizes dos quadrantes pares; a sua equacgdo reduzida é y = —x
Reta OB :

E a reta que contém as bissetrizes dos quadrantes impares; a sua equacgdo reduzidaé y = x

132 Fotocopiavel © Texto | M¥T 10



c) O triangulo [OAB] é aintersecdo de trés conjuntos de pontos:

¢ O semiplano fechado inferior em relagdo a reta AB

e O semiplano fechado superior em relagdo a reta OA

¢ O semiplano fechado superior em relacdo areta OB

Entdo, o tridngulo [ABC] é definido pela condigdo: YVS2AyZ=Z—xANy=x
d)

!y xv
e) Seja C o ponto de coordenadas (c,—1).Tem-se AC = OC , pelo que uma equag3o
que permite determinar ¢ é /[c — (=2)]2+ (-1 —2)2 =/(c — 0)2 + (=1 — 0)2
Tem-se:
Jie=(=2)12+(-1-2)2=/(c-02+(-1-02 e J(c+2)2+9=Vcl+1e

Sc?+4c+4+9=c*+1eo4c=-12c=-3
Entdo, C é o ponto de coordenadas (—3,—1)

148.

a) Os pontos A e B tém abcissa nula, pelo que as suas ordenadas sdo as solu¢des da equagdo

0+2)2%+(y—-3)2=10

Tem-se (0+2)2+(y—3)?2=102(y-3)2=6 ©@y—-3=—/6vy—-3=V/6&
©y=3-V6vy=3+V6

Entdo, o ponto A tem coordenadas (0,3 + \/8) e o ponto B tem coordenadas (0,3 - \/8)

O ponto C tem ordenada nula, pelo que, de acordo com a figura, a sua abcissa é a menor das solugdes

da equacdo (x +2)2+(0—-3)2 =10

Tem-se (x+2)2+(0-3)2 =10 (x+2)?=1©x+2=-1Vx+2=1ox=-3vx=-1

Entdo, o ponto C tem coordenadas (—3,0)

O centro da circunferéncia é o ponto de coordenadas (—2,3)
b) Reta AC :

AC=C—-A , pelo que as coordenadas de AC s3o (—3 —0,0— (3 + \/5)) = (—3, -3 - \/5)

O declive de AC éigual a %g e, como a reta passa no ponto de coordenadas (0,3 + \/5) , a sua ordenada

3+V6

3 x+3++V6

na origem é igual a 3 + V6, pelo que a equagdo reduzida de AC é y =
Reta BC :

BC=C-B , pelo que as coordenadas de BC sio (—3 —0,0— (3 - \/6)) = (—3, -3+ \/5)
O declive de AC éigual a %g e, como a reta passa no ponto de coordenadas (0,3 - \/5) ,

a sua ordenada na origem é igual a 3 —+/6, pelo que a equacio reduzidade AC é y = %gx +3-6
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c) O triangulo [ABC] é aintersecdo de trés conjuntos de pontos:
e O semiplano fechado a esquerda da reta AB

e O semiplano fechado inferior em relagdo areta AC

e O semiplano fechado superior em relagdo a reta BC

Entdo, o tridngulo [ABC] é definido pela condigdo:

34+V6 3-v6

x<0Ay< 3 x+3+\/€/\y27x+3—\/€
d) A altura do tridngulo [ABC] relativa ao lado [AB] éiguala CO, pelo que a &rea do tridngulo
ABXCO
pode ser dada por
Tem-se CO =3 e AB = (3+6) — (3 —+6) =2V6 , pelo que a érea é 2\/5“ , ou seja, 36 unidades
de area.
149.

. ~ . . ,‘
Na figura estdo representados, num plano onde se instalou um referencial o.n. x0y, ?

os pontos A e B, o ponto M, ponto médio do segmento de reta [AB],earesta t,
mediatriz de [AB]

O problema consiste em determinar as coordenadas de um ponto C pertencente A+ M
a t, talque MC = 2v/10

1.° processo (de acordo com a sugestdo):

_ 0 7
M é o ponto de coordenadas (%’3%5) =(2,4) . \
Areta t édefinidapor (x +1)?2 + (y —3)? = (x — 5)% + (y — 5)?
Tem-se x+1)?+(@-3)2=x-5?+(@ -5

©x?+2x+1+y?—6y+9=x2—10x+25+y%2—10y+ 25 y=—-3x+ 10

Ent3o, t tem declive —3, pelo que um vetor diretor de t é o vetor ¥ de coordenadas (1,—3),
cuja norma é /12 + (=3)2, ou seja, V10

Entdo, C = M + MC com MC = 2% ou MC = -2, pelo que
C=24)+2(1,-3)=4,-2)ou C=(24)—2(1,-3)=(0,10)

2.° processo: (ver resolucido do exercicio 117)
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Capitulo 3 | Geometria analitica no espago

Pag. 231
150.
a) b) c)
. T2 1z
4 B 2 o~ |
. | | y
| A N ZE
| 5 o
QE./_ ________ __5_> 3“’ I_—_—;l 4
y o]
3’ | 2 y C
X X
Pag. 232
151.

a)a>0Ab>0Ac>0
b)a<O0Ab<OAC>0
c)c=0

d)a=0
e)a=0Ab=0
f)a<OAb=0Ac=0

152.

a) O ponto A(a,2 —a,a — 1) pertence ao 1.° octanteseesésea>0A2—a>0Aa—-1>0

Tem-se: a>0AN2—-a>0NAa—-1>0®a>0Na<2Aha>1ea€]l2]

b) O ponto A pertence ao 4.° octanteseesése a >0A2—a<0Aa—1>0

Tem-se: a>0AN2—a<0Aa—-1>0ea>0Aa>2Na>1e a€]2,+oof

c) O ponto A pertence ao plano xOy seesése a—1=0,ouseja,seesése a=1
d) O ponto A pertence ao plano y0z seesdése a =0

Pag. 233

153.

Na figura estdo representadas construgdes que permitem a visualizagao

dos pontos P’ e P, pontos simétricos do ponto P em relagdo ao plano x0z

e ao eixo Oy, respetivamente.

a) O ponto P’ é o ponto que tem abcissa e cota iguais as de P e ordenada simétrica
da ordenada de P. As suas coordenadas sdo, portanto, (3,—4,6)

b) O ponto P"' tem ordenadaigual ade P . A abcissade P’ é simétrica da abcissa
de P eacotade P ésimétrica dacotade P. Ascoordenadasde P"

sdo, portanto, (—3,4,—6)
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154.

a) As coordenadas dos vértices sdo: A(1,—2,2), €(—1,2,2), D(-1,-2,2), E(—1,-2,0), F(1,-2,0),
G(1,2,0) e H(—1,2,0)

b,) O plano ABC é o plano paralelo ao plano xOy que passa no ponto de coordenadas (1,2,2),

pelo que é definido pela equagdo z = 2

b,) O plano DHC é o plano paralelo ao plano y0z que passa no ponto de coordenadas (—1,2,2),

pelo que é definido pela equagdo x = —1

bs) Areta AF é areta paralela ao eixo Oz que passa no ponto de coordenadas (1,—2,2),

pelo que é definida pela condigdo x = 1Ay = =2

bs) Areta BC ¢ areta paralela ao eixo Ox que passa no ponto de coordenadas (1,2,2),

pelo que é definida pela condicdo y =2Az =2

¢1) Aequagdo y = —2 define o plano paralelo ao plano xOz que passa nos pontos de ordenada iguala —2,
ou seja, o plano ADE

¢;) A condicdo x = —1 Az = 0 define a reta paralela ao eixo Oy que passa nos pontos de abcissa iguala —1
e cota nula, ou seja, areta EH

d) Tem-se: AB =4, BC =2 e BG = 2, pelo que o volume do paralelepipedo éiguala 2 X 2 X 4 = 16
unidades de area.
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155.

a,) O plano ADE é o plano paralelo ao plano x0z que passa no ponto de coordenadas (3,—3,2),

pelo que é definido pela equagdo y = —3

a,) Areta BC é areta paralela ao eixo Ox que passa no ponto de coordenadas (3,3,2), pelo que é definida
pela condigdo y =3 Az =2

a3) Aface [ADHE] esta contida no plano ADH (plano de equagdo y = —3) e é constituida por todos

os pontos cujas abcissas estdo compreendidas entre 0 e 3 e cujas cotas estdo compreendidas entre 0 e 2.
Uma condigcdo que define esta face é, portanto, y = -3 A0<x<3A0<z<2

a,) A aresta [BC] estd contida nareta BC (reta de equagdo y = 3 Az = 2) e é constituida

por todos os pontos cujas abcissas estdo compreendidas entre 0 e 3. Uma condigdo que define esta aresta é,
portanto, y=3Az=2A0<x<3

b;) A condicdo define a reta paralela ao eixo Ox que passa nos pontos de ordenada igual a —3 e cota nula,
ouseja, areta EH

b,) A condicdo define o conjunto de pontos pertencentes ao plano definido pela equagdo x = 3 (o plano ABF)
cujas ordenadas estao compreendidas entre —3 e 3 e cujas cotas estdao compreendidas entre 0 e 2. A
condigdo define, portanto, a face [ABFE]

bs) A condigdo define o conjunto de pontos pertencentes a reta definida

pela condicdo x = 3 Az = 0 (areta EF) cujas ordenadas estdo compreendidas entre —3 e 0.

A condigdo define, portanto, o segmento de reta [EM]

156.
a,) O plano BCG é o plano paralelo ao plano x0Oz que passa no ponto de coordenadas (0,2,0),

pelo que é definido pela equagdo y = 2
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a,) Areta AE ¢é areta paralela ao eixo Ox que passa no ponto de coordenadas (2,0,2),

pelo que é definida pela condicdo y=0Az =2

a3) Aface [ABFE] esta contida no plano ABF (plano de equagdo z = 2) e é constituida por todos os pontos
cujas abcissas estdo compreendidas entre 0 e 2 e cujas ordenadas estdao compreendidas entre 0 e 2.

Uma condigcdo que define esta face é, portanto, z=2A0<x<2A0<y <2

a,) A aresta [BC] estd contida nareta BC (reta de equacdo x = 2 Ay = 2) e é constituida por todos os pontos
cujas cotas estdao compreendidas entre 0 e 2. Uma condicao que define esta aresta é, portanto,
x=2Ay=2A0<52z<2

b;) A condicdo define a reta paralela ao eixo Oy que passa nos pontos de abcissa iguala 2 e cotaiguala 2,

ou seja, a reta AB

b,) A condigdo define o conjunto de pontos pertencentes ao plano definido pela equagdo x = 2 (o plano ABC)
cujas ordenadas estdo compreendidas entre 0 e 2 e cujas cotas estdo compreendidas entre 0 e 2.

A condigdo define, portanto, a face [ABCD]
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157.

Areta AB é paralelaaoeixo Oy, peloque d(4,B) =|2—-0| =2
d(B,C)=(-1-1)2+(2-2)2+(2-3)2=vV4+1=+5
d(4,0)=(-1-1)24+(2-02+(2-3)2=V4+4+1=3

O perimetro do triangulo [ABC] é, portanto, iguala 5 + /5 unidades de comprimento

158.
Na figura esta representado o plano « e dois pontos, A(2,0,0) e B(0,0,0), tais que a é o plano mediador
de [AB]

Na figura estd representado o plano S e dois pontos, €(0,0,—1) e D(0,0,—5), taisque B é o plano
mediador de [CD]
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159.

Tem-se que A é o ponto de coordenadas (4,0,0) e D ¢ o ponto de coordenadas (0,5,3),

pelo que o plano mediador de [AD] é definido pela equagdo
(x—4)2+y?2+2z2=x2+(y —5)? + (z — 3)?
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Ora, (x—4)2+y?+z2=x*+(y—-5)?2+(=z-3) e
©x?-8x+16+y>+z2=x>+y2—-10y+25+z2-6z+9 &

© —-8x+16=—-10y+25-6z+9© -8x+10y+62=18 —4x+5y+3z=9
O plano mediador de [AD] é definido pelaequagdo —4x+5y+3z=9
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160.

a) O lugar geométrico referido é a superficie esférica de centro na origem do referencial e raio 2.
Uma equagdo cartesiana desta superficie esférica é x2+y?+z2=4

b) O lugar geométrico referido é a esfera de centro na origem do referencial e raio 4.

Uma equacdo cartesiana desta esfera é x2+y?+z2<16

161.

a) O lugar geométrico definido pela equagao é a superficie esférica de centro no ponto de coordenadas
(2,—1,0) eraio4.

b) O lugar geométrico definido pela equacgdo é a superficie esférica de centro no ponto de coordenadas
(0,1,—2) e raio V8.

c) O lugar geométrico definido pela condicdo ¢ a esfera de centro no ponto de coordenadas (—2,0,0) e raio 1.
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162.

Tem-sex?+y2+2z2—-2x+6z—-6=0&

& x?-2x+1D)+y?+(z°+6z+9)=6+1+9 &

& x—-1)2+y*+(z+3)*=16

Entdo, o centro da superficie esférica é o ponto de coordenadas (1,0,—3) e o raio é 4.
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163.

a) Na figura estdo representados, num referencial o.n. Oxyz, osplanos a e 8, os pontos A(a,0,0) e
B(0,b,0) e duassemirretas, t e s.

a,) Seja @4 o semiplano que contém o ponto A e que é definido em a pelareta de interse¢do de a@ com (.
Seja 1 osemiplano que contém o ponto B e que é definido em [ pela reta de intersecdo de a com f3.

Os planos a e [ sdo perpendiculares se e s6 se for reto o angulo dos semiplanos a; e f; (GM9, Descritor 6).
Ora, ainterse¢do de a; como plano xOy é a semirreta t, paralelaaoeixo Oy, e aintersegdo de S

com o plano xOy é a semirreta s, com a mesma origem do que t e paralela ao eixo Ox, sendo, portanto,
perpendiculara t.

Entdo, como o dngulo dos semiplanos a; e B, é o angulo das semirretas s e t (GM9, Descritor 6), o angulo
dos semiplanos a; e [5; éreto, pelo que os planos a e [ sdo perpendiculares.
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a;) Os pontos da reta de interse¢do de @ com [ tém abcissaiguala a e ordenadaiguala b.

a3z) Como o plano y é perpendicular ao eixo Oz e areta r é paralelaaoeixo Oz, oplano y é perpendicular
a r, pelo que a interseta. O ponto comum é o ponto de coordenadas (a, b, ¢)

De outro modo:

Como areta r é o lugar geométrico dos pontos do espago que tém abcissa igual a a e ordenadaiguala b

e oplano y é o lugar geométrico dos pontos do espago que tém cota igual a ¢, tem-se que o ponto de
coordenadas (a, b, c) pertence a ambos os lugares geométricos, pelo que r e y se intersetam. Como r

ndo esta contidaem y, r e ¥ ndo tém mais pontos em comum, pelo que o ponto de coordenadas (a, b, ¢)

é o Unico pontocomuma r e y .

b,) Seja a o plano que passaem P e é perpendiculara Ox . Esse plano interseta o eixo Ox no ponto P'.
Suponhamos que o ponto P’ n3o pertence a esse plano. Seja entdo B o plano que passaem P’ e é paralelo
a y0z . Esse plano interseta o eixo Ox num ponto diferente de P" . Entdo, pelo ponto P passam dois planos
paralelosa y0z, o que é absurdo. Entdo, o plano PP'P"" éoplano «.

b,) Como o eixo Ox é perpendicular ao plano PP'P"" e o intersetaem P'’', é perpendicular a todas as retas
desse plano que passamem P'' . Areta P'P" estd contida no plano x0y e, portanto, P" é a projecdo
ortogonal de P’ em Ox . Assim, a sua abcissa é igual a abcissa de P’ que, por sua vez, é igual a abcissa de P .

bs) Basta fazer um raciocinio analogo ao realizado em b,) e b,), relativamente ao eixo Oy .
Conclui-se que as coordenadas de P’ no plano x0y sdo (a,b)

164.

a) Tem-se: A(4,0,3), €(0,5,3), D(0,0,3), 0(0,0,0), F(4,0,0), G(4,5,0) e H(0,5,0)

b) Tem-se: A(2,4,—4), B(-2,4,—4), €(-2,4,0), D(2,4,0), E(2,0,0), F(2,0,—4), G(—2,0,—4)

e H(-2,0,0)

c) Tem-se: A(2,-2,3), C(2,2,0), D(2,-2,0), E(-2,-2,0), F(—2,2,0), G(-2,2,3) e H(—2,-2,3)
d) Tem-se 0A* + OB? = AB*

Como OA = OB e AB?> =18, vem 0A’+ 0B? =AB? ©2x04’=18 < 04> =9 04 =3

Como a medida do volume da piramide é 36, tem-se éx 18 X OP = 36 peloque OP = 6
Ent3o, as coordenadas dos vértices sdo: A(3,0,0), B(0,3,0), €(-3,0,0), D(0,—3,0), P(0,0,6)

165.

a) Como a ordenada de A é positiva, A pertence ao 1.° octanteseesése 3—k >0Ak+4>0

Ora, 3—k>0ANk+4>09k<3ANk>-4oke]—43]

b) Para que o simétrico de A em relacdo a origem pertenca ao 7.° octante, A tem que pertencer ao 1.° octante,
pelo que, como se viu em a), tem que se ter k €] — 4,3

c) A pertence ao plano y0z seesdse 3—k =0, ouseja,seesdse k=3

d) O simétrico de A em relagdo ao plano xOy pertence ao 2.° octante se e s6 se A pertencer ao 6.° octante.
Como a ordenada de A é positiva, A pertence ao 6.° octante se e s se a sua abcissa e a sua cota forem
negativas, ou seja,seesdose 3—k<0Ak+4<0

Ora, 3—k<O0ANk+4<0ok>3Nk<—-4oke
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166.

a) Como a medida do volume do paralelepipedo é 128, a medida do volume de cada cubo é 64,

pelo que a medida do comprimento da aresta de cada cubo é 4.

Entdo, tem-se: A(4,0,0), C(4,4,4), 1(0,4,0), F(—4,4,4)

b;) O plano EFG é o plano paralelo ao plano y0z que passa no ponto de coordenadas (—4,4,4),

pelo que é definido pela equagdo x = —4

b,) O plano CBG é o plano paralelo ao plano x0z que passa no ponto de coordenadas (4,4,4),

pelo que é definido pela equagdo y = 4

bs) Areta L] é areta paralela ao eixo Oy que passa no ponto de coordenadas (0,0,4), pelo que é definida
pelacondicdo x =0Az =4

b,) A face [DCFE] esta contida no plano CDE (plano de equagdo z = 4) e é constituida por todos os pontos
cujas abcissas estdao compreendidas entre —4 e 4 e cujas ordenadas estao compreendidas entre 0 e 4.
Uma condicdo que define esta face é, portanto, z=4A—-4<x<4A0<y <4

bs) Areta EF ¢é areta paralela ao eixo Oy que passa no ponto de coordenadas (—4,4,4), pelo que é definida
pelacondicdo x = —4 Az =4

be) O retangulo [ADEH] esta contido no plano ADE (plano de equagdo y = 0) e é constituido por todos
os pontos cujas abcissas estdo compreendidas entre —4 e 4 e cujas cotas estdao compreendidas entre 0 e 4.
Uma condigcdo que define esta face é, portanto, y =0A—-4<x<4A0<2z<4

b;) A aresta [AD] estd contida na reta AD (reta de equagdo x = 4 Ay = () e é constituida por todos

os pontos cujas cotas estdo compreendidas entre 0 e 4. Uma condi¢cdo que define esta aresta é, portanto,
x=4Ay=0A0<2z<4

¢1) Aequagdo x = 4 define o plano paralelo ao plano yOz que passa nos pontos de abcissa igual a 4,

ou seja, o plano ABC

¢;) A condicdo x = 0 Ay = 4 define a reta paralela ao eixo 0z que passa nos pontos de abcissa nula

e ordenada igual a 4, ouseja, areta I]

¢3) A condicdo define o conjunto de pontos pertencentes a reta definida pela condi¢do y =0Az =4
(areta DE) cujas abcissas estdao compreendidas entre —4 e 4. A condicdo define, portanto, o segmento
dereta [DE]

¢;) O conjunto dos pontos do espaco cujas abcissas estdo compreendidas entre —4 e 0 e cujas ordenadas
e cotas estdo compreendidas entre 0 e 4 éocubo [EFGHOLJI]

167.

Como as medidas da area da base da piramide e do volume da piramide sdo ambas 16,

tem-se %x 16 X altura = 16, pelo que a medida da altura da pirdmide é 3.

a) Tem-se: N(0,—4,0), T(4,0,—4), V(2,-2,3)

b;) O plano referido é o plano paralelo ao plano y0z que passa no ponto de coordenadas (2,—2,3),
pelo que é definido pela equagdo x = 2

b,) A face [OPTS] esta contida no plano OPT (plano de equagdo y = 0) e é constituida por todos os pontos
cujas abcissas estdo compreendidas entre 0 e 4 e cujas cotas estdo compreendidas entre —4 e 0.
Uma condigdo que define esta face é, portanto, y =0A0<x<4A—-4<2z<0

bs) A reta referida é a reta paralela ao eixo Oy que passa no ponto de coordenadas (2, —2,—2) (o centro
do cubo), pelo que é definida pela condicdo x =2 Az = -2
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b,) A altura da piramide é o segmento de reta contido na reta paralela ao eixo 0z e que passa por V (reta

de equagdo x = 2 Ay = —2) e é constituido por todos os pontos cujas cotas estdo compreendidas entre 0 e 3.
Uma condigdo que define esta aresta é, portanto, x =2Ay=—-2A0<2z<3
168.

a) No cubo da Figura 1, tem-se: A(2,0,—2), B(2,4,—-2), €(2,4,2), D(2,0,2), E(—2,0,2), F(—2,4,2),

G(—2,4,—2) e H(—2,0,-2)

No cubo da Figura 2, tem-se: OM? + ON? = MN?

Como ON = OM e MN = 4,vem

OM? + ON? = MN? © 2 x OM? = 16 © 04> =8 © 0A =8 =22

Entdo, tem-se: A(2v2,0,-2), B(0,2v2,-2), €(0,2v2,2), D(2v2,0,2), E(0,-2v2,2), F(-2v2,0,2),

G(-2v2,0,-2) e H(0,—2v2,-2)

b) O simétrico de F em relagdo ao plano x0y é o ponto G(—2,4,—2)

c) Seja S o ponto simétrico de C em relagdo ao plano EFG .Tem-se S = F + CF

CF=F-cC, pelo que as coordenadas CF sdo (—4,0,0)

Entdo, as coordenadas de S sdo (—2,4,2) + (—4,0,0) = (—6,4,2)

d)

e Oplano ABC é o plano paralelo ao plano y0z que passa no ponto de coordenadas (2,0,—2),
pelo que é definido pela equagdo x = 2

e Areta BC é areta paralelaaoeixo Oz que passa no ponto de coordenadas (2,4,—2),
pelo que é definida pela condicdo x =2 Ay =4

e Aface [DCEF] esta contida no plano DCF (plano de equagdo z = 2) e é constituida por todos os pontos
cujas abcissas estdao compreendidas entre —2 e 2 e cujas ordenadas estao compreendidas entre 0 e 4.
Uma condigcdo que define esta face é, portanto, z=2A-2<x<2A0<y <4

e Aaresta [CF] esta contida nareta CF (reta de equagdo y = 4 Az = 2) e é constituida por todos os pontos
cujas abcissas estdo compreendidas entre —2 e 2. Uma condi¢do que define esta aresta é, portanto,
Yy=4ANz=2N-2<x<2

e)

e Aequagdo z = —2 define o plano paralelo ao plano xOy que passa nos pontos de cota iguala —2, ou seja,
o plano ABG

e Acondicdo x = 2 Ay = 0 define a reta paralela ao eixo 0z que passa nos pontos de abcissa iguala 2 e
ordenada nula, ou seja, areta AD

e A condicdo define o conjunto de pontos pertencentes a reta definida pela condicdo x = —2 Az = 2 (areta
EF) cujas ordenadas estdo compreendidas entre 0 e 4. A condigdo define, portanto, a aresta [EF]
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169.

a) A superficie esférica tem centro no centro do octaedro, o ponto de coordenadas (1,1,1),
e tem diametro AF, pelo que o raio é 1.

A equagio reduzida da superficie esférica é, entdo, (x — 1)?+ (y —1)?+ (z—1)? =1
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b) Tem-se que A é o ponto de coordenadas (1,1,2) e B ¢é o ponto de coordenadas (1,0,1),

pelo que o plano mediador de [AB] é definido pela equagdo
x—12+@-12+Z-22=x-1?+y?+(z—-1)?

Ora, (x— 12+ (@ —-1)2?+z-22=xx-1D?*+y’+(=z-1)? e

©x?-2x+1+y?—2y+1+2z°—-4z+4=x>-2x+1+y*+2z2-2z+1 &

©-2x+1-2y+1—-4z+4=-2x+1-2z+1 -2y—-2z=—4y+z=2

O plano mediador de [AB] é, portanto, definido pela equagdoy +z = 2

Determinemos as coordenadas do ponto médio de [FD]

F é o ponto de coordenadas (1,1,0) e D é o ponto de coordenadas (1,2,1), pelo que o ponto médio de [AD]

, 1+1 1+2 0+1 31
é o ponto de coordenadas (T’T’T) = (1,5,5)

Ora, §+ % = 2, pelo que o ponto pertence ao plano definido por y 4+ z = 2

c) Tem-se d(A,B) = \/(1 —1)24(0—-1)2+ (1 —2)% = /2, pelo que o perimetro de qualquer face
do octaedro é igual a 3v2 (unidades de comprimento)

2
d) A altura da pirdmide [ABCDE] é igual a 1 e a area da base da piramide é (\/E) , Ou seja, 2, pelo que

o volume da piramide [ABCDE] éigual a %x 2x1= %

~ , 4 .
Entdo, o volume do octaedro é 3 (unidades de volume)

e) O ponto A descreve a circunferéncia que passa nos pontos C, F e E, ou seja, a circunferéncia que tem
centro no centro do octaedro, que tem raio igual a 1 e que esta contida no plano que passa em A e é paralelo
ao plano x0z
Essa circunferéncia € a intersecdo da superficie esférica de raio 1 e centro no centro do octaedro com o plano
de equagdo y = 1, pelo que uma condigdo que define essa circunferéncia é
x—1D2+@-1D?+@z-1D?=1Ay=1

Tem-se

x—1D2+@-12+z-1D?=1Ay=1o(x-1)?+(EZ-1)2=1Ay=1

170.

a) Tem-se, de acordo com a figura: AE? + EG? = AG?

Como AE =1 e AG =+/11 (por ser o raio da superficie esférica definida
por (x —1)2+ (y—1)2+ (z—1)? = 11), vem

AE? +EG?> =AG* © 1+ EG* =119 EG* =10

Como também setem GH? + EH? = EG?, vem

GH?+EH? =EG*© 1+EH?=10© EH*=9< EH =3

Entdo, as coordenadas de H sdo (1,—2,0)

N 5 .
b) Como V' pertence ao plano x0Oy , tem cota nula, pelo que o plano de equagdo z = S, €o plano mediador
. 5 .5 N A 5 .3
de [VV'] seesdseacotade V for 2 X L »ouseja, —. Entdo, a altura da piramide é igual a >~ 1, ouseja, 5
Volume do sélido = volume do paralelepipedo + volume da pirdmide =

=ﬁxﬁxﬁ+%x@xﬁx%=3><1><1+§><3><1x§=3+§=§=4,5(unidadesdevo|ume)

142 Fotocopiavel © Texto | M¥T 10



171.
a) B é o ponto de coordenadas (3,6,0) e tem-se BF = 6V2

A equagdo reduzida da superficie esférica é, entdo, (x —3)? + (y — 6)? +z% = (6\/7)2
ouseja (x—3)2+(y—6)2+22=72

Os vértices do cubo que pertencem a superficie esféricasdao F, D e H,

pois s3o aqueles cuja distancia até B éigual a BF

b) A equacdo define o plano mediador do segmento cujos extremos sdo os pontos

de coordenadas (3,0,6) e (—3,6,6), ou seja, os pontos D e F , respetivamente.

Os vértices do cubo que pertencem a este planosdo B, C, E e H, pois sdo os equidistantesde D e F
c) Tem-se:

e FE=6

e As coordenadas dos vértices do triangulo [EMF] sdo E(—3,0,6), F(—3,6,6) e M(0,6,0)
e Otriangulo [EMF] éretanguloem F

Entdo:

FM =,/(0+3)2+(6—-6)2+(0—6)2=v9+0+36 =45 =35
EM=(0+3)>+(6—-0)2+(0—-6)2=v9+36+36=+81=9

Area do tridngulo [EMF] = 6Xz\/§ = 9+/5 unidades de érea

Perimetro do triangulo [EMF] = 6 4+ 3v5 + 9 = 15 + 3v/5 unidades de comprimento
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Capitulo 4 | Calculo vetorial no espacgo
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172.

a) A+CD=A+AF =F

b) AB + FE = AB + BC = AC

c) Al —EK = Al —Al =0

d) Seja S o centro da base superior do prisma. Tem-se:
C+DE+Ij=C+CS+SD=S+SD=D

e) Bl —CH = Bl + HC = AH + HC = AC

f) Hl + 2CD = Hi + BE = AB + BE = AE
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173.

a) 3e; + 4e, = 0A+ 0C = OB

b) 4e, + 2e; = OC + OF = 0D

c) 3e; + 4e, + 2e; = OB + 2e; = OB + OF = 0B + BG = 0G

d) 4e, — 2e; = 0C — OE = OC + EO = EO + 0C = EC

e) 3e; —4e, + 2e; =0A — 0C + OE = 0A+ CO + OF = OA+ CE = CE + EF = CF

174.

a) As coordenadas de a + b sio

(-1,2,3) +(2,3,—-1) = (1,5,2)

As coordenadas de 2d — 3b sdo

2(-1,2,3) - 3(2,3,-1) = (—2,4,6) — (6,9,—-3) = (-8,-5,9)

As coordenadas de d — 2e; + 3e3 sdo

(-1,2,3) — 2(1,0,0) + 3(0,0,1) = (—1,2,3) — (2,0,0) + (0,0,3) = (—3,2,6)
bla—2w-b=0e2W=d-beow=_(i-b)ew=1d—b
Entdo, as coordenadas de W sdo

c12-tea -0 = (41D - (13- - 5bo
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175.

- T o~ o~ . .2 1
d e b ndo sdo colineares pois 5 * _—1

Qu

S~ ~ . . —4 2
e C nao sdo colineares pois 7 * I

> - . . N2, —1/V2
d e d n3o sdo colineares pois ~

4
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7 - ~ . . _4 2 _2 i - ~ . . - 7
b e ¢ sdo colineares pois Eniiiear b e C tém sentidos opostos pois ¢ = —2b

VE_ ST iz g

A . . 2 oa . 3 2p
b e d sdo colineares pois = T b e ¢ tém o mesmo sentido pois d = ?b

l

- - -
Das relagdes existentes entre b e ¢ eentre b e d, conclui-se que ¢ e d sdo colineares
e tém sentidos opostos.
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176.

a) AB=B-A , pelo que as coordenadas de AB sio
(0,-1,3)-(1,a,-2)=(-1,-1-a,5)

-_— L . . . -1 _-1-a _ 5
Os vetores AB e u sdo colineares se e so se uz # 0/\? =— =
3
-1 _-1-a 1 -1_5
Ora, — = ©-3-3a=-2a=—-e—=—u;=-15
3 2 3 3 ug

b) Os pontos A, B e C sdo colineares se e so se forem colineares, por exemplo, os vetores AB e BC

BC=C-B, pelo que as coordenadas de BC s3o (2,1,¢0)—(0,-1,3) = (2,2,c — 3)
Entdo, os vetores AB e BC s3o colinearesse esése ¢ —3 # 0 /\_71 = _12_a = %
-1 -1-a 1 5

Ora, — = ©a=0e—=—=—"oc-3=-10c=-7
2 2 2 c-3

177.

a) Para que quatro ou mais pontos sejam vértices de um poligono, é necessario que sejam complanares.
Ora, os pontos A, B e C definem o plano de equacdao x =1 e o ponto D ndo pertence a este plano,
pelo que os quatro pontos ndo podem ser os vértices de um poligono.

b) Para que [ABCE] seja um paralelogramo, E = C + BA

BA=A-B, pelo que as coordenadas de BA s3o (1,3,-2)-(1,-1,3) =(0,4,-5)

Entdo, as coordenadas de E sdo (1,1,0) + (0,4,—5) = (1,5,-5)

178. Tal como a figura pretende ilustrar, os pontos C e D sdo os pontos

que satisfazem as igualdades C = A + %Zﬁ eD=C+ %Zﬁ i B
AB=B-A , pelo que as coordenadas de AB ¢

sio (2,—1,-3) — (=1,2,3) = (3,—3,—6) 4

Entdo, as coordenadas de C sdo (—1,2,3) + % (3,-3,-6)=(-1,23)+ (1,-1,-2) = (0,1,1)

e as coordenadasde D sdo (0,1,1) + é (3,-3,-6)=(0,1,1)+(1,-1,-2) = (1,0,—1)
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179. ||51 + B” = ||a]l + ||E|| se e s6 se os vetores @ e b forem colineares e tiverem o mesmo sentido

ou se pelo menos um deles for o vetor nulo.

180.
a) Il = (224 (—V2)" + 12 = VAT ZFT = V7
IWH=JP+1%+WQZ=¢TIT:§=2
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O vetor U + ¥ é o vetor de coordenadas (2, -2, 1) + (1,1,\/7) =(3,—V2+11+ \/7) , pelo que

||17+13||=\/32+(—\/§+1)2+(1+\/7)2=\/9+2—2\/§+1+1+2\/7+2=x/ﬁ

b) Wl = 21[ill © V3Z+ 12+ Wa)Z = 2v7 & 10+ (Wa)2 = V7 X 4 & 10 + (w5)? = 28 &
@(W3 2=18@W3=im@W3=i3\/§
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181.

a) As coordenadas de M, sdo (Zzﬁ,%fzﬁ) = (1,3,4)

b) Tem-se, tal como a figura pretende ilustrar, C = B + AB B(0.7.4)
AB=B-A , pelo que as coordenadas de AB sd0(0,7,4) — (2,—-1,4) = (—2,8,0) A2,41,4)
Entdo, as coordenadas de C sdo (0,7,4) + (—2,8,0) = (—2,15,4)
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182. Seja r o raio da superficie esférica.

Tem-se 7 =—d(4,B) =3/(=1+3)7 + (=6 — 0)2 + (0—2)? =5V +36 + 4 = ;Va4 = |, x 44 =11

-3-1 0-6 2+0)

As coordenadas do centro da superficie esférica, M4p), sdo (T’T’T =(-2,-3,1)

Entdo, a equagdo reduzida da superficie esféricaé (x +2)?+ (y +3)? + (z—1)2 =11

183. Um plano divide uma esfera em dois sélidos com igual volume se e sé se passa no centro da esfera.

. , . -~ [1+4 —3+3 240 5
As coordenadas do centro da superficie esférica, M[AB] , sdo (T’T’T) = (E’ 0,1)

Ora, este ponto pertence ao plano de equagdo y = 0, ou seja, ao plano x0z, pelo que esta provado
gue o plano divide a esfera em dois sélidos com igual volume.
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184.

a) Por exemplo, (x,y,z) =(0,2,—1) + k(2,3,-1),k €R

b) O ponto de r pertencente ao plano y0Oz é o ponto A(0,2,—1)
Ponto de r pertencente ao plano x0y :

x=0+ 2k x =2k x=-=2
(x,y,0)=(0,2,—1)+k(2,3,—1)<:>{y=2+3k@{y=2+3k@{y=—1
0=-1-k k=-1 k=-1

O ponto tem coordenadas (—2,—1,0)
Ponto de r pertencente ao plano x0z :

(x,0,2z) =(0,2,-1) + k(2,3,-1) & {0 =243k olk= _§

z=-1-k z7=—-1—k l 1

x=0+2k (x=2k
(=4

N
I
|
I

4 1
O ponto tem coordenadas (—5, 0, _5)
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¢) Um vetor diretor dareta s é v (—4,—6,2) e, dado que U = —2%, asretas r e s tém a mesma

N . 3
diregdo. Como, por exemplo, o ponto A pertenceareta s (A = (—6,—-7,2) — > (—4, —6,2)) ,
conclui-se que as retas sao coincidentes.

185. Uma reta contém um diametro de uma superficie esférica se e sé se passar no centro dessa superficie
esférica. Tem-se:

x2+y2+22—4x+32=0®(x2—4x+4)+y2+(22+32+§) =4+%<:)
@(x—2)2+y2+(z+§)2 ==
Entdo, o centro da superficie esférica é o ponto C (2,0, —g)
Areta AB passa no centro da superficie esférica se os pontos A, B e C forem colineares.
AB=B -4, pelo que as coordenadas de AB sdo (3,-2,-2)—-(1,2,-1) =(2,—4,-1)
AC=C—-A , pelo que as coordenadas de AB sio (2,0, —3) -(1,2,-1) = (1, -2, —%)

Como AB = 2AC, os vetores AB e AC sdo colineares, pelo que os pontos A , B e C sao colineares.
Entdo, areta AB passa no centro da superficie esférica, pelo que contém um didmetro da superficie esférica.

Pag. 262

186.

a) As coordenadas dos extremos do segmento sdo as que se obtém para k = —1 epara k =3

Para k=-1: (x,y,2) =2,-1,3)+ (-1) x(1,-1,2) = (2,-1,3) + (—-1,1,—-2) = (1,0,1)

Para k=3: (x,v,2) =(2,-1,3) +3x(1,-1,2) =(2,-1,3) + (3,—3,6) = (5,—4,9)

b) Um ponto que pertenca a reta e ndo pertenca ao segmento é qualquer um cujas coordenadas

se obtém para k € ] — 00, —1[U]3, + o]

Tem-se, por exemplo, para k =4: (x,y,z) = (2,-1,3) +4 x (1,—-1,2) = (6,—5,11)

c) Basta adicionar ao ponto de coordenadas (2,—1,3) um vetor que n3do seja colinear com o vetor (1,—1,2)
Por exemplo, o ponto de coordenadas (2,—1,3) + (1,0,0) = (3,—1,3)
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187.

a) O raio da superficie esférica é igual a V3, pelo que a sua equagdo reduzida é

-1+ @y-12+(z-1)%2=3

Os pontos que tém abcissa, ordenada e cota iguais entre si, tém coordenadas da forma (a, a,a)

Tem-se: (a—1)?+@(@-1)?+@@-1*=3e3@-1)?=3@-1)?=1e
©a—-1=-1va-1=1a=0va=2

Os pontos da superficie esférica que tém abcissa, ordenada e cota iguais entre si sdo os pontos de coordenadas
(0,0,0) e (2,2,2)

b) A figura pretende ilustrar a situagdo descrita.

Seja r o raio da circunferéncia e C; o respetivo centro. C; é o ponto de coordenadas (0,1,1)
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2
Tem-se V3 =rt+12eri=2er=42

Entdo, o comprimento da circunferéncia é igual a 2\V2 1

c) A diagonal espacial, d , do cubo, é igual ao didmetro da superficie esférica. Entdo, d = 2v3

Seja a aaresta do cubo. Tem-se d = V3a, pelo que a = 2
O volume do cubo é igual a 8 (unidades de volume).
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188.

a) FE+CH=FE+EJ=Fj] JL+AD =JL + LI =]Ji
E+CH=E+Ej=] EG+IC=JL+LE=JB
F—2IC=F+_CI=F+FK =K KG—-2JE=KG+2E] =FB+BL=FL
Seja M o centro do quadrado [EFGH]:

LTF + 141 = M + W = ]I 2FA — T = KA + Hl = KA + 4F = KF

—

by) FH + 2% = Al © 28 = Al —FH © 2% = Al + HF © 2% = Al +IK & 2% = AK & % = AF
O segmento orientado que representa o vetor X é [A, F]
b,) Seja M o centro do quadrado [EFGH] :

256—]—B’=ﬁi=>2£=Fﬁ+ﬁ?’@£=§ﬁﬁ+§ﬁ@£=ﬁw’+ﬁ@£=ﬁ

O segmento orientado que representa o vetor X é [F, B]

189.
a) Ponto X : Ponto Y :
C o i
AL R A S . :
13 _._:\ - _-E__J: Fl ______ J
G\\ Y
______ 13°¢ ----T='Y
Ponto Z:

Seja Q o ponto médio da aresta [AH]
%i=MN +BP =MN + ND = MD peloque % + AC = MD + AC = QA + AC = QC

c ..
1 'Z'""'E' i
[Ny
b) B é o ponto de coordenadas (—1,1,1)

X=A+CG

G=G-C pelo que as coordenadas de CG s3o (-11,-1)—-(-1,-1,1) =(0,2,-2)
Entdo, as coordenadas de X sdo (1,1,1) + (0,2,—-2) = (1,3,—1)

Seja W o ponto de coordenadas (x,y,z)

X pertence ao plano mediador de [BW] se esése XW = XB

XW=XBe /(x-1D2+(y-3)2++1)2=/(-1-1D2+(1-3)2+(1+1)? e
o Jx-1)2+@-32+@Z+1D2=Vi+d4+do x-1D?+(y-32+E+1)?*=12
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O lugar geométrico dos pontos W tais que XW = XB é a superficie esférica
com centro no ponto X e que passa por B .

190.

a) —3e; + 6e, = OE + OA = OF

b) 6e, — 2e; = 0A+ CO = CB + BA = CA

c) 3e; + 66, —2e; =EO + OA+CO=EA+CO=DB+BA=DA
d) —3e, + 6e, — 2e; = OE + OA + CO = OF + CO = CO + OF = CF

191.

. 1 x
a) As coordenadas de d = ETJ — 27 sdo

12 -13)-2(-13,-3) = (1-1.0) - (-16-6) = (2,- 2, %)

2’2
b) A+ U é o ponto de coordenadas (2,—1,¢) + (2,—1,3) = (4,—2,c + 3)
O ponto de coordenadas (4, —2,c + 3) pertence ao plano x0Oy se e so se tiver cota nula, ou seja, se ¢ = —3

= - - =3 — - =3 15 2 5
c) 3Z—2v=u®3z=u+2v®z=§u+§v

Entdo, as coordenadas de Z sdo

22-13)+2(-13,-3) = (3,-3,1) +(-%,2-2) = (0.5, -1)

— . - ; 2 wy w3 . 7
d,) w é colinear com U se e so se S =T, =3 /ouseja seesose w, = —lew;=3
d,) U + ¥ é o vetor de coordenadas (2,—1,3) + (—1,3,-3) = (1,2,0)

—_— s . — - s 2 w . 7
w é colinear com 1 4+ U se e so se W3=0/\I=72,ouseja,seesose wy,=4ew;=0
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192.

a) u — 3V é o vetor de coordenadas (—3,1,0) — 3(0,—1,2) = (—3,4,—6)

Seja B o ponto de coordenadas (by, by, b3)

AB=B-4A , pelo que as coordenadas de AB sdo

(by,by,b3) — (2,—2,1) =(by —2,b, + 2,b3 — 1)

Entdo, AB =1 — 3% & (by — 2,by + 2,b3 — 1) = (=3,4,—6) © by = —1Ab, = 2 A b3 = =5
B é o ponto de coordenadas (—1,2,—5)

b) ¥—D =3l ¥=2i+Dei=2i+20

Ent3o, as coordenadas de X sdo

2(=310)+2(0,-12) = (-2.2,0) + (0,-2.4) = (-2,-5,4)

o lill =y (=32 +12+02=V10 |5l =0+ (-1)2+2> =5
U+ vV éo vetor de coordenadas (—3,1,0) + (0,—1,2) = (—3,0,2)

I8 + DIl = (—3)2 + 0% + 22 =13

d) Tem-se ||7|| = /5 e |[W] = 10

Ent3o, para que W seja colinear com ¥ e tenha sentido contrarioaode ¥, w = —\1/—%17
- 10 _ (10 20\ _ [ 10V5  20V5\ _ _
As coordenadas de w sdo —\/—E(O,—I,Z) = (0,\/—5,—\/—5) = (0,—5 = ) = (0,2\/5, 4\/5)
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193. Os pontos A, B e C sdo colineares se e so se forem colineares, por exemplo, os vetores AB e BC
AB=B -4, pelo que as coordenadas de AB s3o (-2,b,0) —(a,-12)=(-2—-a,b+1,-2)
BC=C-B , pelo que as coordenadas de BC sdo (-2,-3,1)—(-2,b,0) = (0,—3 —bh,1)

Entdo, AB e BC sdao colineares se e s6 se

—2-a=0A="="eoa=-2Ab+1=6+2bea=-2Ab=-5

194.

a) O centro da superficie esférica é o ponto de coordenadas (0,0,2) e o raio, 7,
é igual a metade da diagonal espacial do cubo.

Seja a aaresta do cubo. Tem-se d = v3a peloque d = 4V3 e r =23

A equagdo reduzida da superficie esférica é x2 + y? + (z — 2)? = 12

b) CH=H-C, pelo que as coordenadas de CH sdo 2,-2,4) - (-2,-2,0) = (4,0,4)

- T -3 . k?-2k _ 3
O vetor u(k? — 2k, k? — 1,3) é colinear com ovetor CH seesése k2—1=0A =3

Tem-se
k?-2k

k2—1=0A" =%<:>k2=1/\k2—2k=3<:>(k=—1vk=1)/\k2—2k—3=0<:>

ok=-1Vk=DA(k=-1Vk=3)sk=-1
Pode dar-se conta de que, para k = —1, o vetor 1 tem coordenadas (3,0,3),

pelo que é colinear com CH (4,0,4)

c) Na figura esta ilustrada a situagdo descrita.
Nela est3o assinalados os pontos M, N e P. G F
M é o ponto de coordenadas (0,2,0) E N

N é o ponto de coordenadas (0,2,4) H

Seja P o ponto de coordenadas (2,p,,4), (—2 < p, < 2), tal que a secgdo
produzida no cubo pelo plano MNP seja um quadrado. AN B

A referida sec¢do é um quadrado se e s se d(N,P) = 4 A1/ M
dN,P)=4.J2-072+(p,-2)2+(4-4)2 =4 o P L A0
i+, -2)?2=404+(p,-2)" =16 (p,-2)>=12&
op,—2=—V12Vp,—2=V12ep,=2—-V12Vp, =2 +12

Dado que 2 + V12 > 2, somente 2 —+/12 pode ser a ordenada do ponto P.

As coordenadas do ponto P sdo (2,2 — \/ﬁ, 4) .

195.
a) Tem-se:
x=-14+3k x=-1+3k x=—-14+6 x=5
(x,O,z)=(—1,2,3)+k(3,—1,4)@{0:2—k (:»{k=2 @{k=2 @{kzz
z=3+4k z=3+4k z=3+8 z=11
O ponto de r que tem ordenada 0 é o ponto de coordenadas (5,0,11)
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b) O ponto pertence a reta se e sé se existir um escalar k que satisfaga a condigdo

551
(-353) = (-123) + kG -14)

(-2=-1+3k [(-2=-1+3k [(k=—3
ora, (-35)=(-123)+kB-1H o {Z=2-k e{i=2-k @{k:——
1 1 5
k5=3+4k k5=3+4k tk:—g

Entdo, o ponto ndo pertence a reta.

c) O plano paralelo ao plano y0z e que passa no ponto A(5,—4,1) é o plano definido pela equagdo x = 5.
Entdo, o ponto de intersecdo da reta com este plano tem abcissa igual a 5. O ponto da reta que tem abcissa
igual a 5 é o ponto obtido na alinea a), ou seja, o ponto de coordenadas (5,0,11)

d) Areta s é uma reta paralela ao eixo Oy, pelo que um vetor diretor de s é o vetor de coordenadas (0,1,0)

Um ponto pertencente a s €, por exemplo, o ponto de coordenadas (3,0, —4)
Entdo, uma equagdo vetorialde s é (x,y,z) = (3,0,—4) + 1(0,1,0), 1€ R

196.
x=-2+2k
a)jy=1 , kEeER
z=1+4k

b) AB=B-A, pelo que as coordenadas de AB s3o (0,-1,0) — (2,-1,4) = (—2,0,—4)
Ent3o, o segmento de reta [AB] pode ser definido pela condi¢do
(x,y,z) =(2,-1,4) + A(—2,0,—4), 1€ [0,1]
c) Como os vetores de coordenadas (2,0,4) e (—2,0,—4) s3o colineares e, por exemplo, o ponto A
nao pertence areta r, conclui-se que as retas sdo estritamente paralelas, pelo que definem um plano.

d) O plano yOz é o plano definido pela equagdo x = 0. Entdo, o ponto de interse¢do da reta com este plano

tem abcissa igual a 0.
Tem-se:
0=-2+2k k=1 k=1
0,y,z) =(-2,1,1) + k(2,04) & {y =1 @{y =1 <:>{y =1
z=1+4k z=14+4 z=5
O ponto em que a reta r interseta o plano y0z é o ponto de coordenadas (0,1,5)
x=-2+4+2k
e) Areta r é definida pelo sistema {y =1 , k € R, pelo que todos os seus pontos tém ordenada
z=1+44k
igual a 1. Como todos os pontos do plano x0Oz tém ordenada nula, conclui-se que areta r e o plano x0z
ndo tém pontos comuns.
Areta r é paralelaao plano xOy

x=2-2k
f) Areta AB é definida pelo sistema {y =-1 , k € R, pelo que todos os seus pontos tém ordenada
z=4—4k

igual a —1. Como todos os pontos do eixo Oz tém ordenada nula, conclui-se que areta AB e o eixo 0z
nao tém pontos comuns, pelo que areta AB ndo interseta o eixo 0z

O vetor de coordenadas (—2,0,—4) é um vetor diretor da reta AB e n3o é colinear

com o vetor de coordenadas (0,0,1), pelo que areta AB ndo é paralela ao eixo Oz
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197.
a;) Reta UT
a,) Para k =0, acondigdo (x,y,z) = (0,0,2) + k(1,1,—2) define o ponto de coordenadas (0,0,2),
ou seja, o ponto V e, para k =1, acondi¢do (x,y,z) = (0,0,2) + k(1,1,—2) define o ponto
de coordenadas (1,1,0), ou seja, o ponto S
Entdo, a condi¢do (x,y,z) = (0,0,2) + k(1,1,—2) ,k € [0,1] define o segmento de reta [VS]
b) U é o ponto de coordenadas (—1,—1,0)
Dois planos nas condi¢des do enunciado sdo, por exemplos, os planos definidos
pelas equagbes x = —1 e y=-1
Uma equacdo vetorial da reta que é a interse¢do destes dois planos é
(x,y,z) =(—1,-1,0) + k(0,0,1), kER
c) O raio da superficie esférica é iguala VS
Tem-se: VS=y(1-02+(1-002+(0-22=Vi+1+4=16

Entdo, uma condigdo que define a superficie esféricaé  x2 +y2+ (z—2)>=6
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198.
a) Seja A o ponto de coordenadas (a, 0,0) . Tem-se:
a=-2+3k a=-2+3k a=4
(a,0,0) = (—-2,2,12) + k(3,—-1,—-6) & {O =2—-k = {k =2 (:){k =2
0=12 -6k k=2 k=2
Entdo, o ponto A é o ponto de coordenadas (4,0,0)
Seja V o ponto de coordenadas (vq,v,,6) . Tem-se:
v, =-2+3k v, =-2+3k vy =1
(vy,74,6) = (=2,2,12) + k(3,—1,—6) & ivz =2-k o {vz =2—k (:>{v2 =1
6 =12 — 6k k=1 k=1
Entdo, o ponto V é o ponto de coordenadas (1,1,6)

b)%xm;ﬁx6=20@mxﬁ=20@4xﬁ=20®ﬁ=5

Entdo, o ponto B é o ponto de coordenadas (0,5,0)

a)BV =V -8B, pelo que as coordenadas de BV sio (1,1,6) — (0,5,0) = (1,—4,6)

Entdo, areta BV pode ser definida pela condi¢do (x,y,z) = (0,5,0) + k(1,—4,6), k € R

O plano x0z é o plano definido pela equagdo y = 0. Entdo, o ponto de intersecdo da reta BV

com este plano tem ordenada igual a 0.
Tem-se:

(x,0,2) = (0,5,0) + k(1,—4,6) © {0 =5 — 4k &{k =

x=0+k x=lsc
Z@
z=0+ 6k 7 = 6k LZ_

. , 5 15
O ponto em que areta AB interseta o plano xOz é o ponto de coordenadas (Z’ 0, 7)
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¢2) O plano mediador de [AB] é definido pela equagdo (x —4)? + y2 +z2 = x2 + (y — 5)? + z2
Tem-se:
(x—4)?2+y2+22=x>+(y-5)2+z2ox>-8x+16+y>=x2+y?-10y+ 25

& -8x+16=-10y+258x—10y+9=0

¢;) O raio da superficie esférica é igual a AV

Tem-se: AV =\(1-4)2+(1-02+(6-0)2=v9+1+36=146

Entdo, uma condigdo que define a superficie esféricaé  (x —1)? + (y—1)2+ (z—6)? = 46
Como VB=,(0-1)2+(5-1)2+(0—6)2=+1+16 + 36 =53, tem-se que VB

€ maior do que o raio da superficie esférica, pelo que o ponto B é exterior a superficie esférica.

199.

M é o ponto de coordenadas (1+(2_1),22l1, _1+2(_1)) = (0,%, —1)

Seja D o ponto de coordenadas (dq,d,,d3)
Se M é o ponto médio de [BD] entdo (O,%,—l) = (

°+_‘11’1+_‘12’%)
2 2 2

Ora, (0,%, —1) = (0+2d1,1+2d2,2+2d3) S d,=0Ad, =2Ad; =—4, pelo que, se M é o ponto médio
de [BD], entdo D é o ponto de coordenadas (0,2, —4)

Tem-se, entdo:

AB=B -4, pelo que as coordenadas de AB sio (0,1,2)—-(1,2,-1)=(-1,-1,3) e

DC=C-D, pelo que as coordenadas de DC sdo (-1,1,-1) - (0,2,—4) = (—1,—-1,3), pelo que,

como se tem AB = DC , fica provado que, neste caso, o quadrildtero [ABCD] é um paralelogramo.

200.
Seja A o ponto de coordenadas (ay,a,, as), seja B o ponto de coordenadas (by, b,, b3) eseja C o ponto
de coordenadas (cy, ¢y, C3)

) aj+cy az+c; as+c
M é o ponto de coordenadas ( TR TR 3)

Se M é o ponto médio de [BD], entdo D = M + BM

Tem-se: BM = M — B, pelo que as coordenadas de BM sao
a;+cy az+c; as+cs _ f(a1tc1—2by apz+cy;—2b, az+c3—2b3
( 2 ' 2 2 )_ (by, bz, b3) = ( 2 7 2 T 2

_
Como D =M+ BM , D é o ponto de coordenadas (
_ (2a1+2c1—2b1 2a,+2c,—2b, 2az+2c3—2b3
- 2 ’ 2 ’ 2
Tem-se, entdo:

a;+c; az+cy a3+C3)+(a1+C1—2b1 a2+C2—2b2 a3+C3—2b3) _
2 2 2 2 ’ 2 ’ 2

)= (a1+C1_b1,a2 +C2 _bz,a3+C3_b3)

AB=B-4A , pelo que as coordenadas de AB sdo

(bl_»1)72'b3) —(ay,az,a3) = (by —aq, by — azﬁs —az)

e DC = C — D, pelo que as coordenadas de DC sdo

(c1,¢263) —(ay +¢1 — by, a + ¢; — by, a3 + ¢c3 — b3) =
=(p—a;—c1+by,ca—a;—c;+byc3—az —c3+b3) =(by —ay, by —az, bz — as)

pelo que, como se tem AB =DC , fica provado que, neste caso, o quadrilatero [ABCD] é um paralelogramo.
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+ Exercicios propostos

Pag. 272

201.

Opgdo (D)

A abcissa do ponto P é 0; isto exclui (B) e (C). A ordenada do ponto P é menor do que o lado do quadrado;
isto exclui (A).

Outro processo:

Se o lado do quadrado é igual a 1, a diagonal é igual a V2, pelo que a ordenada de P é \/;

202.
Opcdo (A)
O simétrico de um ponto em relacdo ao eixo Ox é o ponto que tem igual abcissa e ordenada simétrica.

203.

Opgdo (B)

Como os pontos P e (Q tém a mesma ordenada, a reta P(Q é paralela ao eixo das abcissas,
pelo que é definida por uma equagdo da forma y =k com k € R

204.

Opgdo (B) Y I8

O problema esta ilustrado na figura ao lado. _O_}_E_x.
L —

205. R

Opgéo (B)

Uma reta perpendicular a reta de equagdo y = 3 é paralela ao eixo das ordenadas, pelo que é definida

por uma equacao da forma x = k com k € R. Como, além disso, a reta passa num ponto de abcissa igual a 5,
é definidapor x =5

206.

Opgdo (C)

Como o ponto A pertence as retas definidas pelas equagbes y =5 e x = —1, A é o ponto de coordenadas
(—=1,5) ; isto exclui (A) e (B).

Como o ponto C pertence as retas definidas pelas equagdes x = —1 e y = x, C é o ponto de coordenadas
(-1,-1)

207.

Opgdo (B)
Trata-se do circulo de centro A e raio trés unidades.
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208.
Opgdo (D)

Trata-se do semiplano aberto definido pela mediatriz do segmento de reta [AB] e que contém o ponto B .
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209.

Opcdo (C)

Tem-se: d(4,B) ={(1-2)2+(-3+1)2=V1+4=+5

210.

Opgdo (B)

Analisando, graficamente, as diversas opgdes, excluimos (A), (C) e (D) e verificamos que os pontos
apresentados em (B) sdo simétricos em relagdo a reta de equagdo y = —x (reta que contém

as bissetrizes dos quadrantes pares).

211.

Opgao (A)

O segmento de reta [AB] é paralelo ao eixo das ordenadas, pelo que a sua mediatriz,

sendo paralela ao eixo das abcissas, é definida por uma equagdo da forma y =k com k € R,
sendo, portanto, paralela a qualquer reta definida por uma equacdo da mesma forma.

212,
Opgdo (C)
O raio da circunferéncia é iguala OC
Tem-se: OC =/(2—0)2+ (-2—0)2 =4+ 4=+/8
2
A equacio reduzida da circunferéncia é, portanto, (x —2)? + (y - (—2))2 = (\/§)

213.
Opgao (B)
Tem-se BF; + BF, = 16, pelo que, como BF; = BF,,vem BF, =8

214.
Opcao (D)
Tem-se a =10 e ¢ = 6, pelo que 10%> = b? + 62 donde b =8

215.

Opgdo (C)
Trata-se do circulo de centro A e raio duas unidades.
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216.
Opcéo (D)
O problema esta ilustrado na figura.

A condicdo define a interseg¢do da circunferéncia de centro (—1,2) e raio 2 com a reta de equagdo x =1

217.

Opgdo (C)

O produto das coordenadas dos pontos que pertencem a E é positivo; isto exclui (B) e (D).
Vejamos se o ponto A pertencea E :

(-1)?+(-1-1)2<4o5<4 ,peloqueoponto A nio pertence a E ; isto exclui (A).
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218.

Opgdo (D)

Para que um ponto ndo pertenca ao conjunto definido pela condicdo, as suas coordenadas
ndo podem verificar qualquer das condiges |x| <2 e y > x

O médulo das abcissas dos pontos P e Q é 1; isto exclui (A) e (B).

A ordenada de R ¢é maior do que a abcissa de R ; isto exclui (C).

219.

Opgdo (B)

O conjunto de pontos representado é a interse¢do de dois semiplanos:

* 0O semiplano fechado superior a reta de equagdo y =1 (definido por y > 1)

e O semiplano fechado superior a reta de equagdo y = x (definido por y = x)
Entdo, esse conjunto de pontos é definido analiticamente pela condi¢do y=21Ay=>x
220.

Opgéo (D)

O conjunto de pontos definido pela condicdo x < 1 Ay < 3 é aintersecdo de dois semiplanos:
e O semiplano fechado a esquerda da reta de equagdo x =1 (definido por x < 1)
e O semiplano fechado inferior a reta de equagdo y = 3 (definido por y < 3)
221.

Opgéo (B)

Existem pontos na regido representada a azul na figura cuja abcissa tem mddulo menor do que 1; isto exclui (A).
O ponto de coordenadas (0,2), por exemplo, pertence a regido definida pela condigdo da opgdo (C),

mas ndo pertence a regido representada a azul na figura; isto exclui (C).

A condicdo da opcdo (D) é uma condi¢do impossivel, pelo que define o conjunto vazio; isto exclui (D).
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222,

Opcdo (A)

A reta de equacdo y = 2 passa no centro do circulo definido pela condiciio x2 + (y —2)? < 6,
pelo que o divide em dois semicirculos de raio igual a V6

A condigiio x? + (y —2)? < 6 Ay = 2 define um desses semicirculos.

. - L 1 2 .
A area desse semicirculo é igual a S XX (\/6) ouseja 3m
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223.

Opcdo (C)

~FD + GA =FE + GA = GA + AB = GB

224,
Opgdo (C)
AB=B -4, pelo que as coordenadas de AB sio (0,—-1)—(1,-3) =(-1,2)

225.

Opgdo (C)

AB=B -4, pelo que as coordenadas de AB sio (-1,2) = (3,0) = (—4,2)
Entdo,como P' =P+ AB, P' éo ponto de coordenadas (—2,1) + (—4,2) = (—6,3)

226.

Opgédo (C)

As coordenadas de 1 — 2v s3o (1,2) — (—6,2) = (7,0)

Seja Q o ponto de coordenadas (a, b)

As coordenadas de 227?) sio (1,-2)—(a,b) =(1—a,—-2-b)

Entdo, ﬁ=ﬁ—2ﬁ seesése l—a=7e —2—b=0,o0useja,se a=—-6e bh=-2
227.

Opcdo (A)

U e ¥ sdo colinearesseesése k(k—1) = -2 x (—6)

Ora, k(k—1)=-2x(-6)ok?-k—-12=0k=-3Vk=4
Portanto, se k = 4, U e ¥ sdo colineares.

228.
Opgdo (D)

O declive da reta de equagdo kx — 2y = 3 éigual a g

O declive da reta de equagdo (x,y) = (—4,1) + A(1,—-2), 1€ R éiguala —Tz =-2
As duas retas sdo paralelas se e sé se os declives forem iguais.

Lo 2ok=—4
2
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229.

Opcéo (D)

A reta passa nos pontos de coordenadas (3,0) e (—2,2), pelo que as coordenadas
de um vetor diretor da reta sdo (—2,2) — (3,0) = (-5,2)

230.

Opgao (D)

A reta interseta o eixo das abcissas no ponto de abcissa 2 se e sé se o ponto de coordenadas (2,0)
pertencer a reta.

1
k== 1
2=1+3k 3 ==
Tem-se: 20=0,-2)+k(B,a) e =3 { 3
{0=—2+ka 2_§a a=6
231.
Opgdo (A)
5-2
Tem-se: m=—=-3
0-1
232,
Opcao (D)
Das quatro opgdes, sé as coordenadas do ponto D satisfazem a condi¢cdo y = —2x + 3
233.
Opgdo (C)
Das quatro opgdes, sé o vetor da opg¢do (C) satisfaz a condicdo 3 = % , pelo que sé ele pode ser vetor diretor
1

dareta de equagdo y = 3x — 2
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234.

Opgdo (D)

A reta definida por (x,y) = (0,5) + k(—2,5), k € R, tem declive —g; isto exclui (A).
A reta definida por (x,y) = (0,5) + k(-5,2), k € R, tem declive —%; isto exclui (B).

A reta definida por (x,y) = (5,0) + k(—2,1), k € R, tem declive —%; isto exclui (C).

235.

Opcéo (C)

O declive de PQ é negativo; isto exclui (A) e (B).

A ordenada na origem de PQ é positiva; isto exclui (D).
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236.

Opgdo (B)

Na figura, P'" é a projecdo ortogonal do ponto P no plano x0z

Dois pontos tém a mesma projec¢do ortogonal no plano x0z se e sé se tiverem abcissas iguais e cotas iguais.

Tz

] P'"
P P
AR PR
. P
X
237.
Opcdo (C)

O ponto A e o seu simétrico em relagdo ao plano y0Oz tém a mesma projegdo ortogonal nesse plano,
pelo que tém ordenadas iguais e cotas iguais.

238.
Opgéo (D)
Um ponto pertence ao plano x0Oy se e s6 se asuacotafornula.Tem-se: 2—k=0k=2

239.

Opgdo (A)

Um plano paralelo ao plano y0Oz é definido por uma equagdo daforma x =k,
com k € R;isto exclui (B), (C) e (D).

240.

Opgéo (B)

Um plano perpendicular ao eixo Oy é definido por uma equagdo
daforma y =k, com k € R;isto exclui (A), (C) e (D).

241,

Opgéo (B)

Uma reta perpendicular ao plano x0z é definida por uma condi¢do daforma x =kAz=c, com k€ER
e ¢ € R; isto exclui (A), (C) e (D).

242,
Opcdo (D) E /\/y=3/\ z=2
Na figura estd representado o conjunto de pontos definido pela condicdo z= 2/ 2
y = 3 Az = 2:areta perpendicular ao plano y0z que é a interse¢do dos 3
planos definidos pelas equagbes y =3 e z =2 /0 y
X y= 3
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243.

a AT s
Opgdo (A) A
Tal como a figura pretende ilustrar, a condi¢ao define o conjunto dos pontos z
pertencentes ao plano de equacdo x = —1 cujas ordenadas estdo compreendidas '
entre —1 e 0 e cujas cotas estdo compreendidas entre 0 e 2, ou seja, o retangulo [ABCD] e

(N C I
-1 /:O 1
AN
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244,

a) Opgdo (D)

Uma condicdodotipo x =kAz=c, com k€R e c €R define uma reta perpendicular ao plano x0z;
isto exclui (B) e (C).

Os pontos da reta tém abcissa —2; isto exclui (A).

De outro modo:

A condic¢do define o lugar geométrico dos pontos do espacgo cuja abcissa é —2 e cuja cota é 4, ou seja, areta DC
b) Opc¢édo (D)

Aface [ADEF] é olugar geométrico dos pontos do espaco cujas abcissas estdo compreendidas entre —2 e 2,
cujas ordenadas sdao —3 e cujas cotas estdo compreendidas entre 0 e 4.

245,

Opgao (D)

Tem-se: AB =/(0—1)2+(1+2)2+(2-3)2=V1+9+1=+11
AC=JA-12+(0+2)2+(-1-3)2=V0+4+16 =20
BC=y(1-02+(0-D?+(-1-22=VI+1+9=V11

246.

Opgdo (B)

O plano de equagdo y = —2 é paralelo ao plano x0z . Para que aquele plano seja o plano mediador

do segmento de reta [AB], é necessério que este segmento seja paralelo ao eixo Oy ; isto exclui (A) e (C).
O ponto médio do segmento tem que pertencer ao plano mediador; isto exclui (D).

247.
Opgdo (A)

Tem-se: AP =,/(0—-1)2+(0—0)2+ (4—0)2=+v1+16 =17
e AQ=/(0-D2+(4-02+(0-02=VI+16="17

Como o ponto A é equidistante dos pontos P e Q , pertence ao plano mediador de [PQ]

248.

Opcdo (B)

Seja €(2,3,4) ocentro da esfera. Tem-se B =C +AC

AC=C—-A, pelo que as coordenadas de AC s3o (2,34)—-(1,1,1) =(1,2,3)
Entdo, B ¢é o ponto de coordenadas (2,3,4) + (1,2,3) = (3,5,7)
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249,
Opgdo (B)
O centro da superficie esférica é o ponto médio do segmento [AB], ou seja, o ponto de coordenadas

(02;2'¥’42;2) = (=1,1,1) ; isto exclui (A) e (C).
AB =/(-2—-10)2+ (2—0)2+ (=2 —4)2 =4 + 4 + 36 = V44 = 24/11, pelo que o raio da superficie

esférica é igual a V11 ; isto exclui (D).

250.

Opgdo (A)

A superficie esférica definida pela condi¢do da opgdo (A) tem centro no ponto de coordenadas (2,2,0)
e tem raio 2, sendo, portanto, tangente aos planos de equagdes x =4 e y =0
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251.

Opcéo (D)

Como as duas superficies esféricas tém raios iguais, ndo sao concéntricas e o centro de uma pertence
ao interior da outra; a interse¢cdo de ambas é uma circunferéncia.

252.
Opgdo (A)
AB=B-A , pelo que as coordenadas de AB sio (0,2,-1) - (-1,2,-3) =(1,0,2)

253,

Opgdo (B)

AB=B -4, pelo que as coordenadas de AB sio 3,-1,2)-(1,-2,1)=(21,1)

AC=C—-A , pelo que as coordenadas de AC s3o (-1,-3,0-(1,-21) =(-2,-1,-1)

Como AC = —AB , 0S vetores AB e AC s3o colineares, pelo que os trés pontos A, B e C sao colineares.
Entdo, pelos pontos A, B e C passa uma infinidade de planos.

254,

Opgao (C)

Seja A o ponto de coordenadas (a, —2,0) . As coordenadas de 0A , vetor de posi¢ao do ponto A4,
sdo também (a, —2,0)

— A ~ . a -2
Como u e OA sao colineares, tem-se 3= o peloque a =3

255,

Opcdo (C)

Wj = Q — P, pelo que as coordenadas de Fd sdo (1,3,2) — (—1,-3,2) = (2,6,0)

Os vetores apresentados nas condi¢des das opgdes (A), (B) e (D) ndo sdo colineares com ﬁ ;
isto exclui (A), (B) e (D).
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256.

Opgdo (B)

Se um vetor diretor da reta r é o vetor de coordenadas (1,0,0) , entdo qualquer reta paralela a ela é paralela
ao eixo Ox , pelo que é definida por uma condigdo tipo y =kAz=c, com k €R e c € R;isto exclui (A)
e (D).

O ponto de coordenadas (—1,3,4) pertence a 1, pelo que a condi¢do apresentada na opcdo (C)

é a que define areta r e ndo uma reta estritamente paralela a ela; isto exclui (C).

257.

Opgdo (A)

O ponto de coordenadas (2,0,2) é oponto F, peloqueareta r éareta FA

Areta FA interseta o plano OGD no ponto A (o plano OGD é o plano que contém areta GD e o eixo Ox)

258.

Opgdo (B)

Uma condicdo do tipo x =kAy =c, com k € R e c € R, define uma reta perpendicular ao plano x0y ;
isto exclui (A) e (C).

Os pontos da reta tém abcissa —2; isto exclui (D).
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259,

Opgdo (A)

A reta de interse¢do dos dois planos é definida pela condi¢do x = 1Ay =2

Ora, uma condigdodotipo x =kAy=c, com k €R e c € R, define uma reta perpendicular ao plano x0y;
isto exclui (B) e (D).

Os pontos da reta tém ordenada 2; isto exclui (C).

260.
Opcdo (C)
O sistema das duas equacgoes define a interse¢do de dois planos nao paralelos.

261.

Opgdo (C)

O centro da esfera é o ponto de coordenadas (1,2,3), pelo que a reta passa no centro da esfera.
Entdo, a intersegdo da reta com a esfera é um diametro da esfera.

Como o raio da esfera é igual a 6, o diametro é 12.

262.

Opgao (C)

Areta de equacgdo (x,y,z) = (2,—2,2) + k(0,—4,0), k € R é areta que passa no ponto simétrico do vértice
G em relagdo ao plano x0z e que é paralela ao eixo Oy, ou seja, areta FG
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263.
a) O ponto Q pertence a Oy se e so se a sua abcissa for nula.

2-k=0sk=2 k e {2}
b) O ponto P pertence a Ox se e so se a sua ordenada for nula.
k?-3=0ek=—/3Vk=+3 k € {—/3,V/3}
c) O ponto Q pertence a Oy se e sO se a sua abcissa for positiva e a sua ordenada for negativa.
2-k>0 k<2 1 1
1S —= —o00,—=
{3k+1<0 {k<—§ k<=3 kel = =5l
d) O ponto P pertence a bissetriz do 3.2 quadrante se e so se a sua abcissa for negativa e igual a sua ordenada.
2k <0 k<O k<O
Sk=-1 ke{-1
{2k=k2—3 {kz—Zk—3=0 {k=—1vk=3 =1
e) O ponto P pertence a reta de equagdo x = —5 se e so se a sua abcissa for igual a —5.
2k=-5ck=-2 ke{-3}
2 2
264.
Na figura estd representado, num referencial o.n. x0y, o quadrilatero [ABCD] Y
O quadrilatero pode decompor-se nos triangulos [ABO], [BCO] e [CDO] 1 A B
Tem-se: -2
D
Area do tridngulo [ABO] = Szil = % =25
Area do tridngulo [BCO] = % = % =125
Area do tridngulo [CDO] = Szﬁ =
Entdo, tem-se: drea do quadrilatero [ABCD] = 20 (unidades de area)
P4g. 280
265.
a) Mediatriz do segmento de reta [AB]
b) Ponto de intersecido das mediatrizes dos segmentos de reta [AB] e [BC],
ou seja, o centro da circunferéncia circunscrita ao tridngulo [ABC]
c) Circulo de centroem A e raio 3.
d) Segmento de reta [AB]
e) Circunferéncia de didmetro [AB], sem os pontos A e B .
266.
a)y =5
b) Trata-se do exterior do circulo de centroem A e raio 3.
Uma condigdo cartesiana é (x+3)2+(y—-5)?>9
¢) O raio da circunferéncia é igual a AB . Tem-se AB = /(1 +3)2+ (0 —5)% = V16 + 25 = V41
Uma condi¢do cartesiana é (x—1)2?+y? =41

d) Trata-se da mediatriz do segmento de reta [AB]
Uma condi¢do cartesiana é (x+3)2+(y—5)?2%=(x—1)%+y?
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Tem-se
(x+3)2+@-52=@x-1)?+y’ox?+6x+9+y2—10y+25=x?-2x+1+y’ &
©6x+9-10y+25=-2x+1o-10y=—8r-33 &y =Zx+-

e) Seja m o declive dareta AB . Tem-se m = 2—;2 = —%, pelo que a equacgdo reduzida da reta AB
édaforma y = —%x +b
Como a reta passa no ponto de coordenadas (1,0) , tem-se 0 = —% X1+ b,peloque b = %

A equacdo reduzidade AB é y = —%x +%

5 5
f)y>—Zx+Z

267.

Seja, em cada caso, C o centro e r o raio da circunferéncia.

a) C(-3,1) e r=+8

b) x2 +4x+y?’ =0 (x?+4x+4)+y’ =4 (x+2)2+y2 =4
C(—20) e r=2

x?—-2x+y?’+6y=3 x*-2x+1)+(%?+6y+9)=3+1+9¢&
e x-12%+(@y+3)?%=13

C(1,-3) e r=+13

2 2 — 2 2 1\ _ 1 2 1\ _s
d x*+y“+y—-1=0ex +(y +y+z)—1+z<:>x +(y+z) =

1
(o) ¢ r=2

e) 2x2+3x=8y—2y?+1 o 2x>+3x+2y2 -8y =1 @x2+%x+y2—4y=%<:>
23,49 2 _ _1,9 3)2 2 _ 81
o(P+ix+ )+ -dy+ D =c+—+4e (x+3) +-22=2
3 9
c(-3:2) e =3
flx(x—4)=Q-y)yoex?-—4x=2y—y?leox’?-4x+y?-2y=0&
e (x?—4x+H)+0?-2y+1)=4+1ox-2)2?+(@y-1)?=5
C2,1) e r=+5
268.
a) O conjunto de pontos definido por esta condicdo € a intersegdo de trés semiplanos:
e O semiplano aberto a esquerda da reta de equagdo x = 2 (definido por x < 2)
e O semiplano fechado inferior a reta de equagdo y = 3 (definido por y < 3)
e O semiplano fechado superior a reta de equagdo y = —x (definido por y = —x)

A representacdo deste conjunto de pontos num plano onde esta instalado um referencial o.n. xOy é:

-~

y

|—
'

h 4
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b) O conjunto de pontos definido por esta condigdo é a interse¢ao de dois conjuntos de pontos:

e O circulo de centro na origem do referencial e raio 3 (definido por x2 + y? < 9)

e A reunido do semiplano fechado superior a reta de equagdo y = 1 (definido por y = 1) com o semiplano
fechado inferior a reta de equagdo y = 0 (definido por y < 0)

A representagdo deste conjunto de pontos num plano onde estd instalado um referencial o.n. xOy é:

N

y

w

c)Tem-se xy <0Vy>2 (x<0Ay=20)V(x=0Ay<0)Vy>2,peloqueo conjunto de pontos
definido por esta condicdo é a reunido de trés conjuntos de pontos:
e Aintersecdo do semiplano fechado a esquerda da reta de equag¢do x = 0 (definido por x < 0)
com o semiplano fechado superior a reta de equagdo y = 0 (definido por y = 0)
e Aintersecdo do semiplano fechado a direita da reta de equacdo x = 0 (definido por x = 0)
com o semiplano fechado inferior a reta de equag¢do y = 0 (definido por y < 0)
e O semiplano aberto superior a reta de equagdo y = 2 (definido por y > 2)
A representacdo deste conjunto de pontos num plano onde estd instalado um referencial o.n. xOy é:

d)Tem-se x2+ (y +2)2>4A|x| <3 e x?2+ (y+2)224A-3 <x <3, pelo que o conjunto de pontos
definido por esta condicdo é a reunido de dois conjuntos de pontos:
e O exterior do circulo de centro no ponto de coordenadas (0,—2) e raio 2, incluindo a circunferéncia
(definido por x2 + (y + 2)? > 4)
e Aintersecdo do semiplano fechado a direita da reta de equa¢do x = —3 (definido por x = —3) com o
semiplano fechado a esquerda da reta de equagdo x = 3 (definido por x < 3)
A representacdo deste conjunto de pontos num plano onde esta instalado um referencial o.n. xOy é:
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e) O conjunto de pontos definido por esta condigdo € a interse¢do de dois conjuntos de pontos:

e O semiplano aberto inferior a reta de equagdo y = x (definido por y < x)

e O circulo de centro no ponto de coordenadas (1, —2) e raio igual a 3 (definido por (x — 1)? + (y + 2)? < 9)
A representagdo deste conjunto de pontos num plano onde esta instalado um referencial o.n. xOy é:

S
¥

-

= )x'

f) O conjunto de pontos definido por esta condicdo é a interse¢do de dois conjuntos de pontos:

e Areunido do circulo de centro no ponto de coordenadas (—2,2) e raio 2
(definido por (x + 2)? + (y — 2)? < 4) com o circulo de centro no ponto de coordenadas (2,2) e raio 2
(definido por (x —2)2 + (y — 2)? < 4)

e O exterior do circulo de centro na origem do referencial e raio V8, incluindo a circunferéncia
(definido por x2 + y? > 8)

A representacdo deste conjunto de pontos num plano onde esta instalado um referencial o.n. xOy é:

Van)

Ol 1 x

269.
a) Tem-se que o conjunto de pontos representado é a reunido de dois conjuntos de pontos:
e O circulo de centro no ponto de coordenadas (—2,2) e raio 2 (definido por (x + 2)? + (y — 2)? < 4)
e O circulo de centro no ponto de coordenadas (1,2) e raio 1 (definido por (x —1)2 + (y — 2)?2 < 1)
Entdo, esse conjunto de pontos é definido analiticamente pela condi¢cdo
(x+22+@-22<4v(x-1D*+@r-2)2<1
b) Tem-se que o conjunto de pontos representado é a intersec¢do de trés conjuntos de pontos:
e A coroa circular definida pelas circunferéncias com centros na origem do referencial e raios iguais a V2 e /8
(definida por 2 < x2 + y? < 8)
e O semiplano fechado superior a reta de equagdo y = —x (definido por y > —x)
e O semiplano fechado superior a reta de equagdo y = x (definido por y > x)
Entdo, esse conjunto de pontos é definido analiticamente pela condi¢cdo
2<x?>+y?<8AYy=-xAy=x
c) Tem-se que o conjunto de pontos representado é a reunido de dois conjuntos de pontos:
e Ainterse¢do do semiplano fechado inferior a reta de equagdo y = —1 (definido por y < —1)
com o semiplano fechado a esquerda da reta de equacdo x = —1 (definido por x < —1)
e Areunido do semiplano fechado superior a reta de equagdo y = 1 (definido por y > 1)
com o semiplano fechado a direita da reta de equacdo x = 2 (definido por x = 2)
Entdo, esse conjunto de pontos é definido analiticamente pela condi¢cdo
<—-1Ax<-1Dv(y=1vx=2)
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d) Tem-se que o conjunto de pontos representado € a interse¢do de cinco conjuntos de pontos:
e O exterior do circulo de centro na origem do referencial e raio 1, incluindo a circunferéncia
(definido por x2 + y? > 1)
e O semiplano fechado a direita da reta de equagdo x = —2 (definido por x = —2)
e O semiplano fechado a esquerda da reta de equagdo x = 2 (definido por x < 2)
e O semiplano aberto superior a reta de equagdo y = —2 (definido por y > —2)
e O semiplano aberto inferior a reta de equagdo y = 2 (definido por y < 2)
Entdo, esse conjunto de pontos é definido analiticamente pela condicao
X2+ Y22 1Ax > -2AXx<2Ay>-2Ay <2
condicdo esta equivalentea x?2 +y2 > 1A x| <2Aly| <2

Pag. 281

270.

a)) EB+BA=EA a,) AD + EB = AD + DE = AE

a;) CB+EC=EC+CB=EB a) AE—BC=AE+CB=EC+CB=EB

o) [ + 45 = |[E5] = 3 cm

271.

X=B-— %E =B+ %E&f =B+ %ﬁ , pelo que o ponto X é o ponto médio do segmento de reta [BD]
Y=C—ﬁ+%ﬁ=C+ﬁ+%ﬁ=€+ﬁ+%ﬁ=E+%ﬁ=E+%ﬁ,peloqueopontoY
é 0 ponto médio do segmento de reta [ED]
Z=A-2(CF+DF)=A-2CF —3DF = A+ 2FC+>FD = A+ AC +>FD = C +3FD =

=C+ %Hf , pelo que o ponto Z é o ponto médio do segmento de reta [EB]

Na figura ao lado esta representada a figura apresentada no enunciado, onde se A
assinalaram os pontos X, Y e Z.
Como BX = % BA e o triangulo [BXZ] é equilatero e congruente com o triangulo A > c
[XYZ], tem-se que o tridngulo [XYZ] é o transformado do tridngulo [ABC]

por meio de uma semelhanca de razao %, pelo que o quociente entre as respetivas areas é igual a G)Z = %

Entdo, a drea do tridngulo [XYZ] éigual a 1 (unidade de drea)

272.
a)Nocasode k =2, B é o ponto de coordenadas (2,1)

AB=B -4, pelo que o vetor AB tem coordenadas (2,1)—-(-1,3) =(3,-2)
|4B|| = /32 + (-2)2 = V13

2
b) Tem-se ||u]| = \/(—4)2 + (2\/5) =+16 + 20 = 6, pelo que o vetor %Ti é um vetor com a mesma dire¢do

. . L 1
e 0 mesmo sentido de U e cuja norma é igual a 1. O vetor ;Ti
2 x/i)

. 1 _(_2 5
e o vetor de coordenadas — X (—4,2\/5) = ( 33

Entdo, as coordenadas de b sio —9 x (_g’\/?g) = (6, —3\/3) ou 9 x (—%,\/?g) = (—6,3\/3)
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c) Os pontos A, B e C sdo colineares se e so6 se forem colineares, por exemplo, os vetores AB e AC
AB=B -4, pelo que as coordenadas de AB s3o (k+1,-2)
AC=C-A, pelo que as coordenadas de AC s3o 1,-1)

AB e AC sdo colineares se e s6 se —-1xk+1)=1x(-2)
—-1xk+1)=1x(-2)eok+1=2k=1

273.

a) AC = AD + DC = 2HD + 2DG = 2(HD + DG) = 2HG

Como as coordenadas de AC sdo (4,0) e HG = %R , as coordenadas de HG s3o (2,0)

b) Tem-se H + HG =G, pelo que as coordenadas de G sdo (%, 2) +(2,0) = G, 2)

De modo analogo ao utilizado para justificar a igualdade da alinea anterior, se justifica que BD = 2FG ,

pelo que as coordenadas de FG s3o (-1,-2)

Tem-se G+ GF =F, pelo que as coordenadas de F sdo (%, 2) +(1,2) = (2,4)
3

Tem-se H+GF =E, pelo que as coordenadas de E sdo (5,2) +(1,2) = (2,4)
¢) EG=EB+BC+CG=EB+BC+BE=BC
5

EG=G-E , pelo que as coordenadas de EG s3o (%, 2) - (5

4)=(1,-2)

e as coordenadas de FC sdo %x 1,-2) = G, —1)

Tem-se F+FC=C, pelo que as coordenadas de C sdo (3,4) + G, —1) = (5,3)
Tem-se F+CF =B, pelo que as coordenadas de B sdo @,4) + (—%, 1) = (4,5)
Tem-se H+FC =D, pelo que as coordenadas de D sdo (g, 2) + G, —1) =(2,1)
Tem-se H+CF =4, pelo que as coordenadas de A sdo (%, 2) + (—%, 1) = (1,3)

274.

a) AB=B-A , pelo que as coordenadas de AB s3o (3,—6) . Entdo, o declive dareta AB

éigual a —g = —2, pelo que a sua equacgdo reduzida é daforma y = —2x+ b

Como a reta passa pelo ponto de coordenadas (—1,3),tem-se 3 =—-2X(=1)+b,ouseja, b=1,

pelo que a equacgdo reduzida dareta AB é y=—-2x+1

. - 1 1
A ordenada na origem dareta s éigual a 3 pelo que a reta passa pelo ponto de coordenadas (O, 5)
. - 3 . .
O declive da reta é iguala — 2 pelo que o vetor de coordenadas (2,—3) ¢ um vetor diretor da reta.

Entdo, tem-se s: (x,y) = (O, %) +k(2,-3), keER

3 1 3 1 2
3 1 —5x+§20 _EXZ_E XSE 34 2
b)0£—5x+§£6@ 3 1 S 3 17 34 xe[—?,g]
—-x+-<6 —-X < — xX=——
2 3 2 3 9

2
—_3 l —_ =—3 l l =l X=3
c){y_ 2x+3(:>{x 2x+3(:>{2x 3 & 3
y=—X y=—-X y
2 2
O ponto tem coordenadas (5, _E)
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275.

AB=B-A , pelo que as coordenadas de AB sio (=3,2 — a) . Entdo, o declive da reta AB ¢ dado por 2__—;

Tem-sez__—:>0<:)2—a<0(:>a>2 a €]2,+oo[

Pag. 282
276.
Na figura esta representada a construgdo que permitiu determinar a localizacdo do ponto C, que é o ponto
de intersecdo das mediatrizes dos segmentos de reta [AP], [PS] e [AS]
Foram assinalados, e/ou construidos, sucessivamente:
e Ospontos A, P e S num plano onde se instalou

um referencial ortonormado x0Oy

e Areta r, mediatriz do segmento de reta [PS]

e Avreta t, mediatriz do segmento de reta [AP]

e Oponto C(4,3), ponto de interse¢do dasretas t e r
Processo algébrico:

Seja C(cq,c,) o0 ponto onde se deve localizar o candeeiro. O ponto C é o que satisfaz a condi¢do

AC = PC = SC, pelo que se trata do ponto de intersecdo das mediatrizes dos segmentos de reta [AP] e [PS]
(c1—=2)*+ (c; = 4)? = (c1 = 3)* + (c; — 1)?

{(C1 —=3)2 4+ (c; = 1)? = (c1 — 6)* + (c; — 2)?

12 —4c;+4+ 2 =8, +16=c;2—6c; +9+ 2 —2c,+ 1

12 —6c; +9+c2—2¢c, +1=c¢;2—12¢c; +36+c,%2 —4c, + 4

—4c;+4—8cy, +16 = —6¢; +9 — 2¢, + 1 {201—6cz=—10

—6c1+9—2¢c;+1=—-12¢; +36 —4c, +4 6c; + 2¢c, = 30

c1=-54+3c¢, @{C1=—5+3C2 @{C1=—5+3C2 o

6(—=5+3c;) +2¢, =30 6(—5+ 3c;) +2¢c, =30 —30+ 18c¢, + 2¢, = 30

¢ =-5+3c ¢ =—-5+3c =4
21002=60 2@{c2=3 2‘”{&:3

=14

C é o ponto de coordenadas (4,3)

277.

a) Tem-se que (0 —3)?+ (0 —1)2 = 10 é uma proposic3o verdadeira, pelo que o ponto de coordenadas (0,0)
pertence a circunferéncia.

Tem-se:

(x=3)2+(0-1)?=102(x—-3)>=9©x—-3=-3Vx—-3=3©x=0Vx=6

O outro ponto da circunferéncia que pertence ao eixo das abcissas tem abcissa igual a 6.

b) OC é o vetor de coordenadas (3,1) . Entéo, o declive dareta OC éigual a é, pelo que a sua equacao
reduzidaéy = %x
AC=C-A, pelo que as coordenadas de AC s3o (3,1) — (6,0) = (—3,1) . Entdo, o declive da reta AC

L. 1 N o 1
éigual a —3 pelo que a sua equagdo reduzida é da forma y = —3X +b
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Como a reta passa pelo ponto de coordenadas (6,0), tem-se 0 = —g X6+b,ouseja, b=2,
pelo que a equagdo reduzida dareta AC é y = —%x +2

y

O| 1 A xk

Tem-se que o conjunto de pontos representado é a interse¢do de trés conjuntos de pontos:
e O semiplano fechado superior a reta de equagdo y = 0 (definido por y = 0)

e O semiplano fechado inferior a reta de equagdo y = %x (definido por y < %x)
e O semiplano fechado inferior a reta de equagdo y = —gx + 2 (definido por y < —gx +2)
Entdo, esse conjunto de pontos é definido analiticamente pela condigcdo

yZO/\yS%x/\yS—%x+2

278.

a) Tem-se: (-1-3)2+@+1)?=25o16+(y+1)? =25 (y+1)? =9
©y+1=-3vy+1=3y=—4vy=2

Como o ponto A tem ordenada negativa, as suas coordenadas sdo (—1,—4) e C é o centro da circunferéncia,
pelo que as suas coordenadas sdo (3,—1)

AC=C-A, pelo que as coordenadas de AC s3o (3,—1) — (—1,—4) = (4,3) . Entdo, o declive da reta AC

L 3 - o 3
éigual a 2 pelo que a sua equacdo reduzida é da forma y = 2 +b

Como a reta passa pelo ponto de coordenadas (3,—1),tem-se —1 = % X3+ b,ouseja, b = _B ,

4
pelo que a equagdo reduzida dareta AC é y = %x - %

b) Tem-se que o conjunto de pontos representado é a intersec¢do de trés conjuntos de pontos:
e Ocirculo de centro no ponto de coordenadas (3,—1) eraio 5
(definido por (x —3)% + (y + 1)? < 25)
e O semiplano fechado inferior a reta de equagdo y = 0 (definido por y < 0)
e O semiplano fechado inferior a reta de equagdo y = %x - % (definido por y < %x - 14—3)

Entdo, esse conjunto de pontos é definido analiticamente pela condigcdo

(x=3)2+@+12<25A y<OAy<-x—=

c)Tem-se B=C+A4C, pelo que as coordenadas de B sdo (3,—1) + (4,3) = (7,2)

Seja D o ponto de coordenadas (0,d,), com d, > 0.Como o ponto D pertence a circunferéncia,
tem-se (0 —3)2+ (d, + 1)2 =25
(0-32+(dy+1)?2=25(d,+1)2=16d,+1=-4Vd,+1=4ed,=-5Vd, =3
Como d, > 0, as coordenadas de D sdo (0,3)

DA=,/(-1-0)2+(-4-3)2=+/50 e DB =+/(7-0)2+(2-3)2=+50
Entdo, como DA = DB, D pertence a mediatrizde AB
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279.

a) Um ponto de partida para a formulagdo da conjetura pode ser dar conta de que a condigdo
(x+2)2+ @y —-4)?2=(x-3)%+(y+1)?

é equivalente a

Ja+2)2+ (-9 =/(x—3)2+ (y + 1)
b) (x+2)+(y—-4)?=>2x-3)+@y+1)i e A,
©x?+4x+4+y? -8y +16=>x>—-6x+9+y’+2y+1 &
/O

©-10y=>2-10x—-10ey<x+1
c) A condic¢3o define o semiplano fechado inferior em relagdo a mediatriz do segmento de reta [AB]

280.

O ponto A é o ponto de coordenadas (1,1) e o ponto B é o ponto de coordenadas (3,3)

a) Seja P o ponto de coordenadas (pq,2p;,) . P pertence a mediatriz do segmento de reta [AB] se e sé se
PA =PB

m=ﬁ‘:’\/(1—l’1)2‘|‘(1—2P1)2 =\/(3—P1)2+(3—2P1)2 <
©1-p)*+A-2p)*=0B-p)*+B-2p)* e

©1-2p+p°+1—4p, +4p, > =9—6p; +p;° +9 — 12p, +4p,° &
©1-2p;+1—4p;,=9—-6p, +9—12p, © 12p, = 16 & p, =§

P é o ponto de coordenadas G,g)

b) Pretende-se determinar a area da regidao do plano representada na figura. Y
‘ x 1 . , . . , .
Area da regido = 3 X (rea do circulo de raio [0B] — érea do circulo de raio [0A])=

1 2
=§x(nxﬁ2—nxm2)= :

= % X (n X (3\/7)2 — T X (1\/7)2) = %(1871 — 2m) = 2m (unidades de area)

281.
a) AB=+(3+5)2+(1-3)2=vV64+4 =168
BC=,(-1-3)2+(-5-1)2 =16 + 36 = V52 A

AC =+/(-1+5)2+ (-5-3)2 =16 + 64 = /80

O tridngulo [ABC] é escaleno.

B

b) Sejam M, N e P, os pontos médios, respetivamente, dos lados [AB], [BC] P
e [AC] do tridngulo [ABC]
Esta relacdo esta ilustrada na figura ao lado onde se representaram, igualmente, as

trés medianas do triangulo.

O ponto M tem coordenadas (_5;3,%) =(-1,2)
O ponto N tem coordenadas (3%,17_5) =(1,-2)
O ponto P tem coordenadas (_7_1,3’2;5) =(-3,-1)
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AN=N-A, pelo que as coordenadas de AN s3o (1,-2) — (=5,3) = (6, —5) . Entdo, o declive da reta AN

éigual a —Z, pelo que a sua equagdo reduzida é da forma y = —%x +b
Como a reta passa pelo ponto de coordenadas (—5,3), tem-se 3 = —% X (=5) + b, ouseja, b = —%,
pelo que a equacdo reduzida dareta AN é y = —gx —%

BP=P-B, pelo que as coordenadas de BP s3o (-3,-1)—-(@G31) =(-6,-2)
Entdo, o declive dareta BP éigual a %, pelo que a sua equagdo reduzida é da forma y = %x +b
Como a reta passa pelo ponto de coordenadas (3,1),tem-se 1 = % X3+b,ouseja, b=0,

pelo que a equacdo reduzida dareta BP é y = %x

As medianas de um triangulo intersetam-se no baricentro e o ponto de interse¢ao é o ponto comum as retas

que as contém. Determinemos esse ponto:

5 7 1 5 7
y_——gx—g Ex_——gx—g 2x = =5x—-7 X = —
(=1 (=1 1 =1
y——gx

=1 =1y .
Y =3 Y =3

y=-3

. a 1
O baricentro do tridangulo tem coordenadas (—1, - E)

Pag. 283

282.

Tal como a figura pretende ilustrar, os pontos C e D sdo os pontos da mediatriz do segmento de reta [AB]
cujas distanciasa A ea B sdoiguaisab5.

Tem-se: (x—1)2+(@y-1D?=x-5?%?+(@y—-3)? e

©ox?-2x+1+y?-2y+1=x*-10x+25+y2—-6y+9 &

©4y=-8x+32y=-2x+8

pelo que uma equagdo da mediatriz do segmento de reta [AB] é y = —2x+ 8

Entdo, os pontos C e D sdo os pontos cujas coordenadas satisfazem a condicao
y=-2x+8
{J@—1V+{y—nz=5
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T . y=-2x+8 @{y=—2x+8 o

TS We-DFH o -DE=5 " l@—- 12+ (y—1)? =25

- y=-2x+8 @{y=—2x+8 o
(x—1)2%+(-2x+8—-1)> =25 (x—1)2+ (=2x+7)?2 =25
y=-2x+8 {y=—2x+8

o =
x> —2x+1+4x?>—-28x+49-25=0 5x> —30x+25=0
y=-—2x+8 y=—-2x+8 y=6_(y=—2

= s =3 v
x> —6x+5=0 {x=1Vx=5 {x=1 {x:S

As coordenadas dos centros das circunferéncias sdo (1,6) e (5,—2)
As equag0Oes reduzidas das circunferéncias sao
(x—1)2?+(y—6)>=25 e (x—=5)2+(y+2)2=25

283. Tem-se: P(0,2,2), Q(1,1,2), R (2,1,1) e S(0,3,1)

284. Tem-se: A(0,0,2), B(2,2,0), C(2,—-1,1), D(=2,0,1), E(0,—1,2), F(-2,2,1), G(1,2,—1),
H(-1,-1,1), 1(-2,1,2) e J(1,3,1)

285.

a,) Tem-se: H(6,0,—6), €(3,3,0) e V(0,3,12)
a,) BFE é o plano paralelo ao plano x0Oz que passa no ponto B(6,6,0), pelo que é definido pela equacéo
y=6

a3) HE é areta paralela ao eixo Oy que passa no ponto H(6,0,—6), pelo que é definida pela condigdo
X=6ANz=-6

a4) A condigdo define o conjunto de pontos pertencentes a reta definida por x =6 Ay =0 (areta AH)
cujas cotas estdo compreendidas entre —6 e 0. A condi¢do define, portanto, a aresta [AH]

as) O centro da esfera é o ponto de coordenadas (3,3, —3) e o raio éigual a 3, pelo que uma condicdo
que defineaesferaé (x —3)2+ (y—3)2+(z+3)?<9

ag) Descrigdo da construgdo que permitiu representar, na figura, a interse¢do do plano VHE com o cubo:
1. Tragou-se a reta r que é a interse¢do do plano VHE com o plano y0Oz L

2. Prolongou-se a aresta [FD] que intersetou a reta v no ponto M

3. Tracou-se o segmento de reta [EM] que intersetou a aresta [BD] no

ponto N

4. Tragou-se o segmento de reta [NP] (segmento paraleloa [EH] '

e que passa por H) /O. - . \D
5. Tragou-se o segmento de reta [PH] AP,. ‘ S
Calculo da area da secgdo obtida GLB |
Tem-se: -
%:%@%:%@W=4 pelo que BN = 2 x H E

NE? = BE? + BN? © NE? =36+ 4 & NE = /40 = 24/10
Area= BN X NE = 6 x 24/10 = 12+/10 (unidades de 4rea)
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b) Seja a a aresta do cubo. Tem-se AD = +/2a pelo que CD = -
G\ (3 .
BDEXED —a|X{—a Za?
Entdo: Volume da piramide = % X OCZLCD X 2a = % X (Z)ZM X 2a = % X 27 x 2a ==>a3

pelo que Volume da pirdmide = %do volume da cubo
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286.

a) Os extremos do segmento de reta sdo os pontos do eixo Ox que pertencem a superficie esférica

definida por (x +3)2 + (y —2)2+ (z—1)?2 =25

Tem-se: (x+3)24+(0-2)2+0-1)2?=25(x+3)?’=20s
©x+3=—20vx+3=vV202x=-3-v20Vvx+3=-34++20

Os extremos do segmento sdo os pontos do eixo Ox cujas coordenadas sdo (—3 — m, 0,0) e (3 — m, 0,0),
pelo que o comprimento do segmento de reta por eles definido é igual a

|-3 —v20 — (3 - v20)| = 2v20

b) Na figura ao lado esta representada, na sua projegdo ortogonal sobre o plano ]
y0z , a situagdo descrita. Tal como a figura pretende ilustrar, a intersecdo

da esfera E com o plano de equagdo y = —2 é o circulo de centro no ponto <
A(=3,—2,1) eraio AP e que estd contido no plano de equagdo y = —2

Tem-se: A

AP? + AC? = CP? & AP? + 16 = 25 < AP = 3 °
Uma condicdo que define o circulo &, entdo, \
(x+3)2+@W+2)2+@z-1?<9Ay=-2¢& TEm

©x+3)2+@EZ-12<9Ay=-2

c) Como o centro da esfera é o ponto de coordenadas (—3,2,1) e o raio da esfera é 5, o didmetro da esfera
que é paralelo ao eixo Ox tem extremos nos pontos de coordenadas (—8,2,1) e (2,2,1)

Entdo, para a < —8, bem como para a > 2, qualquer plano de equa¢cdao x = a ndo tem pontos comuns
com a esfera.

d) Na figura ao lado estd representada, na sua projecdo ortogonal sobre o z
plano yOz, a situagdo descrita. Tal como a figura pretende ilustrar, as B P

intersecOes da esfera E com os planos de equacdo z = b sdo os circulos de
centros nos pontos B; e B, ecujoraioé 4 (poistém dreaiguala 16m) e

gue estdo contidos nos planos de equagdo z=b 5 ,
2

Tem-se: \ \/ 4

BC?+B,P,  =CP,” © B,C?+16 =25 B,C =3 B, P,lz2b

Entdo, b=1-3vb=14+43©b=-2Vb=4

287.

2
~ . . a’?-1 _ 3
a) Os vetores 1l e ¥ sdo colinearesseesdse (b+2)2=0A =1

Ora, (b +2)>=0A

a’-1 _ 3 _ 2 _ _ _
- —I@b——Z/\a =4ob=-2AN(a=-2vVa=2)
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b) Para a = 2, U é o vetor de coordenadas (3,0,3)

Seja A o ponto de coordenadas (ay,a,,as); A+ U o ponto de coordenadas (a; + 3,a,,as; + 3)
Este ponto pertence ao semieixo negativo das cotasseesése a; +3 =0Aa, =0Aaz; +3 <0,
ouseja,seesdse a; = —3ANa, =0Aaz <-3

As coordenadas de A podem ser, por exemplo, (—3,0,—4)

288.

a) Comecemos por determinar a aresta do cubo.

DA=(3+3)2+(5-3)2+(3-6)2=36+4+9=49=7

O volume do cubo é igual a 343 unidades de volume.

b) H=E+EH=E+AD

AD=D -4, pelo que as coordenadas de AD sio (-3,3,6) — (3,5,3) = (—6,—-2,3)

Entdo, as coordenadas de H sdo (1,2,-3) + (—6,—2,3) = (-5,0,0)

A afirmacdo é verdadeira, pois o ponto de coordenadas (—5,0,0) pertence ao eixo das abcissas.

c)(x,y,2) =(3,53) + k(—6,—-2,3),k ER

d) GBA é o plano mediador do segmento de reta [DE], pelo que é definido pela condi¢do
(x+3)2+(W—-3)2+EZ-62=x—-1?+(y —2)%+(z+ 3)?

Tem-se:

(x+3)2+(@-32%+z-6>2=x-1D*+(@Hy-2)2+(=z+3)3 e
©Sx?+6x+9+y?—6y+9+2z2—-12z+36=x*>—-2x+1+y’—4y+4+z°+6z+9 &
©6x+9—-6y+9—-12z+36=-2x+1—-4y+4+6z2+9 &

©8x—-2y—18z=—-40 —4x+y+92=20&

e) O raio da superficie esférica é igual a DF , ou seja, é igual a diagonal espacial do cubo.

Como a aresta do cubo é igual a 7, a diagonal espacial do cubo é iguala 7+/3

A equagio reduzida da superficie esféricaé (x +3)2+ (y —3)?2 + (z — 6)% = (7\/§)2
ouseja (x +3)%2+ (y—3)2+ (z—6)%? =147

289.
a) A abcissade B é2eacotade B é4.

Area de [ABCD] = 21 & Wfﬁ x 4D =21 & 6*;'3

x4 =21 AB = ;, pelo que a ordenada de B
éigual a %. Entdo, B é o ponto de coordenadas (2,%, 4)

Aface [ABFE] é definida pelacondicdo z=4A—-2<x<2A0<y<

2
2
(02,9

Sendo assim, a aresta [BC] ¢é definida pela condi¢do (x,y,z) = (2,;,4) +k (0,%, —4) ,k €[0,1]

BC = C — B, pelo que as coordenadas de BC sdo (2,6,0) — (2:;4)

b) G é o ponto de coordenadas (—2,6,0); um vetor diretor dareta GF é o vetor BC
Entdo, areta GF é definida pela condi¢do (x,y,z) = (—2,6,0) + k (O,%, —4) JkeER

Sejam (a,0,c) as coordenadas do ponto em que areta GF interseta o plano x0z

a=-—2 a=-2
Tem-se (a,o,c)=(—2,6,0)+k(0,§,—4)<:> 0=6+2k & k=—4
c=—4k z=16

O ponto tem coordenadas (—2,0,16)
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c) Aintersecdo do sélido com o plano DAF é o retangulo [DAFP]
Tem-se:

AF2 — AR2 4 BE2 T2 9)2 2 T52 _ 81
AF“ = AB* + BF* & AF =(E) + 4% o AF =T+16(:>

@ﬁ2=%5(:>ﬁ= %S@F=%5

Areade [DAFP] = AD X AF = 4 x @ = 2/145 cm?

Pag. 285

290.

a)Como a=3 e a+b =1, conclui-se que b = -2, pelo que setem: F(3,—2,0), E(3,—-2,—-2) e
C(-3,3,-2)

A é o ponto de coordenadas (3,3,0)

Seja ¢ acotadoponto I; I é o ponto de coordenadas (3,0,¢), com ¢ >0

Tem-se:

Al=AF . J3-3)2+(0-3)2+(c-02=5oV9+c2=4e9+c*=25ac=4
Entdo, I é o ponto de coordenadas (3,0,4)

b) Na figura ao lado esta representada, a sombreado, a interse¢do do sélido r ]
com o plano de equagdo z = 1 .Trata-se do retdngulo [PQRS], constituido pelos I

pontos do espaco contidos no plano de equa¢do z = 1, cujas abcissas estao
compreendidas entre —3 e 3 e cujas ordenadas estdao compreendidas
entre =2 e 3

Célculo da drea do retangulo [PQRS]

Os tridngulos [IFA] e [IPS] s3o semelhantes, pelo que
M S pg oIS
FA IM 5 4 4

p — == 15
Area = PS X SR = — X 6 = 22,5 unidades de area P::N N
! F M A

c) A é o ponto de coordenadas (3,3,0); J ¢é o ponto de coordenadas (—3,0,4) ; um vetor diretor da reta AJ
é o vetor ]7f
]_AT = A — ], pelo que as coordenadas de ]_AT sdo (3,3,0) — (—3,0,4) = (6,3,—4), pelo que areta AJ
é definida pela condi¢do (x,y,z) = (3,3,0) + k(6,3,—4),k € R
Sejam (0, b, c) as coordenadas do ponto em que a reta AJ interseta o plano y0z
1
0=3+6k (k=3
Tem-se (0,b,c) =(3,3,0)+k(6,3,-4) o{b=3+3k e _3
c=—4k 2
c=2
3
O ponto tem coordenadas (0,5, 2)

d x=3Ay=0

e) Volume = area do triangulo [IFA] x I] = % X 6 = 60 unidades de volume.
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291.

Seja P(x,y) um ponto do plano.

Uma condi¢do que traduz o problema é PD =2 PE

Vamos traduzir esta condicdo utilizando as coordenadas dos pontos P, D e E .

PD=2PE & \/(x—(—5))2+(y—4)2=2xJ(x—1)2+(y—4)2 o

o(Va+57+0- 4)2)2 = (2x/G-DZ+ (- 4)2)2 o
©(x+5)+@y—-4)?=4x[x-1D*+(@y—-4)?]
©x2+10x+25+y?—8y+16=4x%x[x?-2x+1+y?-8y+16] &
©x?+10x+25+y2—8y+16 =4x>—-8x+4+4y2 —32y + 64 &

© —3x2+18x—3y? +24y =27 x> —-6x+y*-8y=-9

ex-6x)+(?-8y)=9 o (x2—6x+9)+(?—-8y+16)=9-9+16 &
©(x-32+@-4?=16 (x—3)?+(y —4)*> =42

Entdo, o conjunto de pontos cuja medida da distancia ao ponto D(—5,4) é o dobro da medida da distancia

ao ponto E(1,4) é acircunferéncia de centro no ponto de coordenadas (3,4) e cujo raio é igual a 4.
A figura abaixo ilustra a situagao descrita.

292,

Como x+y =5 & y=>5—x, podemos concluir que cada um dos pontos, P(a,b), da reta definida
por esta equagdo, tem coordenadas (a,5 — a)

Como H é o ponto de coordenadas (1,3), para cada um dos pontos P(a,5 — a), o ponto médio, M,

. 5- -
do segmento de reta [PH] é o ponto de coordenadas M (aTH, ZH) = (aTH,BZ—a)

Determinemos uma relagdo entre as coordenadas do ponto M:

8—(2x—1)
2

Entdo, como, para cada ponto P da reta definida por x +y = 5, o ponto médio, M, do segmento de reta [PH]

a+1 8—a . 9
Como x =T,tem—se a=2x— 1, pelo que, como y =T,vem y = ouseja y = —x+5

. - 9 . . -
satisfaz a condicao y = —x + 2 podemos concluir que o conjunto dos pontos médios dos segmentos

de reta cujos extremos sdo o ponto H(1,3) e cada um dos pontos da reta definidapor x +y =5

é a reta definida pela equagdo y = —x +§
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A figura abaixo ilustra a situacao descrita.

293.

a) Dado que as bases do trapézio sdo os segmentos de reta [AB] e [CD], o vértice D pertence areta, DC,
paralelaa [AB] e que passa por C.

A figura abaixo pretende ilustrar a situacdo:

Determinemos a equacdo dessa reta:

AB=B-A=(64)—(21) = (43)

Como AB é um vetor diretor da reta DC , 0 declive desta reta é igual a %, pelo que se tem y = %x +b
Como o ponto C pertence areta,vem 7 = % XxX8+boeb=1

Entdo, uma equacdodareta DC é y = %x +1

Seja a aabcissa do ponto D .Como D pertence a reta de equagdo y = %x + 1, tem-se que as coordenadas
do ponto D sdo (a,%a +1)

Procuremos, ent3o, os valores de a para os quais se tem CD = 2AB:

Como AB =V42 +32=5 , vamos procurar os valores de a para os quais se tem CD = 10

R 2
CD=10<:>J(a—8)2+(%a+1—7)2=10<=(a—8)2+(%a—6) =100 &
@a2—16a+64+1’;6a2—9a+36=100@i—ga2—25a=0@
@a(%a—25)=0®a=0Vi—2a—25=0<:) a=0Va=16

o 3 .
Entdo, como D tem coordenadas (a,;a + 1) , podemos concluir que:

e se a =0, ovértice D tem coordenadas (0,1)
* se a =16, ovértice D tem coordenadas (16,13)
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b) Na figura esta desenhado o trapézio [ABCD] e, nele assinalados, os pontos I, /, M e N, pontos médios
dos lados [AB], [BC], [CD] e [DA], respetivamente.

Para mostrar que o quadrilatero cujos vértices sdao os pontos I, /, M e N é um paralelogramo, basta mostrar
que NI écolineara MJ e que IJ écolineara NM
Determinemos as coordenadas dos pontos I, /, M e N :

(222 = (42); (42,220 = (72), m(S2728) = oy w(2250) = o

2’ 2 2 2’ 2 2 2
Entdo, tem-se:

m’=1—1v=(4,§)—(1,1)=(3,§) e
W =]-M-= (7,%) - 44 = (3,%) , peloque NI é colinear a 1\_/17

— 11 5

=7-1=(7.5)-(43)=@33) e

NM=M-N = 44)—-01,1) =33 pelo que ﬁ é colineara NM
Esta provado que o quadrilatero [I[JMN] é um paralelogramo.

294,
Na figura esta representado, num plano em que se instalou um referencial o.n. Y

x0y , a circunferéncia definida pela equagdo x? + y2 = 10, o ponto P(0,—10)
easretas t e s, retas que passam por P e sdo tangentes a circunferéncia A
0]

A M

nos pontos A e B, respetivamente. Na figura esta igualmente representado

o segmento de reta [BM], altura do tridngulo [OPB] relativa a hipotenusa.

Seja B o ponto de coordenadas (by,b,) com by >0 e b, <0

O tridngulo [OBP] é retdnguloem B.

Ora, a altura de um triangulo retangulo relativa a hipotenusa decompde o triangulo

em dois tridngulos semelhantes a ele, pelo que se tem, da relagdo de semelhanca
OM _ OB

entre os tridngulos [OPB] e [OBM], =5 = or ,

oM 0B  OM _ VT _ Gar_ __
i i 10<:)0M—1 pelo que b, = —1

Como o ponto B pertence a circunferéncia, tem-se (b;)? + (=1)? = 10, pelo que, como b; >0, b; = 3

Tem-se:

Entdo, o ponto B é o ponto de coordenadas (3,—1)

Seja m o declive dareta s.Tem-se m = % =

Como a reta s passa no ponto P, a sua ordenada na origem é —10.
Entdo, a equagdo reduzidade s é y = 3x — 10

De modo andlogo se mostra que a equagdo reduzidade t é y = —3x — 10

295.
a) O tetraedro é regular porque as suas arestas, sendo diagonais faciais do cubo, sdo iguais.
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b) Ponto C:

Tem-se C=B+AD

AD=D -4, pelo que as coordenadas de AD s3o (-3,1,0)

Entdo, as coordenadas de C sdo (4,3,2) + (—3,1,0) = (1,4,2)

Ponto F :

Tem-se F=E+AB

AB=B -4, pelo que as coordenadas de AB sio (1,3,0)

Entdo, as coordenadas de F sdo (3,0,2 + \/ﬁ) +(1,3,0) = (4,3,2 + \/ﬁ)
Ponto G :

Tem-se G=F+AD

Entdo, as coordenadas de G sdo (4,3,2 + \/ﬁ) +(-3,1,0) = (1,4,2 + \/ﬁ)
Ponto H :

Tem-se H=E+AD

Ent3o, as coordenadas de H s3o (3,0,2 + m) +(-3,1,0) = (0,1,2 + m)
c) CE=E-C , pelo que as coordenadas de CE s3o (3,0,2 + m) -(1,42) = (2, —4, \/ﬁ)

x=1+2k

Ent3o, as equagdes paramétricas da reta EC sdo, por exemplo, {y =4—4k keR
z=2++v10k

d) GE=E-G , pelo que as coordenadas de GE sio (3,0,2 + V10) - (1,4,2 =+ \/10) =

= (2,—4,0)
Entdo, o segmento de reta [EG] pode ser definido pela condi¢3o
(x,y,2) = (1,42 + V10) + k(2,—4,0),k € [0,1]

Pag. 286

296.

a) Ponto H :

VF =VE + EF, pelo que as coordenadas de VF sio (1,-1,-3) + (0,2,0) = (1,1,-3)

Tem-se F=V+VF

Entdo, as coordenadas de F sdo (1,1,10) + (1,1,-3) = (2,2,7)

Ponto G :

Tem-se G=V+VG

Entdo, as coordenadas de G sdo (1,1,10) + (—1,1,—3) = (0,2,7)

Vetor VH :

Tem-se VH=VG+GH=VG+FE , pelo que as coordenadas de VH s3o
(-1,1,-3)+(0,—2,0) = (—1,—-1,-3)

b) Vetor VE :

Tem-se EF =2 e AB = 6, pelo que o tridngulo [VAB] é o transformado do tridngulo [VEF] por meio
de uma semelhanca de razao 3. Entao, VB =3 xVF , pelo que as coordenadas de VE sio (3,3,-9)
Ponto D :

Tem-se D=V+3xVH

Entdo, as coordenadas de D sdo (1,1,10) + 3 x (—1,—-1,-3) = (—2,-2,1)
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297.
Tem-se, de acordo com a figura ao lado:

EF =EA+AD + DF e EF =EB + BC + CF / \
Adicionando, membro a membro, obtém-se: E F

2EF =EA+EB + AD + BC + DF + CF = / \
=6+E+B_C)+(_)) e, portanto A D

—_— 1 —_— —_—

EF =3 (AD + BC)

Como os vetores AD e BC sdo colineares, o vetor AD + BC e, portanto, o vetor

P —T 1 —_— —_—

EF =3 (AD + BC)

é colinear quer com AD quer com BC . Poroutro lado, como AD e BC s3o colineares e com 0 mesmo

sentido, tem-se: EF = ||ﬁ|| = ”%(ﬁ + ﬁ)” = %(”ZB” + ||§f||) = %(@ + BC)

298.

Na figura, esta representado, em referencial cartesiano, o segmento de reta [AB] 4
eareta s, reta que passa por A e é perpendiculara [AB].Como o tridngulo RN n
A 1

[ABC] é retanguloem A, o ponto C pertencea s. S\

_ 5 S
Como AB=\/(0—2)2+(—3—1)2=\/4+1 =+/20 = 25 e o triangulo 3 \S

tem area 15, tem-se:

EXE=15®2\/§XR:30@E=\1/—§@R=3\/§

Determinagao de um vetor colinear com AC
A mediatriz do segmento de reta [AB] é definida por (x —2)?2 + (y — 1)2 = x2 + (y + 3)?
Tem-se:

(x=22+@-1)2=x2+@+3)2ox?—4x+4+y?-2y+1=x*+y2+6y+9

(:)—8y=4x+4<:)y=—%x—%

Ent3o, o declive da mediatriz do segmento de reta [AB] éiguala — % , pelo que um vetor diretor de s é,
por exemplo, o vetor 1 de coordenadas (2,—1)

Ent3o, como ||Z]| =5 e AC é um vetor colinear com # tal que ||R|| = 35, tem-se AC = 31U

ou AC = —31%, pelo que AC tem coordenadas (6,—3) ou AC tem coordenadas (—6,3)

Tem-se C=A+AC, pelo que as coordenadas de C sdo (2,1) + (6,—3) = (8,—-2)

ousdo (2,1) + (—6,3) = (—4,4)

Como a abcissade C é negativa, C é o ponto de coordenadas (—4,4)

299.
a) Ponto D :

Tem-se D=C+BA
BA=A-B, pelo que as coordenadas de BA s3o (3,—4)
Entdo, as coordenadas de D sdo (8,10) + (3,—4) = (11,6)
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Ponto F :
AC = C — A, pelo que as coordenadas de AC sdo (9,12) . Entio, ||R|| =92 +122 =15

Entdo, como ||ﬁ|| =10 e AF é um vetor colinear e com o mesmo sentido de AC , tem-se AF = %ﬁ )
pelo que AF tem coordenadas (9 X %, 12 x g) = (6,8)

Tem-se F=A+AF

Entdo, as coordenadas de F sdo (—1,—-2) + (6,8) = (5,6)

b) O tridngulo [ABC] é aintersecdo de trés conjuntos de pontos:
¢ O semiplano fechado superior em relagdo a reta AB

¢ O semiplano fechado inferior em relacdo a reta BC

¢ O semiplano fechado superior em relagdo a reta AC

Equacdo dareta AB :

BA ¢é o vetor de coordenadas (3,—4) . Ent3o, o declive da reta AB éigual a —%, pelo que a sua equacao

reduzida é da forma y = —%x +b

10

Como a reta passa no ponto de coordenadas (—1,—2), tem-se —2 = —% X (—1)+ b, peloque b = -5

A equacdo reduzidade AB é y = —%x - 13—0

Equacdo dareta BC :

BC=C-B , pelo que as coordenadas de BC s3o (12,8) . Ent&o, o declive dareta BC éigual a % = g,

pelo que a sua equagao reduzida é da forma y = gx +b

Como a reta passa no ponto de coordenadas (—4,2) , tem-se 2 = g X (—4)+ b, peloque b = %
A equagdo reduzidade AB é y = gx + 13—4

Equacdo dareta AC :

AC=C-A , pelo que as coordenadas de AC s3o (9,12) . Ent&o, o declive dareta AC ¢éigual a % = %,

pelo que a sua equagdo reduzida é da forma y = %x +b

4

Como a reta passa no ponto de coordenadas (—1,—2), tem-se —2 = 3% (=1)+ b, peloque b = —%

A equacdo reduzidade AB é y = %x —%

Uma condi¢do que define o triangulo &, entdo
y= —%x—?/\y S§x+%/\y2§x—§
¢) Cinco minutos depois de iniciarem o seu deslocamento, os pontos P e Q estdo a distancia de cinco
centimetros do ponto A . Seja P, o ponto da semirreta AB cuja distancia até A é igual a cinco.
Seja Q, o ponto da semirreta AC cuja distancia até A é igual a cinco.
Determinemos as coordenadas dos pontos P, e Q.
Ponto Py :
AB é o vetor de coordenadas (—3,4) . Entéo, ||ﬁ|| =,/(=3)2+42=+/9+16 =5, pelo que o ponto P,
coincide com B.
Entdo, as coordenadas de P, sdo (—4,2)
Ponto Q:
AC é o vetor de coordenadas (9,12) . Entéo, ||R|| =192 +122 =15
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Entdo, como ||AQ0|| =5 e AQ, é um vetor colinear e com o mesmo sentido de AC , tem-se AQ, = %ZZ ,
pelo que AF tem coordenadas (9 X %, 12 x %) = (3,4)

Tem-se Qo =A+ AQ
Entdo, as coordenadas de Q, sdo (—1,—2) + (3,4) = (2,2)

Tem-se, entdo d(Py,Q0) =2 +4)2+(2—-2)2=6cm
300.
2 _ g2 _ x—2y=0 {x—ZySO
g iz0e @ 2y)(x+2y)20<:>{x+2y20 x+2y<0
1 1
1
y=z—-x |(y<-—-x

O conjunto de pontos definido por esta condi¢do é a reunido de dois conjuntos de pontos:

¢ Aintersecdo do semiplano fechado inferior em relagdo a reta de equagdo y = %x com o semiplano fechado
superior em relagdo a reta de equagdo y = —%x (definido por y < %x ANy = —%x)

e Aintersecdo do semiplano fechado superior em relagdo a reta de equagdo y = %x com o semiplano fechado
inferior em relagdo a reta de equagdo y = —%x (definido por y = %x ANy < —%x)

A representagdo deste conjunto de pontos num plano onde estd instalado um referencial o.n. xOy é:

y
1

301.

Coordenadas de A:

O ponto A é aintersecdo dareta EA com o plano ABC, pelo que as suas coordenadas sdo a solugado
da condigdo (x,y,z) =(-3,3,1) +k(1,-51),k e RAx—2y—2z+2=0

Tem-se: ,y,z) =(-331)+k(1,-51),keRAx—-2y—-2z+2=0&
©x=-3+kANy=3-5kAnz=1+kAx—-2y—-2z4+2=0¢&
©ox=-3+kAy=3-5kAz=1+kA-3+k—-2(B-5k)-2(1+k)+2=0¢&
©x=—-3+kANy=3-5kANz=14+kAN-3+k—-64+10k—-2-2k+2=0¢&
©x=-3+kANy=3-5kAz=1+kA% —-9=0&
©x=-3+kANy=3-5kAz=1+kAk=1>
>x=-3+1Ay=3-5Az=14+1©x==-2ANy==-2Az=2

As coordenadas de A sdo (—2,—2,2)

Area da base da piramide:

AF = \J(-2+2)2+ (1+2)2+(-1-2)2=/0+9+9=+18

AB? = AF? + CF? < AB? = 18 + 18 © 4B = 36

Area da base da piramide = 36 unidades de area
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Altura da piramide:

Tem-se Volume da pirdmide = % x AB?> X EF & 36 = % x 36 XEF @ EF =3
A altura da piramide é igual a 3 unidades de comprimento

Comprimento de [AE]:

AE? = AF? +EF? © AE> =18+ 9 © AE?* = 27 & AE =27 = 3V/3
Coordenadas do ponto E :

Um vetor diretor da reta AE é, por exemplo, o vetor % de coordenadas (1,—5,1)

Entdo, como ||i]| = V27 e AE é um vetor colinear com % tal que ||A—E)|| =27 ,tem-se AE =1
ou AE = -1, pelo que AE tem coordenadas (1,-5,1) ou AE tem coordenadas (-1,5,-1)
Tem-se E =A+ AE, pelo que as coordenadas de E sdo (—2,—2,2) + (—1,5,—1) = (-3,3,1)
ousdo (—2,—-2,2)+(1,-51) =(-1,-7,3)

Como a ordenada de E é positiva, E é o ponto de coordenadas (—3,3,1)
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Tema 4 | Fungdes Reais de Variavel Real

Atividades «Sera que...?»

Pag.9

SERA QUE...? | Relagdo entre duas varidveis

1. A venda de todos os bilhetes permite obter 2400 euros (4 x 600 ). Como a realizagdo do espetaculo envolve

1200 euros de despesas, o lucro obtido no caso de se venderem todos os bilhetes é 1200 euros (2400 — 1200).

2. Para ndo haver prejuizo, a organiza¢do tem de obter pelo menos 1200 euros com a venda dos bilhetes.

Como cada bilhete é vendido a 4 euros e 1200:4 =300, tém de ser vendidos, no minimo, 300 bilhetes
de modo a ndo haver prejuizo.

3. O lucro obtido é a diferenca entre a quantia realizada com a venda dos bilhetes e a totalidade de despesas.
Avenda de n bilhetes a 4 euros permite obter 4n euros e, portanto, o lucro correspondente é dado,
em euros, por 4n—1200

Pag. 19
SERA QUE...? | Tiro ao alvo

Lapis

Chocolate

DVD

Livro
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Pag. 69
SERA QUE...? | Funcdo decrescente

Seja f uma fungdo real de varidvel real e seja A um conjunto contido em Df..

Diz-se que f é (estritamente) decrescente em A se dados dois quaisquer objetos a e b, pertencentesa A ,
se b é maior do que a , entdo aimagemde b é menor do que aimagem de a.

Simbolicamente: Va,be A, b>a= f(b)< f(a)

Diz-se que f é decrescente em sentido lato em A se dados dois quaisquer objetos a e b, pertencentesa A4,

se b é maior do que a , entdo aimagemde b é menor ou igual que aimagem de a.
Simbolicamente: Va,be A, b>a= f(b) < f(a)

Pag. 71

SERA QUE...? Maximos e maximizantes

Seja f uma funcdo e seja a um valor pertencente ao dominio de f .

Diz-se que f atinge um maximo relativo (ou local) em a se existir uma vizinhanca de a tal que a imagem
de a é a maior das imagens, considerando todos os objetos pertencentes a essa vizinhancga.

Portanto, f atinge um maximo relativo em a se existir um nimero real positivo r tal que

VxeV.(a)D,.f(a)= f(x).
Diz-se que f(a) é um maximo relativo (ou local) da funcdo f e que a é um maximizante de f.

Seja f uma fungdo real de varidvel real e seja a€ Dy. Diz-se que f(a) é o maximo absoluto
da fungdo se f(a) for a maior das imagens.

Portanto, f(a) € o maximo absoluto da funcdo f se Vxe D,,f(a) = f(x) .

Pag. 85
SERA QUE...? | Funcdo quadrética

A B
Tal como a figura ao lado sugere, a solucdo deste problema o
é A=x(10-x).
10 - x
Tem-se:
x(10 —x) = 10x — x* = —x* + 10x D C

Portanto, A =—x* + 10x.
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Exercicios propostos
Capitulo 1 | Generalidades acerca de fungdes

Pag.9
1.
a) {(1,0),(1,-1),(2,0),(2,-1),(3,0), 3, -1)}
b) {(2,0),(3,-1)}

c) {(0,0),(0,-1),(=1,0), (-1, -1)}

Pag. 13
2.
Por exemplo, {(1,0),(2,—1),(3,0)}

Tem-se: f(1) =1, pois 1 ndo é um nimero primo
f(2) =1, pois 2 é um nimero primo
f(3) =1, pois 3 é um nimero primo
f(4) =4, pois 4 ndo é um numero primo
Entdo, D'y = {1,4}

Pag. 15
4.

As fungBes f e g ndo sdo iguais porque, apesar de terem o mesmo dominio (A) e a mesma regra

de transformacdo, ndo tém o mesmo conjunto de chegada.

5.
a) x 0 1 2 3

f(x) 3 2 1 0
b)

Tem-se D's, = {1,3}
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Pag. 19
6.
a;) Por exemplo:

x 1 2 3
f(x) 4 5
a,) Por exemplo:
x 1 2 3
f(x) 5 5

b) Para que a fungdo seja injetiva, ndo pode haver dois objetos com a mesma imagem, pelo que uma das imagens
tem que ser 4, outratem que ser 5 e a outratem que ser 6. Entdo, o contradominio tem que ser igual
ao conjunto de chegada, pelo que a fungdo tem que ser sobrejetiva.

P4g. 20

7.

Tem-se:

Dfog = {1,2,3,4}

(f o)) = flg(D)] = f(1) =2
Fed@=flg@]=rB)=4 x 1 2 3 4
Fe)B =flgB®]=f1)=2 fegx) | 2 4 2 4
Fegd@® =flgD]=7B)=4

Dgog = {1,2,3,4}

(geg)()=glg(M)]=91) =1
(Geg)2)=glg2)]=9B)=1 X 1 2 3
(gegd)B)=glgB] =91 =1 ° 1 1 1 1
(g°9)@® = glg®] = g(1) =1 9°9))
Pag. 21
8.
Tem-se: e:
X -2 0 1 X a b c
Id4(x) -2 0 1 Idg(x) a b c

As fungbes ndo sdo iguais porque ndo tém, sequer, o mesmo dominio.

Pag. 23

9.

a) Tem-se: f()=2x14+1=3, fQ)=2%x2+1=5¢e f3)=2%x3+1=7

Entdo, o grificode f é {(1,3),(2,5),(3,7)}

b) Como f é uma funcio bijetiva, f admite inversa. Afun¢do f~1,inversade f, tem dominioiguala B,
conjunto de chegada A e o seu grafico é {(3,1),(5,2),(7,3)}
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Pag. 25

10.
a) Tem-se: e:
x 112|345 x 1] 2
ffY'x) | 5/1|2|3]| 4 gx) 54|12
Tem-se:

D, °f1={12345}

(g of W) =g f W] =g7'(5) =3
(G lefH@ =gt f@l=9tW) =5 x 112,345
Gl f HBR =g '@ =g"1(2) =4 (@ lef D |3 ]5]4]1]2
Gl o f H@ =g f"@]=g"13) =1
G o f HB) =g 1G] =914 =2

b) Tem-se:
Df.g = {1,2,3,4,5}
(fo)(D) =flg)] =f(3) =4
(fog)@) =flg@]=f4) =5 X i g i ‘3* ;
(fo9)B) =flgB®]=f(5)=1 (f ° 9)(®)
(fog)®) =flg®]=f(2) =3
(fog)(5) = flg®)] = f(1) =2
Tem-se:
X 1 2 3 4 5

(feg'(x) | 3|54 |12

c) As fungdes g~ 1o f~1 e f o g sdoiguais porque tm o mesmo dominio (4),
0 mesmo conjunto de chegada (4) e a mesma regra de transformacao.

Pag. 30

11.

a) Uma palavra é uma sequéncia: a palavra ‘alma’ é diferente da palavra ‘lama’ e diferente da sequéncia ‘aaml’.
b) Um ndmero natural é representado por uma sequéncia de algarismos: 15223 # 52213

c) As dez cartas constituem um conjunto pois a ordem pela qual o jogador as recebe é irrelevante para o
desenrolar do jogo.

d) Uma fila de espera é uma sequéncia de pessoas: as pessoas sdo atendidas pela ordem em que se encontram
na fila.

e) Para tocar uma melodia é necessario premir uma sequéncia de teclas: é a que corresponde

a sequéncia de notas que constituem a melodia.

12.
AxB ={(1,x),(1,),(2x),2y),(3x), (3G y)}

13.

a) Ax B ={(0,3),(0,v2),(02),(2,3).(2V2),2.2)}
a) AxC={0,u),(2,u)}
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az3) CxXD= {(u, Aveiro), (u, Braga), (1, Coimbra), (u, Evora)}

a4) AZ = {(0!0)! (0!2)! (2!0)! (2)2)}

b) O conjunto E é o conjunto de todos os primeiros elementos dos pares ordenados de E X 4,
pelo que E = {x,y,z}

15.
{(LD), (2D, (22),(31,(33), %D, (42), (44),(51),(55),(61),(6,2),(6,3),(6,6)}

16.

X 1 2 3
h(x) 1 1 1
2 3

az) h é afuncgdo que faz corresponder a cada elemento de A o seu inverso.
. _ 11 11
b) D, = {1,2,3}, Conjunto de chegada = {—1,5,5, 1} e D) = {3,2,1}
1 1
o 6, ={1,(23).(33)}
d) h(2) =
e) Ovalor de x cujaimagem é g é 3.
f) h(x) = —1 é uma condicdo impossivel pois ndo existe, no dominio de h,
nenhum elemento cuja imagem seja —1.
g1) «% é aimagem de 2.»

. . . L1
g2) « 3 é o objeto cujaimagem é 3

17.

a) Tem-se:

f(=1)=-3, f(0)=0 e f(1) = 3, pelo que se tem D'y = {-3,0,3}
g(-1)=1, g(0)=0e g(1) =1, pelo que setem D’y = {0,1}
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h(-=1) =10, h(0) =1 e h(1) =2, pelo quesetem D's = {0,1,2}

Nenhum dos contradominios é igual ao conjunto de chegada da respetiva fungao.

b) Tem-se, por exemplo: f(x) =3x, g(x) =x%(ou g(x) = |x|) e h(x) =x+1

c) Apenas na fungdo g existem objetos diferentes com a mesma imagem: sdoeles —1 e 1

d) O objeto cujas imagens por meio das fungdes f e g sdoiguaisé 0; f(x) =g(x) ©®x =0
O conjunto-solucdo da equacdo é {0}

Pag. 31

bi) Df. = Dy N C = {Abel, Berta, Eva}
Tem-se  f|c(Abel) = f(Abel) =4, f|-(Berta) = f(Berta) =5 e f|c(Eva) = f(Eva) =3,
pelo que D). = {4,5,3}

19.

a) Os divisoresde 2 sdo 1 e 2,peloque g(2) =1+2=3

Os divisoresde 4 sdo 1, 2 e 4,peloque g(4)=1+2+4=7

Os divisoresde 6 sdo 1, 2,3 e 6,peloque g(6) =14+2+34+6=12

Os divisoresde 8 sdo 1, 2,4 e 8,peloque g(8) =1+2+44+8=15

Os divisoresde 10 sdo 1, 2,5 e 10, peloque g(10) =1+2+5+10=18
Entdo, tem-se

x 2 4 6 8 10
g(x) 3 7 12 15 18

by) Dy, = Dy NJ = H N {2,610} = {2,6,10}

91;(2)=g2) =3, gl;(6) =g(6) =12 e g|;(10) = g(10) = 18 pelo que D'y, = {3,12,18}
Conjunto de chegada de g|; = Conjunto de chegadade g =1
bZ) Gglj = {(253)) (6712)5 (10518)}
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20.

Dr=A ={2,3,5,7}

a) f(2)=2—-1=1, f3)=3-1=2, f(5)=5—-1=4e f(7)=7—-1=6,
pelo que se tem a seguinte tabela para a fungdo f :

x | 213157
fFx) |12 4|6

b) C ={2,3}
f(@)=1¢e f(3) =2 peloque f(C) ={1,2}

21.
a) Dy, =D,NA=NnA={9,162536}

gla(9) =99 =v9=3

gla(16) = g(16) = V16 = 4

g1a(25) = g(25) =v25 =5

914(36) = g(36) =36 =6

Entdo, tem-se  Ggy, = {(9,3),(16,4), (25,5), (36,6)}
b) G(4) = {3,4,5,6}

22.
Para que a fungdo f sejainjetiva é necessério que y seja diferentede 1, de 2 ede 5.
Como, por outro lado, y pertence ao conjunto {1,2,3}, y tem que tomar o valor 3.

23.
a) f(-2)=2, f(-1) =1, f(0)=0, f(1) =—-1 e f(3) = —3, pelo que se tem a seguinte tabela
para a fungdo f :
X -2|-1,0 1 3
fG) |21 0|-1]|-3
g(=2)=2,g9(-1)=1, g(0)=0, g(1) =1 e g(3) = 3, pelo que se tem a seguinte tabela
para a fungdo g:
X -2|/-1,01 3
g(x) 2 1 /01| 3
h(=2)=-8, h(—-1)=-1, h(0) =0, h(1) =1 e h(3) = 27, pelo que se tem a seguinte tabela
para a fungéo h:
X -2|-1,0/|1/| 3
h(x) |-8|-1|0 127
j(=2)=—4+4=0,j(-1)=-2+1=-1,j0)=0, j(1)=2+1=3¢ej3)=6+9=15,
pelo que se tem a seguinte tabela para a fung¢do j :

x —2|-1/01]|3
jx) |0 =103 |15

b) Destas fungdes, as injetivas sdo f e h; g ndo é injetiva pois g(—1) = g(1) e j ndo é injetiva
pois j(—2) = j(0)
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24,

Os multiplos de 2 inferioresa 19 sdo: 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16 e 18, peloque f(2) =9
Os multiplos de 3 inferioresa 19 sdo: 3, 6, 9, 12, 15 e 18, peloque f(3) =6

Os multiplos de 4 inferioresa 19 sdo: 4, 8, 12 e 16, peloque f(4) =4

Os multiplos de 5 inferioresa 19 sdo: 5, 10 e 15, peloque f(5) =3

Os multiplos de 6 inferioresa 19 sdo: 6, 12 e 18, peloque f(6) =3
Como ha dois objetos (5 e 6) com a mesma imagem, f ndo é uma fungdo injetiva.

25.
a)f(=2)=1-2-1|=3, f(0O)=0-1|=1, fA)=[1-1]=0e f2)=2-1|=1,
pelo que se tem a seguinte tabela para a fungdo f :

x |-2/01 2
f) 1311101

b) D's = {0,1,3} e o conjunto de chegada de f = B = {0,1,2,3}, pelo que, como os dois conjuntos
ndo sdo iguais, f ndo é sobrejetiva.

26.
a) Tem-se:
A

Alberto \
Hugo «
Joaquim
Sofiae

b) D'y = {2,3,4} e o conjunto de chegada de g = B = {2,3,4,5}, pelo que, como os dois conjuntos
ndo coincidem, g ndo é sobrejetiva.

Pag. 32
27.
a) Tem-se f(a) = f(0), pelo que a fungdo f ndo é injetiva. Ndo sendo injetiva, f ndo é bijetiva.

b) D', = {1,2,3,4,5} e o conjunto de chegadade g = C = {1,2,3,4,5,6}, pelo que, como os dois conjuntos
g g

ndo coincidem, g ndo é sobrejetiva. Ndo sendo sobrejetiva, g ndo é bijetiva.

28.
1 1

__r __ -1 _ 1 _1 - _1
Tem-se h(=2) = ——==-1, h(0) =;5=1, () =15 =5 e h(2) =57 =3

A funcdo é injetiva porque nao ha dois objetos diferentes com a mesma imagem.

1 1

A funcdo é sobrejetiva pois o seu contradominio coincide com o conjunto de chegada.
Entdo, como h é injetiva e sobrejetiva, é bijetiva.
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29.

Tem-se:

a & Dg.r pois f(a)=1e 1¢&D,

Dgor = {e,i,0,u}

Conjunto de chegadade go f =D = {p,q,1, s}
(gof)e)=glf(ed)]=9B)=q

(G NWD=yglfD]=9B)=q
(gof)o)=glf]l=g@) =r
GeNW=glfW]=9@) =r

X e i
(gef)x) | ¢q q r r
30.
Tem-se:
1 € Dj.p, pois h(1) =6 e 6 ¢ D; e 4 & Dj,p, pois h(4) =5 e 5&D;
Djoh ={2,3}

(Goh)(2)=jh(2)]=j(7T)=b e (joh)(3) =j[h(3)] =/(8) = c, pelo que se tem o seguinte diagrama
de setas para afungdo joh:

31.

Tem-se:

f(=2)=2"D =4, f(-1)=2"D =2, f(0)=2"=1, fA)=2"1=Ze fQ)=2"2=7 1¢D,,
pois f(1)=%e%<£Dg e 2 & Dyo5 pois f(2)=%e%eEDg

Entdo, Dgor = {-2,-1,0}

Conjunto de chegadade go f =Z

(g2 =glf(-2)]=g(4) =4x4>-4=60
GoHED=glf(-D]=g(@)=4x22-2=14
(g NO)=glf(O]=g(1)=4x1-1=3
Entdo, Ggor = {(—2,60),(—1,14), (0,3)}

32.
a) Tem-se:
f)=4-1=3, f2)=4—-2=2e f3)=4-3=1,
pelo que se tem a seguinte tabela para a fungdo f :
X 1 2
fx) | 3] 2

194 Fotocopiavel © Texto | M¥T 10



b) fe ) =ff]=f4-x)=4-(4-x)=4—-4+x=x
Entdo, (f o f)(x) =x, Vx €A peloque fof =1Id,

De outro modo:

Fe N =fIFMI=fB)=1

FeN@=ff@Q]=f2)=2 e
FeHNB=fIFB]=f1)=3

Entdo, (fof)(x) =x, Vx € A peloque fof =1Id,

33.
X 3 5 7 9
() 5 2 3 4
34.
Tem-se:

g(1)=vV1+3=2 peloque g71(2) =1
g(6) =v6+3 =3 peloque g71(3) =6

g(13) =13+ 3 =4 peloque g~1(4) =13 e

g(22) =22+ 3 =5 peloque g~1(5) = 22

Entdo, Gg-1 ={(2,1),(3,6),(4,13),(5,22)}

35.

Dado que h(1) =5, tem-se h™1(5) =1

Ora, p(5) = %_5 = g =3eq(5)= ? = % = 1, pelo que somente a fungdo q pode ser a fungdo h™!
36.

a) f é uma funcgdo bijetiva, se e sé se, paracada y € R, existirume umsé x € R tal que y = f(x)

Ora; y=3x+2<:>3x=y_2@x=3’3;2

Estd provado que, para cada valor real de y, existe um e um sé nimero real x tal que y = f(x)
Entdo, f é uma funcdo bijetiva.
y-2

b) Como y =3x+ 2 © x ==, tem-se V€9 ="T_2

Entdo, tem-se: f‘l: R — R tal que f—l(x) = xT_Z

37.

a) Dr.y ={xeDjg(x)eD}={xeR:3x-—6€R}=R

Conjunto de chegadade fog =R

(fo () =flg()] = fBx —6) ="+ 2=x-2+2=x = Idg
Dy = {x € Dp: f(x) €Dy} = {x eR:Z+2€R} =R

Conjunto de chegadade go f =R

(9o N =glf@I=g(t+2)=3(+2)-6=x+6-6=x=ldg
b) Como (f o g)(x) = (g ° f)(x) = Idg , pode concluir-se que g = f~1
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Capitulo 2 | Generalidades acerca de fungdes reais de variavel real

Pag. 36

38.

a) 4—x =0 x =4 peloque Dy = R\{4}

b) Df = R, porque, para qualquer numero real x , a expressdo f(x) designa um ndmero real.
) x(x—1)=0&x=0Vx=1 peloque Df = R\{0,1}

d) x —v/3 =0 e x =+/3 pelo que Df=]R{\{\/§}

e) Df = R, porque, para qualquer nimero real x, x2+1#0

39.

a) x+1=0ex=-1 peloque Dy =[—1,+00[

b) x+1>0e x> -1 peloque Df =] —1,+0o][

) x+1=0ex=-1 peloque Df = [—1,+0

d x+1>20AVx+1-2#202x>-1AVxF+1#2ex>-1Ax+1#4

© x 2 —1Ax # 3 peloque Df = [—1,+0o[\{3}

e) Dy = R, porque, para qualquer nimero real x, a expressdo f(x) designa um nimero real.
f) Vx+1=0ox+1=0c x =—1 peloque Dy = R\{—1}

g) x=0A5—-x=>0A2-V5—-x#202x=>0Ax<5AV5—x#2&
©x20Ax<5A5-x#4©x20Ax<5Ax # 1 peloque Dr = [0,5]\{1}

40.

1 1 Vx+3
a) 2x—1 b) x <) Vx+3 d) x2—4
P4g. 38
41.

a) Nao é gréfico de fungéo.
b) E grafico de fungdo nio injetiva (hd objetos diferentes com a mesma imagem).
c) E grafico de fungdo nio injetiva (hd objetos diferentes com a mesma imagem).
d) N3o é grafico de funcdo.
e) Nao é gréfico de fungao.

Pag. 40

42,

a) Tem-se: Vx € Dy, f(—x) =1—-3(—x)*=1-3x% = f(x), pelo que f ¢éuma fungdo par.
b)Seja a=1. Tem-se:

g(—1)=-1-3(-1)2=-1-3=—-4 e g1)=1-3x12=1-3=-2

Entdo, como g(—1) # g(1), g ndo é uma fungdo par.
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43. Como f é uma fungdo par, o seu grafico é simétrico relativamente y
[H

ao eixo das ordenadas. / 1

Entado, afico d : t lado. 4 14
ntdo, o grafico de f é o que se apresenta ao lado /ﬁ|\a\ m

Pag. 42

44,

a) Tem-se: Vx € Dy, f(—=x) = —x = 3(=x)> = —x 4+ 3x> = —(x — 3x%) = —f(x) , pelo que f éuma

funcdo impar.

b)Seja a=1. Tem-se:

g1 =1-3(-1)*=1+3=4 e —-g()=-(1-3x13)=—-(-2)=2
Entdo, como g(—1) # —g(1), g ndo é uma fungdo impar.

Pag. 43
45,
. ~ T . y

Como f é uma fungdo impar, o seu grafico é simétrico relativamente 1&\

a origem do referencial. Entdo, o grafico de f é o que se apresenta ao lado. \ N
T 14

ol 1\ *
Pag. 44
46.

a) Como f é uma fungdo impar e o ponto de coordenadas (—3,2) pertence ao grafico de f,

o ponto de coordenadas (3,—2) também pertence ao grafico de f .

Entdo, os pontos de coordenadas (2,—3) e (—2,3) pertencem ao gréaficode f1.

b) Como os pontos de coordenadas (2,—3) e (—2,3) pertencem ao graficode f~1,

qualquer ponto diferente destes cuja abcissa seja igual a 2 ouiguala —2 n3o pertence ao graficode f™1.

Pag. 45

47. vT

O gréfico da fungdo inversada f é simétrico do gréficode f relativamente 7 E¥

a bissetriz dos quadrantes impares.

Entdo, a representacdo do grafico de f e do grafico de f~1 no mesmo referencial 4 ,

é a que se apresenta ao lado. z / >
0 O] X

48.

344 7 3-8 5 - ~ . .
Tem-se f(—2) = — i€ f4) = el pelo que o grafico da fungdo f é um segmento de reta cujos

~ 7 5
extremos sdo os pontos de coordenadas (_Z'Z) e (4, — Z)

~ , 57 ,
Entdo: Dpi=D's = _Z'Z] e D'y-1=D;=[-24]
Determinagdo da expressdo analitica da fungdo f~!:
y="Zedy=3-2re2=3-4yoxr="1
Entdo, tem-se: fL [—;,ﬂ — [-2,4] talque f~1(x) = 3_24x
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Entdo, a representacdo do grafico de f e do grafico de f~1 no mesmo referencial

yr
y

. . y=x
é a que se apresenta ao lado. f\
O

Pag. 46

49,

Tem-se g(x) =f(x)—1e f(x) = g(x) + 1, pelo que o grifico de f é aimagem
do gréfico de g pela translacdo associada ao vetor 1(0,1)

Entdo, o graficode f é o que se apresenta ao lado.

50.

a) Tem-se g(x) = f(x) + k, pelo que, como g(1) = -2 e f(1) =%,setem -2 =%+k,donde k= —;
o - D, =[— R L S ) I A

b) Dy = [-23] e D'y = [-2,1] peloque Dy = Dy = [-23] e D'y =[-2-3,1-3] = [-2,-]]

c) O gréficode g é:

Pag. 47

51.

Tem-se f(x) = g(x + 2), pelo que o grafico de f é aimagem do grafico de g pela translagdo associada
ao vetor u(—2,0)

Entdo, o graficode f é o que estd representado a vermelho.

52.

Tem-se g(x) = f(x — 1), pelo que o grafico de g é aimagem do grafico de f pela translagdo associada
ao vetor 1(1,0)

Entdo, Dy = [-2+ 1,3+ 1] =[-1,4] e D'y = D'; = [0,5]

53.

Tem-se g(x) = f(x —2) — 1, pelo que o grafico de g é aimagem do gréfico de f
pela translacdo associada ao vetor u(2,—1)

Entdo, a representagdo do grafico de f e do grafico de g no mesmo referencial

é a que se apresenta ao lado.
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54.

Tem-se g(x) = f(x —a) + b, pelo que o grafico de g é aimagem do grafico de f pela translagdo associada
ao vetor u(a,b)

Ora, da representacdo do grafico de f e do grafico de g no mesmo referencial, conclui-se que o grafico de g
é aimagem do grafico de f pela translagdo associada ao vetor u(—1,2)

Entdo, a=-1e b=2

55.

Tem-se g(x) = f(x —3) — 1, pelo que o grafico de g é aimagem do grafico de f
pela translagdo associada ao vetor (3,—1)

Como Dy = [-2,3] e D's = [0,5], pode concluir-se

que Dy =[-2+33+3]=[16] e D'y, =[0—-15-1] = [-1,4]

Pag. 48
56. .
y
Tem-se g(x) = %f(x) , pelo que o grafico de g é aimagem do gréfico de f pela
contragdo vertical de coeficiente g 1 \
Entdo, a representagdo do grafico de f e do grafico de g no mesmo referencial 1 \\.
€ a que se apresenta ao lado. 7 ol 1 g
57.

Como o grafico de g se pode obter do grafico de f por meio de uma contragdo vertical

e fA)=2¢e g4)=1, tem-se g(x) = %f(x) , pelo que se pode concluir-se que o coeficiente, k,

da contracgdo é igual a %

Tem-se % = 2, pelo que h(x) = 2f(x), donde o grifico de h é aimagem do gréfico de f pela dilatagdo

vertical de coeficiente 2.
Entdo, a representacdo do grafico de f e do grafico de h no mesmo referencial é:

F N

y

\{/ x
:
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58.

Tem-se g(x) = f(3x), pelo que o grifico de g é aimagem do grafico
de f pela contragdo horizontal de coeficiente %

Entdo, a representacdo do grafico de f e do grafico de g no mesmo referencial
é a que se apresenta ao lado.

Tem-se h(x) = f (’Z—C) , pelo que o gréfico de h é aimagem 14
do grafico de f pela dilatagdo horizontal /
de coeficiente 2. -

Entdo, a representacdo do grafico de f e do graficode h

no mesmo referencial é a que se apresenta ao lado.

59.

Como g(x) = f (g) , 0 grafico de g é aimagem do gréfico de f pela dilatagdo horizontal de coeficiente 3,

pelo que g(9) = f(3) = 15. Entdo, basta considerar a = 9
De outro modo:

Como g(a) =f(3) e gla)=f (g) , tem-se f (g) = f(3), pelo que basta considerar a = 9

Pag. 52

60.

a) Df =[-3,4] e D'y = [-1,2]

b) Como g(x) = —f(x), o gréfico de g é aimagem do grafico de f por meio
de uma refexdo de eixo Ox

Entdo, a representagdo do grafico de f e do grafico de g no mesmo referencial
é a que se apresenta ao lado.

Como h(x) = f(—x), o grafico de h é aimagem do grafico de f por meio de
uma refexdo de eixo Oy

Entdo, a representacdo do grafico de f e do grafico de h no mesmo referencial

é a que se apresenta ao lado.
¢) Dyj=[-34] e D'y =[-2/1] e D, =[-43] e D's =[-1,2]

61.

h 4

Como o ponto A(—5,3) pertence ao grafico de f, podemos concluir que f(—5) =3
Como, para todo o valor real de x, g(x) = —f(x), tem-se que g(—5) = —f(=5) = -3
Relativamente ao valor de g(5) nada se pode concluir, para além de que é iguala —f(5)
Como, para todo o valor real de x, h(x) = f(—x), tem-se que h(5) = f(=5) =3
Relativamente ao valor de h(—5) nada se pode concluir, para além de que é igual a f(5)
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62.

Df = [-6,12] e D'y = [4,8]
a) gx)=2f(x+1)

f Dy = [~6,12] D'y = [48]
gx)=fx+1) Dy, =[-7,11] D’g1 = [4,8]
g(x) =2f(x+1) D, = [-7,11] D', = [8,16]
b) h(x) =5 f(x—2)+3
f Dy = [~6,12] D'y = [48]
hi(x) = f(x—2) Dy, = [—4,14] D'y, =[48]
hy(x) = %f(x -2) Dy, = [-4,14] D'p, =[2,4]
h(x) =5 f(x—2)+3 Dy = [—4,14] D'y =1[57]
c) ilx) =3-2f(x)
f Dy = [~6,12] D'y = [48]
i (x) = 2f (x) Dy, = [-6,12] D';, = [8/16]
i,(x) = —2f(x) D;, = [-6,12] D', = [~16,-8]
i(x) =3-2f(x) D; = [-6,12] D', = [~13,-5]
d) j(x) =f(-x) +1
f Dy = [~6,12] D'y = [48]
J1(x) = f(=x) D; = [—12,6] D'; =48]
jG) = f(=x) +1 D; = [-12,6] D'; = [59]
&) k() =1-f(%)
f Dy = [~6,12] D'y = [48]
ey (x) = f@ D;, = [~12,24] D', =[48]
ky(x) = —f (g) D;, = [-12,24] D'y, = [-8,—4]
i) =1-2f(x) D; = [-12,24] D'; =[=7,-3]

Pag. 58
63.

f ndo é uma fungdo real de variavel real porque o seu dominio ndo estd contido em R

g ndo é uma funcgdo real de varidvel real porque o seu conjunto de chegada ndo estd contido em R
h é uma funcdo real de variavel real porque o seu dominio e o seu conjunto de chegada estdo contidos em R
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64.

Designemos por f a fungdo definida, em cada caso, pela expressdo indicada.

a) Dy = R porque, para qualquer nimero real x , a expressdo 1 —x designa um numero real.
b) m+x =0 x = —m peloque Dy = R\{r}

) 2x3—-8x=0o2x(x?-4)=02x=0Vx’ =4 x=0vx=-2Vx=2

pelo que Dy = R\{—-2,0,2}

d 2-x)?=0o2-x=0 x =2 peloque Df = R\{2}

e) (2x+3)(x2+x—6)=0(:>2x+3=0Vx2+x—6:O@Zx:_g\/x:‘li\/z““@

3 -1-5 -1+5 3 3
SxX=—sVx=——Vx=— (:x——EVx——BVx—Z pelo que Df—]R\{—S,—E,Z}

fl)x=0vx—-5=0©x=0Vx=>5 peloque Df = R\{0,5}

65.

a) 2—x =0 x <2 peloque Df =] — 0, 2]

b) x—1>0A5—-Vx—1202x>1AVx—1#50x>1Ax—1#25x>1Ax # 26
pelo que Dy = [1,+0o[\{26}

¢) Df = R porque, para qualquer nimero real x, a expressdo Vx3 + x + 1 designa um ndmero real.
d) 3x+520/\x—1¢0@x2—§/\x¢1 pelo que Dy = [—§,+°°[\{1}

e x—1>0A2-Vx#0ox>21AVx#2© x> 1Ax #8 peloque Dy = [1,+oo[\{8}

66. gl
Tem-se:

f-1) =5 |
f(0)=2 O_l_x.
f()=-1 I
f(2)=-4

O graficode f é o que se apresenta ao lado.

Tem-se: g
g(-1)=-1

g(0)=-3 1
g1)=-1 o T %
9(2)=5

O graficode g é o que se apresenta ao lado.

-
Tem-se: he b oo
h(-1)=3 1

h(0) =3 o1 «
h(1) =3

h(2) =3

O graficode h é o que se apresenta ao lado.
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Tem-se: 1

) 1 o
j=1n = > i
j0)=1 is|

j() =2 o[ 1T
j2)=4

O grafico de j é o que se apresenta ao lado.

67.
a)

"

l)
1
o) X
o/

by) Dy = [-1,3]

b,) D'f = [—-4,4]

b;) Determinemos a equagdo reduzida da reta PQ :

m= % = :—j = 2 ; entdo, a equacgdo reduzidade PQ édaforma y=2x+b

Como a reta passa no ponto de coordenadas (3,4),tem-se 4 =2 X3+ b, peloque b= -2
A equagdo reduzidade PQ é y=2x—2

Entdo, tem-se f(x) = 2x — 2

ba) f@) =2xi-2=1

bs) f(x)=—3<:>2x—2=—3<:)2x=—1(:>x:_%

68.
O ponto de coordenadas (a, 6) pertence ao grafico da fungdo f seesdse f(a) =6
Ora, f(a)=6©2a°*-10=6o2ad°=16oa2=8oa=2

69.
Aplicando o teste da reta vertical, conclui-se que somente as opgdes (A) e (C) representam graficos de fungdes.

70.

Se areta de equagdo x = 3, que é uma reta vertical, é a mediatriz do segmento de reta [PQ],

entdo este segmento de reta é horizontal, pelo que os pontos P e @ tém a mesma ordenada. Como P e Q
sdo pontos do gréfico de f, as abcissasde P e Q correspondem imagens iguais, pelo que f ndo é injetiva.
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71.

f(=1) # f(1), pelo que f ndo é uma fungdo par.

g(=3)=9@3), g(=2)=g(2) e g(-1) = g(1), pelo que se tem Vx € Dy, g(—x) = g(x)
Entdo, g é uma funcgdo par.

Pag. 59

72.

a)Tem-se Dy =R e f(—x) =3(=x)? = 5|—x| +7 = 3x* = 5|x| + 7

Entdo, Vx € Dy, f(—x) = f(x), peloque f € uma fungdo par.

b) Tem-se Dy =R e g(—x) = (—x)* + 4(—x) = x* — 4x

Entdo, a proposicdo Vx € D,, g(—x) = g(x) ndo é verdadeira, pelo que g ndo é uma fungdo par.
c)Tem-se D, =R e h(—x)=—x§/—_x=—x?\’/m=—x><3&/—_1x§/§=

= —xx (—1) x ¥x = xVx

Entdo, Vx € Dy, h(—x) = h(x), pelo que h é uma fungdo par.

d)Tem-se D; =R e i(—x) = {/(—x)2 +/(—x)3 = W+m =3YxZ —Vx3

Entdo, a proposigdo Vx € D;, i(—x) = i(x) ndo é verdadeira. pelo que i ndo é uma fungdo par.

73.

Tem-se Dy =R e

g(=x) =g[(-1) xx] = (pois g(kx) = k?g(x), para qualquer nimero real k)
=(—-1)?xg(x)=g(),Vx € D, , peloque g éuma fungdo par.

74.
Como f é uma fungdo par, o seu grafico é simétrico relativamente ao eixo das T
ordenadas. Entdo, o grafico de f é o que se apresenta ao lado. ’\

1

Ol 1
75.

Como f é uma fungdo par de dominio R, tem-se, por exemplo, f(—1) = f(1), o que é suficiente para
garantir que f ndo é injetiva.

76.

0€Ds e f(0) #0,peloque f ndoéuma fungdo impar.

g(=3) # —g(3), pelo que g ndo é uma fungdo impar.

h(—=3) = —=h(3), h(-2) = —=h(2), h(-1) = —h(1) e h(0) = 0, pelo que se tem
Vx € Dy, h(—x) = —h(x) . Entdo, h é uma fungdo par.

i(—=3) =—i(3), i(-2) =—i(2), i(—1) = —i(1) e i(0) =0, pelo que se tem

Vx € D;, i(—x) = —i(x) . Entdo, i é uma fungdo par.
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77.

a)0 €Dy e f(0) =—1=+0,peloque f ndoéuma fungdo impar.
b) Tem-se D, = R\{0} e g(—x) = —x —_ix =—X +%= - (x —%)
Entdo, Vx € Dy, g(—x) = —g(x) , pelo que g é uma fungdo impar.

c)Tem-se D, = R e h(—x) = 2(—x)> — 4(—x)3 + 6(—x) = —2x° + 4x3 — 6x =
= —(2x° — 4x3 + 6x)

Entdo, Vx € Dy, h(—x) = —h(x), pelo que h é uma fungdo impar.

d) Tem-se D; = R}, pelo que n3o é verdade que, para todo o x pertencentea D;, —x também pertenca

a D;. Entdo, i ndo é uma fungdo impar.

78. Como f é uma fung¢do impar, o seu grafico é simétrico relativamente a origem do
referencial. Entdo, o grafico de f é o que se apresenta ao lado.

79.
Tem-se D, =R e
h(—x) = (—x)3g(—x) = —x3g(—x) = (pois g é uma fungdo par)

= —x3g(x) = —[x3g(x)] = —h(x), Vx € Dy, pelo que h é uma funcio impar.

80.
a)y=4x+3<:>4x=y—3<:>x=y7_3

Tem-se, entdo, f~1(x) = xT_3
A representacdo do grafico de f e do gréficode f~1

no mesmo referencial é a que se apresenta ao lado.

5y+1

¥ lo3x—1=5yox= S

b) y ==

Tem-se, entdo, g~ 1(x) =

5x+1
3
A representacdo do grafico de g e do gréfico de g1

no mesmo referencial é a que se apresenta ao lado.

81.

a) O ponto de coordenadas (2,8) pertence ao gréfico da fungdo f se e sé se o ponto de coordenadas (8,2)

pertence ao grafico da fungdo f~1.
Entdo, B é o ponto de coordenadas (8,2), pelo que a suaordenada é 2.
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b) A figura ao lado ilustra a situagdo descrita. 8§11t

M(5,5) é o ponto médio do lado [AB]
Como os pontos A e B sdo simétricos relativamente a bissetriz
do 1.° quadrante, esta semirreta é perpendicular ao segmento de reta [AB],

pelo que [OM] é a altura do tridngulo relativa ao lado [AB] il ,,,,,,,,,,,,,,,,,,, :
Tem-se: |
AB =/(8-2)2+(2—8)2=+36+36 =172 =6V2 0

OM = /(5—-0)2+ (0 —5)2 = V25 + 25 = /50 = 5v2

_ 6V2Xx5V2

Area = = 30 unidades de area
82.
a)
it
f
1 »
O] 1 X

b) De acordo com o teste da reta horizontal, a fungdo f é injetiva porque nenhuma reta horizontal

interseta o grafico de f em mais do que um ponto.

Observando o grafico, verifica-se que o contradominio de f é [0,8], pelo que, como o contradominio

coincide com o conjunto de chegada, f é sobrejetiva.
Entdo, como f éinjetiva e sobrejetiva, f é bijetiva.

c) O grafico de f~1 ésimétrico do gréfico de f relativamente a bissetriz do 1.° quadrante.

A representacdo do grafico de f e do gréfico de f~1, num referencial em que i

também se desenhou a bissetriz do 1.° quadrante, é a que se apresenta ao lado.
d) y=2x—6<:>2x=y+6<:>x=y7+6
Tem-se, entdo, que f~1 é afungdo de dominio [0,8] e conjunto de chegada [3,7],

definida por f71(x) = x*e !

/o

2 )
e) Como P(a,b) pertence ao grafico da fungdo f, tem-se b = f(a) ou seja
b=2a—-6

Entdo, P é o ponto de coordenadas (a,2a — 6) e Q ¢ o ponto de coordenadas (2a — 6,a)

Tem-se PQ=2V2eQRa-6-a)?+[a—(a-6)]2=2V2

e Ja-62+(-a+6)2=2V2e,/(a-62+@-6)2=2V2e2(a-6)2=2V2
eVv2Ja-62=2V2e.J(a-62=2la—-6|=20a—-6=—-2Va—-6=2&

©a=4va=38
Como 8 & Dy, tem-se a = 4, pelo que P é o ponto de coordenadas (4,2)
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83.
Seja f afungdo cujo grafico é o seguinte:

Tem-se I(x) = —%f(Zx +1)—-4

Seja (x) =f(x+1)

O grafico de [; é aimagem do grafico de f por meio de uma translagdo horizontal
associada ao vetor 1(—1,0)

Entdo, a representagdo do grafico de [; é a que se apresenta ao lado.

Seja L(x)=12x)=fR2x+1)
O graficode [, é aimagem do grafico de [; por meio de uma contragdo horizontal
de coeficiente %

Entdo, a representacdo do grafico de [, é a que se apresenta ao lado.

Seja I3(x) = 3L, () = f(2x + 1)
O grafico de l; é aimagem do grafico de [, por meio de uma contragdo vertical
de coeficiente %

Entdo, a representacdo do grafico de I3 é a que se apresenta ao lado.

Seja Ly(x) = —I3(x) = —3 f(2x + 1)
O grafico de 1, é aimagem do grafico de 3 por meio de uma reflexdo de eixo Ox
Entdo, a representacdo do grafico de 1, é a que se apresenta ao lado.

Seja 1(x) = L,(x) —4=—SfQx+ 1) — 4

O graficode [ é aimagem do grafico de [, por meio de uma translagdo vertical associada

ao vetor 1u(0,—4)
Entdo, a representac¢do do grafico de [ é a que se apresenta ao lado.
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Capitulo 3 | Monotonia, extremos e concavidade

Pag. 63

84.

a) f)=02-3x=0x=
gx)=02x2Q2-x)=02x2=0v2—-x=0x?=0vx=2©x=0Vx=2;
oszerosde g sdo 0 e 2.

wWIN

.2
;ozerode f €

b) f(x)>0@2—3x>0<:)x<§(:>x€]—oo,§[

85.
a) fx) =0 x=—-1Vx=2; oszerosde f sdo —1 e 2.
O conjunto-solugdo da condigdo f(x) >0 é [-3,—1[U]2,5]

b)
x -3 -1 2
f(x) + + 0 — 0 + n.d.
(n.d. — ndo definida)
Pag. 64
86.

a) f(x) =0 x=—-1Vx=2Vx=4; o0 conjunto-solugdo da condi¢do f(x) =0 é {—1,2,4}
b) f(x) < 0 & —1 < x < 2; 0 conjunto-solugdo da condigdo f(x) <0 é ]— 1,2

c) f(x) 0o —1<x<2Vx=4;o0 conjunto-solugdo da condigdo f(x) <0 é [—1,2] U {4}
d f(x) >0 -5<x<-1V2<x<4Vx>4;

o conjunto-solugdo da condigdo f(x) >0 é [-5,—1[U]2,4[ U ]4,6] = [-5,—1[ U ]2,6]\{4}

Pag. 66
87.
a) Definindo f por meio de uma tabela, tem-se
x _1 0 1
2

f(x) %f 2 5 14

w
EN NI

Entdo, D'y = {2,7,5,2, 14}
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b) Qualquer numero real maior ou igual a 14 é um majorante de f e qualquer nimero real menor ou iguala 2

é um minorante de f .
c) Afungdo f é limitada porque é minorada e majorada. Tem-se: Vx € Df,2 < f(x) < 14

88.

Como Vx € Df, f(x) <5, f émajorada.

Como o conjunto de chegada é R*, tem-se Vx € D¢, f(x) > 0, pelo que f é minorada.
Entdo, como a fungdo f é minorada e majorada, é limitada, e tem-se: Vx € Df,0 < f(x) < 2

89.
Na figura abaixo estd uma representac¢do de parte do grafico de cada uma das fungdes f, g e h.

f: g: h:

a) Afungdo f é majorada, e tem-se: Vx € Dy, f(x) <7

A fungdo g ndo é majorada: g(x) toma valores tdo grandes quanto se queira.

Afungdo h é majorada, e tem-se: Vx € Dy, h(x) <9

b) A fungdo f ndo é minorada: f(x) toma valores tdo grandes e negativos quanto se queira.
A fungdo g é minorada, e tem-se: Vx € D,,g(x) =0

Afungdo h é minorada, e tem-se: Vx € Dy, h(x) =0

Pag. 69

90.

a) Afungdo f é crescente em qualquer intervalo contido em [0,4] e é decrescente em qualquer intervalo
contido em [—3,0] e em qualquer intervalo contido em [4,5]

b) A fungdo f é crescente e negativa em qualquer intervalo contido em [0,2]

c) Afungdo f é decrescente e positiva em qualquer intervalo contido em [—3,—1[ e em qualquer intervalo
contido em [4,5]

91.
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92.
a) Vo5(2,5) = 12,5 - 0,5; 2,5 + 0,5[ = 12,3

b) V51(0) =10 —0,1;0 4+ 0,1[ =] — 0,1;0,1[

¢) Vos(—4) =] —4—0,5—4+ 0,5[ =] — 4,5, —3,5]
d) Voo(—3)=1-3-02;,-3+02[=]-3,2;-28[

93

a) [-23]nV,(D) =[-23]n]—-13[=]-13[

b) R* N Vy,1(0) =10, +0o0[N] —0,1;0,1[ =]0;0,1]

) 1-10]nVe,(=1) =] —=1,0]n] = 1,1;-0,9[ =] — 1;—0,9[

Pag. 71
94.

Na figura estd representada, para cada uma das fungdes f, g, h e j, parte do seu grafico e,
no caso das fungdes f, g e h, assinalou-se uma vizinhanga de a .

y yAL yAL

v

0
af--a-
=
A
©)
af -
b
=

Pode, entdo, observar-se que:

Existe uma vizinhanga de a tal que f(a) é a maior das imagens de todos os objetos

que pertencem a essa vizinhanga, pelo que f(a) é um maximo relativo.

Existe uma vizinhanga de a tal que g(a) é a menor das imagens de todos os objetos que pertencem
a essa vizinhanga, pelo que g(a) é um minimo relativo.

Existe uma vizinhanga de a tal que h(a) é a maior das imagens de todos os objetos

que pertencem a essa vizinhanca, pelo que h(a) é um maximo relativo.

N&o existe qualquer vizinhanga de a tal que j(a) seja quer a maior quer a menor das imagens

de todos os objetos que pertencem a essa vizinhanga, pelo que j(a) ndo é um extremo relativo.

c)
y
F .
/ 1 /
$ t + ) Ol i :.5 :5 xv
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96.
a) Tem-se, para quaisquer a,b € R:

a>b> (afungdo f é crescente)
= f(a) > f) = (x >y = —x < —y paraquaisquer x e y)
= —f(a) <—-f() = (=f(x)=g(x))

= g(a) < g(b)
Entdo, Va,b € Dg,a > b = g(a) < g(b) , ouseja, g é decrescente.

b) Tem-se, para quaisquer a,b € R:

a>b> (afungdo f é crescente)

= f(a) > fb) > (a fungdo g é decrescente)

= glf @] < glf®)] = (glf @] = (g° ()

= (g N@ < (g fHb)

Entdo, Va,b € Dg.r,a>b = (gof)(a) <(gef)(b) ,ouseja, geof édecrescente.
Pag. 77

97.

a) Tem-se f(—3) =27 e f(—1) =3, peloque A e B sdo os pontos de coordenadas (—3,27) e (—1,3),
respetivamente.

. . N 3-27 .
O declive da reta AB é, entao, igual a ;3 Ouseja —-12.

b) Tem-se f(a) = 3a?, pelo que A é o ponto de coordenadas (a,3a?),e f(b) = 3b?,
pelo que B é o ponto de coordenadas (b,3b?)
2_ 2 2_,2 —

Tem-se, entdo:  myp = 3bb_za = 3(2_; ) _ 3¢ szibm) =3(b+a)=3a+3b
c) Tem-se: P(p,3p?), 0(q,3q%) e R(1,3r%) comp<qg<r
Entdo:
_3q¢*-3p® 3(¢°-p*) _3(a—p+p)
q—p q—p q—p
3r2-3q% _ 3(r’-q%) _ 3(r—-q)(r+q) _

e 3(r+q)
Como p<r,tem-se p+q <r+gq,peloque 3(p +q) <3(r+q) ouseja mpy < Mmgpg

=3(q+p)

Pag. 82

98.

a) f(0) =0°—11x0+-"-=-3
b)f(3)=33—11x3+%=27—33+6=0,pe|0que 3 ézerode f.
f(4)=43—11><4+%=64—44+3=23¢O,peloque 4 ndo é zerode f.

99.
a) ax)=0eoX-5=0ox=10; ozerode a é 10.
2
b) b(x)=0<:)x2+x—6=O@x=w@x=%ﬂ@x=—3Vx=2;oszerosdeb sdio —3 e 2
) c(x) =02 x*+1=0e x%?=—1; c n3otem zeros.
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d)dx)=0©3x?-12x=03x(x—4)=0x=0Vx=4;0szerosde d sdo 0 e 4.
ee()=0ex*—-x=0x(x>-1)=02x=0Vx=—-1Vx=1;0szerosde e sdo —1, 0 e 1.

f) f(x)=0@x3—3x2+2x=0©x(x2—3x+2)=0@x=0\/x=3i‘/9‘8@

3+1 ~
<:)x=0Vx=?<:)x=OVx=1Vx=2;oszerosde esao 0, 1e 2.

100.

a) f(0)=03-6x%x0%2+11%xXx0—6=—6

b) f(1)=13-6x12411x1-6=1-6+11—-6=0,peloque 1 ézerode f.

c) Como 1 ézerode f, podemos utilizar a regra de Ruffini para dividir o polinémio por x — 1 e, podemos,
em seguida, fatoriza-lo.

Tem-se:
1 -6 11 —6
1 1 -5 6
|1 -5 6 0=R

Entdo, tem-se flx)=(x—-1)(x?>-5x+6)

5+v25-24 5+1
——j;——-¢31f=

Ora, x> —-5x+6=0=x = —ex=2Vx=3,

2
pelo que os outros zerosde f sdo 2 e 3.

101.
f(0)=18ax(0—-3)x(0+2) =18 —6a=18  a = —3

102.
{f(2)=0 {4+2p+q=0 {q=—4—2p @{q:—4_2p®
f(4)=0 16 +4p+q=0 16+4p+(—4—-2p)=0 12+2p=0
q=—4-2p {q =8
< {P =—6 “lp=-6
103.
f(0) =0%+40—6=—6, pelo que o grafico de f interseta o eixo Oy g
no ponto de coordenadas (0,—6) R o) 7

f) =0 x?+x—6=0x= =

—1+v1+24 —-1+5
—Tﬁx—_—@

© x =-3Vx =2, peloqueograficode f intersetaoeixo Ox nos pontos
de coordenadas (—3,0) e (2,0).
Na figura ao lado esta representado o triangulo cujos vértices sdo estes trés pontos.

. " 5X6 . .
Tem-se: area do triangulo = - = 15 unidades de area

104.

f(0) = —1, pelo que o ponto P é o ponto de coordenadas (0,—1)

A circunferéncia de centro na origem e que passa por P interseta o eixo Ox nos pontos de coordenadas
(=1,0) e (1,0) . Como o grafico de f passa por estes dois pontos, —1 e 1 sdo zerosde f,
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pelo que podemos utilizar a regra de Ruffini para dividir o polinémio f(x)

por (x +1)(x — 1) e, podemos, em seguida, fatoriza-lo.
Tem-se:

1 _3 0 5 -1
2 2
-1 -1 z i 1
2 2
1 _7 z -1 0=R
2 2
1 1 _3 1
2
1 _3 1 0=R
2

Ent3o, tem-se fO=Cx+Dx-1) (xz - gx + 1)

5 25
2 5 ATt 7
Ora, x*—=x+1=0x="—6x=2x=-Vx=2
2 2 2 ’

pelo que os quatro zeros de f sdo —1, %, le?2.

105.
a)
x —00 1 +oo
f(x) + 0 -
b)
x —c0 0 +0o0
g(x) + 0 +
c)
x —00 3 +o00
h(x) — 0 +
d)
x —o0 400
i(x) +
106.

a) O gréfico de f pode ser, por exemplo:

=\

b;) f(x) =0 x=—-1Vvx=0Vx =1;o0 conjunto-solugdo da condi¢do f(x) =0 é {—1,0,1}
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b)) f(x) >0 —-1<x<0V0<x<1;o0conjunto-solugdo da condigdo f(x) >0
é 1 -1,0[u]o1[=]- 1L1[\{0}

bs) f(x) =0 —1 < x < 1; o0 conjunto-solucdo da condi¢do f(x) =0 é [—1,1]
bs)) f(x) <0 x < —-1Vx>1;o0conjunto-solugdo da condigdo f(x) <0 é

] =00, =1[U 1, +oo[

bs) f(x) <0 x<-1vVx=0Vx=1;oconjunto-solugdo da condigdo f(x) <0
é]—o00,—1] U{0} U1, +oo[

107.

a) f ndo é majorada:

Se existisse um numero real M que fosse um majorante de f, ter-se-ia Vx € Rg,\/} <M
Ora, para qualquer niimero real positivo M , a proposicdo Vx € R§,v/x < M é falsa pois,
para, por exemplo, x = (M + 1)? ,tem-se Vx = (M +1)2=M+1>M

g € majorada:

Para x > 0, tem-se —% <0, peloque 1 —% <1; 1 éummajorantede g.

h é majorada:

Para qualquer nimero real x,tem-se —x? < 0, pelo que 4 —x? < 4; 4 é um majorantede h.

i ndo é majorada:

O grafico de i, num plano onde se instalou um referencial cartesiano, é a semirreta definida

por y =2x+ 4 Ax = —2, pelo que, para qualquer numero real M,

existe pelo menos um nimero real x talque i(x) > M

b) f é minorada:

Para qualquer nimero real ndo negativo x , tem-se Vx > 0;0 é um minorante de h.

g ndo é minorada:

Seja g, a fungdo de dominio 0, 4+oo[, definida por g;(x) = % (recorda o grafico desta fungdo)

O graficode g é aimagem do grafico de g4 por meio da reflexdo de eixo Ox seguida da translagdo vertical
associada ao vetor (1,0), pelo que o contradominio de g €é o intervalo ] — oo, 1[. Portanto, ndo existe m
paraoqual m < g(x),Vx € Dy

h ndo é minorada:

Seja h; afunc¢do de dominio R, definida por h;(x) = x? (recorda o gréfico desta fungdo)

O graficode h é aimagem do grafico de h; por meio da reflexdo de eixo Ox seguida da translagdo vertical
associada ao vetor (4,0), pelo que o contradominio de h é o intervalo ] — o, 4] . Portanto, ndo existe m
para o qual m < h(x),Vx € Dy,

i é minorada:

O grafico de i, num plano onde se instalou um referencial cartesiano, é a semirreta

definida por y = 2x + 4 Ax = —2 . A origem desta semirreta é o ponto de coordenadas (—2,0),

pelo que Vx € D;,i(x) = 0; 0 é um minorante de i.

Pag. 83

108.

f ndo é limitada:

Se existisse um nimero real M que fosse um majorante de f,ter-se-ia Vx ER,x3 <M
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Ora, para qualquer nimero real M, a proposicio Vx € R, x3 < M é falsa pois, para,

3
por exemplo, x = VM +1,tem-se x3 = (3\/M + 1) =M+ 1> M;logo, f ndo é majorada.
De modo andlogo, provar-se-ia que f ndo é minorada.

g é limitada:

Ju

1 o
< - g, entdo,

Para qualquer nimero real x,tem-se |x|+ 2 > 2 peloque 0 < =2

_6 A H ’ .
0< xl+2 <3; 0 éumminorantede g e 3 é um majorantede g .

h é limitada:

O grafico de h, num plano onde se instalou um referencial cartesiano, é o segmento de reta definido

por y=2—2x A—3 < x < 2.0s extremos deste segmento de reta sdo os pontos de coordenadas (—3,8)
e (2,—2) peloque Vx € D,,—2 < h(x) < 8; —2 éum minorantede h e 8 é um majorantede h.

i ndo é limitada:

O grafico de i, num plano onde se instalou um referencial cartesiano, é a reta definida por y = %x + 2,

pelo que i ndo é minorada nem majorada.

109.
Como D'f estd contido no intervalo [—3,6], tem-se Vx € D, —3 < f(x) < 6, pelo que f é limitada.

110.

Como g é limitada, existem m e M taisque Vx € Dj,m < g(x) <M

Como o contradominio de f esta contido no contradominio de g, D esta contido no intervalo [m, M],
pelo que, como Vx € Dp,m < f(x) <M, f élimitada.

111.

Como o dominio de f é um conjunto com um numero finito de elementos, também o contradominio

de f é um conjunto com um ndmero finito de elementos.

Se todas as imagens por meio de f forem iguais, o contradominio é um conjunto constituido por um Unico
elemento, pelo que f é limitada.

Caso contrdrio, designemos por a a menor das imagens e por b a maior das imagens por meio de f .
Tem-se, entdo Vx € Dr,a < f(x) < b, pelo que f € limitada.

112,

Tem-se:

-7<f(x) <8 -7<f(Bx-1)<8o -14<2fBx-1)<16&
©-16<-2fBx-1)<14 -11<-2fBx—-1)+5<19e -11<g(x) <19
—11 é um minorantede g e 19 é um majorantede g .

113.

Para que f sejacrescente, comosetem 4 <5 < 6, tem que ter-se f(4) < f(5) < f(6)
ouseja —3<y<0.Como y€A,temqueser y=-—1
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114.
Por exemplo:

v

—

115.
Por exemplo:

.

<

v

116.
a) O grafico de g, num plano onde se instalou um referencial cartesiano, é o segmento de reta definido por

y=—sx+4A-4<x<6
Os extremos deste segmento de reta sdo os pontos de coordenadas (—4,6) e (6,1), pelo que a representacio
graficade g é a seguinte.
g
| \

ol 1 x

»
14

b) D’g = [1,6]
¢) O minimo absolutode g é 1 e o maximo absolutode g é 6.

117.
Tem-se, quaisquer que sejam os numeros reais a e b:
b>a=-2b<—-2a=-2b+3<-2a+3= f(b) < f(a),peloque f édecrescente.

118.
Tem-se, quaisquer que sejam os numeros reais a e b pertencentesa | — o,2]:
b>a=b—-2>a—-2> (pois hb—2<0Aa—-2<0)

>b-2?%<@-2?=>-3(b—-2)>>-3(a—-2)>=>-3(b—-2)>+5>-3(@—-2)’+5>
= f(b) > f(a) peloque f écrescenteem |— oo,2]

Tem-se, quaisquer que sejam os numeros reais a e b pertencentesa [2,+oo] :
b>a=>b—-2>a-2>= (poisa—2=0Ab—2>0)
>b-2?%>@-2?=>-3b-2)?<-3(a—-2)>=>-3(b—-2)>+5<-3(@—-2)’+5>
= f(b) < f(a) peloque f édecrescente em [2,+40o[
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119.

a) V() =15-25+2[=137[ o V(@ =10-3,0+3[=1-3,3I
b) V;() =11-1,1+1[=]0,2[ d) Voo1(=3)=1-3-0,01;-3+0,01[=] — 3,01, —2,99[

120.
a) [-3,5] N V,(4) = [-3,5] N]2,6[=]2,5]

b) [-2,1[NV,(-=1) = [-2,1[n]=2,0[=]—2,0[

Q) ]—4+0[NVy(—4) =] —4,+0[n]—6,—2[ =] —4,—2[

Pag. 84

121.

a) Por exemplo,em | —3,—1], em [0,2] eem [3,5]

b) Por exemplo, em [=5,—=3], em [—1,0] eem [2,3]

¢) O minimo absoluto de f é —5 e o maximo absolutode f é 3.

d) Um minimo relativo de f é —4, sendo, neste caso, 0 o minimizante; o raio, r, de uma vizinhanga de 0
para a qual se tem que aimagem de 0 é a menor das imagens, é, por exemplo, 0,5.

O outro minimo relativo de f é —5, sendo, neste caso, 3 o minimizante; o raio, r, de uma vizinhanga de 3
para a qual se tem que a imagem de 3 é a menor das imagens, é, por exemplo, 0,5.

e) Um maximo relativo de f é 3, sendo, neste caso, —5 o maximizante; o raio, r, de uma vizinhanga de —5
para a qual se tem que a imagem de —5 é a maior das imagens, é, por exemplo, 0,5.

Outro maximo relativo de f é —3, sendo, neste caso, —1 e 5 os maximizantes; o raio, r, de uma vizinhanga
de —1 paraa qual se tem que a imagem de —1 é a maior das imagens, é, por exemplo, 0,5; o raio, r, de uma
vizinhanga de 5 para a qual se tem que a imagem de 5 é a maior das imagens, é, por exemplo, 2.

O outro maximo relativo de f é —2, sendo, neste caso, 2 o maximizante; o raio, r, de uma vizinhanga de 2
para a qual se tem que a imagem de 2 é a maior das imagens, €, por exemplo, 1.

122.
a) b) O minimo absoluto de f é —4 e o maximo absolutode f é 0.
i c) Um minimo relativo de f é —4, sendo, neste caso, —2 o minimizante; o raio, 7,
14 de uma vizinhanga de —2 para a qual se tem que a imagem de —2 é a menor das imagens,
W é, por exemplo, 1.
4 O outro minimo relativo de f é —1, sendo, neste caso, 1 o minimizante; o raio, 7,
de uma vizinhanca de 1 para a qual se tem que aimagem de 1 é a menor das imagens,
é, por exemplo, 1.
123.
a) Tem-se, quaisquer que sejam os nimeros reais a e b :
b>a> (pois f é decrescente)

= f(b) < f(a) = —f(b) > —f(a) = g(b) > g(a) ,peloque g écrescente.
b) Tem-se, quaisquer que sejam os numeros reais a e b :
b>a=>-b<—a= (pois f é decrescente)

= f(=b) > f(—a) = h(b) > h(a) , peloque h é crescente.
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124,
a) Tem-se, para quaisquer a,b € R:

a>b= (f é decrescente)
= f(a) <f)=> (f é decrescente)
= flf(@] > fIf ()] =

= (fef)@>(fef)b)=

= g(a) > g(b)
Entdo, Ya,b € Dg,a > b = g(a) > g(b), peloque g é crescente.
b) Tem-se, para quaisquer a,b € R:

a>b= (f é decrescente)
= f(a) <f(b)= (h é crescente)
= h[f(a)] < h[f(D)] =

= (heof)(a) < (hef)(D)

Entdo, Ya,b € Dy.r,a > b = (ho f)(a) < (he f)(b) ,peloque hof édecrescente.

125.
a) Tem-se f(a) = —6a?, pelo que A é o ponto de coordenadas (a,—6a?),e f(b) = —6b?,
pelo que B é o ponto de coordenadas (b, —6b?)

Entdo, o declive da reta AB é dado por

—6b2—(—6a2 —6b2 2 _g(p2_g2 —6(b—
6b*—(—6a*) _ -6b°+6a” 6(b*—a*) _ 6(b—a)(b+a) = —6(b+ a) — _6b—6a
b-a b-a b-a b-a

b) Tem-se: P(p,—6p?), Q(q,—69%) e R(r,—61%), comp<q<r
Entdo, de modo analogo ao da alinea anterior se mostra que
mpg = —6q — 6p = —6(q + p) e mor = —61r — 69 = —6(r + q)

Myp =

Como p <r,tem-se p+q <r+q,peloque —6(p +q) > —6(r+q) ouseja mpy > mgyg
Pode concluir-se que o grafico da fun¢do f tem a concavidade voltada para baixo.

126.
a) Tem-se f(a) = 4a® +3a + 2, pelo que A é o ponto de coordenadas
(a,4a? +3a +2),e f(b) = 4b*>+3b + 2, pelo que B é o ponto de coordenadas (b,4b? + 3b + 2)
Entdo, o declive da reta AB é dado por
4b*+3b+2— (4a® +3a+2) 4b*+3b+2—4a*—-3a—2 4b*—4a®+3b—3a
b—a - b—a - b—a
_4*—-a®)+3(b—-a)
= T =
= 4(b_“)(bb+_“i+3(b_a) =4(b+a)+3=4b+4a+3
b) Tem-se:  P(p,4p®+3p+2), Q(q,49° +3q+2) e R(r,4r+3r+2),comp<q<r
Entdo, de modo analogo ao da alinea anterior se mostra que
mpyg=4q+4p+3=4(q+p) +3 e mor =4r +4q+3=4(r+q)+3
Como p<r, tem-se p+q<r+gq,peloque 4(p +q)+3<4(r+q)+3 ou

Myp =

seja mpgy < Myp
Pode concluir-se que o grafico da fungdo f tem a concavidade voltada para cima.
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Capitulo 4 | Estudo elementar de algumas fung¢oes e operacdes sobre fungoes
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127.
a) A expressao i1 nao define uma fungdo quadratica.

—1)(4— —x2— —x24+5x— —1)(4—
b) Tem-se (e-)x) _ 4x xz S +25x t= —%xz +§x — 2, pelo que a expressao W
define uma fung¢do quadratica e tem-se a = —%, b =§ ec=—2

c)Tem-se (x +2)2—(4—x)?=x*>+4x+4—- (16 —8x+x?)=x?>+4x+4—16+8x —x? =
= 12x — 12, pelo que a expressdo (x + 2)? — (4 — x)? n3o define uma fun¢do quadratica.

d) Tem-se (x + \/f)(x - \/f) = x2 — 2, pelo que a expressdo (x + \/f)(x - \/f) define uma funcgao
quadratica,etem-se a=1,b=0e c=-2
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128.

O grafico verde passa no ponto de coordenadas (1,1) . Entdo, tem-se: grafico verde — f

O gréfico laranja pode ser obtido, a partir do grafico da fungdo f, por meio de uma dilatagdo vertical.
Entdo, tem-se: grafico laranja — g

Os graficos roxo e vermelho podem ser obtidos, cada um, a partir do grafico da fungdo f,

. - . 1 1 e e .
por meio de uma contracgdo vertical. Como 3 <3, tem-se: grafico vermelho — h e grafico roxo — i

O grafico da fungdo j, o gréafico amarelo, pode ser obtido, a partir do grafico da fungdo i,

) ~ . . ) 1
por meio de uma reflexdo de eixo Ox , pelo que se tem j(x) = —i(x) = —Exz

129

a) Como f(x) é um polindmio de grau 2, para o qual 3 é raiz de multiplicidade 2, f(x)
édaforma a(x —3)?,com a# 0

Como f(1) =2,tem-se a(1—3)2=2,peloque a = % Entdo, f(x) = %(x -3)?

Gréaficode f:

2
1

(')1l x

'
L4

O vértice da parabola é o ponto de coordenadas (3,0)
b) Como g(x) é um polinémio de grau 2, para o qual —1 é raiz de multiplicidade 2, g(x)
édaforma a(x +1)?,com a # 0
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Como g(0) = —1,tem-se a(0+ 1) = —1, peloque a = —1.Entdo, g(x) = —(x + 1)?
Graficode g :

O vértice da parabola é o ponto de coordenadas (—1,0)
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130.

a) f(x) =2x%2 +1=2(x —0)?+ 1; o vértice tem coordenadas (0,1) e o eixo de simetria

é definido pela equagdo x = 0

gx) = —(x—1)? = —=(x — 1)®> + 0 ; o vértice tem coordenadas (1,0) e o eixo de simetria é definido

pela equagdo x =1

j(x) = 2(x — 2)? — 3 ; o vértice tem coordenadas (2,—3) e o eixo de simetria é definido

&+D2=
2

e o eixo de simetria é definido pela equagdo x = —1

pela equagdo x = 2s(x) =4 — —%(x + 1)? + 4 ; o vértice tem coordenadas (—1,4)
b) Como o vértice da pardbola que é o gréfico de f tem ordenadaiguala 1 e a pardbola

tem a concavidade voltada para cima, tem-se D’y = [1, +oo[

Como o vértice da parabola que é o grafico de g tem ordenadaiguala O e a pardbola tem

a concavidade voltada para baixo, tem-se D’; =] — o, 0]

Como o vértice da parabola que é o grafico de j tem ordenada iguala —3 e a parabola tem

a concavidade voltada para cima, tem-se D’; = [—3, +oo[

Como o vértice da parabola que é o grafico de s tem ordenada igual a 4 e a parabola

tem a concavidade voltada para baixo, tem-se D'y =] — 0, 4]

131.

a) x2—4x=(x*>—4x+4)—-4=(x—-2)>—-4;a=1,h=2e k=-4

b) x? +6x+4=(x*>+6x+9)+4-9=x+3)?>-5;a=1,h=-3ek=-5
) 2(x—2)4—x)=2(4x —x2—-8+2x)=2(—x?>+6x—8)=—-2(x? —6x+8) =
=-2(x*-6x+9-9+8)=-2(x>—-6x+9—-1)=-2(x2—-6x+9)+2 =
=-2(x-3)>+2;a=-2,h=3ek=2

2 — 2 — 2 Y42 = 3\? C g = =3 =
d) 3x —x“=—(x —3x)——(x —3x+Z)+Z——(x——) tora=-1,h=-ek=7
e)3—-x*=—-(x—-0)2?+3;a=-1,h=0e k=3

_ 2
f) (12x) =%(1—x)2=%(x—1)2+02 a=%, h=1ek=0
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132.

Fungdo f :

O vértice da parabola é o ponto de coordenadas (—2,0) e a parabola tem a concavidade voltada para cima,
pelo que f(x) édaforma a(x +2)?, com a>0. Como f(0) =2,tem-se a(0+2)?=2,

peloque a = % Entdo, f(x) = %(x +2)?

Fungdo g:

O vértice da pardabola é o ponto de coordenadas (2,1) e a parabola tem a concavidade voltada para baixo,
pelo que g(x) édaforma a(x —2)2+1,com a<0.Como g(3) =—-1,tem-se a(3—-2)2+1=-1,
pelo que a = —2.Entdo, g(x) = —2(x —2)?+1

133.

a) Como f(x) = 2x2—4 =2(x — 0)? — 4, o vértice tem coordenadas (0,—4) e o eixo de simetria

é definido pela equagdo x = 0

Como o vértice da parabola tem ordenada igual a —4 e a parabola tem a concavidade voltada para cima,

tem-se D'f = [—4,+oo[ e a parabolainterseta o eixo Ox em dois pontos, pelo que a fungdo tem dois zeros.

Como a parabola tem a concavidade voltada para cima e o eixo de simetria é definido pela equagdo x = 0,
f é decrescente em | — ,0] e é crescente em [0, +oo[

b) Como g(x) = — % (x + 1)2 — 3, o vértice tem coordenadas (—1,—3) e o eixo de simetria é definido
pela equacao x = —1

Como o vértice da parabola tem ordenada igual a —3 e a parabola tem a concavidade voltada para baixo,
tem-se D'g =] — 00, —3], pelo que a fungdo ndo tem zeros.

Como a parabola tem a concavidade voltada para baixo e o eixo de simetria é definido

pela equagdo x = —1, g écrescente em | — oo, —1] e é decrescente em [—1,+oo[

c) Como h(x) = (x + 1)? + 4, o vértice tem coordenadas (—1,4) e o eixo de simetria

é definido pela equagdo x = —1

Como o vértice da parabola tem ordenada igual a 4 e a parabola tem a concavidade voltada para cima,
tem-se D'r = [4,+[, pelo que a fungdo ndo tem zeros.

Como a parabola tem a concavidade voltada para cima e o eixo de simetria é definido

pela equacdo x = —1, f é decrescente em | — oo, —1] e é crescente em [—1,+oo[

d) Como j(x) = 2(x + 3)?, o vértice tem coordenadas (—3,0) e o eixo de simetria

é definido pela equagdo x = —3

Como o vértice da parabola tem ordenada igual a 0 e a parabola tem a concavidade voltada para cima,
tem-se D'f = [0, +oo[ e a parabola interseta o eixo Ox num Unico ponto, pelo que a fungdo tem um zero.
Como a parabola tem a concavidade voltada para cima e o eixo de simetria é definido

pela equagdo x = —3, f é decrescente em | — oo, —3] e é crescente em [—3,+00[
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134.

Se k=0, f éafungdodefinidapor f(x) =—3x—1.Se k# 0, f éuma fungdo quadratica.

a) A fungdo tem dois zerosse esdése k # 0 AA > 0. Tem-se:
k#0AA>00k#0A(-3)2—-4xkx(-1)>00k+0A9+4k>0

Sk#0Ak>—2e k€] -2,+o0o[\{0}
b) A funcdo é sempre positivaseesdse k > 0AA < 0.Tem-se:
k>0AA<00k>0Ak<-2okeg

. b2 v 1 —f(+2_3. NY_1—p(2_3,0. 2 _9Y_41_
c) Tem-se: f(x) = kx*—3x 1—k(x kx) 1—k(x x + ) 1=

k 4k?  4k2
—k(x?-ixt 2) -2 o1=k(x-2) 4 (-2-1)

k 4k2) 4 2k 4k
i . 3 9
O vértice da pardbola tem coordenadas (ﬁ, - 1)

x - . 9
A fungdo tem contradominio | — o,2] seesdése k <0A T 1=2.Tem-se:

k<OA—2>-1=2ck<0A——=3ck<OAdk=-3ck=—>
4k 4k 4
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135.

a) Tem-se: ¥<4ox*-4<0

Consideremos a fungdo quadratica, f, definida por f(x) = x? — 4
Determinemos, se existirem, os zeros de f :
f=0ex’-4=0x’=4x=-2Vx=2

Um esbogo do gréfico de f é:

2N\_"2 ¥ Entdo, x2—4<0& —2 < x <2; conjunto-solugio = [—2,2]

b) Tem-se: x<3x>’©3x>—x>0

Consideremos a fungdo quadratica, f, definida por f(x) = 3x? — x
Determinemos, se existirem, os zeros de f :
f)=0e3x2—x=0xBx—-1) =0<:>x=OVx=§

Um esbogo do grafico de f é:

N_/T ~

3 Entdo, 3x2— x>0 x<0Vvx>

[SSH

; conjunto-solugdo =] — o0, 0] U
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c) Tem-se: x> +8>6xox>—6x+8>0
Consideremos a fungdo quadratica, f, definida por f(x) = x?> — 6x + 8
Determinemos, se existirem, os zeros de f :

(x)=0<:)x2—6x+8=0®x=m=}x=g@x=2Vx=4
f 2 2

Um esbogo do grafico de f é:

IN_/4 ¥ Entdo, x2—6x+8>0© x <2Vx >4; conjunto-solugdo =] — , 2] U [4, +oo

d) Tem-se: x’—4x+4<0ee ®x-2)%2<0

Consideremos a fungdo quadratica, f, definida por f(x) = (x — 2)?

O grafico de f pode ser obtido, a partir do gréfico da fungdo definida pela expressdo x2, por meio de uma
translacdo associada ao vetor %(2,0)

Um esbogo do gréfico de f é:

2 x Entdo, (x —2)? < 0 & x € {2}; conjunto-solucdo = {2}

e) Tem-se: 3x—6<2x2©2x>-3x+6>0
Consideremos a fungdo quadratica, f, definida por f(x) = 2x2—3x+6
Determinemos, se existirem, os zeros de f :

f(x)=0@2x2—3x+6:0®x=3i\/9—48 _ 3+V39

o x
Um esbogo do grafico de f é:

& x €Q; f ndotem zeros.

X Entdo, 2x> —3x +6 >0 & x € R; conjunto-solugdo = R

136.

Para que f possater dominio R é necessario que Vx € R,x?> + ax +4 # 0
Ora, o polindmio x? + ax + 4 n3oseanulaseesése A <0
A<O0ea?—4x1x4<0ea?-16<0

Consideremos a funcdo quadratica, h , definida por h(a) = a® — 16

h(a) =0 a’?-16=0a’=16a=—-4Va=+4

Um esboco do grafico de h é:

\/

? Entdo, a’ —16 <0 © a €] — 4,4
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137.
Resolugdo analitica:

flx) < gx) @%xz <3x—x? @%xz—SxSO
Consideremos a fungdo quadratica, h, definida por h(x) = %xz — 3x
h(x)=0<:)§x2—3x=0@x(§x—3)=0(:>x=0Vx=2

Um esbocgo do grafico de h é:

\J.

* Entao, %xz -3x< 0o x€[0,2]

Resolugao gréfica:

Representaram-se, no mesmo referencial, os graficos das fungbes f e g e 1+
identificaram-se os pontos de interse¢do dos graficos (pontos cujas abcissas sdo 0 e 2). f

As solugdes da inequagdo f(x) < g(x) sdo osvalores de x para os quais o grafico de 1
f se encontra abaixo ou sobreposto ao grafico de g .

Entdo, f(x) < g(x) & x € [0,2] 9
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138.

Para que g seja negativa para qualquer x real é necessdrio e suficiente que ndo tenha zeros.
Ora, o polinémio —2x?% + bx + 6 n3o tem zerosseesése A < 0
A<0o©b?—4x(-2)x6<0eb>+48<0

Ora, b? + 48 < 0 é uma condigdo impossivel, pelo que o conjunto-solugdo é o conjunto vazio.

139.

A fungdo h é positiva para qualquer x realseesdése k+3 >0AA<0.Tem-se:
k+3>0AA<0k>-3N4—-4Xx(k+3)xk<0ok>-3A—4k>-12k+4<0&
©k>-3Ak?*+3k—1>0

Consideremos a fungdo quadratica, f, definida por f(k) = k? + 3k — 1

Determinemos, se existirem, os zeros de f :

F) =0 k2+3k—1=0e k=380 ) B8 p_ 237V13, , _ —3+V13
2 2 2
Um esbogo do grafico de f é:
—3—@\/—3+\/ﬁ K
2 2 Entdo, k2 +3k—1>0 < k €] —oo,_g_‘/ﬁ[u]_3+‘/ﬁ,+oo[

2 2
Portanto,

k>-3Ak2+3k—1>06k>-3Ak €] -0, B[] jof ek ] =28 pof

2 2 »Heo
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140.

A fungdo j tem dois zeros e é negativa entre elesseesdse 2m—1>0AA > 0. Tem-se:
2m—1>0A9IM? —4x2m-1)x(m+1) >0

©2m>1A9m? —4x(@m? +m—1)>0 & m>-AIm? —8m? —4m+4>0 &

@m>%/\m2—4m+4>0@m>%/\(m—2)2>O®m>%/\m¢2®m€]%,+w[\{2}
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141.

Qualquer reta paralela a reta de equagdo y = —x +4 édaforma y=—x+b>

A reta interseta a parabola de equagdo y = —x? + 3 num Unico ponto se e sé se a condi¢do
—x2+3 = —x+ b tiver uma e uma sé solugdo.

—x*’+3=—-x+be —x*+x+3-b=0
—x?>+x+4+3—-b=0 temumaeumasésolucioseesdse 12 —4x (-=1)x(3—-b)=0

12-4x(-1)Xx(B-b)=001+4E3-b)=013-4b=0b=""
Entdo, aequacdodaretaé y = —x+14—3
142.

Os valores de b para os quais as retas ndo intersetam a parabola sdo aqueles para os quais a condigdo
x? —3x = 3x + b éimpossivel.

x>—3x=3x+beox>*—6x—b=0

x?>—6x—b =0 éimpossivel seesése A<0

A<0e (-6)2—4x1x(-b)<0©36+4b<0Sb<-9©bE]—o 9|
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143.

a) fx)=0ex*-6x=0x(x—-6)=0x=0Vx=6

Como a abcissa do vértice é a média aritmética dos zeros, é igual a % =3

A ordenada do vértice da parabola é a imagem da abcissa do vértice: f(3) =32 —-6x3 =—-9
by) Tem-se g(x) = x? —6x + 2 = f(x) + 2, pelo que o grafico de g é aimagem do gréfico
de f pelatranslagdo associada ao vetor 1(0,2)

Entdo, o vértice da parabola que é grafico de g é o ponto de coordenadas (3,—9) + (0,2) =
=3,-7)

b,) Tem-se h(x) = 6x —x? = —(x? — 6x) = —f(x), pelo que o grafico de g é aimagem
do grafico de f pela reflexdo de eixo Ox

Entdo, o vértice da parabola que é grafico de h é o ponto de coordenadas (3,9)

bs) Tem-se h(x) = f(x —2) + 1, pelo que o grafico de h é aimagem do gréfico de f

pela translagdo associada ao vetor 1(2,1)

Entdo, o vértice da parabola que é grafico de g é o ponto de coordenadas (3,—9) + (2,1) = (5,—8)

144.
a) Como o gréfico de g é uma parabola, g é uma fungdo quadrética.
Como —3 e 2 sdozerosde g, o polindmio g(x) édaforma a(x + 3)(x —2),com a # 0
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Como o ponto de coordenadas (0,3) pertence ao graficode g,tem-se a X (0+3) x(0—-2) =3,
pelo que a = —%
Entdo, tem-se glx) = —%(x +3)(x-2) = —%(x2 +x—6)= —%xz - %x +3

. - . , e e g . —-3+2 1
b) Como a abcissa do vértice da parabola é a média aritmética dos zeros, é igual a =3

A ordenada do vértice é a imagem da abcissa do vértice:

(9= -ix (- - x(Yramcteiea-Z

- . ~ 1 25
¢) Como as coordenadas do vértice da pardbola sdo (_E’?) , tem-se

2
g(x)=—%x2—%x+3=—%(x+%) +%
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145.

a) d(0) = -0,5x 02+ 0+ 1,5 = 1,5 metros

b) a representa o tempo que decorre até o projétil atingir o solo.

d@)=0e —05a2+a+15=0oa="1 12;4(X_(()_5())’5)X1’5 Sa =%Z(:>a =—-1lva=3

Comoa>0,a=3

c) A abcissa do vértice da pardbola que é gréficode d éiguala — , ou seja, 1, pelo que o projétil

_r
2x(-0,5)
atinge a altura mdxima ao fim de 1 segundo.

d(1) =-0,5+1+ 1,5 =2, pelo que a altura maxima atingida pelo projétil é 2 metros.
d) Tem-se, tal como ilustrado na figura ao lado:

—05t*+t+15=18 —-05t*+t-03=0 Y
2
ot= —14/1-4x(=0,5)x(-0,3) o ¢ = T1EV1708 VIZ06
2x(-0,5) -1
©t=1-v04~=0368vt=1++04~ 1,623
Entdo, o projétil esteve a uma altura superior a 18 decimetros entre 0[0368 1.632 a=3 %
osinstantes t = 0,368 e t = 1,623, ou seja, durante 1,623 — 0,368 = 1,3
segundos.
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146.

a) Para que, relativamente a uma fungdo quadratica f,setenha f(x) >0 & x € [-1,4],

os zerosde f témqueser —1 e 4 e aconcavidade da pardbola que é gréfico de f tem que estar
voltada para baixo. Entdo, pode ser, por exemplo, f(x) = —(x + 1)(x — 4)

b) Para que uma fungdo quadratica f tenha contradominio | — o, —2],

a concavidade da parabola que é grafico de f tem que estar voltada para baixo

e a ordenada do vértice tem que ser iguala —2.

Entdo, pode ser, por exemplo, f(x) = —(x —1)2 =2
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147.

a) Para que, relativamente a uma fungdo quadratica f,setenha f(x) <0 & x € [1,5],
oszerosde f témqueser 1 e 5 e aconcavidade da pardbola que é grafico de f

tem que estar voltada para cima.

Entdo, f(x) é uma expressdo daforma a(x —1)(x —5), com a >0

Para que o minimo da fungdo seja igual a —2, a ordenada do vértice tem que seriguala —2.

Como a abcissa do vértice é igual a 1%5 = 3, o vértice é o ponto de coordenadas (3,—2)

Entdo, tem-se: aX (3—1)Xx (3—5)=—2 peloque a =%

Entdo, f(x) =5 (x — 1)(x — 5)

b) Para que uma fungdo quadrdtica f seja crescente em | — oo, —1] e decrescente em [—1,+oo[,

a concavidade da parabola que é grafico de f tem que estar voltada para baixo e a abcissa do vértice
tem que serigual a —1 . Para que o extremo seja igual a 2, a ordenada do vértice tem que seriguala 2.
Entdo, f(x) é uma expressdo daforma a(x +1)2+2, com a<0

Como o gréfico de f passa na origem do referencial, tem-se: a x (0 + 1)2 +2 = 0 pelo que a = —2
Entdo, f(x) = —2(x+1)>+2, coma <0

148.
a)Para x = 3, tem-se AP =3 e PB =3 pelo que f(3) = 32 +¥ = 13,5 unidades de area

PBXPB (6—x)? 36—12x+x2
— = X2 ———=x? =

b) f(x) = AP? +

No contexto do problema, x pode tomar todos os valores do intervalo ]0,6[

2
=x2+18—6x+%=§x2—6x+18

c) Ovalorde x paraoqual f(x) é minima é a abcissa do vértice da parabola.

b -6 _
Tem-se ~2a = 2x(3)—

2
d) f(x) 218 ©>x? —6x+18 > 18 & x> —6x 2 0
Consideremos a fungdo quadrética, g, definida por g(x) = %xz — 6x
Determinemos, se existirem, os zeros de g :
g(x)=0®%x2—6x=0@3x(%x—2)=0(:>x=0Vx=4

Um esbogo do grafico de g é:

NS Entdo, %xz —6x=20© x €] —00,0]UJ[4,+00]

Como Dy =]0,6[, tem-se f(x) =18 & x € (] —,0] U [4,+o[) N ]0,6[ = [4,6]

X
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149.

a) Como f(x) é um polindmio de grau 3, cujas raizessdo —1, 2 e 3, f(x)

édaforma a(x + 1)(x —2)(x —3), com a # 0

Como f(0)=1, tem-se ax(0+1)x (0—2)x(0—3) =1, peloque a=%

Entdo, f(x) = (x + 1)(x = 2)(x — 3)

b) Como f(x) é um polinémio de grau 3, cujas raizes sdo 1 (com multiplicidade 2) e —3 , f(x)
édaforma a(x — 1)?(x + 3), com a # 0

Como f(0) =2, tem-se a(0—1)?2(0+ 3) =2 peloque a =§

Entdo, f(x) =2 (x — D2(x +3)
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150.

a) f(-D=0eax(-1)2-3x(-1)?+1=0-a-2=0a= -2
b;) Vamos utilizar a regra de Ruffini para dividir o polinédmio por x + 1

Tem-se:
-2 -3 0 1
-1 2 1 -1
| -2 -1 1 0=R

Entdo, tem-se f)=@+1D(-2x2—-x+1)
_1F+y1-4x(=2)x1 1+3

Ora, —2x’—x+1=0&x —
2x(=2)

orxr=ox=—-1vx=-
- 5
Entdo, tem-se:
fO) =G+ D222 —x+ 1) = @+ D x (-2) x (c + 1) (x =3) = (x + D?(=2x + 1)

b,) Tem-se o seguinte quadro de variagdo de sinal da fungdo f .

x | —oo -1 % +00
(x + 1)? + 0 + + |+
—2x +1 + + 0 -
£ (%) + 0 + 0o | -
bs)
yAL
AN
O 1\1 i
2
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151.

Na figura ao lado esta representado o esboco do grafico de uma fungao
cubica f nas condi¢des do enunciado.

O gréfico da fungdo g é aimagem do grafico de f pela translagdo

associada ao vetor (—2,—1)

Entdo, tem-se:

e g écrescenteem | —o0,—3] eem [2,+o0[
e g édecrescenteem [—3,2]
e O maximo relativode g é 2 e o minimo relativode g é —3
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152.

Temse f(x) =0 6x—x?=0x(6—-x)=0x=0Vx=6

Entdo, A é o ponto do grafico de f de abcissa 6, pelo que se tem x €]0, 6]

Para cada posicdo do ponto P, a area do retdngulo é igual ao produto das coordenadas do ponto P,
pois a base do retdngulo é igual a abcissa do ponto P e a altura do retangulo é igual a ordenada.
Ora, para cada x, aordenadade P é dada por 6x — x?

O produto das coordenadas de P é dado por 6x2% — x3

A fungdo que da a area do retangulo é a fungdo a, de dominio ]0,6[, tal que a(x) = 6x% — x3
Recorrendo a uma calculadora grafica, pode obter-se o grafico de a e ovalor de x para o qual é maximo:

VISEHE-H"E @

MAR)

A drea é maxima para x = 4

153.

a) x3<x?oex?—-x?<0ex?(x—-1)<0
Tem-se: x?(x—1)=0eox=0vx=1
Tem-se o seguinte quadro de variacdo de sinais:

X | —oo 0 1 +o0
x? + |0 + + +
x—1 — — — 0 +
x*(x—1) - |0 - 0 +

Entdo, x2(x — 1) < 0 © x €] — 00, 1[\{0} ; conjunto-solugdo =] — o, 1[\{0}
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b) (x2—9)(x+2)<0
Tem-se: (x> —-9)(x+2)=0ox=-3vx=3Vx=-2
Tem-se o seguinte quadro de variacdo de sinal:

X | —o0 -3 -2 3 +oo
x?> -9 + 0 - — - 0 +
x+2 — — — 0 + + +
(x2=9)(x +2) - 0 + 0 — 0 +

Entdo, (x2 —9)(x+2) <0 e x €] —,—3] U [-2,3]; conjunto-solugdio =] — o, —3] U [—2,3]
o) (x—1)3-2x-1D?20(x-1D?[x-1-2]20=2(x—-1)?x-3)=0

Tem-se: (x—1)?(x-3)=0ox=1vx=3

Tem-se o seguinte quadro de variacdo de sinais:

X | —o0 1 3 +oo
(x —1)2 + |0 + + +
x—3 — — — 0 +
(x—1)2(x-3) - |0 - 0 +

Entdo, (x —1)?(x —3) =0 © x € {1} U [3, +oo[ ; conjunto-solugdo = {1} U [3, +oo[
d) Como o polindmio tem coeficientes inteiros e as raizes do polinémio sdo inteiras, entdo —12
é um multiplo inteiro de cada uma delas, pelo que todas as raizes do polindmio
pertencem ao conjunto {—12,—6,—4,-3,-2,—1,1,2,3,4,6,12}

Seja P(x) = x3 +3x2 —4x — 12

Tem-se:

P(—-12) = —-1260 — —12 n3doéraizde P(x)

P(—6) = —-96 — —6 n3oéraizde P(x)

P(—4) = —-12 — —4 n3oéraizde P(x)

P(-3)=0 — —3 éraizde P(x)

Vamos utilizar a regra de Ruffini para dividir o polindmio P(x) por x + 3

Tem-se:
1 3 —4 -12
-3 -3 0 12
|1 0 —4 0=R

Ent3o, tem-se P(x) = (x +3)(x% —4)
Nota que a fatorizacdo do polindmio P(x) poderia, neste caso, ter
sido obtida do seguinte modo:
x34+3x2 —4x—12=x%(x+3)—4(x +3) = (x +3)(x2 - 4)
Tem-se: (x+3)(x?-4)=0ox=-3vx=-2vx=2
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Tem-se o seguinte quadro de variacdo de sinais:

x| —o0 -3 -2 2 +00
x+ 3 - |0 + + + + | +
x? — 4 + | + + 0 - 0 +
(x+3)(x2—4) - |o + | o0 - 0 | +

Entdo, (x+3)(x2—4)>0e x €] —3—2[U]2,+[; conjunto-solucio =] —3 —2[ U ]2, +oo[
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154.

a) O automobilista que deixou o carro no parque durante 1 h e 40 min pagou 0,80 € pela primeira hora

e 0,50 € pelos restantes 40 min, ou seja, um total de 1,30 €.

O automobilista que deixou o carro no parque durante 10 horas pagou 0,80 € pela primeira hora, 0,50 €

pela segunda hora e 0,40 € por cada uma das restantes oito horas, ou seja, um total de
0,80+ 0,50 + 8 X 0,40 = 4,50 €

b)
P(x) Tem-se:
2.10 (0 sex=0
1,70 0,80 se 0 <x< 1
1,30 f---- P(x) =< 1,30 sel <x< 2
0,80 l 1,70 se2 < x< 3

2,10 se3 < x< 4
OT 1 2 3 4 x
155.

a) f(1)=3x1-12=2; f(-3)=(-3)2-4=9-4=5; f(3)=3x3-32=0;
1

f(—E) =-3 e f(10) =102 —4 =96

b) fx) =0 [x2—4=0A(x<-1vx=3)]v@Bx—x?=0A0<x<3) &
S[kx=-2vx=2)Ax<-1vx=3)]V[x(x—3)=0A0<x<3]ex=-2vx=3
Conjunto-solu¢do = {—2,3}
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2 se —2<x<-1
fx)=4-2x se -1<x<1
x—3 se 1<x<5
Tem-se, por observacdo do gréfico: fx) 20 -2<x<0v3<x<5

Conjunto-solu¢do = [—2,0] U [3,5]

157.

Tem-se:

Para —2<x<0:

h(=2) =-3%x(-2)—-3=6—-3=3e h(0)=—-3x0—-3=-3
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O grafico de h é o segmento de reta cujos extremos sdo os pontos de coordenada (—2,3) e (0,—3)
Para 0 < x < 2: ograficode h esta contido na reta de equagdo y = —3
Para 2 < x < 4: o grafico de h esta contido na parabola de equacdo y = (x — 2)?

¥

i
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158.
Fungdo f : o vértice tem coordenadas (0,0) e a = 2, pelo que se tem f(x) = 2|x]|

Tem-se: D'y, =[-34] e h(x) =0 x=—-1Vvx =2

Fungdo g : o vértice tem coordenadas (—1,2) e a = —1, peloquesetem g(x) = —|x + 1| + 2
Fungdo j : o vértice tem coordenadas (2,—1) e a = %, pelo que se tem j(x) = %lx -2|—-1
a)g(x) =1 x=-2Vx=0; conjunto-solugdo = {—2,0}

b) f(x) > 2 & x €] —0,—1] U[1,+0o0[; conjunto-solugdo =] — o0, —1] U [1, +o0[

c)j(x) <1 & x € [-2,6]; conjunto-solugdo = [—2,6]
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159.

a) x| —4=0e |x| =4 e x =—-4Vx=4; conjunto-solugdo = {—4,4}
b) A condigdo |2x| = —1 é impossivel; conjunto-solugdo = @

) [ x-3|=7ex—-3=-7Vvx—3=7©x=—-4Vx=10; conjunto-solugdo = {—4,10}

d|1-2x|=x—-1ox—-120A(1-2x=—x+1V1l-2x=x—-1) &
2

(:)le/\(x=OVx=§)<:}xE®; conjunto-solugdo = @

e) |x—3|=]1-5x| ®x—-3=—-1+5xvVx—-3=1-5x —4x=2Vbx =4 &

1 2 . o _ [ 12
© x =—-Vx =z, conjunto-solugdo = { 2,3}
160.
a) |7—x|<1le7-x>-1AN7T—-x<1& —-x>-8A—x<-6ox<8Ax>6;
conjunto-solugdo =]6,8[
b) 2x—3|<5©2x—3>-5A2x—-3<5©2x>-2AN2x<8ox>-1Ax<4;
conjunto-solugdo =] — 1,4[
¢J1+|1l—-x|>3e|l-x|>21-x<-2V1l-x>2—x<-3V-x>le
© x > 3Vx < —1; conjunto-solugdo =] — 00, —1[U]3, +oo[
d) |-3x| < 5@—3x2—5/\—3x£5®x£§/\x2—§; conjunto-solugdo = —g,g]
e) 8-2x|>24©8-2x<-4V8-2x>246 -2x<-12V-2x=>-4x=>26Vx<2;
conjunto-solugdo =] — oo, 2] U [6, + o[
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flJe—|1-2x|=21le—-|1-2x|=-5o|1-2x|<5©1-2x=>-5A1-2x<5¢&
S —2x=>—-6A—-2x<4 x <3Ax=—2; conjunto-solucdo = [—2,3]
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. e o -2 e g
a) A abcissa do vértice é igual a o 1, pelo que a ordenada do vértice é iguala f(1).

Tem-se f(1)=12-2x1—-3=—4
O vértice ¢, entdo, o ponto de coordenadas (1,—4)
O eixo de simetria é definido pela equagdo x =1

b) f: g1:91(x) =f(x) +3 g:9(x) =1f(x) +3|
1

O. 1 ¥ _1(.)_% X @) 1 2 X
8 |

Tem-se o seguinte quadro de monotonia e de extremos relativos da fungdo g :

X |—oo 0 1 2 400

g \ Min. / Max. \ Min. /
Tem-se: g(0) =0, g(1)=1e g(2)=0
c) Os valores de k € R para os quais a equagdo g(x) = k tem quatro solugdes
sdo aqueles para os quais as retas de equagdo y = k intersetem o gréfico de g
em exatamente quatro pontos. Tal acontece para k €]0,1]
d) Tem-se:
g2+h)=|fC+h)+3|=|Q2+h)?-2(2+h)—3+3|=|4+4h+h?—4—2h| = |h? + 2h|
g2)=0

_ 2
Entso, g@2+h)-g(2) _ |n%+2h| _ In(r+2)| _ |nlln+2| _ (|hl = h pois h>0)
h h h h
=2 = b2l =h+2 (lh+2]=h+2 pois h>0)
162.

O gréfico da fungdo f é aimagem do grafico representado a azul pela translagdo horizontal
associada ao vetor u(—2,0) . Entdo, tem-se f(x) =Vx —2
O grafico da fungdo g é aimagem do grafico representado a azul pela reflexdo de eixo Ox seguida

da translagéo vertical associada ao vetor #(0,1) . Entdo, tem-se g(x) = —Vx + 1

163.

Fungdo f~1:

Tem-se, para x € Dy :

e Vx+1=0e+Vx+1—-23=-2,peloque o contradominio de f éointervalo [—2, +oo[
e y=Vx+1-20y+2=vVx+tle(@+2)’?=x+leox=F+2)>-1
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Entdo, tem-se: f™'(x) = (x +2)* =1, D1 = [—2,+00]

Fungdo g 1:

Tem-se, para x € D :

e V3—x20e —/3—-x<02-+3—x<2,peloque o contradominio de g é o intervalo ] — o, 2]
e y=2-\3—-xoy-2=-3-x02-y=V3-xQ-y)?=3-xox=3-(2-y)>
Entdo, tem-se: g7'(x) =3 — (2 —x)?, Dy-1 =] — 0,2]

Funcdo h~1:

Tem-se, para x € Dy, :

e x2>0© x?+2=>2,pelo que o contradominio de h é o intervalo [2,+o]

e y=x*+2ox?=y-2ox=—/y—2 pois,como D, =] —,0], x <0

Entdo, tem-se: h™1(x) = —Vx — 2, Dp-1 = [2, 40|
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164.

A Viti+l=2roVrti=2r—1= (Va+1l) =Qx-1? e
<:)x+1=4x2—4x+1(:>4x2—5x=0<:)x(4x—5)=0<:)x=0Vx=§

Vejamos se 0 é solu¢do da equacdo inicial:

VO+141=2x0<2=0,o0queéfalso. Portanto, 0 n3o é solucdo da equacio inicial.

. 5, ~ .
Vejamos se 2 € solucdo da equacado inicial:
’5 5 9 5 3 5 . 5, ~ .
" +1+1=2X Pad \/; +1= o +1= S.oqueeé verdade. Portanto, S € solugdo da equacao inicial.

Conjunto-solugdo = {Z}

b) x+VZx—3=3eVIx—3=3-x= (VZx—-3) =3 -x? o
©2x—3=9-6x+x’ox?-8x+12=0x=2Vx=6

Vejamos se 2 é solugdo da equacao inicial:

24+vV2x2-3=3o241=23,o0queéverdade. Portanto, 2 é solugdo da equacio inicial.
Vejamos se 6 é solugdo da equagdo inicial:

6+vV2x6—-3=36+3=3,0queéfalso. Portanto, 6 n3o é solugio da equac3o inicial.
Conjunto-solucdo = {2}

OVitZ-r=20Vit2=2+x=(Vx+2) =Q+x)? o
Sx+2=4+4x+x’ox?+3x+2=0x=-2vx=-1

Vejamos se —2 é solugdo da equagdo inicial:

V=2+2-(-2)=2 042 =2,0que éverdade. Portanto, —2 é solucdo da equagio inicial.
Vejamos se —1 é solucdo da equacado inicial:

V=14+2-(-1)=2e1+4+1=2,0que éverdade. Portanto, —1 é soluco da equac3o inicial.
Conjunto-solucdo = {—2,—1}
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165.

a) Tem-se 1—2x20®x£%(:)x€]—oo,%]

Em ]—00,%] temse: VI—-2x<3eoVl-2x<V9o1-2x<9o -2x<8ox>—4

. ~ Cx 1
Portanto, o conjunto-solugdo da condicdo é | — 4, E]

b)Temse x+1>0ex>-1ox€[—1,+o[ e x2+ 1 é positivo para qualquer nimero real x

Em [—1,+oo[ tem-se: Vx+1<Vx?+lox+1<x?+1x>2—x>0
Consideremos a fungdo quadratica, f, definida por f(x) = x%2 — x

Determinemos, se existirem, os zerosde f: f(x) =0 o x?—x=0x=0vx =1
Um esbogo do grafico de f é:

\L

166.
Para que f possater dominio R, é necessario que Vx € R,kx? +4x +5—k >0

Entdo,em [—1,+o[ tem-se: x2—x>0© -1<x<0vx>1
Portanto, o conjunto-solugdo da condigdo é [—1,0[ U |1, +oo[

Ora, o polindmio kx? + 4x + 5 — k é sempre n3o negativoseesése k >0AA <0
k>0ANA<0k>0A16—4k(5—-k) <0 k>0A4k?-20k+16<0
Consideremos a fungdo quadratica, h, definida por h(k) = 4k? — 20k + 16

Determinemos, se existirem, os zerosde h: h(k) =0 & 4k? - 20k+16 =0 k=1Vk =4

Um esbocgo do grafico de h é:

\/.
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Entdo, k > 0N 4k? — 20k + 16 < 0 ®© k € [1,4]

a) 04 = x e AP =+/x, pelo que a &rea do tridngulo [0AP] é dada pela expressdo %

Tem-se, para x = 0 : %E=4(:>x\/§=8(:>(x\/§)2=82<:)x2.x=64<:)x3=43(:>x=4

Entdo, P é o ponto de coordenadas (4,2)
b) Tem-se, para x > 0:

OP? = 04? + AP? & OP? = x* + (vVx)' © OP? = x? + x & 0P = {/x2 + x
Ent3o, a funcdo que, a cada valor de x > 0, faz corresponder o perimetro do tridngulo [0AP]

é definida por x +Vx + Vx2 + x
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168.

a)Dg°f={xEDf:f(x)€ } {xe]—001] \/TxE]R} — 0,1]

@o ) =glf ] =g(Vi—x)=(VT-x) =1-x

Entdo, tem-se: (Geof)x)=1-x, Dgoy =] — 0,1]

Drg={x€D;: glx) €D} ={xeR:x* <1} = [-1,1]

(feg)@) =flg)] = f(x*) =v1—x2

Entdo, tem-se: (fog)(x) =V1—2x2, Dfog = [—1,1]

b)Df°f={xEDf:f(x)EDf}={xe]—oo,1]=ms1}=
={x€] —o,1]: VI—x<V1}={x€]-,1]: 1-x <1} =
={x€] —,1]: x=0}=1[0,1]
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169.

a) D = D'y =R e D'y1 =Dy =R
y=8x}-1o8x3=y+1x3 y+1<:> 33%1(:”(:3%/?
Ent3o, tem-se: f(x )_x_+ Df-1=R e D1 =R

b) Dyg=R e D'y =R

y=2-V1—-xeVl-x=2-yel1l-x=Q2-yPel-x=Q2-y)?Q-y) e
©l-x=0@-4y+y>)2-y)©1-x=8—-4y—-8y+4y’+2y? -y} &

o —x=-y3+6y’—12y+7ox=y3-6y*+12y—7

Ent3o, g t(x) =x3—6x%+12x — 7 , pelo que se tem

g7 '(x) =h(x) , Dpb=D'y e D'y =D,
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170.

a) O reservatoério fica vazio quando a altura da 4dgua for zero.

ht)=0e2-Vt=0t=2t=38

Como 12 + 8 = 20, conclui-se que o reservatodrio fica vazio as 20 horas do dia em que comecou a ser esvaziado.
b) A altura da agua, no reservatoério, as 16 horas desse dia é iguala h(4).

h(4) = 2 — V4 ~ 0,413 metros

Como o reservatdrio é cubico, a aresta € igual a altura da dgua quando ele esta cheio, ou seja,

quando t = 0 h(0) = 2 — /0 = 2 metros

Entdo, o volume de dgua, as 16 horas desse dia, éiguala 2 X 2 X 0,413 = 1,65 metros cubicos
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171.
f(x)+1 se x<-1

a) f+P@)=f)+gx)={f(x) -1 se -1<x<1
f(x) se x>1

Entdo, tem-se a seguinte representacdo graficapara f + g

yAL
[+8
1..
ol 1 x
f(x) se x<-1
b) (f X)) =fx)xgkx)=1—f(x) se —-1<x<1
0 se x>1
Entdo, tem-se a seguinte representacdo grafica para f X g
yAL
fxg
ol 1 x

172.

g é uma fungdo afim tal que (f + g)(0) =0

Tem-se (f+g)(0) =0 f(0)+g(0) =0 (2%x02+0-3)+g(0)=0e -3+g(0) =3 g(0)=3
Entdo, g pode ser, por exemplo, a fungdo definida por g(x) = x + 3
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173.

a) Dr,g = DN Dy =R\{=1,2} N] — 00,2] =] — 00, 2[\{—1}

b) Dy = Dy N{x € Dg : g(x) # 0} = R\{-1,2} N]—o0,2[\{=3, -1} =] — o0, 2[\{-3, -1}

c) Dg = Dg N {x € Ds: f(x) # 0} =] — 0,2] NR\{-2,-1,2,3} =] — 0, 2[\{-2,-1}
d) D§ =Dy N{x €Dy g(x) # 0} ={x € Dy: g(x) # 0} =] — o0, 2]\{-3}
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174.

g tem que ser uma fungdo quadrética, cujos zeros sejam —2 e 0 e que seja positiva para x € | — 2,0[
(para que, neste intervalo, h tenha o mesmo sinal do que f).

Entdo, um possivel graficode g é:

v

175.
2—x se x<2 elo que
x—2 se xZZ’p q

2—x+x>—4 se x<2 {xz—x—Z se x<?2
+ = + = =
F+9)0) = f() +9(x) {x—2+x2—4 se x>2 W?4+x—-6 se x>2

a) Tem-se Df, g =DsrNDy;=R e f(x)=|2—x|={

2
Ents :x—x—Z se x<2 D - R
ntao, F+9@) {x2+x—6 se x>2  Jt9

b) f+9)(x) =0 (x?—x—2=0Ax<2)V(x’ +x—-6=0Ax=2)&
Slx=-1vx=2)Ax<2]vV[(x=-3vx=2)Ax=2]eox=—-1vx =2
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1 1 1
Tem-se: g(x) = fz2(x) = [f(x)]z = (x? —1)z=vVx2 -1 e x>—-1>0ex<-1vx>1
Entdo, g(x) =Vx2 -1, Dy =]—o0,—1]U[1,+oo[
177.
_1 _1 -1 1 1
Tem-se: g(x)=f 20x)=[f(x)] 2=[x+2| 2= = e x+2| >0 x+2
gx) =fz2(x) = [f(x)] | | AN e | |
~ 1
Entdo, glx) = T Dy = R\{-2}
178.
~ 2 — <2
Funcdo g: Tem-se Dsysi=DrNDjs=R e If(x)] =1x—-2] = {x_yzc zg i> 2

_ _ _ _ 2
peloque 9(x) = (f x IfG) = G x IrGal = (7 )0 T30 S XS0 { TR e X

—(x—2)% se x<2

, D, =R
(x—2)2 se x=>2" 9

Ent3o, gx) = {
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A representagdo gréficade g é:

[e) X
Funcdo h:
Tem-se Dy =DfN {x € Disi: If| # 0} = R\{2}
If]
x—2
€3) 7% S X<Z 1 g x<2
heo) =75 () = 5 =11 =1
I71 FOI X2 g6 x>2 W1 se x>2
x—2

A representacdo graficade h é:

1 o—

4

O 1 2 x
——o

-1

Pag. 119
179.
a) O vértice tem coordenadas (—3,—2) e a =1, peloquesetem h(x) = |x + 3| —2
b) (f+9)2)=f(2)+9@2)=3+1=4, (fxg)2)=f(2)xg(2)=3x1=3
(f e R)(=3) = fIA(=3)] = f(=2) =3, gD =[g-D]* =(-2)>=-8
R2(1) = [R(DT = YAQD = V2
by) Tem-se Dy =Dy N{x € D,y:g # 0} = R\{1}

g
(w=0=5
b;) Tem-se D'y = [—1,+o[ e [~1,+oo[ € D, peloque D'y.r = h([—1,+00[)
Ora, h([—1,+0o[) = [0, +oo[ peloque D'p.r = [0, +oo[
b,) Fungdo r:
O dominio da fungdo r é o conjunto dos nimeros reais x para os quais h(x) é positivo ou nulo.
Tem-se h(x) >0 x < -5Vx >—1 peloque D, =] — o0, =5] U [—1,400[
Fungao s:
Tem-se (g —)(x) =gx) —f(x) =x—1-(x*-1)=x—-x* e Dy_;=R
O dominio da fungdo s é o conjunto dos nimeros reais x para os quais (g — f)(x) é positivo ou nulo.
Tem-se x —x2>0&0<x <1 peloque Dy, =[0,1]

=0ox*-1=0Ax#lo(x=-1vx=DAx#*lox=-1
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180.

a) A expressdo 4x2 + 5x — 3 define uma fun¢do quadriticaetem-se a=4, b=5 e c = —3

b) A expressdo —8x + 1 nado define uma fungao quadratica.

c) A expressdo 10x — 2x? define uma fungdo quadraticaetem-se a=—2, b=10e c=0

d) A expressdo x2 + 3 define uma fungdo quadraticaetem-se a=1, hb=0 e c =3

e) A expressdo mx? — (2 + m)x define uma fungdo quadraticaetem-se a=m, b=—2+m) ec=0
f) A expressdo 4x21x+2 nao define uma funcdo quadratica.

g) Tem-se 5 (x - %)2 =5 (xz —x+ %) = 5x% — 5x +z, pelo que a expressdo 5 (x - %)2

. ~ . 5
define uma fungdo quadraticaetem-se a=5, b=—-5e c = 3

h)Tem-se (x +8)2— (2+x)2=x?>+16x+ 64— (4 +4x +x?) =
=x%2 4+ 16x + 64 —4 —4x — x?> = 12x + 60, pelo que a expressdo (x + 8)? — (2 + x)?
nao define uma funcdo quadratica.

2 2
i) Tem-se (l + l) =1 + : + iz , pelo que a expressao (l + l) nao define uma fungdo quadratica.
2 X 4 X X 2 X

181.

a) Fungdo f

e Ponto de interseg¢do do grafico com o eixo Oy
f(0) = —5. E o ponto de coordenadas (0,—5)

e Pontos de intersecdo do grafico com o eixo Ox

X)=0@4x2—8x—5=0e x =260 o _1y,=5
f(x) 5 > >

Sao os pontos de coordenadas (—%, 0) e (g, 0)

e Escritade f(x) naforma a(x —h)?+k
4x2 —8x—5=4(x>—-2x)—5=4(x*>-2x+1-1)—-5=4(x*-2x+1)—4—-5=4(x—-1)>-9
e Esboco do gréfico

e Monotonia e extremos

f édecrescenteem | — 0, 1] e é crescente em [1,+oo[

O minimo da fungdo é —9 e o minimizante é 1 ; a fun¢do ndo tem maximo.
e Contradominio

Dy =[-9,+00[
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b) Fun¢do g
e Ponto de interseg¢do do grafico com o eixo Oy
g(0) = 0. E o ponto de coordenadas (0,0)
e Pontos de interse¢do do grafico com o eixo Ox
2
g(x)=0(:>3x—x7=0<:)x(3—’2—c)=0<:)x=OVx=6
S30 os pontos de coordenadas (0,0) e (6,0)
e Escritade g(x) naforma a(x —h)? +k
_x — _ 2 )= — L2 = —9)= _1(p2 9 _lpe_3)242
2+3x— 2(x 6x) = 2(x 6x+9—-9) = 2(x 6x+9)+2— 2(x 3) +3

e Esboco do gréfico

—

e Monotonia e extremos

g écrescenteem | — o, 3] e é decrescente em [3, +oo[

O maximo da fungdo é ; e 0 maximizante é 3 ; a fun¢do ndo tem minimo.
e Contradominio

9

c) Fungédo h
e Ponto de interseg¢do do grafico com o eixo Oy

h(0) = —12 . E o ponto de coordenadas (0, —12)
e Pontos de intersecdo do grafico com o eixo Ox

2

h(x)=0<:)x?—12=0<:)x2=36(:>x=—6Vx=6

S30 os pontos de coordenadas (—6,0) e (6,0)
e Escritade h(x) naforma a(x —h)?+k

2
Y 12=1x2-12=1(x-0)2-12
3 3 3

e Esboco do gréfico

e Monotonia e extremos

h é decrescente em | — o0, 0] e é crescente em [0, +oo[

O minimo da fungdo é —12 e o minimizante é 0 ; a fungdo ndao tem maximo.
e Contradominio

Dp = [-12, +oo]
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182.

a)Fungdo a: A =25—-4%X3x%x(—-2) =49 >0 — afungdo tem dois zeros
Funcdo b: A=10—-4 X% g X1 =0 — afun¢do tem um Unico zero

Fungdo c: A=25—-4X2X4=-7<0 — afuncdo ndo tem zeros

Fungdo d: A=36—-4 X (—3)x0=36>0 — afungdo tem dois zeros
Funcdo e: A =144 — 4 X (—3) X (=12) = 0 — afungdo tem um Unico zero
Fungdo f: A=0—-4x(—-2)x (—=7) = —-56 < 0 — afungdo ndo tem zeros
b) Fungdo a:

54+/49 1
@x=—§Vx=2

Como o grafico de a tem a concavidade voltada para cima, tem-se:

ax) =0 3x>-5x—2=0x =
a(x)>0@x€]—°°,—§[U]2,+00[ e a(x)<0<:>xe]—§,2[

Funcdo b :
b(x)=O®§x2_,/10x+1=0@x:@@x=g

Como o grafico de b tem a concavidade voltada para cima, tem-se:

b(x)>0e= x€ R\{@}

Fungao c:

Como a fungdo nao tem zeros e o seu grafico tem a concavidade voltada para cima, tem-se:
c(x)>0ex€eR

Funcdo d :

dx)=0e -3x>+6x=02x(-3x+6)=0x=0vx =2

Como o grafico de d tem a concavidade voltada para baixo, tem-se:

d(x) >0 e x €]0,2] e dx) < 0e x €] —,0[U]2,+xo[
Fungdo e:

12+/0

e(x) =0 -3x?2-12x—-12=0x = eSx=-2

Como o grafico de e tem a concavidade voltada para baixo, tem-se:

e(x) <0 x € R\{-2}

Fungdo f :

Como a fungdo ndo tem zeros e o seu grafico tem a concavidade voltada para baixo, tem-se:
fx)<0exeER

183.

Se a =0, f éafungdo definidapor f(x) =—8x—2. Se a+ 0, f éuma fungdo quadratica.
A fungdo tem dois zerossee sése a # 0AA > 0.Tem-se:
a#z0AA>02a#0A(—-8)2—-4xax(-2)>02a+*0A64+8a>0¢c
©a#*0ANa>-8ea€]—8 +xo[\{0}

184.

a) Tem-se: x2>9x*-9>0

Consideremos a fungdo quadratica, f, definida por f(x) = x%2 —9
Determinemos, se existirem, os zeros de f :
f)=0ex?-9=0ox*=9ox=-3vx=3
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Um esbogo do gréfico de f é:

3 3
NS Entdo, x2—9>0 © x < -3 Vx > 3; conjunto-solucdo =]—o0,—3]

b) Consideremos a fungdo quadratica, f, definida por f(p) = 5p% — 7p ++/7

Determinemos, se existirem, os zeros de f :

7+4/49-207

fP)=05p?>-Tp+V7=0x= ”

Um esbogo do gréfico de f é:

©p€eP,; f ndotem zeros.

b Entdo, 5p% — 7p +V7 = 0 © x € R ; conjunto-solugdo = R

c) Consideremos a fungdo quadratica, f, definida por f(x) = —%xz +5x — 25
Determinemos, se existirem, os zeros de f :
f(x)=O®—%x2+5x—25=0@x=$®x=10

Um esbogo do gréfico de f é:

10

Entdo, —%xz +5x—25<0 e x # 10 ; conjunto-solugdo = R\{10}

d) Tem-se: x? +

3x2_1>5x—%<:)2x2+3x—1>10x—1(:>2x2—7x>0

Consideremos a fungdo quadratica, f, definida por f(x) = 2x% — 7x
Determinemos, se existirem, os zeros de f :

f(x)=0<:)2x2—7x=0<:>x(2x—7)=O<:>x=0Vx=%

Um esbogo do grafico de f é:

\/.

ONDZE
2
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e) Tem-se: (4r—3)2+6r(3—-r)>8116r2—-24r+9+18r—6r%2 >8,1 © 10r2 — 6r + 0,9 > 0
Consideremos a fungdo quadratica, f, definida por f(r) = 10r2 — 6r + 0,9
Determinemos, se existirem, os zeros de f :

() =o<:>10r2—6r+0,9=o<:>r=6i—v36‘:0x“’xo'9@r=2_60@r:%
3 r
10 Entdo, 10> —6r+09 >0 x # % ; conjunto-solugdo = R\ {13—0}
3 5 3
f) Tem-se: —x(x+z)+1<0(:>—x —Ex+1<0
Consideremos a fungdo quadratica, f, definida por f(x) = —x? — %x +1

Determinemos, se existirem, os zeros de f :

3y 244
f(x):O@—xz—%x+1=0<:)x=2 ; @x=—2Vx=%

Um esbogo do gréfico de f é:

1
2/ \2

Entdo, —x? —%x +1<0ex<-2Vx> %; conjunto-solugdo =] — o, —2[ U ]%,+00[

185.
Como B pertence ao graficode f etemabcissa 2, B é o ponto de coordenadas (2,4),
peloquesetem AB=2 e 0A =4

Ent3o, a drea do tridngulo [ABO] éigual a % = 4 unidades de drea.

186.
a) 2(x—1)2+(x+%)2—(%—x)(%+x)=Z(xz—2x+1)+(x+%)[(x+%)—(%—x)] =
=2(x2—2x+1)+2x(x+%)=2x2—4x+2+2x2+x=4x2—3x+2

3+1/9-32
———©x€eQ

b) sx) =02 4x>?-3x+2=0x =
Como a fungdo nao tem zeros e o seu grafico tem a concavidade voltada para cima,

tem-se que s é positivaem R.

. - . f i . -3 3
c) A abcissa do vértice da parabola que é grafico de s éigual a >

Como a parabola tem a concavidade voltada para cima, 5 €o minimizante de s,

. 3, 3
pelo que s é decrescente em | — oo, §] e é crescente em [E’ +oo[
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187.

2
a) 2(x+l) —2=2(x2+x+l)—3=2x2+2x+l—2=2x2+2x—4
2 2 4) 2 2" 2

b) O vértice é o ponto de coordenadas (—

Y
\ _l
2

Um esboco do grafico de h é:

1 9 . . . - 1
> _E) e o eixo de simetria é definido por x = -3

c) Determinemos os zeros de h :

h(x) =0 2x2+2x —4=0 x ==

/.
%

+./4—4x2%x(—4 -2+v36

4

Entdo, h(x) <0 & —2 < x <1 ; conjunto-solugdo = [—2,1]

x=-2Vx=1

188.
a) A paradbola que é o grafico de m tem a concavidade voltada para baixo.
Tem-se —% =— 2><El—1) =2 e m(2) = —2%+4Xx2=4,pelo que o vértice é o ponto de coordenadas (2,4)

b) Como a pardbola tem a concavidade voltada para baixo, m é crescente em | — o0, 2] e é decrescente

em [2,+00[; 4 éomaximode m e 2 é

189.

a) Como o contradominio é | — oo, 3], a parabola que é o gréfico da fungdo tem a concavidade

voltada para baixo.

b) A ordenada do vértice é 3 e a abcissa é a média aritmética dos zeros, ou seja,

pelo que o vértice é o ponto de coordenad

¢) Como a fung¢do tem dois zeros, —2 e 4, e a parabola que é o grafico da fungdo tem a concavidade
voltada para baixo, tem-se que as imagens sdo positivas para x €] — 2,4[

190.
a) D's =] — 0, 4]

b) O vértice é o ponto de coordenadas (2,4) e o ponto de abcissa 1,5 é o ponto de coordenadas (1,5; 3)

0 maximizante.

as (1,3)

A L 5 <5
A distancia entre ambos é igual a \/(1,5 —2)24+(3—-4)?= \/0,25 +1= \/1,25 = \/; ==

c) f(x) <3 x<1,5Vvx>25; conjunto-solugdo =] — o0; 1,5[ U |2,5; + o[
d) Como f(x) é um polinémio de grau 2 cujasraizessdo 1 e 3, f(x) é daforma

a(x—1)(x—-3), coma=#0
Como f(2) =4,tem-se a(2—-1)(2-3

Entdo, f(x) = —4(x —1)(x —3) = —4(x? —4x +3) = —4x? + 16x — 12

) =4 peloque a=—-4
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191.

a) f(x) =0 —0,3x2—-0,3x+36 =0 x = O’3i‘/0’09:zx6(_0’3)><3’6 o x = —0’3:—1‘)/? o

03+21

@x:Tﬁ@x=—4Vx=3
Entdo, a abcissade A éiguala 3, pelo que se tem x €]0,3]
Tem-se, para cada x €]0,3[, PQ = f(x) = —0,3x?> — 0,3x + 3,6
Entdo, como a 4rea do retadngulo [OPQR] éiguala OP x PQ , tem-se
g(x) =x x(=0,3x% — 0,3x + 3,6) = —0,3x3 — 0,3x2 + 3,6x, pelo que
g :]0,3[— R tal que g(x) = —0,3x3 — 0,3x2 + 3,6x
b) Recorrendo a uma calculadora gréfica, pode obter-se o grafico e o mdximo de g :

Wl==2 3R 3=  Ine+3. BR

MAR
=1 69UA5YITI ¥=3. 119160303

O maximo de g, arredondado as centésimas, é 3,78.

192.

—2+v4+32
_—2 o X

f)=0 —x?2+2x+8=0x= = —2Vx =4.Ent3o, aabcissade P éiguala 4,

pelo que OP = 4

f(0) =8, peloque OR =8

A abcissa de Q é o valor positivo de x talque f(x) =8

fX)=8e —x?+2x+8=8 x?’+2x=0x(-x+2)=0x=0Vx =2

Ent3o, a abcissade Q éiguala 2, peloque RQ = 2

~ . OP+RQ _ ==  4+2 . ,
Entdo, drea do trapézio = +RQ X OR = % X 8 = 24 unidades de area

Pag. 129

193.

a) Tem-se, para cada x €]0,2[: D é o ponto de coordenadas (x,0), C é o ponto de coordenadas (2,0)
e A é o ponto de coordenadas (x,x?)

Entdo, P(x) =2XDC+2XAD =2 X (2 —x) + 2 X x* = 4 — 2x + 2x?

b) Como o gréfico de P é uma parabola com a concavidade voltada para cima, o minimizante de P

. . - . . -2 1
é a abcissa do vértice da parabola, ou seja, — Pl

o 1 —
Entdo, para x ==, tem-se DC = 2 —

3 - 12 1 . .
o =5e AD = (E) = Zunldades de comprimento

N =

194.
a) Como f(x) é um polindmio de grau 3, cujas raizessdo —1, 0 e 2, f(x)
édaforma ax (x+1)(x —2), com a+#0
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Como f(1)=—2, tem-se axXx1x(1+1)x(1—-2)=-2,peloque a=1

Entdo, f(x) =x(x + 1)(x —2)

b) Como g(x) é um polindmio de grau 3, cujas raizes sdo 1 (com multiplicidade 2) e —2 , g(x)
édaforma a(x — 1)?(x +2), com a # 0

Como g(—1) = -2, tem-se a(—1—1)?(—1+2) = -2 peloque a = —%

Entdo, g(x) = —%(x - 1)?%(x +2)

195.

Zerosde a:

ax) =0 2x3+x?2-10x=0x2x?+x-10)=0ox=0v2x?+x—-10=0 &
@x=0Vx=$<:)x=OVx=—EVx=2;oszeross;§o —%, Oe?2

Zerosde b :

b(x)=0<=—%x3—2x2+2x+8=0<:)x3+4x2—4x—16=0

Como o polinémio x3 + 4x2 — 4x — 16 tem coeficientes inteiros e as raizes do polinémio s3o inteiras,
entdo —16 é um multiplo inteiro de cada uma delas, pelo que todas as raizes

do polinémio pertencem ao conjunto {—16,—8,—4,—2,—1,1,2,4,8,16}

Seja P(x) = x3 4+ 4x% —4x — 16

Tem-se:
P(—16) = —3024 — —16 n3o é raiz do polinémio
P(—8) = —240 — —8 n3o é raiz do polinémio

P(—4) =0 — —4 éraiz do polindmio
Vamos utilizar a regra de Ruffini para dividir o polinémio P(x) por x + 4

Tem-se:
1 4 —4 —16
—4 —4 0 16
1 0 —4 0=R

Ent3o, tem-se x3+4x? —4x—16=(x +4)(x%? —4)
b(x) =0 x3+4x?—4x—-16=0 (x+4)(x*—-4) =0 x=—4Vx=—-2Vx =2;
oszerossao —4, —2 e 2

196.

a)x3>xex}—-x>09x(x?-1)>0

Tem-se: x(x?-1)=0e©x=-1Vvx=0vx=1
Tem-se o seguinte quadro de variacdo de sinal:

X | —o0 -1 0 1 +o00
x? -1 + 0 - - - 0 +
X - - — 0 + + +
x(x? —1) - 0 + 0 - 0 +

Entdo, x(x?—1) >0 -1 <x <0Vx > 1; conjunto-solugdo =] — 1,0[U]1, +oo[
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b) x3+2x?<x+2o0x*x+2)—-(x+2)<0e (x+2)(x*-1)<0
Tem-se: (x+2)(x?-1)=0ox=-2vx=-1vx=1
Tem-se o seguinte quadro de variacdo de sinal:

x| —o0 -2 -1 1 +00
x%—1 + | + + 0 - 0 +
x+ 2 - |0 + + + + | +
(x+2)(x*-1) - 0 + 0 - 0 | +

Entdo, (x +2)(x?—-1)<0e x<-2V—-1<x<1; conjunto-solugio =] — o0, —2] U [-1,1]
) (x—2)(x—3)(x+5)<0
Tem-se: (x—2)(x—3)(x+5)=0x=2vx=3Vvx=-5

X | —oo -5 2 3 +o00
x—2 - - — 0 + + +
x—3 - - — - - 0 +
x+5 - |0 + |+ o+ + |+
(x—2)(x—3)(x+5) — 0 + 0 - 0 +
Entdo,
(x—2)(x—3)(x+5) <0 x<-5V2<x<3; conjunto-solugdo =] — o0, —5[ U [2,3]
2
d <P +3ex?+6<-23+60 223 +x2 <00 x?(2x+1) <0
Tem-se: x?(2x+1)=0x=0VvVx= —%
Tem-se o seguinte quadro de variacdo de sinal:
X | —o0 -1/2 0 +o0
x? + + + 0 +
2x+1 - 0 + + | +
x2(2x+1) - 0 + 0 +

Entdo, x?(2x+1)<0eox < —%V x = 0; conjunto-solugdo =] — oo, —%] U {0}

197.
a) O polindmio A(x) é o quociente da divisdo inteirade f(x) por x + 1
Vamos utilizar a regra de Ruffini para dividir o polinémio f(x) por x + 1
Tem-se:

1 0 2 3

-1 -1 1 -3
|1 -1 3 0=R
Entdo, tem-se f(x) = (x2 —x+3)(x + 1) peloque A(x) =x*—x+3
b) f(X) <0 (x2—x+3)(x+1)<0
Tem-se: (x> —x+3)(x+1) =0 x?—x+3=0vx+1=0x=-1

eq. impossivel

Tem-se, para todo o nimero real x, x2 —x+3 > 0, pelo que
fO<0e (x?-x+3)(x+1) <0 x+1<0e x<—1; conjunto-solugdo =] — o0, —1]
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198.

A aresta da base do prisma é iguala 2 e aalturaéiguala 6

Seja x o valor de que se aumentou cada dimensao do prisma.

Entdo, o volume do novo prisma vai ser dado por (2 + x)(2 + x)(6 + x)

Queremos, entdo, encontrar x talque (2 +x)(2 + x)(6 +x) = 360

Uma possivel estratégia é tentar decompor 360 em trés fatores, dos quais dois sejam iguais

e o terceiro exceda estes em quatro unidades.

Ora, 360 = 23 x 32 x 5, pelo que temos as seguintes decomposicdes em trés fatores dos quais dois s3o iguais:
360 =2X%X2X%X90 — 90 ndo excede 2 em quatro unidades;

360 =3 x3 x40 — 40 ndoexcede 3 em quatro unidades;

360 =6XxX6x10 — 10 excede 6 em quatro unidades.

Entdo, a aresta da base do novo prisma pode ser 6 e aaltura 10, pelo que x = 4 é uma solucdo do problema.
Vejamos se o problema tem outras solugdes:

Volume = 360 © (2 + x)?(6 + x) = 360 © (4 + 4x + x?)(6 + x) = 360 &

& x3 +10x2% +28x + 24 =360 © x3 + 10x% + 28x — 336 =0

Como sabemos que 4 é uma solucdo desta equagao, vamos utilizar a regra de Ruffini

para dividir o polinémio x3 + 10x? + 28x — 336 por x — 4

Tem-se:
1 10 28 —336
4 4 56 336
1 14 84 0=R
Entdo, tem-se  x3 + 10x2 + 28x — 336 = (x — 4)(x? + 14x + 84) pelo que

x3+10x24+28x—-336=0 (x —4)(x*+14x+84) ©x—4=0Vx?>+14x+84=0x=4

eq. impossivel

Entdo, x = 4 é a Unica solugdo do problema.

199.

a) Volume = drea da base X altura = (20 — 2x) X 2073x

> Xx =2(10—-x) X
= x(10 — x)(40 — 3x) = x(3x% — 70x + 400) = 3x3 — 70x2 + 400x
b) Tem-se, no contexto da situa¢do descrita:

x>0 x>0
2x<20& x<1(9<:)0<x< 10; o dominio dafungdo é ]0,10[
3x < 40 X<

1) Recorrendo a uma calculadora grafica, pode obter-se o grafico da fungdo que da o volume da caixa, a reta de

40-3x
2

Xx =

equagdo y = 500 e as abcissas dos pontos da respetiva intersegdo:

4+ ‘E1=3w3—?am+4aa:~< ‘E1=3w3—?axe+4aax
2=Eh 2=555 n
b IZECT | | IZECT
X" H=1."U0ESE136 Y=500 xT H=B.23UIYTITI Y=500 X

Os valores de x , arredondados as décimas, para os quais o volume é 500 cm’sio 1,7 e 6,2.
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¢;) Recorrendo a uma calculadora grafica, pode obter-se o gréfico da fungdo que da o volume da caixa,
ovalorde x para o qual o volume da caixa é maximo e o valor desse volume:

Ti=zuez<mane +don:

HHH%
=3 1116l ¥=B6173. BUYIS2Y X

O valor de x, arredondado as décimas, para o qual o volume da caixa é maximo é 3,8 e o volume maximo,
arredondado as décimas, é igual a 673,8 unidades de volume.

Pag. 130

200.

a) f(-2)=—-(-2)-2=0
b) f(1)=12=1

o f(-=-(-4)-2=2
9 7()=3+2=3
e) fG)Xxf(V2)+f(-3)=7%x2+1=15

201.

a) g(-2)=1 a) g(-1) =2 a;) g(0) = -2 a) g9(2) =-2

b;) g(x) =1 & x = —2; conjunto-solugdo = {—2}

b,) g(x) = 3 é uma condigdo impossivel; conjunto-solugdo = @

bs) glx) = -2 x=-5V—-1<x<2Vx=5; conjunto-solugdo = {—5,5} U] — 1,2]
x+3 se x<-1

c) glx) =4-2 se —-1<x<?2
—x+3 se x>2

202.

a)Para —10<x <0:

O gréfico de f é o segmento de reta cujos extremos sdo os pontos de coordenadas
(-10,—6) e (0,—1) 21

Para 0 <x <10: ®)
O graficode f é o segmento de reta cujos extremos sdo os pontos de coordenadas /
(10,9) e (0,—1), extremo (0,—1) ndo incluido.
b) Para —10<x < 2:

O graficode f é o segmento de reta paralelo ao eixo Ox cujos extremos z

sdo os pontos de coordenadas (—10,1) e (2,1) /
Para 2<x <10: 1 /
O graficode f é o segmento de reta cujos extremos sdo os pontos de coordenadas .—o_;’ 3

(2,—1) e (10,7), extremo (2,—1) néo incluido.
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203.

a) f(x) =3 (-1=3Ax<2)V(x=3Ax>2) e x=3; conjunto-solugdo = {3}
b) glx) =2 (—x=2Ax<0)Vx=0V(—x+2=2Ax>0) &
Sx=-2Ax<0)Vx=0vV(x=0Ax>0)=x=-2Vx=0; conjunto-solu¢io = {—2,0}
c) Na figura ao lado, estdo representadas, num referencial o.n. xOy , partes T

y
dos gréficos das fungbes f e g. /
g 54
Tem-se:
Os graficos de f e g ndo tém qualquer ponto comum, pelo que \
f(x) = g(x) é uma condigdo impossivel. O 1 X
Conjunto-solucdo = @ f
204.
Tem-se:

e |-2—3|+4+|-2+2|=5%|-5|/=5.0ra, |-5| =5 ¢éuma proposi¢io verdadeira, pelo que —2
é solugdo da condigdo [x — 3|+ |x+2|=5

o |[0-3|+]0+2|=5<|3|+|2]| =5.0ra, |3] +12] =5 é uma proposigéo verdadeira, pelo que 0
é solugdo da condigdo [x — 3|+ |x+ 2| =5

e [2—-3|+|2+2|=5<|-1|+|4|=5.0ra, |-1| + |4] =5 é uma proposicdo verdadeira, pelo que 2
é solugdo da condigdo |[x — 3|+ |x+ 2| =5

Entdo, a condi¢do |x — 3| + [x + 2| =5 é universalem {—2,0,2}

205.
a) 4|3x—2|—5=15(:>|3x—2|=5<:>3x—2=—5v3x—2=5<:>x=—1Vx=§;

conjunto-solucdo = {—1,%}

b) 3- =2 o182l - 2=9+3x| & —Slx|=—T e x| =lex=—lvi=1;
conjunto-solugao = {—%,%}

2 2 2 2
<) 13—5|"——x—2|=3<:>|"——x—2|=2<:>"——x—2=—2v"——x—2=2<:>

2 2 2 2

2

(:)x——x=0Vx2—2x—8=0<:>x(£—1)=0Vx=
2 2

2+v4+32
=

©x=0Vx=2Vx=-2Vx=4; conjunto-solucdo = {—2,0,2,4}

206.
a) fx) =04

2x
3

%—Q—s:o@

Foo|=20F-6=—2vZ-6=20

@z?x=4v2?x=8<:x=6Vx=12

b) fBx)=f(x+9) o4 2(x+9)

3

2><(3x)_6|_8 _ 4
3 =

—6|—8=>|2x—6|=|§x+6—6|=>

<:)|2x—6|=|§x|<:)2x—6=—ngZx—6=§x@§x=6v§x=6@x=§Vx=§
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207.
a) 2[x| -5<7 e |x| <6 e —6 <x < 6; conjunto-solugdo =] — 6,6[
b) x?—-3x—-1|>3©x?-3x—-1<-3vx?-3x—-1>3 &
©x?2-3x+2<0vx?-3x—4>0
Vamos resolver, separadamente, cada uma destas inequacdes:
e x?—-3x+2<0
Consideremos a fungdo quadratica, f, definida por f(x) = x? —3x + 2
Determinemos, se existirem, os zeros de f :
f)=0ox?-3x+2=0x=1vx=2
Um esbogo do gréfico de f é:

\/

e x?—-3x—-4>0
Consideremos a fungdo quadratica, g, definida por g(x) = x2 —3x — 4

Entdo, x> —3x+2<0e1<x<?2

Determinemos, se existirem, os zeros de g :
gx)=0ox?-3x—4=0x=-1vx=4
Um esbogo do grafico de g é:

N # Entdo, x> —3x—4>0ox<—-1Vx >4

Retomemos, entdo, a condicao inicial

X2 —=3x—1|>3©x?2-3x+2<0Vvx?-3x—-4>0o(1<x<2)Vix<-1lvx>4) o
S x<—-1V1<x<2Vx>4; conjunto-solugdo =] —oo,—1[ U ]1,2[ U |4, +oo[

¢) 3x+1|<|x=-3|e3x+12<|x-3?eBx+1)’<(x—-3)% &
©x?+6x+1<x?-6x+9©8x2+12x—-8<0

Consideremos a fungdo quadratica, f, definida por f(x) = 8x% + 12x — 8

Determinemos, se existirem, os zeros de f :
f(x)=0<:)8x2+12x—8=0<:)x=—2\/x=%

Um esbogo do gréfico de f é:

—2\_/1 x
2 Entdo, 8x? +12x—8<0& —2<x <

N[~

. ~ 1
; conjunto-solucdo = [_Z’E]
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208.
a) O vértice do grafico de f é o ponto de coordenadas (4,—5) etem-se f(0) =7 \ A /

Um esbogo do grafico de f esta representado ao lado.

b) f(x)=0<:)3|x—4|—5=0<:)|x—4|=§®x—4=—§Vx—4=§(:>

17

S x == V X = 3
17 10
Os zeros de f sdo — e — , pelo que a base do triangulo é —
3
o 25
Entdo, tem-se: Area do tridngulo = 22— = ey unidades de area

c1) Seja x aabcissa do ponto P

Como PQ = 10 e a abcissade Q é maior do que a abcissade P ,aabcissade Q é x + 10
Dado que P e Q tém a mesma ordenada, tem-se f(x) = f(x + 10)

f)=fx+10) e 3|x—4|-5=3|(x+10) —4| -5 |x—4|=|(x+10) - 4| &
Slx—4|l=|x+6lox—4=x+6Vx—4=—-x—-6S—-4=+4+6V2x=-2x=-1
Como f(—1)=3|-1—4|—-5=10, P tem coordenadas (—1,10) ‘

¢,) Na figura ao lado, estd representado, num plano em que se instalou YR
um referencial o0.n., o losango [VPRQ]

Tem-se: V(4,-5), P(—1,10), Q(9,10)

Como R=P+ Va e dado que V_Q) é o vetor de coordenadas (5,15),
as coordenadas de R sdo (—1,10) + (5,15) = (4,25)

Pag. 131 ]
2009. e
Na figura seguinte, estd ilustrada a situa¢do descrita. 1
Ty Comecemos por determinar as abcissasde R e de Q v
\ fx)=kealx—b|l+c=ke|x—b|= LILIPEN
(@) R/ |k . k—c | .
(pois,como a>0¢e k>, — ¢ posmvo)
b @x—b——qu—b—u@
| O x
/ ; (:>x=b——Vx=b+—
P
Como £ ¢ positivo, tem-se b pres p ke
a a a
k-c — k—-c k—c\ _ 2(k-c)
Entdo, a abcissade Q é b_T eade R é b+— QR = (b +T)_(b_7) ==

Como k > c, aaltura do tridngulo é iguala k — ¢
2(k c)

x(k=c) (k—c)2
2 a

Entdo, tem-se: Area do triangulo [PQR] =
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210.
a) V3x+4=5©3x+4=25 3x =21 © x =7; conjunto-solucdo = {7}

b) 24+4VIx—Il=xeoVIr—1=x-2= (V2Zx—1) =(x-2)? &

6+1/36—20
Z_T(ﬁx: 1vx=5

e2x—1=x?-4x+4ox>-6x+5=0x
Vejamos se 1 é solugdo da equacdo inicial:
2+V2x1-1=1e2+4+1=1,0 que é falso. Portanto, 1 ndo é solugdo da equagdo inicial.
Vejamos se 5 é solucdo da equacdo inicial:
2+V2x5-1=5e2+4+3=5,0queéverdade. Portanto, 5 é solucdo da equagio inicial.
Conjunto-solucdo = {5}

OVitd—Vi—I=leViti=1+Vr—1= (Vx+4) =(1+Vx—-1) &
Sx+4=1+2Vx—1+x-1e2Vr—1=4oVx—-1=20x-1=4x=5
Vejamos se 5 é solucdo da equacdo inicial:
V5+4—-V5-1=1e3+4+2=5,0queéverdade. Portanto, 5 é solucdo da equacio inicial.
Conjunto-solucdo = {5}

d Jx+1)2=20(x+1)?2=4ex+1=-2Vx+1=2x=-3Vx=1
Conjunto-solu¢do = {—3,1}

211.

a)Tem-se 4x+1>0x > —%@x € [—%,+00[

Em [—%,+00[ tem-se:
2Vix+1-3<7©Vix+1<504x+1<25©x<6
Portanto, o conjunto-solu¢do da condicdo é [—%, 6]

b) Tem-se x2—9>0©x<-3Vx >3 x €] —,—3]U|[3,+00[
Em ] —o0,—3] U [3, +[ tem-se:

Vx2—-9>4x?2-9>16x?>250x<-5vx>5
Portanto, o conjunto-solugdo da condi¢do é | — o0, —5[ U |5, + o[

c) Tem-se 3—2x20®x§%@x€]—oo,§]

Para x < 0, acondigdo é universal.

Para x > 0:

V3i-2x>xe©3-2x>x>e —x*-2x+32>0

Consideremos a fungdo quadratica, f, definida por f(x) = —x? — 2x + 3

Determinemos, se existirem, os zerosde f: f(x) =0 —x2—-2x+3=0ox=-3vx=1

3,1
/ \ |
Entdo, em ]0,+oo[ tem-se: —x?2 —2x+3 =20 0<x <1

Portanto, V3 —2x>2x©x<0v0<x <1 x <1; conjunto-solugdo =] — o0, 1]
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d) Comecemos por determinar os valores de x para os quais a expressdo v+v/18x — x tem significado.
18x>20x=>20

Para x > 0,tem-se V18x— x>0 V18x>x o 18x>x2 © —x2+18x >0

Consideremos a fungdo quadratica, f, definida por f(x) = —x? + 18x

Determinemos, se existirem, os zerosde f: f(x) =0 & —x24+18x=0x=0vx =18

Um esbogo do gréfico de f é:

0,\18

X
/ \ Entdo, em [0, +o[ tem-se: —x?+18x >0 0<x < 18

O conjunto dos valores de x para os quais a expressdao vV 18x — x tem significado é [0,18]
m [0,18] tem-se:

VV18x —x <2 V18x—x<4oVI18x<x+4 o 18x<x*+8x+ 16 &
©x?2-10x+16>0
Consideremos a fungdo quadratica, g, definida por g(x) = x2 — 10x + 16

Determinemos, se existirem, os zerosde g: g(x) =0 & x> —10x+16=0=x=2vx =28
Um esbogo do grafico de g é:

IN® % Entdo,em [0,18] tem-se:x? —10x+16 >0 = 0<x<2V8< x < 18

Portanto, o conjunto-soluc¢do da condic¢do é [0,2[ U ]8,18]

212.
a) Em [2, +oo[ tem-se:
2 2
f=teBxr-6-2=Ic 3x—6=§+2=>3x—6=(§+2) @3x—6=§—5+§x+4=}
2
@%—?x+10=0®x —55x+250=0 x=5Vx =50

Vejamosse 5 é solugéo da equacao inicial:

Vis—6-2==> @ 3 —2 =1 ,0queéverdade. Portanto, 5 é solugdo da equacdo inicial.
Vejamos se 50 é solugao da equacao inicial:

V150 -6 -2 = ? & 12 -2 =10, o que é verdade. Portanto, 50 é solucdo da equacdo inicial.

As coordenadas dos pontos do grafico cuja ordenada € igual a quinta parte da abcissa sdo (5,1) e (50,10)
b) Tem-se, para quaisquer x;, x, € [2, 40| :

flx1) =flxy) = 3x1—6—2=,/3x2—6—2=>\/3x1—6=\/3x2—6=>

= 3x; — 6 =3x, — 6 = x; = x,, peloque afun¢do f éinjetiva.
Jy=V3x—-6-2oVix—-6=y+23x—-6=y’+4y+4 o x=
D’f—l - Df - [2, +OO[

Df-1 = D'y = [-2,+0o[

y2+4y+10
3

x2+4x+10
3
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213.

a) 4Y5x +2+3=15235x+2=3 e 5x+2 =27 © x = 5; conjunto-solugio = {5}

b) [Vox+1-1|=3eYx+1-1=-3vix+1-1=3&
Vox+1=-2vix+1=49%x+1=-8VIx+1=64x=-1Vx=7;

conjunto-solucdo = {—1,7}

x—Vi+x2+6x+8=0V3+x2+6x+8=xox3+x2+6x+8=x3

©x2+6x+8=0ox=—4Vx=-2; conjunto-solucio = {—4, -2}

214,

a) 12+45V3x+4<2e3V3x+4<-23x+4< -8 x<—4;

conjunto-solugdo =] — oo, —4]

b) V3x2—3x+4>403x2—3x+4>643x2-3x—60>0x2—x—20>0
Consideremos a fungdo quadratica, f, definida por f(x) = x? —x — 20

Determinemos, se existirem, os zerosde f: f(x) =0 & x2—x-20=0x=—-4Vvx=>5
Um esbogo do gréfico de f é:

NS w Entdio, x2—x—20>0© x < —4Vx >5; conjunto-solugio =] — o0, —4] U [5, +oo[

¢) Para que ambos os membros da condi¢do tenham significado, tem que ser x = 0

Para x = 0, tem-se:
3\/Vx3+x2—9£\/§<:)\/ﬁ+x2—9£(\/§)3@\/x3+x2—9£\/x3(:>x2—9£0<:)

o©x*<9e -3<x<3
—3<x<3Ax=>0¢ 0<x<3; conjunto-solugio = [0,3]

215.
Va+b=4 a+b=064 a =36 S
=)
{m _ {a _p=—3g {b — g’ pelo que ¥ ¢é o vetor de coordenadas (36,28)
Areta r tem declive igual a g = —, pelo que é definida por uma equagdo da forma y = %x +b

Areta r earetade equagao y = 2x — 1 intersetam-se no ponto de coordenadas (14,27)

Tem-se, entdo, 27 = - >< 14 + b peloque b = :5

216.

4 -
Volume da esfera = - x R3 e Volume do cilindro = nr? X h = nr? X (4r) = 4nr3

. 4 R3 R
Vol. esf. = Vol. cil. & - x TRR=4mr3 o =—=r3or= 7

R+r—2\/_+2<:>R+3\/_—2\/_+2<=>R(1+\/_)—2\/_+2<:>R(\/—+1)—2(\/_+1)<:>
@R=2(V§+1)x%+1<:>R=2V§
Entao, tem-se: Volume da esfera = % X TR3 = % X T X (2%)3 = g X 1 X 24 = 321 unidades de volume
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217.

Tem-se D =R e Dy = [—3,+00[

Fungdo f + g:

® Dryg=DrNDy=[-3,+o]

e (f+P@ =f(x)+gx)=x*>—4x+V2x+6-3

Entdo, tem-se:  f+g:[-3,+o[— R talque (f +g)(x) =x?>—4x++V2x+6—3

Func¢do fg:
o ng = Df n Dg = [—3,+00[
e (f)(x)=f(x)xgx)=(x?- 4x)(\/2x +6— 3)

Entdo, tem-se:  fg:[—3,+0o[ — R talque (fg)(x) = (x? —4x)(V2x + 6 — 3)

~ f
F =
ungao 4

¢ =Dy 0 {x € Dyi g(x) # 0} = RN [-3,+oo[\ {2} = [-3, +oo[\ {£}

=)

2

f _f(x) _ xP-ax
* g () = g(x) ~ VZx+6-3

) ‘ £ 3 f _ x?-4x
Ent3o, tem-se: pE [—3, +oo[\ {2} — R tal que P (x) = V2x+6-3
Fungdo Z:

ungdo -

. D% =Dy N{x € Dy: f(x) # 0} = [—3,+00[n R\{0,4} = [-3, +o0[\{0,4}

g _gx) _ V2x+6-3
° ?(x) - Ji63) T x2-ax

} g g VZx+6-3
Ent3o, tem-se: & [—3,+00[\{0,4} — R tal que 7(95) = 2_ax

Fungdo 4g :

e Dug=Dy=[-3,+o[

e (4g)(x) =4xg(x)=4(V2x+6—-3)=4V2x+6— 12

Entdo, tem-se:  4g:[—3,+o[ — R tal que (49)(x) = 4V2x + 6 — 12
Fungdo f%:

. Df% ={xeD;: f(x) =0} ={x €Dpix? —4x >0} =] —0,0] U [4, +oo[

1 1
o fi(x) = (x% —4x)s = Vx2 —4x
1 1
Entdo, tem-se:  f#:]—00,0] U [4,+oo[ — R tal que f+(x) = Vx2 — 4x

218.

a) (fg)@) =f(4) xg(4) =3x (3V16—12+1) = 21

b) Dsyy = Dy N Dy = [1,5] N [3,+00[ = [3,5]

No intervalo [3,5], tem-se:

fx)=x-1
F+@=fX)+gx)=x—1+3Vax—12+1=x+3Vdx — 12
Entdo, tem-se:  f+g:[3,5] — R talque (f+g)(x) = x + 3Vdx — 12
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+ Exercicios propostos

Pag. 132
219.
Opgdo (B)

1 n3o pertence a A4, pelo que (1,a) ndo pertence ao produto cartesiano A X B

220.
Opgdo (D)
A opgdo (D) é a Unica em que ndo existem objetos diferentes com a mesma imagem.

221.

Opgéo (C)

Como f ésobrejetiva, D'y = A

Ora, o resto da divisdo inteira de um nimero natural por 2 é 0 ou 1, pelo que D’f = {0,1}
Entdo, A = {0,1}

222.
Opgao (B)
(feg)() = flg(D)] = f(3) = 2; isto exclui (A), (C) e (D)

223.

Opgdo (D)

y=2x+1(:2x=y—1<:>x=y7_1,peloquesetem f‘l(x)=xT_1

224,

Opcao (B)

Em cada uma das restantes opgBes tem-se uma correspondéncia em que existe pelo menos um objeto a que
corresponde mais do que uma imagem.

Pag. 133
225.
Opgdo (A)

Seja M o ponto médio de [AB]
Afungdo d toma todos os valores compreendidos entre OM e OA , incluindo ambos.
Tem-se:

ISl

(:)W=% e cos 30° =

=2o04A=1

“| %
|G

SEE

o_ 0
tg 30 ==

SIIE
g

=
ols| S
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226.
Opgao (C)
x*—4=0&x=-2Vx=2 peloque Dy = R\{-2,2}

227.
Opgdo (C)
4—x>04 x <4 peloque Df =] — 0,4

228.

Opgdo (C)

Como f é uma fungdo par, o seu grafico é simétrico relativamente ao eixo das ordenadas, pelo que,

como o ponto A(—2,1) pertence ao seu grafico, também o ponto de coordenadas (2,1) tem que pertencer
ao grafico. Entdo, o ponto de coordenadas (2,—1) ndo pode pertencer ao grafico de f .

229.

Opgéo (D)

Como f é uma fungdo impar, o seu grafico é simétrico relativamente a origem do referencial, pelo que,
como o ponto A(—2,1) pertence ao seu grafico, também o ponto de coordenadas (2,—1)

tem que pertencer ao grafico. Entdo, o ponto de coordenadas (2,1) ndo pode pertencer ao grafico de f .

230.

Opgdo (B)

Em nenhuma das restantes opg¢des pode estar parte de um grafico simétrico do grafico de f relativamente
a bissetriz dos quadrantes impares.
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231.
Opgdo (B)

(e f D@ =glf'@D]=g(0)=0+1=1

232.
Opcdo (C)
Como f éuma fungdo impare f(—3) =1,tem-se f(3) = —1 peloque f~1(-1) =3

233,

Opgdo (B)
g1(x) = f(x +2) Dy, =[-33] D'y =[-24]
gx)=—f(x+2) Dy =[-3,3] D'y =[-4,2]
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234,

Opcdo (A)

O grafico da fungdo g é aimagem do gréfico de f por meio de uma reflexdo de eixo Ox seguida
de uma translacdo vertical associada ao vetor (0,7)

235.
Opcdo (B)
f Dy = [04] D'; = [0,4]
9:09 = /(= 2) Dy, = [26] D'y, =[04]
g(x) = Zf(x -2) Dg = [2,6] Dlg — [0,8]
236.
Opcgao (A)
f Dy = [24] D'y = [2,4]
m@)=f@) Dy, = [48] D'y, =[24]
g@)=f€)+1 Dy = [4.8] D', =[3,5]
237. y
Opgdo (C) .

Na figura ao lado estdo representadas graficamente as fungées f e g .
Tem-se f(x) < g(x) © x €]3,5]

Q

238.
Opcao (B)
Se o contradominio da funcdo é R, a funcdo tem zeros; se a fungdo é injetiva,

nao pode ter mais do que um zero. Entdo, a fungdo tem um e um so zero.
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239.
Opgdo (D)

Como f(0) = —2, as opgdes (B) e (C) estdo excluidas.
Como f(3) =0, aopgdo (A) esta excluida.
Na verdade, a opgdo (D) verifica ambas as igualdades.

240.

Opgdo (C)

Como g é decrescente, as opg¢des (A) e (B) estdo excluidas.
Como g(2) = 0, a opgdo (D) esta excluida.

Na verdade, a opgdo (C) verifica ambas as igualdades.
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241.
Opgdo (D)
h é uma fungdo estritamente crescenteseesése 1 —a > 0,ouseja,seesdse a<1

242,

Opgdo (B)

Na figura estd representada, para cada uma das fungbes f, g, h e j, parte do seu gréfico e, no caso das
fungSes g e h, assinalou-se uma vizinhanga de a .

yAL f y‘L y‘L y‘l
/ \ . g b .
]
®
O 'Y 'Y O ' O 'Y
a x O a x a x a %'\

Pode, entdo, observar-se que:

N&o existe qualquer vizinhanga de a tal que f(a) seja a maior das imagens de todos os objetos que pertencem
a essa vizinhanga, pelo que f(a) ndo é um maximo relativo.

Existe uma vizinhanga de a tal que g(a) é a maior das imagens de todos os objetos que pertencem a essa
vizinhanga, pelo que g(a) é um maximo relativo.

Existe uma vizinhanca de a tal que h(a) é a maior das imagens de todos os objetos que pertencem a essa
vizinhanca, pelo que h(a) é um maximo relativo.

N&o existe qualquer vizinhanga de a tal que j(a) seja a maior das imagens de todos os objetos que pertencem
a essa vizinhanga, pelo que j(a) ndo é um maximo relativo.

243,

Opgéo (B)

Na figura estdo assinalados os pontos do grafico de f correspondentes aos minimos relativos da fungdo.
f tem quatro minimos relativos.

yAL
f
14
/2 0l Ef
7
s
244,
Opgdo (C)

Se o perimetro do retangulo é 60 cm, o semiperimetro é 30 cm, pelo que, se o comprimento, em centimetros, de
um dos lados é x , o comprimento, em centimetros, de outro lado, diferente deste, é 30 — x
Entdo, a drea do retangulo, em centimetros quadrados, é representada por x(30 — x)
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245,

Opcéo (B)

O grafico da fungdo f passa no ponto A(—1,2) seesése f(—1) =2

Tem-se: f(-1)=2ax(-1)?-3x(-D+1=2a+4=2a=-2

246.

Opgdo (B)

O grafico da fungdo f interseta o eixo Oy no ponto de ordenada 3 seesése f(0) =3
Tem-se: f(0)=3e —-(0-1)2?+k=3ok=4
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247.
Opgdo (D)

O grafico da fungdo f é uma pardbola com a concavidade voltada para cima e cujo vértice
é o ponto de coordenadas (—1,—3) . Entdo, a fungdo tem dois zeros.

248.
Opgdo (D)

249.

Opgéo (A)

Tem-se: y=2-x)2+1oy=(x—2)%+1,pelo que a parabola tem vértice
no ponto de coordenadas (2,1)

250.

Opgdo (C)

A pardbola tem vértice no ponto de coordenadas (2,4), pelo que o seu eixo de simetria
é areta de equagdo x = 2

251.

Opgdo (D)

O grafico da fungdo f é uma pardbola com a concavidade voltada para baixo e cujo vértice
é o ponto de coordenadas (—2,3) . Entdo, o contradominio da fungdo é | — oo, 3]

252,

Opgdo (C)

O grafico da fungdo g é uma parabola com a concavidade voltada para cima e cujo vértice
¢é o ponto de coordenadas (1,0) . Entdo, a funcdo tem um Unico zero e esse zero é 1.

253,

Opgdo (A)

O grafico da fungdo f é uma pardbola com a concavidade voltada para baixo e cujo vértice
é o ponto de coordenadas (5,0) . Entdo, o contradominio da fungdo é ] — o0, 0]
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254,
Opgdo (C)

L - -2 .
Areta r é definida pela equagdo x = —oxg Ouseja x = 1

Das parabolas definidas nas quatro opc¢Ges, apenas a parabola definida na opg¢do (C) tem, como eixo

de simetria, a reta definida pela equagdo x =1

As parabolas definidas nas op¢des (A) e (B) tém, como eixo de simetria, a reta definida pela equagdo x =0
e a parabola definida na opgdo (D) tem, como eixo de simetria, a reta definida pela equacdo x = —1
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255.
Opgdo (B)

Como D'p-1 =[-23] e Dy =R, tem-se D's-1 € Dy peloque D'y -1 = g([-2,3]) = [0,9]

256.
Opcdo (B)

O grafico da fungdo f tem vértice no ponto de coordenadas (1,3)

257.
Opgao (D)

O gréfico da fungdo f é areunido de duas semirretas com declives —2 e 2 ; isto exclui as opgSes (A) e (B).

O vértice do gréfico da fungdo f é o ponto de coordenadas (1, —3)

258.
Opcdo (C)

O vértice do grafico da funcdo definida na opgdo (A) é o ponto de coordenadas (3,—1)
O vértice do grafico da fungio definida na opgdo (B) é o ponto de coordenadas (—3,—1)
O vértice do grafico da funcio definida na opgdo (C) é o ponto de coordenadas (3,1)

O vértice do grafico da funcdo definida na opgdo (D) é o ponto de coordenadas (—3,1)
S6 o vértice do gréfico da funcdo definida na op¢do (C) pertence ao 1.° quadrante.

259,
Opcdo (D)

O vértice do grafico da fungdo f é areunido de duas semirretas que apontam para cima e com origem

comum no ponto de coordenadas (0,3)

Entdo, as equagdes das opgdes (A) e (B) sdo impossiveis e a da opg¢do (C) tem uma Unica solugdo.

260.
Opgdo (D)
f
ha(x) = |f ()l
h(x) =1f(x)[+1

D’f =[-2,3]
D'h1 =[0,3]
D'y =[14]
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261.
Opgéo (D)
[2—x|>5©2-x<-5V2—x>5 —x<-7V—x>3©x>7Vvx<-3
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262.
Opcéo (D)
Na figura estd representada graficamente a fungdo h tal que h(x) = |f(x)|
i
3..
b
1
ol 1 5 =

Para k > 3, h(x) = k tem exatamente duas solugbes; isto exclui a opcdo (A).
Para k = 3, h(x) = k tem exatamente trés solucdes; isto exclui as opg¢des (B) e (C).
Na verdade, para k €]0,3[, h(x) = k tem exatamente quatro solugdes.

263.

Opgéo (C)

Na figura ao lado esta um esbogo da pardbola que é o gréficode g . 0 6 '
A abcissa do vértice é a média aritmética dos zeros de g, ou seja, 3. x
O contradominiode g é ] — o0, g(3)]

264.

Opgdo (A)

O vértice do gréfico da fungdo f é o ponto de coordenadas (a, b)

Como este ponto pertence ao 1.° quadrante, tem-se a >0 e b >0

265.

Opgdo (C)

Se o perimetro do quadrado é P, o comprimento do lado pode ser representado por g, pelo que a drea

2 2
do quadrado pode ser expressa, em fungao de P, por G) ou seja %

266.

Opcdo (C)

O grafico da fungdo f interseta o eixo Oy no ponto de ordenada 2 seesdse f(0) = 2
Tem-se: f(0)=2©J0+a=2oa=4
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267.
Opcéo (D)
Os graficos de f e g intersetam-se nos pontos de coordenadas (0,0) e (1,1)

-~

y

I
14

0 H x

Tem-se f)yzgx)ex=0vx=>1
268.

Opgdo (C)

A semiparabola definida por y =vx Ax > 0 e asemirreta definida por y = x Ax > 0 intersetam-se nos
pontos de coordenadas (0,0) e (1,1)

y yaXx

///// y=Vx
1

A )

0| 1 x

Tem-se Vi>xe0<x<1
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269.

Opgdo (A)

O ponto A é o ponto de coordenadas (10, \/ﬁ) pelo que AB = V10

. 2
Entdo: Area do quadrado =+v10 =10

270.

Opcdo (C)

Tem-se Dy =] — 0, 1]

Dyor = {x € Dp: f(x) € Dy} = {x € R*: f(x) < 1} =]0,2]

271.

Opcao (A)

Tem-se Dy = [2, +oo]

Dyor ={x € Dp: f(x) € Dy} = {x € R: f(x) = 2} =] — 0,0]
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272.
Opgdo (C)

O graficode g é aimagem do gréfico de f por meio da translagdo vertical associada
ao vetor de coordenadas (0,—2)
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273.
Opcdo (A)
Tem-se o seguinte quadro de variacdo de sinais:

X | —o —4 -2 4 +o0
£(x) + + + + + 0o | -
g(x) + 0 — 0 + 0 —
f(x) x g(x) + 0 —~ 0 + 0 n
274,
Opgcado (A)

Como h(—1) =0, tem-se que —1 também pertence ao conjunto-solucdo da condicdo h(x) = 0

275.

Opcéo (B)

Tem-se f(0) =3 x 0+ 1=1;isto excluia opgdo (A)
Tem-se f(1)=3x1+1=4

276.

Opcdo (C)
Na figura estd representada parte do grafico da fungdo g para x > 1

y /
419

1

O i x
A fungdo g é estritamente crescenteseesose g(1) < 4
g <4e2x1+k<d4eo k<2

277.
Opcdo (C)
Tem-se f(x) =0 (x> —4=0Ax<0)V(x?2+1=0Ax>0)ox?=4Ax<0&

eq. impossivel
Sk==-2Vvx=2)Ax<0x=-2
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278.

a) O vértice é o ponto de coordenadas (—3,—4) e o eixo de simetria é definido pela equagdo x = —3

b) Como a parabola que é gréfico de f tem a concavidade voltada para cima e o vértice tem ordenada —4,
D'y = [—4,+oo[

c) Como a pardbola que é grafico de f tem a concavidade voltada para cima e o vértice tem abcissa —3,

a funcdo é decrescente em | — 00, —3] e é crescente em [—3,+o[

O minimo absoluto da funcdo é iguala —4.
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d f)=0e2x+3)?-4=0 x+3)?=2ex+3=—2Vx+3=\V2¢&
©x=-3-V2Vx=-3++2 ;oszerossio —3—V2 e —3++/2
Tem-se o seguinte quadro de variagdo de sinal da fungédo f .

x| —oo -3-42 -3 ++2 +00
f(x) + 0 - 0 +

279.

a) O vértice é o ponto de coordenadas (1,3) e quaisquer dois pontos da parabola cujas abcissas
sejamdaforma 1—k e 1+ k, com k> 0, tém a mesma ordenada, como, por exemplo,

os pontos da parabola cujas abcissassdo 0 e 2 ou 0,9 e 1,1.

b) Como a parabola que é gréfico de f tem a concavidade voltada para cima e o vértice tem ordenada 3,
tem-se D'y = [3,+oo|

Como a pardbola que é grafico de f tem a concavidade voltada para cima e o vértice tem abcissa 1,

a fungdo é decrescente em | — o0,1] e é crescente em [1, 40|

O minimo absoluto da funcdo é iguala 3

280.

a) h(x) =x?>—-2x—-2=(x*-2x+1)-2-1=(x-1)>2-3

Como a parabola que é gréfico de h tem a concavidade voltada para cima e o vértice tem ordenada —3,
tem-se D'y, = [—3,+]

b) Para cada valor de ¢, o grafico dafun¢do f é aimagem do grafico de h pela translagdo vertical
associada ao vetor de coordenadas (0, c)

A fungdo f ndotem zeros se e s6 se ¢ > 3; o conjunto dos valores de ¢ é ]3,+o0[

281.

a) Tem-se, para qualquer numero real x :

e f1—x)=51-x)2-101-x)—1=51-2x+x?)—-10+10x—1=

=5—10x +5x%>—11+10x =5x2 -6

e f(1+x)=510+x)?-101+x)—1=51+2x+x?)—-10—10x—1=

=54+10x +5x%>—11—10x =5x2 -6

b) f(x) =5x2—10x—1=5(x?-2x)—1=5(x?—-2x+1)—1-5=5(x—-1)2-6

O vértice é o ponto de coordenadas (1,—6)

c) f(1—x)=f(1+x),Vx € R significa que a reta de equagdo x = 1 é o eixo de simetria da pardbola
que é graficode f .

282.
Tem-se g(x)=f(—x)=2><(—x)2+3><(—x)—1=2x2—3x—1=2(x2—%x)—1=

2t —bee)-1-3-2(x- -
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283.

Temse f(x) =0 x?—-4x+3=0x = ©x=1vx=3

4+y/16-12
2

Oszerosde f sdo 1 e 3.

Para cada valor de a, o grafico da fungdo g é aimagem do grafico de f pela translagdo horizontal

associada ao vetor de coordenadas (a,0), pelo que...:

a) Afungdo g tem dois zeros negativos se e sé se a < —3

O conjunto dos valores de a é | — o, =3[

b) A fungdo g tem um zero negativo e um zero positivoseesése —3 <a < —1

O conjunto dos valoresde a é | —3,—1]
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284.

a) x2_7x+6:()<:x:7i";ﬂ

& x =1V x = 6; conjunto-solucdo = {1,6}

b) 9—x?2<0©x?2>9 & x <—-3Vx > 3; conjunto-solugiio =] — o0, —=3] U [3, +o0[
c) Tem-se: 2x> —4x <0 x?-2x<0

Consideremos a fungdo quadratica, f, definida por f(x) = x? — 2x

Determinemos, se existirem, os zeros de f :

f)=0eox?-2x=0ox(x—-2)=0x=0Vx=2

Um esbogo do gréfico de f é:

Entdo, x2 —2x < 0 © 0 < x < 2; conjunto-solugdo = [0,2]
d) x2—=5x+4>0
Consideremos a fungdo quadratica, f, definida por f(x) = x%2 —5x + 4

Determinemos, se existirem, os zeros de f :

5+v25-24
T > PEN

X’ —-5x+4=0x= x=1Vx =4

Um esbogo do grafico de f é:

N_/4 «

Entdo, x2 —5x+4 >0 x <1V x = 4; conjunto-solugiio =] — o, —1] U [4, + o[
e) Tem-se: —x24+7x—-7>3 —x2+7x—-10>0

Consideremos a fungdo quadratica, f, definida por f(x) = —x2 + 7x — 10
Determinemos, se existirem, os zeros de f :

—7+v49-40
-2

—x’+7x—-10=0=x = ©x=2Vx=>5

268 Fotocopiavel © Texto | M¥T 10



Um esbogo do gréfico de f é:

/2/\5\
Entdo, —x2 4+ 7x —10 > 0 © 2 < x < 5; conjunto-solugdo =]2,5[
x24+1

f) Tem-se: 3x —

& —3x2+10x—-7>0
Consideremos a fungdo quadratica, f, definida por f(x) = —3x% + 10x — 7

A2
—1>2x—51—g<=30x—2x2—2—10>20x—5+x2(:)

Determinemos, se existirem, os zeros de f :

—-10+v100—-84 o

—3x%?4+10x—7=0x = —

x=1vx= g
Um esbogo do grafico de f é:

7
1,3

/

Entdo, —3x?+10x—7>021<x< g; conjunto-solugéo =]1,§[

285.
a;) O ponto de coordenadas (—1,3) pertence ao graficode f seesdse f(—1) =3
Tem-se: f(-1)=3eB-2a)x(-1)—2=3© -34+2a=5oa=4

O conjunto dos valores de a é {4}
a,) Afuncdo f é decrescenteseesése 3—2a<0

Tem-se: 3—2a<0<:>a>%

. . 13
O conjunto dos valores de a é ]E,+00[

a3) Areta de equagdo 2x +y =5 tem declive iguala —2, pelo que o grafico de f é umareta
paralela a retade equagdo 2x +y =5 seesése 3 —2a=-2
Tem-se: 3—-2a=-2oa=5/2

. , (5
O conjunto dos valores de a é {E}

b) Afuncdo g é crescenteseesése k?—4 >0
Tem-se: k’—4>00k?’>4 -2<kVk>2
O conjunto dos valoresde a é | — o0, —2] U [2,+o00]

286.
a) Como DH = x ,tem-se AH =5 —x
Ent3o, tem-se: f(x) =4x ABXAR — 2 % [x(5 — x)] = 2(5x — x2) = 10x — 2x2

2
De outro modo:

f(x) = AB? —EH?, pelo que, como EH? = AE?> + AH?> = x> + (5 —x)? =x?> + 25— 10x + x% =
= 2x% —10x + 25, vem f(x) = AB?> — EH? = 25 — (2x? — 10x + 25) = 10x — 2x?
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o £ (Q)= 10532 (2) =252 =2

5 ~ -
Para x = 5108 pontos E, F, G e H sdo os pontos médios dos lados a que pertencem,

5.5
. f . . 5X5 25
pelo que, nesse caso, a area da superficie é dada, nas respetivas unidades, por 4 X 22—2 ==

ou seja, metade da area do quadrado [ABCD]

287.

Seja x a medida da largura da moldura (0 < x < 20)

A area da peca metdlica é igual a 40 X 60, ou seja, 2400 cm™.

A drea do retangulo interior que se retirou é dada, em funcdo de x, por (60 — 2x)(40 — 2x)

A drea da moldura é dada, em funcdo de x, por 2400 — (60 — 2x)(40 — 2x) , pelo que, uma condigdo
que traduz o problema é: 2400 — (60 — 2x)(40 — 2x) = (60-2x)(40-2x)

2
Tem-se:
2400 — (60 — 2x)(40 — 2x) = 2D o, 9400 — (2400 — 200x + 4x2) = L2 o,
& 200x — 4x? = 1200 — 100x + 2x* & —6x? + 300x — 1200 = 0 & x> — 50x + 200 = 0 &
:@‘:’x=w@x=25i5\/ﬁ@xz4,4sz45,6

Comosetem 0 < x < 20, o valor da largura da moldura, arredondado as décimas, é 4,4 cm.

S X

De outro modo se pode equacionar o problema:
A area da moldura é igual a metade da area do retangulo interior que se retirou se e sé se a area

N . 2 . e s - .
deste retangulo for igual a = da area da pec¢a metdlica inicial, pelo que uma condi¢ao que traduz o problema é:
3

(60 — 2x) (40 — 2x) = g x 2400

Pag. 144
288.

a) Quando DA = 4 tem-se CD = 4 e AB = 2, pelo que:

Area do tridangulo [ABC] = ABZ D _ Zzﬁ = 4 unidades de érea

b) Quando AB = x,com 0 < x < 6,tem-se DA = CD = 6 — x , pelo que:
__ ABxCD _ x(6-x) _ -x%+6x _

Area do tridngulo [ABC] = === ——%x2+3x

c) Seja A afuncdo definida por A(x) = —%xz +3x,0<x<6

Se o vértice da parabola definida por y = —Exz + 3x pertencer ao grafico de A, a sua abcissa

é o valor de x paraoqualafungcdo A é maxima, pois a pardbola tem a concavidade voltada para baixo.
3

b ~ . ~ C
Tem-se 5. = —m = 3. Entdo, 3 éovalorde x parao qualafuncdo A é maxima.

. . . 9 9 .
O valor da drea maxima é A(3) ou seja -3 +9= 3 unidades de area.

d)Sendo DB =k ,com k>0, e AB=x,com 0<x < k,tem-se DA =CD =k — x, pelo que:

‘ A ABx CD k- -x2+k 1 k
Area do triangulo [ABC] = XCD _xlkmx)  —xdkx 1,2 +-x
2 2 2 2 2
b k/2 k k , .
Tem-se —— = — 22— 7 0ra, para x = -, A é o ponto médio de [DB]

2x(=;)
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289.
a) Quando x = 4,5, tem-se QD = 1,5 e PC = 3,5, pelo que:

Area do tridngulo [PQC] = PC);QD = 3'5:1’5 = 2,625 unidades de area

N N PCX 0D — — 2_
b) Tem-se QD =6 —x e PC =8 —x peloque a(x)= PC);QD 8 x):(e x) _ % 1:x+48

Dy =1[0,6[ , pois Q pode coincidir com B (caso em que x = 0 ) e ndo pode coincidir com D .

D'f =]0,24] , pois a area sera maxima quando Q coincidir com B, e, a medida que Q se aproximade D,
a drea aproxima-se, tanto quanto se queira, de 0.
c) A drea do tridngulo [ABC] é 24.

. - . ~ 2-14x+48 -
A area do tridngulo [PQC] é dada, em funcdo de x, por %, pelo que uma condi¢do que traduz
. 2-14x+48
o problema é: %<12,com 0<x<6
Tem-se:
x?—14x+48

> <12©x?—-14x+48<24 o x?—14x+24<0

Consideremos a fungdo quadratica, f, definida por f(x) = x% — 14x + 24
Determinemos, se existirem, os zeros de f :

X -14x+24=0ex =" o x=2Vx =12
Um esbogo do gréfico de f é:
\z\_// X

Entdo,para 0 <x <6, x?2—14x+24 <0 & 2 < x < 6; conjunto-solugio =]2,6[

290.
a) O vértice da pardbola tem que ser o ponto de coordenadas (2,—1):

E =

}!

b) Os zerosde g témqueser 0 e 4:
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c) Fungdo f:

Como a parabola tem a concavidade voltada para cima e o vértice da parabola

é o ponto de coordenadas (2,—1), f(x) édaforma a(x —2)2—1,com a >0
Como f(1) =1,tem-se a(1—-2)2—1=1 ouseja a =2

Entdo, f é a funcdo definida por f(x) =2(x —2)?2 -1

Funcao g:

Como a parabola tem a concavidade voltada para cima e o vértice da parabola

é o ponto de coordenadas (2,4), g(x) édaforma a(x —2)?>+4,com a <0
Como g(0) =0,tem-se a(0 —2)2+4=0 ouseja a=—1

Entdo, g é a funcdo definida por g(x) = —(x — 2)? + 4

Pag. 145
291.
a) Tem-se AC? = AB?> 4+ BC? & AC? =900+ 1600 @ AC =50 e EC =40 —x

Como os tridngulos [ABC] e [DBE] s3o semelhantes, tem-se BE _DE X _DPE L DE=2x
BC AC 40 50 4

Como os tridngulos [ABC] e [EFC] sdo semelhantes, tem-se

g:i—C@E=4°—_x=}_F=§(40—x)@W=24—3x

4B~ AC 30 50 5 5

Entdo, r(x) = DE X EF = zx (24 - %x) = 30x — 0,75x2

b) A abcissa do vértice da pardbola que é gréfico de r éigual a —ﬁ , ou seja, 20, pelo que,

como a parabola tem a concavidade voltada para baixo, a drea do retangulo é maxima para x = 20;

essa area é r(20) = 30 x 20 — 0,75 x 20% = 300 cm®

Como a area do triangulo [ABC] éigual a 600 cm?”, a &rea do retangulo é igual & drea da regido n3o colorida.
c) r(x) > 252 © 30x — 0,75x% > 252 & —0,75x% + 30x — 252 > 0

Consideremos a fungdo quadratica, f, definida por f(x) = —0,75x2 + 30x — 252

Determinemos, se existirem, os zeros de f :

—0,75x% + 30x — 252 = 0 < x = —ory200°75¢

2x(=0.75) ©x=12Vvx =128

Um esbogo do grafico de f é:
12,28

[\

Entdo, —0,75x% + 30x — 252 > 0 © 12 < x < 28; o conjunto dos valores de x é 112,28
d) Tem-se, para x = 20:

e Equacdo reduzida dareta AC

A é o ponto de coordenadas (0,30) e C ¢ o ponto de coordenadas (40,0)
0-30 3

Mpyr = —— =
AC ™ 40-0 4

Areta AC é definida pela equagdo y = —%x + 30
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e Equacdo reduzida dareta DE
Tem-se o= =22 2228 o, pB =15
BC AB 40 30
E é o ponto de coordenadas (20,0) e D é o ponto de coordenadas (0,15)

3

Mpg = Myc = —7

Areta DE é definida pela equagdo y = —%x + 15
e Coordenadas do ponto F

EC =40-20=20

EF = 24— x20 =12

FH _EF __ EA _ 12

E —
Tem-se —me=—& — = @EH=7,2
EF EC 12 20

A abcissade F éiguala 27,2.
Aordenada de F éigual a —% X 27,2 +30 =96

e Equacdo reduzida dareta EF

E é o ponto de coordenadas (20,0) e F ¢ o ponto de coordenadas (27,2;9,6)
96-0 _ 96 _ 4

T 272-20 72 3

Mgr

Areta EF é definida por uma equagdo da forma y = %x +b

. 4 . 80
Como o ponto E pertence a reta, tem-se 0 = 3% 20+ Db ouseja b = -3

Areta EF é definida pela equagdo y = %x - 83—0

e Equacdo reduzida dareta DG

D ¢é o ponto de coordenadas (0,15)

4
Mpg = Mgp = 3

Areta DG é definida pela equagdo y = %x + 15
e Definicdo analitica do retangulo

ys§x+15Ay2§x—?/\ys—%x+30Ay2—%x+15

292,

a) C é o ponto de coordenadas (0,10)

Determinemos as coordenadasdoponto B: 0 =—-2x+10& x=5,
pelo que B é o ponto de coordenadas (5,0)

Entdo, x pode tomar todos os valores do intervalo ]0,5[

Para cada valor de x, a ordenada do ponto P é dada por —2x + 10

Entdo, tem-se:
10xX5  xX(—2x+10) _
2 2 -

Area da regido colorida = 4rea do tridngulo [OBC] — 4rea do triangulo [0AP] =

=x? —5x + 25
b) Se o vértice da paréabola definida por ¥ = x2 — 5x + 25 pertencer ao grafico de a, a sua abcissa é o valor
de x paraoqualafungdo a é minima, pois a parabola tem a concavidade voltada para cima.

b -5 5 . 5, ~ s
Tem-se T TIaT o Entao, 5 €o valor de x para o qual afuncdo a é maxima.
. « . . (5 . (5)? 5 75 . .
O valor da drea maxima é a 5) ouseja (J) — 5% >t 25 = i 18,75 unidades de area.
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) ax) >0 x2-5x+25>19A0<x<5x2-5x+6>0A0<x<5
Consideremos a fungdo quadratica, f, definida por f(x) = x?> —5x + 6

Determinemos, se existirem, os zeros de f :

5+V25-24
_T Sx=2Vx=3

\ L

Entdo,para 0 < x <5, x?-5x+6>00<x<2V3<x<5;
conjunto-solugdo =]0,2[ U ]3,5[

x2-5x+6=0=x=

Um esbogo do gréfico de f é:

Pag. 146
293.
a) h(0) =#+3 = 4 metros
_2
b) h(x)=12<:)(x42) +3=12e (x—-2)?=362x—-2=—6Vx—2=69x=—-4vx=28

Como x > 0, adistancia entre os dois postes € 8 metros.

c) A altura maxima da camioneta é determinada pela sua passagem tangente ao poste da direita.
Essa altura é a do ponto do cabo a que é tangente, nessa passagem, a aresta superior esquerda
do contentor que, nessa passagem, estd a 5 metros do poste da esquerda.

_2
h(5) = & 42) +3= 24—1 = 5,25 metros

294,
Aintersec¢do do grafico de g com areta de equagdo y = —2x + 7 é definida pelo sistema
{y=—x2+2x+3 {—2x+7=—x2+2x+3 {x2—4x+4=0 {(x—2)2=0
S S S
y=-2x+7 y=-2x+7 y=-2x+7 y=-2x+7
o x =2
y=3

pelo que a reta interseta a parabola num Unico ponto; como a reta ndo é paralela

=4

ao eixo de simetria da parabola (por ndo ser uma reta paralela ao eixo Oy ), a reta é tangente a parabola.
O ponto de tangéncia é o ponto de coordenadas (2,3)

295.

a) A abcissa de A é o ponto de coordenadas (0,10)

A abcissade A éigual a —_76 =3

Aordenadade A éiguala f(3)=9—-18+11=2

A é o ponto de coordenadas (3,2)

e Equacdo reduzida dareta r:

m, =1, peloque areta r é definida por uma equagdodaforma y=x+»b
Como o ponto A pertence areta, tem-se 2 =3+ b ouseja b =—1
Entdo, areta r é definida pelaequagdo y=x—1
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e Coordenadas do ponto B :
{y=x2—6x+11®{x—1=x2—6x+11®{x2—7x+12=O(:){x=3Vx=4@
y=x-1 y=x-1 y=x-—1 y=x-—1
o {x =3 v {x =4

y=2 ly=3
Entdo, o ponto B tem coordenadas (4,3)
e Equacdo reduzidadareta t:
m; = —2, pelo que areta t é definida por uma equagdo da forma y = —2x + b
Como o ponto A pertence areta, tem-se 2 = —6+ b ouseja b =8
Entdo, areta t é definida pela equagdo y = —2x + 8
e Coordenadas do ponto C :
{y=x2—6x+11 {—2x+8=x2—6x+11®{x2—4x+3=O®{x=1Vx=3
y=-2x+8 y=-2x+8 y=—-2x+8 y=-2x+8
o {x =1 v {x =3

y=6 y=2
Entdo, o ponto C tem coordenadas (1,6)
e Entdo, tem-se:
AB=.(4-3)2+B-22=VI+1=+2
AC=,(1-3)2+(6—2)2=vV4+16 =20
BC=,(1-42+(6-3)2=/9+9=+18
Ora, AC? = AB? + BC? & 20 =2 + 18 , pelo que o tridngulo [ABC] é retangulo.
b) Na figura ao lado esta representada, sobre o referencial xOy

do enunciado, a construgdo que permite obter, geometricamente, o ponto D .
D é o ponto de abcissa 3 que pertence areta CB

Determinemos a equacao reduzida da reta CB

B é o ponto de coordenadas (4,3) e C é o ponto de coordenadas (1,6)
Mcp = E = —1, pelo que areta CB é definida por uma equacdo da forma
y=—-x+b

Como o ponto B pertence areta, tem-se 3 =—4+b ouseja b =7

0
Areta CB é definida pelaequagdo y=—x+7

Como D pertence areta CB, tem-se y = —3+ 7 =4, peloque D é o ponto de coordenadas (3,4)

A altura do tridngulo [ACD] relativa ao lado [CD] é AB, pelo que a area do tridngulo [ACD]
CDxAB

¢é dada por

Ora, AB=+2 e CD=+(3—-1)2+ (4 —6)2 =4+ 4 =+/8 = 2/2, pelo que
24/2%x+/2
2

Area do triangulo [ACD] = = 2 unidades de area

c) Como A é o ponto de coordenadas (3,2), aimagem de A pela reflexdo de eixo de equagdo y = 2

é o proprio ponto A4 ; entdo, o vértice da pardbola que é grafico de h é o ponto de coordenadas (3,2)

Entdo, h(x) =a(x —3)>+2,com a<0

Como B é o ponto de coordenadas (4,3), aimagem de B pela reflexdo de eixo de equagdo y = 2

é o ponto de coordenadas (4,1) ; entdo, a parabola que é grafico de h passa no ponto de coordenadas (4,1)
Entdo: h(4) =1 a(4—-3)>+2=1<a= -1 peloque h(x) = —(x —3)? +2
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296.
— — 9.3 2 — 9.3 2 — 2,3 — 1
a) gx)=f(x)+3=2x"+3x*—2x—-3+3=2x>+3x —2x—2x(x +5x—1) —2x(x—5)(x+2)
Tem-se: x2+§x—1=0(:>x=—2Vx=%
b) f(x) <0 2x3+3x2—-2x—3<0
Tem-se f(—1) = 0, pelo que podemos utilizar a regra de Ruffini para dividir f(x) por x +1
Tem-se:

2 3 -2 -3

-1 -2 -1 3
| 2 1 -3 0=R
Entdo, tem-se 2x3+3x2—-2x—-3=(x+1)(2x*+x—3)
f<0e2x3+3x2-2x-3<0e (x+1D)2x2+x-3)<0
Tem-se: (x+1)(2x%2+x—3) =O<:>x=—§Vx=—1Vx= 1

Tem-se o seguinte quadro de variacdo de sinal:

X | —o0 —% -1 1 +00
x+1 - - — 0 + + +
2x%+x—3 + |0 - — — 0 +
F(x) — 1o + o | - 0 | +

Entdo, f(x) <0 x < —%V —1 < x < 1; conjunto-solugdo =] — oo, —%] ul-1,1]

De outro modo:

f)<0e2x3+3x2-2x-3<0o 2x3-2x)+(3x?-3)<0 &
©2x(x?-1D)+3x*-1D<0e (x?2-1)2x+3)<0

Tem-se: (x?—-1)2x+3)=0ox = —%Vx =-1vx=1

Tem-se o seguinte quadro de variacdo de sinal:

X | —o0 —% -1 1 + oo
2x + 3 - |0 + + + + | +
x?—1 + | + + 0 — 0 +
f(x) - |0 + 0 - 0 | +

Entdo, f(x) <0 x < —%V —1 < x < 1; conjunto-solugdo =] — oo, —%] ul[-1,1]
c)Sejam A e B os pontos do grafico de f de abcissas —2 e —1, respetivamente, e seja P
o outro ponto do gréfico de f que pertence a reta AB

Determinemos a equacao reduzida da reta AB

Tem-se f(—2) = —3, peloque A é o ponto de coordenadas (—2,—3)

Tem-se f(—1) =0, pelo que B é o ponto de coordenadas (—1,0)

Myg = % = 3, pelo que areta AB é definida por uma equagdo daforma y =3x+ b

Como o ponto B pertence areta, tem-se 0 = —3 4+ b ouseja b =3
Areta AB é definida pela equagdo y = 3x + 3
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Determinacao das coordenadas do ponto P

1. Processo analitico

f=3x+3ox?*-1D2x+3)=3x+1De x+1D)x-1)2x+3)-3x+1) =0
sx+D[x-1D2x+3)-3]=0(x+1)2x>+x-6)=0

(:)x+1=OV2x2+x—6=0<:)x=—1Vx=—2Vx=%

Como —2 e —1 sdo, respetivamente, as abcissas dos pontos A e B, a abcissade P é %
f(%) =3 X%+3 =12—5;aordenadade P éiguala f(3) =12—5

P é o ponto de coordenadas (2,175) =(1,5;7,5)
2. Utilizando uma calculadora gréfica

Recorrendo a uma calculadora grafica, pode obter-se, sobrepostos, o grafico de f

e a reta de equagdo y = 3x + 3, bem como as coordenadas do ponto P :

W1=Zn IR =En=3
Wa=3n+3 on

ﬁ\-.l_ _./"}II -IEEET.

n=l.5 ¥=M.5

P é o ponto de coordenadas (1,5;7,5)

297.

a) f(x) 0o x<—-1V2<x<3;conjunto-solugdo =] — o0, —1] U [2,3]

b) O resto da divisdo é f(1) = 2

c) Como o graficode g é aimagem do grafico de f pela translagdo horizontal associada ao vetor (—a,0),
tem que ser 2 < a < 3; o conjunto dos valores de a é o intervalo ]2,3]

d)Tem-se: B3—x) f(x) =03-x=0Vf(x)=0ex=3Vx=—-1Vvx=2

Tem-se o seguinte quadro de varia¢do de sinal:

X | —o0 -1 2 3 +o0
3—x + |+ + |+ o+ 0 | -
f(x) — 0 + 0 - 0 +
B—x)-f(x) — 0 + 0 - 0 —
Entdo, B3—x) f(x) <0e (x <—-1Vx>2)Ax #3;

conjunto-solugdo = (] — o0, —1[ U ]2, + o[ )\{3}

e) Como f(x) é um polindmio de grau 3, cujas raizessdo —1, 2 e 3, f(x)
édaforma a(x+ 1)(x —2)(x—3),com a#0

Como f(1)=2,tem-se ax (1+1)x(1—-2)%x(1—-3)=2 peloque a=%

Entdo, f(x) =5 (x + 1)(x — 2)(x — 3)
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f) Tem-se:

A é o ponto de coordenadas (1,2)

D é o ponto de coordenadas (2,0)

C ¢é o ponto de coordenadas (3,0)

B é o ponto de maior abcissa do grafico de f cuja ordenadaé 2.
Determinacao da abcissa de B :

fW=2e @+Dx-Dx-3)=20x?-x-Dx-3) =4’ —4l+x+6=4o
©x3—4x2+x+2=0

Como sabemos que f(1) = 2, sabemos que 1 é solugio da equagio x3 —4x2+x+2=0,

pelo que podemos utilizar a regra de Ruffini para dividir o polinémio x3 —4x? + x + 2 por x — 1

Tem-se:
1 —4 1 2
1 1 -3 -2
|1 -3 -2 0=R

Entdo, tem-se
f)=2ex3—4x?+x+2=0(x—1)(*x?-3x-2)=0x—-1=0Vvx?-3x-2=0&
©x=-1Vx=-0562Vvx= 3562

B é o ponto de coordenadas (3,562;2)

Entao, tem-se:

AB ~ 3,562 —1 = 2,562

DC =1

Altura do trapézio = 2

+DC
2

&

Area do trapézio = X 2 =~ 3,56 unidades de area

298.
Como sabemos que f(—1) = 0, podemos utilizar a regra de Ruffini para dividir o polindmio f(x) por x + 1
Tem-se:

0,2 -1,1 0,2 1,5

-1 -0,2 1,3 -1,5
| 02 -1,3 1,5 0=R
Entao, tem-se
f)=0e (x+1)(0,2x>-13x+15=0x+1=0v0,2x>-13x+15=0&

<:)x=—1Vx=EVx=5

~ . , 3 . .
Entdo, a abcissade B é S ea abcissade C é 5.

A altura do tridngulo [BCD] relativa ao lado [BC] é OD, pelo que a area do tridngulo [BCD]
BCX0D

¢é dada por

Ora, ﬁ=5—%=%=3,5 e 0D = f(0) = 1,5, pelo que:

Area do triangulo [BCD] = 22212

= 2,625 unidades de area
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299.

a) h(0) = 3,5; a altura do reservatoério é 3,5 metros.

b) O depdsito comega a receber dgua antes de terminar a rega, pelo que, como a rega comega as 8 horas
e termina as 10 horas, basta considerar t € [0,2]

Como a altura do reservatdrio é 3,5 metros, tem-se h(t) € [0;3,5]

Recorrendo a uma calculadora grafica, pode obter-se, na janela de visualizacdo definida por

x € [0,2] e y €]0;3,5], o grafico e o minimode h.

W= BRI 5. TRES. 3

n=l.2UIBE3BE98  ¥=0.43T72912014

O depdsito comegou a receber dgua quando a altura da agua era 0,44 m, ou seja, 44 cm.
¢) Recorrendo a uma calculadora grafica, pode obter-se, por exemplo na janela de visualizagdo definida
por x € [0,3] e y € [0;4], o grafico de h e o valor positivo de x para o qual h(x) = 3,5

1= B8R 3=d. Tt 0

f=CHL

[i=2. ISO0581317  ¥=3.5

O enchimento do depdsito termina ao fim de aproximadamente 2,15 horas, ou seja, 2 horas e 9 minutos.

O processo estd terminado as 10 horas e 9 minutos.

300.
a) Temse: 4—x) - f(x)=024—-x=0Vf(x)=0ox=—-1vx=0vx=4%
Tem-se o seguinte quadro de variacao de sinal:

X | —o0 -1 0 4 +o0
4—x + + + + + 0 -
f(x) + 0 - 0 + 0 -
(4—-x) - f(x) + 0 - 0 + 0 +

Entdo, (4—x)-f(x) >0 (x<—-1V0O<x<4Vx>4)Ax+4;

conjunto-solugdo =] — o0, —1[ U ]0,4[ U 4, + o[

b) Como f(3) = 2, podemos concluir, de acordo com o teorema do resto, que o resto da divisdo
inteira do polindmio f(x) por x —3 éiguala 2.

c) Como f(x) é um polindmio de grau 3, cujas raizessdo —1, 0 e 4, f(x)

édaforma ax(x+ 1)(x —4), com a#0
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Como f(3) =2,tem-se ax3x(3+1)Xx(3—4)=2 peloque a=—%

x3-3x2-4x _ 3x%+4x—x3
6 - 6

Entao, f(X) = —%x(x +D(x—4)=—

3x2+4x—x3

d) f(x)=2<:)T=2<:)3x2+4x—x3 =12 —x3+3x?>+4x—-12=0
Como sabemos que f(3) = 2, sabemos que 3 é solugdio da equagdo —x3 +3x%2 +4x—12=0,
pelo que podemos utilizar a regra de Ruffini para dividir o polinémio —x3 + 3x%2 +4x —12 =0 por x — 3

Tem-se:
-1 3 4 —-12
3 -3 0 12
-1 0 4 0=R

Entdo, tem-se
f)=2e —x3+3x2+4x—-12=0 (x—3)(—x*+4)=0x=3Vvx=-2vx =2
pelo que, de acordo com a figura ao lado, tem-se: y

B é o ponto de coordenadas (—2,2) f\B [

C é o ponto de coordenadas (2,2) V\
D ¢é o ponto de coordenadas (3,0) :

EENCAE
A altura do tridngulo [BCD] relativa ao lado [BC] é AD, peloquea
area do tridngulo [BCD] é dada por BCxAD _ 4 >2< 2 = 4 unidades de érea.
301.
Determinac¢ao da equacao reduzida da reta RS
f(=3)= 3X(_3)2+42(_3)_(_3)3 =7, peloque R é o ponto de coordenadas (—3,7)
f(5) = &;')(5_53 = —5, pelo que S é o ponto de coordenadas (5,—5)
Mps = % = _le = —%, pelo que areta RS é definida por uma equagdo da forma y = —%x +b
Como o ponto R pertence a reta, tem-se 7 = —% X (—3)+ b ouseja b= g

Ly - 3 5
Areta RS é definida pela equagdo y = —5X + 3
a) Recorrendo a uma calculadora gréfica, podem obter-se, sobrepostos, o gréfico de f
~ 3 5
e a reta de equagdo y = — 3 + 7 bem como as coordenadas do outro ponto comum:

Y= SHE+dE—H T I TE
Wi=-1.3R+2.5

IZECT
= ¥=|

O outro ponto tem coordenadas (1,1)
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3x%+4x—x3

b) - =—§x+§@3x2+4x—x3=—9x+15<:)—x3+3x2+13x—15=0
2 _ .3

Como —3 é solugdo da equacgdo % = —%x +g , pode concluir-se que —3 é raiz do polindmio
—x3 4+ 3x%2 + 13x — 15, pelo que podemos utilizar a regra de Ruffini para dividir o polinémio por x + 3
Tem-se:

-1 3 13 —-15

-3 3 —18 15
-1 6 -5 0=R

Entdo, tem-se

3x2+4x—x3

A =—%x+§<:)—x3+3x2+13x—15=0<:>(x+3)(—x2+6x—5) =0e
©x+3=0V—=x?+6x—5=0 x=-3vx=1Vvx=5
Entdo, a abcissa do outro ponto comum é 1 eaordenadaé f(1) =1
O outro ponto tem coordenadas (1,1)

Pag. 149

302.

a) O quadrildtero [0ABC] é um retangulo se e s6 se o ponto B tiver a mesma ordenada de C
O ponto C tem coordenadas (0,5)
—%x2+2x+5=5@—%x2+2x=0®—%x(x—8)=O(:>x=0Vx=8

O quadrildtero [0ABC] é um retangulo se e s se B for o ponto de coordenadas (8,5)

A abcissa do ponto A tem que seriguala 8.

b;) x pode tomar todos os valores reais maiores do que 0 e menores do que a abcissade P,
que é a raiz positiva do polindmio —%xz +2x+5

—21+V4+5
— T

—%x2+2x+5=0@x= x=—-2Vx=10

2
A abcissade P é 10, pelo que Dy =]0,10[
b,) Para cada posicdo do ponto A, o quadrildtero [0ABC] é um trapézio cujas bases sdo OC e AB

e cuja altura é 0OA

0C+A4B 5+(—%x2+2x+5)

T(x) == x 0A =

c¢) Recorrendo a uma calculadora grafica, pode obter-se o graficode T e o valor procurado,

><x=(—%x2+x+5)><x=—%x3+x2+5x

que é o maximizantede T :

Wl=0-1+800"3+RE 400

— MA
i="T. 18822 ¥=Ul. 1842355

O maximizante de T, arredondado as décimas, é 7,2.
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303.
a) O retangulo [OPQR] é um quadrado se e sé se OP = PQ
Seja a a abcissa do ponto Q.

W=W(:>a=4—(a—1)2<:)—a2+a+3=O@a=¥@a 1VI3 o = 113
1+/13
2

1+V13 1+V13
O ponto @ tem, neste caso, coordenadas ( ;/_,Tr)

Como a abcissa de Q é positiva, tem-se a =

b) Tem-se, para qualquer b €]0,3] :
AbD)=0PxPQ=bx[4—(b—-1)?]=bx(=b*>+2b+3)=-b3+2b*>+3b

c¢) Recorrendo a uma calculadora grafica, pode obter-se o grafico de A e a abcissa procurada,
gue é o maximizante de A :

W1=-m AR e+ IR

MAn
li=l-BBEES 7098  %=b.OEUEOYS3E

Um valor arredondado do maximizante de A, com quatro casas decimais, é 1,8685.
Tem-se f(1,8685) = 4 — (1,8685 — 1)? ~ 3,25

O ponto Q tem, neste caso, coordenadas (1,87;3,25)

d) Seja B o ponto de coordenadas (3,0) e seja C o ponto de coordenadas (0,3)
Determinac¢do da ordenadade D :

F@) =4—(p—1)%=4— (1+2\/§_ 1)2 —4_ (—1?/5)2 —4_ 1—2;/§+5 _ 10+42\/§

O ponto D ¢é o ponto de coordenadas (HZ‘E, 1022‘/5)

Entao, tem-se:

2

BD = \/(”2‘/5_ 3)2 + (1o+42\/§_ 0)2 \/(—5+\/§) + (10+2\/§)2 _ VS

2 4
- (55 -0) + (225 -a) - [(55) + (225 -3

4
BC=,/(0-3)2+(3-02=v9+9=+18
Ora, BC? = BD? + CD? & 18 = 15 + 3, pelo que o tridngulo [BCD] é retangulo.
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304.

a) (x2—2x)3=[x(x—-2)P=x3-(x—2)3

As raizes do polindmio sdo 0 e 2, sendo ambas de multiplicidade 3.
b) Tem-se: f(x)>0& (x2-2x)3>0x2-2x>0
Consideremos a fungdo quadratica, f, definida por f(x) = x%2 — 2x

282 Fotocopiavel © Texto | M¥T 10



Determinemos, se existirem, os zeros de f :
f=0ex?-2x=0ox(x—2)=0x=0Vx=2

Um esbogo do grafico de f é:
\0\/2/ X

Entdo, x2 —2x >0 © x < 0V x > 2; conjunto-solugdo = | — 00, 0[ U ]2, +oo]
De outro modo:

Tem-se: fl) >0 (x?-2x)3>0ox3-(x-2)3>0
x3-(x—-2P2=0ex=0vx=2

Tem-se o seguinte quadro de variacdo de sinal:

X | —o0 0 2 +o0
x3 - |0 + + | +
(x—2)3 - |- - 0 +
f(x) + |0 - 0 +

Entdo, f(x) >0 x <0V x > 2; conjunto-solugdo =] — o, 0[ U ]2, + o[
c) Por exemplo:

g:R — R,talque g(x) =x?—2x e h:R — R, talque h(x) = x3
Na verdade, vem (ho g)(x) = h[g(x)] = h(x? — 2x) = (x? — 2x)3 = f(x)

305.

a) O vértice é o ponto de coordenadas (2,1) e o eixo de simetria é definido pela equagdo x = 2

b) gx) =0 —-(x—-2)’+1=0(x-2)?=1ox—-2=-1vx-2=1ox=1vx=3
Oszerosde g sao 1 e 3.

g(0) = —(0 — 2)? + 1 = —3; o gréafico interseta o eixo Oy no ponto de coordenadas (0, —3)

c) Tem-se:

9 D’g =]—o0,1]

fi(x) = g(x +3) D'y =]—,1]
fo(x) = —g(x +3) D'y, = [-1,+oo[
f(x)=2—-gkx+3) "t =[1,+oo[

D'y =[1,+0o]

Uma equagdo que traduz o problema é f(x) = f(—20)
f)=f(-200=2-g(x+3)=2-g(-17) o g(x+3)=g(-17) &

e —-(x+1)?+1=—-(-192+1ox+1)?=(-192%?ox+1=-19vx+1=19 ¢
©x=-20vx =18

O valor procurado é 18.

d) O vértice do grafico da fungdo f é o ponto de coordenadas (2,—2), pelo que h(x)
édaforma alx —2|—2, coma>0
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Os zeros de h sdo iguais aos zeros de g, pelo que o grafico de h passa, por exemplo,

no ponto de coordenadas (1,0)

Entdo, tem-se a|l —2| —2 =0 ouseja a =2, peloque h(x) =2|x —2| -2
hix)>10e2|x-2|—-2>10e [x—-2|>6ox—2<—-6Vx—2>69x<-4Vx>8;
conjunto-solugdo = | — 00, —4[ U |8, + o[

306.

a) d(0) =[10—-2x%x0|=10 e d(15) =1]10—-2x 15| =20

Logo, o sensor estd a 10 metros do inicio e a 20 metros do fim da pista.

b) A pista tem 30 metros de comprimento. O atleta percorreu esses 30 metros em 15 segundos,

ou seja, a velocidade média de 2 metros por segundo.

c) Tem-se,para 0 <t <15:

d(t) =5 & |10 — 2t] =5<=>10—2t=—5v10—2t=5<=t=§w=§@t=7,5w=2,5
A distancia é igual a 5 metros nos instantes 2,5 segundos e 7,5 segundos.

d) Tem-se, para 0 <t < 15:

dit) >6<|[10-2t|>6=210-2t<—-6V10—-2t>6 & -2t < -16V-2t>—-4St>8Vt<2
Entdo, o atleta encontra-se a uma distancia do sensor superior a 6 m entre os instantes0se 2 s

e entre os instantes 8 s e 15 s, ou seja, durante um tempo total de 9 s.

Pag. 151

307.

a) O ponto B, vértice do grafico da fungdo f , é o ponto de coordenadas (6,8)
Entdo, Dy, =[0,6]

b) Tem-se

—E(—x+6)+8 se x<6 Zx+4 se x<6
f@={ 3 =1,

—g(x—6)+8 se x=6 —§x+12 se x=6
e
0 %(—x+6) se x<6 —§x+2 se x<6
gx) = =

=(x - se x = =X — se x =

;( 6) 6 ; 2 6

Para cada valor de x € [0,6], tem-se:

P é o ponto de coordenadas (x,gx + 4) e, entdo, aordenadade Q éigual a gx +4

S é o ponto de coordenadas (x, —%x + 2) e, entdo, a ordenada de R éigual a —%x +2
Determinagdo da abcissa dos pontos R e Q :

Seja a aabcissa do ponto R .Tem-se g(a) = —%x +2
g(a)=—§x+2=>§a—2=—§x+2®a=—x+12

Entdo:

R é o ponto de coordenadas (—x + 12, — %x =+ 2) e

@ é o ponto de coordenadas (

2
—x + 12,§x + 4)
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Determinacdo da area do retangulo [PQRS]:

SR=xp—xs=—-x+12—x=—-2x +12

- 2 1

SP =y, — s =§x+4—(—§x+2)=x+2

h(x) = SRXSP = (=2x +12) X (x + 2) = —2x% + 8x + 24

c) Se o vértice da pardbola definida por y = —2x2 + 8x + 24 pertencer ao gréfico de h, a sua abcissa

é o valor de x parao qualafuncdo h é maxima, pois a parabola tem a concavidade voltada para baixo.
Tem-se ——= = ——2 =2, Entdo, 2 é o valor de x para o qual afungdo h é maxima.

2a 2x(-2)
Para x =2 ,tem-se: SR=-2x2+12=8 e SP=2+2=4

O retangulo que tem maior drea tem comprimento igual a 8 e largura igual a 4.

308.
Graficode g: Graficode h:
i VT
1 & / I’) 1
o[ 1 x| /1 O| 1 NES
Pag. 152
309.

O gréfico da fung3o definida por 3/x — 1 é a imagem do grafico da fungdo definida por ¥/x
por uma translacdo horizontal associada ao vetor (1,0) ; desse grafico, devemos conservar,
para o tragado do gréfico da fungdo f, a porgdo respeitante ao intervalo [—7,1]

Procedendo de modo semelhante para o intervalo ]1,5], obtemos o seguinte gréfico para f :

i

310.

a) Para cada valorde x > 0, tem-se:

P é o ponto de coordenadas (3,4)

Q é o ponto de coordenadas (x,0)

Determinagdo do perimetro do tridngulo [OPQ] :

0Q =x

0P=,(3-02+(4-0)2=+/9+16=5
PQ=+(x—3)2+(0—4)2 =vVxZ—6x + 25

Entdo, f(x)=0Q+O0P+PQ=x+5+Vx2—6x+25
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b) Para x > 0, tem-se:

fX) =16 x+5+Vx2—6x+25=16 2 Vx2—6x+25=11—x =
=x2-6x+25=(11-x) ! ox2—-6x+25=121-22x+x’© 16x =96 x =6
Vejamos se 6 é solucdo da equacdo inicial:
6+5+V62—6Xx6+25=16< 11+5 = 16, o que é verdade.

Portanto, 6 é solucdo da equagdo x + 5+ Vx2 —6x + 25 =16
Como 6 € Dy, 6 € asolugdo do problema.

311.

Pretende-se provar que: Vx,y ER,y >x = f1(y) > f1(x)

Facamos a demonstragdo por contrarreciproco, ou seja, provemos que

Ve, yER T ST () =y <x

Sejam entdo x e y nuUmeros reais. Tem-se:

e f1(y)=f"1(x) = y=x pois f~1 ébijetiva (a inversa de uma funcdo bijetiva também é bijetiva)
o [T <fTT=fTWI<fIf '] =>y<x

Portanto, Vx,y ER, f () < fl(x) =y <«x

312.
Fungdo fog:
Dyog = {x € Dg: g(x) € Dy} = {x € [-5,5]: g(x) € R} = [~5,5]
_ _(f(x—1) se —5Sx§0_{2(x—1)+1 se =5<x<0 _
(f g)(x)_f[g(x)]_{f(x+1) se 0<x<5 Rx+1)+1 se 0<x<5
{2x—1 se -5<x<0
2x+3 se 0<x<5
Entdo, tem-se:

(f e )00 =
Fungdo gof:
Dy ={x€Ds:f(x) EDg}={xeR:-5<2x+1<5}={x e Ri -3 <x <2} =[-32]

9o =glfl =g+ ={GE T o P

2x—1 se -5<x<0

2x+3 se 0<x<5 e Dyg =[=55]

2x se —SSxS—%
B 2x+2 se —%<x£2
Entao, tem-se:
2x se —3Sx£—%
(g of)(x) = 1 e Dgof = [_3:2]
x+2 se _E<XS2
313.

a) A é o ponto de coordenadas (h—%,k) e B é o ponto de coordenadas (h—%,k+ l)
Como o ponto B pertence a parabola, f(h—%) =k+1
f(h—é)=k+l@a[(h—é)—h]2+k=k+l(:>a(—é)2=l<:)a§=l<:>alz—4l=0<:>
@l(al—4)=0=>l=OVl=§<:)l=§ (pois > 0)
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b) Tem-se _2-_Bo1e f(1) =4 —-8+4+7 =3, pelo que o vértice da parabola

2a 2X4
é o ponto de coordenadas (1,3)

Como a = 4, o lado do quadrado éiguala 1.
Entdo, tem-se:

1-

Il
~
| =
w

A é o ponto de coordenadas

w  +
+ .
[EN

N = Nll-‘
w

Il
—~

NN

NIR N[wN
w

)

(
D é o ponto de coordenadas (1
G

I
/N

B é o ponto de coordenadas

C é o ponto de coordenadas G, 4)

c) A abcissa do vértice é a média aritmética das abcissas dos pontos A e C, ou seja, 0, e a ordenada do vértice

é igual a ordenada do ponto A . Ent3o, o vértice da pardbola é o ponto de coordenadas (0,—1),
pelo que f(x) é uma expressdo da forma ax? — 1
Como, por outro lado, setem [ =4, vem a =1, peloque f(x) =x?—1

Pag. 153
314.

a) P é o ponto de coordenadas (a,2a —4) e Q é o ponto de coordenadas (a, —a + 2)
PQ=d(a)=12a—4—(—a+2)|=|2a—4+a-2|=
b) PQ=3<13a—6|=3e3a-6=-3V3a—-6=3oa=1va=3

Tem-se:

Paraa=1 — P(1,-2) e Q(1,1)

Para a =3 — P(3,2) e Q(3,-1)

¢) Uma condigdo que traduz o problema é:

d) I é o ponto de coordenadas (2,0), pelo que, para cada posi¢do do ponto P, a altura do tridngulo [PQI]

relativa ao lado [PQ] éiguala |a — 2|

Area do triangulo [PQI] =

T X PQ > 12w
TXPQ>12nonx|3a—6|>12ne|3a—6|>12©3a—-6<-12V3a—-6>12&
& a<—2Va>6;o0conjuntodosvaloresde a é | — oo, —2[ U

PQxla-2| _ [3a—6|x|la—2| _ 3la-2|x|a—2| _

2 - 2
e;) Seja t aabcissa do ponto T .

Como T pertence areta s, asuaordenada é dada por —t + 2
Como, por outro lado, T tem ordenada igual a ordenada de P, a suaordenada é 2a — 4

Entdo, —t+2 =2a—4 peloque t =—-2a+6
T é o ponto de coordenadas (—2a + 6,2a — 4)

e,) O tridngulo [PQT] é retangulo em P, pelo que a sua drea é dada por il

=|a—(—2a+6)| =|3a—6|
PQXPT _ |3a=6|x|3a=6|

3|a—2|><3|a—2| _

Area do triangulo [PQT] = . .
= 3 X Area do triangulo [PQI]
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315.

a) Nas figuras abaixo esta representada a base superior do prisma, cujo centro se designou por R .

Na figura da esquerda, o ponto P move-se sobre [AR] e, na da direita, move-se sobre [RC]

O segmento [ST] é, em ambos os casos, a intersegdo da base superior do prisma com o plano que passaem P
e é perpendicular a [AC]

Para cada posi¢do do ponto P, a sec¢do é um retangulo de comprimento igual a altura do prisma

e larguraiguala ST, pelo que a sua drea é iguala 2 X ST

e Afigura da esquerda é a que ilustra os casosem que 0 < x < g :
Tem-se PS = AP = x donde ST = 2x

Entdo, a drea da secgdo é igual a 4x

Como x < \/; tem-se:

(VZ-2|x—Z)x2=2vZ-4(-x + %) = 2vZ + 4x - 2v2 = 4x
e Afigura da direita é a que ilustra os casos em que \/; <x<AV2:
Tem-se PS = PC = AC — AP =2 — x donde ST = 2v/2 — 2x
Entdo, a drea da seccdo é igual a 4v/2 — 4x

2
Como x > £ , tem-se:

(\/_ 2|x——)><2—2\/_ 4(x——)—2\/_ 4x 4+ 242 = 42 — 4x

Esta provado que, para qualquer x E]O,\/_[ se tem que a drea da secgdo é

dada por (\/_ 2|x——)><2

b) (VZ - 2|x——)><2>1(:>2\/— 4|x——|>1(:>| |<—%+“2—7<:>
@x—‘/z—_>z—‘/2—_/\x—‘/2—_<—%+‘/2—_<:>x>z/\x<—z+\/7

Entdo, tem-se s> 1(:>xe]%,\/§—%[
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Tema 5 | Estatistica

Atividades «Sera que...?»

Pag. 161
SERA QUE...? | Revisdes

Os alunos conhecem os termos estatisticos referidos no texto (média, valor médio, etc.),

e devem recordar outros, como, por exemplo: populacdo, amostra, dados, moda, mediana, graficos, histograma,
frequéncia absoluta e frequéncia relativa, e distribuicdo estatistica.

Pag. 168
SERA QUE...? | O que acontece a média

N&o é necessario voltar a medir as criangas, basta subtrair 2 cm a média anteriormente obtida.
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Exercicios propostos

Capitulo 1 | Caracteristicas amostrais

Pag. 157

1.

9
1+2+3+4+5+6+7+8+9=2p
p=1

12 8
5+6+7+8+9+1O+11+12=ZP=Z(P+4)
p=5 p=1

6
3+6+9+12+15+18=Z(3j)
=1

5
a) 2P =24+22 423 +24+25 =62
=1

=

1

+1+1_341
7 8 280

1 +1+1+1
3k_3 45 6

NE

b)

&
o ll

C)Z(—l)k =DM+ ED T HEDHED +H EDPH DY +H (D0 =1
k=4

9
d)23=3+3+3+3+3+3=18
k=4

c) Qualquer sequéncia de nimeros impares consecutivos é da forma 2n+ k,n € N, em que k é um nimero
inteiro impar. A soma indicada pode ser escrita, por exemplo, nas seguintes formas:

24 20
Z(Zp _5) ouZ(Zp +3)
p=5 p=1
11

d)‘9+16+25+36+49+64+81+100+121=Zi2

i=3
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4.
5

a) X1 +x, +x3 + x4 + x5 =in

i=1
10
b) x; + xg + xg + X9 = in
i=7
Pag. 159
5.

20 6 20
=1 ' i=7
5 20

C)Z4 Z( ) 421__ 202—+20_52’5

=1

Pag. 160
7.
Tem-se

Zp2=12+22+32+42=30

p=1
2

4
e 2}9 =(1+4+2+3+4)? =100
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8

20

20 20 20
a)Z(xj—3)=zxj—Z3=A—20x3=A—60
j=1 =1 =

20

20 20
b)Z(Z— 3x;) =Zz —Z(3xj) =20x2— 3ij =40-34
j=1 =1 =1

Jj=1

9.

Tem-se
n

Z(4p —-3)=2n%>-n
p=1

pelo que
50

Z(4p—3)=2x502—50=4950
p=1

10

3 2_}_1 2_}_3 _ 3n%+3n
TRt T T T
Pag. 162
11.

Populagao

a) | Conjunto dos automoveis estacionados
no parque naquele determinado instante
b) | Conjunto dos espetadores do jogo

c) | Aturma

Pag. 163

12.

a) ¥ ={1,2,3,4}

b)
X 1 2 3
n; 6 3 2

J

a)i(2p+1)=zn:[(2p—1)+2] =zn:(2p—1)+i2 =n?+2n
p=1 p=1 p=1 p=1

b)zn:(sp) = Zn: [(Zp - 1) +%(2p -1 +;] = zn:(zp -1) +%Zn:(2p -1+ zn:
p=1 p=1 p=1 p=1 p=1

N| W

Atributo em estudo
O ano de matricula

Unidade estatistica
Cada um destes
automoveis
Cada um dos
espetadores do jogo
Cada aluno da turma

O género

O tipo de sangue
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13.
a) Como a dimensdo da amostra é 12, tem que ser n, = 2
F=15o 2><(a—1)+3xa+51>2<(a+1)+2x(a+2) —15o12a+7 =18 a= %
g —g—1="_1=_21. 7 o—g=211.
b) ¥, =a 1—12 1 T X, =a=_;
Bs=a+l=2+1=2, ¥,=a+2=242=2
12 12 12 12

1 11 23 35}

Entdo, tem-se ¥ = {——,—,—,—
1212”127 12

Pag. 167
14.
1 9 9
a) Tem-se 4 = §le- pelo que le- = 36
i=1 i=1

o - L. 3645
Entdo, a média da nova amostra é igual a 0 = 4,1

b) O maior valor que a pode tomar é aquele em que todos os restantes valores da amostra sdo iguais a 1.

+8%x1

a
Tem-se, nesse caso, =4S a=128
c) Para que o valor exato da média seja igual ao maior valor da amostra, tem que se ter ¥ = {x}

Neste caso, todos os valores da amostra sdo 4.

Pag. 169

15.

Tem-se:

X, =5003=3x1+45000
X, =5009 =3 x 345000
X3 =5012 =3 x4+ 5000
X, =5018 =3 x 6+ 5000

Seja y ={1,3,46} comn, =10, n, =12, n3=6 e n, =2

_  10X1+12X3+6X4+2X6 _ 10+36+24+12 _ 82
Tem-se y = 20 = 20 =

Entdo, X =3 Xy + 5000 = 3 X % + 5000 = 8,2 + 5000 = 5008,2

Pag. 171

16.

24547410+ 16+8 48

X = c =?=8
Tem-se:

d1=x1—f=2—8=—6, d2=x2_f=5_8=_3, d3=X3_f=7_8=_1,
d4=x4_f=10_8=2, d5=x5—f=16—8=8 e d6=x6_f=8_8=0

17.

n—1
Z(xi—f)+(xn—f)=0<:>16+(18—f)=0@f=34
i=1
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18.

_—2—1+3+8+2_10_
= 5 ~ 75
Tem-se:

di=—-2—-2=-4, dy=—-1-2=-3, d3=3-2=1, dy=8-2=6 e ds=2—-2=0
SSy =d? +dy2 +d? +d 2 +ds® = (—4)2 + (=3)2+ 124+ 62 + 0% = 62

Pag. 173
19.
Tem-se

n
SSx=2xi2—nf2(:>50=140—n><9(:>n=10
i=1

i

20.
Dadoque SS, =0, tem-se x; =x, = =x, =X =3

Pag. 174
21.

1
}’i=3xi+2@xi=§()’i—2)

1
Seja z =y — 2. Tem-se x=§ z

2
Como S, =55, =27 e 55, = () SS, , tem-se S5, =3x27 =3

22.

16><3+16><4+24><5+20><6+14><7_450_5
90 T 90

§S, =16 X (3—-5)2+16x(4—5)2+24x(5—-5)2+20%x(6—-5)2+14%x(7-5)% =

=16 % (=2)?2 4+ 16 x (=1)?> + 24 x (—0)? + 20 x 12 + 14 x 22 = 156

X =

Pag. 176
23.
Tem-se:

% | 3/4]9]5]6
n, |11 214

_ 1X3+1X4+42X9+1X5+4X6

X = 6

9
$S,=1Xx(B3—-6)2+1x(4—-6)24+2x(9-6)2+1%x(5-6)>+4x(6—6)?=32
s,§=—93_21= e Sy =V4=2
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24,
a) Tem-se y =x + 6 pelo que s, = s, =4

b) Tem-se y = —5x + 6 pelo que s, = |-5| - s, = 15

Pag. 180

25.

Tem-se

X =125

s2=025es5,=0,5

[10,15] = [12,5—2,5;12,5+ 2,5] =[12,5—-5%0,5;12,5+ 5 X 0,5] = [X — 55,, X + 55,]

~ ~ ~ L . 1
Ent3o, a proporcdo de elementos da amostra que n3o pertencem a [10,15] é inferior a oy

Como a amostra tem 150 elementos, o nimero de elementos da amostra que ndo pertencem a [10,15]
é inferiora 150 X == 6, ou seja, é, no maximo, 5.

Ent3o, o nimero minimo de elementos da amostra que pertencem a [10,15] é 145.

26.
A amostra x ordenada é a sequéncia (1,1,3,3,4,5,5,7,9,12)

27.
A amostra x ordenada é a sequéncia (1,2,3,5,7,9,12) ; tem-se X4y = 5

28.

a) A amostra estd ordenada e, como tem dimensdo 17, a mediana é o elemento central.

O elemento central é x(g) = 3

b) A correspondente amostra ordenada é a sequéncia (1,1,2,3,4,6,7,7,7,8)

Como a amostra tem dimensdo 10, a mediana é a média dos dois elementos centrais da amostra ordenada.

. - . . X(5)+x 4+6
Os dois elementos centrais sdo X5y e X6, pelo que a mediana € igual a O - = 5

c) A correspondente amostra ordenada é a sequéncia (1,3,3,3,4,5,6,7,7,9,9,10,10,12,12)
Como a amostra tem dimensdo 15, a mediana é o elemento central da amostra ordenada.
O elemento central é x(g) = 7

Pag. 182
29.
a) [7]=7

b) E] = [2,25] = 2
¢) [-5,32] = -6
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30.

Valor de P; :
1x20 o .
Tem-se oo = 0,2, que ndo é um numero natural.

Como [0,2] +1=1,vem P; = x(q) = 2

Valor de P :
60X20
100

Tem-se = 12, que é um numero natural.

x(1z)+x(13) _ 23+25

Portanto, Pgy = > = 24
Valor de Pgj:
83x20 o .
Tem-se = 16,6, que ndo é um numero natural.

Como [16,6] +1 =17, vem Pg3 = x(17) = 36

Pag. 187

31.

Tem-se 34% de 300 é 102.

Pretende-se determinar o valor de x tal que a 4rea da regido do histograma a esquerda da reta vertical

gue passa no ponto de coordenadas (x,0) é 102.

Como a area da regido do histograma correspondente ao intervalo [0, 6] é igual a 66 e a drea da regido

do histograma correspondente ao intervalo [0, 8] éiguala 106, x tera de pertencer ao intervalo 16, 8[
e tera de ser tal que 66 + (x — 6) x 20 = 102

Tem-se 66+ (x —6)x20=102x=7,8

Portanto, P34, = 7,8

Pag. 189
32.

Tem-se: k=40, h=2,n=150 e m=10
L-1

kn
Daqui vem 100 -~ 60, pelo que L é o maior inteiro tal que 2 n; < 60
i=1

Ora, 64+124+154+20=53 e 6+12+154+20+18=71 peloque L—1=4 ouseja L =5
Entdo, a; = a5 =8 e ny =ng =18

; : 40 X 2 X 150
Assim, Py, é ovalor x tal que: ZZni +(x—-8)x18 = oo
i=1

40 x 2 X 150

oo ©2(6+12+15+20) + (x—8) x 18 =120 &

4
Tem-se: ZZni + (x—8)x18 =

i=1
79
< 106 + 18x — 144 = 120<:)x=?z8,8

Este valor significa que aproximadamente 40% dos alunos obtiveram uma classificagdo inferior
ou igual a 8,8 valores.
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+ Exercicios propostos

Pag. 196
33

4 24 5 4 1 5 5
— J—j2)y = — j— 2 =
DN EPICEDRED N DR
k=1 j=1 k=1 j=1 Jj=1

=(24+124+84+6)+(2+4+8+16+32)—(1+4+9+16+25) =57

7 7 7
b)2(2i+3)=22i+23=2x(4+5+6+7)+4x3=56
i=4 i=4 i=4

4
c) 2(21x34-1’)=(2><27)+(4><9)+(8><3)+(16><1)=130
j=1

34.

5
a)1+8+27+64+125=13+23+33+43+53=Z:k3
k=1

35.

1+3+-~-+(2n—1)=2(2k—1)
k=1

36.
6

a+a+a+a+a+a=2a
k=1

12

37.

12 12 12 12 7 12
25(951' +y) = 52(%‘ +y) = 5(2%’ +z}’i> = 5(2%‘ +zyi +zyi> =
i=1 i=1 1 i=1 i=1 i=8

= i= i=1
=5x (15 + 6 + 3) = 120

38.

n

n n
Z(nxi+2)=340@n2xi+22=340<:)n><32+n><2=340<:)34n=340(:>

i=1 =1 =1
n=10
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39.

O total dos pesos das raparigas € 18 X 50 = 900 kg
O total dos pesos dos rapazes é 12 X 60 = 720 kg
O total dos pesos dos trinta alunos é 1620 kg

.- , 1620
A média dos pesos dos alunos da turma é 0 = 54 kg

40.

O total da duragdo dos vinte filmes que aJoanatem é 20 X 1h45min =20 %X 1,75h=35h
O total da duracgdo dos vinte e um filmes é 21 X 1h 48 min =21 X 1,8 h =37,8h

A duracdo do filme que a Joana vai comprar é 37,8 h —35h = 2,8 h, ouseja, 2 h 48 min

41.
a)Tem-se y =3x—4

Entdo, y=3Xx—4=3Xx20—4=56

n n
b)in=20n(:>x1+x2 +in=20n(:>3+3+234=20n<:)n=12
i=1 i=3

42,

5X8+3X9+6X10+3X11+4x12+2X134+3x14+2X15+1x16+1x17 339
a) Tem-se: 20 =3 = 11,3

A média das classificacdes é 11,3.
b) Dado que trés alunos ficaram com mais um valor cada um, a soma das trinta classificagdes passou a ser 342,

- e 342
pelo que a média das classificacdes passou a ser 50 = 11,4

43,
a) A soma dos desvios referentes aos nove primeiros dias é 0,2.
Ent30, como a soma de todos os desvios é nula, o desvio referente ao 10.°diaé —0,2 .

b) Seja x avariavel «temperatura da dgua da piscina nos dez dias».
n

Para a determinagdo da média, vamos utilizar a propriedade SS, = Z xl-2 — nx?

i=1
Tem-se: SS, = 0,52 + (—0,6)2 + (—1,0)%> + 0,82 + (=0,2)?> + 12 + 0,4> + (—0,8)2 + 0,12 = 4,14
Entao:

n
SS, = lez —nk? ©414=900414-10x ¥ x> =900 @ x = —-30Vvx = 30
i=1
Como, no contexto da situagdo descrita, a média das temperaturas ndo pode ser —30 °C,
conclui-se que é 30 °C.

298 Fotocopiavel © Texto | M¥T 10



Pag. 197
44,
a) Organizemos os dados da amostra numa tabela de frequéncias absolutas:

% |39]40/41]42]43]45]46
n, 133/ 2/1]1]1]1

Calculo da média:

_  3X39+3X40+2X41+42+43+45+46 495 .
X = > =0, = 41,25 min

Calculo dos quadrados dos desvios em relagdo a média:

X; 39 40 41 42 43 45 46
d; | —2,25| -125|-0,25| 0,75 1,75 3,75 4,75
d? |5,0625 | 1,5625 | 0,0625 | 0,5625 | 3,0625 | 14,0625 | 22,5625

SS, =3 X 5,0625 + 3 X 1,5625 + 2 X 0,0625 + 3,0625 + 14,0625 + 22,5625 = 60,25 min’

Calculo da variancia:
2SS, 6025

Sy =222 ~ 548 min?
n-1 11

Calculo do desvio padrdo:

Sy =+/5,48 = 2,34 min

41,25 2,34

b) ¥ = 41,25 min = = h=0,6875h Sy = 2,34 min= - h=10,039h
45,

Tem-se n =50 e X = 2, pelo que n¥? =50 x4 =200 e

SSy 2 . 5Sy _ _

o= Sy © o =36 55, =1764

1 5 1\? 1
Ora, como y; = 3x; + 5, vem x = 53: -3 pelo que SS, = (5) $§y = 5 X 1764 = 196
n

Entdo, de acordo com a propriedade, SS, = Z xl-2 — nx?

i=1

50 50
tem-se 196 = Z x? — 200 & z x? = 396
i=1 i=1

46.

Seja x avariavel «peso das magds». Tem-se ¥ =145g e s, =2¢g

[139,151] = [145 — 6; 145 + 6] = [145 — 3 X 2; 145 + 3 X 2] = [X — 35,, X + 35,]

Entdo, a proporgdo de elementos da amostra que ndo pertencem a [139,145] é inferior a %

Como a amostra tem 1000 mac3s, o nimero de macas que n3o pertencem a [139,145] é inferior
a 1000 x % =111,(1), ou seja, é, no maximo, 111.

Entdo, o nimero minimo de macas cujo peso esta entre 139 e 145 é 889.

47.

34X0+ax1+50X2+30X3+10%x4
a) 1,4 =

124+a

< 1,4(1244+a)=a+230=173,6 +1,4da=a + 230
< 04a =564  a =141
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% | 0 1 2 3 4
n; | 34 | 141 | 50 30 10
d, | —14 | —-04 | 06 1,6 2,6
d? | 1,96 | 016 | 036 | 256 | 6,76

SSy =34x1,96+141x 0,16 + 50 X 0,36 + 30 x 2,56 + 10 X 6,76 = 251,6

2516 _ 2516
sz = =22~ 0,953
265-1 264

Sy =+/0,953 = 0,98

c) n =265

Quando a amostra tem um nimero consideravel de efetivos, e, como tal, a amostra ordenada nao pode ser
elaborada, é usual utilizar uma tabela de frequéncias absolutas acumuladas:

%; 0 1 2 3 4
n; 34 | 141 | 50 30 10

Z Ny 34 175 225 255 265

P50 .
Como 265 éimpar, Psy € o elemento central da amostra ordenada, ou seja, neste caso, X(133)
Tem-se, tal como se pode observar na tabela anterior, x(;33y =1

P25 .
25X265
100
Tem-se, tal como se pode observar na tabela anterior, x7) =1

P75 .
75X265
100
Tem-se, tal como se pode observar na tabela anterior, x(;99) = 2

= 66,25 , pelo que, como 66,25 ndo é um nimero natural e [66,25] + 1 =67, P,5 = X(47)

= 198,75 , pelo que, como 198,75 ndo é um nimero naturale [198,75] + 1 =199, P75 = X(199)

Entdo, tem-se: 0 1.° quartil € 1, 0 2.° quartil é 1 e 0 3.° quartil é 2.

48.

a) Comecemos por ordenar os dados:
8,1 8,3 8,9 9,1 9,2 9,5 9,6
9,9 9,9 10,1 10,2 10,3 10,4 10,9
11,4 11,6 11,6 11,9 12,1 12,1 12,6
12,7 12,9 13,0 14,4 14,5 14,7 14,8
15,0 15,1 15,1 15,3 15,7 15,7 16,2

PlO .

12235 = 3,5 , pelo que, como 3,5 ndo é um ndmero naturale [3,5] + 1 =4, P;y = x(4) = 9,1kg

P50 .

Como 35 é impar, Py, é o elemento central da amostra ordenada, ou seja, neste caso,

PSO = X(lg) = 11,9 kg

P75 .

75%35
100

P75 == x(27) == 14,7 kg

= 26,25 , pelo que, como 26,25 n3o é um nimero natural e [26,25] +1 =27,
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Pgo .
8035 x(23)+x(29) _ 14,8+15,0

o0 = 28 , pelo que, como 28 é um numero natural, P;y = > > =149 kg
b) P75 = X(27), pelo que ha 26 criangas com peso inferior ao percentil 75.
c) Determinemos P, :
22335 =7 , pelo que, como 7 é um ndmero natural, P,y = xm;x(s) = 9'6;9'9 = 9,75 kg

Entdo, a crianca mais pesada das que tém os pesos 20% mais baixos pesa 9,6 kg.

49.
A area total do histograma é:
I1X54+1X184+1X494+1%x81+1X76+1%x47+1x%x20+1x%x4=300

Determinacao da mediana.

30— 150
2
Tem-se
5418+49=72 e 54+ 18+ 49+ 81 =153, pelo que x terd que pertencer ao intervalo ]203,204[

e terd que ser talque 72 + (x — 3) X 81 = 150

Daqui vem 72+(x—3)><81=150®x—3=§®x=£+3z3,96mg

Portanto, a mediana é 200 4 3,96 = 203,96 mg

No contexto do problema, isto significa que cerca de metade dos iogurtes tem um teor de calcio inferior

a 203,96 mg.

Determinagdo de Pqq

90% de 300 é 270

Tem-se:

54+184+49+814+76=229 e5+18+4+494+81+76+47 =276 ,peloque x terad que pertencer
ao intervalo ]205,206[ e tera que ser tal que 229 + (x — 5) X 47 = 270

Daqui vem 229+(x—5)><47=270<:}x—5=%@x=%+5z5,87mg

Portanto, Pyy = 200 + 5,87 = 205,87 mg

No contexto do problema, isto significa que cerca de 90% dos iogurtes tem um teor de célcio inferior a 205,87 mg.

Pag. 198

50.

Aamostrax' =x+a temmédia ¥ =X +a
Ora, ¥ =x+ae17,25=725+a<a =10

Entdo, como a = 10, tem-se
_ 5X4+bX7+2X8+6X10
x=725¢e

b+13
Entdo, a=10e b =7

=725 7b+96 =7,25b+94,25 < —-0,25b=-1,75< b =7

51.

Seja x; = (ay,ay, ... ,an_1,ay) alista dos nimeros recebida pelo Jodo.
Seja xy = (aq,ay, ... ,ay_1,5) alista dos nUmeros recebida pela Maria.
Seja xy = (aq,a,,... ,ay_1,15) alista dos nimeros recebida pelo Nuno.
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Tem-se: X, =20, Xy = 22 e Xy =23 pelo que

n-1
Z a; + an = 20n (1)

i=1

n—1

Z a;+5=722n (2) e

i=1

n—1

a; +15 =23n (3)

i=1
n—1

Das igualdades (2) e (3) resulta n =10 ez a; =215
i=1

Entdo, de (1) vem 2154 a,, = 200 pelo que a,, = —15
Entdo, havia dez nimeros em cada papel e o nimero modificado foi —15.

52.
a) Se cada um dos amigos transportasse mais 1kg ter-se-ia x = (x; + L,x, +1,... ,xg + 1),

pelo que se manteria SS, , ou seja, ter-se-ia SS,, = 4

b) Se o peso de cada mochila fosse reduzido em 10% ter-se-ia X = (0,9x1;0,9x5; ...;0,9x¢) ,
pelo que se teria SS, = 0,92 x 4 = 3,24

c) Seja a o peso transportado pela Ana e pela Flavia.

Seja b o peso transportado pelo Gongalo e pelo Francisco.

Tem-se X = (a,a,b,b,21,21),com b>a e x =20

Ora, f:20=>%=20@2a+2b+42=120<:>a+b=39<:>b=39—a,pe|oque

$SS,=4©2x(@—-20)2+2%xB9—-a-20)2+2x(21-202=4&
©(@-202+(19-a)’+1=2a?>-40a+400+361-38a+a’-1=0s
& 2a?>—-78a+760=0=a=19va =20

Como a=19=b=20 e a=20= b =19, conclui-se que a Ana transporta 19 kg.

53.
Seja I ointervalo [x¥ — vV sy, ¥ + Vn sy
De acordo com o teorema de Chebycheff, a propor¢do de elementos da amostra que ndo pertencema [ é

. . 1 . . 1
inferiora ——, ou seja, é inferior a —
(Vn) n

~ 1 . . = .
Ora, a propor¢ao - de n elementos é 1. Portanto, o nimero de elementos da amostra que ndo pertencema I é

inferior a 1, ou seja, é zero, pelo que todos os elementos da amostra pertencema I .

54.

a) Vamos mostrar que X = x(q)
n

Tem-se, Vi€ {1,2,..,n}, x; = xq) peloque in > nx)
i=1
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1 < 1 o
E, portanto, - X Z X; = - X (n x(l)) ouseja X = x(q)
i=1
De modo idéntico se mostra a desigualdade X < x4,
b)
1. Vamos mostrar que:

X1 =Xy = "=Xp =
= VlE{lz n}xi=x(1) =

= ZXL —nx(l) =
i=1
n

1
= Z Z X(TlX(l)) =

= X = X(1)

2. Vamos mostrar que:
X)) =X = X=X ==Xy
Fagamos a demonstragdo por contrarreciproco, ou seja, provemos que:
~Xp =Xy = =xy) D X FEX
Negar que todos os elementos da amostra sdo iguais é equivalente a afirmar que existe pelo menos um deles
(designemo-lo por x;) que € maior do que x(q)
3j €{1,2,..,n}x; > xqy =
n

= in>nX(1) =
= n
1 1
= —xei>Z><(nx(1)) =

i=1
= f > x(l) = X(l) :pt f

S

55.
Consideremos a amostra x ordenada (x(l),x(z), ,x(n)) cujos elementos sdo todos distintos.
Como n é multiplode 100, 3p e N:n = 100p

kn _ kx100
p kp
100 100

A X(kp)TX(k
Como kp é um ndmero natural, P, = 422+l 2( p+1)

entre X(kp) © X(kp+1)

Entdo, x(xp) € 0 maior dos elementos da amostra que sdo inferiores a Py, pelo que existem exatamente kp
elementos da amostra que sdo inferiores a P;

Ora, a percentagem de kp elementos numa amostra de dimensdo n é igual a

kxlOO _kxnx100

kP 100 = % 100
n T 100 xn
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Propostas de resolucao dos exercicios do Caderno de Exercicios

Tema 1 | Introducgao a Logica Bivalente e a Teoria dos Conjuntos

Capitulo 1 | Proposicoes

Pags.4a12

1. «O rio Douro nasce na serra da Estrela.»
«0O menor nimero primo é par.»

2.

a)F b) F c)V

d) F e) F f)F

gV h) F i)V

jJV,pois3l=6=1=2

h?+12=2%2 & h=+3 2
h>0

A érea do tridngulo é szﬁ =43 :

3. Os valores logicosde p , q , r e s sdo respetivamente V, F, Fe V.
a)F b) V c)V

4.V,pois: f e vyefe
ofefe
Sv
5. «D. Dinis ndo foi o primeiro rei de Portugal.»

6. Todas, exceto «O telemovel da Inés ndo é de marca diferente do telemédvel da Catarina.»

7.
1 1 25 25 25 - . .
a) vV, pois ;+?—m®m—m b) O valor légico de ~q é V; portanto,ode q é F.
8.
a)Vv b) «A soma das amplitudes dos dngulos internos de um tridngulo é 90°.»

9. Os valores logicos de p e de q sdo diferentes.

a)V b) [~(~q)] e p] &

c)F ©(qep)

dV Assim, o valor légico da proposi¢do dada é F.
e)F

10.

a) «A Filipa é filha da Joana.» e «A Filipa é filha do Marco.»
b) «18 é multiplo de 3.» e «18 é multiplo de 6.»
cJu«l<2» e «2<3»
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11.
a) «A Teresa tem dois irm3os.» e «A Teresa tem trés irm3os.»

b)«i < 25»e «—~ =25»

4 4
¢) «A minha filha Margarida vai comigo ao cinema esta tarde.»
e «O meu filho Pedro vai comigo ao cinema esta tarde.»

12,

a) «N3do vou comer uma laranja.»

b) «Vou comer uma laranja e uma maga.»

c) «Vou comer uma laranja, mas ndo vou comer uma maga.»

d) «Ndo vou comer uma laranja, nem uma maga.»

e) «Vou comer uma laranja ou uma maga.»

f) «Vou comer uma laranja ou uma maga, mas nao os dois frutos simultaneamente.»

13.
a;) ~p a) QAT
a)qVvr a)pAT
as) ~p A q ag) r A ~q
a;) ~q A ~r

b;) «2 ou 3 pertencem ao conjunto A .»
b,) «2 ndo pertence ao conjunto A e 3 ndo pertence ao conjunto B .»

14.

O valor logicode ~a é V eode ~b é V ; assim, ovalorlégicode a é Feode b é F.
a) F,pois fA~fo fAvef b) V,pois fVv~fe fvrewv

15.

p e q sdo ambas verdadeiras ou ambas falsas.
a) ~(~rreove~fevye~fev
~(~fefHe~vefe~for

Assim, o valor légico da proposicdo dada é V.
b) ~vvve fvvev
~fVvfevvfov

Assim, o valor légico da proposicdo dada é V.
JvA~vevAfef
fA~fefrvef

Assim, o valor légico da proposi¢do dada é F.

16.
a) ~(~p)A(@V~q) &

S PA@QV~q) & d Dupla negacdo

pALq 1 d Principio do terceiro excluido
& (=4

pAv d Conjuncgdo de uma proposicdo verdadeira com outra proposicao
D
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a)~pA~(~pAg) e
S~pA(PV~q) &

S (~pApV(i~pA~q) e

Sfvi~pA~qg) e
S~pA~qg e
e~ (Vg

b S S S -

a) [(pV~p)AqIA[~(~pAQ] e

1.* leis de De Morgan
Principio da ndo contradigdo

1.* leis de De Morgan

Distributiva da conjungdo relativamente a disjungdo

Disjungao de uma proposi¢do falsa com outra proposi¢do

e WAQA [~ (~ p A q)] o d Principio do terceiro excluido
SqA [~ (~ pA q)] o Conjungao de uma proposicdo verdadeira com outra proposicao
d d dad
SqA(pV~q) o d 1. leis de De Morgan
Distributiva da conjungao relativamente a disjungao
= ((I A p) \Y% (q/\ ) b d I ad
anp q q d Principio da ndo contradigdo
e@rnVvfe d Disjuncdo de uma proposi¢do falsa com outra proposi¢cdo
SqAp < d Comutatividade da conjuncgdo
SpAq
a)pVvigrn@vel e o o o
SpV[FVOA@VQ] e d Disjung¢do de uma proposigdo falsa com outra proposicdo
opVIfAP) Vgl o d Distributiva da disjunc¢do relativamente a conjungdo
p PIVa d Conjuncao de uma proposicao falsa com outra proposicao
epvifvo e d Disjun¢do de uma proposi¢do falsa com outra proposicdo
SpVy
b,)
plq ~p ~(~p) ~q qV~q | ~(~p)A@Q@V~q)
Vi V| F \Y F \Y \Y
V| F F \Y \Y Vv \Y
FI| V| V F F Vv F
F| F| V F Vv Vv F
b,)
p g ~p ~pAq | ~(~pAq) ~pA~(~pAq) pVq ~({PVaq)
ViV F F \Y F Vv F
V| F F F \Y F Vv F
F| V| V \Y F F Vv F
F| F| V F \Y \Y F \Y
bs)
plq ~p pV~p (@V~@Aq | ~pAq ~(~pAq) pAq [PV~DP)AG]A[~(~pAq)]
ViV F \Y, Vv F Vv Vv Vv
V| F F \Y F F Vv F F
F| V| V \Y \Y \Y F F F
F| F| V \Y F F Vv F F
b,)
% q pVg  qA(Vqe pVIgA(pV )]
Vv Vv Vv Vv Vv
\Y F \Y F \Y
F \Y \Y \Y \Y
F F F F F
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17.
a) [(pAQV~@VDINp S [(~-pAQDV~pA~qIAp & [~pA(@V~]Ap &
S (~pAV)Ap S ~pAp S f

O valor logico é F.

b) ~[pA(~pVIV(pArg) ©~[PA~p)VPAP]IV(PAQ) &
e~[fVviAQ)]ViArg o~ @A)V (pAq) SV

O valor légico é V.

o [(PADV@A~g)VaA(~pVg e [PA@@V~q)VaA(~pPVg &
S[EAVY)VAIA(~pV) e PVPA(~pVg & PV~p)Vge fVgeq

18. pAf[gv~ @Vl epAlgv(~pA~]epAl(gV~p)A(@V~q)]e
SpAl@gV~p)AvleopA@V~p) S PAQVPA~D) S

< (PAq)Vf < pAqg éverdadeira

Entdo, p e g sdo ambas verdadeiras. Como o Julio tem a mesma idade da Inés e da Rita, conclui-se que a Rita
e a Inés tém a mesma idade. O valor ldgico da proposicdo é V.

19. pVOA~[@Ar)V~r]e @VOA~[@QV~T)ATV~n]e@VA~[@QV~T)AV] &
SV A~@V~r)e (Vg A(~qAr) éverdadeira

Entdo, p vV q éverdadeirae ~ g Ar éverdadeira.

Como ~ g Ar éverdadeira, ~ q é verdadeira e r é verdadeira; logo, g é falsa.

Como pV q éverdadeirae q éfalsa, p é verdadeira.

{2,4,6}n{1,4,6}n{1,2,4} = {4}

Conclui-se que apenas a proposicao q é falsa e que saiu 4 no langamento do dado.

20.

a) p : «O Joaquim come a sopa.»

q : «A mde do Joaquim da-lhe um doce.»

p=q

b) p : «Ndo falto aos treinos.»

q : «Sou chamado para a equipa da escola.»
p=q

c) p : «Vés Braga por um canudo.»

q : «Vais ao Santudrio do Bom Jesus do Monte.»

p=9q

21.
a)V,pois (f=2v)ev  b)F,pois w=a>f)of c)V,pois (fvv=a~fleo@=v)ev

22,

a) g = p Ar éverdadeirae ~ (r = p) é verdadeira

Como ~ (r = p) éverdadeira, r = p éfalsa e, portanto, r é verdadeirae p é falsa.

De q = p Ar serverdadeira, resulta q = f serverdadeira e, consequentemente, g é falsa.
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b) r éfalsae (p A~q)V (pAr) éverdadeira.

@A~ VPAf) e @A~ VfepA~q
Como p A~ q é verdadeira, conclui-se que p é verdadeirae g é falsa.

23.

a) pAq éfalsae f =~ q © v, qualquer que seja o valor l6gico de q .

Assim, o valor légicode pAg=>~q é V.

b) p V q é verdadeira, logo, ~ p = v © v, qualquer que seja o valor légico de p .

O valor légicode ~p=>pVvqg éV.

c)Se p = q éverdadeira, (p = q) V (q = p) é verdadeira, qualquer que seja o valor légicode g = p
Se p = q éfalsa, p éverdadeirae q éfalsae, consequentemente, (p = q) V (q = p) é verdadeira,
pois fV(f=2v)e fvrewv

Em qualquer dos casos, a proposicdo dada é v e o seu valor légicoé V.

d) Se p éverdadeira, q éfalsae (~v=>fleo (f=f)ev

Se p éfalsa, g éverdadeirae (~f=2v)e v=>v)eoV

Ovalorlégicode ~p=>q é V.

24,

Como a implicacdo é verdadeira, temos trés casos possiveis:

e pVq éverdadeirae p A q éverdadeira; e, dai, p e q sdo ambas verdadeiras, e p & q é verdadeira;
e pVq éfalsae p Aq éverdadeira; temos novamente p e q ambas verdadeiras, e p & q é verdadeira;
e pVq éfalsae pAq éfalsa; como pV q éfalsa, p e q sdo ambas falsas, e p & q é verdadeira.

25.
a) Em linguagem corrente, temos:

Se ACB = 60°, ent3o o perimetro do triangulo [ABC] é6.

Como AC = ﬁ, ABC = BAC, pois, num tridngulo, a lados iguais
opGem-se angulos iguais.

Assim, 2ABC + 60° = 180° & ABC = 60° e BAC = 60° eo
tridngulo [ABC] é equilatero,

pelo que o seu perimetroé 3 X2 =6

O valor légico da proposicao é V.

Se ADB = 120°, entdo ACB = 60°
ACB = 360° — (90° 4+ 90° + 120°) = 60°
O valor légico da proposicdo é V.
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26. ~(~q=>~pA(Cr=2q9 S (~qAPATVg S (~qAPAT)V(~qAPAg) S
S (~qApAT)VfESPATA~Qq

27.

a;) «Se esta tarde estudar Matematica, entdo a noite vou ver televisdo e jogar no computador.»
a,) «Se esta tarde estudar Matematica e esta noite ndo jogar no computador, entdo esta noite vou ver
televisdo.»

a;) «Esta noite vou ver televisdo se e sé se ndo jogar no computador.»

b)) p=>qVr

b)) ~p=>~qA~r

o) ~p=>q9 epA~q

«Esta tarde vou estudar Matematica, mas a noite ndo vou ver televisdo.»

) ~(@=>~1) =S qAT

«Esta noite vou ver televisdo e vou jogar no computador.»

28.

PV~ AN(Tr=>~p) =

< (q=p)AN(p = ~r) éverdadeira
= (q = ~71) logo q =~ r éverdadeira

29,
pepr(re~q e
Sp=>2PN@=>2pDAT=>~A(~qg=>r)
SEq=2~pDACp2~PDAT=2~g)A(~qg=>1)=

(=13 roa~pA(~p=>1) ©

& (r© ~p) logo r & ~ p éverdadeira
Diag=~A=~=>0C=>~pe(~p=>~DA(~qg=>1)=>(~p=T1)

30.

Sejam as seguintes proposicdes:
a : «O menino esta com fome.»
b : «O menino chora.»

a=b>b

A ~b>~a E equivalente.
B.h=>a N3o é equivalente.
C.h=>a Nao é equivalente.
D.a=b E equivalente.
E.a=b E equivalente.
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Capitulo 2 | Condi¢des e conjuntos

Pags. 13 a 26

31. As 1.7, 2.2 e 4.7 expressdes s3o condi¢des, ou seja, as expressdes A., B. e D.

32. x|Jx— 8| =x+10

a) 5/5-8|/=54+10A—|-1-8]|#-14+1015=15A-9#9 &
S v Av & v Ovalor légico da proposicdo é V.

b) -2|-2—-8/=-2+10v8|8—8|/=8+10< -20=8v0=18¢&
© fVf © f Ovalorldgico da proposicdo é F.

33.

a) Para x = 2, resulta uma proposicdo verdadeira; para x = 0, resulta uma proposi¢do falsa.
b) Para x = 0, resulta uma proposicdo verdadeira; para x = 1, resulta uma proposi¢do falsa.
c) Para x = 3, resulta uma proposicdo verdadeira; para x = 0, resulta uma proposicdo falsa.
d) Para x = 2, resulta uma proposi¢do verdadeira; para x = 0, resulta uma proposi¢do falsa.

e) Para x = 0, resulta uma proposicdo verdadeira; para x = —1, resulta uma proposicdo falsa.
f) Para x = —4, resulta uma proposicdo verdadeira; para x = 0, resulta uma proposicdo falsa.
34.

a) Substituindo, na condic3o, a variavel (x) por 1, obtemos a proposicdo 5x1-3=4x1.

Como esta proposicdo é falsa (5x1—3=2 e 4x1=4), concluimos que 1 ndo é solucdo da condicao.

A proposi¢do 5x2—-3=4x2 que se obtém substituindo, na condi¢do, x por 2, também é falsa (5x2-3=7
e 4x2=28)e, portanto, 2 ndo é solucdo da condico.

A proposicdo 5x3—3=4x3 éverdadeira (5x3—-3=12 e 4x3=12) e, portanto, 3 é solu¢io da condic3o.
No universo {1,2,3} , 3 é solugdo da condicdo Sx—3=4x.

b) A proposicdo 1° +2x1=3x1? é verdadeira (1° +2x1=3e 3x1? =3); portanto, 1 é solucdo da condic3o
X +2x=3x>

2 também é solucdo da condicdo, pois 2% +2x2 =3x2% é uma proposicdo verdadeira (2°+2x2=12 e
3x22=12).

Dado que 3 +2x3=3x32 é uma proposicdo falsa (3*+2x3=33 e 3x32=27),

3 ndo é solugdo da condigao.

No universo {1,2,3} , as solucdes da condicdo x> +2x=3x? sdole?2.

c) A proposicdo 3x12—4x1>3 éfalsa (3x1°—4x1=-1 e —1>3 é falso); portanto, 1 ndo é solugdo

da condigdo 3x%—4x>3

3x22-4x2>3 e 3x3>-4x3>3 s3o proposicdes verdadeiras e, portanto, 2 e 3 sdo solugdes da condicio.

No universo {1,2,3} , as solugbes da condicdo 3x* —4x >3 sdo2e3.
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d) As proposicdes 12 +[1-5|<11, 2> +|2—5|<11 e 3>+[3—5|<11 sdo verdadeiras.
(12+|l—5|=1+4:5,22+|2—5|:4+3:7 e 32+|3—5|:9+2=11 e 5,7 e 11 s3o menores ou iguais a 11);
portanto, 1, 2 e 3 sdo solucbes da condicdo x? +|x—5| <11

No universo {1,2,3}, as solugdes da condi¢do 3 +|3—5| <11s301,2e3.

35.

a) E. b) N3o é.
c) N3o é. d) N3o é.
e)E. f) Nao é.

36. p(b) = v © v, qualquer que seja o valor l6gico de p(b) é V.

3-5x

37. >43-5x>28e -5x=25ex<-1;logo, x <—1 éequivalentea ~ p(x)

38. p(n) Aq(n)

39.
a) -3<xAx<0
b) -3>xvx=>0

40.
a) x-3=0vx+1=0 b) x-3#0Ax+1+#0

—1J_r/1—4><1><(—2) _
41. x’+x=2ex’+x-2=0x="-"—"—©& 143

x=—x=-2vVvx=1
2 2
-3x<lex=> —%
a) 1, por exemplo. b) 0, por exemplo. c) 0, por exemplo. d) -2
e) 0, por exemplo. f) 1, por exemplo. g) 0, por exemplo. h) -1, por exemplo.
42.
a) x>-5A-x>-5 b) x=10vx+1=10 ) x<0Ax3<0
43,
a)x<0=>x2>0;V b) x|x| <0 x<0; V
) x<3=>x<3;V d)x#6<x?>#36; F
44,

a) vV, pois % é solucdo da condicdo « 3x +1 = 5 ».
b) F, pois qualquer niumero real elevado a 4 é sempre ndo negativo.
c) V, pois 0 é solucdo da condicdo « x% < 0 ».
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d)F,porque n?—1=mn+1)(n—1);paran>2,n+1>0An—1>1;portanto, n? — 1 admite,
além de 1 e de n? — 1, outros dois divisores. Por isso, n?> — 1 nunca é primo.

e) V, porque, por exemplo, 4 verifica a condigdo « 2n tem n divisores.»

45.

a) dk€Z:-5<k<-3; V,porque k= —4
b) 3k €Z:k =k3; V, porque, por exemplo, 1 é solugdo da condi¢do k = 1

1 1, = - 1
c)IxeR:x< gl V, porque, por exemplo, - € solugcdo da condicao x < =

d) 3IneN: asomade n e n+ 1 éum numero par

F, porgue se um dos nimeros é par, o outro é impar, sendo a soma deles impar.

46.
p(n)

q(n)

r(n)

47.

p(x)
q(x)
r(x)

s(x)

312

Para n = 10, resulta a proposi¢do «a soma dos algarismos de 100 ndo é um quadrado perfeito»,
que é falsa.

Para n = 11, resulta a proposi¢cdo «a soma dos algarismos de 121 ndo é um quadrado perfeito»,
que é falsa.

Para n = 12, resulta a proposi¢cdo «a soma dos algarismos de 144 ndo é um quadrado perfeito»,
que é falsa.

Para n = 13, resulta a proposi¢cdo a soma dos algarismos de 169 ndo é um quadrado perfeito»,
que é falsa.

Para n = 14, resulta a proposi¢do «a soma dos algarismos de 196 ndo é um quadrado perfeito»,
que é falsa.

Para n = 15, resulta a proposi¢do «a soma dos algarismos de 225 ndo é um quadrado perfeito»,
que é falsa.

Assim, a condicdo é impossivel em N .

(n+ 1)(n + 2) é um produto de dois nimeros naturais, ambos diferentes de 1.

Logo, (n + 1)(n + 2) admite outros dois divisores, alémde 1 ede (n+ 1)(n + 2)

Assim, a condicdo é impossivel em N .

Para n = 4, resulta a proposicao«95 ndo é um ndmero primo», que é verdadeira.

Assim, a condicdo é possivelem N .

=(x-Dx+1Dex’=x*-1c0x=1

Portanto, p(x) éimpossivelem R.

para x = —m, resulta a proposi¢cdo «0 é um numero racional», que é verdadeira.
Portanto, q(x) é possivelem R.

—x>x=>-2x>0x<0

Portanto, r(x) é possivelem R.

1 - . . .
Para x = —, resulta a proposicdo «existe pelo menos um nimero natural pertencente ao intervalo
2
1 3 , .
~ 5] dueé verdadeira.

Portanto, s(x) é possivelem R.
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48.

a) 4n? — 1 nem sempre é multiplo de 3

Sen=6, 4x6%—1=143 e 143 ndo é mdultiplo de 3

O valor légico da proposicdo é F.

b) (n+1)?2-n?=n?+2n+1-n2=2n+1

2n + 1, designa sempre em nimero impar para cada concretizagdo de n em N.
O valor légico da proposicdo é V.

o —<len<n+ledn<i

Assim, a proposicao tem valor légico V.

d x—-1)?=x?-1ex*-2x+1=x*-1-2x=-2ox=1
Portanto, a proposicdo tem valor légico F.

e)Se x >0, x € {—|x|,|x|]} ©® x € {—x,x}

Se x <0, x€€{—|x|,|x|]} © x € {x,—x}

Portanto, a proposicdo tem valor légico V.

49,

a) n(n+ 1) é o produto de um nimero par por um ndmero impar, logo n(n + 1) é sempre par.
A condicdo é universalem N.

b) Para n = 2, resulta a proposicdo «4 e 7 ndo sdo nimeros primos entre si», que é falsa.

A condicdo ndo é universalem N .

> om+3z8nt+don=1

A condicgdo é universalem N.

d) No conjunto constituido por trés nimeros naturais consecutivos, existe sempre um Unico que é multiplo de 3.
A condicdo é universalem N.

e) Pode-se escrever um ndmero impar na forma n =2k +1,com k € N

n?=QRk+1)2=4k>+4k +1

4k? e 4k s3o nimeros pares e, portanto, 4k? + 4k + 1 é um ndmero impar.

A condic¢do é universalem N.

f) Para n = 3, resulta a proposicdo « m.m.c. (3,6) = 3 X 6 », que é falsa, pois m.m.c.(3,6) = 6 e ndo 18.

A condi¢do ndo é universalem N.

50.

A VxERxX(-x) <0

F, pois o simétricode0é0e 0 X 0 = 0.

b) Vx e R, x # 2x

F, pois o dobro de 0 é 0.

c) vneEN,asomade n,n+1 e n+ 2 émultiplo de 3;

n+n+1+n+2=3n+4 3, que é multiplo de 3, pois é a soma de dois multiplos de 3.

O valor légico da proposicdo é V.

d) vn € N, m.d.c.(nn + 1) ;m.m.c.(n,n +1) % N

mdcnn+l)=1lemmecmn+1)=nn+1)
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mdcnn+1)+mmenn+1)  1+n(n+1) n’+n+1

2 2 2
Se n épar, n? épare n? +n épar por ser asoma de dois nimeros pares. Portanto, n? + n + 1 é impar.

Tem-se

Se n éimpar, n? éimpare n? + n é par por ser a soma de dois nimeros impares. Portanto, n? +n + 1 éimpar.

2
, , n“+n+1 ~ , ,
Como n? +n+1 ésempre impar, ——— Nhdo é um nimero natural.

O valor légico da proposicdo é V.

51.

a)x’+1=0ox?=-1

A condicdo é impossivel em R.

b) Para x = 0, x + |x| é sempre ndo negativa.

Para x <0, x + |x| é sempre zero.

A condicdo é universalem R.

¢) A condigdo é possivel ndo universal em R, pois, para x = 1, resulta uma proposi¢do verdadeira
e, para x = —2, resulta uma proposicdo falsa.

d) A condigdo é possivel ndo universal em N, pois, para n = 1, resulta uma proposicdo falsa

e, para n = 2, resulta uma proposicao verdadeira.
n -1 _ (m+DMn-1)
n+1 n+1 -
A condicgdo é universalem N.

e) n—1 e n—1 éinteiro para qualquer valor de n.

52.

a) ((1)?=2tel=—;0=20c0=1;12=21c1=2
O valor logico é F.

b) 3‘1<1(:>%<1

O valor légico é V.

) x>—x=02x(x*-1)=02x=0vVx*—-1=0ox=0vx=—-1vx=1
O valor légico é V.

d -1+|-1]|=0-1+1=0<0=0
0+10/]=004+0=00=0
1+[1]=021+1=0<2=0

O valor logico é F.

53. Por exemplo:
a) [2,+[, pois,como x >2,x2>4e 0<x?<1

b) [%,2],pois,como%SxSZ,%SxZSL} el0<x?<1

o |~ 1|, pois,como ~<x<1,2<x2<1 e0<x?<1
2 2 4

54.

a) F, pois m.d.c.(4,30) = 2 endo4.
b) V, pois 5,11, 17, 23 e 29 sdo nimeros primos.
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c)F
dx—-4x=00x(x’?-4)=02x=0Vvx?—-4=02x=0Vx=2Vx=-2
O valor légico é V, pois 2 verifica a condicdo x3 —4x =0

55.
3a2-10a+a=03a’2-9a=02a(3a—-9)=02a=0v3a—-9=0a=0va=3
Como a > 0,temos a =3

10+ V102 —4x3x 3 b 10 £ V100 - 36 10+ 8
= =1

3b2—-10b+3=0<b = = —
* 2X3 6

1
b= ©b=3Vb=c
6 3

Assim,a=3 e b=3 oub=%

56. A proposicao afirma que uma condigdo universal num dominio é possivel nesse dominio, o que é verdade.
57.VxER,x+2+#0
58.3n€N:n?>5

59.

a) IxeR: x+1>2x; V (x=0)

b) Vx€Z,3x+7 + 3; V, pois 3x+7¢3®x¢—%

c) IneN:6n+3 épar; F,pois 6n épare 6m+ 3 éimpar (soma de um nimero par com um nimero
impar)

d vneN,Vn&N; F (n=4)

60.

a) «Ha seres humanos que ndo sabem nadar.»; V

b) «Nenhum numero natural é multiplo de 3.» ou «Todos os himeros naturais ndo sdo multiplos de 3.»; F
¢) «Os numeros inteiros sdo todos menores ou iguais a 0 ou maiores ou iguais a 1.»; V

d) «Ha numeros reais que sdo irracionais.»; V

61.

a) x =0, pois |0] = 0 e ndo é um niimero positivo.

b) x =-1, pois -3 ndo émenorouiguala -5.

c¢) n=15,15 € ]1,19[, 15 é impar, 15 ndo é quadrado perfeito, mas 15 ndo é primo.
dx=-1,-1+1*>(-1)* © 0> 1, que é uma proposicio falsa.

62.

a) {-1,0,1}

b) x?=16ox=—-4vx=4
x(x+3)=0x=0vx+3=0x=0vx=-3
{-4,-3,0,4}

c) {4,8,12,16,20}
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63.
a) {2,3,4} b) {2,3,5} ¢) {2,3,4,6} d) {2,3,4}

64.

a) {xeR:x2=09}

b) {n € N : n é multiplode 7 An < 30}
c) {neN: n <17 Anndo é primo}

65.
{-3,0,3,6}

66.
[-10,12]

67.

a) {2} b) {5,9,13} ¢) {2,5,8} d) @

e) {2,5,7} f) @ g) [3,5] h) 12,5]
i) {6} j) 2 k) N ) @

68.

Seja x EANC,entdo xEANXEC.
XEA=>x€B,pois ACB.
xeEC=>x€D,poisCcD.

Como x e BAx € D,x € BND;logo, ANC c BND .

69.

a) {1,3,4,5,7,9,16} b) {-2,0,1,2,3,4,5} ¢) [2,9] d) 11,8]
e) [-2,7] f) 15,15] g) Z h) Z
70.

Por exemplo, C = {1,13,21}.

71.
AUB = B é necessariamente falsa, pois A contém pelo menos um elemento que ndo pertence a B

uma vez que p(x) é possivel mas ndo universalem A . Portanto, AUB # B .

ANB = B ndo é necessariamente verdadeira nem é necessariamente falsa.

Por exemplo,se p(x):x >0 e U =R entdo B = [0,+x[;

se A=[-1,1],ANB =[0,1],isto é, ANB # B ;

se A=[-1,4o[,ANB=8B.

ANC = @ n3o é necessariamente verdadeira nem é necessariamente falsa.

Por exemplo, se p(x):x >0 e U=R entdo B =[0,+o[;

se A={-1,1} e C ={-1},ANC = {-1},istoé, ANC # @ ;

se A={-11} e C={-2},ANC=40.

BNC = @ é necessariamente verdadeira. Pois B é constituido por elementos que verificam p(x), enquanto C

é constituido por elementos que ndo verificam p(x) . Portanto, BNC =@ .

316 Fotocopiavel © Texto | M¥T 10



72.

a) {2,6,7} b) @ c) {2,3,5,7} d) {1,6,11,16} e) &
) (1,4,5,9) g) [4,6] h) 10, 5[ i) [18, +oof j) 1-o0,4]
73.

{1,4}

74.

a) ]10,12] b) [2,5] c) {2,12}

75.

a) 13,8] b) 13,12] c) [-1,8]

d) [-3,+oof e) [-3,12] f) ]-00,-3[U [8,+00[

g) ]-,3] h) [8, +oo] i) ]12, +oof

76.

p(x) 3x+1<5x—-7 -2x<-8=x>4

q(x) x2+4>0x€eR

r(x) x| <0 x€ed

a1) 14, +oo[ a;) R az) @

a,) ¢ as) ][4, +oo[ ag) |4, +o]

37) R aS) ]—OO, 4] a9) ]4' +OO[

by) p(x) é possivel ndo universal. b,) g(x) é universal.

bs) r(x) éimpossivel. bs) p(x) Ar(x) éimpossivel.

bs) p(x) A q(x) é possivel ndo universal. bs) g(x) Vr(x) éuniversal.

b;) q(x) A~ r(x) é universal.

77.
p(x) (x|-1Dx2-x—-6)=0|x|-1=0Vx:—x—6=0c

1i+m(_6)(:>x=—1Vx=1Vx=3Vx=—2 :{=2,-1,1,3}

qx) (x+1)?2>2xex?+2x+1>2xox*+1>0ox€eR ;R

2+V1-4X1X2 2+ -4
= o x=———ox€d; 0

r(x) x*-2x+2=0ex . .

s(x) x-2)'=1ex-2=1vx-2=-1eox=3vx=1; {1,3}
a) {-2-1,1,3}nR ={-2,-1,1,3}

b) {-2,-1,1,3}U@ ={-2,-1,1,3}

o {-2,-1,1,3}n R\ {1,3} = {-2,- 1}

elxl=1vx =

78.

a) ~p(a) » q(a) © p(a) VvV q(a) éverdadeira; como a verifica p(x) vV q(x), conclui-se que a € PU Q.
b) ~ [~ q(b) = p(b)] é verdadeira; portanto ~ q(b) A~ p(b) é verdadeira;entdio b € PADb & Q , logo
bePAbeEQ;portanto,h EPNQ.

Fotocopiavel © Texto | M¥T 10 317



79.

Queremos provar que:

t interseta r = t interseta s

utilizando o método de demonstracdo por contrarreciproco.

Para isso, basta provar que:

t éparalelaa s=t éparalelaa r

Assim, como t é paralelaa s e s é paralelaa r (por hipdtese), conclui-se (transitividade) que t é paralelaa r.

80.

Vamos demonstrar a equivaléncia por dupla implicagao:

[0ACB] é um losango = AOB = 90° A AOB = 90° = [0ACB] é um losango
Provemos a 1.7 implicac3o:

OBC = 0AC = 90° (as retas tangentes a circunferéncia sdo perpendiculares

aos raios nos pontos de tangéncia).

Como [0OACB] élosango, AOB = ACB e:

OBC + 0AC + AOB + ACB = 360° & 90° 4+ 90° + 2A0B = 360° & AOB = 90°

Provemos a 2.7 implicac3o:

Como AOB = 90°:

90° 4+ 90° + 90° + ACB = 360° & ACB = 90°

Assim, [OACB] tem os quatro angulos iguais, isto é, é um retangulo. Como 0A = OB (raios de uma
circunferéncia), conclui-se que [0ACB] é um quadrado e, consequentemente, é um losango.

81.
Vamos supor que a soma de um nimero racional com um nimero irracional € um namero racional.
e a e b designam nimeros racionais
e x designa um nuimero irracional
e at+x=p"
a , por ser racional, pode ser escrito na forma de um quociente entre dois nimeros inteiros; assim a = % ,

onde n e m designam numeros inteiros, com m # 0.

O mesmo acontececom b; b = %, onde p e g designam numeros inteiros, com q # 0.

Substituindo a e b em " resulta:

n n mp-n
Zix=Lox=L_ loy=TEM
m q q m mq

Os numeros mp, nq e mq sao inteiros, pois o produto de dois nimeros inteiros € um numero inteiro.
Portanto, mp — ng é um numero inteiro, pois a diferenca entre dois nimeros inteiros € um nimero inteiro.
Sendo assim, x é um numero racional, pois é o quociente de dois nimeros inteiros.

Esta contradicdo resulta do facto de termos suposto que a soma de um nimero racional com um nimero
irracional era um nimero racional.

Logo, a soma de um numero racional com um nimero irracional € um nimero irracional.
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Tema 2 | Algebra

Capitulo 1 | Radicais e poténcias de expoente racional

Pags. 28 a 34
1.
a) Como —10 < —3 < 0 e 8 é par, a proposicdo (—10)® > (—3)® é uma proposicdo verdadeira.

11
b) Como —g < —2 <0 e1léimpar, a proposicao (— g) < (=2)'* é uma proposicdo falsa.

c)Como (m—1)33 = ((mr—1)*", 8< (r—1)3 e11éimpar, a proposi¢do 81 > (m —1)33
€ uma proposicao falsa.

2.

a) Como x <1 e3éimpar, entdo x3 < 13, ouseja, Vx € R, x3 < 1 é uma proposicdo verdadeira.
b) Vamos mostrar que esta proposicdo é falsa apresentando um contraexemplo, que pode ser,

entre muitos outros, o —4. Tem-se —4 < —3 e, no entanto, (—4)? n3o é menor do que 9.

3.

a) Verdade, pois 2n — 1 designa um nimero impar, —3 é menor do que —2 e sabemos que, sendo k

um nlimero impar, setem a < b = ak < bk

b) Falso, pois, por exemplo, —3 é menor do que —2 e (—3)? é maior do que (—2)2.

c) Falso, pois, por exemplo, —3 é menor do que —2 e (—3)3 é menor do que (—2)3.

d) Verdade, pois 2n designa um numero par, —3 e —2 sdo numeros negativos, —3 é menor do que —2

e sabemos que, sendo k um nimero par, setem a < b < 0 = a¥ > b¥

e) Verdade, pois x € |—o0,—2[ © x < —2 e 13 é um nUmero impar, e sabemos que, sendo k um nimero
impar, setem a < b = a* < b¥

f) Verdade, pois, dado que x é menor do que —2, tem-se x < —2 < 0 e, como 8 é um numero par,
sabemos que x8 > (—2)8, condicdo que é equivalente a x8 > 28

g) Falso, pois, por exemplo, se x = —3, tem-se —3 € |—o0,—2[, (=3 +1)> = —32 e (=3)> = —243 ¢,
portanto, (x +1)°> > (—3)°

4.Seja a € ]0,1[ ; entdo,dadoque 0 <a <1,tem-se 0 < a™ < 1" g, portanto a™ < 1

5.
a) Vi-J/(-D+¥0=1-(-1)+0=2

b) V49 — V=27 - V16 =V72 - }[(-3)3 - V24 =7—-(-3)-2=38

c) V=125 + V81— V=32 — V64 = /(=53 + V3* - (-2)5 - V26 = -5 +3 — (-2) -2 = -2
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6.
5

~ 4 1
Se a = VY4 entdo a® = 4, pelo que %:EZE

7.
a) x> =10 @ x = Y10
b) x*+6=4ex’=4-62x’=-—2ocx=VY-2

Js5x°—-7=8e5x’=150x°=3<x=13
d) 3x*+5=2903x*=24x*=8cx=-V8vx=18

8.
(45) - (¥3) =5-3=2

9.
a) V2 x V8=12x8=16=4

b) V6 x V24 = V6 x 24 = 144 = 12

c) V2 x VY16 = 3/2x 16 = V32 = 2 porque 25 = 32
d) V2 x V4=3/2x4=13/8=2 porque 23 =8

e) 5vV2 x 3v/32 =15vV2x32 = 15V64 = 15 x 8 = 120
(45 x 43) =(¥5x3) =15

10.

) V32: V2 = [2=T6 =4
b)m:ﬁ=\/@=M=1o

c) W=%=3%=V§=Z porque 23 =8

d) mti/l_=s\/%=m=2 porque 25 = 32

e) (10@):(5\/§)=1E?=%x\/§=2\/E=2x4=8

) (V15 ¥5)° = (\E) - (3)° =3
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11.

a) (V2) ' xVa= V2 xVZxV2xV2xVi=(VF) =4
Va Va

b) V200 : (vVZ)' =v200: V28 = |2 =75 =5

8

o[v83: (32)°] = (8F:¥3)° = (F)S _¥71) =21

12.

a) 2V5 = V23 x {5 = V23 x5 = V40

b)3¥a = V33 x Ya = V27 x a = V27a

) 5vV2 = V52 x V2 =v25%x2 =50

d)av3,a>0

Va2 x 3 =/3a2

e)a b? ¥a = Va5 x /(b?)% x Va = Va® x b0 x a = Vab x b1

13.

a)§/75_x=§/ﬁxi/§=7§/§

b)VIZ = V4 x3 =22 x~3 =23

) V18 =V9x2=v3Zx+2=3V2

d) V150 = V52 x 2 x 3 = V52 x V6 = 5V6

150 | 2
7513
5
5

25
5

e) V24 =8x3=V8xV3=213

VB=Vix2=32xV2=2V2

g) V128 = V25 x 22 = V25 x V4 = 234
128
64

32
16

N N N NN NN

= N B
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h) V54 a8 b* =32x2xa3xa3xa2xb3xb =
= V33 x V2 x Va3 x Va3 x Va? x Vb3 x b =
=3x32 xaxaxVaZ?xbx3ib=
= 3a%b x V2a%b
54
27

w w w N

i)V27a2 =V32x 3 x a? =V32 xV3 xVaZ =3 xV3 x |a| = 3|a|V3
i) V32 x% = V25 x% = V24 x 2 x x% = V24 x V2 x Vx* = 2|x|V2

14.
a) 2V3 —7V3+10V3 = (2 -7+ 10)v3 = 5v3

b) —53x + 11¥x + 6¥x —73x = (=5 + 11 + 6 — 7)/x = 5Vx

€)5vV2 —V8+2V32+3V18=5V2 — V22X 2+ 2 x V22X 22 x 2+ 3V3Z x 2 =
=5V2—2V2+2x42+3x3V2 =

=(5-24+8+9)V2=

=202

d) 64/3 — 2v27 + 3V12 = 6v/3 - 2V32 x 3+ 3 x V22 x 3 =
=6vV3—2x3V3+3x2V3 =

=6V3 —6V3+6V3=6V3

e) 3aia + a¥8a — 4¥a* = 3a¥a + aV23a — 4Vad x a =

= 3ai/a + 2ai/a — 4ai/a =

= a¥a

f) 3bV2a3b — aV50ab3 + ab ++V72ab (a >0 e b > 0)

=3b\/2><a2><ab—a\/52 x2abxb2+ab\/2x22x32xab=
= 3bav2ab — 5bav2ab + ab X 2 X 3V2ab =

= 4baV2ab
72
36
18

w W N NN
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15

b) V36 x Y2 = '¥/6 x '¥/2 = '¥/12
) V2v5 = YV22 x 5 = Y20 = ¥20

16.

a) V3 = VI = Y3
b) VZ = Y21 = Y75
045 = V5T = Y
d) Y70 = “Y/T0% = V102
&) Ve = *Ya7% = B

17.

a)¥32="32=33

b) V25 = *V52 =35

c) V38 = ¥33F x 3% = V32

d) 'Val0p5 = Va5 x a5 x b = Va?h

) V22 = i x 2 = V2 = 2 = 2

18.

a) V5 =52 = /52 e {2

b) V3 e V5 = ¥V/52 = V52
OVE="VT =Y e V3= "VF = VT

4 3= =T e YI="VB =D

19.
a) V2 x+3: 312 =722 x /33 : Y12 =
=22x33:322x3 =

_6]22x3% _ 6/55 _ 3
_\Izz><3_\/3__\/§
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b) /8 x VB = /8 x {8 =

U g

=\2xV8=V{T6=12¢=2

o (V) [VaEx (V2)'] = V& : [VaAx V2| =
= V& [PV X VD] = @2 (V2 xV2) =
=z VE =5 = V2" = V16

d) (5 +3v6)(4 —V6) = 20 — 5vV6 + 12v/6 — 3V62 =

=20+7V6—-3%x6=2+7V6

e)\/7+3\/§><\/7—3\/§=\/(7+3\/§)(7—3\/§) =\/72 ~(3V5) =

=VA9—9x5=+4=2
H(V3-v2)' = (V3) —2xVIxVZ+(V2) =
=3-2/6+2=5-2/6
g) (432 + VB x V6 - 2v3x ¥2) : VW62 =

= (V32 + B x Y6 -2 V3 x 42) : V162 =
418 418 418

= (4V18 + V18 — 2V18) : V162 =
= (3V18) : W=34%=Wx‘*\/§:“\/§=@:@
) (Y56 + Y49%7) = (V86 + V7237) =

=<V%+7/wa)3=

= (V56 + Wf -

= (V56 + *¥77)’ =

= (V56.+47)" = s6
= (VBx7+V7) = 28
= (V7 +37) = (337) = 7

=33x Y73 =27%x7 =189

N NN NN
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20.(b) ((%//—_)) —i/;—gg:%:b

(b) (;//——)) \/_ \/7 Ve=a

21.

a6 _ 306 _ e
)\/' Vexve 6 2

o) = T _ W
)zﬁ_zﬁxﬁ_2x7_ 2

32 3Zx\3 %Xﬁ_zxi/Z_ZXb(Z\/ST_
R e T

Yax27 _ %108
3 3

15352 15352 15%/25

_ _ 3
d)3_\/§_3\/§ e Ve 5 oved
1(vVio-2) _ V10-2 _ YJ10-2 _ Y10-2

e)\/ﬁ+2 (VI0+2)(Vi0-2)  (yio)’-22 10-4 6

2(v5+1) 2(\/'+1) _2(f5+1) _2(y5+1) _V5+1

f)x/§—1 (V5-1)(V5+1)  (v5)’- 12 5-1 4« 2
)\/—+1 (V3+1)(V3+1) _ (V3)°+2xVBx1+12 _ 3+2xy3+1 _
V3i-1~ (V3-1)(V3+1) (V3)’- 12 T o3-1

— 4+22\/§=2+\/§

h) __ 1¥3-V5) 3-8 _\3-+5_
V3+v5  (VB+V5)(V3-V5)  (y3)’ - (vB)® 3-5

_ _V3-V5_V5-v3

- 2 2

i) _ 12(Ji1++3) 12(\/H+\/—) _ 12(ViT+4V3) _

VT —Va ~ (V-3 +v38) | (vi1)’ - (3) 11-3

_ 12(J11++3) _ 3Vi1+3V3
8 2

. 10 10(3v5 - 5v3) _ 10(3V5-5v3) _ 30V5-50V3 _
i) 3V5+5v3  (3VE+5V3)(3V5-5V3)  (3v5)°— (5v3)° 9X5-25x3

_30V5 — 50v3  5V3-3V5
B -30 B 3
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22.

yLEvE VB VE+(3)'  _ VB+3 _VB+3_ (V3+3)(V3+1) _ (V3) +VE+3V3+3 _
ATHE 1+V3  242y3-v3-(v3)° 2+V3-3 V3-1 (V3-1)(V3+1) (V3)” - 12
_3rHEHS 6448 _ 34943
3—-1 2
b)1+\/- VZ_ _ (1+V2D)(VZ+1)  V2(V3+2)  _ 2+2x1xVZ4VZ  VB+2VZ _
VI-1 Vi-z (Z-)(Z+1) (B-2)(B+2) | (ap-n 3 -2
1+22‘_/_1+2 ‘/_3J“_2‘/__3+2\/_ ‘/_+12‘/__3+2\/_+\/_+2x/_—3+4x/_+\/_
23.
a)3§=W
b) 52 = V5
5
)25 = V25 =332
d)4s=VaT= \/_
JORNO RN
€z TG TG T s
24.

1
a) 252 =25 =5
1
b)8: =38 =2
3
)42 =43 =64=8

d)(%)_%=27§=§/ﬁ=i/?=3
o6 =67 -0 -(f) -6 -3

25.

a)\/§=2%

b) V4 = V27 = 25
c)§/§=w=22

P
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26.
11 1
a)2z2x 52 =(2x5)2=+10
3

3 2
b)6><6_§=61+( Q:&:W:W

4 4 4 4 9
0) (¥3)" x 25 = 35 x 25 = (3 x 2)5 = 61 = V6*

3 1 1.3 3
15E 5E 15E 3
8 _ 158 _ (15\s _ > _ 8/g3 _ 8
e’%‘3g—(3) =55 = ¥/5% = ¥/125

27.

11P
(\/ﬁ)ﬁ] :Va??-1 (aeR*; n,p €N)

1P
LA 2p—1 lxlp 2p—1
= (az) a4 =[a2 n] ra 4 =

11P 2p—1 r
Z[aZ] a 4 = Qa2 .qa 4
1

= q4

28.

3, 1
a=1bz x va2b~1
(a,b, € RY)

3 b—li/H

3, 1
a~1bz xVa2b~1 3/a=2b x Ya®h-3
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29.

Seja x o comprimento de cada cateto e seja h o comprimento da hipotenusa:
h2=x?+x?&

oht=4+42

© h? =32

Logo, h =+/32.

AA=xzﬁ=8<:>x2 =16, logo, x = 4.

Pa=4+4+h

Assim, Py =4+ 4++32=8+4+vV22x2Z2x2=8+4V2.

30.
Seja x o lado do quadrado. Tem-se x? = 48 e, portanto, x = /48 .
O diametro, d, da circunferéncia é igual a diagonal do quadrado de lado V48, de onde se conclui que

d=v48xV2 =V16 x3 x 2 = 4/6.

Entdo, o comprimento da circunferéncia é 467 .

31.

a) Seja a a aresta do cubo.

3
. - . = 4 a
O raio da esfera inscrita no cubo é metade da aresta. Entdo, V; = 3 XX (E) .
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O didmetro da esfera circunscrita ao cubo é igual a diagonal espacial do cubo, entdo o raio é metade da diagonal
. ., a3
espacial, ou seja, é -~

3
o 4 3
Entdo, 1, =§XTL’X(%—) .

v S ()

Tem-se, portanto: = = =

N ()
b){z—i=3\/§ ®{v2=3\/§v1

v2—171=137-[ U2=13T[+ 121

(=) @ e 3
) - @ U () = av3
CHECE

Z

172 — 3\/§U1 172 = 3\/§v1

o o 137 &
3\/§v1=13ﬂ+v1 171=3\/§—_1
172 = 3\/§171 172 = 3\/§ 171

ad 137(3vV3+1) © n(3V3 +1)
T 26 1T

a3 a® _ m(3vV3+1)
2

4 4
Dado que v; = 375 sendo a a aresta do cubo, tem-se P e, portanto,

a® =3(3V3+1) =9V3 +3 e, finalmente, a = Vov3 +3.

32.

a) Seja a a aresta do cubo truncado. Tem-se:
) (1—a)2+<1—a>2 1
= (=1 = (=4
a > > a

V241
<:)a=\/§—1

b) aresta do cubo truncado = V2 -1

chbo truncado — Ycubo — 8 X Vpirﬁmide triangular

Como a aresta do cubo mede 1, sendo x a medida da aresta de cada piramide triangular, vem:

2x+V2-1=1¢e x{
ox=2-\2o
2_\/2 \E—I{ 1

Sx =

2 {

X
2—2_2-2
1 5 X 2-vZ (2-V2)’

altura

Abase
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g G x| (Fo2xax e @)evE) _
48 6

— 13
Portanto, Viubo truncado = 1

_6_(4_4\/§+2)(2_\/§)_6—(12—6\/5—8\/7+4\/§2)
- 6 B 6
_6—(20—-14v2) 144142 -7+7V2 7W2-7
B 6 B 6 -3 3

33.
a) Todas sdo hipotenusas de tridngulos retangulos iguais.

b) Dado que as arestas do cuboctaedro sdo todas iguais, se designarmos por a a aresta do octaedro, a area da

sua superficie é a soma das dreas de seis quadrados de lado a com a area de oito tridngulos equilateros de

~ . in s . V3
lado a . Para ndo sobrecarregar os cdlculos, recorda que a altura de um triangulo equildtero de lado a é S a.

2

A area de cada face quadrada é, portanto, a“ e a area de cada face

V3
. , axa 3a?
triangular é —2— = L . 3
2

2 4
Entao:

i V3a?
Area.ypoctaedro = 18 — 6V3 & 6a? + 8

Z =18-6V3 & 2 a
& 6a? +2V3a? =18-6V3 & (6 +2V3)a’? = 18- 6V3 & A/

_18-6v3 _ ,_6(B8-V3) _ ,_3B-v3)

T6+2v3  2B3+v3) T 3+43

,__36-¥3)" _ ,_33B-V3)
(3+v3)(3-V3) 32 - (V3)°

,_(3-V3)" _ _3-43

-T2 YR

Dado que a aresta do cubo é igual a diagonal das faces quadradas do cuboctaedro, e como a diagonal de um

o a?

S a

quadrado de lado a é V2a tem-se, neste caso, que a aresta do cubo é V2a=+2 x %5 =3-+3.
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Capitulo 2 | Polinémios

Pags.35a44
34,

a) Grau: 4

4
Termos: —V/3x*, 3x3, 0x2, —x, —m

Coeficientes: —V3, 3, 0, —;i, -1
b) Grau: 9

9

Termos: % 0t®, 0t7, 0tS, t5, 0t*, 0t3, —/2t2, 0t, 102°

Coeficientes: % 0,0,0,1,0,0, —/2, 0,102
¢) Grau: 0

Unico termo: 10

Unico coeficiente: 10

35.

4 en7
a) 7x3 b) —3y2 0= d) =
36.
a)x’—6x*+8x3+x%-6 b) —5¢® +%c5 —0,1c*
37.

a)2x3 —4x+5x*—1—-2x*+2x —3x*=2x3-2x -1

6x> —1+2x3 —x—4x?>—x—2x2=2x3-2x—1

Os dois polindmios sdo iguais pois admitem a mesma forma reduzida.
b)3x3 +2x2 —4x—2x3+5—-3x?=x3—x?—-4x+5
5—6x2+2x3—-3x—x3+7x2—x=x3+x?>—-4x+5

Os dois polindmios nao sdo iguais pois ndo admitem a mesma forma reduzida.

38.

a)(3x2+x—4)+(—x?>—-6x+5)=3x2+x—4—x>—6x+5=2x>—-5x+1
1 1

b)(2x3+3x2+£—1)+(—4x2——)=2x3+3x2+£—l—4x2—l=2x3—x2+£——
2" 3 6 27 3 6 2 2

2.3 2 _,_2\_(2,3_ 7N=2,3 2_,_2%2_2.,3 _7_
c)(x +4x° —x ) ( X 4x+6) X +4x° —x 5 x>+ 4x

5 9 10 10 6
A B 3 4 4x2 +4 + 21 13+42+3 25
~10 10X TR TXTRTIgTIg T T T T T
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39.

a)6x — 8

b) —6x3 + 15x% + 27x

c) (5y — 7)(4y? + 6y — 8) = 20y3 + 30y? — 40y — 28y% — 42y + 56 = 20y3 + 2y? — 82y + 56

40.

P(x) X Q(x) tem grau 7, pois o grau do produto de dois polindmios é igual a soma dos graus dos fatores.
P(x) + Q(x) tem grau 4.

Q(x) — R(x) temgrau3, pois —2x3 —x?+ax+b—2x3+cx+d)=—-4x3—x*+(a—c)x+b—d.
P(x) + R(x) + Q(x) tem grau 7, pois P(x) X R(x) temgrau7e Q(x) tem grau 3.

Q(x) + R(x) temgrau2, pois —2x3 —x®>+ax+b+(2x3+cx+d)=—x>+(a+c)x+b+d.

41.
a) 9 + 30x + 25x2 b)§+"’5—"+9
c)’l‘—2+3x2+36 d)2+\/ix3+"§
e) 3+ 12x + 12x? f) 9x* + 12x3 + 4x?
g) 64 — 16x + x2 hE—2+1
)2 — 4x* + 1622 j) 4 — 25x2
k) x* — 64x2 2= 7
42.
a) (x +4)2 b) 2x + 5)?
c) (7x + 1)? d) (x — 10)?
2
e) (5x — 3)2 A (x—3)
43.
a) (x +3)(x—3) b) (5+x)(5—-x)
¢) (4 + 7x)(4 — 7x) d) (3x + %) (3x _ %)
2 2 x2 3 x2 3
e) (x% +9)(x% — 9) f) (7+§)(7—§)
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44.

a)
x3+3x2—x-5 x2+2x -3 Quociente: x + 1 Resto: —2
—x3 —2x% + 3x x+1
x2+2x-5
—x?—2x+3
-2
b)
4x3 + 4x? -6 x—3 Quociente: 4x? + 16x + 48
—4x3 4+ 12x2 4x? + 16x + 48
16x? -6
—16x? + 48x
48x — 6
—48x + 144
138
c)
8x* — 10x? + 2 4x3 +4x% —x -1 Quociente: 2x — 2
—8x*—8x3 + 2x% + 2x 2x — 2
—8x3 —8x%2+2x+2
8x3 +8x% —2x —2
0
d)
2x3 +3x% +x 6x3 +9x2 — 18 Quociente:% Resto: x + 6
-2x*-3x* +6 1
3

x+6

e) Quociente: 0 Resto: x? + 4x — 8

45,
Tem-se:
M(x) | N(x)

2 QM)
Ora, M(x) = N(x) X Q(x) +2 & M(x) = 2N(x) X %Q(x) + 2 pelo que

M(x) | 2N(x)
1
Pew

Portanto, o quociente é

dondevem M(x) = N(x) X Q(x) + 2

Q) e oresto é 2.
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46.

a)
3x% — 5x — 2 3x+1 3x2—5x—2=Bx+1)(x —2)
—3x%2— x x—2
—6x — 2
6x + 2
0
b)
—x3+3x%2—4x+2 x2—2x+2 —x3+3x2—4x+2=x?-2x+2)(-x+ 1)
x3 —2x% + 2x —x+1
x2—2x+2
—x?+2x—2
0
c)
2x*— x8 —4x -3 x2—x+1 2x*—x3—4x—-3=(x*—-x+1)(2x> +x+3)
—2x* + 2x3 + 2x? 2x2+x+3
x3 +2x% —4x -3
—x34+ x?2+ «x
3x2—-3x -3
—3x2+3x+3
0
47.

a)(x—Dx+2)x—-3)=x?>+2x—x—-2)(x—-3)=(x*>+x—-2)(x—3) =
=x3-3x2+x2-3x—-2x+6=x3-2x2-5x+6

b) O quociente seria (x — 1)(x — 3), ou seja, x? — 4x + 3 e o resto seria O (zero).

48.
Como 4=1+3, B(x) temgrau 1.

Como o resto ndo é o polindmio nulo, o resto tem grau 0 (zero), pois o grau do resto é inferior ao grau do divisor.

49.

Seja R oresto da divisdo de P(x) por x — 1.

Tem-se P(x)=(x—1)xQ(x)+R.

Vem: P2)=2-1)XxQ2)+ReP2)=QR2)+RP2)=P2)+ReR=0

Portanto, P(x) é divisivel por x — 1.
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50.

O divisor é um polindmio de grau 2. Portanto, o resto pode ser o polindmio nulo, pode ser um polinémio de grau
zero ou um polindmio de grau 1. Em qualquer dos casos, o resto é da forma ax + b .

Portanto, P(x) = (x —2)(x —3) X Q(x)+ax+b.

Tem-se: P(2)=(2-2)2-3)xQ2)+2a+bsP(2)=2a+b.
Como P(2)=7,vem 2a+b =7.

Tem-se: P(3) =(3-2)3-3)xQB3)+3a+b=P(3)=3a+bh.
Como P(3) =5, vem 3a+b=>5.

Tem-se, portanto, 2a+b=7A3a+b=5.

Daquivem a=—-2 e b =11, peloque R(x) = —2x +11.

51.
a)
2 -5 =5 7 Quociente: 2x? + x — 2 Resto: 1
3 6 3 —6
N
b)
-3 0 7 4 Quociente: —3x% + 3x + 4 Resto: 0
-1 3 -3 —4
-3 3 4 0
<)
-4 0 10 0 25 Quociente: —4x3 + 8x% — 6x + 12 Resto: 1
-2 -16 12 =24
—4 -6 12| 1
d)
1 0 0 0 0 1 Quociente: x* + x3 + x2 + x + 1 Resto: 2
1 1 1
1 1 1 1 1| 2
52.

a)Resto=A(3) =-33-10x3+4=-27-30+4=-53

b) Resto = A(—2) = (—2)° = 5x (=2)3 =2 x (=2)? + 10 x (=2) =
=—-32+40-8—20=—-20

cJResto=A(1) = —4x17+8x1°—-5%x1%4+3x14+9=-44+8-5+3+9=11
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53.

P(x)=x3+3x*>+ax+b
Pl)=6e<1+3+a+b=6<=a+b=2
P2)=258+124+2a+b=252a+b=5
a+b=2AN2a+b=5©a=3Ab=-1

54,
(-33+(-3)2-6x%x(-3)=-27+9+18=0
034+402—6x0=0+0—0=0
23422 _6x2=8+4—-12=0

55.

(=2)3—-3x(=2)2—-(-2)+3=-8—-12+2+3 =—15. Logo, —2 n3o é raiz do polinémio.
(-1)2-3x(-1)2—-(-1)+3=-1-3+1+3=0.Logo, —1 é raiz do polinémio.
13-3%x12-143=1-3-1+3=0.Logo, 1 é raiz do polinémio.

23 -3%x22—-2+3=8-12-2+3 = -3.Llogo, 2 ndo é raiz do polinémio.
33-3%x32-3+4+3=27-27-3+3=0.Logo, 3 é raiz do polinémio.

56.
Tem-se 2x (=1)*—=3x(=1)—-5=2+3-5=0.Logo, —1 é raiz do polinémio.
Como —1 é raiz do polinédmio, o polinémio é divisivel por x + 1.
Vamos entdo efetuar a divisdo inteirade 2x* —3x —5 por x + 1.
Tem-se:
2 0 0 -3 =5
-1 -2

2 -2 5
\2—22—50

Portanto, 2x* —3x — 5= (x + 1)(2x3 — 2x? + 2x — 5) .

57.

Como A(x) = (x +5)(x — 2)B(x) , tem-se que A(x) é divisivel por x +5 e por x — 2, pelo que —5 e 2 sdo
raizes de A(x) .

58.
Tem-se P(x) = (x —a)Q(x) .
Vem: P(B) = (B—a)Q(B) ®0=(B - a)Q(B) Q) =0

Portanto,  é umaraizde Q(x).
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59.

Num polindmio de coeficientes inteiros, o seu termo independente é miltiplo inteiro de qualquer raiz inteira
desse polinémio.

Como é referido no enunciado que as raizes do polinémio x3 — 2x? — 9x + 18 sdo ndmeros inteiros, podemos
concluir que 18 é multiplo inteiro de qualquer raiz deste polindmio. Assim, sdo candidatos a raizes deste
polindmio os numeros —18,—-9,—6,—3,—2,—1,1,2,3,6,9 e 18.

Vejamos se 1 é raiz deste polindmio.
Tem-se: 13 —2x12—-9x 1+ 18 = 8, pelo que 1 n3o é raiz do polinédmio.
Vejamos se 2 é raiz deste polindmio.
Tem-se: 23 —2x22-9x2+18 =0, pelo que 2 é raiz do polinémio.
Como 2 é raiz do polindmio, o polinédmio é divisivel por x — 2.
Vamos entdo efetuar a divisdo do polinémio x3 —2x? —9x + 18 por x — 2.
Tem-se:
1 -2 -9 18
2 2 0 -—-18

|1 0 -9] o0
Portanto, x3 —2x2 —9x+ 18 = (x —2)(x?—=9) = (x — 2)(x = 3)(x + 3) .

Assim, as raizes do polindmio x3 — 2x2 — 9x + 18 sdo —3,2 e 3.

60.

Num polinémio de coeficientes inteiros, o seu termo independente é miltiplo inteiro de qualquer raiz inteira
desse polinémio.

Assim, o termo independente de P(x) é multiplo inteiro de 8.

Como o termo independente de P(x) é um ndmero natural inferior a 20, sé pode ser 8 ou 16.

61.

Dividindo 4x3 + 12x%2 — x — 3 por x + 3 obtém-se quociente 4x2 — 1 e resto 0.
Portanto, 4x3 + 12x2 —x —3 = (x + 3)(4x? - 1).

Como —3 n3o é raiz do polindmio 4x% — 1 tem-se que —3 é uma raiz simples do polinémio

4x3 +12x% —x — 3.

62.
Tem-se 2x1%*—3x13-3%x12+7x1-3=2-3-34+7-3=0, pelo que 1 é uma raiz do polinémio
dado.

Vamos utilizar a regra de Ruffini para determinar o quociente da divisdo inteira do polinédmio por (x — 1) .
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Tem-se:
2 -3 -3 7 -3
1 2 -1 —4 3

\ 2 -1 —4 3 |0=R

Entdo: 2x* —3x3 —3x2+7x -3 =(x—-1)(2x3 —x?2—4x+3).

Tem-se também: 2x 13 —12—-4x1+3=2—-1—4+3 =0, pelo que 1 é uma raiz do polinémio
2x3 —x%2 —4x+3.

Vamos utilizar novamente a regra de Ruffini para obter o quociente da divisdo inteira de
2x3 —x?—4x+3 porx—1.

2 -1 —4 3
1 2 1 -3
\ 2 1 -3 | 0=R

Entdo: 2x3 —x2 —4x +3 = (x — 1)(2x? + x — 3) e, portanto, 2x* —3x3 —3x2 +7x — 3 =
=(x—-1Dx-1D2x?2+x—-3)=(x—-1)?2x*+x—3)

Tem-se ainda: 2 x 12+ 1—3 =0, pelo que 1 é uma raiz do polinémio 2x? + x — 3.

Vamos utilizar novamente a regra de Ruffini:

2 1 -3
1 2 3
\ 2 3 0=R

Entdo: 2x* —3x3 —3x2+7x -3 =(x—-Dx-1Dx-1)2x+3)=(x—-1)32x +3).
Dado que 1 ndo é raizde 2x + 3, concluimos que 1 é uma raiz de multiplicidade 3 do polinémio
2x* —3x3 —3x2+7x-3.

A resolugdo deste problema pode ainda ser apresentada como se segue:

2 -3 -3 7 -3
1 2 -1 —4 3
2 -1 —4 3 0=R
1 2 1 -3
2 1 -3 0=R
1 2 3
2 3 0=R
1 2
2 5=R

Assim se conclui que 1 é uma raiz de multiplicidade 3 do polinémio 2x* — 3x3 —3x2? + 7x — 3 , pois este
polinémio é divisivel por (x — 1)3 e ndo é divisivel por (x — 1)*.
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63.

a) 70x? + 35x = 35x(2x + 1)

b) —4x? + 100x = 4x(—x + 25)

c) 100 — x? = 10?2 — x? = (10 — x)(10 + x) , usando o caso notavel da diferenga de quadrados.
d)x2+10x+25=x?2+2x5Xx+5%=(x+5)?=(x+5)(x +5), usando o caso notavel do quadrado do
binémio.

e) x> +6x+1=03x)2+2%x3xx1+12=Bx+1)?>=Bx+1)(3x+1) , usando o caso notdvel do
guadrado do binémio.

f) 2x3 — 4x% 4+ 2x = 2x(x? — 2x + 1) = 2x(x — 1)?> = 2x(x — 1)(x — 1) , usando o caso notavel do quadrado
do binémio.

g)x —x3=x(1-x%) =x(1+x)(1—x),usando o caso notavel da diferenca de quadrados.

h) x® — 25x* = x*(x? — 25) = x*(x + 5)(x — 5) , usando o caso notavel da diferenca de quadrados.

64.
Vamos recorrer as raizes de cada um dos polindmios, para os decompor em fatores.

-1+1-4x1x(-12) -1+7
2 X =—

Entdo: x> +x—12=(x +4)(x — 3)

a)x’+x—-12=0x = ©x=—-4Vvx=3

b) —5x2 — 10x + 15 = —5(x? + 2x — 3)

5 —2+./22—4x1x(=3) -2+4
x“+2x—3=0&x= > S x = Sx=-3vx=1
Entdo: —5x%2 —10x +15=-5(x+3)(x — 1)
c)2x2—5x+2=0@x=$@x=%@x=%VJe=

x 1
Ent3o: 2x2—5x+2=2(x—5)(x—2)

65.
a) Se 1 é raiz de A(x), vamos utilizar a regra de Ruffini para obter o quociente da divisdo inteira do polindmio
por x — 1.
Tem-se:
1 -6 11 -6
1 1 -5 6
|1 -5 6 |0=R

Entdo, tem-se A(x) = (x — 1)(x®> = 5x + 6) .

Ora, x2—5x+6=0@x=W®x=%@x=2vJ¢=3,pe|oque
AX)=(x—-1Dx—-2)(x—-3).

b) Se —2 é raiz de B(x), vamos utilizar a regra de Ruffini para obter o quociente da divisdo inteira do polinémio
por x + 2.
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Tem-se:

1 -8 5 50
-2 -2 20 =50

\ 1 —-10 25 0=R

Entdo, tem-se B(x) = (x + 2)(x%? — 10x + 25) .

10 + /100 — 4 x 1 x 25 10+ 0 . .
Ora, x2—10x +25=0o x = 71 Sx=— < x =5, peloque 5 éumaraiz dupla e

B(x)=(x+2)(x—-5x—-5)=((x+2)(x—-5)2.

c) Se 2 é raizde C(x), vamos utilizar a regra de Ruffini para obter o quociente da divisdo inteira do polindmio

por x — 2.
Tem-se:
2 -3 4 —-12
2 4 2 12
B 1 6 0=R

Entdo, tem-se C(x) = (x —2)(2x%2 +x +6) .
“1+VI—4X2%X6

Ora, 2x’+x+6=0x =
2x1

, que é uma equacao impossivel em R, pelo que
Cx)=(x—2)2x2+x+6).

d) Se 1 é raiz de D(x), vamos utilizar a regra de Ruffini para obter o quociente da divisdo inteira do polindmio
por x — 1.

Tem-se:

3 6 =21 12
1 3 9 —-12

\ 3 9 —12 0=R

Entdo, tem-se D(x) = (x — 1)(3x? +9x — 12) = 3(x — 1) (x? + 3x — 4) .

34+ 9-ax1x (-4 -3%5
Ora, x?+3x—4=0x = o (1) oy = 3%5

Dx)=3(x—-Dx+4)(x—-1)=3(x—-1)2%(x+4).

S x=—-4vx=1,peloque

66.
a) Se 1 é raiz de A(x), vamos utilizar a regra de Ruffini para obter o quociente da divisdo inteira do polindmio
por x —1.
Tem-se:
1 -5 6 -2 0
1 1 —4 2 0
! —4 2 0 0=R

Entdo, tem-se A(x) = (x — 1)(x3 — 4x2% + 2x) = x(x — 1) (x? —4x + 2).
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Ora, x2—4x+2=O@x=4i162_%@x=4i2\/§@x=4i22ﬁ<:>x=2—\/7Vx=2+\/§, pelo

que A(x)=x(x—1)(x—(2—ﬁ))(x—(2+ﬁ)) -
=x(x—1)(x—2+\/§)(x—2—\/§)

b) Se —1 e 3 sdo raizes de B(x) , vamos utilizar a regra de Ruffini para obter o quociente da divisdo inteira do
polinémio por (x + 1)(x — 3).

Tem-se:
1 1 -19 11 30
-1 -1 0 19 -30
1 0 -19 30 0=R
3 3 9 30
1 3 -10 0=R

Entdo, tem-se B(x) = (x + 1)(x — 3)(x? + 3x — 10) .

3+ /9-ax1x(-10) 3+
Ora, x>’ +3x—-10=0x = 349 24XX11X( 10)<:>x=%<:)x=—5Vx=2,pe|oque

Bx)=(x+1Dx-3)(x+5x-2).
c) Se 2 é raiz dupla de C(x) , vamos utilizar a regra de Ruffini para obter o quociente da divisdo inteira do
polinémio por (x —2)(x — 2).

Tem-se:
1 -4 3 4 —4
2 2 —4 -2 4
1 -2 -1 2 0=R
2 2 0 -2
1 0 -1 0=R

Entdo, tem-se C(x) = (x —2)?(x*—-1) = (x — 2)?’(x + D)(x = 1).

d) Num polindmio de coeficientes inteiros, o seu termo independente é multiplo de qualquer raiz inteira desse
polindmio.

Como o termo independente de D(x) €9, as raizes inteiras podem ser +1, +3 ou 9.

Tem-se 1* —10x 12+ 9 = 0, pelo que 1 é uma raiz do polinémio dado.

Vamos utilizar a regra de Ruffini para obter o quociente da divisdo inteira do polindmio por (x — 1) .

Tem-se:
1 —10 0 9
1 1 1 -9 -9
\ 1 1 -9 -9 [0=R

Entdo: x* —10x2+9=(x—1)(x3+x%2—-9x—-9).
¢13+12-9x1—9# 0, pelo que 1 ndo é uma raiz do polinémio x3 +x%2 —9x —9.
e (=13 +(-1)2=9x%x(=1) —9 # 0, pelo que —1 é uma raiz do polinémio x3 +x%2 —9x — 9.

©33+32-9x%x3-9=0, pelo que 3 é uma raiz do polinémio x3 + x> —9x —9.
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Recorrendo, por exemplo, as raizes de 3 e de —1, tem-se:

1 -9 -9
3 12 9
1 4 3 0=R
-1 -1 -3
1 3 0=R

Entdo: x* —10x2+9=(x—1D(x—3)(x+ 1)(x +3).
Ouseja, D(X)=(x—Dx+Dx—-3)(x+3).

67.

Se P(x) = ax3+ bx? — 7x + 6 é divisivel por x> + x — 6, como a,b € R, ent3o o resto da divisdo inteira de
P(x) por x? +x — 6 é o polinémio nulo.

-1+ /12 -4x1x(-6 -1+5
Ora, x’+x—-6=0=x = > ( )<=>x=T<=>x=—SVx=2,Iogo,

x2+x—-6=(x-2)(x+3).
Entdo, o resto da divisdo de P(x) por x —2 é P(2)=0,com P(2)=8a+4b—-14+6=8a+4b—8 eo
resto da divisdo de P(x) por x+3 é P(—=3) =0,com P(—3)=—-27a+9b+ 214+ 6 =—-27a+9b + 27.

Assim,

8a+4b—-8=0 {4b=8—8a b= =2-2a
{_ _ B e 4 =N
27a+9b +27 =0 27a+ab+ 27 =0 —27a+9(2—2a) +27 = 0
{b=2—2a {b=2—2a {b:2—2x1@{b:0
—27a+18—-18a+ 27 =0 —45a+45=0 a=1 a=1

Tem-se, portanto, a=1e b=0.
Nesta resolugio, tiramos partido do facto de x? + x — 6 ter duas raizes distintas.
Apresentamos em seguida uma resolucao mais geral.

Recorrendo ao algoritmo da divisdo:

77/7+bx2—7x+6 xX’+x—-6
ax3

—ax? + 6ax ax+b—a

b—a)x+(6a—7)x+6
b~ a)x?—(b—a)x +6(b—a)

(7a—b—7)x+ (6 + 6b — 6a)

Como o polinédmio ax3 + bx? — 7x + 6 é divisivel por x? + x — 6, o polinémio resto é o polinémio nulo, ou
seja, 7a—b—-—7=0e 6+6b—6a=0.

{2a+_62 _ Za==00 < {Za=_ab—:17 < {Za=_aa—+11 e {Z _ é
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68.

a)Sejam a , b, ¢ e d as quatro raizes inteiras.

Tem-se p(x) =(x—a)(x —b)(x —c)(x —d).

Vem: p(0) = (—a)(—b)(—c)(—d) pelo que a, = abcd .

b) Pela alinea anterior, o produto das quatro raizes é iguala a, .

Se a, for uma ndmero primo, ndo existem quatro nimeros inteiros distintos cujo produto seja a, .

Portanto, o polinémio p(x) ndo pode ter quatro raizes inteiras distintas.

69.

Como a é uma raiz de multiplicidade m de p(x) e q(x) é o quociente da divisdo de P(x) por (x —a)™,
m par,vem p(x) = (x —a)™ X q(x),com m par.

Seja b umaraizde p(x) —q(x) .
Tem-se p(b) —q(b) =0 (b—a)" xqb) —qb) =0 &
e qb)((b-a"-1)=0eqb)=0v(b-—a)™ =
Como m é par vem:
qb)=0vb—a=+V1eqb)=0vb—a=-1vb-a=1

Assim, a —1 e a + 1 sdo duas raizes de p(x) — q(x) .

70.

O perimetro pedido, p(x), é dado por:

DC + EF + comp. arco DE + comp. arco FC
com DC =10
«FF =10 — 2x

2XMTXX _ TX

4 2

e comp. arco DE = comp. arco FC =
Entdo, p(x) =10+ 10 — 2x + 2 x%=

=20—-2x+nx =
=(mr—2)x+20
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71.

4
p(x) = §7Tx3 +(2-2x)3 =
4
= §rrx3 +(2-2x)%(2-2x) =
4
= §rrx3 +(4—8x+4x?)(2—2x) =

4T
=—x348—-8x—16x+ 16x% +8x% —8x3 =

3
4
=?x3—8x3+24x2—24x+8=
4 24
=—x3 ——x3+24x%? —24x+8 =
3 3
4 — 24
=Tx3 +24x% —24x + 8

72.
. CA 2 1
a) A area da base da piramide inicial é (6\/5) =36 X2 =72, pelo que o seu volume é 3% 72%x8=192.
A e ~ . . 8 — ~
A nova piramide é semelhante a inicial, sendo a razao das respetivas alturas igual a Tx. Portanto, a razao dos

, (8-x\3
volumes é - ) -

Tem-se:
(8—x)3 _(8-x)° (B-x)?%*@B-x)
8 83 512
_(64—16x+x*)(8—x)
512
512 —192x + 24x* — x°
512

Portanto, o volume da nova piramide é:

512 — 192x + 24x?% — x3

=12 X192 =

192 (512 — 192x + 24x% — x3)
= X — - =
512 X X X

3
=gx (512 — 192x + 24x? — x3) =

3
= —§x3 +9x%2 —72x + 192

b) Se o tronco de cone tiver altura zero, a nova piramide coincide com a piramide inicial. Portanto, o volume
da piramide inicial é igual a P(0) . Assim, o volume da piramide inicial coincide com o termo independente de
P(x).
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Tema 3 | Geometria Analitica

Capitulo 1 | Geometria analitica no plano

Pags. 46 a 58

1.
a) A(3,0), B(4,3), €(2,2), D(0,1), E(-1,4),F(-3,2), b)
G(-4,0), H(-2,-1), I(-4,-3),J(0,-2), K(2,—-4) e » Y
L(3,-1).
L ! T T
Oyl x
N
fe) S
2.

Dado que o retangulo tem os lados paralelos aos eixos do referencial e dado que um dos vértices (que vamos
designar por () tem abcissa 9 e esta no 4.° quadrante, conclui-se que o retangulo tem um vértice de

coordenadas (9, 1) . Seja B esse vértice.

20—-2X7

- , ou seja, BC = 3 . Portanto,

Entdo, AB = 7 e, como o perimetro do retangulo é 20, tem-se BC =

aordenadade C é-2.

3.
a)d(A,B) =/(7—2)2+ (15— 3)2 = V25 + 144 = /169 = 13

b)d(C,D)=+[1-(-2)]?+(-3-1)2=+/9+16=+25=5

¢) d(E, F) =\/(z—§)2 +[1-(-D)P =\/§+4=\/§+§:§
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4,
Sejam A(-3,2), B(7,4), C(8,—1) e D(—2,—3) os vértices do retangulo.
Aretémgulo =d(4,B) X d(4,D)

d(A,B) = [7 = (=3)]2 + (4 — 2)2 = V100 + 4 = V104 = 2v/26

d(A,D) =[-2-(=3)]2+(-3-2)2 =+V1+25 =26

Aretangulo = 2V26 X V26 = 2 X 26 = 52 (u.a.)

5.

a) E um losango porque AB = BC = CD = DA, ouseja, d(4,B) = d(B,C) = d(C,D) = d(D,A).

d(A,B) = /(12— 2)2 + [4 — (=1)]? = V100 + 25 = V125 = 5V5

d(B,C) = /(14 —12)2 + (15 — 4)? = V4 + 121 = V125 = 5V5

d(C,D) = /(4 —14)2 + (10 — 15)2 = V100 + 25 = V125 = 5V5

d(D,A) =2 =42+ (-1-11)2 =V4 + 121 =125 = 5V5

b)

Dxd d(AC)xd(B,D)
Alosango = 2 = 2

d(A,C) = /(14 — 2)2 + [15 — (=1)]2 = V144 + 256 = V400 = 20

d(B,C) =+/(4—12)2 + (10 — 4)2 = V64 + 36 = V100 = 10

ENtdo, Ajosango = —oro = 100 (u.a.) .

—2 =

6.

a) As coordenadas do ponto médio de [AB] sdo (—2 ;r 2,2 +217)

Tem-se (#,3 +217) = (?,?) = (5,10) . Portanto, M[4p1(5,10).

b) As coordenadas do ponto médio de [CD] s&o (—_22+ 0, L +§_7)) .

Tem-se (_22+0, L +2(_7)) = (_72,_76) = (=1,-3) . Portanto, Mcpj(—1,-3).

1, 9
c) As coordenadas do ponto médio de [EF] sdo < 272 ,M> .

2 2

—5*3 —VZ+Vi8 S VI+3vZ 8 2v2
Tem-se ( 22 Z,T = A’T = (Z,T).Portanto, M[EF](Z,\/E).

N
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7.

Como [AB] é um didmetro do circulo, o seu centro, C , é o ponto médio de [AB].

B(5,5)

-1+5 -3+5

a) My (572,75

) , portanto, C(2,1).

b) O comprimento de uma circunferéncia de raio r é 2mr .

Tem-se 7 =d(4,C) =/[2— (-2 +[1 - (-3)]? =32 +42=+25=5.

Portanto, o comprimento da circunferéncia é 10m (u.c.).

8.
Seja A(a,b), entdo as coordenadas de B sdo (b,3a) . Tem-se, Myp) (—a;b, bt3a
a+b =4
podemos escrever: 1 , er 3a
2z 9
at+b 4
> = a+b=28 b=8-a
= =
b+3a=9 {b+3a=18 {8—a+3a=18

2

b=8-a b=8-a (p=3
@{2a=18—8@{a=? ={als

As coordenadas do ponto A sdo (5,3).
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9.
a) A(-5,2), B(—2,2), €(0,2) e D(2,2).Areta s é definida pela equagdo y = 2.

b)r:y=4e t:y=-1.

c)
y
_1
1 Y=3
O] 1 x

d)E@3,4), F(3,1), G(3,—2) e H(3,—4) .Areta c é definida pela equacdo x = 3.

e)d:x=4 e e:x=-1.

f)
y
| 1
Ol 1 X
x=-8
vl |21
2 2
10.
a) Como m = 2, entdo y = 2x + b . Dado que o ponto A tem abcissa 0, conclui-se que b = —1.

b) Como m =3 ,entdo y=3x+b.

Substituindo x e y pelas coordenadas de B(1,7) naequagdo y=3x+b:
7=3X1+bes7-3=bssb=4

A equagdoreduzidadaretaé y=3x + 4.

¢) O declive da reta que passa nos pontos C(1,—3) e D(—4,2) é dado por 2__4 __1 =—= —is = —1, entdo

m=—-ley=—-x+b.

Recorrendo ao ponto C(1,—3) ,tem-se:—3=—-1+b = -3+1=b<=b=-2.

A equacdoreduzidadaretaé y=—x—2.

d) Como b =—1,temse y=ax—1.

Substituindo x e y pelas coordenadas do ponto E(4,0) naequagdo y =ax—1:
0=4xa-1lel=4a=a=1

A equacgdo reduzidadaretaé y = %x —-1.

e)Como b =0, tem-se y = ax.

Substituindo x e y pelas coordenadas do ponto F (g, —2) naequagdao y = ax:

—6
—2=§><a<=>—6=2a<=>a=7(=)a=—3

A equacdo reduzidadaretaé y = —3x.
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f) Todos os pontos da bissetriz dos quadrantes impares tém a abcissa e a ordenada iguais.
A equagdo reduzida da bissetriz dos quadrantes impares é y = x .

g) Todos os pontos da bissetriz dos quadrantes pares tém a abcissa e a ordenada simétricas.

A equacdo reduzida da bissetriz dos quadrantes paresé y = —x .

11.

a) O declive é a = 2. A ordenada do ponto de interse¢do da reta com o eixo Oy ¢ a ordenada do ponto da reta
gue tem abcissa 0, ou seja, é a ordenada na origem, b . Neste caso, tem-se b = 4.

b) Seja Q o ponto de intersecdo da reta com o eixo Ox , entdo a ordenadade Q €0, ouseja Q(x,0).

Resolvendo a equagdo 0=2x+4:0=2x+4<=>—2x=4<=>x=i2=—2.

Logo, Q(—2,0) e, portanto, a abcissa do ponto de intersecdo da reta r com o eixo Ox é —2.

¢) Recorrendo aos pontos P e Q de interse¢do da reta r, respetivamente, com os eixos Oy e Ox (determinados
nas alineas anteriores) tem-se:

d1) Por observagdo, 10 parece ser a ordenada do ponto da reta r cuja abcissa é 3.

d,) Por observacdo, —3 parece ser a abcissa do ponto da reta r cuja ordenada é —2.

e) A ordenada do ponto dareta r cujaabcissaé3é: y=2 X 3+4=10.

A abcissa do ponto dareta r cuja ordenada é —2, é a solugdo da equagdo —2 =2x + 4:

6
—2=2x+4<=)—2x=4+2(=)—2x=6<=)x=_—2<=>x=—3

Estes resultados confirmam os valores observados anteriormente.
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12.

a)
x y=3x+1 Pontos
x=0 |y=1 A(0,1)
x=1 y=3x1+1=3+1=4 B(1,4)

Dois pontos da reta r s&o, por exemplo, A(0,1) e B(1,4).

b)
X y=—2x+11 Pontos
x=0 y=11 €(0,11)
x=1 y=-2xXx1+11=-2+11=9 D(1,9)

Dois pontos da reta s sdo, por exemplo, C(0,1) e D(1,4).

c)

d) Por observacdo do gréafico da alinea anterior, as coordenadas do ponto de interse¢cdo, E , das duas retas
parecem ser (2,7) .

e) E(2,7) pertence as duas retas r e s se as suas coordenadas satisfizerem as equac¢des das duas retas.
Paraaretar, 7=3 X 2+ 1 & 7 =7 .Entdo, o ponto E pertenceareta r.

Paraareta s, 7=—-2 X 2+ 11 & 7 =7 .Entdo, 0 ponto E pertence igualmente a reta s.
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13.

a) Asretas r e s sdo paralelas, respetivamente, ao eixo Ox e ao eixo 0y .

Para representar a reta t, determinemos as coordenadas de dois pontos.

x _3 5 Pontos
Y=3%7g
3 5 3 5 8
x=—-1 =— X (— —_—_—_—, = = —— = — A—l,—Z
y=g X (D-g=-377773772 ( )
3 5 21 5 16
=7 2 2_st > 16 B(7,4
Y= i3 37 ° 7.4
y B
1 C D 7
1
o) x

b) As coordenadas de D sdo (7,1) (D é o ponto de interse¢do das retas de equagbes x =7 e y=1).

O ponto C resulta dainterse¢do dareta t com a reta r; como pertence areta r, a sua ordenada é 1. A abcissa

5

~ - 3
de C resulta da resolugdo da equacao 1 = X3

1=2x-2©4=3x-5-3x=-5-4o-3xr=-9or="cx=3
O ponto B é o ponto de intersecdo dareta t com areta s.Dado que pertence areta s, aabcissade B é7.
Aordenadade B é y=§>< 7-2=2_3_4,

4 4 4 4
Os vértices do tridngulo sdo os pontos: B(7,4), C(3,1) e D(7,1).
c) Perimetro = d(B,C) + d(B,D) + d(C,D) .
d(B,C)=(B-72+(1-4)2=vV16+9=v25=5,dB,D)=/(7-7)2+(1-4)2=v/9=3 e
d(C,D)=(7-3)2+(1-1)2=16=4.

P=54+44+3=12
Assim, o perimetro é 12 (u.c.).

d(c,D) x d(B,D)
2

Como o triangulo é retangulo em D, entdo Area = , logo, Area = = 6 (u.a.).

14.

a) Atendendo a que o segmento de reta [AB] é paralelo ao eixo Oy, a mediatriz de [AB] é a reta paralela ao
eixo Ox que passa no ponto médio de [AB].
B'y[

A;IJ

O‘l X

A equacdo reduzida da mediatriz do segmento [AB] é y = 12j & y=3.
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b)

.

B

.

D

.M o d

A C
1 *E

ol 1 x

A mediatriz do segmento de reta [AB] é o conjunto dos pontos P(x,y) tais que d(4,P) =d(B,P).

d(A,P)=d(B,P) = J(x+2)2+(-1)2=/(x—-4)?2+(y-52 <
Sx+2)2+(@-1)P2=x-4)*+@-5

Sx?+4x+4+y>—-2y+1=x>-8x+16+y2— 10y +25 &

3 9
<=)4x—2y+5=—8x+41—10y(=)8y=—12x+36(=)2y=—3x+9<=)y=—§x+§

~ . e 3 9
A equagdo reduzida da mediatrizé y = —5X + >
<)
aB y
M
.D E
1
Of 1 x
C .E *
A

A mediatriz do segmento de reta [AB] é o conjunto dos pontos P(x,y) tais que d(4,P) =d(B,P).

JaE=22+3+3)2=J(x+62+@H-72=x-22+@+3)?=x+6>2+(@Hy -7
Sx?—4x+4+y°+6y+9=x?+12x+36+y? - 14y +49 &

4 18
<=>6y+14y=12x+4x+85—13<=)20y=16x+72<=)5y=4x+18(=>y:§x+?

A equagdo reduzida da mediatrizé y = %x + %.
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15.

a) e b) Representemos os pontos A(—2,—2), B(4,—2) e C(5,5) e os segmentos [AB], [BC] e [AC],
obtendo o tridngulo [ABC].

A B
Depois de construir o triangulo [ABC] , recorremos ao compasso para determinar dois pontos equidistantes de
A ede C que permitem representar a mediatriz de [AC].

A mediatriz de [AB] pode ser desenhada tendo em consideracdo que é paralela ao eixo Oy e passa no ponto
médio de [AB] que tem coordenadas (1,—2).

Assim, por observacdo, as coordenadas do ponto G sdo (1,2).

c) Estas duas retas, mediatrizes de [AC] e de [AB] intersetam-se no ponto G , que parece ter coordenadas
(1,2) . Se construirmos a mediatriz de [BC], verificamos que também passaem G .

Uma equacgdo da mediatrizde [AB] é x=1.

A mediatriz de [AC] é determinada por d(A4,P) = d(C,P).

d(A,P) =+/(x+2)2+ (y + 2)2

d(C,P) =/(x =5)* + (y — 5)2

Jae+22+@+2)2=Jx-52+@y-52= x+2)2+@H+2)2=x-52+(@y-5?2<
Sx2+4x+4+y>+4y+4=x?>—-10x+25+y? - 10y+25 = 14y = —-14x+42 & y=—x+3

A equagdo reduzida da mediatrizde [AC] é y = —x+3.
Determinemos as coordenadas do ponto em que as mediatrizes de [AB] e de [AC] se intersetam:

x=1 - x=1 - x=1
{y=—x+3 {y=—1+3 {y=2

Confirma-se, portanto, que as coordenadas de G sdo (1,2).

Podemos ainda confirmar que este ponto pertence a mediatriz de [BC] pois

d(G,B)=(4—1)2+(-2-2)2=V25=5e d(G,C)=/(5-1)2+(5-2)2=+25=5.

16. A equacio reduzida da circunferéncia de centro C(cy,c;) eraior (r>0) é (x —¢)> + (y — ) =712,
a)(x+2)2+(y—-1)2=9

b)x?+ (y—1)2=16

c)(x—3)2+y%2=9

d)x?2+y?=1

) (r+2) + (r+9 =2
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f) O centro da circunferéncia é o ponto médio do segmento [AB] e o raio é determinado pela distdncia de um
dos pontos extremidade do segmento ao centro.

147 4+6

C(c1,¢3) = Mup) (TT) < €(4,5)

O raio da circunferéncia é: d(4,C) = \/(4 —1)24(5-4)2=+/32+12=+10.
A equagdo reduzida é: (x —4)?+ (y —5)?2 =10.
Também podemos obter a equag3o reduzida da circunferéncia substituindo na equagdo (x — 4)%2 + (y — 5)? =2
x e y pelas coordenadasde A oude B .
Por exemplo, recorrendo a A(1,4):
1-4)?+(@A-52=r’!e9+1=r’=r2=10

Portanto, a equagdo pedida é (x —4)? + (y —5)%2 =12.

17.

a) O ponto C(5,—4) éocentroeoraioé V36, ouseja, r = 6.

b) O ponto €(0,—3) éocentroeoraioé v1,ouseja, r=1.

c) O ponto C(—1,7) éocentroeoraioé V12 ,ouseja, r =12 & r = 2v/3.
d) O ponto C(0,0) é o centro e o raio é V5, ou seja, r = /5.

18. A equacio reduzida da circunferéncia desenhada é (x + 2)% + (y — 1)2 = 52.

Y

C(-2,1)

——

x+2)2+@ -1 =52ox’+4x+4+y?-2y+1=25&
Sx?+y’+4x—2y+1+4-25=0=x2+y2+4x—-2y—20=0

como se pretendia demonstrar.

19.
a) Pretende escrever-se a equacdo naforma (x —a)? + (y — b)? =r2.

Tendo em consideragdo que (x +a)? =x%2+2ax+a? e que (y+b)?=y2+2by+b?, escrevemos a
equacdodadanaforma x2 —2 X 3 X x+ y?+2 x 2 x y=1.
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Acrescentam-se, depois, a equacgao inicial, os termos em falta para obter os desenvolvimentos dos quadrados
dos binédmios, tendo em consideragdo que os termos que se adicionam ao primeiro membro também sdo
adicionados ao segundo membro:

X2 -2 X3 Xx+y?4+2x2Xy=1©x>-2x3 xx+32+y2-2x 2xy+22-1+3?+2’
Sx2—6x+9+y’+4y+4=1+9+4 (x—-3)2+(y+2)?=14

2
A equagdo reduzida da circunferéncia é (x — 3)? + (v + 2)2 =14, logo C(3,-2) e r =+14.
b) Pretende escrever-se a equagio naforma x2+y2—2 X 4 X y=0.

Acrescentam-se, a equacdo inicial, os termos em falta:

x2+y?-8y+42=+42= (x-0)>+(y+4)*> =16

A equagdo reduzida da circunferéncia é (x — 0)? + (y + 4)? = 42, logo, €(0,—4) e r = 4.

20.
2
A circunferéncia é definida pela equagdo (x + 4)? + (y — 10)? = (5v2)".
2
(x+4)?2+ @y —-10)2=(5V2) ©x2+8x+16+y? —20y + 100 =25 X 2 &
S x2+y?+8x—20y+100+16-50=0= x?+y2+8x—20y+66 =0

As coordenadas dos pontos de interse¢do da reta com a circunferéncia sdo as solugdes do sistema constituido
pelas equacdes da reta e da circunferéncia:

{y=2x+3 c}{y=2x+3 o
x2+y?2+8x—20y+66=0 x?2+(2x+3)2+8x—-202x+3)+66=0

{y=2x+3 {y=2x+3 {y=2x+3

= P
X2 +4x%>+12x+9+4+8x—40x—60+66=0 5x2 —-20x+15=0 x> —4x+4+3=0
y=2x+3 ) 3 . 9
— y = x + y = y =

g PIRE i ol SR AP Rl N G

Os pontos de intersecdo sdo os pontos de coordenadas (1,5) e (3,9).

21.
a) A equacio reduzida da circunferéncia cujo centro é C(1,—2) eoraioé3é: (x —1)2+(y+2)2=9.

b) «A distancia de qualquer ponto P do circulo ao ponto C ¢ sempre inferior ou igual a 3.»

22.

a)(x—3)2+(y+2)?<36 b) x2+y2 <2
c)(x+2)?2+(y—5)?2>16 d(x-—2)2+y?<9
23.

A regido do plano definida pela condi¢do x2 + (y — 5)? < 7 é um circulo de raio V7.
2
Assim, a drea dessa regido é: n(\ﬁ) =7m (u.a.).
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24.

o X2 2 ) . - e
A equagdo = + Z_Z =1 define a elipse de semieixos a e b e semidistancia focal ¢, sendo a? = c? + b?.

V3
a - semieixo maior
Vi \% - semieixo menor
- semidistancia focal
a2="b2+c?
Vy

a) Tem-se: a? = 25 e b? = 16 ; entdo, o semieixo maior é 5 (o eixo maior é 10) e o0 semieixo menor é 4 (o eixo
menor é 8).

Dado que a® = c? + b?,tem-se 25=c%2+16.

25=c?+16 c¢?>=9

Portanto, ¢ = 3.

A distancia focal é 6 e as coordenadas dos focos sdo: F;(—3,0) e F,(3,0).

As coordenadas dos vértices sdo: V;(—=5,0), V,(5,0), V5(0,4) e V,(0,—4).

b) Tem-se a? =100 e bh? = 36; entdo, o semieixo maior é 10 (o eixo maior é 20) e o semieixo menor é 6
(o eixo menor é 12).

Dado que a? = c? + b?, tem-se 100 = c? + 36.

100 = ¢? 4+ 36 & ¢* = 64

Portanto, ¢ = 8.

A distancia focal é 16 e as coordenadas dos focos sdo: F;(—8,0) e F,(8,0).

As coordenadas dos vértices sdo: V;(—10,0), V,(10,0), V5(0,6) e V,(0,—6).

c) Tem-se a? =9 e b? =4; entdo, o semieixo maior é 3 (o eixo maior é 6) e o semieixo menor é 2 (o eixo
menor é 4).

Dado que a® = c? + b?,tem-se 9 =c? + 4.

9=c?+4c?=5

Portanto, ¢ = V5.

A distancia focal é 2+/5 e as coordenadas dos focos s3o: F; (—\/g, O) e F, (\/g, 0) .

As coordenadas dos vértices sdo: V;(—3,0), V,(3,0), V5(0,2) e V,(0,-2).

d) Tem-se a? =49 e b? = 24 ; entdo, o semieixo maior é 7 (o eixo maior é 14) e o semieixo menor é 2v6
(0 eixo menor é 46 ).

Dado que a® = c? + b?,tem-se 49 = c%? +24.

49=c?+24 2 =25

Portanto, c = 5.

A distancia focal é de 10 e as coordenadas dos focos sdo: F;(—5,0) e F,(5,0).

As coordenadas dos vértices sdo: V;(—7,0), V,(7,0), V3(0,2\/€) e V4(0,—2\/€) .
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25.

2 2
a) Tem-se 2a =6 e 2b =4, e, portanto, a =3 e b = 2. A equacdo reduzida da elipse é % + yT =1.

b) Tem-se V;(-3,0), V,(3,0), V5(0,2) e V,(0,—2), portanto, o centro da elipse é a origem do referencial,
2 2
a =3 e b=2.Entdo, a equagdo reduzida da elipse é % + yT =1.

c) Tem-se ¢ = 12 e como o vértice conhecido pertence ao eixo Oy e tem ordenada 5, conclui-se que b = 5.

Pelo teorema de Pitdgoras: a? = 5% + 122 & a? = 169.

2

N . . . x5 yE
A equagdo reduzida da elipse é 65 + 5= 1.

d) Tem-se ¢ =5 e como o vértice conhecido pertence ao eixo Ox e tem abcissa —7 conclui-se que a = 7.
Dado que a? = b? + ¢?, tem-se 7% = b? + 52

72 = b2 +52 & —h2 =25—-49 & b? =24
2

2
Entdo, a equacdo reduzida da elipse é Z—g + }2’—4 =1.

e) Tem-se ¢ = 6. Designando por F; e por F, osfocos da elipse, tem-se que um ponto P pertence a elipse se
esése: PF, + PF, =2a < d(P,F,) + d(P,F,) = 2a

d(P,F}) =+/(6—-6)2+(0—-5)2=+25=5

d(P,Fy) = /(=6 —6)2 + (0 — 5)2 = V144 + 25 = V169 = 13
Entdo, 2a =5+13=18 e a =9; 92 = b?> + 62 & b? = 45.

2

2
Entdo, a equacdo reduzida da elipse é z—l +==1.

¥
45

f) O comprimento e a largura do retangulo correspondem as medidas do eixo maior e menor da elipse. Como o
perimetro do retangulo é 36, entdo: 4a + 4b = 36.

Por outro lado, a? = b? + 32.

{4a+4b=36 {a+b=9 {a=9—b (:){a=9—b -
a? = b2+ 32 a’?=b%+9 (9—-b)2=b%+9 81—18b+ b2 =b%2+9

< {3112;372 ‘:’{Z _ 45}
2

2
Entdo, a equacdo reduzida da elipse é JZC—S + 31/—6 =1.

2 2
g) A equacdo da elipse é da forma % + % =1.

2 2
Dado que a = 2b, tem-se a? = 4b? e, portanto, a equagdo da elipse é f? + % =1.Como P(6,4) pertence
25

16 9 16 _ 2
+ﬁ_1(=)ﬁ+ﬁ—1(=)ﬁ—1(=)b = 25.

36
4b2

36

16
=l
+b2 4p2

a elipse, tem-se

Como a? = 4b?, conclui-se que a = 4 X 25 = 100.
2

B . . SRR S A
Entdo, a equacgado reduzida da elipse é T00 + i 1.
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26.
Seja | o lado do losango; entdo, 4l = /208 & | =+/13.Como [? = a? + b?, entdo 13 = a? + b?.

Por outro lado, a area do retdngulo é 2a X 2b e, portanto, 2a X 2b = 24.

Resolvendo o sistema:

2a X 2b = 24 6 a=§ 6
a = a=- a=-—
et b2 - 13 ‘:’{ b 136 )b <
a’ +b?> =13 b—2+b2=13 36 + b* = 13b?
6 6
@{a—g @{a—g
36+ b*=13b2 \b*—13h24+36=0

Substituindo b? por w, obtemos a equacdo w? — 13w +36=0.

13 ++vV169 — 144 13 £ 25
s

Portanto, b* —13b?> +36 =0 b2 =9V b*=4.

w?2—-13w+36=0=w=

Dado que b é um numero positivo, tem-se b =3 ou b = 2.

Os pares de solugdes do sistema sao:

bosviizs

e, se designarmos por a o semieixo maior, conclui-seque a=3 e b =2.
Dado que a? = b? + ¢?, tem-se 32 =22 + ¢2.

32=22+c?=¢?=5

Portanto, ¢ = V5.

A distancia focal é 2¢ = 2v/5 .

27.

N . . ~ 1
Os dois vértices em causa pertencem a cada um dos eixos do referencial. Ora, a reta de equagdo, y = 3% +3

interseta o eixo Ox no ponto de coordenadas (—6,0) e interseta o eixo Oy no ponto de coordenadas (0, 3) .
Tem-se, portanto, a=6 e b =3.

2 2
Entdo, a equagdo reduzida da elipse é ;C_e + y? =1.

28.

2

3y 2 2
6

6 — xT Y
—1<=>6+2—1

2 2 _ x? 3y _6 X
a)x*+ 3y =beo-t=—=-o—+

b) Dado que a? = b? + c?,tem-se 6 = 2 + c2.
6=2+c’=c?=4

Portanto, c = 2.

Assim, o foco de abcissa positiva é o ponto F(2,0) .
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Tem- 24+3y? =6 2 6%
em-se x y? = y2 =

e F(2,0).

Seja P(x,y) um ponto da elipse: d(P,F) =/ (x —2)?+y%2 = \/(x —-2)2+ 6_3x2 =

6—x2 V3xZ—-12x+12+6—x2 2x2—-12x+18 /2(x2—6x+9)
= [x?—4x+4+ = = = =

3 V3 V3 V3
V2(x—-3)? V2 | |
V3 V3 '

Por outro lado, d(P,r) = |x — 3] .

V2
aepr) _* 3l vz vZxv3 _ e
Py~ |x-3] 3 3 3’

Portanto,

como se queria demonstrar.

29.
Seja [ABC] um tridngulo equildtero. Se os vértices A e B s3o os focos da elipse, entdo C é um dos vértices da
elipse. Seja C(0,b) e seja | adistancia focal AB .

}D——)
xr

N|—

Do enunciado: AB=BC =AC =1,logo 2c=le a=1.
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2 2 2
Pelo teorema de Pitagoras: 1% = b? + (L) o-p=-prslop=3ta,_B
2 4 4 2
Finalmente,
o I\ V3l 31_+3l
] 0 x 0OC (0D+A40) x 0OC 4B x A0 (l+7)><T 7 X5 3V3I2
Aredjacp) = ————= 2 -T2 2 ~T 2 7@

como se queria demonstrar.

30.

a) A regido do plano definida pela condicdo y >2 A x <4 A (x —4)? + (y — 2)? <9 é determinada pelas
retas de equagiio ¥y = 2 e x = 4 e pela circunferéncia de equacdo (x —4)? + (y —2)?=9.

O conjunto de pontos definidopor y >2 A x <4 A (x —4)>+(y—2)2<9 é:

(Na imagem, corresponde a zona sombreada em tom mais escuro).
b) A regido do plano definida pela condi¢do: 1 < (x +2)2+(y—1)2 <4 V(-4<x<0A-2<y<1)é
determinada pelas retas de equagdes x = —4, x =0, y =—2, y =1 e pelas circunferéncias de equagdes

(x+2?%+@—-1)2=1 e (x+2)>+ (y—1)%2 =4. Estas circunferéncias tém centro no ponto (-2,1) e
raios, respetivamente, 1 e 2.

O conjunto de pontos definidopor 1 < (x +2)?+(y—1)? <4 V(-4 <x <0 A -2<y<1) é&

Solucio
1<(x + 2%+ (y-1)’< 4 -4<x<OA-2<y<

(o o i
N o

31.
a)y <2 b)x > -1 c)y=>x dy<—x

32. A regido colorida ¢ a reunido do circulo de centro €(0,1) e raio 1, com o retdngulo de lados contidos nas
retasdeequagdes x =—2, x=2,y=0e y=-2.

Assim, a regido sombreada é dadapor: x>+ (y—1)2<1V(-2<x<2 A -2<y<0)
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33.

CD+BA
2

a) Areajspcp) = X CB . Logo, Area = ‘LZLS x3=6x3=18(ua.).

Tem-se CB=10—7=3,CD=8 e BA=4.
b) Um ponto P(x,y) pertence a mediatrizde [AD] seesése d(4,P) =d(D,P).
d(4,P) =d(D,P)

S G-+ -T2 =G-8+ - 107 & (x— 42+ (y—7) = (x = 8)? + (y — 10)? &
S x?—-8x+16+y2—14y +49 =x? —16x+ 64 + y? — 20y + 100 &
& —8x — 14y + 65 = —16x — 20y + 164 < 6y = —8x + 99 <

—8x + 99 4 4 33
SyYy=—+F+— S y=—= -
V=76 T TYT T3
~ . o 4 33
A equagdo reduzida da mediatrizé y = —3X + 5

c) O raio da circunferéncia é d(A4,D) = \/(8 —4)24+(10-7)2=+v164+9 =5 (u.c).

d) A regido colorida é a intersecdo do circulo de centro A(4,7) e raio 5, com os semiplanos definidos pelas
condices x =20, x <4 ey<7.

Assim, regido colorida é dadapor: (x —4)2+ (y—7)2 <25 A0<x <4 ANy<7.
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Capitulo 2 | Calculo vetorial no plano

Pags. 59 a 68

34.

a)
Vetores Mesma diregao Mesmo sentido Mesma norma Iguais?
deb nao X sim nao
g - . . ~ ~
bec sim sim nao nao
dece sim nao sim nao
- 2 . . . .
cef sim sim sim sim

b) [lall =2 e |ic|l =3

c)d e 8

35.

a) Os vetores AB e CD s3o colineares (tém a mesma direcdo).

b) Seja P a projecdo ortogonal de D sobre AB .
D C

]

A P

Pelo teorema de Pitdgoras: AD? = AP? + DP? & 5% = AP? + 4> < AP? = 25— 16 < AP = 3

Como AB = AP + PB, tem-se AB = 8. Ent3o, aplicando novamente o teorema de Pitagoras,

I4C||" = 8% + 4% = ||AC||” = 64 + 16 = ||4C|| = V80 = 45 .

36.

a) AB + BG = AG b)LI+0G =LI+1A=LA

¢)EF +KG =EF + FC = EC d)OP + LD = OP + PH = OH

e)EB + E] = EB + BF = EF f)LI+EF=LI+1J=1L]

g) NK + GD = NK + KG = NG h) ON +JL = ON + NP = 0P

i)AB — GC = AB + CG = AB + BF = AF j)LI—O0K=LI+KO =L +IM =LM

k)EF —KG =EF + GK =EP + JL = EJ
I)ﬁ’)—fl_))=575+5?=575+1—36=—0_0)=6 (os vetores OP e PO sdo simétricos).
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37.
a) «Quaisquer que sejam os pontos A, B e C, tem-se sempre: AB + BC = AC »
b) «Quaisquer que sejam os pontos A, B, C e D tem-se sempre: AB +BC +CD = 4D .»

) «Quaisquer que sejam os pontos A e B, tem-se sempre: AB+BA=0.»

38.
5 27 P 3, 5 S = 1, 2 5 o 12 5 .7 7 15
a=§b,b=5a,c=—2d,d=—5c,f=—4e,e=—Zf,g=2h,h=Eg
39.

a) 248 + CG = AC + CG = AG
b) ;LI —>OF =LK — 0K = LK + KO = L0
¢)EH +KG = EG + KG = EG + GD = ED

d) 0P —2LC = 0P — LG = OP + GL = FG + GL = FL

40.

a) Tem-se AB + 2BA = AB + BA+ BA = 0 + BA = BA . Portanto:

«Quaisquer que sejam os pontos A e B tem-se sempre: AB + 2BA = BA .»

b) Como 3BC + 3CA = 3(BC + CA) = 3BA , entdo 4AB + 3BC + 3CA = 4AB + 3BA = 4B .
«Quaisquer que sejam os pontos A, B e C tem-se sempre: 4AB + 3BC + 3CA = 4B .»

41.

Seguindo a sugestao:
1

—_— —_— —_— 1— 1— —_— —_— 1—

PQ =PB+BQ =AB+-BC=_(AB+BC)=_AC.

Portanto, Wj = %ZZ .

De modo andlogo: ﬁ=§ﬁ+ﬁ=%§5+%D_ﬁ =%(ZB+D_C)) =%ZZ=
Portanto, SR = %ZZ .

—_— —_—
Conclui-se assim que SR = P@Q , de onde se conclui que o quadrilatero é um paralelogramo.

42.

. . - =
Primeiro caso: a =0

N — ~ N - — - fd N - — -
Sea=0,entdéoa+b=0+b=b e a—b=0—-—b=-b.
- -
Como dois vetores simétricos sdo colineares, tem-se que os vetores d +b e d — b s3o colineares.
N -

Segundo caso: d = b
Seada=b,entdio a—b=0.

Como o vetor nulo é colinear com qualquer vetor, também neste caso os vetores d+b e d — b s3o colineares.
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Terceirocaso: 4 #0Ad £ b

Sendo @ e b colineares, existe um nimero real A tal que bh=21d.
Como estamos a admitir que a # B, tem-se 1 # 1.

Vem: d+b=d+Ad=(1+NDded—b=d—21d=(1—-21)d.
1+2

- i - ¢ - ¢ ~ .
) (a—Db).Llogo, osvetores a+ b e a— b sdo colineares.

Portanto, d + b =

43.
d@(6,2), b(0,—-2), é(—3,0), d(1,-3) e &(=3,-5).

44,

a;) As coordenadasde i+ v sdo (—-2+7, 3+4)=(57).

a,) As coordenadas U — v sdo (—2—7, 3—4)=(-9,—-1).

a3) As coordenadas de 2v — 3u sdo (14 — (—6), 8 —9) = (20,—1).
a4) As coordenadas de 37 + %W sdo (21+2, 12-3) =(23,9).

b) li]l =/ (-2)2+32=vV4+9=+V13 e |5l =V72 + 42 = V49 + 16 = V65 .

c)u(—2,3) e ¥(7,4) n3o sdo colineares, pois —2 X 4 #3 X 7.

d)u(—2,3) e w(4,—6) s3o colineares porque —2 X (—6) =3 X 4.

-12x7

e) t(k,—12) e #(7,4) sdo colinearesseesdése k X 4 =—-12x7 = k = s k=-21.

f) Dado que pretendemos um vetor com a dire¢do e o sentido de i, esse vetor é da forma ki, com k € Rt .

- 1 5 N . -
Como ||u]| = V13, o vetor N tem a dire¢3o e o sentido de u e norma 1.

8 12)_(_8_@ 12@).

~ 4 o, . N 4 _(_ .8 12
Entdo, o vetor —=1u ¢é o vetor pretendido. As suas coordenadas sdo NeE (-2,3) = ( N 3 13

Vi3

45. As coordenadas dos vetores OP , O—Q) e OR coincidem com as coordenadas dos pontos P, Q e R.
Note-se que OR = OP + —06 . Ent3o, as coordenadas de R sdo (4,—3)+ (2,1) = (6,-2).

46.

a)A+EG=A+AC=C

b)J+L0O=]+]M =M

)G+2FK=G+FO=G+GP =P
dH+§E—]TVi=I+R+M7=1+TI?+M7=K+E=G

47.

a) As coordenadasde P+ 4 sdo (—1,5) + (3,-2) =(2,3).

b) As coordenadasde P + 2¥ + 4 sdo (—1,5)+2 x (—6,7) + (3,—-2) = (—1,5) + (—12,14) + (3,-2) =
=(-10,17).
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48.
Tem-se B = A+ AB e, assim, as coordenadas de B s3o (-3,-4)+4,6) =(1,2).
O centro da circunferéncia é o ponto médio de [AB].

341 —4+2 )
M[AB]( SR ),ouseja, M5 (—1,-1).

O raio da circunferéncia é a distancia do centroa A (oua B):

r=d(AM) = J(—1 —(=3) " +(-1-(-4) =VE+9=V13

A equagdo reduzida da circunferéncia é (x + 1)? + (y + 1)% = 13.

49.
a)(B—A)+EG=AB+EG=AB +BD =AD
b)K+3(M—-P)=K+:PM=K+PO=K+Kj =]

c)I+2(D—G)—%Tv75=1+ﬁ+ﬁ)’=B+ﬁ=A

50.

ﬁ=§,logo, B=C+AC.

Tem-se AC=C—A ; assim, as coordenadas de AC s3o (-2,3)-(4,1) =(-6,2).
Portanto, as coordenadas de B sdo (—2,3) + (—6,2) = (-8,5).

51.

Tem-se D = A+ BC . Dado que BC = C — B, as coordenadas de BC s3o (7,6) —(5,2) =(2,4).
Portanto, as coordenadas de D sdo (2,1) + (2,4) = (4,5) .

52.

Como conhecemos as coordenadas do ponto A e as coordenadas do ponto médio de [AC] , podemos
determinar as coordenadas de C .

Seja M o ponto médio de [AC] . Tem-se AM=M—-4 e, portanto, W(Z, 3).Dadoque C =M +AM , as
coordenadas de C sdo (8,1) +(2,3) =(10,4).

Por outro lado, sendo Q o ponto médio de [BC], tem-se Q = C + %CB .

As coordenadas de Q sdo (10,4) +%(—10, 6) = (10,4) + (=5,3)=(5,7).
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53.

Representemos, num referencial o.n., os pontos A, B e D e asemirreta que contém [DC] .

Os vetores AB e DC sdo colineares. Determinemos as coordenadas de AB e de DC .
Dado que os vetores E’)(—l,ﬁl) e ﬁ(k — 3,8) sdo colineares, tem-se —1 X 8 = 4(k —3).
-1 Xx8=4x(k—-3)=-8=4k—-12= —4k=-12+8= —4k=—4=k=1
AB =B - A (=2,2) = (=1,-2) = (~1,4) . Deforma andloga, DC=C-— D (k,8) = (3,0) = (k-3,8).

54.
a) AB é vetor diretordareta. AB=B—A41(0,8) — (2,3) = (=2,5) .

b) Sendo AB(—2,5) vetor diretor da reta, o declive é m = —; (os vetores tém 1.% e 2.° coordenada).

c) Tem-se y = —gx + b . Para determinar b (ordenada na origem), substitui-se x e y pelas coordenadas de

um ponto da reta.

Considerando, por exemplo, o ponto A(2,3), tem-se: 3 = —; X2+bsS -b=-5-3<b=8.

A equacdo reduzidadareta AB é y = —gx +8.

55.
a) Como o declive é 5, entdo, um vetor diretor da reta é, por exemplo, o vetor de coordenadas (1,5) .

b) Se o vetor ¥(3,k) é vetor diretor da reta, entdo é colinear com o vetor de coordenadas (1,5) .

Assim, 1 X k=5 X 3 < k=15.
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56.
S . . ~ . . 2 = . .
Dado que v(5,2) é vetor diretor, entdo o declive da reta é m = - €aequagdo reduzida da reta é da forma

y=§x+b.

Substituindo, na equagdo, x e y pelas coordenadasde A:—4 = % X(-2)+be —b= —% +4=b= —%.
16

~ , . 2
Portanto, a equagdo reduzidadaretaé y = TX—o-

Os pontos de interse¢do com os eixos coordenados Oy e Ox sdo os pontos da reta de abcissa O e de ordenada
0, respetivamente.

Sex=0,y= % X0 —% = —%. O ponto P (O,—%) é o ponto de interse¢do da reta com o eixo Oy .

Se y=0, 0 =§x _§(:) _Z?x = —%@ x =8 .0 ponto Q(8,0) é o ponto de intersecdo da reta com o
eixo Ox .

57.

Como as retas sdo paralelas, tém o mesmo declive: m = —2 e, entdo, a equacdo reduzida da reta s é da forma
y=-2x+b.

Substituindo, na equagdo, x e y pelas coordenadasdoponto A:—7=-2X(-1)+b <= -b=2+7<=b=-9
, de onde resulta a equagdo reduzida y = —2x — 9.

58.

Areta de equagdo x = —1 é paralela ao eixo Oy, portanto, um seu vetor diretor é o vetor de coordenadas (0,1)
gue tem norma 1. Os vetores diretores desta reta com norma 4 s3o os vetores de coordenadas 4(0,1) = (0,4) e
—4(0,1) = (0,—4).

59. A bissetriz dos quadrantes pares tem equacgdo reduzida y = —x .
O declive da retaé m = —1 ; entdo, um vetor diretor desta reta &, por exemplo, ¥(1,—1) .
60.

a) Areta r tem ordenada na origem igual a —7; entdo, a equagdo reduzida é daforma y = mx — 7.

Substituindo, na equacdo, x e y pelas coordenadas do ponto A:
~l=mx3-7©-3m=-7T+lem="om=2,

Um vetor diretor da reta r &, por exemplo, a(1,2).

Como r e s sdo paralelas, quaisquer seus vetores diretores sdo colineares, entdo 1 X8 =2 X (k — 3).
Resolvendo a equagao:

14
1><8=2><(k—3)<:>8=2k—6<=>—2k=—6—8<=>k=7<=>k=7

b) r e s s3o paralelas e, portanto, a equacdo reduzidadareta s édaforma y=2x+b.
Substituindo, na equagdo, x e y pelas coordenadas de P(4,0) (ponto de intersecdo com o eixo Ox ):

0=2%X4+b < —8=D>.Entdo, aequacdoreduzidade s é y =2x — 8.
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61.

aA)3x+y=9 y=-3x+9 e y—2x=5<y=2x+5, logo, as retas ndo sdo paralelas, pois tém
declives diferentes: m,, = =3 e my; = 2.

b) -8x+2y=24=2y=8x+24<=y=4x+12 e, dado que s ¢é definida por y = 4x , as retas sdo
paralelas pois tém declives iguais: m, = mg = 4.

c)x+3y=6<=>3y=—x+6<=>y=—§+2 e §=2—y<=>y=—§+2, logo, as retas sdo paralelas pois
tém declives iguais: m, = mg = —g

m§+§=1c$§=—§+1c;y=—%+2 e2x-3-1=0o-%=-2x+1&y=10x-5, logo, as
retas ndo sdo paralelas, pois tém declives diferentes: m, = —g e mg=10.

e)Asretas r: y=1 e s: y = 2x ndo sdo paralelas, pois a reta r tem declive 0 e areta s tem declive 2.

f)Asretas r: x =—2 e s: y =1— x ndo sdo paralelas, pois a reta r é paralela ao eixo Oy eareta s ndo
é paralela a nenhum dos eixos.

g)Asretas r: x =4 e s: y = —3 ndo sdo paralelas; as retas r e s sdo perpendiculares.

h) Asretas r: x+1=0 e s: 6 =4—5x s3o paralelas, pois ambas sdo paralelas ao eixo Oy ; tem-se

x+1=0@w=—1e6=4—&%¢x=—§

i)Asretas r: 5y —3=0¢e s: —§+ 1 = 0 sdo paralelas, pois sdo paralelas ao eixo Ox , ambas tém declive O ;

5y-3=0ey=>e-2+1=0ey=2.

62.

a) Uma equagdo vetorial: (x,y) = (—1,4) +k(3,-2), k €R.

x=-—143k

y—a_ok  KER.

Um sistema de equagbes paramétricas: {

b) Os pontos A(—1,4) e B(3,5) determinamovetor AB = B —A1(3,5) — (—1,4) = (4,1)
Uma equacdo vetorial: (x,y) = (—1,4) + k(4,1), k € R.

x=-1+44k

y—atk -+ KER.

Um sistema de equacdes paramétricas: {

c) A bissetriz dos quadrantes impares passa na origem 0(0,0) e um seu vetor diretor é ¥(1,1).

Uma equagdo vetorial: (x,y) =(0,0) +k(1,1), k € R.

k eR.

x=k
Um sistema de equagdes parameétricas: {y — K

d) Um vetor diretor é, por exemplo, ¥(—1,1) e o ponto P(0,1) pertence a reta.
Uma equagdo vetorial: (x,¥) =(0,1)+k(-1,1), ke R.

x =—k

y—1ik KER.

Um sistema de equagdes paramétricas: {
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e) A reta é paralela ao eixo Ox . Um seu vetor diretor é, por exemplo, ¥(1,0) . Considerando, por exemplo,
o ponto P(0,2), tem-se:

e uma equagdo vetorial: (x,y) = (0,2) + k(1,0), kER.

=k
e um sistema de equag¢Oes paramétricas: {; 9 keR.

f) A reta é paralela ao eixo Oy . Um seu vetor diretor é, por exemplo, ¥(0,1). A reta passa, por exemplo, na
origem do referencial.

* uma equagdo vetorial: (x,y) =(0,0) + k(0,1), kER.

; o~ . x=0
e um sistema de equacdes paramétricas: {y ke

keR.
63.
Um vetor diretor da reta que contém a semirreta MN &, por exemplo,
MN=N-M (-3,5) —(3,—-1) = (—6,6) .
A
Uma condigdo que define a semirretaé (x,y) = (3,—1) + k(—6,6), k=0.

64.

As coordenadas de B sdo (5,2) . Um vetor diretor da reta que contém o segmento de reta [AB] é, por
exemplo, AB=B-4A (0,4).
A

Uma condigdo que define o segmentoderetaé (x,y) = (5,—-2) +k(0,4), 0<k<1.

65.

a) Tem-se: u(2,1), A(3,3) e B(7,5).

Uma equacdo vetorial dareta AB: (x,y) = (3,3) + k(2,1), k € R.

b;) Observe-se que B = A+ 21 .

Uma condigdo que define o segmento de reta [AB] é (x,y) = (3,3) +k(2,1), 0<k <2.
b,) Uma equac3o vetorial da semirreta AB é (x,y) = (3,3) +k(2,1), k=>0.

c) Javimos que B = A + 21, portanto, A = B — 21, de onde se conclui k = —2..

66.

a) O ponto P(—1,3) pertence a circunferéncia se e s se as suas coordenadas satisfazem a equac&o
x2+y2+8x—2y+4=0.
(-1)2+32+8%x(-1)—-2%x34+4=0214+9-8-6+4=0=0=0

Portanto, o ponto P pertence a circunferéncia.
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b,) b,) bs) Comecemos por escrever a equagdo x? + 8x + y? — 2y = —4 naforma (x — a)? + (y — b)? = r2.

Recorda que (x + a)? = x? + 2ax + a? eque (y + b)? = y? + 2by + b?.
8\’ 2\
x2+8x+(§> +y2—2y+<§) =—4+16+1S (x+4)?2*+ (y—1)?%=13

2
Assim se conclui que a equacgdo reduzida da circunferéncia é (x +4)2 + (y —1)% = (\/13) ; entdo, o centro da
circunferénciaé C(—4,1).
Um vetor diretordareta r é PC=C — P (-3,-2).
A

A equacdo reduzida da reta é da forma: y = gx +b.
Substituindo, na equagdo, x e y pelas coordenadas de P, obtém-se b: 3 = g X(-D)+be=3+ % =bh s
& b= % Entdo:

~ . , 2 11
® a equacgdo reduzidadareta r é: y = 3 + 5

e uma equagdo vetorial dareta r é: (x,y) =(—-1,3) +k(3,2), kER;

x=—-1+3k

y=3+2k ' KER.

e um sistema de equagGes paramétricas da reta r é: {
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Capitulo 3 | Geometria analitica no espago

Pags. 69a 78
67.

a)b)c) P(3,3,4), Q(—2,-5,3) e R(4,3,-2).

68.

a) As coordenadas dos pontos assinalados sobre o prisma sdo: A(2,3,2), B(2,1,0), C(2,4,—1), D(-1,4,1),
E(-2,4,-2), F(—-2,-3,2), G(2,—4,1), H(2,-3,-1) e 1(0,2,2).

b1) As coordenadas do simétrico de A relativamente ao plano xOy sdo (2,3,—2).
b,) As coordenadas do simétrico de B relativamente ao plano x0z sdo (2,—1,0).
bs) As coordenadas do simétrico de C relativamente ao plano y0z sdo (—2,4,—1).
bs) As coordenadas do simétrico de H relativamente ao eixo Ox s3o (2,3,1).

bs) As coordenadas do simétrico de D relativamente ao eixo Oy sdo (1,4,—1).

be) As coordenadas do simétrico de F relativamente ao eixo 0z sdo (2,3,2).

b;) As coordenadas do simétrico de C relativamente a origem sdo (—2,—4,1).

69.

As coordenadas dos vértices do poliedro sdo: 0(0,0,0) , A(2,0,0), B(2,2,0), €(0,2,0), D(2,0,2),
E(2,2,2), F(0,2,2), G(0,0,2), P(1,1,-2) e Q(1,1,4).

70.
a) 4(0,0,4), B(0,4,4), C(4,4,4), D(4,0,4), E(2,2,—2) .
b) Vpiramide = w. Apase = 16 e altura = 6, entdo Vpiramide = % =32 (u.c.).

. . . ~ a . ~ < CD x ME
c) As faces laterais sdo todas iguais e sdo tridngulos isdsceles, entdo, por exemplo, Areajcpg) =
M o ponto médio de [DC].

, sendo

Tem-se CD =4, M(4,2,4) e |[ME| =J(2—-4)2+(2—-2)2+(-2-4)2 =4+ 0+36 = 2/10.

Entdo, Area[CDE] = 2 zm = 4+/10 (u.a.).
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71.

a) O plano yOz é paralelo ao plano a de equagdo x =5.

b) O plano x0z é paralelo ao plano B de equagdo y = —1.
¢) O plano x0z é paralelo ao plano y de equagdo z = —6.
72,

a) O plano paralelo ao plano x0z e que passa no ponto P é o plano de equagdo y = 4.
b) O plano paralelo ao plano xOy e que passa no ponto P é o plano de equagdo z = 2.

c) O plano paralelo ao plano y0z e que passa no ponto P é o plano de equagdo x = —3.

73.

a) P(2,0,0), Q(2,2,0), R(0,2,0), 0(0,0,0), S(0,0,4), T(2,0,4) e V(0,2,4).
b) O plano PQU é paralelo ao plano y0Oz . Uma equacgdo do plano PQU é x = 2.
c) O plano TUV é paralelo ao plano x0Oy . Uma equagdo do plano TUV ¢é z = 4.

__ Apase X altura _ _ ~ _
d) Vpirémide = 3 . Apase = 4 e altura = 4, entdo Vpirémide =

4x4 16
3 —?(u.v.).

e) A seccdo produzida no prisma pelo plano PTV é o retangulo [PRVT] e a sec¢do produzida na piramide pelo
plano PTV é o tridngulo [PWR].

Pretende-se calcular a drea da regido representada a sombreado mais escuro.

PTXTW tem-se PT=4 e TW =

~ |3

Area[TWp] = . Ora [TV] é a diagonal de um quadrado de lado 2 e,
portanto, TV = 2+/2 . Entdo, TW = %E =+/2.

4x+2

Area[TWp] = = 2+/2 . Os tridngulos [TWP] e [VWR] sdo geometricamente iguais; logo, a 4rea pedida

é 442 (ua.).
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74.

a;) O eixo paralelo a reta definida pela condigdo x =0 A y =2 éoeixo 0z.

az) O eixo paralelo a reta definida pela condigdo x =1 A z =4 éoeixo Oy.

a3) O eixo paralelo a reta definida pela condigdo 2y —1 =7 A §+ 2= é é o eixo Ox, pois
z
6
b) Seja P um ponto da reta definida por: 2y —1 =7 A §+ 2= é

1
2y=1=7Az+2=3&y=4Az=-10

Jadvimosque: 2y =7 +1 A§+1—62=§<=>y=4/\zz_10_

As coordenadas de P sdo do tipo (x,4,—10), x € R ; entdo, um ponto da retaé P(0,4,—10).

75.

a1) Areta PQ é paralela ao eixo Oz, pois os pontos P e Q tém abcissas e ordenadas iguais.

a,) Areta PR é paralela ao eixo Ox , pois os pontos P e R tém ordenadas e cotas iguais.

a3z) Areta PS é paralela ao eixo Oy, pois os pontos P e S tém abcissas e cotas iguais.

b1) Ja observdmos que a reta PQ é paralela ao eixo Oz ; uma condi¢do que adefineé x =2 A y=4.
b,) Ja observdmos que a reta PR ¢é paralela ao eixo Ox ; uma condigdo que adefineé y=4 A z=6.

bs) Ja observdmos que a reta PS ¢é paralela ao eixo Oy ; uma condi¢do que a defineé x =2 A z=6.

76.

Na figura seguinte estd desenhada a base do prisma «vista de cima». Atendendo a que é um hexagono regular,
o tridngulo [OBC] é equildtero. Aplicando o teorema de Pitagoras:

OB% = OM?+ MB? < 42 = 22 + MB2 & MB?2 =12 & MB = 2V/3

[N — — — — — = — -

UGS I © L ey

a) O ponto B tem coordenadas (2\/§,2,0) , 0 ponto F tem coordenadas (2\/§, 2, 12) e o ponto G, que é

simétrico de F em relagdo ao plano y0z, é o ponto de coordenadas (—2\/§, 2, 12) .
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b) Tem-se B(Z\/g, 2,0) e F(2\/§,2, 12) ; portanto, a reta BF é definidapor x =2vV3 A y =2.
c) Tem-se A(Z\/g, -2, 0) e B(Z\/?, 2,0) ; portanto, a reta AB é definidapor x =2vV3 A z=0.

d) Vprisma = Apase X altura . Observe-se que a area da base do prisma pode ser determinada calculando a area

de um dos tridangulos equilateros em que se decompde o hexagono regular e multiplicar essa area por 6.

WZW - 4X22\/§ =43 e, portanto, Vprisma = 6 X 44/3 x 12 = 288V3 (u.v.) .

Areatriéngulo =

77.

a)d(4,B)=(-1-3)2+(8—-4)2+(-2—-5)2=/16+16+49=/81=9

b) d(B,C) = J(3 - (—1))2 +(—4-8)2+(4- (—2))2 =16 + 144 + 36 =196 = 14

)d4,D)=+/(-1-3)2+(4-4)2+(2-5)2=V/16+0+9=+25=5

d)d(C,E) = J(1 -3)2+(6-— (—4))2 +(=7-4)2=+/4+100+ 121 =225 =15

e)d(B,F) = J(Z (D) +(6-8)2+(-1-(-2)) =Vo+ 4+ 1= 14

78.

a) Veubo = (d(4,D))% e d(4,D) =+/(-3-3)2+(3-5)2+(6—-3)2=V36+4+9=7.

Assim: Veypo = 72 = 343 (unidades de volume).

b) Uma equagdo do plano que passa por A(3,5,3) e é paralelo ao plano x0z é y =5.

¢) Uma condi¢do que define a reta que passa por D(—3,3,6) e é perpendicularaoplano y0z é y=3Az=6.

Repara que se trata de uma reta paralelaa Ox.

79.
a) O plano PQT é paralelo ao plano y0z ; uma equagdo do plano PQT é x =5.

b) Areta RU é paralela ao eixo 0z ; uma condi¢do que defineareta RU é x =0Ay =5.

__ Apase X altura

25xa 75X 3
c1) Vpirémide = =

,entdo 75 = s S a=——= 9 (unidades de comprimento).

A altura da piramide é a cotade W e a proje¢do de W sobre o plano xOy é o centro da base.

Portanto, W (;,;, 9) .

s 2 s 2 5 _ |25 25 _ [ 25 324 [37a _ [187
CZ)d(P'W)_\/(E_S) +(E_0> +(9—0) = T+T+81_ :+:+T— = 2
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80.

a) Observe-se que o segmento de reta [AB] estd contido no eixo Ox e que o seu ponto médio é a origem do
referencial. Assim, o plano mediador do segmento [AB] é o plano y0z, ou seja, é o plano de equagdo x = 0.

b) O plano mediador do segmento de reta [CD] € o conjunto dos pontos P(x,y, z) taisque d(C,P) = d(D,P).

d(C,P) =d(D,P) & J(x—3)2+y2+2z2=/x2+ (y—3)2 + 22 &
Sx?-6x+9+y*+z2=x*+y’-6y+9+7z° &

S -—6bx=—-6byoSx=y

O plano mediador do segmento de reta [CD] é o plano de equagdo x =y .

¢) O plano mediador do segmento de reta [EF] é definido pela equagdo d(E,P) = d(F,P) em que P(x,y,2)
€ um ponto do plano mediador.

d(E,P) =d(F,P) & J(x+3)2+(y—-1)2+(2Z-4)2=J(x—-2)2+(y—-0)2+(z—6)? =

o2 +6x+9+y2—2y+1+22-82+16=+/x2—4x+4+y2+22—-12z2+36
Sx2+6x+9+y2—2y+1+22—-8z+16=x?>—-4x+4+y?>+22-12z+36 &
S 6x+4x—-2y—8z+12z24+16+9+1-4-36=0¢<

= 10x—-2y+4z—-14=0¢<

S5x—-—y+2z2—-7=0

O plano mediador é o plano de equagdo 5x —y+2z—7=0.

d) O plano mediador do segmento de reta [GH] é definido pela equacdo d(G,P) = d(H,P).

d(G,P) =d(H,P) & J(x+6)2+ (¥ +2)2+(z-4)2=J(x+3)2+(y-1)2+(z-2)? <
S x2+12x+36+y?°+4y+4+22—-8z+16=x2+6x+9+y?-2y+1+z°-4z+4
S 12x—6x+4y+2y—8z+4z+36+4+16—-9-1-4=0<

S 6bx—6y—4z+42=0<

& 3x+3y—2z+21=0

O plano mediador é o plano de equagdo 3x +3y —2z+21=0.

81.
a) R(3,3,—1) pertence ao plano a se e so se as suas coordenadas satisfazem a equagdo x — 2y +3z+ 6 =0.
3—-2%Xx34+43Xx(-1)+6=0=3-6-3+6=0<0=0,logo R pertence ao plano «.

b) Como R pertence ao plano mediador, entdo QR = PR . Determinemos, entdo, PR .

PR=d(P,R)=J/(B3-52+(B3-92+(-1-2)2=vV4+36+9 =49 =7, entdo, d(R,Q)=7.
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82.

a) Tem-se que a altura da pirdmide é 7 e a base da pirdmide é um quadrado de lado 8. Ent3o:

__ Apase Xaltura _ 8X8X7 _ 448
Vpirﬁmide = 3 = 3 =73 (u.v.)

b) Seguindo a sugestdo do problema, observe-se que o plano VDB é plano mediador do segmento [AC] . Dado
que A(8,8,7) e €(0,0,7), entdo o plano mediador sera definido por:

d(A,P)=d(C,P) = J(x—8)2+(y—8)2+(z—-7)2=/J(x—-02+(@y—-0)2+(z-7)? &

S x?2—16x+64+y>—16y+64+2z2—14z+49=x*+y?+2z2 - 142+ 49 &

& —-16x+64—-16y+64=0<

©-—x—-y+8=0=x+y—-8=0

Uma equagdo do planoé x+y—-8=0.

c) O plano ABD é paralelo ao plano x0y e passa no ponto C(0,0,7) ; assim, é definido pela equagdo z = 7.
d) Como A(8,8,7) e B(0,8,7),areta AB é paralela ao eixo Ox ; é definida pela condicdo y =8 A z=7.
e) Como V(4,4,0) e E(4,4,7),areta VE é paralelaao eixo 0z ; é definida pela condigdo x =4 A y = 4.

f) Como A(8,8,7), entdo o simétrico A, relativamente ao plano y0z, tem coordenadas (—8,8,7) .

83.
a)(x—1)?2+(@+2)2+(=Z+1)?=9
b) (x—2)2+y%2+(z+1)? =16
c)(x—3)2+y +2z2=4
d)x?2+y2+2z2=1

(s 2) + (1) e 2) =2

84.

a) C(5,—4,1) é o centro da superficie esféricae r2 =36 @r=V36 =r=6.

b) C(—1,7,—3) é o centro da superficie esféricae r2 =12 @ r =V12 & r = 2¢/3.
c) €(0,—3,0) é o centro da superficie esféricae r’=1eor=Vleor=1.

d) €(0,0,0) é o centro da superficie esféricae 12 =5 & r =+/5.

e) Vamos escrever a equagdo naforma (x —a)? + (y —b)2+ (z—c)? =12

Acrescentam-se, a equacao inicial, os termos em falta para completar os quadrados dos bindmios, do seguinte
modo:

x24+y2+22-2x—4y—6z=22x>-2x+1+y’—4y+4+2z2-62z+9=22+1+4+9
Sx-1D2+@-22+(=z-3)2=36
Entdo, a equagdo reduzida da superficie esférica é: (x — 1)2 + (y — 2)? + (z — 3)? = 62, logo C(1,2,3) e

r==6.
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f) Vamos escrever a equagdo naforma (x —a)? + (y —b)? + (z—c)? =r?:
Acrescentam-se, a equacao inicial, os termos em falta para completar os quadrados dos bindémios, do seguinte
modo:

x24+9y2+224+410y—82=40= x> +y?+10y+25+22-82+16 =40+ 25+ 16 &
Sx2+ (@ +5)?%2+(z-4)?=81
Entdo, a equagdo reduzida da superficie esférica é: x% + (y + 5)2 + (z — 4)? = 92, logo €(0,—5,4) e r=9.

85.

A superficie esférica com centroem A(3,4,1) é: (x —3)?2+(y —4)*>+(z—1)2 =12,
O raio da superficie esférica é AB .
r=4AB=d(AB)=(9-3)2+(-2-4)2+(-1-1)2=+/36+36+4 =76
Entdo, a equacgado reduzida da superficie esférica de centroem A e que passaem B é:

(x=3)2+@y—-4)?+(z-1)2*=76

86.

O circulo que é a interse¢do da esfera definida por x2 + y? + 2% < 25 com o plano de equagdo z = 4 é

definido por {xz +4y2 +2% <25 .
7 =

{x2+y2+42 <25 @{x2+y2 <25-16 @{x2+y2 < 32
z=4 z=4 z=4

Entdo, o circulo tem raio 3 e a area pretendida é a de um circulo de raio r = 3 ; logo, A = 9m (unidades de
area).

87.
a) O ponto H tem abcissa igual a abcissa de A e tem cota 0, ou seja, H(1,y,0) .

A ordenada de H éigual a ordenadade G .Ora G é o ponto da superficie esférica que pertence ao eixo Oy .
Entdo, a ordenada de G é asolugdo negativa da equacdo (0 —1)2+ (y —1)2+ (0 —1)2 =11.

1+(y-1)?+1=11es(y-1)? =9
oy-1=3vy-1=-3
Sy=4Vy=-2

Aordenadade G é —2 e as coordenadasde H sdo (1,—2,0).
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b) Tem-se GF =3, EF=1, BF=1.

O volume do paralelepipedoé 3 X 1 X 1 =3.

A area da base da piramide é 3 X 1 = 3 e a altura da piramideé ¢ — 1.
O volume da piramide é: % X3X(c—1)=c—-1.

O volume do sélido é, portanto, iguala: 3+c—1=2+c.

88.

a) R(2,0,0) , entdo a aresta do cubo tem comprimento 2 (unidade de comprimento). Assim, Q(2,2,0) e
U(2,2,2).Areta UQ é paralelaao eixo Oz ; é definida pela condicdo x =2 A y = 2.

b) A superficie esférica que contém todos os vértices do cubo tem centro no centro do cubo, ou seja, no ponto
c(1,1,1).
L . . ~ 2V3
O raio é metade da diagonal espacial do cubo. Entdo, r = - = V3.
Assim, a equagdo da superficie esféricaé: (x —1)2+ (y—1)2+(z—1)? =3.

c) Na figura est3o representadas as sec¢des produzidas no cubo e na superficie esférica pelo plano PUV : uma
circunferéncia e um retangulo inscrito na circunferéncia.

O raio da circunferéncia é igual ao raio da superficie esférica, pois o plano PUV passa no centro da superficie
esférica.

Quanto ao retangulo, VU = 2, pois [VU] é uma aresta do cubo e UP = 2+/2, pois [UP] é uma diagonal facial
do cubo.

. . 2
A area pretendida é: Areacirculo — Ar€aretangulo = ﬂ(\/g) —2x2V2 =31 — 42 (ua.).

89.

a) A reta que passa pelos centros das esferas é perpendicular ao plano x0z . Sejam C; e C, os centros das
duas esferas, entdo C€;(3,3,3) e (,(3,9,3), logo, uma condigdo que define a reta que passa nesses pontos é
x=3ANz=3.

b) A esfera mais afastada do x0z , tem centro no ponto C,(3,9,3) e raio r = 3. Assim, a condi¢do que a define
¢ (x—3)2+(y—-92%+(z—-3)?<09.
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€) Veilindro = Apase X altura , Ap,e =7 X32=971 e altura=4x3 =12, logo, Viijindro = 97 X 12 =
1087 (unidades de volume).

d) A intersecdo do plano de equac¢do z =4 com a caixa cilindrica é o retdngulo [ABCD], representado na
figura.

As duas figuras seguintes s3o dois esquemas da base do cilindro que contém o lado [AB] do referido retangulo.
Na segunda destas figuras, designou-se por x metade do comprimento de [AB].

X

Af—————B 1J73

Do teorema de Pitagoras, resulta que x% 4+ 12 = 32, ou seja, x = V8.
Portanto, AB = 2v/8 . Tem-se, por outro lado, que BC = 12.
O perimetro da seccdo é, portanto, 2 X 2v/8+4 2 X 12 = 24 + 4+/8 (cm)

90.
a) Seguindo a sugestdo do exercicio, observe-se que o plano RVT é plano mediador do segmento de reta [0Q] .

Seja W(x,y,z) um ponto do plano mediador do segmento [0Q], com 0(0,0,0) e Q(2,2,0), entdo
d(O, W) =d@Q,Ww).

dOW)=dQW) e Jx2+y2+2z2=/(x—2)2+(y—2)2+22

Sx?+y?+z22=(x—-2) 2+ -2 +z22=0=-4x+4-4y+it e

S4x+4y—-8=0=x+y—-2=0

O plano RVT é definido pela equagdo x+y—2=0.

b) O ponto A(—3,4,7) pertence ao plano RVT se as suas coordenadas verificarem a equagdo x + y—2 =10
—-34+44-2=0&-1=0

Portanto, o ponto A ndo pertence ao plano.

c) Tem-se P(0,2,0) e Q(2,2,0); areta PQ é paralelaaoeixo Ox e é definida pela condigdo y =2Az=0.

d) O centro dessa esfera é o centro do cubo, ou seja, o ponto C(1,1,1) e o raio da esfera é 1.

Assim, uma condigdo que adefineé (x —1)2+ (y —1)2+ (z—1)2< 1.
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e) O espaco exterior a esfera corresponde ao contrario da condi¢do definida na alinea anterior; logo,
x—1D2?+@-12%+z-1%?>1.

Os pontos do cubo sdo os pontos de abcissa, ordenada e cota entre O e 2.
Uma condigdo que define a regido indicada é:

x—12+@-12+Z-1?>1A0<x<2A0<y<2A0<z<2

91.

a) O plano mediador do segmento [AB] é definido pela equagcdo d(A4,P) = d(B,P),com P(x,y,z).

d(A,P) =d(B,P) & x2+(y—5)2+(z—2)2={(x—-3)2+y2+(z—-1)? =
S x2+y?—10y+25+2z2—4z+4=x>—-6x+9+y*’+2z2-2z+1

© —-10y+25-4z4+4=-6x+9-2z24+1¢&
©6x—10y—2z=9+1-4-25

& 6x— 10y — 2z =-19

O plano mediador do segmento [AB] é definido pela equagdo 6x — 10y — 2z = —19.

b) C(4,2,0) pertence ao plano mediador do segmento [AB] se e sé se as suas coordenadas verificarem a
equacao do plano.

6X4—-10X2-2%X0=-19<24-20=-19 < 4 =—-19. Dado que 4 =—19 é uma proposicao falsa,
o ponto C n3o pertence ao plano mediador do segmento [AB].

AC X BC

c¢) Dado que o tridngulo [ABC] é retanguloem C, Areatrig,ngulo =—

AC=d(A,C0) =4 —-02+2-52+(0-2)2=vV16+9 +4 =29

BC=d(B,C)=+(4-3)2+(2-02+(0-1)2=vV1+4+1=+6

P __ACXBC _ \29x+6 _ V174
Areatriz?lngulo =S = > =3 (u.a.)

d) O raio da superficie esférica pode ser obtido pelo teorema de Pitagoras.

-~

z

A 4

Tem-se que 12 =22 + 32, dondevem r =+/13.

Portanto, uma equagao da superficie esférica é x? + (y —5)%2 + (z — 2)? = 13.
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Capitulo 4 | Calculo vetorial no espago

Pags. 79 a 84
92.

a1) Por exemplo,

—_—

o]
=

e

a,) Por exemplo, e FB.

al & &

az) Por exemplo, e BH .

ag) Por exemplo, AC e AG .

by) 4B + BG = AG

b,) AC + AE = AC + CG = AG

bs) EF — CG = EF + GC = EF + FB = EB

bs) AF — DB = AF + BD = AF + FH = AH

bs) C+CD =D

be) B+CH=B+BE =E

b;)H+ (FG+DA)=H+ (FG+GF)=H+0=H

bg) E—F =FE

be) D+ (F—H)=D+HF=D+DB =B
by)B+24D+(E—G)=B+2AD+GE =B+ AD +AD +GE =B+ BC+FG+GE =C +FE =
=C+CD=D

93.

a1) —u(-2,-1,2)

a,) 0P(6,—7,10) . Entio, 575+ﬁ’u(6,—7,10) +(2,1,-2) = (8,—6,8)

a;)ﬂ—ﬁu(Z, 1,-2)—-(-6,-3,6) =(2,1,-2) + (6,3,—6) = (8,4,—8)

as) 3u+20_3 X (2,1,-2) +2 x (—6,-3,6) = (6,3,—6) + (—12,—6,12) = (—6,-3,6)

as) (0P — 1) 1((6,-7,10) - (2,1,-2)) = (4,-8,12) = (1,-2,3)

b) r = ||| = \/22 +124(=2)2 =V4 + 1+ 4 =9 = 3 e, assim, a superficie esférica é definida pela equagio
(x—6)>2+@+7)?*+(z-10)?=9.
c) Os vetores 1(2,1,—2) e v(—6,—3,6) sdo colineares se e sé se
2X(-3)=1%X(-6) A2X6==-2X(-6) A1xXx6=-2%X(-3)
S —-6=—6A12=12AN6=6
Entdo, os vetores sdo colineares.
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94.

a) Os vetores sdo colineares se e so se

8 —-12 16
_—Z_T__—4<=>—4——4——4
Os vetores sdo colineares; tem-se ¥ = —41 .
b) Os vetores sdo colineares se e so se % = _?6 = —11 , OU seja, se e sé se,

8X(-3)=—6X4A8%X(-1)=4%x4 AN—-6X(—1)=4%x(-3)
—24=-24 N-8=16 A 6 =-12
Os vetores ndo sdo colineares.
c) Os vetores s3o colineares se e s6 se
—5%x3=5%X(-3)A -5%x(-3)=-5%x(-3) A5%x(-3)=-5%x3
—-15=-15A15=15 A 15=15

~ . - 55
Os vetores sao collneares, tem-se u = EU .

6 , —1
d) Observemos, por exemplo, que 3 * -
Portanto, os vetores U e ¥ n3o sdo colineares.

e) Os vetores n3o s3o colineares, pois, por exemplo, a segunda coordenada de % é 0 e a segunda coordenada de
¥ é diferente de 0.
f) Tem-se:
O0X(—2)=4X0A0X(-5)=10%x0 A4x%x(-5)=10x%(-2)
0=0A0=0A-20=-20
Os vetores sdo colineares; U = —27 .
g) Os vetores n3o s3o colineares: a segunda coordenada de 1 é 0 e a segunda coordenada de ¥ é diferente de 0.

h) Os vetores s3o colineares: U = —57 .

95.
¥ é colinear a i mas com sentido contrario. Entdo, 31 € R*: (v, v,,v3) = A(=2,6,-3) = (21,64, —31) .
I17]] = 21 & /(=22)2 + (61)2+(=31)2 = 21 & V4912 = 21 & 7|1| = 21 & 1 = 3 (pois 1 € RY)

As coordenadas de ¥ sdo (—6,18,—9).

96.

a)A+11(-3,1,6)+(624) = (3,3,10)

b) B + 3% 1 (7,—4,9) + 3(6,2,4) = (7,—4,9) + (18,6,12) = (25,2,21)
)A—11(-3,1,6) —(6,2,4) = (=3,1,6) + (—=6,-2,—4) = (=9,—1,2)

d)B—11(7,—4,9) —(6,2,4) = (7,-4,9) + (-3,-1,-2) = (4,—5,7)
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97.
P+i=Qei=Q-P

—5=-3—q a=-3+5
(=5,2,¢c —10) = (—3,b,—2)—(a,—7,8)@{2=b+7 @{b =-7+2 @{

c—10=-10 c=-10+10
Osvaloresde a, b e ¢ sdo2,—5e0, respetivamente.
98.
P pertence a superficie esférica de centro em C e raioigual a ||7]| se e sé se ||Z'T5|| = |19l ;
oraP=C+ 1 < CP =7 e, portanto, ||ﬁ’)|| =7|l.
99.

Comecemos por determinar a drea da base do cone para, em seguida, determinar a altura (CV).

r=4C=(-5+32+(4-3)2+(7-7)?%=+5
A drea da base do cone é X (\/5)2 = /57 e, como o volume do cone é 207 , tem-se:

1
20n=§><5nxh<=>h=12

Entdo, |W||=12 e CV = i, com 1€ R*.

CV_ (A,2,22)

’144
\//12+(2/1)2+(2/1)2 2ot =14o1=1+ T(=)1=i4

Como 1 € R*, conclui-seque A =4 .

Dadoque V =C + CV=C+4u , as coordenadas de V sdo
(-54,7)+ 4(1,2,2) =(-5,4,7) + (4,8,8) = (—1,12,15) .

100.

a)B-A=(5-83)-(210) =(3,-9,3)
b)A—C=(21,0)~(7,-4,9) = (-5,5,-9)

¢)C-B=(7,-49) - (5-83) = (2,4,6)

d)z(A—B) =2((21,0) - (5-8,3)) =2(~3,9,-3) = (-2,6,~2)

101.

a)d(4,B) =J(2— (—1))2 +(@4-3)2+(-1- (—5))2 =V32+12+42=9+1+16 =26

b)AB=B—-A41(24-1)-(-1,3,-5)=(3,1,4) e |4B|=V9+ 1+ 16 =26
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102.
PO = i < (2,4,6) = A(8k3,—2,-3) = (2,4,6) = (81k3,—24,—31)

De onde resulta o sistema de equacgdes,

(13=—-2 1
2 = 81k3 48'1 w31 1 (!
6=-34 ¢ __ A=-2
3
Conclui-se que k = _%.

103.

a) A(4, 1, 3) pertence a superficie esférica se e s se as suas coordenadas satisfazem a equacdo que define a
superficie esférica.

(4-3)2+(1+4+1)2+32=14=1+4+9 =14 © 14 = 14, entdo o ponto pertence a superficie esférica.
b) Tem-se B =C + AC , sendo C(3,—1,0) o centro da superficie esférica.

AC=C - A_(3,-1,0)~(41,3) = (-1,-2,-3).

Entdo, as coordenadasde B sdo (3,—1,0)+ (—1,-2—-3) =(2,—-3—3).

104.

a)H=aG +§Zu(6, 9,15) + ((11,-1,2) — (8,5,0)) = (6,9,15) + (3,—6,2) = (9,3,17)

b) A superficie esférica com centro A e que contém B tem equagdo: (x —11)? + (y + 1)?2 + (z —2)2 =r?,

onde r = ||ﬂ?)|| =(=3)2+ 62+ (—2)2 =9+ 36 + 4 =49 = 7. Logo:
(x—11)2%2 4+ (y+ 1?2+ (z—2)2 =49

¢) Uma condicdo que definearetaé x =6 A z=15.

105.

541 124 7+9 -4 8 16
a) Tem-se M[AB]\;\( =5 ):(7,5,7)=(—2,4,8).

b) Tem-se C = A+ v, logo Cu (-5,12,7) + (1,8,-5) = (—4,20,2) .

M é ponto médio de [BC], ent3o as coordenadas de M s3o (1;4, _4;20,9 er 2) = (_—3 1 %) = (—3, 8,2) :

3

Como AM = M — A, entdo AM (——,
(& ] 2

8,%) —(=5,12,7) = (% —4,—%) .
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106.

O centro da superficie esférica é o ponto médio de [AB].

M[AB]Q(6;—8’—22+8’9;1) _ (12_4,2,2) _(7.3,4)

O raio da superficie esféricaé r = d(4,M) = \/(7 —6)2+(B34+2)2+(4—-9)?2=+v1+25+25=+51.

Uma equagdo da superficie esféricaé (x —7)?+ (y —3)? + (z—4)* =51.

107.
a) Uma equagdo vetorial da reta: (x,y,z) = (1,4,3) + 1(2,—-3,4), L€ R.

Um sistema de equagBes paramétricas:

x=1+4+21
{y=4—3/1,/1€]R%
z=3+4A1

b) AB_,(-1,2,5) — (1,4,3) = (=2,-2,2)
Uma equagdo vetorial dareta: (x,y,z) = (1,4,3) + A(—2,—-2,2), 1€ R.

Um sistema de equagbes paramétricas:

x=1-21
{y=4—2/1,/1€]R
z=3+21

c) Areta é paralela ao eixo Oz e, portanto, um vetor diretor é 7(0,0,1) .
Uma equacdo vetorial da reta: (x,y,z) = (3,2,0) + 2(0,0,1), 1€ R.
Um sistema de equacbes paramétricas:

x =3

y=2,1€eR

z=2
d) A reta é paralela ao eixo Oy e, portanto, um seu vetor diretor é 5(0,1,0) .
Por exemplo, P(1,0,4) é um ponto da reta.
Uma equacdo vetorial da reta: (x,y,z) = (1,0,4) + 2(0,1,0), 1 € R.
Um sistema de equacbes paramétricas:

x=1

y=1,1€R

z=4
e) A reta é paralela ao eixo Ox e, portanto, um seu vetor diretor é Z(1,0,0).
Uma equacdo vetorial da reta: (x,y,z) =(0,5,—1) + A(1,0,0), 1€ R.

Um sistema de equacgbes paramétricas:

x=2
{y: , 1L€R
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108.

Tem-se P(0,5,4) e Q(3,5,0).

ﬁ é vetor diretor dareta e w =Q-P (3,5,0) — (0,5,4) =(3,0,—4).
Uma equagdo vetorial daretaé (x,y,z) = (0,5,4) + 1(3,0,—4), 1 € R.

109.

a) Tem-se 5(0,0,2) e Q(2,4,0).

ﬁ é vetor diretor da reta e E?) =S5- QU(O, 0,2) —(2,4,0) =(-2,-4,2).
Uma equacdo vetorial dareta é (x,y,z) = (0,0,2) + A(—2,—4,2), 1ER.

b) Tem-se P(2,0,0) e R(0,4,0).

PR é um vetor diretor daretae PR = R — P, (0,4,0) — (2,0,0) = (—2,4,0).

Um sistema de equagdes paramétricas é:

x=2—-21
y =42 , LER
z=0

c) Tem-se R(0,4,0) e T(2,0,2).

RT é um vetor diretordaretae RT =T — RQ(Z, 0,2) —(0,4,0) =(2,—4,2).

Uma equacdo vetorial dareta RT é (x,y,z) = (0,4,0) + 1(2,—4,2), L ER.

As coordenadas do ponto de interse¢do desta reta com o plano de equagao x = 10, obtém-se determinando os
valoresde y e z que satisfazem a condigdo (10,y,z) = (0,4,0) + A(2,—4,2).

10 =21 A=5 1=5
(10,y,z)=(0,4,0)+A(2,—4,2)(:){y=4_41=>{y=4_4x5=>{y:_16
z=2A z=2X5 z=10

O ponto de intersec¢do é 1(10,—16,10) .
d) Areta r é paralela ao eixo Oz, pois um vetor diretor da reta é 7#(0,0,1) .
O ponto de coordenadas (2,0,2) é ovértice T do paralelepipedo.

Entdo, areta r éareta TP que interseta o plano OUV no ponto P.

110.
a) P(—2,7,18) pertence a s se existir k € R tal que
(-2,7,18) =(1,-2,3) + k(—1,3,5)

—2=1-k k=3
(—2,7,18)=(1,—2,3)+k(—1,3,5)<:>{7=—2+3k<:>{k=3<:>k:3
18=3+5k (k=3

Portanto, P € s, pois P = (—1,2,3) + 3(-1,3,5).
b) Tem-se AB =B —A_(2,—4,—-9) - (0,2,1) = (2,—6,-10) .

Portanto, as retas s3o paralelas se e sé se os vetores E(Z, —6,—10) e 5(—1,3,5) sdo colineares. Dado que

AB = —2,5, conclui-se que os vetores AB e § sdo colineares e, portanto, as retas s e AB s3o paralelas.
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111.

a) A area total do prisma corresponde a soma das areas das bases (quadrados de lado 4) com as areas da
superficie lateral (quatro retdngulos com comprimento 10 e largura 4).

Areapase = 16 e Areagce jateral = 40 , entdo Areaprigma = 2 X 16 + 4 X 40 = 32 4 160 = 192 (unidades de

area).
b) Tem-se P(4,0,0) e B(2,4,10) (B é ponto médio da aresta [UV]).
PB é vetor diretordareta PB e PB =B — P {(2,4,10) — (4,0,0) = (—2,4,10) .

Um sistema de equacgdes paramétricas é:

x=4—-2A
y =41 ,A€ER
z =101

c) O plano PTU é paralelo ao plano yOz . Assim uma equacdo deste plano é x = 4.
d) O ponto U tem, como simétrico relativamente ao plano y0z, o ponto U’'(—4,4,10) .
e) Tem-se €(2,2,5) .0 simétrico de C relativamente ao eixo Ox é o ponto C'(2,—2,-5).

f) A é o ponto médio da aresta [TS], logo, A(2,0,10).

As coordenadas do ponto médio do segmento [AC] sdo (2 er 2 , 0 er 2 , 102+ 5) = (2, 1,12—5) .

g) Seja W(x,y,z) um ponto que pertence ao plano mediador do segmento [PU] . Ent3o:

dP,W)=dUW) & J(x—4)2+y2+22=/(x—4)2+(y -4+ (z-10)2 &
S x-4)2+y*+22=x-4)*+@H-4)*+(z-10) <

S yr+z2=y> -8y +16+22-20z+ 100 &

& 0=-8y+16—20z+100 < 8y +20z—116 =0 < 2y + 52— 29 = 0

Uma equacdo do plano mediador de [PU] é 2y +5z—29=0.

h) O raio da superficie esférica é ||ﬁ|| e AC=C—A41(2,2,5 —(2,0,10) = (0,2,-5) .

Assim, 7 = [[AC|| = /02 + 22 + (=5)2 = V& + 25 = V29.
A superficie esférica tem equagdo reduzida: (x —2)%2 + y? + (z — 10)? = 29.

TXrix5 207

risma = 4 X 4% 10 = 160 € Vegpe = —— = —~.

i)V,

40 _ 480—-407
ol

V' = Vprisma — 2Veone = 160 — (unidades de volume)

112.
a) O ponto P(0,3,0) pertence a geratriz e pertence a interse¢do do plano y0z com a base do cone. Deste
modo se conclui que o raio da base do cone é 3.

A altura do cone é a abcissa do ponto da geratriz que pertence ao eixo Ox ; é portanto, o ponto da reta que
contém a geratriz que tem ordenada e cota iguais a 0.
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x =3k x =3k x=9
(x,0,0) =(0,3,0)+k(3,-1,0) & j0=3—-k=i3=k ©i{3=k

0=0 0=0 0=0
Logo, a altura do cone é 9.

. mXx32x9
Finalmente, V.opne = 3

= 27w (unidades de volume).

b) As coordenadas do vértice do cone sdo (9,0,0) ; entdo, uma equacdo do plano perpendicular ao eixo Ox

gue passa no vértice doconeé x = 9.

c) Na figura estd representado o tridngulo [ABC], que resulta da interse¢do do cone com o plano de equagdo

z=0.

Como OB = 3,tem-se AB=6.

6x9

Como OC =9, a 4rea do tridngulo [ABC] é 27 .

113.
a) Um vetor diretor da reta é AB=B-A 1(0,2,1) — (10,0,0) = (—10,2,1) .
Uma equacdo vetorial dareta AB é (x,y,z) = (10,0,0) + A(—10,2,1), 1 € R.

b) Considerando que a base da pirdmide [OBCA] é o tridngulo [OBC], tem-se que a altura correspondente a

essa base é OA.

Determinemos a &rea do tridngulo [OBC] . Se tomarmos para base do tridngulo o lado [OC] , a altura
correspondente é a cota do ponto B.

. " L. 5x1 .5
Portanto a drea do tridngulo [OBC] éigual a %, ou seja, .

A 1.5 50 25, .
O volume da piramide é, portanto, 3 X5 % 10 = == (unidades de volume) .
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Tema 4 | Fungoes Reais de Variavel Real

Capitulo 1 | Generalidades acerca de fungdes

Pags. 86 a 92
1.

a) O diagrama que representa a fungdo é:

o1

1e °2
20 o3
3e o4
o5
b1) 5 bs) 3 bs) 1 bs) {1,3,5}
2.
Vamos calcular a imagem de cada objeto recorrendo a definigdo f(x) = —2x+1:

f(=5)=-2x(-5)+1=10+1=11
f)=-2x1+1=-2+1=-1
fF()==-2x7+1=-14+1=-13
f(13)= —2x13+1=-26+1=-25

Portanto, o grafico da fung¢do é {(—5,11),(1,-1),(7,—13),(13,—25)}.

3.

a) O diagrama de setas é:

-2e o1
-1e )
1e °3
3e o4

b) O dominio da fungdo é o conjunto {—2,—1,1,3}.

O contradominio da func3o é o conjunto {1,2,4}.

c) O conjunto-solugdo da condigdo h(x) < 3 é o conjunto dos elementos do dominio de f cujas imagens sdo
inferiores a 3, ou seja, é o conjunto {—1,1,3}.
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4.

a)

e Correspondéncia f

Para x =1, obtém-se —6y=-24 o y=4.
Para x = 4, obtém-se -3y =-24 & y=8.

Para x =9, obtém-se -2y =-24 e y=12.

O diagrama de setas correspondente é:

1e
4o
Oe

e Correspondéncia h

o3
)

o2

°-12

3
o4
.8
o] o9

°27

Para x =1, 0btém-se y =1 =1.

Para x = 4, obtém-se y=\/?=8.

Para x = 9, obtém-se y=@= 27 .

O diagrama de setas correspondente é:

.12
1e *-3
4o *-2
9e *1
o1
2

3
o4

°9
027

e Correspondéncia g
Para x =1,obtém-se y? =1 y=1vy=-1.
Para x = 4,obtém-se y2 =4 y=2Vy=-2.

Para x =9, obtém-se y2 =9 o y=3Vvy=-3.

O diagrama de setas correspondente é:

12
1e -3 .3
4o *2/ o4
9e 1 o.g
o] o9
2 .07

e Correspondéncia i
Para x =1 ,obtém-se (y —1)(y+1)=0oy=1vy=-1.
Para x =4, obtém-se (y —4)(y+V4) =0 y=4vy=-2.

Para x = 9, obtém-se (y—9)(y+\/§)=0(:>y=9vy=—3,

O diagrama de setas correspondente é:

.12
1e 33
4o 2 o
9e LY
o] o9
2 .7

b) As correspondéncias g e i ndo sdo fungdesde A em B porque os objetos tém mais do que uma imagem.

390
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5.

a) O dominiode f|, é GNA ={—4,3,7}. O diagrama de setas que representa esta fungdo é:

b) O conjunto B é constituido por todos os elementos de G que satisfazem a condigdo |f(x) — x| =7.

4o
3e
Te

o1

6
2

o7
3

o8
o4

9
o5

Tem-se:
x —4 -1 3 5 7 9
f(x) 3 1 4 6 8 2
lfx)—x| | 13+4|=7 | |1+1]=2 ]| |4-3|=1]|16=-5/=1|1[8=7|=1|2-9|=7
Entdo, B = {—4,9}.
Definindo f|g por meio de uma tabela:
x —4 9
flg(x) | 3 2

c)Tem-se f(3) =4, f(5)=6¢e f(7)=8.
Poroutrolado, f(—4) # -4+ 1, f(-1)#—-1+1e f(9) #9+ 1.Entdo, C ={3,5,7}.

6.

a) O diagrama de setas correspondente é:

b) Dy = {Figo, Maradona}

Conjunto de chegada: B

Saramago e e Portugal
Cervantes e eEspanha
Galileu o *Franga
Platioe * Itdlia
Euclides o *Grécia .
Figo ® Argentina
goe ¢ Colombia
Maradonae o Brasil
Shakirae *E. Unidos
Madonnae
X fle()
Figo Portugal
Maradona Argentina
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7.
a)Seja D ={2,4,6,8,10}; g(x) = x? e h(x) é o produto dos divisores de x .

x gx) h(x)

2 | g2)=2%2=4 h(2)=1x2=2

4 |g4)=42=16 h(4) =1x2x4=38

6 |g(6)=6%2=36 h(6) =1x2x3x6=236

8 | g(8) =8%=64 h(8) =1X2X4X8=64
10 | g(10)=102=100 |h(10)=1x2x5x10=100

Portanto, os objetos que verificam a condigdo g(x) = h(x) sdo: 6, 8 e 10.
b) Seja E = {2,4,10}, entdo, h(E) = { h(2), h(4), h(10)} = {2,8,100} .

c)Seja F = {x € D: h(x) = 2*"1}. F é o conjunto formado pelos elementos de D que s3o solugdo da equagdo
h(x) =2*"1,

x h(x) 2%71
2 |h(2)=1%x2=2 2271 =2

4 |h(4)=1x2x4=8 2471 =23=8

6 |h(6)=1x2x3%x6=236 2671 =25=32

8 |h(8)=1x2x4x8=64 2871 =27 =128

10 |h(10) =1x2x5x10 =100 | 2101 =2° =512

Verifica-se que as soluc¢Bes sdo 2 e 4; portanto, F = {2,4}.
Entdo, g(F) = g({2,4}) = {g(2), g(4)} = {27,4%} = {4, 16} .

8.
a) Seja f:{3,7,11,15} — R a funcdo definida por f(x) = =2
Tem-se:
f@=22==1 Fay =315y
f(11)=3><141_5=7 f(15)=3X145_5=10
A tabela que define a funcdo é:
x 3 7 11 15
f(x) 1 4 7 10

b) A funcéo é injetiva, pois ndo existem objetos diferentes com a mesma imagem.
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9.

a) Comeca por observar que cada elemento do dominio sé satisfaz uma das condigdes.

Portanto, dado que 5 e 7 sdo numeros primos, a imagem de qualquer deles é 7 (é o Unico multiplo de 7 do
conjunto de chegada).

J4 6 e 8 sdo numeros pares; as suas imagens podem ser 5 ou 20. O 9 e o0 25 sdo quadrados perfeitos e, portanto,
aimagemde9é V9 =3 eaimagemde25¢é V25 =5.

Tem-se, por exemplo:

X 5 6 7 8 9 25
fGo) | 14 5 14 20 3 5

b) Qualquer funcdo que se defina nestas condi¢Ges ndo é injetiva, pois 5 e 7 tem, obrigatoriamente, a mesma
imagem.

Por outro lado, também os objetos 6, 8 e 25 ndo podem ter imagens diferentes, pois a imagem de 25 é 5 e as
imagens de 6 e 8 sé podem ser 5 ou 20.

c) Por exemplo, C = {6,7,8,9}.

10.
Vamos usar o método de «reduc¢do ao absurdo».

Suponhamos que f(m) =2 ; como f(m) X f(n) =4, ter-se-ia 2X f(n) =4, ouseja, f(n)=2.Portanto,
m e n teriam a mesma imagem, o que contraria o facto de a fungdo f ser injetiva.

Entdo, f(m) # 2.

11.

A fungdo f ndo é sobrejetiva, pois o seu contradominio é {1,2,4}, que é diferente do conjunto de chegada,
B={1,2,3,4}.

12.

5x — 4
3

a) O objeto x cujaimagem é 7 é solugdo da equagdo f(x) = 7, ou seja, é a solugdo da equagdo, 7 =

5x—4
-3
5 é um elemento do dominio, logo é a solugdo do problema.

25
<=)21=5x—4(=)—5x=—4—21(=)x=?<=>x=5

b) Seguindo a sugestdo, ou seja, resolvendo a equac¢do em ordem a x,

5x —4 3y+4
y=—3 ©3y=5x—-4o -5x=—4-3yeox= z

Portanto, para cada nimero real y existe umreal x talque f(x) = y.Esse numero real x é

3y +4

c) Para qualquer elemento y do conjunto de chegada (R), existe um objeto x cuja imagem é y . Portanto,
todos os elementos do conjunto de chegada pertencem ao contradominio. Portanto, o contradominio coincide
com o conjunto de chegada.
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13.
a) A fungdo ndo é injetiva ja que f(Torre) = f(Pedo), ou seja, os objetos Torre e Pedo tém a mesma imagem.

Logo, a fungdo f ndo é bijetiva.

b) A funcdo € bijetiva porque € injetiva e sobrejetiva. Observa que o conjunto das imagens é igual ao conjunto de
chegada (sobrejetiva) e diferentes objetos possuem diferentes imagens (injetiva).

14.

Tem-se: f(a) = f(b) =>3a+4=3b+4=3a=3b=a=bh

Portanto, f é injetiva.

Seja y € R.Tem-se: 3x+4=y<=3x=y—4<:>x=yT_4

Portanto, para qualquer elemento y do conjunto de chegada (R), existe um objeto x cujaimagemé y .

Assim, f é sobrejetiva. Portanto, a fungdo f é bijetiva.

15.

Como A tem cinco elementos e B tem quatro, qualquer fungdo de A em B tem pelo menos dois objetos com
a mesma imagem, e portanto n3do é injetiva. Logo, ndo é bijetiva.

Como cada objeto s6 pode ter uma imagem, qualquer funcdo de B em A ndo é sobrejetiva. Logo, ndo é
bijetiva.

16. O diagrama que representa a fungdo g o f é:
C I A
S. Miguel

S. Vicente
Madeira

P. Delgada
Mindelo o

Funchal

® Arq. Acores
e Arq. Cabo Verde
» Arq. da Madeira

C A
gof
P. Delgadae *Arq. Agores
Mindeloe °Arq. Cabo Verde
Funchale °Arq. da Madeira

17.

a) As fungdes g e f ficam definidas pelas seguintes tabelas, respetivamente:

X -2 -1 2 3
g(x) 4 1

X 1 4 9 16
f(x) 2 8 18 32
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b)

¢) Recorrendo a definicdo, (f o g)(x) = flg(x)] = f(x?) = 2x?.

18.

De

-le

2e

3e

a)Dip, ={x €Dy:h(x) € D;} ={x € D:h(x) € F}
Tem-se h(3)=—-1, h(5)=1, h(8)=4 e h(13)=9;como 4€F,9€F, —1¢F e 1¢F, tem-se

DiOh - {8, 13} .

b) Recorrendo a defini¢do, (i o h)(x) = i[h(x)] =i(x —4) =Vx — 4.
¢)D;op ={8,13} e (ioh)(x) =vx —4.Entdo, (ich)(8)=v8—-4=2¢e (ioh)(13) =V13-4=3.

Logo, D';., = {2,3}.

19.

20.

(Fof))=fx) e flf(x)] =fx) & f(x) =x (pois f éinjetiva)

21.

a)
A
1e
Qe
3e
4o

°6
°25

°62
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b)(f T D) =fTfM]=f1(-D=1
F e N@=fTfRI=f"(6)=2
F e B =ffB] =125 =3
F e @ =FTfAD]=f"(62)=4
Portanto, f~1o f =1d,.
FeofHED=ffTEEDI=f1)=-1
(fof MO =fIfON=f2)=6
(fof™MH@5) =fIf@25]=f(3) =25
(f o f71)(62) = fIf71(62)] = f(4) = 62

Portanto, fo f~ ! =1Idg.

22.

x—5

a)Ainversade f éafuncio f1: R +— R definida por f~1(x) = —.

A expressdo que define a fungdo inversa resulta da resolu¢do da equag¢do y = 6x +5 emordema x.
-5

y=6x+5(:>—6x=5—y(:>x=yT

b) Seja x e R.
6x+5—5_6x

(f_1°f)(x)=f_1[f(x)]=f‘1(6X+5)=T - =X

Como x ER,entdo f~1of =Idyg .

Seja x e R.

+5=x—-5+5=x

_ _ x—75 6(x—15)
(Fof D@ = fIF 1 = £ (F2) ==

Como x E R, entdo fof 1=Idy.

23.Seja f: R+ R definidapor f(x) =ax+b coma#0,a #—-1lea*#1.
Pretende-se mostrar que 3x,: f(xo) = f1(x,) .
y—>b
a

y=ax+boS —ax=b—-ySx=

x—Db

Entdo, f~1(x) =

a

x
f(x)=f‘1(x)<=>ax+b=T<=>a(ax+b)=x—b(:>a2x+ab=x—b(:>

ab+b
(:)azx—x=—ab—b<=>x(az—1)=_(ab+b)(:’x:_a2_1(:)
oo b(a+1) o o b o = b
x= (a+1)(a—-1) T Ta 1T T 1.

Portanto, o nimero real x, tal que f(xy) = f~1(x,) é -
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Capitulo 2 | Generalidades acerca de fungdes reais de variavel real

Pags. 93 a 102
24,

A funcdo h ndo é uma f.r.v.r., pois o seu dominio ndo é um subconjunto de R.

25.

a) Ndo existem restri¢cdes, assim, D = R..

b) Dy = {x € R:x — 3 # 0}

Tem-se: x —3 =0 x=3.

Assim, Dy = R\ {3}.

¢) Dy = {x € R: x* + 16 # 0}

A condi¢do x? + 16 = 0 é impossivel. Assim, D =R.
d) Dy = {x € R: x* — 4 # 0}

Tem-se: x’ —4=0=x’=4x=-2Vx=2.
Assim, Dy = R\ {—2,2}.

e) Dy = {x € Rix? + 3x — 4 # 0}

Tem-se: x? +3x—4=0¢<

-3+ /32 — 4 x (—4) -3 + /25
S X = 5 <=>X=T<=>

3+5 _-3-5
2 x=

Assim, Dy = R\ {—4,1}.

S x = Sx=—-4Vvx=1

f)D; ={x €ER:x+5 =0}

Tem-se: x+5>0& x> -5.

Assim, Dy =[5, +oo] .

g) Ndo existe qualquer restricdo. Assim, D = R..
h)Df ={xeR:x+2=0 A x # 0}

Tem-se: x+2=>20=x=>-2.

Dado que o dominio é definido pela conjuncdo das condigdes x = —2 e x # 0, tem-se Dy = [—2,+oo[ \ {0} .
i)Df={x€R:8—-3x=0 A x—2=0}

Tem-se: 8 —3x =20 —-3x=>-8<=x <

w | co

Poroutrolado, x —2 =0 x=2.

Assim, Dy = {x € R:x S%Ax * 2} =]—00,§] \ {2}.
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)Df={x€R:3—x>0 A x*—2x # 0}

Tem-se: 3— x>0 —x=>-3<=x<3.

> -2x=0=x(x—-2)=0=2x=0Vx—-2=0x=0Vx=2
Assim, Dy ={x ERix <3Ax#0 A x # 2} = ]—00,3]\ {0,2}.
kD ={xeRix—6=0 A Vx —6 # 0}

Tem-se: x—6=>20=x=>6.
Vi—6=0=x-6=0=x=6

Assim, Df ={x ER:x 26Ax #6}={x ER:x > 6} =]6,+00].
DDf={xeRix+1>0AVx+1+#0}={x€eRix+1>0}
Tem-se: x+1>0= x> —1.

Assim, Dy = ]—1,+oo].

m) Dy = {x € R: {x — 2 # 0}

Tem-se: Yx—2=0=3x=2<=x=38.

Assim, Dy = R\ {8} .

D ={xeRix=0A2—+x#0}

Temse: 2—Vx=0=Vx=2<x=4.

Assim, Df = {x E Rix 20 Ax # 4} = [0,+oo[ \ {4} = Rj \ {4}.
0)Df={xeR:8—x>0A2x—1=0AV2x—1-3 =0}

Tem-se: 8— x>0 —x>-8<x<8.

1
2x—120<=)2x21<=)x2§

10
V2x — —3=0(=>\/2x—1=3(=>2x—1=9(=)2x=9+1<=>x=7(=>x=5
. 1 1
Assim, Df={xE[R:xS8 /\xZE/\xth}:[E,S]\{S}.

P)Df={xeR:x#0Ax2+9=0 A Vx2+9—-5%0}
x2+9 >0 é uma condi¢do universal.

Vx24+9-5=0=/x2+9=5x’4+9=25=x*=25-9=x’=16=x=—-4Vx=4
Assim, Df ={x ER:x # 0Ax # —4 A x # 4} = R\ {—4,0,4}.

26.

a)Se x = —3, entdo o raio da circunferénciaé OP = ,/(—3)2+42=5.
Se x = 0, ent3o o raio da circunferéncia é 0Q = V02 +22=2.

Se x = 3, entdo o raio da circunferéncia é OR = V32 +12 =+/10.
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Assim, f(=3) =2 x5 =101, f(0) =2 x 2 = 4m, f(3) = 2m X /10 = 2//10m e atabelade f é:

x -3 0 3
f(x) 107 4m 210w

Se y =4, entdo a reta passaem P e asua ordenada na origem é ovalorde b talque 4=2 X (=3)+b,
ou seja, é 10.

Se y = 2, entdo areta passaem (@ e asua ordenada na origem é a ordenada de @, ou seja, é 2.

Se y =1, entdo a reta passa em R e a sua ordenada na origem é ovalorde b talque 1=2 X 3+b,o0u
seja, b = 5.

Assim, a tabelade g é:

X 1 2 4
g(x) -5 2 10

Tem-se:

PG1Q-P=(02)-(-3,4)=(3,-2), PRIR—-P=(3,1) - (-3,9) =(6,-3) e
QR1R-Q=(31)-(02)=G-1).

PG| =v9T4=13, |PR|| =v36+9 = 3V5 e ||QR| =9+ 1 = VI0.

Assim, a tabelade h é:

Portanto, |

x PQ PR QR
h(x) | Y13 | 3V5 | V10

b) h n3o é uma f.r.v.r. porque o seu dominio ndo é um subconjunto de R.

27.
a)

x —2 -1 o 1 2 3 4
f) | =3 2 | -2 | 3 1 | -1 | 2

b) Dy ={-2,-1,0,1,2,3,4} e D’f ={-3,-2,—-1,1,2,3}.

€) As solugGes da equagdo sdo as abcissas dos pontos do grafico que tém ordenada 2.

Tem-se: f(x) =2 x=—-1V x=4.

Assim, C.S.={—1,4}.

d) As solugdes da inequagdo f(x) < 0 sdo as abcissas dos pontos do grafico com ordenadas negativas.
fX)<0ex=-2Vvx=0vx=3

Assim, C.S.={-2,0,3}.
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28. Tem-se:

x | fx)=x?+1
-3 | f(=3)=10
2 | f(=2) =5
-1 [ f(-D=2

0 |f(O=1

1 | f()=2

2 |f@) =5

3 | f(3)=10

O graficode f é:

29.
a) O dominio da fungdo definida por p(x) =2x+4 é R.
Aequagdo y = 2x + 4 é aequagdo reduzida de uma reta no plano.

O gréfico da fungdo p é areta que passa nos pontos de coordenadas (0,4) e (—2,0).

y
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b) D, =R
Aequagdo y = —3x + 2 é a equacdo reduzida da reta que passa nos pontos de coordenadas (0,2) e (2,—4).

y

D, =R

Aequagdo y = ’Z—C — 3 é aequacdo reduzida da reta que passa nos pontos de coordenadas (0,—3) e (6,0).

d)D; =R

3x —
2

coordenadas (1,—1) e (3,2).

~ 5, . 3 5 . ~ .
A equagdo y = é equivalentea y = 5% — 5, que é a equagdo reduzida da reta que passa nos pontos de
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30.

. I 5 — 5
a) Seja Q(x,0),com x >0, entdo PQ (x— 1,—1:) e ||PQ|| =ZT.

. 25 , 15\2 , 225 625 , 400

S x-1)2=205eox—1=-5Vvx—1=5x=-4Vx=6
A solucdo é Q(6,0) porque a abcissade Q é positiva.

b) A reta definida pelos pontos P (1,%) e Q(6,0) tem vetor diretor ﬁj (5, - 14—5) .

15

. 3 . .
O declive ¢ m = T4 =—, ea ordenada na origem pode obter-se recorrendo as coordenadas de um dos

pontos, P ou Q . Substituindo x e y pelas coordenadas de @Q , tem-se:
0 3 6+b b 2 b 0
=——X S -b=——Sb==
4 2 2

A equacdoreduzidadaretaé y = —%x +§, logo f(x) = —%x +§.

31. Recorrendo ao «teste» da reta vertical, verifica-se que os graficos que representam fungdes sdo (B), (C) e (E);
nos casos (A) e (D) ha pelo menos uma reta vertical que interseta a linha representada em mais do que um
ponto.

32. Os pontos P(2,3) e Q(2,—4) tém a mesma abcissa e tém ordenadas diferentes; por isso, os pontos P e Q
ndo podem pertencer, simultaneamente, ao grafico de uma funcao.

33.
a) Sabe-se que g(a) — g(b) = h(b) — h(a) .

Dizer que a reta de equagdo x = a interseta o grafico de g num ponto de ordenada 7 é dizer que g(a) =7 e
dizer que a reta de equagdo x = a interseta o grafico de h num ponto de ordenada 5 é dizer h(a) =5 . Por
outro lado, como os graficos de g e h se intersetam num ponto de abcissa b, tem-se g(b) = h(b) .

Entao,
12
g@)—gb)=hb)-h(@) =7-gb)=gb)-5= -29b)=-5-7=gb)=—<gb) =6
O ponto R tem ordenada 6.

b) Ndo. Jd vimos que g(a) =7 e h(a) =5 eaimagem de a ndo pode ser simultaneamente iguala 7 e a 5.

34. Recorrendo ao «teste» da reta horizontal, verifica-se que os graficos (A), (D) e (E) representam fung¢des ndo
injetivas, pois, para cada um deles, ha pelo menos uma reta horizontal que interseta o grafico em mais do que
um ponto.
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35.

Tem-se A(a,—a),com a < 0 e, portanto, 0A = —2a.
Tem-se B(b,b),com b > 0 e, portanto, OB =+/2b.
0A=0B e —2a=V2be —a=bh

Entdo: f(a) = —a = b = f(b) . Portanto, a e b tém imagens iguais, logo f ndo é injetiva.

36. Se f épar,entdo f(—5)=f(5)=9 e f(—2)=f(2) =3.Entdo, f(-2)+f(5)=9+3=12.

37.

a)Dadoque Dy =R, f éparseesése Vx ER, f(—x) = f(x).
Seja x e R.

f(=x) = (=x)? + 3|—x| = x2 + 3x = f(x)

Como Vx € R, f(—x) = f(x), conclui-se que a fungdo f é par.

1-1
12 +1

-1-1 -2

CD2+1 2

b) Tem-se, por exemplo, g(1) = =0e g(-1)= = —1, portanto, g ndo é uma fungdo par.

c) Tem-se D, = R.

Seja x € R.

h(=x)=(—x—D(—x+1) =D+ D(—x+1) =
=x+DED(Ex+1) =x+1)x—1) =h(x)

Como Vx € R, h(—x) = h(x), conclui-se que a funcdo h é par.

38. A fungdo ndo é par, pois os simétricos dos objetos do intervalo ]5,10] n3o pertencem a Dy .

Observe-se que a restricdo f|[_ss) € uma funcdo par.

39. Tem-se, por exemplo, f(1) =a+b+ce f(-1)=a—-b+c.
Ora, f(1)=f(-1) ©b=—-b< b =0 e, por hipdtese, b = 0.

Portanto, f ndo é par.

40. Os graficos das fungdes representadas em (A) e (B) sdo simétricos em relagdo ao eixo Oy e, portanto,
representam fungdes pares. Observe-se que no caso da fungdo (C), por exemplo, f(1) =3 e f(—1)=-3 e,
portanto, a fungdo representada ndo é par.
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41. Observe-se que a fungdo é par e que a reta de equagao y = 2 interseta o grafico da fungdo em dois pontos
A e B ,sendo que A pertence ao 1.° quadrante. Suponhamos que A(a,2),com a > 0;entdo, B(—a,2) e B
pertence ao 2.° quadrante.

1
2a
y=2 B A
2
a Olo a X
n . < ABx2 —=
Sabe-se que o tridngulo [0OAB] tem érea 12. Ora, Areajgqp] = = AB = 2a.

Entdo, 2a = 12 e, portanto, a = 6.

As solugdes da equagdo f(x) =2 sdo—6eb6.

42. A imagem seguinte sugere a situagdo descrita no enunciado do problema.

-~

Y

2b + 2a
A=T><(b—a)(:)A=(b+a)><(b—a)<=>A=b2—a2

como se pretendia demonstrar.

43. Designemos por a aabcissade A e por b aabcissade B,com a #b.
Suponhamos que b = —a.

Nesse caso, as coordenadas de A seriam (a,a + 2) e as coordenadas de B seriam (b,b +2) = (—a,—a + 2).
Como f épar,viria a+2=—a+2 < a=0,peloque b também seria 0, o que é impossivel porque a # b .

44, Pela defini¢do de fungdo impar, Vx € R, f(—x) = —f(x) .
fD)=-fQ)=6=-f2)= f(2)=-6
—fB)=f(=5 e -(-3)=f(-5) e f(-5) =3
f@)+f(-5)=-6+3=-3

45. f éimpar, logo f(—=1) =—f(1) e f(0) =0.
Entdo, f(0)+f(D =1+f(-1) @0+fM)=1-f) e2f(D =1 f1) =5.
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46. f par,entdo, f()=f(-1)=-2¢e f(2)=f(-2)=3.

Como f(0) =1,tém-se D'y = {-2,1,3}.

g éimpar,entdo, g(1)=-2=g9(-1)=2e g2)=3=g(-2)=-3e g(0)=0.
Entdo, D'y = {~3,-2,0,2,3} .

47.

a)Seja f(x) =3x%2-5.

Seja x € R.

f(=x) =3(=x)?-5=3x* =5 = f(x)

Portanto, a fungdo f é par.

b) Seja g(x) =2x3 +5.

Seja x e R.

Tem-se, porexemplo, g(1) =2x13+5=7e g(-1)=2x(-1)3+5=-2+5=3.

Entdo, g(—1) #g(1) e g(-1) # —g(1).

Portanto, a fungdo g ndo é par nem é impar.

c) Seja h(x) = x2 —2x.

Tem-se, porexemplo, h(1) =1?-2x1=1-2=-1e h(-1)=(-1)?*-2x(-1)=1+2=3.
Portanto, h(—1) # h(1) e h(—1) # —h(1), do que se conclui que a fungdo h ndo é par nem é impar.
d)Seja i(x) =3x*—x2+1.

Seja x € R.

i(—x) =3(-0)*—(—x)?+1=3x*—x?+ 1 =i(x)

Conclui-se, portanto, que a fungdo i é par.

e) Seja j(x) = x?Vx .

Seja x € R.

j(=x) = (=07 Y=x = 22 (V%) = 2% = —j(x)

Portanto, a fungdo j é impar.

f) Seja k(x) = =

x2+2°

Seja x € R.
k(—x) = — — —=—k(x)

(-x)2+2 x2+2  xZ+2

Portanto, a funcdo k é impar.

48. Os graficos das fungbes representadas em (A) e (C) sdo simétricos em relagdo a origem do referencial e,
portanto, as fungdes sdo impares.
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49. A fungdo é impar; logo, Vx € [-5,5], f(—x) = —f(—x) ; o grafico é simétrico em relagdo a origem do
referencial.

50.

a) b) c) d) Observe-se que f(5) = g(5) = —2 eque f(—4) =g(—4) =3.

Pela informacao acerca da paridade das fungdes:

fG)=f(=5)=-2e f(-49)=f4) =3

g6)=-g(-5)=-2e g(-4) =—-g(4) =3,entéo, g(-5)=2e g(4) =-3
Tem-se, entdo:

«0 ponto A(—5,2) pertence ao grafico da fungdo g .»

«0 ponto B(—5,—2) pertence ao gréfico da fungdo f .»

«0 ponto C(4,—3) pertence ao grafico da fungdo g .»

«0 ponto A(4,3) pertence ao grafico da fungdo f .»

51.

f éimpar = f(—x) = —f(x), Vx,—x € Dy &

e a(-x)>" 1+ h(—x)" T+ = —(ax®™ 1 + bx?" 1+ o) &

& a(=x)""(—x) + b(—x)" (=) T+ c = —ax? -yl — c &
S —axxx—bx"xx 1+c=—axl -l -

= _ax2n+1 _ ben—l +c= _ax2n+1 _ ben—l -
Sc=—-ceoc=0

52.

a) Falsa, por exemplo a fungdo f definida por f(x) = x + 1 é injetiva mas ndo é impar.
b) Falsa, por exemplo a fungdo representada no exercicio 48 (C) é impar e n3o € injetiva.

¢) Verdadeira, se o dominio é R, 0 pertence ao dominio, logo a imagem de zero é zero, pelo que o seu grafico
interseta a bissetriz dos quadrantes pares no ponto de coordenadas (0,0) .

d) Falsa, por exemplo a fungdo f definida por f(x) = 0 é simultaneamente par e impar.
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53.Seja g o f afungdo compostaeseja x ER.
Entdo, (g o f)(=x) = glf (=x)] = g[-f ()] = glf ()] = (g /(%) .

Portanto, g o f é uma fungdo par.

54.

Como as abcissas dos pontos A e B sdo simétricas, e dado que a fungdo f é impar, os pontos A e B sdo
simétricos em relagcdo a origem do referencial. Portanto, a mediatriz de [AB] passa na origem do referencial e,
como tem declive —3, é areta de equagdo y = —3x.

in o 0C O0A ~ O0C 0A
Os tridngulos [ODC] e [OEA] sdo semelhantes e, portanto, —= = — . Entdo, — = ~ & como

cD  OE 3
0C =/(—1)2 +32 =410, tem-se m=%ﬁ.

AB x 0C N B x 0C AB x 0C
> . Entdo, = 20 e >

=20=220&

A area do tridngulo [ABC] é 20 e é dada por
o PXOAXOC _ 50 = 0« V10 = 20 & 10k = 60 = k = 6.

y
cho f3

-1 0O ‘] L X

oo e

34 %

55.
a) D'y = [f(4), f(=4)] = [-5,11] ; portanto, Dy-1 = [-5,11] .
Para obter uma expressdo da fungdo inversa de f, resolvemos a equagdo y = —2x + 3 emordema x.

3—y y 3
y=—2x+3<=)2x=3—y<=>x=T<=)x=_E_|_E

Portanto, f~1:[=5,11] — [—4,4] e f~1(x) = _§+;

O graficode f~1 é simétrico ao gréfico de f relativamente 3 bissetriz dos quadrantes impares.

y]]
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b) D'y = [g(—4),9(4)] = [-5,1] ; portanto, Dg-1 = [=5,1] . Para obter uma expressdo da funcdo inversa

~ 3x -8
de g vamos resolver a equagdo y = emordema x.

3x—8 4y + 8
= 4y=3x—-8= -3x=—-4y—-8=x =

48
= &y = — —
Y X=3Y 73

Entdo, g~1:[=5,1] — [-4,4] e g7 (x) = 43_"_1_3

1

O graficode g™+ é simétrico ao grafico de g relativamente a bissetriz dos quadrantes impares.

56.

a)y=ax+b<=>¥=x<=>x=§y—§
Entdo, f(x) = %x —s ; f € uma fungdo afim e, como % é negativo, concluimos que f ¢é uma fungdo
decrescente. Portanto, f(—3)=7 e f(5) =—-5.
__3 _ 2 =7
Y08)=7 a a <=,}{—3—b=7a<=>{—b=7a+3

f&) =575 b__ Tls-b=-50"15+7a+3=5a
a a
14 5
b=-243 (p=2
—b=7a+3 3
“{irae g © g=_B8__ 2T 2
12 3
Portanto, a = —= e b=§.
5
1 3 b 3 s 3 5
b) Tem-se —=—c e —E=—%§=E.Portanto, f:[-5,71— [-3,5] e f(x)=—5x+5.

57.

a)Seja f~1(—1) = a, entdo f(a) = —1.Ora, o ponto do gréfico de f que tem ordenada —1 tem abcissa 3,
portanto, a = 3.
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b) O gréfico da fungdo f~1 é simétrico do gréafico de f em relagdo a bissetriz dos quadrantes impares (reta de
equacao y = x ).

([

o] 1 x

58.

a) b) Os gréficos das fungdes g e h definidas por g(x) = f(x) +2 e h(x) = f(x) —1 sdo obtidos pelas
translagdes do grafico da fungdo f associadas aos vetores 7(0,2) e 5(0,—1), respetivamente.

yT yA N

=l

c) d) Os graficos das fungbes i e j definidas por i(x) =f(x+1) e j(x) =f(x—2) s&o obtidos pelas
translagdes do grafico da fungdo f associadas aos vetores ¥(—1,0) e §(2,0), respetivamente.

| ]
11 11
B O i x O 11 x

e) f) Os graficos das fungdes k e [ definidas por k(x) = —f(x) e l(x) = f(—x) sdo obtidos pelas reflexdes
do grafico da fungdo f de eixos Ox e Oy, respetivamente.

| ]
4 1 lAk
B O i x> O 1 ?
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59.
a) b) c) d) Os gréficos das fungdes g, h, i e j definidas por g(x)=f(x)+1, h(x)=f(kx) -3,
ix)=f(x+5) e j(x)=f(x—1) sdo obtidos pelas translagdes do grafico da fungdo f associadas aos

vetores #(0,1), §(0,—3), @(=5,0) e b(1,0), respetivamente.

1 S
1 1}

o) i Y O i x
y y|

1 1+

ol | % ol 1 Ed

e) f) Os gréficos das fungdes k e [ definidas por k(x) = —f(x) e l(x) = f(—x) sdo obtidos pelas reflexdes
do grafico da fungdo f de eixos Ox e Oy, respetivamente.

A 1
1+ 11
: S — |
O\ 1 x Oof 1 x
g) h) Os gréficos das fungdes m e n definidas m(x) = 2f(x) e n(x) = % obtém-se, respetivamente, por

meio de uma dilatagdo e de uma contragdo verticais do grafico de f . Tem-se D, =D, =Dy =[0,4],
D', =1[0,4] e D', =[0,1] . Considere-se, por exemplo, o ponto A(Z,f(Z)) do gréfico de f . O ponto

A’(Z, 2f(2)) pertence ao grafico de m . O ponto A" (2,%2)) pertence ao gréfico de n.

yA

410

1A,

y‘;
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i) j) Os gréficos das fungbes o e p definidas por o(x) = f(2x) e p(x) = f(g) obtém-se, respetivamente, por

meio de uma contragdo e de uma dilatagdo horizontais do gréfico de f .

Tem-se D, =[0,2], D, =[0,8] e D', =D', =D’y =0,2].

0(1) = f(2) e, portanto, o ponto de coordenadas (1, f(2)) pertence ao graficode o .

p(4) = f(2) e, portanto, o ponto de coordenadas (4, f(2)) pertence ao grafico de p .

O|H1

alt

k) 1) O gréfico da fungdo ¢ definida por q(x) = f(x —2)+1 obtém-se do grafico de f por meio da

translagdo associada ao vetor ¢(2,1) .

O grafico da fungdo r definida por r(x) = 3f(x) —1 obtém-se do grafico de f por meio de uma dilatagdo

vertical seguida da translagdo associada ao vetor 7#(0,—1) .

60.

Sejam:

91(x) = f(x = 2)

g2(x) = g1 (%x) =f (%x - 2)
93(x) = g2(=x) =f(—%x—2)

94(x) = 2g5(x) = 2f (—%x - z)

gs(x) = —ga(x) = =2f (—%x — 2)

900 = g5() =3 = ~2f (~3x~2) -3

Fotocopiavel © Texto | M¥T 10

411



)/‘
f glb g4
ANV
O i x
gS
g

61.
Tem-se g(x) = f(x —3).
Seja a aabcissa do ponto de intersegdo dos graficosde g e f;entdo g(a) = f(a).

Ora, como g(a) = f(a —3), conclui-se que f(a —3) = f(a) . Portanto, f ndo é injetiva, jdque a—3 e a
sdo objetos diferentes com a mesma imagem.
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Capitulo 3 | Monotonia, extremos e concavidade

Pags. 103 a 109

62.
a) Aimagem zero é a(0) =§+6 = 6;0zerode a éasolugdo da equagdo a(x) =0.
4x 18 9
ax) =0 —+6=0=24x=-18=x=—-—"TSx=—=
3 4 2
Ozeroé —=.
2
b) Aimagem zero é b(0) =0 —9 = —9; os zeros de b sdo as solugbes da equagdo b(x) =0.
9 9 3 3
b(x)=0<=>4x2—9=0<=>4x2=9<=>x2=1(=>x=i 1O X=—5vx=o

o 3 3
Os zeros sao: -5 e -

c) Aimagem zero é c(0) =0— 0+ 16 = 16 ; os zeros de ¢ sdo as solugbes da equagdo c(x) =0.

8+ V64— 64 8

Sx=—x=4

cx)=0=x?-8x+16=0x = > 5

Ouc(x) =0 (x—-4)>?=0=x—-4=0=x=4%.
A funcdo tem um Unico zero que é o 4.

d) Aimagemzeroé d(0) =0—0+4+4 =4; oszerosde d sdo as solugdes da equagdo d(x) =0.

9++v81—-32 917

dx)=0=2x>-9x+4=0x = 2 <=)x=T<=>x=4Vx=E

~ 1
Os zeros sdo: 4 e >

e) Aimagem zero é e(0) = 0+ 0 = 0; os zeros de e sdo as solugdes da equagdo e(x) =0.
e(x)=0e=x?+2x =0=ox(x+2)=0=x=-2vx=0

Os zeros sdo: —2 e 0.

f) Aimagem zeroé f(0) =0—0 = 0; oszerosde f sdo as solugdes da equagdo f(x) =0.
fO=0=x3—4x?=0=x*x—4)=0=x=0vx=4

Os zeros sdo: 0 e 4.

g) Aimagemzeroé g(0) =0—0+0—6 = —6; 0szerosde g sdo as solugdes da equagdo g(x) =0.

gx)=0=x3-6x2+11x—6=0

Como o polinédmio é divisivel por (x — 1), vamos aplicar a regra de Ruffini para fatorizar o polinémio.

1 -6 11 -6
1 1 -5 6
\ 1 -5 6 | 0=R
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Assim, x3 —6x?+1lx—6=0= (x—1D(x*-5x+6)=0=x—-1=0Vvx*’-5x+6=0 <

5++v25-24 +1
<=>x=1Vx=f(=)x=1Vx=T(=>x=1Vx=3Vx=2

Os zerossdo: 1, 2 e 3.
h) Aimagem zeroé h(0) =0+ 0+ 0— 3 = —3.0s zerosde h s3o as solugdes da equagdo h(x) =0.
h(x)=0=x3+6x>+8x—-3 =0
Como o polindmio admite uma raiz inteira, ela s6 pode ser +1 ou +3.
Calculemos h(—1).
h(-1)=-14+6—-8-3=-6
Portanto, —1 ndo é raizde h(x) .

Calculemos h(-3).
h(=3) = =27 + 54— 24 —3 =0.Assim, —3 éraizde h(x) e, portanto, h(x) é divisivel por x + 3.

Entao,

x3+6x2+8x-3 =0 (x+3)x*+3x-1)=0=2x+3=0vx?’+3x—-1=0<

—-3++vV9+4 -3 ++vV13 -3 ++v13 -3 —+v13
@x=—3Vx=—=>x=—3vx=—=>x=_3Vx=—vx=—
2 2 2 2
Os zeros s30: _3_2 13 3¢ _32 13

63.
g0)=—-602+px0+q=—-6<qg=—6
gB3)=0=32+3p-6=0=9+3p—-6=0=3p=-3=p=-1

64.
F0)=12 & c=12

—7)3 —7)2 _ — _ _ _
(2% +a(-2)2+b(-2)+12=0 (:){ 8+4a—2b+12=0 _

[ =ra) P+ax1?+bx1+12=0 l+a+b+12=0

4(~13—Db)—2b+4=0 __ (~52—4b—2b+4=0 __ (—6b = 48 b=—8
‘:’{a=—13—b ‘:’{a=—13—b ‘:’{a=—13—b‘:’{a=—5

Asolugdoé a=-5,b=-8e c=12.
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65.

. o . . x? 2 .
Considerando a equacdo reduzida da elipse, ;+Z—z =1, tem-se, neste caso, a=3 e b =2 . Assim, os

vértices sdo: V;(—3,0), V,(3,0), V3(0,2) e V,(0,-2).

O grafico da fungdo possui trés pontos coincidentes com trés vértices; entdo, como V;

e V, ndo podem

pertencer, simultaneamente, ao grafico de h, obrigatoriamente, os pontos V;(—3,0) e V,(3,0) sdo pontos do

grafico da fungdo. Portanto, —3 e 3 sdo zerosde h,ouseja, h(=3) =0 e h(3)=0.

34—33—E><32+3 +qg=0
V@):o 9 pra= c:>{81—27-—79+—3p+q=o
h(-3)=0 79 814+27—-79—-3p+qg=0
) (-3) = (-3 ~ 5 X (-3~ 3p+q =0 P
{—25+3p+q:0(:){q=25—3p {q=25—3p@{q=—2
29-3p+q=0 29-3p+25-3p=0 —6p = =54 p=9
Portanto, p =9 e g = —2, ou seja, h(x) =x4—x3—%9x2+9x—2.
79
1 -1 - 9 -2
9
3 3 6 —é 2
3
25 2
1 2 —— — 0=R
9 3
2
-3 3 3 _=
3
2
1 -1 — 0=R
9

Assim, x4—x3—%9x2+9x—2=0<=>(x+3)(x—3)(x2—x+§)=0<=>

5 1+ 1—%
<=>x=—3Vx=3Vx2—x+§=O<=> x=—3Vx=3Vx=#<=)
1
1+ 9 1+1 1_1
_ _ _ _ _ _ 3 _ 3
Sx=-3Vx=3Vx= > S x = 3Vx—3Vx——2 Vx——2 s
4 2
= 3V 3V §V §(=) 3V 3V 2V 1
= — X = X==VX == X = — X = X=—=—VXx=—
X 2 2 3 3
Concluindo, aimagem de 0 é h(0) = —2 e os zeros sdo —3, %, g e 3.
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66.
a) Aimagem de zero é 6. Os zeros da fun¢do sdo 2 e 4.
b) A funcio é positivaem {0,1}.

c) A funcdo é negativa em {3,5}.

67.

a) Aimagem de zero é —2. Os zeros da fungdo sdo —3, 1 e 4.
b) A funcdo é positivaem [—=5,—3[ U ]1,4].

c) A fungdo é negativaem ]—3,1[ U ]4,5] .

68.
a) Tem-se h(x) =ax+ b sendo y = ax + b aequagdo do grificode h.Tem-se a = _il = —3 e aordenada
na origem b, determina-se substituindo,em y = —3x + b, x e y pelas coordenadasde P .

3=-3x(-2)+be-b=6-3b=-3
Entdo, h(x) = —3x — 3.

b) J4 sabemos que a reta passa em P(—2,3) e passatambémem Q(0,—3).

y,;

c) A funcgdo é positivaem ]—oo, —1[.

d) A fungdo é negativaem |—1,+oo] .

69.

O gréfico de h ¢é obtido pela translagdo horizontal de g associada ao vetor v(2,0) . Assim, tem-se D'}, = D'g ,
portanto, a funcdo h também é positivaem R.

70.

A proposicdo «A fungdo f é negativa em R .» é verdadeira. Dado que a fungdo é par e dado que é negativa em
R* , também é negativa em R, pois objetos simétricos tém imagens iguais. Como f(0) é negativo, conclui-se
que f énegativaem R.

A proposi¢do «A fungdo f é negativaem [0, +oo[ e positivaem ]—oo,0] .» é falsa.
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71.

a) D'y ={f(0), f(1),f(2),f(3), f(4)}=1{1,3,5,7,9}
b) A fungdo é limitada, pois Vx € 4,1 < f(x) <9.

72.
O conjunto de chegada é R*: Vx € Dg,g(x) > 0.

Dado que Vx € R, g(x) <5, pode concluir-se que Vx € Dg,0 < g(x) <5 e, portanto, a fungdo g é limitada.

73.

Seja x € R.

-3<gx)<4e

& -3%x2<2Xg(x)<4x2= -6<29(x)<8<=

& —-1%x(—6)=>-2g(x) >2—-1%x8<=6=>-2g9(x)>-8<
=6+5>-29(x)+5=>2-8+5=11>-2g(x)+5>2-3 = -3<hkx) <11
Assim, a funcdo h é limitada pois, Vx E R, =3 < h(x) < 11.

74.

a) g é majorada; 0 é um majorante.
h é majorada; 4 é um majorante.

i é majorada; 16 é um majorante.
k é majorada; 3 é um majorante.

b) f é minorada; 0 é um minorante.
h é minorada; —5 é um minorante.
i é minorada; —6 é um minorante.
k é minorada; 0 € um minorante.

¢) Conclui-se que as fungdes limitadas sdo: h, i e k, pois sdo fungdes simultaneamente minoradas e majoradas.

75.

De Vx €A —4<f(x) <6 conclui-se que Dy c]—4,6[ e de Vx€B,—1<g(x) <8 conclui-se que
D'y c]-1,8[.Entdo, D'y c ]—4,6[ U ]-1,8[, ouseja, D'y c ]—4,8[.

Portanto, Vx € AUB,—4 < h(x) < 8, ouseja, h é uma funcdo limitada.

76.

Se f élimitada, entdo existem nimeros reais m e M taisque Vx ER, m < f(x) < M ,isto é, D's c [m, M].
Dado que D'y c D’f, entdo D'y  [m,M] e, portanto, Vx € Dg,m < g(x) <M, o que traduz que g é uma
funcdo limitada.
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77.
a) A afirmagdo «A fungdo f é crescente em {1, 2,3} .» é verdadeira, pois f(1) < f(2) < f(3).

b) A afirmagdo «A fungdo f é crescente em {1,2,3,4}.» é falsa. Tem-se f(3) = f(4) e, para f ser crescente
em {1,2,3,4}, teriade ser f(3) < f(4).

c) A afirmagdo «A fungdo f é crescente em sentido lato em {1,2,3,4,5} .» é falsa. Observa na tabela que
f(4) > f(5).Para f sercrescente em sentido lato em {1,2,3,4,5} teriade ser f(4) < f(5).

d) A afirmagdo «A fungdo f é crescente em sentido lato em {2,3,4} .» é verdadeira, pois f(2) < f(3) < f(4) .
e) A afirmagdo «A fungdo f é decrescente em {4,5,6} .» é verdadeira, pois f(4) > f(5) > f(6).

f) A afirmacdo «A fungdo f é decrescente em {3,4,5} .» é falsa. Tem-se f(3) = f(4) e, para f ser decrescente
em {3,4,5},teriadeser f(3) > f(4).

g) A afirmagdo «A fungdo f é decrescente em sentido lato em {3,4,5, 6} .» é verdadeira, pois
fB) = f#)>f(5)>f(6).
h) A afirmagdo «A fungdo f é constante em {3,4} .» é verdadeira, pois f(3) = f(4).

78.
a) A afirmagdo «A fungdo f é crescente em [—1,3] .» é verdadeira.
b) A afirmagdo «A fungdo f é decrescente em [—5,—1] .» é verdadeira.

c) A afirmagdo «A fungdo f ¢é decrescente em [—4,—2] .» é verdadeira. Repara que, sendo f decrescente em
[—5,—1], também é decrescente em qualquer intervalo contido nesse.

d) A afirmagdo «A fungdo f é crescente em sentido lato em [—1,4] .» é falsa. Observa no grafico que
f(4) < f(3).Para f sercrescente em sentido lato teria de ser f(4) > f(3) .

e) A afirmagdo «A fungdo f é decrescente em [—5,—1]U [3,5] .» é falsa. Repara que, por exemplo, —2 e 4
pertencem a [—5,—1] U [3,5], —2 é menordo que 4, e f(—2) étambém menor do que f(4).

E importante perceberes que o facto de uma funcdo ser decrescente (crescente)em A eem B,com ANB =0,
ndo permite concluir que a fun¢do seja decrescente (crescente)em AU B .

79.

a) Por exemplo:
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b) Por exemplo:

¢) Por exemplo:

d) Por exemplo:

80. Se a fungdo é decrescente, entdo g(1) > g(3) . Assim, a Unica opgdo é a (C).

81.

a) Tem-se, para quaisquer reais a e b :

f(b)>f(a) ®3b—4>3a—-4<=3b>3a=b>a

Portanto, f(b) > f(a) & b > a, peloque b >a = f(b) > f(a).
b) Tem-se, para quaisquer reais a e b :

gb)<gla)e -b+2<—-a+2e=-b<-ae=b>a
Portanto, g(b) < g(a) © b >a,peloque b >a = g(b) < g(a).
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82.

Tem-se, para quaisquer reais a e b :

b>a= f(b) <f(a) = —f(b) > —f(a) = g(b) > g(a)
Portanto, b > a = g(b) > g(a) .

83.
a) D'f ={-3,-1,0,1,2,5}
b) O minimo absoluto é —3 (a menor das imagens).

¢) O maximo absoluto é 5 (a maior das imagens).

84.
a) A fungdo g é uma fungdo afim, definida por uma expressdo do tipo ax +b,com a = —2.
Portanto, a fungdo g é uma fungdo decrescente, o seu contradominio é [g(3),g(—1)].

Dadoque g(-1)=4+2=6 e g3)=4—-6=—2,tem-se D'y = [-2,6].

b) —2 é minimo absoluto e 6 é maximo absoluto.

85.

a) Por definigdo, V,(5) =15—-2,5+2[=]3,7[.

b) Por defini¢do, V;(—4) =]-4—-1,—-4+1[ =]-5,-3].

c) Por definigdo, V; ;s G) = E— %,% + %[ = E, 1[ .

86.

a)[-3,5]nV,(4) =[-3,5]n]4—-2,4+2[=[-3,5]n]2,6[ =1]2,5]

b) [-4,+o[NV,(—4) = [-4,+o[N]-4—1,—4+ 1] = [-4,+o[ N ]|-5-3[ = [-4,-3]

87.

a)D'; = [—4,4]

b) O méximo absoluto é 4.
¢) O minimo absoluto é —4.

d) 3 é maximo relativo, sendo —5 o respetivo maximizante, e 4 é maximo relativo, sendo 3 o respetivo
maximizante.

e) —3 é minimo relativo, sendo —1 o respetivo minimizante, e —4 é minimo relativo, sendo 5 o respetivo
minimizante.
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88. Como n é par, tem-se, para qualquer nimero real x, x™ > 0, donde vem ax™ > 0, pois a > 0.
Daqui resulta que ax™ —b = —b.

Portanto, Vx E R, f(x) = —b.

Por outro lado, tem-se f(0) > —b.

Como f(0) = —b ecomo Vx € R, f(x) = —b,vemque —b é a menor das imagens.

Portanto, —b é o minimo absoluto da fun¢do f .

89.
a) Tem-se A(a,5a?) e B(b,5b?).

b?2-5a%2 5(b%2-a?) s5(b-a)b+a) _
b-a = b-a b- -

b) O declive dareta PQ é 5p + 5q .
O declive dareta QR é 5q + 5r.

O declive dareta AB ¢é >

5(b+a)=5a+5b

Como p <r,tem-se 5p < 57, peloque 5p + 5q < 5q + 57.

Portanto, o grafico da fun¢do f tem a concavidade voltada para cima.

90.

Sejam A e B dois pontos do grafico de f de abcissas a e b, respetivamente, com a > b .
Tem-se A(a,—3a? +2a + 6) e B(b,—3b*+ 2b +6).

O declive dareta AB é:

—3b*+2b+6— (-3a*+2a+6)

b—a
_3a®—3b*—2a+2b 3(a*-b*)—2(a-b)
b—a b—a
_3(a-b)a+b)—2(a—b) (a—b)[3(a+b)—-2]
b—a b—a
_(a—b)[3(a+b)—2]_
—(a—>b)

=—[3(a+b)—2]=2—-3a—3b

Sejam P, Q e R trés pontos do grafico da fun¢do f, de abcissas p, q e r, respetivamente,com p<qg <r.
O declive dareta PQ é 2—3p—3q e o declivedareta QR é 2—3q—3r.Como p<r, tem-se
—3p > —3r, pelo que 2—3p—3q >2—3q—3r . Portanto, o grafico da fungdo f tem a concavidade
voltada para baixo.

Fotocopiavel © Texto | M¥T 10 421



Capitulo 4 | Estudo elementar de algumas fung¢oes e operacdes sobre fungoes

Pags. 110a 127
91.

As expressoes (A), (B) e (C) definem fung¢des polinomiais.
2
Repara que x? 4+ (Vx2+1+3) —6Vx2 + 1 éequivalentea

X2+ x24+14+2 X Jx241X34+9—-6yx2+1

e, portanto, é equivalente a 2x2 + 10 ..

92.

a) Tem-se f(x) = a(x —5)% — 4; substituindo f(x) e x pelaordenada e pela abcissa de P obtém-se:
8=a(3-5)?-4=8=4a-4o -4a=-8-4=a=3

Afungdo f édefinida por f(x) =3(x—5)2—4.

b) O eixo de simetria da pardbola é a reta de equagdo x = 5.

¢) O eixo de simetria da parabola é a reta de equagdo x = 5. Tem-se P(3,8) e, portanto, P(5 — 2,8) ; entdo,
as coordenadas de @ sdo (5+ 2,8),ouseja, Q(7,8).

93.

a;) Os zeros de f sdo as solugBes da equagdo f(x) =0.
f)=0e=x*-4=0=x’=4x=4/lx=-2Vx=2

Os zeros sdo: —2 e 2.

a,) As coordenadas do vértice sdo (0,—4) . O eixo de simetria é a reta de equagdo x = 0 e o grafico tem a
concavidade voltada para cima.

b;) Os zeros de g sdo as solugBes da equagdo g(x) =0.
Jgx)=0=af(x) =0 f(x) =0, (pois, a # 0)
Os zeros de g sdo os zerosde f, ou seja, sdo —2 e 2.

b,) A concavidade é voltada para cima ja que o grafico de f tem a concavidade voltada paracimae a > 0.

bs) Tem-se g(x) = a(x? — 4) = ax? — 4a = a(x — 0)? — 4a.
Entdo, o vértice do graficode g é V;(0,—4a) e —4a = —12.
—4a=-12<a=3

¢;) O gréfico de i tem a concavidade voltada para cima, pois o grafico de i obtém-se do grafico de g por uma
translacao horizontal.

C2) Os zeros de g sdo —2 e 2 ; aplicando ao gréfico de g a translagdo associada ao vetor ¥(h,0), os zeros de i
sdo as abcissas dos pontos de coordenadas (—2,0) + (h,0) e (2,0) + (h,0) . Como o menor zero é 3, entdo:
—2+ h =3 e, portanto, h =5.

O maior zero é 2+ 5, ouseja, 7.
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¢3) O grafico de i obtém-se aplicando ao grafico de g a translagdo associada ao vetor ¥(5,0) ; o vértice do
grifico de g é o ponto de coordenadas (0, —12), portanto o vértice do graficode i é oponto V(0 +5,—-12+0),
ouseja, V(5,—12).

d;) O gréfico da fungdo j obtém-se do grafico da fungdo i por meio da translagdo associada ao vetor 5(0,k) .
Dado que o vértice do grafico de i € V;(5,—12), o vértice do gréficode j é V;(5+0,—-12+ k).

Como —12 + k = 3, conclui-seque k =9.

d,) Pela alinea anterior, sabe-se que V;(5,—3), logo a pardbola que é o gréfico de j tem equagdo
y=a(x—5)>-3.

Como a parabola que é o grafico de j pode ser obtida do grafico de g por meio de translagdes, conclui-se que
a =3 .Entdo, j(x) =3(x —5)2 -3 =3(x%—10x +25) —3 =3x2—-30x+ 72.

d3) A drea do tridngulo [PQR] é dada por WTXQR (yp € aordenadade P).

A ordenada de P éaimagem de zero: j(0) = 72 . Portanto, |yp| =72.

Os zeros da fungdo j sdo as solugBes da equagdo j(x) =0
jx)=0=3x2-30x+72=0
30+ V302 —4x3x72

S X =

2 %3
30 + /900 — 864
S X = =
6
30 + 36
SX=—s
6
36, _ 2
(=14 = — = —
T VYT

Sx=6Vx=4

Portanto, QR =6—4=2.

Finalmente, a area do triangulo [PQR] é 72; 2= 72 (unidades de area).

94.
a) O vértice da parabola é o ponto A(—3,4).
b1) Uma circunferéncia de centro em 0(0,0) tem equagdo: x2 + y? =r?.
O ponto A(—3,4) pertence a circunferéncia, portanto (—3)% + 42 =12,

(-3 +4’=r’=9+16=r>=1r2=25
Uma equacio da circunferéncia é x2 + y? = 25.
b,) O eixo de simetria da pardbola é a reta de equacdo x = —3 . Dado que a circunferéncia tem centro na
origem do referencial, se um dos pontos de intersecdo com a circunferéncia é A(—3,4), o ponto B tem
coordenadas (—3,—4).

0 ponto de interse¢do da circunferéncia com o eixo de simetria da parabola é B(—3,—4).
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bs) Observe-se a imagem que traduz o problema.

1
|

B
1Eixo de
Isimetria
|

Os pontos A e B situam-se no eixo de simetria da parabola e o ponto C é o ponto do eixo Ox talque AB éa
mediatriz de [OC], portanto, C(—6,0).

Dxd _8x6 . : : .
Ajosango = — = = 24 (D designa a diagonal maior do losango e d a diagonal menor).

A area é 24 (unidades de area).

95.
Y R VE' PR
=4(x—E)2+3_4X2=4<x_§)2 —6
2 4 2
b) O vértice do grafico da funcdo g & P (g, —6) .Areta OP definida pela origem do referencial e pelo vértice P

. -6 . - . .
tem declive m = = —4 . Assim, a equagdo reduzidadaretaé y = —4x.

N|w|

As coordenadas dos pontos de intersecdo da reta com a parabola sdo as solugGes do sistema de equacgdes:

{y=4x2—12x+3
y = —4x

{y=4x2—12x+3 {—4x=4x2—12x+3 {—4x2+8x—3=0
= = &
y=—4x y=—4—x y=_4x

_ —81+,64—4x(—4) x(-3)

o [TAP+8x=3=0_ Jx= -

y = —4x 2x(-4)

y =—4x
—8+/64 —48 -8+ 16 _—8+4

=t _3 R ) @{x— g ©

y = —4x y = —4x y=—4x

_—4 12 1 3
@{X—_—va—_—S@{x—E V{X—E

y = —4x y=-2 \y=-6

As coordenadas de Q sdo G, —2) .
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2
) As parabolas com vértice no ponto Q tém equacgbes da forma y =a (x - %) — 2 .Como o ponto R(0,12)
N2
pertence a parabola, entdo, 12 = a (O - E) - 2.
2

12=a(0-3) -2 14==a=56

2 4

N
A equacdo da pardbola é: y = 56 (x —3) = 2.
96.
a)x*—3x+4= (x2—3x+(5)2)—(5)2+4= (x—5)2—3+4 = (x—5)2+Z
2 2 2 4

Y
As coordenadas do vértice sdo (E’Z) .

b) O eixo de simetria da parabola é a reta de equagdo x ==.

€) O ponto A tem coordenadas (1,g(1)).Tem-se g(1) =12 —3 + 4 = 2. Portanto, A(1,2).
O ponto B tem coordenadas (3,g(3)).Tem-se g(3) =32 —3 X3+ 4 =4.Portanto, B(3,4).
Um vetor diretor da reta AB é ovetor AB = B — A de coordenadas B3-1,4-2)=(2,2).

Entdo, o declive dareta AB é m = % =1.

Areta r também tem declive 1 e, como passa na origem, é a reta de equagdo y = x .

.2
As coordenadas do ponto C sdo a solucdo do sistema: {z ~ jz 3x+4 .

— 2 — 2 2 _ — _ 2 =

{y—x 3x+4@{x—x 3x+4(:}{x 4x+4—0(:}{(x 2) —Oﬁ{x 2

y=x y=x y=x y=x y=2
Portanto, C(2,2).

1
1Eixo de
|simetria

As retas AB e OC sdo paralelas e, dado que os vetores AB e OC sio iguais, conclui-se que o quadrilatero
[OABC] é um paralelogramo.

Tomando [OC] para base, a altura é [AD], sendo D aintersecdo dareta OC com a reta que passaem A e é
perpendiculara OC .
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Como areta OC é a bissetriz dos quadrantes impares, a reta AD é paralela a bissetriz dos quadrantes pares e,
portanto, tem declive —1. Dado que passa em A(1,2),areta AD é definidapor y =—x+3.

As coordenadas de D sdo a solucdo do sistema {y i —x+3 . Portanto, D( )
y=x 2’2

-— _ |3 2 1,1 V2

AD -\/(5‘1) +( “2 =Jiti= f

A drea do paralelogramo [OABC] é \/_x\/_ £ = 2 (unidades de drea).

97.
a1) V(—1,—-3), portanto, a abcissa do vértice é —1.

a2) Uma equacdo do eixo de simetriaé x = —1.
as) A concavidade esta voltada para cima.

a,4) Dado que um dos zeros é 2 e o eixo de simetria do gréfico de f é areta de equagdo x = —1, entdo o outro
zeroé —1—3 = —4 . Os zeros sdo 2 e —4.

as) Atendendo ao sentido da concavidade do grafico e aos zeros da fung¢do, conclui-se que:
fx)<0e=xe]—42]
CS.=1-4,2[

b;) Tem-se: f(x) = a(x + 1) —
Como o ponto de coordenadas (2,0) pertence ao graficode f, 0 = a(2 + 1) —
1

0=a(2+1)2—3<=>3=9a<=>a=§

Uma expressdo analitica que define a fungdo é: f(x) = %(x +1)2-3.

b;) O ponto de interse¢do do gréfico da fungdo f com o eixo das ordenadas é o ponto de coordenadas

0,7(0)) .
8

1 1
f(())=§(0+1)2—3=§—3:_§

o 8
Entdo, o ponto tem coordenadas (0, _5) .

98.

. n , ABx0C x 0C —
A area do triangulo é ; dado que AB = 2, tem-se =2&0C=2.
Por outro lado, abcissa do vértice do graficode f é 12L3 2 .

Entdio, f(x) = a(x — 2)? + k . Recorrendo as coordenadas de €(0,2) e de A(1,0), tem-se:

2=a(0-2%+k _ (2=4a+k _ (2=—4k+k _ (2=-3k _ -3
{o=a(1—2)2+k‘:’{o=a+k = el L2
"3

. - - S 2
Assim, as coordenadas do vértice do grafico da fungdo sdo (2, — 5) .
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99.
a)

20
10 20+x

y

Como foram gastos 100 m de rede, tem-se x + y + (x + 20) = 100

x+y+(x+20)=100= -y=x+x+20—-100 < y =80 — 2x
A drea do jardim é a diferenga entre a drea do retangulo de dimensdes y e x + 20 e a area do retangulo de
dimensdes 20 e 10.

y(x +20) —20 x 10 = (80 — 2x)(x + 20) — 20 x 10 = 1600 + 80x — 40x — 2x? — 200 =
= —2x% + 40x + 1400
a(x) = —2x2% + 40x + 1400

b) A drea maxima é o maximo absoluto de a, que corresponde a ordenada do vértice.
2 . L. , —b , —40
Sendo y = ax* + bx + c, a abcissa do vértice é e Neste caso, é - = 10.

Entdo, a ordenada do vértice é a(10) = —2 x 100 + 40 x 100 + 1400 = —200 + 400 + 1400 = 1600 .

Logo, a drea maxima é 1600 m?.

100.

a)3x?-26<1=3x2-27<0

Calculos auxiliares: 3x2 — 27 = 0 & 3x?2 =27 & x? = % ex=+V9=x=-3vx=3

O gréaficode y = 3x? — 27 é uma parabola com a concavidade voltada para cima; ent3o,
3x2-27<0e=x€]-3,3]

CS.=]1-3,3[

b)4x? >9 < 4x2 -9 >0

9 3 3
Sx=t[-&x=—-Vx=-=
4 2 2

Célculos auxiliares: 4x?> —9 =0 4x? =9 & x? =

NI

O grafico de y = 4x2 — 9 tem concavidade voltada para cima; entdo, 4x2 —9 >0 < x € ]—00, —;[ u E +00[.

N\wl
7l
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2 2
c)3x>x?<=>3x—x?>0

Calculos auxiliares:

3 xZ—O(:) (3 x)—m:» —0V3—r—0eox=0Vx=15
X 5— X R = X = 5_ X = X =

2 2
O grificode y = 3x — x? tem a concavidade voltada para baixo; entdo, 3x — x? >0 x€]0,15].

C.S.=1]0,15[

0 15
d)3x?-11x <4< 3x>—-11x—4<0
) 11++V121+4x3 x4 11++v169 11+13 1
3x“—11lx—4=0=x = 6 <=>x=T<=)x= Sx=—=Vx=4

O grificode y = 3x% — 11x — 4 tem a concavidade voltada para cima; ent3o,

3x2—11x—450=>xe[—§,4].

cS. = [—%,4]

,
[SF1[=N

e)x?+7>5x = x*>*-5x+7=>0

Calculos auxiliares:

2 5+,(-5)2—-4x1x7 5++/25 — 28 54+vV=3
x*=5x+7=0x= X1 (:)xz—z (:)xz—z

A equacido é impossivel; o grafico de y = x2 — 5x + 7 tem a concavidade voltada para cima e n3o interseta o
eixo Ox ; por isso, a fungdo definida por y = x? — 5x + 7 é positivaem R.

CS. =R

—_—
f) Célculos auxiliares:
—12+4+.(-12)2 -4 x 3 x 12 —12 ++144 — 144
3x2+12x+12 =0 x = £V(-12) o x = — =
2%X3 6
—12
S x = e S x=-2

A equagdo tem apenas uma solugdo; o grafico de y = 3x?+ 12x + 12 =0 tem a concavidade voltada para
cima e vérticeem V(-2,0).
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Entdo, 3x?+12x+ 12 <0 x =-2.
C.S.={-2}

g)dx—-5>x> —x2+4x-5=>0

Calculos auxiliares:

M ar 5 ey AEVEDTAXEDXED) | —44V16-20
2x3 6
—4+V-4
6
A equagdo é impossivel; a fungdo definida por —x2 + 4x — 5 ndo possui zeros e o seu grafico tem a concavidade

=X =

voltada para baixo; entdo, a condigdo —x? + 4x —5 > 0 é impossivel.

CS.=0

hy(x+2)?-2x—-1)2x+1)>5ox*+4x+4—(4x*-1)>5
S x?+4x+4—-4x2+1-5>20 —3x%>+4x >0

Calculos auxiliares:

4
-3x’+4x=0=x(-3x+4)=0=x=0V-3x+4=0=x=0Vx ==

3
O graficode y = —3x? + 4x tem a concavidade voltada para baixo; entdo, —3x2 +4x >0 & x € [O,%] .
4
CS. = [0,5]
4
0 3
101.
122 12 144 12
a)g(12)=—_-+—-="-+-=3+2=5

Ao meio-dia estavam 5 litros de gas téxico no ar da oficina.

b) O problema é traduzido pela condigdo g(t) > 8At € [8,20].

(t)>8e 1t2+1t 8>0
4 8" "6

Fotocopiavel © Texto | M¥T 10 429



Calculos auxiliares:

t2 ot —8 ++v64 + 1536 —8+ 40
E+g—8=0(=)t2+8t—384=0<=>t= - 5 (=)t=T_<=>t=16Vt=24

. . - t? ot . . ~
A parabola que é o graficode y = % + P 8 tem a concavidade voltada para cima; entdo,

t> ot
gtz 8> 0 t€]-w,—24[U]16,+0o]

O conjunto-solucdo do problema é (]—o0,—24[U]16,4+[) N [8,20] =]16,20] . O ambiente tornou-se
irrespiravel a partir das 16 h.

102.
a) f ndo é quadriticase m? —4=0.
m*—4=0eom=+tVAeom=-2vm=2
A fungdo f ndo é uma fungdo quadraticase m € {—2,2}.
b) f tem um Unico zero se a equagdo f(x) = 0 tiver uma Unica solugdo. Essa situagdo surge se f(x) for um
polindmio do 1.° grau, ou se, sendo um polinémio do 2.° grau, o binédmio discriminante for 0 (A = 0).

2

f(x) é um polindbmio de 1. grause m* —4 =0, ouseja,se m=2 ou m = —2.

O binémio discriminante é zero se b?> —4ac = 0.

b2 —4ac=0=32-4m?>-4)=029-4m?+16=0=29-4m?+16 =0

) ) 25 25 5 5
S —4me=-25em =T(=)m=i T@ m=—EVm=—

5

~ . 5
Portanto, a fungao tera apenas um zero se m € {_E’ -2, 2,5} .

c) f é sempre positiva se a parabola correspondente estiver voltada para cima e ndo intersetar o eixo Ox, o que
significa que o coeficiente de x? tem de ser positivo e a fungdo n3o deve possuir zeros, ou seja, A< 0 .

2 _ 2
Entdo, {SYZn—4i?rr?2—4)x1 <0 {rzns __fm>20<o
Calculos auxiliares:
m*—4=0 m=-2vm=2
25—-4m? =0 m=—ng=

5

2

Entdo: m? —4 >0 me€]—o0,—2[U]2,+o[ e 25—4m? <0 @me]—oo,—g[u]g,+oo[.
5

Portanto, m € (]—o0, —2[ U ]2, +0[) N (]—oo,—;[ U E +ooD &S me ]—oo, —g[ U E +oo[.
d) Afungdo f tem dois zerosse A > 0, ou seja, se 25 —4m? > 0 e é negativa entre os zeros se a concavidade
do gréfico estiver voltada para cima, ou seja, se m? —4 > 0.

Recorrendo 3 alinea anterior, tem-se: m € (J—o0, —2[ U ]2, +[) N (]—;,;D S meE ]—;, —2[ U ]2,;[ .
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103.

a) A expressdo define uma fungdo cubica de coeficientes: a =2, b=0,c=-1ed=1.

b) A expressdo n3o define uma fungdo cubica.

~ . ~ - . . x3  2x?  x . - ~
c) A expressao define uma fungdo cubica; a expressdo é equivalente a 7_T+E cujos coeficientes sdo:

1 1
a==,b=-1,c=-ed=0.
2 2
d) A express3o n3o define uma fungdo clbica; a expressdo x2(x — 1) — (x — 1)?x é equivalentea x2 — x .
e) A expressdo define uma fungdo cubica; a expressdo é equivalente a —4x3 + 4x2 — x cujos coeficientes sdo:

a=—-4,b=4,c=-1ed=0.

f) A express3o define uma fungdo cubica; a expressdo é equivalente a 8x3 — 12x2 + 6x — 1 de coeficientes:
a=8,b=-12,c=6ed=-1.

104.

a) Os zeros da fungdo s3o as solugdes da equagdo f(x) =0: x3-8=0=x3 =8 x = V8o x=2.
A fungdo tem um unico zero que é 2.

b) Os zeros da fungdo sdo as solugdes da equagdo f(x) =0: x> —2x=0=x(x?2-2) =0
ex=0vxt-2=0=2x=0Vx’=2ex=0Vx=+V22x=0Vx=—2Vvx=+2.

Os zeros s3o: —V/2,0e V2.

2x3 — x2

¢) Os zeros da fungdo sdo as solugdes da equagdo f(x) =0: =0ex*2x-1)=0s
<=>x2=OV2x—1=O<=)x=OV2x=1<=>x=0Vx=%.

Os zeros sao: 0 e %

d) Os zeros da fungdo sdo as solugdes da equagdo f(x) =0: 2(x+ 12 —x)(x—-3) =0
x+1=0v2—-x=0vVx—-3=0=x=—-1vx=2vx=3.

Os zeros sdao: —1,2 e 3.

3
C e @+ =0ex+l=0s

e) Os zeros da fungdo sdo as solugdes da equagdo f(x) =0:
Sx=-1.

A fungdo tem um Unico zero que é —1.

f) Os zeros da fungdo sdo as solugdes da equagdo f(x) =0:
x?+1D)(x+3)=0=x*+1=0Vx+3=0< x =-3 (reparaque aequacdo x>+ 1 =0 éimpossivel)
A fungdo tem um Unico zero que é —3.

g) Os zeros da fungdo s3o as solugdes da equagdo f(x) =0: 2x3+x?—x =0 = x2x?2+x—-1) =0

-1+V1+8

ex=0V2x?+x—-1=0= x=0Vx = 2

1
O<=>x=0Vx=EVx=—1

~ 1
Os zeros sdo: —1,0 e >
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h) Os zeros da fungdo sdo as solugdes da equacdo f(x) = 0. Para resolver a equacdo —x3 +4x2—5x+2=0
comegamos por descobrir um zero. Ja sabemos que, se o polindmio f(x) tiver raizes inteiras, serdo divisores de 2,
ou seja, s6 podem ser +1 ou +2.

Tem-se, por exemplo, f(1) = —-14+4—-542 =0 e, portanto, f(x) é divisivel por x — 1.

Entdo, —x3+4x? -5x+2=0= (x—1D(—x*+3x-2) =0

-3+v9-8

- =0e=x=1Vvx=1vx=2¢&

&x—1=0V—=x?+3x—-2=0=x=1Vx=
Sx=1vx=2

Os zeros sdo: 1 e 2.

105.
a) A expressdo da fungdo pode ser escrita na forma: f(x) = a(x —z;)(x — z,)(x — z3) , sendo z;, z, e z3 0s
zerosde f .Entdo, f(x) =a(x+2)(x —1)(x—2).

f(—l)=4<=}a(—1+2)(—1—1)(—1—2)=4<=)6a=4<=)a=§

A funcdo é definida analiticamente por:

() =2+ D - D -2) =2 (0 ~ (1) = 2% — 227 —Sx b2
fx—3x x x =z x =3zX’ —3x -gx+g
b) Recorrendo a informag3o sobre as raizes de f(x), tem-se f(x) = a(x + 1)?(x — 2) .

Recorrendo ao teorema do resto, sabe-se que f(—3) = 10.
1
f(—3)=10(=)a(—3+1)2(—3—2)=10(=)a><4><(—5)=10(=)—20a=10<=>a=—5
A fungdo é definida analiticamente por: f(x) = —%(x +1)2%(x—2) = —%x‘?’ + %x +1.

¢) A raiz 0 pode ter multiplicidade 1 ou 3. No caso de ter multiplicidade 1, f(x) pode ser, por exemplo, da forma
ax(x? + 1) . Recorrendo ao teorema do resto, tem-se f(—1) = 2,ouseja, a(-1)((-1)?+1) =2 <

o -2a=2a=-1.

Afuncdo f pode ser definida por f(x) = —x(x? + 1) . No caso de a raiz O ter multiplicidade 3, tem-se

f(x) = ax® e, como f(—1) = 2, conclui-se que f(x) = —2x3.

106.
a) Oszerosde f sdo—2, 1 e 3e f(0)=2.
Entdo, f(x) =a(x+2)(x —1)(x—=3)Af(0) =2.

2=a(0+2)0-1D(0-3)=2=6a=a=

~ UJlP—\

A fungdo é definida analiticamente por f(x) = % x+2)(x—1D(x-3).
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b) Os zeros de g sdo—2e 1, sendo —2 raizduplae g(0) = —4.
Entdo, g(x) = a(x +2)?(x —1) Ag(0) = —4.
—4=a(0+2?%0-1) o -4=-4dasa=1

A fungdo é definida analiticamente por g(x) = (x + 2)?(x — 1).
c) Oszerosde h sdo1e4,sendo1raizduplae h(2) =1.

h(x) =a(x —1)?(x—4)Ah(2) =1

1
1=a(2—1)2(2—4)(=>1=—2a<=>a=—5

A funcdo é definida analiticamente por h(x) = —%(x - 1)?(x—4).

107.
a) A fungdo tem dois zeros que sdo numeros simétricos (a e — a) e, portanto, o grafico de f tem de intersetar
o0 eixo das abcissas em dois pontos simétricos em relagao a origem do referencial.

b) Os zerosde g sdo a—1, a e a+ 1, portanto, sendo A(a—1,0), B(a,0) e C(a+1,0), tem de ser
AB =BC.

c) Afungdo h sétem um zero (a) e o grafico apresentado é de uma fungdo com dois zeros.

d) O Unico zero da fungdo é a ; ora, no grafico apresentado, o zero da fungdo é um numero positivo, mas, entao,

o grafico, teria de comecar por ter a concavidade voltada para baixo, pois a também é o coeficiente do termo
de grau 3 do polinémio que define a fungdo j .

108.
Axd<dxreoxd-4x<0ox(x?-4)<0
Calculos auxiliares:

X’ —-4=0x=-2vx=2

x=0

Num quadro, registamos os zeros e a variacdo de sinal de x ede x? — 4.

x —0 -2 2 +o0
- | - - 0 + + | +
x? —4 + |0 - - - 0| +
Produto - 0 + 0 - 0 +

Portanto, x3 < 4x & x € |—o0,—2[U]0, 2] .

CS.=]—o0,-2[U]0,2[

b) Na condicdo (1 —x2)(x +2) = 0, o primeiro membro ja estd decomposto em fatores.
Calculos auxiliares:

1-x?=0=x=-1vx=1

x+2=0=x=-2
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x —0 -2 -1 1 +o0
1—x? - | - - 0 + 0| -
X+ 2 - 10 + + + | +
Produto + 0 - 0 + 0 -

Portanto, (1 —x2)(x+2) >0 x € |—o0,—-2]U [-1,1].

C.S.=]—o0,—2]U [-1,1]

Ox3+8>0=x>V-8x>-2

¥} +8>0= x€]-2,40[

CS.=]-2,4[
dx(x?-2)>x?=2x(x?-2)—x*>0=x(x*-2-x)>0=2x(x*—-x—-2)>0

Calculos auxiliares:

1+v1+8 1+3 1-3
X’—x-2=0x=—"——x= Vx= Sx=2vVx=-1
2 2 2
X —o0 -1 0 2 00
x - | - -~ 0 + + | 4+
x2—x-2 + | 0 - - - 0| +
Produto — 0 + 0 — 0 +
x(x?=2)>x*> ©x €[-1,0]U[2,+o]
CS.=[-1,0]U[2,+x[
e)%(xz—l)Sx3—x@%(xz—1)Sx(xz—l)@%(xz—l)—x(xz—l)SO(:)
1
<=>(x2—1)(5—x)so
Calculos auxiliares:
¥*-1ex=-1vx=1
E—X:()(:)X:E
1
X —0o0 -1 — 1 400
2
x% -1 + 0 - — - 0 +
! + |+ + 0
> X
Produto + 0 — 0 + 0 —

Portanto, %(x2 —-1)<x3-xeoxEe€ [—1,%] U [1,+oo[.

cS. = [—1,%] U 1, +oo[
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f) (2 — x)(x — 3)? < 0; nesta condi¢do, o primeiro membro ja estd decomposto em fatores.
Calculos auxiliares:
2—x=0=x=2

(x—3)Ye=x-3=0=x=3

x —0 2 3 +oo
2—x + 0 - - -
(x — 3)? + |+ + 0| +
Produto + 0 - -

2-x)(x-3)2<0=x€]2,+o[\ {3}

g2x3+2<(x+1)V eo2x3+2<x*+2x+1o2x3—x2-2x+1<0
Se 2x3 —x2 — 2x + 1 tiver uma raiz inteira, s6 poderd ser —1 ou 1.

Tem-se 2x (-1)3—(-1)?-2x(-1)+1=-2-1+2+1=0; portanto, decompondo o polinémio
2x3 —x?2 — 2x — 1 em fatores:

2 -1 -2 1
—1 -2 3 -1
|2 -3 1 [0=R

Entdo, 2x3 —x?2-2x+1<0= (x +1)(2x*-3x+1)<0.
Calculos auxiliares:

x+1=0=x=-1

3+v9-8 1
2x°-3x+1=0=x= eSx==-Vx=1
4 2
1
X —o0 -1 — 1 00
2
x+1 - |0 + + + + | +
2x2 —3x+1 + |+ + 0 - +
Produto — 0 + 0 — 0 +

Portanto, 2x3 +2 < (x + 1)? © ]—o0,—1[ U %, 1[-

CS. = ]—o0,—1[U E 1[

109.a(x+1D(x—2)(x—3)>0= (x+ 1)(x —2)(x —3) <0 (pois a < 0)
Calculos auxiliares:

x+1=0sx=-1

x—2=0x=2

x—3=0=x=3
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X —0o0 -1 2 3 +oo0
x+1 - |0 + + + + | +
x =2 - | - - 0 + + | 4+
x—3 - - - - - 0 +
Produto - 0 + 0 - 0 +

Portanto, a(x + D(x —2)(x—3)>0&= (x+ D(x—2)(x—3) < 0= x € |-, —1[U ]2,3].
CS.=]-00,—1[U]2,3[

110.

a) Os zeros inteiros de f sdo divisores do termo independente de f(x) e, portanto, sé podem ser +1 ou +2.

Verificando, por exemplo, que —1 e 1 sdo zeros de f(x), podemos usar estes zeros para decompor f(x) em

fatores.
2 3 —4 -3 2
-1 -2 -1 5 -2
2 1 -5 2 0=R
1 2 3 -2
2 3 -2 0=R

Portanto, 2x* +3x3 —4x?-3x+2<0= (x + D(x—-1)(2x*+3x—2) < 0.

Calculos auxiliares:

-3+vV9+16 -3+5 -3+5 -3-5
T@x= 4 =X = 4 Vx= 7

2x°4+3x—-2=0=x= =

Sx==-Vx=-2
xzx

x+1=0=x=-1
x—1=0=x=1

1

Os zeros da fungdo f sdo:—2,—1 '3 1.
1
X —00 -2 -1 - 1 +o0
2
x—1 - — — — — — — 0 +
x+1 - | - - 0 + + + + |+
2x2+3x -2 + 0 — — - 0 + + +
Produto + 0 — 0 + 0 — 0 +

Portanto, f(x) <0 & x €[-2,—1]U E, 1] .

cs.=[-2,—-1]u E 1]

436 Fotocopiavel © Texto | M¥T 10



b) f(x) = x* +3x3 — 4x = x(x3 + 3x2 — 4)
Facilmente se conclui que 1 é raiz do polindmio x3 + 3x? —4 e utilizamos essa raiz para decompor este
polindmio em fatores.
1 3 0 —4 0
1 1 4 4 0
1 4 4 0] 0=R

Entdo, x* +3x3 —4x <0 x(x—1)(x*+4x+4)<0.

Calculos auxiliares:

-4 ++16—-16
(=

X H+4x+4=0=x= 2

x=-2
Portanto, x* +3x3 —4x <0 x(x —1)(x +2)? <0.

Os zeros da fungdo f sdo: —2,0,1, sendo —2 uma raiz dupla.

X —o0 -2 0 1 +00
x - | - - 0 + + | 4+
x—1 - - - - - 0 +
(x +2)2 + |0 + + + + | +
Produto + 0 + 0 - 0 +
f)<0e=xe{-2}u[0,1]
cS.={-2}u]0,1]
c)Seja f(x) = (x+1)?(x —2)3.
Os zeros da fungao sdo —1 e 2, com multiplicidade 2 e 3, respetivamente.
x —00 -1 2 +oo
(x + 1)2 + |0 + + | +
(x —2)3 - - - 0 +
Produto - 0 - 0 +

f(x) <0 x €]-x,2]
C.S. = ]—oo,2]

111.

a) Os zerosde f sdo—2,0,2e3e f(1)=1.

Entdo, f(x) =ax(x —3)(x —2)(x +2)Af(1) =1.
f(1)=a(1—3)(1—2)(1+2)(=)1=6a<=>a=%
Afungdo f é definida analiticamente por f(x) = %x(x —-3)x—-2)(x+2).
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b) Os zeros de g sdo —2 e 1, sendo —2 e 1 raizes de multiplicidade 2,e g(0) = 1.
Entdo, g(x) = a(x +2)?2(x —1)2Ag(0) =1.

1
g(0) = a(0 +2)2(0 — 1)? <=)1=4a<=>a=1

A fungdo é definida analiticamente por g(x) = %(x +2)%2(x —1)%.

¢) Os zeros de h sdo —3 e 1, sendo que estas raizes tém multiplicidade impar, e f(0) = 3.

Poderia ser h(x) = a(x +3)3(x — 1) Ah(0) =3 ou h(x) = a(x +3)(x — 1)3 Ah(0) = 3, mas, a analise da
mudanca do sentido da concavidade do grafico, sugere, acertadamente, que a primeira hipdtese é a correta.

3 1
h(0)=a(0+3)3(0—1)<=>3=—27a<=>a=—ﬁ(=)a=—§
A funcgdo é definida analiticamente por h(x) = —%(x +3)3(x-1).
112.
a) Tem-se f(1) =0 e, também, recorrendo ao teorema do resto, f(—1) = —4 . Portanto:
f=0 a+b—9=0
{f(—l) =—4‘:’{—a+b—9= —4

Resolvendo o sistema,

O I R S I e

b;) Tem-se f(x) = 2x3 + 7x? — 9 e sabemos que 1 é zero de f . Entdo, recorrendo a regra de Ruffini:

2 7 0 -9
1 2 9 9
\ 2 9 9 0=R

Portanto, 2x3 +7x%2 -9 = (x — 1)(2x®>+9x +9) .

Determinemos as raizes do polindmio do 2.° grau, recorrendo a formula resolvente.

—9++/81-72 —-9++9 -9+3 -9-3
2x2+9x+9=0=x = Sx=——"oSx= Vx = PN
4 4 4 4
6v 12 3v ;
Sx=—— =——Sox=—z = -
X 4 X 4 X 2 X

Entdo, 2x2+9x +9 =2 (x + g) (x +3) e, finalmente, 2x3 4+ 7x2 -9 =2(x — 1)(x + 3) (x + g) .

b2)

X —co -3 —E 1 +o00
2

x—1 — — — — — 0 +
x+3 - 1o + + + + |+

3
x+= - | - - 0 + + |+

2
Produto — 0 + 0 — 0 +

438 Fotocopiavel © Texto | M¥T 10



b3) Comecemos por assinalar os pontos de interse¢do com os eixos: P(—3,0), Q(1,0), R (— %, 0), 5(0,-9).

Dado que o coeficiente do termo de grau 3 é positivo, sabemos que o grafico comeca por ter a concavidade
voltada para baixo.

O grafico terd melhor qualidade se determinarmos as coordenadas de mais alguns pontos do grafico.

b,) O grafico da fungdo h definida por h(x) = f(x) + k obtém-se por meio de uma translagdo vertical
associada ao vetor ¥(0,k) . Da observacdo do gréfico da fungdo [, conclui-se que, para que a fun¢do h tenha
apenas um zero e ele seja negativo, é necessario deslocar o gréafico de f de modo que a imagem de S tenha
ordenada positiva; dado que a ordenada de S é —9, conclui-se que k € 19, +oo] .

113.

a) As abcissas dos pontos de intersegdo sdo as solugdes da equagdo f(x) = g(x).

f=gx)eox3+x?—dx=2x(x—-1Deex3+x?-4x=2x*-2xox*-x*-2x=0

-1++v1+8
<=>x(x2—x—2)=0<=>x=0Vx2—x—2=0<=>x=0Vx=__—2<=>

-1+3

Sx=0vx=-1vx=2

Sx=0vx =

Calculemos, por exemplo, g(0), g(—1) e g(2) para obtermos as ordenadas dos pontos de interse¢do dos
dois graficos:

g(0)=0
g(=1) =4
g2)=4

As coordenadas dos pontos de intersecdo sdo: (0,0), (—1,4) e (2,4).

b) O poligono determinado pelos trés pontos da alinea anterior é um tridngulo.

Representando esses pontos num referencial e observando que dois dos vértices tém a mesma ordenada, somos
levados a tomar [AB] para base; consequentemente, a altura vai ser a ordenada dos pontos A e B.
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3X4
2

=6.

Portanto, Area[ABO] =

O perimetro é dado por OA + OB + 4B .
04A=\(-1)2+42=+17, 0B =22 +42=+20=25, 4B =3
O perimetro &, portanto, 3 + 2+/5 + /17 (unidades de comprimento).

114.
a) Vamos determinar a drea do tridngulo [BCD] tomando [BC] para base; a altura serd [0D] .

. L 1x2 . .
Portanto, a area é - = 1 (unidades de area).

b) Os zeros de f sdo—1,2e3.
O grafico da fungdo h definida por h(x) = f (g) obtém-se aplicando ao grafico de f uma dilatagdo horizontal

- 1
de coeficiente += 2.
2

Os zeros de h sdo, portanto, —2, 4 e 6.
O gréfico da fungdo j definida por j(x) = f(—x) obtém-se do gréfico de f por meio de uma reflexdo de eixo
Oy.

Os zeros de j sdo, portanto, —3, —2 e 1.

¢) O grafico da fungdo t definida por t(x) = f(x — k) obtém-se aplicando ao grafico de f uma translagdo
horizontal associada ao vetor ¥(k,0) . Observando o grafico de f, concluimos que a imagem de B tem de ter
abcissa negativa e a abcissa da imagem de C tem de manter-se positiva; portanto, a fungdo t tem um zero
positivo e dois zeros negativosse —3 < k < —2.

d) As coordenadas do ponto do grafico de f que tem abcissa 1 sdo (1, f(1)) .

1+1DA-2)1-3) _ 4
3 T3

Tem-se f(1) =

Seja E (1,%) .
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-0

A reta definida pelos pontos A(—1,0) e E (1,%) tem declive m = T < =i g; a sua equacao reduzida é da

forma y = %x + b .Dado que 0= g X (—1) + b , conclui-se que a ordenada na origem é b = g ; portanto,

~ . , 2 2
a equacgdo reduzidadaretaé y = 3X + 3
As coordenadas dos pontos de intersecao sao solugdes do seguinte sistema:

(x+1D(x—2)(x—-3)
y =

3 3y=(x+1Dx—-2)(x—3)
‘:’{3y=2x+2 <

2 .2
y=3*T3

2x+2=(x+1)(x—2)(x—3) 2+ D) —-(x+Dx—-2)(x—-3)=0
{3y=2x+2 @{3y=2x+2 <

{:}{(x+1)(2—(x—2)(x—3))=0@{x+1=0v2=(x—2)(x—3)@{x:—lv2=x2—5x+6@

3y=2x+2 3y=2x+2 3y=2x+2
SE 7 5+3
{x=—1Vx2—5x+4=0 x:—]_sz—Si 2516 x=—1Vx=T
(=1 _ = 2 = =
3y=2x+2 2% + 2
3y=2x+2 y = 3
x=4 x=1
x=-1
‘:’{y=o VY 10V 4
y=3 U~T3

Areta AE interseta o gréficode f nos pontos A e E e no ponto de coordenadas (4, ?) .

115.
Comecemos por determinar os zeros da fungao g :
8x2 + 10x — 2x3

=0=8x2+10x—-2x3=0=xBx+10-2x?) =0

5
—8+ /64 + 80 -8 ++/144
©x=0v8x+10—-2x’=0=x=0Vvx = __4 <=>x=0Vx=__—4<:>
—-8+12 —-8-12
<=>x=0Vx=_—4Vx=_—4<=>x=0Vx=—1Vx=5

Portanto, a abcissa do ponto P pertence ao intervalo 0, 5[ .

, 0(0,0) e Q(0,y) detal modo que OP = PQ.

. 8x2 + 10x — 2x3
Sejam P (x,—)

De acordo com a igualdade anterior, os pontos O e @ formam uma base sobre o eixo Oy e desse modo o
ponto P serd um ponto pertencente a mediatriz do segmento [0Q] e, assim, a ordenada de Q ¢é
_2(8x2 + 10x — 2x3)
= - .

Fotocopiavel © Texto | M¥T 10 441



A area ser3, entdo, determinada pela fungdo a, cuja expressdo é:

2(8x?% + 10x — 2x3) y

a(x) = g x _ x(8x% + 10x — 2x3)

2 5

No referencial seguinte esta uma representacdo do gréfico de a e assinalado o ponto A, onde é atingido o valor
maximo da area do tridngulo [OPQ].

[EXE]:Show coordinates
¥1 =((3§5ﬂ“[3]+1 0x2-2x*(4)).5),[0,5]

aar
250
20-
15¢
10r

5_

I 1 F] 3 4 M
£=3.67Y8448536 ¥=33.46381608

A drea mdxima é atingida quando x = 3,7.

116.
fA)=12=1;f(2)=2=1; f(3) =32=9; f(4) =5 = 2.Entdo D’ ={1,2,9}.

117.

a) Como —1 é racional, g(—1) = _71 .Como V4 é racional, g(\/Z) = \/Z—Z =1.Como /5 éirracional,

6
2 2v/5 6 6 - 3 1 1 2 9
V5) =-—===—.Como - é racional (—)=i=—.Como—éirracionaI (—)=—=2n.Como — |- é
g( ) V5 5 5 AT 2 5 T » 9\7 1 4
T
_ 2 3
. 9 4 2 3
racional, g| — =5 =53

b) Da defini¢do da fungdo g, conclui-se que as imagens dos racionais sdo racionais e as imagens dos irracionais
sdo irracionais.

2 2 243 . . L , , 2V3
—=\/§(=)x=—=—,ouseja,oobjetocwa imagem é \/§ e —.
x V3 3 3
x 2 4 . . .. , 2 , 4

EZE(:”C =§,ou seja, o objeto cuja imagem é 3 é 3

x 1 1 . . .. , 1, 1

- =—-& x =—=,0Useja, 0objeto cujaimagemé —= é ——.

2 4 2 4 2
118.

a)f(—V2)=(—V2)' —1=2-1=1; f(V2) =2vZ—1; f(3) =6—-1=5;
f@+2)=2@?*+2)—1=2a*>+4—-1=2a%+3
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b)f(x) =8 (x?—1=8Ax<0)V(2x—1=8Ax>0)
Temse: x2—1=8Ax<0=x2=9Ax<0=x=+/3Ax<0=x=-3.

2x—1=8/\x20<=>2x=9/\x20<=)x=5

Os objetos que possuem imagem 8 sdo: —3 e g.
9
cs.={-32}

c) Seja f|[—z3] - O gréfico da fungdo é constituido por parte da parabola da equagdo y = x? —1 e parte da reta
deequagdo y=2x—1.

O vértice da pardbola é o ponto de coordenadas (0,—1) e a parabola interseta o semieixo negativo Ox no
ponto de coordenadas (—1,0).

f(-2)=(-2>-1=3

O gréfico da restri¢do de f aointervalo [0,3] é um segmento de reta de extremos (0, f(0)) e (3,(3)).

f(0)=-1
f(3)=5
O gréfico da restrigdo de f aointervalo [—2,3] é:
‘ N ‘
i)
11 '

D,fl[—2,3] =[-1,5]

119.

a1) As solucdes da equacgdo sdo as abcissas dos pontos do grafico de ordenada —1; esses pontos sdo P(—3,—1)
e Q(1,-1).
CcS.={-3,1}

a,) As solugbes da inequagdo sdo as abcissas dos pontos do grafico com ordenada menor do que —1.

CS.=[-4,-3[v]1,3[
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b)

4 ol \4 3 X
A B C

g(—m) é aordenada do ponto do gréfico de abcissa —m (ponto A).

A reta de equagdo y = g(—m) interseta o grafico da fungdo em trés pontos, A, B e C . Portanto, a equagdo
tem trés solugBes que sdo as abcissas desses pontos.

c) A funcdo é injetiva em qualquer intervalo contido em [—4,0],em [0,2] ouem [2,3].

d)
p —4 0 2 3
Min. P Max. N Min. P
g —2 2 —2

e) A fungdo g é definida por ramos: no intervalo [—4,0] é definida por uma fungdo afim e, no intervalo ]0, 3|
¢ definida por uma fung¢do quadratica.

Seja A(—4,—-2) eseja B(0,2);tem-se E(‘L, 4) .0 declive dareta AB é1eelaintersetaoeixo Oy em 2.
Portanto, a equacgdo da reta que contém [AB] é y=x+ 2.

O grafico da fungdo quadrética é parte da parabola com vértice V(2,—2) e que passa em (0,2) e, portanto,
tem equagdo y = (x —2)2 —2.

A fungdo g:[—4,3[ — R é definida por:

C(x+2 se x € [—4,0]
g(x) _{(x—Z)Z—Z se x € ]0,3[

120.

Vamos comegar por determinar as coordenadas de A e de B .O ponto B, ponto de interse¢ao com o eixo Oy,
tem ordenada h(0) = 6. Conclui-se que B(0,6) .

A abcissade A é asolugdo da equagdo h(x) =0.

Tem-se: h(x) =0 (x3+x2—2x=0Ax<0) V(x2—4x+6=0Ax=0).

, 4 + 16— 24 4+=8
X —4x+6=0(=)x=f(:)x=7
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Esta equacdo é impossivel, e, portanto, ndo existem zeros em ]R{B’ .
X +x2-2x=0=2x(x*+x-2)=0=2x=0Vx’+x—-2=0

-1+v1+8
—

Ora, (x=0Vx=1Vx=-2)Ax<0sSx=-2.

Sx=0vx= x=0vx=1vx=-2
Conclui-se que A(—2,0) . Tem-se E(Z, 6) e, portanto, myp = g =3.
Assim, a equacdo reduzidade AB é y=3x+6.

Areta r paralelaa AB e que passa no ponto P tem equagdo reduzida y =3x — 6.

As coordenadas dos pontos C e D sdo as solugdes do sistema:

— 42 _ LA — 2 _ 2 _ —
{y—x 4x+6(:){3x 6=x 4x+6‘:){x 7x+12—0(:)

y=3x—6 y=3x—-6 y=3x—6
7+vV49 —4x12 7 £ V49 — 48 _7%1
e{X= 2 = x=T=) x_T =
y=3x—-6 y=3x—6 y=3x—6
(:){x=4v{x=3
y=6"(y=3

Entdo: B(0,6), C(4,6) e D(3,3).

Representando os pontos num referencial, o facto dos pontos B e C terem a mesma ordenada, sugere que se
tome [BC] para base.

Desse modo, a diferenca entre as ordenadas de B ede D,ouseja, h =6 —3 = 3, é a altura do triangulo.

St
642 1
D
L ]
1
ol 1 3 x
. A , ~ 4%3 . ,
A area do triangulo é, entdo, A = = 6 (unidades de area) .
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121.
e O grafico da fungdo f é a reunido de duas semirretas com declives simétricos e origem no ponto de
coordenadas (2,0) . A fungdo f é definida por f(x) =alx —2|. 0O ponto (0,1) pertence ao grafico de f,

entdo, 1 = a|0 — 2| e, portanto, a =% e, assim, f(x) =%|x -2].

e O grafico da fungdo g é a reunido de duas semirretas com declives simétricos e origem no ponto de
coordenadas (1,1) . Afungdo g é definida por g(x) = alx — 1| + 1.0 ponto (0,3) pertence ao graficode g,
entdo, 3=al0—1|+1,ouseja, a =2 e, assim, g(x) =2|x—1|+1.

e O grafico da fungdo h ¢é a reunido de duas semirretas com declives simétricos e origem no ponto de

coordenadas (—1,3) . A fungdo h é definida por h(x) =alx+ 1| +3 .0 ponto (0,2) pertence ao grafico
de h,entdo, 2=al|0+ 1|+ 3,ouseja, a=—1 e, assim, g(x) =—[x+ 1|+ 3.

122,

-2(—x+1)+1 sex—1<0_{2x—1 se x <1

f(x)=—2|x—1|+1<=>f(x)={_2(x_1)+1 sex—1>0 |-2x+3 sex=>1

3
—2x+1 sex<-=
_ ol _(—2x+3-2 se2x—3<0 _ 2
g =l2x=31-2 2 g0 = {7577 se 2x—3>0 3
2x—5 se x ==
2
123.
5
3—|5-2x| =3—|2x 5] =—|2x—5|+3=—2|x—z‘+3
. 5 - - ~ 5 5 , . . .
Assim, f(x) =-2 |x _E| + 3 . O vértice do grafico da fungao é V(E’3) ,areta x = 5 €eixo de simetria,
a imagem de zero é —2 e as semirretas estdo «voltadas para baixo», pois a = —2..

Reunindo toda a informacéao, obtém-se o grafico:

124.

a) Observe-se que o grafico da fungdo f é constituido por dois segmentos de reta contidos numa reta de declive
—1 e ordenada na origem é —2 e numa reta paralela ao eixo Ox .
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Assim, o grafico é:

—f(x) se f(x) <0
fx)  se f(x)=0"

grafico de f nos pontos de ordenada maior ou igual a zero.

b) A fungdo g é definida por g(x) = |f(x)| = { Portanto, o gréfico de g coincide com o

A parte do gréfico de f que esta abaixo do eixo Ox aplica-se a reflexdo de eixo Ox .
f(=x) sex<O0
f(x) sex=0"
f nos pontos de abcissa maior ou igual a zero. Dado que a fungdo h é par (h(—x) = f(|—x|) = f(lx]) = h(x)),
o gréfico de h é simétrico em relagdo ao eixo Oy .

Afungdo h é definida por h(x) = f(|x]) = { Portanto, o grafico de h coincide com o gréfico de

Os gréaficos de g e h sdo:

A
1-
ol 3 P
h
—f(x) se f(x)<O0 —x—2 se —4<x<-2

Sgx)=1x+2 se—-2<x<0
2 se0<x<4

mm=vun={ﬂ@ e Fo0 =0

f(—=x) se —4<x<0

h =1 =) g isey Sh@=-2, xel-44

125.
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126.

A x| =2=x=-2vx=2

O conjunto-solugdo é C.S. = {-2,2}.

b)lx| -3=V2e |x|=V2+3©x=—2-3Vvx=v2+3

O conjunto-solugdo é C.S. = {—\/f— 3,V2 + 3}.
olx|+3=V2e|x|=v2-3

Dado que V2 — 3 é um ndimero negativo, a equacdo é impossivel.

CS.=0
dx3|=8e=x3=-8vxi=8e=x=3-8vx=V8e=x=-2vx=2
O conjunto-solugdo é C.S. = {-2,2}.
e)[1-2x|-3=0=|1-2x|]=3=1-2x=3V1l-2x=-3Sx=—-1vx=2
O conjunto-solugdo é C.S. = {-1,2}.
fllx—-1=2-3x=x-1=2-3xvVx—-1=-243x)A2-3x=20
<=>(4x=3v—2x=—1)A—3x2—2<=><x=ZVx=l)/\xsz<:>x=l

2 3 2

O conjunto-solucdo é C.S. = {%} .

g)I5x—1|=1|7x+5| = 5x—1=7x+5v5x—1=-7x -5 -2x=6V12x = -4 &

S x=-3Vx=—
x x 3

O conjunto-solucdo é C.S. = {—3, —%} .

h)x2—4lx| +3 =0 |x|2—4|x| +3 =0 & |x| = 2E¥16-12 “26‘12<=>|x| 4;2 x| = 22

Slx|=1vi|x|=3ex=-1vx=1vx=-3Vvx=3

O conjunto-solucdo é C.S.={-3,—1,1,3}.

x| <V2ex>-V2Ax<2

O conjunto-solucdo é C.S. = ]—\/7,\/7[ .
Mi-3-32001-32301-2<-3vi-I230-J<4v-I>20x>8vi<—4
O conjunto-solugdo é C.S. = |—o0, —4] U [8, +oo| .

k) |2x]+4>0< |2x| > —4

Esta condicdo é universal. O conjunto-solugdo é C.S. = R.

)|-2x|<4= |2x| <42 2x> 4 2x<4Sx>-2Ax<2

O conjunto-solugdo é C.S.=1-2,2][.
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m)x2+1|-520 |x2+1|>25ex2+1>25x2-42>0

Calculos auxiliares:

X>’—4=0=x=-2Vx=2

Portanto, x> —4>0< x < —-2vx>2.

O conjunto-solugdo é C.S. = ]—o0,—2] U [2, o[ .

nN4—|2x—3|=21e —|2x—-3|=-3<|2x—3|<3©2x—3>-3A2x—-3<3
S 2x20N2x<6x=>20Ax<3

O conjunto-solucdo é C.S.=[0,3].
0)[x?=5|<4=x?-5>—4Ax?-5<4x?21Ax*<9=x?-1>0Ax*>-9<0
Temos de resolver duas inequacdes do 2.° grau.

Calculos auxiliares:

x!-1=0=x=-1vx=1

x’-9=0=x=-3vx=3

A condigdo é equivalentea: (x > -3Ax<3)A(x<-1vx=>1).

v

O conjunto-solugdo é C.S.=[-3,—1] U [1,3].

p)|x2+5x—3|>3 = x?+5x—3<-3Vx?+5x—3>3x?+5x<0Vx?2+5x—6>0
Trata-se da disjunc¢do de duas inequagdes do 2.° grau.

Calculos auxiliares:

x> +5x—6=0=x=—-6Vx=1

x> +5x=0=x=-5Vvx=0

x> +5x <0 e x€]-50[

x> +5x—6>0 x €]—00,—6[U]1,+oo[

O conjunto-solugdo é C.S. = ]—o0,—6[ U |—5,0[ U |1, +oo[.

Q) x?—3x+5|<2x*-3x+5=>-2Ax*-3x+5<2=x*-3x+7=20Ax*—-3x+3<0
Trata-se da conjugacdo de duas inequagdes do 2.° grau.

Calculos auxiliares:

) 3+v9-12 3++v-3 3—+v-3

x*=-3x+3=05x=—F7""-8SSx=—"7"7-—"-VX=—""—
2 2 2

) 3++v9-—128 3+v-17

x—3x+7=0(:)x=T(:)x=T

O grafico de y = x2 — 3x + 7 é uma parabola com a concavidade voltada para cima que n3o interseta o eixo Ox ;
portanto, a condi¢do x%2 — 3x + 7 > 0 é uma condigdo universal.
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O grafico de y = x2 — 3x + 3 é uma parabola com a concavidade voltada para cima que n3o interseta o eixo Ox ;
portanto, a condi¢do x2 — 3x + 3 < 0 é uma condigdo impossivel.

Como a conjugacado de uma condi¢do impossivel com qualquer condi¢ao é uma condi¢do impossivel, a condicdo
|x2 —3x + 5| < 2 é impossivel.

CS.=9

r2x2+5x+3| <3 2x2+5x+3>-3A2x>+5x+3<3<2x>+5x+6>0A2x>+5x <0

Calculos auxiliares:

—5iv25—32(:) 3+v-21
X=——""

2x°4+5x+6=0=x=
X X X 2 2

2x2+5x=0<=>x=0Vx=—E

O graficode y = 2x? + 5x + 6 é uma parabola com a concavidade voltada para cima que n3o interseta o eixo Ox ;
portanto, a condi¢do 2x% + 5x + 6 > 0 é universal.

O grafico de y = 2x2 + 5x é uma parabola com a concavidade voltada para cima que interseta o eixo Ox nos

pontos de abcissa —ge 0; portanto, a condi¢do 2x? + 5x < 0 é equivalentea x € [—g, 0] .
O conjunto-solucdo é C.S. = [—g, 0] .

s)2x—5|>2x+1|© 2x—-5)2>2x+1)? @ 4x?2 - 20x+ 25> 4x’ +4x+ 1
S -24x > 24 x<1

O conjunto-solucdo é C.S. = ]—oo,1].

t)2x—5/>3x+1]| © 2x—-5)?2>Bx+1)? ©4x> -20x+ 25> %%+ 6x + 1 &
& —5x%2—26x+24>0

Calculos auxiliares:

—5x2—26x+24=0<=>x=26im=}x=26i34(=>x=—26+34Vx=—26_34<=)
—-10 —-10 -10 -10
26 + 34 26 — 34 4
S x = 10 Vx= 10 <=>x=—6Vx=§
O grafico de y = —5x2 —26x + 24 é uma pardbola com a concavidade voltada para baixo e, portanto,

o conjunto-solugdo é C.S. = ]—6,%[ .

127.
f=gx)e|x+2|=4-2x| o x+2)?>=A-2x)=ox*+4x+4=16—16x + 4x* &

—20++v400 — 144 -

& —3x2420x—12=0= —3x24+20x—-12=0=x = ¢

o216 -4 =36 2.
X = 6 x—_6 x—_6 x—3 X =

O conjunto-solucdo é C.S. = {%, 6} .
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fO>gx)e |x+2|>4-2x| o (x+2)?>@-2x)2 = —3x2+20x—12>0

Como a parabola de equacdo y = —3x2 + 20x — 12 esta voltada para baixo, o conjunto-solu¢do da condi¢do
~3x2 +20x—12>0 é CS.= 5,6/ .

No referencial seguinte estdo representadas graficamente as fungdes f e g .

yA . /

B

Os graficos intersetam-se nos pontos A e B cujas abcissas sdo as solugdes da equagdo f(x) = g(x) .

As solugdes da inequagdo f(x) > g(x) sdo as abcissas dos pontos do segmento [CD].

128.

Dado que 1 e 3 sdo solugdes da condigdo |ax — b| = 4, tem-se:

la—b|=4A|3a—b|=4=(a—-b=4Va—-b=—4)ANBa—-b=4V3a—-b=-4) <

a—b=4% a—b=4 a—b=-4 a—b=-4
Ga poaVGabe 0 l5apoa v Sy @
a=0 a=—4 a=4 a=0
v Evlhoevihcy
Dado que a # 0, concluimos que ha duas hipoteses: a =—4 e b=—-8oua=4e b=28.
129.
a) Considere a seguinte representacdo de f .
4
Slc
1..
Ol 1 A\ 4 /B X

As abcissas dos pontos de interse¢do com o eixo Ox sdo os zeros de f .
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f(x) 0 |5x;20|

nada do ponto de intersegdo com o eixo Oy é f(0) =7.

—3=0<=)|5x—20|=6(=)5x—20=6V5x—20=—6(=)x=%Vx=% e a orde-

Vamos tomar [AB] para a base e, portanto, a altura correspondente é [0C] .

26 14
. i , \T—35)%X7 84 42 . ,
A area do tridngulo é % ==z = 8,4 (unidades de &rea).

b) A funcdo é decrescente no intervalo |—,4] e é crescente em [4,+oo[. A fun¢do possui minimo absoluto
igual a —3, atingidoem x = 4.

c) O grafico da fungdo g é obtido do grafico de f por translagdo associada ao vetor v¥(—3,0) , seguida de
reflex3o relativamente ao eixo Ox e seguida de translacdo associada ao vetor (0, 2) .
O contradominio de f é ointervalo [—3,+] ; o contradominiode g é]—,3 + 2].

Portanto, D'y = ]—o0,5] .

130.

O grafico da fungdo f é o representado a encarnado e o grafico da fungdo g é o grafico representado a azul.
Tem-se:

f(x)={_x+2_2 se x—2<0 {—x se x <2
x—2—-—2 se x—2=0 x—4 se x=2

Portanto, areta DA é aretade equacdo y = —x eareta DC éaretadeequagdo y=x —4.

(x)_{B—(—x—l) se x+1<0 {x+4 se x <-—1
g\ = 3—(x+1) se x+1=>0 —x+2 se x=>-1

Portanto, areta AB éaretadeequagdo y=x+4 eareta BC éaretadeequagao y = —x+ 2.

As retas DA e BC sdo paralelas pois tém ambas declive —1 e as retas AB e DC sdo paralelas pois tém ambas
declive 1. Por outro lado, as retas AB e DC sdo perpendiculares as retas DA e BC porque as primeiras sao
paralelas as bissetrizes dos quadrantes impares e as segundas sao paralelas as bissetrizes dos quadrantes pares.
Portanto, o quadrilatero [ABCD] é um retangulo.

Sabemos que B tem coordenadas (—1,3) e que D tem coordenadas (2,—2) , pois sdo os vértices dos
graficos g e f, respetivamente. As coordenadas de A sdo a solu¢do do sistema constituido pelas equagées das
retas AB e DA :
{y=x+4 {y=x+4 {—x=x+4 {—2x=4 {x=—2
= = = =
y=-x y=-x y=-x Yy =-—x y=2

Entdo, A(=2,2), AB=/(-1+2)2+(3-2)2=v2 e DA=+/(-2-2)2+ (2+2)? =32.

Portanto, a area do tridngulo [ABCD] é V2 x /32 =64 = 8 (u.a.).

452 Fotocopiavel © Texto | M¥T 10



131.

- ~ x . 1 .
a) O grafico da fungdo é a reunido de dois segmentos de reta com um extremo no ponto V (_E’O) e declives

simétricos. Tem-se f(0) =1 e, portanto, a representagdo grafica da fungdo é:

b) A fungéo é limitada, pois Vx € Df,0 < f(x) <5.

c¢) Dado que as retas de equagdes y = 3 e y = 5 sdo paralelas, o quadrilatero [ABCD] é um trapézio.

A
D s C
A 31 /B
14
3 Of 1 2 *

As abcissas dos pontos de intersecdo do grafico da fungdo com a reta de equagdo y = 3 sdo as solugbes da
equagdo: [2x+1]|=3; |2x+1|=3=2x+1=-3Vv2x+1=3x=-2vx=1.

Portanto, A(—2,3) e B(1,3).

De modo idéntico se conclui que C(2,5) e D(—3,5), pois a equagdo |2x + 1| =5 é equivalente a
x=-3vx=2.Temse AB=1-(-2)=3, DC=2-(-3)=5 e a altura do trapézio [ABCD] ¢
5-3=2.

~ 5+3 . .
Entdo, Atrapézio = % X 2 = 8 (unidades de area).

d1) Consideremos as fungdes assim definidas: v

hi(x) =f ()Z_C) d

ha() = =y () = £ (3)

X

hs(x) = hy () +3 = —f (5) +3 = h(x)
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d,) Afungdo h é crescente no intervalo [—6,—1] e é decrescente no intervalo [—1,4] .

Tem maximo (absoluto) igual a 3, atingido em —1, e tem minimo (absoluto) igual a —2, atingido em —6 e em 4.
N&o tem outros extremos.

132,

O grafico da fungdo f pode obter-se aplicando ao gréfico de y = v/x a translagdo associada ao vetor %(2,—1) ;
entdo, f(x) =vx—2-1.
O grafico da fungdo g pode obter-se por meio da reflexdo de eixo Oy do grafico de y = Vx , seguida da

translagdo associada ao vetor ¥(4,1) ; entdo, g(x) =/ —(x—4) + 1.

133.
Vit2—-l1l=yeoVx+2=y+1lex+2=FF+1)i’2sx=(Q+1)?%?-2

A fungdo inversa de h é a fungdo definida por h™2(x) = (x + 1)2 =2, com Dj-1 = D'y, = [-1,+[ e
D'p-1 = Dy = [—2, 400l .

x2=yAx€]-0,0l & x=[y

A fungdo inversa de k é a fungdo definida por k™1(x) = —Vx,com Dj,-1 = D'y = [0,+0[ e

D'y-1 = Dy = ]—,0].

14Vi—x=yoVi—-x=y-1e4-x=(y-1)2x=4—(y—1)?

A fungdo inversa de j é a func¢do definida por j71(x) =4 — (x — 1)?, com Dj-1=D";=[1,+oo[ e
D'j-1 = Dj = |—00,4].
2-(x—1D?=yArx2lex-1D!=2-yrx2lex—1=2-yrx21leox=2—-y+1

A fungo inversa de t é definidapor t™2(x) =vV2—x+1,com D;-1 = D'y =]—,2] e
D'i-1 = Dy = [1,400] .

134.

a)V3—-2x=393-2x=92x=-6<x=-3. CS.={-3}

2++4-4
- &

b)V2x —1=x=2x-1=x*ox*-2x+1=0=x = >

x=1

Verificagdo: V2 x 1 —1 = 1 é uma proposigio verdadeira.

CS.={1}

)V2x+1+4+3=0<+2x+1=—-3.Estaequagio é impossivel. C.5.= @
dV3x+1l-1l=xeVBx+l=x+1=3x+1=x+1)? =3x+1=x*+2x+1ox’-x=0
Sx(x—-1)=0e=x=0vx=1

Verificagdo: v3 X0+ 1—1 =0 é uma proposi¢do verdadeira. V3 X1+ 1—1 =1 é uma proposigdo
verdadeira.

CS.={0,1}
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e)Vl-2x—Vx+13=0=V1-2x=Vx+13=1-2x=x+13 -3x =12 x = —4

Verificagdo: \/1 —2 X (—4) —vV—4+ 13 = 0 é uma proposi¢do verdadeira.
CS.={-4}
fl2x+V2—x=1eV2—x=1-2x=2—-x=(1-2x)’=2—-x=1-4x+4x*’ &

3+V9+16 3+£5
—

1
S 4x?-3x—1=0=x= . x==—ex=1vx=—;

Verificacdo: 2 X1+ +v2 —1 =1 é uma proposicao falsa, portanto, 1 ndo é solucdo.

2 X (— %) + /2 + % =1 é uma proposicao verdadeira.
1
cs.={-1}

g 2x=5-Vx2+2x—15Vx2+2x—15=5-2x =>x*’+2x—-15=(5-2x)? &
22484480 _ 2242 _

Sx24+2x—15=25—-20x+4x2 = 3x2 -22x+40=0=x = c & x c

10
(=>x=?Vx=4

2
Verificagdo: 2 X ? =5-— \/(?) +2X ? — 15 é uma proposicdo falsa.

2x4=5—+42+2 x4 —15 é uma proposicio falsa.

CS.=0

h)Vi2=xox2=x2Ax>0

Reparaque Vx2 = |x| e |x| =x seesése x = 0.

CS.=R{

DViZ—dx+4=2-x /x-2)2=2-xo|x-2|=2-xo|x—2|=-(x—2);
ora, [x—2|=—(x—2) seesése x—2<0,ouseja, x <2.

CS.=]—00,2]

DVx+1+V2—x=0=x+1=0A2—-x=0=x=—-1Ax=2

Esta condigdo é impossivel.

CS.=0

KVx+1+Vx2—1=0=2x+1=0Ax’-1=0=x=-1A(x=—-1Vvx=1) = x=-1
cS.={-1}

I)\/2x+1—\/2—x=0(=>\/2x+1=\/2—x=>2x+1=2—x<=>3x=1(=>x=§

Verificacao: \/2 X % +1= JZ —é € uma proposicdo verdadeira.
1
cs.={3}
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mvx+1<3Sx+1<9Ax+1>20=x<8Ax=>-1
C.S.=[-1,8]

nN2—-+vl—-x<4 Vl—-x<2+v1—-x>-2.+v1—x designa um nlimero n3do negativo se e sé se
l-x=>20ex<1.

C.S.=]—,1]

ol—V2x+1l>xe V2x+1>x—-1eoV2x+1l<l—x &
<=>2x+1<(1—x)2A2x+120/\1—x>0<=)2x+1<1—2x+x2/\x2—%/\x<1<=)
-2 +4x<OAx2—Ar<lox(-x+4)<0Axr=—sAx<le

<=>(x<OVx>4)/\x2—%/\x<1

CS. = [—% 0[

pP)Vx+14+V3—x>0x+1=>20A3—-x=>20x>-1Ax<3
C.S.=[-1,3]

PVxr+1+V1l—-x2>0= (x+1>0A1—-x?>0)Vvx=1o(x>-1A-1<x<1vx=1
CS. =]-1,1]

NVx>xex>20Ax>2x2ox>20Ax—x>>202x>0A0<x<1
C.S.=[0,1]

135.

a)g0)=4=+V-a+2=4eoVa=2-a=4=a=-4

b)g(x) =3 Vxr+4+2=3=Vxt+d4=1x+4=1=x=-3
b)glx)=2x e Vx+t4+2=2x=Vx+4=2x-2=x+4=02x-2)*
Sx+4=4x>-8x+4 I —4x’=0=x(9—-4x) =0 x=0Vx=z
Verificagao:

VO +4 42 =0 é uma proposigio falsa.

VO+4+2=2 X% é uma proposicao verdadeira.

9 9 /9 25 5 9
C.S.={Z}, g(z)= Z+4+2=\/;+2=E+2=E
O ponto do grafico de g cuja ordenada é igual ao dobro da abcissa tem coordenadas G,g) .
136.

Aho)(x) =hlj(x)]=h(V5+x)=V5+x—1e(oh)(x) =jh()]=jx—-1) =V5+x—-1=V4+x.
Entdo, Ax E R:(hoj)(x) # (o h)(x) e, porisso, h e j ndo sdo permutaveis.
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b)h(x)=jx) ox—-1=V5+x=x—-1)?2=54+x=ox?-2x+1=5+x=x>-3x—4=0

3+Vv9+16 3++v25
—_— S X =

> > x=4vx=-1

& x =
Verificacao:

4—1=+54+4 ¢é uma proposicdo verdadeira; —1 —1=+v5—1 é uma proposicao falsa. Portanto, a Unica
solucdo é 4.

Os graficos de f e de g intersetam-se num ponto de abcissa 4.

137.
a)Tem-se: 3=aV16+b e 5=aV9+b (x éexpresso em milhares). Resolvendo o sistema:

3=aV16 +b 3=4a+b b=3-4a b=3—4a b=11
{5=a\/§+b @{5=3a+b@{5:3a+3—4ac>{a=—2 <:>{a=_2

b)—Z\/E+11<2<=>—2\/§<—9(=>\/§>§<=>x>i—1.0numerom|’nimoé E;—1><1000+1=20251.

138.
a) A(10) = /180 — 3,6 x 10 = V180 — 36 = V144 = 12 . O nimero de clientes é 12 000.

b) 6 =,/180 — 3,6p & 62 =180—3,6p<=>3,6p=180—36<=>p=%<=>p=40.0pregoseréde40€.

) A(x) = B(x) < /180 — 3,6p = 15 — 0,3p = 180 — 3,6p = (15 — 0,3p)? <
& 180 — 3,6p = 225 — 9p + 0,09p2 < 0,09p% — 5,4p + 45 = 0 &

54 ++/29,16 — 16,2 54+ 3,6
= L p =
0,18 0,18

Quer 10 quer 50 sdo solugdes da equagdo A(x) = B(x) , mas, no contexto do problema, sé 10 faz sentido.

Sp S p=10vp =50
Assim, o preco é 10 €.

d) A receita é dada pelo produto do nimero de unidades vendidas pelo precgo por unidade. A receita de MatA é

dada por Ry(p) =p x./180—3,6p e a receita de MatB é dada por Rz(p) =p X (15—-0,3p) , com
p € ]0,50][ . Conclui-se que é o MatA que permite obter uma maior receita.

Recorrendo a calculadora, conclui-se que o maximo de R, é aproximadamente igual a 258 199 e o maximo
de Ry €187 500.

[EXE]:Show coordinates [EXE]:Show coordinates
Wl=x(S(180-3.6x)) Pe=x(15-0,3x)

10 0 i ] 10 — W
K=33.33333268 ¥=208.1088887 E=25 ¥=187.b
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139.
Os pontos que distam 5 unidades de P pertencem a circunferéncia de centro P e raio 5.
A equagdo reduzida dessa circunferéncia é (x —3)?+ (y +5)? = 25.

9 18

Os pontos pedidos tém coordenadas: (—1,—2) e (— i ?) .

As coordenadas dos pontos da reta r que distam 5 unidades de P s3o as solugdes do sistema

{(x—3)2+(y+5)2=25
y =2x

_ 2 2 _ _2)2 _ )2 — 2 _ 2 _
{(x 3)*+(y+5) —25(:){(x 3)*+ (2x —5) —25(:{x 6x+9+4x +20x+25—25(:)

y =2x y = 2x y =2x
9
— V142 — —-14+ 4 =__
Sx2 4+ 14x+9=0 |, o 1 4EVI4T-180  ( TAET Jx=-g  a=-
= = 10 = 10 < v o
y=2x 18 " y=-—
y=2x y=2x y:—?

140.
a) Seja P(x,2x) o ponto do grafico de f cuja ordenada é o dobro da abcissa. Como o ponto pertence ao grafico
da func¢do, entdo 2x = f(x):

VE—2x—1=2xoV5-2x=2x+1=5-2x=2x+ 1)’ 5-2x=4x’+4x+1
—6+V36+64  —6+10

2 — = =
S4xc+6b6x—4=0=x 3 S x 3

Sx=-2V —1
x = x—2

1, ~ - 1
Portanto, apenas 5 é solugdo. Entdo, P (E’ 1) .

Verificacao:

J5—2X%X(=2)—1=2X(—2) éuma proposicdo falsa;

/5 —2X % —1=2 X% é uma proposicado verdadeira.

_ 2
b)y=v5—2x—-1oV5-—2x=y+1e5-2x=(y+1)? & x =L <y2+1)

I 5
, Dpm1 = D'y = [1,+o[ e D'p-1 = D; =]—oo,5].

5— (x + 1)?

A fungdo inversa é definida por f~1(x) = >

141.

a) Pelo enunciado, d(0,4A) =5 e A(x,\/Sx + 1) (pois A é ponto do grafico de f ). Entdo, pelo teorema de
Pitagoras:

2 —_—
x2+(\/5x+1) =25 x2+5r+1=25x24+5x—24=0< x = 5i\/225+96<=>
Sx="""vx= _52_11 & x =3Vx = -8 (3éa unica solugdo de acordo com o enunciado).
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4% (x—3)

> =2x — 6. Como o ponto C tem

Assim: A(3,4), B(3,0), C(x,v5x+1) e, entdo, Apypc)(x) =

abcissa maior do que A, entdo x >3 e, l0go, Dy 13, +oo] .

aBc(x) =

b) Pelo enunciado: Appc)(x) =6 & 2x —6 =6 < x = 6. Aabcissa é 6.

142.

2

A
2

a)y=V2xeo2x=y’ o x=

2
Entdo, f~1(x) = %’ Dg-1 =D’y =[0,+o[ e D'p-1 = Dy = [0, 400

b;) Se o ponto P(x,y) pertence ao graficode f, entdo y =+ 2x, ou seja, as coordenadas de P sdo (2,\/2x) .
Entao:

d(A,P):\/(x—3)2+(\/ﬂ)2=\/x2—6x+9+2x=\/x2—4x+9

b) d(AP)=V6 Va2 —dx+9=V6x?—4x+9=6x2—4dx+3 =0 x = 2EV10"12 ”26‘12<=>

& x =1V x = 3.Entdo, as coordenadas dos pontos sdo (1,f(1)) e (3,f(3)), ou seja, (1, \/7) e (3, \/8) .

bs) Vamos determinar o minimo da fun¢do definida em [0, +oo[ por g(x) = Vx2 —4x + 9 . Esta fungdo atinge
o minimo em 2. Portanto, o ponto do grafico de f mais préximo de A é o ponto de coordenadas (2, f(2)), ou

seja, (2, \/Z) =(2,2).

143.
a)x2—2x—3=0/\x<2@x=¥Ax<2@x=zzﬂ/\x<2=}(x=—1Vx=3)/\x<2<=)
Sx=-1

Conclui-se, portanto, que —1 é um zero de f .

Vx—2-3=0Ax22Vx—-2=3Ax22x—-2=9Ax22x=11
Conclui-se, portanto, que 11 é zero de f .

Os zerosde f sdo—1e1l.
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b) f(66) =66 —2—3 =5
2+V4+32

x2—2x—3=5/\x<2<=>x2—2x—8=0/\x<2<=>x=T/\x<2<=>

S X =

ANx<2 (x=-2Vx=MHAx<2x=-2

A funcdo definida por Vx —2 — 3 é injetiva e, portanto, a Unica solugdo de Vx —2 — 3 = f(66) é 66. Entdo,
as solugBes da equacgdo f(x) = f(66) sdo —2 e 66.

c) Tem-se €(0,1) .0 ponto B é o ponto de coordenadas (0,f(0)); como f(0)=02—-2x0-3=-3,
tem-se B(0,—3). Como A estd a igual distdncia de B e de C, sabe-se que pertence a mediatriz do

segmento [BC] e como B e C tém abcissas iguais, a mediatriz de [BC] é uma reta paralelaa Ox, é areta
-3+1

= —1. Entdo, a ordenada de A é —1. Dado que A pertence ao grafico de f e tem
abcissa superior a 2, a abcissa de A é a solucdo da equacgao Vx—-2-3=-1.
Vx—=2-3=-1o+Vx—2=2ox—-2=4<x=6,logo A(6,—1) e d(A,C) =36 + 4 = 2410 .
Finalmente, Perimetro = d(C,B) + d(4,B) + d(4,C) = 4 + 44/10.

de equagdo y =

144,

2+vV4+12 -2+4
—_— X

a) Zeros da fungdo para x € [-2,1[: —x?+2x+3 =0 x = - — — Sx=—-1vx=3.

Ora, x=—-1vx=3)Ax€[-2,1[ & x = —1.Portanto, —1 ézerode g.

Zeros da funcdo para x€[1,17] : 4—Vx—1=0=Vx—-1=4x—-1=16 = x =17. Dado que
17 € [1,17], conclui-se que 17 é zerode g .

Os zerosde g sdao—1e17.

b)g(x) >0 (—x2+2x+3>0A-2<x<1DV(4—-Vx—-1>0A1<x<17)
Calculos auxiliares:

—x?+2x+3=0=x=-1vx=3

Portanto, —x?+2x+3 >0 x €]-1,3][.
4—-Jx—1>0Vx—-1<4ox>1Ax<17ox€e[1,17]

Entdo, g(x) > 0= x € (]-1,3[n[-2,1D VU [1,17[ = x € ]-1,17]

c)
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d) A fungdo é crescente em [—2,1] e é decrescente em [1,17]; o maximo absoluto é 4, atingido em 1 e o
minimo absoluto é —5, atingido em —2; ndo ha outros extremos.

145.
a)3—-x=2o3-x=8=x=-5
C.S.={-5}

b)2-3¥1-2x=11le-3V1-2x=9=V1-2x=-31-2x=-27T=x=14
C.S. = {14}

OVaZ+3x—1=3e x> +3r—1=27 @22 +3x-28=0 =2 12 o y = 221

Sx=-7Vx=4
C.S.={-7,4}

dxti-V2-1=0exri=Vrl-lox+l=x’-1oxl-x-2=0cx =218

2
1+3
(:)x—T@x——1Vx—2

CS.={-1,2}

eVx+1+Vl—1=0ir+l=-Vxl-1lex+l=-(>0(*-Dex(+x=0x(x+1)=0
Sx=0vx=-1
CcS.={-1,0}

¥xdi+l=x+1eo3+1l=x+1Poxr*+1=(x+1D2x+1) x> +1=x2+2x+1)(x+1)
Sx3+1=x3+3x*>+3x+1o3x*+3x=0=3x(x+1) =0

Sx=0vx=-1

C.S.={-1,0}
3/11—-x 31 X

g)——/ >1 < — >1__<:) ’ —x<-l&—x<-2x=2
[2, 4o

h2+3¥8—x2>0=V8—-x2>-2o8-—x2>-8=16-x2>0 -4<x<4
CS. =]-4,4[

NVx+1+Vx+3>0=2Vx+3>-Vx+lex+3>x-1o2x>-4ox> -2
CS.=[-2,400

146.

_ Apase xaltura __ T X 0,62 x1 _ 3
a) Vcone - 3 - 3 =0,12n (m )
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b)

0,6

Recorrendo a semelhanca de tridngulos, tem-se r = 0,6h e, portanto:
1 0,36
v(h) =3 XX (0,6h)? ><h=T><7r><h2 x h = 0,12mh3

c) Relembra que 1 litro = 1 dm3 = 1000 cm3.

48 000

Entdo: 48000 = 0,127h3 < h3 =
0,121

’48 000 , .
h=" T h = 50,3 . A altura é, aproximadamente, 50 cm.

d) Seja v o volume do liquido no recipiente. Como v = 0,12wh? , tem-se h3 = ofm & h = 3/0:2n . A funcdo

é definida por: h(v) = S/ﬁ, Dy, = [0;0,12rt] e D'y, = [0,1] . O gréfico é:

y,;

147.
a) Zeros da fungdo para x €]—0,0]: Vx—1+2=0=Vx—-1=-2e=x—-1=-8 x = —7.Dado que
—7 € ]—00,0], conclui-se que —7 é zerode f .

Zeros da funcdopara x €]0,+o[: —2x2—x+1=0x =1i_—11;+8(:) x =%Vx = —1. Dado que
%E ]—0,0] e —1 & ]0, +oo[, conclui-se que%é zerode f .
Os zeros de f sdo —7e%.

Aimagemdezeroé f(0)=3Y0—-1+2=1.
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b)f(x) >0 (Vx—14+2>0Ax<0)V(-2x2—x+1>0Ax>0)
Calculos auxiliares:

Vx—1+2>0eVx—1>-2ox—-1>-8=x>-7

—2x2—x+1=0<=>x=—1Vx=§

1
—2x2—x+1>0<=>xe]—1,5[

Entdo, f(x) >0 = x € (]-7,+[ N ]-,0]) U (]—1,%[0 10, +oo[) S xE ]—7,1[.

. ~ . . 1
Conclui-se que a fungao é positiva no intervalo ]—7,5[ .

148.

a) f+9)@)=f2)+g9(2)=0+1=1
a) (f xg)(5) =f(5) x g(5) =—-1x3=-3
as) (f e 9)3) =f(9(3)) =f(2)=0

by) Ds 25y = Df N Dy = {1,2,3,4,5}

b,) D(%) =Dy N{x € Ds: f(x) # 0} = {1,3,5}

bs) D(L) =Drn{x €D, g(x) # 1} ={3,4,5}

g-—1

f X)) =0 f(x) xgx) =0Ax EDsryg = (f(x) =0vgx) =0)Ax€{1,23,45} <

S x=2Vx=4
Repara que a fungdo g ndo tem zeros.

Os zeros sdo {2,4}.

149.

a) (h— (1) = h(1) = f(1) = =2 = (=2) = 0

) (XD =f(-)xg(-1)=—4x1=—4

a)) (f e )3 = f(h(®)) = f(V2-2)=V2-2-3=V2-5

b,) D(%) = Dy, N {x € Ds: f(x) # 0} = [1, +0o[ N R\{3} = [1, +oo[ \ {3}
b2) D(s) = Dy 01 {x € D h(x) # 0} = R [1,+eo[ \ {5} = [1, o[ \ {5}

bs) Dipogy = {x €Dy:g(x) €D} ={x e Rix* > 1} = {x e Rix? — 1> 0} = ]—o00,—1] U [1, +oo[
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150.
a) (-9 =fD-gD)=2-(-2)=4

1

a,) (g) @Q=f2):g2)=1:(-2)=-=

2

bl)D(z) =Drn{xeDyzg(x) # 0} =RNR\{0,3} =R\ {0,3}

b,) D /q) = {x €Dg:g(x) = 0} = ]—00,0] U [3, +o0[
bs) D/, \ ={x € Dp: f(x) # 0} =R\ {3}
()
c) Tem-se que 4 € Dsyy e (f X g)(4) =f(4) X g(4) =—1x4=—4 . Portanto, o ponto de coordenadas
(4,—4) pertence ao graficode f X g.
df+9@Q=fQD)+g9(2)=1-2=-1
e) (fog)(x)=flgx)]=3=9g(x)=0 &x=0vx=3.CS ={0,3}

)f —g)(x)=f(x) —gkx).Assim: f(x) —g(x) =0 < f(x) = g(x) . As solugdes da equagdo sdo as abcissas
dos pontos em que os graficos se intersetam. Os zeros sdo —1 e 3.

g) Pela definigdo: (f X g)(x) = f(x) X g(x) . Assim: (f x g)(x) =20 f(x) x g(x) =0.

x —0 0 3 +o0
f(x) + | 4+ + 0o |-
gx) + 0 — 0 +
f(x) x g(x) + 0 - 0o |-
CS.=]—o0,0] U {3}
h) O grafico de f é uma reta com declive m = —1 e ordenada na origem b =3, logo, f(x)=—-x+3.

O grafico de g é uma pardbola com a concavidade voltada para cima e zeros: 0 e 3, logo, g(x) = ax(x —3).
Como g(—1) =4 tem-se ax (—1) X (—4) =4 < a = 1. Portanto, g(x) = x(x —1) . O dominio de ambas
as fungbes é R.

i) (fxg)x) =f(x)xgkx)=x(—x+3)(x—3)=x(—x?+6x—9) = —x3+ 6x2 —9x . Como o dominio
de ambas as fungbes é R, entdo o dominiode f X g tambémé R.

151.

a) A soma de duas fung¢des afins pode ter um zero, pode ndo ter zeros ou pode ter uma infinidade de zeros,
consoante a soma seja uma funcdo polinomial de grau 1, constante, ndo nula, ou a funcdo nula.

Exemplos:

*Se f(x) =2x+1 e g(x) =—4x+2,afungdo f+ g é definida por (f + g)(x) = —2x + 3, que tem um
zero.

eSe f(x) =2x+1e g(x) =—-2x+2,afungdo f + g é definidapor (f + g)(x) = 3 e ndo tem zeros.

eSe f(x) =2x+1e g(x) =—-2x—1,afungdo f+ g édefinidapor (f + g)(x) = 0 e tem uma infinidade
de zeros.
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b) A soma de uma fungdo quadratica com uma fungdo afim é sempre uma fungdo quadratica e, portanto, pode
nao ter zeros, ter um zero ou ter dois zeros, como se apresenta nos exemplos seguintes.

Exemplos:

eSe f(x)=2x+1 e g(x) =x*+2,afuncdo f+ g é definida por (f + g)(x) = x?+ 2x + 3 e ndo tem
zeros.

eSe f(x) =2x e g(x) =x?>+1,afungdo f + g édefinidapor (f + g)(x) = x? + 2x + 1 e tem um zero.
°Se f(x)=3x+1 e glx)=x?2+x—1,afungdo f+ g édefinidapor (f + g)(x) = x? + 4x e tem dois
zeros.

152.

a) Afungdo f + g ndo tem zeros. Asretas r e s tém declives tém declives simétricos e a mesma ordenada na
origem e, portanto, (f + g)(x) =2b,com b # 0.

A fungdo f — g toma o valor zero na abcissa do ponto em que os graficos das fung¢des se intersetam, pois:
F-9x) =0 fx) —glx) =0 f(x) = g(x)

Neste caso, como os graficos se intersetam no ponto (0, b), conclui-se que0éozerode f—g.
Afungdo f X g tem dois zeros: a e —a .

Fxg)=0=f)xgk)=0=f(x)=0vgx) =0 x=—-aVx=a

O zero da fungdo (g)éozero de f.
f\_ f&) _ _
(5)—0®@—0®f(x)—0/\g(x)¢0=>x—a

b) Como f e g sdo fungbes polinomiais de grau 1, a fungdo f X g é uma fungdo quadratica. O seu grafico é
uma parabola que interseta o eixo Ox nos pontos de abcissa a e —a . Como as retas r e s tém declives de
sinais contrarios, a parabola que é o gréafico de f X g tem a concavidade voltada para baixo. Este pode ser a
representacdo graficade f X g.

1

4

R
-a O| a x

153,
a) D = {x ER:6—x >0} =]-00,6] e Dy ={x € Rix —2 > 0} = [2, +oo]

b) D, = D, N Dy = [2,6]

Zamdeh:M@=4H:2+Vx—2—V6—x=0c$2+Vx—2=V6—x=¢@+Vx—@2=6—xc>
S44+4Mx—24x-2=6—x4flx—2=4-2x=2Vx—2=2-x=4x-2)=2-x)
S4x—8=4—-4dx+x’=x*-8x+12=0=x=2Vx=6

Verificamos que 2 satisfaz a equagao inicial, mas 6 ndo satisfaz essa equagao. Portanto, o Unico zero da funcgdo é 2.
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154.

a)f+)M=fD+g1)=-1+0=-1

a,) (g xf)(=2)=g(-2)xf(-2) =-3x1=-3

as) (£) (=3) = 9(=3) : 2(f(-3)) = —8 : 4 = =2

) (gD =g(f(-D) =g(0) =1

b,) D(g) =D n{x €Dy g(x) # 0} =[-3,3]nR\ {-1,1} = [-3,3]\ {-1,1}

5
bo) D7) = {x € Dy: f(x) 2 0} = [-3,~1] U 3, 3]
bs) D /q) = {x €Dg:g(x) = 0} =[-1,1].(Afungdo g é positiva entre as raizes.)

c) Afungdo f + g é definida por trés expressdes correspondentes aos intervalos [—3,0[, [0,2[ e [2,3].

—x—1 se —3<x<0 —x —x2 se —3<x<0
Tem-se f(x) =4—1 se —3<x<0 entdo, (f +g)(x) ={—x2 se 0<x<?2
2x—5 se2<x<3 —x242x—4 se2<x<3

155.
a) D(r+g) =Dy NDg =R

D(%) =Dyn{xeDs:f(x) # 0} = RNR\ {2} = R\ {2}
b) (f—9g)(x) =0 f(x) —g(x) =0 f(x) = g(x) . As solugdes desta equagdo sdo as abcissas dos
pontos de interse¢do dos dois graficos. O grafico de f é uma reta de declive —1 que passa no ponto de
coordenadas (2,0).

Interseta o grafico de g em trés pontos, portanto a fungdo f — g tem trés zeros.

(5) =0 25—2 =0 f(x) =0Ag(x) #0.Afungdo 5 ndo possui zeros, pois o Unico zero de f, que

é2,também ézerode g .

A xgx) =20 fF(x) xgx) =0

x —o0 -1 2 +o0
f(x) + |+ + 0 |-
g(x) + 0 + 0 —
fx) x g(x) + 0 + 0 +

Entdo, (f X g)(x) =2 0= x € R.
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Tema 5 | Estatistica

Capitulo 1 | Caracteristicas amostrais

Pags. 129 a 136
1.

6
a) Por exemplo, Zn3

n=1

3 7
b) Por exemplo, 2413 ou E .
+n n

n=1 =5

13 3
¢) Por exemplo, Z\/E ou Z\/9+n.
1

=10

2.

4
a) ) K =12+22+32+42=14+4+9+16 =30
k=1

3
b) D (jx2)=1x21+2x22+3x23=2+8+24=34
=

5
C)Z(Zp—l)2=(2><1—1)2+(2><2—1)2+(2x3—1)2+(2x4—1)2+(2><5—1)2=
P
=1+4+9+25+49+81 =165

d)Z[i(i+1)=1(1+1)+2(2+1)+3(3+1)+4(4+1)+5(5+1)+6(6+1)=

=2+6+12+20+30+42 =112

e) D (2m" = (-2 + (=2)2 + (=22 + (=2)* + (=2)° + (-2)® = -2+ 4 -8+ 16 — 32 + 64 = 42

1

3.
a) A proposigdo é verdadeira.

20 20 20 20
b) A proposicdo é falsa. Z(l+k2) = z:1+Zk2 = 20+Zk2

(= S (=

30 30 30
¢) A proposicdo é verdadeira. Z(n+ 2)(n-2) = Z(n’ —4)= an - 120

=1 =1

=1

20 20 2 20 20 20 20 20

d) A proposicdo é verdadeira. Zmz +6r:+ 2 =Z(m+?;) =Z(m+3)=2m+23=2m+ 60=60 +Zm
m+ m=l m+ m=l m=l m=l m=l m=l

mel
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1| & ) 0 1 ) ) 0] 50,
a) 5[2(10;)—7Z;J=§Z(101—7;):2[531}21
i = = A i

b) Z(k 2) +4Zk 2(k2 — 4K+ 4)+Z(4k) Z(kz 4k+4+4K) = Z(kz+4) Zk2+24—

=1 =1 k=1 =1 =1 =1

=Y K +240=240+ > K’

1 el
c)
4 47 Sp +8p+16 o p —8p+16 P +8p+16—p +8p—16 ~al6p 8
Z(p+) Z(p ) sz+ p+ _292 p+ :sz+ p+16-p*+8p _y16p_8y+,
p=1 6 p=1 6 p=1 6 p=1 6 3p=1
d)
80 80 80
> (3m-2m)- 223 +3Zz Z(3x3"—4x2"—2x3"+3x2")=z[(3—2)x3"+(—4+3)x2"]=2(3"—2")

5.

13
a)z__x+z zk E ?_x+ ’_3(@3:—3(:)1 13
P

b) Z(k+x) Z(k+x)<=>2(k+x)+l6+x<=>k2k+z_:x 16+ x

1
<=>15+5x=16+x<=>4x=1(=)x=z

o

o _ 14+18+158+156+16+15+185+1,65+148+168+18+13 _ 192
— — =0 = = 1,6 . A média é 1,6 horas por dia.

=

O Pedro nao cumpriu as recomendac¢des da mae.

7.

a) % = 92+102+10,6+91+108+99+11,1+93+11,2+105+95+10,7+98+10,9 _ 1428
- 14 T 14

= 10,2 . A média é 10,2 km.

b) x = 10,2 . Ent3o, teriam percorrido 20 X 10,2 = 204 km .

8.

a) = 199+182+186+190+184+186+191+194 1512
8

= 1,89 . A média das alturas ¢ 1,89 m.

b) A soma das alturas dos jogadores do primeiro grupo é 15,12 e a soma das alturas dos jogadores do segundo
15,12 + 10,92 _ 26,04
= = 1,86 (m).
14 14

grupode6é 6 X 1,82 = 10,92. Entdo, Xequipa =
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9.
a) Demorou27dias(5+4+9+5+3+1).

b)5Xx8+4Xx9+9x10+5%x11+3x12+1%x13=40+36+90+55+36+ 13 =270
O livro tem 270 paginas.

b)x = 2—770 = 10 . A Filipa leu, em média, 10 paginas por dia.
10.
_ 10,3 + 96 + a + 9,4
Xx=97¢& 2 =97 a+293=388<a=95

0 3.° atleta demorou 9,5 segundos a percorrer os seus 100 m.

11.

a) Soma das temperaturas da cidade A foi 15 X 30 = 450 . Na cidade B ha 6 dias em que a temperatura maxima

foi de mais 1 grau que na cidade A. Entdo, a soma das temperaturas na cidade B foi 456; portanto,

%p = =2 = 15,2 (°C).

b) A média seria 1,8 X 15 + 32 = 59 (°F).

12.
_ _ 8,02+792+811+8,03+7,95+806+7,97+808+811+8,03+799+809 _ 9636
a)x = = = 8,03 (m)
12 12
b)
X 802 | 792 | 811 | 803 | 795 | 806 | 797 | 8,08 | 8,11 | 8,03 | 7,99 | 8,09
d; -0,01| -0,11| 0,08 0 -0,08| 0,03 | —0,06| 0,05 | 0,08 0 —0,04| 0,06
13.
a) Como a soma de todos os desvios em relagdo a média é nula entdo, dy = —0,1.

b) Pela alinea a), diy = —0,1 e x;9 = 6,2 . Entdo, X = 6,2+ 0,1 = 6,3. Amédia é 6,3 | por cada 100 km.

b) Os 10 automdveis consumiram 10 X ¥ = 63 1.

14.

a) Recorrendo as propriedades da soma dos quadrados dos desvios em relagdo a média

§S, =SS, =20000000.

b) Recorrendo as propriedades da soma dos quadrados dos desvios em relagdo a média

SS, = 1,15255y = 1,3225x 20000 000 = 26 450 000 .

Fotocopiavel © Texto | M¥T 10

469



15.

a)f—13+16+17+14+13+14+16+17—120
8

= 15 (sementes por talhdo)

8
b)d; = {-2,1,2,-1,-2,—1,1,2} , entdo 5SS, = > .&f =20 e, finalmente, s, = ==~ 1,69.
i=1

16.

a) A dimensdo da amostra é a soma das frequéncias absolutas, logo, a dimensdo da amostra é 200 valores.

6
le.xnj

s =i _ 150+308+396+507+504+735
b)Amedlaex—T— ~00 =13 e
d 512
S8y = Zn,.(x,.—)?)z =15Xx9+28%x4+33+36+49 x4 =512 efinalmente, s, = 7001~ L6
i
c) Pelas propriedades do desvio padréo: s, = |—% s, = 0,8.
17.

n n
Pelo enunciado, tem-se SSy = §S,,.55, = §§,, & fo -nx* = Zy}—ny’ =
i=1 i=1

n

2 ! 2.6 =¥)
SYXD Y =4t e Y (C-y)=n@E -y e H___=n.

i=1 (72 _yz)

18.

a) Tem-se k = 2, logo, pelo teorema de Chebycheff, a proporgdo de elementos que ndo pertencem ao intervalo

.. . 1
é inferior a T

b) Tem-se k = 4, logo, pelo teorema de Chebycheff, a proporc¢io de elementos que ndo pertencem ao intervalo

.. . 1
é inferior a —.
16

c) Tem-se k = 3, logo, pelo teorema de Chebycheff, a proporgdo de elementos que ndo pertencem ao intervalo

.. . 1
é inferior a >

19.

a) Tem-se k = 2, logo, pelo teorema de Chebycheff, a proporgédo de elementos que ndo pertencem ao intervalo

. 1
é inferior a 2 0que corresponde a 25% da amostra.

b) Tem-se k =5, logo, pelo teorema de Chebycheff, a proporc¢io de elementos que n3o pertencem ao intervalo

. 1
é inferior a 25,0 que corresponde a 4% da amostra.
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20.
a) Tem-se [46,54] =[50 —2 X% 2, 50+ 2 X 2]; entdo, k = 2 e, pelo teorema de Chebycheff, o nimero de

~ . e 1 .
elementos que ndo pertencem ao intervalo é inferior a PR 144 , ou seja, é inferior a 36.

b) Tem-se [46,56] = [50 —3 X 2, 50 + 3 X 2] ; entdo, k =3 e, pelo teorema de Chebycheff, o nimero de

~ . L . 1 o .
elementos que ndo pertencem ao intervalo é inferior a 5 % 144 , ou seja, é inferior a 16.

c) Tem-se [42,58] =[50 —4 X 2, 50+ 4 X 2] ; entdo, k =4 e, pelo teorema de Chebycheff, o niumero de
elementos que ndo pertencem ao intervalo é inferior a % X 144, ou seja, é inferior a 9.

d) Tem-se [40,60] =[50 —5X% 2, 50+ 5 X 2]; entdo, k=5 e, pelo teorema de Chebycheff, o nimero de

~ . L . 1 . .
elementos que nao pertencem ao intervalo é inferior a 75 X 144 , ou seja, é inferior a 6.

e) Tem-se [45,55] = [50 —;x 2, 50 +g>< 2]; entdo, k =g e, pelo teorema de Chebycheff, o nimero de

~ . e 4 e
elementos que nao pertencem ao intervalo é inferior a 75 X 144, ou seja, é inferior a 24.

21.

a) Tem-se [9,11] =[10 -2 X% 0,5; 10 + 2 X 0,5], portanto, k =2 . Entdo, o numero de elementos que ndo
pertencem ao intervalo é inferior a %X 16 , logo, é inferior a 4, o que significa que o nimero maximo de
jogadores fora do intervalo é 3.

b) Tem-se [8,5;11,5] = [10 —3 X 0,5; 10 + 3 X 0,5] , portanto, k = 3 . Entdo, o nimero de elementos que
ndo pertencem ao intervalo é inferior a %x 16 =~ 1,8, ou seja, o numero de elementos que ndo pertencem ao
intervalo é 0 ou é 1; logo, no minimo, 15 pertencem ao intervalo.

No minimo, 15 jogadores percorrem entre 8,5 km e 11,5 km.

22.
O intervalo [11,4 —1,3k; 11,4 + 1,3k] deve conter todos os resultados, excluindo os inferiores a 1. Ora,

10,4 N , . .
114—-13k=1k = T3 < k =8 e, entdo, 0 nimero de elementos que ndo pertencem ao intervalo

P 1 e . L o
[1;21,8] é inferior a = X 120, ou seja, é inferior a 1,875. O nimero maximo de alunos com classificacdo

inferior a 1 é um, como se queria demonstrar.

23.
a) b) c) O primeiro passo é ordenar a amostra. A dimens3o da amostra é 30.
x=1{1,2,4,7,8,9,10,11,13,15,16,17,19, 20,22, 23, 26,27, 28,30,31,34,37,42,43,44, 45,48, 49,50}

30 x 30
[ )
100
P30 = 14 .

=9, entdo, o valor de P;; é a média dos elementos de ordem 9 e 10, ou seja 13 + 15. Portanto,
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45 x 30
.
100

= 13,5, entdo, P,5 é o elemento de ordem [13,5] + 1 = 14. Portanto, P,s = 20.

75 X 30
100

e O terceiro quartil corresponde ao Pys ; = 22,5, entdo, P;5 é o elemento de ordem [22,5]+ 1 =23.

Portanto, P,5 = 37.

24.
Distancia

8;8,5 8,5;9 9:9,5 9,5;10 10;10,5 10,5; 11 11;11,5 11,5;12
cercorrida | B850 | [BSO0 | 19950 | (95100 | | [ [ [ [
Ndmero de 3 15 46 81 84 50 17 4
jogadores

O primeiro passo é determinar a area total do histograma com base nos dados.

A area do histograma é:
05x3+05%x154+05%x46+05%x81+05%x84+05x50+05%x17+05%x4=
=05%x3+15+46+81+84+50+17+4) =150

e O valor do primeiro quartil é o valor P,5, ou seja, éo g

valor tal que a drea do histograma a esquerda da reta de '§D 8 ‘

equagdo x = P,5 éigual a 25% da drea total do 2 ) 1

histograma. > dreap =32 ‘

Dado que 25% de 150 é 150 X 0,25 = 37,5, o primeiro “ ‘5*(6) : 81

quartil é o valor de x tal que a area da parte do

histograma a esquerda da reta vertical que passa em 1]§ ‘

(x,0) éiguala37,5. —34w RSN SN Sl 4 A N ISR S E

Tem-se: 0" 8 85 9 95x 10 10,5 11 11,5 12

Distancia percorrida

0,5%X34+05x15+4+0,5%x46 =32

e

05x3+05%x154+05%x46+0,5%x81 =725
Como 37,5 esta entre 32 e 72,5, x tem de pertencer ao intervalo [9,5; 20[ ; é o valor x — 9,5 que satisfaz a
equagdo 32+ (x —9,5) x81 =37,5.
32+ (x—95)x81=375< (x—95)x81=55<=x =§+9,5 & x =9,5679. P,s =9,568.
Significa que aproximadamente 25% dos jogadores percorreram uma distancia igual ou inferior a 9568 m.
e Calculemos 95% da area total do histograma:

0,95 x 150 = 142,5

Tem-se 0,5x3+05%x15+05x46+4+0,5%x81+0,5%x84+0,5%x50=139,5
e
05x3+05%x15+05%x46+0,5%x81+05%x84+0,5x50+0,5x17 =148
Entdo, o percentil 95 tem de pertencer ao intervalo [11; 11,5[.
Designando o seu valor por x ,tem-se 139,54+ (x —11) x 17 = 142,5.
1395+ (x—11)x17=1425<= (x—-11) x17=3 = «x =%+ 11 & x = 11,1764 . Py = 11,176

Significa que aproximadamente 95% dos jogadores percorreram uma distancia igual ou inferior a 11176 m.
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