[image: logo_preto]DOSSIÊ DO PROFESSOR  MATEMÁTICA A 10
RESOLUÇÃO DO TESTE DE AVALIAÇÃO


PROPOSTA DE RESOLUÇÃO DO TESTE DE AVALIAÇÃO 1

Grupo I
	1) (D)
	2) (C)
	3) (B)
	4) (B)
	5) (D)
	6) (A)
	7) (B)
	8) (B)



Grupo II
1.Se a proposição  é falsa então, por definição de implicação, o antecedente  é verdadeiro e o consequente  é falso; novamente, pela mesma definição, se  é uma implicação falsa então  é proposição verdadeira e  é proposição falsa.


2.Para demonstrarmos a proposição por contrarrecíproco devemos mostrar que é verdadeira a proposição contrarrecíproca da apresentada.
O contrarrecíproco da proposição 
se um número natural n é ímpar então ele não é múltiplo de 6 é se um número natural n é múltiplo de 6 então ele é par.
Provemos que se trata de uma proposição verdadeira, partindo da hipótese um número natural n é múltiplo de 6 e chegando à tese  é par:
Seja  um número natural múltiplo de 6. 
Então existe um número natural  tal que . Ora, . Então  pode ser escrito na forma , para um certo número natural , o que significa que  é múltiplo de 2.
Logo,  é par.


3. 
 
 
 


4.Se os paralelogramos são equivalentes então têm a mesma área. Logo, a área do polígono  é dada por 
 
 
 
 
Como para certos números ,  e , com  e  racionais e  natural primo, temos então que 
,  e 


5.Como  e  são números positivos, podemos escrever as equivalências
 
 
Assim, como obtivemos por equivalências uma proposição verdadeira, fica provado o pretendido.
6. a)  
 


b)  
 


[bookmark: _GoBack]Como  tem grau 3 e  tem grau 4 (pois são os graus dos termos de maior grau, respetivamente) e , então  tem grau .

c)
	   
	

	   
	

	            
	

	          
	

	                      
	



Então o quociente  e o resto  da divisão de  por  são, respetivamente, 
  e  , pois 
.

d) Utilizando a regra de Ruffini, determina o quociente e o resto da divisão de  por .
 ; logo, como os coeficientes da aplicação da regra de Ruffini obtém-se

	
	4
	8
	0
	6

	2
	
	8
	32
	64

	
	4
	16
	32
	70



Então o quociente  e o resto  da divisão de  por  são, respetivamente, 
 e  , pois 
.

e) O polinómio , com  natural ímpar, é dado por , sendo  o seu termo de grau zero. 
Determinemos :
.
Ora, para que  fosse igual a zero , e portanto 2 fosse raiz do polinómio  , teríamos que ter , o que é um absurdo pois é dito que  é um número natural ímpar.
Logo, seja qual for o número natural ímpar , , pelo que  e 2 não é raiz de .
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Grupo I
	1) (A)
	2) (C)
	3) (D)
	4) (A)
	5) (A)
	6) (D)
	7) (A)
	8) (B)



Grupo II
1. 


2. Se  é divisível por  então
 


3. Devemos reescrever a equação na forma , pois assim ficam conhecidas as coordenadas  do centro e o raio .
 
 
 
 
 
Logo a circunferência tem centro no ponto de coordenadas  e raio .


4. a) A equação cartesiana reduzida de  é da forma , em que  é o semieixo menor e  é o semieixo maior. Sabemos também que , sendo c a semidistância focal.
Temos então: 
 , e . Logo, a equação cartesiana reduzida de  é .

b) Por definição de elipse, a soma das distâncias de um qualquer ponto  da elipse aos seus focos é igual ao eixo maior , e neste caso .
Calculemos então a soma das distâncias de  e  aos focos de , e comparemo-la a 26:
 
 
Ora, , que é um valor inferior a 26. Logo,  encontra-se no interior de .
 
 
Ora, , que é um valor superior a 26. Logo,  encontra-se no exterior de .

c)  tem centro na origem do referencial e interseta os eixos coordenados nos pontos , ,
 e  (pois o eixo menor é 10 e o eixo maior é 26). Para além disso, o ponto  está no seu interior, bem como os pontos ,  e ; o ponto  está no seu exterior, bem como os pontos ,  e .
[image: ]
5. a)  e tem coordenadas , ou seja, ;
Então , e como , temos que .

b) Necessitamos de conhecer as coordenadas de um vetor diretor da reta .
Ora,  e tem coordenadas , ou seja, ; logo, uma equação vetorial pretendida pode ser 

c)  tem coordenadas ; como ,  tem coordenadas .
Então o vetor  tem coordenadas , ou seja, .
Para que os vetores  e  sejam colineares deve existir um número real  para o qual , sendo  e, simultaneamente, .
Ora,  e . Como , concluímos que não existe tal número , e portanto  e  não são colineares.

d) Para que um tal triângulo seja isósceles o ponto  deve pertencer à mediatriz  do segmento de reta . Determinemos a sua equação cartesiana:
 
 
 
 
 
Logo, o ponto  é da forma , para um certo .
Para que o triângulo tenha área  o ponto  deve ser tal que , sendo  o ponto médio de .
Como já vimos em a) que  tem norma 5, temos que ; logo, 
 
Fazendo um esboço dos elementos de que dispomos podemos verificar que existem no plano dois pontos que pertencem à mediatriz de  e que distam 5 unidades de :
[image: ]
Determinemos as suas coordenadas.
As coordenadas de  são dadas por 
Seja  um ponto pretendido. Sabendo que  podemos escrever que
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Então os pontos pretendidos têm coordenadas
 e , ou seja,
 e .
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Grupo I
	1) (D)
	2) (D)
	3) (A)
	4) (A)
	5) (C)
	6) (C)
	7) (D)
	8) (C)



Grupo II
1. Se todas as arestas da pirâmide são iguais então as suas faces são 4 triângulos equiláteros e geometricamente iguais ao triângulo . A área pretendida é, então, dada em  por 
[image: ]
Devemos calcular a área do triângulo equilátero  fazendo , onde  e  são, respetivamente, os comprimentos (em cm) do lado e da altura do triângulo .
Utilizando o Teorema de Pitágoras podemos escrever  em função de , pois 
[image: ] 
 
Assim, ,
e 
Para determinar 2 basta observar na figura que  e que  é diagonal de um retângulo dimensões  e  no quadriculado. Assim, obtém-se  novamente por aplicação do Teorema de Pitágoras:
 
.
Logo, a área total da pirâmide  é, em ,
.


2. a) 
 
b) 
c) i. . Logo o domínio de  é o intervalo .
ii. Como  é o conjunto de chegada e o contradomínio de  então  é sobrejetiva; para mostrar que  é bijetiva falta apenas mostrar que é injetiva.
Sejam  e  números reais do intervalo  tais que .
Então .
Logo, como ,  é função injetiva.
Fica então provado que  é uma função bijetiva.
 e a sua expressão analítica obtém-se resolvendo em ordem a  a equação : 
 
Logo, a expressão analítica de  é 


3. a) Determinemos a norma de :
 
Como , temos que
 
 
Então 
 
 
Ora, as duas soluções obtidas são solução da equação
, pois
 
Logo, para  ou para  tem-se que .

b) Observando que o vetor  tem coordenadas , uma equação vetorial de  é , com . Se o ponto de coordenadas  pertence à reta  então existe  tal que
 
 
Logo, sendo , para  tem-se que o ponto de coordenadas  pertence à reta .


4. a) ; ; ; ;
; ; ; 

b)  e .
(Justificação: Seja  um ponto e  um vetor diretor da reta em questão. O vetor  tem coordenadas , ou seja, , e é colinear com  pois .
Então  pertence à reta em questão. Analogamente se prova que  pertence à reta em questão.)
c) Como ,  tem equação cartesiana
.
Visto que a aresta  é definida pela condição cartesiana
, os pontos  de interseção de  com  verificam a condição
 
 
 
 
 
 
 
Então  tem coordenadas . Como a reta  tem a direção do eixo , o plano mediador de  contém o seu ponto médio e é perpendicular ao eixo , ou seja, é paralelo ao plano coordenado , cuja equação cartesiana é . Logo, o plano mediador de  tem equação , sendo  a ordenada do ponto médio de .
Determinemos : .
Então o plano mediador pretendido é definido pela equação cartesiana .
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Grupo I
	1) (A)
	2) (D)
	3) (A)
	4) (D)
	5) (D)
	6) (B)
	7) (C)
	8) (C)



Grupo II
[image: ]1. Fazendo um esboço da situação apresentada, concluímos que pretendemos determinar , sendo  o centro da circunferência e que é, simultaneamente, o ponto de interseção das mediatrizes de  e .
Sendo ,  e , a mediatriz de  é uma reta horizontal de equação , ou seja, ; uma equação cartesiana da mediatriz de  é 
 
 
Então as coordenadas  de  são solução do sistema
 
 
					Porque  e 
 
 
 
Então 
 


2. Pela definição, uma função  é par quando para todo o  do seu domínio, .
Seja  um qualquer número real. Sabendo que , temos que 
. Logo  é uma função par.


[image: ]3.
a) Como  é ímpar e , então . Os restantes pontos do gráfico, de abcissa negativa, são simétricos dos já representados relativamente à origem do referencial.









b) i. Seja  o conjunto dos números reais não negativos. Então
, e , a restrição de  a , é a função definida analiticamente por 
, com . Logo, uma expressão analítica de  é
 

ii. Os zeros de  são  e  tal que . Logo, os zeros de são  e .

iii.  é extremo relativo de  pois é um mínimo relativo de .
De facto, se considerarmos a vizinhança ,  e para todo o  pertencente a , :
- para , ;
- para ,  tem expressão analítica  e tem-se que 
 
 

iv.  é limitada pois é majorada e minorada, por  e  respetivamente.
Vejamos então que ,  para cada parte do domínio de :
	
	
	
	

	 
 
	 
 
 
 
 
 
	
 
	 
 
 
 
 
 




4.
a) Um esboço da representação gráfica de  num referencial cartesiano o.n permite-nos concluir que  tem dois zeros,  e , respectivas soluções das equações  e .
[image: ]
Eis o quadro de sinal de :
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	



b)  é definida analiticamente por duas expressões do tipo , em diferentes partes do domínio.
 é decrescente no intervalo  pois, nessa parte do domínio, é definida por , sendo que neste caso , o coeficiente de , é negativo.

[image: ]c) Um esboço da representação gráfica de  (e da região pretendida) é apresentado ao lado: trata-se da translação de vetor  do gráfico de , sendo que a região pretendida é um triângulo isósceles cuja base tem, na unidade definida, comprimento 2 e a altura comprimento 1. 


Verifiquemo-lo analiticamente:

 
Os zeros de  são  e , respetivas soluções das equações  e .
Logo, são  e , e o comprimento da base do triângulo é .
 e a altura do triângulo é .
Logo, a área da região pretendida é , como se pretendia mostrar.
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Grupo I
	1) (D)
	2) (B)
	3) (A)
	4) (A)
	5) (D)
	6) (C)
	7) (D)
	8) (C)



Grupo II
1. Basta observar o seguinte contraexemplo: para , e .


2. Sabemos que 
Devemos esboçar um quadro de sinal comum às três expressões ,  e  e observar os intervalos onde acontece das três funções serem positivas ou duas serem negativas e uma positiva.
Vejamos:
•  e  é crescente, pelo que é negativa à esquerda de 2 e positiva à direita.
•  e  e  é decrescente, pelo que é positiva à esquerda de  e negativa à direita.
• , com  tem um zero que é 3 (pois 
, mas ) e o seu gráfico tem a concavidade voltada para cima, pelo que  é negativa entre 1 e 3 e positiva de 3 a . Eis o quadro de sinal das quatro funções:
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	Não está definida
	
	
	
	
	

	
	Não está definida
	
	
	
	
	


Logo, 


3.
a) O domínio de  é o conjunto de números reais que para os quais está definida a expressão 
 e isso acontece para todo o número real  tal que , ou seja, . Logo, .

b) Os zeros de  são solução da equação :
.
Logo,  tem apenas um zero, que é o 3.

c) Para obter as possíveis abcissas dos pontos pretendidos devemos resolver a equação 
 
 
 
 
 
Logo existe apenas 1 ponto de interseção, que tem coordenadas , ou seja, .

d)  é crescente em todo o seu domínio, pois para quaisquer números reais  e  tais que , 
.

e) Como , então , pelo que  para todo o .

f) Dilatação vertical de coeficiente 2 seguida de translação de vetor .



g) A figura apresenta um esboço do gráfico de  segundo as características mencionadas.
[image: ]
Podemos concluir que  pois:
- se o domínio mantém-se então não ocorreu nenhuma transformação de direção horizontal;
- se a concavidade está voltada para cima então ocorreu uma reflexão vertical, passando a ;
- como  e o zero de  é 4, deve-se efetuar a translação vertical de  de vetor ; passando então a ;
- como o máximo de  é  e o máximo de  é 1, deve-se efetuar uma contração vertical de  de coeficiente , obtendo-se finalmente  com as características solicitadas.

4. Se o gráfico de  resulta de uma translação do gráfico de  de vetor , podemos, inversamente, considerar que o gráfico de  resulta de uma translação do gráfico de  de vetor .
Logo, a expressão analítica de  é .
Assim, para todo o número real  temos que
,  e 
Como  é uma função ímpar de domínio  então para todo o número real , ; logo,
, como se pretendia demonstrar.
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Grupo I
	1) (A)
	2) (C)
	3) (D)
	4) (C)
	5) (D)
	6) (A)
	7) (B)
	8) (A)



Grupo II
1. 
 
 
 
 
 


2.
a)
	
	

	
	

	
	

	
	

	
	


b)
i. 
 

ii.
	
	
	
	

	
	
	
	

	
	
	
	

	
	
	
	

	
	
	
	

	
	
	
	




iii.


3.
a) 
 
Mediana:
	1 2 2 3 3 3 3 4 5 8 11 11
	12 16
	22 23 37 39 42 45 46 47 51 52 56 60


Mediana 









b) Para a média ser igual a 24 com ,  e , temos os seguintes valores de :
	
	
	

	
	
	

	
	
	

	
	
	

	
	
	

	
	
	

	
	
	

	
	
	

	
	
	



c) i. 

ii. 
Então  é o valor de ordem 
 

d) A afirmação é verdadeira porque a média é uma medida que é afetada pela alteração dos dados. Assim, se os valores apresentam um aumento de 2 h significa que os valores corretos devem vir diminuídos de 2 pelo que a média também vem diminuída de 2.
3
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