Unidade 1

1.1.
Designacdo | Proposicdo
| Portugal X
Il | Portugal é um pais europeu X
1] 42-10 X
IV | 42—10 é um nimero primo X
\% Z<1 X
8
1.2.
Valor légico
Il | Portugal é um pais europeu \'
IV | 42—10é um ndmero primo F
\Y Z<1 \'
8
2.
Valor légico IV.anr
p =D d légico de
ep
~-p
1 é um numero T ndo é um v E
real numero real
V2 ndoéum V2 éum v E
numero racional ndmero racional
J20>5 J20<s F v
As diagonais de As diagonais de
um um
\% F
paralelogramo paralelogramo
bissetam-se ndo se bissetam.
[6_a f1s 4 v ;
9 3 9 3
7? 21 77 <1 F \Y%
7
5<427 5227 v F
7246 627 -5 F v
3.1.
Valor légico
a: 11 é um numero primo Vv
b: \@<7r Vv
c V2 +47=3 F
3.2,
a) ~avb
b) (~c)A(~b)
3.3.
a)Vv b) F Vv
d) Vv e)F v
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4.1.
Proposigées Valor légico
p: N9+25=134 F
g:  Um quadrado é um retangulo Vv
r: Um tridngulo equilatero é isdsceles Vv
4.2.
a) (~pva)nr

(VVV)AV=VAV=V
O valor légico é V.
b) (ga~r)vp
(VAF)VF = FVvF=F
O valor logico é F.
) ~(pa~r)v(ra~q)
~(FAF)V(VAF) =(~F)Vv(F)= VVvF=V
O valor logico é V.
d) ~(~rvp)v~(agr~p)
~(FVF)v~(VAV) =~Fv(~V)=VVvF=V

O valor légico é V.

5.1.
a) ba~a b) cra
c) ave d) (br~c)=(~a)

e) b:[(~a)/\(~c)]

5.2. Se (~a/\c):b é falsa, entdo (~u/\c) é verdadeira e

b é falsa.

Se (~a/\c) é verdadeira, entdo ~a éverdadeira e ¢ é
verdadeira.

Entdo:

a éfalsa ; b éfalsa;c éverdadeira

6.1.

a) ~pr~q b) ~r=g¢q c) (ra~p)=q

6.2.

a) A Rute almoga na cantina ou o Luis ndo vai de bicicleta para a
escola.

b) O Luis n3o vai de bicicleta para a escola e a Vera vai de
autocarro

¢) Se o Luis vai de bicicleta para a escola ou a Rute ndo almoga na
cantina, entdo a Vera ndo vai de autocarro para a escola.

d) Se o Luis ndo vai de bicicleta para a escola, entdo a Rute
almoga na cantina ou a Vera n3o vai de autocarro para a escola.



7.1.
Proposigées Valor légico
a: \2 ésolugdo da equagio x° —2=0 \Y
b: Aequacdo x’—2=0 tem duas solugBes. \
¢ /2 ndoéum numero real F
7.2.

a) Como a e b sdo verdadeiras, a=b é verdadeira.

Assim, conclui-se que (a:>b) Vv ¢ éverdadeira.

b) Como a é verdadeira, c é falsa e b é verdadeira, entdo a=c¢
éfalsa e c=b é verdadeira. Como a conjunc¢éo de uma
proposigdo falsa com uma verdadeira é falsa, tem-se que

(a=c)A(c=b) éfalsa.

c) Repara que:

a|b|c| ~b | ~bvc | ar~b | (~bvc)=(arn~b)

V| VI|F| F F F v

0 valor légico de (~ bv c)=>(an~b) é verdadeiro.

d) ~(a=b)A~(c=b)

. a=b | c=b | ~(a=b) | ~(c=b) | ~(a=b)A
7 E ~(c=b)
V|V |F \Y \ F F F

O valor légico de ~(a:>b)/\~(63b) é verdadeiro.
8.1 ~ba(anb)e ~ba(bra)s (~bab)ras Fras F
O valor légico é Falso.

8.2. av(~avh)e (av~a)vbs (av~a)vbs Vvba V

O valor légico é Verdadeiro.

83. ~ba(avb)e (~b ra)v(~bab)e (~b ra)vFe
S~b Aa

8.4. ~[(~a)a(av~b)]e ~(~a)v~(av~b) =

sav(~anb)e (av~a)a(avb)e Va(avb)< avb

8.5. ~a/\[(avb)/\~b]<:> ~a/\[(a/\~b)v(b/\~b)]c>
o~anr[(ar~b)VF]e ~an(an-b)e (~ana)a-be

SFA~bo F
O valor légico é Falso.

8.6. ~(avb)v(~avb)s (~ar~b)v(~avb)e
S(~av~avb)a(~bv~avb)s (Vvb)A(Vv~a)e

S VAVS V
O valor légico é Verdadeiro.

Introducado a légica bivalente e a teoria dos conjuntos

8.7. (av~b)v(~anb)< (av~bv~a)a(av~bvb)<
<:>(Vv~b)/\(avV)<:> VAVES V

O valor légico é Verdadeiro.

8.8. a/\[(bv~a)/\(~bv~a)]<:> a/\[~av(b/\~b)]c>
<an(~avF)e an~as F

O valor légico é Falso.

9.1.
a|b| ~a | ~anb | ~(~anb)
V|V F F \
VI F|F F v
FlV \ Vv F
FIF| v F v

9.2.Se ~(~a/\b) é falsa, entdo ~aAb éverdadeira.

Assim, ~a éverdadeirae b éverdadeira, donde se conclui
que g éfalsae b éverdadeira.
Ambos telefonaram a Joana.

10. Se ~(b/\~a)/\~a é verdadeira, entdo ~(b/\~a) é
verdadeira e ~a também. Entdo, a éfalsa e (b/\~a) é

falsa.
Como ~a éverdadeira, entdo b é falsa.

Assim conclui-se que a e b sdo ambas falsas.

11.1.

a | ~av(bra) | ~av(bnra)va

< | <|Q
ni<|m|I<| T
< >
<l <|I<|<

\
F
\
\

<|<|m|m

11.2.~av(bra)vas ~avav(baa)e Vv(baa)e vV

12.1.

~a | ~b | (av~b) | (~anb) | (av~b)A(~anb)

nihn < | <| Q
Tni<|Tmi<| ©
<|[<|m|m
<|mi<|m
< T < <
mmi<|m|m
m|m ||,

12.2. (av~b)A(~anb) <=
I:G/\(~G/\b):'V|:~b/\(~0/\b)]C> (FAb)v(FA~a)=

<FVF<S F
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Unidade 1

13.1.

a) (~anc)=b

b) ~(anc)=~b

c) avce

13.2.

| (avb)A(cvb) Propriedade
distributiva da
disjungdo
relativamente a
(0 C) b conjungdo (por em
evidéncia b)

I (~an~bnac)vb Propriedade
distributiva da
disjungdo
(~ab)/\(~bb)(cb) relativamente a

conjungdo.

Principio do 3.°
excluido e V como
elemento neutro da

(~ab)(cb) conjungao

Propriedade
distributiva da
disjungdo
(~ac)b relativamente a

conjuncgdo.

13.3. Se [~ (~a= b)] = (~¢) éverdadeira, entdo

[~ (~a=> b)] é verdadeira e (~c) é falsa, isto &, ¢ é
verdadeira.

Tem-se que (~02b) é falsa, donde se deduz que ~a é

verdadeira e b é falsa.
Entdo a éfalsa, béfalsa e ¢ éverdadeira.
O Bruno pratica judo e natagdo.

14.1.
plqg| pP>q | ~q | ~p | ~4="P =L
(-a=-»)
V|V Y F F \ \'
V| F F % F F v
F |V \% F \Y \% \'
F F \% \% \Y \% \'

14.2. Implicagdo contrarreciproca

15.1.
a) p=q; ~g=>-~p

b) g=~r; r=~q
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15.2.

a) Se 3 n3o é um numero impar , ent3o 3 n3o é solucdo da

equagdo x> —9=0.

b) Se 3 ndo é um nimero impar, ent3o 3 é solu¢do da equacio
x*-9=0.

16.1. (~gAp)=>~p<e ~(~gnrp)v(~p)e

(qv~p)v(~p)<= gv~pv(~-p)= qv~p

16.2.~[~(gap)=~p|e ~(aAp)rps (~qv~-p)rp s

(~gnrp)v(~pAp)e ~gnap

16.3. ~[(~pvg)=~p|e (~pva)rpe

(~pAp)v(gap)e Fv(gap)eaqnap

16.4. p<:>(~p) é 0 mesmo que (p:>(~p))/\((~p):>p).
(p=(=p))r((~p)=p)= (~pVv(~P))A(pvP)e

(~p)Ap=F

165. (-p)=[(a=-p) = (-p)=[~av(-p) ]=

pv[~aqv(~p) | pv(~a)v(~p)= Vv(~q)= Vv

16.6. ~pv~[(p:q)/\(q:>~p)]<:>
~pv~(p=q)v~(g=~p)= ~pv(pr~q)v(grp)e

[(=pvp)r(~pv=a)]v(anp)= (=pv-a)v(anp)=
(~p\/~qvq)/\(~p\/~q\/p)<:> VAVS V

17.1.
pla| p=a | ~p | (p=a)r~p o=>a)n~e]
(~p)
V|V " F F \
V| F F F F v
FlV \ \ \ Vv
F|F \ \ \ \




17.2.
(p=a)~(~p)
o Implicagdo como disjungdo
([=rlva)n(-+)
. Identificagdo do elemento neutro da

disjuncdo

(Eelva)a(-pv[F])
Propriedade distributiva da
disjuncdo relativamente a conjungdo

(-p)v([a]A[])
Identificagdo do elemento absorvente
da conjungdo

(~p)v[F]
Identificagdo do elemento neutro da
disjuncdo
~p

Conclui-se que (p=>q)A(~p) éequivalentea ~p .

18.1. Como a éfalsa, (a/\b) éfalsa e ~(a/\b) é verdadeira.

Tem-se uma implicagdo com antecedente verdadeiro e
consequente falso pelo que a implicagdo é falsa.

0 valor légico de [~ (a /\b)] = a éfalso.

18.2. [~(anb)|=ae (anb)vas (anb)v(anV) e

an(bvV)e aave a

19.1.
Designa- Expressdo Propo- Condi-
¢ao designatoria sigdo ¢do
5 3
242 X
2 4
Um triangulo
equildtero tem trés X
lados iguais
X +x X
2x—-1<3 X
21 é multiplo de 7 X
X é multiplo de 7 X
vxeR, x> +4>0 X
JnelN: 3n-8=0 X
19.2.
Valor légico
Um tridngulo equildtero tem trés lados iguais Vv
21 é multiplo de 7 Vv
vxelR, x* +4>0 Y
JnelN: 3n-8=0 E

1
20.1.2x-1>0< X >E Todos os numeros naturais

transformam esta condigdo numa proposicdo verdadeira. A
condigdo é universalem IN.

Introducado a légica bivalente e a teoria dos conjuntos

X =5x=0 < x(x-5)=0 & x(x-5)=0 <
< x=0v x-5=0 < x=0v x=5

Como 5¢€lIN, a condi¢do é possivel em IN .

1-x>0 < x<1 Ndo hd qualquer niumero natural que

transforme esta condigdo numa proposigdo verdadeira. A
condigdo diz-se impossivel em IN .

Classificagdo em IN
a(x): 2x—-1>0 Universal
b(x): x* —5x=0 Possivel
c(x): 1-x>0 Impossivel

20.2. Vx elN, a(x) ,istoé, VxelN, 2x—1>0
Ix eIN: b(x), istoé, IxelN: x> —5x=0
VxelN:~c(x),istoé, VxelN:1-x<0

21. Para conhecer o valor logico de 3x e]l, 2] :2x" =3x=0
considera-se:

2x* —3x=0 <> x(2x-3)=0 < x=0v 2x-3=0 &

3
x=0vVv x=—
2

Como ge ]1, 2] conclui-se que a proposicao é verdadeira.
Para negar IxeZ:2<x<3 deve atender-se a que:
~(2<x<3) f= ~(x>2/\ x<3) = (XSZ\/ x23)
Para conhecer o valor l6gico de Vx €@, x’ # 3 considera-se:
X #3 & ~(x2=3) = ~(X:—\/§ vx=\/§) =
x#=—3 Ax#3

Como —\/§ e \/§ n3o pertencem a Q, a proposicio é
verdadeira.

Valor
p légico de ~p
p
vxelR, x*>0 F IxeR: x> <0
vxelR, x‘:x F IxelR: ‘x‘;ﬁx
IxeR:x2=x v vxelR,x* #x
vxelR™, x* >0 v IxelR™: x*<0
Ixel1,2]:2x* -3x=0 v Vxel1,2],2x* =3x#0
IxeZ:2<x<3 F VxeZ,x<2 v x>3
vxeQ, x> #3 \Y; IxeQ: x> =3
VxelR, x> +5>0 Y, IxelR: x> +5<0

22.1. A condigéo p(x): ‘X‘ <1 é impossivel em A e universal em

B.
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Unidade 1

22.2. -
a) VxeA, p(x) F
b) vxeB, p(x) |V
c) IxeA, p(x) _

d) IxeA, ~p(x) |V
e) IxeB, ~p(x) F

f) VxeA,~p(x) | V

22.3. Vx €A, p(x) é falsa pois , por exemplo 2 ndo verifica a
condigdo: ‘—2‘ =2>1

dxeA, p(x) é falsa pois ‘—2‘ :‘2‘ =2 e2>1. Também
|-1|=[1]=1.

N3o existe qualquer elemento de A que verifique a condigao.
dxeB, ~p(x) é falsa uma vez que ~p(x): ‘x‘ >1 e ndo existe

qualquer elemento de B que verifique esta condi¢gdo uma vez que

B b_4.2
2| ]2 2 3l 3] 3
23.1.

4
a) 3-2x<7& 2x<do X>—S x>-2

a(x) é universal em IN;
b) a(x) é possivel em IR™;
) b(x) éimpossivel em IN;
d) b(x) é universalem Z~;
23.2.
a) VxeU, a(x) é uma proposicdo verdadeira para
U=]-2,+o[;
b) IxeU: a(x) é uma proposicdo verdadeira para U=IR;
c) erU:b(x) é uma proposicdo falsa para U=IR*;
d) VxeU, b(x) é uma proposicdo verdadeira para U=IR";
e) VxeU, a(x) é uma proposic¢do falsa para U=IR;
f) vxeU, a(x)/\b(x) € uma proposicdo verdadeira para
U=]-2,0

24.1. Por exemplo, o nimero 6 é par e ndo é multiplo de 4.

24.2. Por exemplo, 10 é multiplo de 5 e o seu algarismo das
unidades ndo é 5.
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24.3. Notar que 0€Z e ‘O‘zO

24.4. Notarque 1IN e 1’ =1

24.5. Por exemplo, —3€Z e (—3)Z #-3;
-4
24.6. Porexemplo, —-4cR e > =-2.Contudo -2>-4

25.1. O conjunto B é constituido pelos quadrados dos elementos
de A.

B={1,9,25,49,81}

25.2.
a) §s12—x© X<36-3x& 4x<36< x<9

A proposicdo p: VxeA: g <12—-x é verdadeira

leA e 1’cA.Entdoaproposicioq: IxcA:x’ €A é
verdadeira.

Porexemplo 9 A e 9eB,0que mostra que a proposi¢do
r: VxeA:x¢B éfalsa.

b) ~(VX€A:§S12—X]<:> 3xeA:§>12—x
~(EIxeA:xzeA)© VxeA:x’ ¢A
~(VxeA:x¢B)<:> dxecA:x¢B
. X

Entdo ~p: EIxeA:§>12—x;

~q: VxeA:x*¢A;
~r: dxeA:xg¢B

26.1.

a) A={XE|N:15;3X2—1}

15-3x
2

-17 17
X<— & x<—

2-1 & 15-3x2-2 <& -3x2>2-17 <

A={1,2,3,4,5}

b) B={xeIN: x & divisor de 8}
B={1,2,4,8}

c) AuB={1,2,3,4,5/U{1,2,4,8}
AUB={1,2,3,4,5,8}

d) AnB={1,2,3,4,5/n{1,2,4,8}

AnB={1,2,4}



26.2.
a) Por exemplo, x<5 é universal em A.
b) Por exemplo, 5<x <10 éimpossivel em A e possivel em B.

c) Por exemplo, x<3 é possivel em A e B.

27.1.
+J _
a) X’ -9x+20=0< X:WQ x=4 v x=5

VxeANB, X’ —9x+20=0

X+2
b) 3—T>—1© 6-X—2>-2& —x>—6< x<6

X+2
VxeA, 377»1

c) O maior elementode Bé9e Jo=3

IxeB: Jx >3
27.2.

a) {x:xeAnxeB}={4,5}
b) {x:xeA/\xeB}z {1,2,3}
c) B\A={x:xeBAxgA}={6,7,8,9}

d) BUA={1,2,3,4,5,6,7,8,9}
1
28.1. 2(3-x)<5& 6-2x<5& —2x<-1 x>

A:{xelR:p(x)} =}% , +oo{

28.2. 3—%121@» 6-x—1>2 —x>-3c x<3

B={xeR:q(x)} =]-»,3]

28.3. 3x+1<2+x

& 6X+2<6+3x & x<4& x<g
C:{XEIR : r(x)} =:}—oo,i[
3
4 4
28.4 D:{xelR:q(x)A~r(x)}: ]—oo,3]m[g,+oo[: [5,3}

28.5 £ ={erR:~ [p(x)/\q(x)]} = {xelR:~p(x)v ~q(x)} =

=:|—00,%:|U]3,+oo[

Introducado a légica bivalente e a teoria dos conjuntos

28.6 F ={xe R:~ [p(x)vq(x)]} = {erR:~p(x)/\~q(x)} =

- }w,ﬂﬁ]&ﬂo[ =1{}

29.1.

5x—-7

a)

>4& 5x-7>8< 5x>15& x>3; B=]3,+
Entdo, B=]-,3].

b) Como A=[-6,5[, entdio: A= |—0,—6[U[5,+o0]

) AnB=[-6,5]N]3,+0[ = [3,5]

d) AUB= [-6,5[ U3, 4] = [-6,+]

e) B\A= {x:xeBAxgA}=BNA= [5,+0]

f) B\A= {x:xeBaxgAl=BNA=]-0,3]n[-6,5=[-6,3]
30.1. 2x<6 Vv 2—§x<0<:> x<3 v 10-2x<0&

x<3 v -2x<-10& x<3 v x>5

A=]-o0,3[U]5,+e0]

30.2. |x|<4< x<4nx>—4
B=]-4,4[;
30.3. A=[3,5]

30.4. B= |-o0,~4]U[4,+oo]

30.5. AUB= |-0,3[U]5,+0[ U]-4,4] = |-0,4[ U]5,+oq
30.6. AUB=[4,5]

30.7. AUB= |-0,3[U]5,+0[ U |~0,-4]U[4, 4] =

=]—o0,3[U[4,+oq[

AUB= [3,4]

Notar que AUB = ANB

30.8. AnB=[3,5]n]-4,4[= 3,4

ANB= 0,3 U [4, 4+

Notar que ANB= AUB

30.9. AnZ=[3,5]nZ= {3,4,5}

30.10. ANBNZ= |-4,3[nZ= {-3,-2,-1,0,1,2}
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Unidade 1

31.

xelR*

Valor N
o - Implicagdo
lif2lisato josice contrarreciproca
(V/F)
| n é divisor de 12 = r nndo é divisorde 4 =n
n é divisor de 4 ndo é divisor de 12
M n é multiplo de 4 = r n ndo é multiplo de 12 =
n é multiplo de 12 n ndo é multiplo de 4
M x>—2 = x*>4 F <4 = x<-2
IV | x<-5 = |x|25 v x|<5 = x>-5
2x+3>0 = _
\' F xelR, = 2x+3<0

32.1. 3x—§>1—2x<3 6x—x>2-4x& Ix>2& x>§

A:{xelﬂza(x)}:E,+oo[

2—x

X>T<:> BX>2-x& Ix>2 S x>§

B={xe|R:b(x)}=E,+oo[

Como A= B, conclui-se que a(x) e b(x) sdo equivalentes.

32.2. sabe-se que A={xeR:a(x)} :}gﬁw[ .

2 P
Como |NC:|§,+OO|:, conclui-se que a(x) é universal em IN .

32.3.

a) [~b(X)]:>[~c(x)], isto &, x<2=

2— 2
b) xSTXQ 8x<2—x & xgg ,

2

B={xeR: ~b(x)}= :|—oo,f

x+1

;)

TﬁZ—x@ X+1<4-2x< 3x<3&< x<1

E:{XEIR: ~c(x)} = ]—oo,l]

Como BcC, conclui-se que [~b(x)]:>[~c(x)]. Logo

c(x)=b(x).
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33.1. p(x): x*-16=0

x*-16=0 < x*=16 < x=4 v x=-4.Entdo,
P={xeR:p(x)}={-4,4}.

q(x): ‘x‘=4

‘x‘:4 < x=4 v x=-4 .Entdo, Q:{xeleq(x)}:{—llA}.
r(x): x’—8x+16=0

X -8x+16=0 < (x—4)'=0 & x-4=0 < x=4.
Entdo R={xe|R:r(x)}={4}.

33.2.

a) p(x)= q(x) éverdadeira

b) g(x)= p(x) éverdadeira

c) g(x)= r(x) éfalsa

d) r(x)= q(x) éverdadeira

33.3.

a) p(x) e g(x) sdo equivalentes pois p(x)= g(x) é
verdadeira e g(x)= p(x) éverdadeira. Por dupla implicagdo
se conclui que p(x)< g(x).

P=q

b) r(x) e g(x) ndosdo equivalentes porque g(x)= r(x) ¢

falsa.
QzR



Unidade 2

1.1. 3x+/5=415

1.2. ﬁxi/gx%/—_l:,/(—Z)xex(—l):yﬁ
1.3. i/%x%/ﬁ:3/§x10=i/g
1.4. i/gxi/gxé/z:s/(-a)xéx4:§/3

15. 32 =3 x2=18

1.6. -23/5=3/(-2)’ x5 =340

2.1. V12=\2x3=243

2.2. \125x4/18 =+/5° x3? x2 =5x3/5x2 = 15,/10

2.3. Y16 =32 =3(-2)’ x2 =232

2.4. /320 —3/80 =/2° x5 — 312" x5 =85 -124/5 =445

2.5. \/5+(1+x@)2 —(\/g)z =22x5+1+2/5+5-6=
=2/5+2/5=445

2.6. deg:WxHﬂ%x[—%}—z%

2.7.
2 2
29—(1+\/ﬁ)2 ——“2252=29—1—2 2 x7—28—$=

—-a\7 —Gg =7
2.8. £/0,0001 x i/s_Tz =107 x Y27 =427 x5 x2°°
2
=429 x5 :(1} Xl:‘/z-l :ix4 1
2) 5 2

20
2.9. 3-25x3/50 =3/-5? x5? x2 =}(-5)’ x10 = -53/10
3.1. 237 =356
237=32*x7=356
3.2. —3=3[3]
_%: 5 (_1)5 3= 5'

3.3. 4/5x4[1536] = 24/480
24480 =24/2° x15 =4/2° x3x5 = 45 x 41536

3.4. \/gx\/@:4\/§
43 =142 x3 =/16%3 =/8x6 =/8x/6

3.5. 27 x Y108 =[3]}2
Y2 3108 =27 x22 x3* =332

3.6. 0,3 :1
9| 5

-2 [a

x— =
5 3 3 9

4.1.

a) BD =a’ +d* =2d°

Entdo, B_D=\/§=\/Ea.

b) BE' =BD  +a*=2d’ +a* =3a’.

Entdo, BE =~/30” =a+/3 .

4.2.

a) Area de cada face do cubo: % =24

Medida de cada aresta do cubo: /24 =/4x6 =2/6
BD=+2 a=2x2J6=212=43

Entdo, BD=443 .

b) BE =v/3a=-/3x2/6 =2,/18 =243 x2 =62

Entdo, BE=6+2 .

5.1.
Seja P o perimetro do retangulo.

P=2(AB+BC)=2(v18 -2 +8++2)=2(3V2+2V2) =102
O perimetro do retangulo é 10\/5 .

5.2.Seja A adrea do retangulo.
A=(VTB—2)(VB ++Z) (347 7 (22 +2)
A=(242)x(32)=6x2=12

A drea do retangulo é 12.

5.3.

ac’ :(Jﬁ—ﬁ)z +(\/§+«/5)2 :(2«/5)2 +(3\/§)2 =8+18=26

Entdo, A_C =\/% .

6. Seja d a medida de cada uma das diagonais do retangulo.

6+/36-4 632 61442
5 X = > o X=

2

X —6x+1=0=x=

S x=3+22
A medida de um dos lados do retangulo é 3+\/E e a medida do

outro lado é 3—+/2 .
Seja d a medida da diagonal do retangulo.
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Unidade 2

Recorrendo a;) Teorema ;:le Pitdgoras, tem-se 11.1. \/ﬁ :% 11.2. i/ﬁ :

¢ =(342) (343

d* =9+632+2+9-6+2+2=22. Entio, d=~/22 . 11.3. {31 =¥ 11.4. 325 =§12]

7.1, %: 7.2, ;/E = 11.5. 333 =430 11.6. 923 =912
2 -2

N LR 12.1. 228 = 2 <3 = V' x3 = {2°x3= 4192
7.3.:J§ 7.4. (33) _
: 122, W5 _ ¢ 155 _ 3

3/5_3_ _[— 5174:5 : 5
75’@“" 7.6.[\/;] 339 =332

s 0

12.3. V245 = {22 x5 = R20
V216 -v24  V22x3' —V2°x3 6626 46 [ 05= 4 Ll_gf !
8.1. = = =—= 12.4. {24/3 x8/0,5 = 2?x3 =22 x3x—==
NE N NN V3 ” [zj N
=i2= 152 VCEENFS
~ 1
i/il i/i 3 63 _ 6 62 _ 96/2 _ 576 =2 _ §f
8.2. ( ) +¥16= 12130 = §/§+2%/§: Y2423 = 12.5. \/ﬁ+\/§ $3+43=203= 23 = Y192
et
e N 13.6. 377 %3273 = 7 x33(-2) x(-3) =
=332= /54
B T
3 (3/5—2)(%/3+2)+4 (%/5)2_4“1 (g/g)z 352 12.7. IZ%XQ/F: ,3/23><3><51: s/—23><3xi: 6/23x3:
. = = = = 6
3“0’1 3i 3i 3 1 6 ? \/E ?
10 10 2x5 =12
5 )
=3axs* = 250 12.8. (Q/%) xJ¥f5a = (43) " xf5a = Q/ITX@: u%:
3
_ 1
ga, J8r2xils—V2 _(8+2)x(8V2)  geaz _ -2
g5y 1+5x6 Y1+5%6
_562_ Q/E ., D c
T 3k1 13.1. Como AB =\/E,tem-se
3 2 IB:VJT: i‘/ﬁ.
3. (2+\/§) _5(2+\/§) +5(2+\/§)_1:0® Seja P o perimetro de [ABCD].
(2+\5)(2+\E)2—5(2+ﬁ)z+5(2+@)_1=0<:> P=a{12 = {a"x12 = {3072
como se pretendia demonstrar.

_ 1= . A B
(2+J§)(4+4J§+3) 5(4+4J§+3)+5(2+J§) 1=0c 13.2. Sabe-se que AB= 413 .
(2*'\/5)(7*'4\/5)_5(7*'4\/5)*'5(2*'*5)_1:(”:> Pelo Teorema de Pitégoras, AC_ =(4 12)2 +(4 12 )2.
14+8V3+74/3+12-35-201/3+10+5/3-1=0 AC V12412 < AC —2J12 < AC-2V2x3 <
0=0 AC=\2B o Ac=0\B o ac-2 <
Conclui-se que 2-++/3 & solugio da equacdo. AC=2i < AC =2%/9 , como se pretendia demonstrar.
10. (3/5)4+3<3/E)3—2(3/§)=6© 22+3x2-22=-6 14.1. 0B=A0=3/2 . Sabe-se que [AOB] é um tridngulo

6-6 retangulo pois as diagonais do quadrado sdo perpendiculares.
Pelo Teorema de Pitdgoras EZ =EZ +OiB2 .
_ 2 P _
Entdo, AB =(12) +(32) < A8 =232 <
AB =Y2x2* o AB =2 o AB=\I? o aB=Y> o

< AB=4/32

Conclui-se que e solugdo da equagao.
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Radicais. Poténcias de expoente racional I

14.2. A area da regido colorida é a diferenca entre as dreas dos . \/E 2\(7 \/g 23+2)(7 \/5
triangulos [ABM] e [ABO]. 15.11. \;1__2\/52:((7_\;5))((7:\/5)):( :g)_(; ):
_ABxAD _ $32x%32 Jz—s 5 _ \/7 i
sl = 2 _14V3+6+14+243 _ 16v3+20 _ 843+10
ABX& @X\/—z 6/-5 _6[~5 6/510 e e 2
Asor =75 = 2 == \/Z—;Jz—z \/222_ - NG 2/5(3v2 10
15.12. - -
_2®Lt _ 3V2+410  (3v2+4/10)(3V2-10)
’ ’ Y i T _64/10-2/50 _ 6410-10v2 _ 311052
Apor) ~Aiaso) = Y2 - 2 = 2_ = 2 T 18-10 8 a 4
3 i 2 2(3++2n) _ 6+2v2n
SR B T o) (ean) o
T 1 ()
- B s (Vars )3 n)
32 V3(V3+42 3+46
153. 2 . - (Yme3-vh) (a3
n+3-n 3
154, L_ V5 3535 3n 3nx3n 3nx3n _ 3¢n
oifsxiz Y2 5 15.15. A W )
3 3 ®2 3L 32
BT ks 22 4
156 4 o 4 4B 4 161, 1 __ 222+ (i2) -
5427 sz 5x3 15 T (2_%)(22+2%+(%)2j
157. 3 - 2(V7+2) = 3(ﬁ+2)= J7+2 :22+2%/§+(3/5)2 _a+22+3a _a+232+3a
Vi-2 (V71-2)(V7+2)  7-4 23_(%)3 P .
5 V3(2v5+1) _\/5(2\/§+1)_ 3
SN R Rl PN Y NPT R T 2 ST EeE))
2B = (% 2] (¥5) +¥10+ (2] |
19
2 3
15.9 1 3J6+243 _3V6+243 _ = (( o ) 2‘/—5“;/,—0”\/—
REENPNE (3\/5_2\/5)(3\/@2\/5) 54-12 (\/3) _(ﬁ)
3\/54'2\/5 2_ 53 _3 2
-Ieend s 3\/—: 3[ ) 3(2 234+ ( \/Z)) )
2434 231 (3 253 37V
15.10, V3-1 (v3-1)(26-1) _ 218-\3-26+1 + =) (2 ( ﬁ))(z ol ﬁ))
PN (2J6+1)(2JE_1)_ 24-1 - 3(4—2%/Z+%/27)_ 3(472%/Z+2%/§)_ 6(24/41%/5)_
_62-3-26+1 N
2 _2-34+32
2
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Unidade 2

((2%/5)2+22/12 +(€/§)2j
L N—— - .
236 -2 (2%/3—2/2)((2%/6) +2312+(32) )

_4%/£+2%/ﬁ+%/2_ 4€/£+23/E+%/Z_ 43/£+2%/E+3/Z
- (296) -(¥2) - 48-2 46

— AB
17.1. Como M é o ponto médio de [CD], MC=7=\/€ )

D M [»
. V3 442
A 25 B

Pelo Teorema de Pitagoras, WZ :EZ +W2.
Wz=(x@+ﬁ)z+(x/g)z =3 W2:3+2\/g+2+6c>

S BM =11+2y6

Entdo, W:\/11+2\/g como se pretende demonstrar.
e 5 B(32) e
BC V32 (V3+2)(\3-2)  3-2
=3V2-243

mcC

Conclui-se que ? =3V2-24/3.

17.2.

18.1. Seja x a medida da hipotenusa do tridngulo.

B
.. sz
B! S A
b 0 1 2 I

X =12+2 < x*=5.Entdo, x=+/5.

a=1+5 e b=1-+5

18.2.

a) Ja+b=y1+y/5+1-5= 2

(\/5)2 =2 é uma proposi¢do verdadeira. Entdo, Ja+b é solugdo

da equagdo x> =2.

b)

(1+\/§]2=1+2\/§+5 =6+2\/§ ) (6+2\/§)2
1-v5) 1-25+5 6-245 (6-2v5)(6+2v5)

3642445420 5642445 _8(7+3\/§) 7435 .
36-20 16 16 2
se pretendia demonstrar.

omo
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19.1. DC =2’ +6’ < DC=+/40 AD =2’ +1c

S AD=v2>+1< AD=A5

(DC-AD) = (/40 5 = 40-24200 +5 = 45-22x100 =
=45-2042

Provou-se assim que (EC—/E)Z :45—20\/5.

19.2. BC =22 +4* & BC=+20< BC=25

i—; 3 .3 como se pretendia
AD+BC 5+25 35 5
demonstrar.

20.1. (47\6)2 —16-8/3+9=19-83

20.2. /19-84/3 ¢ o nimero real positivo cujo quadrado é
19-8+3.

Como 4—«/§>0 e (4—\/§)2 :19—8\/§ conclui-se que

J19-8/3 =413

21.1. \/7+2\/€ é o numero real positivo cujo quadrado é
7+246 .

Como (1+\/g)2=1+2\/g+6 = 7+2\/g, e 1+\/g>0,

conclui-se que \/7+2\/g :1+\/€ .

21.2. \/28—10\/§ é o numero real positivo cujo quadrado é
28-10+/3 .

Como (5-\/5)2 = 25-1043+3 = 28-1043 e 5-43>0,

conclui-se que \/28—10\/§ =5-4/3.

22.1. Seja a+byc,a,beZ ceN tal que
(a+bﬁ)2=22+12ﬁ.

Entdo, a®+2abyc+bic=22+122 <

@’ +b’c+2ab\c =22+1242 .

Tem-se c=2, 2ab=12 e a*+b’c=22.
2ab=12 < ab=6

Como a e b sdo inteiros e o produto positivo, ttm o mesmo
sinal.

Neste caso sdo ambos positivos de modo a garantir que a+ bJE

seja um numero positivo.
Atendendo a decomposicdo de 6 tem-se:

a b a> | b* | a®+2b*
1 6 1 36 73
2 3 4 9 22
3 2 9 4 17
6 1 36 1 38




Databelaresultaque a=2, b=3 e c=2.

Entdo, V22+1242 =24342.

22.2. Seja a+bJc,a,beZ e ceN tal que
(a+bJE)2:14—6J§.

Entdo, o +2abyc +bc=14—64/5 <

@’ +bic+2abJc =14—64/5 .

Tem-se ¢=5, 2ab=-6 e a’>+5b*>=14.

2ab=-6 & ab=-3

Como a e b sdo inteiros e o produto negativo, tém sinais
contrarios.

Atendendo a decomposigdo de 3 tem-se:

a | b | g | b | 52| a®+5p?
1 /-3 1|9 4 46
13| 1|9 | 4 46

3 /-1/9 | 1] s 14
3|19 1| s 14

Para garantir que a+b\/E seja um numero positivo, deve tomar-

-se a=3, b=-1 e c=5.

Entdo, Y14—61/5 =3-/5 .
23.1. x=112-6v3 +/12+613
Seja \/1276x/§=a+bx/z, a,beZ e celN.

(a+b\/E)2 =12-6v3 <’ +2abJc+bc=12-6+3 .

Ent3o, c=3.Assim, 2ab=-6 e g’ +3b*>=12. Como ab=-3,
tem-se:

a | b | a® | b | a®+3b
1 -3 1 9 28
-1 3 1 9 28
3 -1 9 1 12
-3 1 9 1 12

Sendo a+b«/; um numero positivo, tem-se:

J12-643=3-3
Seja \/12+6\/§=a'+b'\/g, a',b'eZ e c'elN.
(a'+b'JF)2:12+6J§ & a?+2a' b’ +h ' =12+643

Tem-se c=3.

Assim, 2ab=6 e a*+3b*=12. Como ab=3,ae bsio inteiros
e tém o mesmo sinal.

Neste caso sdao ambos positivos de modo a garantir que a+ m/?

seja um numero positivo.

a b | a*> | b* | a*+3b°
1 3 1 9 28
3 1 9 1 12

Tem-se: \/12—6x/§ =3+\/§
x=\12-63 +41246+3 =3-/3+343=6

Radicais. Poténcias de expoente racional

23.2. y=28+163 +1/28-16+3

Procedendo de forma analoga para

y=128+1613 +1/28-16+3 .
Seja \/28+16\/§ = Cl+b\/;, a,beZ e celN.

(a+b\/E)2 =28+16+/3 < a’ +2abyJc +b2c=28+164/3 .

Entdo, c=3.
Assim, 2ab=16 e a’+3b*>=28. Como ab=8, tem-se:

a b | a® | b* | a®+3b°
1 8 1 64 193
2 4 4 16 52
4 2 16 4 28
8 1 64 1 67

Entdo, v28+16y/3 = 4+24/3.
Por outro lado, se \/28—16\/§ =a'+b'x/E,a',b'eZ ec'elN,

tem-se

2ab=-16 e a’+3b>=28.

Atendendo a que o produto ab=-8, e de forma andloga a
anterior se conclui que:

J28-1643 = 4-23
y=\28416v3 +1/28-1613 = 44243 +4-23=8

24.1. AXBZ\/2+\/E><\/2—\/_:\/(2+ﬁ)(2_\/§):\/r:
=\2

san A_N22_ 2 2xa— +2)2-2)
“B hh ( z_ﬁ)z s

G 2(22)  apia_2(V2+)

R P o R S e
25.1 «/ﬁ*x/ﬁ+x/3_2= 6x/573«/5+4\/5=

T -2 3-\2

B 7\/5(3+\/E) _ 2:]_\/5_'_1_4:7(3\/7E+2):2_'—3\/E

(3—\/5)(3+\/5) 9-2

(1—\/5)2 (1—2ﬁ)2(1—zﬁ)
25.2. - -
1+22 (1+2ﬁ)(1—2ﬁ)

(1-4v2+8)(1-22) 1 428 242116-162 _
-7

1-8

S 25-2242 2242-25
-7 7
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Unidade 2

53—+ Y 1 1
- (\/5—2)2 (\/§+2)Z 3-443+4 3+43+4
1 1 7+4v3 7-443 _ Jeay3_7ad3o

T7-43 7+43 49-48 49-48

=83
25.4. {%/3— : ]l = {%/3—42/5]2 = [MI =
5

5
fg)-2

5

26 4. Na__ \a Ja(1-+a) ) Ja(1++a) i

14va 1-a (1+va)(1-Va) (1+a)(1-Va)

\/Ea\f —2a
l-a

. . —2a
Conclui-se assim que A=——.
1-a

27.Seja V., o volume de cada cuboe V, o

volume de cada esfera.

v, :(Zr)3 =8r*; V. zgnﬁ

e
3 4 3
V=2V 42V, o V=258 1 2x o

8 48r° +8nr’
V=16 +n’ e y=200 T

3
48+8n)r’=3Vve r’ = v =
( )
48 + 81
3V
=3
48 +8m
2 3
28.1. 53 = st 28.2. 32° =28
] 1
28.3. ¥2° =2v 28.4. §7° =78
28.5. 477 =87 28.6. ¥3° =4/3
4 4
29.1. 35 = J/3* 29.2. 6° = V6" = /6’
,1 1 ,Z 1
29.3. 32:\/3*1:(g 29.4. 53 =357 = 3=
5

228

1

303. {7 = X7 =7=7°
1
30.4. V312 = Y\/3°x2 = 432 x2 = 18%

31.1. Seja A, adreada

base [ABC].

9va
Ay =2—= L
[ABC] 5 4

Se o volume da piramide é 3,
2

1 a
tem-se —x—xa0=3 <
3 4

3 2
a 2
EZS S a’=36 © a=v6" <> a=63

31.2. Seja S a 4rea da superficie total do cubo.

2 2 Y a7
S=6a’ .Sendo a=6%, tem-se S_6x[63] = 6x63 = 63

32.1. Para comparar A, B e C, reduzem-se os radicais ao
mesmo indice.

A=32=X> =416
Y
Como %16 <¥/25 <¥/27 conclui-se que A<C<B.

32.2. AXC:Q/EXQ/—:Q/ZTXE/—= /22 x5 = §h0
c 5 ¥

323. —=— —g®

\/’ 233 27

B=43=-%3=%77 e

u:

1
33.1. 3/5x82 = §/5? x§2 = §/50 = 50

332 B_ X3 1</§ 1/— (27jﬁ
g/i vl

1
33.3. —x32= =
%/E 2% 2% (22)% 4
1
334 125 _ W25 Aixs  J2x5 [QT
N V3 §/3° 3 27



1 1 1 1 % 1 1 2 1
33.5. 56 x(iﬁ)3 = 55 x[z"] = 56 x21 = 512521 =

1 1 1

=(5")2 x2" = 507

W
N——
S
X
7/ N\
w |-
Ne—
N
Il
ul
ol
X
TN
w |
N——
|
ul
IS
X
VR
uﬂ,_.
|
Il

1 =
33.6. V53 x3 2= [5

3
34.1. (ﬁx3;]z = (\/Exi/g)% = (3/2—3><9/3—2)% = (\/6 2° x3? )%
-

34.2. ﬁ = Lj%} = Vo

3

44

34.3. [\/Ef— ( 2x\/§)7§= ( 22X3)§_ (“12)%:

iz - = - 2

2 5

5 5 2 5
35.1. ¥ax2° = 22 x2°= 23x2°=2

35.2. #[1—4%]: i/{1—(22)1J= Ja-21)= i/@z

25 6.5 1
25 55 1
3929929

1 1 2 1 2 _1
35.3. Jfax(1-27) = 32%(1—7) 23 [E) =23x2 2
2 1 4 3 1
=23 2-1726 6= 26
3\ 1 1
2 3% (1) .
2 () @ e
2 272)2 B 1
gL 2) _La) ) () 2t
\/E 1 1 1 1
22 22 2
3
=22
360 A_V3V2 _ W2 4/32x2_§/32><2_ el
) 412 J12 412 2x3 \2

Radicais. Poténcias de expoente racional

1
1 3
36.2. BxC=33x%12= (1]3x412= 3%x<‘/1 =

3

3 3 3
=12ix12’123=123i:12i= 12%
V3 Vo3 V3~ 3

2 1 2 1

wln

o xfa_aixe ot Bid 4
37. — = 1 - 1 -¢ =a =a’=1
a 06 06
3 3 3 3
2 4 2 4 Y 54 LS
38.1. |[33x9| =[33x3| =[33 =[33| =3%=

1 2
33 2 2
X 33 33 2
— = = — 33

39.2. A=—= =
9y 9><\/§

1
%37 3
2 62 2><32 22 32 2
39.3.A:;‘—: 1:( )1: oo
Yooxas 3x(2) 32t

1y 1 11y (o1
40.1. A:[az+%]>{\/5—b 4}2 (az+b 4Jx[az—b “J:

1V (1Y 1 1
:[az] [b 4] =a-b 2= ag-—=, como se pretendia

Jb

demonstrar.
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Unidade 2

20.2. A=q—L - Jg-L_ Y281 Vo1

3
s

403 A—a- o3 L _V-1_ 5 5 _
Jb Vi2o V2 2x3 243
_5V3
6

demonstrar.

1 7
41.2. Como A=2%a® tem-se:

1 Z o ;% to3 11 1
A:ZZ((/ST)G =22[57j =27x5° =22x5? = 102 =+/10

42.1. Se Ris2 =18, entdo

_ D H c
RS=+/18 .

SEa fE=X . Sabe-se que u T

RF =SF .

O triangulo [RFS] é retangulo e s
isésceles, logo x* +x* =%2,

istoé x* +x>=18 < x> =9.

Entdo, x=3. R S

Assim, EF=6 eo perimetro

de [EFGH] é 24. A F B

42.2. Se a drea do quadrado [ABCD] é 20, entdo AB=+/20 e

EZ(JE)Z(JE)Z o EZ=1O.Assim, EF=+/10 e RF=

2 2
—2 [+10 V10 — —
RS =| Y2 | 4| X2 ©R52=E+E®RSZ=Q©
2 2 4 4 4

~ g
o

Ez =5. Entdo E:\/g.

s’ :(£)2+(J§)2 & US" =10 . Assim, US=~/10 .

230

43.1. oMB=90° porque BC é tangente a circunferéncia de
centro O em M.

MBN =30° porque [BNC] é um tridngulo retangulo, e ¢ =60°.
BOM =60° pois a soma dos angulos internos do tridngulo
[OoBM] é 180°.

43.2.

a) Sabe-se que 0B=2r pois [BN] é uma mediana sendo O o

_ 27
baricentro do triangulo [ABC] e, por isso, OBngN o que

equivale a dizer que OB=20N.

Entdo, pelo Teorema de Pitagoras ﬁz =W2 +W2, isto é,
4r' =r’ +BM" .

Assim, BM =+/3r> < BM=r+/3 .

Designando o perimetro de [ABC] por P, tem-se
P=6xBM=63r.

b) A . =nr’

circulo
BC=2BM=23r

Como OM =r , conclui-se que AM =3r .

BCxAM  2+/3rx3

2
Acirculo _ s s - \/ET[

Atriéngulo 3\/5['2 ) ﬁ ) 9

44,
| o
Z> )
A B

BC =(20) +a* & BC =502

Entdo, R:x/ga.Sabe-se que CD=BC.

AD’ =(Za)2 +(4o:)2 & AD =4d’ +16a* < AD =20d’
Como 20=2%x5, conclui-se que AD=2/5a.

Sabendo que o perimetro do quadrilatero [ABCD] é 32 tem-se
4a+2x/5a+2/5a=32 & 4a+450=32 <

(4+a5)a=32 & a-—2— « a- 32(4-445)

4+445 (4+445)(4-445)

32(4-445) 32(4-av5) ~(4-45)
g=—"""-"——7"™"——& g=—m—F- &S g=——727—
16-80 64 2
o a=2/5-2



Unidade 3

1.1.
T(X):P(X)+Q(X):(—X2 +3x—2)+(2x3 —5)():2x3 -x*=2x-2
0 polindémio T(x) tem grau 3.

1.2 T(x)=P(x)><Q(X)=(—xZ +3x—2)><(2x3 —5x)=

=-2x" +5x% +6x" —15x> —4x> +10x =—2x° +6x" +x*> —15x* +10x
0 polinémio T(x) tem grau 5.

1.3. T(x)=Q(x)—P(x)=(2x3 —SX)—(—X2 +3x—2)=
=2X7 —5x+Xx* —3x+2=2%x"+ x> —8x+2

0 polinémio T(x) tem grau 3.

1.4. 7(x) =[Q(x)j|2 =(2x3 —Sx)2 =4x° —20x" +25x

O polinémio T(x) tem grau 6.
2.1, A()()—B(x):(x3 —?;)()—(—Zx2 +x—3):
=x>=3x+2x* —x+3=x>+2x>—4x+3

2.2, A(X)XB(X):(X3 —3)()><(_2X2 +X—3)=

=-2x" +x* =3x> +6x> =3x* +9x =-2x> + x* +3x*> —=3x> +9x
3
2.3. A(x)-B C(x)=(x>=3x)—(-2x* +x=3)x| —=x+2 |=
(x)—B(x)xC(x) (x x) ( X2+ x )x( 2x+j
=x3—3x—(3x3—4x2—§x2+2x+2x—6)=
2 2

=x>=3x-3x> +4x° +%x2 —2x—§x+6=

, 11, 19

=-2x+—=x*-—x+6
2 2

2

2.4. B(x)+[C(x)]2:(—2x2+x—3)+(—§x+zj -

9 1
=—2x2+x—3+zx2—6x+4=Zx2—5x+1

3.1.

a) Como A(x) é um polindmio de grau 3 e B(x) é um polinémio
de grau 4, entdo o polinémio A(x)xB(x) temgrau7 (3+4).
b) Como C(x) € um polinémio de grau 7 e B(x) é um polindmio
de grau 4, entdo o polinémio C(x)—B(x) tem grau 7.

¢) Como A(x) € um polinémio de grau 3 e C(x) € um polinémio
de grau 7, entdo o polindmio A(x)xC(x) temgrau10 (3+7).
d) Sendo A(x) um polinémio de grau 3, entdo o polinémio
[A(x)]2 tem grau 6. Como [A(x)]2 é um polindmio de grau 6 e
B(x) é um polinémio de grau 4, entdo o polinémio

[A(x):'2 xB(x) tem grau 10 (6+4).

3.2.

a) Como A(x) é um polinémio do 3.° grau, para que o grau do
polindmio A(x)+P(x) seja 5 entdo P(x) tem de ser um
polindmio do 5.° grau, ou seja, n=5.

b) Como A(x) é um polindmio do 3.° grau, para que o grau do

polindmio A(x)xP(x) seja 5 entdo P(x) tem de ser um
polinémio do 2.° grau, ou seja, n=2.

¢) Como B(x) é um polinémio do 4.° grau ent&o [B(x)]2 éum
polinémio de grau 8. Se o grau do polinémio [B(x)]2 xP(x) €11
entdo P(x) tem de ser um polindmio do 3.° grau, ou seja, n=3.
d) Como C(x) € um polinémio do 7.° grau, para que o grau do
polinémio C(x)xP(x) seja 7 entdo P(x) tem de ser um
polinémio de grau 0, ou seja, n=0.

e) Sendo P(x) um polinémio de grau n, entdo o polinémio
|:P(x)]3 tem grau 3n . Como B(x) é um polinémio do 4.° grau

entdo [P(X)T xB(x) éum polinémio de grau 3n+4. Como o

polinémio [P(x)]3 xB(x) tem grau 13 tem-se:
3n+4=13<3n=9<n=3.

3.3.

a) Por exemplo, T(x)=-x"+x>.

b) Como o polinémio A(x)xC(x) tem grau 10, o polinémio
A(x)xC(x)xT(x) tem grau 12 se T(x) for um polinémio de

grau 2.
Por exemplo, T(x)=x"-2.

c) Como A(x) é um polinémio do 3.° grau, para que o grau do
polinémio A(x)x[T(x):r seja 7 entdo [T(x)]2 tem de ser um
polinémio do 4.° grau. Logo, T(x) é um polinémio de grau 2.

Por exemplo, T(x)=-2x"+5x+1.

4.1. A(x)=2(5x-4) +4(5x-4)(x’ -x*) =

=2(25x* ~40x+16)+4(5x* -5x* —4x> +4x° ) =

=50x" —80x+32+20x" —20x° —16x° +16x°
=20x* —36x> +66x° —80x+32

4.2,
V(x):%x[x(x2 —3x+1)]x(2x—1)=§(x3 -3x’ +x)(2x—1)=

2= =6 43 26 —x  2X =T +5x° —x
3 3

4.3. V(x)=(5x—4)Z ><(x3 —xz):(25x2 —40x+16)><(x3 —xz):

=25x" —25x* —40x* +40x°* +16x> —16x* =
=25x" —65x" +56x> —16x’
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5. P(x)=(x+1)(3x+1)(4x+2)+2(3x)(x+1)(4x+2) =
= (3% +x+3x+1)(4x+2)+(6x" +6x)(4x+2)=
= (3% +4x+1)(4x+2)+24x° +12x" +24x° +12x =

=12x> +6x% +16X> +8x+4x+2+24x> +36x* +12x =
=36x> +58x% +24x+2

6.1. 0 polinémio R(x)=x*—x+1ndo pode ser o resto da
divisdo inteira de A(x)=2x>—4x*+x-5 por B(x)=x"+3x

porque numa divisdo inteira de polinémios o grau do polinémio
resto é sempre inferior ao grau do polinémio divisor.

6.2. Os polinémios Q(x)=2x-10 e R(x)=31x -5 podem ser,
respetivamente, o quociente e o resto da divisdo inteira de
A(x)=2x>—4x* +x-5 por B(x)=x"+3x porque
B(x)xQ(x)+R(x)=A(x).

ora, B(x)xQ(x)+R(x)=(x"+3x)(2x-10)+31x-5=

=2x* —10x* +6x*> —30x+31x—5=2x> —4x* +x—5=A(x) .

7.1 A(x)=(2¢" —x+1)x(2x+3)+(x+1)=

=4x>+6x" —2x" —3x+2x+3+x+1=4x" +4x" +4

7.2. A(x)=(2¢" —x+1)x(x* - 2x)+(2x+1) =

=2x" =4 x> +2x° + X —2x+2x+1=2x" —5x> +3x* +1
7.3. A(x)=(2¢ —x+1)x(x* —x+1)+(-2)=

=2X° =2 42X =X+ X —x+ x> —x+1-2=
=2x" —x* = x> +3x* —2x -1

7.4. A(x):(sz —x+1)><(—x2 +2x—1)+0:

=2x" 44X = 2X° +X° =2X> +x—X" +2x—1=
=-2x" +5x>-5x* +3x -1

7.5. A(x)=(2x2 —x+1)><(x3 —x2)+(—x+3)=

=2x° = 2x* —x* 404X =" —x+3=2x" —3x* +2x° —x* —x+3
8. Designemos por D(x) o dividendo. Ent&o, tem-se:
D(x)=(x* =1)x(3x=5)+2x=3x" —5x* —3x +5+2x =
=3x>—5x" —x+5.

9. A(x)=B(x)xQ(x)+R(x)=(3x+1)(x* =x)+3=

=3x"-3x" +x" =x+3=3x>—2x" —x+3

10. A(x)=B(x)xQ(x)+R(x)=(2xz+x+1)(3x—1)+x+2:
=6x° —2x* +3x* —x+3x—1+x+2=6x"+x*+3x+1

11. A(x)=B(x)><(2(x)+R(x)=(—x4 +x)(2x2 +x)+x3 +x+1=

= 22X X2+ X+ X +x+1==2x" —x* 43+ X+ x+1
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12.1. Quociente: x> —x+1 ;
12.2. Quociente: 2x* —3x ;

12.3. Quociente: (sz —_%)()(x3 —x+1)

Resto: 0

Resto: 2x—3

Resto: 2x—3

13.1.
4x*+6x -5 [2x-1
—4x* +[2x] 2x+4
-5
—-8x +
-1
Quociente: Q(x)=2x+4
Resto: R(x)=-1

13.2.
x> +0x* =3x+5 [xX’—x+2
—x3+—2x [x]+1
x> =5x+5
—x +[x]-2
~[ax]+[3]
Quociente: Q(x)=x+1

Resto: R(x)=—4x+3

13.3.

2x* +0x° +0x* —3x+1 X +x=2

-2x* —+4x
—+x+1

Quociente: Q(x)=2x

Resto: R(x)=-2x"+x+1

13.4.
x> +3x-5 2x+1

, 1 1
X —|= —X+|—
2 27 |a
5
_5
2

5 5
2512
2 4
725

4



14.1.
=2 +x-2 X +x-2
x> —x*+2x x-3
-3x%+3x-2
3x*+3x-6

6x—8
Quociente: Q(x)=x-3
Resto: R(x)=6x—8

14.2.
22X+ X% +0x* —2x+1 x> —2x

—2x* +4x° 2x* +5x+10

5x° +0x* —2x+1
—5x> +10x°
10x* —2x+1
— 10x* +20x
18x+1
Quociente: Q(x)=2x*+5x+10
Resto: R(x)=18x+1

14.3.
3x> +0x* =5x+0 |3x+2
-3x*-2x° X —Ex—E
—_— 3 9
—2x>=5x+0
2x2+ix
3
11
-——x+0
3
11 22
3 9
B
9

Quociente: Q(x)=x’ _gx_%

Resto: R(x):B
9
14.4.
4x> —2x+5 [2x-5
—Ax* +10x 2x+4

8x+5
—8x+20
25

Quociente: Q(x)=2x+4
Resto: R(x)=25

Polinémios

14.5.
X*+3x°+0x+6  |[x*—x
x>+ x x+4
4x* +0x+6
—4x* +4x
4x+6

Quociente: Q(x)=x+4
Resto: R(x)=4x+6

14.6.
2 +0x° —x+0  [x*+3x-1
-2x°-6x"+2x  2x-6
—6x>+x+0
6x*+18x—6
19x -6
Quociente: Q(x)=2x-6
Resto: R(x)=19x-6

14.7.
=3x* +x+2 [2x+1
3 5
3X2+7X —Zx+=
2 2 4
—X+2
5 5
22
2 4
3
4
Quociente: Q(x)=—§x+§
2 4
3
Resto: R(x):,
4
14.8.
X+ x*+0x° +0x* +0x—2 M
—x° +2x° X4 x+2

x* +2x*+0x> +0x -2
—x* +2x°
2x% +2x% +0x -2
-2x° +4x
2x% +4x-2
Quociente: Q(x)=x"+x+2
Resto: R(x)=2x"+4x-2
15. Designemos por A(x) o divisor. Entdo, tem-se:
6x° —x*+5=A(x)x(3x-2)+2x+5=
< 6x’—x' —2x=A(x)x(3x-2) =

3 2
- 6x° —x _ZX:A(X)
3x-2
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Recorrendo ao algoritmo da divisdo de polinémios tem-se:

6x>—x"-2x+0 [3x-2
—6x> +4x° 2X% +x
3x*-2x+0
—3x* +2x
0
Entdo, A(x)=2x"+x.

16.1. (—x3 +3x° +x—5):(x—1)

Quociente: Q(x)=-x*+2x+3
Resto: R(x)=-2
16.2. (S'x2 —7):(x+2)

Quociente: Q(x)=3x-6
Resto: R(x)=5

16.3. (ZX3 —x+3):(x—2)

Quociente: Q(x)=2x*+4x+7

Resto: R(x)=17

16.4. (x“ -x* +x—3):(x+1)

Quociente: Q(x)=x>—x"+1

Resto: R(x)=-4

s 20 a0, 1
16.5. (5x +x 3x).[x 2]

Quociente: Q(x)=5x +ZX_

Resto: R(x)= —g

234

16.6. (3x3 +4x° —3x—7) : (X—S)

3 4 -3 -7
15 95 460
3 19 92 [453

Quociente: Q(x)=3x"+19x+92

Resto: R(x)=453

16.7. (Xa —Ex) : [x + 1)
2 2

1
1 0 -= 0
2
1 11
2 2 4 8
1 1 |1
1 -= = |=
2 4 |8
Quociente: Q(x)=x? _lx_l
2 4

Resto: R(x) =é

1
16.8. (—x4 +x° —1).(x—§j

-1 0 1 0 -1

1 118 8
3 3 9 27 81
4 .1 8 8 |8
3 9 27 81
Quociente: Q(x):_)ﬁ_lxz +§X+£
9 27
Resto: R(x):_E
81

17.1. Recorrendo a regra de Ruffini, tem-se:
31 —k 2

6 14 28 -2k
|3 7 14—k [30-2k

2

0 polinémio P(x) é divisivel por x—2 se o resto da divisdo de

P(x) por x -2 forigual a zero.

Entdo tem-se 30-2k=0< k=15 .

17.2. Recorrendo a regra de Ruffini, tem-se:

-1 2 -3 &k
-1 1 -3 &6
\—1 3 -6 |k+6

O resto da divisdo de T(x) por x+1 é3seesose
k+6=3<k=-3.



17.3. Recorrendo a regra de Ruffini, tem-se:
-2 -1 0 2k —k

2 -1 1 —2k-1
|2 1 -1 2k+1 |-3k-1
O resto da divisdo de S(x) por x+1 é—4 se e sé se

3k-1=-4=k=1.

-1

17.4. Recorrendo a regra de Ruffini, tem-se:

k 0 1 —k 0
-k k k-1 2k+1

|k —k k+1 —2k-1 [2k+1

-1

O polinémio Q(x) é divisivel por x +1 se o resto da divisdo de

. 1
Q(x) por x+1 forigual a zero, isto é, se 2k+1:0©k:—5 .

18.1. 0 polinémio P(x)=—x>+4x>—2kx+1;kelR é divisivel

por x+1 se e sé se o resto da divisdo de P(x) por x+1 é zero.

Recorrendo a regra de Ruffini para efetuar a divisdo de P(x) por
x+1,tem-se:
-1 4 =2k 1
1 -5 2k+5
-1 5 —2k-5 [2k+6

O resto da divisdo é zerose e s6 se 2k+6=0<k=-3.

-1

18.2. Recorrendo a regra de Ruffini para efetuar a divisdo do
polindmio P(x)=-x*+4x*-2kx+1;kelR por x-2, tem-se:
-1 4 -2k 1

2 4 —4k+8
1 2 —2k+4 |-4k+9
O resto da divisdo de P(x) por x—2 é3see s se

—4k+9=3<k=3.

b
19. Como P(x) :G(X**]Q(X)ﬁ‘R , entdo o quociente e o resto
a

da divisdo de P(x)por x—é s&o, respetivamente, aQ(x) eR .
a

20. Como o quociente e o resto da divisdo de um polinémio

P(x) por x—% sdo, respetivamente, Q(x)=4x>-2x*+6 e
R(x)=5, entdo sabe-se que P(x)=(x—%)><(4x3 —2x* +6)+5 .
1
20.1. Sabe-se que 2x—1:2(x—5j , logo:
1) 1
P(x)=2(x—5]><£><(4x3 ~26 +6)+5=(2x-1)x(2x* =x* +3)+5

Portanto, o quociente e o resto da divisdo de P(x) por 2x—1

sdo, respetivamente, 2x° —x* +3 e5.

Polinémios

1
20.2. Sabe-se que 4x—2 :4(X—EJ , logo:
P(x)=4 x—1 xlx(4x3—2x2+6)+5=
2) 4
1
:(4x—2)><[x3—7x2+§ +5.
2 2

Portanto, o quociente e o resto da divisdo de P(x) por 4x—2

- . 1 3
s3o, respetivamente, x° _EXZ +E e5.

21.1. Atendendo a que 2x—6=2(x—3), comega-se por

determinar o quociente e o resto da divisdo de x> —x+1 por
x-3.

Quociente: Q(x)=x’+3x+8
Resto: R(x)=25

Entdo, o quociente e o resto da divisdo de x> —x+1 por 2x—6
sdo:

Quociente: Q, (x):lx(x2 +3x+8):1x2 3x+a
2 2 2
Resto: R(x)=25
21.2. Atendendo a que 3x—6=3(x—2), comega-se por

determinar o quociente e o resto da divisdo de 2x*> —4x” +2 por

x—2.

Quociente: Q(x)=2x*
Resto: R(x)=2

Entdo, 0 quociente e o resto da divisdo de 2x*> —4x* +2 por
3x—6 sdo:

1 2
Quociente: Q, (x) = gx 2x% = gxz

Resto: R(x)=2

1
21.3. Atendendo a que 3x+1= 3(x +§) , comega-se por

x3
determinar o quociente e o resto da divisdo de x* +?+x por

1
X+=.

3

1 1 01 O

3

1 1 1

_— _— 0 0 R

3 3 3

1001—1
3

Quociente: Q(x)=x>+1 ; Resto: R(x):—%
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3

- X
Entdo, o quociente e o resto da divisdo de x* +?+x por 3x+1

sdo:
Quociente: Q, (x):%x()& +1):§x3 +§; Resto: R(x):—é

22.1.

a) O polinémio P(x)=2x> —kx* =3x+2k ,kelR é divisivel por

x—1 seesose o resto da divisdo de P(x) por x-1 é zero.
Recorrendo a regra de Ruffini para efetuar a divisdo de P(x)
por x -1, tem-se:
2 —k -3 2k
1 2 —k+2 —-k-1
|2 —k+2 k-1 [k=1

O resto da divisdo é zeroseesdse k—1=0<k=1.

b) Sabe-se que 2x+4 =2(x+2). Entdo, o polinémio
P(x)=2x>—kx*=3x+2k ,kelR édivisivel por 2x +4 seeso
se o resto da divisdo de P(x) por x+2 é zero.

Recorrendo a regra de Ruffini para efetuar a divisdo de P(x)

por x +2,tem-se:

2 -k -3 2k
—4 2k+8 —4k-10

\2 —k—4 2k+5 |-2k-10

O resto da divisdo é zero se e s6 se —2k—10=0<k=-5.

-2

22.2. Recorrendo ao algoritmo da divisdo de polinémios tem-se:

2¢ —ka® =3x+2k  |xX*+x
-2x* - 2x° 2x+(—k-2)
(—k—2)x* —3x+2k
(k+2)x*+(k+2)x
(k=1)x+2k
O resto da divisdo inteira de P(x) por x* +x é dado por

(k—1)x+2k . Se o resto for igual a x+3, entdo tem-se:

(k*l)X+2k=X+3<:>k*1=l/\Zk:3<:>/<:2/\kZ%.
impossivel
Donde se conclui que o resto da divisdo inteira de P(x) por

X’ +x ndo pode seriguala x+3.
22.3.Sendo k=-2, entdo P(x)=2x>+2x* —3x—4.

—2++4+12
2

X +2x-3=0x= ox=-3 v x=1
Entdo, x* +2x-3=(x+3)(x-1).

A divisdo de P(x)=2x>+2x>-3x—4 por (x+3)(x—1) pode

ser feita dividindo primeiro P(x) por x+3 e de seguida dividindo

o quociente resultante por x -1 .
2 2 -3 -4

3| -6 12 -27
2 4 9 |31
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Quociente: Q,(x)=2x*-4x+9 ;  Resto: R (x)=-31
Entdo, tem-se: P(x):(x+3)><(2xZ —4x+9)—31 (1)
2 -4 9
1 2 -2

2 2 |7

Resto: R, (x)=7
Entdo, tem-se: 2x* —4x+9=(x—-1)x(2x-2)+7 (2)
Substituindo (2) em (1), tem-se:
P(x)=(x+3)x[(x=1)x(2x=2)+7]-31=

Quociente: Q,(x)=2x-2;

=(x+3)x(x-1)x(2x-2)+7x+21-31=

=(x* +2x-3)x(2x-2)+7x-10
Conclui-se, entdo, que o quociente e o resto da divisdo de
P(x)=2x>+2x* =3x—4 por x* +2x—3 so, respetivamente,

2x-2 e 7x-10.
23.1. Sabe-se que o volume do prisma é dado por (E)z xAF .

Entdo, tem-se que 2x* +13x” +24x+9 :(x+3)2 xAF , ou seja,

2x* +13x° +24x+9 —
S =AF.

X" +6x+9
Recorrendo ao algoritmo da divisdo tem-se:

2x*+13x* +24x+9  |x*+6x+9

-2x* —12x* —18x 2x+1
X*+6x+9
—x*—6x-9
0

Donde se conclui que AF=2x+1.
23.2. A drea A da superficie total do prisma é dada:
A(x)=2(x+3)2 +4(x+3)(2x+1)=
=2(x* +6x+9)+4(2x" +x+6x+3)=

=2x> +12x+18+8x> +4x+24x+12 =
=10x> +40x+30

23.3. A(x)=240< 10x* +40x+30=240 < x> +4x+3=24 <

—4+/16+84 -

2

S X +4x-21=0=x=

-4+10

S X= S x=3vx=-7

Como x>0, conclui-se que x=3.
Assim sendo, o volume do prisma é dado por:
V(3)=2x3>+13x3"+24%x3+9=252.

24, Como os triangulos [ABV] e [OCV] sdo semelhantes, tem-se:

AB VA VA —

L2 X P va=ax.

oc vo 5 10

Entdo o volume do prisma é dado por, em fungdo de x , por:
V(x)=(2x)" x(10-2x) =4x* x (10-2x) = 40x* —8x" =

=—8x> +40x”.



25.1. O resto da divisdo de 2x* —3x+4 por x—2 éigual a:

2x2° —3x2+4=8-6+4=6.

25.2. O resto da divisdo de —x* + x> +2x+4 por x—2 éigual a:

2" +2° +2x2+4=-16+8+4+4=0.
25.3. O resto da divisdo de —2x> + x+21 por x+3 éigual a:
~2x(-3)" +(-3)+21=-18-3+21=0.

25.4. O resto da divisdo de x*> —4x+1 por x+1 éigual a:

(1)’ -4(-1)+1=-1+4+1=4.

25.5. Como 2x—4=2(x—2), o resto da divisdo de x> —5x+2

por 2x—4 éigual a:
2 —5x2+42=8-10+2=0.

1
25.6. Como 2x—1=2(x—5) , o resto da divisdo de x> +3x—1

por 2x —1 éigual a:

1 2
H T NE ST A
2 2 4 2 4

26.1. Sabe-se que o resto da divisio de P(x) por x+2 é dado
por P(-2).
O resto da divisdo de P(x) por x+2 éigualalse P(-2)=1.

P(-2)=12x(-2) —k(-2)+3=1¢-16+2k+3=1c k=7

26.2. Sabe-se que o resto da divisio de P(x) por x—1 é dado
por P(1).

O resto da divisdo de P(x) por x—1 éiguala3se P(1)=3.
P(1)=3e 1" —2x1* +kx1+1=3< 3+k+1=3< k=5
26.3. O polindmio P(x) é divisivel por x +2 se oresto da
divisdo de P(x)por x+2 foriguala 0.

O resto da divisdo de P(x) por x+2 éigualaOse P(-2)=0.
P(-2)=0 -3x(-2) +k(-2)" —3x(-2)+k=0
&24+4k+6+k=0<k=-5

26.4. Sabe-se que o resto da divisio de P(x) por x+1 é dado

por P(-1).

O resto da divisdo de P(x) por x+1 éiguala-2se P(-1)=-2.

P(-1)=-2&(-1) —2k(-1)’ +(-1)+k=-2c
& 1-2k-1+k=-2<k=2

Polinémios

27.1. sabe-se que o resto da divisio de P(x) por x—1 é dado
por P(1).

P(1)=17"-2x1¥ +1=1-2+1=0.

27.2. sabe-se que o resto da divisio de P(x) por x+1 é dado
por P(-1).

P(-1)=3x(-1)" +(-1)" -2x(-1)" =-3+1+2=0.

27.3. Sabe-se que o resto da divisdo de P(x) por x+1 é dado
por P(-1).

P(-1)=—(-1)" =(-1)* +2x(-1)" +(-1)=1-1-2-1=-3.
27.4. Como 2x+2=2(x+1), sabe-se que o resto da divisdo de
P(x) por 2x+2 édado por P(-1).

P(-1)=(-1)" +2x(-1)" +(-1)" +3=-1-2+1+3=1.
28.1.

P(-2)=—(-2) +2x(-2)" -5x(-2)+2=8+8+10+2=28.
Ent3o, o resto da divisdo de P(x) por x+2 é igual a 28 pois é
dado por P(-2).

28.2.

1 1Y 1Y 1 1 25 1
P(f]zf(f) +2><(7] 75x[fj+2:77+777+2:77.
2 2 2 2 8 4 2 8

Ent3o, o resto da divisdo de P(x) por 2x—1 éigual a —% pois é

1
dado por P| = |.
P (2)
Pag. 37

29.1. P(x)é divisivel por x +1 se o resto da divisdo de P(x) por

x+1 forigual a0, ouseja, se P(~1)=0.

P(-1)=0¢(-1)" +2(-1)" +1=01+2(-1) +1=0<
<2(-1)' =2 (-1) =-1

Ora, (-1)" =-1 se n é impar.

29.2. Sabe-se que o resto da divisio de P(x) por x+1 é dado
por P(-1).

P(-1)=(-1)"+2(-1)" +1=1+2(-1)" +1=2(-1)" +2
Comonépar, (-1)' =1e P(-1)=2x1+2=4.

Entdo, se n é par o resto da divisdo de P(x) por x+1 éiguala4.
29.3. Sabe-se que o resto da divisdo de Q(x) por x—1 é dado
por Q(1).

Q(1)=1""-2x1"+1"" =1-2x1+1=1-2+1=0, VneN.
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Como o resto da divisdo de Q(x) por x—1 é zero, conclui-se

que Q(x) é divisivel por x—-1, ¥nelN.

29.4. Como 3x+3=3(x+1), sabe-se que o resto da divisdo de
(P(x)+Q(x)) por 3x+3 é dado por (P(—1)+Q(—1)),

P(-1)

a(-1)=(-1)" -2(-1) +(-1)"*
, entdo tem-se
P(-1)+Q(-1)=2(-1)"+2-4(-1)"=2-2(-1)".

Comon épar, (-1)" =1.Logo, P(-1)+Q(-1)=2-2x1=0.

=2(-1)"+2 e

Ent3o, se n é par o resto da divisdo de (P(x)+Q(x)) por 3x+3

éigual a0, ou seja, (P(x)+Q(x)) é divisivel por 3x+3.

30.1. Os restos das divisdes de P(x) por x+1 epor x—2 sede
P(x)sdo dados por P(—1) e P(2), respetivamente.

Sabe-se que os restos das divisGes de P(x) por x+1 epor x—2

sdo, respetivamente, 3 e -2.
Assim sendo, tem-se:

{p(1)_3©{(_1)" —ax(-1) +3x(-1)+b=3

P(2)=-2  |2*—ax2>+3x2+b=-2
1-a-3+b=3 b=5+a b=5+a
= = = =
16-4a+6+b=-2  |-4a+5+a=-24  |-3a=-29
29 44
b=5+ p=—"2
= = 3
29 29
a=— a=—
3 3

30.2. P(x)é divisivel por x—1 se o resto da divisdo de P(x) por
x—1 forigual a0, ou seja, se P(1)=0.

P(1)=0=1" —ax1’+3x1+b=0&1-a+3+b=0=

& —-a+b=-4<a=b+4

31.1. P(x)édivisivel por x+1 se o resto da divisdo de P(x) por
x+1 forigual a0, ou seja, se P(-1)=0.

O resto da divisdo de P(x) por x—2 édado por P(2).

Como P(x) dividido por x—2 da resto 3 entdo P(2)=3.

Assim sendo, tem-se:

{( 1)=0 {zx( 1)3+m><(—1)2+n=0®{—2+m+n=0
)=3

=
( 2x2  +mx2*+n=3 16+4m+n=3

n=2-m n=2-m n=2-m n=2—(—5)

= = P= =

Am+2-m=-13 3m=-15 m=-5 m=-5

f=
m=

31.2. Os restos das divisdes de P(x) por x epor x—1 sede

P(x) sdo dados por P(0) e P(1), respetivamente.
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= (1) (-1-2+(-1) " ) =-4(-2)’

Sabe-se que os restos das divisdes de P(x) por x epor x—1

sdo, respetivamente, 1e -2.

Assim sendo, tem-se:
P(0)=1 2x0° +mx0’ +n=1 n=1
< o -
P(1)=-2  [2xP+mxV+n=-2 ([2+m+n=-2
n=1

o=
{m:—S

32.1. sabendo que P(x) ¢ divisivel por x+2 e por x—1, entdo
os restos das divisGes de P(x) por x+2 epor x—1sdo iguais a
0, ouseja, P(—2)=0 e P(1)=0.

{P(—2)=0® {(2)" +ax(-2) —2x(-2) +bx(-2)+2=0

P(1)=0 1% 4 ax1®—2x12 +bhx1+2=0
p=
-1+a-2+b+2=0 a+b=1
da+b=-11 4a+1-a=-11 3a=-12
= = P= =
b=1-a b=1-a b=1-a
a=-4 a=-4
= =
b=1-(-4) " |b=5

32.2.Sendo a=-4 e b=5, entdo
P(x)=—x*—4x* —2x* +5x+2.

{—16—80—8—2b+2=0 {—Sa—Zb:ZZ

Sabe-se que o resto da divisdo de P(x) por x—2 é dado por
P(2).

P(2)=-2"-4x2’ —2x2* +5x2+2=-16-32-8+10+2=—44.
Assim sendo, o resto da divisdo de P(x) por x—2 é—44.

33. Sabe-se que P(x) é divisivel por x +2 e que o resto da

divisdo de P(x)por x—2 é1,ouseja,P(-2)=0 e P(2)=1.

1 )
{P(—Z):O 5x(-2) —ax(=2) +bx(-2)-1=0

— < 1 =
P(Z)—l —EX23—0><22+b><2—1:1

= =
—4—4a+2b-1=1 " |-4a+2b=6 2b=6+4a
{4a+6+4a:3 {80:—3

{4—4a—zb—1=0 {—40—2b=—3 {4a+2b:3
= =

= o
2b=6+4a 2b=6+4a
g 3 ,o3 s 3
. -2 __2
= 8 o 5
Zb—6+4x[—fj 2b=6—— b=—
4
= 3 3 2
Sendo a=—= e b==,entdo P(x)=—=x +§x +=x-1

Sabe-se que o resto da divisdo de P(x) por x+1 é dado por

P(-1).



P(—l):—fx(—l)B+§><(—1)2+%><(—1)—1:7+7—7—1:
4 3 18 8 19
— == =—=.
8 8 8 8 8

, 1
Assim sendo, o resto da divisdo de P(x) por x+1 é —;9 .

34.1. P(-1)=2x(-1)’ +5x(-1)" +(-1)-2=-2+5-1-2=0

Como P(-1)=0, -1 é raiz do polinémio P(x).

34.2. sendo —1 é uma raiz do polinémio P(x), entdo P(x) é

divisivel por x+1.
Aplicando a regra de Ruffini determina-se o quociente da divisdo
de P(x) por x+1.
2 5 1 =2
-1 -2 -3 2

2 3 2 |0

Entdo, o quociente da divisdo de P(x) por x+1 é
Q(x)=2x>+3x-2.

34.3. e P(x) édivisivel por x +1, entdo P(x)=(x+1)xQ(x).
P(x)=(x+1)><Q(x):(x+1)><(2x2 +3x—2)

2x* +3x-2=0 @x:w <:>x=1 v ox=-2
4 2
%jx(x+2)=( x—1)x(x+2).

Donde se conclui que P(x)=(x+1)(2x—1)(x+2).

Entdo, 2x* +3x -2 =2(x—

35.1. Tendo em atengdo a informacg&do dada, conclui-se que —2 é
umaraiz de P(x) e que P(x):(x+2)x(x3 +3x° —4) .
Simplificando, tem-se:

P(x)=(x+2)><(x3 +3x° —4)=x4 +3x> —4x+2x° +6x° —8=
=x"+5x* +6x> —4x-8.

35.2.

a) Atendendo a aplicagdo da regra de Ruffini apresentada,
constata-se que o quociente da divisdo de P(x) por x+2 é
x> +3x> 4.

b) Atendendo a aplicagdo da regra de Ruffini apresentada,
constata-se que o quociente da divisdo de P(x)por (x+2)" &
X +x=2.

c) Atendendo a aplicac3o da regra de Ruffini apresentada,
constata-se que o quociente da divisdo de P(x) por (x+2)3 é

x-=1.
35.3. Como P(x) :(x+2)3 (x—1), sabe-se que as raizes do
polinémio P(x) sdo—2e 1.

—2 é uma raiz de multiplicidade 3 e 1 é uma raiz de multiplicidade
1.

Polindmios
36.1. Sabe-se que A(x) é divisivel por x* -16 e que
x*—16=(x—4)(x+4).Entdo, A(x) é divisivel por x—4 e por

X+4.

Aplicando a Regra de Ruffini, tem-se:

1 -2 -16 32
-4 -4 24 -32

1 -6 8 |0
3 4 -8

1 -2 |0

As raizes do polindmio A(x) sdo—4,2 e 4.
36.2. As raizes do polinémio A(x) tém multiplicidade 1.

36.3. Atendendo aos calculos efetuados anteriormente sabe-se
que A(x)=(x+4)(x—4)(x—2) .

37.1.Como B(x)=(x-1)"(x+2)" ;m,nelN, sabe-se que 1 e

—2 sdo raizes do polindmio B(x) de multiplicidade m e n,

respetivamente.

Para determinar os valores de m e n vamos aplicar
sucessivamente a regra de Ruffini.

1 -1 -3 5 =2
1 1 0 -3 2
10 -3 2 |o
1 1 1 =2
11 -2 |o
1 1 2
1 2 |o

Assim sendo, tem-se
B(x)=(x—l)(x—l)(x—l)(x+2):(x—1)3(x+2).

Logo, m=3 e n=1.

37.2. As raizes do polinémio B(x) s&o 1 e -2, de multiplicidades,

respetivamente, 3 e 1.

38.1. Como B(x)=(x+1)"x(x-2)"x(x+3)" ;m,n,peN,
sabe-se que —1, 2 e -3 s&o raizes do polinémio B(x) de

multiplicidade m, n e p, respetivamente.

Para determinar os valores de m, n e p vamos aplicar
sucessivamente a regra de Ruffini.

1 -11 13 26 -20 -24
-1 2 9 -2 -4 24
1 -9 22 4 24 [0
-1 3 6 28 24
1 -6 28 -24 |0
-1 4 2 =30
1 -2 30 [-54#0
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Assim, tem-se B(x):(x+1)z (x" -3x* -6x° +28x—24).
1 -3 -6 28 -24
2 2 -2 -16 24
1 -1 -8 12 [0

2 2 2 -12
11 -6 [0
2 2 6
13 [0

Conclui-se que x* —3x* —6x” +28x —24 :(x—l)3 (x+3).
Assim sendo, tem-se B(x)=(x+ 1)2 (x- 2)3 (x+3).
Logo, m=2,n=3 e p=1.

38.2. As raizes do polinémio B(x) sdo -3, -1e2,de
multiplicidades, respetivamente, 1,2 e 3.

39.1. Comecemos por determinar os zeros do polindmio
2x* +5x-3.

—5++/25+24 1
2x2+5x—3:0c>x:%<:>x:5 v x=-3

Entdo, 2x° +5x -3 :Z[X—%j(x+3):(2x—l)(x+3) .

39.2. Comecemos por determinar os zeros do polinémio
-3x* -3x+6.

-1+4/1+8
—

2

33X -3x+6=0=x"+x-2=0=x=

Sx=1 v x=-2

Entdo, —3x* —3x+6 =-3(x—1)x(x+2)=(-3x+3)x(x+2).

39.3. Comecemos por determinar os zeros do polinémio
6x° +x—1.
-1++1+24 1

6x*+x-1=0x=—"—""—""""x== Vv x=-—=
12 3 2

1 1 1
Entdo, 6x° +x—1 =6/ x—— [X-%—f =(6x—2)[x+7].
3 2 2

39.4. 4x* —-5%° +x:x(4x2 —5x+1)

Em seguida, vamos determinar os zeros do polinémio
4x* —5x+1.

_5425-16

4x* —5x+1=0<x= <Sx=1 v x=

1
8 4
Assim sendo, 4x> —5x+1 :4(x71)[x7%):(x71)(4x71) .
Entdo, 4x* —5x% +x :x(4xZ —5x+1) =x(x—1)(4x-1).

39.5. Sabendo que —1 é um zero do polindmio

2x* —5x* —4x+3, entdo 2x> —5x> —4x+3 é divisivel por x+1.

Aplicando a regra de Ruffini vamos decompor 2x* —5x*> —4x+3
em fatores.
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Entdo, 2x> —5x* —4x+3 :(x+1)(2x2 —7x+3) .

Em seguida, vamos determinar os zeros do polinémio
2x* —7x+3.

+./49 —
2x2—7x+3:0<3x:#<3x:% v x=3

1
Assim sendo, 2x* —7x+3 =2[X—Ej(x—3)=(2x—l)(x—3).
Portanto, 2x° —5x* —4x+3 =(x+1)(2x—1)(x-3).
39.6. Como —18x* +9x® +50x> —25x é divisivel por 1-2x e
1 1, S
1-2x=-2 X—E , sabe-se que 5 é zero do polinédmio

—18x* +9x° +50x* —25x . Aplicando a regra de Ruffini, tem-se:
-18 9 50 -25 O

= -9 0 25 O
2

|-18 0 50 0 |o

Entdo, —18x" +9x> +50x” —25x

1 1
=| x== |(=18x* +50x)=| x—= |(=2x)(9x* —25) =
(x 2]( x>+ x) [x 2)( x)( X )
:(xfgj(fzx)(.’;xfs)(3x+5).

40.1. Seja P(x) o polinémio que satisfaz as condigdes exigidas.

P(x):a(x73)z,aelR\{0},

Sabe-se que o resto da divisdo de P(x) por x+1 €5, ou seja,
P(-1)=5.
P(—l)zS@a(—l—?,)z:5<3160:5©a:%

40.2. Seja P(x) o polinédmio que satisfaz as condi¢des exigidas.
P(x):a(x+2)(x—1)(x+1), aeIR\{O} .

Sabe-se que o resto da divisdo de P(x) por x €1, ou seja,
P(0)=1.

P(O):lc>a(0+2)(071)(0+1):1<:>720:1<:>a:—%

Ent3o, P(x)z—l(x+2)(x—1)(x+1)=(—1x—1](x2 —1)=
2 2
:_1x3 —x? +Ex+1.
2 2

41.1. Sabe-se que o resto da divisdo de P(x) por x—3 é dado
por P(3).

P(3)=2x3°-5x3"—4x3+3=54-45-12+3=0.

Como o resto da divisdo de P(x) por x—3 éiguala0, P(x) é

divisivel por x—3.



41.2. Como P(x) é divisivel por x—3, aplicando a regra de

Ruffini, tem-se:
2 -5 -4 3

2 1 -1 |o

P(X)I(X*?:)X(ZXZ +x—1)

-1+41+8
2x* +x-1=0 szf «:>x:l

v o x=-1

Entdo, 2x* +x71:2(xf (x+1).

1
2
Donde se conclui que P(x) :2(x—3)(x—%j(x+1) .

42.1.

P(-2)=2x(-2)" —(~2)" ~13x(-2)~6=-16-4+26-6=0.

42.2. Como P(-2)=0, entdo P(x) & divisivel por x+2.
Aplicando a regra de Ruffini, tem-se:
2 -1 -13 -6
-4 10 6
2 5 3 |0

P(x):(x+2)x(2x2 —5x—3)

5++/25+24

4

2x* —5x—3=0 & x= &Sx=3 v x:fg

Entdo, 2x* —5x—3=2(x— 3( 7j= (x=3)(2x+1).

Donde se conclui que P(x)=(x+2)(x—3)(2x+1).

43. sabe-se que P(x)=2x>—5x> —18x+45 é divisivel por
2x-5.

Aplicando o algoritmo da divisdo inteira de polindmios, tem-se:

2x> —5x* —18x+45 [2x—5

-2x° +5x° x> -9
—18x+45
18x —45
0

Donde se conclui que
P(x)=(2x-5)(x" =9)=(2x-5)(x-3)(x+3).

44.1. Conjunto dos divisores do termo independente do
polinémio: D= {—1,1,—2,2,—3,3,—6,6} .
Sabe-se que as raizes inteiras do polinémio pertencem ao

conjunto D.
Entdo, temos de identificar pelo menos uma dessas raizes.

A(1)=1’+4x1*+1-6=1+4+1-6=0
Logo, 1 é raizde A(x).

Aplicando a regra de Ruffini, tem-se:

NEMA10PR-16

Polinémios

Entdo, A(x)= (x—l)(x2 +5x+ 6) .
Em seguida, vamos determinar os zeros do polinémio
x> +5x+6 .

_5+./25_
x2+5x+6:0©x:¥©x:—2 v x=-3

Assim sendo, X* +5x+6 =(x+2)(x+3).
As raizes de A(x) sdo—-3,—2e 1.
Entdo, A(x)=(x-1)(x+2)(x+3).

44.2. Conjunto dos divisores do termo independente do
polinémio: D={-1,1,-2,2} .

As raizes inteiras do polinémio pertencem ao conjunto D.

Como A(x) é um polindmio do 4.2 grau, temos de identificar
pelo menos duas dessas raizes.

A(-1)=(-1)" =3x(-1)’ +(-1)" +3x(-1)-2=1+3+1-3-2=0
e A(1)=1"-3x1’+1*+3x1-2=1-3+1+3-2=0.

Logo, -1 e 1sdo raizes de A(x).

Aplicando sucessivamente a regra de Ruffini, tem-se:

1 -3 1 3 =2
-1 -1 4 -5 2
1 -4 5 -2 [0
1 1 -3 2
1 -3 2 [0

Ent3o, A(x)=(x+1)(x—1)(x2 —3x+2) .
Em seguida, vamos determinar os zeros do polinémio
X =3x+2.

3+J_

X —3x+2=0x ox=2 v ox=1

Assim sendo, x> —3x+2 :(X—Z)(x—l).
As raizes de A(x) sjo—-1,1e2.

Entdo, A(x)=(x+1)(x~1)(x-2)(x—1)=(x+1)(x-2)(x-1)".

44.3. Conjunto dos divisores do termo independente do
polinémio: D={-1,1,-2,2,-4,4,-8,8} .

As raizes inteiras do polinémio pertencem ao conjunto D.
Como A(x) é um polinémio do 4.2 grau, temos de identificar
pelo menos duas dessas raizes.

A(-1)=(-1)" —2x(-1) —9x(~1) +2x(-1)+8=
=1+2-9-2+8=0¢

A(1)=1"-2x1°-9x1* +2x1+8=1-2-9+2+8=0.
Logo, -1 e 1sdo raizes de A(x).

Aplicando sucessivamente a regra de Ruffini, tem-se:

1 -2 -9 2 8
-1 -1 3 6 -8

1 -3 6 8 |0
1 1 -2 -8

1 -2 -8 |0

Ent3o, A(x)=(x+1)(x—1)(x2 —2x—8).
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Em seguida, vamos determinar os zeros do polindmio
x*—2x-8.

X —2x-8=0&x= oSx=4 v x=-2

_2+4/4+32
2

Assim sendo, x* —2x—8 =(x—4)(x+2).
As raizes de A(x) sdo—2,-1,1e4.
Entdio, A(x)=(x+1)(x—1)(x—4)(x+2).

_ 5++/25+24

45.1. P(x)=0<2x"—5x—3=0 < x=

4
&S x=3 v x=—E
2
- 1
Ent3o, P(x):z[x+5j(x—3).
45.2.
—00 L 3 +o0
2
2[X+1j - 0 | + | + +
2
X—-3 - - +
P(x) + 0o | - +
45.3.

1
a) O conjunto-solugdo da inequagdo P(x)<0 é }—5,3 [

b) O conjunto-solugdo da inequagdo P(x)>0 é
1
}—oo,—g:|u[3,+oo[ .

46.1. Sabe-se que dado um polinémio de coeficientes inteiros se
este tiver raizes inteiras entdo essas raizes sdo divisores do termo
independente do polindmio.

Conjunto dos divisores do termo independente do polindmio
P(x): D={-1,1,-2,2,-4,4,-8,8} .

Sabe-se que se o polindmio P(x) tiver raizes inteiras elas

pertencem ao conjunto D.
Entdo, temos de identificar pelo menos uma dessas raizes.

P(-1)=—(-1)’ +5x(-1)" ~2x(~1)-8=1+5+2-8=0

Logo, —1 é raiz de P(x).

Sabendo que —1 é raiz do polinémio P(x)=—x>+5x*-2x-8,
entdo P(x) é divisivel por x +1 . Aplicando a regra de Ruffini

vamos decompor P(x) em fatores.

Entdo, P(x) :(x+1)(—x2 +6x—8) .
Em seguida, vamos determinar os zeros do polindmio
—x*+6x-8.
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—6++/36-32
-2
Assim sendo, —x* +6x—8 =-1(x—2)(x—4)=(2-x)(x-4).

Portanto, P(x) =(x+1)(2-x)(x—4).

—x*+6x—-8=0x= &Sx=2 v x=4

46.2.
—0 -1 2 4 +00
x+1 - 0 + |+ |+ |+ +
2—x + + + 0 - - -
x—4 - - - - |/-10 +
P(x) | + 0 |-|0|+]0 | -

46.3. O conjunto-soluggo da inequagdo P(x)<0 ¢é

J-1.2[ w4, 4o .

47.1.
A(-2)=(-2)" +3x(-2)" —4x(-2)-12=-8+12+8-12=0 e
B(-2)=(-2)’ +3x(-2)"-4=-8+12-4=0.

Logo, -2 é uma raiz comum a A(x) ea B(x).

47.2. Sabendo que -2 é uma raiz do polinémio A(x), entdo
A(x) é divisivel por x+2.
Aplicando a regra de Ruffini vamos decompor A(x) em fatores.
1 3 -4 -12
-2 -2 -2 12
11 -6 |o

Entdo, A(x) :(x+2)(x2 +x—6).

Em seguida, vamos determinar os zeros do polinémio x> +x—6.

-1++1+24
72 =

X +x—-6=0x= x=2 v x=-3

Assim sendo, x* +x—6 =(x—2)(x+3).
Portanto, A(x) =(x+2)(x—2)(x+3).
Em seguida vamos decompor em fatores o polinémio B(x) .
B(x) é divisivel por x +2 porque —2 é uma raiz do polindmio
B(x).
Aplicando a regra de Ruffini tem-se:
1 3 0 4
-2 -2 -2 4

11 -2 |0

Entdo, B(x) =(x+2)(x2 +x—2) .
Em seguida, vamos determinar os zeros do polinémio x> +x—2.

-1+v1+8
- =

X 4x-2=0x= x=1 v x=-2
Assim sendo, x* +x—2 =(x—1)(x+2).

Portanto, B(x) :(x+2)(x—1)(x+2):(x+2)2 (x-1).



47.3.
a) Para resolver a inequac¢do A(x) >0 vamos recorrer a um

quadro de sinais.

—© | -3 =7 2 | +oo
X+2 — — — 0 + | + +
x=2 - - | - - - 10 +
X+3 - 0 + + + |+ +
A(x) - 0 |+| 0 |-|0] +

A(x)20 < xe[-3,-2]U[2,+x] .
b) Para resolver a inequagio B(x)<0 vamos recorrer a um

quadro de sinais.

-0 | =2 1| +x©
x+2 - 0 + |+ +
xX+2 - 0 + |+ +
x-1 - - -|0 +
B(x) - 0 | -0 +

B(x)<0 < xel-wo,-2[U]-2,1].
48.1. Como 2x-3 :2(X—§) , 0 resto da divisdo de P(x) por

2x—3 éigual a P(gj .

3 2
p[ 3] 3] —ox[3] 31628 3 60,
2 2 2 2 4 4 2
Como o resto da divisdo de P(x) por 2x—3 é igual a zero,

conclui-se que P(x) é divisivel por 2x—3.

48.2. Sabe-se que P(x) é divisivel por 2x—3, entdo aplicando a

regra de Ruffini tem-se:

Conclui-se que P(x) =(x—gj(zxz —2x—4) .

3 2
P =0 —— |(2x"=2x—-4)=0
(x) @[x ZJ(X X ) o
2++/4+32
St LN

4

3
Sx-==0 v 2x272x74:0c>x:5 v X

Nlw N|w

S x= v x=2 v x=-1
As raizes de P(x) sdo -1, % e2.
48.3. P(x)>0

c(x—zj(z)(z —2x—4)>0®2(x—§j(x—2)(x+1)>0

Para resolver a inequagdo P(x)>0 vamos recorrer a um quadro

de sinais.

Polinémios

-0 | -1 3 2| 4
2
3
2["**] - - | =] 0 |+ |+ +
2
Xx—2 - - | - - - 10 +
x+1 — 0 | + + + |+ +
P(x) - o+ 0 |- 0] +

P(x)>0 @xe}—lé[u]Zﬁm[.

49.1.
P(-1)=2x(-1) +7x(-1)" +2x(-1)-3=-2+7-2-3=0.

Como P(-1)=0, -1 é uma das raizes de P(x).

49.2. Vamos comegar por decompor o polinémio P(x) em
fatores.
Provou-se que —1 é uma das raizes de P(x), entdo P(x) é

divisivel por x+1.
Aplicando a regra de Ruffini tem-se:

Entdo, P(x) =(x+1)(2x* +5x-3).
Em seguida, vamos determinar os zeros do polinémio
2x* +5x-3.

—5+4/
2x2+5x—3=0©x=¥<:>x:% v x=-3

Assim sendo, 2x* +5x—3 :2[x7%j(x+3):(2x71)(x+3) .

Portanto, P(x) =(x+1)(2x—1)(x+3).

Para resolver a inequagdo P(x) <0 vamos recorrer a um quadro

de sinais.
1
—00 =3} =i - +00
2
x+1 - - =10 |+ + +
2x-1 - i e e 0 +
X+3 - 0 + + + +
P(x) - o | +|0|-|o0 +

P(x)<0 < xe ]—oo,—s]u[—l,ﬂ :

50. A(x)=0<x" +x*-2=0

Fazendo x> =y, tem-se:

-1£4/1+8
2

YV +y-2=0 oy= oy=1 v y=-2

Como y =x*, tem-se:

=1 v X=-2 ox=1 v x=-1
X ==2

equagdo impossivel

Entdo, A(x)=0=x=1vx=-1.

Asraizes de A(x) sdo -1 e 1.
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Unidade 3

Pig. 43
51.1. x* -5x =4 < x" —5x> +4=0
Fazendo x> =y, tem-se:

5++/25-16
2

Yy -5y+4=0 <y= Sy=4 v y=1

Como y=x*, tem-se:
X=4 v xX=1ox=2 v x=-2 v x=1 v x=-1

As solugdes da equagdo dadasdo -2, -1, 1 e 2.

51.2. 2x* —6x* +4=0<x" -3x*+2=0
Fazendo x> =y, tem-se:

3+4/9-8
2

Yy’ -3y+2=0 oy= oy=2 v y=1

Como y=x*, tem-se:
xX*=2 v x*=1
Sx=42 v x=—/2 v x=1 v x=-1

As solugdes da equacgdo dada sdo —\E, -1, 1e V2.

51.3. x' =2’ +8 < x* -2x* -8=0
Fazendo x’ =y, tem-se:

2444432
2

y'—2y-8=0 <y= oy=4 v y=-2

Como y=x*, tem-se:

2 2
X'=4 v x'=-2 ox=2 v x=-2
o
equagdo impossivel

As solugdes da equagdo dadasdo -2 e 2.

51.4. 2x* +4=9x> < 2x* -9x* +4=0

Fazendo x> =y, tem-se:

9++/81-32

2y° -9y +4=0 ©y= Sy=4 v y:%

4
Como y =x*, tem-se:
1
xX*=4 v x’==
2
&Sx=2 v X=-2 Vv X= 1 Vo oX=-— }
2 2
1 1
&SX=2 V X==2 V X=——= V X=———
2 NP
2 2
&Sx=2 VvV X=-2 V X=— VvV X=——
2 2
2 2
As solugdes da equagdo dada sdo -2, - % e 2.

52.1. A(x)<0e x —16<0< (x —4)(x* +4)<0 &
<:>(x+2)(x—2)(x2 +4)<0

Para resolver a inequagdo vamos recorrer a um quadro de sinais.

-0 | =2 2 | 4o
X+2 - 0 + |+ +
xX=2 - - - 10 +
X2 +4 + + + |+ +
A(x) + 0 | -|o| +

A(x)<0 <xe]-2,2].
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52.2. A(x)+B(x)=0<x" -16+x* —20x* +34=0 <

& 2x* -20x" +18=0 <> x" —10x* +9=0
Fazendo x> =y, tem-se:

10++/100-36
2

Yy’ -10y+9=0 < y= <y=9 v y=1

Como y =x*, tem-se:
=9 v ¥¥=1ox=3 v x=-3 v x=1 v x=-1

As solugBes da equagdo A(x)+B(x)=0 sdo -3, -1, 1 e 3.

53.1. Sabe-se que dado um polinédmio de coeficientes inteiros se
este tiver raizes inteiras entdo sdo divisores do termo
independente do polinémio.

Conjunto dos divisores do termo independente do polindmio
A(x): D={-1,1,-2,2}.

Sabe-se que se o polindmio A(x) tiver raizes inteiras elas

pertencem ao conjunto D.
Entdo, temos de identificar pelo menos uma dessas raizes.

A(-1)=(-1) -3x(-1)+2=-1-3+2=-2
—1nZo éraizde A(x) porque A(-1)#0.
A(1)=1"-3x1+2=1-3+2=0

Logo, 1 é raiz de A(x) .

Aplicando a regra de Ruffini, tem-se:

Ent3o, A(x)=(x—1)(x2 +x—2).
Em seguida, vamos determinar os zeros do polinémio x> +x—2.

-1+41+8
72 =4

X +x-2=0cx= x=1 v x=-2
Assim sendo, x* +x—2 =(x-1)(x+2).

Entdo, A(x)=(x—1)(x-1)(x+2)=(x—1)"(x+2).
53.2.

a) (x+3)A(x)>0& (x+3)(x-1)"(x+2)>0

Para resolver a inequagdo vamos recorrer a um quadro de sinais.

—0 | =3 =2 1 +00

X+3 - 0 + + + |+ +
(x—l)Z + + |+ | + | +]0 +
X+2 — — — 0 + |+ +
(x+3)A(x) + o|-| 0 |[+]|0] +

Entdo, (x+3)A(x)>0 < xe]-0,-3[U]-2,1[U]L,+x].
b) (x-2)A(x)<0e (x-2)(x-1)" (x+2)<0

Para resolver a inequagdo vamos recorrer a um quadro de sinais.

—0 | =2 1 2 | +o©o

x=2 - - -|-]1-10 +
()(71)2 + + + 0|+ |+ +
X+2 - 0 + |+ |+ |+ +
(X—Z)A(X) + 0 -0 | = +

Entdo, (x—2)A(x)<0 < xe[-2,2].



c) (xZ +1)A(X)SO<:>A(X)S0 porquex’ +1>0,VxelR.

Para resolver a inequagdo vamos recorrer a um quadro de sinais.

—0 =2 1 +00
()(—1)Z + + +]0 +
X+2 - + |+
A(x) - 0 |+ 0] +

Entdo, (x* +1)A(x)<0e A(x)<0 < xe -0, -2]Uf1}.
53.3. Como 3 é uma raiz de multiplicidade 2 do polinémio B(x),

sabe-se que B(x) é divisivel por (x—é})2 . Aplicando a regra de

Ruffini, vamos decompor B(x) em fatores.

w

w

Entdo, conclui-se que B(x)=(x-3 ? (x+2).

1

-4 -3 18
3 -3 -18
-1 -6 |0
3 6

lo
)

Polinémios

Para resolver a inequagdo B(x) <0 vamos recorrer a um quadro

de sinais.
—0 -2 3 —+o0
(x—?,)z + + +1 0 +
X+2 - 0 + |+ +
A(X) - 0 +1 0 +

B(x)<0 < xe]-»,-2]u{3}.

53.4. A(x)<B(x) e (x-1) (x+2)<(x-3) (x+2) =

S (x-1) (x+2)-(x-3) (x+2)<0 &

& (xr2)[ (x-1) ~(x-3)' <0

& (x+2)(X* —2x+1-x"+6x-9) <0< (x+2)(4x—8)<0

Para resolver a inequagdo anterior vamos recorrer a um quadro
de sinais.

—©0 | -2 2 | +©

x+2 - 0 + |+ +

4x -8 - — — |10 +
(x+2)(4x—8) + 0 -0 +

A(x)<B(x) < (x+2)(4x-8)<0 < xe]-2,2[.
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Unidade 4

1.1.A(2,-1),B(4,1),C(2,3),D(-1,3),E(-3,1) e (-1, -1).

1.2,

a) Os pontos que tém abcissa positiva sdo A, B e C.

b) Os pontos que tém ordenada negativa sdo A e F.

c) Os pontos que pertencem ao 2.° quadrante sio D e E.

d) Os pontos que tém coordenadas com o mesmo sinal s3o B, Ce
F.

2.1. A(-3,-1),8B(1,-1),C(0,2),D(-1,5),E(-2,2),F3,5),
G(1,5),H(1,1)el(3,1).

2.2,

a)B,GeH. b) D, FeG.
c)DeG. d)BeH.
e) Por exemplo, Ae F. f)E.

3.1. Como o tridngulo [ABE] é equilatero, BE=AB=4.
O ponto E pertence ao eixo das ordenadas e

OF =/4? —2? =12 =23, ent3i0 E(o,zﬁ).
3.2. c(2+2J§,2)

3.3. D(zﬁ,z+2¢§)

3.4. O ponto F pertence ao eixo das abcissas e

BF =BD =/4? +4* =32 =442 , entdo F(2+4ﬁ,o).

4.1.

a) Perc>4—3k=0<:>k=%

b) PeZ.°Q©§—2k<0 A 4—3k>0©k>§ A k<%©

ke E,i
6 3

4.2.

a) O ponto Q pertence ao semieixo positivo das ordenadas se:

_2:44+12

1
m’-2m-3=0 A 2m+1>0c>m—T A m>—5<:>

1
o(m=3vm=-1) A m>—5<:>m:3
b) Qe3°,Qem’ -2m-3<0A2m+1<0 &
1 1
<:>—1<m<3/\m<—z<:>me —1,—5

Célculo auxiliar:
m’-2m-3<0<(m-3)(m+1)<0

—0 | -1 3| 4o
m-3 — - | -10
m+1 — 0 + | +
(m=3)(m+1) + 0o |-|o0o| +

(m-3)(m+1)<0<-1<m<3
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5. Se o quadrado representado em cada um dos referenciais tem
perimetro 16, entdo tem lado 4.

5.1.B(3-4,1), C(3-4, 1-4) e D(3, 1-4), ou seja, B(-1, 1),
C(-1,-3)e D(3,-3).

5.2. OC =BD =~/4* +4> =32 =442, entio B(zﬁ,zﬁ),
c(o,4ﬁ) e D(—zﬁ,zﬁ).

5.3. AC=BD=4\2, ento B(-2v/2,1-2V2), ¢(0,1-4+2) e
D(zﬁ,l—zﬁ).

5.4. OB=~/4’ -1’ =+/15 , entdo B(\/E,O), C(1+\/E,\/E) e
D(1,1+JE).

6.1.

Ac2°Qe1-2k<0 A k2+1>0<:>k>% A keIRc>k>%c>

<:>kei|1,+oo[
2

6.2. O ponto P pertence ao semieixo positivo das ordenadas se:

o118
4

2k +k—1=0 A —2k>0= Ak<0s
1
@(k:;vk:—lj ANk<O0Osk=-1

6.3. O ponto B pertence ao semieixo negativo das abcissas se:

K —4k=0 A 5—3k<0c>k(k2—4)=0 A k>§<:>

< (k=0vk=2vk=-2) A k>§c>k=2
k
7.1. Per<33—E=O©k=6

7.2. Pech>2k—1=O<:>k=%

7.3.

Pel°Q<2k-1>0 A 3—§>0<:>k>% A k<6©ke}%,6[

8.1.

a) A reta que passa por A e é paralela ao eixo Oy é definida pela
equagao x=2.

b) A reta que passa por B e é paralela ao eixo Ox é definida pela
equagdo y=-3.

c) Areta AC é definida pela equagdo x =2 . Entdo, a reta paralela
a AC que passa em B é definida pela equagdo x=-1.



8.2.

a) A reta BC é definida pela equacdo y =—-3.Ent3o, areta AP é
paralela a BC se A e P tiverem a mesma ordenada, ou seja, se
k+2=-5<k=-7.

b) A reta AC é definida pela equagdo x=2.Entdo, areta BP é

paralela a AC se B e P tiverem a mesma abcissa, ou seja, se
3—k=-1k=4.

9.1.

a) Sendo A o ponto de coordenadas (3, 1), entdo as coordenadas
do simétrico de A em relagdo ao eixo das ordenadas sdo (-3, 1).
b) Sendo B o ponto de coordenadas (1, 5), ent3o as coordenadas
do simétrico de B em relagdo ao eixo das abcissas sdo (1, -5).

c) Sendo C o ponto de coordenadas (-2, 3), entdo as coordenadas
do simétrico de C em relagdo a origem do referencial sdo (2, —3).

9.2.

a) A reta vertical que passa pelo ponto D(—4, —2) é definida pela
equagdao x=-4.

b) A reta vertical que passa pelo ponto E(2, —4) é definida pela
equagao y=—4.

9.3.

a) Aequacdo x—k =3 representa a reta vertical que passa pelo
ponto A(3, 1) se:

3-k=3<k=0.

b) A equacdo 2x=k representa a reta vertical que passa pelo
ponto D(—4, —2) se:

2x(-4)=k<k=-8.

c) Aequagdo k—y=—1 representa a reta horizontal que passa
pelo ponto B(1, 5) se:

k-5=-1<k=4.

10.1.AB: y=-2;BC: x=1;CD: y=3 e AD: x=-2.

10.2.
a) x=-3

5
b) y=2
)y 3

5+k
10.3. O ponto G(ak—% , 2+kj pertence a reta AD se:

3k—5%k:—2<:>6k—5—k:—4©5k:1©k:%

Sendo k=l,ent§o G —2,E .
5 5

O segmento de reta [AD] é definido pela condigdo
x=-2 A —2<y<3.logo G pertence a [AD].

11.1.

a) 0 segmento de reta [AC] é definido pela condigdo
x=—4 A —-2Zy<3.

Entdo, por exemplo, 0 ponto P(—4,1) pertence a [AC].

b) A semirreta oposta da semirreta BA é definida pela condigdo
y=3 A x22.

Geometria analitica

Entdo, por exemplo, o ponto P(4, 3) pertence a essa semirreta.

) A semirreta oposta da semirreta AB é definida pela condigdo
y=3 A x<-4.

Entdo, por exemplo, o ponto P(—5, 3) pertence a essa semirreta.

11.2.

a) y=3

b) y=3

c) x=-4

12.1. O semiplano representado é definido pela inequagdo
x<3.

12.2. 0 semiplano representado é definido pela inequagdo
y>-2.

12.3. O semiplano representado é definido pela inequagdo

xZ—x/E.

13.1. 2x-4<02x<4 < x<L2
A representagdo geométrica do conjunto
A={P(x,y): 2x-4<0} &

Y

13.2. §—1<0<:>x—2<0c>x<2
A representagdo geométrica do conjunto

A={P(x,y): §—1<0} é:

Y

13.3. 2y-521<2y>6<y>3
A representagdo geométrica do conjunto
A={P(x,y): 2y—521} é:

Y
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Unidade 4

14.1. A representagdo geométrica do conjunto de pontos do
plano definido pela condigdo x>2 A —-3<y<2 é:

A
y

2

14.2. A representagdo geométrica do conjunto de pontos do
plano definido pela condigdo 0<y<x A 1<x<4 é:

yn /

A

o 4 X

Y

/

14.3. A representagdo geométrica do conjunto de pontos do

plano definido pela condigdo [x|=2 A y=-1 é

yll

14.4. A representagdo geométrica do conjunto de pontos do
plano definido pela condigdo 0<y<2 v -1<x<3 é:

4
y

15.1.
a) P(2-3k,1)eC se 3(2-3k)-1<5.
3(2-3k)-1<5<6-9k—-1<5& —9k<0< k=0

b) P[E,szc se S[Ej—1>5.
2 2

-1 —
3(%)—1>5®¥—1>5©3k—3—2>10©3k>15<:>
& k>5

15.2.

a) 3x—-1<53x<6< x<2

O semiplano correspondente ao conjunto C é constituido por
todos os pontos do plano que tém abcissa ndo superior a 2.
O ponto B ndo pertence ao conjunto C porque tem abcissa 4
(superior a 2).
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Assim sendo, o segmento de reta [AB] ndo esta contido no
semiplano correspondente ao conjunto C.

b) Por exemplo, o ponto P(-1,4).

16.1. ANB={P(x,y): 2x+6>0 A 5-x>3|

2X+620 A 5—-Xx232x>2-6 A —x2-2&
Sx=>2-3 A x<L2
I
Y
_1 4] 2 X-'_

16.2. BUC={P(x,y):5-x>3 v 1<y<3}

5-x23 v 1Sy<3&x<2 v 1<y<3

A
y

g

1

16.3. ANC={P(x,y):2x+620 A 1<y<3|

2x+62>20 A 1<y<3<x>-3 A 1<y<3

A
y
3

1

17.1.

~(x273x¢0)<:>x273x:0©x(x73):0c>x:0 v x=3

A representacdo geométrica do conjunto de pontos do plano

definido por ~(x2 —-3x ;tO) é:

'y
Y




17.2. ~(x21vx<-3)ox<1lAax>-3

A representagdo geométrica do conjunto de pontos do plano
definido por ~(x>1v x<-3) é:

173. ~(y<-1Ax>2)ey>-1v x<2

A representagdo geométrica do conjunto de pontos do plano
definido por ~(y<-1Ax>2) é:

yﬂ

174. <4 oy -4<0<(y-2)(y+2)<0=

S (y-2<0Ay+220)v(y-220Ay+2<0) <=

@(ySZ Ay2—2)v(y22 A yS—2)<:>ySZ/\ y=-2
A representagdo geométrica do conjunto de pontos do plano
definido por y> <4 é:

ra =

17.5. y(x+2)=(x+2) = y(x+2)-(x+2)=0=

e (x+2)(y-1)=0ex=-2vy=1
A representacdo geométrica do conjunto de pontos do plano
definido por y(x+2)=(x+2) é:

A
y

1

-2 0 X

18. 1 ~(x£—1vy<2)<:>x>—1Ay22
Il ~x| <2 |x]>2ex>2vx<-2

H:y<2Aa~(x>1vy21)ey<2ax<lay<lex<lay<l

Geometria analitica

Entdo, a correspondéncia entre as condi¢Ges e as representagdes
geomeétricas é a seguinte:
I—B ; nN->Cc ; In—A

19.1. A, (3,0),B,(-3,0),¢,(7,0),D,(-5,0)e £(0,0).
19.2. 4,(0,5),8,(0,2),¢,(0,-4),D,(0,0) e £,(0,3).
19.3. A,(3,5),B,(3,2),C,(3,-4),D,(3,0) e £,(3,3).
19.4. A,(3,2),8,(-3,2),C,(7,2),D,(-5,2) e £,(0,2).

20.1. A projecdo ortogonal de A sobre o eixo Ox é o ponto de

coordenadas (2,0).
Entdo, o ponto C é a projecdo ortogonal de A sobre o eixo Ox se e
sose 3k+1=2A1-3k=0.

3k+1=2/\1—3k=0<:>k=1/\k=1c>k=E
3 3 3

20.2. A projegdo ortogonal de A sobre areta y=—4 é o ponto
de coordenadas (2,-4).

A projecgdo ortogonal de B sobre a reta x =2 também é o ponto
de coordenadas (2,-4).

20.3. A projegdo ortogonal de A sobre areta y=3 é o ponto de
coordenadas (2,3) .
Entdo, o ponto P é a projecdo ortogonal de A sobre areta y=3
seesdse kX —1=2A k> —k+1=3.
K -1=2Ak —k+1=3k =3k —k-2=0&

1+41+
<:>(k:«/§vk=—x/§)/\k:f8©
S (k=VBvk=-V3)r(k=2vk=-1) ke

21. Em relagdo a situagdo I, as coordenadas dos vértices do cubo
sdo:

A(5,-5,0), B(5,5,0), ¢(-5,5,0), D(-5,-5,0), £(-5,-5,10),
F(5,-5,10), G(5,5,10) e H(-5,5,10).

Em relagdo a situagdo I, as coordenadas dos vértices do cubo
sdo:

A(10,-5,0), B(10,5,0), ¢(0,5,0), D(0,-5,0), £(0,-5,10),
F(10,-5,10), G(10,5,10) e H(0,5,10).

Em relagdo a situagdo Ill, o tridangulo [AOB] é retangulo em O,
entdo sabe-se que (a)z +(@)2 = (E)z .

Como ﬁ=a, tem-se:

(&)2 +(£)2 =(E)Z o 2(&)2 =10 < (ﬁ)2 =50

Donde se conclui que 0A=+/50 :5\/5 .
Assim sendo, as coordenadas dos vértices do cubo sdo:

A(sﬁ,o,o), B(o,sﬁ,o), c(—sﬁ,o,o), D(o,—sﬁ,o),
E(o,—sﬁ,lo), F(5ﬁ,0,1o), G(o,sﬁ,lo) e H(—5ﬁ,0,1o).
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22.1.

a) Os pontos que tém abcissa positiva s3o0 A e E.

b) Os pontos que tém cota positiva sdo B, Ce D.

) Os pontos que tém ordenada negativa sdo D e E.

22.2. As coordenadas dos pontos assinalados na figura sdo:
A(2,2,-1), B(0,1,1), ¢(-1,1,2), D(0,-1,2) e £(1,-1,0).

22.3.

a) A projecdo ortogonal de C sobre o eixo Ox é o ponto de
coordenadas (-1,0,0).

b) A projecédo ortogonal de C sobre o eixo Oy é o ponto de
coordenadas (0,1,0) .

c) A projecdo ortogonal de C sobre o eixo Oz é o ponto de
coordenadas (0,0,2).

22.4.

a) A projecdo ortogonal de A sobre o plano xOy é o ponto de
coordenadas (2,2,0).

b) A projecdo ortogonal de A sobre o plano yOz é o ponto de
coordenadas (0,2,-1).

) A projecdo ortogonal de A sobre o plano xOz é o ponto de
coordenadas (2,0,-1).

23.1.

a) Os pontos que pertencem ao plano x0z s3o A, Fe O.
b) Os pontos que pertencem ao plano yOz sdo G e O.

) Os pontos que pertencem ao plano z=-1 sdo A e B.
d) O ponto que pertence ao plano x=2 é 0 A.

€) O ponto que pertence ao plano y=-2 é0G.

23.2. As coordenadas dos pontos assinalados na figura sdo:
A(2,0,-1), B(1,2,-1), €(-1,2,1), D(-1,1,1), £(-3,1,1),
F(-3,0,2), G(0,-2,3) e H(1,-1,1).

24.1. O ponto A pertence ao 8.° octante porque tem abcissa
positiva e ordenada e cotas negativas.

O ponto B pertence ao 2.° octante porque tem abcissa negativa e
ordenada e cotas positivas.

24.2.

a) A projecdo ortogonal de A sobre o eixo Oz é o ponto de
coordenadas (0,0,-5).

b) A projecédo ortogonal de B sobre o plano xOz é o ponto de
coordenadas (-1,0,4).

24.3.

a) Uma equacio cartesiana do plano que passa em A e é paralelo
axOyé z=-5.

b) Uma equagio cartesiana do plano que passa em A e é paralelo
ayOzé x=2.

€) Uma equacio cartesiana do plano que passa em B e é paralelo
ax0zé y=2.
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d) Uma equacio cartesiana do plano que passa em B e é paralelo
axOyé z=4.

25.1.¢(8,-4,-2), G(8,0,2) e L(0,4,-2).

25.2.

a) Uma equagdo cartesiana do plano que contém a face [ABCD] é
y=—4.

b) Uma equacio cartesiana do plano que contém a face [MJLN] é
y=4.

€) Uma equacio cartesiana do plano que contém a face
[BCIMPG] é x=8.

25.3.

a) A reta que contém a aresta [FG] é definida por y=0Az=2.
b) A reta que contém a aresta [BC] é definida por x=8 Ay =—4 .
) A reta que contém a aresta [BG] é definida por x=8 Az=2.

d) A reta que contém a aresta [MJ] é definida por x=8 Ay=4.

26.1.

a) As coordenadas dos vértices do cubo s3o:

0(0,0,0), P(6,0,0), Q(6,6,0), R(0,6,0), 5(0,6,6),
7(0,0,6), U(6,0,6) e V(6,6,6).

b) v, =6’=216

ubo

26.2.

a) A aresta [PU] pode ser definida por x=6 Ay=0A0<z<6.
b) A face [UVST] pode ser definida por
z=6A0<x<6A0<y<6.

27.1. As coordenadas dos vértices da pirdmide s3o:

A(6,0,0), B(6,6,0), €(0,6,0), 0(0,0,0) e £(3,3,9).

27.2. Seja M o ponto médio de [AB].
O triangulo [DEM] é retangulo em D, entdo sabe-se que:

(ME) = (w +(oe)
= (m)z =3*+9’
Q(W)z =90

Donde se conclui que ME =+/90 =3\/B .
A drea da superficie lateral da piramide é dada por:

ABXME 6x3+/10
A=8xA e =4x Z —4x Xz =364/10 .

28.1. A reta AD é definida pelo seguinte sistema de equagdes:
X=2Ay=2.
28.2.

:lAbxh:§x4zx(8—2):§x42 x(8—2):%:32.

V.. .
pirémide
3
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Designemos por x a medida da aresta de um cubo com igual
volume ao da piramide. Entdo, tem-se:

X =326 x=32 & x =20 x2 e x=3%2 < x=31. U(2v2,0,0, 7(0,22,0), 5(-2v2,0,0), R(0,-2v2,0),
rogor a=3nbt Q(242,0,4), M(-242,0,4), P(0,242,4) e N(0,-22,4).

29.1. O tridngulo [TOU] é retangulo em O, entdo sabe-se que

(00) + (o) ~(u)".

29.2. As coordenadas dos vértices do cubo s3o:

29.3. Designemos por h a medida da altura da piramide.

— wotiedro = Veuvo + Viiramide <80=4’ +1X42 xh< 16:Eh <h=3
Como OU=0T =242, tem-se: 3 3
I _ S — — Entdo, V(0,0,7).
(00) +(07) =(FF) e 2(242) =(07) = (@7 =16 e V(o0
Donde se conclui que ﬁ:\/ﬁ =4,
Entdo, A =4"=16.

face cubo
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30.1. A(1,-2),B(3,1) e C(-2, 3).

30.2.

a) Por aplica¢do do Teorema de Pitdgoras, tem-se:
2 —\2

(AB) =2°+3* = (AB) =13.

Entdo, TB:JE

b) Por aplicagdo da férmula da distancia entre dois pontos
conhecidas as suas coordenadas, tem-se:

AB=/(1-3)" +(-2-1) =/4+9 =4/13.

30.3.

a) Por aplicagdo do Teorema de Pitagoras, tem-se:
—\2 —\2

(Bc) =5 +2* = (BC) =29.

Entdo, BC =+/29 .

b) Por aplicagio da férmula da distancia entre dois pontos
conhecidas as suas coordenadas, tem-se:

BC=y/(3+2)" +(1-3)" =v/25+4 =29 .

31.1. Seja P o ponto médio de [AB]. As coordenadas de P sdo

—-3+5 2+3 71§
2 2 2)

31.2.

a) Sejam (x,y ) as coordenadas do ponto C.

Como M é o ponto médio de [AC], tem-se:

1 1_—3+x2+y
2’ 2 2 )

-3+x 1

xX=2

Daqui resulta que: 2 2 & .
2+y 1 y=-4

2
Conclui-se, entdo, que C(2,-4).

b) As coordenadas do ponto médio de [BC] s3o

+2 3+(-4
o)
32.1. 0P=1/(0-8)" +(0-5) =64 +25=1/89~9,4 .

32.2. 1.2 alternativa:

&+E=\/(073)2 +(0-4) +\/(378)2 +(4-5) =

=J9+16 +425+1=5++/26 ~10,1.

2.2 alternativa:
0B+BP=1/(0-6)" +(0-2)" +(6-8)" +(2-5) =

=36 +4+/4+9=140+13~9,9.

O caminho é mais curto na 2.2 alternativa.
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33.1. O tridngulo [PQB] é retangulo em Q.
Por aplicagdo do Teorema de Pitagoras, sabe-se que

(+8) =(a) +(as)"
(%)2 :(@)2 +(£)2 @(@)2 =3"+4’ @(@)2 =25.
Donde se conclui que PB=+/25=5.

O triangulo [APB] é retangulo em P.
Por aplicagdo do Teorema de Pitagoras, sabe-se que

(A8) =(ap) +(P8) .
(aB)" =(4P) +(PB) <= (4B) =3 +5* = (AB) =34.
Donde se conclui que ﬁ:\/ﬁ .

33.2. Relativamente ao referencial da figura, sabe-se que
A(3,-1,1) e B(-1,2,-2).

ﬁs:\/(3+1)2 +(-1-2) +(1+2)" =16+9+9 =434
34.1.

Haz\/(uo)2 +(0-5)" +(3-0) =\16+25+9=1/50 =512

34.2. O ponto C pertence ao semieixo positivo das cotas, entdo
€(0,0,z),z>0.
a) BC=48 [(0-0) +(5-0)' +(0-2)' =50

2547 =[50 25+ =507 =25 27=5vz=-F5
Como z>0, conclui-se que z=5.
Entdo, €(0,0,5).

b)E=4x/§©\/4—02 —0) +(3-2) =Vax2
©416+(3-2) =32 16+(3-2) =

&3-7z=4v3-z=-A4&z=-1vz=7

& (3-2) =16

Como z>0, conclui-se que z=7.
Entdo, €(0,0,7).

35.1. AB=/(2-4)" +(0-3)' +(1-0)’ =4+9+1=14 .
AC=\[(2-0) +(0-4) +(1-2)’ =Va+16+1=+21.
BC=/(4-0) ( 4Y +(0-2)" =V16+1+4=421.

Como AC:BC, conclui-se que o triangulo [ABC] é isdsceles.

35.2. As coordenadas do ponto médio de [AB] sdo

2+4 0+3 1+0 331
2272 22

As coordenadas do ponto médio de [AC] sdo
2
[ﬁ,ﬂ,ﬁ]: szj ,
2 2 2 2

As coordenadas do ponto médio de [B(C] sdo

4+0 3+4 0+2 7
— 7|21
27272 2



36.1. Seja P(x,y)um ponto qualquer da mediatriz de [AB].
Sabe-se que PA=PB.

PA=PB > |(x=2) +(y+1) =y/(x=0) +(y-3)’

Entdo, tem-se que:

(x—2)2 +(y+1)2 :(X—O)2 +(y—3)2

S X —AX+4+y’ +2y+1=xX"+y’ —6y+9

&2y +6y=4x+9-4-1

&8y =4x+4
2 2

Entdo, a mediatriz de [AB] é definida na forma reduzida por

y_£+l
2 27

51 6
36.2. 3= E+E 3= 5 (proposicdo verdadeira)

Conclui-se que o ponto C pertence a mediatriz de [AB].

37.1. Seja P(x,y)um ponto qualquer da mediatriz de [AB].
Sabe-se que PA=PB.

PA=PB < |(x+2) +(y-1) =y(x—1) +(y+3)

Entdo, tem-se que:

(x+2)2 —»—(y—l)2 =(x—1)2 +(y+3)2

X HAX+4+Y? =2y +1=Xx" —2x+1+y* +6y+9

& -2y—6y=-2x—-4x+1+9-4-1

& -8y =—6x+5
ey=3,.5
4 8

Entdo, a mediatriz de [AB] é definida por y:%x—g .

37.2.
a) Seja D o ponto da mediatriz de [AC] que tem abcissa —3. Ent3o,
D(-3,y) e DA=DC.

DA=DC & (-3+2) +(y—1) =y(-3-0)' +(y+2)
Entdo, tem-se que:

(-3+2) +(y-1)"=(-3-0)" +(y+2)°

S1+y’ -2y+1=9+y’ +4y+4

& -2y—-4y=9+4-1-1

& -6y =11
oy
6

11
Portanto, D[—3,—€J .

b) Seja E o ponto da mediatriz de [AC] que tem abcissa —3. Ent3o,
E(x,4) e EA=EC.

EA=EC & [(x+2) +(4-1) =/(x—0) +(4+2)

Geometria analitica

Entdo, tem-se que:

(x+2)2 +(4—1)2 =(x—0)2 +(4+2)2
S X +4x+4+9=x+36
<4x=23

23
ox=—

Portanto, E(%Aj .

38.1. O ponto de intersegdo da reta r com o segmento de reta
[AB] é o ponto médio desse segmento.

—2+4 340 3
Entdo, as coordenadas desse ponto sdo (T,?j:[l,ij .

38.2. Vamos entdo comegar por determinar uma equagdo da
mediatriz de [AB].
Seja P(x,y)um ponto qualquer da mediatriz de [AB].

Sabe-se que PA=PB.

PA=PB < \[(x+2)" +(y—3) =y(x—4) +(y—0)
Entdo, tem-se que:

(x+2)2 +(y—3)2 =(x—4)2 +(y—0)2

X +Ax+4+y’ —6y+9=x" —8x+16+y’

< -6y =-12x+3

1
Sy=2Xx——
2

1
A reta r, mediatriz de [AB], é definida pela equagdo y =2X—E .
Entdo, o semiplano superior fechado de fronteira r e que contém

1
o ponto A é representado pela inequagdo yZZx—E .

39.1. Vamos comegar por determinar a equagdo reduzida da reta
AB.

2-(-2) 4 2
O declive da reta é dado por m,, :Q:—:—f .
-1-5 -6 3

2
Uma equacdo da reta AB é do tipo y :7§x+b .
Como o ponto B(—1,2) pertence a reta, tem-se:

2=—Ex(—1)+b®2—z=b®i=b
3 3 3

2 4
Equacgdo reduzida da reta AB: y :—§x+§ .
O ponto P(O,Z) ndo pertence a reta AB mas pertence ao

4
semiplano superior aberto definido pela reta AB pois 2 > 0+§ .

Entdo, o semiplano aberto cuja fronteira é a reta AB e que
contém o ponto P(O,Z) é representado pela inequagdo

yo-tsd
37 37
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39.2. Vamos entdo comegar por determinar uma equagéo da
mediatriz de [AB].

Seja P(x,y)um ponto qualquer da mediatriz de [AB].
Sabe-se que PA=PB.

PA=PB & |(x=5)" +(y+2) =(x+1) +(y=2)

Entdo, tem-se que:

(x—S)2 -#(y-o—Z)2 =(X+1)2 +(y—2)2

S X —10x+25+y’ +4y +4=x" +2x+1+y> —4y+4

<8y =12x-24

3
Sy=—x-3
y 2

3

A mediatriz de [AB] é definida pela equagdo y :Ex—3 .
O ponto T(—l,l) nao pertence a mediatriz de [AB] mas pertence
ao semiplano superior definido pela mediatriz de [AB] pois

3
1>——-3.

2
Entdo, o semiplano fechado cuja fronteira é mediatriz de [AB] e

) ) ) ~ 3
que contém o ponto T é representado pela inequagdo yZEx—3

40.1. y-2x>0<y>2x

Y
e
o] 1 x-;

40.2. 3x-y>1< —-y>-3x+1< y<3x-1
4
y

ol 1 X
-

40.3. x+y<1Ax+3>20y<—x+1ax>-3

A
Y

N

-3 0

£
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2x—y

40.4. <1A1<y<3e2x-y<3Al1<y<3s

&y22x—-3A1<y<3

yll . /
3 /

0 1/ il
-1
-3

40.5. x* -4y’ =0 (x-2y)(x+2y)=0<

c>x—2y:0vx+2y:0<:>y:§vy:—§
A

40.6. xy-y’ <0 y(x-y)<0s

S (y<0Aax—y>0)v(y>0ax-y<0)=
S (y<0ay<x)v(y>0ay>x)

|
¥
it
R X
Pag. 57
41. As circunferéncias representadas pela equacgdes |, II, lll e IV

tém centros de coordenadas, respetivamente,
(-2,-1), (2,-2), (2,1) e (-1,2) eraios 2 (1, el e /5 (IV).
Entdo, a correspondéncia entre as condigdes e as circunferéncias

representadas é a seguinte:
I—>C, II->D, Il-A elV—>B.

42.1.

a) O conjunto de pontos do plano que distam de A 3 unidades é a
circunferéncia de centro em A e raio 3 e é definido pela equagdo

(x-1)" +(y-3) =9.



b) O conjunto de pontos do plano que distam igualmente de A e
de C é a mediatriz do segmento de reta [AC].
Seja P(x,y)um ponto qualquer da mediatriz de [AB], entéo

PA=PC .

PA=PC < \(x—1) +(y=3) =y(x+5) +(y+1)
Entdo, tem-se que:

(x—l)Z +(y—3)2 :(x+5)2 +(y+1)2

X =2x+1+y* —6y+9=x>+10x+25+y’ +2y+1
& -8y =12x+16

3
Sy=——x-2
2
O conjunto de pontos que distam igualmente de Ae de Cé
3
definido pela equagdo y :—Ex—z .

¢) O conjunto de pontos do plano cuja distancia a B ndo é
superior a 2 unidades é o circulo de centroem Beraio 2 e é

definido pela inequagio (x+3)2 +(y—5)2 <4,

d) O conjunto de pontos do plano cuja distancia a origem do
referencial é ndo inferior a 3 unidades e ndo é superior a 5
unidades é a coroa circular de centro na origem do referencial e

raios 2 e 5. E definido pela condigio 9<x” +y” <25.

42.2.

a) A circunferéncia de didmetro [AB] tem centro no ponto médio
AB
de [AB] e raio igual a 7 .

As coordenadas do ponto médio de [AB] sdo

{1+(_3),M]_(—1,4).

2 2
2 2 2 2 '

A circunferéncia de diametro [AB] é definida pela equagdo
(x+1)" +(y—4)" =5.

b) A circunferéncia de centro C(-5,-1) e tangente a Oy tem
raio 5. Entdo, é definida pela equagdo ()(+5)2 +(y+1)Z =25.

c) A circunferéncia de centro C(—S,—l) e tangente a Ox tem raio

1. Entdo, é definida pela equagéo (X+5)2 +(y+1)2 =1.

43.1. O lugar geométrico dos pontos que verificam a condigdo
(x—E})2 +(y+1)2 =16 é a circunferéncia de centro no ponto de

coordenadas (3,-1) e raio 4.

43.2. O lugar geométrico dos pontos que verificam a condigdo
(X—Z)2 +y® <9 é o circulo de centro no ponto de coordenadas

(2,0) eraio 3.

43.3. O lugar geométrico dos pontos que verificam a condigdo

X’ +y’ <4 Ax>0Ay<0 éo quarto de circulo centrado na

Geometria analitica

origem do referencial e raio 2, cujas pontos tém abcissas ndo
negativas e ordenadas ndo positivas.

43.4. X’ +y* -2y-1=25 X" +y’ -2y +1* =25+1+1* &

X +(y-1)=27.
Conclui-se, entdo, que o lugar geométrico dos pontos que
verificam a condigdo x> +y> =2y —1=25 é a circunferéncia de

centro no ponto de coordenadas (0,1) e raio 27 .

43.5. X2 +2X+y2 —4y:—1<sz +2X+12 _12 +y2 _4y+
+22 =22 :—1<:>(x+1)2 +(y—2)2 -4,
Conclui-se, entdo, que o lugar geométrico dos pontos que

verificam a condigdo x> +2x+y*> —4y=-1 é a circunferéncia de
centro no ponto de coordenadas (-1,2) e raio 2.

43.6. X’ —6x+y’ +2y=-9 x> —6x+3 -3 +y’ +2y+

+12 -1’ =9 (x-3) +(y+1)’ =1.
Conclui-se, entdo, que o lugar geométrico dos pontos que
verificam a condicdo X* —6x+y’ +2y=-9 é a circunferéncia de

centro no ponto de coordenadas (3,-1) e raio 1.

43.7.

X4y —6y=0x+y’ —6y+3° -3 =0 x> +(y73)2 =9.
Conclui-se, entdo, que o lugar geométrico dos pontos que
verificam a condi¢do x* +y” —6y =0 é a circunferéncia de centro

no ponto de coordenadas (0,3) e raio 3.
1 (1Y
43.8. X’ +x+y’ 2y=-1x +X+(Ej _(EJ +y’ =2y+

2 42 1 ’ > 1
+1P -1 =-1< X+ +(y-1) =

Conclui-se, entdo, que o lugar geométrico dos pontos que
e .~ 2 2 z . A .
verificam a condi¢do X~ +x+4y° —2y =—1 é a circunferéncia de

1 1
centro no ponto de coordenadas (_E'lj e raio >

44.1. X’ +y*<dnly|zle X +y <4 n(yzlvy<-1)
|

D —‘I\ S

|
~
[
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44.2.

0,‘ 3 X
44.3.
/
y
2y
S
/\O 7
44.4,
y
3
&
()
N DS
44.5.

Y>XAX4+Y +Ay>20y>—x A X +Y +4y+4>4 &

SY>—X A x2+(y+2)2 >4

44.6. X’ +y* <2(x—y) A (x<O0vy20)e

S xP=2x+1 +y" +2y+1° <17 +17 A (x<O0Vy20)=

& (x—1) +(y+1)'<2 A (x<0vy20)

¥
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45.1. A regido colorida da figura é definida pela condigdo:

X +y’<9 A y>x+3.

45.2. A regido colorida da figura é definida pela condigdo:
(xfz)z +y’<4 A y2-x+2.

45.3. A regido colorida da figura é definida pela condi¢do:
(x-2)"+(y-2)'<8 A (y24vy<0) A (x24vx<0).
45.4. A regido colorida da figura é definida pela condigdo:

4<(x-2) +(y-3) <13 A yz—%x.

46.1. Eixo maior: 2x3=6
Eixo menor: 2x2=4

46.2. Sendo P um dos pontos da elipse, entdo PF, +PF, =6 .

46.3. Sabe-se que a=3 A b=2.
Como a*=b> +c?,tem-se: 9=4+c* < c* =5

Sendo ¢ >0, entdo conclui-se que c=\/§ .

Focos: (JE,O) e (—JE,O) .

47.1.

a) Sendo P um dos pontos da elipse, entdo PF, +PF, =2a .

2
— — 2
PI-'1+PFZ:20©\/4+3 ——o] J4+3 (?—oj =2a
o oo T [ [,
25

©§+L;_zg@?—20©10=20©a=5

Eixo maior: 2x5=10

b) Sabe-se que a=5 A c=3.

Como @’ =b*> +c?, tem-se: 25=b’+9 <= b> =16
Sendo b >0, entdo conclui-se que b=4.
Vértices: (5,0); (-5,0); (0,4) e (0,-4).

XZ yZ
47.2. A equagdo reduzida da elipse é —+~ b’ =1.
a
2 yZ
Neste caso, tem-se: —+-—=
16

48.1. O conjunto de pontos do plano cuja soma das medidas das
distancias aos pontos A(—4,0) e B(4,0) éiguala 12 é a elipse
de focos nos pontos A e B e eixo maior igual a 12.

48.2. Sabe-se que 2a=12 A c=4,ouseja, a=6 A c=4.

Como a* =b> +c?, tem-se: 36 =h> +16 < b*> =20

2 2
X
A equagdo reduzida da elipse ¢ —+-— x =1.
a’
2 yZ
Neste caso, tem-se: —+-—=
36 20



2 2
X
49.1. Sendo E+y§ =1 aequacdo reduzida da elipse, conclui-se
que a*> =16 e b* =9.
Sendo a>0 e b>0, entdo conclui-se que a=4 e b=3.
A soma das medidas das distancias de qualquer ponto da elipse
aos focos é igual a 2a, ou seja, 8.

49.2. Como a’ =b* +c?, tem-se: 16=9+c* <= c* =7

Sendo ¢ >0, entdo conclui-se que C:\ﬁ.

Focos: (ﬁ,o) e (—ﬁ,o) .

50.1. Sendo vértices da elipse sdo os pontos de coordenadas
(6,0); (-6,0); (0,4) e (0,—4), entdo conclui-se que
a=6 e b=4.

Como a*> =b*+c*, tem-se: 36=16+c> < c>=20.

Sendo ¢ >0, entdo conclui-se que CZ\/%ZZ\/E .

Focos: (2\/5,0) e (—2\/3,0) .

2 2
50.2. A equagdo reduzida da elipse é —+Z—27
a
2 y2
Neste caso, tem-se: —+-—=
16

Sejam R e S os pontos da elipse que tém abcissa 4. Entdo tem-se:

4y 16 4 y?
B L. 1<:>7+y——1©64+9y 144 &
36 16 36 16

st .

4«@]8

Assim sendo, os pontos R e S tém coordenadas [4,3

PR
|

51.1. Dividindo ambos os membros da equacdo x* +9y” =4 por
4, obtém-se:

X 4 X

2

y ~ . .

+ < —+-——=1 (equagdo reduzida da elipse).
2 TaTd (equag pse)
9

Entdo o’ =4 e b’ =—
~ . 2
Sendo a>0 e b>0, entdo conclui-se que a=2 e bzg.

Eixo maior: 2a=4

4
Eixo menor: 2b= g

4 32
51.2. Como a*> =b’ +¢’, tem-se 4:§+c2 ol ==

32 42

Como ¢ >0, conclui-se que c= ? = 3

NEMA10PR-17
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Focos: ﬂ0 e 7i0
3 3

52.1.

2 2

a) Sendo %4—% =1 aequagdo reduzida da elipse, conclui-se
que a°=9 e b* =4.

Sendo a>0 e b>0, entdo conclui-seque a=3 e b=2.

Eixo maior: 2a=6

Eixo menor: 2b=4

A circunferéncia de didametro igual ao eixo menor da elipse é
centrada na origem do referencial e tem raio 2. Entdo, é definida
pela equagio x> +y’> =4 .

b) A circunferéncia de didmetro igual ao eixo maior da elipse é
centrada na origem do referencial e tem raio 3. Entdo, é definida
pela equagdo x* +y*> =9.

2 2 2 2 2 2
L AP P S 3 I . SN Y
52.2.{9 14 ) 4 <d9 4 =
y=2x y=2x y=2x
2 9
X = X +9x° = X ==
<919 5 (== 10 <
y=2x y=2x y=2x
= |= = ° x=ivx=— 3
e 10 10 <& 10 10 <
y:ZX y=2x
N TR O T 310 [ 310
- 0 10 - 10 10
30 | . [ 310 3410 310
=2X—— y—2>< - y=— y=———
10 10 5 5

As coordenadas dos pontos de interse¢do da reta y =2x com a

10 s 10 s

elipse sdo
P [ 10 5

53.1. Sendo o ponto P a interseg¢do da reta AB com o plano «,
entdo sabe-se que P é o ponto médio do segmento de reta [AB].
As coordenadas do ponto médio de [AB] sdo

[—3+1 0+4 1+(-3)

— =(-1,2,-1).
2 T2 2 J ( )

P(-1,2,-1).

53.2. 0 plano a é o plano mediador de [AB].

Seja Q(x,y,z) um ponto qualquer do plano « .

Sabe-se que a :QTB .

2

a=@<:>\/(x+3)z +(y—0)2 +(z-1) =

:\/(x—1)2+(y—4)2+(z+3)2

Entdo, tem-se que:
(x+3)2 +(y—0)2 +(z—1)2 :(x—l)2 +(y—4)2 +(z+3)2

SX+6X+9+y +77 —2z+1=

=x>-2x+1+y* -8y +16+7° +6z+9 &
< 6x+2x+8y—-2z-6z-16=0
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< 8x+8y—-8z-16=0

&S Xx+y—z-2=0

Entdo, uma equagdo do plano o é x+y—-z-2=0.
53.3.

a) O ponto R(-2,3,k) pertence ao plano a se:
—243-k-2=0-k=-1=k=1.

b) O ponto R(k,—1,0) pertence ao plano « se:
k+(-1)-0-2=0=k=3.

c) O ponto R(5,k,~2) pertence ao plano « se:
5+k—(-2)-2=0&5+k+2-2=0<k=-5.

54.1. As coordenadas do ponto médio do lado [AB] s&o

2+(-1) -1+0 3+2 (1 15
2 T2 "2 2" 272)

As coordenadas do ponto médio do lado [AC] sdo

[2+0’—1+2'3+(—1)]=[1’1’1j'
22 2 2

As coordenadas do ponto médio do lado [BC] sdo
140 0+2 24(-1)) (11
2 "2 2 2"7"2)°

54.2. Uma equacdo do plano paralelo a xOy e passa em
B(-1,0,2) é z=2.

54.3. Uma equacdo do plano paralelo a yOz e passa em
A(2,-1,3) é x=2.

54.4.

a) Seja P(x,y,z) um ponto qualquer do plano mediador de [AB].

Sabe-se que PA=PB.

PA=PB & |(x=2) +(y+1) +(z-3) =

= J(x+1) +(y—0) +(z-2)

Entdo, tem-se que:

(x—2)2 +(y+1)2 +(z—3)2 =(x+1)2 +(y—0)2 +(z—2)2

S X —bx+4+y +2y+1+7" —62+9=

=X’ +2x+1+y* +2° —82+4 o -4x-2x+2y—-62+42+9=0
& —6x+2y—-2z+9=0

Entdo, uma equacgdo do plano mediador de [AB] é
—-6x+2y—-2z+9=0.

b) Seja P(x,y,z) um ponto qualquer do plano mediador de [AC].

Sabe-se que PA=PC .

PA=PC o (x-2) +(y+1) +(2-3) =

= J(x=0) +(y=2) +(z+1)
Entdo, tem-se que:
(X—Z)2 +(y+1)2 +(z—3)2 =x +(y—2)2 +(z+1)2

S X —Ax+4+y* +2y+1+7° —62+9=
=X’ +y* —dy+4+7 +2z+1 < -4x+2y+4y—62-22+9=0

258

& —4x+6y—8z+9=0
Entdo, uma equagdo do plano mediador de [AC] é
—4x+6y—8z+9=0.

c) Seja P(x,y,z) um ponto qualquer do plano mediador de [BC].

Sabe-se que PB=PC.

PB=PC o \[(x-+1) +(y—0) +(z-2) =

:\/(X—O)2 +(y—2)Z +(z+1)2
Entdo, tem-se que:
(x+1)2 +y? +(z72)2 =x +(y72)2 +(z+1)2

SXH2X+1+Y +2 8z +4=X"+y’ 4y +4+2 +22+1

& 2x+4y—-4z-2z=0

& 2x+4y—-62=0

& x+2y—-3z=0

Entdo, uma equagdo do plano mediador de [BC] é x+2y—3z=0.
55.1. O conjunto de pontos do espago definido pela condigdo

x> +y’ +2° =9 é a superficie esférica de centro no ponto de

coordenadas (0,0,0) eraio 3.

55.2. O conjunto de pontos do espago definido pela condigdo
X +(y—1)2 +(z+2)2 =4 é a superficie esférica de centro no

ponto de coordenadas (0,1,-2) e raio 2.

55.3. O conjunto de pontos do espacgo definido pela condigdo
X +y° +(z—4)2 <25 éa esfera de centro no ponto de

coordenadas (0,0,4) eraio 5.

55.4. X’ +y* +2y+1+22 =9 X’ +(y+1)2 +22=9

O conjunto de pontos do espago definido pela condigdo
x*+y* +2y+1+2° =9 é a superficie esférica de centro no ponto

de coordenadas (0,-1,0) e raio 3.

55.5. x> +2x+y’ —dy+7' =4

SX +2x+ 1V +y -8y +2 + P =4+ +2 &

(:)(x+1)z +(y—2)2 +2° =1

O conjunto de pontos do espago definido pela condi¢do

x> +2x+y* —4y+27° =—4 é a superficie esférica de centro no

ponto de coordenadas (—1,2,0) e raio 1.

55.6. X’ —4x+y’ +7° 2250

X —Ax+2 4y +77 -22+1° <0422+ 1P &
(:»()(—2)2 +y’ +(z—1)2 <5

O conjunto de pontos do espago definido pela condigdo
X’ —4x+y® +2°—2z<0 é a esfera de centro no ponto de

coordenadas (2,0,1) e raio J5.



56.1. Seja r o raio da superficie esférica de centro A e que passa

em B. Entdo, r=AB.

AB=\J(1+1) +(3-2) +(4+3) =Va+1+49 =54 .

Assim sendo, a superficie esférica de centro A e que passa em B é
definida pela seguinte equagdo (na forma reduzida):

(x=1)" +(y=3)" +(z-4)" =54.

56.2. O centro da esfera de didmetro [BC] é o ponto médio de

BC
[BC] e o raio éigual a P

As coordenadas do ponto médio de [BC] sdo

-1+2 2+(-1) -3+4) (111
2 7 2 2 2'2°2)°

r_@_ \/(—1—2)2 +(2+1) +(-3-4)’ Jo+9+49 67
2 2 2 2
Assim sendo, a esfera de didmetro [BC] é definida pela seguinte

inequagdo (na forma reduzida):

1Y 1Y 1V 67
X——| +y——|+z——=| <—.
2 2 2) a4

56.3. 0 ponto A(1,3,4) é exterior a superficie esférica definida

pela equagdo x> +y’> +2° =14 porque 1> +3’ +4? >14 .

O ponto B(—1,2,—3) pertence a superficie esférica definida pela
equagdo x* +y* +2’ =14 porque (-1)° +2” +(-3) =14.

O ponto C(2,—1,4) é exterior a superficie esférica definida pela

equagdo x> +y’>+2° =14 porque 2° +(—1)2 +4° >14,

57.1. x> —2x+y’ +4y+7* —62=2 &

X2+ +y +Ay+22 +27 —62+3 =241 422 +3 &
& (x-1) +(y+2) +(z-3) =16

A superficie esférica de equagdo x> —2x+y’ +4y+2z° —62z=2
tem centro C(1,-2,3) eraio 4.

57.2.

a) Os planos tangentes a superficie esférica e paralelos a xOy sdo
os planos de equagdes:

z=3-4 e z=3+4,o0useja, z=-1e z=7.

b) Os planos tangentes a superficie esférica e paralelos a yOz sdo
os planos de equagdes:

x=1-4 e x=1+4+4,ouseja, x=-3 e x=5.

c) Os planos tangentes a superficie esférica e paralelos a xOz sdo
os planos de equagdes:

y=—2-4 e y=-2+4,0useja, y=—6 e y=2.

57.3. Uma equacdo do plano paralelo ao plano x =7 e passa
pelo centro da superficie esférica é x=1.

Geometria analitica

58.1. x> —2x+y’ +2° +42<20 &

SX—2X+ VP +y + 27 +42+2° <2041 420 &

& (x=1) +y* +(z+2)" <25

A esfera definida pela condigdo x> —2x+y’ +2z> +42<20 tem
centro €(1,0,-2) e raio 5.

Como as bases do cilindro sdo paralelas ao plano xOy e a esfera
estd inscrita no cilindro, conclui-se que os planos que contém as

bases do cilindro sdo definidos pelas equagdes cartesianas
z=—2-5 e z=-2+5,0useja, z=-7 e z=3.

58.2. Como a esfera estd inscrita no cilindro, o raio da base do
cilindro é igual ao raio da esfera (5) e a altura do cilindro é igual
ao didametro da esfera (10).

Entdo, Vo =A, xh=1tx5’x10=250m.

cilindro

59.1. Sabe-se que a base da pirdmide estd contida no plano xOy,
entdo o ponto A tem cota nula.

Como a pirdmide é quadrangular regular, a sua base é um
quadrado.

— _ _
A, =36<3(AB) =36 AB=+/36 < AB=6 .

AB>0
Como a origem do referencial é o centro da base da pirdmide e a

base é um quadrado de lado 6, conclui-se que A(3,3,0) .

O ponto E pertence ao eixo das cotas, logo tem abcissa e
ordenada nulas.

1 1 — —
Vivamae =48 € A, xh =48 & ~x 36 OF =48 &> 120F =48
<OE=4

Entdo, £(0,0,4).

59.2.

a) ﬁ=\/(0—3)2 +(0-3)" +(4-0)" =4/9+9+16 =34 .
A esfera de centro E e raio EA é definida pela inequagdo
x4y’ +(z—4)2 <34,

b) A esfera de centro E e tangente ao plano xOy tem raio 4.
Entdo, pode ser representada pela inequagdo

X +y? +(zf4)2 <16.
c) A esfera de centro E e tangente ao plano y =3 tem raio 3.
Entdo, pode ser representada pela inequagdo

x4y’ +(z—4)2 <9.

60. A esfera definida pela inequacio ()(—2)2 +(y+1)2 +2°<9

tem centro €(2,-1,0) e raio 3.

60.1.

a) O plano de equacdo x =k interseta a esfera dada se:
k>2-3Ak<2+3ok>-1rk<5cke[-1,5].

b) O plano de equacdo y =k interseta a esfera dada se:
k=-1-3Ak<-1+3<k2-4rk<2eke[-4,2].
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¢) O plano de equagdo z=k interseta a esfera dada se:
k20-3Ak<0+3<k2-3rk<3<ke[-3,3].

60.2. ()(—2)2 +(y+1)2 +72<9rz=k
c>(x—2)2 +(y+1)2 +k*<9nz=ke
4:>(x—2)2 +(y+1)2 <9-kK ~nz=k

Aintersecdo do plano z=k com a superficie esférica dada é um
circulo deraio 2se 9—k* =4 .

9-K =4 k> =5 k=~/5vk=—+/5.

61.1. X —8x+y’ —4y+7° -2z+4=0<

X —8x+4 +y —by+2*+77 -2+ =—4+4 +2° + 1’ &
<:>(x—4)2 +(y—2)2 +(z—1)2 =17

Entdo, a superficie esférica de equagdo

x> —8x+y’ —4y+7° —2z+4=0 tem centro no ponto de
coordenadas (4,2,1) e raio V17,

O vértice F do cubo tem de coordenadas (2,—1,3) e o centro da

superficie esférica circunscrita ao cubo, o ponto de coordenadas,
é o ponto médio de [FC].
Sejam (x,y,z) as coordenadas do ponto C.

260

Como (4,2,1) sdo as coordenadas do ponto médio de [FC], tem-

-se: (4,2,1)=[2%, 71+y’ﬂj )

2 2
2
LEX_,
f X=6
-1+
Daqui resulta que: 5 y:2© y=5
z=-1
3+
2tz 4
2

Conclui-se, entdo, que €(6,5,-1).

61.2. FC=2r :Zx/E . Designemos por a a aresta do cubo. Sabe-
—\2

-se que (FC) =3q’.

Entdo, tem-se:

(2\/5)2 =30’ ©4x17=3d" = d’ =§c>

3 a0
68 217 251

<a=,—<a ga=——

a>0 3 \/g 3

y o [251 " 8x/51° 8x51Y51 136y51
cubo 3 27 27 9
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65.3.

EERETR
62.1. 1 -~

= L ] .A .P
a) B+v=D [r B s
b) D+W/:C cT -C
C) C+V=E+u

RN 66.1.
d) (B+W)+U=A a) HEH= ’—3z+4z =\/£=5
62.2. b) HRH:W +47 =497
a) Um representante de w+V é BC . 66.2.
b) Um representante de w+u é BA . a) Se AB=kDC , entdo k=2.
c) Um representante de U+v+w é %B? b) se C—D=kﬁ, entdo kz_l,
6.1 7.1, || - + 5| | 85~ & ~ 72 -6
a) A+v=B
o) Dot 67.2. |3 56457 =| 7 |- (342 +#' =iz e - B2

c) D+ (U+ 7) =F
67.3. Designemos por M o ponto médio de [AB].

63.2. HW\\:H;gaavH:HmH:F+sz _J5r6a=\73
a) Um representante de U+V é DF .
b) Um representante de w+u é cG.

¢) Um representante de Vv+w é EG . 68.1. 20 +w -V =(20+W)-V=V-V=0

d) Um representante de 4+v+w é AC. 68.2./ 68.3./68.4.
64. P 7
VA S
= E A
< - -
B R
- ‘q. -
P . i/ Q
- D -
7 ¢
69.1.
a) Designemos por O o centro do octaedro. Entdo, tem-se:
Pag. 64 2(EF +AC) =2 EF + 2 AC=EG +0C =EC .
2 2 2
65.1. 1/ o\, —
~ Um representante do vetor f(EF+AC) e EC.
a) Jul-2 R
R b) (EA—CD)+BF:(EA+DC)+BF:EB+BF:EF.
b) [v]-3 s o
.- Um representante do vetor (EA—CD)+BF € EF.
c) Hu+vH=1
_ c) AF+AE—EC=AC+CE=AE
d) |BC|=V2 417 =5 o
Um representante do vetor AF+AE—EC € AE.
65.2. 1, — _
69.2. V... =2%xV =2x| =x6°xOF |=24 OE .
= R P octaedro [ABCDE] 3
a)Se u=kv ,entdo k=—=.
O triangulo [COE] é retangulo em O. Aplicando o teorema de
- . 3 —\2 =2 =2
b) se v=ku, entdo k= Pitagoras, tem-se (O | +(OC) =(EC) .
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(E)2 +(&)2 :(E)Z oz(ﬁ)z =6 Q(E)Z =18

Donde se conclui que OE=+18=32.
Assim sendo, V, .40 =24x32=72\2 .

70.1.

a) V=AB+U=B-A+i=(-2,0)-(3,1)+(4,-1)=
=(-5,-1)+(4,-1)=(-1,-2)

b) V=20+BA=2u+A-B=2(4,-1)+(3,1)—(-2,0)=
=(8,-2)+(5,1)=(13,-1)

c) Sejam (x,y) as coordenadas do vetor ;
2AB+V=—-12(-5-1)+(x,y)=—(4,-1) =

< (-10,-2)+(x,y)=(-4,1) = (-10+x,-2+y)=(-4,1) =
SXx=6Ay=3.

Entdo, ;=(6,3).

70.2.

a) o=y (2 =17

b)
H 2ABH—H— -5,-1)|=[(10,2)[ =10 +2° =104 =226 .

<)
Hfaa

-(a,-1)| | 123) [~ 12) 7 -5 - 53
d) |u-28|=](4,-1)~(-5,-1)|=[ (9,0) | =V/o* +0* =81 =9.

71.1. Sendo D o ponto de intersecdo das retas r e s, definidas

respetivamente pelas equagbes y=3 e x=-2, entdo D(—2,3).

C pertence a reta r e tem abcissa positiva, logo C(x,3), x>0.
AﬁC:C—A:(X,S)—(Z,l):(x—z,z)

HR H=4<:n/(x—2)2 128 =4 |(x-2) +4 =116 &

o (x-2) +4=16(x-2) =2ex-2=V12vx-2=-12 &
Sx=2+2"3vx=2-2/3

Como x>0, conclui-se que X:2+2\/§.

Entdo, C(2+243,3) .

B pertence a reta s e tem ordenada negativa, logo
B(-2,y),y<0.

A%B:B—A:(—Z,y)—(z,l):(_4’y_1)
H‘\TEH:S@\/(—4)2+(y—1)2 :5<:>\/16+(y—1)2 N TN

©16+(y-1) =25 (y-1) ' =9oy-1=3vy-1=-3&
Sy=4vy=-2

Como y <0, conclui-se que y=-2.
Entdo, B(-2,-2) .
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71.2. Sabendo que [BADE] um paralelogramo e E pertence a Ox,
tem-se que E=D+AB.
Entdo, E=D+AB=(-2,3)+(-4,-3)=(-6,0).

72.1. ZE:B—A:(Z,OJ—(3,—1):(1,1J.
2 2
- > = —
Sendo v=—i-2j,entdo v=(-1,-2).

— - . AR s
Como v =—-2AB, conclui-se que os vetores AB e v sdo

colineares.

72.2. Como C pertence ao eixo Oy, entdo C(0,y) .
AC=C-A=(0,y)~(3,-1)=(-3,y+1).

Sendo U=27+37, entdo U=(2,3).

Os vetores AC e U sdo colineares se existir 1 <R tal que
AC=4.

AC=2us (-3,y+1)=4(2,3) = (-3,y+1)=(24,32)

3 3 3

A=—= == ==

-3=21 2 A 2 A 2

< 1 3ﬂ® 3 < 9® 11
y+1=

y+1=3[—7] +1=—2 ——

2 v 2 Y 2

. . A~ s ~ .
Assim sendo, conclui-se que os vetores AC e u s&o colineares

11
quando C(O'_Tj .

72.3.
a) se |w|=2|u

; U e w sdo colineares e tém o mesmo sentido,
Y o

entdo w=2u.
. N

Assim, tem-se w=2(2,3)=(4,6).

b) se |[w|=2; & e W sdo colineares e tém sentidos opostos,

entdo W/:—fﬂ

Jal

HBH:xlzz +3 =\13.

Assim, tem-se
]

13 13

N
w=-—

N

73.1. i=(2,3), v=(4,-2) ew

=(-4,-1).

Q

) t=u-w=(2,3)-(-4,-1)=(6,4)
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73.3. U=ai+b7c>2i+3j=ai+b(4i—2jj© 74.2. AB=B-A=(2,1,-2)-(0,-2,2)=(2,3,-3)

Os vetores AB e U sdo colineares se existir 4 <R tal que
&2i+3j=ai+4bi-2bj AB=A0.
&2=a+4b A 3=-2b& 2i+3j=(a+4b)i-2bj & AB=AU < (2,3,-3)=4(-2,1,3)=(2,3,-3)=(-24,4,32)

©2=a+4[—§j/\—§=b©2=a—6/\—§=b©8=a/\—§=b 2=-24 |A=-1

2 2 2 2 <13=1 < {1=3 impossivel
73.4.W/=cﬂ+d7<:>—4i—j=c(2i+3jj+d(4i—2jj© —3=31  |4=-1

S5 o - - - - Conclusio: Os vetores AB e U ndo sdo colineares.
S-4i—-j=2ci+3cj+4di-2dj &
N N I 74.3.
o —4i-j=(2c+4d)i+(3c-2d)j <

2c+4d =-4 c=-2-2d c=-2-2d
= = = =
—6—-6d—-2d=-1

a) Se H\7H=%HﬁH e U e vV sdo colineares e tém o mesmo

3c-2d=-1 3(-2-2d)-2d =-1 sentido, entdo 7:%3.
c=2-2[ > c=-3 1, 1 13
c=-2-2d 8 T4 Assim, tem-se v ==u==(-2,1,3)=| -1,=,= |.
< = 22 22
-8d=5 d 5 g 5
8 8 b) se HVH :ZHEH e AB e V sdo colineares e tém sentidos
Entdo, W=—>1-20 .
T 8 opostos, entdao V=—AB.
Assim, tem-se v =—2AB=-2(2,3,-3)=(-4,-6,6).
Pag. 67
74.1. 75.1.
a) a) Como P pertence ao plano xOy entdo P(x,y,0) e

P=A-30=(0,-2,1)-3(-2,1,3)=(0,-2,1)~(~6,3,9)=(6,~5,-8) AP=P=A=(xy,0)=(21,-4)=(x-2y-14).

b) Sejam (x,y,z) as coordenadas do ponto P. Os vetores AP e U sdo colineares se existir 4 <IR tal que
O0P=P-0=(x,y,2)-(0,0,0)=(x,y,2). APoiu
AB+U=B-A+i=(2,1,-2)-(0,-2,1)+(-2,1,3)=(0,4,0) . AP=u

o o (x-2,y-1,4)=2(3,-2,1) = (x-2,y-1,4)=(32,-24, 2)
OP=AB+U < (x,y,2)=(0,4,0).

2 2
Entio, P(0,4,0). |78 = (-2 o[ 4] 42 = farE 2 [56 214
3 3 9 9 9 3

c) Sejam (x,y,z) as coordenadas do ponto P.
x—2=341 x—-2=12 x=14

S{y-1=21<{y-1=-8y=-7

ﬁ=P—B=(x,y,z)—(2,1,—2)=(x—2,y—1,z+2).

OA+it-A—0+1i= 4=1 A=4 J=4
2 2 Assim, tem-se P(14,-7,0) e
13 35
(0'_2’1)_(0’0’0){_1’5’5]7(_1’_5’5]' | 4P| =122 +(-8)" +4* =122 +64+16 =\224 =414 .
— - 35
BP=0A+lie (X72,y71,z+2):[71’77’,j®
2 22 b) Como P pertence ao plano yOz entdo P(0,y,z) e
P o1 AP=P-A=(0,y,2)—(2,1,-4)=(-2,y-1,z+4).
o y—1:—§c> y:—%. Os vetores AP e U s3o colineares se existir 4 <R tal que
5 1 AP=2U.
Z+2=— z=—
2 2

11
Entdo, P(l,—f,fj.
22
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AP=AU
< (-2,y-1,2+4)=2(3,-2,1) = (-2,y-1,2+4)=(31,-24, 1)

2=31 3 3

4 7

Sy-1l1=-21< y—1:§ = y:§
z+4=1 ) 14
Z+4=—— z=——
3 3

Assim, tem-se P(O,z,—gj e
33
c) Como P pertence ao plano x0z entdo P(x,0,z) e
AP=P-A=(x,0,z)~(2,1,-4)=(x~2,-1,2+4).
Os vetores AP e U sdo colineares se existir 4 <R tal que
AP=A1 .
AP=21U
< (x-2,-1,z+4)=1(3,-2,1) = (x-2,-1,z+4)=(31,-24, 1)

S-1=-21 &A=

7
x—2=31 2 2
1
2
z+4=1

Assim, tem-se P(7 0 —Z]

[#l=(3) v o3 =25

d) Como P pertence ao plano de equagdo z=-2 entdo
P(x,y,-2) e AP=P-A=(xy,-2)—(2,1,-4)=(x-2,y-1,2).
Os vetores AP e U sdo colineares se existir A <R tal que
AP=A4u .
- -
AP=Au
< (x-2,y-1,2)=1(3,-2,1) = (x-2,y-1,2)=(341,-24, 4)
x—2=31 X—-2=6 x=8
Sy-l=2l<y-1=—4<<y=-3
2=4 A=2 A=2
Assim, tem-se P(8,-3,-2) e

|45 = 6" +(-a) +2 ~v36+16+4~56 2414
75.2.
HWH\EHQ\/(X—2)2+(y—1)2+(z+4)2 —Ji:11+16 &

& (x=2) +(y-1) +(z+4) =21
O conjunto dos pontos P do espago que satisfazem a condigdo

H AP H :H u H é a superficie esférica de centro €(2,1,-4) e raio

\21, definida pela equagio (x72)2 +(y71)2 +(z+4)2 =21.
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76.1.

a) As coordenadas dos pontos B e E s3o, respetivamente,
(5,6,0) e (0,0,2).

Entdo, BE=E-B=(0,0,2)(5,6,0)=(-5,-6,2).

b) As coordenadas dos pontos C e F s3o, respetivamente,
(0,6,0) e (5,0,2).

Entdo, CF=F-C=(5,0,2)-(0,6,0)=(5,-6,2).
76.2. Pe[DE]<P(0,y,2),0<y<6.
|87 =33 = \J(0-5) +(v-6) +(2-0) =33 =

©25+(y-6) +4=33(y-6) =4
&SyYy-6=2vy-6=-2&y=8vy=4

Como 0<y<6, conclui-se que y=4.
Logo, P(0,4,2).

76.3. Os vetores E(Z—k,Zk,5+k)e E=(5,—6,2) sdo

2—-k 2k 5+k
colineares se —— =—
5 6 2
2—-k 2k 5+k 2-k 2k 2k 5+k
—_—— s A— =
5 —6 2 5 -6 -6 2
< 6k—12=10k A 2k=-15-3k <-4k =12 A 5k=-15<=

Sk=-3Ak=-3<k=-3

77.1. A superficie esférica representada na figura é definida pela
equagdo X’ +y’ +2° =9, entdo é centrada na origem do
referencial e tem raio 3.

Sendo A e B os pontos de intersecdo da superficie esférica com
0z, sabe-se que A(0,0,-3) e B(0,0,3) .

Entdo, AP=P-A=(-2,1,2)—(0,0,-3)=(-2,1,5) e
BP=P-B=(-2,1,2)-(0,0,3)=(~2,1,-1).

77.2. O conjunto de pontos do espago que pertencem a
superficie esférica e ao plano « é a circunferéncia de centro

(0,0,2) e raio \/g definida pela condigdo

X4y +22=9Anz2=2.

77.3. AB=6, E:\WH:J(-z)%ﬁsz -J30 e
57 -39 (2~ + (1) 6.

6> = (\/E)Z + (\/E)Z < 36=30+6 (proposicio verdadeira)

O triangulo [ABP] é retangulo em P porque

(a8) (AP} + (P’



78.1.

a) Sendo 3:27—37,ent50 7:(2,—3).

Os vetores U e v sdo colineares se existir A <R tal que
V=Au.

V=AU <(2,-3)=4(-3,-2)=(2,-3)=(-34,-22)

2=-31 3
= = Impossivel
3=-24|,_3

2

. . - 4 ~ ~
Assim sendo, conclui-se que os vetores u e v ndo sdo
colineares.

b) AB=B-A=(3,4)-(2,-1)=(1,5)

w=u+v=(-3,-2)+(2,-3)=(-1,-5).

— L ) L —
Os vetores AB e w sdo colineares porque w=—-AB.

78.2.

a) Areta AB passa em A e tem a direcdo do vetor AB.
Entdo, uma equacdo vetorial da reta AB é:
(x,y)=(2,-1)+k(1,5) , keR.

b) Uma equagio vetorial da reta que passa em A e tem a direcio

do vetor v é:
(x,y)=(2,-1)+k(2,-3) , keR.

c) A semirreta AB pode ser definida pela seguinte equagao
vetorial:

(x,y)=(2,-1)+k(1,5) , k=0.

79.1. BC é um vetor diretor da reta r.
BC=C-B=(5-1)-(-1,2)=(6,-3).
A reta r passa no ponto B(—l,Z) e tem a diregdo do vetor BC.

Entdo, uma equagdo vetorial da reta r é:
(x,y)=(-1,2)+k(6,-3) ,keR.

79.2. 0 ponto A pertence ao eixo Ox. Entdo, A(x,0).

Como A pertence a reta r, tem-se:
(x,0)=(-1,2)+k(6,-3) ,keR

2
x=-1+6x— X=

{x:—1+6k 3
= f=2 =

0=2-3 | _2 k=

wIiN W

Portanto, A(3,0).

79.3. Areta s passa nos pontos A(3,0) e D(0,-2).

0—(-
Entdo, b,=—2 e m, = ( 2)=E.
3-0 3

2
A reta s pode ser representada pela equagdo y :gx—z .

Geometria analitica

79.4. Se areta t é paralela a r, entdo tem a dire¢do do vetor BC
(que é um vetor diretor da reta r).
Como a reta t passa no ponto D(O,—Z) , uma equacao vetorial da

retaté:
(x,y)=(0,-2)+k(6,-3) ,keR.

79.5. Se areta u é paralela a s, entdo tem a dire¢do do vetor DA
(que é um vetor diretor da reta s).

DA=A-D=(3,0)-(0,-2)=(3,2)
Como a reta u passa no ponto C(5,—1) , uma equacdo vetorial da

reta u é:
(x,y)=(5,-1)+k(3,2) ,keR.

80.1. O vetor de coordenadas (5,2) é um vetor diretor da

~ . , 2
reta s. Entdo, o declivedaretasé = .
5

80.2.

3 1
a) 3x+2y:1©2y:—3x+1<:>y:—5x+5

O declive daretaré —g e a ordenada na origem é % .

1
Entdo, a reta r passa no ponto de coordenadas (O'Ej etema

diregdo do vetor v =(2,-3).

Uma equacdo vetorial da reta r é:
(x,y)=(0,%j+k(2,—3) keR.

b) Como a reta s é definida pela equagéo vetorial
s (x,y)=(1,-2)+k(5,2), keR,sabe-se que passa no ponto

de coordenadas (1,-2) e tem a diregdo do vetor i =(5,2).
Entdo, o declive daretas é % e a reta é definida por uma

~ . 2
equacdo do tipo y = EX +b.

Como o ponto de coordenadas (1,—2) pertence a reta s, tem-se:

2 2 2 12
2=—x1l+b 2=—+b>-2-—=b——=b.
5 5 5 5
~ 2 12
A reta s pode ser representada pela equagdo y :EX_? .

c) A reta r pode ser definida pelo seguinte sistema de equacdes
paramétricas:

x=0+2k
1 , kelR.
=—-3k
Y 2

d) A reta s pode ser definida pelo seguinte sistema de equacdes
paramétricas:
{x =1+5k

, kelR.
y=-2+2k
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80.3. Como areta t é definida pelas equagbes

x=-1+2k ,
3k’ k €lR, sabe-se que qualquer ponto P daretat é da
y=5—

forma P(-1+2k,3-k), keR.
a) Pretende-se determinar o ponto de interse¢do da reta t com a
reta r. Para tal, basta determinar k de modo que o ponto P

pertenga aretar.
P pertence a reta r se:

3(71+2k)+2(37k):1<373+6k+672k:1©4k:72<:>k:7%

Entdo, o ponto de intersecdo da reta t com a reta r é o ponto de

1 1
coordenadas | —1+2x| —— |,34+— |, ou seja, —2,Z .
2 2 2

b) Pretende-se determinar o ponto de interse¢3o da reta t com a
reta s. Para tal, basta determinar k de modo que o ponto P
pertenca a reta s.

P pertence a reta s se:

2 12 2 12
3—k=f(—1+2k)——c>3—k=—7+ik——®
5 5 5 5 5
29

@15—5k:—2+4k—12<:>—9k:—29<:>k:g .
Entdo, o ponto de intersecdo da reta t com a reta s é o ponto de

coordenadas —1+2><§,3—§ , OU seja, 9,—E .
9 9 9 9

81. Em primeiro lugar vamos determinar as coordenadas do
ponto de intersegdo das retasre s.

y=x-1 y=x-1 y=x-1 y=0
= = =4
y=—x+1 X—1=—x+1 2x=2 x=1

As retas r e s intersetam-se no ponto A(1,0) , sendo esse ponto

um dos vértices do tridangulo.
Como as retas r e s contém dois lados iguais de um triangulo que

medem \/g unidades, os outros dois vértices do triangulo
pertence a circunferéncia de centro A e raio \/g easretasres.
A circunferéncia de centro A e raio \/§ é definida pela equagdo
(x—l)2 +y*=8.

Em seguida vamos determinar as coordenadas dos pontos de

intersegdo da circunferéncia com as retas re s.
Intersecdo da circunferéncia com areta r

{()(—1)Z +y? :8@{(x—1)2+(x—1)2 :8@{2()(—1)2 -8

y=x-1 y=x-1 y=x-1

(x—1)2=4 {x—l—Z v x—-1=-2 {x:3 {x——l
= = p= v

y=x-1 y=x-1 y=2 y=-2
A circunferéncia interseta a reta r nos pontos de coordenadas
(3,2) e (-1,-2).
Intersecdo da circunferéncia com a reta s

{(X—l)z +y =8©{(x—1)2+(—x+1)2 -8,

y=—x+1 y=—x+1

<:>{()(1)2+()(1)2 =8©{2(x1)2 :8@{()(1)2 =

y=-x+1 y=-x+1 y=-x+1
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A circunferéncia interseta a reta s nos pontos de coordenadas
(3,-2) e (-1,2).

Conclui-se, entdo, que as possiveis coordenadas dos vértices do
tridngulo sdo:

(1,0), (3,2) e (3,-2) ou (1,0),(3,2) e (-1,2) ou
(1,0),(-1,-2) e (3,-2) ou

(1,0), (-1,-2) e (-1,2).

82.1. AB é um vetor diretor da reta AB.
AB=B-A=(0,6,0)-(3,0,0)=(-3,6,0).

A reta AB passa no ponto A(3,0,0) e tem a diregdo do vetor
AB.

Entdo, uma equacdo vetorial da reta AB é:
(x,y,2)=(3,0,0)+k(-3,6,0) ,keRR.

Areta AC passa no ponto A(3,0,0) e tem a diregdo do vetor
AC=C-A=(0,0,6)—(3,0,0)=(-3,0,6).

Entdo, uma equacdo vetorial da reta AC é:
(x,y,2)=(3,0,0)+k(-3,0,6) ,keRR.

A reta BC passa no ponto B(O,G,O) e tem a diregdo do vetor
BC=Cc-B=(0,0,6)-(0,6,0)=(0,-6,6).

Entdo, uma equacdo vetorial da reta BC é:
(x,y,2)=(0,6,0)+k(0,-6,6) ,kelR.

82.2.

a) Se a reta r é paralela a AC, ent3o A—C:(73,0,6) é um vetor

diretor daretar.
Entdo, uma equagdo vetorial da reta r é:
(x,y,2)=(1,2,3)+k(-3,0,6) ,kelR.

b) Sejam D e E os pontos de intersecdo da reta r com os lados
[AB] e [BC], respetivamente.
A reta r pode ser representada pelo seguinte sistema de
equacgles paramétricas:

x=1-3k

y=2 , kelR.

z=3+6k

Qualquer ponto da reta r tem ordenada igual a 2. Entdo, os
pontos D e E tém ordenada igual a 2.

A reta AB é definida pela equagdo
(x,y,2)=(3,0,0)+k(-3,6,0) , kelR.

Pretende-se determinar as coordenadas do ponto D, ou seja, as
coordenadas do ponto da reta AB que tem ordenada 2. Assim
sendo, tem-se:

(x,2,2)=(3,0,0)+k(-3,6,0) ,keR



1
X=3-3x— =2
x=3-3k 3
1 1
&1:2=0+6k=> k== k==
-0 3 3
= z=0 z=0

Entdo, D(2,2,0).

Para determinar as coordenadas do ponto e procede-se de forma
andloga.

O ponto E pertence a reta BC e tem ordenada 2. Assim sendo,
tem-se:

(x,2,2)=(0,6,0)+k(0,-6,6) , keR

=0 =0
X=0 X X
&42=6-6k & k:% = k:%
z=0+6k
2 z=4
Z=6x—
3

Entdo, £(0,2,4).

83.1. A reta BE passa no ponto B(6,6,0) e tem a diregdo do

vetorﬁ .
BE=E-B=(3,3,10)-(6,6,0)=(-3,-3,10).

Entdo, uma equacdo vetorial da reta BE é:
(x,y,2)=(6,6,0)+k(-3,-3,10) ,keRR.

83.2. Vamos comegar por definir vetorialmente a reta CE.
A reta CE passa no ponto E(3,3,10) e tem a direg¢do do vetor
CE.
CE=E-C=(3,3,10)-(0,6,0)=(3,-3,10).
Entdo, uma equacdo vetorial da reta CE é:
(x,y,2)=(3,3,10)+k(3,-3,10) ,keR.
O ponto de intersegdo da reta CE com o plano xOz tem ordenada
nula. Assim sendo, tem-se:
(x,0,2)=(3,3,10)+k(3,-3,10) , kR
x=3+3k x=6
&10=3-3k k=1 .
z=10+10k z=20
A reta CE interseta o plano xOz no ponto de coordenadas
(6,0,20).

83.3.
a) Vamos comegar por definir vetorialmente a reta AE.
A reta AE passa no ponto E(3,3,10) e tem a diregdo do vetor
AE .
AE=E-A=(3,3,10)-(6,0,0)=(-3,3,10).
Entdo, uma equacdo vetorial da reta AE é:
(x,y,2)=(3,3,10)+k(-3,3,10) ,keR.
O ponto de intersegdo da reta AE com o plano de equagdo z=6

tem cota igual a 6.
Assim sendo, tem-se:

Geometria analitica

(x,y,6)=(3,3,10)+k(-3,3,10) , ke R

x:3—3x(—z) X:21
S 5

x=3-3k
2 9
<qy=3+3k < y=3+3x(—gj<:> y=g
6=10+10k
2 2
k=-2 k=——
5 5

A reta AE interseta o plano de equagdo z=6 no ponto de
21

coordenadas [—,2,6j .
55

b) De modo anélogo determina-se o ponto de interse¢do da reta
AE com o plano de equagdo y=1.

(x,1,2)=(3,3,10)+k(-3,3,10) , keR

2
X=3—3x(—7j _c
X=3-3k 3 =

2 2
<91=343k <k=— = k=—§
z=10+10k [ 2) 10
z=10+10x| —— Z=—

3 3

A reta AE interseta o plano de equagdo y =1 no ponto de
10

coordenadas [5,1,?j .

84.1. Intersecdo da reta r com o plano xOy

Equagdo do plano xOy: z=0
(x,y,0)=(-3,-1,-2)+k(2,1,3) ,keR

x=—3+2><g x:—E

x=-3+2k 3 3

2 1

y=-1+k & y:—1+§ = y:—g
0=-2+3k

k=E kzg

3 3

A reta rinterseta o plano xOy no ponto de coordenadas

5 1
[‘5"3'0]'
Intersecdo da reta r com o plano xOz
(x,0,2)=(-3,-1,-2)+k(2,1,3) ,keR
Equagdo do plano xOz:y =0

x=-3+2k x=-34+2x1 x=-1
0=-1+k <<k=1 Sqk=1
z=-2+3k z=-2+3x1 z=1
A reta rinterseta o plano xOz no ponto de coordenadas
(-1,0,1).
Intersecdo da reta r.com o plano yOz
(0,y,2)=(-3,-1,-2)+k(2,1,3) ,keR
Equacdo do plano yOz: x=0

k=§ kzi

0=-3+2k 2 2

3 1

y=-1+k & y=—1+E = y=E
z=-2+3k

z:—2+3><§ z:E

2 2
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A reta r interseta o plano yOz no ponto de coordenadas
15

(0,7,7] .
22

84.2. Areta r pode ser representada pelo seguinte sistema de
equacgbes paramétricas:

Xx=-3+2k
y=-1+k , keR
z=-2+3k

84.3. Seja I ponto de intersegdo da superficie esférica com o

semieixo positivo das ordenadas. Entéo, /(0,y,0),y>0.
Como / pertence a superficie esférica definida pela equagdo
X +2x+y* +22 =22=2, tem-se:

0’ +2x0+y*+0> —2x0=2

oy =2

Sy=v2vy=—2

Como y >0, conclui-se que y=x/5.

Portanto, /(o,ﬁ,o).

Sendo s uma reta paralela a reta r, sabe-se que um vetor diretor
da reta s é, por exemplo, o vetor de coordenadas (2,1,3) .

Entdo, uma equacdo vetorial da reta s é:
(x,y,z):(O,«/E,O)+k(2,l,3) ,kelR.

84.4. X* +2x+y* +7° -22=2
S A2+ +y +27 =22+ =241 +17 &
<:>(x+1)2 +y2+(z—1)2 =4

A superficie esférica tem centro C(-1,0,1) e raio 2.
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—-1=-3+2k 2=2k 1=k

0=-1+k <1l=k &4l=k<k=1

1=-2+3k 3=3k 1=k
Conclui-se, entdo, que o centro da superficie esférica pertence a
retar.

85.1.

E=\/(2—4)2+(—3—1)2 +(1+3) =4 +16+16 =36 =6..

—\2
Designemos por a a aresta do cubo. Sabe-se que (AH) =3d°.

Entdo, tem-se:
62 =30’ ©36=30" ©d’=12ca=+12 < a=23
a>0

— A2 =
Afacedocubo =0 =12.

85.2. O centro da superficie esférica inscrita no cubo é o ponto
médio da diagonal [AH].
As coordenadas do ponto médio da diagonal [AH] sdo

[“4 3+l 1+(_?’)]=(3,—1,—1).

’ ’

2 2 2
O diametro da superficie esférica inscrita no cubo é igual a aresta
do cubo, ou seja, 6. Entdo, o raio é igual a 3.
A superficie esférica inscrita no cubo pode ser representada pela
seguinte equacgao:
(x—3)2 +(y+1)2 +(z+1)2 =9.



Unidade 5

1.1.

Asz{(2,1),(2,2),(2,3),(2,4),(3,1),(3,2),(3,3),(3,4),(5,1),
(5.2),(5.3).(5.4)}

1.2. Por exemplo, {(2,1),(3,2),(5,1)}

1.3. Por exemplo, {(2,3),(2,4),(3,4),(5,1)}

1.4. Os conjuntos C e E representam fungdes de A em B uma vez
que, a cada elemento de A corresponde um e um s6 elemento de
B.

O conjunto D ndo representa uma fungdo de A em B porque ao
elemento 2 faz corresponder dois valores de B, (2,1) e (2,3).

2.1. G, ={(-1,0),(0,1),(1,2),(2,3)}
6, ={(-11),(0,0),(1,1).(2,4)}

2.2,

a) f é uma fungdo injetiva porque a objetos diferentes
correspondem imagens diferentes, isto é, o grafico de f ndo tem
pontos com a mesma ordenada.

b) f n3o é uma funcio sobrejetiva porque nem todos os
elementos de B sdo imagem por f de algum elemento de A.
Nenhum elemento do grafico de f tem ordenada 4.

2.3.

a) g é uma funcdo n3o injetiva porque ha objetos diferentes com
a mesma imagem, ou seja, ha pontos do grafico de g com a
mesma ordenada: (-1,1) e (1,1).

b) g n3o é uma funcgio sobrejetiva porque nem todos os

elementos de B sdo imagem por g de algum elemento de A.
Nenhum elemento do grafico de g tem ordenada 2 ou 3.

2.4. N3o existe uma funcdo h de A em B que seja bijetiva porque
o numero de elementos de A é inferior ao niumero de elementos

de B. ( #A < #B)

Assim, ha elementos do conjunto B que ndo correspondem a
qualquer elemento de A.

3.1. D, ={xeDf :f(x)eDg}

}; DYy ={1,2,3,4}; D,={1,2,3,4}
Entdo, D ., ={2,3,5,6}
(9°£)(2)=0(f(2))=0(1)=2
(9°£)(3)=0(f(3))=9(2)=5
(9°£)(5)=9(f(5))=a(4)=6
(9°£)(6)=a(f(6))=9(3)=1
Entdo, D', ={1,2,5,6}

3.2. Dy, ={xeDg :g(x)eD/}

D, ={1,2,3,4}; D, ={1,2,5,6}; D,;={2,3,5,6}

Entdo, ng {1,2,4}
(feq)(1)=£(g(1))=f(2)=1
(f9)(2)=f(9(2))=£(5)=4
(f 9)(4)=1(g(4))=£(6)=3
Entio, Df ={1,3,4}

3.3. A composi¢do de fungdes ndo goza da propriedade

comutativa. Basta observar, por exemplo, que (gof)(2)=2 e

(fog)(2)=4,isto &, (gof)(2)=(foq)(2)-

4.1.

a) (gof)(2)=g(f(2))=9
Entdo, (gof)(2)=2
b) (f9)(7)= f(a(7))=£(4)=9
Entdo, (fog)(7)=9

4.2,

a) D, ={xeDf :f(x)eDg}
D;=A={0,1,2,3,4}; D',={1,3,57,9};
D,=B={1,3,5,7,9}

D,.;={0,1,2,3,4}

(92£)(0)=g(f(0))=g(1)=-2
(9°£)(1)= 9(f(1))=a(3)=0
(9°£)(2)=9(f(2))=g(5)=2
(9°£)(3)=9(f(3))=9(7)=4
(go£)(4) (4))=9(9)=6

b) Dy, ={xeD g(x)eDf}
D,=B={1,3,57,9}; D',={-2,0,2,4,6};
D;=A={0,1,2,3,4}
Ds, ={3,5,7}
(fo9)(2)= £(9(3))=(0)=1
(£o9)(5)= £(a(5))=F(2)=5
(£20)(7)= £(9(7))=F(4)=9
DY, =1{1,5,9}
4.3.
a) (gof)(x)=g(f(x))= f(x)-3= 2x+1-3=2x-2
Entdo, (gof)(x)=2x-2, VxeD,,

b) (fog)(x)=f(g(x))= 2g(x)+1= 2(x-3)+1= 2x—6+1=

=2x-5
Entdo, (fog)(x)=2x-5, VxeD,, .
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5.1. ¢={2,6,8} e D={1,2,3,4}
a) AnC=C f| :c—8
X
X —
2
b) AnD={2,4} f|,:{2,4}>8B

X
X =
2

5.2. féinjetiva: Vx,,x, €A, x, #x,= f(x)# f(x,)-

X, X
Como x, #X, :?li?z,tem—se X, # %, = f(x,)# f(x,) . Logo
féinjetiva.
fésobrejetiva: VyeB,IxeA:f(x)=y.

X
f(X)=y & J=y e x=2.

Verifica-se que Yy eB, I3x€A:x =2y . A func¢io f é sobrejetiva.
Como f é injetiva e sobrejetiva, é bijetiva.
fiB>A

X 2x
5.3. Atendendo a que a fungdo g é bijetiva, admite inversa e
G, ={(4.2),(1.4).(3,6).(2.8),
g (1)+g*(2)= 4+8=12
6.1. N3o. A funcdo g ndo é injetiva.
fx)=7f(x) e x'=x" x, =X v X =-X

Porexemplo, —3#3 e f(-3)=f(3).

6.2. féinjetiva: Vx,,x, €R, x; #x, = f(x, )= f(x,)-
Como X, #X, =2X, #2X, =2X, +3#2x, +3, tem-se
X, =%, = f(x)# f(x,).

Logo f é injetiva.
fésobrejetiva: VyeR,IxeR:f(x)=y.

f(x)=y © 2x+3=y © &x=y-3 < X=yT_3.Verifica—

-seque VyelR, 3xelR:x :yT—3 . Afuncdo f é sobrejetiva.

Como f é injetiva e sobrejetiva, é bijetiva.

6.3.
a) x=f1(3) © f(x)=3 © 2x+3=3 & 2x=0< x=0
1 1 1 7

b) x=f|-= =—Z & 2x+3=-= & 2x=——

)xf(z]c»f(x) adr s S U= &
7

Sx=-=
4

6.4.

-3
a) Em6.2.viu-se que f(x)=y < x:yT.

Entdo f:R—R

X —
2
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b) Sabe-se que (fOf’l)(x):f(f’1 (x)):x
fof":R->R

XX
c) Sabe-se que ()“’1 Of)(x):f’l(f(x)):x
flof:R>R

XX

7. h éinjetiva: Vx,,x, R, x, #x, = h(x,)=h(x,).

Ora, X, #X, =X, —Zixz—Z:LS_Z;tXZ—S_Z:h(xl)ih(xz).

Logo h é injetiva.
VyeR,IxeR:h(x)=y.

h(x)=y < X—;z:y < x=5y+2

VyelR, 3xelR: x=5y+2 . A funcdo h é sobrejetiva.

Como h é injetiva e sobrejetiva, é bijetiva.
h*(x)=5x+2, xeR

8.1.féinjetiva: Vx,,x, €A, x, #x, = f(x)# f(x,)-

Xl XZ
Como x, #X, :>?¢?,tem-se X, # %, = f(x,)# f(x,) . Logo
féinjetiva.
fésobrejetiva: VyeB,IxeA:f(x)=y.
X
f(x):y = §=y & x=3y.

Verifica-se que VyeB, IxeA:x=3y. A funcdo f é sobrejetiva.

Como f é injetiva e sobrejetiva, é bijetiva.
8.2. Atendendo aque f(x)=y< x=3y,tem-se
fH(x)=3x , xeR

8.3. f(3)=§=1 . Logo (3,1) pertence ao grafico de f.
f7(1)=3x1=3 .Llogo (1,3) pertence ao gréfico de fr.

8.4.

-1

8.5.

a) Como f* (f(a)):a, conclui-se que A'(f(a),a) é um ponto
do gréaficode f .

b) Qualquer ponto P dareta y=x é do tipo (x,x).Vejamos a

sua distanciaaAeaA’.



AP =J(x=a) +(x~£(a))
ﬁ:\/(x—f(a))2 +(x—a)2

Verifica-se que AP :ﬁ, ou seja, a distancia de qualquer ponto
P da reta de equagdo y=x é equidistante de Ae de A’. Entdo a
reta de equagdo y=x é a mediatriz de [AA’].

9.1. P é um ponto comum aos graficos de fe g.
f(x)=g(x) © 3x-2=1+4x & —x=3< x=-3
f(-3)=g(-3)=-11.Entdo, P(-3,-11).

9.2.

a) f1(7)=x © 7=f(x)= 7=3x-2 < 9=3x < x=3.
Entdo f(7)=3

b) g'(-1)=x © -1=g(x) & -1=1+4x & -2=4x &
1

1
=—=.Entdog(-1)=-=
X 5 ntdog ™ (-1) 5

10.1. f(x)=>

X
D, ={xeR:x=0}= R\{0}

X
10.2. f(X):E
D, ={xeR:x-1#0}
x=1#0 & x#1
Entdo, D, =R\ {1}

2
x> -9

D, ={xeR:x*~90}

10.3. f(x)=

X=920 o ~[(x-3)(x+3)=0] & ~(x-3=0 v x+3=0)
< x#3 A x#-3
D, =IR\{-3,3}

10.4. f(x)=vx-3

D, ={xeR:x-3>0}

Xx—3>20 < x>3

D, =[3,+|

10.5. f(x)=v2-x

D, ={xelR:2-x>0}

2—-x20 < x<2

D; =]-,2]

1

x-5

D, :{xelR:x—SZO A \/X—S?':O}
X=5>20 A \/x-5#20 < x-5>0 < x>5
D, =15,+o0]

10.6. f(x)=

Funcoes

10.7. f(x)=‘x‘_2

D, ={xe|R:x20 A \x\—z;&o}
x20 A |x22 © x20 A~(|x=2) &
x>0 A~(x=2v x=-2) & x20 A X#2 A X#-2

D, =[0,+o[ \ {2}

10.8. f(x)=2+x
X

D, ={xeR:x>0 A x=0}
x>0 A x#0 & x>0
Df:]0,+oo[

++/4-3x

D, :{xelR:4—3x20 A x2—1¢0}

10.9. f(x)=

x* -1

4-3x>0 A X' -1#0 < —3x=-4 A ~[(x-1)(x+1)=0] &
@xgg A ~(x—1:0vx+1=0) =4 xsg AXEIAXx#E-L

4
D, _:‘—oo,g}\{—l,l}

11.1. f(x)=0< x=-2 v x=-1v x=2

As solugdes da equacgdo sdo -2, -1e 2.

11.2.

a)Como f(1)<0 e f(—§j>0 , conclui-se que
3
f(l)xf(—;]<0

f(1)xf(—§j tem sinal negativo.

b) sabe-se que f(-3)-f(3)=—-2-4=-6.Entdo

f(-3)-7(3)<0.

f(—\/i)>0.

(£(-2)-(3)
f(-2)

(f(-3)-£(3))
7(-V2)

Conclui-se que <0, ou seja tem

sinal negativo.

c) Atendendo a que f(-2)=0, tem-se:
L L
f(;}f(ﬁ)—f(—z)=f[5j+f(ﬁ)
Como 0<+2<2 e O<§<2, f[gj<0 e f(x/f)<0.
. n
Entdo, f(5j+f(«/§)<0

O sinal de f[gj+f(x/§)—f(—2) é negativo.
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11.3.

x | -3 -2 =il 2 3
fx)|-2|-]0|+]0|-]0|+]4

12.1.
a) Seja A(3,2) , B(0,-4) e y=mx+b aequagdo reduzida da
reta AB.

m=_—6=2. Como A pertence a AB, tem-se 2=2x3+b <

& —4=b

Areta AB tem por equagdo y=2x-4.

Entdo, f(x)=2x—-4,para xe]-o,3].

b) Considerando A(3,2) e C(5,0) e y=mx+b aequagio

reduzida da reta AC, tem-se

-2
m :7 =-1 Como A pertence a AC, tem-se 2=-3+b &

<b=5

Areta AC tem por equagdo y=-x+5.

Entdo, f(x)=-x+5,para xe|3,+o].

12.2. (2x-4=0 A x<3) v (-x+5=0 A x>3)<

<(x=2 A x<3) v (x=5 A x>3)< x=2 v x=5

Os zeros de fsdo 2 e 5.

12.3.
X —® 2 5 + 0
fix) - 0 + 0 -
12.4.
X —© 3 + 00
fix) / 2 N

2 é 0 maximo da fungdo. O maximizante é 3. Trata-se de um
maximo absoluto e relativo.

13.1. Pretende-se mostrar que

Vx,, %, €R, X <X, = f(x)<f(x,).

X, <X, < 4x, <4x, S4x,—3<4x, -3 f(x,)<f(x,)
Entdo f é uma fungdo crescente.

13.2. (f+h)(x)=f(x)+h(x)= 4x—=3+2kx—1= (4+2k)x—4
Entdo (f+h)(x)=(4+2k)x—4 .Sendo uma fungdo afim, para

ser decrescente deverd ter declive negativo. Assim, 4+2k<0 <
S2k<—4 < k<2
ke ]—oo,—Z[

13.3.

a) Sendo g(x)=x"+2x, tem-se g(—l)=(—1)2 +2(-1)=-1
g(1)=1"+2x1=3 e g(2)=2"+2x2=8

Entdo A(-1,-1), B(1,3) e C(2,8).

b) Seja m,, e m,. osdeclives das retas AB e BC,

respetivamente.
3+1 4 8-3
= =—= My =——=
1+1 2 2-1
Como m,, <m,., conclui-se que a concavidade ndo pode ser

5

AB

voltada para baixo.
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€) g(x)=0 & X +2x=0 & x(x+2)=0 &
x=0vx+2=0< x=0vx=-2
Os zeros de g séo -2 e 0.

14.1. Afuncéo é parse VxeD,,-xeD, /\f(—x):f(x)_
f(-2)=5=£(2), f(-1)=2=F(1), f(0)=F(-0)=1
14.2. A fungdo é impar se VxeD,,~xeD, ng(-x)=-g(x).
9(-2)=-5=-9(2), g(-1)=-2=-g(2) , g(0)=0=-g(0)

14.3. Por exemplo, G, ={(-2,-2),(-1,5),(0,1),(1,2)(2,-5)} .

14.4.
a) G, ={(-2,5),(-1,2),(0,1),(1,2)(2,5)}
A dilatacdo vertical de coeficiente 3 transforma P(x,y) em

P'(x,3y)
A imagem do grafico de f pela dilatagdo referida é:

{(x.3f(x)).xeD,} = {(-2,15),(-1,6),(0,3),(1,6)(2,15)}

b) A dilatagdo horizontal de coeficiente 2 transforma P(x,y) em

P'(2x,y)
A imagem do grafico de f pela dilatagdo referida é:

{(2x.£(x)),xeD, } = {(-4,5).(-2,2),(0,1),(2,2)(4,5)}
14.5.

1
a) A contragdo vertical de coeficiente 2 transforma P(x,y) em

P'[x ly
‘4

A imagem do grafico de f pela contragdo referida é:

{l=sto)reo {2223} 03)03)2)

1
b) A contracdo horizontal de coeficiente 5 transforma P(x,y)

1
em P'| =x,
(2 y)

A imagem do grafico de f pela contragdo referida é:

(sejn] - ol oo

15.1. Dominio: {-4,1,3,4}

Contradominio: {2,3,0,4}

15.2.

a) g(x)=f(x-2)

O gréfico de g é aimagem do grafico de f pela translagdo de vetor
u(2,0)

D, ={-2,3,5,6}

6, ={(-2.2),(33).(5,0).(6,4)}



b) g(x)=f(x+1)

O gréfico de g é aimagem do grafico de f pela translagdo de vetor
u(-1,0)

D, ={-5,0,2,3}

6, ={(-52).(0,3),(2,0),(3,4)}

c) g(x)=f(x-3)

O grafico de g é a imagem do grafico de f pela translagdo de vetor

u(3,0)

D,={-1,4,6,7}

6, ={(-1,2),(4.3).(6:0).(7.4)}
16.1.

Dominio: {-2,1,4,5}

Contradominio: {0,3,0,2}

16.2.

a) 9(x)=2f(x)

O gréfico de g é a imagem do grafico de f por uma dilatagdo

vertical de coeficiente 2.
D, ={-2,1,4,5}

6, ={(-2,0),(1,6).(4,0),(5,4)}

b) 9(x)=1(x)

O gréfico de g é a imagem do grafico de f por uma contragdo
vertical de coeficiente %

D, ={-2,1,4,5}

G, :{(72,0),[1,3,(4,0),(5,1)}
c) g(x)=f(2x)
O grafico de g é a imagem do gréfico de f por uma contracdo

. - 1
horizontal de coeficiente 5

D, :{—1,%,2,2}
G, ={(—1,0),(%,3],(2,0),(2,2]}

d) g(x):f@

O grafico de g é a imagem do gréfico de f por uma dilatagdo
horizontal de coeficiente 3.
D, ={-6,3,12,15}

6, ={(-6,0),(3:3),(12,0),(15,2)}

17.1. g(x)=f(x)+2

O grafico de g é a imagem do grafico de f por uma translagéo de
vetor E(O,Z).

D, =[-2,5] ; D, =[-4,3]

NEMA10PR-18
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17.2. g(x)=—f(x)+3

O gréfico de g é a imagem do grafico de f pela composicdo de
uma reflexdo de eixo Ox seguida de uma translagdo de vetor

u(0,3).

Dg :[72'5]

0, ~[0,7

17.3. g(x)=f(x-2)-1

O grafico de g é a imagem do grafico de f pela composi¢do da
translagdo de vetor Z/(Z,O) seguida da translagdo de vetor

v(0,-1).
0,=[0,7]
0, =[52]

17.4. g(x):f(gj—l

O gréfico de g é a imagem do gréfico de f pela composi¢do da
dilatagdo horizontal de coeficiente 3, seguida da translagdo de

vetor ;(O,fl).
D, =[-6,15]
0;-[-52]

18.1. Extremos absolutos:

—3 é minimo absoluto (2 é minimizante)
3 é maximo absoluto (6 é maximizante)
Extremos relativos:

Madximos: 1 e 3 (maximizantes: 4 e 6)
Minimos: =3 e O (minimizantes: 2 e 5)

18.2.

a) g(x)=-f(x)

O grafico de g é imagem do grafico de f por uma reflexdo de eixo
Ox.

D, =[2,6]; D,
Zerosdeg:3e5

b) g(x)=f(x-1)

O gréfico de g é imagem do grafico de f por uma translagdo de
vetor 5(1,0).
D, =[3,7];
Zerosdeg:4 e6

(23]

0;-[-3.3]

¢) g(x)=f(-x)

O gréfico de g é imagem do grafico de f por uma reflexdo de eixo
Oy.

D, =[-6,2]; D, =[-3,3]

Zerosdeg: -5e -3

d) g(x)=—F(x+2)

O grafico de g é imagem do grafico de f pela composta de uma
translagdo de vetor E(—z,o) seguida de uma reflexdo de eixo Ox.
D, =[0,4]; D, =[-3,3]

Zerosdeg: 1e3
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&) g(x)=37(x)

O gréfico de g é imagem do gréfico de f pela dilatagdo vertical de
coeficiente 3.

b, =[2,6];
Zerosdeg: 3e5
f) g(x)=f(4x)

O grafico de g é imagem do grafico de f pela contragdo horizontal

NEY

1
de coeficiente Z .

13 ,
Dg:|:£'£:|; Dg:[_3’3]

Zeros de g: 3 e >
4 4

X
g) a(x)=f (,)

2
O gréfico de g é imagem do grafico de f pela dilatagdo horizontal
de coeficiente 2.
D, =[4,12];
Zerosdeg: 6e 10

1

h) g(x)=-31(x)

O grafico de g é imagem do grafico de f pela composta de uma

0 =[33]

1
contragdo vertical de coeficiente 5 seguida de uma reflexdo de

o[22
22

eixo Ox.
D, =[26];

Zerosdeg: 3e5

274

18.3.

a) h(x)=f(2x)

x| 1 2 2 3

2
h| -3 / 1 N 0 / 3
1

b) h(x)=7 £(x)

X 2 4 5 6
h| -1 / % N 0 / 1
19.

Repara que o grafico de g é aimagem do grafico de f pela
translagdo de vetor 5(4,0) . Entdo o gréfico de f é a imagem do
grafico de g pela translacdo de vetor —E(—4,o)

Assim D, =[-7,0] e D} =[-3,2].

Zerosdef: —6,-3e0
O gréfico de h é aimagem do grafico de f pela contragdo

. - 1
horizontal de coeficiente >

Zerosde h: -3,-1e0
h(x)=0< xe{-3,-1,0}



20.1. O vértice da parabola que corresponde ao gréfico de fé o

ponto de coordenadas (1,—2) . Entdo,
f(x):a()(—l)2 -2,a#0.
Como o ponto de coordenadas (0,0) pertence ao grafico da

fungdo f, tem-se:
a(0-1) -2=0=a=2.

Conclui-se, entdo, que f(x):Z(x—l)2 -2.

20.2. O quadro de variagdo relativo a fungdo f é o seguinte:

X —o0 1 +00

f(x) N -2 /

20.3.

a) Como o grafico de g é a imagem do gréfico de f pela translagdo
de vetor ii(4,3), entdo g(x)=f(x—4)+3.

Sendo f(x)=2(x- 1) -2, entdo

g(x)=2(x-4-1)" -2+3=2(x-5) +1.

b) Como o gréfico de h é a imagem do grafico de f pela reflexdo
de eixo Ox, seguida da translagdo horizontal de vetor i(-3,6),

entdo h(x)=-f(x+3)+6.

Sendo f(x)=2(x— 1) —2, entdo

h(x)=-2(x+3-1) —2+6=-2(x+2) +4

21.1. As abcissas dos pontos A e B correspondem aos zeros da
fungdo quadratica f.

Entdo, f(x)=a(x+2)(x-4), a=0.

Como o ponto C(O,—4) pertence ao grafico da fungdo f, tem-se:

a(0+2)(0—4):—4©—80:—4©a:%.

Portanto, f(x):%(x+2)(x74) .

Designemos por V(xv ,yv) o vértice da pardbola representativa

da fungdo. Atendendo a simetria da parabola em relagdo a reta

-2+4

X=X, , conclui-se que x, = =1.

Yy =f(1)=%(1+2)(1_4)=_3_

As coordenadas do vértice da pardbola que representa o grafico
9

defsdo |1,——|.

[ 2]

2 1 2
21.2. f(x)=ax’+bx+c @E(x+2)(x—4):ax +bx+c &
1/, 2 1, 2

<:>E(x —4x+2x—8)—ax +bx+c<:>5x —x—4=ax"+bx+c

1
©a=E/\b=—1/\c=—4

Funcoes

21.3.Sendo g(x)=f(x-2) ,vxelR, sabe-se que o grafico de g

é a imagem do grafico de f pela translagdo de vetor U(Z,O) .
Entdo g(x)<0< x<]0,6[ .

0 conjunto solugdo da inequagdo g(x)<0 é ]0,6] .

21.4.Sendo h(x)=f(x—k),keR, sabe-se que o grafico de h é
a imagem do gréfico de f pela translagdo de vetor V(k,o).

Sendo h uma fungdo par sabe-se que o vértice tem abcissa nula.
Entdo k=-1.

22.1.
-4++/16+8
74 <

a) f(x)=0s2x +4x-1=0<

-4+2\6 Ve V6

SxX=——""SXx="1+—vXx=-1-—
4 2 2

& s

Os zeros da fungdo f sdo —1—7 e _1+T .

b) Designemos por V(x,,y, ) o vértice da pardbola

representativa da fun¢do. Atendendo a simetria da parabola em
relagdo a reta X=X, , conclui-se que

4 Ve 6

&:44;444ij:4,
2 2

y, =f(-1)=2x(-1)" +4x(-1)-1=2-4-1=-3.
As coordenadas do vértice da pardbola que corresponde ao
grafico de fsdo (-1,-3).
¢) Uma equacio do eixo de simetria do gréficode fé x=-1.
22.2. Atendendo a que a representagdo grafica da fungdo ftem a
concavidade para cima (a > 0) e aos zeros, podemos tirar as

seguintes conclusdes quanto ao sinal da fungdo:

6 6

X —0 -1-— S +00

f(X) + 0 - 0 +

f(x)<0e=xe |-1-—,—1+—

f(x)—0<:>xe{ 1—£ -1+ \/—}

22.3. Variagdo e extremos:
fé crescente em [—1,+oo[ .
fé decrescente em ]—oo,—l] .

f tem minimo absoluto igual a —3.
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23.1.
f(x):x2+x—6:(x2 +x+l—1j—6:(x2 +x+1j—6—1:
4 4 4

4
1) 25

= x+=| ——
2 4

A representacdo grafica da fungdo f é uma pardbola de vértice

1 25 . . , . ~
_E'_I cuja concavidade esta voltada para cima, entdo o

2
minimo de f é ——5.
4
- .| 25
O contradominio da fungdo f é _I'+Oo .

23.2. 0 grafico de h, definida por h(x)=—f(2x), é aimagem do
gréfico de f pela reflexdo de eixo Ox, seguida da contragdo

1
horizontal de coeficiente 5

Entdo o quadro de sinal da fungdo h é o seguinte:

1 6 1 6

X -0 ——— =—dpe +00
2 4 2 4

h(x) - 0 + 0 -

+7
S x=2vx=-5

g(2)=—2x2+4=0 e g(-5)=-2x(-5)+4=14.
Os graficos das fungdes f e g intersetam-se nos pontos de
coordenadas (-5,14) e (2,0).

24.1. Como —2 e 1 sdo os zeros da funcdo quadrética f, entdo
sabe-se que f(x)=a(x+2)(x-1), a#0.
Como o ponto A(—1,—2) pertence ao grafico da fungdo f, tem-

se:
a(-1+2)(-1-1)=—2&-2a=-2<a=1.

Portanto, f(x)=1(x+2)(x—1)=x>—x+2x-2=x"+x-2.
Como o ponto de coordenadas (0,1) pertence ao grafico da
fungdo afim g, sabe-se que g(x): mx+1.

Sendo A(—1,—2) um ponto pertencente ao grafico da fungdo g,

tem-se:
g(-1)=2emx(-1)+1=2-m+1=-2cm=3.

Entdo, g(x)=3x+1.
24.2. Um dos pontos de interse¢do dos graficos das duas funcgdes
é A(—l,—z) e B é o outro ponto de interse¢do dos graficos das

fungdesfeg.
f(x)=g(x)=x*+x-2=3x+1<x" -2x-3=0=

2+N4+12 2+4
X=—""T"""X=

— o x=3vx=-1
2 2

g(3)=3x3+1=10. Entdo, B(3,10).
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24.3.
f(x)<g(x) o x*+x-2<3x+1e x* —2x-3<0= xe|-1,3]

25.1.

a) f(—x)=2(—x)2 -3=2x"-3=f(x).

fé uma fungéo par porque f(-x)=f(x), VxeR.

b) g(-x)=-5(-x)=5x=—g(x).

g é uma fungdo impar porque g(-x)=-g(x), VxeR.
) (f+9)(x)=F(x)+g(x)=2x*—3-5x=2x" —5x—3.
(f+9)(—x)=2(=x)" =5(-x)~3=2x* +5x-3.
(f+9)(=x)=(f+a)(x) e (f+g)(-x)#~(f+g)(x), logoa
fungdo f +g ndo é par nem é impar.

25.2.

a) f(x)>5e2x'-3>5 2 - x* -4>0

Célculo auxiliar:
X -4=0x" =4 x=2vx=-2

Entdo, x’ —4>0< xe|-0,-2[U]2,+[ .
b) g(x)<x* & -5x<x* < —x*-5x<0< x> +5x 20

Célculo auxiliar:
X +5x=0<x(x+5)=0<x=0vx+5=0<x=0v x=-5

Entdo, x* +5x>0 < x € |-00,—5]U[0,+00] .
¢) (f+9)(x)<0e2x’ —5x-3<0

Célculo auxiliar:
5 5++/25+24 5+7 5-7
2x°=5x-3=0 x=—""7"""SSX=""VX
2 4 4
1
Sx=3VvX=——
2
N/
ENEZ
2

1
Entdo, 2x’ 75X73<0<:>xe}75,3|:.

26.1. D, =[-2,1]u]1,2]=[-2,2].

26.2. f(-1)+f(1)xf(2)
=(-1+2)+(1+2)x(-2x2+1)=1+3x(-3)=1-9=-8.



26.3. f(-2)=-2+2=0; f(1)=1+2=3;
f(2)=-2x2+1=-3.

26.4. Por observagdo da representacdo grafica de f, conclui-se
que D} =[-3,-1[u[0,3].

27.1.
-Se —2<x<1,entdo f(x)=_3,

-Se 1<x<5, entdo )‘(x):a(x—Z)Z —4,sendo a#0, porquea

representacdo grafica é parte de uma pardbola de vértice no
ponto de coordenadas (2, -4).

Como f(5)=5, entdo tem-se:

a(5-2)' ~4=5=9=9=a=1

Conclui-se que se 1<x<5, entdo f(x):(x—Z)2 —-4.
Entdo, f(x)—{ -3 se —2<x<1

(x—2)Z -4 se 1<x<5

27.2.
a) Aequacgdo f(x)=k k<R tem uma e uma sé solugdo se

ke{-4}U]-3,5]. Basta reparar que quando ke{-4}uU]-3,5]

areta de equagdo y =k interseta o grafico de f num Unico ponto.

b) A equagdo f(x)=k kIR tem duas e s6 duas solugdes se
ke]-4,-3] . Bastareparar que quando ke]-4,-3[ aretade

equacgdo y =k interseta o grafico de f em dois pontos.

c) Aequagdo f(x)=k ,kelR tem mais de duas solugdes se

k =-3 . Basta reparar que quando k=-3 areta de equagdo

y =k interseta o grafico de f em mais de dois pontos.

27.3. Por observagdo da representacdo grafica da fungdo f
constata-se que f tem apenas um zero e que esse zero se
encontra entre 1 e 5.

f(x)=0&(x=2) ~4=0 A 1<x<5& (x-2) =4 A 1<x<5
& (x-2=2v x-2=-2) A 1<x<5&

& (x=4v x=0) A1<x<5&x=4

x—3 se x—3>0

28.1. f(X):X_3={_(X_3) se x—3<0

x—3 se x>3

-1

-x+3 se x<3

Funcoes

28.2.
a) f(x)=3<|x-3]=3ex-3=3vx-3=-3cx=6Vvx=0
Conjunto-solugdo: {0, 6}
b) f(x)-1=0&f(x)=1le|x-3=1lex-3=1vx-3=-1&
o x=4vx=2
Conjunto-solugdo: {2, 4}
c) 3f(x)—2=0<:>f(x)=§<:>‘x—3‘=§c>x—3=§vx—3=—§
11 7
SOX=—VX=—
3 3

. o 7 11
Conjunto-solugdo: {7, —
3 3

28.3.
a) Sendo f(x)=|x-3

,entdo D} =[0,+o0[.
O grafico da fungdo g, definida por g(x)=—f(x-2)+3, pode

ser obtido a partir do grafico de f, aplicando sucessivamente as
seguintes transformagdes:
Uma translagdo de vetor 4 :(2, O) ;

Uma reflexdo de eixo Ox;
Uma translagdo de vetor v = (0, 3) .
Entdo, D} =]-,3].

b) Uma equacio do eixo de simetria do grafico de fé x=3.
Como o grafico da fungdo g pode ser obtido a partir do grafico de
f, aplicando a sequéncia de transformacg&es indicadas em 28.3. a),
conclui-se que uma equacdo do eixo de simetria do grafico de g é
Xx=5.

29.1.Sendo f(x)=|x+2

,entdoD', =[0,+o[e x=-2 éuma

equacdo do eixo de simetria do gréfico da fungdo f.

a) O gréfico da fungéo h, definida por h(x)=f(x-3)-2, pode
ser obtido a partir do grafico de f, aplicando sucessivamente as
seguintes transformagdes:

Uma translagdo de vetor G =(3,0);

Uma translagdo de vetor v = (O, —2) .

Entdo, D', =[-2,+ [ e x=1 é uma equagdo do eixo de simetria

do grafico de h.
b) O grafico da fungdo h, definida por h(x)=2f(x+1)+3, pode

ser obtido a partir do grafico de f, aplicando sucessivamente as
seguintes transformagdes:
Uma translagdo de vetor 4 =(-1,0);

Uma dilatagdo vertical de coeficiente 2;
Uma translagdo de vetor v = (0, 3) .

Entdo, D}, =[3,+ [ e x=-3 é uma equagdo do eixo de simetria

do grafico de h.
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¢) O gréfico da funcdo h, definida por h(x)=—%f(x—2) , pode 30.2. g(x) =‘f(x)‘ <g(x) =‘_Xz +3X‘

2 2
ser obtido a partir do grafico de f, aplicando sucessivamente as -Xx"+3x se —x"+3x20
seguintes transformagdes:

Assim sendo, g(x) ={ (
Uma translagdo de vetor i =(2,0);

—x2+3x) se —x*+3x<0

Calculo auxiliar:

1
Uma contragdo vertical de coeficiente =; X' +3x=0 x(-x+3)=0x=0v -x+3=0c
2 &Sx=0vx=3

Uma reflexdo de eixo Ox.

Entdo, D}, =]-,0] e x=0 é uma equagdo do eixo de simetria /\ o

do gréfico de h. —/J ?\—

29.2. —xz+3x20<:>xe[0,3]

a) g(x)=3c)2x-1=3c2x-1=3v2x-1=-3& X +3x<0& xe]-0,0[U]3,+0|

S2x=4v2x=-2&x=2vXx=-1. s ( ) “x'+3x se 0<x<3

; _ x0- [ ntdo, g(x)= .

Conjunto-solugdo: {-1, 2} . X —3x se x<Ovx>3

b) 30.3.

g(x)=f(x)e)2x-1=|x+2| < 2x-1=x+2v2x-1=—x-2 g(X):ZC}‘fXZ+3X‘=2<:‘>7X2+3X=2V*X2+3X:72C>

1
©x=3vix=-lox=3vx=-2. S -x*+3x-2=0v -x*+3x+2=0<
. 1 o, 3-8 3xors 31 3%17

Conjunto-solugdo: {—5,3}. 2 i) ) -2
3-\17 3+417

29.3. Sx=lvx=2vx= 5 VX= 5

a) f(x)>2ox+2|>2ex+2>2vx+2<-2 x>0 vXx<—4 . 1oy 1T

Conjunto-solugdo: 1,2, .
& xel-0,-4[U]0,+o. 2

b)

31.1. O gréfico da fungdo f, definida por f(x)=1-+/x+3, pode
f(x)S1ex+2<lex+2<1Ax+22 -1 x<-1Ax2-3&

[ 31 ] ser obtido a partir do grafico de y =\/;, por aplicagdo sucessiva
o xe|-3,-

das seguintes transformacgoes:
<) Translagdo de vetor 4 =(-3,0);
Reflexdo de eixo Ox;

g(x)<| x| =2x-1|<|x| <3(2x—1)Z <x’ 4 —Ax+1<x* &
Translagdo de vetor v =(0,1).

<3x* —4x+1<0

Calculo auxiliar: 31.2. f(13)=1-v/13+3=1-+16 =1-4=-3, logo 0 ponto
4++16-12 442 4-2
3x2—4x+1:0©x:f<:>x:7vx:7© A(13,3) ndo pertence ao grafico de f.
1
Sx=1vx=> 31.3. f(x)=-6<1-Vx+3=-6Sx+3=7

S X+3=49AXx+320 x=46 AXx2>2-3>x=46.

A abcissa do ponto do grafico de f que tem ordenada —6 é 46.

314. f(x)=0=1-Jx+3=0=Vx+3=1<

1
Entdo, 3x2—4x+1<0c>xek,1[.
S X+3=1AX+320x=-2AX>2-3x=-2.
30.1. f(X)Z—4C:>—X2 +3x2 -4 —x"+3x+42>0 Zero da funcdo f: —2.

Célculo auxiliar:

32.1. f(2)=+2-2+3=/0+3=0+3=3.
—3+/9+16 -3+5 2)

X’ +3x+4=0x= 5 o Xx= 5 < x=-1vx=4 AordenadadeAé 3.

32.2.

/\ f(x)=5&Vx-2+3=5cVx-2=26x-2=4Ax-220&

1 N
/ \ SX=6AX22Ex=6

~ 2
Entdo, f(x)=-4 < —x*+3x+420s xe[-1,4]. A abcissa de B é 6.
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32.3. D, ={xeR:x-2>0} ={xelR: x>2} =[2,+0[ .
Sendo x e[2,+oo[, sabe-se que Vx—220.
Vx-220&Vx-2+320+3¢ f(x)23.

Entdo, D', =[3,+ o[ .

324. f(x)=xeoVx-2+3=xoJx-2=x-3&

@x—2=(x—3)2/\x—220/\x—320<:>

SX-2=X —6X+9IAX22AX23 X —Tx+11=0AXx>3 &

7+a9-44 7445
X:fAX23®X:T/\X23®

7++/5 7-5 7++/5
| X= 5 VvV X= 5 AX23ESXx= 5

O ponto do gréfico de f que tem abcissa igual a ordenada é o

7+\/§ 7+\/§].
2

ponto de coordenadas [ —

A distancia desse ponto a origem é dada por:

d= [7+‘/§—0J2+[7+\/g—0]2= {”‘/gjzxz:

2 2 2

=\/49+11\E+5X2 =\/54+;4\E= e

33.1.
1-V2x+1=-4V2x+1=52x+1=25 A2x+1>0 <

1
@x:lZ/\xz—E@x:lz

Conjunto-solugdo: { 12}

33.2. /3x-2=x<3x-2=x*A3x-220A X220
—3+4/9-8 2
72/\)(27@

2
©7x2+3x72:0/\x2§/\x20©x: 3

o X=

2 2
/\x2§<:>(x:1vx:2)/\x2§c>x:1vx:2
Conjunto-solugdo da equagdo: {1,2}

33.3.
Vax+1=1-x & 4x+1=(1-x) A4x+120A1-x20&

1
SAx+1=1-2x+x’ /\XZ—Z/\XSIQ
, 1 1
& —x +6x:0/\71§x§1 @X(*X‘FG):O/\*ZSXS].@
1
@(x:Ov—erG:O)/\—ZSxSl@

@(x:va:G)A—%stlex:O

Conjunto-solugdo da equagao: {0}

Funcoes

33.4.

V2x-3=3-x22x-3=(3-x)" A2x-320A3-x20&
. .3

< 2x—-3=9-6x+x /\XZE/\XS3<3

_8+/64-48

3 3
@x278x+12=0A55xs3@x_ 5 /\ESX§3<:>

+
@x:%/\gg)é?» <:>(x:6vx:2)xx%$x£3®x:2
Conjunto-solugdo da equagdo: {2}
33.5. V2—x=1+/x+2 <
<:>(\/27X)2:(1+\/X+2)2 A2-XxZ0AX+220

S2-X=142VX+2+X+2 AXS2 A X2 -2 &
S2Ux+2=-2x-1 A -2<x<2&

<:>(2\/x+2)2 =(-2x-1)" A —2<x52 A —2x-1205
S4(x+2)=4X" +4x+1 A —2<x<2 A xS—%@

1
S Ax+8=4x> +4x+1 A —2£x£—5<:>

¥

Conjunto-solugdo da equagdo: {2

33.6.
x/1—2x:2+xc:>1—2x=(2+x)2 ALl-2x20A2+x20&

1
<:>1—2x=4+4x+x2/\xSE/\x2—2<:>

_6++/36—
c)xz+6x+3:0/\—23x£1<3x:w/\—2£x£1
2 2 2
-6+
<3X=6%2\/6A—2Sx£%©

@(X:—3+x/€v X:—3—\/€)/\—2§XS%<:>X=—3+\/E
Conjunto-solugdo da equacdo: {—3+\/g}

34.1.

a) D, ={xeR:x+2>0} ={xelR:x>-2} =[-2,+ ]
Sendo x e[-2,+[, sabe-se que Vx+2>0.
Vx+2201+Vx+221+0<g(x)>1

Entdo, D!, =[1,+[ .

b) f(x)>0c>\/2—x—\/;>0c>\/2—x >JIx <
S2-X>XA2—-X20A X206 -2Xx>-2AX<2AXx20&

S X<IAXS2AXx20&x<1Aax20&xe[0,1]
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34.2. g(x)=xol+Vx+2=xVx+2=x-1<

Sx+2=(x-1) Ax+220Ax-1205

SX42=X" —2X+1AXZ2AX21 X —3x-1=0A X221

34914 34413
exXET N -y "

x>1<x x>21&

{ 3+4/13 3—@] 3+4/13
| X = 2 VvV X= 2 A

x>l x=
2

Conjunto-solugdo da equacdo: {

34413
2
35.1. Como f(9)=2+39-1 =2+3/8 =2+2=4, conclui-se que

o ponto de coordenadas (9,4) pertence ao grafico de f.

35.2. f(0)=2+30-1=2+3/-1=2+(-1)=1.

O grafico de finterseta o eixo Oy no ponto de coordenadas
(0,1).
f(x)=0e2+¥x-1=0Ix-1=2x-1=(2) =
ox-1=-8x=-7

O gréfico de finterseta o eixo Ox no ponto de coordenadas

(-7,0).
353. f(x)=5<2+¥x-1=5Ux-1=3cx-1=3" <

Sx-1=27<x=28

Conjunto-solugdo da equagdo: {28}

36.1. Se x e |-, -3] aconcavidade do grafico é voltada para
cimaese xe [—3, +oo[ a concavidade do grafico é voltada para
baixo. Entdo, conclui-se que b=-3.

Assim sendo, f(x)=ai/x+3+c.

Sabe-se que o grafico de f passa nos pontos de coordenadas
(-3,-2) e (5,0), entdo tem-se:

{f(3):2 {af/—3+3+c=—2 {ax0+c:—2
f=4 f=4

f(5)=0 a¥5+3+c=0 ax2+c=0
c=-2 c=-2
= =
20=2 a=1
Conclusdo: a=1, b=-3 e c=-2.
36.2. Atendendo aos valores de @, b e ¢ determinados no item
anterior, sabe-se que f(x)=/x+3-2.
36.3.
f(x)>-4<x+3-2>-4<3x+3 >72<:>x+3>(72)3 N

S x+3>-8cx>-11e xe-11,+0]

37.1.
a) (g-1)(3)=g(3)-f(3)=3"-2x3-(3+2)=9-6-5=-2
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(2+2)x(3—\/ﬂ):4x2:8
+

+h(5)=(5+2)+(3-5-1)=7+1=8

o
-
—_~~
~
X
>
S~—
—_~
N
S~—
Il
—h
—_~
N
X
>
—
N
—
I

f f(3). 3+2 a1 a1
@ (9](_3)9(—3)(—3)2—2><(—3)9+6 15
e) (foh)(1)=£(h(1))=f(3-V1-1)=f(3)=3+2=5
f) (hog)(-1)=h(g(-1))=h((-1)" ~2x(-1))=
=h(3)=3-43-1=3-2

(f+9)(-1) f(-1)+g(-1) -1+2+(-1)" -2x(-1) _
37.2. h(6) = s = 3_\/5 =

4 4(3++5) :4(3+J§):4(3+J§):
3-V5 (3-45)(3++5) 32_(£)2 9-5

:4(3+\/§)

w

=3++/5

37.3.

a) b,, =D, "D, =RNR=R
(fxg)(x)zf(x)xg(x)=(x+2)><(x2—2x)=
=x>-2x* +2x* —4x=x>—4x

b)

D, =D, ND, \{x: h(x)=0}=RN[1,+0[\{10} =[1,+ [\ {10}
Calculo auxiliar:

D,={xelR:x-120}={xelR:x>1} =[1,+]
h(x)=0=3-x-1=0=x-1=3x-1>0Ax-1=9&
&S x21Aax=10<x=10

[ﬁ]m:g(x): ¢ oax _ (¥-2(3ex-1)

h h(x) 3-x-1 (3-vx-1)(3+x-1)
_x(x—Z)(3+\/E) X(X—Z)(3+m)

9—-x+1 10—x

c) D,,, =D, "D, =RN[1,+o0[ =[1,+[

(f+h)(x):f(x)+h(x):x+2+3—m:x+5—m

d) D, ={xeD,: f(x)eD,} ={xeR: f(x)e[1,+o[} =
={xe|R:f(x)21}

f(x)zleox+221ex2-1

Entdo, D, =[-1,+[ .

(hof)(x)=h(f(x))=h(x+2)=3-"x+2-1=3-Vx+1



38.1. Como o ponto de coordenadas (0, —1) pertence ao grafico
da fung@o afim f, sabe-se que f(x)=mx-1.

Sendo P(1, 1) um ponto pertencente ao grafico da fungdo f,

tem-se:
f(l)=1emxl-1=1<m=2.

Entdo, f(x)=2x-1.

Como o ponto de coordenadas (0, 2) pertence ao grafico da
fungdo afim g, sabe-se que g(x) =mx+2.

Sendo P(l, 1) um ponto pertencente ao grafico da fungdo g,

tem-se:
g(1)=1emxi+2=1m=-1

Entdo, g(x)=-x+2.

38.2.

a) h(x)=(fxg)(x)=f(x)xg(x)=(2x-1)x(-x+2)=
=-2x" +4x+x-2=-2x" +5x -2

b) D, =D,, =D, "D, =RAR=R
h(x)=0(2x—1)x(-x+2)=02x-1=0v-x+2=0&

1
SX=—V xX=2
2

Os zeros da fungdo h sdo % e2.

<)

(fxh)(x)<0< f(x)xh(x)<0e (2x—1)x(2x—1)x(-x+2)<0
@(Zx—l)z(—x+2)<0

Para resolver a inequagdo vamos recorrer a um quadro de sinais.

—0 % 2 | 4o

(2)(—1)2 + 0 |+ |+ +
—X+2 + + |+ -
(fxh)(x) | + |0 |+ -

Entdo, (fxh)(x)<0< xe2,+x].

39.1. f(x)=0<(2¢ +3=0Ax>1) v(x¥ ~1=0 A x<1)-

3 3
2x3+3:0/\x>1©x3:—E/\x>1©x:3{—5 Ax>lexel }
X -1=0Ax<1o X =1Ax<1le (x=1vx=-1)Ax<ls
ox=1lvx=-1

Conclui-se, entdo, que f(x)=0<x=-1v x=1.

A fungdo f tem dois zeros, —1 e 1.

39.2.
a)

(AL G e

=2(32) +3=2x243=7

Funcoes

40.1. Como a abcissa do ponto R é um zero da fungdo, vamos
determinar os zeros da fungdo f.

f(x)=0e-2x°+4x =0 x* (-2x+4)=0<
Sx=0v-2x+4=0 <x*=0v -2x+4=0<x=0v x=2
Como a abcissa de R é positiva, conclui-se que a abcissa do ponto
Ré2.

40.2. O ponto P pertence ao grafico de f e tem abcissa x e ]0,2[,

entdo P(X, f(x)) .

Sendo g a fungdo que acada xe ]0,2[ faz corresponder a drea do
retangulo [PQRS], entdo tem-se:
g(x):(fo)xf(x):(27x)><(—2x3 +4x2):

=—4x® +8x% +2x* —4x® =2x* —8x> +8x?, VXE]O, 2[.

40.3. Recorrendo a calculadora grafica vamos obter um valor de
X , aproximado as décimas, para o qual a area do retangulo
[PQRS] é méaxima.

Para tal, basta representar a fungdo na calculadora (tendo em
atengdo o dominio) e determinar o maximo da fungdo.

Flotl Flok: Floks WIKDOW
=N EZEC4-8H3+8E Amin=E
2 AMaE=2
~Me= nscl=
M= Ymin=-.2
Ay = Ymax=3
=Ne= Yzpl=1
M= HWres=

1

iuzlue
2izero
Siminimum
K1 Qe S TUTRIE)
Elénﬁgraect
e R v :
PR dx T P

O valor de x , aproximado as décimas, para o qual a area do
retangulo [PQRS] é méxima é 1,0.

41.1. Como o ponto Q pertence ao grafico de g, sabe-se que
a(x, g(x))-
No caso em que a ordenada do ponto Q é 5, tem-se:

3 3
g(x)=5©5x+2=5©§x=3<:>x:2.

Entdo,Q(2,5).

Sendo a reta PQ paralela ao eixo Oy, entdo P e Q tém a mesma
abcissa.

Logo, P(Z, f(Z)).
2
Comof(Z):z?:%:Z ,entdo P(2,2).
Designemos por P' o perimetro do retangulo [MNPQ].

P'=2x2+2x(5-2)=4+6=10.

28]



Unidade 5

41.2.

a) Como o ponto P, de abcissa g, se desloca sobre o grafico de f,
em que a<10,4[ , sabe-se que P(a, f(a)) .

O ponto Q tem a mesma abcissa que o ponto P e pertence ao
grafico de g. Entdo, Q(a, g(a)) .

@:g(a)—f(a):gowz—%.

2

h(a):ax(a+3a+2]:103 +§a2 +2a, Vaelo, 4.
2 2 2 2

b) Vamos recorrer a calculadora grafica para obter o valor de a
(abcissa de P), arredondada as centésimas, de modo que a area
do retangulo [MNPQ] seja 5.
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Flokl Floki Flob:

- R At R R
242

=Nz BS
wia=
=Ny =
wMe=
==l

o

\

WIROOL
Amin=A
Amax=4
#scl=1
Ymin=-2
Ymax=a
e l=2
dre==N1

?H!HF!HHE
iualue

2izero

Siminimum

41 mazimum
intersect
e PR b

TR O

o

1\

A

Inkerseckion
H=l.B0Z704T Y=E

Inkerseckion
HeEz2ozynlE Y=t

A area do retangulo [MNPQ] é igual a 5 quando a abcissa do
ponto P, arredondada as centésimas, é 1,60 ou 3,29.



Unidade 6

10
1.1. A=Yk
k=1

12. A =i(k—2)

k=3

13. A =i(k—5)

k=6

2.1 A+B=26:2i+z7:(3i—1)

i=2 i=3
=(4+6+8+10+12)+(8+11+14+17+20)
40+70=110

2.2. c-ta:ZS:(iZ —3i)—z7:(3i—1)

i=3
=(-2+0+4+10+18+28+40)—(8+11+14+17+20)
=98-70=28

6
3.1. 3+5+7+9+11+13=) (2k+1)

k=1

8
3.2, 1+3+5+7+9+11+13+15=) (2k—1)

k=1

111 .1 1 1 & 1
33, Sttt —t—=)
6
3.4. 10+15+20+25+30+35= ) (5k+5)
k=1

1 5
3.5. o +1+10+100+1000= ) 10“*

k=1

3.6. 2+ﬁ+ 10+«/E+4:x/1+ 7+«/E+ 13+«/E

5.1

2 5 8 11 14 17 20 2(3= 1)
3 7 11 15 19 23 27 Z(j/ 1)
4 9 14 19 24 29 34 Z(Z 1)
5 11 17 23 29 35 41 Z(:: 1)
6 13 20 27 34 41 48 Z::(j, -1)
z=1 §<:+3) i(:»s) ﬁ(jm) 2(:*9) i;m) i(jms)

5.2. 2 25: 2i+3)+ 2 (3i+5)+ g (4i+7)+ Z(5i+9)+

i=1

S
(6i+11)+ Y (7i+13)=
1:1 i=1
5

Z(/+2/+3+3/+5+4/+7+5/+9+6:+11+7:+13)

LN

Mu‘

(27i+49)

N

i=

5.3. 3 (3i-1) +3(41-1) +3(5i-1) +3(6i-1)

i=1 i=1 i=1

M~

+

(7/ 1)=

m
N

M- 24

I
iN

(3i—1+4i-1+5/-1+6i—1+7i—1)

(25i-5)

i

5 5 5
5.4. > (27i+49)=27) i+ 49=27x(1+2+3+4+5)+5x49
i=1

i=1 i=1
=27x15+5x49
=650

29
6.1. > (i"-i)
i=3

=k—(0+2)+(30" ~30) =k+868

29

(7 —i)—i(iz i)+ > (" =i)= =k-2+870

i=1 i=1 i=1
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30

(i2 =)= (7 —i)=k—(29" -29+30* -30)

i=1 i=29

6.2. Z(/ —/)

=k—-1682

6.3. Z(/ —/) Z(iz—i)

i=16

S i) (1) = 3 i) (1) 3 1)~ (1)

i=1 i=16 i=1 i=15 i=16

Zi‘,(iz —f)—g(;z ~i)=k—(15* ~15)

=k-210

10
7.1. )'3=10x3=30

k=1

49
7.2. Z(é]:(@ 2+1)x Z—48><Z:4O

k=2

7.3. :zl(—%J =(25—12+1)x[—%j = 14x(—%] =4

1000

74. ) (-1)

Repara que:

(_1)k :{1 se kr’)ar

-1 sek impar

1.° processo
A soma de duas quaisquer parcelas consecutivas é zero.
Al parcelaélea2.?é—-1. Se onumero de parcelas é para o
valor do somatério é zero.
Se o numero de parcelas é impar o valor do somatério é 1.
Como o numero de parcelas é dado por 1000—-50+1, temos 951
parcelas (nUmero impar), entdo o valor do somatério é 1.
2.° processo
Quantos numeros pares ha de 50 a 1000?
O nimero de numeros inteiros de 50 a 1000 é dado por
(1000750+1):951 que é igual ao numero de parcelas do
1000
somatdrio Z(—l i
k=50
Destes 951 numeros inteiros quantos sdo pares?
Se pensarmos numa sequéncia de termo geral 2n, podemos
determinar a ordem do termo igual a 50 e do termo igual a 1000.

2n=50&n=25 € 2n=1000 < n=>500
O numero de termos do 25.° ao 500.° é dado por
(500-25+1)=476

1000
Assim, no somatério z
k=50

restantes, ou seja, (951476 =475) iguaisa —1.

“ha 476 parcelasiguaisale as

1000
Assim, Y (-1)‘ =476x1+475x(~1)=1

k=50

8.1. i(zx,. +3)=2Zn:x, +Z":3= 2A+3n
i=1 i= i=

8.2. Z":(3x,. —5)=32":x, —25=3A—5n
i=1 i=1 i=1
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a) 22/ zz/_ (Mj 420

LR (15 +15

b)i(3i 32:—21 3x
c)i(s-: 25 z:— (50-15+1)x5- (i:—i]

i=15 i=15 i=15

] 15=3x120-15=345

=180-

2 2
[SMO_M}wo_(lys_los):_ggo

9.2.

n’+n

a)Y5i=180 5531180 Yi=36. <

i=1 i=1 i=1

-1++/1+288 -1+17
2

=36

n+n-72=0n=—-—""n= &n=-9vn=8

2
Ovalordené8.

n n n n2+n
b) > (2i-3)=120=2) - 3=120<2x
i=1

i=1 i=1
2+\/4+480 2122
<n= =
2 2
<n=12vn=-10 Ovalordené 12.

10.1. 231+z31 231

i=13

-3n-120=0

<n*-2n-120=0&n

10
10.2. 2+ in

10
1
Repara que Z:ch>2:10k<:>k:g

i=1

Assim, 2+§xi—z *ZX _Z[E ]

i=1 i=1 i=1

i

10.3. 22:+3z i) 221+28:(6—3i): > (6-i)

30

11.1.%(2%.71 20@22y ->1= 20@22y =20+30

i=1 i=1 i=1 i=1

30
Yy =25

i=1

11.2.

30

a) > (2x, —3yf):2§xf—3§yi =2x35-3x25=-5

B R T

50

12.1. Z:(x,.2 —2x,.)=§:x,.2 —2§x,. =b-2a
i=1 i=1

i=1



12.2.
50 N 50 50 10 10
D(14x) =D (142x +x7 )= 142D %, + D x’ =50+2a+b
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
12.3.
50 50 50 50 50
D (3-x) =D(9-6x+x7)=>9-6) X+ > x’ =450-6a+b
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
12.4.

50 50 50 50
Y [(2x-1)(2x,+1) ] =Y (4x? -1)=4> x>~ > 1=4b-50
i=1 i=! i=1 i=1

13.1.

8

X.
= ' 54+3+6+4+2+1+5+3
8 8

x= =3,625

x=3,625

13.2.
Seja k a pontuagdo acrescentada a amostra X .

Zsly,. :k+zs:x,. =k+29
i=1 i=1

- ;y" 29+k
y=——=
9 9
29+k

;:4<:>T:4<:>k:7.
Conclui-se que é impossivel a média da amostra y ser 4, pois o
maior valor que k pode tomar é 6.

14.1.

A dimensdo da amostra é dada pela soma das frequéncias
absolutas:

124+23+8+5+2=50.
A dimensdo da amostra é 50.

5
Z”f’?f

14.2. x=22 :12X1+23X2+SX3+5X4+2X5:£:2,24
50 50 50
x=2,24
7
_ Zx" 7
15.1. x= ’:17 =5. Daqui resulta que ZXI. =35,
i=1
Sy Yo 2y
\z 2x;, 2 f
== = L=
7 7 7 7
y=10
15.2
7 7 7 7
z 4x -6) 4 x -6
;:; ’:;( ’ ): le 21: _4x35-7x6_98
7 7 7 7 7
z=14

Estatistica: caracteristicas amostrais

16.1. Seja y a amostra dos precos com IVA seguidos de 10 € de
desconto.

y=1,23x-10

y=1,23x-10

y=1,23x800-10=974

y=974€

16.2.

Seja z a amostra dos pregos com 10 € de desconto seguido do
IVA.

z=1,23(x-10)=1,23x-12,3
7=1,23xx-12,3=1,23x800—-12,3=971,7

7=971,7 €

7.1.

Zn.)”(.

i | _2x10+4x12+9x15+5x18+5x20 393 _ .,
2+4+9+5+5 25

=

X=

n;

5
j=1
x= 15,72 camadas.

Ha 10 unidades estatisticas com valor superior a média.

17.2.

| 6x15+5x18+12x20+4x22+3x25 583

- 45 _
Y i” 6+5+12+4+3 30
=
y~19,43cm
5
Zn,fj
= 1x12+4x15+5%x18+8x%x20+2x25 372
b)z=+—-= =—-=18,6
Z” 1+4+5+8+2 20
=
z~18,6cm
Sng+y
ny+>»nz
J7i J<i
Qw2 = :583+372:§:1911
30+20 50 50
w=19,1cm
18.1
5
>x
=1 25+30+20+22+18 115
X= -_— = =323
5 5 5
Xx=23min

Ordenagdo da amostra: 18, 20, 22, 25, 30

18.2. y=(18, 20, 22, 25,30 +k)

18+20+22+25+30+k
Y>> Xy &

5

>25<115+k>125<

< k>10.
O menor valor inteiro que satisfaz a condigdo é 11.
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18.3.
y=(18+k, 20,22, 25,30)

18 +k+20+22+25+30
< 5

E<x(2) <20<=115+k <100 &

< k<-15.
O maior valor inteiro que satisfaz a condigdo é —16.

19.1. Amplitude: 6—-2=4
A amplitude é 4

_2+6+3+5+6+2 24

19.2. x 4
6 6

d,=x,—x=2-4=-2

d,=x,-x=6-4=2

d, :xg—;:3—4:—1

d,=x,-x=5-4=1

dy=x;—x=6-4=2

d,=x,—x=2-4=-2
19.3.

2

(=2) +22 +(-1) +1* +27 +(-2) =18

“n
2
x
Il
4
x
|
x
Nl
@
Il

5
20.1. Sabe-se que de =0.

i=1
d,+d,+d; +d, +d, =0 3+(-2)+d, +(-5)+2=0cd, =2
d,=2

20.2. ss, =idﬁ =3 (-2) +22 +(-5) +2* =46
=

20.3. y, =d, +y=3+12=15

y,=d, +y=—-2+12=10

y,=d, +y=+12=14

y4zd4+;:75+12:7

yo=d, +y=2+12=14

y=(15,10,14,7,14)

21.1

a) x

— 245+4+3+2+3+6+

Y 5 38 3+6 5=?=3,75

b) 55, =3 (%,-3,75)

1

=2(2-3,75)" +2(3-3,75)" +(4-3,75) +2(5-3,75) +(6-3,75)’

ss, =15,5

21.2. Sabe-se que y=x+8 .
Repara que y, =x, +8, Vi, i€{1,2,3,4,5,6,7,8} .
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Para a amostra y, tem-se que
d =y, —;:x[ +8—;:x, +8—(;+8):x, —x

Como vy, —;:xl. —x , conclui-se que S5, =SS, .

21.3. Sabe-se que 7=2x

Repara que z, —E:ZX,—2;=2(X[ —;)
8 —\2 —\2 8 —\2

55122(2,-—2) = (2x,.—2x) =Zl:4(x,.—x) =

8
i=1 i=1 i=

8 —\2
:4;()(,. 7x) =4ss,

SS, =458,
22.1. y
y*JLx
~ 60"
-1 - 1 25
y=—xXx=—x31,25=—
60 60 48
y~0,52 min
2
12052
22.2. S5 :(i£) x5S, = %
760 3600
12052
S, = s’
3600
Pag. 92
23.1.
a)
~_3%0+5x4+5x5+3x7+4x8 98
3+5+5+3+4 20

;=4,9 horas
5
b) S5, =) n X’ —20x4,9” =3x0% +5x4 +5x 5 +
Jj=1
+3x7% +4x8° —20x4,9’ =608—480,2=127,8
$s,=127,8

23.2.

Numero de dias com o nimero de horas de sol superior a média:
5+5+3+4=17

H =0,85 (85%)

20

85%

24.1. ;:250+310+2;0+285+300 :14515:283

Xx=283€

24.2.
SS, =250° +310% +270° +285% +300° —5x283% =2280
SS, =2280

24.3.
Seja y=(1-0,12)x=0,88x
y=0,88x=0,88x283=249,04



y=249,04 €
S5, =0,88”SS, =0,88” x2280 =1765,632
S5, =1765,632

24.4.

Seja z=(1+0,05)x =1,05x
2=1,05x=1,05x283=297,15
7=297,15€

$S,=1,05"SS, =1,05" x2280=2513,7
SS, =2513,7

25.1.

a) amplitude;

Amplitude: 96—-32=64

b) média;

Pode comecgar-se por agrupar os dados.

X,

32
48
64
80
96

~_2x32+3x48+2x64+2x80+96 592 _ o,
243+2+2+1 10 ’

x= 59,2 paginas.

<)
» S5, 2x32°+3x48’ +2x64” +2x80° +96” —10x59,2°

X

S

R ININ W N

s, = =
10-1 9
, 4121,6
S =——
9
s} =457,96

d)
121
s, =+/s = /74 5 .6

s, 21,40 paginas

25.2.
a) Amplitude: 96-32=64
b)
Y )
32 2
48 1
64 2
80 1
%6 2
©_2x32+48+2x64+80+2x96 512 _
2+1+2+1+2 8
x =64 paginas
<)
2y _ 2x32° +48% +2x64” +80” +2x96” —x64°
bo8-1 7
, _ 4608
s, =——
7
s’ ~658,29

Estatistica: caracteristicas amostrais

d)
4608
oo [

s, ~25,66 paginas

25.3
Na amostra y ha maior dispersdo de dados, atendendo a que o

desvio-padrdo é maior.

26.1.

xu
S

RINIARINW W B

26.2. Dimensdo da amostra: 20

Xao) T Xy  11+11

Mediana: 11
2
~_7+4x8+3x10+3x11+2x12+44x16+2x17+20 _244 .,
1+44+3+3+2+4+2+1 ’

O desvio em relagdo a média da classificagdo obtida pelo Rui foi
de 11-12,2=-1,2
Desvio: —1,2
26.3.
SS, =7 +4x8" +3x10° +3x11* +2x12° +4x16% +
+2x17% +20* —20x 12,2
SS, =281,2

281,2
s, = /

19

s, =3,847

- - 281,2 281,2
26.4. }x—sx,x+sx[=}12,2— / 819’ , 12,2+, ig’ {

x—s, ~8,353

X+s, ~16,047
Ha 12 classificagOes cujos valores pertencem ao intervalo

- - 12
]x—sx ,x+sx[ o que corresponde a 60% (EZO'GJ

27.1.
_2+5+12+7+8+23+3+20 80 _
8 8

10

~10+6+15+10+9+8+10+12 80 _
8 8

10

; =10vendas.

x= ; =10 vendas.
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27.2. 8§, =2"+5" +12> +7* +8° +23* +3° +20> —8x 10 =424

424
S, =\[—
7
s,~7,78
S, =10° +6” +15° +10” +9* +8” +10° +12° —8x 10" =50
5[50
PN 7
s, ~2,67

s, >s, . Logo a dispersdo € maior na amostra X

27.3. x—5,~2,22 e x+s,~17,78

Ha 5 dias em que o numero de vendas pertence ao intervalo

- - 5
Jx—sx ,x+sx[ , 0 que corresponde a 62,5% [g =O,625)

27.4. y-s,~7,33 e y+s,~12,67
Ha 7 dias em que o numero de vendas pertence ao intervalo

— - 7
Jy—sy ,y+sy[ , 0 que corresponde a 87,5% [g =O,875j

28.

11
ss, =in2 —11x52 =327-11x25=52

i=1
.- [ss, B (g
* Y11-1 V10

s, ~2,28

29.1. Amostra ordenada: (2,3,4,5,5,7,8,9)

29.2.
a) P,
4
0x8 =32
100

29.3. Comega-se por determinar o percentil 70.
70x8
*°_5,6
100
Py = Xe) = 7

Sabe-se que 70% dos dados tém valor menor ou igual a 7. E no
maximo 30% dos dados tém valor superior a 7.
O menor valor pedido é 8.
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30.1. Amostra ordenada:
(40, 50,55,60,60,65,70,75,80, 80,80,85,90,95,100)

40x15
100

30.2.

5 . S .
representar um nimero inteiro e o percentil de ordem

k ser 75, deve-se ter:

kx15 700
* =7 < k=——gIN . Esta situagdo é impossivel pois
100 15

kelN Ak<100

Para que o percentil de ordem k seja igual a X

kx15 700 800
<8 —<k<—
100 15 15

Como kelN , tem-se k «{47,48,49,50,51,52,53}

) entdo tem-se

7<

Ao dado 75 corresponde os percentis de ordem k, em que
k €{47,48,49,50,51,52,53}

31.1. O nimero de portagens é dado por:

1+3+2+3+4+5+2=20
20 portagens.

31.2. Valor pago pelo automobilista:
0,20+3x0,60+2x0,65+3x0,85+4x1,25+5%x1,40+2x1,60 =
=21,05

Valor pago: 21,05 €.

21,05

31.3. x =1,0525
x=1,0525€
31.4.
1-Mar Stat=
=1.6525
Tw=21, 0
ExE=g2a, JAZS
Sx=.487EE28449
Tx=, ZHEEATIBZT
=28
315,  20%20 _
100
X\t X
P, = @) _ 0,60+0,65 ~0,625
2 2
P,=0,625 €



31.6.
Ps=2?
45x20
X _g
100
X(o) TX 0,85+1,25
P = () "o _U,8o+1, -1,05
2
P,=1,05€
Das portagens com valor superior a 1,05 € o valor mais baixo é
1,25 €.
32.1.
N.° de A 9
ligacdes -
b

of 5 10 15 20 25
t (em min})

NEMA10PR-19

Estatistica: caracteristicas amostrais

32.2. Area do histograma: 5x(6+9+5+3+2)=125

32.3. P, =x
40% da area total: 0,4x125=50

110
5><6+(x710)><9:50c>9X:110<:>X:T

110
e
Fys =y
85% da area do histograma: 106,25
5><6+5x9+5x5+(y—15)><3:106,25

1,2
c>3y:106,25—55<:>y:%
_ 51,25 205
®03 12

205

(ETY
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