Unidade 1

1.1. As expressdes | e V sdo designagdes.

1.2. As expressdes II, lll, IV e VI sdo proposicdes.
A proposicdo Il é falsa e, por exemplo, a proposi¢do VI é
verdadeira.

2.1. A expressdo é uma proposi¢do pois é uma afirmacdo acerca
da qual é possivel dizer se é verdadeira ou falsa.

2.2. A expressdo ndo é uma proposicado pois a resposta é
subjetiva (depende dos conhecimentos de quem resolve o
problema).

3.1. As proposigbes p e g ndo sdo equivalentes porque ndo tém o
mesmo valor ldgico (a proposicdo p é falsa e a proposigdo g é
verdadeira).

3.2. As proposigdes g e r sdo equivalentes porque tém o mesmo
valor légico (verdadeiro).

3.3.

a) Se a proposi¢do t <> p é verdadeira entdo t e p tém o mesmo
valor légico.

Sendo p falsa, entdo t também é falsa.

b) Se a proposicdo t <> r é verdadeira entdo t e r ttm o mesmo
valor légico.

Sendo r verdadeira, entdo t também é verdadeira.

) Se a proposicdo t <> q é falsa entdo t e g tém valores lgicos

diferentes.

Sendo g verdadeira, entdo t é falsa.
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4.1. Como (—2)2 =4, a proposicdo p é falsa.

Como (—2)3 =-8, a proposicdo g é verdadeira.

O valor légico da proposigdo p <> g é falso porque p e g tém
valores ldgicos diferentes.
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4.2. Como (-2)" =-8, a proposigdo r é falsa.

O valor légico da proposicdo p <> r é verdadeiro porqueper
tém o mesmo valor légico.

2
4.3. Como (%j =% , a proposicdo s é verdadeira.

O valor légico da proposi¢do p < s é falso porque p e s tém
valores ldgicos diferentes.
4.4. Como (—2)3 =-8, a proposigdo t é falsa.

O valor légico da proposicdo p <>t é verdadeiro porque p e t
tém o mesmo valor légico.

4.5. A proposicdo g é verdadeira e a proposicdo r é falsa.
O valor légico da proposicdo g < r é falso porque g e r tém
valores ldgicos diferentes.

4.6. As proposicdes g e s sdo verdadeiras.
O valor légico da proposi¢do g < s é verdadeiro porque ges
tém o mesmo valor légico.

4.7. A proposicdo g é verdadeira e a proposicdo t € falsa.
O valor légico da proposicdo g <t é falso porque g e ttém
valores ldgicos diferentes.

4.8. A proposicdo r é falsa e a proposi¢do s é verdadeira.
O valor légico da proposi¢do r < s é falso porque r e s tém
valores ldgicos diferentes.

4.9. As proposicdes r e t sdo falsas.

O valor légico da proposicdo r <t é verdadeiro porque r e t tém
o mesmo valor légico.

4.10. A proposicdo s é verdadeira e a proposicdo t é falsa.

O valor légico da proposicdo s<>t é falso porque s e ttém
valores ldgicos diferentes.

5.1. ~p: ”"ASusana ndo tem olhos azuis.”

5.2. ~p: 4+5¢(—3)2

5.3. ~p: 4>5
3
54, ~p: =<1
P 4
6.

Proposicdo: p Proposi¢do: ~p

15, S 5 ., . R
3 € numero inteiro. 3 ndo é numero inteiro.

J5>3 J5<3

Todos os gatos sdo pretos. Algum gato ndo é preto.

O carro é branco. O carro ndo é branco.

Pelo menos uma pera esta
madura.
A equipa da minha cidade A equipa da minha cidade ndo
perde. perde.

Nenhuma pera esta madura.

7.1. Se a proposicdo (~p)<>(~q) éverdadeiraentdo~pe~q

tém o mesmo valor légico.

Sendo p falsa, entdo ~ p é verdadeira.

Assim sendo, ~ g é verdadeira. Logo, g é falsa.
O valor légico de g é falso.

7.2. Se a proposi¢do (~ q) & p éfalsaentdo ~ p e p tém valores

légicos diferentes.
Sendo p falsa, entdo ~ g é verdadeira. Logo, g é falsa.
O valor légico de g é falso.



8.1.
a) pAg: “5éum ndmero primo e impar.”
b) p/\(~q) : “5éum numero primo e par.”

c) ~r: “Nem todos os numeros impares s3o primos.”

8.2,

a) p é verdadeira e r é falsa, logo pAr é falsa.

O valor légico da proposicdo pAr é falso.

b) g é verdadeira e ~ r é verdadeira (pois r é falsa), logo
g A (~r) é verdadeira.

Entdo ~ (q A~ r)) é falsa.

O valor légico da proposi¢do ~ (q /\(~ r)) é falso.

c) p é verdadeira e ~ r é verdadeira (pois r é falsa), logo
p A (~r) é verdadeira.

p A(~r) é verdadeira e g é verdadeira, logo (pA(~ r)) AG é
verdadeira.

O valor légico da proposi¢do (p/\(~r)) AQ € verdadeiro.

9.1. Se (~ a)/\b é verdadeira entdo as proposi¢des ~ a e b sdo
ambas verdadeiras.

Conclusdo: o valor légico de b é verdadeiro.
9.2.Segéfalsaentdio ab éfalsa. Logo, ~(aAb) é
verdadeira.

Se ~ (a A b) é verdadeira e (~ (a/\b))/\(~ b) falsa, entdo ~ b é
falsa.

Assim sendo, o valor légico de b é verdadeiro.

10. Se a é uma proposi¢do verdadeira, entdo ~ a é falsa.

Logo, a proposigdo ((~ b)/\a)/\(~a) é sempre falsa,
independentemente da proposi¢do b ser verdadeira ou falsa.
Conclusdo: Ndo é possivel determinar o valor légico da
proposigdo b.

11.1. As proposi¢des p e r sdo verdadeiras e a proposi¢cdo g é
falsa, ou seja, o valor logico das proposicGes p e r é verdadeiro e
o valor légico da proposigdo g é falso.

11.2.Se (~s) A p éverdadeira entdo ~ s e p sdo ambas

verdadeiras.

Se ~ s é verdadeira, entdo s é falsa.
O valor légico da proposigdo s é falso.

11.3. Sendo g falsa, entdo ~ g é verdadeira.
Se t A(~q) éfalsae ~ g é verdadeira, entdo t é falsa.

O valor légico da proposigdo t é falso.

Tarefal

1.1. As proposi¢des p e s sdo falsas e as proposicbes g e r sdo
verdadeiras.

Introducado a légica bivalente e a teoria dos conjuntos

1.2.

a) gas: “25é mdltiplo de 5 e 3 é divisor de 10.”

b) (~g)As: “25n30 é multiplo de 5 e 3 ¢ divisor de 10.”

¢) pA(~s): “9éum ndmero impar e primo e 3 ndo é divisor de
10.”

1.3. Como a proposicdo p é falsa, a proposi¢do pAa é falsa,
qualquer que seja a proposi¢do a.
Entdo, o valor légico da proposicdo pAa é falso.

1.4. Se a proposi¢do g Ab é verdadeira entdo as proposicdes g e
b sdo ambas verdadeiras.

Conclui-se que o valor légico da proposigdo b é verdadeiro.

1.5.

a) Se p é falsa, entdo ~ p é verdadeira.
Se r é verdadeira, entdo ~ r é falsa.
Se ~ p é verdadeira e ~ r é falsa, entdo o valor légico da

proposicdo (~ p) A(~r) éfalso.

b) Se s é falsa, entdo ~ s é verdadeira.
Se g e ~ s sdo verdadeiras, entdo g A ~s é verdadeira.

Sere g A(~s) sdoverdadeiras, entdo r /\(q A~ s)) é
verdadeira.

O valor légico da proposi¢ao r A(q A (~ s)) é verdadeiro.

12.1. Recorrendo a uma tabela de verdade, tem-se:

p q pvq qvp
\ \ \Y% \Y%
vV F \Y% \%
F Vv \Y \%
F F F F

As colunas relativasa pv g ea g Vv p sdoiguais, donde se
concluique pvg<qvp.

12.2. Recorrendo a uma tabela de verdade, tem-se:

p | g r | PVA | (pva)vr | avr | pv(qvr)
Vv V Vv Vv Vv Vv Vv
\ \ F \ \ Vv
V F Vv \ \ \ Vv
\ F F \ \Y F \Y
F V V Vv Vv Vv Vv
F Vv F \ Vv Vv \
F F Vv F \ \ Vv
FLF|F F F F F

Como as colunas relativasa (pv g)vr ea pv(gvr) sdo

iguais, conclui-se que (pvg)vr<pv(gvr).
13. As proposi¢des p e r sdo falsas e a proposi¢do g é verdadeira.

13.1.Se p é falsa, entdo p A(~r) éfalsa.

O valor légico da proposi¢do p A (~ r) é falso.

13.2. Se g é verdadeira e r é falsa, entdo pAr é falsa.

Logo, o valor légico da proposigdo ~ (q A r) é verdadeiro.



Unidade 1

13.3. Se p e rsdo falsas, entdo ~ p e ~ r sdo verdadeiras.
Se ~ p e ~ r sdo verdadeiras, entdo (~p) v (~r) éverdadeira.

0 valor légico da proposi¢do (~p)v (~r) é verdadeiro.

13.4. Ser é falsa, entdo ~ r é verdadeira.

Se g e ~ r sdo verdadeiras, entdo g A (~ r) é verdadeira.
Sepéfalsae gA(~r) éverdadeira, entdo pv (q A(~ r)) é
verdadeira.

O valor légico da proposi¢ao p v (q /\(~ r)) é verdadeiro.

14.1. Se p é verdadeirae pAr éfalsa, entdo r é falsa.
Seréfalsae gvr éfalsa, entdo g é falsa.

O valor légico da proposicdo g é falso.

14.2. Se p é verdadeirae pAr éfalsa, entdo r é falsa.

Se (p /\q) v r é verdadeira e r é falsa, entdo pAg é verdadeira.

Se pAg éverdadeira, entdo p e g s3o ambas verdadeiras.
O valor légico da proposicdo g é verdadeiro.

15. Sabe-se que a proposi¢do p é verdadeira e a proposigdo r é
falsa.

15.1. Recorrendo a uma tabela de verdade, tem-se:

p q r pAg rv(pag)
Vv Vv F \ \
v | F|F F F

As colunas relativas a rv(p A q) e a g sdo iguais, donde se

concluique rv(pag)<q.

15.2. Recorrendo a uma tabela de verdade, tem-se:

p q r rvq (rva)ap
\ V F Vv Vv
vV | F | F F F

As colunas relativas a (rvq) AP e aqsdoiguais, donde se

conclui que (rvg)ap<eq.

16.1. Recorrendo a uma tabela de verdade, tem-se:

p | a| PVa | ~p | (pva)v~p
\ \% \% F \%
\ F \Y F \
F \% \% \% \%
F F F \Y \

A proposicdo (p v q)v ~p é uma tautologia porque é sempre
verdadeira.

16.2.
(pvag)v~pe(avp)v-peqgv(pv-p)egvVeV

A proposicdo (p v q)v ~p é uma tautologia porque é sempre

verdadeira.

17.1. Recorrendo a uma tabela de verdade, tem-se:

p | g | PV | ~(pvag) | ~(pva)ap
\Y Y Vv F F
v F v F F
F v v F F
F|F F v F

A proposicdo ~(pvg)Ap ésempre falsa.

17.2. ~(pvg)rp s (~pr~q)Ap s (~ga~-p)aAp

S~ga(~pap)e~gaFsF

A proposi¢do ~ (p\/q)/\p € uma contradigdo porque é sempre

falsa.

18. pv(~prg)e(pv~p)a(pva)=Va(pvg)epvg
Como p e g sdo duas proposi¢cdes ndo equivalentes, entdo tém
valores légicos diferentes (uma é verdadeira e a outra é falsa).
Assim sendo, pv g é verdadeira.

Portanto, a proposi¢do pv((~ p)/\q) é verdadeira pois a
disjunc¢do de duas proposicGes é falsa se e somente se essas
proposi¢des forem simultaneamente falsas.

O valor légico da proposicdo pv((~ p) /\q) é verdadeiro.

19.1. A proposigdo “ 1t € igual 3,14” é falsa e a proposi¢do “J2 ¢
igual a 1,4” também é falsa.

Logo, o valor légico da proposigdo “m é igual 3,14 e J2¢é igual a
1,4” é falso.

19.2. A proposigdo “28 é um numero par” é verdadeira e a
proposigdo “28 é divisivel por 3” é falsa.

Logo, o valor légico da proposi¢do “28 é um nimero par ou
divisivel por 3” é verdadeiro.

19.3. A proposigdo “15 n&o € nimero primo” é verdadeira e a
proposi¢ao “15 é multiplo de 10” é falsa.

Logo, o valor légico da proposi¢do “15 ndo é numero primo ou é
multiplo de 10” é verdadeiro.

20.1.~p: 527
20.2.~q:2>5v 5>7

Tarefa 2

1.1. O valor légico da proposicéo p é verdadeiro e o das
proposigdes g, r e s é falso.

1.2,

a) Se p é verdadeira, entdo ~ p é falsa.

Se ~ p éfalsa er éfalsa, entdo ~pvr éfalsa.

b) Se r é falsa, entdo ~ r é verdadeira.

Se q é falsa e ~ r é verdadeira, entdo qv ~r é verdadeira.



2.
p | g | r | pAg | (pag)vr | avr | pa(qvr)
V | V|V v \ \ \
vV |V F v v v v
\ F \ F \ v Y
Y F F F F F F
F vV |V F v \ F
F \ F F F \ F
F F \ F \% v F
F F F F F F F
As colunas relativas a (p/\q)vr ea p/\(qu) ndo sdo iguais,

donde se conclui que as proposicdes
(prg)vr e pa(qvr) ndosdo equivalentes. Por exemplo, se

p éfalsa e g e r sdo verdadeiras entdio (pAg)vr ea pa(qvr)

tém valores légicos distintos.

3.1.

plagl|r| avr | pa(gvr) | pra | pAr | (pag)v(par)
VARVERY v v v v v

VI V|F v v v F v
VIF |V v v F v v
VIF|F F F F F F
Flv| v v F F F F
VAN v F F F F

N Y v F F F F
FIFI|F F F F F F

As colunas relativasa pA(gvr) ea (pAg)v(par) sdoiguais,

donde se concluique pA(gvr)<(pag)v(par).
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As colunas relativasa pv(gar) ea (pva)a(pvr) sdoiguais,

donde se concluique pv(gar)<(pva)a(pvr).

4. A proposigdo ~p/\(pvq) é verdadeira se e somente se ~ p é
verdadeirae pv g éverdadeira.

Daqui resulta que p é falsa. Sendo p falsae pv g verdadeira
entdo g é verdadeira.
Quanto a proposi¢cdo ~pAgq ser verdadeira, tal acontece se e s6

se ~ p é verdadeira e g é verdadeira, ou seja, p é falsae g é
verdadeira.

Daqui resulta que as proposicGes ~p/\(pvq) e ~pAQ sdo

ambas verdadeiras se e so se p é falsa e g é verdadeira. Logo, sdo
equivalentes.

Introducado a légica bivalente e a teoria dos conjuntos

5.1.
p|lg| ~p =G pAG | ~(pAgq) ~pv~q
Y F F \% F F
Vv F F \ F \ \%
F \Y \ F F \ \%
F F Vv \Y F \ \%

As colunas relativas a ~ (p/\q) ea ~ pv ~q sdo iguais, donde se

concluique ~(pAg)e~pv~q.

5.2.
p ~p | ~q | pvg | ~(pvg) | ~pA~q
ARY F F v F F
V| F F v v F F
Flv | v F v F F
FIF v v F v v

As colunas relativas a ~ (pvq) ea ~ pA~q sdo iguais, donde se

concluique ~(pvg)=~pa~q.

21.1.

a) © é um numero racional ou \/g é maior ou igual a 3.

b) J4 & maior que 2.

c) \/5 é maior ou igual a 3 e 4 é diferente de \/E

21.2.

a) ~(grs)e~gv~s

Entdo, a proposi¢do pode ser traduzida por: «/§z 3v \/Z >2
b) ~(rvs)e~ra~s

Entdo, a proposi¢do pode ser traduzida por: 4 #+/16 A \/Z>2

22.1. pvg

22.2. Ou ndo vou a Paris ou ndo vou a Londres.

23. Recorrendo a uma tabela de verdade, tem-se:

p| g | pPvg peq ~(p<=q)
\ \Y F \ F
\ F \ F \
F \ \ F \
F|F F v F

As colunas relativasa pvg ea ~(p <> q)sdo iguais, donde se

concluique pv g~ (p<q).
Tarefa 3

1.1.

a) Hoje vou ao cinema e n3o vou ao teatro.

b) Hoje vou ao cinema ou fico em casa.

¢) Hoje vou ao cinema e ao teatro.

d) Hoje ndo fico em casa e ndo vou ao cinema.
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e) Hoje n3o fico em casa e vou ao teatro.
f) Hoje ndo vou ao cinema ou vou ao teatro.

1.2.
a) ~pAar b) ~pag c)rvp

1.3.

a) Hoje fico em casa ou n3o vou ao teatro.
b) Hoje n3o vou ao cinema nem vou ao teatro.

2.1.Sabe-se que ~(pAg)<~pv~q.

2

Entdo, ~(pAgq): (73)2 >23 v%gl,

2.2.Sabe-seque ~(gVvr)<~ga~r.

22 3} (9
Entdo, ~(gvr): —<Ia|-—=| #—|.
3 5 25

2.3. Sabe-se que ~(~pA~r)pvr.

pvr:(-3) 22" A (—%)4 i[%]z.

2.4.Sabe-se que ~(~pvq)epr~q.

2

PA~Q: (—3‘)2223 \/2?>1.

24, As proposigdes a, b e ¢ sdo todas verdadeiras e a proposigao
d é falsa.

24.1. Se a é verdadeira e b é verdadeira entdo a=b é
verdadeira.

O valor légico da proposicdo a=b é verdadeiro.

24.2. Se c é verdadeira e d é falsa entdo c=d é falsa.

O valor légico da proposi¢cdo c=d é falso.

24.3. Se d é falsa e b é verdadeira entdo d = b é verdadeira.
O valor légico da proposicdo d = b é verdadeiro.

24.4. Sendo a verdadeira, entdo ~ g é falsa.

Se ~ g é falsa e ¢ é verdadeira entdo (~a)= c ¢ verdadeira.

O valor légico da proposicdo (~ a) = ¢ é verdadeiro.

24.5. Sendo a verdadeira, entdo ~ g é falsa.
Se d é falsa e ~ a é falsa entdo d:>(~ a) é verdadeira.

0 valor légico da proposicdo d = (~a) é verdadeiro.

24.6. Sendo c verdadeira, entdo ~ c é falsa.

Se b é verdadeira e ~ ¢ é falsa entdo b= (~c) é falsa.
0 valor Iégico da proposicdo b=>(~c) éfalso.
24.7. Se a é verdadeira e b é verdadeira entdo a=>b é

verdadeira.
Sendo a e b verdadeiras, entdo ~ a e ~ b sdo falsas.

Se ~aéfalsae ~ b éfalsaentdo (~a)=(~b) éverdadeira.
Se a=>b éverdadeirae (~a)=(~b) é verdadeira entso
(a=b)= ((~ a)=(~ b)) é verdadeira.

O valor légico da proposicdo (a = b) <:>((~ a) = (~ b)) é
verdadeiro.

24.8. Se a é verdadeira e b é verdadeira entdo a=b é
verdadeira.

Sendo a e b verdadeiras, entdo ~ a e ~ b sdo falsas.
Se ~ b éfalsa e ~ g é falsa entdo (~b)=(~a) é verdadeira.

Se a=b éverdadeirae (~b)=(~a) éverdadeira entdo
(a:>b)<:>((~b):>(~a)) é verdadeira.
0 valor légico da proposi¢do (a:b)@((~b):>(~a)) é

verdadeiro.
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25.1.
a) a=(~b)
b) (~anc)=b

25.2.

a) Se Bernardo pratica voleibol ent3o Catarina pratica ballet.

b) Se Ana pratica natag3o ou Bernardo n3o pratica voleibol entdo
Catarina ndo pratica ballet.

c) Se Ana n3o pratica natagdo entdo Bernardo n3o pratica
voleibol e Catarina pratica ballet.

d) Se Ana pratica natacdo ou Catarina ndo pratica ballet entdo
Bernardo pratica voleibol.

e) A Ana pratica natag3o ou se o Bernardo nio pratica voleibol
entdo a Catarina ndo pratica ballet.

Tarefa 4

1.1. Proposi¢do dada: Se o prego do livro é superior a 20 euros e
ndo tem desconto, entdo ndo compro o livro.

ProposicBes elementares:

p: O preco do livro é superior a 20 euros.

g: O livro tem desconto.

r: Compro o livro.

Proposicdo dada em linguagem simbélica: (pA~q)=>~r

1.2. Proposi¢do dada: Compro o livro se e sé se o desconto for
superior a 25%.

ProposicBes elementares:

p: Compro o livro.

g: O livro tem um desconto superior a 25%.

Proposicdo dada em linguagem simbdlica: p < q

1.3. Proposi¢do dada: Se —3<0 e 2>0, entdo —3x2<0
Proposicdes elementares:

p: —3<0
g: 2>0
r: —3x2<0

Proposicio dada em linguagem simbdlica: (pAg)=>r




1.4. Proposicdo dada: Se 60<IN e \/aélN, entdo /60 é um
numero irracional.

Proposicdes elementares:
p: 60eIN

q: Je0 eN

r: /60 é um numero irracional.

Proposicdo dada em linguagem simbélica: (pA~gq)=r

1.5. Proposi¢do dada: Nem 7 & um ndmero natural nem 7 é um
quadrado perfeito.
Proposicdes elementares:

p: \/7 é um numero natural.
g: 7 é um quadrado perfeito.
Proposicdo dada em linguagem simbdlica: ~pA~gq

1.6. Proposi¢do dada: O nimero 1653 é mdltiplo de 3seesd se a
soma do valor dos algarismos é divisivel por 3.

Proposicdes elementares:

p: O numero 1653 é multiplo de 3.

g: A soma do valor dos algarismos do nimero é divisivel por 3.
Proposicdo dada em linguagem simbdlica: p < q

2.1. (anb)ve 2.2. c=>(~an~b)

23. (~a)=(bvec) 2.4. c=>(anb)

2.5. c=>(~avbh) 2.6. c=(anb)

26.1. ~avb

26.2. (~b)=c
26.3. (anc)=b  Nota: 2<§<3<:>2<§/\§<3

26.4. (~c)<=a

27. As proposigdes p e g sdo verdadeiras e a proposigao r é falsa.

Nota:Em R, X’ —4=0=x’=4<x=2vx=-2.

27.1. Se r é falsa e p é verdadeira entdo r = p é verdadeira.
Se q é verdadeira e r é falsa entdo g = r é falsa.
Se r=p éverdadeirae g=r éfalsaentfo (r=p)v(g=r) é

verdadeira.
0 valor légico da proposicdo (r=p)v(g=r) é verdadeiro.

27.2. Se q é verdadeira e r é falsa entdo g Ar é falsa.
Se p é verdadeira e g Ar éfalsaentdo p=(qAr) é falsa.

0 valor légico da proposicdo p=> (g Ar) é falso.

27.3. Sendo r falsa, entdo ~ r é verdadeira.

Introducado a légica bivalente e a teoria dos conjuntos

Se g é verdadeira e ~ r é verdadeira entdo qv ~r é verdadeira.
Logo, ~(qv ~r) éfalsa.

Sendo p verdadeira, entdo ~ p é falsa.
Se ~ p é falsa e g é verdadeira entdo ~pvq é verdadeira.

Se ~(qv~r) éfalsae ~pvq éverdadeira entdo
~(gv~r)=(~pvq) éverdadeira.

0 valor légico da proposicdo ~(qv ~r)=(~pvq) é
verdadeiro.

27.4. Se p é verdadeira e r é falsa entdo p Ar éfalsa. Logo,
~(p~ar) éverdadeira.

Se g é verdadeirae ~(pAr) éverdadeira entdo g=~(pnr) é
verdadeira.

0 valor légico da proposigo g =>~(pAr) é verdadeiro.

28.Se ~a=~b éfalsaentdo ~a éverdadeirae ~b é falsa.
Logo, conclui-se que a é falsa e b é verdadeira.

28.1. Se b é verdadeira e a é falsa entdo b=a é falsa.

O valor légico da proposicdo b=a é falso.

28.2. Se g é falsa e b é verdadeira entdo a=b é verdadeira.

O valor légico da proposicdo a=b é verdadeiro.

28.3. Se a é falsa e b é verdadeira entdo a < b é falsa.

O valor légico da proposi¢do a < b é falso.

29.1. ~(~173CI)<:>(~¢7:>/0)<:>~q/\~pc:>~(qvp)

29.2. ~(pvq):p®~[~(pvq)]vpc>
<(pvg)vpepv(pvg)e(pvp)vgepvg

29.3. ~p=>~(prg)e~(~p)v~(prg)e
Spv(~-pv~qg)e(pv~-p)v~-goVv~qgoV

30.1.
a) Se visitei Paris entdo n3o visitei Barcelona.
b) Se visitei Paris e Barcelona entdo n3o visitei Roma.

30.2. Se a disjungdo ((b/\r)z(~ p))vp fosse falsa teriamos
(bAr)=(~p) falsa e p falsa.

Mas a implicagdio (bAr)=>(~p) sé éfalsase bAr éverdadeira

e ~ p é falsa, ou seja p é verdadeira.
Ora a proposi¢do p ndo pode ter o valor ldgico falso e verdadeiro
(principio da ndo contradigdo).
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31.Se (a=~b)vc éfalsaentdo a=~b éfalsae cé falsa.

Se a=~b éfalsa entdo a é verdadeira e ~ b é falsa.

Sendo ~ b falsa, entdo b é verdadeira.

Assim, conclui-se que a e b sdo verdadeiras e c é falsa.

31.1. Se c é falsa e a é verdadeira, entdo ~ c é verdadeirae ~ g é
falsa.

Se ~ c é verdadeira e ~ g é falsa entdo (~c)=(~a) é falsa.

0 valor légico da proposicdo (~c)=(~a) é falso.

31.2. Se a é verdadeira e b é verdadeira entdo a=b é
verdadeira.

Se b é verdadeira e c é falsa entdo bAc éfalsa.

Se a=b éverdadeirae bac éfalsaentdo (a=b)=>(bnc) é

falsa.
0 valor légico da proposi¢do (a = b)= (b Ac) é falso.

31.3. Sendo c falsa, entdo ~ c é verdadeira.

Se ~ c é verdadeira e b é verdadeira entdo ~c=b é verdadeira.
Se a é verdadeira e b é verdadeira entdo a =b é verdadeira.

Se ~c=b éverdadeirae a=b é verdadeira entdo
(~c=b)v(a=b) éverdadeira.

O valor Igico da proposi¢do (~c=>b)v (a=>b) é verdadeiro.

32.5e ~(~a=b)~c éverdadeira entdo ~(~a=b) é
verdadeira e c é verdadeira.
Sendo ~(~a:b) verdadeira, entdo ~a=b é falsa.

Se ~a=b éfalsa entdo ~ a é verdadeira e b é falsa.
Sendo ~ a verdadeira, entdo a é falsa.

Conclusdo: O valor légico de a e b é falso e o de ¢ é verdadeiro.

33.Se p<q, entdo as proposigdes p e g t¢ém o mesmo valor

légico, isto é, sdo ambas verdadeiras ou sdo ambas falsas.
Vamos, entdo, comegar por simplificar a expressao

(~=p=a)v(~aqv(praq)).
(~p=a)v(~av(pra))=
(~(=p)va)v((~avp)r(-ava)) =
<:>(pvq)v((~qvp)/\V)c>(pvq)v(~qvp)

Ora, uma das proposicdes g e ~ g é verdadeira. Logo, pvqg é
verdadeiraou ~qVv p éverdadeira.

Se pvq éverdadeiraou ~qVvp éverdadeira, entdo
(pvg)v(~qvp) éverdadeira.

Assim sendo a proposi¢io (~p:>q)v(~qv(p/\q)) é
verdadeira.

0 valor légico da proposi¢do (~p:>q)v(~qv(p/\q)) é

verdadeiro.
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Proposta 1

1.1.

a) O nimero 9 n3o é primo e o numero 26 é mdltiplo de 3.
b) O nimero 9 é primo ou o nimero 26 ndo é multiplo de 3.

1.2.
a) ~pvq
b) ~pr~q

1.3.

a) As proposicdes p e g sdo ambas falsas.
Sendo p falsa, entdo ~ p é verdadeira.
Se ~ p é verdadeira e g é falsa, entdo ~pv g é verdadeira.

O valor légico da proposicdo ~pv g é verdadeiro.
b) Sendo g falsa, entdo ~ g é verdadeira.

Se p é falsa e ~ g é verdadeira, entdo pA~q é falsa.
O valor légico da proposicdo pA~q é falso.

¢) Sendo p falsa, entdo ~ p é verdadeira.

Se ~ p é verdadeira e g é falsa, entdo ~pAq éfalsa.

Sepéfalsae ~pAq éfalsa entdo pv(~pnrq) éfalsa.

O valor lgico da proposi¢do pv(~pnagq) éfalso.

Proposta 2

Se an~b éverdadeira entdo a é verdadeira e ~ b é verdadeira.
Sendo ~ b verdadeira, entdo b é falsa.

Conclui-se que a é verdadeira e b é falsa.

2.1. Se a é verdadeira e b é falsa, entdo av b é verdadeira.

Logo, o valor Idgico da proposicdo ~(av b) é falso.

2.2. Se g é verdadeira e ~ b é verdadeira, entdo av ~b é
verdadeira.

Sendo a verdadeira, entdo ~ a é falsa.

Se ~ g éfalsae av ~b éverdadeira, entdo ~ a/\(av ~ b) é

falsa.
O valor légico da proposi¢do ~a A (av ~ b) é falso.

2.3. Sendo a verdadeira, entdo ~ a é falsa.
Se ~ g é falsa e b é falsa, entdo ~aAb é falsa.
Se a é verdadeira e ~aAb é falsa, entdo av(~a/\b) é

verdadeira.
O valor Idgico da proposi¢éo av (~anb) é verdadeiro.

Proposta 3

Sebéfalsae ~avb éverdadeira, entdo ~ a é verdadeira.
Sendo ~ a verdadeira, entdo a é falsa.

3.1. Sendo b falsa, entdo ~ b é verdadeira.

Se g é falsae ~b éverdadeira, entdo av ~b é verdadeira.

Se ~ g é verdadeira e av ~b é verdadeira, entdo ~a /\(GV ~ b)

é verdadeira.
O valor Igico da proposi¢do ~a A (av ~b) é verdadeiro.



3.2.Seaéfalsaeb éfalsa, entdo anb éfalsa. Logo, ~(anb) é

verdadeira.

Se g é falsa e ~ b é verdadeira, entdo aAn~b é falsa.
Se ~(ab) éverdadeirae an~b éfalsa, entdo
~(anb)v(an~b) éverdadeira.

O valor légico da proposicdo ~(aAb)v(an~b) é verdadeiro.

3.3. Se ~ g é verdadeira e b é falsa, entdo ~av b é verdadeira.
Logo, ~(~avb) éfalsa.
Se ~(~avb) éfalsaebéfalsa, entdo ~(~avb)ab éfalsa.

0 valor Iégico da proposi¢do ~(~avb)ab éfalso.
Proposta 4

4.1.

a)~q

b) ~(gnar)
c) ~prg
d) gv~r

4.2,

a) O primeiro classificado é portugués ou o terceiro classificado é
italiano.

b) O primeiro classificado ndo é portugués e o terceiro
classificado ndo é italiano.

) N3o é verdade que o segundo classificado é portugués ou o
terceiro classificado é italiano.

d) Os dois primeiros classificados s3o portugueses.

4.3.5e ~(pv~q)ar éverdadeira, entdo ~(pv~gq) é
verdadeira e r é verdadeira.

Se ~(pv ~q) éverdadeira, entdo pv ~q é falsa.

Se pv ~q éfalsa, entdo p é falsa e ~ g é falsa.

Sendo ~ q falsa, entdo g é verdadeira.

Assim sendo, as proposicdes g e r sdo verdadeiras e a proposi¢do
p é falsa.

Conclui-se, entdo, que o primeiro classificado é portugués, o

segundo classificado é portugués e o terceiro classificado é
italiano.
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Proposta 5

Se as proposicdes p e g ndo sdo equivalentes, entdo tém valores
|6gicos diferentes (uma delas é verdadeira e a outra é falsa).
5.1. Se uma das proposi¢Bes p e g é verdadeira, entdo a
proposi¢cdo pv g é verdadeira.

O valor légico da proposicdo pvq é verdadeiro.

5.2. Se uma das proposic¢des p e g é falsa, entdo a proposi¢do
pAq éfalsa.

O valor légico da proposicdo pAg é falso.

Introducado a légica bivalente e a teoria dos conjuntos

5.3. Se a proposi¢do pvq é verdadeira (provado em 5.1.), entdo
a proposicdo (pv q)v(pa~q) éverdadeira
(independentemente do valor l6gico da proposicdo pA~q ).

0 valor légico da proposicdo (pv q)v(pa~gq) é verdadeiro.

5.4. Se uma das proposicdes p e g é verdadeira, entdo uma das
proposi¢des ~ p e ~ g é falsa.

Se uma das proposi¢des ~ p e ~ g é falsa, entdo a proposi¢do
~pA~q éfalsa.

Se a proposi¢cdo ~pA~q éfalsa, entdo a proposi¢do
(~pAr~q)ap éfalsa (independentemente do valor légico da
proposigdo p).

0 valor légico da proposi¢do (~pA~q)ap éfalso.

Proposta 6

6.1.
plaqg|r| ~r| pv=r | ~a | ~qgnar | (pv~r)a(~qnar)
V| V|V F Vv F F F
V|V |F Vv Vv F F F
VI|F |V F \Y V V \Y
V| F F \ \Y V F F
Flv|v] F F F F F
FIvIF| v v F F F
FIF[v] F F v v F
FIFIF | v v v F F

6.2. Por observagdo da ultima coluna da tabela de verdade
construida na alinea anterior, conclui-se que se a proposi¢do
(pv ~ r) A (~ qgn r) for verdadeira entdo as proposi¢des p e r sdo

verdadeiras e a proposi¢do g é falsa.

Proposta 7

7.1. Recorrendo a uma tabela de verdade, tem-se:
plal| ~p | grp | ~pv(aap) | ~a | pAr~qa | ~(pr~q)
V|V F v v F F v
V| F F F F v % F
Flv| v F v F F v
FlF v F v % F v

As colunas relativasa ~pv(gAp) ea ~(pA~gq) sdoiguais,

donde se concluique ~pv (g A p) éequivalentea ~(pr~q).

7.2. Recorrendo a uma tabela de verdade, tem-se:

pla| =9 Pv=a | ~(pv-q) | pa(~(pv-0))
vVIiv] F v F F
VIF| v v F F
Flv] F F v F
FLF| v v F F

A proposicdo pA(~(pv ~ q)) é sempre falsa, isto é, é uma

contradigdo.

1
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7.3. Recorrendo a uma tabela de verdade, tem-se:

plg| ~a | PA=d | ~(pr~q) | pv(~(pr~q))
vIiv| F F v v
VIiE| v v F v
Flv] F F v v
FlFE| v F v v

A proposi¢do pv(~ (p/\ ~q)) é sempre verdadeira, isto &, é

uma tautologia.

7.4. Recorrendo a uma tabela de verdade, tem-se:

p|aq| ~a| ~arp | (-arp)va | pv[(-anrp)va] | Pva
viv) F F v v v
VIF| v v v v v
Flv | F F v v v
FIF| v F F F F

As colunas relativas a pv[(~ Q/\p)vq] ea pv g sdoiguais,

donde se conclui que pv[(~q/\p)vq] é equivalentea pvg.

Proposta 8

Se (av~b)v(~anc) éfalsa, entdo av~b éfalsae ~anc é
falsa.

Se av ~b éfalsa, entdo a éfalsae ~b éfalsa. Logo, b é
verdadeira.

Sendo a falsa, entdo ~ a é verdadeira.

Se ~ g é verdadeirae ~aAc éfalsa, entdo c é falsa.
Portanto, as proposigdes a e c sdo falsas e a proposigdo b é
verdadeira.

Conclui-se que a chave B abre a porta da entradan.°48 e a
chave A abre a porta da entrada n.° 50.

Proposta 9

9.1. Sabe-se que ~pv ~g<~(pAg).

Se pAg éfalsa, entdo ~pv ~q éverdadeira.

pAg ~pv~q

F |

9.2. Sabe-se que ~pA~g<~(pvg).

Se pvq éverdadeira, entdo ~pA~q é falsa.

pvq ~pA~q

\ F

9.3.Sabe-se que ~(~prg)e~(~p)v~gepyv~q.

Se pvq éverdadeira, entdo ~pA~q é verdadeira.

pv~q ~(~p~rq)

Vv \

9.4. Sabe-se que ~pAg <~ (pv~q).
Se pv ~q éfalsa, entdo ~pAQg éverdadeira.

~pAq pv~q

\ F
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Proposta 10

10.1.

a) Pedro n3o telefona a Joana ou n3o a convida para passear.
b) Pedro n3o telefona a Joana e ndo a convida para passear.
¢) Hoje estudo ou ndo vou passear.

10.2. a: Hoje ndo estudo. e b: Hoje vou passear.
10.3. s: Hoje estudo. e t: Hoje ndo vou passear.

Proposta 11

11.1. A proposigdo p é verdadeira e a proposicdo g é falsa.

a) Se p é verdadeira e g é falsa entdo p=q é falsa.

O valor légico da proposicdao p=q é falso.

b) Sendo g falsa, entdo ~ g é verdadeira.

Se p é verdadeira e ~ g é verdadeira entdo p=~q ¢é verdadeira.
O valor légico da proposicdo p=~q é verdadeiro.

) Se g é falsa e p é verdadeira entdo g = p é verdadeira.

O valor légico da proposicdo g = p é verdadeiro.

d) Sendo p verdadeira, entdo ~ p é falsa.
Se g é falsa e ~ p é falsa entdo g =~ p é verdadeira.
O valor légico da proposicao g =~ p é verdadeiro.

11.2.

a) Se p=r éverdadeira e p é verdadeira ent3o r é verdadeira.
O valor légico da proposicao r é verdadeiro.

b) Se r=(p~q) éfalsaentdo r é verdadeirae pAq éfalsa.

O valor légico da proposicao r é verdadeiro.
c)Se (rvg)=~p éfalsaentdo rv q éverdadeirae ~ p é falsa.

Se rv g éverdadeira e g é falsa entdo r é verdadeira.
O valor légico da proposicao r é verdadeiro.

Proposta 12

12.1.
p|a | p=>q | ~p=>~q | g=p | ~g=>~p
v |V v v v v
v |F F v v F
Flv v F F v
FlF v v v v
12.2.

a) A proposigdo (p=>q)< (~p=~q) é falsa porque as colunas
relativasa p=>q ea ~p—=~q sdo diferentes.

Logo, conclui-se que a proposicdo (p=>q) < (~ p=~q) ndo é
uma tautologia.

b) A proposicdo (g = p)< (p=q) é falsa porque as colunas
relativasa g =p ea p=>q sdo diferentes.

Logo, conclui-se que a proposicdo (g => p)<> (p=g)ndo éuma

tautologia.



¢) A proposi¢do (p= q) < (~g =~ p) é verdadeira porque as
colunas relativasa p=>q ea ~q =~ p sdo iguais.

Logo, conclui-se que a proposicdo (p=>q)< (~g=~p)éuma
tautologia.

d) A proposicdo (~p=~gq)<> (q= p) é verdadeira porque as
colunas relativasa ~p=~qg ea g = p sdo iguais.

Logo, conclui-se que a proposicdo (~p=~gq)< (g=p) é uma

tautologia.

Proposta 13

13.1.
p | q| Prag [ PVa | prg=pvg
Vv Vv v v
v F v v
Flv F v v
FlF F F v
13.2.
plal|lr| ~r | pv=r | rag | (pv~r)=(raq)
Vi Vv v| F v v v
VIV|F | Vv v F F
VIF|V]| F v F F
VI F|F | V Vv F F
Flv iv]| F F v v
FlVv|F| v Vv F F
FIFIV | F F F v
FIF|IF| v v F F
Pag. 28

Proposta 14

14.1.

a) Se 256” n3o é multiplo de 4 entdo 256 ndo é nimero par.

b) Se a soma do algarismo das dezenas com o algarismo das
unidades do nimero 256 é divisivel por 4 entfo esse nimero é
multiplo de 4.

14.2.
a) a=>bac

b) (~a)=(~br~c)
14.3. ~a=(~br~c)(~(~a))v(~br~c)=

c>av(~(bvc))<:>(~(bvc))va<:>bvc:>a

Proposta 15

15.1.

a) Sendo p verdadeira, entdo ~ p é falsa.

Se ~p éfalsaeréfalsaentdo “pvr éfalsa.

Sendo r falsa, entdo ~ r é verdadeira.

Se ~“pvr éfalsae~réverdadeiraentdo Ypvr="r é
verdadeira.

O valor légico da proposicdo ~pvr—=~r é verdadeiro.

Introducado a légica bivalente e a teoria dos conjuntos

b) Se r é falsa e p é verdadeira entdo rv p é verdadeira.
Se p é verdadeirae rv p éverdadeira entdo p=rvp é
verdadeira.

Sendo p verdadeira, entdo ~ p é falsa.

Se ~ p é falsa e r é falsa entdo ~pvr éfalsa.

Se p=>rvp éverdadeirae ~pvr éfalsaentdo
(p=rvp)e(~pvr) éfalsa.

0 valor logico da proposi¢do (p=rvp)< (~pvr) éfalso.
15.2.

a)Se pAg=>r éfalsaentdo pAqg éverdadeira e ré falsa.

Se pAqg éverdadeira entdo p é verdadeira e g é verdadeira.
O valor légico da proposicdo g é verdadeiro.

b) Se r é falsa entdo g Ar é falsa, independentemente do valor
légico da proposigdo g.

Se(pvg=~q)<(qgAr) éverdadeirae gAr éfalsa entdo
pVvq=-~q éfalsa.

Se pvq—=~q éfalsaentdo pvq éverdadeirae ~q é falsa.
Sendo ~q falsa, entdo g é verdadeira.

O valor légico da proposi¢do g é verdadeiro.

Proposta 16
16.1. ~(prg)=qg<(~pv~q)=gs

e~(~pv~q)vge(prg)vgeg

16.2. ~(pvq2~p)<:>~(~(pvq)v~p)<:>
©~(~(pvq))/\~(~p)<:>(pvq)Ap<:>p

16.3. p=(g=>~p)ep=>(~-qv~p)e

e(=p)v(-qv-p)e(-p)v(-pv-q)=

< (=pv=p)v(-a)=(-p)v(-a)==(pra)

16.4. (p=~q)=>~pe(~pv~q)=>~-pe
~(~pv~q)v~pe(prg)v~pe

< (pv~p)a(gv~p)eVa(gy~p)egv~p

Proposta 17

Se (a=~c)vb éfalsa, entdo a=~c éfalsae b éfalsa.

Se a=>~c éfalsa, entdo a é verdadeira e ~c é falsa. Logo, c é

verdadeira.

Conclusdo: O Tiago langou a seta vermelha (porque c é
verdadeira), o Rui langou a seta verde (porque b é falsaecé
verdadeira) e o Pedro langou a seta azul.

13



Unidade 1

Proposta 18

18.1. Se (a:(b/\c))v(62 (a/\b)) éfalsa, entdo a = (bAc)
éfalsae c= (anb) éfalsa.
Se a=> (b/\c) é falsa, entdo a é verdadeirae bAc éfalsa.

Se c= (anb) éfalsa, entdo c é verdadeira e anb éfalsa.

Se bAc éfalsaecéverdadeira, entdo b é falsa.
Portanto, o valor légico das proposi¢des a e ¢ é verdadeiro e o da
proposigdo b é falso.

18.2. p=(prg)e~pv(prg)e

S (~pvp)a(~pvag)=Va(-pvg)e~pyg

As proposicdes p=pAq e ~pvq sao equivalentes. Como a
proposi¢gdo ~pvq é verdadeira, também a proposi¢do

p=pAqg éverdadeira.
O valor légico da proposicdo p=p Aq é verdadeiro.

Proposta 19

19.1. Recorrendo a uma tabela de verdade, tem-se:

plg|r| P=a | (p=q)=r | 4= | p=(g=r)
Viviv] v v v v
VIiviF| v F F F
VIFE V] F v v v
VIF|F| F v v v
Flviv]) v v v v
FIVIF| v F F v
FIFIV] v v v v
FIFIF| v v v v

Como as colunas relativasa (p=g)=r ea p=(g=r) ndo
sdo iguais, conclui-se que as proposi¢des (p = q): re
p= (q = r) ndo sdo equivalentes. Entdo a implicagdo ndo goza

da propriedade associativa.

19.2. Recorrendo a uma tabela de verdade, tem-se:

Proposta 20

20.1. Recorrendo a uma tabela de verdade, tem-se:

plag|r | pva | pva | pag | ~(prg) | (pva)a~(pAq)
VARARY F v v F F
VRN F v v F F
vVI|F|v v v F v v
vVI|F|F v v F v v
Flv|v v v F v v
FlV|F v v F v v
FlF |V F F F v F
FlF|F F F F v F

Como as colunas relativasa pvq ea (pvg)a~(pag) sdo

iguais, conclui-se que pvg<(pva)a~(pAg).

20.2. Recorrendo a uma tabela de verdade, tem-se:

plqg|r| pvg | =g | PA=a | =p | ~PAG | (pr~q)v(~pAq)
vV, iv]|v F F F F F F
VIVI|F F F F F F F
VI F|lVv] v v v F F v
V| FIF| v v v F F v
Flv|iv] v F F v v v
FIVIF]| Vv F F v v v
FIF|vV F v F v F F
FIF|F F v F v F F

plqg|r | a=r pv(g=r) pvq pvr (pva)=(pvr)
VvV v v v v v
V|Vv|F F v v v v
V| F|vV v v v v v
V|F|F v v v v v
Flv v v v v v v
FlV|F F F v F F
FIF |V v \% F v v
FIF|F v \% F F v

Como as colunas relativasa pv(g=r) ea (pvg)=(pvr)
sdo iguais, conclui-se que as proposicdes pv(g=r) e
(pvg)=(pvr) sdo equivalentes. Entdo a disjungdo é

distributiva em relagdo a implicagdo.
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Como as colunas relativasa pvq ea (pa~q)v(~pAagq) sdo

iguais, conclui-se que pvg<(pA~q)v(~prg).

Proposta 21

21.1.

a) boa
b) (~a)=(~br~c)
c) (br~c)va

21.2. = (~bvc)e~av(~bve)e

& (~av~b)vee~(anb)ve

21.3.

a) ~(p:>~q)/\~q©(p/\~(~q))/\~q©

@(p/\q)/\~q®p/\(q/\(~q))®p/\F<3F

A proposigdo ~(p=~q)A~q ésempre falsa, isto é, é uma

contradigdo.

b) Recorrendo a uma tabela de verdade, tem-se:

a|b| ~a | ~anb | (~anb)=b
VIVv] F F v
VIF| F F v
Flv, v v v
FIF vV F v

A proposi¢do (~ an b): b é sempre verdadeira, isto é, é uma

tautologia.



34.1. 4x é uma expressdo designatoria.

34.2. 5>3 é uma proposigdo.

34.3. 2nr =10 é uma condigdo.

34.4. Ant é uma designagéo.

34.5. 3n+1 é uma expressdo designatoria.

34.6. 3n+1<15 é uma condigdo.

34.7. A bicicleta tem duas rodas é uma proposigdo.
34.8. 15 é multiplo de 6 é uma proposi¢ao.

34.9. |x|>3 ¢é uma condigdo.

34.10. A soma dos angulos internos, em graus, de um poligono

com n lados é iguala (n—2)x180 é uma condigdo.

35.1. x2<xx—x<2<0<2.

Entdo, o valor logico da proposi¢do Vx, x—2<x é verdadeiro.

35.2. X’ +1>0< x> >-1.

Ent3o, o valor légico da proposicdo Vx, x> +1>0 é verdadeiro.

36.1. As condigdes Il e IV sdo universais em IR porque quando se
substitui numa das condig¢Ges x por qualquer valor real obtém-se
sempre uma proposi¢do verdadeira.

36.2. As condicdes | e lll ndo sdo universais em IR.
A condigdo | ndo é universal em R pois a proposi¢do Vx, xe{ }
é falsa. Por exemplo, se x =1, a proposigdo 1e{ |} é falsa.

A condiggo Il ndo é universal em IR pois a proposi¢do Vx, x¢Q
é falsa. Por exemplo, se x =2, a proposi¢io 2¢ x¢Q é falsa.

37.1. O valor légico da proposigdo VxeZ: x> >x é falso.
Repara que se x=0, a proposicio 0° >0 é falsa.
37.2. O valor légico da proposigdo Vx € Z™ : x* > x é verdadeiro.

Se xeZ ,entdo x*>0.Llogo, x> >x.

37.3. 0 valor légico da proposi¢do VnelN, ge IN é falso.
.3 .

Por exemplo se x =3, a proposi¢do 5 cIN é falsa.

37.4. O valor légico da proposicio VnelN, n”>€IN é verdadeiro.

O quadrado de um numero natural ainda é um nimero natural.

38.1. O valor légico da proposicdo Ix €IN: x é impar e divisivel

por 2 é falso.

Introducado a légica bivalente e a teoria dos conjuntos

Os numeros impares ndo sao divisiveis por 2, logo a proposi¢do
dada é falsa.

38.2. O valor ldgico da proposi¢do “No conjunto dos triangulos,
existe um triangulo com todos os angulos externos agudos” é
falso.

A soma das amplitudes dos angulos externos de um triangulo é
igual a 360°, logo os angulos externos ndo podem ser todos
agudos.

38.3. O valor légico da proposi¢io Ix€lR: x> =—3 é falso.

Sabe-se que Vx<lR, x> >0, isto é, o quadrado de qualquer

numero real é ndo negativo.

39.1.

a) A condigdo lll: (x—1)(x+1)=x" -1 éuniversalem IR.

b) A condigdo I: x> <0 é impossivel em IR.
39.2. As condicdes Il e IV sdo possiveis ndo universais.

A condigdo Il é possivel porque a proposigdo Ix: x<§ é

-1
verdadeira. Por exemplo, se x=-1, a proposi¢ao —1<7 é
verdadeira.

L s ~ L~ X
A condigdo Il ndo é universal porque a proposigdo Vx, X<E é

0
falsa. Por exemplo, se x=0, a proposi¢do 0 <E é falsa.
A condigdo IV é possivel porque a proposi¢do dx: x < ‘x‘ é

verdadeira. Por exemplo, se x =-2, a proposi¢do —2< \—2\ é

verdadeira.
A condigdo IV ndo é universal porque a proposi¢do Vx, x < ‘x‘ é

falsa. Por exemplo, se x=0, a proposi¢do 0< \0\ é falsa.

40.1. A condicdo p(x) é universal, a condigdo g(x) é impossivel

e a condicdio r(x) é possivel ndo universal.

40.2.

a) Sendo p(x) uma condig&o universal, entdo a condigdo
p(x)vq(x) éuniversal.

b) Sendo g(x) uma condigdo impossivel, entdo a condigdo
p(x)~q(x) éimpossivel.

c) Sendo p(x) uma condigdo universal, entdo a condigao
p(x)vr(x) éuniversal.

d) Sendo g(x) uma condigdo impossivel, entdo a condi¢do
g(x)Ar(x) éimpossivel.

e) Sendo g(x) uma condigdo impossivel e r(x) uma condigdo
possivel ndo universal, entdo a condigéo r(x)v g(x) é possivel

ndo universal.

15
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40.3.

a) Sendo p(x) uma condigdo universal e t(x) uma condicdo
qualquer, entdo a condigdo p(x)vt(x) é universal.

b) Sendo g(x) uma condigdo impossivel e t(x) uma condigéo
qualquer, entdo a condigdo g(x)At(x) éimpossivel.

c) Sendo r(x) uma condigdo possivel ndo universal e t(x) uma

condigdo qualquer, entdo a condigdo r(x)vt(x) é possivel.
Tarefa 5

1.1.

a) A condigdo p(x) é universal pois a proposigdo Vx, x+1>x é
verdadeira.

b) A condigdo g(x) éimpossivel pois a proposicdo 3x:x* <0 é
falsa.

c) A condigdo r(x) é possivel ndo universal pois a proposi¢do
Ix:x* =4 é verdadeira (por exemplo, 2> =4 ) e a proposicio

Vx, x* =4 é falsa (por exemplo, 1> =4 é uma proposicéo falsa).

1.2

a) Sendo p(x) uma condigdo universal e g(x) uma condigdo é
impossivel, entdo a condigdo p(x)v g(x) é universal.

b) Sendo p(x) uma condigdo universal e r(x) uma condigdo
possivel ndo universal, entdo a condi¢do p(x)vr(x) é universal.
c) Sendo p(x) uma condigdo universal e t(x) uma condigdo

qualquer, entdo a condi¢do p(x)vt(x) é universal.

1.3.

a) Sendo g(x) uma condigdo impossivel e p(x) uma condigdo é
universal, entdo a condi¢do g(x)Ap(x) éimpossivel.

b) Sendo g(x) uma condigdo impossivel e r(x) uma condi¢do
possivel ndo universal, entdo a condi¢do g(x)Ar(x) é

impossivel.
c) Sendo g(x) uma condigdo impossivel e t(x) uma condigdo

qualquer, entdo a condi¢do g(x)At(x) éimpossivel.

1.4.

a) Sendo r(x) uma condigdo possivel e p(x) uma condigdo é
universal, entdo a condi¢do r(x)v p(x) é universal.

b) Sendo r(x) uma condigéo possivel e g(x) uma condigéo é
impossivel, entdo a condigdo r(x)v g(x) é possivel.

c) Sendo r(x) uma condigdo possivel e t(x) uma condigdo

qualquer, entdo a condi¢do r(x)vt(x) é possivel.

41.1. Existe pelo menos um quadrilatero com os lados iguais que
ndo é um quadrado.

41.2. Existe pelo menos uma turma que tem menos de 25
alunos.
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41.3. Existe pelo menos um quadrado perfeito que é um nimero

impar.
41.4. Qualquer aluno da turma A ndo tem 16 anos.
41.5. Todas as interveng¢des foram ndo positivas.

41.6. Todos os numeros reais tém inverso.

42.1. ~(Vx, XZIX)C>3X: X #X

42.2. ~(VX, x2>0)©EIx: x> <0

42.3. ~(Vx, x<3)<Ix: x=3

42.4. ~(Elx: x+1=2x)©Vx, X+1#2x

42.5. ~(3x: x<-2)& Vx, x>-2

42.6. ~(Ix: IxeZ o vx, Ixel

42.7. ~(Vx, x<3vx>5)<3x: x23Ax<5¢ Ix:3<x<5

42.8. ~(3x: x=-3Ax<0)<Vx, x<-3vx=0

43.1. A proposicdo Vx, xe A= p(x) éfalsapoisse x=2,a
implicagdo 2e A= [2|<1 é falsa (porque a proposi¢do 2€ A é

verdadeira e a proposicdo [2|<1 é falsa).

43.2. A proposigdo 3x: xeA A p(x) éverdadeira pois se
x=1,aconjuncdo 1A A [1|<1 éverdadeira (porque a
proposigdo 1€ A é verdadeira e a proposigdo \1\ <1 também é
verdadeira).

43.3. Para provar que a proposi¢do Vx, xe B=> p(x) é

verdadeira vamos considerar dois casos:

1) Valores de x que ndo pertencem ao conjunto B
Neste caso a implicagdo x € B=>|x|<1 é verdadeira.

Pois, os valores légicos de F=V e de F=F sdo verdade.

2) Valores de x que pertencem ao conjunto B
Neste caso, o valor légico da implicagdo x € B= |x|<1 também é

verdade, conforme se mostra na tabela abaixo.

x | x| | xeB | [Xg1 | xeB=|x|<1
1|1 v % v
0o v v v
11 v v v

Conclusdo: a proposigdo Vx, x e B= p(x) é verdadeira.

44.1. O valor logico da proposi¢do Vx, xeIN= p(x), sendo

p(x): x* é quadrado perfeito, é verdadeiro.
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44.2. 0 valor I6gico da proposicdo Vx, x €lR= p(x), sendo

p(x): x* é quadrado perfeito, é falso pois se, por exemplo,

2
Xx=4/2 , aimplicagdo V2 eR= (JE) é quadrado perfeito é
falsa (porque a proposicdo V2 €R ¢éverdadeiraea proposicdo

2

(\/E) é quadrado perfeito é falsa).
44.3. 0 valor logico da proposi¢do Ix: xR A g(x), sendo

1 ) )
q(x): =eZ, é verdadeiro.

b's

R 1 . )

Por exemplo, se x=1, aconjungdo 1R A IEZ é verdadeira

1
(porque a proposicdo 1€IR ¢ verdadeira e a proposi¢do EEZ

também é verdadeira).

Pag. 37
45.1. A={-1,1,2} e p(x): 3x<8.

Se x=-1, a proposi¢cao 3><(—1)<8 é verdadeira.
Se x=1, a proposigdo 3x1<8 é verdadeira.

Se x=2,aproposicdo 3x2<8 éverdadeira.
Entdo, a condigdo p(x) € universal em A.

45.2. A proposigdo Vx € B, p(x) é falsa.

Contraexemplo: 3.
Ora,3€B e p(3)éfalsa (pois3x3>8).

46.1. A proposicdo “Todos os multiplos de 3 sdo mdltiplos de 9”
é falsa.

Contraexemplo: 12 (pois, 12 é multiplo de 3 e 12 ndo é multiplo
de9).

46.2. A proposi¢do “Todos os losangos do plano tém diagonais
iguais” é falsa.

Contraexemplo: o losango

representado ao lado tem

diagonais diferentes.

Num losango que ndo seja um

quadrado as diagonais sdo

diferentes.

46.3. A proposicio VnelN, n” >1 é falsa.

Contraexemplo: 1 (pois, 1 € um nimero natural e a proposigdo
1’ >1 éfalsa).

46.4. A proposicio VxelR™, x* <x éfalsa.

Contraexemplo: 1 (pois lelR’ e a proposicdo 1 3<—1
) "2 2 2

é falsa).

Introducado a légica bivalente e a teoria dos conjuntos

47.1. A condigdo p(x) é possivel em A porque a proposi¢ao

IxeA:p(x) éverdadeira.
1
Sendo x=1, sabe-se que 1€ A e EgIN.
47.2. A condigdo q(x) é impossivel em A porque a proposi¢do
IxeA:p(x) éfalsa.

1
Sendo x=1, sabe-seque 1€ A e geIN.
2
Sendo x=2,sabe-se que 1€A e ge‘lN.
4
Sendo x=4,sabe-se que 1€A e EeIN.
6
Sendo x=6, sabe-se que 1€ A e gelN.

48.1. O valor légico da proposi¢do IxeU: r(x), sendo

111 1

U=4=,=,=} er(x): =¢IN,éfalso.
234 X

De facto, substituindo a variavel x tem-se:

1

=2e2elN, ==3e3elNe =4 ed4elN.

NP~
w |
PN

4

[+]

.2. A condigdo ~ r(x) é universal em U porque a proposi¢do

1
VxeU, —elN éverdadeira.
X

49.1.

a) Substituindo a varidvel x, por cada um dos valores do conjunto
U, na condigdo p(x): 3x—-1<6, obtém-se sempre proposi¢cdes

verdadeiras:
3x(-2)-1<6 (verdadeira)

3x1-1<6 (verdadeira)

3x2-1<6 (verdadeira)

A proposigdo VxeU, p(x) é verdadeira.

Entdo, conclui-se que a condigdo p(x) é universal em U.

b) Substituindo a varidvel x, por cada um dos valores do conjunto
U, na condigdo g(x): x* =2x , obtém-se as seguintes
proposigdes:

(—2)" =2x(-2) (falsa)

1’ =2x1 (falsa)

2> =2x2 (verdadeira)

A proposicdo IxeU: g(x) é verdadeira e a proposicao

VxeU, q(x) éfalsa.

Entdo, conclui-se que a condigdo q(x) é possivel ndo universal

em U.

17
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¢) Substituindo a varidvel x, por cada um dos valores do conjunto
U, na condigdo r(x): (x2 —1)(x2 _4)¢ 0, obtém-se sempre
proposi¢des falsas:

(2" -1)((-2)" ~4) %0 (falsa)

(12 —1)(12 —4)¢o (falsa)

(2 -1)(2" -4)#0 (falsa)

A proposigdo IxeU: r(x) éfalsa.

Entdo, conclui-se que a condigdo r(x) é impossivel em U.

49.2.

a) A condigdo ~ p(x) € impossivel em U porque a condigdo

p(x) éuniversal em U.

b) A condigdo ~g(x) é possivel ndo universal em U porque a
condigdo g(x) é possivel ndo universal em U.

c) A condigdo ~r(x) é universal em U porque a condigdo r(x) é
impossivel em U.

50.1. Por exemplo, U={1,2} .

A condigdo p(x) é universal em U porque se substituirmos a
varidvel x por cada um dos valores do conjunto U obtemos
sempre proposi¢des verdadeiras.

50.2. Por exemplo, U={-1,0} .

A condigdo q(x) é impossivel em U porque se substituirmos a
varidvel x por cada um dos valores do conjunto U obtemos
sempre proposicdes falsas.

50.3. Por exemplo, U={0,2,5} .

As condigBes p(x)e g(x) sdo ambas possiveis ndo universais

em U porque se substituirmos a varidvel x por cada um dos
valores do conjunto U numas situa¢des obtemos proposi¢des
verdadeiras e noutras obtemos proposicGes falsas.

51.1.

a) O valor légico da proposicdo IxeA: x >1 é falso porque
substituindo a variavel x por cada um dos valores do conjunto A
obtemos proposicdes falsas:

1
——=>1 (falsa
3 (falsa)
§>1(falsa)
4

1
—>1 (falsa
5 (falsa)

b) O valor légico da proposicdo Vx B, x é quadrado perfeito é
verdadeiro porque substituindo a varidvel x por cada um dos
valores do conjunto B obtemos proposi¢Ges verdadeiras (os
nimeros 1, 4, 9 e 16 sdo quadrados perfeitos).

c) O valor légico da proposigdo Ix €B: Jx ¢é quadrado perfeito
é verdadeiro porque substituindo, por exemplo, a varidvel x por 1
(1eB) obtemos uma proposigéo verdadeira:

J1é quadrado perfeito (verdadeira)
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51.2.

a) A condicdo 4x” =1 é possivel ndo universal em A porque a
proposi¢io IxcA: 4x* =1 é verdadeira e a proposicio

VxeA, 4x* =1 éfalsa.

4{7%) =1 (falsa)
4x[%j =1 (falsa)

1 2
4x(5j =1 (verdadeira)

b) A condigdo \x\ <1 éuniversal em A porque a proposigado

VxeA, |x|<1 éverdadeira.
1 :

‘—g <1 (verdadeira)

3 .

2 <1 (verdadeira)

‘% <1 (verdadeira)

c) A condigdo x> >1 é impossivel em A porque a proposigdo

IxeA: x> >1 éfalsa.

(—%j >1 (falsa)
(%J >1 (falsa)
(%J >1 (falsa)

52.1. A condigdo x<0 éimpossivel em IN .
Sendo t(x) uma condicdo possivel ndo universalem INe x<0
uma condigdo impossivel em IN , entdo a condigdo t(x)/\x <0 é

impossivel em IN .

X
52.2. A condiggo t(x)v 5 eZ é possivel ndo universalem IN .
Sendo t(x) uma condigdo possivel ndo universal em IN e

X , ~ . ~
t(x)v 56 Z uma condigdo possivel ndo universal em IN, entdo
X
a condicdo t(x)v EEZ é possivel em IN .

52.3. A condigdo t(x) v 2xeIN éuniversalem IN.

Sendo t(x) uma condigdo possivel ndo universal em IN e
t(x) v 2x eIN uma condigdo universal em IN, entdo a condi¢do

t(x) v 2xelN éuniversalem IN .

53. A={0,1,2,3} e B={3,4,5}.

N&o existe nenhuma condigdo p(x) que seja universalem A e
impossivel em B porque existe um elemento (o nimero 3) que
pertence simultaneamente a A e a B, ou seja, ANB ={3} .

Se a condigdo for universal em A, entdo sera sempre possivel em
B.



Tarefa 6
1.1. Visitei todos os museus da cidade.
1.2. Existe pelo menos um museu da cidade que n3o tem guia.

1.3. Pelo menos uma das entrevistas teve uma durag&o inferior
ouigual a 15 minutos.

1.4. Todos os candidatos reiinem as condi¢des minimas.

2.1.
a) A proposicdo VxeA, p(x) é verdadeira porque substituindo,
em p(x) , a variavel x por cada um dos valores do conjunto A

obtemos proposi¢des verdadeiras.
|-3|<4 (verdadeira); [2| <4 (verdadeira);

1|<4 (verdadeira);
|3|<4 (verdadeira).

b) A proposicdo 3x€B: q(x) é falsa porque substituindo, em
q(x) , a varidvel x por cada um dos valores do conjunto B

obtemos proposicdes falsas.
3x3=6 (falsa); 3x5=6 (falsa); 3x3=6 (falsa).
c) A proposi¢do Ixec A: q(x) é verdadeira porque substituindo,

em q(x) , avariavel x por 2 obtemos uma proposi¢do verdadeira.

3x2=6 (verdadeira).
d) A proposicdo VxeA, g(x) éfalsa porque, por exemplo,
substituindo, em q(x) , avaridvel x por 1 obtemos uma

proposicao falsa.
3x1=6 (falsa).
e) A proposigdo Ix eB: p(x) é verdadeira porque substituindo,

em p(x) , avariavel x por 3 obtemos uma proposi¢do verdadeira.

|3|<4 (verdadeira).
f) A proposicdo VxeB, ~q(x) é verdadeira porque
substituindo, em ~ q(x) , a variavel x por cada um dos valores do

conjunto B obtemos proposi¢des verdadeiras.

3x3#6 (verdadeira); 3x5#6 (verdadeira); 3x3#6
(verdadeira).

g) A proposicdo VxeA, ~q(x) éfalsa porque, por exemplo,

substituindo, em ~q(x), a variavel x por 1 obtemos uma

proposigdo falsa.
3x1#6 (falsa).

h) A proposicdo Ix e A: ~g(x) é verdadeira porque, por
exemplo, substituindo, em ~ q(x) , a variavel x por 3 obtemos
uma proposi¢do verdadeira.
3x3#6 (verdadeira).

2.2.

a) IxeA: ~p(x

) b) vxeB, ~g(x)
c) VxeA, ~q(x)
)

(
d) 3xeA: ~q(x)

e) vxeB, ~p(x )
g) 3xeA: q(x)

f) 3xeB: g(x
h) vxeA, q(x)

Introducado a légica bivalente e a teoria dos conjuntos

2.3.

a) A condigdo p(x) € universal em A porque a proposigdo
VxeA, p(x) éverdadeira.

A condigdo q(x) é possivel em A porque a proposi¢ao
IxeA: gq(x) éverdadeira.

A condi¢do ~ p(x) é impossivel em A porque a proposi¢do
IxeA: ~p(x) éfalsa.

A condigdo ~ q(x) é possivel em A porque a proposi¢do
IxeA: ~q(x) éverdadeira.

b) A condigdo p(x) é possivel em B porque a proposigéo
3xeB: p(x) éverdadeira.

A condigdo q(x) é impossivel em B porque a proposigdo
IxeB: g(x) éfalsa.

A condigdo ~ p(x) é possivel em B porque a proposi¢dao
dxeB: ~p(x) éverdadeira.

A condigdo ~ q(x) é universal em B porque a proposi¢do

VxeB, ~q(x) éverdadeira.

2.4,

a) Como p(x) é uma condigdo universalem Ae r(x) é uma
condigdo qualquer, entdo a condigdo p(x)vr(x) é universal em
A.

b) Como g(x) é uma condigéo possivelem Ae r(x) é uma

condigdo qualquer, entdo a condigdo g(x)v r(x) € possivel em

A.
c) Como g(x) é uma condigéo impossivel em Be r(x) é uma

condigdo qualquer, entdo a condigdo g(x)Ar(x) éimpossivel

em B.

54.1. Um tridngulo ter dois angulos iguais = Triangulo ser

isosceles.
54.2. Ser quadrado = Ser retangulo.

54.3. Ser tridngulo equildtero < Tridngulo ter os trés angulos
iguais.

54.4. Dois nimeros serem negativos = O produto dos dois

numeros ser positivo.

55.1. Aimplicagdo x >2= x’ >4 é verdadeira pois sendo se

X>2 e x>2,entdo xxx>2x2,0u seja, X’ >4.

55.2. Aimplicagdo x <—2= x> <-4 é falsa pois, por exemplo,

—3 satisfaz o antecedente e ndo satisfaz o consequente: —3<-2

(proposicdo verdadeira) e (—3)2 <-4 (proposi¢do falsa).
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55.3. Aimplicagdo x <1=> x> >0 é verdadeira. O consequente a) Sendo A= {—2,0,2} , entdo

da implicagdo é verdadeiro (VX, X' 20 x eIR) ,logoa {xeA: x(xz 74)20} ={-2,02).

implicacdo é verdadeira independentemente do valor Iégico do b) Sendo B = {71 1} entio {x cB: x(x2 _4) :0} :{ }
antecedente.

c) Sendo €={1,0,3}, entdo {xeC: x(x2 74):0} ={0}.
56.1. A implicagdo contrarreciproca de 2x <4 =>x<3 é

X>3=2x>4. 61.2.

- 2 P
56.2. A implicagdo contrarreciprocade x> =9=x=3 é a) A condigdo X(X _4) =0 €universal em A,

Xx#3=x*#9. b) A condigdo x(x2 —4):0 é impossivel em B.

. 2\ e
56.3. A implicacdo contrarreciproca de 2x>4=x>3 é ¢) A condicdo X(X _4) =0 & possivel ndo universal em C.

X<3=>2x<4.

Pag. 45
56.4. A implicagdo contrarreciprocade x<-2=x*>>4 é
X<hd=x>—2. 62.1. Por exemplo, o elemento 1 pertence a A e ndo pertence a
B.
57. Contrarreciproca: Se um triangulo é retangulo entdo tem dois 1 5
angulos diferentes. 2(1—5) <E (verdadeira) e > <1<7 (falsa).

Pretende-se demonstrar que a implicagdo contrarreciproca é

i 1 1 21
verdadeira. 62.2. 2(x—5)<= > 2x—10<= & 4x 20 <1 x <
Ora, se um triangulo é retangulo entdo tem um angulo interno 2 2 4

reto e dois dngulos internos agudos. Logo, tem sempre dois 1

angulos diferentes (reto e agudo). Portanto, A ={x elN: 2(x—5)<5} ={1,2,3,4,5}.
11

Pag. 43 sl xs—

58.1. Como3<+/11 <4, entdo s6 hd trés nimeros naturais Portanto, C={X€Z+ P 2x<11 } ={1,2,3,4,5}.

menores do que 11 :1,2e 3. Conclui-se, entdo, que A=C ={1,2,3,4,5} .

Entdo, { xeN:x<V11}={1,2,3}. 62.3.

58.2. Sabe-se que —7<—-2n<—6. a) Por exemplo, U= {2' 3 4} ’

Entdo, {xeZ :x>-2n}={-6,-5,-4,-3,-2,-1}. b) Por exemplo, U={1,2}

58.3. {xeZ:x’ <10}={-3,-2,-1,0,1,2,3}.

59. A={xeR: x>-2} =[-2,+] 63.1. Sendo {xeU: p(x)|={-3,57} e
B={xeZ: x<2} ={..,-5,-4,-3,-2,-1,0,1,2} {xeU: q(x)}={1,56,7} , entdo
C:{xelN: ‘X‘SZ} ={1,2} A={er: p(x)vq(x)}

D={xeZ: x* <4} ={-2,-1,0,1,2} ={-3,5,7}u{1,5,6,7}={-3,1,5,6,7}.

Logo, o diagrama corresponde ao conjunto D. 63.2. Sendo {er: p(x)} ={_315’7} .

{er: q(x)}:{1,5,6,7} , entdo

60.1.Sendo A={-3,2,4,6} , entdo {xcA: x* =9} =(-3}. B={xeU: p(x)nq(x)} ={-3,5,7}n{1,5,6,7}={5,7} .
60.2. Sendo B={-1,1,3,5}, entdo {xeB:x2 =9}={3} . 64.1. p(x): 8%X<x

60.3. {er: x2:9} ={-3,3}. 8—;X<x<:>8—x<3x<:>—4x<—8<3x>:—8<:>x>2

611 x(x*~4)=0&x=0v X’ ~4=0 Entdo, A={xeR: p(x)} =]2, +eo[.

Sx=0vx'=4cx=0vx=-2vx=2

20



64.2. (x): %"s 3

Z—XS?><:>ZXS15(:)XSE
5 2

64.3. r(x): 1<x<3

Ent3o, C={xe|R: r(x)} =11, 3].

64.4. D={xe|R: p(x)/\q(x)} =]2, +oo[mi|—oo, %}:

2]

64.5. E={xe|R: p(x)vr(x)} =]2,+»[U ]1,3]=]1,+2]

65.1. x(xz—x—2):0<:>x:0vxz—x—2:0c>

1+4J(-1) —4x1x(-2
S x=0vx= ( ) - X( )c}
2x1

S x=0vx= S x=0vx=2vx=-1

1449
2

A:{XEIR: x(xz—x—Z):O} ={-1,0,2}

65.2. 3—- x>0 —x>-3<x<3
B={xeR:3-x>0} =]-w, 3]

65.3. A proposi¢do Vx, xe A= xeB é verdadeira porque
AcCB.

65.4. A proposi¢do Vx, xeB= xe A éfalsa.

5 5 5 .
Contraexemplo: 5 ; 5 pertence a B e 5 ndo pertence a A.

66.1. Para provar que a proposi¢do Vn, ne A=neB é
verdadeira vamos considerar dois casos:

1) Valores de n que n3o pertencem ao conjunto A (n ndo é
multiplo de 4)
Neste caso a implicagdo Vn, ne A= neB é verdadeira.

Pois, os valores légicos de F =V e de F = F sdo verdade.

2) Valores de n que pertencem ao conjunto A (n é multiplo de 4)
Se n é multiplo de 4, entdo n=4k, keIN.

Logo, n=2x2k, kelN,isto é, n é multiplo de 2 (n é par).
Conclusdo: a proposi¢do Vn, ne A= neB é verdadeira.
Logo, ACB.

66.2. Por exemplo, 2 pertence ao conjunto B (pois 2 é par) e ndo
pertence ao conjunto A (pois 2 ndo é multiplo de 4).
Entdo, a afirmagdo BC A é falsa.

Introducado a légica bivalente e a teoria dos conjuntos

67.1. A={n:nénumeroimpare né divisorde 12} ={1, 3}.

67.2. B={n:nénimero primo e n é divisor de 12} ={2, 3} .

67.3. C={n:n édivisor de 12 ou n é nimero par inferior a 9}
={1,2,3,4,6,8,12}.

67.4.

D={n:nédivisorde 12 e nndo é numero primo}={1,4,6,12}
68.1. A={xeR: x>-5} =]-5,+x[ e

C={xeR:-2<x<4} =[-2,4].

ANC=]-5, +o[n[-2, 4[=[-2, 4] .

68.2. B:{XEIR: XS\/g} :}—oo, \/E} e

C={xeR: —2<x<4} =[-2,4].

B\C={xeB:xgC}=]-w, -2[.

68.3. EUC:]\/E, +oo|:u[—2, 4[=[-2, +o[.

68.4. C\A={xeCixgA|=
={XE]—00,—2[U[4,+00[:Xe]—5,+oo[}=]—wl—5].

Tarefa 7

1.1. (n—l)(nz—5n+6):0<:>n—1:0vn2—5n+6:O<3

5+4(-5)" —4x1x6
on=lvp=——"—"7-—"-—"-—&
2x1

5+4/1

@nzlvn:Tanlvn:3vn:2

A:{nelN: (n—l)(n2—5n+6):0} ={1,2,3}

%<4<:>2n+1<12<:>2n<11©n<%

B={ne|N: 2"3+1<4} ={1,2,3,4,5)

‘n—Z‘<3©n—2<3/\n—2>—3<:>n<5/\n>—1<:>n<%
c={neN: [n-2|<3} ={1,2,3,4}
B\C={xeB:x¢C}={5}

1.2.

a) O valor légico da proposicdo Vn, ne A= neB é verdadeiro
porque ACB.

b) O valor légico da proposi¢do Vn, neC = neB é verdadeiro
porque CCB.

c) O valor légico da proposicdo Vn, ne A<> neC é falso pois
4eC e 4¢A,ouseja, porque A=C.

21
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d) O valor Iégico da proposicdo
Vn, (neA:>neC A neC:neA) é falso porque

4eC e 4¢A . Reparaque AcC mas CZA.

69. Em IR, seja P o conjunto-solugéo da condigdo p(x): x>0 e
Q o conjunto-solugéo da condigdo g(x): x>1. Entdo,

P=[0, +[ e Q=]1, +o].

69.1.

a) O valor Iégico da proposigdo Vx, p(x)=>q(x) é falso.

A proposigdo Vx, p(x)=> g(x) éfalsa porque PZQ.

1
Por exemplo, a proposi¢do 52 0 é verdadeira e a proposigdo

1 1 1

5 >1 éfalsa. Logo é falsa a implicagdo 5 > 0:>5 >1.

b) O valor I6gico da proposi¢do Vx, g(x)=> p(x) é verdadeiro.
A proposigdo Vx, g(x)=> p(x) é verdadeira porque QCP.
69.2. As condigdes p(x)e g(x)n&o sdo equivalentes porque a

proposicdo Vx, p(x)=q(x)Aq(x)= p(x) éfalsa.

70.Em R, seja A o conjunto-solugdo da condigdo a(x): |x|<1
e B o conjunto-solugdo da condigdo b(x): —1<x<1.Entdo,
A=[-1,1] e B=[-1,1].

70.1. A proposigdo Vx, a(x)= b(x) é verdadeira porque
AcCB.

70.2. A proposigdo Vx, b(x)= a(x) é verdadeira porque
BcCA.

70.3. A proposicdo Vx, a(x)<> b(x) é verdadeira porque
A=B.

71. As condigBes a(x)e b(x)ndo sdo equivalentes porque a
proposicdo Vx, a(x)= b(x)b(x)=a(x) éfalsa.

Sabe-se que ]2, 5]<([2, 5], mas [2, 5]« ]2, 5].

72.1. Sejam A e Bos conjuntos A={xelN:x<5} e
B={xe|N:0<xS4}.

Ora, A={1,2,3,4} e B={1,2,3,4}.

Como A=B, entdo as condigdes p(x): x<5 e g(x): 0<x<4
s3o equivalentes em IN .

72.2. Sejam Ce D os conjuntos C={xeZ:x<5} e
D={xeZ:0<x<4}.

Ora, ={..,-3,-2,-1,0,1,2,3,4} e D={1,2,3,4}.

22

Como C#D, entdo as condigBes p(x): x<5 e g(x): 0<x<4

ndo sdo equivalentes em Z .

72.3. u:{E, 3, Z}
2 2

Sejam E e F os conjuntos £ ={xelU:x<5} e

F={er:0<xS4}.

Ora, E= E,?’,Z e F= E,S,Z .

2 2 2 2
Como E=F , entdo as condigBes p(x): x<5 e g(x):0<x<4
sdo equivalentes em U.

72.4. A :{71,2,2,4}

Sejam G e H os conjuntos G:{xeA:x<5} e

H={xeA:0<xS4}.

Ora, G={—1,2,E,4} e H:{Z,EA}.
2 2

Como G#H, entdo as condigBes p(x): x<5 e g(x): 0<x<4

ndo sdo equivalentes em A.

73.1. AnB=[3,5] e AnB=]-x,3[U]5, +o|.
Z\z]—oo, 1[u]5, +x[ e E:]—oo, 3[.
Zué:]foo,3[u]5,+oo[.

Conclui-se, entdo, que ANB=AUB.

73.2. AUB=[1, +x| e rwz]—w, 1[.
Z:]—oo, 1[u]5, +o[ e §:]—oo, 3[.
AnB=]-w,1].

Conclui-se, ent3o, que AUB=ANB.

74.1. B={xecN:x<2}

74.2. AuB={erN:~(xs4vx>2)}={erN:x>4/\x£2}

74.3.
Zué:{xelN:~(x£4)v~(x>2)}={erN:x>4vx£2}

75.1. x3—4x=0<:>x(x2—4)=Oc>x=0vx=—2vx=2
A={-2,0,2}
75.2. [x|<2ex<2Ax2-2&xe[-2,2]

B=[-2,2]

75.3.Em R , aimplicagdo x* —4x=0=|x|<2 é verdadeira.

Reparaque AcB.



75.4. Aimplicagdo contrarreciproca é |x|>2=> x> —4x#0. A
implicagdo é verdadeira. ‘x‘ >2<&X€e ]700,72[u ]2,+oo[ e

x> —4x=0< xeR\{-2,0,2}
(e, —2[ U2, 4o ) =R\ {-2,0,2}

Tarefa 8

1.1.Em R, aimplicagiio x <5=> x> <25 é ndo universal pois,
por exemplo, —6 satisfaz o antecedente e ndo satisfaz o

consequente: —6<5 (proposi¢do verdadeira) e (—6)2 <25

(proposigdo falsa).
Aimplicagdo contrarreciproca de x <5=>x* <25 ¢é
x> >25=x>5.

1.2.Em IN, aimplicagdo x <10 = x* <85 é universal pois o
quadrado de qualquer nimero natural inferior a 10 é inferior a
85.

Aimplicacdo contrarreciproca de x <10= x> <85 é
x*>85=x>10.

1.3.Em IN, aimplicacdo né multiplode 3 = né mdltiplode 6
é ndo universal pois, por exemplo, 3 satisfaz o antecedente e ndo
satisfaz o consequente: 3 é multiplo de 3 (proposicdo verdadeira)
e 3 é multiplo de 6 (proposigdo falsa).

A implicagdo contrarreciproca de né multiplode3 = né
multiplo de 6 é n ndo é multiplo de 6 = n ndo é multiplo de 3.

1.4.Em IR, aimplicacdo xe[—l, 0]:‘x‘e[0, 1] é universal.
Aimplicagdo contrarreciproca de xe[-1,0]=|x|€[0,1] &

|x|#[0,1]= x¢#[-1,0].

2.1. Um tridngulo tem um angulo externo reto = Tridngulo é
retangulo

2.2. A afirmacdo é verdadeira. Se um dos angulos externos de
um tridngulo é reto entdo o respetivo angulo interno adjacente
também é reto (porque num tridngulo, a soma da amplitude de
um angulo interno com a amplitude do seu dngulo externo
adjacente é igual a 180°).

Se o triangulo tem um angulo interno reto entdo é retangulo.

3. Contrarreciproca: Se um tridngulo é acutangulo entdo todos os
angulos externos do tridngulo sdo obtusos.

Pretende-se demostrar que a implicagdo contrarreciproca é
verdadeira.

Ora, se um triangulo é acutangulo todos os seus angulos internos
sdo agudos. Logo, todos os seus angulos externos sdo obtusos
(porque num triangulo, a soma da amplitude de um dngulo
interno com a amplitude do seu angulo externo adjacente é igual
a 180°).

Introducado a légica bivalente e a teoria dos conjuntos

Proposta 22
22.1. 4x—2 é uma expressado designatoria.
22.2. 71 é uma designagéo.

22.3. 5x<3 é uma condigdo.

7
22.4. E>3 é uma proposigao.

1
22.5. grtr2 é uma expressdo designatdria.

226 X+t

=x éuma condigdo.

22.7. xeZ é uma condic3o.
22.8. V2 2Qéuma proposigdo.
22.9. xR é uma condicdo.

Proposta 23

23.1. p(x): xX*+2=0 e q(x): (x+1)271:x(x+2)

a) x> +2=0< x* =-2 (impossivel).
Entdo, o valor logico da proposicdo Vx, p(x) é falso.

b) (x+1) ~1=x(x+2) & x> +2x+1-1=x* +2x <= 0=0
Entdo, o valor légico da proposi¢do Vx, q(x) é verdadeiro.
c) A condigdo p(x), ou seja, x* +2=0 é impossivel.

Entdo, o valor légico da proposigdo 3x: p(x) é falso.

23.2. As condigBes p(x) e ~g(x) sdo impossiveis e as

condigBes g(x) e ~p(x) sdo universais.

23.3.

a) Sendo p(x) uma condigdo impossivel e r(x) uma condigdo
possivel ndo universal, entdo a condi¢do p(x)Ar(x) é
impossivel.

b) Sendo g(x) uma condigéo universal e r(x) uma condigdo

possivel ndo universal, entdo a condi¢do g(x)v r(x) é universal.

Proposta 24
Célculos auxiliares:

1
. 2x+1<0©2x<—1<:>x<—5

. (x+1)221<f>xz+2x+121<f>xz+2x20

e X’=5x=—5VvXx=

1 / 1
77©X—— VvV X= <:>x——fvx—f
4 2

e (x-1) =X =1-2x & x* ~2x+1-x* =1-2x = 0=0

23
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. - Valor légico em
roposicdes
PR U=N |u=2z |u=0 | u=-R
IxeU: 2x+1<0 F \Y \Y \
VxeU, (x+1) 21 v F F F
IxeU: x* =5 F F F %
, 1
IxeU: x" == F F \ \
4
VxeU, (x—l)z—xzzl—Zx Y Vv Vv Vv

Proposta 25
25.1. Sendo x um numero natural (x > 1) , podemos concluir que
x+122 e (x+1)' >4.

Portanto, a proposi¢do VxeU, (x+1)2 >4 éverdadeira se
U=IN.

No entanto, a proposi¢do VxeU, (x+1)2 >4 éfalsase U=Z.

Por exemplo, para x=0 tem-se (0+1)2 >4, que é uma

proposigdo falsa.

25.2. 2’ =x < 2x* —x=0&<x(2x-1)=0<
c>x:0v2x—1:0c>x:0vx:%

A proposicdo IxeU: 2x* =x éfalsase U=IN e verdadeira se
U=Q porque as solugdes da equagdo 2x* =x (0 e %J ndo sdo
numeros naturais, mas sdo nimeros racionais.

253. 2x° =10 x> =5 x=—/5 v x=+/5

A proposicdo IxeU: 2x*> =10 éfalsase U=Q e verdadeira se
U=IR porque as solugdes da equagio 2x* =10 (—\/g ex/g) ndo
sdo numeros racionais, mas sdo nimeros reais.

25.4. 4-x* =—(x-2)(x+2) = 4-x* =—(x2 —4)<3

S4-X=—X"+4<0=0

A proposigdo VxeU, 4—x* =—(x-2)(x+2) éverdadeira se
U=IR porque a condigdo 4 —x* =—(x—2)(x+2) éuniversal em
R.

Proposta 26

26.1. Em IR, seja A o conjunto-solucdo da condic3o

a(x): x> +3<0 e B o conjunto-solugéo da condigdo
b(x): (72x)2 =4x*.

A condigdo a(x) éimpossivel em IR e a condigdo b(x) é

universalem R.
logo, A={ } eB=IR.
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26.2.

a) Como a condigdo x*> +3<0 éimpossivel em IR entdo conclui-
seque:x’+3<0 v 3x>1&3x>1.

b) Como a condi¢io x* +3<0 éimpossivel em IR entdo conclui-
seque: x’+3<0 A 3-x>0<x>+3 <0.

c) Como a condigdo b(x): (—Zx)2 =4x> éuniversalem IR entdo
conclui-se que: (—Zx)2 =4x’ v 3x’ =12 & (—Zx)2 =4x".
d) Como a condigdo b(x): (—Zx)2 =4x’ éuniversalem IR

entdo conclui-se que: (—2)()2 =4x> A x<0 & x<0.

Proposta 27

27.1.

a) Se em U a proposigdo Vx, p(x) é verdadeira, entéo a
proposicdo 3x: p(x) também é verdadeira.

Assim sendo, o valor légico da proposi¢do 3x: p(x) é

verdadeiro.
b) Se em U a proposicdo 3x: g(x) é falsa, entdo a proposigdo

Vx, g(x) também é falsa.

Assim sendo, o valor légico da proposi¢do Vx, q(x) é falso.

27.2. A condigdo p(x) é universal em U porque a proposi¢do
Vx, p(x) éverdadeira e a condigdo g(x) € impossivel em U
porque a proposi¢do 3x: g(x) é falsa.

a) Sendo p(x) uma condigéo universalem Ue r(x)uma
condiggo definida em U, entdo a condigdo p(x)vr(x) é

universal em U.
b) Sendo g(x) uma condigdo impossivel em U e r(x)uma

condicdo definida em U, entdo a condigdo q(x)Ar(x) é

impossivel em U.
c) Se p(x) uma condi¢do universal em U entdo ~p(x) é uma

condigdo impossivel em U.
Sendo ~ p(x) uma condig&o impossivel em Ue r(x)uma

condiggo definida em U, entdo a condigdo ~ p(x)Ar(x) é
impossivel em U.
d) Se g(x) uma condigdo impossivel em U entdo ~g(x) é uma

condigdo universal em U.
Sendo ~g(x) uma condig&o universalem Ue r(x)uma

condiggo definida em U, entdo a condigdo ~q(x)vr(x) é

universal em U.

Proposta 28

28.1.
a) Todos os alunos da turma do Ricardo tém 15 anos.
b) ~(VX,q(x))©EIx: ~q(x)

28.2.

a) Existe pelo menos um aluno da turma do Ricardo que tem 15
anos.

b) ~(Elx: q(x)) < Vx,~q(x)



28.3.

a) Existe pelo menos um aluno da turma do Ricardo que é filho
Unico e tem olhos azuis.

b) Em linguagem simbodlica: ~(Vx, r(x))<:>EIx: ~r(x)

Em linguagem corrente: Existe pelo menos um aluno da turma do
Ricardo que ndo é filho Unico.

Proposta 29
29.1. Pelo menos um sabado ndo vou a piscina.
29.2. Em nenhum dia da semana ha mdusica na biblioteca.

29.3. Existe pelo menos um nimero natural que n3o tem
simétrico.
29.4. Existe pelo menos um paralelogramo que ndo é retdngulo.

29.5. Todos os nimeros inteiros tém inverso.

29.6. Ix: XS% 29.7. vx, 2x¢§

29.8. vx, x*+1=(x+1) 29.9. Vx, xx>=1
X

Proposta 30

30.1. A proposi¢do Vx, x eA:% é um numero par é falsa. Por

2
exemplo, 2€ A (verdadeira) e Eé um numero par (falsa).

A negacdo da proposicdo dada é a seguinte proposi¢do:

X, . .
Ix: XEAAE é um numero impar.

30.2. A proposi¢do Jx: x € BAx é nimero primo é verdadeira.
Por exemplo, 3€B e 3 é numero primo.
A negagdo da proposi¢do dada é a seguinte proposi¢do:

Vx, x¢Bv x ndo é nimero primo.

30.3. A proposi¢do Ix: xeBAx <3 é verdadeira. Por exemplo,
leBe 1<3.
A negacdo da proposigdo dada é a seguinte proposi¢do:

Vx, xgBv x>3.

30.4. A proposigdo Vx, xe A= x ¢ B é verdadeira porque
nenhum dos elementos do conjunto A pertence ao conjunto B.
A negacdo da proposicdo dada é a seguinte proposigdo:

dx: xeAAxeB.
30.5. A proposi¢do Jx: x € AA x € B é falsa porque os conjuntos
A e B ndo tém elementos comuns, isto é, ANB={ }.

A negacdo da proposigdo dada é a seguinte proposi¢do:
Vx, xgAv xgB.

Introducado a légica bivalente e a teoria dos conjuntos

X
30.6. A proposicdo Vx, xe A= 5 ¢ B ¢é falsa pois, por exemplo,

2
2 e A (verdadeira) e 5 ¢ B (falsa).
A negacdo da proposigdo dada é a seguinte proposigdo:

dx: xeA/\geB.

Proposta 31

31.1. A condigdo a(x) ndo é universal em IN porque a

proposi¢do dx: ~a(x) é verdadeira.

1+1
Se x=1 entao ?21.

31.2. A condigdo b(x) é impossivel em U={3,5,6} porque
substituindo, em b(x), a varidvel x por cada um dos valores do
conjunto U obtemos proposicGes falsas.

3x3-2<4 (falsa); 3x5—2<4 (falsa); 3x6—-2<4 (falsa).
31.3. Sabe-se que 3x-2<4<3x<6<x<2.

Assim sendo, a condi¢do b(x): 3x—-2<4 é possivel em IR pois,

por exemplo, x =1 verifica a condic3o e é impossivel em IR pois,
por exemplo, x =3 ndo verifica a condigdo.
Entdo, a condigdo b(x)é possivel ndo universalem R.

31.4.

a)%ﬂ<x<:>x+1<2xc>1<xc>x>1

Entdo, A:{XEIR: a(x)} =]1, +of .

b) 3x-2<43x<6<x<2

Entdo, B={erR: b(x)} =], 2].

c) C:{XEIR: a(x)/\b(x)} =ANB=]1, +o[N]-», 2]=]1, 2].

Proposta 32

32.1.
—14,/1" —4x2x(-2)
a) 2X’ +x=22X +x-2=0& x= <
2x2
-1++/17 -1-+/17 -1++/17
X= S x= VX=
4 4 4

A:{XGIR: 2x2+x:2} —{_1;17_1:{17}

b) =1l x=1vx=-1; B:{X€|R: ,8:1} ={-1,1}

ﬂ M}u{l,l}—

c) AuB= ,
4 4

_{—1—\/ﬁ 1 —1+\/ﬁ}

4 4

—1—4\/ﬁ’—1+\/ﬁ}m{_1’1}:{ |

d)AmB:{ 2
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32.2.

a) x—1>0<x>1

C={xeR: x-120} =[1, +oof

b) c\B={xeC:xeB}=]1, +of

c) E=]—oo, 1[

d) R""C =]0, +o[n]-», 1[=]0, 1

Proposta 33
33.1. 1—§>0©2—x>0<:>—x>—2®x<2

A:{X€|RS a(x)} =]-o,2]
1 2
33.2. 2[x7§j20<:>2x7§20<:>6x7220©

2 1
c>6x22c>ng®x2§

B:pem;b@n:{§,+w[

33.3. C:{xelR: a(x)/\b(x)} =ANB=

eate[5{ 3]

33.4.D ={x eR: a(x)a~ b(x)}

:Améz]—w,Z[ﬂJ—”'%[:}‘w’%[

33.5. ~¢(x):1-x<0; 1-x<0&—x<-lox>1
E={xeR: b(x)v~c(x)) :[%,+oo[u]1, +oo[:B, +oo[
33.6. F={xeR:~a(x)v~c(x)}

=[2, +oo[U]1, +o0[=]1, +oo]
Proposta 34
34.1. [x|<2ex<2ax2-2; A={xeR: |x|<2} =[-2,2]

2x—6<0©2x<6<:>x<§<:>x<3;

B={xeR: 2x-6<0} =]-=,3]
Como Ac B, aproposi¢dao Vx, xe A= xeB é verdadeira.
O valor légico da proposi¢do Vx, xe A= x B é verdadeiro.

34.2. A proposi¢do Vx, xeB= xec A éfalsa.

Contraexemplo: 2,5 (pois 2,5 pertence a B e 2,5 ndo pertence a
A).

343. |x|<2ox<2ax2-2; A={xeR: |x<2} =[-2, 2]

2X+420A X220 2x24 A X2

-4
c>x27/\xS2c>x272Ax§2
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C={xeR: 2x+4>0Ax<2} =[-2, 2]
Como A=[-2,2] e C=[-2, 2], conclui-se que A=C.

34.4.
a) Por exemplo, p(x): x+5=0.

b) Por exemplo, p(x): x* =1.

Proposta 35

35.1. §<3©x<6 e x—-1<4<x<5.

X
Em IN, seja A o conjunto-solugdo da condicdo a(x): 5 <3 eB

o conjunto-solugdo da condigdo b(x): x—1<4.
Entdo, A={1,2,3,4,5} e B={1,2,3,4,5} .
Como A=B conclui-se que, em IN , as condi¢des a(x) e b(x)

sdo equivalentes.

35.2.
a) Aimplicagdo contrarreciproca de b(x)=a(x) é
~a(x)=>~b(x).

b) Pretende-se provar que, em IR, a proposigdo

[~ a(x)]3[~ b(x):l é universal.

~a(x): 223 e ~b(x): x-1>4

Em IR, seja C o conjunto-solugdo da condigdo ~a(x) e Do
conjunto-solugdo da condigdo ~b(x).

Entdo, C=[6, +»[ e D=]5, +o[ .

Como Cc D conclui-se que, em IR, a proposicdo

[~ a(x)]: [~ b(x)] é universal.

Proposta 36

36.1.
a) b(x): x>2; EmIR, B:[Z, +oo[. Entdo, E:]—oo, 2[,
b) B\A={xeB:xgA}=]3, +|

36.2.

a)Ora, A\B={xeA:x¢B}=]-1, 2[.

Entdo, por exemplo, a condigdo c(x): —1<x <2 corresponde o
conjunto A\B.

b) Ora, ZmB:(]—oo, -1]u]s, +oo[)m[2, +oo[ =13, +oo[ .
Entdo, por exemplo, a condigdo d(x): x >3 corresponde o

conjunto ANB.
c) Ora,
AUB=ANB=(]-0, ~1]u]3, +oo[)n]-o0, 2[ =], -1] .

Entdo, por exemplo, a condigdo e(x): x <-1 corresponde o

conjunto AUB.



36.3.

a) A proposicdo VxelR, x>2=> x>0 traduz a seguinte inclusdo
entre dois conjuntos:

[2, +o[<=]0, +oof .

b) A implicagdo contrarreciprocade x>2=>x>0 é
X<0=>x<2.

Proposta 37

Utilizando as segundas Leis de De Morgan, tem-se:

~(vx, p(x)=~q(x)) = Ix:~(~q(x))=~p(x) = .

< 3x:g(x)=~p(x)

Donde se conclui que:

Ix:q(x)=~p(x) = Ix:q(x)Ap(x) = Ix:p(x)rg(x).
Proposta 38

38.1.Se p(x) € universal em U, entdo ~p(x) € impossivel em
u.

Sendo g(x)uma condigdo qualquer definidaem Ue ~p(x) uma
condig&o é impossivel em U, entdo a condigdo g(x)A ~p(x) é
impossivel em U.

Logo, {er: q(x)/\~p(x)}:{ 1.

38.2. Se r(x) éimpossivel em U, entdo ~r(x) é universal em
u.

Sendo r(x) uma condigdo impossivel em Ue g(x)uma
condigdo qualquer definida em U, entdo a condigdo r(x)v g(x)
é equivalente a g(x).

Como ~r(x) éuniversalem Ue g(x) é uma condigdo qualquer
definida em U, entdo gq(x)A~r(x)< q(x).

A condigdo g(x) corresponde o conjunto Q.
Logo, {er: [r(x)vq(x)]/\~r(x)}:a .

Proposta 39

A={x: p(x)} e B={x: q(x)}.
Vamos provar por contrarreciproco que a proposigao
vxeR, ~q(x) =~ p(x) éverdadeira.

A contrarreciproca de VxeR, ~q(x) =~p(x) é
IxeR:p(x)=q(x).

Como Ac B, aproposicdo 3xelR: p(x)= g(x) é verdadeira.
Entdo, a proposi¢do VxelR, ~g(x) =~ p(x) também é

verdadeira.

1. A negagdo da afirmagdo “Todos os participantes na reuniéo
foram pontuais” é a afirmacgdo “Pelo menos um participante na
reunido ndo foi pontual”.

A opgao correta é a (C).

2. Acondigdo x* <x é universal no conjunto ]0,1][.

A opgdo correta € a (D).

Introducado a légica bivalente e a teoria dos conjuntos

3. [x|<3e x<3Ax>-3&-3<x<3

A:{xelR: x>0/\p(x)} =]0, +[n]-3,3[=]o0, 3
A opgdo correta € a (A).

4. ~(Vxe|R,2Sx<4)<:>Elxe|R:~(2Sx<4)<:>

©IxeR:i~(x22Ax<4) < IxeRix<2vx=4

A opgédo correta é a (B).
5. A proposicio Vx<lR, x> >4 = x>2 éfalsa.
Um contraexemplo é —3 pois a proposi¢do (—3)2 >4 é

verdadeira e a proposi¢do (—3)2 >2 éfalsa.

A opgdo correta é a (D).

6. Calculos auxiliares:

el =2 x=-2vx=2

-x3=2x<3x3—2x=0c>x(x2—2)=0<3

Sx=0vx-2=0cx=0vx=—v2vx=42

1+4J(-1) —4x1x(-2)
2x1

e X 2=xox—-x-2=0=x=

1+9 1-3 1+3
5 @x:Tvx:?ax:flvx:Z

¢ X’ +2x=0x(x+2)=0=x=0Vv x+2=0=x=0vx=-2
Como A:{xelR: a(x)}z{ﬂ/i,o,«/i} e a(x)< b(x), entdoa

condigdo b(x) pode ser definida por X =2x.

A opgdo correta € a (B).

1.1. A proposigdo “Todos os nimeros naturais séo positivos” é
representada por VnelN, n>0.

1.2. A proposi¢do “Hd numeros inteiros que ndo séo naturais” é
representada por IxeZ: x¢IN.
2.1. A negagdo da proposigdo VxelR, x=3=x<mn éa

proposigdo IxelR: x=3Ax>m.

2.2. A negacdo da proposicdo IxclR: xgINAx*elN éa

proposicio VxelR, xelNv x> ¢IN.

3.1. p(n): n édivisor de 20; g(n): n édivisor de 5;

P:{nelN: p(n)} e Q:{nelN: p(n)}.
Ora, P={1,2,4,5,10,20} e Q={1,5} .

Qc P porque qualquer um dos elementos do conjunto Q
pertence ao conjunto P.

Pz Q porque ha elementos de P que ndo pertencem a Q. Por
exemplo, 2eP e 2¢Q.

3.2. 0 facto de p(n) ser condigdo necessaria para g(n) é

traduzido através da seguinte implicagdo: g(n)=> p(n).
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4.1.Sendo a(x): 3<x<7,entdo {erN: a(x)} ={4,5,6,7} .

42.Em R, C=]-»,1[ e B=[5,+o[.Entdo, B=]-,5[.

Como C B, conclui-se que a proposicio Vx elR, c(x)=~b(x)

é verdadeira.

4.3. {xeR: ~a(x)Ab(x)}

=ArB=(]-0,3]0]7, +e)[5, +[=]7, ]

4.4. A\B={xeA:xgB}={xe]3,7]:xg[5+[}=]3, 5].

Uma condi¢do p(x) tal que o conjunto-solugdo é A\ B é, por

exemplo, p(x): 3<x<5.

28

5. U={-1,0,2,3,4}, a(x): geU e b(x): 2-3x<6.

5.1.

a) Substituindo x por 4 em a(x), obtém-se a proposigdo geU
que é verdadeira.

Substituindo x por —1 em a(x), obtém-se a proposigdo %1 eU

que é falsa.
Entdo, conclui-se que a condigdo a(x) é possivel ndo universal

em U.

b) ~b(x): 2-3x26
2—3x26<3—3x24<33x$—4©x£—§

Entdo, conclui-se que a condigdo ~ b(x) é impossivel em U.
5.2. A proposigdo Vx, a(x)<« b(x) é falsa.

. . .2 .
Um contraexemplo é 2 pois a proposi¢do 5 eU éfalsaea

proposigcdo 2—3x2<6 é verdadeira.



Unidade 2

1.1.Como 3<5 e a>0,entdo 3a<5a.
1.2.Como 2<3 e b<0,entdo 2b>3b.

1.3.Como a>0 e b<0,entdo ab<O0.

1.4. Como 2 <m e b<0, entdo x/ib>rtb.

1.5. Como 2>«/§ e ab<0, entdo 20b<\/§0b.

2.1.Como a<b e a<c,entdo axa<bxc,ouseja, a’ <bc.
1 . N 1 1

2.2.Como b<d e =>0(pois d>0), entdo bx—<dx—,ou
d d d

seja, é<1.

d
2.3.Sendo a<c,entdo a+d<c+d.

1
Como a+d<c+d e E>0 (pois b>0), entdio

a+d c+d

b

(a+d)%<(c+d)%,ou seja,
2.4.Se 0<a<c,entdo a’ <c’.
Como 0<a* <c?, entdo (a2 )2 <(c2 )2 ,ouseja, a* <c*.

2.5.5e 0<b<d,entdo b’ <d?.

3.1. \/EX\/E:\/GXSZ\/E

3.2 Q/ZXQ/EXQ/—_3=,/—2><5><(—3) =330

3.3. $/0,1x%/~0,02 =5/0,1x(~0,02) =§/~0,002
3.4. i‘/gxi'/ix‘\‘/4_=x4/5x2x4 =‘x‘/4_0
4.1. \/52\/22><22><2=\/2—2><\/2—2><x/§:2><2><\/§:4\/§

8.2. =58 =3[(3) x2 =3(-3) x32=-332

4.3. Y243=43"x3=43' x{3=343

4.4. 3864 =32 x2*x3° =32 x 2 <3 =2x2* x3=6V4
4.5, 3/2?:{/(2*1 ) <2 :g/(z*1 ) <2t =23t

5.1. 3V2=v3" xV2 =3 x2 =18

5.2, Y2° x5° =322 x2x5* =32* xY2x35* =2xY2x5=1032
5.3. Y71 =3/(-1) x1=3/(-1) x¥1=-131

5.4. 354 =3/(-3)' x2=3(-3) x2=-332

5.5. 8=0,8x10=0,8x+/10° =0,8+/100

6. A yuepy= ABx BC = 4243 x4/9 = 42439 = 42187 =
—437 %3 =43 <43 =3427

7.0 ¥2x¥2=32x(2) =i~y

7.2. Y2532 =(32)

2

ra. () (6] (] ()

7.4. (3/3_2)2 _6 (32 )2 _ 6[32x2 =g/3_4

8.1. A =6><(<‘/E)2=6><“122 =64/144 =6%/2* x3? =
—632" x4/3* =6x24/9 =124/9

8.2. v=({12) =12’ =41728 =42* 2" ¥ =
=" x42* x3* =24/108

Tarefa 1

1.1. J6x/7 =J6x7 =42

1.2. 2x3/a=32xa =38

1.3. 5x¥2x¥3=%5x2x3 =330

1.4. {11x4ax42 =411x4x2 =4/88

1.5. ; 1 x3/-3=3 _lx(__:;) =i/§
4 4 4
1.6. i/gxiﬁ:s/Eszs/ﬂ
5 2 5 2 10

2.1. 21 =/7x3=/7x/3
2.2, 20 =3-4x5=3-4x3[5

2.3. {/0,3=2 3><i=14/3><l><1 =4/§x‘{/zx</z=‘{/ix{‘/§x‘{/i
10 2 5 2 5 2 5

2.4. 3=3/-1x(-3)=¥1x¥3
3.1. (ﬁ)3 —2xN2x\2 =N2x2x2 =+[2*

3.2. (3/3)2 —35x35=35x5=3/5
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3.3. \/7—3=\/7><7x7=\/7><\/7x\/7=(\/7)3

4. Sendo a>0, entdo

(40" () o) = =0

9.1. (\/5)3—5\/§=\/2_3—5 P =42 ——aP 2 =

:74\/2—2><\/—:74><2><x/—:78\/§

Entdo, conclui-se que a=-8.
9.2. (@)2 =324 x324 =3/2* x3x32* x3 =
:%/ZTX%X%/ZTX%/E:ZX%XZX%:4\3/3X3:4%/5

Entdo, conclui-se que a=9.

=y <) =Ky AT ==

Entdo, conclui-se que a=-7.
9.4. (Q/E)Axi/g=§/2—4xi/§=\3/24x =
=3/ 23x2x3=3/2—3x\3/2><3=2><§/g

Entdo, conclui-se que a=6.

10, a~(a4) (48 () =2 <) (48] -

:8><27(€/E)3 x(%/i)3 —16-2x2=12

:(\/5—2\/5)2 +4\/g—$l(—1)5 =
:(ﬁ)z —2><\/§><2\/5+(2\/E)2 +4J6 -1 =

=3-4x/6 +4x2+4/6 —(-1)=3+8+1=12
Entdo, A=B.

11. Sabe-se que a medida do lado do quadrado € igual a aresta

de um cubo cujo volume é 200, entdo conclui-se que EB=\3/200 .

Logo, tem-se:

A usco=(AB)’ =(i/200)2 =3/200% =3/2* x2* x5* x5 =
:%/ZTXQ/ZTXQ/STXQ/E:ZXZXSXQE:ZO%/E

121, A0 =ABXBC= (10 +1)x(V5 -2 )=

V1055 IO 2 15 ~1x42 =50 20 + 5 V2 =
T2 AT x5 5T =5 X2 AT B +fE T =

=5x32-2xy/5+/5-2 =425

30

12.2. Recorrendo ao Teorema de Pitagoras, tem-se:

(ac)

(1153 +(45-

«/5)2®

& (AC) =10+2V10+1+45-25x2 +2 5
o (AE) =18+2410- 210 o (A€) =18
Portanto, AC =+/18 =~/3? x2 :\/3—2><\/5:3\/§.

13.1.

o
T \/—

Y3 =3

132—\/7J—3

13.3.

13.4.

14.1. Designemos por / o lado do quadrado. Entéo, /=JE.

Recorrendo ao Teorema de Pitagoras, tem-se:

(2r)

=(\/;)2 +(\/E)2 SAr'=a+as4r’=2asr’ =—
Como r >0, conclui-se que r:\/g.
21 \/—
c:rcunferencm _ ZT[r \/— 2T[\/5

14.2.

15.1.

P

quadrado

4J_ ada  avaxvz

_n

22

/0,007 _ /0,007 _
4/0,7 0,7

0,01=0,1

15.2. 40,257 = A/GT =4 =416 =42 =2
\/ifx/ﬁ:\/f x6 -5 x6 _\/Z—zx\/gfx/STx\/g _

15.3.

15.4.

15.5.

NE

V3 B V3

256 36 6 .5

3

NN F

-4
@ <(4B) =35 BT =53 =3

RGN

r o
=37 <32 =23




16.1. 2J3=v2 x3=\12

16.2. 232 =3(-2) x2=¥16

16.3. 52 =5 x2 =50

16.4. V7 =47

16.5. J¥-2=¥-2

16.6. 25 =2* x5 =420

16.7. 2272 =2\\2 x2 =27 =422 =427 =138
16.8. \233 =\ x3 =421

16.9. i/(Js_l )’ :WW N

17. Designemos por / o lado do tridngulo equilatero. Entdo,

6:/2
= 2 =232.
3
Recorrendo ao Teorema de Pitagoras, tem-se:

(28 ~({B) ' o 0 S+ -

=3a=n
Como h>0, conclui-se que

h=+3Ya =\J¥/3* x4 =274 = §/108 .

3 3xy7 37

8.1. ﬁzmz -
1042 (19V2)3 546

1

18.2. = =
3 V3x43 3

183 5 _ 55 55 5

25 25x5 2x5 2

_ _ 3/42 o 3/92 _ 3

184, 222 22 ZXJZ:_%
P2 232 22 2
3 3x35  3x¥5 33

18.5. —= = =
TR T

18.6 \/5+3\/€7(*5+3*/5)X\572+3\/572+3\/22x37

22 222 2x2 4

C2+43x243 14343
4 2

Radicais. Poténcias de expoente racional

19.1.
3 3X(2+\/§)

_ _6+3V2 _6+3V2_6+3\2
2-\2 (z—ﬁ)x(uﬁ) 22_(\5)2 4-2 2

e x(Vis+6) a5+ s

7% Ji56 (V15 —o)x(15+6) (vis) —(6]
_VFx5VFx2_3V5+3V2 V5442

15-6 9 3

R s Y e

1

19:3. 2«/§+1:(z 3+1)x(2ﬁ—1)_(2ﬁ)2_1z N
_2J/15-\5 _2J15-5
T o4x3-1 11

194 2+J§_(2“/5)*(‘/5—3):2@—&373\/5:

4. \/§+3_(\/§+3)x(\/§—3) (\/5)2_32
_3-3_-3-3_3+\3

3-9 -6 6

20. Substituindo na equag&o x por

, tem-se:

1445 1 14+45-2 2
-1 & =

= o
2 1445 2 1445

2
@\/5—1: 2x(1-5) V5-1_ 2-2V5 -

2 (1+\/§)x(1—\/§)© 2 12_(\/5)2
<:>\/§_1:2_2*/§@ﬁ‘lzz‘z*/g@\/g—l:_z(ﬁ_l)

2 1-5 2 -4 2 -4
©$= \/5271 (P.v.)

Como a proposi¢do obtida é verdadeira, conclui-se que o nimero
de ouro é solugdo da equagdo dada.

21. Ora, BC=AB=208B.
Recorrendo ao Teorema de Pitagoras, tem-se:

(0c) (o8] +(208)" = (0c ~(08) +4(08) =
& (o) =s(o8)

Portanto, OC=[5(08) =5 x,(08) =505
Entdo, CD=DO+0C =0B++/508 =(1+x/§)@ e

o (H\/E)&:“\E

AB 208 2

(ndmero de ouro) .
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22.1. A+B=1—z\/5+2+\/ﬁ=3—2\/§+\/ﬁ=
=3-2V2+3V2=3+\2

22.2. A-B=1-242-(2+V18)=1-22-2-3"x2=
—1-22-32=-1-5\2

22.3. AxB=(1-2v2)x(2+/18)=2+18 442 - 2436 =
=243 x2-4\2 —2x6==2+32-4\2-12=-10-2
22.4.
A_1—2«/5_(1—2\/5)X(2—\/E)_2—\/E—4\/§+2x/£=

B_2+JE_(2+JE)X(2—JE)_ 22_(5)2
_2-V3x2-4V2+2x6_14-3\2-4\2 _ 14 72 _

4-18 B -14 14 -14

2

=142
2

23. Ora,(Z—ﬁ)z:4—2x2xJ§+(J§)2:4—4J§+3:7—4J§
Como 2-+/3>0, entiio \/7—4\/—:1/(2—\/5)Z =2-43.
24. Ora, \/4+2\/§X\/4—2\/§=\/(4+2\/§)X(4—2\/§)=

SNCE —(2\/5)2 =\16-4x3=+/4=2

Entdo, tem-se que:

2>< 4 zf)
,/4+2[ \/4+23 (4+23)x(4- zﬁ)z

_ 42-3) :ﬁxm:m
\/(4+2\/§)x(472\/§) 2

Proposta 1

1.1. (-3)’ >(~4)*, pois —27>—64 .

32

4 4
1 1 1 1
15. | —=| > ——| , pois —>—.
3 4 81 256
1.6. n® >3°%, pois m>3.

Proposta 2

2.1.Como bh<0 e ¢>0,entdo b*><0 e c*>0.Logo, b’ <c’.

2.2.Como a<bh<0,entdo —a>—-b>0. Logo, (47)4 >(7b)4 .
2.3.Como 0<c<d,entdo 0>—c>—d . Logo, (7c)5 >(7d)5 )

2.4.Como 0<c<d, nelN e npar, entdo ¢" <d".

2.5.Como b<0 e ¢c>0,entdo b<c.

Como a<0 e b<c,entdo ab>ac.

Como ab>0, ac<0 nelN e nimpar, entdo (ab)"' >0 e
(ac)"<o0.

Entdo, conclui-se que (ab)’ >(ac)", neN e nimpar.
Proposta 3

3.1. V754412 =57 x3 4427 x3 =53 +23 =73

3.2. /5000 —23/20 =310° x5 —23/2° x5 =103/5 —2x23/5 =635
3.3. V2x3+24 =6 +4/2° x6 =6 + 246 =36

3.4. Y162 -42x416 = 43" x2 -2 x4 =342 -42x2=42

3.5. V6x1/3++200 ~/50 = /18 +10° x2 —/5? x2 =
=/37x2 +10v2 - 542 =32+ 10V2 - 52 =842

3.6.

(\/5+\/§)z —(57\/5):(\/5)2 +2X\/E><\/§+(\/§)z 75+\/m
=2+2x/6+3-5+36 =56

3.7. Y250 + 316 = §/(-5)' x2 +¥2* x2 =532 +232 =332
3.8. (\/§—Z)Z+\/E—7=(\/§)Z—2><x/§><2+22+ ¥x3-7=
=3-43+443/3-7=-3

Proposta 4

4.1. Se a area do quadrado é 28, entdo

AB=28 =~[22x7 =27 .

Logo, o perimetro do quadrado é dado por 4><2\/7=8\/7 .

4.2. Se a medida do lado do quadrado é \/g—\/g ,entdo adrea é
dada por:

(\/E—\E)2 :(JE)Z —2xJ€xJ§+(J§)2 =6-2418 +3=
=9-2y32x2=9-2x32=9-6\2



NEMA10PR-3

4.3. Se a medida da diagonal do quadrado é /136 , recorrendo
ao Teorema de Pitagoras sabe-se que:

() (5 (30 o (2]« ) () =
=2(AB) =136 = (4B) =68

Portanto, AB=+/68 =22 x17 =2+/17 .

Logo, o perimetro do quadrado é dado por 4x2\17 =817 .

Proposta 5

5.1. Recorrendo ao Teorema de Pitagoras, tem-se:

d*=r+P <d*=2"

Como d >0, conclui-se que d=\/§=\/§><\/17=\/51 .
d 21

Entdo, 7* \/E

5.2. Sabe-se que CD=AB=r. Designemos por O o ponto médio
do segmento de reta [AB].
Recorrendo ao Teorema de Pitdgoras sabe-se que:

o 3] (5 ) 5 < -

—2 r’ — 27?:!’2

& (Po) =r —XQ(PO) =
o 2
Portanto, PO = \/EX\/_ \/§r
4 s 2
Como &z@zZ%:Zxﬁr 3r, entdo ﬁ @:\/5
2 cb r

Proposta 6
61 -7

i3
az.JEXJE::15§:J@§:VEB

NERRERNC I i

6.3. 25 =12 x5=120
&4.—#?:JE3?;;:%C7
6.5. V3 =03

6.6. (¥5) =35 =325

67 V22 = V22 =47 =4
6.8. 3\V2 =342 ={3*x2 = {162

%—W—SE_S
&9'373$3J::J5

Radicais. Poténcias de expoente racional

Proposta 7

E:@: /7—2:«/5:3cm

P=2AB+2BC=2x3+2x+/8 =6+22* x2 (6+2J_)

Proposta 8

8.1. At =2(\/€X\/E+ 6><(x/§+1)+\/£><(\/§+1)):

=2(V12++/18 46 + /6 ++2) =2(V2 k3 + V3T x2 4246 4412
=2(2V3+3v2+ 26 +v2)=2(av2+ 23+ 26 ) =
=8J2+43+46

8.2. V=6 x2x(\3+1)=v12x(\3+1) =36 +12 =

=6+22x3=6+23
8.3.
(BE) =(V6) +(v2) +(v3+1)
o (BE) =12+243
Portanto, BE =\12+2v/3 .

Proposta 9

8V72-3V288 872 3288
% NI =8/9-3/36 =

—8x3-3x6=24-18=6

9.2. B=3/80-10 =3/2° x10-3/10 =3/2* x310- Y10 =
=2310-310=310

9.3. J/AB =/6x3/10 =/3/6* x10 =4/6° x10 = ¥/2160

Proposta 10

2 2x5 25 25

@(E)2=6+2+3+2\/§+1@

9.1. A=

101, —— =2 SN V>
3v5 3J5x4/5 3x5 15
10 L_ 137 7 Y

ﬁ_f/;x%h_z_sf 7

73 X ﬁ _
=2y

-3 73><1[ z

10.3. =
o o - )W(—z)z

—3><3M_35/4_

2 2

33



Unidade 2

10.4. d’=d’+d’ = d* =2d°
N \/EX(1+2\/§) V2+2d6  2+246 Como d >0, conclui-se que d =+/2a* :«/Ex«/aT:«/Ea.
1—2\/5_(1—2\/5)X(1+2\/§)_12_(2\/5)2 S 1-4x3 b) d=v2a=v2x3v

Proposta 13

V2426 _—2-2V6

BT 11 V:ianQEV:nP@ﬂ:rS@a/ﬂ:r
3 4 4n 4mn
3 3-242
10.5. 3 = X(\/_ \/—) — 3\/5_6\/5 = a:Zr:Zxas—V:afxs—V:s{m—V:S/G—v
\/§+2\/§ (\@+2\5)X(\g_2\5) (ﬁ)z_(zﬁ)z 41 am 4m s
33-6V2 33-612 -3V3+6\2 Proposta 14
3-4x2 -5 5 A
14.1. A=nr’ & —=r*
n
o N2 Pxs2B) ek
V5-243 (x/g—Z\/g)x(\/g+2\/§) (\/E)z_(z\/g)z Como r >0, conclui-se que r:\/g.
Tt
_\/EJrZ\/g_\/EJrZ\/g_*\/EfZ\/g 14.2.
5-4x3 -7 7
4, 4 a) a Ay \/Z 4 A A
V=—nr’=—nx|,— | =—nXx| [— | X,[—=—TxX—X—==
10.7. 3 3 s 3 s n 3 m i
5 SX(Z\E—3\/§) _10V5-15v2 _4AVA  aAVAx 4AVAR
2V5+3V2 (245+32)x(25-32) (zﬁ)ﬁ(gﬁ)z 3fn 3fnxdn | 3¢
Proposta 15
_10V5-15V2 _10V5-152
4x5-9x2 2 15.1. (2+\/§)2—4(2+\/§):4+2><2><\/§+3—8—4\/_:
10.8 L2 _ (12)<(7+48) _N7+V3 146 =-1+43-43=-1
8 == - = . =
V7 f (ﬁ ﬁ)x(ﬁ+ﬁ) (ﬁ) _(\/5) Assim sendo, X1=2+\/§ é solugdo da equagdo dada porque
4x, =-1.
GG Xt
- 4 (2—@) —4(2—J§):4—2x2xﬁ+3—8+4f:
Proposta 11 —1-43+43=-1
111 Entdo x, =2—\/§ também é solucdo da equacgdo dada porque
1. X
Xx," —4x,=-1.
4 4x(2v5+2) 8548 8548
2J/5-2 (2J§—2)x(2£+2) (2@)2_22 4x5-4 15'2'4 )
(42) +(2-3v2)x(42) =2+(2-3V2)x"2 =2+2V2 -3x2=
_85+8 541 =2/2-4=2(\2-2)

16 2
Entdo x, :(‘/5 é raiz da equagdo dada porque

11.2. P:2x(2x/§—2)+2><\/52+1:4\/5—4+\/§+1:5x/§—3 x +(2-342 )57 =2(V2-2).
(-42) +(2-3V2)x(-42) =2+(2-3v2)xv2 =2+ 22 -3x2
=2\/E—4=2(\/E—2)

Logo, x, =-32 éraiz da equacdo dada porque

X' +(2-3v2)x =2(V2-2).

Proposta 12
12.1. V=0’ <a=3v

12.2.

a) Recorrendo ao Teorema de Pitdgoras, tem-se:

34



Proposta 16

16.1. Jab = N&(ﬁn) =J6+2
Jab N6 2 =\ +2 x N6 2 = [[V6 +2 )x(v6 2 =

=,/(«/3)2—(x/5)2 -J6-2-2

16.2.
(\/E+b)2711 (\/E+3)2711 (\/5)2+2><\/5><3+32711
Jab 2x3 6 )

C246v249-11 6V2 6v2x\6 6V12
T V6 e s 2

Proposta 17

17.1. Designemos por O o centro do quadrado [ABCD].

Sejam E e F os pontos médios dos lados [AB] e [BC],
respetivamente, do quadrado [ABCD].
Recorrendo ao Teorema de Pitdgoras sabe-se que:

(EF) =(0E) +(0F) = (2r) =42 +4? > 4r =326517 =8
Portanto, r=\/§=\/22><2=\/27x\/§=2\/5cm.

17.2.

a) A reta EF é um eixo de simetria do quadrado [OEBF]. Entdo, a
area da regido contida no quadrado [OEBF] e colorida a amarelo
é igual a area da regido contida no quadrado [OEBF] e colorida a
vermelho.

Como as retas EO e FO sdo dois eixos de simetria do quadrado
[ABCD] representado na figura, conclui-se que a area da regido
colorida a amarelo na figura é igual a area da regido colorida a
vermelho na figura, ou seja, é igual a S.

b) Sabe-se que S =(§)2 —4xA, =(§)Z -A

. circulo *
—circulo
4

Entdo, $=(av2) —mx(2v2) =16x2-nixax2=(32-8n) cm?

Proposta 18

L2 2x(</§+2) _2x(<‘/5+2)_2x(<‘/§+2)_
o ‘\‘/5—2_(‘\‘5—2)x(<‘5+2)_ (;ﬁ)z_zz 24
_2x(§/§+2)x(\/§+4)_2x({'/§+2)><(«/§+4)_
(V-a)x(Vare)  (vaf-e
_2x(<ﬁ+1)x(ﬁ+1) (:‘E+1)x(ﬁ+1)

18

-14 -7

Radicais. Poténcias de expoente racional

. 1x((%)z+%xw+(ﬂ)
18.2. ey ~in . .
V532 (35 -4i2)( (45 #3532+ (2 |

_%/57+€/ﬁ+%/2—2_3/£+310+3/2_€/£+310+3/2
NI

Proposta 19

19.1.
a) Substituindo, por exemplo, x por 3 obtém-se:
\9-12+4 =3-2 (Proposicdo verdadeira)

b) Substituindo, por exemplo, x por 1 obtém-se:

V1-4+4=1-2 (Proposicdo falsa)
19.2. V¥ —ax+4=y/(x-2)

Assim sendo, a afirmagdo Vx*—4x+4 =x—-2 éverdadeira se
x—2>0,ouseja, se x>2.

Conclui-se, entdo, que x e [2,+oo[ .

Proposta 20
Recorrendo ao Teorema de Pitdgoras sabe-se que:

() ~(u) +{Be <= (v <[ 2] v >

—2 1 —2 5
<:>(MC) =Z+1©( C) =Z
Portanto, W:\/Ezﬁzﬁ_
4 Jg 2

1 \/§_1+\/g_q)

AP = AN+ MP = AM+MC =2+ 3>
2 2 2

25.1. 3% =5¢3%2 _3®
25.2. 33" =%z _ 437

25.3. /5 =253 —¢f5* —§/125
25.4. $2° =" =2

3 3 33 S
25.5. 7% =75 25.6. 11* =117 =117
2 2x2 4 4 4x3 12

25.7.5° =577 =5° =§/s* 25.8.37 =37° =37 _%3=
5
26.1. {3 =3

a4
26.2. 5x3/5* =35x5° =5 =50
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Unidade 2

1 2
26.3. {5 =5=5¢ g0 2XYa 2 x¥a 2 x¥a
- % - \/E - 2x5/21x5 -
3 1 2
26.4. Y232 =N x2 =82 =26 =22

i \/— \/2—2 xz2
27.1. 5° =35

3 7 AT 29.7. MX%:%XQ/ZT:\B/EXM\IZM:\S/EXSZ":
27.2. H _ /H
> > =&x2° =87 =%128
1 P R
Y iy [ 30.1. BC=3/48 =32 x6 =236 =2°Y6™? =2%/6> =2%/36 =248
27.3. | = | == | =.]-
(Zj (Zj 2 30.2. Recorrendo ao Teorema de Pitdgoras sabe-se que:
—\2 —\2 —\2 — 2 —\2 —\2
o 5_% 11 G (48) +(BC) =(AC) < (aB) +(24B) =(AC) <
5% Y5 45 \s @(ﬁ)z +4(E)2 =(E)2 @5(@)2 =(E)2
_% 1 1 N 1 Portanto, AC = S(AiB)2 — 5% AB=+/5x%/36 =25* x§/36 =
275.3 " === :—z\/:
SNEN A b =§/125x$/36 = $/125%36 = £/4500 .

1) 4
27.6. (gj s 1 osa 7
31.1. 26 x23 =263 =2¢

28.1. ¥5>%7 porque 3/—=3X(’/57=1\2/625 e

alw
'S

Il
w
Il
w
w
Il
N
N
~

i 2 12 34 1
31.2. 3 2x33=323=366=36
2 2 2
, 2 2 2
28.2. ¥/8 <%/7 porque 3/8 =*48* =2/a096 e 31.3. 25 X[%js :(2X§j5 :(%js
37 =*¥7° =%16807 .
1y s
28.3. §11>423/15 porque $11="¢11°> =%121 e 31.4. (5“] =5'
=33/2* x15 =%120 . \
Y o (1)
315, (37| =3 :H
;
29.1. 43x~2 =43x7¥2"2 =4f3x4a =43x4 =412 S\VE N 3V 1% (3 )
- - e (33 - -3
29.2. €/§x3/27=€/§x3*222*2 =£/§x§/27=65><24 :% 3 2 5 2 10
(3 u
29.3. 317 5*.5 2 SA(ZJ:S 2-52
3e2 _a _ 3xdfeaa | a3[413 2616 _ 12[e8 12[43 126
\/;xﬁx\/g_ N5 x Y277 x5 —\/57><\/27><\/57— s s 5 s s
=4f5° x2* x5° =%/57 x5? x2* =5%/200 318, (E)Z :(EJZ :(Ejz ’ :(E]Z
3 3 3 3
294 1 1 3 3
\/;X\/__Sx2/7lx2 \/—_\/— \/— 72 321, A=(2—1]§=[EJE;B=(1+EJZ=(§jz
Q/Z 3le 2 642 2 2 2 2
1 3 13 13
s AxB 3V (34 (337 (3\&
" XBb=|— X| — =| — =| —
29.5. 3¢ x/3 =43 3 =437 x 29377 =43 437 = 2) 2) T2 2
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1oy (1 1) (Vo
34.1. (zz 4 4}[22_4 4}[22) _(4

1

PP S NP S .
42 \/Z 2

2
34.2. 33x56 =33 x—= =

3.3, {4113 AT+ 3 =g[ViT B ) (Vi1 +45) -

(Vi) - (s3) ~eaima =g -9 2 -2

Proposta 21

21.1. %/Ex@x{’/?:”\/zz“ XZX\3/3IX3><3/§=€/2—2><§/3—3><§/_:

1
=%/2? x3* x5 =4/540 = 540¢

21.2.

1
V84322 V22 x24422x22x2 2V242x2x\2 6V2

6 6

J6rx2  [62x2 :

- = =12 =122
J6 6

T

V3

Radicais. Poténcias de expoente racional

1 1
ROk
3 3

St _ [t [256 [256)

33 27

21.6.

-

{[zlqlsﬁ—[(ﬁ_lyw@} (-avar1ea)=3

w\»—l

Proposta 22

22.1. 5" =4/5*

1

(0] 456

22.3. \/; Vi3 =235 =3

SCRCREN:

s [(] ~e8) " o) -

Proposta 23

23.1. ¥6>+/3 porque 6 =6 =436 e 3 =233 =427 .

Entdo, o maior dos nimeros é 3/6 .

=

23.2. 37 <5 porque Y7 =7 =%2401 e
Q/§=4x5/51x5 :z\o/ﬁ )

Entdo, o maior dos nimeros é ‘\‘/E .

1 2 1
23.3. 52 >33 porque 52 =+/5 =295 =125 e
3§ :%/3—2:3x2,32><2 :g/a.
1

Entdo, o maior dos nimeros é 52 .

RN RN NI

H \/; 2 ZX\/E 2\/5 \/E

1
S 2
23.4. >$ porque m? =

1
Entdo, o maior dos nimeros é 1?2 .
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Unidade 2

\/T \/T 1y o1 1 1
23.5. V3% <§/m porque \3° —[33] =332=3% ¢ Yn=mt.

Entdo, o maior dos nimeros é ¥/ .

1

3 (1): 3 3xy3 33

23.6. —>| - porque — —=\/§ e
3 (zj BB Bx3 3

(1)221:@

2

~ . , , 3
Entdo, o maior dos nimeros é —

5
Proposta 24

24.1.

1
\/Ex3§_ V2x33 _zxe/Zl—xgxsx\Z/?’l—xz_g/z_sxs/?z \/732

2haa 3/ iz 283x2 xax2t <2
23><32 ” ,3 -

—6 87~ 6 —
32><27

win

24.2.
za.ﬁ:[ZT.szxzzs a2
V12443 (V3) 22x3+43 437 243+43

8 22 8 33 8 2 2 =} )
J3x3 33 33 22 22 .

24.3. Sendo a >0, entdo:

z 12 ,,[,,j
\/ 03—\/ 3=g*:g3=a"" V=

1
:alz 12 =012

Proposta 25
Sabe-se que a e b sdo nimeros reais positivos.

25.1. 4/03/0_2 _ 4}3}03 xa? :4x3/aa+2 :1\2/0—5201%

1 1 1

2.1
v

25.2. [03 ><b3] ((axb)iJ —(ab) " =(ab)’ =3/ab

o
~

Proposta 26
26.1.

a) 422 -T2 -7 -2 =2
b) \/%\/8_ :\/zflJ(zs ) = =2 <2 =

N e

26.2.
1
1 3 2
5 2 22 6 10 2
3)9—=(3) =3i_3?§_3ﬁiﬁ_3 15
2 2 2
3 3 3

E O L
9 8 17
3x37 _3'x32 377 3¢ ——(fgjza?ﬁzﬁ

Proposta 27

27.1. 339 =33 x9 =33 x3* =3/3°

27.2. 339 =33 x9 =33 x3* =3[3° =337 =3
27.3. 35 =7 w0 =7 <3 = IF =3

27.4. 335 =33 0 =3 3 Y3 =3 =(35)§=243§

Proposta 28

| (3) (3 (2 (3)
»2|(3) | 3]

Proposta 29

29.1. Recorrendo ao Teorema de Pitagoras sabe-se que:
2
(A6)' + (5C) =(AC)’ < (48) +(26) :[ﬁj -
T (22)g o 4., 1
2(AB) =4° < (AB) :T@(AB) =2 < (4B) =2’ &
@(EZ)Z =3/E. Ora, A[ABCD] =(E)2 =3/E .

29.2. Atendendo aos célculos efetuados anteriormente, tem-se:

AB=\2=42.

Logo, o perimetro do quadrado é dado por

o 1 oad B
4x82=22x26=2"6 =25



Radicais. Poténcias de expoente racional

Proposta 30 32.2. Se o tridngulo [ABC] for retangulo entdo a igualdade
—\2 —\2 —\2 .
30.1. Como o hexagono (AB) :(AC) +(BC) é verdadeira.

representado na figura é Ora, 20 =13 +5 é uma igualdade falsa.

regular, entdo: Logo, o tridngulo [ABC] néo é retangulo.

1

P=6xAB=6x6? =
:6><\/g:\/62><6:\/6—3

=+/216

323.
a) (AB-BC) =(v20-5) =(v20 -5 x(v20 5=
:(2072m+5)x(@*\/§)=(25720)><(\/22 xs—«/§)=

13

:5x(2«/§7\/§):5x(\/§):5x52 -5 2-52

30.2. Dividindo o hexagono
regular em 6 tridangulos

equilateros (conforme ilustra a

R 3 3 3 3
figura ao lado) e recorrendo ao 2 b) (737] :[ 3 ] :[ 3 j :( 3 J _
Teorema de Pitdgoras, tem-se que: AB+BC V20445 25445 3.5

2 3 3
2 NG 2 6 > 18 1Y (1 ! 3
(ap) —(\/g) [Zj @(ap) —sze(ap) vy :[ﬁ} =l5|= 52| =52
52
Donde se conclui que a, = 18 *@* 3 x2 *ﬂ
q o 1/ s > > Proposta 33
Entdo, 33.1.
_Bxa _ 616 o 3v2 _ 1812 _9W2'x3 9x243 _ a) Recorrendo ao Teorema de Pitagoras sabe-se que:
‘hexdgono — p - - - - N —
2 22 4 2 2 (Bc) =17+3" = (BC) =10
, 1 24t 5 T
=9\3=3"x32 =3 2 =32, Donde se conclui que BC=+10.
b) Aplicando o Teorema de Tales, tem-se:
Pag. 88 AB_BC 8 10 — 4J10 — 10
—_—c === DE=——S DE=——
Proposta 31 AD DE 4 DE 8 2
31.1. Recorrendo ao Teorema de Pitagoras sabe-se que: 33.2. Vamos comegar por determinar AC eem seguida AE .

(&)z :(a)z +(E)2 - (&)z IO (&)2 —18 Recorrendo ao Teorema de Pitagoras sabe-se que:

Donde se conclui que &:x/ﬁ:\mx 3’ :3\/5 .

(E)2 =32 19 Q(E)z =90

. A~ 2
Ora, OB=0C porque s3o raios da circunferéncia. Donde se conclui que AC=+90 =v2x3"x5=3v10 .
0BxAC 3V2x3 942 9 g 1 Aplicando o Teorema de Tales, tem-se:
Entdo, tem-se: A == :—:4\/5:422 AC AB N — N 3
fosc1 =7 2 2 2 2 AC_AB 310 _8 Jp-12V10  p_3V10
AE AD AE 4 8 2
31.2. Como o tridngulo [OAC] é retangulo e isdsceles, conclui-se . _ 3J10  3J10
que AOC —45° . Como EC=AC-AE, conclui-se que EC = 3@—T=T .
Entdo [BC] é um dos lados de um octégono regular inscrito na Assim sendo, o perimetro P do trapézio [DBCE] é dado por:
. A . 360° - / /
circunferéncia, pois 450 =8. P=DB+BC+EC+DE=4++/10 +¥+% =4+3410
N2 7242
Entdo, tem-se: A, 5000 =8 Aipc) = SXT\/— :T\/— =36\2
Pag. 89
Proposta 32
Proposta 34
32.1. Recorrendo ao Teorema de Pitagoras sabe-se que:
_ _ _ _ 34.1.
2 2 2 2
(BC) =2 +1* < (BC) =5; (BC) =2"+1" = (BC) =5 e )
I Y3 x27 N2 x3x\2 K22 x3x?92 {2Px3x2®
(AC) =2"+3 <:>(AB) =13. 6% % % g/m
1 1
Donde se conclui que BC:x/E:S2 ) AC:\/E:].?;Z e :6,25 %3 25/2_4=6:\2/2?:3/2—2:%/Z
_ 1
AB=1/20=20°. 2x3

39



Unidade 2

34.2. Atendendo aos célculos efetuados na alinea anterior, tem-

23 %22 3><2 _ifr - 23

66

-se que:

Proposta 35

35.1. A proposigio VxelR, V4x*—24x+36 =2x—6 é falsa.

Por exemplo, para x = 1 obtém-se:

NV4-24+36=2-6 ,0u seja, \/E =—4 (proposigdo falsa).

35.2.
a) Ora,

(5—«/5)2 =52 —2x5xﬁ+(ﬁ)2 =25-10v2 +2=27-10v2
Entdo, v27-1042 =,/(5—«/§)2 (T)S_‘/E

(1) 5—\/E>0 porque 5>\/§
b) Ora,

(3+J€)2=32+2x3xJ€+(JE)2=9+6J€+6=15+6J€.
Entdo, m:mi)“‘/@

2) 3+/6>0

35.3. (24V3) =27 +2x2x3+(V3) =4+4V3+3=7+43
(5-V3) =5 -2x5xV/3+(+/3) =25-1043+3=28-10V3
entao, 743 +28- 1075 = (2443) + (53] =
(—;)2+\/§+5—\/§:7

3)2+4/3>0 e 5-4/3>0

Assim sendo, a expressdo \/7+4\/§ +\/28*10\/§ representa um
numero natural.

Proposta 36
2 ’z 2 2
36.1. o’ x| at+b3 |x 1—(1j ’ =a’x 1—b—bg X 1—bg =
a \b a a
2 2\? 4 4
—azx[(lj —{b3] ]—azx[lz—w]—alez—azxw—
a a a

zl—azxf/b7=1—az xIb*xb=1-a’ xb%

1
= 1
36.2.Sendo a=32 e b:g , ent3o tem-se:

1 2
1-a® xbib=1-| 32 xlxi/i=1—3xl 1,3.B
8 \s 82 " 16 16

Proposta 37

37.1. Designemos por D a medida da diagonal espacial do cubo e
por a a medida da sua aresta.

Sabe-se que D’ =3a’. Entido, tem-se que:
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3
(¢/108) =30 > %1087 =30* & 1308 e
3 33 ><22 33 22
= =0 < 3 =d <

3
2 1
Como a >0, conclui-se que a=\/§/2—2=«6/2—2=26 =23,

3 3
37.2. v=a3=[23j =2'=2

322 :az

37.3. Atendendo aos calculos efetuados em 37.1. tem-se:

A =6a* :6><3/2—2:6><§/Z .

Pag. 90
2 ﬂ 8

1. A opgo correta é a (C) porque /7° =73 =7% =71,

1 1x3 3
2. A opgdo correta é a (D) porque Ya=a*=a* =0a°.

3. P=250+2v18 =252 x2 + 24/3* x2 = 2x 52 +2x3v2 =
=102 +64/2 =162

A opgdo correta é a (A) porque a=16.

8
A opgdo correta é a (B).

5. A opgdo correta é a (B) porque

6. OD=0B+BD=2+~1> +1> =242
ac 2 2x(2—ﬁ) 72x(2—\/§)7

oD 242 _(2+\5)x(27«5) 2? 7(\5)2 -

:ZX(Z—\/E) 93

4-2
A opgdo correta € a (C).

1.1.546 —4/96 ++/V6 =546 —4/2* x6 + 46 =

=54/6-246+%6=4%6
N e e i sl

{20 /20 sho  $ho
200
—=¥/10
20
- 33 36 9
a*xa? a*? g*4 ¢ 22 2
1.3. X = = _7204420420120




2.1, c=425 =452 =452 =[5

1
2.2. c=425 =45t %52 _ [5-52
2.3, c=425 =4[5> =*¢5?2 —§[5*

3.1.
2
A_(\/g—l) -4 3.23+1-4 23 —Zﬁx(‘/g‘3) B
J3+3 J3+3 V3+3 (\/§+3)x(\/§—3)
:—2x3+6x/§:—6+6x/§:—6+6x/§ -3
(\/5)2732 3-9 -6
3.2,
2 1 21 a3 1 .
- 1 1 1 2 1
B:83X8 2 :8j 12 :86 6 :ﬁ—(ﬁjs :45:(22)5222x522g:2§
2

Radicais. Poténcias de expoente racional

4.1 = =—==1=2°

{12 {12 {12
4.2,

1 2x2) 1x2 4
\/EXST‘:\/EX 1 \/— V10 \/10 _47 \/—

st s s 5

54

5.1. Como o tridngulo [ABE] é equilatero, entdo

AB_\/ET NPE ><332 \/—\/3—2\/— 2x33xf i

Recorrendo ao Teorema de Pltagoras e atendendoaque Eéo
ponto médio de [CD], tem-se:

(70) + (58] (2] = (35) +(5) ~(245] =

@(E)2+3:4x3©(ﬁ)2 :12—3@(@)2 =9

Entdo conclui-se que AD = \/_ 3.
Pasco) = 2% AD+2x AB=2x3+2x2:3=6+4+/3 .

ABx AD H
5.2, Ay =" n :2\/?3:3\/5:\/3&3:\/3_3:32

2
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1.1.
a) Area do quadrado A: (2x+1)2 =4x" +4x+1.

b) Area do quadrado B: (3x)2 =9x".

1.2. A expressdo que corresponde a um mondmio ¢ a da drea do
quadrado B.

2. A afirmag3o é falsa. O polindmio dado é do 2.° grau se
a+1=0,ouseja, se a=-1.
No entanto, se a=-1 entdo o polindmio obtido é incompleto

(- -1).

3.1. A(x)B(x)=(2x" —3x+1)x(2x-1) =

=4x> -2x" —=6x" +3x+2x-1=4x" —8x" +5x -1

3.2. (A(x)+C(x))B(x)=(2x" —3x+1-x* +3x-2)x(2x—1) =
=(=x*+2¢" —1)x(2x 1) =-2x" +X* +4x* =26 ~2x+1=
=-2x* +5x> —2x* —2x+1

3.3. A(x)—(B(x)) =(2x" -3x+1)-(2x-1)" =

=2x" = 3x+1-(4x —4x+1)=2x" —3x+1-4x" +4x—1=
=-2x" +x

3.4. C(x)(A(x)+B(x))=(—x +3x-2)x(2x" —3x+1+2x~1) =
=(=x*+3x-2)x(2x* =x)=-2x" +x* +6x* —3x’ —4x* + 2x=
=-2x" +x" +6x> —7x* +2x

4. A afirmagdo é falsa. Se os coeficientes dos termos do 4.° grau

dos polinémios P(x) e Q(x) forem simétricos ent&o o polinémio

P(x)+Q(x) n3o é do 4.° grau.

5.1. Como A(X) é um polindmio do 3.° grau, para que o grau do
polinémio A(x)P(x) seja 5 entdo P(x) tem de ser um polinémio

do 2.° grau. Exemplo: P(x)=x"—x+1.

5.2. Como A(X) é um polinédmio do 3.° grau, para que o grau do
polinémio A(x)+P(x) seja 3 entdo P(x) tem de ser um

polinémio de grau menor ou igual a 3. Exemplo: P(x)=x".

5.3. Como A(X) é um polindmio do 3.° grau, para que o grau do
polinémio A(x)+P(x) seja 2 entdo P(x) tem de ser um
polindmio de 3.° grau cujo coeficiente do termo do 3.° grau é

simétrico do coeficiente do termo do 3.° grau do polinémio A(x)

e cujo coeficiente do termo do 2.° grau é ndo nulo.
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Exemplo: P(x)=-2x>+x*.
5
6.1. Como A(x) é um polinémio de grau3 e 2x+= éum

polinémio de grau 1, entdo o polinémio P(x):[2x+§jA(x)
temgrau4 (1+3).

6.2. Como A(x) é um polinémio de grau 3 e 3x*—1 é um
polinémio de grau 2, entdo o polinémio P(X)=(3x2 —1)A(x)
temgrau5 (2+3).

6.3. Como A(x) é um polinémio de grau 3, entdo o polinémio
P(x)=(A(x) )3 temgrau9 (3+3+3).

(x)xA(x)xA(x).

6.4. Como A(x) é um polinémio de grau 3, entdo o polinémio

Nota: P (A )

P(x)=A(x)+A(x) também é de grau 3.
6.5. Como A(x) é um polinémio de grau 3, entdo o polinémio

P(x)=(A(x))2 +A(x) tem grau 6.

Tarefa 1

1.1.

a) Como A(x) é um polinémio de grau 2 e D(x) € um polinémio
de grau 5, ent&o o polinémio A(x)D(x) tem grau7 (2+5).

b) Como A(x) é um polinémio de grau 2 e B(x) é um polinémio
de grau 1, entdo o polinémio A(x)B(x) temgrau3 (1+2).

¢) Como B(x) é um polinémio de grau 1 e C(x) éum polinémio
de grau 4, ent&o o polinémio B(x)C(x) temgrau5 (1+4).

d) Como C(x) é um polinémio de grau 4 e D(x) é um polinémio

de grau 5, entdo o polinémio C(x)D(x) temgrau9 (4+5).

1.2,

a) Como A(X) é um polindmio de grau 2 e o grau do polindmio
A(x)+E(x) é3, entdo o polinémio £(x) tem grau 3.
Consideremos, por exemplo, £(x)=x’.

b) Como A(x) é um polindmio de grau 2 e o grau do polinémio
A(x)+E(x) é2, entdo o polinémio £(x) tem grau menor ou
igual a 2. Consideremos, por exemplo, E(x)=x"—1.

c) Como A(X) é um polindmio de grau 2 e o grau do polindmio
A(x)+E(x) é1, entdo o polinémio E(x) temgrau2, o

coeficiente do termo do 2.° grau é —3 e o coeficiente do termo do
1.° grau é diferente de 2. Consideremos, por exemplo,
E(x) =-3x>+x.



d) Como A(X) é um polindmio de grau 2 e o grau do polindmio
A(x)+E(x) é0, entdo o polinémio E(x) temgrau 2,0
coeficiente do termo do 2.° grau é —3 e o coeficiente do termo do

1.°grau é 2. Consideremos, por exemplo, E(x)=-3x" +2x—4.

1.3.

a) Como P(x) é um polinémio de grau 3 e B(x) é um polinémio
de grau 1, entdo o polinémio P(x)xB(x) temgrau4 (3+1).

b) Como P(x) é um polinémio de grau 3 e D(x) é um polinémio
de grau 5, entdo o polinémio P(x)xD(x) tem grau 8 (3+5) .

¢) Como P(x) é um polinémio de grau3 e A(x)-B(x) éu
polinémio de grau 2, entdo o polindmio P(x) ( (x) B ))
temgrau5 (3+2).

d) Como P(x) é um polinémio de grau 3 e B(x)+C(x) éum
polinémio de grau 4, entdo o polinémio P(x)x(B(x)+C(x))
temgrau7 (3+4).

e) Como P(x) é um polinémio de grau 3, A(x) é um polindmio
degraue B(x) é um polindmio de grau 1, entdo o polinémio
P(x)xA(x)xB(x) temgrau6 (3+2+1).

1.4.

a) Como T(x) € um polinémio de grau n e A(x) é um polinémio
de grau 2, ent3o o polinémio T(x)xA(x) tem grau n+2.
Sabendo que o grau do polinémio T(x)xA(x) €6, entdo tem-se:
n+2=6<n=4.

b) Como T(x) é um polinémio de graune C(x) é um polinémio
de grau 4, entdo o polinémio T(x)+C(x) tem grau menor ou

igual ao maior dos graus n ou 4. Sabendo que o grau do
polinémio T(x)+C(x) é5, entdo n=5.

7.1. Neste caso é possivel obter o quociente e o resto indicados
na divisdo pois (2x—3)x(3x+3)+10=6x>—3x+1.

7.2. Neste caso ndo € possivel obter o quociente e o resto

7 1
indicados na divisdo pois (2x)><(5x+5)+1;1t7x2 —-x+1.

7.3. Neste caso ndo é possivel obter o quociente e o resto
indicados na divisdo pois (xz + x)x (x-1)+(x-2)=x* +3x-2.
7.4. Neste caso é possivel obter o quociente e o resto indicados
na divisdo pois (x3 —2x+1)><(2x2 —x+4)+(—4x2 +9x—1) =
=2x>—x"+3.

8.1. P(x)=(x2 +3x—1)><(3x—2)+(5x+4)=

=3x> —2x> +9x> —6Xx—3x+2+5x+4=3x>+7x* —4x+6

Polinémios

8.2. P(x)=(x3—l)x(xz—1)+(x2—1)=x5—x3—x2+1+x2—1=
= 53
8.3. P(x):(x—l)x(xz+x+1)+0:x3+x2+x—xz—x—l:

=x’-1

9.1. 4x* —6x+5 |2x+1

—4x* —2x 2x—4
-8x+5
8x+4
9

9.2. X*-2x*+x-4 |x +2x
—x*=2x" x—4
—4x* +x—4
4x* +8x

9x—4
10.1. 5+ x+2 x+3

—5x* —15x 5x—14
—14x+2
14x+42
44

Quociente: Q(x)=5x—14
Resto: R(x)=44
10.2. 2xX°— x*—=3x+2 |x*+3x
-2x* —6x’ 2x-5
—5x> —3x+2

5x° +15x
12x+2

Quociente: Q(x)=2x-5
Resto: R(x)=12x+2

10.3. 4x°+ x> —3x+1 |x-2

—4x* +8x’ 4x* +9x+15
9x° - 3x+ 1
-9x° +18x
15x+ 1

—15x+30
31

Quociente: Q(x)=4x"+9x+15
Resto: R(x)=31
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11.1. 4X°+ xX*— x+ 5 |2x*=3x+5

7

—4x° +6x> — 2x 2x+5
7x* - 3x+ 5
N S
2 2
15 3
2 2

Quociente: Q(x)=2x +§

Resto: R(x):12—5x+§

11.2. X*-2X"+0x+3 |x+2
- -2 X -4x+8
—4x* +0x+ 3
8x+ 3
—8x-16
-13
Quociente: Q(x)=x"-4x+8

Resto: R(x)=-13

11.3. x*+2X° +0x* +0x+0 |x* +2x

—x" +2x° X

Quociente: Q(x)=x*

Resto: R(x)=x

12.1. x*— xX*-2x*+0x+0 |x+1

—x'=x? x> —2x*

—2x° =2x* +0x+0
2x% +2x°
0

0 polinémio M(x) é divisivel pelo polinémio N(x) porque o

resto da divisio de M(x) por N(x) é zero.

12.2. X +x'— xX*—0xX* +0x+2 |x*—2x+2

5

—X +2x*=2x7 X +x+1

X'+ x> =2x" +0x+2

—x* +2x> =2x
X —2x+2
3

—X +2x-2
0

0 polinémio M(x) é divisivel pelo polinémio N(x) porque o

resto da divisio de M(x) por N(x) é zero.
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12.3. X +0x* +2x> +4x> +x+0 | X’ —x*+3x+1

—x*+ x*=3x°-x* x> +x

x'— X +3x* +x+0

X"+ x*=3x"—x

0
0 polinémio M(x) ¢ divisivel pelo polinémio N(x) porque o

resto da divisio de M(x) por N(x) é zero.

13.1. Sendo k=-2, entdo P(x)=2x"—x>-2x.

2x" = x> +0x* =2x+0 | 2x* +x

1
—2x* —x* XZ—X+E

—2x° +0x> =2x+0

2x° + X
x> =2x+0
1
X’ —=x
2
5
—=X
2

O resto da divisdo de P(x) por 2x* +x é —gx .

13.2. 2x* —x*+0x* +kx+0 |x* -3

—2x* +6x° 2x° —x+6

—x*+6x> +kx+0

x* —3x
6x* +(k—3)x+0
—-6x° +18
(k—3)x+18

O resto da divisdo de P(x) por x* —3 é um polinémio de grau

zerose k—3=0, ou seja, se k=3.
14.1.Se k=-3, entdo P(x)=x’—-2x"-3x—18.

x> —2x* —3x—-18 | x+2

-x* 2% X —4x+5
—4x* —3x-18
4x° +8x
5x—18
—5x-10
—28

Quociente: Q(x)=x"—4x+5

Resto: R(x)=-28



Polinémios

14.2. 16.3.

a) x* -2 +kx -2k X +1 ; 3 1 1
-x - X x=2 2 2

1 3 0 1

—2x* +(k—1)x -2k Py D) 4

2% +2 3 o L |1
(k—1)x+2-2K 2 L4
P(x) é divisivel por x*+1 se o resto da divisdo de P(x) por Quociente: Q(x)=3x’ e

x> +1 for zero, isto &, se (k—l)x+2—2k2 =0. 1
(k—l)x+2—2k2:0<:>k—1:0 A2-2k =0 Resto: R(X):Z

2
Sk=1rk'=1=k=1A (k =1lvk= _1) k=1 17.1. Recorrendo a regra de Ruffini, tem-se:

b) O resto da divisdo de P(x) por x*+1 é um monémio do 1 1 -4 -4 0

primeiro grause: k—1#0A2-2k’ =0 k#1Ak =1 2 2 6 4 0
ek#la(k=1vk=-1)ck=-1. |13 2 oo
0 polinémio P(x) =x" +x* —4x* —4x é divisivel por x—2
Pag. 101 porque o resto da divisio de P(x) por x—2 é zero.
15.1 17.2. Recorrendo a regra de Ruffini, tem-se:
1. X
1 3 |1 1 -3 =
3
Quociente: Q(x)=x-3 3 3 0 1
1
Resto: R(x)=1 1 0 —- |0
(x | L o

_ 1
11 2 3 0 polindémio Q(x) = x> —3x* +§x71 é divisivel por x—3 porque

15.2. -1 -1 0 -2
‘ 1 0 2 |5 o resto da divisdo de Q(x) por x—3 é zero.
Quociente: Q(x)=x"+2 17.3. Recorrendo a regra de Ruffini, tem-se:
Resto: R(x)=-5 1 3 =2 o0 7
-2 -2 -2 8 -16
2 1 -1 10 ‘ 1 @ 8 [
15.3. -2 —4 6 -10

e — 39,2
‘ 7 3 5 0 Provou-se que o resto da divisdo de M(x)=x"+3x>-2x*+7

por x+2 é -9.
Quociente: Q(x)=2x*-3x+5

18.1. 0 polinémio P(x)=—-2x"+x"—kx+1 ¢é divisivel por x+1
Resto: R(x)=0

se e s0 se o resto da divisdo de P(x) por x+1 & zero.

Pag. 102 Recorrendo a regra de Ruffini para efetuar a divisdo de P(x) por
2 1 12 -7 x+1,tem-se:
16.1. 3 6 15 9 21k !

2 -3 k+3
\—2 3 —k-3 |k+4

2 s 32 -1
Quociente: Q(x)=2x"+5x+3

Resto: R(x)=2

O resto da divisdo € zero, ou seja, k+4=0<k=—4.

18.2. Recorrendo a regra de Ruffini para efetuar a divisdo do

1 1 1 1 polindmio P(X):x4 —kx* +k—-1 por x—2, tem-se:
162. 1| -1 0 -1 0 Lo & o ok
1 0 1 01 2| 2 4 8-2k 16-4k
Quociente: Q(x)=x*+x ‘ 1 2 4-k 8-2k [15-3k
Resto: R(x)=1 O resto da divisdo de P(x)=x"—kx’ +k—1 por x—2 é3seeséd

se 15-3k=3<k=4.
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18.3. Recorrendo a regra de Ruffini para efetuar a divisdo de
P(x)=-x>+kx* +2k’x+1 por x+3, tem-se:

-1k 2k? 1
-3 3 -3k-9 -6k +9k+27

\—1 k+3 2k>—3k—9 |-6k’ +9k+28

0 quociente da divisdo de P(x)=-x>+kx* +2k’x+1 por x+3 é

Q(x)=-x"+(k+3)x+2k* =3k-9.
0 termo independente de Q(x) é nulo se e s6 se

2k* -3k-9=0.

2/(2,3/(,9:0@/(:%— "9_4X2X(_9)
4

k=3 v k=—>
2

19. Como o quociente e o resto da divisdo de um polinémio

P(x) por x+1 sdo, respetivamente, 2x* —3x+6 e 4, entdo

sabe-se que P(x):(erl)x(Zx2 —3x+6)+4 .
19.1. Sabe-se que 2x+2=2(x+1), logo:
P(x)=2(x+1)><%><(2x2—3x+6)+4
:(2x+2)x[x2—§x+3j+4.
Portanto, o quociente e o resto da divisdo de P(x) por 2x+2
sdo, respetivamente, x* 7§x+3 ed.
19.2. Sabe-se que 3x+3=3(x+1), logo:
P(x):3(x+1)><§><(2x2 ~3x+6)+4
=(3X+3)x(§x2 —x+2)+4.
Portanto, o quociente e o resto da diviséo de P(x) por 3x+3

~ ) 2
sdo, respetivamente, gxz —x+2 ed.

20. Como o quociente e o resto da divisdo de um polinémio

P(x) por 3x—2 sdo, respetivamente, x* —2x* +6x-3 el,

entdo sabe-se que P(x):(_%x—z)x(x3 —2x° +6x—3)+1.
Sabe-se que x—3=1(3x—2),logo:
3 3
P(x):%(3x—2)><3><(x3—2x2+6x73)+1:
=(x—5jx(3x3—6x2 +18x-9)+1.
3

) R 2
Portanto, o quociente e o resto da divisédo de P(x) por x—g

s3o, respetivamente, 3x> —6x> +18x—-9e 1.
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21.1. Atendendo a que 3x -6 =3(x—2), comega-se por

determinar o quociente e o resto da divisdo de 3x* +4x—2 por

X—=2.

6 20 Quociente: Q(x)=3x+10
3 10 [18  Resto: R(x)=18

Entdo, o quociente e o resto da divisdo de 3x> +4x—2 por
3x—6 sdo:

Quociente: Q, (x) =%x(3x+10) = x+?

Resto: R(x)=18

1
21.2. Atendendo a que 2x—1:2(x—£j , comega-se por

determinar o quociente e o resto da divisdo de x* —4x+5 por
1

X—==.

1 0 -4 5
1111
2 2 4 8

ERE T

2 4 8

1 15

Quociente: Q(x)=x"+=x—=—

2 4

Resto: R(x):é

8

Entdo, o quociente e o resto da divisdo de x> —4x+5 por 2x—1

sdo:

1 1 15 1 1 15
Quociente: Q, (x)==x| X +Zx = |=2x +=x -
2 27 4) 27 a4 8

Resto: R(x)z%

2
21.3. Atendendo a que 3x+2 :3(x+§] , comega-se por

determinar o quociente e o resto da divisdo de 2x* + x> —3x por

2
X+—.
3
2 3 0
20 4 2 %0
3 3 9 27
, 1 2|0
3 9 |27
125

Resto: R(x):%

Entdo, o quociente e o resto da divisdo de 2x* + x> —3x por
3x+2 sdo:

1 1 25) 2 1 25
Quociente: Ql(x):fx(ZXZ—fx——j:fx2 Zx-=
3 3 9 3 9 27
50
Resto: R(x)==—
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22.1. Atendendo a que x* —1=(x—1)(x+1), a divisdo pode ser
feita dividindo primeiro P(x) por x—1 e de seguida dividindo o
quociente resultante por x+1.
-1 2 0 -1 3

-1 1 1 0
-1 1 1 0 3

1

Quociente: Q, (x)=—x’+x"+x

Resto: R (x)=3

Entdo, tem-se: P(x)=(x—1)x(—x* +x* +x)+3 (2)
-1 1 1 0

-1 1 -2 1
\—1 2 -1 |1

Quociente: Q,(x)=—x*+2x—-1

Resto: R, (x)=1

Entdo, tem-se: —x* + x* + x :(x+1)><(—xz +2x—1)+1 (2)
Substituindo (2) em (1), tem-se:

P(x):(x—1)><|:(x+1)><(—x2 +2x—1)+1}+3:
:(X—1)><(x+1)><(—x2 +2x—1)+(x—1)><1+3:
:()<71)x(x+1)><(fx2 +2x71)+x+2:

:(x2 —1)><(—x2 +2x—1)+x+2

Conclui-se, entdo, que o quociente e o resto da divisdo de
P(x)=-x"+2x>—x+3 por x’ —1 sdo, respetivamente,

X" +2x—1 e x+2.
22.2. Adivisso de P(x)=—x"+2x>—x+3 por (x+2)(x-3)
pode ser feita dividindo primeiro P(x) por x+2 e de seguida

dividindo o quociente resultante por x—3.
-1 2 0o -1 3

2 -8 16 -30
| 1 4 8 15 |7

-2

Quociente: Q (x)=—x’+4x" —8x+15
Resto: R, (x)=-27
Entdo, tem-se: P(x)=(x+2)x(-x’ +4x’ -8x+15)-27 (1)
-1 4 -8 15
-3 3 -15
‘ -1 1 5] o0

Quociente: Q,(x)=—x"+x-5

Resto: R, (x)=0

Entdo, tem-se: —x° +4x” —8x+15=(x-3)x(-x’ +x-5)+0 (2)
Substituindo (2) em (1), tem-se:

P(x):(x+2)><[(x—3)><(—x2 +x—5)}—27:

:(x+2)><(x—_‘<})><(—x2 +x—5)—27

Polinémios

Conclui-se, entdo, que o quociente e o resto da divisdo de
P(x)=-x"+2x>—x+3 por (x+2)(x—-3) sdo, respetivamente,

x> +x-5e -27.

23. Sabe-se que a area do retangulo [ABCD] é dada por ABxBC .

Entdo, tem-se que 3x° +x* —2x = (xz +x)><R .

Como ograude 3x* +x2—2x é3eograude x> +x é2, conclui-
-se que o grau do polindmio que representa BC é1 (3—2) .

Assim, BC=ax+b , sendo @ um numero real ndo nulo.
Atendendo a igualdade 3x° + x* —2x :(x2 +x)><ﬁ, tem-se:

3x3+x2—2x=(x2+x)><(ax+b)©
3 2 3 2 2
33X +x =2x=ax" +bx" +ax" +bx &

<3 +x° —2x=ax’ +(b+a)xX’ +bx <

a=3 a=3
S<ib+ta=1<b=-2
b=-2 b=-2

Entdo, BC=3x-2.
24. sejam Q(x) e R(x), respetivamente, os polinémios que
representam o quociente e o resto da divisdo de 2x*> —4x* +9 por
2x* —4 .
Como o graude 2x* —4x>+9 é3eograude 2x° —4 é2,
conclui-se que o grau de Q(x) €1 (3—2)eograude R(x) é
menor ou igual a 1.
Assim, os polinémios Q(x) e R(x) sdo do tipo:
Q(x):ax+b e R(x)=cx+d,sendo g, b, ¢, d nimeros reais e
a#0.
Atendendo a igualdade 2x® —4x* +9 :(sz —4)><Q(x)+R(x),
tem-se:
2x° —4x° +9=(2x2 —4)><(ax+b)+cx+d©
&2x° —4x* +9=2ax’ +2bx> —4ax—4b+cx+d &
©2x° —4x* +9=2ax’ +2bx* +(—4a+c)x+(-4b+d) &
20=2 a=1
2b=-4 b=-2

&
—-4a+c=0 c=4
“4b+d=9 |d=1
Entdo, Q(x)=x-2 e R(x)=4x+1.

25.1. Atendendo a defini¢do de polindmios idénticos, tem-se:
A(x)=B(x) o X’ +ax+4=x"-Tx+2-k &

1=1 1=1
oSqa=—7 &qa=-7
4=2—k k=-2
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25.2. Atendendo a definigdo de polinémios idénticos, tem-se: d) (B(X))Z —c(x) :(XZ _2)2 —(10x4 +3x2 +x—8) _
A(x)=B(x) & x +ax=5=x" +ke =5(1+x)" & =x*—4x +4-10x* —3x* —x +8

— 4_ Z_
©x3+ax—5:x3+kx2—5(1+2x+xz)© =9 —Tx =X+ 12

S xP+ax—5=x° +kx? —5—10x —5x% < 3.2. Mostrar que o quociente e o resto da divisdo de A(x) por

= x+ax—5=x3 +(k—5)x2 —10X -5« B(X) sdo, respetivamente, 3 e x+5 equivale a mostrar que

1=1 1=1 A(x)=B(x)x3+(x+5).
o O:k_5c> k=5 Ora, B(x)x3+(x+5)=(x"~2)x3+x+5=
a=-10 a=-10

=3x"—6+x+5=3x"+x-1=A(x).

-5=-5 -5=-5

L L 3.3. P(x)=A(x)><B(x)+0:(3x2+x—1)><(x2—2):
25.3. Atendendo a definigdo de polindmios idénticos, tem-se:

A(x)=B(x) & (x+k) (x+1)=x' —ax’ +4 & =3 T =242

c>(x2+2kx+k2)(x+1)=x3—axz+4® Proposta 4
4.1, 2x*-3x*—4x+1 |x* +2x-1
S X+ X242k +2kx + KX+ K =X —ax’ +4 & Q
—2x° —4x* +2x 2x-1
c>x3+(1+2k)x2+(2k+kz)x+k2:x37ax2+4© —_—
—x*=2x+1
1=1 1=1 2
X +2x-1
1+2k=-a a=-1-2k a=-1-2x(-2) a=3 ——
= , o = o 0
2k+k*=0 k=0vk=-2 k=-2 =-2

i —a k=2v k=2 A(x) é divisivel por B(x) porque o resto da divisdo de A(x) por
B(x) é zero.

Quociente: Q(x)=2x-1

2 x 1
4.2, X=X -=-= |2X" -1
Proposta 1 3 2 3
1.1. A(x) é um polinémio de grau 3 (5-2). o X x.1
2 2 3
1.2. A(x) é um polinémio de grau 4 (6-2). gxz 1
3 3
1.3. A(x) é um polinémio de grau 4 (8-4). 73)(2 s
3 3
Proposta 2 0
2.1. D(X)=(3X+1)X(_2X2 +5X)+3: A(x) é divisivel por B(x) porque o resto da divisdo de A(x) por
=—6x>+15x> =2x> +5x+3=-6x>+13x> +5x+3 B(x) ézero.

2.2. D(X):(XZ73x+2)><(2x37x)+(x—4): Quociente: Q(X)—X+1
a(9)=3+3

4.3. x*+0x*+0x-8 |x-2

=2x° — x> —6x" +3x° +4x°> —2x+x—4
=2x"—6x" +3x* +3x> —x-4

2.3. D(x):(—x3 +x—2)><(—x2 +2x)+(x2 —x) =

—x*+2x° X +2x+4
=x" =2x" = x> +2x° +2xX* —4x+ x> —x 2%’ +0x—8
=x°—2x" —x* +5x* —5x 9 +4x
Proposta 3 4x-8
3.1. —4x+8
a)A(x)+B(x)=(3xz+x—1)+(x2—2)= 0
=3x +x-1+x*-2=4x>+x-3 A(x) é divisivel por B(x) porque o resto da divisdo de A(x) por
b)A(X)—C(X):(?,Xz +x71)—(10x4 +3x° +x78): B(x) ézero.
=3x" +x-1-10x" -3x> —x+8=-10x" +7 Quociente: Q(x)=x*+2x+4

c) A(X)XB()():(E‘»(z erfl)x(x2 —2):

=3x" —6x>+ x> —2x—x*+2=3x"+ x> = 7x* —=2x+2
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Proposta 5
5.1. 3x°+5x — x+2 |xX*+x-1
-3x* —3x* +3x 3x+2
2X° +2x+2
—2x* —2x+2

4
Quociente: Q(x)=3x+2
Resto: R(x)=4
5.2. —4x’+0x* +5x—3 |2x+3
4x* +6x° —-2x* +3x-2
6x* +5x-3
—6x* —9x
—4x-3
4x+6
3

Quociente: Q(x)=-2x"+3x-2
Resto: R(x)=3

5.3. X’ —4x+3 [xX’+x

X' = x 1 Quociente: Q(x)=1
5x+3 Resto: R(x)=-5x+3
5.4. 2x* +0x* +3x—-1 [2x+1
7
2x°* - x* s
e 2 4
—x>+3x-1
X+ 2
2
zx—l
2
7 7
L L
2 4
_1un
4

7
Quociente: Q(x)=x’ _§+Z

Resto: R(x) :f%

5.5. 5x° +0x* —x>+0x> =3x+1 |x* -1

—5x° +5x7 5x° -1

—x* +5x> —3x+1
X -1
5x” —3x

Quociente: Q(x)=5x" -1

NEMA10PR-4

Polinémios

Resto: R(x)=5x"—3x
5.6. 4x* —x*+0x> +2x—0 [2x* +3

_ax* —ex? 2% —%—3

—x>—6x’ +2x+0

7

—x+9

2
Quociente: Q(x)=2x’ —g -3

Resto: R(x) :%x+9

Proposta 6
6.1. 3x*— xX*+2x*—3x+4 |[x*—x+1
—3x* +3x* -3x° 3x* +2x+1

2x°— x> —=3x+4

—2X° +2x* —2x

x> —5x+4
—x*+ x-1
—-4x+3

Quociente: Q(x)=3x"+2x+1

Resto: R(x)=-4x+3

6.2. 6x° +0x* +2x* +0x* — x+1 | x*+3x

—6x°> —18x" 6x° —18x” +56x—168

—18x" +2x> +0x> —x+1
18x" +54x°

56x° +0x* —x+1
—56x> —168x’
-168x> —x+1
168x° +504x
503x+1
Quociente: Q(x)=6x"—18x +56x—168
Resto: R(x)=503x+1
6.3. 2X° +x* —3x+4 [2x* +x
-2x" =X’ X
—-3x+4
Quociente: Q(x)=x
Resto: R(x)=-3x+4
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6.4. 2x* +0x>+0x> —5x+0 [3x*+1

—2x* 73x Ex
3 3
17
—=x

3

Quociente: Q(x) :§X

Resto: R(x)= —;x
Proposta 7
7.1. Recorrendo ao algoritmo da divisdo inteira de polinémios,
tem-se:
X =2x"—0x+3 |x* +1
—x° —X x—2
—2x>—x+3
2x° 42
—Xx+5
3 2
X —2x"+3 —Xx+5
Entﬁo, - 5 . =x-2 i( .
x +1 x +1

7.2. Recorrendo ao algoritmo da divisdo inteira de polindmios,

tem-se:
2x* = X +0x> +0x+1 |x* —4x+5
-2x" +8x> —-10x’ 2x* +7x+18

7x*—10x* +0x+1

—7x* +28x* —35x

18x* —35x+1
—18x* +72x-90
37x—89
2% —x* +1 37x—89
Ent3o, )27)( :2x2+7x+18+2X7.
x> —4x+5 X" —4x+5

7.3. Recorrendo ao algoritmo da divisdo inteira de polindmios,
tem-se:

6x° +0x" +0x> +0x> —x+2 [2x" +3

—6x° —9x 3x
—10x+2

. BX°—Xx+2 —10x+2

Entao, Z =3x+ . .
2x" +3 2x" +3
Proposta 8
8.1.
-2 1 -3 5
1 -2 -1 -4

‘ 2 1 -4 |1
Quociente: Q(x)=-2x>-x—4
Resto: R(x)=1

50

8.2
-2 1 3 5
3 -6 -15 -54 Quociente: Q(x)=-2x"—5x—18
|-2 -5 —18 |49 Resto: R(x)=-49
8.3.
-2 1 -3 5
- 4 -10 26  Quociente: Q(x)=-2x"+5x-13

|-2 5 -13 [31  Resto: R(x)=31

Proposta 9

9.1. Concluindo a aplicagdo da regra de Ruffini na divisdo do
polinémio A(x) pelo polinémio B(x), tem-se:
3 -2 1 -5
2 6 8 18
3 4 9 |13

Entdio, A(x)=3x’-2x"+x—-5 e B(x)=x-2.

9.2. Concluindo a aplicacdo da regra de Ruffini na divisdo do
polinémio A(x) pelo polinémio B(x), tem-se:
-1 0 2 -1 3
-1 1 -1 -1 2
-1 1 1 25

Entdo, A(x)=—x"+2x"-x+3 e B(x)=x+1.
Proposta 10

10.1. Aplicando a regra de Ruffini comega-se por determinar os

restos das divisdes de P(x)=ax’+bx+3 por (x+2) e por

(x-1).

a b 3

-2 -2a 4a-2b

a —-2a+b |4a—-2b+3

O resto da divisdo de P(x)por (x+2) é 4a—2b+3.
a b 3

1 a a+b

a a+b |a+b+3

O resto da divisdo de P(x)por (x—1) é a+b+3.

Como os restos das divisdes de P(x)por (x+2) e por (x—1)
sdo, respetivamente, —3 e 4, entdo tem-se:

4a-2b+3=-3 (2a-b=-3 (2(1-b)-b=-3

{ a+b+3=4 { a=1-b Q{ a=1-b

P
a=1-b a=1-b g E

S
{Z—Zb—b——a {—3b——5 3



10.2. Aplicando a regra de Ruffini comega-se por determinar o
quociente da divisgo de P(x)=ax*+bx+3 por (x—2).
a b 3
2 20 4a+2b

la 2a+b [4a+2b+3
0 quociente da divisdo de P(x) por (x—2)é
Q(x)=ax+(2a+b).

Como o quociente da divisdo de P(x) por (x—2)é —3x+1,

entdo tem-se:
a=-3 a=-3 a=-3
= =
2a+b=1 —-6+b=1 b=7
Proposta 11

11.1. Atendendo a que 2x+6=2(x+3), comega-se por

determinar o quociente e o resto da divisdo de
A(x)=4x —x*+2x+1 por x+3.

4 -1 2 1
-3 12 39 -123
\4 —13 41 |-122

Quociente: Q(x)=4x"—13x+41
Resto: R(x)=-122
Entdo, o quociente e o resto da divisdo de
A(x)=4x* —x*+2x+1 por 2x+6 sgo:
13 41

Quociente: Q (x)=%><(4xZ —13)(+41)=2xZ _7x+7

Resto: R(x)=-122

1
11.2. Atendendo a que 2x-1 :Z(X—EJ , comega-se por

determinar o quociente e o resto da divisdo de

A(x)=4x* —=x* +2x+1 por x—%.

5
Quociente: Q(x)=4x’ +x+E

Resto: R(x):%

Entdo, o quociente e o resto da divisdo de
A(x)=4x* —x*+2x+1 por 2x—1 sio:

1 5 1 5
Quociente: Q x):?{llx2 +x+5j=2x2 Xty

—

Resto: R(x)=

~lo

Polinémios

1
11.3. Atendendo a que 4x+2 :4[x+5j, comega-se por

determinar o quociente e o resto da divisdo de

A(x)=4x* —x* +2x+1 por x+%.

4 -1 2 1
o, 3 7
2 2 4
4 3 22

2 [ a

7
Quociente: Q(x)=4x"—3x +E

Resto: R(x)= —%

Entdo, o quociente e o resto da divisdo de
A(x)=4x* —x* +2x+1 por 4x+2 sdo:

, 1 (., 7N, 3 7
Quociente: Q, (x)==x| 4x* =3x+— |[=x* —=x+=
4 2 4 8

Resto: R(x)= —%

11.4. Atendendo a que g’l%(’(’z) , comega-se por

determinar o quociente e o resto da divisdo de
A(x)=4x* —x* +2x+1 por x-2.

7 16 [33

Quociente: Q(x)=4x*+7x+16

Resto: R(x)=33

Entdo, o quociente e o resto da divisdo de

A(x)=4x* —x* +2x+1 por g—l sdo:

Quociente: Q, (x)=2x(4x" +7x+16)=8x" +14x+32
Resto: R(x)=33

Proposta 12
12.1. X —x"+4x+3 |2x-4
- +2x° 1x2 +1x+3
—_— 2 2
x> +4x+3
—x’ +2x
6x+3
—6x+12

15
) 1, 1
Quociente: Q(X):EX +EX+3

Resto: R(x)=15
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12.2. Atendendo a que 2x—4=2(x—2), comega-se por

determinar o quociente e o resto da divisdo de

B(x)=x*—x*+4x+3 por x-2.

1 -1 4 3
2 2 2 12
|1 1 6 [15

Quociente: Q(x)=x*+x+6
Resto: R(x)=15
Entdo, o quociente e o resto da divisdo de B(x)=x>—x" +4x+3

por C(x)=2x—4 sgo:

Quociente: Q (x)=1x(x2 +x+6)=1x2 N
2 2 2

Resto: R(x)=15

12.3. Sejam Q(x) e R(x), respetivamente, os polinémios que
representam o quociente e o resto da divisdo de
B(x)=x*—x*+4x+3 por C(x)=2x—4.

Como o grau de B(X) é3eograude 2x—4 é 1, conclui-se que
ograude Q(x) é2 (3—1) eograude R(x) éigualaO.

Assim, os polinémios Q(x) e R(x) s&o do tipo:
Q(x)=ax’+bx+c e R(x)=d,sendoa,b, ¢, d nimeros reais e
a=0.

Atendendo a igualdade x* —x* +4x+3=(2x—-4)xQ(x)+R(x),
tem-se:

X —x +4x+3=(2x—4)><(ax2 +bx+c)+d<:>

< x* —x* +4x+3=2ax> +2bx* +2cx—4ax’ —4bx—4c+d
<X —x* +4x+3=2ax> +(2b—40a)x* +(2c—4b) x+(—4c+d)

_1
2a=1 9=3
2b—-4a=-1 1

=S <ib=—
2c—4b=4 2
—4c+d=3 c=3
d=15

Entéo, Q(x)=%xz +%x+3 e R(x)=15.

Proposta 13

13.1. P(x)=(x-2) &

& x* —ax* +bx—8=(x-2) x(x~2)
4:>x3—ax2+bx—8:(x2 —4x+4)><(x—2)

o x* —ax’ +bx—8=x>-2x" —4x* +8x+4x—8

X —ax’ +bx—8=x>—6x>+12x-8
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1=1

-a=-6 a=6
= =

b=12 b=12

—-8=-8

13.2. Aplicando a regra de Ruffini comega-se por determinar o
quociente da divisdo de P(x)=x>—ax’ +bx—8 por x+1.
1 -a b -8
-1 a+1 -a—-b-1
|1 —a-1 a+b+1 [-a-b-9
0 quociente da divisdo de P(x) por x+1 é

Q(x)=x*+(—a—-1)x+(a+b+1).

-1

Como o quociente da divisdo de P(x) por x+1 é x* +2x+3,
entdo tem-se:
1=1
a=-3
-a-1=2 <

b=5
a+b+1=3
Proposta 14
14.1. Pretende-se verificar se existem niimeros reais a e b tais
que P(x)=T(x)xQ(x)+R(x).
P(x)=T(x)xQ(x)+R(x) <
< 2x° +3ax? —bx+1=(x2 —ax)x(2x+3)+bc>

< 2x° +3ax> —bx+1=2x> +3x* —2ax* -3ax+ b <=
< 2x° +3ax* —bx+1=2x" +(3-20)x* —3ax+ b=

2=2 2=2
3a=3-2a 01:E

P be—3g & 3 Impossivel.
b=5
1=b 1=b

Logo, ndo existem numeros reais a e b que verifiquem as
condigdes pretendidas.

14.2. Pretende-se verificar se existem nimeros reais a e b tais
que P(x)=T(x)xQ(x)+R(x).

P(x)=T(x)xQ(x)+R(x) <

©2x* +3ax" —bx+1=(x" —ax)x(2x-1)+1<

< 2x*+3ax* —bx+1=2x> —x* —2ax* +ax+1 <
< 2x° +3ax* —bx+1=2x" +(-1-2a)x* +ax+1<

2=2 !
3a=-1-2a |97 %
= ba =
- !
1=1 5

Proposta 15

15.1. Atendendo a que x* —1=(x—1)(x+1), a divisdo pode ser
feita dividindo primeiro A(X) por x—1 e de seguida dividindo o

quociente resultante por x+1.



1 0 -3 2 -1
1 1 -2 0
‘ 1 1 2 0 |1

1

Quociente: Q, (x)=x"+x"-2x

Resto: R, (x)=-1

Ent3o, tem-se: A(x):(x—l)x(x3 +x? —2x)+(—1) (1)
1 1 -2 0
-1 -1 0 2
1 02 2

Quociente: Q,(x)=x"-2
Resto: R, (x)=2
Entdo, tem-se: x° +x’ —2x:(x+1)><(x2 —2)+2 (2)
Substituindo (2) em (1), tem-se:
A(x)=(x_1)x[(x+1)x(x2 —2)+2J+(—1)=
=(x=1)x(x+1)x(x* =2)+(x-1)x2-1=
:(x—1)><(x+1)><(x2 —2)+2x—2—1:
=(x2 —1)><(x2 —2)+2x—3
Conclui-se, entdo, que o quociente e o resto da divisdo de
A(x)=x"—=3x*+2x—-1 por x’ —1 sdo, respetivamente, X’ -2 e
2x-3.
15.2. Adivisdo de A(x)=x"—3x*+2x—1 por (x—2)(x+1)
pode ser feita dividindo primeiro P(x) por x—2 e de seguida
dividindo o quociente resultante por x+1.
1 0 -3 2 -1

2 4 2 8

‘ 1 2 1 4|7
Quociente: Q, (x)=x>+2x*+x+4

Resto: R, (x)=7

2

Entdo, tem-se: A(x):(x—z)x(x3 +2x° +x+4)+7 (1)
1 2 1 4
-1 -1 -1 0
\ 1 1 0 |4

Quociente: Q,(x)=x*+x

Resto: R, (x)=4

Entdo, tem-se: x* +2x’ +x+4:(x+1)><(x2 +x)+4 (2)
Substituindo (2) em (1), tem-se:

A(x):(fo)x[(erl)x(x2 +x)+4}+7:
:(x—2)><(x+1)><(xz+x)+(x—2)><4+7:

:(x—2)><(x+1)><(x2+x)+4x—1
Conclui-se, entdo, que o quociente e o resto da divisdo de
A(x)=x"—=3x>+2x—1 por (x—2)(x+1) sdo, respetivamente,

X +x e 4x—1.

Polinémios

Proposta 16

16.1. Como A(x) ¢ um polinémio de grau 1 e B(x) é um
polinémio de grau n, entdo o polinémio C(x)=A(x)xB(x) tem

grau n+1.0 polinémio C(x) tem no maximo n+2 termos.

16.2. O termo de maior grau do polinémio C(x)=A(x)xB(x)
obtém-se multiplicando os termos de maior grau dos polindmios
A(x) e B(x).

n+l

Termo de maior grau de C(x): x x b, x" =b x"* .

16.3. 0 termo independente do polinémio C(x)=A(x)xB(x)
obtém-se multiplicando os termos independentes dos polinédmios
A(x) e B(X).

Termo independente de C(x): —axb, =—ab, .

Proposta 17
Aplicando a regra de Ruffini comega-se por determinar o
quociente da divisdo de A(x)=ax’+bx’ +cx+d por

B(x):x—l.
a b c d
1 a a+b a+b+c

‘a a+b a+b+c |a+b+c+d
0 quociente e o resto da divisdo de A(x) por B(x) sdo,
respetivamente, Q(x)=ax’+(a+b)x+a+b+c e
R(x)=a+b+c+d.
Ora, (x—1)xQ(x)+R(x)=
:(x—l)x(axz+(a+b)x+a+b+c)+(a+b+c+d):
=ax’ +(a+b)x* +(a+b+c)x—ax’ —(a+b)x—(a+b+c)+
+a+b+c+d=
=ax’+(a+b—a)x’ +(a+b+c—a-b)x—a—b-c+a+b+c+d=
=ax’ +bx’ +cx+d=A(x).
Logo, conclui-se que Q(x)=ax’+(a+b)x+a+b+c e
R(X) =a+b+c+d sdo de facto o quociente e o resto da divisdo

inteira de A(x) por B(x).

Proposta 18

18.1. Aplicando a regra de Ruffini comega-se por determinar o
quociente da divisdo de P(x)=ax’ —ax—2; a#0, por x—a.
a O -a -2

a ad at -d’

‘a a d’+a |a*+a-2

0 quociente da divisdo de P(x) por x—a é

Q(x)=ax’+a’x+a’—a; a=0.
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Como a#0, para que o quociente da divisdo inteira de P(X) por
X—a sejaum polinémio incompleto, tem-se:
cvafa:0c>a(az71):0c>a:0va2 =l

& a=0va=-1va=1.

Sendo a#0, entdo conclui-se que a=-1va=1.

18.2. P(x)é divisivel por x—a se o resto da divisdo de P(x)
por x—a forigual a zero.
O resto da divisdo de P(x) por x—a é R(x)=a"-a’~2; a=0.

Entdo, tem-se:

1£4J1+8
72 =4

a* —¢12—2=0<::>(z::2)2—012—2=O<:)a2 =

od’=2 v d=-1oa=v2 v a=-2

impossivel

26.1. O resto da divisdo de —x* +3x—2 por x—1 éigual a

-1®+3x1-2=-1+3-2=0.
26.2. O resto da divisdo de —x’* +3x—2 por x+1 éigual a
~(-1)’ +3x(-1)-2=1-3-2=-4.

26.3. O resto da divisdo de —5x* 7%x+3 por x éigual a

-5x0* —%><0+3=O—0+3=3.

1
26.4. Como 2x—1 :ZKX—EJ , o resto da divisdo de 2x* —x* +x

3 2
por 2x—1 éiguala 2x 1) (L +1=2x1—1+1=1.
2 2 8 4 2 2
27. Adivisdo de 2x®> —5x* +kx+3 por x—3 é exata se o resto

da divisdo for igual a 0, ou seja, se: 2x3* —5x3* +kx3+3=0<

& 54-45+3k+3=0=3k=-12<k=—-4

28.1. Repara que 3x—6=3(x—2).
A(2)=2°-2x2+1=8-4+1=5

O resto da divisdo de A(x) por 3x—6 éiguala A(2), ou seja, 5.

28.2. Repara que 2x+1=2[x+%)=2(x—(—%jj.
3 2
A L =2x 1 + 1 +3=2x 1 +1+3:
2 2 2 8 4
=——+—+3=3
4 4

1
O resto da divisdo de A(x) por 2x+1 éigual a A(_Ej , ou seja,
3.

28.3. Repara que 2x+2=2(x+1)=2(x—(—1)) .
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A(-1)=2x(-1)" +(-1)" —(-1)+1=2x1-1+1+1=3

O resto da divisdo de A(x) por 2x+2 éiguala A(-1), ou seja,
3.

29, Repara que 3x+3:3(x+1):3(x—(—1)) e
5x—5=5(x-1).

Os restos da divisdo de P(x) por 3x+3 e por 5x—5 sdo dados
por P(-1) e P(1).

Como os restos da divisdo de P(x) por 3x+3 e por 5x—5 sdo,

respetivamente, 2 e -3, entdo tem-se:
P(-1)=2  |ax(-1)""" -bx(-1)"™ +1=2
(-1)=2 _ [ax(-1)™ -bx(-1) -
P(1)=-3 " [ax1™ —bx1™ +1=-3
-a-b=1 a=-b-1 a=-b-1
= P &
a—-b=-4 -b-1-b=-4 —-2b=-3
a=—§—1 01=—E

30.1. P(x)édivisivel por x—2 se o resto da divisgo de P(x)
por x—2 forigual a 0, ou seja, se P(Z):O .

P(2)=0<2° —ax2’-2x2+b=0<8-4a-4+b=0<
<b=4a0-4
30.2. P(x)é divisivel por x—1 se o resto da divisdo de P(x)
por x—1 forigual a 0, ou seja, se P(1)=0.
O resto da divisdo de P(x) por x+2 é dado por P(-2).
Como P(x) dividido por x+2 da resto 1 entdo P(-2)=1.
Assim sendo, tem-se:

P(1)=0 1’ —ax1*-2x1+b=0

{P(—z)—l {(—2)3—ax(—2)2—2x(—2)+b=1©

{1—a—z+b=0 {b=1+a

& &
—-8—-4a+4+b=1 —4a+1+a=5

b=1+ 4 b:—1
b=1+a 3 3

= = =
—3a=4 4 a—fﬂ
a= g 3

31.1. P(x)édivisivel por x+1 se o resto da divisso de P(x)
por x+1 forigual a0, ou seja, se P(~1)=0.

n+l

P(-1)=0&(-1)" +2x(-1)" -1=0&
& (-1)"x(-1)+2x(-1)" =1 (-1)"x[(-1)+2]=1
(1) x1=1<(-1)" =1<n épar

31.2. Sabe-se que o resto da divisdo de P(x) por x+1 é dado

por P(-1).



O resto da divisdo de P(x) por x+1 éiguala-2,se
P(-1)=-2.

P(-1)=-2&(-1)" +2x(-1) ~1=2 =

< (-1)" x(-1)+2x(-1)" =-1<

e (-1)' x[(-1)+2]=-1e(-1) x1=-1<

< (-1)" =-1<néimpar

31.3. Q(x) é divisivel por x—1 se o resto da divisdo de Q(x)
por x—1 forigual a 0, ou seja, se Q(1)=0.
Q(1)=1""-2x1"+1"" =1-2+1=0, VnelN

Entdo, Q(x)é divisivel por x—1, VnelN.

31.4. Q(x)é divisivel por x+1 se o resto da divisdo de Q(x)
por x+1 forigual a0, ou seja, se Q(~1)=0.

Q(-1)=(-1)"" ~2x(-1) +(-1)"" =
(1) (1) =2x (1) + (1) x(-1) =
~ (1) ~2x(1) (1) =-ax() =

Como Q(-1)#0, entdo Q(x)nZo é divisivel por x+1, VnelN.

4, sen éimpar
-4, sen é par

32.1. A(2)=3x2°+2"-12x2-4=24+4-24-4=0

Como A(2)=0, 2 é uma raiz do polinémio A(x).

32.2. Sendo 2 uma raiz do polinémio A(x), entdo A(x) é
divisivel por x—2.
Aplicando a regra de Ruffini determina-se o quociente da divisdo
de A(x) por x-2.
3 1 -12 -4
2 6 14 4
> o
Entdo, o quociente da divisdo de A(x) por x—2 é

Q(x)=3x"+7x+2.

32.3.Se A(x) édivisivel por x—2, entdio A(x)=(x-2)xQ(x).
A(x)=(x-2)xQ(x) = A(x)=(x-2)x(3x* +7x+2)
A(x)=0e (x-2)x(3x* +7x+2) =0

©x-2=0 v 3xX+7x+2=0&

_7ENa9-24

ox=2 Vv ox=
6

SXx=2 v x:—é vV ox=-2

Zeros de A(x): -2, —% e 2

Polinémios

Pag. 113
33.1. A(1)=6x1’+4x1-10=6+4-10=0

Como A(1)=0, entdo 1 é uma raiz do polinémio A(x).

33.2. A area lateral do prisma é dada por:

A(x)=2x(x-1) =6x* +4x-10-2(x’ —2x+1)=
=6x>+4x-10-2x" +4x-2=4x> +8x 12

Como o prisma é quadrangular regular, as quatro faces laterais

sdo todas iguais.
Assim sendo, a drea de cada face lateral do prisma é dada por:

4x* +8x—12
4

=x>+2x-3

?+2x-3
33.3. Aaltura do prisma ¢é dada por %
—

Aplicando a regra de Ruffini determina-se o quociente da divisdo
de A(x) por x-1.

1 2 -3
1 1 3
1 3 B
0 quociente da divisdo de x* +2x-3 por x—1 é Q(x)=x+3.
Entdo, x* +2x—-3=(x—1)xQ(x)+0 , ou seja,

X +2x-3
T x+43.
x—1

33.4. A(x)=22=6x" +4x-10=22 &

& 6x*+4x-32=0<3x>+2x-16=0

X_—21m/4+96
6

8
SX=2 VvV X=——

3
Como x>0, conclui-se que x=2.

Entdo, as dimensdes do prismasdo 1cmxlcmx5cm .

Tarefa 2
1.1. Sabe-se que o resto da divisdo de P(x) por x—2 é dado

por P(2).
O resto da divisdo de P(x) por x—2 éiguala3,se P(2)=3.
P(2)=32x2° -2’ +kx2-1=316-4+2k-1=3< k=4

1.2. Repara que (x+1)=(x—(—1)).

Sabe-se que o resto da divisdo de P(x) por x+1 é dado por
P(~1). O resto da divisdo de P(x) por x+1 éigual a—4, se
P(-1)=-4.

P(-1)=-4 = 2x(-1)’ —(-1)" +kx(-1)-1=-4 <

& -2-1-k-1=-4<k=0

1.3. P(x)é divisivel por x+2 se o resto da divisio de P(x) por
x+2 forigual a0, ou seja, se P(-2)=0.

P(-2)=0o2x(-2) —(-2) +kx(-2)-1=0&

<:>—16—4—2k—1=0<:)k=—22—1
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2.1. P(x) é um polindmio completo para n=1. Nesse caso,

P(x)=x—x-2.

2.2.Nocasode n=2,entdo P(x)=x"—x*-2.
P(\/E):(\/E)4—(\/E)z —2=4-2-2=0

Logo, P(x) é divisivel por (x—\/i).

2.3. Sabe-se que o resto da divisdo de P(x) por x+1 é dado
por P(-1).

P(-1)=(-1)"=(-1)' -2 = 1-1-2=-2
porque
n épar

Entdo se n é par, o resto da divisdo de P(X) por x+1 é —2.

2.4. P(x)é divisivel por x+1 se o resto da divisio de P(x) por
x+1 forigual a 0, ou seja, se P(—l) =0.

P(-1)=(-1)"=(-1)" -2 = 1-(-1)-2=1+1-2=0
porque
n éimpar

Conclui-se entdo que P(X) é divisivel por x+1 qualquer que seja
nimpar.

3. A familia de polinémios do 2.° grau cujo coeficiente do termo
de maior grau é 3 pode ser definida por:

P(x)=3x"+ax+b, a,beR.

3.1. P(X) é divisivel por x—2 se o resto da divisdo de P(X) por
x—2 forigual a0, ou seja, se P(2)=0.
O resto da divisdo de P(x) por x+1 é dado por P(-1).
Como P(x) dividido por x+1 dé resto 3 entdo P(-1)=3.
Assim sendo, tem-se:
P(2)=0 3x2° +ax2+b=0 12+2a+b=0
o ) o
P(-1)=3  |3x(-1) +ax(-1)+b=3 (3-a+b=3
2b+b=-12 b=-4
= o
a=b a=-4
Entdo, P(x)=3x" —4x—4.

3.2. Se -2 é zero do polinémio P(x), entdo P(-2)=0.
P(x) é divisivel por x—1 se o resto da divisdo de P(x) por x—1

forigual a 0, ou seja, se P(1)=0.

Assim sendo, tem-se:
P(-2)=0 [3x(—2) —2)+b=0 [12-2a+b=0
{ ( ) @{ ><( ) +a><( )+ @{ a+ -

P(1)=0 3x1> +ax1+b=0 3+a+b=0

b=2a-12 b=-6
= =
a+2a-12=-3 a=3

Entdo, P(x)=3x"+3x—6.
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4.1. O resto da divisdo de f(x) por x+1 é dado por f(—l) ,ou
seja, —4.

f(~1)=—4 porque o ponto A(—1,—4) pertence ao grafico de f.
4.2. Sabe-se que o ponto B(3,0) pertence ao grafico de f, logo 3
é zero de fdado que f(3)=0.

Aplicando a regra de Ruffini determina-se o quociente da divisdo
de f(x) por x-3.

L5, 0

2 2

3 5 -3 2

2 2
P
2

N w ‘
o

Q(x)=-x —%x+f

L 1EViv24

-4

&x=3 v -2x"-x+3=0x=3 v
3
<Sx=3 v x=—E v ox=1

Os zeros da fungdo f sdo —%, le3.

34.1. Tendo em aten¢do o esquema apresentado, verifica-se que

o maior valor de n<IN tal que P(x):(x—z)" xQ(x) é2.

Entdo, diz-se que 2 é uma raiz de multiplicidade 2.

34.2. P(-1)=(-1)" —2x(-1)" =3x(-1)" +4x(-1)+4=
=1+2-3-4+4=0

Logo, —1 éraizde P(x).

Para determinar a multiplicidade da raiz —1 vamos aplicar
sucessivamente a regra de Ruffini.

1 -2 -3 4 -4
-1 -1 3 0 -4

1 -3 0 4|0
-1 -1 4 -4

1 -4 4@
-1 -1 5

1 -5 |9

Conclui-se entdo que —1 é uma raiz de multiplicidade 2.



35. Para determinar a multiplicidade da raiz —1 do polindmio

P(X) vamos aplicar sucessivamente a regra de Ruffini.

1 2 0 =2 -1
-1 -1 -1 1 1

1 1 -1 -1 B
-1 -1 0 1

1 0 -1 B
-1 -1 1

1 -1 E’
-1 -1

1 =2

Conclui-se entdo que —1 é uma raiz de multiplicidade 3.
P(x)=(x-¢—1)3 x(x-1)

36. Pretende-se determinar a multiplicidade da raiz 1 do
polinémio P(x)=x"—-2x>+2x—1 e para tal vamos aplicar

sucessivamente a regra de Ruffini.

1 -2 0 2 -1
1 1 -1 -1 1
1 -1 -1 1 B
1 1 0 -1
1 0 -1 B
1 1 1
1 1 B
1 1
Iz

Conclui-se entdo que 1 é uma raiz de multiplicidade 3.
P(x):(x—l)ax(x+1)

Conclui-se entdo que o maior nimero natural n e o polinédmio
Q(x), tal que P(x)=(x-1)"Q(x), sd0: n=3 e Q(x)=x+1.

37. Pretende-se determinar a multiplicidade da raiz —2 do
polinémio P(x)=x"+5x>+6x* —4x—8 e para tal vamos aplicar

sucessivamente a regra de Ruffini.

1 5 6 -4 -8
-2 -2 -6 0 8

1 3 0 -4 B
-2 -2 -2 4

1 1 -2 |0
-2 -2 =2

1 -1 |0
-2 -2

13

Conclui-se entdo que —2 é uma raiz de multiplicidade 3.
P()()=()(-¢—2)3 x(x—1)

Polinémios

Conclui-se entdo que o maior numero natural n e o polinédmio
Q(x), tal que P(x)=(x+2)"Q(x),sd0: n=3 e Q(x)=x-1.

38.1. Seja P(x) o polindmio que satisfaz as condig¢Ges exigidas.
Como P(x) é um polindmio de grau 3 e 2 é um zero simples,
entdo sabe-se que P(x)=(x—-2)xQ(x), sendo Q(x) um

polinémio de grau 2.
Como 2 ¢ o dnico zero de P(x), entdo Q(x) é um polinémio que

ndo tem zeros. Considerando, por exemplo, Q(x)=x"+1 , tem-

se: P(x):(x—z)x(xz +1):x3 —2x* +x-2

38.2. Seja P(x) o polinémio que satisfaz as condigBes exigidas.
Como P(X) é um polindmio do quarto grau e 3 e — 1 sdo os
Unicos zeros de P(x), entdo podemos, por exemplo, considerar
que P(x):(x—S)2 ><(x+1)2 .

Simplificando, tem-se:

P(x)=(x2 —6x+9)><(x2 +2x+1) =

=x"+2x° +x* —=6x° —12x* —6x+9x> +18x +9

=x"—4x*-2x* +12x+9

39. Sendo P(X) um polinémio de grau 3 que tenha sé um zero
(seja k esse zero) e esse zero tenha multiplicidade 2, entdo sabe-
-se que P(x)=(x—k)2 xQ(x) , sendo Q(x) um polinémio de

grau 1. Repara que Q(x)é do tipo ax+b, coma=0.

b
Ora, Q(x)=0<=ax+b=0x=—— .
a
Esta situacdo é impossivel. Basta considerar:

b ) - - o,
. Se —— for diferente de k, entdo k ndo seria o Unico zero.
a

b . - N . S
.Se —— forigual a k, entdo essa raiz ndo teria multiplicidade 2
a

(mas 3).

40.1. Pretende-se determinar a multiplicidade da raiz 1 do

polinémio A(x)=2x" +x* —5x* —x+3 e para tal vamos aplicar

sucessivamente a regra de Ruffini.

2 1 -5 -1 3
1 2 3 2 -3
2 3 2 -3 |0
1 2 5 3
2 5 3|0
1 2 7
2 7 |10

Conclui-se entdo que 1 é uma raiz de multiplicidade 2 do
polinémio A(x).
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40.2. Atendendo aos calculos efetuados no item anterior, sabe- 43.1. Comecemos por determinar os zeros do polinémio
-se que A(x)=(x—1)2x(2xz+5x+3). X +x=2.
-1+1+8
A(x)=0& (x-1) ><(sz +5x+3):o© x* +x—2=0<:>x=f<:>x=1 v ox=-2
& (x-1)=0 v 2x*+5x+3=0 Entdo, X’ +x—2 =(x—1)x(x+2).
—5++/25-24 3
&x=1 v x=f &x=1 v o x=-1 v x =_E 43.2. Comecemos por determinar os zeros do polinémio
2 +x-1.
41.1. A(-2)=2x(-2)’ +7x(-2) -3x(-2)-18=
-1+1+8 1
=-16+28+6-18=0 2x2+x—1=0c>x=7<:>x=5 v ox=-1
Como A(-2)=0, entfio — 2 é um zero do polinémio A(x). 4
~ 2 1
41.2. Sendo — 2 um zero do polinémio A(x), entsio A(x) é Entdo, 2x" +x—1 =2(X_EJX(X+1) =(2x-1)x(x+1).
divisivel por x+2.
Aplicando a regra de Ruffini, vamos determinar o quociente da 43.3. X’ —x= x(x2 —1)= x(x=1)(x+1)
divisdo de A(x) por x+2.
2 7 .3 _13 43.4. * +2x° 73x:x(x2 +2x—3)
-2 -4 -6 18 Em seguida, vamos determinar os zeros do polindmio x> +2x—3..

‘23

5o

Quociente: Q(x)=2x"+3x-9

X +2x-3=0x= x=1 v x=-3

-2+/4+12

—_—
2

Assi do, x* +2x-3 =(x-1 3).

Portanto, A(x)=(x+2)x(2x*+3x-9). Ssim sendo, i ex (x=2)x(xe3)

Entdo, x* +2x” —3x = x(x +2x-3) =x(x~1)(x+3).

A(x)=0e (x+2)x(2¢* +3x-9) =0

S x4+2=0 v 2x*+3x-9=0 43,5, —2x3—3x2—x:x(—2x2—3x—1)
Em seguida, vamos determinar os zeros do polindmio
—3++/9+72 Zg P
Sx=-2 Vv = 4 —2x°—-3x-1.
3+4/9-8 1
3 22X’ -3x-1=0ox=—"—""——x=-1 v x=-=
Sx=-2 v X=E v x=-3 4 2

. 2 o 1 B o
41.3.Como—-3e % sdo os zeros do polinémio Q(X) , entdo Assim sendo, —2x" -3x -1 = 2(X+1)[X+2j_(x+1)( 2x 1)

3 .

Q(X):Z(X+3)(X—Ej. Entdo, —2x3—3x2—x=x(—2x2 —3x—1) =x(x+1)(—2x—1).

Entdo, A(x)=(x+2)x(2x*+3x-9)=

ntdo, A(x)=(x+ )x(x+x )

_ 3) 3

=(x+2)x2(x+3) x—E =2(x+2)(x+3) X‘E : 44.1. Conjunto dos divisores do termo independente do
polinémio: D={-1,1,-2,2,-3,3,-6,6} .

As raizes inteiras do polindmio pertencem ao conjunto D.

. L ) . n Temos de identificar pelo menos uma dessas raizes.
42.1. Seja P(x) o polinédmio que satisfaz as condi¢Bes exigidas. 5
P(-1)=(-1) -7x(-1)-6=-1+7-6=0

P(x)=a(x-2)x(x+3),aeR\{0} . Logo, —1 ¢ raiz de P(x).

P(-1)=2 <:a(—1—2)><(—1+3)=24:)—60::2<:>ol=—1 Aplicando a regra de Ruffini, tem-se:
3 1 0 -7 -6
Entdo,
1 1 1, 1 -1 11 6
P(x):fg(xfz)x(x+3):f§(x2+x76):7§xzf§x+2. ‘ 1 -1 6 |0

~ B :
42.2. Seja P(x) o polinémio que satisfaz as condigdes exigidas. Entdo, P(x)= (X+1)(X X 6) ’

Em seguida, vamos determinar os zeros do polindmio x*> —x—6 .

141424

xzffo:Oox—fox:3 v ox=-2

P(X)=a(x—3)2,ae|R\{0}.

P(1)=72®a(173)2:72@,40:,2@0:71
’ 9 Assim sendo, x* —x—6 =(x—3)(x+2).

~ 1 1 1
Entdo, P(x)=——(x=3) == (x' ~6x+9)=—2x" +3x—.. Entdo, P(x)=(x+1)(x—3)(x+2).
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44.2. Conjunto dos divisores do termo independente do
polinémio: D={-1,1,-2,2,-5,5,-10,10} .
As raizes inteiras do polindémio pertencem ao conjunto D.
Temos de identificar pelo menos uma dessas raizes.
P(-1)=(-1)" —4x(-1)" -7x(-1)+10=-1-4+7+10=12 ;
P(1)=1°-4x1*-7x1+10=1-4-7+10=0
Logo, 1 é raizde P(x).
Aplicando a regra de Ruffini, tem-se:
1 -4 -7 -10

1 -3 10

1 -3 -10 0
| I

Entdo, P(x)= (xfl)(xz —3x710) .

1

Em seguida, vamos determinar os zeros do polindmio
x> —3x-10.

+4/9+
3 2 40<::>x=5 v ox=-2

Assim sendo, x* —3x—-10 =(x—5)(x+2).
Entdo, P(x)=(x—1)(x—5)(x+2).

x*=3x-10=0=x=

44.3. Conjunto dos divisores do termo independente do
polinémio: D={-1,1,-3,3,-9,9}.
As raizes inteiras do polindmio pertencem ao conjunto D.

Como o polinémio é de grau 4, temos de identificar pelo menos
duas dessas raizes.

P(-1)=(-1)" +(-1) -8x(-1) —9x(-1)-9=
=1-1-8+9-9=-8 ;
P(1)=1"+1"-8x1*-9x1-9=1+1-8-9-9=-24;
P(-3)=(-3)" +(-3)" -8x(-3)" —9x(-3)-9=
=81-27-72+27-9=0 ;
P(3)=3"+3°-8x3"-9x3-9=81+27-72-27-9=0
Logo, — 3 e 3 sdo raizes de P(x).

Aplicando a regra de Ruffini, tem-se:

1 1 -8 -9 -9
-3 -3 6 6 9
1 -2 -2 -3 B
3 3 3 3
1 1 110

Ent3o, P(x):(x—S)(x+3)(xZ +x+1) .

Nota: o polinémio x> +x+1 n3o tem zeros.

44.4, Conjunto dos divisores do termo independente do
polinémio: D={-1,1,-3,3}.

As raizes inteiras do polinémio pertencem ao conjunto D.
Temos de identificar pelo menos uma dessas raizes.

P(-1)=—(-1) +(-1)" +5x(~1)+3=1+1-5+3=0
Logo, —1 éraizde P(x).

Aplicando a regra de Ruffini, tem-se:

Polinémios

-1 1 5 3
-1 1 -2 -3

‘—1230

Entdo, P(x) :(x+1)(—x2 +2x+3) .
Em seguida, vamos determinar os zeros do polinémio
—x>+2x+3.

—2+4+12
-2
Assim sendo, —x* +2x+3 =—(x+1)(x-3).

Entdo, P(x)=(x+1)[ =(x+1)(x—3) |=—(x+1)(x+1)(x-3).

X’ +2x+3=0x= &x=-1 v x=3

45.1. Sabe-se que 1 é um zero de f.
Aplicando a regra de Ruffini determina-se o quociente da divisdo
de f(x) por x—1.

1
— -1 _E 3
2 2
1 1
1 - -—- -3
2 2
1 1
- -— -3 |0
EERNL
1, 1
Q(x)==x"—-=x-3
(x)=5x 3

‘\N
—
x
S~ ~
Il
o
x

|
[
—
X
—
N |-
x

N

-
N

|
w
~

141424

2

ox=1 v xX*-x-6=0=x=1 v

<x=1 v x=3 v x=-2

3 e —2sdo os outros zeros de f .

Logo, A(-2,0) e B(3,0).

O ponto C tem abcissa 0 e pertence ao grafico de f, logo
c(0,£(0)).

f(0)=3, entdo €(0,3).

25.2. f(x):(xfl)x%(x73)(x+2):(xfl)(x—s)[§+1J

Tarefa 3
1.1.Sendo x, e x, asraizes inteiras do polinémio

P(x) =ax’ +bx+c , a#0, entdo sabe-se que:

N =7b+\/b274ac =7bf\/b274ac

e x
! 2a 2 2a
ix _—b++b" —4ac +—b—\/b2—4ac _-2b_ b
v 2a 2a 2a a

b
Portanto, x, +x, =——<>—a(x, +X,)=b.
a
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—b+~b? —4ac y —b—/b? —4ac _

X, XX, =
e 2a 2a
2
(_b)z _( Vb _4‘7‘:) b —(b2 —4ac)
B 4q° - 44’ a
_b’—b’+4ac_4ac_c
4q° 4q°

c
Portanto, X, x X, = a(x, x,)=c.

1.2. As raizes inteiras x, e x, sdo divisores do termo

. c c
independente c porque —=ax, e —=a X, .

X

1 2

Nota: a x, e a x, sdo nimeros inteiros.

2.1. Conjunto dos divisores do termo independente do
polinémio: D={71,1,72,2} .

As raizes inteiras do polinémio pertencem ao conjunto D.
P(-1)=(-1)" +(-1) —(-1)" +(-1)-2=1-1-1-1-2=-4;
P(1)=1"+1°-1"+1-2=1+1-1+1-2=0;
P(-2)=(-2)"+(-2)’ - (-2) +(-2)-2=16-8-4-2-2=0;
P(2)=2"+2°-2"+2-2=16+8-4+2-2=20

Logo, — 2 e 1 sdo raizes de P(x) .

2.2. Como — 2 e 1 s3o raizes de P(X) , aplicando a regra de

Ruffini, tem-se:

1 1 -1 1 =2
-2 -2 2 -2 2
1 -1 1 -1 B

1 1 0 1

1 110

Entdo, P(x)=(x+2)(x—1)(x" +1).

Nota: o polinémio x* +1 n3o tem zeros.

46. P(x)=(x—2)(x+1)x

—0 -1 0 2 +0
x=2 - - - - - 0 +
x+1 - 0 + + + + +
X - = - 0 + + +
P(x) - 0 + 0 - 0 +

Por observagdo do quadro, tem-se:
P(x)<0exe]-0,-1[U]0,2
47.1. Para resolver a inequagdo (x—1)P(x)>0, vamos construir

uma tabela onde é apresentado o estudo do sinal de cada um dos
fatores e do produto.

—00 1 2 4 +00
x-1 - 0 + + + + +
P(x) - - - o - Jo]+
(G-0p() |+ o | - o - o | +
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Por observagdo do quadro, tem-se:
(x=1)P(x)>0 < xe]-o0,1[U]4,+
47.2. Para resolver a inequagio (3—x)P(x)<0, vamos

construir uma tabela onde é apresentado o estudo do sinal de
cada um dos fatores e do produto.

—®© 2 3 4 +00
3—-x + + + 0 - - -
P(x) - o - | -1 - 1To] +
(3-x)P(x) - 0 - 0 + 0 -

Por observagdo do quadro, tem-se:
(3-x)P(x)<0 < xe]-0,3]U[4,+]
47.3. Para resolver a inequagdo (x+1)P(x)>0, vamos construir

uma tabela onde é apresentado o estudo do sinal de cada um dos
fatores e do produto.

—© -1 2 4 +00
x+1 - 0 + + + + +
P(x) R
(x+1)P(x) + 0 - 0 - 0 +

Por observagdo do quadro, tem-se:
(x+1)P(x)20 < xe]-o0,-1]U{2} U[4,+o
48.1.
a) P(-1)=(-1) +2x(-1) —(-1)-2=-1+2+1-2=0
Logo, —1 éraizde P(x) e P(x) é divisivel por x+1.
b) Aplicando a regra de Ruffini, tem-se:
1 2 -1 =2
-1 -1 2
‘ 1 1 2o

Entdo, P(x):(erl)(x2 +x—2) .

-1

. . P . 2
Em seguida, vamos determinar os zeros do polindmio x° +x—2.

-1+4/1+8
- =4

X 4+x-2=0x= x=1 v x=-2

Assim sendo, X* +x—2 :(x—l)(x+2).
Entdo, P(x)=(x+1)(x—1)(x+2).
48.2. Para resolver a inequagdo P(x) <0, vamos construir uma

tabela onde é apresentado o estudo do sinal de cada um dos
fatores e do produto.

—0 =2 =il 1 +o0
x+1 - - - 0 + + +
x-1 - - - - - 0 +
xX+2 - 0 + + + + +
P(x) - 0 + 0 - 0 +

Por observagdo do quadro, tem-se:
P(x)<0< xe]-o,-2[U]-1,1]



Pag. 120
49.1. P(3)=3’-3x3"-4x3+12=27-27-12+12=0

Logo, 3 é raiz de P(x) e P(x) é divisivel por x—3.

49.2. x*-3x* >4x-12 & x* —3x" —4x+12>0< P(x)>0
Como P(X) é divisivel por x—3, aplicando a regra de Ruffini
vamos decompor P(x) em fatores.
1 -3 -4 12
0 -12
1 0-4 |0
Entdo, P(x)=(x—3)(x2 —4).
X' —4=(x-2)(x+2).
Portanto, P(x)=(x—-3)(x-2)(x+2).

Para resolver a inequagdo P(X) >0, vamos construir uma tabela

onde é apresentado o estudo do sinal de cada um dos fatores e
do produto.

—00 -1 2 3 +0
x-3 - - - - - 0 +
x-=2 - 0 + +
x+2 - 0 + + + +
P(x) - 0 + 0 - 0 +

Por observagdo do quadro, tem-se:

P(x)>0e xe]-2,2[U]3,+o

50.1. A(x)=x>-x* 72x:x(xz 7x—2)

Em seguida, vamos determinar os zeros do polinémio x* —x—2.

1+£J1+8
S =4

X —x-2=0x= x=2 v x=-1

Assim sendo, X* —x—2 =(x—2)x(x+1).
Entdo, A(x)=x>—x’ —Zx:x(xz —x—z) =x(x-2)(x+1).

50.2. Para resolver a inequacéo A(x) >0, vamos construir uma

tabela onde é apresentado o estudo do sinal de cada um dos
fatores e do produto.

—00 -1 0 2 +00
X - - + + +
x=2 - - - - - 0 +
x+1 - 0 + + + + +
A(x) - 0 + 0 - 0 +

Por observagdo do quadro, tem-se:
A(x)20< xe[-1,0]U[2,+o

51.1. B(1)=1°+2x1*-1-2=1+2-1-2=0
Logo, 1 é raiz de B(x) e B(x) é divisivel por x—1.
51.2. X’ +2x* <x+2< x* +2x* —x-2<0< B(x)<0

Como B(x) é divisivel por x—1, aplicando a regra de Ruffini

vamos decompor B(x) em fatores.

Polinémios

1 2 -1 =2
1 1 3 2

‘1 3 210
Entdo, B(x):(x—l)(x2 +3x+2).

Em seguida, vamos determinar os zeros do polinémio x> +3x +2.

-3+4/9-8
2

X +3x+2=0x= &Sx=-1 v x=-2

Assim sendo, x? +3x+2 :(x+1)(x+2) )
Portanto, B(x)=(x—1)(x+1)(x+2).
Para resolver a inequagdo B(x) <0, vamos construir uma tabela

onde é apresentado o estudo do sinal de cada um dos fatores e
do produto.

—00 -2 -1 1 +00
x-1 - - - - - 0 +
x+1 - - - 0 + + +
X+2 - + + + +
B(x) - 0 + 0 - 0 +

Por observagdo do quadro, tem-se:
B(x)<0<& xe]-mo,-2]u[-1,1]
52.1. Como VxR, x> +3>0, entdo tem-se:

(x—2)(x2+3)<0 Sx-2<0ex<2exe]-0,2

52.2. Como VxelR, ()(—2)4 >0, entdo tem-se:

(1-x) (x-2)' <0 & (1-x)" <0Ax#251-x<0AX#2 &
<:>x>1/\x¢2<:>xe]1,+oo[\{2}
52.3. Repara que x* +4x+4:(x+2)2.

Como VxelR, (x+2)2 >0, entdo tem-se:
(x2+4x+4)(3—x)3>0 S (B-x)>0Axz25
©3-x>0Ax#-2Ex<3ax#=-2E xe|-0,3[\{-2}
52.4. Como VxelR, —x*—2<0, entdo tem-se:
(—xz—Z)(l—x)SZO

4:)(1—x)5 0o 1-x<0e x21e xe[l,+0
53.1. P(~1)=(-1)" +2x(-1)' —(-1)=-1+2+1=2

53.2. P(x)<2<P(x)-2<0
P(x)—2=x3+2xz—x—2
—1 é raiz do polinémio P(x)—2 porque P(-1)-2=2-2=0.
Entdo, P(x)—2 édivisivel por x+1.
Aplicando a regra de Ruffini, tem-se:
1 2 -1 -2
-1 -1 -1 2
1 -2 B

Entdo, P(x)-2=(x+1)(x* +x-2).

. . e . 2
Em seguida, vamos determinar os zeros do polindmio x° +x—-2.
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Unidade 3

X +x-2=0x= x=1 v x=-2

-1+4/1+8
- =4

Assim sendo, X* +x—2 =(x—1)(x+2).
Entdo, P(x)-2=(x+1)(x—1)(x+2).
Para resolver a inequagdo P(x)—ZSO , vamos construir uma

tabela onde é apresentado o estudo do sinal de cada um dos
fatores e do produto.

—0 -2 -1 1 +00
x+1 - - - 0 + + +
x-1 - - - - - 0 +
X+2 - 0 + + + + +
P(x)-2 - 0 + 0 - 0 +

Por observagdo do quadro, tem-se:
P(x)<2&P(x)-2<0& xe]-0,2[U]-L1]

Tarefa 4

1. Sendo B(x) um polinémio do terceiro grau que admite —2
como raiz dupla e 1 como raiz simples, entdo

B(x)=a(x+2)" (x~1), acR\{0} .

Sabe-se que o resto da divisdo de B(X) por x+3 é4,ou seja,
B(-3)=4.
B(-3)=4wa(-3+2)(-3-1)=4 e 4da=4sa=-1
Entdo, B(x)=—(x+2) (x—1)=(x+2)" (-x+1).
B(x)<0 (x+2) (-x+1)<0

Como VxelR, (x+2)2 >0, entdo tem-se:
B(x)<0& (x+2) (-x+1)<0

& —x+1<0& x21e xe[1,+40]

2.1. Como VxelR, —x*—1<0, entdo tem-se:

(—x2 —1)A(x)£ 0 < A(x)20e xe]-0,-2]U[2,+o0]

Nota: Como se sabe que VxR, A(x)<0< x e]—2,2[ , entdo

conclui-se que
VxeR, A(x)20s xe]-0,-2]U[2,+0] .
2.2. Para resolver a inequago (3—2x)A(x)>0, vamos construir

uma tabela onde é apresentado o estudo do sinal de cada um dos
fatores e do produto.

—0 =7) 3 2 +o0
2
3-2x + + + 0 - _ _
A(x) + 0 - - - 0 +
(3-2x)A(x) + 0 - 0 + 0 -

Por observagdo do quadro, tem-se:

(3—2x)A(x)>0<:>xe]—oo,—2[u:|§,2[
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54.1. Pretende-se determinar as raizes de A(X) , ouU seja, as
solugBes da equagdio A(x)=0.
A(x)=0& 4x* -17x" +4=0

Fazendo x> =y, tem-se:

17+/289-64
8

1
4y’ -17y+4=0cy = oy=4 v y=,

=x?, tem-se:
Como ’, tem-se

1
Sx=2 v ox=-2 Vv X:E Vo oX=—

Conclusdo: as raizes de A(x) sdo -2, —

’

NlR NP

N |-

54.2. Atendendo a 54.1., tem-se:
A(x)=4(x—2)(x+2)(x—%j(x+%) ,ou seia,
A(x)=(x—2)(x+2){2(x—%ﬂ HH%ﬂ:
=(x-2)(x+2)(2x—1)(2x+1) .

54.3. Para resolver a inequacéo A(x) >0, vamos construir uma

tabela onde é apresentado o estudo do sinal de cada um dos
fatores e do produto.

—00 -2 - 1 2 +00
2
x=2 - - - - - - - 10 +
X+2 - 0 + + + + + + +
2x-1 - - - - - 0 + + +
2x+1 - - - 0 + + + + +
A(x) + 0o | - 0 o | -1o0 +

Por observagdo do quadro, tem-se:

A(x)>0®xe]—w,—z[u}—%,%[u]z,ﬂo[

55.1. Como B(X) é divisivel por x+1, vamos aplicar a regra de
Ruffini para decompor B(x) em fatores.
1 1 -7 -7 -18 -18
-1 0 7 0 18
‘ 1 0 -7 o0 -18 |0

Entdo, B(x)=(x+1)(x* -7x’ -18).

-1

Em seguida, vamos determinar os zeros do polinémio
x*—7x*-18.
Fazendo x’ =y, tem-se:

7+49+72

Yy -7y-18=0cy= 5

&Sy=9 v y=-2

Como y=x?, tem-se:

xX=9 v xX==2 <x=3 v x=-3
X =5

equacgdo impossivel



Entdo,
B(x)=0e (x+1)(x* -7x* -18) =0 x=-1vx=3vx=-3.

Asraizes de B(x) sdo -3, -1 e 3.

55.2. Vamos comegar por decompor B(X) em fatores.
B(X):(X+1)(X4 -7x* —18):(x+1)(x73)(x+3)(x2 +2)
Como VxelR, x*+2>0, entdo tem-se:

B(x)<0e (x+1)(x-3)(x+3)(x’ +2)<0=

< (x+1)(x-3)(x+3)<0

Para resolver a inequagdo B(x) <0, vamos construir uma tabela

onde é apresentado o estudo do sinal de cada um dos fatores e
do produto.

—00 =3 -1 3 +00
x+1 - - - 0 + + +
x-3 - - - - - 0 +
X+3 - 0 + + + + +
(x+1)(x=3)(x+3) | - 0 + 0 - |0 +

Por observagdo do quadro, tem-se:
B(x)<0& xe]-o,-3[U]-1,3]

Tarefa 5
1.1.
a) Substituindo x* por y na equagdo x* —5x*+4=0, obtém-se a
seguinte equacgdo do 2.° grau em y:
y’ —5y+4=0.
b) Vamos agora resolver a equagdo do 2.° grau obtida em a).
y?-5y+4=0
5++/25-16
y=————
2

oSy=4 v y=1
c) Substituindo y em x> =y pelos valores encontrados em b),
tem-se:
xX=4 v x=1
d) Em seguida vamos resolver as equacgdes obtidas em c).
X=4 v X=1
&Sx=2 v o x=-2 v x=1 v x=-1
e) Os zeros de P(X) sdo -2, -1, 1 e 2.
1.2. P(x)=(x-2)(x+2)(x—1)(x+1)
1.3. Para resolver a inequacédo P(X) >0, vamos construir uma

tabela onde é apresentado o estudo do sinal de cada um dos
fatores e do produto.

Polinémios

y>—8y—-9=0

8+/64+36
@y:f

&Sy=9 v y=-1

=x?, tem-se:
Como ’, tem-se

=9 v X¥¥=-1 <x=3 v x=-3
x=-1

equagdo impossivel

Os zeros de T(x) sdo -3 e 3.

2.2, T(x):(x73)(x+3)(x2+1)

2.3.

a) 7(x)>0e (x-3)(x+3)(x* +1)>0

Para resolver a inequagdo T(X) >0, vamos construir uma tabela

onde é apresentado o estudo do sinal de cada um dos fatores e
do produto.

—00 =3 3 +00
x-3 - - - 0 +
X+3 - 0 + + +
X +1 + + + +
T(x) + 0 - 0 +

Por observagdo do quadro, tem-se:
T(x)>0& xe]~0,-3[U]3,+%[
b) (-x-1)T(x)>0< (—x—l)(x—S)(ers)(xz +1) >0

Para resolver a inequagdo (—x—1)T(x)>0, vamos construir

uma tabela onde é apresentado o estudo do sinal de cada um dos
fatores e do produto.

—00 =3 -1 3 +o0
—x—-1 + + + 0 - -
x-3 - - - - - 0 +
x+3 - 0 + + +
X +1 + + + + +
(=x=1)T(x) + 0 - 0 + 0 -

Por observagdo do quadro, tem-se:

(=x=1)T(x)>0 <= xe]-0,-3[U]-1,3]

c) (¥ +2x+1)T(x) <0 (x+1)" (x-3)(x+3)(x* +1)<0

Para resolver a inequacio (x2 +2x+1)T(x) <0, vamos construir

uma tabela onde é apresentado o estudo do sinal de cada um dos
fatores e do produto.

—00 -3 -1 3 +00
(X+1)2 + + + 0 + + +
x-3 - 0 +
x+3 - 0 + + + + +
X +1 + + + + + + +
(xz+2x+1)T(x) + 0 - 0 - 0 +

—00 -2 -1 1 2 +00
x=2 - - - - - - - 0 +
X+2 - 0 + + + + + + +
x—-1 - - - - - 0 + + +
x+1 - - - 0 + + + + +
P(x) + 0 - 0 + 0 0 +

Por observagdo do quadro, tem-se:
P(x)20< x € |-o0,-2]U[-1,1]U[2,+o0

2.1.Entdo, T(x)=0<x"—8x*-9=0.

Fazendo x’ =y, tem-se:

Por observagdo do quadro, tem-se:
(x2 +2x+1)T(x)50 < xe[-3,3]

3. As abcissas dos pontos A, B, C, D e O correspondem aos zeros
1
do polinémio Q(x):zx5 —§x3 +2x.

Vamos entdo determinar os zeros de Q(X) .
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1 3
Q(x):0c>zx5—£x3+2x:0©x5—6x3+8x:0©
@x(x‘—6x2+8)=0 < x=0vx'—6x>+8=0

Substituindo x* por y na equagdo x* —6x> +8=0, obtém-se a
seguinte equacdo do 2.°grauem y: y> —6y+8=0.

Em seguida vamos resolver a equagdo obtida.

y>—6y+8=0

y76i\/36—32
2

sSy=4 v y=2

Como y=x’, tem-se:

xX=4 v x*=2

ox=2 v x=-2 v x=v2 v x==2

Entdo, conclui-se que A(—Z,O) ) B(—ﬁ,o), C(\/E,O) , D(Z,O)

e 0(0,0).

Proposta 19

19.1. Para x=4 tem-se:
A(4)=2x4> -4 —5x4+3=128-16-20+3=95
H(4)=2x4-3=5

Entdo, ST= % =38cm

M:zf —x*—5x+3.

19.2. Sabe-se que
(2)(3 -x* —5x+3)x2
2x-3

— 2x°—x*—5x+3
ST:iB‘

x—=
2

Aplicando o algoritmo da divisdo inteira de polindmios, tem-se:

Entdo, ST = , 0U seja,

3
2x* —x* —5x+3 X—E

-2x* +3x° 2X° +2x -2
2x> —5x+3
-2x +3x
—2x+3
—-2x-3
0

Entdo, ST=2x" +2x—2.

Proposta 20

20.1.

a) A(x)+B(x)xC(x)=(2 =x+1)+(x* +x)x(x-2)=
=27 —x+1+x° -2x> + x> =2x=3x> = x> =3x+1

b) (B(x))2 —A(x)=(x2 +x)2 —(2)(3 —x+1) =

=x"+2C +x° -2 +x-1=

=x"+x*+x-1

b4

20.2.
a) Recorrendo ao algoritmo da divisdo inteira de polinémios
vamos determinar o quociente e o resto da divisdo de A(x) por

B(x).

3
2% +0x> —x+1 X—E

-2x° =2x* 2x -2
—2x* —x+1
2x% +2x
x+1

Quociente: Q(x)=2x-2
Resto: R(x)=x+1

2 0 -1 1
b) 2 4 8 14
|2 4 7[5

Quociente: Q(x)=2x*+4x+7

Resto: R(x)=15

Proposta 21

21.1.
1.° Processo de resolucdo
O resto da divisdo de P(x) por x—1 é3se P(1)=3.

P(1)=3e2x1'-1+1-m=32-1+1-m=3om=-1

2.° Processo de resolucdo
Vamos utilizar a regra de Ruffini para determinar o resto da

divisdo de P(x) por x—1.

20 -11 -m
2 2 2 1 2
\2 2 1 2 |[-m+2

O resto da divisdo de P(x) por x—1 é -m+2.
Entdo, o resto da divisdo de P(x) por x—1 é3se -m+2=3, ou
seja,se m=-1.
21.2. Sabe-se que o resto da divisdo de P(X) por x+1 é dado
por P(-1).
P(-1)=~(=1)"" =2x(-1)" +(-1)"" =
=—(-1)"x(-1)-2x1+(-1)"x(-1)=
=-1x(-1)-2-(-1)"=-1-(-1)" =
{1(1), sené impari{ 0, sen éimpar

—1-1, sen épar -2, sen épar
Entdo, o resto da divisdo P(x) por x+1 depende de n.

Nota: (—1)2" =1 porque 2n é sempre par.



Proposta 22

22.1.

a) Se —2 é zero do polinémio P(x), entdo P(—2)=0.
P(-2)=0& (-2) +kx(-2) +(-2)-k-2=0e

& —8+4k-2-k-2=0&

S3k=12k=4

b) Sendo k=4, entdo P(x):x3 +4x* +x—6.

Sendo — 2 um zero do polinémio P(x), entdo P(x) é divisivel

por x+2.
Aplicando a regra de Ruffini, vamos determinar o quociente da

divisdo de P(x) por x+2.

1 4 1 -6
-2 -2 -4 6

‘ 1 2 3]0
Quociente: Q(x)=x"+2x-3
Portanto, P(x)=(x+2)><(x2 +2x—3).
P(x)=0 (x+2)x(x* +2x-3)=0<
S x+2=0 v x*+2x-3=0

X_72ix/4+12
2
&Sx=-2 v x=1 v x=-3

ox=-2 Vv

Os outros zeros de P(x) sdo -3 e 1.

22.2.Sendo k=-2, entdo P(x)=x*-2x" +x.

a) Aplicando a regra de Ruffini, vamos determinar o quociente e
o resto da divisdo de P(x) por x—3.

12 1 0
3 3 3 12
|11 4 12

Quociente: Q(x)=x*+x+4
Resto: R(x)=12

b) Recorrendo ao algoritmo da divisdo inteira de polinémios,

tem-se:
X =2x*+x+0 |x*+1
-x° -x x=2
—2x*+0x+0
2x° +2

2
Quociente: Q(x)=x-2
Resto: R(x)=2

Proposta 23
23.1. 1 é zero do polinédmio A(x) , porque A(l) =0.

Sendo 1 um zero do polinémio A(x), entdo A(x) é divisivel por

x—1.

NEMA10PR-5

Polinémios

Aplicando a regra de Ruffini, vamos determinar o quociente da
divisdo de A(x) por x—1.

1 0 0 -1
1 1 1 1

‘1110

Quociente: Q(x)=x"+x+1

Portanto, A(x):(x—l)x(x2 +x+1) .

Nota: o polinémio x> +x+1 n3o tem zeros.

23.2. Devemos comegar por determinar as raizes de B(X) ,ou
seja, as solugBes da equagdo B(x)=0.

B(x)=0< x*-x*-2=0

Fazendo x> =y, tem-se:

1£1+8
2

V' —y-2=0y=
Sy=2 v oy=-1
Como y=x?, tem-se:
x=2 v x’=-1

X =1

equagdo
impossivel

ox=2 v x==2
Entdo, B(x)=(x—\/§)(x+x/§)(x2+1).

23.3. Aplicando a regra de Ruffini, vamos determinar o
quociente da divisdo de C(x) por x+2.

1 3 4 -12

2 12

5 [0

Quociente: Q(x)=x*+x—-6

Portanto, C(x):(erZ)x(x2 +x—6) .

Em seguida, vamos determinar os zeros do polinémio x> +x—6 .

-1+J1+24
- =4

X +x-6=0x= x=2 v x=-3

Assim sendo, x* +x—6 =(x—2)(x+3).
Entdo, C(x)=(x+2)(x—2)(x+3).
23.4. D(X) ¢ divisivel por x—1 porque 1 é um zero do
polinémio D(x).
Aplicando a regra de Ruffini, vamos determinar o quociente da
divisdo de D(x) por x—1.
21 -2 -1 0
1 2 3 1 0
\ 23 1 00

Quociente: Q(x)=2x*+3x +x
Portanto, D()():(x—1)><(2x3 +3x7 +x) .
2x° +3x° +)<:x(2x2 +3x+1)

Em seguida, vamos determinar os zeros do polinémio
2x* +3x+1.
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x=—— v x=-1
2

2 +3x+1=0x=

—-3+49-8 1
— PEN

Entdo, 2x* +3x+1:2(x+%j(x+1):(2x+1)(x+1) .

Assim sendo, conclui-se que D(x)=x(x—1)(2x+1)(x+1).

Proposta 24

24.1. Atendendo a igualdade dada, sabe-se que o polinémio
P(x) é divisivel por x+2, x—1 e x—2.Entdo, -2, 1 e 2 sdo
zeros de P(x).

Deve-se comegar por aplicar sucessivamente a regra de Ruffini de
modo a identificar a multiplicidade de cada uma das raizes.

1 1 -10 -8 32 16 -32
2| -2 2 16 -16 -32 32
1 -1 -8 8 16 -16 | 0
2| -2 6 4 24 16
13 2 12 -8 |0
2| -2 10 -16 8
15 8 -4 [0
2| -2 14 -4
1 -7 22 |-48

Daqui resulta que P(x):(x+2)3 (x3 —5x* +8x—4) .

Ao quociente obtido, ou seja, ao polindmio x* —5x*> +8x—4,
aplica-se a regra de Ruffini para determinar a multiplicidade de
outra das raizes e o quociente.

1 5 8 -4
1 1 -4 4
1 -4 4o
1 1 -3

1 -3 [-1

Daqui resulta que x* —5x> +8x—4 :(xfl)(x2 —4x+4) .
Sabe-se que x> —4x+4 :(x—z)2 .

Ent3o, conclui-se que P(x):()H—Z)3 (x—1)(x—2)2 ,sendo r=3,
s=let=2.

24.2. Os zeros de P(X) sdo—2,1e?2.

— 2 tem multiplicidade 3, 1 tem multiplicidade 1 e 2 tem

multiplicidade 2.

Proposta 25
25.1. P(-1)=(-1)" —(-1)" —2x(-1) —2x(-1)" =7x(-1) +

+7x(-1) +24x(-1)+12=
=—1-14+2-2+7+7-24+12=0
P(2)=2"-2°—2x2° —2x2" —7x2’ +7x2* +24x2+12 =
=128-64-64—-32-56+28+48+12=0
Como P(-1)=0 e P(2)=0, conclui-se que — 1 e 2 s&o zeros de

P(x).
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25.2. Deve-se comegar por aplicar sucessivamente a regra de
Ruffini de modo a identificar a multiplicidade de um dos zeros de

P(x) e o respetivo quociente.

1 -1 -2 -2 -7 7 24 12
-1 -1 0 2 5 -12 -12
-2 -5 12 12 g
-3 5 0 -12

12 m

-7 12 -12

-12 12 u

1 -5 12 -24 @

[N
|
w
NP wlw oN
|
(&}
o

Daqui resulta que a multiplicidade da raiz—1 é 3 e que
P(x)=(x+1)’(x" —4x* +7x* ~12x+12).
Ao quociente obtido, ou seja, ao polindmio

x* —4x® +7x* —12x+12, aplica-se a regra de Ruffini para
determinar a multiplicidade da raiz 2.

1 -4 7 -12 12
2 2 4 6 —12
172376m
2 2 0 6
103&
2 2 4
12u

Daqui resulta que a multiplicidade da raiz 2 é 2 e que
x' —4x* +7x —12x+12=(x—2)2 (x2 +3).

25.3. P(x):(x+1)3 (xfz)2 (XZ +3)

m=3,n=2e Q(x)=x"+3.

Proposta 26

26.1. Seja P(x) um polindmio que satisfaz as condigdes exigidas.
Consideremos, por exemplo:

P() = 1)(x-2) =(x-1)(x¢ ~axa)x’ -3¢ 44

26.2. Seja P(x) um polindmio que satisfaz as condigdes exigidas.
Consideremos, por exemplo:
3 2
1 1 1 1 1
P(x)=| x+=| = x+= | | x+= |=| ¥ +x+= || x+= |=
2 2 2 4 2
334l
2 4
26.3. Seja P(x) um polindmio que satisfaz as condigdes exigidas.

Consideremos, por exemplo:
P(x):(x—4)(x2 +1):x3 —4x* +x—-4.



Proposta 27

27.1. 1.° Processo de resolucdo
O resto da divisdo de A(x) por x+2 é3se A(-2)=3.

A(-2)=3 —(-2) —2x(-2) +(-2)+|K| =3 =
©8-8-2+k|=3<|k=5ck=5vk=-5
2.° Processo de resolucdo
Vamos utilizar a regra de Ruffini para determinar o resto da
divisdo de A(x) por x+2.
-1 -2 1 |k
2 0 -2
‘ -1 0 1 [[k-2

-2

O resto da divisdo de A(x) por x+2 é |k|-2.

Entdo, o resto da divisdo de A(x) por x+2 é3se ‘k‘—2=3.
lk|-2=3<|k|=5<k=5vk=-5

27.2.Sendo k=2, entdo A(Xx)=—x>—2x" +x+2.

a) A(1)=-1°-2x1"+1+2=-1-2+1+2=0

Como A(1)=0, 1 éraizde A(x).

Logo, A(x) é divisivel por x—1, ou seja, x—1 é divisor de A(x)

b) Aplicando a regra de Ruffini, vamos determinar o quociente da
divisdo de A(x) por x—1.

-1 -3 -2 |0

Quociente: Q(x)=—x"-3x-2
Portanto, A(x)=(x—1)x(—x2—3x—2).
) Vamos determinar os zeros do polindmio —x*> —3x—2.

3£v9-8
-2

—x*—3x-2=0=x= Sx=-2 v x=-1

Entdo, —x* —3x—-2=—(x+2)(x+1)=(-x-2)(x+1).

Assim sendo, conclui-se que A(x)=(x—1)(-x—2)(x+1).

d) A(x)<0< (x—1)(—x—2)(x+1)<0

Para resolver a inequagdo A(x) <0, vamos construir uma tabela

onde é apresentado o estudo do sinal de cada um dos fatores e
do produto.

—00 -2 -1 1 +00
x—1 - - - - - 0 +
-x-2 + 0 - - -
x+1 - - - + +
A(x) + 0 - 0 ¥ 0 _

Por observagdo do quadro, tem-se:
A(x)<0e xe]-2,~1[ U1, +o0]

Polinémios

Proposta 28

28.1. x* —4x20<:>x(xz —4)20c>x(x—2)(x+2)20

-0 =2 0 2 +00
X - - - 0 + + +
x=2 - - - - 0 +
X+2 - 0 + + + +
x(x=2)(x+2) - 0 + 0 - 0 +
Por observagdo do quadro, tem-se:
x(x=2)(x+2)20< xe[-2,0]U[2,+u0]
28.2. Zx(xz—5)<0<:>2x(x—\/§)(x+\/§)<0
-0 -5 NG +o0
2x - - - lo| + +
x5 S I R
x+/5 - 0 + + + + +
2X(X*\/§)(X1~\/§) - 0 + 0 - 0 +
Por observagdo do quadro, tem-se:
2x(x—ﬁ)(x+\/§)<0© xe}—w,—ﬁ[u}o,ﬁ[
28.3. X’ +2x* >-3x o X’ +2x* +3x>0&
< —x(xZ —2x—3)> 0= —x(x-3)(x+1)>0
Nota: x> -2x-3=0<x=3v x=-1
—00 -1 0 3 +0
- X + + 0 - - -
x-3 - - - - - 0 +
x+1 - 0 + + + + +
—x(x-3)(x+1) + 0 - 0 + 0 -
Por observagdo do quadro, tem-se:
—x(x—3)(x+1)>0<3 xe]—oo,—l[u]O,3[
28.4. (x-1)x25(1-x)<(x-1)x-5(1-x)>0<
< (x=1)x+5(x—-1)20< (x—1)(x+5)=0
—o0 =5 1 +00
x=1 - - - 0 +
X+5 - 0 + +
(x—1)(x+5) + 0 - 0 +

Por observagdo do quadro, tem-se:
(x=1)(x+5)20< xe&]-o0,-5]U[1,+u0]
28.5. (x*-8)(2-x) <0 (x=2)(x’ +2x+4)(2-x)<0

Notas:
1) 2 é zero do polinédmio x*> —8 . Aplicando a regra de Ruffini,

conclui-se que x*> -8 =(x—2)(x2 +2x+4).

2) O polinémio x* +2x+4 ndo tem zeros.

—0 2 400
x=2 - 0 +
X +2x+4 + + +
2-x + 0 -
(x—2)(x2+2x+4)(2—x) - 0 -

Por observagdo do quadro, tem-se:
(x—z)(xZ +2x+4)(2—x)<0 < xelR\{2}
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28.6. x* >16 < x* —16>0<:(x2 74)()(2 +4)>0@
<:>(x—2)(x+2)(x2 +4)>0

Nota: O polinémio x* +4 n3o tem zeros.

—0 -2 2 +00
x=2 - - - 0 +
x+2 - 0 + +
x> +4 + + + + +
(x—2)(x+2)(xz +4) + 0 - 0 +

Por observagdo do quadro, tem-se:
(x—2)(x+2)(x2 +4) >0 x€|-0,-2[U]2,+oq

28.7. 2x° +3x* <2x = 2x° +3x° —2x <0 &
& x(26 +3x-2)<0o x(x+2)(2x-1)<0
Notas:

1
1) 2x* +3x-2=0& x=-2V x:E.

2) 2x° +3x—2:2(x+2)[x—%]:(x+2)(2x—1) .

N 0 1
2
X - - - 0 + + +
X+2 - 0 + + + + +
2x-1 - - - -1 - 0 +
x(x+2)(2x-1) - 0 + 0 - 0 +
Por observagdo do quadro, tem-se:
x(x+2)(2x-1)<0& xe]—w,—z]u[o,ﬂ
28.8. (¥ +2x+1)(3-x) >0 (x+1) (3-x)’ >0
—© =il 3 +o0
(x+1)2 + 0 + + +
(3—)()3 + + + 0 -
(x+1)Z (3—)()3 + 0 + 0 -
Por observagdo do quadro, tem-se:
(x+1)"(3-x)’ >0 x e ]-o0,-1[U]-1,3]
28.9. (x-1)"(x+2)’ <0
—00 =2 1 +00
()(—1)A + 0 + + +
(x+2)° - 0 + + +
(x—l)4 ()H—Z)S - 0 + 0 +

Por observagdo do quadro, tem-se:
(x—1)4 (x+2)5<0 @Xe]—oo,—Z[
28.10. X’ -2x>x’ & x - x*-2x>0&
@x(xz—x—2)>0®x(x—2)(x+1)>0
Notas:

1) X’ —x-2=0=x=2vx=-1.

2) X' —x=2=(x-2)(x+1).
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—© =il 0 2 +00
X - - - 0 + +
x=2 - - - - - 0 +
x+1 - 0 + + + +
x(x=2)(x+1) - 0 + 0 - 0 +

Por observagdo do quadro, tem-se:
x(x=2)(x+1)>0< xe]-1,0[U]2,+0]

Proposta 29

29.1. Sendo — 3 um zero do polinémio P(x), entdo P(x) é

divisivel por x+3.
Aplicando a regra de Ruffini, vamos determinar o quociente da
divisdo de P(x) por x+3.
2 11 12 -9
-6 -15 9
‘ 2 5 3|0

Quociente: Q(x)=2x"+5x-3

-3

Portanto, P(x)= (x+3)><(2x2 + 5x—3) .

Em seguida, vamos determinar os zeros do polinémio
2x> +5x-3.
—5++/25+24 1

2x* +5x-3=0 &S X=— > x==
4 2

x=-3

Assim sendo, 2x° +5x—3:2[x—%)(x+3):(2x—1)(x+3) .
Ent3o, P(x):(x+3)><(2x2 +5x—3):(x+3)(x+3)(2x—1).

29.2. T(x)<0<:>x3+x2—6x<0<:>x(xz+x—6)<0

Em seguida, vamos determinar os zeros do polinémio x> +x—6 .

-1+1+24
2

X +x—6=0 < x= &Sx=2 v ox=-3

Assim sendo, X* +x—6=(x—2)(x+3).
Entdo, T(x)<0< x(x—2)(x+3)<0.
Para resolver a inequacgdo T(x) <0, vamos construir uma tabela

onde é apresentado o estudo do sinal de cada um dos fatores e
do produto.

—0 -3 0 2 +00
X - - - 0 + + +
xX—2 - - - - 0 +
X+3 - 0 + + + + +
x(x=2)(x+3) - 0 + 0 - 0 +

Por observagdo do quadro, tem-se:
T(x)<0e xe]-0,-3[U]0,2

29.3. 5(x)>0< 2x* —16x>0 < 2x(x* -8)>0

Como 2 é zero do polinémio x* —8 (pois 2°-8= 0) , entdo

x> —8 édivisivel por x—2.
Aplicando a regra de Ruffini, vamos determinar o quociente da
divisdo de x> -8 por x—2.




Polinémios

Conclui-se que x> 78:(x72)(x2 +2x+4) ) Entio P(x)—(x—l)(lxz _X_4J
0 polinédmio x* +2x+4 n3o tem zeros. 2

Entso, S(x) S0 2x(x—2)(x2 +2x+4) 50 Elm seguida, vamos determinar os zeros do polindmio
2
Para resolver a inequagdo S(x) >0, vamos construir uma tabela Zx X—4.

. ) 1
onde é apresentado o estudo do sinal de cada um dos fatores e EXZ @ X—A=0 X —Ix—8=0

do produto.
2+4/4+32
—0 0 2 +90 x:73c>x:4 Vo ox=-2
2x - 0 + + + 2
- N - - 0
X2 i P(x):0<:>(x—1) 1xz—x—4 =0©x—1=0\/1x2—x—4=0
X +2x+4 + + + + 2 2
S(x) + 0 - 0 + ox=1lvx=4vx=-2
Por observagdo do quadro, tem-se: Os zeros do polinémio P(x) sdo—-2,1e4d.
$(x)>0= xe]-0,0[ V]2, +o] Entdo, A(-2,0) e B(4,0).
C é o ponto de intersecdo do grafico de P com o eixo das
Pl e ordenadas, entdo C(O, P(O)) .
Proposta 30 Como P(0)=4, entdo C(0,4).
i i ABxOC 6x4
30.1. Se o perimetro de cada um dos quadrados for igual a 4, oy = x0C _6x —12 (unidades de drea).
entdo x=1. 2

A drea da parte colorida do retangulo é dada por:

—\2 FGxCE 4x7
2x(DE) + X x4 22 21 14-16 (unidades de
2 Proposta 32
area).
— 32.1. P(3)=3"-3x3" +3-32=27-27+3-3=0
30.2. A —2x(DE :  FOxCE =2xx? 7(6_2)())((8_)()7
*&e Peolorida = ( ) * ST 5 - Logo, 3 é zero de P(x).
—6X— 2 Assim sendo, P(x) é divisivel por x—3.
sy 4 BBZOXTIOXHTIX e o 3x—gx X = (x) P
2 Como P(x) é divisivel por x—3, aplicando a regra de Ruffini
=3x" —11x+24

vamos decompor P(x) em fatores.
30.3. A(x)=14 < 3x* —11x+24 =14 < 3x° —11x+10=0

11++/121-120 5
X=————————— S X=2VX== 1 0 110
6 3
Se x=2,entdo A, =14—2x2° =14—8=6 (unidades de area). Entio, p(x)=(x_3)(xz+1),

50 76

2
5 - 5 . 241= 2-1.
Se x=3 , entéo Aol :14—2x(§j :14—?7? (unidades de X+1=0ex =-1

equagao
impossivel

area). ! ~
) O polindmio x“ +1 ndo tem zeros.

Entdo, 3 é o Unico zero de P(x).

Proposta 31

ComoP(1)=0, entdo 1 & zero do poIinémioP(x) . 32.2. A afirmacg3o é falsa. Em 32.1. provou-se que o polindmio

_ 3 _ 2,2 _ . ) .

As abcissas dos pontos A e B sdo os outros zeros do polindmio P(X) =X"—3x"+X—3 tem apenas uma raiz e essa € uma raiz

P(x). simples (de multiplicidade 1).

Se 1 é zero do polinémio P(x), entdo P(x) é divisivel por x—1.
Proposta 33

Aplicando a regra de Ruffini vamos decompor P(x) em fatores.

33.1. Atendendo a que P(x) é divisivel por X’ —1 e
x* —1=(x—-1)(x+1), conclui-se que P(x) é divisivel por x—1
epor x+1.

A divisdo de P(X) por x> —1 pode ser feita dividindo primeiro

A(X) por x—1 e de seguida dividindo o quociente resultante

por x+1.
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Unidade 3

Aplicando a regra de Ruffini, tem-se:
1 6 4 -6 -5

1 1 7 11 5
1 7 11 5 B
-1 -1 -6 -5

1 6 5|0

Quociente: Q(x)=x"+6x+5

Ento, P(x):(x—l)(x+1)(x2 +6x+5).

Em seguida, vamos determinar os zeros do polinémio
X +6X+5.

—6++/36-20
72 <
P(x)=0e (x—1)(x+1)(x* +6x+5)=0

X +6x+5=0 < x= x=-1 v x=-5

& x-1=0vx+1=0v X’ +6x+5=0

S x=1lvx=-1lvx=-1lvx=-5

Zerosde P(x): -5, -1 e 1

33.2. P(x)<0< (x—1)(x+1)(x* +6x+5)<0<

< (x—1)(x+1)(x+1)(x+5)<0

Para resolver a inequagdo P(x) <0, vamos construir uma tabela

onde é apresentado o estudo do sinal de cada um dos fatores e
do produto.

—©o | -5 -1 1 +00
x-1 - - - - - 0 +
x+1 - - - 0 + + +
x+1 - - - 0 + + +
X+5 - 0 + + + +
P(x) + o | -] o0 0 +

Por observagdo do quadro, tem-se:
P(x)<0=xe]-5 -1[uU]-1,1]

Proposta 34
Seja P(X) o polindmio que satisfaz as condigdes exigidas.

P(x):(x2 +1)x(ax+b), aeR\{0}.
P(x) dividido por x—1 da resto 2, entdo P(1)=2.
P(x) dividido por x+1 daresto 1, entdo P(—-1)=1.

{P(1)=2 (1 +1)(ax1+b)=2 {2(a+b)=2

= =
P(-1)=1 ((71)2 +1)(ax(71)+b):1 2(-a+b)=1
b3
2a+2b=2 2b=2-2a 2b=2-2a 2
f=4 f=4 f=4
—2a+2b=1 —-2a+2-2a=1 —4a=-1 a—l
4

Entdo, P(x)=(x2+1)>< 1x+E =1x3+§xZ +1x+§.
4 4) 4 4 4 4
Proposta 35

35.1. Conjunto dos divisores do termo independente do
polinémio: D={-1,1,-2,2}.

As raizes inteiras do polindmio pertencem ao conjunto D.
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P(-1)=—(-1)"" +2x(-1)"" +(~1)-2=—(-1)+2x1-1-2=0;
P(1)=—1""" +2x1"" +1-2=-1+2x1+1-2=0;
P(-2)=—(-2)"" +2x(-2)" +(-2)-2=
= (1) X2 2% (-1)" X2 —4 =
=—(—1)x2"" x24+2x1x2™" —4=2""x2+2x2"" —4 =

=4x2" -4 %0 ;
P(2)=-2"""+2x2" +2-2=-2""x2+2x2"" =0.

Logo, — 1, 1 e 2 sHo as raizes inteiras de P(x).
35.2. P(X):—XZ'”1 +2X7 X =2 ==X"xX+2X" +x -2 =
=—x2"(x—2)+x—2=(x—2)(—xz" +1)=(x—2)(12 —(x" )2):

=(x—2)(1—x”)(1+x”)

Proposta 36

Como VxelR, P(x)(—l—x2)<0®erR e
VxelR, —1-x’<0< xelR, conclui-se que
vxeR, P(x)>0<xeR.
P(x)(x“—3x2—4)<0c>x"—3x2—4<0,porque
vxeR, P(x)>0.

Em seguida, vamos determinar os zeros do polinémio
x*=3x>-4.

Fazendo x> =y, tem-se:

3£V9+16
=

y'-3y-4=0cy= 5
<y=4 v y=-1
Como y=x?, tem-se:

X=4 v xX=-1 &x=2 v x=-2
x=-2

equagcdo impossivel
Entdo, x* —3x* -4 =(x-2)(x+2)(x* +1).
x'-3x*-4<0 (x—2)(x+2)(xZ +1)< 0
Para resolver a inequagdo (x—2)(x+2)(xz +1)<0 , vamos

construir uma tabela onde é apresentado o estudo do sinal de
cada um dos fatores e do produto.

—o0 -2 2 +c0
xX—2 - - - 0 +
X+2 - 0 + + +
X+ 1 + + + + +
()(—2)()(4—2)()(2 +1) + 0 - 0 +

Por observagdo do quadro, conclui-se que XE]—Z, 2[ .

1. Como(x2 —3x)><T(x) ¢ um polinémio de grau5 e x* —3x é
um polinémio de grau 2, entdo o polinémio T(x) tem grau 3

(5-2).



Como P(X)T(X) é um polindmio de grau 7 e T(X) éum
polindmio de grau 3, entdo o polinémio P(X) tem grau 4
(7-3).

A opgdo correta € a (C).

2. Recorrendo ao algoritmo da divisdo inteira de polindmios,
tem-se:

23 +0x" =3x+1 | X’ +x

—2x*-2x7 2x -2
—2x* —=3x+1
2x% +2x
—-x+1

Entdo, R(x)=—x+1.

A opgdo correta € a (B).

3. Como (P(x))2 =P(x)xP(x) e P(x) éum polinémio de grau
~ 2 7 . 7 . .

n, entdo (P(x)) é um polindmio de grau n+n, ou seja, 2n.

Sendo x’ —8 um polinémio de grau 8 e (P(x))z um polinémio

de grau 2n, entdo T(x)=(x8 —1)(P(x))2 é um polinémio de

grau 8+2n.

Assim sendo, T(x) é um polinédmio de grau par, superior a 8.

Logo, das quatro opgdes de resposta s6 18 pode corresponder ao

grau do polinémio T(x).

A opgdo correta € a (D).

. P . 2
4. Comecemos por determinar os zeros do polindmio x” —x—2.

1+41+8
S =4

X —x-2=0x= x=2 v x=-1
Portanto, X —x—2 =(x—-2)(x+1).

P(x):(xfl)s(xfz)2 (x2 7x72):
:(x—1)3(xfz)z(xfz)(erl):(x—l)3 ()(72)3 (x+1)

Conclui-se, entdo, que 1 e — 2 sdo raizes de P(x) de

multiplicidade 3 e —1 é uma raiz simples (de multiplicidade 1) de
P(x).

A opgdo correta € a (C).

5. P(x)é divisivel por x+1 se o resto da divisdo de P(x) por
x+1 forigual a 0, ou seja, se P(—1)=0.

P(-1)=0& 2x(-1)"' —3ax(-1)’ +2a=0=
©2x1-3ax(-1)+20=0<2+30+20=0=
c>50zfz<:>a:7§c>a:70,4

A opgdo correta é a (A).

6. Seja P(X) o polinédmio que satisfaz as condi¢des exigidas.
P(x):a(xfl)x(x+2)z,aeIR\{O}.
P(-1)=4a(-1-1)(-1+2) =4 s ax(-2)x1=4

S -2a=4<a=-2

Polinémios

Portanto, P(0)=-2(0-1)x(0+2) =2x4=8.

A opgédo correta é a (C).

1.1. Como na divisdo inteira de A(x) por B(x)o quociente ¢

Q(x) eorestoé R(x), tem-se:
A(x)=B(x)xQ(x)+R(x)

2x° =3x* +x—-1=B(x)x(2x+1)+3x-1<
&2 -3x* +x—1-3x+1=B(x)x(2x+1)

3 2
2x° —3x _ZX:B(X)
2x+1
Recorrendo ao algoritmo da divisdo inteira de polindmios, tem-
-se:
2x* —3x* =2x+0 |2x+1

©2x° -3x* —2x=B(x)x(2x+1) =

-2x* - x* 2x-2
—4x* -2x+0
4x° +2x
0

B(x) é o quociente da divisdo de 2x° —=3x* —2x por 2x+1, ou
seja, B(x)=x"—-2x.

1.2. O quociente da divisdo inteira de um polinédmio P(X) por
R(x) é 2x* —6x+3, logo tem-se:

P(x)=(3x-1)x(2x* —6x+3)+R, (), sendo R, (x) o resto da
divisdo inteira de P(x) por R(X) .

Ora, P(x)=(3x—1)x(2x’ —=6x+3)+R, (x)=

:3[X_§)x(2x3 ~6x+3)+R, (x)=
:(Xéjx[sx(zf ~6x+3)]+R, (x)=
:(X_éjx(sxtlsxw)wl(x)

1
Assim sendo, o quociente da divisdo inteira de P(x) por x—g é

6x° —18x+9 .

2.1. Aplicando a regra de Ruffini, vamos determinar o quociente

e o resto da divisdo de Q(x) por x—3.

-1 -1 4 4

3 3 -12 -24
-1 -4 -8 [-20

Quociente: Q(x)=—-x"—-4x—8

Resto: R(x)=-20

2.2. Vamos comegar por determinar as raizes do polinémio

P(x).
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Unidade 3

1+41+8

P(x)=0&—x*—x+2=0&x= &Sx=-2 v x=1

Temos, agora, de descobrir qual das raizes é comum a Q(X) .
a(-2)=—(-2) —(-2)" +4x(-2)+4=8-4-8+4=0
Logo, — 2 é raiz comum aos polinémios P(x) e Q(x).
Em seguida, vamos decompor em fatores o polindmio Q(x) .
Sendo — 2 uma raiz do polindmio Q(X) , entdo Q(X) é divisivel
por x+2.
Aplicando a regra de Ruffini determina-se o quociente da divisdo
de Q(x) por x+2.
-1 -1 4 4

2 -2 4

-1 1 ZB

Entdo, o quociente da divisio de Q(x) por x+2 é —x" +x+2.

-2

Q(x):(x+2)><(—x2 +x+2)
Seguidamente vamos determinar as raizes do polindomio

X +x+2.

X’ +x4+2=0 x= x=-1 v x=2

~1+1+8
_T PN
Assim, tem-se: —x* +x+2=—(x+1)(x-2)=(x+1)(-x+2) e
Q(x)=(x+2)(x+1)(—x+2) .
Q(x)<0e(x+2)(x+1)(—x+2)<0
Para resolver a inequagdo Q(x) <0, vamos construir uma tabela

onde é apresentado o estudo do sinal de cada um dos fatores e
do produto.

—0 =2 -1 2 +o0
X+2 - 0 + + + + +
x+1 - - - 0 + + +
—X+2 + + + + + 0
Q(x) + 0 - 0 + 0 -

Por observagdo do quadro, conclui-se que Q(x)<0

o xe[-2,-1]u[2,+o[ .

3.1. Tendo em atencdo a resolugdo apresentada no quadro,
conclui-se que P(x) é um polindmio de grau 4, sendo 1,-1, -7,

13 e — 6 os coeficientes dos termos de grau 4, 3,2,1e0,
respetivamente.

Ent3o, P(x):x4 —x>—7x*+13x—6..
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3.2. Atendendo a regra de Ruffini apresentada no quadro, tem-
-se: P(x):(x—l)(x—l)(x—Z)(x+3) .

3.3. P(x)<0&(x—-1)(x-1)(x-2)(x+3)<0

Para resolver a inequagdo P(X) <0, vamos construir uma tabela

onde é apresentado o estudo do sinal de cada um dos fatores e
do produto.

—00 -3 i 2 +0
x-1 - - - 0 + + +
x-1 - - - 0 + + +
xX—2 - - - - - 0 +
xX+3 - 0 + + + + +
P(x) + o -]0|-1]0 +

Por observaggo do quadro, conclui-se que P(x)<0 < x&[-3,2].

4.1. p(-1)=2x(-1)" =(-1)’ +ax(-1) +ax(-1)-6=
=2+1+a-a-6=-4

Como P(—l) #0, conclui-se que, independentemente do valor

dea, — 1 ndo éraizde P(x).

Portanto, P(x) ndo é divisivel por x+1.

4.2, P(x) édivisivel por x—a seesése P(a)=0.
P(a)=0<20"—a’ +axa’ +axa—6=0<
20" -d*+a’+a’ -6=0<2a"+a* -6=0
Fazendo a’ =y, tem-se:
2y’ +y-6=0

—1++/1+48
Sy=""" —

4

=>y=

N | w

v oy=-2

Como y=a’, tem-se:

02:§ v at=-2
2 Y
equagdo impossivel
3 3
Sa=,- v oa=-,|-
2 2
@a—é v a——ﬁ
V2 V2
@a—\/gxﬁ v (J——\/EX\/E
V2x\2 V2x\2
J6 J6
Sa=— Vv a=——
2 2




Unidade 4

1.1. Atendendo a que as coordenadas do ponto A sdo ( 1,1) )
1 1 1

conclui-se que: B(——,l), C(——,——j e D(1,-2) .
2 2 2

1.2. Como [ACDE] é um quadrado, conclui-se que o ponto E tem

coordenadas [E,—l)
2 2

2. 0D=0C=0B=+1*+1> =2 e OF = (\/5)2+12 =3.
Entdo, tem-se: A(1,2), B(1,1), ¢(v2,0), D(0,42),

£(v2,-1), F(-1,-1), 6(v3,0) e H(+/3,1) .

3. Por observacdo da figura, sabe-se que:

- 0s pontos A e F tém abcissa e ordenada positiva pois pertencem
aon1.°Q;

- a ordenada do ponto A é superior a ordenada do ponto F;

- 0 ponto G tem abcissa nula pois pertence ao eixo das
ordenadas;

- 0 ponto H tem ordenada nula pois pertence ao eixo das
abcissas;

- 0 ponto B tem abcissa negativa e ordenada positiva pois
pertence ao 2.°Q;

- 0 ponto C tem abcissa negativa e ordenada negativa pois
pertence a0 3.°Q;

- 0s pontos D e E tém abcissa positiva e ordenada negativa pois
pertencem ao 4.°Q;

- a ordenada do ponto E é inferior a ordenada do ponto D.

Assim sendo, conclui-se que: A(2,4), B(-2,2), ¢(-3,-2),
D(2,-1), £E(2,-2), F(4,2), G(0,3) e H(-3,0).
4.1. O ponto A situa-se no 4.° Q porque a sua abcissa é positiva e

a sua ordenada é negativa.

4.2. O ponto B situa-se no 3.° Q porque a sua abcissa e a sua
ordenada sdo negativas.

4.3. O ponto C situa-se no 2.° Q porque a sua abcissa é negativa e
a sua ordenada é positiva.

4.4. O ponto D situa-se no 4.° Q porque a sua abcissa € positiva e
a sua ordenada é negativa.

4.5. O ponto E situa-se no 3.° Q porque a sua abcissa e a sua
ordenada sdo negativas.

4.6. O ponto F situa-se no 1.° Q porque a sua abcissa e a sua
ordenada sdo positivas.

5.1. P€2.2Q< k+5<0AmM-3>0k<-5Am>3.

5.2. Re42Qaek >0/\1+2k<0c>k¢0/\k<—%<:k<—%

5.3. 5¢3°Qo 1 43<0n 4-k*<0=>m<—6nkeR
2 N——

condigdo universal

6. Sabe-se que uma reta vertical é definida por uma equagdo do
tipo x =a e uma reta horizontal é definida por uma equagédo do
tipo y=b.

Entdo a correspondéncia entre as retas e as equagdes € a

seguinte:
x=2—retav; x=n—retap;, y=2—>retas; x=—2—>retat;

y=0—>eixoOx; x=—-1—>retau; y=n—retar;
x=0— eixo Oy.

7.1. Areta que passa por F e é paralela ao eixo Ox é definida pela

equagdo y=2.

7.2. A reta que passa por F e € paralela ao eixo Oy é definida pela

equagdo x=—4.

8.1.

a) Os pontos A e D situam-se sobre uma reta paralela ao eixo Ox
porque tém a mesma ordenada.

b) Os pontos B e C situam-se sobre uma reta paralela ao eixo Oy
porque tém a mesma abcissa.

8.2,

a) A reta que passa por C e é paralela ao eixo das abcissas é
definida pela equagdo y=4.

O ponto P pertence a reta que passa por C e é paralela ao eixo
das abcissas se e s6 se 5k—6=4.
5k-6=4<5k=10=k=2

b) A reta que passa por A e é paralela ao eixo das ordenadas é
definida pela equagdo x=-5.

O ponto P pertence a reta que passa por A e é paralela ao eixo
das ordenadas se esé se 1+4k=-5.

1+4k:—5<34k:—6<:>k:—g

¢) O ponto P pertence ao 4.° Q se e s6 se a sua abcissa é positiva
e a sua ordenada é negativa.

1+4k>0 A 5k—6<0<:>k>—% A k<§<:>ke]—l E[

4’5

9.1. A representagdo geométrica do semiplano definido por

{P(x,y): xSZ} é:

b7 |
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9.2. A representagdo geométrica do semiplano definido por
{P(x,y): y>—1} é:
Ya

9.3. A representagdo geométrica do semiplano definido por

{P(x,y): X >—2} é:

9.4. A representacgdo geométrica do semiplano definido por
{P(X,y): y£3} é:
Yi

Y

10.1. O semiplano representado é definido pela inequagdo
x=-1.

10.2. O semiplano representado ¢ definido pela inequagdo

y=>-1.

10.3. A diagonal do retangulo representado tem de

comprimento /2> +3% =+/13 .
Entdo, o semiplano representado é definido pela inequagdo

x>13.

11.1. A afirmacdo é verdadeira porque a abcissa do ponto A
verifica a condigdo x >4, ou seja, porque a proposi¢cdo 5>4 é
verdadeira.

11.2. A afirmacdo é falsa porque a ordenada do ponto A ndo
verifica a condigdo y <—1, ou seja, porque a proposi¢do —1< -1

é falsa.

11.3. A afirmagdo € falsa porque, por exemplo, o ponto de
coordenadas (0,3) pertence a reta y =3 mas ndo pertence ao

semiplano x>1.
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11.4. A afirmacdo é verdadeira porque qualquer ponto da reta
Xx =2 pertence ao semiplano x>1.

1
12.1. A reta que passa por A(g,\/gj e é paralela ao eixo das

abcissas é definida pela equagdo y:\/§ .
O ponto P pertence a reta que passa por A e é paralela ao eixo

das abcissas se e s6 se k =\/§ .

12.2. Atendendo aos dados da figura, sabe-se que
0C=0B=+2"+1> =5 .

A regido sombreada da figura é definida pela inequagdo y < —\/g .
O ponto P pertence a regido sombreada da figura se e sé se

k<—+/5.

13.1. A representagdo geométrica do conjunto ANB é:
7|

o
%]
>y

13.2. A representagdo geométrica do conjunto C é:
vh
3

-2

13.3. Arepresentagdo geométrica do conjunto AUB é:
YA

-10 i

13.4. A representacdo geométrica do conjunto C é




14.1. ¥ -1=0=x’ =1x=1 v x=-1

A representacdo geométrica do conjunto de pontos do plano
definido por x> —=1=0 é:

yh

14.2. xy<0<(x<0Ay>0)v(x>0Ay<0)

A representagdo geométrica do conjunto de pontos do plano
definido por xy <0 é:

14.3. ~(y<lvx>-2)<y21Ax<-2
A representacdo geométrica do conjunto de pontos do plano
definido por ~(y<1 v x>-2) é

7 |

14.4. ~(-3<x<2) o~ (x>-3Ax<2)x<-3vx>2

A representagdo geométrica do conjunto de pontos do plano
definido por ~(-3<x<2) é

YA |

15.1. O conjunto de pontos assinalados no referencial é definido
pela condigdo —2<y<3.

15.2. O conjunto de pontos assinalados no referencial é definido
pela condigdo 0<x<2.

15.3. O conjunto de pontos assinalados no referencial é definido
pela condigdo -4<x<0A0<y<2.

15.4. O conjunto de pontos assinalados no referencial é definido
pela condigdo y=2A-1<x<3.

Geometria analitica

Tarefa 1

1.1. As coordenadas dos pontos que correspondem a locais de
interesse publico sdo:

H(-1,4), P(1,3), M(-1,-2), E(3,3) e C(4,1) .

1.2. O conjunto dos pontos que pertencem a linha do Metro é
definido pela condigdo y=-2.

1.3.

a) A reta representativa da rua que passa pela Policia e pela
Escola é definida pela condigdo y=3.

b) A reta representativa da rua que passa pelo Hospital e pela
Estacdo de Metro é definida pela condigdo x=-1.

1.4. PC=~/2> +3* =+/13 ~ 3,606

Como cada unidade corresponde a 100 metros, conclui-se que o
comprimento minimo do cabo é, aproximadamente, igual a 361
m.

1.5.

a) O conjunto dos pontos situados a norte do Hospital é
representado pela condigdo y>4.

b) O conjunto dos pontos situados a sul da Escola é representado
pela condigdo y<3.

c) O conjunto dos pontos situados a este da Policia é
representado pela condigdo x>1.

16.1. As coordenadas da projecdo ortogonal do ponto A(—3,5)

sobre o eixo Ox s3o (-3,0).

16.2. As coordenadas da proje¢do ortogonal do ponto A(—3,5)

sobre o eixo Oy sdo (0,5).

16.3. As coordenadas da proje¢do ortogonal do ponto A(—S,S)

sobre areta x=2 sdo (2,5) .

16.4. As coordenadas da proje¢do ortogonal do ponto A(—3,5)

sobre areta y=-1 sdo (—3,—1) .

17.1. A projegdo ortogonal de A sobre o eixo Ox é o ponto de
coordenadas (8,0).

Entdo, o ponto B é a projecdo ortogonal de A sobre o eixo Ox se e
sése k+5=8 Ak’ -9=0.

k+5=8Ak*-9=0ck=3AkK =9
<k=3n(k=3vk=-3)=k=3

17.2. A projegdo ortogonal de A sobre o eixo Oy é o ponto de
coordenadas (0,16).

Entdo, o ponto B é a projecdo ortogonal de A sobre o eixo Oy se e
sése k+5=0Ak>-9=16.

k+5=0Ak*-9=16<k=-5rk*=25<
<k=-5A(k=5vk=-5)=k=-5
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18.1. A projecdo ortogonal do segmento de reta [AB] sobre a
reta y=1 é o segmento de reta definido pela condigdo
y=1A-1<x<2.

18.2. A projegdo ortogonal do segmento de reta [AB] sobre o
eixo das ordenadas é o segmento de reta definido pela condigdo
x=0A2<y<5.

Tarefa 2

1.1. a) A projecdo ortogonal do ponto P(4,72) sobre o eixo Ox

é 0 ponto de coordenadas (4,0) .

b) A projegéo ortogonal do ponto P(4,—2) sobre o eixo Oy é o
ponto de coordenadas (0,—2) .

1.2. a) A projecio ortogonal do ponto G(—l,O) sobre o eixo Ox
é 0 ponto de coordenadas (-1,0).

b) A projecdo ortogonal do ponto G(—1,0) sobre o eixo Oy é o
ponto de coordenadas (0,0) .

c) A projegdo ortogonal do ponto G(—l,O) sobreareta y=4 é
o ponto de coordenadas (—1,4) .

d) A projecio ortogonal do ponto G(—l,O) sobreareta x=-3 é

o ponto de coordenadas (—3,0).

1.3. a) A projecio ortogonal de [BC] sobre o eixo Ox é definida

por y=0A2<x<4.

b) A projecédo ortogonal do tridngulo [ABC] sobre o eixo Ox é
definida por y=0A2<x<4.

c) A projecdo ortogonal do quadrildtero [DEFG] sobre o eixo Oy
é definida por x=0A-2<y<2.

19.1. As coordenadas dos vértices da caixa sdo:

A(4,0,0), B(4,4,0), €(0,4,0), 0(0,0,0), D(0,4,4),
E(0,0,4), F(4,0,4) e G(4,4,4).

19.2. As coordenadas dos vértices do poligono correspondente a
planificagdo da caixa sdo:

(0,0,0), (4,0,0), (4,4,0), (0,4,0), (4,-4,0), (0,-4,0),
(-4,0,0), (-4,4,0), (0,8,0), (4,8,0), (12,4,0) e (12,0,0).

20.1. Para construir a torre foram necessarios 14 cubos.
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20.2. A(3,0,1), B(2,2,2), €(0,2,2), D(1,1,3), E(3,3,1) e

F(1,2,2).

21. Seja a a aresta de cada um dos cubos.

V=27od =27=a=327 <a=3.
As coordenadas dos pontos assinalados na figura sdo:
A(0,3,0), B(-3,0,0), €(0,0,3), D(-3,3,3), E(3,-3,3),

F(3,-3,0), G(6,-3,-3), H(3,3,-3) e /(3,6,0).

22.1. Ac220ctante<k-1<0A2>0Ak>0

Sk<lak>0<kelo,1]

22.2. Beb.2octante © -5<0A2-k>0A k<0

Sk<2Ak<0&= k<0 ke]-o,0

22.3. Be7.20ctante<> -5<0A2-k<0A k<0

<k>2rk<0s kel |
IR

condigdo impossivel

23.1.

a) Os pontos que pertencem ao plano yOzs30 0, C, D, G,He N
(pois tém abcissa nula).

b) Os pontos que pertencem ao plano xOy sdo O, M e N (pois tém
cota nula).

) Os pontos que pertencem ao plano xOz sdo O e M (pois tém
ordenada nula).

23.2.

a) O vértice E situa-se no 4.° octante pois tem abcissa e cota
positivas e ordenada negativa.

b) O vértice D situa-se no 8.° octante pois tem abcissa positiva e
ordenada e cota negativas.

23.3. Como o vértice A se situa no 8.° octante, sabe-se que A tem
abcissa positiva e ordenada e cota negativas. Entdo as
coordenadas do ponto A podem corresponder a situagdo IlI:

(3,-1,-2).

24, Sabe-se que as coordenadas do ponto A sdo (3,0,3) , logo os

cubos tém aresta igual a 3.
Portanto, conclui-se que B(-3,3,3), C(-3,-3,6) e D(3,3,0).

25.1. As coordenadas da projecgdo ortogonal de P(3,—5,2) sobre
X0y sdo (3,-5,0).
25.2. As coordenadas da projecdo ortogonal de Q(71,2,4) sobre

x0zsdo (-1,0,4).

25.3. As coordenadas da projecdo ortogonal de T(72,1,76)

sobre yOz s3o (0,1,-6).



25.4. As coordenadas da projecdo ortogonal de P(3,—5,2) sobre

x0zsdo (3,0,2).

25.5. As coordenadas da projegao ortogonal de T(—2,1,—6)

sobre xOy sdo (-2,1,0).

25.6. As coordenadas da projegdo ortogonal de Q(—1,2,4) sobre
yOz 530 (0,2,4).

Tarefa 3

1.1. Em relagdo a situagdo |, as coordenadas dos vértices do cubo
sdo: A(4,0,0), B(4,4,0), ¢(0,4,0), D(0,0,0), £(0,0,4),
F(4,0,4), G(4,4,4) e H(0,4,4).

1.2. Em relagdo a situagdo Il, as coordenadas dos vértices do
cubo sdo:

A(2,-2,-2), B(2,2,-2), €(-2,-2,-2), D(-2,-2,-2),
E(-2,-2,2), F(2,-2,2), G(2,2,2) e H(-2,2,2).

1.3. O tridngulo [AOB] é retangulo em O, ent3o sabe-se que
(08 (o8] ~(38]

Como OB=0A, tem-se:

(ﬁ)2 +(@)2 :(E)2 @2(&)2 =42 @(ﬁ)z =8

Donde se conclui que &:\/E :zﬁ .
Entdo, em relagdo a situacdo lll, as coordenadas dos vértices do
cubo sdo:

A(zﬁ,o,o), B(o,zﬁ,o), C(*Z\/E,0,0), D(O,*Z\/E,O),
E(o,—zﬁ,4), F(2J§,0,4), G(o,zﬁ,4) e H(—zﬁ,o,4).

2.1. Atendendo as condices, o referencial aplicado foi o

seguinte:
zA
E H
F— G
[ c,
o 0 y
A Ky B

Nota: A origem do referencial coincide com o ponto médio de
[CD].

2.2. As coordenadas dos restantes vértices do cubo no
referencial considerado sdo:

B(4,2,0), €(0,2,0), D(0,-2,0), £(0,-2,4), F(4,-2,4) e
G(4,2,4).

Geometria analitica

26.1. As coordenadas dos vértices do cubo sdo:
A(3,0,0), B(3,3,0), C(0,3,0), O(0,0,0), D(O,3,3),
E(0,0,3), F(3,0,3) e G(3,3,3).

26.2.

a) Os vértices A, B, C e O pertencem ao plano xOy porque tém
cota nula.

b) Os vértices C, D, E e O pertencem ao plano yOz porque tém
abcissa nula.

) Os vértices A, O, E e F pertencem ao plano xOz porque tém
ordenada nula.

26.3.

a) Por exemplo, os pontos de coordenadas

(3,2,1) ,(3,1,1) e (3;0,5;2,8) n3o sdo vértices do cubo e
pertencem a face [ABGF].

b) Por exemplo, os pontos de coordenadas

(2,3,2) ,(1,3,0) e (0,3,1) n3o s3o vértices do cubo e
pertencem a face [BCDG].

c) Por exemplo, os pontos de coordenadas

(1,2,3) ,(0,1,3) e (2,2,3) n3o sdo vértices do cubo e
pertencem a face [FGDE].

26.4. Todos os pontos da face [OABC] tém cota 0 e todos os
pontos da face [EFGD] tém cota 3.

Todos os pontos da face [ABGF] tém abcissa 3 e todos os pontos
da face [OCDE] tém abcissa 0.

Todos os pontos da face [OAFE] tém ordenada O e todos os
pontos da face [BCDG] tém ordenada 3.

27.1.
a) As coordenadas dos vértices assinalados na figura so:
A(0,-2,3), B(-1,3,2), €(1,3,0), D(2,-1,0) e £(0,-2,1).

b) O segmento de reta [AE] é definido pela condicio
X=0Ay=-2A1<z<3.

) O plano que passa em B e é paralelo a xOy é definido pela
equagdo z=2.

d) A reta que passa em E e é paralela a Ox é definida pelo sistema
de equagbes y=—2Az=1.

27.2.

a) Areta que passa em C(1,4,—1) e ¢ paralela a Oy ¢ definida
pelo sistema de equagbes x=1Az=-1.

b) A reta que passa em A(0,—2,3) e ¢ paralela a Ox é definida

pelo sistema de equagbes y=—1Az=2.
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28.1. O vértice A pertence ao eixo Ox, logo tem ordenada e cota
nulas.

[ABCD] é um quadrado porque a piramide é quadrangular
regular.

Como o perimetro da base é 24, conclui-se que AB =% =6.
O triangulo [AOB] é retangulo em O, entdo sabe-se que
—\2 [ —\2 —\2
(0a) +(08) =(48)".
Como FB=a, tem-se:
(&)2 +(55)2 =(AT?)Z oz(a)z =6 o(ﬁ)z =18
Donde se conclui que OA =\/E=3\/E .

Assim sendo, o vértice A tem abcissa igual a 3x/§ .
Entdo, as coordenadas do vértice A sdo (3\/5,0,0) .

28.2. As coordenadas dos restantes vértices do sélido sdo:
B(o,sﬁ,o), c(—3ﬁ,o,o), D(o,—3ﬁ,o), E(O,—3«/§,—4),
F(3ﬁ,0,—4), G(0,3\E,—4) e H(—3ﬁ,0,—4).

28.3. O quadriladtero [AFHC] é definido pela condi¢do
y=0A-32<x<3/2 A—4<2<0.

Tarefa 4

1.1. As coordenadas dos vértices do cubo sdo:
A(0,0,3), B(0,-2,3), €(2,-2,3), D(2,0,3), E£(2,0,1),
F(0,0,1), G(0,-2,1) e H(2,-2,1).

1.2,
a) Por exemplo, o ponto de coordenadas (1,0,2) ndo pertence a

qualquer aresta do cubo e pertence a face [ADEF].
b) Por exemplo, o ponto de coordenadas (1,—1,3) ndo pertence

a qualquer aresta do cubo e pertence a face [ABCD].

c) Por exemplo, o ponto de coordenadas (1,72,2) ndo pertence a
qualquer aresta do cubo e pertence a face [BCHG].

d) Por exemplo, o ponto de coordenadas (0,—1,2) ndo pertence
a qualquer aresta do cubo e pertence a face [ABGF].

e) Por exemplo, o ponto de coordenadas (1,—1,1) ndo pertence a

qualquer aresta do cubo e pertence a face [EFGH].
f) Por exemplo, o ponto de coordenadas (2,71,2) ndo pertence a

qualquer aresta do cubo e pertence a face [CDEH].

1.3.

a) A face [ADEF] é definida pela condigdo
y=0A0<x<2A1<z<3.

Logo, o ponto de coordenadas (k,O,Z) pertence a face [ADEF] se
esose 0<k<2,ouseja, k€[0,2].

b) O cubo é definido pela condi¢cio
0<x<2A-2<y<0Al1l<z<3.
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3
Logo, o ponto de coordenadas (1,—5,kj pertence ao cubo se e

sose 1<k<3,ouseja, ke[1,3].
¢) O cubo é definido pela condi¢cdo
0<x<2A-2<y<0Al1l<z<3.

1
Logo, o ponto de coordenadas (E,k,\/zj pertence ao cubo se e

sose —2<k<0, ouseja, ke[-2,0].
d) A face [BCHG] é definida pela condi¢do
y=-2A0<x<2A1<z<3.

1
Logo, o ponto de coordenadas (E,k,\/i] pertence a face

[BCHG] se e s se k=-2.

1.4. AB: x=0Az=3;CD: x=2A2=3; EH: x=2A2=1;
FG: x=0Az=1; AF: x=0Ay=0,;, BG: x=0Ay=-2;
CH: x=2Ay=-2, DE: x=2Ay=0; AD: y=0A2z=3;
BC: y=-2Az=3,;, GH: y=-2Az=1; EF: y=0A2z=1.

1.5.

a) O cubo é definido pela condigdo
0<x<2A—-2<y<0A1<z<3 earetaEH é definida pela

condigdo x=2Az=1.
Entdo, por exemplo, o ponto de coordenadas (2,1,1) nao

pertence ao cubo mas pertence a reta EH.
b) O cubo ¢é definido pela condi¢io
0<x<2A-2<y<0A1<z<3 earetaBG é definida pela

condigdo x=0Ay=-2.
Entdo, por exemplo, o ponto de coordenadas (O,—2,4) nao

pertence ao cubo mas pertence a reta BG.
¢) O cubo é definido pela condicdo
0<x<2A-2<y<0A1<z<3 earetaBCé definida pela

condigdo y=-2Az=3.
Entdo, por exemplo, o ponto de coordenadas (71,72,3) nao

pertence ao cubo mas pertence a reta BC.

1.6.

a) A face [ABCD] é definida pela condi¢cdo
z=3A0<x<2A-2<5y<0.

b) A face [CDEH)] é definida pela condicdo
X=2A-2<y<0Al1l<Lz<3.

c) A aresta [GH] é definida pela condic3o
y=—2Anz=1A0<x<2.

d) A aresta [ED] é definida pela condi¢do x=2Ay=0A1<z<3.



Proposta 1

1.1. O tridngulo [ABC] é retdngulo em B, entdo sabe-se que
() =) +(ac).

Como E:R:Z,tem—se:

(Aic)2 =27 42 @(E)z =8

Donde se conclui que E:\/g =2\/E .

Assim sendo, tem-se que B(ﬁ,lﬁ/i), C(0,1+2\/5) e

D(—x/i,1+x/5) .

1.2. O tridngulo [AOD] é retangulo em O, entdo sabe-se que
(R0} ~(A) +(B]

Como OA=1 e AD=2 , tem-se:

2 =12 +(E))2 @(E))z =3

Donde se conclui que @:x/g .

Assim sendo, tem-se que B( 1+\/§,1) , C(\/§,1+\/§) e

p(0,43).

Proposta 2

2.1. Como o tridngulo [ABC] é equilatero, AB=BC=AC.

Sabe-se ainda que AB=6-2=4.

Designemos por h a altura do triangulo [ABC] em relagdo ao
vértice C.

Entdo, tem-se 4> =2 +h* < h* =12.

Donde se conclui que h :\/ﬁ :2\/5 .

Assim sendo, as coordenadas do vértice C sdo (4,1+2\/§) .

2.2,

a) A reta AB ¢é definida pela equacgdo y=1.

b) A reta r que passa em B e é paralela a Oy é definida pela
equagao x=6.

c) Areta s que passa em Ce é paralela a AB é definida pela
equagao y:1+2\/§ .

Proposta 3

3.1. Arepresentagdo geométrica do conjunto de pontos
{P(x,y): x<2 A yz—l} é:
v

Geometria analitica

3.2. [x[>2&x>2vx<-2
A representagdo geométrica do conjunto de pontos
{P(x,y): ‘x‘ >2} é:

1 73 i

I
ro
=
2
=¥

33. |y|<2ey<2Ay2-2&-2<y<2

A representagdo geométrica do conjunto de pontos
{P(x,y): ly|<2 A x>1} é:

vh
- A

o 1 re
SR

3.4. Arepresentacdo geométrica do conjunto de pontos

{P(x,y): y<3 A —1<x<2} &

3.5. A representagdo geométrica do conjunto de pontos
(P(xy): y=1vy<-1} &
Y

3.6. [y>1ey>1 vy<-1
A representagdo geométrica do conjunto de pontos
{P(x,y): x=2 v |y >1} é:

¥i

79



Proposta 4

4.1. O conjunto de pontos representado no referencial é definido
pela condigdo x>—-2 Ay <3.

4.2. O conjunto de pontos representado no referencial é definido
pela condigdo x<-2vy>3.

4.3. O conjunto de pontos representado no referencial é definido
pela seguinte condigdo: —2<x<0A0<y<3.

Proposta 5

5.1.

a) O lado [AB] é definido pela condi¢do y=1A-4<x<2.
b) O lado [BC] é definido pela condi¢do x=—4 A —-2<y<1.

5.2.

a) Como a reta r passa na origem, a sua equacio é do tipo
y=mx.

0 ponto A(2,1) pertence a retar, logo tem-se

1
l=mx2&m=—.
2
~ - ~ 1
Entdo, a reta r pode ser definida pela equagdo y=5 X.

1
b) O lado [AC] é definido pela condicdo y =£x A—4<x<2.

Proposta 6
6.1.

a) O plano que passa por A e é paralelo a yOz é definido pela
equagdo x=-3.

b) O plano que passa por A e é paraleloa z=7 ¢é definido pela
equagdo z=-1.

) O plano que passa por A e é paraleloa y+5=0 é definido
pela equagdo y=2.

6.2.

a) As coordenadas do ponto B’, projecio ortogonal do ponto
B(5,-2,3) sobre o plano xOy, sdo (5,-2,0).

b) As coordenadas do ponto B’, projecdo ortogonal do ponto
B(5,-2,3) sobre o plano z=-2, sdo (5,-2,-2).

c) As coordenadas do ponto B’, projecdo ortogonal do ponto
B(5,-2,3) sobre o plano x=1,s30 (1,-2,3).

d) As coordenadas do ponto B’, proje¢do ortogonal do ponto
B(S,—2,3) sobre o plano y =5, sdo (5,5,3).

6.3.

a) Pe2.2octante<> —4<0A1l-k>0Ak+2>0r k>0
ok<lak>-2okel-2,1]

b) Pe6.2octante<> —-4<0A1-k>0Ak+2<0<

Sk<lnk<-2ok<-2eke]-o,-2[
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c) Pe3°octante<> —4<0Al-k<0Ak+2>0&

Sk>1nk>-2sk>1eke]1,+00

Proposta 7

7.1.

a) Em relagdo ao referencial 1, as coordenadas dos pontos
assinalados sdo:

A(0,0,1), B(1,1,0), €(0,1,1), D(-1,1,2), E(-1,2,1) e
F(0,2,0).

b) Em relacdo ao referencial 2, as coordenadas dos pontos
assinalados sdo:

A(1,-1,0), B(2,0,-1), €(1,0,0), D(0,0,1), E£(0,1,0) e
F(1,1,-1).

) Em relagdo ao referencial 3, as coordenadas dos pontos
assinalados sdo:

A(1,-2,1), B(2,-1,0), €(1,-1,1), D(0,-1,2), £(0,0,1) e
F(1,0,0).

7.2.

a) Em relagdo ao referencial 1, o plano ACF é definido pela
equagdao x=0.
b) Em relag3o ao referencial 1, o plano BCD é definido pela
equagao y=1.
) Em relagdo ao referencial 1, o plano ACE é definido pela
equagdo z=1.

7.3. O referencial relativamente ao qual o plano BCD pode ser
definido pela equagdo y=-1 éo 3.

Proposta 8

8.1. As coordenadas dos vértices assinalados na figura sdo:
A(1,-1,1), B(1,0,1), €(-1,0,1), D(-1,0,2), E(1,1,-1) e
F(O,l,—l) .

8.2.

a) A aresta [AB] é definida pela condi¢do
x=1Az=1A-1<y<0.

1
Entdo, por exemplo, o ponto de coordenadas (1,—5,1J ndo é

vértice de qualquer cubo e pertence a aresta [AB].
b) A aresta [CD] é definida pela condi¢3o

X==1Ay=0A1<z<2.

3
Entdo, por exemplo, o ponto de coordenadas (—1,03) ndo é

vértice de qualquer cubo e pertence a aresta [CD].

c) A aresta [EF] é definida pela condi¢cdo
y=1Az=-1A0<x<1.
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1
Entdo, por exemplo, o ponto de coordenadas (E,l,—lj nido é

vértice de qualquer cubo e pertence a aresta [EF].

8.3.

a) A reta AB é definida pelo seguinte sistema de equagdes:
x=1Az=1.

b) A reta CD é definida pelo seguinte sistema de equacdes:
x=-1Ay=0.

) A reta EF é definida pelo seguinte sistema de equagdes:
y=1lnz=-1.

Proposta 9
9.1. Sendo / 0 ponto de coordenadas (0,0,\/5) , entdo conclui-se

que a medida da aresta do cubo é \/§
O triangulo [AOB] é retangulo em O, entdo sabe-se que

(O8] +(8) = (78]

Como OB=0A, tem-se:

(04) +(38) (48] = 2(A) (48] = (0A] 4
Donde se conclui que OA=+/a=2.

Entdo, as coordenadas dos vértices do cubo sdo:

A(2,0,0), B(0,2,0), €(-2,0,0), D(0,-2,0), E(z,o,ﬁ),
F(0,2,48), 6(-2,0,8) e H(0,-2,8).

9.2.

a) O segmento de reta [BF] é definido pela condigdo
X:0Ay=2/\0§2§\/§.

b) O segmento de reta [EG] é definido pela condigdo
y:OAZZ\/gA —2<x<L2.

9.3. O ponto P(‘3—k‘ -5,0, \/g) pertence ao segmento de reta
[EG]seesése —2<[3—k|-5<2.
—2<[3-k|-5<2<[3-k|-52-2A3-k|-5<2&

< [3-k|23 A[3-k|<7

& (3-k23v3-k<-3)A(3-k<TA3-k2-7)

& (-k20v —k<-6)A(-k<4 A -k>-10)

& (k<0vk26)A(k=-4 Ak<10)< ke[-4,0]U[6,10]

Entdo, o conjunto de todos os valores inteiros de k para os quais
0 ponto P pertence ao segmento de reta [EG] é

{-4, -3, -2,-1,0,6,7,8,9, 10}.

Geometria analitica

Proposta 10
“(Ix=1>2v|y-3>1)ex-1<2aly-3|<1e
& (x-1<2Ax-12-2)A(y—-3<1Ay-3>-1)
S(x<3ax2-1)A(y<day=2)

& -1<x<3A2<y<4

Assim sendo, conclui-se que as coordenadas dos vértices do
retangulo sdo:

A(-1,2), B(3,2), C(3,4) e D(-1,4).

Proposta 11
11.1.

a) O ponto D tem a mesma abcissa e a mesma ordenada que o
ponto B.

Atendendo as dimensdes do reservatdrio inicial, conclui-se que a
cota do ponto D é 40.

Assim sendo, as coordenadas do ponto D sdo (60,80,40) .

b) V4, =60x40x60 =144000 cm’

Designemos por h a altura do liquido no reservatdrio colocado na
segunda posigdo.
Entdo, tem-se: 60x80xh =144000 < 4800x h=144000 <

144
he 000

< h=30cm.

Entdo, conclui-se que P(60,0,30), Q(60,80,30), R(0,80,30) e
5(0,0,30).
11.2. ABx10=4x10=40 e BC x10=8x10=80.

Designemos por h1 a altura do liquido no reservatério colocado
na terceira posicao.

Entdo, tem-se: 40x80xh, =144000 < 3200xh, =144000 <
144000
3200
Como a unidade do referencial corresponde a 10 cm e
h,:10=45:10=4,5, conclui-se que a equagdo do plano JLM é
z=4,5.

Entdo, J(4;,-2;4,5), L(4;2;4,5), M(-4;2;4,5) e

N(-4;-2;4,5) .

< h, =45

1
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29. AB=[(3-7) +(-2-1) =16+9=V25=5;
AC=[(3-0) +(-2-2] ~\o+16 =25 =5
BC—[(7-0) +(1-2) ~Va9+1=V50.

Como (E)Z :(ﬁ)z +(E)Z, conclui-se que o triangulo [ABC] é

retangulo em A.

Quanto aos lados, o tridngulo é isésceles porque AB=AC .

30.1. AB=y/(-1-2) +(3+3)° =+/9+36 =/45=13*x5=3./5 .

30.2. A projegdo ortogonal do ponto A(—1,3) sobre o eixo Ox é

o ponto A'(-1,0).

AB=y/(-1-2) +(0+3) =/9+9=9x2=32.

30.3. A projegdo ortogonal do ponto B(2,73) sobre o eixo Oy é

o ponto B'(0,-3).

AB'=/(-1-0)" +(3+3)" =V1+36 =437 .
30.4. A'B'=|(-1-0)" +(0+3) =V1+9=+10.

31.1. AD=,/(2+1)" +(1-4)" =\/18=32 e
ED=y(-3+1) +(6-4) =V8=212.

P[ABCD]=4E:4X3\/E=12\/E e P[DEFG=45:4X2\/E=8\/E .

]
P[ABCD] B 12\/5 _ 3

Ora, = =—.
P [pEFG] 8\/5 2

Donde se conclui que P

[ABcD] [DEFG] *

:%p
31.2. O triangulo [ADC] é retangulo em D, entdo sabe-se que
(50 +(oc ~(ac]

Como AD=DC, tem-se:

(5 =(0) +(o6]" e (3 ~(J58) (i) =
@(E)Z =36 .

Donde se conclui que AC=+/36=6.
De forma andloga se conclui que

(&)2 :(\/g)z +(x@)z @(E)z =16, ou seja, que
GE=+16=4.

Entdo, os outros vértices dos quadrados tém as seguintes
coordenadas:

B(-1+6,4), C(2,1+6), F(-1-4,4) e G(-3,6—4), ou seja,
B(5,4), €(2,7), F(-5,4) e G(-3,2).
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31.3. EC=/(-3-2)" +(6-7)" =26 .
P[ACEG]:E+E+ZE:6+4+2\/E:1o+z\/ﬁ
(unidades de comprimento) .

Tarefa 5

1.1. O referencial aplicado é o seguinte:
'z )

1.2. Em relagdo ao referencial aplicado, sabe-se que B(S,Z),

C(3,-1) e D(6,-2).

13.
a) d(A,D)=4(2-6) +(1+2)° =v/16+9 =125 =5.
b) d(B,C)=4/(5-3) +(2+1)" =V4+9=113.

32.1. O perimetro do triangulo [ABC] é dado por:

P=AB+AC+BC.

P:\/(3—1)2 +(2-0) +(1-1) +\/(3—1)2 +(2-1) +(1-2)" +
+\/(1—1)2 +(0-1) +(1-2)" =

=8 +6 +v2=2V2+/6 +v2=3v2+6

(unidades de comprimento) .

32.2. O tridngulo [ABC] é retangulo em C porque

(78 =() +(

33.1. Por aplicagdo do Teorema de Pitagoras tem-se:

(AC) =(A8) +(¢) = (AC) =a’ +57.

Também por aplicagdo do Teorema de Pitagoras, se conclui que:
—_\2 —\2 —\2 —\2

(AH) =(Ac) +(cH) < (Ac) =a® +b7 +¢.

Donde se conclui que AH =+a>+b® +c* .

33.2.

a) Relativamente ao referencial aplicado, sabe-se que A(b,0,0)
e H(0,a,c).

Entio, ﬁ:\/(bfo)2 +(0ch)2 +(O*C)2 =\b*+a’ +c’ .

b) Relativamente ao referencial aplicado, sabe-se que

A(0,—a,—c) e H(-b,0,0).

Entdo, ﬁ=\/(0+b)2+(—a—0)2+(—c—0)2 =\b>+a’ +c’ .




34.1.
a) ﬁ=\/(—2+1)2 +(0+2)" +(3-2)° =6 .

b) AC=/(-2-1) +(0-2) +(3+3) =49 =7.

34.2.

a) A0=,/(-2-0) +(0-0)" +(3-0) =13;
BO=/(-1-0) +(-2-0)' +(2-0)’ =9 =3;
CO=J(1-0) +(2-0)' +(-3-0)" =14 .

Logo, o ponto mais préximo da origem é o B.

b) O ponto mais afastado da origem é o C.

35. Cada uma das faces do tetraedro é um triangulo equilatero.

AD=\/(5-8)" +(-2-2)" +(1-13) =169 =13.
Logo, o perimetro de cada face do tetraedro é dado por:
P=3AD =3x13=39 (unidades de comprimento).

36.1. Como B(3,6\/§,0) , conclui-se que 0B=3 e

AB=0C =643 .
Seja P a projec¢do ortogonal de E sobre [AB].
Como as bases do prisma sdo tridngulos equildteros, entdo

BE=643 .

O triangulo [BEP] é retangulo em P, entdo sabe-se que

(Be)" =(EP) +(P)"-

(5] (@) +(78) = 643) ~(£9) + (345 =
—\2 —\2

©108=(EP) +27 < (EP) =81 .

Donde se conclui que EP=+/81=9.
Entdo, as coordenadas do ponto E sdo (3,3\/5,9) .

36.2. A= BCxBE =3x6+/3 =183 (unidades de area) .
363. V., = G\EXQ x3=81+/3 (unidades de volume).
Tarefa 6

1.1. Designemos por ap o apétema da piramide. Entdo, tem-se:

ap2 =60 +25° <::>th2 =60"+25" < ap2 =4225.
Donde se conclui que a, =+/4225=65.

Relativamente ao referencial aplicado, sabe-se que a cota do
ponto V é 77 (65+12) e que A(50,12) e V(25,77).

Entdo, AV :\/(50—25)2 +(12-77) =+/625+4225 =
=+/4850 =5v194cm .

Geometria analitica

50x65

1.2 Ap,an,ﬁcagﬁo=4x(50x12+ j=4><(600+1625)=
=8900 cm’ .

2.1. Sabe-se que A(25,25,0), B(-25,25,0), C(-25,-25,0),
D(25,-25,0), E(25,-25,-12) e V(0,0,60).

2.2,

a) £8=(25+25)" +(-25-25)" +(-12-0)’ =

=+/2500+2500+144 =+/5144 cm .

b) Vp = Vpr/'sma + foramfde

1
=50 ><12+§><502><602

oliedro

=30000+ 50000 =80000 cm’

37.1. Seja M o ponto médio de [AB]. As coordenadas de M sdo

[4+g_1)'22+6j:@’2]'

37.2.

a) Sejam (X,y) as coordenadas do ponto D.

Como C é o ponto médio de [AD], tem-se: (1,3) :( S 5
4+
A+x

. 2 xX=-2

Daqui resulta que: = .
-2+y y=8
—=3

2
Conclui-se, entdo, que D(-2,8) .

b) Sejam (x,y) as coordenadas do ponto D.

-1+ +

Como C é o ponto médio de [BD], tem-se: (1,3) =[ 5 X ,%j .

“1+x

. 2 x=3

Daqui resulta que: = .

6+y y=0

7:3

2

Conclui-se, entdo, que D(3,0) .

38. Sejam (x,,y, ) as coordenadas do ponto B.

Como M é o ponto médio de [CB], tem-se:

(§ 2]: —2+4x, 3+y,
2’ 2 ' 2

-2+x 3
= .
Daqui resulta que: 2 2 @{ !
Vi, y; =1
2

Conclui-se, entdo, que B(5,1).
Sejam (leyz ) as coordenadas do ponto A.

Como N é o ponto médio de [BA], tem-se:

11:5”7"2“7)’2.
"2 2 2

A4+x —2+yj
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. 2 ! X, =-3
Daqui resulta que: & .
1+y, _1 Y, =

2 2
Conclui-se, entdo, que A(-3,0) .

Como P é o ponto médio de [AC], as coordenadas de P sdo

—3+(-2) 043 _[_E 5]
2 2 2'2)°
39.1. Seja M o ponto médio de [AB]. As coordenadas de M sdo
2+(-3) 1+0 3+2 _(_1 1 §j
2 272 2'2°2)
39.2.

a) Sejam (x,y,z) as coordenadas do ponto D.

Como C é o ponto médio de [AD], tem-se:

(1,_1'2)=(2+7X'1+7y'3+72)

2 2 2
2+
le
2 x=0
1+
Daqui resulta que: Ty:—1<:> y=-3.
z=1
3+
3+z_,
2

Conclui-se, entdo, que D(0,-3,1).
b) Sejam (x,y,z) as coordenadas do ponto D.

Como C é o ponto médio de [BD], tem-se:

(11_112):(_3+X:O+y;2ij-

2 2 2
-3+
X_4
2 x=5
0+
Daqui resulta que: —y:—1c> y=-2.
z=2
2+
z_,
2

Conclui-se, entdo, que D(5,-2,2).

40.1. Seja M o ponto médio de [AB]. As coordenadas de M sdo
[—2 +6 1+1

S ):(2,1).

Seja P(x,y)um ponto qualquer da mediatriz de [AB].

Sabe-se que PA=PB.

PA=PB < (x+2) +(y—1) =y(x=6) +(y—1)’ Entdo, tem-
-se que:

(x+2)2 +(y—1)2 =(x—6)2 +(y—1)2

S X HAX+A+y’ 2y +1=x" —12x+36+y> —2y+1

& 16x=32<x=2
Entdo, a mediatriz de [AB] é definida pela equagdo x=2.
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40.2. Seja M o ponto médio de [AC]. As coordenadas de M sdo

(i) 23

Seja P(x,y)um ponto qualquer da mediatriz de [AC].

Sabe-se que PA=PC .

ﬁ=ﬁ<:>\/(x+2)2 +(y—1)2 =\/(x+2)2 +(y—4)2 Entdo, tem-
-se que:

(x+2)2 +(y—1)2 :(x+2)2 +(y—4)2

S X +ax+4+y" —2y+1=x"+4x+4+y* -8y +16

15 5
Sby=15cy=—y=—
y y 6 y >

5
Entdo, a mediatriz de [AC] é definida pela equagdo y:E .

40.3. Seja P(x,y)um ponto qualquer da mediatriz de [BC].

Sabe-se que PB=PC.

PB=PC & \[(x—6) +(y—1) =y(x+2)" +(y—4)’ Entdo, tem-
-se que:

(X—G)Z +(y—1)2 :(x+2)2 +(y—4)2

S X —12x+36+y’ =2y +1=x"+4x+4+y’ -8y +16

16x-17 8 17
oby=lex-1l7Toy=——"—Sy=—X——
v Y 6 v 3 6
~ N . . . 8 17
Entdo, a mediatriz de [BC] é definida pela equagdo y :EX_? .

41. DA=\J(5-1) +(2-4)" =20 e
DC=\(5-3) +(2+2)" =~20 .

Como DA =DC, conclui-se que o ponto D pertence a mediatriz
de [AC].

BA=\(3-1) +(4-4) =Va=2e
BC=1(3-3)"+(a+2) =\36=6.

Como ﬂiﬁ, conclui-se que o ponto B ndo pertence a
mediatriz de [AC].

42.1. Sabe-se que AC :EC, entdo C é equidistante de A e B, ou
seja, pertence a mediatriz de [AB].
Vamos entdo comecar por determinar uma equagdo da mediatriz

de [AB].

Seja P(x,y)um ponto qualquer da mediatriz de [AB].

Sabe-se que PA=PB.

PA=PB < \[(x+3) +(y—1) =y(x—1) +(y—2)’ Entdo, tem-
-se que:

()(+3)Z +(y—1)Z :(x—l)2 +(y—2)2

S X +6x+9+y? —2y+1=x—2x+1+y* —4y+4

5
c>2y:78x75c>y:74x7£

5
Entdo, a mediatriz de [AB] é definida pela equagdo y :—4x—5 .



Em seguida vamos determinar a ordenada do ponto da mediatriz
de [AB] que tem abcissa 0.

5
Se x=0, entdo y=—§ .
. 5
Assim sendo, o ponto C tem coordenadas 0,—5 .

42.2. Pretende-se determinar a ordenada do ponto da mediatriz
de [AB] que tem abcissa —2.

Se x=-2, entdo y:—4x(—2)—§:8—§:%.

11
Assim sendo, o ponto C tem coordenadas [—2,7j .

42.3. Pretende-se determinar a ordenada do ponto da mediatriz
de [AB] que tem ordenada —4 .

5
Se y=—4, entdo —4=—4x—5.
5 3
—4:—4X—E®—8:—8x—5c>8x:3<:>x:g

3
Assim sendo, o ponto C tem coordenadas (;—4) .

43.1. ﬁ:./(—_’;+4)2 +(2+2 P17 e
PB=1/(-3-2) +(2-1) =26 .

Como PA< PB, conclui-se gue o ponto P esta mais proximo do
ponto A do que do B, ou seja, pertence ao semiplano inferior
aberto definido pela reta r.

43.2. Areta r é a mediatriz de [AB].

Seja P(X,y) um ponto qualquer da mediatriz de [AB].

Sabe-se que PA=PB.

PA=PB < |(x+4) +(y+2) =y(x—2) +(y—1) Entdo, tem-
-se que:

(x+4)2 +(y+2)" =(x-2) +(y—1)2

S X +8x+16+y’ +4y+4=x" —4x+4+y’ -2y +1

®6y=—12x—15<:>y=—2x—§

5
Entdo, a reta r é definida pela equagdo y =_2X_E .

44.1. Vamos comegar por determinar a equagao reduzida da
mediatriz de [BC].

Seja P(x,y)um ponto qualquer da mediatriz de [BC].
Sabe-se que PB=PC.

PB=PC & \(x—0) +(y+2) =y(x-1) +(y-2)

Entdo, tem-se que:

(X—O)2 +(y+2)2 :(x—l)2 +(y—2)2

SX Y +Ay+a4=x" -2x+1+y’ —4y+4

1 1
c>8y:72x+1®y:71x+§

Geometria analitica

1 1
Equacdo reduzida da mediatriz de [BC]: y = _ZX+§ .

Entdo, o semiplano superior fechado definido pela mediatriz de

1 1
[BC] é representado pela inequagdo y2—2x+§ .

44.2. Vamos comecar por determinar a equacgao reduzida da
mediatriz de [AB].

Seja P(x,y)um ponto qualquer da mediatriz de [AB].
Sabe-se que PA=PB.

PA=PB > \J(x+1) +(y—1) =(x-0) +(y+2)’

Entdo, tem-se que:

(x+1)2 +(y—1)2 =(x—0)2 +(y+2)2

X +2x+1+y’ 2y +1=xX"+y’ +4y+4

1

X
Sby=2x-2&y=———
3 3

1
Equacdo reduzida da mediatriz de [AB]: y=§—§ .

Entdo, o semiplano inferior aberto definido pela mediatriz de
x 1
[AB] é representado pela inequagdo y<g—§ .

44.3. Vamos comegar por determinar a equagado reduzida da reta
BC.

2-(-2)
1-0

=4 eaordenada na

O declive da reta é dado por m,. =

origemé —2.
Equacdo reduzida dareta BC: y=4x-2.

Entdo, o semiplano inferior fechado definido pela reta BC é
representado pela inequagdo y<4x-2.

Tarefa 7

1.1. Areta r é a mediatriz de [AB].

Seja P(x,y)um ponto qualquer da mediatriz de [AB].

Sabe-se que PA=PB.

PA=PB < \[(x—0) +(y+3) =(x-1) +(y—2)° Entdo, tem-
-se que:

(xfo)2 +(y+3)2 :(xfl)2 +(y72)2

SX +y +6y+9=x"-2x+1+y’ —4y+4

2
@10y:—2x—4©y:—§—g

2
Entdo, a reta r é definida pela equagdo reduzida y = —g—g .

1.2. O semiplano superior aberto determinado pela reta r é

2
definido pela inequacdo y > —g e

1.3. O semiplano inferior fechado determinado pelaretaré
- ) = x 2
definido pela inequagdo y < e

Pretende-se determinar o conjunto das ordenadas de todos os
pontos que tém abcissa 2.
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Ora, se x=2, tem-se:
y< 2 2<:>y< 4
© 5 5 5

. 4
Entdo, ye _OO’_E .

1.4. A reta BC pode ser definida por uma equagéo do tipo
y=mx+b.
1-2

O declive da reta é dado por: mj,. :ﬁ =

ENREE

1
Entdo, a equacgdo é da forma y:2x+b .
Como o ponto B(l,Z) pertence a reta, tem-se:

2:1><1+b<:>2—1:b<:>1:b.
4 4 4
~ . 1 7
Equagdo reduzida da reta BC: y=zx+z.

1.5. Entdo, o semiplano inferior aberto determinado pela reta BC

1 7
é definido pela inequagdo y<ZX+Z .
2.1. Sendo B o ponto de interse¢do da reta t, definida por
y=-3x+6, com o eixo Oy, entdo B(0,6).
A é o ponto de intersegdo da reta t com o eixo Ox, entdo A(X,O)
e 0=—-3x+6.
Ora, 0=-3x+6x=2.
Entdo, A(2,0).
Como C é o ponto médio de [AB], as suas coordenadas sdo
[2+0 0+6

T,Tj=(1,:~;) .
2.2. Areta s é a mediatriz de [AB].
Seja P(x,y)um ponto qualquer da mediatriz de [AB].
Sabe-se que PA=PB.
PA=PB < \[(x-2) +(y—0) =y(x—0) +(y—6)
Entdo, tem-se que:
(x=2)" +(y-0)" =(x-0)" +(y-6)’
S X —Ax+4+y* =x* +y’ —12y+36

@12y:4x+32<:>y:§+§

. - . . x 8
Entdo, a reta s é definida pela equacgdo reduzida y =§+§ .
Entdo, o semiplano superior aberto determinado pela retas é

8
definido pela inequagdo y>§+g .

45. Designemos por r,, r, e r, osraios das circunferéncias de

centros A, B e C, respetivamente.
A circunferéncia de centro A passa em B, entdo

r,=AB=\/(-2+3) +(4-3)" =+2.
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A circunferéncia de centro B(—3,3) é tangente aos eixos
coordenados, entdo r, =3.

A circunferéncia de centro C passa pela origem do referencial,

entdo r, =E=\/(1—0)2 +(—2—0)2 =5.

46. Um ponto pertence a circunferéncia de centro Ce raio 5se a
sua distancia a C é igual a 5.

PC=+/(-1-2)" +(7-3)" =v25=5;

RC=y/(4-2) +(-1-3) =v20.

Conclui-se que apenas o ponto P pertence a circunferéncia de
centro C e raio 5 porque PC=5.

47. As circunferéncias representadas pela equagbes |, II, lll e IV
tém centros de coordenadas, respetivamente,

(4,-1), (-4,1), (0,0) e (0,-4).

Entdo, a correspondéncia entre as circunferéncias representadas
e as equacgdes € a seguinte:

C, =, C,—1, C;—=>IV e C, =l .

48.1. Comecga-se por determinar o raio r.

r=AB=\/(-1-2) +(3+5) =73

Entdo, a circunferéncia de centro A(71,3) e que passa em B é
definida pela equagdo:

(X_(_l))z +(y-3)’ =(x/ﬁ)2 , ou seja, (x+1)2 +(y—3,)2 —73.

48.2. Comecga-se por determinar o raio r.

r=0A=4/(0+1) +(0-3)" =10

Entdo, a circunferéncia de centro em O e que passa em A é
definida pela equagdo:

(x—0)2+(y—0)2 :(x/ﬁ)z, ouseja, x*+y*=10.

48.3. Sendo [AB] um dos diametros da circunferéncia, entdo o
centro é o ponto médio de [AB].
As coordenadas do ponto médio de [AB] sdo

5225 )

Em seguida determina-se o raio r.
J— 2 2
_AB_ V(-1-2) +(3+5)" 73
2 2 2
Entdo, a circunferéncia de diametro [AB] é definida pela equagdo:

[X_g H(y-(-) :(Jﬂ ,ou'seja

1Y L
-z 1y =22,
(x Zj +(y+ ) p
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49.1.
X +y? +10y =0 x* +y? +10y +5° ~5 =0 <> x* +(y +5) =25

Conclui-se, entdo, que o lugar geométrico dos pontos que
verificam a condi¢do x> +y® +10y =0 é uma circunferéncia de

centro no ponto de coordenadas (0,-5) e raio 5.

49.2. x> +y’ +4x-2y+1=0&

X +4x+2° -2 +y’ 2y+1°-1"=-1

o (x+2) +(y-1) =4

Conclui-se, entdo, que o lugar geométrico dos pontos que
verificam a condicdo x* +y’ +4x—-2y+1=0 é uma
circunferéncia de centro no ponto de coordenadas (—2,1) e raio
2.

50. Comega-se por determinar os centros, A e B, de cada uma
das circunferéncias C, e C,.

X +y? —10x+4y+25=0<

& X’ —10x+5 -5 +y’ +4y+2° —2* =25

<:(x—5)2 +(y+2)2 =4

X +y’ —6y+8=0x"+y’ —6y+3 -F =-8<
ox+(y-3) =1

Entdo os centros sdo os pontos A(5,-2) e B(0,3) .
Seguidamente determina-se o raio r da circunferéncia pedida.
Entdo, a circunferéncia de centro A(5,—2) e que passa por B é
definida pela equagdo:

(X_S)z *’()’—(—2))2 :(x/%)z,ou seja, (X—S)2 +(y+2)2 =50.

51. Comeca-se por determinar o raio r de cada uma das
circunferéncias.

_AB (A8 +(3+2) Jimaes 13
2 2 2

2
Entdo, a circunferéncia de centro A é representada pela equacgdo

169
(x+4) +(y-3)’ == e@ circunferéncia de centro B ¢ definida

por (x—8)" +(y+2)° =$.

52.1. O centro da circunferéncia é o ponto P(—3,1) e o raio é

igual a 3.

AP=\J(-2+3) +(a-1) =410,
BP=y/(-4+3) +(-1-1)" =5 e
CP=y/(-5+3) +(0-1) =+5.

Geometria analitica

Assim sendo, o ponto A é exterior a circunferéncia porque
AP>3 eos pontos B e C sdo interiores a circunferéncia pois
BP<3 e CP<3.

52.2. Comega-se por determinar o raio r.

r=CA=y/(-5+2)" +(0-4) =425 =5
Entdo, a circunferéncia de centro C(—S,O) e que passaemAé
definida pela equagédo:
(xf(fS))2 +(ny)2 =57, ou seja, (x+5)2 +y>=25.
52.3.
ya

53.1. O circulo de centro B(1,2) e raio 2 é definido pela
inequacdo (xfl)z +(y—2)2 <4,

53.2. Sendo [AB] um diametro do circulo, entdo o centro é o
ponto médio de [AB].
As coordenadas do ponto médio de [AB] sdo

(_3+1’Ej=(_1’1)'

2 2
Em seguida determina-se o raio r.

;A8 (3072 o 25 g
2 2 2 2 ’

Entdo, o circulo de diametro [AB] é definido pela inequagéo
(x+1)" +(y-1)' <5.

53.3. O circulo tem centro A(—3,0) e é tangente ao eixo das
ordenadas, entdo r=3.

Esse circulo é definido pela inequago (x+3)° +y* <9.

53.4. O circulo tem centro B(1,2) e é tangente areta y=-2,
entdo r=2—(-2)=4.
Esse circulo é definido pela inequagdo (x—l)2 +(y—2)2 <16.

54.1. A coroa circular tem centro no ponto C(2,3) e é limitada

por duas circunferéncias. A menor tem raio 2 e a maior tem raio
3.
Entdo, a coroa circular representada é definida pela condigao

4<(x-2)" +(y-3)"<9.

54.2. A parte da coroa circular que pertence ao 2.° quadrante
pode ser definida pela condigdo:

4<(x-2)"+(y-3)"<9 A x<0
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55.1. O conjunto de pontos do plano cuja distancia a A é inferior
a 2 é definido pela condicdo: (x+3)2 +(y—5)2 <4,

A sua representacdo geométrica é a seguinte:

. ¥A
- BE
W s

3 ] X

55.2. O conjunto de pontos do plano cuja distdnciaaré 4 é
definido pela condigdo:

V=3 +(y-y) =4 (x-3) =4
Slx-3l=4ex-3=4vx-3=-4 ©x=7vx=-1

A sua representacdo geométrica é a seguinte:
¥R

56.1. O ponto D é o centro das circunferéncias e é o ponto médio
de [0B].

0+4 0+4
Entdo, as coordenadas do ponto D s3o (T,T):(Z,Z) .

O diametro da circunferéncia inscrita ao quadrado é igual ao lado
do quadrado, ou seja, é igual a 4. Logo, o seu raio é igual a 4.

A regido azul da figura, incluindo a fronteira, é representada pela
condigdo:

(x-2)"+(y-2)"24 A 0<x<4 A 0<y<4.

56.2. O raio da circunferéncia circunscrita ao quadrado é igual a
distancia de D a B.

DB=\/(2-4) +(2-4) =8

A regido verde da figura, excluindo a fronteira, é representada
pela condigdo:

(x=2) +(y-2)'<8 A (x<Ovx>4) A (y<Ovy>4).
Tarefa 8

1.1. Oraiodocirculo C, é r, =+/5 e o raio do circulo C é

r,=~10.
Entdo, o raio do circulo C, ndo é o dobro do raio do circulo C,

porque \/ﬁizﬁ.
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1.2.

a) O ponto C(—l,—S) pertence apenas ao circulo C, porque a
proposicdo (—1—1)2 +(—3+1)2 <5 éfalsa e a proposicio
(-1-1)" +(-3+1)" <10 é verdadeira.

b) 0 ponto D(-3,—1) n3o pertence a qualquer um dos dois
circulos porque as proposicdes (—3—1)2 +(—1+1)2 <5e
(—3—1)2 +(—1+1)2 <10 sdo ambas falsas.

c) O ponto A(O,Z) pertence a circunferéncia que limita o circulo

C, porque a proposi¢io (0—1)2 +(2+1)Z =10 é verdadeira.

2.1. Comeca-se por determinar o raio r da circunferéncia de
centro C.

r=0C=4/(0-2)" +(0-2)" =8

Entdo, a circunferéncia de centro em C e que passa em O é
definida pela equagdo:

(x—z)2 +(y—2)2 :(x/g)z , ou seja, (x—2)2 +(y—2)2 =38.

2.2. 0 ponto A pertence ao eixo das abcissas, logo A(x,0).

Como A pertence a circunferéncia de centro C, tem-se:
(x-2)" +(0-2) =8> (x-2) =4 > x-2=2vXx-2=2&
&S x=4vx=0

Conclui-se, entdo, que A(4,0).

O ponto B pertence ao eixo das ordenadas, logo B(O,y) .
Como B pertence a circunferéncia de centro C, tem-se:
(0-2) +(y-2) =8 (y-2) =4
oy-2=2vy-2=-2&y=4vy=0

Conclui-se, ent&o, que B(0,4).

2.3.

a) O raio da circunferéncia de centro O é igual a OA , ouU seja, é
igual a 4.
Entdo, a circunferéncia de centro O e que passa em A é definida

pela equagdo x* +y*> =16 .

A regido azul da figura, incluindo a fronteira, é representada pela
condigdo:

X +y'216 A (x-2) +(y-2) <8.

b) O arco BOA, incluindo os extremos, é representado pela
condigdo:

(x—2)2 -&—(y—Z)2 =8 A (XSO v ySO) .

3.1. 0 ponto C(3,-2) é o centro das circunferéncias e como

estas sdo tangentes aos eixos coordenadas, entdo os seus raios
sdo2e3.

A regido colorida da figura esta contida numa coroa circular
definida pela condigdo:

4S(x—3)2 +(y+2)Z <9.

A regido colorida da figura também estd no retangulo de diagonal
[OC] definido pela condigdo:

-2<y<0 A 0<x<3.



Assim sendo, a regido colorida da figura é definida pela condigdo:
4<(x-3) +(y+2)°<9 A -2<y<0 A 0<x<3.

A condigdo que corresponde a regido colorida da figura, incluindo
a fronteira, é a ll.

3.2. A representagdo geométrica do conjunto de pontos do plano
correspondente a condigdo

I: 4£(x—3)2 +(y+2)2 <9 A —2<y<0 éaseguinte:

vk

A representa¢do geométrica do conjunto de pontos do plano
correspondente a condigdo

1B 4S(X+3)2+(y—2)2S9 A —2<y<0 éa seguinte:
yi

E T

A representagdo geométrica do conjunto de pontos do plano
correspondente a condigdo

IV: 4£(x—3)2+(y+2)2£9 A 0<x<3 éaseguinte:
¥

57.1. O lugar geométrico dos pontos P do plano que verificam a

condicdo PA=8 é uma circunferéncia de centro A e raio 8.

57.2. O lugar geométrico dos pontos P do plano que verificam a

condigdo ﬁ+@=8, sendo AB<8 , € uma elipse de focos nos
pontos A e B e eixo maior igual a 8.

Geometria analitica

58. Como L é um dos pontos de interse¢do da elipse com o eixo
das ordenadas, sabe-se que LQ+LR=12 e LQ=LR.
Entdo, conclui-se que LR+LR=12<2lR=12<[R=6.

59. Como a corda tem 12 metros de comprimento, conclui-se

gue o eixo maior da elipse tem comprimento 12 metros, ou seja,
o canteiro retangular tem 12 metros de comprimento.

Como o canteiro tem 108 metros quadrados de drea e 12 metros
de comprimento, conclui-se que tem 9 metros de largura
(108:12=9).

Logo, o perimetro P do canteiro é dado por
P=2x12+2x9=42m.

Entdo, o jardineiro ndo tem rede suficiente para vedar o canteiro
(s6 possui 40 metros de rede).

No minimo sdo necessarios 42 metros de rede para vedar o
canteiro.

60.1. O eixo maior da elipse é 16, logo tem-se: 2a=16<a=8.
O ponto de coordenadas (—5,0) é um dos focos da elipse, entdo
c=5.

Sabe-se que o’ =b” +c” . Neste caso, tem-se:

8 =b>+5 < b’ =39

Como b>0, conclui-se que b =39 .

Distancia focal: 2c=10

Vértices: (8,0); (-8,0); (0439) e (0,v39)

2 2
60.2. A equacgdo reduzida da elipse é X—2+Z—2: 1.
a
2 2
Neste caso, tem-se: X—+y— =1
64 39

2 2
61.1. Sendo ;—5+;’—6:1 a equacdo reduzida da elipse, conclui-se

que a> =25 e b* =16.

Como o’ =b" +c?, tem-se: 25=16+c”> <c* =9
Sendo a>0, b>0 e c>0, entdo conclui-se que
a=5, b=4 e c=3.

Eixo maior: 2a=10

Eixo menor: 2b=8

Vértices: (5,0); (-5,0); (0,4) e (0,-4)
Focos: (3,0) e (-3,0)

2
61.2. Sendo %+y2 =1 aequacao reduzida da elipse, conclui-se

que a° =4 e b’ =1.

Como o’ =b" +c*, tem-se: 4=1+c” <> =3
Sendo a>0, b>0 e c>0, entdo conclui-se que
a=2, b=1¢e C:\/g.

Eixo maior: 2a=4

Eixo menor: 2b=2
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Vértices: (2,0); (-2,0); (0,1) e (0,-1)

Focos: (\/50) e (fﬁ,o)

62.1. PF, +PF, =10 =2a=10<a=5
Entdo, tem-se A(-5,0) e B(5,0) .

62.2. Sendo (0,3) um dos pontos da elipse, conclui-se que

b=3.

2 2

X
A equacdo reduzida da elipse é —+Z—2 =1.
a
2 y2
Neste caso, tem-se: —+?: 1.

63.1. Dividindo ambos os membros da equagdo x* +6y” =18

por 18, obtém-se:
2 6 2 18 2 2

X +L =— X—+y— =1 (equagdo reduzida da elipse).

18 18 18 18 3

2 2
63.2. Sendo )1(—84—% =1 aequacdo reduzida da elipse, sabe-se

que a° =18 e b’ =3.

Sendo a>0 e b>0, entdo conclui-se que

a=18=32 e b=+/3 .

Pontos de intersecgdo da elipse com os eixos coordenados:

(3v2,0); (-3v2,0); (0.43) e (0,-3)

63.3. Como a’ =b’ +c?, tem-se: 18=3+c’ <> =15

Como ¢ >0, conclui-se que c=+/15.

Focos: (\/E,O) e (—\/E,O)

64.1. O plano mediador de [AB] é paralelo ao plano xOz e passa
no ponto médio de [AB].
Entdo, uma equagdo do plano mediador de [AB] é y=1.

64.2. O plano mediador de [EF] é paralelo ao plano yOz e passa
no ponto médio de [EF].
Entdo, uma equagdo do plano mediador de [EF] é x=1.

64.3. O plano mediador de [EB] é paralelo ao plano xOy e passa
no ponto médio de [EB].

3
Entdo, uma equagdo do plano mediador de [EB] é ZZE .

64.4. Sabe-se que A(2,0,0) e €(0,2,0) .
Seja P(x v, z) um ponto qualquer do plano mediador de [AC].

Sabe-se que PA=PC .
PA=PC <

e \J(x=2) +(y=0) +(2-0)" =4(x=0) +(y—2) +(z-0)’
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Entdo, tem-se que:

(x—2)2 +y +7 =X +(y—2)2 +7
S X —Ax+4+y =X +y —by+4
Sx=y

Entdo, uma equacgdo do plano mediador de [AC] é x=y .

65. Vamos comegar por determinar as distancias entre os pontos
R,SeT.

RS=/(5-8) +(-2-0) + (1—2)2:Jﬂ.
RT=\(5-7) +(-2+3) +(1-0)’ =
ST=\(8-7) +(0+3)' +(2-0)’ =14 .

Como RS =ST , conclui-se que S é equidistante de Re de T, ou
seja, S pertence ao plano mediador do segmento de reta [RT].

66.1. Seja P(x,y,z) um ponto qualquer do plano mediador de
[AB].

Sabe-se que PA=PB.

PA=PB <

o J(x+1) +(y=3) +(2+5) =\(x=2) +(y-0) +(z-1)
Entdo, tem-se que:

(x+1)2 +(y—3)2 +(z+5)2 :(x—Z)2 +y? +(z—1)2

SX+2x+1+y" —6y+9+2> +102+25=

=X —Ax+4+y’ +7° -2z +1

& 2x+4x—-6y+102+2z+35-5=0

& 6x—-6y+12z+30=0

&S x—y+2z+5=0

Entdo, uma equac¢do do plano mediador de [AB] é
X—y+2z+5=0.

66.2. O ponto P(k2,0,4k+1) pertence ao plano mediador de
[AB] se e s0 se:
k> —0+2(4k+1)+5=0<k*+8k+7=0<

—8++/64-28
2
Entdo, as coordenadas do ponto P sdo (1,0,-3) ou (49,0,-27).

Sk= Sk=-1v k=-7

67.1. Como « é o plano mediador de [AB], entdo interseta o
segmento de reta [AB] no seu ponto médio.

As coordenadas do ponto médio de [AB] sdo

[z+o -1+1 3+1

, —=1=(1,0,2).
2 2 zj( )

67.2. Seja P(x,y,z) um ponto qualquer do plano mediador de

[AB].
Sabe-se que PA=PB.
PA=PB &

e (x=2) +(y+1) +(2-3) =y(x-0) +(y-1) +(z2-1)




Entdo, tem-se que:

(x—2)2 +(y+1)2 +(z—3)2 =(x—0)2 +(y—1)2 +(z—1)2 =
X —AX+4+y* +2y+1+72°—624+9=

=x"+y* =2y+1+2*-2z+1

& —Ax+2y+2y—6z+2z=2-14

< —Ax+4y—4z=-12

S x-y+z=3

Entdo, uma equagdo do plano mediador de [AB] é x—y+z=3.
Logo, as coordenadas de qualquer ponto que pertenga ao plano
« satisfazem a condigdo x—y+z=3.

67.3. Seja P o ponto de interseg¢do do plano & com o eixo Ox,
entdo tem-se: P(x,0,0) e x—y+z=3.

Donde se concluique x—0+0=3& x=3.

Entdo, P(3,0,0).

Seja Q o ponto de interse¢do do plano & com o eixo Oy, entdo
tem-se: Q(O,y,O) e x—y+z=3.

Donde se concluique 0—y+0=3<y=-3.

Entdo, Q(0,-3,0) .

Seja R o ponto de interse¢do do plano @ com o eixo Oz, entdo
tem-se: R(0,0,z) e x—y+z=3.

Donde se concluique 0-0+z=3<2z=3.

Entdo, R(0,0,3).

68.1. O lugar geométrico dos pontos P do espago que verificam a

condicio AP=5 é uma superficie esférica de centro A e raio 5.

68.2. O lugar geométrico dos pontos P do espaco que verificam a
condigdo AP <3 ¢ uma esfera de centro A e raio 3.

69. Vamos comegar por determinar o raio r da superficie esférica
centrada em E e que passa pelo ponto F.

r=EF=(0-1) +(1+1) +(-3-2)' =30

Entdo, a superficie esférica centrada em E e que passa pelo ponto
F é definida pela equagdo:

(x=0) +(y-1) +(z-(-3))" =(v30) , ou seja,
X +(y—1)2 —0—(z+3)2 =30.

70.1. A superficie esférica tem centro em C(4,5,3) e é tangente

ao plano x0Oy, logo conclui-se que o raio é igual a 3.
Assim sendo, a superficie esférica é definida pela equacgédo

(x—4)2 +(y—5)2 +(z—3)2 =9.
70.2. Para conhecer a posi¢do dos pontos P(6,7,2) e R(5,4,5)

relativamente a superficie esférica, basta determinar a distancia

de cada um deles ao centro C(4,5,3) .

E=\/(6—4)2+(7—5)2+(2—3)2=J§=3 e
R:\/(5—4)2 +(4-5) +(5-3) =6 .

Geometria analitica

Como PC=3 e RC< 3, conclui-se que o ponto P pertence a
superficie esférica e o ponto R é interior a superficie esférica.

70.3. Os planos paralelos a xOz e que sdo tangentes a superficie
esférica sdo os planos de equagdes:

y=5-3 e y=5+3,0useja, y=2 e y=8.

71.1. A esfera de centro C(—2,3,—1) eraio /7 é definida por

(x+2)2 +(y—3)2 +(z+1)2 <7.

71.2. A esfera de centro C(—2,3,~1) e tangente ao plano «,
definido pela equagdo x=1, tem raio igual a ‘—2—1‘ =3.
Entdo, essa esfera é definida pela inequagdo

(x+2) +(y-3) +(z+1)" <9.

72.1. X’ +y’ +7° +4(y—2z)=6x+3

X —6x+3 =3 Yy  +Ay+2° -2+ —4z+2° 2" =3

< (x=3) +(y+2) +(2-2)" =20

A superficie esférica tem centro no ponto de coordenadas

(3,72,2) e raio \/5=2\/§.

72.2. Os planos do tipo y =k que sdo tangentes a superficie
esférica sdo os planos de equagdes
y=-2-2J5 e y=-2+245.

Entdo, conclui-se que k=—2—2\/§ \% k=—2+2\/§.

73.1. X’ +y* +7° +10x<-16

<X +10x+5 -5 +y* +7°<-16

<:>(x+5)2 +y*+22<9

A esfera tem centro no ponto de coordenadas (75,0,0) e raio 3.
73.2. X’ +y* +2° +4z<3+2y

SxXP+y’ 2y+17 -1+ +42z+2°-2" <3

X +(y—1)2 +(z+2)2 <8

A esfera tem centro no ponto de coordenadas (0,1,—2) e raio

J8=22.

74.1. CA=\J(0+2) +(1+1) +(0-1) =v9=3 e

CB=J(0-1) +(1-3) +(0+2) =3 =3.

Como CA=CB , conclui-se que C pertence ao plano mediador de
[AB].
Seja M o ponto médio de [AB]. As coordenadas do ponto médio

— — 1+(-2
de[AB]séo[ 22+1, 1+3, ( )]:[1’1,1].

2 2 2 2
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A altura do tridngulo [ABC] é dada por:

(.‘I\/I—\/(0+i]2 +(1-1) +(0+%j2 s :ﬂ.

4 2

ﬁ=\/(—2—1)2 +(-1-3)" +(1+2)" =/34.

o V2
ABxCM_“/ﬁXT_\/& 2417 V17

2 2 4 4 2
(unidades de érea) .

A[ABC] =

74.2. 0 plano que passa em A(—2,—1,1) e é paralelo ao plano
X0y é definido pela equagdo z=1.

Seguidamente vamos determinar a intersecdo da superficie
esférica com o plano de equagdo z=1.

X —dx+y  +22+2z2=4 A z=1

SX —4x+y’ +17 +2x1=4 A z=1

X —4x+2 -2 +y*+3=4 A z=1

c>(x—2)2 +y’=5 A z=1

Conclui-se que a interse¢do da superficie esférica com o plano de
equagdo z=1 é a circunferéncia de centro no ponto de

coordenadas (2,0,1) e raio 5.
Como o perimetro da circunferéncia é dado por P=2mr,
conclui-se que:
P :Zx/g 1 (unidades de comprimento).
75.1. O triangulo [ABC] é retangulo em B, entdo sabe-se que
—\2 —\2 —\2
(a8) +(Bc) =(Ac) .
AC=0C=5 porque o reservatorio esférico tem raio 5.
0B=8 porque a cota da superficie superior do liquido é 8.

Entdo, BC=0B—0C=8-5=3.
Assim sendo, tem-se:

(AB) +(BC) =(Ac) « (AB) +3' =5« (4B) =16
Donde se conclui que E:\E =4,

Entdo, o ponto A tem ordenada 4, tem abcissa 0 pois pertence ao
plano yOz e tem cota 8 pois pertence ao plano que contém a

superficie superior do liquido, ou seja, A(0,4,8).

75.2. A superficie superior do liquido € o circulo resultante da
interse¢do da esfera de centro C(0,0,S) e raio 5 com o plano de
equacgdo z=8, sendo definido pela seguinte condigdo:

x2+yz+(z—5)2 <25 A z=8.

Tarefa 9

1.1. X’ —4x+y* +2y+7° =-1

SX—4x+2 -2 +y 2y+17 -1+ =1

c:>(x—2)2 +(y+1)2 +2° =4

A superficie esférica tem centro no ponto de coordenadas
(2,71,0) eraio 2.

1.2. Seja A um ponto de intersegdo da superficie esférica E com o

eixo Ox, entdo tem-se: A(x,0,0) e (x—2)2 +(y+1)2 +22=4.
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Donde se conclui que ()(—2)2 +(0+1)2 +0° =4

o (x-2) =3 x-2=3vx-2=-3
ox=2+3vx=2-43.

Entdo, A(2+4/3,0,0) ou A(2-+3,0,0).

Seja B o ponto de interse¢do da superficie esférica E com o eixo
Oy, entdo tem-se: B(O,y,O) e (x—2)2 +(y+1)2 +2°=4.
Donde se conclui que (0—2)2 +(y+1)2 10’ =4

<:>(y+1)2 =0oy+l=0cy=-1.

Entdo, B(0,-1,0).

Seja C o ponto de intersegdo da superficie esférica E com o eixo
0z, entdo tem-se: €(0,0,z) e (x—Z)2 +(y+1)2 +72=4.
Donde se conclui que (0—2)2 +(0+1)2 +7 :4<:>i:/;1/ .

condicdo
impossivel

Donde se conclui que a superficie esférica E ndo interseta o eixo
Oz.

1.3. Designemos por C, e C, os centros da superficie esférica S e
da esfera E, respetivamente.

Ora, C, (2,-1,0) e ¢, (-2,0,4).

ﬁ:J(zu)z +(-1-0)" +(0-4)" =+/33.

Sabe-se que a superficie esférica tem raio 2 e a esfera tem raio 1.

Como C,C, >2+1, conclui-se que a superficie esféricaSe a
esfera E ndo tém pontos em comum.

1.4. O plano y =k interseta a superficie esférica num sé ponto se
for tangente a essa superficie, ou seja, se
k=-1-2 ou k=-1+42.

Conclui-se, entdo, que k=-3 v k=1.

1.5. Os planos paralelos a xOy e que sdo tangentes a esfera E sdo
os planos de equagdes:

z=4-1 e z=4+1,0useja, z=3 e z=5.

Proposta 12

12.1. AB=5+3=8 e BC=2+3=5.

O triangulo [ABC] é retangulo em B, entdo sabe-se que
—\2 —\2 —\2

(ac) =(8) +(Bc) .

Assim sendo, tem-se:
2 —\2

(AC) =8 +5* < (AC) =89

Donde se conclui que AC =/89 .

AC FC

12.2. Recorrendo ao Teorema de Tales, sabe-se que —=—".
AB EB

Assim sendo, tem-se:

AC FC 89 FC — 589

—_—c = —=—oFf=——

AB EB 8 5 8



2-(-3)

12.3. O declive da reta AC é dado por: m=
5-(-3)

o | u»

5
Uma equagdo da reta AC é do tipo y=§x+b .

Como o ponto C(5,2) pertence 4 reta, tem-se:

2=Ex5+b<:>2—§=b<:>—g=b
8 8 8

5 9
Entdo, a equagdo reduzida dareta ACé y :gx—g .

F é o ponto de intersecdo da reta AC com o eixo Oy, entdo

o)

G é o ponto de interse¢do da reta AC com o eixo Ox, entdo

5 9
G(x,0 O=—x——.
(x,0) e 8X s

Ora, O:Ex7g<:>x=2.
8 8 5

Entdo, G[g,oj .
5

Proposta 13
13.1.

a) Observa a figura seguinte.

Recorrendo ao Teorema de Pitagoras, tem-se:
—\2 —\2

(B) =1°+2* < (4B) =5

Donde se conclui que E:x/g .

b) Observa a figura seguinte.

Geometria analitica

Recorrendo ao Teorema de Pitagoras, tem-se:
—\2 2 2 —\2

(DE) =1*+4% = (DE) =17

Donde se conclui que DE =17 .

c) Observa a figura seguinte.

£
T
I

Recorrendo ao Teorema de Pitagoras, tem-se:
<V 2 2 -\

(AE) =52+3 <:>(AE) =34

Donde se conclui que AE =+34 .

13.2. Atendendo ao referencial que foi colocado e a unidade de
comprimento, tem-se:

A(-1,2,-1), B(-1,1,1), €(1,-1,1), D(2,-2,3) e £(2,-3,-1)
13.3.

a) AC = \[(-1-1) +(2+1) +(-1-1) =V17

b) CE =/(1-2) +(-1+3) +(1+1) =0 =3

¢) AD=\/(-1-2) +(2+2

)
d) BE=/(-1-2)" +(1+3) +(1+1) =29

Proposta 14

14.1. As faces do octaedro regular sdo triangulos equilateros
geometricamente iguais.

AB=\J(2-3) +(-1-1) +(0-1) =6
Assim sendo, o perimetro P do octaedro é dado por:
P=3AB= 3\/5 (unidades de comprimento).

14.2. A area da superficie total do octaedro ¢ dada por
A=8xA

'face *

Cada uma das faces é um triangulo equilatero com lado igual a

V6.
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Atendendo ao esquema em cima e aplicando o Teorema de
Pitagoras, tem-se:

2
(\/g)z =h J{\/Zg] =35 :6—%@# :%

. 18 V18 2x3* 32
Donde se conclui que h= I=T= . ="

2

ngﬂ G
. 2 _g,3 412 =632 x3=6x23=124/3

(unidades de area).

Entdo, A=8x

Proposta 15

15.1. A =A +A

[ACHIF] [ACHF] [HIF]

Os vértices | e A tém de coordenadas (0,0,2) e (3,0,-8), ento
conclui-se que:&=3 ) AF=8 e OI=2.

Logo, AC=FH=20F =2x3=6.

2
Assim sendo, A[ACHIF] = 6x8+% =54 (unidades de a'rea).

15.2. A base do prisma e da pirdmide é um quadrado cuja area é
dada por (E)Z .
(E)2 :(5)2 +(E)2 Q(E)z =343 Q(E)z =18

Ora, sabe-se que:

V. isma =18x8 =144 (unidades de volume).

1
V,smide :§><18x2 =12 (unidades de volume).
V.00 =144 +12 =156 (unidades de volume).

Um plano de equacdo z=k , k<R divide o sélido em duas

partes com igual volume.
O sélido inferior resultante da divisdo do sélido em duas partes é
um prisma quadrangular com 78 unidades de volume, com a
mesma base que o inicial e de altura h.

78 13
Entdo, tem-se: 18xh:78<:>h:E<:>h:? .

13 11
Conclui-se, entdo, que k:—8+§<:>k:—§.

Proposta 16

16.1. Como A(5,0,0) e E(5,6,3), entdo as coordenadas do

ponto M, ponto médio de [AE], sdo
5+5’0+6,0+3 _ 5[3’§ .
2 2 2 2

16.2. O plano & é paralelo a xOz, logo é do tipo y=k, kelR.

3
Como « passa por M[S'?"Ej , entdo tem-se que k=3.

Assim sendo, o plano « pode ser representado pela equagdo
y=3.

16.3. O plano « divide o prisma dado em dois sélidos, sendo um
deles um prisma triangular.
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A base desse prisma é um triangulo semelhante ao triangulo da

. - ~ 1
base do prisma inicial e a razdo de semelhanga é >

3 s .
Como A,z =——=9, entdo a drea da base do prisma

2
1 9
resultante da divisdo do sélido é igual a QX(E) :Z .
A altura do novo prisma é igual 4 altura do prisma inicial, ou seja,

5.

Conclui-se, entdo, que o volume, g , desse prisma é igual a
g><5:£.
4 4

V, g .
O volume, %, do outro sélido é dado pela diferenca entre os
volumes dos dois prismas triangulares.

6x3 45 135
X5——=—n-.

V. =
: 4 4

Proposta 17

17.1. Seja M1 o ponto médio de [AC]. As coordenadas de M1 sdo
3+1 —4+3) 2 _1
2 2 "2)

17.2. Sejam (x,y) as coordenadas do ponto D.

Como B é o ponto médio de [AD], tem-se:

(—2,2)=(3+TX,_4+”J.

2
34+x _
. 2 - x=—7
Daqui resulta que: & .
~4+y y=8
7 _9
2

Conclui-se, entdo, que D(-7,8) .

17.3. O declive da reta BC é dado por m,, T

1
A reta BC é do tipo y:§x+b .
O ponto C(1,3) pertence a reta, logo tem-se:

3= isbeostopadop
3 3 3

1 8
Equacdo reduzida da reta BC: y=§x+§ .
Entdo, o semiplano superior aberto definido pela reta BC é

. . 1 8
representado pela inequagdo y>§x+§ .
17.4. Seja r a reta que passa em A e é paralela a reta BC. Sabe-se
1
que m, =m,, :§ .

1
Areta r é do tipo y=§x+b.



O ponto A(3,—4) pertence a reta r, logo tem-se:

—4=§x3+b©—4—1=b<:>—5=b

~ ) 1
Equacgdo reduzidadaretar: y =§x—5 .
M é o ponto de intersecdo da reta r com o eixo Ox, entdo

M(x,0) e Ozéfo.

1
Ora, O:gx—5<:>x:15.

Entdo, M(15,0).
Como N é o ponto de interse¢do da reta r com o eixo Oy, entdo
N(0,-5).

As coordenadas do ponto médio de [MN] sdo
15+0 0+(-5) _(E j)
2 2 27 2)

Proposta 18

18.1. Seja P(x,y)um ponto qualquer da mediatriz de [AB].
Sabe-se que PA=PB.

PA=PB > \[(x+1) +(y—2)" =\(x=0) +(y-3)

Entdo, tem-se que:

(x+1)" +(y-2)" =(x=0)" +(y-3)’

SX+2x+1+y  —4y+4=x"+y* —6y+9
S2y=-2x+4dy=—x+2

Entdo, a mediatriz de [AB] é definida pela equagdo y=—x+2.

18.2. Seja P(X,y) um ponto qualquer da mediatriz de [AC].
Sabe-se que PA=PC .

PA=PC o \[(x+1) +(y-2) =(x-2) +(y-1)’

Entdo, tem-se que:

(x+1)2 +(y—2)2 =(x—2)2 +(y—1)2

SX+2x+1+y’ —4y+4=x" —4x+4+y’ -2y +1

& -2y =-6bx<y=3x

Entdo, a mediatriz de [AC] é definida pela equagdo y=3x.

O ponto B(0,3) pertence ao semiplano superior definido pela
mediatriz de [AC] porque 3>3x0.

Entdo, o semiplano superior fechado definido pela mediatriz de
[AC] é representado pela inequagdo y>3x .

18.3. Seja P(x,y) um ponto qualquer da mediatriz de [BC].
Sabe-se que PB=PC.
PB=PC < \(x—0) +(y—3) =y(x-2) +(y-1)’
Entdo, tem-se que:
2 2 2 2
(x=0)"+(y=3) =(x-2) +(y-1)
SX 4y —6y+9=x" —4x+4+y’ -2y +1
S -Ady=-A4x-4sy=x+1
Entdo, a mediatriz de [BC] é definida pela equagdo y=x+1.

Geometria analitica

O ponto A(—1,2) pertence ao semiplano superior definido pela

mediatriz de [BC] porque 2>-1+2.
Entdo, o semiplano aberto definido pela mediatriz de [BC] e que
ndo contém o ponto A é o semiplano inferior, e é representado
pelainequagdo y<x+1.
Proposta 19
19.1. Seja P(x,y) um ponto qualquer da reta r, ou seja, da
mediatriz de [AO].
Sabe-se que PA=PO.
PA=PO < [(x-3) +(y-2) =(x-0) +(y-0)
Entdo, tem-se que:
2 2 2 2
(x=3) +(y-2) =(x-0) +(y-0)
S X —bx+9+y’ —4y+4=x"+y’

3 13
& -4y=6x-13y=——x+—
2 4
Entdo, a reta r é definida pela seguinte equagdo reduzida:
3 13
y=——x+—.

19.2. Comega-se por determinar o raio r da circunferéncia.
r=A0=4/(3-0) +(2-0) =13

Entdo, a circunferéncia de centro A(3,2) e que passa em O é
definida pela equago: (x—3)2 +(y—2)2 =13.

19.3. A regido colorida da figura, incluindo a fronteira, é definida

pela condi¢do:

(X—3)2 +(y—2)2 <13 A yS—%x+E.

4

Proposta 20
20.1.

a) Sabe-se que AC=BC e C(1y).
AC=BC & (2-1) +(-3-y) =y(-1-1) +(4—y)
Entdo, tem-se que:

(2-1)" +(-3-y) =(-1-1)" +(a~y)
S1+9+46y+y° =4+16-8y+y’ <

5
@14y=10<3y=;

5
Entdo, conclui-se que C[l,;j .
b) Sabe-se que AC=BC e C(x,-2).

AC=BC <J(2-x) +(-3+2) =\J(-1-x)' +(4+2)
Entdo, tem-se que:
(2-x) +(-3+2) =(-1-x)" +(4+2)

Sh-4x+x*+1=1+2x+x"+36

c>—6x:32<:>x:—E

16
Entdo, conclui-se que C(—?,—Z)
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20.2.
a) A circunferéncia de centro em A(2,—3) e é tangente ao eixo
Ox temraio r=3.

Essa circunferéncia é definida pela equagdo

b) O raio da circunferéncia que passa em A(2, 3) e tem centro

na origem do referencial é r :E:q(Z—O)2 +(7370)2 -J13.

Essa circunferéncia é definida pela equacdo x* +y” =13.

¢) Sendo [AB] um didmetro da circunferéncia, entdo o centro é o
ponto médio de [AB].

As coordenadas do ponto médio de [AB] sdo

22y

Em seguida determina-se o raio, r, da circunferéncia.

r:@:,/(2+1)2+(—3—4)2 :@
2 2 2

Entdo, a circunferéncia de didmetro [AB] é definida pela equagdo:

2
1Y 1Y (/58 ) 1Y 1Y 29
X—=| +|y—=| =|——| ,ouseja, | x—=| +|y——| =—.
2 2 2 2 2) 2

Proposta 21

21.1. O conjunto dos pontos P(X,y) do plano tais que PB<2 &

o circulo de centro B e raio 2.

yh
.f’/ s P2
:'.\ BT . A ;| i
% 1 i
SN J i _
-1 {90 2 X

Esse lugar geométrico é representado pela condigdo
(x+1)" +(y-2)" <4.

21.2. 0 conjunto dos pontos P(x,y) do plano tais que PA<2 &

o interior do circulo de centro A e raio 2.
Esse lugar geométrico é representado pela condigdo

(x=2)" +(y-3)" <4.

vh [ ]

R
Bl2[ ||

i | -
0 g X

21.3. O conjunto dos pontos P(x,y) do plano tais que
OB<OP <0A é a coroa circular de centro O e raios OB e OA .
Ora, 0B=4/(0+1) +(0-2)" =+/5 e

0A=4/(0-2) +(0-3) =13

x=2)" +(y+3) =9.

Entdo, esse lugar geométrico é representado pela condigdo
5<x’+y’<13.

Proposta 22

22.1. X +2x+y’ ~dy=4 &

SX +2x+ 1 -1V +y* —4y+2° -2" =4

<:>(x+1)2 +(y—2)2 =9

O centro da circunferéncia é o ponto de coordenadas (—1,2) eo

raio é igual a 3.

22.2. X’ +y* =6x—-8<x —6x+3 -3 +y =8
<:>(x—3)2 +y*=1

O centro da circunferéncia é o ponto de coordenadas (3,0) eo

raio é igual a 1.
223. X +y*+2y<3 e X +y 4241 -1’ <3 &
c>x2+(y+1)2 <4

O centro do circulo é o ponto de coordenadas (0,—1) eoraio é

igual a 2.

11
22.4. x2+x+y2—2y£7<:>
2 2
oxex+[ 1] -[L +y2—2y+12—12£E
2 2 4

2
1
@(x+£j +(y-1) <4
O centro do circulo é o ponto de coordenadas (—%,lj eoraio é

igual a 2.

Proposta 23

23.1. A representagdo geométrica do conjunto de pontos do
plano caracterizado pela condigdo —3<x<1 é:
' vk




NEMA10PR-7

23.2. A condigdo x* +y* <9 representa o circulo de centro na
origem do referencial e raio 3.
A condigdo y > x representa o semiplano superior aberto
definido pela reta de equagdo y=x.
A representagdo geométrica do conjunto de pontos do plano
caracterizado pela condicdo x* +y> <9 A y>x é:

YA

23.3. A condigdo y=2 representa a reta paralela ao eixo Ox que

passa no ponto (0,2).

A condigdo x’ +(y—2)2 >1 representa o exterior do circulo de
centro no ponto (0,2) e raio 1.

A representagdo geométrica do conjunto de pontos do plano
caracterizado pela condigdo y=2 A x° +(y—2)Z >1 é:

YA

23.4. ‘x‘21<:>x21 v x<-1

A condigdo x> +y” <4 representa o circulo de centro na origem
do referencial e raio 2.
A representagdo geométrica do conjunto de pontos do plano

caracterizado pela condicdo [x|>1 A X’ +y* <4 &
YA

AN
NN

23.5. X’ +y* +4x-550 X +4x+2° -2 +y* <5&
c>(x+2)2 +y> <9

A condicdo (x+2)2 +y® <9 representa o circulo de centro no
ponto (—2,0) eraio 3.

X4y +4x-2y+1>0<

X +4x+2° -2 +y’ 2y+1°-1">-1

<:>(x+2)2 +(y—1)2 >4

A condi¢do (x+2)2 +(y—1)Z >4 representa o exterior do circulo

de centro no ponto (—2,1) e raio 2, incluindo a circunferéncia.

Geometria analitica

A representagdo geométrica do conjunto de pontos do plano
caracterizado pela condigdo

X4y’ +4x-550 A X’ +y’ +4x-2y+1>0 é:

Proposta 24

24.1. A equagdo reduzidadaretaABé y=1.

A circunferéncia tem centro no ponto C(Z,O) e raio 2 (pois passa

na origem).
A regido colorida do plano é definida através da seguinte

condigdo: (x—2)2+y2£4 A O<y<1.

24.2. C é o ponto médio de [AB], sendo as suas coordenadas
[0+4 -2+0

T J:(z,—l).

Como [AB] é um diametro da circunferéncia, o raio da

) e AB
circunferéncia é iguala — .

2
2 2 2 2

A equagdo reduzidadaretaOBé y=0.

0-(-2)

4-0

. 1 .
A reta AB tem declive m= :E e ordenada na origem

iguala —2.
1
A equacdo reduzida dareta ABé y :Efo .

A regido colorida do plano é definida através da seguinte
condigdo:

(x—2)2+(y+1)2£5 A (yzo v yS%x—Zj.

24.3. A circunferéncia tem centro na origem do referencial e raio
2.
A equacdo reduzidadaretaABé y=2.

As equagdes das retas paralelas ao eixo Oy que sdo tangentes a
circunferénciasdo x=-2 e x=2.

A regido colorida do plano é definida através da seguinte
condigdo:

X +y?>4 A —2<x<2 A 0<y<2.

Proposta 25

25.1. O eixo maior da elipse € 8, logo tem-se: 2a=8<>a=4.
O eixo menor da elipse é 4, logo tem-se: 2b=4<<b=2.
Vértices da elipse: (—4,0); (4,0); (0,-2) e (0,2)

25.2. Sabe-se que a”> =b” +c’ . Neste caso, tem-se:

4 =2+’ =12
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Como ¢ >0, conclui-se que c=+/12 =2«/§ .
Distancia focal: 2c= 4\/§

Focos: (—2x/§,0) e (2\/5,0)

2 2
25.3. A equacdo reduzida da elipse é X—+Z—2_1 .
a
2 yZ
Neste caso, tem-se: —+-—=1.
16 4

25.4. O ponto R tem abcissa 3 e pertence a elipse, entdo tem-se:

2 2
3—+y——1<:>9+4y =16y’ :Zey—ﬁ \ y:—ﬂ
16 4 4 2 2

Como a ordenada do ponto R é positiva, conclui-se que

R[s,ﬁ].
2

O ponto S tem ordenada —1 e pertence a elipse, entdo tem-se:

) )2
x ()
16 4

12 v x=—12ox=23 v x=-23

Como a abcissa do ponto S é negativa, conclui-se que

5(72\@,71) )

—loxX+4=l6o X =12

Proposta 26

26.1.
a) PF,+PF, =20 <

o

50
49+% 1369+ @:2
\I V V 25 \ 25
37

<3?+1—53:20c>10:20c>a:5

Eixo maior da elipse: 2a=10

b) Os focos da elipse s&o os pontos F,(-3,0) e F,(3,0), entdo

c=3.

Sabe-se que o’ =b’ +c’ . Neste caso, tem-se:

5 =p+3 <b’ =16

Como b>0, conclui-se que b=4.

Vértices da elipse: (=5,0); (5,0); (0,-4) e (0,4)
XZ y2

26.2. A equacdo reduzida da elipse é a—+b—2_1 .

2 2

Neste caso, tem-se: —+y—
25

16

Proposta 27
27.1.

2 2
a) Sendo %+y? =1 aequagdo reduzida da elipse, conclui-se

que a°=9 e b*=3.
Como @’ =b"+c*, tem-se: 9=3+c> <c* =6

98

Sendo a>0, b>0 e ¢>0, entdo conclui-se que
a=3, b=\/§ e c=\/g.

Entdo, as coordenadas dos focos sdo (\/50) e (—\/5,0) .

b) Sejam P e Q os pontos da elipse que tém abcissa 1. Entdo tem-

-se:

12 yZ
g+§—1<:>1+3y =9&y’ —fcy \/7 vV y=-— \/7
zf

o2 22 zf _
y7\/§ y7 \/5 y y7
NG

Assim sendo, os pontos P e Q tém coordenadas (1,3] e

&

27.2.
XZ
a) Sendo Eer2 =1 aequacdo reduzida da elipse, conclui-se

que @ =16 € b’ =1.

Como o’ =b’+c?, tem-se: 16=1+c’ <’ =15
Sendo a>0, b>0 e ¢>0, entdo conclui-se que
a=4, b=1¢ c:«/ﬁ.

Entdo, as coordenadas dos vértices sdo

(4,0), (-4,0), (0,1) e (0,-1).

b) Distancia focal: 2c =215 .

27.3. Dividindo ambos os membros da equagdo x* +8y’ =4 por

4, obtém-se:
2

X 8y 4 X

y’ ~ . .
+-—=1 (equacdo reduzida da elipse).
2 e TaT (equag pse)
2

2 2

Sendo XZ+yT =1 aequagdo reduzida da elipse, conclui-se que
2
1
a’=4eb==.
2

7

1
Como a* =b*+c?, tem-se: 4:5+c2 ocl==

Sendo a>0, b>0 e ¢>0, entdo conclui-se que

o [P N2 7 N7
"’Z’b*\fz’ﬁ’ *\fz*ﬁ* 2
Vértices da elipse: (=2,0); (2,0); {O,—\/ZE] e [O,ﬁ]

2
INES

Focos da elipse: | ———,0 —,0
2 2



Proposta 28

28.1. Designemos por M, e M, os pontos médios das arestas

[AB] e [BV].

As coordenadas de M, sdo ﬂ,g,w = 2,§,0 eas
2 2 2 2

0+0 3+2 0+5

coordenadas de M, sdo [T,T,Tj:(o,fﬁj.

28.2. Seja P(x,y,z) um ponto qualquer do plano mediador de
[AV].

Sabe-se que PA=PV .

PA—PV &

e J(x=4) +(y=0) +(2-0) =(x=2) +(y—2) +(z-5)"
Entdo, tem-se que:

()(—4)2 +(y—0)2 +(z—0)2 :(X—Z)2 +(y—2)2 +(z—5)2

S X -8x+16+y’ +2° =x" —4x+4+y’ —4y+4+27° —102+25
& —8x+4x+4y+10z+16-33=0

& —4x+4y+10z2-17=0

Entdo, uma equagdo do plano mediador de [AV] é
—4x+4y+10z-17=0.

28.3. Sendo V(2,2,5), entdo as coordenadas da projegdo

ortogonal de V sobre o plano xOy sdo (2,2,0).

28.4. v :%x‘lX3

x5=10 (unidades de volume).

pirémide

Proposta 29

29.1. O vértice R do cubo tem de coordenadas (4,4,4) ,entdoa

aresta do cubo tem 4 unidades de comprimento.
Entdo, as coordenadas dos pontos assinalados na figura sdo:
A(2,0,4), B(0,2,4), C(2,4,4), D(4,2,4), E(4,0,2),

F(2,0,0), G(0,4,2), H(4,4,2), 1(4,2,0), L(2,4,0) e
R(4,4,4).

29.2.

a) ER=\/(4-4) +(0-4) +(2-4) =\20 =215

b) E:\/(Z—o)2 +(0-4) +(4-2)" =24 =26

c) E:\/(O—zl)2 +(2-2) +(4-0) =32=42

29.3. V,, =4’ =64 (unidades de volume).
1 2x2
chboctaed!o = chba —9x Vpirémide =64-8x [7 x L x 2) =
triangular 3 2
32 16
=64 —— =— (unidades de volume) .
3 3
4 192
Entdo, tem-se que: —22 _ 64 192 6_ 1,2.
cuboctaedro @ 160 5
3
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Proposta 30

30.1. A esfera definida pela inequagdo

(x+2)2 +(y—3)2 +(z—1)2 <25 tem centro no ponto de
coordenadas (—2,3,1) e raio 5.

Os planos tangentes a esfera que sdo paralelos ao plano xOy sdo
os planos de equagdes:

z=1-5 e z=1+5,0useja, z=-4 e z=6.

Os planos tangentes a esfera que sdo paralelos ao plano xOz sdo
os planos de equagdes:

y=3-5 e y=3+5,0useja, y=-2 e y=8.
Os planos tangentes a esfera que sdo paralelos ao plano yOz sdo
os planos de equagdes:

x=-2-5 e x=-2+5,o0useja, x=—7 e x=3.

30.2. Sendo [AB] o segmento de reta constituido pelos pontos da
esfera que pertencem ao eixo Ox, entdo A e B sdo os pontos de
intersecdo da superficie esférica que delimita a esfera com o eixo
Ox.

Vamos comegar por determinar as coordenadas dos pontos A e
B.

Sejam (x,y,z) as coordenadas dos pontos pertencente a

superficie esférica e ao eixo Ox.
Entdo, tem-se:

(x+2)"+(y-3) +(z-1)' =25 A y=0 A z=0
S (x+2) +(0-3) +(0-1)'=25 A y=0 A z=0
& (x+2) +9+1=25 A y=0 A z=0

S (x+2)'=15 A y=0 A z=0

@(x+2:\/ﬁ vx+2=—\/E) A y=0 A z=0
@(x:—2+\/E vx:—Z—x/E) A y=0 A z=0
Logo, A(—2+\/E,o,o) e B(—Z—\/E,0,0).

Portanto, E ZZJB .

Proposta 31

31.1. Como o centro de uma das bases da caixa é o ponto de
coordenadas (3,0,3) e os diametros das esferas e das bases da
caixa sdo iguais, conclui-se que o raio de cada esfera é 3.

O centro da esfera que se encontra no meio da caixa é o ponto de
coordenadas (3,9,3).

Entdo, a esfera que se encontra no meio da caixa é definida por
()(—3)2 +(y—9)2 +(z—3)2 <9.

31.2. Por exemplo, o ponto de coordenadas (3,6,1) esta no
interior da caixa mas ndo pertence a qualquer uma das trés
esferas.

31.3.

a) Aintersec3o da caixa (vazia) com o plano de equagdo y=9 éa
circunferéncia de centro (3,9,3) e raio 3. O perimetro dessa

circunferéncia é P=2nx3=6n (unidades de comprimento).
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b) A intersecdo da caixa (vazia) com o plano de equa¢do x=3 ¢é
a linha que delimita um retangulo de base 18 e altura 6. O
perimetro dessa linha é P=2x18+2x6 =48 (unidades de
comprimento).

Nota: o cilindro tem de altura 18 porque as suas bases estdo
contidas nos planos de equagdes y=0 e y=18.

)¥=2+r"=r=5

Como r >0, conclui-se que r=\/§ .

Aintersecdo da caixa (vazia) com o plano de equagdo z=5 éa
linha que delimita um retangulo de base 18 e altura 2J5.0

perimetro dessa linha é P =2x18+2x2+/5 =36+44/5 (unidades
de comprimento).

Proposta 32

32.1. O centro da circunferéncia C;, definida pela condigdo

x> +y*> =16, é a origem do referencial, ou seja, é o ponto
0(0,0).

0 ponto 0(0,0) pertence 4 circunferéncia C; porque a
proposicio (0+4)2 +(0 +3)2 =25 é verdadeira.

32.2. O centro da circunferéncia C,, definida pela condicdo
(x+2)2 +(y—1)2 =4, éoponto A(-2,1) eocentroda
circunferéncia Cs, definida pela condicdo (x+4)Z +(y+3)2 =25,
éoponto B(—4,-3).

Os pontos O, A e B sdo vértices de um tridngulo. Pretende-se
mostrar que o triangulo [OAB] é retangulo. Para tal, vamos
comegar por determinar o comprimento de cada um dos seus
lados.

A0 =/(-2-0) +(1-0)" =v/a+1=+5,
*:\/ ~4-0)" +(-3-0)" =v16+9=25=5 ¢
\l 2+4 + 1+3 =4+16 \/— 2\/—

Como ( ) ( )2 +( ) , conclui-se que o triangulo [OAB] é

retangulo em A.

Proposta 33

33.1. Consideremos um referencial com centro no ponto médio
de [AB], conforme ilustra a figura seguinte.
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A

-
) 4

A 0 B
Em relagdo a este referencial, sabe-se que

A(-2,0), B(2,0) e c(0,442).

Sendo M o ponto médio de [BC], entdo as suas coordenadas sdo

[M,OMJE]:(LZ\/E).
2

2
Entdo, MA=[(1+2) +(2v2-0) =v9+8 =17 cm.

33.2. Consideremos agora um outro referencial, com centro em
A, conforme ilustra a figura seguinte.

yA
C

0= A B X
Em relagdo a este novo referencial, sabe-se que
A(0,0), B(4,0) e C(2,4V2).
Sendo M o ponto médio de [BC], entdo as suas coordenadas sdo

[4+2’0+4\/—J (3 2\/—)
2

2

Entdo, MA=,[(3-0)" +(2¢2-0) =\o+8=V17 cm.

Proposta 34

2
34.1. Sendo X?+y2 =1 aequacdo reduzida da elipse, conclui-se

que a°=2 e b*=1.

Sendo a>0 e b>0, entdo conclui-se que a =2 e c=1.
Entdo, as coordenadas dos vértices sdo

(v2,0), (~2,0), (01) e (0,-1).

O quadrilatero cujos vértices coincidem com os vértices da elipse
é um losango cujas diagonais coincidem com o eixo maior e o
eixo menor da elipse. O comprimento da diagonal maior é 22 e

o da menor é 2.
Assim sendo, a drea desse quadrilatero é dada por:

232 %2
2

A= :2«/5 (unidades de area).

34.2. O ponto P(k,\/gkz) , k<R pertence a elipse se e s6 se

K (ae) -1



2 2 2
%+(\@kz) =1<:>k7+3k" =16k +k-2=0&

Seja k> =y, entdo tem-se:

6y2+y—2—0c:>y—771i 1+48<3y—1 v y——E
12 2 3
Como y=k?, entdo tem-se:
1 2
K== v kK=-=
2 3
- >
equagdo impossivel
1 1
Sk=—— v k=——"2
V2 V2
<:>k=£ \ k=—£
2 2

Proposta 35

Sendo Cum ponto do eixo Oy, entdo C(0,y,0),y<IR.

1.° Caso: CA=CB

CA=CB=

<:>\/ 0-2) +(y+1) + \/(o+3 -2) +(0+1)
Entdo, tem-se que:

(0-2)" +(y+1)" +(0-3) =(0+3) +(y-2) +(0+1)’
SA+y  +2y+1+9=9+y’ 4y +4+1<y=0

Entdo, neste caso, C(0,0,0).

2.° Caso: BA=BC
BA=BC <

<:>\/(32

Entdo, tem-se que:

(-3-2)" +(2+1)" +(-1-3)" =(-3-0)" +(2-y)" +(-1-0)’
©25+9+16=9+(2—y) +1

©40=(2-y)

<:>\/E=2—y \% —\/E=2—y

c>y=2—\/5 \Y y=2+m

Entdo, neste caso, C(O,Z—\/E,O) ou C(O,Z+\/ﬁ,0).

+(2+1) +(- 173)2:\/(7370)2+(27y)2+(7170)2

Geometria analitica

3.° Caso: AB=AC

AB=AC &

e (2+3) +(-1-2) +(3+1)" =/(2-0) +(-1-y)’ +(3-0)
Entdo, tem-se que:

(2+3)" +(-1-2)" +(3+1) =(2-0)" +(-1-y) +(3-0)°

©25+9+16=4+(-1-y) +9

©37=(-1-y)
oB7=-1-y v —37=-1-y
C>y=*1*\/§ \Y y:71+x/§

Entdo, neste caso, C(O,—l—\/ﬁ,o) ou C(O,—1+\/§,O) .

Proposta 36

X +y  +28 <-4x+2y-1

X +aAx+y “2y+77 <1

X +4x+2 =2 +y? 2y+17 1"+ <1

o (x+2) +(y-1) +22 <4

A esfera tem centro no ponto de coordenadas (—2,1,0) e raio 2.

Sabe-se que a esfera esta inscrita num cubo, entdo a aresta desse
cubo é igual ao didmetro da esfera, ou seja, a aresta do cubo é
igual 4.

Assim sendo, V., =4% =64 (unidades de volume).

7 “cubo

101



81.5. Um representante de Vv —u €, por exemplo, oD.
ey Nota: v —ii =0 +(~0)
76. Os segmentos de reta orientados [B,A] e [M,L] representam o

mesmo vetor porque tém a mesma diregdo, sentido e 81.6. Um representante de —li—V ¢, por exemplo, OA .

comprimento. Nota: i —V =(~ii)+(-V)
Os segmentos de reta orientados [F,C] e [J,G] também .
representam o mesmo vetor porque tém a mesma direc3o, 82.1. B+BD=D.

sentido e comprimento.

V|=v1? +22 =5 e |w|=3 +2* =/13. - -
82.3. Como —NP=PN =HF ,entdo H—NP=F .

Psg. 188 82.4. B+BM=M.

82.2. Como F’:a/l,entéo G+IP=M.
77. |t]=3;

-2

78.1. .

a) |36 |~ V& & =100 10 B8, BerermaC e

b) HEHZMZE 82.6. AH+LI=AH+HF =AF .

0 Ha“=\/m=\/ﬁ=1oﬁ 82.7. HF —LJ=HF+JL=HF+FG=HG .
82.8. PG-0G=PO.

78.2.

a) Por exemplo FC. 82.9. DC+GP+PO=DC+CL+PO=DL+PO=DL+L=DJ .

b) Por exemplo, GD . 82.10. Nj+BD+HE =NJ+BD+DA=NJ+BA=Nj+Ji=Ni.

c) Por exemplo, HA.

d) Por exemplo, AC . 82.11. I0+GP=AF+FO=A0 .
79.1. A+OH=A+AX=X . 82.12. FQ+QF =0.

79.2. X+X0=0.

79.3. H+HA=A. 83.1.

79.4. Como XA=HO, entdo H+XA=0. a) AB+BC+CA=AC+CA=AA=0.

—
b) DB+§BC:DB+ED:ED+DB:EB.
Pag. 189 e

c) 3CD+AE=CA+AE=CE .

80.1. A+GR=A+AL=L. T
d) AE+§BC=AE+ED=AD.

80.2. J+MZ=J+J0=0.

83.2.
80.3. Como TR=VY , entdo V+TR=Y. a) Atendendo a figura, tem-se que:
I _ — 1= 1—
80.4. Como ND=VF , entdo V+ND=F. BE=3BCH3BA.

80.5. S+EA=S+SX=X . ¢

0

81.1. Um representante de —u €, por exemplo, PA.

(3]

B

7 & oP 1
81.2. Um representante de —v é, por exemplo, OP . Entdo, conclui-se que azg e b=

1
— 3 ‘

81.3. Um representante de t+V é, por exemplo, OC .

81.4. Um representante de U —V é, por exemplo, OB.

Nota: G-V =d+(-V)
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b) Atendendo a figura, tem-se que:

BD=2BC+1BA.
3 3

ﬂ&f

1
Entdo, conclui-se que a :—3 e b=0.

84.1.

a) Bl+JM=BI+IG=8G .

b) @+§ﬁ:ﬁ+@:/ﬁ+@:ﬁ.
C) F+HI=F+FN=N.

d) R+MH=R+RI=J.

e) AH—-OR=AH+RO=AH+HB=AB.

84.2.
a) AB=35Q b) ML=-20N
N R . 2
c) ML==FE d) M/=-=DF
3 3
85.1.
S
Q I|' u
01 -
A abcissa do ponto P é 6.
85.2.
o
0 37

A abcissa do ponto P é 6.

Geometria analitica

85.3.

A abcissa do ponto P é —4.

85.4.
o LU,
P 0 27
-3 | 1 |-37 -
A abcissa do ponto P é —3.
85.5.
Vv
3y
0 2 v .
1 5
A abcissa do ponto P é 5.
85.6.
. LU,
7
03" ¢ P
01 5 -
A abcissa do ponto P é 5.
Tarefa 10
1.1.
g,
o A B [
T i T T T —
1.2.
I
0 o sw_ b
0 1

2.1.
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2.2.

v
2 .
b 03"
ET) 1 -
2.3. Conclui-se que 0C=0D.
Pag. 194
86.1.
U
¥
g P
0 1
A abcissa do ponto P é 1.
86.2.
U,
Y
P 38Uty Oty _
-3 1
A abcissa do ponto P é —3.
86.3.
U
Y
6 P gy
0| 13 -3
2
. .3
A abcissa do ponto P é 5
86.4.
U
v
. {217) 0 2u o
=3 1
A abcissa do ponto P é —3.
86.5.
i i
0 o7 3i-2v) P _
0 1 3

A abcissa do ponto P é 3.

Tarefa 11

1.1. BC=v porque se recorreu a regra do paralelogramo para

obter um representante do vetor u+v.
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BE CF
1.2. Como — ==, entdo, atendendo ao reciproco do teorema
AB AC

de Tales, conclui-se que as retas BC e EF sdo paralelas.

1.3. Os triangulos [ABC] e [AEF] sdo semelhantes porque, de um
para o outro, tém dois lados diretamente proporcionais e o
angulo por eles formado geometricamente igual.
1.4. Atendendo a que os tridngulos [ABC] e [AEF] sdo
EF AE
semelhantes, sabe-se que —==—.
BC AB
Como AE =2AB , entdo sabe-se que AE=2AB.
EF -
Logo, tem-se que =—=2, ou seja, EF=2BC .
BC
Dado que os vetores EF =27 e BC =¥ sdo colineares e tém o
mesmo sentido, conclui-se que EF=20=2BC=0 , OU seja,
EF=2v.
1.5. AE=2AB=2ii, EF=2V e AF =2(d+V), entdo tem-se:

AE+EF =AF <20 +2V =2(i+7).

2.1. Os vetores v =3(2ii) e w=60 tém a mesma diregéo, o

mesmo sentido e a mesma norma.

2.2, Os vetores V=4 (i) e W=—40 tém a mesma direcdo, o

mesmo sentido e a mesma norma.

2.3. Os vetores v =-2(40) e W=-80 tém a mesma diregdo, o
mesmo sentido e a mesma norma.

2.4. Os vetores v =—5(—2ii) e w=10U tém a mesma dire¢do, o

mesmo sentido e a mesma norma.

87. 2A—c+2B—c+2ﬁ-/=2(R+R+E-/)=2(A—B+C—H)=zﬁ

Tarefa 12
1.1.

a) 5+(ﬁ+ﬁ)=(§+(ﬂ+ﬁ)=cﬁ+ﬁ=C3+ﬁ=&

b) BA—2DE =BA—CA=BA+AC =BC

¢) (EA+AB)—(DC -+ CB) ~ E8 ~DB ~ EB + 30— £D

1.2. Por exemplo, os vetores A—B, BE e DB s&o nio colineares
(ndo sdo paralelos) e a sua soma é o vetor nulo.

De facto, AB+BE+DB=AE+DB=AE+EA=AA=0.

21. G--3s5
2

2.2. |w|=2[3]

23. i=—1y
2



2.4. 7=5¢t
25 5--27
5
2,
2.6. |s]=a]

3.1. AB+BE =AE
3.2. BD-BA=BD+AB=AB+BD=AD

3.3. EB+(AD+CD) (BC+CD) EB+BD=ED

88. Sendo [ABCD] um paralelogramo, os lados opostos sdo
paralelos e tém o mesmo comprimento.

Entdo, sabe-se que AB=DC e AD=BC .

Como M é o ponto médio de [AD] e N é o ponto médio de [AD],

R PR PR R 17
entdo tem-se que: AM:MD:BN:NC:EAD .
Ora, MB=MA+AB=CN+DC=DC+CN=DN e
MD=2AD=2BC=BN.
2 2

Como MB=DN e M—D:ﬂv, conclui-se que [MBND] é um
paralelogramo.

89. Para provar que [MBND] é um paralelogramo, basta provar
que MB=DN e DM =NB.

MB=MA + AB=CN+DC =DC +CN=DN

DM =DA+AM =CB+NC =NC +CB=NB
Entdo, [MBND] é um paralelogramo.

90. Com base no referencial da figura, sabe-se que:

i=(-2,2); b=(0,2); €=(3,0); d=(1,2); e=(-1,1);
f=(-2,0); G=(3,-1); h=(-1,-3); 7=(1,0); j=(0,1);
I=(0,-1)

91. Por observagdo da figura representada, conclui-se que
AB=-3/ —3j+6k, CD=-37 +3] +0k e OF =37 —3j +3k .
Entdo, AB(~3,-3,6), CD(-3,3,0) e OE(3,-3,3).

92.1. Sendo OA=ai+ b] , entdo as coordenadas do ponto A sdo

(a,b).Como A(5,2), conclui-se que a=5Ab=2.

92.2. Sendo OB=ai + bf , entdo as coordenadas do ponto B sdo

(a,b) . Como B(73,4) , conclui-se que a=-3Ab=4.

Geometria analitica

92.3. Sendo OC=ai+ b} , entdo as coordenadas do ponto C sdo

(a,b) . Como C(2,76) , conclui-se que a=2Ab=-6.

92.4. Sendo OF =ai+ b7 , entdo as coordenadas do ponto D sdo

(a,b).Como D(3,0), conclui-se que a=3Ab=0.

92.5. Sendo OF =ai+ b} , entdo as coordenadas do ponto E sdo

(a,b).Como E(0,-7), conclui-se que a=0Ab=—-7.

93.1. Sabe-se que 3(2,—3) e \;(2,4k+1). Entdo, tem-se:

U=Vo2=2A-3=4k+l-4=4kk=-1

93.2. Sabe-se que a(k,S) e ;(S,k—z) . Entdo, tem-se:
U=V k=5A3=k-2<k=5A5=k<= k=5

93.3. Sabe-se que B(Zk—s,—l) e ;(k,k—z) . Entdo, tem-se:

Ui=V&<2k-3=kA-1=k-2<k=3rk=1
condigdo
impossivel

Conclui-se, entdo, que ndo existe nenhum valor de k para o qual
u=v.
93.4. Sabe-se que U(k+1,4—k2) e ¥(3,0). Entdo, tem-se:

U=V k+1=3A4-k’=0k=2 Ak =4
ok=2n(k=2vk=-2)=k=2

94.1. t =0+v=(4,-1)+(-2,5)=(4-2,-1+5)=(2,4)

94.2. f=w-v=(-2,1)-(-2,5)=(-2-(-2),1-5)=(0,-4)

Il
VR
N
|
N |-
N—
—
N
%]
V
m
N
+
~
N
|
|
(€]
;/
m
»

N

‘l—‘
=
N—

:—7[ -2,5)-3(-2,1)-(4,-1) =
,,[ -2,5)-(-6,3)-(4,-1)|= ,,[ -2+6,5-3)—(4,-1)]=
:7[(4,2)7(4,71) :75(474,2+1)?5(0,3):(0,7%)

95.1. f =V+2w=(2,-3,1)+2(1,1,2)=(2,-3,1)+(2,2,4) =
=(4,-1,5)
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95.2. f =i-2vV=(0,-2,1)-2(2,-3,1)=
=(0,-2,1)—(4,-6,2)=(-4,4,-1)

Lo
2 1 141
=|=-0,o+1,5—= k|22
3 3 2 336

96. Sabe-se que 5(1,-2) ,v=—2i e w=3].Entdo, conclui-se

que vV (-2,0) e w(0,3).

96.1. Pretende-se determinar as coordenadas de um vetor S
colinear com U .

Atendendo a definigdo de vetores colineares, consideremos, por
exemplo, S=2u.

Entdo, 5=20=2(1,-2)=(2,-4).

96.2. Pretende-se determinar as coordenadas de um vetor S

colinear com v .
Atendendo a definigdo de vetores colineares, consideremos, por

R
exemplo, S:EV.

Entdo, § = \7:%(72,0):(71,0).

N |~

96.3. Pretende-se determinar as coordenadas de um vetor §
colinear com w .

Atendendo a definigdo de vetores colineares, consideremos, por
exemplo, S=—-4w.

97.1. Os vetores v e w sdo colineares pois V=3 w .

97.2. Os vetores u e v sdo colineares se existir A <IR tal que

2261 _1
=41 = 3
Z=31 |, 1
3 9

Este sistema é impossivel.
Assim sendo, conclui-se que os vetores u e v ndo sdo colineares,

pois ndo existe A€lR tal que u=Av.
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98.1. Os vetores w e U sdo colineares se existir A <IR tal que

w=A0.

W=7 (-4,k,~6)=1(2,-1,3)<(-4,k,-6)=(24,-1,31)
-4=22 =-2

S k=-1 <©1k=2
-6=31 =-2

Assim sendo, conclui-se que os vetores w e U sdo colineares se
k=2.

98.2. Os vetores w e v sdo colineares se existir 4 <IR tal que

w=Av
1
w:zv@{f,o,kj:ﬂ(&o, z)e(f,o,ka(aﬂ,oﬁu)
1 1
—=31 A==
2 6
&+:0=0 &<:0=0
k=-21 1
k__,
3
Assim sendo, conclui-se que os vetores w e V sdo colineares se
k=-1.
3

98.3. No existe kelR\{0} de modo que o vetor w(0,0,k) seja
colinear com v . Se kelR\{0} o vetor W(0,0,k) ndo é colinear
com o vetor ¥=(3,0,—2), pois, nesse caso, o vetor w é

paralelo ao eixo das cotas e o vetor v é perpendicular ao eixo
das cotas.

99.1. Hs=B—A=(§,—zj_(—1,z)=(§,—4)
2 2

99.2. C—B=B—C=(§,—2J—(—3,1)=[g,—3j
2 2
99.3. Como AC=C-A=(-3,1)—(-1,2)=(-2,-1) e

. 5 .= 11—
AB:(E,—4J, entdo tem-se: u :—AC+EAB

1(5 5 13

=—(=2,-1)+=| 2,-4|=(2,0)+] 2,2 |=| =,-1

( )+2(2 ) ( )+(4 j [4 j
100.1. As coordenadas dos pontos A e D s3o, respetivamente,
(-2,1,1) e (1,0,2) .
Entdo, AD=D-A=(1,0,2)-(-2,1,1)=(3,-1,1) .
100.2. As coordenadas dos pontos E e C sdo, respetivamente,
(2,-1,3) e (1,4,-1).

Entdo, EC=C—E=(1,4,-1)-(2,-1,3)=(-1,5,-4) .



100.3. As coordenadas dos pontos D e B sdo, respetivamente,
(1,0,2) e (1,3,1).

Entdo, DB=B-D=(1,3,1)-(1,0,2)=(0,3,-1) .

101.1.

a) AB=5-A=(13)-(-2,1)=(3,2)
b) BC=c-B=(2,2)-(1,3)=(1,-1)
2)-(3,-1)=(-1,3)

d) DE=£-D=(-1,0)—(3,-1)=(-4,1)

e) DF=F-D=(-2,-1)—(3,-1)=(-5,0)

f) FA=A-F=(-2,1)-(-2,-1)=(0,2)

101.2. AB=(3,2) e CE=E-C=(-1,0)—-(2,2)=(-3,-2).

c) DC=C-D= (2,

Entdo, os vetores AB e CE n3o sio iguais pois tém coordenadas
diferentes.

101.3. DB=B8-D=(1,3)-(3,-1)=(-2,4)
FP=P—F= (3k 1'"T+3] (-2,-1)= (3k+1 m;rs]

DB=FP > —2-3k+1 A 4=12

& -3=3k A 8=m+5<k=-1 A m=3

102.1.
a)OE =E-0=(2,4,3)-(0,0,0)=(2,4,3)

b)cG=G-c=(0,0,3)-(0,4,0)=(0,-4,3)
¢) CD=D-C=(2,0,3)-(0,4,0)=(2,-4,3)

102.2. As coordenadas do ponto P s3o do tipo (x,y,z).
a) P=ieP-E=ie(x,y,2)-(2,4,3)=(-4,3,-1) =
< (x-2,y-4,2-3)=(-4,3,-1)

xX—-2=-4 X=-2
Sy —4=3 &Sqy=7

z-3=-1 z=2
Entdo, P(-2,7,2).

b) AP=CG=P-A=G-Co
<(x,y,2)-(2,0,0)=(0,0,3)-(0,4,0)
@(x—z,y,z):(o,—4,3)

x—-2=0 x=2
Sy=—4 Sy=-4

z=3 z=3
Entdo, P(2,—-4,3).

Geometria analitica

103. D é o quarto vértice do paralelogramo, entdo ha trés
localizagdes possiveis para o vértice D:

D=C+AB ou D=A+CB ou D=A+BC.
Seguidamente vamos determinar as possiveis coordenadas do
ponto D.

D=C+AB=C+(B-A)=(3,1)+((0,3)-(-2,1))=

=(3,1)+(2,2)=(5,3)
ou D=A+CB=A+(B—C)=(-2,1)+((0,3)-(3,1))=
=(-2,1)+(-3,2)=(-5.3)

ou D=A+BC=A-CB=(-2,1)-(-3,2)=(1,-1)

104.1. [AB] é um diametro da circunferéncia de centro E, entdo £
é o ponto médio de [AB].

-1+5 3+
As coordenadas do ponto E sdo: ( 5 > ,%j =(2,4).

104.2. Como E é o ponto médio de [CD], entdo
D=E+ED=E+CE .
D=E+CE=(2,4)+((2,4)-(1,1))=(2,4)+(1,3)=(3,7)
105. Sendo [RS] um dos didmetros da circunferéncia, entdo o
centro é o ponto médio de [RS].

As coordenadas do ponto médio de [RS] sdo
[2+4 -1+5

5 j=(3,2).

Em seguida determina-se o raio r da circunferéncia.
J— 2 2

J(2-4) +(-1-5) J —

RZS: ( )2( ) - 30:2210: 10

Entdo, a circunferéncia de didmetro [AB] é definida pela equagdo:

("*3)2+(y*2)2 :(x/ﬁ)z , ou seja, ()(—3)2 +(y_2)2 -10.

106.1. Como =37 —4] , entdo i(3,-4).
la] =/3* +(-4)" =25 =5

106.2.

a) Sejaw um vetor paraleloa U e de norma 10.

Sabe-se que w=A10,1€R e HVT/H=10.
w=A0=2(3,-4)=(34,-44)

W] =10 = {(32)" +(~44) =10 = /92* +161* =10 <
<2507 =

Entdo, tem-se:
5 =100 =44=2 vi=-2

Assim sendo, W =(3x2,-4x2) ou vT/:(3><(—2),—4x(—2)) i
isto &, w=(6,—-8) ou w=(-6,8) .

b) Sejat um vetor colinear com i e de norma 2.

Sabe-se que t =1ii,1€lR e HfH:Z.
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t=A0=4(3,-4)=(31,-44)

[f|=2(32) +(-42) =2 92? +164% =2 2522 =2
Entdo, tem-se:
2

W=t =222
25 5 5

Assim sendo, t = ?;xg,—4xE ou t=|3x 2 ,—4x 2 ,
5 5 5 5
o (6 8) - [ 6 8]
istoé, t=| —,—— |ou t=|——,=|.
5 5 55

106.3. |V|=2< (\/5)2+a2 =2&43+0’ =2

Elevando ao quadrado cada um dos membros da equagdo

3+a° =2, tem-se:

2
(\/3+az) =2 o3+d’=4<ad’=1<a=1va=-1

106.4. As coordenadas do ponto P s&o do tipo (x,y).
AP=P-A=(x,y)—(-2,1)=(x+2,y-1) e i(1,0).
Entdo, tem-se:
AP=0+27 & (x+2,y-1)=(3,-4)+2(1,0) =
o (x+2,y-1)=(5,-4)
{x+2—5 {x—3
o PEN
y-1=-4 y=-3
Assim sendo, P(3,-3).

Como as coordenadas do ponto P sdo simétricas, P pertence a
reta de equagdo y =—x (bissetriz dos quadrantes pares).

107.1.

a) AB=B-A=(2,4)-(-3,2)=(5,2)

b) BC-0E=(c-B)-(E-0)=
=((6,2)=(2,4))=((4,-3)~(0,0))=(4,-2)~(4,-3)=(0,1)

c) 2(BfD)f%ﬂ5:2((2,4)7(72,72))7%(E7A):

~2(4,6)-((4,-3)~(-3,2))=(8,12)-(7,-5) -
75 5) (9 29

=(8,12)- [E _Ej [8—5 12+ Ej (5 7]

107.2. As coordenadas do ponto médio de [AE] sdo

-3+4 2+(-3)) (1 1

[2’2 ](zz)

1o7.3.Z5-zbE:( A)-2(c-0)=

=((-2-2)~(3.2))-2((6.,2)~(0,0)) =

=(1,-4)-2(6, ) (1,-4)-(12,4)=(-11,-8)
|ap—20¢] =J(-11)" +(-8) =185
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107.4. Como o ponto P pertence ao eixo das abcissas, entdo é da
forma P(x,0).

AP=P-A=(x,0)-(-3,2)=(x+3,-2)
=4 (x+3) +(-2) =4 \(x+3) +4 =4
Elevando ao quadrado cada um dos membros da equagdo

«/(x+3)2 +4 =4, tem-se:

2
( (x+3Y +4) =4 o (x+3) +4=16 =

lav

c>(x+3)2:12<:x+3:\/ﬁvx+3:—\/ﬁ
®X=—3+\/E\/X=—3—\/E
Entio, P(—3+J§,0) ou P(—3—«E,o).

107.5. Em primeiro lugar vamos determinar uma equacgéo da
mediatriz de [AB].
Seja R(x,y) um ponto qualquer da mediatriz de [AB].

Sabe-se que RA=RB.

RA=RB < \(x+3) +(y—2) =\(x—2) +(y—4)

Entdo, tem-se que:

(X+3)2+(y72)2:()(72)2+(y74)2

S X +6x+9+y’ —4y+4=x"—dx+4+y’ —8y+16
—-10x+7

oy sl
2

S4y=-10x+7y = 2

5 7
Entdo, a mediatriz de [AB] é definida pela equagdo y = —Ex+z .

Designemos por / o ponto de interse¢do da mediatriz de [AB] com
areta de equacdo y = x (bissetriz dos quadrantes impares).

Para determinar as coordenadas de /, vamos resolver um sistema
de duas equagdes a duas incognitas.

y:—§x+Z x=—2x4l {4x-—10x+7 {14x—7
2 4 <= 2 4= =4 =
y=x y=x

. . 11
Entdo, conclui-se que I[fﬁ) .
22
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109.1. Atendendo a figura apresentada, sabe-se que a reta r tem
a mesma dire¢do dos vetores U e v e aretattem a diregdo do
vetor w.

Entdo, conclui-se que os pontos R, S e T pertencem a reta r e os
pontos P e Q pertencem a reta t.

109.2.

0 X

110.1. Uma equagdo vetorial da reta que passa em L(—2,4) e
tem a direcdo do vetor i(3,-1) é:

(X,y)=(—2,4)+k(3,—1) ,kelR.

110.2. Areta que passa em L e em M tem a diregéo do vetor
M.

IM=M-L=(1,2)-(-2,4)=(3,-2)

Entdo, uma equagdo vetorial da reta que passa em L(—2,4) e
em M(1,2) é

(x,y)=(-2,4)+k(3,-2) ,keR.

111.1. Areta r é definida pela equagdo
(x,y)=(-1,4)+k(3,1) , keR.

a) Para obter dois pontos da reta basta atribuir dois valores reais
a k (por exemplo, 0 e 1).
Se k=0, tem-se (x,y)=(-1,4).

Se k=1, tem-se (x,y)=(-1,4)+(3,1) =(2,5).
Entdo, os pontos de coordenadas (—1,4) e (2,5) s&o pontos da

retar.
b) Por exemplo, os vetores de coordenadas (3,1) e (6,2) sdo

dois vetores diretores da reta r.

111.2. Pretende-se determinar o ponto da reta r que tem abcissa
5. Para tal, substitui-se x por 5 na equagdo da reta e obtém-se:
(5,y)=(-1,4)+k(3,1) = (5,y)=(-1+3k,4+k)

5=-1+3k k=2
PN
y=4+k y=6
0 ponto pedido tem coordenadas (5,6) .

111.3. Pretende-se saber se o ponto de coordenadas (—4,3)

pertence a retar, ou seja, se IkeR: (—4,3)=(-1,4)+k(3,1).

Geometria analitica

(—4,3)=(-1,4)+k(3,1) = (-4,3)=(-1+3k,4+k)

“4=-1+3k [k=-1
<~

3=4+k k=-1

Conclusdo: o ponto de coordenadas (—4,3) pertence aretar.
111.4. Se a reta é paralela a r, entdo tem a diregdo do vetor de
coordenadas (3,1).

Como a reta passa no ponto de coordenadas (0,3) , uma

equaco vetorial da reta é: (x,y)=(0,3)+k(3,1) , kelR.

112.1. Como [OABC] é um quadrado, sabe-se que C =0+AB.
AB=B-A=(1,5)-(3,2)=(-2,3)

Entdo, C=0+AB=(0,0)+(-2,3)=(-2,3).

112.2. Areta AB passa em A e tem a dire¢do do vetor AB.

Entdo, pode ser definida pela seguinte equagdo vetorial:
(x,y)=(3,2)+k(-2,3) , keR.

113.1. A reta AB passa no ponto B(6,3) e tem a diregdo do
vetor (0,1) pois é paralela ao eixo Oy.

Entdo, uma equagdo vetorial da reta AB é:
(x,y)=(6,3)+k(0,1) ,keR.

113.2. AC=C-A=(0,3)-(6,0)=(-6,3)

A diagonal [AC] do retangulo [OABC] é definida pela condigdo
(x,y)=(6,0)+k(-6,3) ,ke[0,1].

0 ponto D(2,2) pertence 4 diagonal [AC] se
Jke[0,1]: (2,2)=(6,0)+k(-6,3).
(2,2)=(6,0)+k(—6,3) <= (2,2)=(6—6k,3k)

{2:676k k=
=

2=3k k=

wWIiN wiN

Conclusgo: o ponto D(2,2) pertence a diagonal [AC] do
retangulo [OABC].

113.3. Uma equagdo vetorial da reta AC é
(x,y)=(6,0)+k(-6,3) , keR.

Pretende-se determinar o ponto da reta AC que tem abcissa —3.
Para tal, substitui-se x por —3 na equagdo da reta e obtém-se:

(-3,y)=(6,0)+k(-6,3)<=(-3,y)=(6—6k,3k)

k=

-3=6-6k 2
=

y=3k _9

2

9
A ordenada do ponto da reta AC que tem abcissa —3 é 5
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114.1. Se a reta é paralela a reta r entdo tem igual declive.
O declive da reta r é igual a 3.
Um vetor diretor daretaré &(1,3).

Uma equagdo vetorial da reta que passa por A(2,3) e é paralela

aretaré: (x,y)=(2,3)+k(1,3) , keR.
114.2. Se a reta tem a direggo do vetor (-3,1), entdo o seu

1
declive é igual a —5 .

1
A equacdo reduzida da reta é do tipo y = —§x+b .

Como o ponto A(2,3) pertence a reta, tem-se:

3:—§xz+b@3+§:b@2=b.

1 11
Equacdo reduzida da reta: y:f§x+? .
115.1. O declive da reta r é igual a —2 e o declive da reta s é igual
a2

Entdo, as retas r e s ndo sdo paralelas porque tém declives
diferentes.

1
115.2. 3x-y=5&3x-5=y e 2y:6x+1®y:3x+5.

As retas r e s sdo paralelas porque tém o mesmo declive
(m =m =3).

115.3. Um vetor diretor daretar é &(2,4).

4
O declive da retar é igual a 2 [m, :EZZJ .

y—-2x=1y=2x+1

O declive da reta s é igual a 2.

As retas r e s sdo paralelas porque tém o mesmo declive
(m =m =2).

116.1. O declive da reta r é igual a —3.
Um vetor diretor da retar é &(1,-3).

A reta rinterseta o eixo das ordenadas no ponto de coordenadas
1
0,—|.
2
1 N
A reta r passa pelo ponto de coordenadas O'E e tem a diregdo

do vetor i(1,-3) . Entdo, pode ser definida pelo seguinte

sistema de equagdes paramétricas:

x=0+k

1 , keR.
==-3k
v 2

116.2. A reta s tem a direg&o do vetor 7(6,—2), entdio o seu

L 1 -2 1
declive éiguala —— | m =—=—=|.
3 6 3

110

1
A equacdo reduzida da reta s é do tipo y = —§x+b .

Como o ponto de coordenadas (2,—3) pertence a reta s, tem-

se:

1 2 7
—3=-—x2+b&-3+-=b&—-—=b.

3 3

~ . 7
Equacdo reduzida da reta s: yzfgxfg .

116.3. Atendendo as equacgdes paramétricas da reta t, conclui-se

que um vetor diretor daretaté £ (6,-2).

~ . L. 1 -2 1
Entdo, o declivedaretatéiguala —— | m,=—=——|.
3 6 3

As retas s e t sdo paralelas porque tém o mesmo declive.

116.4. Sejam A e B os pontos de intersecdo da reta t com o eixo
das abcissas e o eixo das ordenadas, respetivamente. Entdo,
A(x,0) e B(0,y).

Para determinar a abcissa do ponto A basta substituir y por 0 nas
equacgBes paramétricas da reta t.

3
X=—1+6x— X=

{x:—1+6k
3 = =

p=
0=3-2k k== 3 k=
2 sz

Assim, as coordenadas do ponto A sdo (8,0).

x=-1+6k

N|w

Para determinar a ordenada do ponto B basta substituir x por 0
nas equacgdes paramétricas da reta t.

0=-1+6k k= k= k=

{ 3-2k ) @y ° 17 g
y=3-

=3-2x— =3-— ==

T L

8
Assim, as coordenadas do ponto B sdo (O,gj .

1
116.5. Sabe-se que o declive da reta t é igual a —g.

1
A equacdo reduzida dareta t é do tipo y = —§x+b .

Atendendo as equagdes paramétricas, conclui-se que o ponto de
coordenadas (71, 3) pertence a reta t. Entdo, tem-se:

3:—1><(—1)+b<:>3—1:b©§:b.
3 3 3

1 8
Equagdo reduzida da reta t: y=—§x+§ .

117.1. VB é um vetor diretor da reta VB.
VB=B-V=(-2,5,0)-(0,0,2)=(-2,5,-2).

A reta VB passa no ponto V(0,0,Z) e tem a direg¢do do vetor
VB.

Entdo, uma equacdo vetorial da reta VB é:
(x,y,2)=(0,0,2)+k(-2,5,-2) ,keIR.



117.2. Qualquer ponto da aresta [AD] tem abcissa 2 e ordenada
5.

Sendo P o ponto de cota 1 da aresta [AD], entdo P(2,5,1) .

A reta VP passa no ponto V(0,0,Z) e tem a dire¢do do vetor
VP.

vP=P-V=(2,51)-(0,0,2)=(2,5,~1)

Entdo, uma equacdo vetorial da reta VP é:
(x,y,2)=(0,0,2)+k(2,5,-1) ,keR.

117.3. Qualquer ponto da aresta [DC] tem ordenada 5 e cota 4.
Sendo Q o ponto de abcissa —1 da aresta [DC], entdo Q(-1,5,4).
A reta VQ passa no ponto V(0,0,Z) e tem a diregdo do vetor
va.

VQ=Q-V=(-1,5,4)-(0,0,2)=(-1,5,2)

Entdo, uma equagdo vetorial da reta vVQ é:
(x,y,2)=(0,0,2)+k(-1,5,2) ,keR.

118.1. A é o ponto de intersegdo da reta AD com o eixo das
abcissas. Entdo, A(x,0).

Substituindo y por 0 na equagédo da reta AD, tem-se:
O=—x+1x=1.

Assim, as coordenadas do ponto A sdo (1,0).

118.2. Como o quadrilatero [ABCD] é um trapézio, sabe-se que
os segmentos de reta [BC] e [AD] sdo paralelos. Entdo, as retas BC
e AD também sdo paralelas.

Como a reta AD tem declive —1 e retas paralelas tém o mesmo
declive, conclui-se que a reta BC tem declive igual a —1.
Assim, a reta BC é definida por uma equagdo do tipo y=—x+b.

Como o ponto B(5,0) pertence a reta BC, tem-se:
0=-5+b<b=5.

Equagdo reduzida dareta BC: y=—x+5.

118.3. Sendo 5 a ordenada na origem da reta BC, conclui-se que

o ponto C tem coordenadas (0,5).
118.4. Areta CD tem a diregdo do vetor .
b=D-C=(-1,2)-(0,5)=(~1,-3)

-3
O declive da reta CD éigual a 3 [m == 3) e a ordenada na

origem é 5.
Equacdo reduzida da reta CD: y =3x+5.

118.5. O conjunto de pontos do trapézio que tém abcissa
negativa é definido pela condigdo:
y>—-x+1 A y<3x+5 A x<0.

119.1. C é o ponto de intersegdo das retas r e t.

2 2
y=—X 2=—x {X=3
3 & f=1

3 =2
y=2 y=2 -

Geometria analitica

Entdo, conclui-se que C(3,2).

Como as circunferéncias sao tangentes aos eixos coordenados, os
seus raios sao 2 e 3.

A equagdo da circunferéncia maior é (x—3)2 +(y—2)z =9.

A regido sombreada da figura representada por S; é definida pela
condigdo:

(X—3)2+(y—2)239 AYy22 A yzgx.

119.2. A equagdo da circunferéncia menor é
(x=3) +(y-2)" =4.

A regido sombreada da figura representada por S, é definida pela
condigdo:

4<(x-3) +(y-2)"<9 A 0<y<2 A x23.

Tarefa 13

5 11
1.1. A equagdo reduzida da reta BC é y:—;x+7 .

Sendo B o ponto de intersegdo da reta BC com o eixo das

ordenadas, entdo B(O,%J .
. - 7
O ponto E é a projegdo ortogonal do ponto G —5,3 sobre o
) . . 7
eixo das abcissas. Entdo, E —5,0 .

1.2. Os pontos C e F tém a mesma abcissa pois a reta FC é
paralela ao eixo Oy.

7
Entdo, C| —, .
(2 yj

Como C pertence a reta BC, tem-se:

57 u_ 51 6 g
TR T T T

7

Conclui-se que C[EB] .

A altura da parede representada por [FC] é dada pela distancia
7 7

entre os pontos F| —,0| e C| —,3|.
2 2

Ora, FC=3.

2. O vetor BG é um vetor diretor da reta BG.
B6=6-8=-23|-[02|<[-L-2
2 2 2 2
. L 5 5
O declive da reta BG é igual a 5 m= :;

5
A equacdo reduzida da reta BG é y =;x+— .

O quadrilatero [ADEG] é um trapézio.
EG+DA —

Sabe-se que A,y = xDE .

(N



EG=3 e DE—\/[—6+ZJZ+(O—O)Z _\/(—;T :g.

O ponto A tem a mesma abcissa que o ponto D pois a reta AD é
paralela ao eixo Oy.
Entdo, A(-6,y).
Como A pertence a reta BG, tem-se:
5 1 o u, 17

=2x(-6)+—y= -
Y 7X( )+2©y 7727 T,

17 — 17
Conclui-se que A| 6,— | e DA=—.
14 14

3+17
14 5 59 5 295
Ent&o, A e :%XE:EXE:E (unidades de area).

3. Designemos por H o ponto do prolongamento do telhado que
contém [BC] com o solo.
O ponto H é da forma H(x,0), pois H pertence ao eixo Ox.
Como H pertence a reta BC, tem-se:
5 11 5 11 11 77
O=——X+—S—X=— == X=—
7 2 7 2 10

Entso, H(%,Oj eFp=/ T 77 3% 42 2

7
=
5

10 2 10 10 10 5
Pretende-se determinar a area da frente da nova garagem, ou
seja, do triangulo [CFH].
21

— — —x3

FHxXFC & 63
Ora, =———=—=——=—=6,3(unidades de area) .

P 2 2 10 ( )

4. O novo referencial é obtido do referencial representado na
figura através de uma translagdo associada ao vetor
0D=(-6,0).
Entdo, no novo referencial, as coordenadas dos pontos B e E sdo,

11 7 11
respetivamente, (0+6,7j e (—£+6,0j, ou seja, (6,?] e

55)

Proposta 37

37.1. Como o quadrado [EFGH] é uma ampliagdo, de razdo 2, do
quadrado [ABCD] e a drea do quadrado [ABCD] é 50 cm?, entdo a

4rea do quadrado [EFGH] é 200 cm? (50><22) .

37.2. Como o quadrado [EFGH] é uma ampliagdo, de razéo 2, do
quadrado [ABCD] e o perimetro do quadrado [EFGH] é 76 cm,
entdo o perimetro do quadrado [ABCD] é 38 cm (76:2).

37.3.
a) E+2DC=F+EF=F
b) AD-FG=AD+GF =CB

—_ 0l — — —
c) CG+EBD=CG+FB=BC

112

1— — — ——
d) ZEG+BD=EA+BD=AH
20— 1— 22— — — —
e) ——AG+—HF ==GA+DB=CA+DB=GF
3 2 3
1 .
f) D+EEF:D+DC:C
g)D+(R+§):D+D—B:B

1 1
h) EA-_AG =FA+_GA=FEA+GC =EA+AE =FE =0

Proposta 38

38.1.
a) AC—DC+DB=AC+CD+DB=AD+DB=AB
b) DB~ (CA~BA) ~ DB~ (CA + AB) — DB CB — DB + BC - DC

38.2. D?+ﬁ:ﬁ+rc+ﬁ:ﬁ+(ﬁ+rc):ﬁ+ﬁz
=DA-CB

38.3.

a) O tetraedro é constituido por 4 faces iguais que s3o tridngulos
equilateros.
Assim sendo, para calcular a drea total do tetraedro basta

determinar a area de uma face.
D

A Ll ¥:]

ko
2

Tendo em atengdo o esquema em cima e aplicando o teorema de
Pitagoras, sabe-se que:

2 2 2
K :(gj +h <:>k2—%:h2 c:>i:h2

4
_ 3k
Donde se conclui que h=T.
kx—\/;k \/—
3K
Entdo, A =4X%:4XT=\/§M'

b) A =43 Bk =43k =4 k=2vk=-2
Como k>0, conclui-se que k=2.
Entdo, o perimetro P de cada face é dado por: P=3x2=6 cm.

Proposta 39

39.1. Como o vértice D do cubo tem coordenadas (6,6,6),
conclui-se que o cubo tem aresta 6.

Entdo, NP=P-N=(6,3,6)—(3,0,6)=(3,3,0) e
GM=M-G=(6,0,3)-(0,6,0)=(6,-6,3).
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39.2. O tridngulo [MPN] é equilatero e a medida do

comprimento do seu lado é dada por HN—PH .

Hﬁf’H =37 +32 10 =18 .

Designemos por h a altura do triangulo [MPN].
Tendo em atengdo o esquema seguinte e aplicando o teorema de
Pitagoras, tem-se:

2
(\/E)Z =(\/;—8] +h @18—%:# <:>E=h2

4
. V54 Joxe 36
Donde se conclui que hsz 5 =T.

3J6
VB 33x3de_9viz_9x3V3 _

Entdo, Ve = 5 7 2 2
93
-~
N
h 18
n !
M N — !
V18—
2
39.3. V,,, =6 =216 (unidades de volume).

1
Vimea) =—xﬁx3 =g=4,5 (unidades de volume).
3 2 2
v 4
omen %5 0,02 (2%)
v 216

peca

Proposta 40

40.1. Um ponto colinear com A e B pertence a reta AB.

Consideremos entdo, por exemplo, T = A+2AB.
AB=B-A=(4,0)-(1,3)=(3,-3).
Logo, T=A+2AB=(1,3)+2(3,-3)=(1,3)+(6,-6)=(7,-3).

40.2. Como i =—é+3f, as coordenadas do vetor U s3o

(-1,3).
AC=C-A=(-2,-1)—(1,3)=(-3,-4).

Os vetores ue AC sdo colineares se existir 4 €lR tal que

i=AAC.
i=AAC(-1,3)=2(-3,-4) = (-1,3)=(-34,-42)
1
1= _ "5 e
o Este sistema é impossivel.
=41 T ],_ 3
4

Geometria analitica

Assim sendo, conclui-se que os vetores ue AC ndo sdo

colineares, pois ndo existe 1€lR tal que & =AAC .
40.3. 48| = 3" +(-3) =V18 =32 e
4] = /(1) +3* =vi0 .

40.4. As coordenadas do ponto médio de [AC] sdo

(2=

40.5. D é o quarto vértice do paralelogramo, entdo ha trés
localizagdes possiveis para o vértice D:

D=C+AB ou D=A+CB ou D=A+BC.
Seguidamente vamos determinar as possiveis coordenadas do
ponto D.

D=C+AB=(-2,-1)+(3,-3)=(1,-4)

ou D=A+CB=A+(B-C)=(1,3)+((4,0)-(-2,-1))=
=(1,3)+(6,1)=(7,4)

ou D=A+BC=A-CB=(1,3)-(6,1)=(-5,2)

40.6. Seja v um vetor colinear com U, de sentido oposto e de
norma igual a 5.

Sabe-se que V=10, 1R e HVH:S.
V=Ati=A(-1,3)=(-4,31)

[7]=5 (-2) +(32) =5 2> +94* =5 =+/102* =5

Entdo, tem-se:

2
102 =502 =Lai=2 i o
10 /10 V10

V10 V10

SAl=—- vi=—"T
2 2
/10

Como A €lR™, conclui-se que /1:77 .

. ) ~ J10 J10 .
Entdo, conclui-se que, vV =| —1x —T ,3x —T , OuU seja,

(V10 310
2 2 )
Proposta 41
41.1. AB=B-A=(-3,1,1)—(1,2,0)=(-4,-1,1).
A reta AB passa no ponto A(1,2,0) e tem a diregdo do vetor
AB.
Entdo, uma equacdo vetorial da reta AB é:
(x,y,2)=(1,2,0)+k(-4,-1,1) ,keR.
41.2. BC=C-B=(5,3,-1)-(-3,1,1)=(8,2,-2)

Os vetores BC e AB sdo colineares porque BC=2AB.

Entdo, os pontos A, B e C também sdo colineares.
Logo a afirmacdo é falsa pois os pontos A, B e C sendo colineares
nao definem um plano (definem uma reta).
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41.3.

a) A esfera E; de centro D(4,0,2) e raio 5 pode ser definida pela
seguinte condigdo:

(x-4) +y* +(z-2)" <25.

b) Vamos determinar a distancia dos pontos C e B ao centro da

esfera E; e, em seguida, comparar os valores obtidos com o valor
do raio da esfera.

5=\/(5—4)2 +(3-0) +(-1-2)" =41+9+9 =419
E:\/(—a—z1)2+(1—o)Z +(1-2)" =V49+1+1=+/51

O ponto C pertence a esfera E1 porque D<5eo ponto D ndo

pertence a esfera E1 porque BD>5.

Proposta 42

42.1. Como B(4,4,0), conclui-se que OA=4, ou seja, a medida

do comprimento da aresta do octaedro é igual a 4.
Seja P a projec¢do ortogonal do ponto M sobre o plano xOy.
Entdo, P(2,2,0).

O triangulo [MPQ] é isésceles e retangulo em P.
Aplicando o teorema de Pitagoras, tem-se:

(mo) =(mP) +(po)
=42 =2(W)2
<:>8:(W)2

Entdo, MP=/8=22.

Assim sendo, o ponto M tem cota igual a 2«/5 e as suas
coordenadas sdo (2,2,2\/5).

42.2. BM=M-B=(2,2,22)-(4,4,0)=(-2,-2,242).

A reta BM passa no ponto B(4,4,0) e tem a diregdo do vetor
BM .

Entdo, uma equagdo vetorial da reta BM é:

(x,y,2)=(4,4,0)+k(-2,-2,242) , keR .

42.3. Substituindo k por um nimero real entre 0 e 1, na equagdo
vetorial da reta BM, obtém-se as coordenadas de um ponto que
pertence a aresta [BM] e ndo é vértice do octaedro.

Se, por exemplo, k =%, tem-se:
(x,y,Z):(4,4,0)%(—2,—2,2\/5)@
& (x,y,2)=(4,4,0)+(-1,-1,42) = (x,y,2)=(3,3,42).

Entdo, o ponto de coordenadas (3,3,\/5) pertence a aresta

[BM] e ndo é vértice do octaedro.

Proposta 43

43.1. As coordenadas do ponto P s&o do tipo (x,y) .
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AP=P-A=(x,y)—(2,~4)=(x-2,y+4) e &(0,1).
Entdo, tem-se:

G=AP-28, < (-1,3)=(x-2,y+4)-2(0,1) &

< (-1,3)=(x-2,y+2)

xX=2=-1 x=1
= I
y+2=3 y=1
Assim sendo, P(1,1).
Como as coordenadas do ponto P sdo iguais, P pertence a
bissetriz dos quadrantes impares.

43.2.

- 1
a) (a+1)x+2y:1<:>2y:—(a+1)x+1c>y:yx+%

Se a reta tem a diregdo do vetor i =(-1,3), entdo tem declive

igual a -3.

Entdo, tem-se que:

—(a+1)
T:—3c>0+1:6c>a:5 .

A equacdo da reta pertencente a familia dada que tem a diregdo
dovetor U é 6x+2y=1.

b) Se a reta é paralela ao eixo Ox, entdo tem declive igual a 0.
Entdo, tem-se que:

—(a+1)
——=0a+1=0&0a=-1.

A equacdo da reta pertencente a familia dada que é paralela ao

1
eixo Ox é 2y =1, ou seja, y:E-

43.3. Para g =-2, obtém-se a reta de equagdo —x+2y=1.

a) Sejam B e C os pontos de interse¢do da reta com o eixo das
abcissas e o eixo das ordenadas, respetivamente. Entdo, B(X,O)
e C(0,y).

Para determinar a abcissa do ponto B substitui-se y por 0 na

equacdo da reta e obtém-se:
—X+2x0=1x=-1

Assim, as coordenadas do ponto B sdo (—1,0).

Para determinar a ordenada do ponto C substitui-se x por 0 na
equacdo da reta e obtém-se:

1
—0+2y=1y=—
2
R - 1
Assim, as coordenadas do ponto C sdo (O'Ej .
1 1
b) —x+2y:1c>2y:x+1c>y:5x+5

1
O declive da reta é igual a >

Um vetor diretor dareta é &(2,1).

A reta passa no ponto de coordenadas (—1,0) .

Entdo, uma equagdo vetorial da reta é:
(x,¥)=(-1,0)+k(2,1) , keR.



Proposta 44

44.1. As coordenadas dos outros vértices do prisma sao:
A(10,0,0), €(0,4,0), 0(0,0,0), D(10;0;2,5), F(0;4;2,5),
G(0;0;2,5) e H(10,2,3).

44.2.

a) A, =EFxIF .

[EFIH]

EF=10 e E:\/(O—o)z+(2—4)2+(3—2,5)2 = /4+%:g.

V17
Entdo, Ay, =10x =5J17 m’
2

b) A seccdo produzida no prisma pelo plano y =2 é o retangulo
[HIMN], sendo M e N os pontos médios das arestas [OC] e [AB],
respetivamente.

Entdo, A__, =3x10=30m’.

sec¢do
¢) A seccdo produzida no prisma pelo plano x =3 éum
pentagono geometricamente igual ao pentagono [ABEHD].

4x0,5

Entdo, A =A +A :4><2,5+T:10+1:11m2.

seccio [ABED] [£HD)

44.3. V.,

sélido

=A,xh=11x10=110 m’

O corte provocado no prisma pelo plano z =k divide-o em dois
sélidos, Se esses solidos tém igual volume, entdo o sélido inferior
é um prisma quadrangular e o sélido superior é um prisma
pentagonal.

11

V. =55 <:>10x4><k:55©k:E<:>k:—
40 8

sélido inferior

44.4. HE é um vetor diretor da reta HE.

HE =E—H=(10;4;2,5)~(10,2,3)=(0;2;-0,5)

A reta HE passa no ponto H(10,2,3) e tem a diregdo do vetor
HE .

Entdo, uma equacdo vetorial da reta HE é:
(x,y,2)=(10,2,3)+k(0;2;-0,5) , keR.

44.5. Seja P(X,y,z) um ponto qualquer do plano mediador de
[B1].

Sabe-se que PB=PI .

PB =Pl < [(x~10) +(y—4) +(z-0) =

=J(x=0) +(y-2) +(z-3)"

Entdo, tem-se que:

(x=10) +(y—4) +(2-0)" =(x=0)" +(y-2)" +(z-3)’

<> x> —20x+100+y* -8y +16+2° =x>+y> —4y+4+27° —62+9
< —20x—8y+4y+6z+100+16—4—-9=0

& -20x—-4y+6z+103=0

Entdo, uma equagdo do plano mediador de [B/] é
-20x—4y+6z+103=0.

Geometria analitica

Proposta 45

45.1. Por observagédo da figura, conclui-se que:
AD=(3,-1), HG=(1,-1), BC=(0,-3), GE=(-4,0) e
FG=(2,4).

45.2. As coordenadas do ponto médio de [FH] sdo

3+4 -1+4 7 3
(% 2+ J:(EEJ e as coordenadas do ponto médio de

warsso [ 220 (1)

2 2

45.3. Areta CD passa em D(—1,1) e tem a direggo do vetor

CD=(2,4).

Entdo, a reta CD pode ser definida pela seguinte equagdo
vetorial: (x,y)=(-1,1)+k(2,4) , keR.

Areta BD passa em B(—3,0) e tem a direg&o do vetor
BD=(2,1).

Entdo, a reta BD pode ser definida pela seguinte equagdo
vetorial: (x,y)=(-3,0)+k(2,1) , keR.

A reta r passa em E(1,3) e, como é paralela a reta HF, tem a
direcdo do vetor HF =(-1,-5).

Entdo, a reta r pode ser definida pela seguinte equagdo vetorial:
(x,y)=(1,3)+k(-1,-5) ,kelR.

45.4. A reta AE tem a direcdo do vetor AE =(5,1), entdo o seu

declive é igual a % .

1
A equagdo reduzida da reta AE é do tipo y :Ex+b .
Como o ponto £(1,3) pertence a reta AE, tem-se:
1 1 14
3=—x1+b<=3-—=b&—=b.
5 5 5

1 14
Equacgdo reduzida da reta AE: y :EX+? .

A reta DG tem a diregdo do vetor DG = (6,2) , entdo o seu declive

. 1 2 1
éiguala — | m=—=—|.
3 [ 6 3j

1
A equacdo reduzida da reta DG é do tipo y :§x+b .
Como o ponto G(5,3) pertence 4 reta DG, tem-se:

3=lx5+b®3—5=b®i=b.
3 3 3

1 4
Equacdo reduzida da reta DG: y :§x+§ .
A reta FE tem a direcdo do vetor FE =(-2,4), entdo o seu

4
declive é iguala -2 (m=—2:—2j.
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A reta que passa na origem e é paralela a reta FE, tem ordenada
na origem igual a 0 e tem declive —2 (pois retas paralelas tém o
mesmo declive).

Equacdo reduzida da reta que passa na origem e é paralela a reta
FE: y=-2x.

45.5. As projecbes ortogonais dos segmentos de reta [EH] e [HG]
sobre o eixo das ordenadas sdo definidas pela condigdo
x=0 A 3<y<4.

45.6. A afirmagdo é falsa. Segmentos de reta distintos podem ter
a mesma proje¢do ortogonal, como se verificou na questdao
anterior.

Proposta 46

46.1. Sendo [AB] um dos didmetros da circunferéncia, entdo o
centro é o ponto médio de [AB].
As coordenadas do ponto médio de [AB] sdo

[3+(_1),—2+4]_(1,1).

2 2

Em seguida determina-se o raio r da circunferéncia.

r:E:,/(3+1)2+(—2—4)2 :@:Zm:\/ﬁ
2 2 2 2

Entdo, a circunferéncia de diametro [AB] é definida pela equagdo:

(x-1)"+(y-1) =13.

46.2. Areta AB passa em A(3,-2) etem adiregdo do vetor
AB.

AB=B-A=(-1,4)—(3,-2)=(~4,6)

Entdo, a reta AB pode ser definida pelo seguinte sistema de
equagdes paramétricas:

{x=3—4k

, kelR.
y =—2+6k

46.3.

a) A reta paralela a Oy e que passa por A é definida pela equacio
x=3.

O ponto P pertence a reta de equagdo x =3 se:
1-2k=3<k=-1

b) A projecido ortogonal do ponto B(—1,4) sobre a reta de

equagdo x =9 é o ponto de coordenadas (9,4) .
Assim sendo, o ponto P é a projecdo ortogonal do ponto B sobre
areta de equagdo x =9 se:
1-2k=9 A K +3k=4<-2k=8 A Kk +3k—4=0
-3++49+16
—_— s
2
ok=—4 A (k=1 A k=-4)ok=—4

k=—4 A k=
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Proposta 47
5-1 4
471. m,,=——=—=
® 7.3 4

Sendo P o ponto médio do lado [BC], entdo as suas coordenadas
7+1 5+3
sdo (—,—J = (4,4) .
2 2

Q é o ponto médio do lado [AC], entdo as suas coordenadas sdo

3+1 1+3
EL,LJ:(Z,Z).
2 2
2-4
m,, =——=1.
!
As retas AB e PQ sdo paralelas porque tém o mesmo declive.
3-1 2
472. m, =——=—=-1.
1-3 -2

R é o ponto médio do lado [AB], entdo as suas coordenadas sdo

[ﬂ,ﬁ}(s,a).

2 2
3-4
mPR:a:_l'
As retas AC e PR sdo paralelas porque tém o mesmo declive.
3-5 -2 1 3-2 1
473. m, = ——=—"—="e m , =———=2,
¥ 1-7 6 3 @5 573

2
As retas BC e QR s@o paralelas porque tém o mesmo declive.

Proposta 48

48.1. O declive da reta AB é dado por m,, =20;3 =%3= -1.

X+y-2=0&y=—x+2

A reta de equagdo Xx+y—2=0 tem declive —1.

Entdo, a reta AB é paralela a reta de equacdo x+y—2=0 pois
tém o mesmo declive.

k
48.2. 2y—kx+5:0c>2y:kx—5cy:5x—§‘

A reta de equagdo 2y —kx+5=0 é paralela a reta AB se

K:—l@k:—z .
2

Proposta 49
Designemos por r a reta que passa nos pontos de coordenadas
(3,1) e (0,—2) e por s areta que passa nos pontos de
coordenadas (1,0) e (0,2).

-2-1 -3 2-0
m=——=—=1 e m=—-=-2.

0-3 -3 0-1
A reta r é definida pela equagdo y=x—2 e areta s é definida
pela equagdo y=—-2x+2.
P é o ponto de intersegdo das retas r e s.



_4_2
y=x-2 y=x-2 y=x-2 =3
=S = = =S
y=-2x+2 X—2==-2x+2 3x=4 x—i
3
2
P 3
4
x=2
3

4 2
O ponto P tem de coordenadas (g,—gj .

A reta OP passa em O(0,0) e tem a diregdo do vetor OP.
@:P—O:(f,—gj
3 3

Entdo, a reta OP pode ser definida pela seguinte equagdo
vetorial:

(XJ)=(oxn+k[§,_§],kem.

Proposta 50

50.1. Como B(6,6), conclui-se que o quadrado [OABC] tem 6
unidades de comprimento. Entdo, o ponto C tem de coordenadas
(0,6).

Como P é o ponto médio de [BC], as suas coordenadas sdo
[EiQEjE

, =(3,6).
2528)-9)
S é o ponto de intersegdo das diagonais do quadrado [OABC],
entdo é o ponto médio de [OB].

0+6 0+6
As coordenadas do ponto S sdo (TT) =(3,3).

50.2. Os pontos P e S tém abcissa igual 3. Entdo, a reta PS pode
ser definida pela equagdo x=3.

50.3. A reta RP passa nos pontos P(3,6) e A(6,0).

O declive da reta RP é dado por 2;6=%6 =-2.

A equagdo reduzida da reta RP é do tipo y=—2x+b .
Como o ponto A(6,0) pertence a reta RP, tem-se:
0=-2x6+b<=12=b.

Conclusdo: o declive da reta RP é —2 e a ordenada na origem é
12.

504. s//RP < m, =m,, < m =-2

A equagdo reduzida da reta s é do tipo y=-2x+b .
Como o ponto B(6,6) pertence a reta RP, tem-se:
6=-2x6+b<=18=b.

Equacgdo reduzida daretas: y=—2x+18.

50.5. As retas OA e OS sdo definidas pelas equacdes y=0 e

y = x , respetivamente.

Geometria analitica

o 370_3
# 3.6 -3

porque a reta passa em C(0,6).

=—1 e aordenada na origem da reta AS é 6

Areta AS é definida por y=—x+6.
Assim sendo, o triangulo [OAS] é definido pela seguinte condigdo:
y=20 A ySX A y<—x+6.

50.6. A reta OP passa em 0(0,0) e tem a diregdo do vetor OoP.

— 6
OP=P-0=(3,6) e m,, =32

Equacdo reduzida da reta OP: y=2x .

Areta AC passa em C(0,6) e tem a direcdo do vetor AC.
— 6
AC=C-A=(0,6)—(6,0)=(-6,6) e m,, :—6:—1 .
Equacdo reduzida dareta AC: y=—x+6.

Q é o ponto de intersecdo das retas OP e AC.

y=2x y=2x y=2x y=4
= = (=
y=—x+6 2x=—Xx+6 3x=6 xX=2

0 ponto Q tem de coordenadas (2,4) .

50.7.

a) Ao :&% _6x2 =6 (unidades de area).

b) A sy = Auuss) — Auasr) :%— 6x2 =3 (unidades de &rea).
) Avosni :@ = 2;3 =3 (unidades de area).

Proposta 51

51.1. Equagdo do plano xOy: z=0
x=1+3k x=-5
y==2k <Jy=4
0=2+k k=-2
A reta r interseta o plano xOy no ponto de coordenadas
(-5,4,0).
Equagdo do plano xOz: y =0
x=1+3k x=1
0=-2k <1k=0
z=2+k z=2
Areta r interseta o plano xOz no ponto de coordenadas (1,0,2) .

Equagdo do plano yOz: x =0

k=-1

0=1+3k 23
y=-2k < yzg
z=2+k 5
z=—
3

Areta r interseta o plano yOz no ponto de coordenadas

[°33)
3’3
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51.2. A reta AB passa pelo ponto de coordenadas A(l,—2,4) e

tem a direcdo do vetor AB.
AB=B-A=(-3,2,5)-(1,-2,4)=(~4,4,1)
A reta AB pode ser representada pelo seguinte sistema de
equacgbes paramétricas:

x=1-4k

y=-2+4k , kelR.

z=4+k

51.3. Os pontos A, B e C ndo definem um plano se forem
colineares, isto é, se o ponto C pertencer a reta AB.

Vamos entdo determinar A €lR de modo que C(fl,O,},)

pertenca a reta AB.

14
“1=1-4k |2
0=-2+4k < %:k
A=4+k
a=2
2

Proposta 52

52.1.

a) Areta AB passa em A(—2,5) e tem a diregdo do vetor AB.
AB=B-A=(3,1)-(-2,5)=(5,-4)

Entdo, o segmento de reta [AB] pode ser definido pela seguinte

equacdo vetorial:
(x,y)=(-2,5)+k(5,-4) , ke[0,1].

b) BA=-AB=(-5,4)

A semirreta BA pode ser definida pela seguinte equagdo
vetorial:

(x,y)=(3,1)+k(-5,4) , k=0.

¢) Sendo C o ponto da reta r de abcissa 6, entdo a sua ordenada é

igual a —§x6+1:—3.

. 1 ~ o
Se D é o ponto da reta r de ordenada > entdo a sua abcissa é a

1 2
solugdo da equagdo 7=—§x+1 .

N

Ora, 1:—3x+1c>3:—4x+6c>x:3.
2 3 4
31
Entdo, C(6,-3) e D[f,fj.
42

c?:o—c:(%,%)_(e,_g):(_ﬁ Z)

4’2

O segmento de reta [CD] pode ser definido pela seguinte equagdo

vetorial:
21 7

(x,y):(e,-3)+k(-4 E],ke[o,l].
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52.2.
a) AB=B-A=(1,3,-2)-(2,0,-3)=(-1,3,1)

Entdo, o segmento de reta [AB] pode ser definido pela seguinte
equagdo vetorial:
(x,y,2)=(2,0,-3)+k(-1,3,1) ,ke[0,1].

b) A semirreta AB pode ser definida pela seguinte equagdo
vetorial:

(x,y,2)=(2,0,-3)+k(-1,3,1) , k=0

Proposta 53

53.1. Designemos por r e s as retas de equagdes y=3x+1 e

2y +6x =3, respetivamente.
3
2y+6x=3 <2y =-6x+3< y:—3x+5
As retas r e s ndo sdo paralelas (sdo concorrentes) porque tém

declives diferentes (m, =3 e m, =-3).

Em seguida vamos determinar as coordenadas do ponto de
interse¢do das retas.

y=3x+1 y=3x+1 {y:3x+1

3& 3 =
y=—3x+5 3x+1=—3x+E 6x+2=-6x+3

5

y=3x+1 |Y77
=3

12x=1 1

X
12

. 15
As retas r e s intersetam-se no ponto de coordenadas E,Z .

53.2. Designemos por r e s as retas de equacbes y—2x=0 e
2x—y—5=0, respetivamente.

y=2x=0y=2x e 2x-y—-5=0&y=2x-5.

As retas r e s sdo paralelas porque tém o mesmo declive
(m,=m, =2).

53.3. Designemos por r e s as retas de equagbes y=3 e
3x—1=0, respetivamente.

1
3x-1=0&x=—
3
~ 1
As retas r e s sdo concorrentes no ponto de coordenadas g,3 .

53.4. Designemos por r e s as retas de equagdes x/Ex+2y =1le

\/§y+x:0, respetivamente.
2 1
\/§x+2y=1<:>2y=—x/§x+1©y=—§x+5 e

PR

Sy=—4x.
2 2

As retas r e s sdo paralelas porque tém o mesmo declive

)
m,—ms——T .

\/Ey+x:0<3y:—



53.5. Designemos por r e s as retas de equagbes x—y=2 e
T[ .
y= EX , respetivamente.

MX—y=2 &y=nx—2
As retas r e s ndo sdo paralelas (sdo concorrentes) porque tém

. A T
declives diferentes (m, =mem, :;j .

Em seguida vamos determinar as coordenadas do ponto de
interse¢do das retas.
y=mx-2 y=mx-2
b < b {
y=—x MX—2=—X
2 2
y=2
g 4
Tt

nx=4

y=mx-2 y=mx—-2
p= =4
2nx—4=mnx

X=

. 4
As retas r e s intersetam-se no ponto de coordenadas (7,2J .
n

Proposta 54

54.1. A reta de equagdo 2x—y =1 tem declive 2 pois
2x—y=1<y=2x-1.

Sabe-se que retas paralelas tém o mesmo declive, entdo obtém-
se uma reta paralela quando m=2.

54.2. Areta de equagdo (x,y)=(-1,2)+k(2,-3) , kR tem
declive —§.
2

Sabe-se que retas concorrentes tém declives diferentes, entdo

. 3
obtém-se uma reta concorrente quando m i—E .

Proposta 55

Como a circunferéncia de centro em C é definida pela equagéo

(x—2)2 +(y—3)2 =5, 0 ponto C tem coordenadas (2,3).

Para definir por uma condigdo a regido sombreada é necessério

determinar as equagdes reduzidas das retas AC e BC.

Reta AC
3-2

m, =——=

=370 e a ordenada na origem é 2.

N | =

1
Equagdo reduzida da reta AC: y =EX+2 .

Reta BC
m _371__
23

A equagdo reduzida da reta BC é do tipo y=—2x+b .
Como o ponto B(3,1) pertence a reta, tem-se:
1=-2x3+b=7=b.

Equacdo reduzida da reta BC: y=—2x+7.

A regido sombreada, incluindo a fronteira, pode ser definida pela
condigdo:

(x—2)2+(y—3)235 A yé%x+2 Ay=-2x+7

Geometria analitica

Proposta 56

56.1. A reta AB ¢ definida pela equagdo x+2y—2=0.

1
x+2y—2:0©2y:—x+2<:>y:—5x+1

1
A reta AB tem declive _E .

Como retas paralelas tém o mesmo declive, sabe-se que a
equacdo reduzida da reta paralela a AB e que passa pelo ponto C

1
é da forma y:—5x+b .
O ponto C(—4,0) pertence a reta, logo tem-se:

1
OI_EX(_4)+b©b:_2
~ = s 1
Entdo, a equagdo da reta pedida é y = —Ex—z .

56.2. B(0,1) pois é o ponto de intersecéo da reta AB com o eixo

das ordenadas.

O ponto A tem ordenada igual a zero pois pertence ao eixo das
abcissas.

Como A pertence a reta AB, entdo tem-se:
X+2x0-2=0=x=2

Entdo, A(2,0).

ax£72x17

= ="""=1cm’
[OAB] 2 2

A

56.3. Os pontos do plano equidistantes dos pontos C(74,0) e
O(0,0) constituem a mediatriz do segmento de reta [CO].
Seja P(X,y) um ponto qualquer da mediatriz de [CO].

Sabe-se que PC=PO .

PC=PO < |(x+4) +(y—0) ={(x—0) +(y—0)
Entdo, tem-se que:

(X+4)2 +y =x"+y’
<X +8x+16=x

oS x=-2
Entdo, a mediatriz de [CO] é definida pela equagdo x=-2.

56.4. O tridngulo [OAB] pode ser definido pela seguinte

1
condigdo: x>0 A y>0 A yS—Exﬁ—l.

Proposta 57

57.1. A circunferéncia representada tem centro C(72,3) e
passa pela origem do referencial, entdo o seu raio é igual a co.

CO=\/(-2-0) +(3-0)" =13

A circunferéncia é definida pela equagdo (x+2)2 +(y—3’)2 =13.
As coordenadas do ponto A sdo da forma (X,O) pois A pertence

ao eixo Ox.
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Como A pertence a circunferéncia, tem-se:

(x+2) +(0-3) =13 (x+2)’ =4 & x+2=2 v x+2=-2&
<Sx=0v x=-4

Como o ponto A tem abcissa negativa, conclui-se que A(—4,0) .
As coordenadas do ponto B sdo da forma (O,y) pois B pertence

ao eixo Oy.
Como B pertence a circunferéncia, tem-se:

(0+2) +(y-3) =13 (y-3) =9 y-3=3 v y-3=-3c

&y=6 v y=0

Como o ponto B tem ordenada positiva, conclui-se que B(0,6) .
6-0

3
m,, =————=— e aordenada na origem é 6.
®0-(-4) 2 &

3
Equacdo reduzida da reta AB: y :EX+6 .

57.2. A parte sombreada da figura pode ser definida pela

condigdo: (x+2)2+(y—3)2313 A y2§x+6 Ay=3

57.3. Seja P(x,y) um ponto qualquer da mediatriz de [AB].
Sabe-se que PA=PB.

PA=PB < \(x+4) +(y-0) =\(x—0) +(y—6)
Entdo, tem-se que:
(x+4)2 +y’=x +(y—6)2

X +8x+16+y* =x> +y° —12y+36
<12y =-8x+20

S T
3 3

O declive da mediatriz de [AB] é igual a —2.

Ent&o, um vetor diretor da mediatriz de [AB] é @(3,-2).

O ponto C pertence a mediatriz de [AB] porque CA=CB.
Uma equagdo vetorial da mediatriz de [AB] é:
(x,y)=(-2,3)+k(3,-2) ,keR.

57.4. {(’Hz)z ‘L()’*.’:)2 :13C>{(x+2)2 +(7x73)2 :13©
y=-x

X +4x+4+x* +6x+9=13 2x> +10x=0
Ly =
y=-x y=-x

y=-x

x=0 x=-5
RS v
y=0 |y=5

As coordenadas dos pontos de intersegdo da circunferéncia com
areta y=-x sdo (0,0) e (-5,5).

y=-x

{2%440x_0 {qu+5)—o {Zx:0vx+5:0
f=—g f=—g <
y=-x

Proposta 58

58.1. O ponto C pertence ao eixo das ordenadas, entdo C(O,y) .
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Designemos por M o ponto médio de [BC]. As coordenadas de M
4+0 2+
sao —,—y = 2,1+Z .
2 2 2
Como M pertence a reta r (mediatriz de [BC]), tem-se:
1+§=2x2—1c>y=4.
Entdo, €(0,4).

58.2. Determinacdo da equacdo reduzida da reta AB
2-0 2

m,, = =—.
¥ oa-(-1) s
~ . , 2
A equagdo reduzida da reta AB é da forma y :€X+b .
Como o ponto B(4,2) pertence a reta, tem-se:

2=g><4+b<33:b.
5 5

2 2
Equacgdo reduzida da reta AB: y :gx+g .

Determinacdo da equacdo reduzida da reta AC

4-0
m,. =———=4 e aordenada na origem é igual a 4.

0—(-1)
Equacdo reduzida da reta AC: y=4x+4.
Determinacdo da equacdo reduzida da reta BC

4-2 1
=——=—= eaordenada na origem é igual a 4.
0-4 2

mBC

1
Equagdo reduzida da reta BC: y = —Ex+4 .

58.3. A equacdo reduzida daretaré y=2x—1.

Como o seu declive é igual a 2, um vetor diretor da retar é
7(1,2).

A ordenada na origem é —1, entdo a reta r passa no ponto de
coordenadas (0,-1).

Uma equagdo vetorial da reta r é:
(x,y)=(0,-1)+k(1,2) ,keR.

58.4. A regido sombreada, incluindo a fronteira, pode ser
definida pela condigdo:

2 2 1
<2x-1 A y>2—x+— A y<——x+4.
y y 5 5 y 2

Proposta 59

59.1. m, = 2 =—.Aequagdo reduzida da reta DC é da

(5}

-(-1)
forma —1x+b
y 5 .

Como o ponto C(4,6) pertence a reta, tem-se:

6:1><4+b<:>§:b.
5 5

Equacdo reduzida da reta DC: y :%x+? .



59.2. m, =+ _

9-(-2)

59.3. O Pedro ndo tem raz&o na sua afirmagdo porque o

-
I—“N

quadrilatero [ABCD] ndo é um trapézio (pois ndo tem um par de
lados paralelos).

Repara que os declives das retas AB e CD sdo diferentes. Assim
sendo, os lados [AB] e [CD] do quadrilatero [ABCD] ndo sdo
paralelos.

Proposta 60

Como o vértice D pertence ao eixo das ordenadas, entdo
D(0,y).

O quadrilatero [ABCD] é um trapézio se [AB] // [CD], ou seja, se
My =M.

_ 213 _r=(3)_ y+3
ey 2 ST Tos s

+3 3 9
m,=m,, @—%:—§©2y+6:15<:>y:5.

9
Assim sendo, o quadrilatero [ABCD] é um trapézio se D(O'EJ .

Proposta 61

61.1. Determinacdo da equacdo reduzida da reta r (mediatriz de
AB])
Seja P(x,y) um ponto qualquer da mediatriz de [AB].

Sabe-se que PA=PB.

PA=PB < |(x+2) +(y+2) =y(x—4) +(y-3)
Entdo, tem-se que:

(x+2)2 +(y+2)2 :(X—Zl)2 +(y—3)2

SX +AX+4+y" +4y+4=x"—8x+16+y’ —6y+9
<10y =-12x+17

6 17
Sy=——Xx+—
5 10
6 17
Equagdo reduzidadaretar: y=——x+—.
quag y PR
Determinacdo da equacdo reduzida da reta s que passa nos
pontos de coordenadas (4,0) e (0,3)
3-0 3
=——=—— e aordenada na origem é igual a 3.
0-4 4

s

3
Equagdo reduzida daretas: y= —Zx+3.
A regido colorida pode ser definida pela condigdo:

6 17
<——Xx+— A XS0 A y20| Vv
[y 5 10 Y J

6 17 3
vV |yz2—x+— A y<——x+3 A x=20 A y=20
5 10 4

61.2. A circunferéncia tem centro C(Z,l) e é tangente a reta

y=-2, entdo o seu raio € igual a 3 (1—(—2):3) .

Geometria analitica

A circunferéncia é definida pela condigdo (x—2)2 +(y—1)2 =9.
Em seguida vamos determinar a equacgdo reduzida da reta OC.
Moc =g=% e a ordenada na origem é igual a 0.

Equagdo reduzida da reta OC: y=§ .

A regido colorida pode ser definida pela condi¢do

(x—2)2+(y—1)229 A y<§ ANYy2-2 A x22.

61.3. Como a circunferéncia tem centro C e passa por A, entdo o

raio é igual a CA.

CA=4/(1-3)" +(-1-3)" =~20.

A circunferéncia é definida pela condicdo (x—1)" +(y+1)" =20.

Em seguida vamos determinar a equacgdo reduzida da mediatriz
de [BC].
Seja P(x,y) um ponto qualquer da mediatriz de [BC].

Sabe-se que PB=PC .
PB=PC & \(x+3) +(y-1) =y(x=1) +(y+1)

Ent3o, tem-se que: (x+3)2 +(y—1)2 =(x—1)2 +(y+1)2

X H6X+9+Y =2y +1=x" —2x+1+y* +2y+1
<4y =8x+8

Sy=2x+2

Equacdo reduzida da mediatriz de [BC]: y=2x+2.

3-0
Areta OA tem declive 1 (mm :ﬁ: 1) e passa na origem,

entdo é definida por y=x.
A regido colorida pode ser definida pela condigdo

(x—1)2+(y+1)2320 A Y<2X+2 A Yy>X.

61.4. Designemos por r, o raio da circunferéncia de centro Ce
que passa por B e por r, o raio da circunferéncia de centro Ce

que passa por A.

r,=CB=4(0-2) +(1-2)" =5 e

A circunferéncia de centro C e que passa por B é definida pela
equacio x’ +(y—1)Z =5 eacircunferéncia de centro C e que
passa por A é definida pela equagdo x° +(y—1)2 =10.
. 1 1- 1

A reta AC tem declive -3 m,. :—3 :_5 e tem ordenada

) . .y ~ 1
na origem igual a 1, entdo é definida pela equagdo y= —§x+1 .
O ponto D pertence a circunferéncia de centro C e que passa por
B e ao eixo das ordenadas. Entdo, por observagdo da figura,
conclui-se que D(O,1+\/§) .
A equacdo reduzida da reta paralela ao eixo Ox e que passa pelo
ponto D é y:1+x£ .
A regido colorida pode ser definida pela condigdo

5<x*+(y-1)'<10 A y<1+45 A y2—§x+1.
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Proposta 62
Para provar que [ABFD] é um paralelogramo, basta provar que
DF=AB e BF=AD.

Como D é o ponto médio do segmento de reta [AC] e E é o ponto
médio dos segmentos de reta [BC] e [DF], entdo tem-se que:

AC=2DC , CB=2CE e DF =2DE .

Ora, ﬁ:zﬁ:z(o‘c@?):zﬁu&:ﬁw‘s:ﬁ e

1 1 1 oy 1 ey 1—

BF=BE+EF=fBC+7DF=7(BC+DF)=7(BC+AB)=7AC=
2 270 2 2 2

=AD .

Entdo, [ABFD] é um paralelogramo.

Proposta 63
Sendo M, N, S e T os pontos médios dos lados do quadrilatero

= 1o == 1 e 1
[ABCD], sabe-se que SD:ECD, DT:EDA , NB+:ECB e
BV =2BA.
2

— 1— 1— 1/— —\ 1—
ST=SD+DT ==CD+= A=7(CD+DA)=fCA
2 27 2 2
e 1 1 oy 1
NM=NB+BM=7CB+fBA=7(CB+BA)=7CA
2 2772 2
] — 11— ) .
Como ST:ECA e NM:ECA,concIm—se que ST=NM.
11— 1 = 1—
SN=SC+CN=7DC+7CB=7(DC+CB)=7DB
2 22 2
el 1 1 ey 11—
TM=TA+AM=—DA+7AB=—(DA+AB)=7DB
2 27 2
— 1 — 1 — ) U
Como SN:EDB e TM:EDB, conclui-se que SN=TM .

Como ST=NM e SN=TM , entdo [MNST] é um paralelogramo.

Proposta 64
Ao quadrado [ABCD] da figura vamos aplicar um referencial o.n.
X0y, em que a unidade de comprimento seja o centimetro, de
forma que o ponto A coincida com a origem do referencial e os
lados [AB] e [AD] estejam contidos nos eixos, conforme ilustra a
figura seguinte.

v

D c

]

Relativamente ao referencial aplicado, sabe-se que:
B(8,0), c(8,8), D(0,8) e M(4,0).

P é o ponto de intersegdo das retas BD e MC.

122

8-0

O declive da reta BD é m,, 0 s —1 e a ordenada na origem
éigual a 8.
A reta BD é definida pela equagdo y=—x+8.
8-0
O declive dareta MC é m,,. = =2

8-4

A equagdo da reta MC é da forma y=2x+b e ao ponto M
pertence a reta, entdo tem-se:

0=2x4+b<=>b=-8

A reta MC é definida pela equagdo y=2x-8.

As coordenadas do ponto P obtém-se resolvendo o sistema
formado pelas equagdes das retas BD e MC.

y=-x+8 [y=—x+8 y=-x+8 y:—?+8
= = = =
y=2x-8 —-Xx+8=2x-8 —-3x=-16 x—E
,_8
- 3
16
X=—
3
p[Eﬁ
33
SX(S—%] g 3
~ 3 2
Entdo, A =< =—"=—oq@m".
tecr) 2 2 3

Proposta 65
Em primeiro lugar vamos determinar as coordenadas do ponto de
intersecdo das retas res.

y—x=2 3x—x=2 x=1
= &
y=3x y=3x y=3
As retas r e s intersetam-se no ponto A(1,3) , sendo esse ponto

um dos vértices do triangulo.
Como as retas r e s contém dois lados iguais de um triangulo que

medem x/ﬁ unidades, os outros dois vértices do triangulo
pertence a circunferéncia de centro A e raio \/E easretasres.
A circunferéncia de centro A e raio x/ﬁ é definida pela equagdo
(x-1)"+(y-3)' =10.

Em seguida vamos determinar as coordenadas dos pontos de
interse¢do da circunferéncia com as retasres.

Intersecdo da circunferéncia com a reta r:

{(xl)z +(y-3)° _10®{(x1)2 H(xr2-3) =10

y=x+2 y=x+2

@{2()(—1)2 _1041){()(—1)2 =5

y=x+2 y=x+2

- x—1:\/§ vx—1:—\/§ - x=1+\/§ v x=1—\/§
y=3+x/g y:3—\/§
A circunferéncia interseta a reta r nos pontos de coordenadas

(1+\/§,3+\/§) e (1—@,3—\/5).

y=x+2



Intersecdo da circunferéncia com a reta s:

{(x—1)2+(y—3)2 _10‘:){(x—1)2 +(3x-3) =10 _

y=3x y =3x

{xz —2x+1+9x’ —18x+9=10 {10)(2 —20x=0
= =

y=3x y=3x

10x(x-2)=0 [10x=0vx-2=0 [x=0 ([x=2
= =4 = v
y=3x y=3x y=0 y=6
A circunferéncia interseta a reta s nos pontos de coordenadas
(0,0) e (2,6).
Conclui-se, entdo, que as possiveis coordenadas dos vértices do
triangulo sdo:

(1,3), (1++5,3++/5) e (0,0) ou
(13), (1+5,3+V5) e (2,6) o
(13), (1-5,3-v5) e (0,0)
(1.3), (1-V5,3-V5) e (2,6).

[

ou

Proposta 66

A circunferéncia definida pela equagio x* +y’ =9 tem centro na
origem do referencial e raio 3.

Seja r a reta que passa pelo ponto A(S,O) e é tangente a essa

circunferéncia no ponto T(x,y) pertencente ao primeiro

quadrante.
Designemos por R a projecdo ortogonal de T sobre o eixo das
abcissas.

AR

Sabe-se que T pertence a circunferéncia, logo oT=3.
Como o triangulo [AOT] é retangulo em T, aplicando o teorema
de Pitagoras tem-se:

(a)z :(ﬁ)z +(ﬁ)2 o5 =3 +(ﬁ)2 <:>16=(ﬁ)2
Entdo, ﬁ:\/ﬁz4 .

Os triangulos [AOT] e [ATR] sdo semelhantes porque tém dois
angulos geometricamente iguais (um reto e outro comum de

vértice A).

Assim sendo, tem-se:

TA 0T 4 3 15-3x

—_— = =— Y=

RA RT 5-x y 4

Como o ponto T(x,y) pertence a circunferéncia sabe-se que

X +y*=9.
Entdo, tem-se:

, (15-3xY ,  225-90x+9x
X+ — | =9 t———=
4 16
< 16x> +225-90x +9x* =144 < 25x* —90x +81=0 <

9&

Geometria analitica

< (5x-9Y :0<:>5x—9:0©x:§

9

9 ) 15_3XE 12

Sendo x=—,entdo y=—"=—.
5 4 5

9 12
As coordenadas do ponto T sdo (g,?] .

Pretende-se determinar a equagdo da reta r (reta que passa por A

eporT).

50 12 3
m-5 .5 _ 12 3
’ 9 . _16 16 4

5 5

3
A equagdo reduzida da reta r é do tipo y:—Zerb .

Como o ponto A(5,0) pertence a reta, tem-se:

0:—§x5+b<:>E:b.
4 4

3 15
Equacgdo reduzida daretar: y :7ZX+I .

No caso de o ponto T(x,y) pertencer ao segundo quadrante, de
. ) 9 12 B
modo andlogo se concluique T Ei? e que a equagdo

reduzida da reta pedida é y:%x—E .

4

1. Como V=2 +] , entdo v(2,1).

w=20-v=2(-3,2)-(2,1)=(-6,4)—(2,1)=(-8,3)

A opgdo correta € a (C).

2. Sendo %z+€ =1 aequacdo reduzida da elipse, conclui-se
que a*=9.

Sendo g >0, entdo a=3.

Sejam F, e F, osfocos da elipse. Entdo, tem-se:
P71+£=20©4+£=6©P7Fz=2

A opgdo correta é a (A).

3. O centro da superficie esférica de equagdo
()(+1)2 +(y72)2 +2° =18 é o ponto C de coordenadas
(-1,2,0).

Sejam (x,y,z) as coordenadas do ponto B.

Sendo [AB] um diametro da superficie esférica, entdo C é o ponto

médio de [AB] e tem-se:

O+x _ 3ty _
2

oSx=-2 A y=1 Az=4.

Entdo, B(-2,1,4).

—4+z

-1 A 2 A 0

A opgdo correta é a (A).
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4. A circunferéncia representada tem centro no ponto de

coordenadas (0,2) e raio 2. Entdo, é definida pela seguinte
equagdo: x’ +(y72)2 =4,
Designemos por r a reta que passa nos pontos de coordenadas
(0,0) e (2,2) eporsareta que passa nos pontos de
coordenadas (0,0) e (-2,2).
2-0 2-0
m=——-—=1em=—-—=
2-0 -2-0
As retas r e s sdo definidas pelas equagbes y=x e y=—x,

-1.

respetivamente.
A regido sombreada da figura é definida pela condigdo:

x2+(y72)2§4 AY>S—X A Y>X
A opgdo correta € a (B).
5. 2x—-y+5=0<y=2x+5

A reta r tem declive 2, logo as condi¢es apresentadas nas
opgoes (B) e (D) estdo excluidas pois nessas situagdes o declive é

igual a 1
5
O ponto de coordenadas (72,1) pertence a reta r porque a
proposicdo 1=2x(-2)+5 é verdadeira.
A opgdo correta é a (C).
6.Se o ponto C(k,k+1) é equidistante de A e de B, entdo

pertence a mediatriz de [AB].
Assim, tem-se:

k+1:§—1<:>2k+2:k—2<:>k:—4.

A opgdo correta € a (B).

1.1. O circulo de centro A(—3,4) e raio 5 é definido pela

inequagdo (x+3)2 +(y—4)2 <25.
3 1
1.2.Retar: 3x—2y+1:0<32y:3x+1©y:5x+§.

.3 . L
A reta r tem declive E e um vetor diretor daretar é r(2,3) .

x=2+3k x=2+3k
Reta s: keR< kelR.
2y =—4+6k y=-2+3k

Um vetor diretor da reta s é 5(3,3) e o seu declive éiguala 1

)

1
1.3. Areta r passa no ponto de coordenadas (OIEJ etema

diregdo do vetor 7(2,3).

Equacgdes paramétricas da reta r:

x=0+2k x=2k
1 ,keR< 1 ,kelR
y:£+3k y=5+3k
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2.1. A reta paralela a Ox e que passa no ponto A(2,4) é definida
pela equagdo y=4.
O ponto B(2k,—3+k) pertence a essa reta se:

3+k=4k=7.

2.2. AB=B-A=(2k,~3+k)—(2,4)=(2k-2,-7+k)

x=3+21 x=3+24
,AeR< 1 ,AelR
2y=1+44 y=3+22

Um vetor diretor da reta definida anteriormente é 17(2,2) .

O vetor AB tem a diregdo da reta se for colinear com o vetor
i(2,2).

AB//i = (2k—2)x2=(~7+k)x2 & 4k —4=—14+2k =
<2k=-10=k=-5

2.3. Como a circunferéncia tem centro O e passa em A, o seu raio
éigual a AO.

A0 =4/(2-0) +(4-0)" =~20.

A circunferéncia tem centro O e passa em A é definida pela
equagdo x> +y’>=20.

O ponto B(Zk,—3+k) pertence a essa circunferéncia se:
(2k)' +(-3+k) =20 = 4k* +9 -6k +k* =20 =

 6++/36+220

10

<5k —6k-11=0<=k

_6%16 , 11

<k S k=—vk=-1
10 5

3.1. C é o ponto de intersegdo da reta BC, de equagdo

1
y:—§x+2 , com o eixo das ordenadas. Entdo, C(O,Z) .

Como [ABCD] é um paralelogramo, D=C+BA.
BA=A-B=(3,-2)-(6,0)=(-3,-2).
Logo, D=(0,2)+(-3,-2)=(-3,0).

3.2. A circunferéncia tem centro C(O,Z) e passa nha origem do
referencial, entdo tem raio igual a 2.

A circunferéncia é definida pela seguinte equagdo:

x° +(y—2)2 =4,

Equagdo reduzida da reta BC: y = —§x+2 .

Areta r é a mediatriz de [AB].

Seja P(X,y) um ponto qualquer da mediatriz de [AB].
Sabe-se que PA=PB.

PA=PB < |(x-3) +(y+2) =y(x—6) +(y-0)
Entdo, tem-se que:

(x—3)2 +(y+2)2 :()(—6)z +(y—0)2

X —6X+9+y’ +4y+4=x" —12x+36+y’

S4y=—6x+23 & y=—§x+?




3 23
Equacgdo reduzidadaretar: y= _EX+I .

A regido colorida da figura, incluindo a fronteira, é definida pela

condigio: x2+(y—2)224 A X220 A Y20 A yé—gx+?.

4.1. Como o ponto D pertence ao eixo Oz e a face [ABCD], que
esta contida no plano z=-4, entdo o ponto D tem coordenadas
(0,0,-4).

Como a origem do referencial é o ponto médio de [DE], entdo
£(0,0,4).

Assim, o plano EFG é definido pela equagdo z=4.

A esfera de centro R(O,l0,0) que é tangente ao plano EFG tem

raio 4 e é definida pela condicdo x* +(y—10)2 +2°<16.

4.2. 0 cubo tem aresta 8 porque DE=4+4=8 .
Entdo, F(8,0,4) e G(8,8,4).
FG=G-F=(8,8,4)-(8,0,4)=(0,8,0).

A aresta [FG] é definida pela seguinte equagdo vetorial:
(x,y,2)=(8,0,4)+k(0,8,0) ,ke[0,1].

Geometria analitica

4.3. 0 ponto P ¢ a intersecdo da reta AR com a face [BCHG].
Vamos comecgar por determinar uma equacgdo da reta AR.
AR=R-A=(0,10,0)-(8,0,-4)=(-8,10,4) .

Uma equagdo vetorial da reta AR é:
(x,y,2)=(0,10,0)+k(-8,10,4) , keR.

O ponto P tem ordenada 8 pois pertence a face [BCHG] que esta
contida no plano de equagéo y=8.

Como P pertence a reta AR, tem-se:
(x,8,2z)=(0,10,0)+k(-8,10,4) , keR.

(8
x=0-8k x=-8k >
8=10+10k < 71:k = 7%:k
z=0+4k S—ak 4

Z=——

5

4
O ponto P tem de coordenadas [%,8,—EJ .

_ 8 _ 4 8 _24
Entdo, PE:E7P:(0,0,4)7[7,8,77j:[**ﬁ&*j .
5775 5 5
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Unidade 5

1.1. A correspondéncia é univoca porque a cada aluno
corresponde uma e uma so idade.

1.2. A correspondéncia ndo é univoca porque a cada idade pode
corresponder mais do que um aluno.

2. O grafico que relaciona o tempo gasto na deslocagdo a
farmacia com a distancia percorrida é o (B).

De facto, a distancia percorrida nunca diminui com o passar do
tempo e quando t = 0 a distancia percorrida é nula.

Tarefa 1

1.1. Vamos comegar por determinar a area e o perimetro de
cada um dos retangulos.

Retdngulo Area Perimetro
R 4x2=8cm’ 2x4+2%x2=12cm
S 4x3=12cm’> | 2x4+2x3=14cm
T 2x8=16cm’ | 2x2+2x8=20cm
u 2x7=14cm? | 2x2+2x7=18cm
v 6x2=12cm’ | 2x6+2x2=16cm

Entdo, A={8, 12, 14, 16} e P={12, 14, 16, 18, 20}.

1.2.
a) Atendendo aos dados da tabela anterior, conclui-se que
a=14, b=16,c=12,d=14 ee=20.

b) Atendendo aos dados da tabela anterior, conclui-se que
f=8,g=12, h=14ei=16.

1.3. Analisando as correspondéncias apresentadas, conclui-se
que é na correspondéncia representada no gréfico | que cada
elemento do conjunto de partida corresponde uma e uma sé
imagem.

No grafico Il, o original 12 tem duas imagens (14 e 16).

3.1.0,={-1,0,1, 2}
3.2. Aimagem de -1 é -2.
3.3. O objeto que tem imagem 2 é 0 1.

3.4.0,={-2,0,2,4}

3.5. Observando os objetos e as respetivas imagens, facilmente
se conclui que as imagens sdo o dobro dos objetos. Entdo, a

expressao f(x)=2x permite determinar as imagens.
41.p,={-3,0,1, 3}

4.2. Aimagem de 1 é -3.
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43.D,=1{-3, 1}

4.4. O objeto que tem imagem -3 éo 1.

5. As correspondéncias Il e IV sdo fun¢des porque a cada

elemento do conjunto de partida corresponde um e um sé
elemento do conjunto de chegada.

6.1.

a) AxB={(-2, -4), (-2, 2), (-2, 5), (-1, -4), (-1, 2),
(-1,5), (1, -4), (1, 2), (1, 5), (3, -4), (3, 2), (3, 5)} .
b) BxA={(-4, -2), (-4, -1), (-4, 1), (-4, 3), (2, -2),
(2 1), (2.1), (23), (5 -2), (5 -1), (5.1), (5, 3)}
6.2.

a) Por exemplo, a fungdo f tal que

6, ={(-2, -4), (-1, 2), (1, -4), (3, 5)}.

b) Por exemplo, a fungdo f tal que

G, ={(-2,2), (-1, 2), (1, -4), (3, 5)} .

7.1. Sabe-se que

AxB={(1,3), (1, 7), (2,3), (2, 7), (4, 3), (4 7)}.

Entdo, por exemplo, o conjunto C:{(l, 3), (2,7), (4 3)} é
um subconjunto de AxB que é o grafico de uma fungdo de A em
B porque todo o elemento de A tem como imagem um e um sé
elemento de B.

7.2. Por exemplo, o conjunto D:{(l, 3), (1, 7), (2 3)} éum

subconjunto de AxB que ndo € o grafico de uma fungdo de A
em B pois a correspondéncia ndo é univoca. Basta observar que o
elemento 1 do conjunto A tem duas imagens, 03 eo 7.

7.3. Sabe-se que:
BxA={(3,1), (3, 2), (3, 4), (7. 1), (7, 2), (7, 4)} .
Entdo, por exemplo, o conjunto E:{(g’ 1), (7' 4)} éum

subconjunto de BxA que € o grafico de uma fungdo de Bem A
porque todo o elemento de B tem como imagem um e um sé
elemento de A.

8.1. O contradominio da restrigdo de fao conjunto B é {0, 1} .

8.2. O contradominio da restrigdo de g ao conjunto C é

{9(-1), 9(1), 9(2)} ={0, 4, 9}.



9.1.

a) Por exemplo, a fun¢do definida por:

b) Por exemplo, a fun¢do definida por:
f
A< ™ B

9.2.

a) Por exemplo, a fun¢do definida por:

9.3.

a) Por exemplo, a fungdo definida por:
h
c, < ™~ B

b) Por exemplo, a fungio definida por:
h
c, < ™~ B

9.4.

a) N3o existe uma fungdo j de C em A que seja sobrejetiva
porque, tendo o conjunto C dois elementos, o contradominio tem
no maximo dois elementos. Assim sendo, o contradominio nunca
pode coincidir com o conjunto de chegada (pois este tem trés
elementos).

Funcoes

b) N3o existe uma fung3o j de B em C que seja injetiva porque
pelo menos dois dos elementos do conjunto B tém de ter a
mesma imagem dado que o conjunto B tem 3 elementos e o
conjunto C sé tem 2 elementos.

10.1. f(x)=6<|x=6<x=6vx=-6.

Os objetos cuja imagem é 6 sdo —6 e 6.

10.2. A fungdo f ndo é injetiva porque objetos simétricos tém a
mesma imagem.

10.3. A fungdo f ndo é sobrejetiva porque o contradominio

(Z*U) ndo coincide com o conjunto de chegada (Z).

11.1. O dominio da fungdo f é {—3, —%, 0, 1} e o conjunto de

chegada é (IR).

. 1, 3
Aimagemde —— é ——.
2 4

11.3. f(-3)=(-3)" +2x(-3)=9-6=3 e
f(1)=1"+2x1=1+2=3.
Entdo, f(-3)=7(1).

Conclui-se que f ndo é injetiva pois objetos diferentes tém a
mesma imagem.

11.4. f(—%):—— , f(-3)=7(1)=3 e f(0)=0"+2x0=0.

! 3
D, =¢—,0,3
! {4 }

11.5. A representacdo grafica da funcdo f é a seguinte:

17
3
T -
; 05 |
— o %
3 odg7s ¥

12.1. féinjetivase Vx,, x, R, f(x,)=f(x,)=x, =x,.

f(xl):f(x2)<:>5x1+%:5x2+%c>5x1:5x2 SX, =X,

A funcgdo f é injetiva.
fésobrejetivase VyeR,IxeR: f(x)=y.

1 2y—1
f(x):y<:>5x+5:y<:>10x+1:2yc>x:}1—0
A funcgdo f é sobrejetiva.

Sendo f injetiva e sobrejetiva é bijetiva.
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Unidade 5

12.2. féinjetivase Vx,, x, €R, f(x,)=f(x,)=x, =x,.

f(xl):f(xz)c>2_jxl _2-3%

<& =3x, =-3X, <X, =X,

A fungdo f é injetiva.
fésobrejetivase VyeR,IxelR: f(x)=

2-4y

f(x)zy@?:y©2—3x:4y<:>x:

A fungdo f é sobrejetiva.
Sendo f injetiva e sobrejetiva é bijetiva.

& 2-3x, =2-3x, &

13.1. g-£(2)=9(f(2))=9(1)=0
13.2. g2 £(3)=9(f(3))=9(0)=1
13.3. fog(-1)=f(g(-1))=£(2)=1
134. fog(1)=(9(1))=1(0)=3

13.5. D, :{xeD, :f(x)eDg} =

={xe{0,1, 2, 3}: f(x)e{-1, 0, 1, 3}}={0, 2, 3}

13.6. D, :{XeDg :g(x)eDf} =

={xe{-1, 0,1, 3}:9(x)e{0, 1, 2, 3}} =

={-1,0,1, 3}

14.1.
{x \d, eD}
:{x -2,0,1, 3}:1d,(x)e{-2, 0, 1, 3}}
={-2,0,1, 3}
Dy, {xeD Sf(x }:

={xe{-2,0,1, 3}:f(x)e{—2, 0,1, 3}}={1}

Célculo auxiliar: f(-2)=2+2=4; f(0)=2-0=2;
f(1)=2-1=1 e f(3)=2-3=-1

14.2. fold, (x)=f(/d,(x))=f(x)=2-x e

Id, o f(x)=1d,(f(x))=1d,(2-x)=2-x.
Conclui-se, entdo, que fold,(x)=ld, o f(x).

No entanto, fold, #Id, of porque D, #D, .

15.1.
a) f(2)=6
b) 5 (2)=6 porque f(6)=2
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c) f(5)=4 porque f(4)=
d) f(4)=5
e) f*(-3)=8 porque f(8)=-3.

15.2. D , =D, =[-3,6] e D, =D, =[2, 8].
2 g
16.1. Como o ponto P(g, 3] pertence ao gréfico de g, sabe-se
2 B 2
ue g| — |=3. Entdo, 3)=—.
q 9(3) g9'(3) 3
16.2. Sabe-se que o ponto B(x, 2), tal que g(x)=2.

g(x)=2&3x+1=2cx=

w\H

1 1
Portanto, 2 2)==.
ortanto g[3j eg’(2)= 3

17.1. A fungdo h ndo é injetiva porque ha objetos diferentes que
tém a mesma imagem. Por exemplo, a reta de equagdo y=4

interseta o grafico da fungdo h em dois pontos.

17.2.
a) A representacdo gréfica de f é o segmento de reta [AB]. Entio,
f(x) =mx+b.

6-3 3

ﬁ_g_l e b=3 porque o ponto A(0, 3) pertence ao

grafico de f.

Entdo, f(x)=x+3.

b) f(x)=y o x+3=yx=y-3
Entdo, f*(x)=x-3.

17.3.
a)Dp ., =D,=[2,6]eD  =D,=[3, 5]
2-6 -4
b = b, ==—=—=-2.
) g(x)=mx+b,emque m s 35

Como o ponto B(3, 6) pertence ao grafico de g, entdo tem-se:
g(3)=6<-2x3+b=6<b=12
Entdo, g(x)=-2x+12.

g(x):y<:>—2x+12=y<3—2x=y—12<:>x=—%+6

Entdo, g (x)= —g +6.

18.1. G,, ={(1, 2), (2, 3), (3, 5), (4, 1))
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18.2. h=f"of=Id,,sendo A={1, 2, 3, 5}.
Entdo, a fungdo representa-se pelo seguinte diagrama:

il
i

18.3. g=fof™ =ld,,sendo B={1, 2, 3, 4} .
Entdo, a fungdo representa-se pelo seguinte diagrama:

q

i

19.1.

) gof(x)zg(f(x)):g(_%xz—lj=3_5x(3X2—lj=

15x-5 6-15x+5 11-15x
2 2 2

b) fog(x):f(g(x)):f(g_sx)z3(3_5x)_1=9715x71:

=3

2 2
_8-15x _, 15x
2 2
19.2.
a) f(X)=y<:>?=y<:>3X—l=2y<3x=2y+1
Entdo, £ (x)=21
3
3~y
b) 9("):y<:>3—5X=y<:>3—y=5x<:>x=T
Entéo, g’l(x):ﬂ_
5
19.3.
a)

- 3—-(3-5x) 3-3+5
gteg(x)=g"(g(x))=g7(3-5x)= (5 )_ 5+ L
b)

- - 3 3
goq ( ):9(9 1(X)):g(ixj:3—5>< =3-(3-x)=x
20.1.
5 3(%’%1}3
X
2 g )=o) o[ 5 #1 )=

2x+3-3 2x
= = =X
2 2

3x-3
b) fog(x)zf(g(x))zf[?’x—gj:2(2]+1=3X—3+1:

=x-1+1=x

Funcoes

20.2.
2 2 3y-3
a) f(x):yo?x+1=y®?xzy71®x:y7

Entdo, ' (x)= 3x=3

/D =R e Df,] =R.

As funges f e g sdo fungBes bijetiva de IR em IR que tém a
mesma expressao analitica.
Assim sendo, conclui-se que f' =g.

3x-3 2y+3 2
b)g(x)zy@XT:y<:>3x—3:2y<:>x: y3 @x:?y+1

~ -1 _2x _ o
Entdo, g (x)—?+l, D.=ReD . =R.

As funcdes g e fsdo fungdes bijetiva de IR em IR que tém a
mesma expressado analitica.
Assim sendo, conclui-se que g " =1 .

21.1. Como a fungdo f ndo é injetiva (porque ha cidades

diferentes as quais corresponde a mesma temperatura maxima),
entdo ndo tem inversa.

21.2. As cidades a sul de Leiria sdo Santarém, Portalegre, Lisboa,
Setubal, Evora, Beja e Faro, cujas temperaturas maximas s3o 17°,
17°,19°, 21°, 18°, 19° e 21°, respetivamente.

Entdo, o contradominio da restri¢do de f as cidades a sul de Leiria
é {17°, 18°, 19°, 21°} .

Proposta 1

1.1. Por observagdo do gréfico apresentado sabe-se que o tempo
maximo de estacionamento é de 120 minutos.

1.2.

a) Se o tempo de estacionamento for de 25 minutos, o prego a
pagar é de 0,30 euros.

b) Se o tempo de estacionamento for de 50 minutos, o preco a
pagar é de 0,60 euros.

) Se o tempo de estacionamento for de 1 hora, ou seja de 60
minutos, entdo o prego a pagar é de 0,60 euros.

d) Se o tempo de estacionamento for de 1 hora e 20 minutos, ou
seja de 80 minutos, entdo o prego a pagar é de 1 euro.

1.3. Se o Sr. Silva pagou 60 céntimos pelo estacionamento do seu
automovel, conclui-se que o tempo de estacionamento foi
superior a 30 minutos e ndo superior a 1 hora.

1.4. A afirmacéo é falsa pois o preco a pagar ndo é diretamente
proporcional ao tempo de estacionamento. Basta reparar que,
por exemplo, o valor a pagar por 15 minutos de estacionamento
€ 0 mesmo que por 5 minutos e ndo trés vezes mais.
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Proposta 2

As representagdes B, E e F correspondem a fungdes porque sdo
correspondéncias univocas, ou seja, porque a cada elemento do
conjunto de partida corresponde um e um sé elemento do
conjunto de chegada.

Proposta 3

A representacdo grafica que corresponde a fungdo f que satisfaz
todas as condi¢des dadas no enunciado é a B.
A representagdo C ndo satisfaz a primeira condigdo

(D' #[-1, 3]).
A representagdo A ndo satisfaz a terceira condigdo

(f(-1)<0 e £(3)>0, logof(-1)xf(3)<0).

Proposta 4
Por exemplo, a representacdo grafica a seguir apresentada
corresponde a uma fungdo f que satisfaz as condi¢Ses dadas.

},Il

Proposta 5

5.1. f(-3)=-3+4=1, f(2)=2+4=6, f(3)=3+4=7,
f(5)=5+4=9 e f(6)=6+4=10.

Entdo, G, ={(-3, 1), (2, 6), (3, 7), (5, 9), (6, 10)}.

5.2.

a) Por exemplo, a funcdo h definida pelo seguinte diagrama:
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5.3. Como o conjunto A tem 5 elementos e o conjunto B tem 6
elementos, existira sempre, pelo menos, um elemento do
conjunto B que ndo é imagem de nenhum elemento do conjunto
A.

Portanto, ndo existe uma fungdo de A em B que seja sobrejetiva.

5.4. Como conjunto B tem 6 elementos e o conjunto A tem 5
elementos, existirdo sempre, pelo menos, dois elementos do
conjunto B que tém a mesma imagem.

Portanto, ndo existe uma fungdo de B em A que seja injetiva (se
fosse injetiva o contradominio teria 0o mesmo nimero de
elementos que o dominio).

Proposta 6

6.1.
a) Por observagdo grafica, sabe-se que D'f =[-2, 4].
b) As solugBes da equagdo f(x)=0 sdo—1e 3 pois

correspondem as abcissas dos pontos de intersegdo do grafico
com o eixo das abcissas.

¢) A equagdo f(x) :ﬁ tem trés solugdes pois a reta de equagao
y :ﬁ interseta o gréfico da fungdo f em trés pontos.
d) A equacdo f(x)z k tem uma e uma sé solugdo quando
ke[-2, 0[U]2, 4] pois, nestes casos, a reta de equagdo y =k
so interseta o grafico da fungdo f uma Unica vez.
6.2.
a) Por observacdo gréfica, sabe-se que f(—2) =-1, logo o ponto
do grafico de f que tem abcissa —2 é o ponto de coordenadas
(-2, -1).
b) Vamos comecar por determinar a express3o analitica da
fungdo f quando x &3, 5].
Sabe-se que se x€[3, 5], entdo f(x)=mx+b.

4-0 4
Como f(3)=0 e f(5)=4,entdo m=——=—=2

5-3 2
Como o ponto de coordenadas (3, O) pertence ao grafico de f,
entdo tem-se:
f(3)=0=2x3+b=0=b=-6

Logo, se x&[3, 5], tem-se f(x)=2x-6.
9 9
Entdo, f| = |=2x=—6=3.
2 2
(o ) 9
O ponto do grafico de f que tem abcissa > é o ponto de

coordenadas (%, 3).

c) Por observagdo gréfica, sabe-se que f(x)=4 <> x=5. Entdo,
o ponto do grafico de f que tem ordenada 4 é o ponto de
coordenadas (5, 4).



d) Vamos comecar por determinar a expressdo analitica da
fungdo f quando xe[-3, 1].

Sabe-se que se xe[-3, 1], entdo f(x)=mx+b.

Como f(-3)=-2 e f(1)=2, entdo m=

Como o ponto de coordenadas (1, 2) pertence ao grafico de f,
entdo tem-se:
f(l)=21xl+b=2<b=1
Logo, se xe[-3, 1], tem-se f(x)=x+1.

7 7 7 11
Ora, f(x)=——©x+l=——x=—"-lx=—"".
4 4 4 4

7
O ponto do grafico de f que tem ordenada 2 é o ponto de

coordenadas (—E, —Z]
4 4

Proposta 7

7.1.

a) féinjetivase Vx,, x, €R, f(x,)=f(x,)=x, =x, .
2x, -1 2x,-1

F(x)=1(x) & ===

S2X, =2X, X, =X,

< 2x, —-1=2x,-1&

A fungdo f é injetiva.

f ésobrejetiva se Vy R, IxelR: f(x)=y.

2x-1 +1
f(x):y@XT:y©2x71:3y®2x:3y+1®x:3y—

A funcgdo f é sobrejetiva.
Sendo f injetiva e sobrejetiva é bijetiva.
b) A fungdo g ndo é injetiva porque objetos simétricos tém
sempre a mesma imagem. Por exemplo, g(-1)=g(1)=1.
Sabe-se que x* >0, Vx <R . Entio, D; =R .
Assim sendo, a fungdo g ndo é sobrejetiva porque o
contradominio ndo coincide com o conjunto de chegada (IR) .
7.2.
a) Sabe-se que h :g‘w .
h éinjetiva se Vx,, x, €R™, h(x,)=h(x,)=x, =X, .

2 2
h(x)=h(x)e(x) =(x) <x=x v X ==X,
Como x,, x, €lR™ conclui-se que x, =x, .

Entdo, a fungdo h é injetiva.
b) Pretende-se determinar x €D, , isto é, x €R™, tal que

h(x)=64.
h(x)=64rxeR o x =64 rxcR <

S (x=8vx=-8)axeR < x=-8
c) h(x)=5<:>x2=5<:>x=\/§vx=—x/§

Como x elR™, conclui-se que X:—\/g.

Funcoes

Proposta 8
8.1. gof(3)=g(f(3))=g(2)=2-1=1

8.2. gof(5)=g(f(5))=9(5)=5-1=4

8.3. fo9(6)=/(9(6))=f(6-1)=(5)=>5

8.4. fo0(2)=F(s(2))= F(2-1)=1(1) =4

8.5.

a) D, ={xeD,: f(x)eD, | ={xeA: f(x)eB}=A=

{1,3,5,6, 8}
b) D,, ={xeD,:g(x)eD, | ={xeB:g(x)eA}={2, 4, 6}

Proposta 9

9.1. fog(1)=F(g(1))=F(2x1+1)=£(3)=1

o2 Ao s

9.3. gof(1)=9g(f(1))=g(3)=2x3+1=7
9.4. gof(3)=g(f(3))=9g(1)=2x1+1=3
Proposta 10

10.1.

a) Sabe-se que D, =IR e D, =IR.

D,, :{xeDg :g(x)eDf}:{xelegelR}:IR

foax) =1(a(x) 1[4 -3k x

Como D, =R e fog(x)=x, conclui-se que fog=Idp.
b) Sabe-se que D, =R e D, =IR.

D, :{xeDf :f(x)eDg}:{erR:3xe|R}:IR

_3x_

g°f(x)=9(f(x))=9(3x)=3

Como D, =R e gof(x) =x, conclui-se que go f =ldy .

X

10.2.
a) f(6)=af(a)=6<3a=6<a=2.
Entdo, f(6)=2.

b) g’1(4):bc>g(b):4©§:4c>b:12.

Entdo, g7 (4)=12.
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10.3.
a) Atendendo as conclusdes obtidas em 10.1., sabe-se que
ft=g.

X

Portanto, f*(x)= 3

b) Atendendo as conclusdes obtidas em 10.1., sabe-se que
g'=f.
Portanto, g™ (x)=3x .

Proposta 11

11.1.

a) f1(7)=ae f(a)=7<4a+3=7T<a=1.
Ent3o, f‘1(7)=1.

b) g (5)=b<>g(h)=5<1-2b=5cb=-2.
Entdo, g (5)=-2.

11.2.
y-3
a) f(x)=yedx+3=ydx=y-3x="—""
-3
Entdo, f’l(x):x .
4
-1 -y+1
b) g(x):y<:>1—2x:yc>—2x:y—1c>x:y—2<:>x:y27+
—x+1
Entdo, g7 (x)= XZ .

11.3.
a) h(x):gof(x):g(f(x)):g(4x+3):172(4x+3):
=1-8x-6=-8x-5

b)
+5 +5
h(x):y<:>—8x—5:y©—8x:y+5©x:y—8©x:—yT
5
Ent3o, h’l(x):f% .

Proposta 12

12.1. Por observagdo grafica, sabe-se que
b=f(4)=4"-2x4-3=5.

F(x)=x —2x=3=(x" —2x+1)-1-3=(x-1) -4

Sabe-se que D, =[0, 4], ouseja, 0<x<4,equea
representac¢do grafica da fungdo f é parte de uma pardbola de
vértice V(1, —-4).

Como 1€ [0, 4] , conclui-se, entdo, que a=—4 (corresponde ao

minimo absoluto da fungdo).

12.2. N3o existe funcdo inversa de f porque f ndo é uma fungdo

bijetiva (uma vez que ndo é injetiva).
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12.3.
a) f(x)=0AxeD, & x*-2x-3=0AxeD, &
2+4+12
x:f/\xeDf PEN

< (x=3vx=-1)aAxeD, &x=3

Entdo, D, =[3, 4].

9 9 9
b) g7| = |=xog(x)==ox -2x-3="¢<
) g (4] a(x)=7 2

S4x* -8x-12=9 ©4x* -8x-21=0<

8i,/64—4x4x(—21) 8+/400
S X= < X= =
2x4 8
8+20 8-20 7 3
X= VX=—SSX=—V X=——
8 8 2 2

7 3
Ora, EEDQ e —Eng.

9) 7
Entdo, g '| = |=—.
I [4) 2

Proposta 13

Sendo g uma fungéo bijetiva, de IRem IR, tal que go f =ld,
entdo sabe-se que g=f".

f(~1)=-2 porque f(-2)=-1.

f7(3)=0 porque f(0)=3.

f(4)=2 porque f(2)=4.

Designemos por h a restri¢do de g ao conjunto A= {—1, 3, 4} .
Entdo, G, ={(-1, -2), (3, 0), (4, 2)}.

Proposta 14

f(x):y@XTJrZ:yex+2:4y<:>x:4y—2

Entdo, f(x)=4x-2e D, =R.

-2
g(x):y©4x+2:y<34x:y—2<:>x:y—

D

o :{xeDf:f(x)eDg}z{xelR:XTﬂelR}le

gof(X)=g(f(X))=g(X12]=4><XZZ+2=X+2+2=X+4
gof(x)=yox+d=yox=y-4

Entdo, (gof)fi(x):x74 e D(w),] =R.

Assim sendo, conclui-se que (gof) " =fog™.



Proposta 15

gof(l)=0<:>g(f(1))=04:)g(a+b)=0<:)o:(a+b)2 =0
©a=0v(a+bh) =0=a=0va+b=0s
<a=0va=-b

Como a#0, conclui-se que a=-b .

22.1. Df={X€|R:X2—1¢O}={X€|R:X¢1/\X¢—1}=
=R\{-1, 1}

X -1=0ox' =1 x=1vx=-1

22.2. D, ={xeR: ¥’ +120} =R

Nota: A condicdo x> +1#0 é universal.

22.3. D, :{xelR:l—ZXZO}

1—2x20<:>—2x2—1<3x£%

22.4. D, ={X€|R:X—4ZO/\\/X—4 7&0}
X—4>20AVx-4#0 x-4>0 x>4
D, =14, +oo

22.5. D, ={xeR:x#0A1-x>0}
XZ0A1-x20x#20A—x2-1x#0Ax<1
D; =], 1]\{0}
22.6. D, ={xeR:1-x>0A|x|-2#0}
1—X20/\‘X‘—2¢0®—X2—1/\‘X‘#Z@XSI/\
~(x=2vx=-2)e
SOXSIAX#E2AXE 2SS XSIAX#E-2

b, =], 1\{-2)

22.7. D, ={xeR: X’ +x-12#0}
x2+x—12;r&0c>~(x2 +x—12=0)c>

-1+7 -1+7 -1-7
S~ x= o~ x= VX=—o
el )

®~(x=3vx— 4)c>x¢3/\x¢ —4

=R\{-4, 3}

[ —1J_r\/1+48]
~ X=f Ly

22.8. D, :{xelR:3x+520/\xz—3X¢0}
3X+520/\X273X¢0C>X27§/\~(X273X:0)C>
5 5
C>XZ—7/\~(XZ—3X:O)<:>XZ—§/\~|:X(X—3):O:|<:>

®X27§A~(X=OVX73=O)®

Funcoes

@xzfg/\~(x:0vx:3)® xzfg/\x:tO/\x;t_%
5
D, = 3 +oo| \{0, 3}

23.1.
X -2 -1 2 5 6
f(x) + + 0 - 0 + 0 - -

23.2.

a) f(x)<0e xe[-1, 2]U[5, 6]
b) f(x)>0< xe[-2, —1[U]2, 5]

23.3.
a) Como f(n)>0 e f( )<0 entdo f(m)x f(\/i)<0.

o 1(22)<o e {-2)oosemo f(2)es{2)co.

Como f(1)<0 ef( )xf(——j<0 entdo

f(l—zljxf(—gj+f(l)<0

24.1. Para determinar os zeros da fungdo f é necessério comecar
por definir cada uma das semirretas analiticamente.

1.°) Definir a semirreta com origem no ponto (2, —2) e que
passa no ponto (-4, 1).

Sabe-se que a semirreta é definida por uma condigdo do tipo

1-(-2 3 1
y=mx+b,em que m=7( ):7=_7.
-4-2 -6 2
Como o ponto de coordenadas (2,—2) pertence a semirreta,

entdo tem-se:

,2:7%x2+b®72:71+b<:>b:71

1
Assim sendo, a semirreta é definida pela condigédo y :—Ex—l.

2.°) Definir a semirreta com origem no ponto (2, —2) e que
passa no ponto (4, 2).

Sabe-se que a semirreta é definida por uma condigéo do tipo

2—(-2
y=mx+b,emque m= ( )=£=2
4-2 2

Como o ponto de coordenadas (2, —2) pertence a semirreta,

entdo tem-se:

—2=2%x2+b<s-2=4+b<=b=-6

Assim sendo, a semirreta é definida pela condi¢do y=2x—-6.
3.°) Determinar os pontos de interse¢do das semirretas com o
eixo das abcissas.

0:—%x—1c>0:—x—2c>x:—2

0=2x-6<6=2x<>x=3
4.°) Indicar os zeros da fungdo f: -2 e 3.
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24.2.
X —o0 -2 3 +00
f(x) + 0 - -
25.1.
X -5 -2 0 4

f(x) | 3 Ny 0 / 1 N -2

25.2. Aequagdo f(x)=k tem 3 solugBes quando k< ]0, 1] . De

facto, quando k€]0, 1[, a reta horizontal de equagdo y =k

interseta o gréfico da fungdo f em trés pontos.

26.1. Por exemplo:

I’y
Y
g
2<\
0 3! X
44 :

26.2.

a) g(1)>g(2) porque a fungdo g é estritamente decrescente no
intervalo [0, 3].

Entdo, g(1)-g(2)>0.

b) g(n)<g(5) porque a fungdo g ¢ estritamente crescente no
intervalo [4, +oo[ .

Entdo, g(n)-g(5)<0, ouseja, g(5)—g(n)>0.

27.1. Consideremos dois objetos quaisquer, x;, e X, ,
pertencentes a IR, tais que x, <x,.

X, <X, & =3x, >-3x, & -3x, +1>-3x, +1& f(x,)> f(x;)
Conclui-se, entdo, que a fungdo f é (estritamente) decrescente.
27.2. Consideremos dois objetos quaisquer, x, e x,,
pertencentes a IR, tais que x, <x, .

X, <X, € 5%, <5x, & 5x, —3<5x, -3 f(x, )< f(x,)
Conclui-se, entdo, que a fungdo f é (estritamente) crescente.
27.3. Consideremos dois objetos quaisquer, x, e X, ,
pertencentes a IR, tais que x, <x, .

X, <X, < 3x, <3x, & 3x, —2<3x, —2©M<$©

@f(x1)<f(x2)

Conclui-se, entdo, que a fungdo f é (estritamente) crescente.
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28.1. g(x)=3x+kx—2=(3+k)x—3
A fungdo g representa uma fungdo afim decrescente se o seu

declive for negativo, isto é, se 3+k<0.
3+k<0ek<-3e kel-o,-3]

28.2. h(x)=x—-2kx+1=(1-2k)x+1

A fungdo h representa uma fungdo afim crescente se o seu
declive for positivo, isto é, se 1-2k>0.

1—2k>0<:>—2k>—1©k<%<:>ke:}—oo, %[

28.3. j(x):kzx+2kx—5:(k2 +2k)x—5

A fungdo j representa uma fungdo constante se o seu declive for

nulo, isto é, se k> +2k=0.

k' +2k=0<k(k+2)=0=k=0vk+2=0ck=0vk="2<
< ke{-2,0

29.1. Sabendo que o grafico de uma fungdo afim é uma reta
estritamente crescente se o seu declive for positivo e
estritamente decrescente se o seu declive for negativo e que o
grafico da fungdo f passa pela origem, estabelece-se a seguinte
correspondéncia entra as expressdes indicadas e as
representacgOes graficas dadas:

f—1, g=>1ll e h—il.

29.2. A é o ponto de intersec¢do da fungdo h com o eixo das
abcissas.

1
2x—1:0<:>x:5

1
Entao, A(f, Oj .
2

C é o ponto de intersegdo de interse¢do dos graficos das fungbes
geh.

{y=—x+3 {2x—1:—x+3 {2x+x:3+1 {3x=4

= = =
y=2x-1 y=2x-1 y=2x-1 y=2x-1
4 4
X=— X=—
p= 3 4 = :
=2x—-1 ==
Y 3 Y 3
4 5
Entdo, C(f, fj.
3 3
(3_1}5 5.5 25
A -\ 2)3 273 _6_2
tase] 2 2 2 12

29.3. g(x)>f(x) & -x+3>2x < -3x>-3<x<1

Ent3o, xe]—oo, 1] .

29.4. Designemos por i a fungdo afim cujo grafico é uma reta
paralela a reta lll e que passa por A.

Como retas paralelas tém o mesmo declive, a expressdo da
fungdo i é do tipo i(x)=-x+b.



1
Como o ponto A[E 0] pertence ao gréfico da fungdo i, tem-se:
1 1 1
i|=|=0&—-—=+b=0b==
2 2 2

Ento, i(x):—x+% .

30. D, =[1, 3] e D, =[-1, 3].

=2.

3—-(-1

Sabe-se que f(x):mx+b,emque m= ( ):ﬂ
3-1 2

Como f(3)=3, tem-se:

2x3+b=36+b=3<=b=-3

Entdo, f(x)=2x-3.

f(x)=0<32x—3=0<3x=§
3
Zerode f: —
f 2

31.1. O Sr. Silva pagou 18 euros pela deslocagdo e 30 euros pelas
2,5 horas de trabalho (2,5x12).

Entdo, no total pagou 48 euros.

31.2. C(t)=18+12t

31.3. C(t)=60<18+12t=60<> 12t =42 &>t =3,5

O técnico gastou trés horas e meia na reparagdo em casa da
D. Amélia.

Tarefa 2

1.1. Apds 1 h 30 min, o comboio que partiu de A encontra-se a
255 km (1,5x 170) da localidade A e o comboio que partiu de B
encontra-se a 270 km (1,5x 180) da localidade B, ou seja, a

189 km (459-270) da localidade A.

1.2,
a) f(t)=170t e g(t)=459-180t

b) A fungéo f é crescente (declive positivo). A fungdo g é
decrescente (declive negativo).

A medida que o tempo passa a distancia a A do comboio que
parte de A aumenta, enquanto que a distancia a A do comboio
que parte de B diminui.

c) g(t,)=0<459-180t, =0 <t =%@t1 =2,55

4
f(t,)=459 < 170t, =459 < t, :%gcnz =2,7

No contexto apresentado significa que o comboio que parte de B
chega a A ao fim de 2,55 horas e que o que parte de A chega a B
ao fim de 2,7 horas.

Funcoes

d) Para determinar as coordenadas do ponto P temos de resolver
0 seguinte sistema:

y =170t y =170t y =170t
= = =
y=459-180t  |170t=459-180t  |350t=459

459
y =170t y:17oxﬁ {y~222,94

= =
tzﬁ t~1,31

459

t=—x
350 350

(utilizando valores arredondados as centésimas)
Entdo, P(1,31;222,94).

A abcissa do ponto P indica que os comboios se cruzam apds 1,31
horas, aproximadamente, da partida e estdo a,
aproximadamente, 222,94 km da localidade A.

32.1. Sejam x,,x, €[0, +oo tais que X, <x,.
Entdo, x. <x;.
X <x;<axi >ax; < f(x)>f(x,)
a<0
Assim, x, <x, = f(x,)> f(x, ). Entdo f é decrescente em
[O, +oo[ .
32.2. Sejam x,,x, € |-, 0] tais que x, <x, .
—x, >—x, (representando —x, e —x, nimeros n3o negativos).
Entdo, (—x, )’ >(—x,)", ouseja, x* >x2.
X; >x, <ax; <ax;, < f(x)<f(x,)
a<0
Assim, x, <x, = f(x,)<f(x,) . Entdo f é crescente em

]—oo, 0] .

33.1. Por observagdo da representagdo grafica, constata-se que a

familia A teve um consumo maximo no més de agosto.

33.2. Entre setembro e dezembro, a familia B teve o maior
consumo no més de outubro. No entanto, o consumo maximo
absoluto ocorreu no més de agosto.

33.3. O consumo das duas familias foi igual nos meses de margo
e setembro.

33.4. O consumo da familia B foi inferior ao da familia A entre os
meses de abril e agosto inclusivé.

34.1. Em IR, a fungdo f ndo é limitada pois o seu contradominio
éR.

34.2. Em R} tem-se:
Xx20&-2x<0& -2x+3<0+3 < f(x)<3.

Portanto, em IR}, afungdo fé majorada (3 € um majorante) mas
ndo é limitada (pois ndo é minorada).
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34.3. Sabe-se que Vx<lR, x> >0, entdo tem-se:
X200 -2x’ <0< g(x)<0

Portanto, em IR}, afungdo g é majorada (0 € um majorante) mas
ndo é minorada.

34.4. VxeR", x> >0
x*20e -2x’ <0< g(x)<0.

Portanto, em IR}, afungdo g é majorada (0 € um majorante) mas

ndo é limitada (pois ndo é minorada).

35.1.a) D, =[-6, 6] e D, =[-4, 7].

b) Os zeros da func¢do g sdo —4, 1 e 5 (abcissas dos pontos de
intersecdo do grafico de g com o eixo das abcissas).

35.2.a) g(x)=0=x=-4vx=1vx=5

Entdo, o conjunto-solugdo da condigdo g(x)=0 é {-4, 1, 5}.
b) g(x)>0= xe[-6, —4[U]-4, 1[U]5, 6]

Ent3o, o conjunto-solugdo da condigdo g(x)>0 é

[-6, —4[U]-4, 1[U]5, 6].

¢) g(x)<0e=xeltL, 5

Entdo, o conjunto-solugdo da condigdo g (x)<o0 é ]1, 5[.

35.3. Quadro de variagdo da fungdo g:

x | -6 -4 =2 3 6
gx) | 3| N0 S s | N |4 ST

A fungdo g é estritamente decrescente nos intervalos [—6, —4]

e [-2, 3] e ¢ estritamente crescente nos intervalos [-4, —2] e
[3,6].

Maximo absoluto: 7.
Minimo absoluto: —4.

Maximos relativos (locais): 3,5 e 7.
Minimos relativos (locais): 0 e —4.

4-0 4 3-4 -1
36. m,, = =— =

———===2 =——=—"=-1.
1-(-1) 2 STy

Assim sendo, m,, >m,..

37. m,, = —=-2emy=——""=

4-0 4 5-4

Assim sendo, m,, <m,..

-3-5 -8 0-(-3) 3
1

38.1. Como P, e P, sdo pontos distintos do grafico de f, de

abcissas x, e x,, respetivamente, sabe-se que
P (Xl lf(xl )) :(Xl ’axlz ) eh (Xz lf(Xz )):(Xz 'axzz ) .
Seja m o declive da reta PP, , entdo tem-se:

2 2
me ax,” —ax,” _U(Xz - X, )_a(x2 =x ) (%, +x,)
X, =Xy X; =X, X; =X,

=a(x, +x,).
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38.2. Como P, e P, sdo pontos distintos do gréfico de f, de
abcissas x, e x,, respetivamente, sabe-se que

P, (xz,f(xz)):(xz,axzz) e P, (Xa,f(x3)):(x3,ax32) .

Seja m' o declive da reta PP,, entdo tem-se:

_ox’—ax;’ =a(x32 -x") =a(x3 =x,)(x, +X2)=a(x %)
X3 =X, X3 =X, X3 =X, ’ w

38.3. Sabe-se que x, <x, e X, <X,.

Entdo, x;, +x, <x, +X, € X, +X, <X, +X;.

Daqui resulta que x, +Xx, <x, +X; .

Multiplicando ambos os membros da desigualdade por a <0,
obtém-se a(x, +x,)>a(x,+x,), ouseja, m>m".

Conclui-se, entdo, que o grafico de f tem a concavidade voltada
para baixo.

39. Recorrendo a calculadora gréfica, comega-se por inserir a
expressao algébrica da fungdo f e escolhe-se uma janela de
visualizagdo adequada.

Flotl Flakz Flots WO
WA ZCHE-50E Amin=-3
Max=7
“Me= :‘:E-i;-l=l
M= Ymin= g8
My = Ymax=re
=Ne= Yzcl=18
M= HWres=1

Obtém-se, entdo, a seguinte representagdo do grafico de f:

\ |
N

7-3x0 7

40.1. £(0)= -L
f(0)=———=2e

f(x):0c>7_3X:O<:>7—3x:0<:>x:§.

O grafico da fungdo f interseta o eixo das abcissas no ponto de

7
coordenadas (g, 0) e o eixo das ordenadas no ponto de

7
coordenadas (0, Ej .

g(0)=-0°+4x0-3=-3 e

—4++16-12
-2

O grafico da fungdo g interseta o eixo das abcissas nos pontos de

coordenadas (1, 0) e (3, 0) e o eixo das ordenadas no ponto

g(x)=0—x"+4x-3=0x= < x=1vx=3.

de coordenadas (0, -3).



h(0)=0%+10x0+25,5=25,5 e

-10++/100-102

h(x)=0< x* +10x+25,5=0< x= 5

(equagdo impossivel).
O gréfico da fungdo h ndo interseta o eixo das abcissas e interseta
o eixo das ordenadas no ponto de coordenadas (0; 25,5) .

40.2. Funcdo f:

T1=(F =300 T

. .
ey

2eka
n=o Y¥=:E WSEZEEE3EY Y=o
. Funcdo g:
Ti=-HIehE=3
amiat S

X 2Eka
H=0 Y=z H=1 Y=

f e
2Ebd
== =0
. Funcéo h:
Ti=HEZ108+2EE ]

L

40.3. A fungdo f ndo tem extremos pois a sua representacdo
grafica é uma reta ndo paralela aos eixos coordenadas.
Funcdo g

e

Hazxirura
H=1.080000y  y=i

Funcdo h

Hinirurm

#=-4.888800 Y=%
Recorrendo as capacidades graficas da calculadora, conclui-se
que a fungdo g tem maximo absoluto igual a 1 e a fungdo h tem
minimo absoluto igual a 0,5.

2
41.1. f(x):0<:>x“—%:Oaxz(xz—%):m:

1 1 1
S x2=0vxi-—=0 ©x=0vx=—vx=——
4 2 2

Funcoes

Recorrendo a calculadora gréfica, comega-se por inserir a
expressdo algébrica da fungdo f e, em seguida, escolhe-se uma
janela de visualizagdo adequada.

Flokl Flotz Flots WIMOOL
B - Eat S amin=-1.3
S | MaE=1.
“Ma= nscl=
My = Ymin=-.1
R Ymax=, 2
=NE= Yzcl=.1
Ma= dWre==N

Obtém-se, entdo, a seguinte representag¢do do grafico de f:

-1

Recorrendo a calculadora gréfica para estudar o sinal da fungdo,
conclui-se que:

f(x)>0<:>xe}—oo,—ﬂu}—%,+oo[
f(x)<0<:>xe}—%,0[u}0,%[.

41.2. Recorrendo a calculadora grafica determinam-se os
extremos da fungéo.

o ey —
Hinirur Hiniraur
== ZEL0E0Y |Y=-.0155219 H=ZEXEEL0E |V=-.01552E
TR =HEsY
H=0 V=i

Minimo absoluto: —0,02; Maximo relativo: 0.

41.3. Por observagéo grafica, sabe-se que a fungdo f é negativa e

crescente no intervalo ]-0,2;0[ (por exemplo).

42.1.Como f(3)=2,f(-2)=0, f(-1)=1, f(0)=4 e f éuma

funcdo par, entdo sabe-se que: f(-3)=£(3), f(2)=f(-2) e
f(1)=£(-1) . Assim sendo,

6;={(-3,2), (-2,0), (-1, 1), (0, 4), (1, 1),

(2.0), (3 2)}.

42.2. Sabe-se que os pontos do gréfico de g de abcissa positiva
pertencem a reta de equagdo y =x+2, ou seja, que

g(1)=1+2=3, g(2)=2+2=4 e g(3)=3+2=5.
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Como g é uma fung&o impar, entdo g(-1)=-g(1)=-3,
g(-2)=-g(2)=-4, g(-3)=-g(3)=-5 e g(0)=0.
Assim sendo,

G,={(-3, -5), (-2, -4), (-1, -3), (0, 0), (1, 3),

(2.4), 3 5)}

42.3. A representacdo grafica da fungdo f é a seguinte:

yll

=]+ .

32100 1 2 3 x

A representacdo grafica da fungdo g é a seguinte:

yll

43.1. f(—x)=3’;(—x)2 —2(—x):3x2 +2x
f(=x)#f(x) e f(-x)#—f(x),logo a fungdo f ndo & par nem é
impar.

—X —X X

:x2+1:(_x)2+1: X+l

43.2. g(-x) -g(x), vx,—xeR

Entdo, a fungdo g é impar.
43.3. h(fx):(fx)4 73(7x)2 =x"-3x"=h(x), Vx,—xeR

Entdo, a fungdo h é par.

44.1. A fungdo f ndo é impar porque, por exemplo,
f(=2)#-£(2) . Se ffosse uma fungdo impar entdo as imagens

de —2 e 2 teriam de ser simétricas e ndo sdo pares pois

f(-2)=f(2)=1.

44.2.
a) No intervalo [—4, —2] a fungdo é definida por um segmento
de reta. Assim sendo, é definida por uma condigdo do tipo
y=mx+b ,em que m:i:_—zzfl .

-2-(-4) 2
Como o ponto de coordenadas (—2,1) pertence a esse

segmento, entdo tem-se:
1=—1x(-2)+be=1=2+bsb=-1
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Logo, no intervalo [-4, —2] a fungdo é definida por
f(x):—x—l .
Entdo, f(-3)=3-1=2.

7 7\ 7 4
bl f(gjpoauif(‘gj—g‘ =3

f épa
0 £(-1) = f(1)

f épar
No intervalo [0, 2] a fung&o é definida por um segmento de
reta. Assim sendo, é definida por uma condigdo do tipo

1-4 -3 3
y=mx+b,emque m=——=—=——,
2-0 2 2

Como o ponto de coordenadas (0, 4) pertence a esse

segmento, entdo tem-se b=4.
Logo, no intervalo [0, 2] a fungdo é definida por

f(X):—§x+4.
Entdo, f(~1)=f(1)=—2x1+4=>.

44.3.

-2

45, Sabe-se que g é uma fungdo de dominio IR.

Se g é uma fungdo impar, entdo g(-x)=-g(x), Vx,-xeR.
Em particular, g(0)=-g(0).

Ora, g(0)=-g(0)<g(0)+g(0)=0<2g(0)=0<g(0)=0.

46. Como a fungdo h tem zeros e h(O) # 0, significa que
JaeR\{0}: h(a)=0.

Como a fungdo h é par, —a também é zero da fungdo porque
h(-a)=h(a)=0.

Portanto, a fungdo h tem no minimo dois zeros: —a e a.

Tarefa 3

1.1. Tendo em atengdo que a fungdo f é par de dominio [—6, 6] ,

a sua representacdo grafica é a seguinte:
|
¥




1.2,
a) D, =[-1, 4].
b) A equacio f(x) =7 tem duas solugBes pois a reta de equagdo

y =7 interseta o grafico da fungdo f em dois pontos.

2
) A equacdo f(x) = —% tem quatro solugdes pois a reta de

= 2 . o ~
equagao y=—7 interseta o grafico da fungdo f em quatro
pontos.

1.3.Se -6 < x<-2 arepresenta¢do grafica é um segmento de
reta. Assim sendo, a fungdo f é definida por uma expressao do
tipo y=mx+b , em que m—ﬂ—_—S—fE

’ -2-(-6) 4 4’
Como o ponto de coordenadas (—2, —1) pertence a esse

segmento, entdo tem-se:

—1=—E><(—2)+bc>—1=E+b<:>—1—§=bc>—z=b.
4 2 2 2

Logo, no intervalo [-6, —2] a fung&o é definida por

5 7
f(x)f—zx—i.
5 7 7 3
Entdo, f(4) = f(-4)=—2x(-4)-—=5-2=2.
ntdo, f( )’}"é"p”f,f( ) 4><( ) > =3

2.1. Tendo em atengdo que a fungdo g é impar de dominio

[—10, 10] , @ sua representacdo grafica é a seguinte:

)’“
1 1 5
! ' \I
o /] N 0 %
L N :
2.2.
a) 0,=[-5, 5]

b) A equagdo g(x)=k; com ke ]-5, 5] tem uma Unica solugdo.
De facto, basta verificar graficamente que, quando k e ]—5, 5[ ,

areta de equagdo y =k interseta o gréfico da fungdo g num
Unico ponto.

2.3.Se -4<x<0 arepresentacdo grafica é um segmento de
reta. Assim sendo, a fungdo g é definida por uma expressdo do
0-5 -5

tipo y=mx-+b,emque m= =—=—=—1¢e b=0 (poisa
poy q 0(«) 4 4 (p

origem do referencial pertence ao segmento de reta).

5
Logo, no intervalo [-4, 0] a fungdo é definida por g(x):—Zx.

porque 4
g éimpar

Entdo, g(2) = —g(—2):—|:—7><(—2):| __o_5,

Funcoes

47.1.

a)Se g(x)=f(x)+2, D,=D, e D} :[—g, g}ﬁntﬁo

D, = —§+2,§+2 = —1,2.
2 2 272

b)se g(x)=f(x)-1, D,=D, e D}=[—§, g},entéo

. [ s 5 7 3
| 2 2 2" 2

c)Se g(x):f(x)—%, D,=D, e D, :[—g, g},entéo

47.2.5e h(x)=f(x)+k, D,=D, e D', :[—g, g]entéo

D, = —E+k, 2kl
2 2

. 17 13
Como D, :[7?, ?} , conclui-se que:

TP A P AN R P )
52 13 v 136 52 iQk??
2 =2 k=222 k=—=
2 6 6 2 3

48.1.5e g(x)=f(x)-2 e D, =[-4, 3], entdo

D, =[-4-2, 3-2]=[-6, 1].

48.2.5e g(x)=f(x+1) e D, =[-4, 3], entdo

D, =D, =[-4, 3].

48.3.5e g(x)=f(x-1)+1 e D, =[4, 3], entdo

D, =[-4+1, 3+1]=[-3, 4].

48.4.5e g(x)=3+f(x-2) e D, =[4, 3], entéio

D, =[-4+3, 3+3]=[-1, 6].

49.1.Se g(x)=f(x+1), entdo o grafico da funcdo g é a
imagem do grafico de f pela translagdo de vetor (-1, 0) .
a) Sendo D, =[-3, 2], entdo D, =[-3-1, 2-1]=[-4, 1].

b) Sendo -3 e 1 os zeros da funco f, entdo os zeros da fungdo g
sdao—-4e0.

¢) Como a funcdo f atinge extremos absolutos nos pontos de
coordenadas (-1; —1,5) e (2, 2), entdo a fungdo g atinge

extremos absolutos nos pontos de coordenadas (—2; —1,5) e

(1, 2).
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49.2. Se h(x) :f(x72)+g, entdo o grafico da funcio héa

imagem do gréfico de f pela translagdo de vetor 17[2, %j .

a) Como —1,5 é minimo absoluto e 2 é maximo absoluto da
3 7 3
fungdo f, entdo 0 [_1'5+Ej é minimo absoluto e E (2+E) é

maximo absoluto da fungdo h.
b) Como a fungo f atinge o minimo absoluto no ponto de
coordenadas (—1; —1,5), entdo a fungdo h, definida por

3
h(x):f(x—2)+5, atinge o minimo absoluto no ponto de

coordenadas (—1+2; —1,5+§j, ou seja, em (1, O).

Conclui-se, entdo, que 1 é o Unico zero da fungédo h.
A representacdo grafica da fungdo h permite facilmente
comprovar que 1 é zero de h.

Tarefa 4

1.1. Sabe-se que o maximo absoluto da fungdo fé 4 e fé uma
fungdo impar, entdo —4 é o minimo absoluto. Assim sendo,
D, =[-4, 4].

a) Se g(x):f(x—2)+% e D, =[-4, 4], ento

b)se h(x)=f(x+1)-2 e D', =[-4, 4], entdo

D, =[-4-2, 4-2]=[-6, 2].

1.2.

a) Sendo j(x)=f(x+1), entdo o grafico da funcdo j é a imagem
do grafico de f pela translagdo de vetor &(-1, 0).

Se j(x)=f(x+1) e D =[—3, 3],ent§o

D, =[-3-1, 3-1]=[-4, 2].

b) Sendo i(x)=f(x—3), entdo o grafico da fungdo i é aimagem
do gréfico de f pela translagdo de vetor & (3, 0).

Se i(x)=f(x-3) e D, =[-3, 3], entdo

D, =[-3+3, 3+3]=[0, 6].

1.3. Sendo m(x)=f(x—5), entdo o grafico da fungiom é a

imagem do grafico de f pela translagdo de vetor G (5, 0) .
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a)Se m(x)=f(x-5) e D,=[-3, 3], entdo

D, =[-3+5, 3+5]=[2, 8].

b) Como 0 é o zero da funcio f, entdo o zero da funco m é 5
(0+5).

c) Os extremos da fun¢do m sdo os extremos da funco f .

11
Maximo absoluto:4; minimo absoluto: —4; minimos relativos: Z
- . 11
e —4; maximos relativos: _I ed.

1.4.5e p(x)=f(x—a)+b, entdo o grafico da funcdo p é a
imagem do grafico de f pela translagdo de vetor i(a, b).
~ ) L 3
Como a fungdo f atinge o maximo absoluto no ponto A > 41,a
fungdo p atinge o maximo absoluto no ponto de coordenadas
3
(7+ a, 4+ bj .
2
1 ~ . .
Sendo C(_E' 3] o ponto onde a fungdo p atinge o maximo

absoluto entdo conclui-se que:

3 1 13
—+a=—— a=—=—— =-2
2 2= 2 ZQ{ -1
4+b=3 b=3-4

50.1. Sabe-se que A é o conjunto que é imagem geométrica de
G, peladilatacdo vertical de coeficiente 3. Sendo G;

constituido por todos os pontos P(x, y) , entdo A é constituido
por todos os pontos P'(x, 3y).

Entso, A={(0, 6), (1, 12), (4, 24), (5, 18)}.

50.2. Sendo g(x)=3f(x),entdoD, =D, e

G, :{(X, a(x)): VxeDg}:{(x, 3f(x)): VxeDf} .

Assim sendo, G, ={(O, 6), (1, 12), (4, 24), (5, 18)}=A.

51.1. Designemos por k o coeficiente da dilatacdo vertical que
aplica o grafico de g no grafico de f. Entéo,
f(x)=kg(x),VxeD,.

Em particular, tem-se:

f(1)=kg(1)<=>3=kxl<k=3.

51.2.Sendo aeD,, sabe-se que f(a)=3g(a).

Como f(a) :% , tem-se:

1—;=3g(a)©%=g(a)<:>g(a)=§

51.3.Sendo aeD,, sabe-se que f(a)=3g(a).
Como g(a)=x/§ , tem-se:

f(a):3x\/§c>f(a):3x/§



52.1.5e P(x, y)e G, entdo aimagem de P pela contragdo
) - 1, [(x )
horizontal de coeficiente 5 ép E’ y | . Se designarmos a

imagem de G, pela contracdo horizontal de coeficiente 1 por
2

G, tem-se:

6 ={(-2.2), (1.6), (3, 7)}.

52.2.
a) Como D, ={-4, 2, 6}, entdo

D, ={§:xeDf}={§:xe{—4, 2, s}}:{—z, 1,3}.
b) Ora, g(-2)=7(-4)=2, g(1)=5(2)=6 e g(3)=1(6)=7.
Entdo, G, ={(-2, 2), (1, 6), (3, 7)} .

52.3. Comparando, conclui-se que o grafico da fungdo g é a
imagem do gréfico de f pela contragdo horizontal de coeficiente
1

5

53.1.

a) Sendo g(x)=f(4x), sabe-se que o gréfico de g é aimagem
do grafico de f pela contracdo horizontal de coeficiente % .
b) Sendo h(x)=f(3x), sabe-se que o grafico de h é a imagem
do grafico de f pela contracdo horizontal de coeficiente % .

c) O grafico de f é a imagem do gréfico de g pela dilatacdo
horizontal de coeficiente 4.
d) O gréfico de f é aimagem do grafico de h pela dilatagdo
horizontal de coeficiente 3.

53.2.

a) Dg={%:xeD},}={§:xe[0, 5]}:[0, ﬂ

Conjunto dos zeros de g: {xe[o, 2}:g(x)=0}

v

g(x)zO@f(4x):0<:>4x:§v4x:4<:x:§vx:1
Zeros de g: 3 el

g .

X X 5
b) Dh={§:xeDf}={§:xe[O, 5]}=[0, §j|
Conjunto dos zeros de h: {xe[o, g}:h(x)=0}
h(x):0<:>f(3x):0c>3x:%v3x:4c>x:%vx:§

1
Zerosde h: — e ﬂ
2 3

Funcoes

54.1.
a) Sendo g(x)=—f(x), sabe-se que o grafico de g é aimagem

do grafico de f pela reflexdo de eixo Ox. Entdo, a representagdo
grafica da fungdo g é a seguinte:

b) Sendo h(x)=f(-x), sabe-se que o grafico de h é aimagem

do grafico de f pela reflexdo de eixo Oy. Entdo, a representacdo
grafica da fungdo h é a seguinte:

54.2. Sendo i(x)=—f(x)+2, o gréfico de i é aimagem do
grafico de f pela reflexdo de eixo Ox seguida da translagdo

vertical de vetor (0, 2).

Ora, o contradominio da fungdo f é [-2, 2].

Entdo, D, ={—f(x)+2:xeD, | =[-2+2, 2+2]=[0, 4].

54.3. Os zeros da fungdo fsdo -1, 2 e 4.

D, ={-x:xeD;|={-x:xe[-2, 4]} =[-4, 2]

Conjunto dos zeros de h: {x €[4, 2]:h(x) :0} .

h(x)=0<:>f(—x)=0c>—x=—1v—x=2v—x=4©
ox=lvx=-2vx=-4

Zerosdeh: —4,-2 e 1.

54.4.Sendo j(x)=kf(x)-1,keR", entdo

D, ={kf(x)-1:xeD,|=[-2k-1, 2k-1].
Como se sabe que D} :[—Z, é},tem-se:
2 2
—2k—1=—Z —2k=—E k=
2 2

2k—1=§ 2k=E k=
2 2

Proposta 16

16.1.
D; :{XelR:XZ—4730}:{X€|R:X¢2/\X¢—2}:|R\{—2, 2}

X —4=0x=4x=2vXx=-2
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16.2. D; :{xelR:i/l—x 7&0}

f-x#0 e~ (-x=0) o~n(1-x=0) &~ (x=1) S x#1

D, =R\ {1}

16.3. Df:{xelR:XZO/\erl:tO}

X20AX+1#0< x20A~(x+1=0)=x20A~(x=-1)=
S x20Ax#-1x20

D, =R,

16.4. D, ={x<cR:x’ +4%0/ =R

Nota: A condi¢do X +4#0 é universal.

1-2
16.5. Df:{xelR:x— . Xzo}

X—TX20®2x—1+2x20<:>4x21®x2%

1
D, =|—,+o
! [4 {

16.6. D, ={xelR:1—x20/\x¢0}
1-x20Ax#20 —xXx2-1Ax20x<1Ax#0
D, =}, 1]\ {0}

Proposta 17

17.1. 0, :[3, Z}
2’2

17.2.
Atendendo ao contradominio da fungdo f sabe-se que, se

N 9 7 9 7
a,beD, entdo ——<f(a)<—e _Z<f(p)<=.
s S <fla)s5 e Z<p(b)<]

9 7 7 9

Ora,se ——< f(b)<— entdotem-se ——<—f(b)<—.

ra, se 2f()zenaoemse 5 f()2
7
_Z< <t
o)<
9

——< 7f(b) SE Adicionando membro a membro, tem-se:
-8<f(a)-f(b)<8

Ent8o, a proposicdo Ja,beD,: f(b)-f(a) :g é falsa

[pois %>8).
17.3. Como f(ﬁ)<o e f(n)>0, entdo f(\/i)xf(rt)<0.

17.4. D, ={xeD, : f(x) =0} ={xe[-3, 4]:x#-2Ax#1Ax#3]

=[-3, 4]\{-2, 1, 3}
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Proposta 18

18.1.

a) Para determinar f(S) os zeros da funcdo f é necessario
definir a semirreta com origem no ponto (—1, —2) e que passa
no ponto (3, 1).

Sabe-se que a semirreta é definida por uma condigdo do tipo

1—(—
y=mx+b,emque m= ( 2)23.
3-(-1) 4

Como o ponto de coordenadas (3, 1) pertence a semirreta,

entdo tem-se:

1=§><3+bc>1=g+b<:>b=1—g<:b=—E
4 4 4 4

3 5
Assim sendo, a semirreta é definida pela condigdo y =ZX_Z .

3 5
Portanto, se x> -1 tem-se f(x):Zx—Z.
5.2 1> 5105
4 4 4 4 2°
b) Para determinar f(—7) os zeros da fungdo f é necessario

Entdo, f(5) =%x

definir a semirreta com origem no ponto (—1, —2) e que passa
no ponto (-4, 2).
Sabe-se que a semirreta é definida por uma condigéo do tipo

2—(-2
y=mx+b ,em que mzi( ):i:_ﬂ_
-4-(-1) -3 3

Como o ponto de coordenadas (—4, 2) pertence a semirreta,

entdo tem-se:

2=—£><(—4)+bc:>2=E+bc:>b=2—E<:>b=—E
3 3 3 3

4 10
Assim sendo, a semirreta é definida pela condigdo y :_EX_? .
4 10
Portanto, se x <—1 tem-se f(x)=—gx—?.
4 10 28 10
Entdo, f(-7)=——x(-7)-—=——-—=6
O
3 5 4
o f(x)=0&| =x-==0Ax>-1|v| ——x——=0Ax<-1
4 4 3
@(X:EAX>—1JV(X:—EAX<—1J<:>
3 2
5
S X=—VX=——
2
5 5
Zeros da fungdo f: — e —.
o f 2 3
18.2.
5 5 .
X — ot — 0
£(x) . o | - o -

18.3. D, :{xeDf :—f(x)ZO}z{erR:f(x)SO}

Il

|
N w;
w|uv
| S|



Proposta 19

19.1. Uma possivel representagdo grafica da fungdo g é a
seguinte:

=71

19.2. O méximo absoluto é 5 e o respetivo maximizante é 7.
O minimo absoluto é —2 e o respetivo minimizante é 3.

19.3.
a) Como a funcio g é estritamente decrescente em [1, 3] , entdo
9(2)<g(1).

Logo, g(2)-g(1)<0.

b) Como a funcdo g é estritamente crescente em [3, 7] , entdao
g(6)>g(4), ouseja, g(6)-g(4)>0.

Como a fungdo g é estritamente crescente em [—3, 1] , entdo
g(-2)>g(-3), ouseja, g(-2)>0.

9(6)-9(4)

a(-2)

Sendo g(6)—g(4)>0 e g(-2)>0, entdo >0.

Proposta 20

20.1.

a) Consideremos dois objetos quaisquer, x, e x, , pertencentes
a IR, tais que x, <x,.

X, <X, < =3x, >-3x, & -3x, +2>-3x, +2& f(x,)> f(x,)
Conclui-se, entdo, que a fungdo f é estritamente decrescente.

b) Consideremos dois objetos quaisquer, x, e x, , pertencentes
a R, tais que x, <x,.

2x, =5 - 2)(273—5 -

X, <X, & 2%, <2X, < 2%, —5<2x, -5&

< f(x)<f(x,)
Conclui-se, entdo, que a fungdo f é estritamente crescente.
c) f(x)=(2x-1) —4(x" +x)=4x" ~4x+1-4x" —4x=-8x+1
Consideremos dois objetos quaisquer, x, e x,, pertencentesa
IR, tais que x, <x, .
X, <X, < —8x, >—8x, < —8x, +1>-8x, +1< f(x,)>f(x,)
Conclui-se, entdo, que a fungdo f é estritamente decrescente.
20.2.
a) g(x)=2kx—3x+k=(2k-3)x+k

Funcoes

a1) Uma funcio afim é estritamente crescente se o declive for
negativo.
Entdo a fungdo g é estritamente crescente se 2k—3>0.

2k—3>O<:>k>§c>ke é, +00

2 2
a2) Uma fungdo afim é linear se o declive for nulo.
Entdo a fungdo g é linear se 2k—3=0.
2k—3=0<:>k=;.

b) Como o ponto P(—l, 3) pertence ao gréfico de uma das

fungbes da familia, tem-se g(—l): 3.

g(-1)=3<(2k-3)x(-1)+k=3< -2k+3+k=3 = —-k=0<
< k=0

Entdo, g(x)=-3x.

Vamos provar que a fungdo é estritamente decrescente (pois o
declive é negativo).

Consideremos dois objetos quaisquer, x, e x,, pertencentes a
IR, tais que x, <x,.

X, <x, < =3x,>-3x, & g(x,)>a(x,)

Conclui-se, entdo, que a fungdo g é estritamente decrescente.

Como o grafico da fungdo g passa na origem, o zero da fungdo é
0.

Proposta 21

21.1.
a) Sejam x,,x, € |-, 0] tais que x, <x,.
Logo, —x, >—x, (representando —x, e —x, ndmeros ndo
negativos).
Entdo, (—x, ) >(~x,)’, ouseja, x? > x2.
X >x < -5x <-5x; < f(x, )< f(x,)
Assim, x, <x, = f(x,)<f(x,) . Entdo f é crescente em
]—oo, 0].
Sejam agora x, X, e[O, +oo[tais que x; <Xx,.
Entdo, x} <x;.
X; <xi < -5x2>-5x; < f(x,)>f(x,)
Assim, x, <x, = f(x,)> f(x,) . Entdo f é decrescente em
[0, +oof.
b) Sejam x,,x, €[0, +oof tais que X, <x,.
Entdo, x; <xI.
2 2 1, 1,
X <X SN <K <g(x)<g(x,)
Assim, x, <x, =g(x,)<g(x,).Entdo g é crescente em
[0, +oof .
Sejam agora x,,x, € ]—oo,O] tais que x, <x,.
Logo, —x, >—x, (representando —x, e —x, nimeros ndo
negativos).

Entdo, (—x, )2 >(—x, )2 ,ouseja, x2>x2.

X2 > @%xf >%x22 <g(x)>g(x,)
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Assim, x, <x, =g(x,)>g(x, ). Entdo g é decrescente em
]—oo, O].

21.2.

a) Como k<—-2 efécrescente em |-, 0], entdo
f(k)<f(-1),ouseja, f(k)-f(-1)<0.

b) Como 4>5 e g é crescente em [0, +o[ , entdo

g(4)>g(5),ouseja, g(5)-g(4)<0.

Proposta 22

22.1.

a) A distancia da bola a bandeira decorridos 25 s é dada, em
metros, por 2x25+5, ou seja, é igual a 55 metros.

. d
Nota: Da Fisica sabe-se que v:?ed:vxt.

b)2mine12s=72s
A distancia da bola a bandeira decorridos 72 s é dada, em metros,
por 2x72+5, ou seja, é igual a 149 metros.

22.2. d(t)=5+2t

22.3. d(t)=35<5+2t=35<2t=30<t=15

Decorreram 15 segundos até que a bola se encontre a 35 metros
da bandeira.

22.4. Se o ponto P é o ponto de grafico de d de ordenada 145
entdo P(t, 145), tal que d(t)=145.
d(t)=145<5+2t =145 2t =140t =70.

Entdo, a abcissa do ponto P é 70.

Proposta 23

23.1.

a) Observando a representagdo grafica da fungdo f constata-se
que VxeD,, f(x)<6,ouseja, VxeD,, f(x)<f(8).

Entdo, a=8.

b) Observando a representagio grafica da fungdo f constata-se
que VxeD,, f(x)=-2,ouseja, VxeD,, f(x)=f(6).

Entdo, b=6.

) Observando a representacao gréfica da fungdo f constata-se
que Vxel1, 3[, f(x)<3,ouseja, Vxe1, 3, f(x)<f(2).
Entdo, c=2.

d) Observando a representacg3o grafica da fungdo f constata-se

que Vxe[1, 2], f(x)zg,ou seja, Vxe[1, 2[, f(x)=f(1).

Entdo, d=1.
e) Maximos relativos: 3 e 6; Maximo absoluto: 6; minimos

3
relativos: -2 e E; minimo absoluto: —2.

23.2. Afungdo f é limitada porque VxeD,, —2<f(x)<6.
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Proposta 24

24.1. Seja xeD,, entdo x<2.

xS2<:>§£1c>—%2—1©—§+32—1+3<:>f(x)22

Assim sendo, a fungdo f é minorada mas ndo é majorada. Logo, a
fungdo f ndo é limitada.
O minimo absoluto é 2.

24.2. Seja xeD,,entdo x<2.

Xx<2&3x<6o3x-1<6-1< f(x)<5

Assim sendo, a fung¢do f é majorada mas ndo é minorada. Logo, a

fungdo f ndo é limitada.

O maximo absoluto é 5.

24.3. Seja xeD,,entdo x<2.

Consideremos xeD; A x<0.

Ora, x<0< —x>0. Entdo (—x)2 >0, ouseja, x’>0.

x>0 -2x" <-2x0< f(x)<0

Entdo, V x<0, f(x)<0.

Consideremos agora xeD, :0<x<2.

0<x<20<xX <4 X 20AX <4< -2x" <0A—2x">-8
< -8<-2x*<0

Entdo, ¥ x€[0, 2],-8<f(x)<0.

Como V x<0, f(x)<0 e Vxe[0, 2],-8<f(x)<0, conclui-se

que VxeD,, f(x)<0.

Assim sendo, a fungdo f é majorada mas ndo é minorada. Logo, a
fungdo f ndo é limitada.
O maximo absoluto é 0.

24.4. Seja xe D, ,entdo x<2.
Consideremos xeD; A x<0.

Ora, x<0< —x>0. Entdo (—x)2 >0, ouseja, x’>0.
x> 0

X >0 "—>=<f(x)>0
3 3

Entdo, V x<0, f(x)>0.

Consideremos agora xeD, :0<x<2.

2 4 2
0<x<200<x? <4 <X Ao X 2
373 3 33
4
Entdo, ¥ x €[0, 2],0Sf(x)£§

Como V x<0, f(x)>0e VXG[O, 2],0Sf(x)£§,conclui-se

que VxeD,, f(x)=0.

Assim sendo, a fungdo f é minorada mas ndo é majorada. Logo, a
fungdo f ndo é limitada.

O minimo absoluto é 0.



Proposta 25

25.1.

a) Para determinar o zero da fungdo f compreendido entre 2 e 5
é necessario definir o segmento de reta de extremos nos pontos
de coordenadas (2, 4) e (5, —2).
Sabe-se que o segmento de reta é definido por uma condigdo do
tipo y=mx+b , em que m:ﬂ:_—e:fZ .

5-2 3
Como o ponto de coordenadas (2, 4) pertence ao segmento de

reta, entdo tem-se:

4=-2x2+b4=-4+b<=b=8

Assim sendo, o segmento de reta é definido pela condigdo
y=-2x+8,0useja, Vxe[2, 5], f(x)=—2x+8.

f(x)=0Axe[2, 5]<>—-2x+8=0Ax€[2, 5]<

o x=4Axel2, 5] ©x=4
Entdo, os zeros da fungdo f no intervalo [0, 5] sdo 0 e 4.
Como D, = [—5, 5] e f é uma fungdo impar, conclui-se que os

zeros de fsdao—4,0e 4.
Como D, =[-5, 5], f(x)=g(x) quando x&[0, 5] egéuma

fungdo par, conclui-se que os zeros de g também sdo —4, 0 e 4.

b) Como f é uma funcdo impar, f(—gj :—f(gj .

Se xe[0, 2], entdo f(x)=mx.
f(2)-£(0) _a-0_

2-0 2
Logo, Vx [0, 2], f(x)=2x.

Assim, tem-se: f(fgj =—f [%) = —(2 X gj =-3.

c)se xe[0, 5], f(x)=g(x) .
Entdo, g(3)=f(3)=-2x3+8=2.

2,

25.2. Quadro de variagdo e extremos relativo a fun¢ao f:

X =5 -2 2 5

£(x) 2 Ny -4 Ve 4 Ny -2

Quadro de variagdo e extremos relativo a fungédo g:

X -5 -2 0 2 5

gx) |2 /a4 N o a2

Proposta 26

26.1. D, =[-4, 6]

26.2. Por exemplo, no intervalo [0, 4] a fungdo f é decrescente

porque Vx,,x, €[0, 4], x, <x, = f(x,)>f(x;)-

26.3. 2 é um minimo ndo absoluto, ou seja, um minimo relativo,
e —4 é o respetivo minimizante.

NEMA10PR-10

Funcoes

26.4. A equagdo f(x)=k tem exatamente trés solu¢des quando
ke[2, 4] pois nestes casos a reta de equagdo y =k interseta o
grafico da fungdo f em trés pontos.

26.5. Por observacgdo grafica sabe-se que

f(x)<4exel-6, —2[U]4, 10].

26.6.
a) Sendo g(x)=f(x+2)-1, entdo o grafico da fungdo g é a
imagem do grafico de f pela translagdo de vetor 17(—2, —1).
Se g(x)=f(x+2)-1 e D,=[-6, 10], entdo
D, =[-6-2, 10-2]=[-8, 8].
Se g(x)=f(x+2)-1e D'f =[-4, 6], entdo
D, =[-4-1, 6-1]=[-5, 5].
b) Sendo h(x)=%f(x) , entdo o grafico da funcdo h é a imagem
do grafico de f pela contragdo vertical de coeficiente 1

2
Se D, =[-6, 10], entdo D, =D, =[-6, 10] .
Se D’, :[—4, 6],ent§o D,', :[—4><%, 6X%:|:[—2, 3].
Conjunto dos zeros de h: {x €[-2, 3]:h(x)= O}
h(x):O@%f(x):O@f(x):O@x:Sv x=9

Zerosde h:5e9.

Proposta 27

27.1. O grafico da fungdo g pode ser obtido a partir do grafico da
funcgdo f através da reflexdo de eixo Ox seguida da translagdo de

vetor G(0, 1).

O grafico da fungdo h pode ser obtido a partir do gréfico da
fungdo f através da translagdo de vetor G(-2, 0).

O gréfico da fungdo i pode ser obtido a partir do grafico da
funcgdo f através da dilatagdo vertical de coeficiente 2.

O gréfico da fungdo j pode ser obtido a partir do gréfico da
funcgdo f através da dilatagdo horizontal de coeficiente 4.

27.2.

a) Se D, =[-3, 2], entdo D, =[-2+1, 3+1]=[-1, 4].
b) h(x)=0= f(x+2)=0&x+2=2<x=0.

c) Se D, =[-3, 2], entdio D, =[-3x2, 2x2]=[-6, 4].
d) Conjunto dos zeros de j: {xe[O, 16]:j(x):0}

. X X
j(x)=0<3f(zj=0<:>1=2<:>x=8

Zero de j: 8.
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27.3. O grafico da fungdo m pode ser obtido a partir do grafico
da fungdo f através da reflexdo de eixo Oy. Entdo, o quadro de
sinais relativo a fungdo m é o seguinte:

X -4 -2 0
m(x) -3 _ 0 + 2

Proposta 28

28.1. Como a temperatura foi registada entre as 8 horas e as 12
horas e h representa o tempo, em horas, decorrido apds as 8
horas, entdo h varia entre 0 e 4.

Portanto, D=[0, 4].

28.2.0ra, 10h30 min=10,5h e 10,5-8=2,5.

A temperatura as 10 h e 30 min é dada, em graus Celsius, por
7(2,5).

7(2,5)=-2,5° +6x2,5" —8x2,5+4=5,875.

As 10 h e 30 min a temperatura era de 5,875 °C.

28.3.

a) Escolhendo uma janela de visualizagdo adequada, comeca-se
por obter uma representacgdo grafica da fungdo. Em seguida
determinam-se os extremos absolutos da fungdo.

Flotl Flok: Floks WIKDOW
N ECEIHERE SRt Amin=a
4 Hmax=4
~zll Ascl=1
=M= Ymin= -2
Wy = Ymax=18
=NMe= YMzcl=1
M= “re==1

Hiniraurm
W BYE20127 Y=92070HEE

Haxirmurm

HEZARYREAY  Y=P.079201Y
No periodo de tempo considerado a temperatura maxima foi de,
aproximadamente, 7,1 °C e a temperatura minima foi de,
aproximadamente, 0,9 °C.

Entdo, a amplitude térmica foi de, aproximadamente, 6,2 °C
(7,1-0,9).

b) Representam-se, no mesmo referencial, os gréficos das
fungBes y=T(h) e y=6, quando x &[0, 4], e, em seguida,
determinam-se as abcissas dos pontos de interse¢do dos dois
graficos.

)

o

e

oy

Inkerscckion
H=Z.Ex01BEEY Y=8
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)

Inkerseckion
W=ZG7ELZ00 Y=g

Utilizando valores aproximados as centésimas, conclui-se que
T(h)>6<2,54<h<3,68

Sabe-se que 3,68h—-2,54h=1,14h e

0,14 h=0,14%x60 min=8,4 min .

Entdo, a afirmacdo é falsa pois, no periodo considerado, a
temperatura foi superior a 6 °C durante, aproximadamente, 1 h e
8,4 min.

Proposta 29

D, :{xelR:2x3—7xz+2x+3¢O}
Como 1 ndo pertence ao dominio sabe-se que 1 é zero do
polinédmio 2x* —7x*> +2x+3.
Entdo, 2x° —7x° +2)(+3:()(—1)(ax2 +bx+c) ,sendoa,bec
nimeros reaise a#0 .
2x° —7x° +2x+3:(x—1)(ax2 +bx+c)<:>
&2 -7x +2x+3=ax’ +bx* +cx—ax’ —bx—c <
<2’ -7x* +2x+3=0ax’ +(b—0a)x’ +(c—b)x—c =

a=2 a=2
b—-a=-7 b=-5
(= =
c—-b=2 2=2
-c=3 c=-3

Portanto, 2x> —7x +2x+3=(x—1)(2x2 —5x—3) )

_5+4/25+24
4

1
2x* —5x-3=0<x= <:>x:3\/x=—5

1
Assim sendo, D, :IR\{fE, 1, 3} .

Proposta 30
Sabe-se que f(x)=ax+b,a#0 e g(x)=f(x+2).

Como a reta que representa o grafico de g, interseta o eixo Ox no

1
ponto A[fi, O) e o eixo Oy no ponto B(0, 1), tem-se:

1) _ 1o 3. E
g(_ij_(]@ f[ 2+2j 0@ f[zj 0c> a><2+b—0

f(2)=1 ax2+b=1



Proposta 31
Sabe-se que 2 é uma raiz do polinémio 2x* + x> —13x+6, entdo
tem-se: 2x° + x> —13x+6 :()(—2)(ax2 +bx+c) ,sendoa,bec
nimeros reaise a#0 .
2% +x° 713x+6:(x72)(ax2 +bx+c)<:>

<2 +x* =13x+6=ax’ +bx* +cx—2ax> —2bx —2c

<23 +x'—13x+6=ax’ +(b—2a)x* +(c—2b)x -2c

a=2 a=2
b-2a=1 b=5

& =
c—2b=-13 -13=-13
—-2c=6 c=-3

Portanto, 2x> +x* —13x+6=(x—2)(2x* +5x-3).

_5+V25+24 1

2x* +5x—-3=0<x X=—vXx=-3
4 2

1
Conjunto dos zeros da fungdo f: {—3, E’ 2}.
1
g(x)=0<3f(2x)=0<32x=—3\/2x=5v2x=2<3
1
SX=——VX=—Vvx=1
4
31
Zeros da fungdog: ——, — e 1.
ca0g 2 4
Proposta 32

32.1. Sendo g(x)=f(§] e D, = [a, b], entdo D, =[2a, 2b].

Sabe-se, ainda, que D, =[-3, 9].

Entdo, tem-se 20:—3/\2b:9c>a:—§/\b:§.

32.2. Sendo g(x):f(gJ ,entdo f(x)=g(2x).
f(x)=0<g(2x)=0<2x=0v2x=6v2x=9 &

c>x:0vx:3vx:§

32.3. Sendo h a fungdo cujo grafico se obtém a partir do gréfico

da fungdo g, por aplicacdo da translagdo de vetor 3(2, O), entdo

h(x)=g(x-2).

a) Como D, =[-3, 9] e h(x)=g(x—-2), entdo

D, =[-3+2, 9+2]=[-1, 11].

b) Conjunto dos zeros de h: {x e[-5, 7]:h(x)= 0} .

h(x)=0<g(x-2)=0&x-2=0vx-2=6vx-2=9&
&Sx=2vx=8vx=11

Zerosde h: 2,8 e 11.

32.4. Sendo i a fungdo cujo grafico se obtém a partir do gréfico

da fungdo g, por aplicacdo da translagdo de vetor ;(O, k) kelR,

entdo i(x)=g(x)+k.

Funcoes

Como D! =[-2, 2] e i(x)=g(x)+k, entdo D, =[-2+k, 2+k].
A fungdo i ndo tem zerosse —2+k>0 v 2+k<0.
—2+k>0vVv 2+k<0& k>2vk<-2.

Entdo, a fungdo i ndo tem zeros se k e |-, —2[U]2, +o .

55. A representagdo grafica de uma fungdo do tipo

y=ax’,a#0, é uma parabola que tem a concavidade voltada
para cima se a>0 e que tem a concavidade voltada para baixo
se a<0. Paraalém disso, sabe-se que quanto maior é o valor

absoluto de a, menor é a abertura da pardabola.

Entdo pode-se estabelecer a seguinte correspondéncia entre as
fungBes e as representagbes graficas:

=P I—>P,; Il >P,; IV—>P, e V—P,.

56. O gréfico de g situa-se na regido sombreada se
2p>0 A 2p<3.

3 3
2p>0 A 2p<3<p>0 A p<5c>pe]0, E[

57.1. Como g é a fungdo cujo grafico é a imagem geométrica do

grafico da funcdo f, definida por f(x) =3x’, pela translagdo de
vetor ii(4,0), entdo g(x)=3(x—4)z.
57.2. O eixo de simetria da parabola que representa o grafico de

g é areta de equagdo x=4.

1
58.1. O vértice da parabola é o ponto V(_E' Oj . Entdo, a

2
1
fungdo é do tipo y:a(x +Ej ,a#0.
Como o ponto de coordenadas (0, 1) pertence ao grafico da
fungdo, tem-se:

2
1 1
a(0+fj =loax—=1<a0=4.
2 4
1 2
Conclui-se, entdo, que a fungdo é definida por y =4(X+Ej .

58.2. O vértice da parabola é o ponto V(3, 0). Entdo, a fungdo é

do tipo y:a(x—3)2, a#0.

9
Como o ponto de coordenadas [O, ij pertence ao grafico da

fungdo, tem-se:
9 9 1
a(0—3)2 =~ oax9=——a=—-.
2 2 2
1
Conclui-se, entdo, que a fungdo é definida por y =—E(X—3)2 )
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59.1. D, =R e D, =R},

O quadro de variagao relativo a fungdo f é o seguinte:

X —00 2 +00

f(x) N 0 7

A fungdo f tem um minimo absoluto igual a 0.
D,=R e D,=R,.

O quadro de variagdo relativo a fungdo g é o seguinte:

X —00 -1 —+00

g(x) / 0 N

A fungdo g tem um maximo absoluto igual a 0.
59.2. O vértice da parabola representativa da fungdo f é o ponto
V(2,0). Entdo, f(x):a(xfz)2 .

f(O):2<:>a(0—2)2 :2<:>a><4:2©a:%.

Conclui-se, entdo, que f(x):%(x—z)z .

O vértice da pardbola representativa da fungdo g é o ponto
V(~1,0).Entdo, g(x)=a(x+1).
9(-3)=-4=a(-3+1) =4 axd=-4a=-1.

2

Conclui-se que g(x)=—(x+1)

60.1. Como a parabola que representa o grafico da fungdo f é
simétrica em relagdo a reta x =-3, conclui-se que h=-3. Entdo,
f(x):a(x+3)2 .

Como o ponto P(—5, —1) pertence ao grafico de f, entdo

f(-5)=-1.
1
f(-5)=-1ea(-5+3)’ =-leaxd=-loa=—
R - 1 2
Conclui-se, entdo, que f(x)=—Z(x+3) .
O quadro de variagdo relativo a fungdo f é o seguinte:

X —00 =3 ~+00

£(x) 7 0 N

60.2. f(x)=-9& —%(X+3)2 =9 (x+3) =36

&S Xx+3=6VvXx+3=—6<x=3vx=-9

pég. 63|

61.A(0, £(0)) e f(0)=3, entdo A(0, 3).

C(O, g(O)) e g(0)=-1,entdo (0, —1).

£(0, h(0)) e h(0)=1, entdo £(0, 1).

B(x, 0),talque f(x)=0Ax<0.
f(x):0<:>—0,5x2+3=0©x2:GQX:ngx:—\/g

Entdo, B(—\/g, 0).

148

D(x, 0), tal que h(x)=0Ax>0.

g(X):OQZXZ—].:O@XZ:EQX:\/EVX:—\/IQ
2 2 2
V2

2
SOX=—VX=—
2 2
Entdo, D[\/ZE, O].

62.1. O vértice da parabola representativa da fungdo é o ponto

de coordenadas (0, 2) . Entdo, a fungdo é definida por uma
expressdo do tipo y=ax’+2.

O gréfico passa no ponto de coordenadas (2, 4) , logo tem-se:

1
a><22+2=4©ax4:2<:>a=5 .
) ~ ~ s« 1
Conclui-se, entdo, que a expressdo da fungdo é y =X +2.

62.2. O vértice da parabola representativa da funcdo é o ponto

de coordenadas (O, 5) . Entdo, a fungdo é definida por uma
expressdo do tipo y=ax’ +5.

O grafico passa no ponto de coordenadas (3, 0) , logo tem-se:

5
a><32+5:0©a><9:—5©a:—§.

. ~ ~ . 5
Conclui-se, entdo, que a expressdo da fungdo éy =—§x2 +5.

pig. 6

63. A representacdo grafica da fungdo definida por y =3x*é uma
pardbola de vértice V(O, 0) , entdo corresponde a fungdo f.
Como o grafico de j é aimagem do grafico de f pela translagdo
horizontal de vetor (4, 0), entdo j(x):3(x—4)2.

Como o grafico de g é aimagem do grafico de f pela reflexdo de
eixo Ox, seguida da translagdo vertical de vetor U(O, 4) , entdao

g(x)=—3x2 +4.

Como o grafico de h é aimagem do grafico de f pela reflexdo de
eixo Ox, seguida da translagdo horizontal de vetor G(—3, O) )
entdo h(x)=-3(x+ 3)2 .

Como o grafico de i é a imagem do gréfico de f pela reflexdo de
eixo Ox, seguida da translagdo vertical de vetor 17(0, —2) , entdo

i(x)=-3x*-2.

64.

Parabola Coordenadas do vértice | Contradominio
y=—r+5 (05) = 5|
y=3x ++3 (0, x/i) [x/; +00[

, 1 1 1
=-2x"—= 0, —— —©, —
i ) |
y=-4(x-3) (30) J-==, 0]




65.1.
Coordenadas do vértice | Equagdo do eixo de simetria
f(x) (0,3) x=0
g(x) (5,0) x=5
hix) (-1,-4) x=-1

65.2. Fungdo f
Dominio: IR
Contradominio: |-, 3]

f(x)=0e-0,2x*+3=0 x* =15 x =15 v x=—/15

Zeros: 7\/E e \/E
Sinal: _15 m\.ﬁ

f(x)>0c>xe}—\/ﬁ, \/E[
f(x)<0<:>xe}—oo, —\/E[U}/E, +oo[

Monotonia:
fécrescente em |-, 0].

fé decrescente em [0, +oof .
Extremos:

f tem maximo absoluto igual a 3.
Fungdog

Dominio: IR

Contradominio: [0, +oof

g(x)=0<:>2(x—5)z =0<:>(x—5)2 =0 x-5=0cx=5

g(x)>0< xeR\{5} +
Monotonia:

g é decrescente em |-, 5] .

g é crescente em [5, +oof .

Extremos:

g tem minimo absoluto igual a 0.
Fungdo h

Dominio: IR

Contradominio: |-, —4]

Zeros: A fungdo ndo tem zeros pois 0¢ D'h .

Y

Sinal:
h(x)<0exeR A
Monotonia:

h é crescente em |-, —1] .

h é decrescente em [-1, +oo| .

Extremos:
f tem maximo absoluto igual a —4.

66.1. Designemos por V(x,, y,) o vértice da pardbola
representativa da fun¢do. Sabe-se que y, =2 e atendendo a
simetria da parabola em relagdo a reta x = x, , conclui-se que

_—3+1

, -1.
2

X

Funcoes

Entdo, a fungdo é definida por uma expressdo do tipo
y:a/(x+1)2 +2.

O grafico passa no ponto de coordenadas (1, 0) , logo tem-se:
ax(1+1) +2:0©a><4:72<:>a:7%.

Conclui-se, entdo, que a expressao da fungdo é

y:—% (x+1)z +2.

66.2. O vértice da parabola representativa da fungdo é o ponto

3
de coordenadas (E' —3) . Entdo, a fungdo é definida por uma
3 2

expressdo do tipo y =G(X—Ej -3.

- 7
O grafico passa no ponto de coordenadas > 0 |, logo tem-se:

7 3Y 3
ax| ——=| —3=0<ax4=3<a=—.

2 2 4

2
. - . . 3 3

Conclui-se, entdo, que a expressdo da fungdo éy :Z x——| —-3.

2

66.3. Designemos por o vértice V(x,, y, ) da parabola
representativa da fungdo. Sabe-se que y, =—2 e atendendo a

simetria da parabola em relagdo a reta x = x,, conclui-se que

-1+5
X, = =
2
Entdo, a fungdo é definida por uma expressdo do tipo
y:a(x—z)2 -2.

2.

O grafico passa no ponto de coordenadas (5, 0) , logo tem-se:

ax(5-2) 72:0<:>a><9:2®a:§.

2
Conclui-se, entdo, que a expressao da fungdo é y:§ (x—z)2 -2.

67.1. f(x)=0<-2(x-3) +8=0(x-3) =4

S x—-3=2vx-3=-2&x=5vx=1

Sinal

Atendendo a que a representagdo grafica da fungdo tem a
concavidade para baixo e aos zeros, podemos tirar as seguintes
conclusdes quanto ao sinal da fungdo:

X —00 1 5 +00

f(X) - 0 + 0 _

67.2. f(x)=0=2(x+1) +5=0 (x+1)’ :%

equacgdo impossivel
Entdo, a fungdo ndo tem zeros.
Sinal
Como a fungdo ndo tem zeros e atendendo a que a
representacdo grafica da fungdo tem a concavidade para cima,
podemos concluir que a fungdo é sempre positiva.
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2

1Y 17 1
67.3. f(x):O©—4(x—fj +1:0<:>(x—7) =<
2 2 4

1 1 1
SOX——=—V X——=——>x=1vx=0
2 2
Sinal
Atendendo a que a representagdo grafica da fungdo tem a
concavidade para baixo e aos zeros, podemos tirar as seguintes

conclusdes quanto ao sinal da fungdo:

X —00 0 1 +00

f(x) - 0 + 0 -

67.4.
f(x)=0e —2(x-1) =0 (x-1) =0 x-1=0x=1

Sinal

Atendendo a que a representagdo grafica da fungdo tem a
concavidade para baixo e sé tem um zero, podemos tirar as
seguintes conclusGes quanto ao sinal da fungdo:

X —0o 1 +00

f(x) - 0 -

68.1. As abcissas dos pontos A e B correspondem aos zeros da
fungéo f.

f(x)=0ex* +x-2=0cx= Sx=-2vx=1

-1+41+8
2

Entdo, A(-2, 0) e B(1, 0).

68.2.

a) ¢(0,f(0)) e f(0)=-2,entdio €(0, -2).
ABxOC 3x2

T Ty

b) Designemos por V(x,, y,) o vértice da parabola

A

representativa da fungdo. Atendendo a simetria da parabola em

N ) -2+1 1
relagdo areta x=x,, conclui-se que x, = =5
2
1 1 1 11 9
Entdo, y, =f| —= |=| —= | +| = |-2="—=-2=—.
2 2 2 4 2 4
B ABx‘yv‘ 3X4 27
[ABV] 2 2

68.3. Como o vértice da pardbola é o ponto e a concavidade é
) ) : 9 1
voltada para cima, conclui-se que D, = 72, +o00| eque x=—5

é uma equacdo do eixo de simetria.

69. No caso das parabolas P, e P; a concavidade esta voltada
para cima, entdo conclui-se que a>0.

No caso das pardbolas P; e P4 a concavidade esta voltada para
baixo, entdo conclui-se que a<0.
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As fungBes cujas representagdes graficas sdo as pardbolas P; e Ps
tém dois zeros, entdo A>0.

A fungdo cuja representacgdo grafica é a parabola P, ndo tem
zeros, entdo A<O0.

A fungdo cuja representagdo grafica é a parabola Pstem um Unico
zero, entdo A=0.

Resumindo, tem-se:

Pardbola y=ax’ +bx+c | Sinaldea | Sinalou valor de A
P, - +
P, + -
Py + +
P - 0

70.1.
y=-3x"+6x+2=-3(x" —2x)+2=-3(x" —2x+1-1)+2=

=-3(x-1)" +3+2=-3(x-1)" +5
70.2. As coordenadas do vértice sdo (1, 5).

70.3. Uma equacdo do eixo de simetria é x=1.
70.4. A pardbola tem a concavidade voltada para baixo pois
a<0 eovértice éV(1, 5) , logo a fungdo é crescente em

]—oo, 1] .

71.1.
f(x)=x"-6x+8=(x"—6x+9-9)+8=(x"~6x+9)-9+8=

=(x-3)" -1

Contradominio: [~1, +oo]

Zeros:
j'(x)=0<::>(x—3)2—1:0<3(x—3)2 =l x-3=1vx-3=-1&

Sx=4vx=2
ina

J;(x):<o@xe]2,4[ +\ /".;

f(x)>0exe]-o, 2[U]4, +of
Monotonia:
fé decrescente em |-, 3].

(%]

fécrescente em [3, +oof .

Extremos:
f tem minimo absoluto igual a —1.

71.2. f(x)=-x —4x:—(x2 +4x):—(x2 +4x+4—4):

=—(x2+4x+4)+4:—(x+2)2+4
Contradominio: |-, 4]

Zeros: f(x)=0&—x"—4x=0<—x(x+4)=0<
& —x=0vx+4=0&x=0vx=—4



%]

inal: /\

f(x)>0=xe]-4, 0]

f(x)<0e xel-o, —4[U]0, +o]
Monotonia:

fé decrescente em [-2, +oo].

fécrescente em ]-o0, —2].

Extremos:
f tem maximo absoluto igual a 4.

Tarefa 5

1.1. Como a parabola P; é a imagem da parabola P pela
translagdo horizontal de vetor (4, 0), entdo f, (x)=2(x —4)2
Como a pardbola P, é a imagem da pardbola P pela reflexdo de
eixo Ox seguida da translagdo de vetorﬁ(—3, 2) , entdo
f(x)==2(x+3)" +2

Como a pardbola P5; é a imagem da pardbola P pela translagdo de
vetor (-4, 3), entdo f(x) =2(x+4)2 +3.

Como a pardbola P4 é a imagem da pardbola P pela translagdo de
vetor (8, 4), entdo f, (x):z(x—8)2+4

Como a pardbola Ps é a imagem da pardbola P pela reflexdo de
eixo Ox seguida da translagdo de vetor (6, 2), entdo

fi(x)=-2(x—6)" +2.
Como a parabola Ps é a imagem da parabola P pela reflexdo de
eixo Ox seguida da translagdo de vetor &(-1, —2), entdo

fi(x)=-2(x+1)" -2.

Como a pardbola P; é a imagem da pardbola P pela translagdo de
vetor (-7, —3), entdo f, (x)=2(x+7)2 -3.

1.2. D',] =[0, +oo[ e 0 é minimo absoluto.

D =]-o0, 2] e 2 ¢ maximo absoluto.

D =[3, +o[ e 3 éminimo absoluto.
D [4, +oo[ e 4 é minimo absoluto.
D',S :]—oo, 2] e 2 é maximo absoluto.
D,6 =]-, —2] e -2 é maximo absoluto.
D =[-3, +o[ e—3 éminimo absoluto.
1.3.
X —00 -4 -2 +00
£ (x) - 0 + 0 -

1.4.

X 8

£ (x) N 4 a

1.5.

a) Sabe-se que £, (x)=2(x-4)" e f,(x)=-2(x+3)" +2.
Pretende-se determinar os valores de a, de b e de ¢, de modo

que f, (x)=af, (x=b)+c.

Funcoes

A parabola P; tem a concavidade voltada para cima e a parabola
P, tem a concavidade voltada para baixo, mas ambas tém a
mesma abertura. Donde se pode concluir que a=-1.

Os vértices das parabolas P1 e P, sdo os pontos de coordenadas
V,(4, 0) eV, (-3, 2) , respetivamente.

ComoV,V, =V, -V, =(-3, 2)-(4, 0)=(~7, 2) , conclui-se que
b=-7ec=2.

Assim sendo, tem-se que a=-1, b=-7 e c=2.

b) Sabe-se que fs(x)=—2(x—6) +2e f(x)=2(x- 8) +4.
Pretende-se determinar os valores de a, de b e de ¢, de modo
que f, (x)=af, (x—b)+c.

A pardbola Ps tem a concavidade voltada para baixo e a parabola
P,tem a concavidade voltada para cima, mas ambas tém a
mesma abertura. Donde se pode concluir que a=-1.

Os vértices das parabolas Ps e P, sdo os pontos de coordenadas
V,(6, 2) e V, (8, 4), respetivamente.

Como V.V, =V, -V, = (8, 4)—(6, 2)=(2, 2), conclui-se que
b=2ec=2.

Assim sendo, tem-se que a=-1, b=2ec=2.

c) Sabe-se que f,(x)=2(x+7) -3 e f,(x)=2(x+4) +3.
Pretende-se determinar os valores de a, de b e de ¢, de modo
que f, (x)=df, (x—b)+c.

As parabolas P; e P3 tém a concavidade voltada para cimaea
mesma abertura. Donde se pode concluir que a=1.

Os vértices das pardbolas P; e P3sdo os pontos de coordenadas
V,(=7, —3) e V, (-4, 3), respetivamente.

Como V,V, =V, -V, =(-4, 3)—(~7, -3)=(3, 6), conclui-se que
b=3 e c=6 .Assim sendo, tem-seque c=6, b=3 e c=6.
d) Sabe-se que f,(x)= 72(x76)2 +2e f,(x) :72()<+1)Z -2.
Pretende-se determinar os valores de g, de b e de ¢, de modo
que f; (x)=af, (x—b)+c.

As parabolas Ps e Pg tém a concavidade voltada para baixo e a
mesma abertura. Donde se pode concluir que a=1.

Os vértices das pardbolas Ps e Pg sdo os pontos de coordenadas

V, (6, 2) e V, (-1, —2), respetivamente.
ComoV,V, =V, -V, =(-1, —2)—(6, 2)=(~7, —4), conclui-se

que b=-7ec=-4.
Assim sendo, tem-se que a=1, b=-7 ec=-4 .

72.1. f(x)=x"—6x+5=(x"—6x+9-9)+5=

=(x*-6x+9)-9+5=(x-3) -
A representagdo grafica da fungdo f € uma parabola de vértice
V(3,—4) cuja concavidade estd voltada para cima, entdo o
minimo de f é —4. Como f(0) =5, o gréfico de f interseta o eixo
das ordenadas no ponto de coordenadas f(0)=5.
f(x)=0&(x-3)" ~4=0&(x-3) =4 x-3=2vx-3=-2
& x=5vx=1

O gréfico de finterseta o eixo das abcissas nos pontos de
coordenadas (1, 0) e (5, 0).
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72.2. O grafico de g é a imagem do gréfico de f pela translacdo

vertical de vetor (0, 2).

Entdo, as representagdes graficas das fungdes f e g sdo as
seguintes:

yh
f

51 1 y

0] 1 5 x o U/ 1

72.3. As coordenadas do vértice da pardbola representativa da
fungdo g sdo (3, —4)+(0, 2), ou seja, (3, —2).

73.1. Como —1 e 3 sdo os zeros da fungédo f, entdo
f(x)=a(x+1)(x-3).
Sabe-se que o ponto de coordenadas (—3, —6) pertence ao

grafico de f, logo tem-se:

f(-3)=-6<a(-3+1)(-3-3)=-6< 120:—6c>a:—%
%(x+1)(x73) .
Flx) =5 (1) (x-3)=-

Assim sendo, f(x)=-
1(x2 —3x+x—3):
2

—7%(% 72x+171)+7—7%(x2 72x+1)+%+g:

1
=—f(x—1)2 +2

2
Como a representacgdo grafica da fungdo f é uma parabola de
vértice V(l, 2) cuja concavidade estd voltada para baixo, entdo
D; =]—oo, 2].
73.2. O grafico de g é a imagem do gréfico de f pela translagdo
de vetori(1, 2) .

O quadro de variagdo da fungdo g é o seguinte:

X 2
g(x) / 4 N

A fungdo g é crescente em ]—oo, 2] , decrescente em [2, +00 [ e

tem maximo absoluto igual a 4.

73.3. h(x)=0<—f(2x)=0< f(2x)=0=2x=-1v2x =3

h(x)>0< f(2x)>0©f( 02x<-1v2x>3&

S

1
<3X<—7vx> S xe
2

152

h(x)<0< —f(2x)<0< f(2x)>0< 2x> -1 A2x<3 &

Tarefa 6

1.1. No caso | a parabola tem vértice no ponto de coordenadas
(0,1).
Entdo, o referencial a aplicar é o seguinte:

7 |

o X

No caso Il a parabola tem vértice no ponto de coordenadas
(2,3).

Entdo, o referencial a aplicar é o seguinte:

y 1

No caso Il a parabola interseta o eixo Ox nos pontos de abcissa
-le3.
Entdo, o referencial a aplicar é o seguinte:

Y L]

No caso IV a pardbola tem vértice no ponto de coordenadas
(-2, 0).
Entdo, o referencial a aplicar é o seguinte:

Y v

1.2. Situagdo |
A pardbola interseta o eixo das ordenadas no ponto de
coordenadas (0, 1) e ndo interseta o eixo das abcissas.

Situacdo Il

Se x=0, entdo y=—(0-2)" +3=-4+3=-1.

Sey =0, entdo tem-se:
—(x-2)'+3=0&(x-2) =3 x-2=3vx-2=-\3c

©x=2+\/§vx=2—\/§



Assim sendo, conclui-se que a parabola interseta o eixo das
ordenadas no ponto de coordenadas (0, —1) e o eixo das
abcissas nos pontos (27\/5, 0) e (2+\/§, O) .

Situacdo Ill

Se x=0, entdo y=0,5(0-3)(0+1)=-1,5.

Sey =0, entdo tem-se:
0,5(x-3)(x+1)=0<x-3=0vx+1=0<x=3vx=-1.
Assim sendo, conclui-se que a parabola interseta o eixo das
ordenadas no ponto de coordenadas (O; —1,5) e o eixo das

abcissas nos pontos (-1, 0) e (3, 0).

Situacdo IV

Se x=0,entdoy=3(0+2) =12 .

Sey =0, entdo tem-se:

3(x+2)' =0 x+2=0=x=-2.

Assim sendo, conclui-se que a parabola interseta o eixo das
ordenadas no ponto de coordenadas (0, 12) e o eixo das

abcissas no pontos (—2, 0) .

1.3.

a) Designando por f a fun¢do representada na situacdo Ill tem-se

f(x)=0,5(x-3)(x+1).

f(x):1c>0,5(x—3)(x+1):1c>%(x2 +x-3x-3)=1c

Sx -2x-3=2x"-2x-5=0=x=

2424 24422 x6
X= > o X= =X

2+246
=
2 2

2+24/6 2-26
X= Vv =

2 2
<:>x:1+\/€ Y x:lﬂ/g
Conjunto-solugdo: {1—\/5, 1+\/g}

b) f(x)<6©0,5(x—3)(x+1)<6<:>%(x2 +x—3x—3)<6©

X -2x-3<12ex* —2x-15<0 <

<xel-3, 9

Célculo auxiliar:

X' —2x-15=0&x

_2i\/4+60© 2+8 2-8
2

X=——VX=—7-&
2 2

S x=5vx=-3

Entdo, x* —2x-15<0<>xe]-3, 5] .

2++44+20
- ; =

Funcoes

9 9
74.1. y=2x2—6x:2(x2—3x):2(x2—3x+f—fJ:
4 4
2
=2 x2—3x+2 3 =2 x—E 9
4) 2 2 2
Vértice: [i —gj
2 2
. . . 3
Eixo de simetria: X:E
. 9
Contradominio: [_E' +oo[
74.2. y=—x" +2x+1=—(x"-2x)+1=—(x" —2x+1-1)+1=

=—(¥ —2x+1)+141=—(x-1)" +2

Vértice: (1, 2)
Eixo de simetria: x=1
Contradominio: |-, 2]

74.3. y=-3x> +x71:f3(x2 71xj—1:

3
=—3(xz—lx+i—i]—l=
3 36 36
2
S T ) T -
3 6) 12 6 12

1
Eixo de simetria: x :g
11
Contradominio: :|—oo, ——}
12

74.4. y=x —5x—2:(x2 —SX)—ZZ(XZ —5x+%75—§)—2:

4
2
= x2—5x+§ —§—2= x—E _»
4 4 2 4

Vértice: (E fﬁj
2 4

Eixo de simetria: x=

w N,

3
Contradominio: [_T' +00 [

2

1
745, y=2 13-"x43
2 2

Vértice: (0, 3)
Eixo de simetria: x=0
Contradominio: [3, +o|
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74.6. y=-2x"+8x-1=-2(x’-4x)-1=
=-2(x’ —4x+4-4)-1= -2(x’ —4x+4)+8-1=
=—2(x-2) +7
Vértice: (2, 7) Eixo de simetria: x =2

Contradominio: |-, 7|

75.1. f(x)=-2x" +6x+k=-2(x" =3x)+k=

9 9
:—2()(2 —3X+Z—Zj+k:

2
:—Z(XZ —3x+2]+1—8+k:—2(x—§] +2+k
4 4 2 2

A representacdo grafica de qualquer uma das fungdes da familia
€ uma parabola com a concavidade voltada para baixo e vértice

V[E, 2+kj .
2 2
L 1
O contradominio é |-, E se:

g+k=i<:>k=l—gc>k=—§c>k=—4
2 2 2 2 2

75.2. A fungdo tem dois zeros distintos se A>0.

36
A>O®6274><(72)><k>0<:>36+8k>0©k>7?<:>
9 9
®k>—f<:>ke}—f, +oo‘:
2 2

76.1.

a) Em primeiro lugar vamos determinar a equagdo reduzida da
retar.

Como a reta passa nos pontos A(4, 0) e B(0, 8), tem-se

8-0
m=""=-2.
0-4
Entdo a reta é definida pela equagdo y=-2x+8.
0A+PQ —
Sabe-se que A, :foxOQ.

Sendo P um ponto do grafico de f com abcissa x e ]0, 4[ , entdo
P(x, —2x+8).

Se [OAPQ] é um trapézio, entdo Q(0, —2x+8).

Como g é a fungdo de dominio ]0, 4[ que representa a area do

trapézio [OAPQ], entdo tem-se:

4 _2x+8) _ 9,2
g(X):4+Xx(—2x+8):( +x)x(=2x+ ): 8x+32-2x" +8x _
2 2
=—x"+16
b) Sabe-se que Ao, = PQ:BQ .

Como h é a fungdo de dominio ]0, 4[ que representa a area do
triangulo [PBQ], entdo tem-se:

xx(8—(—2x+8)) xx(8+2x-8) xx2x
h(x): 5 = 5 = 5 =X
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76.2. g(x)=h(x)=-x*+16=x" < -2x" =-16 = x* =8 &=
S x=V8vx=-B8ox=2/2vx=-2\2

Como x €10, 4], conclui-se quex:Zx/E .

Entdo, P(Z\/E, —4\/§+8) .

Tarefa 7

1.1. Como o baldo foi langado do cimo de um prédio, para

determinar a altura do prédio basta calcular A(0).

Como A(0)=90, conclui-se que o prédio tem 90 metros de
altura.
1.2. A(t)=-7,5t" +30t +90=7,5(t’ —4t ) +90 =

=-7,5(t ~4t+4-4)+90=
=-7,5(" —4t+4)+30+90= -7,5(t -2)' +120

O vértice da pardbola representativa da fungdo é V(2, 120) ea

concavidade é voltada para baixo.

Entdo, conclui-se que o baldo atingiu a altura méxima de 120

metros, duas horas apds ter sido langado, ou seja, as 11 horas.

1.3. A(t)=0-7,5(t-2)" +120=0 & (t-2) =16 =
oSt-2=4vt-2=—4St=6vt=-2

Como t >0, conclui-se que t=6.
Significa que o baldo demorou 6 horas a atingir o solo.

2.1.Se x=4 , entdo cada tridngulo tem 4 cm de base e 6 cm de
altura.

A area é dada por: Az%z%:ncmz.

2.2, Sendo fa fungdo que a cada valor de x faz corresponder a
4rea de cada triangulo, tem-se:
xx(10—x 10x — )(2
£(x)- (10-x) _
2 2

D={xeR:x>0A10-x>0}={x€R:x>0Ax<10}=]0, 10

=-0,5x +5x .

2.3. f(x)=10,5<-0,5x* +5x=10,5<

< —0,5x* +5x—10,5=0 <

-5+,/25-4x(-0,5)x(-10,5
o, -SE15-4x(-05)x(-105)

2x(-0,5)
544 —5+2
= o X= <~
-1 -1
—5+2 —-5-2
S X = 1 \/x=71©x=3vx=7

Como x€10, 10[ , conclui-se que x=3vx=7.



2.4. f(x)=-0,5x" +5x=-0,5(x" ~10x) =
=-0,5(x" ~10x+25-25)=
=-0,5(x* ~10x+25)+12,5=

=-0,5(x-5) +12,5

O vértice da pardbola representativa da fungdo é V(S; 12,5) ea

concavidade é voltada para baixo.
Entdo, conclui-se que a area do triangulo é maxima para x=5.

2.5. Como a altura de um tridngulo equilatero de lado x é dada

3 . i ~ L
or — x , conclui-se que os tridngulos sdo equilateros se:
2

3

TX:10—x<:>x/§x:20—2x©x/§x+2x:20©

<:>(\/§+2)x=20 ox= & x~5,36.

20
\/§+2

77.1. X’ -9>0
Célculo auxiliar: +\ /+

X -9=0x"=9=x=3vx=-3

Entdio, X’ ~9>0< xe |-, —3[U]3, +oof.

77.2. -2x* +x-1<0

Célculo auxiliar:
—1+./1-4x(-2)x(-1 144/
22X +x-1=0x= 4( )( )<3X= 1_;/_7

equacgdo impossivel

Entdo, —2x* +x—-1<0<= xR .

77.3. —x(x-3)20< —x*+3x>0

Célculo auxiliar:
—x(x—3)=0<3—x:0vx—3:0<:>x:0vx=3

7N

Entdo, —x (x—3)=0< x€[0, 3].

77.4. 2(1-3%" )<x ©2-6x" <x & —6x" X +2<0

Célculo auxiliar:

1+41+48 1+7 1-7
—6X —X+2=0S>X=" S X=—— VX =&
-12 =12 =12

Funcoes

4
>3-x<5+ >3-x&

— 2 —
77.5. 5+(Xz)4& X

&20+X° —4>12-4x & X +4x+4>0

Célculo auxiliar:

X +4x+4= Oc> x+2 0o x+2=0x=-2

\_/

W>B—XQXEIR\{_2} :

Entdo, 5+

+2
77.6. X’ +2x>%©3x2+6x>x+2<:>3x2+5x—2>0

Célculo auxiliar:

—5++/25+2
3x2+5x72:Oc>x:%©
—5+7 -5-7
S X = p vx:Tox:fvx:—Z

+2 1
Entdo, X2+2x>%<zxe]—oo, —2[u:|§, +oo[ .

(2x+1)’ 4x? +4x+1
77.7. ?2x+2©f2x+2©

SAX +A4x+123x+6< 4x* +x-520

Calculo auxiliar:

-1++/1+80 -1+9 -1-9
= X= Vv X

4 +x-5=0 x= =
8 8 8

Il
0

5
SOx=1lvx=——
4

2x+1)
Ent3o, %2x+2 c>xe:|foo, 72})[1, +oo].

2

77.8. x(x—1)<% 2 x° -1

X —x< =4

S2x =2x<x* =1 & x> =2x+1<0

Célculo auxiliar: x’ —2x+1=04:>(x—1)2 =0ox-1=0=x=1

+ +

1

Entdo, x(x—1)< oxed.

) (X—1)2(x+1)
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Pag. 75

78.1. O instante inicial correspondea t=0.

Como h(O) =1, conclui-se que no instante inicial a bola se

encontrava a 1 metro de altura.

78.2. h(2)=-5x2"+30x2+1=-20+60+1=41

Significa que 2 segundos apds o langamento, a
41 metros do solo.

78.3. h(t)=-5t"+30t+1=-5(t"—6t)+1=

bola encontra-se a

=-5(t -6t+9-9)+1= :—s(t2 —6t+9)+45+1:

=-5(t-3) +46

O vértice da pardbola representativa da fungdo é V(3, 46) ea

concavidade é voltada para baixo.

Entdo, conclui-se que a bola atingiu a altura maxima de 46

metros, 3 segundos apds o seu langamento.

78.4. h(t)>26 < —5t° +30t +1>26 < —5t” +30t —25>0 <

< —t*+6t-5>0
Célculo auxiliar:

—6++/36-20 —6+4 -6—-4
—t*+6t-5=0t= ot= vit= o
-2 -2 -2
<t=1vt=5

Assim, h(t)>26<te]l, 5.
78.5. h(t)=0< -5t +30t +1=0< t=

<t

—-30++/900+20 o

-10

—-30++/920 -30-+/920
= vit= i=4

-10 -10

<t~-0,03vt=6

Comot >0 , conclui-se que t~6 .

Significa que a bola atingiu o solo, aproximadamente, 6 segundos

apos o langamento.

79.1. f(x)<0<2x* -8x<0

Calculo auxiliar:
2x* -8x=0<2x(x-4)=0<2x=0v x—4

Entdo, f(x)<0<xe[0, 4] .

79.2. i(x)>0< x* +2x+5>0

Célculo auxiliar:

=0 x=0vx=4

) —2++/4-4x1x5 —2++/-16
X +2x+5=0x= SX=
2 2
v equagdo impossivel
+
+ +

Y

Entdo, i(x)>0< xe -0, +oo .
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79.3. g(x)>0< x> +4x-12>0

Célculo auxiliar:

—-4+4/16+48

—4-8

X +4x-12=0x= Sx=
2 2

Sx=2VvXx=—6
AN

_6\_/‘27

Entdo, g(x)>0e xe]-o, —6[U]2, +oof.

—-4+8
\

2

79.4. g(x)> j(x) = X’ +4x-12> x> +4x—4 < 2x* —8>0

Célculo auxiliar: 2x* —8=0< x> =4 x=2v x=-2

Entdo, g(x)>j(x)< xe]-w, —2[U]2, +o .

79.5. f(x)<g(x)-8<2x* —8x<x’ +4x-12-8 &

< x* —12x+20<0
Calculo auxiliar:

12++/144-80
x2—12x+20=0©x=f<:>
12+8 12-8
X=——V

2

A\ /+=
=N

Entdo, f(x)<g(x)-8< xe[2, 10].

80.1. f(x)>0< —2x*+9x-7>0

Calculo auxiliar:

-9++/81-56
<X

22X +9x-7=0&x=

X:72 < x=10vx=2

S
|
S

7
Sx=1vx=—
2

Entdo, f(x)>0<:>xe}1, %|:

80.2. Para resolver a inequagdo vamos construir uma tabla de

sinais.
X —00 -4 1 2 Z +00
2
Sinalde f(x) _ _ — o | + |+ 0 —
Sinal de g(x) + 0 [ ) + +
Sinal de 0 0 0 0
f(x)-a(x) ) ) ) )

Entdo, f(x)-g(x)<0 < xe]-wo, —4]U[1, Z]UB, +oo|:.




Tarefa 8

1.1. A fungdo f é uma fungdo afim que interseta o eixo das

ordenadas no ponto (0, 1), logo f(x)=mx+1 .

Sabe-se que o ponto (—2, 0) também pertence ao grafico de f,
-0
0—(-2

~ 1
entdo m= =—.
2

~—

[uny

Portanto, f(x)=<x+1.

N

1.2. Arepresentagdo grafica da fungdo quadratica g é uma da

parabola de vértice V (-1, 9). Entdo, g(x):a(x+1)2 +9.

9(0)=8=a(0+1) +9=8=axl=-1ca=-1.

Conclui-se que

g(x)=—(x+1) +9:f(x2 +2x+1)+9:7x2 -2x-1+9=
=—x"-2x+8.

2.1. Por exemplo, a=0.

Ora, sendo f(0)>0 e g(0)>0,tem-se f(0)xg(0)>0.

2.2. Por exemplo, a=5 .
Ora, sendo f(n)>0 eg(5)<0 ,tem-se f(m)xg(5)<0.

2.3. Por exemplo, a=-4 .
Ora, sendo f(n)>0 e g(—4)=0, tem-se f(-3)xg(-4)=0 .

3.

X —00 -2 +00

Sinal de f(x) - 0 +

X —00 -4 2 +00

Sinal de 0 0
9(x) B ) B

X —0 —4 =2 2 +00

Sinal de
f(x) - - - 0 + + +

Sinal de
- 0 + + + 0 -
9(x)

Sinal de

f(x)xg(x)

Entdo, f(x)xg(x)>0 < xe]-o, —4[U]-2, 2[.

81.1. g(x)=2x"+4x+5=2(x" +2x)+5=2(x" +2x+1-1)+5=
=2(¥ +2x+1)-2+5=2(x+1)" +3

O vértice da pardbola representativa da fungdo g é V(—l, 3) ea

concavidade é voltada para cima, logo o contradominio é
[3, + o0 [ .

Funcoes

81.2. g(x)<8-x=2x* +4x+5<8-x < 2x* +5x—3<0

Célculo auxiliar:
—5++/25+24 —5+7 —5-7
S x= v

X= E=
4 4 4

@x:lvx:—?,
2 + +
1 -
Entdo, g(x)<8-x < xe| -3, =|. - - /1
o(x) 3] N

82. Os pontos A e B pertencem ao grafico de f e tém abcissa 5.

2x* +5x-3=0=x=

Resolvendo a equagdo f(x)=5, determinamos as suas abcissas.

2+/4+32
2

f(x)=5&x -2x-3=5ox"-2x-8=0c x=

2+6 2+6 2-6
— o X=——VX=—"X=4Vv X=-2
2 2 2

Assim sendo, A(-2, 5) e B(4, 5).Como [AB] é um didmetro do

o X=

circulo, o raio do circulo é o ponto médio de [AB].

-24+4 545
Coordenadas do ponto médio de [AB]: ( S Tj =(1, 5).
Sendo r o raio do circulo, tem-se r = % :g =3

A parte sombreada do circulo, incluindo a fronteira, é definida
por: (x—l)2 +(y—5)2 <9 A y2>5.

Tarefa 9

1.1. Sendo x a medida, em metros, do lado do canteiro
perpendicular a casa e sabendo que sdo necessarios 40 metros de

rede para vedar o canteiro, conclui-se que a medida, em metros,
do lado do canteiro paralelo a casa é dado por 40—2x .

Entdo, f(x)=x(40-2x)=-2x"+40x .

1.2. f(x)=-2x"+40x=-2(x" —20x)=
=-2(x’ —20x+100-100) = —2(x’ —20x +100) +200
=-2(x~10)" +200

O vértice da pardbola representativa da fungdo f é V(10, 200) e

a concavidade é voltada para baixo.

Entdo, conclui-se que a drea do canteiro é maxima para x=10 .
Nesse caso, 40—2x =40-2x10=20. Porisso, quando a area é
maxima o lado do canteiro encostado a casa mede 20 m.

1.3. Atendendo a que D={x&lR:x>0A40-2x>0}=
={xeR:x>0Ax<20}=]0, 20[ e aos calculos efetuados

anteriormente, conclui-se que a representac¢do grafica da fungdo
f éaseguinte:
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1.4, f(x)2128 < —2x* +40x 2128 < —2x* +40x—128>0 <

< —x"+20x—-64>0
Célculo auxiliar:

—20++/400-256 -

-2

x> +20x—64=0< x =

-20+12 -20-12
X = VX=
-2 -2

< x=4vx=16

Entdo, f(x)>128 < xe[4,16] .

1.5.
Flotl Flokz Flots WIHDOW
A B -2 E wAmin=g
~zB148 nnax=28
] | nscl=2
“My= Ymin=-18
Y= Y¥max=228
~AE= Yzcl=18
~Wa= Hres=1

BN

Inkerseckion Inkerseckion 3
HaUEZ2PPyy V=140 HELENPPE2E =140

f(x)<140 = x€]0,a[U]b,20]

Por observagdo gréfica, conclui-se que a~4,5 e b~15,5.
2.1. Altura, em metros, do primeiro poste:

1 1
£(0)==(0-4) +3=-x16+3=5.

8 8
Altura, em metros, do segundo poste:

1 1

f(12):§(1274)2+3:§><64+3:11 .

Entdo, o primeiro poste tem 5 metros de altura e o segundo
poste tem 11 metros de altura.

2.2. Para determinar o pedido, temos de calcular o minimo
absoluto da fungao f.

Como as coordenadas do vértice da parabola representativa da
fungdo f sdo (4, 3) e a concavidade é voltada para cima, conclui-

-se que 0 minimo da funcdo € igual a 3 e verifica-se para x =4 .
Assim sendo, o ponto do fio que estd a distancia minima do solo
encontra-se a 4 metros do primeiro poste, logo esse ponto estd a
8 metros do segundo poste.

2.3. Sabe-se que um ponto do fio estd a 7,5 m do solo, entdo

tem-se f(x)=7,5.

f(x):7,5<:>%(x—4)2 +3:7,5<:>%(x—4)2 =4,5&

& (x-4) =36 x-4=6vx—4=-6=x=10v x=-2
Como x &[0, 12], conclui-se que x=10.

Entdo, o ponto do fio que estd a 7,5 m do solo encontra-se a 10
metros do primeiro poste, logo esse ponto esta a 2 metros do
segundo poste.
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2.4, f(X)>5<:>%(X—4)2+3>5/\0£XS12<:>

@%(x74)2 ~2>0A0<x<12
Calculo auxiliar:
%()(41)2 —2=0&(x-4) =16

SX—4=4vXx-4=-A4x=8vx=0

Entdo,
f(x)>5e xe]-0,0[ U8, +x[Axe[0,12] = xe]8,12].

2.5. Pretende-se resolver graficamente a inequacdo f(x)s 4.

Flotl Flokz Floks WIKDOW
WNELABCA—40E+3 Amin=Aa
~NzE4 amax=12
M= necl=2
wNy= Ymin=G
wNE= Ymax=11
~ME= SR
wNe= HWres=1
Inkterseckion Inkerseckion
HeidAPAEFEE vy, HEEBZEUZAL V=Y

f(x)S4©xe[a,b]

Por observac3o gréfica, conclui-se que a~1,17e b~6,83 .

83.1.

*Se x<0,entdo f(x)=mx+b.

A ordenada na origem é 2, entdo b=2.

Considerando os pontos A(-2,4) e B(0,2), tem-se
2-4

0—-(-2)

Conclui-se que se x<0 , entdo f(x)=-x+2.

*Sex>0 ,entdo f(x)=mx+b .
A ordenada na origem é -2, entdob=-2.
Considerando os pontos (0, -2) e D(1,0), tem-se

0-(-2)

1-0
Conclui-se que se x>0 , entdo f(x)=2x-2.

—x+2 se x<0

Entdo, f(x) _{

2x—-2 se x>0

83.2.

*Se x<1,entdo f(x)=mx+b .



A ordenada na origem é 1, entdob=1 .
Considerando os pontos A(-1,0) eB(1,2) , tem-se

2-0

e

Conclui-se que se x <1 , entdo f(x)=x+1 .
* Se x=1,entdo f(x)=-1.

* Se x>1,entdo f(x)=mx+b .
Considerando os pontos C(1,1) e D(2,0), tem-se
0-1
21
f(x)=-x+b esabe-se que f(2)=0 , entdio tem-se:
—2+b=0&b=2
Conclui-se que se x>1 , entdo f(x)=-x+2.

—-1.

x+1 se x<1
Entdo, f(x)=9 -1 se x=1.
-Xx+2 se x>1

84.1.
D, ={xeR:-1<x<3v3<x<8}={xeR:-1<x<8}=[-1,8]

84.2. O grafico da fungdo f é constituido por parte de uma

parabola, de vértice (0, —4) e que contém os pontos (-1, -3) e

(3,5) , e um segmento de reta.

¥
51\

84.3. Por observacdo grafica, conclui-se que a fungdo tem um

Unico zero e que esse zero pertence ao intervalo [—1,3] .

Entdo tem-se:
f(x)=0=x -4=0r-1<x<3ox* =4A-1<x<3&

e (x=2vx=-2)A-1<x<3&x=2

85.1.

a) f(4,5)=4,5x0,80=3,6

b) f(8)=5x0,80+(8-5)x0,50=4+1,5=5,5

85.2.:Se0<x<5 ,entdo f(x)=0,80x.

*Se x>5, entdao
f(x)=5x0,80+(x-5)x0,50=4+0,50x-2,5=0,50x+1,5 .
Entdo, f(x)—{

0,80x se 0<x<5
0,50x+1,5 se x>5

Funcoes

86.1.° Se —3<x<0, entdo f(x)=—§x+2 .

©Se0<x<5 ,entdo ]‘(x)=01(x—2)2 +5 porque a
representacdo grafica é parte de uma pardbola de vértice (2, 5) .
Como f(0)=1, entdo tem-se:
a(0-2) +5=14a=-4=a=-1
Conclui-se que se 0<x<5, entdo f(x):—(x—z)2 +5.
4

——Xx+2 se —3<x<0
Entdo, f(x)= 3
—(x—2)2+5 se 0<x<5
86.2. a=f(5)=—(5-2) +5=—4,
b:f(—3)=—%><(—3)+2:4+2:6 e c=2 porque a reta que

contém o segmento de reta que constitui parte do grafico tem
ordenada na origem igual a 2.

86.3.
a) f(x)=4©(—%x+2=4/\—3£x<0]v
v(-(x-2)"+5=4r0<x<5)
4 4
. —§X+2:4/\—3SX<O®—§X:2/\—3SX<OC>
(:>x=—§/\—3£x<0<:>x=—i
2 2
~(x-2) +5=470<x<55 (x-2) =1A0<x <5
& (x-2=1vx-2=-1)A0<x<5& (x=3vx=1)A0<x<5

Sx=3vx=1

Conclui-se, entdo, que f(x)=4<:>x=—§vx=lvx=3.
1 4 1

b X)==<<| ——x+2==A-3<x<0|v

) £(x) 2 [ 3 2 ]

1
V[—(X—2)2+5:E/\OSXSSJ
4 1
. —§x+2:5/\—33x<0c>—8x+12:3/\—33x<0©

@x:g/\73§x<0®xe{ }

© —(x-2)"+5 1/\o<x<5<:>(x 2y §A0<x<5c>

ofoan (” ST

@[x 24+— Zfij 0<x<5<x= 2+i<:>

JE V2 V2
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3V2 . 4432

OX=2+—— X 5

1 44342
Conclui-se, entdo, que f(x)=5c> x= ;\/— .

x—-1 se x—1>0
87.1. f(x)—x—l—{_(

x—l) se x—1<0

f(x)—{ x—-1 sex=>1

—x+1 se x<1

87.2 I3 B 3—x se 3—x>0
- f(X)_‘ _X‘_ —(3-x) se 3-x<0

3—-x se x<3

—3+x se x>3

001

X+2 se x+2>0

87.3. f(x)=x+2={

—(x+2) se x+2<0

X+2 se x=>-2
(X): —-X—2 se x<-2

88.1. Uma representagdo grafica da y
fungdo afim g, definida por g(x)=2x+4, sl

é uma reta que passa pelos pontos de

coordenadas (-2,0) e (0,4). 2 10 [x

88.2. Uma representagdo grafica da fungdo f, definida por

f(x)=lg(x)

, é:

-2 |0 |x
89.1. Se o gréfico de f é a imagem do grafico de g pela translagdo
de vetor U =(—3,0) , entdo o grafico de g é aimagem do grafico
de f pela translagdo de vetor v =(3,0).

Como a fungo f é definida por f(x)= ‘x+ 5|, entdo a funcdo g é

definida por g(x) = f(x—3)=[x—3+5|=|x+2|.
Assim sendo, uma equacdo do eixo de simetria do grafico de g é
x=-2.

89.2. h(x)=f(x—8)=‘x—8+5‘=‘x—3‘

Uma representacdo grafica da funcgdo h é:

160

90.1. Uma representacgdo grafica da fungdo f é:

Uma equagdo do eixo de simetria do grafico da fungdo f é
x=-4.

90.2. Sabe-se que D, =[0,+ [ e que x=-4 é uma equagio do
eixo de simetria do grafico de f.

a) O gréfico da fungdo h definida por h(x)=-2+ f(x) pode ser
obtido do grafico da fungdo f através da translagdo vertical de
vetor G =(0,-2).

Entdo, D‘h :[—2,+ oo[ e é uma equacao do eixo de simetria do
grafico de h.

b) O grafico da fungao h definida por h(x)=f(x—2)+3 pode
ser obtido do grafico da fungdo f através da translagdo de vetor
i=(2,3).

Entdo, D, =[3,+%[ e x=-2 é uma equagdo do eixo de simetria
do grafico de h.

¢) O gréafico da fungdo h definida por h(x):f(x+1)—% pode

ser obtido do grafico da fungéo f através da translagdo de vetor

3

! 1
Entdo, D, =[—E,+ oo|: e x=-5 é uma equacdo do eixo de
simetria do grafico de h.
d) O gréfico da fungdo h definida por h(x)=2f(x)-1 pode ser
obtido do gréfico da fungéo f através da dilatagdo vertical de
coeficiente 2 seguida da translagdo vertical de vetor 4 = (O,—l) .
Entdo, D, =[-1,+o[ e x=-4 éuma equago do eixo de

simetria do grafico de h.

e) O grafico da funcio h definida por pode ser obtido do gréfico
da fungdo f aplicando a seguinte sequéncia de transformagdes:
1.°) translagdo horizontal de vetor 7 =(3,0);

. ) - 1
2.°) contragdo vertical de coeficiente 5;

3.°) translagdo vertical de vetor v =(0,2) .

Entdo, D, =[2,+[ e x=-1 é uma equagdo do eixo de simetria
do grafico de h.

91.1.

a) | £(x)| =[2x—6|=[2(x-3)|=[2 x| x-3| =2|x-3]

o)l 0} -foe 1] £ | fals

1
X+—|=3
3

1
X+=
3‘



91.2. 0 gréfico de |f| pode ser obtido a partir do grafico de

, aplicando a seguinte sequéncia de transformagdes:

y=|x

| —translagdo horizontal de vetor i :(3, 0) e obtém-se o grafico

de y= ‘x -3/;
Il — dilatagdo vertical de coeficiente 2 e obtém-se o grafico de
y=2x-3].

92.1. Para obter o grafico da fungédo f a partir do gréfico de

y =\x , deve-se aplicar a seguinte sequéncia de transformagoes:

| —translagdo horizontal de vetor & = (3,0) e obtém-se o grafico

de y=|x-3

’

Il — dilatagdo vertical de coeficiente 2 e obtém-se o gréfico de

y=2‘x—3 ;

IIl — translagdo vertical de vetor v= (0,—1) e obtém-se o gréfico

dey=2|x-3]-1.

92.2. Para obter o grafico da fungdo f a partir do grafico de

, deve-se aplicar a seguinte sequéncia de transformacdes:

y=|x
| —translagdo horizontal de vetor i = (—1,0) e obtém-se o grafico

de y=[x+1

Il — dilatagdo vertical de coeficiente 3 e obtém-se o grafico de
y=3[x+1

’

IIl — reflexdo de eixo Ox e obtém-se o grafico de y = —3\x+1 ;

IV — translagdo vertical de vetor v =(0,2) e obtém-se o grafico

de y=-3[x+1]+2.

92.3. Para obter o grafico da fungédo f a partir do gréfico de

y =\x , deve-se aplicar a seguinte sequéncia de transformacgdes:
I - translagdo horizontal de vetor G =(-2,0) e obtém-se o gréfico

de y=|x+2

~ . - 1 . -
Il — contragdo vertical de coeficiente 5 e obtém-se o gréfico de

’

y:%\x+2

IIl — translagdo vertical de vetor v =(0,4) e obtém-se o grafico

de y:%\x+2\+4 .

93.1.
a) g(x)=0= f(2x)=0=2x=2v2x=6x=1vx=3

b) Por observacio gréfica sabe-se que x=4 é uma equacdo do
eixo de simetria do grafico de f.
Como o grafico de g pode ser obtido do grafico de f através da

~ ) - 1 . .
contragdo horizontal de coeficiente > entdo x=2 éuma
equacdo do eixo de simetria do gréfico de g .

93.2. Como x=4 ¢é uma equacdo do eixo de simetria do grafico
de f conclui-se que b=4.

NEMA10PR-11

Funcoes

Entdo, f(x)=a|x—4|+c.

{f(o)—z {00—4+c—2 {4a+c=2
=O<f.> <~

f(2) al2-4|+c=0  [2a+c=0

{c=2—4a {c=2—4a {c=—2
Ry P =
20+2—-4a=0 —2a=-2 a=1
Assim sendo, f(x)=|x—4|-2.

93.3. f(x)Z—Z, Vx elR

@—%f(x)él, VxelR

@—%f(x)+1$1+1, VxelR

< h(x)<2,VxeR

Entdo, D, =], 2] .

94.1. Como x=1 é uma equagdo do eixo de simetria do grafico

de f conclui-se que b=1.
Entdo, f(x)=alx—1|+c.
Como D', =[-3,+0[, conclui-se que a>0 e que c=-3.
Assim, f(x)=a
f(0)=-1<a|0-1-3=-1<a-3=-1<a=2.

x-1/-3.

2(x-1)-3 se x-120

94.2. =2|x-1]-3=
f(x)=2|x-1| {2(_,(_‘_1)_3 se x—1<0

f(x)={ 2x—=5 se x21

-2x-1 se x<1

95.1. Como f(x)=2|x+1|+k , sabe-se que D, =[k,+oo| .

A fungdo ndo tem zeros se k>0 pois nesse caso 0 ¢ D'f .

95.2. O minimo absoluto da fungdo f é k.

Entdo, o minimo absoluto da fungdo fé -3 se k=-3.

95.3. O grafico de f interseta o eixo das ordenadas no ponto de
ordenada3se f(0)=3.

f(0)=3=20+1|+k=3o2+k=3<k=1.

96.1. Como f é uma fungdo afim, entdo f(x)=mx+b .

Sabe-se que os pontos A(-1,3) e B(2, 1) pertencem ao grafico

de f, entdo m= zi(_—al) :—g .
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Portanto, f(x)= —§x+ b.
Como B(2,1) pertence ao grafico de f, entdo f(2)=1.

2 4 7
f(2):1c>7§x2+b:1<:>7E+b:1®b:§

2 7
Assim sendo, —_Zxl
ssim sendo, f(x) 3x+3
96.2.
2 7 2 7
= —2=|—— ——2=|-=| x——||-2=
2 o)l tof-2-| o] ‘ 3)
IR
3 2 3 2

7
Entdo, uma equacgdo do eixo de simetria do grafico de f é X:E .
b) D} =[-2,+[

97.1. Sendo f a fungdo definida por f(x)=-2|x—1|+4 , sabe-se
que o eixo de simetria é a reta de equagdo x=1 e que

D, =]-»,4].

a) O gréfico da fungéo h definida por h(x)=f(x—-3)+1 pode

ser obtido do grafico da fungéo f aplicando a seguinte sequéncia
de transformacdes:
1.°) translagdo horizontal de vetor & =(3,0);

2.°) translagdo vertical de vetor v =(0,1).

Entdo, D'h = ]—00,5] e x=4 éuma equacdo do eixo de simetria
do grafico de h.

b) O grafico da fungao h definida por h(x)=f(x—3)+1 pode
ser obtido do grafico da fungdo f através da reflexdo de eixo Oy.
Entdo, D;, = ]—00,4] e x=-1 é uma equagdo do eixo de simetria
do grafico de h.

97.2. O grafico da fungdo g definida por g(x)=—f(x+2)+1
pode ser obtido do gréfico da fungdo f aplicando a seguinte
sequéncia de transformagdes:

1.°) translagdo horizontal de vetor &i=(-2,0);

2.°) reflexdo de eixo Ox;
3.°) translagdo vertical de vetor 7=(0,1).

b

Relativamente aos intervalos de monotonia e extremos da fungdo
g, tem-se:
g é crescente em [—1,+o0[ ;

g é decrescente em |-o0,—1].

g tem minimo absoluto igual a —3.
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Tarefa 10

1.1. Sendo f é uma fungéo afim, entdo f(x)=mx+b .
Sabe-se que os pontos A(—2,0) e B(0, 6) pertencem ao
6-0
0-(-2)

gréfico de f, entdo b=6 e m=
Portanto, f(x)=3x+6.

1.2. Sabe-se que g(x)=alx-b].

Por outro lado, tem-se que
g(x)=|f(x)|=[3x+6|=[3(x+2)|=[3|x|x+2|=3|x+2| =3|x - (-2)|
Entdo, conclui-se que a=3 e b=-2.

2.1.

a) Por observagdo gréafica conclui-se que os zeros da fun¢do h sdo
—6 e 10.

j(x):0<:>h(4x):0<:>4x:—6v4x:10©x:—§\/x:§.

b) Por observag3o grafica sabe-se que D) =]-x,4].
0 grafico da fungdo p definida por p(x)=-h(x—2)+1 pode ser

obtido do grafico da fungdo h aplicando a seguinte sequéncia de
transformacdes:

1.°) translagdo horizontal de vetor 7 =(2,0);

2.°) reflexdo de eixo Ox;

3.°) translagdo vertical de vetor v :(0,1) .

Ent3o, D; =[-3,+[.

2.2. Como x=2 é uma equacgdo do eixo de simetria do grafico
de h conclui-se que .
Entdo, h(x)=a|x-2|+c.
Como D, =]—oo,4] , conclui-se que a<0 eque c=4.
Assim, h(x):a‘x—2‘+4.
1
h(10)=0®0\10—2\+4=Oc>80+4=0c>a=—2.
3.1.

a) Sendo m a fung&o definida por m(x)=—|x+2|-4, sabe-se

que o eixo de simetria é a reta de equagdo x=-2.
1
0 gréfico da fungdo s definida por s(x) :—gm(x) pode ser

obtido do gréfico da fungdo m aplicando a seguinte sequéncia de
transformacgdes:

. - 1
1.°) contragdo vertical de coeficiente g;

2.°) reflexdo de eixo Ox.

Entdo, o eixo de simetria da fungdo s é a reta de equagdo x=-2.
b) sendo m a fung&o definida por m(x)=-|x+2|-4, sabe-se
que D), =]-o,-4].

0 grafico da fungdo g definida por g(x)=m(—x)+1 pode ser
obtido do gréfico da fungdo m aplicando a seguinte sequéncia de
transformacgdes:

1.°) reflexdo de eixo Oy;

2.°) translagdo vertical de vetor 7 =(0,1).

Entdo, D', =]-,—3].



3.2.

a) r(x)=m(x+3)-5=—|x+3+2|-4-5=—|x+5/-9
Como a fungdo r é do tipo r(x)=alx—b|+c, conclui-se que
a=-1,b=-5e c=-9.

b) r(x)=3m(x)-5=3(—|x+2/-4)-5=-3|x+2|-12-5=
=-3|x+2|-17

Como a fungdo r é do tipo r(x)=a|x—b|+c, conclui-se que

a=-3,b=-2¢ec=-17.

98.1. [3-x|=2&3-x=2v3-x=-2&x=1vx=5
Conjunto-solugdo: {1, 5}

98.2.
[2x+4|=1o2x+4=1v 2x+4=-12x=-3 Vv 2x=—5&

3 5
SOX=—=VX=—=
2 2
. . 5 3
Conjunto-solugdo: < ——, ——
22

98.3. 5-[3-2x|=0<[3-2x|=5<3-2x=5Vv3-2x=-5&

& -2x=2v -2x=-8=x=-1vx=4

Conjunto-solugdo: {-1, 4}

98.4. |x+3|+2=0<|x+3|=-2 Equagdo impossivel.

Conjunto-solugdo: { }

98.5. 3-23x-1=1<-2]3x-1|=-2&3x-1|=1<
2

©3x—1:1v3x—1:—1<3x:§\/x:0

. . 2
Conjunto-solugédo: {0, g}
98.6. ¢’ -3=1ox -3=1vx -3=-lox =4v¥ =2
<:>x:2vx:—2vx:x/§vx:—\/z
Conjunto-solugdo: {72, ,\/E, \/E, 2}

99.1. f(x)=0&3-|x+2|=0&|x+2|=3<

S x+2=3vx+2=-"3x=1vx=-5

Os zeros da fungdo fsdo —-5e 1.

99.2.
f(x)=1e3-|x+2|=1o|x+2|=2ex+2=2vx+2=2&
&Sx=0vx=—4

Conjunto-solugdo: {-4, 0}

Funcoes

100.1.
a) f(x)=g(-4)1-2x|=|-4+2| o |1-2x=2&
<:>1—2x=2v1—2x=—2<:>x=—lvx=E

2 2

. . 13
Conjunto-solugdo: {——, —
2 2

b) g(x)=f@©\x+z\=

S X+2=2Vvx+2="2x=0vx=—4

3
1-2x—
2

olx+2=2&

Conjunto-solugdo: {-4, 0}

100.2. Determinar as abcissas dos pontos de interse¢do dos
graficos das fungdes f e g corresponde a resolver a equagdo

f(x)=g(x).

f(x)=g(x)©‘1—2x‘ :‘x+2‘ S1-2x=x+2v1-2x=—x-2
1

Sx=—-—VvXx=3
3

Os graficos das fungdes f e g intersetam-se nos pontos de

abcissas 1 e3.
3
101.1. f(x)=0<(5-2|x+1|=0Ax<0)v (J1-x|=0Ax20)
: 5—2\x+1\=o/\x<0@\x+1\=§Ax<0©
<:>(x+1=§vx+1:—§j/\x<0<:>(x:§vx:—zj/\x<0
2 2 2 2
7
S x=—=
2

C1-x=0Ax2021-x=0Ax20x=1Ax20c x=1

7
Conclui-se, entdo, que f(x):0<:>x:7£ vx=1.

101.2.
a) f(x)=2<(5-2x+1|=2Ax<0)v ([1-x]=2Ax20)

~5—2\x+1\=2Ax<o@\x+1\=§m{<0©

*1-X=2Ax20&(1-x=2v1-x=-2)Ax20<

<:>(x=—1vx=3)/\x20c>x=3
. o 5
Conclui-se, entdo, que f(x):2c>x:75v x=3.

5
Conjunto-solugdo: {_E' 3}
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b) f(x)=-3<(5-2/x+1=-3Ax<0)v ([1-x|=-3Ax20)
5-2|x+1=-3Ax<0&|x+1=4Ax<0&
S (x+1=4vx+1=-4)Ax<0&=(x=3vXx=-5)Ax<0&

< x=-5

s [1-x|=-3Ax20oxe{ }Ax20xe{ }
i

equagdo
impossivel

Conclui-se, entdo, que f(x)=-3<x=-5.
Conjunto-solugdo: {-5}

¢) f(x)=4<(5-2x+1|=4 Ax<0) v (|1-x|=4 A x20)
-5—2\x+1\:4Ax<o@\x+1\:%/\x<0©
@(x+1:1vx+1:—lj/\x<0<:>[x:—1vx:—éjxxx<0
2 2 2 2
1

3
SX=——VX=—=
2 2

Cl-x=4Ax200(1-x=4vi-x=—4)Ax20&

& (x=-3vx=5)Ax20&x=5

1 3
Conclui-se, entdo, que f(x)=2<3x=—5vx=—5vx=5.
3 1
Conjunto-solugdo: <——,—-=,5
2 2
102.1. [4x+1|=[x—1| < 4x+1=x-1vax+1=—x+1&
2
c>3x:—2v5x:0<:>x:—§vx:0
. o 2
Conjunto-solugdo: {—5, 0}
102.2. |x-3|—2x+1|=0 & |x-3|=[2x +1| &
2
@x—3:2x+1vx—3:—2X—1c>x:—4vx:g

2
Conjunto-solugdo: {74, 5}

102.3.

‘2x2‘=‘x‘©2x2 =xv2X=—x&2X —x=0v2X’' +x=0=
< x(2x-1)=0v x(2x+1)=0

S x=0v2x—-1=0vx=0v2x+1=0&
1 1
Sx=0vx=—vx=0Vvx=——
2 2

1 1
Conjunto-solugdo: {——, 0, —
2 2
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103.1.

‘x—3‘£2©x—3£2/\x—32—2®x£5/\x21©xe[1,5]
103.2. [x-2[>1ex-2>1vx-2<-1&x>3vx<le
S xel-0,1[U]3,+0]

103.3. [1-5x|+321<[1-5x>-2< xeR
i

condigdo universal

103.4.
1-[l-x|z2e-[1-x23c[1-x]<3e1-x<3Al-x>2-3&

S x2-2Ax<4S xe[-2,4]
103.5. [2x+3[>5&2x+3>5v2x+3<-5&x>1vx<-4&
o xe]-o,—4 UL+

103.6. 3-|x+3[>5< —|x+3[>2&

x+3<-2 oxef }
i

condiggo impossivel

104.1. 3-|x+3[>5o —|x+3|>2¢ |x+3[<-2 < xe{ |

x—1 se x=6
o()-|

| —)
condigdo impossivel

—x+11 se x<6

104.2. A fungio g é decrescente, por exemplo, em ]—oo,G]
porque nesse intervalo é definida por uma fung¢do afim de declive

negativo.

104.3.

a)
g(x)<8=5+|x-6/<8<|x—6|<3ox-6<3Ax-62-3&
©x<9Ax23exe[3,9]

b)
g(x)>6<5+|x—6)>6 < |x—6/>1ex-6>1vx-6<-1c

S x>7vx<5 xe]-0,5[U]7,+0

105.1. O ponto P pertence ao gréfico da fungdo e tem ordenada
5. Como o outro ponto do grafico de ordenada 5 tem abcissa 0 e

~ 5, . . ) -
areta de equagdo x :E é eixo de simetria, entdo o ponto P tem

abcissa 5.
Assim sendo, P(5,5) .

105.2. A fungdo representada é definida por uma expressdo do

tipo y =\ax+b\ e o grafico da fungdo passa nos pontos de

coordenadas (0,5) e(g,oj.



Entdo, tem-se:
lax0+b|=5  (|p|=5 b=5vb=-5

=4

a><5+b
2

P4 <~ 2
0™ Barbe0 ™ Ja-2s
2 5

{b=5 {b=—5

= v

a=-2 |a=2

106.1. f(x)£g(x)<:)\2x+1\S\Z—)(\(:>(2x+1)2 S(Z—x)2 =N

SA4x*+4x+1<4-4x+x* &3x* +8x—-3<0

Calculo auxiliar:
—8++/64+36
—_—s
6
-8+10 -8-10
. VX=——— & X

3x* +8x—3=0<x=

Ento, f(x)Sg(x)@xe[—B,g:‘.

106.2.
Célculo auxiliar:

3 +4x+1=0=x =

v
6 6 6

+\ o
KA

Entdo, f(x)>|x| < x e]foo,fl[u}g,%o[ .

1
Sx=——vx=-1
3

106.3. g(x)S\x+1\<:>\2—x\£\x+1\c>(2—x)zs(x+1)2 =
> 1 1
SA4-A4x+x <x +2x+1 c>—6x£—3<:>x25c>xe|:5,+oo|:

107.1. ‘xz —3x‘£4®x2 —3Xx<AAX -3x>2-4 &

S X —=3x—4<0AX —-3x+4>0

Célculos auxiliares:

_3+\9+16 3+5 3-5

* X2—3X—4:0<3X—7C>X:7VX:7C>
2 2 2

AN

Sx=4vx=-1

, 3++/9-16 3+4/-7
* X =3x+4=0x= & Xx=
2 2
Equagdo impossivel
\1/
+ +

~4++/16-12 —4+2 -4-2
o X= X =

Funcoes

Entdo, tem-se:
‘xz —3x‘£4©x2 —3x—4<0AXx -3x+4>20>

o xe[-1,4]axeRe xe[-1,4]
107.2. ‘x—2x2‘>14:>x—2x2 >Slvx-2x<-1<

& -2x>+x-1>0v -2x> +x+1<0

Célculos auxiliares:

22X 4x-1=0=x=

-1++41-8 -1+v-7
o x=
-4 -4
Equacgdo impossivel

Y

22X +x+1=0x=

—-1+/1+8 -1+3 -1-3
2 S Xx= VvV X=

1
Sx=——vx=1
2

LN,
- /[% 1\_

‘xfzxz‘>1<:>72x2+x71>0v72x2+x+1<0c>

Entdo, tem-se:

oxef }vxe}w,_%[u]l,m[@xe}w,_%[u]l,m[

108.1. A fung3o f ndo é injetiva porque existem objetos

diferentes que tém a mesma imagem. Por exemplo,

f(-1)=f(1)=2.

108.2. x* +1>1, VxeD,,istoé, D'f =[1,+[ .

Entdo, a fungdo f ndo é sobrejetiva porque o seu contradominio
ndo coincide com o conjunto de chegada (R) .

108.3.
x*24, VxeD, < x*+124+1, VxeD, <g(x)=5,

VxeD, < D, =[5+
Entdo, a fungdo g ndo é sobrejetiva porque o seu contradominio
ndo coincide com o conjunto de chegada (IR*) .

108.4.gé injetiva se vXl’xz 6[2’+OO[, g(Xl =g(xz):x1 =X,
g(Xl):g(X2)©X12+1:X22+1<:>X12:X22<:>
X =X, VX =X, S X =X,

g

impossivel pois
Xy % 2,40

Entdo, a fungdo g é injetiva.

109.1. Como x IR}, entdo|x|=x . Logo,
h(x)=x+|x|=x+x=2x.

h éinjetivase Vx,, x, Ry, h(x,)=h(x,)=x, =x,.

h(x,)=h(x,) < 2x, =2x, © x, =X,
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A fungdo h é injetiva.
h é sobrejetiva se Vy eRRy, Ixe R :h(x)=y.
h(x)=y<:>2x=y<:>x=§

A fungdo h é sobrejetiva.
Como a fungdo h é injetiva e sobrejetiva, conclui-se que h é
bijetiva.

109.2. Sendo h uma fungdo bijetiva entdo admite fungdo inversa
definida de R}, em R} .

Comoh(x)=y <2x=y< x:% , conclui-se que h™* (x)=

N | X

Assim, tem-se:
h R >R

X
X >=

2
Pag. 92
110.1. f(9) =9 =3, logo o ponto A(9,3) pertence ao grafico
def.
110.2. Designemos por A' aimagem do ponto A(9,3) pela
translagéo de vetor i =(5,2).
Entdio, A'=A+i=(9,3)+(5,2)=(14,5).
O ponto A' pertence ao gréfico de g porque

g(14):\/14—5+2:3+2:5.

110.3. Designemos por B' aimagem do ponto B(-1, 2) pela
translagdo de vetor i =(5,2).

Entdo, B'=B+i=(-1,2)+(5,2)=(4,4).

O ponto ndo pertence ao gréfico de g porque g(4) nao existe

visto que 4¢D, .

111.1. p, ={xeR:x+1>0}={xelR:x>-1} =[-1,+ 0.

Sendo xe[—1,+oo[, sabe-se que Vx+12>0.
Vx+1202Vx+1202Jx+1-32-3<g(x)2-3

Ent3o, D; =[-3,+ [ e—3 ¢ o minimo absoluto de g.

111.2. O grafico de g pode ser obtido a partir do grafico de
y =x , por aplicagdo sucessiva das seguintes transformagdes:
Translagdo de vetor i =(-1,0);

Dilatagdo vertical de coeficiente 2;
Translagdo de vetor v =(0,-3).

112.1. D, :{erR:x+120}:{xelR:xZ—l}:[—l,Jroo[ .

112.2. f(3):—3\/3+1+6:—3><2+6:—6+6:0 , logo 3 é zero
da fungéo f.
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Como f é uma fungdo do tipo y=a~/x—b+c,com a<0,é
estritamente decrescente. Entdo, f ndo tem qualquer outro zero.

112.3. Sabe-se que f(-1)=6 eque f(3)=0.

Em seguida apresenta-se uma representacgdo grafica da fungdo f.
0 contradominio de fé ]-o,6].

YA,

\
IAS

—1 |0

=¥

113.1. Analisando a representagdo grafica de f, constata-se que
D, =[-2,+=[ eque D} =[-1,+o0[ . Entdo, conclui-se que b=-2
eque c=-1.

Assim, f(x)= ax+2-1.

Sabe-se que f(2)=0, entdo tem-se:

1
a\/2+2—1:0©20:1©a:5.

113.2. Analisando a representacgdo grafica de f, constata-se que
D, =[3,+%[ eque D', =]-,2]. Entdo, conclui-se que b=3 e
que c=2.

Assim, f(x) = am+2 .

Sabe-se que f(7)=-2, entdo tem-se:
aN7-3+2=-22a=-"4a=-2.

113.3. Analisando a representagdo grafica de f, constata-se que
D, =[-2,+[ eque D} =[-2,+[ . Entdo, conclui-se que b=-2
eque c=-2.

Assim, f(x)= ax+2-2.

Sabe-se que f(2)=3, entdo tem-se:

5
a\/2+2—2:3®20:5c>a:5.

114.1. D, ={x<R:8-2x" >0}

Célculo auxiliar: 2x* —8=0< x> =4 x=2v x=-2

2/}\ _
Entdo, D, =[-2,2].

114.2. f(-x)=1+48-2(-x)" =1+V8-2x* = f(x)

Como f(—x)=f(x), Vx,—xeD,, conclui-se que f é uma fungao

par.



114.3. A fungdo f ndo admite fungdo inversa porque ndo é
injetiva. Por exemplo, f(-2)=f(2)=1.

115.1. Sabe-se que o semieixo maior da elipse tem comprimento
2 e que 0 semieixo menor tem comprimento 1, ou seja, a=2 e
b=1.

Entdo, a elipse é definida pela seguinte equagdo reduzida:
2

X 2
X iyr=1.
2 y

115.2.

2 2 2
X 2 2 X X
a) —+y =1lAy<0&y =1-—Ay<0y=—/1——.
) 2t y y AL y ,/ 2
XZ
Entdo, f(x)=- 1——

b) (- —\/—7 Ff

Como f x) Vx,—x €D, , conclui-se que f é uma fungdo
par.

1 / X 1 / X1
c X)=—— y[l-——=—c,l-——=-
)£ 2 4 2 4 2

2 2
e1-X L X soe1-X L ixep, &
4 4 4 4 4

oS4 =1AxeD; =X =3AxeD; Sx=3vx=-/3.
Assim sendo, os pontos do grafico de f que tém abcissa —% sdo:

1 1
(2] en 1),

2 2
Tarefa 11
1.1.
a) D, ={xeR:x+120}={xeR:x>-1} =[-1,+ o0 .
b) O ponto P(3, k) pertence ao grafico de f se f(3)=k .
f(3)=ke3+1=ke2=k
c) 0 ponto Q(k, 4) pertence ao grafico de f se f (k)=
f(k)=4oVk+1=4<k+1=16 nk+120=
S k=15Ak>2-1< k=15
d) Analisando a representacao gréfica de g, constata-se que

=[1, +[ eque D'g :[2, +oo[ . Entéo, conclui-se que b=1 e

que c=2.
Assim, g(x)=avx—-1+2.
Sabe-se que g(2)=5 , entdo tem-se:

av2-1+2=5<1la=3<a=3.
1.2, f(11)=v11+1=V12
Entdo, g(x):f(11)<:>g(x):x/ﬁ<:>3\/x71+2:x/ﬁ.

Funcoes

Resolugdo grafica da equagdo:

Flotl Flok: Floks WIRDOW
MBS CR-1 042 wnmin=-1
wNeBLC12a Hmax=4
W= nscl=1
=Ny= Ymin=A
siie= Yrax=r
=NME= YMzcl=1
wMe= HWres=1

3

n tr' -n: ]
n=l 1771 _W=3.4641016 .

A solugdo da equagdo, arredondada as centésimas, é 1,24.
Como a fungdo g é do tipo y:am+c ,emque a>0, sabe-
se que g é uma fungdo estritamente crescente. Entdo, a equagdo
g(x)=f(11) tem uma Unica solugdo.

2.1. A circunferéncia representada no referencial tem centro na
origem e raio 2. Entdo, pode ser representada pela seguinte
equacdo reduzida: x* +y’ =4

2.2.

a) ' +y =8 Ay20 Y =4-X Ay>0y=4/4-X" .
Entdo, f(x)=+/4-x".

b) f(—x)=y/4~(~x)" =Va-x* =f(x).

Como f(—x): (x), Vx,—x €D, , conclui-se que f é uma fungao
par.

o) f(x)=1eJ4-X =1ed4-x" =1rA4-x" 20

c>x2:3/\xeDf<3x:\/§vx:—x/§.

Assim sendo, os pontos do grafico de f que tém abcissa 1 sdo:

P(V3,1) e B(—3,1).

116.1. Se o gréfico da fungéo f, definida por f(x)=3++x—-1,¢

a imagem pela translagdo de vetor i :(1, 3) do grafico de uma
funcio g, entdo g(x):x/;.
Como g(4):x/Z:2 e f(S):3+\/g:3+2:5, entdo
A(4,2) e B(5,5).

5-2

My :ﬁ: 3 e a reta passa no ponto A, entdo é definida por:
y-2=3(x-4)ey-2=3x-12<y=3x-10.
116.2.

2
f(x):z<:>3+\/x— LN x—1:1<:>x—1:(1j AXx=120
2 2 2 2
<::>x:1+1/\x21<3x:E
4 4

A abcissa do ponto do grafico de f que tem ordenada

N\\l
b\m
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116.3. f’l(%):%porque f(%j:

NN

117.1.
f(x)=0e 2+Jx-4=0Vx-4=2x-4=4Ax-420

< x=8 Ax24< x=8 ; Conjunto-solugdo: {8}
117.2.

f(x)=3e2+Vx-4=3x-4=5cx-4=25Ax-420

& x=29 Ax>4< x=29 ; Conjunto-soluggo: {29}
117.3.
f(x)=-le2+Vx-4=-1Jx-4=1=x-4=1Ax-420

Sx=5Ax24<x=5
Conjunto-solugdo: {5}

OB+AP —
118.1. Sabe-se que A, =——xO0A.

Sendo P um ponto pertencente a curva y :\& com abcissa

x€]0,9], entdo P(x, \/;) .

Se [0APB] é um trapézio, entdo [AP]//Oy . Logo, A(x,0).

Seja A a fungéio de dominio ]0, 9] que representa a area do
trapézio [OAPB], entdo tem-se:

A(x): 3+2\/;XX:3x+2x\/;

=1,5x+0,5xvx .

118.2. Pretende-se determinar graficamente a solugdo da

equagio A(x)=15.

Flotl Flok: Floks WIMDOL
=N EL L SEAE. SR CE Amin=g
AmaE=4<
~NMzB15 #scl=1
=Nzl Ymin=G
Wy = Ymax=2v
=Ne= Yepl=3
“NE= dWre==N1

Interseckion
W=EEEZ0ER: _Y=18 .

Conclui-se, entdo, que A(x =15< x~5,59.

119.1. O ponto A pertence ao grafico de f™ e tem ordenada 2,
entdo A(x,2)e f(x)=2.

fH(x)=2ex=f(2)e x=2+y2-2 < x=2.Entdo, A(2,2).
0O ponto B pertence ao grafico de f e tem abcissa 8, entdo

B(8,y)e f1(8)=y.
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f’l(8):y@8:f(y)®8:y+ﬁ©8—y:¢y?<:>
<:>(8—y)2 =y—2Ay—-220A8-y=0

S64-16y+y’ =y-2Ay>2Ay<8&

<y’ —17y+66=0A2<y<8

++/ _
y=17_ 229 264A2£y£8<:>

< (y=6vy=11)A2<y<8<y=6

Entdo, B(8,6).

119.2. Seja P o ponto do grafico de ' de abcissa 14, entdo
P(14,y) e f(14)=y .

ff(18)=yola=f(y)olé=y+y-2c1l4-y=y 2o
& (14-y) ' =y-2Ay-220A14-y>0&
&196-28y+y’ =y-2Ay>22Ay<ld s

&y -29y+198=0A2<y<14 &

Y= 29++/841-792

: A2<y <14

Sy= A2<y<lA e (y=18vy=11)A2<y<ld &

sy=11
Entdo, P(14,11).
119.3. Pretende-se determinar, caso existam, os pontos de

2
interse¢do do grafico de f com a curva de equagdo y = X? .

Flokl Flok: Floks WIKDOW
=N ERL CH—20 Amin=g
WMeBRESL2 AMaE=3
] | nscl=1
My = Ymin=G
wNE= “max=4
=NME= Yzpl=1
WMa= dWre==N1

Ti=Hw TR =20

g,

YI=REIFE '
I
]

g,

nkersgckion
=g EAYELE V=3 EESRE

As coordenadas dos pontos de intersegdo do grafico de fcom a

2
curva de equagéo y:X? ,sd0 (2,2) e (2,594;3,365).



120.1. Vx-3=x+1&x-3=(x+1) Ax-320Ax+120&

SX-3=X"+2X+1AX23Ax>2-1 X +x+4=0Ax>23

<> X

_—1+41-16 -1++/-15
2

AX23&Xx=—"T—""AAX23
2
equagdo impossivel

Conjunto-solugdo da equagdo: { |

120.2.
V2x+1=x-12x+1=(x-1)' A2x+120 A x~120 &

1
<:>2x+1:x2—2x+1/\x2—5/\x21<:>x2—4x:0/\x21<:>

S x(x-4)=0Ax21<(x=0vx-4=0)Ax21c
<:>(x=0\/x=4)/\x21c>x=4
Conjunto-solugdo da equaggo: {4}
120.3.
mzlw;:(m)z :(1+\/;)2 ox+2=1420x+x &
©1:2\/;<:>1: x:{ljz :(\/;)2 <:>1:x

2 2 4

Verificacdo

1
Substituindo x por — na equagdo dada, tem-se:

4
1 1 3 1
/7+2 =1+ {f ,ouseja, —=1+= (Proposi¢do verdadeira).
4 4 2 2

: ~ . 1
Conjunto-solugdo da equagdo: {Z}
102.4. x-2 :\/x+1—3:>(\/x—2)2 :(\/x 1—3)2 P

SX-2=x+1-6Vx+1+9<6Vx+1=12

<:>\/X+1=23(\/X+1)2 =(2) @x+1=4ox=3

Verificacdo
Substituindo x por 3 na equacgdo dada, tem-se:

V3-2=+/3+1-3, ouseja, 1=—1 (Proposigdo falsa).
A equacgdo dada é impossivel.
Conjunto-solugdo da equagdo: { |

120.5. \/E+\/—=\/2x+1:>(\/m+x/;)2 =(\/2x+1)2 P=

S X3+ =3x+x=2x+1=2UxX" -3x =4 &

2
@\/x2—3x:23(\/x2 —3x) :(2)2 ox-3x=4s

X -3x-4=0=x o x=4vx=-1

_3+V9+16
2

Verificacdo
Substituindo x por 4 na equagdo dada, tem-se:

NI +\/Z =4/2x4+1, ouseja, 3=3 (Proposi¢do verdadeira).

Funcoes

Substituindo x por —1 na equagédo dada, tem-se:
V-1-3++/-1=,/2x(-1)+1 (Proposicdo falsa).

Conjunto-solugdo: {4}
Tarefa 12

1. O fio tem comprimento maximo quando o ponto C coincide
com o ponto D e tem comprimento minimo quando C coincide
com o ponto B.

Comprimento méximo: AD+DB=3+5=8m
Comprimento minimo: AB=~/32+52 =~/34 m
2.1. Sendo 5=x,ent§o (B=5-x e (B=5—x.
Assim, tem-se: f(x)=vx*+9+5-x.

2.2. Pretende-se resolver graficamente a equagdo f(x)=7.

Flobl FIotz Flot: WIRDOW
s BTG5 “min=@
~NzB7 HWmax=a
=zl Ascl=1
=Ny= Ymin=A
~Me= max=a
=NME= YMzcl=1
wMe= “re==1
r_"‘-\.._.

Inkerscckion
Heles . y=7

O comprimento do fioé7mse x=1,25m.

2.3. (1,6)=1,6"+9+5-1,6=411,56+3,4=3,4+3,4=6,8 .

Interpretagdo: Se o ponto C estiver a 1,6 m do ponto D, entdo o
comprimento do fio é 6,8 m.

24. f(x)=6 VX" +9+5-x=6 VX +9=x+1=
2
:(\/x2+9) =(x+1) @ X +9=x +2x+1=x=4

Verificacdo
Substituindo x por 4 na equagdo dada, tem-se:

N4> +9+5-4=6,0useja, 5+1=6 (Proposicio verdadeira).
Entdo, 4 é solugdo da equagdo dada.
Conclusdo: Se o fio tem 6 m de comprimento entdo x=4 m.

121.1. D, :{erR:x7320}:{xelR:x23}:[3,+oo[

121.2.

a)
f(x)<5<:>2\/E+1<5<:>\/m<2®)(—320/\x—3<22
S x23Ax-3<4cx23Ax<Txe[3,7]

b)

f(x)<9e 2 x-3+1<9 & x-3<4 e x-320 A x-3<4

S x23Ax-3<16< x23Ax<19¢ x€[3,19]
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€) f(x)<2x+3 o 2Yx—3+1<2x+3 o Vx-3<x+1&

S x-320Ax+120Ax-3<(x+1) &

SX23AX2-1A—X —x-4<0 ©x>23Arx>2-1ArxeRe

x23& xe[3, +0f

1+41-16
= <X

-2

dlculo auxiliar: —x" —x—-4= X
Calcul I ’ 4=0s

_1+4-15
-2
equacgdo impossivel

-

Entdo, —x* —x—4<0<=xelR.

122.1. 0, =R

122.2. O gréfico de f pode ser obtido a partir do grafico de

y =3/;, aplicando a seguinte sequéncia de transformacgdes:

| —translagdo horizontal de vetor i :(—2,0) e obtém-se o grafico
de y:m;

Il — dilatagdo vertical de coeficiente 3 e obtém-se o gréfico de
y=3¥x+2;

11l — reflexdo de eixo Ox e obtém-se o grafico de

f(x)=-3Ix+2.
122.3. Como f(-3)=-33-3+2=-33-1=-3x(-1)=3,

conclui-se que o ponto A(—3, 3) pertence ao grafico de f.

123.1. Se xe]-,2] aconcavidade do grafico é voltada para
baixoese xe [2, +oo[ a concavidade do gréfico é voltada para
cima. Entdo, conclui-se que b=2.

Assim sendo, g(x)=aix-2+c.

Sabe-se que o grafico de g passa nos pontos de coordenadas
(2,0)e (1,1), entdo tem-se:

{g(Z)—OQ{ai/ﬁ+c=0 {ax0+c—0 {c:O

= =4
g(1)=1 " |a¥1-2+4c=1 [ax(-1)+c=1

123.2. Atendendo aos valores determinados no item anterior,
sabe-se que g(x)=-3x-2.
Ent3o, g(O):fi/OTZ:—i/——:—i/—l—x:—i/f_lxi/_:
= —(—l)x%ﬁ =32.
O gréfico de g interseta o eixo Oy no ponto de coordenadas

(0,32).
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124.1.

3
x3/2—x=1<:>2—x= 1 <::>2—x=1<::>x=2—1(:)x=E
2 2 8 8 8

. o - 15
Conjunto-solugdo da equagdo: {;}
124.2. Y2x-1=Yx+2 @2x-1=x+2=x=3

Conjunto-solugdo da equaggo: { 3}

124.3.
3-Y1-x=2c-Y-x=-1cl-x=1cl1-x="<

<1l-x=1<x=0

. ~ o 1
Conjunto-solugdo da equagao: }—oo, g[
124.4.

1
PBx-2<-1e3x-2<(-1) @3 -2<-le3x<leox<

1
Conjunto-solugdo da inequagdo: } — 00, 5{

1
124.5. \3/3X—120<:>3X—120©3X21©XZ§
. - . ~ 1
Conjunto-solugdo da inequagdo: |:g,+00|:

125. f(x)=2(Ix+2=2Ax>1)v(V1-x=2rx<1)

cYx+2=2Ax>1x+2=2 AX>1SX=6AX>1x=6
N1-x=2AxL11-x=4A1-x20Ax<1 —x=3Ax<1
X=-3Ax<1x=-3

Conclui-se, entdo, que f(x)=2<x=-3v x=6.

Conjunto-solugdo da equagdo: {-3,6}

126.1. Pretende-se determinar os pontos do grafico de g que
tém abcissa igual a ordenada, ou seja, os pontos da forma

(x, g(x)) emque x=g(x).
g(x)=xeIx+x=xox’+x=x-xX+xX +x=0&
@x(fxz+x+1):0<:>x:0vfxz+x+1:0<:>

~1+4/5 -1-+/5
= D) Vv X

&S x=0vx= =0V x

~1+1+4

&S x=0vx=

1-5 1++/5
> VvV X=

2



Entdo, os pontos do grafico de g que tém abcissa igual a
ordenada s&o os pontos de coordenadas (0, 0),

{1—«/3 l—x/gj o (1+\/§ 1+\/§].

2 2 2 2

3
126.2. f(x):g(x)c>23/—=\/3 xz+x<:>(23/;)3=(\/3 xz+x) =
S8x=X+xoTx-x' =0 x(7-x)=0x=0v7-x=0&
S x=0vx=7

Conjunto-solugdo da equagdo: {0, 7}

127.1.

v =4 i 3 _ 3 _ 3 _ 3_2 _ é

e =AM =4 4nr' =12 nr =3&r=—&r=3
3 n n

127.2.

. 4
a) Sendo V o volume da esfera e r o raio, sabe-se que V:Enrs.

Entdo, tem-se:

4 5 , 3V 3V
—nri=Voidnr =3Ver=—<or=:3—.
3 41 4n
3v
Assim sendo, =3—
f( ) an’

b)

3V v, 3V
f(V)=doij—=do—=~4F o —=64c3V=64x4n
4mn 4n 4m

2561
3

SV=

Tarefa 13

1.1. Designando por a a aresta da caixa com a forma de cubo,
tem-se:

P=xoa=3x.

1.2. Designando por h a altura da caixa com a forma de cilindro,
tem-se:

2 3
TUX ﬁ ><h:x<:>rt><h—=x<:>h3=16—x<3h=316—x.
4 16 m T

2. As fung@es f e g de dominio [8,40] s&o definidas por

f(x):i/; e g(x): 3,16)( , respetivamente.
n

2.1. Como o dominio da fungdo f é [8,40], conclui-se que o

menor volume que a caixa pode ter é 8.
A aresta da caixa do tipo A que tem menor volume é 2 porque

f(8)=%8=2.

At =6x A, =6x27 =24
16 16 64
2.2. g(x)=42 X=4@—X=43©16x=64n©x=1—6“
s s

S x=4n

Funcoes

Neste caso a caixa do tipo B tem volume 4m e altura 4. Entdo,

tem-se:

A xb=4n e A,

2.3.

4
:—n<:>Ab:n.
4

a) Sabe-se que D; =[a,b] e, por observacgdo grafica, conclui-se

que D, =[ ¢(8);9(40) ].

Vamos recorrer a calculadora grafica para determinar g(8) e

g(40).

Flotl Flstz Flots WO

S BEFLCIER- s (F Amin=g
=8 and B4 Fnax=od
M= necl=18
M= Ymin=G
Ay = Ymax=a
=Ne= =cl=1
M= dWre==N1

= LA A CEER and K=

T

el [U— N : | L]

T=SMAARAwACRER and K=

L] : p— T 13-
Recorrendo a calculadora gréfica sabe-se que g(8) ~3,44 e
g(40)~5,88 .

Ent3o, a~3,44 e b~5,88.

b) Sabe-se que AB=2,24 e g(x)= f(x)+ﬁ , entdo tem-se
g(x)=f(x)+2,24.

Representando graficamente as fungdes y, :g(x) e

¥, =f(x)+2,24, tem-se:

Flotl Flotz Floks W IHDOW
S BELCLERS S (A Amin=A
=2 and K248 nmax=48
\V255J(K)+2 24f( wscl=1@
HEE and XEd4@ YMmin=@
= Ymax=6. o
Ay= =cl=1
o= Hre==0

l —

Usando as capacidades graficas da calculadora determina-se a
abcissa do ponto de intersegdo dos dois graficos.

| "

Inkerscckion
HeE0L04EBRZL LY=E.2YE017E .

Os graficos intersetam-se no ponto de abcissa 30 (com
arredondamento as unidades).
Entdo, a abcissa comum a Aea B é 30.

171



Unidade 5

Proposta 33

33.1. A representagao gréfica da fungdo f é uma parabola de
vértice no ponto de coordenadas (0; 1,6) .

Entdo, f(x)=ax’+1,6.

’

1,6
f(4)=0<0ax4’+1,6=0<16a=-1,6 < a=— 1

<a=-0,1
Conclui-se que f(x)=-0,1x"+1,6.

12 6
33.2. f(2):70,1><22+1,6:70,4+1,6:1,2:5:g.

5
Logo, o ponto P(Z,gj pertence ao grafico da fungdo f.

Como qualquer ponto que pertenca ao tabuleiro da ponte tem
ordenada 1,6 e atendendo a que a unidade de comprimento
corresponde a 10 m, a distancia do ponto P ao tabuleiro da ponte
é dada, em metros, por (1,6-1,2)x10=0,4x10=4.

Portanto, a distancia do ponto P ao tabuleiro da ponte é igual a 4
metros.

33.3. Relativamente ao novo referencial sabe-se que o vértice V

0+8
da parabola tem ordenada 1,6 e abcissa dada por x, =?:4.

Entdo, V(4;1,6) e g(x):a(xf4)2+1,6.

’

g(O):0<:>a><(0—4)2+1,6:0<:>160:—1,6<:>a:—11:©

<a=-0,1

Conclui-se que g(x)= —0,1(x—4)2 +1,6.

Para obter o grafico de g deve-se aplicar a translagdo de vetor
i=(4,0) ao grafico de f.

Proposta 34

34.1.
F(x)=x" —4x=x"-4x+4-4=(x"-4x+4)-4=(x-2) -4
O gréfico de f é uma parabola de vértice V(2,-4) e coma

concavidade voltada para cima.
Entio, D'f =[-4,+ .

34.2.

a) O grafico da fungdo g definida por g(x)=—f(x)+1 pode ser
obtido do gréfico da fungédo f através da reflexdo de eixo Ox
seguida da translagdo vertical de vetor 4=(0,1).

Entdo, D; =]—oo,5].

b) O grafico da fungdo g definida por g(x) :‘f(x)‘ —2 pode ser

obtido do grafico da fungdo f através da seguinte sequéncia de
transformacgdes:

1.°) Fungdo mddulo da funcgdo f;

2.°) vertical de vetor i =(0,-2).

Ent3o, D; =[-2,+00].
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c) O grafico da fungdo g definida por g(x)=2f(x—-3) pode ser
obtido do grafico da fungédo f através da translagdo horizontal de
vetor U= (3,0) seguida da dilatagdo vertical de coeficiente 2.

Entdo, D, =[-8, + [ .

1
d) O gréfico da fungéo g definida por g(x) =—Ef(x) pode ser
obtido do grafico da fungdo f através da contragdo vertical de

1
coeficiente 5 seguida da reflexdo de eixo Ox.
Entdo, D, = ]-,2].

34.3.

a) Vamos comegar por determinar os zeros da funcio f.
f(x)=0ex* -4x=0x(x-4)=0x=0vx-4=0
S x=0vx=4.

Agora facilmente se determinam os zeros da fungdo h.
h(x)=0< f(2x)=0<2x=0v2x=4<x=0v x=2

b) h(X)zO@f(%]20®§20v§:4c>X:OvX:12

Proposta 35

35.1. f(x)>0&2x* +x-1>0

Calculo auxiliar:

2 +x-1=0x= X = pa

—-1+~/1+8 -1+3 -1-3
o Xx= v
4 4 4

Sx=—vx=-1

ANY
_1\_/%

Ent3o, f(x)>0c>xe]—00,—1[uE,+°0[ .

35.2. Os zeros da fungdo fsdo -1 e >

como g(-1)=(-1)" +2(-1)" ~(~1)~2=-1+2+1-2=0, sabe-
-seque —1éozerocomumafeag.
Logo, —1 éraizde g(x) e g(x) é divisivel por x+1.

Aplicando a regra de Ruffini, tem-se:
1 2 -1 -2
-1 -1 -1 2

Entdo, g(x):(x+1)(x2 +x—2) .

Em seguida, vamos determinar os zeros do polinémio x> +x-2 .

—1+4/1+8
72 R

X +x-2=0x= x=1 v x=-2

Assim sendo, g(x)=0<x=-2v x=-1vx=1.



35.3. D, :{xeDf :1+f(x)20}:{xelR:f(x)2—1}

f(x)2-1e2x +x-12-1<2x" +x20
Célculo auxiliar:

1
2x2+x=0©x(2x+1)=0c>x=0v2x+1=0c>x=0vx=—£

Ento, f(x)271<3Xe:‘foo,fg:|u[0,+oo[.
. 1
Conclui-se que D, :}—w,—EJu[Oﬁ oo[ .

Proposta 36

36.1.

a) Observando a representagdo grafica da fung3o f apresentada,
sabe-se que x =-3 é eixo de simetria do grafico e que

va =]-,3]. Donde se concluique b=—-3 e c=3.
Entdo, f(x)=a|x+3|+3.

Sabe-se ainda que f(0)=-3, entdo tem-se:
alo+3|+3=-3c30=-6<a=-2.

b) A fungdio f é definida por f(x)=-2[x+3|+3.
f(x)=0<:—2\x+3\+3=0<:\x+3\=;<:>x+3=§vx+3=—§

3 9
SX=-ZVX=—=
2 2

c) h(x):0(:»1‘(7x):0<:>7x:7gv7)(:7§<:>x:§vx:g

-2(x+3)+3 se x+320

36.2. f(X)=—2X+3+3:{_2(_X_3)+3 se x+3<0

2x+9 se x<-3

f(x):{—2x—3 se x>-3

Proposta 37

37.1. Sabe-se que

x+1 se x+1>0 x+1 se x>-1
|x+1|=

(x+1) se X+1<0 |—x—1 se x<-1 "

Entio, F(x) X*—4 sex<-1 | x’-4 sex<-1
ntdo, f(x)= = =
|x+1]-3 se x=-1 |x+1-3 se x>-1

X' -4 se x<-1
x—2 sex>-1

37.2. O grafico da funcdo f é constituido por parte de uma

parébola, de vértice (0, —4) e que contém os pontos (-1, —3)
e (—2,0), e um segmento de reta de origem no ponto (-1, —3)

e que passaem (0, -2).

Funcoes

ya

37.3. f(x):0<:>(x2—4:0/\x<—1)\/(x—2:0/\x2—1)

C X —4=0Ax<-lox=4Ax<-1S

S(x=2vx=-2)ax<-lex=-2

c X—2=0Ax2-1x=2AXx2-1x=2
Conclui-se, entdo, que f(x)=0&x=-2vx=2.
Zerosdef: —2e2.

37.4. f(x)=5c (¥ -4=5Ax<-1)v (x-2=5Ax>-1)

X —4=5Ax<-1o X =9AXx<-1&

< (x=3vx=-3)Ax<-lex=-3

c X=2=5Ax>2-1lox=7TArx>2-1<x=7

Conclui-se, entdo, que f(x)=5<x=-3vx=7< xe{-3,7}.
Proposta 38
38.1. [1-3x|=|x+1|<1-3x=x+1v1-3x=-x-1&

&S A4x=0v-2x=-2x=0vx=1
Conjunto-solugdo: {0, 1}

38.2. 5-|1-4x|=1c[1-4x|=4 & 1-4x=4vi-dx=-4 &
3 5
& —A4x=3Vv-4x=-5&x=——VvX=—
4 4
. - 35
Conjunto-solugdo: < ——, —
4 4

38.3.

|5x+2|<3¢<5x+2<3A5x+2>-35x<1A5x>-5&
1 1
<:>x<f/\x>71<:>xe}1,f{
5 5
. o 1
Conjunto-solugdo: }—1,5[

38.4. [243x|-321[243x]|24©2+3x24v2+3x <4 &

2 2
<:>3X22v3x$—6©x2§vxS—Z@Xe]—w,—Z]u[g,+oo|:

2
Conjunto-solugdo: |-, —2]u [§’+ 00[
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38.5. Ora, g(—-1)=-2x(-1)-2=0 e g(3)=2x3-2=4.

‘x—4‘ < ‘x+3‘ = (,(_4)2 <(x+3)2 S x—8x+16< X’ +6x+9 < Assim sendo os gréficos de f e g intersetam-se nos pontos de

1 coordenadas (—-1,0) e (3, 4).

& -1Ax<-T7T< x>—
2 40.3.

Conjunto-solugdo: ]%,+Oo|: a) b, ={xeDf :f(x)zo} ={erR:f(x)20}

2
38.6. |-2x-3|+3>0< |-2x-3|> -3 xR S(x)20e ~x+3x+420
— Calculo auxiliar:

condicdo universal
-3+/9+16 —-3%5
S x= =4

-2 -2

Conjunto-solucdo: IR X +3x+4=0x=

N\

1 } -
Proposta 39 ‘/ Z\‘

Entdo, f(x)=0< xe[-1,4].

x=-1vx=4

39.1. A Rita pagou 2 euros de taxas fixas, 10 euros (2x5)
Conclui-se que D, =[-1,4].

relativos a parcela correspondente aos 2 kg e 20 euros (2,5x8)
b) D, :{xeDg : l—g(x)ZO} :{xelR:g(x)Sl}

relativos a parcela correspondente aos 2,5 kg que ultrapassam os

2kg. g(x)s1c>2\x\—2£1c>2\x\£3®\x\S§©xs§/\x2—§
Entdo, no total a Rita pagou 32 euros. 2 2 2
33
Entdo, D, =| ——,— | .
39.2. h [ 5 2}
)f( ) 2+5x se 0<x<2
a X)= =
2+5x2+8x(x=2) se 2<x<10 Proposta 41
. 2+5x se 0<x<2 [2+5x se 0<x<2 41.1. D, ={xeR:x+320}={xeR: x> -3} =[-3,+ 0]
" |2+10+8x-16 se 2<x<10 |8x-4 se 2<x<10 41.2

b) f(1,2)=2+5x1,2=2+6=8e
f(5,4)=8x5,4-4=43,2-4=39,2.

f(x)<5©2Yx+3-1<50Vx+3<3© x+320Ax+3<3

€) Se o envio da encomenda teve um custo de 20 euros ent3o o ©x2-3Ax+3<9x2-3Ax<65 xe[-3,6]

seu peso era superior a 2 kg (o transporte uma encomenda de

2 kg custa 12 euros). 41.3. D, =[-3,+[ e D'f =[-1,+[ .

f(x)=20=8x-4=20 1 2<x£10<3x=% A2<x<10 0 grafico da fungdo h definida por h(x)=f(x+1)+2 pode ser
obtido do grafico da fungdo f através da translagdo horizontal de
vetor U =(—1, O) seguida da translagdo vertical de vetor

&S x=3A2<x<10=x=3
Se foram pagos 20 euros pelo envio de uma encomenda, entdo
essa encomenda tinha 3 kg de peso. v=(0,2).

Proposta 40 Entdo, D, =[4,+[ e D, =[1,+ ] .

40.1. 41.4. g(—x)=3(—x) -1=x¥ -1=g(x).

_2‘ ‘ 5o 2x -2 sexZO_ 2x—2 se x=0 lui i funcs
g(x)=2|x|-2= 2(-x)-2 e x<0 - 1-2x—2 se x<0 Como g(-x)=g(x), Vx,—xeD,, conclui-se que g &€ uma fungao

par.
40.2. f(x)=g(x)< a1s.
@(7)(2 +3x+4:2x72/\)(20)v(fx2 +3x+4:—2x—2/\x<0) a)

f(x)=3e2Vx+3-1=3oVx+3=2ox+320Ax+3=2" &

Sx2-3Ax+3=4x>2-3Ax=1x=1

C X 43X +4=2Xx-2AXx20 X +X+6=0AX>20

_-1x1+24

-2

<X /\XZOC>(X=—2\/X=3)/\X20©X=3

b) g(x)=2ixr-1=2ex-1=2cx -1=8cx =9

© X 43x+4=-2x-2AX<0 X2 +5x+6=0AXx<0 Sx=3vx=-3

—5++/25+24
X=— A X
-2
Conclui-se, entdo, que f(x)=g(x)<x=-1vx=3.

<Oc>(x=—1vx=6)/\x<0<:>x=—1
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Proposta 42

42.1. B é o ponto de intersegdo do grafico de f com o eixo Oy,
entdo B(O,f(O)) .
Como f(0)=4,tem-se B(0,4).

A é o ponto de interseg¢do do grafico de f com o semieixo positivo
Ox, entdo A(x,0),x>0 e f(x)=0.

1
f(x):OQ—ExZ+x+4:0©—x2+2x+8:O©

2444432

& X S x=-2vx=4

Como x>0, conclui-se que x=-2 e A(-2,0).
Sendo P um ponto do grafico de f, sabe-se que P(x,f(x)), ou
. 1 2
seja, P X'_EX +x+4|.
Seja Q a projegdo ortogonal de P sobre o eixo das abcissas. Entdo,
Q(x,0).
O quadrilatero [OAPB] pode ser decomposto no trapézio [OQPB]

e no triangulo [APQ], conforme ilustra a figura seguinte.
A

= et
—
><‘

/ 0

(oars) = Aloars) T Alara) -

Entdo, A
Como g é a fungdo de dominio ]O, a[ que a abcissa do ponto P

faz corresponder a area do quadrildtero [OAPB], entdo tem-se:

4+(—%x2+x+4j (4—x)x(—%x2+x+4j
)= X X+ =

2 2

g(x

1 1
7Ex2+x+8 72x2+4x+16+5x37x274x

= XX+ =
2 2

1 1
—=X+x*+8x —x’-3x>+16
2 2

= + =
2 2
l 3 2 l 3 2
B 2x + X +8x+2x 3x +16_ 72x2+8x+167
2 2

=—x"+4x+8

Funcoes

42.2.

g(x):—x2 +4x+8 :—(x2 —4x)+8 :—(x2 —4x+4—4)+8:
=—(¥ -ax+4)+4+8=—(x-2)" +12.

A drea do quadrilatero [OAPB] é maxima quando x=2.

1
Nesse caso, P(Z,—Exzz +2+4] ,ouseja, P(2,4).

Proposta 43

43.1. Sendo A e B pontos do gréfico de f de abcissas simétricas,
entdo A(X,f(x)) e B(fx,f(fx)) .

Ora, f(x)=x>-3x e f(—x)= (fx)3 —3(-x)=-x>+3x.
Entdo, A(x,x3 —3x) e B(—x,—x3 +3x) .

O ponto médio do segmento de reta [AB] tem coordenadas

x+(-x) ¥ 73x+(7x3 +3x)

’ ’

2 2

ou seja, é 0 ponto 0(0,0).

43.2. Dg:{xeDf:f(x)ZO}:{xelR:x3—3x20}

Calculo auxiliar:
Para resolver a inequacdo x> —3x>0 vamos recorrer a um
quadro de sinais.

X’ -3x=0x(x-3)=0=x=0vx -3=0x=0v x’ =3

@x:O\/x=x/§\/x=—«/§

X —o0 -3 0 3 +00
Sinal de x - - - 0 + + +
Sinal de
) + 0 - - - 0 +
x -3
Sinal de
) - 0 + o | - 0 +
x =3

x> =3x>0 @xe[ﬂ/g,OJu[\/g,ﬁLoo[
Entdo, D =[—\/§,O}u[\/§,+oo[.

g

43.3.

‘f(x)‘ <2x? c>‘x3 —3x‘ <2x? <(:)>x3 —3X<2X° A X =3x2 2% &

(a) porque Vx<lR, 2x> >0

S X =2x"=3x<0 A X’ +2X° -3x20&

<:>x(x2 —2x—3)£0 A x(xZ +2x—3)20
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Célculo auxiliar:

* Para resolver a inequagdo x(x2 —2x—3) <0 vamos recorrer a

um quadro de sinais.

2+44+12

x2—2x—3:O®x:f<:>x:3vx:—1

X —00 -1 0 3 +00
Sinal de x - - - 0 + + +
Sinal de
) + 0 - - - 0 +
X —2x-3
Sinal de
X(Xz oy 3) - 0 + 0 - 0 +

x(x2 —2x—3)$0 @xe]—oo,—l]u[o,?:] .

* Para resolver a inequagdo x(x2 +2x73) >0 vamos também

recorrer a um quadro de sinais.

—244+12

X +2x-3=0x= Sx=1vx=-3

X —00 =3 0 1 +00
Sinal de x - - - 0 + + +
Sinal de
) + 0 - - - 0 +
X +2x-3
Sinal de
x(x2+2x—3) - 0 + 0 - 0 +

x(x* +2x-3)20 o xe[-3,0]U[1,+o[ .

Entdo, conclui-se que:
x(x2 —2x—3)§0 A x(x2 +2x—3)20<:>

@xe(]—w,—l]u[O,S]) A xe([—S,O]u[1,+oo[)<:>

< xe[-3,-1]u1,3]u{o}
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Proposta 44

44.1. Sendo x a drea de uma superficie esférica de raio r, sabe-se
que x=4mr’.

Entdo, tem-se:

5 , X X 1 \/; 1\/;
ANr=xor=—<oor=|—or=|—X,|—r=—,|—
4 r>0 an 4 s 2\n

Sendo V o volume de uma esfera de raio r, sabe-se que

V:inra.
3

Como f é a fungdo que a cada valor de x faz corresponder o
volume da esfera, tem-se:

swr=t{fe) =43 (5

4 1 [ x]z { XJ \/7 4nx\/; x\/;
=—=TIX—X| [— | X| [— fnxfxf

3 8 Tt i 24\

44.2. No caso de a esfera ter raio 2, tem-se:
x=4nx2’ < x=16m.

No caso de a esfera ter raio 2, o ponto do grafico de f tem
coordenadas (16rt,f(16rt)) .

16n 1GT[ 8T[ \/—_7 4_32T[
s 3 3 3

2
Entdo, as coordenadas do ponto sdo (167{ STHJ

f(16m)=

Proposta 45
Sendo P um ponto do grafico da fungdo f definida por

f(x)=~4-x, entdo P(X,\/4—X).

Como A é o ponto de intersegdo do grafico de f com Ox, entdo
A(x,0) tal que f(x)=
f(X)=0V4-x=04-x20r4-x=0x<4AXx=4&
< x=4.

Entdo, A(4,0).

A[OAP]:8©4X“24 X _gond-x=8cVi-x=4c

S4-x>20A4-x=16

SX<A4Ax=-12x=-12
Assim sendo, as coordenadas do ponto P sdo (—12,\/4 + 12) ,ou

seja, (—12,4).



128.1.

a) D, =[-2, 4]

b) D, =[-1, 5]

¢) D,,, =D, "D, =[-2, 4]n[-1, 5]=[-1, 4]
d) D, , =D, ND, =[-1, 5]n[-2, 4]=[-1, 4]
128.2.

2

a) (f+g)(2)=f(2)+g(2)=27+(—2+3)=2+1=3

.
oo 5
128.3. (f+g)(a):§®f(a)+g(a):;/\ae[—1, 4o

2
©%+(70+3):§/\ae[71, 4]
©a’-20+1=0ra¢e[-1, 4]
<a=1rae[-1, 4]ea=1<
o (a-1)=0nrae[-1, 4]

2

128.4. f(x)zg(x)@%:7x+3/\xe[fl, 4

X +2x-6=0Ax¢e[-1,4]=

—2++4+24
@X:f/\xe[—l, 4]
@x:izizzﬁ Axel[-1, 4]e

& (x=-147 vx=-1-7) xe[-1, 4]

<:>X:—1+«/7

g(—1+x/7)=—(—1+\/7)+3=1—x/7+3=4—x/7
Entso, P(—1+ﬁ, 4—ﬁ).

Assim sendo, a soma das coordenadas do ponto P é

147 +4-7=3.
129.1. D,,, =D, "D, =[-2,3]N[-1,4]=[-1, 3]
129.2.
2(x-1) sex-1>0 [2x-2 sex>1
f(x)=2‘x—1‘= =
2(—x+1) se x-1<0 |-2x+2 se x<1

(f+9)(x)=1(x)+g(x)=

{ X se 1<x<3

2x—2—x+2 se x=21AxeD
—2x+2—-x+2 se x<lAaxeD

-3x+4 se —-1<x<1

NEMA10PR-12

Funcoes

129.3.
i“?
53- _______ ]
o T E
130.1

c) (f+g)(%j=f(%j+g[zj:2— 1—%{%)2_%:
1

130.2. Sendo a IR, ent3o tem-se:

f(a)=0=2-V1-a=0=+1-0=2e1-0>0A1-a=4 <
Sallra=-3<0a0=-3

Entdo,

(g-f)(a)=g(a)-f(a)=g(-3)-0=(-3)" —(-3)=9+3=12.

Tarefa 14
2

1. f(6)=2x6=12 e g(6):%:9.

Conclui-se que a maquina A produziu 12 m de tecido e a B
produziu 9 m.

2. A expressdo f(2)+g(2) indica a quantidade de tecido, em

metros, produzida pelas maquinas A e B duas horas apds o inicio
do funcionamento.

3. A expressdo que representa a quantidade de tecido, em

metros, produzida pelas duas maquinas ao fim de x horas de
2
X
funcionamento é y =f(x)+g(x)= 2x+7 .

4. a: quantidade de tecido, em metros, produzida pela maquina
A durante as 6 horas de produgdo.

b: quantidade de tecido, em metros, produzida pela maquina B
durante as 6 horas de produgdo.

a+b : quantidade de tecido, em metros, produzida pelas
maquinas A e B durante as 6 horas de produgao.

Assim sendo, sabe-se que c=a+b.
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2

5. f(x)+g(x):12c>2x+%:1h0936@

<X +8x—-48=0A0<x<6<+/b* —4ac

-8++/64+192

XZfAOSXSGQ

-8+16
X=

AO<x<6&

<(x=4vx=-12)A0<x<6<x=4

As duas maquinas tinham produzido, no total, 12 m de tecido ao
fim de 4 horas.

131.1. Por exemplo, g(x):75x .
131.2. Por exemplo, g(x)=—x .
131.3. Por exemplo, g(x)=-2x.

132. Designemos por a, b, ¢ e d as abcissas dos pontos A, B, Ce
D, respetivamente.

O ponto que pertence ao grafico de fxg éoB.

Sendo g(a)=0, entdo (fg)(a)=f(a)g(a)=0.Logo o ponto A
ndo pertence ao grafico de fxg pois tem ordenada positiva.
Sendo f(c)<0 e g(c)>0,entdo f(c)g(c)<0,istoé,

(fg)(c) <0. Logo o ponto C ndo pertence ao grafico de fxg
pois tem ordenada positiva.

Sendo f(d) >0 e g(d) >0, entdo f(d)g(d) >0, isto &,
(fg)(d)>0. Logo o ponto D n3o pertence ao gréfico de fxg

pois tem ordenada negativa.

133. A fungdo ftem um zero igual a a e a fungdo g tem um zero
igual a b. Entdo a fungdo fxg tem dois zeros: a e b.

Assim sendo, a representacgdo grafica (A) ndo pode corresponder
afungdo fxg.
Recorrendo a um quadro, estuda-se o sinal da fungdo fxg.

X —o0 a b +00

Sinal de f + + + 0 -
Sinalde g — 0 + + +
Sinal de fxg - 0 + 0 -

A representacdo grafica que pode corresponder a fungdo fxg é a
(B).
134.1. Se f e g sdo fungBes pares entdo a fungdo fg é par.

Ora, sendo f e g fungdes pares, de dominio IR, tem-se:
f(=x)=5(x), ¥x,~xeR e g(-x)=g(x), ¥x,-x R .
Portanto,

(fg)(=x)=f(-x)a(-x)=f(x)g(x)=(fa)(x), Vx,~xeR

Conclui-se, entdo, que a fungdo fg é par.
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134.2. Se f é par e g é impar entdo a fungdo fg é impar.

Como fe g sdo fun¢des de dominio IR, sendo f par e g impar
sabe-se que:

f(—=x)=f(x),Vx,~xeR e g(-x)=—-g(x), ¥x,~xeR.

Portanto,

(fa)(—x)=F(-x)a(~x)=F(x)(~a(x))=—F (x)g(x) =
=—(fg)(x), vx,~x€R

Conclui-se, entdo, que a fungdo fg é impar.

134.3. Se f e g sdo fungdes impares entdo a fungdo fg é par.

Ora, sendo f e g fungdes impares, de dominio IR, tem-se:

f(—x)=—=f(x), Vx,~xeR e g(-x)=—g(x), Vx,~x€R.

Portanto,

(£9)(=x)=£(=x)g(=x) =(=f (x))(=g(x)) = f (x)a () =
=(fg)(x), vx,—x€R

Conclui-se, entdo, que a fungdo fg é par.

135.1. (f+g)(71):f(71)+g(71):%+2:§

f f(0) 0-1 1
135.3. [;](O)Zﬁ:?:_g

136.1.

a) D, =R e D, :{xelR:S—ZXZO}:{xelexﬁg}

Il

|

8
N | u»
| I

5 5
D. =D, ND =IRN |-, =|= |-, =
fa f g } 2} } 2}

b) D, =D, me\{X:f(x):o}:}w' g}mR\{—Z, 3}=
7

Célculo auxiliar:
1++1+24 1i5©

f(x):0<:>x2—x—6:0c>x:fc>x:

S x=3vx=-2

c) D, =Dfng\{x:g(x)=O}=IRm}—oo, ﬂ\{—z}

g
5
= |-, —[\{-2
= v
Célculo auxiliar:
g(x)=0<3-/5-2x=0~/5-2x =3 5-2x>0 A 5-2x=9

5
@XSE/\X:—ZQX:—Z



137.1.

a) D, =D, "D, =RNR=R

b) D, =D, "D, \{x:g(x) =0} =RNR\ {4} =R\ {4}

c) D, =D, ND, \{x: f(x)=0}=RnNIR\{0,4} =IR\{0, 4}
f

137.2.

a) f(x)<g(x)=xe[-2, 4]

Conjunto-solugdo: [—2, 4],

b) (f-9)(x)=0 f(x)-g(x)=0= f(x)=g(x) =

Sx=-2vx=4

Conjunto-solugdio: {-2, 4} .

138.1. f é uma fungdo afim, entdo f(x) =mx+b.

0—(-4
m= # =2 e b=-4 porque o ponto de coordenadas
(0, —4) pertence ao grafico de f.
Entdo, f(x) =2x-4.
g é uma fungdo afim, entdo g(x) =mx+b.

-2

m :2—0 =-1 e b=2 porque o ponto de coordenadas (0, 2)
pertence ao grafico de g.
Entdo, g(x)=-x+2.

Assim sendo, tem-se:
(f+a)(x)=f(x)+g(x)=2x-4+(-x+2)=x-2=—(x-2)=

138.2. GJ(XFM:ﬂ:M:i:_z

138.3. (fxg)(x)=f(x)xg(x)=(2x—4)x(-x+2)=
=-2x" +4x+4x—8=-2x"+8x-8 =
:—Z(X2 —4x+4):—2(x—2)2

139.1. g(-1)=9 = kf(-1)=9 = k((-1) -4(-1))=9 &

<3k=9< k=3

Funcoes

139.2. g(x) =0 kf(x)=0& f(x)=0= X’ ~4x=0<
e x(x-4)=0ex=0vx -4=0c
Sx=0vx =4 ©x=0vx=2vx=-2

140.1.

a) Sabe-se que D;, =[-2,1] e g(x)=§f(x) , entdo

D; :[72><E, 1x§}:[75, E}

2 2 2
b) Sabe-se que DJ', =[-2,1] e g(x):%f(x) , entdo
D, =|:—2><1, 1><E:|=|:—1, 1]

2 2 2
c) Sabe-se que D} =[-2, 1] e g(x)=-2f(x), entdo
D, =[-2x1, —2x(-2)]=[-2, 4].

140.2.
a) h(x):0<:>kf(x)=0ﬁf(x):0<:>x:—2\/X:O\/ x=3

b) Sabe-se que D'f =[72, 1].
Se k>0, entdo Dlg :[—Zk, k].
- 3
Sendo D, =[—3, f} , tem-se:
2
—2k=—3/\k=§<:>k=§/\k=§©k=§
2 2 2 2
Se k<0, entdo Dlg =[—k, 2k] .
' 3
Sendo D, :[73, f} , tem-se:
2

3 3
fk:f3/\2k:Ec>k:3/\k:Z impossivel

3
Conclusdo: k :E .

1
141.1. Em relagdo a fungdo g = f? tem-se:

141.2. Sabe-se que A(x, 2),tal que h(x)=2 e que B(x,2), tal
que g(x)=2.
h(x)=2<3g¢(x)=2e3Vx-2=2& x—2:§<:>

@x—ZZO/\x—2=g©x22/\x=%<:>x=B

9
Entdo, A[%, 2) .

g(x)=2eVx-2=2x-220Ax-2=4x22AX=6<
& x=6
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Entdo, B(6,2).

AB-6-22-32 :

9 143.1.0ra, f(0)=(2x0) +16=0+16=16 e
Portanto, o perimetro do quadrado é dado por:
b aE gy 32 128 9(0)=-2f(0)+66=-2x16+66=-32+66=34.

Entdo, no inicio da experiéncia, a temperatura do liquido A era de

16 graus Celsius e do liquido B era de 34 graus Celsius.
141.3. (h-g)(x)=6< h(x)-g(x)=2 <

1
©3Wx-2-Vx-2=6 2x-2=6% 143.2.0ra, f(8)=(2x8) +16=16+16=4+16=20 e
SVX-2=3x-220Ax-2=9& g(8)=-2f(8)+66=-2x20+66=-40+66=26.

Sx2z2ax=11<x=11 Assim sendo, 8 minutos apds o inicio da experiéncia, a diferenca

de temperaturas entre os dois liquidos era de 6 graus Celsius.

142.1.
a) sabe-se que D; =R e 143.3. f(t)zg(t)@(Zt)i +16=—2[(2t)2 +16]+66<:>
D, ={xelR:3+x>0}={xeR: x>-3} :[—3, +oo[.
Entdio, D =D, "D, \{x: f(x)=0} =[-3, +oo[ nR\{0, 4} = o2t +16=-2V2t 32+ 66 =
<312 =182t =62t 20 A2t =36 =
:[*3' +oo[\{0, 4} St>0At=18<t=18
Calculo auxiliar: A experiéncia decorreu durante 18 minutos.
f(x)=0ox*-4x=0x(x-4)=0x=0v x-4=0&
Tarefa 15
< x=0vx=4
b) Entdo, 1.1
D; =D, ND, \{x:g(x)=0}=RN[-3, +oo[\{-3}=]-3, +o]. a) f(t)=00,4t*~18t =0 1(0,4t—18) =0
g &t=0v0,4t-18=0<t=0vt=45

Calculo auxiliar:

_ 2 _ _ _
g(x)=0©\/3+—x=0©3+x20/\3+x:0<:>x2—3/\x=—3 g(t)—0<30,34t 20'4t_0<:>t(0'34t 20'4)_O©

&t=0v0,34t-20,4=0<t=0vt=60

< x=-3
3 Conclui-se, entdo, que a baleia-de-bossa esteve submersa
¢) Em relacdo a funcdo f2 tem-se: durante 45 minutos e que a baleia-austral esteve submersa
5 3 durante 60 minutos.
= 2
£2(x) :(X2 —4x) = (XZ _4)()3 b) Designemos por V; e V; os vértices das parabolas

representativas das fungdes f e g, respetivamente.

D=|xecR:(x*-4 3_0}: R:x* —4x>0
{Xe (X X) = {Xe x x= } Sabe-se que V[425 f[%jj e que \/2(30, g(30)).

Calculo auxiliar: +\ /+
X —dx=0cx=0v x=4 - 45 45Y 45
_ Como f| —|=0,4x| — | —18| — |=-202,5 e
[\/ f 2 2 2

Entdo, X —4x20c>xe]—oo, 0]u[4, +oo[_
9(30)=0,34x30” ~20,4x30 =306 , tem-se:

Conclui-se que D=]-o, 0]U[4, +od .
vl[%- zoz,sj e (30, —306).

142.2.
a) (f ( ) ( ) f(Z) —22 _4x2—_4 Conclw—sTe que a profundidade méxima atlngllda pela ,bz?lela—de—
-bossa foi de —202,5 metros e que a profundidade maxima
b) D,, {x eD,: f(x)eD, } {xe R: f(x)e[-3, +oo[} = atingida pela baleia-austral foi de —306 metros.
={xeR: f(x)>-3} 1.2.0ra, f(15)=0,4x15" ~18x15=-180 e
2 2
f(x)2-3ex —4xz 3" -4x+320 9(15)=0,34x15* ~20,4x15=-229,5.

Célculo auxiliar:
£(15)-g(15)=-180—(-229,5)=-180+229,5=49,5

4+«/16 12 o x 4+2

X' —4x+3=0& x ) S x=3vx=1 Assim sendo, 15 minutos ap6s o inicio de um mergulho, a
diferenca entre as profundidades atingidas pelos dois tipos de
+\ / t baleias é de 49,5 metros.

1 3
Entdo, X* —4x+3>0& x € |-o0,1]U[3,+oo] . \;/

Conclui-se que D, :]—w,l]u[3,+oo[ .
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1.3.
a) Atendendo aos resultados obtidos em 1.1. conclui-se que
D, =[0, 45] e D, =[0, 60].
Entdo, D, , =D, "D, =[0, 60] [0, 45]=[0, 45].
(g-£)(t)=g(t)-f(t)=0,34t" ~20,4t —(0,4t* —18t ) =

=0,34t" —20,4t —0,4t> +18t =-0,06t” —2,4t
Assim sendo, a fungdo g— f é definida por:
g-f:[0, 45] - R

t —-0,06t" —2,4t

b) (g—£)(30)=-0,06x30" —2,4x30=-126 .

O resultado obtido indica que, 30 minutos apds o inicio de um
mergulho, a diferenca entre as profundidades atingidas pelos
dois tipos de baleias é de 126 metros (a baleia austral é a que
estd a uma profundidade maior).

1.4. |(g-f)(t)|=200 < |-0,06t* —2,4t| =200 A t [0, 45]

Pretende-se resolver graficamente a equagdo anterior.

Flokl Flekz Floks: WIHDOOL
=N Babs( -8, BEHE- Amin=A

. Anax=45
=Nz B2EE Ascl=3
“Ma= Ymin=@a
Wy = YYmax=2o6
~Ne= Y=cl=58
“NE= Hres=10

i

bersection
41101008 _¥=200 .

=" g " "

nke

Recorrendo as capacidades graficas da calculadora, conclui-se
que t=~41,101 min.

Como 0,101x60~6, entdo t~41lmine 6s.

Proposta 46

46.1.

a) O gréfico da fung3o g obtém-se a partir do gréfico da funcdo f
por aplicagdo da translag&o de vetor &(—1, 0) .

Como D, =[-4, 5], entdo D, =[-4-1, 5-1]=[-5, 4].

O gréfico da fungdo i obtém-se a partir do grafico da fungéo f
através de uma dilatagdo horizontal de coeficiente 2.

Como D; =[4, 5], entdo D, =[-4x2, 5x2]|=[-8, 10].

b) Como D, =[-3, 4] e h(x)=|f(x) ,=[0, 4].

O gréfico da fungdo j obtém-se a partir do grafico da fungédo f
através de reflexdo de eixo Ox seguida de uma translagdo vertical

de vetor @(0, 3).

Como D, =[-3, 4], entdo D, =[-4+3, 3+3]=[-1, 6].

Funcoes

) i(x):O@ijzoAxe[—s, 10]<

2
& (x=—6vx=0v x=8)Axe[-8, 10]<

Sx=—-6vx=0v x=8

©(§=—3v§=0v 1=4)/\ xe[—8, 10]<:>

46.2.

a) g(—2)—h(—4)xi(4):f(—z+1)—\f( ‘xf[gj:
\f—4\xf() 1-|]-3[x(-2)=1+6=7

b) j(5)xi(-6)+g(1)=(—F(5)+3) xf[ j+f(1+1 =

=(-4+3)xf(-3 )+f( )=—-1x0+(-2)=-

Proposta 47

47.1. D, ={xe|R:‘x—1‘¢O}

Célculo auxiliar: [x—1|=0<>x-1=0<x=1

Entdo, D, =R\ {1} .

47.2.
a) (£+9)(2)=£(2)+9(2) 1+ﬁ=—1+1_0
) (fo)(-3) f(—3)9(—3)=1x‘_31_1‘=1X%=%
o[LJor-t—-t-

jo-1]
) (92)(2)=a(r(2)=o(-1)= =

47.3. Dgof:{xeDf:f(x)eDg}:{Xelef(x)EIR\{l}}:
={xeR: f(x)=1} ={xeR: x>0} =R;

Proposta 48

48.1. Atendendo a semelhanca de tridngulos, tem-se
10— b 3(10—x
0-x_b_, 3(10-x)

10 3 10
3(10- 6(10— 3(10-
Entdo, I(x):2>< ( X)= ( X)z ( X)=§(10_X).
10 10 5 5
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1
48.2. Sabe-se que V, —A,xh.

iramide
Entdo, tem-se:

2
V(x):%x[%(lo—x)} ><x:§><%(10—x)2 XX =

:%(100—20x+x2)xx=2—35(100x—20x2 +x°)=

:12x—2x2 -#ix3
25

Xx>0A10-x>0& x>0/\x<10c>xe]0, 10[

48.3. Utilizando uma janela de visualizagdo adequada a situagao,
obtém-se uma representagao grafica da fungdo V.

Flotl Flokz Flots WIHDOW
=M B 2SR 31200 Amin=A
WE+12H wmax=18
“Me= :‘:Sl;.l =2
M= YMmin=@
Ay = Ymax=23
=Ne= zcl=
“NE= wres=10

l/\ HuximumL\
HEEEE3E3Z _N=17.7FP77H .

Recorrendo as capacidades graficas da calculadora, conclui-se
gue o volume é maximo quando x~3,33.

48.4.

a) O volume limitado pelas superficies das duas pirdmides é igual
a diferenca entre o volume da piramide [ABCDR] e o volume da
pirdmide [EFGHO].

Assim sendo, tem-se:

S(X):§><62 ><10—V(x):§><36><10—V(x):120—v(x).

b) O grafico da funcdo S pode ser obtido do gréfico da fungdo V
através de uma reflexdo de eixo Ox seguida de uma translagdo

vertical de vetor (0, 120).

Proposta 49

49.1.

a) Sabe-se que D} =[—3, 7] e g=2f,entdo

D, =[-3x2, 7x2]=[-6, 14].

b) D,, =D, =[-3, 7]

49.2. N3o é possivel calcular (fOf)(3) porque f(3) ¢D;

(nota: £(3)=7 e D, =[-3, 3]).
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Proposta 50

50.1.

a) D,, =D, "D, =RNIR\{-1} =R\ {-1}

(fxg)(x)=0< f(x)xg(x)=0AxeD,, <
< (f(x)=0vg(x)=0)AxeR\{-1} =
< (x=—1vx=2vx=3vx=2vx=4)arxeR\{-1}
Sx=2vx=3vx=4

b) D, =D, D, \{x:g(x)=0}=(RNR\{-1})\{2,4} =

=R\{-1,2,4}
(5}(”20@ Z;Ej:; =0 /\xeDﬁ < f(x)=0AxeR\{-1,2,4}

< (x=—1vx=2vx=3)axeR\{-1,2,4} < x=3

50.2. Em relagdo a fungdo g~ tem-se:

2(x)=(g(x 72:#. ntdo:

7 (=lo(e) =
D:{xeDg:(g(x))z¢O}:{XEIR\{71}:g(X)¢O}:
={xeR\{-1}:x#2 A x#4}=R\{-1,2,4}.

Proposta 51

2

0
51.1. C(O):j+3:3
O prego de langamento da revista foi de 3 euros.

51.2. Uma representagdo grafica da fungdo C é a seguinte:
1

0t

0 2 10

Partindo da representagdo grafica anterior, é possivel construir o
seguinte quadro de variagdo e extremos:

t 0 2 10
c 3 / 4 N 2,5
{ 2 3
Minimo Maximo Minimo
relativo absoluto absoluto




Proposta 52

52.1. C(O):—O,5><02 +0+0,2=0,2
Um animal dessa espécie quando nasce tem habitualmente
0,2 m, ou seja, 20 cm.

52.2. 3 meses = 1—32 ano= 0,25 ano.

€(0,25)=-0,5x0,25" +0,25+0,2~0,42

Aos 3 meses o comprimento previsto é de, aproximadamente,
0,42 m, ou seja, 42 cm.

52.3.

a) Atendendo as expressdes algébricas que definem o
crescimento em fungdo do tempo, conclui-se que o animal passa
a idade adulta ao fim de 1 ano.

b) O comprimento dos animais adultos desta espécie é de 0,7 m,
ou seja, 70 cm.

52.4.
0,7+

0,21

Proposta 53

53.1. AJoana e o Pedro sairam de casa as 14 h, logo as

14 h 30 min tinham passado 30 min, ou seja, 0,5 h, apds a saida.

£(0,5)=-2x0,5" +6x0,5=2,5 e g(0,5)=1,8x0,5=0,9.

Assim sendo, as 14 h 30 min a Joana encontrava-se a 2,5 km de

casa e o Pedro encontrava-se a 0,9 km, ou seja, 900 m, de casa.

53.2. Por observacgdo grafica, sabe-se que a Joana chegou

primeiro a casa. Para saber a hora a que chegou temos de

resolver a equagdio f(t)=0.

f(t)=0e -2t +6t=0<2t(~t+3)=0<2t=0v —t+3=0
ot=0vt=3

Conclui-se que a Joana chegou a casa 3 h apds ter saido, ou seja,

as 17 h.

53.3. g(3) =1,8x3=5,4. No instante em que a Joana chegou a
casa, o Pedro encontrava-se a 5,4 km de casa.
53.4. Designemos por V o vértice da parabola representativa da

fungdo f.
Como os zeros da fungdo f sdo 0 e 3, sabe-se que a abcissa do

vértice é x, =?=1,5 e que a ordenada do vértice é
y, =f(1,5)=-2x1,5" +6x1,5=4,5 . Entdo, tem-se
Vv(1,5; 4,5).

Funcoes

A distancia maxima que a Joana esteve de casa foi de 4,5 km e
ocorreu 1 h 30 min apds ter saido, ou seja, as 15 h 30 min.

4,5
53.5. g(t)<4,5<1,8t<4,5ct< ’8 St<2,5

’

O Pedro esteve a uma distancia de casa inferior a 4,5 km durante
2 h e 30 min.

53.6. f(t)>2< -2t +6t>2 At €0, 3]
& -2t +6t-2>0 At €0, 3]
< -t*+3t-1>04t€|0, 3]

Célculo auxiliar:
—t?4+3t-1=0&

—3++/9-4 345 3-5 3445
t= St= > oSt=

2
3-45 3445
2/ . N2

Entdo, —t2+3t—1>0<:>te} 5

3—\/5 3+«/§
2 2

3-45 3+\/§{
o .

Logo, f(t)>2<3te} {/\te[o, EJR=

3—\/§ 3+\E
>te |——ri, .
2 2
3445 3-5 3+45-3+4/5 NG
- = =5.
2 2 2
J5h~2,236h e 0,236h=0,236x60 min ~ 14 min .

A Joana esteve a mais de 2 km de casa durante,
aproximadamente, 2 h e 14 min.

53.7. O ponto P ¢ o ponto de interse¢do dos graficos das fungdes

fe g cujaabcissa é ndo nula.

f(t)=g(t)=-2t* +6t =1,8t = -2t* +4,2t =0 =
©2(-t+2,1)=02t=0v -t+2,1=0=
<St=0vit=2,1

Como a abcissa de P é ndo nula, conclui-se que é igual a 2,1.

Entdo, P(2,1; g(2,1)).

Como ¢(2,1)=1,8x2,1=3,78 , tem-se P(2,1; 3,78).

No contexto do problema significa que 2,1 h apds a saida, ou
seja, as 16 h 6 min, os dois irmaos encontravam-se a 3,78 km de
casa.

Proposta 54

54.1. Como A, _ OAxAB , entdo tem-se:
bx 71b2+3b+8 —1b3+3b2+8b
o)1) 2 -2 -
2 2 2

1y 3ian.
4 2
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54.2. g(b)=24 @—%b3 +;b2 +4b=24 &

1
o-Zp +3p vab-2a-0
4 2

< —b’ +6b’ +16b-96=0
Sendo g(6) =24, entdo 6 é raiz do polindmio

—b*+6b* +16b—96.
Aplicando a regra de Ruffini, tem-se:

-1 6 16 -9
6 -6 0 9
-1 0 16 [0

Conclui-se que —b* +6b +16b—96:(b—6)(—b2 +16) .
Assim, tem-se:
—b*+6b” +16b—96 =0 <> (b—6)(-b* +16)=0 <
S b-6=0v-b"+16=0<b=6v b’ =16<
Sb=6vb=4vb=-4
Como be]O, 8[ , conclui-se que b=6v b=4.

Entdo, as solugdes da equagdo g(b) =24 sdodeb.
Proposta 55

55.1.

a) A afirmagdo EIXe]a, b[ : f(x)—g(x) =0 ¢é verdadeira pois os
graficos das fungdes f e g intersetam-se num ponto de abcissa
pertencente ao intervalo ]a, b[.

b) A afirmagdo VxelR, f(x) > g(x) é falsa porque, por exemplo,
f(b)<g(b).

¢) Aafirmaggio “ Se x>a, entdo f(x)xg(x)>0 " é falsa porque,
por exemplo, b>a A f(b)xg(b)=0.

d) A afirmaggo “ Vx IR, f(x)xg(b)=0" é verdadeira porque
sendo b zero da fun¢do g entdo g(b) =0.

55.2. Recorrendo a uma tabela para fazer o estudo do sinal da

fungdo fxg, conclui-se que a representagao grafica que pode

correspondera fxg éa(C).

X —0 a b +00
Sinal de f + 0 — — _
Sinal de g - - - 0 _
Sinal de fxg _ 0 + 0 +
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Proposta 56

56.1.
a) (f+g)(10)=£(10)+g(10)=10" +2x10+10x10=220.

No contexto apresentado significa que 10 minutos apds a
abertura das saidas de agua, as saidas A e B libertaram em
conjunto 220 litros de agua.

b) (9-1)(6)=g(6)-f(6)=10x6—(6" +2x6)=60-48=12

No contexto apresentado significa que 6 minutos apds a abertura
das saidas de dgua, a saida B libertou mais 12 litros de dgua do
que a saida A.

56.2. (f—g)(x)=0Ax>0& f(x)-g(x)=0Ax>0&
<X +2x-10x=0AXx>0= x> —8x=0A x>0
S x(x-8)=0Ax>0<(x=0vx-8=0)Ax>0<
<:>(x:0\/x:8)/\x>0<3x=8

No contexto apresentado significa que 8 minutos apds a abertura
das saidas de agua, as saidas A e B libertaram a mesma
quantidade de dgua.

Proposta 57
57.1.

a) O ponto A pertence ao grafico da funcdo f e tem abcissa 1,
logo a sua ordenada é dada por f(l) .

f(1)=3-2V1-1=3-2x0=3.

Entdo, a ordenada do ponto A é 3.

b) O ponto B pertence ao grafico da fungio f e tem ordenada 2,
logo a sua abcissa é a solugdo da equagdo f(x) =2.

f(x)=2e3-2x-1=2-2Jx~ :_1©JXT:%©

c:>x—120/\x—1=1<::>x21/\x=é<::>x=E
4 4 4
= . . 5
Entdo, a abcissa do ponto B é Z

) O ponto C é a interse¢3o do grafico da fung3o f com o eixo Ox,
logo tem ordenada 0 e a sua abcissa é a solugdo da equagdo

f(x)=0.
f(x)=0e3-2Jx-1=0c-2Vx~ =_3©JXT=§©

9 13 13
SX-120AXx-1=—SXx2IAX="T S X=—
4 4 4

, 13
Entdo, a abcissa do ponto C é o

Portanto, C[lf, Oj.



57.2.
a) D, ={xeR:x-1>0}={xeR:x>1} =[1,+=[ e D, =RR.
DL:Dmeg\{x:g(x):O}:[1,+oo[r\IR\{0,12}:

g
=[1, +oo[ \{12}.
Calculo auxiliar:
g(x)=0<24x-2x" =0 2x(12—-x)=0<2x=0v 12-x=0
S x=0vx=12

13
b) D, =D, "D, \{x: f(x)=0} =RN[1, +oo[ \1=t=
,=0,10,\x£(x)=0} =R 2

:[1,+oo[\{14—3}.

c) g%(x):\/m:\/MX—ZX2

Seja h:gE x f , entdo
D, ={xeD,:g(x)20} D, ={xe[1,+c[:24x-2x* 20} "R
Calculo auxiliar:
24x-2x =02x(12-x)=02x=0v12-x=0 &
S x=0vx=12

LN,
W

24x-2x* 20 x€[0,12]
Conclusgo: D, :{xe[l, +ool : xe[O,lZ]}mlR:[l,lz]

57.3.

f(x)=1+2dx @3-2Vx-1=1+2Vx @2-2x-1=2Vx =
e1-V 1=V = (1-Vx-1) =(Vx) =

S1-2Vx—-1l+x-1=x<
S1-2Vx—-1+x-1=x-2Ux-1=0&
SVx-1=0=>x-1=0 &x=1

Verificacdo:

Substituindo x por 1 na equagao inicial, tem-se:
3—2E:1+2ﬁ, ou seja,

3-0=1+2 (Proposi¢cdo verdadeira).

Assim sendo, conclui-se que 1 é solugdo da equagdo

f(x)=1+2Jx .

Funcoes

Proposta 58

58.1.

a) h(0)=0,2x0" -1,6x0+5=5 e
h(8)=0,2x8"~1,6x8+5=5.

A altura maxima da rampa é de 5 m.
h(x)=0,2x" ~1,6x+5=0,2(x —8x)+5=

=0,2(x2—8x+16—16)+5=0,2(x2—8x+16)—3,2+5=

=0,2(x-4) +1,8
O vértice da pardbola representativa da fungdo h tem
coordenadas (4; 1,8) e a concavidade da parabola é voltada
para cima.
Entdo, a altura minima da rampa é de 1,8 m.
b) Como as paredes A e B distam 8 m entre si, sabe-se que o

ponto da rampa que dista 1,5 m da parede B dista 6,5 m da
parede A.

h(6,5)=0,2x6,5" —1,6x6,5+5=3,05.

Entdo, a altura do ponto da rampa que dista 1,5 m da parede B é
3,05 m.

c) h(x)=2<0,2x" —1,6x+5=2<0,2x" -1,6x+3=0<

1,6+4/2,56-4x0,2x3 1,6+4/0,16
X= SxX="—7TT"T"—&
0,4 0,4
1,6+0,4 1,6-0,4
X= VX=
0,4 0,4
Os pontos da rampa que estdo a 2 m de altura distam3 me5m,
respetivamente, da parede A.

&S x=5vx=3

Entdo, a distancia entre elesé de 2 m (5—3:2) .

58.2.

a) Como os painéis s3o geometricamente iguais, tem-se:
A(x)=2(xh(x))=2x(0,2x* =1,6x+5)=0,4x* —3,2x* +10x .
b) A(x)=14,4<0,4x° —3,2x* +10x=14,4 AO<Xx<8

Recorrendo a calculadora grafica, resolve-se graficamente a
equagao anterior.

Flotl Flotz Flots WO
=N lE, 4R35, 28E Amin=A
+1 6 vmax=4
~NMzB14.4 nscl=1
WMa= Ymin=Q
Ay = Ymax=16
Ne= Y=cl=4
M= HWres=1

5

[
I
]

A solugdo da equagdo A(X) =14,4 é 4.

nkerieckion

L | L B [

Geometricamente conclui-se que quando a area conjunta dos
dois painéis é igual a 14,4 m?, os dois painéis ficam unidos,
formando um Unico painel com 8 m (4+4 :8) de largura e

1,8m (14,4:8=1,8) dealtura.

185



Unidade 5

Proposta 59

59.1. Os triangulos [CDE] e [ABC] sdo semelhantes porque os
seus angulos internos sdao geometricamente iguais.
Atendendo a semelhanca de triangulos, tem-se:
CP DE DE  — 12x —
e X o DE="X o DE=4x.
CR AB 3 12 3
59.2. Como A ;. eu0 =DExPR , entdo a drea A do retangulo é
dada em fungdo de x por:
A(x)=4xx(3-x)=12x—4x> =—4x* +12x.
59.3. A(x)=-4x* +12x=—4(x"~3x)=
=—4(x’ -3x+1,5" -1,5" ) =—4(x’ —3x+1,5")+4x2,25=
=—4(x-1,5)" +9

O vértice da pardbola representativa da fungdo A tem
coordenadas (1,5; 9) e a concavidade da pardbola é voltada

para baixo. Entdo, a drea do retangulo é méaxima quando x = 1,5
cm. Neste caso, o retangulo tem 6 cm (4>< 1,5=6) de

comprimento e 1,5cm (3—1,5=1,5) de largura.
Conclui-se que DE=6cm e ﬁzl,S cm .

Proposta 60

60.1. Sendo f uma fungdo polinomial do 1.° grau, entdo

f(x)=mx+b.
0,75-0 0,75 3 3
= =—-=0,375=— e b=0,75== porque o ponto
0-(-2) 2 8 4

de coordenadas (O; 0,75) pertence ao grafico de f.

Entdo, f(x):§x+%.

60.2. O ponto P pertence aos graficos das fungdes fe g e tem

abcissa 1, logo a sua ordenada é dada por f(l) .

f(1)=§><1+§=§+§=§+§=9.
8 4 8 4 8 8 8

Entdo, P| 1, 2)
8

60.3. g é uma fungdo polinomial do 3.° grau cujos zeros sdo —2

(zero simples) e 2 (zero duplo), entdo

g(x):a(x+2)(x72)2 ,aeR\{0} . Como g(0)=3, tem-se:
a(0+2)(0-2) :3<:>a><2><4:3<:>80:3c>a:§ .

Entdo, g(x) :g(x+2)(x72)2 .

186

60.4.
a) £(x)-g() =0 F(x)=g(x)>
4:)%)(+%:§(x+2)(x—2)2 PEN

©§(X+2)—Z(X+Z)(X—2)Z=0©
@S(x+2)[1—(x—2)2}:0c>
©§(x+2)=0v1—(x—2)2 =0

ox+2=0v(x-2) =1
ox=-2vx-2=1lvx-2=-1&
S x=-2vx=3vx=1
b) Por analise grafica, e atendendo ao resultado obtido no item
anterior, conclui-se que f(x)>g(x) AxeR < xe]1, 3[.

3 3 3 3 3
60.5. h(x)=-2 1) =242 (x-1)+> =24 ox——+—>=
(x) +f(x-1) +8(x )+4 +8x 8+4

3 13

8 8

313 13
h(x):0c>§x7?:0c>3x71320c>x:§.

O gréfico da fungdo h obtém-se a partir do grafico da fungado f por
aplicagdo da translagdo de vetor U(l, —2) . Entdo, a tabela de

sinais da fungdo h é a seguinte:

X —00 - +00

Sinal de h - 0 +

Proposta 61

61.1.

a) —2h(x+5)<0< h(x+5)>0<
S (x+5>-3Ax+5<1)v(x+5>2)<
S(x>-8Ax<-4)v(x>-3)=
o xel-8, —4[U]-3, +oof

b) h(2x)>0< (2x>-3 A2x<1)v(2x>2) <
@[X>—§/\X<ljv(x>1)<:>xe:|—§, 1[u]l, +oof
2 2 2 2

61.2. h é uma fungdo polinomial do 3.° grau cujos zeros sdo -3, 1
e 2, entdo h(x)=a(x+3)(x-1)(x-2), acR\{0}.
Como h(O):Z,tem-se:

1

a(0+3)(0—1)(0—2):2c>601:2©a:§c>a:§.

Entiio, h(x):%(x+3)(x71)(x72) .



a) Em seguida apresenta-se a representacdo gréfica da funcgdo h

na calculadora gréfica.

Flokl Floki Flob:

W BSOS (-1
2EH=2D

“Mz=
wia=
ity =
=Ne=
wMe=

WIKDOW
AMin=-5
AMaE=0
#scl=1
Ymin=-2
Ymax=g
Yzpl=1
dWre==N1

/

=

Recorrendo as capacidades graficas da calculadora, determinam-
-se os extremos relativos da fungdo.

N

Hax.mum Hinim'.um } B
H=-1.EEFEET IV=4.37E1504 H=i.EEPEzzE IV=-.37E150
Maximo relativo: 4,38;
Minimo relativo: —0,38.
b)
Flobl Floti Flots
MBS CEHEN (-1
FLR=22
=Nz B2
h$3=
=Ny=
“Me= Inttr:lnn:tion =
“NE= H=-E.EMEREL Iv=z

/

N

'
Inkerseckion }
FEL =2

Por observacgdo grafica, conclui-se que
h(x)22< xe[-2,65; 0]U[2,65; +oo .

O conjunto-solugdo da condigdo h(x)22 é

[-2,65; 0]U[2,65; +o .

Proposta 62

62.1. O ponto A pertence ao gréfico da fungdo f e tem abcissa

-1, entdo A(—l,f(—l)).

f(-1)=(-1) —4(-1)" +(-1)+6=-1-4-1+6=0.

Portanto, A(—l, 0) .

O ponto B pertence ao gréfico da fungdo f e tem abcissa 8, entdo

B(8, £(8)).

f(8)=7-8+1=7-4/9=7-3=4.

Portanto, B(8, 4).

Funcoes

62.2. Um vetor com a dire¢do da reta AB é o vetor AB.
AB=B-A=(8, 4)—(-1, 0)=(9, 4).

A reta AB pode ser representada através das seguintes equagdes
paramétricas:

x=-1+9k
, kelR
y=0+4k

62.3.
f(x)=0& (¥ ~4X" +x+6=0 A x<0) v (7-Jx+1=0 A x>0)

- Como -1 é um zero de f, entdo o polindmio x> —4x* +x+6 é
divisivel por x+1.
Aplicando a regra de Ruffini, tem-se:

1 -4 1 6
-1 5 -6
1 -5 6 |0

Conclui-se que x> —4x’ +x—6=(x+1)(x2 —5x+6).
Assim, tem-se:
X —4x" +x+6=0 A x<0 (x+1)(x ~5x+6)=0 A x<0 =

<:>(x+1=0vx2—5x+6=0)/\x<0<3

{ 5&/25—24}
= x:—lvx:f

AX<0&

5+1
@(XZ*IVX:T)/\X<O<:>

S(x=-1vx=3vx=2)Ax<0cx=-1

cT-ANX+1=0AXx20Vx+1=7AXx20
S Xx+120A+1=49Ax20<
SXx2-1AXx=48AXx20< x=48

Conclui-se, entdo, que f(x)=0<:>x =—1vx=48.

Para além de —1, a fungdo f s6 tem mais um zero (48).

1. Sendo f uma fung3o par, entdo o seu grafico é simétrico em

relagdo ao eixo Oy, isto €, a reta de equagdo x =0 é eixo de
simetria do seu grafico.
Como f é uma fungdo quadratica de contradominio [—1, +00[ e

x =0 é eixo de simetria do seu grafico, conclui-se que a pardbola
representativa do grafico de f tem a concavidade voltada para

cima (logo a>0) e vértice V(O, —1) .

Como o vértice é o ponto V(O, 71) , entdo conclui-se que b=0
ec=-1.

A opgdo correta € a (D).

2. Sendo 3 o Unico zero da fungdo quadratica f, entdo
VxelR\{S},f(x)>O ou VxelR\{S}, f(x)<0, consoante a
concavidade esta voltada para cima ou para baixo.

Assim sendo f(l) e f(O) tomam sempre o mesmo sinal (sdo
ambos positivos ou ambos negativos). Logo, f(1)x f(0)>0

A opgédo correta é a (C).
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3. Sendo f uma funcgdo par e f(5)=1, entdo f(—5)=f(5)=1.
Como h uma fungdo impar e h(—2)=3, entdo
h(2)=-h(-2)=-3.

Assim sendo, f(-5)+h(2)=1+(-3)=-2.

A opgdo correta € a (B).

4. Sabe-se que V,

ilindro cone

1
=A,xh eque V, =§><Ab><h.

Atendendo aos dados da figura, tem-se:

1
2 2
Vsd/ido =Vcil1ndro+vcone =7r X2r+§XTCI’ X(f+1)=
, wnr* o owrt Inr’ owr?
=2nr’ + = +
3 3 3

A opgdo correta é a (A).
5. f(x):O@(xz—Q:O/\le) v(x2+1:O/\X<1)

X -9=0Ax21 X =9Ax21e
S(x=3vx=-3)Ax21cx=3
X +1=0rx<le X =—lax<lexef |
vt
impossivel
Conclusdo: f(x):0<:>x:3

A opgdo correta é a (C).

6. Sendo f uma fungdo do tipo y:a‘x—b‘ +c, entdo sabe-se que:

- D'f =[c, +o[ se a>0;
- D'f =], c] se a<0.
Como le :[—2, +00[, pode-se concluir que a>0 e c=-2.

Entdo, ac<0.
A opgdo correta é a (A).

1.1. Como a temperatura foi observada nas quatro horas
seguintes ap0s a Rita ter acordado (as 5 h), entdo as 5 h sabe-se
que h=0.

7(0)=-0,5(0"-4x0)+38=38.

A temperatura observada as 5 h foi de 38 graus Celsius.

1.2. T(h)=-0,5(h" —4h)+38=-0,5(h" ~4h+4-4)+38=

=-0,5(h* —4h+4)+2+38=-0,5(h-2)" +40

A representagdo grafica da fungdo T é parte de uma pardbola
(OSh £4) com a concavidade voltada para baixo e de vértice
v(2, 40).

Entdo, a temperatura méxima atingida no periodo de observagdao
foi de 40 graus Celsius.

1.3. A temperatura comegou a baixar 2 h apds a Rita ter
acordado, ou seja, as 7 h. Por outro lado, sabe-se que a
temperatura comegou a baixar 20 min apds a administragdo de

um medicamento. Donde se conclui que o medicamento foi
administrado as 6 h 40 min.
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1.4. Para provar o pedido, vamos estudar a varia¢édo da
temperatura entre as 6 h (h =1) eas8h (h =3) .

1<h<3
< -1<h-2<1

=0<(h-2) <1
©0<0,5(h-2)" <0,5
©-0,5<-0,5(h-2)" <0
©-0,5+40<-0,5(h—2)" +40<0+40
<39,5<T(h)<40

Entdo, a temperatura entre as 6 h e as 8 h manteve-se superior a
39,5 °C.

1.5. O gréfico da fungdo Ty, definida por T, (h) :T(h+2) ,
obtém-se a partir do grafico da fungdo T por aplicagdo da
translagdo de vetor (-2, 0).

Assim sendo, conclui-se que a temperatura da Sénia foi superior
a39,5% entreas4heas6h.

2.1.

D, =D, "D, =RN{xelR:x-2>0} =IRN[2,+oo[ =[2,+ [

(fxg)(x)=0<= f(x)xg(x)=0AxeD<=
@(f(x):ng(x):O)/\xeDo
o (1-[2-x=0vx-2=0)axeD =
o[ 2-x=1v(x-220Ax-2=0)|rxeDe
o[(2-x=1v2-x=-1)v(x22Ax=2)|AxeD &
<(x=1vx=3vx=2)axeD<x=2vx=3

2.2.

a) g(x)=f(2)oVx-2=1-2-2|= Vx-2=1=

SX—220Ax-2=1x22Ax=3&x=3

b) f(x):g(%jel—\z—x\: /%—2 @1—\2—)(\:\/%@

<:>1—\2—x\:%c>\2—x\:%c>

1
S2-X=—V2-X=—=
2

3 5 3 5

S X=—oV—X=—— X=X =

2 2 2

3.1. O ponto A pertence ao gréfico da fungio f, tem ordenada —3
e abcissa positiva. Logo, A(x,—3) tal que f(x)=-3Ax>0.
f(x)=-3Ax>0x -2x-3=-3Ax>0&

X -2x=0Ax>0x(x-2)=0AXx>0&

< (x=0vx-2=0)Ax>0<

S(x=0vx=2)Ax>0cx=2

Entdo, A(2,-3).



3.2. O ponto A(Z,—3) pertence ao grafico da fungdo h, definida
por h(x)=g(x)+k,se h(2)=-3.
h(2)=-3<g(2)+k=-3<[2-2|-1+k=-3<0-1+k=-3

S k=-2

3.3. Como f(x)=x —2x—3:(x2 —2x+1—1)—3:(x—1)2 -4,a
reta de equagdo x =1 é eixo de simetria do grafico de f.

Sendo i a fungdo definida por i(X) =f(x—c) , conclui-se que o
eixo de simetria do grafico de j é a reta de equagdo x=1+c.
Areta de equagdo x =2 é eixo de simetria do grafico da fun¢do g
definida por g(x)=|x-2|-1.

Assim sendo, os graficos de i e de g tém o mesmo eixo de
simetriase 1+c=2, ouseja,se c=1.

Funcoes

3\ g 9(6)_(6) -4 _36-2_32_
O O
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4
1.1. 3+6+9+12=3><1+3><2+3><3+3><4=Z3i

i=1

6
1.2, 4+9+16+25+36=2"+3" +4’ +5° +6’ =)

i=2

3
1.3. ) 2 =2"+22+2°=2+4+8

i=1
1.4. 5+7+9+11+13=
=(2x143)+(2x2+3)+(2x3+3)+(2x4+3)+(2x5+3) =

25: 2k+3

k=1

1.5. 5+7+9+11+13=
(2x3-1)+(2x4-1)+(2x5-1)+(2x9-1)+(2x7-1)=

7
=3 (2k-1)
k=3
2 2 2 2 2 2 1
16. ) —=——4——d——+——=2414+=+=
> k-1 2-1 3-1 4-1 5-1 3 2

1.7. 1-3i=-5&-3i=-6<i=2

5
> (1-3i)=-5-8-11-14

i=2

2.1. Substituindo n por 12 no termo geral obtém-se o termo de

ordem 12.
ora, 2x12 24
12+1 13

2
O termo de ordem 12 é igual a % .

2.2.

a) A soma dos 30 primeiros termos da sequéncia pode ser
30

n
representada por —_
= n+1

b) Pretende-se representar na forma de somatério a soma dos 15
termos consecutivos a comecar no 8.° termo, entdo o ultimo
termo dessa soma é 0 22.° (pois 8+15-1=22).

Entdo, soma dos 15 termos consecutivos a comegar no 8.° termo

n
pode ser representada por z —_—
= n+1

c) Pretende-se representar na forma de somatério a soma dos 40
ultimos termos da sequéncia. Como a sequéncia tem 65 termos,
entdo o Ultimo termo dessa soma é 0 65.° e o primeiro termo é o
26.° (pois 65+1—-40=26).

Entdo, soma dos 40 ultimos termos da sequéncia pode ser

65

representada por -
e N+1

3.1. Sabe-se que o uUltimo termo da sequéncia é 84. Vamos,
entdo, determinar a sua ordem.

190

5++25+336 -

2

n’—-5n=84<n*-5n-84=0<n=

n=5—219<:>n 12vn=-7

Como nelN, conclui-se que n=12.
Entdo, a soma dos termos da sequéncia pode ser representada

12
por z (n2 —Sn).

n=1

3.2. " -5n=0<n(n-5)=0<n=0vn-5=0<n=0vn=5

A/
Como nelNe n<12, conclui-se que
n*-5n>0<ne{6,7,8,9,10,11,12} .

Entdo, a soma dos termos positivos da sequéncia pode ser

representada por i (nz —5n) .
n=6

4.1. Por exemplo, a soma dos nimeros de todas as fichas pode

90
ser representada por y_ i .
i=1

4.2. Por exemplo, a soma dos numeros pares do conjuntos das

45
fichas pode ser representada por Z 2i .
i=1

4.3. Por exemplo, a soma dos nimeros impares do conjuntos das

45
fichas pode ser representada por »_ (2i—1).

i=1

5.1. A medida do comprimento da linha poligonal constituida

pelos primeiros 10 segmentos de reta pode ser representada por
10

5.2.

40
a) Z i representa a medida do comprimento da linha poligonal.
i=1

& I,_402 +40 1600+40

= =820.
i 2 2

15
b) z i representa a medida do comprimento da linha poligonal
i=1
constituida pelos primeiros 15 segmentos de reta.
125: i 15 +15 225+15
i=1 2

=120.

40
c) z i representa a medida do comprimento da linha poligonal
i=21

constituida pelos ultimos 20 segmentos de reta.

-y /—Z i—820- 2 ;20—820—210:610.

i=21 i=1



Tarefal

1.1. O primeiro termo da sequéncia é —2 e a diferenca entre
quaisquer dois termos consecutivos é igual a 3.
Assim, o termo de ordem n é iguala 3n—5.

A soma dos termos da sequéncia pode ser representada por
10

> (3n-5).

n=1

7
1.2. O termo de ordem n é igual a o
n

A soma dos termos da sequéncia pode ser representada por

1.3. O termo de ordem n é igual a o .
n+1

A soma dos termos da sequéncia pode ser representada por

1.4. Qualquer termo da sequéncia é uma poténcia de base 2.

Assim, o termo de ordem n é iguala 2" .

A soma dos termos da sequéncia pode ser representada por
6

2",
n=1

42 2x1 2x2 2x3 2x4
2.1. —= + + + =

= i+1 1+1 2+1 3+1 4+1
_143.3,8_30 40 45 48_163

37275730 30 30 30 30

5
22. ) ("-3i)=

=
=(2"-3x2)+(3" —3x3)+(4” -3x4)+(5* —3x5) =
=-2+0+4+10=12
3.1.Sabe-se que u, =1 =1, u,=3"=9, y,=5"=25 e
u, =7 =49 . Entdo, u, =9 =81.
Sabe-seque a, =1, a,=1+4=5, a,=5+4=9 e
a,=9+4=13.Entdo, a,=13+4=17.
Sabe-se que b, =u, —a, =1-1=0, b, =u, —a,=9-5=4,
b, =u, —a,=25-9=16 e b, =u, —a, =49-13=36. Entdo,
by =u;—a, =81-17=64.

3.2.

15
a) Z u, representa o nimero total de azulejos utilizados nas 15
n=1

primeiras figuras da sequéncia.

15
b) z a, representa o nimero de azulejos azuis utilizados em 6
n=10

figuras consecutivas da sequéncia a comegar na 10.2.

Estatistica: caracteristicas amostrais

7
c) Z (an +b,,) representa o nimero total de azulejos utilizados
n=1

nas 7 primeiras figuras da sequéncia.

3.3.
a) u,=(2n-1)
b) a,=4n-3

c) b, =(2n-2)°

3.4. O nimero total de azulejos brancos utilizados em 20 figuras
consecutivas a comegar na 5.2 figura pode ser representado por

24

> (2n-2).

n=5

6
6.1. Por exemplo, 5+5+5+5+5+5:Z 5.

i=1

2 2 2 2 &2
6.2. Por exemplo,7+7+7+f:z =.
3 3 3 3 =3

7
6.3. Por exemplo, a+a+a+a+a+a+a=) a.
i=1

5
6.4. Por exemplo, —2—2—2—2—2:2 (-2).

i=1

10
7.1. > 6=(10-1+1)x6=10x6=60

i=1

25

7.2. ) k=(25-1+1)xk =25k
1 1 1
7.3. ) —=(15-1+1)x==15x==3
25 =(15-1+1)x o =15xC

30
7.4. > 2=(80-15+1)x2=66x2=132

i=15

15 15
8.1. > 4=60 porque 60=15x4=(15-1+1)x4=) 4.

k=1 k=1

8.2. ) (-3)=-30 porque —30=10x(-3)=(12-3+1)x(-3)=

3 3 3 23
8.3. 25:30 porque 30:20x5:(2475+1)x£:25.

k=5 k=5
2n+1

9.1. ) 3=57<(2n+1-1+1)x3=57 <

i=1

< (2n+1)x3=57<6n+3=57<6n=54<n=9
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5
@(6n—4)><5:155c>15n—10:155©15n:165©n:11

N\u-!

5
=155 ( 6n75+1)><5:155<:>

n+8
9.3. ) a=18a<>(n+8-3+1)xa=18a <

i=3

18a
<(n+6)xa= 180n+6="cnt16=18cn=12
a

a#0

20 20

10.1. i=§: [%(3/)) =§z (3i)=§><630 =210

i=1 i=1

20 20 5 5 20 5
10.2. ) si=)" [g(Si)jzgz (3) = *630=1050
i=1

i=1 i=1
20

20 20 20 1 4 4
10.3. 2) 2i=4) i=4)" (§(3i))=§z (3i) = *630=840
i=1 i=1 i=1

i=1
n Xi 2n 1 n
11.1. gl?JrZ 3:E§xi+(2n—n+1)x3:

=1><A+(n+1)><3=é+3n+3
2 2

11.2. 42"“)(,. —Z": 2x,.+iA:4A—ZZ":x,.+(n—3+1)><A=
i=1 i=1 i=3 i=1
=4A-2A+(n—-2)xA=2A+nA-2A=nA

12
12.1. Z 10t, representa a soma das alturas, em milimetros,
i=1

dos liquidos em 12 tubos de ensaio.

12 12
> 10t, =10)_t, =10x86 =860

i=1 i=1

1.
12.2. Z 0,01t representa a soma das alturas, em metros, dos
i=1

liquidos em 12 tubos de ensaio.

12 12
>°0,01t, =0,01) t,=0,01x86=0,86

i=1 i=1

25 25 25 25 25
13.1. > (2i+3)=) 2i+>3=2) i+ 3=
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

=2x325+(25-1+1)x3=650+75=725

25 25 25 25 25
13.2. ) (2i-5)=) 2i-» 5=2) i-> 5=
i=1 i=1 i=1 i=1

i=1

=2x325-(25-1+1)x5=650-125=525

133. 5 (225 (i-2)- 532

i=1 i=1 /1

=325—(25—1+1)x§_325—E 22
2 22
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13.4. 2(1“ Z/ —Z[ (1+1) fiz}:

:i (1+2i+7 —iz):z (1+2i):21+2i i=
i=1 i=1 i=1 i=1

=(25-1+1)x1+2x325=25+650=675

35 35
14.1. Sabe-se que Z x, =24 e Z 2y, =30, entdo tem-se:

i=1 i=1

35 35 35
D2y, =302) y, =30 )y, =15.
i=1 i=1 i=1

35 35

Logo, D" (X, +y,)=2_ X +§:yi:24+15:39

i=1 =1 =1

14.2.
35 35 35
> (2%, -y, Zz)( —Zy 2> x, =Dy, =2x24-15=
i=1 i=1 i=1 i=1
=48-15=33

35 35 35 35
14.3. ) (2x,+3+y,)=D 2%+ 3+) vy, =

i=1 i=1 i=1 i=1

35 35 35

=2) X+ 3+ y, =2x24+(35-1+1)x3+15

i=1 i=1 i=1

=48+105+15=168

25
15.1. 1o+22: 25x£+22/ 2571+1)><§+22i:

—Z +Zz: ;Gnij 7

5

15.2. 9+Z i+3 +3Zz: Sx— +Z i+3)+) 6i=

i=1 i=1 =1 i=1

5 5
=(5-1+1 xg+ 1+3+6:
5
i i=1

i=1 i

:i [%+7i+3j:i (%Hij

5

+>(7i+3)

i=1

v o

16.1. Zx +Zx —Zx

i=36

16.2. ZX —Zx +Zx +Zx

i=16 i=21

15 12

17.1. Z3I+ZI ZS/+Z/+Z/—Z 3i+i)+13+14+15=

i=13 i=1

:i4i+42:24i+12x5:24i+z5:2[4/4%)
15 15

17.2. Z3I+ZI 23/ Z3I+ZI—Z3I 39-42- 45*2’—

i=13

126

:Zai+2i—126:2(3i+:) 15x——=
= = 15
15

So 38 3(a-)

i=1



Proposta 1
1.1. Por exemplo,3+6+9+12+15+18+21+24+27 =

9
:3><1+3><2+3><3+3><4+3><5+3><6+3><7+3><8+3><9:Z3i.

i=1
1.2. Por exemplo,

11
2+5+8+11+14+17+20+23+26+29+32:Z(Si—l

i=1
1.3. Por exemplo,

10
545 +5° +5° +5° +5° 45" +5° +5° 450 =" 5/,

i=1
1.4. Por exemplo,

6
3+2x3%+3x3* +4x3" +5x3°+6x3° =) ix3'.

i=1

2 3 456 7 8 9
1.5. Porexemplo, =+ —+—+—+—+—+—+-—=
3 456 7 8 9 10

1

8
i=1

i+1
i+2°
Proposta 2

2.1.

a) ZS: (3i-2)=

=(3x1-2)+(3%x2-2)+(3x3-2)+(3x4-2)+(3x5-2) =
=1+4+7+10+13=35

2 2 2 2
)Z = 4+ - 4+ - 4 - =
i+1) 141 241 3+1 4+1
2. 1.2 30 20 15 12 77
=l+t—t—t—=——t—+—+—=
3 2 5 30 30 30 30 30

9 21 =
2( 1)1+1 (_ )2+1+2(_1)3+1+2(_1)4+1+2(_1)5+1+2(_1)6+1 _
=2(-1) +2(-1)" +2(-1)" +2(-1)" +2(-1) +2(-1) =

=2-2+42-2+2-2=0

2.2.

a) i (2k-3)=(2x1-3)+(2x2-3)+(2x3-3)=-1+1+3=3

b) i (2k—3)=(2x24-3)+(2x25-3)+(2x3-3)=

=45+47=92

c) 27: (2k-3)=(2x5-3)+(2x6-3)+(2x7-3)=7+9+11=27

Proposta 3

3.1. O primeiro termo da sequéncia é 4 e qualquer um dos
termos é igual a um multiplo de 5 menos 1.
Assim, o termo de ordem n é iguala 5n—1.

NEMA10PR-13

Estatistica: caracteristicas amostrais

3.2.

a) A sequéncia é constituida por 11 termos.

A soma dos termos da sequéncia pode ser representada por
11

> (sn-1).

n=1

b) A soma dos sete primeiros termos da sequéncia pode ser

7
representada por Z (5n-1).

n=1

) A soma dos Ultimos seis termos da sequéncia pode ser

11
representada por Z (5n-1).

n=6

Proposta 4

4.1. 6+7+8+9+10=

=(2+4)+(3+4)+(4+4)+(5+4)+(6+4 =26; i+4)

=2

4.2, 16+22+28+34+40=
=(6x6-20)+(6x7-20)+(6x8-20)+(6x9-20)+(6x10-20)
10
=Y (6i-20)
i=6
4.3. 15+19+23+27+31=
=(4x3+3)+(4x4+3)+(4x5+3)+(4x6+3)+(4x7+3)

27: 4l+3

i=3

Proposta 5
5.1.

30 1+30 30
a)z 7X =465

(1+42)x42

b)Z 3+i) Z3+Z:_ 42— 1+1)x3+f:

i=1
:126+90371029
36 36 36 36 36
o) > (2i-1)=)2i-> 1=2)"i-) 1=
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

(1+36)x36
:fo—(%—l-ﬂ)xl:1332—36:1296

14

 (1+50)x50 (1+14)x14

D N N
i=15 i=1 i=1

=1275-105=1170

n 2
5.2.21:120@% 120 +2 ~120

i=1

—1++/
©n2+n—240:0©n:%®
-1+31
n= 5 <n=15vn=-16

Como nelN, conclui-se que n=15.
Assim sendo, o somatério tem 15 parcelas (15-1+1).
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Proposta 6

75

6.1. z (xl.z +2x,.)=i x; +i 2x, =§: x;” +2i X, =b+2a
i=1 i=1 i=1 i=1

i=1

75 75

6.2. Z (xi +2)2 :Z (xl.z +4x, +4):i x} +i 4x, +i 4=
i=1 i=1 i=1

i=1 i=1
75

—Zx +4Zx +> 4=b+4a+(75-1+1)x4=b+4a+300

i=1 i=1 i=1

63. 3. [(x-2)(x+2)] =3 (x' ~4)=3 ' -3 4=
i=1 i=1 i=1
=b—(75-1+1)x4=b—-300

75 75

6.4. > (2x,-1) =) (ax’-4x, +1):§: 4x? —i 4x, +i 1=
i=1 i=1 i=1

i=1 i=1

—4Zx —4ix +21 4b—4a+(75-1+1)x1=4b—4a+75

i=1 i=1 i=1

6.5.

Z(X +1] i{x +2x, +1) ilez"'iixf"'il:
4 a2 T4

i=1 =1

75 75 75
:%; xf+%; x[+;%:%b+%a+(7571+1)x7:
_b+2a+75
4

75 75

6.6. Z[(3x +1)' —2x? } > (9% +6x +1-2x7 )=

i=1 i=1
75 75 75 75

=D (7% +6x,+1) =D Tx + Y 6+ 1=
— — — —

75

z +6ix +21 7b+6a+75

i=1 i=1

Proposta 7
20 k 45 20 k 20 45 20 k 20 9 k
7.1. 45+Z(7J:20x—+ [7]:Z*+27:Z [7+7J
i\ 2 20 i5\2) T20 T2 iE\4 2

2. Z/ +Z/ —z /+1 -3 iz—i (i2+2i+1)=
=1

i=24 i=1

:5201 [7=(7+2i+1)]=)] (-2i-

i=1

47

7.3. z (2k) +2Z (1+k) Z k)+>(2+2k)=

k=16 k=1 k=16

47 47 47

i )+ 2 (2k)+ D (2) =D (2k) +(47-16+1)x2

=1 k=16 k=16 k=1

4 47 64
=D (2k)+64=")"(2k)+47x—=
p= 47

k=1
& 64 I 64
= 2k)+ — |= 2k +—
s 5)- 23]
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Proposta 8

8.1. O nimero de bolas da figura de ordem 10 é igual a

M ou seja, 55.

8.2. O numero de bolas que sdo utilizadas para construir as 10

Loj(i+1)
primeiras figuras pode ser representado por » ——.
i=1

n(n+1) n’+n
8.3. =78 — 5 =78<n*+n=156 =
—1++/1+624
c>n2+n—156:0©n:f<:>

-1+25

<n= <n=12vn=-13

Como nelN, conclui-se que n=12.
Assim sendo, a sequéncia construida pela Rita tinha 12 figuras.
O numero total de bolas utilizadas pela Rita pode ser

12 1
representado por Z # .
i=1

8.4. Se a soma do nimero das bolas que formam o Ultimo termo

120
éigual a Z 3, entdo o ultimo termo tem 120 bolas.
i=1

n(n+1 2
u=120<:>" " 1200 +n=240 =
~1+1+960
®n2+n7240:0<:>n:f
—1+31
n= 23 <n=15vn=-16

Como nelN, conclui-se que n=15.
Assim sendo, a sequéncia tem 15 termos.

Proposta 9
9.1.

a) O termo geral da sequéncia dos ndmeros naturais mdltiplos de
5é5n.

O maior numero natural multiplo de 5 e inferior a 100 é o 95.

5n=95<:>n=§<:n=19

19
Entdo, 5+10+15+20+...+85+90+95= "5/ .

i=1
b) A soma dos multiplos de 4 compreendidos entre 15 e 82 pode
ser representada por:

20
16+20+24+28+..+72+76+80=) 4i .

=4



9.2.

a) O termo geral da sequéncia dos ndmeros naturais mdltiplos de
3é 3n.

20<3n<110 A neIN©§<n<@ AnelNs

<nef{7,8,9,..,3536}

Entdo, a sequéncia tem 30 termos (36-7+1).

32
b) 21+24+27+30+...+102+105+108 = Z(3i+12)
i=3
Proposta 10
20

10.1. A=i 2k+§: 3k=i(2k+3k)=z 5k

k=1 k=1 k=1 k=1

10.2.

a) A= 25: Zs:+25:+25:

=12 =16

b) A= 25: 25:+25:+25: 5+25:+25:

i=11 i=11
Pag. 141

Proposta 11

11.1. O termo geral da sequéncia dos nimeros naturais
multiplos de 3 é 3n.

O maior nimero natural multiplo de 3 e inferior a 50 é o0 48.

3n:48®n:4—;<:>n:16

16 16
Entdo, 3+6+9+12+..+42+45+48= 3i=3) i=

i=1 i=1

(1+16)x16

=3x

37 37 5
11.2. 12+14+16+18+...+70+72+74=) 2i=» 2i—» 2i=

i=6 i=1 i=1

(1+37)x37 _ (1+5)x5
2x -2x =1406-30=1376

37 5
=2)i-2)i=
i=1 i=1

Proposta 12

A:3+i(2i+1):3 12 2i+1) i 2i+1)=
i=1 i=1

i=3

15
=3+ (2i+1)—(2x1+1)—(2x2+1) =
i=1
15 15 15 5
=3+ (2i+1)-3-5=> (2i+1)-5=) (2i+1) 15XE=
i=1

i=1 i=

15 15 1 15 15 .
:Z(2i+1)725:z 2:+1ﬁ]: (2 j
i=1 i=1 =1

i=

Estatistica: caracteristicas amostrais

Proposta 13

8 20 8
2+Ziz+z z +82+ZI—
i=8 i=9 i=1

20 20

—Z/ +Z/ +64= ZI +20><—0:Z Z%:
i=1

FL)gls)

13.2. A soma dos primeiros 100 numeros multiplos de a é

100
representada por z ai, asoma dos primeiros 100 nimeros
i=1

8 20 8
131 Y P+ =)0
i=1 i=8

i=1

100
multiplos de b é representada por Z bi e asoma dos primeiros
i=1

100 numeros multiplos de a+b é representada por

2[(a+b)i] .

100 100 100 100

;ai+; bi=;(ai+bi)=2[(a+b)i],

i=1

Proposta 14

20 20 20 20
18.1. Y [(k=3)(k+3)]= (K =9)=> kK-> 9=
k=1 k=1 k=1 k=1
20x(20+1)x(2x20+1) (20-1+1)x9
= - —_ X9 =

6

_20x21x4 9 -2870—180 = 2690

14.2. 10* +11° +12° +13° +... 425" =
25 9

=(1P 422437 +..425 ) (V422 +F +. 49 )= K ) K =
k=1 1

25x(25+1)x(2x25+1) 9x(9+1)x(2x9+1)
= : _ =
=5525-285=5240

Proposta 15
Repara que a soma comega no 4.2 termo da sequéncia.
Assim, tem-se:

gs(n—a)

18. As questdes que fazem parte do questiondario e que estdo
associadas a varidvel estatistica quantitativa sio as A, Ce D
porque podem ser avaliadas (medidas) e traduzidas através de
numeros.
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_3+5+2+3+1+4+6+5 29

19. Luis: x = —=3,625
8 8

Rita: Y:5+1+1+6+1+2+6+3=23=3’125
8 8
2 4 1+2 2

Tiago: X = +5+ +6;6+ + +3:§:3,625

20.1. Atendendo a distribui¢do das idades dos 160 alunos, sabe-
-se que:

22+4y+30+12=160< y=160-64 <>y =96

Entdo, hd 96 alunos com 15 anos de idade.

22x14+96x15+30x16+12x17 2432 _,
160 160 ’

A média das idades dos 160 alunos é de 15,2 anos.

20.2. x =

21.1.
X; n
1 2
2 4
3 2
4 3
5 1
21.2. Y:2X1+4X2+ZXS+3X4 :§:2’75
12 12

A média da amostra x €2,75.

22.1. 13+24+9+7+3+2=58
Dirigiram-se a bilheteira 58 pessoas.

22.2. 13x1+24x2+9x3+7x4+3x5+2x6=143
No total foram comprados 143 bilhetes.

43 _

22.3. x = 2,5
58

Em média, cada pessoa comprou 2,5 bilhetes.

5

Xi
23.1. x— ,.:15 =13+15+157+18+15=?=15,6

A média aritmética das classificagdes obtidas é de 15,6.

23.2.

a) Designemos por a a classificagdo que a Rita deverd ter na

ultima ficha.

A média das classificagdes obtidas passa a ser 16 se:
13+15+176+18+15+a 16 78+a 16578 40=96 <> =18

A Rita devera ter a classificagdo de 18 nessa ficha.
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b) Se a média das classificacdes obtidas passa a ser 17 ent3o:
13+15+17g18+15+a 17 78;0 1757810 =102 <> =24
A afirmacdo é verdadeira. Para ficar com média de 17 a Rita teria

de obter classificagdo 24 na ultima ficha, o que é impossivel.

24.1. Relativamente a cada jogador fez-se o registo do nimero
de jogos do torneiro em que participou. Como ha 15 registos,
conclui-se que da equipa fazem parte 15 jogadores.

24.2. Organizando os dados numa tabela de frequéncias
absolutas, tem-se:

Xt
S

i

0 UN| RO
OININ ||

~  — Ix0+1x1+2x2+2x5+9x8 87
Entdo, x = =—=5,8.
15 15

Cada jogador participou em média em 5,8 jogos.

Tarefa 2

1.1. Seja n a dimens&o da amostra.
n=4+7+4+9+5=29
A amostra tem dimensdo 29.

1.2. 4x0,10+7%x0,20+4x0,50+9%x1+5%x2=22,80

As moedas retiradas do mealheiro tém o valor de 22,80 €. Esse

valor ndo é suficiente para comprar o livro, pois este custa 25 €.

22,80
29

Em média, o valor de cada uma das moedas retiradas do
mealheiro é de, aproximadamente, 0,79 €.

13. x

~0,79

2.1. A amostra tem dimens&o 10 pois é constituida por 10

elementos e toma seis valores distintos, a saber 2,3,4,5,6e 7.

2.2.

ot
3

Njo|u|sw(N
PR Wk w|e

1x2+3x3+1x4+3x5+1x6+1x7 _E_

23. x= =
10 10

4,3

2.4. Sobre a amostra Z,sabe—se que y, =3x, ,ie{1,2,3,--~,10}.
Entdo, y=(9,15,9,12,21,18,6,9,15,15) .

 1x64+3x9+1x1243x15+1x18+1x21 129
V= 10 =0

Como x=4,3 e y=12,9, conclui-se que y =3Xx .




2.5. Sobre a amostra z, sabe-se que

z;=(2x,+1),i€{1,2,3,---,10}.
Entdo, z=(7,11,7,9,15,13,5,7,11,11).

2_1x5+3x7+1><9+3x11+1><13+1><15_%_9 6
10 10
Como x=4,3 e 7=9,6, conclui-se que Z=2x+1.

~32x10,3+25x15,2+17x13,4 937,4
32+25+17 74

A classificagdo média conjunta das trés turmas é de,
aproximadamente, 12,7.

25. x

~12,7

26.1. Y:3><14+8><15+7><16+2><17:ﬁ:l&4
3+8+7+2 20

A média das idades dos alunos na turma do 10.° ano era de 15,4
anos.

26.2. Atendendo a uma propriedade da média, sabe-se que a
média das idades dos alunos na turma do 12.° ano, isto é

passados 2 anos, é de 17,4 anos (14,4+3) .

1x50+6x80+3x110+2x140 1140

27.1. x= =
1+6+3+2 12

95

Em média, cada funcionario recebeu um prémio no valor de 95 €.

27.2. Seja y a média dos prémios se estes tivessem um

aumento de 20 € e um suplemento de 5 €.
y=1,20x+5=1,20x95+5=119.
O valor da média seria de 119 €.

28. Como a turma é constituida por 25 alunos e a média das
classificagdes é igual a 11, sabe-se que a soma das classificagdes
iniciais é dada por 11x25=275.

Apbs a retificagcdo do engano, a soma das classificagdes passou a
ser dada por 275-5+15=285.

285
A média das classificagdes retificadas passou a ser: e =11,4.

29.1. Seja x a média das classifica¢des atribuidas inicialmente e
y a média das classificagdes finais.

Sabe-se que y=0,8x+1=0,8x10,5+1=9,4 .

A média apos as alteragdes foi igual a 9,4.

29.2. ¢, >C,<0,85C,+1>(C, <0,8C,-C,>-1<
< -0,2C,>-1<C, <0—12<:>CA <5

’

A alteracdo foi vantajosa para classificagdes inferiores a 5.

30.1. A amplitude do conjunto de dados ¢ a diferenga entre o
valor maximo do conjunto de dados (neste caso, 10:25) e o valor
minimo do conjunto de dados (neste caso, 1:35).

Estatistica: caracteristicas amostrais

10:25-1:35=9:85-1:35=8:50.
Assim sendo, a amplitude do conjunto de dados é igual a 8:50.
30.2.

a) Vamos comegar por determinar o valor da média das dltimas
oito chamadas efetuadas pela Joana.
2:00+8:20+3:15+5:15+10:25+4:00+6:30+1:35

X =
8
:39:140:40:80:5:10
8 8
O desvio em relagdo a média da chamada com a duragdo de 3:15
é dado por:

3:15-5:10=3:15-4:70=-1:55.

b) O desvio em relagdo @ média da chamada com a durag3o de
6:30 é dado por:

6:30-5:10=1:20.

8

Xi _5+1+3+4+45+6+2+4 30

31.1. x =22 ==3,75
8 8 8

31.2.
X; d =x—X d?
5 5-3,75=1,25 1,25° = 1,5625
1 1-3,75=-2,75 (-2,75)" =7,5625
3 3-3,75=-0,75 (-0,75)" = 0,5625
4 4-3,75=0,25 0,25’ = 0,0625
5 5-3,75=1,25 1,25% = 1,5625
6 6-3,75 = 2,25 2,25% =5,0625
2 2-3,75=-1,75 (-1,75)" =3,0625
4 4-3,75=0,25 0,25’ = 0,0625

$s,=19,5

6

X
32.1 ?_; ' 7+5+2+4+3+1 22 11
o 6 6 6 3

6
32.2. 55, =) x’—6X" =

i=1
2
11
:(72+52+22+42+32+12)—6><(?j =

:(49+25+4+16+9+1)—6x%:104—%=?

20

33. 55, =)y —20y’ =2500—20x8> =2500—1280 =1220

i=1

34.1.
a)d,=x,-X<2,5=7,5-x<=x=7,5-2,5c&x=5
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b) d,=x,-X=7-5=2 ¢
d,=-d,—d,—d,=-2-(-1,5)—2,5=-3 porque a soma dos
desvios é nula.

34.2. x,=7, x,=7,5, x,=d,+Xx=-1,5+5=3,5 e

X, =d, +X=-3+5=2.

Entdo, X =2, X =3,5, X3 =7e Xa) =7,5.

Assim sendo, a amostra ordenada é (2;3,5;7;7,5).

Tarefa 3
1.1.

5
a) Y d=0cd +d,+d, +d, +d; =0

pn
<14-7+1+d,-13=0<d, =5

b) idﬁ =147 +(-7) +12 +52 +(-13) =
_196+49+1+25+169 - 440

1.2

a)d,=x,-Xox=x,-d, &X=54—(-7)=x=61

b) x, =d, +X=14+61=75, x, =54, X, =d, +X =1+61=62,

X, =d, +X=5+61=66 e x; =d,+X=-13+61=48 .
Entdo, x=(75,54, 62, 66, 48) .

2.1. x,: Temperatura minima observada no dia j,
i€{1,2,3,..,8}.

d,=x,-X<1,5=x;,-2,5&x,=4

A temperatura minima observada no dia 3 foi de 4 °C.
2.2.d,=x,-x=4-2,5=1,5; d,=x,-x=1-2,5=-1,5;
d;=1,5;d,=x,-x=2-2,5=-0,5;
dy=x;—x=-1-2,5=-3,5; d; =x,—x=3-2,5=0,5;
d,=x,-x=2-2,5=-0,5.

Como a soma dos desvios em relagdo a média é igual a zero,
conclui-se que:

7
dy=—»d,=—(1,5-1,5+1,5-0,5-3,5+0,5-0,5)=2,5..
i=1

35.1.Se y=x+2,entdo y =Xx+2=5,6+2=7,6 e

§5,=55,=29,2.

5

ZX:‘
36.1. 7:[:15 :27+18+355+12+28:£50:24

ss, :Z(xi -x)' =

=(27-24) +(18-24)" +(35-24)" +(12-24)" +(28-24) =
=9+36+121+144+16=326

36.2. A Francisca comprou cinco artigos todos com 20% de
desconto.

Entdo, x=0,8y . Donde se concluique y=1,25x.

Assim sendo, ¥y =1,25x=1,25x24=30 e

SSV =1,25 5SS, =1,5625x326 =509,375.

36.3. z=0,6x=(25,2; 15,6; 21; 9; 16,2).

Entsio, 2225,2+15,6+521+9+16,2 ~17,4

ss,=(25,2-17,4) +(15,6-17,4)" +(21-17,4)’

+(9-17,4)" +(16,2-17,4)’ =149,04

Tarefa 4
1.1. Suponhamos que x, =x, =x, =X, =a,entdo X=a e
d, =d,=d,=d,=a-a=0.

4
Donde se conclui que SS, = de =0.

P
1.2. ss, =0c>idf :Oci(xﬁi)z =0

i=1 i=1
& (x-x) =0,Vie{1,2,3,4)
& x-X=0,Vie{1,2,3,4} & x =X, Vie{1,2,3,4}
Afirmar que x; =X, Vi 6{1,2,3,4} , € 0o mesmo que dizer que a
amostra é constante.

2.1. Sendo 10 o valor minimo e 16 o valor maximo de uma
amostra, entdo é possivel que X =12 . Basta considerar a
amostra x = (15, 16,13,11,10,10,13,11,11, 10) .

_ 154+416+13x2+11x3+10x3 120
De facto, tem-se: X = 0 :F =1

2.2. N&o é possivel ter-se SS, =0 . Se a soma dos quadrados dos

35.2. Se y=0,1x, entdo y=0,1x=0,1x5,6=0,56 e desvios em relagdo a média é nula, entdo a amostra é constante

(o que ndo acontece neste caso pois o valor minimo é diferente

_ 2 _ _
$5,=0,1"55,=0,01x29,2=0,292 . do valor maximo).

35.3.5e y=100x , entdo y =100Xx =100x5,6=560 e 2.3. Como todos os elementos da amostra y sdo iguaisa 12,

ss, =1OOZSSX =10 000x29,2=292 000 . sabe-se que y=12 e S5,=0.
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37.1. Seja x aamostra constituida pelas temperaturas minimas.
Representando por X; os valores da amostra e por n; a

respetiva frequéncia absoluta, vamos organizar os dados numa
tabela de frequéncias absolutas e calcular a soma dos quadrados
dos desvios em relagdo a média.

X, n, X, n

L _\2
j J i (Xj_x) xn;

2 | 1 -2 (-2-5,95)" x1

4 4 16

(
(
( )
5 4 20 (5-5,95) x4
( )
(

6 3 18 6-5,95)"x3
7 1 7 7-5,95)" x1
13 1 13 (13-5,95)"x1
14 3 42 (14-5,95) x3

3 %, =119 29:()?] ~%) n, =384,95
. ~

37.2. Seja y aamostra constituida pelas temperaturas maximas.

Representando por y; os valores da amostra e por n; a respetiva

frequéncia absoluta, vamos organizar os dados numa tabela de
frequéncias absolutas e calcular a soma dos quadrados dos
desvios em relagdo a média.

7 v, n (7,-7) xn
8 2 16 (8-14,4)" x2
12 2 2 (12-14,4) x2
13 2 26 (13-14,4)" x2
14 | 2 28 (14-14,4)" x2
15 | 4 60 (15-14,4) x4
16 4 64 (16-14,4) x4
17 2 34 (17-14,4) x2
18 | 2 36 (18-14,4)" x2
iyjnl.:zss /Zi:(ﬁj—y)znl.:m&s

Estatistica: caracteristicas amostrais

>

yin;

288 14,4
20

20
ss, :ZS“(;?]. ~7)'n,=148,8

Y 12+8+3+5+6+8 42

38.1. x=-L—= =
6 6 6
6
ny
_ &Y 104943464447 39
yziz—:—:G'S
6 6 6

38.2. s5, =i(x,. -x)’ =
=(12-7) +(8-7)" +(3-7)" +(5-7)" +(6-7) +(8-7) =

=25+1+16+4+1+1=48

sl = 35, :E:Q,G
n-1 5
6
,=>(y,~7) =(10-6,5) +(9-6,5)" +(3-6,5) +

i=1
+(6-6,5)° +(4—6,5)2+(7—6,5)2:
=12,25+6,25+12,25+0,25+6,25+0,25=37,5
, SS, 37,5

s =—>—=—-=7,5
n-1 5

/ SS / SS

383. s, = - =,/9,6 3,10 e s, = L =.7,5~2,74 .
n-1 n-1

Pag. 158

39. Recorrendo a calculadora grafica comega-se por inserir os

valores da amostra numa lista e os respetivos valores das
frequéncias noutra lista, seguindo os seguintes procedimentos:
STAT — EDIT — 1:Edit

Em seguida obtém-se os calculos estatisticos.
STAT — CALC — 1:1-Vars Stats — L1,L2 — ENTER

1-Var Stats
®=9,957 142857
£x=139,4
2xe=1401.58
Sw=1,0Z1896157
Tx=,F2EIS2277E
ﬁn—lﬁl

Len=11.7

Conclui-se que X~9,96 e s, =1,02.
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6

fo

40.1 x =+ — @Zx _6><128<:>2x =76,8

i=1 i=1

_Ss,
40.2. s’ PR =(6-1)x5,76 <SS, =28,8

40.3. s, J =4/5,76=2,4

41.1.Se y=x+0,25, entdo s, =s,=12.

41.2.5e y=0,25x, entdo

$y=

s,=0,255,=0,25x1,2=0,3.

41.3.5e y=-0,16x, entdo

s,=0,165s, =0,16x1,2=0,192 .

Tarefa 5

1.1.
4
Z;{"n" 15x3+20%3+25x2+30x2 215

a) x=-1 = =2""=21,5min
10 10 10

4
s, =3 (% —x)'n, =(15-21,5)" x3+(20-21,5) x3+

+(25-21,5)" x2+(30-21,5)" x2=302,5
ss,  [302,5 [605
s, = = =,[—— min
n-1 9 18
4
T 0x3+25x3+30x2+35%2 265
b) y="—-= ==>=26,5min

10 10 10

4
ss,=>(7,-7) n,=(25-26,5) x3+(25-26,5) x3+

+(30-26,5)" x2+(35-26,5)" x2=302,5
ss,  [302,5 [605
Sy: = =,[—— min
n-1 9 18
4
2.4 18x3+24x3+30x2+36x2 258
c) 7= = =222-25,8min
10 10 10
4
s, = (2 =(18-25,8)"x3+(24-25,8) x3+

a) Comparando s, es,, conclui-se que S, =S,-

b) Comparando s, e s,, conclui-se que s, =1,2s, .

200

42.1. x: classificagdes obtidas pelos alunos da versdo 1 do teste

)’?i ni
8 3
9 1
10 3
11 1
12 2
15 3
y: classificagdes obtidas pelos alunos da versdo 2 do teste
7,' ni
6 2
7 1
8 1
10 3
12 1
14 1
15 1
17 2
42.2
6
250,
a) x =1t _8x3+9x1+10x3+11x1+12x2+15x3 _
13 13
_g_ll
13
8
2n
_ A _6><2+7><1+8><1+10><3+12><1+14><1+
v 13 13
15><1+17><2 143 11
13 13

Entdo, Xx=y =11.

b) ss, —26:( ~%) n,=(8-11) x3+(9-11) x1+

j=1
+(10-11)" x3+(11-11)" x1+(12-11)" x2+(15-11)° x3=84
Zsl( 7) n,=(6-11) x2+(7-11) x1++(8-11)" x1+
j=1
+(10-11) x3+(12-11)" x1+(14-11) x1+(15-11) x1+
+(17-11)' x2=176

Comparando, conclui-se que SS, <SS, .

, S5, 84 84
c)si=—%
n-— 1 13-1 12
2 55, _ 176 176 _
Y p-1 12-1 11

2 2
Comparando, conclui-se que s,” <s,

=7 ~2,65

d) s =

y

=16 =4,00
o1

Comparando, conclui-se que s, <s, .



42.3. Como s, <s,, conclui-se que houve maior variabilidade das

classificagdes na versdo 2.

42.4. z: classificagdes obtidas pelos alunos da turma no teste
_ 13x11+12x11 275
Z=— =11

13+12

425. s, , 84+176 260 ~3,29

43.1. Amplitude da amostra x, : 525-480=45g
Amplitude da amostra x,: 525-480=45¢g

15

(%),
; 7530
Média da amostra x, : X, =-L——="—=502¢g

15 15

> ()

Xp),
Média da amostra x,: X, =i:17=@ _

15 15

Assim sendo, estd provado que as amostras x, e x, téma

mesma amplitude e a mesma média.

ss,, =(480-502)" +(495-502)" +(515-502) +

2

+(510-502)" x2+(505-502)" +(485-502)" +(525-502)" +

2

+(520-502)" +

2

43.2

+ )

+(500-502)" +(503-502)" +(490-502)
+ )

+(512-502)" +(492-502)" + (488~ 502)2 2526 g2
Desvio-padrdo da amostra x, : 2526 ~13,43 g
T

ss, =(491-502)" +(493-502)’ (525 502)" +(487-502)" +
+(480-502)" +(500-502)" +(495-502)’ +(520-502)" +
+(513-502)" +(519-502)" +(512-502)° +(523-502)" +
+(490-502)° x2+(492-502)" =3156 g2

ss
B B8 501
n-1 \15-1

Como s, >s, , conclui-se que os valores estdo mais dispersos na

Desvio-padrdo da amostra x,: s

amostra X .

43.3.

Relativamente a amostra x, :
|x—s,,x+s,[=]502-13,43;502+13,43[ = |488,57; 515,43
H& 10 elementos da amostra x, que pertencem ao intervalo
]488,57; 515,43 , a saber: 495, 515, 510, 505, 500, 503, 490,

510, 512 e 492.

10 = 2 ~0,667

15 3

Entdo, sabe-se que aproximadamente 66,7% dos elementos da

amostra x, pertencem ao intervalo ]488,57;515,43[.
Relativamente a amostra X, :

|x-s,,x+s,[=]502-15,01; 502 +15,01] = |486,99; 517,01]

Estatistica: caracteristicas amostrais

H& 10 elementos da amostra x, que pertencem ao intervalo
]486,99;517,01[ , a saber: 491, 493, 487, 500, 495, 513, 512,

490, 490 e 492.

10 = 2 ~0,667

15 3

Entdo, sabe-se que aproximadamente 66,7% dos elementos da

amostra x, pertencem ao intervalo ]486,99;517,01[.

44.1. [15-2k, 15+2k]=[10,20] <> 15-2k =10 A 15+2k =20 <

< k=2,5Ak=2,5<k=2,5
11 1
¥ 2,5 625

A percentagem de elementos da amostra que ndo pertencem ao

intervalo [10,20] & inferior a 16%.

Entdo, no minimo 84% dos elementos da amostra pertencem ao

intervalo [10, 20].

=0,16

44.2. [15-2k,15+2k]|=[12,18] <= 15-2k =12 A 15+ 2k =18 <
< k=1,5Ak=1,5k=1,5

11 1
K15 2,25
A percentagem de elementos da amostra que ndo pertencem ao
intervalo [12, 18] é inferior a 44,4%.

~0,444

Como 0,444x200=88,8 , conclui-se, entdo, que no maximo ha

88 sacos com um numero de laranjas inferior a 12 ou superior a
18.

45, Amostra ordenada:
(5, 56,7,8,8,8,8,9,9,10,10,12,12,15, 15,15, 18, 20, 20) .

Dimens&o da amostra: 20 (n=20).

Py=?
k
7":15“0:3 (inteiro)
100 100
X, +X +7
p =0 Tw _8%7 ¢ g
2 2

R, =?

k 2
kn _57x o:11,4 (ndo é inteiro)
100 100

k

Ky [11,4]+1=11+1=12
100
Py = X1y =10
Py =7

k
kn _65x20 _ ., (inteiro)
100 100
X3y T X, 12+12
p=—BL T 22T gy
2 2

201



Unidade 6

46. Dimens3o da amostra: 30 (n=30)

46.1.
a) A, =?

k
kn 1030 3 (inteiro)
100 100

Xt X
Pm=u=13+15=14
2 2

b) P, =?

k
kn _35x30 10,5 (ndo é inteiro)
100 100

k
“2111=[10,5]+1=10+1=11
100
Pss =X(11) =27
C) P =?

k
kn _40x30 =12 (inteiro)
100 100

X + X +37
p =2 ) 3543744
2 2

d) P =2

k
kn _85x30 =25,5 (ndo é inteiro)
100 100

Kn | 1=[25,5]+1=25+1=26
100

P.

85 = X

46.2. Vamos comegar por determinar o percentil 70.

=7
70 = ¢
k
7n:70><30221 (inteiro)
100 100
Xy T X 24+
P, = (21)2 (22)25 253:52’5

Sabe-se que pelo menos 70% dos elementos da amostra tém
valor menor ou igual a 52,5 e no maximo 30% dos elementos da
amostra tém valores superiores a 52,5.

Assim sendo, dos 30% dos elementos da amostra com maior
valor, o que tem menor valor é o 53.

46.3.

a) A ordem da unidade estatistica 49 é 19 porque a unidade
estatistica 49 corresponde na amostra ordenada ao elemento

Xsg) -

kn
b) Se P, =49=x_,,, entdo —— representa um ndmero ndo
() 100

kn
inteiro e sabe-se que 18 <——<19.
100

30
XY <19

18< K" (1918 K
100

c) 18<%<19©180<3k<190<:>60<k<%

Como %:63,(3) e kelN, conclui-se que ke{61, 62, 63} .

A unidade estatistica 49 correspondem os percentis 61, 62 e 63.
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47.1. Comega-se por ordenar os dados:
1 1 1,2 1,25 1,28
1,3 1,48 1,7 1,76 1,8
2,18 2,2 2,25 2,3 2,5
2,65 2,75 2,8 2,9 3,1

3,15 3,2 3,3 3,4 3,45

X, + X
10 . Entdio, p, =0 " _1,8+2,18 ;g

100 2 2

X o)+ X
=15 . Entdo, P, = (15) " 7(6) _ 2,5+2,65
100 5

=2,575.

Py =?

85x25
100

=21,25 . Entdo, A, =X =3,2.

21+1) = X(zz)

34x25
100

=8,5 . Entdo, P, =X(g1) =X(o) =1,76.

Na amostra, ha 8 dias em que o consumo foi inferior a
P, =1,76 .

48.1. O percentil 100 é igual ao valor maximo da amostra. Neste
caso é igual a 20.

48.2.

a) Amostra ordenada:
(5,5,6,6,7,8,8,10,10,12,12,15, 16, 18, 20, 20) .
A dimens&o da amostra ¢ 16 (n=16) .

5566¢78810¢10 12 12 15¢16 18 20 20
Q =0, a3

Q, é a mediana dos elementos da amostra ordenada que sdo
menores que a mediana da amostra.

+7
a=""_¢s.
2
Ps=?
k
7n:25><16:4 (inteiro)
100 100
X .t X
gszyz%ze,s. Entdo, Q, =P, =6,5 .



b)5 5 6 6l7 8 8 10¢ 10 12 12 15¢16 18 20 20
Q x=Q; Q3
A mediana dos elementos da amostra ordenada é

§oq,=20+10
2

=7
50 N
k 1
X 20 6:8 (inteiro)
100 100

X tXe 10+10
Py=—"t—== =
2 2

Entdo, Q, =P, =10.

c)556 6¢7 8 8 10¢ 10 12 12 15¢16 18 20 20
Q %=Q, a3

Q, é a mediana dos elementos da amostra ordenada que sdo
15+16

maiores que a mediana da amostra. Q; = =15,5.

Py =7

kn _75x16

100 100

X(12) T X(13) ~15+16
22

Entdo, Q, =P, =15,5.

=12 (inteiro)

P, = =15,5

49.1. Amostra ordenada:
(439, 473,487,492,508, 514,519, 526, 533, 540, 557, 592) .

A dimensdo da amostra é 12 (n=12).

Po=?
kn 40x12
kn _40x12 _, g (ndo é inteiro)
100 100
4 8 +1=4+1=5

LOJ

—508
Ps=?
k
kn _85X12 2 ¢ (ndo & inteiro)
100 100

{ } =78+1 7+1=8
8}—526

49.2. Vamos comegar por determinar o percentil 25.

Ps =7
k 25x12
X 2% =3 (inteiro)
100 100
X .\ +X
P, - (3)2 (4):487;492:489,5

Sabe-se que 25% dos elementos da amostra tém valor menor ou
igual a 489,5 e que 75% dos elementos da amostra tém valores
superiores a 489,5.

O menor valor da amostra superior a 489,5 é 0 492.

Estatistica: caracteristicas amostrais

49.3. Vamos comegar por determinar o percentil 50.

Py =?
k
—n:SOXH:G (inteiro)
100 100
Xe) TX 14+51
P, - (5)2 (7):5 25 9:516,5

Entdo, pode-se afirmar que 50% dos elementos da amostra tém
valor menor ou igual a 516,5.
50%
50%

Ps =5165
Assim, dos 50% de anos com menos bandeiras azuis, o maior
numero de bandeiras é 514.

49.4. A ordem do dado estatistico 526 é 8 porque 526

corresponde na amostra ordenada ao elemento g, .
< kn . xo
Se B =526=x4, entdo 100 representa um numero ndo inteiro

kn
e sabe-se que 7<——<8.
100

7<ﬁ<8<:>700<12k<800c>m<k<@

100 12 12
Como %—58 (3), 8020 =66,(6) e kelN, conclui-se que
ke{59,60, 61,62, 63, 64, 65,66 .

Entdo, o dado 526 pertence aos percentis 59, 60, 61, 62, 63, 64,
65 e 66.

50.1. Designemos por A, a drea total do histograma, que é igual

a soma dos trés retangulos em que esta dividido.
A =2x3+2x5+2x2=6+10+4=20.

50.2.

a) Pretende-se determinar o valor de x de modo que a area do
histograma a esquerda de x seja igual a 18% da drea total, ou
seja, 0,18x20=3,6.

A

n;
5_ ___________

Tal como é sugerido pela figura, tem-se:

(x—2)x3:3,6c>3x—6=3,6©3x=9,6<:>x=9;’6

b) Pretende-se determinar o valor de x de modo que a drea do
histograma a esquerda de x seja igual a 50% da drea total, ou
seja, 0,5x20=10.
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297 EET A
B =

0 2 4 6 8 X
!
Tal como é sugerido pela figura, tem-se:

6+(X—4)><5:10<:>5X—ZO:4©5X:24<:>X:%<:>X:4,8

c) Pretende-se determinar o valor de x de modo que a 4rea do
histograma a esquerda de x seja igual a 80% da area total, ou
seja, 0,8x20=16.

n, A

5_ __________

=n

w3

L B S B o
'
'
I
—_

-

0 2 4 6 8B x
Tendo em atengdo que a soma das areas dos dois primeiros
retangulos que constituem o histograma é igual a 16, conclui-se
que x=6.
d) Pretende-se determinar o valor de x de modo que a area do
histograma a esquerda de x seja igual a 85% da area total, ou
seja, 0,85x20=17.

A
n;
5_ __________
37 2%5
=10
297 I
17 =f W
0 2 & 6 8 X
X

Tal como é sugerido pela figura, tem-se:
6+10+(x—6)x2=17<=2x-12=1=2x =13

ni &

-
X

0 "20 25 30 35 40
51.2. Area total do histograma é dada por:
5x5+5%x4+5x8+5x5=110.
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Para determinar P,,, comega-se por calcular 20% da drea total do

histograma.
0,2x110=22
De seguida, determina-se o valor de x de modo que:

122
(x—unx5:22¢>x:4§7¢>x:2m4

P, =24,4

Para determinar P, , procede-se de forma semelhante ao caso
anterior.

0,6x110=66 <> 25+20+(x—30)x8=66 <

< 8x=261< x=32,625

P, =32,625

Proposta 16

16.1.
¥ 1135+1094 +850+854 +776+737+741+689+573+518
10
= 7967 =796,7
10

16.2. O desvio em relagdo a média foi negativo durante os anos
em que o numero de vitimas mortais foi inferior a média, ou seja,
durante 6 anos (de 2008 a 2013).

16.3. Seja a o nimero de vitimas mortais em 2014.
Como a média no final de 2014 passou a ser 768, entdo tem-se:
7967 +a

11
< a=481
Entdo, o nimero de vitimas mortais em 2014 foi 481.

=768 < 7967+a=768x11<> a=8448-7967 <

16.4.

<
S

~
w
PR NP Wk e

X;n;
=1 ~1,7+1,9+2,1x3+2,34+2,4x2+2,94+3

10 10
22,9
10

X =

=2,29

Proposta 17

17.1. Y:40+45+50X3+121X2+52X2+60:%:50,1

Ha 5 elementos da amostra com valor inferior a média (sdo os 5
primeiros elementos da amostra).




17.2. Substituindo o elemento da amostra com valor minimo por
um elemento com valor 1, a média passa a ser dada por:

_ 501- 40+1 462
= 10 10
Neste caso sé hd 2 elementos da amostra com valor inferior a
média (1 e 45).

=46,2

17.3. Substituindo o elemento da amostra com valor maximo por
um elemento com valor 100, a média passa a ser dada por:
501-60+100 541

7= 254
10 10

Neste caso hd 9 elementos da amostra com valor inferior a média
(todos exceto o ultimo).

17.4. Os resultados obtidos nas questGes anteriores sugerem
que a média é uma caracteristica amostral ndo resistente a
mudanca de valores da amostra.

Proposta 18

18.1.

a) A amostra tem dimens3o 20 pois é constituida por 20
elementos.

b) Os diferentes valores da amostra sdo 21 €, 23 €,24 €, 25 €,
27 €e 28 €.

18.2. Tabela de frequéncias absolutas:

S

X; (euros)
21
23
24
25
27
28

Wwo b~ wik

_ 21+23x3424x4+25x6+27x3+28x3
20

=5—01 =25,05
20

Em média o produto custa 25,05 €.
18.4.

a) Se cada valor tiver um acréscimo de 23%, entdo cada um dos
valores da amostra serd multiplicado por 1,23. Nesse caso, o
valor da média passa a ser 25,05x1,23=30,8115~30,81¢€.

b) Se cada valor tiver um desconto de 0,75 €, entdo a cada um

dos valores da amostra sera subtraido 0,75. Nesse caso, o valor
da média passa a ser 25,05—-0,75=24,30 €.

Proposta 19
9

X
191, yo = _7+6+15420+10+8+10+15+8 99 _
T 9 o 9 T 9

=11 min
19.2. d, =x, - X < 4=x,-11<x,=15

O Bernardo esperou 15 min até ser atendido.

Estatistica: caracteristicas amostrais

19.3. Aamostra x ordenada por ordem crescente é
(6,7,8,8,10,10,15,15,20).
Entdo, y=(6,7,8,8,10,10,15,15,20+k) , kelR .

7> Xy @999”‘ 515599+ k>135< k > 36

Portanto, o menor valor inteiro de k de modo que y > Xg) é037.

Proposta 20
20.1.
6
2% 13
a) x=L ="
6 6

6
b) >d =0<d, +d,+d, +d, +d, +d, =0 =
i=1

&2-4-7-2+4+d,=0=d, =7

6
€) S5,=>d?=0=d’+d, +d]?+d’ +d] +d =

=
=22 +(-4) +(-7) +(-2) +4*+7* =
=4+16+49+4+16+49=138

20.2. x,=d, +X=2+22=24, x, =d, +X =—4+22=18,

X,=d,+X=—7+22=15, x, =d, +X =—2+22=20,

X, =d+X=4+22=26 e X, =d, +X =7+22=29.

Proposta 21

3><9+5><10+6><11+1><12+2><13+5><15+1><16+

21.1. X, =
26
+1x17+2x18:%:12,5
26 26
- _1x8+2x9+48x10+4x11+3x12+1x13+4x14
? 28
[3X17+2x18 392,
28 28
_2x9+2x10+6x11+4x12+3x13+2x14+4x15
‘ 26
+1X16+2X19:§z12,8
26 26
212, x-322+342+333_1000_,, ¢
80 80
21.3.
a) 55,=3(7,~7) n =(9-12,5) x3+ (10-12,5) x5+

/1
+(11- 12,5)2><6+(12—12,5)2><l+(13—12,5)2><2+
)

2

+(15-12,5) x5+(16-12,5 17712,52><1+
+( + ) )

2

+(18-12,5) x2=206,5
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b) 52 SS, 206,5 206,5
5 “h-1 26-1 25

=./8,26 ~2,874

=8,26

c) s,

Proposta 22

21 % 46+48+49+50><2+51+52+54 400 _s50

8 8

_ 10+18+30+50x2+70+82+90 _@_50
8 8
Assim sendo, X =y =50.

22.2. 55, =(46-50)" +(48-50)" +(49-50)" +(50-50)  x2+
+(51-50)" +(52-50)" +(54 -50)" =42

S‘ A2 _J6~2,45

=(10- 50) (18 50)° +(30-50)" +(50-50)" x2+
+(70-50)" +(82-50)° +(90-50)° =6048

=, 2041 =864 ~ 29,39

22.3. Sendo s:min{sx,sy} ,entdo s=2,45.

a) |x—s,X+s[=]50-2,45;50+2,45[ =]47, 55; 52, 45|
Ha 6 valores da amostra x que pertencem ao intervalo
]47,55; 52,45] . Esses valores sdo 48, 49, 50, 50, 51 e 52.
6 3

2=2-0,75
8 4

Conclui-se, entdo, que 75% das unidades estatisticas da amostra
X tém valores pertencentes ao intervalo ]Y—s,?+s[ .

b) |y s,y +s[=]50-2,45;50+2,45[=]47,55;52,45[

Ha apenas 2 valores da amostra y que pertencem ao intervalo
]47,55;52,45] . Esses valores sdo 50 e 50.

2 1
—=0,25
T4
Conclui-se, entdo, que 25% das unidades estatisticas da amostra
y tém valores pertencentes ao intervalo ])7—5,)7+$[ .

Proposta 23

23.1. O Luis e a Rita utilizaram o aparelho A.

O Luis fez o registo em metros e obteve a amostra x . A Rita fez o
registo em centimetros e obteve a amostra y .

Entdo, y=100x .

A Silvia utilizou o aparelho B, fez o registo em centimetros,
obtendo a amostra z, tendo-se verificado que z=y+1.

Sabe-se que o valor registado pela Silvia para a altura do Gustavo
foi 167, entdo o valor registado pela Rita para a altura do Gustavo
foi167—1, ou seja, 166 e o valor registado pelo Luis para a altura
do Gustavo foi 166:100, ou seja, 1,66.
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23.2.

a) Como y =100 x , entdio y =100x =100x1,62=162 e
ss, =100° 55, =10000x0,36=3600 .

b) Como z=y+1,entdo Z=y +1=162+1=163 e
S5,=5S,=3600 .

23.3. Amostra x :
. S5, 036 0,36

s =—>= = =0,0144
n-1 26-1 25
= 55 _ 0,0144 =0,12
n-1
Amostra y:
SS.
yz_ y _ 3600 3600_144
n-1 26-1 25
=+/144 =12
n—1
Amostra z:
SS,
) 3600 3600=144

SI
n1261 25

s, = / 5511 =144 =12
n—

Proposta 24

24.1. n=37+48+28+20+12=145.

A amostra tem dimensdo 145.
Os valores da amostra sdo: 1, 2, 3,4 e 5.

24.2. Recorrendo a calculadora gréfica comega-se por inserir os
valores da amostra numa lista e os respetivos valores das
frequéncias noutra lista, seguindo os seguintes procedimentos:
STAT — EDIT — 1:Edit

LE LE E
=7 —

Em seguida obtém-se os calculos estatisticos.
STAT — CALC — 1:1-Vars Stats — L1,L2 — ENTER

1_
2 462@63965

Ex—3

Ixe=1181

Sx=1.241754413
®=1.237455893

=145

Conclui-se que X~2,46 e s, 1,24 .



24.3. |X—s,,X+s,[=]2,46-1,24;2,46+1,24[ =] 1,22;3,7[
Por anélise do gréfico de barras, conclui-se que, no periodo de
tempo considerado, houve 76 (48+28) automoveis que

atravessaram a ponte transportando um niimero de passageiros
pertencente ao intervalo |1,22;3,7] .

76
O que corresponde a, aproximadamente, 52% pois 15 ~0,52.

Proposta 25

[250—30k, 250+30k] = [190, 310] =

<250-30k=190 A250+30k=310=> k=2 k=2 k=2

1 1 1

ez 8 0%
A percentagem de elementos da amostra que ndo pertencem ao
intervalo [190, 310] é inferior a 25%.
Entdo, no minimo 75% dos elementos da amostra pertencem ao
intervalo [190, 310] .
A amostra tem dimensdo 36. Entdo, 75% dos elementos da
amostra correspondem a 0,75x36=27.
Assim sendo, o nimero minimo de meses em que o numero de
vendas pertence ao intervalo [190,310] é27.

Proposta 26

26.1. [12-2,5k;12+2,5k|=[6,18] <

&12-2,5k=6A12-2,5k=18 < k=2,Arnk=2,4=k=2,4
RN SR NS

k* 2,4 5,76

A percentagem de dados da amostra que ndo pertencem ao
intervalo [6, 18] é inferior a 17,4%.

Entdo, no minimo 82,6% dos dados da amostra pertencem ao
intervalo [6, 18],

26.2. Pretende-se construir um intervalo centrado na média que
contenha pelo menos 85% dos elementos da amostra. Entdo, a
percentagem de elementos da amostra que ndo pertencem a
esse intervalo é inferior a 15%.

Sabe-se que a percentagem de elementos da amostra que ndo
pertencem ao intervalo [12—2,5k;12+2,5k] é inferior a F

1 1 20
S =050k =——ok=""
k 0,15 3

2
Como k>0, conclui-se que k:J?O ~2,6.

Entdo, [12-2,5k;12+2,5k]=[12-2,5x2,6;12+2,5%2,6]=
=[5,5;18,5].

Os extremos do intervalo sdo 5,5 e 18,5.

Estatistica: caracteristicas amostrais

Proposta 27

27.1. Designemos por A a drea do histograma, que é igual a soma
dos quatro retangulos em que esta dividido.
A=10x8+10x6+10x10+10x5=80+60+100+50=290.

27.2.p,=?

Pretende-se determinar o valor de x de modo que a drea do
histograma a esquerda de x seja igual a 10% da area total, ou
seja, 0,10x290=29.

m
L

-
) 4

0 10 L2030 40 50
Tal como é sugerido pela figura, tem-se:

(x—lO)x8:29<:>8x—80:29<:>8x:109@x:%c}

& x=13,625
Entdo, P,, =13,625 .
p =?

20 — *
Pretende-se determinar o valor de x de modo que a area do
histograma a esquerda de x seja igual a 40% da area total, ou
seja, 0,40x290=116.

0y
10f---mmmmmmmmmm o

0 10 20 J 30 40 50 x
Tal como é sugerido pela figura, tem-se:
80+(x—20)><6=116<:>6x—120=36<36x=156<3

156
SX=—Xx=26
6
Entdo, P, =26.

=7
70~ ¢

Pretende-se determinar o valor de x de modo que a drea do
histograma a esquerda de x seja igual a 70% da drea total, ou
seja, 0,70x290=203.
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ma

10x &
=40

-
) 4

a 1020 30 40 50

Tal como é sugerido pela figura, tem-se:
80+60+(x—30)x10:203c>10x—300:63<:>10x:363<:>
S x= ﬁ < x=36,3

10

Entdo, P, =36,3.

Proposta 28

28.1. A amostra ordenada por ordem crescente é a seguinte:
(10, 11,12,12,13,13,13,14,14,14,15,15, 15,16, 18) .

28.2. Dimens&o da amostra: 15 (n = 15) .

=?
16 *
k
7":16X15=2,4 (ndo é inteiro)
100 100

k

xn +1=[2,4]+1=2+1=3
100
PlG=X(3)=12
Py =7
k
i:20X15:3 (é inteiro)
100 100

X3 tX 12+12
pzo:M: =12

2 2

P =7?
kn 35x15
L 3ex =5,25 (ndo é inteiro)
100 100

kn +1=[5,25]+1=5+1=6
100
PRSZX(G):]'3
P ="?
k
7’7:40)(15:6 (é inteiro)
100 100

X X
PAOZM:13+13=13
2 2
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28.3. Organizando os dados numa tabela de frequéncias
absolutas, tem-se:

% aj
10 1
11 1
12 2
13 3
14 3
15 3
16 1
18 1
8
Zf‘f"f
oy :10><l+11><1+12><2+13><3+14><3+15><3+
15 15
+16X1+18X1:@:ﬂ213’67
15 15 3
4 2
S, = (% -x) n,
=
2 2 2
:(10——1] x1+ ll—ﬂ) X1+(12—ﬂj X2+
3 3 3

2 2 2
j ><3+(14—%j x3+(15—%j x3+

2 2
j x1+ 18—%} x1=57,3335

s = /SSX _ [37,3335 ~2,02
n-1 14

Proposta 29

29.1. Relativamente aos automdveis movidos a gasolina,
agrupando os dados em classes de amplitude 2, sendo o limite
inferior da primeira classe 6, obtém-se a seguinte tabela:

Classes n;
6.8 |
[8, 10[ 8
[10,12] | 6
O histograma relativo aos dados organizados na tabela anterior é
o seguinte:
n A
B+
64
4__
2__
T T 1 T -
a b 8 10 12 X

29.2. Utilizando o histograma vamos determinar estimativas
para os percentis de ordem 12, 30 e 50.

Designemos por A a drea do histograma.
A=2x6+2x8+2x6=12+16+12=40.



P, =?
Pretende-se determinar o valor de x de modo que a drea do

histograma a esquerda de x seja igual a 12% da area total, ou
seja, 0,12x40=4,8 .

n &

i

g4

61

Tal como é sugerido pela figura, tem-se:
(x—6)x6:4,8©6x—36:4,8<:>6x:40,8<:>

> X=

Py =7?
Pretende-se determinar o valor de x de modo que a drea do
histograma a esquerda de x seja igual a 30% da area total, ou
seja, 0,30x40=12.

nA

AN ; i — -
0 [ 8 10 12 X
Tendo em atengdo que a area do primeiro retangulo que
constitui o histograma é igual a 12, pode concluir-se que x=8,
istoé, P, =8.
P, =?
Pretende-se determinar o valor de x de modo que a drea do
histograma a esquerda de x seja igual a 50% da area total, ou
seja, 0,50x40=20.

n A

A ; ;
0 b g 10 12

=y

Tal como é sugerido pela figura, tem-se:
12+(x78)><8:20<:>8x764:8©8x:72<:>x:%<:>x:9

Entdo, P, =9.

Em seguida vamos determinar os valores exatos dos percentis de
ordem 12, 30 e 50.

NEMA10PR-14
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Para tal, devemos comegar por ordenar os 20 valores da amostra
por ordem crescente.
(6,0; 6,3;6,6;7,5,7,5;7,8; 8,0; 8,2; 8,2; 8,4;9,2;

9,3;9,5;9,9; 10,1, 10,5; 10,9; 11,1; 11,1; 11,7)..

P, =?

k 12x2
Kn_dex 0:2,4 (ndo é inteiro)
100 100

kn +1=[2,4]+1=2+1=3
100
R, =X3=6,6
Py =?

k

n _30x20 . (é inteiro)
100 100

X+ X
p =0 "0 _7.8+80_, 4
2 2

P, =?

k
kn _50x20_ 4 (é inteiro)
100 100

_ Xa0) T X(u1) _ 8,4+9,2 -8,8

2 2

Comparando os resultados obtidos, constata-se que as
estimativas dos percentis de ordem 12, 30 e 50, sdo superiores
aos valores exatos desses percentis.

29.3. O percentil de ordem 100 ¢ igual ao valor maximo da
amostra. Neste caso, P, =14,9.

Dimens&o da amostra: 20 (n=20).

Ps =7
k
170'(7):251:;0:5 (é inteiro)
X +X
P - (5) " %(e) :10,24—10,3:10’25
2 2
Po =7
k
%:42350:8 (é inteiro)
Xg) tX 10,7 +1
py = "0 _107+108 _,, ;g
2 2
By =?
k
ﬁ = 61350 =12,8 (ndo é inteiro)

{ }+1 [12,8]+1=12+1=13

)7123
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Proposta 30

30.1. Representando por X; osvalores da amostra x e por n;

as respetivas frequéncias absolutas, vamos organizar os dados
numa tabela de frequéncias absolutas.

I - —\2
Xj (s) n]. Xj n,' (Xj—X) an

62 1 62 62-73,9)" x1

64 2 128

65 1 65

68 2 136

70 1 70

72 1 72

73 1 73

75 2 150

77 1 77

78 1 78

80 2 160

81 1 81

(

( )
( )
( )
( )
( )
( )

74 1 74 (74-73,9) x1

( )
( )
( )
( )
( )
( )

84 3 252

3 %, =1478 >(%,-%) n,=965,8
=1

14 2
$s, = (% —X) n;=965,8 52

=1
SS 965,8 965,8
s, = —x = = . ~7,13s
N\n-1 V20-1 V 19

Representando por y; os valores da amostra y e por n; as

respetivas frequéncias absolutas, vamos organizar os dados numa

tabela de frequéncias absolutas.
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g0 | n v, n (7,-7) xn,

63 2 126 (63-73,9) x2
64 1 64 (64-73,9) x1
65 2 130 (65-73,9) x2
67 1 67 (67-73,9) x1
69 1 69 (69-73,9) x1
71 1 71 (71-73,9)" x1
73 1 73 (73-73,9)" x1
74 1 74 (74-73,9) x1
75 1 75 (75-73,9)" x1
78 2 156 (78-73,9) x2
79 1 79 (79-73,9) x1
80 1 80 (80-73,9) x1
81 2 162 (81-73,9) x2
83 1 83 (83-73,9)" x1
84 1 84 (84-73,9)" x1
85 1 85 (85-73,9)" x1

16

yin;
= 1478
2 - "-739s
20 20

ss, :i(y, ~7) n,=1081,8 52

J=1

SS ,
s, = > 1081,8 _ 1081,8 ~7,555
n-1 20-1 19

Como s, >s, , conclui-se que ha maior disperséo dos dados em

relagdo a média na amostra y .

30.2. Amostra x ordenada: (62, 64,64,65,68,68,70,72,73,
74,75,75,77,78,80, 80, 81,84, 84, 84) .

Dimens&o da amostra: 20 (n=20).

P =7

k 18 x 2!

kn _18x20 5 ¢ (ndo é inteiro)
100 100

ﬂ +1:[3,6]+1:3+1:4
100

'013:)((4):65

Py =7

k 83x%20

XN _23%%0 _16,6 (ndo é inteiro)
100 100

=81

17)

k
=1 41=[16,6]+1=16+1=17; P, =x
100



30.3. Amostra y ordenada: (63, 63,64, 65,65,67,69,71,73,
74,75,78,78,79, 80, 81,81, 83,84, 85) .

Vamos comegar por determinar o percentil 42.

P =?
k

n_ 42x20 =8,4 (ndo é inteiro)
100 100

58%

kn +1=[8,4]+1=8+1=9 42%

100 * T
P =X =73 - -

Pz =73

Dos 58% dos elementos da amostra com maior valor, o que tem
menor valor é o 74.

Proposta 31

)7: i=1 _ = =ptl =1 i=p+1 i—1 n _é:
p p p p n pp
_n A nx-A
=XX———=
p p p

Proposta 32

32.1. Sendo g:(xl,xz,u-,x ) uma amostra de dimens3o n e

n

y=ax+b,a,belR, entdo aamostra y tem dimensdone

y,=ax,+b,ie{1,2,..,n}.

Sendo X a média daamostra x e y a média da amostra Y,
entdo y=ax+b.

n n

5, =Y (v,-7) = (ax, +b—(a)7+b))2 =
= =y

n n

:Z(axiwtbfay*b)z ZZ(axifaY)z

1 i=1

32.2.Sendo x=(X,,X,,X;,X,,X; ) uma amostra dos raios de
circulos expressos em centimetros e y a amostra com os
diametros dos mesmos circulos expressos em metros, entdo

y=0,02x.

Logo, SS, =0,02° SS, =0,0004x 27,04 =0,010 816 m*

L[5
v n-1
:\/0,010816 :\/0,010816 0,052 m
5-1 4

Estatistica: caracteristicas amostrais

Proposta 33

a+11+20+11+b+4=60
33.1. 1ax0+11x1+20x2+11x3+bx4+4x5 _ <

2,4
60
a+b=14 aib=14
P p= P
11+40+33+4b+20:2'4 4b+104 =144
60
a+b=14 a+10=14 a=4
= p= =
4b=40 b=10 b=10

33.2. Dimenséo da amostra: 60 (n=60).

Ps=?
kn 75x60 P
N _2XBY 45 (éinteiro)
100 100
Xas) *Xe) _ 343
= o = 5 =3
2 2
%, n, N;
0 4 4
1 11 15
2 20 35
3 11 46 <« 45e46
4 10 56
5 4 60
Ry =7
kn 94x60 T
Ln =X =56,4 (ndo éinteiro)
100 100
[k
xn +1=[56,4]+1=56+1=57
| 100
Py = X(57) =5
%, ] ;
0 4
1 11 15
2 20 35
3 11 46
4 10 56
5 4 60 <« 57

Como o numero de filhos do casal Silva é maior do que o
percentil 75 e menor do que o percentil 94, conclui-se que o casal
Silva tem 4 filhos.

Proposta 34

Deve-se comegar por ordenar os valores da amostra:
(1,2,5,7,7,8,9,11,13,14,16, 20).

Dimens&o da amostra: 12 (n=12).

A ordem da unidade estatistica 11 é 8 porque a unidade
estatistica 11 corresponde na amostra ordenada ao elemento
Xg) -

kn
Se B =11=x4, entdo 100 representa um ndmero ndo inteiro e

k
sabe-se que 7 <—n <8.
100
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12 g 700<12k <800 = 120 < 8OO
0 12 12

7
Como % 58,(3), 8020 =66,(6) e k<IN, conclui-se que

ke{29, 60, 61, 62, 63, 64, 65, 66} .

A unidade estatistica 11 correspondem os percentis 59, 60, 61,
62, 63, 64, 65 e 66.

30 30 30 30
1. )2i-3=A D 2i-Y3=A<2)i-(30-1+1)x3=A<

i=1 i=1 i=1 =

@221—90 A©221—90+A<:>§1—90+A

i=1 i=1 i=1

A opgdo correta € a (B).

4
2. Sabe-se que Zd, =0.

i=1

4 3 4

>d =0 d+Yd=025+d,=0cd,=-2,5

i=1 i=1 i=4
d,=x,-X<-2,5=x,-3<-2,5+3=x, < x,=-0,5
A opgdo correta é a (D).
3. [20-2,5k;20+2,5k]=[15, 25] <
<20-2,5k=15A20-2,5k =25 k=2 Ak=2<k=2
111

kK 2 4
A percentagem de dados da amostra que ndo pertencem ao
intervalo [15, 25] é inferior a 25%.
Entdo, no minimo 75% dos dados da amostra pertencem ao
intervalo [15, 25] .

15
= =0,3, logo a afirmacgdo (A) é falsa.

30
—0:0,6 , logo a afirmagéo (B) é falsa.

10
= =0,2, logo a situagdo (C) pode ocorrer.

35
—=0,7, logo a afirmagéo (D) é falsa.

A opgdo correta € a (C).

SS SS SS
4, s} =" ol =" 16=""F
n-1 20-1
<SS, =304

A opgdo correta € a (A).

5. Amostra ordenada:
(20, 20,21, 23,45, 46,46,57,57,59,59,61,62,62, 65, 67) .

Dimens&o da amostra: 16 (n=16)

Py =?

k

Kkn _30x16 _, g (ndo é inteiro)
100 100

[k—"]+1:[4,8]+1:4+1:5
100

212

Py = Xs) = 45

O maior valor da amostra que é inferior ao percentil 30 é o 23.
A opgdo correta € a (B).

1.1.

a) Dimensdo da amostra: 10 (n=10) .

10

i _
10 10

:1—62:16,2
10

X;
Y—Z ' 12+20+8+15+25+14+10+15+25+18

b) S5, =(12-16,2)" +(20-16,2)" +(8-16,2) +(15-16,2)" +
+(25-16,2)" +(14-16,2)" +(10-16,2) +(15-16,2)" +
+(25-16,2)" +(18-16,2)" =303,6

, S5, 303,6 303,6
n-1 10-1

/55 /303 ~5 81

d) Amostra ordenada: (8,10,12,14,15,15,18,20,25,25) .

c)s’=

~33,73

Py =7
k
kn _35X10 5 5 (h0 & inteiro)
100 100
kn
ALl +1=[3,5]+1=3+1=4
100
P35:X(4):14
Po =7
k
Kkn _60x10 _ (é inteiro)
100 100

X X 15+1
psozwz >t18 165

1.2. A ordem da unidade estatistica 14 é 4 porque 14
corresponde na amostra ordenada ao elemento de ordem 4, isto
€a X, -

kn
Se P, :14:x(4) , entdo ﬁ representa um numero ndo inteiro e

kn
sabe-se que 3<——<4 .,
100

3<£k<4©3<£<4©30<k<40
100 10

Como kelN, conclui-se que
ke{31,32,33,34,35,36,37,38,39} .

Entdo, a unidade estatistica 14 pertence aos percentis 31, 32, 33,
34, 35, 36,37, 38 e 39.

2.1.
a) Dimensdo da amostra: 40 (n=40).
5
Zx
- 1><7+2><15+3><10+4><5+5><3 102

= =—5=2,55
40 40 40



Os valores da amostra que pertencem ao intervalo
|x-s,,X+s,[ sdoo02e03.

Dos 40 apartamentos que a agéncia imobilidria tem para alugar
hd 25 que tém 2 ou 3 assoalhadas.

25
Como E= 0,625, conclui-se que 62,5% dos apartamentos tém

um numero de assoalhadas pertencente ao intervalo
[x—s.,x+s,].

b) A, =2
k
X 8040 =32 (éinteiro)
100 100

+X 4
Py = (32) (33):3+ _35

2 2
Nota: X;) =X, ==X =15 Xg) =Xg) == Xy =2
X(23) = X(z4) (32) 3

Xiza) = Xaa) T = Xay) T4 € Xiag) = X(39) = X(ag) =3 -

2.2. O histograma correspondente a distribuicdo das rendas é o
seguinte:
n&
12+

10+
9__

a 250 300 350 400 450 500

-
X

Seja A, a area total do histograma (igual a soma dos cinco

retangulos em que esta dividido).
A =50x8+50%x12+50x9+50x6+50x5=

=400+600+450+300+250 =2000
P,, : percentil de ordem 40.

Seja x o valor de P, . Entdo, a area do histograma a esquerda de
x é igual a 40% da drea total, ou seja, 0,4x2000=3800 .

Estatistica: caracteristicas amostrais

S0x8
=400

X

0 250 300 y35[] 400 450 500
Tal como é sugerido pela figura, tem-se:
400+(x7300)><12 =800 <> 12x—-3600=400 < 12x = 4000 <

4
@x:%cx:?ﬁ&(?ﬂ

Entdo, P, =333,(3).

P, : percentil de ordem 65.

Seja x o valor de P, . Entdo, a drea do histograma a esquerda de x
é igual a 65% da darea total, ou seja, 0,65%x2000=1300.

n &
121

10+
9_. I
a+

512
g = 500
il S0x 8

=400

24

A T T T
a 250 300 350 (400 450 500
X

X
Tal como é sugerido pela figura, tem-se:

400+ 600+ (x—350)x9=1300 <> 9x —3150 =300 <

& 9x=3450 < x = ?@x 383,(3)

Entdo, P, =383,(3).

3.1. Tens&o sistdlica:

20

X;
Z ! _113+120+115+130+148+154+124+100+141+

=

X =
20 20
N 136+125+117+118+160+155+123+137+150+130+146
‘ 20 -
2642

=——-=132,1 mmHg
20

s, =(113-132,1)" +(120-132,1)" +(115-132,1)" +

+(130-132,1)" +(148-132,1)’ +(154-132,1) +

2

+(124-132,1

2 2

( ) ) )
+(136-132,1)" +(125-132,1)" +(117-132,1) +
( ) ) )

2 2 2

) )+
( (
" +(100-132,1) +(141-132,1
( (
( (

+(118-132,1) +(160-132,1) +(155-132,1) +

213
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2

+(123-132,1)" +(137-132,1)" +(150-132,1)’ +
+(130-132,1)" +(146-132,1)° =5135,8

o [ss _ [s1358 _ [5135
“Nn-1 V20-1

~16,44 mmHg.

=
[\=)
o)

Tensdo diastdlica:

y:

20 20

+85+78+61+70+86+102+89+75+98+86+102_

;yf _80+82+56+79+90+92+60+61+78 _

20
1610

=——=280,5 mmHg
20
s, =(80-80,5)" +(82-80,5)" +(56-80,5)" +

2

+(90-80,5) +(92-80,5)’

+(78-80,5

2

2 2

)
(
" +(85-80,5
(
+(98-80,5

) )
+(70-80,5)" +(86-80,5)
+(75-80,5) )
=3545

SS 3545 3545
s, = Ty o[22 ~13,66 mmHg.
n—-1 20-1 19

A variabilidade é maior na tensdo sistdlica porque o desvio-

-padrdo é maior.

214

+(79-80,5)" +

60-80,5)" +(61-80,5) +

)
+(
" +(78-80,5)" +(61-80,5)" +
+(102-80,5)" +(89-80,5)" +
(

+(86-80,5)" +(102-80,5)" =

3.2. Relativamente aos 20 registos da tensdo diastélica (em
mmHg), a amostra ordenada é: (56, 60, 61,61, 70, 75,78,78,79,

80, 82, 85, 86, 86, 89, 90,92, 98,102,102) .

Ro=?
k
xn_ 6020 =12 (éinteiro)
100 100

+X 4
P, = )" 7w 85+86 —855

2 2

40%
&0%
Pix =855 .

Dos 40% dos elementos da amostra com maior valor, o que tem
menor valor é o 86 mmHg.

3.3. Relativamente aos 20 registos da tens3o sistdlica (em
mmHg), a amostra ordenada é: (100,113,115,117,118,120,123,

124,125,130, 130, 136,137,141, 146, 148, 150, 154, 155, 160) .

Ps=?
k
xn_ 7520 =15 (éinteiro)
100 100
X 146 +148
P, = (15 . (16)= ;— —147

Analisando os valores da amostra ordenada, constata-se que so
ha 5 registos da tensdo sistélica superiores a 147 mmHg (valor do
percentil 75).

Logo, os registos da tensdo sistélica que tém valor inferior ao
percentil 75 sdo 15.



