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TRAJETORIA PARABOLICA = «<ERRO» DE GALILEU?

Enquadramento histérico

Podemos imaginar um qualquer sabio babilénio, do Egito ou da Grécia antiga,
sentado no cimo de uma pequena colina a pensar nos movimentos descritos por uma
pedra lancada por uma funda, por uma gota de agua que cai dos céus ou por uma lanca
gue um soldado atirou na ultima batalha. Muitos tentaram resolver o problema em
diferentes épocas e chegaram até nés algumas referéncias a essas tentativas.
Podiamos comecar esta resenha historica expondo as ideias de alguns filosofos gregos,
com Aristoteles de Estagira (384-322 a. C.) a cabega, mas optamos por iniciar esta
revisitagdo precisamente nas épocas em que viveram pensadores que estudando e
ensinando os escritos dos gregos, comegaram lentamente a questionar mais ou menos
seriamente alguns dos aspetos dessa forma de pensar.

Jodo Philoponus (490-570 d. C.), filosofo que ensinou na Biblioteca de Alexandria,
assim procedeu: em vez de dizer que uma flecha, depois de lancada pelo arco,
continuaria 0 seu movimento porque o ar, afastado pela frente da flecha, deslocava-se
para trds desta empurrando-a ao longo do seu percurso, optou por separar fisicamente
o0 objeto propulsor (o arco) do projétil (a flecha), dizendo que, durante a fragcdo de tempo
em que o arco empurrava a flecha, este transmitia-lhe um impetus que funcionava
como se fosse uma espécie de forca motora («forga impressa»), impelindo a flecha
através do ar. O movimento da flecha cessaria por exaustdo desse impetus devido a
acao resistiva do ar. Philoponus pensava que o ar funcionava como um estorvo para a
seta pois se este ndo existisse (Movimento no vazio), a seta continuaria com 0 seu
impetus, movimentando-se sem parar:

Pois, nesta teoria, 0 ar em questao deve realizar trés movimentos distintos: ele deve
ser empurrado para a frente pela flecha, entdo mover-se para tras, e finalmente voltar e
continuar para a frente uma vez mais. Todavia o ar é facilmente movido, e uma vez
colocado em movimento atravessa uma distancia consideravel, Como pode o ar,
empurrado pela flecha, deixar de mover-se na direcdo do impulso impresso, mas em
lugar disso, virar como por algum comando, e retracar seu curso? Além disso, como
pode este ar, ao virar, evitar ser disperso no espaco, mas colidir precisamente sobre o
entalhe f inal da fecha e novamente empurrar a flecha adiante e presa a ele? Tal visao é
inteiramente inacreditavel e chega a ser fantastica.

Embora a sua explicacdo continuasse errada, Philoponus percebeu que o meio
seria uma desvantagem para o movimento da flecha e ndo uma necessidade como
defendia Aristoteles e com essa ideia langou as bases para o conceito de inércia, ao
aceitar a possibilidade do movimento no vazio com velocidade finita.

Ao longo do primeiro milénio depois de Cristo, a teoria do impetus seria
redescoberta, defendida e ensinada por varios outros sabios, sem contudo ter
conseguido contundir minimamente os ensinamentos de Aristoteles, cujos seguidores
foram sempre em muito maior nimero. No entanto. o caminho para o correto
esclarecimento da natureza do movimento dos corpos comegava lentamente a ser
tracado e chegado o final da Idade Média, varios pensadores comecaram a por sérias
objecdes a Fisica e Cosmologia de Aristételes, entretanto ampliadas e matematizadas
na obra Almagesto do astronomo de Alexandria, Claudio Ptolomeu (90-168 d. C.).
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Um desses pensadores foi Joannes Buridanus (1297-1358), que chegou a ser reitor
da Universidade de Paris, e que no século xiv da nossa era afirmou:

. nés podemos e devemos dizer que numa pedra ou noutro projétil ha algo
impresso que é a for¢ga motriz («virtus motiva») daquele projétil. E isto € evidentemente
melhor do que recorrer a afirmagéo que o ar continua a mover aquele projétil. Pois o ar
parece mais resistir. Portanto, parece-me que deve ser dito que 0 motor, a0 mover um
corpo movel, imprime um certo «impetus», ou uma certa forga motriz («vis motiva») ao
corpo movel [no qual age o «impetus»] na dire¢cdo para o qual o motor estava movendo
0 corpo movel, para cima ou para baixo ou lateralmente ou circularmente. Quanto mais
rapidamente o motor mover aquele corpo mével, mais forte serd o «impetus» que ele
lhe imprimira. E por esse «impetus» que a pedra é movida depois que o atirador parar
de mové-la. Porém, esse «impetus» é continuamente reduzido pela resisténcia do ar e
pela gravidade da pedra, que a inclina numa direcdo contraria aquela a qual o
«impetus» estava naturalmente predisposto a mové-la. Assim, o movimento da pedra
torna-se continuamente mais lento, e finalmente esse «impetus» diminui tanto que a
gravidade da pedra vence e move a pedra para baixo, para o seu lugar natural.

Embora ainda agarrado a nocgéo aristotélica do «seu lugar natural», parece-nos
evidente que esta teoria quantitativa de Buridanus abriu o caminho para que os
cientistas da Renascenca pudessem descrever corretamente o movimento dos
projéteis.

Entretanto comecara a polémica sobre a forma da curva da trajetéria de uma bala
disparada por um canhdo. Em 1537, o matematico italiano Niccolo Tartaglia
(1500-1557), defendia na sua obra Nuova scienzia' (dedicada a arte da artilharia e da
balistica) que a parte inicial da trajetéria do projétil era retilinea devido a enorme
velocidade com que a bala era disparada do canhdo. Ao longo da trajetéria, essa
linearidade ia-se perdendo porque a velocidade do projétil diminuia devido as forcas
resistivas do ar e o projétil encurvava para o solo por acdo da gravidade, caindo
bruscamente na vertical, passando gradualmente de um movimento violento (momentos
apos o disparo) para um movimento natural, a la Aristoteles, descrevendo uma queda
livre. Era, portanto, uma trajetéria estranha: um segmento de reta, seguido de uma
curva (arco de uma circunferéncia), para finalizar com um novo segmento de reta na
vertical. O préprio Tartaglia encontrou inconsisténcias no seu modelo e afirmou que
provavelmente a trajetéria seria curvilinea na sua totalidade, mas de curvatura tao
ligeira que seria impercetivel. A teoria do impetus ainda
era usada para justificar o movimento do projétil depois de

deixar o canhdo. Algumas ideias de Aristoteles ainda

sobreviviam neste autor: movimento violento (ou for¢cado) ,,‘a,,,,;,Pﬁ,,,,;,-‘,,,.,tﬁ,,ml,.d.,‘.m-,-,,.,a..n.d;qmu,a.én-u.
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Figura 1 — Lancamento horizontal Quesiti et Inventioni
diverse, Tartaglia.

" Nesta publicacéo, Tartaglia afirma que o alcance de um projétil ¢ maximo para um angulo inicial
de 45° com a horizontal, embora atualmente a sua demonstracdo ndo seja considerada muito
rigorosa.
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Galileu Galilei (1564 — 1642)

Hé& imensos autores contemporaneos que estudaram os escritos de Galileu (Figura
2): as obras publicadas, as suas notas, a extensa correspondéncia e as obras de Varios
filosofos naturais da época em que ele viveu. Houve autores que glorificaram os aspetos
experimentais em detrimento da sua capacidade de abstracdo, enquanto outros, pelo
contrario, viram em Galileu um matematico suficientemente capaz de demonstrar o
funcionamento da Natureza apenas com recurso a geometria, colocando muitas
reservas a sua mestria no laboratério. Acresce que algumas lendas em torno desta
figura central da ciéncia ndo ajudam ao correto discernimento do que realmente Galileu

fez, demonstrou e/ou defendeu ao longo da sua vida.

Uma coisa parece certa, Galileu, mais do que outra coisa, interessava-se muito
pela Mecanica e, desde os seus tempos de estudante até a maioridade, foi mudando de
opinido sobre os fenbmenos que estudava. Ainda estudante defendia uma Fisica com
aspetos mesclados de Aristotelismo, da estatica e hidrostatica de Arquimedes e da
teoria do impetus. Parece certo que conhecia os trabalhos de Tartaglia sobre o
problema central da balistica: a forma da trajetéria do projétil.

N&o ha acordo nos diversos estudiosos
sobre a «data» das suas descobertas. O
desacordo é tal que até a definicao de
«descoberta» € usada para uns dizerem
textualmente que a lei da queda dos corpos foi
formulada por Galileu em 1604; outros
afirmarem que em 1602 Galileu comegou a
experimentagdo com péndulos de grande
comprimento e planos inclinados e em 1604
descobre as leis do péndulo a custa da
medi¢cdes muito rigorosas de periodos e a lei
da queda dos corpos e apenas em 1608
descobre a trajetéria parabdlica dos projéteis, e
ainda outros, mais recentemente, defenderem
que a descoberta da forma da curva dos
projéteis (parabola) deve ser atribuida as
experiéncias conjuntas de Galileu e Guidobaldo

del Monte (1545-1607) feitas em 1592.

Figura 2 — Galileu Galilei, 1636, pintura de Justus Sustermans.

Este tipo de aspetos do rigor histérico estdo muito além do que pretendemos, pelo
gue ndo nos alongaremos mais e enumeramos 0S principais desenvolvimentos que
Galileu empreendeu durante a sua vida de cientista, no que se refere mais
concretamente aos lancamentos e queda livre, ressalvando o desacordo que existe
entre os diversos autores consultados quanto as datas em que ocorreram essas
descobertas:

1581 — descobriu a constancia do periodo do péndulo gravitico;

BN

1589 — mostrou que objetos caiem a mesma velocidade independentemente do seu
«peso» (massa); 1592 — sugeriu que as leis da Natureza sdo as mesmas quer na Terra
quer nos Céus; descobriu que a trajetéria dos projéteis é parabolica;
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1604 — enunciou a lei da queda dos corpos: a distancia percorrido pelos objetos em
gueda livre aumenta com o quadrado do tempo de queda;

1613 — enunciou o principio da inércia;
1624 — elaborou uma teoria das marés;
1632 — estabeleceu o Principio da Relatividade;

1632 — apoiou abertamente a teoria heliocéntrica de Copérnico.

Acaba-se a referéncia a Galileu com um salto a sua Ultima obra, Discorsi e
dimostrazioni matematiche, intorno a due nuove Scienze, publicada em 1638 (Figura 3),
em Leiden (Holanda), na qual trata 0 movimento parabolico de um projétil, langado na
horizontal, como sendo uma sobreposi¢cado de dois movimentos orto- gonais e distintos
na sua natureza: um, de velocidade constante ao longo da horizontal (movimento
retilineo e uniforme, na atual terminologia) e outro, perpendicular ao primeiro e
uniformemente acelerado.

Salviati a discursar:

... imagino que um moével foi projetado sobre um plano horizontal livre de qualquer
obstéculo; ja é evidente, de acordo com 0 que expusemos longamente noutro lugar, que
o dito mével se movimentara sobre esse mesmo plano com um movimento uniforme e
perpétuo, supondo que esse plano seja prolongado ao infinito. Se, ao contrario,
supomos um plano limitado e situado a uma certa altura, um madvel que supomos

BN

dotado de gravidade, uma vez chegado a extremidade do plano e continuando seu

curso, acrescentara ao anterior movimento

. . , ~ . . DISCORS]
uniforme e indestrutivel, a tendéncia de ir para i
baixo devido a sua prépria gravidade; origina-se, DIMOSTRAZIONI
assim, um movimento composto de um MATEMATICHE
movimento horizontal uniforme e de um Sntorme 4 doe wwone fCignzie

. teencnri alla

movimento descer)dente naturalmente acelerado, ME“M“&?MOWEW P
que chamo projecdo. Demonstramos agora ddsigeor
algumas de suas propriedades, das quais a e e
pl’lmEIl’a é a SegUInte Grand Duca di Tofcana.

Convna Appendicedelcentrodigrauita d'aleuni Solids.

TEOREMA | — PROPOSICAO |

Um projétil [que percorre uma trajetorial
composta por um movimento horizontal uniforme
e por um movimento descendente naturalmente
acelerado descreve no seu deslocamento uma M LBihA

. L Appreflo gli Elfevirii, M. p. ¢, xxxvir.
semi-parabola.

Figura 3 — Discorsi e Dimostrazioni, Galileu, 1638

[
ra I Z www.raizeditora.pt © Raiz Editora, 2016. Todos os direitos reservados.
Estes contetidos ndo podem ser reproduzidos, copiados, alterados ou partilhados, no todo ou em

parte, sem a autorizacdo escrita da Raiz Editora.



http://www.raizeditora.pt/

raiz

Fisica 11 - 11.°ano

«Erro» de Galileu?

Uma bala disparada de um canhao, tipico da era de Tartaglia e de Galileu, na horizontal
ou obliqguamente atingia uma distancia dificil de estimar matematicamente, pois,
sabemos hoje, as velocidades atingidas a saida do canh&o, a pouca aerodinamica das
balas da época, a forca variavel de interacdo com o ar (forca resistiva) e o tempo de
interacdo da bala com o ar, tornam o problema de muito dificil resolugéo.

Ainda hoje ndo h& uma solugdo analitica geral para o problema. Existem solucdes
analiticas e/ou numéricas que permitem fazer uma previsdo com rigor aceitavel dos
principais parametros da balistica desde que se defina a partida como varia a forca de
resisténcia do ar com a velocidade (variavel) do projétil. Deste modo, devemos prestar a
devida homenagem aos mateméaticos que, em plena Renascenca e muito antes do
Célculo ter sido inventado, lutaram com este problema, tentando-o resolver e com isso
ganhar o seu lugar na Histdria e honorarios apeteciveis!

Galileu sabia, evidentemente, que a trajetéria parabdlica da bala de canhdo que ele
propds como resolucdo do problema s6 era perfeitamente vélida no vazio. Com a
interagdo com o ar, o alcance da bala de canh&o seria seriamente afetado e de certeza
gue o grande cientista disso sabia. Os artilheiros experimentados sabiam-no de certeza
e 0s ensinamentos de Tartaglia e de outros matematicos continuavam a ser estudados
e comparados com a novidade introduzida por Galileu.

Que uma bala de canhdo (ou o chumbo de um mosquete do século XVI) tenha um
alcance real bastante menor do que o previsivel, pois o tempo de interacao da bala com
o ar é consideravel e a velocidade de saida é geralmente superior a 100 m/s, é de certa
forma espectavel.

Agora que uma bola de basquetebol langada por alunos a cerca de 6 m/s tenha um
alcance bastante aquém do que a parabola de Galileu prevé a partida é que a maioria
dos docentes de fisica e quimica néo estaria a espera que ocorresse!

Usando uma camara de video digital (30 fps) e software adequado de analise e
tratamento de video é possivel mostrar que Galileu ndo resolveu o problema da
balistica, ou seja, que a trajetdria real de uma simples bola de basquetebol se afasta
muito da trajetéria parabdlica proposta por Galileu.

Equacdes que governam a trajetdria parabdlica a superficie da Terra

A tabela seguinte indica lado a lado as equacdes que governam o langcamento de
projéteis com resisténcia do ar desprezavel (Galileu) e com resisténcia do ar
proporcional ao médulo da velocidade (adequada para langamento de objetos a baixa
velocidade).
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Lancamento LA com resisténcia do ar (forca de resisténcia do ar
R sem resisténcia do ar
de projéteis ocV)
Equacdes das
osicbes e Vv
P dgas X =V, X= % (1-e™)
velocidades V. =V
x — YOx _ —kt
segundo OX V, =V, €
(horizontal)
Equacbes das Vv
posicdes e 1 ., y = _g“_ ﬂ_,_% 1-e™Y
das Y=YtV t—-70t k k k
velocidades 2
segundo Oy V, =Vy, — gt v, = _EJ{VOY +gje—kt
(vertical) k k
Equacdo da = (tg @) x — 9 G — 9 Xx. 9 _L
trajetéria y=(tg0) V2, Y=o v, e "t o X
y X

*K (é uma constante para o corpo em estudo; é inversamente proporcional & massa M do corpo
e diretamente proporcional ao coeficiente de resisténcia do ar (drag coefficent)).

Analisando as duas colunas verifica-se que a descricdo segundo Galileu é
notoriamente mais simples de tratar em termos matematicos.

Quando se considera que ndo ha resisténcia do ar (k= 0), as equacdes da
segunda coluna reduzem-se as equacdes de Galileu, apés alguns passos de calculo.

Segundo o eixo Ox, o movimento deixa de ser uniforme: o alcance decai ao
longo do tempo e a velocidade tende a anular-se para tempos de voo muito elevados!

Segundo o eixo Oy, o movimento deixa de ser uniformemente variado e a altura
maxima atingida € menor do que a prevista por Galileu.

A equacgdo da trajetéria ndo € uma parabola: para resisténcias do ar elevadas
verifica-se que a primeira parte da trajetéria se aproxima da linearidade como muito
bem sabiam os artilheiros e Tartaglia. A segunda parte é consideravelmente menor em
termos de alcance do que a previsdo de Galileu.

Simulagdes numéricas/Dados experimentais e analise

O grafico 1 mostra os resultados de varias simulagdes numéricas da variacdo do
alcance X em funcdo do tempo t para corpos de pequenas dimensdes, lancados
obliguamente (45° com a horizontal) com velocidades iniciais de médulo 5,0 m s™.
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x(t) com resisténcia do ar (v, =5,0m s-1; 6 = 45°)
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Gréafico 1 — X(t) com resisténcia do ar.

Verifica-se que, quanto mais evidentes forem os efeitos da resisténcia do ar
(valores de k crescentes) menor é o alcance atingido pelo corpo.

O grafico 2 mostra os resultados de varias simulagdes numéricas da variagdo da
altura y em funcdo do tempo t para corpos de pequenas dimensdes, lancados

obliquamente (45° com a horizontal) com velocidades iniciais de médulo 5,0 m s™.

y(t) com resisténcia do ar (v, = 5,0 ms-1, 8 = 45°)
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Gréfico 2 — Langamento obliquo: Y(t) com resisténcia do ar.

Verifica-se que, quanto mais evidentes forem os efeitos da resisténcia do ar
(valores de k crescentes) menor é altura maxima atingida pelo corpo; verifica-se ainda
gue o tempo de subida ja ndo é igual ao tempo de descida.

O grafico 3 mostra os resultados das simulacdes numéricas e dados reais obtidos
para um lancamento de uma bola de basquetebol (Escola Bésica e Secundaria Sidonio
Pais, Caminha).
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Trajetoria de uma particula sujeita a forca gravitica e a forca de resisténcia do ar [e<cv)
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=
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Gréfico 3 — Langcamento obliquo de um corpo perto da superficie terrestre.

Uma inspecédo rapida ao grafico mostra claramente que uma bola de basquetebol,
langcada por uma aluna em 2012, n&o é parabdlica: a altura maxima atingida € cerca de
10 cm inferior e o alcance é cerca de 60 cm inferior a uma cota de 2,00 m relativamente
a origem (m&os da aluna no ato do langamento).

Globalmente verifica-se que quanto maior for a agao resistiva do ar mais a trajetéria
real do projétil se afasta do trajetéria parabdlica proposta por Galileu.

Concluséo

Galileu ndo resolveu o problema dos artilheiros na sua arte da guerra. Tartaglia
tentou e também néo conseguiu.

Galileu resolveu o problema do langamento dos projéteis junto da superficie da
Terra (campo gravitico constante) se a resisténcia do ar puder ser desprezavel.

Se um professor ou um aluno langar bolas de basquetebol, voleibol ou futebol ndo
deve esperar que Galileu tenha razéo.
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