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Temal - Trigonometria e Funcdes 2 .

Trigonométricas = -
Paginas10a19 o
1 B
11 t9300=%8<:>a=% B 6 ¢
Logo, a = 4,8. 21. AC*=7,52=56,25

AB? + BC? = 4,52 + 62 = 20,25 + 36 = 56,25

1.2. cos 40° _86 o a= 002200 Como AC” = AB” + BC?, entio, pelo Teorema de
Logo, a=11.2 Pitdgoras, o triangulo [ABC] é um tridngulo
' o retangulo.
13. 6 4 45 3 6 4
590 2.2. === :—’:—; ==
o sen o, 75 5+ C0S O 75 5thL 45
. _45_3, -6 _4.,.g-45_3
, . senp=gg g csh=75 g 0b=g =
e > 3.
_X _
tg 59°= 3 © x=31959° 31. sen 45° x cos 45° - cos 60° — sen 60° =
tg34°=2 < y=31tg34° _V2 V2 1 V3 _
g 3 y g 7 X 2 2 2
a=31tg59°+ 3tg 34° :l_l_ﬁ:_ﬁ
Logo, a=7,0. 2 2 2 2
g 3.2. sen 30° + tg 60° x cos 30° + sen 45° x tg 45° =
0—=_—_ = 0
14. sen 53 52 & a=572sen53 1 NERY .
== +V3x 22+ XL x1=
Logo, a=4,2. 2 2 2
0_ 0  p_52sen53 _1,3,V2_,, V2
SN A = @ D= e 450 2Tty T2
Logo, b=5,9.
3.3. cos 30° - sen 60° + sen 30° - cos 60° =
15. cos 40°= -2 & g=53 cos 40° V3 V3 o1 1.
53 =S -—+o-=
' 2 2 2 2
Logo, a=4,1.

b
0= — = o [¢]
tg 40 a+2@b (2 +5,3 cos 40°) tg 40

3.4.tg 45° + cos 30° + tg 60° — sen 45° =

Logo, b=51.
b
16.tg 51°=— < b=atg51°
a _1,3V3-V2
t936°=%@b:(a+3)t936° 2
Assim:
atg 51°= (a+ 3) tg 36° 4. 2
& atg51°-atg 36°=23tg 36° 4l.sen?0+cos?0a=1 & (%) +cos?a=1
_ 3tg3e°
(:)a_t951°—tg36° @coszuzl—%@coszazg
Logo, a=4,3.
Uma vez que o é um angulo agudo, entdo cos o. > 0.
p—_ 31936° . 1o
tg 51° — tg 36° 0 \ﬁ \/5
Logo,coso=_ /== ——.
Logo, b=5,3. 9 3
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2
42t o = SENC _ 3 :LZZ\/E
- cos o ﬁ 5 5
3
2V5 \2 4 9
Logo, tg? o +1=( Y2 ) +1=F41=2,
0d0. tgmat ( 5 )+ 5775

5,

51.1-sen?B+2cos?PB=1-(1-cos?P)+2cos?P=
=1-1+cos?B+2cos?B=
=3cos?fB

9 1 1 _ 1 1 _
“senp tgP senp senp
cos B
_ 1  cosP _
“senP senP
_1-cosp
~ senp

5.3. (sen B + cos B)2 + (sen B - cos B)? =
=sen? B+ 2 senPcosP+cos?P+sen?P-
-2senBcosP+cos?P=
=2(sen? B +cos? B) =
=2

sen B +1+cos|3:

"l+cosB  senP

__senp 1—cosB+1+cosBXsenB:
l+cosP 1-cos B sen B3 sen f3

1-cos?p sen? B

sen?f sen? B
_2senf _
sen? B
__2
sen B
6. L o
—X—AV
6.. cos (ABV) = 2 _3 -1
% 3

Logo, ABV = cos™ (%) ~70,5°,
6.2 AVB = 180°— 2 x cos! (%) ~ 38,90,

6.3. Usando o Teorema de Pitagoras:

- - - R —\2 —\2
AC?=AB +BC® & ACz=<§Av) +<§AV)

—2 42 40
AC* =2 Avi+ 2L av
< 9 9
@R%%ﬂ/z
Logo,ﬁzﬂA_\/.

ASD\ Expoente Dossié do Professor

_ senP-senfcospP + senfB+senfcosP _

_ senf-senfcosf + senB+senfcosP _

64. ACV =

il u

Logo, o volume do paralelepipedo é dado por:
1 4 4

V=— 1=

’cg)c><3’ch>< 3tg?x

b) A 4rea total do parelelepipedo é dada por:
A=2xixi+2xix1+2x
tgx 3tgx tgx 3tgx
8 2 8
=t — 4+ =
3tgx tgx 3tgx
8 14

= +
3tg?x 3tgx

x1=

12. Se x = 30°, entdo:
Y "

V= = = =4
3tg? 30° V32 gud
3><(—) X3
3
R 14
¢ A=3ig? 30° * 31g30°
~ 8 14 _
V3)\2 V3
Ix|[— 3Ix——
3 3
8 14
B 3><l V3~
3
:8+14;/§



81. Pela Lei dos Senos:

sen 59° _sen 450 _ 5 sen 45°
5 x sen 59°
Logo, x = 4,1.

8.2. Pela Lei dos Cossenos:
x2=4,22+532-2x 4,2 x5,3 x cos 56°
& x2=45,73 - 44,52 cos 56°
Logo, x = V45,73 — 44,52 cos 56° = 4 6.

8.3. 180° - 64° - 55° = B1°
Pela Lei dos Senos:

sen 61° _sen 55° _ 4,5sen61°
X 45 sen 55°
Logo, x=4,8.

8.4. Pela Lei dos Cossenos:
x2=42+752-2x4x7,5xcos 30°
& x2=75,25-60 cos 30°
Logo, x= \/75,25 - 60 cos 30° = 4,5.

8.5. Pela Lei dos Senos:

sen120° _ sen 25° _ 4,5sen120°
x 45 ~ sen25°
Logo, x=9,2.

8.6. Pela Lei dos Cossenos:
x2=3,62+5,82-2x 3,6 x5,8xcos 100°
& x2=46,5- 41,76 cos 100°
Logo, x= /46,5 - 41,76 cos 100° = 7,3.

91. Pela Lei dos Senos:
sen124° _ sen® & sen = 3,6 sen 124°
58 3,6 58
3,6 sen 124°
T) = 310.
9.2. Pela Lei dos Cossenos:
42=4722+322-2x4,2%x32cos0

Logo, 6 =sen™ <

< 16=27,88-29,4cos 6 < cose=&

29,4
11,88
294

9.3. Pela Lei dos Cossenos:
362=7,22+592-2x7,2%x5,9cos 0

< 12,96 =86,65-84,96 cos 6 < cos 0=

Logo, ©=cos™ ( ) =~ 66°.

73,69
84,96
73,69

— cpe-1
Logo, 6=cos (84,96

)z 30°.
9.4. Pela Lei dos Senos:

sen72° sen® 3,2sen72°

= &S senf= ———————

5 3,2 5

3,2 sen 72°

— can-l
Logo, 6=sen ( 5

): 37°.

9.5. Pela Lei dos Senos:

sen 37° _senb & sen = 5sen37°
3,1 5 31
5sen37°
Logo, 6 =sen! [————|=76°.
0go, 6 =sen ( 31 ) 6
9.6. Pela Lei dos Senos:
sen 56° _senb o sen = 5 sen 56°
42 5 42
5 sen 56°
Logo, 6 =sen!(—————)=81°.
0go, 6 =sen ( 47 ) 8

10.
101. x =180° + 90%, k € Z

O

10.2. x =-60° + 180%, k € Z

9

10.3. x=-30°+90%, k€ Z

9

104. x =270°+ 30%, k € Z

&

10.5. x = 330° + 180%, k € Z

9

106. x =-210° + 60%, k € Z

©

1.
11
a) Ponto B.
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cos?a.-1  —(1-cos?a)

b) Ponto E. 122, = =
sen2a-1 —l-sen?q)
_ —sen?o _
—cos? o
_(sena\? _
coS o
=tg? o
11 11
¢) Ponto D. “sen?a tg?o  seno  Sen‘o
cos? o
__ 1 _cosla _
sen?a sen?o
_1l-cos’a _
sen? o
_sen?o _
senZa
d) Ponto E. =1
l-seno1l-seno l+sena
124. = X =
COos O Cos o 1+sena
3 1-sena
cos o (1L +sen o)
_ cos? o
D cos o, (1 + sen o)
__cosa
1.2, Por exemplo, 180°, -180° e 540°. 1+sena
13. 125 1-2serfo. 1l-sen’o-sen’o
a) 480° - 360° = 120°; ponto C. " 2cos?a-1  cos?o+cos?o-1
b) -420° + 360° = -60°; ponto F. _ cos? oo —sen? o _
¢) Ponto B. cos? o — (1 - cosZo)
d) Ponto C. _ cos’o-sen’o
14 ~ cos?a-seno
a) Ponto B. =1
4o anch oy =
b) Ponto C. 12.6. sen* o. - cos* o
= (sen? o + cos? o) x (sen? o.— cos? o) =
o) Ponto E. =1x (sen? o - cos? o) =
d) Ponto D. =sen? g -cos? q
" 12.1. sen* o + sen? o cos? o + cosZ oL =
) sena o, =sen? o (sen? o + cos? o) + cos2 oL =
pp, lgotsena  coso B =sen o x1+cos? o=
- tg o sen o, =senZo +cosZo =
CcoS o -1
sen o, + sen o, CoS o, 18 1 1
8. -sena -cosa|=
_ cos o _ (senoc )(cosoc )
sen
= l-senfo 1-cos?a
oS o = X =
sen o, Ccos o

cos? o o sena
senot ~ cos o

Sen o +senocos o =

sen o

2 2
sen o (L+cos o) _sen‘ocos‘o _

seno. Sen oL Cos o
sen o Cos o

1+coso

A% Expoente” + Dossié do Professor 5



13 1.

131 sen (450° + x) — tg (900° + x) + sen (-90° - x) = 151. cos (E -x> + cos (% + x) —-sen (m+x)=

=sen (360°+ 90° + x) — tg (2 x 360° + 180° + x) - 2
—-sen (90° +x) = =senx-senx+senx=
=sen (90° +x) —tgx —sen (90° +x) = =Senx
=-tgx
g 15.2.sen<—ﬁ+x>+tg(5n+x)—sen<—£—x>=
13.2. cos (x - 90°) + sen (180° + x) + cos (180° —x) = 2 2
= c0s (90° ~x) ~senx - cos x = =-sen (n+£+x>+tgx+sen (£+x)=
=senx—senx-cosx= 2 2
T Teosx =Sen(£+x>+tgx+005x:
13.3. tg (450° - x) - tg (180° - x) — sen (270° - x) - 2
—tg (-270°x) = =cosx+tgx+cosx=
= tg (360° + 90° — x) + tg x — sen (180° + 90° —x) — =2cosx+tgx
-tg (90°-x) = 153 T n )
3tg(x-2)+tg (Br-x) +tg (- -x]|=
—tq (90° - x) + tg x + sen (90° —x) — tg (90° - x) = g<x 2) 98 -x) 9(2 g
=tgx+cosx =—tg(£—x>+tg(n—x)+tg(3n+£—x)=
134, tg (-x - 90°) + tg (450° + x) + tg (x — 180°) = 2 2
=-tg (90° +x) +tg (360° + 90° + x) - tg (180°-x) = :‘tg(g_x>+tgx+t9<£_x):
= ~tg (90° +x) + tg (90° + x) + tg x = 2 2
=tgx =-tgx
13.5. —cos (270° + x) — sen (x — 180°) - cos (-x — 180°) =
1in 23n
= —cos (180° + 90° + x) + sen (180° —x) — 15.4. sen (T —x) -cos (T —x) -sen (29n-x) =
—cos (180° +x) = - -
=cos (90° + x) + sen x + oS x = =sen (57t+§—x)—cos (11n+§—x)—sen (m—x)=
=-senx+ Senx+cosx = n .
=CoS x =Sen(TE+E—X)—COS(TE+§—X)—SGT1X:
" =-sen (E—x> +cos (E—x) —senx=
Ux=2+ 2"y ez : ’
w¥=g T3 KE =-C0Sx +Senx—senx=
TN =-C0S X
) 15.5. tg (x - @) + cos (_17711”) +1tg (x—12m) =
142x:5_1t+k£ ke 7 =-tg (n—x)+cos(8n+%—x>—tg (12 -x) =
- 6 2’
P =tgx+cos<g—x>—tg(—x)=
& \} =tgx+senx+tgx=
4 =senx+2tgx
__2n_, 7
U3.x= 3 +k?;'kEZ 15.6.sen<£2n+x>—sen(x—an)—cos(—x—IZSn)z
//—\\ B 51n B
=sen (16w + x) + sen T_x —-cos (125m +x) =

N

14.4.x— T k ,k (S Z
2

T
=Ssenx+sen (7’C+§—x>+C05x=

T
/\ =senx—sen<5—x>+c05x:
Kj =senx—Co0Sx+Ccosx=

=senx

6 AS‘\ Expoente”« Dossié do Professor



16.
3n ST _
16.1. cos (7 - oc) + cos (T + oc) -sen (10 + o) =

e s
=cos(n+§—oc)+cos(2n+§+a>—senoc=

T T
= ~—o|+ ~+o|- =
cos (2 a) cos (2 0c> sen o

=-sen o —Sen o —Sen o =
=-3sena

Umavez ue cos E—Oﬂ :—l = SenOL:—l
q 2 5 5

- 1 3
t —_ = — —-_— ) =—.
entdo -3 sen o 3><< 5) 5

16.2. tg (o — ) + sen (%+OL>=
=-tg (- o) + cos o =tg o + cos o

Ora, cos E—oc =—l & senocz—l
' 2 5 5

1\2
sen?o+cosla=1 < coszoc=1—(——

5
o 00520L=2—4
25
n 3n <
Como o € 2 o] e sena. <0, entdo o perten-
ce ao 3.° quadrante, pelo que cos o. = - 24 _
25
_ 2Ve
’ 1
tq o= SENO_ S 1:\/6
9 coso 2V6 2V6 12
5
Logo:
t oc+cosoc:—\/6 - 2V6 =
g 12 5
60 -
~19Ve
60

1.

171. A (cos o, sen o); B (-cos o, —sen a); C (1, tg o);
D (sen o+ cos a, 0)

T2 AG i) B(—— -ﬁ) C (L V3);

2 2' 2
D(1+—\/§,0)
2
4 3 4
173A<5 5) ou seja, Coso=r e seno=_.
4
Logo, =—
0go, tg o 3

) 3 4\ AN
Entao, B(—S, - 5), c(1, 3>, D(S, 0).

ASD\ Expoente Dossié do Professor

174.C(1, i , OU seja, tgazi.
7 7
1 1 1
1+tg?a= 1+==
to” o cos2a 7 cos?a
o8-l o costa=L
7 cos’o 8
C 4 A l d _i_
omo o é um angulo agudo, cos &= " 7o =
_ V14
4
senzoc+c0520c=1<:>senzoc+%:l
(:ysenz()c:l
8
C L d L =
omo o éum &ngulo agudo, seno= " /" =
=T2.Entéo:

(F ol )

4 4 ' 4
C(M, 0)
4
18.
18.1.
- Di=R

-1<senx<l & -3<3senx<3
< 2<5+3senx<8
Logo, D's=[2, 8].
*Dy=R
-1<sen(2x)<1 < 12>-sen(2x)>2-1
< 221-sen(2x) 20
Logo, Dy =0, 2].
*D,=R
1 1
—l<cos(§x)<l & —6<6005<— ><6

l\.)

& 62— 6005(l )>—6

l\)

< 9>3- 6005(% ) -3

Logo, D', =[-3, 9].

*3+cosx=0, Vx€R, logo D;=IR.

-1<cosx<1 & 2<3+cosx<4
1. 1 1 2

> = > —= >
2 3+cosx 4 <1z 3+cosx 2

Logo, D';= [% 1]

T T e
‘x+—==+kn, kKEZ =—+kn, KEZ
X 377 ‘4 =" 5 i[9

| =

Logo, D,-=|R\{x:x=%+kn. ke Z}.

=R



Syt L= kEZ & Bx=L+kn kEZ

6 2 3
@X—E+k§ ke”Z
Logo, Dk—IR\{x x—E+k§ keZ}
Dv=R
‘D =R

OSCOSZ<2x+%>Sl = Os4cosz<2x+—25>s4
=N 02—40052<2x+—2—>z-4

< 32>3-4cos? (2x+%>2—1
Logo, D';=[-1, 3].
18.2.

* Umavez que D'r=[2, 8], conclui-se que a fungéo f
nao tem zeros.
*glx)=0 & 1-sen(2x)=0 © sen(2x)=1

N 2x=%+2kn,k€2 <:>x=%+kn,k€Z

_ _ 13- 131
hix)=0 & 3 6005<2x) 0@cos<2x> 2

1 1
(:)2 3+2knv2x——3+2knk€Z
& ox =2?n+4kn v x=—%+4kn,k€l

*Umavez que D';=
nao tem zeros.

) = O(:)Ztg(x+3> 0(:>tg< ’3‘)_0

[% 1], conclui-se que a fungao i

(:)x+§ kn, ke ”Z <:>x——§+k7t keZ

‘k(x)=0 & l+tg<5x+%)=0

S tg <5x+%)=—1 S 5x+%:—2—+kn,kez

n  kn
(:)5x—12+knk€Z<:>x—60+ 5 keZ

*lx)=0 & 3—4COSZ<2x+—T4£>=O

@cosz(2x+—2—)=%@cos<2x+—2—): v

v cos | 2x + - :—ﬁ
4 2

P 2x+_74£:%+2k11; v 2x+—2—2—%+2k7’t,k€z

__T __om
& = 12+2k1cv2x 12+2kn,keZ

__ T __om
& x= 24+kﬂ:vx 24+knkeZ

18.3.
*Di=R
fx)=5+3sen(—x)=5-3senx
Assim, existem valores reais para os quais
f(=x) # f(x) e f(=x) =—f(x), logo a funcdo f nao é par
nem impar.
=R
g(-x) =1-sen (-2x) =1+ sen (2x)
Assim, existem valores reais para os quais
g(—x) #g(x) e g(-x) #-g(x), logo a fungdo g nao é
par nem impar.

*Dp=R
h(-x) =3 -6 cos (—%x) =3-06cos (%x) =
=h(x),VxER
Logo, a funcdo h é uma fungao par.

-D;=R

o) = =2

3+cos (-x) 3+cosx

=ilx), Vx€R

Logo, a fungdo i é uma funcao par.

18.4.
D'y =10, 2]
gx)=2 & 1-sen(2x)=2 < sen

x) =

(2
25 +km ke Z

& 2x=—§+2kn,kez & x=--

ix)=1 < #:1 < 3+cosx=2
3+ cosx
& cosx=-1 @ x=n+2kn, ke ”Z
$D=[-1.3]
) =3 < 3—40052(2x+%>=3
= 40052<2x+ 4 =0
=0

<& cos? <2x +=

_T
=Y 2x+4—2+kﬂ:, keZ
N 2x=%+kn. kez
& x=%+k2—n, keZ
18.5.
- D'=[2,8]

fx)=2 ©5+3senx=2 < senx=-1

& x=-2 1 %n keZ
:[_319]

h(x) =-3 < 3-6cos <%x>=—3 & CoSs (%x)zl
& %szkn, keZ < x=4kn, kKEZ

AS‘\ Expoente™ « Dossié do Professor



- D'=1[-1,3]
x)=-1 3—4c052(2x+_z_):_1
o c052(2x+_z_):1
o cos(2x+—g>:l v cos<2x+%>:—l

N 2x+—2£=n+kn, ke Z

- 2x=§4£+kn, kez

= x:%+k7n, keZ

18.6.
adlgx+m=1-sen (2(x+m)=1-sen (2x+2m) =
=1-sen(2x)=g(x), VxR
Logo, a fungdo g é periddica de periodo T.

b)h(x+4n)=3—6cos(%(x+4n))=

2

=3—Gcos<%x)=
=h(x),Vx€R
Logo, a fungdo h é periddica de periodo 4.

T\ _ T\, T\ _
c)k<x+€>—1+tg(5<x+5>+6>

=l+tg<5x+n+%>=

=3—6C0$<lx+2ﬂ:>=

_ m\_
—1+tg<5x+6>

=kix),Vx€R

Logo, a fungdo k é periddica de periodo %

19.
V2\ &
191, arcsen (T) =2
V3\ n
19.2. arctg (T) =5

19.3. arcsen (sen %) =X

5
194. cos (arcsen ( V3 )) =cos <£) =1
3 2
2\ _ V3 _
19.5. arccos (sen ?) = arccos (T) =

wfoom(3)-of 35

ASD\ Expoente Dossié do Professor

20.

20.1.0052x=% = COSx=% v COSx=—%

& x=£+2kn v x=—£+2kn v

3 3
v x=23—n+2k1t v x=—%t+2krc,kEZ

Como x € [-x, [, tem-se que

_[r _m 2t 2n
C'S'_{3' 3" 3 3}'

202.2 sen (2x) =-1 < sen (2x) = -%

N Zx:—%+2kn v 2x=n+%+2k7t,kEZ

- _In
S x= 12+le:\/x 12+kn,kEZ
Se k=0, vem que x=—1n—2(e [-mt, =)

oux:7—7c (€ [-m, ]).

12
Se k=1, vem que lell—zn(e [-m, w[)
_ 8 o
oux==—2 (& [-m, m[).

Se k=-1,vem que x=—113—21t (& [-m =)

oux:—i—; (€ [-m, ]).

- _[_rm 7t x5
Assim, C.S.—[ 12' 12" 10° 12}-

203.3 tg (x+%>=3

a

[=4 tg<x+§>:l

PN x+§=—z—+kn,kel

T
=ik kEZ
= X 12 T

Se k=0, vem que x:_ln_Z (€ [-m, x[).
Se k=1, vem que lell—; (€ [, ]).
n 1ln

ASSIm, CS.= {— E, i}

204. senx(1-2cosx)=0
< senx=0v 1-2cosx=0

1
< senx=0 v 005x=§

& x=kn v x:g+2kn v x=—%+2kn,kEZ



Se k=0,vemque x=0 (€ [-r, n])

ou x=—(€[-m =) ou x=—£(€ [, =[).

3

wla

Se k=-1,vem que x=-1 (€ [-r, «t[)

oux=—53—n($ [-m =[) ou X:_Yg—n(g [, =l).

; I e
Assim, C.S.—{ T, 3 0, 3}.

205.2 senxcosx+senx=0

< senx(2cosx+1)=0
< senx=0 v 2cosx+1=0

1
< senx=0 v 005x=—§
@x:knvx:%Jernvx=—%+2kn,k€2
Se k=0,vemque x=0 (€ [-r, n|)

ou x=2—n(€ [-rt, [) ou x=—ﬁ(e [-m, =).

3 3
Se k=-1,vem que x=-1 (€ [-x, «t])
0ux=—ﬁ3£(€ [-rt, [) ou x=—8—3ﬂ:($ [-m, =)
.. _2n 2n
Assim CS—{n 3,0,3}
206.2 sen?x-senx-1=0
_1+V1+8
=N senx—T

2.

1
& senx=1 v senxz—i

= x=%+2kn v x=—%+2kn v

v x=76—n+2k7t,kEZ
Se k=0, vem que ng(e [-m, w])

ou x=-" (€ [-m ) ou x=-% (& [-m 1)),

6 6
Se k=-1,vem que x=—52—TE (& [, =[)
oulelTn@ [-rt, ©[) ou x=—56—TE (& [-m, [).
Assim, c.s.z{—%“, —%, 0].

21 4sen?x-1=0

10

2 l
& sen’x ==
4

& senx=l v senx=—l
2 2

m

& x=%+2kn v x=56—n+2k7t v X=F+2kn v

Vv x=llTn+2kﬂ:,k€Z

212,

213.

214.

215.

21.6.

22,

221.

TE —
1 tg(Zx 3>_0
n
_ = :1
@tg(Zx 3>

o x%-L=-T i keZ

3%
o n="" ik keZ
12
t  km
I ke z
= X 24+2

(1+cosx)2=1
< l1+cosx=1v 1+cosx=-1
& cosx=0 v cosx=-2
\_ﬁf_J
Eq. impossivel

@xz%ﬂm,kez

sen x cos x = sen (T —x) cos (T —x)
& sen x cos x = sen x (—cos x)

& Sen x Cos x =-— Sen x coS x
&< 2senxcosx=0
& senx=0 v cosx=0
km
&S x=—keEeZ
2
sen?x+2cos2x=2 < 1-cos?x+2cos?x-2=0

o cos?x-1=0 & cos?x=1
< cosx=1vceosx=-1 & x=km,ke”Z

sen (2x) —cos (2x) =0 < sen (2x) = cos (2x)
< sen (2x) =sen <% - 2x>

& 20=F -2t 2k v 2x=n—<%—2x)+2kn.k€2
b e
= 4x=§+2k7t v 2x:§+2x+2kn,k€Z
\—ﬂf_—/
p Eq. impossivel
= x=§+7",kez
senx>l
2 1 51
Se x € [0, 2n[, entdo senx== < x=Ey x=2
2 6 6
yk
5m T
6 6
0 X
T 5m
Logo, CS. = |- —.
0go ]6 6[
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V2

222.2cosx<V?2 & cosx< 5

Se x € [0, 2x[, entdo cosx = Tz

C)X_EV.X'_7—TC
4 4"
'
y
n
4
o X
7n
4

_|z Im
Logo, C.S.—L, 4 [

23.tgx<V3 otgx>-V3
Se x € [0, 2x[, entdo tgx=—\/§

<:>x—2—nvx—5—n
3 3’
ytZ
2 2
3
0=2n
o X
3n S
3 3

) 3'2 3

Logo, C.S. = [0 “[ U [2—" 3—“[ U [ﬁ 21{.

224.\V/2cosx>1 < cosx> %

Se x € [0, 2n[, entdo cosx= TQ

T n
& x=— Vv x=—0

4 4

y

INE

0=2mn

o X
Tn
4

Logo, C.S. = [o, ﬂ U [77 275[.
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225. -2 senx>-V3 < senx< @
Se x € [0, 2x[, entdo senx= @
C)X:E\/XZZ_TC

3 3°
2n i b
3 3
0=2n
0] X
Logo, CS. = [0, E|U[ 2, 2n
go, L.o. '3 3 .
226.2tgx>2V3 o tgx>V3
Se x € [0, 2x[, entdo tgxz\/§
(:)x=£vx=ﬂ
3 37
LA
2 3
0
0] x'
4n
3 3n
2

23.

L
21, f(x) Sen<2 x) ; _cosim-x)

" 1+sen (m+x)

_ COsXx —€0Sx
l-senx 1l+senx

_ cosx l+senx  cosx l-senx _
l-senx 1l+senx l+senx l-senx

COS x + Sen x COS x — COS x + Sen x cos x
1-sen?x

_2senxcosx _
cos? x
senx _

COS x

=2

=2tgx

|



232.sen?0+c0s?20=1 < cos20= 1—L

16

15

29=_

< Ccos 16

Como 6 € |& 3 , tem-se que cosez—j.
2' 2 4
_1
sen o V15

4 1
t90= cosf V15 V15
4

2V15

Logo, f(6)=2tg6= 15

23.3.f(x)=2tg(%) & 2tgx=2x1 & tgx=1

o x=2ikn kEZ

4
1 V3 V3
%szf()< 2 o itgal <
& tgx< \gg /\tgx>—§
Se x € [0, 2x[, entdo:
tgx:ﬁ <:>X=£\/X=7—n
3 6 6
_ V3 _5n 1l
etgx——T & x= 6 vV X= 5
yk
T
6
St
6
0=2n
%) x
n
— 11n
6 3

24,

241. N(50 + 1) = N(1)
C(50 + 1) n) _

= A+Bcos< 180

_ Ctr
A+Bcos<180)

50Cr + Ctm\ _(Cin
180 180

SOCn +Ctn _ Ctn
180 180

50Cr + Ctrn _ —Ctr
180 180

< 50C + Ct=Ct + 360k v

=1 COS(

+ 2km v

+2km, ke Z

12

v 50C+ Ct=-Ct+ 360k, ke Z
< 50C =360k v 50C+2Ct=360k, ke Z

N&o permite determinar o valor de C.

360
L =——==72
ogo, C 50

7tn
2.2, N(t) = A+Bcos<180>

aN(0)=10 & A+Bcos0=10 & A=10

63m
N(O) = 1254:>10+Bcos<180> 125
_ 2,5
@Bcos(zo) 25 & 7005(7_75)
20
Logo, B=5,5.
tr
b) N(t) = 10+5COS(180>
7tn Ttr
—15005(180><1(:> -5< 5C05<180) 5

180
O nuimero minimo de aves foi 5000 e o numero
maximo foi 15 000.

- 5<10+5005<7m) 15

25._
BLAB=7
BC —
tgxz—E & BC=T7tgx
_A__B AC - 7
CosSx= 7= © = oosx
Logo, o perimetro do tridngulo [ABC] é dado,
em funcgao de x, por:
7+ 7tgx+—~ =7<1+tgx+ 1 ):P(x)
cos x COS X
1
25.2. P, N1+t (2)+ —— |=
ool S2)
3
=7<1+\/§++ =7(1+V3+2)=7(3+V73)
2
53.AB=7
BC =A
tgx iYe < BC=7tgx
AD=3
DB=7-3=4
DE -
tgx T S 3tgx

Logo, a area do poligono [BCED] ¢é dada, em
funcao de x, por:
7tgx+3tgx

> Xx4=51tgxx4=20tgx=A(x)
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254.A(x) =20V3 < 20tgx=20V3 < tgx=V3

Umvez que x € ]0, g[ entdo x =g

n 1 _ 1
25.5.cos<2+oc>— 3 & —sena 3

& seno=—
3

2 2 2 1\2
sen o +cos‘o=1 < cos oz=1—(§>

, _ 8
© costa=g

Uma vez que aE]O,g[, oosoc:\/g: ¥

1
e 31 V2
9= N2 T V2 T 4
3
Logo, A(er) = 20tg o = 20 x \46 =5V2.
26.
26.1.
Pela Lei dos Cossenos:
42=524+72_2x5x7xcosa
< 16=74-70cos o
& cosoc=5—
70
. o _ _ -1 58
Assim, BAC = o.=cos 70 = 0,59 rad.
26.2.

Pela Lei dos Cossenos:
52=424+72-2x4x7xcos P
< 25=65-56cos B

40

= cosBzgg

Assim, CBD = 2B=2cos™? (%%) ~1,55 rad.

ASD\ Expoente Dossié do Professor

26.3.

26.4.

C
A B
D
2t x5 2r N
=— P,=10 BAC
P, 2BAC A
58
Py=10cos™ (2
& Py cos <70>
Logo, P, =5,9425.
mx4 _ _ 21 — 4B
=<« Py =4CBD
p, CBD T 'F
o Py=8cos™ (22
? 56

Logo, Pg=6,2015.

Assim, o perimetro da regido sombreada é dado
por:

P4+ Pg=5,9425 +6,2015 = 12,14 cm

x5 _  2=n
A, 2BAC

& Ay=25BAC
58
Ax=25cos (22
< Ay cos (70>
Logo, Ay =14,8561.
nx42_ 2n
Ag CBD

& Ag=8CBD

40
Ag=8x2cost|(==
& Ag=8x2cos (56)

Logo, Ag=~12,4031.
o0
seno = —5 < CD=10sen o

Assim, CD=10 sen (cosl (%)) ~5,5988.

Assim, a drea da regido sombreada é dada por:
Ap+ Ag—Aapsc) =

~ 14,8561 + 12,4031 - /X 25988

~ 7,66 cm?

1B




21. 12x+y=1¢ y==x+1

971. AC = sen a, logo AB =2 sen o O declive daretaé m=-1.
Ainclinacdo é a amplitude o tal que

tga=-1 A 0°< @ <180° ou seja, o =135°.
13. (x,1) = (1, 2) +k(1,-V3), k€ R
\/_

0C=cos a, logo CD=1-cosa e, portanto,
OE=cosa+1-cosa+1-cosa=2-cosa.

Assim, uma expressao, em fungao de «, para a

area do quadrilatero [AOBE] é: Odeclivedaretaé m=- L2 =-\/3.
(2-cos a) x 2sena
Ala) = 5 = Ainclinacdo é a amplitude o tal que
4 seno—2cosasena tga=-V3 A 0°< 0 <180° ou seja, o =120°.
= > =
=2 sen o.— sen o cos o 14 (x,y) = (0-2) +k(V3,-1), kER
. , \/§
212, v ) O declive daretaé m= T =

Ainclinagdo é a amplitude o tal que

tga = —% A 0°<a <180° ou seja, o = 150°.

QS
| it
w)

m
=

2
B 2.m=tg <%>:\f3
AB=2senco e CE=2-2 cos a pela alinea Assim, uma equacao reduzida da reta é da forma
anterior. y= \V/3x + b. Como A pertence a reta, tem-se:
Pelo Teorema de Pitagoras: V3=V3x(-2+b & b=3V3
d?= (2 sen o)+ (2 -2 cos a)? Logo, a equagao reduzida da reta é y = V3x+3V3.
o =4sen2o+4—8c0os o+ 4cos?a Se o declive da reta é V'3, entdo um vetor diretor
& d?=4(sen? o +cos? ) + 4 -8 cosa da reta pode ser, por exemplo, o vetor de coorde-
o d2=8-8cos a nadas (1, \/§).
Logo, d(c) = /8- 8 cos . Assim, uma equacao vetorial da reta pode ser:
= (-2, V3)+k(1, V3), ke R
213.0C=CE < cosa=2-2cosa < 3c0sa =2 29 (575) V3
2 m = tg -
&~ Ccosa= § 6 3
2 Assim, uma equacao reduzida da reta é da forma
Logo, a =cos™ (—) ~0,84 rad. 3
3 y=- 3 x + b. Como B pertence a reta, tem-se:
214.d=2 < V8-8cosa=2 < 8-8cosa=4
1
<:>cosoc=§ -1=- \/_ xV3+b o b=0
T T
Umavez que a € [0’ E] tem-se que a = Logo, a equacao reduzida da reta é y = - ?x.
T “ G . A I' . Se o declive da reta é - ﬁ entdo um vetor diretor
ema Il - teometria Analitica 3
Pginas 22229 da reta pode ser, por exemplo, o vetor de coorde-
nadas (-3, \/§).
1 Entdo, uma equacéao vetorial da reta pode ser:
M3y=Va+l o y=%x+% () = (V3,-1) + k(-3, V3), k€ R
3n
23 m=tg(—\|=-1
O declivedaretaé m= ﬁ g ( 4 )
3 Assim, uma equacdo reduzida da reta é da forma
Ainclinacdo é a amplitude o tal que y=-x+h.

Como a reta interseta o eixo Oy em y = 5, tem-se

tgazﬁ A 0°<a<180° ou seja, a=30°. _ ) i
3 que a equacgao reduzida dareta é y =—x + 5.
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Se o declive da reta é -1, entdo um vetor diretor
da reta pode ser, por exemplo, o vetor de coorde-
nadas (-1, 1).

Entdo, uma equagao vetorial da reta pode ser:
(x,»)=(0,5) +k(-1,1), ke R

2. m=1g <£> = ﬁ

6 3
Assim, uma equacédo reduzida da reta é da forma
y= %x +b.
Como a reta interseta o eixo Ox em x = -1, tem-se:
O=%x(—l)+b s b=%

Logo, a equagdo reduzida da reta é y = 3

Se o declive da reta é % entdo um vetor diretor

da reta pode ser, por exemplo, o vetor de coorde-
nadas (3, \/5).

Entdo, uma equagao vetorial da reta pode ser:
(x,7) = (-1,0) + k(3, V3), k€ R

3. A reta a passa nos pontos de coordenadas (-3, 0) e
1-0 1

0-(-3) 3
Ainclinacdo de a é a amplitude o tal que

(0, 1), logo o seu declive é dado por

tg o :% A 0° <0 <180° ou seja, o = 18,4°,

A reta b passa nos pontos de coordenadas (0, 3) e
3-0 3

0-4 4
Ainclinacao de b é a amplitude o tal que

(4, 0), logo o seu declive é dado por

tga= ——?: A 0°< o <180° ou seja, o= 143,1°.

A reta c passa nos pontos de coordenadas (3, 3) e

(0, 0), logo o seu declive é dado por g 8 =1.Ain-

clinagdo de c é a amplitude oo tal que tg oo =1 A
A 0°< o <180° ou seja, o = 45°,
A reta d passa nos pontos de coordenadas (-1, 3) e

1-0
Ainclinagdo de d é a amplitude o tal que
tga=-2 A 0°<a<180° ou seja, oo = 116,6°.

(0, 1), logo o seu declive é dado por -2.

4,
—
4. AB - FE =2 x2xcos 0°=4
— >
42.AB - CD =2x2xcos90°=0
— >
43. AH - ED =2 x 2 xcos 180°=—4
— —
44.GH - BC =2 x 2 x cos 135°=-2V/2

ASD\ Expoente Dossié do Professor

V3, V3
5

Calculo auxiliar

_180°x (8 -2)

q=-22097 4
8

angulo interno do octdgono.

= 135°, sendo o a amplitude de um

5.
—>  —>

51L.AB Ll =2x4xcos0°=8
—> >

52 AF "EK =2x5xco0s90°=0
—  —>

53.BE - UG =4 x 4 x cos 120°=-8
—

54. Hl - CF =2 x 4 xcos 120°=-4

55.GJ ' LE = 4 x\/29 x cos (KLE) =

— 4% \/29 x 2;929 e

Calculos auxiliares

Pelo Teorema de Pitagoras:
L[E*=22+52 & LE* =29
Ou seja, LE = V29,
LK 2 2V29

Assim, cos KLE) = —— = =
(KLE) LE V29 29

56. BC - EL =2 x \/29 x cos (180° - KLE) =

=2><\/ﬁx<— 2\2/92_9 )=—4

6.
5.1.r:y=%x+2

Um vetor diretor de r é, por exemplo, 7(2, 1).

s:2y-3x+4=0 <:>y=%x—2

Um vetor diretor de s é, por exemplo, S(2,3).

r s =2x2+1x3=7

IFIl=V22+12=V5

IS’ =V22+32=V13
7]

COS 0= "\/5x V13

Logo, a amplitude do angulo entre as retas re s é,

aproximadamente, 29,7°.

621 (x,y) = (L 2) + k(2 -1), kE R

Um vetor diretor de r é, por exemplo, 7(2, -1).

s, »)=(1,2) +k(-3,1), ke R

Um vetor diretor de s é, por exemplo, ?(—3, 1).

rs =2x(-3)+ () x1=-7

171 =V22+ (-1)2=V5
15°11=V(-3)2+ 12=V10
-7

Logo, a amplitude do angulo entre as retas re s é,

aproximadamente, 8,1°.

15



63.r (x,y,2)=(1,2,0) +k(-1,2,-1),kER Célculo auxiliar

Um vetor diretor de r é, por exemplo, (-1, 2, 1). 171 =V VI CI2=V2+1= V3
s (2 =(1,00)+k(0,1,2),kER
Umvetordiretordesé,porexemplo,?(O,l,2). L
NN 82 (u-V) (U-V)=u Uu-2u "v+Vv- v-=
r-s=-1)x0+2x1+1x2=4% T
NPT T2 \E =lull 2—2u v +IViIe=
171 =V(1)2+22+1%2= =(V3)?-18+36 =
IS1=V02+12+22=V5 ~91
14
00S 0= 7= LT 830 w=0o (V2,-1) (mm+2)=0
Logo, a amplitude do &ngulo entre as retas re s é, & Vam-m-2=0
. o = m(V2-1)=2
aproximadamente, 43,1°.
2 V2+1
S m= X
64.r (v, y,2)=(1,-2,1) +k(-2,3, 1), kE R V2-1 V2+1
Um vetor diretor de r é, por exemplo, r(=2, 3, 1). o m= 2\2/§I2
ssy=1nAx=z
Um vetor diretor de s é, por exemplo, s_>(1. 0, 1). & m=2+2V2
P 5 =(2)x1+3x0+1x1=-1 84. 0 d >0 o (V2,-1) (-V8,5k+k2) >0
4Gl |2
1Pl = V(22 +37+12= V14 & 4 Sk-ke> 0
151 =VIZ+ 02+ 2= V2 & K+ok+4<0
1] s ke l-4,-1]
COSET NV1ax V2 ) N
Calculo auxiliar
Logo, a amplitude do angulo entre as retasre s é, 45kt 4=0 e k= -5+V25-16
aproximadamente, 79,1°. 2
_ 5+V09
S k=
1 2
-5+3
NG (V+w)=0 V+0 w= & k=—
=2+0= & k=4 v k=-1
=-2
12(0-V) (0+V)=0"0-V V= Y
=712 -1V I12 =
=21
138.-V) 2V -U)=-2v V +V U =
=212+ 0V =
=2x22-2= 2 ajo %
=-10
4.0 +V) (V-w)+V w=
e e T e e e e 4
=UV-UWHV V-V WHV W=
- 5 5 o —
=Uv-uw+lvIiz=
=-2-0+22= — > > > —>
=9 9.AB-AM =AB * (AB + BM) =
— —> — | —>
=A_)'AB+A_>'BMi)
8. =ABIIZ+ IABIl x IBM |l cos 120° =
o~ a 1
810V =1UI IVl cos (U, V) = =az+a><§><<—§>=
- T
= 3><6><cos<6>— =02—%02:
= 3x6x%=9 _3a?
4
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AExAD _
_2
@ﬂfx4=12
< AE=3
- —> —> —> —>
ED -DC =(EA + AD) ' DC =
—  —> —> —>
=EA -DC +AD ' DC =
=3 x4 xcos180°+ 4 x 4 x cos 90° =
=-12

lu- A[ADE] = 6 (=1 6

1.
M2 -3c+4=0 e yZ%x—Z

O declive desta reta é % logo o declive de qual-

quer reta que lhe seja perpendicular é —%. Assim,
a equacao reduzida de uma reta perpendicular a

reta dada é da forma y = - % x + b. Como a reta

contém o ponto A:

1=—z><2+b & bzl
3 3
~ o 2 7
Logo, a equagao pedida é y = —§x +§.
N2 (x,y)=(12) +k(2,-1), kER

O declive desta reta é —%, logo o declive de qual-

quer reta que lhe seja perpendicular é 2. Assim, a
equacédo reduzida de uma reta perpendicular a
reta dada é da forma y = 2x + b. Como a reta con-
tém o ponto A:

1=2x2+b & b=-3

Logo, a equagao pedida é y = 2x - 3.

x-2_y-2

2 3
é, por exemplo, r'(2, 3), pelo que o declive desta

11.3. Um vetor diretor da reta definida por

reta é % Logo, o declive de qualquer reta que lhe

seja perpendicular é - % Assim, a equacéao redu-

zida de uma reta perpendicular a reta dada é da

formay = —%x + b. Como a reta contém o ponto A:
l=—z><2+b = b=1
3 3
~ o 2 7
Logo, a equacao pedida é y = —gx + 3
1.4. Um vetor diretor da reta definida por
x=k
 keER
y=1-2k
é, por exemplo, r_)(l. -2), pelo que o declive desta
reta é —2. Logo, o declive de qualquer reta que
lhe seja perpendicular é % Assim, a equacao
reduzida de uma reta perpendicular a reta dada
é da forma y = %x + b. Como a reta contém o

ponto A:
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1=%x2+b & b=0

Logo, a equagéo pedida é y =%x.

12

2.0 vV=2x0+0x3+4x(-2)=0+0-8=-8
Comou v <0,0 angulo formado pelos vetores
U eV éobtuso.

1220V =1x5+2x0+V5x(-V5)=5+0-5=0
Comou v =0,0 angulo formado pelos vetores
U eV éreto.

123.0 V=2x3+(-3)x(-1)+1x(-2)=6+3-2=7
Comod v >0,0 angulo formado pelos vetores
Uevé agudo.

13.

BLY V=0 20+2+2a+2=0
S ba=—4
< a=-1

1B20 V=0 3+a?-2a-a-1=0
< 0?-3a0+2=0
3+\V9-8

Wo vV=w+v)w
& (m1,1) (2m-1,-3)=(m,1,1)+
+(2,m-1,-3))* (2-m, m, m)
(

< 5m=8
& m=—

B.AB =(1,2,1)- (1,1, m)=(0,1,1-m)
AC=21,1)-1L1m=(101-m)
AB-AC =(0,1,1-m)" (1,0,1-m) =

=(l-mx1-m=m?-2m+1

IABI = V02 + 12+ (1-m)2=V1+ (1-m)2

IACI =V12+ 02+ (1-m)2=V1+ (1-m)?
N

cos (AB,AC) = cos 60°

m?2-2m+1 1

S VI+@-m2xVi+t1-m)? 2
o mP-2m+l_1

T+0-m2 2
& 2m2-4m+2=1+1-2m+m?
& m?2-2m=0
< mm-2)=0
S m=0v m=2

17



6a+2b _Ba-4a

16. Seja L?(a, b, ¢) um vetor nas condigdes do enunciado. C:T c= 3
uov=1 (@ bc) (-1,1,0=1 & 1-20-3b-120-4b=0 < {b=-2a
U'w=0 o {(@abc)(111)=0 a2+ b2+ c? = 49 a2+ b2+ c2=49
Il =v2 Va2 +b2+c2=V?2 2a

c=—
-a+hb=1 b=a+1 3
a+b+c=0 & ia+a+1+c=0 & (b=-2a
a?+b2+c?=2 —_— az+(—202)+<2—;>2=49
{c——Zu 1
a2+ (a+1)2+ (-2a-1)2=2 & — =
2 2
o2+ 4a? + 29"~ 49 4907 =49
9 9
&
a’+a’+2a+1+402+4a+1=2 - c=2 c=-2
B S <ib=-6 v 1b=6
b=1 b=0 a’=9 a=3 a=-3
= c=-1 v =1
2 - —_
Ba®+Ba=0 a=0 a=-1 Entao, &'(3,-6, 2) ou &'(-3, 6, ~2).

Assim, u (0.1,-1)ou u( 10.1). - Se L7(3, -6, 2), obtém-se os pontos:

1 E=(3,53)+(3,-6,2)=(6,-1,5)
) . F=(-3,3,6)+(3,-6,2)=(0,-3, 8)
. AB =(-3,3,6)-(3,5,3)=(-6,-2,3) G=(-500)+(3,-6,2)=(-2,-6,2)
BC = (-5,0,0) - (-3,3,6) = (-2,-3,6) F=12,-3)+(3,-6,2) = (4 ~4-1)
05):(1, 2,-3)-(-5,0,0) = (6,2,—3)=—A_B> -Se17(36 -2), obtém-se os pontos:
DA =(3,5,3)-(1,2,-3) = (2,3,6) =— BC E=(353)+(3,6,-2=(0111)
Entao, [AB] é paralelo a [CD] e [BC] é paralelo a F=(-3,3,6)+(-3,6,-2)=(-6,9, 4)
[DA]. G=(-500)+(-3,6,-2)=(-8,6,-2)
H=1(1,2,-3)+(-3,6,-2)=(-2,8,-5)
IABII=1ICD Il = V(-6)2+(-2)2+32=
=V3Brar9=Vas=T BT +V +WI2= (T +V + W) (@ +V + W)=
IBC I = DA Il = V(2) + (-3)2 + (6)2 = =0 UAT VAT WA TV VAV W
=V4+9+36=V49=7 WU AW T AW W =
Logo AB=BC=CD=DA =22+0+2><1><cos<% +0+22+2x1x
AB "BC =(-6,-2,3) " (-2,-3,-6)=12+6-18=0
T
Logo, [AB] é perpendicular a [BC] e, como [AB] é xcos( >+ 1x2xco (6) +1x2x
paralelo a [CD] e [BC] é paralelo a [DA], entdo os LAWSPYS
restantes lados também sdo perpendiculares dois x Cos (3 s
a dois. Logo, [ABCD] é um guadrado. 4+ 0x \gg +4+2><%+2>< \f +2><%+
17.2. Seja u'(a, b, ¢) um vetor ndo nulo,iimul’gnea— 1
—+ =
mente perpendicular aos vetores AB e BC, tal
_)p_p =4+1+4+V3+1+V3+1=
que llu'll =7.
IR =11+2V3
u-AE)=O (a,b,c) (-6,-2,3)=0
{%'BC—O <3 (a b)) (-2,-3,-6)=0 BOG+V)W-V)=0U-V vV=32-12=8
/2 + p2 _
! arbire=r 0@+ ) =VT V) (@ +V) =
a-2b+3c=0 =
{_20 3h-6c=0 =Vu u+2u-v+v v=
a?+b%+c?=49
=\/32+3x1xcos(£)+12=
3c=6a+2b 8
-20-3b-2(6a+2b)=0 B 3 . 23
a2+ b2+ c2= 49 A RERRCY
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- Jo 3t (B 1=
B

Seja oo a amplitude do angulo formado pelos veto-
- S 5 > ~
resu +v eu -v.Entdo:

_ 8 _
CcosQ = ————F— =
|3 |17
2 2

_ 16
V23x V17
Logo, a = 36°.

20.

201. O lugar geometnco dos pontos P(x, y) do plano
tais que AP BP = 0 é a circunferéncia de dia-
metro [AB]:
x=2,y-1)'(x-1,y-3)=0
& x2-x-2x+2+)?2-3y-y+3=0
& x2-3x+)2-4y=-5

o x2—3x+%+y2—4y+4:—5+%+4

o (x—%>2+(y—2)2=%

Ou seja, a circunferéncia de centro (g 2) e raio

igual a

J 2

20.2. O lugar gg))méir)ico dos pontos P(x, y) do plano
tais que AC * CP =0 é a reta tangente a circun-
feréncia de centro A no ponto C ou é a reta per-
pendicular a reta AC que passa no ponto C:

(-3,-2) ' (x+1,y+1)=0 & -3x-3-2y-2=0

< 2y=-3x-5
3 5
S y=-Sa-g

Calculo auxiliar

Calculos auxiliares

AC = (-1,-1) - (2,1) = (-3,-2)

20.3. O lugar gic)Jmégico dos pontos P(x, y) do plano
tais que BC - MP =0, onde M é o ponto médio de
[BC], é a mediatriz do segmento de reta [BCI:
(<2,4) (r,y-1)=0 < -2x-4y+4=0

S by=-2x+4

o y=—%x+l

ASD\ Expoente Dossié do Professor

21,

A1.2(x-1)+1(y-1)+3(z-2)=0
S x-2+y-1+3z-6=0
o x+y+32-9=0
N2 -3x-1)+1y+1)+0(z-2)=0
o -3x+3+y+1=0
o 3x+y+4=0
N3.1x-0)-2(y+1)+1(z-1)=0
< x-2y-2+z-1=0
o x-2y+z-3=0

22,
221. AB = (2,1,3)-(1,2,3)=(1,-1,0)
AC = 3,1,2)-(1,2,3)=(2,-1,-1)

Seja L7(a, b, ¢) um vetor nao nulo, simultanea-
—> —>
mente perpendicular aos vetores AB e AC.

o —
[u “AB=0 [(a,b,c)-(l,—l,0)=0
=
S =
UAC:0 (a,b,c)'(Z,—l,—l)ZO
a-b=0 a=>b
& &
20-b-c=0 2b-b-c=0
a=b
&
c=b

Assim, i (b, b, b), b € R\ {0].
Por exemplo, se b =1, obtém-se L?(l, 1L1).
Entao, LT(l, 1, 1) é um vetor normal ao plano e
A(1, 2, 3) é um ponto do plano:
Ix-1)+1y-2)+1(z-3)=0
< x-1+y-2+2z-3=0
S xtytz- 6=0
22. AB =(2,1,-1)-(1,1,1) = (1, 0,-2)
AC =(5,-1,0)- (1, 1,1) = (4,-2,-1)
Seja L7(a, b, ¢) um vetor nao nul%similtanea—
mente perpendicular aos vetores AB e AC.

o —
{U'ABZO {(a.b,c)-(l,O,—Q)zo
IS

o =
u-AC =0 (a,b,c) (4,-2,-1)=0
a-2c=0 a=2c
& &
4a-2b-c=0 8c-2b-c=0

1"



a=2c

b=—=c

N~

Assim, J(zc, % c, c>, ce R\ {0}

Por exemplo, se ¢ = 2, obtém-se 17(4, 7,2).

Entao, L7(4, 7, 2) é um vetor normal ao plano e
A(1,1,1) é um ponto do plano:
4x-1)+7(y-1)+2(z-1)=0

S bx—4+Ty-7+2z-2=0

& bx+Ty+22:-13=0

223.AB = (2,-3,0) - (-2, 2, 1) = (4, -5, -1)

AC =(1,3,-2)- (-2,2,1)=(3,1,-3)
Seja tf(a, b, ¢) um vetor nao nuloﬁ,simﬂtanea—
mente perpendicular aos vetores AB e AC.

S >
[u "AB =0 [(a, b,c) (4,-5-1)=0
&
S5 =
u-AC =0 (a,b,c)"(3,1,-3)=0
4a-5b-c=0 c=4a-5b
= =
3a+b-3c=0 3a+b-12a+15b=0
P )
_ c=4aqa 160
& & 9
—9a+16b=0 bzﬁa
CZEG
16
< 9
b=EG
Lo 9 19
Assim, u(a, 16 a, 16 a>, a e R\ {0}

2.

231

20

Por exemplo, se a = 16, obtém-se L7(16, 9, 19).
Entao, L7(16, 9, 19) é um vetor normal ao plano e
A(-2,2,1) é um ponto do plano:
16(x+2)+9(y-2)+19(z-1)=0

< 16x+32+9y-18+19--19=0

< 16x+9y+192-5=0

Um vetor diretor da retar é 7(0. 1, 0) e um vetor
diretor daretas é s_>(0, 1,0).

Logo, as retas r e s ou sao paralelas ou sao coin-
cidentes.

Um ponto da reta s é o ponto de coordenadas

(1,0, 2).
Substituindo na equacéao da reta r:
1=1
(1,0,2)=(1,1,3) +k(0,1,0) & { 0=1+k,
2=3

que é uma condigdo impossivel.

Entao, o ponto de coordenadas (1, 0, 2) ndo per-
tence a reta r. Logo, as retas r e s sdo paralelas.
Sabe-se que A(1, 1, 3) é um ponto da reta r e que
B(1, 0, 2) é um ponto da reta s.

_

AB=(1,0,2-(1,1,3)=(0,-1,-1)

Seja t7(a, b, ¢) um vetor ndo nulo, simultanea-
. >

mente perpendicular aos vetores AB er.

s >
U-AB=0 (@ b,c)(0,-1,-1)=0
L1
u-r=0 (@ b c) (0,1,0=0
-b-c=0 c=0
L1 L1
b=0 b=0

Assim, ' (a, 0, 0), a € R\ {0}.

Por exemplo, se a =1, obtém-se 17(1, 0, 0).

Entao, L?(l, 0, 0) é um vetor normal ao plano e
A(1,1, 3) é um ponto do plano:

1x-1)=0 & x-1=0

23.2. Um vetor diretor daretaré r (1, -1, -1).

Um vetor diretor daretas é s_>(2, 3,-1).
Logo, as retas r e s ndo sao paralelas porque

- . 1 -1 -
estes vetores ndo sao colineares 5 * ? * I .

O ponto de coordenadas (1, 0, 2) pertence as duas
retas. Logo, as retas r e s sdo concorrentes.
. — ~ .
Seja u'(a, b, ¢) um vetor ndo nulo, simultanea-
. - =
mente perpendicular aos vetoresr e s'.

u'r=0 (@ bc)(1,-1,-1)=0
=
U s =0 (@b, c)(2,3-1)=0
a-b-c=0 c=a-b
L= L=
20+3b-¢c=0 20+3b-a+b=0
c=a-b c=-5b
= =
a+4b=0 a=-4b

Assim, U (~4b, b, -5b), b € IR \ {0].

Por exemplo, se b =1, obtém-se L7(—4, 1,-5).
Entao, L7(—4, 1, - 5) é um vetor normal ao plano e
A(1, 0, 2) é um ponto do plano:
~4(x-1)+1(y-0)-5(z-2)=0

& —4x+4+y-5:+10=0

& —4x+y-5z+14=0

23.3. Um vetor diretor da reta ré r (3, 2, 1) e um vetor

diretor daretasés'(0,1,2).
Logo, as retas r e s nao sao paralelas porque

I , o_1_2
estes vetores ndo s&o colineares 3 * 5 * =y

AS‘\ Expoente™ « Dossié do Professor



O ponto de coordenadas (1, 0, 1) pertence as
duas retas. Logo, as retas r e s sao concorrentes.
. i ~ .
Seja u'(a, b, ¢) um vetor nao nulo, simultanea-
. - =
mente perpendicular aos vetores r e s'.

ur=0 (@b, c)(32-1)=0
L
U5 =0 (@, b,c) (0,1,2)=0
3a+2b-c=0 3a-4c-c=0
= <:>[
b+2c=0 b=-2c
a=§c
o 3
b=-2c

Assim, L?(% c,-2¢, c>, ceR\{0}.

Por exemplo, se ¢ = 3, obtém-se 17(5, -6, 3).
Entao, L7(5, -6, 3) € um vetor normal ao plano e
A(1, 0, 1) é um ponto do plano:
5x-1)-6(y-0)+3(z-1)=0

< bx-5-6y+32:-3=0

& bx-6y+3:-8=0

234. Um vetor diretor da reta r é r' (-2, 4, 6) e um

vetor diretor dareta s é s_>(1, -2,-3).

Entdo, r = -25, pelo que os vetores sao colinea-
res e as retas r e s ou sdo paralelas ou sao coin-
cidentes.

Um ponto da reta r é o ponto de coordenadas
(2,-1,2).

Substituindo nas equacdes da reta s:

2=2+k k=0
-1=1-2k < 1-1=1, que éum sistema
2=-2-3k 2=-2

impossivel.

Entao, o ponto de coordenadas (2, -1, 2) nao per-
tence a reta s. Logo, as retas r e s sdo paralelas.

Sabe-se que A(2, -1, 2) € um ponto da reta r e
que B(2,1,-2) é um ponto da reta s.
AB =(2,1,-2)-(2,-1,2) = (0, 2, -4)

Seja L7(a, b, ¢) um vetor ndo nulo, simultanea-
. g
mente perpendicular aos vetores AB er.

o =
u"AB =0 (@ bc) (0,2,-4)=0
(=1
ur=0 (a, b, c) (-2, 4,6)=0
2b-4c=0 b=2c
f=—1 f=—1
-2a+4b+6c=0 -2a+8c+6c=0
ASD\ Expoente Dossié do Professor

b=2c

a=Tc
Assim, U (7c, 2¢, ¢), ¢ € R\ {0}.
Por exemplo, se c =1, obtém-se L7(7, 2,1).
Entéo, L?(?, 2, 1) é um vetor normal ao plano e
A(2,-1, 2) é um ponto do plano:
Tx-2)+2(y+1)+1(z-2)=0
& x-14+2p+2+2-2=0
o Ix+2+2z-14=0

24,

241. A(1, 2, 3) é um ponto exterior a reta re B(2, 1, 2)
€ um ponto da retar.
AB=(21,2-(123)=(-1-1)

Um vetor diretor daretaré ?(0, 1,0).
Seja J)(a, b, c) um vetor nao nulo_,)simultanea—
mente perpendicular aos vetores AB e r

N >
u-AB =0 (a,b,c) (1,-1,-1)=0
L
vr=0 (@ b,c)-(0,1,0=0
a-b -c=0 a=c
= =
b =0 b=0

Assim, U'(c, 0, ¢), c € R\ {0}.

Por exemplo, se c =1, obtém-se L7(1, 0, 1).

Entao, L7(1, 0, 1) é um vetor normal ao plano e
A(1, 2, 3) é um ponto do plano:
1x-1)+0y-2)+1(z-3)=0

< x-1+2z-3=0

& x+z-4=0

24.2. A(-1, 2, 1) é um ponto exterior aretare B(2,1,-2)
€ um ponto daretar.
AB = (2,1,-2)-(-1,2,1)=(3,-1,-3)
Um vetor diretor daretaré 7(2, 3,-1).
Seja LT(a, b, ¢) um vetor nao nulo, simultanea-
mente perpendicular aos vetores A? er.

o =
u-AB =0 (a,b,c) (3,-1,-3)=0
o
u'r=0 (@ b,c)(2,3-1)=0
3a-b-3c=0 b=3a-3c
& &
20+3b-¢c=0 20+90-9c-¢c=0
. _,10
b=3a-3c b—3><llc 3c
< 10
11a=10c azﬁc
__3
b= 110
&
a=l—oc
11

21




Assim, J(% c, —1—310, c), c e R\ {0}
Por exemplo, se ¢ =11, obtém-se L7(10, -3, 11).
Entao, L?(lO, -3, 11) é um vetor normal ao plano e
A(-1, 2, 1) é um ponto do plano:
10x+1)-3p-2)+11(z-1)=0

< 10x+10-3y+6+11z-11=0

< 10x-3y+11z+5=0

243. A(1,1,-2) é um ponto exterior areta re B(1, 0, 1)

é um ponto da retar.

AB =(10,1)-(L1-2)=(0,-13)

Um vetor diretor daretaré 7(2, 2,-1).

Seja L7(a, b, ¢) um vetor ndo nulo, simultanea-
. e

mente perpendicular aos vetores AB e r.

o =
u-AB=0 (a,b,c)"(0,-1,3)=0
| |
u-r=0 (@,b,¢)(2,2,-1)=0
-b+3c=0 b=3c
e |
20+2b-c=0 2a+6¢c-c=0
b=3c b=3c
& @[
2a=-bc a=—%c

2
Por exemplo, se ¢ = 2, obtém-se L7(—5, 6, 2).
Entao, L7(—5, 6, 2) € um vetor normal ao plano e
A(1,1,-2) é um ponto do plano:
Sx-1)+6(p-1)+2(z+2)=0
< 5x+5+6y-6+2z+4=0
& Sx+6y+22+3=0

Assim, L_f(— Ec. 3c, c), c e R\ {0}

244. A(-2,-1, 2) é um ponto exterior aretare B(2,1, 1)

€ um ponto da retar.

AB = (2,1,1)-(-2,-1,2)=(4,2,-1)

Um vetor diretor da retar é 7(2, 3,0).

Seja tf(a, b, ¢) um vetor ndo nulo, simultanea-
. — >

mente perpendicular aos vetores AB e r’.

S >
U AB=0 (@ b, o) (42 -1)=0
=
vr=0 (@ b,c)(230)=0
4a+2b-c=0 -6b+2b-c=0
= = 3
20+3b=0 az—Eb
c=-4b
< 3
U=—§b
Assim, J(—%b, b, —4b), be R\ {0},

Por exemplo, se b =2, obtém-se L?(—3, 2,-8).
Entao, L7(—3. 2, —8) é um vetor normal ao plano e
A(-2,-1, 2) € um ponto do plano:
Bx+2)+2(p+1)-8(z-2)=0

& -3x-6+2y+2-82+16=0

< -3x+2y-82+12=0

251. (2,1, 5) e (1, 2, 3) sdo vetores paralelos ao plano o

e o ponto de coordenadas (0, 0, 0) é um ponto
deste plano.
Assim:
(x,»2)=(0,0,0)+5(2,1,5 +t(1,23),s,t€R
S (nyz)=s(2,1,5) +t1,23),s,t R, éuma
equacao vetorial do plano o.

x=2s+t

y=s+2t s, teR

z=5s+3t

é um sistema de equacdes paramétricas do
plano o

2%2.AB =(2,1,4) - (1,2,3)=(1,-1,1)

AB =(-1,2,4)-(1,2,3)=(-2,0,1)
—> —>
AB e AC sao vetores paralelos ao plano o e o
ponto A é um ponto deste plano.
Assim, (x,y,z) =(1, 2, 3) +s(1,-1,1) + t(-2, 0, 1),
s, t € IR, é uma equacao vetorial do plano o.
x=1+s-2t
y=2-5s s, teR
z=3+s+t

é um sistema de equacdes paramétricas do
plano o

25.3. Por exemplo, os vetores U'(0, -1, 2) e v'(-2, 1, 0)

sao perpendiculares ao vetor dado e, portanto,
sdo vetores paralelos ao plano o. O ponto de
coordenadas (2, 1, 4) é um ponto deste plano.
Assim, (x,y,z) = (2,1, 4) +s(0, -1, 2) + t(-2, 1, 0),
s, t € R é uma equacéo vetorial do plano o.

x=2-2t

y=1l-s+t ,s,t€R

z=4+72s

é um sistema de equacdes paramétricas do
plano o

254. Um plano paralelo ao plano de equagdo

x + 2y + 3z -4 =0 tem como vetor normal, por
exemplo, (1, 2, 3). Os vetores tf((], -3,2) e
\7(—3, 0, 1), por exemplo, sdo perpendiculares ao
vetor de coordenadas (1, 2, 3) e sdo vetores
paralelos ao plano a. O ponto de coordenadas
(2,1,1) € um ponto deste plano.
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Assim, (x,y,z) = (2,1,1) +s(0,-3, 2) + (-3, 0, 1),
s, t € R é uma equacao vetorial do plano o.
x=2-3t
y=1-3s
z=1+2s+t

s, teER

¢ um sistema de equacdes paramétricas do
plano o.

25.5. Um vetor normal ao plano de equacéo
2x+y+z+1=08¢, porexemplo, (2,1,1) e é um
vetor paralelo ao plano o.

AB = (2,1,3)-(1,2,3)=(1, -1, 0) também é um

vetor paralelo ao plano o.

O ponto de coordenadas (1, 2, 3) € um ponto

deste plano.

Assim, (x, v, z) = (1, 2, 3) + 5(2, 1, 1) + t(1, -1, 0),

s, t € R é uma equacéo vetorial do plano o.
x=1+2s+t
y=2+s-t
z=3+s

s, teR

¢ um sistema de equacdes paramétricas do
plano o

25.6. O vetor (1, 0, 0) é paralelo ao plano o, visto que o
plano o é paralelo ao eixo Ox.
AB = (-2,1,1) - (1, -2, 3) =(-3, 3, -2) também ¢é
um vetor paralelo ao plano o. O ponto de coorde-
nadas (1, -2, 3) € um ponto deste plano.
Assim, (x, y,z) = (1,-2, 3) +s(1, 0, 0) + t(-3, 3,-2),
s, t € R é uma equacéo vetorial do plano o.

x=1+s-3t
y=-2+3t ,s5,teR
z=3-2t

é um sistema de equacdes paramétricas do
plano o

26.

261. As coordenadas dos pontos do eixo Ox sdo da
forma (x, 0, 0), sendo x um nuimero real. Entao:

2x+0-0+1=0 & x=—%
Logo, o plano a interseta o eixo Ox no ponto de

coordenadas (— % 0, 0).

As coordenadas dos pontos do eixo Oy sdo da
forma (0, y, 0), sendo y um ndmero real.

Entao:

0+y-0+1=0 o y=-1

Logo, o plano a interseta o eixo Oy no ponto de
coordenadas (0, -1, 0).

As coordenadas dos pontos do eixo Oz sdo da
forma (0, 0, z), sendo z um ndmero real.
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Entao:

0+0-z+1=0 © z=1

Logo, o plano « interseta o eixo Oz no ponto de
coordenadas (0, 0, 1).

26.2. Por exemplo, os vetores u'(1, -2, 0) e V'(0, 1, 1)
sao perpendiculares ao vetor n’ e sdo vetores
paralelos ao plano a. O ponto de coordenadas
(0,0, 1) é um ponto deste plano.

Assim, (x,»,z) = (0,0, 1) + s(1, -2, 0) + t(0, 1, 1),
s, t € R é uma equacao vetorial do plano o.

263. ( x=s
y=-2s+t ,s5,teR
z=1+t

é um sistema de equacdes paramétricas do
plano o.

264. (x,y,z)=(1,1,1) +k(2,1,-1), k € R é uma equa-
¢ao vetorial daretar.

21,

211. A(3,0,0),C(0,3,0) e F(0, 3,3)
AC =(0,3,0)-(3,0,0)=(-3,3,0)

—>

AF =(0,3,3)-(3,0,0)=(-3,3,3)
Seja L7(a, b, ¢) um vetor nao nulo_,)similtanea-
mente perpendicular aos vetores AC e AF.

l

L —
U-AC =0 (a.b,c)*(-3,3,0)=0
&
L o=
U AF =0 (a,b,c) (-3,3,3) =0
—30+3b=0 a=b
=, (=4

-3a+3b+3c=0 c=0
Assim, U'(b, b, 0), b € R\ {0}.

Por exemplo, se b =1, obtém-se ff(l. 1,0).

Entao, L7(1, 1, 0) é um vetor normal ao plano e
A(3, 0, 0) é um ponto do plano:
1x-3)+1y-0)+0(z-0)=0

o x-3+y=0

< x+y-3=0, que é uma equacgao cartesiana
do plano ACF.

212.AC =(-3,3,0) AF =(-3,3,3) E(3,3, 3)
Um plano paralelo a ACF e que contém o ponto E
pode ser definido pela seguinte equacao vetorial:
(t,»,2)=(3,3,3) +5(-3,3,0)+t-3,3,3),s, t R

213.

a) C(0,3,0),0(3,0,3)
O plano mediador do segmento de reta [CD] é o
lugar geom}étri@) dos pontos P(x, y, z) do espago
tais que CD * MP = 0, onde M é o ponto médio de
[CD].
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M= (O+3 3+0 O+3) (3 3 3)

2 2 ' 2 2'2'2
.
CD =(3,0,3)-(0,3,0) = (3,-3, 3)
CO MP=0 e (3,-3,3) (x-2y-2:-3)=0
e 277272
<:>3x—%—3y+%+3z—%=0
<:>3x—3y+3z—%=0

< 6x-6y+62z-9=0
S x-2p+22-3=0

b) A(3, 0, 0), G(0, 0, 3)
A superficie esférica de diametro [AG] é o lugar
gg)mitjico dos pontos P(x, y, z) do espaco tais que
AP - GP =0.
— >
AP GP=0 & (x-3,5,2) " (x,»,2=-3)=0
& x?2-3x+)?+22-32=0
9 9 9

= x2—3x+—3—+y2+z —3z+—4———4— %

2 2
3o
¢) B(3,3,0),D(3,0, 3)
O plano tangente a esfera de centro B no ponto D é
o lugar geométrico dos pontos P(x, y, z) do espago
—  —>
tais que BD - DP =0.
=(3,0,3)-(3,3,0)=(0,-3,3)
BD -DP =0 & (0,-3,3) (x-3,y,2z-3) =0
< -3y+3z-9=0
< y+z-3=0

28.

281. A circunferéncia de didmetro [AB] é o lugar
geometrlco dos pontos P(x, y) do plano tais que
AP - BP =0.

AP BP =0 o x-3,y+1)(x+1,y-4)=0
& xX2+x-3x-3+y2-4y+y-4=0
o x2-2+)?2-3y=7

<:>x2—2x+l+y2—3y+—9—=7+l+—9—
4 4
3\2 41
_1)2 _oy_4al
(=1 (x l) +<y 2) 4
282. AB = (-1, 4) - (3,-1) = (-4, 5)
AB: (x,) = (3,-1) + k(-4, 5), k € R
28.3. O declive da reta AB é dado por m = _5—4 =- %

A inclinacdo da reta AB é o tal que tg a0 = - % e
0 <o <m, ouseja, o= 2,25 radianos.
28.4. Uma vez que o declive da reta AB é - —2— o decli-
ve de uma reta qualquer perpendicular a reta AB
4

eg.

24

Assim, a equagdo pedida é da forma y = % x+b.

Como E(1, 1) pertence a esta reta, tem-se:

1=—i__:—><1+b = bz—%
~ o 4 1
Logo, a equacéo pedida é y = —5—x 5
—>
85.AF =(-1,-2)-(3,-1) = (-4,-1)
BF = (-1,-2) - (-1, 4) = (0, -6)

IAF I = V(=42 + (-1)2= V17
IBF I =\V02+ (-6)2=6
AF *BF =—4x 0+ (-1) x (-6) =6

Assim, sendo o o angulo formado pelas retas AF

e BF, tem-se:
cos o= —A0
V17 x6

Logo, oo = 75,96°.

s>
286. Sejap=(AC,DC).
m B 8 24
4n T 4l © 41 4in
4 2%
o 24p=8X4T 948 _gr
41
8
o p=oy o b7
.
AC - DC =IIACI IDC Il cos B =
V41 V4l n\_ 41 1 41
_TXTX°°S<3>_ 47278

28.1. A reta t é tangente & circunferéncia de centro C
no ponto A, logo é o lugar geometrlco dos pontos
P(x, y) do plano tais que CA AP 0.

CA =(3,-1)- (1, %) - (2, _g)

— —> 5
CA-AP=0 <2.—E)'(x—3,y+l)=0
5 5

& - G—Ey—izo

& 4x-12-5y-5=0
< by=4x-17
oy h 1
5 5
28.8. O lugar ge_cgmégico dos pontos P(x, y) do plano
tais que AB * CP = 0 é a mediatriz do segmento

de reta [AB], pois C é o ponto médio de [AB].
AB = (-1, 4) - (3,-1) = (-4, 5)
—  —> 3
AB-CP=0 & (~4,5) <x 1y—§)=0
—4x+4+5y—12—5—0
< 8x+10y+8-15=0
< 10y=8x+7
b T
77510
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29,
291, A_E’ 0,2, 6 ~(3,0,0) = (-3, 2, 6)
x-3_y_z
3 2 6
3+0 0+2 0+6 3
292, M= ( R ) (2,1,3)

0 plano mediador de [AE] é o lugar geometrlco dos
pontos P(x, y, z) do espago tais que AE MP 0,
onde M é o ponto médio de [AE].

— —> 3
AE MP=0 & (-3,2, 8)'<x—5.y—l.z—3)=o

= —3x+%+2y—2+62—18=0

=S —3x+2y+62—371 =0

& —Bx+4y+122-31=0

F(0,-2, 6)

6x0+4x%x(-2)+12x6-31=0 < 33=0,
gue é uma proposicao falsa.

Logo, F nao pertence ao plano.

29.3. B(0, 2, 0), C(0,-2, 0)

B=(0,2,0)-(3,0,0) = (32 0)
AC =(0,-2,0) - (3,0,0) = (-3,-2, 0)
AB-AC =(-3,2,0)(-3,-2,0)=9-4+0=5

IABI = IAC I =\V/32+ 22+ 02= V13
Assi (A?AAE)) S N
SSim, COS , = \/EX \/ﬁ .

s
Logo, (AB,AC)
294, %ugar geométrico dowontos P(x, y, z) tais que
EP ¢é perpendicular a CP ¢é a superficie esférica
de didametro [EC].
—  —>
EP CP=0 & (x,y-2,z-6) " (x,y+2,2)=0
& X2 +y?2-4+272-62=0
& x2+y2+22-62+49=4+9

~ B7,4°,

& x2+y2+(z-3)2=13
295.D(3, 0, 6)
AB =(0,2,0)-(3,0,0)=(-3,2,0)
AD =(3,0,6)-(3,0,0)=(0, 0, 6)

- ~ .
Seja u'(a, b, ¢) um vetor nao nulo, simultanea-
—> —>

mente perpendicular aos vetores AB e AD.

L —
{u AB =0 {(a,b,c)'(—3,2,0)=0
=

L =
7 AD =0 (@, b,c) (0,0,6)=0
-3a0a+2b=0 a:%b
= =
6c=0 c=0
Assim, J(% b.b, 0), be R\ (0]

Por exemplo, se b =3, obtém-se L7(2, 3,0).
Entao, L7(2, 3, 0) é um vetor normal ao plano e
A(3, 0, 0) é um ponto do plano:

ASD\ Expoente Dossié do Professor

2c-3)+3(-0)+0(z-0)=0

& 2x-6+3y=0

< 2x+ 3y—-6=0, que é uma equagao cartesiana
do plano ABD.

29.6. Para que o plano o, e o plano ABD sejam parale-
los os seus vetores normais tém de ser colinea-
res. Um vetor normal ao plano ABD é (2, 3,0) e
um vetor normal ao plano o € (1, g, b).
Para que estes vetores sejam colineares b =0 e

2.3 _ 3
1 a 2
291, A§= (0,-2,0) - (3,0, 0) = (-3, -2, 0)
=(3,0,6)-(3,0,0)=(0, 0, 6)

Assim, uma equacao vetorial do plano ACD é:
=(3,0,0) +s(-3,-2,0) +t(0,0,6),s, t € R

(x, y 2)
29.8. F(0,-2, 6)
=(0,-2,6)-(0,2,0)=(0, -4, 6)
Um vetor diretor do eixo Oyé(0,1,0).
(0,-4,6)"(0,1,0) =
(0, -4, 6)l —V02+ 4)2+62=\52
(0, 1,0)ll =
Sejaa o éngulo que a reta BF faz com o eixo Oy.
Entao:
cos o= Al
V52x1
Logo, a = 56,3°.
30.
301. Seja C(a, b, c).
0C=20A & (a.b ) (0,0,0)=2((1,2,3)-(0,0,0))
< (abc)=2(1,23)
& (a,b,c)=(2 4,6)
Logo, C(2, 4, 6).
1+3 2-4 3-1
D‘( 2 22 )_(2'_1’1)
302 CO = (2,-1,1) - (2, 4, 6) = (0,5, -5)
Logo, uma equacao vetorial da reta CD é:
(x,y,2z) = (2, 4, 6) + k(0,-5,-5), k € R
303, AB = (3,-4,-1) - (1,2, 3) = (2, -6, -4)
Assim, AB: (x, y,z) = (1, 2, 3) + (2, -6, -4), s € R.
1 1
2=1+2s s= 5 s= )

4-5k=2-6s & 5k=2+6x%@ k=1

1

6-5k=3-4s 5k=3+4><§ k=1

Assim, o ponto de intersecao das retas CD e AB tem
coordenadas (2, -1, 1), ou seja, trata-se do ponto D.
304.CD = (0,-5,-5) = (2,-6,-4)
- —
CD -AB=0+30+20=50
ICD Il = V02 + (-5)2+ (-5)2 = /50
IABl = V22 + (-6)2 + (-4) = V/56
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Seja o a amplitude do angulo formado pelas
retas CD e AB.

50
€0 %= /50 x V56
Logo, o= 19°.
— —
305.0A =(1,2,3) OB = (3,-4,-1)

Seja u (a b, ¢) um vetor nado nulo S|multanea—
mente perpendlcular aos vetores OA e OB

{U'OAZO {(a,b,c)-(l,ZS):O
=

o

u-0B=0 (a,b,c) (3,-4,-1)=0
a+2b+3c=0 a=-2b-3c

= =
3a-4b-c=0 —-6b-9c-4b-c=0
a=2c-3c a=-c

& &
b=-c b=-c

Assim, ff(—c, -¢,¢),c € R\ {0}

Por exemplo, se c =-1, obtém-se L?(l, 1,-1).
Entdo, (1, 1, -1) é um vetor normal ao plano e
0(0, 0, 0)é um ponto do plano:
1x-0)+1(y-0)-1(z-0)=0

< x+y-z=0, que é uma equacao cartesiana
do plano AOB.

30.6. Seja r uma reta perpendicular ao plano AOB que

26

passa pelo ponto E.

Um vetor diretor da reta r é um vetor normal ao
plano AOB, por exemplo, (1,1, -1).

Assim, uma equacao vetorial da reta r é:
xy,2)=(1,1,1)+k11-1),kER

Os pontos da reta r sdo da forma:
1+k1+k1l-k,keER

Substituindo na equacdo do plano AOB, obtém-
-se:

1+k+1+k-1+k=0 & 3k=1 & k=

W=

Logo, o ponto P de intersecao da reta r com o
plano AOB tem coordenadas:

<1+l1+l1-l) (4 4 2)

3’737 3) 1333
Entao
= AN (AN (12
EP—\/<1 3)+(1 3>+<1 3)
1 1 1
9 9 9
= l:
3
_ Vs
3

30.7. 0A =

(1,2,3)

N

OB =(3,-4,-1)

—> —>

OA e OB sao vetores paralelos a AOB e, logo, a
qualquer plano paralelo a AOB.

Assim, uma equacao vetorial do plano que é

paralelo a AOB e contém o ponto E(1, 1, 1) é:
vz =111 +s(,23) +t3,-4,-1),s, teR

30.8. O lugar geométrico dos pontos que satisfazem a

3l

— —
condigcdo AP ' BP = 0 € a superficie esférica de
diametro [AB].

—  —

AP-BP =0

S k-1,y-2,z-3) (x-3,y+4,z+1)=0

& x2-b4x+3+y2+2y-8+22-22-3=0

& x2-bx+y?+29+22-22=8

& X2—bx+4+)2 4+ +1+22-22+41=8+4+
+1+1

o (k-22+@p+1)2+(z-1)2=14

311.0(0, 0, 0)

D(3, 4, 4), por se tratar do centro da superficie
esférica referida no enunciado.

G(0, 0, z), uma vez que a aresta [OG] esta contida
no eixo Oz e G pertence a superficie esférica, logo:
(0-3)2+(0-4)2+(z-4)2=25 & (z-4)2=0

< z-4=0
S z=4
Assim, G(0, 0, 4).
A=0+GD = (000) (340) (3, 4,0

0G=4=AD logo AB=8=0C.

Assim, C(0, 8, 0).

F=G+(0,8,0)=(0, 8, 4)

De forma analoga se conclui que E(3, 12, 4) e
B(3,12,0).

GD=V32+42+02=5

35 321
Logo, H(Z X 8) (2 i 8)

35
312, H(? 3, 8)

D(SY 4! 4)
— 33 , .
HD = (E o -4 | é um vetor diretor da reta HD e

¢ perpendicular a qualquer vetor normal ao plano o.
Um vetor normal ao plano o, é (m,-m, m-1).
Assim:

33 ) B =
<2,2,—4> (m =m,m-1)=0
@%m—%m—4m+4=0
S m=1

AS‘\ Expoente™ « Dossié do Professor



313. FG (0,0,4)-(0,8,4)=(0,-8,0)
=(3,4,0)-(0,0, 4) = (3, 4,-4)
Seja _)(a b c) um vetor nao nulo_,)similtanea—
mente perpendicular aos vetores FG e GA.
o =
[U-FG=0 {(a,b,c)'(ﬂ,—8,0)=0
S
o >
u-"GA =0 (a,b,c) (3,4,-4)=0
-8b=0 b=0
S S
3a+4b-4c=0 3a-4c=0
b=0
o
a=ic
3
Assim, J(—;L c, 0, c). c e R\ {0}

Por exemplo, se ¢ = 3, obtém-se 17(4, G, 3).

Entao, L7(4, 0, 3) é um vetor normal ao plano FGA
e a qualquer outro plano que seja paralelo a FGA.
Assim, uma equacgao cartesiana do plano parale-
lo a FGA e que contém o ponto C é dada por:
4(x-0)+0@p-8)+3(z-0)=0 & 4x+3z=0

314. U'(4, 0, 3) é um vetor normal ao plano FGA (de
acordo com a alinea anterior) e o ponto G(0, 0, 4)
pertence ao plano FGA. Assim, uma equagéao
deste plano é:
4(x-0)+0(p-0)+3(z-4) =
OF = (3,12, 4)

Logo, OE: (x,y,2z) = (0,0, 0) + k(3,12, 4), k € R.
Os pontos da reta OE sdo entdo da forma
(3k, 12k, 4k), k € IR.

Substituindo na equacéao do plano FGA:
4x3k+3x4k-12=0 & 24k=12 & k=
Logo, o ponto de intersegdo da reta OE com o

plano FGA tem coordenadas (% 6, 2).

315, IE = (3,12, 4) - (g 2—2,1 8) (;’% —4)

0 4x+32-12=0

N | =

33
2'2'

Os pontos P da reta IE sdo da forma:
3

3
=k 12+=k, 4-4k), k€ R
(3+2 +2 )

IE: (x, v, 2) = (3,12, 4)+k( ),keIR

:<3+%k, 12+%k,4—4k)—(3, 12,0) =

_(3, 3, ,_
—<2k,2k,4 4k>,k€IR

IE-BP = 33 AV (3k Bk 4_ak)=
IE BP—O<:>(2,2, 4) <2k, Sk 4 4k> 0
9,.9

= Zk+zk_16+16k:0
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41 _32
48 48 36
YAAR H)'
Assim, uma equagao vetorial da reta que passa
pelo vértice B e é concorrente e perpendicular a

reta IE é, por exemplo:

N
Logo, BP =<

(©2.91=8.12.0)+ K 1. 5 1 | KE
31.6.
al OF = (3,12, 4)
0G =(0,0,4)

— —>
OE -0G6=0+0+16=16

—>
IOE I =V3%2+122+42=13

—>
0G|l = 4
Seja o a amplitude do angulo formado pelas retas
OEe OG.

16
13x 4

Logo, o= 72,1°.

N
b) OF = (3,12, 4)

OA =(3,4,0)

— —>

OE "OA =9+48+0=57

—>

IOE Il =V3%2+122+42=13

I0Al=V32+ 42+ 02=5

Seja B a amplitude do dngulo formado pelas retas

OE e OA.

57
13x5

Logo, B = 28,7°.

31.7. Seja M o ponto médio de [CD].
C(0, 8,0)
D(3, 4, 4)

_(0+3 8+4 0+4\_ (3
M_< 2 1 2 1 2 >_(21612)

Cos o =

cos B =

— > 3
CO-MP=0 o (3,—4,4)'<x—5,y—6,z—2>=0
9
S 3x—§—4y+24+4z—8=0

& x4y +bz+ EZO, que é uma

2
equacao cartesiana do plano mediador de [CD].
318.D(3, 4, 4)
G(0, 0, 4)
— —>
DG GP=0 < (-3,-4,0)" (x,y,z-4)=0
& -3x-4y=0

< 3x + 4y =0, que é uma equagao
cartesiana do plano tangente no ponto G a super-
ficie esférica de centro D e que passa em G.
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Tema lll - Sucessdes

Péaginas 35a43
1
Mg-t-t, -1 1 1 _1_1
LTl T 2T 2 T 43T 3 g AT 24 16

= _1 ——l' = 1 :l' = _1 :—l'
= 1T T T T 3T e

__2 _1

b 2x4 8

_1+1 2 _2+1_3

TWox1 2 772 2x2 4

3+1——4——z'c=4+1—§

3=9x3 76 3% 2x4 8

_2x1_2 . _2x2 _

h=175"3%= 5,7t

2x3 _ 6., _2x4 _4

-3 5% %273
e1=(2-1)2=1e,=(2-22=0;e3=(2-3)2=1;
e,=(2-4)2=4
f]_:COS(%):O;szCOSTC:—l;f3:COS<3_2TC):0;
fs=cos (2n) =1

g1=2%x1=2,9,=2%x2-1=3;93=2x3=6;
g,=2x4-1=7
h1=2x1=2hy=2%x2=4,h3=2x3-3=3;
hy=2x4-3=5

12. Se 41 for termo da sucessdo (g,) a sua ordem é

par, uma vez que se trata de um nimero impar.
2n-1=41 & 2n=42 < n=21

Mas, 21 ndo é um numero par, logo 41 nao é
termo da sucessao (g,).

Se 41 for termo da sucessao (h,) a sua ordem é
superior a 3.

2n-3=41 © 2n=44< n=22
Assim, 21 é o termo de ordem 22 da sucesséo (h,,).

1 1 _1-2_ 1

1'3'an+l_an:2n+1_§_2n+1 —2n+1<0,VnEIN
Logo, (a,) é decrescente.
1 1\ 3 11 5
by—bi==-(-=|==>0;b3-by=—=->=-—<0
: 14(2)4> AT
Logo, (b,) ndo é mondtona.
o= n+2 n+l1_
LT on+1) 2n
_ (+2n-(n+1)(n+1) _
2n(n+1)
n?+2n-n?2-2n-1
2n(n+1)
-1
=——<0,VneN
PR ISTINAAL
28

15.c,=d, &

Logo, (c,,) é decrescente.
d - —d.= 2n+2 2n _
n+1 n n+3 n+2
_ (2n+2)(n+2)-2n(n+3) _

(n+3)(n+2)

2n2+4n+2n+4-2n?2-6n
(n+3)(n+2)
4

:m>O,VnEIN

Logo, (d,) é crescente.
ey-e1=0-1=-1<0;e3-6,=1-0=1>0

Logo, (e,) ndo é mondtona.
fr-fi=-1-0=-1<0if-,=0-(1)=1>0
Logo, (f,) ndo é mondtona.

Se n é par, entdo n+ 1 é impar e tem-se:
Onhi1-9p=2(n+1)-(2n-1)=2n+2-2n+1=3>0
Se n é impar, entdo n + 1 é par e tem-se:
Oni1-9,=2n+1)-1-2n=2n+2-1-2n=1>0

Logo, g,:1-9,> 0,V n €N, ou seja, (g,) é cres-
cente.

hy—-hy=4-2=2>0;hy—h,=3-4=-1<0

Logo, (h,) ndo é mondtona.

14. (a,) ndo é limitada, uma vez que ndo tem majo-

rantes.
1 1 A
) <b,= 7 Vv n € N, logo (b,) é limitada.
. n+l 1 1
(c,) é decrescenteec,=——= ) + o

Assim,%<cnsl, Y né& IN.

Logo, (c,) é limitada.

5 _2n _ 2n+4-4
(dn)ecrescenteed,,—n+2_ =
g4

n+1

Assim,%sdn<2, Y né&IN.

Logo, (d,) €é limitada.

(e,) ndo é limitada, uma vez que ndo tem majo-
rantes.

-1<f,<1,VneN.

Logo, (f,) é limitada.

(g, ndo é limitada, uma vez que ndo tem majo-
rantes.

(h,) ndo é limitada, uma vez que ndo tem majo-
rantes.

p+1l_ 2p

2 p+2

© (p+1)p+2)=2px2p
o p?+3p+2=4p?
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& 3p2-3p-2=0

_ 3+VO9+24
A —

_ 3+V33 . 3-V33
cPTTTs VPR

Ou seja, ndo existe qualquer numero natural p
para o qual ¢, = d,, pelo que a proposi¢ao dada é
falsa.

2,

2L.A=11,3]
Conjunto dos majorantes: [3, +o[
Conjunto dos minorantes: |-, 1]
Maximo: ndo tem
Minimo: ndo tem

22.B=[2,5]
Conjunto dos majorantes: [5, +oo[
Conjunto dos minorantes: |-, 2]
Maximo: nao tem
Minimo: 2

23.C=1-1, 4]
Conjunto dos majorantes: [4, +o[
Conjunto dos minorantes: |-, -1]
Maximo: 4
Minimo: ndo tem

24.D=12,7]
Conjunto dos majorantes: [7, +oo[
Conjunto dos minorantes: ]—=, 2]
Maximo: 7
Minimo: 2

25, F =], 2[
Conjunto dos majorantes: [2, +oo[
Conjunto dos minorantes: nao tem
Méximo: ndo tem
Minimo: ndo tem

26. F=[1, +oo[
Conjunto dos majorantes: nao tem
Conjunto dos minorantes: |-, 1]
Maéximo: ndo tem
Minimo: 1

3. Os conjuntos A, B, C e D sao limitados, porque tém
majorantes e minorantes.
0 conjunto E n&o é limitado, porque ndo tem mino-
rantes.
O conjunto F ndo é limitado, porque ndo tem majo-
rantes.
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A A={xER1-3x<-2}=[1 +x[

Calculo auxiliar

1-3x<-2 & -3x<-3 o x21

B={x € R:-2+ 3x < 4} =]-=, 2]

Calculo auxiliar

2+3x<4 & 3x<b6 & x<2

C={x ER:x2-5x+620}=]-, 2] U [3, +oo[

Calculo auxiliar
x2-5x+6=0 x=5i§$24 & x=2vx=3
+ +
2 3 x=

4.

Al AnB=][1,+x[N]—=e 2] =1, 2]
Conjunto dos minorantes: |-, 1]
Conjunto dos majorantes: [2, +o[

bAUB=[1,+»[uU]= 2] =R
Conjunto dos minorantes: nao tem
Conjunto dos majorantes: ndo tem

ANC=[1,+0[N]2,3[=]2 3]
Conjunto dos minorantes: ]—=, 2]
Conjunto dos majorantes: [3, +oo[

d BN C=]-2] N (]~ 2] U [3, +o[) =], 2]
Conjunto dos minorantes: nao tem
Conjunto dos majorantes: [2, +o[

e)BuUC= 12,+0[ U ]2, 3[=]2, +=[
Conjunto dos minorantes: |-, 2]
Conjunto dos majorantes: nao tem

flIAU(BNC) =1, +o[ U [2, +oo] = [1, +oo[
Conjunto dos minorantes: |-, 1]
Conjunto dos majorantes: ndo tem

42.a) AnB=11,2]

Maximo: 2
Minimo: 1

bAUB=R
Maximo: ndo tem
Minimo: ndo tem
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dANC=]23[ 5.3.P(n):1x2+2x3+3x4+..+nn+1)=

Maximo: ndo tem _nn+1)(n+2)
Minimo: ndo tem - 3

d B C=]-0,2] Py 1x2= xArl)x{I+2)
Maximo: 2 3
Minimo: ndo tem P Q:M s 2=2

3

e)BuC=]2, +[ Logo, P(1) é verdadeira.

Maximo: ndo tem .
Minimo: na Hipotese: 1 x2+2x3+3x4+..+n(n+1) =
inimo: nao tem

_nn+1)(n+2)
flIAU(BNC) =1, + - 3

Méaximo: ndo tem

o Tese: 1x2+2x3+3x4+..+n(nh+1)+
Minimo: 1

(n+1)(n+2)(n+3)
3

+(n+1)n+2)=

5.

5LP(n):1+3+5+..+(2n-1) =n?
PQ)1=12 o 1=1

Demonstragao:

I1x2+2x3+3x4+..+nn+1)+(n+1)(n+2) =

Logo, P(1) é verdadeira. _nin+1)(n+2) (h+1)(n+2) =
Hipétese:1+3+5+..+(2n-1) =n? 3
Tese:1+3+5+..+(2n—1)+(2n+1) = (n+1)? _ n(n+1)(n+2)§3(n+l)(n+2) =
Demonstracéao: (n+1)(n+2)(n+3)

1+3+5+.+2n-1)+(2n+1)=
=n’+2n+1=(n+1)?
Logo,1+3+5+..+(2n-1)=n2, VneEN.

3

Logo,1x2+2%x3+3x4+..+nln+1)=
_nn+1)(n+?2)

,VneN.

5.2.P(n):2+5+8+...+(3n—1)=M;l) 3

P(1)12=L21+1)@2= 1;4 & 2=2 5.4.P(n):12+22+32+...+n2=w

Logo, P(1) é verdadeira. P):12= IxQ+1)x(2x1+1)

Hipdtese: 2+5+8+..+(3n-1) = ' 6

_ n(Bn+1) (:)1:1><2><3(:}1:1

2 6

Tese:2+5+8+.+(Bn-1)+(3n+2)= Logo, P(1) é verdadeira.

n+1)3n+4

:()(2—) Hip()tese: 12+22+32+m+n2=w

Demonstracao: Tese:12+22+32+ ... +n?+ (n+1)?2=

2+5+8+..+Bn-1)+(38n+2) = _ (n+1)(n+2)(2n+3)

=M+3n+2= ?

2 Demonstracao:
_3n?+n+6n+4 _ 12422+ 3%+ .. +n2+ (n+1)?=
2
_(n+1)(Bn+4) _nin+1)(2n+1) F(n+1)2=
2 6
Caloulo auxliar _ n(n+1)(2n+1)6+ B(n+1)(n+1) _
3n2+7n+4:0@n:w _ (n+1)[n2n+1)+6(n+1)] _
_ __4 6
S n=-1vn=-—
Assim: 3 _ (n+1)(2n2-gn+6n+6) _
3n2+7n+4:3(n+1)<n+i):(n+1)(3n+4)
3 _ (n+1)(n+2)(2n+3)

3n+1) 6

Logo,2+5+8+...+(3n—1)=n( 2 .,V nelN.
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Calculo auxiliar

-7+ V49-48
¢ 3
& n=-2v n=-2

2n?2+7n+6=0 & n=

Assim:

2n2+7n+6=2(n+2)(n+%)=(n+2)(2n+3)

Logo, 12+ 22+ 32+ .+ n2= 20+ D20+ 1)
! e 6 :

Y neIN.

55, P(n): 2 +22+ 23+ . +20=2(27-1)
P(1):2=2(2'-1) @ 2=2x1 < 2=2
Logo, P(1) é verdadeira.

Hipdtese: 2 + 22+ 23+ ...+ 2" =2(2"-1)
Tese:2+22+ 23+ .. +20+20+1=2(2n+1_17)
Demonstragao:
2+224 284+ 424201 =2(20-1) + 271 =
2(2"-1+2") =
22x27-1) =
2(2n+1 )

Logo,2+22+2%3+..+2"=2(2"-1),VnEN.

5.6. P(n): 3" — 1 é um nuimero par.
P(1): 31-1=3-1=2, que é um nimero par.
Logo, P(1) é verdadeira.
Hipodtese: 3" -1 é um ndmero par.
Tese: 37+1-1é um numero par.
Demonstragao:
31+1-1=3"x3-1=3"x3-3+3-1=

=3x(3"-1)+2

Por hipétese, 3" — 1 é um numero par, e, entdo, 3

X (3"=1) é um ndmero par.
2 também é um ndmero par.

A soma de dois nimeros pares é um ndmero par,
logo 3 x (3" - 1) + 2 é um nUmero par, ou seja,

37+1-1 ¢ um ndmero par.
Logo, 3" -1 é um nimero par, V n € IN.

5.1. P(n): n® - n é um multiplo de 3.

P(1):13-1=1-1=0, que é um multiplo de 3.

Logo, P(1) é verdadeira.

Hipétese: n3— n é um mdltiplo de 3.
Tese: (n+1)3 - (n+1) é um multiplo de 3.
Demonstragao:

(n+1)B3-(n+1)=n+1%n+1)-(n+1) =
=(n?+2n+1)(n+1)-n-1=

=M +n?2+2n2+2n+n+1-n-1=

=n®-n+3n*+3n=
=(n3-n)+3n(n+1)

ASD\ Expoente Dossié do Professor

Por hipétese, n3 - n é um mdltiplo de 3.

3n(n + 1) também é um multiplo de 3.

A soma de dois nimeros multiplos de 3 é ainda
um multiplo de 3, logo, (n®-n) + 3n(n + 1) é um
multiplo de 3, ou seja, (n + 1)3 - (n + 1) é um mal-
tiplo de 3.

Logo, n®-né um mdltiplode 3, Vn € IN.

5.8. P(n _Z (32 + i) =n(n+1)?

P(1).i_21i 32+)=1(1+1)? & 3x12+1=1x22
o 3+1l=4 o 4=4
Logo, P(1) é verdadeira.
Hipétese: En: 32+ i) =n(n+1)?
n+l i

Tese: -21 (32 +i)=(n+1)(n+2)2

Demonstragao:

n+1 n

21 (3/2+/)=21 BR2+)+3(n+1)2+(n+1) =
= =

=n(n+1)2+3n+1)2+(n+1) =
=n+1) [nn+1)+3n+1)+1]=
=(n+1)(n?+n+3n+3+1)=
=(n+1)(n*+4n+4)=
=(n+1)(n+2)?

n
Logo —Zi (B2+i)=nn+1)2VvneN.

6lLo,=2,00=5+2=7,03=5+7=12;
0,=5+12=17;a5=5+17=22

by=2;by =35 b= —— =2 b=
2

2 2'

b5:b3:%:2

2
c1=2,c0=3%x2=6;,c3=3x6=18;
C;,=3x18=054;c5=3x54=162

62a,,,-0,=5+0,-a0,=5>0,VneEIN.
Logo, (a,) é crescente.
by—by<0;b3—by>0
Logo, (b,) ndo é mondtona.

Che1 _ 3Ch _

Tem-se que =3,Vn€&EN, ouseja, (c,)

n n
é uma progressao geomeétrica de razao 3.

Uma vez que a razao de (c,) é maior que 1 e que
c1 =2 >0, entdo (c,) é crescente.

U1:2
1.
Upy1=3+u, VnelN
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U1:2
12, 1
Ups1== U, VNnEN

2
u, = 2
13. {

Upi1=2u, VYNneENN

u = 3
14.
_l)n +1

un+1=(73un.VnEIN

8lLu,=us+rin-3) @ u,=-4+2(n-3)
S U,=~4+2n-6
< u,=2n-10

82 ug=u;+r(10-1) & 28=10+9r
< 9r=18
S r=2
Logo:
up,=up1+rin-1) © u,=10+2(n-1)
< u,=10+2n-2
S u,=2n+8

83.up=u,+r(12-4) @ -24=8+8r
< 8r=-32
S r=-4
Logo:
Up=Us+r(n-4) & u,=8-4(n-4)
< u,=8-4n+16
S Up,=-4n+24

84.uy+us=12 & uy+uy+r(5-2)=12
© 2u,+3x3=12

<:>2U2=12—9
o up=2
2772
Logo: 5
U=ty +r(N=2) & Up=-+3(n-2)
3
<:>Un=§+3n—6
9
<:>Un:3n—5
9,
20
0. Y (2+1)= (2x1+1)+(2x20+1)
i=1 2
=3+241><20:44o
1+1 17+1
92§ i+l = 5 ' 5 x 17 =
"/-1< 5 ) )
_2+18 B
=10 x 17 =34
32

9.3.j2i3 (3i-5) = A3x5-5) +(8x15-5)

x 11 =
2
_10+40 11 _975
2
5 12-3 37-3
7 . B S R —
-3\ 2 2 B
9'4',-_le< > )_ - %26 =
_9+34 95— 559
4
10.
01 ug=u3+(16-3)r & 59=7+13r
& 13r=52
S r=4

Logo:

Up=Uz+(n=-3)r o u,=7+(n-3) x4
S u,=7+4n-12
< u,=4n-5

102 u,=131 & 4n-5=131 < 4n=136 < n=34
Logo, 131 é o termo de ordem 34 da progressao
aritmética (up).
u,=313 © 4n-5=313 & 4n=318 < n=795
Como 79,5 & IN, entdo 313 ndo é um termo da
progressao aritmética (u,,).

Us + Ujg

03 us+us+..+up= x 14 =

=7+2ﬂ><14=462

1.

Mu,,1-u,=u,+3-u,=3,VneN
Uma vez que 3 é uma constante, fica provado que
(u,) é uma progressao aritmética de razao 3.

1.2. Como a razéo desta progressao aritmética é
positiva, entdo (u,) é crescente.

MN3.u,=2+(n-1)3 © v,=2+3n-3 & u,=3n-1

“.4. Usg + Ug + ..+ Uy = Ys +ZUZO x 16 =

(3x5-1)+(3x20-1)

= 2 x 16 =
_ 14459 je_
2
=584
15.5= ul;“”xn: 2+32n_1><n=
_ 1+3n =
2
_ 3n?2+n
2
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3n2+ n 14.

16.5=1650 < 5 - 1650
< 3n?2+n=3300 1410, :%
& 3n?2+n-3300=0 -
_ _1+\1+12x3300 L
& n= 6 Gn+1= 3" _ 3n:1_r
1 n+1
1+199 o L 33
& n=——"— 3
6
Logo:
_ 100 _
n—_TVn—33 1 <1>10
Uma vez que n € um ndmero natural, tem-se § a 1 3 _
entdo que n = 33. =13 1_l
12 1 (l)lo
121. A figura 1 é formada por 4 tridngulos. _1 “ 3 _
A figura 2 é formada por 8 (= 4 + 4) tridngulos. 3 2
A figura 3 é formada por 12 (= 8 + 4) triangulos. 1 3
. z — 1 _
L(??o, a figura 10 sera formada por 12 + 4 x 7= 40 ~ 59049 _
triangulos. I S
u =4 _ 59048
12.2.a) 118098

Upi1=U,+4,VNnEIN
Bos=0,xr"" 2 = 80=10xr @ rr=8 & r=2

bupr-up=up+4-u,=4,VnEN Assim, a, =0, x " ? & a,=10x2""?e, por-
Uma vez que 4 é uma constante, fica provado tanto, a; =10x 271 =5,
que (u,) € uma progressao aritmética de razao 4. Logo:
Qu,=4+4(n-1) & u,=4+4n-4 S Uu,=4n 10 _9l0
! = < b ! Y g=5x1"2 =515
i=1 1-2
I _
d)s=L;%’xzo=%xzo=840trién-
3
gulos. Wl a,=ayxri !t o 3x(—%> :—%
. Logo: 1\10
Blu,=usxrM3 < u,=8x(-3)"3 ga:—gx 1‘(‘5) _
1 i=4 ! 8 1 1
13.2.u5=u2><r5‘2(:>—E=4><r3 )
1
o Po_ L Y
64 __3, 1024 _
1 8 3
& r=-= 2
4
__ 1 (1 1 )_
) == — =
Logo, u,=uy; xr"~? un=4><<—l)n . 4 1024
4 _ 1023
B ug=u,xr’ % o 96=6xr* 4096
< IA:216 ) WA 0p=0;gx 210 & 10=20xr?
& r=2vr=-
1
Como (u,) é crescente, entdo r = 2. S ”225
Logo, U, =Us X M™% & u,=6x2""4, 1 1
e r=|=vr=—|=
Bhug=u;xrP7 < 18=9xr? 2 2
s r=V2vr=-\2 2 2
Como (u,,) é crescente, entdo r = V2. NG
Logo,un=u7><r”‘7(:)unzgx(—\/i)”‘? Como r > 0, entao B
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Logo:

19
Y g=20x ——4L—=
i=10

=20x

(32-1)x2
32(2-V2) ~
155

42-V2) ~

155 2+V?2
42-V2) * 2+\V2

155(2 + \V/2)
8

=20x

1.

Blug=u3xrP3 < 480=15xr° < rPr=32 < r=2
Assim:
Up=Us3xr 3 & u,=15x2""3

5.2 u,=120 & 15x2"3=120
o 2173=8
& -3=23
< n-3=3
< n=6

Logo, 120 é o termo de ordem 6 da sucessao (u,).
1_214
15.3. Uzt Uzt ..+ Ug= 15x 1-9 :_15(1_16 384) =
=245745

16.

6141 8 _ 3 ey
n Un
Uma vez que 3 é uma constante, fica provado que

(u,) € uma progressdo geométrica de razao 3.

16.2. Comou; =2 >0er=3>1, entdo (u,) é crescen-
te.

163.u,=2x3""1

1-310
16.4.U5+U6+.,.+u14:2><3571><?3:
= _34(1 _ 310) —
=4 782 888
oo1-3 o 1-30
165.S=2x l_3_2>< - -
=—(1-3")=
=31-1
34

166. S=242 « 31-1=242

< 3"=243

o 3n=3°

< n=5
11.
171. Pretende-se provar que V8 € IR*, I3 p € IN:

2
> = _
VneN,nzp= P 0‘ <.

Seja d € IR™.

—O<8(:)‘

2
n+5 n+5 <9

=
n+5

< 2<(n+5)8 (porque n+5>0,
VneN)
< 2<nd+58
< nd>2-58
o n> 2-58
)
|

56 ~ 2
, entao
|n+5

8, fica provadoque Vo € R, 3p & N:

2
n+5

Assim, se n > 2- < §, e, portanto,

)
VneEN,nz2p=

2
n+5_0'

sep>

< 9, ou seja, que

lim

17.2. Pretende-se provar que V8 € R*,Ip € IN:

n+2 1
> - = _=
YVneENnzp= 5h_4 5‘<6.
Seja d € IR™.
n+2 1 <5 o on+10-5n+4 <5
5n-4 5 25n-20
14
it ‘25n—20‘<8
14
© 95n-20 <0

< 14 <(25n-20)6
(porque 25n-20>0,V n € IN)
< 14 <25n6-200
< 25n0 > 14 + 206
14+ 2068
n>——-—
258

14 + 208

258
14+208

255
dpeN:VneNnz2p=

seja, que im-2t2 L
.4 5n-4 5

n+2 _l
5n-4 5

fica provado que V 6 € IR",

n+2 _l <5 ou
5h-4 5 '

Assim, se n > entao

‘<8,e,

portanto, se p >
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17.3. Pretende-se provar que V8§ € R* 3 p € IN:
VneN,nzp=n+2>34.
Seja é € R".
n+2>8 & n>-2+9%
Assim, se n > -2 + §, entdo n + 2 > §, e, portanto,
sep>-2+9, ficaprovadoque Vé € R IpeEN:
VYn&EIN,nzp=n+2>34, ouseja que
lim (n+ 2) = +oo,

174. Pretende-se provar que V8 € R*3 p € IN:
YneN,nz2p=—-(-n+3)>3d.
Seja 6 € R™.
—(-n+3)>8 & n-3>9
< n>3+96
Assim, se n > 3 + §, entdo —(-n + 3) > §, e, portanto,
sep>3+9, ficaprovadoque Vd € R, Ipe N
VY neIN n>p=—-(-n+3) >, ouseja, que
lim (-n + 3) = —=.

2n+3 - 1
n+?2 100

2n+3—2n—4‘ 1
<

B.1u,-21<10? &

< n+2 100

-1 1
< —
n+2| 100
1 1
< —_—
n+2 100
< n+2>100
< n>98
Logo, a menor ordem a partir da qual os termos
de (u,) sdo valores aproximados de 2 com erro
inferior a 1072 é 99,

1
<_

10
1

< —

10

3n+(-1)"
3n
3n+(-1)"-3n
3n
1

< —

10

B lu,-11<107 & -1

=

="
3n
o1l 1
3n 10

< 3n>10

S n>—
3

Logo, os termos de (u,) sao valores aproximados
de 1 com erro inferior a 1071 a partir do termo de
ordem 4.

20
-2(n+1)+3 -2n+3
1.ty = = r(1+1+)4 T Tht4
-2n+1 -2n+3 _
n+5 n+4
(2n+1)(n+4) - (2n+3)(n+5) _
(n+5)(n+ 4)
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=——<0,vneN

204.|v,-31<10? &

-2n2-8n+n+4+2n2+10n-3n-15 _
(n+5)(n+4)

-11

(n+5)(n+ 4)
Logo, (u,) é decrescente.
_3n+3 3 _
n+6 n+5
(Bn+3)(n+5)-3n(n+6) _
(n+86)(n+5)
3n?+15n+3n+15-3n?-18n
(n+6)(n+5)

Vh+1 = Vn

B 15
“+8@n+s M VNEN
Logo, (v,,) é crescente.

Lol o 1
2 10

Uma vez que wy — wy > 0 e wy — wy < 0, entdo
(wp,) ndo é mondtona.

Wi =-—

3
— +_
202. im u, = lim ~223 — im [:’:‘2*0:_2
n+4 1+2 1+0
n
, _.3n _, 3 3 _
l|mvn—l|mn+5—l|m 1+§ _1+0_3
n
R Y 1 1
Senepar.l|mwn—l|mn2+1—+oo_0
Se n & impar: lim w, = lim ——— = —= =0
enéimpar: lim w, =lim —=—= 7> =

Logo, lim w, =0.

20.3. A sucessdo (u,) é uma sucessdo convergente

para -2, logo é uma sucessao limitada.
A sucessédo (v,) € uma sucessdo convergente
para 3, logo é uma sucessao limitada.
A sucessao (w,) é uma sucessao convergente
para 0, logo € uma sucessao limitada.
3n_ 3| < 1
n+5 100
3n-3n-15
= <
n+5
-15
n+5| 100
15 1
n+5 100
1 1
<
n+5 1500
< n+5>1500
< n>1495

1
100

1

(=4

Logo, o termo a partir do qual os termos da su-
299

cessao (v,) pertencem a Vg2 (3) € Ugsgs = 100°
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21
211, lim up, = lim (n? = 1) =+
212 lim v, = lim (-n3-1) = —»

3. lim w, = lim (-3n2+ 1) = -

AR SRR S
4. lim z, = lim el +OO—0
L1
Uy -1 n” 1-0
21.5.l|mVn—L|m_n3_1—L|m T 0"
-n-—=
n
=0
1
l__
2_ 2
216, lim 2 = lim 1L — iy — "~
w, -3n’+1 1
_3+—2
-3+0 3
Y
) N -n"-1 n? _
21.1. lim A “m—3n2+l lim 5 1
n
_>-U_—»_
370 3 ™
. . 1
218. lim (u, x z,) = lim [(nz— 1) x T 1] =
il
3n+1
n__
= lim '1 =
3+=
n
. —00 — _
=lim =350 =
= 400

9. lim (u,+v,) =lim [(n2-1) + (-n-1)] =
=lim (-n® +n?-2)=

[ (1432

=+o(-1+0+0)=
= —00
22. 1_§
. n=-3 . n _1-0_1
22.1.l|m2n+1 :>l|m 2+l =570-2
n
3
. -3 _ n _+x-0_
222l|m2 11 E)Um 2+l =530 =+
n
1 3
. n-3 _ . n n _0-0 _
223. lim T :>l|m 1 = 1:0 =0
© 1+ﬁ
36

994 Li nz+2n+1 lim n?
o 2 -
n-+1 <; 1+i2
n
=1
1
«J: LIM \/m (% m 1 = \/1+0
1+
=2
226. lim (2+ (‘i)”)z 2+40=2

. n+1\2 (. n+1\2
21 l|m<3n_5> : (llm 3n—5) -

L (n?+3 5\ . n?+3
2211, lim (—Zn— i ><§) im "5, :

3
1+ﬁ

=lim =

2n-1 +oo-1

7
16 + —
2 2
2212. lim 16n 2+ 7 = lim -
n (g) 1

/ 1

1+—=
VnZ+l _ . n’ _ V1+0 _
n+3
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2WU. im (Vn-Vn+1) =

(o)

iy (\/E—\/n+1)(\/5+\/n+1) B
-Hm Vn+Vn+1 a
i n-n-1 3

RV RV

-1

T Ve Va1

— _1 —

=—-=

215. lim (Vn2+2-2n) =

(o)
iy (Vn2+2-2n)(Vn?+2+2n) -
—tim Vn2+2+2n
i n2+2-4n?>
UM N+ 2420
_“mQ——W_
- Vn2+2+2n
Z—'E’m
5 lim — 2 ——— =
5 / 2
1+ﬁ+2
_ Q- _
C1+2
=0
2216. lim (Vn2+1-Vn?2-1) =
(o= 20)
i (Vn2+1-Vn2-1) (Vn2+1+Vn2-1) B
B Vn2+1+Vn2-1 B

i n?+1-n2+1
RV RV

| 2 )
=lim Vn2+1+Vn2-1 "~
_2 _

===

=0

. 2 . 2\n 1 1
2211, im 3071 = lim (5) ><§=0><§=0

2218, lim —>—

2010, lim 29" _ {im @nﬂim @n:mm:ﬂo

3[7 5
o3 1 1
22.20.l|m3n+4n (E>l|m 1+<ft>” —1+OO—O
- 3
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2291 lim (3"*1-27) = lim [3n(3 - (3>>} -
(00 — 00) 3

:+oo(3— 0) = 400

2292 lim (2*1-3") = lim [3((%) “2- 1)} -
(o9

= +(0x2-1) ==

23.

281S,_,=15(n-1)-2(n-1)2=
=15n-15-2(n2-2n+1) =
=15n-15-2n2+4n-2=
=-2n?+19n-17

22 u,=S,-S,_1=15n-2n?2-(-2n2+19n-17) =
=15n-2n?+2n2-19n+17 =
=—4n+17

B3.u,,1-u,=-4(n+1)+17 - (-4n+17) =
=-4n-4+17+4n-17=
=-4,VneEeN

Uma vez que -4 é uma constante, fica provado
que (u,) é uma progressao aritmética de razao —4.

Un
94, Yn+1 _ V2 _ _1
T, Un V2

Logo, (u,) é uma progressao geométrica de razado

V2 e 0 seu primeiro termo € a.

A soma de todos os termos desta progressao é
dada por:

imS=Llm| a

Il
Q
N
|
=
3
[
|
—
Si
3
~ —
|

\V2a V2+1 1-0) =
V2-1 X Vz2+1 470=
20+\/Z7_

2-1
=20+ V2a=
=a(2+\/§)

31



2.

251. Se n < 4:
Ups1=Up=3-(n+1)-(3-n)=
=3-n-1-3+n=
=-1<0
Sen>4: 9 9
u”+l_u”:n+1_2_<ﬁ_2>:
2 2
= _2_L49=
n+1 n+
_2n-2(n+1) _
h+1)n
:2n—2n—2:
(n+1)n
2
_(n+1)n<0
Sen=4:

2 5 g gLl _o__3
U4—U3—4 (3-3) ” 2 2<O
Logo, u, 4,1 - U, <0,V n &N, ou seja, (u, é
decrescente.

25.2. Pretende-se provar que lim u, = -2, ou seja,

lim (%- 2) — 2 istoé VSER, IpEN:

VnEIN,an:‘%—2+2 <.
Sed € R"
‘2—2+2 <d & ‘Z <9
n n
2= Z<8
n
< 2<nd (porque n € IN)
< nd>2
<:>n>Z
)
. 2 - |2
Assim, sen>§, entao ;—2+2 < d, e, portan-
to, sep>§, fica provadoque Vd € R*,3p € IN:

VnEIN,nzp:‘%—2+2 <.

25.3. Uma vez que (u,) é uma sucessdo convergente,
entdo é uma sucessao limitada.

26.
. 1 1 1)
26.1.l|m(1+§+z+,__+§>_
1\n
| -(3)
=lim| 1x 1_l
2
=lim (2 X (1 - (%)n» =
38

=2x(1-0)=
=2
2+2nxn
. 2+4+6+..+2n . 2
26.2. im o2 =lim T =
o (Lt n+n?
lim o Lim T
l+1
=lim n 0+l 1
2 2 2
3 9 27 3"
2ty Ty Tty
26.3. im 7 =
§>< 1-37
1-3
:l|m T:
S a-3)
=lim 3 =
—lim (2 x3L) -
4 3
1
=—4—l|m<1—§>—
3
4(1-0)
_3
4
21.
(l)n+(l>n+l
- -n-1
2. u,= 2 2 ><1=2n+2n
2
=2’”(l+2*1)=
2
1
= -n-1 — | =
2 ><<1+2>
3
= -n-1 —_=
2 ><2
=3x2"-2
u 3x2n-1-2 1]
21.2, ”Jn1= 352 =21=§,VnEIN

Uma vez que % € uma constante, fica provado que

. ~ . -1
(u,) € uma progressao geométrica de razao >

27.3.u1=3><2’1*2=3><2*3=%

3 i1 (V)22 0023
—8><2l|m<1 (2)> Sx(1-0)=-
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28.
981t —Oltp-1 0,1 (constante)
Up-1 Un-1
Logo, (u,) € uma progressdo geométrica de razao
0,1
1-01°F 2
= = == = _ p
282.5,=0,2x 1019 (1-0,17)
. .2 2 2
28.3. 1 =lim=(1-01==(1-0) ==
8.3. lim S, |m9( 0,17 9( 0) 9
Representa a soma dos termos de uma progres-
sdo geométrica de comprimento n, de primeiro
termo 0,2 e razao 0,1.
29,

291. ACB = BDC = 90°

Uma vez que AB é paralela a CD e BC é concor-
rente a ambas, entdo ABC = BCD.

Logo, os triangulos [ACB] e [BDC] tém dois an-
gulos correspondentes com as mesmas amplitu-
des, pelo que sdo tridngulos semelhantes.

A razéo de semelhanca entre estes dois triangu-

BC 1

losé —— ==
AB 2

29.2. Procedendo de forma semelhante & alinea ante-
rior, prova-se que, com a construcao de cada
segmento, se obtém um novo tridngulo seme-
lhante aos anteriores e cuja razao de semelhan-
ca em relacdo ao que lhe é imediatamente

anterior é 1
>

Assim, pode concluir-se que cada novo segmen-
to tem comprimento igual a metade do compri-
mento do segmento anterior.

Seja (u,) a sucessao dos comprimentos dos seg-
mentos da linha poligonal, onde n representa a
ordem de construcdo de cada segmento.

De acordo com a alinea anterior, u; =2 e

u,,+1=lun,Vne IN.

2
1
2t
Entdo, 2+l = —~—— = = oy seja, (u,) é uma
up, up 2

~ . -1
progressdo geométrica de razéo >

Assim, o comprimento da linha poligonal caso
esta tenha 8 segmentos é dado por:

(1>8

~ \2) 127

88—2>< 1_l _64
2

AS‘\ Expoente Dossié do Professor

1\n

1-())

72 =2x ﬁ =4
1

1
1 —= =
2 2

Representa o dobro do comprimento do primeiro

segmento de reta.

293.lim S, =lim | 2x

30.

30..a) Seja P(n): u, > 1.
Pl):u;>1 & 3>1
Logo, P(1) é uma proposicao verdadeira.
Hipotese: u, > 1
Tese: u,1>1
Demonstragao:
Como, por hipétese, u,>1 < 2u,-1>1
< Vw,-1>1
Logo, u,+1>1,Vn€&EIN.
b) Seja P(n): up, 41 < up.
PA):uy<u; & V2u;-1<u; & V5<3
Logo, P(1) é uma proposigao verdadeira.
Hipdtese: u, . < u,
Tese: Uy 9 <Upiq
Demonstragao:
Up+1< U & 2U,41<2U,
< 2up1-1<2u,-1
S \/2un+1—1 < \/2un—1
S Upr2<Un+1

Logo, u,.1<u, VY n€&€IN, ouseja, (u, é decres-
cente.

30.2. Das alineas anteriores resulta que (u,) é uma
sucessao mondtona e limitada, pelo que é con-
vergente.

Seja L =lim u,,.
Entdo, L = lim u, .1 =lim V2u,-1=V2L-1.
Ou seja:
L=V2L-1 e L?2=2L-1
o [2-20+1=0

o (L-1)2=0
< L-1=0
s L=1

3l

311. Pretende-se mostrar que existe um valor de u;
para o qual a sucessao € constante, ou seja, para
oqualu,,1-u,=0,VneIN.

2 1
Upi1=2u,+1 & un+1=§un+§
Entdo, up-u; =0 < Zu1+l—u1=0
3 3
1 1
& §—§u1=0 e u=1

39



312,

Suponha-se entdo, que u; = 1. Por indugao, de-
monstra-se que para este valor de u; se tem
Ups1-Up=0,V n€EIN.

Seja P(n):up41-u,=0

2 1
P(l):uz—u1=0<:»§u1+§—u1=0
2 1
—+--1=0
373
< 0=0

Logo, P(1) é uma proposicao verdadeira.
Hipdtese: u,, ;- u,=0

Tese: u,,9-U,.1=0

Demonstragao:
Unso—Unsr=[Ztper + =)= (2 up+ =) =
n+2 n+1 3 n+1 3 3 n 3
=222y L
3 n+1 3 3 n 3
2
_E(Un+l_un)
_2
—3><0

Logo, up+1-u, =0,V n € N, ou seja, se u; =1,
entdo a sucessdo é constante.

Sabemos que 3up, 41 =2u, + 1.

Entao:
up = 2
=2
273
=22
379
Como v, = u, - h, tem-se:
Vi= 2 -h
5
=—-h
Vo 3
13
=—-h
V3 9

Para que a sucessdo (v,) seja uma progressao

geomeétrica, ALESE tem de ser constante, para
n

gualquer valor de n, sendo n € IN, logo, em parti-
cular:

5

2h
Vo 3 5-3h
" 2-h 6-3h

(=1

13

1S
Vi 9 " _, |m-on_,
v 5 15-9h

3

o
{13 9h _5-3h
15-9h 6-3h

II

{13 9h)(6 - 3h) = (5-3h)(15-9h)
<:>{

27h?-93h + 78 =27h?>-90h + 75

5-3 2
_ k:— k=_
6- 3
& & &
3h=3 h=1 h=1
Falta apenas verificar que Yn:1 ¢ constante
VnelN: "
zu +l—1
Vn+1:Un+1—1: 3 n 3
Vn Un-1 3Un71
Sup—1)
Un-1
2
= VneN
3 n
Logo, h=1.

31.3. Da alinea anterior, vem que h=1e k= % onde k
representa a razao da progressdo geométrica
(vp). Além disso, vy =2-1=1.

Entao:

-1 -1
V=i Xkl o vn:1><<%)n N v,,=(%>n

Comov,=u,-h < u,=v,+h, entéo

=]
&~
w
\g!
S
>
I

n—l( ) _l+n§11:
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lim S, = lim _3(1 - <§)”> + p] _

=3x(1-0)+x=

= 400

lim S; = Lim 3(1— (%)p)} ~3x(1-0)=3

Tema IV - Funcdes Reais de Variavel Real

Paginas50a 59
1.

X2+ x+1
1 flx) = R

Di=[x€R:x+1%0}=R\[-1]

¥ +2x+1

x+1 0

‘fx)=0 &

o xX2+2x+1=0 A x+1=0
o k+1)2=0 A x=-1

< x=-1 A x=-1, que é uma condicdo
impossivel.

Logo, f ndo tem zeros.
_x2 2+l (x+1)2

flx) =x+1

x+1 x+1

Assim, f(x) >0 < x € ]-1, +[ e
flx) <0 & x €], -1].

:x2—2x+1
X2+5x+6

D= [xER:x2+5x+6%0}=R\[-3,-2]

12 h(x)

Calculo auxiliar

¥2+5y+6=0 & x= 5+ V25-24 ‘225_24
<:>x=—51'1
2

& x=-3vix=-2

2-%+1
 h(x) = X-ar-s
W=0 < x2+bx+6 0

& xX?-2%+1=0 A x> +5x+6=0
o (x-1)2=0 A x#-3 A x*-2
S x-1=0Ax#-3 A x%-2

o x=1

Logo, 1 é um zero de h.

AS‘\ Fxpoente”~ Dossié do Professor

x 0 -3 -2 1 00
xX2-2x+1 + + + + + 0 +
x2+5x+6 + O |- |0 |+ |+ +
h(x) + nd.| - [nd | + 0 +
Assim:

hix) >0 & x &€ ]-0, -3[uU]-2 1[ U]l +~[ e
hx) <0 & x€]-3,-2]

1 5

(x-2)2 x2-4

*Di=xER: (x-2)2%0 A x2-4=0}=R\{-2, 2}

13.i(x) =

L =0 o (x_lz)Q-xffo
x+2-5(x-2) _
=-2%x +2)

~4x+12
S w2x+2) O

& ~4x+12=0 A (x-2)2(x+2)=0
s x=3

Logo, 3 é um zero de .

B —o0 -2 2 3 +00
—4x +12 + + + + + 0 -
(x=2)2 + + + 0 + + +
x+2 - 0 + + + + +
i(x) - nd. | + 0 + 0 -
Assim:

i(x) <0 & x € ]-0,2[ U]3, +%9[
eilx) >0 & x€1-2,2[U]2 3]

_8-1 1 8+

x+1 x x-1

14. k(x)

*Dy=fx€Rix+1#0 A x#0 A x-1=0}=
=R\{-1,0 1}

x3—l+l_x3+l
x+1 x x-1
B-Dxx-1)+ (x-1)(x+1)- @3+ Lxx+1)
(x+Dx(x-1)
o “N4-x2 -1 -0
c+D)x(x-1)

& 4 -x2-1=0 A (x+1)x(x-1)=0
1+V1-8
—4

possivelem R.

*kix)=0 & =0

= =0

& x2= , que é uma equacgao im-

Logo, k ndo tem zeros.

4



X —o0 -1 0 1 +00
2xé—y2-1 _ _ _ _ _ _ _
x+1 - 0 + + + + +
2 - - - 0 + + +
x-1 - - - - - 0 +
k(x) + nd.| - |nd| + | nd -
Assim:

k(x)>0 & x € ]-0,-1[U]0,1[
ek(x)<0 & x€]-1,0[U]l, +f

2,

-3 .3 _
2.1.x+3—x_1<:>x+3 o1 0

¥ +3x-x-3-3
x-1
x2+2x-6
x-1
o x2+2x-6=0 A x-1%0
_ 2+ V4+24
B 2
2+2V7
= A
2
& x=-1-V7 vx=-1+V7
cs.={-1-Vv7,1+V7}

x-2 x+l:l x-2

-0

& x AxzE]L

x*1

x+1 1:

R R S B
o 26-2)2-x) +4(x+1) - (2-x) -0
4(2 -x)
o —2x2+13x—6=O
4(2-x)
o -2x2+13x-6=0 A 4(2-x)=0
_ -13+V169-48
S x= ” AXE2
1
= xZva—B)Ax:tZ
<:>x=%vx=6
_[1
C.S.—{TB}
3 2 3 2 _
2.3.x—x_2— 1(:>x x—2+1 0
3x—6-2x+x2-2x 0
x(x—-2)
x2-x-6 _
-2 °
& x2-x-6=0 A x(x-2)#0
_1+V1+24
@x—foi[J/\xiZ
42

1+£5
2
& x=3 v x=-2

Ax# O A x#2

& X =

CS.={-23]}
924 2 _l: X 2 1 x _
X242 x x+2 X2+2x x x+2
o 2—x—2—x2:0
X+ 2x
-x2-x
‘:);8+2x_O
x=x-1) _
© g O
o X1
x+2
& x-1=0Ax+2%0
< x=-1
C.S.={-1}
X X 3
2'5'x+5_x—2_x2+3x—10
x ox 3 -0
x+5 x-2 x2+3x-10
o x2-2x-x2-5x-3 -0
(x+5)(x-2)
-x-3
© wisn-2 °
& -Ix-3=0 A x+5)(x-2)=0
o x=-2
7

Calculo auxiliar

2+3r-10=0 & x= 2 ”29“*0
o 32T
2

3 10  _ «x
" x-1 x2+43x-4 x+4
3 10 x _
x-1 x2+3x-4 x+4
3x+12-10-x%+x
(c=1)(x+4)
Kb+

(c=1)(x+4)
© ?+4x+2=0 A (x-1)(x+4)%0

-4+V16+8
-2

26

=

=0

& x= AxEL AXxE-4
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_4+2VE
X= AX*FL Ax*-4 . o 3 1 2 3 40
o x=2-VB v x=2+V6 x+hx+3| 4+ 0| -0 |+ |+ |+ ]+
x2-5x+6| + +|+|+]+]0|-1]0
Calculo auxiliar ﬁfgx:g . ol lolslial 2 log .
) 3+V9+16 a
x+3x—4=0<:>x:f
CS.=[38-1u]23[
_-3%5
& x=—
x+1 1 x+1 1
e x=1vx=-4 3.4.2x+1<x+2<:>2x+1_x_2<0
X2 +x-2x-1-4x2-2x
cs.={2-V6,2+Ve] o <0
22 _
3. 3-8l g
x(2x+1])
_ -
3.1.x2_450<:>x 4>0 & x(2x+1)>0
Calculo auxiliar Calculos auxiliares
X2-4=0 & x=2 v x=-2 — =
—3x2—3x—1=04:>x=3i_7§_12,queéuma
equacgao impossivel em IR.
+ + R
g
2 0 2
C.S.=]-0,-2[U]2, +»[
x-1 _ _ _ 1
3.2._2x+12 x(2x+1)=0 & x=0 v x 2
X —00 l +o0
2 + +
x-1 - - - R
1 0 x
-2x+1 + 0 - '7\_—/
x-1
2c+1 . nd. |+ 1
CS =}—00,—E[u]0,+oo[
cs = L]
3.5.§— 2 <-1 3_2 +1<0
23 x2+4x+3<0 x x-2 X x-
T x2-Bx+6 3x-6-2x+x2-2x
<0
x(x-2)
Calculos auxiliares 2-x-6 <0
4 +\16 - xx=2) ~
x2+4x+3=0<:>x=w w=2)
o yo 42 Célculo auxiliar
2 2 _ _1+V1+24
o x=-3 vx=-1 x-x-6=0 © x= >
+\/ _
x2—5x+620@x=# 145
& x==
o x= 5§l & x=3vx=-2
x=3vx=2
43
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x —%© -2 0 2 3 +o0
xZ=b=l6 + o|-|-|-{-|-1|¢0 +
x(x-2) + + |+ |0 | -0+ ]|+ +
x2-x-6
—— | 4+ 0| - |nd| + |nd|-|0O +
-2 n n

CS.=[-2,0[U]2 3]
1 4 ! 4

>

2 >0
x+1 x‘+x

x+1 x2+x "

36.1-

¥ +x-x-4 >
K +x
24

X2+ x

>0

Calculos auxiliares
X2-4=0x=2vix=-2

X+x=0 @ xx+1)=0 & x=0 v x=-1

X —o0 -2 -1 0 2 +o0
X2-4 + o|-|-|-1]-|-1]60 +
x2+x + + |+ |0 -]0]|+]+ +

2_
xz 4 + 0| - |nd| + |nd| -0 +
xX“+tx

4,

41. Seja (x,) uma sucess3o tal que x, — 1.
x,—1
xp,+t1—>2
1 1

vl 2

1

1+
xpt1

N | w

1
1 —_— =
- +2

3 ouseia lim fi) =3
Logo, f(x,) —>§, ou seja, ianl fx) = 5

4.2. Seja (x,) uma sucessao tal que x, — +.
X, — +®
xXpt+1— +o

1 -
xp+t1

0

1

1
xp+1 -

1+

Logo, f(x,) — 1, ou seja, LiLn+w fix)=1.

4.3. Seja (x,) uma sucessao tal que x, — -1 e x, > -1,
VY neN.

xp —-1*

xp,+1—0"

—5 400
xp+1

1+

— +oo
xpt1

Logo, f(x,) — +, ou seja, lim71+ flx) = +oe,

5,
. .o 2n+1 . 3 \_ o
5.1.l|man—l|m—n+2—l|m(2 n+2>_2

Calculo auxiliar
2n+1 |n+2
-2n-4 2
-3

Logo, lim f(a,) = iigw} flx) = 2.

n+l lim<—1+ 3 ):—1+
n+2

5.2. lim b,-, =lim m =

Calculo auxiliar

-n+1 |n+2
n+2 -1
3

. =2 1N
5.3.l|mc,,—l|m—nJrl —L|m( 1 n+1>_ 1

Calculo auxiliar

-n-2 |n+1
n+l -1
-1

Logo, lim f(c,) = ii@_l_ flx) = 2.

54, lim d, = lim 221 — lim (-2+ 5 >:_2+
n+2

Calculo auxiliar

+2n+4 -2
5
Logo, lim f(d,,) = limﬁ2+ flx) =3
1
2. -n +;
.9, Li =i =1 =—
55. lim u, =lim 5 =tm 1+Z o
n

Logo, lim f(u,) = liLn% f(x) = —oo.
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1 1

n+= —
oo ooonm+l . n Lo x*2 o 3x+l
5.6. lim Vn= lim n+2 =lim 1+2 =+ 7.6.xl|£>n+oo 2 (E) xlILnJroo +4 B
n 3x+1 °
Logo, lim f(v,) =lim __f(x) =0 3.1
= lim =
X =+ 4
6. Y
| _3
6. lim f(x) =1 2
6.2 lim f(x)=0 - X242 1N o P42
mim (S o5 I aa
6.3. lim_ f(x) =—
x— 0 1+Z
64.lim [fx)]2=07=0 = lim 3=
X — -0
B5.lim_ Vflx)=V4=2 T
x— 2"
66.im -1 g -3
xX—>-®° X —0 3
BLUm flx) =+ 18.1m =20 x-2 _
Txoe x2-4 xowe (x—2)(x +2)
1.
=lim =
lm (3+x2+2) = lim [ 1+242)|= o x 42
Al (o) x— o0 xox0
=L=
=-0(1+0+0)= +oo
= —00 =0
1 2-4 —2)(x+2
+o 4= o xmh o =D+ 2)
19, lim 2+2%+1 — lim * X 7.9.)E|_>m_m [x-2] )EILn—w X +2
Txowe  x (f)x%*‘” 1+l
= X =lm [-x+2)] =
—+00
=T= =40
= 400
M0.lim (Vx-1-Vx+1)=
73.1; x2 +3x — 1 x2+3x x> oo
S 1)+ 1) 2y 222 o (Va-1-Va+ 1) (Va-1+Va+1)
(=) = lim =
3 (o) x — +o0 Vx-1+Vx+1
1+2
=lim —; = = lim xol-x-1
X — 2_? X — +oo '\/x_l+\/x+l
_1 -2
2 =lim =
=42 \/x—1+Vx+1
2+l -2
. 2x+1 . X ==
A lim ————=1lm ————m— = +o0
x>+ x> —4x+ 3 (E>x—>+°° x—4+§
w X =0
240 N
T 4w-4+0 -~ x2(1+é>
=0 Mlm 2L = tim - -
) x2-1-x2 ! <;)
15. lim ( —x) = lim ( )=
X — -0 (0 =) x = - X x| 1+i
. x2
_ =1 =
= lim —= LI 2x
XxX—>-° X
_a_
= - X 1+% )
:0 AL”IT*OG 2X -
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1
1+=
e NP
Rl 2 -
_ 1
2
) x+3
7.12.L|Ln+x ViZ+1+Va2+2
= Llim x+3 _
P\ x >+
g \/x2<l+;l + x2<l+x—22>
—lim x+3 _
[ (\/ 1 \/ 2) B
1+—= 1+=
Ix| Ttttz
= lim x+3 _
x — +o0
1 2)
x<\/l+x2+\/l+x2
l+§
= lim al =
X — +%
1 2
1+=+ /1+=
110
B 1
V1+V1
_1
2
8.
BLUm (2 +2c+1)=1+2+1=4
X —
82, lim A+l o (D)2
ol x+1 (%)x—)—l x+1
=lim_ (x+1)=0
X2+ x4+l 1
8.3.)9[?0*?_ o = +0o0
3 2
84 lim S T2 i (24204 1)=1
x—0 X (%))Ho
X3+ n-x-2 (x-1)(x?+3x+2)
83 lim, 21 R TESTEST
. x24+3x+2
=lim ————=
x—>1 x+1
_1+3+2 _
1+1
=3

Calculo auxiliar

1 2 -1 -2

x-1)(x2+x+1)
1 (x2-1)(x%2+1)

o8-1
im T g i

x-1)x2+x+1)

S G e e
lim ix+l
xo1 (x+1)(2+1)
S 1+1+1
Co2x2
_3
4
Calculo auxiliar
1 0 -1
1 ‘ 11
|1 1 1o

8.7. l|m )‘727_4 = l|m ()627_4 X LZ):
x—>2 =2 <%>x—)2 Vx=2 V-2
x=2)(x+2)Vx-2

=lim =

x—2 x—2
=lim2[(x+2) x-2]=
=0
. 1 1
8.8.£|Lno+ . (%)yinw Vs —F_+oc

. -3 . x-3
89.lm ——*X"° - |[jm —X"°
*=3 \Vx?2-5x+6 (%)x_”’ Vx-3)x-2)
=lim —X=% ”x_3=
=3 Vx-3Vx-2

. 1
=lim ———=
x—3 Vx-2
N
3-2
=1
Calculo auxiliar
x2-5x+6=0 & x= w
& x=2vix=3

Vi-x _

810. lim
x— 0" 2 (g) x— 0"

)CB—X

=lim

150 (8- x?) (Vi +x)

= lim Ao

=0 xz(x—l)(\/)_c+x)
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-1

I Ve
|
O+
= —00
811 X
2o Vx+1-Vx2+1
- lm (2 +x)(Vx+1+VxZ+1)
()wo (vx+1 Vs )(Var1+VaZel)
_ 2+x(\/x+l+\/ 241 )
= lim, x+1-x2-1

—lim x(x+l)( x+1+ x2+1):

x—0 x(1-x)
~lim e+ 1)(Vax+1+Va2+1)
= lim_ = -
_1x(1+1) _
1
=2
812. lim -1

— lm (x-1) (Vx-1+Vx2-1)

(0)x*1 Vx-1-Vx2-
(x-1)(Vx-1+Vx?-1)

=lim

x—=1 x-1-x2+1
. (x-1)(Vx-1+Vx?-1)
=lim =
x—=1" x(l—x)
Y Vx-1+Vx?-1
B xlipl+ X
1
=0

8.Como1 € Dy, lim1 f(x) existe se e so se
limr flx) = limli flx) = f(1).

clim ) = lim 2L _3
x—=1" X

x—=1"

. T x-1
lim f(x) =lim (—x 5™ k)

=0+k=
=k
Assim, Lim1 f(x) existe se e so se k= 3.
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H(Vx-1+Vx2-1)

10.

101.

10.2

1.

1.

Como lim0 g(x)

°g(1)=lirﬁnl+g( x) =lim lz

. T Vx+1-1 _
«lim gx)=lm ———— =
x—0 x—0 X
lim (Vx+1-1)(Vx+1+1) _
¥=0 x(Vx+1+1)
. x+1-1
=lim —F—7/— =
x—0 x(\/x+1+1)
i 1
= m - — =
+To Vx+1+1
_1
2

x=0.

A 1 _ 1
}ILnO’I( )_UmO x2-3x iILnO x-3 3
clim i) = lim XL Vo+1 1
x—0" x—0" \/)_C— \/0—3 3
0)=_1

i0)=-73

Uma vez que lim0+ i(x) = limoi i(x) =i(0) = -

conclui-se que i é continua em x = 0.

2
x—=1" kx k

. ,&'Lnl— g(x) :ilinl’ (2-x)=1

Para que a fungao g seja continua em IR:

g(1) = limr glx) = limlig(x) = 2. 1 k=2

k
Logo, k=2.
N2 lm i) =lim XLkl )
x—-1 x—-1 X -1
. yin-r i(x) =i|2’1_1+ (x-Kk=-1-k

Para que a funcao i seja continua em IR:

i-1)=lim_it)=lim i) & k-1=-1-k
& 2k=0
& k=0

Logo, k=0.

+ g(0), entdo g ndo é continua em

4




12 ‘lim_ gl =lm —*=1
. o, B o, x—1" x—1" x—-1
121. No intervalo ], O[ a fungéo é continua, pois é o
quociente entre duas fungdes continuas: uma, iy x-1)Vx-1
que € uma fung&o afim, e outra, que ¢é a diferenga LT fe-1Vx-1
entre uma funcdo constante e a raiz quadrada de
~ Q a i x-L)Vx-1
uma funcao afim. = l|m1+ — .1
No intervalo ]0, +oo[ a funcéo é continua, pois é ' *
uma funcgao racional. = limr Vx-1=
=0

clim_ fx)=lim ——— =
x—0 * x—0 2_\/4_x

Uma vez que lim_ g(x) # lim_ g(x), conclui-se
x — 1" x— 1

Y x(2+V4-x) _ ~ . . = ~ ,
=lim = que nao existe lim_ g(x) e, entao, g ndo é conti-
x50 (2-V4-x)(2+ V4 -x) ol
nuaemux=1.
=lim x (24 Vh-x) _ Logo, g é continua em IR \ {1].
x—=0 4-4+x
—lim x(2+V4-x) _ L
=0 X B+ limf(¥)=lim_(2x+1)=3=f()
=lm (2+V4-x)= * *
x—0 . . 1
«lim flx)=lim ==1
=4 x—1 x—=1"x
«lim_ f(x) =lim Ehl: 8 =lim (x+4)=4 Como lim_ f(x) = lim_ f(x), entdo f ndo é continua
x—0" x—0" X x—0" x—>1 x—1
emx=1
+(0)= 4
clim. gl =tim (22X} =0=4g(1)
Uma vez que i f(x) = lim_f(x) = f(0) = 4, con- R A PR )
clui-se que fé continuaem x=0. . lirﬁny glx) = “Lnr x+1)=2
Logo, f & continua em IR. Como limli glx) # limr g(x), entdo g ndo é conti-
X —> X —
12.2. No intervalo |-, 1[ a fungdo é continua, pois é o nuaemx =1,
quociente entre duas funcdes continuas: uma,
que é uma fungao afim, e outra, que é a diferenga x+1+ x-1 se x<1
entre uma fungdo afim e a raiz quadrada de uma B2 (f+9) x)= - =
funcao afim. l+x+1 se x>1
No intervalo ]1, +o[ a funcéo €é continua, pois é o o
quociente entre duas fungdes continuas: uma, 2%2-2x -3
que é uma funcao afim, e outra, que é a raiz qua- =2 se x<1
drada de uma fung&o afim. ) 21
—sex>1
- lim_g(x) =lim_ S ’ 22-2x-3
x> 1 D V2 «lim (f+9)x) =lim ———=
x— 1 x—1 x-2
=|.im7 (x—l)x+\/)_c) — :2_2_3_
T (= Vi) e+ Vi) 1-2
i, =D V) =3=(f+9)1
x—1 xz -X 24t 1
. Y X +x _
i VR tim,.(f+g)tx) =lim, ==
x—>1 x(x—l) 1+1+1
=lim  XEVX Vi !
X —> X — 3
=2

Como (f +g)(1) = im_(f+g)(x) = lim_ (f+ g)(x)

entdo f+ g é continua em x = 1.
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.

U1 lim ) =-
W2l i) =-
u3.im ®_g

X—>-% X
WA UM flx) =+
145. lim fo) _2-1 _ 1

x—+e x  1-0

14.6. “an (fx)-1) =1

1.
Bl fix) =

x2+2
3x+2

D=[xEIR:3x+2¢O}:|R\[_§}

Assintotas verticais

22
. B x2+2 9
&'T_g* flo) = L_A Z+2 0

Logo, a reta de equagao x = —% € uma assintota
vertical ao grafico de f.

Nao ha outras assintotas verticais, uma vez que
f é continuaem R\ —% , por se tratar de uma

funcao irracional com este dominio.

Assintotas nao verticais

m = lim ) _
x>+ X
x2+2
_ 3x+2 _
x =+ X
_ x?+2
X — 4% 3x2+2x
1+£
. xz
=lim 5 =
x — +oo 34+%
X
_1
3
cb=Llim (flx)-mx) =
X — 4
=lim 2 1
_x—>+oo< x+2 3 )
m 6-2x
S x>t Ox+6
5.,
=lm = =
X — 4o 9+§
X
__2
9

ASD\ Expoente Dossié do Professor

15.2. f(x) =

=lim —=
x—>-0 X
242
_ 3x+2
=lim ===
_ P2+2
x—>w3x2+2x
1+£2
. X
=lim 7 =
X ——» 342
X
_1
3
b=Llim (f(x)—mx)
x——»
[ + j—
(573"
_ 6-2x _
x——=0 9x+ 6
5
=lim
X 9+§
X
__2
9

~ 1 2, ,
Logo, a reta de equagao y = 3 X ) € uma assin-

tota obliqua ao gréfico de f.

x2-5x+6
e

D={x €R:x2-9=0}=IR\{-3, 3}

Assintotas verticais

*lm  flx)=lim ¥-5x+6_30_
x—-3" x—-3" x2—9 0~
Logo, a reta de equacdo x = -3 é uma assintota
vertical ao grafico de f.

. llm f( )= ym? XZ;ZE’%QJ’G:
i X=3)x-2)
M (o3)+3)
=lim x=2 =
x—3 x+3
1
)

Logo, a reta de equacdo x = 3 ndo é uma assin-
tota vertical ao gréfico de f.

Nao ha outras assintotas verticais, uma vez que
f € continua em IR\ {-3, 3}, por se tratar de uma
funcao irracional com este dominio.
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Assintotas horizontais

2_
ﬁ@mﬂ”:ﬂlmxg?gBZ
1_§+£
. x x?
=lim =
X — 400 1_2
2
=1
x2-5x+6

1—§+£2
=lim X X =
X — - l_ﬂ
+2
=1

Logo, a reta de equacdo y = 1 é uma assintota
horizontal ao grafico de f.

x+1
X2+ 3x+2

D={x€R:x2+3x+2=0}=R\{-2,-1}

15.3. f(x) =

Calculo auxiliar
-3+V9-8

” S x=-2v x=-1

2+3x+2=0 & x=

Assintotas verticais

_ ¥+l -7
ian_ fle) = )EITZ 2+3%+2 0 -
Logo, a reta de equagdo x = -2 é uma assintota

vertical ao gréfico de f.
x3+1

ilinf flx) = x—> x4 3+ 2

x+1)2-x+1)

AU o YR
, xX2-x+1

=lim ———=
x—-1" x+2

3

Calculo auxiliar

Logo, a reta de equagdo x = -1 ndo é uma assin-
tota vertical ao grafico de f.

Nao ha outras assintotas verticais, uma vez que
f é continua em R \ {-2, -1}, por se tratar de
uma funcdo irracional com este dominio.

50

Assintotas nao verticais

*m=Llim fod _
XxX—>+° X
x+1
. x2+3x+2
=lim ———— =
X — +%0 X
i $+1 _
x4+ 302+ 20
1
1+=
“im — P
x>+ 1+§+%
X
=1

sb=Llim (flx)—mx)=

X -+

=lim
X — +%0

x+1 _
2+3x+2 )‘

[Fa
im (x —x+1 )=

X =+ x+2
—lim 1- 3x:
x40 x+2
13
=lim = 5
X =+ 1+2
X
=-3
*m=Llim fo)
xX—>-» X
xX3+1
. x2+3x+2
=lim =
X ——» X
—lim x+1
B3 2
1
1+=
=lim X =
X =~ 1+§+%
X X
=1

—lim B+l o\
_xla—oo<x2+3x+2 x)_

. x2-x+1 )
=lim -x|=
x— = x+2
—lim 23
x—=-» x+ 2
1.3
=lim —= 5
X — - 1+2
X
=-3

Logo, a reta de equagdo y = x — 3 é uma assintota
obligua ao gréfico de f.
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B4, flx) = ﬁ

D={x€R:x20 A Vx-3%0}=[0,9[U]9, +o[

Assintotas verticais

fm i =lim, o g

Logo, a reta de equagdo x = 9 é uma assintota
vertical ao grafico de f.

N&o ha outras assintotas verticais, uma vez que
f é continua em [0, 9] U ]9, +o[, por se tratar do
guociente de duas fungdes continuas.

Assintotas nao verticais

*m=Llim _f(x)=
xX—>+° X
1

, Vx-3
=lim =
X = +® X
~ lim 1.
= y(Va-3)
-1

—+o0
=0

=lim 1 =
xowm \/x-3
1

—+00
=0

Logo, a reta de equacdo y = 0 é uma assintota
horizontal ao grafico de f.

155. f(x) = 2‘2:1'

D={x €R:x2-x=0}=R\{0, 1}

Assintotas verticais

U, 9 =tim, ==
—lim -x+1 _
x>0 x2-x
_1
o
S

Logo, a reta de equacdo x = 0 é uma assintota
vertical ao gréfico de f.

ASD\ Expoente Dossié do Professor

m x-1
x=>1 x(x—1)

. 1
=lim —=
x—1" x

=1

Logo, a reta de equagdo x = 1 ndo é uma assinto-
ta vertical ao gréfico de f.

N3Zo ha outras assintotas verticais, uma vez que f
é continua em IR\ {0, 1}, por se tratar do quocien-
te de duas funcdes continuas.

Assintotas nao verticais

*m=Llim M=
x—+x X

[x -1l

]



=lim = Logo, a reta de equagéo y = 0 é uma assintota

o= xx—1) horizontal ao gréfico de f.
. -1 -1
=lim —=—
xX—>-° X —0 16
=0

16.1. a) Por exemplo [0, 2], uma vez que

Logo, a reta de equagdo y = 0 é uma assintota
f(2)-f0)=2-0=2.

horizontal ao grafico de f.

b) Por exemplo [3, 4], uma vez que
156. f(x) = xgxi__f fl)-f3) _0-2 _
4-3 1 '

D={xER:x-220 A x2-4#0}=]2, +
{x x A X 1=1 [ ¢) Por exemplo [-2, 2], uma vez que

Assintotas verticais fQ-f-2) 2-2

- 2-(-2 4
lm_ f(x) =lim Vx-2 -2
x—=2" x—=2"

=0.

x?—4 d) Por exemplo [0, 2], uma vez que
-2
= lim % = f(2)-f(0) _2-0 _
52 (x-2)(x+2) Vx-2 o ~ 2 b
' 1 16.2.a) f(6) - f(-2) =3-2=1
=lim —— = = B _
x52 (x+2)Vx-2 b tmv. g, 4 = fly-f2) _0-2 _ 4
' 4-2 2
1
=== _f6)-f(0) _3-0_1
o t.m.v.[U, 6] = 6-0 6 )
= 400
Logo, a reta de equacdo x = 2 é uma assintota 1

vertical ao gréfico de f.
Nao ha outras assintotas verticais, uma vez que f 171 Como f(1) = 2, entdo uma equagéo reduzida da

é continua em ]2, +[ por se tratar do quociente reta tangente ao grafico da funcdo f no ponto de
entre duas fung@es continuas. abcissa 1 é da forma y = 2x + b.
i . o O ponto de coordenadas (1, 1) pertence a esta
Assintotas nao verticais reta, logo:
m=lim 1€ _ 1=2x1+b & b=-1
rormx Assim, a equacdo pedida é y = 2x - 1.
x-2
! 2—4 17.2. O declive da reta t é 3. Logo, o declive de uma
X e X reta perpendicularaté —% .
=lim _Vx-2 _ 1
xoe x(x? - 4) Assim, a equacdo pedida é da formay=—§x+b.
j— H x_ j—
‘)E'an -2 +2Vx-2 O ponto de intersegao do grafico de t com o grafi-
1 co de f é o ponto de tangéncia cuja abcissa é 2.
=£iLn+x —x(x N 2)\/)3 = A ordenada deste ponto é y=3x2-1=5.
1 Assim, o ponto de coordenadas (2, 5) pertence a
=—= reta pretendida, logo:
" 1 2 17
— = - — 2 —+ = + — g
=0 5 3 x2+b & b=5 3 < b 3
: baUguw (Flx) = mx) = A equacdo pedida ey——%x+13—7
Y x-2 _ ) 1+h 1 ,
- )E'Tm 2—4 173.a) HTO M =f1)=2
. x-2 : [f(x)]z— [f(1)]?
=im e V-2 T bl lim ===
i —— = lim, fx) ’;(1) xlim [f(x) + f(1)] =
xote  (x+2)Vx-2 TE X
-0 =f(1)x2f(1)=2x2x1=4%
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2
. x2— 4 . x=2 .
N0, Fe—2) e Fea—fia) "
1 _
—m)((2+2)—
_4
-3
1,
R
R
~jm =220
x—>1 x-1
- ox=1)
_ilinl x—1
=lim x=1
x—1

=lim =
x—0 X
—i x3— 2x% + 3x
x—0 X
2 _
—lim x(xf=2x+3) _
x—0 X
=lim (x2-2x+3)=3

X xX—
x+l_(_3)
. x-3
=lim ——— =
x—2 x—-2
x+1+3(x-3)
. x-3
i&@z x=2 B
4x-8
_r x-3
_xIL)nZ x—2 -
. 4(x-2
:l =
02 (= 2)x-3)
=x|-”;nZ x—-3 -
=-4

84, /(1) = tim 1011 _

x—>-1  x+1

o V2-x-V3

=lim —————= =

x—-1 x+1
2-x-3

=im o G r)(V2—x+V3) T

—-x-1

=im i) (V2-x+V3) T
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=i

X

1.

1
M, V2—x+V3 ~

BLx)=(2+2x-3) =2x+2

821 = [% (- 28 + sx)]' -

1

25(4x3—6x2+6)=

=2x3-3x2+3

_1
3
=x

184, f'(x

=
2(x
2(x
19.5. f'(x

I
4(-
4(-

196. f'(x) = [(x

3

193.F(x) = (M) -

= (3x?-3) =

2-1

(x?+3x)?]" =
24 3x)(x2+ 3x)' =
2+ 3x)(2x + 3)

23 +x+1)4' =
23 +x+ 13234+ x +1)' =
-2x3 +x+1)3(-6x2 + 1)

24 %) (x*-x3+2)] =

= (2 + 2 (x4 ~x3+ 2) + (P + ) (x* - X3+ 2)' =
= (20 + 2)(x* = x3 + 2) + (x2 + 2x)(4x3 - 3x2) =
=25 -3+ 4x+ 4+ 4x5 +5x4 - 6x3 =
=6x°+5x*-8x3+4x+ 4

197.f(x) = [(x + 3)3(2x - 5)]' =
=[x +3)°'(2x-5) + (x+ 3)3(2r - 5)' =

=3(x+3)%(2x-5)+(x+3)°x2=

+3)2[3(2x-5) + 2(x + 3)] =

= (x

=(x+3)%6x-15+2x +6) =
= (x+3)%(8x-9)

198. £(x) = [(x2 = 5x + 6)2(x = 3)7] =
=[(x2-5x+6)?]'(x-3)3+
+ (x2-5x+6)2[x-3)%]' =
=2(x2-5x+6)(x2-5x+6)'(x-3)3 +
£ (2=5x+6)23(x-3)2 =
=2(x2-5x+6)(2x-5)(x-3)3 +

)

+ (x> -5x +6)23(x - 3)?=

= (¥~ 5x + B)(x - 3)2 [2(x - 3)(2x— 5) +
+3(x?-5x+6)] =
= (x2 - 5x + 6)(x — 3)%(4x2 - 22x + 30 +

+

=(x2—

3x2-15x+18) =
5x + 6)(x — 3)2(7x% — 37x + 48)

93




I 193, f (x) = <%> - 198.F(x) = (Vx+1) =

) e+3) - (-1 +3) _ =[(x+1)2] =
(x+3)? . 1
_x+3-x+1_ =§(X+1)_7=
S w+32
4 o1
=(x+3)2 T 2Vx+1
1810, f/(x) = [xz(‘ =) : 4 ] _ 8. F (0 = 2V r 271 =
o
:(ﬂ—3x+4wx—aijﬁﬁ3x+@ux—uﬂ': - Pu+zﬂ—h7'=
(2x-3)(x-1)2- (> 3x+4)2x-1) _ =2><%((x+2)2—1)‘% (x+2)2-1)=
- (c-1)% -
1
_ D231 2= B 4] _ T Viegpol <AAS
(x-1)
2x2-5x+3-2x2+5x-8 :&
- (x-1)3 - ber27-1
x-5

[c+13'(63-1) - (x+1)3(3-1)" -
(r*-1)2 -

3(x + 1)2(x3 - 1) — (x + 1)33x2 B 1

(-1 - 2

Br+2\72 (Br+2) _
2-3 2x—3>

3+ 1)2[x3 -1~ (x + 1)x?]

(-1)2 - _1 -3
2V 3x+2
= 3(x+1)2(x3'1;x3'x2) = (3x+2)'(2x = 3) - (3x + 2)(2x - 3)’
o -1) (2x-3)2
= 3(“122(_112”2) = 1 [2-3 3(x-3)-2(3x+2)
w1 T2\ 342 (2x-3)2 -
. SB(x+1)2(x%+1)
- (x3-1)2 B _1 [2%x-3 6x-9-6x-4 _
T2V 3%+2 (-3
[ x+2N\? ]
1912f(x>_[<2x'21>]_2 T3V s
=9 X+ X+ _
2y -
o x42) (c+2'(2x-1)-(x+2)(2x-1) 19_15_,«'():( -
_2(2x—1) 2x-1)? - YT\ 2045
:2<x+2)2x—1—2(x+2): [(x+4)%]'(2x+5)—vx+4(2x+5)'
-1 (2x— 1)2 = (2x + 5)2 =
2+ 2)(x-1-2x-4) 1 1
- (2x-1)3 - S+ 4)2 (2x+5) - 2Vx+4
_ 10k +2) - P _
(@517 245
C Dees VY
- (2x+5)?

L.} AS‘\ Expoente”« Dossié do Professor



2+ 5 4(x + 4)

2Vx + 4(2x + 5)2

-2x-11

2Vx + 4(2x + 5)2

1

(D7) @12+ VAT L1 =

=%(x+l)f%(2x—l)2+Vx+1><2(2x—l)><
X2=
_1)2
=(22xxﬁl)l+4(2x—l) Vx+1=
(-1 +8(2x+ 1) +1)
- 2Vx+1 -
B (2x-1)[(2x-1) + 8(x + 1)] B
a 2Vx+1 B
B (2x-1)(10x +7)
B 2Vx+1

20.

200.a) (fo g)(1) = (flg(1) = f(4) = 24
b) (g ° /)(1) = (g(f(1)) = g(3) = 10
¢ (fog) ) =(f'(g)xg'(1) =

Calculos auxiliares

g'lx)=@Bx+1)'=3

F)= (2 + 29 =2 +2

d(gef)'@)=g'(fQ)xfQ) =
=g xf'(1)=

=3x
=12

4:

20.2.a) (fo 9)'(x) = f'(gx)) x g'(x) =
=fBx+1)xg'x)=

AS‘\ Expoente”« Dossié do Professor

=[2(3x+1)+2]x3=
=18x+12

bl (g & 1)) = /() x F'() =
=g/(? + 20 x ') =

=3x (2x+2) =
=6x+6
2.
. . 1
21 - lim gx) =lim ==1
x—>1 x—>1 x
. (3 1\
L'E‘rg(x)‘i'i“r(z x2+l)_1
1
. 1 :—:1
9ld)=7

Como limli glx) = limr g(x) = g(1), entdo g é conti-
x— x—

nuaemx=1.

22, g/(1) = lim 9 90)

x— x—-1
1,

=lim — =
x—>1 x—-1
x—1 x(x—]_)
=lim i:
x—>1 x
=-1

3__1 _
i 2 x2+1 a
_xILnl* x—-1 a
—lim 3(x2+1)-2-2(x2+1)
o1 262+ 1)(x-1)
— i x2-1 _

T 22 Da-1)
-Dx+1) _

g TR T
—lim x+1 _
a1 2062 +1)
1
2

Como g'(17) # g'(1*), entdo nao existe g'(1), ou
seja, g ndo é diferencidvel em x= 1.

1
—? se x<1
N3.9x) =

W se x>1

-3

R S
2 x2+1 (x2+1)2




221. f(x

23. flx) =

)=-x2+3x+1
fl)=-1+3+1=3
flx)=(=x2+3x+1)=-2x+3
Fl)=—2+3=1

Assim, a equacédo pedida é da forma y =x + b.
Como (1, 3) é o ponto de tangéncia:

3=1+b < b=2

Logo, a equagdo pedida é y =x + 2.

x+3
2x-1
_h4
fl)="1=4
oy [ x+3\  x-1-(x+3)x2
I )_(Zx—l) - (2x-1)2 C(2x-1)2
r==r=-7

Assim, a equagao pedida é da forma y = -7x + b.

Como (1, 4) é o ponto de tangéncia:
4=-Tx1+b o b=11
Logo, a equagao pedida é y =-7x + 11.

22.3. f(x) = (2x3 - 3x)?

fll)=(2-3)?2=1
f'(x) = ((2x3 - 3x)?2)" = 2(2x3 - 3x)(6x% - 3)
f(1)=2x(-1)x3=-6

Assim, a equacgao pedida é da forma y = —6x + b.

Como (1, 1) é o ponto de tangéncia:
1=-6x1+b & b=7
Logo, a equagdo pedida é y =—6x + 7.

24. f(x) = Vx2+ 3x

fl)=V1+3=2

. 2x+3
)= (Vi3 = 0
.5 5
FO="V173 =%

Assim, a equacao pedida é da forma y = %x +b.

Como (1, 2) é o ponto de tangéncia:

2=%><1+b = bz%

Logo, a equagao pedida é y = %x + —3—.

7
2x
x-1
e
B1.a) f-1) = % -1
Fry=2--2

Assim, a equagao pedida é da forma y = —%x +b.

Como (-1, 1) é o ponto de tangéncia:

1=-Zx () +b & b=

Logo, a equagao pedida é y = —%x + %

b) f(0)=0

f'(0)=-2

Assim, a equacao pedida é da forma y = -2x + b.
Como (0, 0) é o ponto de tangéncia:
0=-2x0+b & b=0

Logo, a equagao pedida é y = —2x.

_4_4

224l (-2) - 5 =%
. =2
P =3

Assim, a equacdo da reta tangente ao grafico
da funcéo f no ponto de abcissa -2 é da forma

y=—%x+b.

Como <—2, —g—) € 0 ponto de tangéncia:

3" 9><(2)+b<:>b 9

Logo, a equacao referida é y = —%x + %

4x+9y=1 o YP=-bx+1 & y=——g—x+%
Assim, a abcissa do ponto de intersegao das
duas retas é dada por:
2 8 4 1
+ X

A ordenada do ponto de intersegao das duas
retas é:

Logo, as coordenadas do ponto de intersecao
da reta tangente ao gréfico da funcao f no
ponto de abcissa -2 com a reta de equacéao

4x+9y=1séo<—%,19—5) .

b) O declive da reta tangente ao gréfico de f a que

se refere o enunciado é m =tg 135°=-1.
W =-1 < -
f'ix) S wl1e

e (x-1)2=2

-1
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& x-1=V2 v x-1=-V2
o x=1+V2 v x=1-V2
1+\/_

f1+V2) = = =2+V2
f1-V2) = 1_\}[ —2-\2

Assim, as coordenadas dos pontos de tangéncia
das retas tangentes ao grafico de f com inclinagdo

1359580 (L+V2,2+V2) e (1-V2,2-V2).

_2 B l
(3 12 2
Entdo, a inclinagdo da reta tangente ao grafico de

f no ponto de abcissa 3 é tg? 1 =~ 153,4°,
2

83.1'(3) =

24,
24).d0)=-49x0+196x0+78=78

No instante em que foi langado, o homem-bala
estava a uma altura de 7,8 metros.

U2.dt)=15 < 4912 +196t+78=15
o —49t2+19,6t+6,3=0
-19,6 + V19,62 - 4 x (-4,9) x 6,3
2 x (-4,9)

S t=

Entdo, t=-0,3 ou t = 4,3.
0 homem-bala esteve no ar, aproximadamente,
4,3 segundos.
23.0'(t)=-9,8t+19,6
d(t)=0 < -98t+196=0 & t=2

t 0 2 4,3
Sinal de d’ + 0 -
Variagao de d 2 |Max.| N

d2)=-49x4+196x2+78=274

A altura maxima atingida pelo homem-bala foi
27,4 metros.

244. A velocidade média nos primeiros dois segundos
é dada por:
d2)-d(0) 274-78
-0 2

=9,8m/s

5. J'(t) =-9,8t+19,6
d'(0,5)=-98x0,5+19,6 =14,7
No instante em que tinham decorridos 0,5 se-
gundos desde o inicio do langamento, a velocida-
de do homem-bala era 14,7 m/s.
246.0'(3)=-9,8x3+196=-9,8

A velocidade do homem-bala no instante t = 3
erade-9,8 m/s.

ASD\ Expoente Dossié do Professor

25.
25 f(x) =-2x3+3x2+12x + 6
Di=R
f(x) =-6x2+ 6x + 12
fix)=0 & -6x2+6x+12=0
o x2-x-2=0
1+V1+8
& x=—"-"—-""
2
S x=2vix=-1
X —0 -1 2 400
Sinal de f’ - 0 + 0 -

Variagao de f Y Min.| ~ |Méx. N
f-k1)=2+3-12+6=-1
f(2)=-16+12+24+6=26
f é estritamente decrescente em |-, -1] e em
[2, +oo[ e é estritamente crescente em [-1, 2];
tem um maximo relativo 26 em x = 2 e tem um
minimo relativo -1 em x = -1.

25.2. f(x) = 2(x - 1)(x - 2)?
sz |R
flx)=2[(x-2)2+ (x-1)2(x-2)] =
=2x-2)x-2+2x-2) =
=2(x-2)(3x - 4)
fx)=0 & 2(x-2)(3x-4)=0
& x-2=0v 3x-4=0
&S x=2 v x= 3
B9 —o0 % 2 +0o0
Sinal de f’ + 0 - 0 +
Variagao de f Ve Méx.| ~ [Min. 2
4\ 1 4 _ 8
f(3> 2x 3 9 27
f2)=2x1x0=0
f é estritamente crescente em ]—oo %] eem [2, +oo]
e é estritamente decrescente em [% 2}; tem um
.. , 8 4 .
maximo relativo — em x = — e tem um minimo
27 3
relativo O em x = 2.
(x-1)?
2.3. f(x) = 1oy

orn)

vy 20=1)(1-20) - (x=1)2(-2)
Fel= (1-2x)?

51



200-1)(1-2x+x-1)

(1-2x)?
_—2x(x - 1)
(1 - )
. “2x(x - 1) _
f)=0 < T-nr =0

S x=0vx=1

1
X — 0 5 1 +
Sinal de f' - 0 + [ nd | + 0 -
Variagao de f N Min.| » | nd. | ~ [Maéx. N
f0) =1
f1)=0

f é estritamente decrescente em ]-», 0] e em

[1, +co[ e é estritamente crescente em [O, %[ e

2
tem um maximo relativo 0 em x = 1.

em ]l, l]; tem um minimo relativo Lemx=0e

2-1
54 flo) = 5
Dr=R\ {1}
o 23 -1) - (2 -1)3x?
f(x>_ x3_1)2 -

A -D)?+x+1) -3 -1)(x + 1)
- (x-1)%(x? +x +1)?
Cx(-D[26% +x+1) - 3x(x + 1)]
- (x—1)2(x2 +x +1)2

x(2x2 + 2x + 2 - 3x2 - 3x)

(x—1)(x2+x +1)?

o x(=x?-x+2)
T =D +x+1)2
_ X+ 2)x-1)
(x-1)x2+x+1)2
—x(x + 2)
(?+x+1)?

—x(x+2)

f(x)=0 mZOC}x:OVx:—Z
X —00 -2 0 1 +0o0
Sinal de f’ - 0 + 0 - | nd. -

Variagao de f N Min.| » [Méx.| ™~ | nd. N

4-1 _ 3 1

FA=—g-7= 973

f0)=1

f é estritamente decrescente em ]—, -2], em [0, 1]
e em |1, +[ e é estritamente crescente em [-2, 0];

. . 1
tem um minimo relativo - § emx=-2 e temum

maximo relativo 1 em x = 0.

_ xXP-4x+4
25.5. f(x) = T30
Dy=R\{-2,-1}

Calculo auxiliar

X+3x+2=0 & x= _3i29_8 S x=-2vx=-1
f,()_(2x—4)(x2+3x+2)—(x2—4x+4)(2x+3)_
Y (X2 + 3x + 2)2 B
23+ % -8x-8-23+5x2 +4x-12
B (x2+3x+2)2 a
:7x2—4x—20
(?+3x+2)?

vy 7x2— 4x-20

=0 & o 32

& Tx2-4x-20=0 A x#-2 A x%-1
_ 4+V16+560

& x= AXxE-2 Ax*-1

14

_ __10

&S x=2 VvV Xx= -

x —o0 -2 7$ -1 2 +00

Sinal de f’ + |nd| +| 0] - |nd| -1]0 -

Calculos auxiliares

1 0 0 -1

-1 1 1 1
11 1 (o
1+V1-4

¥+x+1=0 & x= , que é uma equacao

impossivel em RR.
Logo,x®-1=(x-1)(x2+x +1).

1+V1+8

) o x=-2vx=1

x2-x+2=0 & x=

Logo, x2—x+2=~(x+2)(x-1).

Variagdodef | ~ |nd.| ~ [Méx| ™ [nd. |~ |Min| &

58

7
e em [2, +[ e é estritamente decrescente em

f é estritamente crescente em ], 2], em ]—2, - E]

[— 17—0 —1[ e em ]-1, 2]; tem um minimo relativo O
em x = 2 e tem um maéaximo relativo -48 em
_10

=

X =
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256. flx) = V2x -1

2 B 1
Vox-1

f'(x)>0.VxE[%,+oc[

Logo, f é estritamente crescente em todo o seu

dominio e tem um minimo absoluto O em x =% .

%1, flx) = ()3‘:5)3

D;=R\ (3}

v ofX=2\23-x+x-2  3(x—2)?
fe = (3—x) 3=  (3-x?

f'x) >0,V x € R\ {3}
Logo, f é estritamente crescente em todo o seu
dominio e ndo tem extremos relativos.

1
258. f(x) = RV

Df:[0,+00[

1

L Ve 1
FO="rv22 = 2(Var 22V
f'(x) <0,V x € [0, +oo[

Logo, f é estritamente decrescente em todo o seu

. . 1
dominio e tem um maximo absoluto ) emx=0.

26.
26.1. A funcao f é descontinua em x = 3.

26.2. A funcdo f € continua mas néo é diferencidvel
emx=-2eemx=06.

263.f'(x) 20 & x € ]2, -2[ U0, 3[U]3,5] U6, +=[
264. f(x) xf'(x) <0 & x €], -3[U]-2,0[U]5, 6]

x —© |-3 -2 0 3 5 6| +

f(x) - O+ |+ |+ |0+ |+ |+]|+]|+]+] +

f'(x) + |+|+nd|-|0|+nd|+|0|-|nd| O

fe)xf'x)) - |0O|+nd|-|{0O|+|nd|+|0|-|nd| O
21.
7.D,=R\|-<

=P
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Uma vez que o ponto de coordenadas (O, %) per-
tence ao gréfico de f, tem-se que:

111 -
f(O)—3<:>c 3@0 3

Como a reta de equagdo x = -3 € uma assintota
vertical ao gréfico de f, entdo:

3
-—=-3 & b=1

b
Como a reta de equagdo y = 2 é uma assintota
horizontal ao grafico de f, entdo:
a

IZZ & a=2

21.2. O gréfico da fungdo g pode ser obtido do grafico
de f através de uma translacdo segundo o vetor
(-1, -2). Assim, as assintotas ao grafico de g sao
asretas de equagdesx=-3-1 © x=-4e
y=2-2 < y=0.

. . 3n-2 . 1
213.a) lim a,, = lim . lim (—3 . n) -3

Calculo auxiliar

3n-2 |-n+1
-3n+3 -3
1
Assim, lim f(a,) = lim _ f{x) =+,
x—-3
2
9 9 n+;
b) tim b, = lim 2% = lim = +o0
n-1 1-1
n

Assim, lim f(b,) =lim  f(x) = 2.

X —> +oo

214.a) Como a fungéo f é continua em todo o seu
dominio, entdo:

lim f(x) = f(0) =

x—0

W=

b) Uma vez que a reta de equagio y = 2 é uma
assintota ao grafico de f quando x tende para
-0, entao:

im 1 g

x—>-® X

28. Como a reta de equacdo y = 2x + 3 é uma assinto-
ta ao gréfico de f, tem-se que:

lim M=2elim

xX— -+ X X — +%©

(flx) -2x) =3



e
m=tim S
T
0 T
. 1
=i Ty T
1 X
2
b=yghx(gwy—%x>=
i (21
_xILn+oo<f(x) zx)_
o 2x? - xf(x)
_i@m A
_1 l x(2x = f(x))
2 x—+w f(x)
_1l o x o
=2 T xlim_(flx) = 2v)
1 1 o
= 2x2x3—
__3
4

Logo, uma equacgdo da assintota ndo vertical ao

graficodegéy= lx—é
27 4

29,
291. D;=R\ {1}
Assintotas verticais

2-1_ 2

Pl ) =lmy T = g

Logo, a reta de equacdo x = 1 é uma assintota
vertical ao gréfico de f.

Nao ha outras assintotas verticais ao grafico de
f, uma vez que f é continua em R \ {1}, por se
tratar do quociente de duas fungdes continuas

em R\ {1}.

Assintotas nao verticais

*m=Llim o) _
x—>te X
-1
_1)2
S
X —> o X
= lim L.
xo 4o xS -2+ x
2 1
2 X8
=lim — =0
x = +00 1_Z+i
x ¥
60

°b =£iin+x flx) =
=lim L=
xoto x2—X+1
2_1
2
= lim a =0
X =+ 1__+i
x X2
m=Llim M:
x—>-° X
-1
12
=lim =
X —-® X
=lim 1.
x>0 x3 =22+ x
2 1
2
=lim 2 2 g
X ——® _z+i
x X2
b=lim f(x)=
X — -
=lim Z-1
x—>focx2—2x+1
2. 1
=lim xzﬁl =0
1-=+=
x X2

Logo, a reta de equacdo y = 0 é uma assintota
horizontal ao gréfico de f.

_ 2x-1
292 f(x)=0 w-12 =0

o 2x-1=0 A (x-1)2=0
o x=1
2

2x—1)2— (2x-1)2(x- 1)

(x=1)%
_2x-1)-(x-1)2 _
(x-1)3
_ 2x-2-(4x-2) _
(x-1)3
o x-2-4x+2
(x-1)3
_ X
(x-1p
1
Ix=
1 2
)y
5"
z7)
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Entdo, a inclinacdo da reta tangente ao grafico
de f no ponto de intersegao deste com o eixo das
abcissas é tg! (8) = 82,9°.

1 % -1 1
> >
MAf) 227 o Tne2e

2-1 1
B JEEE S
© o 2o
2-1-2(-12-(-1)
(x-1)? B
x—-1-22+4x-2-x+1 >0
(x-1)? -
—2x2+5x—220
(x-1)2
2x-2) <x—l)
2) .4
SN 1) >

Calculo auxiliar

-5+V25-16

22+5x-2=0 & x= ")

=9y x==
= X A\ 9

Iy A\ T

(x-1)2>0,Vx € R\{1} logo:

e—) [x-L
il

(:)xe[%,l[u]l,Z]

294.a) Ax, f(x)) B(x,0) C(,0) D 1)

Logo: -
B+ CD) C
Alaseo) = 5 =
:(f(x)+1) Xx-1) _
x—
= ) e
_1(2-1
_2<x 1 +x - 1)
_ 1 2x—1+x2 —2x+1 _
z )
_1
=5 %o 2 =gx)
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b) D, =R\ {1}
Assintotas verticais
. _ x? 1
tim gy =lim 5 =0 =5 =+

A reta de equacdo x = 1 é uma assintota verti-
cal ao gréfico de g.

N&o ha outras assintotas verticais ao grafico de
g, uma vez que g € continua em IR \ {1}, por se
tratar do quociente de duas fungdes continuas
em R\ {1}.

Assintotas nao verticais

X
m=tim 98— =2
xX—40 X X =+ X
=lim S
~>+oc2x2 Zx

=lim

X — +oo 2_2 -
X

lim x2-x+x
T X -2
=lim ———=
x—>+e 2x—2
:£i£>n+oc _z -
X
_1
2
=lim 9k _
xX—o-% X
x2
. 2x-2
= lim =
X —>—® X
= lim =
x>0 x2—Dx
Li 1 =
_X|£>n700 2_2 =
X
_1
2
b=lim (g(x) ——x) =
X -0
=lim 2 __1 =
xo=\2x=-2 2
“lim EEEx_
xo=e =2

61



30.

=im o5
=lim 12 =
X —> =0 2__
X
_1
2

~ 1 1,
Logo, a reta de equacdo y = o + 5 € uma

assintota ao grafico de g.

c)g(x)=2<:>2x_2=2
2
'x —
(:)Zx—Z 2=0
¥ -bx+4
& 2 =0
o x2—bx+4=0 A 2x-2=%0
o k-2)2=0 A x#1
& x=2
22
92)=557-772
Logo, A(2, 2).

30.1. Uma vez que existe derivada finita da fungéo fem

x =-1 e, como toda a fungao com derivada finita
num ponto é continua nesse ponto, entdo f é con-
tinua em x =-1.
Assim, lim _ f(x) =f(-1) = 2.

x—-1

30.2. Uma equacdo reduzida da reta tangente ao gréfi-

31

311,

62

co da fungao f no ponto de abcissa -1 é da forma
y=x+b.

O ponto de tangéncia tem coordenadas (-1, 2),
logo:2=-1+b < b=3

Assim, a equacao pedida é y =x + 3.

sz |R+
Assintotas verticais
2x
lim f(x)=lim —F——— =
x—0° =0 A\ (x+1)
—lim 2% Vi _
x=>0" x(x+1)
=lim 2Vx _0_ 0
TS0 x+1 h 1 -

Logo, a reta de equacgdo x = 0 ndo é uma assinto-
ta ao gréficode f.

Nao ha outras assintotas ao gréfico de f, uma vez
gue f é continua em IR, por se tratar do quocien-
te de duas fungdes continuas em IR*.

Assintotas nao verticais

*m=Llim o _
xX—>+ X
.
im Vi (x+1)
X — +%© X

. 2
=im . Viw+y O

o=t =Um, -
. 2
=lim 1 -
X — +® \/)_C(l+_>
2 )
==

Logo, a reta de equacdo y = 0 é uma assintota
ao grafico de f.

F =<7\/;Céx+ g )'=

2Vx (x+1)—2x{2\}— (x+1) +W}
X
[Vax(x+1)]2

2%%1)-%%)

x(x +1)2
2x(x+1)-x(3x+1)
- x\/)_c(x+1)2
2x+2-3x-1
T Vi@+1? T
—~x+1
- \/)_c(x+l)2
x+1
f)=0 & /o g2 =0

& x+1=0 A Vx(x +1)2%0
& x=1

X 0 1 +00

Sinal de f’ n.d. + 0 -

Variagaodef | n.d. 2 |Méx. N
2
1)= =1
=775

A funcéo f é estritamente crescente em ]0, 1] e
¢é estritamente decrescente em [1, +[ e tem
um maximolemx=1.
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x-1 ZBEH x-1

312, i (f0)°-12 (f) = 1) (flx) +1)
x—1

=tim, % xtim, (70 +)=
=f(I)x(1+1)=
=0x2=0
32.
. . x2=2x+2
5. i@of flx) = Al—linof 212 1
. Y 1 _
Himy f =timy, == =1

-f0)=1

Como iir_rgg fx) =lm_ f(x) = f(0), entdo f é conti-

x— 0"
nua emx =0.

32.2. Uma vez que f é continua em x = 0, entdo a reta
de equacdo x = 0 ndo é uma assintota vertical ao
grafico de f. Ndo ha outras assintotas verticais,
ja que f é continua no restante dominio.

*m=Llim o) _
x—>+e X
1
. Vx+1
=lim =
X =+ X
. 1
=lim —F——=0
=42 yVx+1
cb=lim f)=lim —~— =0
X — +x X — +x \/x+1
‘m=Llim fo) _
x>0 X
X2=Qx+2
_ X+2
=lim =
X — —%0 X
—lim x2-2x+2
_x—>—°0 x3+2x
1.2 2
273
=lim —= 2x =0
X — 0 1+-%
2
cb=lim fo)=lim ©o2*2_
X — - P e )
1—Z+£2
. X X
=lm ————=1
i 2
l+—2
X

As retas de equacdes y = 0 e y = 1 sdo assinto-
tas ao grafico de f.
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323. Se x > 0, entdo:

G v )
1

2Vx+1

(Vx+12

1
2Vx+1(x+1)

1
=2y == 5

Uma equacdo reduzida da reta tangente ao gra-
fico da fungdo f no ponto de abcissa x =1 é da

formay=- x+b.

1 2
W=7 =7

Como o ponto de tangéncia tem coordenadas

1 V2 ,
C Ty , Vem que:

V2 2 5V2
— =g +b & b= 5
Logo, a equagado pedida é y = —%x + Sgﬂ

324, £(0) = im_[0=M0)
x>0 x-0
L -1
. Vx+1
=lim =
x— 0" X
L 1-Vx+1 B
_;Eb xVx+1
it 1-(x+1) B
_;TWxVQ+1(1+VQ+1)_

-1 1

= lim, Vi+1(1+Vx+1) 2

, 2+2 -1
=lim =
x—0 X
l X2-2x+2-x2-2 B
=My (2 +2)
:}Iinof X2+ 2 -

Como f'(0%) # f'(07), entdo a funcao f nao é dife-
rencidvel em x = 0.
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325. Se x > 0, entdo:

1
, 1 \v_ _ 2Vx+l
ro=(VaeT) - Ve
_ 1
Vit 1l+1)

Assim, f'(x) < 0, V x > 0, logo f é estritamente
decrescente em [0, +].

Se x <0, entdo:

g (X2=2x+2)\
(252
(2x-2)(x2+2) - (x2 - 2x + 2)2x
(x2 + 2)2
_ P-4
(x2+2)2
x o 2 0
Sinal de f' + 0 -
Variag3o de f A Méx. |

(-V2)2-2(-V2) +2
RV T

2+2V2+2
2+2

_2+\V2
T2

Assim, f é estritamente crescente em ], -\/2]
e é estritamente decrescente em ]—\/5. 0]. A fun-

M para x = V2.

¢do f tem um maximo 7

3.

BLF1) =t =L

1+1° 8
Uma equacao reduzida da reta tangente ao gra-

fico da fungdo f no ponto de abcissa x =1 é da

formayzéx+ b.
fl)=0

Como o ponto de tangéncia tem coordenadas
(1, 0), vem que:

_1 __1
O—8+b<:>b— 3
= L 1 1
Logo, a equacéao pedida é y =§x—§.
N S
$B211) = 1+1° 8

64

Uma vez que existe derivada finita da fungao f
em x = 1 e, como toda a funcdo com derivada
finita num ponto é continua nesse ponto, entéo f
é continuaemx = 1.

B x)=0 1 +1x)3 = 0, que é uma equacgao
impossivel.
x 0 1 +o0
Sinal de f' - n.d. +
Variagao de f N n.d. 7

A funcéo f é estritamente decrescente em ]—o, —1[
e é estritamente crescente em ]-1, +o[. A fun-
cao f ndo tem extremos relativos.

34. A afirmacao (1) é falsa, uma vez que
)&ign)roc [f(x) + x] =0, ou seja, a reta de equacao
y =-x é uma assintota ao grafico da fungao f quan-
do x tende para +», e nao pode haver simultanea-
mente duas assintotas quando x tende para +o.
Nada se pode concluir quanto ao valor ldgico da
f(4) - f(2)
T, = 3,
ou seja, a taxa média de variacdo da funcdo f no
intervalo [2, 4] é positiva, mas isso nada garante
quanto a monotonia da fungdo nesse intervalo.
A afirmacéo (lll) é verdadeira, ja que f é uma fun-
cao par e a reta de equacdo x = 1 é uma assintota
ao grafico da funcao f, logo a reta de equagdo
x =-1 também é uma assintota ao grafico de f.

afirmacao (Il). Apenas se sabe que

TemaV - Estatistica

Péginas 62 a 65

1

11;=Ei%i§=4
—_3+5+4 _
y=—g =4

12b=y-ax=4-4a
Logo:
3
flo) =2 (vi—ax;—b)* =
= (3-2a-4+40)2+ (5-4a— 4+ 4a)2 +
+(4-6a-4+40)?=
=(-1+20)2+12+ (-20)?=
=l-4a+4a’+1+40’=
=8a?-4a+2
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13.f'(a) = (8a?-4a+2) =16a- 4
14.f(0)=0 < 16a-4=0

= a= l
4
a —o0 % +o0
Sinal de f - 0 +
Variacao de f N Min. y

Logo, f tem um minimo absoluto em m =%.

3 . 3 _
2 xp;—3xy 2 xyi— 3xy
15 = = =1 =
S5 i x2- 3%

2x3+4x5+6%x4-3x4x%x4
22+ 42+ 62-3x 42
_6+20+24-48 2 1

T 4+16+36-48 8 4 "

l.ﬁ.a=%eb=4—4x%:3, lOgOy=%x+3éa

equacao reduzida da reta dos minimos quadrados

desta sequéncia de pontos.

A

il 4

2,

21, Gréfico 1: Associag3o linear positiva forte.
Grafico 2: Associacao linear nula.
Grafico 3: Associagao linear negativa forte.
Gréfico 4: Associacgao linear positiva fraca.

22, Graficolir,=1
Grafico 2:r,=0,8
Grafico3:r;=-1
Gréfico 4:r; =0
Grafico 5: r;=-0,8
Grafico 6:rg=0,3
Gréfico 7: r5 =-0,3

3.y=32r+13
Substituindo x por x e y por y, obtém-se:
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41=32x%x34+13 o 41=1218, que é uma
proposicao falsa.

Logo, como o ponto de coordenadas (x, y) ndo per-
tence a reta de equacdo y = 3,2x + 1,3, esta ndo
pode ser a reta dos minimos quadrados que melhor
se ajusta a esta amostra.

4.y = —1'2)(: + 4,2
Entao:
y=-1%+42 & 36=-12%+42
& 1,2; = 016
< x=05
5.
>
~ X 21
1 _ =1 = = 4,2
ol x 5 5
5
= izzlyi — E = 5 8
y 5 5 '
5 — d v
2 xpi—5xy & i=5xy
52a= "¢ 7 2
: Z (x)° - 5x2
_ 144-5x42x58 0984083

115-5x% 4,2?

53.b=y-0ax~=58-0,8284 x 4,2 ~2,32
Logo, a equagédo reduzida da reta dos minimos
quadrados é y = 0,83x + 2,32,

~ [115-5x4,22
=08284 | Jo—p 57 =083

6. Seja x a varidvel “numero de filhos" e seja y a varia-
vel “numero de quartos”.
61 x=14 y=25
6.2. A nuvem de pontos parece indicar uma associa-
cao linear positiva entre as variaveis.

A
y
44 °
3 ° ° °
2¢ ° °
le
0 1 2 3 4 I




6.3. = 0,60x + 1,67
64.r~0,68

1. Seja x a variavel “nimero de champds” e seja y a
varidvel “numero de condicionadores’.

3= 10+7+5+97+12+17+8 ~971

—_ 8+6+6+7+9+10+8
y =
7
12. A nuvem de pontos parece indicar uma associa-
cao linear positiva entre as variaveis.

=771

y

10 .
8 * o

6
4
2

O 2 4 6 81012141618 2022 *

M\A

- (xj—x) i-»)
il V/SS,Ss,
~ 32,429
V91,429 x 13,429
~0,925~0,93
Xi Ji 5= yi—y (x;—x) (=)

10 8 0,29 0,286 0,286

6 2,71 | -2,714 -1,714

6 4,71 | 4,714 -1,714

7 -0,71 | -0,714 -0,714

12 9 2,29 2,286 1,286

17 10 7,29 7,286 2,286

8 8 -1,71 | -1,714 2,286

% (5-7)(4-5) = 32429
(xi'J_C)2 (Vi_;)z
0,082 0,082
4,653 7,367
8,082 22,224
0,510 0,510
2,939 5,224
16,653 53,082
-0,490 2,939
§5,=91,429 | SS,=13,429

S5,

y

/13429 B
Logo, a=0,925 /5705 = 0,3545 = 0.35.

y=0,35x+b

(x,y) = (9,714; 7,714) pertence & reta, logo:

14.r=a

S a=r

m

8|5

66

7,714=0,355x9,714 +b & b=4,26553

Assim, a equacao reduzida da reta dos minimos
quadrados é y = 0,35x + 4,27.

8 %
- &% 916
— =1 =
81 x 12 5 76,33 kg
1221
- 587 32
_ =1 _ _
Y= T ¢ 31,83 km

8.2. A nuvem de pontos parece indicar que existe
associacao linear negativa fraca.

A
y

60 |
50+
40+ o o
30+ °

20+ °

10+

| | | >
T T T »
X

Ol60 70 80 90

12 12 L
2 xyi—12xy 2 xpi—12xy
83.0= "= =11 — =
SS, ;1 ()2 - 122
916 382
29108-12 x B X 0
= 915 \2 =-0,2326 =-0,23
70142 -12 x (f)

b=y-ax=318333-(-0,2326) x 76,3333 = 49,59

Logo, a equagdo reduzida da reta dos minimos
quadrados é y =-0,23x + 49,59.

12

Y (x)? - 12%2
—a . 02326 | T
s, T > ()2 -122

i=1

70 142 - 12 x 76,3332
~-0.2326 \/ 12796-12x 31,8332 014

91, x ~ 79,04
7~ 83,84

8.2.y=0,61x + 35,25
r=0,69

93.y=0,61x776+ 35,25
Logo, = 82,6 anos.
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Testes de Avaliacdo

Testen.1
Péaginas69aTl
Grupol
1.
o %C
C
Le
4° 1,
AN 2 o\_ 4
o(3) e =vfz)
2
o tg (2 _1
912)7%
g ¢} ¢} E: -1 l i
Logo, > €]0°,90° e > tg (4),0U56J8,

%z 14,04° e, portanto, o = 28°.
A opcao correta é a (B).

2. A= (2 cos 225°, 2 sen 225°) =

- (2 x (- %) 2% (— %)) = (-V2,-V2)

A opgao correta é a (D).

3. Df={x € R: senx - cos x # 0}
senx—-cosx=0 < senx=cosx

T
& Senx=sen (5—)()

U I
=S x=§—x+2kn v x=§+x+2kn, keZ
| ——
Equagao impossivel

o 2x=§+2kn,kez

@xz—Z—Hm,keZ

Logo, Df=|R\{xE |R:x:—"4—+kn,ke Z}.

T | 5w b6 T T T
Ora,4e]0,3[, 4 E}n, 4[e4€]—4,2[-

A opcéo correta é a (D).

x+2

0 o —cen[E _
4f0)=0 o sen<2x>x2_3 0
@sen(%x)zvagi?)’:O

PN %xzkn,kEZ vV (x+2=0 A x2-3%0)

ASD\ Expoente Dossié do Professor

S x=2kkeZ v x=-2
&S x=2kke”Z

A opcéao correta é a (B).

5. Pela Lei dos Cossenos:
AC?=6%+102-2x6x10 x cos 120°

o AC?=136-120 x (—%)
& AC’=196
Logo, AC =14 cm.
A opcao correta é a (B).
Grupoll
1. D
A 5 C
DBA =180° - 21° = 159°
BDA =180°-159°—-4°=17°
Pela Lei dos Senos:
sen4® _senl7® o5 20sen 4
BD 20 sen17°
Novamente pela Lei dos Senos:
sen 21° sen 90° — 20 sen 4°
S— = — D = 210
cD Bp O CD=sen2lxm

Ou seja, CD = 1,710 km = 1710 m.

2

6-4.8)

21. 7(6) = 6,9 sen ™ +152~19.3°C

22.-1<sen wg 1

& -6.9 <69 sen w

< 8,3<6,9sen w

Assim, a temperatura média varia entre os 8,3 °C
e 0s 21,9 °C.

<69

+152<219

n(n - 4,8)

23. T(n) > 18,65 < sen +15,2>18,65
o 69sen U1=%8) 345
& sen M-48) 1
6 2

67




o sen ™MN=48) _ (T
5] 6

- (n—4,8) ST n(n-48) 5n
6 6 6 6
S n-48>1 An-48<5
< n>58 A n<98
A temperatura média é superior a 18,65 °C nos
meses de junho, julho, agosto e setembro.

3.

31, flv) = sen? x _

cos?x+3cosx+2

1-cos?x
(cosx+1)(cos x + 2)

(1 +cosx)(1-cosx)
(1L +cosx)(2+cosx)
_1-cosx
~ 2+cosx

Calculo auxiliar
-3+V9-8

cos?x+3cosx+2=0 < cosx= >

& cosx=-1 v cosx=-2

l-cosx _
2+cosx

3ILfx)=1 &

< l-cosx=2+cosx
& 2cosx=-1

= 005x=—l
2

o= ok v ==k ke Z

3 3
Como x € |-, w[, entdo x = 2?7! oux= _2?1:.
1-cos (=) 1-cosx
33. f(-x) = = =f(x), Vx € |-,
) 2+cos () 2+cosx ). v x & Jm ml

Logo, f ¢ uma funcao par.

em(l)
|

3.4. f(arcsen (%» i 2 + cos | arcsen (%))

T
l_ =
Ccos 6)

T
2 + cos <6)

68

_2-V3  4-V3
T 4+V3 T 4-V3B T
_ 8-2V3-4V3+3 _
16 -3
_ 11-6V3
13
4.
41. A(o) = Ao + Ajoca)
_ OAxh _1lxsena _sena
Alaos] = R
A _ﬁxﬂ?_lx(—tga)_ tg o

Como a € um angulo obtuso, entéo tg o < 0, pelo
que AC=-tg o

sen o seno—tg o

2 <t92> 2

4.2. sen (t- o) + cos (% + oc) =sen <£>
1
2

Logo, A(a) =

T
4 senoc—cos(§+oc)=
1
& sen o+ sen OCZE

1
2 = —
© Zsena=5

& seno=—
4

Da Férmula Fundamental da Trigonometria, vem
que:

2
(%) +cos2a =1« cos? o l—iwcoszoc—l5

16 16
T = _ (15 _ V15
Comoa € ]2 ,n[, entdo cos o = 6 4
Assim:
1
to e — 1 V15
997 V15 T V15 T
4
Logo
;_(__ws )
4 15
Alo) = 5 =
_ _15+4V15
120

AS‘\ Expoente™ « Dossié do Professor



Testen.’2
Péginas 74 a76
Grupol

1. Num intervalo de 35 minutos, a ponta do ponteiro
dos minutos percorre % do total percorrido numa

hora.
Ora, o total percorrido numa hora é 2 x ©t x 12 = 24m.
Assim, em 35 minutos, a distancia percorrida é

7 _
B X 247 = 14T,

A opcao correta é a (B).

2A0-0C=1
@zcos o, logo BD =1+ cos o.
AD =sen o

Pelo Teorema de Pitagoras:

AB2=(1+cos 0)2+sen? o

& AB2=1+2cos o+ cos? o + sen? o
& AB2=1+2cosa+1

& AB2=2+2cos o

Logo, AB=V2+2cosa.

Assim, Piugco) =2 +2V/2 +2 cos a.
Tem-se entao:
2+2V2+2cosa=2+2V3

e V2+2cosa=V3

& 2+2coso=3

= Cosoczl
2

L oy =
Como o € ]O, 2[, entdo o = 3

A opcao correta é a (A).

3. Seja m o declive daretar.

V3

m=tg150° & m=- 3

3 - .
, entdo sdo vetores diretores da

reta r, por exemplo, (-3, V3) ou (<V'3, 1).

Das equacdes apresentadas, apenas uma apresen-
ta um destes vetores, ndo havendo qualquer equa-
¢ao com outro vetor diretor colinear com estes.

Sem=-

A opcéao correta é a (C).

4.0V =(0,00)(a0-0)=0+0-a2=-a2<0,
Ya€eEeR.
N

Logo, o angulo formado pelos vetores dev é
obtuso.

A opcao correta é a (D).
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5, ?(m, 2, m) é um vetor diretor daretar.
—

a’(1,-1, 1) é um vetor ortogonal ao plano .

Para que a reta r seja perpendicular ao plano o
estes dois vetores tém que ser colineares.

Assim, % = _2—1 = % pelo que m=-2.

A opcao correta é a (A).

Grupoll

1

11. Pela Lei dos Cossenos:
BD? =162+ 302 -2 x 16 x 30 x cos 72°
& BD?=1156 + 960 cos 72°
Logo, BD =38 u.c.

12. sen 72° = 1h_6 < h=16sen 72°

30+15

Ent&o, Aragcp) = x 16 sen 72° = 342,4 u.a.

2,
~ 1 3 1 _
21 flx) = cosx _  senx COS x -
tgx+ +
l+senx cosx l+senx
1

senx + sen?x + cos? x
cos x (1 +senx)
_cosx(l+senx)

senx+1
=C0S x

2.2. cos 7—n—(x _3 & cos E—a =
2 5 2

3
)
o —cos(ﬂ—oc)=§
5

2
=3 —senoc=§
5
= senocz—§
5
Assim:
(—%>2+coszo¢=l = cosza:1—29—5

, 16
&~ COS“ O =——

25
T T -
Comooce}—E,E[esenoc<0,entaocosoc>0,
logo cos o = E=i
g 25 5
Ou seja, f(a) =%.
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23.

3

31

32.BC:-2r+3y=-11 & y=2-11 & y=Jx-2

=1+sen?x @ cosx=1+sen?x
< cosx=1+1-cos?x
& cos?x+cosx-2=0
-1+V1+8
2

& cosx=-2 v cosx=1
\—W—J

flx)

& COSx=

Equacgao impossivel

o x=2kn ke”Z

Comox € ]— Ul , g[ entdox=0.

C é o ponto de intersegado das retas AC e BC.
--L.4
YTTRTT
it 111
v+ 3p=-11 —2x+3(—zx+7> 11
it 3 33
—zx—z)C"rT:—ll
(:){ =
-8x-3x+33=-44 -1lx=-77
{y=—ix7+% {y=l
= 2=
x=7 x=7
Logo, C(7, 1).

2 11
3

O declive da reta BC é % Logo, o declive de uma

reta perpendicular a reta BC é - —g— e um vetor

diretor de uma reta perpendicular a reta BC é, por
exemplo, (-2, 3).

Assim, r: (x,) = (-1, 3) + k(-2, 3), k € R.

3.3. Uma vez que o declive da reta AC é - % um vetor

10

diretor desta reta é, por exemplo, L?(—4, 1).

Uma vez que o declive da reta BC é Z’ um vetor

3
diretor desta reta é, por exemplo, V'(3,2).
U v=(41)"(32=-12+2=-10

171 =V (-4)2+12=V17
IVl =V32+22=V13
Entdo, sendo o a amplitude do angulo das retas

AC e BC, tem-se:
010
V17 x V13 “= Voo

Cos o =

10
Logo, o = cos™ ( W) = 47,7°,

34. Como A(-1,3) e B é o simétrico de A relativamen-

te a origem do referencial, entdo B(1, -3).
Assim, o declive da reta AB é dado por:
3-(-3
s W A _3
-1-1
Sendo o a inclinagdo da reta AB, o € ]0°, 180°[ A
tg o =-3, logo o = 108,4°.

3.5. 0 lugar geometrlco dos pontos P(x, y) do plano

tais que AP BP 0 é a circunferéncia de diame-
tro [AB].

— —>

AP'BP=0 & (x+1,y-3) (x-
e x2-1+)2-9=0
e x2+y?2=10

1,y+3)=0

. Um vetor diretor da reta r é 7(2, 3, 1) e um vetor

diretor daretasé §)(2, 1,-1).

Como % * % * Ll os vetores r e s’ nao sdo coli-
neares. Logo, as retas r e s ndo sao paralelas.
Como, além disso, o ponto de coordenadas (1, -1, 2)
pertence a ambas as retas, entdo as retas re s

sdo concorrentes e, por isso, definem um plano.

4.2. Seja L7(a, b, ¢) um vetor ndo nulo normal ao plano

definido pelas retas re s.

- o

u'r=0 (a,b,c)(2,3,1)=0
&
s =0 (@, bc)(2,1,-1)=0
20+ 3b+c=0 20+3b+2a+b=0
& &
20+b-¢c=0 c=2a+b
4a=-4b a=-b
o &
c=2a+b c=-2b+b
a=-b
PN
c=-b

Logo, U (-b, b, -b), b € R\ {0}.

Por exemplo, U(l, -1, 1).

Os vetores diretores do plano ® sdo (0,1, 1) e
(2,1,-1)

Como(1,-1,1):(0,1,1)=0-1+1=0e
1,-1,1)(2,1,-1)=2-1-1=0, entdo o plano
definido pelas retas r e s é paralelo ao plano 7.

AS‘\ Expoente™ « Dossié do Professor



Testen.’3
Péaginas 79a 81
Grupol
1Sex6[%,%,entéo:
1 1 2-k
=< < — < <
2_senx_1<:>2_ 3 <1
3
— < — k<
& 2_2 k<3
1
-Z<-k<1
<
1
= > le>_
IS 2_k_ 1
1

Logo, k€ |-1,=|
090 [ 2}

A opcéao correta é a (A).

2(W-V) W+V)=0 0~V V=IU12-IVI2=
=4 -9 =-5, logo a afirmacao (A) é verdadeira.
W +V)2=0"U+20V+V V=
=12+ 20 vV + V2= 4 -2 + 9 =11, logo a afir-
macao (B) é verdadeira.
QU -V) (@ -2V)=20 U ~40 V-0V +20 V=
=20U12-50 v +2IVI12=8 + 5+ 18 = 31, logo a
afirmacao (C) é falsa.
20 (U +3V)=20 0+ 60V =200 112+ 60V =
=8-6=2, logo a afirmagao (D) é verdadeira.
A opcao correta é a (C).

3. Um vetor normal ao plano o é, por exemplo, (1, 1, -1).
Na opcdo (A), um vetor normal ao plano dado é
(3,2,-5). Entao, (1,1,-1) - (3,2,-5) =3+2+5=10,
pelo que este plano ndo é perpendicular a o.

Na opcao (B), um vetor normal ao plano dado é
(4,-1, 3). Entdo, (1,1,-1) - (4,-1,3) =4-1-3=0,
pelo que este plano é perpendicular a o.. No entan-
to, 4 x2+1+3x3+1=19, pelo que o ponto A
ndo pertence a este plano. Logo, o plano dado é
perpendicular a oo mas ndo contém o ponto A.

Na opcao (C), um vetor normal ao plano dado é
(5,-2, 3). Entdo, (1,1,-1) - (5,-2,3) =5-2-3=0,
pelo que este plano é perpendicular a o. No entan-
to,5x2-2x(-1) + 3x3+7=28, pelo que o ponto
A nao pertence a este plano. Logo, o plano dado é
perpendicular a oo mas nao contém o ponto A.

Na opcdo (D), um vetor normal ao plano dado é
(2,-1,1). Entdo, (1, 1,-1)  (2,-1,1) =2-1-1=0,
pelo que este plano é perpendiculara o e
2x2-(-1)+3-8=0, pelo que o ponto A pertence
a este plano. Logo, o plano dado é perpendicular a
o e contém o ponto A.

A opcao correta é a (D).

ASD\ Expoente Dossié do Professor

4.un+1—un=—2n+1+2n_1=
3n+4  3n+1
_ -6n?-3n-2n-1+6n2-3n+8n-4 _
B (3n+4)(3n+1) -
-5
_W<O,VnEIN
Logo, (u,) é decrescente.
el
2n-1 2 3
U,=- =—-—+
3n+1 3 3n+1
5

Comon € IN, 3 >0,V n & IN e, portanto,
3n+1

)
2, 3

3 3n+1

>—%,VnEIN.

Como (u,) é decrescente, entdo u, < u; = —%,
vV néelN.

Assim, —% <u,< —%, ¥ n € N, ou seja, a sucessao

(up) é limitada.

21
lim u, = lim (- 22=L) Z jim | - n_oo|-_2
n 3n+1 3+l 3

n

~ . 2
logo a sucessao (u,) é convergente para ~3

A opgao correta é a (D).

5. Como as medidas de amplitude dos angulos inter-
nos do tridngulo estdo em progressao aritmética e
a menor delas é 24°, entdo:
24+ (24 +x) + (24 +2x) =180 & 72+ 3x=180
< 3x=108
< x=36

Logo, a amplitude do angulo maior é:
24° + 2 x 36° = 96°
A opcéao correta é a (C).

Grupoll

1. Pela Lei dos Cossenos:
AC2=362+4,12-2x 3,6 x 4,1 cos 48°
& AC?=29,77 - 29,52 cos 48°
Logo, AC=\/29,77 - 29,52 cos 48° ~ 3,165.

Pela Lei dos Senos:

sen39° _ sen (C/aB) ~oy _ 41 sen 39°
3,165 41 o e (0B =""516s
Logo, CAB = 54 6°.
n



2

21.m=1tg120°=-V/3
Assim, AC:y=-V3x+b.
Como o ponto A pertence a reta AC, ent3o:
3=-\V3+b & b=3+V3
Logo, AC: y=-V3x+3+V3eC(0,3+V3).

2.2. Seja T(x, y) um ponto da reta tangente no ponto B
a circunferéncia de centro A e que passa em B.

—> >
AB BT =0 & (-3,-2) (x+2,y-1)=0
o 3x-6-2y+2=0

S 2y=-3x-
& y=—§x—2, gue é a equacao pe-
. 2
dida.
—> —> —> —>
3.8P CO (BA +AP) (CA +AQ)=

+
— = = —>

=BA CA +BA - AQ + AP - CA + AP AQ—
1

l

—>

=0+ IIAB [ >< [IABIl x cos 180° + IIAB [I'x

1 —>
XE IABIl x cos 180°+ 0 =

_ 1l 1 B
= 2IIABII 2IIABII
s
=-[ABII?
4.
41. B é o ponto de intersecéo da reta BC com o plano
xOy:
(.7, 0) = (—%iz) K10, 1)
x=—%—k x=§
ol = V3 L) V3
2 7T
0=2+k k=-2
Logo, B(S \/_ O)
2
C é o ponto de intersecdo da reta BC com o plano
y0z:

(1 V3
(O,y,z)—<2 . 2) k-1,0,1)
__1_ __1
0= 5 k k 2
_ V3 ). V3
) )

3

=2+k =2

z + z 9
V3 3
L — .
ogoC(O 5 2)

O ponto A pertence ao eixo Oy, logo é da forma
(0, y, 0). Como [OAC] é um triangulo equilétero, a
ordenada de C é metade da ordenada de A, logo

A(0,V3,0).

4.2, 0 vetor v'(-1, 0, 1) é um vetor diretor da reta BC e
pertence ao plano OBC.

O ponto P(— % % 2) pertence a reta BC, logo
o vetor OB(—% % 2) pertence ao plano OBC.

Seja L7(a, b, ¢) um vetor nao nulo normal ao plano
OBC.

UV =0 (@b, o) (-1,0,1)=0
=
7-0P=0 (@b, c)- (—li2> 0
2" 2
-a+c=0
R
—la+ \/§ b+2c=0
2 2

a=c a=c a=c
S IV VY
—<+V3b+4c=0 [V3b=-3c |b=-V3c
Assim, L7(c, —\/gc, c), c € R\{0}.
Consideremos, por exemplo, L7(1, —\@, 1).
Entdo, uma equacédo cartesiana do plano que
passa no ponto A e é paralelo ao plano OBC é:
-V3(y-V3)+1(z-0)=0
= x—\/§y+3+z=0
o x—\/§y+z+3=0

5.
3n-1
5Lu,=-2 o - 0
o 3n—1:
n+2
< 3n-1=2n+4
< n=5

Logo, -2 é o termo de ordem 5 da sucessao (u,).

-1 . 7
82.u, = nv2 o thi

Sabe-se que 0 < % <1,Vné&EN,logo:

1 1 7 7
<= <L
0< +2 2<:>0<n+2_2
7 1
-3<- VYneN
& -3< 3+n+2 > n

Ouseja,-3<u, < % ¥ n € IN, o que significa que a

sucessao (u,,) é limitada.

AS‘\ Expoente™ « Dossié do Professor



5.3. Pretende-se provar que Vd € R, I3 p € IN:

VnEIN,an:—Sn;21+3‘<8.
Seja 6 € IR".
3n-1 7
‘_ o +3‘<6 o ‘n+2 <5
g n+2<8
& 7<(n+2)d (porque n+ 2 >0,
v neIN)
& 7<nd+26
& nd>7-28
- >7—28
S
Assim, se n > 7_28,entéo - n_21+3‘<6e,

~ 28, fica provado que

portanto, se p >

VoeRIpEIN:VneEN,
3n-1

np= |- ) + 3| <8, ou seja, que
. 3n-1

lim (- =-3

! ( n+2) 3

6.
6.1. A razdo entre as medidas dos lados dos triangulos
é % logo a razdo entre as medidas das respetivas

areas é l. Logo, Aney 1 (constante), V n € IN, ou

4 A, 4
. . ~ o - 1
seja, (A,) € uma progressao geomeétrica de razéo %
o V3,
A = 2 _ V3g?
! 2 4

Calculo auxiliar

Pelo Teorema de Pitagoras, sendo h a altura do primeiro

triangulo:
2_p2, (02 2_ 0 1 o 2.3 5
a h+<2><:>h a 4a<:>h 40
Entao, h= V3 a.
2
V3a2 _(1\-1
Logo, A, = 4 X(Z)
()
) _[£
62.im s, =tim | V37" . 4 -
1__
_ V302 1 _
4 1
1__
4
_ \/§C12 \/gaz
3 3
4 =
*%
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1. Seja P(n): 22n-1 + 1 é divisivel por 3.
P(1): 22-1+1=2+1=3édivisivel por 3.
Logo, P(1) é verdadeira.

Hipétese: 2271 + 1 é divisivel por 3.

Tese: 2271 + 1 é divisivel por 3.

Demonstragao:

22+l41=02-1x9241] =
=2M-1x22422-22+1=
=22220-14+1)-22+1=
= 4% (227°141)-3

Por hipdtese, 2271 + 1 é divisivel por 3, logo

4 x (22n-1 4 1) é divisivel por 3. Como 3 também é

divisivel por 3, e a diferenga entre dois numeros

divisiveis por 3 é ainda divisivel por 3, entao

4 x (22n-1+1) -3 é divisivel por 3.

Logo, 2271+ 1 é divisivel por 3,V n € IN.

Testen.’4
Péginas 84 a 86
Grupol

lcos(n+a)>0 & —cosa>0 < cosa<0

T
cos<5+oc)>0 < —seno>0 & sena<0

Logo, o € }n , 3—;[

Assim:
tg(n+o)=tga>0
tg(a-m=tga>0
sen (m+ o) =-seno >0

sen (%+oa>=cosoc<0

A opcao correta é a (B).

— > — > —> —>
2. AE ED =(AB +BE)" (EC +CD) =

— > S > > > > —>

=AB-EC+AB-CD+BE-EC+BE-CD =

=0+axax005180°+%x%xcosO°+0=
2
= — 2+a—:
T
_ 3,

A opgdo correta é a (A).

du=a
Up=(a+1)(a-1)=a?-1
us=(a?2-1+1)(a?-1-1)=a%(a?-2) = a* - 202

A opgao correta é a (A).

3



4.

5

Gri

lim u, = lim =" = lim =-3
1_
=-1
. e . %+l S5
lim flup) = lim i) = lim = x+3 0 %

A opcao correta é a (A).

lim ) _ -1, logo o grafico de f podera ter uma
X =+ X

assintota obliqua de declive —1. Nas opgdes (B) e
(C) esta situacdo € impossivel.

lim  f(x)
x— 0+

ta vertical em x = 0. Na opcéo (A) tem-se que

. fl) =~

A opcao correta é a (D).

= +o0, logo o gréfico de ftem uma assinto-

lim
X —>

upoll
tgazé (:)P_=—1—
PA tg o
PA=QC
00=0P=1-PA=1-—+—
tg o
A(o) = Aragen) — Arora) — Alpas) — Alcas) =
1 \2
(“m) ik
:1_—9_2X90‘7:
2
_1-1(q 1 _
2 tgoc tgoc tgoc
= —l 1 1 =
2 tgoc 2tgoc tgo
I S S
2 sen?a,
cosZa,
_1 cosfo _
2 2sen’a
_1 l_cos%c
2 seno

12.Se o= E, entdo a inclinagao, em radianos, da reta

L

PBé % Logo, o declive destareta é m=tg (g) -V3,

O declive de qualquer reta perpendicular a reta
1

V3 3
cdo reduzida da reta perpendicular a PB que

V3
3

PB é, entdo, - % =- . Assim, a equa-

passa no ponto A é da formay =- x+b.

2,

21.

Uma vez que o ponto A(1, 0) pertence a esta reta:
V3 3
3

b b=——
+ (== 3

0=-

Logo, a equagao reduzida da reta perpendicular a

Ve, Vs

PB que passanoponto Aéy=- ——

Um vetor normal a um plano da familia de planos
dada én'(1,m,m),meER.
Um vetor diretor da retaré 7(2, -1, 2).
Para esta reta ser paralela ao plano:
nr=0e 1Lmm)(2-12=0
s 2-m+2m=0
oS m=-2

22.Seja U'(a, b, ¢) um vetor, ndo nulo, normal ao

3l

plano B.
(b (1,-2,1)=0 a-2b+c=0
o
(abc)(2,1,0)=0 2a+b=0
a+4a+c=0 c=-5a
& &
b=-2a b=-2a

Assim, 17(0, -2a,-5a),a € R\ {0}
Entao, por exemplo, u
mal ao plano .

(1, -2, -5) é um vetor nor-

Um vetor normal ao plano o é \7(1, -1,-1).
Uv=1-2-5"1-1-1)=1+2+5=8
171 =V12+ (-2)2+ (-5)2=V1+ 4 +25=V30
IV =V12+ ((1)2+ (-1)2=V1+1+1=V3

Seja 0 0 angulo formado pelos dois vetores nor-
mais. Entao:

8
©0s0= V305 V3
Logo, 6 = 32,5°.

SejaP(n):2<u,<3.

P1):2<u;<3 & 2<2<3

Logo, P(1) é uma proposicao verdadeira.
Hipdtese: 2 <u,< 3

Tese:2<u,,1<3

Demonstrag3o:
Como, por hipdtese, 2 <u,<3 < 5<u,+3<6

o V< \/u,7+3<\/§, entéo\/ESun+1<\/Ee,

em particular,2<u,,1<3.
Logo,2<u,<3,VneEeIN.
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3.2. Da alinea anterior e do enunciado resulta que (u,)
€ uma sucessao mondtona e limitada, pelo que é
convergente.

Seja L =lim u,.

Entdo, L = lim up .1 =Llim (Vu,+3)=VL+3.
Ou seja:

L=VL+3 & [?=L+3

o [2-1-3=0
1+ V1+12
‘:’L_#
_ 1-V13 _1+V13
s l=—————vil=—""—7"—
2 2
Como.ZSun<3,VnEIN,entéoLz%.

41. Como x = 2 é uma assintota vertical ao gréfico da
funcao, entdo c = 2.
Como y = 4 é uma assintota horizontal ao grafico
da funcéao, entéo o = 4.

Como (O, £> pertence ao gréfico da funcao:

2
11 b 11
= 4+ —="—"—
fO)=% < 4+522773
b 11
f——=—
AR
< 8-b=11
< b=-3
4.2,
420 fy <2 o 9.8
X x-2 x
o229 8. g
x-2 x
4x?-9x-9x +18 <0
x(x-2)
4x2-18x +18 <0
x(x-2)
Calculos auxiliares
4x2-18x+18=0 & 2%2-9x+9=0
L9+ VEI-T2
4
o, .9%3
4
<:>x=3vx=%
X —o0 0 % 2 3 +o0
4x2-18x+18| + |+ [+ |0 |- |- |-|O| +
xx-2) | + |[O| - ~-|-]10]+]|+]| +
% + |nd|-|0]| + |nd|-1]0 +

AS‘\ Expoente”« Dossié do Professor

CS.— ]0, %} U12.3]
822.f=0 29 _¢
x=2
& 4x-9=0 A x-2=%0
ox=2
4
9
Logo,A<4,O>
_0-9_9
f(0) = )

51 lim0 flx) = lim0 (Vx2+1+x)=0
5x+1\ _
(k+ 3x+l>—k+1—f(0)
Para que a fungao f seja continua em x =0,
)‘(O):limO f(x)=lim0 fix),ouseja,k+1=0 < k=-1
x—0 x— 0"

i, i) =,

5.2. Uma vez que lim _f(x) = lim__ (Vx2+1+x) =0

entdo x = 0 ndo é uma assintota vertical ao grafi-
co da funcao f.

Como f é continua em ]-<0, O, por se tratar da
soma de duas fungdes continuas, entdo nido pode
haver outras assintotas verticais ao seu gréfico.

iy &) Val+1l+x _
m=1lm —=lim ————=
x—>-0 X X — - X

=lim
X —>—% X
x| /1+l+x
. X
=lim — =
X —> % X
-x l+l+x
. X
=lim — =
X —> - X
=lim (— /1+l+1)=
X - X
=-1+1=0
b=Llim f(x)=Llm (\/x2+l+x)=
X —> -0 X — -0
. (Va2 +1+x)(Va2+1-x)
_ilin—oo VaZ+1l-x -
¥ +1-x2



. 1 1
_)Elin—oo VxZ+1-x _E_O

Logo, y = 0 é uma assintota horizontal ao grafico
de f.

Testen.d
Péginas 89a 92
Grupol

1. x2+y2 =3 é uma equacao da circunferéncia de cen-
tro (0, 0) e raio V3.
A reta r é tangente a esta circunferéncia no ponto
de coordenadas (V/3, 0), que ¢ um dos pontos de
intersecdo da reta com o eixo Ox. Logo, r: x = V3.
Um vetor diretor da retar é 7(0, 1).
Sendo P(x, y) um ponto da reta s:

(1LV2) (x-1y-V2)=0 & x-1+V2y-2=0
V2

S y=- X+

2 , ~ .
5 7 que é a equacao reduzida

daretas.

Como o declive da reta s é — 2 , um vetor dire-

tor desta reta é 5°(-2, V2).
rs=01"(-2V2)=0+V2=V2
I71=1
IS1=V(22+(2)2=V4+2=V6

Logo, sendo o a amplitude, em graus, do angulo

formado pelas duas retas, cos o e, por
, 1x \/E '
tanto, o= 55°,

A opcao correta é a (C).

2.—15005(”2—n+n)51,VnEIN

Logo, (u,) € uma sucessao limitada.

A opcao correta é a (D).

3.Dh={xE|R:MZO}

gl
x |0 -3 -2 1 2 +oo
) - o+ |+|+]o]-1]o0 +
o) | - | -|-lo|+]+]+|0] -
% + o] -lnd|+]ol=-|nd|l -

Logo, Dy, =]-=, -3] U ]-2,1].

A opcao correta é a (B).

16

471)=3 & lm —f(x))c:’;(l) =3

Entao:

e -fd)
)EILnl x2—t4x+3 _)E'Lnl (x-1)x-3)

fo-fil) 1 _

x—1 b

fo-f) _

Calculo auxiliar

x2—4x+3:0 @x:M

4+2
2

o x=1vx=3

— X=

A opcao correta é a (A).

X —%0 a b c +o0

Sinalde f’ - 0 + 0 - 0 +

Variacao de f N Min.| 2 [Méax.| ™~ [Min. y

A opcao correta é a (B).

Grupo ll

1

11. Um vetor normal ao plano ABF é U'(6, 2, -3).

O plano CHG é estritamente paralelo ao plano

ABF. Logo, U’ é também um vetor normal ao plano

CHG.

Como D(17, 1, -1) pertence ao plano CHG, entéo:

6(x-17)+2(y-1)-3(z+1)=0

& 6x-102+2y-2-32-3=0

< bx+2y-3z-107=0

1.2. O ponto E é o ponto de intersegéo da reta EH com

o plano EBF.

EH: (x, y,2z) =(1, -2, 14) + k(-12,-4,6), k € R
x=1-12k

Logo, { y =-2 - 4k, k € IR, sao as coordenadas de
z=14+ 6k

um ponto genérico desta reta.

Substituindo na equacéao do plano, vem:

6(1-12k) +2(-2 - 4k) - 3(14 +6k)-58=0

& 6-72k-4-8k-42-18k-58=0

< -98-98k=0

o k=-1

Assim, E(13, 2, 8).
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2
21. Seja P(n): u, > 1.
P1):7>1
Logo, P(1) é uma proposicao verdadeira.
Hipotese: u, > 1
Tese:u,1>1
Demonstragao:

u,+2

u,>l o u,+2>3 ”T>1 S Uy >1

Logo,Vn€E N, u,>1.

22,01 -u, = u,,;r2 Uy = u,,+23—3u,7 _ 2—32un

Como, da alinea anterior, u, > 1, V n € IN, entao:

u,>2 © -2u,<-2 < 2-2u,<0

2-2up,
—<0
<3

S Uy1-U,<0,VneN

Logo, a sucessao (u,,) é decrescente.

un+2_1
98 Vn+1 _ Ups1=1 _ 3 _
Vn up,—1 Un_]-
u,+2-3
3 u,-1 1
:42—:_,V €|N
-1 3u-1 3 "

Uma vez que % € uma constante, entdo (v,,) € uma
progressao geomeétrica de razado %
Vp=u1—1=7-1=6

. , 1\n-1
Assim, o termo geral de (v,) é v, =6 x <§> .

39x)=0 @ 3x+6=0 & x=-2

x| 2 3 o
glx) - o | + | + .

fe-1) - o | + | o -

ﬂf—(f’l) N nd. | + | nd -

Assim, C.S. =]-, -2[ U ]-2, 3].

4. Uma vez que a reta de equagdo y = —x + 1 é uma

assintota ao grafico de f, tem-se que lim+ fo) _ -1
x—+e X
elim (fx) +x)=1.
X — +e
Assim:

lim g =lim 8=

X =+ X =+ f(x) X —>+w f(x)
=tim_ (B35 0+ =
ASD\ Expoente Dossié do Professor

=lim ((1 —%) X (f(x) +x)> - (1__1_1> “1o9

Logo, y = 2 é uma assintota horizontal ao gréfico
deg.

5.
51 (1) =4

l' _ l' ')627_1 —
iy f=tm S T

i (L Vr+l \
_xILnl<\/)_c—]_ RV >_
(-1)(x+1)(Vx+1)

=i _
xILnl* x—1

=lim [+ )(Vx+1)]=2x2=4

_ 2x+5)(x-1)
o1 (=D +2)
2(c+5) _12
x—1r x+2 3
Como f(1) =£i£>nl? fx) =)£i£>nl+ f(x), entdo f é continua

emx=1.

=4

5.2. Se x > 1, entdo:
Fla) = <2x2+8x—10 '
xX2+x-2
(b +8)x2+x-2)— (2x+1) (2x% + 8x - 10)
- (x2 +x - 2)2

bix+2)(x—1)(x+2) - (2x+1) 2(x + 5)(x— 1)
[r=1)(x +2))?

2-1)[2(x+2)° - (2x+Y(x+5)] _
[(x-1)(x+2)] B

222+ 8x+8-2x2-11x-5) _
- (x—1)(x +2)2 B
. 2B8-39
T k-1l +2)2
__ Bk-1) _
C (-D+2)2
6
(x + 2)2

y___ 6 __3
FO="v27" 8

A equacdo reduzida da reta tangente ao grafico

de f no ponto de abcissa 2 é do tipo y = - g x+b.

7__ 3 17
2778 x2+b o b %

3 17 ~ .
Logo, y = —gx + v € a equagao pretendida.

n




6.1. t.m.V.[OV 2] =

1 2 oo\
X 2(22-19%x2-20) < 10>><(20)

2-0
=44m/s

6.2 p'(t) = - 11—0 (2-19t-20 + (2t - 19)) =
I NS
=<5 (3t2-38¢-20)

p'(t)=0 & —11—0(31“2—381“—20):0
& 3t2-38t-20=0

_ 38+1/382+12%20
6
_ 38+V1684
&t —
6
Logo, t=-0,506 v t=13,173.
t 0 13,173 20
Sinal de p’ + 0 -
Variagao de p 2 Max. N
p(13,173) =- 11—0 x13,173(13,1732-19x 13,173 - 20)
= 127,461

A profundidade maxima atingida pelo mergulha-
dor foi 127 metros e ocorreu aos 13 minutos de
mergulho.

Testen.’6
Péaginas 95 a 98
Grupol

1. Pela Lei dos Cossenos:

C

T1cm

102=112+92-2x 11 x 9 x cos o.
< 100=202-198 cos o
< 198 cos o =102

o cosoczH
33

18

Assim:
17\?2 800
2 = il B 2 = —
sen“o=1 <33> & sen‘ o 1089

Como o é um angulo agudo, entdo sen o = \/@

1089
h B 800
Mas, sen o, = 9 Logo, h=9 x f1—089'

Logo, a drea do triangulo é:

800
11x 9 x \ﬂ%g

2

~ 42,4 cm?
A opgao correta é a (A).

2. As retas AB e DH n3o sdo estritamente paralelas
nem concorrentes, logo nao definem um plano.
As retas AB e CE nao sao estritamente paralelas
nem concorrentes, logo nao definem um plano.
Os pontos A, B e M sao colineares, logo nao defi-
nem um plano.
Os pontos A, B e H sdo pontos nao colineares, logo
definem um plano.
A opcao correta é a (C).

100

3. kz,l U, =100 4140

x 100 =100
up+ (U +99r) _
2
< 2up+99r=2
99

= Ulzl—Tl’

Uy + Usoo
2
up + (ug +199r)
2

& 2u;+199r=3
o 2(1—%r> +199r =3
< 2-99r+199r=3
< 100r=1

1

200

kz,l u=300 x 200 =300

_3
2

=100

< r=0,01

A opcao correta é a (C).

4,1 =1 L =
.xID;]U’ f(x)_xID;]U’ 3—X B
1 V3

V3 3

. . a \_,,a_,_a
)E'Lnoj(x)_ymo+(l+x—3)_l+—3 1 3

AS‘\ Expoente™ « Dossié do Professor



Para que a funcdo seja continua em x = 0:

V3 18 (V3es—a  [a-3-V3

3 3
(=1 L=
Vi, Tl.va T v
3 3 3

A opcao correta é a (B).

5. Por observacdo do gréfico, conclui-se que r > 0 e
a>0.
A opcao correta é a (A).

Grupoll

1

WLflo)=2 & 4coso=2 < cosa=%
Comoa € }Og[ entdo oczg.

arccos (sen (E - E)) x arcsen (sen (E —£>> =
2 3 2 3
=arccos (sen (E» X arcsen (cos (E» =
6 6

s 57 earn(3)-
= arccos B xarcsen 5 =

12 f(x) =senx+ 3 cos x < 4 cosx=senx+ 3 cosx
& CcoSx=senx

T
& COS X =CO0S (§—x>

PN x=%—x+2kn v xz—g+x+2kn,ke|R

Equagdo impossivel
= 2x=§+2kn,ke R
LY
=3 x=z+kn,kEIR

1.3. Sendo B a amplitude do 4ngulo BOC:

4n Bx22_4m _4m _2n
3 @, ~3 @By b=y

Assim, OB - OC =2 x 2 X cos (2—;>=4x<—%)=—2.

A= n

2,

21 AB = (-1,2,0)-(2,3,1) = (-3, -1, -1) é um vetor
diretor da reta AB.
Um vetor diretor daretaré 7(2, 1,-1).

Seja L?(a, b, ¢) um vetor nao nulo ortogonal ao
plano definido pelas retas ABer.

ASD\ Expoente Dossié do Professor

7 AB =0 (@b c)(-3,-1,-1)=0
=

(a,b,c) (2,1,-1)=0

-3a-b-c=0 c=-3a-b
= &

20+b-c=0 20+b+3a+b=0
a5 _ 1
c= 30+20 c= 20

= 1= =
db=-50 |b=-2a b=-2q
2 2

2 2

Assim, L7<a, 3 a, 1 a), aeR.
Consideremos, por exemplo, u(2,-5,-1).

Como o ponto A(2, 3, 1) pertence ao plano, entao:
2x-2)-5(p-3)-1(z-1)=0
& 2x-4-5y+15-z+1=0
& 2x-5y-z+12=0, que é a equacao pretendida.
—>
22.AB=(-1,2,00-(2,3,1)=(-3,-1,-1)
r(2,1,-1)
IAB I = V(32 + (1) + ((1)?=V9+1+1= VIl
IFI=V22+12+ (-1)2=V4+1+1=V6
= o
AB r'=(-3,-1,-1)"(2,1,-1)=-6-1+1=-6

Logo, sendo o a amplitude do angulo entre os veto-

res A_B> er, tem-se qgue cos o= 5 _
i T V11x Ve
Assim, o= 137,6°.

3

31. Seja (u,) a sucessdo dos comprimentos dos seg-
mentos da linha poligonal definida.

U1:12
Tem-se que ,VneN.
un+1:§un
Entao:
2y
Yppo 37 _Zypen
up U, 3

2, ~ .
Uma vez que 3 é uma constante, entdo (u,) € uma

~ . - 2
progressdo geométrica de razdo —.

3
2 n-1
Logo, un:12><<—> .
3
1_@)” 1-0
32lm| 12x ——=/  |=12x =—— =36
1-2 1
3 3

L]



n

4. Seja P(n): Xi (32 + i) = n(n + 1)2

i=

P1):3x12+1=1x(1+1)? @ 3+1=22  4=4

Assim, P(1) é uma proposicao verdadeira.

n
Hipétese: _2 (32 + 1) =n(n+1)?

n+1

Tese: Y, (32+ i) = (n+1)(n + 2)2

i=1

Demonstragao:
n+1 n
Zi (B2 +i) = 2 B2+i)+[3(n+1)2+(n+1)]=
=n(n+1)2+3n+1)2+(n+1)=
=n+1D[nnh+1)+3n+1)+1] =
=(n+1)(n?+n+3n+3+1)=
=(n+1)(n?+ 4n+ 4)
=(n+1)(n+2)?

, L 4x+1 =5 _
Ly My 23T

Logo, x = —% € uma assintota vertical ao grafico de f.

Uma vez que f é continua em IR\ {— g} por se tratar

de uma funcao racional, entdo ndo ha outras assin-
totas verticais.

4+l

lim  f(x) = lim = lim Y,
x =+ X =+ 2x+3 X =+ 2 3
+_
X

Logo, y = 2 é uma assintota horizontal ao grafico
de f quando x tende para +oo,

1 4+l

+ , x

UL U e S
X

Logo, y = 2 é uma assintota horizontal ao gréfico
de f quando x tende para —.

o 4x+l:
x+3
& 4x+1=0 A 2x+3=0
o x=-t
4 1
Logo, o ponto A tem coordenadas (— % O).

52 f(x)=0

i =<4x+l>'= 4(2x +3) - 2(4x +1)

2%+3 (2x + 3)?
_8x+12-8x-2 _
(2x +3)2
__ 10
(2x+ 3)?

Assim, a equacgao reduzida da reta tangente ao

grafico de f no ponto A é do tipo y = %x + b.

Como o ponto A pertence a esta reta, vem:

_8. (.1
0—5><< 4)

+bh &

_2
b‘s

Assim, a equacdo pretendida é y = % X+ %

22x+3)2V3x2+1

12x? +18x - 12x% -

22x+3)2V3x2+1

4x+1  V3+1
Ou < <
83.10)<9ll) & 5 3= 53
o Al 2
x+3° 5
4x+1 2
——<
© 933 50
20x+5-4x-6 <0
5(2x + 3)
16x-1 <
5(2x+3)
X —o0 —é L 400
2 16
16x-1 - - - 0 +
5(2x + 3) - 0 + + +
16x-1
5(2x + 3) Toond - 0 *
_|.3 1
Logo, C.S.—] > 16}'
2 '
5_4,g'(x):<—V3x+1) =
2x+3
Bx
— (2x+3)-2V3x2+1
Vel =t T
(2x+3)2
Bx(2x + 3) - 4(3x2 + 1)

18x-4 B
22x+3)2V3x2+1
3 9x -2
T (2x+3)2V3x2+1
X —o0 —g z 400
2 9
Sinal de g’ - n.d. - 0 +
Variacao de g N n.d. N Min. yd
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Assim, a funcdo g é estritamente decrescente em

32 , .
—o0, ——| e em _E' 5 e e estritamente crescente

em ]é +oo[. A fungdo g tem um minimo relativo

emx=

5.
6.
15
i=1"'  _ 235 _ 47T _
6.1 x 15 =15 "3 =~ 15,67
15
—_ ,':Zlyi =240=16
Y 15 15
15 E
2 xpy—15xy 2 xp;— 15xy
62.0=4=1 - 1=

=
21 (x)2 - 1552
1=

3827—15><4—37><16

47 2 ! !

bzy‘—az:16+1,1292><4—37:—1,69

Logo, a equagdo reduzida da reta dos minimos
quadrados é y=1,13x - 1,69.

2
3741 - 15(4—37>

~1,1292

3952-15x162 02
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