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Tema | - Trigonometria e Funcoes
Trigonométricas

Unidade 1- Revisdes

Péaginas9aTl

1. 13

1%

12

AB 3
= —_— = B =
9B=55 ¢4 B © 3

& BD=16
Pelo Teorema de Pitagoras:
AB?+BC?=AC? < 122+ BC?=152
& BC?=225-144 < BC?=81
Logo, BC=09.
Tem-se, entdo, CD=BD-BC=16-9=7.

3.
2
a) (sen 60° - sen 45°)2 = ﬁ _ ﬁ =
2 2
=—‘r:')——2><ﬁ><—\/E +l:§——6
4 2 2 2 4 2
V3
g 3todrtgase STl
1 -2 cos 30° 3
1-2x—5
2
_ VBl 14VE | VB43+14V3
1-vV3 7 1+V3 1-3
:_4+T2\/§:_2_\/§

¢)sen?15°+ cos215°=1

d) sen 80° - cos 10° = sen 80° - sen (90° - 10°) =
=sen 80°-sen 80°=0

1 _tg74°

tg 74° x tg 16° = tg 74° _ _
eltg 74°x g 9 X g (90°- 169  tg74°

Sejam h aalturadadrvore e d adistancia entre o
ponto B e a arvore.

Entao:
h V3 h
0 — =
930°=0710 © T3 T w10
\V3d+10V3
@h=—3

Por outro lado:
tg60°=" o V3="" & h=3d
d d
Logo:
M -\V3d & V3d+10V3=3V3d
& 2V3d=10V3 & d=5 -
Tem-se, entdo, que h =\V/3d = 5V3 , ou seja, a
altura da arvore ¢ 5V/3 metros.

5.
a) (sen x — cosx)?2 = sen?x - 2 sen x cos x + C0s2 x =
=1-2senxcosx

b) (sen x + cos x) (sen x — cos x) = sen?x — cos? x =
=sen?x-(1-sen?x)=
=sen?x-1+sen?x=

=2sen’x-1
sen?y cos?x—-sen?x
)l—tgzx _ cos’x cos? x B
1+tg?x 1+ sen?x cos?x +sen? x

cos? x cos? x

_ cosk-sen?x

cos?x+sen?x

=cos?x—sen?x

Yoy \/W\/\
\ R
{ W
W X Cd—bD Y \{YW
W% T ssm B

AD AD —
tgo= 22 o tg40°= 2D o AD=551tg 40°
9¢=%p < 55 < g

tgﬁz% o t962°=% & BD =55 tg 62°

Logo, AB=BD - AD =55 tg 62° - 55 tg 40° = 57,3.
Assim, a largura aproximada do rio é 57,3 metros.
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& BE=7
Logo, DE=2xBE=2x7 =14,

EC V3 EC
300 = =—= _— =
cos BC A 14

o Eo- Y3 L F-7v3

Entdo, o perimetro do trapézio é:
7+14+7V3+14+14=49+7V3

AB 2
bt = = t = t :2
)tg o s S o= o tgo

Logo, a.=tg™ (2) = 63,43°.

Unidade 2 - Extenséo da trigonometria
a angulos retos e obtusos e resolucéo de tridngulos

Paginas 12 a 26

tg 63°=ﬁ
X

a)
h

120 -x

h=xtg63°
&

tg72°=

h=120tg 72°-xtg 72°
@{
xtg63°=120tg 72°-xtg 72°

2=
{x tg 72° + x tg 63° =120 tg 72°

ASD\ Expoente Dossié do Professor

(=1
x (tg 720+ tg 63°) = 120 tg 72°

=
. 120tg 72°
tg 72°+ tg 63°
_ 120tg 72° o
 tg72°+ tg 63° x1g63
=
120tg 72°

¥ {9729+ tg 63°

Logo, h=143,8, ou seja, a largura do rio é aproxi-
madamente de 143,8 metros.

b) BPA = 180° - 720 — 63° = 450

Pela Lei dos Senos:
sen 72° _ sen45° _ sen63°

PA 120 BP
Entao:
sen 72° _sen 450 o PA- 120 sen 72°
PA 120 sen 45°

pelo que a distancia entre a Ana e a pedra é aproxi-
madamente de 161,4 metros.

Por outro lado:
sen 45°  sen 63° =5 _ 120 sen 63°
=——— & BP="—"7—
120 BP sen 45°
0 que significa que a distancia entre a Berta e a
pedra é aproximadamente de 151,2 metros.

C

6
a
_130° 45°/'\
A B

Pela Lei dos Senos:

sen 30° _ sen 45° o g 6 sen 300
a 6 sen 45°
1
& a= ﬁ & a= \/E
2

Pela Lei dos Senos:

sen 60° __sen AéC __sen BéA
3 NG AB




Entao:

(o] A N
sen360 _ ser\l/%BC o sen ABC =

V6 sen 60°
3

V3
VBx= Nir:

& senAész & senAéCz—

6
& senAéCz 3T\/§ = senAéCz %
Logo, ABC = 45° e BéA=180°—60°—45°=75°.
Assim: ﬁ
sen ABC _ sen BCA - 2  sen75°
Ve ~  AB Ve ~ AB

__ Vesen75° —  2VBsen75°
= Bzizw B:T
2
& AB=2V3sen 75°

Ou seja, AB=3,35.

1. C
b 60°
1
A \g B
Pela Lei dos Senos:
V3
sen90° _ sen60° ol 2 L1l
b V3 b~ V3 Tb 2
S b=2
& V3
a)sen 120° = sen (180° - 60°) = sen 60° = —5
b) sen 135° = sen (180° — 45°) = sen 45° = %
¢} sen 150° = sen (180° - 30°) = sen 30° =%
B c
60°
60
40
A B

P_ela Lei dos Cossenos:
AB? =402+ 602-2 x 40 x 60 x cos 60°

< AB?=1600 + 3600 - 4800 x%
< AB?=2800

Logo, AB = /2800 = 20V7 , ou seja, a distancia
entre os dois operarios é de 20V/7 metros.

1. ¢
45°
11 11
A

B
Pela Lei dos Cossenos:
AB2=112+112-2x 11 x 11 x cos 45°
o AB2=121+121-242x \f

o AB2=242-121V2

Logo, AB=V242-121V?2.

Ent3o, a area do circulo de raio AB é

nx (V242 - 121\6)2 = 222,677 cm?.

60°

I A

P_ela L@os @ssenos:_ o
AC? = AB’ + BC*- 2 x ABx BC x cos 60°

@A_CZ=(2B_C)2+B_CZ—2><25_C><B_C><%
& AC*=4BC? + BC* - 2 BC?

& AC?=3BC?

Logo, AC=V3BC

Pela Lei dos Senos:
sen 60° sen CAB _ sen BéA

AC ~  BC AB

sen60°  sen CAB _sen BCA

\V3Bc = BC ~ 2BC
Entao:
sen 60° _ sen CAB
V3Bc =~ BC
CAB = sen 600_><§3
< SENLAE= N3 BC
V3

~ 2 ~ 1

AB = AB=—
< senC V3 < senC 2
Logo, CAB = 30°.
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E:
senB0°  sen BCA
V3BC - 2BC
BOA = sen 60°><_28_C
< SeNELAT T \/3BC
AEI
2

1= senBéAzW & senBCA=1

Logo, BCA = 90°.

16.
a) cos 120° = cos (180° - 60°) = —cos 60° = _%
b) cos 135° = cos (180° — 45°) = —cos 45°=— %
¢) cos 150° = cos (180° - 30°) = —cos 30° = - %
11. C
6i 75
A 4 B

a) Pela Lei dos Cossenos:

62=52+42-2x5x4xcos ABC

< 36=25+16-40cos ABC

< 40cos ABC=5

& cos ABC = [%

Logo, ABC = cos™ (%) . pelo que ABC ~828.

Pela Lei dos Cossenos:
52=62+ 42 -2 x 6 x 4 x cos BAC
& 25=36+16- 48 cos BAC
& 48 cos BAC =27

27

BAC =%L
< COS 48

Logo, BAC = cos™ (%) , pelo que BAC = 55,8°.

Pela lei dos Cossenos:
42=62+52-2x6x5xcos ACB
& 16 =36+ 25-60 cos ACB
& 60 cos ACB = 45

45

ACB=2
& CO0S 60

Logo, ACB = cos! <£> . pelo que ACB = 41,40,

60
b ¢

4,5

ASD\ Expoente Dossié do Professor

Pela Lei dos Cossenos:
22=452+32-2x 45x 3 x cos ABC
& 4=20,25+9-27 cos ABC
& 27 cos ABC= 25,25

2525

ABC =222
& cos 7

25,25
27

Logo, ABC = cos‘l( ) . pelo que ABC = 20,7°.
Pela Lei dos Cossenos:

4,52 =22 +32-2x2x3xcos BAC

& 20,25=4+9-12cos BAC

& 12 cos BAC=-725

7.25

BAC =-
< COS 0

Logo, BAC = cos® (— %5> , pelo que BAC = 127,2°.
Pela Lei dos Cossenos:
32=22+4,52-2%2x 45 x cos ACB
& 9=4+2025-18 cos ACB
& 18cos ACB=15,25

15,25

ACB =222
& cos AC 18

Logo, ACB = cos™ (15155) , pelo que ACB = 32,1°.

C

3

/)

A 6 B
Pela Lei dos Cossenos:
BC?=32+62-2x3x6 x cos 60°
& BC?=9+36-18
& BC?2=27
Logo, BC=V27=3V3,
Pela lei dos Senos:

sen 60°  sen ABC _sen ACB

3V3 3 6
Entdo:
sen60° _ sen ABC o sen ABC— 3 sen 60°
3V3 3 3V3
V3
2x7y )
< sen ABC = T PN SenABCZf
Logo, ABC = 300,
E:
sen60° _ sen ACB o sen A(:‘Bz 6 sen 60°
3V3 6 3V3
2 X i;
& sen ACB= T < senACB=1

Logo, ACB=90°.



d) 19. F 3
A D
ACB =180° - 45° - 30° = 105° \ /
Pela Lei dos Senos: .
sen 45°  sen30° _ sen105° FAB = 1800—@ =120°
BC = AC 5 __ &
Seja x=FB.
Entgo: Pela Lei dos Cossenos:
sen 45° 105° == _ bsen 45° '
B0 :sen5 = C:% x2=32+32-2x3x3cos 120°
o < x2=9+9+9
Logo, BC=3/7. o x2=27
E: Entdo, x =V27 = 3V3 e, portanto, o perimetro
sen 30° _ sen 105° o AC-2sen30° do triangulo [BDF] é 3x3V3=9V3,
AC 5 sen 105°
_ c
Logo, AC=2,6. 2.
e s
B
L5
A
Pela Lei dos Senos:
o] A o N
sen 30° _ sen ACB o senACstsengo BAC=1800=60°
3 5 3 3
A (0] ~
Entdo, ACB=sen™ (%) OAD = 620 =300
Logo, ACB = 56,4 DOA = 180° - 90° - 30° = 60°
. —_ V3 _
ABC = 180° - 30° - 56,4° = 93 6° AD= 522 =V3
Pela Lei dos Cossenos: .
AC2=132+52-9%3x4cos ABC Pela Lei dos Senos:
Pelo que, AC? = 34 - 24 cos 93,6°, ou seja, sen60°  sen 30° o0 /3 sen 30°
AC ~\/34 - 24 cos 93,6° ~ 6. V3 T o0 T T eensoe
1
18. D . Vax >
< 0D=
. . V3
. 2
< 0D=1
Agiroulo = r?, l0go Agiroulo = T X 12=m.
A B
ABC =180° —ig?o =108°
CAB=BOA-180°-108° oo pr Unidade 3 - Angulos orientados, angulos
2 generalizados e rotacdes
Pela lei dos Cossenos: Paginas 27 a 31
c¢2=32+¢2-2x3xccos 36° o
< 9=06c cos 36° ’
9 a)
< €% 5 cos 36° i/ ii) D iii) H iv)/
Logo, c=1,9. b) Por exemplo, 160° ou -200°.
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22, b) Abcissa de P:

al/ bl C ocC d G e F cosaz%@xzrcosa
23 Ordenada de P:
_J) _

a) 400° = 40° + 1 x 360° seno=:- & y=rsena
b) -1280° = -200° - 3 x 360° Logo, P(rcos o, rsen a).
¢)670° =310°+ 1 x 360° 28
d)-825° =-105° - 2 x 360° 7 3

a)cos oL =— jseno ="
24,

b)cosBzg; senB:—i
a) 25° + 3 x 360° = 1105° 5 5
b) 180° + 1 x 360° = 540° 2
¢)-39°-1 x 360° =-399°

a) b)

d)-100° - 4 x 360° = -1540° h
%. /™

a) Ponto B. 4
30. Ordenada de P: sen o.=—
b) Ponto D. 5
2
¢) Ponto D. senZo +costo=1 (%) +cosZo=1
Ponto . (:»Coszoc=1—E<:>cos?oc=i
25 25
Uma vez que o é um angulo do 2.° guadrante, tem-
. " . . _ 9_3
Unidade 4 - Razdes trigonométricas "seque cosa=—jo- ="
de angulos generalizados a
Pginas 32265 '
- a)-1<cosa<l & -4<4cosa<4
26. Valor minimo: -4 Valor maximo: 4
a) 85° pertence ao 1.° quadrante. b-1<seno<l & -4<seno-3<-2
Valor minimo: -4 Valor maximo: -2

b) 280° pertence ao 4.° quadrante.

¢) -25° pertence ao 4.° quadrante. o-l<sena<l & -2<2seno<?2
& 2z-2senoz-2 & 725-2seno=3

N AN 5—25enoc>1
e) 400° = 40° + 1 x 360° pertence ao 1.° quadrante. 3~ 3 -

. - 7
f) -1280° = —200° - 3 x 360° pertence ao 2.° quadrante. Valor minimo: 1 Valor maximo: 3
g) 670° = 310° + 1 x 360° pertence ao 4.° quadrante. d0<cos’a<l

Val inimo: Val aximo: 1
h) -825° = -105° — 2 x 360° pertence ao 3.° quadrante. alor minimo: 0 aror maximo

d) 200° pertence ao 3.° quadrante.

e0<cos?a<l < 1<cos?a+1<2
9 Valor minimo: 1 Valor méaximo: 2

fl-l1<cosa<l & 0<coso+1<?2

a) Abcissa de P Vi o 0<(cosa+1)2<4

cos 30° =% & x=5c0s30° & x= > 2 Valor minimo: 0 Valor maximo: 4
Ordenada de P
sen30°=l@y=55en300@y=§ &2
5 2 a) Afirmacéo falsa. No 2.° quadrante o seno é positivo
Logo, P( 5V/3 , §>. e 0 cosseno € negativo, logo ndo tém o mesmo sinal.
2 2 b) Afirmacao verdadeira.

AS‘\ Expoente”~ Dossié do Professor 1



¢) Afirmacao verdadeira.

d) Afirmacao falsa. Nao existe qualquer angulo cujo
c0sseno seja superior a 1.

e) Afirmacao falsa. No 2.° quadrante o seno € positivo.

f) Afirmacao falsa.
1)\2 6\2 1 36 37
- +([—-— =t ——=—% 1
(7) ( 7) 49" 49 49

33.
a) Afirmacéo verdadeira.
b) Afirmacao verdadeira.

¢) Afirmagao falsa. No 3.° quadrante o cosseno é
crescente.

d) Afirmacdo falsa. Nao existe qualquer &ngulo cujo
cosseno seja superior a 1.

e) Afirmagéo verdadeira.

f) Afirmacéo falsa.
1\ (62 1 36 37
= +|-=) =—=+—-—FZ=—-—7F=1
7 7 49 49 49

34

a) sen 50° < sen 80°

b) cos 50° > cos 80°

¢) cos 105° > cos 162°

d) sen 200° < sen 90°

e) cos 180° < sen 5°

f) cos (-90°) = sen 180°

35.

y

—

N°

3
r=-=
4

3)\2 9
2 A 2y=1-2
sen oc+( 4> 1l & sen‘a=1 16
=N sen20c=L
16
Uma vez que o pertence ao 3.° quadrante, tem-se:
cenoo_ |1 __NT
16 4
36.

a) O produto do seno pelo cosseno € positivo nos 1.° e
3.° quadrantes.

b) O seno é crescente e o cosseno é decrescente no
1.° quadrante.

¢) O seno e o cosseno s&o crescentes no 4.° quadrante.

d) O seno é decrescente e o cosseno é negativo nos
2.° e 3.° quadrantes.

3l

a)-l1<senx<l o -1<

1-3k

5 <1
& -2<1-3k<2
& -3<-3k<1
& 323k>-1

1
1>k>-=
< 3

1
Logo, ke |-=,1].
0go [3 ]
b) x € 11800, 270°[, ent&o:
-1<cosx<0 & -4<4cosx<0
o —4< k=10 <0
2
& -8<k-10<0
& 2<k<10
Logo, k€ ]2,10J.

¢)x € [0°,90°[, entdo:
O<cosx<l & 0<k?-2k+1<1
& k2-2k+1>0 A k2-2k+1<1
o k2-2k+1>0 A k2-2k<0

Calculos auxiliares
k2-2k+1=0  (k-1)2=0 k=1
k2-2k=0 o k(k-2)=0 & k=0 v k=2

A
y
k?-2k+1
O 1 x
A
y
k?- 2k
o 2 X

Logo, k€ R\ {1}~ [0,2] =[0,1[ UL, 2].

AS‘\ Expoente™ « Dossié do Professor



38.
l R

= BD 1—
alsen6= — < —BD=asen®
a 2

& BD=2asen®
Lac

0056—2— @lﬁzacose
a 2

& AC=2acos @

Assim, a area da peca é dada por:

2asen 6 x 2a cos 0
2

=202 sen B cos 6 = A(0)

Se 6 <0° ouse 62>90° a figura ndo é um losan-
go, pelo que 6 € ]0°, 90°].

b) A(45°) = 2 x 32 sen 45° cos 45° =

—18><\/_ i =9

Quando 6=45° e a= 3, olosango [ABCD] adquire
a forma de um quadrado de lado 3.

3.
a) A b)
3. ,,,,,
24
y
1
/\‘/O(( 1 > * ,
X 1 x
/) S
»Z -
C) yA
Rl
N
1 <
40.

a)tg2 a € [0, +.
b) Uma vez que tg? o € [0, +=[, entdo
tgZ o+ 3 € [3, +o9.
¢) tg o € ], +0[, logo tg o+ 3 € J—o0, +0].
d) Uma vez que tg2 o € [0, +o[, entdo

2tg?Za € [0, +[ e, portanto,
2tg2a-1€ [-1, +[.

e) Uma vez que tgZo € [0, +o[, entdo
-tg? o0 € |-, 0], logo 1-tg? o € ]—=~, 1] e, portanto,

1-tg?a ] 1
o .0

ASD\ Expoente Dossié do Professor

4.

a) A tangente é negativa e 0 cosseno € positivo no 4.°
quadrante.

b) O seno e a tangente sdo negativos no 4.° quadrante.

¢) Ndo ha nenhum quadrante em que a tangente seja
decrescente.

d) A tangente e o cosseno tém o mesmo sinal nos 1.°
e 2.° quadrantes.

e) O seno é maior que a tangente em todos os angu-
los do 2.° e do 4.° quadrantes.

42.Se o seno e o cosseno forem ambos positivos,
entdo tgo.>1 se sena>coso .
Se o0 seno e o cosseno forem ambos negativos,
entdo tgo>1 se [senal>lcosal.

8. N

9_ 1 _13_ 1
4 cos?o 4

< cos? o _ 4
13

Uma vez que o pertence a0 4.° quadrante, tem-se que:

cos o, = / \/— 2
sen?o +cosla=1< sen20c+E=1
4 9
20=1-— 2y ="
& osenco=1 13 & sen‘ o 13

Como o pertence ao 4.° quadrante, tem-se que:

9 3 313

seno=-\337" VI3 T 13

a4,

a) (sen o+ cos 0)2 - (sen o.— cos o) =
=seno + 2 sen o cos o + cosZ o -
- (sen? a.— 2 sen o cos o + cos? @) =
=1+2senacoso—(l-2senacosa)=
=1+2senacoso—1+2sencocoso=
=4 sen o, cos o

b) sen o cos? o. + send 0. = sen 0. (cos? o. + sen? o) =
=senax1l=sena



— eac? 2
o) ~cos o= 17COST 0L sena ¢) sen (1110%) = sen (3 x 360° + 30°) = sen (30%) = =
co COS O CoSs O 2
_sena 3
= oos o N =tgasena cos (1110°) = cos (3 x 360° + 30°) = cos (30°) = %
(1+tgo)? _1+2tgo+tg’a _
1+tg? o 1+tg’ o tg (1110°) =tg (3 x 360° + 30°) = tg (30°) = ﬁ
sen o, 3
2 = =
_ 2tgo _ COS O _
_1+1+t920c_1+ 1 = 4].
2
costa a) cos (450°) + 2 sen (765°) — tg (720°) =
_149S€NC cos? o _ =cos (360° + 90°) + 2 sen (2 x 360° + 45°) —
cos o ~tg (2 x 360°) =
= sen’ 0.+ cos o + 2 sen 0. cos o = =cos (90°) + 2 sen (45°) —tg (0°) =
= (sen o, + cos a)?
( ) =0+2x ﬁ -0=
1 cos?o—1 2
) €0S 0™ s o _ coso. =V2
cen o sen’o-1 b) cos? (361°) - tg (405°) + sen? (721°) =
sen o seno = cos? (360° + 1°) — tg (360° + 45°) +
:—sen20c><senoc:sen30c:t30c +sen? (2x360°+1) =
—cos?ouxcos 0 cosio O = cos? (1°) - tg (45°) + sen? (1°) =
OS 0 — 1 sen o cos o — 1 o
f) sen o _ sen o _
sen o - 1 seno.cos o -1
CcOS o COS o 48.
_ (senacoso-1)cosa _ 1 a) sen (-30°) + cos (-60°) + tg (-45°) =
(senacos o—1) sen o tgo =-sen (30°) + cos (60°) —tg (45°) =
g) (1 +tg?o)(cos?o—sen? o) = N S
2 2 2
=—(00520c—sen20c)=1—Sen L =1
cos? o cos? a
=sen?a+cos?a-tg?a=1-tg?a b) sen (-780°) - cos (-1470°) - tg (-420°) =
=-sen (780°) — cos (1470°) + tg (420°) =
45, =-sen (2 x 360° + 60°) - cos (4 x 360° + 30°) +
al sen (380°) = sen (360° + 20°) = sen (20°) * 19 (360° +60°%) =
=-sen (60°) - cos (30°) + tg (60°) =
b) cos (1205°) = cos (3 x 360° + 125°) = cos (125°) _ @ ) ﬁ Voo
o) tg (-940°) = tg (-2 x 360° - 220°) = tg (~-220°) 2 2
46. 49,
a) sen (780°) = sen (2 x 360° + 60°) = a) sen (150°) + cos (120°) + tg (135°) =
— sen (60°) = V3 =sen (180°-30°) + cos (180°-60°) + tg (180° - 45°) =
2 =sen (30°) - cos (60°) - tg (45°) =
cos (780°) = cos (2 x 360° + 60°) = cos (60°) = % - % - % 1=11
tg (780°) = tg (2 x 360° + 60°) = tg (60°) = V'3
9 (780%) =g (2 ) =19 (60°) b) sen (840°) - cos (510°) — tg (1215°) =
b) sen (1125°) = sen (3 x 360° + 45°) = =sen (2 x 360° +120°) - cos (360° + 150°) -
_ 0 o) —
~en (450>:ﬁ tg (3 x 360° + 135°)
2 =sen (120°) - cos (150°) - tg (135°) =
cos (1125°) = cos (3 x 360° + 45°) = = sen (180° - 60°) — cos (180° - 30°) — tg (180° - 45°) =
= o 0 0\ —
— cos (459) = V2 sen (60°) + cos (30°) + tg (45°)

:ﬁ+ﬁ+1:\/§+l
tg (1125°) = tg (3 x 360° + 45°) = tg (45°) = 1 2 2

10 AS‘\ Expoente”« Dossié do Professor



50.
a) 2 sen (210°) + 4 cos (240°) + tg (600°) =

=2 sen (180° + 30°) + 4 cos (180° + 60°) +

+tg (360° + 180° + 60°) =
=-2 sen (30°) - 4 cos (60°) + tg (60°) =

=—2x%—4x%+\/_=

=-1-2+V3=
=-3+V3

b) -2 sen (600°) - cos (225°) — 3 tg (930°) =

=-2sen (360° + 240°) - cos (180° + 45°) -

-31g (2x360°+210°) =

=-2 sen (180° + 60°) + cos (45°) - 3 tg (180° + 30°) =

=2 sen (60°) + cos (45°) - 3 tg (30°) =

o \f i 3x \f
RV l_ _
2
V2
)
51. 80°~0) _
o_ o _Sen(80°- coso _
altg (30°-0) cos (90°-q) seno
L _ 1
©oseno g
cos o

o _sen(90°+a) _ cosa _
bltg (30°+ a1 cos (90°+ o) -seno

o1 1
seno  tgo
CoS o,

52. 4

/

270°-a

sen (270° - o) = —-cos o
cos (270° - o) =-sen o,

1

0 _ — =
tg (270°~ 0] cos (270°-a) -seno

A

D
\7 :

X

270° + o

ASD\ Expoente Dossié do Professor

sen (270°-0) _ —cos o _

tga

sen (270° + o) = —cos o

cos (270°+ o) =sen o,
sen (270°+ o)  —cos o 1
t 2700 + = = = —
9( o) cos (270°+ o) seno tgo

93.

a) sen (180° + o) — cos (720° - o) +
+sen (90° + o) - tg (—o) =
=-sen o.—Ccos (—o) + cos o +tg o=
=-Sen o.—CoS o+ Ccos o+ tg o =
=-senao+tgo

b) -tg (1080° + B) - cos (180° - B) +
+sen (270° + B) — sen (360° - B) =
=-tg B +cos -sen (90° + B) — sen (-B) =
=-tgB+cosP-cosP+senf=
=-tgpB+senf

¢) -2 cos (450° +y) - 3 tg (540° +y) -
—cos (y—180°) -3 sen (—y-270°) =
=-2cos (90°+vy) - 3 tg (180° +vy) -
—cos (180°-1v) + 3sen (270° +v) =
=2seny-3tgy+cosy—3sen (90°+7y) =
=2seny-3tgy+cosy-3cosy=
=2seny-3tgy-2cosy

d) 2 sen (-270° + §) — 3 sen (8- 90°) +
+5cos (-180°- ) + 2 tg (-360° + §) =
=2 sen (90° + §) + 3 sen (90°-§) +
+5c0s (180°+0) +2tg b=
=2c0sd0+3cosd-5cosd+2tgd=
=2tgd

sen (-180° - ¢) —cos (270°—-¢) | 2

+1g (e +180°) =
sen (90°-¢) -2 cos (180°+¢) 3 9l )

-sen (180° +¢€) + cos (90°—¢) 2
= + — tg €=
cose+2cose 3

_senetsene 2

t =
3cose 3 g€

2sene 2
=4 — =
3cos e 3tge

=%tgg+%tge:

=%tgs

54. tg (-0) x sen (-90°+ o) < 0
< —tgoax(-sen (90°-a)) <0
sen o
cos o,
< sena <0
Logo, a opcado correta é a (B).

xcoso<0

|



55.

56.

12

cos (—90°—oc):—% < cos (90°+a)=—%

= —senoc=—§ & sen oc=§
5 5

Como sen oczg e o €]90°, 270°[, entdo o per-
tence ao 2.° quadrante.
2
senZo +coslo=1 < (%) +cos?a=1
9 16
2y =19 2y =20
S cosfa=1 25(:)005&

25

Uma vez que o pertence ao 2.° quadrante, entao

COS 0L = — 16__4
25 5
3
_seno. . 5 3
Tcoso 4 4
5
Entao:
sen (180° - o) x cos (180° — o) + sen? (o) —
~tg (0~ 180°) =

=sen o, x (-cos a) + sen? o + tg (180° - o) =
=-sen o x cos o+ sen? a.—tg o =

L)

_12 .9 '3
25 25 4
159
100

Uma vez que tgx >0 e que x € ]-180°, 0°[,
entdo x pertence ao 3.° quadrante.

1 V2 21
+tgZx= + =
Lrtgir=cogy &1 ( 2 ) cos? x
PRS- 3. & costx=2
2 cos?x 2 cos’x 3

Como x pertence ao 3.° quadrante, entdo

COS x =~ z=—\/—6.
3 3

2 1
sen?x+cos’x=1 & sen2x+§=1 = sen2x=§

Como x pertence ao 3.° quadrante, entdo

senx=- |L=- ﬁ
3 3

Entao:

sen? (180° + x) — 3 sen (90° + x) + cos (270° + x) +
+senZ (900 -x) =

=sen? x -3 cos x - cos (90° + x) + cos? x =

=sen?x+cos?x—-3cosx+senx=

o 5

3 3 3
:]_+\/__i§
3
E

OF =-2 cos x
FC=2senx
BC =4 cos x
A area do trapézio [OBCF] é dada por:
BC+O0F —= -4cosx—2cosx
2 X FC= 2 X2senx=

=-6cosxsenx

a) Sendo o comprimento do arco igual ao raio, entdo a

amplitude do arco correspondente € 1 radiano.

lrad _2cm : ‘.
“rad -~ dom’ logo a amplitude do arco é:
4x1
=2rad
> ra
lrad 2cm . ..
~rad _ lom logo a amplitude do arco é:
1x1 05 rad
lrad  2cm - ‘.
vrad _ 05cm’ logo a amplitude do arco é:
05x1 _ 0,25 rad
2
59.
a 180° _ 120°
nrad xrad
= 1201 2n
Entdo, x = =%
ntdo, x 80 & 73

Logo, 2?15 ¢ a medida em radianos da amplitude de

um angulo de 120°.

0 (o]
) 180° _ 135

nrad xrad
~ _ 135m _3n
Entao, x = 180 & x= 4

AS‘\ Expoente™ « Dossié do Professor



Logo, 34_n ¢ a medida em radianos da amplitude de

um angulo de 135°.

180¢° _ 150°
nrad xrad

=~ __150m _5n
Entao, x= 180 & x= 65

Logo, 56_75 € a medida em radianos da amplitude de

um angulo de 150°.

4 180° _ 200°

nrad xrad
Entéo, x = 200 & le.i
' 180 9

Logo, 18—“ é a medida em radianos da amplitude

de um angulo de 200°.

o 180° _ —7Qe

nrad xrad
~ _ —10x; _ In
Entao, x= 180 & x= 1

Logo, - % é a medida em radianos da amplitude

de um angulo de -70°.

60.
a 180° x°
mrad 2?7‘ rad
180 x 2?"
Entdo, x= - < x=120.

Logo, 120 é a medida em graus da amplitude de

A 21 .
um angulo de — radianos.

3
180° x°
b =
) nrad _ 9T rad
180 x (— %’“)
Entéo, x = < x=-300.

Logo, -300 ¢é a medida em graus da amplitude de

um angulo de —5?75 radianos.

g 80
nrad 76_75 rad
180 x 76—"
Entao, x = < x=210.

b
Logo, 210 é a medida em graus da amplitude de

um angulo de 76_n radianos.

ASD\ Expoente Dossié do Professor

d

e

180° 1
nrad §4£ rad 3
180 x —45
Entdo, x= & x=135.

T
Logo, 135 é a medida em graus da amplitude de

N 3n .
um angulo de —— radianos.

4
180¢° _ x°
nrad —S%rad
180 x -%")
Entdo, x= - & x=-225.

Logo, —225 é a medida em graus da amplitude de

A ST .
um angulo de ——— radianos.

4
180° __x°
nrad 1lrad
Entdo, x= 18075X1 < x =573

Logo, 57,3 é a medida aproximada em graus da
amplitude de um angulo de 1 radiano.

61.

a)

45°

a=360°-90°-90° - 45° =135°

180° 135°

nrad arad

Entdo, a= 135n I a=3—n.
180 4

Logo, a= STn rad.

b < 30° D
AN

a=180°-30°=150°

180°  150°

nrad arad

Entdo, a= 150n = a=5—n
180 6

Logo, a= %—n rad.

b=30°
180° _ 30°
nrad brad

~ _30m _T
Entao, b_—180 S b 5
Logo, bzgrad.

1B



o)
0= 360° - 60° - 60° — 1200
2
180¢° _ 120°
nrad arad
- _120= _2n
Entdo, a= 180 S o= 3

Logo, a= ol rad.

3
_ B0° _ono
b= ” 30
180¢° _ 30°
nrad brad
~ _30n _ T
Entao, b_—180 & b= 6

Logo, b =% rad.

62.
180° __x°
nrad lrad
180 x 1
e

Entdo, x = = 57,2958.

1° _0,2958°
60Y yY
_ 02958 60

Entdo, y= =5~ =17.748,

' _ 0748
60” ZH
0,748 60

Entdo, z=———-——=45.
ntéo, z 1

Logo, 1 radiano corresponde aproximadamente a

57° 17" 45" .

180° _ x°
nrad

b)

T
1 rad

T

180 x —

i 1
Entao, x=

1° _ 0,3636°
60' y!
_ 03636 x 60
1

Entdo, y = 21,816.

1' 0,816

60” ZH

0,816 x 60 _

1 49,

Entéo, z=

Logo, % radianos correspondem aproximada-

mente a 16° 21' 49"

"

= 16,3636.

c)

d

180° _ x°
nrad  Om

7
180 x 9%

rad

Entdo, x=
e

1° _0,2857°
607 yY
_0,2857 x 60

Entdo, y === = 17142

1 _0142
60” ZH
0142x 60 _

1 9.

Entéo, z=

=~ 154,2857.

6r . .
Logo, —- radianos correspondem aproximadamen-

7
tea 154°17' 9"

180° _ x°
nrad 10,4 rad

=~ 505,8761.

Entdo, x = 180104 210’4

1° _08761°

60' V'

_0,8761 x60
1

Ento, y = 52,566.

1' _ 0,566

60H ZH

0,566 x 60 _

1 34,

Entao, z=

Logo, 10,4 radianos correspondem aproximada-

mente a 595°52' 34" .

63.

a)

b)

c)

AS‘\ Expoente
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64.

a13n=6x2n+m -13n=-6x2n-m
Ora, m e —-m correspondem a angulos com o
mesmo lado extremidade, logo 13t e -13m corres-
pondem a dngulos com o mesmo lado extremidade.

b) 20167 = 1013 x 21

Ora, 0 e 2m correspondem a angulos com o

mesmo lado extremidade, logo 0 e 2016w corres-

pondem a dngulos com o mesmo lado extremidade.
o F-ops 3T

2
T 3n .
Ora, 5 e o nao correspondem a angulos com o
. n _In .
mesmo lado extremidade, logo 5 e o nao corres-

pondem a angulos com o mesmo lado extremidade.

32w 21 41 _2n
d —52+3 —3+21l:—3
4TC 32n
Logo, 3 e 3 correspondem a angulos com

0 mesmo lado extremidade.

1515 _T 1091 _3n
e) +2x2n =% 4 +14x2n 4
151 109 . A
Logo, L e ———— nao correspondem a angu-

los com 0 mesmo lado extremidade.

f)@_Q =L M—168x2n=—
6 6
2

Loozﬁe
9% g 6

los com 0 mesmo lado extremidade.

nao correspondem a angu-

2t 2x05xm 18n
65. =— = o x=
X PAs

A distancia percorrida foi de 9 metros.

X~
56 2><5><n o y= 2 o =
3 YT Ion 710
2
A amplitude do arco AB é 1n—0 radianos.
57.2—n=%<:>x=w<:>x=90
5 X 2n

A drea do setor circular é 90 cm?.

2n  r’m
e R
2

Logo, r=V16=4.

O raio do setor circular é 4 cm.

4="" o =16
4

ASD\ Expoente Dossié do Professor

a)-2 cos <56_n> +sen (T) -tg <

n_ 2m 2—n=4r r2=4r
o i3 o
2 = =
2n_r’n 2n_ 5
o x o
{f’Z—[H’ 0 (r-4)=0 r=0vr=4
==
= = & Jimpossivel
e, o ) =
n T T
o *“ 16 *~8

O raio da circunferéncia é 4 cm e a amplitude do

, T .
arco é 3 radianos.

=,
:_2005<n—%>+sen< ) <9n+ )

T

o
6 4
g

201 INE AN
c)cos( 3 )+tg< . )—

:Cos<7n—%>+tg <3n__2i>:
ol 2
o -uf5)

_1 .
=-5-1

2n 11 INE AN
d)sen(— 3)—2005<— 5 )—3tg( 5 )—

 con (2 _ m) _T\
= 59”(3) 2cos( 6) 3tg(2n 6)

15



- —sen (n—§> 2 cos <2n—g)+3tg(6)
)

V3 . V3. . V3

=- -2x +3X =

2 2 3

b () (2 2
- ) o225 et o 2 -
o E)for- 3]
() (2] )

N2 V2 VB
2 2 3

w6+!%§:

3V2+V3
3

n.

a) 2 sen (-x) + cos (- x) + cos E—x)=
=-2senx-cosx+senx=
=-5Senx-Ccosx

b) —cos (—x) +tg (n — x)+sen(g+x>+sen (g—x>=

=-cosx—-tgx+cosx+cosx=
=-tgx+cosx

2

+cos (- T -x|=
2

¢) 2 cos (—x+3—n>—tg (-x)+sen (3n—x) +

2
=-2senx+tgx+senx-senx=
=-2senx+tgx

=-2cos (E—x>+tgx+sen (r—x) + cos <%+x)=

d) sen (x + 1) + cos (x —m) + sen (9775+x>=

T
=-senx+cos (m—x) +sen (§+x)=

=—-Senx—CcoSx+CcosSx=
=-Ssenx

e cos (%"’x) Cos (m +x) + sen (32—n+x> cos (—%+x)+

+sen? (S )+ cos? (x+ 2F) =
2 2
x)oos(%—x>+

= (-senx) (-cos x) - sen (% +

16

+ sen? (%—x) + cos? (x +%) =

=sen x Ccos x — COS x Sen x + cos? x + sen? x =
=1

f) 2 sen (8n-x) + 3 cos (—x—lng)+2tg (-x + 200m) =

=-2sen x + 3cos (—x+ 2>+2tg (=x) =
=-2senx+3senx-2tgx=
=senx-2tgx

2 cos x+3—7E + cos —E—x
2 2

g sen (m—x) + cos (m +x) + sen (—x) -

2enfieeonfi]

Ssenx—-Co0Sx—Senx

_2senx-senx _
N - COS X -
senx _
cosx

=-tgx

17 13n B T _
. COS T+oc =-= & cos §+oc =-

= —senocz—l = senoczl
3 3

Como sena>0 e a &€ }% 32—75[ entdo o perten-
ce ao 2.° quadrante.

1\2
sena+cosfa=1 < <§> +cosZo=1

1 8
o coszcle—g & coslo=—

9
Uma vez que o pertence ao 2.° quadrante, entdo
cosqo_ |8 2V2
9 3
1
_seno _ 3
cosa B 2V2
3
o1 __ V2
2\V?2 4
Entao:

cos (-4m— o) — 2 sen <%+oc)+tg Br-o) =

=coso—-2coso-tgo=

=-coso-tga=
()
V2 V2 _ 11V2
3 4 12

AS‘\ Expoente™ « Dossié do Professor



Btg(n-0)=2 & tga=2 < tga=-2
Como tga<0 e o € —%%[ entdo o pertence
ao 4.° quadrante.

2 1
& costo=—

o 1+4=

1
1+t920c=0052a

(@3]

cos? o

Uma vez que o pertence ao 4.° quadrante, entao

cosoc=\/i=£
5 5 °

1
sen?o +cosla=1 < sen2a+€=1

= senzoc:l—% = sen%cz%

Uma vez que o pertence ao 4.° quadrante, entdo

4 V5

seno=- o=

Entao:

sen (32_n_ oc) +1tg (~a) +sen (n+0) =

T
=-sen (§—oc>—tgoc—senoc=

=-coso-tga-sena=

:_ﬁ+2+ 2V5 _ V5+10

5 5 5
14.
yArtg(m+a)?  (L+tga)?
1+1tg? (~o) 1+tg? o
_1+2tga+tg?o 2tg o
= =1+ =
1+tg?o 1+tg?o
5 Sena
2
“14 cisoc 14 2senocos‘a _
oS o,
cos? o

=1+2senocoso

2 sen(% - oa) cos(g - oc)
b) -

__2cososeno _
1+ cosZo-sen?a cos? o+ cos? o
sen o
= - :—t :t —
osq 9=ty (o)
15.
al Seja M o ponto médio de [AB].
OM=3 L o
_AM o AM
tg(m-a)= o © tg o= 3
@mz—Btga
cos(n—oc)—O_—M (:)—cosoc—i
- DA - DA
= OA=- 3
Cos o

ASD\ Expoente Dossié do Professor

Logo, o perimetro do tridngulo [OAB] é dado por:

3 6
2x (= 2x (- =- -
x(-3tg o) + x( cosoc) 6tga o

b) cos 3_n+x =2 & —cos (L +x _2
2 5 2 5

= senxzz
5
212
sen?x+cos?x=1 & <g> +cos?x=1
4 21
2 =1- 2, -
& cos?x o5 & costx="r

Como x € }% n[, tem-se que:

COS x =— a__va
25 5
2
sen x S 2 2V21

19x= s x __W:_ V21 - 21
5

Entao
Bt~ 6 _ gu(-2V2L\_ 6 _
COoS o 21 V21
5
_12V21 | 30V2l _ 42V2L .\ s
21 21 21
Unidade 5 - Funcdes trigonométricas
Péaginas 66 a 91
76.
a)f(x) =senx-1
Df = |R
-1<senx<1,VxER & -2<senx-1<0,Vx€ER
Dy=[-2,0].

fx)=0 & senx-1=0 < senx=1

& x=%+2kn,k€ Z
Logo, os zeros de f sao da forma % +2kn, ke Z.

b) g(x) =3 senx
Dy=R
-1<senx<1,Vx€R & -3<3senx<3,VxER
Logo, Dy =[-3, 3].
glx)=0 & 3senx=0 < senx=0
& x=kn, keZ
Logo, os zeros de g sdodaforma kn, k€ Z.

17



¢l h(x) =2-sen (%)
thlR
—l§sen<%)sl,VxE|R ‘

& 12—sen(%>2—l,VxEIR
& 322—(%)21,VxE|R

Logo, D}, =11, 3].

h(x) =0 < 2-sen (%)zo & sen (%):2
%K_J
Eq. impossivel

Logo, a fungdo h nao tem zeros.

d) i(x) = 2 sen? <3x+§)— 5
D= R
0 < sen? <3x+—2£>sl,VxelR

- 0S25en2(3x+—25>52,VxE|R

& -5<2sen? 3x+% -5<-3,VxeR
Logo, D'j=[-5,-3].
=0 o 25en2(3x+—2£>—5=0

& sen? <3x+—2—) =%

Eq. impossivel

Logo, a fungao i nao tem zeros.

1.

al flx) =—

senx

Dy={x € R:senx#0]={x € R:x # kn, k € Z)

B 1 1
fi=) = sen(-x)  senx

=—f(x), V x € Dy

Logo, fé uma funcéo impar.

X

bl g(x) = senx+1

Dy={x€R:senx+1=0}=

={xelR:x¢32—n+2kn,keZ}

Calculo auxiliar

senx+1=0 < senx=-1 & x=%+2kn,kez

—X —X

9= = sen (—x) +1 B -senx+1

Assim, existem valores reais para os quais
g(—x) = g(x) e g(—=x) = —-g(x), logo g nao é uma fun-
¢do par nem impar.

18

Senx

¢) hix) = o

D, ={x € R: 2x# 0} =R\ {0}
_sen (x) _ ~senx _ senx

h(-x) =
2 X (=x) —2x 2x
Logo, h é uma fungao par.

=h(x),Vx €D,

18.

a) f(x) =1+ cos x
D;=R
-1<cosx<1,Vx€ER
0<l+cosx<2,VxER
D;= [0, 2]
flx)=0 & 1+cosx=0

& cosx=-1

& x=n+2kmke”Z
Logo, os zeros de f sdo daforman+ 2kn, k€ Z.
b) g(x) =-5 cos x
Dy=R
-1<cosx<1l < -5<5cosx<5
< 52-5cosx>-5
Logo, Dy =[-5, 5].
glx)=0 & -5cosx=0 < cosx=0
@x=%+kn,kez

Logo, os zeros de g sao da forma %+ krn, ke Z.

o) h(x) = 3-cos (%)
Dh = |R

1< X< > _ AT
1_cos<2>_l(:>l_ cos(2>_ 1

= 423—005(%)22
Logo, D' = [2, 4].

h(x) =0 & 3—005(%)=0 & cos(%)zB

Eq. impossivel

Logo, a fungdo h nao tem zeros.
d) i(x) = -1 - 2 cos? <3x + -Z-)
D,': |R
050052(3x+—2>51 =3 0S2COSZ(3x+—Z—>52

< 02>-2cos? (3x+—2—) > -2

< -1>-1-2cos? <3x+—2—) >-3
Logo, D;=[-3,-1].
i0=0 o —1—20052<3x+%>=0

2 my__1
& C0S (3x+4) >

Eqg. impossivel

Logo, a fungao i nao tem zeros.
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1.

1
a)f(x)_COSx
D,«=[x€IR:C05x¢0]={xEIR:x¢k7n,kEZ}
1 1
—x) = = =flx),Vx&€D
fi=) cos (-x) cosx fle), ¥ x f
Logo, a fungdo fé uma fungao par.
b) g(x) = —
Fg) CoS x
Dg=[xEIR:005x¢O]={xEIR:xikz—n,kEZ}
—X X
—x) = =- =—g(x),Vx €D
9t=) cos (~x) COS X g). v x € Dy

Logo, a fungdo g é uma fungdo impar.
¢) h(x) = sen x + cos x
D, =R
h(-x) = sen (=x) + cos (—x) =—sen x + cos x
Assim, existem valores reais para os quais

h(-x) = h(x) e h(-x) = -h(x), logo h ndo é uma fun-
cao par nem impar.

80. d(t) = 40 - 15 cos (%t)

a) d(2) = 40 - 15 cos (%c) =40-15cos <—Z> =
15V2
2

=40- =~ 29,4
Passados 2 segundos do inicio do movimento, a
bola encontrava-se a uma distancia do chao de
aproximadamente 29,4 cm.

b)—lScos<%t)sl - —lSSlScos(%t)slS
& 15>-15 cos (%) >_15

@55240—15003(%>225

A distancia maxima da bola ao chdo é 55 cm e a
distancia minima é 25 cm.

81
a) f(x) = tg (3x)
Dy Z{xE R: 3x¢%+kn,k€ z}z

T kn
=lx€Rixzx=+— ke”Z
{x 2. K }
Di=R

ASD\ Expoente Dossié do Professor

b) g(x) = tg (%) +1

Dg=[xE|R:%¢%+kﬂ:,kEZ}=

={x€R:x=n+2kn k€ Z}

D,=R

&) hix) = tg? <2x N %) 2

th{xEIR:2x+%¢%+kn,kEZ}=

={x€|R:x¢g—g+k2—n,k€ Z}

t92(2x+%>20 o t92(2x+%>—22—2

Logo, D'y, = [-2, +oo].

82.
a) f(x) = sen (3x)
f(x+23—n)=sen (3 <x+23_n)> =sen (3x + 2m) =
=sen (3x) =f(x), VxE€R

Logo, f é uma fungao periddica de periodo 2_15.

3
b) g(x) = cos <%>
g(x + 10m) = cos <X+5ﬂ> =C0S (% + 21r> =

= cos (= =gix), VxR
5

Logo, g é uma funcdo periddica de periodo 10m.

&) hix) = tg <2nx +§>

)=t 2o c+2) ) -

= tg <2nx+n+§>=tg <2nx+§)=h(x),vxeoh

Logo, h é uma funcgéo periddica de periodo %

83.

a)ga M o ponto médio de [PQ].
ﬂ4 =V2cosa
OP=V2seno

Logo, a drea do triangulo [PQO] é dada por:

2V§cosax\@senoa -9
> =2 sen o. cos o
o (V2)?2n B
—=—" s x=0
o X

1"




Logo, a area do setor circular é dada por o.
Assim, a drea da regido sombreada é dada por:

o+ 2 sen o cos o = f(a).

b) 1

y
o] 1,647 T x
2
Logo, o.=1,047.
84.
a) arcsen ﬁ T
2 3
b) arcsen —ﬁ __T
2 4
¢) 5 arcsen (-1) =5 x (- =~ __on
2 2
m\_m
d) arcsen (sen 5 >_ 5
85.
a) arccos ﬁ =T
2 6
b) arccos —ﬁ _3n
2 4

¢)-2 arccos (-1) =-2xm=-2n

d) arccos (cos %) =

e) cos (arccos 0) =0

86.
a) arctg (-1) =- %
b) arctg (V/3) =%

¢) arctg (-V3) =- %

olla

d) arctg (tg %) =

81. cos (arcsen %) +arctg (sen %) =
V3 T

+ —

I
COS( ) arclg ) 4

6

20

T
88. senx= & senx=sen (Z)

V2

2
Al Em [0,%].

_I
4
B Em [0, 7], x=— ou x=n——n—=%.
Ty 4 4
_ . m_31
¢c)Em [O,2n],x—4oux LA

d) Em [r, 2xt], nenhum valor de x satisfaz a condigo.

m, 9n 8. ln
e) Em [n,3n],x—4+2n— L oux=, +2n 4
89.
a) sen x = sen (=

7

& x=—¢—+2kn v x=n——17£+2kn, ke”Z

o x:—;—+2kn v x=67—“+2kn, kez

b) sen <3x + %) =sen <%)

& 3x+%=%+2kn v 3x+%=1t—%+2kn, kez

__3n _3n
& 3x= 10+2k1t v 3x 10+2k1'c, keZ

b +2knvx=l+2kn,k€Z

ST 073 10 3

¢) sen (2x) = % & sen (2x) =sen (g)

& 2x=%+2kn v 2x=n—%+2kn, ke”Z

PN x:%+kn v x=%+kn, kezZ

d) 2 sen?x-senx=0
< senx(2senx—-1)=0

1

& senx=0 v senxzi
i
< senx=sen0 v senx=sen (E)

& x=Kkn v x=%+2kn v x=n—%+2kn, ke”Z

& x=kn v x:%+2kn vx= %+2kn, kezZ

_ V3 _ T
90.005x—T © cosx=cos |

6
b) Em [0, x], ng.

a)Em [O%] x==

_T _op_n_ln
¢)Em [O,2n],x—6 ou x=2x 56
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dEm [-m, «], x=2 ou x=-2%

6 6
e) Em [n.3n],x:2n—%:11?n
x=2n+%:lg—n.

Em R, x=%+2kn,k€Z ou x=—%+2kn,k€Z.

91.

a) cos (3x) = cos (f—o>

_ T -_ T
(:)Sx—10+2knv3x 10+2kn,kEZ

L +2ﬂ v x=—i+2ﬂ,kez

S 3073 30 3

b)cos?x=1 < cosx=1 v cosx=-1
S x=knm ke ”Z

c)%COszl & cosx=2

-
Eqg. impossivel

d) 2 cos? (2x) =1 < cos? () =%

(:»(:os(Zx):—2 vcos(2x)=—ﬁ
2 2
_m kn __T kn
<:>2x—4+2,k€Zv2x 4+2,I<EZ
@x=%+k—;‘,keva=-%+‘%‘,kez
92.tgx=\/§<:>tgx=tg(%>
n] _=m
a)Em [0,2],x—3.
b) Em [O,n],x=%.
9 Em [0,21], x=7 ou x=n+g=%’t.
_T _ R 2n
d)Em [-2r, =], x=3 ou x= n+3 3 ou
x=—2n+%=—53—n.

e)Em IR, x=%+kn, ke zZ.

93.
altgx=-V3 o tgx=tg (—%)

= x=—%+kn, keZ
T T
b) tg (2x)=tg<x+§> = 2x=x+€+k7t, keZ
T
= x=€+kﬂ:, ke”Z

ctg?x-1=0 & tg?x=1
n  kn

S tgx=1vigx=-1¢s x=2+7, keZ
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94.

a) f(x) = sen* x - cos* x =
= (sen?x - cos? x) (sen? x + cos? x) =
=sen?x-(1-sen?x) =
=sen?x-1+senZx=
=2sen?x-1

b f(x)=0 & 2sen2x-1=0

, 1 V2 V2
& SenN“x=— & Ssenx=— Vv senx=——"
2 2 2
@x=£+ﬁ,kez
D)

c)sen?x=0 o senx=0
S x=knm ke ”Z

dlsen?x=1 < senx=1 v senx=-1

@ngﬁm,kez

95.
a) T(t) =17 o 17 + 4 cos (%)zl?
mE+7)) _
@cos( b ) 0
nt+7) _m
<:>—12 —2+k7l:,k€Z

o nt+7)=6n+12kn, kE Z
S t+7=6+12k ke ”Z
o t=-1+12k, ke ”Z
Se k=1,entdo t=11.
Se k=2,entdo t=23.
Logo, a 4gua esteve a temperaturade 17 °C as 11 h
eas 23 h.

96.
a)cosx=0,7

Calculo auxiliar
cos1(0,7)= 0,80

Entdo, x = 0,80 + 2kn v x=-0,80 + 2km, k € Z.
Se k=0, entdo x=0,80rad ou x=-0,80rad e

. T T
ambos os valores pertencem ao intervalo [— o 5]

b) sen (2x) =%

Calculo auxiliar

sen (g) ~ 0,64

Entao:
2x=0064+2kn v 2x=n-064+2kn, ke Z

Ou segja:
2x=0,64+2kn v 2x=250+2kn, k€ Z

21



Pelo que:
x=032+kn v x=125+kn, ke Z

Se k=0,entdo x=0,32rad ou x =1,25rad, e

ambos os valores pertencem ao intervalo [— o 5]

¢)tg (3x) =-1,2

Calculo auxiliar
-1(-1,2) =-0,88

Entao:
3x=-0,88+kn, keZ
Ou seja:

km
x=-0,29+— 3
Se k=1,entdo x=0,76 rad € [0, 7.
Se k=2,entdo x=1,80rad € [0, «t].

Se k=3, entdo x=2,85rad € [0, «].

ke”Z

97.

a)2cosxtgx=-tgx
< 2cosxtgx+tgx=0
< tgx(2cosx+1)=0

< tgx=0 v cosx=-=

& x=km v x=23—n+2kn v xz—%t+2kn, keZ

Se k=0,entdo x=0(€ [0, 2r]) o

2n 21
x=- (€0, 2n]) ou x——?($ [0, 2nt)).
Se k=1,entdo x== (€ [0, 2x]) ou
x= 83? (¢ [0, 2x]) ou xZ%E(E [0, 2n]).
Se k=2,entdo x=2xn (€ [0, 2x]) ou
=27 (@ [0,27]) ou x=2F (¢ [0, 27

_[q 2n _ 4m

Logo, C.S.—{O, o ,2n}.

b) -3 sen <2x+%) =3

& sen <2x+%) =-1

= 2x+%:32—n+2kn keZ

13w
2x=—"—+2kn, kEZ
& 2x 0 + 2km

e
& x= 20 +kn, kEZ

- n
k=-1, 1% e, 2n).
Se entdo x 0 ]-r, 27]

Se k=0, entao x :123_On € ]-=w, 2],

2

Se k=1, entdo x—i € |-=w, 2x].

20
_[_7n 13n 33n
Logo, C.S.—[ 20' 20 ' 20 }
¢) sen <£> =-senx
2

< sen <%) =sen (—x)

& %=—x+2kn v %=n+x+2kn, keZ

32?“ =2kn v —%=n+2kn, kez
& 3x=4kn v x=-2n+4kn, kE Z
= x_4_l;7t Vv xX=-2n+4kn, kE Z

Se k=0, entdo x=0 (¢ [0, 2x]) ou
x=-2r (& [0, 2x]).

Se k=1, entdo x—ﬁ?’—( [0,2x%]) o
x=2n (e [0, 2x]).
Logo, C.S. = {0 4—; 215].
d) cos (2x) =-cos x
< c0s (2x) = cos (T —x)
& 2x=n-x+2kn v 2x=-n+x+2kn, kKEZ
& 3x=m+2kn v x=-n+2kn, kEZ
T 2Km
S x=—+—— vV

3 3
Se k=0, entdo x=

x=-n+2kn, ke”Z

(€ [-m, m[) ou

wla

x=-7 (e [-r, x[).
Se k=-1, entdo x=—%(e [-mt, w[) ou
x=-3n (& [-x, n]).

T T
Logo,CS.={-nn,-—, =%
ogo, C.S {n 3 3}

98. cos?x+2senx=2

& 1-sen?x+2senx=2
-sen?x+2senx-1=0
senZx-2senx+1=0
(senx-1)2=0
senx—-1=0
senx=1

II tgsgee

:5+2kn ke”Z

V72 e
a) senx > 5 & senx >sen %

A

y
3n d
4 4
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Uma vez que x € [0, 2x], entdo C.S. =]

b)COSxZ% & COS x> Cos (g)

4

y

w3

0=2n

5n
3

Uma vez que x € [0, 2x], entdo

cs.= [o,g] U [%" , 215}.

G)COSxS—% <& cos x <cos (%)

A

n 3n
4" 4|

4n

3

Uma vez que x € [0, 2x], entdo C.S. =

dtgx>V3 o tgx>tg(g>

A

K2
Y12

wla

Uma vez que x € [0, 2x], entdo

_|m =] ]4m 3m
c.s._]B,Z[u}g , 2[.

100.

a)senx < % A cosx>0

L]

0=2mn

3n
2

Uma vez que x € [0, 2x], entdo

CS.= [0, %[ U [32—“ , 2n].

bltgx>0 A tgx<1 < tgx>tg0 A tngtg(%)

y

y
T
4

5n
4

Uma vez que x € [0, 2x], entdo

Cs.= [0, %] U [n, 57"]

2t 4m
3' 3

c) Isen x| < —=
2

T
& Isenx| <sen <§>

& —sen (X)) <senx<sen (X
3 3

A

2n Y n
3 3
0=2n
m >
o) X
4n 5n
3 3

Uma vez que x € [0, 2x], entdo

_[o = |2 An[ ]om
C.S.—[O,B[u]g , 3[u]3 ,275].

T I
& senx<sen (Z) A COS x 2 COS (5)

ASD\ Expoente Dossié do Professor
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Aprende Fazendo
Péginas 96 a 114

23
tg 20°
Logo, x = 6,32 metros.

1tg20°0= 22 o x=
X

A opcao correta é a (A).

2.-2018°=-6 x 360° + 142°
O lado extremidade de um angulo de amplitude
-2018° pertence ao 2.° quadrante.
A opcao correta é a (B).

3. P(2 cos 120°, 2 sen 120°) =

(e P
= (-1, V3)
A opcao correta é a (C).

4_9_7E =+ E, logo T e 9n nao correspondem a
8 8 8 8

angulos com o mesmo lado extremidade.
T

B o ™ logo & e ~ 19 orrespon-
10 10 % 10 10 °

dem a angulos com o mesmo lado extremidade.

m_ T o, Im s
2 =3n + 2,logo ? e 2 nao correspondem a

angulos com o mesmo lado extremidade.

2016n 2016n e T
6 6 6
dem a angulos com o0 mesmo lado extremidade.

A opcao correta é a (B).

= 351m, logo nao correspon-

S.senl<senn < senl<0 éuma afirmacdo falsa,
uma vez que o angulo de amplitude 1 rad é um angu-
lo do 1.° quadrante, pelo que o seu seno é positivo.
cos 2 > cos 1 é uma afirmacéo falsa, uma vez que
os angulos de amplitudes 1 rad e 2 rad sao angulos
do 1.° quadrante e, neste quadrante, o cosseno é
decrescente.
cos2>cosTm < cos2>-1 éuma afirmagao ver-
dadeira.
tg 3 > 0 ¢é uma afirmacao falsa, uma vez que o
angulo de amplitude 3 rad é um angulo do 2.° qua-
drante, pelo que a sua tangente é negativa.

A opcéo correta é a (C).

6. sen (— % —x> =-sen (% + x) =-cos x. Uma vez que

x€E }—ﬂ , —%[ entdo cosx <0 e, portanto, —cos x > 0.

sen (-24m + x) = sen x. Uma vez que x € ]»n . —%[

entdo senx < 0.

24

Umavez que x € }—n,—%[, entdo tgx >0.

Ccos <% + x) = -sen x. Uma vez que x € :|—TI: ) —%[,

entdo senx <0 e, portanto, —-sen x > 0.
A opcéao correta é a (B).

i
—oos [T _con (X m_1 1.5
—cos(S) sen<6)+tg(4> 2+l 1

A opcao correta é a (B).

8. cos (—%+0€> cos 3 =cos (%—a) cos B=sena.cos 3

Como m<ao< 37n entdo sena<0.
Como —%< B <0, entdo cos P > 0.

Logo, sen a.cos B < 0 e a afirmacgéo é verdadeira.

sen (-m— o) cos <—3—n—oc> =

2
3n T
=-sen (T + o) cos (7 + oc) =sen <—cos (5 + a)) =

3n -
=seno seno. Como w<o< o entdo sen o < 0.

Logo, sen oo sen oo > 0 e a afirmacéo é verdadeira.

n _ 3n _
-sen <7+oc)—cos[3——sen <7+oc>—cos[3—

=sen <%+oc>—oosB=cosoc—cos[3

3n -
Como m<ao< o entdo cos o< 0.

T
— <
2
Logo, cos a.—cos B < 0 e a afirmacéo é verdadeira.
~tg(-n-o) <-tg (-f) & tg(m+a)<tgP
stga<tgP

Como - B <0, entdo cos >0.

Como m< 0c<37n, entdo tg o> 0.

Como —%<B<0, entdotg f < 0. Logo, tg o> tg B

e a afirmacao é falsa.
A opgao correta é a (D).

9. Uma vez que o é um angulo do 2.° quadrante e B
¢ um angulo do 3.° quadrante, tem-se que tg o <0
e tgP >0, peloque tga<tgp.
Uma vez que o é um angulo do 2.° quadrante e
€ um angulo do 3.° quadrante, tem-se que sen o >0
e cos 3 <0, pelo que sen o > cos P.
Uma vez que B é um angulo do 3.° quadrante, tem-
-seque tgpB>0 e cos P <0, peloque tg B > cos B.
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Uma vez que o é um angulo do 2.° quadrante e
€ um angulo do 3.° quadrante, tem-se que cos o< 0
e sen <0, pelo que cos o.+sen f <0.

A opcao correta é a (B).

10.-1<cos(nt)<1 < 4<cos(nt)+5<6
Logo, a distancia do centro da rolha ao fundo do
lago varia entre 4 metros e 6 metros.
A opcao correta é a (A).

“-tg2x=1 p—1 tgx:l \V4 tgx:_l = x:_T£+k_7'C

4"
keZ

Entdo, no intervalo [O, 32—7![ a equacao tem trés
solucBes: =~ 3n e on

QRS T Ty
A opcao correta é a (C).

12. A afirmacéo (1) é falsa porque o valor do seno e o
valor do cosseno sdo sempre menores ou iguais a 1.
A afirmacéo (Il) é falsa porgue no 2.° quadrante o
cosseno é decrescente.
A afirmagao (lll) é falsa porque sen 30° + cos 30° =

1 V3

:5+Ti1'

A opcéo correta é a (A).

13. Os lados extremidade dos &ngulos de amplitudes
300° + k 180°, k € Zj situam-se nos 2.° e 4.° qua-
drantes.

A opcao correta é a (B).

14. Para que tg @ x sen 0 < 0, entdo o lado extremida-
de de 0 terd de se situar nos 2.° ou 3.° quadrantes.
800° = 2 x 360° + 80°, pelo que o lado extremida-
de deste angulo se situa no 1.° quadrante.

-440° = -360° - 80°, pelo que o lado extremidade
deste angulo se situa no 4.° quadrante.

690° = 360° + 330°, pelo que o lado extremidade
deste angulo se situa no 4.° quadrante.

-530° =-360° - 170°, pelo que o lado extremidade
deste angulo se situa no 3.° quadrante.

A opcao correta é a (D).

1.

a)D={ao€R:cosa#0 A 1+seno=0]}

Calculos auxiliares
‘cosa=0 & oc=%+kn,kEZ

*l+sena=0 < seno=-1 < oc:37n+2kn,kez

ASD\ Expoente Dossié do Professor

Logo, D={ocEIR:oc¢%+kn,kEZ}=

=|R\{—g+kn,kez}.

A opcao correta é a (D).

l+sena COoS ol
b) +

COos oL l+sena
_ l+sen0c+ COS o l-sena
Cos o l+sena l-sena
_l+sena  coso(l-seno)

cos o 1-sen?a

cos a1l + sen o) + cos o (1l — sen o)
cos? o

l+sena+1l-sena = 2
cos o cos o

A opcao correta é a (A).

16. sen o > Atga<O

S senochen(%) Atga<tgO

y
T
2n 2
3
0 x‘
n 2n
L , OLE [ — |
0go, o ]2 3}

A opcao correta é a (D).

17.Se sen o x cos o > 0, entdo o é um angulo do 1.°
ou do 3.° quadrantes. Se x; <xy = C€OS x7 < COS Xy,
entdo o cosseno é crescente, e isso acontece no
3.° e no 4.° quadrantes. Logo, o é um angulo do
3.° quadrante, onde o seno é decrescente.
A opcéao correta é a (B).

B.o+B=n o a=n-p

_3n _3n_
B+y= Sy V1= B

Assim:
cosa+cosf+seny=

= cos (t—P) +cos B + sen (32—“—[3)=

=-cos B +cos B —sen (%—B)z—cosﬁz
=-Co0s (m— o) =

25



=Cos o ¢) Segundo o Teorema de Pit4goras:

TR2 “52
A opgao correta é a (D). 152=AB“+12?2 & AB“=81

Logo, AB =09.
1. lcosxl=1 & cosx=1 v cosx=-1 12 4 3 12 4
seno=—=—; cosa=——=—; tgoa=—=—
& x=2kn v x=n+2kn, kE”Z 15 5 15 5 9 3
S x=kmkeEZ 9 3 4 9 3
' seny=——=— cosy=—=— tgy="7=—
A opcao correta é a (B). 155 1575 12 4
d) Segundo o Teorema de Pitagoras:
20. f(x) = cos(2x) == )
- 172=BC" +8? < BC =225
Maximizantes de f: .
cos(2x)=1 < % =2knkEZ < x=kn, kEZ Logo, BC=15.
Minimizantes de f: seno = % cos o= % tgo= 185
cos(2x)=-1 & x=n+2knm ke ”Z g 15 8
&=tk kez SeNY=7i cosY=17itv=1g
No intervalo ]0, 2x], a fungdo f tem 4 maximi-
zantes e minimizantes. Assim, no intervalo ]0, 50mx] 23.seno = i, logo o =sent (i) ~53,1°,
terd 4 x 25 = 100 maximizantes e minimizantes,
mas um deles é 50m. Logo, no intervalo ]0, 50x[, cos y= % logo y=cos™ (g) 22.6°.
a fungdo f tem 99 maximizantes e minimizantes.
A opgao correta é a (B). tg 0= % logo 6 =tg™ (%) ~ 54,50,
5t I
21. arcsen [ sen Tgo|Tarccos|sen{=4 )= 24. Seja h a altura do pinheiro.
V3 3 tg60°=—1 o h=32tg60°
=arcsen (——)—arccos <_T>: 3,2
Logo, a altura do pinheiro é de aproximadamente
_m_5m_ 5,54 metros.
3 6
n
= i _ BC
6 2. tg 30° = =~ < BC =150 tg 30°
A opcao correta é a (A) 150
& BC=150x% V3 & BC=50V3
22. 3
a)senoc=i=i cosoc=i=§'tgoc=§=i AC - -
10 5' 10 5’ 6 3 tg45°=ﬁ < AC=150tg 45° <« AC=150
seny -58.3 cosyzizi tgy _6._3
10 5 0 5 8 4 Logo, AB = AC - BC = 150 - 50V/3 metros.
b) Segundo o Teorema de Pitagoras:
— — 26. Seja x o comprimento da escada e seja o o
AC =10%2+122 & AC =244 . ~
o angulo que a escada faz com o chao.
Logo, AC=V244=2V6L 01x
cosa=—— < cosa=01
sen = —2_ _ BVl X
2Vel 61 Logo, o.=cos™(0,1) = 84°.
10 5V61 12 6 — —
coso= /0 =—— tga="—"== o MB _MB_
2 61 1 . = —
\% 61 5 21. tg (MAB) 75 tg (MAB) BC
10 5V 61 N
seny= = ; A MB N
2Vel =2 -z
61 < tg (MAB) % oVE & tg (MAB)
_BYeL 105 g (L
cosy= 2\/— tgy 126 Logo, MAB=1g (4>
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CB
2CB

tg (CAB) = LB 4 tg (CAB) =

(o]

& tg (CAB) =

N[~ T

Logo, CAB=tg! (%) =300

Assim, CAM = CAB-MAB =
1 1

= e i g =t = 0

tg (2> tg <4) 12,50

28.

a) O seno e o cosseno tém o mesmo sinal no 1.° qua-
drante (ambos sdo positivos) e no 3.° quadrante
(ambos sao negativos).

b) O cosseno e a tangente sdo negativos no 2.° qua-
drante.

¢) O seno cresce e o cosseno decresce no 1.° quadrante.

d) O cosseno e a tangente crescem no 3.° e no 4.°
guadrantes.

5 5 =g 25—g¢l,oquecon—

traria a Férmula Fundamental da Trigonometria.
. 3\2, (4\2_ 9 16 25

Filipa: (=) + (=) ==+t =2-=1
o (s) +(s) 25

2 2
29, Miguel: (1) +<i> 1, 16_1r

5 5 25 25
Logo, a Filipa tem razao.

30.

2
a)sen?o+coslo=1 < (%) +cos?a=1

4 21
2y =1t 2y =Lt
@cosa125@005a25
. R 21
Uma vez que o é um angulo agudo, cos o= 5
2
sena _ 5 2 2V21

btgo= o~ Vol Vo a
5

31

1
al+tg?a=
) g o cos? o,

o 1+32=

2 l
& C0SP 0L =—=
C0S* O 10

Uma vez que o é um angulo agudo:

cos o= L - V10
V10 10

b)sen2a+cos?a=1 < sen20c+1l—0=l

& sen? azi
10
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Uma vez que o é um angulo agudo:

senazi—z 3V10
V10 10

32.

a) sen 45° x cos 30° - cos2 10° + sen 60° — sen? 10° =
= \f X \gg + \f - (cos210° + sen? 10°) =
_ V6 V3 ., _ VB+2V3-4

4 2 4
0 0)2 M=
b) (sen 30° + cos 45°) a0
(1, V2 2, c0s@8
2 2 sen (90° —22°)
_1, V2 1, cos68 _
4 2 2 cos68°
:l+ V2 +l+1:
4 2 2
7, N2 7+\V2
42 4

¢) tg 30° x tg 60° + cos 60° + tg 45° =

= \é§ X 3+%+1=
1.1.4.5
—l+2+l ?
tg 45° —tg 30°
2120 270 B B S,
d) sen +sen?78 +1+tg45°tg30°
1. V3
3
=sen212° + sen? (90°-120)+ = /3 =
1+1x——
3
3-V3  3-V3
= 2 o] 2 (o] =
sen*12° + cos* 12° + 3+V3 X 3-\/3
1, 9-6V3+3 _
9-3
_q, 12-6V3 _
6
=1+2-V3=
=3-V3
33. i
a)
T
6
@] x‘
Tn
6 13 . 20157
"% 6

21



h) ¥
13z n  2017n
4 T3
0 x
St
%
c) 1
y
_10n T
3 3
0 x
4n 20157
3 3
34,
5_ = _05x180 -
a = - , logo x = 28,6479.
QB478 _ 1 | _60x06479 < y=38874
y 60
0874 1

=— & z=60x0,874 < z=5244
z 60

Logo, 0,5 radianos correspondem a, aproximada-
mente, 28° 38’ 52".

b)zzL _7x180
X

180 <7

0.0705_ 1 < y=60x0,0705 < y=4,23
y 60

023 _ 1 < z=60x%x023 < z=13,8

z 60

, logo x=401,0705.

Logo, 7 radianos correspondem a, aproximada-
mente, 401°4' 14",

107.C 107'C
101 x 180
o) S S 11— logo
~ 180 n o
x ~163,6364.
083064 _ 1 o, | -60x06364 & y=38184
) 60
0184 1 o . _60x0184 e -=1104
- 60

Logo, % radianos correspondem a, aproximada-

mente, 163° 38" 11",

28

241 241

d) L _m & x—77180, logo
x 180 T
¥~ 6171429,
01429 _ 1 _60x01429 < y=8574
y 60
0574 1

=— o z=60x0574 & z=3444
z 60

241 . .
Logo, = radianos correspondem a, aproxima-

damente, 617° 8' 34",

35. cos (— &> +tg (-10m) - sen? (g) -
2

—cos? (L S
st £+ 20 2 -
=cos<% 4n>+th sen2<5)—
-cos? (E)—sen n+—n—)=

5 4
=cos (%)+0—(sen2 (€>+0052 (%))+sen <__):
_ V3 L, V2

2 2

_ V3+V2-2

2

A Carlota tinha razao.

36.

a)f(x)=(1-senx)2-(senx+1) (senx-1)=
=1-2senx+sen?x-(sen?x-1)=
=1-2senx+sen?x-sen?x+1=
=2-2senx

b) D;=R
-1<senx<l & 2>-2senx>-2
< 422-2senx20
Logo, D's= [0, 4].

cf(x)=0 & 2-2senx=0
& senx=1

N x=%+2kn,k€2

3.

a)g(x) =sen?x+ (1+cosx)?=
=senZx+1+2cosx+cos?x=
=sen?x+cos?x+1+2cosx=
=1+1+2cosx=
=2+2cosx=
=2(cosx+1)
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b) D, =R
+—1<cosx<1l < 0<cosx+1<2
< 0<2(cosx+1)<4
Logo, D'y =[O, 4].
*glx)=0 & 2(cosx+1)=0
< cosx=-1
o x=n+2km ke ”Z

2
l+tg?a= 12 @1+(——> -1
cos? o

Umavez que o € ]32—75 Zn[, entéo

cosaziz 3V10
V10 10

Logo,g(oc)=2(cosoc+1)=2< 3\£0 +1)=
_ 3V510 49

38.
a)thlR\{%H(n,keZ
tg?2x>0 & -tg?x<0 & 1-tg2x<1
Logo, D'}, = ]-o, 1].
bhix)=0 & 1-tg2x=0
o tgZx=1
S tgx=1vtgx=-1
& x=—2+k1t v x=——25+kn,kez

T kn
=—=+— keZ
& X 4+ 2
Se k=0, entdo x——ge [

Se k=-1,entdo x= S
Se k=1, entao x——— ]
Logo, em ]— % n[, os zeros de h sao —, - %

cos [E+o _1 = —senoczl & seno=-—
2 5 5

1\2
senZo +cos?o=1 < (—— +cos2o=1

5
& cos?o= 1—21—5<:>00520c—%
1+tg?a= coslzoc o 1+tg?a= 2_14
& 1+tg? a-%wtg oc—214 2
Logo, h(a) =1 -tgZ o —1—21—4=§2.
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gl

3.

a) sen x > sen 25°

yA
0] x‘
Logo, x € ]25°, 155°].
b) cos x < cos 80°
y 'y
0] x‘

Logo, x € ]80¢°, 280°[.

40.

sen 60° = lh_4 < h=14 sen 60°

& h=14x§ e h=7V3

cos 60° = ﬂ < x =14 cos 60°

<:>x=l4><% S x=7

Pelo Teorema de Pitagoras:
212=12+ (7TV3)2 & 12=441-147 < 12=294

Logo, v =V294=7VG.
Entdo, AB=7V6-7.

Logo, o perimetro do trapézio é dado por:
14+7V6-7+14+7+7V6=28+14V6 cm
A area do trapézio é dada por:

7\f6+7;7\f6—7 V3o

14\/— x 7V3 = 49V18 = 147V2 cm?

29



41. Sejam x a altura do farol e y a distancia entre o
penhasco e a primeira posi¢ao do barco.

tg300=2 x=ytg 30°
Y

= 5100 x=ytg15°+100 tg 15°
y
ytg 30°=ytg 15° + 100 tg 15°

g
Q{
ytg 30°-ytg15°=100tg 15°

v (tg 30° - tg 15°) = 100 tg 15°

__100tg15°
Y 19 300- tg 15°
_ 100tg 15° .
* tg 30°-tg 15° x1g 30
f=—1
100tg 15°

YT tg30°-tg15°
Assim, x =50 metros.
42. 0.+ B =182+ 14°=32°

Sejam x a distancia entre o pé do candeeiro e a
luz que projeta e y aaltura do candeeiro.

tgl40=2 x=ytg 14°
tg320=2r075 | 075132
(=1

ytg 32°-ytg 14°=0,75

v (tg 320 tg 14°) = 0,75

__ 075
Y7 tg 320-tg 14°

Assim, y =2 metros.

43. 180° - 60° - 40° = 80°

Sejam ¢ a distancia entre o ponto Ae o barcoe b
a distancia entre o ponto B e o barco.

Pela Lei dos Senos:

sen 80° _sen 60° _sen 40°
30 b a

30

Entao:
sen 80° _sen 40° 0= 30 sen 40°
30 a sen 80°
Logo, a=19,6 metros.
sen 80° _ sen 60° b= 30 sen 60°
30 b sen 80°
Logo, a=26,4m.
44, A
135°
B

Pela Lei dos Cossenos:

AB? =202+ 252 - 2 x 20 x 25 x cos 135°

o EZ=1025—1000><(-¥>

o AB? =1025+ 500V/2
Assim, AB=\/1025 + 500V/2 km.

45,

a) Sejam o a amplitude do angulo formado pelos dois
cabos e B a amplitude do angulo suplementar do
angulo que o cabo mais curto faz com o solo.

Pela Lei dos Senos:

sen 42° _sena & sen o= 50 sen 42°
70 50 70
Logo:
o]
o =senl (205N 42\ o8 ceno
70
Entao:

B=180°-42°-28,552°~109,448°

Seja x o comprimento do cabo mais comprido.
Novamente, pela Lei dos Senos:

sen 42° _ sen 109,448°

70 X
70 xsen109,448°
& x=
sen 42°

Entdo, x = 98,6 metros.

b) O 4ngulo que o cabo mais curto faz com o solo tem
amplitude 180°-109,448° = 70,552°, aproximada-
mente.

Seja h aaltura do baldo ao solo.

sen 70,552° = 7h—0 < h=70sen70,552°

Logo, h=66,0 metros.
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46,

a) Pela Lei dos Cossenos:
42=62+72-2x 6 x 7 cos (ABC)
o 16 =85-84 cos (ABC)

& 69 =84 cos (ABO)

69

84

Logo, ABC = cos™ (EQ) =~ 34,8°,

84

& Ccos (A§C) =

Analogamente:
62=42+72-2x4x7cos (C/KB)
< 36 =65-56 cos (CAB)
< 29 =056 cos (CAB)
A 29
AB) = —
< cos (CAB) 55

Logo, CAB = cos™t (%) ~58,8°.

Analogamente:
72=424+62-2x 4 x 6 cos (ACB)

& 3=148cos (ACB)

< cos (AéB) = 4—38

A 3
Logo, ACB =cos™ [—— | = 86,4°.
0go cos (48)

b) Pela Lei dos Cossenos:
BC* =232 +352-2 x 23 x 35 cos 61°

& BC? = 1754 - 1610 cos 61°
Assim, BC=\1754 - 1610 cos 61° ~ 31,2.

Pela Lei dos Senos:A .
senbl® _ sen (ABC) _ sen (ACB)

31,2 23 35
Logo: .
senB6l®  sen (ABC) s 23 senBl°
312~ 23 O SenMABO =TT
A (o]
o que significa que ABC =sen™ (23;%61> = 40,1°
E:
senbl°  sen (ACB) A _ 355en61°
31,2 35 O SenACBI =T
A [0}
0 que significa que ACB = sen™ 35 sen61° =~ 78,9°
31,2
o) ACB = 180° - 60° - 40° = 80°
Pela Lei dos Senos:
sen 60° _ sen80° _ sen 40°
BC 8  AC
sen 60°  sen 80° S~ _ 8sen60°
Logo, BC 8 = Bc_—sen 800 , OU

seja, BC=7,0.
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sen 80° _ sen 40° o AC- 8 sen 40° ou
8 AC sen 80° '
seja, AC=5,2.

E

d) Pela Lei dos Senos:
sen100° _ sen (ACB)
14 12
12 sen 100°
14

12 sen 100°
14

< sen (ACAB) =

Logo, ACB=sen ( ) ~57,6°.

ABC =~ 180° - 100° - 57,6° = 22,4°

Pela Lei dos Senos:

seni2,4° _sen100° o AC-— 14 sen22,4°
AC 14 sen 100°

Logo, AC =54,

4]. Seja o 0 angulo que se quer determinar.
Pela Lei dos Cossenos:

72=32+52-2x5x3cos o < 49=34-30cos o
< 15=-30cos o

1
& Coso=——

2
Logo, a.=cos™ (— %) =120°.

48. BDA = 180° - 60° = 120°

Pela Lei dos Senos:

sen 30° _ seriZO0 o AB= 2,7 sen 120°
2,7 AB sen 30°
o 2,7x? L
& AB=——7 " & AB=2,7V3
2
Logo, AB=4]T.

Pela Lei dos Senos:
sen 60° _ sen (BCD)

2,4 2,7
A~ 2,7 sen 60°
< sen (BCD) = —2,4
A~ 9 V3 A~ 9V3
< sen (BCD) = 3 X 2 < sen (BCD) = 6
Logo, BCD = sen. 9—\/5 =T77°
16
Assim, CBA = 180° - 30° - 77° = 73,
Pela Lei dos Senos:
sen73°  sen 30° o AC- 2,4 sen 73°
AC 24 05
Ou seja, AC = 4 6.
3



49. 0 quadrante em que o cosseno é crescente e a
tangente é negativa é o 4.° quadrante.

a) No 4.° quadrante o seno é crescente, logo a afirma-
cao é falsa.

b) No 4.° quadrante o cosseno é positivo, logo a afir-
macao é falsa.

¢) No 4.° quadrante o seno € negativo e o cosseno é
positivo, logo a afirmacéao é verdadeira.

d) No 4.° quadrante a tangente é crescente, logo a
afirmacao é falsa.

50.
a) sen 30° x cos 45° - cos 90° + sen 120° - tg 60° =

=1x%—0+ﬁ—\/_=

2 2
_V2 V3
4 2
_V2-2V3
4

b) tg 225° + (sen 60° + sen 90°)2 - cos 150° =

3 2
=tg45°+< +1) +cos 30°=

=1+—3—+\/§+1+ﬁ:
4 2
_11,3V3 _
4 2
_ 11+6V3
4

¢) 2 cos 30° + 4 cos 60° - sen 45° + 3 tg 30° + sen 135° =

—2x£+4xl— V2 +3x V3 + V2 =
a 2 2 2 3 2
=V3+2+V3=
=2V3+2
d) cos 120° - sen? 135° — sen 150° =
_1 (N2 1
2 2 2
1
:—1——:
2
_.3
2

al.

a) cos (180° —x) + sen (360° + x) — cos (90° —x) =
=-CcoSx+Senx—-senx=
=-coSx

b) cos (540° - x) + sen (90° + x) — 2 tg (-180° — x) +
+tg (—x + 270°) =
=cos (180°—x) + cos x + 2 tg (180° + x) + tg (270° —x) =
=-cosx+cosx+2tgx+tg (90°-x) =

32

_ot +sen(90°—x)_
TN s (900 —x)

COS x
senx

=2tgx+

1
=2tgx+—
g% tgx

¢) cos (90° - x) sen (180° + x) - tg (180° —x) sen (90° - x) =
=senx X (-senx) +tgxxcosx=
=-sen?x+senx

d) 2 cos (540° - x) + 3 sen (-x— 810°) +
+ 4 tg (—x +1080°) =
=2cos (180°-x) + 3 sen (x—-90°) + 4 tg (—x) =
=-2cosx-3cosx-4tgx=
=-5cosx—-4tgx

52,
a) cos (-B) =cos p=k
b) cos (n - B) =—cos B =—k

c)cos(g—B)=senB=m

Calculo auxiliar
sen?B+cos?B=1 < sen?B=1-k2

Como B & ]% n[, entdo senB=V1- k.

d) cos (%—B>=—cos (%—B)z—m

V1-K2
e)thzsenB: 1-k
cos k
3.
1
a)senocxcosax(tga+—):
tga

seno | Cos o
=Sen o X cos o X + =
COS & sen o

sen? o+ cos? o,
=Sen o XCcosS O X [——————= | =
Sen 0.cos o

=sen? o +cos?o =
=1
2
b) (1-tg?a) (1-sen? ) =<1— SEN O

cos? o

>><00520c=

cos? o.— sen® o )
= ———————xcos? o=
cos? o
=cos?o-sen?a=
=1-seno—-sen?o =
=1-2sen?a

94,

a)gtg o -sen 3n x c0s (=) - cos 7+ sen 200m) _
2 6 4 6 3
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=—§tg (E -sen (E)xcos (E)—cosrwsen (2—n>=
2 6 4 6 3
3
2

_3,V3 V2 VB . V3 _
3 2 72 2
:_\@_\/E+l+\/§:
2 4 2
__~Vb6+4
4

B 7+4V3+2V2
B 4

¢) 2 cos <— %) +2cos (— %) -sen (39775) + sen (2015m) =

_ n T\ an (3T -
—2005<3>+2005(4> sen(2)+senn

Coxlig V2 _
—2x2+2x 2 +1+0=
=1+V2+1=
=2+V2
25m\ o (5T) _r L
d)cos( 3 ) sen <4> cos( 2)+tg( 6)
—oos (E)V (- V2V _g_tq(®) =
—C°5<3) 2 ) 0 tg(G)
_1.1 V3,
2 2 3
__ V3
3
55.
a) cos (—x) + sen (n+x)—oos<%—x>+sen (=x) =

=CoSx—Senx-senx-—senx=
=cosx—-3senx

b)sen(2 +x>+25en (—%—x>+3005 (x+11ln) =

T
=c0s x—2sen 5+x +3cos (m+x) =

=C0Sx—2Cc0Sx—3C0Sx=
=-4cos x

¢) tg (=) +cos <%+x)+3sen <_32_n+x> sen (8m+x) =

=—tgx+cos<2+x>+3sen<2 +x)—senx=

=-tgx—-senx+3cosx—senx=
=-tgx—-2senx+3cosx
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d) sen (2n+x) -4 tg (-t +x) + cos (13n—x) tg (x - 3n) =

=senx+4tg(mt—x)—-cos (m—x)tg (m—x) =
=senx-4tgx—-cosxtgx=
=senx—-4tgx-senx=

=-4tgx

2

T s
=-tgxsen (n+§—x)—2$en <§+x>+senx=

e) tg (m—x) sen (7_n_x) +2sen <37n +x) -sen (—x) =

2
=tgxcosx—2cosx+senx=
=senx—-2cosx+senx=
=2senx—-2cosx

b
=tgxsen (——x>—2005x+senx=

f) —sen (-15m - x) + tg (T - x) tg (m +x) +

+ cos (%+x) cos (32—75—x>=

T n
=sen (m+x) -tg x tg x + cos (§+x) cos (E—x>=
=-senx-tg?x-senxsenx=
=-senx-tg?x-sen?x

g)-2 cos (x +%> + sen (%—x) —cos (x+7x) =

e
=2senx+sen (5—x>—cos (m=x) =
=2senx+CoSx+CoSx=

=2senx+2cosx

B6.tg (n-0) = V8 & -tga=V8 o tga=-V8

< 1+8=

1+t92a=005120c @cosza=é

cos? o

Como tga<0 e o € [2m, 3n], tem-se que
o e [52_1r Sn], pelo que coso =——=

1
sen2o+coslo=1 < sen20c:l—§

o sena= 8
9
Entao:

cos (97“+oc) sen (23m + a) — sen <——+ oc) =

=cos<%+oc)sen (m+ o) + sen (——

N A
~
Il

=-sen o (-sen o) + cos o =
=sen? o+ cos o=

_8_1_
9 3
_5

"9

5. 4 sen (0+m) =-1 < sen (n+oc)=—%

L1 —senoc=—l = SEI’IOCZl
4 4

1\2
sen?a+coslo=1 < coszoczl—(Z

3



, 15
&~ COS“ O =——

16
TN = _ V15
Como oce[ 2,2],entao cos o, = 4
1
tg oo SENC _ 4 _ 1 V15
90 s, . V15~ V15 15
4
Entao:
cos (o —m) +tg (-o) =cos (m— o) —tg o =
=-coso—-tgo=
___ V15 VIS _
4 15
_ 19V15
60

98. Df={x € R: 1+ cos x # 0}
Dy =[x € R: sen x # 0}

Calculos auxiliares

l+cosx=0 < cosx=-1 @ x=n+2kn kE”Z
senx=0 @ x=kn, ke ”Z

Logo, Dyc Dy= {x € Risenx#0}=D.

sen x 1-cosx
flx) = =
l+cosx 1-cosx
Sen x — Sen x cos x
1-cos?x

_senx(l-cosx) 1-cosx _
ser? x sen x

g(x)

Assim, as funcdes f e g coincidem no dominio D.

59,
a)Df=IR
-1<cos(3x+2)<1 & -4<4cos(3x+2)<4
< 1<5+4cos(3x+2)<9
Logo, D's=[1, 9].

b)f(x)=0 & 5+4cos(3x+2)=0

5 . - ,
& €os (3x +2) =—— gue é uma equacao impossivel,

4
visto que —% <-1. Logo, a fungéo f ndo tem zeros.

c)f(x+2?n>=5+4cos<3(x+%)+2)=

=5+4cos(3x+2n+2)=5+4cos (3x+2) =

=f(x), Vx € R, logo 23_75 ¢ periodo da funcéo f.

60.
a) Seja h a altura do tridngulo [EAB].

__h =g
tgx—T =4 h—ztgx

2
A4

Entao, a area do triangulo [EAB] é dada por:

axgt X
2 ’ =a—2t X
2 4 9

Assim, a area da regido sombreada da figura é
dada por:

2
az—4x%tgx=az—aztgxzcﬂ(l—tgx)=A(x)

b) A(x) = 36 (1-tg x)

2
i)sen26+cosze=l@00529=l_<%)
8
20_8
< cos° 0 9
Como 6 € ]O—Z—[ entdo cos 0 = ¥
1
go=sen®_ 38 1 _ V2
9% 0se - V2 N2 T4
3
Assim, A(0) =36 (1-tg 0) = 36(1_ TZ> _
=36-9V2.
MAx)=18 < 36(1-tgx)=18
A
y
360 A
P
10 :
G
0 046 x
4

Logo, x = 0,46 rad.

61.

al DAB = CDA e ABC = BCD, uma vez que [ABCD] é
um trapézio isdsceles.

360° - 2x

DAB =
2

=180°-x

Seja h aaltura do trapézio e seja a tal que

AD=BC + 2a.

sen (180° - x) =g < h=2sen (180°-x)
< h=2senx

cos (180° - x) =% & a=2cos (180°-x)

& 0=-200Sx
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Entao, a drea do trapézio é dada por:
(2—4cosx)+2

2 X2senx=
4 -4 cosx
=fx2senx=

=(2-2cosx)x2senx=
=4senx-4cosxsenx

b) cos 3—n—x -3 & —cos [E_x -3
2 5 2 5

(:)—senx:—g & senx =

olw
'_I

sen?x+cos?x=1 & cost:l_% = cos2x:£

Como x € E, m|, entdo cos x =—i.
2 5
Logo, a érea do trapézio é:

4senx—4005xsenx=4><§—4><

_4), 3 _108
5

5)°5" 25
62.

1
a2senx=-1 senx=—§

& x=-T+2hn v x:76—“+2kn,kez

Se k=0, entao x=—£($ }E BTED ou

6 202
_Im(cn 3
=5 (<[3])

_[Tn
Logo, C.S.—{ 5 }
b)\/§+25en<x—%>=0
o sen(x-L)=- ﬁ
4 2

= x_£=—£+2k1'c v x——Z—=4—;+2kn,kEZ

__ T _19n
& x= 12+2knvx D +2km, k€ Z

Logo, C.S.=@.

¢) 2 sen (2x) + V2=0 < sen (2x) =—%

o 2x=——z—+2kn v 2x=5—Z+2kn,kEZ

N x=—%+kn v xz%"wn,kez

Se k=0, entao x=—%($ }E 3—“}) ou

2" 2
_om(_|n 3m
== k7))
_ s I/ _|m 3n
Se k=1,entdo x= 3 (E]Z, ZD ou
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R

Logo, C.S.:{57t 7n}_

8’8
d2V3senx=V6 o senx= %
N x:—Z—+2kn v x=§4£+2kn,kez

T 3n

Se k=0, entao x=—2£<6€ }— —D ou

2" 2
_3n(c|r 3n
==
_[3r
Logo, C.S.—{4}.

e)sen?x=1 < senx=1 v senx=-1

PN x=%+2kn v x=%+2kn,kez

@ngﬂm,kez

_ s . _on(_|n 3n
Se k=1, entdo x= ” (6]2, 2})

Logo, C.S.= {3’2—75}

fl2cosx+1=0 cos;cz—%

= x=2?n+2kn v xz—z?n+2kn,kez

_ 20 x= 2R (e | 3
Se k=0, entdo x= 3 (6}2, ZD ou

-1 37%]2.

Se k=1, entdo x:?n(g ]— —D ou

5k

2n  4m

Logo, C.S.=]— —L

ogo, C.S {3 3}
g)GCos(Zx)+\/18=O<:>cos(2x)=¥

PN 2x:—7[:—+2k11; V. 2x=——}+2kﬂ:,kez

S x=Eikn v x=-2tkn kE Z

8 8
Se k=1 entdo x= % (E }% 32_15]) ou
<E{ )
Logo, C.S. :{%t %t}
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h) 2 cos (mx) =1 < cos (m)zf
S nx=%+2kn v nx=—%+2kn,kez

o x=%+2k v x=—%+2k,kez

_ s ol (o ]m 3T
Se k=1, entdo x—3<€}2, ZD ou

~3h )

Se k=2, entdo xzﬁ(e ]E 3—“}) ou

3
_ll /o |r 3n
Sk2)
(57113
Logo, C.S.—{3, 33 3}.

i) tg (3x) = \g & tg (3x) =%

& 3x=%+kn,k€Z

lkn

& x= —k Z

Se k=2,entdo x=

w w w
a M|:1 '\’|:-1
v

18
13w T
18 <E 22 |
i(e
Se k=4, entdo x—2— S
' 18

Se k=3,entdo x=

7))

K3
2
Jus

2
_[13n 19% %5r
Logo, C.S.—{ 18" 18 ' 18 }

. 21 2m\
j)2tg(x— 3> 0 (:)tg(x— 3)—0

@x—%—k ke”Z

@xzz?nﬂm,kez

Se k=0, entado x:2_n(e ]E 3—”])

3 2' 2
Logo, C.S.= 2n
g 3

KV12+2tgx=0 o tgx=-V3

N x=—%+kn,kEZ
Se k=1, entdo x:2_1|:<€ ]E 3—”})

3 2' 2
Logo, C.S.= 2n
g 3

D tg (x+—4—) 1=0 & tg <x+—2£>:1

T_T
+—=—+km, k€
S x+ = tkn z

& x=kn, ke ”Z

36

_ 50 = T 3n
Se k—l,entao;c—n( }2 2})

Logo, C.S. = {=}.

63.

a)2senx+1=0 & senx=—%

o x=—%+2kn v x=76—“+2kn.kez

b) /3 - 2sen (x—%>=0 & sen (x__“_)= _\/5

4 2
n_m _m_2n
@x—4—3+2k1tvx 4 3+2knk€Z
_In L= n
«:»x—12+2k —12 +2km, ke ”Z

c)25en(3x+8)+\/_ 0 sen<3x+g>— %

PN 3x+%:—%+2kn v 3x+%=54—n+2kn,kEZ

& 3x=—%t+2kn Vv 3x=%+2kn,k€2

T 2km _3n . 2kn

= x=—§+T VvV X _?JFT keZ
d12V3 cos (2x) = V6 < cos (2x) = %

N 2x=%+2k7t v 2x=—%+2kn,k€2

PN x=%+k1t v x=—%+kn,kEZ

e) cos (x+%>+cos (%)zo
V2
o cos<x+§)———

2
<:>x+£:3_n+2kn\/x+£:—3—n+2kﬂ:kez
3 4 3 4
_on _ LB
@x_12+2knvx— 1 +2km ke ”Z

f)2V3 cos (x—%)+\/§=0

& cos(x-T)=-1
5 2

T 2n _n:_2n
(:»x—s——s + 2kt v x T3 +2knm, ke ”Z
13w __71t
S ox ——15 + 2kt v x= —15+2kn,kEZ

g)(2senx-1)(2cosx+1)=0

< 2senx-1=0 v 2cosx+1=0

= senle v (305)c:—l
2 2
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& x=%+2kn v x=%—n+2kn v x=2?n+2kn v

\ x=—%+2kn kez

h) sen (x +%) =cos (%)
e sen(x+ ) =sen(E_X
[rr2)==en(3-3)

& x+£=%— +2kmt v

x
4 3
v x+%—n—5+3+2kn keZ

w4

x=%+2k1t v %x=%+2kn,kel

3n 3k7r _3n
S x= 16 - vx—8+3knkEZ

i)sen?(3x)=1 < sen(3x)=1 v sen (3x)=-1

PN 3x=%+2k1t v 3x=32—“+2kn,kez

o 3x=%+kn,kez
km

oz
+— ke ”Z
A
1
2. _ 1
j) cos? x >
~ V2
& CcoSx= v Cosx == — =

& x=%+2kn v x=—%+2kn v x=§4£+2kn v

Vx=—3Tn+2knkEZ
T kn
=—+—ke”Z

YT

klsen2x-2senx-3=0

4+12
& senx =

2+ 4
2

< senx=3 v senx=-1
| —

Eq. impossivel

o =32—“+2kn kez

&~ senx =

)2cos2x+3cosx+1=0

-3+V9-8
4
-3+1

< COSx=

& CoSx =
1
& cosx=-1 v 005x=—§

Sx=n+2kn v xzz?n+2kn v

v x=—23—n+2kn ke”Z
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m) sen?x-cos?x=0
< 1-cos?-cos?2x=0
o 1-2c0s2x=0

2 1
© costx =3

V2

vV COSX=— —

2

& COSx=

o x:—Z—+2kn v x=—%+2k1t v x=37“+2knv

v x=—3—Z+2kn keZ

& x= —n—+k—nk€Z

n) tg (3x) = f < tg (3x) = 33

= 3x:E+kn,k€Z

T km
=—+-—keZ
TR

0) 2 tg <x—23—n)=0 < tg (x—z?n>=0

@x—%—kn keZ

c>x=2?n+kn,kez

pVI2+2tg(2x)=0 & tg (2x)=-V3

= 2x=—%+kn,kez

T km
=——+—keZ
X

q)tg<x+—2£>—l=0<:>tg<x+—z—)=l
T T
—~=—+knm, ke ”Z
<:x+4 4+ T
S x=kn ke ”Z

V3 g = Y3
3 VY9 3

) tg? () =% o tg (my) =

= m=%+kn v nxz—%+kn,k€Z

c>x=%+k vx=—%+k,k€Z

s)tg? (2x) + V3tg (2x) =0
& tg (2 (tg (2) + V3) =
& tg(20)=0 v tg (2v)+V3=0
& tg(20) =0 v tg (2v)=-V3

& 2x=kn v 2x=—§+kn,kez

C>x=k2—n v x =—%+%" keZ
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t)tgx+2senx=0

sen x
COos x

+2senx=0

senx+ 2 senxcos x
CoS x

=0

T
& senx+2senxcosx=0 A x¢5+kn,k€Z

< senx (l+2cosx)=0 A xi%ﬂm,kez

& (senx=0 v 1+2cosx=0) A xi%ﬂm,kez

= <senx=0 v 005x=—%> A x¢%+kn,kEZ

= <x=kn v x=23—n+2kn v x:—z?n+2kn> A
e
A x¢§+kﬂ:,k€ Z

& x=km v x=2?n+2kn v x=—2—n+2kn,kEZ

3
64.d(0)=1+%sen(nx0+%)=1+%sen(%)z
4,1 1.5
=lrxo ey
=2 1 m\_5
C/(T)—4 SN l+25en<nt+ 6) 7
@lsen T|:1.‘+E :l
2 6) 4
m 1
= sen(nt+6>_2

o nt+%=%+2kn v nt+%=%’“+2kn,ke 7z

& nt=2kn v nt=%+2kn,k€ 7

o t=2% v t=%+2k,k€Z

Sek=0,entdo t=0 (& ]0, 3]) ou t=%(e]0, 3)).
Sek=1,entdo t=2(€]0, 3]) ou tzg(E]O, 3]).
2 8
O ponto P passou pelo ponto A aos 55’ 2se 3 S.
65.
T T 4T
a)senx<sen(5> N [O, 5|:U] = ,Zn}
yA
4n T
5 5
0=2n
0 Y
38

b)ICOSxISl = cos;csl A COSxZ—%

2 2
i 21
& COSX<COS|—| A COSXx=COS|—
3 3)
yk
21 T
3 3
10) x
4n Sn
3 3
& x e Ez—n U ﬂ 5_7'c
3'3 3'3

ctgx>-1 A tgx<0 & tngtg(—%) Atgx<tgO0

.

66. Considere-se o octégono inscrito numa circunfe-

réncia. Uma vez que o octdgono é regular, os seus
vértices dividem a circunferéncia em oito arcos

o)
com a mesma amplitude: 360° _ 450
A A (0] o
Entdo, HIF = GJE = 2X4° ; 4X49° _ 1350 uma

vez que sdo angulos excéntricos com vértice no
interior da circunferéncia.

180°x (8-2)

Além disso, HGF = GFE = = 1359, j4

que HGF e GFE sao angulos internos do octdgono.
Assim, HGF = HIFe GFE = GJE.

Por outro lado, JGF = FEJ=GFI=IHG =

_ 2x 450
2
gulos inscritos na circunferéncia.

Assim, os quadrilateros [GJEF] e [HIFG] tém os
angulos iguais dois a dois, ou seja, sdo paralelo-
gramos.

Como HG = GF = 2 e [HIFG] é um paralelogramo,
entdo também HI = 2.

= 45, j4 que JGF, FEJ, GFl e IHG s3o an-
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Comof_g=a-'= 2 e [GJEF] é um paralelogramo,
entdo GJ = 2.

Pelo Teorema de Pitagoras:

HG*+ G/ =H) & HF=22+22 & HJ*=8
Logo, HJ=2V2.

Assim, IJ=2V2-2=c.

2V2 \2 8 1
A =1- 2g=1-(2X42 ) =1-=2==
67. sen o cos? o ( 3 ) 3-8
Sendo o um angulo agudo, tem-se que sen o, = %
Por outro lado:

sen%czé @l:T < BC=6
BC 3

Pela Lei dos Cossenos:
AC?=AB* + BC*-2 x AB x BC x cos o

2V2

& ACP=AC*+62-2xACx6 x —=

& 0=36-8V2xAC

o Ac- 3B
- 8\V2
o AC= 9V?2
4
Pela Lei dos Senos: 1
seno _ sen 6 o § :sene
AC BC AC 6

2
& senO= V) & senO=

4
Assim, o perimetro do tridngulo [ABC] é:

BC+AB+AC=6+ gV2 L9V2 —6+18v2-
4 4 4
=6+§\fz
68. GI:QF=1800;21200=300
O’EAH=3—(2]0=15°

HO'E = 180° - 150 — 90° = 75°

_8_
EH="=4

Pela Lei dos Senos:

sen 15° _sen 75° o OF-= 4 sen 15°
OH 4 sen 75°
Logo, O'H=1,07.

69. ADB = 180° - 50° = 130°
BAD = 180° — 130° — 30° = 20°
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Pela Lei dos Senos:

sen 20° _ sen_30° - BD- 4 sen 30°
4 BD sen 20°
== 2
R < BD= sen 20°
CBD =180°-90° - 50° = 40°
Pela Lei dos Senos:
sen 90° _ sen 50° _ sen 40°
BD BC CD
Assim:
sen 90° _ sen 50° o BC= BD sen 50°
BD BC sen 90°
= B_sz,ou seja,B_Cz4,5.
E:
sen 90° _ sen 40° o TD= BD sen 40°
BD CD sen 90°
& CD= sen220° sen 40°, ou seja,ﬁ =~ 3,8.
887 \°
0 ] " —
70.100°59' 8 (100 + oo )
841 \°
O 1 " —
11°56' 4 (100 o )

Calculos auxiliares

, 887\ (., 841 \o (40073 e
900) ( 900)‘( 450 )

oeqe 0T (( 40073\ _ 6366
TL 450 TL
6366
cos (40073 0
(Fe0”))

Assim, TL = 384 409 km.

& TL=

_DE _38 19
Ntgo= 2E <:>tgoc—1'6 o tgo= 3
1 19)\2 1
1+tg2o= 1+(=) =
e e © +<8) cos? o

39




425 1

64 cos?a
< costo= 64
425

Como o é um angulo agudo,

5V17 ~ 85

B=180°-2-%-180°-¢

2 2
Logo:
cos B = cos (180° - o) = oS o = - 88_\/;—7
12. .
P
y b
gL . .

Pela Lei dos Cossenos:
c?2=0g?+ b%2-2ab cos (DAB)

E:

d? = a? + b? - 2ab cos (CDA)

o d?=a?+ b%-2ab cos (180° - DAB)
< d?=a?+ b2+ 2ab cos (DAB)

Assim:

2+ d? = a2+ b2 - 2ab cos (DAB) + a? + b2 +
+ 2ab cos (DAYB)

e 2+ d?=2(a?+b?)

13. Pela Lei dos Senos:

senA senB senC

a b c
Entao:
senA senC csenA
ENA _SeNL ) ,=L83EhA
a c sen C
E:
sen B _sen C o b= csenB
b c sen C
Logo:

csen A  csenB

a+b _senC senC
a-b CcsenA csenB
senC senC

csenA+csenB
sen C

csenA-csenB
sen C

_c(senA+senB) _senA+senB
c(senA-senB) senA-senB

16
74.sen0c><tgoc—ﬁ
<:>senoc><seno£:E
coso. 15
sen’o. _ 16
cosa 15
- l1-cos’o _16
CoS o 15

& 15-15co0s? o= 16 cos a. (cos o # 0)
< 15c0s?a+16cosa—-15=0

-16 + /256 + 900
30

& cos o=

& coso=S v cosa=-2

5 5

Como o é um angulo agudo, entdo cos o =% =0,6.
1. senBxcosp=0,3

& sen?Bxcos?B=0,09 (sen>0 e cosB>0)

& (1-cos?B) x cos? B=0,09

& cos? B -cos*B=0,09

& cos*B-cos?B+0,09=0

1+V1-0,36

& cos?PB= 5

1 9
2 = 2 = —
< cos? B 0V cos’ B 10

Como B € ]0°, 45°[, entdo 0052[3:19—0 porque

3V10
10

<cosPB<1 e entdo, cosfP=

9 1
2 2
sen?f=1-cos?B=1 0

'_I
=

Logo, como B € ]0°, 45°[, tem-se sen 3 =

VIo
senf _ 10 _1
cosB 3\ 3
10

Assim, tg B =

76.tg(x+—l—=2 o XNe L8,
tgo cos o seno

sen? o+ cos? o,
sen o. cos o

1 _
sen 0.cos o

1
& senoccosoc=§
2 2 1

& sen’ o, cos azz(senoc>0 e cos o >0)

< seno (1-sen? o) =%
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2 4 1
& sen’o—-sent o =—

4
1_

< sento - sen20c+4 0

2
o (senzoc—l) =0

2
1
2 _——=
& senc o 2 0
<:>sen20c=l
2

V2
2

Como o é um angulo agudo, entdo sen o =

1.

a) _Sen (m-x)-2sen®x _
2 cos® x - cos (—x)

_senx-2sen’x
2 cos®x-cosx

senx (1-2sen?x)

cos x (2 cos?x-1)

B l1-sen?x-sen?x _
=tgx > > =
cos“x+cos*x—1

cos?x —sen?x
=tgx 3 7 =
cos?x—sen?x

=tgx

12
tg? (x)  tg (%)

1+2005< )sen( +x>
1+

tg X tgx
1+ 2senxcosx

1+

cos?x . 2cosx
sen?x  senx
1+2senxcosx

1+

sen? x + cos? x + 2 sen x cos x
sen? x
1+2senxcosx

1+2senxcosx
(1+2senxcosx)sen?x
1
sen? x

18.

a) Seja s a area do setor circular representado na

figura.
s 3n 9

=== os=_x

x 2« 2

Seja h a altura do triangulo [ABC] relativa ao vérti-
ce C eseja b=AB.
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Assim, a drea da regido sombreada é dada por:

X X
65en(2>x3005<2>
2 _

2 2

=gx—9005 L)sen(E
2 2 2

b) Seja ¢ o comprimento do arco AB.
c_3x2n
X 21

Da alinea anterior vem que AB=6sen (%)

& c=3x

Assim, o perimetro da regido sombreada é dado
X
por 3x + 6 sen (E)

m - . .
=0 entdo a area da regido sombreada é:

gEgcos—n—sen—TE=
2 2 4 4

_9n_g V2 V2 9n 9 9n-18
=——-9x —/— X =

4 2 2 4 27 4

19. A 4rea do tridngulo [OAB] é dada por:
OAxsenx _ senx

2 2
A area a do setor circular é dada por:
x_2n _X
a w 2

Como a érea do tridngulo [OAB] é menor que a
area do setor circular, tem-se:

SENX X o senx<x
2 2

Por outro lado, a area do triangulo [OAC] é dada por:

0A x tgx _ tgx

2 2
Como a area do tridngulo [OAC] é maior que a area
do setor circular, tem-se % < thx S x<tgax.

Assim, senx <x <tgx.

80.

a) fx) =g(x) © senx+1=cos?x-senx
& senx+1=1-sen?x-sen?x
& 2sen?x+senx=0

< senx(2senx+1)=0

4




b)

¢) f(x)

42

1
< senx=0 v senx=—§

& x=kt v x=%+2kn v x=llTn+2kn,kEZ

Se k=0, entdo x=0 (€ [0, 2x] ou

x=TE (€ [0,21)) ou x=21E (e [0, 27)).
6 6

Se k=1,entdo x=n (€ [0, 2x] ou

=23 (¢ [0,21]) ou x=2 (¢ [0, 2n).

Se k=2,entdo x=2xn (€ [0, 2x]) ou

=32 (& 0,21]) ou x= 22 (g [0, 27

Sendo x=0,tem-se f(0)=sen0+1=0+1=1.

Sendo x=m, tem-se f(r)=senmt+1=0+1=1.

Sendo x = 76_n tem-se f(%) =sen (7_7t) +1=

6

1,1
= 2+1 9

B EL G 6L AW s A W

Sendo x = 5 , tem-se f( 6) (6 )+l
1 1
-—+1==
2777

Sendo x =2xw, tem-se f(2n)=sen2x+1=0+1=1

Assim, as coordenadas dos pontos de intersecéo
dos dois graficos sao:

0.1), (x, 1), (76—” %) (1? ;) (2m, 1)
(fxg)x)=0 & (senx+1) (cos?x-sen?x)=0

o senx+1=0 v cos?x-sen?x=0

& senx=-1 v COSX=SENnx Vv COSx=-Senx
3n T kn

o x= 4%kt v x=—+—keZ
2 4 2

Assim, em [0, 2rt], as solucBes desta equacdo sao:

n 3n 5% 3neﬂ

=gx)+1 < senx+1=cos?x-sen?x+1
o senx=1-sen?x-sen?x
o 2sen?x+senx-1=0

-1+V1+8

& senx =
4

1
& senx=-1 v senx=§

3rn

= x=?+2kn v x—€+2kn
v ox= 56—’°+2kn kez

Assim, em [0, 2xt], as solugbes desta equacéo sao:
3t w 515
2" 6 6

3n

Sex=32—n,entéof(32—n)=sen > >+1——1+1 0

egT—cos 7—sen —-— | =

0
3n
obtendo-se o par (7 O) e (— —1).

Q
—
(o))
N~—————
|
Q
o
w
N
—
(@)]
N~———
wn
D
)
N
—
(@)]
N~——
Il
Nlw
|
N
Il
N | =
o
O
—+
@D
>
o
?

seopar(L3) e (21
Paris 2 62/
5n

Sexz%c, entdo f(%)zsen (F)+l:_+1:%

e om = cos? o - sen? omy_3 1.1
N6 6 6) 4 4 2

obtendo-se o par (% %) e (5_75 l).

d) fx )>— = senx+1>%
SN senx>—l
2

<7n>
& senx>sen|—
6
n 1ln
(:)xE[O, G[U[ 5 ,215[

8l fx+P)=flx)
& sen [2(x+ P)] = sen (2x)
< sen (2x + 2P) = sen (2x)
& A+ 2P=2x+2kn v 2x+2P=n-2x+2kn, kE Z

Nao permite determinar P.

o 2P=2kn ke Z

o P=kmke”Z

Logo, f é uma fungao periddica de periodo positivo
minimo T.

82,
a) Pela Lei dos Senos:
sen E—9 sen Ul
2 _ 2 o cos® _2
r d r d
2
& d=2rcos©
b) Se BP=PC, entdo A@Pzn——}zg—f e
_ 4 _n
6= —— =%

Por outro lado, da alinea anterior,
d=2><2><cos(%)=4005(%)z3,70.
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old=r © 2rcos0=r & cosez%

Como 6 é um angulo agudo, entdo 0 = cos™ (%) I

3
O triangulo [AOP] é, portanto, um tridngulo equilé-
tero.

rxrecos|(X-L
2 3
Alaor) = =

ol

L

2
4
d)\/§=2c0594:>c059=$
Como 6 é um angulo agudo, entao:
0 =cos —\/5 =X
2 6
T
Se0=" entdo BOP=2xL=2
ed 6 , entao ><6 3

Sendo ¢ o comprimento do arco menor BP, tem-se:

c _ 2rx1
2

T
:1 = —
& C 3

wlalo

KU
3

e)

) oPQ =6 porque [PAQ] é um triangulo isdsceles e,
num triangulo, a lados iguais opdem-se angulos
iguais.

QOAP = % — 26, uma vez que POB = 20, por POB se

tratar do angulo ao centro correspondente ao mes-
mo arco que o angulo inscrito PAQ.

Assim, PC?O=15—9—(%—26)=%+9
Pela Lei dos Senos:

sen PQAO sen OISQ

r 0Qq
N sen<—+e>  send
r oqQ
0059: sen O
r 0Q
o 00 rseno
cos 0
@E:rtge

Sendo h aaltura do tridngulo [OQP], tem-se:

h=1rsen QéPI =

rsen (%—29)‘ =|rcos (20)| =

=rlcos (20)I
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Logo, a érea do triangulo [OQP] é dada por:

rtg@xricos (26)l _1
2 2

rtg 0 Icos (20)I.

iA®) =0 < %thg 0 Icos (20)| =0

< tg06=0 v cos (20) =0

<:>9=knv29=—725+kn,kEZ
T kn

k =—+—ke”Z
< 0=krn v 0 RECY

Uma vez que 6 é um angulo agudo, tem-se que 6 =%.

Neste caso, obtém-se o tridngulo isdsceles e
retangulo [AOC].

iii) A(6) =%x 2219 0 |cos (20)| =2 tg 6 Icos (26)|

A®) =05

A

A

0,5

v

0.3 0,6 09

INE

0~0,3,0=06;6=0,09.

Tema Il - Geometria Analitica

Unidade 1- Declive e inclinacéo
de uma reta do plano

Péginas 119121

1.

a)y+4=0 < y=-4: reta horizontal
Logo, ainclinagdo da reta é 0°.

b) (x, y) = (1, &) + k(-1, 0), k € R: reta horizontal
Logo, a inclinacdo da reta é 0°.

¢) x = 2: reta vertical
Logo, a inclinagdo da reta é 90°.

2. Areta r contém os pontos de coordenadas (0, 4) e
(-2, 0), logo:

m, = 0[:_(_02) =2=tgo A 0°<a<180° onde o
representa ainclinagdo daretar.

Entdo, oo=tg™ (2) = 63,4°.

43



Areta s contém os pontos de coordenadas (0, 0)
e (3,-1), logo:

-1-0 1
mg = 3.0 =—§=tg[3 A 0°< [ <180° onde B
representa ainclinagdo dareta s.

Entéo, p=tg? (— %) ~161,6°.

3

alm=tg60°=V3
Assim, a equacdo da reta é do tipo y = \V/3x + b
Como o ponto de coordenadas (1, 5) pertence a
reta:
5=V3+b o b=5-V3
Logo,y = V3x+5-V3éa equagao da reta pedida.

3n

b)m=tg (T)Z—l

Assim, a equacdo da reta é do tipo y=—x+b.
Como o ponto de coordenadas (2, 0) pertence a
reta:

0=-2+b o b=2

Logo, y=-x+2 é aequagao da reta pedida.

4.
dltga=1 A 0<oa<m
Logo, a=tgt (1) =%.
b)3x+3y-4=0 < 3y=-3x+4
=4 =—x+—4—
7 3
tga=-1 A O<oa<m.

Logo, a=tg™ (-1) = g}.
c) mt = % = \/§

tgot=\/§ AO<o<m
Logo, o.=tgt (V3) =

B

5. Areta r contém os pontos de coordenadas (0, 1) e

<%,0>.logo:
m, = 1‘2 =-2=tgo A 0°<a<180° onde o
0-3

representa a inclinagdo daretar.

Entdo, aa=tg™ (-2) = 116,6°.

Unidade 2 - Produto escalar de vetores

Péginas 122 a 142
6.
a)OTD)'O_Q)=@><%'=6><4=24
Q
0} Q' p

—  — _— —
b) OP - OR =-0P xOR'=-6x2=-12

************

s
b) (AB,DC) = 0°
D ,C
AL \:B

D C
. i s
d) (BC,0D) = 45°
D
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8.

au v =IulIV I cos (U, V)=
=2x3xcos 30°=
=6x%=3\/§

b v =101 IV cos (0, V) =

T
—4x4 L=
X 1><cos<3>
ZlGXEZB
ooV =1d NIV cos (U, V) =
=2018 x 2018 x cos 90° =
=2018x2018x0 =
=0
9.
— —> — —> -
a)DE - DC = IDE || IDCIl cos (DE,DC) =
1 1
= 0 — ==
1x1xcos120 1><2 2
s~

— —> — —> —>
b) BC - AD = IIBCIl |IAD |l cos (BC,AD) =
=1x2xcos0°=2x1=2

—  —> —> —> s

¢) FA - AB = IIFAIl IAB |l cos (FA,AB) =
1 1
=1x1 o=1lx===
x 1 x cos 60 X 575

—  —> —> s

d) AF - AC IAF |l IIACII cos (A_),A )

—1><IIACIIxcos90°—1><IIACII><

—s

— —> —> —> —>
e) EA -AB =EAI IABI cos_)(EA,AB) =
=[[EAllx1xcos90°=||[EAlIIx1x0=0

10.
a)A?-[ﬁ):axaxcos(0°)=a2
b)AE'Gﬁzaxaxcos(1800)=—a2

- —
¢)lJ LD =ax2axcos (90° =0

— — —
d)AC - JL =1IACII lIJL Il cos (90°) =0
eIl - IK =axa\V2xcos (45°) = 02\/§X£:

Calculo auxiliar

K'=a?+a? o IK*=2a2 peloque IK=V2a.
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f)A?'A?f:axa\/gx——

g

Calculos auxiliares

AG’ = + (V20)? & AG’ = 32 pelo que AG =V 3a.

A73>A_G>—E— _ L
cos (AB, )_E_\@ =3

g)E'ET-z:\/gaxaxcos (90°) =0

—  —> 2
" = = 2
W LA - LH =V5axax s =

Calculos auxiliares
LA? = g2+ (20)2 & LA = 562, pelo que LA = V/5a.

])—> LD_ 2a _2
cos (LALH) = T2 = 50 = Vs

1.

—> —>
a) Por exemplo, AB e AD.
b) Por exemplo, AB e OC.
—> —
¢) Por exemplo, AB e CD.
12.
15
a) cos (L_f/\\7)— ﬂ 2 1
TNENIVT T 5x V3 T 10V3
3 __6V3 V3 _
T V3T 12 T T2 T
Logo, (U, V) = 30°
- -
> - -2 1
b —>,—> __u-v _ __ 1
Voos W\ v) = ol “2x2 2
Logo, (U, v)) = 120°
13.
a)
i)COS(L7A7)= vy - V5 V5
’ Nan- v 3x3 9
Logo, (', V) = 75,6°
o~ *).*) _
i) cos (U, V)= —— Y = 1___3
i 5 1 7
Logo, (lT, V) = 115,4°.
b)(” V) = 180° - 115,4° ~ 64,6°
14.
a(2u) vV=20"vV=2x4=8
- l_)—_é_)-_>=_§ __
b) (-5u) (2v)— Ju v 2><4 10
OV (U +wW)=0 V+V wW=4+(3)=1



15. ¢) Uma vez que ¢ - v’ =0, o dngulo formado pelos
— -
a) (6U) vV =6U vV =6x2x2xcos 45° = vetores u e v ereto.
_2V2
== =12V2 ”n
- = 3 3
b) (2017w) (_%7>:_20317\7> V=0 au v<0/\k¢§<:>2x3+(—4)xk<0/\k¢§
3
@ +W) (V-w)+w 0 = © 6-4k<0 A k=7
R B S 3 R I 3
uv-u-w & 4k>6 A k-
=2x2xcos 45°+0- 32 2
=2V2-9 (:»k>%/\k¢%
— > — —> —> 3
18.DA-BD =DA " (BA +AD) = Logo, k € ]i’m['
=DA -BA + DA ‘AD =
= 0 —
_Ok:kaXCOSBO By V=0 (k-1)x2+3xk=0
T & 2k-2+3k=0
— — —> — > 2
1.A -AJ =(AD+DI ) (AB +BJ) = e k=7
—  —> — > > —>
=AD" AB +AD BJ + Dl ' AB +Dl BJ—
=0+ IAB I x5 I1AB 1 + 2 I1AB I  IAB | +0 = AU V20 A k0 & 2x2+kx () >0 A k20
R X 2 X i & 4-K2>0 A k%0
=2 IAB I + 2 I1AB I - vt
—||AB||2
— > — — —>
18.KC DL = (KB +BC) " (DC +CL) =
— > —  — —> > — —
=KB-'DC +KB CL +BC 'DC +BC -CL =
1 - — — 1 — >
ZzA AB +0+0+BC ZCB: 2 0 2 X
~ 1AB I x 1AB I cos 0°+ 7 18C I x
X IICE)II cos 180° = Logo, k € ]-2, 2[ \ {0}.
=gtV S gt
—4IIAB|I 4IIBCII 9
~Lyai-LiaBi’= al AB = (3, 4) - (1,-2) = (2, 6)
4 4 o
=0 AB U =2x%x(-2)+6x5=-4+30=26
- S5 > o S5 - -
Assim, uma vez que os vetores KC e DL sao by (B —3u)—u%BA_>—3u i_
perpendiculares, entdo as retas KC e DL s&o =-uAB-3lull*=
perpendiculares. =-26-3x(V29)%=-113
1. Calculo auxiliar
=0 V) _
Ao \77 8+7><0——><2\/§+0 V2 10 = V2P + 5= V29
b) o - \7=2x(—6)+1x3=—12+3=—9
e UV =3x(-10) + (-2) x (-15)=-30+ 30 =0 23;
allull=V22+12=V4+1=V5
20 IVIl=V(1)2+32=V1+9=V10
: - >
a) Umavez que ¢ v >0, o 4ngulo formado pelos vy —2><(—1):1:<3——2+3—1
vetores U e v é agudo. Sov_ o uvoo L
Lo Cos WY ) =T T VB x VD
b) Uma vez que u ' v" <0, o 4ngulo formado pelos
vetores U e v é obtuso. Logo, (LT, \7) 81,9°
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b IIU' I =V (-4)2+72=V16 + 49 = V65
IVIl=V22+02=2

UV =-4x2+7x0=-8

coS (FAV)): ﬂ = i
' WV Ve5x2

Logo, (U, V) =119,7°
24.
5 =
Ao b =4x(-1)+(-1)x4=-4-4=-8

—

= ~ -~ .
Logo, os vetores a e b nao sao perpendiculares.

b)E"cT=O><\/§+3><O=O+O=O
- e .
Logo, os vetores ¢ e d sao perpendiculares.

0 f=2x6+(3)x4=12-12=0
— i .
Logo, os vetores e e f séao perpendiculares.

25,

a) Por exemplo, (-5, 2), (5,-2), (10, -4).
b) Por exemplo, (6, 1), (-6, -1), (12, 2).
¢) Por exemplo, (0, -4), (0, 1), (0, 2).

2.0 V=0 (-1,2) (x,»)=0
& x+2y=0
S x=2
V=2 & V(2)2+y?=2
c>\@b=2
2

V=5

2V5

& )y= 5

e(4_v§ ﬁ)

Assim, o vetor pedido é v
5 5

2lax-y-2=0 & y=ax-2, pelo que o declive
destareta é a.
O declive da reta definida por
x=1+2k
keREé —%.
y=5-3k

2
Logo, a="=.
0go, a 3

Logo, a opgado correta é a (D).

28.
a) A equacdo da reta pretendida é da forma

3
=-—x+b.
y 2x
Como o ponto A pertence a esta reta:
19

5=-Sx3+b e b=

Logo, y= —%x + % ¢ a equacao pedida.
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bx-y-2=0 < y=x-2
A equacao da reta pretendida é da forma y =—x + b.
Como o ponto A pertence a esta reta:

5=-3+b o b=8

Logo, y=-x+ 8 é a equagao pedida.

¢) A reta definida por (x, y) = (1, 10) + k(-2, 6), k € R

tem declive % =-3.

A equacao da reta pretendida é da forma

y=%x+b.

Como o ponto A pertence a esta reta:

5:%><3+b & b=4

Logo, y =%x + 4 é aequacao pedida.

d) A reta de equagdo x =1 é uma reta vertical, pelo
gue uma reta que lhe seja perpendicular é da for-
ma y = b. Como o ponto A pertence a essa reta,
entdo y=5 é aequagdo da reta pedida.

e) A reta de equagdo y = 0 é uma reta horizontal,
pelo que uma reta que lhe seja perpendicular é da
forma x =a. Como o ponto A pertence a essa reta,
entdo x =3 é a equacao da reta pedida.

29,

A A=C+BC =(0,2)+((0,2)-(3,0) =
=(0,2)+(-3,2)=(-3,4)

AB =2BC =2(-3,2) = (-6, 4)
4 2

Me=Tg="3

Assim, a equagao da reta t é da forma y = % x+b.

Como o ponto A pertence a esta reta:
3L _1r
4—2><( 3)+b & b= 2

Logo, y =%x + 12—7 é a equacao pedida.

_3 _3
b) m, = ) e tga= >
o € [0°,180°]
Logo, o =56,3°.

¢) A bissetriz dos quadrantes pares tem como vetor
diretor, por exemplo, o vetor de coordenadas (1, -1).
Um vetor diretor da reta t pode ser, por exemplo, o
vetor de coordenadas (2, 3).

1L, -l =V12+ (-1)2=V?2
12, 3)l=V22+32=V13
(1,-1)"(2,3)=2-3=-1

4



Assim, sendo o o0 angulo pedido,
|-1|
Vax Vg Peloaue

1
o.=cos™ ( T ) ~1,4 rad.

cCos o=

30.
a)ff-7=%><10+(—3)><(—1)+9><(—2)=5+3—18=—10

0 éngulo formado pelos vetores U ev éobtuso,
ja que u-v <0.

b)¢7-\7=% 10+2x0+5x(-1)=5+0-5=0
O angulo formado pelos vetores Uev éreto, ja
- -
que u v =0.
OV =-V3x0+(-2)x0+4xV5=
=0+0+4V5=
=4\/5

0 angulo formado pelos vetores U e v’ é agudo, ja
que U v >0.

31
o>
ala b =4x(-1)+(-1)x3+1x7=-4-3+7=0
- = .
Logo, os vetores a e b sao perpendiculares.

Be-d = Ox\/§+4><0+3><§—0+0 g’ %

Logo, os vetores ce d ndo sdo perpendiculares.

32.
a) Por exemplo, (0,-5,-1), (5,0, 4), (1, -4, Q).

(=7,0,V2), (0,-7, 3), (3,-V/2,0).

b) Por exemplo,

33.(a, b, c) " (0,c,-b) =0+ bc - bc =0, logo os veto-
res 47(0, b,c) e (O, c,—-b) sao perpendiculares.

(a,b,¢) (c,0,-a) =ac+0-ac=0, logo os vetores
L7(a, b, c) e (c,0,-a) sado perpendiculares.

(a, b, c)* (b,—a,0)=ab-ab+0=0, logo os veto-
res L?(a, b,c) e (b,—-a, 0) sao perpendiculares.

34. Seja M o ponto médio de [AB].

_(=3+1 2+0\_ _
a)M—( S ) (-1,1)

AB =(1,0) - (-3,2) = (4, -2)

—  —>
MP-AB=0 © (x+1,y-1)"(4,-2)=0

S bx+4-29+2=0

S 2y=4x+6

< y=2x+ 3, que é a equagdo pedida.

1+4 7+5 5
(4 750) (3

48

"AB=0 & (x—%,y—@)'(&—Z):O

o 3x—12—5—2y+12=0

S 2y=3x+ %
3 .9 . ~ .
Sy —§x+z, gue € a equagao pedida.

35. AP - BP =0
S k+1,y-3) x-2,y-5=0
© k+])x-2)+(p-3) (-9 =
& xX2-2%+x-2+y2-5y-3y+15=0
& x2-x+)?2-8y=-13

= x2—x+%+y2—8y+16=—13+%+16
2
o ( —%) Ty 4)2=

— >
36.CT TP=0 (2-2,1-(-1)) (x-2,y+1)=0
< (4,2 (x-2,y+1)=0
& ~4x+8+2y+2=0
< 2y=4x-10
& y=2x-5, que é a equagdo pedida.

13 . ~ .
% gue € a equacao pedida.

3l

a) O lugar geométrico dos pontos P(x, y) do plano tais
que AP - BP =0 é a circunferéncia de diametro [AB]:
(r+3,y=4) 1y +2)=0
& xX?+3x+)?+2y-4y-8=0
& x2+3x+)?2-2y=8

= x2+3x+—?:+y2—2y+l=8+—2—+1

= <x+ ) +(y-1)2= 45
4
Ou seja, a circunferéncia de centro C (— % 1) e
. \V/45
raio igual a 7

b) O lugar geometrlco dos pontos P(x, y) do plano
tais que AB MP 0, onde M é o ponto médio de
[AB], é a mediatriz do segmento de reta [AB]:

Calculos auxiliares

=(0,-2)-(-3,4)=(3,-6)
M= _A‘; =(-=1
ASEREY

(3,-6)-(x+%y-1>=0 o 3x+%—6y+6=0

o 6y=3x+2—21

1 7
L= y=§x+z
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o lugige%nétrico dos pontos P(x, y) do plano tais
que AB ' BP =0 é a reta tangente a circunferéncia
de centro A no ponto B ou € a reta perpendicular a
reta AB que passa no ponto B:

(3,-6) " (x,y+2)=0 & 3x-6y-12=0

< 6y=3x-12
<:>y=%x—2
38.
_(=2+3 5-1\_/1
a)M—( B )—(2,2)

N 5x—%—8y+12=0

< B6y=5x+ 12—9
S y= S x+ E, que é a equacao pedida.
6 12

B)CA =(-2,5) - (1, 1) = (-3, 4)
CA-AP =0 & (-3,4) (x+2,y-5)=0
& 3x-6+4y-20=0

< 4y=3x+26
_3 13 , =
S y= + =+ Que € a equagéo pe-
dida.
39.

A AP BP=0 ¢ (x-0,y-1) (x-6,y-5)=0
& x2-6x+)?-5y-y+5=0
& x2-6x+)?-6y=-5
& x2-Bx+9+)?-6y+9=-5+9+9
& (x-3)2+ (y-3)2=13, que é a equa-
¢ao pedida.
b) C e D sdo pontos da forma (x, 0), uma vez que per-
tencem ao eixo das abcissas.
Substituindo na equacgdo da circunferéncia de dia-
metro [AB]:
(x-3)2+(0-3)2=13 < (x-3)2=4
< x-3=-2vx-3=2
< x=1vx=5
Assim, C(1, 0) e D(5, Q).
¢) Seja M o centro da circunferéncia de didmetro [AB];
M(3, 3)
— —>
MC CP=0 < (1-3,0-3)'(x-1,y-0)=0
< (-2,-3)"(x-1,») =0
& 2x+2-3y=0
o Jy=-2x+2

& y=—%x+%, que é a equagdo re-

duzida da reta tangente a circunferéncia de diame-
tro [AB] em C.
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—  —>
MD-DP=0 < (5-3,0-3) (x-5y-0)=0

& (2,-3) (x=5,1) =0
& 20-10-3y=0
& 3y=2-10

2

& y=§x—l3—0, que € a equagao re-

duzida da reta tangente a circunferéncia de didame-
tro [AB] em D.

d)

)(x-3)2+(y-3)2213 A yZ—gx+z A

2

3 3

/\yZ—x—l? Ays0

3

i) Seja | o ponto intersecdo das retas tangentes a
circunferéncia de didametro [AB] em Ce D.

2.2 .
Y=T3t 3
=
210 2,22 10
Y73 3¥737°3%7 3
o __4
Y773
= =
4x=12 x=3

~ 4
Entéo, /{3,-=].
ntéo ( 3>

Seja M o centro da circunferéncia de didametro [AB];

M(3, 3)

4 13

W=3+——_

3

3

Por outro lado, CD = 4.

A drea do losango [CIDM] é ent&o:

13
?X[f
2

26

3

Um vetor diretor da reta tangente a circunferéncia
no ponto C é (3, 2) e um vetor diretor da reta tangen-
te a circunferéncia no ponto D é, por exemplo, (-3, 2).
I3, 2)Il =V32+22=V13 = ||(-3, 2)ll
(3,2)'(-3,2)=9+4=-5

Assim, o angulo formado pelas duas retas é dado por:

|-5]

= -1 — | = 0
oL = CO0S (\/EXVE) 67,380

Pelo que, a drea a do setor circular de centro M e
arco BD é dada por:

137w _ a
67,380°

360°

Ou seja, a=7,644.

Logo, a area da regido sombreada &, aproximada-

mente, 23—6 -7,644 =102,
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Unidade 3 - Equacdes de planos no espaco
Péginas 143 a 164

40. Um vetor normal ao plano dado é (1, -2, 0).
Um vetor diretor da reta definida na opgéo A é
(3, 2,1). Ora, este vetor nao é colinear com o vetor
normal ao plano, pelo que esta reta nao é perpen-
dicular ao plano dado.
Um vetor diretor da reta definida na opcéo B é
(0, 0, 1). Ora, este vetor nao é colinear com o vetor
normal ao plano, pelo que esta reta ndo é perpen-
dicular ao plano dado.
Um vetor diretor da reta definida na opgéo C é
(1, -2, 0). Ora, este vetor é colinear com o vetor
normal ao plano, pelo que esta reta é perpendicu-
lar ao plano dado.
Um vetor diretor da reta definida na opgao D é
(3,0, 1). Ora, este vetor ndo é colinear com o vetor
normal ao plano, pelo que esta reta nao é perpen-
dicular ao plano dado.
Assim, a opcdo correta é a (C).

4.

a) Por observagado da condigdo dada, obtém-se o vetor
normal ao plano r?(x (-2,1,3) eoponto P; (1, —%, 2).
Se, por exemplo, x=0 e y=0, tem-se:

—2(0—1)+<0+%>—3(2—z)=0 & 2+%—6+32=0

_r
& 3z= 2

7
& z=—

6

b) Por observagao da condicdo dada, obtém-se o vetor

Obtém-se o ponto P, (O, 0, 1).

normal ao plano ﬁ,g (—1, 1, %) eoponto Py (-2, 0, 2).

Se, por exemplo, y=0 e z=0, tem-se:

—(x+2)+0=—%(0—2) o —x—2=% o x=-%

Obtém-se o ponto P, (— g 0, O).

¢) Por observacdo da condigdo dada, obtém-se o vetor

normal ao plano ﬁ;(l 2, %)

Se, por exemplo, x=0 e y=0, tem-se:
0+0+§:5 & z=15

Obtém-se o ponto P; (0, 0, 15).
Se, por exemplo, x=1 e y=1, tem-se:

1+2+%=5 o z=6

Obtém-se o ponto P, (1, 1, 6).
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d) Por observagao da condigdo dada, obtém-se o vetor
normal ao plano nj (3,0, 2).

Se, por exemplo, x=0 e y =100, tem-se:

0+2z=-1 z=—%

Obtém-se o ponto P; (O, 100, —%)

Se, por exemplo, z=0 e y=2017, tem-se:

1
—+ :—1 = ——
3x+0 S ox 3

Obtém-se o ponto P, (— % 2017, O).

42,

A2x+1)-1(y-1)+3(z-2)=0
& x+2-y+1+3:-6=0
< 2x-y+3z-3=0, que é a equacgao pedida.

b1(y-3)+2(z-2)=0
& y-3+2:-4=0
< y+2z-7=0, que é a equacdo pedida.

) 2(x+2)+5(z-2)=0
& 2x-4+52-10=0
& —2x+5z-14 =0, que é a equagao pedida.

d-3x+1)+4(y+1)=0
< -Ix-3+4y+4=0
& =3x+4y+1=0, que é a equacdo pedida.

e)5(x-3)=0 < 5x-15=0
< x =3, que é a equacao pedida.

43.

a) Um vetor diretor da reta definida por x=-4 A y=5
é (0, 0, 1), pois a reta é paralela ao eixo Oz. Como a
reta é perpendicular ao plano o, entdo este vetor é
normal ao plano o.

Assim:
z+1=0 @ z=-1
Logo, z=-1 é uma equagao cartesiana do plano o.

b) Um vetor diretor da reta definida por y =21 A z=-10
é (1, 0, 0), pois a reta é paralela ao eixo Ox. Como a
reta é perpendicular ao plano o, entdo este vetor
€ normal ao plano o.

Assim:

x-1=0 o x=1

Logo, x =1 é uma equacao cartesiana do plano o.
¢) Um vetor diretor da reta definida por x=-1 A z=0

é (0, 1, 0), pois a reta é paralela ao eixo Oy. Como a

reta é perpendicular ao plano o, entdo este vetor é
normal ao plano o
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Assim:
y-3=0 ¢ y=3
Logo, y =3 é uma equagdo cartesiana do plano o.

44,
al Por exemplo, @ (0,1,1),b (1,0,~2) e ¢ (1,2, 0).

b) Seja u (a, b, ¢) um vetor ndo nulo.

—

gV =0 (@ b,c)-(1,0,2=0

- -

u-w=0 (a,b,c) (-2,1,-1)=0

a+2c=0 a=-2c a=-2c
& & =

-20+b-c=0 4c+b-c=0 b=-3c

Assim, U'(-2c, -3¢, c), c € R.
Por exemplo, se ¢ =1, obtém-se L7(—2, -3,1).

45.
a AB = (32,5 -(3,4,5)=(0,-2,0)
BC = 1,2,3)-(3,2,5) =(-2,0,-2)

Seja L7(a, b, ¢) um vetor ndo nulo, simultanea-
—> —
mente perpendicular aos vetores AB e BC.

0 -AB =0 (@ b,c) (0,-2,0)=0

o =
uBC=0 (a,b,c) (-2,0,-2)=0
-2b=0 b=0
o 1SN
-20-2c=0 a=-c

Assim, L_f(—c, 0,¢), ceR.
Por exemplo, se ¢ =1, obtém-se L7(—1, 0, 1).
Entao, L7(—1, 0, 1) é um vetor normal ao plano e
A(3, 4, 5) é um ponto do plano:
-1x-3)+0(y-4)+1(z-5 =0
< x+3+z-5=0
& x+z-2=0
b AB =(0,2,1)- (-1,2,0)=(1,0,1)
CA =(-1,2,00-(L11)=(-21-1)

Seja L7(a, b, ¢) um vetor ndo nulo, simultanea-
—> —>
mente perpendicular aos vetores AB e CA.

L —>
u'CA=0

a+c=0 a=-c a=-c
= 1SN 1SN
-20+b-c =0 2c+b-c=0 b=-c

Assim, U'(-c,-¢, ¢), c € R.

& AB=0 (@ b,c)(1,01)=0

(b (-2,1,-1)=0

Por exemplo, se ¢ =1, obtém-se U1, -1, 1).
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Entéo, L?(—l, -1,1) é um vetor normal ao plano e
A(-1, 2, 0) é um ponto do plano:
-lx+1)-1p-2)+1(z-0)=0
& x-1-y+2+z=0
& x-y+z+1=0

c AB = (2,-1,2)-(0,1,3)=(2,-2,-1)
Bﬁ =(1,2,0-(2,-1,2)=(-1,3,-2)
Seja U'(a, b, ¢) um vetor ndo nuﬁ. simﬂ)ltanea—
mente perpendicular aos vetores AB e BC.

L —>
u-BC=0 (a,b,c)"(-1,3,-2)=0

20-2b-c=0 c=2a0-2b
SN IS
0

7-AB=0 (@ b,c)(2,-2,-1) =0

-a+3b-2c = -a+3b-4a+4b=0
_14a, _4

_ c= 5 b-2b c 5b
= = 7 = 7

5a=7b ang ang

. (T 4
Assim, u (g b, b, 5 b), b e R.
Por exemplo, se b =5, obtém-se L7(7, 5, 4).

Entao, L7(7, 5, 4) é um vetor normal ao plano e
A(0, 1, 3) é um ponto do plano:
7x-0)+5r-1)+4(z-3)=0

o Tx+5y-5+4z-12=0

& Tx+5y+4z-17=0

46.

ax-12+ -1+ (z-1)?=(x-27?+(y+1)?%+(z-0)?
o xX2-2+1+)?2 - +1+22-2z+1=

=x2—bx+4+1)2+2+1+22

& We-4y-2z-2=0
< x—2y-z-1=0, que é uma equacao cartesiana
do plano mediador de [AB].

bl AB = (2,-1,0)- (1,1, 1) = (1, -2,-1)
BC =(0,2,-3)- (2,-1,0)=(-2,3,-3)

1 -2 - = = .
) * 3 * 3 logo os vetores AB e BC nao sao
colineares e, portanto, os pontos A, B e C nao sdo
colineares.

4].
alr (1,1,-1)
—
s (0,0,1)
r’ e s sdo vetores diretores das retas re s, respeti-

vamente.
. -~
Uma vez que a abcissa e a ordenada de s sdo O e
- o ~ ~ ~ ~ .
as de r nao sao, entao os vetores nao sao colinea-
res.

]




Além disso, os pontos da reta s sdo da forma
(0,1, z), sendo z um numero real.

-1=-1+k
0,1,2)=(-1,0,2) +k(1,1,-1) & {1=0+k
z=2-k
k=1 k=1
s k=1 o k=1
z=2-k z=1

Assim, o ponto (0, 1, 1) pertence as duas retas,
logo, concluimos que as retas séo concorrentes.

b) Seja n(a, b, ¢) um vetor normal ao plano definido
pelasretasres:

- =

n-r=0 (a,b,c)"(1,1,-1)=0
[
n-s=0 (a,b,c)"(0,0,1)=0
a+b-c=0 a+b=0 a=-b
[= (=1 (==
c=0 c=0 c=0

Assim, i (-b, b, 0), b € R.

Por exemplo, se b =1, obtém-se ﬁ(—l, 1,0).
Uma equacao cartesiana do plano é:
-x-0+(-1)=0 & x+y-1=0

48.

a) Sejam r es vetores diretores das retas re s, res-
petivamente.
r (-2,0,0)
s (1,0,0)
Tem-se que r’=-25, ou seja, os vetores res
sao colineares, logo as retas r e s sao paralelas
ou coincidentes.
(3,1, 2) é um ponto da reta r mas ndo é um ponto
da reta s, pois os pontos da reta s sao da forma
(x, 2, 1), sendo x um numero real.
Assim, as retas r e s sao estritamente paralelas,
logo definem um plano.

b) Seja A(3, 1, 2) um ponto da reta r e seja B(1, 2, 1)
um ponto da reta s.
AB = (1,2,1)-(3,1,2)=(-2,1,-1)
Este vetor é paralelo ao plano definido pelas retas
resenao é colinear com ?(—2, 0, 0).
Seja L7(a, b, ¢) um vetor ndo nulo, simultaneamen-

. = o

te perpendicular aos vetores AB er".

o =
U AB =0 (@, b,c)(-2,1,-1)=0
=
u-r=0 (@, b,c) (-2,0,0)=0
-2a+b-c=0 c=b
= =
-2a=0 a=0
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Assim, U'(0, b, b), b € R.

Por exemplo, se b =1, obtém-se L7(0, 1 1).

Entao, 17(0, 1, 1) é um vetor normal ao plano e
A(3,1,2) éum ponto do plano:
Ox-3)+1(y-1)+1(z-2)=0

o y-1+z-2=0

< y+z-3=0, que é a equacgao pedida.

49,

a) Substituindo x, y e z naequagdo dareta r pelas
coordenadas do ponto A, vem:

4
3=1+3k k=-=
3=1+3 3
2 =2k eik=1
0=1-k k=1

gue é uma condigao impossivel.
Logo, o ponto A é exterior a reta r.
Assim, a reta r e o ponto A definem um plano.

b) Um vetor diretor dareta r é r_)(3, 2,-1).
O ponto B(1, 0, 1) é um ponto da retar.
AB = (1,0,1)-(-3,2,0)=(4,-2,1)
Este vetor é paralelo ao plano definido pela reta r
e pelo ponto A e nao é colinear com r.
Seja L7(a, b, ¢) um vetor ndo nug, simultanea-
mente perpendicular aos vetores AB e r.

o =
u-AB =0 (a,b,c) (4,-2,1)=0
&
u-r=0 (a,b,¢)(3,2,-1)=0
4a-2b+c=0 c=-4a+2b
= &
3a+2b-c=0 3a+2b+4a-2b=0
_ c=2b
& &
7a=0 a=0

Assim, U'(0, b, 2b), b € R.

Por exemplo, se b=1, obtém-se L7(O, 1,2).

Entdo, ¢'(0, 1, 2) é um vetor normal ao plano e
A(-3, 2,0) éum ponto do plano:
Ox+3)+1(y-2)+2(z-0)=0

< y-2+22=0

& y+2z-2=0, que é a equacdo pedida.

50.

al(x,y,2) = (V231 +s-1,1,-2) + 13,2, 5),s, t € R
é a equacao pedida.

b)Se x=0 e y=0, entdo z=>5, e obtém-se o ponto
A(0Q, 0, 5) pertencente ao plano.
Se x=0 e z=0, entdo y =15, e obtém-se o ponto
B(0, 5, 0) pertencente ao plano.
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Se y=0 e z=0, entdo x =5, e obtém-se o ponto
C(5, 0, 0) pertencente ao plano.
Entao:

AB =(0,5,0)-(0,0,5)= (0,5 -5)

BC =(5,0,0)~ (0, 5,0) = (5,-5,0)

—> —

AB e BC sao vetores paralelos ao plano.

Logo, (x,3, z)=(0,0,5)+s(0,5,-5) + t(5,-5, 0), s,
t € R é a equacao pedida.

51,
x=-V2-s+3t

a) {y=3+s+2t, s, tER
z=1-25+5t

b) Usando os pontos A, B e C e os vetores A_B> e BE)
do exercicio anterior, obtém-se:
x=5t
{y=55—5t, s;teR
z=5-5s
5. IUK:x+y+z=2
Uma vez que o centro do cubo é a origem do refe-
rencial e que o ponto K pertence ao plano xOy,
entdo K(x, x, 0), sendo x um numero real.
Como K pertence ao plano IUK, entdo x+x+ 0 =2
< x=1
Logo, K(1, 1, 0). Conclui-se também que a aresta
do cubo é 2 e que D(1, -1, 1).
Assim, o plano paralelo a IUK e que passaem D é
daforma x+y+z=d.
Como D pertence a esse plano:
1-1+1=d & d=1
A equacgdo pedida é x +y+z=1.

53. Um vetor normal ao plano o é (1, -2, 1). Um plano
gue seja paralelo a o terd como vetor normal um
vetor colinear com este, 0 que apenas acontece
na opgao (B), em que um vetor normal ao plano
indicado é (-2, 4, -2).

Assim, a opcao correta é a (B).

54. Para que os dois planos sejam perpendiculares
tém de ter vetores normais perpendiculares.
Assim:

(2,4,-1)"(2,k-1,-1)=0 & 4+4k-4+1=0
1

k=-=
< 4

55. Seja M o ponto médio de [AB].

(341 240 042\
a)M—< A )—(1,1,1)
—

AB =(1,0,2)-(-3,2,0)=(4,-2,2)
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— —

MP-AB=0 < (x+1,y-1,z-1)"(4,-2,2)=0
S bx+4-29+2+22-2=0
S bx-2y+2z2+4=0
& 2x-y+z+2=0,que é aequagao

pedida.
_(1+4 7+5 2+3\_(5 . 5
b)M—( = )—(2,6,2>
—>
AB =(4,53)-(1,7,2)=(3,-2,1)
—  —> 5 5
MP'AB:O(:»(x—E,y—G,z—§>'(3,—2,1)=0
<:>3x—12—5—2y+12+z—%=0
& 3x -2y +z+2=0, que é a equagao
pedida.
56. AP - BP =0

< w-1y+1,2z-3) (x,y-2,z-5=0
& x2-x+)y2-2y+y-2+2z2-52-32+15=0
& x2-x+y?-y+2z2-82=-13
<:>x2—x+l+y2—y+l+zz—82+16=
4 4
1.1
=-13+—+-—-+16
4 4

R N O LAy S 4 . ]
<:>< 2) +(y 2)+(z 4)—2,queeaequa

¢ao pedida.

51.CT * TP =0
< (2+2,-1-0,-3-1)" (x-2,y+1,z+3)=0
& (4,-1,-4) (x-2,y+1,z+3)=0
< 4x-8-y-1-4z-12=0
& 4x—-y-4z-21=0, que é a equagao pedida.

a) O lugar gegmégco dos pontos P(x, y,z) do espago
tais que AP - BP =0 ¢é a superficie esférica de dia-
metro [AB].

— —>

AP -BP =0

S xk+3,y-4,2z-2)x-1,5,z+2)=0
© ¥ -x+3x-3+)2-4y+72-4=0

& X2+ +y2-by+22=T7

& X2+ W+ 1+)2-by+4+22=T+1+4
e k+1)2+(-2)2+22=12

b) O lugar gegmétLi)co dos pontos P(x, y, z) do espaco
tais que AB * MP =0, onde M é o ponto médio de
[AB], € o plano mediador do segmento de reta [AB].

_(3+1 4+0 2-2
M _( 2 22
s
AB = (1, 0, _2) - (_3| 41 2) = (41 _41 _4)

) - (-1,2,0)
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AB "MP =0 & (44 ~4) (x+1,y-2,2)=0

& bx+4-4y+8-4z=0

S bx—4y-4z+12=0

< x-y-z+3=0

¢) O lugar gtﬁméiico dos pontos P(x, y, z) do espaco

tais que AB - BP =0 é o plano tangente a superfi-
cie esférica de centro A no ponto B ou é o plano
perpendicular a reta AB que passa no ponto B.
AB BP =0 < (4 4 —4) (x-1,3,z+2) =0

o 4x-4-4y-42-8=0

S bx-4y-42z-12=0

< x-y-z-3=0

59.
A AB = (3,1,-1) - (-2, 5,1) = (5, -4, -2)

M- ()

— —> 1
AB -MP=0 & (5,4 -2) (—— - >=0

= 5x—%—4y+12—2220

& 5x—4y—22+12—9=0

N

b)CA =(-2,5,1)-(1,1,1) =(-3, 4,0)

—  —>

CA AP=0 o (-3,4,0)'(x+2,y-52z-1)=0
& -3x-6+4y-20=0
< -3x+4y-26=0
& 3x-4y+26=0

60. Qualquer ponto da reta r é da forma (1 + 2k, -1 - k, k),
sendo k um nudmero real. Substituindo na equacéao
do plano:

1+2k-2(-1-kK =4 & 1+2k+2+2k=4
_ -1
S bk=1 k—4

Assim, obtém-se o ponto de coordenadas

11\_3 51
<1+2 1 4 4>—< , )queeoponto

de intersecao da reta r com o plano o.

61.

a) Substituindo na equacg3o da reta (x, y, z) pelas coor-
denadas do ponto A, obtém-se:

(2, 2 2) =(1,23) +A(-10,2)

2
_3 _ 1
1—7»—2 A= 2
&12=2 &<2=2
_ _ 1
3+20=2 A= >

Logo, o ponto A pertence a reta s.
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Substituindo na equagdo da reta (x, y, z) pelas
coordenadas do ponto B, obtém-se:

-1,2,-1)=(1,2,3)+A(-1,0,2)
1-A=-1 A=2

=12=2 S 42=2
3+2A=-1 A=-2

Logo, o ponto B ndo pertence areta s.

b) Qualquer ponto do plano yOz é da forma (0, y, z),
onde y e z representam ndmeros reais.

Assim:
0,9,2=(1,2,3)+A(-1,0,2)
1-1=0 A=1

S32=y S y=2

3+2A=z z=5
Logo, o ponto de intersecao da reta s com o plano
y0z tem coordenadas (0, 2, 5).

¢) Por exemplo, r:(x, y, z) = (-1, 2,-1) + k(-2, 0, 4), k € R.

d) Sabe-se que o vetor de coordenadas (-1, 0, 2) é um
vetor diretor da reta s. Um vetor diretor da reta t
terd de ser perpendicular a qualquer vetor diretor
da reta s. Assim, um vetor diretor da reta t pode
ser, por exemplo, o vetor de coordenadas (2, 5, 1).
Entdo, uma equacgdo vetorial da reta t é, por exem-

olo, t:(x, ,2) = (g 2 2) 1 k(2,5,1) kER,

62.

AAB =(24,1)-(132=(11-1
O triangulo [ABC] é retangulo em B, por estarl]s-
crito numa semicircunferéncia, logo o vetor AB é
normal ao plano BCD. .
Entdo, como B pertence ao plano BCD e AB é um
vetor normal a este plano, uma equacao cartesia-
na do plano BCD é:
1x-2)+1y-4)-1(z-1)=0
& x-2+y-4-z+1=0
< x+y-z-5=0

b) CD é um vetor normal ao plano ABC e, como tal, é
colinear com (0, 1, 1) que é um vetor colinear a
este plang
Assim, CD = (0, k, k), para algum k real.

Como a altura do cilindro é 22, tem-se:
ICONI=2V2 & VO2+ K+ K =V8 < 2k2=8
o k=2 v k=-2

Logo, C_D) = (0, 2, 2), de acordo com a figura.

Um ponto da base superior do cilindro é:
A+CD=(1,32+(022=(54)

Como a base superior do cilindro é paralela ao
plano BCD, entdo um vetor normal a este plano é
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também um vetor normal ao plano que contém
essa base. Assim, (0, 1, 1) é um vetor normal ao
plano que contém a base superior do cilindro.
Tem-se entdo que uma equagao da base superior
do cilindro é:

Ox-1)+1(y-5+1(z-4)=0

< y-5+z-4=0

< y+z-9=0
y+z=5 y=5-z
c) &

16x-5y+11z=23 16x-5(5-2)+11z=23

= =
16x-25+52+11z=23 |16x+16z=48
—_— y=5-z

= =
x+z=3 x=3-z

Assim, os pontos que pertencem a intersecao dos
dois planos sao os pontos da forma:
(83-z,5-z7z2,z€R

Mas, (3-z,5-22)=(3,50)+z(-1,-1,1),z€ R.

Logo, uma equacao vetorial da reta de intersegao
dos dois planos é:

(x,y,2)=(3,5,0)+k(-1,-1,1), k€ R

63.
a) Seja M o ponto médio de [AC].

_(0+1 0+0 1+0\_/1 1
M‘( 2" 2 "2 )‘(2‘0'2>

Uma vez que a reta BD ¢é paralela ao eixo Oy e que
M é um ponto desta reta, entdo uma sua equacao
%) +K(0,1,0), kER.

Assim, as coordenadas do ponto B sdo da forma

vetorial é (x,y,z) = (% 0,

(% bz %) e as coordenadas do ponto D sdo da

1 1 . "
forma 25 sendo y um numero real positivo.

IACI =Bl & VIZ+02+ (1)2=V02+ (2))2 + 02

<:>\/_=\/4y
e 4?=2
2_ 2~
© =7
= _ V2
Como y >0, entdo y= —
1 V2 1 1 V21
Logo, B(Z — 2)6D<2'_T'2>'
_m=(1g 1
b)E_M_(Z,o, 2)
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V2y=0 y=0 y=0

gue sao as equacdes cartesianas da reta EV.

¢) A reta EV é perpendicular ao plano ABC. Logo,

qualquer vetor diretor da reta é normal ao plano.

Assim, o vetor (1, 0, 1) é normal ao plano ABC e,

consequentemente, é normal a qualquer plano que

Lhe seja paralelo.

Como o ponto V pertence a reta EV, tem-se que
V(a, 0, a), a € IR*, de acordo com a figura.

Voiramide = V2 & —><1><1><EV V2

o EV=3V2

=3 \/a—— +02+<a—§) =3V?2

o 2<a—§> -18

1\2
@(0—2) =9

1_ 1
(:)0—2—3\/0 > 3
5

oa=Lva=-2
2 2

Como a € IR, entao V(% 0, %)

Assim, uma equacgéao do plano paralelo a ABC que
contém Vé:

1(x—%>+0(y—0)+l(z—%>:0

= E +z- 5 =0

& x+z=7
Aprende Fazendo
Péginas 168 a 184

1.0 declive daretaré - l. Logo, o declive da reta s,

3
que é perpendicular aretar, é 3.

Assim, areta ré daforma y=3x+b.

Como o ponto de coordenadas (1, 2) pertence a
reta s, tem-se:

2=3x1l+b o b=-1

Logo, s: y=3x-1.

A opcao correta é a (B).



2. 0 declive da reta de equacdo y=2x+5 é 2, pelo
que o declive de uma reta que lhe seja perpendicular
1

e —5.

Na opgao (A) tem-se:
y+%x—\/§=0 = y=—%x+\/§

A opcao correta é a (A).

3. A circunferéncia representada na figura tem centro
no ponto de coordenadas (4, 2) e raio 2. Assim, uma
equacao dessa circunferéncia é (x— 4)2 + (y - 2)%2 < 4,
0 que exclui as opgoes (B) e (C).

As retas p e r representadas na figura sao perpen-
diculares, pelo que o produto dos seus declives é
igual a -1. Assim, exclui-se a opcao (A).

A opcao correta é a (D).

S T S S S — —
4 (v-u)u=v-u-u-u=0-lIulZ=-1u12

A opcao correta é a (C).

5. 10l =V/32+ 02+ (-1)2= V10
AB = (3,0,-1) - (2, ~4,~4) = (1, 4, 3)
SIABII = 3 VIT+ 4743 =2 V2

— 1, = L g .
Logo, llu'll # = IIABII, o que significa que a proposi-
cao (1) é falsa.

%:/: % * _3—1 logo U e AB n3o sao colineares e a

proposicao (ll) é falsa.
0 AB=3x1+0x4+(-1)x3=3-3=0, ou
seja, os vetores ue A_B> sao perpendiculares e a
proposicao (lll) é verdadeira.
A opgéo_)correta éa (D).

.Se a *b <0, entdoo angulo formado pelos veto-
res a e b_) é um angulo obtuso, o que apenas
acontece na opgao (A):

e

A opcdo correta é a (A).

v

1.AB-AC =18 < IABI IIAC |l cos 60° = 18
<:>x><x><%=18 < x2=136

Logo, x =6, ou seja, a medida do lado do triangulo
é 6. Assim, o seu perimetro é 3 x 6=18.
A opcao correta é a (A).

—  —> —> —>
. RQ - PO =1|IRQ Il lIPO |l cos 120° =

—axax(-% _a
2 2

A opcao correta é a (C).

56

O centro da circunferéncia é a origem do referen-
cial. Seja T o ponto de tangéncia.

O_T) = (3, 4), pelo que o declive da reta OT é igual a %

Uma reta que seja tangente a circunferéncia no
ponto T é perpendicular a reta OT e tem declive

i uala—§
g 4

A opcao correta é a (D).

10. A reta tangente a circunferéncia de centro C no

1.

12

ponto A é o lugar %om_é)trico dos pontos P(x, y)
do plano tais que CA - AP =0.
A opcao correta é a (B).

Um vetor diretor daretaré 7(2, -1, %)

(2,—1,%)'(16,—8, 1)=2><16+(—1)><(—8)+%><1=

1 321
=32+8+ 8- 8
Ou seja, a reta r ndo é perpendicular a reta defini-
dapor (x,y, z)=k(16-8,1), k € R.
1
2 _4
16 -8

:i:
1

1
8
Logo, a reta r é paralela a reta definida por:
(v, y,z)==k(16-8,1), k€ R

A opcao correta é a (B).

3
colinear com o vetor de coordenadas (2, 5, 0), logo
este ndo é um vetor diretor daretar.
Um vetor normal ao plano o é ﬁ)(G, 5, 0), que nao
é colinear com o vetor de coordenadas (6, 5, -4),
logo este ndo é um vetor normal ao plano o.

Um vetor diretor dareta ré 7(2, E, O), que nao é

'I7=2><6+%><5+0><O:6—31,logoosvetores

ST

o ~ ~ .
n nao sao perpendiculares e, portanto, a reta r
¢ estritamente paralela ao plano o.

5

e
nao

2 3 1 I -
Uma vez que 5 5 "3 entdo r’ é colinearan’,

logo a reta r é perpendicular ao plano o.

A opcéo correta é a (D).

B.(24,-1) (2k-1,-1)=0 & 4+4k-4+1=0

& 4k+1=0 & k=—%

A opcao correta é a (B).
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14. Um vetor normal ao plano dado é n'(1, -2, 0).
(1,-2,0)(3,2,1) =3-4+0=-1, logo o plano ndo
é paralelo a reta definida na opgéo (A).
2
1,-2,0)- (3, £
nao é paralelo a reta definida na opgao (B).
(1,-2,0) " (4,5 0)=4-10+ 0 =-6, logo o plano
nao é paralelo a reta definida na opcéo (C).
(1,-2,0)(0,0,1)=0+0+0=0, logo o plano é
paralelo a reta definida na opgao (D).
A opcao correta é a (D).

- - > >
Bl +vii=Viu +vIz=

_g_ 4,025
,—5)—3 3+O—3,logooplano

- = ) —
= \/IIUII2 +21ull IV cos(u, v) +IVIZ=

=\/32+2><3><4><cos(%>+42:
=./9+24x-+16=
=V37

Il
[
<

|
N
<
<
+

-, [ EE
=VITN2= 2171 IVl cos(@, V) + V12 =

&

32—2><3><4><cos<£>+42=

3
_ Jo_ 1 _
=_/9 24><2+16
=V13

A opcao correta é a (A).

—> —> —> — > — >
16. (AB + AC) BC =AB *BC + AC *BC =
=[x [xc0s120°+ [ x [ x cos 60° =

A opcao correta é a (D).

17. Seja T(x, y) um ponto da reta t.
OPPT =0 (a,b) (x—a,y-b)=0
& ax-a’+by-b2=0
& by=-ax+a?+ b?
o y=-2, a’+b?
b b
Tendo em conta que a circunferéncia representa-
da tem centro na origem e raio 1, tem-se que
a=cos o e b=senq, onde o representa a inclina-
cao da reta OP e, entdo, a®+b?=cos? o+ sen o =1.
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Assim, y = —%x +% é a equacgao reduzida da reta t.

A ordenada do ponto Q é 0 e o ponto Q pertence a
reta t, logo:

0=—%x+% o 0=-ax+1 & x=%

A opcéo correta é a (A).

-~
—

18. Seja .= (CA,CB).
2n
Assim:
CX'C§=\/§X\/§XCOSE)=37\/§

(5
A opgao correta é a (C).

19. Um vetor normal ao plano o.é n,, (9, -8, 3).
Um vetor normal ao plano 3 é FE (4, V2, 8).
Um vetor normal ao plano y é ”—v) (-3,2,-1).

— —> ~

ne ==3n,, logo, os planos o e y séo paralelos, mas
as equages que os definem néo séo equivalentes,
pelo que se trata de planos estritamente paralelos.
9 * ~5_ * i. pelo que os planos o e  ndo sdo
47 V2 78

paralelos, e também n&o o sdo os planos B e v.

A opgao correta é a (D).

20.

a)y = 3 representa uma reta horizontal, logo a sua
inclinagao é 0 radianos.

b) x = 4 representa uma reta vertical, logo a sua incli-

= T
nagao é 0l radianos.

¢) A reta de equagdo y=x+1 tem declive 1.
Assim, sendo o a inclinacdo desta reta:
tga=1 A O0<a<m

Logo, o =—Z— radianos.

B2x+2)-7=0 & 2y=-2c+7 <:>y=—x+%

A reta de equagdo 2x + 2y -7 =0 tem declive 1.
Assim, sendo o a inclinagao desta reta:
tga=-1 A O<a<m

Logo, o= 3—; radianos.

e) A reta de equacdo (v, v) = (1, 2) + k(6, 2V/3), k € R
2V3 _ V3

6 3

Assim, sendo o a inclinagao desta reta:

tem declive

tgo= AO<a<m

3

Logo, o =% radianos.

51




x=1-k

f) A reta definida por k€ Rtem

21

22,

58

y=2+V3k
V3 _\3

declive

Assim, sendo o a inclinagado desta reta:
tga=-V3 A O0<a<m

Logo, o= 2?15 radianos.

Retar: V3
m,=tg 30° = V3
3
O ponto de coordenadas (0, —2) pertence a reta r.
Logo, rny= 3 x=2.
Reta s:
ms=tg 45°=1

O ponto de coordenadas (0, -2) pertence a reta s.
Logo, siy=x-2.

Reta t:

m;=1g 120° = -3

O ponto de coordenadas (0, —2) pertence a reta t.
Logo, tty=-V3x-2.

Retar:
Os pontos de coordenadas (0, —4) e (5, 0) perten-
cemaretar.

-4-0

4
Logo, m,= ﬁ = g

Como o ponto de coordenadas (0, —4) pertence a

retar, r:y=—é—x—4.

Sendo o ainclinagdo da reta r:
4

tgoc=€ A 0°<<180°

Logo, o = 38,7°.

Reta s:
Os pontos de coordenadas (3, 1) e (5, 0) perten-
cem aretas.
Logo, mszﬁz—;
3-5 2
Assim, S:y=—%x+b.

Como o ponto de coordenadas (5, O) pertence a
reta s:

0=—%><5+b = bzg

Entao, S:y=—%x+%.

Sendo B ainclinagdo da reta s:
tg[i:—% A 0°<B<180°
Logo, B = 153,4°.

B.u-V)U+V)=19 o0 u-v V=19
s I712-1V12=19
& 102-IVII2=19
< IV12=100-19
& IVI2=81
Logo, IVl =V81 =09,

4,
-
a) AB_Z) (2,-5)-(0,3)=(2,-8)
(2AB) " U = (4,-16) * (-1, 4) =4 - B4 =68
Do W +6V)=0 0 +60 V=
=012+ 0= (-1)2+42=17
—> —>
) BA =-AB =(-2,8)
‘7+%B—>>'(3J)=317'\7+—BZ)'L7:
=3x0+(-3,12)- (-1, 4)=3+48=51
25.

a) A_B> : M_P> =0, sendo M o ponto médio do segmento
de reta [AB], representa a mediatriz do segmento
de reta [AB].

—  —>

b) AP - BP =0 representa a circunferéncia de didme-
tro [AB].
— —

¢) AP : BP < 0 representa o circulo de didmetro [AB].

d) A_P> : AE = 0 representa a reta tangente a circunfe-
réncia de centro em B e raio AB no ponto A ou
reta perpendicular ao segmento de reta [AB] que
passaem A.

26.

a)
—

i)BO - CD =8 x4 xcos 0°=32
e

ii) AB - CD =4 x 4 x cos 180° = -16

— —> 1
iii) OD 'OB=4><8><00560°=32><§=16

—  —> 1
) OA - AD =4><4><cosl20°=16><(—§)=—8

—> —> n . a
bl PD - PA = 0 representa a circunferéncia de dia-
metro [AD].

Seja h a altura do triangulo [OAD]. Pelo Teorema
de Pitagoras:

42=22+h? o h?2=16-4 < h?=12

Peloque, h=V12= 2V/3.
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Assim, D(2,2V/3).

— —

PDPA=0 & (2-x,2V3-y) (4-x,)=0
& 8-2x—4x+x2-2V3p+12=0
= x2—6x+y2—2\/§y=—8
& 2—Br+9+12-2V3y+3=-8+9+3
& (k-3)7+(y-V3)2=4

2.
a) O declive da reta definida por
() = (5, V/2) + k(3,~4), k ER & —%.
Logo, o declive de uma reta que lhe seja perpendi-

cular é 3
4

Assim, a equacdo pedida é da forma y =%x +b.

Como o ponto A(1, 2) pertence a esta reta:
5

2-2x1+b e b=

A equagdo pedida é y = éx +§.

4 4
1 2
b)x—5y=2 < by=x-2 c;y:gx_g

O declive da reta definida por x-5y=2 é %

Logo, o declive de uma reta que lhe seja perpendi-
cular é -5.

Assim, a equacao pedida é da forma y =-5x + b.
Como o ponto A(1, 2) pertence a esta reta:
2=-5x1+b & b=7

A equacgdo pedida é y=-5x+7.

¢) O declive da reta é dado por m =tg 150° = —?.
Assim, a equacao pedida é da forma y=- ?Sx +b.
Como o ponto A(1, 2) pertence a esta reta:
2=—?x1+b = b=2+§
A equagao pedidaé y=- % x+2+ %

d) O declive da reta é dado por m=tg 45°=1.
Assim, a equacdo pedida é da forma y=x+ b.
Como o ponto A(1, 2) pertence a esta reta:
2=1+b o b=1
A equacdo pedida é y=x+ 1.

28.

a) O declive da reta r é 2. Um vetor diretor desta reta
; =
é r'(1,2).
O declive da reta s é —4. Um vetor diretor desta
retaé s(1,-4).
rs=(2"(1-4=1-8=-7
I71=V12+22=V5
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157 =V12+ (-4)2=\17

Seja o 0 dngulo formado pelas retas re s.

|71
eSO B V1T
Logo, a = 40,6%

b) Um vetor diretor da reta r é r_>(—2, 3).

Sx+2y=7 & y=-bx+7 & y=—%x+%

0 de_c)live daretasé —% Um vetor diretor da reta
sé s'(2,-5).

r+s=(-23)(2-5)=-4-15=-19

171 =V(2?2+32=V13

IS = V22 + (-5)2 = V29

Seja o 0 dngulo formado pelas retas re s.

[-19]
€S 9= /13 V29
Logo, o= 11,9°

¢) A reta r é uma reta horizontal e a reta s é uma reta
vertical, logo o angulo formado pelas retas r e s é 90°.

29,

a) ATB> ' M_F’> =0, sendo M o ponto médio do segmento
de reta [AB], representa o plano mediador do seg-
mento de reta [AB].

— — 7. Yo A
b) AP - BP = 0 representa a superficie esférica de dia-
metro [AB].

c)A? ' B? < 0 representa a esfera de didametro [AB].

d) A? ' AE = 0 representa o plano tangente a superfi-
cie esférica de centro em B e raio AB no ponto A ou
plano perpendicular ao segmento de reta [AB] que
passaem A.

(x'yvl)'(6v410)=0 6x+4y=0

30. ) ol
(x.y,l)-<1,o,_§):0 -1-0
3+4y20 y:_%
A =
- o1
2 2
31

N
a)AB=(0,-1,4)-(1,-1,3)=(-1,0,1)
Assim, um sistema de equagdes paramétricas da
reta AB é:
x=1-X&
y=-1
z=3+A

AER



b) Sendo a reta s paralela ao eixo Oz, um vetor diretor
destareta é (0,0, 1).
Assim, uma equagao vetorial da reta s é:
(x,y,2)=(0,-1,4) +k(0,0,1), ke R

32,
a) (0,2,-1)=(1,2,-3) +t(-2,0, 4)
0=1-2t 2t=1 t=%
=12=2 =12=2 =12=2
-1=-3+4t 4t=12 t=%

Logo, o ponto A pertence aretar.

(-5,2,-3)=(1,2,-3) +t(-2,0, 4)
-5=1-2t 2t=6 t=3

&92=2 &142=2 & 92=2
-3=-3+ 4t 4t=0 t=0

Logo, o ponto B ndo pertence a retar.

b) Os pontos do plano definidos por y = x sdo da
forma (x, x, z), sendo x e z nUmeros reais.

(r,x,2)=(1,2,-3) +t(-2,0, 4)

x=1-2t 2=1-2t
@{x=2 <:>[x=2

z=-3+4t
1 1
t=—= t=—=
2 2
Six=2 S ix =2
z=-3-2 z=-5

O ponto de intersegdo da reta r com o plano y = x
tem coordenadas (2, 2, -5).

c

i) Um vetor diretor da reta s é, por exemplo, (-1, 0, 2),
que é colinear com (-2, 0, 4), que é um vetor diretor
daretar.

Assim, s: (x,y,2z) =(-5,2,-3) + k(-1,0, 2), k € R.

ii) Um vetor diretor da reta t tem de ser perpendicular ao
vetor (-2, 0, 4), podendo ser, por exemplo, (4, 0, 2).
Assim, t: (x,y,2z)=(0,0,0) + k(4,0,2), k€ R.

iii) Um vetor normal ao plano o € (-1, 2, -1), que é um
vetor diretor da reta u, perpendicular ao plano a.

Assim, u: (x,y,2z)=(0,0,0) + k(-1,2,-1), k € R.

iv) Um vetor normal ao plano B € (1, -1, -2). Um vetor
diretor da reta v tem de ser perpendicular ao vetor
normal ao plano, por exemplo, (1, 1, 0).

Assim, v: (x,y,z) =(-5,2,-3) +k(1,1,0), k € R.

33.
a) Por exemplo, (x,y,z) = (1, 2, 3) + k(4, 5, 6), k € R.

b) Por exemplo, (x,y,z) = (1, 2, 3) + k(4, 5,0), k € R.

60

¢) Por exemplo, (x,y,z) =(1,2,3)+k(1,0,1), k € R.
d) Por exemplo, (x,y,z) =(1,2,3)+k(0,0,1), k € R.
e) Por exemplo, (x,y,z)=(1, 2, 3) + k(-3,-1,7), k € R.

34,
a)4(x-1)+5ry-2)+6(z-3)=0
© 4x-4+5y-10+6z-18=0
& 4x+5y+62z-32=0
bl AB = (0,2, 4) (1,2, 3) = (1,4, 1)
Af‘)z (1,0,0)-(1,2,3)=(0,-2,-3)
Seja LT(a, b, ¢) um vetor ndo nuE)), simﬂ)ltanea—
mente perpendicular aos vetores AB e AC.

o =
U AB=0 (@ b,c) (-1,-4,1)=0
&

o =
u-AC =0 (a,b,c)(0,-2,-3)=0

-a-4b+c=0 —a—4x(—%c>+c:0
& & 3

-2b-3c=0 b=-—=c¢

2

-a+7c=0 a=T7c
= o 3

_ b=—§c

2
Por exemplo, se ¢ =2, obtém-se L7(14, -3,2).

Assim, L7(7c, _3 c, c), c e R.

Entao, L7(14, -3,2) é um vetor normal ao plano e

A(1, 2, 3) é um ponto do plano:

14(x-1)-3@p-2)+2(z-3)=0

& l4x-14-3y+6+2:-6=0

< 14x-3y+22-14=0
¢) Um vetor normal ao plano é, por exemplo, (8, 0, 3).

8(x-1)+3(z-3)=0 & 8x-8+3:-9=0

< 8x+3z=17

dV2x-1)+1(y-2)-1(z-3)=0

S \/Ex—\/§+y—2—z+3=0

= 2x+y—z=\/§—l
e)0(x-1)+1(y-2)+0(z-3)=0 & y-2=0

@y:Q
35,
a) Vggig0 = 288 < B +% o3 =288
& a®=216
& 0=06

R(6, 0, 6), V(3, 3,12), U(6, 6, 6)
2V =(3,3,12) - (6,0, 6) = (-3, 3, 6)
(

RV
UV =(3,3,12) - (6,6, 6) = (-3, -3, 6)
IRVI=\(3)2+32+62=\54
IOV =V (=3)2+ (-3)2+ 62 = \/54
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— >

RV UV =(-3,3,6) (-3,-3,6)=9-9+36=36
Seja o a amplitude do angulo formado pelas retas
RVe UV.

36 36

_ %6  _36_2
V54x\54 54 3

Assim, o = 48,2°.

cos o=

B RV = (-3, 3, 6)
Assim, RV: (x,y,z) = (6,0, 6) + k(-3, 3, 6), k € R.
¢) M(3, 3, 6), T(0, 6, 6)
=(0,6,6)-(3,3,6)=(-3,3,0)
x=6-3A
Assim,{y=6+3A, L ER
z=0

é o sistema de equacdes paramétricas pedido.

d) Os pontos R, S e V n&o sao colineares.
R(6, 0, 6)
-2x0+6-6=0 < 0=0, logo o ponto R perten-
ce ao plano definido por -2y +z-6=0.
S(0, 0, 6)
-2x0+6-6=0 < 0=0, logo o ponto S perten-
ce ao plano definido por -2y +z-6=0.
V(3,3,12)
-2x3+12-6=0 & 0=0, logo o ponto V per-
tence ao plano definido por -2y +z-6=0.
Logo, o plano RSV pode ser definido por:
-2y+z-6=0
@ RP TP =0
< (x-6,y,z-6) " (x,y-6,z-6)=0
& x2-6x+)2-6y+2z2-12z+36=0
& x2+y?+22-6x-6y-12z+36=0

36.

— >
a) OA " OE =rxrxcos 72°=r2cos 72°
Logo, a proposicao é verdadeira.

Calculo auxiliar

360° _ .,
: =72

— —>
b) OA - OC =rx rxcos (2 x 72°) = r? cos 144°
Logo, a proposicao é verdadeira.

c)AB'A?:rxlxcos(m;o):rlcos 540

Logo, a proposigao é verdadeira.

Calculo auxiliar

180° x 5(5 ~2) 1080
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— —

d) CB - CD =[x [x cos 108° # [% cos 216°
Logo, a proposicao é falsa.

180°-108°

)

Logo, a proposicao é verdadeira.

— >
e)AB'EDzlxlxcos< = (2 cos 36°

— —
fl DC - DB =[x 2l cos 36° cos 36°+ 2(2 cos 36° cos 72°
Logo, a proposicao é falsa.

Calculo auxiliar

Pela Lei dos Cossenos:

(2= 2+ DB* - 2( DB cos 36°
& DB’ -21 DB cos 36°=0
& DB (DB- 2l cos 36°) =0
& DB=0 v DB=2lcos 36°
Logo, DB = 21 cos 36°.

— —>

g) DC ' DA =[x 2l cos 36° x cos (108° - 36°) =
=2(2 cos 36° cos 72°
Logo, a proposicao é verdadeira.

31.AB - AC = 6><3\/§><cos< ) 18V/3 x \F
—9x3=27

Calculo auxiliar

Pela Lei dos Cossenos:
AC*=32+32-2x3x3xcos120° & AC’=27
Logo, AC=V27=3V3.

38.
— — = - > -
A=Wl & Vv =Vww
e e
SVivV=ww
e T T
sviv-ww=0
- - - o
S (V+w) (v-w)=0
. — —>
Ou seja, IVl = llwll gquando e apenas quando os
- o - = .
vetores v +w e v —w forem perpendiculares.
— — ~ - o
h) Uma vez que vl = llwll, entdo os vetores v + w

ev V-w sao perpendlculares
AB + AD AC =V +w
AB-AD =DB =V -w
Entdo, as diagonais do quadrilatero [ABCD] séo
perpendiculares e os seus lados tém comprimen-
tos iguais, ou seja, [ABCD] é um losango.

39,

AN +V 2= +V) (U +V)=
e e e e e T
=y 'u+u-'v-—+v:'u-+v-'v-=
=112+ 20 -V + IV 112
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i il . .
b) Caso u e V' sejam perpendiculares, tem-se
— =10 _ 2 =19 . \
lu" + v'II2 = llu'll* + lIV'II? ou seja, a propriedade
referida na alinea anterior reduz-se ao Teorema de
Pitagoras.

. n - > o>
¢) Seja o 0 Angulo formado pelos vetores U +Vv e V.
4 g - - - N
coso= UFVIV g UV AV
N+ VIV Il N+ VIV
— —
Al li? + ”L7”2 lu 112
@cosoc—z— & coso = 2
o112 Ia'112
1
& coso=7
2
Logo, o =60°.

Calculo auxiliar
> o — - - -
o +VI2=MulZ+2u v + IV ]2

- - - > — —
o0V =Id+VIR=-1d12-1Iv2
lu +vIZ=TllullZ=1livI

Q-
2
- — -
S oS lul2=Tluli2=lu?
Sutv =
2
N
<:>J)\7_ ”U”2
2

40.

a) Pela Lei dos Cossenos:
e — — = =
lu =vIZ=Nu 12+ v IIZ=20u 1l IVl cos (U, V)

s
- — — — - -
o 21Ul Iviicos (W, V) =u 12+ IV II2=lld =V II2

Y — 2 - 9 - - 9
o oS (J \7)_ lull“+1vI“=llu =v
! - — —
210 vl
Assim:
- = — — ="
u-v=Illulllviicos (u,v)=

- - - -
lul2+1lv 2=l -vIZ2 _

==
=l vl =——
2l vl

- - - o
lu 2+ lvI2=llu -vIZ _
2

1,,- — - >
=5 (W2 + W12 =" = viI%)

b)
i)A—B>'A€=l(62+52_42)=£
2 2
ii)BX'B?Zl(62+42_52):2_7
2 2
iii)CZ)-(E):%(52+42_62):%

4.

Au V<0 (k3)(2k-1)<0
& 2k+3k-3<0

62

o v=0e (k3)(2k-1)=0
& 2k+3k-3=0

o 5k=3
3

k=S

< =5

oo (0+v)=0 e (k3) (k+2 k+2)=0
o k2+2k+3k+6=0
< k2+5k+6=0

5+ V52-24

2

& k=-2 v k=-3

& k=

42,

al AP BP =0
< (6y-1)(x-6,y-5=0
& x2-6x+)2-6y+5=0
& x2-6x+9+)?2-6y+9=-5+9+9
o (r-3)2+(y-3)2=13

b) Os pontos C e D sdo ambos da forma (x, 0), sendo
x real.
Substituindo na equagao da circunferéncia, vem:
(x-3)2+(0-3)2=1 & (x-3)2=4
S x-3=2vx-3=-2
S x=5vx=1
Assim, C(1, 0) e D(5, 0).
¢) O ponto M(3, 3) € o centro da circunferéncia.
MCCP =0
< (1-3,0-3)'(x-1,y)=0
< (-2,-3) (x-1,y) =0
o 2x+2-3y=0
S 3y=-2x+2

S y= —%x + % que é a equacao reduzida da reta

tangente a circunferéncia no ponto C.
— >

MD -DP =0

< (5-3,0-3) (x-5y)=0

< (2,-3) (x-5y) =0

& 2x-10-3y=0

o 3y=2%-10
S y=- % X - 13—0 gue é a equacao reduzida da
reta tangente a circunferéncia no ponto D.

d) O declive da reta definida por y = —%x +% é - %
Entdo, um seu vetor diretor pode ser L7(3, -2).
O declive da reta definida por y =- % X - 13—0 é %

AS‘\ Expoente™ « Dossié do Professor



Ent&do, um seu vetor diretor pode ser \7(3. 2).
U'v=(3-2(32=9-4=5
I71=V32+(-22=V13
IV1=V32+22=V13

Seja o a amplitude do angulo formado pelas retas.

15| 5

COSC=\/13xV13 13

Logo, o= 67,38°.

43.

a)mt=tg 300:%

3
Logo, m,=- W:_\@'

Entdo, u:y=-V3x+b.

Como o ponto A pertence a reta u:
0=-V3x5+b < b=5V3.
Assim, u:y=-V3x+5V3.

b) Como B pertence a reta u:
y=-V3x4+5V3=V3
Logo, B(4, \/5).
C(x, 0), sendo x um numero real.
BA BC =0
& (5-4,0-V3) (x-4,0-V3)=0
& (1,-V3) (x-4,-V3)=0
< x-4+3=0
S x=1
Logo, a abcissa do ponto C é 1.

4.

a) 1.° processo

7~
— >

—> —> —> —>
DA -DC = DA 'IIDC |l cos (DA ,DC) =
2

a
=a><a><005600=7

— 5 —> —> s
AD DB =lAD || IDB || cos (AD,DB) =
2
=axax0051200=—%
2.° processo
—> —> —> — a 02
DA ‘DC =DA xDl=ax—=—
2 2
B PP = A0 < DI a_
AD DB =-AD xDl =-ax—=-—
2 2
— —> —> N
b)AD - CB =AD * (CA + AB) =
— —> " —>
=AD ‘CA + AD - AB =
— —> — —>
=CA -AD + AD " AB =
— —  —>
=DA ‘DC +AD " AB =
2 o2
2 2
=0

Logo, Aﬁ e CE) sao vetores perpendiculares.
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a) Um vetor diretor da reta r é 7(1, 2,-1) e um vetor
diretor dareta s é ?(2, 1, -2). Estes vetores nao

sdo colineares, ja que % * % Como o ponto de

coordenadas (1, 0, -1) € comum a ambas as retas,
entdo r e s sdo retas concorrentes e, portanto,
definem um plano.

b) Seja L7(a. b, ¢) um vetor ndo nulo, simultaneamen-
te perpendicular aos vetores res.
vr=0 (@ b,c)(1,2,-1)=0
S
(a,b,c) (2,1,-2)=0
a+2b-c=0

- -
u-'s=0

20+b-2c=0

c=a+2b
Q{

20+b-2a0-4b=0

c=a

b=0

Assim, U'(c, 0, ¢),c €R.

Por exemplo, se ¢ =1 obtém-se L7(1, 0,1).

Entao, L7(1, 0, 1) é um vetor normal ao plano defini-
do pelasretasrese (1, 0,-1) € um ponto do plano:
1x-1)+0(y-0)+1(z+1)=0

& x-1+z+1=0

< x+z=0

Assim, o plano definido pelas retas r e s é estrita-
mente paralelo ao plano de equacdo x +z =2,

46.

a) O ponto A pertence ao plano xOy, pelo que A(x, y, 0),
onde x e y representam ndmeros reais positivos.
Uma vez que o triangulo [OAB] é equilatero, tem-
-se OA=0B e BA=O0B.

Como B pertence a reta BD e ao eixo Oy, tem-se que
as suas coordenadas sao (0, 4, 0) e, entao, OB = 4.
Assim:

0A=0B VxZ+y2+02=4

o 54
BA=0B Va2+ (y-4)2+ 02 =4

x2+y2:16 _
= =
x2+y2-8y+16=16 16-8y=0
—_— x2+4=16
(=1 (=1
y=2 —
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x2=12 x=2V3 x=-2V3
= = \

y=2 y=2
Logo, A(2V3, 2, 0).

b) £(0, 0, 6)
= (-2V/3,-2,6)
Logo, um sistema de equagbes paramétricas da
reta AE é:
x=-2V30
y=-2X\
z=6+06A

A ER.

o) AB = (-2V/3,2,0)
Logo, um sistema de equagbes paramétricas da
reta AB é:

x=-2V31

y=4+20 ,AER

z=0
d) AE - AB = (-2V/3,-2,6)* (-2\/3,2,0)=12-4+0=8
||A?||=v 2\F2+ 22+ 62=\12+ 4 + 36 =

:\/
||E3’||=\/—2\/§2+22+02=V12+4+0=4
El
cos(AEAB) Voaxd

Logo, (AE, AB) = 73,9°.

e) Seja L7(a, b, ¢) um vetor ndo nulo, simultaneamen-
—  —>
te perpendicular aos vetores AE e AB.

G-AE=0 ((a,bc) (~2V3,-26)=
oo =1

(-2V/3,2,0)=0
{2\/_0 2b+6c=0

o

u-AB=0 a, b,c):

=
-2V3a+2b=0

-2V3a-2V3a+6c=0

v
|

g

6c=4\3a
b= \/_a

=4

lb V3g
Assim, &'(a, V34, Z\F" aeR
oo Jo

Por exemplo, se a =1, obtém-se L_I>(l, \/§, #)

64

Entao, u (1 \/_ 2V3 > € um vetor normal ao

plano ABE e (2\/_, 3,2, 0) é um ponto do plano:
1e-2V3) +V3p-2) + 2\3/5 (z-0)=0

o x-2V3+V3-2V3+ 2\3/5 2=0
= x+\/§y+2T\/§z—4\/§=0

f) Um vetor diretor da reta é o vetor normal ao plano
ABE de coordenadas (1, V3, #)

Assim, uma equagao vetorial da reta perpendicular
ao plano ABE e que contém o ponto O é:

(v, ,2) = (0, 0, 0) +k<1\/_ 2\F> keR

g) O lugar geométrico_d)os @ntos P(x, y, z) que satis-
fazem a condicdo BE - MP =0 & o plano mediador
do segmento de reta [BE].

E =(0,0,6)-(0, 4 0) = (0,4, 6)
_(0+0 0+4 6+0) _
M‘( 2 2 ' 2 )_(0'2'3)

— —

BE MP =0 < (0,-4,6) (x,y-2,z-3)=0
< —4y+8+62z-18=0
& -4y+6z-10=0
< -2y+3z-5=0

4].

a) Pelo Teorema de Pitagoras:
AD?=22+2? < AD’=8
Assim, AD = V8 = 2\/5, ou seja, a aresta do cubo
mede 2V2.

b) A(2, 0, 0); B(4, 2, 0); C(2, 4, 0); D(0, 2, 0); E(2, 0, 2\/2);
F(4,2,2V2); G(2, 4, 2V/2); H(0, 2, 2\f 2)

c)

) BG = (2, 4, 2V2) - (4,2,0) = (-2, 2, 2V/2)

Um vetor diretor da reta BG é, por exemplo,
1,1, V2) (=—BG>

Assim, uma equagao vetorial da reta BG é:
(x,y,2) = (4,2,0) + k(-1, 1, \6), ke R

i) FH = (0,2, 2V2) - (4,2, 2V2) = (-4, 0, 0)
Assim, as equag0es cartesianas da reta FH sdo

y=2 A z=2V2.

i) FG = (2, 4,2V2) - (4,2, 2V2) = (-2, 2, 0)
Assim, uma equacao vetorial da reta paralela a
reta FG e que passa na origem do referencial é:
(x,»,.2)=(0,0,0) +k(-2,2,0), ke R
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iv) O plano BDH ¢ paralelo ao plano xOz e contém o
ponto B(4, 2, 0).
Assim, uma equacao cartesiana do plano BDH ¢é
y=2.

v)E? (4,2,2V2) - (2,0,2V2) = (2, 2,0)

EC =(2,4,0)-(2,0,2V2) = (0, 4, -2\V/2)

Seja u (a, b, ¢) um vetor nao_n)ulo,_s)imultaneamente
perpendicular aos vetores EF e EC.

o =

uEF =0 (a,b,c)"(2,2,0)=0
- &

U EC=0 (@b, c) (0,4 -2V2)=0
20+2b=0 a=-b

& & 9
4b-2V2c=0 czwb
a=-b

&
c=V2b

Assim, U'(-b, b, V/2b), b € R.

Por exemplo, se b = -1 obtém-se & (1, -1, -V/2).

Entdo, U'(1, -1, =V/2) é um vetor normal ao plano

EFCe (2,0,2V2) é um ponto do plano:
1x-2)-1(p-0)-V2(z-2V?2) =

o x-2- \/Ez +4=0

S x-y- \/E =-2

Wil FG = (2, 4,2V/2) - (4,2, 2V/2) = (
2(x-0)+2(y-0)+0-0)=0 & —2x+2y=0

-2,2,0)

48.

a) Um vetor diretor daretarér <% % 1) e um vetor

normal ao plano o é n (2, 4,-1).

Ora,?-ﬁ:%+2—1:% pelo que a reta ndo é

paralela ao plano «, ou seja, a reta r é concorrente

ao plano a.

b) Os pontos da reta r sdo da forma <1 + % 2+ % 2+ k),

sendo k um numero real.
Substituindo na equacgéao do plano:

5)—(2+k)=—4

k
2x(1+5) 442
X(+4)+ <+2

o 2+§+8+2k—2—k=—4

3 = —
& 2k— 12

< k=-8

Entao, o ponto de intersegao da reta r com o plano o
tem coordenadas:

(1-% 2-% 2—8)= (-1,-2,-6)
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a) Um vetor diretor da reta r é 7(—2, 3, 4) e um vetor
normal ao plano o é r?(O, 4,-3).
Ora,r *n =0+12-12=0, pelo que a reta r é
estritamente paralela ao plano o ou a reta r é coin-
cidente com o plano o.
Um ponto da reta é o ponto de coordenadas
(1, 0, =7). Substituindo estas coordenadas na equa-
¢ao do plano, tem-se:
4x0-3x(-7)=1 < 21=1, que é uma proposi-
cao falsa.
Logo, areta r é estritamente paralela ao plano o.

b) Um vetor diretor da reta r é 7(2, -3, 1) e um vetor
normal ao plano o é ﬁ)(2, -1,-1).
Ora,r n=4+3-1=8, pelo que a reta r ndo é
paralela ao plano «, ou seja, a reta r é concorrente
ao plano o.
Os pontos da reta r sdo da forma (1 + 2k, -2 - 3k,
k), sendo k um ndmero real.
Substituindo na equacgéao do plano:

2x(1+2k)-(-2-3k)-k=6
& 2+ 4k+2+3k-k=6
& Bk=2
1
k==
< *73

Ent&o, o ponto de intersecao da reta rcom o plano o
tem coordenadas:

2 1\_(5 41
(1+3,-2-1,3>_(3, 3,3>

a) A reta EV é perpendicular ao plano ABC, pelo que
um vetor normal a este plano é um vetor diretor da
reta. Um vetor normal ao plano ABC e um vetor
diretor dareta EV é /7(—1, 6, 1).

Assim, uma equacao vetorial que defina a reta EV

é (x,y,2) = (—1, 12—9 4) +k(-1,6,1), k € R.

b) O ponto E é o ponto de intersegdo da reta EV com o
plano ABC.
Os pontos da reta EV sdo da forma

( -1-k, %+ 6k, 4 + k) sendo k um ndmero real.
Substituindo na equagéao do plano ABC:
1-K) +6(12—9+6k)+ (4+K)+14=0

< 1+k+57+36k+4+k+14=0
& 38k=-76
& k=-2

Entao, o ponto E tem coordenadas

19 5
(1+2 2—124 2) (l 2,2).




c) Se ﬁ(a. b, ¢) um vetor ndo nulo normal ao plano
cuja equagao se pretende encontrar. Tem-se que
ﬁ(—l, 6, 1) =0, sendo (-1, 6, 1) um vetor normal ao
plano ABC, e que ﬁ(l, % 2) =0, onde (1, 2—25 2)

€ um vetor diretor da reta VA. Assim:

(a,b,c) (-1,6,1)=0 -a+6b+c=0
25 1 25
(a,b,c)-<1,—,2>=o a+22 b i20=0
2 2
a=6b+c
¢ 25
6b+c+7b+2c=0
& &
12b+2c+25b+4c=0 37b+6c=0
a=6><(—£)c+c a=Lc
37 37
< 6 < 6
b=—§c b:—§C
o1 6
A55|m,n<37 c - 37 c, c), ceR.

Por exemplo, se ¢ = -37, obtém-se ﬁ(—l, 6, -37).
Entao, ﬁ(—l, 6, —37) é um vetor normal ao plano
perpendicular a ABC e que contém a reta VA.

Como v(—l, % 4) € um ponto deste plano:

19 B
1)+ 6(}/—7)— 37(z~ 4) =0

& x—-1+6y-57-37z2+148=0
< —x+6y-37z+90=0

51,
a)
— —> — —
i) OA - OB + 0D * OF =
=4 x4 xcos 45°+ 4 x 4 x cos 90° =

=16 x \f +0=

=8\V2

Calculos auxiliares
Pelo Teorema de Pitdgoras:

DF* =42+ 42 < DF’ =32
Logo, DF = V/32=4V2.

Como HF = DF e [DH] é um diametro da circunferéncia,

A 0 _ (o]
HBF - 18T50

— — A
b) DC ' DE =(x[lxcos EDC =

0\2
- (\/ 32 %) cos 1350 =
cos 135°
=32 x% sen2 22,50 X W =
V2
=32 sen? 22,5° x 12 =
2
=-32V2 sen?22,5°
Calculos auxiliares
ebc= &5'2) ~ 1350
DEC=ECD= 1800;21350 - 22,50
CE=DF=V32

Pela Lei dos Senos:

sen22,5°  sen135° /== sen 22,50
L vm VR e

¢) J4 foi visto que [ = V32

Calculo auxiliar

—
) AB - AF =4 x8xcos 90°=0

i) DH - DF =8 x 4\/2 cos 45° =
=32\ﬁx¥=

=32

66

sen 22,5°

sen135°°

DAH = 90°, ja que o triangulo [DAH] estd inscrito
numa semicircunferéncia.

Pelo Teorema de Pitagoras:

DH =HA? + DA? 82=<\/§—Se” 22v5°>2+m

sen135°
7 22,5°\2
DA2 =64 - 32( 0202

< 04-3 (sen 1350

A B sen 22,5°)?
Logo, DA = \/64 32 ( <n 1350) :

[DH] é um didametro da circunferéncia e GHA =135°,
por se tratar de um angulo interno do octdgono.

135°
2

Entdo, HDA = 180° — 90° — 67,50 = 22,5°

Logo, DHA = = 67,5°.

— —>
Assim, DH - DA =

_ B sen 22,5°\2 o
-8x \/64 32 ( e ) X 60S 225° = 54,62.
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—  —>
92.CF 'BG =
— — —> —>
=(CB +BF) (BA +AG) =

—>

—  —> — > > > —>

=CB BA +CB AG +BF ‘BA +BF ' AG =
—> —> —> —>

= |ICBIl IBA Il cos 90° + [ICBIl IAG Il cos 180° +
— —> —> —>

+IBF Il |1BA |l cos 0° + |IBF || IIAG |l cos 90° =

=O—EX%E+%EXE+O:

=0

—> —>
Logo, CF e BG sao vetores perpendiculares.

53.CA’+CB’=
=ICA 1>+ ICBI*=
—> > —  —>
—CA -CA +CB -CB=

—> —> —> —> —> —>
=(CM+MA) " (CM+MA) + (CM + MB

) .

(

— >
CM+MB)=

—

—> —> —> —> e d —> —>
=CM CM+2CM MA + MA -MA +CM - CM +

— —> - —
+2CM -MB + MB - MB =

— —> —> — —> —  —>
=2CM CM +2CM * (MA + MB) + MA - MA +
— >

+MB -MB =

N |

>
@l
N 1=

— > —>
AD +BM DN =

— = ] = 1 —
—2||CM|| +2CM - 0+2A EAB
— 9 1 —» —
=2IICMI| +O+2><ZAB'AB=
—2IICMII +2 IIABII =
_ -2
—CM* + AB
2
54, AM - AN =
—> —> —>
=(AB +BM) (AD +DN) =
— = > —>
=ABAD +AB DN+BM
—> 1. — —>
=|ABI| ><§ IAB Il cos 90° + [IAB |l x
1 1, = 1, =
E” BII cos O°+—I|ABII><—IIAB|I cos 0° +
% 1B ><— IAB Il cos 90° =

—0+—||AB|| + ||ABI| +0=

=248
5 141’
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56. AC2=AC - AC =

—> —> —> —>
=(BC -BA)-(BC -BA) =

—  —> —> > — —>
=BC -BC -2BC BA +BA BA =

— 9 — 9 —> —> =N
=IBCI“+IIBAII“-2IBCI IIBAI cos (BC,BA) =
— J— _— —
= BC?+ BA2- 2BC x BA x cos (BC,BA)

Calculo auxiliar

—> —> —> —> —> —> >
AC =AB +BC =BC + AB=BC -BA

— — —
5.CB=CD +DB

—> —> —>
AB =AD + DB
Assim:
— —
CB-AB =
—> — —> —
=(CD+DB)- (AD +DB)
—> ~>
=CD - D+CD DB +DB AD +DB DB—
= CD x AD cos 180° + CD x DB x cos 90° x DB x
x AD cos 90° + DB x DB cos 0° =
=-DAxDC+0+0+BD2=
=-DAx DC + BD?
Uma vez que [ABC] é um triangulo retangulo em
B, tem-se:
— = — —
CB AB =CAxCBcos90°=0
Logo:
-DAxDC+BD?=0 < DAxDC=BD?

58. BA = (1, 2) - (4, 6) = (-3,-4)

IBA 1= V(=3)2+ (-42=\V25=5
Seja D o vértice oposto a B.
D=A+BA =(1,2) +(-3,-4) = (-2, -2)
Sejam C e E os restantes vértices.

Uma vez que [BCDE] é um quadrado, as suas dia-
gonais sdo perpendiculares e tém o mesmo com-
primento.
nga t?(a, b) um vetor nao nulo perpendicular a
BA icujo comprimento é igual ao comprimento
de BA.

. — N —
Tem-seentdoque BA *u =0 e llull=1BAIl.

X o
BA -7 =0 (-3,-4) (@, b) =0
17N = IBA I VaZ+b2=5
-30-4b=0 az—%b

f—1 =
L2+b2=25 {196132 b2 =25

67



Entdo, U’ (-4, 3) ou U’ (4, -3).

Seja U'(~4, 3).

Entao:

C=A+0=(1,2)+ (-4 3)=(-3,5)

E=A-U=(1,2)-(43)=(1,2) + (4 -3) = (5-1)
59. O declive da reta de equagdo y=- %x - % é- %

pelo que um seu vetor diretor é, por exemplo,
r(4,-3).

Seja U'(a, b) o vetor com origem em T e extremi-
dade no centro de uma circunferéncia nas condi-
¢Oes do enunciado.

r-u=0 (4,-3)"(a,b)=0
(A
Ild'll =10 a2+ b2 =10
{40—31)20 {a—%b
= =
a2+ b2 =100 19—6b2+b2=100

a= % b a=6 a=-6
= S v
b? =64 b=8 b=-8
Assim, os centros das circunferéncias sdo os pon-
tos de coordenadas:

(-3,-1)+(6,8)=(3,7) e
= (-9,-9)

(-3,-1) + (-6,-8) =

60. Sejam r, s e t, respetivamente, as retas definidas

68

no enunciado:
rns:
2 5

o1 E_@._ __
3x—3—2x3<:>2x5 6x-1 & 4x=-4

& x=-1
2 qpy.5__ T
y—3><(1) 3773
7
A(—l, 3)
rmt:
%x—% %x+5<:>—2x—5=—2x+15
& 4x=20
& x=5
_2.,.5_5
Y=3X5373
5
c(5,3>
sNt:
2x—l=—2x+5<:6x—1=—2x+15
3 3
< 8x=16
& x=2

1 11
_gxo-i-1L
ymexeT3 T,

11
Cl2,—
23)
Pretende-se determinar a érea do tridngulo [ABC].

E:\/(5+1)2+(3 O N

Seja h a altura do tridangulo [ABC] relativa ao vér-
tice C.

h é a distancia entre o ponto C e areta AB=r.
Seja u a reta perpendicular a r que passa em C.

wy=—%x+b
Como C pertence a reta u:
1n__3 _20
3 2><2+b<:>b 3
Logo, u: =—§x+£
go, uty 9 3"
rou
2 5 3 20 13 25
X == —— & T X=—

& 13x=50

o =X

13
2,5 5_35
371373 39

50 35
13'39
2 35 11
== _ 2 T ) =
0= (252
L(_36
V(5) ( 13)
_ \/576 , 1296 _ \/144
169 169 13
Logo, a area do triangulo [ABC] é dada por:
V52 x 144

13
=12 u.a.

61. Seja r a reta perpendicular a reta de equagéo

y :%x- 6 e que passa no ponto A.

hy=—%x+b

Como A pertence ar:

2 11
—5——3><2+b < b=- 3
2 11
Entao, I’y——3x— 3"
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Seja B o ponto de intersecdo da reta r com a reta
definida no enunciado.

3, 2 1 _ 18 7
2 3 3 6 3
o x=
13
RIS U 14
2 13 13
14 57
Logo, B (ﬁ _E>

A distancia do ponto A(2, -5) a reta de equagéo

yZ%x—G é igual a AB.

am- (4N (5T £\
AB—\/<13 2) +< 13+5) -
12\2 /82
= _— + | — =
(-35) *(33)
z\[lﬁﬂﬁ_‘f:
169 169

_ V208 _
13

- 4VI13
13

62rx+y=5 y=-=x+5
Como o declive da reta r é -1, um vetor diretor
desta reta é, por exemplo, 7(1, -1).

sSx+7y=8 <:>y=—%x+%

Como o declive da reta s é — % um vetor diretor

desta reta é, por exemplo, s(7,-1).

Seja C(a, b) o centro da circunferéncia.

Como as retas r e s sdo tangentes a circunferén-
cia, respetivamente, nos pontos B e A, tem-se:

e
BC 'r=0 (@-2,b-3)(1,-1)=0
&
= -
AC s =0 (@a-1,b-1)-(7,-1)=0
a-2-b+3=0 b=a+1
& =
7a-7-b+1=0 7fa-7-a-1+1=0
b=a+1 b=16—3
@[ & .
:7 = —
6a L a 5
Logo, C (g ?>

63.101=1 o Va2+h2+c?2=1 & a2+ b2+c2=1
Uv=(@bo (L11l)=a+b+c

IVI=V12+12+12=V3
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Logo, & V' = 7l VIl cos (%)

= a+b+c=\/§x% & a+b+c=%

U-w=(ahboc)(101=a+c

Wl =V12+02+12=V2
- > — — T
Logo, & w = 17 W1l cos (—1:)
V2

S atce= 2><T < a+e=1

Assim, tem-se:

a?+b?2+c?=1 l-c)2+b>+c?=1

a+b+c=% & 1—c+b+c=%
a+c=1 a=1-c¢
2
1—20+02+(%> +c2=1
= b=l
2
1 2+V4-2
2— —_—= =
2c 2(:+4 0 c 4
& — & —
21,1 _1 1
C—2+4\/§ c 2 4\/5
_1 _1
= b—2 & b—2
_1 1 _1.1
0—2 4\/5 a 2+4\/§

. — o .
Assim, os vetores u nas condigdes do enunciado

—l l ll_l
u—<2+4\/§,2,2 4\/§>e

—l_l ll l
u-<2 4\/5,2,2+4\/§>.

64. Um vetor normal ao plano de equacéo
4x—3y+12z=6 ¢, por exemplo, n'(4,-3,12).
A reta perpendicular ao plano e que contém o
ponto A tem as seguintes equacdes cartesianas:
x-1 _y-4 z-2
4 3 12

As coordenadas do ponto de intersecao desta reta
com o plano dado sao:

4x-3y+12z=6 —_

=l _yo4 o] -3+3=4y-16
4 -3

y=4 _z=2 _ o

55 4y+16=2-2

69




4(- L E) ~3y+12(-4y+18) =6

37 3
= x:__4_ +E
3773
z=-4y+18
—Ey+7—6—3y—48y+216=6
3 3
& _
- _ 106
169y =706 Y=g
L= =N x:@
169
_ . 28
169
Logo, o ponto de interse¢do da reta com o plano
tem coordenadas 129 706 218
169' 169" 169 )

A distancia entre o ponto A e o plano é dada por:
129)\2 706 \2 218\2
\/<1_169> +<4_169) +<2_169) -
\/ 40 \? (302 (120
= + + =
(168) *(268) *(169)
_ /16900 _
1692
- \/ﬁzﬁ
169 13

65. Para se saber a medida do raio da superficie esfé-
rica é necessario determinar a distancia entre o
seu centro e o plano o.

0 plano o é definido por 2x +y + z -3 =0, logo um
vetor normal ao plano o é, por exemplo, r?(2, 11

A reta perpendicular ao plano o e que contém o
ponto C tem a seguinte equacao vetorial:

(x, vz =(-1,04)+k(2,1,1),kE R

Assim, os pontos da reta sdo da forma:

(-1+2k k,4+k),kER

Substituindo na equacéo do plano:
2-1+2k)+k+4+k-3=0

& 2+4k+k+4+k-3=0

< bk=1

1
K=+
< ""%

Logo, o ponto de intersecdo da reta com o plano

21,,1\_ (2125
tem coordenadas (—1+ 6 6,4+ 6>_< 36 6 >

10

Assim, a distancia entre o ponto C e o plano é
dada por:

22 1\2 25\2
b3y -fo-a] -2
1 1 \ﬁ
—_—t = _—
36 36 6

. . R |
Logo, o raio da superficie esférica é 5 e asua

1
= [=+
9

equacao é (x+1)2+y2+ (z - 4)2= %
66. AB = (0, 1, %) -(0,0,2) = (0, 1 %)

—>

AC =(6,6,2)-(0,0,2)=(6,6,0)
Seja L7(a, b, ¢) um vetor nao nuicg, sirlyltaneamen—
te perpendicular aos vetores AB e AC.

0 AB=0 (a,b,c)-<o,1%>=o
=
L o —
7-AC =0 (@, b,c) (6,6,0)=0
b+%c=0 c=-2b
= =
6a+6b=0 a=-b

Assim, U'(-b, b, =2b), b € IR.

Por exemplo, se b =-1, obtém-se L7(1, -1, 2).
Entao, tf(l, -1, 2) é um vetor normal ao plano
ABCe (0,0, 2) é um ponto do plano:
1x-0)-1(yp-0)+2z-2)=0 & x-y+2z-4=0
Assim, para que D seja complanar com os pontos
A, Be Ctem de pertencer ao plano ABC:

m-m+2m-4=0 & m=2

67.

a) Um vetor diretor da reta r é, por exemplo, r (-1, 2, 1).
Um vetor diretor da reta s é, por exemplo, ?(2, 1L 1).

Estes dois vetores ndo sdo colineares, ja que
-1 2

1 I
o * 1 * 1 Logo, as retas nao sao paralelas.

Substituindo, na equacéo daretar, x, y e z por

x=-1+2K
y=2+k" (ponto genérico da reta s), obtém-se:
z=kK
-1+2k'=1-k 2k'=2-k
2+ k' =2k & <k'=2k-2
4 4
kK=-—+k 2k-2=-—+k
5 5
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2 6
Ixt-9-8
*5 5
f_y B _ _2
=3 l<—2><5 2 1k 5
6 6
k=S k=S
5 5
4_4
5 5
2
K==
YT
6
k=S
5

Assim, as retas r e s sao retas concorrentes.

. il ~ .
b) Seja u'(a, b, ) um vetor ndo nulo, simultaneamente
. - =
perpendicular aos vetoresr e s.

- =

u'r=0 (a,b,c) (-1,2,1)=0
&
U5 =0 (@, b,c) (21,1)=0
-a+2b+c=0 c=a-2b
o o
20+b+c=0 20+b+a-2b=0
c=a-6b c=-ba
& &
b=3a b=3a

Assim, L_f(a, 3a,-5a), a € R.

Por exemplo, se a = -1, obtém-se L7(—l, -3, 5).
Entao, tT(—l, -3, 5) é um vetor normal ao plano e
(-1, 2, 0) (ponto pertencente a reta s) é um ponto
do plano:

-1x+1)-3(y-2)+ 5(z-0)=0

& x-1-3y+6+52=0

& —x—-3y+5z+5=0, que é a equacao cartesiana
do plano definido pelas retas re s.

68. Um vetor diretor da reta ré (-5, p, 0).

Um vetor normal ao plano o é n_>(1, p,-1).
Para que a intersecao da reta com o plano seja
um conjunto vazio, a reta tem de ser estritamente
paralela ao plano, ou seja, estes dois vetores tém
de ser perpendiculares.
rn=0 ¢ (-5,p,0) (1 p-1)=0

& 5+p2=0

= pz\/g v p:—\/g

69. De acordo com a sugestéo do enunciado, A(a, 0, 0),

IAC T =V (—a)2+ 2+ 02=V2e2 =\ 2a
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= Ea
2
=gk a _ 2
AC AV = 2+ 2+0—c1

Seja o a amplitude do angulo que uma aresta
lateral faz com a diagonal da base concorrente
com ela.

cosoo=— 17— =

Assim, o= 76,74°.

10.

a) Para que o raio da circunferéncia de intersec&o do
plano o com a superficie esférica seja \/§, basta
gue uma das parcelas que compdem a equacao da
superficie esférica seja igual a 1.

Assim:

cse(x-1)?2=1 o x-1=1vx-1=-1
< x=2 v x=0, obtém-se, por exemplo, o plano
de equacao x = 2, para o qual a intersecéo do

plano oo com a superficie esférica € uma circun-
feréncia de raio V3.

cse(y-2)?%=1 e y-2=1vy-2=-1
< y=3 v y=1, obtém-se, por exemplo, o plano
de equagado y = 3, para o qual a intersegado do plano
o com a superficie esférica € uma circunferéncia

de raio V3.

*sez2=1 & z=1 v z=-1, obtém-se, por exem-
plo, o plano de equacao z = 1, para o qual a inter-
segado do plano o com a superficie esférica é uma
circunferéncia de raio V3.

b) Um vetor normal do plano cuja equacgao se preten-
de escrever é (1, 1, 0), por exemplo, uma vez que
este plano é paralelo ao plano o.

Este vetor é o vetor diretor de uma reta que passa
pelo ponto de tangéncia do plano com a superficie
esférica e pelo centro desta, sendo uma equacgéao
vetorial dessa reta:

(x,y,2)=(1,2,0)+k(1,1,0, ke R

Os pontos desta reta sao da forma (1 + k, 2 + k, 0),
ke R.

n




O ponto de tangéncia pertence a esta reta e a su-
perficie esférica, logo:
1+k-1)2+(2+k-22+02=4

o K+ k=4

o k2=2

o k=V2 v k==\V2

Seja k = V2 (para k = -\V/2 obter-se-ia um outro
ponto de tangéncia, diametralmente oposto ao que
se vai determinar). Entao, as coordenadas do ponto
de tangéncia sdo (1 + V2,2 +V2,0).

Assim, uma equacao cartesiana de um plano tan-
gente a superficie esférica e paralelo ao plano
owx+y=0¢

1(x-1-V2)+1()-2-V2)+0=0

. 16 16 8
Assnm,P( 3 9 9).

O raio da esfera é dado por:
Op= [(18\?, (16 (8)_
() (5T )
= @:
V 81

8

3

Logo, uma condigao que define a esfera é:

x2+y2+z25§9i

o x-1-V2+y-2-V2=0

12,
& x+y-3-2V2=0

a) Um vetor normal ao plano o €, por exemplo, n'(3,2,6).
il Um vetor normal ao plano 3 &, por exemplo,
m(1,1,-1).

a) O ponto A pertence ao eixo Ox, logo é da forma PR —340-62-1

(x, 0, 0). Substituindo na equacgao do plano ABC:
2x+0+0=8 < x=4

Logo, A(4, 0, 0).

O ponto B pertence ao eixo Oy, logo é da forma
(0, y, 0). Substituindo na equagao do plano ABC:
0+2y+0=8 < y=4

Logo, B(0, 4, 0).

O ponto C pertence ao eixo Oz, logo é da forma
(0, 0, z). Substituindo na equacgéao do plano ABC:
0+0+z=8 < z=8

Logo, C(0, 0, 8).

b) Se o plano é paralelo ao plano ABC, entdo tem

como vetor normal, por exemplo, /7(2, 2, 1), que é

um vetor normal ao plano ABC.

Assim, uma equagao cartesiana do plano que passa

no ponto D(-1, 1, 2) e é paralelo ao plano ABC é:

26+1)+2(y-1)+1(z-2)=0

S x+2+2y-2+2z-2=0

& W+ 2p+z=2

4+0 0+4 0+0
22 "2

s

CM=(2,2,0)-(0,0,8)=(2,2,-8)

Logo, uma equacao vetorial da reta CM é:

(x,»,2)=(0,0,8) +k(2,2,-8), ke R

c)M=< >=(2,2,0)

d) Uma reta que passe pela origem do referencial e
seja perpendicular ao plano ABC é definida pela
equagao vetorial (x,y,z)=(0,0,0) +k(2, 2, 1), k € R.
Os pontos desta reta sao da forma (2k, 2k, k), k € IR.
0 ponto P é um desses pontos e pertence ao plano
ABC, logo:

2x2k+2%x2k+k=8 < 9k=8

©|oo

& k=

Logo, os planos o e B ndo sdo perpendiculares.

b) VC é uma reta perpendicular ao plano o. Assim, um

vetor diretor de VC é o vetor 7(3, 2,6). Como C per-
tence a esta reta, uma equacao vetorial de VC é:

(v, 7, 2) = (1, 3, -%) +k(3.2,6), kER

Os pontos da reta VC, e também em particular o
ponto V, sdo da forma (1 + 3k, 3 + 2k, - % + 6k),

kER.
.
Assim, CV = (3k, 2k, BK), k € IR.

ICVI =14 < V(3K2+ (2K)2 + (BK)2=14
o 49k2=196
o K2=4
& k=2 v k=-2

Como C pertence ao primeiro octante, k= 17—4

Logo:
V=(1+3x2,3+2x2,—%+6x2>=
_ 23

73

¢) Se o plano v é paralelo ao plano o, entdo um seu

vetor diretor é r?(3, 2, 6).
O ponto V pertence ao plano .
Entdo, uma equacgdo do plano y que contém o
ponto Ve é paralelo ao plano o é:
23

3(x—7)+2(y—7)+6<z—7>=0

& 3x-21+2y-14+62-69=0
< 3x+2y+62z-104=0
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Tema lll - Sucessdes

Unidade 1- Propriedades elementares
de sucessdes reais

Paginas6a18

1

au;=-10=-10x1
u,=-20=-10x2
u3=-30=-10x3
E assim sucessivamente.
Logo, u,=-10n.
1
bu=1= 11
Uy = l = —1
3 2x2-1
polo 1
5 2x3-1
E assim sucessivamente.

1
Logo, u,= m

c) up =

us

T B

E assim sucessivamente.

n+3
3n

Logo, u, =

2,

au,=2n-1
u=2x1-1=1
Up=2x2-1=3
Uz=2x3-1=5
Us=2x4-1=7
Us=2x5-1=9

1
b)Vn=1+¥

1
V1:1+?:2

1 5

1 10
:1 _—
V3 +32 9
1 17
+—=—
42 16
14+ L1_26
V5—].+52 75

dw,=Vn
le\/i:l
W2=\/§

V4:1
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W3:\/§
w,=V4=2
W5=\/g
de, -
n
_ (D
t="7-=-1
)21
h="%5"73
L1
573 3
L)L
YT 4 4
(=) 1
=5 =3

3.

0 se nimpar
au,=

1 se npar
u=0
u=1
uz=0
u,=1
us=0

Upo1g =1

n3+1 se nimpar
b)v, =

—-— se npar
n
vp=13+1=2
el
2
v3=33+1=28
v=-t
4
vs=53+1=126
V2018:—L
2018
In-3| se n<10
cw,=
g se n>10
wi=11-31=2
W2:|2—3|:1
w3z=13-3/=0
w,=14-3]=1

3




ws=15-3=2

Woo18 = % =1009

N 4n+1
du._13-2x10 7
107 4 x10+1 41
- 13-2n
bu,=10 & ATl =10
< 13-2n=40n+10
& 42n=3
_1
o n=7(EN

Logo, 10 ndo é um termo da sucessao.

_13-2x5 13-2x20 _1 1\_10
€) us — Uy = - =2-"3)751

4x5+1 4x20+1 7 3

_13-2x(n-1) 13-2n+2 15-2n
1T 4x(n-1)+1  4n-4+1  4n-3
uzn:13—2><2n:l3—4n

4x2n+1  8n+1

13-2n
4n+1
< 13-2n<0
< -2n<-13
< 2n>13
o 13

n>-—_—

2

du

<0

gu,<0 &

O primeiro nimero natural maior que 12—3 érv.

Logo, a partir da ordem 7 todos os termos da su-
cessao sao negativos.

5.u,=V2n?2+1;v,=n-3
du,=17 © V2n?2+1=17

& 2n?+1=289
& 2n2=288
o n?=144
< n=12 v n=-12
Como n € IN, entdo n =12, ou seja, 17 é o termo de
ordem 12 da sucessao (up,).
vp=17 & n-3=17 <& n=20
17 é o termo de ordem 20 da sucessao (v,,).
Du,=v, © V2p2+1=p-3
© 2p?+1=p?-6p+9
& p?+6p-8=0

_ B8+V36+32
ep=—H
_ 8+2V17
SPETT

< p=-3+V17 v p=-3-V17

L

Como -3+ V17 & Ne-3-V17 & N, entéo a
equacao é impossivel em IN. Logo, a proposicédo
dada é falsa.

6.u,=3n+1,v,=(-2)"

vn
16 ’
_'1";’335
2«2 4h
8|
=32k °
1.
au, %n+l
Upi1—Up (n+l)+l—<%n+l)=
I O N SNUE g §
—2n+2+1 2n 1 2>O,VnEIN
Logo, (u,) é crescente.
2
b)V”_n+1
v —V—L— 2__
n+1 n— n+2 n+1_
_2n+2-2n-4 _
(n+2)(n+1)
-2
=—<0,VneN
n+an+n 00

Logo, (v,,) é decrescente.

cw,=(-1)"xn

W]_:—l
W2=2
W3:—3

Tem-se que w, —w; > 0 e wz — wy <0, logo a su-
cessdo (w,,) ndo é monotona.

2n-5
au,

- 3n+4

Up+1—Up=
=2(n+1)—5_2n—5=
3n+1)+4 3n+4
3n+7 3n+4
(2n-3)(3n+4)-(2n-5)(3n+7)
(Bn+7)(3n+ 4)

6n>+8n-9n-12-6n*-14n+15n+35 _
(Bn+7)(3n+4)
23

:m>0,vn6”\l

Logo, (u,) é crescente.
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_10n-5

~ 5n-3

Up+1—Up=

_10(n+1)-5 10n-5 _

" 5n+1)-3 5n-3

_10n+5 10n-5 _

" 5n+2  5n-3

(10n + 5)(5n - 3) - (10n - 5)(5n + 2)
(5n+2)(5n-3)

_ 50n?-30n+25n-15-50n2-20n+25n+10 _
(5n+2)(5n-3)

b) u,

5
“Enraen-3 T EN

Logo, (u,) é decrescente.

Tem-se que uy, —u; >0 e uz - u, <0, logo a suces-
sdo (u,) ndo é mondtona.

d u,=(n+10)2
Ups1—Up=(n+11)2-(n+10)2=
=n?+22n+121-n?-20n-100=
=2n+21>0,VneIN
Logo, (u,) é crescente.

e) u, = (n—10)2
ug=1
Uig= 0
u;p=1
Tem-se que uyg — Ug < 0 e uy; — uyg > 0, logo a
sucessao (u,) ndo é mondtona.

n?se n<4 2n se n<4
9. u,= V=
2n se n>4 3n se n>4
uz=9
u,=16
us =10

Tem-se que u,; — Uz >0 e us — u, <0, logo a suces-
sao (u,) nao é monotona.
Sen<é4,entaov,,1-v,=2n+2-2n=2>0.
Sen>4,entdov,,;-v,=3n+3-3n=3>0
vs—-Vv,=15-8=7>0

Logo, v,:1-Vv,>0,V n& N, ou seja, (v, é cres-
cente.
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10.A=1-2,9] U {12}

a) Por exemplo, 13 e 100 sdo majorantes de A.
Por exemplo, -100 e -2 sdo minorantes de A.

b) O conjunto dos majorantes de A é [12, +o].
O conjunto dos minorantes de A é ]—x, -2].

M. B=]-,1]

a) Por exemplo, % e T sdo majorantes de B.

B nao tem minorantes.

b) O conjunto dos majorantes de B € [1, +e|.

12. 0 infimo de Cé 3 e o supremode Cé7.

1.

a) Um conjunto majorado, mas nao limitado &, por
exemplo, ]—, 1].

b) Um conjunto minorado, mas nao limitado é, por
exemplo, ]2, +e°l.

¢) Um conjunto limitado &, por exemplo, [3, 4].

8

a) |-o0, 1]
O maximo deste conjunto é 1 e ndo tem minimo.

b) ]2, +oo[
Este conjunto ndo tem maximo nem minimo.

¢) [3, 4[
O minimo deste conjunto é 3 e ndo tem maximo.

15.

ada,=n’+1
01=2,09=503=10,0,=17, ..
0 conjunto dos minorantes de (a,,) é ]-, 2].
(a,) nao tem majorantes.

b) b, =-3n
by =-3,by=-6,b3=-9, b, =-12, ...
O conjunto dos majorantes de (b,,) é [-3, +[.
(b,,) nao tem minorantes.

¢)c,=(-1)"
c=-1,c=1,c3=-1,¢,=1, ...
0 conjunto dos minorantes de (c,) € ]-%, —1].
0 conjunto dos majorantes de (c,) é [1, +c°[.
dd,=(-2)"
d=-2,dy=4,d3=-8,d,=16, ...
(d,) nao tem minorantes nem majorantes.



16. Uma vez que a sucessao (u,) é crescente, entdo
u; £ U, V n € IN. Por outro lado, todos os seus
termos sao inferiores a 2017, ou seja, u, < 2017,
V n € IN. Entéo, (u,) é limitada, pois u; < u, <
2017, V n€IN.

Logo,3<3+%s4,VnelN.

Assim, a sucessao (a,,) é limitada.

2n _2n+6-6_, 6
n+3 n+3 n+3

b) b, =

Sabe-se que 0 < % <1, VneIN

1

< = - >

n+3 4 = 0> n+3°~ 2
1

6
n+3_2,VnEIN.
Assim, a sucessao (b,,) é limitada.

Entdo, 0 <

& 2>2-

1 se né par
_ ) _n
clc,= =
n

1 ‘o
—-= se néimpar
n

v
I
=

Com00<%51, YV n € IN,entdo 0>-
VneN.

Logo,-1<c,<1, VneN

Assim, a sucessao (c,) é limitada.

S =

d d,=sen (n£>—1
2
Tem-se que -1 < sen (n %) <1,VneN.

Logo, -2 < sen (n%)—lso, VY neIN.

Assim, a sucessao (d,) é limitada.

18. Sabemos que (w,) é uma sucessdo de termos

negativos tal que wi < -2, para todo o numero
n

natural n.
. 6 w, 1
A55|m,Vn<—2 S ?”>—E S w,>-3.

Tem-se, entdo, que 0 > w,, > -3, V n € IN, ou seja,
a sucessao (w,,) é limitada.

_3n+1
B.u,= 2n+3
3n+1
lul <L & 3 <L

< 3n+1<2nL+3L

16

< 3n-2nL<3L-1
< n(3-2L)<3L-1

o nsz_i A3-2L<0
3L-1 3
> -
@n_s_ AL> 5

Tomando, por exemplo, L =2, vem que
3x2-1

nz—m——
3-2x2

universal em IN.

Conclui-se, assim, que existe um numero real

positivo L talque V n€ N, lu,l £ L.

, OU seja, n > -5, que é uma condigcao

Unidade 2 - Principio de indugéio matemética
Péaginas19a25

20.

aAVneN2"x7"=(2x7)"
Seja P(n): 2"x 7"=(2xT7)".
PA:2x7T1=2x7)! & 2x7=2xT7
Logo, P(1) é uma proposicao verdadeira.
Hipotese: 2" x 7" = (2 x 7)"

Tese: 2"+ 1x7n+l=(2xT7)"+1

Demonstragao:

ML N+l =nx I x7"x 7=
=2"XT"x2xT=
=2x7)"x(2x7)=
=(2X7)”+l

Logo, VNnEIN,2"x 7" =(2x 7).

b) Dado n € IN, a soma dos n primeiros termos da su-

2
cessdo dos numeros naturais é igual a S, = n ; n
. n*+n
Seja P(n): S, = -
2
P1):1=2 ;1 . 1=% o 1=1

Logo, P(1) é uma proposicao verdadeira.

2
Hipotese: S, = n ;-n
2
Tese:SMl:—(nJrl) ;(n+1)
Demonstragao:
Sns1=Sp+ (n+1)=
n?+n
7 T+l
_n*+n+2n+2 _
2
(n?2+2n+1)+(n+1)
> =
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(n+1)2+ (n+1)

2
Logo, dado n € IN, a soma dos n primeiros termos
da sucessao dos numeros naturais € igual a

n?+n

Sp= 5
2
G)Vne|N,13+23+33+...+n3=<W)

SejaP(n):13+23+33+ .. +nd= <”(”2+ 1) )2.

P(1):13=<@>2 o 1=(§)2 o1=-17 o 1-1

Logo, P(1) é uma proposicao verdadeira.

2
Hipdtese: 13+ 23+ 33+ ...+ nd= (@)

Tese:13+23+33+..+nd3+(n+1)3=

:<(n+1)2(n+2)>2

Demonstragao:
13+28+33+.. +nd+ (n+1)3=

=(—>2><(n+1)2+(n+1)3:

Logo,VneEIN,13+23+33+ ... +nd= (M)Z

2
d) Y ne N, 3n2+n-2éum nimero par.
Seja P(n): 3n2+ n -2 é um nimero par.
P(1): 3x12+1-2=2é um nimero par.
Logo, P(1) é uma proposicao verdadeira.
Hipédtese: 3n% + n—2 é um ndmero par.
Tese: 3(n+1)2+ (n+1) - 2 é um ndmero par.
Demonstragao:
3n+1)2+(n+1)-2=3n2+2n+1)+n+1-2=
=3n2+7n+2=
=(Bn?2+n-2)+(Bn+4)=
=(3n2+n-2)+2(33n+2)
Por hipétese, 3n? + n — 2 é um nimero par. Além
disso, 2(3n + 2) € um nimero par.
A soma de dois numeros pares € um numero par.
Logo, (3n2+ n-2) + 2(3n+ 2) é um ndmero par, ou
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&)V n € IN, n®-n é divisivel por 3.

seja, 3(n+1)2+ (n+1) — 2 é um ndmero par.
Logo, ¥V n € N, 3n? + n -2 é um niimero par.

Seja P(n): n® - n é divisivel por 3.

P(1): 13 -1 =0 é divisivel por 3.

Logo, P(1) é uma proposi¢ao verdadeira.

Hipétese: n3 - n é divisivel por 3.

Tese: (n+1)3 - (n+ 1) é divisivel por 3.

Demonstragao:

(n+1°3-(n+1)=(n+1)(n?+2n+1)-n-1=
=n¥+3n2+3n+1-n-1=
=(nd-n)+3(n?+n)

Por hipdtese, n3 - n é divisivel por 3. Além disso,

3(n?+ n) é divisivel por 3.

A soma de dois nimeros divisiveis por 3 é um

numero divisivel por 3.

Logo, (n® - n) + 3(n? + n) é divisivel por 3, ou seja,

(n+1)3-(n+1) é divisivel por 3.

Logo, ¥V n € IN, n® - n é divisivel por 3.

flIvneNN, (27+2+327+1) é multiplo de 7.

Seja P(n): (212 + 320+1) é multiplo de 7.
P(1): 21+2+32+1=8+27 =35 é multiplo de 7.
Logo, P(1) é uma proposicao verdadeira.
Hipédtese: (27+2+ 327+1) é multiplo de 7.
Tese: (27+3 + 327+3) éd multiplo de 7.
Demonstragao:
2n+3+ 32n+3: 2n+2>< 2+ 32n+1>< 9=
=912 9+ 30+ 1 (24 7) =
=2n+2><2+32n+1x2+32n+1x7=
— (2n+2+32n+1)><2+32n+1x7
Por hipdtese, (2"*+2 + 327+ 1) ¢ multiplo de 7, logo
(2n*+2 4+ 320+ 1) x 2 é multiplo de 7. Além disso,
32n+1x 7 é multiplo de 7. A soma de dois nimeros
multiplos de 7 é um multiplo de 7.
Logo, (27*+3 + 327+3) & multiplo de 7.
Logo, V n € IN, (27+2+ 327 1) ¢ miltiplo de 7.

21, Seja P(n): 9" -1 é um mudltiplo de 8.

P(1): 91 -1 =8, que é um multiplo de 8.
Logo, P(1) é uma proposicao verdadeira.
Hipodtese: 9" -1 é um muiltiplo de 8.
Tese: 971 -1 é um multiplo de 8.
Demonstragao:
gn+l-1=9"x9-1=

=9"x9-9+9-1=

=9(9"-1)+8
Como, por hipdtese, 9" — 1 € um multiplo de 8 e 8
é um multiplo de 8, entdo 9(9" - 1) + 8 é um multi-
plo de 8, por se tratar da soma de dois multiplos
de 8.

n



Logo, 9" - 1 é, para todo o nimero natural n, um

multiplo de 8.

22. Seja P(n): n%2 > 2n.

P(3):32>2x3 < 9>6

Logo, P(3) é uma proposicao verdadeira.
Hipétese: n2 > 2n

Tese: (n+1)2>2(n+1)

Demonstragao:

(n+1)2=n2+2n+1>2n+2n+1>4n+1

Basta entao provar que 4n+1>2(n+1).

4n+1>20n+1) © 4n+1>2n+1 < 2n>0

< n>0,0queéverdade V n>3.
Logo, n?>2n,V n € INa.

23.t1=1
t2:1+2:3
t;=3+3=6
t4=6+4=10
Logo:
tlzl

t,=t,_.1+tn,Vn>1

24,

ada,=2n+1
a=2x1+1=3
0,=2%x2+1=5
a3=2x3+1=7
a,=2x4+1=9
05=2x5+1=11
Logo:
01:3

0ps1=0,+2,Vn=>1

b b, =3"
by=31=3
b2:32:9
b3=33=27
b,=3%=81
bs = 35 = 243
Logo:

b1:3

b,=3b,-1,Vn>1

26. U]_:]./\Un+1:

a) Seja P(n): u, < 2.

01:5

ap+1=0,+3,Vn2x1
01=5(=3x1+2)
0p=5+3=8(=3%x2+2)
03=8+3=11(=3%x3+2)
0,=11+3=14(=3x4+2)
05=14+3=17(=3x5+2)
Logo, a,=3n+ 2.

b1=3

b,=2+b,_1,Vn>1
bi=3(=2x1+1)
by=2+3=5(=2x2+1)
by3=2+5=7(=2x3+1)
b,=2+7=9(=2x4+1)
bs=2+9=11(=2x5+1)
Logo, b,=2n+1.

4+ 2u,
4

Pl):u;<2 & 1<2

Logo, P(1) é uma proposicao verdadeira.
Hipdtese: u, < 2

Tese: u, . 1<2

Demonstragao:
Por hipdtese, u, < 2.

Entao:

u,<4 < 4+2u,<8
4+2u,7<2

S Upr1<2

Logo,Vne N, u,<?2

b)Un+1_Un: 4+42un_ n=—
_4+2uy-4u,
4
_4-2u,
4

Pela alinea anterior, u, <2,V n € IN.
Logo:
,<4 & -2u,>-4

< 4-2u,>0

4—2u,,>0

Ouseja,u,,1-U,>0,VnelN.
Logo, (u,) é crescente.
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2
2n+
__ 2 __ 2 _2 -
“ox0+1 01 O o272
Logo, P(0) é uma proposicao verdadeira.

21. Seja P(n): V n € INg, u, =

-
P(0): Uy

Hipdtese: u, =

2n+1
. B 2
Tese:Un =5 )41
Demonstragao: )
Unon = Un  _ 2n+1 2n+1
"1 vy, 1 2 2n+1+2
+
2n+1 2n+1
2n+3 2n+2+1 2n+1)+1
2
Logo, V n € IN, u,,——2n+ T

Unidade 3 - Progressdes aritméticas e geométricas
Péginas 26 a 42
28.

aa, 1-0,=3(n+1)-2-(3n-2) =
=3n+3-2-3n+2=3,VneEIN
Uma vez que 3 é uma constante, fica provado que
(a,) é uma progressao aritmética de razao 3.
bl by a1 b, = ::f— ”;1 =
(n+2)n—(n+1)(n+1)
n(n+1)
n*+2n-n*-2n-1

nn+1)

1
=- . VneN
n(n+1) n

Uma vez que - nao é uma constante, entdo

1
nin+1)

(b,) ndo é uma progressao aritmética.

de . —c = 2(n+1)?+(n+1) -2n’+n _
n+1 n— n+1 n -
(n+1)[-2(n+1)+1] _n(=2n+1) _
n+1 n

=-2n-2+1-(-2n+1)=
=-2n-1+2n-1=-2,VneEIN

Uma vez que -2 é uma constante, fica provado que
(c,) € uma progressao aritmética de razdo —2.

d)dn+1—dn=dn—%—dn=—%,‘v’neIN

Uma vez que —% € uma constante, fica provado que

(d,) é uma progressao aritmética de razao —%.
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ele,.1-e,=3""1-3"=3"(3-1)=2x3",VneEN
Uma vez que 2 x 3" ndo é uma constante, entdo
(e,) ndo é uma progressao aritmética.

fi-fi=(n+1)2-n?=n*+2n+1-n?=2n+1,
vneN
Uma vez que 2n + 1 ndo é uma constante, entdo
f(n) ndo é uma progressao aritmética.

29,
a) Ugss5— Uges =5
b) up017 — Upm1s =2 x5=10

u,,3-u,=3x5=15

30.

ala,=1-4n
Uma vez que os pontos que representam esta pro-
gressao aritmética estdo sobre uma reta de decli-
ve —4, entdo r = —4. Como r < 0, entdo a progressao
aritmética (a,) é decrescente.

b) b,=-2+3n
Uma vez que os pontos que representam esta pro-
gressao aritmética estao sobre uma reta de decli-
ve 3, entdo r = 3. Como r > 0, entado a progressao
aritmética (b,) é crescente.

1-3n _n 1 3 nn= 1 1

2 2 2 2 2
Uma vez que os pontos que representam esta pro-
gressao aritmética estdo sobre uma reta de decli-

cec,=-

1 ~ 1 1 ~ ~
ve —, entdo r=—=. Como - > 0, entéo a progressao

2 2 2
aritmética (c,,) é crescente.
_ 22 _
c)dn:n 3n :n(l 3n):1_3n
n n

Uma vez que os pontos que representam esta pro-
gressado aritmética estdo sobre uma reta de decli-
ve -3, entdo r=-3. Como r < 0, entao a progressao
aritmética (d,) é decrescente.

3

alu,=ui+(n-1)r & u,=-10+(n-1)4
< u,=-10+4n-4
S u,=4n-14

b) u,=ug+ (n-B)r & u,=-2+(n-6)5
S u,=-2+5n-30
< u,=5n-32

¢) Uyg = Ujp + (26 -10)r & 21 =13 +16r

< 8=16r
<:)r=l
2
U,=upg+(n-10)r un=13+(n—10)%

L]




S u,,:13+%n—5
S un:%n+8

du,=ui+(n-1r & u,=-V2+(n-1)V2
& u,=-V2+V2n-V2
S unz\/in—2\/§

32.
a) vogy7 = v1 + (2107 — 1)r = 11 + 2016 x (-3) = -6037

b) vog17 = v, + (2017 - 4)r=-V5 + 2013 = 2013 - V5

) vizo=vi3+ (130 -13)r < —259=-25+117r
© 117r=-234 & r=-2
Vog17 = Vi3 + (2017 - 13)r=-25+ 2004 x (-2) =
=-4033

d) vy017 = v4 + (2017 - 1)r = 0 + 2016 x (-3) = -6048

33. O primeiro multiplo natural de 4, que estd entre
406 e 3002, é o 408, e o ultimo multiplo natural
de 4, neste intervalo, é o 3000.

Up,=Ug+ (n=Kr
Logo, 3000 =408 + (n- k)4

30004—408 o n—k=648

Assim, o nimero de multiplos naturais de 4 com-

preendidos entre 406 e 3002 é n -k + 1 = 649.

& n-k=

34. Sejam [—r, L e [ + r as medidas dos lados do trian-
gulo e r a razao da progressao.
Uma vez que o perimetro do tridangulo mede 36
cm, vem que:
(l-nN+[+(l+r)=36 < 3l=36 < (=12
Por outro lado, dado que se trata de um triangulo
retangulo, verifica-se que:
(L+n2=12+(l-r?
Como [ =12, temos que:
(12+n?2=122+(12-n)7?
& 144+ 24r+ r2 =144 + 144 - 24r + 12
& 24r=144 - 24r
& 48r=144
S r=3
Concluimos assim que 9, 12 e 15 sao as medidas
dos lados do tridngulo.

35. Seja P(n): u, =3+ (n-1) x5
PA):u;=3+(1-1)x5 & 3=3+0x5 < 3=3
Logo, P(1) é uma proposicao verdadeira.
Hipodtese: u, =3+ (n—-1) x5
Tese:u,,1=3+nx5
Demonstragao:
Upy1=U,+5=3+(n-1)x5+5=
=3+5n-5+5=3+5n

80

Assim, fica provado que, V n € IN, P(n) € uma pro-
posicao verdadeira.

36. u; + ug = 13: soma do primeiro e do ultimo ter-
mos da progressao aritmética (u,).

a) u, + ug = 13: soma do segundo e do pendltimo ter-
mos da progressao aritmética (u,).

b) u; + uy7 = 13: soma do terceiro e do antepenultimo
termos da progressao aritmética (u,).

c)ug = 12—3: termo central da progressao aritmética
(Up)-

3l

As=9108, 19-8%82 14 ;03
Calculos auxiliares

0,=5%x1-13=-8

01925X19—13:82
b)s=%x4o=ﬂx4o=-334o

Calculos auxiliares
b11:—3>(11+8:—25
bso=-3 x50 +8=-142

38.

a) 14 +21+28 + ...+ 224

As parcelas desta soma estdo em progressao arit-
mética de razéo 7.
Assim, o termo geral desta progressao aritmética
é:
U= +(n-17 © u,=14+(n-1)7

S up,=1l4+7Tn-7

S u,=Tn+7
E agora necessério saber a ordem do termo 224:
u,=224 & n+7=224 < n=31
Ou seja, a soma que se pretende determinar é
constituida por 31 parcelas.

Logo, S = 24224 31 _ 3589,
b)-22-11+11+22+..+253
As parcelas desta soma estdo em progressao arit-
mética de razao 11.
Assim, o termo geral desta progressao aritmética é:
U= +(n-111 © u,=-22+(n-1)11
S u,=-22+11n-11
< u,=11n-33
E agora necessério saber a ordem do termo 253:
u,=253 & 11n-33=253 © n=26
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Ou seja, a soma que se pretende determinar é
constituida por 26 parcelas.

'22;& « 26 = 3003.

Logo, S=
39. Pretende-se calcular 63 + 66 + ... + 243.

As parcelas desta soma estdo em progressao arit-
mética de razao 3.
Assim, o termo geral desta progressao aritmética
é:
u,=u;+(n-1)3 < u,=63+(n-1)3

< u,=63+3n-3

< u,=3n+60
E agora necessario saber a ordem do termo 243:
up,=243 & 3n+60=243 < n=61
Ou seja, a soma que se pretende determinar é
constituida por 61 parcelas.

Logo, S = % « 61 = 9333,
. L Uy +Uu
40. Seja P(p): 21 Up,=p —2’1

P(1):u1=1xL2“1@ U =u

Logo, P(1) é uma proposicao verdadeira.

P
Hipétese: Y. u, =p 21l
n=1 2
p+1 U +u
Tese: >, u,=(p+1)—+—2*L
n=1 2
Demonstragao:

p+1 p

z u=2u+u =

=4 n =4 n p+1
u;+u

:pl—ﬁ+

2 Ups1=

puy +puy+2u, 41

2
__purtpln+(p-1)n+2u,+r) _

2
__putpurtpp-l)r+2uwm+p-r+r _
2
_ _2pu+2ui+plp-1)r+2[(p-L)+r+r]  _
2
_ _(2p+2)u +plp-1) r+2pr

2
_ _(2p+2)uy +prip-1+2)
2
_ 2p+Nu+prip+1) _
2
(p+1)(2uy +pr) _

2
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= (p+1) AL

:(p+1) u1+u1+pr:

2

2

Assim, fica provado que, paratodoop € N,

L u
21 Upy=p—+==2
i

1+ u
2

41, Como u; + u, =18, entdo tem-se:

Up+Up+uz+u,=52 < 18+uy +2r+uy+2r=52

< 36+4r=52
< 4r=16
S r=4

Assim, u; +uy=18 < u;+u; +4=18

[ 2U1:14
S u=7

O termo geral desta progressao aritmética é:
u,=7+40n-1) © u,=7+4n-4 < u,=4n+3
Entéo, ujg=4x10+ 3 =43.

Logo

:7+43

x 10 =250.
39
_7+un
xn=>525

39 /39 1 )
@—<2 +<- : +2(n—1)>)n—1050

39 39 1 1\
(:»(— 2 +2n—2>n—1050
79 1

VN —7n+§n2=1050

< n2-79n-2100=0

_ 79+V792+4x2100
a 2

< n

< n=100 v n=-21

Uma vez que n é um ndmero natural, tem-se que

n=100.

43.

a) A sucessdo do nimero de paginas lidas pela Isaura
€ uma progressao aritmética de razao 2 e cujo pri-
meiro termo é 5.

O termo geral desta progressao é:
u,=5+2n-1) @ u,=5+2n-2 < u,=2n+3

O dia 7 de dezembro é o décimo segundo dia de
leitura da Isaura.

Assim, ujp = 2 x 12 + 3 = 27, ou seja, no dia 7 de
dezembro a Isaura lé 27 paginas.

81



5*2—”+3xn=480

< (8+2n)n=960

< 2n2+8n-960=0 3

-8+ V64 +8x960
4

b)S=480

~ n=

< n=20 v n=-24
Como n é um numero natural, entdo n = 20.
Logo, a Isaura terminara a leitura do livro no dia 15
de dezembro.

4.

alu; =5 u;=5x2=10;u3=10x2=20;
us,=20x2=40

b) u; =-5; uy =-5x2=-10; u3=-10 x 2 =-20;
us,=-20x2=-40

o)ty =5; Uy =5x (-2) =-10; us =-10 x (-2) = 20;
Us =20 (-2) =40

1 1 2 2 4
d)u1=€;U2=§X2=§,U3=€X2=—5—,
_4. .8
U4—5><2 5
gy Lo, 1,1 11 1 1
""" 572 100 1072 20
Lol 1 1
“T207 2 40
45,
a) s -3
lhy
b)U2017: 1 _1
Upp1s Uzais 3
Upo7

u u u
o) 100 _ 100>< 99:3X3:9

46.

a) On+1 _ 3n+2
3n+l

=3, VvneN

n
Uma vez que 3 é uma constante, fica provado que

(a,) € uma progressao geométrica de razao 3.

1\1-(h+1)
b) bn+1: (2) _ ll—n—l—lJrn:
b, 1\1-n 2
2
-1
=<%) —2VneEN

Uma vez que 2 é uma constante, fica provado que

(b,) € uma progressao geométrica de razao 2.

Ch+1 _ 4 x (_2)n+l
c,  4x(-2)n

Uma vez que -2 é uma constante, fica provado que

(c,) € uma progressao geomeétrica de razdo —2.

0 = (2)n*1-n=-2 ¥neN

82

-t X (\/§)n+l
a0 mx (V)

=V2,¥vneN

Uma vez que V2 é uma constante, fica provado
que (d,) é uma progressao geométrica de razao

V2.

3n+2
€l gn+1 3 3n+2y 5n B 3
e ;; - 3n+1 - gn+ly3n+l _g’ vneN
5n
Uma vez que % é uma constante, fica provado que
(e,) € uma progressao geomeétrica de razao %
4].
Au,=uyxr ! e u,=4x3"1
2
) w1 r
Logo:

Up=t xrM" 1 e u,=1x20"1
o u,=2""1

) 250 ==y

Ugg
Logo:
U=y xr" 1 o u,=3x(-1)"1

dug=u; xr’! 3—52=%><r5 o r=32 @ r=2
Logo: 1 on-1
un:ulxﬂ‘lc)un=gx2”‘1<:>un= 5

Qu=u,xr'~*% < 320=40xr @ rr=8 @ r=2

Logo:

Up=Us XM~ % & u,=40x20"4%
& u,=5x28x2n"4
& u,=5x2n"1

4u,

f Upe1_ 3 _4

un U, 3

Logo:

-1
U=y xr ! o un=l><(%>n
4\n-1
(=1 Un=<—3—>

48.

a) Se (u,) é uma progressao geométrica crescente e o
seu primeiro termo é positivo, entdo a sua razao
tem ser maior que 1. O termo geral de uma pro-
gressao geométrica nestas condicdes é, por exem-
plo, u,=2x 3771,
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b) Se (u,) é uma progresséo geométrica decrescente
e 0 seu primeiro termo é positivo, entdo a sua razao
tem ser positiva e menor que 1. O termo geral de
uma progressao geomeétrica nestas condi-

- 1\n-1
¢des é, por exemplo, u, =2 X (E) .

¢) Se (u,) é uma progressdo geométrica ndo mondto-
na e o seu primeiro termo & positivo, entdo a sua
razdo tem ser negativa. O termo geral de uma pro-
gressdo geométrica nestas condigdes é, por exem-
plo, u, =2 x (-3)" 1,

d) Se (u,) € uma progressdo geométrica crescente e a
sua razao é maior que 1, entdo o seu primeiro termo
é positivo. O termo geral de uma progressao geomé-
trica nestas condigbes &, por exemplo, u, =5 x 27" 1L,

e) Se (u,) € uma progressdo geométrica decrescente
e a sua razao é maior que 1, entdo o seu primeiro
termo é negativo. O termo geral de uma progres-
sdo geométrica nestas condicdes é, por exemplo,
up,=-5x2""1,

49,
2

Voer _ 3"t 2x3 1

A ST 2 Tougig VNEN
30

Uma vez % gue é uma constante, fica provado que

. ~ s - 1
(v,) € uma progressao geométrica de razédo 3

b) v, =%> OeOc< r=%< 2, logo (v,,) € uma progres-

sao geométrica decrescente.

50.
Lo 1-3
8l S=1x =~ =7174 453

1_%:15
b)S=2x =

1
1-=
5

L 1-(s
¢)S=3x 1=

5
2

=3

d)S = 4 x 15 = 60, uma vez que se trata de uma
sucessao constante.

62
Lv,=—=1
5 Vi ) 8

6n+2
Vp,q 20t 6”+2><2”_6_3_
v, | 6L Tgnelygonil g =r
2I’1
1-3"
Logo, S=1 =-9(1-3".
0go, S=18x 1-3 9(1-3")

ASD\ Expoente Dossié do Professor

52.

53.

4.

95.

U]_:l
r=2
1-2%
S=1x 1 =1073741823

Se 0s seus pais aceitassem as condicdes, a Joana
receberia 1 073 741 823 céntimos, ou seja,
10 737 418,23 euros.

. L 1-rP
Seja P(p): =
eja P(p): 3, up=a5

-r
P):u=a— =

1):u=a 1 S a=a
Logo, P(1) é uma proposicao verdadeira.
1-r°

1-r

1-rp+1
1-r

p
Hipétese: 21 up,=a
n=

p+1
Tese: 2, u,=a
n=1

Demonstragao:

p+1 p

+U1rp:

Assim, fica provado que, paratodoop € N,

i J _al—rp
n=1 " 1-r’

u; =10 000

r=1+0,31=1,031

u,=10000x1,031"1

U1p=10000x1,031° =13 162

Ao décimo dia da experiéncia havera, aproximada-
mente, 13 162 bactérias.

up = 4500

r=1-015=0,85

u,=4500x0,85""1

u, = 4500 x 0,853 = 2349

No quarto ano do estudo, a aldeia terd, aproxima-
damente, 2764 habitantes.
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Aprende Fazendo
Paginas 44 a57

L Uygg =~ Upp17=1-2=-1
A opcao correta é a (A).

+1:1+l

n
2 v =
n n n

Uma vez que n € IN, entéo % >0,V né&N, peloque

l+%>LVnEN.

Em particular, tem-se que Vnh € N, v, > 0.
A opcao correta é a (B).

dwi=4
Wo=2Ww;+1=2x4+1=9
W3=2wy+1=2x9+1=19
w,=2w3z+1=2x19+1=39
A opcao correta é a (C).

4.t,=1=1?
t,=4=22
t3=9=32
t, =16 = 42
E assim sucessivamente.
Logo, t,=n2
A opcao correta é a (B).

5. Seja (u,,) a progressao aritmética a que se refere o
enunciado. Entao:
ug=u;+(10-1)r & 8l=u;+9x5
& up=8l-45
< u;=36
A opcao correta é a (B).

2
6.Seu,= @ ento:
2n+1)+6(n+1)2 2n+6n* _
n+1 n

2+6(n+1)-2-6n=

=6n+6-6n=

=6,VneIN
Uma vez que 6 é uma constante, fica provado que
(u,) € uma progressao aritmética.

Up+1—Up

A opcao correta é a (A).

7-Ul:—2
U2=4
U3:—6

Logo, (u,) ndo é uma sucessdo mondtona, uma vez
que Uy, — u; > 0 e uz — uy < 0. Também se pode ja

84

concluir que (u,) ndo é limitada, uma vez que néo
tem majorante nem minorante.

1 1

— 2+_ =
n+1 ( n)
1 _l:
n+l n

Wpi1—Wp=2+

n—n—lz
n(n+1)
-1

=n(n+l) <0,vneNN

Logo, (w,,) é decrescente.

Como (w,,) é decrescente, w; = 3 é um seu majo-
rante, bem como qualquer outro numero real
superior a 3. Em particular, 4 é um majorante da
sucessao (wp).

A opcao correta é a (C).

8. (0,) é a restricdo ao conjunto IN da funcéo real de
varidvel real f definida por f(x) = x2 + 6x + 5, que é
uma funcdo quadratica e cujo gréfico € uma paré-
bola com a concavidade voltada para cima e de
vértice no ponto de coordenadas (-3, f(-3)), tratan-
do-se de uma funcédo decrescente em |-, —-3] e
crescente em [-3, +eo[. Assim, (a,,) é crescente.

Calculo auxiliar

Abcissa do vértice: x = _2—6 =-3

(b,) é a restrigdo ao conjunto IN da fungao real de
variavel real g definida por g(x) = x2 - 6x + 5, que é
uma funcdo quadratica e cujo grafico € uma para-
bola com a concavidade voltada para cima e de
vértice no ponto de coordenadas (3, f(3)), tratando-
-se de uma funcao decrescente em |-, 3] e cres-
cente em [3, +[. Assim, (b,) ndo € mondtona.

Calculo auxiliar

Abcissa do vértice: x = % =3

A opcao correta é a (D).

9.0bserve-se que vi =1, vo=-1,v3=1,v,=-1e
assim sucessivamente, pelo que uma outra forma
de definir esta sucessao poderia ser:
1 se n éimpar
V=
-1 se n épar

ASSim, Voo14 = -1.
A opcao correta é a (A).

-2(n+1)
1l]._u:,+l ZZW: gm-2+m=g2-1 v peN
n
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1, ~ .
Uma vez que % € uma constante, entéo (u,) é uma

~ - -1
progressao geométrica de razéo 7

A opcao correta é a (D).

2\/n+1-4 on-3 _
u B \/on-3-n+4_
1. Z+1: ZWZ - 2n—4: on-3-n+4—
n
1
=V2=2"

A opcao correta é a (B).

12.v;=4x8=32
Vo=4x4=16
V3=4X2=8

E assim sucessivamente.
Logo, (v,) é uma progressao geométrica em que o

o , ~ 1
primeiro termo é 32 e arazéo é >

-1 5
Assim,vn=32><(l>n :2—2: 1

2 n-1 2n—6'

A opcao correta é a (C).

B.1+nrl+n2+.. + 2026 + 72017 & 3 soma dos primei-
ros 2018 termos de uma progressao geomeétrica
em que o primeiro termo é 1 e a razéo é .

Entao: 1 72018
1-n
1 - 2018
l1-=n
A opcao correta é a (D).

BWu+u=12 @ uy+u +r=12
S r+r+r=12
< 3r=12
o r=4

A opcao correta é a (B).

k+1  k 12
15. p ——k+2<:>(k+1)(k+2)—k
o k2+3k+ 2=k
< 3k+2=0
2
k=-%
< 3

A opcao correta é a (B).

16. u,=1300 x 1,016" 1
2012 corresponde a n =1, logo 2030 corresponde
an=19.
Assim, em 2030 a populagao sera de
1300 x 1,016'8 milhares de habitantes.
A opcao correta é a (A).

ASD\ Expoente Dossié do Professor

17,13+ 15+ 17 + ... + 2017 é a soma de alguns ter-

mos de uma progressao aritmética de razdo 2 e
primeiro termo 13.

Entdo, o termo geral desta progressao é:
u,=13+(n-1)x2 < u,=2n+11

Assim:
2017 =2n+11 < n=1003
Assim:
13+15+17 + ...+ 2017 =1003 572017 _
=1018 045
A opgdo correta é a (D).
oo 1 too g o o9
Uiooy 2 Ur001
S =381 & w22 —381
1-2

& upx127=381 & uy;=3
Assim, u, =3 x2""1,
Logo, ujg=3x 2.
A opcéao correta é a (C).

19. Como (u,,) é uma progressao aritmética de razéo

3,entdou,,1—-U,=3.

—-3Un+1
Vol o 270 o suner-un) — 933 =

Vn 2—3Un
=29vneN

Uma vez que 279 é uma constante, entdo (v,) é
uma progressao geométrica de razao 279,
A opcao correta é a (A).

20. Seja h a altura do primeiro tridngulo.

Pelo Teorema de Pitagoras:

62=32+h? & h?=27

Logo, h=V27 = 3V3.

Assim, a drea do primeiro tridngulo é:

mz—ﬁﬁgxg—zgvﬁ

Uma vez que os triangulos sdo semelhantes, e que

os lados de cada triangulo tém metade do compri-

mento dos lados do tridngulo anterior, a razdo de

semelhanga entre os tridngulos é % e a razao entre

as suas areas é 1y 1
2 4’

Ent&o, a sucessao cujo termo geral representa a
area, em cm?, de cada um dos triangulos é uma
progressdo geométrica de razao —14— e primeiro
termo 9V/3. Logo:

on=9VEx(L - 2 - 2

22)n—1 T 92n-2

A opcao correta é a (A).



2. p8 - p°q + p*q? - P33 + p2g* - pg® + g° é a soma
dos 7 primeiros termos de uma progressao geo-

métrica de razdo - 1 e primeiro termo p®.
p

Assim:
p° - p°q +p*q® - p°q® + p’q* - pg® + q° =
7 7
),
Poee TP a
p p
p’+q
p’ s (0" +d)p
=p6 =p =
p;q (o +aq)p’
o p’+q :p7+q7
(p+qp°®  p+g

A opgao correta é a (B).

22,

a)U1:2=2X1
Uy=4=2x2
U3:6:2X3

E assim sucessivamente.
Logo, u, =2n.

b)u;=1=12
Uy=4=22
uz3=9=32
E assim sucessivamente.
Logo, u, =n2.
u;=3=1%2+2
Up=6=22+2
u3=11=32+2

E assim sucessivamente.
Logo, u, =n?+ 2.

1 1
d)ulzaz 1+1
Uzzz: 2

3 2+1
U3:§: 3
4 3+1

E assim sucessivamente.

_n

Logo, u, = PYRE
Qu=4=5-1
U2=3=5—2
uz=2=5-3

E assim sucessivamente.
Logo, u,=5-n.

_ 4n
23.un—n+2

_4x6 _ 24 _
Ae=57)=g =3
86

bu,=6 LZG & 4n=6n+12
n+2

& -2n=12

< n=-6
Como -6 & IN, entdo 6 ndo é um termo da suces-
530 (Up).

o - u _4x10 4x4 10 8_2
07471042 4+2 3 3 3
_ 4(n+1) _4n+4
d)u’”l_(n+1)+2+1_ n+3
Ut ]= 4n N _4n+n+2 _5n+2
n n+2 n+2 n+2
5 4n 5
e)un>5@m>5@8n>5n+10
< 3n>10
<:>n>£
3

Logo, a partir do termo de ordem 4, todos os ter-

mos da sucessao sdo superiores a %
24. Se n impar:

U, =36 ©@ n+2=36 < n=34 quendoéum
ndmero impar.

Assim, se 36 for termo da sucessao, entdo (u,)
ndo é um termo de ordem impar.

Se n par:

U,=36 @ n?=36 @ n=6 v n=-6

Logo, 36 é o0 6.° termo da sucessao (u,).

Sen<b5:

v,=36 @ n?’=36 @ n=6 v n=-6

Assim, se 36 for termo da sucessao, entdo (v,,)
nao é um termo de ordem inferior a 5.

Sen>5:

36 -
v, =36 © "Tn=36 < n=7,quenaoeum

ndmero natural.
Logo, 36 ndo é um termo da sucessao (v,,).

25,

a) a, = -1
ap = 1
as = -1

Tem-se que a, —a; >0 e a3 - a, <0, logo a suces-
sao (a,) nao é monotona.
bb,.,-b,=4(n+1)-5-(4n-5) =
=4n+4-5-4n+5=

=4>0,VvneN
Logo, (b,) € uma sucessao crescente.
e, 1-c,= 3n+5 3n+2 _
n+1 n
3n2+5n-(3n?+5n+?2)
B nn+1) B
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-2

= <0,vneN -1 se néimpar
n(n+1) o) w, = (1) =
Logo, (c,) é uma sucessao decrescente. n a )
1 se népar
26. Logo, -1 <w, <1,V n &€ IN. Assim, a sucessao (w,)
Ao, =13+2=3 é limitada.
a, = 2342= 10
a3=33+2=29 28.
E assim suce‘ssivamente.. , Au, . -u, = 2 (n+1)+1- (_ n4 1> _
Ent&o, o conjunto dos minorantes de (a,) é ]-», 3] S
e (a,) ndo tem majorantes. _2,,2,1.2, 4-
5 5 5
b)b,=-5x1-1=-6 5
by,=-5%x2-1=-11 =€,VnEIN
b;=-5x3-1=-16 5
E assim sucessivamente. Uma vez que B € uma constante, entdo (u,) € uma
Entdo, o conjunto dos majorantes de (b,) é [-6, +oo[ o )
~ . progressao aritmética de razdo —.
e (b,) ndo tem minorantes. 5
_2(n+1)+1 2n+1 _
c)cl=—% b Vo s1 = v, = n+l  n
1 _2n+3 2n+1
G275 n+1 n
1 _ _2n’+3n-2n’-2n-n-1
=75 n(n+1)
_1 -1 _vnen
Ca=7% nn+1) " "
E assim sucessivamente, 1 Uma vez que = ndo é uma constante, entdo
Entao, o conjunto dos minorantes de (c,) é ]—oo - —] n(n+1)
2 (v,) ndo é uma progressao aritmética.
. . 1
e 0 conjunto dos majorantes de (c,) é > +00| | Ow,,1-w,=(n+1)2+(n+1)-(n2+n)=
=n?2+2n+1+n+1-n?2-n=
dd=-1 =2n+2,VneN
dy =2 Uma vez que 2n + 2 ndo é uma constante, entdo
33 - ;3 (w,) ndo é uma progressao aritmética.
4 =
E assim sucessivamente. dx, . -x, = (n+1)2-2(n+1) B n?-2n _
Entao, (d,) ndo tem majorantes nem minorantes. ! ! n+1 n
_ . n’+2n+1-2n-2  n(n-2) _
21. n+1 n
1 n2_ 1
a)un=2+F =n+1—(n—2)=
+ -
Sabe—seque0<lsl,VnelN. =w—n+2=
n n+1
1 =n-1-n+2=
Logo,2<2+=<3,VneEN.
n =1,vneN
Assim, a sucessao (u,) é limitada.
Uma vez que 1 é uma constante, entdo (x,) € uma
3n-1 1 . ~
b)v,= =3 - progressao aritmética de razao 1.
ey, 1-Vh=yn—-T-y,=-T, VneEN
Sabe—seque0<l£1,Vn€IN. el S "
n Uma vez que -t é uma constante, entao (y,) € uma
Logo, 0 > 21 >-] & 3>3 1 >2.¥neN. progressao aritmética de razdo —m.
n n

Assim, a sucessao (v,) é limitada.
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29,

Upyl _ Zﬂ:n+l

y o =g'tl-n=g,VvnelN
n
n

a)

Uma vez que © é uma constante, entdo (u,) é uma
progressao geomeétrica de razao .

% =(V3N-n+1=V3 vneN

b) = =
Vn
Uma vez que V3 é uma constante, entdo (v,,) é
uma progressado geométrica de razao V3.

o Wasl _ (n+12+n+1_ n?+2n+1+n+1
W, n?+n n?+n
_n?+3n+2
= =
_(n+1)(n+2)
 nh+))

:n+2

,VnéeEIN

n+2

Uma vez que nao é uma constante, entdo (w,)

nao é uma progressao geométrica.

4n+1

xn+l= 5 =4n+1:

= @ 7 =HVYnEN
5

Uma vez que 4 é uma constante, entdo (x,) € uma
progressao geomeétrica de razao 4.

4

¥ 3 5n+1 B 5n_1

e ”y*nl— 4 “ma-g YnEN
50

1, ~ .
Uma vez que 5 € uma constante, entdo (y,) € uma

~ . -1
progressao geométrica de raz&o T

30.u,=3n+9

alu,=100 < 3n+9=100 < 3n=91 & n:9_31,

gue nao é um numero natural.
Logo, 100 nao é um termo da sucessao (u,).

b) u,> 400 < 3p+9>400
& 3p>391
391

e P

Logo, a partir do termo de ordem 131 todos os ter-
mos da sucessao sao superiores a 400.

du,,1-u,=3(n+1)+9-(3n+9) =
=3n+3+9-3n-9=
=3>0,VvneN
Logo, (u,) € uma sucessao crescente.

Uma vez que 3 é uma constante, entdo (u,) € uma
progressao aritmética de razao 3.

dS, =957 < Lz%xn:%?
o (12+3n+9)n=1914

< 3n2+21n-1914=0

. 21+V212+4x3x1914
= n=
6
,_~21£153
6

& n=22 v n=-87

Como n tem de ser um numero natural, entao
n=22.

Logo, o nimero de termos consecutivos a adicio-
nar ao primeiro termo de forma a obter a soma
957 é 21.

31.Un:2n_1
a)u,,=20<:>2”—n'1=20
< 2n-1=20n
< -18n=1
1
=-— (&N
@ n=-175(&N)
Logo, 20 ndo é um termo da sucessao (u,,).
b u _u:2n+1_2n—1:
n+1 n n+1 n
_2n*+n-2n’-2n+n+1 _
n(n+1)
— >0,VvneN
nin+1)

Logo, (u,) € uma sucessao crescente.

¢) Uma vez que nao é uma constante, entao

1
n(n+1)
(u,) ndo é uma progressao aritmética.

d)Un= 2n;1=2_%

Sabe-se que 0 < % <1, VvnelN

Logo,0>—%2—1 = 2>2—%21,VnEIN

Assim, a sucessao (u,,) é limitada, sendo, por exem-
plo, 1 um minorante e 2 um majorante do conjunto
dos termos da sucessao.

32.

a) O numero de bolotas que o esquilo apanha em
cada dia é dado por uma progressao aritmética de
razao 3 e primeiro termo 7.

Assim, o nimero de bolotas que o esquilo apanha
no n-ésimo dia do més é dado pela expressao:
Upy=7+(n-1)x3=

=7+3n-3=

=3n+4
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b) u)s=3x25+4=79
No 25.° dia, 0 esquilo apanhou 79 bolotas.

0S,>1000 < 7+3++4

< 3n2+11n-2000>0

x n>1000

Calculo auxiliar

32 +11n-2000=0 & n= “HEVAZ 24000
_ 1+V24101
6
+ +

v

Logo, n=-27,7 v n=24,1.

Logo, ao fim de 25 dias, o nimero de bolotas ultra-
passou pela primeira vez as 1000 bolotas.

3.

a) uzg=20+35%x10=370
A 36.2 prestacao foi de 370 euros.
20+ 370

2
A Teresa pagou 7020 euros pelo carro.

b) Sag = x 36 = 7020

34.u,=10+(n-1)x2=2n+8
U15:2X15+8:38

515=10;38x15=360

O estudante fez 360 exercicios diferentes.

35.
U]_:2
a)
Ups1=Up+2,VNn€EIN
U]_:4
b)
Ups1=Uup—1L,VneEeIN
u =g
==
2
c) 1
un+1=§un,VnEIN
U1=C13
d
3
u,legun,VnelN
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36.

3)03:6
U4=12
05:10

Tem-se que a,—a3>0e a5-a, <0, logo a suces-
sdo (a,) ndo é mondtona.

b) (b,) é a restricdo ao conjunto IN da funcéo real de
variavel real f definida por f(x) = (4 - x)% que é uma
funcdo quadratica cujo grafico é uma pardbola com
a concavidade voltada para cima e de vértice no
ponto de coordenadas (4, 0), tratando-se de uma
fungdo decrescente em ]-=, 4] e crescente em
[4, +oo[. Assim, (b,) ndo é mondtona.

tc,,1-Cc,=3x2"-3x2""1=
1
= 2” 1—— =
3x ( 2)

:%xT>QVnEN

Logo, (c,) é uma sucessao crescente.

dd,,1-d,=
_n+2 n+l1 _
2n+3 20+l
2n?2+n+4n+2-2n2-3n-2n-3
(2n+3)(2n+1)

B 1
“n+3an+y O VNEN

Logo, (d,) € uma sucessao decrescente.

e) e=9
elo=10
811:6

Tem-se que ejg—eg> 0 e e;;-ep<0, logo a
sucessao (e,) ndo é monotona.

31
a)Un:n+1:n+3—2:
n+3 n+3
_ 2
T n+3

Sabe-se que 0 < % <1,V neIN. Entao:

1 1 2 1
< — — > =
O<n+3_4(:)O> n+3 2
2 1
1>1- >=VneIN
1> 325 n

Assim, a sucessao (u,,) é limitada.

b) Tem-se que-1<cos(n)<1,Vn €.
Logo,3<4+cos(n)<5 VneEIN.
Assim, a sucessao (v,) é limitada.




1\, ~ .
dw,=n"= (— € uma progressdo geométrica de
T
razdo — e primeiro termo = Como 0 < =<1, (w,) é
T T T
decrescente. Assim, um majorante dos termos da

s 1
sucessao é wy = —.
T

Além disso, tem-se que <%)n >0,VneN.

Logo, 0 < (l)n < l, vneN
T T

Assim, a sucessao (w,) é limitada.

38.
_4n+4 4n
A Up+1-n = 3n+5 3n+2
12n?+8n+12n+8-12n*-20n
(3n+5)(3n+2)
_ 8
“Gnes@nsg O VNEN

Logo, (u,) é crescente.
Como (u,) é crescente, um minorante do conjunto

dos termos de (u,,) é u; =% .

U]_:g

" 3n+2 3 3(3n+2) 3 9n+6

Calculo auxiliar

4n 3n+2

s 8 4

R

.8

3

Como on 6>O.Vn€IN,entao:

8 4 8 4
“on+6 0 3 gnrg 3 " "EN

Logo, % <u,< % ¥ n € N, ou seja, a sucessao (u,,)

é limitada.
1 1
B v,y - vy =1 §(n+1>—(1—5n)=
D S S
=1 2n 2 1+2n
1
=—§<0,VnEIN

Logo, (v,,) é decrescente.
A sucessao (v,) ndo tem minorantes, logo néo é
uma sucessao limitada.

90

w, =-1
Wy =2
wsz=-3
w,=4%
E assim sucessivamente.
Tem-se que wy — w; >0 e wy - wy <0, logo a
sucessao (w,) ndo é monodtona.
A sucessdo (w,) ndo tem minorantes nem majo-
rantes, logo ndo é uma sucessao limitada.

d)X1:3—1:2

Xp=3+

=N
loo N~

BTET373
Tem-se que x, —x; > 0 e x3 —x < 0, logo a suces-
sa0 (x,) ndo é monotona.

3—% se n éimpar

xn=3+(—1)”><%:

1 ,
3+= se n épar
n

Sabe-seque0<%sl,Vne IN. Entéo,3<3+%<4,

senépar,e0>—%2—l 1= 3>3—%22,sené
impar.

Assim, 2 <x,<4,VnelN.

Logo, a sucessao (x,) é limitada.

3.

a) Uyg14 — Upgrs =
=1-2sen (203ﬂ>—1+2 sen (20?“) =

=2sen (67115 + %) —-2sen (672n - g) =

=2sen <n+%>—25en (—%)z

=-2sen (g) + 2 sen (g) =

=0

< n=3kke”Z

Todos os termos de ordem n = 3k, k € Z, sao ter-
mos iguais a 1.
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¢) Por exemplo:

u3—u2=1—2senn—<1—2sen(2—;‘)>=\/§>0e
5r
uB—u5=1—2sen(2n)—<1—2sen(7)); 3<0,

logo (u,) € ndo mondtona.

d) Sabe-se que -1 < sen (n?n) <1, VneN
Entao:

22—25en<%t)2—2 < 321-2sen (%t)z—l

Assim,-1<u,<3,VneN.
Logo, (u,) é limitada.

40.
Au,=4+(n-1)x(3) @ u,=4-3n+3
S u,=-3n+7
Uma vez que r = -3 < 0, entdo (u,) € uma progres-
sao aritmética decrescente.
b) u,=-46 + (n-10) x (-5) & u,=-46-5n+50
& U, =-5n+4
Uma vez que r =-5 < 0, entdo (u,) € uma progres-
sao aritmética decrescente.

¢) ugp = Uyp + (60 -10)r & 33=8+50r < r:%

un=8+(n—10)><% = un=8+%n—5
o un=%n+3

Uma vez que rz% >0, entdo (u,,) € uma progressao
aritmética crescente.
d) uygg = Urgg + (200-180)r < 0=10+20r

e r=-2
2

un:0+(n—200)x<—%> S u,,=—%n+100

Uma vez que r= —% < 0, entdo (u,) é uma progres-
sdo aritmética decrescente.
Bug=u,+(9-2)r & 2=-16+7r < r=2
u,=-16+(n-2)x2 < u,=-16+2n-4
< u,=2n-20
Uma vez que r = 2 > 0, entdo (u,) € uma progres-
sdo aritmética crescente.
flu, =-17+(n-1)x6 < u,=-17+6n-6
< u,=6n-23
Uma vez que r = 6 > 0, entdo (u,) € uma progres-
sdo aritmética crescente.

Nu,=3+n-1)x4 & u,=3+4n-4
S up=4n-1
S, =465 < Lzunxnzzf%
Mxn=465
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& (4n+2)n=930
< 4n?+2n-930=0

~ 2+V4+14880
= NnN=
8
72122
8

< n=15 v n=-62
Como n é um numero natural, entdao n = 15.

42.
au,=-3+(n-1)x6 & u,=-3+6n-6
S u,=6n-9

b)u8+ug+...+u43=L2“43x(43—8+1)=

_ 6><8—9+26><43—9 %36 =

=144 %36 =
=5184

0)S,=37629 < Lzunxn=37629
o -3+6n-9
2
< (6n-12)n=75 258
& 6n?-12n-75258=0
& n?2-2n-12543=0

x n=237629

2+ V4150172
& n=
2
o o 24224
2

< n=133v n=-111
Como n é um numero natural, entdo n =113.

43,
au,=1+(n-1)x01 & u,=1+01n-01
< u,=01n+0,9
u,=100 < 0,1n+0,9=100
< 0,1n=991
< n=991
A sequéncia tem 991 elementos.

b) Sey = = +2100 x 991 = 50 045,5

44,

av,=4x3"1
Umavezquev;=4>0er=3>1, entdo (v,) é uma
progressao geométrica crescente.

b)93750=150x%xr""3% & ri=625 < r=5 v r=-5
Como r<0, entdo r=-5.
150=v; x(-5)3"1 & 150=v;x25 < v; =6
V,=6x(-5)""1
Uma vez que r = -3 < 0, entdo (v,,) € uma progres-
sao geométrica ndo mondtona.
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45,
_2
Woi1 3n+1 3 3n _l
a) W 5 —3n+1—3,VnEIN
3n
Uma vez que % € uma constante, entdo (w,) é uma

~ - -1
progressdo geométrica de raz&o 3

b) 0 < r=%< lew; =% >0, logo (w,) é uma progres-
sdo geomeétrica decrescente.
1 1
0,
) Sn = z 3 3 = ( )n

c

3 1 2
1—§ g
46.
au;=2r
U1+ Uy=24 & up+upxr=24
S 2r+2rxr=24
o 22+ 2r-24=0
o r2+r-12=0
o r= -1+V1+48
2
- rz—li?
2

S r==4vr=3
Como a razao é positiva, entdo r=3.
50-3 _ a+3
pL2-Ys ., 2075 _ 0FS
)ul Uy 8 50-3

& 25a02-30a+ 9 =8a2+ 24a
< 1702-54a0+9=0

_ 54+V2304
34
3
:3 = —
S oa v a 17
Uz _ Ug a+3 __«a
Uy u3@50—3 a+3
& 0?+6a+9=502-30
= -90-9=0
o o= 9+V225
34
_ __3
s a=3va= 4
Logo,a=3.
Entdo, u; =24 e uy =12.
. Uy 12 1
A r=—ft=——==
ssim, r v 242

4],

a) u; = 2000 x 1,013 = 2026 euros
U, =2000 x 1,013% = 2106 euros

b) u, = 2026 x 1,013"-1

92

48.

a) Sucessao definida por recorréncia:

P1=675
'D:l’D 1”22
n 2 n-1

-1
Termo geral da sucessao: P, = 6w x <%>n

b) Se a medida do didmetro da primeira circunferén-
cia é 6, entdo a medida do raio é 3.
Logo, A; =nx 32=9r.

Se a razdo de semelhanca entre as medidas dos
A . o1 ~ ~
didmetros das circunferéncias é o entdo a razao
de semelhanca entre as respetivas areas é

1v2_1
(2] =%

Sucessao definida por recorréncia:

A1:97t
A=La ns2
n=y M-l

-1
Termo geral da sucessao: A, = 9rt x (%)n

85 pt0: (1-2) (-2 1-2) . 1-2) 2

1 l 1.1
PRE1-5=52373
Logo, P(2) é uma proposigao verdadeira.

s 1) (3]
[ [ R

__1
n+1

Demonstragao:

)

:;@_ 1>=;X no_ 1
n

n n+1 n+l n+1
N, 1y 1 1\ 1
(Y 32
Vne N\l
101 1 1
50 Seja Pn): 5+ 203 " 3wa T )
_ n
n+1
P(1): L _ 1 <:>l=l

1x2 1+1 2 2
Logo, P(1) é uma proposicao verdadeira.
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Hipodtese:
1 1 1 1 n
+ + + ..+ =
1x2 2x3 3x4 nn+1) n+1

Tese:
1 1 1 1 1
+ + + ..+ +
1x2 2x3 3x4 nn+1l) (n+1)n+2)
=n+1
n+2

Demonstragao:
1 1 1 1 1

+ + +.. + =
1x2 2x3 3x4 nin+1) (n+1)n+2)
__n . 1
n+l (n+1)n+2)
_ n?+2n+1
C (n+1)(n+2)
__(n+1)2
 (n+1)(n+2)
_n+1
n+2

1 1 1 1 n
+ + + = ,
1x2 2x3 3x4 nn+1) n+1
v nelN.

Logo,

51. Seja P(n): v, =7+ (n-1) x 2.
Plyvi=7+1-1)x2 & 7=7T+0 = 7=7
Logo, P(1) é uma proposicao verdadeira.
Hipdtese: v, =7+ (n—-1)x 2

Tese:v,,1=7+n x2

Demonstrag3o:

Vps1=V,+2=7+(n-1)x2+2=
=7+2n-2+2=
=7+2n=
=7+nx2

Logo,v,=7+(n-1)x2,Vn&EIN.

52. Seja P(n): u =17 x (%)H.
P(1): iy =7 x (%)H o 7=Tx (%)0

S T71=Tx1o7=7
Logo, P(1) é uma proposicao verdadeira.

. 1\n-1
Hipdtese: u, =7 x <§)

1\n

Tese: u,,1=7X (§>

Demonstragao:

1\n-1
Tx|=
un_JgL_7x ln—lxl:
2 2

Un+1:7_ 2 -

)
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1\n-1
Logo, un=7x<§) , VnelN.

93.

a)

b)

54, [u,| < L < ‘-4—%

95.

3
<
2n+1
& 3<2nL+L
& 2nL>3-L
3-L
2L

3
lu)l <L & ‘2n+1‘<L =

& n>

2x 2’
1 . - .
n> 7 gue é uma condicdo universal em IN.

Se, por exemplo, L =2, vem que n = ou seja,

Entdo, existe um numero real positivo L tal que
VneN, lu,l <L

2n+1
—<

lul <L L L

2n+1’
— <

& 2n+1<3L
o 2n<3L-1
3L-1
2
Ou seja, apenas verificam a condigdo |u,l < L, os

& n<

. C 3 ~
termos cuja ordem é inferior a . Logo, nédo

existe nenhum nudmero real L nas condiges dadas.

o3

n

4+l<L
n

<l & <L

4n+1<Ln
4n-Ln<-1
-4n+Ln>1
n-4+L)>1
1
L-4

t s000 ¢

Se, por exemplo, L =1, vem que n > ﬁ ou seja,

1 . - .
n> Y que é uma condigdo universal em IN.

Entao, existe um numero real positivo L tal que
Vv nelN, lu,l <L

Pretende-se calcular 151 + 153 + ... + 413.
As parcelas desta soma estdo em progressao arit-
mética de razao 2.
Assim, o termo geral desta progressao aritmética é:
up=u1+(n-1)2  u,=151+(n-1)2

< u,=151+2n-2

S u,=2n+149
E agora necessdrio saber a ordem do termo 413:
U,=413 & 2n+149=413 < 2n=264 < n=132
Ou seja, a soma que se pretende determinar é
constituida por 132 parcelas.
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151 +413

7 x 61 =37 224.

Logo, S=

2n

56. Seja P(n): X, (-1)kx (2k +1) =2n.

5l.

k=1
2
P(1): kgl 1)k x (2k +1) =2

S -Ix2x1+1D)+1x(2%x2+1)=2

o 3+5=2 < 2=2

Logo, P(1) é uma proposicao verdadeira.
2n

Hipétese:kg,l (1)k x (2k +1) = 2n.

2n+2
Tese: Y, (-1)kx(2k+1)=2n+2

Demonstragao:
2n+2

Y Fkx (2k+1) =
k=1

2n
=k§1 DAx (2k+1) + ()2 1x (22n+1) +1) +

+(-1)2*2x (2(2n+2)+1) =
=2n-(4n+2+1)+(4n+4+1)=
=2n-4n-3+4n+5=

=2n+2

2n
Logo, 2, (-1)x (2k+1)=2n,¥V n € N,

a) Seja P(n): 327 -1 é divisivel por 8.

P(1): 32-1=9-1=8, que é divisivel por 8.

Logo, P(1) é uma proposicao verdadeira.

Hipétese: 32" -1 é divisivel por 8.

Tese: 3272 -1 é divisivel por 8.

Demonstracgao:

3M+2_1=31"%x32-1=3"x9-9+9-1=
=9(327-1)+8

Como, por hipétese, 327 — 1 é divisivel por 8 e 8 é

divisivel por 8, entdo 9(32" - 1) + 8 é divisivel por 8,

por se tratar da soma de dois nimeros divisiveis

por 8.

Logo, 32" -1 é, para todo o nimero natural n, divi-

sivel por 8.

b) vV n €N, 3n2 + n-2é um ndmero par.
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Seja P(n): 3n2+ n -2 é um ndmero par.

P(1): 3x12+1-2=2é um nimero par.

Logo, P(1) é uma proposicao verdadeira.

Hipétese: 3n% + n—2 é um ndmero par.

Tese: 3(n+1)2+ (n+1) - 2 é um ndmero par.

Demonstragao:

3n+1)2+(n+1)-2=3(n?+2n+1)+n+1-2=
=3n?+7n+2=

=(3n2+n-2)+(6n+4)=
=(Bn?2+n-2)+2(3n+2)
Por hipétese, 3n? + n — 2 é um ndmero par. Além
disso, 2(3n + 2) é um numero par. A soma de dois
ndmeros pares é um ndmero par.
Logo, (3n2+ n—-2) + 2(3n + 2) é um nimero par, ou
seja, 3(n+1)2+ (n+1) -2 é um ndmero par.
Logo, ¥V n € IN, 3n2+ n -2 é um ndmero par.

¢) Seja P(n): 4" > n

P1):41>1? & 4>1
Logo, P(1) é uma proposicao verdadeira.
Hipétese: 4" > n?
Tese: 471> (n+1)2
Demonstracgao:
4n+1=4nx 4> 4n?
Basta entdo provar que 4n? > (n + 1)2.
4n?>(n+1)?2 @ 4n’>2n?+2n+1

& 3n2-2n-120

< (3n+1)(n-1)20
Umavezque3n+1>0,Vvn&eN,equen-12>0,
VneNentdo (3n+1)(n-1)>20,VneEIN.
Logo, 4">n?, ¥V n € N,

58. Seja P(n): a" -1 é um multiplo de a - 1.

P(1): a1 -1=0-1, que é um multiplo de a - 1.
Logo, P(1) é uma proposicao verdadeira.
Hipotese: 0" - 1 é um multiplo de a - 1.
Tese: 0" "1 -1 é um multiplo de a - 1.
Demonstracgao:
a"tl-1=a"xa-1=

=a"xa-ag+a-1=

=a(@"-1)+a-1
Como, por hipdtese, a" -1 é um multiplodea-1e
a-1éummiultiplodea-1,entdoa(@"-1)+a-1
€ um multiplo de a - 1, por se tratar da soma de
dois multiplos de a - 1.
Logo, a" - 1 é, para todo o numero natural n, um
multiplo de a - 1.

a) Seja P(n): u, > 1.

Pl):u;>1 & 2>1
Logo, P(1) é uma proposicao verdadeira.
Hipotese: P(n): u, > 1

Tese: P(n):u,,1>1

Demonstracgao:
Upy1= Un;' 2 > 1;—2 =1, ouseja, Uy > 1

Logo,u,>1,VneN.
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b uyiy-u,= 3 n=
_Uy+2-3u, _
3
2 2,
3 37

Pela alinea anterior:
up>1 @zu .2 @—zu <2 @z—zu <0
" 37" 3 37" 3 3 37

Logo, como u, ;1 -u,<0,V n &€ IN, asucessao (u,)
é decrescente.

60. Sejam u, =u; + (n-1)rev,=v; + (n-1)r' os ter-
mos gerais de duas progressdes aritméticas (up)
e (v,) de razdes r e r', respetivamente. Seja (w,) a
sucessao cujo termo geral é a soma dos termos
gerais de (u,) e (v,).
Wp=Up+V,=1+(n=-Lr+vy+(n-1)r=

=up+vy+(n=-1)(r+r)
Entao:
Whi1=Wp=
= tvi+nr+r)=(u+vi+(n=-1)(r+r)) =
=utvi+n(r+r)-u—vi-nr+r)+(r+r)=
=r+r,vnelN.
Uma vez que r + r' é uma constante, entdo (w,) é
uma progressao aritmética de razdo r +r'.

6lLu,.1-u,=a(n+1)+b-(an+b)=
=gn+a+b-an-b=
=q
Uma vez que a € uma constante, entdo (u,) € uma
progressao aritmética de razao a.

62.
Auy-uy=u3-Uy & x2—(x-1)=x+5-x2
o x2-x+1=x+5-x2
o 2-2x-4=0
& x2-x-2=0
1+V1+8
2
S x=2vx=-1

& X =

Uma vez que x é negativo, entdo x = -1.

Assim:
u=-1-1=-2
u=(-1?=1
U3:—1+5:4

b)r=u2—u1=l—(—2)=3
U,=us+3(n-5) © u,=4+3n-15
< u,=3n-11

63. Sejam x, x + r, x + 2r, x + 3r, x + 4r as medidas de

amplitude dos angulos internos do pentagono, em
graus.
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X+x+r+x+2r+x+3r+x+4r=180°5-2)

& 5x +10r=540°

< x+2r=108°

Assim, x + 2r = 108° é a amplitude do angulo
mediano do pentagono considerado.

U+ Ugs1+ Ui =18

64.
U X Uy 41 X U 4o =66
Ugtue+r+uc+2r=18
s
U X (U +r) X (u,+ 2r) =66
3u+3r=18 u+r=6
=3 =
Uk:6—r
S
B-Nx(6-r+rx(G-r+2r)=66
= =
(6-nNx6x(6+r)=66 36-r2=11
Ukzl Uk:ll
=3 = v
r2=25 r=>5 r=-5

Seuy=ler=5entdou,,1=6eu,,,=11L
Seu,=1ler=-5-entdou,,1=6eu,,,=1

65.u,,,-u,=3
Wh+1 — 2—3Un+1 — 2—3Un+1 +3un =
w, 2-3un
= 2-3(un+1-un) =
=23x3—
= 2_9
- ?12 vneN
1 ~ .
Como =17 é uma constante, entdo (w,) é uma
~ o . 1
progressao geométrica de razdo ——

512°

66. Sejam u, = u; x r"~Le v, x r"-1 os termos gerais
de duas progressdes geométricas (u,) e (v,) de
razdes re r', respetivamente. Seja (w,,) a sucessao
cujo termo geral é o produto dos termos gerais de
(Un) € (V).

Wp=UpX V=t XM Ixyxrn-1=
=upxvyx (rxr)n-t

Entao:
Wpei _  UpxviX(rxr)?  _
W, uxvyx(rxr)n-i




=(rxr)n-ntl=

=rxr,vnelN
Uma vez que r x r' é uma constante, entdo (w,) é
uma progressao geomeétrica de razdo r x r'.

ax ben+ 1) +d

u
6, ol = =
U, axhpen+d
bcn+c+d
= bcn+d =

— bcn+c+d—cn—d:

=pb,VneEN
Uma vez que b® é uma constante, entdo (u,) € uma
progressao geométrica de razao b,

68.
a) A medida do lado do quadrado [ABCD] ¢ 16.
-=_16
AE==——=4
4
— 3
AF = ke 16=12

Pelo Teorema de Pitagoras:
EF?2=42+12? < EF2=160

Logo, EF = V160 = 4\/10, isto ¢, a medida do lado
do quadrado [EFGH] é 4V 10.

- AVvI10 V410:«/—10

E_J=—‘Z—><4\/I6=3\/ia

Pelo Teorema de Pitagoras:
12=(V10)?+ (3V10)? & 12=100
Logo,l—J =1/100 = 10, isto &, a medida do lado do
quadrado [IJKL] é 10.
b)
|) A]_ = 16 _
A, =4V10 = @ x 16

A3_10_@><4\f0

E assim sucessivamente.

Entdo, A1 =16 A A1 1= @ A,V neIN.
V10 B
— A, _
Ansy & _VI0 g e
A An
\/" ,
Uma vez que —— é uma constante, entdo (A,) é

V10

uma progressao geométrica de razao %

96

ii) Uma vez que (A,) é uma progressao geométrica de

= 10 . =
razao % e primeiro termo 16, entao o seu termo

\/ -1
geral ¢ A, = (Tm)" VneN.

Assim:
-1
A, =16 x (—Vlo>” -
4
=16 x (V10)"~

1><4_—n+1=
1
=24x (297 1x (102)"71 =
n-1
=24x2+2%10 2 =

n-1
=4-2n+2 (2><5) 2 =

n-1 n-1
:2—2n+6X2 2 x5 2 =

1 n-1

=2 E x5 2 =

“4n+12+n-1 n-1

=2 2 x5 2 =

n=5
< n=5

Sim, paran=5tem-seque A, =
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5\n
256X<§) 5\n-n+1 §
nB+1: 5 P :<§) :§,VnE|N
h 256x<§>

Uma vez que % € uma constante, entdo (B,) € uma

~ - . 5
progressdo geométrica de razio i termo geral

-1
B, = 256 X (g) =28 x

5n—1
23n-3 =

=28—3n+3x5n—1=

— 211—3n>< 5n—1

69.Se 0 < p < n-1, e uma vez que os termos da
sequéncia (uy, Uy, ..., U,) estdo em progressao geo-
métrica, tem-se que:
Upr1=Up Xr1=17p
Up_p=Up XM= "TP =y xrP
Up=ugxr-1
Entao:
Upsp X Up_p=uUp X" 1Py xrP =
=upXupxr-l-ptp=
= xupxr-l=
=Uuy X Uy,

Unidade 4 - Limites de sucessdes

Péaginas 58 a 94

56.

au,=001 l<L < n>100
no n 100

Logo, a partir do termo de ordem 100, os termos

= 1 .
da sucessao u,, =— sao menores que 0,01.
n

1 1
b)Un<0,001 = ot <m

< 2n+1>1000
& n>4995

Logo, a partir do termo de ordem 499, os termos

da sucessao u, = sao menores que 0,001.

1
2n+1

3n+1 3 3(3n +1) 10000

-1 o1
3(3n+1)| 10000

R S
3(3n+1) 10000

< 3(3n+1)>10000
10 000
>
3

‘ n —l‘<o.0001<:>

3n—3n—1‘ 1
<

=4

< 3n+1

n> 9997
9
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Logo, uma vez que
de ordem 1110, os termos da sucessao u,, =

distam de 1 menos de 0,0001.

57.
a)i)

ii)

iii)

9997
9

=~ 1110,8, a partir do termo

n
3n+1

3

21
2

n+1 _l
2n+1 2
2n+2-2n-1

== Z(T-Fl)’ <0,03

<003 &

Uy ‘ <0,03

1
< 2(2n+1)’<0'03
1 _ 3
2(2n+1) 100

100

< 2(2n+1) >

& 2n+1>%

= n>4—67(z7,8)

_1

Logo, a partir do termo de ordem 7, 2 <0,03.

Un

n+1 _l
2n+1 2
2n+2-2n-1
" 22040 ’<0'001
1 - 1
2(2n+1)| 1000
o 1 - 1
2(2n+1) 1000
< 2(2n+1)>1000
< 2n+1>500
&

n> 2495

<0001 &

un—% <0,001

0

Logo, a partir do termo de ordem 249, os termos

da sucessao (u,,) distam de% menos de 0,001.

n+1 _l
2n+1 2
2n+2—2n—1‘
—_—| <

u,,—%<8<:> <d

20n+1)
1
< 2(2n+1)’<8
1
20on+1) 0

< 2(2n+1) >

| =

1
2n+1>—-
< 2n+ >26

1
2n>_——--1
= n>28

9



1-25

& 2n > %
o n>l—26
49

Logo, a partir do termo de ordem p, sendon>pe

p> 1 ;628’ 0s termos da sucessao (u,,) distam de%

menos de .
b) Pela alinea anterior, se n > 1;—826 entdo

N+l 1|5, e portanto, se p> 222 fica pro-

m+1 2| 0®P 'SP T Ty v Teap

vadoque V€ R*IpeN:VneN,

n>p= n+tl 1 < 9, ou seja, que Lim ntl —1.

n+l 2 ' ' 2n+1 2
58.
a) Pretende-se provarque V8 € R*dpeIN: Vn e N,
1
> =-0 .

nzp= ‘n <d

Seja o € IR™,

‘1—0 <) & ‘l <d

n n

= 1 <0
n
o ns=
)

%— 0| < 9, e, portanto, se

, 1 -
Assim, se n > g, entao

p>%, fica provadoque Vo€ R*IpEIN:VneE N,
nzp=

1 0| < 8, ou seja, que lim 1_ 0.
n n

b) Pretende-se provar que V3 € R*I3p € IN:Vn e N,

6n
n=p= 2n+1_3‘<8'
Seja d € IR*.
6n 6n-6n-3
2n+1_3‘<6‘:’ mel |20
-3
< 2n+1 <9
S one1 s
o 2n+1 1
3 )
3
<:>2n+1>8
<:>2n>3_8
4:»n>3_8
23

98

6n
20 2n+1

265' fica provado que V 6 € IR*

6n
2n+1

Assim, se n > , entao - 3| <9, e, por-

tanto, se p >

EIpEIN:VnEIN,an:’ —3’<8,ouseja,

=3.

que lim n
2n+1

¢) Pretende-se provarque V3 € R*rdpe N: Vn e N,
2

n
np= n2+1_1 <.
Seja d € R".
n? n?-n?-1
n2+1_1 <8 e ?+1 <9
_]_ -
n?+1
1
AT
1
s on >6
1
2>__1
s n 5
Assim, se n > /l—l,entéo T _q <9, e, por-
) n?+1

tanto, se p > /%— 1, fica provado que V § € IR*

2

n .
. > _
IpeEN:VneN,n2p= 21 1| <§, ou seja,
. n”
quellmm—l.

d) Pretende-se provarque V€ R*3peN:Vne N,

1-2n 2| ¢

>
N=P=1374 73]

Seja d € R*.

L=2n 2] 5 o
3n+4 3

3-6n+6n+8
- 1<
3(3n + 4)

L | n
3(3n+ 4)

1
© 3@n+a) "0
o 3Bn+4) 1
1 s

<d

11
+4>—=
< 3n >38

11
= 3n>38 4
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. 11-366 - [1-2n 2
Assim, se n > % ,entao‘3n+4+3<6,e,
portanto, se p > H?TEGS fica provado que
1-2n 2
+ . > =
véeER EIpEIN.VnEIN,n_p:‘Bn+4+3<6,
ou seja, que lim =21 —_2
ja.q 3n+4 3

59. Pretende-se provar que a proposicdo V § € R*
dpeN:VneNn2p=12n+3-3| <dé falsa.
Seja d € R*.

[2n+3-31<d & 2n<d & n<%

Assim, os uUnicos termos da sucessdo que sao
valores aproximados de 3 com erro inferior a 8 sdo

os de ordem inferior a % e nao todos a partir de

uma certa ordem.
Logo, a proposigdo acima é falsa, ou seja, a suces-
sao (up,) nao tende para 3.

~ 1,
a) Por exemplo, a sucessao de termo geral u, = - o ¢
convergente para O.

b) Por exemplo, a sucesséo de termo geral u, = -2 +%
é convergente para -2.

¢) Por exemplo, a sucessdo de termo geral u, =n é
divergente, ja que lim u,, =+,

61. A afirmacéo (1) é falsa.

Contraexemplo: seja (u,) a sucessao de termo

(=1)"
n

geral u, =2 - .Tem-se que lim u, =2, mas a
sucessao nao é monotona, ja que up—u; =15-3<0

eUS—U2:%—1,5>O.

A afirmacao (Il) é falsa, uma vez que limu,=2¢e a
afirmacgao dada é equivalente a lim u, = 3.

A afirmacao (lll) é verdadeira, pois, sendo (u,) uma
sucessao convergente, é limitada.

62.

a) Contraexemplo: a sucessdo de termo geral u, = n
€ mondtona e ndo é convergente.

b) Contraexemplo: a sucess&o de termo geral
u, = (-1)" é limitada e ndo é convergente.

¢) Contraexemplo: a sucessao de termo geral

1\, ~ .
u,= <_§ e convergente mas nao € monotona.
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63.u,,1<u, © Uy 1-U,>0,VNEN
Logo, (u,) é decrescente.
Uma vez que (u,) é decrescente, u; > u,, V n € IN.
Além disso, u, > 1,V n & IN.
Logo, (u,) é limitada.
Assim, (u,) € mondtona e é limitada, logo (u,) €
convergente. No entanto, os dados do enunciado
nao permitem concluir para que valor tende a
sucessao.
Entdo, a afirmacdo que ndo é necessariamente
verdadeira é a opcéo (D).

64.
a)an+1—anzi—i=
(n+1)?% n?
3n?2-3n?2-6n-3
(n+1)2n?
_ bn-3 _
C(n+ D)2
+
=—%<0,Vnem

Logo, a sucesséo (a,) € decrescente.
Por outro lado, como 0 < # <1 V né€&IN, entdo
0< % <3,V n € IN. Logo, a sucessao (a,) é limitada.

Assim, a sucessao (a,) é convergente, por se tratar
de uma sucessdo monotona e limitada.
b,y b, OIS Gno1
6n+5 6n-1_
n+1 n
6n2+5n-6n2-6n+n+1
n(n+1)

1
—n(n+1)>0,Vn€IN

Logo, a sucessao (b,) é crescente.
6n-1
n

Por outro lado, b, = =6 —% e, como

O<%Sl,Vn€IN,entéo

0>-1>1 o 656-L>5vneN
n n

Logo, a sucessao (b,) é limitada.
Assim, a sucessao (b,) é convergente, por se tratar
de uma sucessao mondtona e limitada.

65. Tem-se que -1 <senn <1,V n € N, pelo que a
sucessao de termo geral u, = sen n é uma suces-
sao limitada.

Por outro lado, lim P 0.

Logo, lim (sen n x%) =0 < lim % =0.
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a)u,>10000 © 2n+1>10000 < n>4999,5
A menor ordem depois da qual os termos da
sucessao (u,) sdo maiores que 10 000 é 4999.

b) u,>10000 < 3n?-6n>10000
< 3n?2-6n-10000>0

Calculo auxiliar:
_ 6+V/36+12x10000

3n2-6n-10000=0 < n 5

Logo, n=-56,744 v n=58,744.

A menor ordem depois da qual os termos da su-
cessao (u,) sdo maiores que 10 000 é 58.

¢)u,>10000 < n?-1>10000 < n?-10001>0

Calculo auxiliar:
n2-10001=0 < n=V10001 v n=-V1000L
Logo, n=-100,005 v n=100,005.

A menor ordem depois da qual os termos da su-
cessao (u,) sdo maiores que 10 000 é 100.

dlu,>10000 < Vn+4>10000
< Vn>9996
< n>99920016
A menor ordem depois da qual os termos da su-
cessdo (u,) sdo maiores que 10 000 é 99 920 016.

67.

a)u,<-10000 < -2n+10<-10000
< -2n<-10010
< 2n>10010
< n>5005
A menor ordem depois da qual os termos da
sucessao (u,) sdo menores que —10 000 é 5005.

b) u, <-10 000 < -n?-10n<-10000
< -n2-10n+10000<0
< n?2+10n-10000>0

Calculo auxiliar:
-10 + V100 + 40 000
2

n?+10n-10000=0 < n=

Logo, n=-105,12 v n=95,125.

A menor ordem depois da qual os termos da su-
cessao (u,) sdo menores que —10 000 é 95.

100

68.
a) Dado L € R™:

n-10>L < n>L+10

Entao, para qualquer L > 0O, se considerarmos um
numero natural p, superior a L + 10, tem-se
n-10>L, desde que n > p.

Fica provado que lim (n —10) = +oo,

b) Dado L € R™":

6-2n<-L & -2n<-L-6
S 2n>L+6
L+6
2
Entdo, para qualquer L > 0, se considerarmos um

~ n>

, . L+6
ndmero natural p, superior a

, tem-se
2

6-2n<-L,desde quen = p.
Fica provado que lim (6 — 2n) = —.

a) Se (u,) € uma progressao aritmética de razéo r> 0,

entdo u,=uy +r(n-1).

Dado L € IR™:

uy+rin=-1)>L & rin-1)>L-u;
= n—1>L_—rul
r>0

L-u
s n>—=~>41
r

Entao, para qualquer L > 0O, se considerarmos um

numero natural p, superior a L ‘rU1 +1, tem-se
u;+r(n-1)>L, desde quen>p.

Fica provado que lim u,, = +co,

b) Se (u,) é uma progressao aritmética de razao r < 0,

entdo u,=u; +r(n-1).
Dado L € IR*":
u+rin=-1)<-L  rin-1)<-L-u;
L—Ul
r

< n-1>
—

r<o0

L_
o ns>—Y%4q
r

Entao, para qualquer L > 0O, se considerarmos um

. . L-u
numero natural p, superior a p L +1 tem-se

u;+r(n—-1) >-L, desde que n > p.
Fica provado que lim u,, = —.

a) Pretende-se provarque Vé € RrdpeN: Vne N,

n=p=

n+2 1
— =<
3n+1 3
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Seja d € R*.
n+2 1 <5 o
3n+1 3

3n+6-3n-1
3(3n+1) ‘

5
’3(3n+1)‘
- 9%
3(3n+1)
1 30

“ 3n+1 5

= <0

<d

5 1
Assim, se n > 98 3 entao

3l 3‘ d, e, por-

tanto, se p > % —% fica provado que V 6 € IR*

dpeN:VneN,nz2p=

n+2 1 < 9§, oU seja,
3n+1 3 )

que llmn—+2=l.
3n+1 3

b) Dado L € IR*,

2n-1
4

> < 2n-1>4L

S 2n>4L+1
4L +1
2

= n>

Entao, para qualquer L > 0O, se considerarmos um

. . L+
numero natural p, superior a 5 tem-se
2n-1 >| ,desde que n=p.
Fica provado que lim 2n-1_ +o0,

¢) Dado L € IR*.

-n+5
7

<-L & -n+5<-7L
& —n<-7L+5
< n>7L-5

Entdo, para qualquer L > 0, se considerarmos um
numero natural p, superior a 7L - 5, tem-se

s <-L,desde que n>p.

Fica provado que lim —n7_+5 = 0,

d) Pretende-se provarque V6 € R*Ip € IN:Vn €N,

an:‘»lg—% <.

Seja d € R".

ASD\ Expoente Dossié do Professor

‘?—g <d & 0<d & d6<0

5.5

Assim, para quaquer V § € IR* 777 < 9, qual-

. . .5 5
quer que seja n natural, ou seja, que lim 7 = =

n.

alim 21 B _
3n+2 3

b)lm5n101 +00

o im 122 = =

d lim9=9

2.

a) Dado L € R*.
P>l o n>VL0
Entéo, para qualquer L > O, se considerarmos um
numero natural p, superior a \/Z, tem-se n? > L,
desde que n = p.
Fica provado que lim n? = +o,

b) Dado L € IR*.
Vn>L o n?> 12
Entéo, para qualquer L > O, se considerarmos um
numero natural p, superior a L2, tem-se Vn > L,

desde que n > p.
Fica provado que lim Vn =+,

¢) Pretende-se provarque V3 € R*apeN: Vn e N,

1
an:’ﬁ—O < 9.
Seja o € IR*.

1 1

F—O < & ?<8
o n—12<8
< n?>3
< n>Vo

Assim, se n > \/5 entéo n—12— 0| < 5, e, portanto, se

p> \/g fica provadoque V6 € R*dp € IN:

VnEIN,an:‘n—%—O <9, 0u seja, que

.1
llmﬁ= 0.
d) Pretende-se provar que V€ R*Ip e N: Vn e N:
1
n>p= ’ Vi 0| <é.

101



Seja & € IR™. 16.

6n+1
1 1
-0|<é & <8 e _ N (6n+1)n+l) _6n?+7n+1
‘\G Vin A= o047 nn+7) 2 +7n
n+1
< Vn>9
& n>& MUmen=mn§%$l=6
Assim, se n > &, entdo L—0 <9, e, portanto, lim f, —limM—Z
Vn n n+l
se p > &2, fica provado que V8 € IR*3 p € IN: /e 6
— i fn 2
YVneNnz2p= v 0| < 8, ou seja, que
n . f,\_ 2 1
lim—==0 imle ) 63
Vn
13. Tl.
a) lim n3 = 4o a)limg,=lmn?2=0
. . . 4n 4
2: = = — =
b) lim \/in +00 lim h, = lim el 2 2
dlimn ¢ =+ b) lim (2016g,) = 2016 x 0 =0
dlimn 4 =0 e lim (7h,) =7x2=14
e lim— =0 -
o dlim (g, - h,)=0-2=-2
1 i _ = _ =
im —F -0 e)lim (2g,—3h,) =2x0-3x2=-6
18.
14. a)lim (a,+b,) =lima, +lim b, =
ala;+b=-1+2=1 =l|m4 4 +lm(3—l)=
0y +by=1+1=2 1
03+b3:_1+2:_l 4
3 3 11
T4

b)a,+b,= (—1)”+2
n

15.
2

_2.,.2
a)cl><d1—6x2—3

n _2
5nh+1 5

¢) lim ¢, = lim

lim dn:lim2=0
n
4

llm(cnxdn):l|m5n+l=0
.1 _ .. 51+1 5
d)llan—Um =
102

b) lim (b, x c,) =lim b, x lim ¢, =

=lim (3—l>xlimi3=
n n

=3x0=
=0
olimL=—1 - 1 1
b, limb, mn<3-1> 3
mnﬁ%
. lime — 0
d l &: n — . 1 - =
) lim b, limb, L|m<3—;> 3 0
lim =12
! 4n+4 _%
i On _UMan _ s N
e) lim b,  limb, lim (S_F) 3
i : . —n+5)\2
f) |.|m (an)2 = (I_Im aﬂ)2 = (“m m) — (__
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1 1 1 1 1
glim (b,) 2 = (lim b,) =<lim (3-;»2 -32-1/3
19. lim 2v,-5u, 2x3-5x(-1)

w? ap =6+5=11

80.

a) lim u, = lim n3 =+

b lim v, =lim 5=5

) lim w, = lim (-n) = -

d) lim t, = lim Vn =+

e)lim (u, +v,) =+ + 5=+

f) lim (u,, + t,) = +o0 + (+00) = +o0

g lim (v, +w,) =5+ (%) = -

81

a) lim (g, + by,) = +o0 + (+00) = +o0

b) lim (a,, + d,,) =+ + 0 = +oo

o) lim (a, + e,) =+ + (-2) =+

d) lim (a, + ¢,,) =+ + (-¢) Nada se pode concluir.
e) lim (a, x b,,) =+ x (+%) = +w

f) lim (0, x c,) = +o% x (~0) =~

gl lim (o, x e,) =+ x (=2) =~

h) lim (c, x e,) = —00 x (-2) =+

i) lim (b, x d,,) = +o x 0 Nada se pode concluir.

J) lim (¢, x d,) = -0 x 0 Nada se pode concluir.

K) lim (c,,2016) = (—00)2016 = o0
) lim (¢, 2017) = (~0)2017 = o0
82.

al lim (n2 - n) = lim (n2 (1—%)) = oo (1-0) = o0
b) lim (-n%+ n) = lim (—n2 <1 —%)) =—0ox(1-0)=-

o lim <2n3-4n2+%n-9>=

. 2 3 9
=lim <2n3 (1-;4‘?—%)):
=+00x (1-0+0-0) =+
d) lim (-tn%+3n2-n+4) =
. 3 1 4
= A - S S S
lim (—nn (1 - + 3 nn‘*))

=-0x(1-0+0-0)=-»
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e) lim (-4n°—n*+4n3+6n-9) =
. 1 1 3 9
=lim (‘4”5 (1+E—F—W+m>)=
=-0Xx(1+0-0-0+0)=-x

f) im (%n10+n7—4n2+6n—9>=

(bl )

8n3 28 4n® 8nio
=40x (1+0-0+0-0) =+

83.
n3<6——+—2)
a) lim 6n° 2+ n =lim N =
28-n 3< 1)
n 2——2
n
6—2+i2
. n n
=lim i =
2-—
n
6
:—:3
2
. 8nh-9 8
b) L =—=—
)|m_4_n = 8
n2<2—1+%>
o lim 2170+ LR
f72+1 n2<1+i>
2
2——+i2 5
= lim 1” =£=9
l+—2
n
n3<1+%+i3>
. n¥+bn+1 . n n)
d) Li 5 lim =
3- ER
n F—
n<l+_5§+i3>
= lim UAAAR. <
= i_l ==
n2
2 2
e) lim L =
n+1 5 1
n(1+—3)
n
2
=l|mn—3><lim =
. l+i3
n
=lim — x lim 1 =
1+—3
=0x1= n
=0
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2 1
n4(—6——+— / 4
n? n‘*) n2<9+—>+2n
= VOn?+4n+2n i n _
n

i en;;'gznu Hrm 1 d) lim m
—men n3<—3———) +3 n+3
-2 .1 Vn? +—+2n

n® nt — =lim =
= lim 1 =3 n+3
_3__2
n 4 4
n.[9+—+2n ”(,/9+_+2>
= n =|_|m n =
84, n+3 n<1+§)
4n n
n?+1 (2n* +1) 8n*+4
_ 4
a) lim 2 L 22 +1) B +n 9+—+2 4.,
4 +1 =lim 3 1 5
1+F
nt(g+ & n(g+—
. n4 . n4 +00 )I. é_
=l|m7l =lim 1 -—1°-™ UM 2
n3<1+—2) 1+
n ! n(1-Vn+2)
=lim
b)lim( 2 xl>=lim n_ _ (1+Vn+2)(1-Vn+2)
Sn+lon 3n+l - n(1-Vn+2) - n(1-Vn+2)
. 1 ) =lim 1-n-9> = lim ] =
=lim =lim 1 =5
n3+l 3+= 3 n(1-Vn+2) . 1-Vn+
n n =lim 1 = lim 1
2 n{-1-= -1-=
c) lim (n+2) —Umn 2 ( n) n
1 2+1 —o0
n2(1+z>
n
=lim 1 86.
n2<1+—2)
n a) lim 3" =+
2
o b im (2" =0
=lim ——— =-=1 3
ETER
n? 4n 4\n
& c)llmg—l|m<3> = +o0
i Ynr2 o Vined dim 2 —im (2) —0
WM Nvn T Vv T T
N 11 &) lim (27— 97) = lim <9n ((%) - 1)) — 4o x (1) = o0
BRURV/EV/ e S ULV il
b) lim (VnZ+1-Vn2+2) = 81. A sequéncia 0,9; 0,09; 0,009; ... ¢ uma progressao
(VR 1-Vie ) (Ve 14V +2) geométrica de razdo 0,1. Assim:
=lim Viisl+ V2 = 0,9)=09+0,09+0,009 +...=
25 i :lim<09><11 0011”> o,gxlu;gozl
RV PRV
lim -1 1, 88.lim u,=lim (10+1+01+0,01+..+01" =
Vn?+1+Vn2+2 4w 1-01 10
o , =lim<10><1 01> 10% g =
. n . n _L_
9 9
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Aprende Fazendo
Péginas 98 a 104

1.lim u, = lim (3+%)=3+0=3
A opcao correta é a (D).

2.lim v, = lim 2=2 = lim (1—§)=1—0=1
n n
Logo, (v,,) € uma sucessao convergente.
A opcao correta é a (C).

3. Como o gréfico da sucessdo (w,) esta sobre uma
reta de declive positivo, entao w,, — +o.
A opcao correta é a (B).

4. lim t,=lim (100 - n)? = (~0)2 = +0
Logo, (t,) € uma sucessdo divergente.
A opgao correta é a (A).

5. lim u, = lim (2—%>=2—0=2

Logo, (u,) € uma sucessao convergente para 2.
A opcéao correta é a (C).

6. A afirmacéo (A) é falsa. Contraexemplo: a suces-
sao de termo geral a, = (-1)" é limitada mas nao é
convergente.

A afirmacado (B) é falsa. Contraexemplo: a suces-
sdo de termo geral b, = n € mondtona mas nao é
convergente.

A afirmacao (C) é falsa. Contraexemplo: a suces-

_ ()"
n

sao de termo geral ¢, =

é convergente mas

nao é mondtona.

A afirmacao (D) é verdadeira. Se (d,,) € uma suces-
sao convergente para g, entéo, pela definigao de
limite, para qualquer & > 0, existe uma ordem p € IN
talqueVneIN,n>p= |d,-al <3d.Ora,
ld,-al<d & -6<d,-a<0d & a-6<d,<a+3J,
pelo que (d,) € uma sucessao limitada.

A opcéao correta é a (D).

1. lim (b, x c,) conduz a uma indeterminacg&o do tipo
oo x 0.

lim (a, x b,) = =1 X (+o0) = —0

A opcao correta é a (B).

ASD\ Expoente Dossié do Professor

8. limu,=Llim <l+%+é+...+3—ln>=

1\n
1-(=
5 ) 1o

=lim | 1x 1 = =%
3

1-=
3

A opgdo correta é a (A).

9. A proposicao (I) é falsa. Contraexemplo: a suces-
sao de termo geral

1 se népar
] n

D=1

=y 5en € impar
étal que limu,=0eu,<0,Vn&IN, mas (u, ndo
€ mondtona.
A proposicao (Il) é falsa. Contraexemplo: a suces-
sdo de termo geral v, =-n é ndo limitada e lim v,, = —e.
A opcao correta é a (B).

10. Como a sucessdo (b,) é decrescente, entdo by > b,
¥V n € IN. Entdo, -1 < b,< by, V n €N, ou seja, (b,)
é limitada. Uma vez que (b,) € mondtona e limita-
da, entdo (b,,) é convergente.
A opcao correta é a (D).

M. lim u, =lim ("®-n) = lim [n3 (1 —%ﬂ =+4oox 1=+

Logo, a proposicéao (l) é verdadeira.
lim v, =lim [2n + (-1)"]
Se n é par, entdo lim v, = lim (2n + 1) = +oo,
Se n é impar, entdo lim v, = lim (2n - 1) =+,
Logo, lim v, = +x e a proposicdo (ll) é verdadeira.
A opcao correta é a (A).
kn*+n?-3n+4

12. lim w, = lim Y, =

1 3 4
| n3<kn+;—?+ﬁ)
=lim =

n® (—6 + l)
n

Como lim w,, = -, entdo k > 0.
A opcéao correta é a (D).

13.lim<x+%+%+...+3n—)_cl>=30
]_ n
1_ —_
5)

o lm| xx ——7— |=30
1-3
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<:>x><l=30
2
3

_a30 2

(:)x—30><3
< x=20

A opcao correta é a (C).

4.
T BT
. 3n+1 e _3_
a) i 3n—4 Li n(3_£) lim 4 3 1
n n
-5n+1 _ n L:_
bl tim =5 =t <2+10> ”
(:)lim_n_1 lim ﬂ+l = 4o
” 44
d)lim(—%>=—%
_ 1 _
e)llmsn 2—+OO—O
15.
a) lim n% = +o0
b) im V n3 = +o0
¢) lim n2018 = 4oo
d) lim n2018 =0
élim — =—=0
m 4o
11
f) lim e —+Oo—0

. . n :
16. lim u, = lim 7t =lim =

1
| 11 12Yy
llmwn=l|m2—5:l|m75=6
n+ 942
. 1 1
a)llm(un+vn):§+0=§

b) lim (v, +w,)=0+6=6
¢)lim (3v,-w,)=3x0-6=-6
d) lim (unxvn)=%x0=0

106

1 1
e)llm—=T=2
2

Un
1
flim——= 1 — ==
Up W, = %6 3
2
gtim2=2 -
w, 6
. 12 1
2 (1)L
h) Lim (u,,) <2 Z

1 1
Dlimw,) > =62 =V6

17.

a) lim (g, + by,) =00 + (-0) = -0

b) lim (c, + d,) =+ + 0 =+

o) lim (g, +f,) =-%+3=-

d) lim (b, + ¢,)) = =% + (+) Indeterminagéo
e)lim (f, + c,) = 3 + (+) =+

f) lim (a, x by,) = =% x (~%) =+

g) lim (a, x ¢,) == X (+2) =~

h) lim (g, x f,) =~ x 3=

i) lim (c, x e,) = -0 x 0 Indeterminag&o
P lim (a, x d,,) = - x 0 Indeterminacao

K lim (a,%) = (-0)* =+

) lim (a,5) = (~=0)5 = =
m) im (i)=i=o
c,] +»
WIS
n)hm(b—n)— — =0
. (q o N
o) lim <—) =— Indeterminacéo
c, %
(e
p) Lim (—”) =—-=0
fn) 3
q) Lim (%) _0 Indeterminac&o
e,)] O

1) lim (2—”) = —g— Nao ha dados suficientes para resol-
n

ver o exercicio.

18.

a) lim 4" = 40

n
b) lim %— lim (%)n = 400
)L 4 l 7\n 1 1
c) lim P m ; X; +OOXE—+OO
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1y
d)llm(z> =0

_on 2\
e) lim 10”_“m<10> =0

) lim (3" en—um< <(%>n—1>>:+oo(0_]_):_

19.
a) Pretende-se provarque VS € R"IpeN: Vne N,
2

> —=-0 .

nzp= - <d

Seja 6 € R™.

2 2 1 2
;—0<8<:> <8<:>; 8@E>§®n 5

Assim, se n > Z’ entao %— 0

5 <9, e, portanto, se

p> % ficaprovadoque Vo e R*IpeN:Vne N,

n2p=>‘%—0 < 9, ou seja, que lim %:0_

b) Pretende-se provarque VS € R*apeN: Vne N,
10n
-5/ <d.

>
n=P=1on

Sejad € R*.

10n
2n+1

10n-10n-5
n+1
5
2n+1
2n+1 1

<75 7%

—5’<8@‘ <9

<9

=4

5
2n+1>—
< 2n >8

5
2n>—--1
© n>%

5-9%

& 2n> 5
-0
26

<:>I’7>

10n

-5
2n+1

Assim, se n > 5- 8, entao ’ < 9§, e, por-

25

285 fica provado que V & € IR*

tanto, se p > >

10n
2n+1

HpEIN:VnEIN,an:‘ - 5| <9, ou seja,

. 10n
lim ——=5.
que tim 2n+1

¢) Pretende-se provarque Ve € R*I3peN:Vne N,
n? 1

3m+1 3| o

Seja o € R™.

nzp=

ASD\ Expoente Dossié do Professor

n? 1 3n2-3n2-1

3n2+1"§‘<8‘:’ 3+ |0
@71<
3(3n?+1)

o 3(3n2+ 1) >%

=N 3n2+1>L

36
1
3n?>—-1
s
1-38
32
IR
@n2>1_38
9%
Assim, se n > 22 entdo n? 1 <de
' 95 ' 3n2+1 3 '
-36 ..
portanto, se p > % , fica provado que
1
VoeR"dpeN:VnEIN,n2 p:>‘3 731 3’ ,
ou seja uelimniQ:l
ja. g 3n2+1 3’

a)Dado L € R".

-5
2
Entdo, para qualquer L > O, se considerarmos um

2n+5>L © 2n>L-5 & n>L

5, tem-se

, . L-
numero natural p, superior a 5

2n+5> L, desde que n > p.
Fica provado que lim (2n + 5) =+«

b) Dado L € IR*.

3-n
2

<-L & 3-n<-2L

& —n<-2L-3
< n>2L+3

Entao, para qualquer L > 0, se considerarmos um

numero natural p, superior a 2L + 3, tem-se

3-n
2

<-L,desde que n = p.

Fica provado que lim (ﬂ) =0,

a) Proposigao verdadeira.

Por exemplo, a sucessao de termo geral u, = (-1)"
é limitada, mas nao tem limite.

b) Proposig3o falsa.

Uma sucessao limitada é minorada e majorada,
logo ndo pode tender para infinito.
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¢) Proposigao verdadeira. 1 Vn

Por exemplo, a sucessdo de termo geral u, = % e =lim \/E— :_1—00:—00
limitada e tende para zero. 1+ 1
n
d) Proposigéo falsa.
Por exemplo, a sucessao de termo geral u, =-n + 3 n+5 n+5 _

h) lim = =
tem termos positivos (nomeadamente o primeiro e V2n2+1+3n (3) \/ 1
n

o segundo termos) e tende para —. 2+ " +3n
5
e) Proposig3o falsa. 1+ o 1
Por exemplo, a sucessao de termo geral u, = —% é =lim \/2 N 1 ‘3 - V2 +3 -
crescente e nao tende para +%, mas para zero. n?
f) Proposicao falsa. = % X % =
Por exemplo, a sucessao de termo geral u, = n é 2+3
mondtona, mas ndo é convergente. _ V2-3 _ 3- V2
g) Proposicao falsa. 2-9 !
= -1)"
Por exemplo, a sucess&o de termo geral u, = ( n) 0 lim (V2n +1- V) =, lim (\/E 9 +%_ \/E) _

é convergente, mas ndo é mondtona.

. 1
h) Proposicao verdadeira. = lim (\/E ( [2+ o 1)) =+ x (V2-1) =+

22. )[ 2n+l U 2\n 5 0x2-0
5 Jjum " i |m<—> Xx2=0x2=
n+5 l+F 1 > (?) >
n+13 2+; ™ 5n+3n+l—l' 5V 1 y 3\ 3
ImW(E) im (— x?+ im| ) x 2=
n+-— =400+ 0=+
b) |-|m n =l.|m 1 :ﬂ:-{-oo
arli 2+ 2 Dlim (37*2-57) = lim (5(<%>>< 9 _1>> _
5 =+0ox(0-1) =~
. n 1
C)l.lm = == 23.
41 (7 o2+l Hoo s
4 a)[im< - i[im<n+—>:+oo+[):+oc
4 5 g
dlm SMt4n=5 _ " 3 b)lim( o )=l|m 1 __1_g
2 3_5”2+1(;°) 2_§+i 2 n‘+3 (; n+§ +00
" 7.3
ol (2n5+3n2> lim " 2 1
5 > 1 =5 =5
_9_=§ 4n°+1 (;) 4+$ A
4 2
2
_+3n3
5 d)lim(l+2+3”4>_1+um n =1+ 2=
1+—= 4n+1 (g) 4+l 4
lim Y25 _ 1 n
2n+1 ) g4 1 2 -
n e)lim(—'(n2+2)> o=l n“+z_
1 +1 (03) n+1
e VY )2
g) tim \/2n+1 (;) - =lim 1 _+oo:+oo
N \/E 1+—= ]_+; 1
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h) lim (n%017 - n?) =

=4oox ] =4

i) im (n%2 - n2018) = = lim (n2015 (niﬂ l)) =

= b (1) =0
i lim (2 +ﬂ)
n

Se n é par, entdo lim <2+ —
=2+0=2

» U (=1)" _
Se n é impar, entdo lim | 2 + " =lim 2—— =
=2-0=2
Logo, lim (2 + (_—’?n> =2

K lim (—n N ﬂ)
n

Se n é par, entdo lim (—n +

:\_/
=)
~ —
Il
3
//
N
+
S
~ —
1

:—OO+O:—OO.

—_1\n
Se n é impar, entdo lim <—n + ( ’i) )z lim (—n—%) =
= —00 — 0 = —00,

Logo, lim (—n + %) =—

D lim (Vn2+1+Vn?+ 2)=+00 + (+00) = +o0
m lim (Vn2+1-Vn?+2) =

(=-=)
(VM +1-V2+2) (Vn2+1+Vn2+2) _
Vn2+1+Vn2+2
L n+1-n2-2
=M i1V e 2 -

=lim

. -1 -1
=M 2 T eViZ+2 30 0

n) lim (#) (;) lim (%)n + lim (%)n +1=

©

=0+0+1=1

_ n+1 _
o) lim <2+—4> (— lim 1 +lim2"x 4=

n o n-1
2 _) 2

0

=0+ (4+0) = 400
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4. im u, =lim (n + (-1)")
Se n é par, entdo limu, =m + 1.
Se n é impar, entdo limu,=n-1.
Logo, a sucessao (u,,) é divergente.

limv,=Llm (m-(-1)"
Senépar,entdolimv,=n-1.

Se n é impar, entdo limv,=n+ L.

Logo, a sucessao (v,,) é divergente.

im (up % vp) = lim ((w + (=1)")(n - (-1)")) =
=lim (r?2-(-1)2") =n2+1

Logo, a sucessao (u, x v,) é convergente.

25,
_2
3n+1 n
gt S Lyncn
! 30

Uma vez que% € uma constante, fica provado que

(w,,) € uma progressao geométrica.

b) w, = 2 >0er= 1 <1, logo (w,) é uma sucessao

3 3
decrescente.
]_ n
[3)
G)Sn 3X1_T_
3
1 n
1_ =
o 6
3

]_n
dlim S l|m<1—(§>>=1—0=1
26. L
1__
o 2) L
a)limS,=lim| 2x 1 =2x T =
2 2
=2%x2=4%
b) ug=uy xré-1 @L—SXF
3125
‘:”5_3125
o el
5
]_n
"E)
. 1-0
limS,=lim| 3x 1 =3 T:
5 15 >
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2],

28.

Pretende-se provarque Vo € R*IpeN: Vn e N,
nzp= ‘(—1)”'%—0 <.
Seja 6 € IR".
‘(—1)”-l—0 <d & l<8
n n
onsi
)

Assim, se n > 5, entdo |(-1)" - % - 0| <9, e, por-

tanto, se p > —, fica provado que V § € IR* 3 p € IN:

6

VnEIN,an:‘(—l)”'%—O <, ou seja, que

. 1
1\ ==
lim (1) = =0,

Pretende-se provar que a proposicéo V 6 € IR*

EIpEIN:VnEIN,an:‘nTH—4 <0 é falsa.

Sejad € IR".

n+1 n+1-4n

<d

—4’<8
1-3n

& ‘1—3 <d
n

ol 3csalozscs
n n

& l<3+8 A l>3—8
n n
1

ANN<_—2

1
3+95 3-9

& n>

Assim, os Unicos termos da sucessdo que sao
valores aproximados de 4 com erro inferior a &

e infe-

~ . . . 1
sao aqueles cuja ordem é superior a 3+

rior a 3—15 e nao todos a partir de uma certa ordem.

Logo, a proposicao acima é falsa, ou seja, a su-
cessao (u,) nao tende para 4.

29,

a) lim

nteosn  _ . n? _ 1
3n’+senn () 33400 3+0 3

0

b) lim (3Vn? +1-5n) um<3\F 1+——5n)

=lim <3n /1+i2—5n):
n
=lim <n<3\/1+—i—5>>=+oo (3-5)=—
)

110

¢) Sejav, =

n%
?.
_(n+D)* n* _ (n+12%n+1)2 n*
R S A
(n2+2n+1)-5n* _

gn+1 -

n*+3n3+4n?2+3n+1-5n*
5n+1

—4n*+3n%+4n%+3n+1
gn+1

Uma vez que lim (-4n*+3n®+ 4n?2+3n+1) =
= lim (—4n4<1 s 1 8 —1—)> = ox 1=,

entao, a partir de uma certa ordem
-4n*+3n%+ 4n?+3n+1<0, pelo que, a partir

—4n*+3n%+ 4n%+3n+1
gn+1

dessa ordem, <0ea

sucessao (v,) é decrescente.

Por outro lado, — 5

a sucessao (v,) é minorada.
Assim, 0 < v, < vy, V n € IN, ou seja (v,) é uma
sucessao limitada.

4
>0, paratodoon &N, pelo que

Ora, u, = v, X % logo, lim u, = lim (vn X %) =0, ja

que (v,) € uma sucessao limitada e lim % =0.

a) Paratodoon € IN:

1 u +i -1
Upip—1 2" u,
Vn+1= nel = =
Un+1+1 l(u +i>+l
2\7" U,
1 1
=u,+ -1
2 _ Upt1-2u,
%un+ 21 -1 u?+1+2u,
Un
_(un_l)z_ Un—lz_ 2 i
T, 1?2 (Un +l> = v/, COMo queriamos
demonstrar.
2n—1
b) Seja P(n): v, = (%)

v:l2171<::>—ul_]‘:l20<:>2_1:l1
! (3) th+1 (3) 2+1 <3>
o 11
3 3

Logo, P(1) é uma proposicao verdadeira.
. l 2n 1
Hipotese: v, = (5)
2[7
Tese: v, 1= <l>

3
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Demonstragao:

9 1\ 12 1\2x2"t 1)\
st |G G -6

1 on= 1 2n—1
= unx(g) +<§> =u,-1
1 zn—l l 2n—1
(:)un><<§) —un=—l—(§)

1 2n—1
1_ =
5
it un_ n-1
1\2
1+<3>
1- 32n—1
S U=
1+ 371
3 -1
& U 32n71+1
2n—l
1‘(%) 1-0
d) lim u,, = lim o T :1+0—1
5)

) . l 2n—1
limv,=1lim (§> =0

Tema IV - Fungdes Reais de Variavel Real
Unidade 1- Funcdes racionais
Paginas6a15

1

alD;={x € R:x+1=0}=R\[-1}

b) D, = {x € R: 2x = 0} = IR \ {0]

¢) D, =[x € Rix2-5%0}=R\{-V5 V5}
dD=fx€R:x2+5%0}=R

N
Condicao universal em IR

e D;={x € R:x®+5%0} =R\ {V-5]
fID,={x €ER:—x2+5x-6=0} =R\ (2, 3]

Calculo auxiliar

-5+V25-24 5+1

x2+5x-6=0 & x=_"— Y2 7 o x=

2.
aAD={xeR: 2x+6=0}=R\{-3}
C22-18 _ 2(2-9) _ (x-3)(x+3)
Ax+6  2+3)  x+3
em R\ {-3}

bD={x€R:2x2+6x+ 4 =0} =

=x-3,

R\ {-2 -1)

Calculo auxiliar

22+6x+4=0 & x2+3x+2=0

,em R\ {-2, -1}

Calculo auxiliar

2+ V4+12

2
2+t 4
2
S x=-1vx=3

x2-2x-3=0 & x=

~ X=

0D=[xER?-1%0]=R\[-1 1]
L33 -1 (-1 -2 +1])
-1 x-1)(x+1)
Cx?-x+1
- +1

,emIR\{-1, 1}

Calculo auxiliar
1 -3 3 -1

‘ )

d)D={x € R:x®+5x°+7x%*+3x3# 0} =R\ {-3, -1, 0}

Calculos auxiliares

x4+ T4+ 3x3=0 & X33 +5x2+7x+3)=0
o x=0v ¥+5x2+7x+3=0

< x=0vix=-1vx=-3

Divisores de 3:-3,-1, 1, 3

1 1 -4 -3

‘1 4 3 |o0
+V16-12

2+4x+3=0 & x= >
42
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x* + 4x3 + 3x?

. _ x2(x2 + 4x + 3)
X8 + 5x° + 7x% + 3x3

Br+ D)2 +4c+3)
1
Cx(x+1)

__1 3 _
_x2+x,em R\ {-3,-1, 0}

3.

alD={xER:x+h=0 A x#0}=R\[-h 0}

1 1 x-x-h_ -h 3
x+Ah x_x(x+h) x2+xh'emlR\{h'O}

bD={xeR:x-3%0 A x2-9=0}=R\{-3, 3}

L2 :x+3—2:x+1
x-3 x2-9 x2 -9 -9

em IR\ {-3, 3}

cD={x€R:x2-9=0 A x2+3x#0}=IR\{-3,0, 3}

._ 6 P 6 x
-9 x2+3x (x-3)x+3) x(x+3)
6 1
_ " _
x=3)x+3) x+3
_ B6+x-3
C (x-3)x+3)
B x+3 _
C x-3)x+3)

-1 emR\(-3,0 3]
x-3

dD={x€R:x-2%0 A x2-5x+6=0}=R\ {2, 3}

Calculo auxiliar

5+V25-24
2

x2-5x+6=0 & x=

5+1
2
& x=2vix=3

.x—2 x2-5x+6 x-2 (x-2x-3)
_x=3+x-1 _
x=2)(x-3)
-4

(x=2)x-3)
20c-2

(x=2x-3)

2
——x_g,em R\ {2, 3}

1 x-1 1 x-1
+

e D={xER:x2+5x+6+#0 A x2+4x+3=0}=
~R\[-1,-2,-3]
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Calculos auxiliares
_54+\/95_24
'x2+5x+6=O<:>x=—5_ 225 %
<:>x=_5i1
2
& x=-2 v x=-3
-4+V16-12
'x2+4x+3=0<:>x=f
@x:—4i2
2
& x=-3vix=-1

x+1 x+2 _
X2 +5x+6 x2+4x+3
x+1 x+2

T+ h+3)  k+I+ )
x+D)x+1)+x+2)(x+2)
(x +2)(x +3)(x +1)
A+ 1+x2+4x+4
(x+2)(x+3)(x+1)

22+ 6x+5
(x+2)(x+3)(x+1)

,emR\{-1,-2,-3}

4,

AD={xERx+5%0 A 2°-2x=0}=
=R\{-50,-1,1}

Calculo auxiliar
23 -2x=0 & 2x(x2-1)=0

o x=0vx=1lvx=-1

L y x+5 _ 2x(x +5)
x+57 23-2x  (x+5) 2x?-1)

N £ 0 -
—x2_1,emIR\[ 5,0,-1,1}

BD={xERx+3%0 A x2-120}=R\[-3,-1, 1}

.x2—x—2 x2+6x+9 (x-2)x+1)(x+3)2
x+3 -1 @+3r-1Lx+1)
_ (x=2)x+3)

- x-1
_ x2+x-6

o ox-1

cemR\{=3,-1,1}

Calculo auxiliar
1+£+V1+8
2
1+3
2
& x=2 vx=-1

2

x’-x-2=0 © x=

= X=
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gD={x€R:x2-5x-6+#0 A 2x2+12x =0} =
=R\{-6, -1, 0, 6}

Calculos auxiliares

5+ V725 + 24

+x2-5x-6=0 & x=
X X X 2

5+7

& x=
< x=06 v x=-1

*2%+12x=0 & 2x(x+6)=0

< x=0vx=-6

Calculo auxiliar

x 5 0 & x(x+5)-5(x-5) _

x-5 x+5 (x=5)(x+5)
x?+5-5x+25 _
(x=9(x+5)
x2+25
(x=5)(x+5)

=0, que é uma equacgéio

impossivel em R.

¥-36 « x4-1 _
2-5x -6 2%¢+12x
(x-B)(x+6)(x-1)(x+1)(x2+1)

_ ) _
B (x—B)(x + 1) 2x(x + 6) -

_ (c-1)(x2+1) _
2x
3_,2 _
T 2CHL em R\ (-6,-1,0, 6]

5.

AD={xER:x-2#0 A 4-x2%0 A x¥?-9=0}=
=R\ {-3,-2,2,3}
.x2+3x.x2—9:x2+3x 4 —x?

x-2 4-x2  x-2 9
_ x(x+3)(2 x)(2+x) _
(x=2)(x=3){x+3)
_x(2+x) _
x-3
xz 2x,emIR\{ 3,-2,2, 3]}
x-3

DD={xeR:x*#0 A 5x#0 A x>+1=0}=R\ {0}

x4 -1
K :(x4—1)5x:
x2+1 ¥(2+1)
5x
_ x-1)(x+1)x2+1)5 _
Bx2+1)
_S5x-1x+1)
3
_5x2-5
i ,em R\ {0}
c)D= {xEIRx 5#0Ax+5%0 A ——— 5 ;:0}:
x-5 x+5
=R\ {-5, 5}
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.x+5.x_5:
x-5 x+5) \x-5 x+5

_ x(x+5)+5(x-5) . x(x+5-5(kr-5 _
(x=5)(x+D5) (x=5)(x+5)
x2+5x+5x-25 x2+5x-5x+25

k-5(x+5 (x-5)x+5)
C2410x-25  x2+25
© (x-5)x+5)  (x-5x+5)
_ x2+10x-25 o (x-5)Kx+5)
"~ (x-5)(x+5) 2+25

_ x2+10x-25
R ,em R\ {-5, 5}
6.
1 4 1_ Sr—4x(x+2)+3(x+2) _
a)x+2 3+x 0 < 3x(x +2) 0
3x—4x2-8x+3x+6 -0
3x(x +2)
—4x>-2x+6 -0
3x(x+2)
& ~4x2-2x+6=0 A 3x(x+2)#0
& 22+x-3=0Ax20 A x#-2
_1+V1+24
@x—f Ax#EO0 A x%-2
<:>x=_1:5/\xi0/\x¢—2
3
C><x=—5vx=l>/\x¢0/\xi—2
@xZ—%vxZI
_[_3
C.S.—{ 2,1}
b) £ 1  6-5h
X2—4 x-2 4-x?
o ¥ 1  6-h -0
X2—b x-2 4-x2
x? 1 6 -5
e - + =
x=2x+2) x-2 (x-2Ax+2)
x2-x-2+6-5x _0
(x=2)(x+2)
13



o x2—Bx+4
(x=2)(x+2)
& x2-6x+4=0 A (x-2)(x+2)=0
6+V36-16
2

6+2V5
2
= (x=3+\/§ vx=3—\/§) AXFLAXEL
o x=3+V5vx=3-V5
cs.={3-V5,3+V5]

=0

& x= AXF2AXE2

AXFE2AXE2

o x-2 _ x+1 1
22-x-1 2x2+3x+1 2x+1
x—=2 x+1 1
© rec]) el o1 0
o =D D=1+ =Dl +D) _ g
(2 + D-1)(x + 1)
(k-2(x+1)

=0

2x+1)(x-1)(x+1)
& (-2 +1)=0 A (x+1)(x-1)x+1)#0

S k=2 v x=-1) A xi—% AxzELA x=-1

& x=2
CS.={2}
Calculos auxiliares
'sz—x—l=0<:>x=w
<:>x=—5vx=1
224 3x+1=0 & x= 3i49‘8
(:}x——%vxz—l
3 1
@ 2 +x+2 l_x—2
3 1
S wrlpoy a2
3-x+1)x-2)-(x+1)
=0
< kt1)x-2)
3-x2+x+2-x-1 0
At (x+Dx-2) -
<+4

(x+1)(x-2)
x2+4=0 A x+1)x-2)=0

(=1
(=4
S x=2vx=-2) Axzt-1l Ax*2
S x=-2
C.S.={-2}

14

Calculo auxiliar

1+V1+8

2_x-2=0 = ==V="9 _g
X X ~ X 2

& x=-1vx=2

1

x-3

a) >0

21
x —o 1 1 3 oo
x-3 - -l --]-10ol =+
x2-1 + 0 - 0 + + +
;‘;:i - nd.| + [nd| - | O +

CS.=]-1,1[ U ]3, +oo[

x2-3x+2
b ——5 =0

Calculo auxiliar
3+V9-8

xX2-3x+2=0 < x= 2

S x=2vx=1

X -0 -2 1 2 +00
x2-3x+2 + + |+ 0| -|0O +
x+2 - 0 + + + + +
xz;ix2+2 - nd.| + | 0| -0 +

2
X e o X <
c) o = x-3 & o +x+3<0
3-x2+x2-2x+3x-6
& <0
x-2
x—3
<0
< x=2
x —o0 2 3 el
x-3 - -l - 1o +
x=-2 - 0 + + +
% + n.d. - 0 +
C.S.=]2, 3]
x2+3x x2+3x
d) x_4> 3 . x+3>0
X2+ 3x—x2+4x +3x-12
>0
012 0
x—4 -0
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x e % 4 oo h é positiva em ]-2, 0[ U ]3, +e°].
10v-12 B B B 0 . h é negativa em |-, -2[ U ]0, 3.
. 3x-6 _ x?-bx _
x—4 - 0 + + + b)j(x) =0 & 0-2 < 42 =0
10x-12 + nd |- 0 + 3(x—2) xx(x-5) _
x4 “2(x-5)x (2-x)(2+2)
CS ‘]—wyg[u]‘hﬂo[ S 3x-2)x(x-5=0 A 2x-5)x(2-x)(2+x)=0
S k=2 vx=0vx=5 Axz5 Ax*t2 A x*-2
g1 -1 1 1 1,1 .9 o x=0
x-x2 3 x-1 x(1-x 3 x-1 T
3+ x(x-1)+3x -0 O zerodejéO0.
3x(x—-1) . 3x-6 _ x?-5x _
o) =0 ae T
-3+x?2-x+3x -0 X -
3x(x—-1) 3(x—2)xx(x-5)
w2 4+2%=3 0 —2(x-5)x(2-x)(2+x)
==
3x(x-1) _ 3x(x-2)(x-5)
(k+36-1) g 26-5)x -2 +2)
3x(x—1)
x -0 -2 0 2 5 +00
Calculo auxiliar ETE RN ol -+
e X — X — -
¥ +2x-3=0 & x= 2EVATIZ
2 3x - |- -Oo|+ ][+ ]|+]|+] +
s x=-3vx=1
2(x+2) - |0+ |+ |+ |+ |+ |+ +
o B 0 ) - 3x(x-2)x=5) | - |-|-|0|+|0|-|o] +
wrme-n| + ol -|-1-lol - 2Ax-5)x-2)x+2) | - |0|+|+|[+]0|-|0| +
3x(x-1) + + | +]l0o]|-1o + 2(x3f(;)(_x2—)(;)(_x512) + |nd| -0+ |nd|+ |nd| +
e I N IR LR IR LU B j & positiva em J—o2, ~2[ L]0, 2[ L2, 5[ L 15, +=].
j € negativa em ]-2, O[.
C.S.=]-0,-3[U]0, 1[ U |1, +oo[
tp)=0 o M=
8 x2—4x+3
B 4 5 3 (x+1)(x-3)x+3) -0
a)h(X)_O (=4 -3 +x2_3x—§—0 (x_l)(x_s)
o 43+ ° 5 _512 & k+1)x-3)x+3)=0 A x-1)(x-3)=0
- Xr=3) 5 & (x=-1vx=3vx=-3) Ax#l Ax%3
20x +25-3(x— 3) -0 B B
5x(x_3) <:>x—_l\/x—_3
- 17x+34 _ Os zeros de p sdao -1 e -3.
5x(x—-3)
< 17x+34=0 A 5x(x-3)%0 Calculo auxiliar
S x=-2Axx0 Ax%3 1 1 -9 -9
& x=-2 —1‘ 1 0 9
O zerode hé-2. ‘ 1 o - 0
* - 2 0 3 - Assim:
17x + 34 - O | + | + | + | + + WBHx2-9x-9=(x+1)(x?-9)=
5x(x - 3) 4 + 1+l o0 _ 0 N =x+1)x-3)(x+3)
17x+34
m - 0 + n.d. - n.d +
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x —oo -3 -1 1 3 +00
x+1 - - -0 |+ |+ |+ |+ +
(x=3)(x+3) + O|-|-|-|-|-1]60 +
xX+x2-9x-9 - O|+|0|-|-|-]0 +
x2—4x+3 + +|+|+|+|0]-]0 +
7"3;2"_2;%;9 - |o|+|o0]|-|nd|+|nd| +

p é positivaem ]-3,-1[ U ]1, 3[ U |3, +o[.

p € negativa em ]-o0, =3[ U |-1, 1].

16x—x5:
5-x2
& 16x-x°=0 A 5-x2%0

= x(16-x%=0 A x#V5 A x2-\V5

o x(4-x)(4+x2)=0 A x=V5 A x=-\/5

drix)=0 <

0

© k=0v4-x2=0v4+x2=0)ax#=V5Axz-\V5
- =
Eqg. impossivel em IR
S x=0vx=2vx=-2) Ax#V5 A x=-\5

S x=0vx=2vix=-2

Os zerosdersiao 0,2 e -2.

x |- |-VE -2 0 2 V5| 4o
x(4+x?)| - - =|=]=-]0+]|+|+]|+ +
4—x? - - |-|O0|+]|+|+|0O]|-|-] -
16x—x°| + + |+|0|-|O|+|O|-|-]| -
5-x2 - O |+ |+ |+|+|+|+]+]|0O]| -
lgx__xfs - |nd|+|0|-|0|+|0]|~-|nd| +

r é positivaem ]-V'5,-2[ U 10, 2[ U ] V5, +].
ré negativaem ], V5[ U1-2,0[ U ]2, V5.

Unidade 2 - Limites segundo Heine de funcdes
reais de varidvel real

Péginas 16 a 41

9.

a) [-1, 5]

b [0, 4] L [\/E %]

o [-2, 0] u{V2 ]}
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10.

a) Seja f a fungdo real de variavel real definida por

flx) = ( 41) e (x,) uma sucessao qualquer de ter-
X —
mos pertencentes a D¢= IR \ {1} tal que x, — 0.
Entao:
lim f(x,) = lim [—— ) =
! (¥, —1)2
_ m4  _
lim (x, - 1)2
= i =
1
=4

Conclui-se assim que}iLnO W =4,

b) Seja f a funcdo real de variavel real definida por

flx) = Lz e (x,) uma sucessao qualquer de ter-
(x-1)
mos pertencentes a Dy = IR \ {1} tal que x, — 1.
Entao:
lim fix,) = lim [——2—) =
! (x,—1)2
_ im4  _
lim (x, - 1)2
_ 4
=5 =
= 400

Conclui-se assim que lim _4& = +oo
a x>1 (x - ]_)2

M lim | fix) =lim . (x+1) =3
b, )=, (-5 +5) =3

Como lim_, f(x) =lim__f(x) = 3, entdo lim_f(x) = 3.
x—2 x—2 x—2

12.
a)iliny g(x) =)£|Lng+ 7=7
b) im _g(x)=lim _(x2-2)=7
x—3 x—3
¢) Como lim , g(x) = lim _g(x) =7, entdo lim_g(x) =7.
x—3 x—3 x—3
13.
a) D, =[x € R: 4 —x > 0] = |0, 4]

b) Seja f a funcéo real de variavel real definida por
h(x) = V4 - x e (x,) uma sucessao qualquer de ter-

mos pertencentes a D, = |-, 4] tal que x,, — 4.
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Entao:

lim h(x,) = lim V4 -x, =
—Vim (4-x) =
=V4-limx,=
“\V4_4=
=0

Conclui-se assim que lim4 V4-x=0.

14, Seja f a funcéo real de varidvel real definida por
fl) =

x2-1

pertencentes a D= IR \ {-1, 1} tal que x,, — +.

e (x,) uma sucessao qualquer de termos

Entao:

lim f(x,) = lim 24_ =

n
__ lm4
lim (x”-1)
_ 4 _
T limx’-lm1
4

(limx)* -1
= 4 =

+o0 -1
4

_+oo_

=0

Conclui-se assim que lim  f(x) =0.

X — +%©

15.
a) Seja f a fungao real de variavel real definida por

flx) =2~ 1 e
Y-
termos pertencentes a Dy = IR \ {1} tal que x, — 2.

(x,) uma sucessao qualquer de

Entao:

lim flx,) = lim (2 __3 ) _

xp—1

=lim 2 -lim =
Xn—
B lim3
lim (x,—1)
3 _
Climx,-lim1
3
zz_ﬁ:

Conclui-se assim que lim (2 _3 ) =-1
x—2 x—1
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b) Seja f a fungdo real de varidvel real definida por

flx) =2 - 1 e (x,) uma sucessao qualquer de
Y-

termos pertencentes a D;= R \ {1} tal que x, — +.

Entao:
. . 3
lim f(x,) =lim (2 - =
xp—1
=lim 2 -lim =
Xp—
_ im3  _
lim (x,—1)
= —73:
limx,—-lim1
= —_ 3 =
+oo -1
= 2 —i =
+oo
= 2— =

Conclui-se assim que lim (2 __3 ) =2

X — te x—l

¢) Seja f a funcéo real de varidvel real definida por

flx) =2 - —>

termos pertencentes a D= IR \ {1} tal que x, — 1*.

1 e (x,) uma sucessao qualquer de

Entao:
. . 3
lim f(x,) = lim (2— >=
xp—1
=lim2-Llim =
Xp—
_o__ Llm3 _
lim (x,-1)
= —73:
limx,-lim1
= - 3 =
1'-1
_ 3 _
=2-457=
=2- (+oo) =

=—o0

Conclui-se assim que lim_, (2 __3 > = —oo,
x—1 x—1

. . 1 e
a) limu, =lim (—1—?>=—1—0 =-1

Logo, im f(u,) =lim _f(x)=3
n— +o x—-1

A opgao correta é a (C).
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b) Sabe-se que lim  f(v,) =+, logo lim v, = 1*.
n— +w
Ora:
lim n? =+
lim (1 + l) =1*
n
lim (-n?) = —

lim (l —l) =1"
n

A opcao correta é a (B).

1.
_ -4 _ -9 _
a) lim +)‘(x)—)£|r%n71+ 10
. o B4 _ -9
)lEILn—l' f(x)_ilem—l_ x+1 O s

b) Como lignﬁ1+ flx) = limﬁl_ f(x), entdo nao existe

b, 1),

18.

alim_(f+g)lx)=lim_ flx)+lim  g(x)=++0=+»

b)iiinw (fxg)x) =JEiLn7°c flx) ><)Ei£)nm glx)=-2x3=-6

im  f(x)
o lim _(—f—> W= —a=i 2 g
x-4\g lim 7g(x) 400
x—4

dlim _ (f()?=(lim {02 = (-22=4
ellim . V) = Viim_ glx) = Ve ==
f)lim_ Vi) = Vlim_ fx) = V0=0
19.

. . -3 -3 -3
a’}@w fr) =lim__ I Rl e

. . 2 2
_ 32\ (432 —yo_Q=
)E'[)n-mc gx) )Elinm (x x) (+0) o 00— 0 =+

lim  f(x)

Blim 10 sow™ 0 g
x>+ glx) lim_ gl) +oo
i 00 I e
x>+ fx) lim__f(x) 0

20.

a) liLnﬁ1 (4x3+x2+5x-2) =
=4 x (13 +(-1)2+5x% (-1)-2=
—4+1-5-2=
--10

118

b) lim (x2-3)=(—0)2 -3 =40 -3 =+

X — %

43 (P43 o

dim, " =5 3=
. x __ 0 _
M7 =7-07°
l+3 L+3

e) lim - _0+3_,
X—+® x4 (o) +00

, 2x B 2x5 10
Blim e —x ~ 3-vo-5 3.2 10

2.-1<sen(4x)<1,VxER

lm ==
xo+e x2+ 2x-10 4o

. sen (4x)
Logo,xULnJroo 240,-10 0.

22.lim (x2+4)=5

x—-1

Logo, lim _g(x?+ 4) =lim_g(x) =-2.
x—-1 x—5

T
"

= 6]

Logo, lim__ tg ) = lim r\ gy =+
x—2" x y— (;)

23. Sejay =

24,

-9 . (x-3w+3) . x+3_6_3
i e T LA
2 _ — _
blim =5 +6 w23
x— x2—§x+l x—2 (x—2)x—l

2 2
—tm, 223 -1 . 2
x—2 _l é 3
79 2
elim =26 _ oy =203 o=
x— x—2 x—?2 x-2 x—?2
. x*—b5x+6 (x=2)(x-3)
d) i =
¥>2  (x=2)3 $52  (x-2)3
x-3 -1
= = — =00
2 (x-2)2 0
2 _ _ — _
ollim =20y o D=8) g, x23
x—2 (x—2)2 x—2 (x—2)2 x—=2x—2
Limites laterais
iy, =216y 2231
x—2" (x—2)2 x—2" x— or
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lim x*-5x+6 —lim x-3_-1_ — oo
x—>2 (x—2)2 x—»2x-2 O
. x2-5x+6 . x2-5x+6 ~
Comolim ————— #lim_ ——————— entéo
-2 (x=2)2 -2 (x—2)2

- . . x2-5x+6
nao existe im ———
x—2 (x— 2)2

x-1)x2+x+1)

flim [(xs “1)x 1})(] - lim

—(x-1)
= lim1 (x2-x-1)=-3
25,
1
. X Y X’ — i x _0_
s et e o TRl sl Bl
x2
o1 1y, ox-1_ 4
i (3]t 51
26.
=-8+2=-6

allim _f(x)=lim _ (3~
bllim__f(x) =lim__

=lim [x4(1—§+i>]=+oox(l—0+0)=

(x*-3x+1) =

X — toe X _x4

c)iiin_oc flx) ZJEiLTLac (x3-x) :yin_w (x(x?2-1)) =
=00 X (+oo) =—©

d) liLn0+ flx) = liLn0+ x*-3x+1)=1

i fi) =t ) =0

Como lim, f(x) = lim__ f(x), entdo ndo existe lim_f(x).
x—0 x—0 x—0

21.
g-2 .
a) lim =lim r -2 -8
x40 L—x x—+® i—l -1
X
7 1
2-—+—=
. 2 —7Tx+1 x X 2
b) lim =1 ===2
A )
2
x+—+i
dlim 2Ly x 2 _
x——» —x2 x =~ 3 1
h
-0 +0+0
"7 o1 7
. . 11
d)ilinmx?»_ _i'inm 1 _+oo—0_0
2
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28.

4x
ali 2+1 B 8x%+4x
xILnfOC x2 _xILnfOC 4+)c2 B
24+ 1
8x+i3
=lim T -
X — l+i 1
2
. 1 2
b) L == =
)x|—>m—°°<3x+ Xx) x> 3x2+ x
=lim -+
X — 3+l 3
X
. _ X2+ 2x
c)ilinm [x2+ X(X+2)] )E'an 2+l

2. 1i x-3 i x-3 Vx+V3 3
Uy = (VevE VeV )

i E3(Var V)

x—3 x—-3

3+V3=2V3

= lim,_ (Vx+V3) =

30.
a)yinw(\/m_\/)ﬁ):
=Llim x 2+§ - Jx 1_l =
oo ({22
i (V2 vi o)
—ilr_T>1+x|: (\/—:_\/Ii)}
b)ii_)mm( \/2x—+3§:;/ﬁ ):
243 \/ 1
gELLS \/<2 x3?€+2 <l x> -
Vi 2+——\/_ 1_;
:yinﬂc 3x+2 B

19



AFE )

:lim+ \/_ \/_
X — %
3
(Vi)
/ 3 o1
2+=-_[1-=
1 +x X B \/E—l
LU N 2 T 40+ 0
X
Vx
. 2x-1 2x-1 B
¢) lim > lim =
X — 4o x4+ 2 X — +®© )
x2(1+—2>
X

2-1 2-0
X —
=lim = =2
X =+ ) 1
l+—2
X
d) lim 2x2 lim 21 =
X — =% X<+ X — =% 2
X2<1+—2)
X
x<z-l>
. 2x-1 . X
=lim —————— =lim
X ——% X —
[x] /l+x—22 —x l+x_22
y ,
X _
=lim - =——=-2
X — - 9 1
1+=
2
. 2x-1
e) lim =
o V/x242+ Va2 +1
Y 2x-1 _
_|_|£)r]Jroo =
! 2 1
\/x2<1+; + x2(l+;>
0 -1 _
=lm,, -
x| 1+%+ x| 1+?l
=lim -l =

X — +%0
2
X l+—2+x
X

=lim

X —> +oo
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1
=lim ol -0 =1
X — 4% ) 1 1+1
1+=5+ 1+
x x?
fli Vx-3 l Vx-3 Vx-3 \ _
xILn x2 _xILnB x2-9 x-3 )
Clim ——X=8
s 2-g V-3
y x—-3
T -3)+3) V-
N S |
:yins (x+3)" ,—x—3 :—6X0+:+OO
i 5x-5 lim 5x-5 x2-1 B
gim, x2-1 x—>1<\/x 1 Vae-1 )_
L (Gx-5 Vx2-1
=lim > =
x—1 x-1
i 5(x-1) Vx2-1 B
N k-1
. 5Va’-1  5x0
sim oy T 70
. xZ+ 3x
h) lim
=0 V3x+2-Vx+2
y x%+ 3x V3x+2+Vx+2\
"X'To<V3x+2—vx+2XV3x+2+\/x+2>"

=lim

(2 +3x)(V3x+2+Vx+2) _

¥=0 3x+2-x-2

— lim x(x+3)(V3x+2+Vx+2)
x—0 2

—lim (x+3)(V3x+2+Vx+2) _
x—0 2

- 3x (V2+V2)

2

2 2
i) lim_ —~

2 _
im 2x2)(x+\/§c)
x—0 Xc—Xx

R ——

=yT0 x-1
= _2_>1<O =0
31
i, =5 -tim, 353

=3V2

xt -

2 _ AT =
x—)Oﬁ_JIEILnO< -V X xivVi )T

(-2 +Va) _

x(x=2)(x + \/)_c) _

2x

x+Vx
)
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bl tim,_ =2

x>2 2-x

Limites laterais

. [x—2| x-2

yinz* 2-x _)IE—>2 2-x 1
lim Ix -2l - —x+2 -1
x—2 2—x x—>2 2-x

Como tim_ X221 4 im ) lx=2| , entdo nao existe

x—2 -X x—>2 2-

lim Ix—2|

y—2 2—x

ol 4 + |x|

x—0 X

Limites laterais

i Al 4

x—0"  x 0t

. b+1xl 4

lim 5 ==

x—0 x 0

Como lim 4+ Il # lim 7M, entdo ndo existe

x—0" X x—0 X

. 4+ x]

lim .

x—0 X

d) lim

x—0 x—0

X x| X x|

<x2_10x+ Va2 )zlim <M+|—X|—)=

=lim (x-10+1)=0-9=-9
x—0
[xI-3 0-3 1

My 2 90" 3
. xI-3 . x—-3

0l =1 =

Mim, 9o =lim, (3-93B+x)

—lim < -1
x—>0 3+x 6

32.

a) |.|m |5x_ 2x2| — im _5.X+ 2x2 —
x—+e By +3 (E)x%ﬂc 5x+3
= lim 7("5%’6)’“ =

X — +0 <5+_)x
X
=lim 2 _DEE
X =+ 542 5+0
X

+bx-2x?=0 & x(5-2%x)=0 & x=0 v x:E

Calculos auxiliares

5x-2x2 se 5x-2x2>0
« |5x - 2x2| =
-5x+2x? se 5x-2x2<0

5x—2x2 se OSxS%

-5x+2x? se X<0VX>§

AS‘\ Fxpoente”~ Dossié do Professor

2
/o N
. 12x - 1 , 12x - 1
b) lim; —— =1lim1
2 V22-5x+2 23 V(2x-1)(x-2)
. 12x -1
=lim1 =
X%? x_2
-1
| N
=lim1 1 =
x—); x_2
2%-1
33.
. . Vx-2
a))IEILn+oo flx) )EILn o x—4
i [ Nam2 Va2
‘Hm( x—4 Vi +2 )‘
i x—4 iy 1 B
=i (- 4)(Vx+2) e Vis2 T
_1
===
. ~ B-64 B-64
b)xllgﬁ_w fr) = lim__ 4y =lim a1
B4
L x2 —00
= — = -0
XILn_x l_§+£ 1
X Xz

— 4)(x2 + 4x + 16
=

oy 41648
x—>4 x -4 0

Calculo auxiliar

Logo, x% - 64 = (x — 4)(x2 + 4x + 16).
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. Vx-2
£|T4*f()_ili>n4 x—4
i (Va2 Vxr2 o
_x|L>n4 ( x—4 X \/)_C+2 )_
x—4 1

1
= —lim ——— =1
RS (- 4)(Vx+2) e Vx+2 4

Como lim - flx) = lim4+ f(x), entdo nao existe

lim f(x).

x—4

Unidade 3 - Continuidade de funcdes
Péaginas 42 a 47

3.

ala & Dse yTa f(x) = b, logo a funcao f tem limite
guando x — a.

)lcirﬂa g(x) = b = g(a), logo a funcdo g tem limite
guando x — a.

lim h{x) =

x—>a
guando x — a.

b # h(a), logo a funcdo h nao tem limite

lim _i(x)

x—a
limite quando x — a.

=b=+c=Llim _ i(x), logo a fungdo i ndo tem
x—>a
lim j(x) = b=j(a), logo a funcdo j tem limite quan-
xX—a
dox—a.
im _k(x) =+ = b=Llim _k(x), logo a fungdo k ndo
x—a

x—a

tem limite quando x — a.

b)a & Dy, logo ndo faz sentido falar de continuidade
de fema.
lim g(x)
x—a
A funcéo h nao tem limite quando x — a, logo nao
é continuaem a.

= b = g(a), logo a funcdo g é continua em a.

A funcao i ndo tem limite quando x — a, logo néo é
continua em a.

limuj(x) = b = j(a), logo a funcéo j é continua em a.
X =

A funcéo k ndo tem limite quando x — a, logo ndo
é continua em a.

35. Para que f seja continua em x = 1 terd que se veri-
ficar liml fx) = f(1).
xX—>

i flg = lim 25 = i (2720000

x—1 x— x—1 x-1

=lim («x-1)=-2
x—1

Assim, bk=-2 < kz—%.
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36.

a)ii:ny fix) = l|m (4-x)=1
lim_, flx) = yg@ x-2)=1
f3)=1
Como lim__fx) = lim_, f(x) = f(3)

tinuaem x = 3.

=1, entdo f é con-

h) ii_}mﬁl_ glx) = lim m (x2+3) =

. 1
i@—fg( )‘i'ﬂ”_l x+5 4
(

Como lim _g(x) = lim _, g(x), entdo g ndo tem limi-
x—-1 x—-1

te quando x — -1, logo g ndo é continua em x = -1.

3l
. o x2-&x+5 . (x-1Kx-5) _
A, o=, I T T
-, (v-5) =~
1) =4
Como liTl f(x) = f(1) = -4, entdo f é continua em
x=1
. X _
b’i‘ﬂ“wg( )_yg}o W_y—m ;_1

. X X _
tim_gl) =lim - 5=lim —==-1

Como lim0+ g(x) = limo_ g(x), entdo nado existe
X = X =
limO g(x), logo g ndo é continua em x = 0.
x—
N ) = lim — e
cxIEJZ+ (X)_XIT2+ 3-V2x+5 -
x3-8 3+V2x+5

=lim_, ( X ) =

iml 3-V2xs5 X 3+V2ee5
S
_ 2
g
e
-t

Calculo auxiliar

1 0 0 -8
2 4 8

|1 2 4 [o

Logo, x® -8 = (x—2)(x2 + 2x + 4).

2

lim_ h(x)=lim_[x-3]=

x—2 x—2

Como lim__h{x) # lim__h(x), entdo ndo existe
x—?2 x—2

LiLn2 h(x), logo h ndo é continua em x = 2.
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38.

. 11
a’i@o* fla) = lim | Pl

i —im 1=L__

)E'Lnoff(x)_ymom_[r_ *

Como lim0+ flx) = limof f(x), entdo nao existe
l‘imO f(x), logo f ndo é continua em x =0.
i, g = im0

g(0)=-1

Como limO g(x) = g(0), entdo g ndo é continua em
x=0.

= |

bl tim_ (Fx )(x) =Lim_ ( Xx) -1

(fxg)(0)=-1x(-1)=1

Como limO (fxg)x)=(fxg)0)=1entdofxgé
x =
continua em x = 0.

39. Por exemplo, f(x) = — 1 ¢ uma funcdo racional
X

+1
continua em R.

40.

a) No intervalo ]1, +o[ a fungo é continua, por se tra-
tar de uma funcéao polinomial.
No intervalo ]-o, 1[ a fungéo é continua, por se tra-
tar de uma fungao afim.
im , f(x) =lim  (x?+2x-3)=1+2-3=0
x—1 x—1

im f(x)=lm (-2x+2)=-2+2=0
x—1 x—1

fll)=12-2x1+3=0

Como lim__ f(x) = lim__ f(x) = f(1) = 0, ent&o f é con-
x—1 x—1

tihuaemx=1.

Logo, f é continua em IR.

b) No intervalo |-, O[ a fungao é continua, por se tra-

tar do quociente de duas fungdes continuas: uma
gue é a composta da funcgao raiz quadrada com uma
funcdo polinomial e outra que é uma funcao afim,
gue nao se anula no intervalo considerado.
No intervalo ]0, +[ a fungéo é continua, por se
tratar do quociente de duas fungdes continuas,
ambas polinomiais, cujo denominador nao se anula
no intervalo considerado.

\/+2 _
Um_ g() =lim —X =lim Z*=1
x—0 x—0 X x=>0" x
lim_ gl) =lim —5t% XD
x—>0+g x— 0" x3+3x2+2x x—>0*x(x2+3x+l)

—lim —X*tl
x—0" x2+3x+1
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Como lim__g(x) # lim__ g(x), entdo ndo existe
x—0 x—0

limO g(x) , logo g ndo é continua em x = 0.

X —>

Logo, g é continua em IR \ {O}.

41, Nos intervalos ], O[ e ]0, +[ a func&o é conti-
nua, por se tratar do produto de duas fungdes con-
tinuas: uma que é uma funcao trigonométrica e
outra que é a composta de uma funcdo trigonomeé-
trica com uma fungao racional.
f(0)=0

Uma vez que lim0 (senx) =0 e que -1 < sen 1 <1,
X —> X
V x € R, entdo lim_f(x) =lim (sen xsen l) =0.
x—0 x—0 X

Como lim (sen x sen l) =f(0) =0, entdo f é conti-
x—0 X
nua emx = 0.

Logo, f é continua em IR.

42. No intervalo ]-o, 2[ a func&o h é continua, por se
tratar de uma fungdo quadratica.
No intervalo |5, +[ a fungdo h é continua, por se
tratar de uma funcao constante.
Uma extensdo de h a IR que seja continua pode
ser, por exemplo, da forma:

x2—4x+3 se x<2
hix)={mx+b se 2<x<5
10 se x>5

Assim, lim_h;(x) = h(2) =-1 e lim_h;(x) = hy(5) = 10.
x—2 x—5

Logo, os pontos A(2, -1) e B(5, 10) tém de perten-
cer ao grafico de y = mx + b.
_h(B)-h(2) _10+1 _11

5-2 3 3

Logo,y=1—31x+b.

Como A pertence a reta:

1 25
a=oip o p-2
3~ < 3

Logo y—£x—2—5
1 - 3 3 .

x2—4x+3 se x<?2
Assim, h;(x) = 1—?}x—2—35 se 2<x<5b.
10 se x>5

43. No intervalo ]—, O[ a funcéo é continua, por se

tratar de uma funcao constante.
No intervalo ]0, 4[ a func&o é continua, por se tra-
tar do quociente entre fungdes continuas: uma é a
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diferenca entre a fungdo raiz quadrada e uma fun-
cao constante, a outra é uma funcao afim, que
nao se anula no intervalo considerado.

No intervalo ]4, +o[ a funcdo é continua, por se
tratar de uma funcdo constante.

Para que f seja continua em x = 0 terd que se veri-
ficarii@0 fx) = f(0).

f0)=a

o Vx-2 1

ilgqof()_ilgo x—4 2
. 1
Assim, a ==
ssim, a )

Para que f seja continua em x = 4 terd que se veri-
ficar lim4 fx) = f(4).
x—

fl4)=b
Vx-2
L =1 =
xILn f(x) xILn4 x—4
=lim \/;_2 X \/;+2 =
_x—>4< x—4 Vx+2 >_
x—4 1 1

=lim =lim ——F ==
Pt (x_4)(\/;+2) x4 Vx+2 4

. 1
A yb==—.
ssim 4

Unidade 4 - Assintotas ao gréfico de uma fungéo
Péginas 48 a 62

44. Uma vez que a reta de equagdo x = 2 é uma
assintota ao grafico de f, que f é positiva em todo
o seu dominio e que Dy = |-, 2[, tem-se que

tim, 1=
L -1
0go, llm2 m—;—o

A opcao correta é a (C).

45.

a) D,= R\ (-3, 3]
A funcdo g é continua em IR \ {-3, 3]}, pois é o quo-
ciente entre duas fungdes continuas (ambas poli-
nomiais).
Apenas as retas de equacgdes x = -3 e x = 3 séo
candidatas a assintotas verticais ao grafico de g.
lim _g(x) =lim 2¢-n-12_12_
x—-3 x—-37 )C2—9 0*
A reta de equagdo x = -3 é uma assintota vertical
ao gréfico de g.

14

lim_gte) =lim_ 222712 _ iy 26°-226)
X3 x—3 »-9 13 x2-9
Cim 26-3)6*2) . 26+2) 10 5
x>3 (x-3)(x+3) r-3 x+3 6 3
U o= lim, 2 <, 22250
i 26-3)+2) . 26+2) 10 5

¥—3 (x-3)x+3) -3 x+3 6 3

A reta de equagdo x = 3 ndo é uma assintota verti-
cal ao grafico de g.

b) D,=R\{-1, 1}
A fungdo h é continua em R \ {-1, 1}, pois € o quo-
ciente entre duas fungdes continuas (ambas poli-
nomiais).
Apenas as retas de equacgdes x = -1 e x = 1 séo
candidatas a assintotas verticais ao grafico de h.
tm, i) =t 77 =
A reta de equacdo x = -1 é uma assintota vertical
ao grafico de h.

= 400

lim_ h(x) =lim S
x—1

x e —
x>1"1-x2 0O
A reta de equacdo x = 1 é uma assintota vertical ao
grafico de h.

¢)D;=R
A funcdo i é continua em IR, pois é o quociente
entre duas funcdes continuas (ambas polinomiais).
Logo, ndo ha assintotas verticais ao gréafico de .

46. Como a reta de equacdo y = x — 1 é uma assintota
ao gréafico de f e Dy=IR*, entédo
m (fx)-x-1)=0 o lim (fx)-x+1)=0.
X — +oo X — +o

A opcao correta é a (B).

4]. Como a reta de equacdo y = 2 é uma assintota ao
graficode fe Df= IR*, entédo lim+ flx) =
X — %o

1
Logo, l|m — =
90 f( ) 2
A opcao correta é a (D).
48,
aD=R\{2}

Assintotas verticais

A funcao f é continua em IR \ {2}, por se tratar de
uma funcéo racional.

S0 a reta de equacdo x = 2 é candidata a assintota
vertical ao gréfico de f.
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A reta de equacdo x = 2 é uma assintota vertical ao
gréfico de f.

Assintotas horizontais

3.1
im f) =tlm 2L (im 5 _30_4
X =+ X—o+e X — A 1-
X
1
3__
- X 3-0

L'Ln_oof(x):i@—m x-2 :.!EILn—DO 1_2 :l—O =3

X
A reta de equagdo y = 3 é uma assintota horizontal
ao graficode f.

B Dgle\{—%}

Assintotas verticais

A funcao g é continua em R \ {— %} por se tratar
de uma funcao racional.

S6 areta de equagédo x = —% ¢ candidata a assinto-

ta vertical ao grafico de g.

lim - g(x) = lim SR —
(8-t 2o
A reta de equacdo x = - %é uma assintota vertical
ao gréfico de g.
Assintotas horizontais
- TS R
)Elgnmcg(x) _xl|£>n+oo 2x+1 N ) =0
- I S U
im g =tim 1 =0

A reta de equagdo y = 0 é uma assintota horizontal
ao grafico de g.

1
D,=R\!{=
c) h \{2}
Assintotas verticais

A fungdo h é continua em R \{%] por se tratar de
uma funcéo racional.
S0 a reta de equagdo x = % é candidata a assintota

vertical ao grafico de h.

. . 4x+3 5
l - h = l - = — = —
x|_>m( ; ) (x) xl_)m( ; ) 1 0"
A reta de equacdo x = —; € uma assintota vertical

ao grafico de h.
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Assintotas horizontais

3
43 YT 4e0
)IC.ILﬂ+wh(x)=}ILﬂ+w2x_l=Jc.ll’l‘l+m 2_; =2—O=2
X
443 4+ 440
im h) =lim 22— jim = Y9
X — 0 x—>-0 x— ¥ o 4 2-0
X

A reta de equacgdo y = 2 é uma assintota horizontal
ao grafico de h.

49.0,= R\ [-4]

Assintotas verticais

A funcao j é continua em IR \ {-4}, por se tratar do
quociente entre duas fungdes continuas.

S0 a reta de equacgdo x = -4 é candidata a assinto-
ta vertical ao grafico de .

2¢-3 _ 11 _

yin—fj(x) :yin—f x+4 o
A reta de equacdo x = —4 é uma assintota vertical

ao grafico de j.
Assintotas horizontais

[2x-3] . -3
lim

lim j(x) =lim

X —> +o0 x—+o x+4 T X x+4 B

3

2_2

. X

=lim =2

X —+® 4

1+—

X

A reta de equagdo y = 2 é uma assintota horizon-
tal ao grafico de j.

im j)=tim 1230y 233
x—>—ooj Cxo x+4  xo—o x+4
_2+§

X

A reta de equacgdo y = -2 é uma assintota horizon-
tal ao gréfico de j.

90. Uma vez que Dy = R* e que a reta de equagao

y = 2x + 4 é uma assintota ao gréfico de g, tem-se
glx)

guelim =—=2equelim (g(x)-2x)=A4.
X — +© X X — +%©
Logo, lim [_g(x) X (g(x) = 2x)} =
x—+o| X
—tim 9% lim (g -29=2x4=8.
x—>+© X X —+o

A opcao correta é a (C).
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al.
a) Df =R \ {_2]

Assintotas verticais

A funcdo f é continua em IR \ {-2}, por se tratar de
uma funcéao racional.

S0 a reta de equagado x = -2 é candidata a assintota
vertical ao gréfico de f.

. L %+6 . 3(x+2)
ian_T flx) = .Llin—zf (x+2)2 i@—zf x+2)2

= lim _ 3.
x—>-2 x+2 0

A reta de equagdo x = -2 é uma assintota vertical
ao gréfico de f.

Assintotas n3o verticais
o) _ ey 320

m:}[)nm x  xowe x(x+2)2
3.6
TR TR e SN « S
_xL>+oo x3+4x2+4x _xL>+°° :|_+i+i B 1_
X x2
L T e
b=lim  f)=im o=
3 6
—tim —*8 e - _0_g
X — +oo x2+4_x+4 X —+© 1+i+i 1
X x2

A reta de equacgado y = 0 é uma assintota horizontal
ao gréfico de f.

Quando x — —», 0s calculos sao idénticos e obtém-
-se a mesma reta.

b D, = R

Assintotas verticais

A fungdo g é continua em IR, por se tratar de uma
funcdo racional.

Logo, o seu grafico ndo admite assintotas verticais.

Assintotas nao verticais

3
m=lim 98 _y 27Fx
x—>+o x X =+ x3+x
1
2+
. 22
= lim T =<=2
x—+» 1+—= 1
x2
L . A3+ x B
b—)&lgn+oc [g(x) — 2x] _)E'an( 21 —2x>_
—lim 2x3 +x - 2x3 - 2x —lim X
g Y2+1 T Xt x2+1 B
_1
X
=lim 1 2920
X — +® 1+—= 1
)C2

A reta de equagdo y = 2x é uma assintota obliqua
ao gréafico de g.
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Quando x — -2, 0s célculos s&o idénticos e obtém-
-se a mesma reta.

¢)D,=R\{-1,1}

Assintotas verticais

A funcgédo h é continua em IR\ {-1, 1}, por se tratar
de uma fungao racional.

As retas de equagbes x = -1 e x = 1 sdo candidatas
a assintotas verticais ao grafico de h.

im_ hg=lim 2248 _1_
x—-1" -1 x2-1 o+
A reta de equagdo x = -1 é uma assintota vertical

ao grafico de h.
2 +4x+3 _ 9

i'L“r h(x) =i|£>nr a1 F:_oo

A reta de equagdo x = 1 é uma assintota vertical ao
grafico de h.

Assintotas n3do verticais

. hkx) . 22+ 4x+3
m=lim ——=lm —F——=
x—+e  x X — +% xs—x
2,4.3
x x2 X3 0
=lim 1 = =0
X — +oe 1__
2
3 22+ 4x + 3
b=tim,_ i =tim_ 2575
2+i+é
x  x? 2
=lim 1 ===2
X =+ 1__
2

A reta de equagdo y = 2 é uma assintota horizontal
ao grafico de h.

Quando x — —», 0s calculos sdo idénticos e obtém-
-se a mesma reta.

d ;=R\ {-3]

Assintotas verticais

A funcdo j é continua em IR \ {-3}, por se tratar de
uma funcao racional.

S6 areta de equacdo x = -3 é candidata a assintota
vertical ao gréafico de j.

im o) =lim 223 _21_
xa—B‘j x—>-3 x+3 O

A reta de equacdo x = -3 é uma assintota vertical
ao grafico de .

Assintotas nao verticais

iy Jbe) K2+3
m_)lc.[)nﬂo X _)E[>n+oox2+3x_
3
2+—
Cim 22,
X — +0 1+§ 1
X
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L . _ 2x2+3 _
b=tim_ [ix =24 =tim,_(575-2¢)-
. 2x2 + 3 - 2x2 - Bx Ly —6x+3
xlmﬂo x+3 _x[>n+co x+3 -
_6+§
— | X __~
)l[.ILnM 1+§ h 1 6
X

A reta de equagdo y = 2x — 6 é uma assintota obli-
qua ao gréfico de j.
Quando x — —», o0s calculos sdo idénticos e obtém-
-se a mesma reta.

e)DPZ{xEIR:9x2+5x20 Ax+1=0}=
:<:|—oc,—%:|u [O, +oo[>\[_]_}

Calculo auxiliar

9x2+5x=0 < x(O9x+5)=0 < x=0 v x=—§

A

_5 0 X
9

Assintotas verticais

A funcdo p é continua em D, por se tratar do quo-

ciente entre duas funcdes continuas.

S6 areta de equacado x = -1 é candidata a assintota

vertical ao grafico de p.

. . V 9x? + bx

lim pk) =lim ———7F——=

x—-1 x—-1 x+1
_2_
=5

—00

A reta de equagdo x = -1 é uma assintota vertical
ao grafico de p.

Assintotas ndo verticais

T plx) . VOx?+5x
m=Llm —=Ilim —— =
X — +% X X — too xXc+x
w2 (9+2 il [9+2
= lim L —im —* -
X =+ xX‘+x X =+ xX“+x
5
x /9+§ 9+;
=lm ——* —|im =
X+ x(x +1) X —> -+ x+1
+o0
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x — +o0 x —+00 x+1
(942 il 9+
: vy X _
ilinm x+1 —)&ILYLOC x+1 B
5
x /9+é 9+;
=lim —]_x—lim =
X — +oo x(1+_> X — +ox 1+_
x
_3_
=<=3

A reta de equagdo y = 3 é uma assintota horizontal
ao grafico de p.

plx) . VOx2+5x
PY) _ iy 2T oX

m=Llim Li > =
x—-© X X — - X“+x
hﬂ9+§) Il [9+2
=lim Y = lim x =
X — -0 x2+x X — - x2+x
9+ - Jo9+2
=lim —leim 2 =
X — % x(x+1) X —>—° )C+1
-3
= :0
—+0c0o

P x ——0 x+1
uq9+§) xl 9+
. x) x
R LU
5
-x 9+§ - 9+;
=lim 1x =lim 1 1 =
X —>—© X —> -0 4+ =
x<1+;) X
-3
:—:—3
1

A reta de equacgdo y = -3 é uma assintota horizon-
tal ao gréfico de p.

fiID. =R
A funcao r é continua em IR, por se tratar da com-
posta da fungéo raiz quadrada com uma fungao
polinomial.
Logo, o seu grafico nao admite assintotas verticais.

Assintotas nao verticais

0 ree) Viix?+1
m=lm —F=lm ———— =
x—o+e x X =+ X
/ 1
x2<4+—> le\/4+l
. X . X
=lm ——m————=lm ——=
X — 40 x X — 40 x
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=lim

X — +0

X /4+—
4+—=
X — +ow

—= =lim
b=lm [rkx)-2x]=lm (V4x2+1-2x)=

X — +ox X =+
V4x?2+1+ 2x
= 1 2 — —_— =
[}@m(vlm +1 2x)>< \/m+2x]
. 4x? +1-4x2 . 1
=M NVae 1+ UM N1+ T
40

A reta de equagdo y = 2x é uma assintota obliqua
ao graficoder.

) Viax?+1

m=lm —=lm ———F— =

X—>-© X X ——®© X
/ 1 [ 1
A4 += <
x( x) x| 4+x )

=lm ————— =lim
X — -2 X X —>-% X

X /4+l 1
=lim ——* =lim |- /4+=]|=-2
X =0 X X — - X

b= lm [r(x)+2x]=lm (V4x2+1+2x)=

X ——% X —>—%

Vé4x2+1-2x
= i 2 —_—— =
[i'i%(”‘*x L2 X Do, ]
0 4x? + 1 - 4x? 0 1 B
=am Viax2 +1 -2 M Va2+1-2¢ T
400

A reta de equagdo y = -2x é uma assintota obliqua
ao graficoder.

gl D, =R\ {5}

Assintotas verticais

A funcao s é continua em IR \ {5}, por se tratar do
guociente de fungdes continuas.

S0 a reta de equacdo x = 5 é candidata a assintota

vertical ao gréfico de s.
2-3 22

i =i x—:—:
tim_st) =lim_ == =g =

A reta de equacgdo x = 5 é uma assintota vertical ao
grafico de s.

Assintotas nao verticais

m=tim oy 2228y, 228
x>0 x  x—+o x|b=x|  x-+e x(-5+x)
Li X2 m — & =1-1
_xIL)n+Dcx2 5x XIL>n+oc l_é _l_
X
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52. Uma vez que lim _g(x)
x—-1

53.

(stx)—x) =1

im x?-3 -x|=
x—+o \ [5—x|

T x2-3 Y x2-3+5x-x? _
=lim -x|=lim ———— =
x—o+o |\ H4+x X — 00 x-5
S 53 5
. - . x _
=im, s TAmL T 5 T
X

A reta de equagdo y = x + 5 é uma assintota obli-
qua ao grafico de s.

T G B

-1 _
e T s TS 5oy
l -] =L
L Tarse 0L 405 TT
X

2_
b=lim (s +x) =lim (22 1y)=
x>0 xo- \ [5-x|

; x*-3 . x? -3 +5r—x?
=lim +x|=lm ————=
x—o==\ b-x x> 5-x
3 o 5
- x
:l. :l. = — :—5
XILTLC -X x[)n—w -1 +§ -1
X

A reta de equagdo y = —-x — 5 é uma assintota obli-
gua ao grafico de s.

= -0, entdo a reta de equa-

cao x =-1 é uma assintota vertical ao grafico de g.

A funcao g é continua no seu dominio, que é ], -1],
logo ndo ha outras assintotas ao grafico de g.

i g0 -2 1 gk _1_1

T e T2 O T T2
(:)—lim g_(x)zl

x—>-° X
< lim M=4
xX—-© X

Por outro lado:

lim (gx)-mx+1)=3 < lim (g{x)-mx)+1=3

X —> =0 X — —0

< lim (gx)-mx)=2,meR

x— 0

Logo, a reta de equagdo y = 4x + 2 é uma assinto-
ta obliqua ao grafico de g.

Di=R\{c}

Uma vez que f é continua em IR \ {c} e que a reta
de equagdo x = 1 é uma assintota vertical ao grafi-
code f,vemquec=1.

A reta de equagdo y = -2 é uma assintota horizon-
tal ao gréfico de f, logo a =-2.
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b
x-1
Como o ponto A(-1, O) pertence ao grafico de f,
vem que:
frl)=0 & 2+—2—=0

Tem-se entdo que f(x) =-2 +

-1-1
b_
& —2—2 =0
b
_:_2
<9
< b=-4

Assim,a=-2,b=-4ec=1

Aprende Fazendo
Péaginas 68 a 85

1. A funcdo f é impar, uma vez que o seu gréfico é
simétrico em relagdo a origem do referencial.
A reta de equagdo y = 0 é uma assintota horizontal
ao grafico de f quando x — —», logo ELn B flx) =

Como se pode observar no grafico de f, a funcdo f é
estritamente decrescente em IR*.
Por observagao do grafico de f, limo_ f(x) = —0, logo
X =
é falso que lim_ f(x) = +eo,
x—0

A opcao correta é a (D).

2.)&@2_ flx) = +o0
lim_ flx) =-2=f(2)
)&iin_w fx)=-2e lim f(x) =+, logo
lim_ i)+ im_fl.

A opgao correta é a (D).

3. A afirmacéo (A) é falsa. Para a funcéo f ser conti-
nuaemx =@, sendo a € Dy, tem-se

lim f(x) = lim__f(x) = fla).

A afirmacéo (B) € falsa. Se a & Dy, a fungéo f pode
ter limite no ponto de abcissa a e ndo é continua
nesse ponto.

A afirmacaéo (C) é falsa. Se a & Dy, mas
lim _flx) =lim _ f(x), entao existe lim f(x).
x—a xX—a x—a

A afirmacéao (D) é verdadeira. Se f é continua em
x =ga, entao lima_ flx) = lima+ f(x) = f(a). Em particular,

lim _ flx) = f(a).

A opcao correta é a (D).

ASD\ Expoente Dossié do Professor

4.D;=(x ER:x+1=0}=R\[-1]

_Xx-1_, 3
flx) = x+1 x+1
D't=R\ {2}

Calculo auxiliar
2x-1 [x+1
-2x-2 2
-3

A opgao correta é a (D).

5. Em todas as opgdes encontram-se representadas
fungdes continuas em IR \ {2}, tais que limT flx) =3,
X —>
lim_, flx) =-<elim f{x)=-1
x—2 X — -0
Apenas na funcdo cuja representacao grafica é a
da opcéo (C) se tem que lim+ [f(x) —x] =1, ou seja,
X — t®
que a reta de equagdo y = x + 1 é uma assintota ao

grafico de f quando x — +oo,

A opcéao correta é a (C).

6. Se g(x) = x, entao:
lim_ (fxg)x )—lim0 (Vx¥+xxx)=0
x—
1
Se g(x) =—-, entao:
/>3
lim | (Fx g)() = lim |~ =
x—0 x—0 X
_lim [
x— 0" X4
0 x(r?+1) _
_£ITO+ x4 h
=lim x2+1:
x— 0" B
1
= 0+ = 400

1
Seg(x) = W entdo:

lim__ (Fx g){a) = lim__ 7\/)—: —lim | [XEE

=lim Vx2+1=V0+1=1
Se g(x) \/_entao
) =lim_ (Vi +xxVax)=0

A opgao correta é a (C).

l|m L(fxg)x

Bl fx) =lim ==z =lim e=55=g =~

A opcao correta é a (B).
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8. B.lim f(x,) =~ < l»iTr f(x) = ==, Logo, lim x, = 1".

alim 2 =2 = cor c1a ) e i 1o
x-2 gly) 4o ex,,—l+;,entaol|mx,,—l.
A opcao correta é a (B). on—1 o

b) tim X _2_ SexnzT, entdo limx,=2".
x—>2 h(x) ot
A opgao correta é a (D). Sex,="—= entdo limx,=1"

c)lim (g xh)(x) =-1% (—o0) = +o0 1
o Se xn=2+;, entdo lim x, = 2*.

; g\~ _
lim , h (x) = o-- A opcao correta é a (C).
i = - = — \V/ 1—
Hm, (g ) ==1x (+o0) === Wl f) =lim_ — 5 =
im (29 = 22 =
E'L“z(h>(x) o TR o L1
. X x . We
A opcdo correta é a (B). =lim 2 =lim R S
9.0 grafico de g é a imagem do gréafico de f pela o 11 1 1
translacao de vetor (3, 0). Logo: —lim V2 x ~lim X x _
lim_fx) =lim g(x)=1 x——o  =x(-1+x) xo—e  —14x
x—2 x—5 0
A opcao correta é a (B). == 0
10. lim u, =lim (-n?2-n) =—» Logo, lim f(x) € R.
X — -
Logo, lim h(u,)) =lim h(x) =-2. 2.7
’ EEELS lim_ f(x) = lim - 2+223%
x— 1" x—1" x2—l
, . 1 _
imv,=lim|{-=-1) =-1 1
n 2 (x——)(x—l)
Logo, lim h(v,) =lim __ h(x) = —=. =lim 2 =lim il f1)
' I b x—o1 x-1)(x+1) xo1" x+1 2
A opcao correta é a (C).
V1-x

11. Para que a funcéo f tenha limite no ponto de abcis-

sa 3 tera que se verificar lim_ f(x) = lim__ f(x). , V1-x V1-x
x—3 x—3" —[|m< X ):

—lim (kN _k_k ol
i, flx) = tim (3 2)‘ 272 l 1-x
3x-x o ( x(l—x)\/l—x >_
lim_ f(x) =lim
x— x— 3" x-3 1 _ 1
lim ( V3x-x V3x +x ) _991( xV1-x >_§ -
= I =
x + — V 3x +
SF\ X3 v Logo, lim_ f(x) = f(1) e lim_ f(x) = lim lim_ f(x).
. 3x_x2 x—1 x—1 x—1
:i'[)ny (x-3)(V3x+x) A opcao correta € a (B).
=1 e s 15. A afirmagao (A) é falsa. Cont lo:
U s (Var+x) M NErex . A afirmacéo (A) é falsa. Contraexemplo:
1
_8_1 = se x=0
6 2 flx) =1
Assim,gz—%c}kz—l. 1 sex=0
A opgio correta é a (B). A aflrmigao (B) é verdadeira. Por exemplo:
1 1 1 5 = sex*0
: _n tXx—2 _ _J X
12.xllin—2+ <x2—4 - x+2)_xl”;n—2+ -4 fx)
1sex=0
. -1+x -3
=lim = +00

x—-2" x2-4 _O_‘:
A opcao correta é a (A).
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A afirmacéo (C) é falsa. Contraexemplo:

1 se x#0
X
flx) =
1sex=0
A afirmacao (D) é falsa. Contraexemplo: f(x) = 21 :
x+1

A opcao correta é a (B).

16.Df=[x€|R:a+bx¢0]=|R\{_g}

A reta de equacdo y = -1 é uma assintota horizon-

tal ao gréfico de f, logo % =-1 o b=-2.

Uma vez que a reta de equacgdo x = 1 é uma assin-
tota vertical ao grafico de f, vem que:

by (:)2 =l a=2
a a

A opcéo correta é a (A).

1.0,=R\[-a}

Assintotas verticais

A funcao f é continua em IR \ {-a}, por se tratar de
uma funcéao racional.

S0 a reta de equacdo x = —a é candidata a assinto-
ta vertical ao grafico de f.

2_ 42 _ .
im  fo)=lim 2=y E-gwra)
o xo-0 x+@ x--0  x+a

m (x—-a)=-2a
X —-a

Quando x — —a*, os calculos sdo idénticos e obtém-
-se 0 mesmo valor.
A reta de equacdo x = —a ndo é uma assintota ver-
tical ao grafico de f.

Assintotas horizontais

-
. . ox2-a? x
im f(x) =lim =lim ———FG5— =+
X — +oo x—=+* x+Qq X — 4% 1+—
X
2
. . x2-a? X
im  f(x) =lim =lm ——pGF =
X — -0 x—>-» x+q X — - 1+—=

X
O gréfico de f ndo tem assintotas horizontais.
A opcao correta é a (D).

18.Como lim g(x) =-4e lim+ g(x) = 2, entdo as
x — +oo

X - -

retas de equagdes y = -4 e y = 2 sdo assintotas
horizontais ao gréfico de g. Logo, o grafico de g
ndo tem assintotas obliquas, j& que tem duas
assintotas horizontais.

Nao ha dados suficientes para concluir que o grafi-
co de g ndo tem assintotas verticais; o grafico de g
pode ter assintotas verticais.

A opcao correta é a (D).
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19. A afirmacéo (A) é falsa. Contraexemplo:

1
o) =27
A afirmacéo (B) é falsa. Contraexemplo:
1
o)== 7
A afirmacéo (C) é falsa. Contraexemplo:
x2+1
flx) =
X
A afirmacéo (D) é verdadeira. Por exemplo:
fr) ==
x2+1

A opcao correta é a (D).

3 - ad x
W.m=tim (gm0, X
x—>+we x x—+e gx + x>t Z 49
a X
2

Quando x — -, os cdlculos sao idénticos e obtém-
-se 0 mesmo valor.

Para que a assintota obliqua ao grafico de f seja
paralela a bissetriz dos quadrantes impares:

m=1¢& —%zl S a=-2

A opcao correta é a (B).

21. O gréfico de fé uma reta a que pertencem os pon-
tos de coordenadas (2, 0) e (0, -2).
Logo, f(x) = mx-2.
_0+2 _

m_Z—O 1

Assim, f(x) =x - 2.
x2-5x+6

a)g(x) = o =
=x2—5x+6 _

x—2
_ (x=2)x-3) _

x-2

=x-3,VxER\([2)

gx) <0 & x-3<0 < x<3,peloqueafungdog
¢ negativa no intervalo |-, 3[ e é positiva no inter-
valo |3, +ool.

D'g=R\{-1},jaque2-3=-1
A opcao correta é a (C).

blgx)=0 & x-3=0 AxED; & x=3
Logo, a fungdo g tem um unico zero.
A opgao correta é a (D).

¢ lim_, g(x) = lim_, g(x) = -1, logo o gréfico da fung&o
x—2 x—2

g nao tem assintotas verticais.
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Como lim+oo glx)=lim (x-3)=+xe

X — +o

lim g(x) =lim (x-3)=-o, o grafico da funcdo g

x —-% x —-®

nao tem assintotas horizontais.
A opcao correta é a (D).

a) lim f(u,,) =+, logo lim u,=1".

4n+a a
=1+-—.

4n 4n

limu, =1 tem que se ter a < 0.

Ora, u,= Assim, para que

A opcéo correta é a (A).
b) 1 ¢ Dy

lim -~ =—==0

1
x=>1" flx)  —o
1

i”l‘l— fx) oo
. X _
Logo, ilLﬂl W =0

A opcao correta é a (B).

¢) O gréfico de ! é simétrico do gréfico de f em rela-
cao a bissetriz dos quadrantes impares.

Logo, se as assintotas ao grafico de f sdo as retas
de equacdes x=1 e y = -2, entdo as assintotas ao
gréfico de f 1 sdo as retas de equagdes x=-2ey=1.

O grafico da fungédo h é a imagem do grafico da
funcao f por uma reflexdo de eixo Oy.

Assim, como o grafico da fungdo f tem uma assinto-
ta vertical de equagao x = 0, entdo o grafico da fun-
¢do h tem uma assintota vertical de equacdo x = 0.
Por outro lado, o contradominio da fungdo h é
igual ao contradominio da fungao f.

A opcao correta é a (D).

25. Sabe-se que limof f(x) = +o, logo a reta de equa-
X —
cdo x = 0 é uma assintota vertical ao grafico de f,
e que lim+ f(x) =1, logo a reta de equacdoy=1¢
X — 4w

uma assintota horizontal ao grafico de f.
O grafico de g é a imagem do gréafico de f pela
translacdo de vetor (-2, 1) sequida da reflexdo em
relacdo ao eixo Ox.
Assim, as retas de equacdes x = -2 e y = -2 s&o

assintotas ao grafico de g.
A opcao correta é a (C).

26. Como lim (flx) - 2x + 1) = O, entdo a reta de

equacdo y = 2x — 1 é uma assintota ao grafico de f.
Uma vez que g(x) = f(Ixl), entdo as retas de equa-
cdes y = 2x -1 e y=-2x -1 sdo assintotas ao gra-

A opcao correta é a (C). ficode g.
O gréfico de f admite uma Unica assintota vertical.
23. Se essa assintota se situar & esquerda do eixo Oy,

entdo o grafico de g ndo admite assintotas verti-
cais. Se essa assintota se situar a direita do eixo
Oy, entdo o gréfico de g admite duas assintotas
verticais, simétricas em relacdo a Oy. Se a assin-
tota vertical ao grafico de f for a reta de equagéo

a) A assintota obliqua ao gréfico de f contém os pon-
tos de coordenadas (-3, 0) e (0, -3), pelo que a sua
equacdo é y =-x- 3.

Assim, )&[)n B (fx) - (x-3))=0

e lm (fx) +x+3) =0. x = 0, entdo o grafico de g admite também a reta
A opcao correta é a (C). de equacédo x = 0 como assintota vertical.
Assim, o gréfico da fungdo g tem no minimo duas
. X ) 1 1 assintotas.
b lim (m - l) =im, ) l=7-1==2 A opgao correta é a (B).
x
A reta de equagdo y = -2 é uma assintota horizon- 2.

tal ao gréfico de f.

A opcao correta é a (D). a) D;=1R\ {4]
D'i=]-»1]U]2, 5]

24. O gréafico da funcdo g é a imagem do gréfico da bi) lim  fx) =0
funcao f pela translacao de vetor (1, -3). x—--l
Assim, como o grafico da funcdo f tem uma assinto-
ta vertical de equacdo x = 0, entdo o gréfico da fun- i) im  f(x) =
cdo g tem uma assintota vertical de equagdo x = 1. T

, ) - iv) lim f(x)=5

Por outro lado, é possivel obter uma fungao f nas x— 4t
condicdes do enunciado e cujo contradominio seja ¢ f(1)=1
]-1, +e[, pelo que também é possivel que a fungao lim , flx)=2
g tenha contradominio |-4, +oo[. ol

ii) iiLnF flx)=2
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Como f(1) = “Tr f(x), entdo nao existe limite no

ponto de abcissa 1.

4¢ Dy
lim_ () =5
4 =3

Como 4 & Dfe lim  f(x) = lim _f(x), entdo existe
x> 4 xX— 4
limite no ponto de abcissa 4.

_1\n
d) Por exemplo, x, =1+ %

28.
allim_f(x) =2

b tim | [(w)]? = ()2 = +o0

N S
c)ilin_mm—_oo 0

dlim Vfx)=V-1=-1

X — +®

f) _ 2

Wy T T

29,
a)lim_h(x)=lim _ (x-x3% =0
x—1 x—1
lim_, h(x) = lim_, (x> +2x) =3
x—1 x—1
Como lim _h(x) # lim_, h(x), entdo nao existe
x— 1 x—1
lim_ h(x).
x—1

b) Como “Tr h(x) = h(1) = 0, entdo h é continua a
esquerda do ponto de abcissa 1.

¢) Como n3o existe lim1 h(x), entdo h é descontinua
x -
emx=1

0sex<l1
d) Por exemplo, g(x) =
-3 sex>1

(x —x%) = lim

o [

e)lim h(x)=Llim

X ——® X — -

=-00X (-1) =40

30.

2 _
a)f(x)zo P M:

2 0

XT=X

o 2%2-5x+2=0 A x2-x=0

@x:E’J—r— v[2+5—16 A x(x=1)=%0
<:>x=513 Axz0 Ax=1l

= <x=2vx=%> AxEO0 Ax=l

AS‘\ Fxpoente”~ Dossié do Professor

= )c=2\/x=l

2
-1
Os zeros de f sdo ) e?2.
x —o0 0 % 1 2 +00
2x2-5x+2 | + +|+|(0|-|-]-1]0 +
x2-x + ol -|-1-101]+1]+ +
2 _
M + n‘d‘ — 0 + n‘d_ — 0 +
2-x

1

f é positiva em ]-o, O] U o 1[ U ]2, +o[ e é nega-

tivaem }O, %[ vl 2.

_ 1-x2  _
bgx)=0 21 3
& 1-x2=0 A 222+x-3=0
@(x:lvx:—l)/\xiy
-1£5

S x=1vx=-l) Ax=*

S (x=1vx=-1) A xi—% A
< x=-1

Ozerodegé-1.

x+1

x — _% -1 1 +00
1-x2 - - | -]o]|+ |0 -
22 +x-3 + o|-|-1]-1p0 +
zle;):z—s MMM

. o 3 . .
g e positivaem o -1| e é negativaem

}_oo, _%[ UL 1[ UL, +ee].

_ 5 x+4  2x+1T7
thix) =0 = 2x 2x2—x+ 4y-2
o 5 _xth 2417
2x  x(x-1) 2(x-1)
S(x-1)-2(x+4) +x(2x+17) _
< 2(2x-1) 0
10x-5-2x-8+ 2x2+17x -0
2x(2x-1)
22+ 25¢-13 _
2x(2x-1)
& 22 +25x-13=0 A 20(2x-1) =0

L. ~25+V625+104
4

-25+27
X=——"""""

1
0 =
AXFE Axiz

Ax#0 A xz=

4 2
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& (x=% v x=—l3> Ax#0 A xi%
& x=-13

O zerode h é -13.

h(x)=i— x+4 + 2x+17 _
2x A-x  4x-2
2x2+25x-13 1
=——VxeR\!0, =
n2x-1) \{ 2}
X —0 -13 0 % 400
2x2+25x - 13 + o|-1|-|1-10 +
2x(2x-1) + + + 0 - 0 +
2x2 + 25x-13
m + 0 - n.d. + n.d. +

h é positiva em ]-, -13[ U }0, l[ U ]l +oo[ eé

negativa em |-13, O[.

di) =0 ‘g’x_‘zf x;z_‘glxzo
*@B+x)x-1)x+1)
S 1-rx-3)x+3) 0
x+1
© Ju-g O

< x+1=0 A 2(x-3)=0
S x=-1 Ax#+3
o x=-1

O zerodeié-1.

Calculo auxiliar
3+V9-8
2

S x=1vix=2

x2-3x+2=0 & x=

Assim, x2-3x+2=(x-1)(x - 2).

x-1 x*-3x+2 1

) =52735" K27 3ar2) VxeR\{-21,2)
x —o0 -2 1 2 +o0
1 + T +

3+2) | - o |+ |+ |+ |+ +

3(x1+ 2) - nd. | + [nd | + |nd +

j é positiva em ]-2, 1[ U ]1, 2[ U ]2, +[ e é negati-
va em ]-oo, -2[.

x2-2x _
X -22+x-2

x(x—2)
(x-26?+1)

kix)=0

=0

x2+1 =0

o x=0 A x2+1=0
—
Condigao universal em IR

< x=0

O zerodekéO.

Calculo auxiliar

I T x+1 1 2 1 =2
i(x) = X = ,VxeR\{-3,0,1, 3}
2-% T X®-% 2Kx-3) 2 2 0 2
x —o0 -3 -1 0 1 3 +00 ‘ 1 0 1 \_0
c+1 o ool e e lelalals!l + Assim, x® - 2x2+x-2=(x-2)(x2 + 1).
26-3) | - |[-|-|-|-|-|-|-|-|of + 22
5l k=09, —5= .1 VXER\2
+ |nd|+|0]| - |nd| - |[nd| - |nd| +
2(x-3)
X —00 0 2 +o0
i é positiva em ]-o, =3[ U ]-3, -1[ U ]3, +>[ e é 0
x - + + +
negativaem ]-1,0[ U ]0,1[ U ]1, 3[.
1 2 3049 x2+1 + + + + +
e)j(x)=0 it S i =0
=0 = ga75 (o - - o | +« | na .
(x-1)(x-2)?
A 32— 4)(x—1)(x - 2) 0 k é positiva em ]0, 2[ U ]2, +[ e é negativa em
- x-2 =0 == 0L
3x-2(x+2)
S S 0, que é uma equagdo impos- 3l.
3(x+2) ‘1

sivel.

A funcdo j nao tem zeros.
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allim a, = lim 2L = (im (1+l>=1+
n n

lim g(ap) =lim_, g(x) =2
x—1
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lim b, = lim 2=L = lim (1—l)=1-
n n

limg(b,) =lim gx) =4

x—>1

b) Como lim g(a,) =2 e lim g(b,) = 4, entdo ndo € ver-
dade que para toda a sucessao (x,) de elementos
de Dy, convergente para 1, g(x,) tende para o
mesmo limite. Logo, ndo existe Lim1 glx).

¢) Por exemplo, ¢, =2 + %

32. Seja f a funcé@o real de variavel real definida por
f(x) =x2 -1 e (x,) uma sucessdo qualquer de ter-
mos pertencentes a Dy = IR tal que x, — 2.

Entao:

lim f(x,) = lim (x2-1) =
=lmx?-1=
= (limx,)2-1=
=92_1=
=3

Conclui-se assim que lim2 (x2-1)=3.
X —>

3,
a)f(un)=f<—1+n—12>=2—<—1+n—12):3—n—12

1 _1_% 3_1_% 2n-1

.

i =f(-1-p )1 g = =T

lim f(u,) = lim (3 - n—12> -3

) . 2n-1 . 2 1 2
lim f(v,) =lim 3 =lim <———):§

b) Como lim f(u,) =3 e lim f(v,) = % entdo ndo é ver-

dade que para toda a sucessao (x,) de elementos
de Dy, convergente para -1, f(x,) tende para o
mesmo limite. Logo, ndo existe lim ) f(x).

X ==

¢) Seja f a funcdo real de variavel real definida por
fx) =2 —x e (x,) uma sucessao qualquer de termos
pertencentes a -1, +[ tal que x,, — O.

Entao:

lim f(x,) =lm (2-x,) =
=2-limx,=
=2-0=
=2

Conclui-se assim que li

m_(2-x) =2, ou seja,
x—0
lAimO flx) = 2.
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34. Como lim__ f(x) = lim__ f(x) = —», entdo a reta de
x—1 x—1
equacgdo x = 1 é uma assintota vertical ao grafico
de f.

Uma vez que limm flx)=3e Lim+c>o f(x) = -2, entdo

as retas de equacdes y = 3 e y =-2 s&o assintotas

horizontais ao grafico de f.
Um possivel gréafico de f é:

y
- 1 E S
f :

T

o\ 11/ 2 Y
""""""'_'2 """""""""""""""

35.
allim_flx) =lim_(8-2%)=8-2"=0
lim_flx) = lim (1—1) S

x—=2"\x 2 2

Como lim__f{x) # lim_, f(x), entdo n&o existe
x—2 x—2

i, )

lim_ gx) =lim (x2-3)=22-3=1
x—2 x—2

. C.ox+l 2+1 3
Hmy. gl =lim, == ="5"=3

Como lim__g(x) # lim__ g(x), entdo n&o existe
x—2 x—2

iiinrzg(x).
8-x3+x2-3 se x<?2
b) (f + g)(x) = =
l—1+x+1 sex>2
X X

5-x3+x% se x<?2

l—1+1+— se x>2
X X

5-x3+x% se x<2

Zsex22

X
c)liLnT(f+g)(x)=liLnT(5—x3+x2)=5—23+22=1
. . 2 2
lim,_(f+g)) =lim £=>=1=(f+g)(2)

> x
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Como lim__(f+g)(x) = lim__ (f+g)(x) =

entao eX|ste l|m2 (f+9)(x).

36.

allim  (x* +x2) = 400 + (+%0) = +0
X =+

(f+9)(2),

b) tim <x2—5x+1>3:<1—5+ 1>3=l3=1

x—>1 x—4 1-4

¢)lim (=x®+ 3x2—1) =400 + (+0) =1 = +o0

dlim (=x®*+3x2-1) = lim <x5 (—1 T
X —> 4o (00 —00) y — +o0 X

=400 X (—1) =—00

elim  (Vx+1+ Vi) =40+ (+x) =+

X — +»

f) liL>n+w (Vx+x2+ \/)_c)mf "
lim (Vx+x2-x) x (Vx+x2+x)
=li

x =+ \/x+x2+x

x +x% - x?

=lm 705 _ =
X — +%o x+x2+x

) X
=lim =
X =+ 1
\/xz(—+l>+x
X
=lim —2—=
X =+ l
xl . /[=+1+x
X
=lim+ - X -
X l+:|_+x
X
=lim al =
x(\/l+1+l>
X

. 1
=lim ——2— ==
X =+ 1 2
[=+1+1
X

g)[m 2 :—2:+oo
x—>4( 4)2 ot

X ==
hlim, Te—2 =0 =+

Mlim _Voritx

2
X — +x X
x2<a+l>
X
< lim =2
X — e X
1
Ixl . fa+—=
& lim Y.
X —> +x X
136

s lm ————=2
X —> +x X
< lim /a+l=2
X =+ X
= Va=2
S a=4
38.
AdD=R\[2)
lim 2% = im ==L
a2 (x=2% x-2 (x-2)3 O
lim 2% =i 1 Ao

-9t a0 28 O

. 2-x . 2-x .
Como2€&D eygn2+ =27 iyinf =2 entdo

existe }ignz =2
b)D=R\ {1}

. g Xx=1\_. o x—1\ _ _
)E[»nl*<x Il—xl) xlinl*<x x—l) )yinl( 1)=0
. 2_ .x_l —i z_x_l — i 2 —
}'Tr( |1-x|) }'Tr( 1-x> lim 7+ 1) =2
. 2 x_l . 2 x_l
Comol @D eyinr( = ) iyinl_< o )

entdo ndo existe lim [x2—- <=1
x—1 [1-x]

39.
a) lim x—l lim _x+l
T8N 2 -2¢-3 ()H-l (x+1)(x-3)

Calculo auxiliar

2+V4+12
f@x

Assim, x2—-2x -3 = (x + 1)(x - 3).

xX2-2%x-3=0 & x= =-1vx=3

. #¥-1 5
bl lim (—3x = —;>

=lim —_—V ] =
x — +o0 x3(%_1> X
X
1
l__
. 2 5
=lim 3 = =-1-0=-1
X — +>o __1 X
x2
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¢ lim X’ - 2 = lim ©x-2) _
-2 x3-6x2+12x-8 (%)x—ﬂ (x-2)3

xILnZ (x—2)2 o* -

Calculo auxiliar

1 -6 12 -8

2 2 -8 8
‘ 1 4 4 |0
Assim:
W -6x2+12x-8=(x—2)(x? - 4x + 4) =
=(x-2)(x-2)%=
=(x-2)3
xB8-1 , (-2 +x+1)
d) lim — lim_— (xx—l); =

x—=1 (x—]_)2 (%)x%l’

=)|c'"l]1' x—-1 F=_w
Calculo auxiliar
1 0 0 -1
1 1 1 1
‘ 1 1 1 |o
Assim, x3-1=(x-1)(x2+x+1).
. 2 B-1 . -1
1-—= =1- =
°’i'L“+x( x3+x—x3) R &
1 1
31 _ L 1-=
1+1i x<l x3> 1+ i i
=1+Llim =1+ lim
X — +0© 3i_1 X =+ i_l
2 2
=1-1=0

f)ian% 4 (;)ilin_w 4 =
4
Wl 12 - f1-2
=lim *— =lim A
X —-—x x—4 X — =% xl__
)
s
. X
—ilin_x 1_ﬁ =-1
X
. x+3)(2x+5)@B3x-7) _
g)ilm+x 23 +x2+1 (E)
» Bx3+19x2-32x-105
_xILn+m 223 +x2+1 -
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ofo+22-2109)
X
=lim =

x> e 32+l+i
x( PR

B+ -5 -

B e S i B

Vx+2-2 _

2=
—i Vx+2-2 Vx+2+2 \
_Im( 2-x % V&+2+2>_
x+2-4
=lim =
52 (2-x)(Vx+2+2)

x=2

=lim =
=2 (2-x)(Vx+2+2)

-1
—lim ————— =1
x=>2 Vx+2+2 4

h) lim

x—2

Mim  —=— — lim Z =
xl—>—00 \/4x4+2 Exl—>—00 N -
=) ‘ 4( 2)
x*H1+—
x4
. 2x , 2x
=lim ———— =lim - — =
T f, 2 T .2
1+— - 1+
x| 7 X v
=lim 2 =-2
X — -
J1.2
X
Dlm (x-2X) o D2
e ™ 242
Clm X
Caoe X242
Yy 3x _
—l|m+w 72—
bl x2<1+_2)
X
= lim 3 3.
+

X o>+ x(l %) T 4o
X
(1 1 1 _
K tim, <}<x+1 ! x—l)) 0x=)

= lim (Lxxzirarl)
x=0\x  (x+1)(x-1)

=lim XX
x=0 x(x+1)(x-1)

i 2 __
= lim, (c+1)(x-1) 2
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40,
allim  (2x% + 3x = 1) = +oo + (+o0) = +o0
X =+
bl lim (42~ 3x) = +o0 — (o0) = +o0
dlim_(4-3y) = lim (3(4_%»:
x == (0=) x——0 X
=-0X 4 =-0
x(Z—l)
X
d) lim =lm —"7 =
B 5x+3<oc)x—>+oo x<5+§>
X
, 1
Ly x 2
_X|Ln+w 5+§ _5
x(3x+5—l>
e) lim 3x2+5x—1:“m .
o Al e x(z+l>
X
3x+5—l
X
=lim 1 -
X ——% 2+_ 2
X
x? 3+§—l
Blim 22+B-l o x &
o B3 4 2 o\ ¥ — +00
T (i (5 T
X X
342 1
, x X2 3
=lim Z =—=0
X — oo x(5+___3> +o0
X X
1
g lim IS im Ao
X = +o 3 (g)x_)m 3x +15
b-x °
x(i—l) i—l
X X
=lim —F——=— =lim =
X =+ x<3+£> X — +oo 3+£
X X
. 1 2 3
h))lzlinwo (2x+ 1 X (x Tx+ 1))(0;m)
— lim xX2-Tx+1
o= N+l
x2(1—1+?1)
X
=lim =
A x(2+—>
X
7 1
x(1-—+—=
2
= lim xl ===
X ——% 2+_ 2
X
o _i_
|)£|Lnl+ T1° 0 =+

138

Ilim  — =—5_=—oo
x—»1 x-1 O

K lim( o3 )m—w liLnTW=

x—=>2\x-4 X — 2 2_4
T N
_x—>2 x2—4 07
-5 _ . o-1) . 5 5
W12 o M Tgnen M Ter 2
204608 _ | -1+ d) _
mlim e +3 00 - h-3)
iy 20+4) 10 _ ¢
x—)l x—3 —2

Calculos auxiliares

«22+6x-8=0 < x2+3x-4=0
-3+ V9+16
2

S x=1vx=-4
Assim, 2x2 + 6x — 8 = (x — 1)(x + 4).
4+V16-12
2
s x=1vx=3
Assim, x2—4x + 3= (x-1)(x - 3).

~ X=

*x?2-4x+3=0 & x=

n) Lim 20 het2 lim 20x—1)? =
i1 XB-Tx+6 (%)x%l (x-1)(x*>+x-6)
=] 2(x'1) =0

1 -6
11 s [0

Assim, x3-7x+ 6= (x-1)(x2 + x - 6).

o lim 2%+ Bx i 2+3) . 2x+3)
x—0 x3—4x2 (%)x%0x2(x—4) x>0 x(x—4)

Limites laterais

22+ 6x | 2x+3) 6
lim =—=+®
x>0 x3—4x2 x—)O x(x—4) 0O
m Zt8r_y, 2c+3)_6_
¥=0" x3-4x? x50 x(x—4) O‘
Como lim Milim Mentélo nao
x50 x3—4x2  x-0" x3—4x2’
existe l|m 22+ 6x
x3—4x2"
Vi 1
"’i‘i“o 3 (;)}@0 x3\/_ _}'Lno x2\/)—c e

x’—4

q)i'ﬂ”z Vx2-5x+6
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, a x> -4
SRl =2 56
Df=[x€|R:x2—4ZO A x2-bx+6>0}=
= (]_Ocr _2] o [21 +OOD M (]_Ool 2[ U]S, +OOD =
=]—o0, 2] U |3, +oo[

Como 2 n&o € ponto aderente a Dy, ndo existe
2
x*—4

yinz VxZ-5x+6 "

4.

a) A func@o f é continua em |-, 4[, por se tratar de
uma funcéao racional.

b) Para que a fungéo f seja continua em x = 4, terd de
se verificar lim4 f(x) = f(4).
x—

k-4 K4
=" =%
. o K-x _K-4
)Elinzf*f(x)_ymzr 8—x 4

: i XA
M= Va3 T

i x-4 V2x+1+3 1\
‘X'Tw( Vr+1-3 © V2r+1+3 )‘
o (r-4)(V2x+1+3)

U 2+1-9 -

L (x-4)(V2x+1+3)

VT 20— 4)
V2x+1+3
=lim, ————— =
x—4
Logo
2 _
k44=3@k2—4:12
< k2=16

o k=4 v k=-4

Como se pede o valor de k positivo, entao k = 4.

42,

a) A funcdo f é continua em todo o seu dominio, por
se tratar de uma funcgéo racional.

b) Para que a fungéo g seja continua em x =1, tera de
se verificar Lim1 glx) =g(1).

2
. Yy Yy x° -
A, gk = fim, fa) =M, —

Iy x(x—1) _
=lim, -D2+x+1)

—lim =2
-1 x2+x+1 3
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Calculo auxiliar

1 0 o0 -
1 1 1 1
11 1 o

Assim, x3-1=(x-1)(x2+x+1).

x2—x

se x=1

B
Assim, g(x) = 1
§ se x=1

43.
aDi={x€R:9-x2#0}=IR\(-3, 3}

Assintotas verticais

A funcgéo f é continua no seu dominio, por se tratar
da soma de duas fungdes continuas (uma funcao
afim e uma funcao racional). Assim, s¢ as retas de
equagdes x = -3 e x = 3 sdo candidatas a assinto-
tas verticais ao grafico de f.

9 —x2 0-

x—-37 X — -

lim f(x):lim3(x+5+ d ):2_i:+oc

A reta de equagdo x = -3 é uma assintota vertical
ao grafico de f.

. Yy 0. 3
}@3- flx) —)&@3_ (x+5+ >—8+ 0 = +oo

9 —x2

A reta de equacado x = 3 é uma assintota vertical ao
grafico de f.

Assintotas nao verticais

x+5+—=
2
m=tim 18— 9=
x—>+o X X — oo X
=lim <1+§+ 12>:1+0+0=1
x> oo x 9-x
b=lim (fx) -x) = lim (x+5+ x2—x>=
X — +© X — +x© g—x
. . 1
=5+1lim s=9+lm —g——— =5+0=5
x—+e Y —x x4 2
X

A reta de equagdo y = x + 5 é uma assintota obli-
gua ao grafico de f quando x — +oo,

Quando x — —=, os calculos sdo idénticos e, por-
tanto, também se obtém a mesma reta.

bl D, ={x € R:x2- 4 %0} =R\ (-2, 2]

Assintotas verticais
A funcéo g é continua no seu dominio, por se tratar
de uma funcéo racional. Assim, s6 as retas de
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equagbes x = -2 e x = 2 sdo candidatas a assintotas
verticais ao grafico de g.

lim  g(x) = lim X -5+ 2x+8
x~>—2’gx T xo-r X2—4 -
L x-2)(x2-3x-4) _
=1 =
T -2+ 2)
=lim )62‘37)‘—4:_6:_00
x—-2" x+2 0

Calculo auxiliar

Assim, x3-5x2+ 2x + 8 = (x — 2)(x2 - 3x - 4).

A reta de equagdo x = -2 é uma assintota vertical
ao grafico de g.

im_ gtx) = lim x3-52+2x+8
x—>2’gx S xX2—4 h

Iy (x-2)(x2-3x-4) _
=lim, (x=2)(x+2) -

=lim M:ﬁ:_g
x>2 x+2 4 2

U W =i ¥ -52+2x+8
lenTQX _XILnT’ X4 a
Y (x-2)(x2-3x-4) _
=1 =
M T -2+ 2)
=lim w:ﬁ:_é
=20 x+2 4 2

A reta de equacgdo x = 2 ndo é uma assintota verti-
cal ao grafico de g.

Assintotas nao verticais

x3-5x2+2x+8
m = lim ﬁzlim X4 =
xX—=+o X X — 4% X
—lim x% - 5x2+ 2 + 8
I X3 - 4x
x3(l—§+%+%>
—lim x x> x _
X = % 3 1_i
°(1)
l—§+%+£3
= lim |
x — +o0 1_i
2
L L x3-5x2+2x + 8 3
b=t (g =) =t _ (S5 )
. x3-5x2+ 2x +8-x3+ 4x
=lim 2 =
X =+ xc—4
—lim -5x2+6x+8
Ty 2 -4 -
140

= lim AR
x — 4% 21—i
)
—5+§+§2
) X X
=lim 74=—5
X — +x©
1-=
X

A reta de equagdo y = x — 5 é uma assintota obliqua
ao grafico de g quando x — -+,

Quando x — —x, os calculos sdo idénticos e, por-
tanto, também se obtém a mesma reta.

D,=x€R:x-3=0}=R\{3}

Assintotas verticais

A fungado h é continua no seu dominio, por se tratar
da soma de duas fungdes continuas (uma funcao
afim e uma funcgédo racional). Assim, s6 a reta de
equacdo x = 3 é candidata a assintota vertical ao
grafico de h.

. Iy X \_, 9 _
lim, (g =t (x+1- 25 )= 4 e
A reta de equacdo x = 3 é uma assintota vertical ao

grafico de h.
Assintotas nao verticais
3x

x+1- 3

o

m=tim 0 i, =
x—>+o X X =+ X

_lim <1+l- 13>=1+0—0=1

X —> +® X D
b=lim (hx)-x) = lim <x+l— 3 —x)=
X =+ X = +® x—-3
=1- lim 3 =1-lim %21—32—2
X —> t® x—3 X —> +o 1__

A reta de equacdo y=x-2é uma agsfntota obligua
ao grafico de h quando x — +o.

Quando x — —x, os calculos sdo idénticos e, por-
tanto, também se obtém a mesma reta.

dD={xER:x#0 A x+2>0}=[-2,0[ U]0, +oo[

Assintotas verticais
A funcgdo i é continua no seu dominio, por se tratar
do quociente de duas fungdes continuas. Assim, sé
a reta de equacdo x = 0 é candidata a assintota
vertical ao gréfico de .
Vx+2 _ V2 e

2x 0

lim_i(x) = lim_
x—0 x—0

A reta de equacdo x = 0 é uma assintota vertical ao
grafico de /.
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Assintotas nao verticais

x+2
m=Llim M:lim 2x =
x—>+o X X —> +%° X
Y Vx+2
=lim ——=
x =+ 2x2
—i x+?2 Vx+2 \
_xlin+x( 2y2 x \/x+2 >_
Clim —X*2
Cxore 22Vx+2
1+z
—lim ——=—=-1_9¢
x>+ 2xVx+2  +o
b=l o) = i Vx+2 Vx+2 \
_X'Lnﬂc’(x)_xlmm( 2x % \/x+2 >_
“lm —Xr2
T oVer2
1+Z

N S S
. V2 e 0
A reta de equagdo y = 0 é uma assintota horizon-
tal ao gréfico de i.

e)D;={x € R: Ix| #0}=IR \ {0}

Assintotas verticais

A fungdo j é continua no seu dominio, por se tratar
do quociente de duas fungdes continuas. Assim, sé
a reta de equacdo x = 0 é candidata a assintota
vertical ao gréfico de j.

2
X +2:—2:+OO

x=>0  |x o*

A reta de equacdo x = 0 é uma assintota vertical ao
grafico de j.

Assintotas nao verticais

x2+2
m=Llim j(i):lim L:
xX—>+© X X — +% X
. x2+2
=lim 7 =

. . . x2+2
= —x =
X — 4% X =+ x|

. X2+ 2-x2
=lim ————=
X — 4% X
. 2
=lim —==0
x—+e x

A reta de equagdo y = x é uma assintota obliqua ao
grafico de j quando x — +.
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¥+2
m=tim L8
x—>-% X  x—-® X
—i x2+2
T2 T

= lim (—1—%)=—1
X — - X

b=lim (jx) +x) = lim (x2+ 2 +x>=

X — - X% x|

. x2+2-x2
=lim —————=
X — -0 —X
=-lim = 2. 0
xX—>-% X
A reta de equacdo y = —-x é uma assintota obliqua
ao grafico de j quando x — —o,

ID=x€Rx-1#0 A x=20}=[0,1[ U1, +[

Assintotas verticais

A funcéao k é continua no seu dominio, por se tratar
do quociente de duas fungdes continuas. Assim, sé
a reta de equacdo x = 1 é candidata a assintota
vertical ao gréfico de k.

i, KG) =tim Yx=1 _
x—1 x—1 x—-1

i Vi-1 Vi+1 -
_xILnl< x—1 x \/)_c+1 >
i x—-1
M k- y(Va+ D)
=lim L _1
x—>1 x+1 2

Vx-1

-1 Va+l

Vi+1 )

. x-1
=im . TV 1)

=lim N S
x—1" \/)_C +1 2
A reta de equacdo x = 1 ndo é uma assintota verti-

cal ao gréfico de k.

Assintotas nao verticais

m=lim k) _ lim x-1
xX—>+© X X =+ X
Vi-1

L]




1 x-1
- x(x— l)(\/)_c +1)

o1 1
=i e Var1) w0
b=tim ki) =tim YX=1 _

X — +®o X — +o x—-1

L Vi-1 Vx+1 -
_xlg’]ﬂc( x—l \/);4‘1 )
1 _oox=1
e w-D(Var)

1
=lim =L=O

X =+ x+1 o0

A reta de equagdo y = 0 é uma assintota horizontal
ao grafico de k.

44,
al D,={x € R: 2—x =0} =R\ {2)
gl =0 o STX -
2-x

< 3+x=0 A 2-x%0
S x=-3 Ax*2
< x=-3

O zerode g é-3.

3+x _ 5 _ -5
2-x 1+2—x_ 1+x—2

b) g(x) =

Calculo auxiliar
x+3 |=x+2
~x+2 -1
5

Assim,a=-5,b=-1lec=2.

¢) A reta de equagio x = 2 é uma assintota vertical ao
grafico de g e a reta de equagdo y = -1 é uma assin-
tota horizontal ao grafico de g.

0D, =R\ {-1]

e) A fungdo g ndo é impar, uma vez que Dy =R\ {2} e,
portanto, -2 € Dy mas 2 & D,.

f) O grafico de h obtém-se do gréafico de g por uma
translacao de vetor (-3, 1), logo as assintotas ao
grafico de h sdo as retas de equagdes x =2 -3 <
x=-ley=-1+1 < y=0.

45,
al D;=R\ (2}
D'i=R\{-4)
142

b) A reta de equagao x = 2 é uma assintota vertical ao
grafico de f e a reta de equacdo y = -4 é uma assin-
tota horizontal ao gréfico de f.

¢) Uma vez que as retas de equagdes x =2 e y = -4
sdo assintotas ao gréfico de f, tem-se:

k
= — 4 +
flr) =—4+——
O ponto de coordenadas (3, 0) pertence ao grafico
de f, logo:

f(3)=0 & —4+

3_2=O S -4+k=0s k=4

4

Assim, f(x) =4 +
x-2

d) O grafico de h obtém-se do gréfico de f através de
uma translacao de vetor (0, 2) seguida de uma
reflexao de eixo Ox dos pontos de ordenada negati-
va. Logo, D'j, = [0, +oo].

46.

a) Para que exista lim2 f(x) tera de se verificar

X —>
. s = i, o

b, i) =tim, -1)=3

1+2a-6a+3 _
20-1
—4a+4 _
20-1
-4a+4=0 A 20-1%0

0

0

g ¢ ¢

1
=l —
a /\G¢2

s a=1

b) Para que a fungéo f seja continua, tera de se verifi-
car lim2 fix) =3=f(2).
x—

x2-1 se x<?2

Assim, h(x) =13 se x=2.
1tx se x>2
Y

=+a

. _a_

=lim ——g = =LYacR\(0]
X
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Logo, qualquer elemento desta familia de fungdes
tem uma assintota horizontal de equacéo y = 1.

4].

a) f(0) = % = 0, ou seja, o grafico de f interseta o eixo
das ordenadas no ponto de coordenadas (G, 0).

2
-0 7Y _ o
fx) g x+2

o x-x2=0 A x+2=0

S x(1-x)=0 A x#-2
S x=0vx=1) Ax=-2
< x=0vx=1

Os pontos de coordenadas (0, 0) e (1 ,0) sdo os
pontos de intersecdo do grafico de f com o eixo das
abcissas.
x—x2
x+2
)C—)C2
x+2
x-x*-x-2
x+2 =
~2-9
e 0
¥ +2
x+2
x*+2

x+2

b fx) <1 & <1

-1<0

0

<0

= >0

Comox?+2>0,Vx€IR,entio
K+2

>0 o x+2>0
x+2

& x>-2

Logo, o conjunto-solucdo da inequagdo € ]-2, +l.

2
o) f(x):);.;.xz _
_ 6
=+ x+2

Calculo auxiliar

x+2

-x+3

-2 +x
X2+ 2x
3x
-3x-6
-6

Assim,a=-1,b=3,c=-6ed=-2.

d) As assintotas ao gréfico de f sdo as retas de equa-
coesx=-2ey=-x+3.
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48.
a)

ftx)

i) lim ¢ o declive da reta que passa nos pontos
xX—+% X

de coordenadas (-2, 0) e (0, -1).

Entao:
| fty _ 0+1 _
x>+ x  =2-0
__1
2
i) im __ If(x)] = 0] = +o0
x—-1
I 1
iii) Lim (f(x) +—x> =-1, uma vez que
X ——» 2

lim (f(x) + % x) é a ordenada na origem da reta
X — -

gue passa no ponto de coordenadas (0, —1).
b)

i

v

ii) g é continua em IR, uma vez que
lim g(x)=Llim_ g(x)=g(0)=0.
x—0 x—0

iii) As assintotas ao grafico de g sdo as retas de equa-

Bes L leveti
coesy = 5 X ley 7 X L

il tim (g(x) - (—%x - 1)) -0

. . 1 _
< lim  gx) —i@m (_Ex_ 1) =0

X — +o

< lim  gx) =lim (—lx—l)
X —> xo4e | 2

@ m,_gt) ==
49, lim_oo (flx) + x) = 0, logo a reta de equagdo y =—x é
L?na assintota ao gréfico de f quando x — —o.
yTz f(x) = +0, logo a reta de equagdo x = 2 é uma
assintota vertical ao grafico de f.
)lcir_r>1+oc (f(x) =x + 1) = 0, logo a reta de equacao
y =x—1 é uma assintota ao grafico de f quando

X —> +00,
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Assim, um possivel grafico de f é:

A

QS >
a '
50.
14 L 6 _
VO =1+ 7~y
_(t+1)%+t+1-6
(t+1)2
2+ 2t+1+t-5
(t+1)2
_t2+3t-4
(t+1)2
2 _
b)V(30)=3O +3x30 4_986:1’026

312 961
30 dias apds o inicio da campanha, o volume de
vendas didrias foi de 1026 u.m., aproximadamente.

t2+3t-4
Vi<l o W<
t2+3t-4
—_— 1<
(t+1)? 1<0
?+3t-4-12-2t-1 <0
(t+1)2 B
t-5
— - <
< e =P
Como (t+1)2>0,V t € R\ {-1}, entdo:
t-5

—9o<
G0 e t-5<0

& t<h

O volume de vendas nao ultrapassou as 1000 uni-
dades nos primeiros 5 dias.

. e 2+ 3t-4
d)w!"lgloc V(t)_l!"anﬂo (t+1? -
i L3t=4
towe t242t +1
21+ 2
! t t2
= lim =
t— 4o t2 l+_2_+_1
t £
l+—3——i
. t 1
=lim 7 1 ===1
t— t+ox 1+__+_
t

Com o decorrer do tempo, o volume de vendas
tende a estabilizar nas 1000 unidades.
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al.

algly =Y 34

-1
) 1
|)Dg=[xE|R:2x—1¢0}:|R\{§}

A funcdo g é continua em IR \ {%} por se tratar de

uma funcgao racional.

W gkx) _ . x2-3x-4
=i 2um -
2(1-2-4)
. X X
:l|m+m 1
x> x2<2——>
by
1-3_4
=lim * 1
X — +oo Z—l 2
X
T 1N\ . x2-%-4 1\ _
b—ian+w<g(x)—2x)—}|g1+w< o1 —zx)_
lim 2?2 -6x-8-2%+x
T X 2(2x-1) B
Slim =8
x40 4x—=7
5.8
i X 5
_XILn+oc 4_2 - 4
X

A reta de equacdo y =%x - % € uma assintota obli-

gua ao grafico de g quando x — +o,
Quando x — —x, os calculos sdo idénticos e, por-
tanto, também se obtém a mesma reta.

b)DfZ{xE|R:2x—a¢0}=|R\{%}, coma € RR.

Logo, nenhum elemento da familia tem dominio IR.

¢) O gréfico de f ndo admite assintotas verticais se o
numerador e o denominador admitirem zeros
comuns.

2-3x-4=0 & x= S VITI6 V29+16
o 325
2

S x=4vx=-1
Se 4 for um zero do denominador:
2x4-a0=0 < a=8
Se -1 for um zero do denominador:

2%x(-1)-a=0 © a=-2
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Assim, se a = 8 ou a = -2, o gréfico de f ndo admite
assintotas verticais.

52. Se o gréfico de f admite uma assintota de equacao

y=2x+ b, entdo lim Lx)zz.
x—+x X
Assim:
o fl) . ax® + 3% +8x
ili)n-ﬁ—oc X _2 < )EILn+oc 3x5+4x _2
x5<a+—+%>
& lim ol 4x =2
X =+ x5 3+_4>
X
c/+—+ﬁ
. x  x*
< lim =2
X =+ 3+i
¥4
a
g_9
<3
< 0=6
_ Bx®+3x* +8x
Logo, flx) = A+ 4
b=lim+ (flx) —2x) =
T B6x° + 3x* + 8x _
_xllinmo( x4+ 4 _Zx)_
—lim Bx°+3x*+8x-6x°-8x
g 3+ 4 a
Xt x4+ 4
. 3x*
=lim -
X — +%© 4 3+_
“(35e)
=lim 3 =§:l

X =+ 4 3
3+
x4

53.
aD,=[x € R:x3-x2+22 0] =R\ [-1]

Calculos auxiliares

1 -1 0 2
-1 -1 2 -2

[ o2z [0

cx3-x24+2=(x+1)(x2-2x+2)

x2-2x+2=0 & x= w , que é uma equagao
impossivel em IR.
-
[ x =
bg)=0 & Z——=0

o x4 -x2=0 A X3-x2+2=0
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o X2(x2-1)=0 A x#-1

& (W?=0v x2-1=0) A x#-1

S x=0vx=1vx=-1) Ax=-1
s x=0vx=1

A afirmacao é falsa, uma vez que a funcdo g admi-
te dois zeros.

4_
o) =5 g =
_ x2(x2-1)
G+ D)E2-2x+2)
x-1)(x+1)
G+ D)E2-2x+2)
_ x2(x-1) B
CoxX2-%+2
_ x3 — x? =
—x72_2x+2,VxEIR\[l]

d) Assintotas verticais

I J)
x2=2x+2'
x2-2x+2=#0,Vx € R, afungio g é continua em
IR \ {-1}, logo o seu gréafico ndo admite assintotas
verticais.

Uma vez que g(x) = vV x € R\{-1} e que

Assintotas ndo verticais

=lim =
X — +o© x3<l_z+%)
X X
L1
Li a 1
X —> +%© l—z"l'%
X X

b=Llim (g{x)-x)=

x = +o0
Clim (=X ) -
x40\ x2— 20+ 2
R i Sl R i A

:£|Ln+oc xX2-2x+2 -

Clim X 2x
x4 X2 +2
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A reta de equagdo y = x + 1 é uma assintota obli-
qua ao grafico de g quando x — -+,

Quando x — —x, os calculos sdo idénticos e, por-
tanto, também se obtém a mesma reta.

54.

a) A primeira torneira enche o recipiente em 8 horas,

logo ao fim de 1 hora o recipiente esté % cheio.

A segunda torneira enche o recipiente em 4 horas,

logo ao fim de 1 hora o recipiente estd % cheio.

A terceira torneira enche o recipiente em t horas,
. - 1 .

logo ao fim de 1 hora o recipiente esta N cheio.

Se as trés torneiras funcionarem simultaneamen-

te, ao fim de 1 hora o recipiente estara
1 1 1 3t+8

§+2+?——8t—ChEIO.
Assim:
1 hora __ hhoras
3t+8 recipiente 1 recipiente
8t
.8t
Logo, h(t) = 3+ 8 ,t>0.
_ 8t _3_
bhit)=15 & 3t+8 2—0
16t-9t-24 _
6t + 16
Tt-24
© et+1p O
& 1t-24=0 A 6t+16=0
= t=274 A ti—16—6
24
Logo,t=—h
0go, t 7
55.
a) lim e S
x4 x2-16 (%)x—wr (x—4)(x+ 4)
“lim L -_1
x—o4 x+4 8
x—-4 sex>24
[x - 4| =

—x+4 se x<4

b i Vx+4-2 B
My Vx+9-3 (%)
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i Vx+4-2 Vx+4+2 Vx+9+3\
_xlino( Vir9-3 “Vi+4+2 " \/x+9+3)_
it (x+4-4)(Vx+9+3)
T e+ 9-9)(Va+4+2)
i x(Vx+8+3)
0o x(Vathd+2)
— i Vx+9+3 6 _3
M Vi+4+2 T 42
. [x| 0 x  _
iy 33l o S y——
=lim =1
x—>0 —x

Calculos auxiliares

xse x>0
[x] =

-x se x<0

x+3 se x>2-3

lx+3l=
-x-3 se x<-3
56.
. x-1 21
Allim Vo THm T
=lim (V_l)(y-"l):
y—-1 y-1
=lim (y+1)=2
y—l

Mudanga de variavel
y= \/;, logo x = 2.

Sex—1lentdoy—>1

, x-8 . p-8_
b)x“LnB \3/;—2 _)EILnZ y—2 B
_ 2
i =204
y—2 y—2

=lm, 02 +2p+4)=4+4+4=12
V=

Mudanga de variavel
y= \3/;, logo x =",

Sex —8,entdoy — 2.

Calculos auxiliares
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. Y flx)-1 _
5ty o) = iy, == =
Logo, a reta de equacao x = 0 é uma assintota ver-

tical ao grafico de g.

Tem-se que:

)Eignm (f) +2x)=-1 & &iinm (fx) - (2x)) +1=0
& ii:nm (for) - (2x) +1)=0
< lim  (fx) - (-2x-1))=0

X — +®
Logo, a reta de equacdo y = -2x—1 é uma assintota
obliqua ao grafico de f.

Assim, lim Mz—z
XxX—>+° X
Entao:
lim g() = lim f=1_
X =+ X —> +» X
—tim T8 i Lo9_0=2
x—>+ X x>+ x

Logo, a reta de equacdo y = -2 é uma assintota
horizontal ao gréfico de g.

Unidade 5 - Derivadas de funcdes reais de variavel
real e aplicacdes

Péginas 86 a 118
54,
d(3)-d(2) _30-14 _
altmuv.p g = 3-7 1 1om/s
_d(25-d(2)  2125-14
b)tmv[z 25] = 5-2 0,5 =14,5m/s
_dw-d(@2) _ 3x2+x-14 =
o tmv.p 4 ) x=2
7
ak-aveg)
= Yo 2 -
= (3_x + 7) m/s
Calculo auxiliar
32+x-14=0 & x= @
o y= -1+13
6
o x=-tvx=2
85, t.m.v.(5 ) = fibl =fla) _8b=8a _8b=0) _g o sjc.

b-a b-a b-a
guer que sejam os valores de a e de b.
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56. (1) Proposicdo verdadeira
Seja f uma fungdo crescente em [a, b]. Se a < b,

entdo f(a) < f(b), ou seja, f(b) — f(a) > 0.
Logo, tm.v.(g 1) = (bt)) ga)

(1) Proposigao falsa

Contraexemplo:

Seja f(x) = x2 Tem-se que tmwv.q, 9 > 0, mas a
funcéo ndo é crescente em [-1, 2].

ol
o [0 =2) ft) -2
allim =5 =M )
» o [00-2)
_i”—?—zx—z +lim, x+2
X2 =-2
3h 1
b) | =3 =
G R R (= Py 7
h—0 h
_ 1 _3
=3x 2 "5
98.
o (0) = tim, T00) i B0
i X 6)
x—0 X a

i [0 =) . x3-x-0
b) f(l) _)IEILn x-1 _xlILnl x-1 B
Cox(®-1)
;Elinl x—-1 h
=lim x(x_l)(x'i_]-) —
x—1 x-1

x+1 3
_ fx) -f(2) _ . x-3 _
c)f(2)—}|m = E'E‘z 5
_ x+1+3-9 _
x=>2 (x=2)(x-3)
—lim -8
r=2 (x=2x-3)
L 4-2)  _
=, - 26-3)
_)EILan 3 =-4

LY



i T =f3)
d) £(3) —yLnS P
— lim Vx+1-2 _
x—3 x—-3
1 Vx+1-2 Vx+1+2 \
"x'ins‘(?x Vx+1+2 )_
it x+1-4 B
L x-3)(Vx+1+2)
“lim, =%

x—3 x+1+2 4

59,
C(20)-C(2) _5-9,86

20-2 18 0%

a) t.m.v. [2,20] =

Calculos auxiliares

-+ C(20) =-0,005x 203 + 0,225 x 202-3x20+15=5
+C(2) =-0,005x23+0,225x22-3x2+15=9,86

A cotacdo das agdes diminui em média 0,27 euros
por dia, no periodo indicado.

ey _ e C(t) —C(15)
b) C'(15) = il.“'ILnlS t-15
T -0,005xt3+0,225xt?-3xt+15-3,75 _
=lim =
t—15 t-15
T -0,005xt3+0,225xt?2-3xt+11,25 _
=lim =
t—15 t-15
) (t-15)(-0,005t2 + 0,15t - 0,75)
=lim =
t—15 t-15
=lim (-0,005t%+ 0,15t -0,75) = 0,375
t—15
Calculo auxiliar
-0,005 0,225 -3 11,25
15 -0,075 2,25 -11,25

‘ -0005 0,15

-0,75 0

b) Como f(3) = _11_6 a equacao pedida é da forma
1

yZ—Ex+b

O ponto de coordenadas | 3, %) pertence a esta
reta tangente ao grafico de f, logo:
1

—=——><3 b < b—1

4 16 6

1 7
Assim, a equacao pedida é y = - 6 x+ 16
¢) A equacéo pedida é da forma y = 16x + b.

O ponto de coordenadas (3, %) pertence a esta

reta, logol—16x3+b P b__ﬂ
4 4
Assim, a equagao pedida é y = 16x - %

61. A bissetriz dos quadrantes impares é a reta de
equacgao y = x, cujo declive é 1. Logo:

Fi4)=1 & lim 1014 _q

x—=4 x—4

A opcao correta é a (B).

. x)—f(1 . xS =3x+3-1
62.f(1)=£|g11 f(x—)ch( | =)|E|Lnl x-1 -
—lim x3—3x+2_
x—=1 x—-1
—lim (x-1(x?+x-2) _
x—1 x—1

1 0 -3 2

Passados 15 dias, a cotagao das agoes estava a
aumentar a taxa de 0,375 euros por dia.

60. 1 1
i ) =F3) _ x+l 4 _
a)f(3)_y£>n3 x-3 )|;an3 x—-3 B
=lim u
x—3 (x-34x+1)
=lim X3
x—>3 (x—-3)4(x+ 1)
=im _l = L
x—>3 4(x+1) 16
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Como o declive da reta tangente ao gréafico de f no
ponto de abcissa 1 é 0, entdo trata-se de uma reta
horizontal.

63.
e [ -A1) . fx)-6
a)f(l)_yinl x—1 _yinl x-1
Limites laterais
_ 340
lim 198 _jjpy X #5-6
=1t x-1 =1t x=1
=lim 2l
T ro1t x—-1 B
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=lim (2 +x+1)=3
Calculo auxiliar
1 0 0 -1
1 1 1 1
‘ 11 1 |o
i [W=6 _ . 3x+3-6
=1 x-1 x—1- x—1
lim X3
T i1 x—1 a
im, 362D g
o1 x-1
Uma vez que lim =6 _ jim 7M= 3, entdo
o1t x-1 x—>1 x-
lim 1096 _ 3 oy seja, r(1) = 3.
x—1 x-1

b) A fungdo f é continua no ponto de abcissa 1, uma
vez que é diferencidvel em 1, como se verificou na
alinea anterior.

64. Continuidade
lim _g(x) =lim Vil =lm _ Vx=0
x—0 x—0 x—0
lim gx)=lm_ Vixl=lm V-x=0
x—0 x—0 x—0
9(0)=0

Como lim__g(x) =lim __g(x) = g(0), entdo a fungao
x—0 x—0

g é continua em x = 0.

Diferenciabilidade

g(0) =lim 982900 _;, VId
x>0 x-0 x>0 X
Limites laterais
im Y Vi
X%U+ X )C—)OJr X
=lim =
x—0" xVx
ST S
=0t Vi 0
lim Yy Ve
x—0 X x—0 X
= lim X im —=— oL
_x—>0’ X -X _x—>0’ —X _0+_
Como lim | W 2tim - Y entao £ nao
X — X x—0 X

admite derivada em x = 0.
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vy h)=h(@) _  20t-£-0
R
~tim 2970 _ i (20-4)=20

t—=0 -

A velocidade inicial do projétil € 20 m/s.

b h(t)=0 & 20t-t?=0 < t(20-1)=0
< t=0v 20-t=0
o t=0v t=20
O projétil atinge o solo 20 segundos apds o langa-
mento.

o R —h(20) .. 20t-£-0

h(zo)_tl@m t-20 _tl—>20 t-20
—tim HB-0
t—20 t-20

=lim (-t)=-20
t— 20

No momento em que o projétil atinge o solo a velo-
cidade é =20 m/s.

o b(t) = tim 2UEF2ZPE
x—0 X
— 2 _ _ 42
i 20+ x) (£ 422 (20t 1) _
x—0 X
~lim 20t + 20x — t2 — 2tx — x2 — 20t + t?
_x~>0 X -
L 20x — 2tx —x2
=lim ————=
x—0 X
=lim (20-2t-x)=20-2t
x—0
66.
alf(x)=x=1

Bg'(x)=(x+m) =x+n'=1+0=1
o(f+9 ) =fk)+gkx)=1+1=2

6.9'(0) = (fx) +1)' = f(x) + 1'=f(x)
Logo, a representacao gréfica da fungdo derivada
da fungao g estd na figura (1l).

68.

al (fxg)'(5) =f(5) x g(5) +f(5) x g'(5) =
=1x(5+3n)+5x1=
=5+3n+5=
=10+ 3m

Calculos auxiliares
cfl)=x'=1
g =x+3m)=1+0=1

b)) (f x 9)'(x) = £ (x) x glx) + flx) x g'(x) =
=1x(x+3m)+xx1l=
=x+3n+x=
=2x+ 31

a (9~ W) —gk)fx) _
"’(f)(x) P
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Ixx—(x+3n)x1

2

x
_x-x-3n _ 3n
=g
69.
al(f+9)(2)=f(2)+g'(2)=-2+1=-1
b) (5/)'(2) = 5f(2) =5 x (-2) =-10

o) (fx9)(2) =f(2)xg(2) +f(2) xg'(2) =
=-2x(-3)+4x1=
=6+4=10

1y, _0-f@_ -2_1
d’(f)(z) 72 w8

o (L)'(z) _ f2)x9(2)-f(2) xg'(2) _
g

2
2x(B)-4x1 2
B (3P 9
1V, 0-(frg@) 1 _
[ - -1
’(f+g>” FroP@ 437
8 (9% 0)(2)=g'(2) xg(2) + g(2) x g'(2) =
—1x(3)+ (-3) x1=-6
CF Vo P9 -+ 9)(2)
h)<f+g)(2) (F+922)
2% 1-4x(-1)
B (4-73)2 -
=—2+4:2

1

70. m = tg 60° = V/3 é o declive da reta tangente ao
grafico de f que tem inclinagao 60°.

Logo:
V3 o xz—x—2)'=\/§
o 2-1=V3
_ V3+1
o x=
2
Nfx) =(x-x?2) =3x2-2x
f1)=3-2=1

Assim, 1 =tg 6, com 0° < 6 < 180°, ou seja, 6 = 45°,
Logo, a inclinagdo da reta tangente ao grafico de f
no ponto de abcissa 1 é 45°,

12,
afx)=(x2+5¢+3)=2x+5
b)g(x)=<lx —x+2020) 301
2 2
e h'(x) = (3 V) = (3) Ve +x3 (Vi) =
=32 Vx+x3x Zi/)_c =
150

B Bx2 x x +x3 B

= =

_ 7x3Vx _

2x
_ 7x2\/)_c
2

d)p(x):(g)'zo—)ixx __x_52
e q'(x) = (xi 4 2%) -

= 1+2>< 1

2 2Vx

1 1
27 Vi

fr) = (2;‘;13) -

_ 2xx+1)-(x-3)x1  _

(x+1)?

X +2-2x+3 5

T (x+1)?2 (x+1)2
13.
a) (fog)(1) =flg(1)) = f(4) =3 x16-5=143
b (fo9)'(1)=f(g(1)) xg'(1) = f(4) x 2=24 x 2 =48

Calculo auxiliar

f(x) = (3x2-5)" =6x

4.
oy = (43_3 2 ‘192 8
a)a'(x) = 4x —o ¥ -2 +7)=12x —gx—Q

b) b'(x) =( lo—lx T- 23 + 9) 1075)69—1)(6—6)62
e e
c)c'(x) = ((2x2 - 3)%)" = 4(2x2 - 3)3(2x2-3)' =
=4(2x2-3)3 x 4x =
=16x(2x2 - 3)3
d) d'(x) = ((x* - 5x2)3(x8 - 5x°))' =
= ((x* - 5x2)3)" (x® — 5x5) + (x* — 5x2)3((x® - Bx®))' =

= 3(x* - 5x2)2(x* - 5x2)'(x® - 5x®) +
+ (x% - 5x2)3(6x° - 25x%) =

= 3(x* - 5x2)2(4x3 - 10x) (x® — 5x5) +
+ (x% - 5x2)3(6x° — 256x%)

ele() =(<2-lx ) )
L
el
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:—3x+x4—6x2+%x4=

Z%x - 6x2-3x
-5\
f)f(x)_<3x+1> B
2(3x+1) - (2x-5)x3 _
(3x +1)2
_bx+2-6x+15 17
(3x+1)2 © (3x+1)2

so- (32))-
(a2 (E=)-

2x-3 2(x2 - 4) - (2x - 3)2x
3( 2 4) (x2-4)?

-3 2x—3\2 2x2-8-4x2 + Bx _
4 (@ 4)

3(2x - 3)2(~2x2 + Bx - 8)
(x? - 4)*

:%(Zx‘*—l) (2x4-1)' =
1 1 83—
T3V ho1z T T
B 8x3
3V (2x4-1)2
N | L ((x-1\7
j)j(x)_( 3x+l> (<3x+1) >
_1(2x-1V7 (2-1V
2\3x+1 3Ax+1
_1 3+l 2(3r+1)-(20-1)x3
2V -1 (3x +1)2
:l 3x+lX6x+2—6x+3=
2V 2-1 (3r+1)2
_ 3x+l>< 5
-1 " 2(3x+1)2
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~(x+Vx+2)

(x+Vx+2)?
N
)
2

1
-1 —% (x+2)2

-1-((x+2)
[

(x+Vx+2)

(x+Vx+2)?
-1- 1
2Vx+2

(x+ \/mﬂ
2Vx+2-1
2Vx +2
T (c+ Vet 2)2
2Vx+2-1
2\/m(x+ \/E)z

1. f(x) = (3x9)' = 6x

() = 4 \_ AxXX 8
I _<1+x2) T 1?2

a) Primeiro processo

(9o /() = 0'(flx)) x F(x) = '(3x?) x Bx =
o 8x32
L+@22 "
1448
(9x* +1)2
Segundo processo
(95 Dl) =011t = 9359 = T a7 = 7 6t
(gof'() = <1+49x )—
AL+ o) _
(1+9x%)2
___4x 36x3 _
(9x* +1)2
_ 1448
(9x* +1)2

b) Primeiro processo

(feg)'(x) =f(gkx) x g'(x) =

_f<l+x )X<_ (14?;)2):

—6x 4 x(— 8x ):
1+x2 (1+x%)?
_19%
(x2+1)3
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Segundo processo b) (fxg)'(-1) =f(-1) xg(-1) + f(-1) x g'(-1) =

ran-taa- {5
{ataf

-1
NG x2+VBx3=

= \_/25 +3V6 =
:(2+1> _ 2+18
48\ - Ve
100~z 1) = _16V6 _ 8VE
6 3
_ 4BX2(?+1)x2x , , 2
- (k2 +1)4 - c)(fog)(—1)=f(g(—1>)Xg(—l):f(2)><3=§x3=2
_ 19
T (x2+1)8 18.

al f(x) = (4x3) = 1242
f(-V2)=12x2=24

¢) Primeiro processo

(Fo ) () = £ (Flx)) X f'(x) = f(3x%) x Bx =

=B x3x2x Bx = A equacdo reduzida da reta tangente ao grafico da
=108x3 funcdo f no ponto de abcissa -V 2 é da forma
y=24x+b.
Segundo processo O ponto de coordenadas
(fo Nx) = flflx)) = f(3x%) = 3x (3x?)? = 3 x A = 27x* (-V2, f(-V2)) = (-V2, -8V2) pertence a esta
(fof)(x) = (27x%)' = 4 x 27x% =108x° reta, logo:

8V2=24x(-V2) +b & b=16V2

1 bx-(x+1) x4  4x-4b4x-4 -1 . ~ o
/| X T = == - ,
6. f(x) = ( . ) G 162 o2 Assim, a equacéao pedida é y = 24x + 16V2
hx) = (2 3x) = 2x - 3 b) A bissetriz dos 'quadrr?\nte’s impares € a reta de
941 1 equacgao y = x, cujo declive é 1.
a) (foh)(2) =1(h(2)=f22-3x2)=f(-2) = 4_>< ?_2) = 3 Como a reta r € paralela a bissetriz dos quadrantes

impares, entdo o seu declive é também 1.

Logo, a equacdo reduzida da reta r é do tipo y = x + b.
b) (fo h)'(2) = f(h(2)) x h'(2) = f(-2) x (2x 2-3) =

_1 =1 o 122=1 & 2=
= x1= 12
4 x(-2)? 1
L AR}
16
V3 V3
) (fo h)'(x) = f(h(x) X h'(x) = f (x* = 3x) x (2x - 3) ©X= e VxEs e
-1
= 4(x2-3x)2 x(2x-3) = As abcissas dos pontos do grafico de f em que a
3-9y reta tangente é paralela a bissetriz dos quadrantes
ERATCRERE impares sdo \f e- %
1
Trw = (Va2+5) =((+5)” | = f<%>=li§
1
Zl(x2+5) 7 x2x= f_\/§ =_\/§
2 6 18
X
T Vx2+5 O ponto de coordenadas ( \ég : %) pertence
, : -1 X V3 V3 V3
a (f+g)-l)=fl)+g(-1l)=~/5 +3= aretar logo — o= = — = +b o b=-— .
_ 1+3Ve _ resim o V3
V6 Wy g
_ 6+18
6
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O ponto de coordenadas (—% —%) pertence
aretar, logo- \1/8§ =—% +b & b= %

Assim, rny=x+ 3

¢) Para que as retas tangentes aos gréficos sejam
perpendiculares, o produto dos seus declives terd
de serigual a -1. Assim:

Fl)x g =-1 & 122x 2 =-1 o -120=-1
X

o=
12

1.

a) Como f é uma funcdo continua em [0, 4] e diferen-
ciavel em ]0, 4[, pelo Teorema de Lagrange existe
f(4)-f(0) _28-0 _

4-0 i

c €10, 4[ tal que f(c) =
flx)=(x2+3x)=2x+3
flx)=7 © x+3=7 & 2x=4 & x=2
Logo, c=2.

b) f'(c) = 7, logo a equagdo pedida é do tipo y = 7x + b.
f(2) =10

O ponto de coordenadas (2, 10) pertence a reta
tangente ao gréfico de f em c, logo:

10=7%x2+b & b=-4
A equacdo pedida é y = 7x — 4.

80.

a) A afirmacéo é falsa.
Contraexemplo:
flx) = (x - 3)?
fl4)-fl) _1-4__3 50 & }
1 3 4 <0, mas f nao é decrescen
teem |1, 4.

b) A afirmacéo é falsa.
Contraexemplo:
flx) =3

f(0) = 0, mas a fungdo ndo tem extremo em x = 0.

¢) A afirmacéo é falsa.
Contraexemplo:
fx) = Ixl
A fungdo f tem um minimo relativo em x = 0, mas
nao existe f(0).

d) A afirmacéo é verdadeira, pelo Teorema da péagina
110.
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81.

aD;=R
fx)=(x*-3x?-9x+7)' =3x?-6x-9
fx)=0 & 3x?-6x-9=0

_ 6+V36+108
— X =
6
o L B£12
6
S x=3vx=-1
X —0 -1 3 +o0
Sinalde f + 0 - 0 +

Variagao de f Ve Mlé'zx' N [:42'?] V4

f-1)=-1-3+9+7=12
f(3)=27-27-27+7=-20

f é estritamente crescente em ]—c, -1] e em [3, +oo[
e é estritamente decrescente em [-1, 3]; 12 é um
maximo relativo em -1; -20 é um minimo relativo
em 3.

b)Dy={x € Rix-1#0}=R\ {1}

gt :Gti)_ x-1-(c+4)

(e-1)2

:—ﬁ <0,VxER\(1]

g é estritamente decrescente em ]—o, 1[ e em ]1, +oo[;
nao tem extremos.

c)thlR
h(x) = X ':x2+1—x><2x: 1-x2
x2+1 (2 +1)? (x+1)2
] _ 1_'x2 —
h=0 & 5 757 =0
& 1-x2=0 A x2+1)2=0
h\f—_/
Condigao universal em IR
S x=1vix=-1
X —o0 -1 1 +oo
Sinal de b’ - 0 + 0 -
Min. Max.
Variacao de h N\ 1 7 1 N
2 2
1
h(-1)=-=
(1) =-7
1
h(l)==
(1) 2

h é estritamente decrescente em |-, -1] e em [1, +o0[
e é estritamente crescente em [-1, 1]; - % é um
minimo relativo em -1; ) € um maximo relativo em 1.
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82,
a) f(x) = (4x2-16x + 3)' =8x-16
fix)=0 & 8x-16=0 & x=2

X —0 2 —+00
Sinalde f - 0 +
S Min.
Variagdodef| 13 2

f(2)=16-32+3=-13

f é estritamente decrescente em |—», 2] e é estrita-
mente crescente em [2, +oo[; =13 é um minimo
absoluto em 2.

b)h'(x):(zﬁi)':z-i2

X X

H( =0 & 2-—5=0
X

224
(=1

x2

o %%2-4=0 A x2%0

= (x=\/§ vx=—\/§) Axz0

=0

x 0 V2 0 V2 +o0
Sinalde h’ + 0 - |nd| - 0 +
. Max. Min.
a N
\Variacaode h 7 AVG) nd.| N | 4/5 A

h(-V2) =-2V2 + _\4/5 =2V2-2V2=-4\2
h(\/§)=2\/§+%=2\/§+2\/§:4\/§

h é estritamente crescente em |-, V2] e em
[V/2, +o[ e ¢ estritamente decrescente em
[-V/2,0[ e em 10, V'2] : 4V/2 é um méximo relati-
voem-V2; 4V/2 é um ml'ninlno relativo em V2.

Ap) = (Vi +4) = ((2+4) 7 ) =

-1
224

2 2=

X

Va2 + 4

Y _ X — =
PR=0 e e TP
& x=0 A Vx2+4=0

< x=0
X —00 0 +0o0
Sinal de p’ - 0 +
Variagao de p N Mén' A
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p(0) = V4 =2

p é estritamente decrescente em ], 0] e é estri-
tamente crescente em [0, +eo[; 2 é 0 minimo abso-
lutoem O.

vy 4\ X
d)r(x)—(x2+1>— (x2+1)2
r(x):[) R _W:
e -2x=0 A (x*2+1)2%0
< x=0
X —0 0 +o0
Sinal de I + 0 -
Variacao de r y ij‘ N
_4
r(O)—l 4

r é estritamente crescente em ]-«, 0] e é estrita-
mente decrescente em [0, +»[; 4 é o maximo
absoluto em O.

83.

d(20)-d(0) _ 247-7 _
20-0 20
Nos primeiros 20 minutos a velocidade média do

baldo foi 12 m/min.
b) o' (t) = (-0,02t3 + t2 + 7)’ = -0,06t% + 2t
d'(5)=-0,06x25+2x5=8,5
A velocidade instantanea relativamente ao solo do
bal&do aos 5 minutos era de 8,5 m/min.
c)d(t)=0 o -0,06t2+2t=0
< t(-0,06t+2)=0
< t=0v -006t+2=0

a) t.V.m.[O’ 20] = 12

100
S t=0vt=—"7-
3
100
t -
0 3 50
Sinal de d’ 0 + 0 - -
N Min. Max. Min.
Variacgao de d 7 Vs 377 N 7

d<@) - 377
3
100
——=33
3
O balao atinge a altura maxima de 377 metros aos

33 minutos.
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_Clg _ V3 _ V3
84. f(q) = 7 S ox 3 V¥ 3
2g%2-15g+ 3200 Y
f(q) =( g -1 ) - i ) Vi )
q 3
_ _(49-15)g- (29’ ~15q +3200) _ Sinalde A’ | nd. | + 0 N
q
2 2 Max
4q°-15g-29°+159-3200 _ Variagiode A| n.d. b w3 | n.d.
q? e
2g%-3200
R V3 V3 V3 \3
q A(—3 >=2>< ; —2( ; )z
_ 2g2-3200
fla=0e =—5—=0 V3 2V3
& 2¢2-3200=0 A g2#0 3 9
< g2=1600 A g=#0 ~ \/3
< g=40 v g=-40 9
q 0 40 oo O valor maximo da area é 9 -
Sinalde f n.d. - 0 +
Variagdode f| n.d. N '14["'% ~ 81.12(=12dm?
Cl40 V=nr2><h,logo7tr2><h=12@hz%.
f(40) = % =145

Assim, A(r) = 2nr><if—€+2><nr2=2—r4+ 2nr?, r>0.
O custo médio é minimo para g = 40 unidades.

A = (%i n 27cr2> - % + by

85.
1 — _% _
a) A base da caixa é um quadrado de lado 6 -~ 2x e a AN=0 < 27 4nr=0
altura da caixa é x. Logo: 24 + 4yr3
®—p7 -0
V(x) = (6 — 2x)%¢ = (36 — 24x + 4x)x = 4x3 — 24x2 + 36, r
com x € ]0, 3[. & 24+4n3=0 A 220

b) V' (x) = (4x3 - 24x? + 36x)' = 12x? - 48x + 36

6
o == Ar=#0
Vi(x)=0 & 12x?-48x+36=0 n

& x2-4x+3=0 o r=°8
4+V4 T
& x= —
2
S x=1vx=3 r 0 ’ % +oeo
= 0 1 3 Sinal de A’ n.d. - 0 +
Sinalde V' nd. N 0 B nd. Variagdode A| n.d. N Min. A
Variagaode V| n.d. A MléBX' N n.d. . . i 3/ B
A medida do raio da base deverd ser ./ — dm.
T

V(1) =4-24+36=16
O volume da caixa € maximo quando x = 1 e, nesse

caso, o volume da caixa é 16 cm?. 88. Seja [ABCD] um retangulo nas condigdes do
enunciado.

86. A(x) = 2x(1 - x2) = 2x - 23, com x € 0, 1. O triangulo [ABC] é um triangulo retangulo, uma
A'lx) = (2x - 203) = 2 — 622 vez que estd inscrito numa semicircunferéncia.
Ax)=0 & 2-6x2=0 Pelo Teorema de Pitagoras:

o ool CB?+ AB = AC? <> CB?=100- AB?
3

1 Logo, CB="V100 - AB2.

1
CIYTNE VYT
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Sendo AB = x, a area do retangulo [ABCD] é dada
por A(x) =xV100 - x2, com x € ]0, 10[.

A'(x) = (x\/EO -x%)' = )

=V100—x2+x((100—x2) )=
_1
=\/100—x2+x><%(100—x2) 2 (o) =
2

V100-x2- —X =
V100 - +2

100 - x2-x2
/100 - 2
100 - 242
/100 -2

, 100 - 242

A(x)=0 @m_o
& 100-242=0 A V100-x2#0
& x2=50 A xED,

= x=V50
x 0 V50 10
Sinal de A’ n.d. + 0 - n.d.
Variagcaode A| nd.d. 2 Max.| n.d.

0 retangulo de drea méxima é o quadrado de lado

V50=5V2.

Aprende Fazendo
Péginas 1222132

1.0s pontos de coordenadas (1, 0) e (0, —-2) perten-
cem aretat.

Entao:
_0+2
me=1-g=2=r(0)

A opcao correta é a (C).

2. A afirmacao (I) é falsa.
Contraexemplo: f(x) = IxI
f é continua em x = 0, mas ndo é diferencidvel em
x=0.
A afirmacéo (ll) é verdadeira.
A opcao correta é a (C).

3.
_S(3)-5(0) _18-0 _
a) t.v.m.[oy 3] 320 3 6
A velocidade média, nos primeiros trés segundos
apods o lancamento da bola, é 6 m/s.

A opcao correta é a (B).
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b) S'(t) = (-6t% + 24t)' =12t + 24

S1)=-12+24=12

A velocidade da bola ao fim de um segundo é
12 m/s.

A opcao correta é a (C).

4, f(x) = (kx® - 2kx?)" = 3kx? - 4kx

O declive da reta de equagdo y = 2x — 1 é 2, pelo
gue o declive da reta tangente ao grafico de f no

ponto de abcissa l é - % Logo:

__1 PR S
fl)=-7 & 3k-4k=-2 & k=3

A opgao correta é a (C).

b.x-y=1 ¢ y=x-1

O declive da reta de equacdo y =x -1 € 1. Logo, o
declive da reta tangente ao grafico de f no ponto A
é-1.

f=1 o (3x+3+2>':1

x
& 3—%—1
X
2
2-—=0
= 2
2-2
X2 =0

o 2%2-2=0 A x2%0
o x2=1 A x=0

S x=1vx=-1

Como D= IR", entdo x = 1.
A opgao correta é a (C).

6. Como o declive da reta de equagdo y = -3x + 2, tan-
gente ao grafico de g no ponto de abcissa -2, é -3,
entdo g'(-2) =-3.

Sex=-2,entdoy=6+2=8. Logo, as coordenadas
do ponto de tangéncia sdo (-2, 8), e, portanto,
g(-2) = 8. Assim:

g(-2)=-3 o lim L2 -02) _ 4
h—0
< lim M:_g
h—0 h

A opgao corretaé a (D.)

1Lfx)=(x?+(@a-1)x-2)=2ax+a-1
A abcissa do extremo relativo de f € um zero de f,
ja que f é uma funcdo quadratica. Assim:
f(-1)=0 @ 20+0-1=0 © a=-1

A opgao correta é a (A).
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8.Se a reta tangente ao gréafico de h no ponto de
abcissa 3 tem declive igual a 2, entdo h'(3) = 2.
Como h é uma funcéo par, entdo h'(-3) =-2.
A opcao correta é a (C).

9.m=tg120°=-\V3=g'(1)

Entao:

lim g(X)Q_g( ) = lim g(x) _g(l) x lim ==

x—1 X‘—Xx x—1 X - x—1x
=g()x1=-V3

A opgao correta é a (A).

10. Como a reta de equacdo y = 3x + 1 é tangente ao
grafico de f no ponto de abcissa -1, tem-se que
f(=1)=3.
Se f(x) = x3 - x, entdo f(x) = 3x2 - 1, e, portanto,

Se f(x) = x + x% entdo f'(x) = 1 + 2x, e, portanto,

f-1)=-1.

Se f(x) = x% + x, entdo f'(x) = 3x2 + 1, e, portanto,
f(-1)=4
Se f(x) = x — x2, entdo f(x) = 1 - 2x, e, portanto,
f(-1)=3

A opcao correta é a (D).

1. Para que a funcéo f seja diferencidvel, é necessario
gue seja continua.

li_>m1_ fix) = li_>ml_ (ax*-x)=a-1=f(1)

“Lnf flx) = li_)ml+ (2x+b)=2+b

Assim:

f(1) = liml, fx) = Lin fix) © a-1=2+b
< b=a-3

Por outro lado, tem que se verificar

- f) =) _ . flx) —f(1)
)lzlinf x—-1 _xllg]f x-1
. fx) -f(1) . ax®-x—(a-1) _
)|E|£>nf x—1 _xllrj;]f x—-1 B
—lim (x-1)(ax’+ax+a-1) _
x—1 x—-1

=lim1_ (ax2+ax+a-1)=3a-1

Calculo auxiliar

a 0 -1 ~(a-1)
1 ‘ a a a-1
‘ a a-1 0

Assim, ax3-x-(a-1) = (x - 1)(ax? + ax + a - 1).

i, 0=A o 2vvbofa-1)
x—1 x—1 x—1 x—1
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=lim =
x—1" x—1

Logo,30-1=2 < a=1e¢, portanto, b=-2.
A opcao correta é a (C).

flx) ~f(2) ) ~f2) 0,
x—2 x—2

entdo podemos afirmar que f(2) nao existe.

A opcéo correta é a (D).

12. Uma vez que lim _ <0elim,
x—2 x—2

1B.9'(-2)>0eg'(1) <0, logo g'(-2) xg'(1) < 0.

'(-2)>0eq(3)> g2 |
g'(-2)>0eg(3)>0,logo " =% >0.
91 <0eg-2)> 0 logo T <0

g'(-3)>0eg'(2)=0 logog'(-3) xg'(2) = 0.

A opgao correta é a (B).

14. Na opcéo (A), tem-se h(x) >0,V x € D, e h'(x) > 0,
Y x € Dy, logo h(x) x h'(x) >0, V x € Dy,
Na opcéo (B), tem-se h(x) <0,V x € Dye h'(x) >0,
¥V x € Dy, logo h(x) x h'(x) <0, V x € D).
Na opcéo (C), tem-se h(x) <0,V x € Dy e h'(x) <0,
¥V x € Dy, logo h(x) x h'(x) >0, V x € D,
Na opcdo (D), tem-se h(x) <0, Vx € |-, 0[ e h'(x) <O,
V x € [-, 0, logo h(x) x h'(x) >0, V x € ]—=, O,
mas h(x) >0,V x € ]0, +o[ e h'(x) < 0, V x € ]0, +o],
logo h(x) x h'(x) < 0, V x € ]0, +oo[.
A opcao correta é a (B).

15. Apesar de a funcdo h' ndo ser continua em x = 1,
nada se pode concluir quanto a continuidade de h
emx=1
Se x < 0, entdo h'(x) < 0, pelo que a funcdo h é
decrescente em |-, O[, logo h(-2) > h(-1).

Se x > 1, entdo h'(x) < 0, pelo que a funcado h é
decrescente em ]1, +oo[, logo h(2) > h(3).

Como h'(x) <0sex € ]-», O, h'(x) >0sex €]0,1]
e h'(0) =0, entdo 0 é um minimo relativo de h.

A opcao correta é a (C).

16.g(x) > 0, V x € R e f é uma funcdo crescente em
IR. No entanto, por observacdo do grafico de f,
conclui-se que o declive das retas tangentes a
este grafico aumenta até ao ponto de abcissa O e
diminui dai em diante, sendo sempre positivo, o
gue nado se encontra representado no grafico de g.
Logo, g ndo pode ser a funcdo derivada da funcao f.

157




A funcgdo f ndo tem extremos relativos, uma vez
que é estritamente crescente.

A funcdo g tem um minimo relativo igual a 1.

A funcao f pode ser a funcao derivada da funcao g,
ja que f(x) < 0,V x € ], O] e g é decrescente
neste intervalo; f(x) > 0, V x € ]0, +=[ e g é cres-
cente neste intervalo; f(x) = 0 e g tem um minimo
relativo no ponto de abcissa 0.

A opcao correta é a (D).

17. A funcéo f é crescente em |-, 2[ e em ]1, +o[ e é
decrescente em ]-2, 1[. Logo, a fungdo f' é positiva
em |-, -2[ e em |1, +o[ e é negativa em ]-2, 1[.
Por observacao do gréfico de f, conclui-se que nao
existe f'(1).

A opcao correta é a (D).

18. Como a reta tangente ao gréfico de g no ponto de
abcissa 0 é horizontal, tem-se que g'(0) = 0.
Como a reta tangente ao grafico de h no ponto de
abcissa 0 é paralela a reta de equagdo y = —4x — 4,
tem-se que h'(0) = —4.

Assim:

f(0) = (gxh)'(0) =g'(0) x h(0) + g(0) x h'(0) =
=0x1+(-4)x4=
=-16

A opcao correta é a (A).

V7 x)=x")=m""LneN
Se n for impar, entdo n -1 é par e tem-se f'(x) > 0,
V x € IR, logo f é crescente em IR.
A opcao correta é a (A).

20.

a) A funcao f ndo é continua em IR, j& que n&o é conti-
nua emx =1, pois f(1) = “Ln:r flx) = liLnl+ flx).

b) A fungdo f ndo é diferenciavel nos pontos de abcis-
sas le4.

f1)-f=2) _-3-0

c)t.m.v. 2,1 = 1 _(_2) = 3 =-1
d) Os pontos de coordenadas (0, 12) e (6, Q) perten-
. 12-0
.Logo, my=——7=-2.
cem aretat. Logo, m; 0-6
Assim, t:y =-2x +12.
e) f(6) =m,=-2

21.
a)d(t)=-49x2t+20=-9,8t+20
d'(0)=-98x0+20=20
A velocidade inicial é 20 m/s.
b)d(t) =0 < -4,9t2+20t=0
& t(-49t+20)=0
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< t=0v -49t+20=0

) 200
c>t—0vt——49

200\ _ oo 200 o

d(49>— 9.8x 22 +20=-20

A velocidade com que o objeto atingiu o solo é
-20 m/s.

Od(t)=0 < -98t+20=0 < t:%
100 200
‘ 0 ) 29
Sinal de d’ + + 0 - -
Variagdgoded| Min. 2 ;"Oa’z N Min.
100\ _ 1002 100
d( A )- 4,9><<—49 ) +20 %20 =204

O objeto atinge a altura maxima de 20,4 metros,
aproximadamente.

22,
a (1) tim T
—i V3-2x-1
_x”;nl x—1
~lim ( V3-2x-1 " V3-2x+1 _
x—1 x-1 V3-2¢+1 )
— lim 3-2x-1 _
-1 (x-1)(V3-2x+1)
— lim 2-2x _
-1 (x-1)(V3-2x+1)
-2(x-1)

=i S DVE- e D)

-2
RV
-2
== -1
b) Seja o a inclinag@o da reta tangente ao grafico de f

no ponto de abcissa 1.
tga=-1
Logo, oo =135°,

23.

a) A funcio f é diferenciavel no ponto de abcissa -1, j&
gue a reta tangente ao grafico de f neste ponto tem
declive igual a -3. Logo, a funcao f é continua em
x=-1 e, portanto, )EiLn_l fix) =f(-1) = 2.

b) f(x) =ax?+ bx+c,a+#0

f(x)=2ax+b
f(l1)=0 a+b+c=0
{f(—l)=2 @{a—b+c=2
f(-1)=-3 -2a+b=-3
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c=-a-b
<l{a-b-a-b=2 &1-2b=2

_— c=0
@{bz—l (:){ @{b:—
—20-1=-3 -2a=-2 a=1
Logo, f(x) =x2-x.
4.
alf(x)=(1-x3%3-x2) =
= ((L=x)3' (3= + (L-xP3 -7 =

3(1-x)X-1)(3-x%) + (1-x)3(-2x) =
(1-x)2%(-3(3-x%) - 2x(1-x)) =
(1-2x+x)(Bx2-2x-9) =
-12x3+16x-9

) )=

X

= Sx4
b £ (x) (

M|OO
w M|U‘I

=

22

23-12+1
o) f'x) = (T) =

(23 -1+ 1)1 +x%) - (23120 + (A +x7)' _

(1+x2)?
(6x2-12)(1 +x?) - (23 -12x +1) 2x

1 +x2)?
2x* +18x2 - 2x - 12
(1+x2)?

—x)7 (2-20) =

<x+l>3 2+3x—-(x+1)x3

=H2ra (2 + 3x)2 -
_ (x+1)3 -1

BN FERER A TRy

_ 4k +1)3

(24305
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B Pl = (VI = (1592 -
:%(1+x) %(4}6):
3

X
BRVETCE
25.
a)h(x)=(<-xfl>2> -
oo 1\ (L 0-1-1y
1) )
2 1
ox-17 (x-1)2
2
= Zgp VrER\
_h@)-h1) _, 1_3
Mm=Toey 1A
o3 2 _3
R e TER
& (-1P=-3
&S x-1=- 3%
@le—S%
Logo, x =-0,39.
/8
h(l—\/;)zO,SZ
Assim, C(~0,39; 0,52).
26.

a) Como g ¢ diferenciavel para x = 1, entdo g é conti-
nuaemux=1.

b F() = (Va2 +7) =02+ 7)5 ) =

— 32+ 775 (29 -
R~
T3V 2+7)2
,)(i> 1) = f(l)Xg(lg)z—(lf)(l)XQ(l) _
2 ;
e )-V8x(-2) )
- (-2)2 -
-4
B ﬁ+4 _£
B 4 12
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S X (<2) =
3V121
_ 8
3V121
21.
2 B
a)f(x):<3x2+3>:
X
_ Bx xx2— (3x2+3) x 2x _
x4
_bBbx 6
Tt T8

b) D;= IR\ {0}, logo se x € Dy, entdo —x € D.
flox) = 3(x)?%+3  3x?*+3
R L

Logo, f é uma fungao par.

= fx), V x € Dy

Dr =R\ {0}, logo se x € Dy, entdo —x € Dy.

___ 6 __6_6__
P == o5 === =T, Vx €Dp
Logo, f' € uma fungéo impar.

2
df)=6 o >3-
X
2
o 3x :3—620
X
3x2+3-6x2
X
343 _

x2

-3x2+3=0 A x2#0

=24
=4
& x2=1 Ax=0
e x=1vx=-1
6
13

Logo, as retas tangentes ao grafico da fungao nos
pontos cuja ordenada é 6 ndo sdo paralelas porgue
nao tém declives iguais.

a7 =
x -0 0 +o
Sinalde f + n.d. -
Variagdgodef| nd. | N

A fungdo f é estritamente crescente em ]-<,0[ e é
estritamente decrescente em ]0, +x[; ndo tem
extremos relativos.
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28.

b) A proposicao é falsa.
x 0 -2 0 2 oo
Sinal de f + 0 - 0 - 0 +

Variagao de f 2 [Max.| N N[ Min. Ve

A funcao f tem dois extremos relativos.

¢) A funcdo f é estritamente crescente em |-, 2] e
em [2, +oo[ e é estritamente decrescente em [-2, 2];
tem um maximo em x =-2 e um minimoem x = 2.

d) Por exemplo: v

/:2

x2—x o xx=l)  x
WB-X-bx+4 (x-D0?-4) x*-4

29
al f(x) =

Calculo auxiliar

Assim, x3—x2—4x + 4 = (x - 1) (x2 - 4).

Di=fx€Rix®-x2-4x+4%0}=R\{-21,2)

Calculo auxiliar

WB-x2-4x+4=0 o (x-1)(x2-4)=0
Sx-1=0 v x2—4=0
S x=1vx=2vx=-2

b)f(x)Z( X )':x2—4—xx2x _

x2-4 (x? —4)?
- (;“:)42 <0VxeR\[21,72]
X -0 -2 0 1 2 +oo
x SR (R R o 0 N R RN VS R
24 + lol-|-|-|-|-|o] +
) - |nd|+|0]|-|nd| - |nd| +
£(x) ~ Ind| =] = |- |nd| - [nd| -
fxf) | + [nd|-]o0 |+ |nd|+ |nd| -

Logo, f(x) xf(x) 20 & x € -0, -2[ U [0, 1[U]L, 2[.
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c) Assintotas verticais

A funcgao f é continua em IR\ {-2, 1, 2}, por se tratar
de uma fungédo racional. Portanto, as retas de
equagbes x = -2, x = 1 e x = 2 sdo candidatas a
assintotas verticais ao grafico de f.

. . X 1
E'Tl flx) =}|T1 xX2—4 =_§

A reta de equagdo x = 1 ndo é uma assintota verti-
cal ao gréfico de f.

) T X _—_2__
)lEIT—T fix) _,LIT—Z‘ 2-4 o
A reta de equacdo x = -2 é uma assintota vertical

ao grafico de f.

- i _2__
i"l‘z—f(x) ‘i”l‘z— -4 o

A reta de equacdo x = 2 é uma assintota vertical ao
grafico de f.

Assintotas nao verticais

2_
m=Llim M=lim x4
xX—>+o X X =+ X

. T 1
b_XLILn+mf(x)_xl|L>n+wx2—4_Xllg]+oc 4 _O
x——

X

A reta de equagdo y = 0 é uma assintota horizontal
ao grafico de f.

Quando x — —, os calculos sdo idénticos e, por-
tanto, também se obtém a mesma reta.

30.
oo m Y 2mix(e?+ 1) —mx? X 2x
a)g(x)_<x2+l) = (x2+1)2
_ 2mx
B (x2+ 1)2

Sem>0,g'(x) <Oparax<0eg'(x)>0parax>0
e, portanto, g tem um minimo relativo.
Sem<0,g9'(x) >0parax<0eg'(x) <0Oparax>0
e, portanto, g tem um maximo relativo.

Assim, seja qual for o valor de m € R \ {0}, a fun-
¢ao tem sempre um extremo relativo.

— _X2
b)g(x)—m
a —2x
ﬂg(X)ZW
g =0 & —

(2+1)2
o -2x=0 A x2+1)2%0

< x=0
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X —00 0 +o0
Sinal de g’ + 0 -
Variagao de g 2 Max. N

A funcao g é estritamente crescente em |-, O] e é
estritamente decrescente em [0, +o[; tem um
maximo relativo em x = 0.

ii) Assintotas verticais
Dy=R
A fungédo g é continua em IR, por se tratar de uma
funcao racional, logo o grafico de g ndo possui
assintotas verticais.

Assintotas n3ao verticais

—-X
241
m=tim 9 T2
x—+4 X X =+ X
2
_xILn+xx3+x
2
=lim — 7 1\ -
X —> +w x2x+_
(3]
—lim — L -TL_g
X — +® x+l +00
X
. . _2
b_)EILnJroc glx) _xlILnJroo ¥2+1
2
=im 1\ T
T 1+
)
-1
:lim+ 712—1
U1+ =
2

A reta de equagdo y = -1 é uma assintota horizon-
tal ao gréfico de g.

Quando x — —x, os calculos sdo idénticos e, por-
tanto, também se obtém a mesma reta.

iii) Tendo em conta que a fungéo g é estritamente cres-
cente em ], 0], é estritamente decrescente em [0,
+oo[e tem um maximo relativo em x = 0, ndo ha
assintotas verticais ao grafico de g e a reta de equa-
cdo y = -1 é uma assintota horizontal ao gréfico de g
quando x — —¢ e quando x — +, entdo Dy = ]-1, O].

31

a) Comof(x)<0sex €]~ -2[efx)>0sex €€ ]-20],
e féimpar, entdo f(x) <Osex € ]2 +[ef(x) >0se
x € [0, 2[. Assim, a fungdo f é continua em R \ {-2, 2],
por se ter derivada finita em todos os pontos deste
conjunto.Tem-se também que f(2) = 0, logo f'(-2) =0,
por f ser uma funcao impar. Logo, f é diferencidvel em
x=2eemx=-2, pelo que é continua nestes pontos.
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b)

c

Conclui-se, assim, que f € uma funcdo continua em IR.

X 0 -2 2 +00
Sinal de f - 0 + 0 -
Variagiodef| ™ I\Tg A ng' N

A funcdo f tem um minimo relativo -2 emx=-2 e
tem um maximo relativo 2 em x = 2.

A

y

v

32,

a)

b)

Continuidade

lim g(x)=lm_ (x*-3x)=0
x—0 x—0

lmy, 06 = im0
9(0)=0

Como limo_ glx) = lim0+ g(x) = g(0), entdo a funcdo g
x— x—
é continua no ponto de abcissa 0.

Diferenciabilidade

_ 3_
lim 9W=90) _ oy 2280y 23y -3
x—0 xX— x—0 X x—0
lim +—g(x)—g(0) #lim =1
x—0 X— x—>0" x
Como Llim 7M¢lim M, entdo a
x>0 x-0 x— 0" x-0

funcdo g nao é diferencidvel no ponto de abcissa 0.

Sex<0:
g'(x)=(3-3x)=3x2-3
Sex>0:

gx)=x'=1

De acordo com a alinea anterior, g ndo é diferen-
cidvel no ponto de abcissa O.
3x2-3 se x<0
Logo, g'(x) =
1 se x>0
Sex<0:
gJ)=0 & 3?-3=0 @ ¥?*=1 = x=1vx=-1

A funcdo g' tem um zero em x =-1.

X —0 -1 0 +00
Sinal de g’ + 0 - n.d. +
Variacédo de g A MSX' N M[']n' 2
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A funcdo g é estritamente crescente em |-, -1] e
em [0, +oo[ e é estritamente decrescente em [-1, O];
tem um maximo relativo 2 em x = -1 e tem um
minimo relativo 0 em x = 0.

33.

af(0)=10%1=0
O ponto de intersecdo com o eixo Oy é o ponto de
coordenadas (0, 0).

fx) =0 @ Ix31=0 & x*=0 & x=0

O ponto de intersegdo com o eixo Ox é o ponto de
coordenadas (0, 0).

x3se x>0
b) f(x) = Ix3] =

-x3 se x<0
¢) Se x > 0, a fungdo f é continua, por se tratar de uma

funcgao polinomial.

Se x < 0, a funcdo f é continua, por se tratar de
uma funcdo polinomial.

Sex=0:

i =i —3) =
fm fi) =i, (2= 0

i = i 3:
fm )= i, =0

f(0)=0

Como lim__ f(x) =lim__ f(x) = f(0), entdo a fungao f é

x—0 x—0
continua parax =0.

Assim, f é continua em todo o seu dominio (IR).

d) Se x > 0, entdo f(x) = (x3)' = 3x2
Sex <0, entdo f(x) = (~x3)" =-3x2,

Sex=0

im =IO iy 22 i (2 =0

x>0 x-0 x— X x>0

im 19010 iy 2 iy 22

x—0" x-0 x>0 x x— 0"

Como lim f) =1(0) _ jjy [0 =110) _ 0, entdo a
x—0 x-0 x>0 x=-0

funcéo f é diferenciavel em x =0.
Assim, f é diferencidvel em R.

3x2 se x>0

e) f'(x) =

-3x2 se x<0

A fungao f' tem apenas um zero em x = 0.

X —o0 0 400
Sinal de f’ - 0 +
N Min.
Variacao de f N 0 Ve
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A funcao f é estritamente decrescente em ]-o, Q]
e é estritamente crescente em [0, +%[; tem um
minimo relativo 0 em x =0.

4.

a)i) A afirmagao é falsa.
Contraexemplo:
Seja f a funcao cuja representacao grafica é a que
se segue.

A
y
2. ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
'I .+
(@] 1: é x=
f(22)_—]i(1) = 2 1 1 =1, mas f nao é crescente no

intervalo [1, 2].

ii) A afirmagao é falsa.
Contraexemplo:
Seja f a fungdo cuja representacgao grafica é a que
se segue.

A
y
2- ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
‘I e
0 g
Se a=1eb=2, verifica-se que % =1, mas

fla) < f(b).

b) Nada se pode concluir acerca da monotonia da fun-
cdo em [a, b], como vimos nas alineas anteriores.

35.

a) Seja x a medida da aresta da base do depdsito e h a
medida da sua altura.
V=xxxxh o 2=x%h

2

& h=—
2
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Assim:
A(x)=x><x+4><x><%=x2+§=§+x2
x X x
b)A'(x)=(§+x2) =—%+2x
X x
8 -8 +2x3

A)=0 & -+X%=0 o 7 =
X X
o 8+23=0 A x2%0

o x¥=4 A xz0

o x=V4
x 0 V4 +00
Sinalde A’ n.d. - 0 +
Variacaode A| nd. N Min. A

Para que a area total seja minima, a aresta da base
. 3
deve medir V4 m.

36.

a) C(100) = 0,48 x 100 + 1500 + 222000

100 =2748

100 unidades de produto tém um custo de produ-
cao de 2748 unidades monetarias.

C(2000) - €£(1000)

b) t.m.v.[lggg, 2000] = 2000 — 1000 =
_ 25202100 _
1000
~ 042
0 C'lx) = (0,48x 1500 + M) -
X
. 120000
~048- 2000
Cl)=0 o 048-120000 g

0,48x2-120000 _
= > =0
X
< 0,48x2-120000=0 A x2=0

< x=-500 v x=500

x 0 500 6000

Sinal de C’ - - 0 + +

Variagaode C| Max. | ™ |Min.| » Max.

Para que o custo total seja minimo, a fabrica deve
produzir 500 unidades por més.

31. Seja r a medida do raio do setor circular.

r+r+or=60 © or=60-2r & a= 60-2r
A(r)=lr2>< 60-2r _3pr-12
2 r
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A'(r)=30-2r
A(=0 < 30-2r=0 < r=15
r 0 15 30
Sinal de A’ + + 0 - -
Variagcaode A| Min. 7 Max.| Min.

Para que a area do setor circular seja maxima, a
medida do raio deve ser 15 cm.

38. Seja r a medida do raio da base do cone e h a sua
altura. Pelo Teorema de Pitagoras:

252=h’+r? & h?=625-r2

Logo, h=V625-r2,
Entao:

2 _ 2
Vi =5 =t x V625 -2 = O

Vi :( TU‘Z\/6325—I’2 )’:

E
n_ _2r(625-r) -1
3

1250r-2r3 -1
V625 - 12

1250r - 313
X \625-12

n  1250r-3r3
V0=0 = 5x Vg <O
< 1250r-3r3=0 A V625-r2=0
< r(1250-3r)=0 A 625-r2=0
(r=0 v 1250-3r2=0) A r#25 A r=-25

/ 1250
<:>r—0vr—25\/gvr 25\/?

1250

S r=0vr=

r 0 2 25
25 3
Sinal de V' + + 0 - -
Variagdo de V| Min. 2 Max. N Min.

Para que a embalagem tenha capacidade maxima,

a medida do raio da base deve ser 25 %cm .
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39. Seja P(x, f(x)) um ponto do gréfico da funco f.
Seja A(1, 0).
dx) = AP =V(x~1)2 + (f(x) - 0)2 =
= \/(x— 12+ (Va2 +1)2=
=Vx2-2%+1+x2+1=
= V22 -2 +2

(V22— 2x+2) =

=(22-2c+2)3) =

d'(x)

=%(2x2—2x+2)’% (4r-2) =

2-1
Vox2-2x+2

2x-1
dN=0e paa+a 0

© 2x-1=0 A V2?-2x+2%0

\—'\K——J
Condicao universal em IR

o x=2
2

X —00

O N+

Sinal de d’ -

Variagao de d N Min. Py

- Jia-f
0 ponto do gréfico de f cuja distancia ao ponto A é
minima tem coordenadas (% %)
asur-(o))-
()
)
3
o))
Assim
o 0=15)-57(5)-
=fEl)+ 1) =
=-1+1=0
A poene?- Do o Profssa



TemaV - Estatistica

Unidade 2 - Retas de minimos quadrados,
amostras bivariadas e coeficientes de correlagéo

Péaginas 137 a 157
1.

a) A varidvel explicativa é "idade" e a varidvel respos-
ta é "percentagem de massa muscular”.

b) A varidvel explicativa é "temperatura ambiental" e
a variavel resposta é "comprimento da barra".

2,

a) O desvio vertical do ponto (x; y;) em relagdo a reta
riy=1,2x+0,3 é dado por e;=y;-1,2x;-0,3.
Assim:

Ponto Aie;=21-12%x1-0,3=0,6
PontoB:e;=25-12%x2-0,3=-0,2
Ponto C:e3=4,1-12%x3-0,3=0,2
PontoD: e, =48-12%x4-0,3=-0,3

4
b) '21 ¢=06-0,2+02-03=0,3
i=

Ms
o

Il

o
g

3.

i

1]
=

0

K

Ms 1S [Ms LM
i
i

1]
=

0

o y=ax+b

Logo, o ponto (x, y) pertence aretat: y=ax + b.

600 + 700 + 900 + 1000 + 1200 +
9

+ 1500 + 2000 + 2500 + 3000
9

~ 1489

MLO

1)’/
9
533 + 568 + 695 + 746 + 869 +
9

+1038 + 1282 + 1501 + 1769
9

|

<
Il

~1000
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b)

y
2000+
1500+ 0
1000+

500
/

»
»

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 *

¢) O desvio vertical do ponto (x; y;) em relagdo a reta
t: y=0,55x + 230 é dado por e; = y; - 0,55x; - 230.
Assim:
600, 533
700, 568
900, 695): e3 =695 -0,55x 900 - 230 =-30
1000, 746): e, = 746 — 0,55 x 1000 - 230 = -34

( e; =533-0,55x600-230=-27

(

(

(

(1200, 869): e5 =869 - 0,55 x 1200 - 230 =-21
(

(

(

(

):
): e,=568-0,55x700-230 =-47

1500, 1038): eg = 1038 - 0,55 x 1500 - 230 =-17
2000, 1282): e, =1282 - 0,55 x 2000 - 230 = -48
2500, 1501): eg = 1501 - 0,55 x 2500 - 230 =-104
3000, 1769): eg=1769 - 0,55 x 3000 - 230 =-111

—_— — — =

9
d)Zle,=—27—47—30—34—21—17—48—104—111=

=

=439

e) A reta t ndo pode ser a reta dos minimos quadra-
dos, uma vez que a soma dos desvios verticais de
cada um dos pontos ndo é igual a zero.

5.S,.=2, logo:
$=4C>$%=4

& SS,=4(n-1)

S, =9, logo:

S
- =25

2_
Sy—25 &

< SS,=25(n-1)
Entao:

_ 4(n-1) _
r=23\250m-1) -

=092

6. Se todos os pontos P, P,, ..., P, se encontram so-
bre a reta de equagao y = mx + b, entao y; = mx; + b,
paratodooi€&€(l, 2, .., n}

Pelas propriedades da média e da soma dos des-
vios, obtemos y = mx + b e SS, = m?SS,. Desta
forma:
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> (5-90;-7)

VSS,SS,
(x; = x)(mx; + b= (mx + b))
\V/SS.(m?2SS,) -

(X,' —;) (mx,- - m;)
= (pois m < 0)

-mV SS;

1. r; corresponde ao gréafico C, uma vez que esta
nuvem de pontos parece apresentar uma associa-
cao linear negativa fraca.

r, corresponde ao grafico A, uma vez que esta
nuvem de pontos parece apresentar uma associa-
¢ao linear positiva.

r corresponde ao grafico B, uma vez que esta
nuvem de pontos parece apresentar uma associa-
cao linear negativa forte.

a) A variavel explicativa é "taxa de fluxo das aguas" e
a variavel resposta é "quantidade de massa de solo

SS,=(20-32,5)2+ (34 - 32,5)2+ (36 — 32,5)2 +
+(40-32,5)2=227

SS, = (30— 44)2 + (40 — 44)2 + (50 — 44)2 + (56 — 44)2 =

=392
4 — —_
2 (5-3)07-7)
. Vssss,
(20 - 32,5)(30 — 44) + (34 — 32,5)(40 - 44) +
- V227 x 392
+ (36— 32,5)(50 - 44) + (40 — 32,5)(56 — 44)
V227 x 392 -
~ 0,94

A opgao correta é a (A).

2. 0 coeficiente de correlagdo linear € um nimero
que pertence ao intervalo [-1, 1]. Tratando-se de
uma associacao linear negativa forte esse valor
estd proximo de -1.

A opcao correta é a (C).
21 +22+23+24+25

= =23
5

- 121+115+87+75+82 _g¢
5 1
SS,=(21-23)2+(22-23)2+ (23-23)2 +

+(24-23)2+(25-23)?=10

3.

=1

<

transportado”. 2 T
p :;1 Xyi—95xy
u g== =
b)i) 4 SSx
6 . _ 21x121+22x115+23%x8,7+
10
4 +24x75+25x82-5%x23%x9,6 ~-118
. 10 '
. R b=y-ax=9,6+118x23=236,74
A opcéao correta é a (C).
0 1' 2 3 4 % 4y=035r+307
0,35 x 15 + 307 = 312 patentes
il x=1,728 (2 c.d) A opcao correta é a (D).
y=2,806
i) 0 =139 (2 c.d) 50 coe,f|IC|ente de correlacao lme’\ar Irllcorresponde
ao grafico C, uma vez que este é o Unico que apre-
senta uma associacao linear negativa forte.
O coeficiente de correlagdo linear ry corresponde
ao grafico A, uma vez que este é o Unico que apre-
Aprende Fazendo senta uma associagao linear positiva.
Piginas 162 a 170 O coeficiente de correlac@o linear ry corresponde
20434436440 _ ao grafico B, umg v<iz q.ue este é O.LflniCO gue apre-
Lx= 4 =325 senta uma associagdo linear negativa fraca.
30440450456 _ A opcao correta é a (A).
y= =44
4
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6. O coeficiente de correlacdo linear € um nimero
gue pertence ao intervalo [-1, 1]. Tratando-se de
uma associacao linear negativa forte esse valor
estd proximo de —1.

A opgao correta é a (C).

12+13+16+18+15+10

1x= =14
6
S 25+28+29;32+25+20 _ %5

Tem-se que i—%o =0 < b=y-ax

Assim, procura-se o par ordenado (a, b) para o
qual b = 26,5 - 14a.

Na opgdo (A): 26,5-14x1=12,5

Na opcdo (B): 26,5-14x1,3=8,3%0,2

Na opgdo (C): 26,5-14x1,1=11,1

Na opgédo (D): 26,5-14x15=5,5

A opcao correta é a (B).

8.y=0x+10 & 2=ax3+10
& 3a0=-12
S a=-4
A opgao correta é a (A).

9. A afirmacao (1) é falsa. Diz-se que as varidveis tém
uma associagao linear positiva forte quando o coe-
ficiente de correlagao é préximo de 1.

A afirmacao (ll) é verdadeira.
A afirmacao (lll) é falsa. Sendo r o coeficiente de
correlacgao linear e a o declive da reta dos minimos

SS,

o

Y

guadrados, tem-se que r=a

A opcéao correta é a (B).

10. S, =3, logo:
2 _ Ssx —
S;=9 & 6-1 9
& SS, =45
Assim:

_ ]SS, _ [ 45
r=a s, < 085=a 30
3 /30
< a=0,85x%x %5

Logo,a=0,7.
A opcao correta é a (D).

1. A soma dos desvios verticais dos pontos
P;(1 <i< 30) emrelagdo areta t: y=ax + b é nula,
logo b=y -ax & y=ax+ b, ou seja, o ponto
P(100, 150) pertence a reta t.
A opcao correta é a (D).
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12. Sendo r: y = ax + b a reta dos minimos quadrados,

sabe-se que b = =y - ax. Entéo:
25+21+19+18 +y,

26,1 = 5 +2,1x
v 1+2+3+4+5
5
< 1305=83+y,+21x15
< y,=16

A opgao correta é a (B).

13. Sendo r: y = ax + b a reta dos minimos quadrados,

8

15.

sabe-se que o ponto de coordenadas (x, y) perten-

cear.

Opcéao (A):%x10+12=%¢15

Opcao (B): % x10+15+15
Opcéo (C): % x10+9=15

Opcéo (D): % x10+125=185=15

A opcao correta é a (C).

e1=y1—-(axy+b) & 05=5-(2a+Db)
S 45=2a+b & b=45-2a
e;=y7—-(ax;+hb) & -0,1=1-(6a+Db)
< 11=6a+b < 11=6a+45-2a
o -34=4a0 < a=-0,85

Logo, b=4,5-2x(-0,85) =6,2.

Entao:

e15=y15— (ax;5 + b) =2 - (-0,85x 4 +6,2) =-0,8
A opcao correta é a (A).

ylk
6 °
5 ° °
44 .
3 o
2 - °
‘I_
T T T T L
O] 12 13 14 15 ~

Esta nuvem de pontos sugere que existe uma
associagao linear entre as varidveis.

16. Todas as nuvens apresentadas sugerem a existén-

cia de associagdo linear negativa entre as varia-
veis. Na amostra representada no grafico A essa
associagao é a mais fraca e na amostra represen-
tada no grafico C essa associagao é a mais forte.
Entdo, r; corresponde ao grafico A, r, corresponde
ao grafico C e r3 corresponde ao grafico B.
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1.

a) A variavel explicativa € a varidvel "massa". A varia-

Calculos auxiliares

. 248+273+145+210+142+270 _ 644

vel resposta é a varidvel "quantidade de medica- = 6 —3 2146667
mento’. 125+139+175+12,5+299+122
5 e e e =12ﬂz16,4167
2 (-2)0i-)
b)r= —— =
SSXSSJ’ 24 Vi i i xi=x yi=y
— L ~0999 248 12,5 3100 33,3333 -3,9167
V1015x2315
273 13,9 3794,7 58,3333 -2,5167
Logo, as variaveis tém uma associagao linear positiva. 145 175 25375 -69.6667 1,0833
Calculos auxiliares 210 12,5 2625 -4,6667 -3,9167
_ 142 299 4245,8 -72,6667 13,4833
.x= 3+4+5+8+10+15 -75
6 270 12,2 3294 55,3333 -4,2167
-_ 05+06+08+12+15+23 _ 8
y= 5 =115 21 x;y;=19 597
x| yi |xi=x|yi-y (xi=x)i-y) (i=x)? | (i-»? b= x) (i =) bei=)? i-p)?
3 (0,5| -4,5 |-0,65 2,925 20,25 0,4225 -130,5556 11111111 15,3403
410,6|-35 |-0,55 1,925 12,25 0,3025 -146,8056 3402,7778 6,3336
5 (08| -25|-0,35 0,875 6,25 01225 75,4722 4853,4444 11736
8112 05 {005 0,025 0,25 0,0025 18,2778 21,7778 15,3403
10]15] 25 10,35 0875 625 | 01225 -979,7889 5280 4444 181,8003
15(2,3] 75 | 115 i 8,625 56,25 1,3225 2333222 30617778 17,7803
= oy - - 6
& (i=x)(i-) = 15,25|55,= 101,555, = 2,315 2 (5~ 7)(;-7) = -15476667|SS, = 17 7313333 S5, = 237,7683
: — 6
2 x;y;—6x ——
ga= =L i Y _ ;lx,-y,-—ny
SSX c) a= = =
SS,
_ 3x05+4x06+5x08+8x1,2+
= 1015 _ 19597 -6x214,6667 x 16,4167
17 731,3333
+ + -
10x15+15 i<02135 6x75x115 _ 015 ~-0,0873 ~-0,09
o ’ b=y-ax=16,4167 + 0,0873 x 214,6667 = 35,15
b=y-ax=0,02

Assim, a equagdo reduzida da reta dos minimos
quadrados é y = 0,15x + 0,02.

d)0,15x12+0,02=1,82
Uma crianga com 12 kg deve tomar, aproximada-
mente, 1,82 ml de medicamento.

18.

a) A variavel explicativa é "nimero de km" e a varia-
vel resposta é "valor da venda".

6 J— p—
; (i =x)(vi— )
b r= =2 =
\/SSXSSy
-1544,6667

= /2377683 x 17 731,3333

=-0,75

Logo, as varidveis tém uma associacdo linear positiva.
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Assim, a equacao reduzida da reta dos minimos
guadrados é y =-0,09x + 35,15.

d)x=-0,09%x250+3515 < x=1261

Logo, x = 12,61.
O valor da venda de um carro com 250 000 km ¢é
de aproximadamente 12,61 milhares de euros.

1.

a) Proposicéo falsa.
Quando o coeficiente de correlagdo entre duas
variaveis é nulo, podemos concluir que nao existe
associagdo linear entre as varidveis, mas nada
podemos afirmar sobre quaisquer outros tipos de
associagao.
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b) Proposicao falsa.
Um valor do coeficiente de correlagdo préximo de
-1 indica uma associacao linear negativa forte
entre as variaveis.

¢) Proposigao verdadeira.
O sinal do coeficiente de correlagdo tem sempre o
mesmo sinal do declive da reta dos minimos qua-
drados.

20.

a) A
2000
1500
1000 e

5004

»
»

O T T T T
1000 2000 3000 4000 *

Esta nuvem de pontos sugere que existe uma
associacao linear forte entre as variaveis.

b) Recorrendo a calculadora gréfica, y = 0,5x + 227,8.

¢)y=0,5x750+227,8=602,8
O valor do ordenado liquido de um funciondrio com
um ordenado bruto de 750 euros é 602,8 euros.

d) 589 - 602,8 =-13,8 euros.

2.

a) A variavel explicativa é "temperatura” e a variavel
resposta é "volume de gas".

b)) 4

0,31
0,2+

0,1 ..

T
O] g 10 12 14 16 18 X

A nuvem de pontos parece indicar a existéncia de
uma associacao linear negativa entre as variaveis.

i) Recorrendo a calculadora gréfica, x =129 e y = 0,11.
iii) Recorrendo a calculadora gréfica, a = 0.

iv) Recorrendo & calculadora gréfica,
y=-0,033x + 0,539.
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v)y=-0,033x 7+ 0,539 = 0,308
O consumo esperado num més em que a tempera-
tura média é 7 °C é de aproximadamente 0,308 m?,

22,
ep=y;—-mx;—-b 05=8-m-b
a) o
€)=y, —Mxy—b -03=6-2m-b
b=-75+m b=187
= =

-03=6-2m-75+m m=-12

Logo, a equacgdo reduzida da reta dos minimos

guadrados é y =-1,2x + 8,7.
b)eg=y3—mx3—b=5+1,2><3—8,7=—0,1

€,=ys—Mx;—b=4+12x4-87=01

23.
A

a ”

20+

L]
[ ]
104 °
L]
0 T T T T T >
2000 4000 6000 8000 10000 *

A nuvem de pontos parece indicar a existéncia de
uma associagao linear positiva entre as variaveis.

b) Recorrendo a calculadora gréfica,
y=0,001x + 6,389.

¢)y = 0,001 x 3000 + 6,389 = 9,389
R.: 9,389 espetadores

d) e; =9,9-(0,001 x 1787 +6,389) =1,724 = 1,72
e,=18,3-(0,001x9339 +6,389) =2,572 = 2,57
e;=8,4- (0,001 x 2610 + 6,389) =-0,599 = -0,60

e, =13,2- (0,001 x 6095 + 6,389) = 0,716 = 0,72

e)1,72+2,57-0,60+0,72 = 4,41
A soma dos desvios ndo é nula porque o ponto de
coordenadas (x, y) ndo pertence a reta.

Uy=ax-5 < 2l=ax4-5
< 4a0=26

< a=6,5

25, e, = 105 - (a + b)

e,=208-(1,1a+b)

e3=209-(1,6a+b)

e,=302-(1,8a+b)
(

e5=250-(2a + b)
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5
,Zle,:O < 1074-750-5b=0
=

Se, por exemplo, a = 1, entdo 1074 - 75-5b=0
< b=2133.

Se, por exemplo, a =10, entdo 1074 -75-5b=0
< b=1998.

Entao, os pares (g, b) pedidos podem ser (1; 213,3)
e (10; 199,8).

26. O coeficiente de correlagao é um nimero perten-

cente ao intervalo [-1, 1], pelo que r, ndo pode ser
um coeficiente de correlacao.
Uma vez que o declive da reta dos minimos qua-
drados relativa a esta amostra é positivo, entdo o
coeficiente de correlagcao desta amostra tem se
ser positivo. Logo, r3 pode corresponder ao coefi-
ciente de correlagao linear desta amostra.

2_ SS, _
27.Sx 10 & 31 10
< SS, =340
Assim:

| SS /340
= X — 4 — =, 7
r=d SS, > 450 08

28. Como o coeficiente de correlagao linear é positivo,
o declive da reta dos minimos quadrados também
é positivo. Logo, a reta t, ndo pode ser a reta dos
minimos quadrados desta amostra.
y=ax+b
Na reta t;: 60 = 10 + 50 é uma proposicdo verda-
deira.

Na reta t3: 60 = 10 x 10 + 30 € uma proposicao
falsa.

Logo, a reta t; pode ser a reta dos minimos qua-
drados desta amostra.

14+14+12+10+y5+6
6

29.,-18+168 o
-1-2-3-4-5-8

=18x 5 +16,8
< 56 +y5=1,8x(-21) +100,8
© ys=1

30.

a) Afirmacao falsa.
Ha infinitas retas a que pertence o ponto de coor-
denadas (x, y).

b) Afirmacao falsa.
O coeficiente de correlagdo linear é um valor do
intervalo [-1, 1], logo nunca pode ser inferior a —1.

¢) Afirmacao verdadeira.
15

b=y-ox & .Zle,‘:O
iz

170

d) Afirmacéo falsa.
Quando ndo hd associacao linear entre as variaveis,
a reta dos minimos quadrados nao deve ser utiliza-
da para prever o valor de y em fungao de x.

Mr=114 o 100+1014+112+x4 —114
< 313 +x4 =456
S x, =143
y=0,05x+07 =
=0,05x114+0,7=
=6,4
T=64 & 2,7+3,4:3,5+y4 —6.4
< 96+y,=2506
< y,=16

Logo, (x4, y4) = (143, 16).

32. Seja m o declive da reta dos minimos quadrados
da amostra (z, y).
n
2 z,vy,—nE;
i=1

m = =

SS,

Ms

kx,-y,- - nk;;
k2SS,

i=1

M=

 XidiT nkxy
k2SS,

n
k(2 wimn¥3)

i

k2SS,

n
2 Xiymnxy
e

kSS,

n
.le,-y;—nxy
5
SS,

X

Il
~|la x|~ x|~
X
Q
I

33.5.=1,6, logo:

SS,
29-1
& SS,=71,68

S2=256 <

=2,56

S, =36, logo:
2_ _S§v_ -
5;=1296 < 9-1 12,96
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Logo, r=1,958 v r=-0,796.
Como r € [-1, 1], entdo r=-0,796.
Logo, r=-0,8.
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