Trigonometria

Perimetro de [ABCD]: 4 x1=4.

1 2

Pag. 12

—_2 @ ——2 —2 —_2 1 ’ =2 1
EH =EC +CH ©EH =|—| + Y < EH :5<:>

& EH =

—
5

2

2

Perimetro de [EFGH]: 47 =22

Soma dos perimetros: 4+ 22

Resposta: (A)

[ABGH] ¢ um retangulo.

AB=BC=10 cm

BG =BC +CG < BG =10 +20° & BG =+/500

Area de [ABGH] = 104/500 m® = 223,6 m’

Resposta: (A)

Os tridngulos [ADE] e [ABC] sdo semelhantes.

AD ED

— -
4B BC 7 10
Resposta: (C)

4 DE

Os tridngulos [CED] e [CBA] sdo semelhantes.

Entao, AC= 7,5 cm.
Resposta: (B)

5.1

5.2

2 —_2 2 2
AC =AB +BC < AC =8 +6" <

& AC=+100 = AC=10

Resposta: (D)

cosﬁ—=B 6_3

Resposta: (D)

Pag. 13

. . 5
Se ar¢ um angulo agudo, 0 <sinar<1.Logo sino # 3

Resposta: (A)

Se ¢ um angulo agudo, 0 <cose <1. Logo, ? pode ser

igual a coser .

Resposta: (B)

8.  Nafigura 10, o comprimento da hipotenusa ¢ igual a
2 2
(\/5) + (JE) =2 . Portanto, nesta figura, cosa = % .
Resposta: (C)
Pag. 14
1.1 sin(28°)=0,47 £in(28)
. 4E947 15628
1.2 cos(25°)=0,91 c0s(23) ezarrar
tan(25)
13 tg(25°) = 0,47 = «AEEIETESEZ
21 a=6820° tan (82 agsoas1
it i:; 47751219
22 a=14,48° RV
28 (§3. ;3919235
23 a=53,13°
tan(zindc1-23)
=~ 73502692
31 ga=058 casCLaMICTEI),
32 cosa=0,5 sin{cos¢2/52)
. 916515139
3.3 sina=0,92
Pag. 15
1. ﬁ:(7—4)cm=3cm D_4em C
coso = E 4 cm g
5
o
o=53,13° A 4em E 3cm B
Pag. 16
2. CBD=60°
D _ 6in(60°) e 2 = sin(60°) e CB = — 2
B CB sin(60°)
AB=CB=— LS ~1,7321
sin(60°)
Area[ABq: ABxDC _ 1,7321x1,5 ~13 m?
2 2
Pag. 17
1.1 coso{—é a=31,0°
7
1.2 sina= i ;
10
2,5
13 tga=—""—; a=682°
3-2
3 .
2.1 tga= 5 = a=56,310°=>sinax = 0,8
2.2 sina=%:> a=11,537"=cosax =1,0

©103PY 0310d @ YdNATIVIA
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3.1

3.2

33

Propostas de resolucao

2 30 30

pAe | Hl eNc
20 20 20 20

N

T

3
II%

2
Il

2 2

A 60 B

Logo, o =48,2°

Para o =45° temos

cosa=g=g = cos45°=D3—g & DG =30cos45°
Logo, DG =21,2132

EF = AB-2DG = 60—-2x21,2132

EF ~17,6 m.

AB—EF _60-12
2 2

DG = 24 E12 F

DG 24 4
oSO =—=—=—
DE 30 5

Logo, a=37°. A

| 24 12

60 B
c
—_2 ) —_—2
CB +4B =AC

E G

E
4 o
]

CB =24
CF=24-15

CB +5° =7 !

B D

Atendendo a semelhanca dos triangulos [ACB] e [ECF],
temos:

E:@@E:m‘m@ 5(v24-1,5)
4B CB 5 4 V24

EF =3,4691

EG =2EF =~ 6,94

EF =

Pag. 18
Seja [ACD] o simétrico do C

triangulo [4BC] relativamente
areta AC.

Tem-se entdo que DB 1 AB
e A é o ponto médio de [DB]

logo,se AB=t, DB=2t. €0° 60°

Geometria II

Atendendo a simetria, ADC =CBA =60° pelo que o
tridngulo [4BC] ¢ equilatero. Logo BC=DB=2t.
Entdo, CB=24B.
Pelo Teorema de Pitagoras:
—2 —2 —2
CB =A4C + 4B
2 _ T 2 Tt L Iy~ 2
(2t) =AC +1 & AC =4 -1 & AC =3t
Como AC>0 et>0, temos AC = NGY, pelo que

AC=/3 4B.

Pag. 20

15

b

A—_C =sin(60°) &
BC

oo
aQ
Sadi

©3.6=3 BC o BC=22

V3

Seja d a distdncia, em metros, entre dois degraus

. 1 3,6
consecutivos: d =—X

53

~0,42 m.

1.1

1.2

Como o hexagono ¢ regular temos
AB=04=0B=3m.
Seja M o ponto médio de [4B].
Como OM L AB e O4AB = 60°
dado que o triangulo [OBA] ¢
equilatero, temos que:

oM h B3

—=s5in60° —=—
0A 3

2
N
2

Sh

Area [0BA] = 2 =T .

93

Area do hexagono = 6x e m? = 23,4 m%.

A = Area do circulo — Area do hexagono =

5443
4

x3? m? = 4,9 m%.

Altura do cone:
CcD
===t
DB

V= Vcilindm + Vcone

g(60°)<:>%:\/§<:>C_D=9\/§

= 1x9’ ><20+§1r><92 x93 = 6411,6 cm’.




3.1

3.2

Capitulo 1 Trigonometria

—1<:>AD—12

L2 V2
4

=:—@2,4:ﬁE@
c 2

P pey= AC+AD+DC =122 +1,2+1,2=1,2J2 +2,4

L2V2 24 12+6V2
Pusa= g gme S

¢ =tg(30°)@i:?@3,6:ﬁﬁ@

S8

Bppey=DB+BC+CD
6\/_ —6\/§+£+
5 5 5 5
18+643
—5 m.

P 1ppcy =

\/gsin 60°++/2 cos 45°—(2\/§tg30°)2 =

= 3><—+\/— \/_ [2\6)(?]2:
3
2

N I S
2 2

1.1

1.2

2.1

2.2

3.1

6

Pag. 22

=cos39"<:>£=cos39":> x= x=19,3m.
X c0s39°

AC _ Gner o 215 =§in62°c x =25sin62°= x = 22,1 m.

h-1,7

=1g53° e h—1,7=20tg53°
& h=1,7+20tg53 = h=28,2m

Zisztg(w) & h=251g(42°) = h=22,5m.

Seja 4 a altura do paralelogramo relativo a [4B]:
%: sin43°< h=15sin(43°)
ABxh=5x15sin(43°)

A [4BCD] =

A {apepy = 51,15 ecm?,

32 OM1DC z
cop =3 _75 Z
> o
mop="% —36°
2 £
T=cos(36")<:>w=3cos(36")
MD . —_ .
——=sin(36°) & MD =3sin(36°)
DC =2MD = 65in(36°)
DCXOM _ 6sin(36°)x3cos(36°)
A[OCD]= = =
2 2
=3sin(36°)x3cos(36°)
Apemagono 5x A[OCD] = 5X3$1H(360)X3COS(360)
Apentigono = 21,40 cm’.
Pag. 23
tg(30°) =—
4. " ==
tg(42°) =
g(42°)=—
3
h=xtg(30°) h=xx==
Tlh=(6-x)ea2) 7|5
=(6-x
¢ = 6rg(42) - xtg(42)
hzﬁx
=
?x +xtg(42°) = 6tg(42°)
hzﬁx
3
o

x(?+ tg(42°)] = 6tg(42°)

3

h=—x
3

S 6tg(42°
Lo Ote(42)

NG

N2 | g (420
3 Tie(42°)

Usando a calculadora obtemos:

6x2,1107 ,

h=2,1107
(S [ABC] T 6,3 m

x=3,6558
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Pég. 24

Propostas de resolucao Geometria II

3.1  BAE+210°490°=360° < BAE = 60°

EBA+90°+215°=360° < EBA =55°

h_ g3 AEB + BAE + EBA =180°
5 =S8 oing3e
X . X =2c0s83° AEB +60°+55°=180°
—=c0s83 .
2 AEB = 65°
S 3.2
AP=d
E 3 —x P —=tg(60°
a’Z:h2+(3,6—x)2 ) B x g(60°) o
h
— =tg(55°
d=1/(251n83°)" +(3,6 - 2c0s83°)’ 3000~ (%)
d=3,9km
Pag. 25 h=x\3
=
x/3 =3000tg (55°) - xtg (55°)
Yy
Y- tg(307) w0
x ) AN e
y o xtg(30°) = xtg(27°)+20tg(27° = o n e
— 50 = e(27) x(+/3 +tg(55°)) = 3000tg(55°)
=xtg(30°
{y =x12(30%) o ’ gim )(270) h=x3 h =2348,2303
g = bl
tg(30°)—tg(27°)) = 20tg(27° = = °) =
*(1g(30%) ~1g(277)) =201 (277) 12(30°) - tg(27°) o= 2000t (55°) {x:1355,7514
3 +1g(55°)
_ T2 12
y = 86,745 AE =x*+h
150,247 ; x~1502m e y=86,7m o
A AE =[x+ 1’
AE =2711,5km
= 1g(53°) E
x " 4.  Se apiramide ¢ regular as f
20— tg(45°) faces laterais s&o '
triangulos isdsceles.
h=xtg(53°) & :;',
=3 A _ 0o :
xtg(53c) (1200—)6) x1 Como CBE =60° as faces E
C x 120 - x A laterais sdo triangulos
o (|
h=xtg(53°) equilateros de lado a. B a
xtg53°+x = 120 2
o 2
o =% 4.1 W +[£j =4
xtg (53°) 1+1tg(53°) 2
= =
g(53°) +1 =120 - 120 2 3
T1rig(53) ei=d-T oi=1d
h = 68,4325 3
= Comoh>0ea>0vem h=—a.
x=51,5675 2

AB =1 +(120-x)’
AB = \[h* +(120 - x)’
AB=96,8m

_axh _a \/E \/E )
A‘[BCE]_T=EX7‘1=T“ .

Apaeral = 44 (pcE) = 4?412 =\3d>.




Capitulo 1 Trigonometria

4.2 Sejay a altura da piramide: 4. AB=2x

fzsin(m")

©103IpY 010d @ YINAT IVIN

2:§a2_£ x=t><£

y n 2

yzzlaz 2x=2><t><§ ; AB =3t
2

Como y>0 e a>0, y= 72[1 Resposta: (A).

Ao L4 xattura = La?x 2 232 5 5. BAC=180°-110°-38°=32°
3 3 2 6
Pag. 26
o AC g(30")<:>AC—180><\/§
180 3
Logo, AC =603 m. %:cos(38°)<:>x=1000s(38")
£=cos(30°)@£=£@ﬁ'=180xi@ ho .
BC BC 2 NE) E:s1n(38°)4:)h:10s1n(38")
—  180x2%x\3 — .
bt binbbl e = 10 38°
© BC T ©BC=1203 £=sin(32°)@—sﬂ )=sin(32°)
AB
Entao, BC =1204/3 m. — 10sin(38°)
o AB=—-—"1
Resposta: (C). sin (32°)
6. Seja a=ACB
2.1 10—s1n(60")<:>£=£<:>20=1§«/§<:> () 03 «
BI sin| — |[=—/—=—=14,48°=> a = 29°
2) 712 2
o Bl =~ 20 @E:ﬁ Resposta: (D).
N 3
Pag. 27
Apipin = ABXBI = ﬁ_zoof 2 — — 4D s
1.1 AE=DF=T=?=14
Resposta: (C).
CD=AB
OB 0B 2 4B 4B
3. — =cos(45° <:>———<:>OB NG —=cos(72°) & =cos(72°
7p - ) e — =cos(72%) (72°)
ov & AB =14cos(72° ; CD=AB~43m
_sm(45°)<=@=£=»01/ 42 (72)
| 12 EF=AD-AB-CD=28-2xAB=19,3
Veone = = Apse X altura = o
3 EF =19,3m
1 2 1 1287 . R _
=§><n><(4«/5) ><4x/—=§><n><32><4«/—= S V2 2. Seja @=ECA EA=5
Resposta: (D). AC=V6"+10° =136
tga—E—A@tga—L
AC V136

Logo, ¢ =23,2°.
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3.1 Seja a=DCV .
Q) h=18; tga=—t o ter= o a=60,9°.
EC 10
15
b) h=15; tgoa=—= a=56,3°
10
3.2 h=150m;R‘=100m
V' =15 +10° & CV =325
Apee = 209325 1503
2
Apee™ 180,3 e’
3.3 V= Vparalelepipedo - Vpirémide =
= 202><30—%><202><h
v=1200- 290
3
Pag. 29
1.1 A03=ﬂ=36°;
10
12 I0C=4x36°=144°;
13 HOE =7x36°=252°;
21 04; 22 04:
23 04; 24 04;
25 OF; 26 OF;
27 -324°=9x(-36°): OB:
28 684°=360+9%36% OJ :
29 —3276=-9%360°-36° OJ;
210 2880°=3%360% OA;
211 —3600=—10%360° O4;
212 36000 =-100x360° OA.
Pag. 31
6.1 —330°

1.° quadrante

Propostas de resolucao

6.2

6.3

Geometria II

3683 =10 x 360° + 83°

3683°

1.° quadrante

—2930°=—-8 x360° - 50°

¥

OIN¥-2030° ¥

4.° quadrante

71

7.2

7.3

7.4

7.5

180° ——— m rad
60° —— x rad
607 b3
X=—— X
180 3

60°= Erad ;
3

180° ——— m rad
30°

30m%
x:_
180

x rad

T
6
30°=Erad;

6

180° —— m rad

45° xrad

45m
x=— &
180

d
4

45°= Erad ;
4

180°
300° ——— x rad

7 rad

300w Sm

xX= =
180 3

300°= 5?n:rad ;

180° ——— m rad
1180° —— x rad
_ 1180n

180 9

1180°= 5,%rad .

_59n

Pag. 33




Capitulo 1 Trigonometria

° 2.1 g
81 Trag=T80 500 v :
6 6 a) Z
=
82 Erad =% 300, 5
2 2 O[NNI -30° * &
g3 2127 g 212XI80°_spp :
15
. R 0
Pag. 34 5 minutos correspondem a um angulo de =30

9.1 360°——2nx5cm
— 6 x360°—30° (4.° quadrante).
140° ——x cm

oo 140x10m 3T _ o100
g0 O ¥=g-em; b)  35=7x5;7x30°=210

_ 8 x 360°— 210° (2.° quadrante).
92 360° —— 1x70° cm’ (2" quadrante)

2 b

30° ——x cm

30xax70° 12250,
X=—T"TT"Cm X m-.

360 3
O—/ X
Pag. 35 -210°
1.1
y
[
2.2 io
~ 9 3
o ndo pertence a qualquer quadrante;
8
1.2 g 3
[ _E_ZXE_lxz—_E
0 ; ia x 2 6 4 6 8
3 n 91
ou  TH-X—=—
4 6 8
o ¢ do 4.° quadrante;
Resposta: I rad ou on rad.
1.3 8 8
y
ﬁ 2n m 2n_m
—G : 31 ===
o % 10 5 8 4
A 8m
a) AOB =—+2kn, ke Z ou
o ndo pertence a qualquer dos quadrantes qualquer que seja 5
o valor de k. AOB=—2—n+2k7t keZ:
14 >
p T3t 2 m
4 2 4 2
3n

A'O’B':7+2kn, keZou

A'O'B':—%+2]m,ke Z.

« pode pertencer a qualquer um dos quatro quadrantes.

10
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3.2
a) 2mr=2nx1

100 x 27 = 2007

r=1m;r =0,5m

Quando a roda maior da 100 voltas percorre 200 m.
2nr =2nx0,5=n

2007 ~200

Quando a roda menor percorre 200r m da 200 voltas.

. . 2
O comprimento do arco AB ¢ igual a ?n m.

1 > T
b —nx(0,5) =—
) 471: (0.5) 16

A area pedida ¢ igual a % m’.

Pag. 36
1.1 A(1,0):B(0,1);C(~1,0);D(0,—1).
1.2
a) OE=1.
b) E=sin(3o°)<:>15_=l.
1 2
) —=cos(30")®0_=§.
13 E ﬁ,l
22
1.4 E(cos(30°),sin(30°)).
2. y
P(cos45°,sin45°) ou /l b
45°
P[22 5
22
Pag. 39
10.1 Coordenadas do ponto B: B(%, y]
OB=1
— (5 25 11
OB =|=| +yel=—"14)y"o )’ =—
(6) 7 36 0 77 T3
Como y <0, temos yz—g.

Propostas de resolucao

Geometria II

Temos, portanto:

5 1 sinae 11
cosay=—, sind=——— ¢ tgar= .
6 6 cosor 6
10.2 Coordenadas do ponto 4: A[—%, yj
04=1
— : 11
04 =|->| +yel=—"+)y oy =—
[ ) g g 36
Como y <0, vem y:—g.
Entao, cosﬂz—é, sinﬁ:—ﬂetgﬂzﬂ.
6 6 5
Pag. 40
T 1. n
11. —3cos———sint—2cos— +3tg0 =
2 2 2
1
=—3><0—5><0—2><0+3><0=0.
Pag. 41
4 3
1. PL=|ol1,-2
[5hel)
1.1
4
a) tga = ordenada de P = 3
2
b) o—pmu(ij eor =B oop-3;
3 9 3
4
o3 4
smo:—é ;
3
c) cosa—l——
_é_
3
1.2
3
a) tgf = ordenada de Q = 1
— 3V —2 25— 5
b 00 +I’'+|-=| @00 =—==00==;
) © ( 4) © 16 © 4
3
s1nﬂ=%=%,
4
c) cosﬁz—%z—%.
4

1 [0




Capitulo 1 Trigonometria

2.1 sinacosa<0Acosa>0= z

. - o < 5

—sina<0Acosa>0= 5.  Sabe-se que a e b pertencem ao 3.° quadrante e a <b . 2

= aedoQ. Entdo: sina>sinb, cosa<cosb e tga<tgh. §

Resposta: (B). (r;ﬂ

g

2.2 sinocosa>0= .
= (sina>0Acosa>0)v (sinar<0Acosa<0)= -~

Pag. 42

= ael’Qvae3r’Q.

23 -—l<sina<0 =>ae3°Qou e 4°Q. a)  sin(-60°)=—.
2 \
b) .

|
24 O<cosa<l=ael’Qou xe4d’qQ. cos(-60°) =—
2 oNJLsoe Jt ¥
. :
25 2% 0= cosa>0= o tg(-60°)=—/3. :
cosor /
=ael’Qou e 4.°Q. [l _”E)
PR

sin’ o [I, —\ﬁ] \

2.6 —<0=sino<0=sina<0=
cos o
= 0e3°Qou e 4.°Q
2.7 tgasina>0=sina>0= 12

=aoel’Qou ae2.°Q.
a)  sin(120°) =
120°

P
|
=
-
75
______‘-._./
1]
o
// ”

3.  No4.quadrante sin f<0 ese o< fentdo sina<sinf3 .

b)  cos(120°) = —% . o T o

3
Logo, sinff<0 e sinff>-=.
5 o tg(120°)=—/3

Como, 2 <0e 22 > 23 , aresposta ¢ (B).
5 5 5

[ » _ﬁ]
4.  Seja P o ponto do circulo trigonométrico associado ao
angulo y
. 5
P(cosy,siny) ou P —y sendo y > 0. 13 ¥ (1, \3)
V3
_ 2 a) sin(240°) =——.
opzz(_éj +y? (240%) =3
N 240°
T YRS RN 1 b)  cos(240 )——5. // |
P="+ye)y="ay=—- N/© b
49 49 7 ;
o  tg(240°)=+3. :
Logo, sin —@ gy
g0, siny =— {_1 _ﬁ)
2%
1 V24 3 o
E<T<Z<:>sma<sm7<smﬁ.

Como «a, y e 3 pertencem ao 2.° quadrante temos que

a>y>fouseja, f<y<o.

2
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2.
o 45° 135° 225° —45°
2
sin ﬁ Q £ ,Q
2 2 2 2
s | V2| 2|22
2 2 2 2
e 1 -1 1 -1
Pag. 43
12. A[ ,\/E]; B[—x,ﬁj, x>0;
8
0A=0B=1
x>0
R FEN PRI
8 64
49
ox=[—ox=—
64
7A15), G 7 A5
8 8 | 8 8
Pag. 45
13.1 cos(x+5n)—25in(x+g]+3cos(x—2n)=
=cos(x+51t—4n)—2sin(§+xj+3cos(x—2n+2n)=
=cos(m+x)—2cosx +3cosx =
=—cosx+cosx=0.
13.2 sin2(§+x)=cosz(x—8n)<:>

o {sin(§+xﬂ2 =[cos(x—8n+8)] &
& (~cosx)’ = (cosx) &

& cos’x=cos’ x.

Propostas de resolucao

13.3

14.1

14.2

14.3

Geometria II

tg(x—37t)><sin2(x—§) =sin(x+m)xcos(x+m)=
= tg(x—3n+4n)xsin2(x—g+2nj=
=sin(m+x)xcos(n+x) &

o tg(n+x)xsin’ (3;+x) =—sinxx(—cosx).

tg(a—n)xtg(a+§)= tg(n+a) (_Lj -

tgor

1
=—tgax—=-1.
tgar

sin(—a+8n)—sin(3n—a)+cos(a—77nj =
. . n

=s1n(—a)—sm(2n+7t—a)+cos(a—7+4nj =
= —sina—sin(n—a)+cos[%+aj =
=-—sin@—sina —sina =-3sinq.

. (Tm .
tg(a—n)xsm(;+0{j—s1n(37t—a) =

. 3n .
:tg(n+a)><sm(2n+7+nj—s1n(21r+n—a)=

. (3m .
:tgaxsm[7+a)—sm(n—a) =

=tgax(—cosar)—sina =

sin a . . . .
=— XCcoso—sino=—sina—sina=-2sina .
cos a

15.1

15.2

Pag. 47
2 —sin? 1—-sina)(1+sin
cos’a_1-sin’a _(1-si a)(. si a):l—sina.
1+sina

l+sina 1+sina

. 2 . 2
(cosa—sina) =2—(cosa+sina) <
2 . 1.2
& cos”a—2sinacosa+sin”a =
=2-cos’a—2sinacosa —sin’a <
2 S0 s 2 2
& cos”a+sin a—2—(sm a+cos a)<:>

ol=2-l1o1=1




Capitulo 1 Trigonometria

1 1 (I+cosa)(1-cosa) z
153 + = = Pag. 49 =
l1—cosa 1l+cosa (l-cosa)(l+cosa) ag.49 =
1.1 sin(a—m)—sin(-a)+cos(2n+a)= Z
2 _.2 3
" l-cos’a sin’a’ =—sin(n—a)+sina+cosa = g
=-sina +sina +cosa =cosa . 8
154 1-2sin? a=1-sin? a—sin® a=cos’ a—sin’ a. P
1.2 cos(8n—a)+cos(3n—a)—tg 57a|=
. 2 .2 1 1 1
15,5 l=cosa  _sina =(1—cosa) tsina =cos(—a)+cos(n—a)——= cosa —cosa——=——.
sina  1-cosa sina(1-cosa) tga tga  ftga
1—2cosa+cos’a+sin’a 1-2cosa+1 . T
= - =— = 2. sina=——Aa€ |-—,—]|
sina(1—cosa) sina(1-cosa) 2’2
2-2cosa 2(1-cosa) 2 . 1 T
=— =— = =sina=——Aae |-—,0
sina(l-cosa) sina(l-cosa) sina 3 2
Pretende-se o valor de:
Tn
tg(ﬂ:—a)+cos(7+aj=
Pag. 48 — tea+ 31r+ = _toq+si
16.  cos(6—m)+tg(8n—0)=cos(n+0)+tg(-0)= TR CoS v a = TlgaTsina
=—cosfd—tgd cos’a=1-sin’a
E dado que: %
7 cos’a=1 —(—5)
sin(7n+49)=—?2/\0<9<§<:>
cosza=§
@sin(n+9)=—£/\0<e<§@
2 Como a e 4.° quadrante temos:
. 2
«:)—s1n€:—£/\0<0<£<:> cosa—£=& e
3 2 3
.2 n 1
@51n9=T/\0<49<5 ga:Sina:__gz_L:_Q
cosa 2\/5 2\/5 4
sin*@+cos’f=1< 3
2 2 ) Entio,
| X2 teos’f=locos’I=1-—
3 9 21 324
—tga+sma=—-——= .
; 4 3 12
& cos’f=—
9
Como #e 1.° quadrante temos: 3. A(6)=sinfcos’O—sin6.
31  A(6)=-sinf(—cos’@+1)=—sin@(1—cos’ )=
0059=T7 . (6) =—sin&(—cos )==sin6(1-cos’8)
=—sin@xsin’f=—sin’ 6 .
V2 X X
tg9=8m9=i=£=ﬁxﬁ=£ 3.2 tg(9+n)=2/\6’e}E,—n[@tg6’=2/\ﬁe}n,—n[
cos@ ﬂ 7 7 7 2 2
3

DY

=)
\..| 5

Usando a formula 1+L2=%,temos:
tg’d sin" 6

1 1 1 5
=" ——=—.

4 sin“@ sin"d 4
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4.1

4.2

5.1

5.2

Como <6< 37“, sind <0 pelo que:

15 4 2 25

==& sin 9——<:)sm9———<:>sm9——T

sin®@ 4 5 J§
ﬁ}lmﬁ:%
5 .

Entao, A(@) =—sin’ 0= _[_ e S

A(e)=cos’ o —sin’ &r.
A(a)=cos” @~ (1-cos’ ) = cos’ a1 +cos’ =
=2cos’ar—1.

1 1 3n
tga=—nrae |-n,0|l tga=—rae |—,0
gor=- |0 & tgar=- L [

1
Como tg’r+1=———, temos:
cos’ o

(1)2 1 1 5 4
— | Hl=—7F—¢ =~ ocosTa=—.
2 cos” cos’a 4 5

A(a)=2cos2a—1=2><%—l=§

A(a) _ 1+sina + cosx

cosa  l+sina

. . 2
1+sina cosa _(1+sm0{) +COSZ(Z_

Ala)=

cosx  l+sina cos(l+sine)

_ 1+ 2sina+sin’ a+cos’or

cos(l+sine)

14+ 2sinar +1

_ _ 2+2sinx
cosa(l+sina)

- cosa(l+sine) -

2(1+sine) 2
~cose(l+sina)

COS(X'

. 1 b
Ssinag=—Arae |0,
3 } 2[

. 1y
Coszazl—smzazl_(_] :§

V8
3

Como ae 1.°Q, cosar>0 pelo que cosa =

_L:ZX 3 :ﬂ.
coso 2x/§

Propostas de resolucao

6.1

6.2

Geometria II

T T T
o+ f=—f=——a=0=—-—
s 2 p 2 2 p
. . T
smﬂzsm[z—ajzcosa:OJ

cos? f=1-sin? p=1-(0,7)* =0,51

Como £ é um angulo agudo,

cos f=4/0,51= \/_

10
7
sin 10 7 7451
tgﬁ: ﬂziz—z—
cos 51 51 51
10
V51 7451
sinff=—; cosff=——; tg f=——
P=iocosh=rg ef=—
1

o+f=neoo=n-fo f=n-a

cosax=0,9

sin(ﬂ+n)+tg(§—ﬂ)=—sinﬂ+tg%=

. 1
=-sina——

=—si —-o)+—
sin(n-) tg(n— ) tga

cosa=0,9Aae 0,1 = cosa=0,9re }O,g{:

:>1—COSZIZ=1—(0,9)2 AQE }O,g{:

=sin"a=0,19Ar0e1°Q

2511’1&
=sing = 4’ :>s1na—
=
_sina g _@
cosae 9 9
10
Entao,
gL 19 9 19490
g 10 J19 10419
_109x+/19 _ 109v19
10x19 190




Capitulo 1 Trigonometria

71

16

Pag. 50

—rad = =990°

11n 11x180°
2

Resposta: (D)

180°
105°

7 rad

x rad

105x 7 Tn
x= S x=—
180 12

Resposta: (C).

Se o perimetro do setor circular é igual a 5r entdo o

comprimento do arco correspondente ¢ igual a
Sr—2r=13r.

2n rad

2nr

3r

o

3rx2m
o=
2mr

Resposta: (A).

rad & o =3 rad

360°

2nr

Tr o

Trx360°
o=—

& a=401,1°
2nr

Resposta: (A).

cosa = % A270°< o < 360°

cosaz%/\270°<a<360°

o =360°-60°=300°
Resposta: (C).
5 sino

5 .
Se tgar=——, =—= pelo que sinaxcosaxr <0 .
2 cosx

Resposta: (C).

360°—120° = 240°
360°
240° -

7% 107 e’

N

,_ 240xxx100

cm? =209,4 cm?.
360

7.2

O perimetro da base do cone (P) ¢ igual ao comprimento do
setor circular da figura 3.

360°
240° ——P

21 % 10 cm

©101pY 0110 O YINATIVIN

240x2mx10 40m
=——————cm=——cm.
360 3

P

Seja r o raio da base do cone.

407 20
2mr=—— & r=—cm
3 3

A geratriz do cone ¢ g =10 cm.

Seja A a altura do cone

20Y’
hz:[?j =10’ & b 10

(:)h2=100—$@

h>0 [

9 3

o

V. =l><A X altura =

cone base
3

3

1 [20]2 J500
= X

X~ ~346,9 cm’.
3

Resposta: (C).

Calculemos a area do triangulo [OBC].
A altura deste triangulo, relativa a base [CO] ¢ igual a

sino .

COxsinor _sina

ois CO = 1.
2 2 p

Logo, A{osc] =

- sina .
Entao, A[AOBC] = 2xT=sma.

Resposta: (A).

1.1

1.2

BOA =2—nrad=£rad.
12 6

0A=18 cm.
Seja M o ponto médio de [4B].

MOA = l><£rad = lrad
2 6 12

ﬂ :sinl = W:H;sin1
0OA 12 12

AB = 2><18sin% cm= 9,32 cm.



Propostas de resolucao Geometria II

1.3
a) Smin=5%x60s=300s
300 x 15=4500

4.2  sin 77“ +1tg(97)—cos [”Tn) =

. 3n T
. . =sin| 2n+— |+tg(8n+m)—cos| 4n+— |=
Em 5 minutos o ponto 4 descreveu um arco de amplitude 2 4

4500° e raio igual a 18 cm. NG 2442

—sin 2T 4 tgm—cos Em—140- Y2 o _2FV2
360° 21 x 18 cm TS IE M e0s = )
4500° X
4500x2mx18
x=—————"——cm=450ncm. A_N3 _ 4 o
5. tgB=—=B8=30
360 8=
Em cinco minutos o ponto 4 percorreu uma distdncia de NG
4507 cm. sinﬁ:7:>;1:60°
b) 2 x360°+180°=900°; ﬂ=60 .

B =180°-60°-30°=90°

A observagdo durou 60 s.
O tridangulo ¢ retdngulo em B e escaleno (se tem trés

¢ 4x15°=60° angulos diferentes, os lados também sdo diferentes).
360° % 207 em’
60° A
_ 60 x 1 x 20 o = 2007 om?. 6.1 %:sm(gj
360 3
2. Se cosaxsina <0 entdo cosc e sin ¢ tém sinais £:0,6751:> 6~1.35rad .
2 9
contrarios pelo que & é do 2.° ou do 4.° quadrantes.
6.2 x+h=8
T
31 oa=— 0
3 —=cos(5j@x=8005—
X —cost e
2,5 .8 5
sin—=—
1 2 8
S x=25%—=x=1,25
2 , 0 ., 0
\/5 cos” —=1-sin" —
o in® o n=2,5%3 o h=1,253
2,5 3 2
25 39
— — cos—=,[l-——=—
DC=AB+2x=2,5+2x1,25=5 2 64 8
AB+DC 2,5+5 75 h=8-x
Aoy = h =22 ><1,25\/—:E\/§
h=8-8cos—

75
A[ABCD] = E\/g m’.

32 x=2,5cosa ; h=2,5sinx h=8—-8x——
DC=2,5;§X22,§COSSH=2,5+SCOSOI h=176.
A[ABCD]:wXZﬁma:
5 Pag. 52
=E(1 +cosa)x2,5sina = 6,25(1 + cosa)sina . L. 2nrad 2nr
x rad t
4.1 sinl1170°+cos420°=
t_x><2nr
=5in (3x360°+90°) + cos (360°+60°) = T oon

1 Como r=1vemt=x.
=sin90°+cos60°=1+5=

N | W

MAT11FNPR © Porto Editora
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Capitulo 1 Trigonometria

2.1 g
N . 174 f(x)=1-2sin x| 3
a) sin—=—; b) sin—=1; 3
2 2 D;=R. S
c) sinizg; d) sinm=0; —1Ssinx£1<:>0£|sinx|£1<:> %
<2|sin x| <
st 2 & 0<2sinx| <2
e) n—=——, ) sin—=-1;
4 2 2 ©-2<-2sinx<0e1-2<1-2)sinx <1 e
2) sin%:—g; h)  sin(2m)=0. o -1< f(x)<1
Dy=[-1,1].
Pag. 53 Pag. 57
2.2 X
18. h(x)=2c0s[—j
Iy 3
by
I S ; _ x+p)_ X
B}l 0N 18.1 h(x+p)=h(x)& 2cos 3 =2cos 3 =
2 i ‘ ‘
,:[ n 3:1.: x e cos| T+ 2 |=2c0s| 2
= = = 3 3 3
2 4 2 4
BT innhaitei e Como o periodo da fungo cosseno ¢ 2x temos que
Bl e
£=211:<:>p=6n.
3
23 Dy=[-1,1]. —x X X
18.2 h(—x)ZZCOS(—j=ZCOS(——)=ZCOS(—)
24 Dy=R. 3 3 3
2.5 Repete-se de 2n em 2. h(-x)=h(x),Vxe R & h éuma fungdo par.

2.6 f(t+2m)=f(1), sendo 21 0 menor valor positivo de p tal
quef(t+p)=f(1), Vie D,.

183 h(-a)—h(-b)= 2cos(%aj —2005(%17] -

Pag. 54
17.1 f(x)=1-sinx =200s[£j—2c0s[éj:—1+2:1
D;=R. 3 3
-1<sinx<l&
—1<—sinx <
e-ls Sm)f_l(:) Célculos auxiliares:
& 1-1<1-sinx<l+l &
©0<f(x)<2 h(a+3n)=1<:)2cos(a-;3n):1=)

D’=1[0,2].

2cos| Lan|=1e —2c0s| £ | =1
17.2 f(x)=3 +sin (2x) < 2cos §+n =1 —2cos 3" =

Df:R.
a
= ZCOS(EJ =-1

-1<sin(2x)<1&3-1<3+sin(2x)<3+1 <

e2<f(x)<4 h(b—3n)=2@2cos(b_33n)=2@
D'y=1[2,4]. b b
17.3 f(x)=|sinx] @2005[5—75]=2<:>200s(n+§)=2
Dr=R. b
(:)—2cos§=2.

~1<sin(x)< 1 0< |sin(x] <1

D=10,1].

s
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Pag. 58
19.  g(x)=3tg(2x)
Dg={xe]R:2x¢£+k7t,keZ}=
2
={xeR:x¢E+E,keZ}.
4 2
19.1
a)  g(-x)=3tg(-2x)=-3tg(2x)=—g(x)
g(-x)=-g(x),Vxe D, & g ¢ uma fungdo impar.
b) g(x+p)=g(x)<:>3tg[2(x+p):|=3tg(2x)<:>
o tg(2x+2p)=tg(2x) .
Como a func¢do x> tgx ¢ periddica de periodo w temos
T
que 2p =, pelo que sz'
1
192 g(a)=-2c¢ g(b):—z
g(a—2n)—g(b+n)=3tg[2(a—2n)]—3tg[2(b+n)]=
=3tg(2a—4mn)-3tg(2b+2n) =3tg(2a) - 3tg(2b) =
1 3
= -gb)="2+—=-—=.
g(a)-g(b) 5=75
Pag. 59
1.1 D =[-1,2]
1.2 Os zeros de g no intervalo [0, ] sdo E,E e 5—“
62 6
1.3  Os zeros de g no intervalo [r, 2m] sdo %+n, §+n e
Sm . In 3n  1ln
—+m,ouseja, —,— ¢ —.
6 6 2 6
m T 3n
1.4 -—|+g|l——|-g|-—|=
g( 6) g( 3} g[ 2)
= £—£+nj+ [—£+n - (_3_n+2nj_
e TT)TE S 8172
Sm 2n b3
=g|l—|+g|— |+g| = |=0+(-1)+0=—1.
g(sj g(3) g(zj =1
15 g(x)>0Axe[3m 4]

& xe [0+3n, §+3n[u}%+3n, n+3n}:>

& xe [SE,w—nliu}B—nAn].
6 6

Propostas de resolucao

31

3.2

33

4.1

4.2

Geometria II

Por exemplo:

gl El=1+2sin| El=1+2x1=32-1
2 2

f(x)=m+sinx, me R
Df:R.

—1<sinx<lom-1<m+sinx<m+1
r=m—-1,m+1].
Tera de ser:

m—-1>0vm+1l<0 m>lvm<-ls
& me J-oo,—1[ UL +o9] .
m+l=0m=-1.

sinx=—1<:>x=—g+k7t, keZ

1+sinx:0<:>x:—§+kn,keZ

Logo, tera de ser m = 1.

=sinx & D

sl-

— 1
& FB=—o0
sin x

1 1
—=tgxs>a=—-
a tgx

FF=2-2a=2-—2>
tgx A

C=EF +FB+FA+EC+ED

C=EF +4FB
c(x)=2_i+'i=i_w+2
tgx sinx sSinx sinx
C(x)=4—.2cosx+2
sin x

Fazendo y, =C(x) com xe [%, g[ verificou-se que C é

minima para x = 1,05 rad .

Hinirur
n=1.0471968 Y=E.4641016

19 [0




Capitulo 1 Trigonometria

2.1

2.2

2.3

20

v(1)=14A0<1<24 & £
Pag. 60 E
d (0) = 1: fica excluida a hipotese B. 3
© redaatip <:>500s(%t—%)+9=14/\0Sts24<:> z
d (g) =0 : ficam excluidas a hipdtese (A), onde ?ﬂ
@cos[zt—7—n]:1/\0£t£24<:) §
- I 6 6
d(—) =2 e ahipotese (C) onde d (—j =-1.
2 2 nt In
& ——-—=2ktA 02124
Resposta: (D). 6 0
©t-T=12kr0<t<24(ke Z)
h(0)=81-72cos 0=9. ©t=T+12kA0<1<24(ke Z) &
Resposta: (A).
St=T7vt=19
0=r<30 t=7e t=19 correspondem as
0< il <o vendas do més de julho.
15
Em alternativa poderia ser usada
—1<cos (n—tj <1 a calculadora: T
15 H=r =1y
Resposta: (C).
<72 cos(n—t] <72
15 Pag. 61

81—72581—72cos(%)$81+72

1.

9<h(t)<153
Resposta: (B). 1.1
h(20) =81—72005[£X20] =81—72cos(ﬂj=

15 3

1

=81—72><(——j =117

2

Resposta: (B). 1.2

f(0) = 12. Fica excluida a hipdtese (D) onde /' (0) = 9.
f(6) = 6. Ficam excluidas as hipoteses (B) onde f(6) =3 e 2.
(C) onde f(6) =9.
Resposta: (A).

2.1
0<r<24
_Tm_x,_Tx_1Tx
6 6 6 6
< —1<cos Et—EjSRﬁ
6 6
@—5+9S5005(%t—%j+9£5+9@ 22

o 4<v(1)<14

v, sin(26)

d(e
(6) 5%
100° xsin (26
100745n(20) _ 1000 s sin (26) = 1000x -5
9.8 100
@sin(ZG):ﬂ.
50
Entdo 26 = 78,522°= 6 = 39,3° .
1507 xsin (2x30°)  22500sin (60°)
= ~1998,3 m.

9,8 9,8

h(t):4cos(%tj

h(t+p)=h(p)@4005[%(t+p)]=4cos(£lj@

10
T T T
& cos| —t+—p |=cos| —1 |.
(10 10 j (10 j
Como a fung¢do cosseno ¢ periddica de periodo 27 temos:

T
—p=2nep=20.
1017 p

—1<cos it <le
10

< —4<4cos 1t <d4ds
10

d=8m
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w(h+2
3. T(h)=19—3sing
12
3.1 2 h 30 min da tarde corresponde as 14,5 horas do dia.
. mx(14,5+2)
T(14,5)=19-3sin——==21,8 °C
3.2 Resolvendo graficamente a inequagdo 7' (4) >20 foram
obtidos os seguintes resultados:
Intsrsection Intersection
H=iizgBd Y=z Hezo.70id Y=z
11,298 h~11h 18 min ; 20,702 h =~ 20 h 42 min
A temperatura da agua ndo foi inferior a 20 °C entre as 11 h
e 18 min e as 20 h ¢ 42 min.
. (m
4. C(t):550+21051n(gt)
(T
p(t)= 220+35s1n(gt—2]
4.1
&
1T e .
111} ANm— RS SR——
R S
0 3 6 9 12 ¢
Inicialmente (em 1 de margo) existiam 550 coelhos. O
nimero foi aumentando nos trés meses seguintes, tendo
atingido os 760 (em 1 de junho). A partir dai e até dezembro,
o nimero de coelhos diminuiu até 340 tendo de seguida
voltado a aumentar até ao valor inicial.
4.2
P
255 0
185~ : .
0 3 6 9 12 ¢
Os predadores eram, no inicio, cerca de 188. Até abril diminuiram
ligeiramente e, de seguida, aumentaram até setembro atingindo o
maximo de 255 apods o que o seu numero decresceu até ao valor
inicial.

Propostas de resolucao

4.3

760

550

340
255
1857

Geometria II

0 3 6 9

A um numero minimo de predadores segue-se um nimero

maximo de coelhos e vice-versa. Esta relagdo deve-se ao

facto de os coelhos entrarem na cadeia alimentar dos

predadores.

As abcissas dos pontos sdo:

A

E, -2m, E+2n, E—3n...
2 2 2

A expressao pedida ¢ x = g +2kn, ke Z .

Resposta: (B).

As solugdes da equagdo sdo:

n, — 7, 3m,—37m, Sn, —57...

A expresséo pedida ¢ x=n+2kn, ke Z .

Resposta: (D).

Pig. 62

As solugdes da equagdo sdo:

A expressdo pedida ¢ x = g +kn, keZ.

Resposta: (A).

Pag. 63

20.1

20.2

sinx=—1<:)x=—g+2k7t,keZ.

sinx=0 x=kn, keZ.

Pag. 64

21 [0




Capitulo 1 Trigonometria

. T z
203 sinx=— 21.4 cosx+£:0@cosx=——2@ z
4 2 Z
Recorrendo a calculadora grafica verifica-se que uma T 3n §
~ ~ . & COSX=COS| T—— & CoSX =Ccos— & g
solugdo da equag@o, com aproximagdo as décimas do ( 4] 4 g
radiano é: §
<:>x=3—n+2knvx=—3—n+2kn,keZ.
. 4 4
x=0,9 sin Z ~(0,903 |.
21.5 2005(2x)—1=0<:>cos(2x)=l<:>
Entdo 2
T & cos(2x) =cos— &
sinx=23sinxzsin(0,9) pelo que temos !
T T
x=0,942knv x=n—0,9+2kn, ke Z S2x=2+2myv2x=-—+2m kel <
x=0,94+2knvx=224+2kn, ke Z. @x:£+knvx:—£+kn,kez
6 6
20.4 Zsinx—1=0<:>sinx=l<:>sinx=sin e b
2 6 21.6 SCosx=n<:>cosx=g
=X dkmvx=n-Z42km ke n
SxE My XSno ot ok, ke LS cos x = cos (0,89) cos’l(—)=0,89
5
o x= iy = s ke 7. x~0,89+ 2kn v x ~—0,89 + 2k, ke 7 .
6 6
T
20.5 sin(2x)=m ¢ uma equagdo impossivel porque 7> 1. 21.7 30057‘:5@005)‘:;
20.6 sin(3x)=—§<:>sin(3x)=sin[—§j<:> cosx = cos (1,21) cos_l(ﬁjzl,Zl
9
M . x=1,21+2knvx=—-1,21+2kn ke Z.
<:>3x:—§+2k7tv3x=n+§+2k7t,keZ<:>
n 2kn 4 2kn Pig. 67
Sx=——4+—VvXx=—+—,keZ. .
9 3 9o 3 22.1 tg(3x)=—1@tg(3x)=tg(—zj®
20.7 2sin(3x)—\/§=0<:>sin(3x)=£<:> . .
2 o3x=——thnkeZox=-—+—keZ.
4 12 3
< sin (3x) = sin[ﬁj = ot
4 22.2 tg(2x)=0<:>2x=k7r,keZ<:>x=7,keZ.
©3x=T+2kn v dx=n-"+2n, ke Z o NG
4 4 ' 22.3 3tgx—\/§:04:>tgx:%@tgx:tg(%j@
@x=1+%vx=2+&,kel. 1
123 4 3 x=thkel.
Pag. 66 224 tg(3x)=2=1tg(3x)~tg(l,11)= €' (2) =111
21.1 cosx=lox=2kn,keZ.
T - :>3le,11+kn,keZ:x=0,37+ﬁ,kez.
212 cos(zx)=0@2x=5+kn,keZ@x=z+?keZ. 3
213 3cos(3x) =0 cos(3x) =0 3x =2 +hm ke Z Pig. 68
2 1. p(t)=110+25sin(160ms).
@ng.'.%,kez;_ L1 p(t+a)=p(t) Vie D, &

& 110+25sin[160n (1 +a) | =

=110+ 25sin (160, Vie D,

2



Propostas de resolucao Geometria II

& sin (1607t +16077a) =sin (1607) ,Vie D, o2 =g+2k7t,k€ Zaxe[-mr]o

Como o periodo da fungao seno ¢é 27, temos:

2n 1 Sx=ttknkeZaxe[-n1]e
10me=2noa=—a=— 2
1607 80
1ln T

1 . <:>x—£—nvx—£<:>x———Vx_—
a =— minutos. 12 12 12 12°

1.2 Se o periodo de p ¢ L minutos, em cada minuto
80 3. v(t)=0,8sin(800mt) .

verificam-se 80 batidas do corag@o.

31 v(t+p)=v(1),VieD, &
< 0,8sin (800( + p)) =0,8sin (800mt), Ve D,
& sin (8007 +800mp ) = sin (8007z ), Ve e D,

Como a fungdo seno ¢ periddica de periodo 27, temos:

2 1

800mp =2t p= & p=—o

? P=300x — 7~ 400
0 0.1 02 ¢ -1
=400

1.4 A pressdo da pessoa observada varia entre o minimo de
85 mmHg e o maximo de 155 mmHg. Estes valores sdo,

1
portanto, superiores aos valores normais. 32 1 :m =400

400 vibragdes por segundo.
2. f(x)=I+2cosx.

2.1 Df =R. 4.

v(t)=7,9—2,lcos(it).
—1<cosx<l& -2<2cosx<2 & 156

o 1-2<1+2cosx<l+2 & 41 v(t+p)=v(t),Vie D, &
o -1< f(x)<3

) <:>7,9—2,lcos|:i(t+p):l=
Dy=[-1,3]. 156
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22 f()=0&1+2cosx=0

1 T
S COSX=——<SCOSX=COoS| T—— | S
2 3
2n
@cosx:cos?@

@x=23—n+2k7tvx=—2?n+2kn,kez

2.3 f(x+§)=f[x—§)/\xe[—n,n]<:>

<:>1+200s[x+%]:1+200s(x—§j/\xe [, ] o
T T
<:>cos[x+gj=cos(x—§)/\xe [, ] o

olx+i=x-Tidkmvx+l=x+Zli2imkez
6 3 6 3

AXE [—n,n] =3

(:)(xe ®v2x=§—g+2k’n,ke Z)/\XE [-m, 7)<

4.2

=7,9—2,lcos(it ,Vte D,
156

& cos Lt-ﬁ-lp = cos| ¢ ,Vte D,
156 156 156
Como a fung@o cosseno ¢ periddica de periodo 27, temos

T
156
p =312 dias.

p=2n<:>p=27t><ﬁ<:>p=3l2
T

“1<cos| 2t |<1e-2,1<2,1c0s| 1 |<2,1
156 156

<:>7,9—2,1S7,9—2,1005(&t]£7,9+2,1<:>

©5,8<v(1)<10.

D' =[5,8;10] pelo que 0 méximo de v ¢ igual a 10.

23 [0




Capitulo 1 Trigonometria

z
43 v(264)=7,9—2,lcos[ix264j: Logo, h(t):7+5sin[£(t—c)} . 3
256 30 5
=
Dado que % (0) =2 vem: °
=7,9+2,lcos[22—n)z6,7 que 4 (0) z
13 T T =
12+105in{—(0—c)}=2<:>sin(——cj=—1<:> 5
A magnitude da luz emitida pela estrela R Leonis, 264 dias 30 30 s
apos o inicio de um ciclo ¢é igual a 6,7 unidades. = —%c = —g +2kn, ke Z .
b 30
44 v(t)=7Ate]0,312[ Para k= 0, temos C=——><(——j<:>c=15,
2 T
79-2 lcos(itj=7/\te 10.312] & Portanto temos, por exemplo:
T 156 '
h(z)=12+10sin[l(t—15)].
T 0,9 30
©cos| —t |=——Ate 0,312 &
15 2,1
m 3 X
S cos| —1 |==Ate]0,312] 6.1 —=cosf < x=10cos8
156 7 10
n 3 Y _sin6 e y=10sin0 >
cos(—t)zcos(l,B)/\te 10,312[=  cos” (—):1,13 0 Y= o 4
156 7 x . 5
A=2xxy -
T b
—t=113+2kn v —t=-1,13+2kn,ke Z .
Tlsel T Y 5g! T AR A(6) =2x10c0s Hx10sin 6 <
=135 28 312k v 21135 28 312k ke z © A4(6)=200sincos 6.
T T
= 1~56+312kvi=-56+312k ke Z= 6.2 A(6)=200sin8cos =
=56V 1~256 =100x2sin fcos & =100sin (26) .
No 56.° e no 256.° dias ap6s o inicio de cada ciclo a 63 A(6)=50 100sin(20) =50 A Oc }0, E[@
magnitude da luz emitida pela R Leonis ¢ igual a 7 unidades. 2
osin(20)=2n0e 0,5 o
Pig. 69 2 2
1 hé 30 peri6di fodo igual tra-
5.1 h ¢ uma fungio periodica, de periodo igual a 60 s, de contra @sin(ZB):sin[EJ/\Be }O,E[@
dominio D’,=[2,2+2x10]=[2,22] e com % (0)=2. 6 2
Seja h (f)=A+ Bsin (k(t—c¢)) .
a @) (k=) <:>29:E+2k7tv26:n—£+2kn,keZA€e}0,E[
D'y =[A4~B, A+B]dadoque —1 < sin (k(t—c)) < 1. 6 6 2
m Sn b3
5 SO=—+knv O=—+kn, keZ A e |0,—
Entdo, 12 12 ] 2[
{A—B:Z {2/1:24 {A:lz . Sn
= =
_ _ _ S0=—vl=—.
A+B=22 A-B=2 B=10 12 12
Entdo A ()=12+10sin (k(t—c¢)) .
Como o periodo de / ¢ igual a 60 s, temos Pag. 70

1. AC=DB=20cm.
h(t+60)=h(t),VieR" &

DA _ . o
& 12+10sin[ k(1+60~-c)]=12+10sin[ k(1 -¢)] & L1 =5 =sind e DA=20sind

< sin (kt — ke + 60k ) = sin (kt — kc) ﬁzcos&@ﬂ?zmcose
20

Como a fungdo seno ¢ periddica de periodo 27, temos que
1 A(8)=ADx AB = 20sin 6x 20 cos & = 400sin 6 cos &
60k =2m, ou seja, k=—.

30 Resposta: (D).

2
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1.2

2.1

2.2

23

A(8)=200sin 8 < 400sin O cos & = 200sin &

< 400sin @ cos@—200sin & =0
& 200sin6(2cos—-1)=0

< 200sin@=0v2cos@—-1=0

. 1
<:>s1n0:0vc0s9=5
T . 1
Como fe |0, 5 temos que s1n6¢Oecosl9=z .

b
Logo, 6=—
¢ 3

Resposta: (A).

h(t)=16+15sin[it—f).
10 2
h(t+p)=h(t),Ype D, &

. T T
&S 16+15sin| —(t+p)—— | =
[10( ») 2}

:16+15sin[£t—£),‘we D, &
10 2

& sin lt—EJrlp =sin| - X ,Vte D, .
10 2 10 10 2

Entdo, %p:2n<:>p=20.

Resposta: (B).

—ISsin(lt—EjSI'@
10 2

& -1<h(1)<31

O maximo de 2 ¢ 31 m.
Resposta: (C).
h(t)=16

@16+15sin(£t—£j=16@
0 2

T T
=

& sin e Tomkez o
10 2 2

10
<t-5=10k, ke Z<t=5+10k, ke Z

Donde t=5vt=15vit=25v...

Resposta: (A).

Propostas de resolucao

Geometria II

3. C(t)=30+21sin[ﬂ+12j
365
31 c¢(t+p)=c(t),VieD, &
<:>30+215in(2—n(t+ )+12]—
3650 0
. 2n
=30+21sin| —t+12|,Vte D,
365
& sin Et+12+2—np =sin 2—7tz,‘+12 ,Vte D,
365 365 365
Temos, entdo uez—n =2n < p=365
> > q 36517 P :

Resposta: (B).

3.2 2 de fevereiro corresponde a =33

c(33) =30 + 21 sin[2§>6<533+12j:30

Resposta: (A)

Pig. 71
1
1. F(G)zg(l—cose)/\ae[o,h[.

1.1 F(€)=0@%(l—cosﬂ):O@l—COSHZO@
Scosf=1<6=0.
1 1 1
1.2 F(0)=0,25<:)5(1—c0s€)=2=}1—cos€=5@

@cosﬂ:l<:>¢9=Ev9=2n—f<:n9=£v6=5—n.
2 3 3 3 3

1.3 F(6)=0,54:)%(1—0050)=%®1—c059=1@

<:>cosH=0<:>6=Ev0=3—n.
2 2

1.4 F(9):1@%(l—cosa)zlﬁl—cosé’:Z@

Scosl=—-lsb=mn.

2. l:2rsin£
n

r>0 1

. . . T
l=re2rsin—=r¢s32sin—=1sin—=—
n n n 2

T T .1
Como n > 3 temos que 0 <—<—, donde, se sin—=—
n 3 n 2

T
vem —=—,peloque n=6.
n 6

25 [0




Capitulo 1 Trigonometria

32 R=72cm, r=36cm, L=23832cm.

z
=
2 832 Z
=1 E
(ej 72+36 o
tg — 3
2 2
o+ 2 208 :
; 0 27
&2
o 208
Seja x = comprimento do arco B4 Fazendo y, =x+———, 0<x<me y,=—~—
27
y = comprimento do arco ED tg (%)
A A 4
BCP=0CD = 2 e calculando a interse¢do dos graficos obtém-se x =~ 1,03.
chp=poc="-9
2 2
""H___
n ) n 6 1
BPA=EOD=n-|=-Z =242 =" (9+n
Q (2 ) 2 2 2( ) ARISHISEHND yovsspaiss
1 1
Logo, x=5(0+n)R e y:5(9+n)r. Logo, 8=1,03 rad .
R — R
%:tggﬁBC: 9
tg(fj 4. L(t)=12+2,83sin[2—n(t—80)}, 1<1<365.
2 365
r 0 — r 4.1 JAN-FEV - MAR - ABR
=:tg—<:> C =
DC "2 tg(ﬁj 3+ 28 +31 + 191
2
. L(91)=12+2,83sin[ﬂ(91—80)}:12,533 horas.
L=2(x+BC+CD+y)e 365
12,533 h= 12 h 32 min.
4.2
o L=2|—(0+n)R+ R +;+l(0+n)r
NONOE :
2 2
o L=(0+71)R+ 21; + 2; +(0+m)r
tg| — tg| —
g(zj g(zj
2 : P
& L=(0+7)(R+r)+ 2 (R+m) ' ! :
g i
0l 344 308,1 365 1
308—-35+1=274
2 . .
o L=(R+r)|0+n+ 2 Ha 274 dias com mais de 10 horas de sol.
o(5)
2
Pag. 74
L 2 1. nrad = 3,14 rad
= =0+n+
R+r " (g 3
82 T rad=4,71 rad
2
2 L
0+ (9)=R+r_n' nrads4rads37nrad

O angulo representado ¢ do quarto quadrante.

Resposta: (C).
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2. Aequagio sin x =—0,1 Y
tem uma, € uma so solucao
. [ 37:}
no intervalo | T, — |. i
2 =) x
Resposta: (C)
3n
2
Pag. 75
3. ED=0P=cosa X
CD=BE=BO-EO= %
_ B C
=1-DP=1-sina
A[BEDC] =EDXDC = E .D
1 :
=cosa(l-sina) = !
¢ m
=Ccosa —sincos o O p A x
Resposta: (A).
. ~ - | 1
4. Se o ¢ uma solug@o da equacgdo cosx = 5 entdo cosa = 5 .
1 . (3m 1 . (3=m 1
cosx=——sin| —+a |=—<sin| —+o |=——
3 2 3 2 3
3n . N .. 1
Logo, > +a ¢ solucdo da equagdo sinx = 3
Resposta: (B).
5. 0C=1; OA=OE +EA
Como OE =sinae ﬂ=E_D=cosa, vem
OA =sina+cose .
Logo o perimetro do retangulo [OCBA] ¢ dado por
2(1+sino+cosar)=2+2sinar+2cos o
Resposta: (C).
Pag. 76
basexaltura ADXAB 4x2
L 4, = 5 = 5 :T:4
1.2 zztgx@i—P:tgx@ﬁ’:%gx

AB
PC=4-BP=4-2tgx

PCxCD (4-2tgr)x2
A[PCD] = 5 = 5

A(x)=4-2tgr.

Propostas de resolucao

1.3

1.4

Geometria II

A(x)=2<:4—2tgx=2/\0<tgx<2/\0<x<g<:

Stge=1 /\0<x<£<:)x—£
& 2 4

. (m 8 T
sin| ——a |=—Arae |0, —| &
2 17 2

8 T
sScosa=—naae |0, —
17 ] 2[

l+tglor=—:
Ccos™ o

17V
1+tg’a=| —
¢ (8)

289
gl =22 )
S

225

tglo ===
89

Como « ¢ do 1.° quadrante temos:
225 15
tgor=,""=—"
64 8
15 1

Logo, A(a)=4—2tga=4—2x§=z ua.

2.1

a)

b)

2.2

Pag. 77

. . 4
A abcissa do ponto P ¢ igual a cos . Entdo cosa = 3

A ordenada do ponto B ¢ igual a tgor .

1+tg’a = 12 . Como cosa=£,temos:
cos 5
1+t za—(éjz owe=2_1oga=->
& 4 & 16 & 16

Sendo « um angulo do 1.° quadrante, tger :% .
. 3
A ordenada do ponto B ¢ igual a 7

sin[£+aj+tg(n—a)=cosa—tga=i—é=—
2 5 4 ’

OAX AB
A[OBA] = T = 7

Ssin(3n—a)+10cos(37n—aj:—l4:)

o Ssin(n—a)-10sina=-1<
S Ssina-10sina=-1<

. . 1
@—55m0{=—1@sma=g

27 [0




2.3

Capitulo 1 Trigonometria

11

=
tg’a  sin’

1 : 1 1
T:(éj o ——=2b-1etda=—
tgta \ 1 tg 24

Como ¢« ¢ do 1.° quadrante, vem:

tgot——1 ——m
V24 24
Finalmente,
tga 1424 1 ax6 1 2J6 6
A[OBA]=_=__=_>< =—X—=— 1.4
2 2 4 2 24 2 24 24

OB =04" + 4B
0B = 1+ tg’a
PB=0B-O0P=/l+tg’a 1

b
Para o =—,

3
PB = ’1+tg2[§)—1=1,1+(\/§)2 -1=2-1=1.

28

Pag. 78

Se e }—g, 0[ entdo cosa >0,sina<0e tga<0.

Logo,

cosa>0 e —sina>0=cosa—sina >0
sina<0 e tgr<0=sinaxtga>0
tga<0 e —cosa<0=tgar—cosar <0

sinr <0 e cos(n+2)=—cosar<0=>sinaxcos(n+2)>0

Resposta: (C).

5+cosx=3axe[-m, x|

1
& cosx=-_Axe [-m, n]

2n 2n
Sx=——V x:?

Resposta: (B).

AOB=180°-52°=128° p c
PoB =12 _ 640 26°
2 38 Q
A 500 |
00C = 2 =26° A P B

0C=0B=1

% =5in (26°) & OC =sin 26°

? =5in 64° & PB =sin 64°

P

[4BCD]

=40C +4PB = 4sin 26° +4sin 64°~ 5,3

P

Lasco] = 5,3cm.

Resposta: (B).

Pag. 79
4. PO=00=1
OA=cosa 5 A_Q:sina 5 AP =1+sina
cosa(l+sine) cosarsine
A[OPQ] = A[OAP] _A[OAQ] = 5 - > =
_cosa+cosasina—cosasin _ cosa
2 2
Resposta: (C).
5.  Seja P o centro do 2 B
pentagono. / P
5n . 300° | o} A
APB = S =72 5 <
__ P
Como PA=PB
A 180°-72° R
PBA=T=54 D F
0=;=sin54°<:>%=sin54°<:>@=cos(90"—54")<:>
& 04 =cos36°.
Resposta: (B).
Pag. 80
1.1 OB=04=0D=2
£=cosx<:>%=cosx<:>%=2cosx
gzsinx@%:sinxﬁﬁzkinx
ACxCB (2+2cosx)x2sinx .
Aucs = C;(C :( 2) =2(1+cosx)sinx

A(x)=2(sinx+sinxcosx).

©103IpY 010d @ YINAT IVIN
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12 4|2 |=2sinZ+sinZcos = |=2(1+0)=2
2 22 2

Quando x= g o ponto C coincide com o ponto O pelo que

o triangulo [ACB], além de retangulo em C ¢ isdsceles

sendo AC=CB=2.

1.3  Pretende-se resolver graficamente a equagdo 4(x) = 1.

Consideraram-se, na calculadora grafica, as fungdes
y =A(x) e y, =1 com x€ 0, [ .

Calculou-se a interse¢ao dos graficos tendo sido obtido:

3
A
| I I\
0l 03 2,0 X

Logo, com aproximagdo as décimas do radiano,
Ax)=1 x=03rad ou x=2,0rad,
ou seja, a area do triangulo [ABC] ¢ igual a 1 se x = 0,3 rad

ou x=2,0rad.

Pag. 81
2.  Seja M o ponto médio de [BC] . M pertence ao eixo Ox.

MB _inaesMB _ing s MB = 2sinar
OB 2

%:cosa@%=cosa@W=2cosa
OB 2
AB =AM’ +MB

4B’ =(I)+O_M)2 +(2sin0{)2

E=\/(2+2c0s0{)2 +4sin’ o =

=\/4+800S0!+400520!+4Sin20( =

=\/4+8cosot+4(cos2 o +sin’ a) =

=\/4+8cosa+4><1 =x/8+8cosa=

=\/4(2+2cosa) =2J2+2cos

Propostas de resolucao

2.2

31

3.2

Geometria II

BC =2MB =4sina
P=AB+AC+BC=24B+BC
P=2x2J2+2cosa +4sina
P=4J2+2cosa +4sina.

24 b
tga=—A0<a<—
7 2

I+tg’ar=—s
cos” o
24V 1 1 625 , 49
I+ — | =—F5—©—F—=——&cos a=——
7 cosa cos o 49 625
T 49 7
Como 0 <o <— temos que cosa =,/— =—
2 625 25
sin‘r=1-cos’ &

49 576 o<1Q 24
siffa=1-— osinfa="— < s1n0:——5
Logo, se tgu{-E
P= 4/2+2><l+4 —= 64 96

25 25
8 96 _ 256
=4x— u.c.
5 25 25

£ (x)=2-3sin(2x)
f(x)=71(x)nxe[0.x]

& 2-3sin(2x) = 2-3sin(2n) A xe [0,x]
& sin(2x) =0 A xe [0,7]

& 2x=kn,ke Z axe[0,x]

@xz%,ke ZAxe[0,x]

b
@szvszvx:n.

a+b="a=Z_p
2 2

f(a)=2—3sin(2a):2—3sin{2[§—bﬂ:

=2-3sin(n—2b)=2-3sin(2b) = f(b)




Geometria analitica no plano e no espaco

Pag. 84

i=(3,2); v=(-2,4); i+v=(3-2,2+4)=(1, 6)

Resposta: (C).

=(~1,2)+(-3,14)=(-4, 16)
Resposta: (C).
OF =(0, 3, 4) . Resposta: (B).

M=(-1,-2); N=(0,-3);

Pag. 85

M —-MN =M +NM =(-1,-2)+[(-1,-2) - (0,-3) | =

=(-1,-2)+(=1,1)=(-2,~1)

Resposta: (D).

A(1,2);B(3,5); AB=B-A4=(2, 3)
|4B| =22 +3 =13

Resposta: (A).

Sendo v:[l,o,ﬁ} LE P
2772 4 4

1 1_ L - .
v=5(1, 0, \/§)=Eu,ouseja, v écolinear u e ||v||=1.

Resposta: (A).

P(-1,6); O4,-2).

Mz(_1+4,%j,ou seja, Mz(%, 2}

2
Resposta: (C).

P(-1,0,2) , 0(-3,4,7)
M[_1_3,0+4,2+7); M(—Z,Z,gj

2 2 2 2
Resposta: (C).

O ponto médio de [EF] é M, ponto médio de [4C].
4(0,3,3);C(3,0,3)
M[0+3’3+033+3j5M(§73’3j

2 2 2 2°2
Resposta: (B).

1. W =Fd coso
Como Fd >0 e 0<a<180° ,temos que:
a) W=0scosa=0=a=90°.
b) W>0scosa>00<a<90°.
c) W<0scosa<0&90°<a<180°.
2. W=Fd; W=(10x3)J=30J.
3. W =Fdcosa
W =(10x3c0s30°) J:[3OX§JJ:15\/§J.
4. W =Fd cosx
10=10><30050{<:>cosa=%.
Logo, a=70,5°.
1.1
w008 =[0ix|08]cos| 0 08 |-
= 5><5><c0560°=25><l=2= 12,5.
2 2
b 0i-0¢ =[0ix|oc]eos 0. 0C |-
= 5x5x%xco0s120°= 25x(—lj=—£:— 12,5.
2 2
0 10-0D =[10|[oB|xcos( 16 0B |-
- 5x5><cos(A—ofA—oj=25xcos0°=25.
& A00F = 10| x|0E|xcos( 10,0F) -
=5x5xcos(@,a€)=25xcos60"=
=25><l=12,5.
2
o 0C-0F =[oc]x|oF|xcos| 0€ . 0F |-
=5><5><cosl80°=25><(—1)=—25.
1.2
a) Eﬁ?z"ﬁ"x"ﬁ'ﬂxcos(ﬂ?j?@)z

= 2x3xc0s(90°)=6x0=0.

©101pY 0110 O YINATIVIN
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b) AC-AB=
5
- €|« aBcos( ¢ 45
N B
cos(ﬁjﬂ)z%z%Z )
- 5 A 2 B
AC~AB:\/E><2><E:4.
0 G- 4C =[46|x[¢|xcos( 16 1 ac |-
G
[46] = (Vi3) +5°
||E||:\/13+25 =38 s
:cos(mjrcjzﬁzﬁ
AG 38 A c
= AG-AC =38 x 13x%=13.
Pag. 91
2. OC-08 =1 &0C|x|0B]os( OC 05 | =1
@%x 13Xcosa=-1<
@cosa:—%@a:%,?.
Pag. 92
3. 4D-CB=(4C+CD)-(CD+DB)= D
= AC-CD+ AC-DB +
+C—D-C—D+C—D-E3= DB = —AC &
=ZE~55+ZE‘-(—ZE)+
A
+||@||2+@-(—E)= IC-Th-DE=Fi
=AC-CD-AC-AC+ i
+|cp| -4c-cp= -
- el =0 -k

AD-CB=0= AD 1 CB.

Propostas de resolucao

1.1

1.2

2.1

2.2

2.3

Geometria II

AC A8 = A0 [48] cos € 7B ) -

= 5><5><cos60°=25><l=2:
2 2

=125

[ e =[]

| + 2.5 =5

=[] =157

|- 75
= [ =52

ANt 5 =00 | [B]cos 4 | 45 ) -

53

- 2 ><5><cos30°:—25\/§><£:25><3 75

=2=18,75.
2 4 4

AF 4B = (4B + BF)- AB -

=AB-AB+BF - AB = E

=||A—B||2 +0=32=9.

AC.CE--CA-(Ci+AE)= | .-

=—CA-CA-CA-AE =
--fei-0-

= (V3 +3 )2 =-18
AC =13 +3* =18 = tg(CAG):%:

Logo, CAG =~35,3°.

31

3.2

33

tg(BAD):%:
3

tg(BAD)=3=

= BAD ~71,57°
cos(AﬁC) = cos(AlﬁE +90°) =

=—cos(AﬁE)=—%=— ! 1

Jio
Jeex® Vo 10




34

3.5

3.6

4.1

4.2

4.3

4.4

4.5

5.1

5.2

53

Capitulo 2 Geometria analitica no plano e no espaco

:
<i
+
<i
=y
|

<i

@"u" —u- v+u~\7—||v|2=0

& Jal =7 =0 & (] - [#]) (Jal+ [#]) =
e - [7] =ov Jal+[v]|=0 <

& [l =[[7] =0 pois [ =0 e |70

< =¥

Pag. 94
i=4i +3j e v=-30 +2] .

[f|=v1+0=1. 22 |j|=vo+1=1.
i-7=0 porque 7 L.
(2,-3); Ww=(3,0).

i w=(-3,2)-(3,0)=-3x2+2x0=-9.

i=(-3,2); v=

u-v

(-3,2)-(2,-3)=-3x2+2x(-3)=-12.

<
N
1]

(2,-3)-(3,0)=2x3+(-3)x0=6.

=(-1,0,3); v=(-5,2,0); w=(0,1,0) .

i =(-1,0,3)-(0,1,0) = ~1x0+0x1+3x0=0.

i -7 =(-1,0,3)-(=5,2,0) = =1x(=5) + 0x2+3x0=5 .

i =(-5,2,0)-(0,1,0)==5x0+2x1+0x0=2 .

4B BC = 18 4D = [ 18] [Dcos| 78 75 |- 61
1
= 6><\/E><—=6
Jio
BC-CD=AD-(~AB)=~A4B- AD =6 62
AC-AB =(4B+BC)- AB = AB- AB + BC- AB =
=||E||2+E-E=62+6=42. 5 -5
VO +MO =MV’
V_02+12=(2J§)2
@%2=20—1@%=\@cm.
v =am’ +vm’
A7 =1 +(245) L
@WZ:ZIQF/:«/ﬁcm. 2.1
2.3
tg(vm0) = o */— = VMO =77,1°.
oM 4.1
ZE-ZE:ZE-(ZE+§6)=Z§-Z§+ZE-§6 2
_2 2
:||AB|| +0=2"=4. b)
AV - AM—"AV" ||AM||cos AV AMJ ©)
4.2
= 21x1xﬂ=\/ixL=1 a)
AV 21
i+ =(@@+v) (a+v)= b)
GG T TG = 0
=il +a-v+a-v+|p| =
=l +[v] +2a >
i -] = (@ -v)-(a-v)=
=TT ATV =
=lalf -a-v-a-v+[p] =
=[al +[5[ —2a-v
(it +7)-(7—7) =
=i VAT =TT =
=l -a-v+a-v-|5[ =
e 1.
=l -+ -
1.1

Pag. 96

(1,0,2)-(-3,0,4)

= cos(ﬁjﬁj =
VP +07 427 x(=

3) +0+4°

- (g ) 1><(—3)+0+2><4© (agj 5

cos| il ,V |=———F————&cos| i,V |=——
J5x+25 5425

Logo, (ﬁjﬁjz63,4°‘

i=(2,3); 43,-2); B(=2,1)

7=(2,3)-(1,0)=2x1+3x0=2.

©103IpY 010d @ YINAT IVIN
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Propostas de resolucao

Geometria II

12 AB=B-A4=(-5,3) 42 (i-v)v<0e (2,1+k) (-1,2)<0 &
AB-ii =(-5,3)-(2,3) ==5x2+3x3=-10+9=—1. ©-2+242k<0=k<0.
— — 51 A+BF=1+4G=G.
13 -2ii-(2B4)=-2x2(ii- BA)=-4[(2,3)-(5,-3)] =
5.2
=—4(2x5+3x(-3)) =-4(10-9)=—4. a)  AF=F-A4=(0,33)-(3.0,0)=(-3.3,3).
14 (=2 -])(-2a)=[-2(1,0) - (0.)]-[-2(2.3)] = by GB=B—G=(330)-(0,03)=(33,-3).
=(-2,-1)-(-4,-6) =-2x(-4) +(-1)x(-6) =8+ 6=14.
. Pag. 98
1.5 P(x,—-x) ; OP =(x,—x)
- 1. A4(3,2), B(-1,-2).
OP-ii=2&(x,—x)-(2,3)=22x-3x=2& 319
1.1 M(;,;); M (1,0).
S -—x=2x=-2 2 2
P(-2,2)¢ to pedido. —
(-2, )—eoponopel o 12 =AM = (3_1)2_‘_(2_0)2:@:\@
1.6 (2,m)-AB=1e(2,m)-(-5,3)=1o
1 Circunferéncia de centro em M e raio /3 :
<:>2><(—5)+3m=1<:>—10+3m=1<:>3m=11<:>m=—. 5
3 (x=1)"+(y=0)" =(V8) & (x=1)"+)" =8.
Pag. 97
2. A(1,05B(2,3). 2. A(-1,2,0); B(-2,0,3)
21 AB=B-4=(2-1,3-0)=(1,3) i
M( 1 2’2+0’0+3j; M(_g’l,gj.
i =(-3,1), ¥=(3,-1), w=(-6,2), por exemplo. 2 2 2 22
2.2 Seja i#i =(a, b) um vetor perpendicular a AB : Pag. 99
u-AB=0& (a,b)-(1,3)=0& a+3b=0c a=-3b 6. A0 B3 P&y
> 33
ii =(-3b,b), beR Ponto médio [4B]: M(E’Ej
3.1 A(za 07 0)73(23 3,0),C(0, 3)0);0(07 07 0); ZE=B_A=(1 3)
F(0,2,4); G(2,3,4); D (0,3,4); £(0,0,4).
. _ 3
32 0G=(2,3,4); 0C=(0,3,0) MP—P—M=(x——,y—5j
cos(%focj:%: MP-AB=0
|oc]<|oc] 5 3 s 9
Slx-=,y-=[-(L3)=0x-=+3y--=0&
(2,3,4)-(0,3,0) 9 202 2 2
Ja+o+16x3 329 @3y+x—6=0=}3y=—x+6®y=—%x+2.
Logo, OG , OC = 56,1° .
Pag. 100
7. A(2,2,3); B(0,-2,1
4 a=(13+k)v=(-12) 1223 5021
MP - AB =0 define o plano mediador de [4B].
41 a-v=(1+1L3+k-2)=(2,1+k)

i+V=(1-13+k+2)=(0,5+k)
(i —v)-(ii +V) =0 (2,1+k)-(0,5-k)=0 =
S 0+(1+k)(5+k)=0=1+k=0v5+k=0&

Sk=-1vk=-5.

MAT1FNPR - 03

M (1,0, 2), sendo o ponto médio de [4B] é um ponto desse
plano.
Equagao cartesiana do plano:

Sendo P (x, y, z) um ponto do plano, vem:

MP=P-M=(x-1,y,z-2)

33 [0




Capitulo 2 Geometria analitica no plano e no espaco

AB=B-A=(-2,-4,-2)

MP-AB=0& (x-1,y,2-2)-(-2,-4,-2)=0 &
o 2(x-1)-4y-2(z-2)=0¢&
Sx—-1+2y+x-2=0&

Sx+2y+z-3=0.

8.2

Pag. 101
4(1,3),B@4,1)eC4,3)

Seja P(x, y) um ponto da circunferéncia:

213=(x—1,y—3)

BP=(x—4,y-1)

AP-BP=0& (x—1,y-3)-(x—4,y-1)=0&
s (x-1)(x=4)+(y-3)(y-1)=0c

ox —dx-x+)y —y-3y+3=0

ex’+y =5x-4y+7=0.

C4,3)

4 +3-5x4-4x3+7=0¢&

=16+9-20-124+7=00=0

C pertence a circunferéncia.

Pag. 102
A4(1,2,0);B(-3,0,1)

Seja P (x, y, z) um ponto da superficie esférica de didmetro

[4B].

AP=P-A=(x-1,y-2-z)
BP=P-B=(x+3,y,z-1)
ﬁ~ﬁ:0@(x—l)(x+3)+(y—2)y+z(z—1):0<:>
ox +3x—x-3+)y -2y+z2'-z=0&

oxX+y +27 +2x-2y—2-3=0.

b)

W-EZO@[)C—%,)/)-(—S,—@:O@

4:)—5[x—%)—4y=0(:}—5x+%—4y=04:}

5 5 5
S -Sxt+t— y=——x+—.
2 4 8

Seja P (x, y) um ponto da circunferéncia de diametro [AB]:
AP=P-A=(x-3,y-2)
BP=P-B=(x+2, y+2)
AP-BP=0& (x-3, y-2)-(x+2, y+2)=0&

o (x=-3)(x+2)+(y-2)(y+2)=0&

X +2x-3x-6+)y' -4=0

ox’+y —x-10=0.

Seja P (x, y) um ponto da reta.
BP=P-B=(x+2, y+2)

BP - AB=0& (x+2, y+2)-(-5,-4)=0 &

o -5(x+2)-4(y+2)=0= 5x-10-4y-8=0

<:>4y=—5x—18<:>y=—%x—%.

10.
10.1

10.2
a)

o

Pag. 103
43,2); B(-2,-2)

AB=B-A=(-2,-2)—(3,2)=(-5,-4).

Seja P (x, y) um ponto da mediatriz de [4B].

M [%,Oj ¢ o ponto médio de [4B].

W:P—M:(x—%,y]

11.3

Pag. 104
PA-PB=0
Superficie esférica de diametro [4B].
PA-AB=0
Plano que passa no ponto B e ¢é perpendicular ao vetor AB .
MP-AB =0

Plano que passa em M e ¢ perpendicular a [4B], ou seja, ¢ 0
plano mediador de [4B].

AP-CA=0
Plano que passa em A4 e ¢ perpendicular aCA, ou seja, € 0
plano tangente a superficie esférica no ponto 4.

12.1

12.2

Pag. 105
cos(a— ) =cosacos ff +sinarsin

cos(a+ f3) =cos|:0(—(—ﬂ)] =
=cosacos(—f)+sinasin(-f) =

cos(—ﬁ) =cos f

=coscos f—sinasin . sin(-p) = —sin g

T T T T T . T . T
COS| —— |=C0S| ——— | =C0S—COS— +SIn —SIn — =
( 12) [4 3j 43 43

3 _ 246

2 4

V212
—X—4+—X
272 2

©103PY 0310d @ YdNATIVIA
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1.2
a)

b)

21

2.2

A (7 1: 1)33(4:72)7 C(4’ 4)
AB=B-A4=(5-3)

AC=C-4=(5,3)
cos(B/AlC)=cos(Z§:26)=

AB-AC (5.-3)(53) _25-9_8

||E||><||R"_\/25+9><\/25+9: 34 17

Logo, BAC=61,9°.

Seja P (x, y) um ponto da mediatriz de [4B].

Ponto médio de [AB]: M [%,—%j

W:P—Mz[x—g,y+lj
27 2

M—P-E=O(:)[x—%,y+%)(5,—3)=01:)

5 x—3 -3 y+l =0<:>5x—£—3y—i=0<:>
2 2 2 2

4:)3y=5x—9<:)y=§x—3.

Seja P(x, y) um ponto da circunferéncia de didmetro [4B].

AP=P-A=(x+1,y-1)
E’=P—B=(x—4,y+2)
H’-ﬁ’zo(:)(x+1,y—l)-(x—4,y+2)=0(:>
S (x+1)(x+4)+(y-1)(y+2)=0&

S —dx+x—4+)y +2y-y-2=0&
ox’+y  =3x+y-6=0.

Seja P (x, ¥) um ponto da reta.

AP-AB=0& (x+1, y—1)-(5,-3)=0&

©5(x+1)-3(y-1)=05x+5-3y+3=0&

<:>3y=5x+8<:>y=§x+§.

b1 b1 LT
cos| ——a | =cos—cosa+sin—sina =
2 2 2
=0xcosa+Ixsina=sinex .
Sn Sn . Sm .
cos| ——x |=cos—cos x +sin—sino =
4 4 4

V2

2. 2 .
=———cosx———sinx=———(cosx+sinx).
2 2 2

Propostas de resolucao

Geometria II

3'1 0(0: 05 0)9A (0737 0)93(73739 0); C(7 37 0’ 0)7
D(0,0,3); E(0,3,3); F(-3,3,3); G(-3,0,3).
32 OF =(-3,3,3); 04=(0,3,0)

(O—FAO—AJ (-3,3,3)-(0,3,0) 9 3
cos s = = =
Jo+9+9xJ0+9+0 327 27

Logo, AOF = 54,7°.

3.3 O ponto médio de [DE] tem coordenadas: M (0,%,%]

Seja P (x, y) um ponto do plano mediador de [DE].

3.4 Seja P (x,y, z) um ponto da superficie esférica de didmetro
[OF].
OTJ-ﬁZO<:>(x,y,z)-(x+3,y—3,z—3)=0<:>
o x(x+3)+y(y-3)+z(z-3)=0

X +3x+y -3y+7° -3z=0&
ox+y +22+3x-3y-32z=0

Pag. 106
—_2 2 ——2 —_2 2 2

1. AB =AC +BC © 4B =4 +4 o
o AB=+/16x2 & AB=4/2 .

L1 AC-BM = AC(~AM ) =—AC - M =
e os ¢ vt |-

=—4><¥><1:=AC/[=—8\/§X2— =—-8 . Resposta: (B).

1.2 2E~W=2(3 + c)~c =

- o] =-2(e8 ') =-2{e (o) -
=-2(16—-8)=-16. Resposta: (B).

2. A(2,0);B(1,2). Terade ser AB-AC=0

AB=B-4=(1,2)-(2,0)=(-1,2)

Se c(o,%], AC=C-4 =(0,%)-(z,o) =(_2,§j

2

E-E:(—l,z)(—z,%jzzwzs¢0

35 [0




Capitulo 2 Geometria analitica no plano e no espaco

4.1

4.2

Se €(1,0), AC=C—-4=(1,0)-(2,0)=(~1,0)
AB-AC =(-1,2)-(-1,0)=1#0

Se C(0,1),4C=C—-A4=(0,1)=(2,0)=(-2,-1)
AB-AC =(-1,2)-(-2, -1)=2-2=0

Resposta: (C).

ri(x,»,2)=(0,1,2)+ 4(1,0,3),Ae R; 7 =(1,0,3)
Em (A), §=(-1,0,-3)

F5=—1+0-9=-102£0
Em (B), § =(1,0,-3)

Logo a reta apresentada em (C) ¢ perpendicular a reta r.
Resposta: (C).
V(0,0,h) sendo & a altura da pirdmide.
1
ramice =  Area da basex altura
3

L0 xn=Ltxarn =19,
3 3 3

?h=32®16h=32x3@h=6

Resposta: (C).

cos(OQV) = cos(QT):@)
00~ (-2.-2.0)

OV =V -0=(0,0,6)—(2,2,0)=(-2,-2,6)

AN 0007 (-2,-2,0)-(-2.-2,6) _
COS(QO’QVJ_ ||jo||x||@|| A+ 4r0xJAr4+36

44440 8

JExa2 V336

Logo, OQV =~ 1,1 rad.
Resposta: (B).

43 r=OR=00=4+4+0=8 g
Centro: O (0, 0, 0) 2
Equagio: x* +)* + 22 =8 §
Resposta: (D). Z&’

44 P(2,-2,0);R(-2,2,0); ﬁz(—4,4,0) .
Ponto médio de [PR]: O(0, 0, 0)

Seja X (x, y, z) um ponto do plano mediador de [PR]:
OX PR=0& (x,y,2)-(-4,4,0)=0 =
& -4x+4y+0=0=0-x+y=0=y-x=0
Resposta: (A).
Pég. 107

1. DB=6, AC=63
As diagonais de um losango bissetam-se e sdo
perpendiculares. Entdo, sendo O o ponto de intersecdo das
diagonais, temos:
40=0C=3J3 ¢ DO=0B=3. A

1.1 Z@B_D:Oporque AC L BD.

12 4B-AC=(40+0B)-(240)=

D 5 B

=2+(E-TO+@~TO):
=2(||A—0||2 +0)=2x(3ﬁ)2 -
=2Xx9x3=54. A

13 4B-BD=(A40+0B)-(2B0)=-2(40+0B)- OB =
—2(70- 0 + 0% - 0F) -

—2
:—2(0+||OB|| ):—2><32=—18.
—_ _ — 12 — 2 — 12
14 4B-DC=4B-4B=|4B| =[0| +|oB| =
=(3V3) +37 =9x3+9=36.
A
2. A(-3,1), B(@2,-3).
21 C(x,0)
AB=B-A=(5-4)
CB=B-C=(2-x,-3) B G

AB-CB=0& (5,-4)-(2-x,-3)=0&

S5(2-x)-4x(-3)=0&

<:>10—5x+12:0<:>5x=22<:>x:%

(2],
5
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2.2 D pertence a reta de equagdo y =x.

D (x, x)
AD=D—A=(x,x)=(-3,1)=(x+3,x~1)
BD=D-B=(x,x)~(2,-3)=(x~2,x+3)

AD -BD=0& (x+3,x-1)-(x=2,x+3)=0 &
& (x+3)(x=2)+(x-1)(x+3)=0 &
o xP-2x4+3x-6+x* +3x—x-3=0&

<:>2x2+3x—9=0<:>x:—3vx=%

D(-3,-3)ou D(g,g).
272

3. P(2,2,04,-2)
R (x,y)
R pertence a mediatriz de [PQ]
RM =+/5 sendo Mo ponto médio de [PQ]
M3, 0)

Temos, entdo:
MR-PO=0 (x=3,7)-(2,-4)=0
2 = 2 2 =
’(x—3) 2 =5 X =6x+9+y =5

2x—6-4y=0

2 2 <
X —6x+y =16

X = 2y+3

L4 f=—1
(2y+3)" —6(2y+3)+> =16

)

4y* +12y+9-12y—18+)* —16= 0

g

!
s
{

x=2y+3 x=2y+3 x=5 [x=1
5 5 =3 v
S5y"=25= 0 y =1 y=1 |y=-1

R(5, 1)ouR (1, 1).

4. ri(xy,2z)=(0,1,3)+ A(-1,2,5),4e R
7F=(-1,2,5)
i=(a,b,c),a,b,ce Rnaxbxc#0
i-F=0&(a,b,c)(-1,2,5)=0
S —-a+2b+5¢=0 a=2b+5c

Por exemplo, b=1 ¢ c=% vem a=2+5=3.
Entdo, a reta (x,y,z)=(0,1,3)+l(3,1,%j,ﬂe R éum

exemplo de uma reta perpendicular a reta r.

Propostas de resolucao

5.1

5.2

53

5.4

5.5

a)

b)

Geometria II

U(1,1,1); OU =(1,1,1)

7(1,0,1); ¥ =(0,1,1); TV =(~1,1,0)
OU - TV = (1,1,1)-(=1,1,0)==1+1+0=0
Logo, OU LTV pelo que [OU] L[TV].
v (0,1,1); R(0,1,0); VR=(0,0,~1)

[VR]: (x,7,2)=(0,1, 1)+ 4 (0,0,—1), A€ [0,1] ou
[VR]: x=0 A y=1A0<z<1.

7(1,0,1); 0(1,1,0)

OoT =P +0+1* =2

OT =J(1-1) +(1-0) +(0-1)" =\0+1+1=12

oT = Q_T = T pertence ao plano mediador de [OQ].

P(1,0,0); R(0,1,0) . Seja S (r, y, z) um ponto da
superficie esférica de diametro [PR].
Entao, PS-RS=0 (x—l,y,z )~(x,y—1,z)=0<:>

<:>x()c—1)+y(y—1)+z2 =0 x’+)y ' +z°—x—y=0

o) ()
COS(W?,WJ -
11 11
—+—+IX,[—+—+1
4 4 4 4
LIS
__4 4 _2_1
33 3 3
2\2 2

Logo, (WTW) ~ 1,2 rad.

W:(l,—l,—lj , VT =(1,-1,0)
2" 2
VIV -VT

cos(VW VT) —
T

11 11
— == —1|-(1,-1,0) 2421
:(2 2 )( )_2+2+0 1

\/i+%+1x~/1+1+0 \Exﬁ &

Logo, (W?V_TJ ~ 1,0 rad.

37 [0
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$(0,0,1), U(1,1,1)

v — 1 1

75 =(0,-1,0) ; UW=[—E,—E,—j

cos(ﬁjﬁjzﬂ:
[/5|<|ow]

Logo, (ﬁjﬁj ~ 1,2 rad.

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

1.6

2.1

2.2

A(3,—1); 17=(3,2)
r:(x,y)=(3,—1)+k(3,2), keR.

Sek=-1, (x,»)=@3,-1)+(-3,-2)=(0,-3).
Sek=2, (x,y)=3,—1)+(6,4)=(9,3).

Por exemplo, C (0,—3) e D (9, 3) pertencem a r.
B(2,-2)

Pag. 108

(2,-2)=(3,~1)+k(3,2) & (2,-2) = (3+3k,~ 1+ 2k) &

{2=3+3k

1
k=-1 |F=73
(=t =1 .

=142k

2k = 1<:> 1
o k=——
2

Dado que o sistema ¢ impossivel, B¢ r .

P(6,y)er

(6,9)=(3,~1)+k(3,2),ke R &

& (6,y)=(3+3k,~1+2k), ke R
6=3+3k  [3k=3 k=1

(=4 (=4 (=4 .
y=-1+2k y=-1+2k y=1

P, 1)
si(x,y)=(-2,-1)+k(3,2),keR.

. 2
7=(3,2). O declive de r ¢ m=3 eoponto(3,—1)er.

2
riy=—x-3.
773

0(0,0,0), 4(3,0,0), B(3,3,0), C(0,3,0),
D(3,0,5), E(3,3,5), F(0,3,5), G(0,0,5).
AG =G - 4=(-3,0,5)

r:(x,y,z):(3,3,0)+k(—3,0,5),ke R.

23  AC=C-4=(-3,3,0)
AC:(x,y,2)=(3,0,0)+k(-3,3,0),ke R}.
24 DF=F-D=(-3,3,0)
[DF]:(x,7,2)=(3,0,5)+k(-3,3,0),ke [0,1].
Pag. 109
3. A4(3,2), B(-4,3), C(-2,-2), D(1,-1).
3.1
3-2 1 1
d,=——" = = __
R R
-1-2 -3 3
b) dy=——=—"=2.
) P1-3 2 2
2-2 -4 4
dy=—"Z=—"=".
9 =575
-2-3 -5 5
d = =,
) et 5T T
3.2
a) A(3,2), m=--
y=mx+b.

b)

<)

2=—l><3+b<:>b=£
7 7

3

A(3,2), m= =

(3,2) 3
y=mx+b.

2:2><3+b<:>b:—é
3 2

A(3,2), m=

(NN

y=mx+b.

2:i><3+b4:)b:—2
5 5

©103IpY 010d @ YINAT IVIN



Propostas de resolucao Geometria II

5
& B(43). m=— Pag. 112
141 G (0,0,a), B(a,a,0),E (a,a,a).

y=mx+b. — —

GB=(a,a,—a); OFE = (a, a, a).
5

3=—EX(—4)+b@b:—7 |@O—E|
cos(GB OE) e

O [eafos]

. |(a,a,—a)-(a,a,a)|

33 AD=D-A=(2-3); €(2-2) :\/a2+a2+a2\/a2+a2+a2:
(x,y)=(—2,—2)+k(—2,—3),k€R. |a2+a2_a2| 21

Pag. 111 3Bt 33

13.1 .

Logo, | GB, OE |=70,5°.

a)  ri(ny)=(0,3)+k(L3).keR Ogo( )
si(x,y)=(-15)+k(-1,2),keR 142 M[a,%,Oj,E(a,a,a),F(O,a,a).
F=(1,3) e §=(-1,2)

— a -
oM=|a,%0|; EF=(-a,0,0).
o) AL (012 g ("z ) 0.0
cos
]~ VioxTea  V10x35 - o7 7
cos OM,EF):T:
s B (o) oo
50 V25x2 sz 2
A~ a
Ento, (r,s) =45°. (0,5’0]'(—‘%0,0)‘
= 3 =
b) rix+y-l=0&y=-x+l \/a2+%+0><x/a2+0+0
Como o declive de » € m = — 1, um vetor diretor ¢
2
F=(-L1). _ ] a2
[5 5,045
siy=x+2 ZaZX\/aT Taz
O declive de s & m = 1; um vetor diretor ¢ 5 =(1,1). L (OMAEF) 26.6°
0go, s =20,06".
COS( ) s —l D-(L1) e =0 1. A4 1),B(0,2),C(2,-2)
[FI<IE] Viersvier 2 T
Logo, (”:s) =90°. 1.1  Seja M o ponto médio de [BC]. B
132 riy=x ; 7=(L1) M(=1,0). A
O comprimento da mediana M
s;(\/—_l)x+(\/§+1)y:\/§<:>y_l ://—_ relativa ao lado [BC] é igual a
1+ -
. ¢

§=(1+43,1-43)

7 5] (1) (1433,1-43)| = (5.1): [MA| =5 +T =V2%.

cos(” ) ||r||><||s|| 1+1x\/(1+ﬁ)2+(1—d§)2 B 12 MA=(51); BC=(-2,-4).
|1+\/§+1_\/§| 5 I MA-BC=(51)-(-2,-4)=-10-4=-14%0
g ) \/EX\/1+2\/§+3+1—2\/§+3 2 2x2 2 Como MA ndo é perpendicular a BC , a mediana relativa ao
% Se cos(r: s):%, (r: S) =60°. lado [BC] nao coincide com a altura relativa ao mesmo lado.

39 [0



Capitulo 2 Geometria analitica no plano e no espaco

2. P(-1,2); 0(-3,5); PO =(-2,3).

Pag. 113
s:2x+3y—1:O<:>3y:—2x—1<:>y:—§x—%. 4. riy=2x-3 7=(12)

sty=x+1 §=(L1).

©103IpY 010d @ YINAT IVIN

7=(3.-2)
[F-5]  (L2)-(Ly)] 142 3
P 4.1 cos = = =—
cos( P )- 09 _[(29-6-2)_ ) = I = T oot~ F5o 90
||PQ|| [s| 4+9x4+9 )
(r,s)z18,4°.
_|6-6 _12
EEETEET) 42 A(0,-3), C(0,1)
R a)  Tomando o lado [4C] para base do triangulo [4BC], a sua
Logo, (PQ’S):ZZ’@" altura ¢ a abcissa de B.
AC=|1+3|=
R B T ALl DR S SN DI 13
-2 3 Ponto B:
<:>2y:—3x—1<:>y:—%x—%_ )/:2)(3—3<:> x+l:2x—3<:> X=4. B(4 5)
y=x+1 y=x+1 y=5’ ’
7=(2,-3), 42, 1), B(1,-2), AB=(-1,-3) Axd
A[ABC]:Tzs'
cos(AB ] |AB r| |(_1’_3)'(2’_3)|= b) A(0,-3), B(4,5, C(0,1
[48]xlr]~ Jioxaes b ADem B f0h
AB=(4,8); AC=(0,4); CB=(4,4); CA=(0,-4)
|-2+9|
_E—— = " —_— AN 458 : 0>4
JIoxi3 - V130 cos(BAC)zcos(AB,AC):( )-(04) 0432 8
) JI6+64x4 4480 /80
Logo, (AB , s) =52,1°. BAC ~26,6°.
. — a2\ (0,-4)-(4,4 -
cos(ACB):cos(CA,CB):( ):(44) __-16
32 B(1,-2) 4x16+16  4i6x2
1rl_2-1 —1=—1 - 16 :_L:_Q
2 3 B 4xa2 N2 2

(verdadeiro); Be r

r:P=B+ki,ke R

ACB =135°.

CBA ~180°-26,6°—135°~18,4° .
r:(x,y)=(1,—2)+k(2,—3),ke Z

Seja C um ponto de r.

Entao C(1+2k,—2—3k),k€Z 5.1 0(050)3 A(S,O), B(S’s): C(O:S)
— 5 5
AC=C—A=(1+2k—2-3k)—(2.1) = (=1+ 2k, —3-3k) M(E,Sj; N(S’Ej
AB=(-1,-3) Reta MN: y=mx+b
Tera de ser: S_ 5
. -2
AC-AB =0 (~14+2k,~3-3k)-(-1,-3)=0 & m_s 5="1
10 2
S1-2k+9+%=0Tk=-10=k=—— 15
7 5=—24beob="
10 2
Como C(1+2k,—2-3k) e k=——, vem:
7 MN:y=—-x+—

C=(1_@,_2+Ej,ouseja, C=[—E,EJ-
7 77
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Propostas de resolucao

Reta OB:y=mx+b

=5—0=1 c)
5-0

0=1x0+b=b=0

OB:y=x
Reta CN:y=mx+b
d)
5 5
7_5 _= 1
m=2_ - 2___
5-0 5 2
b=5
1
CN:y=——x+5
2 e)
Reta AM:y=mx+b
5-0 5
m=—=—=—2
S5 3
2 2
0=-2x5+b=b=10
AM :y=-2x+10
Ponto R (MN N OB) f)
15 15
y=—x+-— X=—-x+—
2 & 2 &
y=x y=x
15
15 =
== |77 15 15
4 2 & ; R|—,—
PR FRER
7 4
Ponto S (CN N AM)
1 1
y=——x+5 -2x+10=—=x+5
2 = 2
y==-2x+10 y=-2x+10
10
3 =— 5.2
—ox=-5 N 10 10
S92 =Y LS| =, —
10 3°3
y——2x+10 y=—
3
a) ATV: 5_2,2_5 = E,_é
2°2 22
OB =(5,5)
MN 03:(3,_5] (5.5)=2-2_
2 2 2
Logo MN L1 OB.
1— 1 1 55 _
b)  —AC=—(C-4)=—(-5.5)=| -5, |=—MN
) AC=e-a)=3(=55)=(-5.3)
~ == _ — 1 —
Entao EAC :"—MN":MNZEAC .

Geometria II

— 1 — — 11—
Como BR:_Z OB temos que BR:ZOB.

@:N—C:[S,%)—(O,S):(S,—%J

CB=B-C=(5,5)-(0,5)=(5,0)
o =[] =5 () =2 =2
_N25%5 5,
2 2
CB=[cB]=s
5

Entao CW = 7 C_B

AB=B—-A4=(0,5)

W:M—Az(—%,s)

. (075)-[—3,5j
cos(BAM):cos(AB,AMj:—:
VO+25x f%+25

25 25

><\/25><é 5><5\/E
4 2

Entdo BAM =26,6°.

Sl




6.1

6.2

6.3

Capitulo 2 Geometria analitica no plano e no espaco

A(373771); C(anail)

14 (% % -1+ hj sendo 4 a altura da piramide

1
Vpicamide = 3 Apgse % altura

30=%><32><h<:>30:3h<:>h:10

Logo, V(i,é,—lﬂo) ou seja V(é 2,9)
22 2°2

|VA VB|

cos(VA VB] —_—
EEEN
‘—%+9+100‘

\/9+9+100><\/9+2+100
4 4 4 4

100 _ 100 200

/20 /20 209 ~209
(ﬁfﬁjzm,m

Seja M o ponto médio de [DA].
Como D (3,0,—1)eA(3,3,- 1),

m(331)
2

VM éaaltura do triangulo [4VD].

15.1
a)

15.2

15.3

Pag. 116

y=-3x+1
m=-3

Dado que tga=-3,
o ~180°+(-71,6)=108°. [ (-3) = 71.6°]
2x=10x=5

A reta & vertical: o =90°

y=2x

m=2

Dado que tgar=2,0 = 63°.

Seja « a inclinagdo da reta representada:

m=1tg60°=+/3

Como (0, — 2) é um ponto da reta, a sua equacdo reduzida é

=\/§x—2.

A(1,3)¢éumpontodareta r:y=mx+b

a=180°-120°=60°:

V3 V3

3=—xl+bob=3-—
3 3

o

S

Pag. 114
A(7,0), B(1,4) ; d,, =§
. AB 4
tg( AOB) = —
g(408)=—

AOB ~29,7°.

16.1

16.2

Pag. 117
cr=7 7 5 3x

= e W=k

(:)2y-—3x+19(:>y——%x+%

§=(2,-3)
Se 7=(32), FLF
s:(x,9)=(6,7)+k(3,2),ke R (por exemplo).

s:y=mx+b

m=

, A(6,7)e

N [FRES)

7= 3 x6+bsb=3

2
=—x+3
773

©103IpY 010d @ YINAT IVIN
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Propostas de resolucao

Geometria II

2 17.3
y=—x+3 y=—x+3 .
3 a)  Retar que passa em C (0, 7) e é perpendicular a
S I S o AB=(-9.-3
R 3 272 =(=9.-3).
1 9
2 d =—-=-2=23
=Zx+3 =Zx+3 =5 .
PN y X - y 3x @{J’_s d,, 3
4x+18=-9x+57  [13x=39 = R—,
P(3,5). 7=-3x0+b=b=7
163 A4(6,7);P(3,5) = 34T,
E=\/(3—6)2 +(5—7)2 =o+4=113. b)  Retar que passaem 4 (6, 2) ¢ é perpendicular a
BC=(3,8).
Pag. 118
17. A4(6,2), B(-3,-1), C(0.7) d-—1__3
17.1 dye 8
a) AB=B-A=(-3-6,-1-2)=(-9.-3). y=mx+b
. S NSO U
b) BC=C-B=(0+3,7+1)=(38). =-gX6+beb="r
¢) AC=C-4=(6-0,2-7)=(6,-5). pod 1
8 4
17.2 )
a) A reta r, mediatriz de [4B], € a reta que passa em M, ponto © Reta r que passa em B (- 3, ~ 1) ¢ € perpendicular a
médio de [4B] e ¢ perpendicular a [4B]. AC= (6’ - 5) :
31 — _ 1 6
M| =,—|;se AB=(-9,-3), 7 podeser (3,—-9)em=-3; d=-—==
272 de 5
y:mx+b y=mx+b
1 3 6 13
—=-3X=—+bsb=5 “1==x(= -
: 3 l=—x(-3)+b&b .
y=-3x+5. 6 13
y=—=x+—
b)  Mediatriz de [BC] S08
3 - 3 17.4 A4(6,2)
M(——,3); se BC =(3,8),7 pode ser (8, —3)em = 3 g
2 m=d3C=§
y=mx+b
y=mx+b
SN - 8
8 2 16 2=§><6+b<:>b=—14
b3,
8 16 yzgx—14.
¢)  Mediatriz de [AC]
9 - N 6 Pag. 119
M|3,=|;se AC=(6,-5), 7 podeser (5,6)em= — ag.
2 3 1. riy==2x+1; d =-2
y=mx+b
sihetdy=0ey=-Ky a =K
9 6 9 3 3
Z=2x3+beob=—
25 10 i
11 rilsed =d ©-2=-—k=6
3
6 9
Y5 o k1 3
12 rlsed=——9o-——=—k=—.
d 3 2

r

a3 [0




4.2

O a

Capitulo 2 Geometria analitica no plano e no espaco

Seja P (x, y) um ponto da reta tangente a circunferéncia no
ponto 4 (4, 0) e centro C (— 1, 3).

AP=P—A=(x—4,y)
AC=C-4=(-5,3)
(4P-4C)=0& (x—4,y)-(-5.3)=0

@—5x+20+3y:0<:)3y=5x—20@y=§x—?.

A4(1,3),  v=(-12)

1
m=—
2

y=mx+b

3=l><l+b<:>b=§
2 2

=143
YERTY

ry=—2x+6
4(0,0),  B(x,y)
Se r ¢ a mediatriz de [4B], M, ponto médio de [4B] pertence

are ABLF.
Xy T
== AB=B-A= s 5
[2 2} (x.7)

Como d, =-2, 7 =(1,-2) é um vetor diretor de r.

mer R L y=-2x+12
— 192 2 = 2p=0
AB-¥ =0 (x,y)~(1,—2)=0 X—zy=
,o2
=—4y+12 5
@{y_z y1Z 254
x=2y o2
5
»(22)
5°5

4(4,6), B(xy)

M:(X_M’y_%j ; E:(x—4,y—6);

)
Mer YHO_ LY 6

. &9 2 2 =
AB-F=01(x—4,y-6)-(1.-2)=0

{y+6=—2x—8+12 {y=—2(2y—8)+4—6@

X—4—2y+12:0 x=2y—8

14
=—4y+16-2 (5y=14 Y=3
o= o5 - 5
x=2y-8 x=2y-8 x__E
5
(23
575
3
V(-1,2)
riy=-2x; Ez(l,—2) ¢

Sejas: y=mx+ buma

das retas pedidas:

§=(Lm) e (r:s)=45°

©103IpY 010d @ YINAT IVIN

|7 5] VIS
— 45° 1 %45
||7||><||§" cos45 T‘Ho \
]

|(1.=2)- (1,m)| ZQ@ l X
Jirdxlem? 2 ! E
o [1—2m| =£@

51+ m? 2

<:>|1—2m|=g><\/§ l+m’ &

@|1—2m|=@\/1+m2

Como [1-2m|=0e 1+m’>0,Vme R, temos

2
[1-2m| =[@\/1+sz =

4:)(1—2m)2=¥(1—2m2)(:)

<:>1—4m+4m2=%(1—2m2)<:>

&2-8m+8m* =5+5m* &

o3m’ -8m-3=0

<:>m=—lvm=3
3

. 1 .
Uma das retas tem declive _E e a outra tem declive 3.

Como as duas retas passam no ponto ¥ (- 1, 2), temos:

1
y=——x+b
sty 3x
2= Lyrpen=?
3 3

= —x+=
TR
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6.1

6.2

6.3

7.1

7.2

Propostas de resolucao

t:y=3x+b

Geometria II

2=3x(-1)+b=b=5 1.

y=3x+5

1 5
st y=——x+=—¢t y=3x+5.
Yy 3 3 y

d=-=.
5

7 =(5,-2), por exemplo. 4.

—% + % #2;A¢r
Como A€ s ,aretas
pedida ¢ a reta que
passaemA e é
perpendicular a r.

a’,:—l:mls =2
;=4

sty=2x+b
2=2x2+b&

(4(2,2)es)

eb=-2

sty=2x-2.

A intersegdo das retas 7 e s € o ponto X, centro do quadrado:
x 11

=——+4—
T e

y=2x-2

11

y=2x-2 y=2x-2

S5x=15 x=3
= =3
y=2x-2 y=4

XA=A-X=(2,2)-(3,4)=(-1,-2)

X(3,4).

XC=-X4=(1,2)

XD ¢ XB siio vetores perpendiculares a XA coma
mesma norma.

Entio, XD=(-2,1) e XB=(2,~1). 8.
C=X+XC=(3,4)+(1,2)=(4,6)

B=X+XB=(3,4)+(2,-1)

(5.3)

D=X+XD=(3,4)+(-2,1)=(15).

2x—2=-14— {4x—4:—x+11 6.
2 2 =

Pag. 120
P(2,0,0), 0(2,2,0), R(0,2,0),

V(0,2,4), $(0,0,4), T(2,0,4).
W, 1,4).

VO=0-V=(2,0,—4)

VO:(x,y,2)=(0,2,4)+k(2,0,—4), ke R.
cos(VQR) =cos(@j@)
OV =(-2,0,4)

O - (-2,0,0)

cos(VQR) = —(_2’0’4)'(_290’0) =

V4+0+16x%x2

4 2

22 V20

Logo, VOR ~ 63°.

7P =(0,0,—4)
PV =(-2,2,4)

|(o,0,—4)~(—2,2,4)|
JO+0+16xVa+4+16
16 4

NN

Logo, (TP:PV) ~35°.

cos(TP:PV) -

Plano OPQ: z=0
Plano STU: z=4
Plano OPS: y=0
Plano RQU: y=2
Plano ORV: x=0
Plano PQU: x=2.
Reta OS: x=0Ay=0
Reta PT: x=2Ay=0
Reta QU: x=2Ay=2
RetaRV: x=0Ay=2.
x=1ay=1.

2 2 4+4
Ponto médio de [SU]: | —,—,—— |=(1,1,4) .
1SU] [2 22 j ( )

Como W ¢é o ponto médio de [SU], W pertence ao plano
mediador de [SU].

a5 [0



Capitulo 2 Geometria analitica no plano e no espaco

Logo, qualquer vetor da familia 7 =(a,b,—3a) é z
Pig. 122 perpendiculara § . z
_ C = (— ®
181 AC3,1L,0;a=(112) Por exemplo, paraa=—1eb=1vem—-3a =3, ¢ g
-1 . . g
ol +13 = yT = % & -x-3=y-1 =§ . ii =(-1,1,-3) ¢um vetor diretor de uma reta perpendicular £
182 A4(0,1,5) e @=(0,1,6) as. Como a reta passa em 4 (0, 1, 2), temos:
1oa- - Foral 222 =222
c=on? 1:z 5<:>x=0/\y—1=2 5. =T 3 S-—x=y-1l= 3 (por exemplo).
1 6 6
Pag. 123 _ Pag. 125
y—1 _1 1.1  Aresta do quadrado da base: DA=2X3=6.
19. r:—=—y =z.
2 3 V (0, 0, h) sendo 4 a altura da pirdmide.
191 Vpirémide= lAbase>< altura
a) (1,1,0), por exemplo. 3
) (23,1, porexemplo. 96= 1562 xh o 96=12h < h=38
3
x+1 y
192 s:—===z-2.
B Logo, (0,0, 8).
1.2 4(3,3,0), B(-3,3,0), C(-3,-3,0), D(3,-3,0)
Pag. 124 AD: x=3Az=0;
x—1 y-1 =z x—a y-b z-c
200 ri—=t——=—; s: == . Cy= =0
3 > 3 i) 3 9 AB: y=3Az=0;
7=(3.2,-3) BC: x=-3Az=0;
CD: y=-3Az=0.
§=(-9,-6,9)=-3(3,2,-3)=-3F

1.3 V(0,0,8)

§=-37=75 e F sdo colineares s/ r.

AV =(-3,-3,8); BV =(3,-3,8);
Sendo s e r paralelas, para serem coincidentes basta terem

um ponto comum. Assim (a, b, ¢) podem ser as coordenadas Cr=(33.8); DV=(-33,8)
de qualquer ponto da reta r, em particular do ponto (1, 1, 0), PPN P
ouseja, a=1Ab=1Ac=0 (por exemplo). 303 8
gy fo2 278
1 3 -3 8
-1 —=z+l
21. r:%z%zz; sy 3 : . CV:£=Z=Z_8
y=3 38
21,1 7=(3,2,1);  §5=(3,0,1) py.-X_y_z-8%8
-3 3 8
COS(/S): F-5| _ |(3.2.1)-(3.0.1)] A n BT
)T o rar o041 1.4 cos(DVA)zcos(VD,VAj:—% 4 -
[7ol<[74]
94110
Taxdio Jio _ (3-3,-8)-(22,4) 9-9+64_ 32

X V9-9+64x9+9+64 82 41
Logo, (r,s)z32,3“.
Logo, (DVA):38,7°.
21.2 Seja 7i=(a,b,c) afamilia de vetores perpendiculares a
21 ri(x,»,2)=(0,-53)+1(2,2,2),AeR
§=(3,0,1).
3-x y -—z=-2 x-3 y z+2

7§20 3a+0b+c=0c=—3a . ST T T T T,

2
7=(2,2,2)=5

6
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2.2

3.2
a)

b)

©)

34

3.5
a)

Propostas de resolucao

r e s sdo paralelas. Vejamos se sdo coincidentes.
(0,-5,3)er.

0-3

-5
#—,logo, (0,-5,3)¢ s
2 7o )
r e s sdo estritamente paralelas.

rix=2=y-2=z-2

x—1
§i—=
2 -5

y=3 =z
3
F=(L,11), §=(2,3,-5)

2 3 .
Como —;tT, 7 e § ndo sdo colineares pelo que as retas r b)

¢ s ndo sdo paralelas.

F5=(1,1,1)-(2,3,-5)=2+3-5=0

Geometria II

& —6a+0+4c=0&

<:>—3a+26=0<:>a=§c

r= (%c,b,c), b #0 ou ¢ #0, define a familia de vetores

diretores das retas perpendiculares a AH. Por exemplo, para

c¢=3eb=1obtemos 7 =(2,1,3).

Como M (0, 2, 0), %: y=2 :%deﬁne uma das retas que
passa em M e ¢é perpendicular a AH.

M (0,2,0); AH =(—6,0,4) ¢um vetor diretor:

X z
—=—Ay=22x=-3zAy=2.
% 4" ’

Fs=0erls
r e s sdo perpendiculares. 1.
F(3,2,2); C(-3,2,-2); M(0,2,0).

A@3,0,-2), B(3,2,-2), C(-3,2,-2),

D((-3,0,-2), F(3,2,2), G(-3,2,2), H(-3,0,2).

2.1

BC=C-B=(-6,0,0)

BC:y=2Az=-2.

HD=(0,0,4)

HD:x=-3Ay=0.

HC=(0,2,—4)
A+HC=(3,0,-2)+(0,2,-4)=(3,2,-6).
BG =(-6,0,4)

BC=(-6,0,0)

BG-BC|  |-36+0+0|

[5]x[5c] o +ioxe

36 6

o2 V52

Logo, (BG:BC) ~33,7°.

cos (BG : BC) =

Ha uma infinidade de solugdes.

AH =(-6,0,4)
Seja 7 =(a,b,c) um vetor diretor da reta pedida

F-AH =06 (-6,0,4)-(a,b,c)=0&

2.2

2.3

2.4

2.5

Pag. 126
ii =(1,2,0),7=(0,0,7),4%0

-7=0=7 17 =(a,7)=90°
Resposta: (B).

v,

piramide — %Abase x altura = %X 6°x6="72

Resposta: (C).

V(3,6,3)

Resposta: (D).

A(0,0,6), C(6,0,0), V(3,6,3)

VC=(3,-6,-3)
VA =(-3,-6,3)
A |V—Cﬁ|
cos(VC N VA] ==
[7el<{]

|-9+36-9| 18

|
CJ9136+9x/9+36+9 54 3

Logo, (VC?VA) ~70,5°.

Resposta: (A).
A4V =(3,6,-3)=3(1,2,-1)
B (6,0, 6)

#:%:Z_;f@xw:%:mz

Resposta: (A).

O ponto V' ¢ equidistante de B e C. Logo, V' pertence ao
plano mediador de [BC].

Resposta: (D).

a7 [0
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26 CV=(-3,63); 7=(k2k~1)
CT/»F:O@—3k+12k—3:0@9k:3®k:%
Resposta: (D).

31 A(6,0); B(4,3)

Seja P (x, y) um ponto da reta pedida.
BP=(x—4,y-3); OB=(4,53)
BP-OB=0& (x—4,y-3)-(43)=0&
S4x-16+3y-9=03y=-4x+25<
& ——ix+2
R
Resposta: (B).
32 A(6,0);B(4,3)
a) E:(—ZJ) ; mz—g
a3
a=180°+tg > =~123,7°.
Resposta: (A).
b) F=4B=(-2,3)
Vetor diretor da reta s de equagdo x=0: ;=(0,1)
COS( ) |r S| |(—2,3)-(0,1)|:i
[FlI<lsl - Vavoxt i3
(r2s)=33,7°.
Resposta: (B).
Pag. 127
1. A(4,0,0).
1.1 V' (2,2, h) sendo h a altura da pirdmide
1
Vpirﬁmide = gAbaseX altura
487§><l6><h<:>3><48=16h<:>h=9
V(2,2,9).
12 D(4,0,9);F(0,4,9) ; DF =(—4,4,0)

1.3

a8

DF :(x,y,2)=(4,0,9)+k(-4,4,0),ke R (por exemplo)
Seja M o ponto médio de [AB] : M (4, 2, 0).

Altura da face [4BV]: MV = ||W || .

MV =(-2,0,9);

)i 7]~ aToesi=JE5

Alaterzﬂ: 4Xm# :2X4X\/g = 8\/@ .

1.4

1.5

2.1

2.2

B(4,4,0)

O centro ¢ o ponto N, de coordenadas (2, 2, 0), ponto médio

de [OB]. O raio éigual a ON =\4+4+0 =48 .
(x-2)

A (4,0, 0) ¢ um ponto da superficie esférica. Seja P (x, y, z)

+(y-2) +22=8.

©103PY 0310d @ YdNATIVIA

um ponto do plano tangente a superficie esférica no ponto 4.
ﬂ’:(x—4,y,z)
AN =(-2,2,0) ([AN] & um raio)

AP-AN =0 & (x—4,y,2)(-2,2,0)=0 &

& 2x+8+2y=0=x-y-4=05x-y=4.
C(x,5,3)

D(x,5,0) , x<0; D ¢éum ponto da superficie esférica que

limita a esfera.

OC =+/83 .
Vi +25+9 =183 = x* +34=83 < x* =49

Como x <0 temos x =—7.

Assim, C(~7,5,3), D(~7,5,0)

Raio: r=CD =0 +0* +3* =3

(x+7) +(y=5)" +(2-3)" <9

A4(-6,7,5)

(=6+7) +(7-5)" +(5-3)" =1+2% +2* =9.

A pertence a superficie esférica que limita a esfera definida
anteriormente.

Seja P (x, , z) um ponto do plano tangente em 4.

AP=(x+6,y-7,2-5)
AC=C-A4=(-1,5,3)-(~6,7,5)=(~1,-2,-2)
AP-AC=0& (x+6,y-7,z-5)-(-1,-2,-2)=0 &
S —x—6-2y+14-2z+10=0<

S x+2y+2z-18=0.

04=0B=0C=0D=0E =O0F

—_—2 e —_—2

AE =04 +OE

822204 & 04 =32 04=V32 &

& 04=16x2 = 04=42 .
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31 A(442,0,0),C(-4412,0,0), £(0,0,4472),
AC=C-4=(-842,0,0)
AE = E—A=(-442,0,42)
cos(CAE) cos(AC AE) %
_ 82 x 442 _
8\E><\/(4\E)2 +(4v2)
__ 64 64 1 _\2
_Sﬁx@_8x8x\/§_\/§_ 2
Entdo, CAE =45°.
Ou tg(CAE):Zj:l,pelo que CAE = 45°.
32 E(0,0,442),8(0,4v2,0), C(-4+2,0,0),7(0,0,-42)
EB=B-E=(0,42,-42)
Ponto médio de [CF]: M (-24/2,0,-2+2)
x——2\/_ 4\/_ Z:z/\{— o x= 2\/5/\)1——2 2\/_
3.3 Como o triangulo [ABE] ¢ equilatero, o angulo das retas AB
e BE tem 60° de amplitude.
3.4

51242
3 cm .

a) V:ZX%XEZ X OF = 2><%><82 x 42 =
b)  [ABE] é um tridngulo equilatero de lado 8 cm e altura /4 cm.
P44 g
h=+64-16
h=1/48 8
h=+/16x3
h=43

=8 X

Alateral 84 [ABE] —

Alateral = 128\/5 Cm3-

4. A(9,2), B(5,10)

(x=5)

+(» —5)2 =25 ; centro da circunferéncia: C (5, 5).

MAT1FNPR - 04

Propostas de resolucao

4.1

4.2

4.3

4.4

Geometria II
(9-5)" +(2-5)" =25 & 4* +3* =25 (verdadeiro)

(5-5)" +(10-5)" =25 & 0+5> =25 (verdadeiro)

Seja P (x, y) um ponto de r:
AP=P-A=(x-9,y-2)
AC=C—-A4=(-4,3)

AP-AC=0& (x-9,y-2)-(-4,3)=0
& -4x+36+3y-6=0&

o 4x+3y+30=0<

©3y=4x-30& y=§x—10

r yz%x—lO
Seja O (x, y) um ponto de s:
BO=0-B=(x-5,y-10)
BC=C-B=(0,-5)
BO-BC=0&(x-5,y-10)-(0,-5)=0 &
< 0x(x—5)—

5(y-10)=0=

~5(y-10)=0< y-10=0& y=10

s:y=10

7=(3.4); §=(1,0)

coS( ) ) |’" S| | G 4).(1’0)|=§
EEG T

Logo, (r:s) ~53,1°.
Ponto P

¥

10

y=10
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x=15 e) z=-1 g
= ; P (15,10) =
y=10 ii=(0,0,1) eA (1, 1, - 1), por exemplo. P
=
, . . N ®
PC ¢ a bissetriz do angulo APB. 23 i :(1,_1”1)’ i :(2’_2, 2)’ i =(3,—3,3),por 7
APXAC _—— —— z
A pse) = 24 4pe) = 2% > APXAC = exemplo. S
=15-5|x[10-5=10x5=50. Pag. 130
23. V.. =0B xOF <45=3xOF < OF =5.
Pag. 128
1. AGB,2,-4)eB(1,0,2) 23.1 43,-3,0)
11 BA=A-B=(4,2-6). GE=E-G=(3,0,5)-(0,-3,5)=(3,3,0)
3(x=3)+3(y+3)+0(z-0)=0&
5 [3 1’2+0’4+2) M(11,-1).
2 2 2 &3x+3y-9+9=0=x+y=0
1.3 P(xy,2) 232 0(0,0,0)
MP=P-M=(x-1,y-1,z+1) FA=A-F=(3,-3,0)-(0,0,5)=(3,-3,-5)
MP-BA=0& (x-1Ly-1z+1):(4,2,-6)=0& 3(x=0)=3(y=0)+5(z-0)=0&3x-3y-5z=0.
4(x=1)+2(y-1)=6(z+1)=0.
S4(x-1)+2(y=1)=6(z+1) 233 M(3,—§,oj
1.4 o ¢ plano mediador de [4B].
AC=C-4=(0,-3,0)—(3,-3,0)=(-3,0,0)
Pag. 129
22.1 3 3 _ -
-3(x=3)+0 y+5 +0(z-0)=0-3(x-3)=0&
_ (1
a) C(7132a0)> u_(E’O’zj <:>x—3=0<:>x=3.
1 11
5(x+1)+0(y—2)+2(z—0)=0<:>5x+5+22=0<:> Pag. 131

241 B(4,0,4),C(4,4,4),V(2,2,-2)

4z41=0. . -
xraztl=0 BC=(0,4,0): BV =(~2,2,-6)

b)  C(5.3.-2), i=(12-3)
Seja 7i =(a,b,c) um vetor normal ao plano BCV

{ﬁ-ic'zoﬁ{( ,¢)-(0,4,0)=0

1(x=5)+2(y-3)-3(z+2)=0=x-5+2y—-6-32z=0

S x+2y-3z-17=0.

ii-BV =0 )(=2,2,-6)=
22.2
{41;:0 {b:o {b:o
a) x=y+z=0 < = =
—2a+2b—-6¢=0 —2a—-6¢=0 a=-3c
i=(1-11)
":(—3c,0,c),ce R\{O}
A (0,0, 0), por exemplo.
Para ¢ = — 1, por exemplo temos 7i =(3,0,—1) que é um

b) x+y+3=0
vetor perpendicular a BCV.

BCV :3(x—4)+0(y-0)-1(z—4)=

i=(11,0) e4 (1,—4,3), por exemplo.

S3x-12-z+4=03x-2z-8=0.
242 A(0,0,4),V(2,2,-2)

X
¢ Z_y-2z=0
) 377

ji = (l,_ 1,— 2] e 4 (0,0, 0), por exemplo.
3 =(2,2,-6)

d) x=7

x
7i=(1,0,0) ¢4 (7,0,0), por exemplo. 2
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24.3 A secgdo produzida na piramide pelo plano xOy € o

quadrado [EFGH].
Atendendo a que as piramides [ABCDV] e [EFGHV] sdo

semelhantes sendo r a razao de semelhanca e

_ altura da piramide [4BCDV] 6

= =
altura da pirdmide [EFGHV] 2

>

25.

26.

BC 4 — 4

temos que: =—=3—=—=31G=—
FG 3
. C(4) 16
Logo a area do quadrado [EFGH] é 3 :E u.a
Pag. 132
A(1,1,1)
P X IT2 2 paag)er
1 2

AB= (0,1,—1); 7 =(1,2,3) tém a direcdo do plano.

Seja 7i =(a,b,c) um vetor normal ao plano

ii-AB=0 |[(a.b,c)-(0,1,=1)=0
= =
n-r (a,b,¢)-(1,2,3)=0

b—C:() b:c c:b
=4 (= =

a+2b+3c=0 a+2b+3b=0 a=-5b
ii=(=5b,b,b) . Parab=—1, temos ii=(5,—1,—1).
5(x=1)-1(y-1)-1(z-1)=0&
S5x-5-y+l-z+1=0=5x-y-2z-3=0.

z-3
3

r:x—l_y—2
1 2
z—1

6
A(1,2,3)er,B(0,0,1)es

A

Yo
4

| =

F=(1,2,3) e ZE:(—I,—2,—2) tém a diregio do plano.

Seja 7i =(a,b,c) um vetor normal ao plano

iF=0 (a,b,¢)-(1,2,3)=0
f=1
0 e 2

(a.b,¢)-(-1,-2,-2)=0

=4

= =
—a—-2b-2¢=0 a=-2b-2c

c=0
4 5
a=-2b

Para b=—1, temos 7i =(2,-1,0).

{a+2b+3c=0 {—2b—26+2b+36=0
=4

ji = (=2b,b,0)

Como B (0, 0, 1) ¢ um ponto do plano, vem:

2(x=0)-1(y—0)+0(z-1)=0=2x—y=0.

Propostas de resolucao

Geometria II

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

Pag. 133
04=0B=0C=0D=0E =O0F

AE' =04 +OF & (J2) =04 +04" &
— — 04>0
<2=204 <04 =1 04=1

A(I,0,0), B(07 170)9 C(715070)>
D(0,-1,0), £(0,0,1), £(0,0,-1).

AB=B~-A4=(~1,1,0)
AE =E—A4=(-1,0,1)

i=(V2NZA2)

AB i1 =(~1,1,0)-(v2,2,2,) =2 +42 =0
AB-ii=0< AB Lii
AE i =(-1,0,1)-(v2,42,42,) ==V2+2=0

AE-ii=0< AE Lii
O vetor € ii = \/E,\/E,\/E,) ¢ normal ao plano ABE.
A(1,0,0)

ABE N2 (x=1)+32(y=0)+2(z-0)=0 =

<:>\/§x+\/§y+\/zz—\/520<:>x+y+z—1:0.
F(0,0,-1),4(1,0,0)e B (0, 1,0) sdo pontos do plano.

FA=(1,0,1)

AB=(~1,1,0)

ii=(a,b,c)

{ﬁ ﬁ:o@{(a,b,c (1,0,1)=0 {aﬂ::o

i-AB=0 |(a.b,c)-(-1,1,0)=0 ~|-a+b=0
c=-a

<:>{b=a R i=(a,a,—a)

Paraa =1, temos 7i =(1,1,-1) .
1(x=0)+1(y-0)-1(z+1)=0 = x+y—z—-1=0.
D(0,-1,0),E(0,0,1)e C(-1,0,0)

DE=(0,1,1) ;  DC=(~1,1,0)
ﬁ:(a,b,c)

ﬁ-ﬁzO@ (a,b,c)-(0,1,1) b+c=0
DC —-a+b=0

51 [0
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Para b =1, temos 7 =(1,1,-1) . a:10(x—-1)-2(y-1)+14(z-1)=0& g
I(x=0)+1(y+1)-1(z-0)=0=x+y—z+1=0. S10x-2y+14z-10+2-14=0&< %
1.6 E asuperficie esférica de centro na origem do referencial e ©10x-2y+14z-22=0=5x-y+7z-11=0 ij
raio igual a 1: B(-2,0,3): 5x(-2)-0+7x3-11=0& E
4yt 42t =1 ©-10+21-11=060=0
2. (x—1)2+(y—2)2+(z+3)2=5 Logo, Be .
21 P(2,0,-3). S. oa:2x+y-z=1
5.1

(2-1)"+(0-2)" +(-3+3)' =5 = > +22+0* =5
a) v=(2,1,—1) , por exemplo.

(verdadeiro).

2.2 C(1,2,-3)¢ o centro da superficie esférica b) i =(-1,2,0) , por exemplo.
CP=P-C=(1,-2,0) 52 A(LLlep
1.° processo Seja 7i=(a,b,c) LS

E o plano o normal ao vetor CPe que passa em

P(2,0,-3). {
a:x—2y+0z+d =0

S oS
<i
Il

=0
=
=0

=y
I

0 (a,b,c)-(2,1,-1)
=
0 (a,b,¢)-(~1,2,0)
2a+b—-c=0 4b+b—-c=0 c=5b

Como Pe « , temos: = = =

—a+2b=0 a=2b a=2b
2-2x0+d=0=d=-2

7i =(2b,b,5b)

a:x—-2y-2=0

2.° processo Parab=—1, temos 7 =(2,1,5).

Seja R (x, y, z) um ponto do plano o pedido. B:2(x-1)+1(y-1)+5(z-1)=0
PR-CP=0¢& (x-2,y,243)-(1,-2,0)=0 & ©2x+y+5x-2-1-5=02x+y+5r—8=0.
Sx-2-2y=0x-2y-2=0.
x=1 y z-1 6.1 0(0,0,0),F(3,3,0),D(0,0,-3)
3. ri—x+l=-l+z=yo—=== o o
111 OF =(3,3,0) ; 0D =(0,0,-3)

x+1 2-y z x4+l y-2 z-3

= sl = = = 7=

s 5 3 3 5 3 3 i (a,b,c)J_OFD

31 F=(-11,1) e 5=(5-3,-3) i-OF =0 |(a.b,c)-(3,3,0)=0 3a+3b=0
I i =4 =
L - i-oD=0 |(a,b,c)-(0,0,-3)=0 [-3¢=0
Como 7 e § ndo sdo colineares, as retas r e s ndo sdo
paralelas. <:>{a=—b i = (=b,5,0)
5 n=\-0,0,

1(-1,2,3) ¢=0
I+1=-1+3=2 & 2=2=2. Verdadeiro, pelo que /€ r. Parab=- 1, temos 7i = (1,—1,0).

-1+1 2-2 .

5+ =T=1—§®0=0=0 . Verdadeiro, pelo que OFD: 1(x-0)-1(y—0)+0(z-0)=0¢<

les. Sx-y=0x=y.

6.2 Areta EG ¢ aintersegdo do plano de equagdo z =0 com o
plano AEG.
Plano AEG:
A(3,0,-3),E(3,0,0),G(0,3,0)

Como /e rales,asretasre s intersetam-se no ponto
1(-1,2,3).

3.3 Asretas sdo complanares dado que sdo concorrentes.

4.  Seja oo plano que contém 4 (1, 1, 1) e é perpendicular a

v =(10,-2,14) AE=(0,0,-3) ; EG=(-3,3,0)

0 w2



MAT11FNPR © Porto Editora

Seja 7i =(a,b,c) L AEG

{ AE =0 @{(u,b,c)~(0,0,—3)=0

(==
(a,b,c)-(—3,3,0):0

—3¢=0 c
i=4 (=
—-3a+3b=0 a

Para a =1, temos 7 =(1,1,0).

b; i=(a,a,0)

AEG: 1(x=3)+1(y—0)+0(z-0)=0
Sx+y-3=0x+y=3.

EG:z=0Ax+y=3.

Propostas de resolucao

Geometria II

Terade ser v-ii =

<:>(O,«/§,—

e22+a=0ca=-22.
282 ri(x,y,2)=(1,2,3)+1(2,2,-4),AeR

1)-(-1,2,-a)=0e

7 =(2,2,—4) éum vetor diretor de r.

a:x+y-2z=1

i=(L1,-2)la
F=(2,2,-4)=2(1,1,-2)=2i

7 =2i=7 e ni sdo colineares.

Logo, a reta r é perpendicular ao plano « .

Pég. 137

29, o:x+y+z=0; @i=(LL1)La

B:2x+y=0; v=(2,,0)Lp
Seja 6 o angulo dos dois planos:
] )20 24 3

] Tt 0 B s

Logo, 6 =39,2°.

cosf =

6.3 Trata-se dareta AB:
AB:x=3Az=-3 (por exemplo).
Pig. 134
1. Os vetores @ ¢ b sdo colineares.
2. Osvetores @ ¢ b sdo perpendiculares.
3. Osvetores @ e b sdo perpendiculares.
4. Osvetores @ e b sdo colineares.
Pag. 135
27. o:x—-y+z=1.
271 fB:x—-y+z=0.
27.2 Ha uma infinidade de planos que passam em O e sdo
perpendiculares a ¢ . Seja 7 um desses planos
= (a, b,c) 1.
Entdo como o vetor @ =(1,—1,1) L o vem :
i-i=0&(a,b,c)(1,-1,1)=0&
Sa-b+c=0sa=b-c.
Por exemplo para b =1 e ¢ =—1 temos a = 2 pelo que o
vetor ji =(2,1,—1) ¢ perpendicular a .
7:2(x=0)+1(y-0)-1(z-0)=0&
& 2x+y—z=0&2x+y—z=0 ¢ uma das solugdes.
Pig. 136
28.1 v =(0,J§,—1); T(-1,-2,-3)
a)  0(x+1)+v2(y+2)-1(z+3)=0e
e\2y-z+242-3=0.
b) a:—x+2y—az=17

i=(-12-a)Lla.

Pag. 139

30, 5t
2
1

[
]

2
§=(2,1,-1)

301 F=(231)e
[2.3.0)-(2,,-1)]  |4+3-1]

cos r:sz = =—
( )\/4+9+1><\/4+1+1 NN

Logo, (r:s) =49°,

30.2 Asretas r e s sdo distintas e concorrentes no ponto de
coordenadas (1, — 1, 0). Logo, definem um plano.

30.3 Sejai um vetor perpendicular a o .

ii =(a,b,c)

{ =0 {(a .¢)(2,3.1)=0
=0 [(a.b.c)(2,1,-1)=0
2a+3b+c=0 {2a+3b+2a+b 0

{2a+b c=0 c=2a+b

da+4b= O b=
=
c=2a-a c=a

Ql :L
(41 \u

g

II

c=2a+b

a,—a a)

:l

53 [0
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Paraa=1temos ii =(1,—-1,1) L .

Dado que i =(1,—1,1) também ¢ perpendicular ao
plano 77 : x — y + z =10 podemos concluir que ¢ e 7 sdo
planos paralelos.

i =(1,-1,1) éum vetor perpendicular a &
¥=(2,4,1) ¢ um vetor perpendicular a
f:2x+4y+z-1=0

Seja @ o angulo dos dois planos:

li-v]  |(L-LD-(2.40)]  [2-4+1 1

i x[P] ~ Vi+1+ixva+16+1 B3xy21 63

Logo, 0 =82,8°.

cosf =

R(1+k,k,1+k),keR

Interse¢do da reta » com o plano o :

Rea e 2(1+2k)-3k+(1+k)-2=0&
S2+2k-3k+1+k-2=01=0

A equagdo é impossivel.

rndo interseta « , ou seja, r ¢ estritamente paralelaa o .

31.1

31.2

31.3

o s

Pag. 140
ri(x,y,z)=(1,3,0)+1(1,0,2),Ae R

a:x+y-2z-1=0

Ponto genérico de 7:

(x,3,2)=(1,3,0)+(4,0,24),4e R

R(1+4,3,22)

Interse¢do da reta » como plano @:x+y—2z—-1=0

Reas (1+4)+3-2(24)-1=0=-31=-3s1=1
Para A =1o0btém-se o ponto / (2, 3, 2), intersegéo da reta r
com o .

Como 7 interseta ¢ no ponto 7, » ¢ concorrente com ¢ .

x=2 y-1_
2 3

r: 1-z

a:x—y—z=0

Ponto genérico de 7:
(x,3,2)=(2,L,1)+k(2,3,-1),ke R
R(2+42k,1+3k,1-k),ke R

Interse¢do da reta » com o plano o :

Rea o (2+42k)-(1+3k)-(1-k)=0&

& 2+42k-1-3k-1+k=0=0=0

A equacdo ¢ indeterminada. A reta r interseta o
plano & numa infinidade de pontos, ou seja, » ¢ aposta ao
plano.

rix—l=y=z-1

a:2x-3y+z-2=0

Ponto genérico de 7:

(x,y,z)=(1,0,l)+k(l,l,l),ke R

32.

1.1

1.2

1.3

21

2.2

Pag. 141
A4(3,0,0), B(0,0,4)

AB =(-3,0,4)
a:x=yex—y=0
i =(1,—1,0) éum vetor perpendicular a ¢ .

Seja 8 o angulo de 4B com « :

o 4B _[(3.04)-0-10) |3 30
||Z§||><||ﬁ|| Jori6x1+1 52 542
Logo, 8=25°.

a:x—y+z=3; ii=(1,—11) éperpendiculara o
Bikx+y—z=6; v=(k1,-1)¢éperpendiculara f5.
allf < i écolinear comV .

Logo, £=L=_—1<:>k=—l
I -1 1

alpfei-vi=0s(1,-11) (k1,-1)=0s
Sk-1-1=0=k=2.
ri(x,,2)=(1,0,2)+ A(1,1,1),Ae R
i=(1,11)

Seja @ o angulo de r com « :

fFoal  |(LLD-(L-1D] -1+
FFlxa]  Vizi+ixiei+1 Bxy3 3

Entdo, 6 =19,5°.

sin@ =

a:10x+15y+6z=125
U(5,5,5); 1i=(10,15,6) é um vetor diretor da reta r.

r‘x—S _y=5_z-5
100 15 16
Existe uma infinidade de solugoes.

O vetor diretor da reta terd de ser perpendicular ao vetor

i =(10,15,6) .
Seja § =(a, b, ¢) um vetor perpendicular a 7

§-ii=0& (ah,c)-(10,15,6)=0 e 10a+15b+6¢=0

©103PY 0310d @ YdNATIVIA
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Propostas de resolucao

Por exemplo, para a =3 ¢ b =2 obtemos:

10x3+15%x2+6¢c=0 6c=-60 < c=-10

Entdo § =(3,2,-10) ¢ um dos vetores perpendiculares a 7i .

Uma solugao ¢, portanto x—5=y_—5=z—5.
3 2 -10
2.3 Ponto M
Intersegdo de [TU] com o
x=5Az=5 x=5Az=5
10x+15y+6z=125<150+15y+30=125
0<y<s5s 0<y<s
x=5Az=5
x=5Az=5
=315y=45 < _3 5 M(5,3,9).
0<y<s r=
Ponto N
Intersegdo de [UV] com o
y=5Az=5 y=5Az=5
10x+15y+62z=125< 410x+75+30=125 <
0<x<5 0<x<5
y=5Az=5
y=5Az=5
<410x=20 < _ ; N(2,5,95)
0<x<5 e
MN =N - M =(-3,2,0)
Reta que passa por R (0, 5, 0) e é paralela a MN:
i:y_s/\z=o.
-3 =2
24 OM=M-0=(53,5)-(5,5,0)=(0,-2,5)
ON =N-0=(2,5,5)-(5,5,0)=(-3,0,5)
—r——\ (0,-2,5)-(-3,0,5)
cos f# =cos QM,QN)=—=
( V4+25%x49+25
_0+0+25 25
J29x+/34 /986
Logo, f=37°.
Pag. 143
x=2y+z-3=0
2.5 2x+3y—z=0  (Nao ha planos paralelos.)

Sx=y=-3z+1=0

x=2y—z+3 x=2y—z+3
©12(2y—z+43)+3y—z=0 &4y-2z+6+3y—-z=0 &

5(2y-z+3)-y-3z=-1 10y =5z+15-y—-3z=-1

Geometria II

x=2y—z+3 x=3y—2+3
S1T7y-3z=-6 ©qz= i =
9y —-8z=-16
9y-8 Y0 _ _16-_16
3
x:2y—2+3 =1
& z=7yT+ S3z=2
y=0

27y -56y —48=—48

Os trés planos intersetam-se no ponto de coordenadas

(1,0,2).

34.1

34.2
a)

b)

Pag. 146
7 3x+2y—-z-1=0

7, 2x+3y+z-2=0
7Ty 2x+y—z—-4=0
Nos trés planos nao ha dois paralelos.

3x+2y-z=1
2x+3y+z=22x+3y+3x+2y-1=2 &

z=3x+2y-1

2x+y—z=4 2x+y-=3x-2y+1=4
z=3x+2y-1 z=3x+2y-1

& 5x+5y=3 <& qx=-y-3 =
~x-y=3 5(-y-3)+5y=3
z=3x+2y-1

Six=—-y-3
-15=3

O sistema ¢ impossivel. Como ndo ha planos paralelos, os

trés planos intersetam-se dois a dois segundo retas paralelas.

7 ix—=2y=3z+1=0

7T, 2x—y+z-1=0

7Ty 2x—4y—6z+2=0

m, e , sdo coincidentes e sdo intersetados por 7,
segundo uma reta. Esta reta ¢ a interse¢do dos trés planos.
m:S5x—y=4

7T,ix+y+z=0

my:x=0

Nos trés planos ndo ha dois paralelos.

Sx—-y=4 -y=4 y=—4
x+y+z=0y+z=0=7z=4
x=0 x=0 x=0

Os trés planos intersetam-se no ponto (0, — 4, 4).
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21 AB=(—5.-5.0); BC=(v5.-5.0): :

Pag. 147 =

4x+12y+8z=4 m=(_ﬁ,_ﬁ,o); E=(I,—\E,o) z

1.1 2x+6y+4z=2 3:“'
x+3y+2z=1 E.R":(_I’_ﬁ’o).(f’_ﬁ,o’): éE

As trés equagdes sdo equivalentes. O sistema ¢ [ —
=-5+5=0= 4B 1L BC

5[]l - ] +575 =0

indeterminado.

As trés equagoes definem o mesmo plano. A intersegdo é

esse plano. O quadrilatero [ABCD] tem os quatro lados com o mesmo
x+y+z=1 y=l-x-z comprimento e um angulo reto. Logo ¢ um quadrado.
12 Bx—y+4z=15 o {3x—(I-x-z)+4z=15 & 22

2x—=2y+3z=13 2x-2(1-x-z)+3z=13 a)  ABC é o plano xOy, ou seja, o plano de equagdo z = 0.
y=l-x-z y=l-x-z b)  4(0,45,0), B(-5,0,0), ¥(0,0,5)

& 3x—l+x+z+4z=15 dx+5z=16& . .
2x—2+2x+2z+3z=13  |4x+5z=15 AB=(—\/—’—~/§’0); AV=(0’—\/§,5)
y=l-x-z y=l-x—z Seja 7i =(a,b,c) L ABV

<4x=16-5z & 4x=16-5z
16-5z4+5z=15  |16=15 {WAB:O@ (ab,¢): (-/5,=5,0) =0

O sistema é impossivel. i AV =0 (a,b,c)~(0,—«/§,5)=0

Entre os planos definidos ndo ha dois paralelos.

a=-b
Os trés planos intersetam-se dois a dois segundo retas o _\/ga_\/gb=0<:> J5
~5b+5¢=0 c=">b
paralelas. 5
2x—y—-2z=-1 y=2x-2z+1 B NG
1.3 {x-2y-2z=-2 &{x-2(2x-2z+1)-2z=22 & "= _b’b’?b :

2x-2y-3z=-3  |2x-2(2x-2z+1)-3z=-3

Parab=—5,temosﬁ=(5,—5,—\/§)
y=2x-2z+1 y=2x-2z+1

S{x—4x+4z-2-2:=2 &{3x+2:=0 & ABV :5(x=0)=5(y-0)-5V5(z-5)=0 &

2x—4x+4z-2-3z=-3 2x+z=-1
& 5x-5y-55z+5/5=0.

y=2x-2z+1 y=2x-2z+1
S1z=2x-1 Sz=2x-1
3x42(2v-1)=0 | 3x+dr-2=0 23 ¢(0,-v5,0), D(v5,0,0), ¥(0,0,5)
y=-1 x=2 @=(\/§,\/§,0) 5 W=(0,\/§,5)
oiz=3 & y=—1 P
=2 P Seja 7i =(a,b,c) LCDV
Os trés planos intersetam-se no ponto de coordenadas i-CD=0 (a, b, c) . (\/g R \/g s 0) =0
= =3
2,-1,3). i-CV=0 |(a,b.c)-(0,-v5.5)=0
—x+y+3z=4
14 13x+3y+92=0 Batilp=0 4=
3x+4y+z=5 < < V5
xtdytz= J3b+5¢=0 c=—b
As duas primeiras equagdes definem planos estritamente
paralelos. O sistema ¢ impossivel. i = (—b, b,— ﬁb} )
O terceiro plano interseta os restantes segundo retas 3
paralelas. Para b =-5, temos ﬁ=(5,—5,\/§).
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2.4

2.5

€DV :5(x-0)-5(y-0)+/5(z-5)=0

& 5x—5y+/5z-5/5=0.

Substituindo as coordenadas de P (1, 1, 5) na equacédo de

CDV, temos:
5x1-5x1++/5%5-5{5=00=0
P pertence ao plano CDV.
5x—5y+x/§z+d:0

Como A(O,«/g ,0) pertence ao plano, vem:

5%x0-55+/5%x0+d =0 d =55

Sx—=5y+ V5z455=0 & uma equagdo do plano paralelo

a CDV e que passa no ponto 4.

VA=(0,45,-5)
VD =(+5,0,-5)
cos(AVD): VA-VD  \5x0+0x+/5+25

ZRE] T J015+25x540425

25 25

5

30430 30 6
5
COS =—
A=

sin®> f=1-cos’ B

2
5 11
sin’ =l—(—) Ssin® f=—
A 6 A 36
Como £ éum angulo agudo, sin £>0.
sinﬁzﬂ.
6
2x—-y-3=0
: a:5x—-3y+4z=4
x+2z-2=0
2x-y-=3=0 y=2x-3
roa: sx+2z-2=0+ ©x+2z=2 =
Sx-3y+4z=4 Sx—6x+9+4z=4
y=2x-3 y=2x-3
Syx+2z=2 ©y-x=2z-2 =
—x+4z=-5 2z-2+4z=-5

y=2x-3 y=3
Six=-2z+2{x=3
6z=-3 1

z=——=

2

. 1
rinterseta ¢ no ponto de coordenadas (3, 3,— 5)

Propostas de resolucao

Geometria II

2.2

2.3

Pag. 148

a:2x+4y-3z=1
p:—6x-12y+9z=9
-6 -12 9 9

— == 22

2 4 -3 1

o e [ sdo estritamente paralelos.
anf=0
Resposta: (A).
P(0,4,3)
s:(x,y,z)=(0,1,—3)+k(1,0,2),ke R
F=(1,0,2) Lo
a:1(x=0)+0(y-4)+2(z-3)=0

a:x+2z=6

A esfera definida por (x+2)2 -4—(y—1)2 +(z—4)2 <3 tem

centro C (— 2, 1, 4) e raio V3.

Como —2 +2 x4 =6, 0plano & passa no centro da esfera.

A intersegdo ¢ um circulo de raio V3 . A sua drea é
2
T (\/5 ) =3n.

Resposta: (B).
Reta r que passa em O ¢ ¢ paralela a s:

s:(x,y,z)=(0,0,0)+k(l,0,2),ke R

(1,y,2) = (k,0,2k), ke R

k=1 k=1
y=0 ©4y=0
z=2k z=2

(1, 0, 2) sdo as coordenadas pedidas.

Resposta: (D).

5=(1,0,2) tem a diregdo de Ox; i =(1,0,0)

Seja 8 o angulo que a reta s faz com Ox:

oo 57 _[(to.2)-(Lo.0) 1
I |7 JI+4x1 NG

Logo, 6 =63°.

Resposta: (C).

§=(1,0,2)

7 =(0,1,0) € um vetor normal ao plano xOz.

Seja @ o angulo de s faz com o plano xOz.

§-j=0= aretar ¢ paralela ao plano xOz, ou seja, 8=0° .
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3.1 c[-f,§,§); G(-2:41,5) d) Me[EH] ¢ EM=2FEH=2x8=6 Z
27272 4 4 E
Resposta: (B). M (0, 6, 6). E}
32 OH=(-2-415) 1.2 5(6,4,6),N(0,4,0),R(6,2,0). :
o SN =(-6, 0,-6)
04=(2;-4;-1,5)
. NR =(6,-2,0)
cosg= 204 _
||0—H||><||m|| Seja 7i =(a,b,c) L SNR
_ —4+16-2,25 9,75 ﬁ-STVzO@ (a,b,c)~(—6,0,—6)=0@
JA+16+2,25x\J4+16+2,25 22,25 i-NR=0 |(ab,c)-(6,-2,0)=0
Logo, 6 =64°. —6a—6¢c=0 c=-a
[= (=4
Resposta: (B). 6a—-2b=0 b=3a

3.3 Scja ji=(a,b,c) L AOH ;zz(a,Sa,—a).Paraa= 1, temos 7i =(1,3,-1).

i-OH =0 _ |(a.b.c)(-2-415)=0 SNR: 1(x=0)+3(y—4)-1(z=0)=0c
=0 (a,b,c)-(2;-4,-1,5)=0

N

" e x+3y—z-12=0
[ g Hesore e
amabmhoe= —Hotloc—ab—les M pertence ao plano SNR.
{202—4b+1,56 azéc
= 4 .
—8b=0 b0 a)  MS=S-M=(6,4,6)—(0,6,6)=(6,-2.,0).
3 b) NR=R-N=(6,2,0)-(0,4,0)=(6,-2,0).
ﬁz(zc,o,c)Parac=4, temos 7i =(3,0,4).
1.4 MS=NR = [RNMS] é um paralelogramo.
Resposta: (A).

34 HC2-4:15) 1.5 RS=S-R=(6,4,6)—(6,2,0)=(0,2,6)

AG=G-A=(-241,5)—(2-4-1,5)=(-4,8,3) NM =M — N =(0,6,6)—(0,4,0)=(0,2,6)
12 _yos ] 5] - ] - - =

Areta r: Az =1,5 passa no ponto de

. o lel RNMS] é 1 .
coordenadas (— 2; — 4; 1,5), ou seja em H, e tem a diregao o paralelogramo [ 5] € um losango

. 1.6  As diagonais de um losango sdo perpendiculares.

do vetor (2, 1, 0), perpendicular a AG , dado que .
Logo, SN L MR, pelo que as retas SN e MR sao
(—4,8,3)-(2,1,0)=—8+8+0=0.

perpendiculares.
Resposta: (C). 1.7 Plano HDC: y=8.
35  A0=(-24:1,5) M (0, 6, 6).
2x+4y+1,52=0 4x—-8y—3z=0 Plano paralelo a HDC que passa em M: y = 6.
Resposta: (C). 1.8 RS=(0,2,6)
RN =(-6,2,0)
Pag. 149
1.1 A RS- RN
cos(RS,RN]=—_RS Ri =
oo [#s[><]
b) N(0,4,0).
o, _ (0.2,6)(=6,2,0) _ 0+4+0 _4 1
©  Re[BC]e BR=7 BC=/x8=2 J0+4+36x36+4+0 VA0x/40 40 10
R (6,2,0). Logo, SRN =~ 84,3° .
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2.1

2.2

3.1

3.2

33

Propostas de resolucao

Geometria II

4-2x x=2 _2
r: = cosay=—
2y+z=4 2y+z=4 3
2
Ponto A sin*@=1-cos’ a < sin” o =1- 2 (:)sinzatzé
3 9
x= x=2
2y+z=4&y=2; A4(2,2,0) Como o ¢ um angulo agudo (0<a<me cosa>0)
z=0 z=0
5 s
Ponto B temos s o = E—T
x=2 x=2 3.4 Trata-se da reta que passa em 7 e tem a direcao de Oz:
2 =4 =4 ; B(2,0,4
yra=tegr=ts (2.0.4) (x.3.2)=(-11,0)+£(0,0,1) ke R .
y:O y:()
AB=B-A4=(0,-2,4) Pag. 154
AB & um vetor diretor da reta 7. L. AB.CA:AB.(CB-FBA)=AB.CB+AB.BA=
O vetor i =(1,0,0) ¢ perpendicular ao plano yOz. —0-BA-Bi _"ﬁ"Z -1
AB-i = (0,-2,4)-(1,0,0)=0= AB L7 . Resposta: (B).
Como AB ¢ perpendicular a i areta AB é paralela ao plano 2. r:3y—2x=6<:>3y=2x+6<:>y=2x+2
3
yOz.
d=22a=2 (L3
r:x=0/\y:2z<:>x=0/\%=z T o R
S . . s:y=mx+b
7 =(0, 2, 1) é um vetor diretor da reta r.
A base da pirdmide ¢ um quadrado de lado 2. 3=—Zx(-)+beb==
S(1,1,0); T(-1,1,0), ¥(0,0,2)
— 3 3
ST =(-2,0,0 Siy=——x+—
( ) FETS
SV =(-1,-1,2) Resposta: (B).
78T =(0,2,1)-(=2,0,0)=0
g (0.2.1)-( ) Pag. 155
7-SV =(0,2,1)-(~1,-1,2)=0-2+2=0 3. a==X
3
Dado que FLST e FJ_W,areta rix=0Ay=2z ¢ x
_ sin[—-ra)—cos(nﬂx):cosa+cosa:
perpendicular ao plano STV. 2
STV :0(x—=1)+2(y-1)+1(z=-0)=0=2y+2z-2=0.
(x=D)+2(y=1)+1(z-0) rrE =2cosa=2cos§=2><%=l
E o plano que passa em T (- 1, 1, 0) e é perpendicular a
. Resposta: (A).
RT =(-2,2,0):
4. ri(x,,2)=(0,0,0)+k(1,-2,3),ke R

2(x+1)+2(y-1)+0(z-0)=0&

& 2z+2y-2-2=0x-y+2=0.

VS =(1,1,-2)
VT =(-1,1,-2)
VS -VT —1+1+4 6 2
coso = =-— ==
43

(] i axiiea

a:—4x+y+2z=0

Ponto genérico de 7:

R(k,—2k,3k)

Se Re o, temos —4k +(—2k)+2%(3k)=00=0.

A equagao ¢ indeterminada. Logo r na =r, ou seja, a reta

r € aposta ao plano o .

Resposta: (B).
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A intersegdo da esfera definida

#

porx2 er2 + 2> 10% como

plano de equagdo x =6 é um 1071,

circulo de raio r, sendo
P46 =10°

r>0

Sr=64dcr=38

A area do circulo é igual a ©x8” = 64n

Resposta: (C).

N

1.1

1.2

1.3

60

Piag. 156
A4(2,0,1)

AVB: 18 x—5y+9z=45
BCV:9x—5y—182=-90

Ponto B

18x—5y—-9z=45 x=0 x=0
x=0 <1y=0 <y=0
y=0 9z =45 z=5
B(0,0,5)

Medida do lado da base:

AB=1[(2-0) +0" +(1-5) =J4+16=420

Altura da pirdmide = ordenada de '=9

1.
Vpiramide = 3 Area da base x altura =

- %x(\@)zx9=60.

Ponto V'

18x—=5y+9z=45 18x—45+9z=45
9x-5y-182=-90:9x-45-18:="90 <

y=9 y=9
18x+9z=90 2x+z=10
S -18z=45x-2z="5
y=9 y=9
z=10-2x z=10-2x z=4
Sx-20+4x=-5:5x=15 Sax=3
y=9 y=9 y=9
V(3,9,4).
S(38,-10,19)

i =(18,-5,9) & perpendicular a AVB
ri(x.y.2) = (38,-10,19) + £ (18,-5,9) .k € R

A4(2,0,1) er?
(2,0, 1)=(38,- 10, 19) + £ (18, - 5, 9)

2.1

2.2

2=38+18k k=-2
0=-10-5Skek="2k=-2
1=19+9k k=-2
O ponto A4 pertence a reta r.
Pag. 157

0oCc=10

==cosx<:>%=cosx<:>0_B=10cosx
ocC 10

BC . BC . — .
=C=slnx<:>—C=s1nx<:>BC=1051nx
ocC 10

A=ABxBC =20BxBC
g(x)=2x10cosxx10sin x
g(x)=200sin xxcosx .

AB=15=0B=1,5

>

COSX =——
10

Logo, x=0,72rad .

P (u,v), OP=1eu’+v' =1

S (0, b), R (a, 0)

Como [OP] ¢ a altura do triangulo [ORS] relativa a base
[RS], os vetores OP ¢ PR sdo perpendiculares, pelo que
OP-PR=0

oP= (u, v)

PR =R—-P=(a,0)— (u,v)=(a—1u—v)
a“-ﬁ=0<:>(u,v)~(a—u,—v)=0<:>

<:>u(a—u)—v2 =0 ua—u’ -V Sua=u>+V".

Como u* +v* =1, temos:

1
ua=l1a=—
u

De igual modo, OP ¢ PS sio perpendiculares:
PS =S-P=(0,b)— (u,v) = (—u,b—v)

OP-PS=0& (u,v)-(-u,b—v)=0 &

1
-+ =0ov=u'+V oSvb=lb=—.

%
1 1
Logo R(—,O) e S(O,—J.
u v

©101pY 0110 O YINATIVIN
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B_J\Z-Eé:(E74+A—A7[)-(§ﬁ+F6):
=(E+W)~(2W+ﬁ)=

— BA- (240 )+ BA- FG + AM - (240 ) + AV - FG =

az

NSRS
©

—_—2
:2><0+2||AM|| =2(

Pag. 158

Trata-se do conjunto de pontos P tais que CP ¢é
perpendicular a AB, ou seja, ¢ a reta que passa por C e é
perpendicular a 4B.

Resposta: (C).

A(1,1,0),B(1,0,1),C(0,1,0)

AB=(0,-1,1) ; AC=(-1,0,0)

Seja 7i =(a,b,c) L ABC

{%Z§:0¢$¥aﬁ¢ﬁ(Q—LQ=
0

7i=(0,b,b). Parab =1, temos 7 =(0,1,1).

Uma reta perpendicular a ABC tera um vetor colinear com
i=(0,1,1).

Um vetor diretor da reta definida por x=2Ay=z¢

0,1, 1).
Resposta: (B).

Pag. 159
A(0,-1)

P(cosa,sinar)

Zﬁ(cosa,sinoHl)
AP =||ﬂ’||2 =cos’ a+(sina+1)’ =

=cos’ a+sina’ +2sina+1=1+2sina+1=2+2sina
Resposta: (A).
(0, a, 0), com a # 0, ¢ a familia de vetores diretores da reta r.
Para a = 1 temos (0, 1, 0) que sdo as coordenadas do vetor
diretor da reta:

ri(x,,2)=(0,0,0)+%(0,1,0),ke R

Resposta: (D).

Propostas de resolucao

5.

Geometria II

r € areta que passa no ponto (0, 0, 4) e tem a diregdo do
eixo Oy. A intersegdo com a esfera de centro na origem e
raio 5 ¢ o segmento de reta de comprimento 2a sendo

A +4 =5 =oa=32a=6

A
Z

+a
n

Resposta: (D).

1.2

1.3

2.1

Pag. 160
A(3,2)eB(x,0)

Inclinagdo de AB ¢ a=135°.
d,=tg(135°)=—1=m
AB:y=mx+b
2=-1x3+b=b=5
AB:y=—x+5.

B (x,0)¢umpontodareta AB:y=—x+5.

0=—-x+5© x=5,donde B (5, 0).

C(0,y), B(5,0)

ii =(1,—1) ¢ um vetor diretor da reta AB

BC =(-5,y) éum vetor diretor da reta BC

AB 1L BC & (1,-1)-(-5,y)=0 5-y=0 y=-5

C(0,-5).

C(6,4), A(9,0).

Seja P (x, y) um ponto da reta 7. Entdo AP-CA=0.
(x—9,y)-(3,—4)=0<:>

<3(x-9)-4y=0

&3x=27-4y=0

&4y =3x-27

oy
YT,

61 [0




Capitulo 2 Geometria analitica no plano e no espaco

22 CA= (3’ _4) Ponto Q — ¢ a interse¢do da aresta [EF] com o plano « . g
O raio da circunferéncia é r = ||a|| =3 +(-4)" =5¢c0 ;Cx—_64/;2+—22 18 s ;;_64/)\) i;z6= 18 g
centro ¢ o ponto C (6, 4). Logo, uma equagdo da 0<ys<6 0sy<6 é
circunferéncia ¢: x=6Az=6 :
(x—6)*+ (y—4)?=25. {y=3
Precisamos de calcular a amplitude o do angulo ACB que é 0(6,3,6)
igual a amplitude do arco 4B. 40 = (0,3,6)

2m rad x5 .
- 251 AP =(—4,0,6) -
" cos 10 AP | -2 L -
2%, [40|47|
= 251 = 6 0+0+36 36

CJ019+36x4/16+0+36 /45452

Ento, G- =G| [CB]os 1. G - Logo, QAP = 42"

—5x5 T_ s \/3_25\/3
=X Xcosg_ T, 3.2 ii=(3,-4,2) ¢ um vetor perpendicular a ¢ .
E(6,0,6)
Pag. 161 g X26_» _z-6
3. a:3x-4y+2z=18 342
3.1 4(6,0,0)
Ponto P — ¢ a intersegdo da aresta [£D] com o plano « . 4. EE_CEE(ﬁ +ﬁ+@)=
y=0r2=6 y=0nz=6 o aic6 ~ 4B -EF + AB-FG+ AB-GC = i
3x—4y+2z=18<=43x+12=18 @{ I
x=2 . 2 — AB L GC
0<x<6 0<x<6 = AB-AB+0+0=|4B| =45 .
P(2,0,6)

a2



2x+y-120 y=>-2x+1

¥

Resposta: (D).

Pig. 164

A reta que define a fronteira passa nos pontos:

2-0
A(2,0)eB4,2); m=—=1
@.0eB(42: m=—

y=mx+b; 0=1xX2+b=b=-2

O dominio ¢ definido pela condi¢do y >x — 2.

Resposta: (A).

y<x+5
y20
x<0

/_\'*—5

/—5 (8]

Resposta: (B).

MAT11FNPR © Porto Editora

Pag. 165
y<—x
x<— <-
Y o ys—x o
x=2y=10 2y<x-10 y<—x-5
”
of~ 4 x x ‘ y=o%x73
U A 0 =3
B S 4 -3
_4%\
<
x—y<3 y>x=3
4.2 4 1
—x+2y<—4 ysax—Z
x y=x-3
0 -3
y
, 3 0
3.7 -~
0 Fartk % X y=—x-2
—2l
/ 0 -2
,*'-'.‘» 4 0

Programacao linear

x=3y2>0 -x+3y<0
4.3 =
2x—-6y<10 —x+3y=-5
—-x+3y=0
y X ¥
0 0
3 1
% —x+3y=-5
x ¥
2 -1
5 0
y<0 y<0
4.4 5x+2y-4>0&5x+2y >4
2y-3x=2-12 =3x+2y=>-12
_," —3x+2y=-12
‘\ X y
21,
; , 0 6
\‘ r 4 0
o v 12 1 x
“‘: S5x+2y=4
N x v
'-‘““J:\ 0 2
i’ A} 2 _3
x—y<4 -x+y=2-4
45 2x+y<12 2x+y<12
) x>0 x>0
y=0 y=0
Y —x+ty=-4
12
x y
0 —4
2ty=12
b X ¥y
[¢) 4 ‘(':‘ x 0 12
6 0
—4f
x=-2 x=-2
0<y<5 0<y<s
4.6 ’ 7
x+y=-1 x+y=-1
3x-2y<12 =3x+2y>-12
Calculos auxiliares
x+y=-1
y
S x y
5 ’
= - O
3 ______________ {J‘
G “3x+2p=—12
*\ ',' . . 5
N\ o ; 6 3
-2 -1+,[0 46 %
_f'\\ ’ 4 0




Capitulo 3 Programacio linear

51 0(0,0), 4(5,0), B(2,3) 55 A4(0,1),B(2,0),C(4,3), D(0,3) .
Reta A0: y=0 _ E
cta y AB: m=_1=—l; b=1; y=_lx+l é
3 2 2 2 z
Reta OB: m=—;b=0 2
2 3 3 3 g
BC:m=——==; 0==X2+bob=-3 g
3 4-2 2 2 g
OB: y=—x
2 3
y=—x-3
3-0 2
Reta AB: m=——=-1
2-5

. 1
Condigao: XZO/\yZ——x+1/\yZ§x—3/\yS3.
y=mx+b; 0=-IxX5+bsb=5 2 2

ABiy— x+5 56 A(0,4), B(3,2), C(0,5)
2-4 2 2
Condigdo: yZO/\yS%xAyS—)HS. 4B: M= b=4; y=—§x+4

5.2 RetaOD:x=0;RetaO04:y=0

BC: m:—5_32=—1; b=5; y=—x+5

Reta 4B:x=5
Reta BC: y=mx+b; B (5,2), C(2,3) Condicdo: xZOAy2_§x+4/\yS—x+5.
3-2 1 1
M=y 37 3773" 2=-X5+beb=— 6 Por exemplo:
1 11 6.1 x2-lAx<-1Ay22Ayp<2.
y=—=x+—
3 3 6.2 0<x<2Ay22xAy<2x.
Reta DC: y=mx+b 63 y23x+1Ay<3x+lax2=3.
D(0,2),C(2,3)
me=>=2_L. 4 Pag. 172
2- 2 x20
>0
! . P°
y=ox+2 x+3y<17
) 1 { 4x+5y<40
Condigao: y20A0£x£5Ay£—§x+?/\yS5x+2. Vértices
>0
53 4(3,0):B(4,0):C(0,4): D (0,2). {x o & (23)=(0.0)
AB: y=0 r=
4x+5y=40 x=10
2 2 { g @{ & (x.)=(10,0)
AD: m—_—3=—§; b=2; y=——x+2 y=0 y=0
+3y=17 =5
EEET 1T o (xy)=(5.4)
BC: m=—=-1; b=4; y=—x+4 4x+5y=40 y=4
x=0
- = =0 1
DC: x=0 * o 17 (x,y)=|0,—
5 x+3y=17 y=?
Condiqﬁo:xZOAy2—§x+2/\yS—x+4/\y20.
54 A4(0,3), B(2,2), C(6,3
©.3), 82.2), €(6.3) x yoo| SOy =x+2y
AB: m=g=—l; b=3; y=—lx+3 0 0 0
2 2 2
10 0 10
3-2 1 1 3
BC:m=——=—; 2=—X2+bSb== —
6-2 4 4 2 5 4 13
E o | Y 4
y=zx+§ 3 3

. 1 1 Axi aofél3.
Condigao: xZOAy2—5x+3/\y>Zx+%. O méximo da funcdo /¢ 13

Y
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Propostas de resolucao

Pag. 173
5x-3y<25 =5x+3y=-25
1. 2x+y210 ©<2x+y =10
y<10 y<10
Calculos auxiliares
—Sx+3y=-25 =11
IR LT e (ny)=(11,10)
y=10 y=10
2x+y=10 x=0
e & (x,)=(0,10)
y=10 y=10
Regido admissivel:
vt Sy 3y=—25
(11, 10)/ x Y
10 y=10 5 0
8 5
-5x+3y=-25 2x+y=10
x y
~ 0 10
o s\ 2x+y=10 ¥ s 0

x y | e, y)=x+y

5 0 5 «— Minimo
11 10 21 «— Maximo
0 10 10

Minimo: 5 ; Méaximo: 21 .

2.
3x-2y<8 —3x+2y2>-8
x+y<6 x+y<6
x20 x=0
y20 =0
Calculos auxiliares:
—3x+2y=-8
S (x,y)=(4,2
SNSRI
—3x+2y=-8
TR G (=] 0
y=0 3
—3x+2y=-28 x+y=6
X ‘ y X ‘ y
4 2 0 6
6 5 6 0

MAT1FNPR - 05

Geometria II

Regido admissivel

y

Q

x y |y =xty
0 0 0 «— Minimo
8
LI 8
3 3
4 2 6
Maximo
0 6 6

Minimo: 0 ; Maximo: 6 .

2x+y <12 2x+y <12
—y> - <
x—yz4 - x+y<—4
x20 x20
y=20 y=20

Calculos auxiliares:

2x+y=12
y <:>(x,y)=(E,ij.
-x+y=-4 33
2x+y=12 —x+ty=-4
X | y X ‘ y
0 12 6 2
6 0 4 0

Regido admissivel:

3

y




Capitulo 3 Programacio linear

4.2 g
x y S, y)y=3x-y =
Z
0 0 0 o
X y S, y)=2x+y 6 0 18 «— Maximo g’_
4 0 8 «Minimo i Z E i
3 3 3
E ﬂ 12 0 1 1 <« Minimo
3 3 -
«~Maximo
6 0 12 Minimo: — 1; Maximo: 18.
5.
2x+y=4 2x+y=4
Minimo: 8; Maéximo: 12 x+2y<12 x+2y<12
x—2y<6 -x+2y>2-6
=
4 y<x -x+y<0
- - x<6 x<6
x=0 x=20 y20 y20
y=0 y=0
x—y>-1 = —x+y<l Calculos auxiliares:
xX+2y—-6<0 x+2y<6 x=6
<:>(x,y)=(6,0)
—Xx+2y=-6
Calculos auxiliares: =6
< (x,p)=(6,3)
—x+y=1 47 x+2y=12
e (xny)=|1.7
x+2y=6 33
x+2y=12
o (x,y)=(4.4)
y=x
Regifo admissivel: vt y=d 44
<:>(x’y): PR
y=x 33
—x+y=1
2x+y=4 x+2y=12
x y
X y X y
0 1
0 4 0 6
3 4
2 0 12 0
Xx+2=6 —x+2y=-6 —x+ty=0
¥ ¥ X y X ¥y
0 3 0 -3 0 0
x
6 0 6 0 6 6
Regido admissivel:
A
4.1 ?
X y fix,y)=3x+9y 6 x+2y=12
y=x
0 0 0 «— Minimo
AR s 4 x=6
6 0 18 BN e Al
1
1
i Z 25 «— Maximo :
3 3 1
1
0 1 9 0 3 . -
=—6
Minimo: 0; Maximo: 25. 3 =4

o 66
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Propostas de resolucao

Geometria II

x y Ax,y)=x—y 1.1
2 0 2 a)
6 0 6 «— Maximo
6 3 3
4 4 0
4 4 «— Minimo
— — 0
3 3
b)
Minimo: 0; Maximo: 6.
3
y2—5x+3 2y2-3x+6 3x+2y=6
<3 - x=3y=2-9 o -x+3y<9
330 y=0 y=0 ¢)
< <
x=3y+920 x<3 ¥<3
Calculos auxiliares:
3x+2y=6 —x+3y=9
X ’ y X ‘ y
0 3 0 3 12
2 0 3 4 ’
—-x+3y=9
G) N 3 %
3x+2y=6
x y fx,y)=x+y
2 0 2 «— Minimo
3 0 3
3 4 7 «— Maximo 2.1
0 4 4

Minimo: 2; Maéximo 7.

A(10,0), B(6,8)

m:ﬂ:—Z;
6-10

y=mx+b

0=-2x10+b <= b=20

AB:y=-2x+20.

B(6,8), C(3,11)
_11-8

T35 T
y=mx+b
8§=—6+b=b=14
BC:y=-x+14.
C(@3,11), D(0,13)
C13-11 2

= =-Zih=13;

0-3 3

2
=——x+13.
773

2
<——x+13
=73

y<-x+14
y<-2x+20
x20

y=20

fx, y) =1500 x + 100y

0

15000

17 000

3 11

15500

13 000

x+y=2 x+y=2

x=y<0 -x+y20
y o xX+y

y<4 y<4

x>0 x>0

Pag. 174

«— Maximo

67 [0




Capitulo 3 Programacio linear

Calculos auxiliares: Regido admissivel: z
x+y=2 —x+y=0 ¥ é
®
X ‘ y X | y §
100 g
0 2 0 0 g
‘ ‘ x+y=100 g
2 0 4 4 g
Regido admissivel: 30 S y=30
y=x O 70 x
4 /
\ y=4
I
! X y L(x, y) = 800x+1000y
2 ]
1} - i 0 0 0
: ! 100 0 80 000
o 12 4 & 70 | 30 86 000 - Maximo
x+y=2
0 30 30 000
2.2
¥ y A, ) =x+y Resposta: (A).
1 1 2 «— Minimo
4 4 8 <« Miximo Pég. 176
0 4 4
0 5 5  Minimo 4.  x=n.°de quilogramas do fertilizante 4
y=n.° de quilogramas do fertilizante B
Minimo: 2; Maximo 8.
Fosforo Potassio Custo (€)
23 x 0,5x 0,2x 3,5x
1 4
g + E >2 (Falso) y 0,3y 0.3y 3,0y
1 4 <0 (Verdadeiro) 0,5x + 0,3y 0,2x + 0,3y 3,5x+ 3,0y
3 37
4 <4 Verdadei
35 (Verdadeiro) Funcio objetivo: C (x, ) =3,5x+3,0
1 . igdes:
B >0 (Verdadeiro) Restrigdes
0,5x+0,3y>33
O ponto ndo pertence a regido admissivel porque nao 0,2x+0,3y>24
satisfaz a condigdo x +y > 2. x=0
y20
3. x:namero de hectares de centeio
y: niimero de hectares de tomate Calculos auxiliares:
Restri¢des: 0,5x+0,3y=33
estricdes y o (x,v)=(30,60)
x+y<100 0,2x+0,3y =24
y<30
>0 0,5x +0,3y=33 0,2x + 03y =24
X2
¥20 i B
0 110 0 80
Funcdo objetivo: L (x, y) = 800 x + 1000 y 66 0 120 0

" 68



Propostas de resolucao Geometria II

MAT11FNPR © Porto Editora

Regido admissivel:

110

80
60

0,5x + 0,3y =33

0,2x + 0,3y =24

O 30 66 120

X y C(x,y)=3,5x+ 3,0y

120 0 420
30 60 285 «— Minimo
0 60 330

Deve comprar 30 kg de fertilizante 4 e 60 kg de fertilizante
B.

Pag. 177
x =n.° de presentes do tipo 4

y=n.° de presentes do tipo B

Frutos secos Bombons Lucro
X 3x 6x 10x
y 5y 5y 12y
3x+ 5y 6x + S5y 10x + 12y

Fung@o objetivo: L (x,y)=10x+ 12y

Restrigdes:

3x+5y<45
6x+5y <60
x20
y20

Calculos auxiliares:

{3x+5y=45

9)=(5,6
6x+5y—go ()= (5:0)

3x+5y=45 6x + 5y =60

Regido admissivel:

.

¥
12

6x + 5y =60

9
6 _____
)
1
i v+ S5y=45
l
O 5 10 15 =
X y L(x,y)=10x+ 12y
0 0 0
12 0 120
5 6 122 «— Maximo
0 9 108

Devem ser preparados cinco presentes do tipo 4 e seis do

tipo B.

Pag. 178
x =n.° de embalagens do tipo 4

y=n.° de embalagens do tipo B

Mangas Ananases Prego
X 3x X 4,80x
y y 5y 12y
3x+y x+2y 4,8x + 6y

Fungdo objetivo: R (x, y) = 4,8x + 6y
Restri¢oes:

3x+y<90

x+2y<80

x=0

y=0

Calculos auxiliares:

{3x+y:90 & (x,)=(20,30)
x+2y=280
3x+y=90 x+2y=80
x ‘ y x ‘ y
0 90 0 40
30 ‘ 0 80 ‘ 0

69 [0




Capitulo 3 Programacio linear

Regido admissivel: z
Sx+Sy=45 3x+2y=24 E
b E
x | ¥y x | ¥y g
0 9 0 12 g
9 0 8 0 £
Regido admissivel:
-
Y
3x+2y=24
; SN
i y=35
1
1
IF-=—=—====- s
1
]
o 20 30 80 x : Sx+5y=45
i
O 4 [ 8 9 x
X y R (x,y)=4,8x+ 6y
0 0 0 X y L (x, y)=1600x + 1200y
30 0 144 0 0 0
20 30 276  Méximo 8 0 12 800
0 40 240 6 3 13 200 «— Maximo
4 5 12 400
Devem ser feitas 20 embalagens do tipo A e 30 do tipo B. 0 5 6000

2. x=n.°de toneladas de PPreminum A uma produgdo semanal de 6 toneladas de PPremium e 3
toneladas de PRegular corresponde o lucro maximo de

13 200 euros.

v =n.° de toneladas de PRegular

Fungdo objetivo: L (x, y) = 1600x + 1200y

Pag. 179
Géas (m*) | Tempo (h) 3. x=n.de fatos do modelo 4
X 3x S5x y =n.° de fatos do modelo B
y 2y 5y
3x+2y Sx+5y Fung@o objetivo: L (x,y)=30x+50y
Fabrico Acabamento
Restrigdes: X 3x X
3x+2y <24 y 2y 2y
Sx+5y<45
x=20 Restri¢des:
0<y<5
3x+2y <480
Calculos auxiliares: x+2y <300
3x+2y=24 x20
= (x,y) = (6,3)
Sx+5y=45 y20
5x+5y=45 Célculos auxiliares:
{J’:S <:>(x,y):(4,5)

3x+2y =480
x+2y=300

< (x,»)=(90, 105)
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3x + 2y =480 x+2y =300
X ‘ y x ‘ v
0 240 0 150
160 0 300 0

240

150
105

@) x

X y L(x, y)=30x + 50y

0 0 0
160 0 4800

90 105 7950 « Méximo
0 150 7500

Deve produzir 90 fatos do tipo 4 e 105 fatos do tipo B.

x = namero de carruagens com blocos de granito

y =numero de carruagens com madeira

Fungéo objetivo: L (x, y) = 2500x + 1500y

Restrigdes:
<
x+y<20 x+y<20
>
¥=9 x=9
X (=4
y= 3 -x+3y20
>
x20 x=0

Calculos auxiliares:

x+y=20
S (x,v)=(15,5
{—x+3y=0 () =( )
=20
{Hy  (xp)=(911)
x=9
-x+3y=0
{ ~ < (x,)=(9,3)
x=9
x+y=20 —x+3y=0
X ‘ y X ‘ y
0 20 0 0
20 0 15 5

Propostas de resolucao Geometria II

Regido admissivel:

X y L(x, y) =2500x + 1500y

9 3 27000
15 5 45 000 = Miximo
9 11 39000

15 carruagens devem transportar granito e cinco devem

transportar madeira.

Pag. 180
x =n.° de unidades de P;
y=n.° de unidades de P,
Vitaminas Minerais Calorias
X 2x X S5x
y y 2y 6y
2x+y x+2y S5x + 6y

Fungéo objetivo: C (x, y) = 0,4x + 0,6y

Restri¢des:

2x+y =420
x+2y =500
S5x+6y=2100
x>0
y=20
Calculos auxiliares:
{Zx +y=420

) =(60,300
5x+6y=2100<:>(xy) ( )

5x+6y=2100
{x 4 & (x.y)=(300,100)

x+2y =500

7 [0




20 +y =420 X+ 2y =500 5x+ 6y =2100
X | y X | y X | y
0 420 0 250 0 350

210 0 500 0 420 0

4204 2+ + y=420
350

250

Sx + 6y=2100
(300, 100)
x + 2y =500

O 210 420 500 *

X y C (x,y)=0,4x+ 0,6y

0 420 252

60 | 300 204
300 | 100 180 = Minimo
500 0 200

Deve comprar 300 unidade de P; e 100 unidades de P,.

Seja:
x =numero de quilos de farinha do tipo 4
y =numero de quilos de farinha do tipo B

produzidos diariamente

Milho Trigo Centeio
X 0,3x 0,65x 0,05x
y 0.2y 0,7y 0.1y

Fungdo objetivo: L (x, y) = 0,5x + 0,7y

Restri¢des:
0,3x+0,2y <1200
0,65x+0,7y <3800
0,05x+0,1y <500
x20
y=0

Calculos auxiliares:

0,3x + 0,2y = 1200 0,65x + 0,7y = 3800 0,05x + 0,1y = 500

X ‘ y X ‘ y X ‘ y

Regido admissivel:

¥
6000

0,3x + 0,2y = 1200
5000

(1000, 4500)

0,05x + 0,1y = 500

0 4000 \ 10000 x
0,65x + 0,7y = 3800
X y L (x,y)=0,5x+0,7y
0 0 0
4000 0 2000
1000 | 4500 3650 « Maéximo
0 5000 3500

Devem ser produzidos 1000 kg do tipo 4 ¢ 4500 kg
do tipo B.

Seja:
x =ntmero de embalagens de “Doce da avo”

y =numero de embalagens de “Geleia real”

Péssego Maga
X 0,5x 0,5x
y 0,3y 0,5y

4000 0 5200 600 10 000

0 6000 1000 4500 0 5000
0

Funcao objetivo: L (x, y) =4x + 5y

Restrigdes:

0,5x+0,3y<8
0,5x+0,5y<10
0<x<12
0<y<I2

Célculos auxiliares:

0,5x+0,3y=8
{ AT o (xy) =(10,10)
0,5x+0,5y =10

0,5x+0,5y=10
{ YT s (ny)=(8.12)

y=12

0,5x+0,3y=8 20
S (x,y)=|12,—
{x:12 () ( 3 ]

Capitulo 3 Programacio linear
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0,5x+03y=8 0,5x +0,5y =10
X ’ y X ‘ y
4 20 0 20
16 ‘ 0 20 ‘ 0

Regido admissivel:

-

y

20

0,5x+0,3y=8

0,52 + 0,5y =10

oo e

O 10 12 16 20 X

y L(x,y)=4x+5y

0 0 0

12 0 48

12 @ ~ 81
3

10 10 90
12 92 «— Maximo
12 60

Devem ser produzidos oito embalagens de doce da avo e

doze de geleia real.

Seja:
x = capital a investir em 4
y = capital a investir em B

Fung@o objetivo: L (x, y) = 0,06 x + 0,1y

Restrigdes:
XEy=450000 < 45000
<X —x+3y<0
3 =
>0 x20
120 y=0

Calculos auxiliares:

{x+y:45000

,¥)=(33750,11 250
—x+3y=0 & (xr)=( )

Propostas de resolucao

Geometria II

x+y=45000 —x+3y=0
X | y X | y
0 45000 0 0
45 000 0 45 000 15000
Regido admissivel:
.
y
45 000
x+y=45000
11250 prmmm= =aayral
1
1
O 33750 45000 X

X y L (x,y)=0,06x+0,1y

0 0 0
33750 11250 3150 « Maximo
45 000 0 2700

Deve investir 33 750 euros na modalidade 4 ¢ 11 250 euros

na modalidade B para obter um lucro anual de 3150 euros.

9. Seja:

Pag. 181

x: n.°, em dezenas, de quartos ocupados, por noite, no hotel

VISTASERRA

y:n.°, em dezenas, de quartos ocupados, por noite, no hotel

VISTAMAR

Funcdo objetivo: L (x,y)=x+y

Restrigdes:

2x+y <100
x+2y<120
4x+3y <210
0<x<50
0<y<60

Calculos auxiliares:

2x+y =100 x+2y=120
X ‘ y X ‘ y
0 100 0 60
50 ‘ 0 120 0
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Capitulo 3 Programacio linear

z
>
4x+3y =210 Laranjas Magas Peras E
i Y X x 2x X o
0 70 5 §
30 20 y V y y éﬂ
Regido admissivel Restrigoes:
y! x+2y<500
100 2x+ y <400
2 +y=100 0<y=<230
x=0
70
Resposta: (B).
60
3.2
x+2y=120 TJ
400N 25 + y = 400
(40, 230)
3% ¥=230_ (100, 200)
(45, 10) X+ 2y =500
O 5 x >
50 o) 20 ~
4x + 3y =210
x y Lix,y)=x+y
x y L(x, y) =2,5x + 3y
0 0 0
0 0 0
50 0 50
200 0 500
45 | 10 55 N
100 | 200 850 « Méximo
12 | 54 66 « Méximo
40 | 230 790
0 60 60
0 230 690
A solugdo do problema corresponde a ocupar, por noite, 120
quartos no hotel VISTASERRA e 540 quartos no hotel Resposta: (C).
VISTAMAR.
Pag. 183
1.  Seja:
Pag. 182 9
1. f(2,00=3x2+0=6 x: namero de unidades de 6 kg de M,
f(3,00=3x3+0=9 y: niimero de unidades de 6 kg de M,
f(2,2)=3x2+2=8
fO,1)=3x0+1=1 4 B C
O maximo de /¢ 9. X 3x 2x X
Resposta: (D). y 4y y y
2. Sdo trés solugdes correspondentes aos pontos (0, 2), (1, 1) e Fungdo objetivo: R (x,y) = 120 x+ 100 y
(2,0). Restrigdes:
Resposta: (C). 3x+4y<320
2x+y <180
3.1 Designando por x o nimero de cesto do tipo 4 e por y o x+y <200
>
namero de cestos do tipo B temos: x=0
20

R



MAT11FNPR © Porto Editora

Célculos auxiliares:

{3x+4y =320 - (x,y) _ (80, 20)
2x+y =180
3x + 4y =320 2x+y=180
X ‘ y X ‘ y
0 80 0 180
80 ‘ 20 90 ‘ 0

x
X y R(x,y)=120x + 100y
0 0 0
90 0 10 800
80 20 11 600 = Méximo
0 80 8000

Deve fazer 480 kg de mistura 1 e 120 kg de mistura 2.

Sejam:
x: n.° de questdes de 5 pontos a que a Joana responde
y:n.° de questdes de 10 pontos a que a Joana responde

Funcgao objetivo: C (x,y)=5x+ 10y

Restrig¢oes:

4x+10y <100
0<x<10
0<y<8

Calculos auxiliares:

4x+10y=100
x y
0 10
25 0

Propostas de resolucao

31

Geometria II

Regido admissivel:

-

4x + 10y =100
§) 10 x
X y C(x, y)=5x+ 10y
0 0 0
10 0 50
10 6 110 <« Maximo
5 8 105
0 8 80

A Joana deve responder a 10 questdes de 5 pontos e a 6

questdes de 10 pontos.

Seja:

x: quantidade de ragdo Far X, produzida diariamente, em

toneladas

y: quantidade de ragdo Far Y, produzida diariamente, em

toneladas

Fungdo objetivo: L=x+y

Vitaminas

Sabores

Conservantes

X 2x

X

X

y y

2y

3y

Restrigdes:
2x+y <16
x+2y<I11
x+3y<15
x>0
y=20
x=4Ay=3
2 x4+ 3 <16 (verdade)
4+2x3 <11 (verdade)
4+ 3 x 3 <15 (verdade)

E possivel num so dia, fabricar 4 toneladas de Far X e 3

toneladas de Far Y.
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3.2 Ja se apresentaram as restricdes do problema e a fungdo 2. Ponto 4 (x, 0, 0) g
objetivo. 2x+2y+z=4 x=2 2
Célculos auxiliares: y=0 =y=0; 4(2,0,0) §

2x+y=16 z=0 z=0 ?,,
{ 5 _llﬁ(x,y)=(7,2) £
xtiy= Ponto C (0, y, 0) 5
x+2y=11 2x+2y+z=4 y=2
< (x,y)=3,4)
x+3y=15 x=0 <9x=0; C€(0,2,0)
z=0 z=0
Ponto D (0, 0, z)
x+3y=15 2x+y=16 x+2p=11
x ‘ y x ‘ y x ‘ v 2x+2y+z=4 z=4
0 5 0 16 1 5 x=0 Sax=0; D(0,0,4)
15 0 8 0 11 0 y=0 y=0
Volume = OAXOCxOD =2x2x4=16
Resposta: (A).
Pag. 187

3. a:x=-2y+z=1

ri(x,y,z)=(n~1,m)+k(LLn), ke R

Ponto genéricode r: R(m+k,—1+k, m+kn)

O ponto de interse¢do de r com « satisfaz as seguintes

X y L=x+y condigdes:

0 0 0 m+k=2

8 0 8 —1+k=0 o

7 > 9  Miximo (m+k)=2(=1+k)+(m+kn)=1

3 4 7 m=1 m=1

0 5 5 k=1 k=1
2-2x0+14+n=1 n=-2

. . . Resposta: (C).
A quantidade total de ragdo produzida diariamente sera P ©

maxima se forem produzidas diariamente 7 toneladas de 4. Caleulos auxiliares:
Far X e 2 toneladas de Far Y. dx+y=15 =N (x,y) = (3,5;1)
y=1
Pag. 186 {4x +y=15
1.
x+y=6
b3
m f=—-« b
o+ f== =—-« x
A 2 < 2 54 A 2 {
a+0=2(a+p) a+49=2><§ O=n-«a d

cosa—cos f+cosf =

k)

=cosa—cos[§—a}+cos(n—a)= 3

=cosa—sin—cosa =—sinx

Resposta: (D).

R



Propostas de resolucao Geometria II

L(x,y)=6x+y
L0, D)=6x0+1=1 1.2 [OABC] é um quadrado = OB = CA <
L(3,5;1)=6x3,5+1=22 « Valor maximo
L(3,3)=6x3+3=21

= = Como are |0, temos que a=Z
L(1,5)=6x1+5=11 ) 1
L(0,5)=6x0+5=5
Resposta: (D).

< 20sinax=20cosx < sinax =coso

1.3 f(8)=100 < 200sin &cos @ =100
S B AC =8 o B €] wcos 45 C | s 1
= sin6’c0st9=5

Como ||E|| = ||A_C"|| , temos
(sin & + cos 49)2 =sin” @+cos’ @ +2sinfcos =

||E||2 Xc0s60°=8 . 1
=1+2><5=1+1:2.

1 ——
—=8& =16. .

R
2 1.4 Coordenadas do ponto 4: (10cos ¢,10sin ) .

Logo, "E"=4 Se az%,temos A(Sx/E,Sx/E).

A reta pedida passa em 4 e ¢ perpendicular a AO.

5v2 _

Declivede O4 = —==1

52

Declive da reta pedida: —% =-1

Seja h a altura do tridngulo: y=mx+b

W22 =4 5V2 =5V2x(<1)+b & b=1042
P=16-4 o =12 o
o h=+12 o h=/4x3 =23

Pag. 189
4x2+/3
o= P2B 45 2. ACL-1-2,B(1,1,-2,C(-24,-2)

y=-x+ 102 éuma equagdo da reta.

Resposta: (B). BF =6.

2.1 Se o ponto B tem coordenadas (1, 1, —2) e BF =60 ponto

Pag. 188 F tem coordenadas (1, 1, — 2 +6) = (1, 1, 4).
1. f(x)=200sinxcosx. .
Portanto F'(1, 1, 4) e de igual modo G (—2,4,4) e

1.1 Seja M o ponto de intersecdo das diagonais do losango. E(-1,—1,4).

Entdo: Reta CF:

%:cosa@ﬂ:mcow CF=F-C=(1,1,4)-(-2,4,-2)=(3,-3,6).

o x-1 y-1 z-4

EC =2EA=20cos CF==3"%

L(-8,10,-14) e CF?

—8-1 =10_1 =_14_4 < -3 =-3=-3 (verdade)

?_::Sina@O_E:IOSina

OB =20E =20sina 3 -3 6
OBXCA 20sinax?20cosa O ponto L pertence a reta CF.
A4 [04BC] = = = —
2 2 22 AF=F-A=(1,1,4)-(-1,-1,-2)=(2,2,6)

=200sinareosa =1 (a). AC=C~4=(-2,4-2)-(-1-1,-2)=(-15,0)

MAT11FNPR © Porto Editora
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Capitulo 3 Programacio linear

Seja 7i =(a,b,c) um vetor normal ao plano AFC OW:(I,0,0) f>
i-AF=0 [(a,b,¢)-(2,2,6)=0 0B =20M =(2,0,0) . Logo B (2, 0, 0). :
i AC=0 |(ab (-1,5,0) 0" z

. = ,b,¢ LY = . T H]
- AC=0 ¢ MA e MC s@o os vetores colineares com 7 tais que: o

2a+2 = 1 2 = S g
- a+2b+6¢ O<:> 0b+2b+6¢ 0@ ||MA||:||MC||:||0M||=1

—-a+5b=0 a=5b

Dado que

@{6 ——12b<:>{c=—2b

a=sb T la=sh [F|=+2 , 7= [%%]M—C (1 = —%

7i =(5b,b,-2b)
ou vice-versa, temos:

A=M +MA=(1,0,0)+ [ QQ]:(%%)

Para b= 1, temos 7 =(5,1,-2) .

AFC: 5(x=1)+1(y-1)-2(z-4)=0 & 272
S 5x-5+y-1-2z+8=0¢& o

C =M+ MC = (1,0,0) + o_£ V2|2 2
& 5x+y-2z+2=0. 2 2 2

As coordenadas dos pontos 4, B e C sdo

23 AFC: 5x+y-2z+2=0; y0z:x=0. 2 2 \/— \/—
L—,—1,(2,0,0)e |L,——,—
z—1 2 2
y =
Sx+y-2z+2=0 =2z-2
y—2z o y=2z o l
x=0 x=0 2 .
Y=0 4.  Seja:
x: n.° de quilogramas do produto 4
(x,5,2)=(0,0,1)+k(0,2,1),ke R, por exemplo. )
y: n.° de quilogramas do produto B
SA.-SB SA | SB Proteinas | Gordura Hidratos de
24 SA-SB=0< SALSB carbono
Trata-se da superficie de didmetro [AB]. X 80x 100x 20x
y 20y 100y 70y
3.
x=1 Fung@o objetivo: C (x, y) =2,10x + 3y
r:
y=z
7=(0,1,1) éum vetor diretor de r Restrigoes:
C B 80x+20y >56 7% 8=56
100x+100y 2175 7x25=175
7x10=70
20x+70y =270
M x20
y20
o A Calculos auxiliares:
Como C e 4 sdo pontos de r, 0 ponto M, ponto médio de 80x + 20y = 56 100x + 100y = 175
[CA], também pertence a r sendo M (1, m, m) (pertence a x ¥ x ‘ y
reta x=1Ay=z)e OM -7F=0(OM ¢ perpendicular a 0 28 0 28
0,7 0 0,7 0
CA).
OM =(1, m, m); 7=(0,1,1) 205 +70y =70
x y
OM-7=O<:>(1,m,m)-(0,1,1)=0<:> 0 1
S0+m+m=0e 2m=0m=0 S B

s



Propostas de resolucao Geometria II

Regido admissivel: 1=1+k

] —-1=-5+k

Como o sistema ¢ impossivel, o ponto de coordenadas

80x + 20y = 50 (1, 0, — 1) ndo pertence a reta s.

o STl 2 3l h0s (verdade)
T IN(0.355 1.4) 2 1 -l
1 (1,055 0,7) (5,2,-3)=(1,0,-5)+k(2,1,1),ke R >
20x + 70y =70
. R 5=1+2k k=2
o o7 1,?5\ g B el2=k  olk=2ck=2
100x + 100y = 175 -3=-5+k k=2

O ponto de coordenadas (5, 2, — 3) € o ponto de interse¢do

x y Clx, y)=2,10x +3y das retas r e s.
0 2,8 8,4 Resposta: (C).
035 | 14 4,94
1,05 | 0,7 4,31 « Minimo , , ,
3.5 0 735 3.0 S:i(x=2) +(y-2) +(z-2) =3
a:z=3
Deve comprar 1,05 kg do produto 4 ¢ 0,7 kg do produto B. Projecao da superficie esférica S sobre o plano yOz.
Pag. 190 £
1.
A -
¥ 3 Lo ' b
2
_____ xh
/ 8] 2 ¥
6
_I
3
P +1? :(\/5)2 ot :2<:>r:«/5
sinx+0,1=0< sinx=-0,1
A equagdo sinx+0,1=0 & impossivel no intervalo A interse¢do da superficie esférica S com o plano ¢ é uma
T x circunferéncia de raio igual a NER
[_E’_g} : Resposta: (C).
Resposta: (B).
Pag. 191
4.
x—1 x=1 y z+1
2. rt—=y=—z-leo—=2=""C A B D
2 7 2 1 -l <
X y | 3x+5y | x+3y | 3x+2y | Sx+y
s:(x,9,2)=(1,0,-5)+k(2,1,1),ke R
0 0 0 0 0 0
) r=(21-1); s=(2.L1) 710 21 7 21 35
':% As retas r e s ndo sdo paralelas nem perpendiculares. 5 | 4 35 17 23 29
é (1,0,— 1) é um ponto de r. 3 6 39 21 21 21
-3
z (1,0,-1)=(1,0,-5)+k(2,1,1),ke R &
: Resposta: (B)
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B[ +0+0 -

Reposta: (A).

1.2
a)

b)

80

Pag. 192
B (4,4,0)

V' (2,2, h) sendo 4 a altura da piramide

1
Vpiramide = 3 Area da base x altura

32=§><42><h<:>96=16h<:>h=6

V(,2,0).

4(4,0,0); B(4,4,0); V(2,2,6)
AB=(0,4,0); AV =(-2,2,6)
Seja 7i =(a,b,c) L ABV

{Eoﬁ{(ab@( ,0)=0 o

AV =0 |(a,b,c)-(-2,2,6)=

4b=0 b=0
(=4 ==
—2a+2b+6¢c=0 a=3c

7i=(3c,0,c)

~

Para ¢ =1, temos 7i =(3,0,1).
ABV: 3(x-4)+0(y-0)+1(z-0)=0c
S3x-124z=03x+z=12

Logo, ABV ¢ o plano o .

r:x_6=—l=z—4<:>x—_6=l=z_4

3 3
ri(x,y,z)=(6,0,4)+k(3,-3,1),ke R

%)
|

o8}

—_

R= (6+3k,—3k,4+k),ke R € um ponto genérico da reta r.

Interse¢do da reta » como plano & :3x+z=12.

3(6+3k)+(4+k)=1218+% +4+k=12

S10k=-10k=-

Substituindo k& por — 1 em R, vem:
(6-3,3,4-1)=(3,3,3).

O ponto / de interse¢do da reta » com o plano o tem
coordenadas (3, 3, 3).

Como B (4,4,0)e V' (2,2,6),1(3, 3, 3) é o ponto médio de
[BV].

c) o:3x+z=13
C(0,4,0
§=(3,0,1) ¢ um vetor perpendicular a & pelo que é um
vetor diretor de s.
s:§=%/\=y=4@x=32/\y=4.
d 7=(3-31); §5=(3,01)
( A ) |73 |(3.-3.1)-(3.0.1)|
cos| r,s |= = =
[7[>Is]  vVo+9+1xo+0+1
Co+0+1]
JI9xy10 /190
Entdo, (r:s) ~43,5°.
e 0(0,0z), B(44,0), V(22,06
V0=0-V =(0,0,2)~(2,2,6)=(~2,-2,2—6)
VB=B-V =(4,4,0)-(2,2,6)=(2,2,-6)
VO-VB=0&(-2,-2,2-6)-(2,2,-6)=0 =
14
& —4-4-62+36=066:=28 2=
0,0,—
o003
Pag. 193
2.1 Se tga=%vem:

D Q C
;
I
)/
o ,'r ¥
f’l rx
A B
PE_L o pe- uBe PE=L3C

Logo, P ¢ o ponto médio de [BC] pelo que Q € o ponto
médio de [DC] e, portanto:

p:%@ ¢ DO=~
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Entao
AP AQ:(AB+B—) (E+—Q)=
— 1=\ (= 1—
=(AB+—ADJ(AD+—AB\J:
2 2
— e e (] —
=4B-AD+4 '[5 Bj+
{LT] A—+[1E)~[l—3)=
2 2 2
S D
=0+—A4B AB+EAD AD+ZA -AB =
<L o] + Lo -
2 2 4
1 21— o
=>JaB[ S8 = ()
=48]
22 4AB=2.
PB PB _

a ==tgo o —=tga e PB=2tga

) pTEre e g
P_C=2—P_B=2—2tga:§'

Arapg) = Arancp) — 2A41asr) — Airco)
_ 22_2AB><BP_PC><QC:
2 2
2-2tga)(2-2tgx
~42x2ige- 272 g g7) _
2(1-t 2(1-t
=4-4tga- ( ga)>2< ( ga):
=4—4tga—2(1—2tga+tg2a)=
= 4-dtga-2+4tga -2t a
fle)=2-2t .

b) f(a):§<:>2—2tg2a:§/\ae}0,%[@
<:>—2tg2a=—§Aae}O,§[<:>
@tgza:%/\ae}o,g[@
oael’0 \/g T
=4 tgazT/\ae O’Z =

n
Sa==
6
MAT1ENPR - 06

Propostas de resolucao

Seja:
x =n.° de litros de bebida X fabricados
v =n.° de litros de bebida Y fabricados

Laranja Manga
1 1
X —Xx —Xx
2 2
2 1
y 3y 3J/
Restrigdes:
12
—x+=y<
2x+3y_12 3x+4y<72
<
lx+1yS10<:> 3x+2y<60
2 3 x20
x20 320

=0

Calculos auxiliares

%x+§y=l2
| o (x,)=(16,6)
—x+=-y=10
3y
1.2 Lt
Ex-*- gy:l2 2"7 y
x ¥y X y
0 18
24 0 20 0

Funcao objetivo: f(x, y) = 4x + 5y

x y Sx,y)=4x+5y
0 0 0

20 | 0 80

16 | 6 94

0 18 90

Deve confecionar 16 litros de bebida X e 6 litros de bebida Y.

Geometria II

«— Maximo
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