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Introducao

No ano letivo 2015/2016 entrou em vigor o novo Programa de Matematica A para o 10.° ano de
escolaridade, e as respetivas Metas Curriculares. Tratando-se de documentos orientadores fundamentais
para o planeamento da atividade letiva do 11.° ano, transcrevem-se neste Caderno de Apoio ao Professor
as Metas Curriculares para o Secundario.

Considerando o numero de aulas previstas no Programa para cada tema, apresenta-se uma planificagao
semanal para cada periodo letivo.

O projeto M¥T 11 apresenta, complementarmente ao Manual e ao Caderno de Exercicios, um
Simulador de Testes e um conjunto de recursos multimédia. O Simulador de Testes estara disponivel para
todos os alunos em www.matll.te.pt. Apresenta-se neste Caderno de Apoio ao Professor um guia com
sugestdes de explora¢do para os recursos multimédia que estardo disponiveis em .
Destacam-se, entre estes, as resolucdes animadas de exercicios com grau de dificuldade diversificado.

Para facilitar ao professor a gestdo do tempo, nomeadamente agilizando a correcdo de exercicios em

sala de aula, o projeto M¥T 11 disponibiliza ao professor as seguintes propostas de resolugao:

— propostas de resolugdo de todos os exercicios e das propostas «Serd que...?» do Manual;

— propostas de resolucdo de todos os exercicios do Caderno de Exercicios.

Todas estas propostas estardo disponiveis, em formato projetdvel, em EXNAIEIN -

Para apoiar o professor no trabalho de avaliagdo, o projeto MV¥T 11 disponibiliza seis testes e
20 questdes de aula pensadas para uma duragao aproximada de 30 minutos. Todas estas propostas estarao
disponiveis, em formato editavel, em EIIEVNIERIER

Disponibiliza-se ainda ao professor um banco de questées, ferramenta Util para construir as suas préprias
fichas e testes. Este banco de questdes estard disponivel, em formato editdvel, em IR
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Programa e Metas Curriculares — Matematica A

Ensino Secundario

Nas pdaginas 3 a 69 apresentam-se transcricdes do Programa e Metas Curriculares de Matemdtica A — Ensino Secunddrio,
de janeiro de 2014. A versdao completa do documento pode ser consultada no sitio da Dire¢cdo Geral da Educagao.

Conteudos de 11.° ano

Dominio Conteudos
TRI11 Extensdo da Trigonometria a angulos retos e obtusos e resolugao de tridangulos
38 aulas — Extensdo da definicdo das razdes trigonométricas aos casos de angulos retos e obtusos; Lei dos senos

e Lei dos cossenos;
— Resolugdo de triangulos.

Angulos orientados, angulos generalizados e rota¢des

— Angulos orientados; amplitudes de dngulos orientados e respetivas medidas;
— Rotagdes;

— Angulos generalizados; medidas de amplitude de angulos generalizados;

— Angulos generalizados e rotaces.

Razdes trigonométricas de angulos generalizados

— Circunferéncia trigonométrica (circulo trigonométrico);

— Generalizagdo das definicbes das razoes trigonométricas aos angulos orientados e generalizados e as
respetivas medidas de amplitude;

— Medidas de amplitude em radianos.

FungGes trigonométricas

— As funcGes reais de variavel real seno, cosseno e tangente: dominios, contradominios, periodicidade,
paridade, zeros e extremos locais;

— Férmulas trigonométricas de “reducdo ao 1.° quadrante”: seno e cosseno de x + g ede
x+mx€eER;

— Generalizagdo da férmula fundamental da Trigonometria;

— Equagbes do tipoe sinx = k,cosx =ketgx =k;

— Inequagdes trigonométricas com dominio num intervalo limitado;

— Fungdes trigonométricas inversas;

— Resolugdo de problemas envolvendo razdes trigonomeétricas e a determinacao de distancias;

— Resolugdo de problemas envolvendo func¢des trigonométricas.

GA11 Declive e inclinagdo de uma reta do plano
32 aulas — Inclinagdo de uma reta do plano e relagdo com o respetivo declive.

Produto escalar de vetores

— Produto escalar de um par de vetores;

— Angulo formado por um par de vetores n3o nulos; relacdo com o produto escalar;

— Perpendicularidade entre vetores e relagdo com o produto escalar;

— Simetria e bilinearidade do produto escalar;

— Cdlculo do produto escalar de um par de vetores a partir das respetivas coordenadas;
— Relagdo entre o declive de retas do plano perpendiculares;

— Resolugdo de problemas envolvendo a nogdo de produto escalar.
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Equagodes de planos no espago

— Vetores normais a um plano;

— Relagdo entre a posicdo relativa de dois planos e os respetivos vetores normais;

— Paralelismo entre vetores e planos;

— Equag0Oes cartesianas, vetoriais e sistemas de equagdes paramétricas de planos;

— Resolugdo de problemas envolvendo a nogdo de produto escalar de vetores;

— Resolugdo de problemas relativos a determinacdo de equagdes de retas do plano em situagdes
envolvendo a no¢do de perpendicularidade;

— Resolugdo de problemas envolvendo a determinagdo de equagdes de planos, em situagdes
envolvendo a perpendicularidade;

— Resolugdo de problemas envolvendo equagdes de planos e de retas no espaco.

SuUC11 Conjunto dos majorantes e conjunto dos minorantes de uma parte nao vazia de R
44 aulas — Conjuntos minorados, majorados e limitados;
— Maximo e minimo de um conjunto.

Generalidades acerca de sucessées

— SucessBes numéricas; sucessGes mondtonas, majoradas, minoradas e limitadas;

— Resolugdo de problemas envolvendo o estudo da monotonia e a determinagdo de majorantes e
minorantes de sucessées.

Principio de indugdo matematica

— Principio de indugdo matematica;

— Definicdo de uma sucessdo por recorréncia;

— Demonstragdo de propriedades utilizando o principio de indugdo matematica.

Progressdes aritméticas e geométricas
— Progressdes aritméticas e geométricas; termos gerais e somas de N termos consecutivos;
— Resolugdo de problemas envolvendo progressdes aritméticas e geométricas.

Limites de sucessoes

— Limite de uma sucessdo (casos de convergéncia e de limites infinitos); unicidade do limite; caso de
sucessOes que diferem num numero finito de termos;

— Convergéncia e limitagao;

— Operagbes com limites e situagGes indeterminadas;

— Levantamento algébrico de indeterminagdes;

— Limites de polindmios e de fragdes racionais;

— Limites, lim, a™,lim, Va (a > 0) e lim, n? (p € Q);

— Resolugdo de problemas envolvendo limites de sucessdes.

FRVR11 Limites segundo Heine de fung0es reais de variavel real
56 aulas — Pontos aderentes a um conjunto de nimeros reais;
— Limite de uma fung¢do num ponto aderente ao respetivo dominio;
— Limites laterais;
— Limites no infinito;
— Operagdes com limites e casos indeterminados; produto de uma funcgdo limitada por uma fun¢ao de
limite nulo;
— Limite de uma fung¢do composta;
— Levantamento algébrico de indeterminacgdes;
— Resolugdo de problemas envolvendo o estudo dos zeros e do sinal de fungGes racionais dadas por
P(x)

expressoes da forma ek onde P e Q sdo polinédmios;

— Resolugdo de problemas envolvendo a nogdo de limite de uma funcao.
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EST11
8 aulas

Continuidade de fungdes

— Fungdo continua num ponto e num subconjunto do respetivo dominio;

— Continuidade da soma, diferenca, produto, quociente e composicdo de fungbes continuas;

— Continuidade das fung¢des polinomiais, racionais, trigonométricas, raizes e poténcias de expoente
racional.

Assintotas ao grafico de uma fungdo
— Assintotas verticais e assintotas obliquas ao grafico de uma funcgao;
— Resolugdo de problemas envolvendo a determinagdo das assintotas e da representacdo grafica de

fungBes racionais definidas analiticamente por f(x) = a + %(a, b,c e R);

— Resolugdo de problemas envolvendo a determinagdo de assintotas ao grafico de fungGes racionais e
de funcdes definidas pelo radical de uma funcdo racional.

Derivadas de fungGes reais de variavel real e aplicagées

— Taxa média de variagdo de uma fungdo; interpretacdo geométrica;

— Derivada de uma fung¢do num ponto; interpretacdo geométrica;

— Aplicacdo da nogdo de derivada a cinematica do ponto: fungBes posicdo, velocidade média e
velocidade instantdanea de um ponto material que se desloca numa reta; unidades de medida de
velocidade;

— Derivada da soma e da diferenca de fungdes diferencidveis;

— Derivada do produto e do quociente de fungdes diferenciaveis;

— Derivada da fungdo composta;

— Derivada da fungao definida por f(x) = x?, p inteiro;

— Sinal da derivada de fungdes mondétonas; nulidade da derivada num extremo local de uma fungéao;

— Teorema de Lagrange; interpretagdo geométrica;

— Monotonia das fun¢des com derivada de sinal determinado num intervalo;

— Calculo e memorizagdo da derivada das fun¢des dadas pelas expressdes x,xz,x3,% e Vx;

— Célculo da derivada de funcdes dadas por f(x) = Vx (x ndo nulo se n > 1 impar,x > 0 se n par) ;

— Calculo e memorizagdo das derivadas de fungdes dadas por f(x) = x*(a racional, x > 0) ;

— Calculo de derivadas de fungGes utilizando as regras de derivagdo e as derivadas de fungbes de
referéncia;

— Equacgdes de retas tangentes ao grafico de uma dada funcgao;

— Resolugdo de problemas envolvendo a determinagdo de equagdes de retas tangentes ao grafico de
funcdes reais de varidvel real;

— Resolugdo de problemas envolvendo fungdes posicdo, velocidades médias e velocidades instantaneas
e mudancas de unidades de velocidade;

— Resolugdo de problemas envolvendo a aplicagdo do célculo diferencial ao estudo de func¢des reais de
variavel real, a determinacdo dos respetivos intervalos de monotonia, extremos relativos e absolutos.

Reta de minimos quadrados, amostras bivariadas e coeficiente de correlagdo

— Reta de minimos quadrados de uma sequéncia de pontos do plano;

— Amostras bivariadas; variavel resposta e varidvel explicativa;

— Nuvem de pontos de uma amostra de dados bivariados quantitativos;

— Reta dos minimos quadrados de uma amostra de dados bivariados quantitativos;

— Coeficiente de correlagdo;

— Resolugdo de problemas envolvendo a determinagdo de retas de minimos quadrados;

— Resolugdo de problemas envolvendo amostras de dados bivariados quantitativos e o célculo e
interpretacao dos coeficientes da reta de minimos quadrados e do coeficiente de correlagao.
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Niveis de desempenho

Os descritores especificados na tabela seguinte, que dizem respeito a propriedades que os alunos devem
reconhecer, a procedimentos que devem efetuar ou a problemas que devem resolver, foram assinalados, nas
Metas Curriculares, com o simbolo «+». Para estes descritores especificaram-se, no Caderno de Apoio,
diferentes niveis de desempenho, materializados em exemplos de complexidade variada que poderdo ser
propostos aos alunos. Os exemplos que no Caderno de Apoio se encontram assinalados com um ou dois
asteriscos correspondem a desempenhos progressivamente mais avangados que ndo serdo exigiveis a
totalidade dos alunos, estando os restantes associados a um desempenho considerado regular. Pretende-se
assim estabelecer, para estes descritores, um referencial que permita ao professor apreender o grau de
exigéncia requerido.

LTC101.16, 2.19, 3.1, 3.2.
ALG101.1,1.2,1.11,2.1,2.2,2.4,2.5,3.1,4.2,4.5,4.11,5.1,5.2,5.3.

10.° ano GA101.2,1.4,1.10,1.11,2.1,35,3.6,4.1,6.1,6.2,6.3,7.5,7.6,10.1, 11.1, 11.2.
FRVR101.11, 2.6, 2.7,2.8,2.10,4.8,6.1,6.2, 6.3, 6.4.

EST103.2,3.3,5.1,5.2.

TRI111.6,8.1,9.1,9.2,9.3,9.4.
GAl114.1,4.2,4.3,4.4.

11.° ano SUC113.3,5.2,5.3,6.3,7.1,7.2,7.3,7.4.
FRVR114.1,4.2,4.3,4.4,45,7.13,9.1,9.2,9.3.
EST111.3,2.1,2.2,2.3.

CC122.4,2.5,2.8,2.10,3.3,3.4,4.1,4.2, 4.3.
PRB123.1,3.2,3.3.
FRVR123.1,5.1,5.2,5.3, 5.4, 5.5.

12.° ano TRI121.1,1.2,2.1,4.1,4.2.
FEL124.3,6.1,6.2, 6.3, 6.4.

PCI121.7,3.1, 3.2, 3.3.
NC121.3,4.3,5.1,6.1,6.2,6.3,6.4, 6.5, 6.6.

Por outro lado, alguns descritores (LTC10 2.9; ALG10 1.4; GA10 1.9, 8.3; TRI11 1.4; GA11 2.8, 2.9, 3.8; SUC11
6.8, 6.29, 6.30; FRVR11 7.8, 7.11; CC12 2.3; FRVR12 4.3, 4.4; FEL12 1.4, 2.1, 2.2, 2.3, 3.11, 4.1), relativos a
propriedades que os alunos devem provar, encontram-se igualmente assinalados, nas Metas Curriculares, com o
simbolo «+». Entende-se, neste caso, que embora todos os alunos devam conhecer o resultado em causa e saber
aplicd-lo, a elaboracdo da respetiva demonstracdo é facultativa, ndo sendo portanto exigivel aos alunos.
Finalmente, nos dominios LTC10, ALG10, SUC11, FRVR11, FRVR12, CC12, PRB12 e FEL12 encontram-se
assinalados com o simbolo «#» alguns descritores relativos a conjuntos de demonstracdes muito semelhantes
entre si, ficando ao critério do professor quais devem ser tratadas como exemplo.
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Indicagdoes metodologicas

Tendo em consideracdo, tal como para os niveis de desempenho, as circunstancias de ensino (e, de modo
muito particular, as caracteristicas das turmas e dos alunos), as escolas e os professores devem decidir quais as
metodologias e os recursos mais adequados para auxiliar os seus alunos a alcangar os desempenhos definidos
nas Metas Curriculares.

A experiéncia acumulada das escolas e dos professores constitui um elemento fundamental no sucesso de
qualquer projeto educativo, ndo se pretendendo, por isso, espartilhar e diminuir a sua liberdade pedagdgica nem
condicionar a sua prética letiva. Pelo contrario, o presente Programa reconhece e valoriza a autonomia das escolas
e dos professores, ndo impondo portanto metodologias especificas.

Sem constituir ingeréncia no seu trabalho, nota-se, contudo, que a aprendizagem matemadtica é estruturada
em patamares de crescente complexidade, pelo que na pratica letiva devera ter-se em atencdo a progressao dos
alunos, sendo muito importante proceder-se a revisdes frequentes de conteudos ja lecionados com vista a sua
consolidagdo, incluindo alguns ja conhecidos do Ensino Basico.

Utilizagao da tecnologia

As salas de aulas estao, em geral, dotadas de determinados equipamentos que podem constituir uma mais-
valia para a pratica letiva. A tecnologia no Ensino Secundario deve, portanto, ser aproveitada para ajudar os
alunos a compreender certos conteludos e relagdes matematicas e para o exercicio de certos procedimentos;
essa utilizacdo deve, no entanto, ser criteriosa, jd que, caso contrario, pode condicionar e comprometer
gravemente a aprendizagem e a avaliagdo.

Os professores e os alunos tém ao seu dispor, por exemplo, um vasto conjunto de recursos que facilitam o
calculo, as representagBes geométricas e a representacdo grafica de fungdes, mas importa que os alunos
adquiram capacidade critica para reconhecer as situagées em que a tecnologia ndo permite sé por si justificar a
adequacao dos resultados encontradas ao problema proposto ou ilustrar devidamente os conceitos e
procedimentos matematicos envolvidos.

A utilizagdo da tecnologia ndo pode, pois, substituir a compreensdo conceptual, a proficiéncia no cdlculo e a
capacidade de resolver problemas. Assim, os alunos devem dominar procedimentos como operar com
polindmios, efetuar representacdes de graficos de funcdes, resolver equacdes, calcular limites e derivadas sem
necessitarem de utilizar recursos tecnolégicos (calculadoras, computadores, etc.) que substituam algumas das
capacidades matematicas inerentes a esses procedimentos. Apenas a memorizacdo e a compreensao cumulativa
de conceitos, técnicas e relagbes matemadticas permitem alcancar conhecimentos progressivamente mais
complexos e resolver problemas progressivamente mais exigentes.

Em particular o professor deve alertar os alunos para as limitacdes das calculadoras e computadores, sublinhando
sempre a importancia de relacionar quer as representacdes graficas observadas, quer os valores encontrados,
com o conhecimento tedrico que permite atribuir o devido significado a essas representacdes e valores. E um
erro grave, por exemplo, pensar que a simples consideracdo de resultados obtidos através de uma calculadora
permite verificar se um ndmero é irracional (ja que esta apenas apresenta uma aproximacao de um dado nimero
como dizima finita até determinada ordem), concluir que uma funcdo definida numa infinidade de pontos é
mondtona (teria de calcular-se o valor da funcdo em cada ponto do respetivo dominio, e ndo apenas num
subconjunto finito do mesmo, que é o que na realidade qualquer calculadora faz, alids em geral apenas com
determinado grau de aproximacdo), se uma sucessdo é convergente, ou, de maneira geral, deduzir qualquer
propriedade do grafico de uma fungao que necessite do conhecimento dos valores da fungdo numa infinidade de
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pontos do dominio (continuidade, diferenciabilidade, limites, assintotas, resultados positivos de concavidade e
monotonia, extremos, etc.). No entanto, o conhecimento prévio de propriedades analiticas de uma fung¢do ou
funcbes pode, em muitos casos, permitir uma utilizacdo adequada das potencialidades da calculadora para
visualizar partes particularmente interessantes dos respetivos graficos, obter valores aproximados de solugdes de
equacles, de extremos e pontos de extremo, etc. As propriedades que, em cada caso, serda necessario
estabelecer antes de se poderem extrair conclusGes justificadas a partir do que se observa na calculadora ou
computador dependem, evidentemente, da questdo que se pretende resolver, podendo mesmo resumir- -se, em
certos casos, a simples continuidade; apenas em casos em que o conhecimento de um numero finito de pontos
do gréfico permite extrair alguma conclusdo segura (situacdes de inexisténcia de monotonia ou de sentido
determinado de concavidade em determinado intervalo, por exemplo) é possivel praticamente prescindir de um
conhecimento prévio de alguma propriedade analitica da funcdo em estudo.

Como é evidente, a calculadora grafica pode sempre ser utilizada para ilustrar propriedades de gréficos de
fungdes adequadamente escolhidas pelo professor, ou para que o aluno teste o resultado de variagGes de
parametros em classes de fun¢des de que ja tenha algum conhecimento tedrico e, de maneira geral, para uma
abordagem experimental ao estudo de fung¢des, desde que devidamente controlada e acompanhada de uma
analise critica da validade de conjeturas que essas experiéncias possam induzir.

Neste sentido, considera-se que no Ensino Secunddrio a tecnologia, e mais especificamente a calculadora
grafica, deve ser utilizada em sala de aula e consequentemente em certos instrumentos de avaliacdo (na
resolucdao de problemas requerendo calculos de valores aproximados de solu¢gdes de determinado tipo de
equacgdes ou de fungbes envolvendo, por exemplo, razdes trigonométricas, logaritmos, ou exponenciais) mas que
se deve evitar a sua utilizacdo em outras provas de avaliagdo em que os conteldos e capacidades envolvidas
claramente o ndo justifiquem ou mesmo o desaconselhem.

Avaliacao

O Decreto-Lei n.° 139/2012, de 5 de julho, alterado pelo Decreto-Lei n.° 91/2013 de 10 de julho, estabelece os
principios orientadores da organiza¢do, da gestdo e do desenvolvimento dos curriculos do Ensino Basico e do
Ensino Secundario, bem como da avaliagdo dos conhecimentos adquiridos e das capacidades desenvolvidas pelos
alunos do Ensino Basico ministradas em estabelecimentos escolares publicos, particulares e cooperativos.

Os conhecimentos a adquirir e as capacidades a desenvolver pelos alunos do Ensino Secundario, na disciplina
de Matematica A, tém como referéncia o programa dessa disciplina e as respetivas Metas Curriculares definidas
por ano de escolaridade. E este documento que permitird cumprir a funcdo de regulagdo do percurso de
aprendizagem que a avaliagcdo do desempenho dos alunos devera assumir.

Os resultados dos processos avaliativos (de carater nacional, de escola, de turma e de aluno) devem contribuir
para a orientagdo cientifico-pedagdgica do ensino, para que se possam superar, em tempo Uutil e de modo
apropriado, dificuldades de aprendizagem identificadas e, simultaneamente, reforcar os progressos verificados.
Todos estes propdsitos devem ser concretizados recorrendo a uma avaliagdo diversificada e frequente,
contribuindo para que os alunos adquiram uma maior consciéncia do seu nivel de conhecimentos e valorizem a
avaliagdo como um processo promotor de melhores desempenhos.

A classificacdo resultante da avaliacdo interna no final de cada periodo, guiada pelos critérios de avaliacdo da
disciplina de Matematica A definidos em cada agrupamento de escolas/escola ndo agrupada, deverd traduzir
com fidelidade o nivel de desempenho do aluno no que se refere ao cumprimento do programa e das respetivas
metas curriculares.
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Metas Curriculares para o Ensino Secundario — Matematica A

O presente documento descreve o conjunto das metas curriculares da disciplina de
Matematica A que os alunos devem atingir durante o Ensino Secundario. Os objetivos gerais,
completados por descritores mais precisos, encontram-se organizados em cada ano de
escolaridade, por dominios e subdominios, segundo a seguinte estrutura:

Dominio
Subdominio
1. Objetivo geral
1. Descritor
2. Descritor
Os diferentes descritores estdo redigidos de forma objetiva, numa linguagem rigorosa
destinada ao professor, devendo este selecionar uma estratégia de ensino adequada a
respetiva concretizacdo, incluindo uma adaptac¢do da linguagem, sempre que seja necessaria.
O significado preciso de certos verbos com que se iniciam alguns descritores («identificar»,
«designar», «referir», «representar», «reconhecer», «saber», «provar», «demonstrar»,
«justificar») encontra-se definido no paragrafo intitulado «Leitura das Metas Curriculares».

A préatica letiva obriga, naturalmente, a frequentes revisbes de objetivos gerais e
descritores correspondentes a anos de escolaridade anteriores. Estes pré-requisitos ndo se
encontram explicitados no texto, devendo o professor identifica-los consoante a necessidade,
a pertinéncia e as caracteristicas préprias de cada grupo de alunos.

Optou-se por formar uma sequéncia de objetivos gerais e de descritores, dentro de cada
subdominio, que corresponde a uma progressdo de ensino adequada, podendo no entanto
optar-se por alternativas coerentes que cumpram o0s mesmos objetivos e respetivos
descritores. De um modo mais geral, as Metas Curriculares ndo devem ser entendidas como
um sumario sequencial dos conteddos a lecionar, podendo em particular ser proveitoso o
tratamento em simultaneo de descritores pertencentes a objetivos gerais ou mesmo a
dominios distintos. Existem mesmo circunstancias em que se torna necessario um tal
procedimento; com efeito, a arrumacdo dos tdpicos por dominios tematicos, e
simultaneamente respeitando dentro de cada dominio uma determinada progressdo, a isso
pode levar, dada a propria natureza e interligagdo dos conteudos e capacidades matematicas.

Sao também disponibilizados aos professores Cadernos de Apoio as presentes metas
curriculares (um por ano de escolaridade) contendo, em alguns casos, suportes tedricos aos
objetivos e descritores, bem como exemplos de concretizacdo de alguns deles. Nesses
documentos, os niveis de desempenho esperados foram objeto de especificagao.
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Leitura das Metas Curriculares

«ldentificar»/«Designar»/«Referirn/ O aluno deve utilizar corretamente a designa¢io
referida, sabendo definir o conceito apresentado como se indica ou de forma equivalente.

«Reconhecer»: O aluno deve apresentar uma argumenta¢do coerente, ainda que
eventualmente mais informal do que a explica¢do fornecida pelo professor. Deve, no entanto,
saber justificar isoladamente os diversos passos utilizados nessa explicagao.

«Saber»: O aluno deve conhecer o resultado, mas sem que lhe seja exigida qualquer
justificacdo ou verificagdo concreta.

«Provarn/«Demonstrar»: O aluno deve apresentar uma demonstra¢gdo matematica tdo
rigorosa quanto possivel.

«lJustificar»: O aluno deve justificar de forma simples o enunciado, evocando uma propriedade
ja conhecida.

Certos descritares encontram-se assinalados com o simbolo «+».

e Relativamente aos que correspondem a propriedades que os alunos devem
reconhecer, a procedimentos que devem efetuar ou a problemas que devem resolver,
especificaram-se nos Cadernos de Apoio diferentes niveis de desempenho.

¢ Quanto aos relativos a propriedades que os alunos devem provar, entende-se que,
embora todos devam conhecer o resultado em causa e saber aplicd-lo, a elaboracao da
respetiva demonstragao € facultativa, ndo sendo portanto exigivel aos alunos.

Por outro lado, certos grupos de descritores de um mesmo objetivo geral, relativos a

conjuntos de demonstra¢ées muito semelhantes entre si, encontram-se assinalados com o
simbolo «#», ficando ao critério do professor quais devem ser tratadas como exemplo.
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10.° ano

Lagica e Teoria dos Conjuntos LTC10

Introducdo a Légica bivalente e a Teoria dos conjuntos

1. Operar com proposicdes

1L

10.

1%

12.

13.

Designar por «proposi¢cao» toda a expressao p suscetivel de ser «verdadeira» ou «falsa»
e designar estes atributos por «valores l6gicos».

Saber que uma proposi¢do ndo pode ser simultaneamente verdadeira e falsa e designar
esta propriedade por «Principio de nao contradigao».

. Saber, dadas proposi¢des p e g, que «p € equivalente a g» € uma proposi¢ao, designada

por «equivaléncia entre p e g», que € verdadeira se e somente se p e g tiverem o
mesmo valor logico e representd-la também por «p < g».

Saber, dada uma proposic¢ao p, que «ndo p» é uma proposi¢ao, designada por «negacao
de p», que & verdadeira se p for falsa e é falsa se p for verdadeira e representa-la
também por «~p».

. Justificar, dada uma proposi¢do p, que ~(~p) & p, designando esta propriedade por

«lei da dupla nega¢aon.

. Saber, dadas proposicdes p e g, que «p e g» € uma proposicdo, designada por

«conjuncdo de p e g», que € verdadeira se e somente se p e g forem simultaneamente
verdadeiras, e representd-la também por «p A g».

. Saber, dadas proposicdes p e g, que «p ou g» € uma proposicio, designada por

«disjungdo de p e g», que & falsa se e somente se p e g forem simultaneamente falsas,
representa-la também por «p V g» e justificar que p V ~p € uma proposicdo verdadeira,
designando esta propriedade por «Principio do terceiro excluido».

. Saber, dadas proposi¢cdes p e g, que «p implica g» € uma proposi¢ao, designada por

«implicagdo entre p e g», que é falsa se e somente se p for verdadeira e g for falsa,
representa-la também por «p = g», designar p por «antecedente» e g por
«consequente» da implica¢do e reconhecer, dada uma proposi¢do r, que se p = g e
g=>rentaop>r.

Saber que, por convengdo, em qualquer sequéncia de operagdes logicas, a menos de
utilizacdo de parénteses, se respeitam as seguintes prioridades: negacdo; conjuncdo e
disjunc¢ao; implicacdo e equivaléncia.

#Provar, dadas proposi¢des p e g, que a proposicdo ~(p = q) é equivalente a
proposicao p A ~q.

ftProvar, dadas proposicbes p e g, que a proposicdo p < g € verdadeira se e somente
se p = q e g = p forem ambas proposicdes verdadeiras e designar esta propriedade
por «principio da dupla implicacao».

#Provar, dada uma proposi¢do p e representando por V (respetivamente F) uma
qualquer proposicdo verdadeira (respetivamente falsa), que pAV & p, pvVV &V,
pVF o pepAF & F.

#Provar, dadas proposi¢desp e q, que ~(pAq) © ~pV~qeque ~(pVq) & ~pA~q
e designar estas equivaléncias por «Primeiras Leis de De Morgan».
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12

14.

15.

16.

#Provar, dadas proposicdes p,q e r, que (pAgQ)Ar e pA(GQAT), pAg=qgAp e
que (pAg)Vr e (pVvr)A(gVr), bem como as que se obtém permutando em todas
as ocorréncias os simbolos «A» e «V», e designd-las respetivamente por
«associatividade», «comutatividade» e «distributividade».

#Provar, dadas duas proposi¢bes p e g, que a proposigao p = g € equivalente a
proposigao ~g = ~p, designar esta ultima implicagdo por «implicagdo contrarreciproca
da implicacdo p = g».

+Simplificar expressées envolvendo operacdes com proposi¢des, substituindo-as por
proposi¢cdes equivalentes envolvendo menos simbolos, e determinar o respetivo valor
l6gico sempre que possivel.

2. Relacionar condicdes e conjuntos

1.

Designar por «expressdo proposicional» ou por «condicdo» uma expressao p(x)
envolvendo uma variavel x tal que, substituindo x por um objeto a, se obtém uma
proposi¢cao p(a).

Saber, dada uma condicdo p(x), que «qualquer que seja x, p(x)» € uma proposi¢ao que
é verdadeira quando e apenas quando se obtém uma proposicdo verdadeira sempre
que se substitui x em p(x) por um objeto arbitrario, representa-la por «Vx, p(x)», e
designar o simbolo «¥» por «quantificador universal».

Identificar uma condi¢do p(x) como «universal» se Vx,p(x) for uma proposi¢cao
verdadeira e reconhecer que a disjuncdo de qualquer condicdo com uma condicdo
universal € uma condi¢do universal.

Saber, dada uma condigao p(x), que «existe x tal que p(x)» € uma proposi¢ao que €
verdadeira se e somente se, para pelo menos um objeto a, p(a) for verdadeira,
representa-la por «3x: p(x)» e designar o simbolo «3» por «quantificador existencial».
Identificar uma condi¢do p(x) como «possivel» se Jx:p(x) for uma proposicdo
verdadeira, como «impossivel» se ndo for possivel e reconhecer que a disjuncao de
qualquer condigado com uma condi¢do possivel € uma condi¢ao possivel e a conjungdo
de qualquer condi¢do com uma condi¢do impossivel € uma condicao impossivel.

Saber, dada uma condig¢do p(x), que a negacao da proposi¢do Vx, p(x) € equivalente a
proposicao Ix: ~p(x) , que a negacao da proposi¢ao Ix:p(x) € equivalente a
proposi¢do Yx, ~p(x), designar estas propriedades por «Segundas Leis de De Morgany,
reconhecendo-as informalmente em exemplos, e justificar que a negacdo de uma
condi¢ao universal € uma condi¢ao impaossivel e vice-versa.

Representar, dada uma condicdo p(x) e um conjunto U, a proposicdo vx, x € U = p(x)
por «Vx € U,p(x)», e, no caso de ser verdadeira, designar p(x) por «condigao universal
em U».

Representar, dada uma condi¢do p(x) e um conjunto U, a proposi¢do Ix:x € U Ap(x)
por «3x € U: p(x)», no caso de ser verdadeira designar p(x) por «condigao possivel em
U» e, no caso contrario, por «condicdo impossivel em /».

. +Reconhecer, dada uma condigdop(x) e um conjunto/, que a negacdo da

proposi¢do Vx € U, p(x) é equivalente a proposi¢do 3 x € U: ~p(x), que anegagdo da
proposicdo 3 x € U: p(x) é equivalente a proposi¢do Vx € U, ~p(x) e designar um
elemento a € U tal que ~p(a) como um «contraexemplo» para a proposicao
vx € U, p(x).

Fotocopiadvel © Texto | MVT 11



10.

11.
12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Representar, dada uma condi¢do p(x), por «{x: p(x)}» um conjunto A tal que
Vx,x € A © p(x), designando a igualdade A ={x: p(x)} por «definigdo em
compreens3do do conjunto A pela condi¢do p(x)».

Saber, dados conjuntos Ae B, que A = B seesomenteseVx, x EA © x € B.
Designar, dado um objeto a e um conjunto A, a por «elemento de A» quando a € A4,
dados objetos a,,...,a; (k € N), representar por «{a,,...,a;}» o conjunto A cujos
elementos sdao exatamente a,,..,a; e designar a igualdade A4 = {a,,..,a;} por
«definicdo em extensdo do conjunto A de elementos a4, ..., a;».

Identificar, dada uma condi¢do p(x) e um conjunto U, o conjunto {x : x € U Ap(x)}
como «conjunto definido por p(x)em U» (ou «conjunto-solugdo de p(x) em U») e
representa-lo também por «{x € U : p(x)}».

Identificar, dados conjuntos A e B, o «conjunto unido (ou reunidao) de A e B» e 0
«conjunto interse¢do de A e B» respetivamente como AUB={x:x€A VXE B} e
ANB={x:x€A Ax € B}.

Identificar, dados conjuntos 4 e B, A como estando «contido em B» («A € B») quando
Vx, x€ A = x € B e, nesse caso, designar A por «subconjunto de B» ou por «uma
parte de B».

Designar, dados conjuntos 4 e B, por «diferengaentre Ae B» o conjunto{x € A: x & B}
e representa-lo por A\B ou simplesmente por B quando B C A e esta nota¢do nao for
ambigua, designando-o entdo por «complementar de B em A».

Justificar, dadas condi¢oes p(x) e g(x), que a proposicao Vx,p(x) © g(x) é
equivalente a proposicao Vx, (p(x) = q(x)) A(g(x) = p(x)) e designar uma
demaonstra¢do da segunda proposi¢cao por «demonstragcdo por dupla implicagdao» da
primeira.

Reconhecer, dados conjuntos A e B, que A=F seesomentese AcBeBcAe
designar esta propriedade por «principio da dupla inclusdo».

+Reconhecer, dadas condicdes p(x)e g(x), que a nega¢do da proposicdo
«Vx, p(x) = g(x)» € equivalente a proposicdo «3x:p(x) A~g(x)», isto é, que essa
proposicao € falsa se e somente se existir a tal que p(a) é verdadeira e g(a) ¢ falsa.
lustificar, dadas condi¢des p(x)e g(x), que a proposicdo Vx,p(x) = q(x) é
equivalente a proposicdo Vx,~q(x) = ~p(x), designar a segunda proposi¢cdo por
«contrarreciproco» da primeira e uma demonstracdo da segunda proposi¢cdo por
«demonstragao por contrarreciproco» da primeira.

3. Resolver problemas

1. +Resolver problemas envolvendo operag¢des logicas sobre proposi¢coes.
2. +Resolver problemas envolvendo operac¢des sobre condicdes e sobre conjuntos.
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Algebra ALG10

Radicais

1. Definir e efetuar operacdes com radicais

1.

10.

11.

+Reconhecer, dados dois numeros reais a € b e um niumero n € N impar, quese a < b
entdoa”™ < b™.

+Reconhecer, dados dois ndmeros reais a e b @ um numero n € N par, que se
0<a<bentiod<a®<b"esea<b<0 entdoa™ > h" = 0.

. Saber, dado um ndmero real @ e um nimero n € N impar, que existe um nimero real b

tal que b™ = a, provar que é unico, designa-lo por «raiz indice n de a» e representa-lo

por «Va».

+Saber, dado um nimero real positivo a e um ndmero n € N par, que existe um namero
real positivo b tal que b™ = a, provar que (—b)"™ = a e que nao existe, para além de b
e de - b, qualquer outra solu¢io da equacdo x™ = a, designar b por «raiz indice n de a»

e representa-lo por «Va».

. Justificar, dado um numero natural n, que 0 € o unico numero real cuja poténcia de

expoente n € igual a 0 e, por esta razao, representa-lo também por «V0» («raiz indice n
de O»).

#fProvar, dados numeros reais ndo negativos @ € b e um numero n € N par, que
Va x Vb = ¥Va x b e reconhecer que, param € N, ('{/E)m = Ya™.

#Provar, dados nameros reais a € b € um namero n € N impar, que Va x ’V_ = m
e reconhecer que, param € N, ('{/E)m = Ya™,

#Provar, dados numeros reais a e b (respetivamente numeros reais a € b nao
negativos), b # 0, e um nuimero n € N impar (respetivamente um numero n € N par),

que % = i]% e justificar que param € N, (m_m =W,

#Provar, dados numeros naturais n e m (respetivamente niumeros naturais impares n e
m) e um numero real ndao negativo a (respetivamente um nuamero real a), que

n

!m\/a - nm\/a_
Designar também por «fra¢do» a representacao «%» do quaciente entre nimeros reais
ae b (com b*0), a e b, neste contexto, respetivamente por «numerador» e

«denominador» e identificar duas fragdes como «equivalentes» quando representam o
MEesmo NUMero.

+Racionalizar denominadores da forma a%, ou avh + c\/E (@ e ¢ numeros inteiros,
b,d,n nimeros naturais, n > 1).
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Poténcias de expoente racional

2. Definir e efetuar operacdes com poténcias de expoente racional

1.

5:

+Reconhecer, dado um namero real ndo negativo a e um nimero racional ndo negativo

'
m m - " "
glg#0sea=0),g= == (sendo m,n,m’ e n’ nimeros inteiros, m,m’' =0 e

r
1n n '
n,n = 2),que Ya™ = va™.
+ldentificar, dado um nimero real ndo negativo a e um ndmero racional ndo negativo

qg= % (m e n nimeros inteiros, m = 0en = 2), g #+ 0 se a = 0, a «poténcia de base a

e de expoente g», a, como Ya™, reconhecendo que este nimero ndo depende da

fracao escolhida para representar g, e que esta definicdo € a unica possivel por forma a

b

- c . - o
estender a propriedade (a”) = a”° a expoentes racionais positivos.

Identificar, dado um numero real positivo a e um numero racional positivo g, a

2 ¥ e 1
«poténcia de base a e de expoente —g», a9, como =g reconhecendo que esta
b

definicdo € a dnica possivel por forma a estender a propriedade a ki

Xat=a a
expoentes racionais.

+Reconhecer que as propriedades algébricas previamente estudadas das poténcias de
expoente inteiro (relativas ao produto e quociente de poténcias com a mesma base,
produto e quociente de poténcias com o mesmo expoente e poténcia de poténcia)
podem ser estendidas as poténcias de expoente racional.

+Simplificar expressdes envolvendo radicais e poténcias.

3. Resolver problemas

1.

+Resolver problemas envolvendo operag¢des com radicais e com poténcias.

Divisdo inteira de polinémios

4. Efetuar operagdes com polinomios

L
2

Designar um polinémio P com apenas uma variavel x por «P (x)».
+Reconhecer, dados polindmios ndo nulos A(x) e B(x), que o grau do polindmio
A(x)B(x) é igual a soma dos graus de A(x) e de B(x).

. Saber, dados polinémios A(x) e B(x), B(x) ndo nulo, que existem dois unicos

polindmios Q(x) e R(x) tais que R(x) ou € o polindmio nulo ou tem grau inferior ao
grau de B(x) e A(x) = B(x) X Q(x) + R(x), e designar, neste contexto, A(x) por
«polinémio dividendo», B(x) por «polindmio divisor», Q(x) por «polindmio quociente»
e R(x) por «polinémio resto» da «divisdo inteira» (ou «divisdo euclidiana») de A(x) por
B(x).

Determinar, dados polindmios A(x) e B(x) , B(x) nao nulo, as formas reduzidas dos
polindmios quociente e resto da divisdo inteira de A(x) por B(x).

+Reconhecer, dado um polinémio P(x) e um numero a € R, que aplicando a «regra de
Ruffini» se obtém o quociente e o resto da divisao inteira de P(x) por x — a.

Provar, dado um polindmio P(x) e um nimero a € R, que o resto da divisdo inteira de
P(x) por x — a é igual a P(a) e designar esta propriedade por «Tearema do Resto».
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7. Designar, dado um polindmio P(x), por «raiz do polindmio» (ou «zero do polindmio»)
qualquer nimero real a tal que P(a) = 0.

8. Identificar um polinémio P(x) como «divisivel» por um polinémio Q(x) ndo nulo se o
resto da divisao euclidiana de P(x) por @(x) € nulo.

9. Provar, dado um polindmio P(x) de grau n € N e um ndmero real @, que a € uma raiz
de P(x), se e somente se P(x) for divisivel por x — a e que, nesse caso, existe um
polinémio Q(x) de grau n — 1 tal que P(x) = (x — a)Q(x).

10. Identificar, dado um polindmio P(x) e uma raiz a de P(x), a «multiplicidade de a»
como o maior numero natural n tal que existe um polinomio Q(x) com
P(x) = (x — a)™"Q(x), justificar que nesta situacdo Q(a) # 0 e designar a por «raiz
simples» quando a respetiva multiplicidade é igual a 1.

11. +Reconhecer, dado um polindmio P(x) de graun € N cujas raizes (distintas) x,, x,,...,.x;
tém respetivamente multiplicidade n,, n,,...n; , que n; + n, + -+ n; < n e que existe
um polinédmio Q(x) sem raizes tal que P(x) = (x — x;)™ (x — x,)™2 ... (x — %)™ Q (x),
tendo-se n; + n, + -+ + n;, = n se e somente se Q(x) tiver grau zero.

12. Reconhecer, dado um polindmio P(x) de coeficientes inteiros, que o respetivo termo de
grau zero é multiplo inteiro de qualquer raiz inteira desse polindmio.

5. Resolver problemas

1. +Resolver prablemas envolvendo a divisao inteira de polindmios e o Teorema do resto.

2. +Resolver problemas envolvendo a fatorizacdo de polindmios de que se conhecem
algumas raizes.

3. +Resolver problemas envolvendo a determinagcdo dos zeros e do sinal de fungdes
polinamiais de grau superior a dois.
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Geometria Analitica GA10

Geometria Analitica no plano

1. Definir analiticamente conjuntos elementares de pontos do plano

1

10.

Designar por «referencial ortonormado» um referencial ortogonal e monométrico de
um dado plano, tal que a unidade de comprimento comum aos eixos coordenados
coincide com uma unidade de comprimento pré-fixada e, dados niumeros reais a, e a,,
designar por «A(a,,a,)», o ponto A de abcissa a, e ordenada a, nesse referencial.

+Reconhecer, fixada uma unidade de comprimento, dado um plano munido de um
referencial ortonormado e pontos A(a,, a,) e B(b,, b,) pertencentes a esse plano, que

a medida da distancia entre A e B é igual a /(b —a;)? + (b, — a,)?, e representa-la
por « d(A, B)».

Demonstrar, dada uma reta numérica e dois pontos A e B de abcissas a e b
respetivamente, que a abcissa do ponto médio do segmento de reta de extremos Ae B
Zd a+b

éigual a —

+Reconhecer, utilizando argumentos geométricos baseados no Teorema de Tales ou em

consequéncias conhecidas deste Teorema, que, dado um plano munido de um

referencial ortonarmado e dois pontos A(a,, a,) e B(hy, b,) pertencentes a esse plano,
a;+b; a,+b,

Designar, dado um plano munido de um referencial ortonormado, por «equacio

cartesiana» (respetivamente por «inequagao cartesiana») de um conjunto € uma

as coordenadas do ponto médio do segmento de reta |AB] sdo (

equacdo (respetivamente inequacdo) cujas solu¢des sdo as coordenadas dos pontos de C.
Determinar, dado um plano munido de um referencial ortonormado e dois pontos
A(ay, ay) e B(by, by) desse plano, uma equacao cartesiana da mediatriz do segmento de
reta |AB| naforma y = mx + b (equagao reduzida da reta) ou naforma x = c.
Justificar, fixada uma unidade de comprimento, dado um plano munido de um
referencial ortonormado, um ponto A(a,, a,) pertencente a esse plano e um nimero
r>0, que a equagdo (x —a;)*+(y—a,)*=r?
circunferéncia de centro A e de raio r, e designa-la por «equag¢do (cartesiana) reduzida

€ uma equacdo cartesiana da

da circunferéncia».
Designar, fixada uma unidade de comprimento e um plano, dados dois pontos A e B

. i m i
pertencentes a esse plano e um ndmero a > EAB, por «elipse» o conjunto de pontos

P do plano tais que d(P,A) + d(P, B) = 2a, por «facos da elipse» os pontos A e B, por
«centro da elipse» o ponto médio do segmento de reta [AB], e por «eixo maior da
elipse» o numero 2a (e a por «semieixo maior da elipse»), interpretando-o
geometricamente.

+Demonstrar, dada uma elipse de focos A e B e de eixo maior 2a, que a mediatriz de
[AB] interseta a elipse em dois pontos C e D equidistantes do centro da elipse e que

tomando b = % CD se tem b =va? —c2, onde ¢ = %E , designando 2b por «eixo

menor da elipse» (e b por «semieixo menor da elipse»).
+Reconhecer, fixada uma unidade de comprimento, dado um plano munido de um

x

2 a2
referencial ortonormado e 0 <b <a que a equac§0§+%= 1 é uma equacio
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i i

12.

13.

cartesiana da elipse de semieixo maior a e semieixo menor b que tem focos A(—c,0)
e B(c,0), ondec = m, e designa-la por «equacdo (cartesiana) reduzida da
elipse».

+Reconhecer, dado um plano munido de um referencial ortonormado e uma reta r do
plano de equa¢do reduzida y =ax+ b (a,h € R), que os dois semiplanos abertos
(respetivamente fechados) determinados por r tém por inequac¢des cartesianas
y>ax+b e y<ax+b (respetivamente y =2 ax+b e y < ax + b) e designa-los
respetivamente por «semiplano superior» e «semiplano inferior» em relagio a retar.
Reconhecer, dado um plane munido de um referencial ortonormado e uma reta r do
plano de equagdo cartesiana x =c¢ (c € R), que os dois semiplanos abertos
(respetivamente fechados) determinados por r tém por inequacdes cartesianas x > c e
x < ¢ (respetivamente x = ¢ e x < ¢) e designa-los respetivamente por «semiplano a
direita» e «semiplano a esquerda» daretar.

Justificar, fixada uma unidade de comprimento, dado um plano munido de um
referencial ortonormado, que a inequagdo (x —a)*+ (y —b)* <r? (e, bE R, r > 0)
é uma inequacao do circulo de centro C(a, b) e de raio r.

2. Resolver problemas

1.

+Resolver problemas envolvendo a nogdo de distancia entre pontos do plano, e
equacdes e inequagdes cartesianas de subconjuntos do plano.

Calculo vetorial no plano

3. Operar com vetores

1

5.
6.

Identificar, fixada uma unidade de comprimento e dado um vetor ¥, a «norma do vetor
¥» como a medida do comprimento de um segmento orientado representante de v e
representa-la por «||7||».

Identificar, dado um vetor ¥ e um nimero real (também designado por «escalar») A, o
«produto de ¥ por A» («Av») como o vetor de norma |A|||7]| (fixada uma mesma
unidade de comprimento para o céalculo das normas), com a dire¢3o e sentido de v se

7+0eA>0ecoma dire¢do de ¥ e sentido contrario ao de U se ¥ # 0eld<0,
justificar que AV ndo depende da unidade de comprimento fixada e que (—1)v = —v,
vetor simétrico de v.

Justificar, dado um vetor ¥ ndo nulo, que um vetor u € colinear a ¥ se e apenas existir
um numero real A tal que U = A7, e que, nesse caso, A € unico.

lustificar, dados vetores i e ¥, que existe um e somente um vetor w tal que w + ¥ = 1,
provando que w = 1 + (—v), designar w por «diferenga entre 1 e U» e representa-lo
por «i — v».

+Reconhecer, dado um vetor ¥ e nimeros reaisA e i, que (A+ p)v = AV + uv.
+Reconhecer, dados vetores 1 e ¥ e nimeros reais A e g que AU +7) = Au+Av e

Auil) = (Ap)i.
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4. Operar com coordenadas de vetores

1.

+Reconhecer, fixada uma unidade de comprimento, um plano munido de um referencial
ortonormado de origem O e um vetor ¥ do plano que, sendo X(1,0), Y(0,1), &; = 0X e

é, = 01';, existe um e somente um par ordenado (v,,v,) de nimeros reais tais que
U = vy €; + 1,85, por esse motivo designar o par ordenado (€;,€,) por uma «base do
espaco vetorial dos vetores do plano», (v;,v,) por «coordenadas do vetor ¥ (na base
(é1,€,) )» e representar por «¥(v,, 1,)» 0 vetor U de coordenadas (v4, ;).

Identificar, fixado um plano munido de um referencial ortonormado de origem O e dado
um ponto A, o «vetor-posicdo do ponto A» como o vetor 04 e justificar que as
coordenadas do vetor posicao de um dado ponto coincidem com as coordenadas do
ponto.

Justificar, fixado um plano munido de um referencial ortonormado e dados vetores
u(wuy,u,) e v(vy, v,) € um ndmero real A, que o vetor © + ¥ (respetivamente £ — v)
tem coordenadas (u, + v,;,u, + v,) (respetivamente (u; — v;,u, —v,) ), que o vetor
Au tem coordenadas (Au,Auy), que o vetor simétrico do vetor u(uy,u,) tem
coordenadas (—u,, —u;) e que dois vetores ndo nulos sdo colineares se e somente se as
respetivas coordenadas forem todas nao nulas e os quocientes das coordenadas
correspondentes forem iguais, ou as primeiras ou segundas coordenadas de ambos os
vetores forem nulas.

Justificar, fixado um plano munido de um referencial ortonormado e dados pontos
A(ay,a,) e B(by,b,) que o vetor AB tem coordenadas (b, — a;, b, — a,), comecando
por justificar que AB = 0B — 0A , identificar, a «diferenca entre os pontos B e A»
como o vetor Alf, representa-la por «B — A» e justificar que, para todo o vetor ¥ e para
quaisquer pontos Ae Bdoplano,B—A=v < B=A+ 1.

Justificar, fixado um plano munido de um referencial ortonormado e dado um ponto
A(ay,a,) e um vetor #(v,,v,) desse plano, que o ponto A+ ¥ tem coordenadas
(ay + vy,ay + v3).

Justificar, fixada uma unidade de comprimento e um plano munido de um referencial

ortonormado que para qualquer vetor ¥(vy,v,), [[7]| = vi? + 22

5. Conhecer propriedades dos vetores diretores de retas do plano

1.

Identificar, dado um vetor # ndo nulo e uma reta r, ¥ como «tendo a direcdo de r»
quando r tiver a dire¢ao das retas suporte dos segmentos orientados que representam v.
Designar por «vetor diretor» de uma dada reta r qualquer vetor ndo nulo com a mesma
direcdo do quer.

Provar, fixado um plano munido de um referencial ortonormado e uma reta r nao vertical
de declive m, que o vetor ¥(a, b) € vetor diretor de r se e somentesea # 0em = E, 2

que, em particular, o vetor de coordenadas (1, m) € vetor diretor daretar.

Justificar, fixado um plano munido de um referencial ortonormado, que os vetores
diretores das retas verticais sdo os vetores v(0,b), b # 0.

Justificar, fixado um plano munido de um referencial ortonormado, que dada uma reta r
de vetor diretor ¥, os pontos de r sdo os pontos P =A+t¥, t €R, onde A é um
qualquer ponto de r, e designar esta equagada por «equagao vetorial da reta r».
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6.

Justificar, fixado um plano munido de um referencial ortonormado e dados
ay,as,71, 72 € R, que um ponto P(x,y) pertence a reta r de vetor diretor 7(v;,v,)
passando pelo ponto A(a,,a,) se e somente se existir t € R tal que x = a; +tv; A
y = a, + tv,, e designar este sistema por «sistema das equacdes paramétricas da reta r».

6. Resolver problemas

j
2
3.

+Resolver problemas envolvendo a determinagao das coordenadas de vetores do plano.
+Resolver prablemas envolvendo a colinearidade de vetores do plano.

+Resolver problemas envolvendo equacbes vetoriais, paramétricas e cartesianas de
retas do plano.

Geometria Analitica no espaco

7. Definir referenciais cartesianos do espaco

L

Identificar um «referencial (cartesiano) ortonormado do espaco» (ou simplesmente
«referencial cartesiano») como um terno ordenado de retas numéricas que se
intersetam nas respetivas origens, duas a duas perpendiculares e com unidades de
comprimento coincidentes com uma mesma unidade de comprimento pré-fixada,
designar a origem comum das trés retas por «origem do referencial», a primeira reta
por «eixo das abcissas», a segunda por «eixo das ordenadas», a terceira por «eixo das
cotas», genericamente cada uma delas por «eixo coardenado» e, se for representada
por «0O» a origem do referencial, representar estes trés eixos respetivamente por
«0Ox», «Qy» e «0z» e o referencial por «Oxyz».

Designar, dado um ponto P e uma reta r, por «projecdo ortogonal de P sobre r» como
o préprio ponto P quando P pertencer a r e como o pé da perpendicular tragcada de P
para r no caso contrario, reconhecendo que € a intersecao com r do plano normal ar
passando por P.

Designar, dado um referencial ortonormado e um ponto P de projecdes ortogonais
Py, no eixo das abcissas, Py, no eixo das ordenadas e P,, no eixo das cotas, por
«abcissa de P», «ordenada de P» e «cota de P» respetivamente a abcissa de P, de
P, e de P, nas respetivas retas numéricas, e o terno ordenado destes trés valores por
«coardenadas de P».

Designar por «planos coordenados» os trés planos determinados por dois dos eixos
coordenados, representa-los por «xOy», «x0z» e «yOz» consoante o0s eixos
coordenados que contém, e reconhecer que sao perpendiculares dois a dois.
+Reconhecer, dado um referencial ortonormado e um terno ordenado de nimeros
reais (x,y,z), que existe um e apenas um ponto P com essas coordenadas e
representa-lo por «P(x,y, z)».

+Reconhecer, dado um referencial ortonormado e um ponto P(a,b,c) de projecao
ortogonal P’ no plano x0y, que, nesse plano, munido do referencial constituido pelos
eixos Ox e Oy, P' tem coordenadas (a, b) e enunciar resultados andlogos para os
planos x0ze yOz.
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8. Definir analiticamente conjuntos elementares de pontos do espago

1.

Justificar, dado um referencial ortonormado do espago e a € R, que x =a € uma
equacao cartesiana do plano paralelo ao plano coordenado yOz que interseta o eixo das
abcissas no ponto A(a, 0,0) e determinar as equagdes dos planos paralelos aos planos
coordenados x0z e xQy.

Justificar, dado um referencial cartesiano do espaco e a,bh € R que o conjunto dos
pontos P(x,y,z) cujas coordenadas satisfazem o «sistema de equagbes cartesianas»
x =aAy=h éareta paralela ao eixo das cotas que interseta o plano coordenado xOy
no ponto A(a, b, 0) e determinar sistemas de equacgdes cartesianas de retas paralelas ao
eixo das abcissas e ao eixo das ordenadas.

+Provar, fixada uma unidade de comprimento e dados um referencial ortonormado do
espaco e pontos A(a,,a,, as) e B(b,, by, bs), que a medida da distancia entre A e B é
igual a /(b — a;)? + (b, — ay)? + (b; — a3)? e representa-la por «d (4, B)».
Determinar, dado um referencial ortonormado do espago e as coordenadas de dois

pontos A e B do espaco, uma equac¢io do plano mediador do segmento de reta [AB] na
forma ax+by+cz+d=0,a,b,c,d € R.

Justificar, fixada uma unidade de comprimento e dados um referencial ortonormado do
espago, um ponto A(a,,a as) e um nimero r >0, que (x —a,)* +(y —ax)* +

(z—a3)? =r?

€ uma equagao cartesiana da superficie esférica de centro A e de raio r,
e designa-la por «equacao (cartesiana) reduzida da superficie esférica».

Justificar, fixada uma unidade de comprimento e dados um referencial ortonormado
do espago, um ponto A(a;,a;,az;) € um nimero r>0, que
(x—a,)*+(y—a,)*>+(z—a3)*> < r® é uma inequagdo cartesiana da esfera de
centro A e de raio r, e designa--la por «inequagao (cartesiana) reduzida da esfera».

Célculo vetorial no espago

9. Definir vetores do espago

1

2:

Designar um par de segmentos orientados do espaco por «equipolentes» quando sado
complanares e equipolentes num plano que os contenha.

Saber que um «vetor do espago» fica determinado por um segmento orientado do
espaco de tal modo que segmentos de reta equipolentes determinam o mesmo vetor e
segmentos de reta nao equipolentes determinam vetores distintos.

Estender do plano ao espacgo a definicdo de norma de um vetor, de adicdo de um ponto
com um vetor, de translagdo de um dado vetor e as operagoes de subtragao de dois
pontos, de adi¢do e subtracdo de vetores, de multiplicacdo de um vetor por um escalar e
as respetivas propriedades geométricas e algébricas.
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10. Operar com coordenadas de vetores do espago

11.

1

+Reconhecer, fixado um referencial ortonormado no espaco de origem O e um vetor ¥ que,
sendo X(1,0,0), ¥(0,1,0), Z(0,0,1), é;, = 0X, é, = oY e @3 = 0Z, existe um e somente
um terno ordenado (v;,v,,73) de nimeros reais tais que U = 1,8, + 1,6, + V33,
designar o terno ordenado (é;, 8,, €3) por uma «base do espaco vetorial dos vetores do
espago», (v, 1, 3) por «coordenadas do vetor ¥ (na base (é;,¢,,€3))» e representar
por «U (v, V5, U3 )» 0 vetor ¥ de coordenadas (v,, 15, V3).

Estender do plano ao espaco a definicdo do vetor posicdo de um ponto e a identificacdo
das respetivas coordenadas, as formulas para o calculo das coordenadas da soma e da
diferenga de vetares, do produto de um vetor por um escalar, do simétrico de um vetor,
da diferenca de dois pontos, da soma de um ponto com um vetor e da norma de um
vetor, e o critério de colinearidade de vetores através das respetivas coordenadas.
Estender do plano ao espago a definicdo e propriedades das equagdes vetoriais e
sistemas de equagdes paramétricas de retas.

Resolver problemas

L

2.

+Resolver praoblemas envolvendo a nocdao de distidncia entre pontos do espaco,
equagdes e inequagdes cartesianas de subconjuntos do espago.
+Resolver problemas envolvendo calculo vetorial no espaco.
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Fungoes Reais de Variavel Real FRVR10

Generalidades acerca de fungdes

1. Definir a composicGo de fungdes e a fungdo inversa de uma fungdo bijetiva

1

10.

11.

12.

13.

Identificar, dados conjuntos A e B, o «produto cartesiano de A por B» como o conjunto
{(a,b) :a€ AADb € B} dos pares ordenados (a,b) tais que a e b pertencem,
respetivamente a A e a B e representa-lo por «4 X B».

Reconhecer que um conjunto ¢ € A X I é o grafico de uma funcdo de 4 em B quando
e apenas quando para todo o a € A existir um e somente um elemento b € B tal que
(a,b) €G.

Identificar, dados conjuntos A e B, uma fun¢do f : A - B e um conjunto C, a «restri¢do
de faC»comoafungdo f|.:CNA— Btalque, VxECNA, fl-(x) = f(x).
Identificar, dados conjuntos A e B, uma fun¢do f: A—> B e C C A, o «conjunto
imagem de C por f» como o conjunto f(C)={y€B:3xeC: y=f(x)} das
imagens por f dos elementos de €, representa-lo também por «{f(x) : x € C}».
Identificar, dados conjuntos A e B, uma fun¢do f : A = B como «injetiva» se para
todos os x; e x; pertencentes a A, Xx; #x; = f(x;) # f(x2) (ou, de modo
equivalente, f(x;) = f(x;) = x; = x,) e designar também uma tal fung¢do por «inje¢do
de Aem B».

Identificar, dados conjuntos A e B, uma fungdo f : A = B como «sobrejetiva» se para
todo o y pertencente a B, existir um elemento x pertencente a 4 tal que y = f(x) e
reconhecer que uma funcao € sobrejetiva se e somente se coincidirem os respetivos
contradominio e conjunto de chegada e designar também uma tal fungdo por
«sobrejecdo de A em B» ou por «fun¢do de A sobre B».

Identificar, dados conjuntos A e B, uma fungdo f: A — B como «bijetiva» se for
simultaneamente injetiva e sobrejetiva e designar também uma tal fun¢ao por «bijecao
de A em B».

Identificar, dadas fun¢des f : Dy > Ae g: D, = B, a «funcdo composta de g com f»
como a func¢do gof : Dyor — B, tal que Dy ={x € Dy : f(x) € Dy} e VX € Dy,
gof(x) = g(f(x)) e designa-la também por «g composta com f», «g apds f» ou
«f seguida de g».

Designar, dado um conjunto 4, por «fungao identidade em A» a fungdo Id, : A — A tal
que Yx € A, Id,(x) = x e justificar que se trata de uma func3o bijetiva.

Justificar, dados conjuntos A e B e uma fungdo f : A — B bijetiva, que para todo o ¥
pertencente a B existe um e apenas um elemento x pertencente a A tal que f(x) =y
e, representando-o por xy, , designar por «funcdo inversa de f» a funcao ffl:B—A
talque Vy € B, f~1(y) = x,.

+Reconhecer, dada uma fun¢do f : A — B bijetiva, que = é bijetivae que (f 1) = f
e designar também f~! por «bijec&o reciproca de f».

Reconhecer, dada uma fungdo f : A — B, que [ & bijetiva se e somente se existir uma
fungdo g : B = A, talque V(x,y) EAX B,y = f(x) & x = g(y).

lustificar que uma fun¢do f : A » B é bijetiva se e somente se existir uma func¢ao
g:B — Atalque gof = Id e fog = Idg e que, nesse caso, g = 1.
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Generalidades acerca de fungtes reais de variavel real

2. Relacionar propriedades geomeétricas dos graficos com propriedades das respetivas funcoes

L

10.

11.

12.

Designar por «fungdo real de variavel real» uma fun¢do cujo dominio e conjunto de
chegada estdo contidos em [R.

Saber, dada uma expressao f(x), que se convenciona, quando nada for indicado em
contrario, que essa expressao representa a fun¢do f com conjunto de chegada igual a R
e dominio constituido por todos 0os nimeros reais a para 0s quais fica representado um
numero real pela expressdo que se obtém substituindo todas as ocorréncias de x em
f(x) por um simbolo representando o nimero a, designar, nesse caso, a expressao
f(x) por «expressdo analitica de f» e este processo de caracterizar f por «defini¢do
(analitica) de f pela expressdo f(x)».

Identificar uma funcdo real de varidvel real f como «par» se, para todo o x € Dy,
—x € Dy e f(—x) = f(x).

Identificar uma fungao real de variavel real f como «impar» se, para todo o x € Dy,
—x € Dre f(—x) =—f(x).

Justificar, dada uma funcdo real de varidvel real impar f, que, se 0 € Dy, entdo f(0) = 0.
+Reconhecer, dado um plano munidoe de um referencial ortogonal, que uma dada
funcdo é par se e somente se o eixo das ordenadas for eixo de simetria do respetivo
grafico cartesiano.

+Reconhecer, dado um plano munido de um referencial cartesiano, que uma dada
funcao é impar se e somente se o respetivo grafico cartesiano for «simétrico
relativamente a origem O do referencial», isto é, se e somente se a imagem do grafico
pela reflexdo central de centro O coincidir com o préprio grafico.

+Reconhecer, dada uma fungao real de variavel real bijetiva f e um plano munido de um
referencial monométrico, que os graficos cartesianos das fungdes f e ! sdo a imagem
um do outro pela reflexdo axial de eixo de equacdo y = x.

Reconhecer, dados uma funcg&o real de varidvel real f, um nimero real ¢ e um plano
munido de um referencial cartesiano, que o grafico cartesiano de uma fungdo g definida
em D, = Dy por g(x) = f(x) + ¢ é aimagem do grafico cartesiano de f pela translacao
de vetor 1(0, ).

+Reconhecer, dados uma fungdo real de variavel real f, um nimero real ¢ e um plano
munido de um referencial cartesiano, que o grafico cartesiano de uma fun¢do g definida
por g(x) = f(x—c¢) no conjunto D, ={x+c: x € Df} é a imagem do grafico
cartesiano de f pela transla¢do de vetor u(c, 0).

Designar, dado um plano munido de um referencial ortogonal e um nimero 0 <a <1
(respetivamente a > 1), por «contragao vertical (respetivamente dilatagado vertical) de
coeficiente a» a transformac¢ao ¢ do plano que ao ponto P(x,y) associa o ponto ¢ (P)
de coordenadas (x, ay).

Reconhecer, dados uma funcdo real de variavel real f, um nimero 0 <a<1
(respetivamente a > 1) e um plano munido de um referencial ortogonal, que o grafico
cartesiano de uma funcdo g definida em D, por g(x) = af (x) é a imagem do grafico
cartesiano de f pela contragdo vertical (respetivamente pela dilatagdao vertical) de
coeficiente a.
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13.

14.

15.

16.

Designar, dado um plane munido de um referencial ortogonal e um nimero ) <a < 1
(respetivamente a > 1), por «contracdo horizontal (respetivamente dilatacdo
horizontal) de coeficiente a» a transformacgado ¢ do plano que ao ponto P(x,y) associa
o ponto ¢(P) de coordenadas (ax, y).

Reconhecer, dados uma fun¢do real de variavel real f, um nimero 0 <a <1
(respetivamente a > 1) e um plano munido de um referencial ortogonal, que o grafico
cartesiano de uma funcdo g definida em D,_ {E XE Df} por g(x) = f(ax) € a
imagem do grafico cartesiano de f pela dilatagdo horizontal (respetivamente pela
contragao harizontal) de coeficiente %.

Reconhecer, dada uma fungao real de variavel real f e um plano munido de um
referencial ortogonal, que o grafico cartesiano de uma func¢do g definida em Dy = Df
por g(x) = —f(x) € aimagem do gréfico cartesiano de f pela reflexdo de eixo Ox.
Reconhecer, dada uma fungao real de variavel real f e um plano munido de um
referencial ortogonal, que o grafico cartesiano de uma fun¢do g definida em
D, = {—x X E Df} por g(x) = f(—x) ¢é a imagem do grafico cartesiano de f pela
reflexdo de eixo Oy.

3. ldentificar intervalos de monotonia de fungdes reais de varidvel real

1,

Identificar, dada uma fungao real de varidvel real f e A C Df, f como «(estritamente)
crescente em A» (ou simplesmente «(estritamente) crescente» se A = Df) se para
quaisquer dois elementos x; e x, de A, se x; < x, entdo f(x;) < f(x,).

Identificar, dada uma fung@o real de variavel real f e A € Dy, f como «(estritamente)
decrescente em A» (ou simplesmente «{estritamente) decrescente» se A = Dy) se para
quaisquer dois elementos x; e x, de A, se x; < x, entdo f(x;) > f(x,).

Identificar, dada uma fungao real de variavel real f e A C Dg, f como «crescente, em
sentido lato, em A» (ou simplesmente «crescente, em sentido lato» se A = Dy) se para
quaisquer dois elementos x; e x, de A, se x; < x, entdo f(x;) < f(x2).

Identificar, dada uma fungdo real de variavel real f e A C Dj- , | como «decrescente, em
sentido lato, em A» (ou simplesmente «decrescente, em sentido lato» se A = Df) se
para quaisquer dois elementos x; e x, de 4, se x; < x, entdo f(x;) = f(x,).
Identificar, dada uma funcéo real de variavel real f e A € D¢, f como «(estritamente)
mondtona em A» (ou simplesmente «(estritamente) monétona» se A = Dy) se for
(estritamente) crescente ou (estritamente) decrescente em A e f como «mondtona, em
sentido lato, em A» (ou simplesmente «mandtona, em sentido lato» se A = Df) se for
crescente ou decrescente, em sentido lato, em A.

Identificar, dada uma funcdo real de varidvel real f, um «intervalo de (estrita)
monotonia de f» como um intervalo I Dy tal que f|; é (estritamente) monétona.
Identificar, dada uma fungdo real de variavel reale A C Df , f coma «constante em A»
se para quaisquer elementos x; e x, de 4, f(x;) = f(x,).

Demonstrar que uma fungdo afim definida por f(x) = ax + b é estritamente crescente
(respetivamente decrescente) em R se e somente se a > 0 (respetivamente a < ().

Demonstrar que, dada uma fun¢do quadratica da forma f(x) = ax?,sea > 0 entdo f é
decrescente em | — 00,0] e crescente em [0, +oo[ e que, se a < 0, entdo f é crescente
em | — oo, 0] e decrescente em [0, +oo].
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4. ldentificar extremos de funcbes reais de varidvel real

1.

Designar, dada uma fungéo f de dominio D e valores em R, um nimero real M como
«majorante de f» (respetivamente «minorante de f») quando Vx € Df, f(x) <M
(respetivamente  Vx € Dy, f(x) = M), referindo a fungdo f como «majorada»
(respetivamente «minorada») quando admitir um majorante (respetivamente um
minorante).

Designar por «limitada» uma func¢do simultaneamente majorada e minorada.

Designar por «minimo absoluto» (respetivamente por «maximo absoluto») de uma
fun¢do real de varidvel real um valor f(a)do contradominio de f tal que
Vx € Df, f(a) < f(x) (respetivamente Vx € Df,f(a) = f(x)) e designar por
«extremos absolutos de f» os maximas absolutos e os minimos absolutos de f.
Designar, dados um nimero real x; e um ndmero real positivo r, por «vizinhanca r de
Xo» o intervalo |xo — 7, xy + r[ e representa-la por «V,.(x)».

Referir que uma fungdo real de variavel real «atinge um minimo relativo (ou local)»
(respetivamente «atinge um maximo relativo (ou local)») em a € Df quando existe
r>0, tal que, Vx € Drn V(a), f(a) < f(x) (respetivamente, Vx € Dr N V.(a),
fla) =2 f(x)) e designar f(a) por «minimo relativo (ou local)» (respetivamente
«maximo relativo (ou local)») de f e a por um «minimizante» (respetivamente por um
«maximizante») de f.

Identificar, dada uma fung¢do real de variavel real f, o grafico de f como «tendo a
concavidade (estritamente) voltada para cima» (respetivamente como «tendo a
concavidade (estritamente) voltada para baixo») num dado intervalo [ Df se dados
quaisquer trés pontos P, Q e R do gréfico, de abcissas em [ tais que xp < xp < xp, 0
declive da reta PQ é inferior (respetivamente superior) ao da reta QR.

. Saber que uma fun¢do real de variavel real tem a concavidade (estritamente) voltada

para cima (respetivamente para baixo) num dado intervalo I € Dy se e somente se
dados quaisquer dois pontos P e Q do grafico, de abcissas em I, a parte do graficode f
de abcissas estritamente situadas entre as abcissas de P e @ ficar "abaixo”
(respetivamente “acima”) do segmento de reta [PQ].

. +Reconhecer, dado um numero real nao nulo a, que o grafico da fungédo f definida pela

expressdo f(x) = ax? tem, em |—o0, 4+ oo[, a concavidade voltada paracimase a > 0 e
voltada para baixo se a < (.

5. Estudar funcdes elementares e operacées algébricas sobre fungdes

1,

Esbocar o grafico de fun¢des quadraticas, comecando por representd-las por expressoes
da forma a(x —b)? + ¢ e identificando os intervalos de monotonia, o extremo
absoluto, as eventuais raizes e o sentido da concavidade dos respetivos graficos.

. Identificar uma fun¢do f : Df — R para a qual sdo dados um nimero natural n > 1,

uma parti¢do Ay, A, ..., A, de Dy e n expressdes f;(x) (1 < j < n) tais que para todo o
j e para todo o x €4;, f(x)= fi(x) como «estando definida por ramos pelas
expressdes f;(x), respetivamente nos conjuntos A; (1 < j < n)».

. Esbocar o grafico de fun¢des definidas por f(x) =alx—b|+c (a,b,c € R,a#0)

interpretando geometricamente os valores @, b e c.
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. Justificar que a fun¢do f: R} — R} definida por f(x) = x? é bijetiva e que para todo o

% €L, £~ Ux) = vx

. Justificar que a fun¢do f:R — R definida por f(x) = x* é bijetiva e que para todo o

x€R f1(x) = Vx.

Determinar o dominio e esboc¢ar o grafico de fun¢des definidas analiticamente por
fX)=aVx—b+c (a,b,c€ R, n€{2,3}, a+0).

Identificar «fungado polinomial» como uma fungdo que pode ser definida analiticamente
por um polindmio com uma sé variavel.

Esbocar o grafico de fungdes definidas por ramos envolvendo fun¢ées polinomiais até ao
3.2 grau, modulos e radicais quadrados e cubicos.

Identificar, dadas fung¢des f: Df - R, g:D_g —= R, um ndmero real & ¢ um numero
racional r, as fun¢bes f + g:De N D, = R («soma de f com g»), fg:DgN D, = R,

(«produte  de f por g»), ﬁ:Di—}IR{ («quaciente de f por g» onde
g

Dlszn{xEDg:g(x)qﬁO}), af:Df = R («produto de f pelo escalar a») e

]

fT:Dgr = R («poténcia de expoente r de f», onde D¢ € o conjunto dos nimeros reais
X para os quais esta definido f(x)" ), como as fun¢des com os dominios e conjunto de

chegada indicados, definidas, para cada elemento x do respetivo dominio,
respetivamente por (f + g)(x) = f(x) + g(x), (F@)() = (g0, L) =LZ,
(af )(x) =af(x) e fT(x) = f(x)", podendo utilizar-se, para representar as poténcias
de expoente racional, as notagoes envolvendo raizes.

. Resolver problemas

1.

+Resalver equagdes e inequag¢des envolvendo as fungdes polinomiais e a composicao da
funcao médulo com fungdes polinomiais.

. +Resolver equacdes e inequacdes envolvendo as fun¢des raiz quadrada e raiz cibica.

+Resolver problemas envolvendo as propriedades geométricas dos graficos de fungoes
reais de variavel real.

. +Resolver problemas envolvendo as fun¢des afim, quadratica, raiz quadrada, raiz cabica,

maddulo, funcbes definidas por ramos e a modelagdo de fendmenos reais.

. +Resolver problemas envolvendo a determinacdao do dominio de fung¢des obtidas por

aplica¢do de operagdes algébricas a fungdes dadas.
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Estatistica EST10

Caracteristicas amostrais

1. Manipular o sinal de somatdrio

1.

Designar, dado p € N e uma sequéncia de numeros reais (xl,xz,...,xp), a soma
X; +x; ++-+x, por «somatério de 1 a p dos x;» (ou por «soma dos p termos da
sequéncia», quando esta designacdo ndo for ambigua), representa-la por «Zf=1 x>,
designar o simbolo «X» por «sinal de somatdrio» e, para 1 <m < p, representar
também por «Ef:m Xi» @ SOMa Xy, + Xpm4q + -+ Xp («somatorio de m a p dos x;»).
Reconhecer, dados p € N, A € R e uma sequéncia de nimeros reais (xl,xz, ...,xp), que
a igualdade ¥? (Ax;)) =A3X" | x; representa, no formalismo dos somatdrios, a
propriedade distributiva da multiplicagdo relativamente a adi¢do aplicada ao produto
de A pela soma das p parcelas x4, X, ..., Xp-
Reconhecer, dados p € N, uma sequéncia de numeros reais (xl,xz, ...,xr_,) e um
namero natural n tal que n <p, que a igualdade ?ﬂxi =Y 1% +Z?=n+1 X;
representa, no formalismo dos somatdrios, uma aplicagao da propriedade associativa da
adi¢ao a soma das p parcelas xy, X3, ..., Xp.

Reconhecer, dado p € N e sequéncias de nimeros reais (X;)1<i<p € (Vi)1<izp, Que a
igualdade Y7, (x; + ¥;) = XF_, x; + 3}, y; representa, no formalismo dos somatérios,
uma aplicacdo das propriedades associativa e comutativa da adicdo a soma das p
parcelas x; + y1,%; + Y2, .o, Xp + Y.

2. Utilizar as propriedades da média de uma amostra

L

Interpretar uma dada varidvel estatistica quantitativa em determinada popula¢do como
uma fun¢do numeérica definida na populacdo, cujo valor em cada unidade estatistica é o
valor que mede a caracteristica em estudo nesse elemento da populacgao.

Representar, dada uma variavel estatistica quantitativa x em determinada populacdo e
uma amostra A de dimensao n € N dessa populagado cujos elementos estdo numerados
de 1 a n, por «x;» o valor da variavel x no elemento de A com o ndmero i, por «x» a

sequéncia (xy,X,,..,X,), designd-la por «amostra da varidvel estatistica x» ou

simplesmente por «amostra» e por «valores da amostra» os valores x; ,1<i<n,

sempre que estes abusos de linguagem ndo forem ambiguos.

Representar, dado n € N e uma amostra x= (%1, X2, ..., X5, ) de uma variavel estatistica,
o

por «X» a média designando-a igualmente por «média da amostra x» sempre

que este abuso de linguagem nao for ambiguo.
Representar, dado n € N eumaamostra X = (x4, X5, ..., X,,) com m valores (1 <m < n),

por «X» o conjunto dos valores da amostra, por X_,X ., ..., X__ 0s elementos de X, por
1 m

PIXD
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«n» (1 <j<m) o cardinal do conjunto {i € {1,..,n}: x; = f}.}, designar n; por

o o T o Bia Ein
«frequéncia absoluta do valor X » e justificar que Z}’L, n=n equex= —’ﬂ—
designando esta ultima igualdade por «férmula da média para dados agrupados».
Representar, dado n € N, uma amostra x = (x;, x,, ..., X,,) € nimeros reais h e a, por
«ax + h» aamostra y = (ax, + h,ax, + h, ..., ax,, + h) e justificar que ¥ = ax + h.

Interpretar, dado n € N e uma amostra x = (X, X2, ..., X5 ), @ média de x como a

abcissa do centro de gravidade de um segmento de reta no qual se colocou, para cada
valor f}. da amostra, um ponto material no ponto de abcissa ;'r”}. de massa igual a

respetiva frequéncia absoluta n;.
Reconhecer que o valor da média de uma amostra x = (x;, X5, ..., X, ) nunca se mantém

quando, para um dado { € {1, ..., n}, se altera o valor x; , e referir, por essa razéo, que a
média € uma caracteristica amostral «xcom pouca resisténcia».

Definir e conhecer propriedades da variancia e do desvio-padrdo de uma amostra

1,

Designar, dado n € N, uma amostra x = (x;,X,, ..., X,) e i € {1, ...,n}, por «desvio de x;

em relacdo a meédia» a quantidade x; — X , representa-la por «d;» e provar que
n =2
|k di - 0'

+Representar dado n € N e uma amostra x = (x;,X5, ..., Xp), por «§5,» a soma

Y (x; — X)? dos quadrados dos desvios dos x; em rela¢do a média e reconhecer que
ol o i ] R 1
58, = Y itq X° —nke.

+Reconhecer, dado n € N e uma amostra x = (x4, X,, ..., X, ), que é possivel calcular d,,

em funcdo de d,,d,,..,d,_1 mas que d, so fica determinado se for conhecida a
totalidade desses n — 1 desvios, e referir, por esta razdo, que «55, tem n — 1 graus de
liberdade».

Justificar, dado n € N e uma amostra x = (x;, X3, ..., X,), que S5, = 0 se e somente se

x1 B X2 - - x-n.
Justificar, dado n € N, uma amostra x = (x1, %5, ..., X,,) € numeros reais h e @, que se

y = x + h (respetivamente y = ax) entdo SS, = SS, (respetivamente SS,, = a?SS,).

Justificar, dado n € N e uma amostra x = (X1, Xy, .., X,), que 5SSy = ¥7%, (¥ — X)%n;,

onde fl,:?c"z, ...,i'"m representam os m valores da amostra x e n;a frequéncia absoluta
de X i
; e
Designar, dado n € N(n > 1) e uma amostra x = (X;, X5, ..., X,,), 5,° = - :; por
S8,

«variancia da amostra x» e s, = por «desvio-padrao da amostra x».

n-1
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8.

Justificar, dado n € N(n > 1) e uma amostra x = (x;,X5,...,X,), que 5, =0 se e

somentese x; = X, = = X,.

9. lustificar, dados n € N (n > 1), uma amostra x = (x4, x5, ..., X») € nimeros reais h e a,

10.

11.

12.

quesey = x + h (respetivamente y = af] entao sy, = sy (respetivamente sy, = |a| sy).

Reconhecer, dada uma variavel estatistica quantitativa x em determinada populagao,
uma amostra A de dimensdon > 1 dessa populagao e sendo x = (x,%,, ..,X,) uma

amostra correspondente da variavel estatistica x, que para todo o k > () a percentagem
dos elementos da amostra A nos quais os valores da varidvel estatistica tém desvios em

e 1k Py . . - . 1 .
relacdo & média superiores a k desvios-padrdo € inferior a = e interpretar este

resultado como traducdo quantitativa da afirmacdo segundo a qual o par (X, s, ) reflete
a distribuicdo dos valores da amostra x em termos de “localiza¢do” e de “dispersao”.

Reconhecer que para comparar a “dispersdo” dos valores dos elementos de duas ou
mais amostras em torno da média, faz sentido comparar as respetivas variancias (ou os
respetivos desvios-padrao), sempre que a caracteristica quantitativa em analise seja a
mesma nas diversas amostras e que a respetiva medida esteja calculada na mesma
unidade.

Saber, dada uma populagdo, que existem critérios que conduzem a recolha de amostras
cujas médias e desvios-padrao sao consideradas boas estimativas da média e do desvio-
-padrao da populagao.

4. Definir e conhecer propriedades do percentil de ardem k

1.

Designar, dado n € N e uma amostra x = (x.l, X5, ...,xn), por «amostra x ordenada» a

sequéncia (xm,x(z), ...,x(n)) tal que x¢1) < X(2) < --* < X(n), cOM 0s mesmos valores

que a amostra x , cada um deles figurando na sequéncia um numero de vezes igual a
respetiva frequéncia absoluta enquanto valor da amostra x.
Designar, dado n € N, uma amostra x = (x;,%5, ..., X,) € um numero natural k do

intervalo ]0,100], por «percentil de ordem k» o valor maximo da amostra se k = 100, a

o kn kn kn
meédia dos elementos de ardem oh & 7 + 1 na amostra ordenada se k #= 100 e g

i 3y kn
for inteiro, e nos restantes casos, o elemento de ordem '_ﬁ] + 1 na amostra ordenada,

(onde, para x € R, «[x]|» designa a «parte inteira de x», ou seja, 0 maior nimero
natural inferior ou igual a x) e representa-lo por « Py ».
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2

Reconhecer, dado n € N & uma amostra x = (x,, x5, ..., X, ), que P, € igual a mediana
de x e saber que também é usual definir o primeiro e o terceiro quartil de modo a

coincidirem, respetivamente, com P, e Py:.

Designar, dados numeros naturais n e k, k <100, uma sequéncia crescente de

numeros reais (a; as,...,&y, ) € um conjunto de dados quantitativos organizados nos

intervalos de classe [a;, a;4 1 [, que se supdem de igual amplitude h > 0, por «percentil de
. L-1 __k em

ordem k», o nimero x tal que ;.51 (@41 —a)n; + (x —ap)n, = mZizi (@1 — a;) Ny,

| 5 khn s sy
ou seja, tal que h¥ilin, + (x —a))n, e onde n; é a frequéncia absoluta do

intervalo de classe [a;, a;41[ & L é o maior nimero natural tal que 31~/ n; < s

5. Resolver problemas

+Resolver problemas envolvendo a média e o desvio-padrdo de uma amostra.
+Resolver problemas envolvendo os percentis de uma amostra.
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11.°ano

Trigonometria e Fungoes trigonomeétricas TRI11

Extensdo da Trigonometria a dngulos retos e obtusos e resolu¢do de tridngulos

1. Definir as razes trigonométricas dos dngulas retos e obtusos e resolver tridngulos

1.

Provar, dado um triangulo acutangulo [ABC], de angulos internos @ = BAC, B =ABCe
y = ACB e de lados de medida a = BC, b = AC e ¢ = 4B, fixada uma unidade de

. sinae _ sinff _ siny
comprimento, que — g
[

e designar estas igualdades por «Lei dos senos»

ou «Analogia dos senos».

Estender a definicdo do seno aos dngulos retos, tomando sin @ = 1 quando o dngulo «
é reto, reconhecendo que esta definicdo € a unica possivel por forma a estender a Lei
dos senos a triangulos retangulos.

Estender a definicdo do seno aos dngulos obtusos tomando, para um angulo a obtuso,
sin @ =sin a’, onde a’ é suplementar a a, reconhecendo que esta definicdo € a unica
possivel por forma a estender a Lei dos senos a triangulos obtusangulos.

. +Provar, dado um triangulo [ABC], de lados de medida a = BC, b = AC e ¢ = AB,

fixada uma unidade de comprimento, e sendo agudo o angulo interno em A, que, se
a = BAC, a? = b?> + ¢* — 2bccosa, e designar este resultado por «Teorema de
Carnot» ou «Lei dos cossenos».

Estender a definicdo do cosseno aos angulos retos, tomando cos @ =0 quando o
angulo a é reto, reconhecendo que esta definicdo € a unica possivel por forma a
estender a Lei dos cossenos ao caso de um angulo interno reto, reconhecendo que neste
caso se reduz ao Teorema de Pitagoras.

. +Estender a definicdo do cosseno aos angulos obtusos tomando, para um angulo «

obtuso, cos @ = —cos &, onde &' é suplementar a «, reconhecendo que esta
definicdo € a unica possivel por forma a estender a Lei dos cossenos ao caso de um
angulo interno obtuso.

Estender a todos os angulos convexos a propriedade segundo a qual, dados angulos @ e '
com a mesma amplitude & = @', 0 seno e o cosseno de a s30 respetivamente iguais ao
seno e ao cosseno de a’ e designa-los também respetivamente por seno e cosseno de @.
Determinar, dado um tridngulo [ABC], fixadas unidades de comprimento e de
amplitude de angulos e conhecidas as medidas dos comprimentos dos trés lados (LLL),
as medidas do comprimento de dois dos lados e da amplitude do dngulo interno por eles
formado (LAL) ou as medidas do comprimento de um dos lados e das amplitudes dos
dois dngulos internos que lhe sdo adjacentes (ALA), as medidas dos comprimentos dos
restantes lados e as medidas das amplitudes dos restantes angulos internos do
tridngulo, designar este procedimento por «resolucdo do tridngulo [ABC|» e obter
valares aproximados destas medidas na forma de dizimas finitas até uma dada ordem,
utilizando uma maquina de calcular.
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Orienta¢do de dngulos num plano e rotagdes

2. Definir angulos orientados e as respetivas medidas de amplitude

1.

Identificar «angulo orientado» como um angulo ndo nulo nem giro no qual se fixa um
dos lados para «lado origem», designando o outro por «lado extremidade».

Identificar um angulo orientado de um plano como tendo «orientagdo negativa»
quando, imaginando os movimentos dos ponteiros de um relégio cujo mostrador se
supde situado nesse plano m, 0s ponteiros podem descrever o dngulo come¢ando no
lado arigem e terminando no lado extremidade, identificar um angulo orientado como
tendo «orientagao positiva» no caso contrario, e afetar do sinal «—» as amplitudes dos
primeiros enquanto angulos orientados, bem como as respetivas medidas.

3. Definir rotacGes segundo Gngulos orientados

1.

Designar, dados dois pontos O e M e um angulo orientado a em determinado plano, um
ponto M’ por «imagem do ponto M pela rotacdo de centro O e de angulo orientado a»
quando OM = OM’ e OM' for o lado extremidade do angulo orientado de lado origem
OM e com a mesma amplitude de a enquanto angulos orientados.

4. Definir Gngulos generalizados

1.

Identificar um «angulo generalizado» (ou «angulo trigonométrico») como um par
ordenado (@, n), onde a € um angulo orientado ou um angulo nulo e n € um nimero
inteiro, que é positivo ou nulo se a tiver orientacdo positiva e negativo ou nulo se o
tiver orientacdo negativa, interpretando-o intuitivamente como o resultado de rodar o
lado extremidade do angulo & (ou, no caso de a ser nulo, o Unico lado, coincidente com
a), realizando |n| voltas completas, no sentido determinado pelo sinal de n.

Designar o lado origem (respetivamente extremidade) de um angulo orientado «
também por «lado origem (respetivamente extremidade) dos angulos generalizados
(a,n)» e um angulo nulo @ também como «lado origem e extremidade dos angulos
generalizados (w, n)».

Identificar, fixado um angulo unidade e sendo g a medida de amplitude dos angulos
giros, a medida de amplitude do angulo generalizado (a,n) como a+ ng, onde a é a
medida de amplitude do angulo orientado ou nulo «.

Reconhecer que dois angulos generalizados (a, n) e (a,n") tém a mesma amplitude se
e somente a e @’ tiverem a mesma amplitude e n = n’ e justificar, fixado um angulo
unidade que, dado um numero real x e fixada uma semirreta para lado origem, existe
um e apenas um angulo generalizado cuja medida de amplitude € igual a x.

. ldentificar, fixado um ponto O e um angulo generalizado (a, n), a «rotacdo de centro O

e angulo generalizado (a,n)», no caso de a ser um angulo nulo, como a aplicagdo
identidade no plano e nos restantes casos como a aplicagdo do plano sobre si proprio
que a cada ponto distinto de O associa a imagem desse ponto pela rotagdo de centro O
e angulo orientado a e ao ponto O associa o préprio ponto 0.

Reconhecer, dado um ponto O e angulos generalizados (a,n) e (a',n"), a,a’ dngulos
orientados, que as rotagdes de centro O e angulos generalizados (o, n) e (d,n')
coincidem se e somente se « e @' tiverem a mesma amplitude ou se tiverem sentidos
contrarios e os valores absolutos das respetivas amplitudes tiverem soma igual 8 medida
de um angulo giro.
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5. Definir as razdes trigonométricas dos Gngulos generalizados

1. Designar um referencial ortonormado num dado plano como «direto» quando o
primeiro quadrante, considerado como angulo orientado de lado origem coincidente
com o semieixo paositivo Ox e lado extremidade coincidente com semieixo positiva Oy,
tem orienta¢ado positiva.

2. Designar, dado um referencial ortonormado em dado plano, a circunferéncia centrada
na origem e de raio 1 desse plano também por «circunferéncia trigonométrica» (ou, por
abuso de linguagem, por «circulo trigonométrico»).

3. Identificar, dado um referencial ortonormado direto em dado plano e um Zangulo
orientado a desse plano, o «seno de a» (respetivamente o «cosseno de a») como a
ordenada (respetivamente a abcissa) do ponto P, intersecdo da circunferéncia
trigonométrica com o lado extremidade do angulo orientado de lado origem coincidente
com o semieixo positivo Ox e de amplitude igual a a, representa-lo por sin(a), sen(a),
sin a ou sen a (respetivamente por cos(a) ou por cos a), reconhecer que este valor ndo
depende da escalha do referencial, e que esta defini¢do estende a definicdao de seno
(respetivamente de cosseno) de angulos geométricos convexos, se o identificarmos com
0 seno (respetivamente cosseno) de um angulo orientado com a mesma amplitude.

4. |dentificar, dado um referencial ortonormado direto em dado plano, e um angulo
orientado a desse plano de lados ndo perpendiculares, a «tangente de a» como a
ordenada do ponto P, interse¢do da reta de equacdo x = 1, tangente a circunferéncia
trigonométrica no ponto de coordenadas (1,0), com a reta suporte do lado extremidade
do angulo orientado de lado origem coincidente com o semieixo positivo Ox e de
amplitude igual a «, representa-la por tan(a), tg(a), tana oulg a, reconhecer que

tana = % e que esta definigdo estende a definigdo de tangente de um angulo agudo,

se a identificarmos com a tangente de um angulo orientado com a mesma amplitude.

5. ldentificar, dado um angulo generalizado 8 = (a, n), 0 «seno de @», 0 «cassena de @» e
a «tangente de @» como, respetivamente, 0 seno, 0 cosseno e a tangente de a.

6. lustificar, dados angulos generalizados € e 8’ com a mesma amplitude 8 = a, que o
seng, o cosseno e a tangente de @ sdo respetivamente iguais ao seno, ao cosseno e a

tangente de 0’ e designa-los também respetivamente por seno, cosseno e tangente de 0.

6. Definir medidas de dngulos em radianos

1. Designar por «radiano» a amplitude de um angulo ao centro de uma circunferéncia que
nela determina um arco de comprimento igual ao raio e reconhecer que o radiano nao
depende da escolha da circunferéncia, aproximando o comprimento do arco de
circunferéncia par comprimentos de linhas poligonais inscritas.

2. Efetuar conversées de medidas de amplitude de angulos de graus para radianos e de
radianos para graus, comecando por justificar que um angulo giro tem amplitude 2m
radianos.
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7. Definir funcdes trigonométricas e deduzir propriedades

1.

10.

Identificar, dado um nimero real x, a «tangente de x» (respetivamente o «seno de x» e
0 «cosseno de x») como a tangente (respetivamente o seno e o cosseno) de um angulo
generalizado de medida de amplitude igual a x, em radianos, sempre que esse valor
esteja definido, e designar a fun¢do assim determinada nesse conjunto de nimeros reais
e com conjunto de chegada R por «(fun¢do) tangente» (respetivamente «(fun¢ao)
seno» e «(funcdo) cosseno»), representando-a por «tan» ou «tg» (respetivamente por
«sin» ou «sen» e por «cos») e o respetivo valor num ponto x do dominio também por
tan x ou tg x (respetivamente por «sin x» ou «sen x» e par «cos x»).

. ldentificar, dado um nimero P > 0, uma fun¢do f como «periddica de periodo P» ou

«P-periddica» se paratodoox € Df, x +P € Dre f(x + P) = f(x).

Designar, dada uma fun¢do f, o numero P, > 0 por «periodo fundamental de f ou por
«periodo positivo minimo de f» se f for Py-periédica e ndo admitir outro periodo P
inferior a P,.

Justificar que as func¢des reais de varidvel real seno e cosseno tém dominio R,
contradominio [—1,1] e periodo fundamental Py = 2m.

Provar que os zeros da fungdo seno (respetivamente da fungéo cosseno) sao 0s nimeros

da forma km, k € Z (respetivamente da forma §+ km, k €Z).

Justificar que a fungao seno (respetivamente a fun¢do cosseno) admite extremos locais nos
pontos de abcissa da forma §+ km, k € Z (respetivamente da forma x= kr , k € Z).
Provar que para todo o x € R, cos® x + sin® x = 1, reconhecendo que esta igualdade

generaliza a férmula fundamental da Trigonometria, e referi-la igualmente por essa
designagao.

. Justificar que, para todo 0 x € R, cos (—x) = cosx, sin(—x) = —sinx, cos (x + m) =

—cosx, sin (x + m) = —sinx, cos (xi%) = Fsinx e sin (xi%) =4 casx.

. Justificar que a funcdo real de varidvel real tangente tem dominio

Dign = R\{x:x = % + km ,k € Z}, contradominio R, periodo fundamental Py =m e

que as respetivos zeras sdo 0os numeros da forma km, k € Z.
Justificar que as fun¢des seno e tangente sdo impares e a fungdo cosseno € par.

8. Definir fungdes trigonométricas inversas

1:

+Reconhecer que as fun¢des sin: [—%,%] - [-11]; ecost[0m] =[-11] e
tan :] — %,%[ — R, obtidas por restri¢cao respetivamente das fun¢des sin, cos e tan aos

intervalos indicados e tomando para conjuntos de chegada os respetivos
contradominios, sao bijetivas e designar as bijeces reciprocas por «{fung¢do) arco-
-seno» (arcsin ou arcsen), «{fun¢do) arco-cosseno» (arccos) e «(fun¢do) arco-tangente»
(arctan ou arctg), respetivamente, sabendo que sao valores aproximados destas fun¢oes
que as calculadoras fornecem, associados as teclas, respetivamente, sin", cos™! e
tan~?!, desde que esteja selecionado o radiano para unidade de medida dos angulos.

Reconhecer, dados numeros reais x e &, que cos X = COs & se e somente se existirk € Z

talquex = a + 2kroux = —a + 2km.
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3. Reconhecer, dados numeros reais x e @, que sinx = sin a se e somente se existirk € Z
talquex = a+ 2kroux =m— a + 2km.

4. Reconhecer, dados nimeros reais x e @ do dominio da fun¢do tangente, que tanx = tan
se e somente se existir k € Z tal que x = a + km.

5. Resolver equagdes da forma sinx = q,cosx =aetanx =q,a € R.

. Resolver problemas

1. +Resolver problemas envolvendo a resolu¢do de tridngulos.

2. +Resolver problemas envolvendo a determinacdo de distdncias utilizando angulos e as
respetivas razdes trigonométricas.

3. +Resolver equagdes trigonométricas e problemas envolvendo formulas trigonométricas
e a determinagado de razoes trigonométricas.

4. +Resolver problemas envolvendo fun¢Ges trigonométricas.
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Geometria Analitica GA11

Declive e inclina¢do de uma reta

1. Definir ainclinacdo de uma reta

1.

Identificar, fixado um plano munido de um referencial ortonormado de origem O e dada
uma reta r que passa pela origem e é distinta do eixo Ox, a «inclinagédo de r» como a
amplitude do angulo convexo formado pelo semi-eixo positivo das abcissas e a
semirreta OP, onde P é um qualquer ponto de r de ordenada positiva, e identificar a
inclinagdo do eixo das abcissas como a amplitude nula.

Identificar, fixado um plano munido de um referencial ortonormado de origem 0, a
inclinagdo de uma reta r como a inclinagao da reta paralela a r que passa por O.

. Justificar, fixado um plano munido de um referencial ortonormado, que o declive de

uma reta ndo vertical é igual a tangente trigonométrica da respetiva inclinagdo.

Produto escalar

2. Definir e conhecer propriedades do produto escalar de vetores

1.

sD! {00 ik (I oL

10.

Identificar, fixada uma unidade de comprimento, dados vetores ndo nulos 1 e ¥, o
«produto escalar (ou interno) de i e ©#» como o nimero OP X O_Q' (respetivamente o
nimero — OP x 0Q') onde, fixado um ponto 0, P=0+1u, Q=0+9, Q é a
proje¢do ortogonal de @ na reta OP, se w” e OP tiverem o mesmo sentido
(respetivamente se tiverem sentidos contrarios), reconhecendo que este valor é
independente da escolha do ponto 0, identificar o produto escalar de vetores 1 e ¥
como nulo se um dos vetores for nulo e representar o produto escalar de vetores 1 e U
por «u . U».

Identificar, dados vetores ndo nulos 1 e ¥, «angulo dos vetores 1 e ¥» como qualquer
angulo convexo, nulo ou raso POQ tal que 1 = OP e = ij, reconhecendo que tém
todos a mesma amplitude, designar também essa amplitude por «angulo formado pelos
vetores 1 e U» quando essa designacao nao for ambigua, e representa-la por « (ﬂ?ﬁ)».
Provar, dados vetores i e ¥ ndo nulos, que 1 . v = ||u]|||#|| cos (ﬁ",‘ﬁ)-

Identificar vetores i e ¥ como «perpendiculares» quando um deles for nulo ou quando,
nao sendo nulo nenhum dos dois, forem perpendiculares duas retas de vetores diretores
respetivamente iguais a 7 e a U , e indicar que 1 e ¥ sdo perpendiculares escrevendo
«t L vn.

Justificar, dados vetorestie V,que i . 7 =0= U L V.

Justificar, dado um vetor i, que 1 .U = ||i]|%.

lustificar, dados vetorestie ¥, que i .U = V.U .

+Provar, dados vetores 2 e ¥ e um numero real A, que (Au) .v = A(i. ) .

+Provar, dados vetores i, vew ,que (U + V) . w=uU.w+V.w .

Justificar, fixado um plano munido de um referencial ortonormado e vetores % (u,,u,) e
v(vq, 1), que .U = u v, + u,v, , comecando por justificar que e;.e; = e;.e; = 1le
.6 =0.
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11.

12.

Provar, fixado um plano munido de um referencial ortonormado, que duas retas de
declives respetivamente iguais a m e a m' sio perpendiculares se e somente se
mm' = —1.

Justificar, fixado um referencial ortonormado do espaco e dados vetores (1, us,u3) €
v(vq, V9, v3) do espago, que U. U = u vy + Uy, + Uz 3, comegando por justificar que

€.6] =€,.6; = €3.63 = 1e¢).¢; = €,.63 = ;.63 = 0.

3. Determinar equagoes de planos no espago

1.

Identificar um vetor ¥ como «normal a um plano a» se for nulo ou, ndo sendo nulo, se
as retas de vetor diretor v forem perpendiculares a a .

. Justificar, dados planos a e e vetores 7, e ﬁﬂ ndo nulos, normais respetivamente a a e

B, que a e 8 sdo (estritamente) paralelos ou coincidentes se e somente se ¥, e ﬁﬁ
forem colineares e a e f sdo perpendiculares se e somente se U, e 153 forem

perpendiculares.

. Justificar, dado um vetor ndo nulo ¥ normal a um plano a e um ponto P, € a, que para

todo o ponto P do plano, P € a & P,P.7 = 0.

Recanhecer, fixado um referencial ortonormado do espa¢o e dado um vetor ndo nulo
U(v1,V2,13) € um ponto Py(Xy, Vo,2p), que existe um dnico plano a que passa por
P, tal que ¥ é normal a @ e provar que P(x,y,z) Ea se e somente se

v (x — x0) + 12 (¥ — ¥o) + v3(z —25) = 0.

. Justificar que as equagbes da forma ax +by+cz+d =0, onde a,b,c,d €ER,

(a,b,c) # (0,0,0), sdao equacgbes de planos e, reciprocamente, que qualquer plano
admite uma equagao cartesiana daquela forma.

. lustificar, dados @, b,c,d € R, (a,b,c) # (0,0,0), que o vetor de coordenadas (a, b, ¢)

é normal ao plano de equacdoax + by +cz+d = 0.

. ldentificar, dado um plano @, um vetor ¥ como «paralelo a a» se ¥ for nulo ou, ndo

sendo nulo, se for vetor diretor de uma reta de a.

. +Provar, dado um plano a, um ponto Py € a e dois vetores 1 e ¥ ndo colineares

paralelos a @, que para todo o ponto P doespa¢o, P Ea <= 3s,t E R, P = Py + su + tv
e designar esta equagao por «equagao vetorial do plano a».

. lustificar, dado um plano @, um ponto Py (x,, ¥y, 2o) € @ e dois vetores 1y, u,, ;) €

v(v4, 5, 73) ndo colineares paralelos a «, que para todo o ponto P(x,y, z) do espago,
PeEaedssteERx=xpg+su +tri Ay =yg+su, +tvyAz=2z,+suz+tvy e
designar este sistema de equagdes por «sistema das equagdes paramétricas do plano a».

4. Resolver problemas

1
2;

+Resolver problemas envolvendo a nog¢do de produto escalar de vetores.
+Resolver problemas relativos a determinagdo de equagdes de retas do plano em
situacdes diversas envolvendo a nog¢ado de perpendicularidade.

. +Resolver problemas relativos a determinacdo de equactes de planos em situacdes

diversas envolvendo a nogao de perpendicularidade e de paralelismo.
+Resolver problemas envolvendo equagdes de planos e de retas no espago.
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Sucessoes SUC11

Generalidades sobre sucessdes

1. Caracterizar o conjunto dos majorantes e dos minorantes de um conjunto de numeros reais

1.

Identificar um subconjunto A de R como «majorado» quando existe um nuimero real M
tal que Ya € A,a = M e designar M por «majorante de A».

Identificar um subconjunto A de R como «minorado» quando existe um numero real m
tal que Va € A, a = m e designar m por «minorante de A».

Identificar um subconjunto A de R como «limitado» quando for majorado e minorado.

4. Designar por «maximo» (respetivamente por «minimo») de um subconjunto 4 de R um

majorante (respetivamente um minorante) de A pertencente a A e justificar que se
existir € anico.

Estudar propriedades elementares de sucessoes reqis

1.

Identificar uma «sucessao real» (ou simplesmente «sucessao» quando esta designagao
nao for ambigua) como uma fun¢do u de dominio N e de conjunto de chegada R, e
representar por «u,», dito «termo geral da sucessdo», aimagem u(n)den € Nporue
por «(1, )nen» (ou simplesmente por «(u,)», ou ainda por «u,» quando estas
notagoes nao forem ambiguas) a propria sucessao u.

Identificar uma sucessdo (u,) como «crescente» (respetivamente «decrescente»)
quando o for como func¢do real de variavel real, ou seja, quando para quaisquer
P, P2 €N, p; > p, = u, > u, (respetivamente p; > p, = w, < u,,)ereconhecer
que (u,) é crescente (respetivamente decrescente) se e somente se para todo n € N,
lneq = Uy (respetivamente u,,, 1 < u,).

Identificar uma sucessdo (u,) como «crescente (respetivamente decrescente) em
sentido lato» quando para quaisquer p;,p, € N, p; > p, = u,,, = u,,, (respetivamente
P1>p2 = u, <u,) e reconhecer que (u,) € crescente (respetivamente
descrescente) em sentido lato se e somente se para todo n€N, u,,; > u,
(respetivamente ty,, 1 < Up)-

. Identificar uma sucessdo (u,) como «majorada» se o conjunto {u,:n € N} dos

respetivos termos for majorado e designar os majorantes deste conjunto também por
«majorantes da sucessao».

Identificar uma sucessdo (u,) como «minorada» se o conjunto {u,:n € N} dos
respetivos termos for minorado e designar os minorantes deste conjunto também por
«minorantes da sucessao».

Designar por «limitada» uma sucessdo (u,,) simultaneamente majorada e minorada.

Principio de Inducdo matematica

3.

Utilizar o principio de indugdo matematica

1:

Saber, dada uma condicdo T'(n), que a proposicdo Vn € N, T(n) é verdadeirase T(1) for
verdadeira e se, além disso, para todo o n€N, T(n) = T(n+ 1), designar este
resultado por «principio de inducdo (matematica)», T(n), enquanto antecedente da
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3.

implicaggo T(n) = T(n+ 1), por «hipotese de indugdo» e a proposicao Vn € N,
T(n) = T(n + 1) por «hereditariedade» da propriedade T'(n) e saber que o principio de
inducdo pode estender-se, mutatis mutandis, fixado um ndmero inteiro p e uma condi¢ao
T(n), a demonstracdo da proposi¢cdo vn € N,, T(n),ondeN, ={n €Z: n = p}.

Saber, dada uma funcdo f:4 — A e a € A, que existe uma unica sucessdo (u,)
de elementos de A tal que u, =a e Vvn€N, u,,, = f(u,), referir que estas
condigoes definem a sucessao (u,) «por recorréncia» e saber que estes resultados
podem estender-se, mutatis mutandis, a definicdo de func¢des de Np em A, onde
N, ={n€Z: n = p}, também designadas por «sucessoes (indiciadas em N, )».

+Utilizar o principio de indu¢do para efetuar demonstracdes.

Progressdes aritméticas e geométricas

4. Calcular o termo geral de progressées aritméticas e geométricas

1.

Designar, dados a,r € R, por «progressao aritmética de primeiro termo a e razao r» a
sucessao definida por recarrénciaporu; = ae, paratodoon €N, 1y, 1 = u, +r.

. Justificar que o termo geral da progressdo aritmética de primeiro termo a € R e de

razaor € R édadoporu, =a+ (n—1)r.
Designar, dados a,r € R, por «progressao geométrica de primeiro termo a e razdo r» a
sucessao definida por recorréncia poru; = aeparatodon € N, u,,. = u, Xr.

. Justificar que o termo geral da progressao geométrica de primeiro termo a e razao r

nao nula é dado por u,, = ar®1.

5. Calcular a soma de um numero finito de termos de progressoes aritméticas e geométricas

1. Designar, dado N € N, por «progressao aritmética (finita) de comprimento N»
(respetivamente «progressdo geométrica (finita) de comprimento N»), a sequéncia
(uy,up, . uy) «dos N primeiros termos» de uma progressdo aritmética
(respetivamente geométrica) (u,,).

2. +Reconhecer, dado N € N, que a soma dos termos de uma progressao aritmética de
comprimento N, (uq,1p, ..., uy), é dadapor S = ¥, u; =1£14_'Tu” X N.

3. +Recanhecer, dado N € N, que a soma dos termos de uma progressao geométrica de
comprimento N, de primeiro termo u, e de razio r diferente de 1, é dada por

1-rV
S=1 —
Limites de sucessdes

6. Definir o limite de uma sucessdo

1.

Identificar, dada uma sucessao (u,,) , um nimero real [ como «limite da sucessao (u,,)»
ou como «limite de u,, quando n tende para +co» quando, para todo o nimero real
8 > 0, existir uma ordem p € N tal que VnEN,n=2p= |, —I| < 8, referir, nesta
situacdo, que «u, tende para I» («u, — [»), e designar a sucessio (u,) por
«convergente» quando um tal limite ! existe e por «divergente» quando nao for
convergente.
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10.

11.

12,

13.

14.

15.

16.

17.

Provar que uma sucessao convergente (u,,) admite um dnico limite e representa-lo por

« lim uy,», «llm U, » ou simplesmente por «lim u,,».
n—=+co

+Reconhecer que as sucessdes convergentes sdo limitadas.

Saber que uma sucessao crescente (respetivamente decrescente) em sentido lato e
majorada (respetivamente minorada) é convergente.

Identificar uma sucessdo (u,) como «tendo limite +co» ( lim u,, = +oo, hm U, = +co

T+ oo

ou limu, = +00) quando, para todo o L > 0, existir uma ordem p E N tal que
vn € N,n = p = u, > L, referir, nesta situagao, que «u, tende para +oo» («u,, —
+con) e reconhecer que uma tal sucessao é divergente.

Identificar uma sucessao (u,) como «tendo limite —oo» ( ]11}_1 Up = —00, llm Uy = —00
n—=+oo
ou limu,, = —o0) quando, para todo o L > 0, existir uma ordem p E N tal que

VvneEN,n>p=>u, <-L , referir, nesta situa¢do, que «u, tende para —co»
(«u, — —oon) e reconhecer que uma tal sucessao € divergente (e ndo tende para +o0).
Reconhecer, dada uma sucessio (u,,) com limite [ € R ou tendendo para +co ou para
—oo (respetivamente sem limite), que qualquer sucessao (v,) que possa ser obtida de
(u,,) alterando apenas um numero finito de termos, tem o mesmo limite
(respetivamente nao tem limite).

+Provar, dada uma sucessdo (u,,) limitada e uma sucessdo (u,,) com limite nulo, que
limu,v, =0.

Provar, dados nimeros reais a, b, ¢ e d e utilizando a definicdo de limite, que o limite da

sucessdo de termo geral u, = ? {cn + d # 0 para todo o n) é igual a— se c+0,a
400, se ¢ =0 e%>0, a—oosec=0 eE<0 e a%, se a=c =0, ou seja, em
particular, que o limite de uma sucessado constante € igual a propria constante.

Provar, utilizando a defini¢do de limite, que, dado um nimero racional p, lim n? = 4co
sep>0elimn? =0sep < 0.

Provar, dadas duas sucessdes (u,,) e (v,) convergentes, com limites respetivamente
iguais a [; e [,, que a sucessdo (u, + v,) € convergente e que lim (u,, +v,) =, +1,.
ftProvar, dadas duas sucessoes (u,,) e (v,) convergentes, com limites respetivamente
iguais a [ e [,, que a sucessdo (u,v,) € convergentee que limu,v, = [;1,.

##Provar, dada uma sucessdo (1,,) convergente de termos n3o nulos, com limite [; ndo
nulo, que Iimi=l e justificar que se for também dada uma sucessdo (V,)nen
I

1

#Provar, dada uma sucessido convergente (u,,) e um numero real a, que a sucessio de
termo geral au,, é convergente e que lim (au,,) = alimu,,.

#Provar, dada uma sucessdo convergente (u,,) € um nimero racional r, que, se r € N,
ou se 0s termos da sucessao forem todos ndo negativos e r for positivo, ou ainda se os

convergente, com limite [, entdo a sucessdo ( ) & convergente e llmun —
ﬂ

termos da sucessdo forem todos positivos, entdo a sucessdo de termo geral (u,,)” é
convergente e lim (u,,)" = (limw,)".

Provar, dadas sucessoes (u,) e (v,), com limites respetivamente +c e [ € R (ou
ambas com limite +c0), que lim(xw, + v,) = +co e representar esta propriedade por
«+o0 + | = +oo» (ou por «+co + (+00) = +oon).

#Provar, dadas sucessdes (u,,) e (v,), com limites respetivamente —co e [ € R (ou
ambas com limite —c0), que lim(w,, + v,,) = — e representar esta propriedade por
«—oo + [ = —cox» (ou por «—oo + (—o0) = —con).
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18.

19.

20.

21.

22,

23.

24.

25.

26.

27

28.

29,

Justificar, dadas sucessoes (u,) e (v,), que apenas da informagdo limu, =+ e
lim v, = —oe nada se pode concluir acerca da existéncia de lim(u,, + v,,) e referir esta
situacdo por «indeterminacao do tipo (+0) + (—o0)».

#Provar, dadas sucessdes (u,,), com limite +oo, e (1) com limite [ € R* ou 4o
(respetivamente com limite [ € R™ ou —o0), que lim(u,v,) = 40 (respetivamente
lim(u,vy,) = —o0) @ representar estas propriedades por
«(+00) X | = +oon e «(+0) X (+00) = +oo» (respetivamente por «(+) X [ = —co»
e «(400) X (—o0) = —oon).

#Provar, dadas sucessdes (u,), com limite —oo, e (v,) com limite [ € R*
(respetivamente com limite [ € R~ ou —oo), que lim(u,v,) = —oo (respetivamente
lim(u,v,) = +o) e representar esta propriedade por «(—o0) X! = —oo»
(respetivamente por «(—o0) X [ = +oo» e «(—00) X (—0c0) = +oo»).

fiProvar, dada uma sucessdo (u,) com limite +o0 e de termos ndo negativos
(respetivamente com limite —co) e um ndmero racional r positivo (respetivamente
r € N), que a sucessdo de termo geral u,] tem limite +oo (respetivamente tem limite
+oo se r for par e limite —co se r for impar) e representar esta propriedade por
«(400)" = 40on (respetivamente por «(—)" = +cox» se r for par e por «(—)" = —co»
se r for impar).

Justificar, dadas sucessdes (1u,) e (v,) que apenas da informagéo limu,, = +co (ou
limu,, = —o0) e lim v, = 0 nada se pode concluir acerca da existéncia de lim(u,v,) e
referir esta situa¢do por «indeterminag¢do do tipo co X 0».

#Provar, dada uma sucessido (v,,) de termos ndo nulos, positiva a partir de certa ordem,

com limite nulo («lim v, = 0% »), que limwL = +co e representar esta propriedade por

n

1
«n—+ = +4con,
#Provar, dada uma sucessao (v,,) de termos ndo nulos, negativa a partir de certa ordem,

com limite nulo («lim v, = 07 »), que limvL = —co e representar esta propriedade por

n

1
Y— = —00ONn,
o=

#Provar, dada uma sucessao (v, ) de termos nao nulos e a tender para +co ou para —co,
- ’ 1
que hmv— = 0 e representar esta propriedade por g O».
n

Justificar, dadas sucessdes (v,) e (v,), que apenas da informac¢do limu, = +oo e
limv, = tco (respetivamente limu,, = limv,, = 0, onde (v,,) n3do se anula) nada se

T

. T . W . u - " -
pode concluir acerca da existéncia do limite lim— e referir esta situagdo por

Un
«indeterminagao do tipo %» (respetivamente «indeterminag¢ao do tipo %»).
Justificar, dado um polindmio P(x) de grau superior ou igual a 1, que a sucessdo
(P(n) )pey € tal que lim P(n) = +oo se o coeficiente do termo de maior grau da forma
reduzida de P for positivo e que lim P(n) = —co no caso contrario.
Calcular, dadas sucessdes (P(n) )pen € (Q(n) )nen, onde P(x) e Q(x) sdo polinémios,
Q(x) sem raizes naturais, o limite Iim% e relaciona-lo com os graus de P(n) e Q(n)
e com os coeficientes dos termos de maior grau das respetivas formas reduzidas.
+Provar, dado um nimero real @ > 0, que lima® =4 sea > 1e quelima™ =0 se

a<1l.
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30.

3L

+Provar, dado um ndmero real a > 0, que lim V/a = 1, comec¢ando por observar, no
n
casodea>1,que 1<a< (1 +3) ;
n,

Saber de memédria os limites das sucessdes de termo geral n? (p € Q), a™ e Va (a > 0).

7. Resolver problemas

1.

+Resolver problemas envolvendo o estudo da monotonia e a determinagdo de
majorantes e minorantes de sucessdes.

+Resolver problemas envolvendo progressdes aritméticas e geométricas.

. +Calcular, por meios algébricos, o limite de sucessbes em situacao indeterminada e

referir esse calculo como um «levantamento da indeterminagédo».
+Resolver problemas envolvendo a nogao de limite de uma sucessao.
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Funcgoes Reais de Variavel Real FRVR11

Limites segundo Heine de fungdes reais de variavel real

1. Definir limite de uma fung¢éo num ponto e estudar as respetivas propriedades fundamentais

1.

Identificar, dado um conjunto A C R e a € R, a como «ponto aderente a A» quando
existe uma sucessao (x,,) de elementos de A tal que limx,, = a.

Identificar, dada uma fun¢do real de varidvel real f e um pontoa €R,
b € R como «limite de f(x) quando x tende paraa» quando a for aderente ao
dominio D de f e para toda a sucessdo (x,) de elementos de Dy convergente
paraa, lim f( x,) = b, justificar que um tal limite, se existir, € Ginico, representa-lo por

«lim f (x)», referir, nesta situagao, que «f(x) tende para b quando x tende paraa» e
X—=

estender esta defini¢do e propriedade ao caso de limites infinitos.

Identificar, dada uma fungéo real de variavel real f e ¢ € R, b € R como o «limite de
f(x)quando x tende para a por valores inferiores a a» quando
b = lim f|)—e,q(x), representar b por xh{fl‘_f (x), designa-lo também por «limite de

X—=a
f(x) a esquerda de a», referir, nesta situagdo, que «f (x) tende para b quando x tende
para a por valores inferiores a a» e estender esta definicdo ao caso de limites infinitos.
Identificar, dada uma fungéo real de varidvel real f e ¢ € R, b € R como o «limite de
f(x)gquando x tende para a por \valores superiores a a» quando
b = lim f|1q,+w(x), representar b por x]iglj (x), designa-lo também por «limite de

X—=a
f(x) a direita de a», referir, nesta situa¢do, que «f(x) tende para b quando x tende
para a por valores superiores a a» e estender esta definicdo ao caso de limites infinitos.

. Saber, dada uma funcdo real de varidvel real f e um ponto a aderente ao respetivo

dominio D¢, que se a & Dy e se os limites lim f(x) e lim f(x) existirem e forem iguais,
x—=a~ xoat

entdo existe o limite }:%[(x) € que, Nesse caso, P_r)t&f(x) = xll,rél-[(x) = JLI‘IIL[(;\:).

. Saber, dada uma fungao real de variavel real [ € um ponto a € Dy, que se os limites

J_ifél_f(x) e xl_i_’rgf(x) existirem e forem ambos iguais a f(a), entdo existe o limite
Jlrir}laf(;uuc) e que, nesse caso, JIrir}af(;uuc) = xllrg_f(x) = xllT+f(x).

Identificar, dada uma fung¢ao real de variavel real f cujo dominio ndao é majorado como
«limite de f(x) quando x tende para mais infinito» quando para toda a sucessdo (x,,) de
elementos de Dy com limite +co, lim f( x,,) = b, justificar que um tal limite, se existir, &
unico, representa-lo por xli,rﬂnf (x), referir, nesta situa¢do, que «f(x)tende parab
guando x tende para mais infinito» e estender esta defini¢do e propriedade ao caso de
limites infinitos.

Identificar, dada uma fung¢ao real de varidvel real f cujo dominio ndo € minorado como
«limite de f(x) quando x tende para menos infinito» quando para toda a sucessdo (x,,)
de elementos de Dy com limite —co, lim f(x,) = b, justificar que um tal limite, se
existir, € unico, representa-lo por Jcl_i}moc}]"(x), referir, nesta situagdo, que «f(x) tende
para b quando x tende para menos infinito» e estender esta defini¢io e propriedade ao
caso de limites infinitos.
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9.

10.

11.

Justificar que os limites da soma, do produto e do quociente de fun¢des f: Dy —» R e
g: Dy, = R e do produto por um escalar @ e da poténcia de expoente racional r de uma
fungdo f: Dy — R, se calculam, em pontos aderentes aos dominios respetivamente de

g i %, af e f7 a partir dos limites de f e g nesse pontos de forma analoga ao

caso das sucessdes, reconhecendo que se mantém as situagdes indeterminadas.
lustificar, dade D C R, fung¢des f:D —» Re g:D — R e um ponto a aderente a D, que se
limf(x) = 0 ese g élimitada entdo lim[f(x)g(x)] = 0 e estender este resultado ao caso
Xl x—{

de limites por valores superiores ou inferiores a @ bem como ao caso de limites em +co.
Justificar, dadas fung¢des reais de variavel real f e g e um ponto a aderente a D, ¢, que
selimf(x) =b€ Relimg(x) =c € Rentdo lim(gof)(x) =c.

lim  (x) limg(x) lim (gof)(x)

2. Definir a nogdo de continuidade e as respetivas propriedades fundamentais

. Justificar, dada uma funcao real de variavel real f e um ponto a do respetivo dominio

que se o limite lim f(x) existe entdo é igual a f (a).
X=4a

Designar, dada uma fung¢ao real de variavel real f e um ponto a do respetivo dominio, a
fungdo f por «continua em a» quando o limite lim f (x) existe.
X—a

Designar, dada uma funcdo real de varidvel real f de dominio Df, a fun¢do f por
«continua no conjunto A € Dg» quando f € continua em todos os pontos de A e
simplesmente por «continua» quando € continua em todos os pontos de Dy.

Saber que se uma fungéo real de variavel real f de dominio Dy for continuaem a € Dy e
f(a) # 0 (respetivamente f(a) > 0 ou f(a) < 0) entdo existe uma vizinhan¢a V de a
tal que f ndo se anula (respetivamente f é positiva ou f é negativa) em V n Dy.

. Justificar que se as fungdes reais de varidvel real f:Df —» R e g: D, — R s&o continuas

num ponto a, entdo as fungdes f + g, f — g e f X g sdo continuasem a e, se g(a) # 0,
a fungao gé continua em a.

Designar por «fun¢do racional» uma func¢do real de variavel real dada por uma
expressao da forma %, onde P e Q sao polindmios.

Justificar que as fungdes polinomiais e racionais sdo continuas.

8. lJustificar que as poténcias de expoente racional sdo continuas.

10.

11.

. Saber que as fungdes seno e cosseno sdo continuas e justificar que a fungdo tangente é

continua.

Justificar, dadas fungdes reais de variavel real f e g e a € Dy, ¢, que se f € continua em
a e g é continua em f (a) entdo a fun¢do composta gof é continua em a.

Justificar a continuidade de fun¢des obtidas por aplica¢do sucessiva de operacdes de
adi¢do algébrica, multiplicacdo, divisdo e composicdo de funcbes «de referéncia para a
continuidade»: funcbes polinomiais, poténcias de expoente racional e as funcbes
cosseno, seno e tangente.
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3. Definir assintotas ao grdfico de uma funcdo

1.

Identificar, dado um referencial cartesiano, uma funcao real de variavelreal fea € R, a
reta de equagdo x = a como « assintota vertical ao grafico de f» quando pelo menaos
um dos limites laterais de f no ponto a for infinito.

Designar, dada uma funcdo real de variavel real f e um referencial cartesiano, a reta de
equagdo y = mx + b (m, b € R) por «assintota ao grafico de [ em +00» (respetivamente
por «assintota ao grafico de f em —oo») se lim (f(x)—(mx+b))=0

xX—+00

(respetivamente se lim (f(x) — (mx + b)) = 0) e designa-la, quando m =0, por
X——c0

«assintota horizontal».

~ L. - . X
Provar, dada uma fungdo real de varidvel real f, que a condicdo lim &=m
x—=+00 X
. i f(x) ; . o . -
(respetivamente lim p—= m) é necessaria (mas ndo suficiente) para que exista uma
Xx——o

reta de declive m que seja assintota ao grafico de f em +© (respetivamente em —o).

4. Resolver problemas

+Resolver problemas envolvendo o estudo de fungdes racionais.

. +Calcular, por meios algébricos, limites de funcdes reais de variavel real em situacdo de

indeterminagdo e referir um desses calculos como um «levantamento da
indeterminacdo».

. +Resolver problemas envolvendo a nogao de limite e de continuidade de uma fungao

real de variavel real.
+Resolver problemas envolvendo a determinac¢do das assintotas e da representacdo
b

grafica de fungGes racionais definidas em R\{c} por f(x) = a + prsera

. +Resolver problemas envolvendo a determinacdo de assintotas ao grafico de funcoes

racionais e de func¢des definidas pelo radical de uma fungao racional.

Derivadas de fung¢es reais de variavel real e aplicages

5. Definir a nogdo de derivada

1.

Identificar, dada uma func¢do real de variavel real f e dois pontos a e b do respetivo
f(b)-f(a)

dominio, a «taxa média de variacdo de f entre a e b» como
=il

. Justificar, dada uma funcdo real de variavel real f e dois pontos a e b do respetivo

dominio, que o declive da reta secante ao grafico de f nos pontos A(a,f(a)) e
B(b, f (b)) € igual a taxa media de variagdo de [ entre a e b.

Identificar, dada uma fung&o real de variavel real f e um ponto x; do respetivo dominio,

) . o - . Flx)=F(xg)
a «taxa instantdnea de variacdo de f no ponto xy» como o limite lim | x( "J,
XXy —%0

quando este existe e é finito, designa-lo por «derivada de f no ponto x,», representa-lo
por «f'(xy)» e, nesse caso, identificar a fun¢do f como «diferencidvel em x» ou
«derivavel em x».

Justificar, dada uma funcdo real de varidvel real f e um ponto x; do respetivo dominio,

que o limite lim [~/ (%) fCea+h)—f(x0)
X=X, X-Xo A

existe se e somente se o limite }lm'(i] existir e
-
que, nesse caso, ambos os limites sdo iguais.
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5.

Identificar, dada uma func¢do real de variavel real f diferencidvel em x, € Dy e um
referencial ortonormado, a «reta tangente ao grafico de f no ponto Py(x, f(xg))»
como a reta de declive f'(x,) que passa por P, e justificar, representando por M(x),
x € Dy, o declive da reta secante ao grafico de f que passa pelo ponto P, e pelo ponto

P (xS (e))- ae M M(2) = f"(xo):

6. Aplicar a nogdo de derivada a cinemdtica do ponto

1.

Identificar, fixados um instante 7, para origem das medidas de tempo, uma unidade de
tempo T, uma reta numérica r com unidade de comprimento L e um intervalo I, uma
funcdo p: I — R, como «fun¢do posi¢do de um ponto P que se desloca na reta r
durante o intervalo de tempo I'», se, para cada t € I, p(t) for a abcissa do ponto de r
que representa a posi¢do que P ocupa, ¢ unidades de tempo T depois de 7, se t > 0, ou
|t] unidades de tempo T antes de 7, se t < 0, designando também por «instante»,
neste contexto, cadat € [.

Identificar, fixados um instante 7, para origem das medidas de tempo, uma unidade de
tempo T, uma reta numérica r com unidade de comprimento L, um intervalo /, a fun¢ao
posicdo p de um ponto P que se desloca na reta r durante o intervalo de tempo I, e

dados dois instantes £; < t, de [, a «velocidade média de P no intervalo de tempo

pt2)-p(t1)
tz—ty

e, para t € I, a «velocidade instantanea de P no instante ¢ na unidade L/T» como a

derivada de p em ¢, p'(t), caso exista.

[t1,t2] na unidade L/T» como a taxa média de variagdo de p entre t; e ¢, ,

7. Operar com derivadas

1.

Designar, dada uma fungéo real de varidvel real f, a «fungdo derivada de f» como a
funcdo de dominio D;r = {x € Df: f é diferenciavel em x} que a cada x € Dy faz
corresponder f'(x).

Identificar uma fungao real de variavel real como «diferenciavel num conjunto A»
quando € diferencidvel em todos os pontos de A.

Justificar que se uma fungao real de variavel real f € diferenciavel num conjunto A e é
crescente (respetivamente decrescente), no sentido lato, nesse conjunto, entao para
todoo x € 4, f'(x) = 0 (respetivamente f'(x) < 0).

Provar, dada uma fung¢ao real de variavel real f e um ponto a do respetivo dominio, que
se f é diferenciavel em a, f é continua em a e justificar que a reciproca nao é
verdadeira.

Provar, dado um conjunto D c R e fungoes reais de variavel real f:D - R, g:D = R
diferenciaveis num ponto a de D e um numero real k, que as fungdes [ + g e kf sédo
diferenciaveis em a e que se tem (f + g)'(a) = f'(a) + g'(a) e (kf)' (a) = kf'(a).

. #Provar, dado um conjunto D c R e fungdes reais de varidvel real f:D = R, g:D = R

diferencidveis num ponto a de D, que a fungdo fg é diferenciavel em a e que

(fg9) (@) = f(a)g(a) + f(a)g'(a).
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10.

11.

12.

13.

. #Provar, dado um conjunto D c R e fun¢Ges reais de variavel real /:D - R, g: D = R

diferencidveis num ponto a de D, com g(a) # 0, que a fun¢ao g é diferencidvelema e

£\« _ fl@g(@)-f(a)g'(a)
Sy (E) (@) = (9(a))? :

. +Provar, dada uma fungdo f: Dy — R diferenciavel num ponto a € Dy e uma fungao real

de varidvel real g: D, — R tal que Dy c D, , diferencidvel em f(a), que a funcdo

composta gof € diferencidvel em a e que (gof)'(a) = f'(a) X g’(f(a)).

. Calcular, utilizando a definigdo, uma expressdo analitica para os valores das funcoes

derivadas das «funcOes de referéncia (para o calculo de derivadas)» definidas por

1 i
x,x2, xg,; e v/x, ou constantes, e saber de memoria estes resultados.

Provar, dado um nlamero naturaln (respetivamente dado um ndmero inteiron
negativo), que uma fungdo real de varidvel real f de dominio R (respetivamente de
dominio R\{0}) definida por f(x) = x™ & diferenciavel e que, para todo ox €
D, f'(x)= nx™"1, considerando também estas fungdes como «fun¢des de referéncia
(para o calculo de derivadas)» e saber de memdria este resultado.

+Provar, dado um numero natural par n (respetivamente dado um ndmero natural
impar n > 1), que uma fungio real de variavel real f de dominio R* (respetivamente de

dominio R\{0}) definida por f(x)=Vx é diferencidvel e que, para todo o
1

X€ Df,f’(x) :W'

Provar, para todo o numero racional @, que uma funcdo real de variavel real f de
dominio R* definida por f(x)=x" é diferencidvel e que, para todo o x € Dy,
f'(x) = ax®"1, considerando também estas funcdes como «fun¢Bes de referéncia
(para o calculo de derivadas)» e saber de memdria este resultado.

+Determinar, utilizando as regras de derivacao e as derivadas das funcdes de referéncia,
uma expressdo analitica para as derivadas de func¢des obtidas por aplicacdo sucessiva de
operacoes de adicdo algébrica, multiplicacdo, divisdo e composicdo a funcbes de
referéncia.

8. Aplicar a nogdo de derivada ao estudo de funcoes

1.

Provar, dada uma funcdo real de varidvel real f com dominio contendo um intervalo
I =]a, b|, (a < b), e diferenciavel em x, € I, que se [ atinge um extremo local em x
entdo f'(xy) = 0 e dar um contraexemplo para a implicagdo reciproca.

. Saber, dada uma fung@o real de varidvel real f continua em [a,b] , (a<b), e

f)-f(a) .
O — interpretar

diferencidvel em Ja,b[ que existe ¢ €]a, b[ tal que f'(c) =

geometricamente este resultado e designa-lo por «Teorema de Lagrange».

. Justificar, utilizando o Teorema de Lagrange, que se uma fungdo real de variavel real f é

continua num dado intervalo I de extremo esquerdo a e extremo direito b, diferenciavel
em la, b[e, Vx €]a, b[,f'(x) > 0 (respetivamente Vx €]a, b[ ,f'(x) < 0) entdo f é
estritamente crescente (respetivamente estritamente descrescente ) no intervalo I.

Justificar, utilizando o Teorema de Lagrange, que se uma fungdo real de variavel real f &
continua num dado intervalo / de extremo esquerdo a e extremo direito b, diferenciavel
em |a, bl e Vx € |a,b[, f'(x) = 0 (respetivamente Vx €la, b| ,f'(x) < 0) entdo f é
crescente em sentido lato (respetivamente descrescente em sentido lato) no intervalo /.
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5. lJustificar que se uma funcao real de variavel real fé continua num dado intervalo I de

extremo esquerdo a e extremo direito b, diferenciavel em |a, b[ e, vx €]a, b[, f'(x) =0,
entdo f é constante em /.

9. Resolver problemas

1. +Resolver problemas envolvendo a determinagao de equagdes de retas tangentes ao
grafico de fun¢bes reais de variavel real.

2. +Resolver problemas envolvendo fung¢des posicao, velocidades médias e velocidades
instantaneas e mudancas de unidades de velocidade.

3. +Resolver problemas envolvendo o estudo de funcdes reais de variavel real, a
determinacdo dos respetivos intervalos de monotonia, extremos relativos e absolutos.
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Estatistica EST11

Reta de minimos quadrados, amostras bivariadas e coeficiente de correla¢ao

1. Determinar os parGmetros da reta de minimos quadrados

1.

Designar, fixado um referencial ortogonal num plano e dados um numero natural n,
uma sequéncia (P;(xy, 1), Po(X2,¥2), ..., By (X, ¥ ) de pontos desse plano e uma reta
t de equagdo y = ax + b (a, b € R) por «desvio vertical do ponto P;(x;, y;) em relagéo
a reta t» (i € {1,...,n}) a quantidade y; — ax; — b, interpreta-lo geometricamente e
representa-lo por «g;».

Provar, fixado um referencial ortogonal num plano e dados um ndmero natural n, uma
sequéncia (Py(x1, 1), Po (X2, ¥2)s ., By (X, ¥)) de pontos desse plano e uma reta £ de
equa¢io y =ax+b (a,b €R), que as condicdes Y ,e; =0 e b=y —a¥x sdo
equivalentes, onde x = z%tﬂ ey = Eénﬂ

+Reconhecer, fixado um referencial ortogonal num plano e dados um ndmero natural n,
uma sequéncia (Py(x1,¥1), Po(X2,¥2), s Ba(Xn, ¥n)) de pontos desse plano, ndo
pertencentes a uma mesma reta vertical, e uma retat de equagioy = ax + b,
ondea € Re b=y —ax, ou seja, tal que € nula a soma Ei\;l e; dos desvios verticais
da sequéncia de pontos em relagao a retat, que a fun¢do definida emR pela
expressdo f(a) = X, ;> =3 ,(v; —ax; — b)? atinge um minimo absoluto no

ponto a = gilt‘f:;m e designar a retat com esse declive (e ordenada na origem
igual ay — aX) por «reta de minimos quadrados» da sequéncia de pontos.

Identificar, dadas duas varidveis estatisticas quantitativas x e y em determinada
populacdo e uma amostra A de dimensdo n € N dessa popula¢do cujos elementos estdo
numerados de 1 a n, a «amostra bivariada das varidveis estatisticas x e y» (ou
simplesmente «amostra de dados bivariados (quantitativos)») como a sequéncia

(g, ¥1 )0 (X2, ¥2)s ooy (60 Y )), representa-la por «(x, y)» e designar por «dimensao da

amostra bivariada» o ndmero natural n.

Determinar, em casos concretos de amostras de dados bivariados, qual das variaveis
estatisticas devera ser tomada como independente e qual deve ser tomada como
dependente, utilizando argumentos que envolvam o conhecimento empirico das
condicionantes fisicas (ou outras) que poderao ter determinado a estrutura de relacao
entre as duas varidveis estatisticas.

Designar, dada uma amostra de dados bivariados, a varidvel considerada dependente
por «variavel resposta» e a varidavel considerada independente por «variavel
explicativa».

Designar, fixado um referencial ortonormado num plano, n € N e uma amostra de
dados bivariados quantitativos (x, ¥) = ((x1,¥1), (X2, ¥2), ., (Xn, Y1), POr «nuvem de

pontos» o conjunto {(P;(x1,¥1), Po2(x2,¥2), ... Ba(Xn, ¥n)} € saber que uma andlise
visual e intuitiva da nuvem de pontos poderd permitir argumentar se serd ou ndo
adequada a interpreta¢do da relacdo entre as duas variaveis estatisticas através do
ajustamento da reta de minimos quadrados.
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8.

Determinar, dada uma amostra de dados bivariados quantitativos e apés a escolha da
varidvel resposta e da varidvel explicativa e, ainda, da avaliacdo empirica da possivel
existéncia de relacdo linear entre as duas variaveis estatisticas mediante a observacao
da representacdo grafica da nuvem de pontos, o declive e a ordenada na origem da reta
de minimos quadrados.

Designar, dado um ndmero natural n e uma amostra de dados bivariados quantitativos

e (= %) (vi—F .
=@ DY) ohresenté-lo
/55255,

55 . 5 P
por «r» , reconhecer quer = a HS—;’ onde a é o declive da reta de minimos quadrados,
Y

(x,y), por «coeficiente de correlagao linear» o quociente

justificar que r e a tém o mesmo sinal e saber que |r| é sempre menor ou igual a 1,
tomando o valor 1 unicamente nos casos em que todos os pontos P;(x;,v;), 1 < i <n,
estdo alinhados e referir que a «associacdo linear entre as varidveis estatisticas» é
positiva (respetivamente negativa) se r > 0 (respetivamente se r < 0) e que € tdo mais
«forte» quanto mais perto de 1 estiver |r|.

2. Resolver problemas

1.
2.

+Resolver prablemas envolvendo a determinag¢do da reta de minimos quadrados.
+Resolver problemas cujo contexto seja o da analise de dados bivariados, envolvendo a
identificacdo da varidvel resposta e da varidvel explicativa e a andlise empirica do
ajustamento da reta de minimos quadrados.

. +Resolver problemas envolvendo o calculo e interpretagao do coeficiente de correlagao.
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12.° ano

Calculo Combinatorio CC12

Introdu¢do ao calculo combinatério

1. Conhecer propriedades das opera¢des sobre conjuntos

1L

#Provar, dados conjuntos A e B, que A C B se e somente se AN B = A e se e somente
se AU B = B e que o conjunto vazio esta contido em qualquer conjunto.

. Justificar, dados subconjuntos A e B de um conjunto U, que A C B se e somente se

B C A

ftiProvar, dados conjuntos A, B e €, que s3o verdadeiras as igualdades
AnB)NnC=An(BNnC), AnNB=BnNA, ((AnNnB)UC=AUC)N(BUC) e
ANA=A, bem como as que se obtém permutando em todas as ocorréncias os
simbolos «N» e «U» , e designa-las respetivamente por «associatividade»,
«comutatividade», «distributividade» e «idempoténcia» .

. #Provar, dado um conjunto U, que, para quaisquer subconjuntos A e B de U,

ANB =AU BeAUB = AnNB, e designar estas igualdades por «Leis de De Margan
para conjuntos».

Provar, dados conjuntos 4, B e C, que (AUB)XC=(AXC)U(BXC) e que
CX(AUB)=(CxA)U(C xXB).

2. Conhecer factos elementares da combinatoria

1.

Saber, dados conjuntos A e B, que #A = #B se e somente se existir uma bije¢ao de A
sobre B e nesse caso identificar os conjuntos A e B como «equipotentes».

Saber, dados conjuntos Ae B taisque AN B =@, que #AU B) = #4 + #B.

+Provar, dados conjuntos A e B de cardinais respetivamente iguaisan € Neam € N,
que o cardinal do produto cartesiano A X B éigualan X m.

+Reconhecer que existem exatamente n? sequéncias de p € N; elementos, ndo
necessariamente distintos, escolhidos num conjunto de cardinal n € N, designar esse
numero por «arranjos com repeticdo de n elementos p a p» («"A’,») e reconhecer que,
dados n objetos, existem exatamente ™A', formas distintas de efetuar p extragGes
sucessivas de um desses objetos, repondo o objeto escolhido apds cada uma das
extragoes.

. +Designar, dado um conjunto E, por «conjunto das partes de E» o conjunto formado

pelos subconjuntos de E, representé-lo por P(F) e reconhecer que se E tiver p € N
elementos (HE = p) entao P(E) tem 27 elementos (#P(F) = 2P).

Reconhecer que existem exatamente nX (n—1)x (n—2) X..x 2 x 1 formas de
aordenar os elementos de um conjunto de cardinal n = 1, designar este nimero por
«(numero de) permutacgdes de n elementos» e representa-lo por «n!» («n fatorial»).

. Saber que, por convengao, 0! = 1, reconhecendo que esta defini¢ao € a uUnica para a

qual a igualdade n! = n(n — 1)! vale também paran = 1.
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8. +Reconhecer que existem exatamente nX(n—-1DX.X(n—-p+1)=

9.

10.

nl!

sequéncias de p € N, elementos distintos escolhidos num conjunto de n=p
elementos, designar este numero por «(nimero de) arranjos (sem repeticdo) de n
elementos p a p» («™A,») e reconhecer que, dados n objetos, existem exatamente "A,,
formas distintas de efetuar p extra¢des sucessivas de um desses objetos, sem repor o
objeto escolhido apds cada uma das extracgdes.

p . e !
Justificar que um conjunto de n € N, elementos tem exatamente —£ = L

P pln-p)!

subconjuntos de p elementos (0 < p < n), e designar este nimero por «(numero de)
combinagdes de n elementos p a p», reconhecendo que, dado n € N objetos, existem

T

A .
plp formas de escolher p (p < n) de entre eles e representar este numero

exatamente

n
por «"Cyy», por «Cp'» ou por « (p)»’ reconhecendo que se trata de um nimero natural.

+Simplificar expressées envolvendo fatoriais, arranjos e combinacdes.

3. Conhecer o trigngulo de Pascal e o binomio de Newton

1. Justificar, dados nimeros naturais n e p, p < n, que "C, = "(,_, de dois modos
distintos: utilizando um calculo algébrico @ um argumento combinatdrio.

2. lustificar, dado n € N, que XY}_,"C, = 2", interpretando esta igualdade a luz do
namero de subconjuntos de um conjunto de n elementos.

3. +Reconhecer, dados ndmeros naturais n e p, p <n, que "1C, 1, ="C, +"Cpy, €
utilizar esta igualdade para construir, progressivamente, o «triangulo de Pascal», no qual
figuram, na n-ésima linha, os nimeros *Cy, *C,, *C,, ..., *C,_1 € ™C,,, por esta ordem.

4. +Reconhecer, dado n € N, a igualdade entre polindmios nas varidveis x e 7y,
(x + y)n = x4 nc1xn—1y1 + nczxn—zyz 4o tn n__lxlyn—l + yn == Z?:D anxn_kyk,
designando-a por «binomio de Newton», e por esta razao, designar os numeros "C,
igualmente por «coeficientes binomiais».

4. Resolver problemas

1. +Resolver problemas envolvendo operac¢des sobre conjuntos e cardinais de conjuntos.

2. +Resolver problemas de contagens envolvendo arranjos e combinacoes.

3. +Resolver problemas envolvendo o tridngulo de Pascal e o bindmio de Newton.
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Probabilidades PRB12

Definicdo de probabilidade

1. Definir espacos de probabilidade

1.

10.

Identificar, dado um conjunto finito E, uma «probabilidade no conjunto P(E) das partes
de E» como uma funcdo P de dominio P(E) e de valores ndo negativos tal que
P(E) =1 e, para A, B € P(E) disjuntos, P(AU B) = P(A) + P(B), designar, neste
contexto, o conjunto E por «espago amostral» ou «universo dos resultados», P(E) por
«espago dos acontecimentos», 0s respetivos elementos por «acontecimentos», P(A4),
para A € P(E), por «probabilidade do acontecimento A» e o terno (E,P(E),P) por
(um caso particular de) «espago de probabilidade».

Designar, dado um conjunto finito £ e uma probabilidade P no conjunto P(E), o
conjunto vazio @ por «acontecimento impossivel», o conjunto E por «acontecimento
certon, dois acantecimentos por «incompativeis» ou por «mutuamente exclusivas» se
forem disjuntos, por «complementares» ou por «contrarios» se forem disjuntos e a
respetiva unido for igual a E e por «equiprovaveis» se tiverem a mesma probabilidade.
Designar, dado um conjunto finito E, uma probabilidade P no conjunto P(E) e um
acontecimento A c E, por «casos favoraveis a A» os elementos de A e por «casos
possiveis» 0s elementos do espaco amostral E.

Designar, dado um conjunto finito £ e uma probabilidade P no conjunto P(E), um
acontecimento A por «elementar» quando #4 = 1 e por «composto» quando #4 = 2.
Justificar, dado um conjunto finito E, que a fungdao P de dominio P(E) definida por

VA € P(E),P(A) = %é a unica probabilidade em P(E) tal que os acontecimentos

elementares sdo equiprovaveis e designar esta definicdo da fun¢ao de probabilidade por
«definicdo de Laplace».

Provar, dado um conjunto finito £, uma probabilidade P no conjunto P(E)e um
acontecimento A € P(F), que P(A) = 1 — P(A) e que P(@) = 0.

Provar, dado um conjunto finito E, uma probabilidade P no conjunto P(E) e
acontecimentos A, B € P(E), que se A c B, P(B\A) = P(B) — P(A), justificando que
P(A) < P(B), e designar este ultimo resultado por «monotonia da probabilidade».

. Justificar, dado um conjunto finito £ e uma probabilidade P no conjunto P(E), que

vA € P(E), P(4) € [0,1].

Provar, dado um conjunto finito E, uma probabilidade P no conjunto P(E) e
acontecimentos 4, B € P(E), que P(AU B) = P(A) + P(B) — P(A N B).

Saber que se podem considerar espagos amostrais E infinitos, podendo-se definir, nessa
situagdo, uma fun¢do de probabilidade P cujas propriedades generalizam as que
caracterizam este conceito no caso em que E é finito, desde que se defina de forma
apropriada a classe de acontecimentos, subconjunto de P(F), que constitui o dominio
de p.
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2. Definir probabilidade condicionada

1.

Reconhecer, no quadro de uma experiéncia aleatoria em que o universo dos resultados
é finito, que, se se souber que um dado acontecimento B ocorreu, 0 numero de casos
possiveis da experiéncia aleatéria é #B e o numero de casos favoraveis de um
acontecimento A € dado por #(AnN B), e justificar que, se os acontecimentos

elementares forem equiprovaveis, a probabilidade de ocorrer A sabendo que ocorreu B
#(ANB) _ P(ANB)
48~ P(B)
Designar, dada uma probabilidade P e dois acontecimentos A e B, com P(B) # 0, por
«probabilidade de A se B», por «probabilidade condicionada de A se B» ou por
P{ANB)
P(B)

éigual a em que P representa a probabilidade no espaco inicial.

«probabilidade de ocorrer 4 sabendo que ocorreu B» a quantidade e representa-

-la por «P(A|B)».

#Provar, dado um conjunto finito E, uma probabilidade P no conjunto P(E) e um
acontecimento B € P(E), com P(B) # 0, que a fun¢do Py definida pela expressdo
Pg(A) = P(A|B) é uma probabilidade em P(F).

Justificar, dada uma probabilidade P e dois acontecimentos A e B que
P(ANB) =P(A)P(B) se e somente se P(B) =0 ou P(B) #0 e P(A|B) = P(A), e
identificar os acontecimentos A e B como «independentes» quando é verdadeira uma
destas condigdes equivalentes.

. #Provar, dado um conjunto finito E, uma probabilidade P no conjunto P(E),N € N e

uma parti¢ao {F;, E5, ..., Ey } de E constituida por acontecimentos de probabilidade néo
nula, que para todo o acontecimento A € E, P(A) = P(A|E,)P(E,) + P(A|E,)P(E,) +
-+ P(A|EN)P(Ey) e designar este resultado por «Teorema da probabilidade total».

3. Resolver problemas

1. +Resolver problemas envolvendo cdlculo combinatério e a determinacdo de

probabilidades em situagbes de equiprobabilidade de acontecimentos elementares.

2. +Resolver problemas envolvendo espagos de probabilidades e a determinacao de

propriedades da fung¢ao de probabilidade.

3. +Resolver problemas envolvendo probabilidade condicionada, acontecimentos

independentes e o Teorema da probabilidade total.
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Fungdes Reais de Variavel Real FRVR12

Limites e Continuidade

1. Utilizar teoremas de comparac¢éo e os teoremas das sucessdes e fungdes enquadradas

1.

#Provar, dadas sucessdes convergentes (u,) e (v,), que se, a partir de certa ordem,
u, < v, entdo limu, <limuv,.

. ftProvar, dadas sucessbes (u,) e (v,) , que se, a partir de certa ordem, u, < v, e

limu,, = +o0 entao lim v, = +oo.

. #Provar, dadas sucessdes (u,) e (v,) , que se, a partir de certa ordem, u, < v, e

limy, = —oo entdo limu,, = —co.

#Provar, dadas sucessdes (u,) e (1) convergentes com o mesmo limitel e uma
sucessao (wy,) tal que, a partir de certa ordem, u,, < wy, < v,, que (w,) € convergente
e limw, = I, e designar este resultado por «Teorema das sucessdes enquadradas».

. #tProvar, dadas func¢oes reais de variavel real f e g de dominio D e a € R um ponto

aderente a D que, se paratodoox € D, f(x) = g(x) e lim g(x) = +co (respetivamente
X—=a
chl_r};ll f(x) = —o0), entdo chl_{ré f(x) = 400 (respetivamente chl_rg g(x) = —o0) e estender

este resultado ao caso de limites por valores superiores ou inferiores a a bem como ao
caso de limites em tco.

. ftProvar, dado um numero real [, funcGes reais de variavel real f, g e h de dominio D

ea €R, queselimg(x) =limh(x)=1leseparatodoox € D, g(x) < f(x) < h(x),
x—=a x—=a
entdo limf(x) = [, estender este resultado ao caso de limites por valores superiores ou
xX—=a

inferiores a @ bem como ao caso de limites em oo, e designar este resultado por
«Teorema das fun¢bes enquadradas».

2. Conhecer propriedades elementares das funcdes continuas

1.

Saber, dada uma fungao real de varidvel real f continua num intervalo I = |a, b|, (a < b),
que para qualquer valor k € R do intervalo de extremos f(a) e f(b) existe ¢ € [ tal
que f(c) = k e designar esta propriedade por «Teorema dos valores intermédios» ou
por «Teorema de Bolzano-Cauchy».

Saber, dada uma fungado real de varidvel real f continua num intervalo |a, b], (a < b),
que f admite maximo e minimo absolutos e designar este resultado por «Tearema de
Weierstrass».

3. Resolver problemas

1.

+Resolver problemas envolvendo os teoremas de comparacao e das sucessoes e fungoes
enquadradas para o célculo de limites e o estudo da continuidade de fung¢des reais de
variavel real.
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Derivadas de fun¢des reais de variavel real e aplicages

4. Relacionar a derivada de segunda ordem com o sentido da concavidade do gréfico de uma

funcdo e com a nacdo de aceleracdo

1.

Designar, dada uma fungdo real de variavel real f diferenciavel num intervalo [ tal que a
fungdo derivada f” é diferencidvel num ponto a € I, a derivada (f")'(a) por «derivada
de segunda ordem de f no ponto a» e representé-la por «f"'(a)».

Identificar uma fungdo real de varidvel real f como «duas vezes diferencidvel» num
dado intervalo I se f"'(a) existir paratodoo a € I.

+Provar, dada uma fungdo f duas vezes diferencidvel num intervalo [ =]a,b[, a < b, e
¢ €la, b[ tal que f'(c) = 0, que se ["'(c¢) > 0 (respetivamente [ (¢) < 0) f admite um
minimo (respetivamente um maximo) local em c.

+Provar, dada uma funcdo f diferencidvel num intervalo I, que f tem a concavidade
voltada para cima (respetivamente voltada para baixo) em [ se e somente se f’ for

estritamente crescente (respetivamente estritamente decrescente) em 1.

. Justificar, dada uma fungdo [ duas vezes diferencidvel num intervalo I de extremo

esquerdo a e extremo direito b, que se para todo o x €la,b|, f'(x)>0
(respetivamente f"'(x) < 0), o gréafico da funcio f tem a concavidade voltada para cima
(respetivamente voltada para baixo) no intervalo .

Justificar, dada uma func¢do f duas vezes diferenciavel num intervalo I, que se o grafico
da funcdo f tem a concavidade voltada para cima (respetivamente voltada para baixo)
no intervalo I ent3o, paratodoo x € I, f'(x) = 0 (respetivamente " (x) < 0).
Identificar, dada uma fungdo f de dominio D, o ponto (c, f((,)) onde ¢ € D, como
«ponto de inflexdo do grafico de f» se existirem ndimeros reais a < ¢ e b > ¢ tais que
|a, b] € D e a concavidade do grafico de f no intervalo |a, c] tem sentido contrario a
concavidade do grafico de f no intervalo [c, b] e, nesse caso, referir que «o grafico de f

tem ponto de inflexao em c».

. Justificar, dada uma func¢do f duas vezes diferenciavel num intervalo I, que se o grafico

de f tem ponto de inflexdo em ¢ entdo f"'(¢) = 0.

Identificar, fixado um instante T, para origem das medidas de tempo, uma unidade de
tempo T, uma reta numérica r com unidade de comprimento L, um intervalo [/ Cc R,
ndo vazio nem reduzido a um ponto, dada a fungdo posigdo p de um ponto P que se
desloca na reta r durante o intervalo de tempol e dois instantest; <t, del, a

«aceleragdo média de P no intervalo no intervalo de tempo [t;,t,] na unidade L/T?%»

pi(tz)-pr(ty)

como a taxa média de variacio dep’ entret; et,, , e, parat€l, a

ta—ig
«aceleracdo instantdnea de P no instante £ na unidade L/T2 » como a derivada de

segunda ordem de p em t.

5. Resolver problemas

1.
2.

+Resolver problemas envolvendo propriedades das funcdes diferenciaveis.

+Esbocar o grafico de fungdes definidas analiticamente comegando por determinar o
respetivo dominio e, sempre que possivel, os zeros, os intervalos de monotonia, os
extremos locais e absolutos, o sentido das concavidades, os pontos de inflexdo e as

assintotas ao respetivo grafico.
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3. +Resolver problemas de otimizacao envolvendo fun¢bes diferenciaveis.

4. +Resolver problemas envolvendo fun¢Ges posicdo, velocidades médias e velocidades
instantaneas, aceleragdes médias e aceleragdes instantaneas e mudangas de unidades
de acelerac¢io.

5. +Resolver problemas envolvendo a determinacdo de valores aproximados de solugbes
de equagdes da forma f(x)=g(x) (f e g fungdes continuas) utilizando uma
calculadora grafica, em casos em que é possivel justificar, através da leitura das
informacgdes fornecidas pela calculadora, que determinados valores coincidem, até a
casa decimal indicada, com solucBes da referida equacdo, utilizando propriedades
conhecidas das fun¢Ges continuas, como o Teorema dos valores intermédios, ou outras
propriedades analiticas das fungoes f e g, previamente estabelecidas.
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Trigonometria e Fungoes Trigonométricas TRI12

Diferencia¢do de fungdes trigonométricas

1. Estabelecer férmulas de trigonometria

1. +Reconhecer, dados angulos « e [ cuja soma € um angulo convexo, que
cos(a + ) = cos(a) cos(B) — sin(a) sin(B) e sin(a + B) = sin(a) cos(B) + cos(a) sin(f).

2. +Reconhecer, dado um angulo a convexo de amplitude superior a de um angulo 8, que
cos(a — f) = cos(a) cos(B) + sin(a) sin(f) e sin(a — f) = sin(a) cos(B) — cos(a) sin(f),
onde ¢ — f§ € um angulo cuja soma com § € igual a a.

3. Saber que, para todos os Xx,y€ER, cos(x + y) = Ccosxcosy F sinxsin ¥,
sin(x + y) = sinx cosy + cos xsin y, estendendo-se assim as formulas ja conhecidas

envolvendo apenas medidas de amplitude de dngulos geométricos convexos e justificar
2 2

que sin(2x) = 2 sinx cosx e cos (2x) = cos® x — sin“ x.
2. Calcular a derivada de fungdes trigonométricas
1. +Reconhecer que para todo o x € [0,%[, sinx < x < tanx e provar que lin(}% =1,
Xx—>

referindo este limite como «limite notavel».

2. Provar que as fung¢des seno e cosseno sao diferenciaveis e que para todo o x € R,
sin’ x = cosx e cos'x = —sinx.

3. Provar que a fungdo tangente € diferenciavel no respetivo dominio D, e que para todo

> 1
ox€D,.  tan’x = 1+ tan’x = :
tan/ cos? x

3. Relacionar osciladores harmonicos e a segunda lei de Newton

1. Designar por «oscilador harménico» um sistema constituido por um ponto que se
desloca numa reta numeérica em determinado intervalo de tempo I, de tal forma que a
respetiva abcissa, como fungdo de t € I, seja dada por uma expressdo da forma
x(t) = Acos(wt +¢), onde A>0, w >0 e ¢ € [0,2x], designar estas constantes,
respetivamente, por «amplitude», «pulsacdo» e «fase», justificar que a funcdo x é

o ’ 2n i 1 - ; : oe
periddica de periodo T = b designar [ = —por «frequéncia» do oscilador harmdnico.

2. Esbocar o grifico de fun¢gdes definidas por f(x)=asin(bx+c) +d,
f(x)=acos(bx+c)+d e f(x)=atan(bx+c)+d,ondea,b,c,d €R,a,b #0.

3. Saber, dado um ponto material P de massa m colocado na extremidade de uma mola
cuja outra extremidade se encontra fixa, que tomando por origem da reta numérica em
que P se desloca o respetivo ponto de equilibrio, a abcissa x(t) da posi¢ao de P no
instante ¢ satisfaz a equacdo mx"'(t) = —ax(t) (@ > 0), intepretando o termo —ax(t)
como a forca exercida pela mola sobre P («lei de Hooke»), designar a igualdade desta
forca com o produto da massa pela aceleragdo de P por (um caso particular da)
«segunda Lei de Newton» e resolver problemas envolvendo sistemas massa-mola com
estas caracteristicas.
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4, lustificar, dado a >0, que as fun¢des definidas por uma expressdo da forma
x(t) = Acos (Wat +b), onde A e b sdo constantes reais, satisfazem a equagdo
diferencial x"" = —ax, saber que todas as solucdes desta equacio sdo dessa forma, e
reconhecer que um sistema constituido por uma mola e por um ponto material P
colocado na respetiva extremidade constitui um oscilador harmdnico.

4. Resolver problemas

1. +Resolver problemas envolvendo a utilizagao de férmulas trigonométricas, o estudo de
funcbes definidas a partir de fun¢Ges trigonométricas, a determinacdo dos respetivos
intervalos de maonotonia bem como os extremaos relativos e absolutos.

2. +Resolver problemas envolvendo derivadas de fung¢des trigonométricas e osciladores
harmonicos.
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Fungdes Exponenciais e Fungoes Logaritmicas FEL12

Juros compostos e nimero de Neper

1. Operar com juros compostos e definir o numero de Neper

L

Designar, dado um numero real r , uma unidade de medida temporal Te n € N, por
«aplicar juros compostos a taxa de r% a T durante n periodos de tempo T» a um dado
capital disponivel em certo instante inicial £y, a operagao que consiste em calcular um
juro igual a r% do capital disponivel no inicio de cada periodo de tempo com duragéo
igual a T e adiciona-lo ao capital findo esse periodo, comecando este processo a partir
do instante ¢, e levando-o a cabo n vezes seguidas.

Provar, dado um capital inicial Cy, que, aplicando-se juros compostos ataxade r%aT,

o capital disponivel ao fim de n € N periodos de tempo T é iguala C,, = C (1 + ﬁ :

Justificar, dado um namero real r, um nimero natural n e um capital €, disponivel no
inicio de um determinado periodo de um ano, que dividindo esse ano em n periodos
iguais de medida temporal T e aplicando juros compostos a taxa de i% a T durante

esses n periodos ao capital inicial C,, o capital disponivel ao fim do ano é igual a

Co=Co(14+ )"

100n
2 IN" . ¢ i
+Provar que a sucessao de termo geral u,, = (1 +—) é crescente, majorada, justificar
mn
que é convergente, designar por «numero de Neper» («e») o respetivo limite,

interpretar todos estes resultados a luz da nogao de juro composto e saber que e € um
numero irracional.

Fun¢Bes exponenciais

2. Definir as funcdes exponenciais e estabelecer as respetivas propriedades principais

1.

+Provar, dado um ndmero real a > 0, que a fungdo definida no conjunto dos numeros
racionais por f(x) = a* é crescente se a > 1 e decrescentesea < 1.

. +Provar, dado um numero real a > 0, que a fun¢do f definida no conjunto dos numeros

racionais por f(x) = a* satisfaz Jl[ir’l% f(x) = 1 ejustificar que f € continua.

. +Provar, dado um numero real a > 1, que a fung¢do f definida no conjunto dos niumeros

racionais por f(x) = a* satisfaz xHer f(x) = +oo, utilizando o limite j& conhecido
lima™ = +oo e o facto de f ser crescente.

Justificar, dado a € R, que a fungdo f definida no conjunto dos nimeros racionais por
— X ' 3 i 3 =

f(x) = a” satisfaz _lim_ f(x) = Oquandoa >1,e,quando0 <a <1, xh?m flx)=0

e lim, f(x) = +oo.

Saber, dado um nimero real a > 0 e um numero irracional x, que se (g,,),ey € UMma

qualquer sucessdo de ndmeros racionais de limite x, a sucessdo de termo geral a% é

convergente e o respetivo limite depende apenas de x e de a, e que, representando
esse limite por «a*», se estende a fun¢do definida por f(x) = a* em @ ao conjunto R,
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10.

obtendo-se por este processo uma fungdo continua nesse conjunto, designada por

«funcdo exponencial de base a», que mantém a monotonia, os limites em +0co e as

propriedades algébricas de f em @Q: para todos x,y E R e b >0, a* X a¥ = a**?,

X\ — Xy L —x a* _ x=y b)Y = q*p* a\* _ a*
@*y =a¥, ==a™, ==a"7,(ab)* =a*b*e 3} =3

. Saber que, tal como no caso em que b € (Q, mais geralmente quando b € R a fungéo

definida em R* por f(x) = x? é continua.

y
. Saber que a funcdo definida em R\[—1,0] por f(¥) = (1 + i) tem por limite e em

n
+0o0 e justificar, dado x € R, que lim('l +%) = g%

Designar a fungdo exponencial de base e simplesmente por «funcdo exponencial» e
representa-la também por «exp».

h
. a"=1 N L. L. h
Saber que J'lllrr(l) = 1, referindo este limite como um «limite notavel».
-

Provar que a fungdo exponencial & diferenciavel em R e que para todo o x € R,

exp’(x) = exp(x).

Funcoes logaritmicas

3. Definir as funcoes logaritmicas e estabelecer as respetivas propriedades principais

1:

10.

11.

12.

62

Reconhecer, dado um nimero real @ > 0, @ # 1, que a funcdo f : R — R* definida por
f(x) = a* é bijetiva e designar a respetiva bijegdo reciproca, f" : R* > R, por
«logaritmo de base a» , representa-la por «log, », e justificar que Vx € R*, a'08(*) = x
evx € R,log,(a*) = x.

Designar o logaritmo de base 10 por «logaritmo decimal», representando-o também por
«log» e designar o logaritmo de base e por «logaritmo neperiano», representando-o
também por «In».

Justificar que a fun¢do logaritmo de base a é crescente se a > 1 e decrescente se
0<a<l.

Justificar que x = 1 & o uUnico zero da funcio logaritmo de base a > 0, a # 1, e que, se
a > 1 (respetivamente se 0 < a < 1), ¥x € R*,log,(x) > 0 < x > 1 (respetivamente
vx €ERY, log,(x) <0 x> 1)

. Justificar, dado a > 1, que lil’I(l] log,(x) = —»eque lim log,(x) = +oo.
prany Xx—400
. Justificar, dado 0 < a < 1, que lirré log,(x) = +% e que lil;._[l log,(x) = —o0.
X—> X—=>+00

. #Provar, dado a>0, a#1, e xy€R?', que log,(xy)=log,(x)+log,(¥),

loga (2) = —loga(¥), loga (5) = loga(x) — loga(¥) e loga(x*) = yloga (x).

log(x)

#Provar,dadosa,b > 0, a* 1e b # 1, que log,(x) = Togy (@)’
B

Justificar, dadoa > 0ex € R, que a* = gxIn(a)

Justificar, dado a > 0, que a fun¢do exponencial de base a é diferencidvel e que a
respetiva derivada é dada, em R, pela expressdo In(a) a*.

+Provar, dado a > 0, a # 1, que log, é diferencidvel e que para todo o x € R*,

5 1 1
loga(x) = In{a);'

Justificar, dado « € R\Q, que a func¢do x% é diferenciavel para x > 0, de derivada

ax®"1, estendendo-se assim o caso ja conhecido correspondente a a racional.
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Limites notaveis

4. Conhecer alguns limites notaveis envolvendo fun¢ées exponenciais e logaritmicas

1

2
3.

. e*
+Provar que lim — = +oo.
X—=+oo X

Justificar que lim o) _ 0.
x4 X

+Calcular limites de fun¢des e sucessdes envolvendo logaritmos e exponenciais.

Modelos exponenciais

5. Estudar modelos de crescimento e decrescimento exponencial

1L

. Justificar, dado um nimero real k, que as fungdes f(x) = ce

Saber que a evolugdo de determinadas grandezas, como a massa de uma substancia
radioativa, a temperatura de alguns sistemas ou o numero de individuos de certas
populacdes, pode ser modelada por uma «equacao diferencial de 1.2 ordem» da forma
f'=kf, que traduz o facto de, em cada instante, a taxa de variagdo ser
aproximadamente proporcional a quantidade de grandeza presente.

kx onde ¢ é uma constante
real, sdo solu¢des em IR da equacgdo diferencial f' = kf e que todas as solugdes desta
equacao sdo dessa forma, mostrando que dada uma qualquer solugdo f, tem derivada

nula a fungdo e ~** f (x).

6. Resolver problemas

1.
2.

+Resolver problemas envolvendo juros compostos.
+Resolver problemas envolvendo as propriedades algébricas das fun¢des exponenciais e
logaritmicas.

. +Resolver problemas envolvendo o estudo de funcdes definidas a partir de fungbes

exponenciais e logaritmicas, a determinacdo dos respetivos intervalos de monotonia
bem como os extremos relativos e absolutos e a existéncia de assintotas ao respetivo
grafico.

+Resolver problemas envolvendo a modelacdo de sistemas por equacdes da forma
v =ky k€R.
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Primitivas e Calculo Integral PCI12

Noc¢do de primitiva

1. Definir a nogdo de primitiva

1.

Designar, dada uma funcdo f real definida num intervalo I, uma fun¢ado F por «primitiva
de fem I» quando F é diferencidvel em I, e, para todo o x €1, F'(x) = f(x) e
designar [ como «primitivavel em I'» quando f admite uma primitiva nesse intervalo.
lustificar, dada uma fungdo f primitivavel num intervalo [ e F e G duas primitivas de f
nesse intervalo, que a fungao F — G é constante em /.

Justificar que se f € primitivdvel num intervalo I, entdo as primitivas de f nesse
intervalo sdo as fung¢oes definidas pelas expressées F(x)+c, c €R, onde F é uma
qualquer primitiva de f em I, representar esta expressdo por « Pf » ou por « [ f(x)dx»
e designar as constantes ¢ por «constantes de primitivagao».

lustificar, dado um intervalo I, um ponto a € I, b € R e uma fung¢do f primitivavel em
1, que existe uma unica primitiva de F em [ tal que F(a) = b.

Calcular e conhecer de memdria as primitivas das func¢des «de referéncia para a
primitivagao»: 1, x% (a € ]R\{O,—l}),i,e", sinx e cos x.

lustificar, dadas fungdes f e g primitivaveis numintervalo I e k € R, que f + g e kf sdo
primitivaveis em I, que a soma de uma primitiva de f com uma primitiva de g é uma
primitiva de f + g e o produto de uma primitiva de f por k € uma primitiva de kf e
representar estes resultados, respetivamente, pelas expressoes
«[(f)+ g())dx = [ fx)dx + [ glx)dx» e «[kf(x)dx =k [ f(x)dx», quando
estas notacdes ndo forem ambiguas e designa-los conjuntamente por «linearidade da
primitivagao».

. +Calcular primitivas de fun¢des dadas por expressdes da forma v’ (x)f(u(x)), sendo

conhecida uma primitiva de f.

Noc¢do de integral

2. Abordar intuitivamente a nocdo de integral definido

1

Identificar, dado um referencial cartesiano e uma fung¢ao f continua e ndo negativa num
; ; b :
intervalo [a, b] (a < b), o «integral de f entre a e b» (fa f(x)dx) como a medida, na

unidade quadrada associada a unidade de comprimento desse referencial, da area da
regidao do plano delimitada pelas retas de equagdo x = a e x = b, o eixo das abcissas e 0
graficode f.

. e = b .
. Conhecer a origem histérica da expressao «_fa f(x)dx», representando o simbolo « [ »

uma “soma” e «f(x)dx» a medida da area de um “retangulo” com lados de medida
f(x) e “dx”, sendo esta Gltima “infinitesimal”.

~ b , -
. Saber que na expressao «fa f(x)dx», o simbolo «x» pode ser substituido por qualquer

outro e designar, por esta razao, a variavel x como «mudan.
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Reconhecer, dadas fungdes f e g continuas € nao negativas num intervalo [a,b],
(a < b), que se para todo o x € [a, b], g(x) < f(x), entdo f;g(x)dx < fabf(x)dx e
designar esta propriedade por «monotonia do integral definido».

Reconhecer, dada uma fun¢do f continua nao negativa num intervalo [a, b], (a < b),
que a fungdo F, definida em [a, b] por F;(x) = f:f(t) dt é a primitiva de f no intervalo
|a, b] nula em a e designar este resultado por «Teorema fundamental do célculo
(integral)».

Provar, dada uma fung¢do f continua ndo negativa num intervalo |a, b], (a < b),
que _fabf(t)dt =[F(x)]2, onde F é uma qualquer primitiva de f no intervalo [a,b]
e [F(x)]2 = F(b) — F(a), e designar este resultado por «Férmula de Barrow».

. Saber, dada uma fungao f continua ndo negativa num intervalo [ e dois pontos a e ff de |

tais que a < f8, que, por convengao, f;f(x)dx = — ff f(x)dx e justificar que com esta
conven¢do, dados quaisquer pontos a,b e cde I, se tem f; f(x)dx = f: fl)dx +
j; ‘ f(x)dx, designando este resultado por «relagéo de Chasles».

Identificar, dado um referencial cartesiano € uma fungdo f continua num intervalo |a, b|
(a < b) tal que f(x) <0 para x € [a,b], o «integral de f entre a e b» {fab f(x)dx)
como o simétrico da medida da area da regido do plano delimitada pelas retas de
equacdo x = ae x = b, o eixo das abcissas e o grafico de f e reconhecer que se tem

b b
[, FGdx = — [ —f(x)dx.
Reconhecer, dadas fun¢des f e g continuas e ndao negativas ou ndo positivas num
intervalo [a,b] (a < b), que f:(f(x) + g(x))dx = f:f(x)dx + fabg(x)dx e que
f; kf(x)dx =k f; f(x)dx e designar o conjunto destes resultados por «linearidade do
integral definido».
Identificar, dada uma fungédo [ continua de dominio |a, b] (a < b) para a qual existe
ke NU{0} e ¢y, €1,y Clopr » COM @ =Cy <€y <+ < Cpyq =Db, tal que f é ndo
negativa ou nao positiva em cada um daos intervalos [cj, c}-H] (0 <j £ k), o integral de

b €1 cz Ck+1

fentreaeb, [ f(x)dx, comoasoma fcu f(x)dx + fcl fC)dx + -+ ch f(x)dx,
reconhecendo que este valor nao depende da sequéncia (cy,...,c;) € saber que se
podem estender a esta categoria de fun¢des a propriedade de monotonia do integral, o
Teorema fundamental do calculo, a férmula de Barrow, a rela¢ao de Chasles (com a

mesma convengao relativa a inversdo dos extremos de integragao) e a propriedade de
linearidade.

3. Resolver problemas

+Resolver problemas envolvendo o calculo de integrais definidos.

. +Resolver problemas envolvendo fungdes posicao, velocidade, aceleragdo e a

primitiva¢do e integracao de fun¢des reais de variavel real.

. +Resolver problemas envolvendo a determina¢do da medida da area de regides do

plano delimitadas por graficos de funcdes.
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Numeros Complexos NC12

Introdugdo aos numeros complexos

1. Conhecer o contexto histérico do aparecimento dos numeros complexos e motivar a

respetiva construcdo

1

Saber que, em meados do século XVI, Girolamo Cardano apresentou uma férmula, dita
«férmula resolvente para equacgtes do terceiro grau», que permite obter uma solucao
real de equagdes do terceiro grau da forma x3 4+ px + g = 0 em funcio dos nimeros
reais peq.

Saber que ao substituir formalmente p e g por certos valores na férmula de Cardano
esta passa a apresentar o simbolo «v/—1» e que, operando formalmente com este
simbolo, cansiderando em particular que «\/—_1 X \/—_1 = —1», se obtém efetivamente
uma solugdo real da equac¢do x* +px + g =0, e que este facto estad na origem da
motivagao para se definir adequadamente um “ndmero” cujo quadrado é igual a —1.
+Recanhecer que se existir um conjunto € contendo R, munido de duas operac¢des «+»
e «X» que estendem respetivamente a operacao de adicdo e de multiplicagdo de
nameros reais, mantendo os mesmos elementos neutros, que sdo associativas,
comutativas, tais que «x» é distributiva relativamente a «+», e tal que € contém um
elemento i que satisfaz i X i = —1, entdo, para @, b,¢,d € R, tem-se necessariamente
em C a equivaléncia a+bi=c+diea=cAb=d bem como as igualdades
(a+b)+(c+di)=a+c+(b+d)i e (a+bi)X(c+di) =ac—bd+ (ad+ beli,
notando, em particular, que os resultados das operagdes «+» e « X » sobre elementos
de C daformax + yi (x,y € R) tém essa mesma forma.

2. Definir o corpo dos numeros complexos

1

Definir em R? uma operacdo aditiva «+» por (a,b) + (¢,d) = (@a+c, b+ d) e uma
opera¢io multiplicativa «x» por (a,b) x (c,d) = (ac — bd, ad + bc) ((a, b), (c,d) € R?),
designar o conjunto R?, quando munido destas duas operac¢des, por «corpo dos
numeros complexos» e representa-lo por C.

. Justificar que as operagdes «+» e «X», definidas em R2, sdo associativas, comutativas,

que (0,0) e (1,0) sao respetivamente os elementos neutros de «+» e «X» e que «X» é
distributiva relativamente a «+».

lustificar que, dados a,c € R, (a,0) + (c,0) = (a+¢,0) e (a,0) X (¢,0) = (ac,0) e,
por esta razdo, identificar R com um subconjunto de €, associando a cada x € R o par
ordenado (x,0) € C e representando, portanto, o nimero complexo (x, 0) por «x».
Representar o numero complexo (0,1) por «i», designa-lo por «unidade imaginaria» e
provar que ¢ = —1.

Provar que, dado um numero complexo z, existe um unico numero real a € um unico
numero real b tais que z = a + bi, observando que z €, por defini¢do, um par ordenado
(a,b) € R? e que (a,b) = (a,0) + (0,b) = (a,0) + (b,0)(0,1) = a + bi.
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Designar, dado um nimero complexo z = a + hi (a,b € R), a por «partereal de z» e b
por «parte imaginaria de z», e representa-las respetivamente por Re(z) e por Im(z).

. Justificar que um nimero complexo z é real se e somente se Im(z) = 0 e designar por

«NUMeros imaginarios puros» 0s numeros complexos nao reais tais que Re(z) = 0.

. Justificar, dados a+bi,c+di€C, que(a+bd)+(c+di)=a+c+{b+d)i e

que (a + bi) X (¢ + di) = ac — bd + (ad + bc)i.

Designar, dado um plano munido de um referencial ortonormado direto e a,b € R, o
ponto M de coordenadas (a,bh) como o «afixo do numero complexo z =a + hi» e
recanhecer que se podem assim representar 0s numeros complexos no plano,
designando, neste contexto, o plano par «plano complexo» ou «plano de Argand», o
eixa das abcissas por «eixo real» e o eixo das ordenadas por «eixo imaginario».
lustificar, dados numeros complexos z =x+yi e zo =a+bi, x,y,a,b €ER, que o

afixo de z + z, € a imagem pela translagao de vetor u (a, b) do ponto M, afixo de z.

3. Operar com numeros complexos

1.

3. Justificar, dado um namero complexo z, que Re(z) = %z_ eque Im(z) =—.

10.

Designar, dado um numero complexo z = a + bi, a, b € R, por «conjugado de z» o
nuamero complexo a — bi, representando-o por Z, e justificar que o ponto afixo de zZ é a
imagem pela reflexdo de eixo real do ponto afixo de z.

. Justificar, dados nimeros complexos ze w ,quez+w= 2 +w,zZw=zZwe zZ=2z

z=Z

2i
Justificar, dado um nimero complexo z # 0, que z € um numero real (respetivamente
um numero imaginario puro) se esomente se z = Z (respetivamentez = —7 ).
Designar, dado um numero complexo z, por «modulo de z» a medida da distancia, no
plano complexo, entre a origem e o ponto afixo de z, representa-lo por «|z|», justificar
que se z = a+ bi, a,b € R, |z| = Va? + b2, que o mddulo de um nimero complexo
estende a nogdo de mddulo de um numero real e que se tem a equivaléncia
lz]| =02z =0.
Provar, dados pontos A e B afixos respetivamente dos nimeros complexos z; e z,, que
AB = |z, — 74|
Justificar, dados nimeros complexos z e w, que |zw| = |z||w|, |z| = |Z|, |z|* = zZ e
|z + w| < |z| + |w|, designando esta dltima propriedade por «desigualdade triangular».
Designar, dado um nimero complexo z ndo nulo, por «inverso de z» um numero z' tal

que ze' =1, justificar que existe e é Unico, representa-lo por “=» € provar que o0 Inverso

i L
dezéiguala—z.
|z|2
Designar, dados nimeros complexos z e w,z # 0, 0 «quociente de w por z» como o
namero complexo pelo qual se tem de multiplicar z para obter w, representa-lo por
w . .o w 1
« —» e justificar que — = w X -,
Z z 2

w
z

ore P w w
Justificar, dados nimeros complexos z e w, z # 0, que | | — % e que (?) =

N |2
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4. Definir a forma trigonométrica de um numero complexo

1.

Designar um numero complexo z de modulo 1 por «unitario» e justificar, dado um
numero complexo z, que z € unitario se e somente se existir um numero real a tal que
z = cos & + i sin a, designando a, nesse caso, por um «argumento de z» e justificar que
dois argumentos de um mesmo nimero complexo diferem por 2km, k € Z.

. Justificar, dados nudmeros complexos  unitarios z; =cosa+isina e

z;=cospB+isinf, apf€ER, que 2zz,=cos(a+pB)+isinfa+pB) e que
z—: = cos(a — ) + isin(a — ), representar, para 0 € R, o numero complexo
cos @ + i sin @ por «e¥», designando esta expressdo por «exponencial complexa de i6»
e motivar esta notacdo observando que se tem ei%eif = ei(@+h) o :% = gile-H),
+Reconhecer, dado um ndmero complexo z # 0, que existe um Unico numero positivo r
e um unico numero complexo unitario w tais que z = rw, que r = |z| e se 8 for um
argumento de w, designar igualmente @ por um «argumento de z», interpretando
geometricamente r e 6.

Designar a representagao de um nimero complexo z # () na forma |:z|ei9, onde @ é um
argumento de z, por «forma trigonométrica» (ou «forma polar») de z, e justificar, dados
numeros complexos nao nulos z e z' de argumentos respetivamente iguaisa @ e a @',
que z=2 se e somente se |z| = |z| e existir k€ Z tal que 8 =8"+ 2kmn,
interpretando geometricamente esta equivaléncia.

. Justificar, dado um numero complexo z # 0, que existe um Unico argumento de z no

intervalo | —m, |, designa-lo por «argumento principal de z» e representa-lo por
«Arg(z)».

. Justificar, dado um ndmero real @, que se M é o afixo de um nimero complexo z, o afixo

do numero complexo e'?

generalizado de medida 0.

z € a imagem de M pela rotacdo de centro O e angulo

Justificar, dado um numero complexo z, # 0 , que se M € o afixo de um numero
complexo z, o afixo do numero complexo zyz é a imagem de M pela rota¢ao de centro
O e angulo orientado de medida @, argumento de z,, composta com a homotetia de
centro O e razdo | zg|.

. Justificar que & ¢ um argumento do nimero complexondonulo z = a + bi,a,b ER, see

somente se cos(8) = ——esin(@) =

b b
e que, nesse caso, se a # 0, tan(@) = —-.
vaz+bZ +b Hosy % 0, ( ) a

\HIE Z

. Provar, dado # € R e n € N, que (cos @ + isin #)" = cos(nf) + i sin(nd) e designar

este resultado por «Férmula de De Moivre».

5. Extrair raizes n-ésimas de numeros complexos

1.

+Reconhecer, dado um numero complexo w # 0 e um numero natural n = 2, que a

equacdo z™ = w tem exatamente as n solugbes z), = Wei(%’%), k=0,1,...n—1,
onde a € um argumento de w, e designar estes nimeros por «raizes n-ésimas de w» ou
«raizes de ordem n de w».

Reconhecer, dados a,b,c € R, (a # 0) que se A = b? — 4ac < 0, as raizes da equagao

= —b+ivaac—b2 —b—ivdac—b2
az? + bz + ¢ = 0, em C, sdo dadas por z, = TL ez =—p .
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6. Resolver problemas

1.

+Resolver problemas envolvendo nimeros complexos e as respetivas propriedades
algébricas.

. +Resolver problemas envolvendo a representacdo, por numeros complexos, de

isometrias do plano (transla¢des, reflexdes e rotacdes) ou outras transformacdes do
plano, como as homotetias.

. +Resolver problemas envolvendo a representagdao trigonométrica de numeros

complexos.
+Resolver problemas envolvendo a representa¢ao de conjuntos de pontos definidos por
condicBes sobre nimeros complexos.

. +Resolver problemas envolvendo equagoes da forma z™ = w, (n € N, w € () e vértices

de paoligonaos regulares enquanto afixos de nimeros complexos.

. +Resolver problemas envolvendo polinémios de segundo grau.
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PlanificacOes

Apresenta-se, aqui, 0 nimero de aulas previstas no Programa (178, no total) para cada dominio (isto &,
para cada tema do Manual). Nestes tempos nao se incluem as aulas dedicadas a testes, avaliacGes, visitas

de estudo ou outros extras que possam surgir.

Trigonometria e FungGes Trigonométricas 38 aulas
Extensdo da trigonometria a angulos retos e obtusos e resolugdo de triangulos
Angulos orientados, dngulos generalizados e rotagdes. Razdes trigonométricas de angulos
generalizados
Funcdes trigonométricas
Geometria Analitica 32 aulas
Declive e inclinagdo de uma reta. Produto escalar
Sucessoes 44 aulas
Generalidades sobre sucessdes
Principio de inducdo matematica. Progressdes aritméticas e progressdes geométricas
Limites de sucessdes
FungGes Reais de Variavel Real 56 aulas
Limites segundo Heine de fungdes reais de variavel real
Derivadas de fungGes reais de variavel real e aplicagbes
Estatistica 18 aulas
Reta de minimos quadrados, amostras bivariadas e coeficiente de correlagdo
178 aulas

Disponibiliza-se, em seguida, uma planificacdo semanal para o 1.° periodo. As planificacdes para os
restantes periodos serdo disponibilizadas aos professores adotantes do projeto M¥T 11 em setembro de
2016.
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Guia de exploracao de recursos multimédia

JWLIER ¢ uma ferramenta inovadora que possibilita, em sala de aula, a facil exploragdo do projeto

M VT 11 através das novas tecnologias. Permite o acesso a um vasto conjunto de recursos multimédia associados
ao Manual:

¢ Animacdes (ResolugBes passo a passo de exercicios)

e Simuladores (GeoGebra®)

e Resolugdes projetaveis de exercicios

Apresenta-se aqui uma listagem de todos os recursos multimédia que integram o projeto M VT 11 em
VIRIERE. Apresentam-se ainda algumas sugestGes de exploragdo dos recursos multimédia.
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Teste de Avaliacao 1

Nome N.° Turma Data / / /

Avaliagao Professor

Grupo |

Os cinco itens deste grupo sdo de escolha miiltipla. Para cada um deles escolhe a Ginica opgao correta.

1. Considera o triangulo [ABC] .

B
C
Sabe-se que :
e AB=5
- A
e BC=3)5
e ACB=125°

Qual é o valor da amplitude do angulo ABC, em graus, arredondada as unidades?

(A) 18° (B) 20° (C) 22° (D) 24°

2. De um certo angulo agudo de amplitude x sabe-se que Ctoﬁ+senx = \/g
X

Qual é ovalorde tgx?

1 1 1 1
(A) H (B) A (€) 3 (D) 5

3. Em que quadrante esta o lado extremidade do dngulo generalizado de amplitude —10 radianos, supondo que,
como habitualmente, o lado origem coincide com o semieixo positivo Ox ?

(A) 1.° (B) 2.° (€) 3.° (D) 4.°

4. Seja oo um numero real. Sabe-se que sen(m—a) >0 e tg(m—a) > 0.
A que quadrante pertence o angulo de amplitude o radianos?
(A) 1.° (B) 2.° (c) 3.° (D) 4.°

5. Qual das equacgdes seguintes é equivalente,em R, aequacdo senx=07?

(A)x = k2n,k €Z B)x =m+k2n,k € Z (C)x =kmk eZ (D)x=k§,k€Z
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Grupo Il

Na resposta a cada um dos cinco itens deste grupo, apresenta todos os calculos que efetuares, explica os
raciocinios e justifica as conclusGes.

1. Na figura estd representada a circunferéncia trigonométrica, o lado
extremidade do angulo generalizado de amplitude 395° e um ponto P tal que

OP é o lado extremidade de um angulo orientado de amplitude o.

a) Determina, em graus, as amplitudes dos angulos orientados que tém seno 4
igual ao seno de 395°.

b) Determina as amplitudes dos angulos orientados cujo cosseno é menor do
gue o cosseno de 395°.

c) Seja Q o ponto do eixo das abcissas com abcissa -2. Mostra que

PQ =+/5+4cosa.

2. Mostra que, para qualquer amplitude o, em radianos, se tem:

cos (m+ a) — 2 cos (oc—%ﬂ) + sen (a — 3m) + cos (—a) = sen«

3. Considera a fungdo real de varidvel real f definida por f(x) = 10 — 2 cos (2“5“)_

Resolve os itens seguintes sem recorrer a calculadora.
a) Determina f(m) .
b) Determina as solugbes da equagdo f(x) =11 que pertencem ao intervalo [—2n,2n] .

c) Mostra que 37 é periodo da fungdo f.

s

3

4. Seja a um numero real. Considera a fungdo real de varidvel real g definida por g(x) =2arcsen (x+a)+
Resolve os itens seguintes sem recorrer a calculadora.
a) Determina o dominio e o contradominio da fungdo g, sendo a=1.
b) Determina g(sen%—a) .

c) Determina o valor de a parao qual 2 é zero da fun¢do g.

88 Editavel e fotocopiavel © Texto | M¥T 11



5. Na figura estd representada, num referencial o.n. xOy , uma circunferéncia de centro na origem e raio 1.
O ponto A tem coordenadas (O, 1) e o ponto B tem coordenadas (—l, 0).

O ponto P desloca-se no arco AB, nunca coincidindo com A4 nemcom B.

Para cada posi¢do do ponto P , sabe-se que:
e oponto O pertence a reta de equagdo x=1 e areta PQ ¢ paralela ao

eixo Ox;

e o ponto R é o ponto de intersecdo da reta OP com a reta de equacdo

x=1;

T . . . R . .
e o€ |—, m é a amplitude, em radianos, do angulo orientado cujo lado

origem é o semieixo positivo Ox e o lado extremidade é a semirreta OP .
2sena—tga—sena cos o
> .

a) Mostra que a area do triangulo [PQR] é dada, em funcdo de o, por
b) Identifica, justificando, o valor de « para o qual o tridngulo [PQR] é isdsceles e, para esse valor

de « , determina o valor exato da area do triangulo [PQR], sem recorrer a calculadora.

Cotagoes

1. 2. 3. 4. 5. 1 1.a) | 1.b) | 1.c) | 2. | 3.a) | 3.b) | 3.c) | 4.a) | 4.b) | 4.c) | 5.a) | 5.b)

10 10 10 10 10 16 10 14 15 10 15 10 10 10 10 15 15
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Teste de Avaliacao 2

Nome N.° Turma Data / / /

Avaliagao Professor

Grupo |

Os cinco itens deste grupo sdo de escolha miiltipla. Para cada um deles escolhe a Ginica opgao correta.

1. Num referencial o.n. xOy, considera os pontos A(—1,3) e B(4,0).

Qual é o valor da inclinagdo da reta AB, em radianos, arredondado as centésimas?

(A)- 0,64 (B)-0,54 (C) 2,21 (D) 2,60

2. Num referencial 0.n. xOy, considera a circunferéncia de equacdo (x+1)* + - 2)*=5.

Qual das equagdes seguintes define a reta tangente a circunferéncia no ponto de coordenadas (—2,0)?

— o1 — Dy N 1,
(A) y=—2x 5 (B) y=—2x-4 (C) v 2x 2 (D) v 2x 1
3. Considera dois vetores i e V tais que ||L7||=||\7||=\/§ e u-(i+v)=1.
Qual é o valor de ||ﬁ+\7||2?
(A) 2 (B) 6 ) 8 (D) 12
ZA

4. Na figura estd representado, num referencial o.n. Oxyz, o

paralelepipedo retangulo [OABCDEFG] e um ponto P que

pertence a aresta [FG] do paralelepipedo.

Sabe-se que:
e o Vértice A pertence ao eixo Ox e tem abcissa 2; 0 e

e o vértice C pertence ao eixo Oy e tem ordenada 3;

e o vértice E pertence ao eixo Oz e tem cota 5;

e osvetores OP e AC sio perpendiculares.

Qual é a ordenada do ponto P?

4 5
A) 1 B) = C) = D) 2
(A) ( )3 ( )3 (D)

5. Considera, num referencial 0.n. Oxyz, o plano a de equagdo 2x—4z—1=0 e o ponto 4(1,0,2).

Qual das equagdes seguintes define um plano a que pertence o ponto A e é perpendicular ao plano « ?

(A) 4x—-2z=0 (B) 4x+2z=0 (C) 2x+y—z=0 (D) 2x—y+z—-4=0

20 Editavel e fotocopiavel © Texto | M¥T 11



Grupo Il

Na resposta a cada um dos cinco itens deste grupo, apresenta todos os calculos que efetuares, explica os
raciocinios e justifica as conclusGes.

1. Considera, num referencial o.n. xOy, o losango [PQRS], que tem centro no ponto C.
Sabe-se que: ]

e oponto Q tem coordenadas (—1,6); N
e oponto S tem coordenadas (3,—2);

e areta PQ é paralela ao eixo das ordenadas.

Determina:

a) PO-OC; "N

(o]

b) a equacgdo reduzida da mediatriz do segmento de reta [QS];

c) as coordenadas dos pontos P e R.

2. Considera, num referencial o.n. xOy, um triangulo [ABC], retdnguloem A.
Seja L o lugar geométrico dos pontos P do plano que satisfazem a condigdo PC-PB=0.
a) Justifica que o ponto A pertencea L.
b) Identifica o lugar geométrico L.
c) Admite, agora, que o ponto A tem coordenadas (0, 2) e o ponto B tem coordenadas (5, 0) .

Determina as coordenadas do ponto C, sabendo que pertence ao primeiro quadrante e que o tridangulo [ABC]
tem drea 29.

3. Num espago em que estd fixado um referencial o.n. Oxyz , considera uma piramide quadrangular regular de
base [ABCD] e vértice V.Seja | ocentro da base da piramide.
Sabe-se que:

e ovetor Al tem coordenadas (-2,1,1);

e ovetor AV tem coordenadas (-3,3,6);

e oponto /I tem coordenadas (1,2, —3).

a) Determina VAI . Apresenta o resultado em graus, arredondado as unidades.

b) Mostra que o plano que contém a base da pirdmide é definido pela equagdo x—2y—-5z—-12=0.

c) Determina o volume da piramide.
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4. O hexagono representado na figura é regular. Seja a a medida do
comprimento do seu lado e seja M o ponto médio do lado [EF].

Mostra que AB- AM =

_1,2
i

5. Na figura estd representada a circunferéncia trigonométrica num
referencial 0.n. xOy . O ponto A tem coordenadas (1, 0) e o ponto P

pertence a circunferéncia e ao segundo quadrante.
Para cada posicao do ponto P, seja:

ae Jﬂ 3—7[|: a amplitude do angulo AOP;

27 4

R o ponto da circunferéncia do primeiro quadrante tal que ROP é

um angulo reto;

Q

R

Q o ponto que tem ordenada igual a do ponto P e abcissa igual a do ponto R;

f afuncdo que faz corresponder a cada valor de ¢ o perimetro do quadrilatero [OPQR] .

a) Mostraque f(a)=2+2senc .

b) Determina o valor de « para o qual o perimetro do quadrilatero [OPQR] é igual a

a calculadora.

1

2-3

, Sem recorrer

Cotagoes
1. 2. 3. 4, 5. | 1.a) | 1.b) | 1.c) | 2.a) | 2.b) | 2.c) | 3.a) | 3.b) | 3.c) | 4. | 5.a) | 5.b)
10 10 10 10 10 10 15 10 10 10 15 15 15 10 15 15 10
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Teste de Avaliacao 3

Nome N.° Turma Data / / /

Avaliagao Professor

Grupo |

Os cinco itens deste grupo sdo de escolha miiltipla. Para cada um deles escolhe a Ginica opgao correta.

1. Acerca de uma sucessdo (a,) sabe-se que é decrescente e que o 3.°termo é igual a—1.
Qual das expressdes seguintes pode ser o termo geral da sucessdo (a, ) ?

n->5 2 (=)' —3n 1-n
(A 2 (B) = © ~— () =

2. Asucessdo (u,) é uma progressdo aritmética de razdo r . Sabe-se que u,,, =8+u, ..
Qual é ovalorde »?

(A)-8 (B)-2 () 2 (D) 8

3. De uma progressao geométrica (v, ), monétona, sabe-se que v, =32 e que v, =8192.
Qual é o quinto termo da sucessdo?

(A) 64 (B) 128 (C) 256 (D) 512
4. Considera as sucessodes (a,), (b,), (c,) e (d,) definidas por:

d = 6n+1

2 se n épar n’ se n<100
a4y =" b, = 1 n
se n>100 3n+2

CcC = _1\n
! 3 " 12—+ senéimpar 2n+ (D
n n

Qual destas sucessdes nao é convergente para 2?

(A) (a,) (B) (b,) © (c,) (D) (d,)

5. Na figura esta representada, num referencial o.n. Oxyz , uma piramide
quadrangular regular [OABCV] .
Sabe-se que:
e 0 Vvértice A pertence ao eixo Ox e tem abcissa 4;

e o Vvértice C pertence ao eixo Oy e tem ordenada 4;
e o Vvértice V tem cota positiva.

Qual dos conjuntos seguintes é o conjunto dos valores que a cota do ponto V
pode tomar de modo que o angulo AVC seja obtuso?

(A) 10.4] (B) J4, +oc[ (© Jo. 8 (D) [V8, +oof
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Grupo Il

Na resposta a cada um dos cinco itens deste grupo, apresenta todos os calculos que efetuares, explica os
raciocinios e justifica as conclusGes.

1-3n

1. Considera a sucessdo (u,) definida por u, = 1
n—+

a) Mostra que a sucessdo (u,) é decrescente.
b) Prova, usando a defini¢do, que limu, =-3.
c) Determina o nimero de termos da sucessdo (u,) que ndo pertencem ao intervalo ]—3,001;—2,999[ .

d) Justifica que a sucessdo é limitada e indica o conjunto dos seus minorantes e o conjunto dos seus
majorantes.

2. Considera as sucessdes (u,) e (v,) definida por u, :% ev = 1_32i .
i=1
a) Prova que a sucessdo (u,) é uma progressdo aritmética.
n2
b) Mostra que Vne N,v = -3
. - - —(i+1 i
3. Seja (u,) asucessdo definida por u, = (L——j
; i+2 i+1
Prova, usando o método de indugdo matemdtica, que Vne N,u = > n 1 e determina limu, .
n+
4. Sejam (u,), (v,) e (w,) assucessdes definidas por:
=t
u,=n+3 v, =((/n—n)Nn+n)
2Wn
w,,=—=,VneN

v
a) Determina lim—2— e lim(./—v —u ).
) (un+n)2 ( n n)

n+l
b) Justifica que (w,) é uma progressdo geométrica e mostra que w, = —(%) .

Wn:_

c) Define uma sucessdo (a,) tal que lim 0.

n
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5. Considera, em IR, a equagdo sen* x —cos* x =2(senx+1)? +1.
a) Mostra que Vx e R, sen* x —cos* x =sen? x —cos’ x.
b) Determina as solugdes da equagdo sen*x—cos*x=2(senx+1)>+1 que pertencem ao intervalo

|:—27Z',iﬂ':|, sem recorrer a calculadora.

2

Cotagoes

1. | 2. [ 3. | 4 | 5 |1a)|1b)|1¢|1d]|2a)]|2b| 3. |4a) ab)|ac|5.a)]5.b)

10 10 10 10 10 15 10 10 10 10 15 15 20 10 10 10 15
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Teste de Avaliacao 4

Nome N.° Turma Data / / /

Avaliagao Professor

Grupo |

Os cinco itens deste grupo sdo de escolha miiltipla. Para cada um deles escolhe a Ginica opgao correta.

1. Considera,em R, o conjunto S = {W ne N} .
n

Qual dos seguintes nimeros ndo é ponto aderentea S?

A 3 2 3
B) 1 C) = D) =2

2. Seja f afungdo polinomial de grau 2 representada graficamente e seja (u,) f

uma sucessdo. Sabe-se que lim f'(u,)=-2.

- . - =T G 1
Qual das expressdes seguintes pode ser termo geral da sucessdo (u, ) ? \\/

1_ 1 1 n=2
(A)n 2 (B) ” 2 (C)n+2 (D) 3

3. Seja (v,) uma progressdo geométrica de razdo \/2 e primeiro termo diferente de zero e seja g afungao
definida por g(x) = L
X

Qual é o limite da sucessdo (g(vn)) ?

a) 0 (8 2 @1 (0) 4
4. Seja (x,) asucessdo definida por x, = %ﬂ e seja f afungdo definida por f(x)=tgx.
n

Qual é o limite da sucessdo (f(xn)) ?

(A) —oo (B) % €1 (D) +oo

5. Na figura estd representado um tabuleiro com 16 casas. Esse tabuleiro vai ser
decorado do seguinte modo: na casa 1 é desenhado um circulo, na casa 2 sao

desenhados dois circulos, na casa 3 sdo desenhados quatro circulos, na casa 4 sdo 56|78

desenhados oito circulos e assim sucessivamente, desenhando em cada casa o
dobro dos circulos desenhados na casa anterior.

Quantos circulos vao ser desenhados, ao todo, no tabuleiro? 13|14 | 15| 16

(A) 32768 (B) 32769 (C) 65535 (D) 65536
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Grupo Il

Na resposta a cada um dos cinco itens deste grupo, apresenta todos os calculos que efetuares, explica os
raciocinios e justifica as conclusGes.

_2n=3
5

a) Existem dois termos consecutivos de (u,) cuja soma é igual 48. Determina as ordens desses termos.

1. Considera a sucessdo (u,) definida por u,

b) Define a sucessdo (u,) por recorréncia.

i
2. Seja f afungdo, de dominio IR, representada graficamente \

Y
W se x<2 \

e definida por f(x) = .
1

(o]
7 se x>2
Determina:
a) -lirgg f(x) -lir?+ f(x) «lim f(x)
. 1 .

b) «lim olim ——— olim(xx f(x o lim

x—27F f(_X') x—2" 1 f(X) x~>2+( f( )) X—>+00 f(x)

3. Calcula os limites seguintes.
2x +3x+1 x> +2x x3+1) x> +3x

lim &2—22 7= b) 1 li

) i X +x+2 )XEEO( x—-1 x*-x 9 xgn33 J3-2x

4. Numa certa regido implementou-se um programa de recuperacdo de uma espécie animal em vias de extingdo.
De acordo com as previsées, o numero, em dezenas de individuos dessa espécie que existem na regiao,
t meses depois de ser ter dado inicio ao programa de recuperacdo, é dado, aproximadamente, por

f()= 4t+k ,em que k designa um nimero real positivo.

a) Determina f(O) e interpreta o valor de k no contexto descrito.

b) Calcula lim f'(¢) e interpreta o valor obtido no contexto descrito.
>+
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5. Na figura estd representada, num referencial o.n. Oxyz,
uma pirdmide quadrangular regular [OABCV] .
Sabe-se que:

e o Vvértice A pertence ao eixo Ox e tem abcissa 4;
e 0 Vvértice C pertence ao eixo Oy e tem ordenada 4;
e o vértice V tem cota positiva.

a) Admite que o vértice V tem cota 6.

a;) Determina a amplitude do dngulo VAB.
Apresenta o resultado em graus, arredondado as
unidades.

a,) Escreve uma equacdo cartesiana do plano definido pela reta AC e pelo ponto médio da aresta [VB] .

b) Determina a cota do vértice V, sabendo que o plano perpendicular a aresta [VC] que passa no ponto C é
definido pela equagdo 8x—8y+11z+32=0.

Cotagoes

1. 2. 3. 4. 5. | 1.a) | 1.b) | 2.a) | 2.b) | 3.a) | 3.b) | 3.c) | 4.a) | 4.b) | 5.a,) | 5.a;) | 5.b)

10 10 10 10 10 15 10 9 16 15 15 15 10 10 10 15 10
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Teste de Avaliacao 5

Nome N.° Turma Data / / /

Avaliagao Professor

Grupo |

Os cinco itens deste grupo sdo de escolha miiltipla. Para cada um deles escolhe a Ginica opgao correta.

se x<2

W=

1. Seja k um numero real e seja [ a fungao definida por f(x)=
/ S x*—Q2+k)x+2k s

=) x>2

Sabe-se que a fungdo f é continua. Qual é o valor de k?

4 5
1 = c) = 2
(A) (B) 3 (€ 3 (D)

2. Acerca de uma funcdo f, de dominio D =R, sabe-se que:
. lirrllf(x):—oo . lirglf(x):3 e lim f(x)=3 J lim(f(x)—3x+1):0
xX—> xX—>2" X—>—00 X—>+00
Qual das equagdes seguintes define uma reta que ndo pode ser assintota ao grafico de f ?

(A) x=1 (B) x=2 () y=3 (D) y=3x+1

3. Acerca de uma fungdo diferencidvel f sabe-se que f'(0)=2.Qual é o valor de limW?
x—0 X X

(A) 0 (8) - (© 2 (D) 1
3 3

4. No referencial da figura esté representada parte do grafico da fungdo f', fungio / r
derivada de uma fungdo f . Os pontos A, B, Ce D pertencem ao graficode f'e / c
tém abcissas, respetivamente, a, b, c e d. g 55 B
Em qual dos intervalos seguintes é que se pode garantir que a taxa média de !
variagdo de f é positiva?
(A) [a,b] (8) [b,¢] (©) [¢.d] (D) [a,d]

5. Seja f afungdo definida por f(x)=x>+1 eseja g uma fungdo diferencidvel, de dominio IR . A reta de
equacdo y =—4x+3 étangente ao grafico de g no ponto de abcissa 1.
Qual é ovalorde (fxg)'(1)?
(A) -9 (B) —10 (c) —11 (D) —12
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Grupo Il

Na resposta a cada um dos cinco itens deste grupo, apresenta todos os calculos que efetuares, explica os
raciocinios e justifica as conclusdes.

2x?
x+2
Resolve os itens seguintes por processos analiticos, sem recorrer a calculadora.

1. Considera afungdo f definida por f(x)=

a) Existem duas retas que sdo assintotas ao grafico de f Determina equacdes dessas retas.

b) Estuda a fungdo f quanto a monotonia e quanto a existéncia de extremos e indica o seu contradominio.
Na tua resposta deves apresentar:

e 0o(s)intervalo(s) em que f é crescente;
e 0o(s) intervalo(s) em que f é decrescente;

e 0(s) extremos que existam;

e 0 contradominio da funcdo.

2. Seja f afungdo, de dominio ]1,+oo[ , definida por f(x) = 1+%.
x_
Por processos analiticos, sem recorrer a calculadora, mostra que o ponto do grafico de f cujo produto das

coordenadas é o menor possivel pertence a bissetriz do primeiro quadrante.

12x—4
x’ -4
grafico é a hipérbole representada graficamente, que tem duas assintotas

. . . 3
paralelas aos eixos e interseta o eixo Oy no ponto de ordenada % N T S e

3. Seja f afuncio definida por f(x)= e seja g afungdo cujo

a

a) Escreve uma expressdo de g(x) na forma b+ e mostra, em

xX—c e}
seguida, que a expressao que obtiveste é equivalente a 3x_—21
x_

b) Identifica o nimero real k para o qual a equagdo g(x) =k éimpossivel.

c) Seja h a fungdo definida por /#(x)=g(x—s)+1¢,sendo s e t nimeros reais.
Determina s e t de modo que a funcdo h seja uma fungao impar.

d) Seja A= {x eR: f(x)< g(x)}. Representa o conjunto A

recorrendo a notacdo de intervalos de nimeros reais.

4. Seja f afuncdo definida por f(x)= X+421 _
x_

Os pontos A e B sdo os pontos em que o grafico da funcio f

interseta, respetivamente, o eixo Ox e o eixo Oy e aretar é areta

que passaem A e é perpendicular areta 4B . A

Seja C o ponto de abcissa positiva que pertence a reta r e ao grafico
da fungdo f .

Determina a drea do tridngulo [ABC] .
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5. Seja f afungdo definida por f(x)=x>+x?—9x—9.Recorrendo a calculadora, obtém e reproduz na tua
folha de teste uma representacdo grafica da fungdo que te permita identificar os seus trés zeros.
Seja M o ponto do grafico cuja abcissa é a média aritmética dos dois zeros negativos.
Traga, recorrendo a calculadora, a reta tangente ao grafico de f no ponto M e verifica que essa reta
interseta o eixo Ox no outro zero da fungao.
Seja agora N o ponto do grafico cuja abcissa é a média aritmética de outros dois zeros da fungdo. Mostra, por
processos analiticos, que a reta tangente ao grafico de f no ponto N interseta o eixo Ox no zero ndo

considerado.

Cotagoes
1. 2. 3. 4. 5. 1.a) 1.b) 2. 3.a) 3.b) 3.c) 3.d) 4. 5.
10 10 10 10 10 20 20 20 15 5 10 20 20 20
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Teste de Avaliacao 6

Nome N.° Turma Data / / /

Avaliagao Professor

Na resposta a cada um dos itens seguintes, apresenta todos os calculos que efetuares, explica os raciocinios e
justifica as conclusdes.

1. Na tabela seguinte estdo registados dados relativos a idade (em meses) e a altura (em centimetros) de sete
criangas de um infantério.

Idade 18 19 20 21 22 23 24
Altura 74,9 76,3 77,0 78,4 78,1 79,3 79,9

Considera a varidvel «idade» como explicativa e a varidvel «altura» como resposta e responde aos itens
seguintes recorrendo apenas a calculadora para fazer célculos.

a) Determina a média das idades e a média das alturas da amostra.
b) Representa num referencial cartesiano a nuvem de pontos P(x,,y,).
c) Tendo em consideracdo a alinea anterior, sera razoavel admitir a existéncia de uma associacdo linear forte

entre estas duas variaveis? Justifica.

d) Determina o coeficiente de correlagdo linear (arredondamento as centésimas). Confirmas a resposta dada
na alinea anterior? Justifica.

e) Determina a equagdo reduzida da reta de minimos quadrados. Apresenta os parametros da equagdo
arredondados as décimas.

f) Representa a reta de minimos quadrados no referencial em que representaste a nuvem de pontos.
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2. O Dr. Valente aquece a sua casa com gds natural e tem registado as temperaturas exteriores médias e os
consumos de gas em alguns meses, para tentar estabelecer uma previsao para os gastos em fungdo da
temperatura exterior. Na tabela seguinte, reproduzem-se os registos das temperaturas (em graus Celsius) e
dos volumes de gas consumido (em metros cubicos).

Meses Outubro | Novembro Janeiro Fevereiro Marco Abril
Temperatura 16,1 12,4 8,9 10,1 12,8 13,2
Volume de gas 0,01 0,10 0,26 0,19 0,09 0,05

a) De acordo com o objetivo do Dr. Valente, qual deve ser a variavel explicativa? Justifica.

b) Determina a média das temperaturas médias e a média dos volumes de gds consumidos.

c) Recorrendo a uma calculadora, obtém a nuvem de pontos correspondente a estes dados e a equagdo
reduzida da reta de minimos quadrados. Apresenta os parametros da equagdo com quatro casas decimais.

d) Seja C o ponto de coordenadas (X,V). Qual é o desvio vertical de C em relagdo a reta de minimos
quadrados?

e) Seja P o ponto de coordenadas (8,9; 0,26) . Determina o desvio vertical deste ponto em relagdo a reta de
minimos quadrados e determina a soma dos desvios dos restantes pontos da nuvem em relagdo a essa
reta.

Apresenta os resultados arredondados as centésimas.

f) O Dr. Valente perdeu o registo do consumo em dezembro, mas sabe que a temperatura média exterior
nesse més foi 10,3 °C. Recorrendo a equacdo da reta de minimos quadrados, determina qual deve ter sido
0 CONSUMO nesse mes.

Apresenta o valor em m® arredondado as centésimas.

Cotagoes
1.a) 1.b) 1.c) 1.d) l.e) 1.f) 2.a) 2.b) 2.c) 2.d) 2.e) 2.f)
15 20 10 20 20 15 10 15 20 15 20 20
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Respostas dos testes de avaliacao

Teste de Avaliagao 1

Grupo I
1. (B)
Tem-se: SenA _ senC . send _ senl25° . . _ 3.5xsenl25%
a C 3,5 5 5

104

Portanto, BAC = 35° , donde vem ABC ~ 180° — (125° + 35°) = 20°.

(D)
Tem-se: % + senx = \/5<:> —on— + senz = \/5 &
g cosx
2 2 2
Ccos” T o cos“r+sen“xr 1
< Tsenz —|—sen:n—\/5<:) senx _\/g(i)senx_\/g(:)
& senx = 1
V5
. o1 2 2
Daqui vem: 5 tcostx = 1,peloque cosx = W
1
5
Portanto, tgx = (S:erli = \/; = %
NG

(B)
Como 37~ 9,42, vem que 10 ~ 37+ 0,58, peloque — 10 ~ — 37 — 0,58

Assim, — 10 radianos corresponde a uma volta e meia, em sentido negativo, acrescida
~ . . . s . 2 . .
de uma rotacao de amplitude inferir a o radianos, também em sentido negativo.

Portanto, o lado extremidade do angulo de amplitude — 10 radianos esta no
segundo quadrante.

(B)

Tem-se:

sen (m —a) >0 < sena > 0 tg(r—a) >0 —tga>0&tga<0
Portanto, o angulo de amplitude « radianos pertence ao segundo quadrante.

(©)
Tem-se senz =0< x=km, k€ Z.
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Grupo I1

1.
a)

b)

)

a)

b)

A amplitude, em graus, de um angulo orientado é um valor diferente de zero e compreendido entre
— 360 e 360.

Portanto, um angulo orientado que tem seno igual ao seno de 395° € o angulo de amplitude 35°
(395° — 360°).

Tem-se: 180° — 35° = 145°, 35° —360° = —325° e 145°—360° = — 215°.

Assim, os angulos orientados que tem seno igual ao seno de 395° s@o os angulos de amplitudes 35°,
145°, —215° e — 325°.

Os angulos orientados cujo cosseno € menor do que o cosseno de 395° sdo os angulos cuja amplitude
esta estritamente compreendida entre 35° e 325° e os os angulos cuja amplitude esti estritamente

compreendida entre — 325° e — 35°.

Tem-se P(cosa,sena) e Q(—2,0).

Portanto, PQ = \/(cosa—i—2)2 + (sena —0)* = \/cos?a +2cosa + 4 +sen?a =

:\/1+2cosa+4 =\/5+200804

e

cos(m + o) — 2c0s(a ) ) + sen(ov — 3m) +cos( — ) =

= —cosa—QCos(a— %ﬂ —|—47T> + sen(ov — 31+ 47) + cosa =

= —2cos(a—|— g) + sen(a+ 7) = 2sena — sen v = sen «

f(m) = 10—2005( 27r_§57r) = IO—QCOS(%) = 10—2008(27r + %) =10 — 2cos (%) =

1
:10—2><7:9

flo)=11 & 10—2cos(M) 11 & —2cos(M) 1 e

3 3
2¢0+5m\ 1 2w +5m _ 2m

<:>COS(—3 )——2 <:>COS( 3 )—008(3)<:>

o 2$§57T:2%+2kﬂ\/2$%57:_2%+2k7r,k62<:>

S 2x+br =21+ 6kr V 20+5mr= —27w 4+ 6km, k€l &

S 2r= —3n+ 6kt V 20= —Tn + 6km, k€ Z &

<=>.73:—377T+3k’71' \Y x:—%—i—Bkw,kGZ
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©)

b)

)

106

2 2
_ _ 3 - _
k=1 —z= 5 V &= D)
Nio existem mais solugdes em [ — 27, 27] .
) 37 o 31
Resposta: — 5+ — 95 &

Tem-se, para qualquer nimero real x :

flx+3m) = 10—200s<w> = 10—2005(W> =

3
= 10—2cos<6T7T + 2$—§57T> = 10—2cos<27r+ @) = 10—2008( 2x—§57r> = f(x)
Portanto, 37 € periodo da fungdo f.
Para a = 1,vem g(z) =2 arcsen(z + 1) + % .
Tem-se:
e —1<241<1& —2<2<0,peloque D, =[—2,0]
. — % <arcsen (z+ 1) < % & —nm<2arcsen (z+1) <7 &
& - 2% §2arcsen(:v+1)+% < 4% peloque D; = [— 2%,4%}
g(sen%r —a) = 2ar<:s.en(sen7T7T —a+a) + % = 2arcsen(sen7%) + % =
= 2arcsen<sen(7r+ Q—W)) + & = 2arcsen(— sen2—7r) + 5 =- 2arcsen(sen2—77) + 5
) 3 5 3 ) 3
g(2):0<:)23rcsen(2+a)+%20 & arcsen (2+a) = — % & 24a= —% Sa=
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5.
a) A area do triangulo é dada por % .

P_Q=1+(—cosa) =l-cosa ¢ @zsena+(—tga)=sena—tga.

Portanto,

EXQR _(I-cosa)x(sena—tga) sena—cosasena—tga+cosatga

2 2 2

_sena—cosasena —tga+sena  2sena —tga —cosasena

B 2 a 2

b) O tridngulo & isosceles se e s6 se QPR = PRQ = % . Nesse caso, o = 37” eaareaé
2

)
. 2 . ~ . S
igual a ou, recorrendo a expressao da alinea anterior, ¢ igual a
3T 4o 37 _ (5g 37 qopn 37

2sen 4 tg 4 CosT msen=

5 .

Portanto, o valor exato da area é %ﬁ (u.a)

Célculos:
2 2
1+Q) 12+2 Q+(£) 1
( o) RG] V2 i ma 29343
2 2 2 4 4
ou
3T g3 053 gen3T  2xY2 (11 _(_J)XQ 1
ZSen4 tg=,-—cos=Fsen =y _ > (=D > > :ﬁ+1+2:
2 2 2
_2V2+2+1_2J2+3
4 4
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Teste de Avaliagao 2

Grupo I
1. (D)
Tem-se AB =B —A=(4,0)—(—1,3) = (5, — 3).
Portanto, o declive dareta AB é — %
Seja « ainclinagdao dareta AB.Tem-se o € [0,7] e tgav = — % .

Vem o = w—tan’l(%> ~ 2,60 .

2. D)
O centro da circunferéncia é o ponto C'( —1,2).
Designando por A o ponto de coordenadas ( — 2,0), tem-se:
CA=A-C=(-20-(-1,2)=(-1,-2)
A reta tangente é perpendicular ao raio [C'A], pelo que um seu vetor diretor é

o vetor de coordenadas (2, — 1) . Assim, o declive daretaé — %
A equacao reduzida da reta € da forma y = — %m + 0.
Como a reta passa no ponto A( —2,0) , tem-se 0 = — % x(—2)+0,
donde b=—1.
A equacdo reduzidadaretaé y = — % z—1.
3. A
Temse: |7 + 0| =(% +7). (4 +7) =
=W W +U.V 4+ VW + VY =
ST 2w+ = (VE) 2w+ (VE) =
=6+ 2u .V
Como o (7 —I—?)zl ,vem © .U +u .v =1,peloque
w.U =1-".u =1-3= -2

Vem, entdo: 6 + 2w .0 =6+2x (—2)=2

4. B
Tem-se: A(2,0,0), C(0,3,0), P(2,y,5).

Portanto, OP = (2,,5) ¢ AC =C — A= (—2,3,0).

Vem, entao: WL@@OT’).TC’)=0® —44+3y=0&y

4
3

5. D)
Como o ponto A pertence ao plano, as coordenadas de A tém de satisfazer
a equacdo do plano. Tal permite excluir a op¢ao (B).
Como os planos s@o perpendiculares, um vetor normal a um dos planos tem de ser
perpendicular a um vetor normal ao outro.
Um vetor normal ao plano « € o vetor de coordenadas (2,0, —4) .
Um vetor normal ao plano definido na op¢ao (A) é o vetor de coordenadas (4,0, — 2) .
Tem-se (2,0, —4).(4,0, —2) = 16.
Um vetor normal ao plano definido na opgao (C) é o vetor de coordenadas (2,1, — 1) .
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Tem-se (2,0, —4).(2,1, —1) =8.

Um vetor normal ao plano definido na opgéo (D) é o vetor de coordenadas (2, —1,1).
Tem-se (2,0, —4).(2, —1,1)=0.

Portanto, so neste Gltimo caso é que os vetores sdo perpendiculares.

Grupo II
1.
a) Tem-se ﬁj w = — Q—P> w .
Como as diagonais de um losango sdao perpendiculares, a projecdo ortogonal do ponto P sobre a reta
QC éoponto C,pelo que se tem:
PG.QC= -QP.QC = - QCxQC = - QC"
p T 143 6-2 .
C' ¢é o ponto médio de [@QS], pelo que se tem C(T , T) ,ouseja, C'(1,2).
—
Portanto, QC =C —Q =(1,2) — (—1,6) = (2, —4), pelo que
572 _ loEl7 — o2 2
QC" = ]QCH =924 (—4)2=20.
TS
Vem, entdo: — HQCH = —20
b) A mediatriz do segmento de reta [)S] passa pelo ponto C' e é perpendicular ao vetor w
Como o vetor w tem coordenadas (2, —4) , vem que o vetor de coordenadas (4,2) & um vetor
diretor da referida mediatriz, pelo que esta reta tem declive %, ou seja, %
Assim, a equacdo reduzida desta reta € da forma y = % r+b.
Como a reta passa por C'(1,2),vem 2= % x 14+ b, donde vem b = %
Assim, a equagao reduzida da mediatriz do segmento de reta [QS] é y = % T+ % .
¢) Comoareta P(Q) € paralela ao eixo das ordenadas, os pontos P e () tém a mesma abcissa.

Portanto, a abcissa do ponto P & — 1. Assim, o ponto P € o ponto de abcissa — 1 que pertence a
mediatriz do segmento de reta [@QS] .

Seja y aordenada do ponto P. Tem-se y = % x(—1)+ % =1.

Portanto, o ponto P tem coordenadas (—1,1) .

Tem-=se: R=C +CR =C+ PC
Dado que ﬁ:C—P:(1,2)—(—1,1):(2,1),tem-se R=(1,2)+(2,1)=(3,3).

Portanto, o ponto R tem coordenadas (3,3) .
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2.
a)

b)

)

a)

b)

110

L & o lugar geométrico dos pontos P do plano que satisfazem a condicdo PC.PB=0.
Logo, o ponto A pertence a L se e sd se AC. AB =0 ,ou seja, oponto A pertence a L seesd
se A—C> 1 AB . Tem-se, efetivamente, A—C) L AB/, pois o triangulo [ABC] é retanguloem A .

L ¢é o lugar geométrico dos pontos P do plano tais que PC L PB.
Portanto, L ¢ a circunferéncia de diametro [C'B] .

Tem-se AB = B — A= (5,0) — (0,2) = (5, — 2) . Tem-se HEH = /1 (—27=29.

[AB] € um dos catetos do triangulo. O outro cateto ¢ [AC] . Seja = o seu comprimento.

Tem-se V0 20 & =229 .

2

—
Portanto, o vetor AC :
. —_—
e tem norma igual ao dobro da norma do vetor AB ;
—
e ¢ perpendicular ao vetor AB .

Tem-se, assim, AC = 2(2,5) ou AC = — 2(2,5) ,ouseja, AC = (4,10) ou
—

AC = (-4, —10).
Se AC = (4,10) ,entio C' = A+ AC = (0,2) + (4,10) = (4,12) .
Se AC = (—4, —10),entio C = A+ AC = (0,2) + (—4, —10) = (— 4, — 8).

Como o ponto C' pertence ao primeiro quadrante, tem-se C'(4,12) .

—

Tem-se que o angulo V Al é o angulo formado pelos vetores A—V>( —3,3,6) e AI(—2,1,1).

Tem-se: cos (VAI) = AV__AT = 6+3+6 15
HW”X HA_I’H VO+9+36 x \JA+1+1 V324

Portanto, VAT ~ 34° .

O plano que contém a base da piramide é perpendicular ao segmento de reta [IV], correspondente a
altura da piramide. Assim, o plano que contém a base da piramide é o plano que passa por [ e é

perpendicular ao vetor V.

Temse: IV =TA+ AV = — Al + AV = (2, — 1, — 1)+ (—3,3,6) = (— 1,2, 5)
Assim, o referido plano tem equagdo da forma —x +2y+5z2+d =0.

Como o plano passa no ponto (1,2, —3),vem: —14+4—-154+d=0 & d=12.

Assim, aequacdo doplanoé —x +2y+52+12=0.
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©)

a)

b)

A diagonal da base € igual a norma do vetor 2 Al

Tem-se 2 Al = (—4,2,2). Anormadeste vetoré /16 +4+ 4 =+/24.
A base da piramide € um quadrado. Um quadrado é um caso particular de um losango.

Portanto, a area da base é

A altura da piramide é a norma do vetor V. Portanto, a altura da piramide ¢ /1 + 4+ 25 = /30.

V24 x /24
-5 =12.

Assim, o volume da piramide é 12% /30 _ 44/30.

Tem-se AM:F—FFM:F—}—%E’).

_— e ——

Portanto, AB. AM = AB. (ﬁ—}—%F—E)) :A—B>.ﬁ+

;

11—
fAB'

3] « 7] oo (3557 4[5 [ 2] = os (357

:axa><005120°+%xaxax00560°:a2x(—§)+§xa

= —%CLQ—I—%Q =

2

1 1

L
L

. %a2

— —
Tem-se P(cosa,sena) , peloque OP(cosa,sena),donde OR(senc, — cosa), pelo que
R(sena, —cosa) .
Portanto, Q(sen«,sena) .

Tem-se: OP=0OR =1, PQ =sena —cosa , QR =sena — ( —cosa) = sena + cos a

Assim, f(a) =1+ 1+sena+cosa+sena—cosa =2 + 2senc.

2 4+ 2sena =

1
2-1/3

24+/3
2 /3 (2+\/§)

&2+ 2sena = (

_ _ﬁ _ 27
@2+2sena—2+\/§@ sena = “5- & o= g
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Teste de Avaliacao 3

Grupo I

1. (D)
A sucessdo de termo geral i ; > ¢ crescente. Tal exclui a opcao (A).

A sucessao de termo geral ﬁ nao é monodtona. De facto, tem-se u; > uo > uz , mas uz < uy .
Assim, a op¢do (B) também esta excuida.

. ~ -1)"-3n . , )
O terceiro termo da sucessdo de termo geral % ¢ — 2. Portanto, a opcao (C) também esta

excluida.

~ 1-n . P
A sucessao de termo geral 5 ¢ decrescente e o seu terceiro termo é — 1.

2. (B

Tem-se u, 5 = u,41 + 4r , donde vem que:

Upr1l =8 4+ Upss S Upr1 =8 + Up1 +4r & —4dr=8 Sr= —2
3. B

Tem-se vs = vy X r*, donde vem que 8192 =32 x r* & rt =256 <
< r=4 (como (v,) émondtona, tem-se r > 0).

Portanto, vs = vy X r =32 x 4 =128

4. (A)

Tem-se que a,, — — oo, pelo que a sucessao (a,) nao converge para 2.

5. (©)
Nas condi¢oes do enunciado, o angulo AV C' € obtuso se e sO se o produto
—_—
escalar VA.VC' for negativo.
Tem-se A(4,0,0), C(0,4,0) e V(2,2,z),com z>0.
VA=A-V=(2 -2 —2) VO=C-V=(-22,—2)

VAVO <0 —4—442<0e2<8

Como z > 0, vem O<z<\/§.
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Grupo I1

1.
a)

b)

d)

T ) o _13(n+l)  1-3n _ —3n-2  1-3n _
CM-SC: - Unl — Un = 1 ntl —  n+2 n+1

_ (=3n=2)(n+1)—(1-3n) (n+2) —3n’—3n—2n—2—n—2+3n*+6n_
- (n+2)(n+1) - (n+2)(n+1) -
I S

~ (n+2)(n+1)

Logo, Vn € N, wuyi1 —u, < 0,peloque Vi € N, wu,q < uy, .
Portanto, (u,) é decrescente.

1-3n
n+1

Tem-se que lim = — 3 se, para qualquer nimero real 6 > 0, existir uma ordem p tal que

1-3n

vneN, n>p= ]

—(—3)‘ <6,

Ora, para qualquer nimero natural n e para qualquer nimero real 6 > 0, tem-se:

1-3n 1-3n 1-3n+3n+3 4
| —(—3)‘<6<:> ] +3‘<6<:> | ‘<6@’n+1‘<6@

4 4-6
& a7 <be 4<(n+1)f ©d<né+éoni>4-6en> —5—

4-6 1-3 4-6 1-3n

Portanto, n > —5 @‘n+1n—(—3)‘<6,peloque n>—s :>’n+1—(—3)’<6.
. ., . 4-6 1-3n
Seja p um nimero natural maior que 5 - Tem-se n>p= ol —(=3)| <6¢.

1-3n
n+1

Esta confirmado que lim = —3.

Tem-se que wu, pertence a | — 3,001; — 2,999 seesose |u, —(—3)| <0,001.

Vimos na alinea anterior que |u, — (—3)| <6 < n > 4T_6 .

Portanto, u,, pertencea | —3,001; ~ 2999 & n > o0l & 5 > 3999
Logo, u, nao pertence a | —3,001; —2,999[ < n < 3999 .

Existem portanto 3999 termos da sucessdao que n@o pertencem a | — 3,001; — 2,999 [ .

Como (u,) é convergente, podemos concluir que (u,) é limitada, uma vez que toda a sucessdao

convergente ¢ limitada.

1-3x1 _
1+1 '

Como (u,) é decrescente, o primeiro termo é majornte da sucess@o. Tem-se u; =
Como (u,,) é decrescente e tende para — 3, podemos concluir que — 3 é minorante da sucessao.

O conjunto dos majorantes ¢ [ — 1, + oo e o conjunto dos minorantes ¢ | — oo, — 3] .
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1-2(n+1) 1-2n  1-2n—2 1-2n  —1-2n 1-2n

a) Tem-se: up 1 —u, = 3 -3 = 3 -5 =3 - =" =
_ =1-2p—-142n 2
- 3 B 3
Logo, Vn € N, up11 —u, = — % ,peloque Vn € N, u,.1 — u, & constante.

Portanto, (u,) é uma progressao aritmética.

n 3 n
b) Tem-se: v, =) 1 3QZ =Y u;.Como (u,) éuma progressao aritmética, tem-se:
i=1 i=1
1 1-2n 2n
n - = + - = 2
UT,:ZU7 u+uy, n— 3 5 3 < n = 23 Xn:—%xn:— 775))

_ n
3. Pretende-se provar que Vn € N, u, = 5~ s

Comecemos por verificar que esta igualdade é verdadeira para n = 1.

S L/ it i\ 1 1+1 11
Tem-se: w1 = 5 977 ‘:’;( 12 i+1)_ 6 < 142 T 141 6 <
S 3T 9 T 6% 6 T % , 0 que € verdade.
Provemos agora a heriditariedade.
Hipotese de indugao: u,, = 27::_ 1
Tese de indugdo: wu,4; = 2731116
n+1 . . n . .
~ . i+1 ) 1+1 i n+2 n+1
Demonstragao: u+1 = 2% ( +2 m) - Zl( ‘2 m) + ( nt3 nt2 ) -
i= i=
w4 (n42)°—(n+1)(n+3) —_n_ n’+4n+4-n’-3n-—n-3
- (n+2)(n+3) T 2n+4 (n+2)(n+3)
n 1 n(n+3) +2 n’+3n+2 (n+1)(n+2) n+1 n+l

= 2mt2) T r2)(nt3) T 2(nt2)(ni3 — 2(n+2)(nt3) — 2(nt2)(ni3) — 2(nt3) — 2nt6

: i _ L
Tem-se lim u,, = lim i = 2 -
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(ﬁ)Q_"Q n —n?

=lim—G—= =576 =

a Tem-se: 1
) Temeser fim (untn) (n+3+n)’ (2n+3)° 4n+12n+9
| ”2(% —1) | < -1 0—1 1
= lim = lim = =

(\/ n’—n —(n+3)) ( n?—n +(n+3))

V/n?—n+(n+3)

2
/ 2
. ( n2_”) — (n+3) _oonPen— (R*46n+9) . n?—p—n’—6n—9
lim = lim = lim =
Vni—n+n+3 Vn?—n +n+3 Vn?—n +n+3
79 79
— lim m—9 im n — 1lim n _ =0 _ _ T
Vn?—n +n+3 l\/nQ—n—i-1+é \/1—l T142 V14140 2
n

b) Como VneN, w,, = %wn , conclui-se que (w,,) é uma pogressdao geométrica de razao %

D N OREE ORI ORI O

¢) Tem-se: = 7
! n n

Portanto, w,, = wy X

/N

2 n+1
| —(3)
= — 00, ou seja, pretende-se que lim —"—— = +o00.
n

Wy
a’7L

Pretende-se que lim

n+1

n+1
Uma possibilidade € a,, = a ,com a < % como, por exemplo, a, = (%) .

2 2

4 x) =sen’z — cos’x
>

r = (sen’x — cos? ) (sen’ x + cos
-

1

a) Tem-se, Vz€R: sen'z — cos 2

b) Tem-se: sen*z — cos*z =2(senz + 1)2+1 <«
& sen’z — cos’z = 2(sen’z +2senx + 1) +1 &
& sen’x — (1 —sen’z) =2sen’z +4senx + 2+ 1 &
& 2sen’z —1=2sen’z +4senx + 3 & —1=4dsenz + 3 & —4=4senx &

& sene = — 1

Tem-se: senx = —lee[—ZW,STW}@ T = —% v x:?’Tﬁ

. - - 3 ~ m
Assim, as solugdes da equago que pertencema | — 27, 5| 80 — 5 € 5 .
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Teste de Avaliacao 4

Grupo I
1. D)
2 -1)"—
Para n par, tem-se nxsﬂ_l) L nil , que tende para 1.
2nx(~1)"=n  —
Para n fmpar, tem-se nx(=1)'=n _ —3n , que tende para — 3.

n+1 T on+1
Logo, — 1 e 3 sao pontos aderentes ao conjunto S.

Para além destes dois pontos, os Ginicos pontos aderentes a S s@o os proprios
elementos de S.

Tem-se:

n__ 2 _ 2
il = 3 < n =2, pelo que 365.
n 3 —pn =3 P p p
prar n = 3, que é um nimero {mpar.
—3n

_ 3 e
mrl — 4 €umaequagdo impossivel.

3
Portanto, 7 ¢ S.

2. (O
Para u,, = % — 2,tem-se limu, = — 2, peloque lim f(u,)=0.
Para u, = — % — 2,tem-se limwu, = — 2, peloque lim f(u,) =0.
Para u, = nT_Q ,tem-se lim u, = + oo, peloque lim f(u,) = + c©.
Para u, = %4_2 ,tem-se lim u,, = 0, pelo que lim f(u,) = —2.

3. (A
Sendo (v,,) uma progressao geométrica de razao \/5 , tem-se
limv, = — oo (se v;1 <0)ou limv, = + oo (se v; > 0).

Em qualquer dos casos, tem-se lim g(v,,) = lim UL =0.

4. (A)
s 1 71' . s
Tem-se z,, = o + o , pelo que z, — o s por valores superiores a 9 -

Logo, f(x,) tende para — oo .

5. (©)
1— 216 1
Tem-se Sjg =1 x =9 =2 6 —1=65535.
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Grupo I1

1.
— 2 1)—3 — —
a) U, +u, ] =48 & 2n53 + (n+5) :48<:>2n53 + 2n51 =48 &
& =l — 8 s dn—4=240 & n=61
As ordens s@o 61 e 62.
2n—3 ~ . -~ 2 L
b) R ¢ o termo geral de uma progressao aritmética de razao 5 ¢ primeiro termo — & .
Portanto, tem-se: u; = — % AN VneN, u,p =u, + %
2.
. . (z=2)2+2 (2—2)2 +2
1 =1 = =1
®) g flo)=lig T 2
: i -t = L
Ih*)néhf(l') _:I:h~>n’214r 2—2x 0 >
. T 1 R
zl—l>r-&l:loof(x) _xl—l>Too 2—x —0 =0
. 1 1
b) lm 5 =—7=0
lim L = 2 -2 o0
x—2- 1_f($) 1-1+ 0~
1irr21+ (x x f(z))=2%x(—00)= — 0
xTr —
O A i SR
3.
2224324+l 4§ o (z41) 2z41) . 2041 1
a) xlin,ll »+r+2 T mlin,‘l (z+1) (22 —2+2) _xlﬂ,l 2—x+2 T 4
. 2 + 22 2341 N o—oo ;. ? + 22 41 ST 2 4 222 2341 o
b) zLHEOO< x—1 = 22—z ) = ILHEQO z—1 = z(z-1) _ILHEOO z(z—1) = wz(z-1) ] —
2
— 1im 22=L _»

(22+3z) (3+¢m ) . o(a+3) (3+ V322 )
= 9—(3—21)

) xlin—ls 3—+/3—2x a:hjr_lg (3+M) (3_M> T ——3

o(a+3) (3-1—\/3—290) :E(:v+3)(3+\/3—21’) x(3+\/3—2m)
= lim ) = lim —lim ———2 = —9
46 T ——3 2(37—’_3) z——3 2

T ——3
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Ax0+k k
a) f0)="70 =10

Portanto, 70 ¢ o namero, em dezenas de individuos, da espécie em causa, que existiam na regido,
quando se deu inicio ao programa de recuperacao.

Logo, k£ € o ntimero de individuos, da espécie em causa, que existiam na regiao, quando se deu inicio
ao programa de recuperagao.

. 4t 4+ k
by hm o+

=4

Isto significa que, com o passar do tempo, o nimero de individuos da espécie em causa que vao existir
na regiao tende para 40.

5.
—_ -
al) O angulo VAB é o angulo formado pelos vetores AV e AB .

Tem-se A(4,0,0), B(4,4,0) e V(2,2,6).
AV =V —A=(-2,2,6)

—_

AB =B - A=(0,4,0)

~ A A AD
cos(VAB):cos(ﬁ/> E}) H%‘ﬁxﬁ%” = \/4+4§—36 S \/2ﬂ = \/1ﬁ

Portanto, VAB ~ 72° .

a2) Seja M o ponto médio de [V B].

2+4 2+4 640

Tem-se V(2,2,6) e B(4,4,0), pelo que se tem M(T’ )

), ou seja, M(3,3,3).

— —_—

Os veetores AC e AM sao dois vetores do plano AC'M , néo colineares.
—_—

Tem-se AC =C — A=(0,4,0) —(4,0,0) = (—4,4,0) e

AM =M — A= (3,3,3) — (4,0,0) = (—1,3,3)

- BN
n

Um vetor 7 (x,y,z) énormal ao plano ACM seesose n 1L AC e 1L AM .

Tem-se:
7 L AC @W.A—C):O@(x,y,z).(—4,4,0):0 & —drt+dy=0x=y
n LAM & 7 . AM =0 & (2,9,2). (- 1,3,3) =0 & —2+3y+32=0 &z =3y+32
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b)

Ora, t=y ANzx=3y+32z & y=ax Nx=3r+32 & y== /\z:—QTm

2x

Portanto, um vetor 7 normal ao plano AC'M tem coordenadas da forma (z,z, — 5-).

Fazendo z = 3,vem 7 (3,3, —2).
Portanto, uma equac@o do plano é da forma 3z + 3y — 2z =d..
Como o ponto A(4,0,0) pertence ao plano,vem 3 x4+3x0—-2x0=d & d=12.

Assim, uma equac@o do plano é 3x + 3y — 2z = 12.

Tem-se C(0,4,0) e V(2,2,z),com z > 0, pelo que CV=V-C= (2, —2,2).

Este vetor tera de ser colinear com o vetor de coordenadas (8, — 8,11) , pelo que 4z =11, ou seja,

11
L
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Teste de Avaliacdao 5

Grupo I

1.

120

(B)
A funcao f € continua em todo o seu dominio. Portanto, f é continua, em particular,
no ponto 2. Assim, tem-se lir121 f(z) = lir121+f(:1;) .

xr—2" xr—

Tem-se:
. 2
* Jim f(@) =lim 5 = 3
. . 2?—(2+k)x+2k . (x=2)(z—k) .
: I'llran*f(x) ::rlinél* z—2 ::EILHQIJr T ::EILIIQI+<$ - k) =2-k
Vem, entio: % =2-k&s k= %
(D)
Tem-se:
. lim1 f(x) = — oo, pelo que a reta de equagdo = = 1 € assintota ao grafico de f.

e Nada € referido sobre 111121+ (z) , pelo que este limite pode ser infinito.
xTr—

Assim, a reta de equagdo x = 2 pode ser assintota ao grafico de f.

e lim f(z)=3 e lim [f(z)— (3z—1)] = 0, pelo que as retas de equacdes

T —+400

y=3 e y=3x— 1 sdo assintotas nao verticais ao grafico de f.
Como o grafico de uma fun¢@o nunca tem mais de duas assintotas ndo verticais,

areta de equagdo y = 3x + 1 ndo pode ser assintota ao grafico de f.

(B)

o J@)=f0) . f@)=f0) .| f@)=f(0) N

il{n@ 222 + 67 _;IL% x (224 6) _}11,% T X 22f6

i S@)=F0) 1 _ 1 oL _2 L
lm="2y  xlim o g =f0xFg=2xF5=%5=3

(B)

No intervalo [b,c| afungao f’ ¢ positiva, pelo que f ¢ estritamente crescente

neste intervalo. Assim, tem-se f(c) > f(b) , donde vem que % >0.

©

(f x9)(1) = f'(1) x g(1) + f(1) x g'(1)

Como f(z)=x23+1 tem-se f/(z)=3z%,peloque f(1)=2 e f'(1)=3.

Como a reta de equagdo y = — 4x + 3 & tangente ao grafico de g no ponto de abcissa 1,
tem-se g'(1)= —4 e ¢g(1) = —1 (o ponto de tangéncia é comum ao graficode g e
a reta tangente).

Portanto, /(1) x g(1)+ f(1) x ¢'(1) =3 x (—=1)4+2x(—4)= —11.
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Grupo 11

1.
a) O dominio da fungao f é R\{ —2}.Como a fungdao f € continua em todo o seu dominio, apenas a
reta de equacdo x = — 2 pode ser assintota vertical ao grafico de f.
Tem-se:
. . 222 8 . . 222 8
Jm S Slim i =0 =m0 e lim Sl Shim e =g = e
Portanto, a reta de equagdo x = — 2 € a Gnica assintota vertical ao grafico de f.
Procuremos assintotas ndo verticais:
Tem-se:
. f(x) T 222 . . T —4dx
11—1>Toc x _:EETOOeTQ'f'Q‘T =2 ¢ z]—ILI—loo[f(x) B 2.%’] _ﬁrl—1>Too z+2 4
. f(x) T 212 i . T —4dx
z]_lflloc x _‘/EEIIIOOJJQ-FQw =2 e z]_l,rlloo[f(x) — 2a] _;EI_IE]OO +2 4

Portanto, a reta de equagdo y = 2z — 4 € a Gnica assintota néo vertical ao grafico de f.

Assim, o grafico de f tem duas e s duas assintotas, cujas equagdes sao z= —2 e y=2x—4.
/ 2/ 2 / 2
] o222\ (22%) (242) —22% (242) dw(x42) —22® 2248z
b)  Tem-se f'(x) = <m+2 ) o (2+2)° - (z+2)° T (a+2)’

Em R\{ -2} ,tem-se: f'(z) =0« 22°+8r =0 <220 +8) =0 =0V 2= —4

x | —o0 —4 -2 0 + 00
I + 0 - n.d. - 0 +
f / max \‘ n.d. \‘ min / n.d. - nao definida
Portanto,
o f écrescenteem | — oo, —4] eem [0, + o0[;
o f édecrescenteem [—4, —2[ eem | —2,0];
e f atinge um maximo relativo quando = = — 4, tendo-se f(—4)= —16;

 f atinge um minimo relativo quando z = 0, tendo-se f(0) =0.

Do estudo efetuado, podemos concluir que o contradominio de f é | — oo, — 16] U [0, + oo] .

2. Seja P(x,y) um ponto do grafico de f. O produto das suas coordenadas é xy .
Tem-se:

xyzxf(x)zx(l + :L,zl):x—k zzfl
2z

Seja g(z)=z+ ——7 .

Pretende-se determinar o valor de x para o qual a fungdo ¢ atinge um minimo.

) () i
Tem-se ¢'(z)=1+ TR =1 @17 °
Em |1, + o], tem-se: ¢'(z) =0 < (xfl)gzl(:)(x—l)222<:):v:1+\/§
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a)

b)

d)

122

Vem, entdo:

z |1 1++/2 + 00
g' - 0 +
g N min a

Portanto, sendo P um ponto do grafico de f, o valor da abcissa para o qual o produto das
coordenadas de P é minimo é 1+ \/2_ . Determinemos a ordenada correspondente.

_ 2 _ 2
Tem-se f(1+\/5>—1+ Va1 =1+ 73 =1++/2.

Assim, tem-se P(l + \/5, 1+ \/5) , pelo que, efetivamente, o ponto P pertence a bissetriz do

primeiro quadrante.

Tem-se g(x) =3+ ng . Como ¢(0) = % ,vem 3+ _@2 = % , donde vem que a = 5.
Portanto, g(x) =3+ xi2 = 33;37__6;5 = Z;x_—21 .

Como 3 nao pertence ao contradominio de ¢, conclui-se que a equagao g(x) = 3 & impossivel.
Assim, £ = 3.

O grifico de h é o resultado da translacio do grifico de ¢ associada ao vetor v (s,t) .

Para a funcdo h ser impar, as assintotas do seu grafico tém de ser os eixos coordenados.
Portanto, o ponto de intersec@o das assintotas do grafico de h tem de ser a origem do referencial.
Assim, na referida transla¢@o, a imagem do ponto (2,3) tem de ser a origem do referencial.
Logo, o vetor associado a essa translagio é o vetor v ( — 2, — 3) .

Portanto, s = —2 e t= —3.
. 1220 —4 3x —1 120 —4 3x —1
Tem-se: f(z) <g(x)e —5—5 < 5 21 — s—o =0«
120-4 _ GBe-D(@+2) _ ., 120-4  32’+50-2 _ 4 .
x?—4 (x—2)(z+2) = z?—4 x? —4 =
—3z2 — —T7++/49-24
@%SO Tem-se:—3x2—|—7:1:—2=()@xz%@x:2\/$:%
-3(z- + (z—2) —3(z— +
— 32?47z — 2 ( 3) ( 3 —3x 41
Portanto, e <0< (=2)(2+2) <0 z<7:é>2 719 <0 & P <0
Tem-se: T — 00 -2 % + 00
—3x+1 + + + 0 —
x+2 — 0 + + +
Quociente - n.d. + 0 -
Como x nao pode tomar o valor 2, tem-se A= | —o0, —2[ U [ %,2 [ U ]2, +o0f.
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Tem-se f(0) = =5 = — 2. Portanto, a ordenada do ponto B & — 2.

Tem-se f(z) =0 < ——5 =0 < 2= —4.Portanto, a abcissa do ponto 4 ¢ — 4.

z+4
-2
—_
Assim, tem-se  A( —4,0) e B(0, —2),peloque AB = (4, —2).

Portanto, AD = HEEH = /21 (—2)2=/20.

O declive dareta AB ¢é _T2 — % , pelo que o declive dareta AC' éiguala 2.

Assim, a equagio reduzida dareta AC' édaforma y =2z +b.
Como esta reta passa no ponto A( —4,0) tem-se 0 =2 x (—4) +b,donde vem b= 8.

C' & um dos pontos de intersecao do grafico de f com esta reta.

y:;f_jg zﬂgz% (22 +8)(z—2)=x+4
Em R\{2}, tem-se: & & &
y =2z +8 y =2z +8 y=2r+8
2@ +4)(z—2)— (z+4) =0 (z+4)2x—-2)—1=0
= = ~
y=2z+8 y=2r+8
(x+4)(2z—5) =0 = -4Vaz=—o
- =
y=2r+8 y=2x+8

Portanto, tem-se C(% , 13) .

— 2
Vem, entdo, AC:\/(% +4) +(13,0)2:12_3\/5‘

—_— 13 13
C x AB T\/gx v/ 20 —5 - x10 65

X
2 - 2 - 2 -2

A érea do triangulo [ABC] ¢éigual a
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Tal como se pode observar, os zeros negativos de f sdo —3 e — 1, peloque o ponto M tem
abcissa — 2. A reta tangente ao grafico de f no ponto M interseta o eixo Ox no ponto de abcisssa
3, que é o outro zero da funcao.

3 2 -I\O 3

=y

Seja agora N o ponto do grafico de f cuja abcissa é 1 (média aritmética de — 1 e 3). Provemos
analiticamente que a reta tangente ao grafico de f no ponto N interseta o eixo Ox no ponto de
abcissa — 3, que € o outro zero da funcao.

Tem-se f'(x) = 32> 4+ 2z — 9, peloque f’(1) = —4.Como f(1)= —16,tem-se N(1, —16).

A equagido reduzida da reta tangente ao graficode f noponto N édaforma y= —4x+0b.
Como a reta passa no ponto N (1, —16) ,tem-se — 16 = —4+b,peloque b = — 1.
A equag@o reduzida da reta é, assim, y = — 4z — 12.

Vejamos qual € a abcissa do ponto de inters¢ao desta reta com o eixo Ox.
Tem-se 0= —4dr - 12 4= -12 2= —3.

Confirma-se assim que a reta tangente ao grafico de f no ponto N interseta o eixo Ox no ponto de
abcissa — 3, tal como se pretendia demonstrar.
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Teste de Avaliacao 6

1.
a) Seja z avaridvel «idade» e seja y a varidvel «altura». Tem-se:

7 = 18+19+20+271+22+23+24 —2l e p= 74,9+76,3+77+78;1+78,1+79,3+79,9 =77

b)

90
80 R
70 .
60
50
40
30

20—

=y

¢) Uma vez que os pontos estdio da nuvem estdo aproximadamente alinhados, ¢ de admitir uma
associa¢do linear forte entre as variaveis = e y .

n

Z TiYi— nTy
i=1

d) Tem-se r= W .
x Oy

n
Sy =18 x 74,9+ 19 x 76,3 + 20 X 77 + 21 x 78,4+ 22 x 78,1 + 23 X 79,3+ 24 x 79,9 =
i=1

= 11444

nTy="7x21x77,7=11421,9
n n

SS, =Y a2 —nz?=3115-7x212=28 S5, = y? —ny® =42279,37 — 7 x 77,7> = 18,34
i=1 i=1

11444-11421,9

Portanto, r = Tl&?)‘l ~ 0,98 .

O facto de o valor de r ser proximo de 1 confirma a existéncia de uma associacao linear forte entre as
variaveis = e y .
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e) Seja y = ax + b aequagdo reduzida da reta de minimos quadrados.
Tem-se:

TilYi—nzy
- 2:21 YT 4114919 ~ 0.8 b T — aF = 6L1
@= 53, = 28 =Y Ty ar =oL

Vem, entdo, que a equacao reduzida da reta de minimos quadrados é y = 0,82 + 61,1 .

90—
80—

70 //‘”/
60—
50—
40
30

20—

10=

H‘f

a) Uma vez que o Dr. Valente procura estabelecer uma previsdo para os gastos em funcao da
temperatura exterior, esta deve ser a variavel explicativa.

b) Seja x avaridvel «temperatura exterior» e seja y a variavel «volume de gas consumido».

Tem-se T =12,25 ¢ y = % .

¢) A equacdo reduzida da reta de minimos quadrados, obtida com a calculadora, é
y = —0,0354 2z 40,5503 .

d) A reta de minimos quadrados passa no ponto C(Z,7) ,pelo que o desvio vertical de C em relagao a
reta de minimos quadrados ¢ igual a zero.
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e)

Tem-se P(8,9;0,26) .
O desvio vertical deste ponto em relacdo a reta de minimos quadrados & igual a
0,26 — ( —0,0354 x 8,9+ 0,5503) ~ 0,02

Designando por S a soma dos desvios dos restantes pontos da nuvem em relacio a essa reta, tem-se
S + 0,02 =0 ,pois a soma dos desvios verticais de todos pontos da nuvem, em relagdo a reta de
minimos quadrados, € igual a zero.

Tem-se S+002=0& 5= —0,02.

Portanto, a soma dos desvios verticais dos restantes pontos da nuvem, em relacao a reta de minimos
quadrados, € igual a — 0,02.

Substituindo, na equacgdo reduzida da reta de minimos quadrados (y = — 0,0354 2 + 0,5503), a
variavel x por 10,3, obtem-se y ~ 0,19 .

Portanto, no més de dezembro, o consumo de gas deve ter sido aproximadamente igual a 0,19 metros
clibicos.
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Questao de aula 1

30 minutos

Conteudos em avaliagdo

Conceitos de seno, cosseno e tangente de um angulo agudo.
Formulas fundamentais da trigonometria (dngulos agudos).
Seno, cosseno e tangente de 30°, 45° e 60°.

Lei dos senos.

Seno de um angulo reto e seno de um angulo obtuso.

Lei dos cossenos.

Cosseno de um angulo reto e cosseno de um angulo obtuso.

1.

128

Determina os comprimentos, em cm, dos catetos de um tridangulo retangulo cuja hipotenusa mede 5 cm,
sabendo que a amplitude de um dos angulos internos do triangulo é 30°.

. Os pontos A e B representam dois nadadores salvadores que observam um banhista que se encontra

em C. O banhista é considerado em perigo se a distancia a algum dos nadadores for superior a 200
metros.
C

50° 45°

250 m

Atendendo aos dados da figura, averigua se o banhista deve ser considerado em perigo.

. Trés localidades, Miar, Nomar e Proar, sdo representadas num mapa pelos pontos M, N e P.

Sabe-se que MN =15cm, NP=8cm e PM =12cm.
Determina a amplitude, em graus, do angulo MNP do triangulo [MNP].

Apresenta o valor arredondado as unidades.

. Seja k um numero real tal que sen70°=k% .

a) Determina uma amplitude o # 70° talque sena =k .
b) Escreve cos 70° e cos 110°em funcdo de k.

c) Escreve sen 20° em fungdo de k.
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Questao de aula 2

35 minutos

Conteudos em avaliagdo

e A circunferéncia trigonométrica.

¢ Seno, cosseno e tangente de angulos generalizados.
¢ O radiano.

e Reducdes ao primeiro quadrante.

e Equacles trigonométricas.

. Na figura estdo representados a circunferéncia trigonométrica e o lado extremidade de um angulo
orientado « . s T

a) Recorrendo a régua e esquadro, representa:

a;) em azul, o(s) lado(s) extremidade do(s) angulo(s) cujo seno
éiguala sena ;

-

a;) em preto, os) lado(s) extremidade do(s) angulo(s) cujo -\
cosseno é iguala cos«a ;

az) em encarnado, ofs) lado(s) extremidade do(s) angulo(s)
cujo seno é simétricode cos«;

b) Admite que ¢ =155°.
Determina, sem recorrer ao transferidor, as amplitudes dos angulos generalizados cujos lados
extremidade assinalaste em azul, preto e encarnado.

. Para um certo nimero real a, 0<a<360, e para um certo nimero natural n, tem-se
3390 =a+nx360.

a) Determina a e n.

b) Determina o seno, o cosseno e a tangente de 3390°.

. Numa circunferéncia de centro no ponto O e raio 5 cm, o arco AB mede 6 cm e numa circunferéncia de
centro O' e raio 4 cm, o arco CD mede 5 cm. Qual dos angulos, AOB e CO'D , tem maior amplitude?
Justifica.

. Determina os nimeros reais que sdo solucdo de cada uma das seguintes equacdes:
a) 2cosx+1=0
b) sen (2x) = cos (2x)
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Questao de aula 3

35 minutos

Conteudos em avaliagdo

e FungGes trigonométricas.
e Funcdes circulares inversas.

1. Sejam a e b ndmeros reais e seja f a fungdo definida por f(x) = a+bsen(2x).

a) Determina a e b sabendo que a e b sdo nimeros positivos e que o contradominio de f é [—2,4] .

b) Admite, agora,que a=1e b=-1.

b;) Mostra que os zeros da fungdo f coincidem com os seus minimizantes e determina o maior zero
negativo.

b,) Mostra que 7 é periodo da fungdo f.

2. Seja g a restricdo da fung¢do cosseno ao intervalo [—%,%] ou seja, g é a fungdo, de dominio
[—%,%] definida por g(x) =cosx.

Determina o contradominio da fungdo g .

3. Seja & afungdo definida por /(x) = 7 —2arccos (1—-3x).

a) Determina o dominio e o contradominio de /.

b) Resolve a inequagdo /(x) < % Apresenta o conjunto-solugao recorrendo a notagao de intervalos de

numeros reais.

130 Editavel e fotocopidvel © Texto | MVT 11



Questao de aula 4

30 minutos

Conteudos em avaliacdo

e Angulo de vetores. Expressdo do produto escalar de vetores em funcdo da norma e do angulo dos vetores.
e Vetores perpendiculares.

e Propriedades do produto escalar.
e Resolugdo de problemas.

1. Na figura esta representado um hexagono regular [ABCDEF] de centro no ponto O e lado 2.

a) Determina, em graus:

a;) (OC~O0D) a;) (AB" BC) a;) (BC"CF) E D
b) Determina:
. - I, F C
b)) AD -CB b,) AD - DE bs) BF - OD
A B
2. Sejam u e vV dois vetores tais que ||L7||=4, \7”:\/5 eu-v=-—12.
Determina:
a) (ii " V) b) ii - (ii — 27) o) [jii + 9|
— D
3. Na figura esta representado um pentdgono regular [ABCDE] . Sabe-se que AB =1.
Mostra que #: senZ . E C
ZZ
A B
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Questao de aula 5

35 minutos

Conteudos em avaliacdo

¢ Produto escalar de vetores a partir das coordenadas.
¢ Relacdo entre declives de retas perpendiculares no plano.

e Resolucdo de problemas envolvendo o produto escalar.

1. Num referencial o.n. do plano, considera os vetores #(3,—2) e ¥(4,1) . Determina ii-v .

2. Num referencial 0.n. do espaco, considera os pontos A(—1,0,1), B(0,2,-1) e ((4,3,2). Mostra que

os vetores AB e BC sio perpendiculares.

3. Considera, num referencial 0.n., os pontos A(a,,a,) e B(b,b,) eareta r de equagdo 2x+y=0.

. b,—a N .
Determina ﬁ, sabendo que as retas AB e r sdo perpendiculares.
17 Y

4. Considera, num referencial o.n., os pontos A(2,—3), B(—6,3) e C(1,2).

a) Determina ABC. Apresenta o resultado em graus, arredondado as unidades.

b) Determina as coordenadas de um ponto D, do terceiro quadrante, tal que o tridangulo [ABD] é

retangulo em B e tem area 75.
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Questao de aula 6

25 minutos

Conteudos em avaliacdo

e Equacdes de retas e planos no espaco.

1. Considera, num referencial 0.n. Oxyz, o plano & de equagdo 2x+3y—z=4 e o ponto A(0,—1,3).

a) Escreve uma equacdo cartesiana do plano que é paralelo ao plano & e passa no ponto A.

b) Escreve uma equagao vetorial da reta perpendicular ao plano @, que passa no ponto A.

Sabe-se que:

e 0 plano que contém a base da piramide é paralelo ao
plano xOy ;

e oponto B tem coordenadas (—1,3,1) ;
e oponto C tem coordenadas (-3,3,1) ;

e apiramide tem 4 unidades cubicas de volume.

a) Justifica que o vértice V tem coordenadas (-2, 2,4) .

b) Determina uma equacdo vetorial do plano BCV .

c) Determina uma equacdo cartesiana do plano mediador i
da aresta [VC] da piramide.

d) Determina uma equacdo cartesiana do plano a que pertence o ponto A e contém a aresta [VC] da

piramide.
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Questao de aula 7

40 minutos

Conteudos em avaliacdo

e Generalidades sobre sucessoes.

1.  Considera assucessdes (u,) e (v,) definidaspor u, =(n—10)+2 e v, =4n+2(-1)".

a) Determina os quatro primeiros termos de cada uma das sucessoes.

b) Investiga se 38 é termo de cada uma das sucessdes (u,) e (v,).

¢) Mostra que a sucessdo (u,) ndo é monétona.

d) Mostraque VneN,v

2. Seja (v,) asucessdo de termo geral v, =

n+l

_ n e ~ . .
—v, =4—-4(-1)" e classifica a sucessdo (v,) quanto a monotonia.

_2n-1
" 3n+4°

a) Estuda a sucessdo (v,) quanto a monotonia.

b) Indica, justificando, o valor ldgico da proposicdo: Vn e N,

¢) Mostra que a sucessdo (v,) € limitada.

3. Acerca de uma sucessdo (u,) sabe-se que VneN,u

2n 2n
In+d 3n
17

_un f—

~(2n-13)15-2n)"

n+l

Mostra que a sucessdo (u,) ndo é mondtona.

134
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Questao de aula 8

20 minutos

Conteudos em avaliacdo

e Método de indugcdo matematica.
e Sucessoes definidas por recorréncia.

P . ~ sas , 2
1. Mostra, recorrendo ao método de indugdo matematica, que para qualquer nimero natural n, n” +3n
€ um numero par.

v, =a

2. Seja a um numero real e seja (v,) a sucessdo definida, por recorréncia, por .
V.,=2v,—1,VneN

a) Determina, em fungdode a, v, e v, .

b) Mostra que existe um valor de a para o qual a sucessdo (v,) é constante.

1/[1:

1
2
u lzuL,VneN

3. Seja (u,) asucessdo definida por:

n+
n

Prova, recorrendo ao método de indugdo matematica, que VneN,u, = 200",
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Questao de aula 9

40 minutos

Conteudos em avaliacdo

® Progressées aritméticas.
* Progressdes geométricas.

1. Sejam (u,) e (v,) as sucessdes que a seguir se definem, uma pelo termo geral e a outra por

recorréncia.

a) Mostra que (u,) é uma progressdo aritmética e que (v,) € uma progressdo geométrica.
b) Uma destas sucessGes ndo é mondtona. Qual? Justifica.
c) Mostra que a sucessdo (v,) é definida por v, =(-2)"" .

d) Determina a soma dos vinte termos consecutivos da sucessdo (u,) a partir do terceiro, inclusive.

an
2

2. Seja (a,) uma progressdo aritmética de razdo —1 e seja (b,) a sucessdo definida por b, =2

Prova que (b,) é uma progressdo geométrica e indica o valor da razdo.

3. A Maria comegou no dia 1 de junho a preparar-se para o verao e fez, nesse dia, 10 flexdes. Tenciona
treinar de trés em trés dias e, em cada treino, vai fazer mais duas flexdes do que no treino anterior.
a) Se treinar, de acordo com o seu plano, durante todo o més de junho, quantas flexdes vai fazer no
ultimo treino desse més?
b) No fim de um certo treino, a Maria concluiu que tinha feito, desde o dia 1 de junho, 360 flexdes.
Admitindo que cumpriu sempre o que tinha previsto, em que dia é que a Maria fez o referido treino?
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Questao de aula 10

20 minutos

Conteudos em avaliacdo

e Conceito de limite de uma sucessdo convergente.
e Produto de uma sucessao limitada por outra que é convergente para 0.
e Operagdes com limites reais.

_1-2n

1. Considera a sucessao (u# ) definida por u_ = .
( ﬂ) p n 3n+2

Prova, recorrendo a defini¢do, que 2 é limite da sucessdo e determina quantos termos da sucessao

3

nédo pertencem a V|, (—%) .

cos n

2. Seja (v,) asucessdo definida por v, =

Justifica que limv, =0.

3. Sejam a, b, ¢ e d ndmeros reais.

Considera a familia de sucessdes (u,) determo geral u, = g}’;:b ,talque VneN,cn+d #0.

a) Da um exemplo de uma sucessdo (u,) desta familia, tal que:

a,) limu, = —% a,) limu, =0 a3) limuy, = —o
. _=2n+3
b) Seja u, = ot
Determina:
by) limu, b,) 1imui bs) lim(x )’
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Questao de aula 11

15 minutos

Conteudos em avaliacdo

e Limites de sucessoes.
e Levantamento algébrico de indeterminagGes.

1. Determina o limite de cada uma das sucessdes que se definem, em seguida, pelo seu termo geral .

1
a) M = 0+
_2n+1
oIV =35
ntl g0, <1000
w = 3

43 sen>1000

2. Determina o limite das sucessGes cujo termo geral se indica, depois de identificares o tipo de
indeterminacgao.

a) u, =10n>—n’ +1000

3. Seja a um numero real e seja (a,) a sucessdo definida por a, =(1-2a)" .

Determina o conjunto dos valores de a para os quais a sucessdo (a,) € convergente.
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Questao de aula 12

25 minutos

Conteudos em avaliacdo

¢ Limite segundo Heine.

e Operagdes com limites.

1. Seja f afuncdo definida por f(x) :%.
X +2
a) Usa a defini¢do de limite segundo Heine para provar que:
ay) lim fix)=1
x—1 3
a;) lim f{x)=0
X—>+00
b) Determina os limites seguintes.

- S
b,) lim Go1)

X—>+0 f(.X) |

bs) lim | 35X -1 j
im55

2x—1 sex<0
2. Seja f afungdo, de dominio R\ {0} , definida por f(x) ={

Define duas sucessdes, (u,) e (v,), que permitam concluir que ndo existe limite de f{x) quando x

tende para 0. Explica o teu raciocinio.
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Questao de aula 13

25 minutos

Conteudos em avaliacdo

e Dominio de func¢des racionais.

e Simplificacdo de fragdes.

e QOperagGes com fragGes racionais.

1. Determina o dominio das funcGes definidas por cada uma das expressoes.

A T x+1

) 2x+1
x2+1

x+2

° x(x—1)*

2. Simplifica cada uma das fracGes seguintes e indica o dominio em que a simplificacdo é valida.
X —2x —2x
a
)E=5r

b) X +6x+9
X +3x?

) x3+1
2% +3x+1

3. Efetua as operages indicadas, simplifica, se possivel, as fragdes obtidas e indica o dominio em que as
simplificacGes sdo validas.

x_ _x=3
x=1 x*—1

)x —4xx x+l
XHx 16—x°

2x11

x—2 =
) x+1
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Questao de aula 14

20 minutos

Conteudos em avaliacdo

e Indeterminagdes.

Em todas as situacGes seguintes hd indeterminacgdes. Identifica, em cada caso, o tipo de indeterminacgdo e

calcula o valor do limite.

2
a) lim(zzx;l)
oo X"+ x+3

. 2(x—1)"-8
lim=————~—
i

¢) imYx+2-2

x—2 2x— x2

d) lim (M - Zx)
xo>+o\ X+ 1
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Questao de aula 15

35 minutos

Conteudos em avaliacdo

e Assintotas ao grafico de uma funcao.

3 2
1. Sejam f a fungdo definida por f(x):—zx —;x1+1_
=

Estuda a existéncia de assintotas ao grafico da fungdo f e escreve equagBes das assintotas que

identificares.

2. Acerca de uma fungdo f , sabe-se que:
e tem dominio R\[—l, 2];
e ¢ continua;
 lim /()= lim /(=3
o Xlirgo(f(x)—2x+3) =0
* lim /)= fim £

Identifica as assintotas ao gréfico de f e define-as por equagdes.

3. Acerca de uma fungdo g, de dominio R" , sabe-se que a reta de equagdo y =-3x+1 é assintota ao
seu grafico.
Seja h afungdo definida por /h(x)=x+g(x).
Mostra que existe uma reta que é assintota ndo vertical ao grifico de /% e escreve a sua equagdo
reduzida.
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Questao de aula 16

35 minutos

Conteudos em avaliacdo

k

_C-

e Fungdes definidas por expressdes da forma f(x) =b+
X

e Equacgdes e inequacgdes fracionarias.

1. Seja f afuncdo definida por f(x):.?éer%
x_

a) Escreve f(x) naforma f(x)=b+

e escreve equagdes das assintotas ao grafico de f .
xX—c

b) Sabe-se que a equagdo f(x)=a é impossivel. Qual é o valorde a?

c) Resolve a condigdo f(x)<2 . Apresenta o conjunto-solugdo usando a notagdo de intervalos de

numeros reais.

2. A fungdo g, representada graficamente, pode ser definida ' yT
1
1
por uma expressao da forma ax+b (a,b e ¢ sdo i
xX+c '
ndmeros reais). ,
:_ 1
As retas de equagdes x =—% e y=1 sdo assintotasao TTTTTTTTTTTTTT R I —
l //‘
grafico de g, que passa no ponto de coordenadas 31 O z
—= 1
(-1,-3). 21
]
a) Define a fungdo g por uma expressdo algébrica. E
]
b) Determina as coordenadas dos pontos em que o grafico P P(=1-3)
de g interseta os eixos coordenados. E

3. Sejam f e g as fungdes definidas por f(x):ﬁ e glx)=

3
x’ =9
Resolve a inequagdo f(x)> g(x) , sem recorrer a calculadora.

Apresenta o conjunto-solugdo usando a notag¢do de intervalos de nimeros reais.
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Questao de aula 17

35 minutos

Conteudos em avaliacdo

e Taxa média de variagdo. Reta secante ao grafico de uma fungao.
e Definicdo de derivada de uma fungdao num ponto.

e Reta tangente ao grafico de uma fungdo num ponto.

1. Seja f afungdo definida por f(x)=5x—x".
a) Determina a taxa média de variagdo de f entre—2e 1.

b) Uma reta r interseta o grafico de f em dois pontos A4 e B.Sabe-se que o ponto A4 tem abcissa 1

1

e que areta r tem declive R Determina a abcissa do ponto B'.

c) Calcula limw
x—1

x—1

e interpreta geometricamente o valor obtido.

2. Seja g a fungdo, de dominio R, definida por g(x)=+/x"+5. Determina g'(-2), recorrendo a

definicdo de derivada de uma funcdao num ponto.

3. Seja f afuncdo representada graficamente. Areta r é tangente ao grafico de f no ponto A.

I ] I
I ] ]
S (Y N U DR NP I P S R I
1 I I
I ] I
I ] I

g

I
I
]
1
I
I
I
I
I
I
T

f(+h)+2
A

Identifica, justificando, o valor de lim
h—0
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Questao de aula 18

35 minutos

Conteudos em avaliacdo

e Regras de derivagdo e derivadas das fun¢Ges de referéncia.
e Reta tangente ao grafico de uma fungdo num ponto.

1. Considera afungdo f, de dominio R, definida por f(x) =l+x+x"+x.

a) Caracteriza a fungdo [ (fungdo derivada da funcdo f).

b) Escreve a equagdo reduzida da reta tangente ao grafico de f no ponto de abcissa — 1.

a) Caracteriza a fungio g’ (fungdo derivada da fungio g).

. Considera afuncdo g, de dominio R", definida por g(x) Z%-f-\/;.

b) Determina a abcissa do ponto do grafico de g em que a reta tangente ao grafico é paralela ao eixo

das abcissas.

3. Seja g a fungdo, de dominio R, representada

graficamente, e seja f a fungdo, de dominio R\{—S},

definida por f(x)=M. A reta de equacdo
x+3

y=2x+3 é tangente ao grafico de g no ponto A de

abcissa — 2.

Determina:

a) (fx2)(-2)
AR

b) [gj -2)

o (¢°) (-2

d) (f°£)(-2)
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Questao de aula 19

35 minutos

Conteudos em avaliacdo

e Aplicacdo do célculo diferencial a determinagdo dos extremos relativos e intervalos de monotonia de uma
funcao.

2
1. Sejam f e g asfungBes definidas por flx)=x"—3x+1e g(x)z#.

Recorrendo a processos analiticos, determina, para cada uma das fungdes, os intervalos de monotonia e
extremos relativos, caso existam.

2. No referencial xOy da figura esta representado um arco g 1
de circunferéncia de centro no ponto de coordenadas
C(1,0) e raio 1. P ¥
Um ponto P move-se sobre esse arco, entre os pontos de
abcissa 0 e 1. Para cada posi¢do do ponto P, considera o

trapézio retangulo [OPRC], de bases [OC] e [PR].

Seja f a fungdo que a abcissa x do ponto P faz

corresponder a area do trapézio [OPRC].

Mostra que f(x):%x\&x—xz e determina, por 0

processos analiticos, as coordenadas do ponto P para as

C(1,0) x

quais o trapézio tem maior area.
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Questao de aula 20

40 minutos

Conteudos em avaliacdo

e Reta de minimos quadrados.

Na tabela seguinte estdo registados dados relativos ao nimero de incéndios florestais em cada ano, de
2010 a 2015, e as correspondentes areas ardidas de povoamento florestal.

Ano 2010 2011 2012 2013 2014 2015
N.° de incéndios 3349 2740 4071 3004 997 3067
Area ardida (ha) 45459 12257 46884 51095 8653 22260

Considera a varidvel «nimero de incéndios» como explicativa e a varidvel «area ardida» como resposta.

Considera, num referencial 0.n., a nuvem de pontos que corresponde aos dados apresentados.

Nas respostas aos itens seguintes, sempre que obtiveres valores ndo inteiros, efetua arredondamentos as

unidades.

a) Determina o centro de gravidade da nuvem.

b) Seja ¥y = ax+b aequagdo reduzida de uma reta que passa no centro de gravidade da nuvem.

b,) Escreve b em funcdode a.

b,) Calcula, em fungdo de a, os desvios verticais dos pontos da nuvem em relagdo a reta r.

bs) Determina, em fungdo de a, a soma dos quadrados desses desvios. Apresenta a expressdo na

forma de um polinémio reduzido.

b,) Determina o valor de a para o qual € minima a soma dos quadrados dos desvios. Apresenta o
valor arredondado as unidades.

c) Determina a equacdo reduzida da reta de minimos quadrados.
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Banco de questodes

Trigonometria e Fungdes Trigonométricas

Pergunta 1

Pergunta:

n 2 ,
Sendo a um angulo agudo e sen a = =0 valor de cos a é:

3
(A) ¢
21
(B) P
V21
€ -
(D) Y&
5
Resposta:
(D)
Pergunta 2
Pergunta:

Observa a figura ao lado.
A altura total da falésia do lado esquerdo,

aproximada as unidades do metro, é: ! 455&_'
(A) 147 m £ !
o) | ot
(B) 100m = L
(C) 150 m L
\_’_\/

(D) Nao é possivel calcular a altura da falésia.

Resposta:
(A)

Pergunta 3

148

Pergunta:

Sendo 3 um dngulo agudo e sabendo que sen 3 = % ,ovalorde cosf3+ 3tg3 é:

(A) 2

20
9

(B)

c 2

5

29
15

(D)

Resposta:
(C)
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Pergunta 4
Pergunta:
Na figura esta representado um quarto de circulo de 2 cm de raio e um triangulo equildtero [ABC].
A area da parte colorida, aproximada as décimas, é:

B

(A) 1,4cm’
(B) 1,5cm’
(€) 1,6cm’
(D) 1,7 cm’

Resposta:
(A) A

Pergunta 5
Pergunta:
A Ana e o Bernardo foram a Londres visitar o Big Ben.
Sabendo que a Ana se encontra no ponto A e o Bernardo
no ponto B, separados 100 metros um do outro, a
distancia que separa a Ana do topo da torre,
arredondada as décimas, é:

(A) 81,5m
(B) 80,9m
(C) 92,6m

(D) 91,6 m

Resposta:
(A)

Pergunta 6
Pergunta:
Observa a figura ao lado.
O comprimento da ponte, arredondado as décimas, é:

(A) 257,1m
(B) 250,8m
(C) 157,1m

(D) 150,1m

Resposta:
(A)
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Pergunta 7

Pergunta:

A 1 .
Sendo o um dngulo obtuso e sen (180° — ) = 50 valor de 2sen a + 3 cos a é:

(A)

IN winN

(B) -8

||—\w
=

(€

3
(D) S +V8

Resposta:
(B)

Pergunta 8

Pergunta:
Qual das seguintes opc¢des

corresponde a altura da arvore,
aproximada as centésimas?

(A) 4m

(B) 3,22m
(C) 3,47m
(D) 3,76 m

Resposta:
(D)

Pergunta 9

150

Pergunta:

Considerando a figura ao lado, o valor de AB, arredondado as centésimas, é:

(A) 80,58 m
(B) 81,58 m
(C) 82,58m
(D) 83,58 m

Resposta:
(C)

A

126°

60 m
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Pergunta 10

Pergunta:
Considerando a seguinte figura, podemos dizer que o valor x, aproximado as centésimas, é:

(A) 3,46m

(B) 1,05m

(C) 11,46 m 2m
(D) 11,95m

Resposta:
(A)

Pergunta 11

Pergunta:
Qual é a distancia total que a Maria terd de percorrer para ir de casa ao supermercado, do

supermercado a casa da avo e regressar a sua casa?

80 m
' )60°

Casa da Maria

50 m

Supermercado

aa |

Casa da avo

(A) 70m
(B) 210 m
(C) 130m
(D) 200 m

Resposta:
(D)
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Pergunta 12

Pergunta:
Considerando a seguinte figura, o valor de x , aproximado as milésimas, é:

(A) 41,008 cm
(B) 6,404 cm
(C) 184,681 cm
(D) 13,590 cm

Resposta: 130°

(B) 8 cm

Pergunta 13

Pergunta:
Qual das seguintes opg¢des corresponde aos valores de x e y, aproximados as centésimas?

(A) x=10e y=8

(B) x=6ey =9 x
45°

(€) x=577 e y=10 o 1

(D) x=10 e y =5,77
Resposta: 60°
(D)

Pergunta 14

Pergunta:
Considerando a seguinte figura, podemos afirmar que:

(A) AB=8cmeAC =4cm

(B) AB=8cmeAC =3 cm

() AB=8cmeAC ~ 6,93 cm

(D) AB ~ 6,93cme AC = 8cm A

Resposta:
(€)
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Pergunta 15

Pergunta:
A figura representa a roda gigante num parque de diversoes,

que se desloca no sentido positivo.

Quantos graus terad a roda de se deslocar para que a Maria,

que se encontra no ponto A, possa chegar ao ponto B ?

(A) 240°

(B) —240°
(€) 120°
(D) —120°

Resposta:
(A)

Pergunta 16

Pergunta:
Se a roda da sorte rodar —800°, a seta indicard o niUmero:

(A) 9
(B) 4
(C) 6
(D) Nenhuma das opg¢Ges anteriores.

Resposta:
(A)

Pergunta 17

Pergunta:
A amplitude do angulo orientado correspondente ao angulo generalizado 680° é:

(A) —680°
(B) 320°
(€) —320°
(D) 140°

Resposta:
(B)
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Pergunta 18

Pergunta:
O angulo generalizado de amplitude —1340° é representado pelo par ordenado:

(A) (—620,—-2)
(B) (620,2)
(€) (260,-3)
(D) (—260,-3)

Resposta:
(D)

Pergunta 19

Pergunta:
A amplitude, em graus, do dngulo generalizado (34,4), é:

(A) 1474°
(B) 34°
(€) —34°
(D) 136°

Resposta:
(A)

Pergunta 20

Pergunta:
Considera o hexagono regular inscrito na circunferéncia de centro O. B

A imagem do ponto A pela rotacdo de centro O e angulo / \
generalizado (—240°,—2), em graus, é o ponto: A C
(A) D

(B) A

(© € R P
(D) C E

Resposta:
(€)
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Pergunta 21

Pergunta:
O reldgio da figura marca 3 horas.

Que horas marca o relégio, quando o ponteiro dos
minutos rodar —570°?

(A) 4 horas e 25 minutos
(B) 4 horas e 35 minutos

(C) 3 horas e 35 minutos

(D) 3 horas e 40 minutos

Resposta:
(B)

Pergunta 22 C - -
Pergunta:
A figura representa um tridngulo equilatero inscrito _

numa circunferéncia. / \
A imagem do ponto B, se o triangulo rodar 1560° [ | B
sobre o ponto O, é: |

(A) Oponto A. "'-H /
\

(B) Oponto B. \

(C) Oponto C. | )

(D) Nao é possivel saber.

Resposta:
(C)

Pergunta 23

Pergunta:
A amplitude do angulo orientado correspondente a um angulo generalizado de amplitude 700° é:

(A) —700°
(B) 340°
() 160°
(D) 300°

Resposta:
(B)
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Pergunta 24

Pergunta:
A amplitude, em graus, do angulo generalizado (—62,—2) é:

(A) —124°
(B) 124°
(c) 782°
(D) —782°
Resposta:
(D)

Pergunta 25

Pergunta:
O angulo de amplitude 460° pertence ao:

(A) 1.°quadrante.
(B) 2.° quadrante.
(C) 3.° quadrante.

(D) 4.° quadrante.

Resposta:
(B)

Pergunta 26

Pergunta:
O angulo de amplitude —3020° pertence ao:

(A) 1.°quadrante.
(B) 2.° quadrante.
(C) 3.° quadrante.

(D) 4.° quadrante.

Resposta:
(€)
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Pergunta 27

Pergunta:
Considera a circunferéncia representada na figura.

As coordenadas do ponto A s3o:
@ (3)

® (3)

© (33)

o (33)

Resposta:
(A)

/\%
o))
o
\ 4

Pergunta 28

Pergunta:

A 2v5 .
De um angulo a sabe-se que sena = - Ovalorde cosa é:

(A) 1
(B) &

245
€ ——

(D) Nenhuma das opg¢des anteriores.

Resposta:
(B)

Pergunta 29
Pergunta:

O valor méaximo que a expressdao 2 + 3 sen (B

E) pode tomar é:
(A) 5
(B) 1
(€)

(D) —1

Resposta:
(A)

Editavel e fotocopidvel © Texto | MVT 11 157



Pergunta 30

Pergunta:
Seleciona a afirmacao verdadeira.

(A) No 1.° quadrante o seno é positivo e o cosseno é negativo.

. R 5
B) Existe um dngulo a no 4.° quadrante tal que cosa = =
2

(C) Existe um angulo B no 3.° quadrante tal que senf = —23.
(D) Se y pertence ao 3.° quadrante, entdo seny X cos y > 0.

Resposta:
(D)

Pergunta 31

Pergunta:
Para que a expressdo 3sena = m — 1 tenha sentido, temos que:

(A) me[-1,1
(B) me|[-2,4
(C) me[-3
(D) me[-4

Resposta:
(B)

]
|
3]
2]

Pergunta 32

Pergunta:
Os valores que a expressdo 1+ 5 tg2 B pode tomar pertencem ao intervalo:

(A) [1,+oo]
(B) [0,+oo]
(C) [5, +oof
(D) [6,+oo]

Resposta:
(A)
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Pergunta 33

Pergunta:
Sendo a um dngulo agudo, o valor de

cos (360° + ) + sen (180° — a) — 2sen (720° — a) + tg (270° + )
é:
(A) sena
(B) cos a+tga
(C) sena+cosa+tga

(D) 3sena+cosa—tga

Resposta:
(D)

Pergunta 34
Pergunta:
Sendo a um angulo do 2.° ou 3.° quadrantes e tg (540° + a) = %, o valor de cos (270° + a) é:

V26
(A) oY
V26
(B) ~ e
5v26
(€) T
5v26
(D) e
Resposta:
(D)

Pergunta 35
Pergunta:
A amplitude 4?“ radianos, em graus, é:
(A) 140°
(B) 141°
(C) 143°
(D) 144°

Resposta:
(D)
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Pergunta 36

Pergunta:
A amplitude 260°, em radianos, é:

(A) —-
(B) —-

(€
(D) —-

Resposta:
(A)

Pergunta 37
Pergunta:

. A 5T . . p
A amplitude do angulo com I radianos, apresentada em graus, minutos e segundos &,

aproximadamente:
(A) 81°49'5"
(B) 81°47'4"
(C) 83°49'5"
(D) 83°49'8"

Resposta:
(A)

Pergunta 38
Pergunta:

O angulo de amplitude %ﬂ radianos pertence ao:
(A) 1.°quadrante.
(B) 2.° quadrante.
(C) 3.° quadrante.
(D) 4.° quadrante.

Resposta:
(C)
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Pergunta 39

Pergunta:

As hélices de um helicéptero medem 6,5 metros.

A distancia que percorre a ponta de cada hélice ao dar 5 voltas completas é:

(A) 10mm
(B) 13mm
(C) 60mm
(D) 65Tm

Resposta:
(D)

Pergunta 40

Pergunta:

A drea, arredondada as unidades, de um setor circular de amplitude 1,2 radianos, numa

circunferéncia de 8 metros de raio é:

(A) 121 m?
(B) 64m’
() 650m’
(D) 48 m?’

Resposta:
(A)

Pergunta 41

Pergunta:

A expressdo 2 sen G) — 3cos (%T) —sen (—) +tg (5?“) tem o valor:

3V3
2

3v3
2

14343
2

(A)
(B)

(€

14343
2

(D)

Resposta:
(€)

11T
6
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Pergunta 42

Pergunta:
A expressdo sen (T — a) — 2 sen (2T — ) é equivalente a:

(A) 3sena
(B) —3sena
(C) 2sena
(D) —2sena

Resposta:
(A)

Pergunta 43
Pergunta:
A expressdo cos (g - x) —tg (x + g) + 3 sen (x - %n) —tg (—% - x) é equivalente a:
(A) senx
(B) 3senx
(C) senx —cosx

(D) senx + 3cosx

Resposta:
(D)

Pergunta 44
Pergunta:

Sendo a € ]0,%[ e sen (—a — %n) = %, o valor da expressdo tg (a + 1) — cos (a — 3m) é:

1

(A) S+V2
(B) 3 -2
(€ ;—2v2
(D) ;+2V2

Resposta:
(D)
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Pergunta 45
Pergunta:
O contradominio da fungdo f definida por f(x) = % + 3sen (;—C) é:

(A)
(B)
(€
(D)

-1,1]
-3l
-2

[_3' 3]

Resposta:

(€

Pergunta 46

Pergunta:

Os zeros da fungdo g definida por g(x) = sen?x — 1 sdo:
(A) Z+km k€T

(B) m+km keZ

(€) §+2kn, kezZ

(D) -+ 2km, k €Z

Resposta:

(A)

Pergunta 47

Pergunta:
Seleciona a opgdo verdadeira.

(A) A expressdo geral dos maximizantes da fungdo definida por f(x) = sen(x + I) éx =T+ 2km,
3 2
k eZ.
(B) A expressdo geral dos minimizantes da fun¢do definida por f(x) = sen(x + Z) éx =T+ 2km,
3 2
k eZ.
(C) A expressdo geral dos maximizantes da fungdo definida por g(x) = cos(x — I)éx =T+ 2km,
9 2 2
k eZ.
(D) A expressdo geral dos minimizantes da fungdo definida por g(x) = cos(x — T)éx =T+ 2km,
9 2 2
k eZ.
Resposta:
()
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Pergunta 48
Pergunta:
Os zeros da fungdo g definida por g(x) = —3 cos (g) sdo:
(A) m+ 2km, keZ
(B) m+km keZ
(C) +2km kEZ
(D) 7 +km kEZ

Resposta:
(A)

Pergunta 49

Pergunta:
O periodo fundamental da fungdo h definida por h(x) = 1 + cos (3x) é:

() 2
(B)
(C) 2m
(o) =
Resposta:
(D)

Pergunta 50

Pergunta:
Considerando a fungdo g definida por g(x) = tg? (3x), temos que:

(A) O contradominio da fungdo g é R.

(B) A fungdo g é uma fungdo impar.

(C) Os zeros da fungdo g sdo x = %kn, k eZ.
(D) Nenhuma das opc¢dGes anteriores é correta.

Resposta:
(C)
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Pergunta 51
Pergunta:

~ 3 1 .
O valor exato da expressdo cos (arcsen \/7—) + sen (arccos 5) —arctg (1) é:

1+\/§ T
(A) ———7
(8) 1+\/§_1
2
T
(C) 1+Z
1+V/3 ™
(D) > T2
Resposta:

(A)

Pergunta 52

Pergunta:
A solugdo da equacdo trigonométrica 2 cos (3x) = 1 é:

(A) x=§+2kn Y x=—§+2kn, ke

(B) x=§+2kn Vv x=—§+2kn, ke

(C) x=242kn v x=—E+3k1T, keZ
9 3 9 3

(D) x=§+kn Vv x=—§+kn, kezZ

Resposta:
(€)

Pergunta 53

Pergunta:
A solucdo da equacdo trigonométrica 1 — cos?x = 2 sen x é:

(A) x=km keZ
(B) x =2km keZ
(€) x=§+kn, kez

(D) x=§+2kn, kezZ

Resposta:
(A)
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Pergunta 54

Pergunta:

Qual o conjunto-solugdo da seguinte condi¢do, no intervalo [0, 2m[ ?
1 - V3

sen x > cosx < >
1 T 11m

() o, g u [ 2]
[ T 11w

®) o, ¢ [, 2n
[Tt 5T

© [5 7]
It 5m

© J5

Resposta:
(D)
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Geometria Analitica

Pergunta 55

Pergunta:
Considera o referencial ortonormado representado na figura.

A
y

N

130°

v

0 X

O declive da reta r tem o valor aproximado de:
(A) —1,192

(B) 1,192

(C) 130°

(D) —130°

Resposta:
(A)

Pergunta 56

Pergunta:
O valor da inclinagdo da reta de equagdo y = —x é:

(A) —45°
(B) 45°

(€) 135°
(D) —135°

Resposta:
(C)

Pergunta 57
Pergunta:
A reta que passa no ponto (2,—2) etem de inclinagéog rad pode ser definida por:
(A) y=—V3x—2V3
(B) y= —\/3x -2
(€ y=+3x—-2V3
(D) y=v3x—-2-23

Resposta:
(D)
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Pergunta 58
Pergunta:
Seleciona a opg¢do que corresponde a afirmacdo verdadeira.
(A) Aretadeequagio (x,y) =(2,—1)+k(1,3),k € R tem 60° de inclinagdo.
(B) Areta y =6 teminclinagdo nula.
(C) Se umaretatem 55° de inclinagdo, entdo o seu declive é 5.
(D) Aretadeequagdo y = 2x — 3 tem 40° de inclinagdo.

Resposta:
(B)

Pergunta 59
Pergunta:
O produto escalarde u e ¥,sendo ||u]| =6, ||V]|=3 e (ﬂAﬁ) = 45° tem o valor:
(A) 18V2
(B) 92
(€ ;v2
(D) 810

Resposta:
(B)

Pergunta 60
Pergunta:
O valor de 04 - 0B sabendo gue o ponteiro maior tem 8 cm
de comprimento e o menor tem 6 cm é:
(A) 48
(B) 48V3
(C) —24
(D) 24

Resposta:
(C)

Pergunta 61
Pergunta:
Sendo ||u|| =2, ||¥]| =8 e UV = 8, entdo:
(A) Osvetores u e
(B) Osvetores U e
(€ (a #)=30°
(D) (i ) =60°

- ~ .
U sdo perpendiculares.
v’ sdo paralelos.

Resposta:
(D)
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Pergunta 62
Pergunta:

O valor de (—3i) - (29), sendo ||@ll =3, 5]l =10 e (@ ) = 150° &:

(A)90V3
(B)—90+/3
(€)15V3
(D)—15v3

Resposta:
(A)

Pergunta 63
Pergunta:

= e hd 7 2
O produto escalar dos vetores a e b, sendo a(—3,2) e b (1,5) , tem o valor:

Resposta:
(A)

Pergunta 64
Pergunta:

O valor de (ﬁ +1)-u’, sendo A(1,2), B(3,4) e u(-5,2), é
(A)—6 ++/29
(B)14 + /29

(C)23
(D)43

Resposta:
(C)
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Pergunta 65
Pergunta:
Seleciona a opgao que corresponde ao par de vetores perpendiculares.

(A) @ (%o) e b(0,3)

(B) @ G,o) e b(3,0)
©) a (%3) e b(2,1)
(D) @ (%3) e b(1,2)
Resposta:

(A)

Pergunta 66

Pergunta:
A equagdo reduzida da reta que passa no ponto A(—1, 4) e é perpendicular a reta 2x —y =0 tem a

expressao:
1 7
(A) y=3x+7
1 7
(B) y=—5x—7
() y= —%x +%
1 7
(D) y=3sx—
Resposta:
()

Pergunta 67

Pergunta:
Seleciona a afirmacao verdadeira.

(A) O produto escalar dos vetores 1(—1,—2,3) e 7(2,10,5) é40.

(B) O angulo formado pelos vetores 7(1,2,3) e $(0,—1,5) é um angulo agudo.
(C) Osvetores d(0,1,6) e E(—Z,O, 7) sdo perpendiculares.

(D) Osvetores ¢(2,4,6) e J(0,2,4) sdo colineares.

Resposta:
(B)
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Pergunta 68
Pergunta:
Considera os pontos A(0,1) e B(2,3).
Seleciona a afirmacdo verdadeira.
(A) A equacdo reduzida da mediatriz do segmento de reta [AB] é y =x+ 3.

2
(B) A equacéo reduzida da circunferéncia de didmetro [AB] é (x + %) +(y+2)?= =

4
(C) A equacio reduzida da circunferéncia de diametro [AB] é (x —1)2 + (y—2)? =2.
(D) A equacdo da reta tangente a circunferéncia de centro A, noponto B,é y=—x—5.
Resposta:

(€)

Pergunta 69

Pergunta:

O plano que contém o ponto P(1,0,2) e é perpendicular ao vetor ¥(1,2,3) pode ser definido pela
equacao:

(A) x—2y+3z—-7=0

(B) x+2y+3z—7=0

(C) x—2y—3z—7=0

(D) x+2y+3z4+7=0

Resposta:
(B)

Pergunta 70
Pergunta:
Consideraoplanoa: 2x—y +3z—10=0.
Seleciona a op¢do que corresponde a um vetor normal ao plano a.
(A) 71q(2,-1,3)
(B) 7(—2,1,3)
(€) 7,(0,—1,3)
(D) 7,(2,—1,-10)

Resposta:
(A)
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Pergunta 71

Pergunta:

Considera os pontos A4(0,1,2), B(—1,0,3) e €(1,2,3).
O plano ABC pode ser definido pela equagado cartesiana:
(A) —2x+3y+z+5=0

B) x—y+1=0

(C) 2x—-3y+z-5=0

(D) —x—y+1=0

Resposta:
(B)

Pergunta 72

Pergunta:

Considera as retas concorrentes r: (x,y,z) = (2,3,4) + k(1,0,1),k € Re
s:(x,y,z) =(2,—1,3) + k'(2,4,3),k’ € R contidas no plano a.

O plano a pode ser definido pela equacgéo vetorial:

(A) (x,v,2) =(2,3,4) +s(1,0,1) +t(2,4,3), s,t ER

(B) (x,v,2) =(2,3,4) +s(1,0,1) +t(2,-1,3), s,t ER

(€) (x,v,2)=(2,-1,3)+s(2,3,4) +t(2,4,3), s,t ER

(D) Nenhuma das op¢des anteriores.

Resposta:
(A)

Pergunta 73

172

Pergunta:

Considera as retas paralelas a: (x,v,z) = (1,2,3) + k(1,0,2),k € R e
b: (x,y,z) = (0,3,1) + k'(2,0,4), k' € R, contidas no plano .

O plano B pode ser definido pelo sistema de equagGes paramétricas:
x=1+s+2t

(A) fy=2+s+t s,t ER

z=34+2s+4t

x=1+s4+2t

(B) iy=2—-5s—t s,t ER

z=34+2s+4t

x=1+s—t

(C) {y=2+t s,t ER
z=34+2s—2t
x=1+s+2t

(D) jy=2 s;5t eER
z=3+2s+ 4t

Resposta:

(€)
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Pergunta 74

Pergunta:
x=2+k
Consideraareta r:{ y=1—5k ,k € R eoponto A(4,—3,—1) exterior a reta.
z=-3+42k

O plano que contém o ponto A e areta r pode ser definido pela equacdo cartesiana:
(A) x—y—3z=-10

(B) x+y+3z=-10

(C) x—y—3z=10

(D) x+y—3z—10=0

Resposta:
(C)

Pergunta 75
Pergunta:
Seleciona a op¢do que corresponde a equa¢do de um plano paralelo ao
plano y:x +4y—-2z+8=0.
(A) —3x+ 10y + 62z =26
(B) —3x—12y+62z+18=0
(C) —2x+5y+6z—16=0
(D) —2x+8y+z=17

Resposta:
(B)

Pergunta 76
Pergunta:
O plano mediador do segmento de reta [AB], sendo A(1,—4,6) e B(7,0,2) pode ser definido pela
equagdo cartesiana:
(A) 6x+4y—4z—-24=0
(B) 6x+4y—4z=-24
(C) 6x+4y—4z=0
(D) 6x+4y+4z=0

Resposta:
(C)
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Pergunta 77

Pergunta:
Considera a superficie esférica de didmetro [AB], sendo A(1,0,1)e B(2,5,0).

Seleciona a afirmacgdo verdadeira.

N . - A 3)2 5)2 1\2 _
(A) A equacdo reduzida da superficie esférica é (x - E) + (y - E) + (z - E) =-2.

(B) A equacio reduzida da superficie esféricaé (x —3)2+ (y —5)2+ (z—1)? = %.
(C) A equacgdo do plano tangente a superficie esféricanoponto B é x + 5y —z = 27.
(D) A equacdo do plano tangente a superficie esféricanoponto B é x +5y—z=0.

Resposta:
(€)

Pergunta 78

174

Pergunta:

Consideraareta r: (x,y,z) = (2,2,3) + k(0,4,1),k e R eoplanoa: x + y —z = 10.
Seleciona a op¢do que corresponde a intersecdo da reta r com o plano «.

(A) Aintersegdo é o ponto (2,2,3).

(B) Aintersecdo é o ponto (2,14,6).

(C) Aretando se interseta com o plano.

(D) A reta esta contida no plano.

Resposta:
(B)
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Sucessoes

Pergunta 79

Pergunta:
Considerando que o padrado se repete indefinidamente, pode-se induzir que o termo geral da sucessao
123145
4’5’6’7’8’
(A) up,=n

n
(B) Up = 7

n

€ up=—

n+1
(D) up =—

Resposta:
(€)

Pergunta 80

Pergunta:
—n se n épar

Os cinco primeiros termos da sucessao definida por u,, = {Zn se n & impar
(A) 2,-2,6,—4,10

(B) 2,2,-3,3,—4

(C) 2,-2,6,—6,10

(D) Nenhuma das opg¢des anteriores.

Resposta:
(A)

Pergunta 81
Pergunta:
2
Considera (u,) a sucessdo definida por u, = li—n
Podemos afirmar que:

. ~ .3
(A) o terceiro termo da sucessio é "

, . ~_ .10
(B) o décimo termo da sucessdo é o

w
NNV
I

o o 1
(C) os quatro primeiros termos da sucessdo sdo >

36 , ~
(D) — étermo da sucessdo (uy) .

Resposta:
(D)
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Pergunta 82 vA
Pergunta: 48 m-—--- ‘I
Considera a representacdo grafica dos cinco primeiros termos de uma 45 :
. 42
sucessao. 19 :
Considerando que o padrdo se repete indefinidamente, pode-se induzir que o 36 :
termo geral da sucessao representada no grafico é: 33 :
(A) 3n? 30 !
(B) n? L2 i ¢ !
1

(C) 3n i‘l‘ Lo
1 1
D) (n+ 1)? |
(D) ( ) 18 Lo
15 [
Resposta: - ¢ 1o
-9 | |
(A) ol
1 1 1
11 1
1 1 1
Pergunta 83 3Fe

1 I | >

Pergunta: of 1 , 34 7

Seleciona a opgao verdadeira.

_a\n

(A) A sucessdo (a,,) definida por a, = n+3(+i) é crescente.
_\n

(B) Asucessdo (a,) definida por a, = n+3(+;) é decrescente.

(C) Asucessdo (b,,) definida por b, = % — 2 é decrescente.
(D) Asucessdo (b,) definida por b, = % — 2 n3o é mondtona.

Resposta:

()
Pergunta 84

Pergunta:

Qual dos seguintes termos gerais define uma sucessdo monétona crescente?
1+n

(A) an=——
1

(B) b, = n 2
1+n

Q) cn=—1

0 4= ()

Resposta:
(C)
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Pergunta 85
Pergunta:
Relativamente ao conjunto 4 = |—1,3] U [4,10[, podemos afirmar que:
(A) O conjunto dos majorantes é [9, +oo] .
(B) N3o tem minorantes.
(C) Oinfimo do conjunto A é —1.
(D) O maximode A é10.

Resposta:
(C)

Pergunta 86
Pergunta:
Qual dos seguintes conjuntos é limitado?
(A) ]—o0,—3]
(B) 15,+o0[
(€) ]-10,20[
(D) ]—o,1] U {3}
Resposta:

()
Pergunta 87
Pergunta:
Qual das seguintes sucessdes ndo é limitada?
n+1, npar
(A) u, = {2, n impar
1
(B) Up = 1-— z
3
€) wp=-—"7
3n-1
(D) tn =207

Resposta:
(A)
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Pergunta 88
Pergunta:
Sejam (u,) e (v,) duas sucessdes de nimeros reais de termo geral u, =1+ 2n e
v, = 3n? — 2n, respetivamente. Podemos afirmar que:
(A) o conjunto dos majorantes de (u,) é [3,+].
(B) asucessdo (u,) ndo tem minorantes.
(C) asucessdo (v,) ndotem majorantes.
(D) asucessdo (v,) ndo tem minorantes.

Resposta:
(€)

Pergunta 89
Pergunta:
2
Considera (u,) a sucessdo de termo geral u,, = n . Para provarmos por indugdo que S,, = nzi devemos
considerar a seguinte hipdtese de inducgéo:
2
(B) Sy ="
_ (n+1)%+n+1

(Q) Snsy =
2
(D) S, ="~

_ (n+1)%+n+1
Sn+1 - 2

Resposta:
(B)

Pergunta 90
Pergunta:
Qual das seguintes expressées define uma sucessao por recorréncia?
(A) a,=2n+9

_ (mt1)?

(B) b, ==

_ C1=2
(©) C"_{cn=n+6, vn>1

d1=4
(D) dnz{dn+1=dn—%,Vn21

Resposta:
(D)
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Pergunta 91
Pergunta:
ul - 5

sao:
Upp1 =U, — 3, Vn=>1

Os cinco primeiros termos da sucessdo (u,) definida poru,, = {

(A) 2,—1,—4,-7,-10

(B) 5,52,—1,—4

(C) 5,2,—1,—4,—7

(D) Nenhuma das opg¢des anteriores.

Resposta:
(C)

Pergunta 92
Pergunta:
Os cinco primeiros termos da sucessdo (v,) sdo 5,10, 20, 40, 80.
Considerando que o padrdo se repete indefinidamente, pode-se induzir que a sucessdo pode ser definida
por recorréncia pela expressdo:

_ 171=5
(A) vy = Vppr1 =2 Xv,, VREN
_ U1=5
(B) vn = Vpy1 =2+7v,, VREN
_ 171=5
@ vn = Vper =5Xv,, VNEN
vy =5
D v=1" _
Vpy1 =5°Xv,, VnEN
Resposta:
(A)

Pergunta 93

Pergunta:
Sejam (a,) e (b,) duas sucessdes de nimeros reais definidas pelas expressdes

a; =-9 b, =-9
an={ T ebn={ ! , respetivamente.
apns1=a,—3, VneN byy1 =b,+6, VNEN

Podemos afirmar que:

(A) asucessdo (a,) é¢ mondtona decrescente.
(B) asucessdo (a,) € mondtona crescente.
(C) asucessdo (b,) é mondtona decrescente.
(D) asucessdo (b,;) ndo é mondtona.

Resposta:
(A)
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Pergunta 94

Pergunta:
171 = 2

Considera a sucessdo (v,,) definida por v, = vy .
'Un+1 —_ 7 1] n 2 1

Qual das seguintes afirmacdes é verdadeira?
(A) Asucessdo (v,) € mondtona crescente.
(B) Asucessdo (v,) ndo é mondtona.

. ~ , 1
(C) O terceiro termo da sucessdo (v,,) é 7

(D) O segundo termo da sucessdo (v,,) é % .

Resposta:
(C)

Pergunta 95
Pergunta:

u, =1
Considera a sucessdo (u,) definida por u, = { 1

Upp1=1—-u,, n=>1
Podemos afirmar que:

(A) os cinco primeiros termos da sucessdo sdo 1,0,—1,—2, —3.

(B) o décimo termo da sucessdo é —10.

(C) asucessdo é mondtona crescente.

(D) asucessdo ndo é mondtona.

Resposta:
(D)

Pergunta 96
Pergunta:

Os quatro primeiros termos da sucessdo (a,,) definida por a,, = {

(A) 1,4,36,576

(B) 1,1,4,36

(C) 1,2,6,24

(D) Nenhuma das opg¢Ges anteriores.

Resposta:
(B)
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Pergunta 97
Pergunta:
Cl =1 B C2 =2

O quinto termo da sucessdo (c,) definida por ¢, = {Cn+2 = 2¢,,1 — 3¢y, VNEN é:
(A) 2

(B) —4

() —11

(D) —10

Resposta:
(€)

Pergunta 98
Pergunta:

1
u1 = =

O termo geral da sucessdo (u,) definida por u, = 2 1 pode ser dado por:
Un+1 = 52 vn>1

() >
(B) 2n—1
(C) -n?

2
n

(b) —

Resposta:
(D)

Pergunta 99
Pergunta:
Qual dos seguintes termos gerais define uma progressao aritmética?
(A) a,=—4n+7

(B) by =——
(C) c,=3"

(D) d,, =n?—100

Resposta:
(A)
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Pergunta 100

Pergunta:

A razdo da progressdo aritmética (u,) de termo geral u, =2n+9 é:
(A) 3

(B) 9

(€) 2

(D) 7

Resposta:
(€)

Pergunta 101

Pergunta:
Qual dos seguintes termos gerais define uma progressao aritmética mondtona crescente?
(A) a,=10-3n
(8) b, = —gn
n+1

(C) cn= o

(D) d,=-n+5

Resposta:
(C)

Pergunta 102

Pergunta:

A expressdo algébrica para o termo geral da progressdo aritmética (v,,) cujo terceiro termo é 6 e a razdo
é —4 pode ser:

(A) v,=—4n+6

(B) v, =—4n+ 18

(C) v, =—4n

(D) v, =6n

Resposta:
(B)

Pergunta 103

182

Pergunta:

Considera a progressdo aritmética (u,) talque ug =20 e r=-2.
O termo de ordem 120 é:

(A) —210

(B) —120

(C) 210

(D) 120

Resposta:

(A)
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Pergunta 104
Pergunta:

Considera a progressdo aritmética (v,,) talque v; =50 e r = —4.

A soma dos 15 primeiros termos de (v,,) é:

(A) 500
(B) 120
(€) 330
(D) 270

Resposta:
(€)

Pergunta 105
Pergunta:

Qual dos seguintes termos gerais define uma progressao geométrica?

2
(A) i

(®) b, ={

4
5
b1=5
bp =bnys —3

(C) ¢c,=10n+2
(D) d, =3x2"3

Resposta:
(D)

Pergunta 106
Pergunta:

~ - 3
O termo geral da progressdo geométrica (u,) tal que u, = S e us= 12 pode ser:

(A) uy =32 x 2"2

(B) u,=>x2""
() u,=3x2""1

(D) u, = g x 41

Resposta:
(B)
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Pergunta 107

Pergunta:
Qual dos seguintes termos gerais define uma progressdo geométrica mondtona crescente?

(A) a, =02 x (%)"_1
(B) b, =(—2)"

(C) c,=-2"

(D) d, = 2"

Resposta:
(D)

Pergunta 108
Pergunta:
Considera a progressao geométrica cujos dois primeiros termos sdo —3 e —2, respetivamente.
A soma dos 10 primeiros termos da sucessdo, arredondada as centésimas, é:
(A) —8,84
(B) —10,84
() —10
(D) —8

Resposta:
(A)

Pergunta 109

Pergunta:
Qual dos seguintes termos gerais corresponde a uma sucessao que tem limite 1?
1
(A) ap=—-—
2n?+1
(B) by ="
(C) ¢c,=3n+1

(D) d,=—

n+3

Resposta:
(D)
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Pergunta 110
Pergunta:

. ~ . .~ 5n
Considera as sucessoes cujos termos gerais sao U, =

L& Vn= 5 — 7n? . Podemos afirmar que:

(A) asucessdo (u,) é divergente.
(B) asucessdo (u,) tende para 5.
(C) asucessdo (v,) é convergente.
(D) asucessdo (1,) tende para 5.

Resposta:
(B)

Pergunta 111
Pergunta:
Qual dos seguintes termos gerais corresponde a uma sucessao que tem limite +o0?

(A) a,=10—-3n
5

(B) by =

(C) ¢, =3n?+2n
3n?

(D) dn =177

Resposta:
(C)

Pergunta 112
Pergunta:
Considera as sucessdes (a,,) e (b,) de termos gerais definidos pora,, =n?+1 e b, = nz_tll

N ~ 2a, .
Os trés primeiros termos da sucessdo de termo geral # sdo:
n

(A) 1,2,5
48
(B) 51516
4 8 10
€ -.375
(D) Nenhuma das opg¢Ges anteriores.

Resposta:
(B)

Editavel e fotocopiavel © Texto | M¥T 11 185



Pergunta 113

Pergunta:
Considera as sucessdes (uy,) e (v,,) de termos gerais definidos por u,, = 3n2 + 2 e
8n?-9

n n .

Podemos afirmar que:
. Un\ _
(A) lim (Z) = 4o
(B) lim(u,+v,) =0
(€) lim(u, Xv,) =—x
. (2 2
(D) lim (EU”) =<

Resposta:
(A)

Pergunta 114

Pergunta:
Considera as sucessbes (u,) e (v,) taisquelim (u,) =1 e lim(v,) = 2.
—3Up 42V,

O valor de lim e

(A)
(B)

3
(€ -
(D) 2

DR N|R

Resposta:
(B)

Pergunta 115

Pergunta:
Qual dos seguintes termos gerais corresponde a uma sucessao com limite igual a 0?

5n2-4
(A) an = 7
n|3
(B) bn = \/;
_n
(C) ¢, = %—\/ﬁ
-2
(D) dn - 1-vn
Resposta:
(D)
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Pergunta 116

Pergunta:
Qual dos seguintes termos gerais corresponde a uma sucessao com limite iguala 1?

@ a=(5)

(B) b, =2

(C) ¢cp,=Vvn?2+1—-n
(D) dy==+%3

Resposta:
(D)

Pergunta 117
Pergunta:
~ - . . . ~ 1
A soma de todos os termos da progressdo geométrica (u,), cujos primeiros dois termos sdo 1 e e

respetivamente, é:

N
(8) >
© 3
(D) 3

Resposta:
(B)

Pergunta 118

Pergunta:
A soma de todos os termos da progressdo geométrica (u,), cujos primeiros dois termos sdo 4 e
2, respetivamente, é:

(A) 1
(8) 5
(c) 4
(D) 8

Resposta:
(D)
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Funcgoes Reais de Variavel Real

Pergunta 119

Pergunta:
O dominio da fungdo f definida por f(x) =

(A) R\{-1,1}
(8) R\{-1}
(€) R\{1}
(D) R

x%2-2x ,
x2-1

Resposta:
(A)

Pergunta 120

Pergunta:

~ . e o o . x%—2x+1
Qual a expressao que corresponde a uma simplificacdo da fracao racional ?

x242x-3

x—1
A =
x+1
B =
x—1
@ =
(D) 22

x—-3

Resposta:
(C)

Pergunta 121

188

Pergunta:

A fracdo racional resultante da adi¢do ;cz—j +
(A)
(B)
(€)
(D)

3x ~
—— pode ter a expressio:
x+1
4x%+3x-5
x2+1
4x%43x+5
x2-1
x2+3x-5
x2-1
4x%2-3x-5
x2-1

Resposta:
(D)
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Pergunta 122
Pergunta:

2
Considera as fungdes racionais definidas por f(x) = ﬁ e glx) = 2

O dominio da fungdo f — g é:
(A) R

(B) R\{-1}

(€) R\{-4,-1}

(D) R\{-2,-1,2}

Resposta:
(B)

Pergunta 123
Pergunta:

Seleciona a opc¢do que corresponde a uma simplificacdo da expressao
(A)
(B)
(€)
(D)

x%2-9 3x

X —.
x2 x—3

3x+9

x
3x+1

X

Z Rlo

enhuma das opgdes anteriores.

Resposta:
(A)

Pergunta 124
Pergunta:
. o . . _ (x—1)? 4(x-1)
Considera as fungdes racionais definidas por a(x) = =, e b(x) = -
O dominio da funcao % é:
(A) R
(B) R\{0,1}
(€) R\{1}
(D) R\{0}

Resposta:
(B)

Editavel e fotocopiavel © Texto | M¥T 11 189



Pergunta 125
Pergunta:

. ~ o~ 2x x 5 ,
O conjunto-solugdo da equagao Py +—=—— ¢

x+1 4x2-4

——

-

-

N = N|[=

——

N1 =

Resposta:
(D)

Pergunta 126
Pergunta:

. ~ . ~  x2-8x+16
O conjunto-solu¢do da inequacdo ————

2x-1

<0¢é

W [+l
(B) |-oo5| U4}
@ |-

(D) |-oo,5[ U {4}

Resposta:
(D)

Pergunta 127
Pergunta:
Os zeros da fungdo racional f(x) =
(A) 1e2
(B) —1e1l
() -1
(D) —1e?2

3x2-3
> Sao:
x“—=3x+2

Resposta:
(€)
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Pergunta 128

Pergunta:
2
A fungdo g definida por g(x) = 35’;”7 é negativa no intervalo:
T 7
(A) |-e0, -7
T 7
(8) |-o0,—]
[ 7
(© -3 +|
1 7
(D) |-Z,+oo]
Resposta:
(A)
Pergunta 129
Pergunta:
Considera a fungdo f representada graficamente por:
&
v
3R
/1N

Qual é o valor de ,}L%L fx)?
(A) -2

(B) 0

(€ 3

(D) Nao existe.

Resposta:
(€)
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Pergunta 130

Pergunta:
Considera a fungdo f representada graficamente por:
&
v
2??
14 g
T *]I- I:I : i\
-1

Qual é o valor de )lcii'%g(x) ?
(A) 2

(B) 1

(¢ -1

(D) Nao existe.

Resposta:
(D)

Pergunta 131

Pergunta:

Qual é o valor de xlir‘ill h(x), sendo h(x) = {
(A) —1

(B) O

(€ 2

(D) N&o existe.

Resposta:
(D)

Pergunta 132

192

Pergunta:

Considera a fun¢do t definida por t(x) = —x? — x3.
Ovalorde lim t(x) é:

(A) +o0 7

(B) —oo

(@ 0

(D) —1

Resposta:
(B)

x> sex>-1,
x+3sex<-—-1°
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Pergunta 133
Pergunta:

] 3x+1
Qual é ovalorde lim ?
x—»—-05x 4+ 9
(A) —
(B) 3
3
(C) 3

(D) N3o existe.

Resposta:
(C)

Pergunta 134
Pergunta:
Considera as fungdes definidas por f(x) = x—j; e glx) = ﬁ.
Qual é ovalorde lim (f + g)(x) ?
X——00
(A) —oo
(B) +oo
(¢ 0

5
(D) NG
Resposta:

(A)

Pergunta 135

Pergunta:
X senx
?

Qual é o valor de lim
(A) 0 X—+00
(B) —oo

(C) +oo

(D) Nao existe.

Resposta:
(D)
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Pergunta 136

Pergunta:
Considera a fungdo g representada graficamente por:

y A
24 ———-———- = g
. ! b
- ! )
g 1 \
- 1 |
o 1 1
I J Il Il 4 il
- ) 0 3 \ x

Qual é o valor de chi_>rr}g(x2 +2)?
(A) 1

(B) 2

© 0

(D) +oo

Resposta:
(B)

Pergunta 137

Pergunta:

Considera a fungdo s definida por s(x) = x+2_ﬁ'

Ovalorde lim s(x) é:
(A) +oo 7

(B) —oo

(© 2

(D) 0

Resposta:
(D)

Pergunta 138
Pergunta:

Qual o valor de |im |:+ 14' ?
(A) Nio existe.x_)_1 X+
(B) 0
1
(€) "
1
(D) —2

Resposta:
(A)

194 Editavel e fotocopidvel © Texto | MVT 11



Pergunta 139

Pergunta:

Considera as seguintes representacées graficas de funcgdes:
vt -
2f----- f.:r”f} vt

— 2 4 x
'Y
:_L’I
S
AN
\\
&
N\ h v
3f----- »—
i 4
i
il ! .
i @
- 1
| — —
— —t 2 0 2 x
-2 o 2 x e o
1 i
1-2

A fungdo continuaem x = 2 é:
(A) f
(B) g
(C) h
(D) i

Resposta:
(€)

Pergunta 140

Pergunta:
Considera a fungdo f definida por:

x%>—-9
f) =173 se x + 3
2 se x =3

Podemos afirmar que:

(A) f écontinuaem x =3.

(B) f ndoécontinuaem x=1.

(C) f écontinuaem x=5.

(D) nenhuma das opgdes anteriores esta correta.

Resposta:
(C)
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Pergunta 141

Pergunta 142

Pergunta:
Considera as fun¢des a, b e c¢ definidas por:
a(x) ={2—x sex <0 . b(x) :{% sex <2 e c(x) _ x?-3x+1
X sex >0 3x sex > 2 2
Qual das seguintes afirmacdes é verdadeira?
(A) Afuncdo a écontinuaem x=0.
(B) Asfuncbes a e b sdo continuasem x = 2.
(C) Afungdo b écontinuaem x = 2.
(D) Afungdo c écontinuaem x =—2.
Resposta:
(D)
Pergunta:
24+x sex<?2
Considera a fungdo f definida por f(x) ={1+p se x =2 .
x?  se x>?2
Para que a fungdo f seja continua em todo o seu dominio, p tera de ser igual a:
(A) 3
(B) 2
() 1
(D) 0
Resposta:
(A)

Pergunta 143

196

Pergunta:
Considera as func¢des definidas em seguida.

f)=x?+2x+1 , gx) = 16 o h(x) = 20X

x2-2x-3 2

Qual das seguintes afirmacdes é verdadeira?

(A) Afungdo f édescontinuaem x =0.

(B) Afungdo g é continuaem R porque é uma fungdo racional.
(C) Afungdo g é continua.

(D) Afuncdo h édescontinuaem x =0.

Resposta:
(C)
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Pergunta 144

Pergunta:
Considera o gréfico da fungdo f :

A

’ S
/’J"-.-
2 0
1+------- qF=------- L ]
— —— >

of 1 R 4 x

-1 -t
e
24
.-'/

Qual das seguintes afirmacdes é verdadeira?

(A) Afuncgdo f édescontinuaem x =2 e x =4.

(B) Afungdo f écontinuaem x =2 e descontinuaem x =4.
(C) Afungdo f écontinuaem x=2e x =4.

(D) Afungdo f é descontinuaem x =2 econtinuaem x =4.

Resposta:
(A)

Pergunta 145
Pergunta:
Considera as func¢des definidas por:
f(x) =SZ¥ , g(x)=3cosx+2e h(x) =V2x+1
Qual das afirmacgGes é verdadeira?
(A) Afungdo continuaem R é afuncdo f.
(B) A fungdo continuaem R éafungdo g .
(C) A funcdo continuaem R éafuncdo h.
(D) Nenhuma das funcdes é continuaem R .

Resposta:
(B)
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Pergunta 146
Pergunta:
Sejam m e n duas fung¢des continuas num ponto a . Das seguintes func¢des, seleciona aquela que nao é
necessariamente continuaem a.
(A) m+n
m
(B) —
(C) mxn

(D) ¥m—3¥n

Resposta:
(B)

Pergunta 147
Pergunta:
Considera as fungdes definidas por s(x) = 4 —x2? e t(x) =+/x.
A funcdo tos écontinuaem:
(A) R
(B) [0, +oo[
(C) ]-o0,—2] U [2,+oof
(D) [-2,2]

Resposta:
(D)

Pergunta 148

Pergunta:
Considera as funcdes definidas por a(x) =

e b(x) = |x]|.

x2+1
A fungdo b o a é continua em:

(A) R

(B) [0, +oo[

(€ R\{0}

(D) R\{-1,1}

Resposta:
(A)
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Pergunta 149
Pergunta:
Qual das seguintes expressdes define uma funcdo cujo grafico admite como assintota vertical a reta de
equagdao x =17

(A) f() =%
(8) g(x) =+
© he) =13
(D) i(x) =
Resposta:

(D)

Pergunta 150
Pergunta:
As assintotas verticais ao gréfico da fungdo definida por f(x) =
(A) x=0ex=2
(B) x=1ex=2
(C) x=—2ex=0
(D) x=—2ex=2

3x%+5x .
Sao:
4x%2-16

Resposta:
(D)

Pergunta 151
Pergunta:
Sabendo que o grafico da fungdo g definida em R* admite como assintota a reta de equacdo
y = 2x + 3, podemos afirmar que:

@ i, 2 =0
(B) lim f& =3
X—->—o00 X

(€) lim (F(0) - 2x) =2
(D) lim (f(x) - 2x) = 3

Resposta:
(D)
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Pergunta 152
Pergunta:
Considera a funcdo h de dominio R™, cujo gréfico admite como assintota obliqua a reta de equacdo
y = —5x.
Ovalorde lim [@+ (h(x) + 5x)] é:
X——00
(A) =5
(B) 5
(€ -1
(D) 1

Resposta:
(A)

Pergunta 153
Pergunta:
Acerca da fungdo d, continua no seu dominio, sabe-se que:
® Dd = ]—OO, _3[
e lim d(x) =+
x—-3
d(x)

e lim —=2
xX—>—0 X

. xgmm(d(x) —2x+3)=0
As equacGes das assintotas ao grafico de d sdo:
(A) y=-3
(B) x=-3ey=2x-3
(C) x=—3ey=2x
(D) O grafico da funcdo d ndo admite assintotas.

Resposta:

(B)
Pergunta 154
Pergunta:
2_
Considera a funcdo k definida por k(x) = 9x3x 3

Qual das seguintes afirmacdes é verdadeira?

(A) O grafico da funcdo k ndo admite assintotas verticais.

(B) Aretade equacdo x = 3 é assintota vertical ao grafico de k.

(C) O grafico da fungdo k tem uma assintota obliqua de equagdo y = 3x.
(D) O grafico da fungdo k tem uma assintota obliqua de equagdo y = —3x.

Resposta:
(€)
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Pergunta 155

Pergunta:
2
x_2 sex =0
Considera a funcdo t definida por t(x) = xx+2 :
S, Sex <0

Qual das seguintes afirmacdes é verdadeira?

(A) O grafico de t ndo admite assintotas verticais.

(B) Aretade equacdo x = 0 é assintota vertical ao graficode t .

(C) O grafico da fungdo t tem uma assintota obliqua de equagdo y =x + 2.
(D) O grafico da funcdo t ndo admite assintotas obliquas.

Resposta:
(A)

Pergunta 156
Pergunta:
As assintotas ao grafico da fungdo h definida por h(x) = V3x2 + 2 témas equacoes:
(A) x=0ex=1
B) x=0ey=x
(€) y=1ey=+/3x
(D) y=—3x e y=+/3x

Resposta:
(D)

Editavel e fotocopidvel © Texto | MVT 11 201



Pergunta 157
Pergunta:
Considera a representagdo grafica da fungdo racional f do tipo f(x) =a + ﬁ e das suas assintotas de
equagbes x =—1 e y=3.

Y

A fungdo f pode ser definida pela expressdo:
(A) f(x) =3+
(B) f(x) =3+
(© f)=3-—

(D) f(x)=3-—=

Resposta:
(€)

Pergunta 158
Pergunta:

Considera a fungdo racional f definida por f(x) = ziti .

A assintota horizontal que o gréfico de f admite tem a equagdo:
M)y=§

w)y=—§

© y=7;

w)y=—§

Resposta:
(A)
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Pergunta 159

Pergunta:

Considera a fungdo f definida por f(x) = x? + 3x.
A taxa média de variagdo de f nointervalo [2, 5] é:
(A) 10

(B) 20

(€) 30

(D) 35

Resposta:
(A)

Pergunta 160
Pergunta:
Considera a fungdo t, definida por t(x) = ﬁ . A derivada de t no ponto 3 é:
() —
(8) -
©
(D) —:

Resposta:
(B)

Pergunta 161

Pergunta:
Considera a representagdo gréfica da funcdo g e a reta t, tangente ao gréfico de g no ponto de abcissa
0.

O valor de f'(0) pode serigual a:
(A) 2

(B) 0

(© -

(D) 5

Resposta:
(€)
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Pergunta 162
Pergunta:
Considera a fungdo h definida por h(x) = x%2 — 6x + 4.
A equacdo reduzida da reta tangente ao grafico de h no ponto de abcissa 2 é:

(A) y=—-2x

(B) y=2x

(C) y=—-2x+4
(D) y=2x—4
Resposta:

(A)

Pergunta 163

Pergunta:

3+x—x% sex<1
x’+ax+bsex>1"
Os valores que a e b podem tomar de modo que a func¢do k seja continua e diferencidvel em R s3o:

(A) a=—-1eb=5
(B) a=3eb=1
(C) a=3eb=5
(D) a=-3eb=5

Considera a fun¢do k definida por k(x) = {

Resposta:
(D)

Pergunta 164
Pergunta:
Foi langcada uma bola de baixo para cima e a distdncia, h, em metros, da bola ao solo, t segundos apds ter
sido lancada, é dada pela expressdo:
h(t) = 1+ 10t — 2t
A velocidade da bola dois segundos apds o seu langamento é:
(A) O
(B) 1
(€) 2
(D) 13

Resposta:
(€)
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Pergunta 165
Pergunta:
Considera as fungdes definidas por f(x) =x?+1 e g(x) =x—5.

O valor de (i)’(l) é:

Resposta:
(A)

Pergunta 166
Pergunta:
Considera as fungBes definidas por a(x) =+vVx + 1 e b(x) = 3x2.
Ovalorde (ao°b)'(2) é:
(A) V13
(B) 6V13

6
(€) =
12
(D) =
Resposta:
(C)

Pergunta 167
Pergunta:
Considera a fungdo real de variavel real h definida por h(x) = 2x? + 5x + 3 e o intervalo [1,3] .
O valor de c € |1, 3[ cuja tangente é paralela a reta secante nos pontos de abcissas 1 e 3 é:

(A) c=1,2
(B) c=2
(€ c=v2
(D) c=2
Resposta:
(B)
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Pergunta 168
Pergunta:
Considera a fungdo f definida por f(x) = x3 —3x.
Podemos afirmar que:
(A) f écrescenteem |—oco0,—1] eem [1,+oo[.
(B) f écrescenteem [—1,1].
(C) A funcgdo tem um maximo relativo quando x = 1.
(D) A fungdo ndo tem minimos relativos.

Resposta:
(A)
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Estatistica

Pergunta 169
Pergunta:
Fez-se uma experiéncia para estudar a relagdo entre a velocidade de propagacdo do som no ar e a
temperatura.
Seleciona a op¢ao correta.
(A) A variavel explicativa é a velocidade de propagacdo do som.
(B) A variavel explicativa é a temperatura do ar.
(C) A variavel resposta é a temperatura do ar.
(D) Nao é possivel saber qual é a variavel explicativa e a variavel resposta.

Resposta:
(B)

Pergunta 170
Pergunta:
Para se estudar a associacao entre a idade das mulheres e o valor da sua tensdo arterial selecionaram-se
20 mulheres com idades compreendidas entre os 30 e os 70 anos de idade e registaram-se os valores.
Nesta situagao:
(A) A variavel explicativa é a tensdo arterial.
(B) A variavel resposta é a idade.
(C) A variavel explicativa é a idade.
(D) Nao é possivel saber qual é a variadvel explicativa e a varidvel resposta.

Resposta:
(€)

Pergunta 171
Pergunta:
Considera o ponto A(2,5;5) eareta r deequagdo y =3x+ 4.
O desvio vertical do ponto A emrelacdo areta r é:
(A) 1
(B) —1
() —6,5
(D) 6,5

Resposta:
(C)
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Pergunta 172
Pergunta:
Considera a amostra bivariada de dados (x,y) = ((5,12), (7,14),(8,20),(9,22), (10,30)) e a reta
tty=ax+b. ~
Para que t seja a reta dos minimos quadrados, os valores de a e de b, arredondados as centésimas sdo:
(A) 3,49 e —7,59
(B) —3,49 e —7,62
(C) —3,29 e 7,82
(D) 3,29 e —7,82

Resposta:
(A)

Pergunta 173
Pergunta:
Considera os pontos P;(1,3), P,(1,8), P;(2,7) eareta t deequagdo y = 2x + 3.
Seleciona a afirmacao verdadeira.
(A) O ponto P; situa-se acimadareta t.
(B) O desvio do ponto P, em relagdo areta t é negativo.
(C) O ponto P; situa-se acimadareta t.
(D) O ponto P; pertenceareta t.

Resposta:
(D)
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Pergunta 174

Pergunta:
Os dados da tabela dizem respeito aos valores da altura e da massa de onze mulheres portuguesas.

Altura

157 | 160 | 165 | 168 | 172 | 169 | 171 | 168 | 168 | 170 | 166
(em cm)
Massa

52 61 62 67 70 72 72 68 66 69 65
(em kg)

A massa, arredondada as unidades, que se prevé, através da reta dos minimos quadrados, para uma
mulher com 175 cm de altura é:

(A) 71kg

(B) 70kg

(C) 73 kg

(D) 76 kg

Resposta:
(D)

Pergunta 175

Pergunta:
Na tabela estdo registadas temperaturas, em graus centigrados, a diversos niveis de profundidade, em

metros, captadas numa zona sismica.

Profundidade
0 50 80 100 150
(em metros)
Temperatura
. 15 38 60 78 130
(em °C)

Relativamente a esta situacdo, o coeficiente de correlacdo linear, arredondado as centésimas, é:

(A) r=10,98
(B) r=-0,21
(C) r=10,89
(D) r=-0,82
Resposta:

(A)
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Pergunta 176
Pergunta:
De uma amostra bivariada (x,y) sabe-se que S, =3, Sy = 2 e aequagdo reduzida da reta dos minimos
quadrados é y = 0,3x + 1. ~
O valor do coeficiente de correlacdo linear, arredondado as centésimas, é:
(A) 0,33
(B) 0,45
() —0,21
(D) —0,31

Resposta:
(B)

Pergunta 177

Pergunta:
No gréfico estd representada uma nuvem de pontos.

O valor que pode representar o coeficiente de correlagdo linear do gréfico é:
(A) 2

(8) —0,8

() —0,2

(D) 1

Resposta:
(B)
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Pergunta 178

Pergunta:
Nos graficos seguintes estdo representadas trés nuvens de pontos.

J" . _}" s
. [ ]
- * *
[ ]
. L ]
L -
. L ] & . [ ] ]
[ L ]
- * . ‘ . " @
L )
. [ ] [ ] L ] L ] L ]
0 Y 0 > 0 >
Grafico A Grafico B Grafico C

Seleciona a opgado verdadeira.

(A) O grafico que representa uma associagdo linear mais forte é o gréfico C.

(B) O coeficiente de correlacdo linear correspondente ao grafico A é superior ao correspondente ao
grafico B.

(C) O grafico que representa uma associagdo linear mais forte é o gréfico B.

(D) O coeficiente de correlacdo linear correspondente ao grafico B pode ser 1.

Resposta:
(€)
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