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Trigonometria e Funcdes Trigonométricas

Pag. 4

1. sena=2L o 3 _ DL pp_ 30

=

D -
10 < DE =6

&

AD +DE’>=A4E’

AD’ +36=100 AD =64« AD—=8: CD=8 e BA—=28

CE+BA 57 _ CD+
5 X

+B - 8 +6+8

A= D x AD = 9

x 8 = 88

MU|
&

2

2. DB +AB’=4D
DB +1=5<DB =4 DB =2

_ 5 L
senoz:DB@ \[: 2 & DO =

2x5 w105
Do 5 ole & DO = & DC =245

)

B

2

BC'+DB>=DC
BC +4=4x5 BCO =16« BC =4

BC xDB  4x2

A= 2 -2

Pag. 5
3. a) OanguloACB eéreto, pois € um angulo inscrito ngeraicircunferéncia.

_CA L _CA _ F7_ _
b) Cosa= =75 & 3 =15 & A= 3 S CA=14

CA’+CB’=4B"
164+ 0B =122 CB =128 CB = /128 = CB = 8,/2

P=CA+CB+ AB=4+ 8/2 + 12=16 + 8/2

2 2 2 2
4. a) costa + co§ﬁ:(i) +(£) St o e
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b) Quando o tridngulo retangulo € iséscebes,a (€ a =45 °.
Vementdo: cosl5 3 cBd5 =212 coH =21< cd$ :°% &

o __ L O_L o__ \/72
< Cc0s45 —\/2<:>c0315 _\/5@ codb = 5

C) sena:%(:) semx:%@bZZ seh

send =~ & sef =G < a=2 sef

A= a>2<b = 2senﬁ>;25em = 2sena X serﬁ:2x%:%

_ DC _ 8 -5 _ 8 B
tgﬁ——ﬁ<:>2—ﬁ<:> B=5 < DB=4
AB x DC (AD + DB) x DC (644) x 8

Designemos po)’ €’ as projecdes ortogonaisaue® D eC sobre o segmento de retd3]

. CC" o CC . =Fi_ 0 D C
sen24 °= C & osenrd & 10 < CC' =10 semd 0
€c0s24 °= AC & o4 = %1% < AC" =10 co84 ° 4 2 g >
—ac — 10 - b c
A= AB—;DC < OC" — 2AD’+2DC+DC < OC" —
— 2AD £2DC |, 567 — (AD' + DO) x OC' = AT x CC =

= 10co0s24 °x 10 serz4 =100 x cog4 X sed =2 37,16

Comecemos por determinar os zerog de
—144/12—4x(-1) x 6

fl)=0& —2’+2+6=02= 73 (—1) &
—1£+/
@x:_—Q%@az: —2Vx=3

Como—2¢ Dy,ounicozeroe =3 .Opontb tem entdodmmdas(3,0) .

f(0) =6, 0pontoB tem coordenadés, 6)
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Ay
B
7
1 %A\4
[0 X
_ OB _ OA _ 0B
sena = === ; CoO®v=—= ; @ ==

OB=6; 0OA=3; AB'=0A +0B « AB =9+36<
_2 [ —_— ~
& AB =45 AB = /45 < AB = 3,/5 vem entdo

sena = —0— — 65 _ 2/5. cosazi:i:ﬁ' g =9 —9
3v/5 15 5 3v/5 5 5 3
Pag. 6
8. sena:T(s; seha + 06&21@84— coa =1«
scfa=1-2 o coda=1+ o coa=(/+ o cos= = o coszﬁ
3 3 V3 /3 3
/6

Ssena 3 \/E
ga=1osq = ﬁ -3 =2

V12cosa + /8 tga = 24/3 x +2\/§x\/—2+4—6

sena—2 cosy sea 2 ces o B
9. cosa =39 Tom ~ com —o®Wa-2=3<1lga=5

10. sena x tga + cosa = 4 & Ssemy X iggg + cosy =4 &

o sert o _ seha + cOsw 1

1
CoSa +cosa =4 & cosy =4 < o8 =4 & cosa =7

11 (tga+1)* = +2tga s tFa+2tga+ 1= £ 2tgn &

1

_ 9 _ 9 _ 4 _ 2

sStfa+l= 19 30 =1 & cos a = g € cosa = 3
\ B .~ _ Cosa g1 1
Vrsena = cosy & \/x = ceng & VT = <:>\/_ \/—
4

4 2\ 4
2
@ﬁz%@xz(%) @x:(QQ) sr=2sr=20c2r=064
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serf o+ cosa semy x L _ _sen

=g

13. a) sena x

cosa - Cosy ~  CO®
(1—cosa)(14 cosy)  1—coda  seha ..
b) cos « = " coda — coha — W@
c)1—+—1— L 1 _coga= seha
1+tg2a — L= o
COS2 «

/ 1 Ssena
/ 2 o
d) sena X 14+tg = Selx X cofa — sefn X = : =tg«

2—(1—sena)’?  2—(1—2sena+ seha)

e) COS« o COSx o

2—1+2sena— seha _ 142 sen— sén _

- cosa cosy
_cofa+2sem cOsx sen
= COSOY = " cosx + 2 cos — COs« + 2 tgo

fy (1-2cofa + cosa)(l+ t§a)’ =(1- Céso‘)Q(coéa)Qz

_ 2 1 seta .4
= (seffa) coda — coda — 9 @
Pag. 7
9o 1 7 1 16 _ 1
4. a) 1+ C“_cos%?oz(i)l_"f) = C0da T 9 T cosa &

_ 9 _ 3
<:>co§a_16<:> cosy =

seRa+ coda=1< sém+19—6:1<:> s%a:%@
VT

& sena = ~;
3 VT

LogoC<4, 4>

a) 0(0,0); C(%,%) ,entéoW:\/(%—0)2+ (4_0>2:

O raio da circunferéncia mede
y

7' N

B
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15.

2
2
ag) Equacdo da circunferénciéa — %) + (y _ 4) _ 12

O ponto A é um ponto da circunferéncia que tedermdd .

(- 2+ (0_4)2:1@(96_%) b hote(-2)=Se

@x—%:i\/ @x—ii?’@x—o\/x—%@x:O\/x:%.
LogoA(%,)

O ponto B é um ponto da circunferéncia que teasaa) .

2 2 2
32 7 9 7 7 7
(o——)+(y—%) re g (1) e () = e
i\/ Sy f \/7<:>y—0\/y:2T\/?<:>y:0\/y:4.
7
Logo,B<O,T>
2
- - 7 - 2 7
o7 S W i B:Wg_o) (=) -
9 7 16
3 7 7 N7 THT
Poam=5+ 5 +2=5+75 =73
b) O raio da circunferéncia mede A & s&o patosircunferéncia eAB =2 . Logo os
pontos A eB sao extremos de um diametro danfgc@ncia.
2 1 1 __1 0 _ 1 _ 9
I+tg o= Gga @1+ 75 = 080 © 9 = ooa © 08 a= g
_ 9 _ _ 1 1 V10
seffa+ coda=14 sém+ ;=1 stn= ;< sen:m@ seR —7;
_FB _ v10_ FB _ #p_ 410 . %p_
sena—ﬁ@ 10 —4\/E(:>FB_ 10 & FB =4
_FB 1 _ 4 55 _
tga = AB@?)—AB@AB_H
_ 9x17 _ _ 153 16 4
sef 5+ codf =1« gt cisf=1< coOg=1-— 160 < 80@-169@ Gos= 13
317
tgs = iggg: i :3417.Sabemostambémq@:ﬁ:4.
13
tg 3 = GC(:)SV A4C o AC =34/17
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Mas AB  + BC = AC "
144+ BC  =9x 17« BC =153 — 144« BC- =9« BC =3
Temos, entdo, quéB =12 BC =3 @C =4

V=12x3x4=144

16. a) 6(cos30 °— tg30 J :6(§ — T3> :6(M> =/3
60 V3 V3
) . = 2 =127 = -3
sen30 >+/2 sens %_\/5# .
2
vwogn e B) T 241
0) CO§45°+00569 _ el A _ 1
tg 45°+ tf 60 1+(\/§ 1 1
Pag. 8
.. DC _ N3 _ V12 VB 2/3 = 63 =
17.tg30_m<:>3—A—<:)3—E<:>A— 3@0—6
._ DC 23 me_ 23 B
tg 60 —B—C@\/g— == © BC = e & BC =
AB=AC -BC =6-2=4
oo DC V3 _ 23 = 4/3 =
senf0 °= 2= & 5~ = 5= & BD = NE & BD =4

AD = AC +DC° oAD" =36+ 12 AD =48 & AD = 4/3

Pupp = AB +BD +AD =4+4+4/3=8+4/3

18. Se BOA = 60°, e uma vez que os triangulos retanguiosiC] [0BC] s&o geometricamente
iguais, vem queCOA =30 °.
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tg30° = é—i & \é§ = A3C o AC =+/3
A _ OAxAC 343
[OAC] — D) - D)

343
Ajoacp) =2 X Ajpac) = 2 X T\/_ =33

Designando pow. & as medidas dos catatna vez que o perimetro do triangul® é , sabames

a medida da hipotenusa3é—a — b
B

tg60°= 7 & V3= 7 & a=/3b (1)

o_ _ b 1 __ b _ _
Cosb0°= 35— S5 =3-,3 93— a—-b=2bsa=3-3b (2

De (1) e(2) vem\/gb:3—3b<:>\/§b+3b:3@(\/§+3)b:3@ b= \/§’+3@

3<\/§—3) 3(\/§—3)

\/§+3>(\/§_3><:>b:T<:>b:— 5 & b= 5

<:>b:<

De (1) vema = /3 x 3-v/3 = 3y/3-3

2 2

a+b=

3v3-3 , 3—v3 _ 3/3-3+3-\3
\/; + 2\/—:\/_; \/_:\/5

PRQ =90° e MPR = RQM = 45°
Designando pow  a medida de um cateto, o oatet@também mede e a medida da hipotenusa é

Va2 +a2=v2a>=+2a.

Vem entdo:

a+a+ 2a:\/ﬁ+\/ﬁ®(2+\/§)a=2\/§+2\/6@

_2/Bra | 2AVEVE)(2-v2)
SV T (20v2) (-2
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= a=

(23— /6+2/i- VE2)

4-2

Como a hipotenusa medgz@a

P = V3% = Y2 (234 VG- VI2) = VB + % -

S/ EVE RV

tg (M TDR) — ]Jz% & tg

ig30° = QM V3

_W@T_W(:)OM_l OR =

Pag. 9

21.

22.

V3

450 BM RM

Vi T

oM

@azQﬁ—l—f—ﬁ

5
2

& RM =+/3

sen90 + co90 °

sen120 % cos50 ¥( co$35 -°

sers0 )

1+0

RM — OM =+/3—1

sen(180 =120 9x(— cog180 =150 P)+(— cobl180 =135 )= sgi80 —150 ))°

N 1

~sen60 % (— cos0 F+(—

coss ° sai) )>° V3

1 1

sen(180 °— «) = 2 \/5 &

2
sert a + co%a_1<:)<
& cosa = +

¥=73
22
__sena.  ~3
9o = Cosa = % =

6 cos(180 °— a) + 3v/2 tg

= —-24+12=10

1
5 = =
3 2 +1 3 2+2\/§+1 2\/5
Z+(\[ ) It g

4

semy = \/_
) + Onn=1<
21/2

c%mzl—%@ cos

©|»—t
(3

— — 6 cosy +31/2 tga = —6><—+3\/§><2 2=
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23. a) a=190°; ROQ = 45°; 3= POR = 90° + 45° = 135°

yA

R
senf = sen35°= se(l80°—135°) = sei3°®= ‘\?
cosf = cosl35°= — co$180°— 135°) = — co&H°= — @

2 2

/(cosa — sem)’ + ( cos - 53@‘)6:\/(0—1)6+ <_ 2 T)GZ
:\/1+(—\/§)6:\/1+23:\/1+8:3

b) Designemos polS  a projecao ortogonalfde  soleigo Ox .

SOP = 45° ; tg (S@P) = g=§<:>tg45°:PTS<:>1: PTS@P—S:CL, entdoPQ = 2a
A
4 P
S,
B4 <
&
R

Ajppgr =50 PQx O0S=50&2axa=50&2a>=50d’=25<a=>5

24. a) Equacéo da circunferéncia? + (y —1)> =4 . Os pontbs B e osgmntos da
circunferéncia que tém ordendda .

2+ (0-12=4o1’=3 =123

A(V3.0) eB(~vA.0)
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b) Designemos pos a amplitude do angulelC'
A

tgﬁzgzizé. Logo, 5 = 30 °.

c) OCA = 180° — 90° — 30° = 60°, logoa = 120 °.

senl120 °+ cod20 ° sen(180 =120 9 — cog180 =120 ¥  sen60 °— co$0 °

seni20 — cod20 °~ sel80 —°120 )% c@480 —120 ) ©  se; +° €0S

Loy B s (F(Ee) ()
T G (o (e

o B 2

3-2¢/3+1  4-2\/3 _o /3

d) SejaE a projecdo ortogonal do pordio  sobigw®@y , CE = CO .

Ay

Os triangulos/ABD] €ABC] tém a base comufiB] . Relaente a esta base, a altura do
triangulo [ABD] é o dobro da altura do trianguléBC] elpmue a &rea do triangulal BD]
é o0 dobro da &rea do trianguld BC]

Aiapp) = Aoy + Apep) © 2 Aasce) = Ause) + Apep) € Ause) = Aipep)
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25. a) Designemos polS o ponto de intersecdo do segménN®) com o eixoOy
Umavez que) pertence a bissetriz dos quagirgnatres, as suas coordenadas sédo simétricas.

Designando por. 0 comprimento do segmdiit®] emqueRO = RQ = QS =a

Umavez queDS =a &P =4 , peloteorema de Pitagonmasque

OP =+\/a?2+ 42 =+/a? + 16

Popgr) =184 RO+ RQ+ QS+ SP+ OP =18«

Sat+atat+d+V/a2+16=18< Va?l+16=14—-3a &

Sa?+16=(14—3a) A14-3a>0a2+16 =196 —84a+9a’> A 3a < 14 =

&8a7—8la+180=0Aa< - ©2a—2a+45=0Aa< 5 &
21i\/(—21)2—4x2x45 14 15 14
S a= 5%9 /\aST@(a:T\/a:S)/\agT@a:

Vem, entdo, qué(4,3) Q(—3,3) &(—3,0)

b) 0° < POR < 180°,logo ser(180 > «a) = sea e cOR0 —°a)= —  @oS
Designemos pord o ponto de coordena@a¥)

OA=4; PA=3 eOP=+/324+42=5

yl\
0 P

o 4 4 x

R
sena = serfl80 = a) = seéA@P) S - %

cosa = — co%180 =) = — cos(A@P) - o4 4
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c) Equacdodare@R =z = —3
. 3

orP

Equacaoy = %x

As coordenadas de sé(} 3, — %)

d) 7(0,3) ; S(—3, _%)

A
o r
P
R 0 X
A8
0°< < 180°, logo serf180 =)= sefi e coB0 —0) = — s
N R - 2
QT =3; QS =3+ ¢ =2 eST=/32+ (%) = 3\1%
QS T 21 7
_ ° Ay _ oy - & 4 0 2l
sens = seif180 = f§) = sef@T'S) = <= WG~ 365~ V6
1
cosf= — cog180 =)= — co§QTS) = — Q_; = — 3\3& =
1
__ 12 4 _ 4V
To3Ves T V65 65
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Pag. 10

26.

27.

CAB = 180° — 37° — 65° = 78°

Pela lei dos senos vem:

ser(CXB) B seléAEC) - se(nB@A)

BC  4c 4B %
senrs °_ _sem7 °_ _sefb 7.
BC 966 —  AB
sen78 °  seml7? °/\ Sepr ° séh {;
BC 9,66 9,66 ~ AB
== 9,66 xsen78 ° - _ 9,66x se5 °
& BU=—ggpre N AB= sen7 °

9,66xsen78 ° 9,66 sem5 °

Pela lei dos cossenos vem:

2 _ 12, 2 2 _ 02 2 _ 107
a*=b"4+c*—2bccCcosSa <= 6°=9"4+13"—2x9x 13 cosx < Ccog = 117
o~ 24°

¥=c’+a’>—2cacosf< 9 =132 +62—-2x 13 x6 cogl & coéz%
0~ 37°

=a’+b —2abcosy & 132 =62+92—2x6x 9 cogy & cosz—é—?

v~ 119°

Fotocopiavel | Texto | MAT 11
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28. Designemos poiB’  a projecao ortogonalile sofire.

B
8
68°
A B C
5
senos °= B5- & BB =8 sers °
A[ABC] = ACEBB, — 5 8;en68 _ 20sen68 °~ 19
29. Designemos poi3’  a projecao ortogonalile sGbfe.

a) Designemos por: a medida do segmejii@’]

épamedida do segmentBB’] . Vem,
entdo, QUB’A =r —a

COSCVZ%C}(I:TCOSX esem:?b@b:r san

Pelo Teorema de Pitdgoras sabemos Hue b + (r — a)? &
e 2= (rsena)’ + (r—r cos)? e 2=r2 sémv+r2—2r2 ces+ r
s P=r?(seRa+1-2 cosr+ cdsn) &

&S P=r?(1+1-2cosa) < ?=r?(2-2cosx) &1l =r+/2—-2 cos

éas <
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b) O dodecagono tem 12 lados. Séja 0 centro danferéncia em que esta inscritode

B dois vértices consecutivadOB = 31620 —-30 °

B

l
e A

— /24 /3 x /2 - 2c0830 °= \/2+\/§><\/2 23 _ a3 k2B =
¢<2+f>< Vi) = Vi -

P=12x1=12

Pag. 11

30. Se o pontoR  pertence a mediatriz do se_gmenltetdéPQ] ,vem quéPR = QR = a
Uma vez que o perimetro do trianguld0é PQ = 10 — 2 a cm-2a>0&a<5.

R
a a
R}
P 10-2a 0

Pela lei dos cossenos, vem qiie — 2a)”> = a®> +a? —2aa (cBSl?Q) &

7 15 -

< 100—40a+4a®2=2a%>—-2a% x §<:>Ta —40a+100 =0«

160 4 4/ (—160)*— 4x 15 x 400 160 + +/1600
& 1542 —160a + 400 = 0 & a = \/ SXTE o q— T0EVI0
20 20 . S5A . S5
<:>a—4\/a—— Como3 >5,vemque=4 . PQ=10—-2x4=2 . PR =1

2

Pelo teorema de Pitagoras,, Ve + RR’ =PR

12+ RR° =42 RR° =15« RR = /15

2
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(\)
w|§

: n45 °  sen
31. a) Pelalei dos senos, vem qégz— = 1/3 &
\/5 _ sena \/§+\/5
4

& = & seny =
4 1+/3 <

__sen
TRV

B

b) Se 75 ° é a amplitude do angulo agudo cujo seﬁ@éﬁ—, entdoa = 75 . Vefn entédo que
CAB = 180° — 45° — 75° = 60°.

Pela lei dos senos, vem q§8g4—50 = S%mé? o@ T; = BT\/i &
@%:%@Qﬁxmzél\/g@W:%@
@Wziﬁ?j&?@%z%@@zﬁ
C1) c
G
A 5 A,
send5 °= ?% & \/25 = 7% @C_D:@@@:#@@:ﬁ

c;) ComoCD =+/3 e DE=d entdid'E = /3—d ComoCD =+/3 elBC =45 °, entdo
DB = /3.

Pelo teorema de Pitagoras, Ve + DB’ =EB’

@+ (V3) =EB* o EB’ =d* +3 5 EB = /& +3
C

3—d

d

A D
Pela lei dos cossenos, vem que:

(\/6)2: (\/§—d)2+ (\/d2+3)2—2 (V3-a)(Vd?+3) cosp &
@6:3—2\/§d+d2+d2+3—2(\/g—d)\/dT%cosﬁ@
@Q(ﬁ—d)\/dTHcosﬁz —2V/3d+2d2 =

& (\/g—d)\/dTL?)cosﬁ: —V3d+d* e

~d(v3-d) d
& COoSf = (\/ﬁ—d)\/m & C0S3 = — PR
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d d
C cos120 °= — & — cog180 =120 f= — &
2 d2+3 A =~ ies
1
& c0s60 °= :—4:) d?+3=2d &
\/d2 Vd2+3 +
como2d > 0 @d2+3:4d2@3d2:3@d2:1@d:1

32. No triangulo em que dois dos vértices séio B edesignemos pot’ 0 terceiro vértice.
No triangulo retangulo em que dois dos vértices Bd e C' , designemos padp 0 terceiro vértice.

ACB = 180° — 32° — 24° = 124°

o

Pela lei dos senos, vem qtsrgM se2 *  pgo - 627 ses

627 BC senl24 °
; o DC_ _ STl Yol 0 627sen32 °
Sabe_mos ainda que 3§ = N:Tol & DC= %9 BC < DC = 5 x “senioi° &
< DC =~ 532
853 + 532 = 1385 metros.
Pag. 12
33. a) OF ») OH a) OB a) OD a) OC a) OG
bi) 80° b,) 160° bs) 200° by 320°

c) —40° o) —120° G) —160° ) —280°

34. a) OA e OC b) OB eOD c) OE eOB Oo0OE 6D
Pag. 13
35. a)OB 3) OC a) OF a) OH a) OF a)OA

by) 680° by) 400° bs) 440° by 560°

G) —680° ) —440° ) —480° ) —600°
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36.

140° = 500° — 360° ; 860° = 500° + 360° ; 1940° = 500° + 4 x 360° ;
— 220° = 500° — 2 x 360°

As amplitudes de angulos generalizados que tértago extremidade a semirre@B sE) ;
860°; 1940° e — 220 °.

Pag. 15

37. a) P(—0,6; —0,8)

b) sena= —0,8 e co&a= —0,6
_sena.  —08 4
) 9= Cosa = =06 = 3

38. a) cosa = %

2 2
b) set a+ coda =1« sém—i—(g) =1s

ssefla=1- 4+ o seha:%(:) sen = + %

9
. . 5
Como P pertence ao primeiro quadranten s = %
NG
g o — Sena _ 3 \/3
9a= osa ~ % =72

V5

c) A ordenada de) tga:@; A ordenada fte séaenT.

?+yt=1 2?4+ (—z)’=1 227 = xQZ%
39. a)qy=—=x Sy= —=x SHY=—2T S y=—zg ©
x <0 z <0 x <0 <0
V2

(3
—
< 8

I
|
=

(3

8
I
|
S
(3
S

)
V2
2
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b) COSa:—@ esea:@
V2
) tga= - L - -1
T2
sena X COoSy + t@:%x<—@)+(_1):_
d) a=135°
Pag. 16

40. a)tga=0,7= 15

1

5 1 7\? 1 149
b) tg O‘+1_co§’a @(10) +1= coda < 100 —

cdsa &

_ 100 B 100 10
& cod o= 19 & Cosv==£y/ 5 & CoB = i—\/@
Como )’ pertence ao terceiro quadrante,cces — 101— °49149.
100
seRa+ cosa =1« sém—i—m =1¢&
_ 100 49 B 49
ssefa=1-— 10 © seha = 119 © sea==+\/75
V14
& sena = iL & seny = iu
\/149 149
. V14
Como()’ pertence ao terceiro quadranen = — 7 119 9.

24/10

41. a) sena = -

2
b) ser’ a + co%a:1@<2 710) + On=1<«

_ 40 _ 9 _ .3
s cofa=1-— g co%oz_49<:> cos = £+

Como P pertence ao segundo quadrante,aces— %

21/10
tqo — Seha . 7 _ 2410
9= TCosa _37 = 3

c) Aordenadade) &aoa= — 2\/E.

3
d) P(cosa, seny) = (— %, 2y/10

2
e) sens = — 7 e cogl =

é
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42. a) P(—1,0)
b) sen180°=0; cosl80°= —1
c) Q(1,0)

d) tg180°=0

Pag. 17
43. a) P(0, — 1)
b) sen270°= —1; coR70°=0
c) AretaOP néo interseta a reta de equagée 1

d) N&o existetg 270 °.

44. a) P(0,1)
b) sen(—630°) =1; cod —630°) =0
c) AretaOP néo interseta a reta de equagée 1

d) Né&o existetg (— 630 .

45. a) P(1,0) ; sen360°=0; cos60°=1
A reta suporte do lado extremidade intersetdsade equacda: = 1 no ponto de coordenadas
(1,0); tg 360°=0

b) P(0,1) ; sed50°=1; cog50°=0
A reta suporte do lado extremidade néo inteisetda de equacéo =1 ;
N&o existetg 450 °.

c) P(—1,0) ; sen540°=0; co$40°= —1
A reta suporte do lado extremidade intersetasade equacda = 1  no ponto de coordenadas
(1,0); tg 540° =0

d) P(1,0) ; sen(—720°) =0; cog—720°) =1
A reta suporte do lado extremidade intersetdsade equacda = 1  no ponto de coordenadas
(1,0); tg (—720°) =0

e) PO, —1) ; sen(—810°)= —1; cog—810°) =0
A reta suporte do lado extremidade néo intesetta de equacdo =1 . N&o existe( — 810 ) ° .

fy P(—1,0) ; sen(—900°)=0; co§—900°) = —1
A reta suporte do lado extremidade intersetasade equacda =1  no ponto de coordenadas
(1,0) ; tg ( —900°) = 0
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46. a) 2280 = 120 + 6 x 360, logoa = 120 en =6

b) sen2280 °= ser{120 + 6 x 360) = senl120 °= senf180 * 120 = ser)6 =2 #
C0s2280 °= cO120 + 6 x 360) = C0820° = — CcQE80°— 1209 = — CE°= — &
47. a) sen390 °— tgr80 °x co§5H0 =
= sen(30 °+ 360 § — tg(60 %42 x 360 ¥ x co$30 %2 x 360 )°=
= sen30 °— tgh0 °x co80 %%—ﬁx \gg:%—%: -1
b) 2c0s390 °+ (serv80 & tg05 ¥ =
= 2c0s(30 °+ 360 9 + ( sef60 % 2 x 360 P— tg45 % 360 )9* =
2
= 2¢0s30 °+ (seri0 & tg5 ¥ =2 x gjt(#—l) =
=3+ % —V3+1==+
) /3 g 390° 1 /3 tg (30°+360°) B
©) 1+ 5(send0s °+ cogs0 F — | T 27 sefls 4360 )% ca80 12x360 ) —
3
=14+ ft930° 1_}_\/5—7\/__1_}_;_1 \/5_1
= 2 (send5 *+ co$0 f — 2<$+%>— V2+1 (\/§+1>(\/§_1)_
2-1
1+ \2[_1 =142 -1=2
sens5s °© o Sen(135 %2x360 j o o
d) T3 cosssse ~ 19765° = 7o coqi3s G2x360 7 — 9(45° +2 X 360%) =
__senl35° o Sen(180 =135 9 o _Sen45° o
= T4 cosizs° 9407 = T coqiro =135 7 — 1949° = T2 cog5 ¢ 19457 =
2 2
i Y. TR S SRV S S
L V2 22 2-/2 2-/2 2-y/2
2 2
2(\/5—1) <2+\/§) 2(2\/§+2—2—\/§) Y
_ _ = /2
(2-v2)(2+v2) o
Pag. 18
48.

comprimento do arco
a) amplitude, em radianos, do angulo ao ceatrg &

4
‘tomprimento do raio~ 4 1

. . R comprimento do arco
b) amplitude, em radianos, do angulo ao Ceﬁir‘tomgnmento do raio— 24—0

comprimento do arco
c) amplitude, em radianos, do angulo ao cestrg &

=5

‘Comprimento do raio 4 ’
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d) amplitude, em radianos, do angulo ao cestr

e) amplitude, em radianos, do angulo ao cestrg

comprimentodoarco 5 1.95
‘Comprimento do raio~ 4 —
comprimentodoarco 3 0.75
‘Comprimento do raio~ 4 —

comprimento do arco 8,8

f) amplitude, em radianos, do angulo ao Ceﬁir‘%omprimento doraio— 4 =22
. . " comprimento do arco 0,5
g) amplitude, em radianos, do angulo ao Cemr%omprimento doraio— = 4 =0,125

Pag. 19

49. a)

b)

c)

d)

e)

f)

g9)

comprimento do arce:
= amplitude, em radianos, do arco

comprimento do arce:
= amplitude, em radianos, do arco

comprimento do arce:
= amplitude, em radianos, do arco

comprimento do arce:
= amplitude, em radianos, do arco

comprimento do arce:
= amplitude, em radianos, do arco

comprimento do arce:
= amplitude, em radianos, do arco

comprimento do arce:
= amplitude, em radianos, do arco

comprimento oo=fal x 12 = 12
comprimento do=fa3 x 12 = 36
comprimento d:o#a% x12=06

comprimento d:o#a% x 12 =4

comprimento 'uln#—a% X 12 =2
comprimento ao=+a), 25 x 12 = 3

comprimento do=fa), 75 x 12 =9

50. P = QS + PR+ (Comprimento do arcQP) +

+ (Comprimento do arc6R) =4+ 4+ 1,5 x 2+ 1,5 x 6 =20

51. a)n b) T )27 d) 2T e - =
2 .
"3 9% mF ) -F )T
o - 0 m -
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52. a)10° b) — 15° c) 18° d) —30°  €)330°

f) —315° @) 420° h) —540° i) 585°  ]) —690°
k) 900° ) —450°  m) 114,6° n) 19,1°
53 sen + cosy + tg% atg \[ % V3 RVE
- @) sen + cosy + tgp 9% = 2+1+1 U3
3

B RN

_f_

V2 cos = V2 / /9 3

b) sen% + \/§4 = ﬁ +2\/— 2+ 1= 9
2

=0

54, a) sen0 + co$®=1<0+1=1«<1=1 .Proposicao verdadeira, I6go ¢é solucéo.
sen% + cos% =1<14+0=1«1=1 .Proposicao verdadeira, Id?o é solucgao.
senm + cosr=1<0—1=1« —1=1 .Proposicdo falsa, lago néo é solucao.
sen3—7r + COS3T7T =1 —-140=1«< —1=1 .Proposicao falsa, Ioéf nao é solucao.
sen(2 m) + cog27)=1<0+1=1«1=1 .Proposi¢do verdadeira, Idgo € solucdo.

. ~ . s
Conjunto-solugao.{(), 52 w}

b) sen0 — co¥=1<0—-1=1« —1=1 .Proposicao falsa, ldgo nao é solucéo.
seny — cosy =14 1-0=1«1=1 .Proposicdo verdadeira, Iggo & solucéo.

2 2
sent — cosr=1<0+1=1«1=1 .Proposicéo verdadeira, leago ¢é solucao.
sen 327T — 0053777 —1< —1-0=1< —1=1 .Proposicdo falsa, Ioéﬁ ndo é solucao.

sen(27) — cog2m)=1<0—-1=1« —1=1 .Proposi¢do falsa, I&yo  n&o é solugao.
Conjunto-solugéo:{ 5 7r}

c) |sen0| = tg(2x0)+ 1< 0=1.Proposi¢do falsa, logo néo é solucéo.
‘sen 5 ‘ tg<2 X %) + 1<« 1=1 .Proposicdo verdadeira, Iog‘o é solucgao.
|sent| = tg2 x 7))+ 1< 0=1 .Proposicdo falsa, logo n&o € solugéo.
‘sen 327T ‘ = tg(2 X 3—”) +1<«< 1=1 .Proposicao verdadeira, Io%zg € solucao.
|sen(27)| = tg2x27)+ 1< 0=1 .Proposi¢cdo falsa, logge  n&o é solucéo.

Conjunto- solugao{ T o3m }

d 1—-sen0 =y4+3 cod < 1= ﬁ . Proposicéo falsa, ldgo néo é solugéo.
1—seny =,/4+3 cosy < 0=2 .Proposicéo falsa, lofo  né&o é solugao.
l—senmmr =+/44+3 cosr< 1=1<1=1 .Proposicéo verdadeira, lago € solucao.

1-— sen?’T7T =4/443 0053277 & 2 =2 . Proposicéo verdadeira, Ié)’gzé é solucéo.

1—sen2m) =/4+3 cog2m) & 1= \/7 . Proposicdo falsa, I&y  nao é solucao.
Conjunto-solugao.{ T, T}
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55.

56.

57.

a) sena >0, tgy >0 ,logo semx tg>0 - Proposicdo verdadeira.
b) sen3 >0, co¥ >0 ,logo sehx cbHs>0 - Proposicao falsa.
Cc) seny <0, cog <0 ,logo se+ cOs<0 - Proposicao falsa.
d) send <0, tgr >0 ,logo seh— tg<0 - Proposicédo verdadeira.
e) cosy<0, cogx >0, t<0 ,t§<0 ,logo cos- o< 0 e
tgf+ tgd <0 ,peloqué cos— cog x( Ag- @&g>0 - Proposicadadeira.
a) sen(mr —a)— sef2w —a)+ cds—a)+ CAds —a) =
=Sena+ Selm+ Ccas— C@s=2 sen

b) tg(r —a) —tg(27—a) —3 sef —a) —2 sefRw+ a) =
= —tga+ tga+3 semv — 2 sen = sen

c) sen(—a)x seffir+a)— CAS—a) X CA% — ) =
= —senax (— sem)— casx (— ce§= Sent+ Tas=1

d) 5sen(%—a)—|— COS(%-I—&)— sefr + o) +3 cds + o) =
=5Cc0Sa — Semx+ sem—3 C@8=2 cCaS

3 37
e) sen(T —a) + cof2mr—a)— t§—a)x coRm+a)+ C 37+a) =
— —cosa+ Cosx+ tgx cos+ sen= % cos-  sem2  @sen

f) sen(a—m) — tgla+7)— td27—a) -5 CO{a—gTﬂ) =
= —sena— tgv+ tgv+5 sen =4 sen

g) sen(la—5m) x tg —a—4m)—3 serﬁa—%)jtz cogm—a) =
sena

= —;enozx(— tg1)+i; co&—éz Cos = senx - So -+ 0DS=
_sen o _ seha+4+ cosx 1
= Tcosa T COSx= CoSy - co®

h) 005(577r +a)— ser(a—72—7r)— cosvm—a)+2 sdmu+4m) =
= —sena— Cosx+ COS+2 sen= sen

a) cos(180 °+z) — sefz — 90 P— t@60 = x)+ tg—x) =
= —Ccosz+ cost+ tg— tg=0
b) tg(x —540°) — sen(x — 270 Y+ 2 co§720 = x)+ coP00 £ zx)=

=tg(r —180°) — sen(x — 270 §+2 coé—x)+ cod80 +z)=
=tgzr—cosr+2 cog+ — cos= g
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58.

59.

a)

b)

b)

d)

1_ coS(2 7+ x) _q_ coszx B
tg (27 +x) x senz+ co82m—x) tg x sen+ cCoOS
4 cosx 1 cose —1_ _Cos _ 4 _ =
=1 - e senz + cog 1= ezt coda 1 1 1 —cosz = sefiz
COSx —COS,T coSszt

25en(77r—:r) ser(%—i—:r)— co@n) =2 cas cos- ¢Os) =2 Tos-1=
—2(1—sefaz) —1=2-2sehz—1=1—2 sém:1—(\/§ ser)Q:
:(l—ﬁsenx)(1+\/§ sem):(l—ﬁ se(‘izw+:c))(1—\/§ sémr%—a:))

= —sen( ) + (= V6 sef ) (- sefF)) =

sl ) v 1) )

cos(—%)—i— tg(—%)—i— tiés_g) — cosy — tgf + :Ctgsé _
1 _g 1, 2 1

=5 - 1+ =2 1tT3 =%

V3xV3=—V2+V8=-V2+2/2=2

om 3w
senT + CO%—T) Sen% — COS%

2+ cos(—) + cos(-ﬂ) - ser(—%) ~ 2-1-cos— + seny

P . S (e | (BT R

) 2 _ 2 1 _ _ _
o 2 2 o _ o 1-2
e E T B T () (-
137 137 257

G T cosTs— + tgT =

:sen(%—%r)—i— cos( 13” —2><27r)+ tg(%—mdvr):

_ sen ™ m T _ 1 1 _
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60.

61.

) (sen%-i— cos%) X

t197r_

= (sen(% —27r) + cos( 22” —47r)) X tg( 13” —67r) =

:(sen%qL cos%)x tgg = (\/ f) V3=13x3=3

2423 x 57\/§22+

5=17
177 177
) sen(——3 ) ; 37 ser(— 3 +67r) ; 37 ; B
) cos T 177 + sen 6 COS( 17 n —47r> + SGI’( 6 7r) =
4 4
sen T r L el B, BB,
:COS%_F GSenF:ﬁ—F 6)(7:\/54— 2 = 2 + 2 =
2

[14+cos(m—a)][1+ coy —a)]
2sena—1

(1 —cosa) (1+ cosy)
2sena —1

coga

@m 1N ael0,2n]

=1ANacl0,27 &

=1ANacl0,27 &

sefa

© S sem_1 =1 Na€0,2n] &

s sefa=2sem — 1 A 2 sea—l;é()/\ae[o 27| &

ssefa—2sem +1=0 A
& (sena — 1) =0 A sem 7é

Ssena—1=0 A semx;é

cos(% +ﬁ) — sen(r+ 8) —
& —seng+ sems +  co8 +

V3

@cosﬁ:T AN B e [O,

seayé /\ae[027r]
2 Aa€[027r]<:>
L naec0,27] & sen=1A acl0,27] & a=5

cobr — 3) — e( ):ﬁAﬁe[O,%]@

cgd=+/3<2 cfs=+/3 A ﬁe[o,%]@

Tleo=F
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62. a) cos(%—x) X tg(m+ x) — ser( 3 ):2 A x€ [3—7T,27r](:>

T \/§ 1
320055 —2x —5— =13-2x 5 —3=-1
Pag. 22
63. cos(%—e)—cos(%jt) td27— )= — sebi— sén— fAg= —2
Sabemos que cds= — L ANAS [ ,w] eque se¢ht+ Tos=1
ser?9+25—5:1(:> se?w—%(:) se@l:i\/ mascomcﬁe[Q,w] vem que
_ 2 _ 25 2 2
sena—\/g@ ser = 5 .Logotga__\/g = N 2 .
5
Entdo, — 2senf — tgh = — 2 x 2\/_4—2—10_5—4\/3.
64. a) 3+4semr =54 sex=2<& sen:%@)
se="2 4+ 2%krVae= 2+ 2kn kel
_ _ =2 _ 2 _ 1
b) 2+\/§sena:_0(:> senxr = \/g(:) sen 2\[(:) sen= \/5@
ﬁsenx:—#@@“:—Z+2k7T\/£L‘=%+2/€7T keZ

2

&senrx tgr+ cog =2 A z € [3T7T,27r] VN

senr . 3 ]
& senx X —oo- + coOx =2 AN z € [—2 2T &
serf x + cosr [37r ] 1 [37r ]
& COST =2 AN zxe 5 2T & COSE—Q/\:):G 5 2T &

& 1=2coszAcose #0 A x € [T,Qw]@
<:>c03x——A:ce[37T 27T]<:>x—5—7T
2 2 -3

b) tg (W—E’T)+2cos(7r+5—7r) -2 ser(27r—5T7r) =
:tg(—T)-l—QCOSSTﬂ—ang—: tgh- +2 cosy- —2 sef =
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c) V3+2sen(dz) =412 2 sefdz) =23 — /3 < sefiz)= \/_

(:>4x:%+2k7r\/4x:T+2k7r kel <

k7r 4 kT
(:)x—ﬁ-i- \/J::F—FT,kEZ
d 1—-sen(—z)=2«< — seff—z)=2-1& sep—z)= —1&
& —93:—%-I—ka,kGZ{:)a::%-l—ka,kEZ
1—
e) 553en(3:c) =21 —-5sen3z)=6< — 5 sef3z)=5< sefzr)= —1<

s3z=2 fokm keZoo=2 4+ 2T ey

f) 1+ sen(dz)= AL Seg(_“) & 3+3sen(4x) = 3+ sen(—4z) &
< 3sendr) = sen(—4x) < 3 sefidzr) = — sefdzr) <4 sedzx)= 0&
s sendr)= 04z =km, k:EZ(:):L':k—Trk:GZ

9) (1—25e %) (1+V2sem)=0e1-2 sed- =0V 1+/2 sen=0«

P 1 1 V2
&seng- = V osemw= — 2(:>seﬁz£—2v sen= — —5— &
@%:%+2kwv%:%+2kw\/x:—%+2kz7r\/:v 57T +2km, kel &
@x:%+4m\/x:%+4mvx:—%mkwv.x 2L 2k kel

h) 2sef 2+ /3 semr =0 < se:n(2 seﬂn+\/§):0(:> ser-0 V 2  sep\/3=0<

\/§ Ky

Ssew =0V sewr=—-—5-Sr=krVa= —%—i—le\/x— —- +2km, k€L

i) 5+4seﬁ(%):7@4se?1(%):2@ sér(%):%@ e(n%) i\/><:)

T \/5 T s T s
@Sen(z):iTﬁfzz—i—kﬂ'\/ = —T+k7r,k€Z<:>
Sr=n+4+4dknVr= —n+dkn kel =7 +4km, kel &

Sc=7m1+2km, ke’
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—3+vV32—-4x2x1
p=—

j) 2ser (6z)+3 serfb6zr)+1=0«& sefbr)= 553
& sen(6x) = _34i1 & serfbr) = _34+1 Vo osefbx) = _34_1 &
< sen6zr) = — % Vo oserbr) = — 1<
<=>633=—%+2]{37T\/6£E:7Tﬂ+2]€7T\/6£B:—%+2k7T,/€€Z<=>
@x:—%JrkT” v:nzg—ng%—” Vx:—%Jr%,kzeZ

k) serf (2z) —4 serf2z) +3=0< sef2r) = 4i\/(_§):;4X1X3 & séﬁx)zélziz@

< sen(2z) = 3 (condigdo impossivel)y seri2z) =1< sefRz) =1«

S2r="242kn, kel eor="-+kn, kel
2 4

) senv= seni- o a=-F+2krVae=r— 5 42k, k€l &

S3r=x+6knV3z=3r—x+6kn, kel &

&2 =6krVdr=3r+6kr, keZor=3krvao=-2L 4 3T jc7

m) sen(2z) = ser(3:c— 3%) &
@2:1::3:c—3T7T+2k7r\/2x:7r—(3x—3%)+2k:7r,k62(:>

& —o= -3 4 2krv2e=r-3z+ 3 4 2kn, keZ o

@x:%+2k7rv5az: 1%” +2knm, kel &

37 117 2km
er=—g +2km V x = 0 1T , kel
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65.

0)

a)

n) sen(a:+%)+ ser(%—a:):m: se(a+%):— SE(H%—x)@

T

@sen(:c—i- %) = ser(— . +a:) &

@x-ﬁ-%: —%—i—az—l—kaw\/x-ﬁ—%:W—(—%-Ffl?)'i‘?k?ﬁakez‘i’
s s i s
© 15 = —?—1—2/{:7er+§=7r+?—fl?+2k?7ﬂk€Z@

& % — 2k 7 (condicdo impossivel) 2z = 117—; +2km, kel <

_17n
ST =35 + kn, ke

sen(mr —4x) + selir +4z) + COéSTﬂ—le)—i— séw_zm):\/g@

& sen(4z) — serfdz) — sefiz) — séhz)=+/3< —2 s@m)=.3<

ésen(élx):—@@4@“:—%+2k7rv4x:477r+2k7r,k:€Z(:)
s km T kw

(:)x:—ﬁ-i-T\/x:?—l-T,kGZ

T 7\ _ V6 TN _ /3
\/§sen(2x+ 3)—\/6@ ser(2x+ 3)— s © se(12:c+ 3)—\/4 &
@sen(2x+i):£@2x+izi+2kwv2x+i:2—w+2k7r,kzeZ<:>

3 2 3 3 3 3
©2r=2krV2r=—3 +2kr, k€Zsr=krVae=—( +kr, kel
r=km k=0 — z=0€[—m27]|

k=1 — z=me|[—m2n|
k=2 — z=2n¢[—m27]
k= -1 - 2= —me|[—m2n7]

k= -2 - x= —2n¢[—m27

x:%—kkw k=0 — z %E[—W,Zw[

k=1 — x %6[—%,27r[

13
k=2 — xz%%[—w,Zw[
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5w

k=-1—> o= —-—-€[-m2n]
117
k=-2 - o= —-—F¢[-m2n]
x s 7r
Solugoes.a::()\/as:w\/x:—w\/:U:? Vr=—F- V r=

b) X —0esew=0As£0cs=kr, k€L A 240
r=km k=0 — z=0¢[—m27[\{0}
k=1 - z=n¢[—m27\{0}
k=2 — z=27¢[—m27\{0}
k= -1 - 2= —me|—m2x\{0}
k= -2 — o= —27¢[—m27\{0}
Solugbesix =7 V z= —n

3+ \/(—3)2—4><2 x 1

c) 2sel (2z)—3 serf2z) +1=0& sefRr) = 5%3 &
@sen(Qx):?)i@ sefi2z) =1 V se@x):%@
S20= 2 +2kn V2= +2kn V2= 12k, kel &

m s 5T
Cr="pthknVve=ggt+knVaoe=—"15tkn, kel

x:%—kkw

m
x:E—i—kﬂ'

k=0 — x:%e[—w,Zw[

k=1 — o= €[-m2n]
9

4
k=-1 — x:—S—WE[—WQW[
4 9
k= -2 — x:—7—ﬁ¢[—7r27r[
4 9

kzlelei)); €[—m2m]
25
k=2 — z 127T ¢[—m2n
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/{3:—1—>1’:—T€[—7r,27r[
k= -2 — x= li); ¢ [—m2mn]
~ . _m _ 5w _ 37 o 13
Solugdes: =z = Vv fl_ 1V x5— 1 \/171:— 17 Vv :z:—7 oV
v T T v
\/9[::—12 \/le—\/x: 1o \/SL‘:—T
Pag. 23
66. a) —+/3 +6cosz=+/12< 6 coxx =2v/3++/3< cos:¥@ C%:@@
Sr=—p+2krVae=— G +2kn, ke’
b) 54+4cosr =34 cox= —2< C0s = —%@

so=2" 12krvae=2L 1 2kn, kel

c) \/§+5cos%:3(\/§+ cos%)@Q\/ﬁ—% cosy =3\/2+3 cog- &

2
© 20055 =126 Cosy = 5~ & 5= +2knV 5= — - +2km, k€L
@x:%-l—élkw\/a::—%—i-éllmr,keZ
d) 2005(3:):—277r +vV3=0< 009(3:3—2%):—@@
@333—2%:5%+2/€7rv39:—277r:%+2k7r,k6Z@
s3z=3T yoknv3e= 1 12k, kel
2k 117 2km

_ T _
Sr=—5+t-g Vr=—g + 3 ,keZ

e) codz — cogr+x)=0«< cdsx + cas=0«& cog cosl)=0<&
&cosz =0V cox+1=0« cos =0V cas= —1&
@x:%—kkw\/xzw%—ka,kEZ
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f)

g9)

h)

)

Qi\/(—9)2—4><2><4 947
2

2c08zr—9 cox+4=0< cos= <3 & Cs= - &

& cosz = 4 (condi¢do impossively cost = % & Cos = % S = i% +2kn, ke

2coS$r— cox =0« cos(2 cog—1)=0& cos=0V 2 ¢eas—1=0%

& cosr =0V co%a::%@ cos =0 V cols:i\/%(:)

V2

< cosx =0 V co&::iT@

se=T +krve=+T y2krvae=23L 4 2kr kel s

_ T _ 7  kr
T = + knVae= Tt , kel

sert x

e rer =26 sefflz=2-2 cog A 1—cosz#0&

& 1-codr=2-2cox A 1—cosz#0<«
ocodz—2cox+1=0 A 1—cosz#0«< (1—cost)’=0 A 1— cos#0<

< 1—cosx=0 A 1— cox#0 — Equacdo impossivel

cos(5x— 2777) = cos<3:c+ 4T7T) &

she— 2 =304+ AT yopr visa- 2= 30— 2T Lokn keZ o
s2r=2n+2kr V8= - 2 12km kel e

T kw
Sr=n+km \/a::—ﬁ—l—T,k‘EZ
cos(%qt%)qt com+z) =0< coé%qtf):— cds + z) &
@cos(%jt%):co&:@%jt%:xjﬁlmv 5t = —r+2km kel s

S2x+nm=4x+8knw V 2x+nmn= —4x+8km kel &

S2x=7+8knm V 6r= —7+8km kel &

4k
3

@x:%—i-éllmr\/ x:—%-l— kel
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67.

k) cos(3z)+ cox=0< co83z)= — case  cOdz) = dos—z) <

S3r=m—x+2kn V 3x= —n+zc+2km, kel &

Sdr=74+2kn V 2zx= —7n14+2km, kel &

so=T4+EL vo— - T ykrkez

sen(%—4x)— cogmr—4x)=1-4 se6377r +4x)<:>

& cos(4dz)+ coJdzr) =1+4 cofdzr) <2 cddzr) = —1&  c@ézr) = — %@
27 47

<:>4{L’:T—|—2k71'\/4x: +2km, kel &

3

_ T km o km
Sr= 5+ \/:c—3+2,k€Z

.

a) 4cos(2z)+5=7¢< cos{zx):i@Q:r:i 5 t2km, kel &

2

Sr=tg +hr, k€Zer= 4 +kn Vo= -4 +kr, kel
i i
r= - +tkm r= — ¢ tkm
k:O%x:%E]—w,w] k:0—>$:—%6]—ﬂ',ﬁ]
7w _ 5w
k=1 — z=—"-¢]-m, k=1 — z="g-€]-m,
k:—lﬁx:—%e]—w,w] k=2 — z= 11; ¢ —m, 7
k:—2—>x:—1%7r ¢]—m, k:—lﬁx:—%é]—w,ﬂ
Solugbes: = = 4~ v:z;:—5T7T Vo= -¢ \/::::577T
2
b) 44 /2cosz =3 < cos = —%@ cos = — 5 &

3w 3m 3m
@x:iT+2kﬁ,k€Z@az:T+2kw\/a::—T+2k:7r,k:EZ
x:%TW—i-kar k:—lﬁx:—%é]—w,ﬂ
k:0—>$:%T7r€]—7T,7T]
k:1—>93:HT7T¢]—7r,7r]
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c)

d)

x:—%TW-I—Qk:W k:1—>x:5T7r¢]—7r,7r]

117

k:0—>$:—%T7r€]—7T,7T] k=-1— 2= —-——¢&]—m
Soc: o BT _ _ 3m
Solugdes: =z = 1 vV oT= 1
cosz cost cos cos—3  sen
2 ~ 3 T76 = 12 <
& 6cosr— 4 cosx +2 cos = cos—3 sen=3 cos —3 sen
& COSz = — Selr < Cos = cc(s% +a:)<:>
@x:%-l—a:-l—anr\/a::—%—:):—i-ler,k:eZ(:)
& 0= -5 + 2k (condigdo impossively 2z = — - +2km, k€ Z &
s
@x:—T—i-knr,k:EZ
x:—%-l—knr k:0—>x:—%€] T, 7|
/{::1—>x:3—7re]—7r7r]
4 9
/{::2—>x:7—7r¢]—7r 7|
4 9
k::—l—>x:—5—7r¢]—7r7r]
4 9
Solugdes: == — &=~ v = 3L
coes. r=—7 =71
4c0¢z—2y/12 cox+3=0<4 cldsr—4/3 cos+3=0<
2
4\/§i\/ —44/3) —4x4x 3
4 + /48 — 4
cosz = (2 ) & cos = V3 8-48 cos:ﬁ@
x4 8 2
@x:i%mm,kez@x:%HMVx:—%mlm,kez
s s
sz-i-Qk'ﬂ' xz—F-i-Qk'?T
k:O%x:%E]—w,w] ]{?:0—>.CC:—%E]—7T,7T]
137 117
k=1 — z=—¢—¢]|-m k=1 — z=——¢]|-m ]
k=-1 - = — 1%77 ¢ —m, 7 k:—lﬁx:—BTﬁgé]—w,w]
Solugdes: == 4 V z= — G
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e) coSr— cox=0« cos( cdg—1)=0& cos=0V ¢Eas—1=0«

< cosr =0V codr=1< cos =0V cos==+l<
@x:%—kkw\/x:kﬂr,keZ@

@x:k—ﬂ,kEZ

2
km
T= 5" k=0 — z=0€]|—m, 7|
kzlex:%e]—mﬂ
k=2 » a=nel-m
k=3 — o= ¢]-m ]
2 ’
k:—léx:—%e]—w,w]
k= -2 - 2= —n¢|—m 7
Solugdes: z=0 V x:% V z=7 V z= _%
f) 1—éenx + 1+1serx — 16 cosz < 1+s?nf+slé,r; €Y _ 16 cox <
@;—IGCOS{E@ 2 =16 cosr &
l1—sefz — cosx

& 16co8 =2 A codz#0< co”’s:c:% A cas# 0 &
3/ 1 1
& Cosz=14/35 A cost # 0 & cos = 5 <

T T

& r =3 +2kn V= — 3 +2kmw, ke’

:L‘:%-FQk'TF /{IZO—>LL’:%E]—7T,7T]\{—%,%}

~ _m _
Solugdes: z = 5 Voa= 3
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g) sen(3z) = cox & sefBx)= se(n%—x)@
©3x:%—x+2k7r Vv 3x=7r—(%—az)+2k:7r,k:€Z(:)
@493:%4-21{:% V 393z7r—%+x+2k7r,k€Z@
se=2+2L v or=T 12kmkeZ e
@x:%;’%—” Vo= +kmkeZ )
x:%+T7T = +km
m
k:0—>93:%6]—7r,7r] k=0 — z=— €]—m
ST
]{?:1—>.CC:5T7T€] 7'(',7'(] ]{,‘:]_—)J,'ZT¢] 7T,7T]
9w k——1—>x——3—7r€]
k=2 — o=-5-¢|-m, 7 = =71
s
k:—1—>x——3T7T€] T, | k=—2—>x:—T¢]
k:—2—>93:—7—7r€]—7r7r]
8 )
117
k=-3 — 2= —-—3 ¢]5—7T,7T] ; i
~ . T . ™ _ 9T _ ™
Soluc;oes.a:_8 Vior=-g- Vo= 3 Vir=-—(g V
V x:% V x:—%TW

h) 2co$z+3semr=0<2(1— sémw)+3 san=0<2-2 Sent3 senl<

—3++/9—4x(—2)x2 _
& —2sefr+3 semw+2=0& sen= \/2><(—>;)( ) x & san= :g_f5
& senx = —% VvV sem =2 (condigdo impossivel) ses —% &
se= T 42%krve= T 12k kel
x:—%—i-ZkW k:z()—>a:’=—%€]—7r,7r]
11
k:1—>l‘:Tﬂ¢]—7T,7T]
13
/{3:—1—>£L’:—T7r¢]—77',77']
(s (s
r=—g +2km k=0 — z=—(-¢]—m, 7
k::—l—>a:'——5—7re]—7r 7|
6 Y
17
k= -2 — = - 67r é] 7T77T]
Solugdes: z= — & vV z= — 2
’ 6 6
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68. /2cos(mxz) = \/3< /2 cogmz) = W@Q costz) = /3 < cdsrz) =

69.

s s
ST = 5 -

+2knVrr= — +2knm, kel &

6 6
1 1
se=5+2kVae= -+ +2k kel
r= 2 42k k=0 —» o=~ €[-1, 3]
=% = =% )
13
k=1 — o= ¢c[-1,3
25
/{3:2—>$=T¢[ 1, 3]
k=1 — 2= -4 ¢[-1,3]
r= — 1+ 2k k=0 — 2= — + e[ 1, 3]
=% = =% )
11
k=1 — o= ¢c[-1,3
23
/{3:2—>$=T¢[—1,3]
k=1 — 2= -3 ¢[-1,3]
o _ 1 _ 13 _ 1 _ 11
Solugbes: r="%6 V r="F Vo= e vV r=—

a) 1+5tgr =6 tgr=1sxz="+km ke

b) 4+./3tg5 =7« tg%z%@tg%z%ﬁ@ tgg =3 e

X

@?:%—i—kw,kEZ@x:W—l—?ﬂfﬁ,kEZ

c) 3tg(5a:+ %)—l—\/ﬁ:\/g(:) 3tg(5x+ %) =3-2/3%

@tg(fm—i—%): —@@5@"—1—%: —%-I—lmr,kEZ@
_ _ 5m _ . m . kr
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70.

d)

f)

o))

h)

a)

tg3x —7) —2tg(bmr—3x)+5t9(6r—3x)=2< tg3z)+2 tg3z)—5 td3z) =2 &
& —2tg(Br) =26 1t9Br)= —1&3u= - +km kel s
sr=-L4+ET pez

T T2 3
¢ =tgh o td%—tg%:o<:>tg%(tg%—l):0@
Stg5 =0V igs —1=01tg5 =0V tg =1
&5 =krV T =T +kmkelor=2krVao=—5 +2km, kel
t? (22) —3=0&t¢ (22) =3 & tg2z) =+\/3 e 2r =44 +km ke Z e
cr=21+ET Lez

T=T% 2

23+t 4/12—4%x3 x (-3
St@r=3+2/3tgro3tde—2/3 tgr—3=0& tgr = V3 \/2X3X <=3
@tgx:&/—% v48<:>tga::M(:>tggg: 3V tm:—éﬁ
@x:%-l—knr\/ x:—%+k7r,k€Z(:)x:%+k2—ﬂ,k€Z
tifr=tgre tdr—tgr=0& tgr(tz—1)=0& tg=0V fr-1=0&
Stgr=0V (gr=xl =k V x:%—i—kzw\/ x:—%—l—kw,keZ@
Sr=knV x:%+k2—7r,k:€Z
Xz X s X T T

1—2tg(7+7)=3@ tg(T-i-?):—l(:)T-i-T:—T-i-k:ﬂ',k:GZ(:)
& L= ﬂ—i—kw kGZ@x——ﬂ+2k7r keZ

2 12 ’ - 6 ’
Com07+%7ﬁ%+lm,kez vemque;zé%Jermr,keZ . No intervdle- 2 7, 7]
vema:;«fé%/\ac;«é—577r
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3
17 )
k=2 = o= ¢l-2n A\ {- B 5}
19 5
b=l re T 67r Z] 2”’7?]\{‘ 37T7§}
. . 7 _om
Solugoes: r=—"6" V x="g¢

b) tg(x+ 437T): tg(2x+%)<:>x+%:2x+%+kw,kez<:>

_ Im
Sr=" +km, kel
Comoz + 437T #%—i—lm,kez vemque;«ré—‘r’T7r km, keZ
No intervalo] — 27, ] vemx # — 11” ANz # _5T :cyé
7 7 11
xr = +km k—0—>x:1—§€] 2, W]\{ 7T,— ,%}
k:l—)];:lgﬂ- ¢] 27T7T\{ 117T 67[-,%}
5 11 5
/{::—1—>x:—1§ €]— 27r7r]\{ 7T,— 67T’%}
k:—2—>x:—17ﬂ- E] 27T7T\{ 117T —567(-,%}
k= -3 — 2= — 29” ¢]-2m A\ { - 1” _br oz}
Solugdes: xzz—g Vv x:—?—g V ox= — 117;
c) thx—tgx+\/:\/§tgx<:>td:c—(1+\/§) tgr+/3=0%s
2
1+\/§i\/(—1—\/§) —4x1x /3 1+\/§i\/1+2\/§+3—4\/§
Sigxr = 5 Stgx = 5 &
2
1+\[i\/1 2¢/3+3 1+V/3+4/(V3-1
S tgr = & tgr = 2( ) &
1+\/_j:<\/_ )
S tgx = &
1 -1 1 - 1
o tgr = +\/§;\/§ Vo tgz = +\/§2\/§+ stgr=/3V tx=1<
@x:%+kaaz:%+lm,keZ
Comox # =~ +km, k € Z . No intervalp— 2, 7] vem;«é—?’Tﬂ/\x;&—%/\x;&%
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d)

. . 3 T m
Designemos pad o conjunto— 2, w]\{ — 5~ 7}
xz%—i—kﬁr x:%-l—knr
k=0 - z=- €A
_ _
k—0—>x—436A k:1—>x:5T7r¢A
_ - (0
k—1—>x—3¢2A k:—1—>x:—347r€A
- _ — _ e
h=-1— 2= E €4 k=-2 - 2= -1 cA
i
k=2 - o= - b= -3 - a=-HTg¢a
k=-3 »ao=-ST¢A
~ . 2 5 3
Solugbes: w=—3 V o= —"3- V o= -3V z=— V o= -V
3t x 1 3—tf x 9
5 = Cod 5 =tffr+1e3 —tdr=2t¢dr+2<3tdz=1<
1 1 1 3
@tgzx:T@tgx:i\/T(:)tgx:i%@tgx:iT\/_(:)
@x:%—kkw\/x:—%—l—kw,keZ
Comoz # & +km keZ .
No intervalo] — 27, n] vemr # —%/\x#—%/\w#%
. . 3 T m
Designemos pad o conjunto— 2, w]\{ — 5~ 7}
x:%-l—knr x:—%-l—knr
k=0 - 2= -4 €A
_ _ T
]{3—0—>.CC—76EA k:1—>x:5Tﬂ€A
s
S k=2 - 2= 1T ¢4
- _ — _ 9T
k= -1 — x= 1? €A k——1—>x:—767r€A
. o 7r
k= -3 - o= — 1Z37T ¢ A
Solugbes: == —- V p= 2y = AT Ty o BTy
) 6 6 6 6 6
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d) 2coszx+3>2& cox > —

e) 3tgzr < +/3< tgz < \/5 Como.r;é +km ke .

No intervalo|0, 2 7] verr:r;é /\:1:75 , loge € [O,F[U]%,%[U]T,Qﬂ]

f) tgzx>1<i>t§a:—1>0<:>tgx>1v tgr < — 1.
Como:zz;é + km, k€7 .Nointerval@,2n| vem# —- /\x;«é , logo

‘EE[T %[U]Tﬂ 347T]U[547T’ 327T [U 327T’ 747T]
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Pag. 25
72. a) Designemos po”’ &’ as projecdes ortogonai® de S respetivamente sobre o eikor

by

XOUPAS

A
-

0

PP =sena; SS'= tgv; OP' = cosr ,dondevemqueQ =2 &enSR=2 atg
P'S'=1—cosa .

Comprimento da base maier SR

Comprimento da base mener PQ

Altura = P'S’

fla) = 2tga2256m X (1 —cosa) = (tge + sem) x (1 — cos)

OJ|»—~

b) Se a abcissa do pontB —é significa que coa =

seRa+ coda=1

1 \2 8
seﬁa-i—(?) =1e Se:hoz:?@

2/2
@sena:T\/_ (uma vez que € 0,%[ )
2v/2
_ sena 3
tga = cosa % —2\/5

fla) = (Nﬁ + ﬂ) x (1_ %) _ —6@;2@ L= 161/2

3
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Pag. 26

73. a) Designemos por”’ €)'  as projecdes ortogonaif de () sobre o eix@y Ox
respetivamente.

A\y

I

P(cosa , sem)

PR= PP+ P'R=|cosa|+1=1-— cosy, porque co& < 0

QR = QQ' + Q'R =|tga|+|sena| = tgyx— sen, porque tg >0 e sen<0

Base[PR]
Altura: [QR]
1 —cosa)x(tga — sem
fy = L0t s
b) 1 +te= —0— e tgr=— ea:e]vr 3—”[
cos z 3 ) '
16 1
L+ =cogz ©
25 1
<79 Tcogz <

_ 9
o codx = 55 &

< COSx = —%

tgx:%@sem: cog x tg

senw = — & x4+ - _ L

fa) = (”%)XQ(%*%) _ %z% _ 1z

Fotocopiavel | Texto | MAT 11

45



74. a) Designemos por)’ a projecao ortogonal@e soletaade equacéo = 1

Ay

1 92A4R
PR |9
Nne N,
O/SIx'

P(cosa ,sem); Q( cos 1); R(1 ,t9; S(1 0),; Q1 1),

Umavezqued < sem<1;0< cos<le dg>0.

RS=tga; PQ=1—- sem; QQ' =1 — cos

Base maior{RS] Base men@PQ] A|tu[f@@/]
fla) = tgo+ 12— sena (1— cosa) = (1+tga— se2na)(1— Co®v)

(1+tg 5 —sen—-)(1— cosy) <1+\/§_§> (1_%)

b) f(5) = 2 = 2 =
NEANEY
_ (H 2)X2 _24V3 1 243
o 2 - 2 4 8

75. a) Umavez queP tem coordenadas @0s osen am s 0 e sem >0 , vem que?
tem coordenadagl , sen

A circunferénciac  tem centro no ponfp  de deondas(1,0) e passa pelo poilo , logo o
seu raio éRQ) = sen.
Uma equacédo de  sera ent@o— 1)? + y? = sert

(x— 1) +y*> =sert a ? —2x+1+y* = seha
2 .2 _ N 202 At
r+y =1 r+y =1

{x2+y2—2x+1zseﬁa {1—2x+1=se?la {2x=2— sény
<~ <~

_ 2-serfa _ 2—(1—cos a) _ 1+cosa
et 2 e T= 2 S 2
x2+y2:1 x2+y2:1 :L‘2+y2:1
A abcissa dos pontos de intersegée—le’mzoﬁ.
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b) OP =P-0= (cosa , sem) , o declive da retaP e en%@% = « ld\ ordenada na

origem é zeroUma equacgdo da rel@P  sef& atg+0.
Vejamos que aret® P e acircunferéncia  sesatam num e num s6 ponto.

(x—1)24—!y?:ser?04<:> 2 —2x+ 1+ t§ar?= Se{‘ha@
y= tgazx y= lgazx

2 2 _ _ _ 2 _

<:>{ (1+tg" o)z —2x+1 seﬁa—O@ oda’ 23[:-1—C0§04—O<:>

y=tgax y= tgazx

24 ,/(~2)% —4x —— x cog a 2

r— \/( ) co2 o r=—5 7 — cof a

= 2 = co? o
co2 o Qo y=lgaz

y= tgaxzx y=14

<:>{.:ztzco§04 <:>{33:Coe§n@ <:>{.:ztzco§04
_ Sena _

y = tga x cog a = Zosq X COS a y = Sena x COoSy
Assim, o ponto de interse¢éo da rél® comcaicierénciac € unico e tem coordenadas
(cog o, sem x coa) , pelo que a reta é tangente a ciréncfa.

Pag. 27
76. a) f(zr)=0 A JTG[—L 2—7r]
) 37 3
T\ w27
2—4sen(x—7)_0 A :ce[— 373 ]@
w1 _ 27
@sen(x—6)_2Axe[ 3,3]@
s s s s T 27

@(x—FZF—i—QkW\/x—F:ﬂ'—g—i—Zkﬂr,kEZ) A\ SCE[—?,T]@
@(x:%+2k7r\/x:7r+2k7r,k:€Z) A xe[—%,%]@x:%

b) Sejamf, fo, f3 efy funcdes reais de varidvel real definiidaseguinte forma:

fi: _—%,%] — R tal quefi(z) = sem

fo: —%,QTW] — R tal quefs(z) = ser(x—%)

fy: —%,QTW] — R tal quefs(z) =4 se x—%)

fu: :— %,QTW] — R tal quefy(z) = —4 ser(:):— %)
Sejaf : [—%,QTW] — R talqug(z) =2—14 se(\r—%)
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Sabemos que o graficode é Entdo o grafico d¢, é
yA yA
1 1
s s
2 R 3 19) f2 -
o T X / 2 X
fl 2 ?
—1 —1
O grafico def; é O grafico def, é Entdo o grafico d¢g ¢é
Ay Ay Ay
2 4 6
Vg
_T 2m
3 O R 0 3
27 X ™ x
3 ~3 /
fa 27
0 3
™ X
3
—4 —4 —2
O contradominio d¢ é entdo o intervialo2, 6]
c) Naalinea a) vimos que o zero fle  efa logo A(%,O) :
1
f(0) = 2—4sen(0— %) =244 ser(%) =2+4x 5 =4 ,logdB(0,4)
.. . T 21
Como foi visto na alinea b)P( — 5,6) @(T’ — 2)
P Y
f
B
C >
O A X
0
Base: [AC]| AlturafO B|

Fotocopiavel | Texto | MAT 11



Comecemos por escrever uma equagao daitéla

EoYat 27 T 8

PQ=Q—-P= (T’ —2) - (—3,6) = (m, —8),logo m= — —.
s

y= — %x—i—b

Considerando o pont;ﬁ’( — %,6) vem:

_ 8 s _ 3 _ 10
6=-2(-F)+rbeb=6-5 b=y
. . 8 10
Uma equacao da reta seya&= — T+t 3
10
_ 8 10 , 8 _ 10 _ 3 _ 10w _ 5w
O——W:z:+ 3 <:>7T:z:— 3 &S r = 13 & = o1 ST =7
T
o7 5 A _ O T T AR _
C( 12,0). Entdo, AC = B 3 =15 © B=4
T
T x4
_ 12X
A="5—=5

77. Designemos por: a abcissa do pordto  , as coatdemd pontoA  serd@e, sen

Designemos pofb, sén com<b < a s coordenadasrdo @ . Como os pontogt B
tém a mesma ordenada vem que :sen  bsen ,pelbgue— z,umavezquer <b<mw .Entdo
as coordenadas dB  ser@o— z, BEN

yﬂ p

4 B
/

0 C T X
A abcissa do pont6'  sera entﬁoJ”;—_w = 5. Assim, C tera coordenadés%,o)
Para que o quadrilater@ ABC] seja um paralelogrmmresO_ff e CB terdo de ser
colineares.
OA=A-0 = (z, senz)
CB=B-C = (r—ux, senz) — (%,O) = (7r—:c— 5 sem;) = (% —z, sen)
Para estes vetores serem colineafes-z = z < = = 7 .
Vira entdo que as coordenadas Ale (s%e, sen%) = <%, %) A altupaddelogramo

, 2 . —_—
seraT\/_ e 0 comprimento da base seX@ = -

V2 o /2
A=—5 x5 =77
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78. a) m(0) —h(0)=(14+0,7cos0) — (1 +0,5 co®) =0,7—0,5 =0,2

0,2m= 20 cm

b) 15 minutos = 15 x 60 segundos- 900 segundos

raio:m(QOO):1+0,7cos%%%g —=140,7 cosg- =140,7x0 =1,

diametro= 2 metros

_ (t+3600)m 43600 _
c) m(t—+ 3600) =14 0,7cos 1300 =1+0,7 cos— 359 =

tm
=1+40,7c0 m—l—?w) —140,7 co 1800) — m(t), Yt >0

3600 segundos= 60 minutos. O ponteiro dos minutos dawotta completa em cad#®)  minutos.

d) h(t) =m(t) < 1+0, 5C0521600 =1+0,7 0051800

Y1=1+H.3cos (imxE+21l6
IL.’E=1+El. Tocos (msa+lEA

e

; IZECT
n=3100.08UI | ¥=1.US00300U1

t ~ 3100 segundos= 0 x 3600 4+ 51 x 60 + 40 segundesO0  hofds  minutOs segundos

Pag. 29

VE Ve

b) arccos( — T) + arccos5— + arcce% =

_ 0 T _ 5w T, 7w _ 1irx
_arccos( 0036—)—1— arccc(s ce%)-i— arc<€os §e§_ S+ Tt =15

c) arctg ( — @) arctg( — \/§) + arctg =
= arctg( tg(i )) + arctg( ti )) + arcté f&) _

— T o
4

+ cm|>l

o 6
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80.

81.

T T v
d) arccos) + arcsefi— 1) = arccaés c@s) + arcéen (senT)) =5 — 5 =

e) arccos( — 1) + arct§ = arccqs cos+  arCtg0ig=7+0=m

a) senx =

b)

d)

f)

: arcsens- ~ 0,64; 0,64 V zrm—0,64~ 250

01|<;o

7senz+4 =0« sem:—%; arcseﬁé—zo,a;
r=n+0,61~3,75 V z~27—0,61 ~5,67

W5 V5 008

arc Cos—— =

4cos:c—\/:0<:> cosr = 1

4 I
r~0,98 Vrx271—-0,98~ 5,31

1+ \/(—1)2 —4x3 x (—2)

3cosxr— coxt—2=0< cos = 553

=

@C08x2%<:> cosc=1V cosg = _%

Ve ]%, 3T7T [, cosz # 1; arccos% ~ 084

Logo, no intervalo daday ~ 7 — 0,84 ~ 2,30 V z~ 7+ 0,84 ~ 3,98.

2gr —5H =3 tgr =4 arctg 4~ 1,33 ;

Logo, no intervalo dadar ~ 7+ 1,33 =~ 4,47

4 2
#:1@4+tg%:8@tggx:4@ tgr = £2

arctg2 ~ 1,11

Logo, nointervalodadar ~ 7 — 1,11 = 2,03 V x ~7+ 1,11 ~ 4,25

Parax € [—1,1] , designemos pére [0, ] a amplitude do angydooosseno ér .

cosb = x , pelo qué = arc cas
Sebe 0,7, 0<b<nme& —7< - b<0&rm—7n7<7m-b<mre0<nm-b<nm
cos(mt—b)= — cod= —x

0

Entdor — b € [0, 7] é a amplitude do &ngulo cujo cosseroz€ pelo,quer — b = arc co$ — )

Vo € [—1,1], arccose + arccog —x) =b+m—b=m7
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b) Parar € [0,1] , designemos pére [O, %] a amplitude do angutmseno éx .
senb =z , pelo qué = arc sen
Masse seh=z é&c [0, 1] entdo cod = /1 — 22 .

%mbﬁﬁ,qg%¢—”g—%ﬁ¢%—%g%—%%¢>

Entdo—5- —b € [0, %] é a amplitude do angulo cujo seng/&é — 22 o, qued
& —b=arcseny/1 — 2.

Vx € [0,1], arcsenz + arcser(\/l —932) =b+ % —-b= %

c) Paraz € R* , designemos pére ]O, % [ a amplitude do anguéotengente ér .
tgb = x , pelo que = arc tg

o senb
tgb=2z < cosh

co%
ser

=T <

e
xXr
Sebe]o,%[,0<b<1@ —- 5 < -b<0& 5T -5 <5 -b< 5 &

i - 2 2 2 2
<:>O<7_b<7

sen(%—b): cod e cc(s%—b): skn ,enféo:%: (fg——b)

Entdo—5- —b € ]0, 5 [ é a amplitude do angulo cuja tangenée épelo,que
s

1
- —b=ardg -

+ 1 Ty T
VxeR,arctg:c+ardgw =b+ 5 b= 9

Pag. 30
82. f(x)=0«3arccost —m=0 A ze€[—-1,1] < arcco:s:% ANzel-11«&
1 1
& x:cos% ANze[-1L1&z= 5. LogoA(T,O)
i 0 T
f(0)=3arccod) —m =3 X & —7m= 5 LogoB(O,T)
A
y
B
oA 4
0 \f X
Designemos par a amplitude, em radianos, do agdlB .
—— s
tgo = OB _ —2— —x. Logo, a= arctg < o~ 1,26
OA 5
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83.

84.

a) g(0)=2—-3sen0 =2

b) g(x) =0<2—-3senx =0 A x € [—%,%]@
2 mTm
& senr = 5 A xE[—T,T]@xNO,R

c) Designemos patt a amplitude, em radianos, do anguis .
A
Y

a

S
OV

p

.

tga:=2m22,74. Logo a= arctg@, 71 < a~x1,22

r=AB=./(0,73)2+ (—2)2=2,13

Comprimento do arce= 1,22 x 2,13 =2,6

d g (arcsen%) =2-3 ser( arcseér)

5 _ _ L
Q_SXF__Q

f e g sdao fungbes inversas e uma vez que arrétparalela a bissetriz dos quadrantes pares, 0s
pontos A eB sd&o simétricos relativamente a tizsks quadrantes impares.

Designando pat a abcissa do poato vem queadenadas del serGa alg conutga
e as coordenadas d@  sefdoa,tg

Uma vez queOA = OB , para que o tridngulo seja equildéza que acontecéd A = AB
OA= /& +1@a e AB= /(g — )’ + (a — @)’
A abcissa do pontod  sera, entdo, a solucaouwkéq/a? + tg§a = \/( tg—a)’+ (a— tg)’ .

\/a2+t92a:\/(tga—a)2+(a—tga)2<:>\/a2+ tda=1/2(tga—a) <

e a?+tgta=2(tga—a)’
Recorrendo as capacidades gréficas da calculadaras:

Wl=me+itan KIE
Ya2=2dilan x—rit

IZECT
n=l.378BE2143  Y=2H.3B2UOTTY

A abcissaded sera entB378862143 ~ 1,38  .11§78862143 ~5  ,15
Pelo que as coordenadas do ponto SErass ; 5, 15)
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Geometria Analitica

Pag. 32

1. a) 45°
b) 135°
c) 90°
d 0°

2. a) y=tg45°r+3cy=x+3

b) y=tg150°z —2< y= —1tg(180°- 1509z -2 y= — 1930z —2 &
S —@x—Q

) y=1tg60°z +bsy=+/3z+b

4=3xV3+beb=1

Equacéo da reta: y=+/3z +1

Pag. 33
3. a) inclinagdo= arct@ ~ 63 °

b) Designemos pad o ponto de coordenddas) &poponto de coordenadas, — 2)

AB = B— A. As coordenadas 05 seréfy —2) — (1,1) = (2, —3) ; m,, = — %;
arctg% ~ 56 °; inclinagée= arcté— %) ~ 180 =256 =124 °
B)

4, a) 4dz4+2y=5&2y= —dr+b&sy= —2z+ 5

b) tga= —2 A 90°<a<180°

1 1 1 1
L+iga = gogn & 1+4= 5og, &0 = Cg5 @ C0Sa =7
sefda+ codn =1« sém+%: & sém:%
2
Com090°§a<180°,vemquesem:%:%
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AB = B— A . As coordenadas d&B  serdo, entégf 4) (2,0) = (\/5 —2,4) :

AB:m:th‘
4(v2+2 4(v2+2
tg(m—a)= —tga = _ﬁ _ (\/5(2)(\/5)”) _ _% =2(V2+2) =
=2y/2+4

a) OP =P — 0. As coordenadas deP sero, entaq(l, \/3) — (0,0) = (1,+/3) ; m,, = /3 ;
arctg\/3 = 5 inclinagdo daret& P = 5 rad

37

b) y=—x+b;m = —1; arctg(—1) =7 — | = 37”; inclinagéo da retar = <~ rad
V1 1
tg120° x tga = — 2 5 > < —tg(180°— 1209 x tgx = — 2 5 > &
24/1 215 2 2
& 19 60° X tga = 55@\/§xtga: @tga_%@tm:%
Logo, 0° < a < 90° .

1 4x5 1 4 1 9 1 B)
L+ig%a = g, & 1+ ;5 =g Gt T T wm @ 5 T s G CSa=g &
< CoSy = é
Designemos potA o ponto de coordenadn¥) &3par ponto de coordenadds, — 9)

AB = B— A.As coordenadas ddB  serdo entdp—9) — (2,9) = (3, - 18) ; m,, = —6
AB:y= —6x+0b,comoaretapassapdr vem=9-6x +RB&b=21

Uma equacéo da retd B setb= —6x + 21

Determinemos agora a abcissa do ponto destaujetamenada & .

3= —6x+21<6x=18<« z=23.Entdo as coordenadas ¢  &&3) .

e e ~ ~

OP = P — O. As coordenadas deP serdo, entdq3,3) — (0,0) = (3,3) ; m,, = 1; arctgl =45°
inclinagédo da ret& P =45 °

e

a m,= tg% =3
Um vetor diretor da reta sera, por exemﬁR)(S \/§)

Equacéo vetorial da reta (z,y) (2[ 6)+/\(3 \f) AeR
T =2v3+3A A ER)

Equacbes paramétricas da ret
y=106+ \/_ A
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10.

b)

a)

Comecemos por escrever uma equacao cartesiaatada :

r—243
{x:2\/§+3A {x—? 3—3) —;))\FZA r—2v/3  y—6
~ <~ 3 =

y=6++/3) y—6=1+/3X = y\;; — )\ V3

Vejamos agora as coordenadas dos pontos desigdiersla retar  com o conjurdto

(a:—2\/§)4+(y—6)4=10 (33—2 3)4+(y—6)4:10

. =
z—2¢/3 y—6 v — 23 3(y—6)

N

10(y — 6)* =10 @{(y—6)4:1 <:>{y—6:i\4/1 -

Y 6=1Vy—=©6 1@{ Y

v =2V3+3(y - 6)

Sey =7 ,vemque = 2v/3 ++/3 =3y/3 . Coordenadas do ponto de iqﬁnséz\/g, 7)
Sey =5 ,vemque = 2/3 — /3 =+/3 . Coordenadas do ponto de int‘msédg, 5)

Designemos pos  a amplitude do angulé A egoa amplitude do angul® AB
_ OA _ 4 _ DB L LB M2 HE_
tgﬁ_ﬁ@@_ﬁ@O—B_ﬁéOB_ﬁ@OB_ @OB_Qﬁ

2
g B
p
ol »
A 0| X
tga = g—i = 2)4/5 = \é§ . A equacgéo reduzida da retaB sgra \é§m+2\/§
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b)

y
Bl o
. 80P
A 0| Cx

6 =90°— «, logo BCO = G , pelo que ainclinacao da refd’ sl@a° — ;.
mpe =1g(180°— B) = —tgB= — /2

11. O pontoP é aintersegdo da circunferéncia de@cemO e rai®+/21 com a circunferéncia de centro
em (Q eraict .

.

2 2 _
(z+6)"+y" =16 {x2+12x+36+y2:16©{x2+y2+12w=—20

2 &
x2+y2:(2w/21) z? +y? =84 2t +y* =84
2
{84+12x:—20 {12332—104@ r= -3 o
2
x?+y? =84 a?+y? =84 (_23—6) 42— 84
b _ 26 p— _ 26 r— _ 26
& 3 o 3 & 3 Logo P _ 26 AVS5
> 80 ., /80 4,/5 99 30 3
¥y =9 Yy = 9 =4 3

TQ = (@ — P. Ascoordenadas d€( serao, entao,

R e i T T

3’ - ; = 5
PQ:y= - \ég x + b, como a reta passa pgr vefth= —%(—6)4—“@(): — 35

V5

A equacéo reduzida da refa) sefa&= — —5 T 3\/5
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Pag. 34

12.

13.

Designemos paf’ a projecdo ortogonalle  sobBe Uma vez que o triangul@A BC|
C’ é o ponto médio d¢AB] . Os vetoréB e AC’ tém o mesmo sentido.

AB. AC — HABH X HAC’H —6x3=18

Os vetore©®P eOR’ tém sentidos contrérios, logegP OR = — HO—P>H X HOR]H :
OR°=0R -RR = OR ' =2-16OR =3

—_— ——

OP.OR = — 5x3= —15
Pag. 35
14. OP.0O0= —12& — H(TPH X HO—CfH - 2 BHOQ’H X HOQ’H —12e

15.

& HWHQ:ZI@ HTQ’H =2, IogoHO—P)H =3x2=6,peloqu&P=2+6=38

QU =PQ -QP = QQ " =100—64 < QQ =36 < QQ =6
00+ 00 =002 36+4=00" < Q0 = /10 < G0 = 2,/10

Aupep) =24 PEEAB S AD — 946 LD w3946 DO=16-6
& DC =10. ComoDE =6 ,vemquesC =10 —-6=4 .

a) AB.AE = HABH x HABH — 36

b) Designemos por’ a projecao ortogonalde  sohke.

A B c’

D ’ C

AB . AC = HABH X HAC" — HABH X HDOH —6x 10 = 60

—_— ——

¢) EA.EC = — HEDHXHE_C)H: —6x4= —2
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Pag. 36

16. a)

a)

ag)
au)
b1)
b2)
bs)

ba4)

17. &)

a)

by)

b2)

bs)

18. Se o perimetro €0 o lado do pentagono m%ge: 8. AOB =

ay)

2
T
0
3
i
0
7| =vV2+12=+6;7.5=—/5x2/5=—-10
7] = V22 +22 =22 [7]| = 32+ B =312, 7.7 =22 x 32 =12
.UV =-3x3=-9
60°
0°
180° — 60° = 120°
AB.AC = ‘AB‘ X‘AC" xcos(ﬁAﬁ):6x6x COS0° = 36 x = 18
AB.AB = ’AB’ x’AB’ xCOS(A—B>A@>):6><6>< cod° = 36
AB. BC = ‘AB‘X ‘BC‘XCOS(A—B;\W) =6x6x cod20° =
= 36 x [~ cOS(180° — 120°)] = — 36 x COS60° = — 36 x = — 18

BAE =

3 x 72°
2

= 108°

360°

5 =172

(o &nguloBAE é um angulo inscrito num arco de aonbéi3 x 72 °)
—
(4B 4E) =108°
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19.

ap)

ag)

bs)

b2)

bs)

a)
az)
ag)
)

as)

as)

72°
2

BAC =

= 36°

(0 &nguloBAC € um angulo inscrito num arco de ationhdi72 °)

(E ,T(J) — 36°

2 x 72°
2

BAD =

(4B AD) =7

= 72°
(0 &nguloBAD € um angulo inscrito num arco de a2 x 72 °)

—
AB . AE = HABH X HAEH X cos(AB AE) — 8% 8x cod08° = — 19,8

: nBAC _  serBA sep6 °  sdpsg  °
Pela Lei dos senos, temosqﬁgﬁ =0 & 3 = "0 &
-~ _ 8senl08 °
& AC = —gemg e
AB.AC = ‘AB’ X HACH X cos(ﬂ%> A_d) — g x BSEMIBT . cog6e = 83,8
—
AB.AD = ‘AB ‘ x HADH X cos(AB AD) -
= |[4B|| x |[AC| x cos(4B AD) =8 x 8senl8®  cogoe = 32

90°

OO

180°

45°

60° (o triangulo[ABE] é equilatero)

sen36 °

AC =AB +BC & AC =22+ £2 & AC = /32 & AC =4,/2.

Designemos pax a amplitude do anguld &

Entdoo =45 °.

. (€6S

2V2 _ /2
4 2
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~

b)) AB.AD = | 4B/ x AD‘ xcos(AB AD):4><4>< co90° = 0

l
l

-~

b)) AB.DC = |[AB| x Dd‘xcos(ﬂa> D5)=4><4>< cog° = 16

bs) AD.CB = |[AD| x |CB xcos(ﬁ 07?):4><4>< cog80° = — 16
T . V2
b)) AB.AC = |4B| x |[aC xcos(AB AC) 2% cosl5® = 161/2 x 4= =16
bs) EA.EB = |[EA| x| EB xcos(ﬁf ﬁ):4x4x CO$0° = 16 x 5 =8
— T \/5
be) AC.AE = |ac| x |[AE xcos(AC’ AE) V2 x 4% costs® = 161/2 x 4= = 16

Pag. 37

H —> ~ ~ . 7 .
20. a) OsvetoresCA e CB témnormé& e sao simétricos, logo,
—_ ==
CA.CB=5x5xc0s180°= —25.

b) Os vetoresDA e DB séo perpendiculares logo o seu produto int&fno

o

21. Se o perimetro do hexdgon@4 o seu lado rheddriar@ulo[ABC] é equilatero de lado

CA.CB = HCAH x HC’BH x C0S60 °= 4 x 4 x % — 3
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22. Designemos par o raio da circunferénc@P . 0Q = — 24 &

@HWHXHTQHXCOS(O—P)O—Q)):—24<:>7’><r><—%:—24@7”2:36@7’:6
o
P
23. 7. ?:—9 71 x || 7] x cos(Pp q) = —9<3x3x coiﬁ?):—Q@
& Co (? ¢) = — 1. Os vetores sdo simétricos logo+ ¢ = 0 .
24. AD.AE:HADHxHAEchos(ﬂ)> A—E>>:12><15>< % =12x 15 x & = 144

25. &) VA.VE =10 [V x [V x cos(VA VB) = 10 4 x4 x cof VA VE) =10

16

AVB = arccos% ~ 51, 3°

& cos(V—/fAV—Bj - 10 cos(VA VB) %

b) Designemos pdvr’ a projecéo ortogonalde sdii?e

Pela lei dos cossenos, vem queB2 = VB2 4+ VA2 -2x VB x VA cos(VA VB)

=214 2x4xdx 3 =12; AB=1/12=2/3 entadV’B = /3

VV'2 4+ V' B2=VB?<VV'?24+3=16<VV' =4/13

V:%xvrx(\/g)Qx\/l_:\/l_&r

2 2 2 2 2
\/||U|| TP @) I [T @] [ P cos o

- — —
< 1 | [l > [ |

2 — 2
VIZIPx 1P 0 coga)  Jja] x ||| v/sea

> 1l 1> 1l

= Sehx
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27. Designemos pat a amplitude, em radianos, do a0l e designemos pg)  a projecao ortogonal
deQ sobre)P . Sabemos qUe< a < &~ ,uma vez@ie OQ > 0

P
?.@zﬁ@”@“XH@HXCOSazﬁ
Por outro lado sem = %g @@:%
Vem,entéo,O—Px@xcos(y:f@@x%xc0334:2\/§<:>
& OP x QQ x =85a —Z\f@OPxQQ’x—:mf

Sena

!/
Mas se o triangulo tem &rga6 entM V6 OP x QQ' =2/6

Entsio, 0P x OO x —1 = 2,/2 & —= tga —z\f@tg 2\\2 & tga=+/3

tg o

Logo,a =

con

Pag. 38

28. a) (2W).T=2T.7)=2 (||7|| x [|7]] x COS(WAW)) =2 (3 x4 COS—237r ) =

b) @.67)=(7).T =5(7. ) :5(7.7):5(||u||><||7||><cos(7 7)):
2 1
5(3x4xw-77)=60x(—-7)=-—%
c) ( 2%).(5T) = —2(T.57) = —2(57.7) = —10(T.T) = — 10(T .7) =
10(||u||><||v||><cos( ,—>)) - —10(3><4>< cos 2T ) — 120 x (— %) = 60
d) T.(T+40)=T.T+T.A07) = ||+ UD). v = v’ +4(T. W) =
= |[@|° +4(T.7) =9+ 4(|| 7| x |7 x cos(@ 7)) =

29. a) AB.AC = HABH X HA(JH x cos(ﬁAﬁ) =10 x 6 x €O$0° = 60 x = = 30

b) AB. (AB + AC) —AB .AB + AB . AC = HABH2+AB.AC: 100 + 30 = 130

T ANTT) =A(TT) AT =
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31.

32.

) (7 +7) (T -T)=(T.7) (T T+ (TT)—(TT) =
— 12 — — — — — 12 — |12 — 12
) () () - [T ==
=@ [+ DA =1 )
O |7 T = (T -T)(T-TF)=(Z7)—(ZT)— (T T)+(T7) =
— 2 — — — — — 12 — 2 — 2 — —
= [ =(v )= () + [V =[w+[v[]-2(77)

d) Tendo em conta a igualdade da alinea anteriorseem

e A
— — — —> — —
sllul +| v -2(a o) =@ +]7]| «
& 20U V)=0UN =0eu LT

AM . AN = (AD +DM).(AB+BN) —AD /AB + AD .BN + DM AB+ DM BN =

=AD.AB+ AD.BN + DM .AB+ DM .BN =

=0+ HEH X HWH x c0s0 °+ HDMH X HABH x cof) %0 =

2 2
=[[45) > = |45]+ = [4B] < [|4B] = < [[45] + [ 4B] -

=+ (| ) = (] [22) = ] = 4 -

Na figura esta representado um losafg@C D] cuggdais sadAC| €BD] .

B

D
Para mostrar que as diagonais séo perpendicwarmess provar queTC. BD =0 .

Tem-se: AC . BD — (AB + BC). (BC + OD) _

—AB.BC+AB.CD +BC.BC+BC.CD =
:AB.BC+AB.(— AB)—i—BC.BC—i—BC.C’D:

—AB.BC — AB.AB + BC.BC + BC.CD =
_AB.BC - HABH2 +HBCH2+BC.CD -
— AB.BC + BC.CD :BC’.(AB n CD) —BC.0 =0
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33. Na figura esta representada uma circunferénceedeoO .
é 5 (\
B
A\OJ

Para mostrar que o anguldC'B é reto, vamos prmﬂarﬁ .CB=0.

Tem-se: AC .CB — (AO + OC). (OO + OB) _

—40.C0+ A0 .0B+0C.CO+0C.0B =
:AO.CO-l—AO.AO-l—OC.(— OO)—i—OC.()B:

—40.C0 +A0.40 -0C.0C +0C . 0B =
:AO.CO-i—HAOH2 —HOCH2 +0C.0B =
:AO.CO+OC.OB:AO.CO—C0.0B:C’O.(AO . OB) —C0.0 =0

Pag. 39
34. @) W .V =2x(—-1)+3x4=-24+12=10
b) 7] =vV22+2=V13 e [|T]=1/(-1)"+42=/17
— —
T U .V o 10 10
9 Cos(W V) = LT T k1T - verl

d) (@ @)= arccos \/% ~ 48°

35. a) AB.(AB—230):HEHQ—MB.BC:HBAHQHE{.%’

BA=A-B=(2, —1)—(-1,3)=(3, —4)
BC=C-B=(24) —(-1,3)=(3,1)

HmH:\/WZE') e BA.BC =3x3—4x1=5

2
Hﬂ” +2BA.BC =52 +2x5 =35

- = = /10
b) COS(EiZ Eﬁ?):: WEéaTxﬁ§;?H ::5><\;;2+12:: ;%ET:: 150
ABC = (mA?C) = arccos 16[0 ~ 72°
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36.

d)

T =1202@-4)+V/3x3r=12o2:-843z=12c50=20c2=4

7.?20@2(m—4)+\/§x\/gx:O(:)Qx—8+3x:0(:>5x:8(:>x:%

keR: T=kT o IkeR: (g;—4, 39:) :k(2,\/§) N
r= —4

o r—4=2k - 33—4:2143(:) x—4:2x®
V3z =3k |z=k z=k

cos(T T) = co$0 =
— —
—T w.v _ Sr—8 . 5r—8
\/7[(x5ic41_)28+3x2] = %(:)\/7[(56 — A2+ 327 =107 — 16AT[(z — 42+ 322 #0 <

ST[(x — 42+ 322 =10z — 16)°AT[(z — 42+ 322 >0A102—-16 >0 <
& 7 (22 —8x+ 16+ 32%) =1002? — 3202 + 256 A7 (2*> — 82 + 16 + 32%) > 0Nz > % &
& 2822 =562 + 112 = 1002? — 3201 + 256 A 28 22 — 562 + 112 > 0 Az > % &

& — 7222 +2641r — 144 =0A2822 — 562+ 112 >0Ax > % &

=322 11246=0A22—22+4>0Az > %

1144/ (=11)*—4x3 x 6 114 /1
322 -1z +6=0&z= \/ 553 o p= 6\/9@33:11;7{:

_ _ 2
Sr=3Vzx= 3

24 \/(—2)2—4><1 X 4
2 —2rx4+4=02= ox1 S =
x? — 2z + 4 nunca se anula, ou é sempre positivo ou sempaginegComo o grafico de
y = 2> — 22 + 4 € uma parabola voltada para cima, sabemosque z +4 > 0, Vz € R.

24++4/-—12 o~ .
——5— Equagdo impossivel

3x2—11x+620/\:c2—2:c+4>0/\:c>%<:>(x:?)\/:c:%)/\x>%<:>x:3

37. O vetor de coordenadés, 2) € perpendicular @’ , tem ambas as coordenadiiva®se tem norma
igual & norma d& . O vetorv  tera que ser o triplo deste, &sgcoordenadas d&¢  serdo
3x(3,2)=(9,6) .
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38. a) AB =B - A.Ascoordenadas déB serdo, entdo(12,5) — (9,1) = (3,4)

yA
C

'@
A
19} X
: — , . — —
Vamos designar poti o vetor que € perpendicular&4B |, tem a mesma normadjde queéem
primeira coordenada negativa e segunda positiva.

u(—-4,3); C=B+u e D=A+7u . Ascoordenadas d¢ seréo
(12,5)+ (—4,3) = (8,8) e as coordenadas de serdo(9,1) + (—4,3) = (5, 4)

»
»

o 78] = visa—vm—s am LI o L o g
y
E
B
i U
A >
O X

Vamos designar pot o vetor que é perpendicularATB> , Cuja norma € o dobro dmadeAB ,
e que tem primeira coordenada negativa e segursivpo

As coordenadas de serdo2(—4,3) = (—8,6) ; E=A+ U ;

As coordenadas dé ser&o(9,1)+ (—8,6) = (1,7) .

39. a) PA=A-P. Ascoordenadas deA serdo entdp— 1,3) — (z,y) =(—-1—z,3 —y)
e d —_— ~ ~
PB =B — P. Ascoordenadas deB serdo enta®, 11) — (z,y) = (5 —z, 11 —y)
_ —
PA.PB=0&(-1-2)xb-2)+B—-y)x(1l-y) =0«
& —b+r—5x+22+33-3y—1ly+y’=022+1y> -4z —14y+28=0¢
SrP—4dr+4+y’ —14dy+49= —284+4+49& (z -2+ (y—7)2* =25

b) AB = B - A. Ascoordenadas déB serdo, entagp, 11) — (—1,3) = (6, 8)
—_ ——
PAAB=0&(—-1-2)x6+3—-y)x8=0<c
& —6—-62+24—-8y=0=8y= —6z+18y= —

N[

9
93-1-4

Pag. 40

40. Asretasr es sao perpendiculares, [ois ( — %) = —1.
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41. y = %xqtb.Como passa no pontd(3,5) ,vem due % x3+besb=1
Equacéo reduziday = %x +1

42. AB = B— A. As coordenadas déB serdo, entdd,— 7,5) — (3, — 1) = (—10,6) ;

__ 6 _ 3
MAB= =70 = — 5

Determinemos as coordenadas do ponto médid B¢  vagues designar padvl
( 357 , _12+5 ) = ( 357 ) _12+5 ) = (—2,2). Ascoordenadas dd sg@e 2,2)

A equacéo reduzida da mediatriz sera da foyma %x +b comp passa pav/ vira

= %( -2)+be b= %. A equacdo reduzida da mediatriz é, erﬂé@%x + 13—6

43. a) Tem-se4?+2x4+(—1)2=25«25=25 ,0que é verdade, pelo que o panto empmta
circunferéncia.

by 224+2z+9y*=2c22+22+14+1°=25+1e & (z+1)2+9y> =26
A circunferéncia tem centro no ponfd  de cooadias( — 1,0) eraiq/26 .
— — -
CA=A—-C .Ascoordenadas d@A  serdo, enfdo,— 1) — (—1,0) = (5, — 1)
mea = — % , logo o declive da reta tangente a circunfeeéno pontoA sera .

A equacéo reduzida da reta tangente a circurdier@o pontod sera daforma=5x+b
Comoaretapassanoponto vem =5 x4+b<sb= —21
Entéo a sua equacdao reduzida sgr& 5z — 21

44. Designemos por' o centro da circunferérCid, — 3 yai®@da circunferénciaé@ :

Designemos par a reta de equagde2y = 6 . A equacépidedder sergqy = — % r+3
Designemos pot # as retas paralelas a e quarggentes a circunferéncia.
Tanto a reta como areta terdo declive% . Predsaantdo, de determinar as coordenadas dos

pontos de tangéncia, designemos esses pontot pBr. e
Os pontosA & sao os pontos de intersecdo da @réumcfa com a reta perpendiculara e que passa
em C. Designemos essa reta por

p: y=2x +b.Como as coordenadas d&¢  6R0— 3) S veh=2 x14+b&sb= -5

A equacgdo reduzidade ¥=2z -5 .

Vamos entdo determinar as coordenadaside B de .
{(m—1)2+(y+3)2:5©{(:L‘—l)Q-l—(QJ: —5+3)2:5©{(5L‘—1)2+(2x —2)=5

y=2x —5 y=2x —5
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45,

) 2 _ 2 o 2 _ 2 _

o (x—1)7"4+(2(z — 1)) =5 . (x—1)"+4(z —1) =5 . 5(z 1)—5®

y=2x =5 y=2x —5 y=2x —5
Sf@-1=1_ fe-1=41 _ [o=1+1 _ [o=0Vs=2

y=2x —5H y=2xr —95 y=2x —95 y=2xr —95
Sex =0 vemy = —5 . Ascoordenadasde s€ffo-5)
Ser=2 vemy=2x2-5= —1. Ascoordenadas d&  sef@o— 1)
t:y:—%x—5
s:y:—%x + b .Como as coordenadas d& &80 1) ,vem:—%x2 +beb=0
Uma equacdo dareta seya —%a: e uma equacdao daseta y = — %m—5

a) AretaAB tem declive%— , entdo a sua equacéo redsgeidada formay = % x+b
Uma vez que passa no poato  de coordenadds 0) gqwemh= % X(=5)+bsb= % .

A sua equacdao reduzida seré= % T+ %

b) O pontoB é um dos pontos de intersecdo daABta m actrcunferéncia.

2
22 4y = 25 Pt (get5) = [P+ ia+Sar P =
2 2 4 2 4
_l Q@ 1 5 ~ 5 =
y=Zrt5 y= 51+ y= 5+ 5
42 + 22 +10x + 25 = 100 5224+ 10x — 75 = 22 +2x—-15=0
< 1 5 < 1 5 = 1 5
) V=g Tty V=3 Tty
—24 /22— 4x1 x (—15) —2+ /64 _ —2+8
Tr = r=—>53 T = 9
RN 2x1 = 2 &= &=
1 5 1 5 _ 1,3
y:7x+7 y:§£l?+§ Yy 2 2
r= —11+4 r= —5Vxr=3
< 1 5 & 1 5
yzg:p—i-? y:7x+7

Uma vez que a abcissade —& , a abcisga de 3.s&gua ordenada viré x 3+ % =4
As coordenadas d8  s@b, 4)

c) BA=A— B.Ascoordenadas d8A s@e 5,0) —(3,4) = (—8, —4)
BC = C — B. As coordenadas d@C'  s@e 3,16) — (3,4) = (—6,12)
_— — —
Tem-se BA.BC =(—8, —4).(—6,12) =48 —48 =0, peloque BA L BC .

Portanto, o trianguldABC|  é retangulo &

d) Designemos parn a mediatriz do segmento de[iéfa] e porr a reta tangente a circunferéncia
no pontaD .

Relativamente a reta sabemos que o seu dedlj@kao declive da retdB e portan%o

Precisamos entdo de determinar as coordenadas de
D é um dos pontos de intersecdo daweta concandaréncia.
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46. a)
b)

A retam passa pelo centro da circunferéncia (eaagque o centro da circunferéncia é equidistante
de quaisquer dois dos seus pontos) e, por sermubcpéar aAB , tem declive- 2
m: y= —2x+0

2 2 _ 2 2 _ 2 2 _ 2 _ 2 _

ety —25@ x+(—2x)—25© r°+4zx —25@ 5x° =25 - - =5 -

y= —2x y= —2zx y= —2x y= —2x y= —2zx
o lT= \/3 Vo= — \/3

y= —2x
ComoD pertence ao segundo quadrante a sua aécisgdg , asua ordenadaZé\/g.
D( —/5, 2\/3) .
.oy = %:c—#b e 2\/3:%(—\/5)4—17@1):#
Equacéo reduzida da reta y = %a: + #
Os pontog” & tém coordenad#s, 0) (0,e— 10) , respetivanfentelinacdo da reteé’D é
45°, pelo que o seu declivelé . Uma equacéo daltét& entdgy =+ — 10 B € o ponto da reta
C'D que tem ordenadgd. 10=2—-10< 2 =20 B(20,10)
Designemos pak/ o ponto médio (BC| .
As coordenadas de seréom'glo , 10;0 ) = (15,5)
O declive da mediatriz & 1 , pelo que uma equdeamediatriz sera do tipp= —x + b
5= —15+b< b=20. Aequacdo da mediatrizg= — x + 20
y<x—10 A 2% +5y? <100
A[OABC] = % Xm: 202;10 x 10 = 150.
Area de um quarto de circulo % x7mx 10> =257
Area da regi&o colorida a aztl150 — 257
Designemos par a reta de equagée %x espor pegiandicular @ e que passa no centro
da circunferéncia.
4
S1Y=—37T
E é um dos pontos de intersecdo daseta concandaréncia (€ o que tem ordenada positiva).
2
2?2 =100 [ a2+ (— %x) 100 [+ Fa2=100 [ 2 22=100
4 & A & 4 & R
y= =37 y= —gu y= — 3¢ y= —3u
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z? =36 x = +6
= 4 = 4
y:—gsc y:—gsc

O ponto £ tem abcissa negativa e ordenada pagitelo quec = — 6 & = — %( —6)=28.
As coordenadas d&  s@e 6,38)

fy OB =B-0.Ascoordenadas 65  s@0, 10)
OE = E — O. As coordenadas dOE  s@e 6,8)
OB .OFE = (20,10). (—6,8) =20 x (—6) + 10 x 8 = — 40

1

H@H — /202 + 102 = /500 = 10v/5 ; HO—FJH — 6P T & = /100 = 10

~ —_— =
_ ——="—==\ OB.OE _ _ —40 9 25 25
COsSa = COS(OB’OE)_HO—B>H><HO_E>H_10\/5><10___5\/3—_ FYE = ~ o8
lttfa=——— = s lttfa= 7p5 o tda= 5> —1& tda= 2
( 2‘/3> 625
25
Como 90°< o < 180 °,tga:—%.

47. a) BA = A— B.Ascoordenadas d8A  s@ig20) — (— 5, — 10) = (6, 30)
BC = C — B. As coordenadas d8C  s@d, 12) — ( — 5, — 10) = (22, 22)
BA.BC = (6,30). (22,22) = 6 x 22 + 30 x 22 = 792

yAA

o

;; X

HWH = /62 + 302 = /936 = 61/26 ; HB_dH — /222 1 222 = \/968 = 221/2

5 =7 BA BA.BC 792 6
cos(AB(J) = cos(BA ,BC) = T T = = —F— =
64/26x22+/2 52
[BA]x|BC]  oveexezve
6 6+/13 313 | ~ 3v13 o
= —2\/1—3 = "9 — 13 ABC = arccos 13~ 33,7
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b)

d)

Designemos par a reta perpendicul&@ e quamassi e por’ o ponto de intersecaorde

comBC(C'.
yAA

a

o

=V

o

As coordenadas d8C' s@2,22) .Odeclive3de 1 é .Qvdathretar é-1 .
Uma equacdo dareta € dotipo= —z+b

20= —1+b< b=21.Aequacdo reduzidadareta yé& — x + 21
Uma equacdo darelaC édotipop=z+0 .
—10= —-54V <V = —5. Aequacdo reduzida da réddd’ yéx—5
y= —x+21 r—0= —xz+21 2x =26 r =13 z =13
= &
y=x—95 y=x—> y=x—9> y=13-5 y=28

As coordenadas d¢  s@i3,8) .
A altura do trianguld ABC]  relativa a bd$&”] @algudistancia entrd &/

AA = /(A3 =1)2+ (8 —20)2 = /288 = 12¢/2

A= BCEAA' _ 22\/5212\/5 — 22 x 12 = 264

Designemos par € as mediatrizes dos segmghf®s [BC'e respetivamente. O centro da
circunferéncia, que designaremos por , serd o mniotersecdo dessas mediatrizes.

As coordenadas do ponto médio] dé3] s{régi, 20;10 ) =(—-2,5)

As coordenadas deA s@H30) ,logo o vetor de coaddesh— 30,6) sera vetor diretor de
rooy= _—gox—kb@y: —Tlsc+b
b= — Tl X(—=2)+bs b= 25—3 Uma equacgdo dareta sgr&a — Tlx+ 25—3

As coordenadas do ponto medio B¢ seér{ié;—N, %) = (6,1)
As coordenadas deC’ s@?2,22) ,logo o vetor de cooddsia- 22,22) sera vetor diretor de .

s:y= —x+b
l=—-6+b&b=7. Unmaequacdo dareta sgr& — z+7
_ 123 o123 _ _
y= - 5o+ 5 Tt = 3;4—7(:){ r+23 593-1—35@
y= —x+7 y= —x+7 y=—x+7
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48.

f)

b)

3
4

o 4o =12 R
y=—x+7 Yy
Logo,D(3,4) .

O raio da circunferéncia sera a distancidbde aasrpontos da circunferéncia.

raio= AD = /(3 — 1)2 + (4 — 20)? = 1/260

A equacdo reduzida da circunferéncia circuresattriangulo éx — 3)? + (y — 4)? = 260

DC = C — D. As coordenadas dBC’ S@ld, 12) — (3,4) = (14,8); mpc = %;

7
mt:—T.

t:yz—%x—l—b; 12:—%x17+b@b:%.

A equacgédo reduzida da reta yé — %az + %7.

my = — %. arctg% ~ 60,3 ¢ inclinacdo da reta~ 180 —°60,3 =119,7

Tem-se que sdo verdadeiras as igualdddes4)® + (0+3)> =25 (0 -e4)>+ (0+3)? =

pelo que o pontad e o ponto pertencem ardiecénciac .

25

Designemos paf’ o centro da circunferéncia e gpponto de interse¢do das duas retas e

0(47_3)

yll

I
05
S,
CA=A-C.Ascoordenadas d&A  s&8,0) — (4, — 3) = (4,3); mca = %;m,‘: -5
r:y:—%x—kb; O:—%x8+b<:>b:?f3—2.
A equacéo reduzida dareta ye= — %:c + %—2
CO =0~ C. As coordenadas @0  s@00) — (4, —3) = (—4,3); mco = —%;
4

ms:?

st y= %x; A equacéo reduzida da reta yé= %x.
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49. a)

b)

d)

(r s) = (ﬁ ﬁ) V(r s)=180°— (ﬁ I—A>)
e 6

10 = 0O — I. As coordenadas d&  s@p0) — ( , T)

TA = A—1I. As coordenadas ded  s@0) — (4 T6)

256

|

4

0T ) (1) - e A
HKW=¢«4V+( SRR .
HﬁH—W(—%ZE%

- 76 T4 112
ws(10 T8) = [ o - ey -

7 0
(r s) =arccosys ~ 74

(~1- )
(11 %)

T. T =(2-1,4).(3,0, -5) =2x3-1x0+4x (-5 =6-20= — 14

1T = 2+ (—1+42= V2L || T || = /3 40+ (-

— =\ o 14\ °
(o, v) =180 arccos<\/71—4)~122
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50. a) AB = B— A.As coordenadas déB  s@p5, — 1) — (1,3, —2) = (—1,2,1) .
AC = C — A. As coordenadas déC' s —2,4) — (1,3, —2) = (2, — 5,6) .
AB.(3AB +A0):(—1,2,1).[(—3,6,3)+(2,—5,6)]:(-1,2,1).(-1,1,9):

=1+24+9=12
b) Cos(A—B>AE>): AB.AC _ _ 921046 _ 6
o ac] = Vo oo VoW
BAC = (EAE)) = arccos( — ﬁ) ~ 108 °

—

51. Tem-seu . v =2x(—3)+3x4+(—1)x6=0, peloquew L7
52. a) Porexemplo: v7 (0,2,5); v (2,0,3) ;v3 (5,—3,0)

7.7:0@ (a,b,c). (3,5, —2) =0 3a+5b—2¢c =0
T U =0 -3) = —2a+b—-3¢c=0

3a+5b—2c=0 - 3a+5b—2c=0 3(1—|—5(2a—|—3c)—2020<:>
—2a+b—-3c=0 b=2a+3c b=2a+3c

o 13a+13c:0<:> c= —a N c= —a o c= —a
b=2a+3c b=2a+3c b=2a—3a b= —a

Portanto(a,b,c) = (a, —a, —a) =a(l, — 1, — 1).

53. W (a,b,c)
wﬁ:% (a,b,c).(Z,—l,—l):0<:> 20 —b—c =0 - b=2a—c -
WU =0 (a,b,¢).(—=3,1, —2) =0 —3a+b—2c =0 —3a+b—2¢c =0
- b=2a—c b=2a—c o sza—c@ b:2(—3c)—c@
—3a+2a—c—2c = —a—3c =0 a= —3c a= —3c
b= —Tc
é{a:—3c (a,b,c)=(—3¢c, —=Tc,c)=c (-3, —-7,1)
Logo, W (—3, —7,1)
Pag. 43

54. a) AB =B - A.Ascoordenadas déB  s@i@d,2,8) — (11, —1,2) = (2,3,6) .
AE = E— A . As coordenadas déE  s@5,0) — (11, —1,2) = (— 3,6, —2) .
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b) AD HADH_HABH—\/22+32+62 7
- abc) (2,3,6) =0 2a+3b+6c=0
_ ab,c).(—3,6,—2):0‘i’{—3a+6b—2c:o‘i’
a+3b+6c—0  [20+3b+6c=0 [2a+3b+6(— 5 a+3b) =0
{c——3a+6b {c:—%a-i-?)b@ c:—%a+3b
a+3b 9a+18b=0 (21b="Ta b=a
{ - a+3b @{c:—%a+3b@ c:—%a+3b@
1 1 1
=30 b:?a b:?a
{ %a—FSx%a@{c—%a-l—a@{c—%a
(a,b,c) (a%a—%a)ea<0 e\/a2+(%a)2+(—%a)2:7
\/a2+(%a)2+(—%a)2:7<:>\/a2+7a2+7a2—7<:> %cﬂz?@
& —ta=Tsa= -6 (abc):(—ﬁ,%x(—& —%x(—es)):(—ﬁ ~92,3)
Logo,ﬁ(—G, —-2,3) .
) D=A+AD. As coordenadas de sfd, —1,2)+ (-6, —2,3) = (5, —3,5) .
55. a) VB.V(Q= 36@“ H HVQchos(_ﬁAVQ)_36<:>
N HVPH X cos(VP VQ) — 36 cos(VP VQ) - Hngin
4
0 2v/14 .

Pela lei dos cossenos sabemos que
—— |2 — |2 — |2 — — SR N
[7Q) = [7a) +[v2]| - 2|[7d] < [77] x cos(vP V) &

@2@2:V72+V?2—2V?XV—P>X 362@
(V) = 7P+ [P 2 7]« [«

2 2
eax14=2|VP| —2x36 = |[VP| =61 |VP| =3
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b) A base da piramide € um quadrado de Iadéﬂ. Determinemos a medida da sua diagonal.
_ 2 2 N
05° = (2\/14) n (2\/14) — 92 x4x14=112, peloqueds =/ 112 4y/7

Designemos por’ o centro da base da pirargitfé.= 2ﬁ

VIVl =82 — (2¢/7)2 =36, peloqué’V’ =6
V=g xPQ xVV =4 x4x14x6=112

c) Sabemos queV’ = Q\ﬁ . Sabemos também que a abcissirde  é igual 3albels , que 2.
Sabemos ainda que a cotalle 0 € . Designemaes pdeada d&’ , com> 0

—3,4/3,0), V'(2,a,0).
Pv':2\/_<:>\/2+3) +(a—\/§)2+(0—0)2:2\/?<:>\/25+(a—\/§)2:\/%@
S B+(a—/3)P2=28<(a—3)?=3ca—3=%+/3=a=3+/3

Comoa > 0 , vem quer = 21/3 . As coordenadad/de  (€40+/3,0)
Como a altura da piramidesé vem qu€2, 2\/5, 6)

0 4 WD | VO
Sabemos qu#v QH = 2ﬁ . Sabemos também qué'P L V'Q .

Acotade) @ .Designemos pbr(b > ) Oc éc < 0) respetivagreeabcissa e a ordenada de

Q.
V'QQ = Q —V'. As coordenadas d&'Q  s@oc,0) — (2 2\f 3,0)=(b—2,¢c— 2\/§, 0) .
V'P =P —V'. As coordenadas d& P  s@e 3, \f,() - 2,2[,0 = (-5, —/3,0).

{Wﬂzﬁ@ \/(b—2 (0—2\/_) +02 =27
VP .V'Q = (=5, —/3,0).(b—2,c—2/3,0) =0

=

o2 (cmava) - \/_(:){(b—Q t(e-2vi) =
—5b+10—\/§c+6_0 b=16—+/3c
= (0—2\/— (76— —2) +(c—2\/§)2:

& < <~
p_ 16 V3e 16
\ 5 5 b= % —

() ey
b:ﬁ_\/gc
\ ) 5
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2 2 2 2
/3 (c—2 3) +(c—2\/§) — 28 i(a—Q 3) +(c—2\/§) — 28
o 5 JRY RF5
3 _ 16 V3e
-~
2
%(a 2 3) — 98 (c—2 3) — 95 c—2\/3=45
~ ~ <~ ~
p_ 16 V/3e p_ 16 V/3e I CVET:
=75 5 =75 5 5 5
c=2\3+5
T 16 Be
=5 75
Comoc < 0 ,vemc:2\/§— 5 e
6 V3 (2 \/§_5) 16 6-5\/3
=75~ 5 =5 — 5 23
Entéo@(2+\/§, 2/3 — 5,0)
56. a) Superficie esférica de diametfd B] b) Plano mediad@edmento de retpA B]
B P
>B SR
A M D

c) Circunferéncia de centd , contida no plano mettiae [AB] e de raidl/ A

)

Pag. 44

1
57. (2,1, _ ?)

58. Uma equacao do plano serd da formha +2y — 2 +d =0.
4 x142x(—-3)—4+d=0«<d=06.Umaequacgdo do plano serr +2y —2+6 =10
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59. Um vetor diretor da reta definida par=5Az= — 1 teré demadas, por exemplgo, 1,0)
Uma equacdo do plané seradafora+1y+0z+d=0.
0x1+1x240x3+d=0&d=2
Umaequacdodopland sefx+1y+0z+2=0y= —2

60. AB = B — A.As coordenadas déB  s@b5, —2) — (1, — 3,4) = (2,8, —6) .

o A4+3 345 4-2 Y\ _
As coordenadas do ponto médio do segmphis) éaﬂez—, 5 "3 ) =(2,1,1).
—
O vetorAB € normal ao plano, logo uma equacéo do planodsefdrma2x + 8y —6z+d =0.
2x248x1—-6x14+d=0&d= —6
Uma equacédo do plano sethr + 8y — 62 —6=0<x+4y—32—-3=0.
61. a) (3, —2,7)
b) Tem-se3 x4—-2x5+7x1=9 ,peloque € «
c) Designemos par aordenada@Qe . As coorden&dgs sldo(2,a,3)
Como () pertencea em-se3 x2—-2xa+7x3=9<2a=27Ta= %
d) O vetor de coordenadds, — 2,7) € normal ao plano, oy equacao do plano sera da forma
3r—-2y+72+d=0.
3Xx(—=3)-2x(-1)+7x5+d=0&d= —28
Uma equacao do plano sefx — 2y + 72 —28 =0
e) O vetor de coordenadéds — 2,7) e normal ao plano o,dogetor diretor de qualquer reta
perpendicular ao plane . Assim uma equacéao véttaiseta pedida sera
(m,y,z) - (67 _271)+k(35 _277)7 kEeR
Pag. 45
62. a) Umvetor normalan @, (2, —1,3) .Um vetor normabBa v#( —4,2, —6) .
Comov; = —2v, , Osvetores, @  sdo colineares, pamgplanos

«a e 3 sao paralelos.

Como as equacgOesr —y + 3z =5 e —4x+ 2y — 62 =0 néo sao
equivalentes, os planas e 5  nao sao coincidentesgpe sao estritamente
paralelos.

Nota: outra maneira de ver que os planos naca@aoidentes é verificar que
um ponto pertencente@  ndo pertenge a pxmmplo, o ponto

P(0, —5,0) pertencente @ mas ndo pertenge a

b) Umvetornormalan &, (2, —1,3) .Um vetor normaka v &1, —4, —2) .

Comov, .v, =2 +4—-6=0 ,0svetores, €  s&o perpendiculares,
pelo que os planoa ® sao perpendiculares.
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63.

c) Um vetor normal an @, (2, — 1,3)

a)

b)

d)

Um vetor normal & &, (0,1, — 1)

Comov, evs n&o sdo colineares, os plamos § néo sio paralelos, ou
seja, sao concorrentes.

Comouv, .13 = —1—3= —4 , que é diferente de zero, 0s vetafes
v ndo sdo perpendiculares, pelo que os plan@sé n&o sio
perpendiculares.

Equacéo vetorial{z,y,2) = (—2,3,1) + X\(2, —2, — 1), A€R
Sistema de equacdes paramétricas:
r= =242 AN y=3-22 Az=1—-X\1eR

O vetor de coordenadé&®, — 2, — 1) € normal ao plano , lagpeguacao do planro
forma2x -2y —2+d=0.

2x1-2x(=2)+14+d=0sd= —7

Uma equacédo do plano setbr — 2y —2—7=0

= —2+2\ = —2+2\
y=3-—2\ y=3-—2\
z:l—A < Zzl_)\ <
20 —2y—2—-7=0 2(—=242\)—-23-2\)—-(1-X)—-7=0
= —2+2\ = —2+2\ r= —2+4
TV z=1-21 “Yz=1-2 T z=1-2
— 444X —-6+4X-14+X=-7=0 9\ =18 A=2
r =2
y=—1
< z= —1
A=2

Pelo queP(2, — 1, — 1)
B=A+2 AP

A B

o

AP = P — A. As coordenadas déP  s@ — 1, — 1) — (—2,3,1) = (4, — 4, — 2).
As coordenadas d@  vir§ie- 2,3,1) +2 x (4, -4 —2) = (6, — 5, —3)
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64.

65.

66.

a)

b)

a)

b)

a)

(=224 (y—4)2+(2-7)2<36

. Era—
Comecemos por determinar as coordenadas do dét@ a sua norma.

AB = B — A. As coordenadas déB @08, — 1) — (2,4,7) = (— 1,4, —8) .

HEH:\/(—1)2+42+(—8)2=\/§=9

— , . — , = ~
O vetorAP sera colinear com o vetbB e terd na@yn#ss coordenadas déP serao

—

%XAB
2 2 8 16
=5 (L =9 = (-5 - )
2 8 16
P = A+ AP. As coordenadas de ser@o4,7)+(—?,?,_7):
_(i& )
- 3 73

O vetorAB é perpendicular ao plamo , logo uma equacao amwplasera da forma
—:z:+4y 8z+4+d=0.

20 5 _ _
—3+4 3 —8><3+d—0<:>d——12

Uma equacdo do plano serax +4y—8z—12=0

w = () — P. As coordenadas d?Q s&p,.2,3) — (1,1,0) = (1,1, 3) .

PR = R — P. As coordenadas deR s&8,3,1) — (1,1,0) = (2,2,1) .

Designemos pot (a, b, ¢) um vetor ndo nulo perpendicuIaP_aj ]

7. PQ=0 (a,b,c).(1,1,3) =0 a+b+3c=0

7_p—R>:O<:>{(a,b,c).(2,2,1):O {2a+2b+c=0
a+b+3(—2a—-2b)=0 a+b+ —6a—6b=0 —5a—-5b=0

<:>{ci—2a<—2b ) <:>{c:—2a—2b <:>{c:—2a—2b

- a= —b o a= —b
c=—2(—-b)—2b c=

Portanto, qualquer veta#( — b, b, 0), comb € R , é um vetor perpendiculaPd) @&
Substituindo, por exempld, pbr , obtemos o véeocoordenadas— 1,1, 0)

O vetor de coordenadés- 1, 1,0) é perpendicular ao pfap& , logo uma equacéo do plano

PQR seradaforma—z+y+0z+d=0.
Considerando, por exemplo,opontdo vemi+14+d=0<d=0
Umaequacdodoplane seraz+y=0sy==x

O ponto A(1,2,5) pertence areta se e so se exigteR tal que

(1,2,5) = (2, — 3,3) + A(1, — 2,1), ou seja,

o ponto A(1,2,5) pertence areta se e SO se exist® tal que
1=24+AA2=—-3-2A A5=3+\.

Como ndo existe\ € R que verifique estas trés émsa@ pontod ndo pertence a reta
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b) Se conhecermos as coordenadas de um vetor noumapéano e as coordenadas de um ponto des:
plano, facilmente escrevemos  uma equacgéo desse plan
Mas para que um vetor seja normal a um planprelgsa de ser normal a dois vetores ndo
colineares, paralelos a esse plano.
Se designarmos p&t o ponto da reta de coordefad— 3,3) . Esse ponto pertence ao plano

do qual queremos escrever a equagao. Assim 0 Mdtog paralelo a esse plano.

— —

AB = B— A . As coordenadas déB  s&@, — 3,3) — (1,2,5) = (1, — 5, —2).

Por outro lado um vetor diretor da reta é pévale plano que contém a reta . Assim o vetor de
coordenadasl, —2,1) , que designaremos por V&tor , &jmas® nosso plano.

— ~ ~ . ~
Umavez quedB & ndo sdo colineares, vamosietaras coordenadas de um vetor ndo nulo
u (a, b, c) que seja perpendicular a ambos.

U.Ezoﬁ (a,b,¢) . (1, =5, —2)=0 a—5b—2¢=0 a=5b+2c
.7 =0 (a,b,¢) . (1, —=2,1) =0 a—2b+c=0 a—2b+c=0
<~
a=5b+2c - a:5b+20© a:—5c+20@ a= —3c¢
5b+2c—2b+c=0 3b+3c=0 b= —c b= —c

=

Portanto, qualquer veto’( — 3¢, —¢,c) , comec € R , é um vetor perpendicula}ﬂl—ﬁ> ga
Substituindo, por exemple, pbr , obtemos o vdeocoordenadas— 3, — 1, 1)

A equacédo do nosso plano serad da formazr —y+2+d =0.

Substituindo, por exemplo, pelas coordenadadtmpl vem
—3x1-2454d=0&d=0.

—3x—y+2z=0 ¢€entdo uma equacao do plano.

a) O ponto de coordenadd8, — 1,4) pertence as duasPetasutro lado, os vetores de
coordenadag?2,3, —1) €—1,4,2) n&o séo colineares, pelo gqetsasndo sdo paralelas.
Portantoas retasr &  s&o concorrentes

b) O vetor de coordenadé, 3, — 1) , que designaremos parweté paralelo ao plano definido
pelas retas e . De igual forma o vetor de coodEs(a— 1,4,2) , que designaremos por vetor
€ paralelo ao plano definido pelas retass e
Umavez qué&® & ndo sdo colineares, vamoswietras coordenadas de um vetor ndo nulo
u (a, b, c) que seja perpendicular a ambos.

7.?:0@ (a,b,c) .(2,3, —1) =0 2a+3b—c=0 - 2a+3b—c=0

.5 =0 (a,b,c).(—1,4,2) =0 —a+4b+2c=0 a=4b+2c
2(4b+20)+3b—c:0© Sb+4c—|—3b—c:0® 116+3c=0
a=4b+2c a=4b+2c a=4b+2c

ad 11 ,\ < 22 , 10
a:4b+2(—7b) a:4b_Tb a:—Tb

=

Portanto, qualquer vetch( - %b, b, — %b) comb € R, é um vetor perpendicularra &a

Substituindo, por exempld, per3 , obtemos o vdeocoordenadgd0, — 3, 11)
A equacéo do nosso plano sera da fortna— 3y + 11z 4+ d = 0.

Substituindo, por exemplo, pelas coordenadasodtopconhecido da reta  vem
100x3-3x(—-1)+11 x44+d=0&d= —1TT.

10x—3y+112z—77=0 é entdo uma equagao do plano definido pelasirets .
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68.

c)

d)

Os vetores de coordenadas 1,4,2) (2 —8, —4) sao colinealesgpe as retas sao
paralelas.

Como o ponto(3, — 1,4) pertence areta mas ndo peréeretat , asretaset séo
estritamente paralelas.

O vetor de coordenadés- 1,4,2) , que designaremos pmr¥e é paralelo ao plano definido
pelas retas & . O vetor de coordenadas— 8, —4) quev@tamdiretor da reta € colinear
com o vetors razdo pela qual precisamos de um eetoy que seja paralelo ao referido plano, ma
gue néo seja colinear com o ve®r
Da equacéo vetorial da reta tiramos que o poatooordenadas, — 1,4) , que passaremos a
designar por pontd , € um ponto do plano do queiepdemos escrever uma equacao.
De igual forma, da equacéo vetorial da teta miraque o ponto de coordenadasbs, 3) , que
passaremos a designar por poto  , € um ponttado do qual pretendemos escrever uma
equacao.

. — -
Assim o vetorAB é paralelo ao plano definido peddsss € .
—_— —
AB = B — A. As coordenadas déB  s@35,3) — (3, —1,4) =(—1,6, — 1).
Uma vez qu&’ elB  nio sdo colineares, vamoswietaras coordenadas de um vetor ndo nulo
u (a, b, c) que seja perpendicular a ambos.

{7.?:0 {(a,b,c).(_1,4,2):o {—a+4b+20=0

WA—B>:0 (a’ﬂbﬂc)'(_]~76l_]~):0¢> _a/+6b_C:0
3
a=4b+2c o a:4b+20@ a:4x70+20©
—4b—2¢c+6b—c=0 2b—3¢c=0 b:%c

{azSc
Al 3

Portanto, qualquer vetoﬁ(S c, %c, c), comc € R , é um vetor perpendiculasa  el&

Substituindo, por exemple, pdr , obtemos o vdecoordenadaslo, 3, 2)
Uma equacado do nosso plano sera da fortha+ 3y +2z+d =0.
Substituindo, por exemplo, pelas coordenadasodtop! vem

16 x3+3 x(—1)+2x44+d=0&d= —53.

16x+3y+22z—53=0 éentdo uma equacado do plano definido pelasdetf .

O vetor de coordenada®,3,1) , que passaremos a depinar, é vetor diretor da reta Este
vetor é normal ao plane

O vetor 7 é perpendicular ao vetor de coordenédds — 2), que é normal ao pland
Repare-se qu@, 3,1).(1,0, —2)=240—-2=0

O vetor 77 n&o é colinear nem perpendicular aona coordenadd$, 1,0) , que € normal ao
plano~y .
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T =342\
d) {(x,y,z)=(3,1,5>+A(2,3,1>@{<w,4,z)=(3,1,5)+A(2,3,1>@ 4=1+3)

y=4 y=4 z2=95+A
y:
r=2>5
o A=1
z=26
y=4

O ponto de interse¢do tem coordenddas, 6)

e) Umvetornormalan &, (2,3,1) .Um vetor normaBa v#(1,0, —2) .
Comou, .v; =0, osvetores, ®  sdo perpendiculgre que os planoas 8  sdo
perpendiculares.
_ _ _ __b5-52
) 2x+3y+z—5© 4z+3y+z—5© 52+3y—5@ Yy = 3
rT=2z r=2z r=2z =922

Entdo as coordenadas dos pontos dasreta saéoncia f(2 zZ, 5_?)& ,z) ,comr € R

Para escrever uma equacao de uma reta bastaceoaBecoordenadas de dois dos seus pontos.

Designemos pad B  0s pontos da keta delcota 1.erespetivamente

As coordenadas dé seréi)x 1, % ,1) =(2,0,1)

— -1
As coordenadas de seré@x (—=1), %X() , — 1) = (—2, 13—0, — 1)
AB = B — A . As coordenadas deB sé&Q,%,—1)—(2,0,1):(—4,%,—2).

Uma equacao vetorial da rata sera por exemplo:

(a:,y,z):(2,0,1)+A(—4,%, —2), AeER S (z,y,2) = (2,0,1)-1—)\(2, . %1) AeR

69. Designemos porr &  a abcissadle e ordeteadn , respetivamented(a,0,0) e B(0,5,0) .
O pontoA pertence ao pladdBE  ,peloQuea+3x0—-0=3<a=1
O pontoB pertence ao pladdBE  ,peloQue0+3xb—-0=3<b=1
Vem queA( 10,0) , B(0,1,0) eAB = /124 (—1)2+02 = /2
Designemos poE’ a projecdo ortogonalide  soptarm zOy .

E’'(1,1,0) . Designemos par acotade E(1,1,c)
O ponto £ pertence ao pladdBE  ,peloguel +3x1—c=3<c=3

V:%XEQXEE’:%X2><3:2

70. a) Designemos pat a abcissa do poAta, — 7,4) :
O pontoA pertence ao pladdBF  peloquea+2x (—7) -3 x4 =58 < a =14
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b) Designemos pdr € a ordenada e a cota do gonespetivamenteP(4, b, ¢)
O pontoP pertence ao pladdBF  ,peloqued+2xb—-3xc=58<2b—3c=34.
O pontoP pertence ao plamizF* ,peloQued+3xb+6xc=80<3b+6¢c=72.

3b+6¢c="T72 b+2c=24 b=24-2c b=24-2c

o Tc=14 o c=2 N c=2
b=24-2c¢ b=24—-4 b=20

Logo, P(4,20,2) .

{2b—30234 {21)—30:34 {2(24—20)—30234 {48—40—30234
= = =

Designemos pat & a ordenada e a cota do gprégpetivamente)(7,d, e)
O ponto) pertence ao pladdBF  ,peloque7+2xd—-3xe=58<2d—3e=16.
O ponto) pertence ao pladiyF* ,peloQue7+3xd+6xe=80<3d+6e=606.

2d—3e=16<:> 20l—3e:16<:> 2(22—26)—36216<:> 44—46—36216<:>
3d+6e=066 d+2e=22 d=22-2e d=22-2e

PN 76228 PN 624 o 624
d=22-2e d=22-2e d=14

Logo,Q(7,14,4) .
PQ =Q — P. As coordenadas dej  s@014,4) — (4,20,2) = (3, — 6,2) .
c) (x,y,2)=1(4,20,2)+ (3, —6,2), \eR

d O vetor@ € normal ao planbBC , logo uma equaciolamw ABC sera da forma
3z —6y+22+d=0.
Como o pontA (14, — 7,4) pertence ao plaAa&C vem
3x14-6x(—-T+2x44+d=0&d= —92.
Uma equacéo do plandBC' set& — 6y +22—92=0

e) O pontoB é aintersecao do plaa&C com afdta .
3z —06y+22—-92=0

3r—6y+22—-92=0 r=4+4+3A
{(:c,y,z):(4,20,2)+/\(3,—6,2)(:) y=20— 62\ <
z2=2+2A
(3(443XN) —6(20—67) +2(2+2X)—92=0
@<93:4+3)\ o
y=20—6A\
\2:2-1—2)\
(12 49X —1204+36 A +4+4X—92=0 49 X = 196 A=
@<93:4+3)\ - x:4+3)\© x:4+12@
y=20—6A\ y=20—6A\ y=20—24
\2:2—1—2)\ z=2+2X z=2+38
(A =4
®<93:16
y= —4
\2:10

Logo,B(16, — 4,10) .
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f)

g)

h)

)

(r,y,2) = (14, = 7,4) + X\(3, — 6,2), A € R, uma vez qu?@ € um vetor diretor da iefa

esta é paralela a retef.

O pontoE’ é o ponto daretey  que tem €ota .

z=0 z=20 2=0
r=14+3 X r=14-6 r=28
(x,y,0) = (14, = 7,4) + A(3, — 6,2) & y:—7—6)\© Y = _7+12 =5
0=4+2)\ A= — A= —2
Logo,E(8,5,0) .
A(14, —7,4) , B(16, — 4,10) e E(8,5,0).
AB= /(14162 + (- 7+4)2+ (4 - 10)2=7
AE =./(14—-8)2+(—7-52+(4—-0)2=14
V =AB" x AE = 7% x 14 = 686
F=E+ AB
AB = B— A. As coordenadas déB @G, — 4,10) — (14, — 7,4) = (2,3,6) .
As coordenadas dé  s& 5,0) + (2,3,6) = (10,8,6) .
Designemos pof, g k as coordenadas do \ﬂf’)rLogo ?C(f,g, h) comh >0 .
Sabemos qu8C 1. BA ,qu&C’ L PQ e (ﬂ@“ =7
—_— =
BO.BA=0 " ((f,g,h). (=2, -3, -6 =0 (—-2f—3g—6h =0
BC.PQ=0<{ (f,g,h). (3, —6,2)=0 s 3f—-6g+2h=0 <«
|Bc|| =7 VT @+ =1 F24 g%+ h? =49
2f+3g+6h =0 f—_29 3h
©93/-06g+2h=0&05(-35-3h)—6g+2h=0%
F24 g%+ h? = 49 2
3 3
(f=-34-3n f=—-2g-3h = —59-3(-39)
©9 -2 g-9h-6g+2h=0 h=— 2y FYh=—3yg
| [P+ + R =49 P+ 3 +h*=49 24 g2+ h?=149
( 3 9 :3 e
f=-59+59 / 93 f 393
<:><h:—%g s h==739 ) seh=—-39 &
2, o 3\ _ 2, 2. 9 o _
| P+ +h2=49 (39)"+9 +(—29) = 49 99° +9°+ 79" =49
(
f=3yg f=3g f=3g
h=—3 _ 3 __3
& 4 29e (h=—-598{h=—-1%g
4992_49 92:4 g:iz
Comoh>0 eh:—%g, vemqugy <0 .Entag,= —2, f= -6 &=3
Pelo que,BC( — 6, — 2,3)
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k)

Pag. 47

)

C =B+ BC
As coordenadas dé  séi®, —4,10) + (—6, —2,3) = (10, — 6,13) .

A(14, — 7,4) , F(10,8,6) eC(10, — 6,13) .

FA = A - F.As coordenadas deA sad, —7,4) — (10,8,6) = (4, — 15, —2) .
FC = C — F. As coordenadas deC sdo, —6,13) — (10,8,6) = (0, — 14,7) .
FA. FC=4x0—-15x (—14) — 2 x 7 = 196

A A e e [

- — —
COS(F—A) TC) = HF—ffﬁxﬁFidH = 7\/51367\/3 - %Zg -

AFC = (ﬁ F—C’>) = arccos% ~ 37 °

4
5

A(14, —7,4) eC(10, —6,13) .
CA =A—C.Ascoordenadas d8A  s@id, — 7,4) — (10, —6,13) = (4, — 1, — 9) .
Designemos pat/ o ponto médio do segmeéntd) .

As coordenadas def séoMHO —7=6 4+13):(12 13 1_7)

2 P) S22
O vetorCA ¢é normal ao plano mediador, pelo que equeacado do plano sera da forma
4r—y—9z+d=0.ComoM pertence ao plano vénx 12 + 123 -9 x % +d=0&

< d =22 . Uma equacao do plano mediador séra—y — 92z +22 =0

A secgdo é o retangul® BFH| . DB é a medida da diagonal do quadrado de Tado
DB =+\/7+17=1\/2; BF = AE = 14
A=DB x BF =7\/2x 14 = 98/2

Designemos palN o centro da superficie esfériéaé o ponto médio do segmendor] .
ComoC'(10, — 6,13) eFE(8,5,0) , as coordenadas/de sél%g% % %) =

— (9 _ 1 ﬁ)
-T2 )
CE =/(10-8)2+(—6-5)2+ (13— 0)2 = /294 =7/6
2
Uma equacéo da superficie esférica gara 9) + (y+ %)2+ (z— %)2 _ (7\2/6 > -
2 2
tene (b (- B
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71. Designemos patt 0 plano de equagZéo—y + 32z =0 rpor aeetgulcio
(z,y,2) =(9,0,8) + A(4, — 1,4), A € R, porV’ a projegéo ortogonal do poifo  sobre o ptaeg@or
P o ponto de intersecéo da reta com o plano

Comecemos por de terminar as coordenadas do ponto

2 —y+3z=0 294+4N)+2+3(8+4X1) =0 1I84+8A+A+24+121=0
r=94+4\ r=94+4\ r=94+4\
y=—A TYy=-A TYly= - A =
z2=84+4\ z2=84+4\ z2=84+4A
21 = —42 A= — A= —2
r=94+4\ r=9-8 r=1
<~ <~ ~
y= — A Yy = y =2
z2=84+4\ z = z=0

Logo, P(1,2,0) .

Vejamos agora quais sao as coordenadas do pontd seréa o ponto de interse¢do da reta perpendicula
ao planonr e que passa &n , com o plano

Comecemos por escrever uma equacao da reta perpl@n@io plane e que passa Em

(2, —1,3) séo as coordenadas de um vetor diretor dess&nmd®, (x, y, z) = (9,0,8) + A\(2, — 1, 3),

A € R, € uma equacao da reta.

2 —y+32z=0 2942N)+A+3(8+3X) =0 1I8+4A+A+2449X=0
zT=9+2\ T=9+2\ zT=9+2\
= = =

Yy= — y= - y= -
z=8+3\ z=8+3\ z2=8+3\

14\ = —42 A= — A= —3

r=9+2\ r=9-06 r=3

y=—A y= y=3

z=8+3\ z2=8-9 z -1

Logo,V'(3,3, — 1) .

PV = /(1 -32+(2-32+(0+1)2=+/6
VV =/(9-32+(0-32+8+1)2=+/1

V= ><7rXPV’QXVV’:%XW><6><3\/14:6\/147r

1
3

72. a) E verdadeira aigualdade— 7 x (—4) -3 x2—25=0, pelo queo ponto A pertence
ao planoa
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73.

b)

a)

Designemos par a reta perpendicular ao pino  egssa el , pav/ 0 ponto médio do
segmentdAB] e pdl’ o centro da superficie esférica.

Comecemos por escrever uma equacao da reta .
(1, — 7, — 3) s&o as coordenadas de um vetor diretor da retddq e
(x,y,2) = (3, —4,2) + X\(1, — 7, — 3), A € R, € uma equacdo da reta.
O pontoC' é o ponto da reta equidistantelde B.d&ignifica entdo que o ponf® € o ponto de
intersecdo dareta com o plano mediador do segmént] .
Vamos entédo escrever uma equacao desse planadoedjue designaremos por plaho
AB = B — A. As coordenadas déB s@e 5,2,2) — (3, —4,2) = (—8,6,0) .
M é o ponto médio do segmentB].
—5+3 2—4 242

As coordenadas d&  sgeo— 3 > ):(—1 -12),

O vetorAB é normal ao plano mediador, pelo que eguacdo do plano sera da forma
—8x+6y+d=0.ComoM pertenceaoplanovem8 x (—1)+6 x(—1)+d=0«
< d = —2. Umaequacdo do plano mediador set&8z + 6y —2 =0 .

Vejamos agora as coordenadas do p6hto

—8x+6y—2=0 -8B+ N)+6(—4—-TN)—-2=0

=34+ A =34+ A

y= —4—T\ Ty y=—4-7x <

z2=2—3)\ z2=2—3)\
—24 -8\ —24—-42X—-2=0 — 50X =50 A= —1
=34+ A r=3+ A =2
y= —4-T\ TVy= —4-727 T\ y=
z2=2—3)\ z=2-—3\ z=25

0(2,3,5); CA=/(2-37+ B+ 42+ (527 = /59
Equacéo reduzida da superficie esféricaiz — 2)? + (y — 3)?> + (2 — 5)? = 59

A(1,2,3), B(3,7, —1) eC(4, —1,5) .

AB = B — A. As coordenadas déB &7, —1)—(1,2,3) = (2,5, — 4) .
AC = C — A. As coordenadas d&C' sgo —1,5) —(1,2,3) = (3, — 3,2) .
Equacéo vetorialx, y, z) = (1,2,3) + s(2,5, —4) + (3, — 3,2), s,t € R
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r=1+2s4+ 3¢
b) y=24+5s—3t s,teR
z=3—4s+ 2t

t=2=172s _ a—1-2s
r=1+4+2s+3t 3 t= 3
c) y=2+5s—3t & y:2+5s—3x% Sly=2+5s—a+1+2s &

z=3—-4s+2t s 3_ds+2 x $_13_23 223_4S+2x—§—4s

L x=1-2s p= 2128 t= 212

R 3 — T+y—3
=\ T7s=z+y—3 = 3:—x+37/ 3 < s:+ &

3z2=9—-12s+2x—-2—-4s 16s=22—324+7 g — 2x—-3 247

- 16

THS _ 2r8ahT g6, 4 16y — 48 = 4o — 212449 &

25416y +212—97=0

Pag. 48

74. a) A(—2,-2,2) ; C(—2,4, —4) eFE(—3,3,1)
F' é o ponto médio do segmentoC|.

As coordenadas d€ séo_22_2 _2,;4 2;4 ) =(-21 +~1).

b) FE =FE — F.As coordenadas d6E  sfie 3,3,1) — (—2,1,—1)=(—1,2,2) .
FA=A— F.Ascoordenadas d8A  sie 2, —2,2) — (—2,1,—1) = (0, — 3,3) .

) FBLFA eFB.lFE eHFBH - HF_AH .

Designemos pdia, b, c) as coordenadaF @& €0

—_— =

FB.FA=0 (a,b,¢). (0, —3,3) =0 —3b+3c=0

—_ —

FB.FE =0 ={ (a,b,0). (—1,2,2) =0 ={ —a+2b+2c=0<

|78| = ver T (Ve i+ =/is 0%+ b2+ c? = 18

c=> c=> c="= c=">
= —a+2b+2b=0<<{ a=4> =L a=4b s a=4b &
a’>+b>+c?=18 1662 + 0> + 1> =18 185% = 18 2 =1
c=15b
S <{da=4b
b=41
Comoa= 4b en >0 ,vemque>0 ,logo=1 @=4 ces1 . FB(4,1,1)

— —

d B=F+ FBeD=F—- FB
As coordenadas d8  sée- 2,1, — 1)+ (4,1,1) = (2,2,0) .
As coordenadas de  sée-2,1, —1) —(4,1,1
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f)

9)

h)

)

AB = B — A. As coordenadas déB s@n2,0) —(—2, —2,2) = (4,4, —2).
HE’H:\/42+42+(—2)2—\/%:6
FE(—-1,2,2) 2+22+22=1/9=3

:ngABH xHFEH:?x?)Gx?):?)G

Designemos pak/ o ponto médio do segmentdB].
=242 —242 240
sfo2 > t ) 00 1),
ME=+/(=3=02+(=3-02+(1-12=18=3y2
AB x ME 6><32\/§ W

Aiapr) = 5 =

As coordenadas de&

As coordenadas déB sdo(4,4, — 2) .

As coordenadas dEA  sfp — 3,3)
Como os vetores ndo sao colineares, uma equat@ey do plancABC sera
(w,y,z) = ( _27 - 272) +8(4747 - 2) +t(07 _373)7 37t €R

@] vetorﬁf(zl, 1,1) é perpendicular ao plandC'E. , pelo que uma equag@tado sera da forma

4x+y+2z+d=0.ComoA pertence aoplanovdnx (—2)—-2+2+d=0<
< d = 8. Umaequacado do plankCE  setad +y+2+8=0

B(2,2,0) e E(—3,3,1) pelo quBE = /(2+3)2+ (2—3)2 + (0 — 1)2 = /27
Uma equacéo da superficie esférica éerd 3)2 + (y — 3)? + (z — 1) = 27

Designemos po# o plano de equagée 3 ,Hjor  agdmjertogonal d& sobre o plafio e
por E” um ponto da circunferéncia que é a seccaaipida na superficie esférica pelo plaho
&

E(-3,3,1), E'(—-3,3,3); EE=2; EE'=+/21 ; FE"=EE" —EE"
. 2 _
EE" = (\/27) _ 2 o FE = /23
2
A=rx (\/23) —23x

outro processo:
{(x+3)2+(y—3)2+<z—1>2=27 (:,{(m+3>2+(y—3>2+(3—1>2=27 o

z=23 z=23
2 _ 2 __ 2
@{ixj;’) +y=37=2 A=nx(v23) =237
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K)

EA = A— E. As coordenadas d8A  sfie 2, —2,2) — (—3,3,1) = (1, —5,1) .
O vetor EA é perpendicular ao plano , pelo que uma equac@tado sera da forma
x—5y+z+d=0.ComoA pertenceaoplanovem2 —5x (—2)+2+d=0«
< d = —10. Uma equacdo do plano serd-5y+2z—10=0

B(2,2,0)eE(—3,3,1) .
ED = B — E. As coordenadas d68  s@i92,0) — (—3,3,1) = (5, — 1, — 1) .
(r,y,2) =(—=3,3,1) + A\(5, — 1, — 1), A € R, é uma equagédo da réi#3

rT—5y+2—10=0 —34+5A-5B=-XN)4+1-A1-10=0
r= —34+5 A o r= —3+5A -
y=3— A y=3— A
z=1— )\ z=1— X\

([ —3+5A—154+5A+1—-A—-10=0 9N =27 A=3
¢><:z::—3+5)\ o x:—3+5)\<:> r= —34+15
y=3— A y=3— A y=3-3
\zzl—)\ z=1— A z=1-—3
(A =3
=12
<:><y:O
\z:—2

As coordenadas do ponto 3@, 0, — 2)

A(—2,—2,2)eE(—3,3,1).G=A+2x AE

EA(1, —5,1) logo AE (— 1,5, — 1)
As coordenadas do pontb @02, —2,2)+ (—2,10, —2) =(—4,8,0) .

EA(Q1, -5,1) ; EB(5, — 1, — 1)

cos(ﬁf E—B>): _E}AE—£)> _ 1><5—5><(—1)+1><(;1) :2&7:%
FEA|x||EB (v/124+(=5)%+1?)

AEB = (ﬂ ﬁ) - arccos% ~T1°
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Sucessoes

Pag. 51

1.

a)
b)
c)

d)

a)
b)
c)
d)

e)

f)

a)
b)
c)
d)
e)

f)

a)
az)
ag)
au)
@)

a)

12
1
6 (por exemplo)

2 (por exemplo)

[V/8, + o]
[6, + oo
[1, + oo
[9, + oo

[3m, + oo

B eC
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b)) neN A n—321 An—3<benelN A nz% An<8&n=7

2

b)) neNAR?—4n4+1< —3neN AR —4n+4<0&neN A (n—2)2§0<:>

b)

f)
9)
h)

)
K)

Sn=2

h—33z<2 —3zr< -3z >1

|1, + oo ; ndo € majorado; é minorado; 1 é minorgmbe exemplo).

(x-1?<2?s@-1?-22<0s (@rz-1+2)(zv—-1-2)<0&

1
S 2r-1)(-1)<0e22-120s 2> 5

[ % , +00 [ ; ndo é majorado; é minorad(%— € minorante (remplo).

22-2)>082-2>0 ANx#0& <2 A z#0
] —00,0[U]0,2] ; é majorado; 2 é majorante (por exemplo); é&unorado.

V3—zr>2e3—r>Bexr< =5

| — o0, —5] ; é@majorado— 5 ¢é majorante (por exemplo); @é&tnorado.

<7
3

E limitado; o maximo ; ominimo é/3 .
E limitado; o maximo é;30 minimo é 3 .

E limitado; n&o tem maximoo minimo é — 3 .
E limitado; o maximo e\/é nao tem minimo.
E limitado; n&o tem maximeem minimo .

E limitado; o maximo é 5; minimo é 3 .

Nao é limitado; ndo tem maximo; o minimo é 1.
Nao é limitado; ndo tem maximem minimo
Nao é limitado; ndo tem maximem minimo
N3o é limitado; 0o maximo &5 ; nant minimo
Nao é limitado; ndo tem maximo; o0 minimo-€2

N&o é limitado; o maximo é 0:; ndmt minimo
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b)

f)

Consideremos a funcdo quadratica definida peleesxp®@ 22 + 32 + 1.
Calculemos os seus zeros.

—34+32—4x2x1 o g — -3+1
T 4

2224+ 32+1=0c 2= 5%
Como o grafico tem a concavidade voltada paracariuncéo € positiva para

xr €] — o0, —l[U]—%, +oo[.

Logo R\{r € R: 22> + 3 +1>0} = [~ 1, - -]

E um conjunto majorado; o conjunto dos majoraét[es %, + oo[ ; 0 maximo é— %
E um conjunto minorado; o conjunto dos minoragtes co, — 1] ; 0 minimo é- 1 .

2x—7>12x-T7>1V22x—-7< -1l x>4Vxr <3
{reR:|2c-7[>1} N]0,5] = (] —00,3]U[4, +00[) N ]0, 5] =10,3] U [4, 5]
E um conjunto majorado; o conjunto dos majoraéfés + oo ; 0 maximo é .

E um conjunto minorado; o conjunto dos minoraéfes oo, 0] ; ndo tem minimo.

2tgz +1>3A2€(0,7\{ 5} etgz>1rze(0,a\{ G} eze[], 5|
{ze0,n]:2tgz + 1 >3} U |1, 3[=[7,3]
E um conjunto majorado; o conjunto dos majoraéfels + oo| ; ndo tem maximo.

E um conjunto minorado; o conjunto dos minoragtes- oo, 4] ; 0 minimo é7-

|4

F'; contraexemplo: [0, 1]
v

F'; contraexemplo:] 0,1
|4

F; contraexemplo] — oo, 1] N[0, + oo

9. Tem-se, para qualquer  pertencente,d] a < x <b
Como f é crescente, venfi(a) < f(z) < f(b)
Portanto, f(a) é um minorante do contradominigf(&) é um majorante.
Logo, o contradominio da funcdp € um conjuntotédo.

Pag. 53

10. a)
b)
c)

U =4x1—-1=3; upy=4x2—-1=7; u3=4x3-1=11
U10:4X10—1:39; U100:4X100—1:399

4n—-1=303<n="76 ; u =303 ; 303 é otermo de ordefi da sucesséo.
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11.

12.

13.

Pag. 54

14.

d)

a)

b)

a)

b)

Up +Upr1 =490 4dn—14+4n+1)—1=490<=4n—-1+4n+4—-1=490
& 8n =488 < n = 61. SA0 os termos de ordémh 62

3x142 3x2+42 8
b = B2 _ g
3n+2

5 =163n+2=80<3n=78<n=26; 16 € otermo de orde6 da sucesséao.

3n5—|—2 =3p—23n+2=15p—-10 & 3n=15p—12 & n=>5p—4

Portanto, para cada  naturdl — 2 € o termo de orderip — 4

Paran parw,=1+3x1=4; Pama impar, =1+3x(—1)= —2
Logo o conjunto dos termos da sucessfio-&, 4}

wlo—(w9+1):4—(—2—|—1):5

A
4 — ° ° ° °

3_

2_

1_

T T T T T T T 1>

-14 123456789
-2— [ ] [ ] [ ) [ ) [ )
2n+d :L<:>20n+40221n—14<:>n:54; léotermodeordefm da sucessao.
3n—2 10 10
2n+4 2n+4 2n+4—3n+2 6—n

VneN,3n—2>0

Para que a fracdo seja positiva, uma vez quaantieador € positivo, 0 numerador também tera
que o ser, portantovem géie-n >0 & n <6

S&0 apenas 0s cinco primeiros termos da sucqasdAo maiores do qle

Vpp1 — U, =579 (n+1)2+a)— (n*+a) =579 n*+2n+1—-n? =579 &
& 2n =578 & n =289

nvt+rsturs=vs12+a+3+a+5+a=6’+a=2a=36—-1-9-25

@Qa:36—1—9—25®a:%
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15.

16.

a)

C)

d)

f)

a1 =10—-3x1=7; a,=10—3%x2=4;a3=10—-3x3=1; a4:T:2;

2
]
w=T;a=1; ay=—5%=7; P(1,7); Q@3,1) e R(19,7)
A= A8x6 oy

A 2
7 P R

1 :

13 19

Dos 3 primeiros termos apenas dois pertencemtexvéato[4, 20] .

Paran > 3 : ”gz >4 A ”73” <0ent+2>12 A n+2<60<

&n>10 A n<58< 10<n <58 sdo58 — 10+ 1 =49 termos.
No total temod9 + 2 = 51 termos da sucessdo que perteacentervalo4, 20].
O numero de elementos do conjurto 51é

api1 —ap, =3(n+1)—3n=3n+3-3n=3
ant1 —an > 0, Vn € N . A sucessdo é crescente.

bpi1—bp,=5—-2(n+1)—-5+2n= —2n—-2+4+2n= —2
b,i1 — b, <0, Vn € N . A sucesséao é decrescente.

o1 —Ch=2n+1)—(n+1)2?-2n+n*=2n+2-n>-2n—-1-2n+n?=
= —2n+1

—2n+1<0&n> % € uma condig&o universal én

cne1 —cp < 0, Vn € N . A sucesséao é decrescente.

oo — 3 3 _ 3n=3(n+1) _ 3n—3n-3 _ 3
ntl T % T 9n41) T 2n 2n(n+1) 2n(n+1) 2n(n+1)
d,i1 —d, <0,Vn € N.A sucessdo € decrescente

Contl n okl (n+l)(n+3) n(n+d)
Cntl =6 = 00133 T nt3 T ntd  nt3 . (ntd)(n+3)  (n+t4)(n+3)
_ n’43ntnt3-—n-4n 3

(n+4)(n+3) ~ (n+4)(n+3)

ens1 — e, >0, Vn € N . A sucessao € crescente.

frst = fo = V/n+ —\/—f-l—\/:\/_n—i—_—f:
_ _(Vntl=y/n) (Vntlty/n) ntl—n
\/n+1+\/_ \/n—l-l—i—\/_ \/n+1+\/—

fosr1— fn >0, Vn € N . A sucesséao é crescente.
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17.

vm=1—-4= -3, 1v=4—-8=—4;,v3=9—-12= -3
Comowvy <w; € vy >wy ,asucessao nao € monodtona.

Pag. 55

18.

19.

20.

21.

a) Sen éparp+1 éimpar,peloquge=2n—-1 tg1=2(n+1)+1=2n+3
thi1—t,=2n+3—-2n+1=4. Peloquet,.; —t, >0
Sen éimpam +1 épar, peloque=2n+1 tg1=2(n+1)—1=2n+1
the1—t,=2n+1—-2n—-1=0. Peloquet,.; —t,=0
Vem entdo qué, ., —t, > 0, Vn € N . A sucessao é crescente endcdsiid.

b) up1—u,=3n+1)—n+12-3n+n*?=3n+3-n>-2n—-1-3n+n’=
= —2n+2
Paran =1, uy 1 —u, =0 . Para> 1, u,r1 —u, <0
Entadou, 1 —u, <0, Vn € N . A sucessao € decrescente em sentido lato

C) VUpp1— v =2""1—(n+1)2-2"4+n?=22"—n?2-2n—-1-2"+n?=
=2"—-2n—1
Paran =1, v, —v, =2' —2—-1= —1
Paran =3, vp1 —v, =22 —6—-1=1
A sucessao nao é monoétona em sentido lato.

Tp+l — Tp = onti—1 = 9n—1 = 9gon—1 — 9n—1 — ~9won—1 — ~ om

Paran =1, z,,1 —x, =0

Paran > 1, z,11 —x, <0

Vem entdo quer,,.1 —z, <0, Vn € N . Asucessado é decrescente ditoskarno.
e y=10-3%x2=4; y3=10-3x3=1; y3,=4-3=1; y;=5—-3=2

d) n+1 n n+1 n n+1—2n 1-n

y3— 12 <0; yas—y3=0; y5 —ys > 0. Asucessdo ndo é mondtona em sentido lato.

uy= — /10~ —3,2; u= — 2 ~ — 4,6

p < recomou, <u, asucessdo e mondtona decrescente.
p<q<r logou, <u, <wu, €umavez que € um numero inteiro redatem que

—%< —4 < —+/10, pelo quey, = — 4

a) Tem-seVneN, s,.1—s —n§+1—k — §n k__ _ntl pelo que
Y n n — -
=kl =kl n+2

Vn €N, s,.1 —s,>0. Assim,asucessa@,) é crescente.

b) Sendo a sucessao crescente, 0 minimo do conjastsedis termos € o primeiro termo.

1
S1= 131

L
2

Como(u,) € uma sucessao decrescente, tem-se, gdgaequn natural, u,.; < u,
1 1
Unp+1 Un

ComoVneN,u, >0, vem:u,1 <u, < & Wpe1 > Wy

Portanto (w,,) € uma sucesséo crescente.
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22. VYn €N, n?>+1> 2, 2seraentdo um minorante da sucessao.

23. VneN, —3n < —3, — 3seraentdo um majorante da sucessao.
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24. a)

b)

25. a)

b)

26. a)

27. a)

b)

Sen é paru, =4
Sen éimpary, = —4 .
O conjunto dos termos da sucessdo-é4,4}

A sucessao é majorada, por exemplo, é um majorarsiecessao é minorada, por exemplo,
— 4 € um minorante. Logo a sucessao € limitada.

Se a sucessda,) € decrescente e de termos postibesos quén € N ) < u, < uy
pelo que existem numeros redis,u;e ,taisgue N 0 <wu, < u; .
(uy,) € limitada.

Se asucessda,,) é crescente e de termos negadibesjos quén € Ny < wu, <0
pelo que existem nameros reais, 0 e ,tais\gue N wu; < u, <0.
(u,,) € limitada.

A(n+1)45 An+5

Tem-se, para qualquer  natural,,; — u, = Sl 2ndl =

4n+9 4n+5 8n’+4n+18n+9—-8n2—10n—12n—15

2n+3 2n+1 (2n+3)(2n+1)

B 6
~ (2n+3)(2n+1)
Portanto, a sucessao é decrescente.

<0

Cada termo é o quociente de dois niumeros positivos

Qualquer sucesséao decrescente de termos pogtlirogada.

O méximo do conjunto dos termos da sucessao neipo termo, que é; = % = 3

VneN, \/n>1
A sucessao é minorada (minorante, por exenmplmas)ndo € majorada.

Vn € N, 2n3+1 >1

A sucessao é minorada (minorante, por exenmplmas)ndo € majorada.

VneN, n>1 @VneN,0<%§1 @VneN,0<%§4@

& VneN, —2<%—2§2:>VnEN, —2§%—2§2

A sucessao é limitada (minorante, por exempl@; joraate, por exempl® ).
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d)

f)

9)

1 1

VnEN,n21@‘v’n€N,n+122@‘v’n€N,0<n—+1ST@
1 1 2

<:>VTL€N,—TS—H—H<0<:>Vn€N,—1§—n—+1<O<$
< Vn eN 0<1—L<1:>VneN 0<1—L<1
Ty = n+1 T = n+l —

A sucessdao é limitada (minorante, por exempjo, joraate, por exempld, )

A funcdo de domini® definida pof(x) = 2?> — 6 é uma fungdo quadratica. O seu grafico é
a parabola de vértid8, — 9) . A sucessdo de termo geraln? — 6 n é a restricdo ao conjunto
N daquela funcéo. O seu grafico sera:

A

y

o\ i X

_o|-X

Vn €N, n? —6n> —9. Asucessdo é minorada (minorante, por exemp),mas nado é
majorada.

f = 2" sen épar
"l —2" sen éimpar
O grafico da sucessao sera:

A sucessao nao € majorada nem minorada.

_J0 sen épar
9= —2n sen é impar
O grafico da sucessao sera:

QL

Logo,Vn e N, g, <0 .
A sucessdao é majorada (majorante, por exerfiplnas)nédo é minorada.
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h) Sen éimpan, = 3

n

Sen éimparp>1& 0< % <le 0< % <3
Sen éparh, =1— %
O seu gréfico seré:

yﬂ‘

............ -. ® o R
Ol Te. X
*oa.

Logo,Vne N, h, <3 .
A sucessdao é majorada (majorante, por exeriplnas)nédo é minorada.

28. 2 éum majorante e- 2 é um minorante (notaqug <2< —2 < u, < 2).

29. a VneN, —2<u,<3
A sucessao € limitada. 3 é um majorante2e € umaramte.

b) VneN, —-2<u,<3&VneN, —-6<3u,<9<VneN, —4<3u,+2<11
A sucessao € limitadal é um majorarntesd € uronanie.

30.
A T B
o . —
T c 1,2
A sucessdao € limitada. € um majorante e ¢é umonamte.
Pag. 57

31. a) SejaP(n) apropriedad8«®> —n+1 & impar».
P(1) é uma proposicdo verdadeira, pdis 2-11+1=3 3 e ¢éimpar.
Provemos agora a hereditariedade. Beja um oimadural qualquer.
Hipotese de indugd8mn? —n+1 & impar
Tese de indugéd@d:(n+ 1)> — (n+1)+1 & impar.
Vamos provar qu&(n) = P(n + 1)

3n+1)2—(n+1)+1 =3n*+2n+1)-n—-14+1=3n2+6n+3—n—-1+1=
=@Bn?—n+1)+6n+2)= BnP-n+1)+ 20Bn+1) é impar porque a
N ———— ———
impar por hipotese par (mdultiplo de 2)
soma de um numero impar com um par € impatr.

De acordo com o principio de indu¢cdo matemagiodemos concluir que, para qualgquer
natural,3n?> —n+1 é impar.
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b)

d)

SejaP(n) a propriedadé«+ 3 € multiplo de 4».

P(1) é uma proposicdo verdadeira, pbist 3 é muldeld< 8 é multiplo de 4, o que é

verdade.

Provemos agora a hereditariedade. Seja um oUmadéural qualquer.

Hipétese de inducas? + 3 € multiplo de 4

Tese de indugdé”™ +3 € mdltiplo de 4.

Vamos provar qu®(n) = P(n + 1)

57 13 =5"x5+3=5"x(4+1)+3=7"x4 + 5" + 3 é multiplo
multiplo de4 mudltiplo de4 , por hipétese

de4 porque a soma de dois multiplostde , é multdplb.

De acordo com o principio de indu¢cdo matematiodemos concluir que, para qualquer

natural,5” +3 € mdltiplo de 4.

SejaP(n) a propriedad@« 9™ + 2 x 4" € multiplo de 5»

P(1) é uma proposicdo verdadeira, pdis 9! + 2 x 4! € multipld < 35 ¢é mudltiplo de
5, 0 que é verdade.

Provemos agora a hereditariedade. Seja um oUmadéural qualquer.

Hipotese de inducad:x 9" + 2 x 4" é multiplo de 5

Tese de inducéd: x 9" +2 x 471 & mdltiplo de 5

Vamos provar qu®(n) = P(n + 1)

3x 942 x4 =3 x 9" x942x4"x4=3%x9"x (5+4)+2x4"x 4=
=3X9"X54+3x9"x4+2x4"x4=3x9"x5 +4><\(3><9”+2><4”)/

mdltiplo de5  multiplo de5 , por hipétese
€ multiplo de&5 porque o produto de um multiplddeor outro nimero € um multiplo de e a
soma de dois multiplos de , € multiplode
De acordo com o principio de indu¢cdo matematiodemos concluir que, para qualquer
natural,3 x 9™ + 2 x 4" & multiplo de 5.

SejaP(n) a propriedade%’;— = (%)n coma,beR e #0 »

a a a

1 1
P(1) € uma proposicao verdadeira, pefs— = (T) o= , 0 que éderd
Provemos agora a hereditariedade. Seja um oumadéural qualquer.
Hiptese de indugaoj;:~ = (%)
. . an-i—l n+1
Tese de inducéoy ;71 = (T)
Vamos provar qu&(n) = P(n+ 1)

an+1_anxa_a Xi_(i)Tin_(i)7l+l
bl T obnxbh Tbn b — \ b b~ \b

De acordo com o principio de indu¢cdo matemagiodemos concluir que, para qualgquer

natural, Z’Z = (%) coma,beR e #£0 .
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SejaP(n) apropriedadeX (4k — 1) =2n*+n  ».
k=1
1
P(1) é uma proposigdo verdadeira, pdis(4k — 1) =2x 1?+1<3=3 , 0 que éderd
k=1
Provemos agora a hereditariedade. Beja um oimadural qualquer.

Hipdtese de indugdoy . (4k — 1) = 2n% +n
k=1
n+1 9
Tese de inducdod (4dk—1)=2(n+1)"+n+1
k=1

Vamos provar qu®(n) = P(n + 1)

n+1 n n
S(k—-1)=>(4k—1)+4n+1)—-1=>(4k—1)+4n+3=2n>+n+4n+3 =
k=1 k=1 k=1

= 4+dn+24+n+1=2m24+2n+1)+n+1=2n+1)>+n+1

De acordo com o principio de indu¢cdo matematiodemos concluir que, para qualquer

natural, > (4k — 1) = 2n%> +n .
k=1

SejaP(n) a propriedadeij( ~DFRE—-1) =(-1)"xn »
k=1
1
P(1) é uma proposicéo verdadeira, ppi§ — 1)*(2k —1) =(—-1)! x1& —1= —1,0que
k=1
é verdade.
Provemos agora a hereditariedade. Seja um oumadéural qualquer.

Hipotese de indugéoi( ~1D)FRE—-1)=(-1)"xn
k=1

n+1
Tese de indugédoy (- 1)F2k —1) = (—1)""' x (n+1)
k=1

Vamos provar qu&(n) = P(n+ 1)

5 (— DMk~ 1) = 35 (— DMk~ 1)+ (= 1) x (2n 1) =
k=1 k=1
=(-1)"xn+(-1)"x(-1)x(2n+1)=

(—1"x[n+ (-1 x @+ 1] = (-1 (~n—1)=
— (1" x (=) x (n1) = (= 1) x (n+1)

De acordo com o principio de indu¢cdo matemagiodemos concluir que, para qualguer
natural, Y (- D2k —-1)=(—-1)"xn .
k=1
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9)

h)

. . & 1 n
SejaP(n) a propriedade « = ».
(n) S oA —
, . : L 1 1 1 1
P(1) é uma proposicao verdadeira, p = S 5 = &5 , O quedader.
(1) ¢ ?E k(D) — I+1 2 T 72

Provemos agora a hereditariedade. Beja um oimadural qualquer.

., . . 1 n
Hipotese de inducaay =
= k(k+1) n+1
n+1
: ~ 1 n+1
Tese de indugéo?) | =
= k(k+1) n+2

Vamos provar qu®(n) = P(n + 1)

n+1 1 n 1 B n 1
/;1 % (k+1) ; k+1 T D12 - nt+l T D+ 2)
_ n(n+2) 1 _ n’2n4l (n+1)°
T mi)n+2) T D+ 2) T (min+2) © mtD(n+2)
_ n+l

n-+2

De acordo com o principio de indu¢cdo matemagiodemos concluir que, para qualguer

L 1 . .n
natural, E_l E(ktl) — n+l

. . n 1 B
SejaP(n) aproprledadekg1 T i1 N

1
) . , 1 )
P(1 ma pr r r = 1=1
(1) € uma proposicao verdadeira, pollg1 NI Vn e , 0 que é
verdade. Provemos agora a hereditariedade. nSejanumero natural qualquer.
i , i . n 1
Hipotese de inducacs =
P ¢ = VE+ VE-1 Ve

n+1 1

Tese de indugao:; =/ 1
ese de in ugaokzij_1 N n +

Vamos provar qu®(n) = P(n + 1)

D sy ) Dy by s Sy e ey
:\/5_1_ \/T_\/_ —
(T T =79

:\/5+T Vil = /n=yn+1

De acordo com o principio de indugdo matemagiodemos concluir que, para qualguer

naturalz TiT \/k = /n.
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i) SejaP(n) apropriedade2t >2n  ».
P(1) é uma proposigdo verdadeira, pdi$ > 2 x 1 < 2 > 2 , 0 quadade.
Provemos agora a hereditariedade. Seja um oUmadéural qualquer.
Hipotese de indugda” > 2n Tese de inducZio:! > 2(n + 1)

Vamos provar qu&(n) = P(n+ 1)
2" >2n=2"x2>2nx2=2"1 > 204 2n = 2 > 20 4 2= 27 > 2(n + 1)

De acordo com o principio de indu¢cdo matemagiodemos concluir que, para qualguer
natural,2" > 2n .
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32. SejaP(n) apropriedadené —5n  é um ndmero natural'parg N : n > 6».

33.

P(6) é uma proposicdo verdadeira, p6s— 5 x 6 € um numeroal par< 6 € um numero
natural par, o que €é verdade.
Provemos agora a hereditariedade. Seja um nUmaéwmecal maior ou igual @&
Hipotese de inducde?® — 5n € um ndimero natural par
Tese de indugdo(n + 1)* —5(n+1)  é um nimero natural par
Vamos provar qu#’(n) = P(n+ 1)
(n+1)°-5(n+1)=n+2n+1-5n—-5= n2—on + on —4
ndmero natural par, por hipétesgimero natural par, se> 6
€ par porque a soma de dois nameros pares € par.

De acordo com o principio de indu¢cdo matematicdepums concluir que, para qualquer natural
comn > 6,n? — 5n € um nimero natural par.

TL-‘rl k n+1
a) Tem-seVneN, wu,q — Z Qk > —F = a1 Peloque
=1

VneN, u,q1 —u, >0. ASS|m,a sucessaq.,) € crescente.

1
b) Paran=1, tem-se:u1:2—12i12 & ZzL = —%@ % :% ,
0 que € verdade.
s . = . n+2
Hipotese de inducéo: u, = 2 — o
Tese de inducgéo: u, ., = 2 — g,lﬁ
n+1 n+2 n+1 2n+4 n+1
Upt1 = Up + on+1 =2- on + on+1 =2- on+1 + on+1 =
-3 n+3

= 2+ 5ot =2— 5o

n—|—2 n+2

c) Tem-seVn € N, > 0, peloqueVn e N, 2 — on <2, ou sejan € N, u, <2

d) Como a sucessao é crescente, o primeiro termoréinarante da sucessao.
ComoVvn € N, u,, <2, tem-se que 2 é um majorante da sucessao
Assim, a sucessao € limitada.
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34. a)
b)
35. a)
b)
36. a)
b)
c)
Pag. 59
37. a)

wp=dxu—1l=4x 4 —1=1;uy=dxu—1=4dx1-1=3

us=4xu3—1=4x3—-1=11

1+wv 145 1+wv 1+3
14wy 1¥2 3
T T T Ty T

\V/TLEN,UH+1:Un+%® vnENaun%»l_un:%

Entdovn € N, u,,.1 —u, > 0 . A sucessao é crescente.
2 2

vnEN, Un+1 = Up — T = VTZEN, Un+l — Un = — T

Entdovn € N, v,,,1 — v, < 0 . A sucessao € decrescente.

Paran =1, tem-seu; > — % & 3> — %, 0 que é verdade.

Hipotese de indugo: u, > — -
Tese de indugao:u, 1 > — &

e i e D I D B T

(7 7
Upr1 < Uy & 7” —1l<u,su,—6<6u,<>d5u,> —6&u, > — %queeverdade
para todo o» natural como foi visto na alinea @mtelcogo a sucesséao € decrescente.

Se a sucessdo é decrescente, € um majorant@jdatoodos seus termos. Por outro lado,
sabemos que,, > — % vn €N | pelo que% € um minorante do codgig®eus termos.
Logo a sucessao € limitada.

1

Paran =1, tem-sex; = 3 X (%) +1 & % = % , 0 que é verdade.
n

Hipotese de inducgéo:z, = 3 x (%) +1

n+1
Tese de indugéo: x, 11 = 3 X (%) +1
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38.

39.

b)

b)

d)

) BX(z)”=3X(%) (7 1)
) (- 4) <

eN, 41—z, <0, vemquex,) édecrescente.

w%w#uw|

32
-
Como v(

Como a sucessao € decrescente, 0 primeiro tetmorgajorante da sucessao.
1

n
Comovn e N, x, =3 X (7) +1, vemvneN, z, >1 , peloque léum minorante da

sucessao. Assim, a sucessao é limitada.

o+ yu 149 _1. w141 2
="y T Ty T T T3 T T3 T
Paran =1, tem-se:u1>%<:> 4>%,oqueéverdade.
Hipoétese de inducgéo:u,, > %

Tese de indugéo: u, 1 > %
4 2 L+ un 5
Uy > 5 =\ un > 5 :>1-|-\/u_n> 3 = —5—>5 =

5
:un+1>7 = Upt1 > 9

Paran =1, tem-seus < u; < 1< 4,0 que é verdade.
Hipotese de inducdo:u,.1 < u,
Tese de inducao: u, o < Upiq

Uprl < Up = SUpi1 < SUp = 14+ Jupr < 1+ Ju, =
L+ fupsr 14 u,

= 3 < 3 = Un+42 < Un+1

Como a sucessao é decrescente, 0 primeiro tetmorgajorante da sucessao.
ComoVneN, u, > % , tem-se queg— € um minorante da sucessao.
Assim, a sucessao € limitada.

Paran =1, tem-se:iu; < % & ¢ < 1fa , 0 que é verdade.

Hipoétese de indugédo:u,, < ﬁa

Tese de indugdou, 1 < %

b

b ab a
Un < 44 = 0up < 5, = Uy, +b < g~ +b =

1

b+b—ab b
e un < g

= Un+1 < —a
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b) Tem-se, para qualquer natural, < % Su,(l—a)<b (porguea > 0 ).
E Uy —aUu, <b & u, <au,+b S u, < Upi1 S Upiq > Up.

Logo, a sucessdo é crescente.

c) Como a sucessao é crescente, o primeiro termoréinorante da sucessao.
ComoVneN, u, < % , tem-se que% € um majorante da sucessao.

Assim, a sucessao é limitada.

2
Uu
40. a) Tem-se, paraqualquerce N u,.1 > u, < u—ﬁl > Uy,

n

Como, por hipoteseyn € N, u, <0 , vein e N, u, —1<0

2
Uu
Portanto, —"—= > u, & up < un(uy —1) &

n

& vl < u2 —u, & u, <0, oque é verdade.

b) Como a sucesséo é crescente, o primeiro termoréinarante da sucessao.

ComoVvVneN, u, <0 , tem-se qué ¢é um majorante da sucessao.
Assim, a sucessao € limitada.

c) Como o maior dos minorante da sucesséo é o parteino, sabemos que o primeiro termo é o

minimo da sucessao.
2 2

Uy = % &S —2= % & —2u; +2=uj (porqueu; # 1 , uma vez que todos 0s
" , 9 —244/4-4x1x(-2)

termos séo negativosy u; +2u; —2=0< u; = 5 &
—244/12 —2424/3

@u1:T<=>U1ZT\/—<:>u1: —1:|:\/§

Como todos os termos da sucessao sédo negatives — 1 — \/§ .

Pag. 60

41. a) Designemos par arazao da progressdo=a; +r, logor=7—-2=5 .
b) a,=a1+(n—-1)r,peloquer, =2+ (n—1) x5=5n—-3
) ag=5x16—3=77
d 5n—-3=122<n=25

122 é o termo de ordeftd

42. u, =u; + (n—1)r, pelo queu;s = u; + 12 r
45=u1+12 x4 u = —3.0termogeral @, = —3+4(n—1) =4n—-7
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43 {m: —4 @{vl—i—%r: —4 @{1—637“-1—287‘: —4 @{357«:5

ves = 1 v+63r=1 vy =1—63r
”[‘:L 1
& 7 L e =
v =1-63x = vy = — 8
. ~ 1 1 57
O termo geral é entéio, = —8+ —(n—1) = —n— =.

44, uppi5 —up =u, +157r—u, =157 =15x4 =60

7(n+1)+5 Tn+5 Tn+7+5—7Tn—>5 7
45. Q) Upii — Up = ( 5 ) . n2+ _ In+ +2 n =L
Como, paraqualquet € N :wu, 1 —u, = % o (uy) € uma progresstuoéiica de
5
razao —-.
7x3n+b Tn+b 21n—Tn
b) Usp—Up 2 2 _ 2 _ l4dn 7
n - n - n - 2n

46. a) q=p+11; u,="71; up =104

u, =71 - u, =71 o u, =71 - u, =71
Upp11 = 104 u, + 117 = 104 714117 =104 r=3

Arazdo & .
u, =71 ur+(p—1)x3="71 u=71-3p+3
b) ugp =140 & ¢ 1+ 2p—1)x3=140 & ¢y +6p—-3=140 &
r=3 r=23 r=23
up =74—3p u =74—3p up =74—3p
S u+6p=143 &< 74 —-3p+6p=143 < ¢ 3p=169 &
r=23 r=23 r=23
u, =74 —3 x23 U =95
&< p=23 &< p=23
r=3 r=3

Otermogeral éentdo, =5+ (n—1) x3=3n+2.

ug = ug + 8 ug+2r =ug +8 r=4 r=4
ar. a) {U10:41 <:>{’U/1—|—97°:41 <:>{’U/1—|—9 X4:41<:>{U1:5

Otermogeral éentdo, =5+ (n—1) x4=4n+1.
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b) w,=4n+1 (un)? — u,e = 1044
(4n+1)?—(4n’+1)=1044 & 160> +8n+1—4n? — 1 = 1044 &
—2+/4—4x3x(—261
1207+ 81— 1044 = 0 3n + 21— 261 = 0 5 5 = 22V - x(261) o,
—2 456 29
&n = 26 &n=9Vn=-5 ¢N Ovalorde: & .
48. @) u,=4r+2 A upy =22 —1 A upo=3x
Peloqueaz? —1—-(4z+2)=3z—(2?-1) o2’ -1—-4x-2=3z—-2 +1¢&
7T+4/49—4x2x(—4
222 —Tr—-4=0&7c= v 4X X )@x:%ﬁx:4\/x:—%
Comoz é negativo, vem= — %
2
Ostermossé{np:4x(—%)+2:o; upH:(—%) —1:—%
1
ma=3x (- %)= -4
b) wupp1=u,+r |Og0r:—%—02—%
s =9 m+Tr=9cu+Tx (- 4)=9cu="
. ~ 57 3 3
Otermogeraleentaon:T+(n—1)><(—T):—Tn+15
_ 3 _ 3 _ _
C) uy =0 - p+t15=0& p=15p=20
Entdo as ordens dos trés termosXa@1 22 e
Pag. 61
49. a) Trata-se de uma progressao aritmética de prineinoo250 e razd@0 a, =a;+ (n—1)r
a, =250+ (n—1) x 20 =20n+ 230
b) a3 =20 x 30+ 230 = 830. 830 animais
C) 20n+230=450<n=11 11 anos
50. @) Sy = -HHRL x 20 = 2H 90 = 480
b) i = 2N 10 = =255 0= — 320
¢) Sy=-9TU 9= 28 9150
51. a,= -3+ (n—1)x5=5n—-38
26
__a1tag _ —3+122 o
7;&”_—2 X 26 = —S555 % 26 = 1547
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52.

53.

54.

55.

56.

uz =17 o u+2r=717 o up=7-—2r o u1:7—2r@ up = —1
ug = 31 u; +8r =31 7T—2r+8r =231 6r =24 r=4
up,= —1+(n—-1)x4=4n-5

20
S, = A0 (90 441y = D g7 73y

n=4

a) ur=9;1r>0; ug X uyp = 2646
ug X uyg = 2646 < (u; +87) X (u; +97) = 2646 < (9+87) x (94 9r) = 2646 &
& 81+ 8lr+72r +721% = 2646 < 7272 + 153r — 2565 =0 8r2 + 17r — 285 = 0 &
—174./289—-4x8x(—285 17497 57
Sr= v 16 ( ) Sr="—15 ry
Comor é positivo, vem que = 5
U, =94+ (n—1)x5=5n+4

Sr=5Vr= —

b) S = e g0 — 2L 10— 315

n
) Yap=1266 UEW p 1960 20 o — 1266 2n—4) xn =126 &
k=1
4+ ./T6-4x2x(—126
o m? —dn—126—0wn— =V 4( )@n:%@nzng:—?
Comon>1 vemm =9 .
b1+by, 5+2n+3

b) Ybi=n+154< 5
k=1
S nm+d)xn=n+154en’+4n—-n—-1564=0&n’+3n—154=0<

—3+/9-4x1x(—154 _
i R4 (=154)  _ =325

xn:n+154®Txn:n+154@

&S n 5 = 5 sn=11Vn= —14
Comon >1 vemh =11 .
n+1
1 n®—n c1+ey, n’—n 1+ n®—n
c) D= &= — X n= = Xn= &
P 3 2 3 2 3
2 2 2
<=>nT+3><n: "3” & n—ZSn = n3" S 3n2+9n=4n? —4n &

sn’-1Bn=0&nn-13)=0n=0Vn=13
Comon >1 vem =13 .

U, =4n—4 4dn—4=224n=57; 4n—4=3716<n=95

Sirgs = SIS (95 — 57 4 1) = Z2HEIT0 39 — 11700

a) wup+u,=2Xu, logou =2x (—104) —(—200) = —8
b) Otermogeraléentdo, = -8+ (n—1)x(—12)= —12n+4.

C) uy=—-200 —12p+4=-200p=1Tem=9
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57. Otermo mediano da sequénci@, uy, ... , u,) € também term@mnedia sequéncia
(UQ, ey up_l).

p—1
Logo, > u; = (termo medianpx (numero de parcelasy,, x (p—1—-2+1) =u,, x (p—2).
k=2

p—1
p—1 2. Uk
Assim, S u = u, x (p—2) , pelo que u,, = %
k=2 p=
58. Designemos pofu;, ug, ..., u,) asequéncia das medidas detadeplem graus, dos angulos

internos de um poligono convexo cgm lados, pompafm
ur+ uy + o+ up, =(pP—2)x180 A wp+up =2 X uy

Dondevemque“l;—“?’ xp=(p—2)x180 A u+u,=2x 156 .

Pelo que2*12% x p = (p—2) x 180 & 156 p = 180p — 360 & p = 15

O poligono tem5 lados.

59. Designemos pofu,,)  a quantia colocada pela Joanzealheiro na semama  Trata-se de uma
progressao aritmética de primeiro terma e razao

u, =0,1+(n—1)x0,1=0,1n
0,14+0,1n

Sn:52,8@Wxn=52,8<:>Txn:52,8<:>0,1n+0,1n2=105,6@

1 4/T—4x1x(—1056
0,102 40,17 —105,6 =0 < n? + 71— 1056 = 0 < n = v ;X( ) o
en="10 o n-32vn= 33

O ndmero de semanag8®

Pag. 63

60. a) (v,) € uma progressao aritmética de primeiro tetmoazaéal , loga, =1+ (n—1)x1=n
(b,) € uma progressao aritmética de primeiro tetmoazéa3 , logd, =4+ (n — 1) x 3 =
=3n+1.

(t,) € uma progressao aritmética de primeiro teébmoazéal , logd,, =5+ (n— 1) x 4 =
=4n+1.

b) 4n+1=629<n=157; by =3 x 157+ 1 =472

¢) S = LHH0 100 = 2L 100 = 20300
d)  Sp = 186965 & i x k= 186965 « 2L Sk — 186965 <
6k+4k*> 5 B
o DEEAE 186965 < 242 + 3k — 186965 = 0 <
34, /9-4x2x (—186965 _
oh= 2R 2 L= ZBEB g 305y = - 013
Logo, k£ = 305 .
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61.

62.

Pag. 64

63.

b)

d)

a)

b)

f)

g)

3 3
UGZW;U8:6—4;T>O
_ 2,3 _ 3 2 R _ 1
V=6 X174 G = g X1 e =g ecomor >0 vemr = 5 -
5 3 1)° 3 1
Vg =V X1 S T =01 X | @W:v1x3—2@v1:6
1 2

n—1
O termo geral &@,, = 6 x (%) =06xX 5T =6x

n

12 3
V10 = 210 = 256
12 12 12 12 6 12 6
Un4+1 — Up = on+1 - on - 2% - m - m - m - n <07vn€N
A sucessao é decrescente.
1
Tem-se, para qualquer  natural: w&* 1 = “”Irl - U"’nl vn1+1 %
) = + =
" mn " un 2

Portanto,(w,,) € uma progressao geométricazimo 2.

apL=95;r=2

b=—;r=3

q=Ax3=36; 1= = ii?; —9

dy= —6x22 = —24: = ‘ffl - :%f(%?; —2
e1=5x 4 =320; r= 2 = Ziig — 42— 16
fl=3x6 =18; r= J;El - 3;2; =62= 5
gr=4x58 =4y/5; r= L= j:;l% —52=1/5
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1 9x22
9x2 h 3 2

64. a) upi3=1u,X r3 < 120,687845 = 24,565 x 1 < P =4,913 & r = /4,913 & r = 1,7

b) w,=24,565<5x1,77"1=24565 1,771 =493 1,7 ' =1,Pep-1=3¢&

Sp=4
Yn+1 axle Tpi1 \F k
65. Tem-se, para qualquer  natural: = — = (—) =r
Yn azx, In
Portanto, (y,) € uma progressdo geométrica de raZ&o
2 n\2 2 2n
u Xr U XTr
_ Alontl (w1 ) _ (uy) _ m—1 _
66. Tem-se, para qualquer naturat: ” = Tuxr  — X =u X1 = U9y,
67. Tem-se, para quaisquer pe  naturais, eony p
oy _ _ _ 1,2

Up—p X Umip = up X PPy ) pmP=l = g2 5 p2m=2 = 2 x r2m=1) = (g x PN =02,

68. Sendok um ndmero impar, o termo mediano deéésetpu(u,, us, ..., ux) € 0termo de ordem
1 . p 1 . .
k% , isto &, tem-sen = % .Ora, para qualquet  impar maior do que 1,4em-
k—1 k+1-2
Vur X up = uy xup x k-l = Vg x bl =y x /bl = gy xor =y xr 2 =
k+1 2 1

zuyxr 2 = uyxr"t=u,

69. Tem-se, para qualquér  impar maior do que 1:
k42r1 . kgl
Up = U g1 = U X (1?) =a x (r?) =ax 1=y,

2

70. Uma quantiay , depositada num banco a uma taxard@fual , vale, passades anos,
v, = q(1+414)". Neste casg = 1400 &= 0,02
vs = 1400 x 1,02 = 1545, 71 €

Pag. 65
_ 8 _ 98
71 @) Sy=uwx T =10 x L% = 2550
2 17 3 1—rT 3. 12
b) Yur=usx T =u xr’x 7 =10 x2° x 75 = 10160

k=4
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1 (1 10 )

— !0 — ?> — <10

72. Tem-se:v; & vy + ... + vy = v; X % — 3
-3

3 1 . . )
:2><§><(1 . W):?)x(l— 3710) =3 _3x 3 0=3_39

5
Upa1 on+1 5 x2" 1
73. a) Tem-se, paraqualquer natural: w, = 25n = Fxontl — o

Portanto, (u,,) € uma progressao geométrica de raiz‘io

b) Como (u,) é uma progressdo geométrica de raépcada termo (a partir do segundo) &
metade do anterior, pelo que, sendo o0s terma@s fooisitivos, a sucessao € decrescente.

1 6
9 6 6 3 1—(+5
. 1—7r° 3 1—7° 5 1 (2) 315
C) D up =uy X =, = w1 X7 X 1—7*_2X(2)X T =512
k=4 2
0 —(l)n 1 - =
1 — 7" 5 2 5 — om
d) Zuk:UqXT:ZEX—1:7X 12 =
b=l -3 )
5 1 . 1 e 5 _
_2><2><(1— 2n)_5><(1— 2n)_5 2 =5,

74. a) ws=18cuxr=18cu x3*=18cu =2
Uy, =up X r" =2 x 37!

b) 2x3"1=1458 3" =729 3"1=3on—-1=6«< n="7 Eotermo de ordem

,',,10 1— 310

1—
C) Sm:ulx 11—~ =2 X 1-3 = 59048
Pag. 66
75. @) upz= —8u, S u, X1’ = —8u, & u, x r*+8u, =0 u,(r*+8) =0.
Comou, #0 vemr? +8=0& 1= —8&r= —2
b) U7:—8(:>u1><7°6:—8(:>u1><(—2)6:—8@u1:—%
Termo geraliu, = u; x "1 = —%x(—Q)”*lz_Lgx(—z)”*l:
— 1 7 X(_2)7L—1:(_2)—3><(_2)71,—1:(_2)71,—4
(—2)
7 7 — (=92
1 — 1 1 2 43
c) Zuk:ulxﬁ:—gx%:_?
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76.

77.

78.

79.

b)

b)

a)

b)

v3=4dv v xr’=4v; v (r*—4)=0
Comov; #0 vemr? —4 =0« r?2=4 e como a progressao é ndo monatdes de ser
negativo, pelo que = — 2

=48y xr=48c v x (-2 =481, =3
Termo geralw, = v; x r 1 =3 x (—2)"!

1 — 7"

— Y = —2048 <=1 —v; X T = - 2048 &
k=1
1 - (=2)"
PRUT SV el ) —2048 = 1—1+(—2)"= —2048 & (—2)" = — 2048 &

142
s(-2r=(-"en=11

T =a1 X "1 =1/5 x (\/g)nl = (\/g)n

p 1\P
a:p:625<:>(\/3) :625©(55) —slesi=5elotsp=3

8 _ 8 1—(\/5>8 B
e e T AN

/5 x —=624 —624/5 _ —624\/( L+ /5 —624,/5-624x5 _
+

IS o] CXO R
—3120—624

= — V5 _ — 780 4 1561/5

Tem-se, para qualquer  natural- ”“ = 4&2;1 — o= — 47 — /4 =

Portanto, (b,) é uma progresséo geométrica de razéo 2.

- 17l 1210
]{;bk:16368<:>b1 X 1, = 16368 < by X 1_9

Masb; = 4" peloqued= 16 & 4=4><qa; =2

= 16368 < b; = 16

—— =243 Up 1
;“q upX 74P 243 P = 243
—p+1 — r4—DP
]gulg:Ql < 9§ u, x 117‘qu =91 €< u, X 1 1rrxr:91<:>
N 1 T_L ']”:%
r= = =73
( q?—)p L
T 043
1 1
1- X —5 364 243
< 4 up X 2431 3. -91 & up X oy =9 o L uy =75
1= 3 _ 1 _ 1
pe L B B
. 3
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80. No final do primeiro ano o Diogo teht®00 + 0,025 x 1000 = 1,025 x 1000  euros.
Como, no inicio do segundo ano, depositou mai® osewmo final do segundo ano tem
1,025 x (1,025 x 1000 + 1000) = 1,025 x 1000 + 1,025 x 1000 = (1,025 + 1,025) x 1000 euros
Como, no inicio do terceiro ano, depositou ma® rogwo final do terceiro ano tem
1,025 x ((1,025% + 1,025) x 1000 + 1000) = 1,025 x ((1,025% + 1,025 + 1) x 1000) =
= (1,025% + 1,025% + 1,025) x 1000 euros.

No final do décimo ano o Diogo tefh, 025 + 1,025° + ... + 1,025) x 1000 euros.

1 —1,025

10 9 =
(1,025 +1,025” + ... +1,025) x 1000 = 1,025 x 11,025

x 1000 = 11483, 47 euros.

Pag. 68
8l. a) wy= 23{(0?7 = ;9 ~ 1,481
U100 = 23?0%(197 = 38? ~ 1,932
= gy~ .o
oo = R =~ oo
b) Para2.

c) 2 élimite de(u,) se, paraqualquer numero feal 0 existir uma ordeny  tal que
VneN, n>p=|u, —2| <.
Ora, para qualquer numero natural e para quafgueero reals > 0 , tem-se:

4n 4n 4n+14
|un—2|<5@‘2n+7—2‘<6<:>‘2n+7— | <0
4n—4n—14 — 14 14
= St ‘<6<:>‘2n+7 <5<:)—2n+7<6<:> 14<6(2n+7) <
14176

S 2n6+T70> 14 n > o

Portanto,n > % & |u, — 2| <6, peloquer > % = |u, —2| <6

Sejap um ndmero natural maior qu%42_5—76 . Temse p = |u, — 2| <6
Esta confirmado que:, — 2
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82.

83.

2n+1

Tem-se que Iim3T = % se, para qualquer numero réat- 0  , existir urdararp tal que
2n+1 2
VneN, n>p= |2t - 2] <5
Ora, para qualguer nimero natural e para quafgueero reald > 0 , tem-se:
2n+1 2 2n+1  2n 2n+1 2n
3 —3‘<6<:> 3 3n‘<6(:>‘ ‘<6<:>‘ ‘<6<:>
& - <6& 1<3n(5(:>3n6>1<:>n>L
3n 36
Portanto,n > 36 & 2"+1 ‘ <6, peloquer > 36 = 2"+1 —l‘ <6
Sejap um namero natural maior qtg% . Temse p = 2%—:1 — l‘ <0
Esta confirmado quelim 24+L — 2
3n 3
a) _5x1 5 . 5%x2 10 . _ 5x3 _ 15
W=7 T2 o™ T oy T T3 T 33 T g
b) 22 —4ge 20 2 o4, 94— 95p e =24 4,8éo0 termo de ordem
n+1 ’ n+1 ) ?
) s — = 5(ntl)  5n _ 5n+5  5n _ _5n’4+5n+5n+5-5n’—10n _
ntl " (n+1)+1  n+l T n42 n+1l — (n+1)(n+2) -
—— 2 __50,VneN
(n+1)(n+2) ’
Tem-seportanto, para qualquer  natutal,.; —u, >0 , pelo que, gaadguern natural
Up+1 > Up. A SUCESSAO € crescente.
d) Tem-se, para qualquer natural;, <5 < ni?l <5 < bn < 5n+5, 0que é verdade.

e) Como a sucessao é crescente, o primeiro termoréinorante da sucessao.
Como, para qualquet  natural, <5 , 5 é um raaferda sucesséao.

Como a sucessao € minorada e é majorada, podemasir que a sucessao € limitada.
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84.

85.

f)

9)

a)

b)

b)

5 é limite de(u,) se, para qualquer numero eal 0 existir uma ordenp  tal que
VneN, n>p=|u, -5 <6.

Ora, para qualquer niumero natural e para qualgumero reald > 0 , tem-se:

on on on+95
lu, — 5] <6< n+1—5‘ <be T | <6e
@‘M‘<6@‘ ‘<6@%<6@ 5<6(n+1)e
5—10

@n6+5>5(:)n>T

Portanto,n > 555 < |u, — 5] <6, peloquen > 555 = |u, — 5| <6

Sejap um ndmero nattural maior qu%g—é . Temmse p = |u, — 5| <6
Esta confirmado que:,, — 5
Neste casé = 0,01 , pelo que a partir da ord&%i = % = 499 os termos da

sucessao pertencem a vizinhanca, ou sgjarta da ordem 500 (inclusive)

3 élimite de(u,) se, para qualquer nimero feal 0, existiruma ordenp  tal que
VneN, n>p=|u, —3] <6.
Ora, para qualquer numero natural e para gealgimero reab > 0 , tem-se:

6n+5 6n+5 6n+3

un =8| <80 |G 8] <6 |Gt - Gair| <6
‘ 6n—|—25n—fln—3_‘ <o& ‘2n2—|—1‘ <o& 2n2+1 <b&e 2<6(2n+1) &
2-6

S 2Mo+o6>2n> 25

Portanto,n > 2266 & |u, —3| <6, peloquer > % = |u, — 3| <6

Sejap um ndamero natural maior qb.%ez_é—(5 . Temsep = |u, —3| <6.
Esta confirmado que,, — 3

Comou, — 3 ,(u,) € convergente.
Logo (u,) € limitada, pois toda a sucesséo conwéegelimitada.

Paran =1, tem-seiu; >2 < 5>2 , 0que € verdade.
Hipétese de inducéai,, > 2
Tese de inducaou, .1 > 2

Demonstracéo:u, > 2 =4+ u, > 6 = HTU” > % = Upt1 > 2

, 4
Tem-separa qualquer nimero natural 1,1 < u, < % <u, ©4+u, <3u, &

S 2u, >4 < u, >2, 0que é verdade.

Como Vn € N, u, > 2, asucesséo,) é minorada (2 é minorante da sucessao).
Como toda a sucesséo decrescente e minoradaergente,a sucessagu,) € convergente.
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86. a) Paran=1, tem-se:v; > % S 4> % , 0 que é verdade.
Hipotese de indugéay, > %
Tese de inducgaow,, 1 > %

Demonstragéomn > % = /v, > 2 =3 /v, >2=24+3,/v, >4 =

2+3\/_

4
9 = Upy1 > 9

b) (v,) € decrescente se eslO¥e e N, v,,1 < v,

2+3\/_

Paran =1 , tem-sew;, < 11, &
Hipotese de inducaa,+1 < v,
Tese de inducao,,«2 < v,41
Demonstragao v, < vy = \/Un+1 < \/Un = 3 /U041 < 3 \/vn =

243/t 243,/

=2+3 A/ U1 < 2+3 Up = 9 < 9 = Un+2 < Unt1

<4 & 9 <4 , oque é verdade.

4 L 4 ‘o ~
c) Como VneN, v, > 9 a sucesséo,) é mlnorada(g € minorante da suce%sao .
Como toda a sucessao decrescente e minorada&rgente,a sucessaf,) € convergente.

87. a) Como a sucessé,) € crescente, tenvsec N, a; < a,
Como a sucessa,,) € decrescente, teri-ges N, b, < by .
Portanto, tem-se/n € N, a1 < a, < b, < b
Logo, a; é um minorante &  é um majorante deagmab sucessdes, pelo que as duas
sucessoOes sao limitadas.

b) Assucessde$a,) @,)  Sao convergentes pois s&aanas e limitadas.

88. Como (v,) €é uma sucessédo convergente, podemos taneu(v,) € uma sucessao limitada,
pelo que existem nameros reais b e taislque N, a <wv, <b.
Como (u,) € também uma sucessao limitada, existeners reaisc @  tais que
VneN, c<u, <d.
Portanto,Vn €N, a+c<wu, +v, <b+d peloque asucestap) é limitada.
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89.

90.

a)

b)

a)

b)

(z,,) tem limite + oo se, para qualquer numero réal> 0 stexima ordemp  tal que
VneN, n>p=uax,> L.
Ora, para qualquer nimero natural e para gealgimero reall. > 0 , tem-se:

z,>L &2n—-5>L&n> %
Portanto,n > % & x, > L, peloquer > % = x, > L
Sejap um numero natural maior qéé{é . Temsep= z, > L.

Esta confirmado que, — +

(y,) tem limite + co se, para qualquer numero réat 0 stexima ordemp  tal que
VneN, n>p=vy,>L.

Ora, para qualquer numero natural e para gealgimero reall. > 0 , tem-se:

Yn > L @(n+1)2>L(:>n+1>\/Z en>+L -1

Portanto,n > /L —1 < y, > L , peloques >+/L —1 = y, > L

Sejap um numero natural maior qwéz -1 . Temsep=vy, > L.
Esta confirmado que,, — + oo

(u,) tem limite — co se, para qualquer numero réat 0 istesxuma ordemp  tal que
VneN, n>p=>u, < —L.
Ora, para qualquer numero natural e para gealgimero reall. > 0 , tem-se:

Uy < ~L &3-4n< —Lé& —4n< —L-3 &dn>L+3en> 2F3
Portanto,n > % < u, < — L, pelo quer > % = u, < — L
Sei , . +3

jap um numero natural maior qJé‘e—4 . Temsep=u,< —L.

Esta confirmado que, — —

(v,) tem limite — co  se, para qualquer numero réat> 0 stexima ordemp  tal que
VneN, n>p=uv,< — L.

Ora, para qualquer nimero natural e para gealgimero real. > 0 , tem-se:

< — L& J1-m < -—Lel-n< -—Be - -—I3-1&
snd>LB+1len>VL3+1

Portanto,n > /L3 +1 & v, < — L , peloquer > /L3 +1 = v, < — L

Sejap um ndmero natural maior qie.? + 1 . Temsep=uv,< —L

Esta confirmado que,, — — oo

91. SejaL um numero real positivo (qualquer).

Comou,, — + oo, existe uma ordem talgqen e N, n>p=u, > L
Umavez quevn € N, v, > u,, tem-sevVneN, n>p=v, >u, > L.
Portanto, existe uma ordem taluec N, n>p= v, > L

Logo, v, — + oc.
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, existe uma ordem

92. Se asucessau,) fosse limitada, seria majorattagpe existiria um namero real positivo maior
que todos os termos da sucessao. Ora, tal ndcapodeecer, pois, comg, — + oo
a partir da qual todos os termos da sucessédo paa@es a. .

Pag. 71

93. a) lim(3)=3

b) lim(r+1)=7+1
c) lim(v/3-2)=+3-2
d) lim (4n) = + oo

e) lim(—3n)= — oo

f) lim(5n—1) = + oo
g) lim(—=3+2n) = +o0

h) lim (3 —5n) = — oo

i) nm(5— %):Iim (5— %n): e
) lim 225 —im (204 2) = 4+ o0

) lim2=2% = lim (%—%n): — o
m) lim-— =0

0) lim - = L = 2

p) limgte-= 5= 5

q) lim(n®) = + oo

r I|m (%) + 00
s) lim (- \/_) lim

1 L
) lim—5 =lim(n?) =0
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94.

95.

96.

—1)"
X) Ilm(n2) =lim[(—-1)"xn?]=0
y) tim 2 im (24 (1)) xn ] =0
co 1 1
z) IimM:Iim[COS(n)Xni1]:Iim[cos{n)><n§]:0
a) lim (u,) = lim 2242 = 3
b) lim (v,) =Ilim snti =0
im (u,) = —— & lim ngb = S &= S s a=6 logo u,
wp—up =66 2t O g D 6 p 612103050 =30%

S4b= —48 < b= —12
Entdoa =6 & = —12

a) Designemos par, arazdo da progre$sab
ap=a1+(n—1)xr, €eb,=by+(n—1)xmn

eporazaa da progresséb,)
e a,=b,+2n—-2
b1+ (n—1)xr,+2n—2

bl—i—(n—l)xrb

( T’b+2) n—+bi+—1r,—2

.a, 4 . by+2n—2 4 -

lim b, = 3 & lim b, =3 & lim
. bi+nr—rp+2n—-2 4 .

< lim EEy— =3~ <lim

o ”—;;2 — - e3n46=4n & =6

ap=bj+(n—1)x64+2n—-2=0b0+6n—-6+2n—-2=8n—-8+h

ryn+bi—1yp

e =apy1 —ap, =8(n+1)—8+b; —8n+8—-0b =8

As razdes das progressdes) (bg) 886 e

respetiva
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9

> a a1+a9

k=1 9 x9 9 aitag

b) = < b1+b8 P & Ty =bi+bs

> by 2

k=1
Mas comai; =b;+2 x1—-2=5b; e

ag=bg+2 x9—-2=by+16=b;+8x6+16=0b; +64 e
bs = b1 +7x6=>0b; +42

Vemqueal_ga9 :b1+b8<:>l)1—f—l)2—1+64:b1+b1+42<:>b1+32:2b1+42<:>

< b= —10
ap=b= —10 er, = 8 ,logo o termo geral de,) sera= —10+ (n—1) x
=8n—18.
by = —10 er, =6, logo o termo geral d&,) séra= —10+(n—1)x6=
=6n—16.

ool I

97. Designemos pofu,,) a sucessdo determogerall —2n
Vejamos que se trata de uma progressao aritmética.

8 —

Upy1 —Up =1—2(n+1)—14+2n= —2,logo(u,) é uma progressao aritmética.

A sucessags,) € asomados primeiros termds,gde

87L:%Xn=#><n= _ 2

a) lim [(s,)°] =lim [( —n2)3] —lim (= n%) = — o0
b) lim [(sn)ﬂ — lim [( —n2)4] —lim (n®) = + o0

¢) lim /s, = lim ¥/ — n? =lim (—n%) — o

3/ 3 3
d) lim \/_ =lim Y—— —I|m _—\7/1? =lim g =lim (n%_Q) =lim <n_%> =0
Pag. 73
98. a) |im(5+ %) =5+ 7= =5+0=5

. 4n—3 6n . in 6n
b) Ilm(2 7 + n+4) lim 5~ 7+I|m neq —2+6=38

im | 5=3n N Ziim 523 o gim (2. L) = L
C) Ilm{nJr1 x(2— ﬁﬂ_llm = ><|Im(2 n>_ 3><(2 oo

= —-3x(2-0)= —6

0 i 8+ lim (8+ 1) 8+ T
'm -n" T EETYOD W w1 =
2 — (m)?) ||m<2— (n+)3 ) ||m(2—(—1) n—+3)
8+0
20 =4
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6\ 2 6 2
3n—>5 1 -5 — i 35 o1 5 _
(2n+1 +5+n ) ] = (Ilm 1 +Ilim 5 +lim (n >> =

. 3/8n—14 s/ 8n—14 /o5
0 "m\/ n+23 —\/“m nias = V8=2

. a) Iim(n5+n3—fl): +00+3=+

b) |im(§215 — \/ﬁ)zz—(+oo):2—oo: ~ 0
c) lim(n? + {/n) = lim (n* + n%)z + 00+ (+00) = +00+00= +00
d) lim(1-3n— y/n)=1—(400)—(+00)=1—00—00= —

e) lim(y/n — 3) =lm(n? —3) = +o0-3= +oc

f) Iim(ﬁ—n3):\/§—(+oo): 2—00= —

1
n2n3): +o00ox (+00)= +00

g9) lim(n?y/n) = lim

S

hy tim[y/n (1 — 4n)] :nm[n% (1—4n)] = +00x (1= (+00)) = +00x (—00) = — o0

i Iim{\éiz_gl %]:Iim{\éiz_gl Xn%}: @ x (+00) = + o0

j) Iim(8\/ﬁ)zlim(8 xn%)zsx(+oo): 1o

K) nm[ngf (G—n)] —2x (6—(+00)) =2x% (6—00)=2x (—00) = — 00

) |im[ﬁ”_1 %}znm[ﬁ”_l Xn%]: V2 (4o0) = 400

20+ 9
m) lim[(4n — 3)°] = (+ 00)® = +
) lim({/T=3n ) = /= o0 = — o
0) im(2 — /n+3)" =(2-/+00)’ =(—00)0 = +00

p) lim(2n® —3n? —5) = + oo
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qQ) lim(1—9n+4n? —6n*) =lim(—6n*+4n> —9n+1)= —

) lim 2312 :Iim(%nf’— %n3—3) = 4+ oo

100. a) |im(2+ 5in2) =2+ —-=240=2

. 6n—5 3 __al _ _a_0- _
b)I|m<1_2n— \/n+4)_—3—\/+70_ 3— <= -3 3

. 5n 1 . 1 . 1 _
C) I|m<n+1x\/n3+6n )—5>< m—Sx—Jr =5x0=0

3 2 1 2 1 2 1
 Bp3_ = ”(5 2 —3) b=ty ot
101. a) Ilm%:hm s = lim— e - e
o w(35-1) pEi Foo L
~0+
:—:_5
0-1
3+7n = n Tt Too T __0+7
b) lim WZron = lim 2 (122 =lim AN 2 = Foo(it0) =
n ( —I-?) n( —I-?) —I—OO( +_+oo)
7
:—:0
_|_
s wlirdo$) a(1+L-2)
: 9 = 2 2
c) lim 4%:_”29 = lim S = lim A
n(38-+) 3=
1 9
+OO<4+ +00 _—i—oo) +04+0-0) 400
= 2 = 3-0 =3 T ™
3_+oo

, _
d) lim 6n1 52"+4 = lim ; = lim I =
n<7—2> ?—
5 4
+°°<6_+To++To> 40 (6-040) 400
B 1 0—2 T2 T T
+0o0
- 3( 1L, 4 1,4
. 1+4+4n—Tn? = | n<n3+n2 7) _ n3+n2 7 _
€) Im 475, —gpr = M [ - = lim S Ry
Tt =7 o0+0-7 =7 0
= = —= =

1 8 T4 0+0-9 —
+OO<+OO++OO _9> oo( )
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K lim ——20t3 X n (24 ) : n(2+ )

Vn2 +n+2+n

3 3 3
— i n(2—|—n) — i 2+? _ 2++Too
=1im T 2 = lim T, 2 = 1 2
n<\/l+7+n—2+l> \/1—1—?—#”—2—%1 \/l++ﬁ.o++ﬁ.o—|—1
V1+0+0+1
) lim ——2— = n n 1 -
V1+n?
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0
3n—5 O | 4 1—6n \ | 2—12n \ _ 12 _
102. a) lim 5 —Ilm(?m_5 X 5 )_Ilm( T )_ 3 = 4

1—6n
8n—3 4 4 241n—9—24n—20 —29
3n—+2 3n—+2 3n—+2
. —29(3n+2) . —87n-58  -87 29
=m0 T =M 55 =18 = = %
an+1 dn+1 A
2 _9 T 2_9 T n+1 n+1 .
n+1 n+1
2 R
— lim An? + 4An+n+1 — lim An? +5n+1 —lim n <4+ n +n2> o
- —3n2 46 - —-3n24+6 nz(_3+i) -
5 1 n?
—lim ATt 44040 4
— 5 = = - _
_3_|_n_2 3+0 3
Pag. 74
. _ 9700 X 0. n2—|-3n . n ( n . 3
103. a) lim[(n? +3n) x n72]"="lim 7 =lim ——5—= =lim (1+ F) =1+0=1
b) lim [(% —2) X (5n—4)}°°:x°|im [8”‘4‘:’1__8;% X (5n—4)} =lim 22=% =
4 4
n<5—— _ 4
. . . 5—0 9
= lim ———=—~% =1lim 34— =lim —F7 =
3 _ 3 4—-0 4
n(4— - ) 4 o

104. a) lim[n — (n —5)["="lim (n —n+5) =lim(5) =5

b) lim[(n+3)(n—2)— (n—1)"="limn2+n—-6—-n2+2n—1)=lm@Bn—-7) = + o0

c) lim[4n2 — (2n + 3)2°="lim (4n2 —4n? —12n — 9) =lim (- 12n—9) = — 0
d) lim(y/n — \/ﬁ)oo i \/__\/ﬁ)\(/i;\/ﬁ) =lim \/E+n T5+
-5 —5
= =0

= lim \/ﬁ+\/n+5 T tootoo T 400

(\/ﬁ-ﬂ) ( n? + 5—|—n> . n’4+5-—n?

e) lim (\/ 245 )ooioolim — |jm 2=
) " " Vn2+54n Vvn? +5+n
5 _ 5 _,

= lim i +54n  Footoo
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( An? + 3n—2n) <\/4n2 +3n+2n)

. — 00, . 4n’4+3n—4n®
lim ( 4n? +3n—2n)°°=°°||m =lim =
f) (M+2n) VAn? +3n+2n
— lim ——2L = |im 31 =lim A -
VAn? +3n+2n \/n2<4+%> +2n n\/4+7 +2n
. 3n . 3 3 3
3 4
n(\/ﬁl—l—% +2) N A
. o1+ 3) 3 T
. n2+3 . n? . n 2. 2
Q) Ilm—1 = lim T =lim i~ =lim 17— =
n+ n(1++) n(1++) 14+ L
n n
_ V10
N
. A/n?4+6n—-Tn "= n i+ —in
h) lim = lim =lim =
1-2n n(L_Q) n L—?)
n n
n( 1+%—7> 1+2 7
— lim : —lim Yt VST g
n(——2) -—— -
n n
. \/n4—|-3n2—|-1 —n o \/ n2 TL4 T 7’L2 n4 .
1) lim i T = lim 5 T F =lim 5 T F =
n (1+7+n—2) n <1+7+n—2)
3.1 3.1
”mn(n l—an—kn4 1) ”mn 1—#712+n4 1
- 3 .5 - 3, 5 -
n (1+7+n—2) n<1+7+n—2)
3 .1
im | - LA L
- 3, 5\ 3, 5 -
n(1+7+n—2) n(1+7+—2)
1+ 54 4 —
= lim n? ot — L —{ L+0+0 1 =1-0=1
1+24 5 n<1+i+%> 1+0+0 = +oo(1+0+0)
n n
105. @) lim[5—n|=[5—(4+o0)| =| — 00| = +
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b) Tendo em conta que:
Se (u,) e(v,) sd&o sucessdes que diferem apenas mienmfinito de termos, entéo
Uy, — — OO0 & UV, — — OO0
* U, — +00 & v, = + 0
s u,—le v, -1 (leR)
* u, haotem limites v, nao tem limite

‘2n—60|— 2n—60 se2n—-60>0 _J2n—-60 sen > 30
] —2n4+60 se2n—-60<0 | —2n+60 sen <30

\IO—n\— 10-n se10—-n>0  [10—n sen <10
| —104n sel0—n<0 | —10+n sen>10
. |2n—60|+[10—n] . = 2n—60—10+n ... 3n—70 _ 3 _
lim 372 = lim 3n—2 =Ilim Sn_o —3 =1
c) Tendo em conta que:
Se (u,) € uma sucessdo limitada ese- 0 , emdddj, x v,) =0 .
lim 78OS iy "L cosn x —pio
n>+3n n?+3n n?+3n
= lim L—i—COSnX 21 =lim 13+comx% =
(1_|_ ) n2+3n 1+ 2 n2+3n
= lim i+|lm (COSan2+3n)—1+O—1
n
(2—3x1)+(2—3n) L —14+2-3n _
106. a) IlmZ(Q 3k) = lim { 5 X n _Ilm( 5 xn)—
—Ilm( 1+2 3n ):“m(l—;n xn):(—oo)x(-l—oo):—oo
S (2k—-1) @x1-1)+@2n=1) )
: k=1 T 2 — i n_ _
b) lim ~ 2-3n =lim n2_3n =Ilim nZ_3n —
n (1—7) 1—7
9 n
n° + z(3k+4) n2+(3><1+4)+(3n+4)xn
c) lim = = lim 2 =
4n?2—5 - 4n?2—5 -
2 5 1
9, 3n°+1ln 5 o, 11 2 (5 11
Cim 2 jim 2Py (5t an)
- 4n2—5 - 4n?—5 - n2 (4_ i) -
n2
5 11 5
im —2 20 _ 270 5
- 4_D T 4-0 T8
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107. a)lim(u, — v, +u, X v,) =2—3+2%x3=5

. 111
)M =55 =75 =%
. Uy 2 2
B)lim -7 = 353 =57 = t
. Up, o 2 2
a)lim ——= = T 33 = Foo =V
: _im ant4d  a
b) lim w, =Ilim n—5 = 3 )
o w,w, lim w, +-limw, 2+5 a
Ilm—vn =4 & imo, =4 & 3 =42 + 9 =12 &

N % — 10 a =20

108. a) (por exempl()

:|.—~

b) — % (por exempI()
c) 3+ % (por exemplg
d 3 — % (por exempI()
e) 1+ % (por exemplg
) n+(-1)" (por exempI()

109. a) Paran =1, tem-seu; >0< 1> 0, o0 que é verdade.

Hipotese de inducao:u, > 0
Tese de indugéo: u, 1 > 0

Demonstracdo: u, >0 = u, +1 > 0.

Comou, >0 e u, +1>0, vem uu_”h >0, peloqua,.; >0 .
n

b) Tem-se, para qualquer nimero natural

Uns1 < Up < uu_”Fl <Up S up <up(up +1) & 1<u, +1 <u, >0, 0que verdade.
mn

Como Vn € N, u,1 <u,, asucessie,) € decrescente.

c) Como, para qualquet  natural, >0 , asucessdodada. Como a sucessao é decrescente
e minorada, a sucessao é convergente.
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d) Uma vez que a sucessao € convergente, desigmemo® seu limite.

limuw, =limu,. 1 =a

Uy . . lim w,,
Unt1 = 5] pelo que limy, = Tmuw, +1
sao=—"2—sdta=asdl=0s

a+1
& a = 0. Portantolimw,, =0

e) limu, = 0. Como a sucessao é decrescente ventimug, = 0
limov, =lim (24 ;) =24 g =2+ (+00) = + o0

Pag. 75

110. a) Paran =1, tem-seu; <0< —1<0, 0que é verdade.

Hipétese de inducdo:u, < 0
Tese de indugdo: u,; <0

Un

Demonstragéo: u, < 0 = <0= upt1 <0

2

b) Tem-se, para qualquer nUmero natutal

u
Upy1 > Uy & —T—2—— > U, < U, > Uy, 1-1—(un)2 &

14 (uy,)? (*)

o 1< /1 + () ol<1+ (u)

(%)

ComoVn € N, u,+1 > u,, asucessdeo,) € crescente.

c) Como, para qualquet natural, <0 , asucessaaj@ada.
Como a sucessdao é crescente e majorada, a suéasmdvergente.

d) Uma vez que a sucessao € convergente, desigmemo® seu limite.

limuw, =limu,.1 =a i
Uy, . im w,,
Upig = ——2—— peloque limuy,.; = Sa=—r &
1+ (up)? V1 (lim ) V1+a?

sS\/14+a?=1<1+a>=1%a=0. Portantolimu, =0.

e) limwu, = 0. Como a sucessao € crescente venligue, = 0~

imuv, = lim At — 140 1
U 0

n
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111. a) (w,) € crescente se e & € N, w, 11 > w,
Paran =1 , tem-sew, > w; < 3 > 2, 0 que € verdade.
Hipétese de inducao:w, 1 > w,
Tese de indugdow,, 1o > wy41
4 4 4 4

Demonstragcédo:w, 1 > w, = < =5 — > 5 —
Wn+1 Wn, Wp41 Wnp,

b) Paran =1 ,tem-sew; <4< 2 <4, o0que é verdade.
Hipotese de inducéo:w, < 4
Tese de indugéow, 1 < 4

>1= — < —1=5-—

wn n n

Demonstracédo:w, < 4 =

c) Como, para qualquet  naturah, <4 , asucessaaj@ana.
Como a sucessdao é crescente e majorada, a suéasmdvergente.

d) Uma vez que a sucessao € convergente, desigmemo® seu limite.
limw, =limw,;1 =a

4 4

4 .
Wyl =D — o pelo que limuv,.1 =5 — W@azS— o e

4

= Wn+2 > Wn+1

<4:>wn+1<4

5++/25—4x1x4
= e

@7:5—a<:>5a—a2:4(:>a2—5a+4:0@ a= 5

<:>a:5233<:>a:4\/a:1.

Como a sucessao € crescente e 0 seu primeiro &mvem quém w, =4 .

(u,)?— 9 _lim (up— 3)(up+ 3)
Uy — 3 Up — 3

112. lim —lim (u, + 3) =3+3=6

113. u, = a, X b, — 3 b, = by(a, — 3)
Como a,—3— 0 ecom@b,) € uma sucessao limitadey queu, — 0 .
Pag. 76

114. a) lim (3") = + o©

b) lim[(V/2)"] = + o0

c) Im(7x2")=7x(+00)= 400

im—2_ _ 9 _
d) lim—m = -5 =0
. §2n .
e) lim—z— =Iim (5") = + o0

3n
) lim 250 =lim (3 x 6") = + o0

g) lim (3**) =lim (9") = + o0
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. 26n+1 . . .
h) lim-Sm— =lim (2°"1) =lim (2 x 2°") =lim (2 x 8") = + o0

) lim 2= =1im (3") = + 0o
2n 2n 2n n n
i) Iim% —lim 23++31 —lim (220 x 3"1) =lim 4 >§3 _ (+oo)§(+oo) — 1o

K) lim (03") = 0

) lim(r—3)" =0

m) lim [(%H _0

ny lim 2 jim 323" i 3% (%)"] —0

4n 4n

0) lim o _I|m(6n+6n)—llm[(3)+(2)}—0+0—0

p) lim (4 = lim [(%)”} —0

a) lim (14572") =lim {1+(%)2”} =tim [1+(55)" ] =1+0=1

2n n
) lim-252= = lim (3 x 27") =lim [3x(%) ]:3><o:o
2n+1 2n n
s) lim 25— =lim 22— —lim (2 x 27) =lim [2>< (%) } —2x0=0

i 1+32n o 1 32n o l n i n B _
o lim-LE2 _nm(—mn e ) =lim [(15) +(35) | =0+0=0
. oginggn 94n 5" . 4 x 24 4x 5"
u) lim <5 :“m< 2n—1 T a1 ) :||m< 2n -t T =

, 4 x 241 4% 5" , 5\"
:I|m< X2 Axd ):hm(4+4x(1—6)):4+4x0:4

v) lim (3" — 2) =lim [3“(1— 3—2)] — lim [3”(1— (%)")] — +oox (1-0)= + 00

w) lim (7 x 37) =lim 2= =lim [(5)"] = + o

371
: 2nts3 : 8x 2" . 2 \" 1 1
X) Ilmﬁ:hm —n——— =Ilim SX(—) X — 5~ | =8 X0 X =0

2713 3n(§_n+1) 3 (2)"+1 0+1

0" (o +1 54 24
y) |im5—'1——32n—|im5¥_—9n—|imL4n—lim 9”—2 — = +i>0 _
o=l 4n — gn—1 4 4n = nf(L, 4%\ 1.(4 s N

9<9+9n) 7+(5) g 0
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C2n403" ./ 2m  03"\_ 2 . 0 1 1
115. a) lim =5 _“m(4n—5 +4n—5) =T tFc =72 10 =3

o (17 A7
) fim Y6 \/” (57 +3) L Mt

_1\n n _1\n -
3n+(v/2-1) n[3+< 2-1) 1 n[3+<ﬁn1> 1
A7 136
o 2-1)" 0 =3 =
. 5n+ 2"xn n(54+2") . 542" 400
c) lim— == =lim n<4—l) =lim T T 40— + o0
n n

116. a) Tem-se, para qualquer nimero natural

o= (1) (3= (2) =
(@) 4

Portanto,Vn € N, a,,1 — a, <0, ouseja,VneN, a,41 <a, ,peloque,) € decrescente.

N[V
N———
3
VS
N[V
|
}—l
N———
I

+1
n o 3\ 3\" - 240 -2
2+ (%) 2+(4) *
3 n
1—( =
. " 3\F 3 <4) 3 1-0 3
117. a) lim Z(Z) = lim Z l—i :ZXT:ZX4:3
k=1 4 4

o im Sl () () [ om Sl () - ()] -

—im 33 ()" = (3)] =im = [2x (4)'] <im x| =
1-0

T =1x2=2
2

=1x

118. a) A1:12_WX(%)2:1_%
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d) 4, =1- L A2z(1—%)+(%—%):Al+%Al
Asz(l—%)+(%—%)+(%—%)=A1+%A1+%A1

(A,) é a sucessdo que nos da a somados primeirasstdarProgressdo Geométrica de primeiro
termoA; e razé(%—.

Pag. 77
119. a) lim /3 =1
b) |im[(c/§)5] —15=1
c) im(1+/01)=14+1=2

. 1 1 1
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, . ” . 1—a” 1-0
120. ||mun:||m(c/5+k;ak>=hm (C/E—i—ax l_C; )zl—i—ax 1= =1+

_l-ata _ 1
— 1l-a T 1-a
1 21 ( . )—1 -
lim (ug) — —a < 4/lim (un)"= =a 1-a { —aqge 1*2“36‘
Uy, 6 u,, 6x
1 1-a
1-1+2a—a?
1— 2 2 _ 2_
& d—a) a<:>\/ 21a 5 16“ —as g((l_g —a &
1—a ( —a) (*)
a(2-a) 2—-a  _ _ P 2 _
6(1—a) ot & 6—6a —a&2—a=6a—6a"<6a"—T7a+2=0<
T E/49-4x6x2 T+l 2 1
& a= B 12 & a 3 Va= 5

Como a e}% 1[ vem que

1

=a <

(#) - <a<le 1< -a<-+ el-1<l-a<l-+ ©0<l-a<—+ e

T <a<le —1< —a< - 82-1<2-a<2- - &1<2-a< >
a(2—a)
Peloquem > 0
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FuncOes Reais de Variavel Real

Pag. 79

1.

a)

b)

d)

f)

9)

h)

AU { o 17 \/g}
Nota: — 1 ndo pertenceA mas é ponto adereAte @, poo exemplo, a sucessao de termo
geralu, = — 1+ % e uma sucessao de elementad de  que terade pa de igual forma a

sucessao de termo gergl= \/3 1 € uma sucessao de elsrdertoque tende pavs{g

T n
B
Nota: como ndo existe nenhuma sucesséao de elesas® convergente para um nuamero real
gue ndo pertencala , a aderéncidde € apenaproso

cCu{-2}

Nota: — 2 ndo pertence(@ mas é ponto aderefite as, poo exemplo, a sucesséo de termo
geralu, = — 2+ % € uma sucessao de elementaS de que terde pa

Du{2}

Nota: o conjuntoD € o conjunto de todmsstermos da sucessdo de termo geral

Uy = % ; COMO esta sucessao é convergentepard , o t@guberente a8 embora nédo

seja termo da sucessao.

E
Nota: o0 conjuntof € o conjunto de todmsstermos da sucessdo de termo geral
2
Uy = ntl ; COmMO esta sucessao é divergente (tendepaxa naog existe nenhuma sucessao

n
de elementos dE  convergente para um numero realdupertenca® , a aderéncidide ¢é

apenas o propriéy

R
Nota: — % nao pertencela mas é ponto aderehte as, poo exemplo, a sucessao de termo
geralu, = — % + % € uma sucesséo de elementas de  que temlep% ; de igual forma a

sucessao de termo gergl= 2\/6 + % € uma sucessao de elsrdehtoque tende paZa/é

[1,4]
Nota: os numeros, 2, 3 4 ndo pertencefh a mas sdospaterentes@  pois, por
exemplo, as sucessdes de termos gerais 1 + %, vy, =2+ %, w, =3+ %,

Ty, =4 — ﬁ, séo sucessOes de elemento&/de  que tendemvaspeite para, 2, 3 €

R
Nota: os niUmeros racionais ndo pertenceiih a  atagantos aderentedh  pois, por exemplo,

~ 2 . ~ ,
a sucessao de termo geral= % + % € uma sucesséao de wlsmeA (numeros

irracionais) que tende para o numero raciobal
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) Q
Nota: os niUmeros inteiros ndo pertencem a nmp@#os aderentes/a pois, por exemplo, a
sucessao de termo getal= 1 + 3% € uma sucessao de elsrdehtaue tende para o
ndumero inteiral .

J) J U { - 17 1}
Nota: o0 conjunto/ é o conjunto de todsstermos da sucessdo de termo geral

Un n+1

_ 12 3 4 5 6 _
J=A{ AR R T Tk }6_
= o T g T g }U{2§,1€,7, ...... }
A sucesséao de termo geral= — ;7“7; € uma sucessado dentbsnae/ que converge para
— 1, peloque o—1 éponto aderenteya  embora nadesejo da sucessag;  de igual
forma a sucesséao de termo gesrgl—= % € uma sucesséntmntns de/. que converge

paral , peloque b é ponto aderenté a  emboragjd termo da sucessap
a) Sim porque) é aderenteda Termo geral de uma sucesséo de elementds de ermpeelimite
O: u,= — p

b) Sim porque— 1 ¢é aderenteda Termo geral de uma sucessao de elementds de terthae
limite —1: v, = — 1+ —

s

Q

derenteda Termo geral de uma sucessao de elementds de tertheelimite

1
7 TW, =

|H

c) Sim porque%
1
5t

w
3

d) Sim porquel ¢é aderenteda Termo geral de uma sucesséo de elementds de tertheelimite

é
1
1:%":1_?

e) N&o porque nao é aderentd a

f)  Sim porque3 é aderenteda Termo geral de uma sucessao de elementds de tertheelimite
3:k,=3
g) Na&o porque,1 néo é aderentd a

h) N&o porqued é majorado.

Falso porque a aderénciade A& {1} e 0 conjdnto{1} énguel all,2] .
Basta ver, por exemplo, que o interval®] contémaerds irracionais e o conjuntb  nao.

Por exemplo, a sucessao de termo gejak — 1 + % € urrasa@de elementos de  que tende
para — 1 , portanto,— 1 € aderentd a

2,01 ndo é aderente & pois, por exemployvimmhanca de raid,001 d,01 n&o existe
qualquer elemento dé
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5. a) lim wu, =lim 27

2n+1

nt+l 1 oy i _ 2 _
- _1_1,I|m v, =lim _2_1

1 3n+3— 2n+3
b)  flu)=3xu, —1=3x Lo = ML S0t

2n 6n—2n—1  4n-—1

flom) =3 xvn—1=3x 507 —1= "0 0 = 5,71
¢) lim f(u,)=lm 22 - 2 o, im f(v,) =lim Gt =5 =2,
Se existir limite d&f(z) quando tende para , etedee se? .
d) Seja(u,) uma qualquer sucessao que tendelpara
lim f(u,) =Ilm 3xu,—1)=3xlm u,—-1=3x1-1=2
Logoﬂlirrff(:c) =2
6. a) Aderénciade, &
. . 1 1 . . T 1 1
b) lim w, =lim -5 = —— =0; im v, =lim - =—==0
c) Comow, >0, ¥neN vem que(u,)=u, —1= # 1
— _ 1 _ 241-2n _ 3-2n
Comowv, <0, Vne N vemque(v,) =2Xuv,+1= 2x =on T1="15, = 1.
d Ilim u,=0; lim v, =0 e
: - 1 - . 3-2n =2
lim g(u,) =lim (F — 1) =0-1=—1 lim g(v,) =lim 5% =—5 =1
Como existem duas sucess@es) (v de elemenias, donvergentes paa e tais que
as sucessodg(u,)) e (g(v,)) tém limites diferentes, entdo ndo eiiste te g(x) quandar
tende pard .

7. a) Porexemplou, =2+ %

b) Por exemplov, = 2

(1"

c) Porexemplow, =2+ -
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8.

10.

11.

I) Falso, s6 é necessario gue seja ponto aderednzaio.
3xr sex <1

1
=1 = _
o1 eu, =1-— em-se queu,, — 1,

Il) Falso, por exemplo, s&x) = {

lim f(u,) =3 enéo existgzr_r)l1 f(x) (basta ver que, por exemplo, paja= 1 + % Tem-se que:

v, — 1le lim f(v,) =4)

[Il) Verdadeiro, pois, por defini¢éo, slxeaj1 f(x) =3, entéo,qual que seja a sucessag) de
elementos do dominio d¢  que tende para , a S.0g&3:,)) tende para

Seja(u,) uma qualquer sucessédo de elementos do dodeifiique tende pafa

lim f(u,) = lim (ui)z - "m(lun)Q = o5 = + 0

Conclui-se, portanto, que (I)ifr@:c) = + 00.
xTr—

_2.0im v, =lim =22=L _ =2 _
n 1

1-2n =2
n -1

a) lim u, =Ilim

1 1 1
o) glun) = 459 = To2n, = TZarzm ="
n n
(o) = —L- = 1 a 1 _
olon) = 5 = =T < EemEm -

c) Ilimuwu,=—-2;Ilmuwv,=-2 e
lim g(u,) =Im n= +o00; Ilim g(v,) =lim (—n)= —o0

Como existem duas sucess@es) (v, de elemanigs donvergentes para2 e tais
que as sucessdeg u,)) e (g(v,)) tém limites diferentes, entdo néae érige de g(x)
guandoz tende para 2

lim f(u,) = —oc pois:u, — —1 elim f(z)= — o0

r——1

Pag. 82

12.

13.

lim f(z) = lim (22 +1)=22+1=5; lim flz)=lim (Bz—1)=3x2-1=5

r—2-
mas2 € Dy ef(2) #5
Mais geralmente, para qualquer sucessao que pemd2 , por valores diferentes 2le , a respetiva
sucessao das imagens tende para . No entanto, ff@ne: 3, a sucessédo cujos termos sdo todos
iguais & tende pata e arespetiva sucessao dgens) cujos termos sao todos iguds a , tende para
3. Portanto, ndo é verdade que, qualquer que Sejeessao que tenda pdra , a respetiva sucessao das
imagens tenha sempre 0 mesmo limite.

im flz)=lm 2= = = yo00; lim flz)=1lm (—z)= —1

= lim — = =
r—1+t r—1*t z—1 0+ r—1- r—1-
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T 2z 2z |y 2\ _
4. dm 9@ = I 1 =y m T (?)\/I'me(Q 1) = V2
(%) 24 z+1 2z _o 2
z+1 z+1
2z -2 2
2

15. Seja(z,) uma qualquer sucessado que tende-paxa o.(Entd,) tende parat oo

Comof épaf(—=,) = f(z,) e umavez quém f(—x,) =2 vemqliem f(z,)=2.
Conclui-se, portanto, que linf(z) = 2.

16. Sejam, por exempldy,) (@,) as sucessdes definidastiemmente pot,, = 4n
v, = 7™+ 4nx. Qualquer destas sucessdes tende pasa lima§u,) =1lim n —Z'Js'% =

=lim sen2n7) =0 elim f(v, =lim seﬁ’w =lim sz{ng + 2n7r) =1
Logo néo existdirp f(x)

17. a) “Iimﬁ flx)= —0,5; Iirplf f(z) =2;Como—1 € Dy vem quef( —1) =2
Como néo aconteckim1+ flx) = ‘Iirplf f(x)=f(-1) ,néo exiiiigalf(a:) .
b) lim f(z)= +oco e ‘Iirerl f(x)= —10,5

c) Porexempla, = —n

d) Porexemple, =1+ % ew, =n .
Nota:lim v, =17 e lim f(v,)= —0,5; lim w,= 400 elim f(w,) = —0,5

18. 1) Falso, desde que; né&o seja majorado € possivel)@gﬂaﬂlirp flx) .

Il) Falso; o facto de ser verdade que fita,,) = 2 , para woessao particuldw,,) que tende para
+ o0, ndo implica que linf(z,) =2 qualquer que seja a sucessaque tenda para oo (e cujos
termos pertencem ao dominio da fungéo ).

Pag. 84

19. @) lm (f+g)(z)= lim f(z)+ lim g(x)=2+3=5

b) lim (fxg)(x) = lim f(x)x lim g(x)=2x3=6
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lim  f(x)
¢) lim <i)(a:) R e

rz——1 g Tanjl g(x)
Iim g(x)
(z) 3 3
d) leml gcf5 “ﬂ (:c+5) — —1+5 " 4
e) lim Vf(x)+2z=p lim (f(z) +22) = o/ im f(z)+ lm (22) = y/2+(-2)=0

2
f lim gz) = [nm qxﬂ —32=9

rz——1 r——1

20. a) Ilim (ad+22-4)=2(-1P+(-1)?%-4= -5

r——1
NP
o) lim 532 _ fim (2*-32) 5 2
M 371 T m (a%1) 13 13

lim 1)
c) lim metl | - \/7 \/I
z—1 xﬂl Sx |Im 4

21. Afuncdo definida pog(x) = sen—1 € limitada hzrp [ f(z)+2] =0 logo
“T [(senz — 1) x (f(x)+2)] =0 .

22. @) lm f@)=Im 5 =3
) lm, f(@) =lim =25 = =3
C) Jﬂm2+f()—llrp2+ %:_72:_1; xllmrf()_x“ﬂmg %:%:_L
f(=2)= -1
Logo IinJQf(;p):_l_
P4g. 85

2. @) Im (f+g)) = im f@)+ lIm ga)=2+(—00)= —oc

rz——1

b) lim (fxg)(z)= lim f(z)x lim g(z)=2x(—0c0)= —o0

r——1 rz——1 rz——1
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x——1 lim g(x) -0

r——1

lim f(x
) lim <£)u0= LA T

_ Nim g(z)
9 :canJ1 (%)(m) - T|Lm11 f@) — 2 T~
lim g(z)
H ($ T—— —0
e) ;,;“l& (f+1))2 = Tll[nl 1(x+1)2 =T7r T =X

2
f)  lim ﬁ@:pm mﬂzq—mﬂz+m

rz——1 r——1

24. a) lim (222432 —100) =2(+00)?+3x (+00) — 100 = + 00

T—+00

b) lim_ (234 Yz)=(—00)+{/—c0= —004(—00) = —00—o00=
¢ lim xz%rl:%—%oozo
B Jm gt =g = -0
L e
Pag. 86

25. a) Ilm f(z)=Ilm (—xz+4+5) = —-2+5=3

r—2F r—2F

— 0

b) Néo existelmf(x) porquexliﬂrgff(:):) = lim(@x-1)=2-1=1#Iim f(z) = f(2)

T—2"

c) Ilim f(z)=Im (—z+5)= —occ

T——+00 Tr——+00
d lim —% —.fwﬁ S 2 _ 2 _ 2

e 1=f(x) — T|II’121_ 1-f(z)] — Crllrr21_1—Tllrg_f(::;) —1-1- — 0f

lim z)—3 lim f(z)— lim 3
e T - lim z - 2 - 2
z—2F
. z—3  2-3 -1

LS e e
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26.

27.

a)

b)

d)

f)

9)

h)

)

K)

a)

i — i S 1 _
o) = im (2 557 ) =24 55 =20 -
_ L o 1 9 - _
Nim_g(z) = lim _ (2+ :1:—1—1) =2+ 1 =2Fp =270 = —x
T IiT . o0
MM G T Tm g ~ 2 T T
lim g(z)
; 9(@) _ amr- _ =0 _
xﬂ,r_nr r —  limax — -1 = + 0
T—-1"
i i i 1y
im 9@)=2 _ Jm g(w)— lim 2 I'Lr'_‘oo(2+:v+1) 2 99 0
0 T - lim z - —00 T -0 —oo
lim g(iE) _ xer}Jrg( ) _ II—I>rP1+ (2+IE+1) o 2+,1++1 B 2+0+ 400
g1+ —x—1 7 lim (— )— I|m+1 - 1-—1 - 0~ - 00 T 0"
T—-1F T—-1

im (@ +g(@)* = [im_(z+ ()] = (=o00+27 = +oc

lim x im
T S T I
r1+ () lim g(@) = 400 =% .20 gl@) — lim g(z) T —o0

z——17T

Como —1 néo pertence ao dominio da fungdo , tami@npertence ao dominio da fung¢éo

definida porh(x) = -7 , portanto, como lim L~ = lim =% =0, vem que
porh(z) = g7y - P My = M 5@ a
lim —%= =0
:I;—>—1.g($)

lim ¢ lim
jim ) _ e ()—+°°——oo- jm_ 22) _ 200 T =+
b1+ T im = — -1 — ’ r—1- im = — -1 —

r——1 r——17
Como lim 9(z) # lim M, nao existém 9(z)

r——1" z——1+ X r——-1 T

i 9@ _ IOy
fo—oo T Iim z = —oco

T——00
lim —
xﬂJr:x;f( ) o0
lim f(z) = + o0
Tr——00
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a) lim 42 = 49 — o (porqueg(a) <0)
a) [imM: i)zo

a) lim(f(z)x g(z)) = 0xg(b) =0

r—b
o f@)  fld)
&) Mm@ = g — !

ag) lim(f(z)—g(z)) = f(d) - g(d) =0

a) lim (f(x) —g(r)) = +00—(—00) = +00+00= +00

(z) 0
20) M 5y = 70y =
ar1) Im% = LE)) = — oo (porquef(0) > 0)
. lim f(z) .
b) I'LT,h(fC) :;Z!erc]— f((x)) = Tlﬂiﬁqu(x) = f0(+) = — oo (porquef(c) <0 )
im f(z)
. . f(x) r—ct f(c)
Jim hr) = I,y = T ey = 0 = + o0 (Porauef(c) <0)

Comolim h(z) # lim h(z) , ndo existtm h(z)

Pag. 89

28. a) lim (2 —22*+27%—1)*=%lim (1:3—21:4—1—%—1) =
r——+00 r—400 X
— i 3 _ 9.4 T 9.4 1 _
i (=20t =)l lim (24 +
= —2(+00) +(—|—OO)6_ 0+0= -

b) IiT ((x2—1)2—x4+a:)005°o|iT (:c4—2x2+1—x4+x):|irn (=222 +1+42) =
=lim (—222) = —2(+o0)’ = —

T—+00

22 41—z2

(\/:BZ—H—x)( x2—|—1+93> i oflea?

z—+00 z—+00 Val+l+x a—+o0 /22 +1+
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(\/1—x—\/3—a:> (\/1—x+\/3—a:>

H o0 = Op; —
© Ll (Vi=e= Ve -a)®=Tlim Vi -
. w34z 9 =
_:cLeroo \/1—:1:+\/3—:U _:cLIrDoo \/1—:1:+\/3—:U N ‘|‘OO =0
1 50 = o9 2x+/4x2+1 _lim 2x+ 42241

im ——— """ =""lim =i
f) z—+00 2 x—+/4 2 +1 T—~400 <2$—1/4JZ2—|—1> (2:1:_'_‘ /4$2+1) T—+00 4a?—422-1

=lim = = —
T—-+00 -1 -1 >
20, &) lim L1=2zt3a! Lo sl 3
’ T—~400 2$4+$2+1 _:L‘—>+oc {L‘4 2
o (224a?)’ = 424 gl @ 1
b) Im ——m—— =lm ———F—F%— =1lm % =+
0o T*+3x e s e X 00 3T 3
VITET - ~ = lim =

. 21 = 2:L‘ . 2
d im ———— 2 |lim = lim =lim —F— =
) T——00 \/ Z’2+2$ r——00 2 1+ T——00 x 1—]—2 T——00 —1/ 1+%
— 2 — —_—
- —(1+0) &
0 3 3 3 3
_ 92T 0 _oTr Qo _ 9 _ 92
30. a) I|m V22 oz leino$($ ) = || 9= 9 = 2
9428 i 2(x%—4) 2(z—2)(z+2)

b) Im ot = M ssiorn =M S )

2(r—=2) -8 2

i 2(x—2)(x4+2) i
M Z12)222—32+46) — 2223246 ~ 20 ~ 5

x%?

(¥) 22% + 22+ 12 = (z +2)(22> — 32 + 6)
Regra de Ruffini

2 1 0 12
—2 —4 6 —12
27 -3 60
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3(xz+1)

0
. 32°-3 . 3(*=1) . 3@=D(z+l) .
©) l'ﬂx2_2$+1 - LILYIl (z—1)* — !Ilml (z—1)* lalr—rJ1 z—1
. 3(z+1) 30141 6 . 3(z+1)  3(141) 6
Jm = T =g = = e lmm T =gy =gr = T
322-3
2—2x+1"

Logo, ndo existe I|

(Va+3-2) (Va+3+2) im 2434
—a—12(z—1) (V2 +3+2)
1

g lim B2 0
e—1 22=2 7 o1 2(2—1)(V2+3+2)
=1 —lim -t =L
e—12 (z+3+2) 8

=M D) (Ver312)

(1) (VaP+ieve) . (x3+1)(\/ﬁ+f)
- x24+1-2

241l i -
TR A (o B) (Ve vE)
(z3+1) (\/Q;TH+\/§> i (z+1)(2®—z+1) (\/ﬁﬁ-\/—)
5 o (@—1)(@+1)

a1 ri-1 (%) e—-1
(a2 —2+1) (Mﬂ/_) (\/i\/i) s

= |lim po—

e)

()3 +1=(z+1D)(z?—z+1)
Regra de Ruffini
1 0

Verss b (VaT58) (Veses) Paso
i <\/:1;2+5+3) \/:c—z =, (\/:c2+ +3)\/_
— lim —4 — lim —2)(z+2) —im B2 E2)Ve-2
Y (\/ %45 +3) Vv z—2% (\/ x2+ +3) Vv z—2" (x/x2+5+3) (z—2)
= lim (z+2)Va=2 _ 4x0 =0
SL—>2+ ( /$2_|_ _|_3) 6

Pag. 90
241 2\ Oxoop 2+l 1
3 &) (g > 5) "< im G = g = o

148
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3 3 3
3z°+3 3z°+3 lim 3z _3

oy lim (L, 3 ) Oy lim -
rtoo \ T+1 (x+1)? T oo (241)° (%) @—-+oo 34+3224+3x+1 — i 2P
) (z+1P=(z+1)(z+1)2=(x+1)(@®>+22x+1) =23 +32°+ 32 +1
R | R A v [ S B
32. a) IL”DOO 3 |x| (;) IL”D:,O —-3r = 400 0

z+1 sex > —1

z+1 sex+1>0
—z—1 ser < —1

() |x+1|:{ —r—-1 sex+1<0
Quandar — — oo |z + 1| € dado por—z —1

x sex >0
2| = —x Sex<0

x| é dado por— x

Quandar — — © ,

_{x—?) sexr >3

-3 sex—3>0
T —xz+3 ser <3

+3 sex—3<0

Quandar — 37 ,|z — 3| € dado pox —3 ,quando— 3~ |z — 3]

~ , . |z—3|
Logo, ndo existe i .
z—322—06

Jm o= =M 53y =lm 5 =37
. [x=3] —z+3 . 1 1
Moo= =M Sy TIM -2 =~ 2
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d)

33.

o z|2-a] o r(2—x) | r(2-x) —
() 2 — 2 = 2—z se2—-x>0 [2-=x sexr <2
|l -2+ se2—-xz<0 | —2+7x ser > 2

Quandar — — oo ,|2 — x| é dado po? — x

|x2—2:c|— -2z sex?—2x>0
|l —224+2x sex?—22<0

Y y=x’-2x
[ a?—2x sex €] —o00,00U[2, +o0f
|l -2 +22 sex€]0,2 0 R
N
Quandar — — oo ,|z? — 22| é dado por? — 2z
3 0
lim —>5— &
x—>0|x2_2$| (*)
*) |932—2x|— x? — 2z sex?—2x>0
| -2 +2r sex?-22<0
A
Y y=x’-2x
a2 -2z sex €]—o00,0]UI[2, + o0f
| —2?+22 sex€]0,2 0 .
N
im —2Z — — im —2%  _ im =% — jim ==— = 3
lerg+\x2—2a:\ _l!m+—x2+2x - lm+x(2—x) - imﬁQ—x -2
im —2Z  — lim =2 — |im =2%— — |im == = _ 3
I'L”{)[ x?=2z| a!mfﬁ—Qx - :ll_r,rg)+:z:(x—2) - imﬁx—Q -2

~ . . 3x
Logo, nao existe xJém

3) Llrpoc[(xQ —(x—2”) =" l'ifpoc($3 —2d—x+2%) =

lim (—2%) = —(— )’ = +

T——00
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b)

d)

[S]I

. 22 3ux : z(z—3)
M 62—5 (o) "M G—3)+3273)

(x) 23— 62 —9= (v —3)(z*> + 31+ 3)

Regra de Ruffini
1 0 -6 -9

—
8
[V
|
—
—
o
I8 18

3

CU —_—
2432+3 T 94943

o ( :c2+2+x) <\/:L‘2—|—2—:U)

lim 242 ="lim =lim =
:I,‘—>—OC( S +CE‘) T——00 \/x2—|—2—:13 z——00 \/ T24+2 — T
i 2 _ 2 _

_xﬂr—nOO\/a:Q—FQ—x = Foo =0

0

. -2| 7

lim [ =

:I;—>22$—m2 (*)

T —2 sex—2>0 T —2 sexr > 2

() |x_2|:{ —r4+2 sex—2<0

Quandar — 27 ,|x — 2| é dado por —2 ,quande — 2~ |z — 2|

e r=2 1
R L ) B
42 1

im 22220 _jim =22 i L
2= (—z+2) oo

T—27 22— T—27

~ : . |z—2]
Logo, ndo existe i 7 .
r1—24T—X

—x+2 sexr < 2
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o |3—2a? 2 _gi9.2 o _3i9.0 2
f) im 22220 5 g =2 =328 iy 220 i 2 =2
r—too T|T=1] (%) amtoo T(@—1) T oSie TP—w z—+00 T—-+00

3— 222 se3—-2z22>0
—2 2 frd - —
() I8 - 227] {—3+2x2 se3—222 <0
3—22? ser ¢ [—@,@]

— 34222 Sexe]—oo,@[u]@,—i-oo[

A

Quandar — + o ,|3 — 22?% é dado por— 3 + 222
r—1 ser>1

\x—1|— r—1 ser—1>0
]l —x4+1 sex—1<0 | —xz+1 ser <1

x — 1| édado por — 1

Quandar — + oo

2 2
) ~ oo - +22) (x4 2242 2) : r?—a?-2x
lim (x — 22+ 22) ©="lim CadVE: =lim =
9) :I;—>+oc( +27) z—+00 x+\/x2+2x a—-+oo T+ 2242 x
x
— lim —2L— = im 2z lim ——2Z— —jim —2z -
_'—> 2 _'—> _—> 2 _‘—> o
r—too /a2 4+2x o +Oox—|—\/x2(1—|—%> P g [14 5 e <1+ 1+2)
, —2 -2 —2
= lim = = = —1
1-+4/140 2

T——+00 1+ 1_‘_%

(Vi) (Vi) e

@ i lim = lim
P TS @eg)(Vasar) e @3 ets) (Vaatl)
—(z—3)

o —z+3 T = li -1
= lim (\/EH) = fim, (x—3)(x+3)(\/g+1) =, (x+3)(\/g+1)
1

-3 (5—3)(z+3)
~1

h)  lim

r—3

B 6<ﬁ+1) P
i) Iimwilimﬂ—limﬂ—g—o
eon A=z T L 5(2—x)(24x) T poe2+x T 4 T
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2(z—5 ) (22+1
) lim §$3_11 lim 22D ( )( o

1 1
IHZ (%) IH% (x—§)(8 x2+4 x+2) IH% <a:—§>(8 22+4 1+2)

2022+1)  2(1+1) 2

8r2+4x+2 — 24242 — 3
2

(*) 8a% — 1= (x—%)(8x2+4x+2)

Regra de Ruffini
8 0 0o -1

[leie

5 4 2 1
8 4 2 [0
) lim [(2 — @) x g | 0= lim 220) gy @) 2@ D))
e [T 3] T AL e T @rn)d T T @) T T
2 (z—1)  1x(=2) )
JmaE = o S o = 0
. 3 2 0 X o0y 2(%3—I)_ . 2239 i?’_
) xlrn,o [(x — ) X (:1:+1)3} - ILIFDOO (z+1)% () x'Lwa3+3x2+3x+1 “m o T3 =2

() (z+1P =@+ (z+1)2?=(x+1)(@®*+2x+1) =2> +32°+ 32 +1

1 1 1
Azl o) M:"m g _ 440 _
— 2 — — —
x—+oo \/ x4+4 T—+00 1:2(1_’_%) T +oo$ 1+i2 T +oo\/1+i2 \/1—|—0

T

W
8
+
—

1818

T 1
o Ty3tete V3
=, im_ 2 = 772
*) Va2 = |z|, parax <0 vem|z|= —=z
i3 0 (Va3 (Vast2)  (Va-3)(Vaost2)

i ﬁ lim — lim =
2—9 \/T—5—2 29 (W 2) <\/7+2) 79 r—5—4
(Vo-3)(Ve—5+2) (Va-3)(Va—5+2) o542 4

= Im 9 = M (V) ~ M s T 673
> 0(EnE) Qe (Ear)

) JE»TOC \/_—\/F J—>+OC (\/_ \/:U—I—l)(\/—+\/w+1) zlmoo r—r—1
=lim [-(1-2)(Vz+Vz+1)] = +oox (+00)= 400

T—+00
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—(z-1)

1 0 11—z
z -0 fm—x g l-x _ -y
@ lmeg = M eTen = M e = M De ©
—1 1
=M T T2
34. a) Ilrrg)f = I|m\/1—:c_1

5-322-22 = .. —322
b) ILIToof(x) _ILIT:XJ 1—z? N x“ﬂm%oo -z 3
c) lim f(z)=Iim /1—-2 = 4+
T——00 T——00

d) lim f(z) = lim 2321

‘I_’\/_ g—>\/§ 1—x? 1—2
5
0 - — —_
o lim f(a) — lim 232 8y O 1) (e +5)
z—1* e R () z—1+ (1—z)(1+z)
-3(e+3)  3(1+3)
= lim — _4
et —(14x) 1+1

(*) =322 —22+5= —3(93—1)(93+ %)

322 2p 45— 0oy = ;;?fé)_?’)% se=os=-2ve=1
o limf(x)= mm = 0= f(1) # lim f(z), logo nao existéim f(z)
Pag. 91
35. @) lim(gof)(z) = —1 porque limf(z) =2 dimg(z) = —1
b)  lim(fog)(z) =0 porque limg(z) = —1 dim f(z) =
c) _lim (gof)(x) = —1 porque Nim f(z) = +oco dim g(z) = —1
d)  lim (fog)(x) =1 porque lim g(z) =3 dim f(z) =
e) lim (gof)(x) =1 porque lim f(z) =0 dimg(z) =1
o lim(gog)(z) = —1 porque limg(z) =1 dimg(z) = —1
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=
i
=
—
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T
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Pag. 92

36. a) lim (fog)(z)= —occ  porque im g(z) =27 dim f(z) = — o0
b) lim (fog)(z) = +oo  porque Jim g(z) =27 dim f(z) = + o0

c) lim (gof)(x)= —oco  porque Jim f(z) =07 dim g(z) = —oo

d)  lim(go0f)(z) =2 porque lim f(z) = +oo dim g(z) =2

lim (gof)(x) =2 porque lim f(z) = —oco dim g(z) =2

Dyr={xecR:z2eDf N f(zr)eDgf={xcR:z#2 A ﬁ%O}:R\Q}

2 é ponto aderenteld,,; 2e D,; ,umavez q[gg(gof)(a:) = |in;f(gof)(a:) =2 vem que
lim (go/)(z) = 2.

. 3 r+1 0 . )
37. a) :,;ll)"_]l \£r1 o Sejay = /rer=1°> See — —1 ,vemque— —1

lim %H = lim y+l lim y+1 =lim # _ 1
g1 @l TR uﬁ+1() y——1 (WD) (2 —y+1) "=ty —y+1 3

)y +1=@E+E -—y+1)
Regra de Ruffini
1 0 0 1
-1 -1 1 -1

|1 -1 1[0

. z+3—-1 0 .
b) $|LFD2x—4_2:6 Sejay=+vr+3=c+3=y> <cr=9>-3
Sex — —2,vemqug — 1
. r+3—1 . y—1 y 1 y—1 . 1 1
im ———— =1Iim = lim =lim —~—~ =lim —/— = =
r——2 z+2 y—1 y2_3+2 y—1Y -1 y—>1( )(y+1) y—1 y+1 2
c) jim YL _ oo Sejay = Yz = 2 =y Se: — 4 oo ,vem que— + oo
3
im L i — Jim | im

. 1
= lim = lim =lim — =0
r—+00 \/ —|—3 J—>+OO / +3 y—>+oo \/ 3 y—>+oo 4+3 y——+00 y4 y—+oo Y
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. 11—z 0 .
lim = = = = 1 ,vem 1.
d) lm==— =7 Sejay =z o=y Se: — 1 ,vem que—
. 1-z N 1=y - (y=)(=yf—y—1) L —yy—1
lim z—— = lim = lim+—= = Ilim =lim =
z—1 833 2 z—12 3 r—2 y—1 2y—2 (*) y—1 2(y_1) y—1 2
3

2
(*) =y’ +1=@-(-y" —y—1)
Regra de Ruffini
—1 0 0 1
1 -1 -1 -1

| -1 -1 —-1]0

Pag. 93
3
0 2 (z—5 ) (-1
. 22°-5x4+3 0o ( 2) _ 9y — _
38 lim g(x) = lim =2 o Im z—1 = lm @z-3)= -1

39.

40.

(ﬂQﬁ_5$+3:2@F“%yx_D

5E4/25—4%x2x3 5=£1 3

2 _ _ _ 9L —_ 9 _

22 =52z +3=0& 2= 5% =1 4:)93—2\/:r—1

lim g(z) = lim (x-2)= -1 e g(1)=1-2= —1 logoafuncdg € continua no pohto

r—1t r—1t

im 7o) — fm k3 . (z+3) <\/ﬁ+2) . (z+3) <\/ﬁ+2) )

r——3 r——3" 1—x—2 r——3 (1 /1_x_2)( /1_x+2) - T——3— 1—13—4

(z+3)(V1-z
+3_(($+13) +2) _ ”m,[— (m+2)] _

r——3

(SIS

= |im

r——3"

.ET3+f( I|m (Va+3+4)=4. Como lim, f(x) # I|m f(x) = f(—3) ,afuncép

——3t
continua no pont(} 3

lim f(z) = lim 3z —22° +1) =3a —2a” +1

fla)=3a—-2a*>+1

lim f(z) = !im+(5—qr—23:2) =5—a—2a

Para a funcdg ser continua no panto terd quiem®3a —2a’+1=5—-a—2ad° &
Sda=4a=1.

nao é

Paraac = 1 afuncgéo é continua no pomto . Querpataz  er,g@uyar > a a fungdo é continua por

ser a restricdo de fun¢des polinomiais. Logo, paral a funcdo é continua efn
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41. Afuncdof é uma funcéo racional, logo continua@so o seu dominio
Parax € ]0,3[ afungdg é continua por ser uma restriciondefuncdo continua. (Uma fungéo
polinomial € continua e a raiz quadrada de umegafiicontinua € continua em todo o seu dominio)

Pela mesmarazdo é continua para3 . Vejamos no pont
lim g(z) = lim 3z — 22 = 0; IImg )=1lim y/x —3=0=g(3) =lim g(z).
T—3" r—3 r—3t r—3"

Logo, g é continua em todo o seu domlnlo

0
— i -1 0 (z=1)(z+1) _ z—1
42. qﬂrp f(@) ml_lmy N ,,;I_I,rplf x(z+1) ,Il,n_]r z 2
o1-1 § (Vat1-1) (Va+1+1) .

I = T I T A Ve e
o

m
= Jm, o(Va+l1+1) . Vo Y

Consideremos a funcéo afifn, taldque-1)=2 h@®) =0 h(z)=ax+b

{2:a><(—1)+b<:>{2: _a@{a: “? )= —20

0=ax0+5b b=20 b=0
2_
§2+i sex < —1
g(z) = — 2z se —1<x<0
z+1-1
T sex >0
X

D, =R, parar < —1 g € continua por ser uma restricdo defunggio racional, para-1 < =z < 0

g € continua por ser uma restricdo de uma funcémg pfirax > 1 g é continua por ser uma restricdo
de uma funcéo continua (a raiz quadrada, diferengaociente de funcdes polinomiais é continua).
g(—1)=2 :,ﬂml—g(x) :xﬂmﬁg(:c) eg(0)=0= ,Il‘i_r)rg)fg(:c) = lmﬂ(x) , logog € continua e

43. Afungdof é continua porque € continua em todeualeminioD; = | — 2, 3[\{1}
A funcdog nao é continua porque nao é continuadma seu dominio A funcdo nao € continua no
pontol el € Dg .
A funcdoh é continua porque é continua em todai@eminio D, =] — 2,3[\{1} .

. Sy =Jn e l'ﬂ;—z—m o

lim f(x) = lim

-5 = lim
z—2+ ro2t T2 z—2+ (w/g x+2) z—2+ (x_2)<1/2 $+2)
= lim 2(e—2) =Ilm ——— =
=2t (r—2) <\/2$+2) a2 \/233+2 N

Para a fungdo ser continua no pdhto teria quetemenf (2) = ‘Iirgff(:c) = Iin;f(x) o que é

impossivel seja qual for o valor ée
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2 2

45. a) Por exemplo, senda, = AT ®n = 30 dnn , tem-se quedjm= djm=0 e
. 1 m+4dnm ks T .
Ilmsenun = IlmsenT = Ilmselﬁ 9 +2n7r) = Ilmseg =1 e
. 1 3m+dnm 3 T T
Ilmsenm = IlmsenT = Ilmse|€ 5 -|—2n7r) = |Imselgi27 = -1 .
b) f écontinua er®\{0} pois é produto da fungéo senocpet@osta da fungdo seno com uma
funcéo afim
Iirg flx) = Iirg (senx X seﬁ;—) =0 porque afunchp definidalpar) = -%Gﬂ
r—U~ Tr—U™
limitada e Iirg senz = 0 . De igual formdirgj(a:) =0
r—U~ Tr—
Comof(0) =0= Iing f(x) = Iin&f(:c) afuncdg também é continua no ponto oléog
r—U~ T—
continua em todo o seu dominio quR é
Pag. 94
. T ;1;2 . 1 o _1 o ~ , ,
46. mﬂrplff(:c) _ml_@r AT T =0 = % logo areta de equacac= —1 € assintota
vertical ao gréafico d¢ (teriamos obtido a mesmelesao se calculassemos o limite lateral a djreita
0
- . 2?2241 o (z+1)? .
= ——=—= = |im ——— =Iim 1) =
xﬂrplfg(x) ILHIII* z+1 g1 TF1 xﬂflf(x + ) 0,
0
: : z+1 0 (x4+1)y/z+1 . ~
= —— = —— = Vi 1) =0, portanto a reta de equacao
xﬂrpfrg(x) xllm1+\/$_ﬂ lerDFr x+1 lerD1+( T+ ) 0 p q (;
x = — 1 ndo é assintota ao graficogle
47. a) Se Iirr12f(a:) = + oo, podemos concluir que a reta de equacga® réaiasiertical ao
Tr—
gréfico def .
b) Nada podemos concluir acerca das assintotas vericagrafico def .
c) Se Iim3 f(x) = — oo, podemos concluir que a reta de equac¢éo— 3 réatasiertical ao
T——3"
gréfico def .
d) Nada podemos concluir acerca das assintotas ‘ericgrafico dg .
e) Nada podemos concluir acerca das assintotas vericgrafico dg .
f) Se Iirr12f(a: —1) = + oo, podemos concluir que a reta de equaca® réaiasiertical ao
Tr—
grafico def(x — 1) , isto é a reta de equagée 1 é assivediaal ao grafico d¢.
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48.

b)

d)

lim g(z )_ I|m
T——2"

Dy =R\{3} (*), o tnico ponto que é aderente ao dominiocelhé pertence € ®
Como a fungéo é racional, sabe-se que é contjpar@anto soO a reta de equagée 3 podera

ser assintota vertical ao gréfico fle

i _ 2 _ 2 _ 2 _
Jmfl)=1lm T m=5F3=r= -

Areta de equacdno= 3 é efetivamente assintotaakad grafico d¢.
(*) Df={zeR: 2—-3#0} =R\{3}

D, =R\{ — 2,2} (*), os unicos pontos que séo aderentes ao dorainéo lhe pertencem s&o o
— 2 e o02.Como a funcéo é racional, sabe-se que éoanportanto so as retas de equacdes
xr = —2 elour =2 poderdo ser assintotas verticais ao grdégo

2 4 4
4= T 4—4r T 0 T T
A reta de equagat): — 2 e efetivamente assintotaakatd grafico de.

2

len;g(x) = I'ng 4fx2 = 4_44— = (;i-i- =+
Areta de equacdo=2 é efetivamente assintotaakad grafico de.

*) Dg:{.:z:E]R: 4—x27é0}:R\{—2,2}
4—p’=0r’ =4<1=+2

D, =R (*), néo existem pontos aderentes ao dominioeengio |he pertencam.
Como a funcéo é racional, sabe-se que € confelmaue ndo existem assintotas verticais ao
gréfico deh .

(*) Dy={z€eR:22+1#0} =R
22 + 1 nunca se anula.

D; =R\{—1,1} (*), os unicos pontos que sdo aderentes ao dorainéo lhe pertencem séo o
—1eol.Como afuncgédo € racional, sabe-se que écaniportanto so as retas de equacdes
xr= —1 elouz =1 poderdo ser assintotas verticais ao grdéc .

-z 1+1 2

xﬂrprz(:c) = “mr 21 = 1F1—pFr = TX

Aretade equacdo= — 1 ¢é efetivamente assintotacakad grafico de.
0
2 =
N TN e A VR r(x—1) . v _ 1
Jimite) = My =M GG — M s < 2
lim i(z) = lim L2 O iy 2D e 1
.7:—>1+Z v _:1;—>1+ r?-1 _7—>1+ (SL‘ 1)( +1) 7—>1+$+1 2

Aretade equacdo=1 nao é assintota vertical&wgrde:.

*) Di={zeR:2?-1#0}=R\{-1,1}
?-l1l=0er=1<z==+1
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f)

9)

D; =R, ndo existem pontos aderentes ao dominio e quihegertencam.
Parar < 0 trata-se de uma restricdo de uma func@&medcpelo que é continua. Para 0
trata-se de uma restricdo de uma funcao polinomédd, que é continua.

Vejamos a continuidade no porito

lim j(z) = lim L=t = ej0)= lim j(z) = lim 2? =0

r—0~

A funcdoj nd&o é continua no pobto lem j(z) = — oo , loggtade equacdo=0 ¢

z—0~

assintota vertical ao grafico ge

Dy =]—00—2[U]J2, + 0], 0s Unicos pontos que sdo aderentes ao domidio e
pertencem sdao e- 2 €20

Quer para < — 2 , quer pagra> 2  trata-se de restricoésngées racionais, pelo que a funcao
k é continua em todo o seu dominio. Portanto sétas de equacdes= —2  el/au= 2
poderdo ser assintotas verticais ao grafice de

0
im_ k() = lim d=a? 0 ji 272)24)

r——2 +2 _Iﬂf2* x+2 :lenJQ*(Q B :B) - 4’
Areta de equacdo= — 2 n&o € assintota vertical&grdek.
_z? 3 2—2)(2 —(z—2)(2
lim k(z) = lim A= O jiy 2220 —@EDEH) gy g,
r—21 r—2t x—2 r—2t x—2 r—2t x—2 T—2"

Areta de equacdo= 2 ndao é assintota vertical&wgrdek.

D; =R\{ - 1,1} (¥), os Unicos pontos que sdo aderentes ao dorainéo Ihe pertencem séo o
— 1 eol.Afuncéo é dada pela diferenca e quociemfan;6es continuas (a funcdo médulo e
duas funcgdes polinomiais) pelo que é continua em toseu dominio, portanto s as retas de

equacdes = —1 elow =1 poderdo ser assintotas vedgrafico de .
N T e T
Jim @) =lim o =g =5 = -
Aretade equacdo= — 1 ¢é efetivamente assintotaaksad grafico dé.
0
—1 0 . x—1 .
lim i(z) = lim 22— <L |im =lim1=1
r—1- ({II) r—1- |{L‘|—1 (**) r—1- rz—1 r—1-
0
. . —1 0 . r—1 .
lim i(z) = lim 22— <L |im =lim1=1
r—1t ({II) xﬂ1+|x|_1 (**) r—1t x—1 r—1t

Aretade equacdo=1 néo é assintota vertical&wgrdel.

*) Di={zeR: |z|-1#0} =R\{-1,1}

z] —1=0&|z|=1 2 ==+1

x sex >0 x—1 sex >0
7]~ 1=

-z sex <0 —z—1 sex <0

Quandar — 1 ,|z| — 1 é dado pot: — 1

(xx) || =
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Pag. 95

49.

50.

h)

a)

b)

f)

. . 1)2 . 2 P . _
fim (f(z)—2) = lim [(2x+) __4 _im A2tdotlodsto2 L Aa—d

T——00

D,, = R\{1} (*), o Unico ponto que é aderente ao dominiocellhé pertencem é @

A funcéo é dada pela composicéo e quocienterd@®és continuas (a funcdo maédulo e duas
funcdes polinomiais) pelo que é continua em todewbdominio, portanto s a reta de equacéo
x = 1 podera ser assintota vertical ao graficarde

r2—x ! —I(—Z‘—{—l)

. : 0 :
prm— T a1 = = —_ pum— —_ 1
a;“—T*m(x) Ilm* [Z—1] (sx) I“m— —r+1 q“—>ml*( 2
0
22—z o .. x(x—1) :
= = = = 1
xlllghm(x) xlf:b [Z=1] (sx) a!m+ r—1 q“—>ml*(x)

Aretade equacdo=1 ndao é assintota vertical&wgrdem.

(*) D ={z €eR: [z—1[#0} = R\{1}
lt—1=0s2z-1=0&z=1
<**)|x_1|:{x—1 sex—1>0 :{.:c—l sexr > 1
—rx+1 sex—-—1<0 —rx+1 ser<l1
Quandar — 17 ,|z — 1| é dado por—z + 1 , quando— 17, |z —1] é dado por 1

Comqlirp (f(z) —3) =0 podemos garantir que a reta de equacad indcagdhorizontal
ao grafico def .

Comqlirp (f(z) — (22 — 1)) = 0 podemos garantir que a reta de equgaca@ = — 1 é
assintota obliqua ao grafico fle

Comqlirp (f(as) + \/5) = 0 podemos garantir que a reta de equacao— \/5 inbodas
horizontal ao grafico dé¢

Como lim (f(z) — 2x) = 0 podemos garantir que a reta de equacaqQ indcigobliqua
ao gréfico def .

Como lim (f(z)+3x—4)=0« lim (f(z)—(—3z+4)) =0 podemos garantir que a
reta de equacadp= —3x+4 é assintota obliqua ao grafigo de

ComoIiT (flx)+z)=2<« IirD (f(z)+z)— Iirn 2=0¢& Iirr+1 (flx)+2-2)=0<
& Iirp (f(z) — (—z+2)) =0, podemos garantir que a reta de equgcao— x + 2 é

assintota obliqua ao grafico dle

22241 i 22241 022241 T

T——00

4x

= lim 575 = lim % =0, logo aretade equacgo=2 ¢é assintota horizonigl&ico def .

T——0Q T——0Q

A mesma concluséo se obtinha calculando o linmtetecco.

Fotocopiavel | Texto | MAT 11 161



51.

53.

3__ .2 3.2 B 3 9
lim (f(z) — (22 —1)) = lim (M—Qm‘—kl) — |im 2zt—rttl-2a—2atar4l

T——00 T——00 z?+1 T——00 z?+1 B
— lim =22t2 _ jim =2Z _jim =2 —0, logo areta de equaclic- 2z — 1  é assintota
g——0o TH1 r——o00 & r——00 &L

horizontal ao gréafico d¢
A mesma conclusao se obtinha calculando o limiteden.

-2 2 . 2_ . 2
lim g(z) = lim wzllm T4 _im £ —lim 2= - oo
T——00 T——00 z—1 g——00 T—1 r——00 L T——00
. . -2 2 . 2_ .
lim g(z) = lim @204 i P4 i 2 im 2= 400

T——400 r——400 r—1 r—+oo LT rx—+oo L r——400

Logo, o gréafico da funcadp nao tem assintotagzbotais.

- _ . T 20—1 . 2z
: o 22—1 _ [ 27
ILlwa(.CC) N ILI?TOO z+3 IILT:XJ r
Aretade equacdg =2  é assintota horizontal aacgrdé f .
_ _ i _ im -2 _ i _ lim -2 _
b) Df o R\{ 3} Iﬂr_rlcf(as) - QE)TIIOO T+3 0 eql—lg—loof(w) - IILm-i-oc r+3 0
Aretade equacdg =0 € assintota horizontal accgrdé f .
) D;=R\{-3} im f(z) = fim 2t — im 2 jim s = —oo e
! T——00 t——00 TH+3 r——00 &L T——00
- ~gim 2L i 2 _
O grafico def nao admite assintotas horizontais.
d) D;=R\{0} lim f(z)= lim % =0, areta de equacag =0 € assintota
T——00 Tr——00
horizontal ao grafico d¢
. T x+1 T F AT . x L, ,
J:LIToof(x) = ILIT:XJ o = IILTOC - = lerﬂool =1, areta de equacap=1 é assintota
horizontal ao grafico d¢
) . 2x—1 . 2x :
e) D;=R lim f(x) = lim = lim == = lim (—-2)= —2, aretade
T——00 r——00 —IT+3 T——00 T——00
equacaoy = — 2 € assintota horizontal ao gréficg de
i — im 2z=l _ oy 2z g _ 2 5 (
xLlToof(x) = ILIT:XJ 5 = IILrQOO - = ler?»oo2 = 2, areta de equacap= 2 é assintota
horizontal ao grafico d¢
x sex >0 _Jx+3 sex >0
Nota que |$|_{—:r sex <0 |x|+3_{—a:+3 sex <0

Quandar — — oo ,|z| +3 édadopor—z+3 equande— + oo |z|+3 € dado por

z+3.
) Di={zeR:1-2>0AN2x#0}={zecR: 2<1Azx#0}=]—o00,1\{0}
O dominio é um conjunto majorado, logo apenagpad calcular o limite quando tende para
— OQ.
_ *
im fz) = tim Y2720 iy = lim -5 = Iim (— 1—) — 0, aretade
T——00 T——00 xz y—+oo L =Y y—+oo —Y y—+00 )

2
equacaoy = 0 é assintota horizontal ao gréficg de

M y=Vli-z=y=1-zcr=1-—y
Quandar — — oo , vem qug — + oo
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Pag. 96
54. D;=R".Searetade equagfie= —2z+3 € assintota ao grafitpsddemos que

m=lim L% _ 5 e queb = N (f(x) ~ma) = lim (f() +22) =3

T——+00

55. a) Dy n&o é majorado nem minorado.

: oy 2223241 222 _
2

m= tim L8 _ i, 222824l ey 227 g o

r——oc0 T T——00 +2x r——0c0 T T——00
T g 222 -3x+1 T 222 —32+1-22°—4x
b= i ()~ 20) = i (L o) = i 2ESderizest
o —Tx+1 —Tx .
_ILHI]OO T+2 _xL”I]:x; X o 7

Areta de equacap=2x — 7 € assintota ao gréficp de

: : 222 —3z+1 : 2 2 :
lim = lm =—F—— = Iim = lim (2z)=
:1:—>+oof(x) T—+00 x+2 r—+oco T :1:—>+oo( .13) + o0
2_ - 2 -
m= lim L% _ jim 2r =3zl iy 22T _ iy 9= 9
e g—too  TPF2 z—+o00 L x——+00
T T 222 -3x+1 T 222 —32+1-22°—4z
. —Tx+1 . —Tx
=lim —— =lim —— = —
g—too  TF+2 T—~400 7

Areta de equacap= 2x — 7 € a Unica assintota ndo \extiggrafico def .

b) Dy néo é majorado nem minorado.

3 3
i — lim 4221 o, 2 S
gﬂrl"oof("”) - Jﬂ,rpoc ?4+2x g|_|>r[loo x? Q|LIT_10033 = >
o flz) . ©B4H2x—-1 2 o
m _l.ﬂ)rpoo r Jl_l,rpoc 42z T gan_]OO 3 mll_mool -
3 3 3 2
T T r’+2r—-1 T ?+2x—1—a°—22°
b —ILIrI]w(f(x) —z) = I'me< 242z v = lerDoo r?4+2x -
L 2x—1-22% . —22% .
= lim =lim =lim (—-2)= -2
T——00 242 g0 &L :I;—>—OC( )

A reta de equacap= x — 2 é assintota ao graficp de
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2 42x—1 — a3

lim f(z)= lim Iim % = Ilim z= 4+ o0
xﬂ+oof( ) x—+00 z?4+2x z—+00 x? z—+00
. T . 349201 . 3 .
m= tim L% _ jim LD im Zr = lim 1=
r—+oco0 T g—too T2H2T x——+00 L T——+00

3 3 3_9 .2
b= lim (f(z)—z)= lim <% _ l.) R

T—+00 2—+00 z?4+2x z—+00 ?+2x
. 22—1-222 : —22° .
= lim =lim =lim (-2)= —2
wotoo  T2H2x gotoo L2 I*H*C)O( )

A reta de equacap= x — 2 € a Unica assintota ndo lextiqafico def .

c) Dy nédo e majorado nem minorado.
w43 = x+3 sex+32>0 _Jx+3 ser > —3
Sl —x—3 sex+3<0 | —z—-3 sex< —3

Quandor — — oo |z + 3| édado por—z —3 , quando— + oo, |x+ 3| € dado peFr 3

. . 21 . r2—1 . 2 .
lim = lim = = lim &¥—= = Im &£ = lim (—2)=
xﬂfoof(x) T——00 |113—|-3 z——00 —T—3 r——00 xﬂfoc( .CC) oo
2— . 2 -
m= lim L% _ jim 2 im Z5 = im (—1)= —1
r——oc0 L g——00 —TZ—3T x——00 — T T——00

2_ 2_1—p2—
b= lim (f(x)+z) = lim <$ é-ﬁ-l‘): lim L —=l=z =3z _
T——00 T——00

—lim =32 _jim =L _jim 3=3
2——00 —T—3 T——00 T T——00
Areta de equacap= —x+3 € assintota ao grafic de
. . 21 . r2—1 . 2 .
lim = lim +t—= = Iim &= = lim %< = lim z =
xﬂ+oof(x) z—too [T+3] z——+o0 T+ z—+oo T xHJrocx oo
2— - 2 .
m=tim 2% _ jim 2=l _ jim 2 i 1=
r—+oco0 T g—too T2+3T x—+oo T T—+00
. . 21 , 2’ —1—2’-3z
= lim —z)= lim (= —2) = lim £T——2—=—% _
b= lim (1) =) = fim (£~ o) = fim £
. 1-3z . —3x
= lim = lim =lim (-3)= —
z—too  TF3 r—+oo L :I;—>+oc( 3) 3

Areta de equacap=x —3 também é assintota ndo \exticaafico def .
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d) Dy ndo € majorado nem minorado.

2 1 2 i
im f(z) = lim ©“=2% = jim £ = lim 2= — o0
T——00 T——00 € rx——00 &L T——00
T . 1 . 2 .
m= tim L% _ jim I im L = lim 1=1
r——00 L T——00 r——o00 L T——00

b= lim (f(z)—2) = lim (M B x) i @tmatlea?

T——00 T——00 x T——00 €
: —x+1 - — :
= lim 1 —im =lm (-1)= -1
T——00 z——00 L T——00

Areta de equacadp=x — 1 € assintota ao graficp de

lim f(z)= lim <L = jim

T—+00 T——400 x—+o00 L —+00

Areta de equacap= 0 é assintota horizontal accgrdéf .

e) D; =R n&o é majorado nem minorado.

lim f(z)= lim /22243 = 4+

T——00 T——00

b:,‘l_ f(x) +\f ): lim (\/2x2+3+\f )
T——00 V2 :E2+3—\/§$ z——00 /2 x2—|—3—\/§x

r—-o0 /2024322 ~ +00
Areta de equacip= —\/2z ¢ assintota ao grafich de

lim f(z) = lim /222 +3= + 0

T—+00 T——+00

3
:B2<2 +—) 942
. : 22243 : 2 o Tyet3
m = lim flx) — lim AV e A im ——*7 _ |im ——=z% _
e T—~400 T——+00 x T—+00 €

= im (2 k) = v
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b= lim (f(z) - V22) = i im (V23— v2n) =

T—+00
— i <\/ 2$2+3—\/§$) <\/ 2$2+3+\/§$) _ 0 22243922 _
400 22243+ 2z z—too\/2 22434/ 2 x

— lim 5 S "
r—too /22243420 +00

A reta de equacap= \/5 x € assintota ao grafic de

) Di={zeR:z+1>0}=]-1, +oo naoemajorado
— 1 :E —_ 1 E—
xﬂrpoof( ) - ILIT:XJ r+1 o ILITOO IILT:XJ V $+ \I IILrTlOC I—l—l
f (x) _ 1

— lim — lim —&— = lim —
m z—+o0o0 T T—+00 T/ I—I—l T—+00 \/:IH—l +00 0
b= lim f(z)= + o0

T——+00

O grafico def nao admite assintotas néo verticais.

Pag. 97

56. a) D;=R\{1}, ouUnico ponto que é aderente ao dominio e n&pdttence € @
Como a funcéo é racional, sabe-se que € contppardanto soO a reta de equagés 1
ser assintota vertical ao gréfico fle

. 2z—3 -1 -1
Jm fle)=1lm S=-=19==5+ = —

Aretade equacdo=1 ¢ efetivamente assintotaakad grafico d¢.

ComoD; né&o € majorado nem minorado

x
im f(z) = lim 223 2 jim 2L _ jim (—2)= —2

~ 11— r——00 — & T——00

Areta de equacap= — 2 € assintota horizontal accorée f

x
i — im 2223 = |im 2L _ i _9) — _
Areta de equacdp= —2 é a Unica assintota ndo Jextiggréfico def .

Fotocopiavel | Texto | MAT 11

podera

166



b)

D, =R\{ — 1,1}, os tnicos pontos que sdo aderentes ao domitfiimgdo e ndo Ihe pertencem
saoo—1 ed .

Como a funcgéo é racional, sabe-se que é contipardanto sO as retas de equagdes — 1
elou x =1 poderdo ser assintotas verticais ao grdégo.

2w+ ) (a+1)

0
- _ lim 22245243 0 _ fim 2243
qll_)rnlg(a:) _.7;|I—>rr—]1 ) I“—rnl (z=1)(z+1) 7||—r>n—1 z—=1
_ =23 _ 1 _ 1
o—-1-1 =2 2
Aretade equacdo= — 1 n&o € assintota vertical&agrdeg.
: o 22°45x43 10 10
Jmge) =M =TT =TT T o

Aretade equacdo=1  é assintota vertical acogréfeg.

ComoDg nao é majorado nem minorado

2 2
lim g(z) = lim 223 % jim 2L _ jim 2= 2

z2—1
T——00 T——00 T——00 T——00

11318

A reta de equacap= 2 é assintota horizontal accgrégyg .

2
lim 2Z- — |im 2=2

11318

2
lim g(z) = lim 22745243

2—+00 T—+00 ri-1 z—+oo L 2—+00

A reta de equacdp= 2 € a Unica assintota ndo wextiqgafico dey .

(*)2:):2-1—593-1—3:2(3:-1— %)(a:+1)

—5+/25—4x%x2 —
5 5><><3@ 5j:1©

2 _ _ _ 3 _
204+ 5x+3=0<x = 559 T = 1 x——2\/aj——1

D), = R\{ — 1,1}, os unicos pontos que sdo aderentes ao domirfiimgao e n&o lhe
pertencemsaoe-1 e€lo

Como a funcgéo é racional, sabe-se que é contipardanto so as retas de equagdes — 1
elou xr =1 poderdo ser assintotas verticais ao grdééo.

. o 223 —2x—1 -2 _ 1
Iﬂrplih(@ _ml_l)m17 r2—1 - (_1,)2_1 =0t — + o0
Aretade equacdo= — 1 € assintota vertical aocgréieh.
0 2
: e 22 —2—1 0 : (233 +2x+1)(x—1) o 22°42x41 5
1I£n)1h(a:) N |IILn1 z>=1 (%) LIT1 (z—1)(x+1) N IIIT1 z+1 T2

Aretade equacdo=1 ndao é assintota vertical&wgrdeh.

ComoD,;, nao é majorado nem minorado

34 . 8
20 -2l i 2;2 = lim (22) = —

1318

lim h(z) = lim

z2—1
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h(z)

- . 223 — 21
m= lim 2 _ iy 2zi—ao] :
r——oc0 T r——0c0 LT r——0c0 L T——00

11218

b= lim (h(z)—22) = lim <%_2x> _

Tr——00 Tr——00
3_ 0 1_9.3 , 1 = :
— lim 2= l=202e i 2ol 2 i L= L
T——00 x =1 g——00T =1 0¥ e T —00
Areta de equacap= 2z é assintota ao grafico de
im h(r) = fim 2222705 i 228 i 00— 4o
T——+00 wtoo w21 g0 T2 x——+00
. h(x . 3.1 = 3 .
m= tim 22 _ im 22 —221 % iy 2Z0 _ i 9 — 9
z—+oco T z—4oc0 LT z—+oo L T—+00
. . 223 —2—1
b= Ilim (h(x)—2x2)= lim | —F—— -2z | =
xﬂJr:x;( ( ) ) x—+00 r?—1
_ fim 22tmem1-2a%420 ool X o2y Lo 1
x—+00 r?-1 gotoo 2=l T 2o 0 ®? it T +00

Areta de equacap= 2x € a Unica assintota ndo \extiggrafico deh .

(x)22° —x—1=222+2x+1)(z—1)
Regra de Ruffini
2 0 -1 —1
1 2 2 1

|2 2 1 0

d) Dj=R\{2}, o unico ponto que é aderente ao dominio e n&pdtence é @
Como a funcéo é racional, sabe-se que € contipardanto sO a reta de equagée 2 podera
ser assintota vertical ao gréafico de

0
im () — lim 22=4 0 i 2@=2) 2 2 2
) =0 G = G2 M rm T FE2 T -

T—2"
Areta de equacaon= 2 ¢ efetivamente assintotaakstd grafico de.

ComoDj nao é majorado nem minorado

o
qﬂrl‘loo](x) - ,L'rf‘oo (x—2)2 — ILIFDOC ri—4x+4 — ,an_]OO x? ,ll_moo x 0
A reta de equacap= 0 é assintota horizontal accgrdg; .
22-4 % 224 2 2
lim j(z) = lim 255 2 lim 5=2—— = lim £F = |lim < =
.7:—>+oo'](x) T——+00 ($—2)2 T—+00 r?—4x+4 T——+00 x? r——+00 L 0

A reta de equacdp= 0 é a Unica assintota ndo Jextiggréfico deg .
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e) D,=]—o00—1[U]l, + 0], 0s Unicos pontos que sdo aderentes ao domiidio ke
pertencemsaoe-1 e€lo
Quer paras < — 1 , quer pakta> 1 trata-se de restricoésgées racionais, pelo que a fungao
p € continua em todo o seu dominio. Portanto sétas de equacoes= — 1 elau=1
poderdo ser assintotas verticais ao graficpo de

, x4l 2 2
Iﬂ,r_nl—p(x) _,I;l_l,rpl— z+1 = —1-+1 — 0~ -
Aretade equacdo= — 1 € assintota vertical acogréiep.
0
e ) @) )
Jimp(e) = Im o = M s = im ) =2

Aretade equacdo=1 nao é assintota vertical&wgrdep.

ComoD, n&o e majorado nem minorado

2 x 2
lim = lim = jim £ = jim = —
.7:—>—oop($) g——00 TH1 r——0c0 T .7:—>—oo(x> o0
2 je.o)
m= lim 2E _ jim ZHL w2 o
rz—-o00 L z——o00 TZHT z——00 L T——00
2
. . 1
= lim —2) = lim (L _g) =
b= lim (o) — ) = tim (25
B e NN E g (—1)= -1
T——00 r+1 g——00 T+l a0 T T——00

Areta de equacap=x — 1 € assintota ao grafico de

im p(r) = fm £=L = im 2~ im (@) = 4o
,7;—>+oop z—too T—1 r—+o0 L T—~+00
. p(x) N R 2 -
m= lim 22— jim =L % i 2 fim 1=
Z——+00 r——+o00 L°—T r——+00 T——+00

T——+00 T——+00

b= lim (p(x) — o) = lim (ﬂf_—f _x) _

: 2_1—g2 : -1 .
= lim /=22 _ jim =L —|im 1=1
T—+00 z—1 z—+oo T—1 T—+00

Aretade equacdg =+ 1 € assintota ndo verticatadwg deh .

fy D, =R\{-2,2}, oslnicos pontos que sdo aderentes ao domiéio ke pertencem séo o
—2eo02.
Como a funcéo é a diferenca e quociente de fengd@i®inuas (duas polinomiais e uma fungao
maodulo), sabe-se que € continua em todo o seu dpnpartanto so as retas de equacdes

xr= —2 eloux =2 poderdo ser assintotas verticais ao grédéa .
T sex >0 r—2 sex >0
[z =9 "_ [zl —2=9"_ "_
r sex <0 r—2 sex<0
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Quandar — — 2 ,|z| —2 édado por—z —2 .
Quandar — 2 ,|z| — 2 é dado pox — 2
Quandar — — o ,|z| —2 é dado por—z —2 .
Quandor — + oo ,|z| —2 é dado pox — 2

. T -2z 8
im, alw) = im, "2 =or =+
Aretade equacdo= —2  é assintota vertical aocgréea.
0
. . 2. 92 0 . :U(:c—2) .
lim = lim =L L |im ——* =im(z) =2
:I;—>2p(x) r—2 r—2 r—2 T—2 .7:—>2($)

Areta de equagcdo= 2 ndo é assintota vertical&wgdea.

ComoD, nao € majorado nem minorado

: . 2 91 % o 2 :
lim a(z) = lim =222 |im X = lim (—2)= 4+
T——00 g——00 —T—2 T——00 T——00
. CL(:IZ) . 29 % . 72 .
m= lim 2 m Z2T %y L i (—1) = —1
r——00 L r——00 —& —2113 r——00 — & r——00

T——00 T——00

b= lim (a(z)+x) = lim (fﬁf;fg +x> _
—4x

—dz —lim 4=4

T——00

. 22—2r—a?—2z . % .
= lim = |lim = lim

T——00 —x—2 g——00 —T—2  z5-c0

Aretade equacdp= —x+4 € assintota ao grafico de

12
3
8

I
s
O

!

_I_

8

2_
im a(z) = lim £=2%

T—+00 g—too T2 z—+oo L T—+00

m = lim M: lim

rz—+o0 L gtoo T2—2 x——+00 x——+00

. . 2_9
b= im (o(a) ) = i (555 <) =

2 2 .
— lim E=2LorH22 i 0 =0

T—+00 x—2 T——+00

Areta de equacdp= x € assintota ndo vertical&wgdea .
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g) Dqg=R(*), ndo existem pontos que sejam aderentes adnitwm ndo lhe pertencam.
Como a fungéo é a raiz quadrada de uma fung&ogpoiéh, € continua em todo o seu dominio,
pelo que o seu grafico ndo admite assintotas a@tic

ComoD, né&o é majorado nem minorado

lim g(z) = lim /42?+3= +o0

,/ 4+
lim = lim

€ T——00 € T——00 T——00

=8
N
&I\D
+
w
1818

3
“ryAte
2

b:xﬁrpoc(q( x)+2zx) = I|m (mwx)m;
(M—I—Q :U)( 4224+3-2 :I?)

2,9 4.2
— Iim 4x°4+3—4x

L V4 x2+3 24 romco\JAT213—22
= lim im - — 0

T—— m\/4x2+ 2z :1—> oo+
Areta de equacdp= —2x é assintota ao grafiap de

lim g(z) = IIm 422 4+3 = 4+

T—+00 r—+

q(x)

3

2 4—|——)
. . 4 2 . \ ( 2 .
m:“m_:“mﬂ im +——"2 — |im

r—+o00 L T—+00 T T——+00 T T—+00

_ / 3 _
_:Elr—ﬁr—]oo 4+$2_2

b= lim (q(a) ~20) = lim (V227 +3-22)%=>

11218

3
Ty
—aZ

T——+00
2 _ 2
. (Via2+3-22) (Vaa2+3+22) - R
r—+00 \/4$2+3+2$ xﬂ+oo VAx243+2x

im —— —
xﬂ+:>o \/4$2—|- 3+2x xﬂ+oo+ =0
Areta de equacap= 2x € assintota ao grafiap de

(*) Dg={reR:422+3>0} =R
4 2% 4+ 3 = 0 equacdo impossivel

A

y

y=4x"+3

v
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h)

)

D, =[-3,3](*), ndo existem pontos que sejam aderentes adnime ndo Ihe pertencam.
Como a funcéo é a raiz quadrada de uma funcaogpoidh, € continua em todo o seu dominio,
pelo que o seu grafico ndo admite assintotas aestic

ComoD, é majorado e minorado o grafica-de naatadmsintotas ndo verticais.

* D, ={zeR: 9—3)220}:[—3,3]
9—22=0 < x =43

A

y

-3 3

D, =]-3,3[(*), os Unicos pontos que séo aderentes ao dorainéo |lhe pertencem sdo o
—3eo03.

Como a funcéo é a raiz quadrada e quocienterd®és continuas (duas fun¢des polinomiais),
sabe-se que é continua em todo o seu dominicanporso as retas de equacdes — 3 elou

x = 3 poderdo ser assintotas verticais ao grafico de
. T T =3
lim s(x) = lim Jom2 T 0 — o0

r——3*1 r——31

Aretade equagdo= —3 € assintota vertical aocgréfes.

z 3

i s(o) = Jim s = o = o

Areta de equacdo=3 € assintota vertical aoogréts.
ComoD, é majorado e minorado o graficosde néaatadmsintotas ndo verticais.

(x) Dy={z€eR: 9—2*>>0}=]-3,3

D, = ] — 00, — 1[ U] -1, — %] U [0, + oo[(*), 0 Unico ponto que é aderente ao dominio e
nao Ihe pertencem é 6 1

Como a funcgéo é a raiz quadrada e quocienterd®dés continuas (duas fun¢des polinomiais),
sabe-se que é continua em todo o seu dominionpmra a reta de equacée= — 1 podera ser
assintota vertical ao grafico de .

. e V42243 1
Ilrpl*t(x) _:I;l—IJI]l* z+1 -0 T >
Aretade equacdo= — 1 € assintota vertical aocgréet.

D, ndo é majorado nem minorado.
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x2( i 3
] . JAar243 s = x - 4+—
lim t(z) = lim Y2122 i : lim ——=<— =
T——00 T——00 z+1 T——00 x<1+_> T——00 x<1+ )
X X
3
—\4+
— lim == =2 2
T——00 1+?
Areta de equacadp= —2 é assintota ao grafico de .
2 3
. ) vA4xr24+3zx % . r (4+9C) . z 4+%
lim t(z) = lim ——— = lm —F——~— = Im —/——< =
z—+00 2—+00 z+1 2—+00 w(l—i-—) T—+00 w<1+_)
xz X
3
A+
= lim —— = % =2
r——+00 1+?
A reta de equacap= 2 € assintota ao gréafico de .

() Di={r€R: 4 +32>0Az+1#0} =] —co, —1[ U] 1, = 2] U0, + 0]

4 +32=062(dz+3) =06 c=0Vdz+3=06z=0Vr= — >
z+1=0&5x= —1
Yy
y=3x+4x“7
0 >
-3/ 0 X

k) D,=R\{-3,3}, os unicos pontos que sdo aderentes ao domiidio ke pertencem sdo o
—3eo03.
Como a fungéo é a composigao e quociente de ésrgdntinuas (duas polinomiais e uma fungéo
maodulo), sabe-se que € continua em todo o seu dpnpartanto so as retas de equacdes
xr = —3 eloux =3 poderdo ser assintotas verticais ao grdéo .

22— 6 = 2x—6 se2x—6>0 _ [2x—-6 sex > 3
u |l —2x2z+6 se2x—-6<0 | —2x+6 ser<3

Quandar — —3 ,|2x — 6| é dadopor—2z+6 .
Quandar — 37 6| € dado por—2x+6 .
Quandar — 37 ,|22 — 6] é dado poRxz —6 .
Quandor — — oo |22 — 6| é dado por— 2z +6 .
Quandor — + oo ,|22 — 6| édadopoRz —6 .

2246 12

Jm vfa) = fim G = gF = +oc
Areta de equacdo= — 3 € assintota vertical aocgréitv.
0
. e 2246 0 —2(::;3)_. -2 _ -2 _ 1
Jimv(z) = lim —2—g” =M ees) =M s =% < 73

0
. _ jim 22=6 0 2(z—3) 2 2 1
limo(z) = lim 2= = Im oo =M 5 =6 =3

Areta de equacdo=3 nao é assintota vertical&wgrdev.
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D, ndo é majorado nem minorado
2x

0
lim o(z) = lim —5E0 % im =5 = fim =% =0

2__
T——00 g——00 T°—9 T——00 r——o00 &L

Areta de equacap= 0 é assintota ao grafico de

lim v(z) = lim 22=%

r——400 Z—+00 z2—9 r——400 z? T——400

11218

nica assintota nao \aetiqgrafico de .

[axly

Aretade equacap=0 ¢éa

) D.=R\{2}, o lnico ponto que é aderente ao dominio e ndpdtence é @
Como a fungéo é a composigao e quociente de ésrgdntinuas (duas polinomiais e uma fungéo
modulo), sabe-se que € continua em todo o seu dpnpartanto s6 a reta de equagée 2
podera ser assintota vertical ao grafica de
|2_x|:{2—x se2—x>0 :{2—33 ser < 2
—24zx se2—x<0 —24x sex >2

Quandar — 2~ ,|2 — z| é dado po2 — .
Quandor — 2% |2 — z| é dado por—2+z .
Quandar — — oo ,|2 — x| é dado poR — .
Quandar — + o© ,|2 — x| é dado por—2+ x .

lim z(z) = lim -2z § im —2C=2) _ i, (—z)= —2
IHQ*Z v _CEHQ’ 2—zx _CEHQ’ 2—zx _IH2* )=
0
2 = _
, e 2223 0 T(=2) —
Jim 2(e) = lim 7 =1Im =5 =lim () =2

Aretade equacdo= 2 ndao é assintota vertical&wgrde:z.

D, ndo é majorado nem minorado
o0

. . 2.9 .. 2 .
lim z(z) = lim 5= 2 |im < = lim (-2)= +
T——00 ( ) f——00 2~ z——00 — L xﬂfoo< )
. z(x) . m2—2x % . xz .
m= lim 22— jm 2222 %y L i, (—1) = —1
T——00 g——00 2T—T T——00 T T——00

T——00

i o . $2—2{L‘ o0 — o0
b= Iim (z(z)+ x)_xlimx<—2_x + x) =

22 —2 242 x—x?

= lim 7 =1lim 0= 0
T——00 —Z T——00
Areta de equacadp= — x € assintota ao grafico de
2 _ox ~ x?
lim z(z) = lim == 2 |im & = lim (z) = +
T—+00 ( ) t—too T2 z—-+oo &L xﬂ+oo< )
. z(x . 2_ .
m= tim 2% _ jim L=2T i =1
r—+o00 T g—too T°—2T T—+00
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57.

58.

59.

b= lm (z(z) — z) = lim <%_ x)oo:oo

r——+00 r——+00
2 2
. T°—2rx—r°+2x .
= lim + =1Ilm0=0
T—+00 x—2 T—+00

A reta de equacap= x € assintota ao gréafico de

Dy =R\{ — 1,0}, os unicos pontos que séo aderentes ao dominioleenflertencemsédoe 1 eo

0. Como a fungéo é continua em todo o seu domidias setas de equacGes- — 1 efod 0

poderdo ser assintotas verticais ao graficy de

Iimlf(:c) = — 00, logo podemos afirmar que a reta de equacéo— 1 it@tssvertical ao grafico
r——

def.

Iimof(:c) = |im1f(x)($) f(1) # oo, pelo que a reta de equagée 0 nao € assinttizalao

grafico def .

lim f(x) = — 3, pelo que areta de equagée — 3 é assintota halzmmgrafico dg .
T——00

Iirp (f(z) +x) = — 3, pelo que areta de equagaes — = — 3 € assintota ola@mgeafico def .

(*) porquef é continua em todo o seu dominio, ertigodar € continua no ponfto

D, =R\{ — 1,1}, os tnicos pontos que s&o aderentes ao dominio laefertencemsdoe 1 eo

1. Como a funcéo é continua em todo o seu domidias setas de equactes- —1 ze 1

poderdo ser assintotas verticais ao graficg de

Iimlg(:c) = — 00, logo podemos afirmar que a reta de equacéo— 1 it@tssvertical ao grafico
r——

deg. Umavez que afuncgo ¢ par, também a retqucdor = 1 € assintota vertical ao grafico de

g.

lim (g(z) —22z+1)=0< lim
T—+00 T—+00

assintota obliqua ao gréfico gle . Pelo facto dedorser par areta de equagée — 2z — 1 é
também assintota obliqua ao graficgyde , uma vez q‘:f (g(x) —2x4+1)=0 (%
elim (g(—2)—-2(—-2)+1)=0«&1m (g9(z)+22+1)=0&Ilm (g(z) —(—-22-1))=0

(g9(z) — (22 — 1)) = 0, pelo que a reta de equagfe- 2x — 1 é

(*) Mudanca de variavet = — x

a) Searetadeequagfo- —2x+5 € aUlnica assintota obbgyrafeco dey , comdg =R~
sabemos que linfg(z) — (— 2z +5)) = 0.

Dai vem quem_)ﬂorzl(g(m)) i_}l_lg(‘)l(g(x) —(—2x4+5)+(—-22+5)) =
zxﬂrpoo(g(x) —(—2z+5)) —I;Erpoo(—Qsc—l—S) =0+ (+00)= +

b) ComoD,=R", Iirrg)g(:r) = Iingfg(:v) = a (sendoz  um namero real diferentede ).

9*(x)

9@
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C) |im1+g(x) = Iimog(a:) = Iin(1) g(x) = a (sendaz um ndmero real diferentetde ).
r—— r— r—U™

Uma vez que areta de equagde — 1 € assintotaatertigrafico dg , sabemos que
, . . -1 _ x
lim = — lim = | lim -5 = — = lim —~ =
xﬂflfg(x) ool xﬂflfg(x) t oo, pelo qugﬂfl’ g iE) +00 0 Ouxﬂflf g :E)
==L _ (. Em qualquer dos casoim —%- — 0
—0o0 r——1" g(.CL‘)

60. Se aretadeequache= —3x+2  é assintota obliqua ao@d&y , comdg = R , sabemos que

tim S~ 5 e quelim (g(e) — (~30) =2 & lim_(gle) +30) = 2
Jﬁ;(% < (9(a) +3x>) = tim X lim (o) + 30) = ~3x2= 6

61. Sem perda de generalidade consideremos tiqgeﬁ(f(:v)) = + 0 e equ
lim (f(z) — (22 —1)) = 0. Fagamos a mudanca de varidvet t + 1 <z =2 — 1

maa:ndo:re -3 22— —27. Quande — 4+ o0 z — 4+ oo.
lim (f(z—1)) = + lim (f(z—1))+1lim 3= 400+ Ilim 3
Z*.>72’ PN 2?72* z——2" z——2" o
L'T (fz—1)—(2(z—=1)—=1)) =0 L'T (f(z—=1)—2z+24+1)=0
Nim (f(z=1)+3)= +o0+3 [lim (g(2)) = + o0
lim (f(z=1)+3-22)=0 < lim (g(z) —22) =

Se |ir517(g(z)) = + o0, entdo a reta de equagéie= — 2 € assintota ao gré&fico d

Se Ii+m (9(z) —2z) =0, entdo a reta de equagge- 2 € assintota ao gréfico d
Pag. 98
62. |- verdadeira

Il - falsa porque o dominio pode $r , mas a funéécser continua.

[ll - falsa porque a funcéo pode ser continua mamteps aderentes ao seu dominio que nao |lhe
pertengcam

IV - verdadeira

63. Se aretade equaghic- 2x —3 € assintota ao grafi¢o delondinioR " entébrp % =2e
IiT (f(x) —22)= —3.

lim (@-2%@) — lim (fgf) (f(:c)—2:c)> —iim L im (f(z) - 22) =

z—+4o0 L T—+00
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64. Se afuncdg é pare searetade equacd@dx — 1 étessintseu grafico, sabemos que a reta de

equacdg = —2x — 1 também é assintota ao graficH de
Umavez quéd; = [1, + oo , vem quelim f(z)= Ilim f(z) = + co.

r——00 T——+00
Aretade equacdp= 0 é assintota ao graficp de (pois g(z) = Ilim g(x) = L _) ).

L ——00 Z—+00 +00

N&o existem assintotas verticais pois a funcdoonénua enR (dado que a fungfio € continua em
R e ndo tem zeros).

65. Searetadeequacge- —2x+5 € assintota ao grafifo delondinioR* entédo

f(x)

Jim == -2 elim (f(x) +22) =5,
z—+o0 L r—+00 x L1400 T

Hlirll (g(x) — 3 x) :‘”T (x — f(x) —32) :,‘Iirﬂ (= (f(x)+2z)= -5
A assintota ndo vertical ao graficogle tem poledoy =3x —5

66. Comecemos por determinar a equacéo reduzidaald et A( — 1,0) e B(0, — 2).
AB = B — A. As coordenadas déB  serdo entfip— 2) — (— 1,0) = (1, — 2) ;

AB 1
Sabemos entédo que_lin%t% = —2,que  lifyf(z)+22z)= —2.

Sabemos ainda qu,din(}f(f(:c)) = +o00

o im (gt + 48) <t i, (5 5) -
= lim o + lim_ L fim @

T——0Q T——0Q T——00

1 1
:__2+0><(—2):—§

€T

b) Iim (f(z)+22z)= —2

Tr——0Q

Q) Im (@ f(=a) g Im (= y /) = (+50) x (+50) = +00

(*) Mudanca de variave) = — x
d) limd@) g L@ 4o
=0 T gmo- @ 07

Pag. 99
67. a) D={zeR:z—-1#0}=R\{1}

b) D=R
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c) D={zeR:1-22#0}=R\{-1,1}

d D={zeR:22+2x#0}=R\{-2,0}
?+22#408 ~ (@22 +22=0 ~(z(z+2)=0& ~(z=0Vr+2=0) &
& ~x=0Ver= -2)sx#0ANz# —2

e) D={zeR:2?2-2x-3#0}=R\{-1,3}
> -22-3#40& ~ (22 -22-3=0) < N(x:

24,/4—4x1x(-3)
%1 <

&= N(a:ZQTﬂ)(:) ~(r=—-1Vex=3)sx# —1ANx#3

) D={zeR:2°+1#£0} =R
?+1#0& ~ (z2+1=0) — condicdo universal
——_————

condicao impossivel

9 D={zeR:z'-16+#0} =R\{-2,2}
16406 ~ (2t —16=0) < ~((w2)2—42:0)(:> ~ (22 —4) =0) &

& ~ 24+4=0 Va*-4=0] ~@* =4 ~(r=-2Vr=2)&
condicéo impossivel
Sr#E -2 NTF#2

hy D={zeR:23+8+#0}=R\{-2}
P 18406 ~ (P +8=0) ~(P= —8) & N(xz ; —8)4:) ~(r=—2) o
Sr#E -2

) D={recR: 2:c3+:c2—3:c7é0}:]1§.\{—%,0,1}

20° +2? =32 #£06 ~(22°+2* - 32=0) & ~ (z22°+2-3)=0) &
—144/1-4x2x(-3)
2x2

& ~(x=0V22r?+2-3=0& ~|(z=0Ve= &

4
Sx#ONx # —%/\x;«él

& N(:c:()\/x: _1i5)<:> N(xzo\/:c: —%\/le)@
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) D={reR:2>+22*+x2+#0}=R\{-1,0}

P22 +r#4£08 ~ @@ +222+2=0) ~ (z(2*+22+1)=0) &
S ~(z=0Va?l+22+1=0)< rv(sz\/(:zc—i—l)2 :O)(:)

& ~(x=0Ve+l =0 ~(z=0Ve=—-1)&

Sr#ONr# —1

Kk D={reR:2°+22+3#0}=R
242043400 ~ (22 +22+3=0) < N(x: —24 24X—14x1><3)(:)

—2++v/ -8 - .
& o~ (:c = T) — condic¢ao universal

(. 7

condi(;éovimpossivel
) D={zeR:+20-1£0p=R\{-1-2 —1+2}

—2+4/4—4x1x(—-1

oo (om Y (om0
& N(a;: —1-V2vaz= —1+\/§)(:>:L'75 —1-V2A2# —14+4/2

2
68. a) L2z _ @2 _ .,

T

X
A simplificacéo é valida eiR\ {0}.

b) r z 1
2?42z T z(x+2) T x+2
A simplificacéo é valida e®\ {2, 0}.

#41 (D@ —z+l)  2?—g4l

©) 2 ®  (@-D+) —  z-1
A simplificacéo é validaem®\ {1,1 }

)3+ 1=(z+1D)(z2—z+1)
Regra de Ruffini

1 0 0 1
1 —1 1 1
T —1 1 0
1 1 0
1 0 [1#£0

I e e G o [ o N
) P T T 2e - 22+1 = =1
A simplificacéo é validae® zf +1 nunca se anula).

Fotocopiavel | Texto | MAT 11

179



5
e) 222—32—5 2 <$_ 2>(x+1) _2z—5
4+l (®) (z+1])(2?—z+1) — 2?—a+1

A simplificagéo é validae®®\ {1 }(notaqué —z +1

3E4/9—4%2x (=5
(x)22° -3 —-5=0&x= x2x( )(@x:%

2x2
S = —1\/93:%

P+1l=(@+1)(2*-z+1)
Regra de Ruffini
1 0

0 1
-1 -1 1 -1
1 -1 1 0
5 5 15
2 2 4
3 19
Lo [ 70
f 2?46 249 (243)° z+3
9—z2 7 (3—z)(3+z) T 33—z
A simplificacéo é valida em®\{ — 3, 3}
9) B—6z—4  (2+2)(@*—22-2)  22-22-2

207210 (%) o (:c—%)(xw) - 215

A simplificacdo é valida eﬂﬁ\{ -2, % }

1+4/1-4%x2%x(—10
(4) 202 — 5 — 10 = 0 3 = V/1=4x2X(Z10)

sr=-2Ve=3 2x2—x—1():2(:c—

-6 —4=(z+2)(a? -2z —2)
Regra de Ruffini

1 0 —6 —4
-2 —2 4 4
1 -2 =2 0
5 5 5
2 2 4
1 3
L5 | a0 70
h) 922-12z44  (32—2)>  (3z-2%  3z-2
9224 = (3x)2-22 ~ 3z-2)(3z42) ~ 3z+2

A simplificacao é valida eﬂﬁ\{ — %, % }
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Pag. 100

1 1 3z 1 1 3z _ l—z-1—2a4+3z =z
69. &) gtratis= I t o) = Oo)(+e) — 1-2
—x :

3 3 2 3 3 22222 43-32-3 22—z
b) 24 - =1 - x(l—z) — z(l—x) — z(l-x)
(@=a?)  (120)
r(=2x-1)  —2z-1 2241
- z(l—x) T 1-x x—1

A simplificacéo é valida eR\ 0{1 }.

1 1 1

©)  P7ar12 T Ga—a?=8 T 5a—a7=0 ()
_ 1 N 1 B 1 _
(z=3)(xz—4) " —(z=2)(z—4) —(x—2)(z-3)
_ 1 _ 1 n 1 r=2—x43+ar—4 _
(@=3)(a—4) ~ (@-2)(a—4) " @-2)(x-3) ~ (z-2)(z—3)(z—4)
(:I;—?E)_S (z—3) (z—4) )
= (x-2)(z=3)(x—4) ~ (z—2)(x—4) ~ 22—62+8
A simplificacéo é valida e\ 2{3,4 }.
(1) 22 —Ta+12 =0 & g = VD2 TEL
Sr=3Ver=4 ; x—7x+12:(:c—3)(x—4)
— 2’ +6r—-8=0&ca= _Gi\/362;4(i(1;1)x(_8) S x= —__62iQ
Sr=2Vzr=4 ; — 22+ 6x—-8= — (v —2)(x —4)
—r*+5rx—-6=0&1x= _5i\/252;4(i(1;1)x(_6) ST = __5;1
Sr=2Vz=3 ; —22+5x—6= — (v —2)(z —3)
d) B4 | 2420 x(@®—4) | wx(@+2)  wz(@-2)(z+2) " (z=1)(z+1)
z—=1 - 22-1 =  z=1 " (z=1)(z+1) — x—1 x(z+2) -
— x($_2():£i—il_)2£g;;§(x+l) =@-2)(z+1)=2>—2-2

A simplificacéo é valida e®\ {2, —1,0,1 }.
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8ut9 8a+9—22—62-9

(z+3)2 (z+3)2 9 —x2 2(x43) 2(z43)z(2—x)
e) T — T frd 5 X T — 5 —
2246 2 (@+3) (z+3) z(z+3)
_2(2-z)  4-22
z+3  — x+3

A simplificacéo é vélida e®\ £ 3,0 }.

—1 1
70. a) f(z)= 3 f(-)=—T3=-%
T 1 2x+x+3 3z+3
f@)—f(=1)  ZmtT 2wt 2@+ 3+l 3
x+1 - x+1 - x+1 - z+l T 2(z+3)(z+1) T 2246

b) g(1+h)=3(1+h)?-21+h)=31+2h+h?)—2—-2h=3 +6h+3h>—-2—-2h=
=3h?*+4h+1 g1)=3x 12—2x1=1

1+h)—g(1 2 - 2 h(3 h+4
g(+}2 g(1) _ 3h+4hh+1 1 Sh};ulh _ (h+) _3h4d

Pag. 101

71. Dy={zeR:2>—1#0} =R\{—1,1}
f(li):0<:>1—2$:0/\l‘€Df<:>l’:%/\1‘75 —1/\£L'751<=>£L':%

T — 00 -1 % 1 + 00
1-2x + | + + 10 — —
r?—1 + 10 — | =1 =10 |+

f + |nd. | =] 0 | +|nd| —

f é negativa emh— 1, %[U]l, +oo| e positiva gm co, — l[u]%,l[ :

D,={zeR: 2> -9#0}=R\{-3,3}
g)=0& (z—-3?2=0Ax€Dgex=3ANx# —3 ANz +#3afungday ndotem zeros.

T — 00 -3 3 + o0
(z — 3)? + 1+ | +]10 | +
x> -9 + 0 — 10 +

g + |nd | — | nd.| +

g € negativa erh— 3,3[ e positiva ém oo, — 3[U |3, + oo
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3
72. Dy={zeR: ka* -3z £ 0} =R\{0, -}
kx2—3x750<:>~(kx2—3x:0)(:>N(:L‘(kx—S):O)(:)N(wzo\/x:%)(:)
@x;ﬁO/\x#%

_ _ _ 3 03 e
f@)=0&2-2=0Az€ Dy z=2Nz#0Az7# - paraque afuncdo ndo tenha zetps
tera que ser iguala .

3 3
TZQ@/{,‘:T
73 I):{xER-2x+b#0}:R%—~i}
2x+b7é0(:>~(2:E+b:0)(:)~(x:—%)@x7é—%
f(:c):O<:>x2—a:O/\scEDf<:>x2:a/\x7é—%@x:i\/a/\aZO/\x;é—%para
que a funcéo tenha como anico zere-Q@ ,teréquaem:er—\/_: -2 eya= —% .
{—\/E:—Q {\/5:2 {a:4 a =4
b = b <\ L‘i’{ S
Va= -+ Vae=-—5 127773 b=
Pag. 103
3x—2 1

Equacdes das assintotags=3 ; z =1

-3z 3 3
1
4x—7 5 3 1
_ ax—=(f _ _ _2 & 1 - o — L
g(x) = T os = —2— 9.1 = 2+ m_% EquacOes das assintotgs= —2; z =
4z —7 | =2z +1
-4z + 2 -2
-5
_ 2> 2—x—2* -z —1
h(x)_x_x—l | =701 = ~ 1+t
Equacbes das assintotas= —1; z =1
- T -1
T -1 -1
-1
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75.

76.

77.

78.

f(0O)= -3 Equacdes das assintotgs=1; z = — 2

k k k
. -8  x42-8  x—6
@) =1+ 355 ="23 = o2
2—2 2 = 2 =
_ 2-2z 2 3. _ 2 9
@) =371 =-"3 1371 = 3 +x_%
Equacdes das assintotas ao graficé dg = — % P r = %
—2x + 2 | 3z —1
2 2
2z -3 -3
4
3
Equacdes das assintotas ao graficg dg=: — % -3 y= — % ;
T = % —2& = — %
f(0)=0 Equacdes das assintotgs= —2; x = — 1
k k
f(x):_2+x_—|—1 f(0)20<:>—2+T:0<:>k‘:2
. 2 2242 = 2z
fx) = _2+:13+1 - x+1 - x+l
a) 2’43z —3e ’4+3zx _3-0w 2’ +3x—32-3 N z’—3 N
z+1 z+1 - rz+1 o z+1
12 —3=0Az+14£0a22=3Az# —1<z==+.3
Conjunto-solucaoy{ — /3, v/3}
3—-5zx  x—1 3—5x _ —z+l 3—5z _—x+l
b) Py T3 T @) - =3 T m-3)@3) = 0
3-5x+ar’—a+3x-3 =3z r(x-=3) x
ST @3 VT 3w 0T e 0T a3 =0

Sr=0Nr# —3Nx#3<cr=0ANx# —3Nz#3<x=0

Conjunto-solucéoq0}
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x 4 z 4 x 4
c) r—2 ~ 6x—x2-8 % =2 = —(z—4)(z—2) < (act42) T (x—4)(z—2) — 0&

x2—4x+4 (z—2)?
(:13—4)(;;2) =0e e =0 51 =0«

Sr—2=0ANx#2ANc#4& x=2ANx#2Ax#4— equacdo impossivel

Conjunto-solucaof)

—6+4/36—4x(—1)x(—8) — 642
(*)—2*+6z—-8=0&1= \/2><(—1) Sr=—H &
Sr=2Ve=4 ; — 22+ 6x—8= — (v —4)(z —2)
_ _ 3_
d) z=252F ao- 352 0 T 060 3042=0A22£06

Ei;(x—l)2(:c+2):0/\337&0<:>(33—1:0\/x+2:0)/\x7é0<:>

Sx=1Ve= -2) Nz #0&zx=1Ver= —2

Conjunto-solugéof — 2,1}

™* 1 0 -3 2
1 1 1 —2
1 1 -2 0
1 1 2
1 2 0
79 &) 363206 1380 500 T30 50502, 1]
T — 00 2 % + 00
7T—3x + |+ | +] 0| —
x—2 — 0 + |+ | +
-3z
po—=) —|nd| +] 0| —
2x 2x 2x—3+x 3r—3

b) 3_—:6<1<:>3_—$—1<0<:>3_—$<O<:>3_—x<0<:>:c€]—oo,1[u]3,—I—oo[

x — 00 1 3 + oo
3x—3 — 0 + + +
3—x + + | + 0 —
3r—3

3 - |0 | + | nd| —
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T 2 1 T 2 1 2242 x—2—1x+2

© mTPAZip® R DR 20e T g2 20®
*+x /
© o 20eaze]—o0, —2[U[-1,00U]2, + o0
T — 00 -2 -1 0 2 + 00
2>+ +| + |+ 0 — |0 |+ +
2F— 4 Yo |- - [ =1=1T=To0 [+
*+x d d
1 2z 1 2z -1 2z
D) 5 ST ® T @32 =V a3 " @sp =0
(z—3) (z)
3
—2z+5 (x 1) D, _
—z+3—2° ( 2) (—2x 3)(:U 1)
< z(x—3)? = OE% z(x—3)? <0 z(x—3)? 0&
sxe[-5,0[UL3[U]3, +oof
3
T — 00 -5 0 1 3 + 00
—22-3 Y10 [ = = [ =1 === -
z—1 — | - [ == =To |+ [+ |+
x - - -1 0 + |+ |+ |+ +
(z — 3)? + + |+ + |+ ][+ +]0 |+
(—22-3)(z—1)
2(7=3)? —|nd|+ | 0| -] nd| —
1+4/1-4x(—2)%x3
*) —222—z+3=0&z= 2><(i<§) )x @le_—jf
Sr=1Vr= — %
Pag. 104
80. a) 1dl —5g
10 100
2dl—10g N(x):(],—x:—x
100 100 9 100 9 5000 —63 z
a) = SO,lS@W < %@ﬁ_ﬂ SO@W <0< 5000—-63x<0

(umavez que50zx > 0) < = > 3~ ~ 19

A menor massa corporal qgue uma pessoa pode trode que o nivel de alcool no seu sangue
nao exceda, 18 , uma hora depois de ter ingeridodbmitros desse vinho®  kg.
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by 1dl —7g¢g

10dl—70g N(z)= ga- = 0
0 e 00 8 700 8 g 300562 3500 — 560 <0<
Tx Tx 5 x 5 35x

sao>300 wu>625

A massa corporal de uma pessoa que, uma horasdkpter ingerido 1 litro dessa bebida, tem
nivel de alcool no sangue nao superior @& ter&desminima2, 5 kg.

8l a) =567 -5=06 220 g5 2030 _g550 20=0rd#£5
Sd=4 4 decimetros
5 5 5-10+2d 2d-5 5
b) F5>26 5 -2>06 T >0 S >0 ]5,5]

entre2,5 e5 decimetros

d — 00 % 5) + 00
2d—5 -1 0 + | + +
5—d + [+ [ +]0 |-
2d—5
54 - 10 + | nd.| —
82. a) Quantidade de liquido0,5 + = Quantidade de agua:x 0,9 + x
9 9420 9420z
0,5x0,9+x PTRE
p(l‘)zwxlooz {) XlOO:%XlOO:%XIOO:
’ PR 2 20
90042000z 200 2490
- 10420 T 2z+1
200 490 200 2490 200 z4+90—196 z—98 4x—8
b) i1 =98e 5oy 80« 2011 s0e 5 =0

S4x—8<0(porquez+1>0,Vz e R} Yoz <2
A quantidade maxima de agua que a Leonor pod®adr €2 litros
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83.

b)

d)

Conjunto-solugéo:] 1, —]

/(3)-

flx) = —2+m

3
2

EquacOes das assintotas= —2; z =1

k

&S —242k=0 k=1

flx) = —2+

1 —2x+2+1

):O & -2+

z—1

fO0)= —2+5ig = —3

O grafico interseta o eixo das ordenadas no pdatoordenadd®, — 3)
»=R\{ -2}, aequacag(z)

EquacOes das assintotas ao graficode= —2 — 1< y= —-3; z=1-2x= —1

—2x+3 a
r—1

k
3
2

= -2 b=3c= —1

— 2 éimpossivel

Equacdes das assintotas ao grafich dg =:2; = =1

Equacbes das assintotas ao graficg de=: — 2 ;

r=Lr= —1

=0 -2+
1

.................

...........

Pag. 105

84.

a)

Dy =R\{0};

fl@)=1-—t5:
g(x) =2+ =

p=R\{1};

Dy = R\{3};

Dy = R\{2};
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Assintotas ao graficode: © =0,y =1

Assintotas ao graficode =3, y =2
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85. a)

b)

— _ 32 2
z—1 22_% z—1 +3i >0 3:1:3:1:+(:1€))_6:;:+2m+4:v >0e
T T (3§x (2(3= 2)) (I):L‘ z(3—z

r’+22-3 (z=1)(z+3)

T — 00 -3 0 1 3 + oo
T+ 3 — o+ + [+ +]+]+ |+
r—1 - | -l =1 =110 ]+]1+ |+
x - - =10 + |+ |+ |+ +
S—x + + |+ |+ |+ +[+]0 |-
(x—1)(x+3)
2(3—x) - 0|+ |nd|—-|0]+]|nd| -
—24+/1—4x1x(—3 _
(*) 2?*’+22-3=0&a= 2X1X al )<:>$:_314<:>
Sr=—-3Vzex=1
hz)=2+ 2= h(l)= —1e2+ L= 1t —36k=0¢
N =3’ - 1-3 — 2 = =
_ 6 _ 2x2-6+6 _ 2z . .
h(z) =2+ —5 = =222 = =5 . D, =R\{3}
T — 00 0 2 3 + 0o
(z) o0 [ —|nd |+ [+ ][+
g(z + 1+ |+ ]+ | +]0] -
?((3 + | nd.| — nd.] + | 0 | —
9(r)=0& —324+9=0&2=3
H2) < 0oz e0,2[U[3, + ool
f(!]i‘)_ ) ’
fl@)=3+ 2o f0)=0e3+-1 s =0t —36k=6
T a2 - 0—2 ~ 2 = =
f(w)zS—i—L' a=3,b=6 ec=2
=2’ ’
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86. a) D;=R\{-2};

flz) = %x -1+ :,;iJFT Assintotas ao graficode: = — 2,y = %CB -1

Porquelim [f(x) - (%x—l)] = lim [f(w) - (%x—l)] —lim £ =0

£——00 T—+00 g—too TH2

_ 3 .1 k3 .k _ 3 _
f(())__2<:>2><0—1+0+2_—2¢>2— s Tlek=-3+2«
sk -1
i@ 1 L p . 1 224 22—25—4-2 '%13—3

€TrT) = —(——xTr — _ = — — = =
2 r+2 (x3_2) (2(z'+2)) $(2—|—)2 2($+2) z+2

2
b)  f(z) =0 5579 —0e12-6=0Az# -2 12=06Az# -2 2==26
0<

ze[—+/6, —2[U[V6, + 0]

Pag. 106
2x—3 1 2x—3 1

87. a) =7 <z Nt>le G~ --"5<0Az>1l¢

(z-2) (1-z)
222—3x—4x+6—1+z 22%2—62+5

x 2 + o0
222 —6x+5 + | + i
1—=x _ _ _
x—2 — 0 +
22%2—6x+5

942 _BrL5=0 3 — 6+4/36—4%x2x5 o= 6++/—4

2%2 ——4 — — equagdo impossivel

b) @#M-@zﬁ@ﬂUPﬂﬂ2680@*D=6©kx(—®+2=6@

&S —4dk=4 k= -1

0)fb*ﬂ=-%X(—3P+3x(—3V—13=—4

22—3 1 1
c) 1—z __2_1—x__2+ac—1
2¢ -3 | —x +1
-2z +2 =2
T
/f:]—OO, _4]U]_27+OO[
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T — 00 -2 2 + 00
z—2 — = [ =710+
z+2 -0 T+ [+ ]+
i;g + | nd | =0 | +
4
b) f(0)=4-55=2 A(0,2)

_ 4 A4x48-4 Artd _
f(a:)—()(:)4—$+2—0(:) 1o =0 — 5 =0c4rx+4=0N2x+2#0&
sSr=—1 B(—1,0)
r:y=4 stx= —2 C(—2,4) D(0,4)

CD+BO _ A~ _BOxOA 2+1 1x2
A[ABCD]:A[OBCD}_A[OBA]:+XOD— >2< = _5 ><4—TX=
=5 (u.a.)

89. g(az):2+£ comk < 0 Equacdes das assintotas= 2 ; © =1
k -
9(0) =2+ g7 =2k OA=2-k
o) =0e2+ Lo —pe 2L gy
S22 -2+k=0As#lea= 5
O—B:%
25 (2-k)
A[AOB}:6<:> D) =6«
2—k)?
@%:6@(2—@2:24@
S2-k=4+y/2U4s2-k=+2/6%
& k=2+2/6
Comok < 0 venk =2 —2./6
2-21/6 22-24+2-21/6 22-2/6
Logo g(z) =2+ ——— = 1 =~ a=2,b= —2\6 ec=1
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Pag. 107

91.

A[ABCD} <39 & " — <39 & T — -39< 0«
—62°—23 2478

=

e e B D e e Rt L

X(—z)=—F5 —X(—2)=—5 — x(—2)=
4x —6x24+12zx+4x —62°+16x

2

4
(6—$_2)X(—x)= _6x+x—2: x—2 - x—2
—6224+16 x—39 z+78

—62°+16x —62°+16x

come < 0

2
p—) <O(<f5—6x —23x+78>0(§3xe]—6,0[

(*)sex <0 vemque —2 <0

(**) —622—-232+78=0&x=

2x(—6)
13

<:>a::T\/a:: —

T — 00 —6
— 622 —23x+78 — 0 +

b)

752425x75 1875

1h15 min = 75 min c(5) =~ = 19

12h+ 1h39 min= B B9 min

2425t t2425¢
TS e g |
225

T =0et?-26=0At>0&t=5
O Manuel chegou com minutos de atraso

c(t) =25 < —2%5=0%s

t+1
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r—2

23+,/529—4x (—6) X 78 23449

2 —925¢—
P4251-251-25 _ o

~ 98,68421 min = 1 h39 min

<0«

192



c) De acordo com a proposta do Manuel, o nimero datosrdepois do meio-dia que um
trabalhador tera de permanecer na empresa, quaradtasa; minutos, € dado po# 0,4¢ , ou
seja,1,4t . Consideremos os graficos das duas fungdaecda: , correspondente ao contrato
em vigor, e a funcadp , correspondente a propasMahuel. Assinalemos o ponto de intersecao
destes gréficos.

| /
834 -z £
59
Da andlise dos graficos, concluimos que a prapisiManuel é favoravel ao trabalhador para
atrasos inferiores a 59 minutos. Para atrasosisuogela 59 minutos, o contrato em vigor
penaliza menos o trabalhador. Quando o atras®b6 denutos, a proposta do Manuel e o
contrato em vigor determinam o mesmo tempo de pg¥nt@a na empresa, apos 0 meio-dia,
tempo esse igual a 83 minutos.
Pag. 108
f2)—f(=1)  0-3 _
92. g) tmvy ;2= 1) -3~ —1
fG)-f(=2)  3-2 1
fO)—f(=3)  —1-2 3
&) tMVy 1= "7y =1 = 1
4)—f(0 22
a,) tmvgos= 4)_({( ) _ 7 =0
F(=V/5)=f(=\/6) 22
t.m.v. - = = =

as) fv_\/67_\/3 —\/g—(_ 6) _\/g+\/g O

b) Por exemplo|0, 5]

c) Porexemplo| — 2,1]

_ fB)-f(=2)  18+2
93. a) tmvy o3 = (-2 — 5 = 4
f(3)=32+3x3=18 f(=2)=(=-2+3x(—-2)= -2
3,1
My = 9@=00) _ T 7
S Vg02 = 2—0 o 2 15
2x2-1 3 2x0—1 1
92 ="573 =% 90) =53 = -3
b) Designemos poA 0 ponto de coordengda2, f( — 2)) épor nto ge coordenadas

(3, £(3)). Lses
A(=2,-2); B(3,18); map= 5.5 =4
AB:y=4x+0; —2=4x(—-2)+b&sb=6

AB:y=4x+6
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—fg’l_ﬂ_m _ g LOFE 4 f(3)+6=20« f(3) =14

94. tmvys o3 = 4& —2) 5

Pag. 109
flatl)—f(a) _ 2(at1)*+3-2a°-3  2(a’+2a+1)-2a> _

95. a) tmVygq1 = o = 1 = 1
=2ad’4+4a+2—-2d>=4a+2

fRa)-flo) _ 220?-3-243 _ 8a*-2a _ Ga _

b) tmwvy,o, = S o—a = - - £

f)—f(a)  202°43b—2a*-3a _ 2(b*—ad®)+3(b—a)

96. tMVy.p= "7, = - = - =
_ 2(b—a)(bb—|—_acz+3(b— a) _ (b—a) [5_(1;4—@)—#—3] —2(b+a)+3=2a+2b+3
97. tMVyup= —2&m, = —2; T y= —2x+
0= —-2x34+bV b =6

A equacédo reduzidadaretay & —2x+6

Pag. 110
98. a) f'(3)
b) 4(1)
) 5 /0
. 3 . —f(=2
9 I'ng'fg(ci); =im, f(fz(f;)_) =1(=2)
. h2—h - . h(h—1) o (z+Dx
) Imip—n—d—n = Mat-n-an @ MM dw-d-n -
(z+1)x lim
o “m r+1 - “m X o rz——1 o —1 _ 1
N z——1 d(x)fd(fl) o rz——1 d(x)—d(—l) o lim d(l‘)*d(—l) o d,(—l) - d,(—l)
T+ S VL P ey

(*) Mudanca de variavek =h—1< h=x+1 . Quando— 0 vemque —1

S\ (e
00, a) J@=S() _ 302420 8x12-9x1 _ 3221205 _ 3(2+3) 1) g
' —1 z—1 - -1 z—1 =0T
—2+44/4—4x3x(=5) —948 5
2 _ _ _ _ _
M3z +2x—-5=0& 2= 553 Gr=—F = 3 Vae=1
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b) fO+R)—f)  3(A+h)*+2(1+h)—3x1*-2x1 _ 346h+3h*4242h—5 _
h = h = h =
2 h(3h
_ 3h%48h _ h(3h48) ., o
h h
1-3z 143 1-3z—4 —3z—3
L fl)-f=D) R T R P R
R _ _ _ _
100. a) f(-1) _:1:|I—>n—11 x+1 _g,-ll—>rr—]1 r+1 _;I!I_r,rll z+1 _;,!I_rp_1 x+1 =
i 3@+l 3
=lm =y = — 3

g(x)—g(3) \/x+ \/3—1— —lim 41-2

'(3) = lim—=—"—"— =
b) 9(3) xl~>3 r—3 1:~>3 xﬂg r— 3
ilim (\/x+1—2 (Votl+2) .o pHld r3 _
z—3 :1: 3)(vVz+1+2) 2% (2—3) )(Vr+1+2) 23 (z-3) (/7 +142)
_ 1
_Lz \/x+ +2 4
. —f0) . 24 g . 2 . 2141
c) f(0)= ImM — lim 2=l | g 220 r(2r4l)
z—0 x r—0 T z—0 x z—0 x
—lim(2z+1) =1
r—0
3 3 3 34326
iy i I@)—g(Y) . T3 To o g tY =2 _
d @) =lm=m =m=m e = im S =M S S =
3r—3 . 3(%—1) . 3
= lim —5 5 = lim ——5—57 =lim —=5 = —
MEDE-2) e D2 a2 3
" F@f=) s @1 et <x+1><x —a41)
e J(=1 _leml z+1 _lerrll x+1 J!Enl z+1 (*) l z+1 o
= lm@*—2+1)=3
T——
() ?+1=(z+1)(2* —x+1) 1 0 0 1
-1 -1 1 -1
|1 -1 1[0
5 -2 +2 3x—64+4246 Tx
f) g’(O):IimM _im 222373 o 3Cad3) . 3Ret3)
x—0 € z—0 € x—0 x z—0 xz
i T _ T
=M ez =9

Fotocopiavel | Texto | MAT 11

195



101. Designemos por a reta tangente ao gréafico da éupgé ponto de abcissa 2

tangente ao grafico da funcio no ponto de abgissa

1 1 1 1

f/(_z):”mM_- T -2 Ty 362_22:

T2 z+2 a2 T2 o xH2 :achLrl2 z+2

A>|»—t

ms = —

y= - ~+a+b (-2,f(-2)):(—2,—%)er
1

1 1 1 1
—TZ—TX(—Q)-FZ)@—T:T-Fb@b:—

y= - ~otv (2,f(2)):(2,%)es

1 1 T T / r_
5 = 4><2+b<:>2— +b b =

Equacédo reduzidadareta y = — —x+ 1

Pag. 111

102. @) d(2)=2x22+2=10; d(0)=2%x02+0=0; d(2) —d(0)=10—0 = 10

b)

103. a)

b)

O movel percorretl0 metros s primeiros segundos

—d(2)£d(0) = 5. Avelocidade média n@s primeiros segundos ri@'s.

—144/1-4x2x(—15)

dt) =152 +t=152+t-15=0&1t= 550 &
i == B § _ _ 32

<:>t5_ 1 et=—3Vi=-

d(T —40) 150 . . .
5 = —s— = 6. A velocidade media na descida foidle m/s
2 2

dt)=0& =512 +40t=0& —5t(t—-8)=0t=0Vt—-8=0&t=0Vt=2_8

8 segundos depois de ser langcado o projétil caegalo.

o dt)—=d(3) . —52440t+5x32—40 x3 . —524+40t—75
"(3) = lim =lim —lim —
d (3) t—3 t—3 t—3 t—3 t—3 t—3 (*)
5 (t—3)(t=5) .
prm— p— _— p— 1
im T3 Itlin)g( 5t+25) =10

A velocidade instantanea do projétil segundesods de ser langado foi @@  m/s

—40£4,/1600—4x (—5)x (—75) —40+10
2 _ _ _
*) —5t°+40t—75=0&1t= 2% (—5) <t= ~10

St=3Vt=5
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, . —5t440t—80
=lim =lim —
t—4 t—4 t—d t—4 (*)

—5 2440 t+5x42—40 x4

d)—d(4)
1

t—
= lim 5(—4)° Ilm(—5t+20)—0
AV N

A velocidade instantanea do projétil segundaos de ser langado foi e m/s

—404+,/1600—4x (—5) x (—80) —40+0

2 _ _ _

(*) —5t°+40t—-80=0<1t= % (=5) et=—" ©
St=414

104. a) p(0)= —5 No instante inicial o pont® encontrafsse metresguerda do ponto

p(10) =103 -9 x 102 -5 =95
Dois segundos antes de terminar o movimento topdrencontra-s85 metros a direita do

pontoO .

s e PE)=p(0) 3942545 . 392
b)  (0) =lim =5 =lim = =lm = =

T () B

= lim—— =lim (¢(t = 9)) = 0

A velocidade instantanea do poito  no instamtgal foi de0 m/s

, t)—p(3) 3922-5-3349x 3245 . $3-9¢2454
/ 3) = lim p( = lim =|lim ————— =
p ( ) t—3 t—3 t—3 t—3 t—3 t—3 (*)

_ 2_G4—
 fim AEEOI8) 2 6y 18) —9— 18— 18 = — 27
t—3 t—3 t—3

A velocidade instantanea do poito  no instante3 foi de — 27 m/s

(%) t3 — 912 + 54 = (t — 3)(t> — 6t — 18) 1 -9 0 54
3 3 —18 —54

|1 -6 —18 0

Pag. 12
2(z+h)—3 22-3
!/ _ gL J\4L) o B
105. ) f'(x) = fim === =lim h =M sk =
2h _jim 2 - 2 g
=AM Thh 5 T Vo €R, f'(z) = +

h—3 (22+2 x h+h?)+3 22

flz+h)—f(z) —im r+h—3 (v+h)*—2+3 2

"(z) = lim —————== =lim =
b) f (.13) h—0 h h—0 h h—0 h
) .2 _ap2 2 1—6 r—
_|im h=32°—62h—3h +3 22 _lim p=62h=3h" _ i h(1—62-3h) _
h—0 h h—0 h h—0 h
:}Iimo(l—ﬁx—?)h):l—G:c VxeR, fl(r)=1—-6x
11—
fosh)-f@) _ TR G _  aeh
, o x+h)—flx) T x(z+h) . x(z+h)
A L T L A L'
=1 _ 1 oy — L
}ILITOI(w—I-h) — 32 vz € R\{0}, f'(z) = — 3
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o fah)—f@) - S
106, f'(x) = lim "5 ~ lim - _
2 2 _ o 2 2 B
— lim 3z +6$h+3h22$ 2h—3z°+2zx — lim 6xh—{—23hh 2h —lim h(6x;—2h 2) _
h—0 h—0 h—0
g 6a43h—2 _ 62-2 _
=am =~ —3v-1
f’(@")=1@3x—1:1@x:%

A reta tem declivé e passa pelo ponto de cooctim(ag— f(%)) = (?% 0).

2) 52 4 4
f(l)_?’(:%)‘zxz% 33 _,
3 )~ 2 =3 =

_ _ 2 __ 2
y=x+b 0—3 +b&s b= 3

Equacéo reduziday = z — %

107. f'(0)=3; m=3 A reta passa pelo ponto de coorden&dag(0)) = (0, — 1)
A ordenada na origem € 1
Equacao reduzida dareta:= 3z — 1

ot f(a) o = famh)if@) = ) )

o — i L _ )
108. f'(-=)=lm - lim ! 5 im 2
= II%M = f’(CC) Vx € ]R, f’( _ :C) — f’(sc) ' Iogof’ é uma fungéo par
‘7—)
(*) mudanga de variavgl= — h.

109. a) f € a composta de duas fungbes continuas, uma fafigie a funcdo modulo, logo € uma
funcdo continua.

1
2z —1 se2x —1>0 )2z —1 sex > 5
f(x):m_l‘:{ “20 41 se2r-1<0 " _gp 41 ses<
f@)-f(7 ~2(e—7
lim (—52): lim =220 _ i M:—z
-3 T ) T ) w
f@)—f (3 2(e—5
Iim+( L(2>_ fim 220 = lim (f)zz
) T () T () e
Fa)-f(5
N&o existe lim ) (2) , portantp néoédiferenciévelém

b)  E continua, pois é diferenciavel no dominio.
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110. a) Falso, veja-se, por exemplo, a funco  do esierdD9.

b) Verdadeiro, trata-se do contrarreciproco do tearee uma funcéo € diferenciavel num ponto,
entdo é continua nesse ponto.

111. A funcéo é diferenciavel em 1 , logo € continua emh Portanto, f( — 1) =lim f(x) = 3.

rz——1
112. A funcdo ndo é continuaem1 ,logo, ndo é difeéeetem — 1 .

113. Afuncéo é continuaem 1 ; ndo hainformacéo quaipe decidir se € diferenciavel

Pag. 113

114. a) f'(z)=3) - (2z) =0-2= —2

b) f'(z)=@Ba)+ (%x3)/+[(7r+2)3]’:3+%x2+0:3+%x2

1y 3V 1. (3)xx-3x(z) 1  Oxz—3x1 1 3 —9
9 7= (b e (2) =} o Bloml ety g g

d) f(@)=(

o 7= (453) + (o) -
_ Ba—1)'x(@+2)—(Bz—1)x(z+2)' (x)'x(:r:2+1)—33><(332+1)/ _

- (z+2)° (2241)°

_ 3x(z+2)-(32z—-1)x1 1x (z2+1) —wx (22+0) B

= (:E+2)2 (w2+1)2 =
3x+6—3z+1 | 2°+1-22> 7 1—2?

prm— + pum—

(242)° @112 @2k T @)

f)  fla)=(z) x(1-2zP+zx[1-22) =
=1x(1-22P+2zx3x(1-22)2*(1-22)=>1-22)3+3z(1-22)*x(-2)=
=(1-22)-62(1-22) =(1-22)*(1-22—-6x)=(1-22)*(1 —8x)
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o) = (o) (L )
9 '@ =(575) - ((2x+3)2> -
(1)'x(22+3)—1x(22+3)" (1)’><(2:c+3)2—1><[(2a:+3)2]' _

(2a+3)* (2z+3)?)°
_ 0x(2243)-1x2  0x(2243)°~1x2x(2243)(22+3)"
(22+3)* (22+3)* -
=2 —Ix2x(2z43)x2 . -2 —4(2z43) -2 + 4 _
(22+3)* (22+3)* T (2z+43)°  (2z+3)' T (2z43)* T (22+3)°
(2z+3)
_ —4x—6+4 __ _da+42
(22+3)° (22+3)°
/ o !/
h)y f(z)=(2) x6—x+zx (\/6—9:) =+6—x+2xX 2(6 658—):1: =

6oL 2(6—z)—2 _ 12-3x
2¢/6—x 2¢/6—z 2¢/6—x

) f@)=(V2z+1) + {(ﬁﬂ, = 3352(‘;—';}31,)2 +3($)2 x (ﬁ) -
_ x x)2 Ix(1-3x)—xx(—3)

2
~ 33/(22+1)2 +3(1—3 (1-3z)
2 n 322 % 1-324+3x 2 I 32°
39/2z+1)2 T (1-32)* T (1-3z)* ~ 3Y/(2z+1)? T (1-32)*
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115. Comecemos por determinar o declive da reta .A(4, — %)

Designemos poB 0 ponto de coordena(das%).

AB =B-— A. As coordenadas déB séﬁ, %) - (4, - %) = (—4,4)
m=- = 1=y

Vejamos agora a derivada da fungao .

g@ = (a2) — (Vo) = fx2a-gln =g -5b 5 gw-2-f-]
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116.

a) (J-9)@)=r@-g@=-1-2- LU
B) (7 % 9)'(4) = F0) x o@) + SO x g (4) = = 1x (§ = VA) + (=) x| = - €
2\ (LT T
Y o S @xg@-F@xd (@) _ (Vi) (3 _
0 \v)W (D) 2 Y
(1)
(_1)X2_(_%)X£ 33
- 22 — 32
d) (7%)(4) = 3 2(4) % f/(4) =8 x (FA)P x f(4) =3 () x(-= - 1L
Comecemos por determinar a imagen2de por meiardg@df . f(2) = —3x2+1= -5
f(2)= -3
Vejamos agora a derivada da fungao .
g’(a;)z[%(:ﬁ—l—l)] :%x(x3+1)/:%x3w2:932 ; Jd(2)=22=4
g(2)= 5 (2 +1)=3
a) (f+9'2Q=r12)+d2) = -3+4=1
b) (fx9)'(2)=r(2)xg2)+f(2)xg(2)= —3x3+(—5)xd=—-9-20= —29
1Y oy (W)'xg(2)—1xg'(2) -4
o (3)@=""ar T =9
1V oy W'Xf@)-1xf(2) 3
? (F)O=""Gar o
I\ oy _ S @xg2)—f(2)xg(2) _ —3x3+5x4 _ 11
e) (g> )= (9(2))* a ) -9
) (90f) Q) =g[f2QNx f'(2) =g (=5) x (=3)=(=5*x(=3)= =75
9) (f%)'(2) =3x f2(2) x f/(2) =3 x (f(2))* x f/(2) =3x (=5 x (=3) = =225
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117. Comecemos por determinaderivada da funcag

' 2\ (2) % (m2+3)—2x(:c2+3)/  —2x2x 4
fw) = (x2+3) B (2?+3)* T @43 (a243)°
fl-n=1=71  f-V=%=3

Determinemos a equacao reduzida darreta . SéjarB osgpontos de coordenadas 3, 0) e
(0,5), respetivamente.

AB = B - A. As coordenadas déB  s@n5) — (- 3,0) = (3,5) .
me=2=g(-1); riy=g3a+5  g(-)=3(-1)+5="1%

118. a) f/(z)=2x-1 f(0)= -1 f(0)=2
Equacadoy = —x + 2

1+4/1—-4x1x (-2
Tr = o1 ( )/\.cz:<0<:>x:17i3/\x<0<:>x:—1

Jl(@) =221 J(=1==3  J(-1)=4
y= —-3x+bs4d= -3 x(-1)+bsb=1
Equacadoy = — 3z +1

b) flz)=4Ah2<0&2’—2+2=4N2<0& ©2°2-0-2=0"2<0&
=

c) y=—2x+3 m= —2
1 1\ 1 11
f(-2)=(-32) +z+2=7
11 1 7
Equacéoy = —29:-1—%

d) Para areta ser perpendicular a reta de equagdd seu declive terd que der .

1
f)=0&2r-1=0&2 =%

1 1\2 1 7
f(z)=(2) —z+2-1
A reta tem decliv@ e passa no ponto de coordaesn{d%—, %) .

Equacgéoy = %
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119.

120.

121.

2z \  2x(z4+3)—2xx1 2 2+6—2 6
a) fo)=(2y) =L _ 2eibgs

(z+3)? - (:c2+3)2 = (213)%

(=)

F(=1) = g -
y:%x+b<:> -1

Equacaoy = %:c + %

6

b) f’(x)zm;
f’(x)zl@(xfg)z:1(:>(9:+3)2:6/\x7é—3@x+3:i\/6/\x7é—3(:)
@x:—Sj:\/g

_ —6-2y6 6426 66+12
f(—3—\/6)—_3_\/g+3— N = V6+2

6426 6426 —6/6+12
f(—3+\/6)—_3+\/g+3— N 6 = —V6+2

Coordenadas dos pontgs: 3 — 1/6,,/6+2) e (—3+ /6 ,— /6 +2)

c) Nao haretas tangentes ao graficofde que sejalelas as bissetrizes dos quadrantes pares
porque:
* retas paralelas tém declive igual;
* 0 declive das bissetrizes dos quadrantes garel ;
» o0 declive da reta tangente ao grafico de fumgdo num ponto € igual & derivada da fungéo
na abcissa desse ponto;

° / — 6 !
f(x) = (13)? e Yz € Dy, f'(x) >0
m =19135° = —tg45°= —1
Fl@)=4x 2 -1} x 2z -1)=4x (22 -1 x2=8x (22— 1)
fllz)= -1 e8xRx—-1P= -1 2z-1)3= —% s2r—1= _% N

L. 1) L _ L
comdi (D)= (ext 1) o,

As coordenadas do ponto séé, 16) .

Di={reR: z>0}=R* m:tg%:TS

() 1
NN ) 2V o L1 V) ARt N IS WV
fiz) = = x - x ~ T xSz 12
f’(m)z@/\x>0<:>§:§/\x>0<:>\/§x2:3\/5/\x>0<:>

S3rt=97A >0 -32=0A2>02(2*-3)=0A2>0 &
<:>(x:O\/:c3:3)/\x>O<:>(a::O\/x:\Vg)/\x>0 sr=+/3

oo 2 2 2V
F({/3) = \/375— 78 3

6/a5
As coordenadas do ponto séd/g, _ 2 33 )
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122. Ainclinagdo dareta B0 °. m= 160 = — &9 = —\/§
fl(x)=2x-3 f’(x):—\/E@Zx—ZS:—\/g{:)x:?)_z\/g
3B\ _ (3=VBY _, 3-VB _ 96343 9-3/3 _

12263 9-3V3  6-3v/3  9-3V/3 3
- 4 - 2 - 2 B 2 -2
As coordenadas do ponto sé§_2—\/§, — %) .
123. ¢ (z)=3az*+3 g’(—l):2(:)3a+3:2(:)a:—%
g(x) = —%x3—|—3x+20
O ponto da reta que tem abcissd tem ordehada— 1) — 1= —3 gogle-1)= —3
5 (~1P+3(~1)+2c= -3 5 —3+2c= -382c= 5 Sc= — ¢
124,  f(x) =23 f'(z) = 32?
O ponto da reta que tem abci¢sa tem ordebada—3 = —1 go(fog)(l) = —1.
(fog)(1) = =1 flg1) = — 16 fla) = ~1&a = ~Tea= —1
(fog)(1)=2< f'(g(1)) xd(1) =2 flla)xb=23a’>xb=23(-1)0’xb=2&
2
<:>b:§
125. a) f'(x) =32*> -2z Dy =R
/(z) = z2—5 /: 2z x(z+3)— (95 —5) x1 _ 222 +6 2—2°+5 _ 22 +62+5
J T+3 (¢+3)° (2+3)° (@+3)°
Dg’:R\{_g} /
. / (8—2 1)
/ _ !/ _ _ — _ _ . —
J(xz) = () x /8 2:c+:c(\/8 2:0) 8 2:c+:c2\/m
/R 9. /S 971 — _ JR_o9,_ EVv82x
B (8—2%)\/8—2m—x \/8—2x _ (8—333)\/8—2:1:
- 8—2«x - 8—2x
Dy={zeR:8-22>0}=]—o00,4]

b) f(z)=0&32>-20=0&2B32-2)=082=0V3z-2=0s8c=0Ve=+>

g’(x)zO@% 0 r’+6x+5=0Ax# —3&

—6+1/36—4x1
6EVBO—dxIxD |\ g, bk

& T =
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j(x)=0«< 321 =0 (8-32)y/8—-2r=0" Nz <4&
@(8 32=0V 8—293:())/\:z:<4(:>(x:%\/8—21’:0)/\x<4@
4:)( :% 4)/\x<4<:>33:%
2
C) x | —o0 0 3 + 00
f + o] =0 [+
T — 00 —5 -3 —1 + 00
r°+6x+5 + 0 - | = -1 0 +
(z+3)° + |+ |+ 0 |+ ]+ |+
g + | 0 —(nd. | — |0 +
8
T — 0 - 4
=3 30 Porque para <4 vemqie-2x >0 , peloque
v * B o sinal da fracdo apenas depende do sinal do
82z + | + [ +1] 0 numerador.
J + | 0| — |nd.

Pag. 116

126. Sendof uma funcado polinomial, é diferenciavel Bmentéo, dado que atinge extremosem e
emb ,conclui-se qu€(a) =0 ¢(b)=0 ;portanto, b e z&Hos def’ e ndo existem
outros porquef’ € uma funcao quadratica.

Sabe-se também que:
e Vxe]|—o00,a]Ul[b, + o0, f/(x) >0 ,dado quef & crescentelemoo,al glem- oo| ;
* Vx € [a,b], f'(z) <0, poisf é decrescente €m b

127. Afuncéo f é continua e diferenciavel Bm e, mbotacumpre as hipoteses do teorema de

Lagrange, pois € continua em- 3, 1] e é diferenciave| e 3, 1[;
S()—f(=3 0+27-3
see]-31[: file)= TP = D28
fl(z)=32%*-1
f’(c):6/\06]—3,1[<:>302—1:6/\06]—3,1[<:>02:%/\ce]—S,l[{:}
7 7
<:>C::|:\/§/\C€]—3,1[<:>C:— 3

(V5 -(-V3) Vi - 3E -3

As coordenadas do ponto s{ — 1/ % 3 %)
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128. Dy,={zxe€R:1—-2*>0}=[-1,1]

po|—

Afuncdo g é continuaem-1,1] e diferenciavellemi, 1] elapto, é continua erb—

1]

e diferenciavel erﬂ| — %, 1 [; ou seja cumpre as hipétesésatema de Lagrange.
2

1 L 3
—af == 0—4/1—(— =
1 9()—g(—75 ( 2) VI 3
ee] -5l g0 - _é ) = 3 = —‘tf‘=:—4%;
2 2 2
J(x) = —2 = -
2v/ 122 V1-x?
V3 1 c V3 1
Jgd(c)= — 3 /\CE] E,l[@—TCQ:—TACE]—E,l[ﬁ
3—3c2=3cAcéE ]—%,1[@3—38298/\020/\06] %,1[@
s3=122Nce0,l[sc= 5
129. A funcéo ndo é diferenciavel @m .
- f(O+h)—f(0) . f(R)—f(0)
/ _ JAN- V) SN JN\N") JNT) v _
7(0) = fm IO o JETEEOL o S5 g/ —im, 7
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130. a) D,=R; d'(z)=2x—-322+38
Atendendo a que afuncao € diferenciaveResabemos que os extremos sO podem ser
atingidos nos zeros da derivada.

94 /2—4x(—3)x8 ~
a’($)20<:>_3$2+2x+8:0<:>$: 2><(—3§ ) v = zjélo
_ o 4
Sr=2Vzx= ——3
4
- ~— 3 2 + 00

Z — 0 + _
a N [Min | | Max | N\

2 3
(-

—22 2 4+8x2—-1=11

o

Decrescente en] — 00, — %] eerne, +o0of e crescente[em;, 2} ;geaiim
minimo relativo igual a — 22—073 em- % e atinge um maxirlativo igual d1 e . Nao
existem extremos absolutos pordiue a(z) =lim (—23) = + oo e
T——00 T——00
lim a(z) =lim (—23%) = — o0

T——+00 T——+00
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b)

d)

Dy=R; V(zr)=2—4x
Atendendo a que a funcdo
atingidos nos zeros da derivada.

Vi) =02 -4r=020*-4)=02=0Va’-4=0&

é diferenciaveResabemos que os extremos sO podem ser

Sr=0Ve= —-2Vzr=2

T — 00 —2 0 2 + o0
T — — — 0 + + +

2 —4 + |0 - | - - 10 +

b — 10 [+ 10 [ =10 [+

b N, | Min| 7 | Max | \, | Min|
B(—2)= 1 x(—2 —2x(-22+2= -2

b(0) = + x 0' =2 x 02 +2=2

b(2) = + x 21 —2x22+2= —2

Decrescente emp— co, — 2] e erfv, 2]
minimo relativo e absoluto igual a—

e crescentd en2, 0]
2 em

[2,emoc][  atinge um
2 e2em atinge um maximo relativo iguaka
emO0 . Nao existe maximo absoluto porque, por exempim b(z) = lim (lx“) = + 00.
r—+400 r—+00 4

1) xz—1x(z)’
D.=R\{0}; d(z)=1- (1) xxg (z) =1+ %
Atendendo a que afuncdo € diferenciavel eecqdominio é uma reunido de intervalos
abertos, sabemos que os extremos s6 podem sedaings zeros da derivada.

c’(x)—0@1+i B DI S P 22+ 1=0
= = o = =
equacao impossivel
— 00 0 + 00
c + | nd| +
/" |Ind.| /
Crescente em) —oo0,0[ e €l +oo[ . N&o existem extremos resatiem absolutos.

Da=R\[0}; d(x) =1+ Lxa (@)

Atendendo a que a funcdo € diferenciavel eoqdeminio € uma reunido de intervalos
abertos, sabemos que os extremos s6 podem sedatings zeros da derivada.

1

d(2)=081- 5 =067 =0622-1=0A2#£0& z ==l
T — 00 —1 0 1 + 00
2 -1 - 0O |- | - |~—-10 -
z? + |+ |+ 10 |+ |+ |+
d + 10 | = [nd] =10 [+
d I Max | N, | nd.| N\, | Min| /
1 1
d(-1)=—1+—7= -2 d) =1+, =
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Decrescente enf— 1,0[ eeno,1] e crescentd emo, — 1] [&,emoo][  atinge um
minimo relativo iguala 2 ent e atinge um maxmelativo iguala—2 em-1 . N&ao
existem extremos absolutos pord|i|rl(<)ia+ d(z) = + 0 Iien0 d(zx) = — o0

T— r—0~

e) D.=R; ¢(z)=2a°-32?
Atendendo a que a funcdo  é diferenciaveResabemos que os extremos sé podem ser
atingidos nos zeros da derivada.
dr)=02-322=02(x-3)=022=0Vs-3=0&
Sr=0vVze=3

T — 00 0 3 + o0
z? + 0 + |+ |+
-3 — — -0 +
e - 0 -1 0 +
e \. Min |
e3) =L x3_z4 3 g
Decrescente emp— c0,3] e crescente €Bn + oo| ; atinge immmrelativo e absoluto

iguala — 6 em3 . N&o existem maximos relativas absolutos.

(22) % (z2+1)—2ax (22+1)"  2x(a?+1)—2zx2z
_ . ! _ _ _
f) Df - ]R7 f (.CC) - (1:2_'_1)2 - (£2+1)2 -
20242422 2-222  2(1—2?)
(@+1)" @241 (241)

Atendendo a que a funcdo € diferenciavelResabemos que 0s extremos s6 podem ser
atingidos nos zeros da derivada.

2(1—2?) 2(1—z)(1+4x)

fl(z)=0< (211)? 0 @2 +1)? 0e2(l-z)(l+2)=0s=x

T — 00 -1 1 + 00

2 — 222 — 0 + 0 —

(z* 4+ 1) + |+ + |+ [+

f! — 0O |+ |0 —

f N | Min | 7 [Max | N
f-n=200 )= 2 1

(_1)2+1 ) 12+1

Decrescente emp— co, — 1] eerl, +oo[ e crescentd en, 1] ;geatim minimo
relativoiguala —1 em—1 e atinge um méaximo retatgual al em . Dado que

. 2 2 2z

im_f(z) =lim ] = lim m—x :;cleOOT =0 elim f(x)=lim -3 =0, estes

extremos sao absolutos.
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9)

h)

(z) x (22—1)—zx (:1;2—1)/ o Ix (22—1)—zx2w

D, =R\{—1,1}; g(z) = (z2—1)? B (22-1)° -
oa?—1-222  —1-2?  —(2*41)
(@2-1)* (221 (a2-1)°

Atendendo a que a funcgo € diferenciavel eoqieminio € uma reunido de intervalos
abertos, sabemos que os extremos s6 podem sedatings zeros da derivada.

2
o) — B G I 2 _
equacéao impossivel

T — 00 -1 1 + 00

(22 - 1)° + 10 |+ |0 |+

q — nd.| — nd.| —

g N ond | N, | ndo | N
Decrescente emi— oo, — 1] ,efin—1,1[ e e, + oo ;  Nao existeraraps relativos

nem absolutos.

/

x2—4)/><(x—1)2—(:1:2—24) x((z—1)%)
((z=1)°)

Dy =R\{1}; ()=~

C 2ax(@-1)°—(@"—4)x2@-1)x1  (z=D[2z(z—1)—(2?—4) x2]
a (z—1)" a (z—1)*
202222248 2248

(z—1)° o (e1)
Atendendo a que a funcdo € diferenciavel eoqideminio € uma reunido de intervalos
abertos, sabemos que os extremos s6 podem sedatings zeros da derivada.

W (z) =0 % —0e —20+8=0Az#£lor=4

T — 0 1 4 + o0

—27+8 + |+ |+ 10 |-

(z —1)° - o |+ |+ |+

h' — nd.| + |0 —

h N | nd | | Max| N\,

_ 444

Decrescente emi— oo, 1] , e eph, + oo e crescentglefh ; atingedximo relativo

4 : x2—4 . z?
2 _lerDoon—2:U+1 —JLHJOC x? le

2
. xr~—
lim

igual a 4 em 4. Dado quen h(x) = lim (o-1)

3

{EQ—

lim h(z)=Iim 5 = 1, este maximo € absoluto.
T—+400 T—+400 (I— )

N&o existem minimos relativos nem absolutos.
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(5172+4)/ 2z
W a2+4  2/a2+4 a2+

) D =R; i (z) =

Atendendo a que a funcéo € diferencidvelResabemos que os extremos s6 podem ser
atingidos nos zeros da derivada.

i(z) =0 \/;Q—HZO@Q::()

x — 00 0 + 0o
T — 0 +
r?+4 + |+ |+
i’ — 0 | +
i . | Min|
h(0) = /4 =2
Decrescente emi— o0,0] , e crescente[@mt- oo| ; atinge unmmirglativo e absoluto

iguala 2 em0O . N&o existem maximos relativas adsolutos.

) Dj=R; sex<l1 7 (z) = 3%
ser > 1 J@)=2(x—-2)x1=2x—-4
_ - BT J(x)—j(1) :
sex =1 J(1) = 1'1“,1 -~ (caso exista)
. j(z)—4(1) R | , (x—1)(22—2+1) . 5
lim =lm —— = |im =lim — 1)=1
z—1-  x—l z—1- =1 (%) 251- z—1 ;Hr(x r+1)
: Jlz)—4(1) T (m—2)2—1 T x2—4x4+4—1 . 2 —4 x+3 .
lenl]+ x—1 _J!EQ+ z—1 _JIEL z—1 _lILTL )
. —1)(x— .
lim {z=D@=3) =lim (z—-3)= —2
x—1t r—1 rz—1*t

Nao existelim a)=y). pelo que a funcgo nao admite deripadar = 1.

r—1 T—

3 x? ser<1

Entéoj’(:p) - {Qx —4 sex>1

sex <1l jz)=0&322=0Az<1lez=0
sex>1 j(x)=02x—4=0"Nax>1cx=2

Por outro lado sabemos que € continu®em (guarp< 1, quer para > 1 trata-se de
restricdes de funcdes continugd,) = Iirr11 jz) = |iIT11 (%) =1,
T—1" T— 1"

lim jz) =lim ((z —2)?) = 1

0
' 0
j _ Max | . | Min
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3(0) =0 j(1) =1 j(2) =0
Decrescente e, 2] , e crescente]enro, 1] §2em oo ; atingeinimo relativo igual
a 0 em2 e existe um maximo relativo igudl a lenNao existem extremos absolutos, pois

lim j(x) = lim 2= —o0o e lim . j(x) :|ir51r (r—2)%) = + 0
* 1 0 0 1
—1 —1 1 -1
|1 -1 1[0
*) z= == 126;14X1X3 @x:—4§2©x:1\/x:3
Pag. 118
131. Dy={zeR: f'(z) >0} =]—o00,q]
132. Falso; dado que f’ é positiva em 6] , torse quef é crescente nesse intervalo e,
portanto, f(4) é menor do qu&5)
133. |z | —4 -3 2 3
fl + + 0 + 10 — | n.d.

f | Min / Max | \, | n.d.

Uma vez qug é diferenciavel no seu domifiio, néicoa.

A fungcéof é crescente em- 4, 2] e é decrescent@eBh atinge um maximo relativo e
absoluto em 2 e atinge um minimo relativo em . Nsdpode concluir quanto ao minimo
absoluto, sabe-se apenas que a existir ser& dm

134. a) |z | — 0 2 + 00
f! + |0 - | 0 |+
f /" | Max | N\, | Min|

Uma vez qug € diferenciavel no seu domifiio, orgicua.

f écrescente ef—o00,0] e € +oo] e édecrescenf@ 2m pois ,a funcdo é
continua eVz € | — 00,0[U ]2, + oo, f'(z) >0 &z €]0,2[, f'(z) <0 f atinge um
maximo relativo enf) e atinge um minimo relativo2m

b)
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135. ) f(z) <53+ <560 2<06 2L <0sre]-o00,0[U[3, +oof

x — 0 0 3 + 00
6—2x + + |+ 0| -
T — 0 + |+ | +

6—2zx

- — |nd |+ | O] —

_ / _ 6 . / _ 3

r y——Tx—l-b, 6:—% X24+b&s0=9
yz—%x—i—Q

c) Jx)=2>—-62+8

+4/36—4x1
6 36—4x1x8 P 62

Jx)=02>-62+8=0& = Sr=2Vz=4

2x1 2

r | —o00 2 4 + o0

q + |0 - 0 | +

g | Max | N\, | Min|

11 1 11

- 11
CxAD Ax =3 22

C(4,0) Apacy = 5 = —5>— = =-(ua)

Pag. 119
d)
'\‘\..

il 314 x

As solugbes da equacag(xz) = g(x) sdo as abciesgmdtos de intersecao dos graficos
das funcbeg @ . A solucdo positiva da equagéegdondada as centésimas, &
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136. a)

b)

137. a)

Designemos pai  a altura, em decimetros, da caixa.

............

X a

................ "
V = 500 dm?
2 xa=>500<a= %
Area da superficie da caixa

3
=r’4+4dxrxxa=x44xzxX ZLQO =24 22300 =2z —1—5000 comz > 0
3 23+2000) x 2— (2342000) x ()’
X X

. 323—22-2000  223-2000
- 2 - 2

Atendendo a que afuncdb € diferenciavel e qienuinio € um intervalo aberto, sabemos
gue os extremos sO podem ser atingidos nos zemsrdada.

Alz) =0 o 21'3;# — 0 22% 2000 =0 & 2% = 1000 & 2 = 10
T 0 10 + 00
2% -2000| — | — | 0 | +
x? 0 + + +
A nd.| — 0 +
A nd.| \, | Min| /

A funcé@o tem um minimo relativo e absoluto para 10. Sex = 10, a = % =5

As dimensfes da caixa que tem menor superfioiélsdm porl0 dm pod dm

P(xz,g(z)) comz € R.

Designemos por a fungcédo que a cada ponto dicgidég faz coresponder a soma das suas
coordenadas.

s(r)=z—2*+4r+3= —2°+5x+3 D, =R

s(x)= —2x+5 s’(m)zO@—2x+5:0@x:g
r | — o0 % + o0
s + 0 -
s /I Max | N\,
s tem um maximo relativo e absoluto para % . O palatgrafico deg cuja soma das

coordenadas € a maior possivel é o ponto de camideé%,g(%)) = (%, %)

5 52 5 27
9(7): —(5) +4X§+3=T
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b) P(z,g9(x)) comz >0 eg(x)>0

Designemos pgr  a funcdo que a cada ponto dogidég faz coresponder o produto das suas
coordenadas.

pr)=az(—2*+42+3)= — 23 +42°+3x
={reR:2>0Ag(x)>0}={zeR:2>0A —x2+4x+3>0}(f)]0,2+\ﬁ[
p(z)= —32°+8x+3
P@)=0& —322482+3=0A2€]0,2+/7[ &
—8+4/64—4x(—3)x3

—8£10

Sz = (3 nNeel0,2+VT[er="—"5"A1€]0,2+/T[&
<:>(:c:—%\/x:3)/\:c€]0,2—|—\/?[<:>x:3

z | 0 3 24+/7

P | nd | + 0 — n.d.

p | nd.| 7| Max| X\, n.d.

p tem um maximo relativo e absoluto para 3 . O paittgrafico deg que pertence ao
primeiro quadrante e cujo produto das coordenadaéxémo, é o ponto de coordenadas
(3,9(3)) = (3,6); g(3) = —3*+4x3+3=6

—444/16—4x(—1)x3 —44+/
(*) —2*+4r2+3=0ca= \/2><(—1<)( )x @xzﬁ@

ST = _4i2\/_ x—2—\[\/x—2+\[

Vk

0
2 7 2 +\W7

=—z’+4z 4% 3

<

2
138. a ) Aabcissadel pertence ao intervalo4,1] . Rag[—4,1] f(z) = —= *~10¢° 172428

10
Parar € [~ 4,1[ .f'(z) = 75 x (—a® — 1022 — 17z + 28) =
1

:ﬁx(—3x2—20x—17)
f@)=0Aze[~41[& 15 x (~322—202 —17)=0Az e[~ 4,1[&
& —322-200 —17T=0Az€|[—4,1[&

20-£+/200—4x (—3)x (17

20+14 [

33:_—6/\336

—4,1[(:)(x: —1vae= —%7)/\1'6[—4,1[@1:: -1
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Fi(—4)= % X(=3x (—4)? =20 x(—4)—17) = %
_(—4)3—10>< (_4)2—17>< (—4)+28 _

f(—4)= 10 0
£(1) = —13-10x 112—17>< 1428 _

T —4 -1 1

f % + 0 — | n.d.

10 JIMax| [ o

A abcissadel é- 1

231022172428 _

a) f(1) :x'erl[f(lf) :xlifl‘, — 10 0
. o 3@ —2x+1) ﬁ. 3(z=1)* . 3@-1) 0 _
lerrl]+f(x) _J!TL xz?—1 _J!TL (x—1)(z+1) _JCLmﬁ 41 — 2 =0

Logof é continua no ponto

ag) Dy € um conjunto minorado, logo a existir assintataziontal, tal s podera ocorrer quando
tende parat oo .
: 322 =22+1) :
aﬂToof(x) _‘IETOC z?—1 Jl—l>r-ir-]oc z?—1 T—+00 x?
Equacdo da assintota horizontal= 3

1318

b) Parar > 1 ,f'(z) = B(x® 224 1)] x(2°-1) = [3(2" —22+1)| x (22 —1)

(a2—1)*

[322—2)]x (22—1)—[3(z®—22+1)| x2x B 6(z—1)x (z2—1) =6 z(z? -2 z+1) B
- (22—1) - (22—1) -
6= 1)’x(z+1)—6x(z—1)%  6(=—1)°x[(z+D)—2] 6

(z=1)*(z+1)* T (=) (@41)? ) T (a1

= 1'0) = i = % pa = S 3
yz%x%—b, %:% ><3+b<:>b:%

3 3
VSRS .

™
/ \”'r /_/""_

1

O ponto tem abcis<a 82
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139. a)

b)

140. a)

b)

f(6) =03 A(6,0);

Se aabcissade for vem que as coordenaddsdeio(1, (1)) = (1,10) .
f()y= —=2x(-=5)=10

As dimensfdes do retangulo sefdo (abcissh de osvaditissa d€ ) pad

Se aabcissade fr vem que as coordenaddsdgio(2, f(2)) = (2,12) .

f2)= —3x(—4)=12
As dimensdes do retangulo seddo (abcissé de osvaitissa d€ ) pae

f(6) = 0; A(6,0); P(z, f(z)) = (z, = (x +1)(z - 6))
Ax)=6-2)x[—(z+1)(z—-6)]=6-—2)(z+1)(6—2) = (6—2)*(z+1) =
=B6—12z+2%)(x+1) =362 — 122> + 23+ 36 — 12z +2? =23 — 112° + 242 + 36
comz € |0,6].

Alx) =32 —22x+24

Ar)=0e32>-222x+24=0Az€]0,6[ =

22++/484—4x3x24 22414 4
x = 553 ANz el0,6ler="""ANrel0,6ler=—+
z | 0 o 6
A | nd.| + 0 — | n.d.
A | nd| 7 | Max| \, | n.d.
A area é méaxima para= %.
FB=4-—ux; BC =22+ & BC = /22 + 4 comz € ]0, 4]

p(z) =15 x (4—2)+25 x /22 +4 =60 — 15z + 25y/22 + 4

21 251

/ :—1 :_1 P
P (x) 5 +25x W 5 + =

25z 25z
/ = —1 = :1 1 2 =
P(x)=0«< 5+ o) 0< o] 5 15Vt +4=25z &

& 3y/2? + 5:1:(<:§9:c +4)=252% < 252° — 922 = 36 < 162° = 36 &
36

&2’ = 6= 5(*) (*) porquez € 10, 4]
T 0 % 4
P | nd| — 0 + | n.d.

p | nd.| X\, | Min| ~ | n.d.
O preco de colocacao da conduta é minimo:pafa% = 1,5 sto éise a conduta segRib
ao longo do muro.

km
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141. @) 155 + ?%6 —1e iz + ?é—Q =1; Comprimento do semieixo maidf
Comprimento do semieixo men6r:

Designemos por a abcissa do pafto € ]0, 10]

(aw]

2y 2 2 _ 2 _ 3600—362" _ 4 V/3600—362”
100-1-36—1(:)361: + 100 y* = 3600 & y* = 100 & y==+ 10
36(100— 2?) 6y 100— 22 3v/100— 22
SysETqg o SsyEETg s vEET s
A/ _p2
ComoP pertence ao primeiro quadrante as coordsreP séo(:c, %)

\/ _p2 A/ _ 2
A(x) =2x X 6 1%0 z _ 122 éOO L :%x\/m
!/
Az) = 22 (z /100 - 22) = 42 ((az)’ x V100 = 22 + 2(V/100 — a2) ) =
_ 12 (0= 2 i _ 2 ( Sioo— = Q_w_Q)

100— z2
A()—O<:> (\/100—:62 \/7)—0@\/100—332 \/7
& /100 — 22 = \/7(:)100—x =22 e222=100 22 =50 = /50 &

100— z2
&z =05\/2 (porquer € 10,10[)

z | 0 5v/2 10

Al nd.| + 0 — | n.d.
A |l nd| 7| M&x | \, | n.d.

A area € maxima para—= 5\/5 e nesse caso as coordenadaB de sé&o

(5\/— 3\/100 50 ) (5\/— 15[):(5\/5,3\/5)

A/ _ 2
b) p(x)=4x+%z4x+l5—2\/100—x2
p’(l‘)=4+£i=4—12—$
5 24/100— 22 5\/100 z2
12z 12z
=04 - —F/——— 5 =4 201/100 — 2=122 &
P(z) 5V/100—22 7 5v/100— o .

& 5/100 —22 =32 & [25(100—33 ) = 933 & 2500 — 2522 =92% &

x €]0,10
) o 1250 /1250 _  25\/2 _  25\/34
& 3427 = 2500 & 2 = 17 = \/ﬁ S = \/ﬁ S = 17

( porquer € ]0,10])

0 251\4374 10
p | nd | + 0 — | n.d.
p | nd| Méx . | n.d.
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251/34

O perimetro € maximo pata= e nesse caso as coordenadaB de sao

17
1250 450
25¢/34 3/ 100——77~ 25v/34 3V a7 |
17 5 - 17 7 5 -
15+/34
[ 25¢/34 3X 1\47 [ 25v/34 934
- 17 5 - 17 17

Logo, o retangulo que tem maior area ndo é deyuanaior perimetro.
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Estatistica

Pag. 122
1. a) Funcional
b) Estatistica
c) Estatistica
d) Funcional
e) Estatistica
Pag. 123
2. a) Variavel explicativa:numero de pessoas. Variavel resposta:intensidade do ruido.
b) Varidvel explicativa:altura. Variavel respostanelhor marca pessoal
c) Variavel explicativaguantidade de acucar Varidvel resposta:aumento da massa gorda.
d) Variavel explicativanumero médio de horas semanais dedicadas ao estMdoiavel resposta:
média das classificacdes obtidas
e) Variavel explicativa:massa. Variavel respostajuantidade de vitamina C.
3. @) (zy) = ((23, 2),(20,3),(19,7), (15,6), (11,7), (11, 11), (10, 11), (9,11), (10, 13), (10, 15),
(8,14), (8, 15), (8,15), (6, 14), (6,18), (6, 18))
b)  (m,s) = ((58, 18), (54, 20), (57, 25), (42, 26), (43, 33), (40, 44), (41,41), (25, 35), (39, 37),
(30,35), (21, 35), (28, 42), (23, 37), (19, 33), (28,59), (21, 49))
Pag. 124
4,
)
S|
ol 1 X
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5. a e =y —(ar;+b) =10—(—2+12) =0;
ea=1ys— (axa+0) =7—(—4+12) = — 1;
es=vys— (axz+b) =5—(—6+12) = —1;
es =y —(axy+b) =5—-(—8+12) =1
b) e +e+e3s+eu=0-1-14+1= —1
Pag. 125
6. T—06o $1+w2+%3+w4+$5 — 6o 4+9+15+6—|—w5 — (e 20—%—m5 — e
&S 20425 =30& x5 =10
es=ys— (ax5;+0) & —2=9y; —(2x 10+ 3) & y; =21
7. a) T= :c1+:c2+$53+$4+$5 _ 3+4+65—|—7+10 -6
g= Wttt _ 24243 g C(6.3)

b) Como3=03x6+12, aretapassa pelo poito

c) A soma dos desvios verticais € igual a zero sese soreta passar pelo centro de gravidade da
nuvem de pontos. Como vimos na alinea anteridiagpassa:  pelo pont® , logoma dos
desvios verticais dos pontos da nuvem em relacétaa € zero

d) e1=y —(az1+b) =2—(0,3x3+1,2) = —0,1;
es =1y — (axs+b) =2—(0,3x4+1,2) = —0,4;
es=ys— (ax3+b) =3—-(0,3x6+1,2) =0;
es=ys— (axy+b) =4—(0,3x7+1,2) =0,T,;
es =ys — (ax; +b) =4 — (03><10+1,2)——0,2

€1 +ey+e3+e4+es5 -0,1-0,44+0+4+0,7-0,2=0

8. T=6Ay=2 r:y=0,8x+b
Cer 2=0,8x6+bsb= —2,8
cy=0,82—-2,8

.
e =y — (ax; +b) =7—(0,8x10—2,8) =1,8

pag. 126
9. a) T $1+$21$3+$4 — 2+316+9 =5
7= y1+y21y3+y4 — 2+4Z4+6 =4 C(5,4)

b) r:y=ax+b
Como areta passapeloporio vemgueax5b+b<sb=4—-5a
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10.

c) er=y1—(ax1+b) =2—(ax2+4—5a) =3a—2
eo =y — (ax2+b) =4—(ax3+4—5a) =2
es=vys— (axz+b) =4—(ax6+4—5a) =
e, =ys— (axg+0) =6—(ax9+4—-5a) = —4a+2
d e =Ba—-2)7°=9ad>—120a+4; e3 =4a*
e3 = a? 2= (—4a+2)°=16a>—16a+4

e+eiteite’=9a>—-12a+4+4a*+a®>+16a* —16a+4=30a*> —28a + 8

e) e%+62+e3+e4 =30a®>—28a+8 = 3t 08 ci
_ 28 8 9o 14 4N\ y=30x-28x+
14 4 14
:30(a (%) 15~ () ): 22/15}-3
14 4 14 \2 5
:30((a 30) ﬁ‘(_O)):
i
_ 20 TV A (1)) _ o115 x
= (a 15) +15‘(15) =
7\2 , 4 7\2 7\2, 4 49
:30((a 1_5) +ﬁ_(ﬁ) ):30<(“_ﬁ) t15 T 225)
7\2 | 11 7\2 | 22 7
:30( ﬁ) +2—5>:30(a—ﬁ) + 15 Minimo paraa = 15
f) r:y=ax+b

_ Titwotastastaostwetartaes _ 104124448419417+2343 — 192

8
7= y1+y2+y3+y44§y5+y6+y7+y8 _ 3+6—2+3+183+10+16—1 -6

gl

S Eiyi=10x34+12x6+4x (—2)+8x3+19x13+17x10+23x16+3 x (—1) =
=1
=900

Soxf =107+ 127 442 + 8 + 192 + 17 + 23% 4 32 = 1512

=1

S8, =3 (x; — T)* = Ya? — nz = 1512 — 8 x 122 = 360
i=1 i=1

xX; i—nf_
. 1:21 Y Y _ 900 —8x12x6 9
- SS, - 360 10
= om 9 I
b—y—ax—6—10><12— 5
~ . . 9 24
Equacéo reduzida da reta de minimos quadr@dﬁsﬁ T— "5
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11. a)

b)

c)

d)

35

30

25

20

0 T

T T T
5 10 15 20 F

O coeficiente de correlacao linear associado aagstestra € um valor proximo de- 1

izzlxiyi o o =2 = o 2
"= /85,585, S8 = i — nw S5y =2u7 —ny
T 1 1= 1=
v |y | @ |y | mixy

4 | 34| 16 | 1156 | 136
71 28 | 49 | T84 196
26 | 81 | 676 234
11| 15 | 121 | 225 165
12| 12 | 144 | 144 144
171 5 | 289 25 85
soma| 60 | 120 | 700 | 3010 | 960

O OY = | W N =
Nej

:U1+:1:2+:1:3—ga:4+335+936 _ 6(? 10; j = y1+y2+y3—gy4+y5+y6 _ 1260 — 920
’

gl

S8, =Y a7 — nz®> =700 -6 x 10> =100; S8, = >y} — ny” = 3010 — 6 x 20°> = 610
1=1 1=1

X; Y; —nTyY
- 1:21 Y Y _ 960 —6x10x20 _ —240 —0.97
NEERSED v/100x 610 104/610 ’
Y TiYi —nTY
=l =240 12 = — 12 .
a= S5, =400 = — 5 b=y—ax =20+ 5 x 10 = 44
Equacéo reduzida da reta de minimos quadragles: — 15—2 x+ 44
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12. A— 0,99 B - @ C— &5

Pag. 128

13. a) ||« ||2 = (2, — %) + (22 —7)° + (z3—7)° = 58, (recorda quUes S, = Zn:(:ci — f)2)

i=1
|7 = -9 +0-9"+ -7 =85S,

S INER\{0} : W = \u &

S INER{0}: 02— B-0)=A(11-7,152-7,13-7) &

S INER{0} : =T =AM21 =) AN o =G =Na2—7) Nz —7 =X23—7) &
S INER\{0} : h =T =221 — AT A o —GJ =AT2— AT ANys—y = w3 — AT &
S INER{0} : 1 =A21+ T AT A 1 =A22+7 — AT Az =Aa3+7 — AT
Seja t aretade equacdp= Az + (¥ — \T).

Tem-se entdo que:

N=Ar1+7y — AT & Pi(r1,y1) €1

Y =ATo+ Y — AT & Po(xg,y2) €1

Ys=Ar3+ 7 — AT & P3(w3,y3) €1

Portanto, opontos P, , P, &%  sao colineares, pois pemengdos a uma mesma reta.
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a)

b) Os pontos da nuvem parecem estar mais ou menbs@dis, pelo que parece existir uma
associacao linear forte entre as variavais f. e

c) r=0,984. Como o coeficiente de correlagcéo lineanévalor proximo de 1, esta confirmada a
existéncia de uma associacéo linear forte entdeias variaveis em estudo.

d) f=104m + 2,02

e) 1,04 x76,9 + 2,02~820

f) 828-820=08
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