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Propostas de resolucao dos exercicios do Manual

Tema 1 | Trigonometria e Fungoes Trigonométricas
Atividades «Sera que...?»

Pag. 11

_ Propriedades fundamentais

4
senB 5 4 5 4
a =—=—)(—=—' t = —
)cosB 3 53 3 gp
5
Portanto, th:SCHB.
cos 3

» > (4Y (3 169 25
b) (sen ) +(cosp) =(§j +(§j :2—5+2—5:2—5:1

Portanto, (sen [3)2 +(cos [3)2 =1.
De um modo geral, tem-se, para qualquer angulo agudo « :

sen o

e tgo=
cos a

e (sen (x)2 +(cos (x)2 =1

Pag. 14

; Estabelece uma conjetura

Considera, por exemplo, o seguinte tridngulo:

Tem-se:
sen A sen 50°

~ 0,108
a 7.1

sen B _sen 70°
b 8,7

sen C  sen 60°

~ 0,108

~ 0,108 4

% em

c
Somos naturalmente conduzidos a conjeturar que:
senA senB sen C

a b c
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Exercicios propostos

Capitulo 1 | Extensao da trigonometria a angulos retos e obtusos e resolugdo de triangulos

Pag. 10

1.
a) O triangulo [ABC] é retanguloem C por ser um tridngulo inscrito numa semicircunferéncia e o

lado [AB] ser um didametro dessa semicircunferéncia.

b) Tem-se:

® Cos 0(21—2@%:%@2_—2:%@%:24

e AC? + BC? = AB? & 242 + BC? = 26%> & BC? = 26% — 24> & BC? =100 © BC = 10
Entdo, vem:

Area pedida = 4rea do semicirculo — drea do tridngulo [ABC] =

mx13%2 ACXCB 169m 240 169m . ,
= — = - = 120 unidades de 4area

2 2 2 2
Pag. 11
2sen x cosx 2sen x cosx 2sen x cosx 2sen x cosx sen x
. = = = = = tgx
1+cos?2x—-sen?x  1-sen?x+cos?x  cos?x+cos?x 2cos2x cosx
Pag. 12
3.
a) Tem-se
BC —
osenx—:@senx:T@BCzsenx
DC -
@ COS X =— S COoS X = < DC =cos x

e AB? = AC?> + BC?* & AB? = (1 + cosx)? + sen?x & AB? =1+ 2cosx + cos? x + sen? x &
© AB? =1+4+2cosx+1 e AB?> =2+ 2cosx © AB =+V2 + 2cosx

Entdo, vem:

Perimetro do triangulo [ABC] = AD + DC + BC + AB =1+ cosx + senx + /2 + 2 cos x

Fotocopiavel © Texto | MVT 11



b) Tem-se:

2
3 1 1 25 16 4
o(—) +1= & —— ==& cos?x = —; portanto, cosx = -

4 cosZx cosZ x 16 25 5

2
4 16 9 3
° sen2x+(g) =1 sen’x = 1—E@sen2x=z; portanto, senx = ¢

Entdo, vem:

Perimetro do tridngulo [ABC] =1 + + + fZ +2 >< = f \/_X\/_

_ 12+y/90 _ 12+3v10

unidades de comprimento

5 5
Pag. 13
Eﬂ%%%¥ﬁf—2wﬁ4y+¢gﬁ°=f%§g§—z(§f+4,;ﬁzﬁ—z l1=
;
=%—1+1=1
5. Tem-se:
B

BogisreX=1eB=1c t=1g60° =3 AC=13

Entdo, vem: BC = AC —AB =+/3—-1.

Pag. 15

6. Tem-se, de acordo com a lei dos senos:

senC _ sen8Z , sen ¢ = 22518 qen( ~ 0,785 ; portanto, C =~ 51,7°.
42 5,3 5,3
A ~ 180° — (82° 4+ 51,7°) = 46,3°
send _ sen82 o, BC = 2250493 ortanto, BC ~ 3,9.
C 5,3 sen82
Pag. 16

7. [sen90° + sen 170°]? + cos? 10° = [1 + sen (180° — 10°)]? + cos? 10° =
= (1+sen10°? + cos?10° =1+ 2sen10° + sen® 10° + cos?10° =1+ 2sen10°+ 1 =
=2+ 2sen10° = 2(1 + sen10°)
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8. Seja x a medida do comprimento do lado desconhecido do triangulo.

Tem-se, de acordo com a lei dos cossenos:

x%2=3%242%2-2x%x3x%x2xXcos 20°= x%2 =13 —12cos 20° © x =13 — 12 cos 20°
Portanto, x = 1,3.
Entdo, vem:

Perimetro do triangulo = 2 + 3 + 1,3 = 6,3 unidades de comprimento

Pag. 20

9. sen 150° X cos 120° + sen 90° — cos 90° = sen (180° — 30°) X cos (180°—60°)+1 -0 =

° % (— ° =1e(=1 1,23
=sen 30° X ( Cos60)+1—2><( 2)+1_ 4+1_4

10.

a) Tem-se, de acordo com a lei dos cossenos:

42=62+32—2><6><3><cosA<:>16:45—36cosA<:>cosA=§,~ portanto, A ~ 36,3°.

32=62+42—2x6><4xcosB(:>9=52—48cosB=>cosB=:—Z; portanto, B =~ 26,4°.

C ~ 180° — (36,3° + 26,4°) = 117,3°

b) Tem-se, de acordo com a lei dos cossenos:

BC? =92+46,32—2x9x 6,3 xcos 23° < BC? = 120,69 — 113,4 cos 23° &
& BC =+/120,69 — 113,4cos 23°

Portanto, BC =~ 4,0.

Tem-se, de acordo com a lei dos senos:

senB sen 23° 9 sen 23°
= & senB =
9 4 4

Portanto, B = 180° — 61,5° = 118,5°.
C ~ 180° — (23°+ 118,5°) = 38,5°

< senB = 0,879
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h>|
o)
+
U;||
Q

11. A 4rea da regido colorida é igual a

Tem-se, de acordo com a figura:

e amplitude do dngulo ABC = 180° — 3(;00;

e amplitude do angulo ABE = 180° — @ —90° = 700;

og:—i—cos(n7 )(:BE BA><cos(2 00)(:)

(:)BE—ZXCOS( )<:>BE~1564

o';k:i=sen(277)@AE BA><sen(2 )@AE—ZXsen( )(:AE~1267

e AD =2 X AE + 2 ~ 4,534
Entao, vem:

AD+BC B ~ 25%3%2 . 1 564 ~ 5,1 unidades de area

12. De acordo com a figura, tem-se, aplicando a lei dos cossenos no

triangulo [ABC]:

2 2 2
V10T =3 +V12 —2xV/3 x V12X cosA &
<:>10=3+12—12cosA<:>cosA:15—2

Entdo, vem:
2A+ 2A=1 ZA+ 25 =1 24 = 119
=le —=1l& =

sen cos sen 144 sen 122
Portanto, senA = 1—19.

12
Tem-se: sen A = 2F & Y119 _ BP p = Y357

AB 12 V3 12

Entao, vem:

N 357
) Vizx¥22l Azx3sy
Area do tridngulo [ABC] = ACXBP _ 1z o V12X357

2 2 24
VAX3X3x119 6V119 119

= = = unidades de area
24 24 4
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13. Aplicando a lei dos cossenos no triangulo [ABC], vem:
AC? = AB? + BC? — 2 X AB x BC X c0s50° &
& AC? = 2500 + 1225 — 2 X 50 X 35 X cos 50° & AC? = 1475,24
Portanto, AC =~ 38,41 m.
Aplicando a lei dos senos no triangulo [ABC], vem:

sen 50° sen CAB CAB 35 X sen 50° CAB ~ 07
= Pt el ———— g ~
3841 35 sen 3841 sen ’

Portanto, CAB ~ 44,4°, pelo que se tem DAC ~ 80° — 44,4° = 35,6°.

Como o triangulo [ADC] é retangulo, vem:

R AD AD _
cos DAC = =— & cos 35,6° = < AD = 38,41 X cos 35,6°
AC 38,41

Portanto, AD =~ 31 m.

Pag. 23

14. Aplicando a lei dos senos no triangulo [ABC], vem:

senB senC sen52° sen81° __ 9,4 Xsenb52°
= & —— = A C=——9——
b c AC 9,4 sen 81°

Portanto, AC = 7,5 .

O triangulo [ACD] é retanguloem C.

Vem, entao:
cD . __
tg35° == & (D = ACtg35°
AC

Portanto, CD ~ 7,5 X tg35° ~ 5,3 m.

Pag. 27
15.
a) VB cos 60° - sen45° + 25en30° + tg45° = VBx 2 x Z 4 2x 2 +1="104141=3
23004 B —gx(B) + B ogxdiBozya=
b) 9tg? 30° + =9 x () + R =9XI+E=342=5
2
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16.

a) (senx — cosx)? + 2senx 'cosx =1 &

2

& sen®x —2senx - cosx +cos?x +2senx rcosx =1

2

& sen? x + cos? x = 1, o que é verdade para qualquer angulo x

2 2
sen® x senx 1—cos“ x senx
b) = =l+sax ©
1-cosx tgx 1-cosx
Cos x
1—cosx)(1+cosx COosXx .,
= X ) =1+senx- S 1+ cosx =1+ cosx, oque éverdade para qualquer

1-cosx

angulo agudo x

17. Tem-se:
2
3v13 9x%x13
cos’x+senx=1cos’x+|——| =1 cos?x + =le
13 132
2 9 2 4
S cos“x+—=1Scos“x =—
13 13
_ |4 _ 2 _2V13
Portanto, cosx _\/;_\/ﬁ__13 .
Entao, vem:
3v13
senx ~13 3
tgx = = —_— = —
cosx 2+/13 2
13
18. Tem-se: AC = AD + DC
a) tg52° =22 & AD = —— < AD = —2
4D tg52 tg52
to 42 BD be BD be 13,2
== == =4 =
: C tg42° tg42°
Ent3o,
AC=4AD +DC = =2 + B2 ~ 2497 cm
tg52°  tg42°
b) tg52° = == & BD = AD x tg52° & BD = 12 X tg52°
tg42° =22 & DC = 22 & DC = 2852 yortanto DC ~ 17,06 cm
DC tg 42 tg 42

Entdo, AC = AD +DC = 12+ 17,06 = 29,06 cm .
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19.

a) Tem-se: cos?a+sen‘a =1 cos?a+04? =1 cos?a=1-0,16 © cos?a = 0,84

Portanto,
84 _ Ax3x7 _ 2421 21
cosa= [—= =—=—
100 10 10 5
Entdo,
¢ __sena __ i 20 24/21
84 = osa V21 T 10421 21
5
b) Tem-se:
%:sena@m:ﬁsena@mz 15 % 0,4 © RQ = 6 cm . Entdo, PS = 6cm.
PQ 5 x Y21 V21
ﬁ—cosa@PQ PRcosa & PQ =15 Xx~— & PQ = 3v/21cm
20. Tem-se:
tgBAC == @ tg BAC = — = & tg BAC = = ; portanto BAC =~ 26,565°.
B 13
tg BAM = = © tgBAM = 2— = tg BAM = - ; portanto BAM ~ 14,036°.
Entao, vem:
Amplitude do dngulo o = BAC — BAM = 26,565° — 14,036° ~ 12,5°
21.

a) Area do triangulo [ABC] =

ACBH _ (1+HC)xBH
2 2

Tem-se:
sen60°—g W=_Csen60°@ﬁ=2x§=\/§
cos60°—g; HC = BC cos60° & HC = 2 x%: 1
Entao,
drea do tridngulo [ABC] = (HH?XBH (1+12)X\/_ 2\/_ = /3 unidades de area
bl)sene—; BH = 2sen 0 cosB=%®H_C=2cose

C=14+HC< AC =1+ 2cos 9

b,) Area =

ACXBH __ (1+2cos0)x2sen6 .
= = (1+2cos0)-senb

2

10 Fotocopiavel © Texto | MVT 11



22. Tem-se, de acordo com a figura:

Volume da piramide = § x AB?> x VP

tg70° = 22 & VI = AM tg70° & VI = 3tg70°

VP? + PM? = VM? & VP? + 32 = (3tg70°)% &
& VP2 =9tg270° -9

Portanto:
VP =.9tg270°—9 ~ 7,677

Entdo:

Volume = % X AB? X VP =~ %X 36 x 7,677 ~ 92 unidades de volume
Pag. 28
23. Tem-se, de acordo com a figura: 5
tga=i:—;@B_C=Etga®B_C=10tg30°(:) A/ = ’
© BC = %5 IR TR SR - C

2
muﬁZ:EZ@mu(%g) —102 &
@ﬁ2+¥=100@ﬁ2=%

600 _ 10vV6

Portanto, DB =
9 3

Entao, vem:

2
103 10V6 300 10v6 10006
T\/_) ><—‘/—=—><—\/_=T\/—cm3’::272,2cm3

Volume do prisma = BC? X DB = ( - 5 -

24. Tem-se, de acordo com a figura:

ACB = 180° — (118° + 35°) = 27°

DBC = 180°—118° = 62°

Aplicando a lei dos senos no tridngulo [ABC], tem-se:

senC send __  6sen35°
= — C = —
6 BC sen27°

Portanto, BC =~ 7,580 .

Fotocopiavel © Texto | MV¥T 11 11



senDBC = g & CD =BCsenDBC &
& CD = 7,580 sen 62°
Portanto, CD = 6,693 .

Entao, vem:

ABXCD _ 6x6,693
2 2

Area do triangulo = ~ 20 unidades de darea

25. Tem-se:

sen32°=%@ﬁ=ﬁsen32°@ﬁ= 10 sen 32°

sen 58° =$;ﬁ®ﬁ =CDsen58° < CD = 10sen58°
Entdo, vem:

CE =CB—FEB =10sen58°—10sen32° = 3,18

26. Tem-se, de acordo com a figura:

sen30°:i:—;<:>ﬁ:ﬁsen30°@

@ﬁ=4x%@ﬁ=z

] AL
oy
mp--2--2Jo

AF .  __
c0s30° == < AF = ABcos30° &
AB

@AF_4><‘/2—§<=E_2\/§
tg60°=C:<:>_D= CEO ﬁ:i@E_=i§
ED tg 60 3 3
Entdo, vem:
; TB1BF —— 23+7+283 )47
Area do trapézio = AD*BC o BF = % x2=14+2V3+ %g = 42+38\/§ unidades de area

27.
a) PQS = 90° — 32° = 58° pelo que TOR = 90° — 58° = 32° ¢, entdo, QRT = 90° — 32° = 58°.

b) Area de [PQRTS] = 4rea do triangulo [PQS] + &rea do tridngulo [TQR]
Determinacdo da drea do tridangulo [PQS]:

QS

ﬁﬁﬁzmsenBZN@@: 10sen 32°

sen32° =

PS

cos32°=PQ<:)P_S=mcos32°<:>P_S: 10 cos 32°

12 Fotocopiavel © Texto | MVT 11
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Entdo:

area do tridngulo [PQS] = ﬁ:@ = 10cos 3202105(3“ 3 22,470
Determinacdo da drea do tridngulo [TQR]:
sen 58° =%@W = QRsen58° & QT = 12sen 58°
cos 58° = g:—}; & TR = QR cos58° & TR = 12 cos 58°
Entdo:

area do tridangulo [TQR] = ﬁzﬁ = 12c0s 58%2(12 sens8” o 32,357
Entdo, vem:

Area de [PQRTS] = 22,470 + 32,357 ~ 54,83 m

28. Tem-se, de acordo com a figura:

sen30° = 2 & AT = —2C C=2caC=4
AC sen 30° 2
cos45°:Z—C<:>AD: ¢ oAD =+ o D=£<:>
4D cos 45° V2 2
2
@AD:&/E(:)ADZLWZ

2

Entdo, tem-se: x = 42

Pag. 29

29. Tem-se:

UVR =90° — 20° = 70°

SVU = 180° — (70° + 40°) = 70°

N ST = ST = 30
senTVS ==& SV = — & SV = -
SV senTVS sen 40
N 17172 — - ——  30c0s70°
cosSVU == & UV =SV cos SVU & TV = =2
SV sen 40°
Portanto, UV =~ 15,96.
senVRU =L o RV = —2_ o RV = 39260870
RV senVRU sen 40°sen 20°

Portanto, RV =~ 46,67 .

Fotocopiavel © Texto | MVT 11



30. Tem-se:

cosACD = Z:—lgc)ﬁ =AC cosACD & CD = 6 cos40°

~ CD s CD —_— 6cos40°
DB thBD tg 20°

Portanto, DB =~ 12,63 .

31. As bases do prisma sdo triangulos equilateros de lado x . Entdo, a altura de cada um dessas

. L V3 . . xxCx V3 2
triangulos é igual a <X pelo que a respetiva area é dada por TZ ou seja X
Seja h aaltura do prisma. Tem-se:

Volume = 48 & — \/_ x*xh=48 & jfzz
De acordo com a figura, tem-se tg60° = %
Ora,
192 192
tg60°=— /3 =—— 3 = oxi=6ox=4
V3x3 3
32.

a) De acordo com a figura seguinte, seja d = PN eseja x = PN .

Tem-se

o_x
tg15° =~ @{x—dtg15°
tg350_3d_x dtg35°=3 - dtg15°

{d(tg 35°+tg15°) =3 < {d

3
tg35°+tg15°

Portanto, d =~ 3,1 km.

PN 31
cos15° cos15°

b) AN =

~ 3,2 km

14 Fotocopiavel © Texto | MVT 11



33. Tem-se:

CBB' = %30 = 51,5° pelo que B'CB = 90° — 51,5° = 38,5° e, portanto (dado que os angulos
B'CO e OCB tém igual amplitude), B'CO = %’50 = 19,25°

Entdo:
57

0 _
tg19,25° = = OB’ = CB'tg19,25° & OB’ = 1,4tg 19,25°

Portanto, r = OB’ ~ 0,49 .

Pag. 30

34. Tracando por C uma reta paralelaa OB, vem:
b—a
a+b

Usando a férmula fundamental da trigonometria, vem:

sen 0 =

) ) b—a\? ) ) b —a\?
sen“ 0 + cos 9=1<:)<—) + cos“ 06 =1 < cos Gzl—( )
a+b a+b

o 26_(a+b)2—(b—a)2® 29_0L2+20Lb+b2—(b2—2ab+az)

N Gy cosEE (a +b)?

29— 4ab 6= 4ab e_2\/ab 6= vab
& COoS —m@COS = W@COS —a—+b¢>COS = y
2

35.

)tg26+1_m;29_ 1 cos?20 1

tg20  tg20  cos?2 0 sen26 sen? @
b)i— sen 0 1 _ cos® sen 6 1

tg6 1-cos 6 sen8 sen® 1-cos O sen® -

cos 6 (1 —cos 6) —sen 6 - sen 0+1—cos®
sen 0 - (1 —cos 0) h

cos 6 —cos? 6 — sen? 6+ 1 — cos 6_1—cos2 0 — sen? 0
B sen 0 - (1 —cos 0) " sen® - (1—cosH)
sen? 6—sen? 6 __ 0 _
sen 0 - (1—cos 0) "~ sen 0- (1—cos 0) -

Fotocopiavel © Texto | MV¥T 11 15



36. Tem-se, de acordo com a figura, PAB = 30°, B
pelo que PAO = 15° .

Entao, vem:

tg15°=£<=r=4tg15°

Portanto, r = 1,07 .

37.
a) Tem-se:
CS N
senx = -, peloque CS = 4senx.
cosx = ?, pelo que BS = 4cosx.
Portanto, a drea do quadrildtero [ABCD] é dada por:

AB+CD _ ——=  3+3+4cosx
X AD =Tx4senx=

X4senx = (3+2cosx) X4senx = 12senx + 8senxcosx

b) A(90°) = 12sen90° + 8sen90°c0s90°=12Xx1+8x1x 0 =12
Interpretagdo: quando x = 90°, o ponto C coincide com o ponto Q e o ponto D coincide com o

ponto P, pelo que o quadrado [ABCD] coincide com o retangulo [ABQP], cujadreaé3 X4 =12.

sen135°
cos135°

38.V12 X sen120° — cos90° +tg135° =12 X sen(180° — 60°) — 0 +

vz
. o , sen(180°—45°) V3 | sen45° >
=12 X sen60° + cos(180°—259) — VI2ZX—+———=3+—-"5=2

2

39.

a) Tem-se:

B =180°— (51° + 32°) = 97°
Aplicando a lei dos senos, vem:

sen51° sen 32° —_— 3,2sen 32°
=——— 9 AB =~"——
3,2 AB sen51°

Portanto, AB ~ 2,2.

sen51° _ sen97° o R _ 32 sen97°

3,2 AC sen51°

Portanto, AC ~ 4,1.

16 Fotocopiavel © Texto | MVT 11



b) Aplicando a lei dos cossenos, vem:

102=62+52—2><6x5><cosﬁ<=60cosﬁ=—39@“)5‘4:_%
Portanto, A ~ 130,5°.
52 :102+62—2><10><6><cos§<:)120cos§=111®cos§:%

Portanto, B ~ 22,3°.
C =180°— (A + B) ~ 180° — (130,5° + 22,3°)

Portanto, C ~ 27,2°.

Pag. 31

40. Tem-se:

EH

+FGxH—G)xﬁ

Volume do prisma = drea da base X altura = ( >

Ora,

EHAF = 180° — (73,3° + 43,3°) = 63,4°

FHG = 90° — 63,4° = 26,6°

Aplicando a lei dos senos no tridngulo [EFH], tem-se:

sen43,3° sen73,3° __ 4sen73,3°
= FH=——-—
4 FH sen43,3°

Entdo:

4sen73,3°sen 26,6°
sen43,3°

sen FHG =%@ﬁ = FHsen26,6°  FG =

Portanto, FG = 2,501 .

~ GH — = ——  4sen73,3°cos 26,6°
cos FHG = —= & GH = FH c0s 26,6° © GH =
FH sen 43,3°

Portanto, GH = 4,995 .

Por outro lado, aplicando novamente a lei dos senos no tridngulo [EFH], tem-se:

sen43,3° sen 63,4° — 4 sen 63,4°
= — & FF = ———
4 EF sen43,3°

Portanto, EF =~ 5,215.

Entdo:

FB __ __
tg29,9° = — « FB = AB tg29,9°
4B

Portanto, FB =~ 5,215 tg29,9° ~ 2,999 .
Entdo, vem:

EH

+FG o G_H) X FB = (4+2'501 X 4,995) X 2,999 ~ 48,7 unidades de area

Volume do prisma = ( > >
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41. Aplicando a lei dos senos, tem-se, de acordo com a
figura:

senB send
— = ——
Ac - BC 400 30°

o sen110° _ sen40° PN A C

600sen 40°
sen110°

Portanto, BC ~ 410,42 m .

& BC =

sen B _ senC sen110° _sen 30°

AC 4B 600 4B
600sen 30°
sen110°

& AB =

Portanto, AB ~ 319,25 m..

319,25 m

Entdo, pode concluir-se que o nadador salvador da esquerda demora 50 m/min

= 6,39 minutos e

410,42 m

que o da direita demora ,
60 m/min

= 6,84 minutos, pelo que o da esquerda chega primeiro ao

banhista.

42. Aplicando a lei dos senos no tridngulo [ABC], tem-se:

senC senB sen 60° sen100° __  560sen100°
— =& =9 AC=———
AB AC 560 AC sen 60°

Portanto, AC ~ 636,809 m.

Aplicando a lei dos senos no triangulo [ACD], tem-se:

senD send sen55° senb50° __ 636,809 sen50°
— = =——oDC =
AC DC 636,809 DC sen 55°

Portanto, DC ~ 595,523 m .

Aplicando a lei dos senos no tridngulo [CDE], tem-se:

senE B senC sen 60° __sen 80° B 595,523 sen 80°

R ——— =——o DE
DC DE 595,523 DE sen 60°
Portanto, DE ~ 677,204 m.

677,204 m

O nadador demora, entdo
1,3 m/seg

~ 520,926 segundos, ou seja, aproximadamente 8,682

minutos, ou seja, ainda, 8 min 41 seg.
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Capitulo 2 | Angulos orientados, angulos generalizados e rota¢des. Razdes trigonométricas
de angulos generalizados

Pag. 32

43. Comecemos por determinar as coordenadas do ponto P : T

x>’ =2V3x-3ex*-2V/3x+3=0 .
@(x—\/§)2=0<:>x=\/§;comof(\/§)=3,opontoPtem \\
coordenadas (\/§, 3). B ;‘

Na figura ao lado esta representada, em referencial o.n. xOy, a O ] X
semirreta OP. /

Seja B ainclinagdo dareta OP . //

Tem-se tgfp = \/3—5 =+/3, peloque B =60. e

Entdo, tal como ilustrado na figura, Q@ é o ponto do semieixo negativo das ordenadas tal que
0Q = OP.

Ora, OP = ,f\/§2 +32 =412, pelo que Q ¢é o ponto de coordenadas (0, —V12).

Pag. 35

44.
a) Coincide com o semieixo positivo das abcissas.

b) 585° — 360° = 225° = 180° + 45°; coincide com a bissetriz do terceiro quadrante.
c) —315° + 360° = 45°; coincide com a bissetriz do primeiro quadrante.

d) —810° 4+ 3 x 360° = 270°; coincide com o semieixo negativo das ordenadas.

Pag. 37

45, Etapas 1. e 2.
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Etapa 3.

Seno Ciosscno
3r 0.6 0.8
127 -0.8 -0.5

Pag. 40

46. cos (—90°) +sen180°+sen (—270°) =0+0+1=1

47. Dado que sena < 0, o lado extremidade de « estd situado no 3.° ou no 4.° quadrantes. Como,
por outro lado, 0° < a < 270°, o lado extremidade de a ndo pode estar situado no 4.° quadrante.
Entdo, o lado extremidade de a estd situado no 3.° quadrante.

48. Tem-se: V18 cos (180°— a) = V18 X (—cos a) = —V18cos a
Determinemos o valor de cosa:
2 1)’ 2 1 2 8
cos (x+<§) =1 © cos oc=1—§<:>cos o=—=

Como —270° < aa < —90°, tem-se cos a < 0, pelo que cosa = _¥8 = —ii.

3 3
Entdio, VI8 cos (180°— o) = —VI8 x (- %i) _ 2936 _

3

49. O lado extremidade do angulo orientado cuja amplitude é —45° é a bissetriz do 4.° quadrante.
O ponto de interse¢do desta semirreta com a circunferéncia trigonomeétrica é o ponto simétrico,
relativamente ao eixo Ox , do ponto de intersecao da bissetriz do primeiro quadrante com a

circunferéncia trigonométrica. Ora, as coordenadas deste ponto sdo (cos 45°, sen 45°), ou seja,

(ﬁ,ﬁ) . Entdo, sen (—45°) = —sen45° = —E.
2’2 5

Pag. 41

50. Etapas 1. e 2.

y=172

y=-1.8 - 31
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Etapa 3.

Tangente

—-130° 1.2

.

119 -1,8

Pag. 44
51. Resulta da figura que tga = 2.
Tem-se:
1+tg?a= ©1+2%2= ! o ! =5& cosla=—
0s?a cos?a  cos?a 5
Entdo, vem:

1
15coszoc+tg(x=15><§+2=5

52.sen (—810°) + 6 X cos 420° + tg 765° =
= sen (—90° — 2 X 360°) + 6 X cos (60° + 360°) + tg (45° + 2 X 360°) =
= sen (—90°) + 6 X cos 60° + tg45° = —1+6><%+1 =3

53. Tem-se: —630° = —270° — 360° e —450° = —90° — 360°, pelo que o lado extremidade do
angulo generalizado cuja amplitude é x esta situado no 2.° quadrante ou no 3.° quadrante. Como,
por outro lado, senx > 0, o lado extremidade do dngulo generalizado cuja amplitude é x ndo pode
estar situado no 3.° quadrante, pelo que estd situado no 2.° quadrante.

Tem-se:

2 2 12 2 2 8
sen” o + cos a=1(:>(§> + cos“a=1 & cos a=§

Como o lado extremidade do dngulo generalizado cuja amplitude é x estd situado no 2.° quadrante,

tem-se cosa < 0, pelo que cosa = —? = —%E.
Entdo, vem:
1
" sen o 3 1 V2
o= = = — = ——
& cosa 22 2V2 4
3
Pag. 45
54,

-

Fotocopiavel © Texto | MV¥T 11 21



Pag. 48

55.

1,8 . . . . .
a) Tem-se: i 1,5 ; o comprimento do arco AB ¢é 1,5 vezes o raio. Por isso, a amplitude do arco

AB é 1,5 radianos e, portanto, a amplitude do angulo ADB é 175 = 0,75 radianos.

b) Como a amplitude do dngulo BOC é 0,4 radianos, a amplitude do arco BC ¢é 0,4 radianos, pelo
que o comprimento do arco BC é 0,4 vezes o raio, ou seja, 0,4 x 1,2 = 0,48 cm.

. 1 . . N 1
¢) O comprimento do arco CD é " do comprimento da circunferéncia, ou seja, e 2n X 1,2 = 0,61

0,61 T . , T . . . , T
Como < =30 comprimento doarco CD é 5 vezes o raio. Por isso, a amplitude do arco CD é 2
radianos.

Pag. 50
56. a) Tem-se: m — 180°
x — 10°
. 101 T
Daquivem: x = — = —
180 18

b) Como a amplitude do angulo AOB é 118 radianos, a amplitude do arco AB é 118 radianos, pelo

. , T . . T 5T
gue o comprimento do arco AB é 1g Vezesoraio, ou seja, X5 = 5 M

c) A drea do circulo é iguala m X 5% = 25™.

Tem-se: 2w — 25m
i
— — X
18
25w
Daquivem: x = 28— = 25T 2
2T 36
57.
a) Tem-se: m — 180°
x — 18°
. 181w
Daquivem: x = —=—
180 10
b) Tem-se: m — 180°
x — 54°
. 54T 31
Daquivem: x = — = —
180 10
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c) Tem-se: m — 180°

x — 306°
. 306t 171
Daquivem: x = — = —
180 10
Pag. 51
58. Tem-se: n — 180°
2 —x

Daquivem: x = %00 ~ 114,59155903 graus
Ora,

0,59155903 graus = 0,59155903 X 60 minutos = 35,4935418 minutos
e 0,4935418 minutos = 0,4935418 X 60 segundos = 29,612508 segundos = 30 segundos

Ent3o, % ~ 114° 35’ 30" .

59. 16 segundos = g minutos = 0,2(6) minutos
( )

53 minutos + 16 segundos = 53,2(6) minutos = ——— graus =
25°53' 16" = 25,88(7) graus
Tem-se: m — 180°
x — 25,88(7)°
Daquivem, x = % ~ 0,452 radianos.

Pag. 53
60. sen 1QTTI+COS(—1ITT[)—tg2571T=sen(lsTn+§)+cos(—127ﬂ+—)—tg(
=sen(6n+§)+cos( 2T + ) tg 8ﬁ+§)=sen§+c053—tg§:§+

61. 2k, k € Z

Pag. 55

0,88(7) graus

62. sen (§+x) X cos (2m—x) +sen (m+ x) Xtg (—x) X cos x =

3

Nl wl:i

= CO0S X X COS X — sen xX(—th)XCOSX= COS X X COS x +senx X tgx X cosx =

senx
= coszx+senx><m><cosx= cos?x +senx X senx = cos’x +sen’x =1
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63. Tem-se: sen (3; + x) +5cos (—x) = —cosx + 5cosx =4cosx
e tg (m+x) = V15 & tgx =15
Entdo, queremos determinar o valor de 4 cosx, sabendo que tgx = V15.
Tem-se:
, 1 1 1 , 1
1+tg x—coszx@1+15—coszx<=>16—Coszx<=>cos X=1¢

Como x € [m, 2m], x pertence ao terceiro ou ao quarto quadrante; como, por outro lado, tgx é
positivo, x ndo pode pertencer ao quarto quadrante, pelo que x pertence ao terceiro quadrante.

1

~ 1
Entdo, como cos x < 0, cos x = — i , peloque 4cosx =—1.

64. 2 cos (—UTT[) = 2cos (_T_?) = 2cos (—Zn—%) = 2cos (—5?“) =

5T T T 3
—ZCOS?—ZCOS (n—g)——ZcosE——Zx———\/g

Pag. 57

65.tg (—4,3n) =tg (—4m—0,3m) = tg (—0,3m) = —tg (0,3m)

Pag. 58

5v3 V3 T
66. 10 senx = 5v3 < senx == € senx =~ & senx =sen ; &

<:>x=§+2k1TVx=1t—g+2kn, kEZ@x=§+2kT[Vx=2?T[+ZkT[, keZ

67.\/§+25enx=0<:>senx:—g@senxzsen(_g)@

<=>x=—g+2krt \Y x:n—(—%)+2kn, kEZ(:)x:—g+2kn Vx=%“+2k1t, k€eZ

68.v27 + 6sen (2x) = 0 & sen (2x) = —gﬁ sen (2x) = —?@sen (2x) = —g

=
T i T
< sen (2x):sen(—§)(:>2x=—§+2kn v 2x:n—(—§)+2kn, kel <

<:>2x=—§+2k11 V2x=4?n+2kn, kEZ@xz—g+k1T szz?n+k7t, keZ

69.sen (2x) = sen (x—§)=)2x=x—§+2k1tv 2x=1r—(x—g)+2k1r, kEZ s
<:>2x=x—g+2kn \Y 2x:n—x+g+2kn, kel <

<:>x=—g+2k1t \Y 3x:65—n+2krt, keZ <
2n  2km

T
<=>x——§+2anx—?+T,k€Z
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70.(Zsenx+\/§)(25enx—\/§)=0<=>25enx+\/§=0 V2senx—V3=0s
(:)senx=—\/; \Y senx=§=>
<=>x:—2+2k1't \Y x=1‘r—(—§)+2k1‘r Vx=§+2k1't \Y x=1‘[—§+2k1‘[,kEZ(=)

(=>x=—%+2kﬂ \Y x=%n+2kn \Y x=§+2kn Vx=2?n+2kn, keZ

71.senx + cosx = 0 & senx = —cosx & senx = cos(m — x) @senx=sen[§—(n—x)] =
<=>senx=sen(—§+x)(:>x=—§+x+2kn \Y x=1‘t—(—§+x)+2k1‘t, kel s

<=>O=—§+2k1'[ Vx=1‘t+§—x+2k1‘t, kEZ(=>2x=37n+2th, keZ s

~—_ —
prop. falsa para
todo o kEZ

3T
S x =, +km, keZ
Para vermos quais sdo as solugbes da equagdo que pertencem ao intervalo [0,3m], podemos
atribuir valores a k :

k=0—>x= %ﬂ (pertence ao intervalo [0, 3m])

3 ~ :
k=-1—>ox= Tn - = —% (ndo pertence ao intervalo [0, 3m])

k=1—>x= %ﬂ +m= %ﬂ (pertence ao intervalo [0, 3])

11T
—- |

k=2—>x= %ﬂ +2n = pertence ao intervalo [0, 31])

k=3—x= %ﬂ +3n = 1%“ (ndo pertence ao intervalo [0, 3m])

. ~ 3t 71 11m
Conjunto-solugdo = {—,—,—}
474’ 4

Pag. 61
72.senx 2senx+1) =1 < 2sen’x +senx—1=0 <
—14+/12—-4x2x(-1) —-1+/9 —1+43 1
senx = Ssenx =—— & senx =——&&senxy =—1 V senx ==
2x2 4 4 2
. ~ s o~ T
No intervalo [—m, 1], a equagdo sen x = —1 tem uma Unica solugdo: -5
. ~ 1 ~ TC 5T
No intervalo [—m, 1], a equagdo sen x = 5 tem duas solugdes: PRt
. ~ T T 5T
Conjunto-solucdo = {——,—,—}
2’6’ 6
Pag. 62
1 T 2T
73.34+6cos x =0 & cosx = —5 € cosx = cos (n—g) & Cosx =cos — &

<=>x=2?n+2thVx:—2?n+2kn, k€eZ
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74. [\/3_’—2cos (2x+g)]x(1+senx)=0<=>\/_—2cos(2x+g)=0 Vi+senx=0¢«

< cos (2x+§)=‘/2—§ \Y senx=—1(:>cos(2x+g)=cosg Vx=—g+2k1't, kel s

<=>2x+%=g+2kn Vv 2x+g=—g+2kn Vv x=—g+2kn, kel &

<=)2x=2k1'tV2x=—2§+2th Vx=—§+2k1't, kel =

S x =kn Vx=—§+k1'[ Vx=—§+2k1‘t, keZ

Pag. 63
75. cos (2x) + cosx = 0 & cos (2x) = —cosx < cos (2x) = cos (M—x) &
S2x=m—x+2kn V 2x=-n+x+2kn, kEZL S

S 3x=m+4+2kn V x = -1+ 2km, kEZ@x=§+2an Vx=—-n+2kn, k€Z

76.4 cos (5x) + 14 =12 < cos (5x) = —% < cos (5x) = cos (n _g) =

& cos (5x)=cos%n<:>5x:2?ﬂ+2kn v 5x:—2?ﬂ+2kn, kel

2k 2k
T T kezZ

2T 2T
S x=—— V X =——4+ —
15+ 5 15+ 5

~ . T T
Procuremos as solugbes que pertencem ao intervalo [—— —] .

2’2
Tem-se:
2T 2T . m™ T

k=0—>ox= T V x = T (ambas pertencem ao intervalo [_E’ED

41 8Tt , 41T . m T
k=—-1—x=—-—— V x=—— (s6 —— pertence aointervalo |——,—

15 15 15 2’2

2T ~ . T T
k=-2—>x= -5 V= (nao pertence ao intervalo [__‘5])

2

8Tt 41T , 4T . m T

k=1—>x=—V x=— (so — pertence ao intervalo [——,—D
15 15 15 2°2

2 - .
k=2—> — Vx= ?n (nao pertence ao intervalo [—g,g])

Conjunto-sol 50—{ o _Zmim 4“}
Ju U0 = 1" 5" " 15 157 15

Pag. 64

77.6cos (mx)+10=4 <= cos (mx)=—-1Smx=n+2km k€eZ S x=1+2k, k€L
Procuremos as solucbes que pertencem ao intervalo [0, 3] .

Tem-se:
k=0—x=1 (pertenceaointervalo [0,3])
k=—-1— x =—-1 (ndo pertence ao intervalo [0, 3])

k=1— x =3 (pertence aointervalo [0, 3])
Conjunto-solucdo = {1, 3}
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78. Comecemos por notar que os valores de x para os quais cosx = 0, ou seja,
T ~ ~ ~ ~ .
x=3 + km,com k € Z, ndo sdo solugdo da equacgdo (pois, para esses valores, senx # 0).

Para os valores de x para os quais cosx # 0, tem-se:
senx

tg(2x+§)><cosx=senx<=)tg(2x+§)= @tg(2x+§)=tgx=>

COosXx
<=>2x+§=x+k1ﬂ=>x=—§+kn, kel

_r

* cos? (Tx)
etg(m)[tg(m)+1]=0=tg(mx) =0 Vig(mx)+1=0<
etg(mx) =0 Vig(mx) =—-1eomx =kn V nx=—§+k1‘t, kel

+ttg(mx) =1 1+tg2 (mx)+tg (mx) =1 tg? (mx) +tg (mx) =0 &

ex=k V x=—%+k, keZ

Procuremos as solucbes que pertencem ao intervalo [—1,1].

Tem-se:

k=0—>ox=0Vx-= —% (ambas pertencem ao intervalo [—1,1])
k=—-1—>ox=-1Vx= —Z (s6 —1 pertence ao intervalo [—1, 1])
k=-2—x=-2V — (ndopertence aointervalo [—1,1])

k=1—>x=1Vx= % (ambas pertencem ao intervalo [—1,1])
k=2—>x=2Vx= % (ndo pertencem ao intervalo [—1,1])

Conjunto-solugdo = {—1, — %, 0,%, 1}

Pag. 70

80. Tem-se que 1 radiano = 57,3°, pelo que:
—0,3rad = —17,2° — corresponde a 0

4,5 rad = 257,85° — corresponde a y

2,6 rad = 149° — corresponde a [3

—5rad = —286,5° — corresponde a «

81.

3
—;rad < —2rad < —0,6rrad < 1,5rad < 0,7mrad

82.

a) Seja a a latitude, em radianos, do local da escola.

A distancia a que esse local se encontra do equador é o comprimento do arco de meridiano cujos
extremos sdo o local e o ponto do meridiano que esta sobre o equador. O comprimento desse arco é
iguala a X r =6367akm.
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b) Estdo a distancia de 6367 x 0,2 = 1273,4km.

3000 . . . .
c) Como v 0,47 , tem-se que o comprimento do arco é 0,47 vezes o comprimento do raio pelo

que a amplitude do arco é igual a 0,47 radianos.
0,47 rad = 0,47 X 57,3° ~ 27° N

83. A area do circulo é igual a T x 5% = 251 cm”.

Tem-se: 2m — 25T
06 —x
Daqui vem:
X = g6x25m _ 0,3x25=7,5 cm?

2T

84. O perimetro da roda da bicicleta é, nestas condi¢des, igual a 2,5 m.

Tem-se:

2,5
25=2mrer==
2T

Entdo, vem r = 0,398 m = 40 cm.

85.

Funchal

A latitude do lugar é, aproximadamente, 32° N.

Ora, 32° = % = i—: rad, pelo que o comprimento do arco do meridiano que é igual a distancia do

lugar até ao equador é igual a 2_1; X 6367 =~ 3556 km .

Ponta Delgada

A latitude do lugar é, aproximadamente, 38° N.

38T 191 . e .. T
Ora, 38° = T80 = o0 rad, pelo que o comprimento do arco do meridiano que é igual a distancia do

lugar até ao equador é igual a 1(;3—()“ X 6367 = 4223 km .

86. Tal como ilustrado na figura ao lado, a amplitude do angulo

formado pelos ponteiros as 9 h 30 min é iguala 90° + % = 105°

/6 T
2 2

TC 7T
+===
12

s . T
iguala — .
eeguaa2+ P

87.
a) 1470° = 30°+ 4 x 360° — o angulo pertence ao 1.° quadrante

b) —3210° = —330° — 8 X 360° — o0 angulo pertence ao 1.° quadrante

c) —500° = —140° — 360° — o0 angulo pertence ao 3.° quadrante
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20x180°

d) 20 rad = ~ 1146° = 66° + 3 X 360° — o0 angulo pertence ao 1.° quadrante
e) —1T rad = - + %n =Z440n — o angulo pertence ao 1.° quadrante
f) —gn rad = —g— %1‘[ = —g — 521 — o0 angulo pertence ao 4.° quadrante
88.
T

a) cos (T — o) +sen(;+a) =—cosa+cosa=0

cos (;+a) _sena
b)tg(m+a) + —3%2—=<= tga+———=tga—tga=0

sen (E—(X)

c)sen? 0 + cos? (m+0) =sen?0 + (—cosB)? =sen®O + cos?0 =1
d) sen (90° — a) + cos (a — 540°) = cosa + cos (a — 180°) = cosa —cosa = 0
89.

a)sen(gn)—Zcos 5?“+sen2(1:1n):—g—ZX(—§)+(§)2 =—\/7§+\/§+%=‘/§2+1

b)ltgw—n+25en(—5?ﬂ)+cosnTﬂzéxtg(z?n+9n)+2x(—%)+\/7§=%th2?“—1+§=

=-><( \/‘)—1+—= ﬁ 1+8- 1

2

¢) cos 210° — sen 330° + tg 225° = cos (30° + 180°) — sen (360° — 30°) + tg (180° + 45°) =

= —c0s30° 4+ sen30° + tg45° = £+ +1=2= 2‘/—
d) Tem-se:
sen(mM+x) =—senx e sen(§+x) = —%@cosx = —%
Entdo, queremos determinar o valor de —senx, sabendo que cos x = —%
Tem-se:
2\’ 2 4 2 2 4 2 5
(——) +sen‘x=1S —-—+sen“x=1sen“x=1—-—&sen“x =—
3 9 9 9
Como x € E,n[, senx > 0, pelo que setem senx = \/?g Entdo, vem: —senx = —?.
e) Tem-se: cos 3m—x)—2tg (m+x) =—cosx —2tgx
sen E+)C
e g(E )=l<=> (ﬁ )=14:) Cosx=1@C05x=_1<=)5enx=_2@tgx=_2
cos (E+x) 2 -senx 2 senx 2 cosx
Entdo, queremos determinar o valor de —cosx — 2tgx, sabendo que tgx = —2.
Tem-se:
. 1 1 ) 1
1+tgex = - 1+4= s— & 5= ST & C0sTx =¢
CcoS? x cos? x cos? x 5
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Como x E]—%,O[, cosx >0 , peloque cosx =§ .

Entao, vem:
V5 V5 20-+5
—cosx —2tgx = —?—ZX (=2) _4_?_T
Pag.71
90.

a) sen (§+ 0() <OAtg(m+a)>0<cosa<0 A tga>0 — o pertence ao 3.° quadrante

b)cos (7m+a) <0 A sen(—a) >0 <= —cosa <0 A —sena >0
S cosa>0Asena< 0 — o pertence ao 4.° quadrante

sen (Z+a 1
91. Tem-se: sen(E—a) =cosa e tg(3+a) = (121 ) _cosa _ _cosa_ _ 1
2 2 cosS (E+a) —sena sena tga
Ora,
(2)2+214+21214221
- cos‘a=1—+cos“a=1Scos*a=1——&cos“a=—
5 25 25 25
~ . R V21
Entdo, como a é um angulo do segundo quadrante, cosa < 0, pelo que se tem cos a = -
Entdo, tem-se:
i V21 T 1 cos a —@ 21
sen(——a)=—— e tg(—+a)=——=— =——=—
2 5 2 tga sena s 2
92.
2
5 5 3 3 1
a)sen(Z ><—ﬂ)—cos2 (E+E) =sen>—cos? = =1-— (—£) =1->-==
4 32 2
2 (7T | T m 2 9T V3 2 T
b)sen[Z X (—— ]—cos —+4+—-)=sen|(—=)—cos* —=———cos“(2n+—) =
4 2 3 4 2 4
V3 2T V3 (\/5)2 3 1 _ —/3-1
=———-CoS*-=———|—) =———=-=
4 2 2 2 2 2
93.
-se: 2y = 1__1 5__1 2, _4
a) Tem-se: T+tgix=— S 1t =& = —— S cos"x =
Como x é um angulo do segundo ou do terceiro quadrante, tem-se que cosx < 0, pelo que
CoSX = ——= = _uE
V5T 5
11 .
b) Tem-se:  sen (—9m+ x) — cos (Tn - x) = —senx + senx = 0, qualquer que seja o valor

. T 3T
real de x e, portanto, em particular para x € 15,7[.
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94. Na figura de cada alinea esta representada a circunferéncia trigonométrica, estad ilustrado o
intervalo de amplitudes | — m, [ , a linha trigonométrica relevante para a resolugdo da equagdo e
os lados extremidade dos angulos cujas amplitudes sdo solucdo da equacgdo.

2 2
a) senx=sen—“(:)xe{3,—“} b) cos x=cos(—3) (:)xe{_E’E}
3 3’3 6 6’6
}f‘ '\Ian
S NS
7 5 5 3m 3
c)senx=sen—“<:)x€{——n,—3} d) cosx = cos —ﬂ@xe{——“,—“}
6 6 6 4 4’ 4

S
%

TR WS P

y y

N \\

O™ to

-

x

1 T T 5T
g) senx =5 e senx =senc S x €1,
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1 TC 5T T
h)senx=—z<=>senxzsen — o x € -2

; - -1 _zr
i)tgx =3 A cosx = Z@xe{ 3}

'y

-

95.

i i1 i1
cos(2x+§):1<:>cos(2x+§)=cos 0<:)Zx+§=0+2kn,kEZ<:>

i1 kL
<=>2x=—§+2k1t,k€Z<:)x=—g+kn,k€Z

Procuremos as solugbes que pertencem ao intervalo [—21r, 2] .

Tem-se:

k=0—>ox= —g (pertence ao intervalo [—2Tr, 2] )
k=-1—>x= —g— = —%ﬂ (pertence ao intervalo [—2Tt, 21])
k=-2—>ox= —g— 21 (ndo pertence ao intervalo [—2T, 21])
k=1—>ox= —g+ M= %ﬁ (pertence ao intervalo [—2Tr, 21])
k=2—>ox= —g+ 2T = HTR (pertence ao intervalo [—2m, 2])
k=3—>ox= —g+ 3= %ﬂ (ndo pertence ao intervalo [—21r, 21])

. ~ 7m T 51 11T
Conjunto solugdo =y ——, ——,—,—
6 6’6" 6

96. Tem-se:

sen? [5 (g + kn)] = sen? (53—“ + 5k1‘[)

=
A w

(1) — sen (%ﬂ + 5k1‘[) = —? ou sen (5?11 + 5k1‘[) AE , peloque sen? (5?“ + 5k1r) = z

T2
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97.
a)tg(—x+§) =—\/§<=>tg(—x+§) =—tg§<=>tg(—x+§) =tg(—§)=)
<=>—x+g=—§+kn(:>x=2?n+kn,kez

b) sen? (2x)=1<=>sen(2x)=—1Vsen(Zx)=1=>2x=§+k1T,kEZ=>
= —T[+knk€Z
SRR
2
c) tg(2x) = 2sen? G)(:»tg(Zx)=2(\/2—E) (=>tg(2x)=2x%(:)tg(2x)=1<=)

<=>tg(2x)=tg§<=)2x=%+kn,kEZ@x=§+kz—n,kEZ

d)tg(g—x)=tg(2x)<:>g—x:2x+k1t<:>—3x=—g+kn,kEZ@x=%+%ﬁ,kEZ

e)cos(2x+§)=1<:>2x+§=2k1t,kEZ<:>2x=—§+2kn,kEZ<:>

<:>x=—2+kn,k€Z

98.
a)sen(x+§)=seng(:>x+§=g+2kn \Y x+§=n—g+2kn,kEZ<=>
©x=F—T+2kn V x=5§—§+2kn,kez=>

<=>x=—g+2krt \% x=g+2kn,k€Z; a maior solugdo negativa é —g

b)2cos( —g)+\/§=0(:)2cos (a—g)=—\/§(:)cos (a—g)=—\/7§(:)
a

T T T T T 5T
<:>cos( ——)=—cos—<:)cos (a——)=cos (n——)(:)cos(a——)=cos—(:)
6 6 6 6 6 6
5 5
@a—g:?“+2k1t Va—g:—?ﬂ+2k1t,kEZ<:>
2 . ~ L, 2
Sa=mn+2knVa= —?n+ 2km, k € Z ; a maior solugdo negativa é —?n

¢) Os lados extremidade dos dngulos cujo seno é igual ao cosseno coincidem com as bissetrizes dos
guadrantes impares.

o . ~ ., 3
Entdo, tem-se: sent = cost & t = E+ km, k € Z ; a maior solugdo negativa é —Tﬂ

1

cosZx

1 V2 V2
=2<=>coszx=5<:>cosx=—7 V cosx ==

d)

. A . - V2o V2o
Ora, os lados extremidade dos angulos cujo cosseno é igual a —- ou igual a > coincidem com as

bissetrizes dos quatro quadrantes.

- V2 V2 n km . o ., m
Entdo, tem-se: cosx = —-= V cosx =— < x =+ —,k € Z; amaior solugdo negativa é —
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e)8senf+4 =0 senb = —%(:»sene = —seng(:sene =sen(—g) =

=0=-—"T42%n Vv e=n—(—3)+2kn,kez=>
6 6

= 0= —%-l—ZkT[ v 0 =7?n+2kn,k€Z; a maior solugdo negativa é —g
Tt Tt 1 Tt 2T
f)2cos(?)+1—O@COS(?)——E@COS(?)—cos?@
el oknv =T i knkel =242k vi=-242kel >
6 3 6 3 6 3 6 3

St=4+12k v t =—4+ 12k, k € Z; a maior solugdo negativa é —4

g) Os lados extremidade dos angulos cujo seno é positivo e simétrico do cosseno coincidem com a
bissetriz do segundo quadrante.

o V2 V2 3m . - .,
Entdo, tem-se: senx = - A cosx = ——- & x = -+ 2km k € Z ; a maior solugio negativa é

5T

e

99.
a) sen (x + g) = cos (2x) & sen (x + g) = sen (g — Zx) S

<=>x+E=E—2x+2thVx+3=n—(z—2x)+2kﬂ,kez‘:)
3 2 3 2

@3x:g—g+2knVx+§=n—g+2x+2kn,kEZ<:)

k
©3x=2+2nV —x=Z+2kmk€Z S x =+ Vx=—Z+2kmk €Z
b)sen?x —senxcosx = 0 < senx (senx —cosx) =0 < senx =0 V senx —cosx = 0 &

Sx=knk€Z V senx =cosx & x =km V x=g+kn,k€Z
(exerc. 98¢))

c)sen(3x) + senx = 0 & sen (3x) = —senx < sen (3x) =sen (—x) &
S3x=—x+2knVv3x=n+x+2knke€Z S 4x =2knV 2x =n+2kn k€l &

k k
<:>x:7“ Vx=g+kn,kEZ<:>x=7n,kEZ

d) cos (3x) + cosx =0 < cos (3x) = —cosx < cos (3x) =cos (M—x) &
S3x=n—x+2knV 3x=—-nn+x+2knm k€l S
S4x=n+2knV 2x=-n+2kn kel

<:>x=E+k—1T Vx=—E+k1T,kEZ
4 2 2

e)2cos’x—1=senx = 2(1 —sen?x)—1=senx © 2—2sen’x — 1 =senx &

—1+./1-4x2x(-1 —1+/9
=>25en2x+senx—1=0=>senx=f()=>senx= e
—-1+3 1
& senx = <:>senx=—1Vsenx=§<=>

<=>x=37n+2kn Vx:g+2anx=5?ﬂ+2kn,k€Z
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T T T 31
f) senx = cos T & senx = sen(g—g) & senx = sen_- <

<=>x=i—g+2knvx=n—i—g+2kn,k€Z<=>x=?l’—g+2knVx=i—g+2kn,kEZ<=>

Sx=03n+2knvx =07+ 2km,k €Z

Pag. 72
100.

a) Tal como ilustrado na figura, quando ¥
x toma todos os valores do intervalo E,z—“[ ,

senx toma todos os valores do intervalo | —1,1].

-

Tem-se:
2-<>-1 (-f>-3
{senx > -1 o 3 o 3 o
senx <1 2-t<1 ] =
37 37
f<3
3 t<9
S S
o ((S3etenl
3
b) Tal como ilustrado na figura, quando a8 /
x toma todos os valores do intervalo ]0, E] ,
tgx toma todos os valores do intervalo =
4
10,1] . 5 —
Tem-se:
{tgx>0 {t2>0 {tqto |
tgx <1 t?<1 -1<t<1

o te[-1,1]\ {0}

¢) Tal como ilustrado na figura, quando
. TC
x toma todos os valores do intervalo ]E’ n[ ,

tgx toma todos os valores do intervalo | — oo, 0] .

Tem-se:
tgx <0 -2t<0ot>0st€]0,+of
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d) Tal como ilustrado na figura, quando

. m™ 2T
x toma todos os valores do intervalo ]g,?[ ,

. 1
senx toma todos os valores do intervalo ]E’ 1] .

Tem-se:
t43 _ 1
senx > = T>E t+3>1
2 < t+3 ®{ < ~
senx <1 —<1 t+3<2 e

2

t>-2
(:){ts_lc)te]—Z,—l]

e) Tal como ilustrado na figura, quando x toma

.
. T T s —
todos os valores do intervalo ]— 3'5[' CcOS X i
. 1 :
toma todos os valores do intervalo ]E’ 1] . T
A% | ' ™
\ i |

Tem-se: N2 Lx
1-2t _ 1 '
1 —- > _ 3
{cosx>2 PN 1_32t 2 @{1 2t>2 PN
cosx <1 —=<1 1-2t<3 —

1 1
{_2t>5@{t<_1@t€ —1,—1[
—2t<2 t>-—1 4

f) Quando x toma todos os valores reais, senx toma todos os valores do intervalo [—1,1].
Tem-se:

senx > —1 3—t2>-1 {—t22—4 {tzs4 {—ZStSZ

{senx31 {3—t2S1 Tl 222" ltsV2Zvezv2 O

e te[-2,—V2]U[V2,2]

101.
a) A condig3o é possivel para os valores de k para os quais se tenha sen?x + cos?x = 1.
Tem-se:

1+k k-1

2 2
sen2x+coszx=1<:>(7) +(T) =le

o2k?+2=4ok*=1ok=—-1Vk=1

1+2k+k? | k*-2k+1 _
4 4

1e

b) A condigdo é possivel para os valores de k para os quais se tenha 1 + tg2x =

cos? x °
Tem-se:
2 1 2 1 2 2 2

l+tg*x=——S—-o1+k =T<:>1+k =4k 1-3k*=0¢&

cos 1

4k2

ok=—tvk= for=-LCyvi=2

3 3 3 3
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102.
a)sen(%) =1 <:>§= 270° + k 360°k €7 & t = 540° + k 720°,k € Z

b)cos?(3y) =1 cos 3y)=—-1V cos By)=1©3y=k1805k€Z o y=k60°k€ET
c)2sen?(30) =0 < sen(30) =030 =k 180,k €Z < 0=k 60°k €L

d) sen(3x) = sen (x + 60°) &

©3x=x+60°+k360°V 3x =180°— (x + 60°) + k360°,k EZ &
© 2x =60°+k360°V4x =120°+k360°, kE€Z <
©x=30°+k180°vx =30°+k90° k€eZ < x=30°+k90° k€L

e) 2cos?x = cosx © 2cos?x —cosx =0 © cosx (2cosx—1) =0 &
1
S cosx=0V 2cosx—1=0cosx=0V cosx=5(:)

©x=90°+k 180° V cosx = cos60°
S x=90°+k180°V x =60°+ k360° VvV x =—60°+k 360°, k€EZ

f) sen(2x) = cosx & sen(2x) = sen(90° — x) &
©2x=90°—x+k360°V 2x =180°—90°+ x + k360°k €EZ &
©3x=90°+k360°V x=90°+k360°k€EZ <
©x=30°4+k120°V x =90°+ k 360°k €Z

g)3tg (x +45°)+V3=0otg (x+45°)=—§(:>tg (x +45°) = —tg30° &

& tg (x +45°) = tg (150°) & x + 45° = 150° + k 180° k € Z < x = 105° + k 180° k € Z

103.
a)2senf ++v3 =0 senb = —\/;ﬁsenﬁ = —sen(g) < senf = sen(—g) S

©O=—Z+2kmV O=T+I+2kmk €L SO =—3+2knV e=4§+2kn,kez

b)cos(“?x)+1=0<:)cos(n7x)=—1<:>T[7x=rt+2kn,kEZ@nx=2n+4kn,keZ(:>
ox=24+4k,kE€Z

c)jtga = —tgg(:tga=tg(—g) S a= —g+kn,k EZ

d)cos(3x)=cos(x+g)<:>3x:x+g+2kn % 3x:—x—g+2kn,k€Z<=

@2x=§+2knv4x=—§+2kn,kez@x=g+knVx=—116+"7“,kez

e)cos?x —sen’x =0 © cos’x = sen’x & cosx = —senx V COSX = senx
Ora, os lados extremidade dos dngulos cujo cosseno é simétrico do seno ou cujo cosseno é igual ao
seno coincidem com as bissetrizes dos quatro quadrantes.

~ T kTt
Entdo, tem-se: cos’x —sen’x =0 & x = st kEL
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1 1 1
f)coszx—sen2x=5<:>coszx—(1—coszx)=5(:>coszx—1+coszx=5(:>

2

1 3 3 V3 V3
(:)2coszx—1=5<:)2coszx=z<:>cos X =L cosx ="V cosx=—"-¢&

(:(x=g+2k1TVx=—g+2k1T) Vv (x=5?n+2anx=—5?“+2kﬂ),kEZ

E

Na figura estdo representados os lados Vi
extremidade dos angulos que sdo as solucdes ‘{—"

~ P
da equacgado. En=
Tal como se pode observar, essas solucdes (8] =

podem ser dadas pela condicdo
x=g+kn \Y x=—g+kn,kEZ

g) Tem-se:
e para cosB® = 0,0 ndo é solucdo da equacao;
e para cosO #0:

\/§sen6—c059=Oﬁcose(ﬁxiizg—l)zO@COSG(\/gtge—l):0<:>

(:)cosE):OV\/§tg9—1=O@\/gtge—l=O@tg9:§®tg9=tgg@9=g+kn,kez

1 \/§ 2T T
h)cosx=—5 N Senx=7=)cosx=cos? VA senx=sen§<:)
@(x=2?n+2knv x=—%“+2kn) v (x=§+2anx=%“+2kn),kez@

@x=?+2kn,kEZ

104.
a)senx —cosx =2 senx =2+cosx e,como —1<senx<1le —-1<cosx<1,a
equacdo so seria possivel se senx =1 e cosx = —1, 0 que é impossivel.

b) sen a + cos b = 3 é impossivel; o maior valor que sen a + cos b pode tomar é 2.

105.
a) Na figura ao lado estd ilustrado, sobre a circunferéncia
trigonométrica, o intervalo de valores das amplitudes pertencentes a

[0, 21] que sdo solugdo da inequagdo cosx < —%.

Tem-se:
2T 411[

Conjunto-solucdo = ]?,?

Na figura ao lado esta ilustrado, sobre a circunferéncia
trigonométrica, o intervalo de valores das amplitudes pertencentes a

~ - . ~ 1
[—T, ] que sdo solugdo da inequagdo cosx < -
Tem-se:

Conjunto-solugdo = [—n, - 2?“[ U ]2?7[ n]
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b) Tem-se: 2senx +1 >0 < senx > —%.

Na figura ao lado esta ilustrado, sobre a
circunferéncia trigonométrica, o intervalo de
valores das amplitudes pertencentes a [0, 2]

~ ~ . - 1
que sdo solucdo da inequagdo senx = — 3
Tem-se:

Conjunto-solugdo = [0, %ﬁ] U [1177[’ 21'[]

Na figura ao lado esta ilustrado, sobre a
circunferéncia trigonométrica, o intervalo de
valores das amplitudes pertencentes a [—m, ]

~ ~ . ~ 1
que sdo solucdo da inequagdo senx = — 3"

Tem-se:
. ~ 5Tt i
Conjunto-solugdo = —11,—?] U [_E'“]
2 2 2
c) Tem-se: |senx| > g & senx < —gv senx > g

Na figura ao lado esta ilustrado, sobre a
circunferéncia trigonométrica, o intervalo de
valores das amplitudes pertencentes a [0, 2]
gue sao solucdo da condicao

senx < —gv senx > g
Tem-se:
. o 3 5T 7
Conjunto-solugdo = ]E,—“[U ]—n,—n[
4° 4 4 4
106.

V2
a) Tem-se: 2senx <2 & senx < =

Na figura ao lado esta ilustrado, sobre a
circunferéncia trigonométrica, o intervalo de
valores das amplitudes pertencentes a [0°,360°[

~ ~ - V2
gue sdo solucdo da condicdo senx < - -

Tem-se:
Conjunto-solugdo = [0°,45°] U [135°,360°[

Na figura ao lado esta ilustrado, sobre a
circunferéncia trigonométrica, o intervalo de
valores das amplitudes pertencentesa | — m, [

~ ~ . >
que sdo solugdo da condigdo senx < \/7_
Tem-se:
; 5 3
Conjunto-solugdo = ]—n,g] U [Tn’“[
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1 1 1
b) Tem-se: |cosx | S;e —;Scosx =z

2
Na figura ao lado estd ilustrado, sobre a T
circunferéncia trigonométrica, o intervalo de ‘ :
valores das amplitudes pertencentes a [0, 27| ¥ x\}\} -
que sdo solucdo da condigdo —% <cosx < % . 2 % :
Tem-se:
Conjunto-solugdo = [E,Z—n] U [4—1T,5—1T]

3’3 3’3
Na figura ao lado estd ilustrado, sobre a T
circunferéncia trigonométrica, o intervalo de :
valores das amplitudes pertencentes a =R N =
O x

] —180°,180°[ que sdo solugdo da condigdo

1 1
—=<cosx < -.
2 2

Tem-se:
Conjunto-solu¢do = [—120°,—60°] U [60°,120°]

107.

a) cos*x — sen*x = (cos?x + sen?x)(cos?x — sen?x) = 1- (1 — sen?

x —sen’x) = 1 — 2sen’x

b)Tem-se: A+B+C=ne=B+C=mn—A,pelo que vem:
cos A + cos (§+C) = cos A + cos (Tt—A) =cosfi+(—cosfi) =0

1-sen?y cos’y 1
c) —seny = = =Ccosy r—
seny seny seny tgy
(senx + cosx)®—1 sen?x+2senxcosx+cos?x—1 2senxcosx
d) = = = 2senx
cos x cos x cos x
108.

a)Area:th e sen(n—e):S@h=55en(n—e)@h=55en6

5x5sen 0

Logo, Area = = 12,5sen 9.
b) A() > 6,25 < 12,5sen 0 > 6,25 < sen 0 > %i & send >§

T 5T

- 1
Ora, nas condic¢des do problema, tem-se 0 < 6 < m, pelo que senf > 3 = 0€ ]E'? .
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109.

a) Seja O o ponto de intersegdo das diagonais do quadrado.
Como AB = 4cm, vem AC = 4v2 cm, pelo que 40 = 2+/2 cm.
8v2

TT »
s —
6

T __ A0 - 2V2 —=
Tem-se: cos— == & AF = —=, peloque 4 X AF =
6 AF cos,
Portanto, o perimetro do losango, com aproximag¢do ao mm, é igual a 13,1 cm.

b) Tem-se: cos 9_49 o 4F = 2—‘/59 , pelo que:
2 AF cos
Perimetro do losango = 4 X AF = 8—\/59
COS —
2
P 0 0
c1) Perimetro =13 & 8—‘/79 =13 © cos 5= %; portanto — = 0,515 peloque 6 = 1,03 rad
COoSs —
2
¢;) Perimetro = 16@8—\/592 16 < cos gzﬂﬁcos o_12
cos 2 6 2 2

0
Portanto - = E, pelo que 6 = Zrad.
2 4 2

Interpretagao:
No caso em que o perimetro do losango é igual a 16 cm, o losango coincide com o quadrado, pelo

gue a amplitude do angulo EAF é igual a amplitude do angulo BAD , ou seja, g rad.

110. Seja a < 0 a abcissa do ponto P.

Tem-se: a? +1,2° =22 © a? =4 — 1,44 © a?> = 2,56; portanto, a = —/2,56 = —1,6.
Entdo: sen(x=£=0,6, cosoc=—£=—0,8etgoc=£=—E
2 2 -0,8 4

cos(180°+ a) = —cosa = 0,8 = %

111.
a) Tem-se, de acordo com a figura ao lado: _—
X
sen9=1—04:)x=105en6 .
cose=1lo(=>y=10cose \0
\._y/

A=x Xy =10sen 8 X 10cos 6
Logo, A = 10sen gx 10cos g = 25v3 cm’.

b) A(6) = 10sen 6 X 10cos 8 = 100 sen 6 cos 6
Sim, a area pode ser dada por 100sen 8 cos 9.
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112. Tem-se:

] ABXBC ABXx2 __

Areapjapc) = > = = AB

t G—R@t 0= 2 & AB = :

8YTaE T 87T AB T g0
2

Logo, AreaA[ABC] ol

i PQxh 4xh

Areap[pgr] = > = = 2h

h h
co0sO=— <= cos0==—< h =2cos0
PR 2

Logo, AreaA[pQR] =2 X 2cos0 =4cos0.

A R . . 2
Os dois triangulos tém a mesma area se e sé se o =4cosH.

Tem-se:

2 2cos0 2cosO

— =4cosH & =4cosf & —4cose—0<:>cose(——4)—0<:>
tgo sen 6 sen 0 en B

1
< cosO=0V —4:0@c059:0Vsen9:E

sen 0

Como, nas condi¢des do problema, 0° < 08 < 90°, tem-se: cos8 =0 V senf = L

2

Tem-se, para 9=g,E=2\/§,A_C=4,B_C=2..eW=4;E=2\/§eﬁ=

Logo, os tridngulos sdo iguais porque tém os lados iguais.

113. Tem-se:
a;) OAC é um angulo inscrito numa circunferénciae BC=8.

az)senez%ﬁﬁzsene; cost%@mzcose

__CD _ sen®
2 AD 1+cosH

114.
al)Tem—se:sen%=nsen%@§=nx%@n=\/§
. con™ = T V3 V2 _ ] _ Ve
az)Tem—se.ser13—nsen4<:>2 n X 4:)\/_ w2 en \/_<:>n—2
b) Tem-se:
m 3 1 3 3 V3
sen— = —senr © — = —senr & senr = —— S senr = —
6 3 2 3 24/3 2

-~ TC 3 T
Como, nas condi¢des do problema, 0 <r < > tem-se: senr = > Sr= 3
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Capitulo 3 | Fungoes trigonométricas

Pag. 85

115.

a)g(x)=0®2+4cosx=0<=cosx=_%

Em [—m, ], tem-se cosx:—%@x:—%1T v x:%“

b) Em [—m, ], o grafico da fungdo definida por y = cosx é:

Portanto, em [—m, 1|, o gréfico da funcdo definida por y = 4 cosx é:

)
4

Logo, em [—m, ], o gréfico da fungdo definida por g(x) =2 + 4 cosx é:

7

c) Por analise do grafico, conclui-se que o contradominio da fungdo g é [—2,6].

d) Por analise do grafico, conclui-se que o valor de x para o qual a fungdo g toma o valor maximo é 0.
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116. Em [—m, ], o gréfico da fungdo definida por y = senx é:
L

y
1

)
Portanto, o grafico da fungdo h é:

A

y

s &

v

=N 1o 7 x

sy

Assim, o contradominiode h é [—1, ?] .

Pag. 86
117. Tem-se, tal como a figura pretende ilustrar: )_‘
191t T ’II 111
sen—=sen(2n——)=sen(n+—)=sen— =
10 10 10 10 ‘/;___\\\
1 I 'y
Portanto, k = %. J =

Pag. 90

118.
a) f(x +m) = cos [2(x + m)] + sen [4(x + )] = cos(2x + 2m) + sen (4x + 4n) =
= cos (2x) + sen (4x) = f(x)

b) Na figura estd representada, em referencial y
o.n. x0y , parte do gréfico da fungdo f e os
pontos A, B e C referidos no enunciado.

Tem-se: B /C NS x

BCxO0 -
2
Determinemos a ordenada do ponto A4 :

f(0)=cos0O+sen0=1+0=1
Determinemos as abcissas dos pontos B e C :
f(x) =0 < cos (2x) + sen (4x) = 0 & cos (2x) = —sen (4x) & cos (2x) = sen (—4x) &

S cos (Zx)=Cos(§+4x)<=>2x:§+4x+2kn \Y% 2x=—g—4x+2kn,keZ<=>

Area do tridngulo [ABC] =

<=>—2x=§+2kn \Y 6x=—§+2kn,k€Z<=>

s s T
<:>x——Z+anx——E+k§,k€Z

44 Fotocopiavel © Texto | MVT 11



Procuremos as duas menores solugdes positivas:

Tem-se:
T T ~ .
k=0—>ox= s Vx=-= (ambas sdo negativas)
3T ot 31
k=1->x=—==Vx==
4 12 12
71 211 7T
k=2—>D x=—=—7— Vx=—
4 12 12

~ . ~ 3T 7T . , 3T .
As duas menores solugdes positivas sdo TR pelo que a abcissade B é T ea abcissade C

, 7m
é —.
12
Entdo, vem:
7T 31 41T
‘ . BCx0A o)<t > 4
Area do tridngulo [ABC] = == = E-) =22=-2="7C
2 2 2 24 6
Pag. 94
119.
a) Consideremos um referencial o0.n., com origem em O, de tal modo 1
gue o eixo das abcissas contenha o ponto A e o eixo das ordenadas M
contenha o ponto M. ’L\dm
L\
O ponto R tem coordenadas (5cosx,5senx) eoponto M tem // T
coordenadas (0, 8) . / l 7\
[ t i la
Vem, entao: { o J =
o \ /
d(x) =RM = /(5cosx — 0)2 + (5senx — 8)2 = \ P4
il e

=/ (5cosx)% + (5senx — 8)2 =
=/25cos?x + 25sen? x — 80 senx + 64 =
= /25 (cos? x + sen? x) — 80 senx + 64 =

=+v25x1—80senx + 64 =
=+/89 — 80senx

de)=/m—smm§=Vw—80x1=v§=3

Interpretagdo: quando x = g os pontos O, R e M sdo colineares, pelo que
RM = 3.

Pag. 102

T

120. arcsen G) + arccos (— \/;) + 4arctg (—1) = g + 5?“ +4 X (

121.

a) Seja x € [—1,1] eseja a = arccosx .Entdo, a € [0,Tt] e cosa = x .
Portanto, sen?a=1—cos?a=1—x2.

Como a € [0,T], tem.se sena = 0, pelo que sena = V1 — x2.

Logo, sen (arccosx) = sena = V1—x2.

Fotocopiavel © Texto | MV¥T 11 45



b) Tem-se, de acordo com a igualdade da alinea anterior:

snforceos (-9 = 1~ (-9 = 13- fi=2

Entdo, vem:
( 1) N V5 1 N 2 1

cos arccos3 sen |arccos 3 )|=3t3=
Pag. 104
122.
a) O dominio da fungdo arco-cosseno é [—1,1], pelo que o dominiode f é
reR-1<2<1}.
Tem-se: —1<"—+3<1(:> —2<x+43<2e-5<x<-1

Portanto, o dominio de f é[-5—-1].

b) O valor procurado é a solugdo da condicdo 6 arccos (xTH) = 4.

Tem-se:

6 <x+3) 4 <x+3) 2t x+ 3 2T x+3 2T
= & — = — = —

arccos Tl & arccos > 3 > cos 3 > cos 3

@%H:—%@x+3=—1@x:—4

Pag. 105

vl N

123.Tem-se: 2—5senx =0 & senx =

Para a € [—g g] tem-se sena=§<:>az 0,412.

13 15T

Pretende-se x € [ ] tal que senx = sena«.

Tem-se:
senx =sena e x=a+2knVx=n—a+2knk€Z

3
Como o € [—gg] , T—aE E?n] , pelo que vem:

x € [—§+ 2kn,g+ Zth] V x € E+ 2k1t,37n+ 2k11]

131 15

Procuremos k € Z para o qual se tem x € [THTR :
Tem-se:

[ 3
k=0— x€ —gg] \% xe[1T —“]
k=1— xe_?’—n—] [5“7“]

(27 2
k=2— XE%IT T[] [9T[111'[]
k=3 — xe_li—” 3] [1311157:

Entdo, x=m—a+2Xx3Xm=n—0,412+ 61T = 21,58
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124. Tem-se:
O minimo valor de cosx é —1, 0o maximo valorde cosx é1le
—1<cosx<1 -1+3<cosx+3<1+3=2<cosx<4

2 cosx+3 4 cosx + 3
S-<——<-91l<——<?2

2 2 2 2

s . cosx+3 , ;s . cosx+3 ,

pelo que o minimo valor de é 1 e o maximo valor de é 2.
Tem-se:
cosx+3 . ~

= 2 cosx =1 x =2kmk €Z, peloque 2km, k € Z é uma expressdo geral dos

L cosx+3
maximizantes de
cosx+3 . ~

=l cosx=—-1<x=n+2knk €Z, peloque T+ 2k, k € Z é uma expressdo

2

L cosx+3
geral dos minimizantes de .

125.
a) O cosseno é positivo e decrescente somente no 1.° quadrante; neste quadrante, o seno é positivo.

b) A tangente é negativa e, simultaneamente, o cosseno é crescente somente no 4.° quadrante;
neste quadrante, o cosseno é positivo.

126.
a)Para x <0:
x+1 1 2
g(x) = hx) = —o33x+3=1o3x+2=0x=——
X 3x 3
Entdo, para x < 0, os graficos de g e de h intersetam-se num Unico ponto.
Para x > 0:
() = h(x) senx 1 3 ) 2
gx X % 3% senx senx 3

Ora, em qualquer intervalo da forma ]2km, 2 + 2km], k € Z, a equagdo senx = % admite
exatamente duas soluces.
Entdo, no intervalo ]0,1000m] a equagdo senx = % admite exatamente 500 X 2, ou seja, 1000

solugdes.
Dizendo de outro modo: em cada volta inteira na circunferéncia trigonométrica, ha exatamente dois

A . L. 2 . . o
angulos cujo seno é igual a 3 s comoo intervalo ]0,1000m] corresponde, na circunferéncia
trigonomeétrica, a quinhentas voltas inteiras, neste intervalo ha exatamente mil angulos cujo seno é

iouala 2
igual a -
Logo, no intervalo [—1,10007], os graficosde g e de h intersetam-se em 1001 pontos.
™ T 2
b) Para x € [——,—] tem-se: senx ==& x = 0,73
2’2 3
1

h(0’73) = 3x0,73

Entdo, as coordenadas do ponto A4, arredondadas as décimas, sdo (0,7; 0,5) .

~ 0,46
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127. Tem-se:
x OB

< - DA+CB
Area do trapézio =

Determinemos a abcissa do ponto A :

i M km
f(x)=0<=>4cos(2x)=0(=>cos(2x)=0=>2x=5+kn,kEZ=>x=Z+7,kEZ

Como a abcissa do ponto A é o menor zero positivo de f, A é o ponto de coordenadas G, 0) .

Determinemos a ordenada do ponto C :

(D) = dens[ex (-] = deos(-3) = x5 =2
Entdo, C é o ponto de coordenadas (— g, 2) :
Tem-se, entdo:

2T T
— 4=
2 6 4

< . DA 71T . .
Area do trapézio = =5 unidades de area

128.

a) Tem-se:
0G 0G —

° cosxzﬁ@cosx=7@0622cosx
BG BG —

° senx=0_—B(:>senx:7<:) G =2senx

e CG=CO+0G=2+2cosx

e BC?>=BG?*+CG* ©BC?=(2senx)?>+ (2 +2cosx)? &

& BC? = 4sen’x + 4 +8cosx + 4cos?x & BC? = 4(sen? x + cos?x) + 4 + 8cosx &
© BC?=4x1+4+8cosx ©&BC?=8+8cosx & BC =8+ 8cosx

Entdo, vem:
ABxCG 2BGXCG
A() = X

P(x) =AB + BC + CA=2BG + 2BC = 2(2senx) + 24/8 + 8cosx = 4senx + 2v/8 + 8 cosx

=BG X CG—25enx(2+2cosx)—4senx+4senxcosx e

T T i T
b)A(5) =4senl+4senTcosT=4x1+4x1x0=4
Interpretacao:

Quando x = g, o ponto B coincide com o ponto D e o ponto A coincide com o ponto F, pelo que o

ﬁxﬁ 4x2
2

tridangulo [ABC] coincide com o tridngulo [FDC] cuja area é igual a 2=4.

@

2
1 63
c)sen2a+cosza:1<:>sen2cx+(§) =1 & sen? a ==, peloque sena =

Entdo, P(a) =4sena+2\/8+8cosa—4x—+2 /8+8><— —+6 = 3\/_+12
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129.

a) Tem-se, de acordo com a figura: [\

tg20° == &1 = 1,51g20° & =

< r' =0,546 m \_2?
1,5m

Portanto o raio do circulo de luz é,

aproximadamente, 54,6 cm. = i.

b) Tem-se, de acordo com a figura:
tgl=l o =g /
8271 r =183

Portanto, a area do circulo de luz é dada, em fungéo o

2
de a, por n(tgg) =T[tg2%.

. s T
c) Como a drea do tampo da mesa é igual a " m?,

conclui-se que o raio do tampo é iguala 0,5 m /

Entdo, tem-se, de acordo com a figura:

. oa 0,5 X a 5
e — e —_——
827127%27 12 Lam

ke~
(04
2
o s o 5 %
Como ~ € [O’E[’ tem-se — = arctg—. - =

Portanto, a = 2 X tg_ll—s2 ~ 45°14' .

130. a) No ano 2000, o dia 24 de margo foi 0 84.° dia do ano, pois 31 + 29 + 24 = 84.

Ora £(84) = 12,2 + 2,64 sen™ > ~ 12,336 ; tem-se 12,336 horas ~ 12 h 20 min.

Como o Sol nasceu as 6 h 30 min e desde este instante até ao por do Sol decorreram 12 h 20 min,
o pbr do Sol ocorreu as 18 h 50 min.

Fotocopiavel © Texto | M¥T 11 49



b) Queremos saber quantas sdo as solugdes da condi¢do f(n) > 14,7 para n pertencente ao
conjunto {1,2,3,...,366}.
Com recurso a calculadora podemos obter o grafico seguinte:

r
Vv

14,7

5

O 1534 1916 366 X

Portanto: f(n) > 14,7 & n € {154,155, ... ,191}, pelo que o numero pedido ¢ igual a
191 — 153 = 38.

131. No instante 0 ocorre uma maré baixa, pelo que aimagem de 0 terd de ser igual a 7

Esta condicdo permite eliminar a opc¢do (D), pois a imagem de 0 por meio da funcao definida pela
expressdo da opgdo (D) é iguala 11.

No instante 12 ocorre igualmente uma maré baixa, pelo que a imagem de 12 terd de ser igual a 7.
Esta condicdo permite eliminar a op¢do (C), pois a imagem de 12 por meio da fun¢do definida pela
expressao da opgao (C) é igual a 15.

No instante 6 ocorre uma maré alta, pelo que a imagem de 6 terd de seriguala 11.

Esta condicdo permite eliminar a opc¢do (B) pois a imagem de 6 por meio da fun¢do definida pela
expressao da opgdo (B) é igual a 9.

Portanto, a resposta correta é a opgdo (A).

Pag. 114

132.
a)V(2m) = 80(2m — sem 2m) ~ 503
A capacidade total do depésito é, aproximadamente, 503 m>.

b) Trata-se se saber o valor de x para o qual se tem V(x) = 300.
Na figura estd representado o grafico da funcdo V, bem como o ponto de intersecdo deste grafico
com a reta de equagdo y = 300.

503 —

300

O 3.4 2n !

Portanto, a amplitude do arco ABC terd de ser, aproximadamente, de 3,4 radianos.

50 Fotocopiavel © Texto | MVT 11



. . L , 1
c) O volume de combustivel existente no depdsito, no momento em que a sua altura é " da altura

maxima, é a imagem, por meio da funcdo V, da amplitude do arco AC (ou seja, da amplitude do
angulo ao centro correspondente AOC).

=S i

A , 1 T
Tem-se AOC = 2a. Tem-se também cosa = < = > pelo que a = 3
T 2T

5__

Portanto, AOC =2 x
2 , . , .
Como V (?n) ~ 98, o volume de combustivel existente no depdsito, no momento em que a sua

altura é " da altura maxima, é, assim, aproximadamente igual a 98 m°.

133.
a) 12 arcsen (1) + 16 arccos (— \/Z—E) —3arctg(—V3) = 12 x g + 16 X %“ -3 (— g) =

2
=2n+12n+m™= 157

31 11T 1 2 4T
b) arcsen sen--) +arccos |sen——) — —arctg(;sen—) =

- acsen(2) s (-2) - g (-] -

_ V2 N (1) 1 " V3 _
= arcsen 2 arccos 2 2ZSlI‘Cg 3 =
TC 2T 1 T T 2T T 121

=+ T ox () =i S ==

6 12

134. Seja o = arctg x ; entdo, a €] —g,g[ etga=x.

X
Provar a igualdade enunciada equivale, assim, a provar que arcsen—— = «
g q 7 7 p q W
Tem-se:
X tg a tg a T T
=% =8 — (para aE]——,—[,tem-se cosa>0)
Vi+x2  [1+tg? « 1 2°2
cos? a
tga sena
=S —=tgaXcosa=——Xcosa=sena
cosa
cos o
elo que, como o € ]—E E[ arcsen —— = arcsen(sena) = o
pelo que, 2721 VitxZ
135.

a) Tem-se arccos 0,6 = 0,9, pelo que, como 0,9 € ]O,g[, a=0,9.
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b) Para t € [0,7t] , tem-se cost = —0,2 = t =~ 1,77 .
Pretende-se determinar 0 € ]n,s?n[ tal que cos® = cost.

Tem-se:
cosb=costo0=t+2kn VO=—-t+2knkeZ
Como t€[0,mt], vem —t € [—T,0], pelo que se tem:
0 € [2km,m+ 2kn] vV 0 € [—Tt + 2km, 2k™]

3
Procuremos k € Z para o qual setem 6 € ]117“[ Tem-se:

k=0— 0€[0,nt] V 8 €[-m,0]

k=1— 0€[2m3n] Vv 0 € [m 27|

k=2— x€[4m5m] VvV —

Entdo 0= —t+2X1Xn=—-t+2n=~—-1,77+ 2t~ 4,5

c)Parat € ]—g,g[,tem—se tgt=-2et=-111.

Pretende-se determinar x € ]g,n[ ,talque tgx =tgt.

Tem-se:
tgx=tgtox=t+knkeZ
Como tE€E ]—g,g[,tem-se X € ]—g+kn,g+kn[.

Procuremos k € Z para o qual setem x € ]gn[ . Tem-se:

k=0— xE]—EE[
B 22
k=1 En3n[
= —> _,
=122

Entdo, x=t+1Xxn=t+n=-1,114+11= 2,0

d)Para t € [—g,g] , tem-se sent = —-0,6 =t = —0,64.

. 3
Pretende-se determinar o E]T[,%[[ tal que sena = sent .

Tem-se:
sena=senteo a=t+2knva=n—t+ 2km,k €Z
T T T 3T
Como tE€ [_E’E] ,vem TT—tE [5,7] , pelo que se tem:

o E [—g+ 2kn,g+ ZkT[] V a€E E+ 2kn,37ﬂ+ Zk‘l'[]

3
Procuremos k € Z para o qual se tem « E]n,;ﬁ[ . Tem-se:

k=0— aE[—E,E] \Y aE[E,S—n]
2’2 2’ 2
k=1— 0(6[3—11,5—1T -
2’2

Entdo, a =mm—t+2X0xXxm=nm—t=mn—(—064) = 3,8.
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136.

1

a)3cosx=1(:>cosx=§
. 1

Seja o = arccos; ~ 1,23.

Tem-se:

1
cosx=§(:>cosx=cosa<:>x=a+2knVx=—a+2k1't,kEZ

Entdo,vem x = 1,23+ 2knt V x = —1,23+ 2km,k € Z

b) Seja a = arcsen%z 0,848 .

Tem-se:

sen(2x) =sena < 2x =a+2kn V 2x =n—a+2knk€Z &
<:)x=%+krt Vv x=§—%+kn,k€Z

- 0,848 T 0,848 .
Entdo, vem x z7+k1t V x zE—T+kn,k € 7, ou seja,

x=042+kn V x=1,15+2km,k €Z

c) Seja a = arctg2 = 1,11.
Tem-se:

tgx+1) =tgaeox+1l=a+kmkeZex=a—1+knk€eZ
Entdo,vem x = 1,11 -1+ kmk €Z,0useja, x 0,11+ km,k €Z

137.

a) Tem-se arccos 0,6 = 53° e pretende-se, entdo, encontrar vt

x €]270°,360°[ tal que cosx = cos53°. . /7T

Tal como a figura pretende ilustrar, tem-se /x/"* \

x = 360°—53° = 307°. (O 06 X

b) Tem-se arcsen(—0,8) =~ —53° e pretende-se, entdo, encontrar i_

x €]180°,270°[ tal que senx = sen(—53°) . ===

Tal como a figura pretende ilustrar, tem-se T/(;H\\ .

x = 180° + 53° = 233°. AN
%:- 53

Fotocopiavel © Texto | MV¥T 11 53



c) Tem-se arctg (—3) = —72° e pretende-se, entdo, encontrar
x €]0°,360°[ tal que tgx =tg (—72°).

Tal como a figura pretende ilustrar, tem-se x = 180° — 72° = 108° ou
x = 360°—72° = 288° .

138.

1 ~
a) Tem-se arctg (— E) =~ —0,20 e pretende-se, entdo, encontrar

x € E,n[ tal que tgx = tg (—0,20) .

Tal como a figura pretende ilustrar, tem-se
x=m—0,20 = 2,94.

=

-~
y
R

P2 B AN

== (ﬁ \ R
5 F0.2
=

—

b) Tem-se arcsen (0,8 = 0,93 e pretende-se, entdo, encontrar x € E,n[

tal que senx = sen(0,93).

b
L4

Tal como a figura pretende ilustrar, tem-se
x=m1—-093 = 221.

c) Tem-se arccos(—0,3) = 1,875 e
~ 3
pretende-se, entdo, encontrar x € ]n,;n[ tal que

cosx = cos 1,875.

Tal como a figura pretende ilustrar, tem-se
x =2mt— 1,875~ 4,41.

139.
a)2senx — 0,8 =0 © senx = 0,4
Seja o = arcsen 0,4 = 0,41 .
Tem-se:
senx =04 & senx =sena e x=a+2kn V x=n—a+ 2kmk €
Entdo,vem x =~ 0,41+ 2knVvx = — 0,41 + 2k, k € Z, ou seja,
x=041+2kn V x=2,73+2kn,k€e€Z
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b)1=3cosx+18 < 3cosx =—-0,8¢< cosx = —14—5

o o — _4)~
Seja a = arccos( 15) ~ 1,84.
Tem-se: cosx =—08e cosx=cosaex=a+2kn V x=—-a+2kn,k€Z
Entdo,vem x ~ 1,84+ 2kn V x = —1,84 + 2km,k € Z.

c) Seja a = arctg(—10) = —1,47 .
Tem-se:

tgx—3)=—-10=otg (x—3)=tgaex—3=a+knke€Zex=a+3+knk€eZ
Entdo,vem x = —1,47+ 3+ km,k € Z,ouseja, x = 1,53+ kmk € Z.

140. Trata-se de resolver, para t € [0,10], aequagdo V(t) =2,4.

V(t) =24 < 2,5-0,3cos (1,5t) = 2,4 < cos (1,5t) = %

Seja o = arccos G) =~ 1,23.

Tem-se:

cos (1,5t) = % < cos (1,5t) =cosae 1,5t =a+2kn vV 1,5t =—a+2kmk€EZ &
@t=%+%k‘r{ Vot= —1%+f—5kn,k €L t=ctihn V t= -tk k€Z

1,23

4 .
—+-kmn,k € Z, ou seja,
1,5 3

Entdo, vem tzﬁ+ikn V t= —
1,5 3
tz0,82+§kn v tz—0,82+§kn,kez

Procuremos k € Z para o qual setem t € [0,10] .

Tem-se:
k=0— t=08 VvV t=—0,8 (somente 0,8 pertence ao intervalo [0,10])
k=-1— t=-05 Vv — (ndo pertence ao intervalo [0,10])

k=1— t=50 VvV t=34 (pertencem ao intervalo [0,10])
k=2— t=92 VvV t=7,6 (pertencemao intervalo [0,10])
k=3— t=134 v t=11,7 (ndo pertencem ao intervalo [0, 10])
Os instantes procurados sdo, em segundos: 0,8; 3,4; 5,0; 7,6 e 9,2

141.
a) Tem-se a seguinte relacdo de proporcionalidade direta:

Amplitude do arco descrito, Tempo gasto a descrevé-lo,
em radianos em segundos
2m - 24
X - 9
Tem-se x = —2& = %T[, pelo que, ao fim de 9 segundos, a particula descreveu um arco de %ﬂ

radianos.

1min4s = 64 s, pelo que vem:

21 — 24

X — 64
Tem-se x = 64:42“ = 167“, pelo que, ao fim de 1 min4 s, a particula descreveu um arco de 167“
radianos.
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b) Tem-se a seguinte relacdo de proporcionalidade direta:

Comprimento do arco Tempo gasto a descrevé-lo,
descrito, em cm em segundos
10Tt - 24
X — 15

15X10m _ 25T

o - = 6,251, pelo que, ao fim de 15 segundos, a particula descreveu um

arco com comprimento igual a 6,25m centimetros.

Tem-se x =
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+ Exercicios propostos
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142. Opcdo (C)
Tem-se, de acordo com a figura:
% =24 BC = 2,44C _
RXR_BO(:) ACX244C _ 5 @{2,4R2 =60
= 2
2

- - BC =24 x5 _ (BC =12
‘:’{AC2=25@{AC=5®{R:5 @{R=5
AB? = AC? +BC?* @ AB* =25+ 144 & A \a c

& AB? = 169 © AB = 13, pelo que o perimetro do tridngulo é iguala 13+ 12+ 5 = 30.

143. Opcdo (B)

Seja x a medida do comprimento do menor lado do tridngulo.

Tem-se x+ (x+ 1)+ (x + 2) = 24, peloquex =7 e, entdo, as medidas dos lados do tridngulo
sao7,8e09.

Seja a a amplitude do maior angulo do triangulo.

Tem-se 92 =82 +72 —2Xx 8 x 7 X cosa & 81 = 113 — 112 X cos & & cOs & = = ; portanto

7I
a=x73,4°.

144. Opcao (A)
36° + 42° = 78°, pelo que o terceiro angulo do triangulo tem 180° — 78° = 102° de amplitude.

Sejam x e y as medidas dos comprimentos dos restantes lados do triangulo.
sen102° sen 36° sen42° 6xsen 36° 6XxXsen42°
= = , peloque x = ——— =—
6 x y sen102° sen102°

Portanto x = 3,61 e y = 4,10.
Entdo, perimetro do tridngulo =x+y+6 = 3,61+ 4,10+ 6 = 13,7.

Tem-se:

145. Opcao (D)
Perimetro do tridngulo [0AB] = 0A+ 0B +AB =1+1+2sena =2+ 2sena
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146. Opcdo (A)
Perimetro do retdngulo [ABCD]=2XDC+2xBC=4x0C +2 X BC =4cosa+ 2sena

147. Opcdo (C)

Tem-se, de acordo com a figura cos a = P o cosa=— = 04A=—— e 4B = tga.
. _OA_ 0OA cosa

Perimetro da regido colorida = CO + OA + AB + comprimento do arco BC =

1 1 T T
—1+E+tga+zx2nx1—1+ +E_E+1+

1 sena l+sena _ T+2 1+sena

cosx cos o cosa 2 cos
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148. Opcdo (B)

Tem-se, de acordo com a figura

PC? = CO? + OP? — 2 x CO X OP x cos(COP) &
@P_C2=1+1—2x1><1><cos(x+g)<:>

© PC? = 2—2cos(x+g) © PC? =2—2(—senx) ©

& PC?=2+2senx © PC =2+ 2senx

Perimetro do triangulo [OPC]=CO+ 0P +PC =1+ 1++2 + 2senx =

=2+4++V2+2senx
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149. Opgdo (A)
Tem-se:

\

.
N

tg@n-—o)=4eotg(—0) =4 tga=—4 e sen(g+a)+cos(37“—oc)=cosoc—sena

Pretende-se, entdo, determinar o valor de cosa — sena sabendo que tga = —4 e que a €]0, ] .
Ora,
1 1
l+tgla=——©1+16 =—— cos’a=—; como a €]0,n[ e tga < 0, pode-se
COS“ o COoSs“ o 17

. T \/ﬁ
concluir que a € ST, pelo que vem cosa = -

1 16 T
sen?a + cos?a = 1@sen2a+ﬁ=1@sen2a=5; como aE]E,n[, vem seno = —

Entao, sen(E+ 0() +cos(3—“— oc) =Ccosa—sena = —E—@ = —S—W.
2 2 17 17 17

150. Opcdo (B)

Tem-se

2?1'[ < T, o que exclui a opgdo (A)

2
4 + 4tg? (47“) =4+4x(V3) =4+4x3=16, peloque 4?“ é solucdo da equacio.

2
4 + 4tg? (5?“) =4+4X (—\/§) =44+4x%x3 =16, pelo que STR é solugdo da equacao.

417
17

4 5 . ~ . ~
Dado que tanto ?n como ?n pertencem ao intervalo [, 21t], a opgdo correta é a opgdo (B).

151. Opgdo (D)

1
Tem-se 4senx =1 & senx = "

A equagdo senx = i tem duas solugdes em todos os intervalos da forma [2km, m + 2km] , k € Z,

pelo que, no intervalo [0, 5m] tem seis solugdes: duas no intervalo [0, ], duas no intervalo

[2m, 3] e duas no intervalo [4T, 5m]
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152. Opcdo (C)

Dado que g + \/?E =+/2, tem-se que % e —2m+ % = —7Tﬂ sdo solugdes da equagao.
Tal como a figura pretende ilustrar, esbogando, E

no intervalo [—2m, 2m], o grafico da fungdo \E

definida por y = senx + cos x , verifica-se que, /-\ /
neste intervalo, ndo ha mais solugdes daquela __T \/c':r : \/ X7
equagao.

153. Opcdo (D)
Tem-se, paratodoo x ER:
31 T
sen (? + x) = —cosx, cos(m—x) = —cosx, cos (E + x) = —senx e sen(2m —x) = —senx,

pelo que f(x) = —cosx —cosx +senx +senx = 2senx — 2 COS X

154. Opcgdo (B)
Tem-se:
14+ cos0=1+4+1=2, oque excluiaopgdo (A).

2 sen (5 X0+ g) = 2sen (g) =2X % =1, pelo que a opgdo correta é a opgdo (B).

155. Opcdo (B)

O facto de o dominio da fungdo f ser o conjunto R, permite excluir as opgdes (C) e (D).
Determinemos o contradominio da funcdo definida pela expressdo 3 + 4sen x .
—1<senx<1& —4<4senx <4 —1<3+4senx < 7;isto excluiaopc¢do (A).
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156. Opcdo (C)
O dominio da fungdo definida por 3 + tg?x ndo é R, o que exclui a op¢do (A).
A funcgdo definida por cos?x admite zeros (por exemplo g ), 0 que exclui a opgdo (B).

24+ cos(—x) =2+ cosx, paratodoo x € R pelo que a fungdo definida por 2 + cosx é par.
Tem-se, entdo, que a fungao definida por 2 4+ cosx é par, tem dominio R e ndo admite zeros, pois
1<2+4cosx<3.

157. Opcdo (C)
Tem-se, paratodoo x ER, —1<senx <1 -5<-5senx <5 -4<1-5senx<6

Ora, 72—ﬂ € [3m,5m] e f (72—11) = 6, pelo que 72—ﬂ é ovalorde x paraoqual f(x) émaximo.

158. Opcdo (A) y

Tal como ilustrado na figura, quando x toma todos os valores do intervalo ~ ~_~ ;
5T . 1 r\ﬁ
- 2m|, senx toma todos os valores do intervalo —1,5 , pelo que B

g
3 E’F\' = x;
1 + senx toma todos os valores do intervalo [O, 5] .
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159. Opcdo (C)
Os instantes em que ocorre a maré baixa sdo aqueles em que h toma o seu valor minimo, ou seja, 8
Tem-se:

h(3) =10+ 2sen (3?“) =10+ 2sen (g) =10+ 2 x 1 =12, o que exclui a opgdo (A).

h(6) =10+ 2sen (6?“) =10+ 2sent =10+ 2 x 0 =10, o que exclui a opgdo (B).

h(9) =10+ 2sen (9?“) =10+ 2sen (37“) =10+ 2 x (—1) = 8, pelo que a opgdo correta é a
opcao (C).

160. Opgao (D)

Tem-sel+tgx 0= tgx -1 x # —E+kn,k EZ.

Entdo, para x € R, odominio de f é o conjunto dos valores de x tais que
x# - +kmk €L A xqt%“+kn,kez

As opcdes (A) e (B) estdo excluidas porque g ndo pode pertencer ao dominio de f.

A opcéo (C) estd excluida porque %ﬂ nao pode pertencer ao dominio de f .

161. Opcao (A)
3arcsen(2x + 1) + = 3711 < 3arcsen(2x + 1) = g < arcsen(2x + 1) = g =

<=>2x+1=seng<:)2x+1=% 4:)x=—i
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162.

Tem-se, de acordo com a figura:
tg35° =22 © 4B = BC x tg35° &
© AB = 46 x tg35°

Portanto, a = 32,210 m..

Entdo, a altura do farol é aproximadamente igual
a 33,7 m.

163.
a) Tem-se:

tg17°=%@a=5><tg17°; portanto a = 1,5 m.

b) Na figura ao lado, o pentdgono [ABCDE] é a base do prisma C
pentagonal apresentado no esquema que representa o espigueiro.

O ponto M ¢é o ponto médio do segmento [BD] . B - D
Tem-se: :
CM? + MD? = CD? & CM? + 0,4*> = 0,52 &

& CM?+0,16=025CM? =009 CM =0,3m

60 Fotocopiavel © Texto | MVT 11



BDXCM 0,8%0,3
= 0,8x%x3,7+ 5

Area da base = AE X ED + = 3,08 m?

Entao, vem:
Volume do espigueiro = 3,08 X 5 = 15,4 m?3
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164.
a) O tridangulo [AOB] é isésceles pois OA = OB, pois os segmentos [0A] e [OB] séo raios da
mesma circunferéncia.

360°

b) AOB = = =72°
Como o triangulo [AOB] éiséscelese OA = OB, tem-se OAB = ABO .
Entio, 0AB = 227% — 540

c) Seja M o ponto médio do segmento [AB].
Tem-se:

cos 54° = % & AM = 0A X cos 54° & AM = 12 cos 54° pelo que AB = 24 cos 54° e, portanto,
AB ~ 14,107 cm .
sen 54° = % & OM = 0A X sen54° & OM = 12 sen 54°; portanto, OM ~ 9,708 cm .

ABXOM __ 14,107x9,708

Area do pentédgono [ABCDE] =5 x 5 X ~ 342,377 cm?

Area pedida ~ 1 x 122 — 342,377 ~ 110 cm?

165. Seja [AB] um dos lados do poligono regular de n lados.

A 360° 180°
Tem-se AOB = — pelo que a = .

180°
n

AC -
Vem: sen a = T pelo que AC = sen a = sen , pelo que
180°

n

AB = 2sen

180°
ot

ocC -
cosa = —, pelo que OC = cos a = cos

A area dos triangulo [OAB] é igual a:

- 180° 180°
B x OC 2sen X Cos
> = > = cos

Portanto, a area do poligono é dada por:

180° 180°
X sen

180° 180°
X sen

n cos

166.

a) Tem-se: sen53° = % & x = 25 X senb53°; portanto, x = 20 m .
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b) Seja ¢; o comprimento do trogo do tabuleiro a esquerda do pilar e seja ¢, o comprimento do
troco do tabuleiro a direita do pilar.

20 20 20
Tem-se: tg53°=— & ¢y = etgld=—¢erc, =
1 tg53° cy tg 14°
20 20

~95m.

Entdo, o comprimento total do tabuleiro éiguala ¢; + ¢; = —
tg53°  tg14°

c) Seja h a altura do pilar.
20xtg32°
tg14°

Tem-se: tg32° = Cﬂ © h=c,Xxtg32°= ; portanto, h = 50 m, pelo que a distancia do
2

tabuleiro ao topo do pilar é aproximadamente igual a 30 m.

167.
a) C = 180° — (73° + 28°) = 79°

sen73°  sen28° sen 79°

T, T o , pelo que se tem:

sen73° sen 79° 42xsen73°
= q=—

" - wen7o° portanto, a = 41.

sen 28° sen 79° 42xsen 28°
=——Sb=——7—

b 42 T sen79°

; portanto, b =~ 20.

b) A = 180° — (112° + 19°) = 180° — 131° = 49°

sen49° sen112° sen 19°
= = , pelo que se tem:

a b 23
sen49° sen 19° 23Xsen 49°
=——& a=———;portanto, a = 53.
a 23 sen 19°
sen112° sen 19° 23xsen112°
= & b =——; portanto, b = 66.
b 23 sen 19°

c)a?=5322+5,032-2x5,32x5,03 xcos71,2 & a? = 53,6033 — 53,5192 x cos 71,2 ;
portanto, a = 6,03 .
5,322 = 6,032 + 5,032 — 2 x 6,03 X 5,03 X cos B & 28,3024 = 61,6618 — 60,6618 X cos B &

33,3594
60,6618

C =~ 180° — (71,2° + 56,6°) = 52,2°

& cosB =

; portanto, cosB = 0,55, peloquesetem B =~ 56,6°.

d) 32,92 = 42,42 + 20,4*> — 2 x 42,4 x 20,4 X cosA & 1082,41 = 2213,92 — 1729,92 X cos A &

& cosA = 1;2;2; ; portanto, cosA = 0,6541, pelo que setem A = 49,1°.
42,4% = 32,924 20,4> —2%32,9% 20,4 X cosB & 1797,76 = 1498,57 — 1342,32 X cos B &
& cosB = — 221 ; portanto cosB = —0,223, pelo que setem B = 102,9°.

1342,32
¢ ~ 180° — (49,1° + 102,9°) = 28,0°
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168.

a) De acordo com a lei dos cossenos:
cosA cosB cosC _ 2bccosA 2accosB 2abcosC _

a + b + c  2abc + 2abc + 2abc
_b2+c2—a2+a2+cz—b2+a2+b2—c2 _a2+b2+c2
B 2abc 2abc 2abc B 2abc

b) De acordo com a lei dos cossenos:
2a(bcosC +ccosB) 2abcosC + 2accosB

bcosC + ccosB =

2a 2a
_a*+b*-c*+a*+c?—b* 2a%
- 2a 2a
169.
) 1+sen x cosx _ (1+senx)?+cos?x _ 1+2senx+sen? x+cos?x
a cos x 1+senx  cosx (1+sen x) - cosx (1+sen x)
1+2senx+1 2+ 2senx 2(1 +senx) 2

"~ cosx(1+senx) cosx(l+senx) cosx(l+senx) cosx

b)
5 , _ sen’x , _ sen’x —sen’x X cos’x _ sen®x(1 — cos?x) _sen®x X sen’x
tg® x — sen’x = —— — sen’x = > = _ = .
cosZx cos2x cos2x cosZx
sen’x 5 5 5
= —— X sen’x = tg? x X sen’x
cosZx
170.
31) OC az) 0] 33) OE a4) OH as) OG as) OD
by) 30° by) 150° bs) 180° ba) 240° bs) 270° be) 330°
¢,) —60° c2) —90° ¢)—180° ) —210° ) —270°  c5) —300°
d,) OD d,) 0A ds) OB ds) OL ds) OD de) OF
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171.

a) sen(180° — a) + cos(90° — a) + 2 cos(—a) + sen(270° — a) =

3, 255 Y 3.

Ha [}

=sena+sena+ 2cosa—cosa = 2sena+ cosa
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b) tg (51 + x) — sen(—3m — x) — cos (— g — x) +sen (—x) =

Y Y 3.2 ¥

i
e AR
LT

172. sen (12—11) + 2 cos (_1;_7:) —3tg(1f’Tﬂ) = sen (41‘[+37T[) + 2 cos (—61‘[+§) —3tg(4~‘l‘[—%) =
=sen(37“)+2cos(§)—3tg(—§) =-1+2x3-3x(-1)=-1+1+3=3

173.

a) Tem-se: Ix ER:2senx =3 & Ix € R:senx =g

Ora, esta afirmacdo é falsa, pois o maior valor que senx pode tomar é 1.

b) Tem-se, para todo o valor real de o pertencente a En[ ,sena>0 e cosa <0 peloquea

proposicado é verdadeira.

174.
a) Tem-se:

EP RN AE —_—
senx=T(:>EP=senx e cosszﬁAE=cosx

peloque PF=1—AE =1—cosx.

Entdo, vem:

ABXEP BCXPF 1xsenx 1Xx(1—cosx)
a(x) = Anrapg) t Aalsrc) = 5 + 5 = 5 + 5 =
_senx 1—cosx _ 1+senx —cosx
- T © 2
b) Tem-se:

CF=1—-BF =1-—senx

PC? =PF?+ (CF? © PC?>=(1—-cosx)?+ (1 —senx)? &

& PC?=1-2cosx+cos’x+1—2senx +sen’?x &

& PC? =2+ (cos?x +sen®x) —2cosx —2senx <

& PC? =2+41—2(cosx +senx) & PC = /3 — 2(cosx + sen x)

Entdo, vem:

p(x) =AB+BC+AP+PC=1+1+1+,/3—2(cosx +senx) =3 +,/3 — 2(sen x + cos x)

i)

T T

1+sen—— cos— 1+
TC

c) Tem-se: a(z) = 42 2 =

NN
N |-

Interpretagao:
Quando x = E, o ponto P pertence a diagonal [AC] do quadrado [ABCD], pelo que a regido

ABXBC _ 1x1 _ 1

2 2 2"

colorida [ABCP] coincide com o tridngulo [ABC] cuja area é igual a

Tem=se: p(=)=3+ |3—2(senc+cos=)=3+,/3-2(1+0)=3+V/3-2=4
p 2 2 2
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Interpretacao:
Quando x = g, o ponto P coincide com o vértice D do quadrado [ABCD], pelo que a regido

colorida [ABCP] coincide com o referido quadrado cujo perimetro éiguala 4 X1 =4.

d) Tem-se tg[3=15—2 ,senfB>0 e cosf>0.

2
1+t p=—trol+(D) = el+to=— e D=

cosZ B 12 cosZ B 144  cos2f 144  cos?f
5 144 12
& cos“f=-—; como cosf3 >0, tem-se cosf} ==.
169 13
senff _ _ E i — i
cos B =tgf o senf=cosfXtgf & senf = ERebT & senf = e
Entao, vem:
5 12 6
=B B_BB_3
2 2 13
175.

a) Paratodo o nimero real x, senx toma todos os valores do intervalo [—1,1] .
Tem-se:

—1<sen(cx) <1< -b<bsen(cx)<b<=a—-b<a+bsen(cx)<a+b
Entdo, a fungdo f toma todos os valores do intervalo [a — b, a + b], pelo que o seu
contradominio é este intervalo.

b) Seja P o periodo fundamental da fungdo f . Tem-se f(x + P) = f(x),Vx E R.
fx+P)=f(x) e a+bsen[c(x+ P)] =a+ bsen(cx) © sen[c(x + P)] = sen(cx) &

& sen(cx + cP) = sen(cx)

Como ¢ > 0 e o periodo fundamental da funcao seno é 2mt, P é ovalor parao qual cP = 2m, ou

. 2T
seja —.
[
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176. De acordo com o grafico, o contradominio de f é o intervalo [—2,4], pelo que se tem, de
acordo com o exercicio 175, {a —b=-2 {Za =24 {a =1, {a =1
at+b=4% - - b=3
De acordo com o grafico, o periodo positivo minimo de f é igual a 8, pelo que se tem, de acordo
.. 2T 2T T
com o exercicio 175, T=8(:>c= ?<:C= 7

177.
a) O contradominio de f é o intervalo [—6,2], pelo que se tem
a—b=-6 2a =—4 a=-2 a=-2
O grafico da fungdo f pode ser obtido a partir do grafico da fungdo g definida por

g(x) = a+ bsen(cx) por meio de uma translagdo horizontal, pelo que o seu periodo positivo

;. L. . s ;. . 2T
minimo e |guaI ao perlodo positivo minimo de g ,ouseja, 7 .
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De acordo com o grafico, o periodo positivo minimo de f éigual a 16, pelo que se tem

2T 16 2T T
—_— = Pt = — & = —
c “T176 7T 3

b) Seja d, um possivel valor de d (a sua existéncia esta garantida no enunciado).

Entdo, dado que o periodo positivo minimo de f éigual a 16, para qualquer valor real d da forma
do +k x16, com k € Z, o gréfico da fungdo definida por a + b sen[c(x — d)] é igual ao do
enunciado.

Logo, existe uma infinidade de valores para d .

De outro modo:

Tem-se, de acordo com o gréfico, f(6) = 2.

f(6)=2<:)—2+4sen[g(6—d)]=2<:)sen[g(6—d)]=1(:>
@%(6—d)=§+2kn,kEZ(:>6—d=4+16k,keZ<:>

o —-d=-2+16kkeZ=d=2—-16k kEZ
Logo, existe uma infinidade de valores para d .

c) O menor valor positivo possivel para d pode ser obtido na expressdo 2 + 16k , quando k = 0.
Obtém-se d = 2.

a—b=10

a+b=16

a—b=10 2a =26 a=13 a=13
{a+b:16®{ = | o P

O grafico da fungdo f pode ser obtido a partir do grafico da fun¢do g definida por

178. Como o contradominio de f é ointervalo [10,16], tem-se {

Como o periodo positivo minimo de f éiguala 12, tem-se zTﬂ: 12 c= i—:@ c= g .
Como f tem maximo para x = 8, tem-se f(8) = 16.
f(8)=16@13+35en[g(8—d)]=16@sen[g(8—d)]=1(:>
@E(S—d):§+2kn,keZ(:>8—d=3+12k,keZ=>

o —-d=-54+12k,k€eZ=d=5+12k,keZ
Um possivel valor para d é5.

179.
a) A distancia do ponto A areta r éiguala d(0).

d(0)=5+4senE(O—3)] =5+4sen(—g)=5+4x(—1)=1m

b) O contradominio de f é ointervalo [5 — 4,5 + 4], ouseja, [—1,9].

Entdo, a distancia do ponto B areta r éiguala9 m.

Como a distancia do ponto A areta r éiguala 1l m, odiametro da circunferéncia é igual a 8 m,
pelo que o raio é 4 m.

¢) O tempo que o ponto demora a descrever uma volta completa coincide com o periodo positivo
, ~ . o2m
minimo da fung¢do d , ou seja, -

Tem-se 2711 = =2m X % = 12 segundos .

m|:||f_j|’

66 Fotocopiavel © Texto | MVT 11



d) Tem-se, parax > 0:

d(x)=3=>5+4sen[g(x—3)]=3<:>sen[g(x—3)]=—%<:>
@senE(x—S)]=sen(—g)<:)g(x—3)=—g+2kn v g(x—3)=7?ﬂ+2kn,kEZ<:)
©x—3=-14+12k vV x—-3=7+4+12k,k€eZ o x=2+12k Vx=10+ 12k, k€ Z

Os dois instantes que ocorrem durante a primeira volta sdo os que correspondem aos dois menores
valores positivos de x : 2 segundos e 10 segundos.

180.
a)Df={x€]R:Cosx¢0}={x€R:x¢§+kn,k€Z}

1+cos (-x) _ 1+cosx

b) Tem-se, Vx € D¢, f(—x) = =f(x).

cos(—x) T cosx

ofx)=0s 1+CoJSCX—O<:>1+cosx:0 Acosx #0 e cosx =—1Acosx#0< cosx=—-1&

oSx=n+2knk€Z

V2
7 1+c05(4) 1+cos(2m) 1+ 141 242 _ =+/2
a)f (5)~ £ == () cos@m T & 1 vz LT IARRE R
2

e) 2m é periodo de f porque se tem, Vx € Dy :
f(x + 21_[) _ 1+cos (x+2m) _ 1+cosx _ f(x)

cos(x+2m) " cosx

f) f(x )—3 2V3 1+COSx=3_2\6(:»3+5’>cosx=3cosx—2\/§cosx Acosx #0 e

cosx 3
3 3
o 2\/§cosx = —3Acosx # 0 & coSx = — 5= & cosx = —‘/7—@ cosx = —cosg@
5 5 5
& cosx = COS?T[<:>X =?n+ 2km V x = —?ﬂ+2kn,k EZ
Procuremos k € Z para os quais se tem x € [4T, 6T] :
Tem-se:
51 5T ~ .
k=0— x= - Vx=—— (ndo pertencem ao intervalo [4, 6])
5 5 ~ .
k=1— x= ?n +2m V x = —?n + 21 (ndo pertencem ao intervalo [4, 6])
5 5 5 .
k=2— x= ?n +4m V x = —?T[ +4m (somente ?ﬂ + 41 pertence ao intervalo [4m, 6T])
5 5 5 .
k=3— x= ?n +6m V x= —?T[ + 61 (somente —?T[ + 6T pertence ao intervalo [4, 6])
5 5 ~ .
k=4— x= ?n +8mt vV x = —?T[ + 81 (ndo pertencem ao intervalo [4m, 6])
~ . ~ 5 29 5 31
As solugdes que pertencem ao intervalo [4, 67| sdo ?ﬂ +4n = Tﬂ e —?n + 6T = Tﬂ
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g) A figura ilustra a situagdo descrita.

O ponto M é o ponto médio do lado [BC] do tridngulo. \ {m )
. n BCXAM B~—14—C
Tem-se: drea do tridngulo [ABC] = > A L
() _\.P
Ora, 1z§:ix=3=}1+cosx=3cosx/\cosx¢0<:) \ /

1
@Zcosx=1Acosx¢O<:)cosx=EA cosx #0 &

1 . . , T . ,
S cosx =, pelo que se conclui que a abcissa do ponto C é 3 equea abcissa do ponto B é -3

~ >~ 2T
Entdo, BC = 5
1+cosO0 1+1

f0) =220~ =2 Entdo, AM =0OM —0A=3-2=1.
M1
Entdo, vem: area do tridngulo [ABC] = @ = 3: =§ unidades de area
181.
1
a)Df—{xE]R 13731}
Tem-se: —1Sx71§1<:> 2<x-1<2e -1<x<3,peloque Dy =[-1,3]

T T
b) arcsen( 5 ) toma todos os valores do intervalo [—5 5]. Tem-se:

——<arcsen( 5 )< 4:)——< 3arcsen( > )<7¢>——<T[+33FCSGH( ZI)SS?H
Entdo, tem-se: D’ [—E 5“]

2’ 2
¢) Seja a aabcissa do ponto P .Tem-se:
f(a)=O<:>n+3arcsen(a7_1)—O@arcsen(azl)=—§(:>a—_1=—g(:>a—1— -3 e

2
©a=1-+/3. Entdo,como a <0, tem-se OP = —a =+/3—1.
Seja b aabcissado ponto Q. Tem-se b = f(O)—n+3arcsen( 2)=n+3x(—g)=g
V3-1
4

0PX0Q _ (ﬁ—l)x; ( L
2 2

Entdo, vem:  dreado tridngulo [OPQ] = unidades de area

*182. Na figura ao lado esta representada a figura do enunciado a que se

E
acrescentou o segmento de reta [BE] . =
P é o ponto de interse¢do dos segmentos [BE] e [AF].
O tridngulo [BCE] é o transformado do tridngulo [ABF] por meio da rotag¢do de / P
centro no centro do quadrado e de amplitude 90° pelo que [BE] é u
. Y
perpendiculara [AF].

Entdo, [BP] é aaltura do tridngulo [ABF] relativa a hipotenusa pelo que se tem !
que os tridngulos [ABF] e [APB] sdo semelhantes, pelo que % = % .

Seja x = BF .

Ora, AF? = AB? + BF? & AF? = (2x)? + x? © AF? = 5x? & AF =+/5x . pelo que
AP _AB __AP _ 2x

—_—m S — = [=—4 _—
AB AF 2x  5x AP \/E
4
5 _AP _ G _ 4
Entdo, cosa—ﬁ—ﬁx—s—O,S.
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Tema 2 | Geometria Analitica

Atividades «Sera que...?»

Pag. 128

_ Declives de retas no plano

a) Quanto mais «inclinada» é uma reta, maior é o valor absoluto do declive.
As retas r e s tém declive positivo. Como areta s é mais inclinada do que areta r, o declive da

reta s é maior do que o dareta r.Portanto, m_ <m,.

Asretas t e u tém declive negativo. Como a reta t é mais inclinada do que areta u, o valor
absoluto do seu declive é maior. Ora, em nimeros negativos, quanto maior é o valor absoluto,

menor € o nimero. Portanto, m, <m, .

Logo, tem-se m, <m, <m, <m,.

b)) OT (<1,3) ; OU(-3,2); OR(4,1); 05(1,2)
bZ) m,:i:_?); m,=—=-—; mr:l.
-1 -3 3 4

Tem-se —3<—%<l<2 .
3 4

Pag. 130

[SERAQUE.2 ] Inclinagso e declive

Comecemos por obter o declive dareta r.
Consideremos, no referencial xOy da figura, a circunferéncia trigonométrica.

Ay

— P/

T K

|, /10 cos6” /l X

Seja P o ponto de intersecao da reta t com a circunferéncia trigonométrica.

1 V3

As coordenadas do ponto P sdo (cos 60°, sen 60°), pelo que se tem P (5,7) .

Um vetor diretor da reta r é o vetor OP, cujas coordenadas sdo as do ponto P.
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Tema 2 | Geometria Analitica

Atividades «Sera que...?»

Pag. 128

_ Declives de retas no plano

a) Quanto mais «inclinada» é uma reta, maior é o valor absoluto do declive.
As retas r e s tém declive positivo. Como areta s é mais inclinada do que areta r, o declive da

reta s é maior do que o dareta r.Portanto, m_ <m,.

Asretas t e u tém declive negativo. Como a reta t é mais inclinada do que areta u, o valor
absoluto do seu declive é maior. Ora, em nimeros negativos, quanto maior é o valor absoluto,

menor € o nimero. Portanto, m, <m, .

Logo, tem-se m, <m, <m, <m,.

b)) OT (<1,3) ; OU(-3,2); OR(4,1); 05(1,2)
bZ) m,:i:_?); m,=—=-—; mr:l.
-1 -3 3 4

Tem-se —3<—%<l<2 .
3 4
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[SERAQUE.2 ] Inclinagso e declive

Comecemos por obter o declive dareta r.
Consideremos, no referencial xOy da figura, a circunferéncia trigonométrica.

Ay

— P/

T K

|, /10 cos6” /l X

Seja P o ponto de intersecao da reta t com a circunferéncia trigonométrica.

1 V3

As coordenadas do ponto P sdo (cos 60°, sen 60°), pelo que se tem P (5,7) .

Um vetor diretor da reta r é o vetor OP, cujas coordenadas sdo as do ponto P.
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— . (143
Portanto, as coordenadas do vetor OP sao (E’g)'

V3
O declive da reta r é, portanto, % = V3.

2
Vejamos agora a inclinagdo dareta s.

. , V3 .
Como o declive dareta s é -5 ,um vetor diretor da

reta s é o vetor de coordenadas (—3,v3).
Como a reta s passa na origem do referencial, estas
coordenadas sdo também as de um ponto P da reta

(ver figura).
Tem-se tga = g, pelo que o = 30°.
Alinclinagdodareta r é = 180°— 30° = 150°.

Pag. 133

_ Aplicacao da definicao de produto escalar

a)
Q
‘_;. {
P2
@, u Lf

v

c)
P
Q.51Lnj
N
0
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2|
O uw

FQ&EQ

Q’ coincide com Q

U7T=—-0PX0Q =—-4x2=-8

Pag. 146

_ Declives de retas perpendiculares

a) 7-§=(-52)-(2,5 =-10+10=0

2 2 5
b)mr:_—sz—g;mszz
2 5
merS:—EXEZ—l
Pag. 149

; Identificar um lugar geométrico

a) AB=B—-A=(-32)—(23) =(-5-1)
BP=P-B=(xy)—(-32)=(x+3,y-2)
AB-BP=0& (-5-1): (x+3,y-2)=0o 5x+3)-(y-2)=0e
© -5x—15-y+2=0 -5x—y=13 e 5x+y=-13
b) Determinemos os pontos de interse¢do da reta de equagdo 5x +y = —13

com os eixos coordenados.
Para x = 0,vem y = —13 . Aretainterseta o eixo Oy no ponto de
coordenadas (0, —13).

13 . .
Para y =0,vem x = - A reta interseta o eixo Ox no ponto de

coordenadas (— 15—3 O) .

A reta é perpendicular ao segmento de reta [AB] no ponto B.

Poderiamos ter previsto este resultado, pois a condicdo AB-BP =0
traduz o seguinte problema: qual é o conjunto de pontos P tais que o
vetor BP é perpendicular ao vetor AB?

Ora, tal como a figura sugere, esse conjunto de pontos é a reta
perpendicular ao segmento de reta [AB] no ponto B.
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Pag. 154

_ Posicdo relativa de planos e dos respetivos vetores normais

a) Um vetor normal ao plano ABC é, por exemplo, o vetor CH .

Um vetor normal ao plano ADG é, por exemplo, o vetor BF .

b) Dois planos que admitem o vetor BC como vetor normal sdo o plano ABG e o plano DCH .
Estes dois planos sdo paralelos.

¢) Um vetor perpendicular ao vetor AB €, por exemplo, o vetor BC .

Um plano que admite o vetor BC como vetor normal é, por exemplo, o plano ABG.
Os planos BCH e ABG sao perpendiculares.

Qualquer plano que admita o vetor AB como vetor normal é paralelo a qualquer plano que admita

ovetor HE como vetor normal. Por isso, ndo é possivel identificar dois planos concorrentes que
admitam como vetores normais estes dois vetores.

_—
Qualquer plano que admita o vetor AB como vetor normal é perpendicular a qualquer plano que

admita o vetor BH como vetor normal. Por isso, ndo é possivel identificar dois planos paralelos
gue admitam como vetores normais estes dois vetores.
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Exercicios propostos

Capitulo 1 | Declive e inclinagdo de uma reta. Produto escalar

Pag. 128

1.

a) Como a reta tem declive —2, a sua equagdo é daforma y = —2x +b.

Como a reta passa no ponto de coordenadas (—1,3),vem 3 =—-2X(=1)+b,peloque b=1.
Entdo, a equagdoreduzidadaretaé y=—-2x+1.

b) Um vetor diretor da reta é o vetor fﬁ); tem-se AB =B — A , pelo que AB é o vetor de
coordenadas (—1,-5).

Entdo, o declive da reta é igual a :—i =5, pelo que asua equagdo é daforma y =5x+b.

Como a reta passa no ponto de coordenadas (0, —3), a sua ordenada na origem é —3.
Entdo, a equagdo reduzidadaretaé y = 5x — 3.

Pag. 129
2. Compara a tua estimativa com os valores que deves ter obtido no transferidor e que sado os
seguintes:

Reta r S t u

Inclinagao 14° 63° 108° | 145°
3.
a) b) c)

}r‘; a }I'AL f }!AL
(-1,2)
O X ) x \ S

4. Tem-se:

DOC = 9700 = 45°, pelo que a inclinagcdo dareta OC é igual a 45°.

DOB = 180° — 60° = 120°, pelo que a inclinagdo da reta OB éiguala 120°.
0AB = 60°, pelo que a inclinacdo da reta AB é igual a 60°.
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Seja E' o ponto simétrico do ponto E relativamentea O .

Tem-se:

DOE’ = 90° + 45° = 135°, pelo que a inclinacdo da reta OE é igual a 135°.
Areta ED é paralelaareta OC, pelo que a sua inclinagdo é igual a 45°.
Areta CD é paralelaareta OF , pelo que a sua inclinacdo é igual a 135°.

Pag. 130

5. Como ainclinacdo dareta r é 135°, o seu declive é —1 e, entdo, o declive dareta s é 1, pelo que
a sua inclinagdo é igual a 45°.

Pag. 131

6.
a) Como o declive da reta é 2,5, é positivo, pelo que a inclinagdo é igual a tg~! (2,5) ; portanto, a
inclinacdo é, aproximadamente, 68°.

b) Como o declive da reta é —1,2, é negativo, pelo que a inclinacdo é igual a tg~1(—1,2) + 180° ;
portanto, a inclinagdo é, aproximadamente, 130°.
. . ~ , 2T . . 2T .
7. Como ainclinagdo dareta r é ~ »oseu declive éigual a tg (?) , OU seja, —/3.
Entdo, a sua equacgdo é da forma y = —\3x+b.
Como a reta passa no ponto de coordenadas (—3,2),vem 2 = —/3 x (=3) + b, pelo que
b=2-3V3.
Entdo, a equagdo reduzidadaretaé y = —/3x+2-33.

S . . V3 . .
8. Como a inclinagdo é 30°, o declive da reta é 5 pelo que um vetor diretor da reta é, por

exemplo, o vetor de coordenadas (3, \/§)
Entdo, uma equagdo vetorial dareta é (x,y) = (1,5) + k(3, \/§), keR.

Pag. 132

9.Seja a ainclinagdo dareta r eseja B ainclinagdo dareta s ; tem-se AOB = B—a.
. L1, -, e _1(1
Como o declive dareta r é 3 € positivo, pelo que a inclinagdo é igual a tg (5) .
Como o declive dareta s é —4, é negativo, pelo que a inclinagdo é igual a tg~1 (—4) + 180°.
1

Entdo, AOB = tg~! (—4) + 180° —tg~! (5) ~ 85,6° ; portanto AOB ~ 85°36’ .
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10. Para a aplicagao da definicdo de produto escalar para a

~ . . o H o,
resolugao das alineas seguintes, representou-se, em cada caso, o
par de vetores, utilizando representantes de ambos com a mesma lo P
origem, de acordo com os pontos apresentados na figura.
AR . 2R — AP v I — B C
a) AD - AC = AD X AD =9 oF
Me N

b)AD -CB = CF-CB = —CF X CB = —9

.l

¢)AD-BA=BC-BA=0

d)AD - DB = DE - DB = —DE x AD = —9
e)AB-CA=CH-CA=—-CHxCD = -9

f)MC-AD = AN-AD = AD xAD = 9

g)CD-MC=CD-CP=-CQxCD=-15x3=—45

hYMB-CD=CQ-CD=-CQxCD=-15%3=—45
Pag. 134
11.

a) AC AB = BAC = 60°

b) Seja A’ o ponto simétrico de A relativamentea C .
Tem-se: AC CB = CA' CB = BCA' = 180° — 60° = 120°

c) Seja B’ o ponto simétrico de B relativamentea C .
Tem-se: BC CM =CB'~CM = MCB’' = 180° — 30° = 150°

d)AM  MB =AM AM = 0°

a)i - = |||l x ||#]| x cos 120° = 3 ><4x(—§) -6

N 1 -~ 5 A .
b)u-v =20 < cos (u v) =, & cos (u v) =3 como nenhum angulo tem cosseno maior do

que 1, U - ¥ n3o pode ser igual a 20.
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o-1<cos(i ¥)<1e —|lull x |5l < Il x 5]l x cos(d~ #) < ||l x 5] <
& —12 < ||Ell x ||B]| x cos(i P) <12 —12< -7 < 12

Pag. 137

13.

a) Como ﬁj -PR=0 , 0s vetores Wj e PR sdo perpendiculares, pelo que o angulo QPR é reto.
O triangulo é retangulo.

b) Como Wj -PR<0 , 0 angulo dos vetores ﬁ)} e PR ¢é obtuso, pelo que também é obtuso o
angulo QPR. O triangulo é obtusangulo.

PG -RG<0& (—QP)-(—-QR) <0 (-1)x (-1) x (QP-QR) <0 = QP-QR <0,
Como Q—P) . Q—R) < 0, o angulo dos vetores Q—P) e Q—ﬁ é obtuso, pelo que também é obtuso o angulo
RQP. O triangulo é obtusangulo.

Pag. 139

14.
a)@+w)-(=3¥)=u-(-30)+w:(-3V) = (-3V) -+ (-3V)-w=
=-3W-v)-3wW-v)=-3x5-3%x7=-36

b)2v-(W—-u)=2[0-(W—-u)] =2[W-u)-v]=2W-v—u-v)=2(7—-5) =4

N

15. Tem-se, igualmente, a seguinte propriedade: (U — V) W=U"W—V W.

a) (38 -2f)-f =38 f - (2f)- f—3(e f)—Z(f f=0-2x|f = -2

b) (6 - f) - (-2f) = (-2f)- (e - f) =-2lf - (e - )] = -2[(¢ - ) - f] =
=_xij—fjﬁ=—20ﬂﬂf)=—2x@4)=2

O@+f) @E-2f)=é (E-2f)+f (6-2f)=(8-2f)-é+(E-2f)f=
=é.8—(2f)-e+(i-£)—(2f) f = é_z(f &) -2(F-f) = |I5||2—2><||f||2=

0
=1-2=-1

d) (26 +3f)- (3¢ — 2f) = 2é- (3¢ — 2f) + 3f - (3¢ — 2f) =
=2[é- (3¢ - 2f)] + 3[f - (3¢ - 2f)] =

=2[(3¢ - 2f) - é] + 3[(3¢ - 2f) - f] =

=2[(38)-é - (2f) &) +3[B3& f - (2f)  f] =
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=2[3@E-&)-2(f-&)]+3[38(¢-f)-2(f )=
=0 =0

> —)2
=23 x11e1?) +3 (-2 x ||f||') =
=23%x1)+3(-2x1)=2%x3-3x2=0

Pag. 141

16. Seja [ABCD] um losango.
AC.BD=(AB+BC)-(BA+ AD)= AB-BA+ BC-BA+ AB- AD+ BC- AD =
— 2 _— _ —q2 - S _
:—||AB|| +BC-BA—BA-AD+||BC|| = BA-(BC—AD =BA-0=0

Como o produto escalar é igual a 0, os vetores AC e BD s&o perpendiculares.

Pag. 144

a)i-v=(-13)-(24) =-2+12=10

b)ii-%=(0,-3)-(1,-2)=0+6=6
18.
a)i P =(2-14)(=201)=-4+0+4=0

b)z‘i-f7’=(1,—3,3)-(2,—2%)=2+6+1=9

19.
a) ﬁj = Q — P ; portanto P—Q) é o vetor de coordenadas (—2,2,0) .
PR =R — P ; portanto PR é o vetor de coordenadas (—1,6,—1) .

Tem-se:

563 PR — _POPR__ _ (=2,2,0)(-16,-1) _ 2412 _ 14
€08 (PQ PR) T |PQIIX|IPR|] T J(—2)2+2Z+0x{/(-1)2+62+(-1)Z  V8xV38 304

SR B8 14 .
Portanto, PQ PR = arccosJS—m =~ 0,6 radianos .

b)PRQ =RP RQ
RP = —PR ; portanto RP é o vetor de coordenadas (1,—6,1).
R—Q) = Q — R ; portanto ﬁ é o vetor de coordenadas (—1,—4,1).

Tem-se:

——~——=\  RPRQ _ (1,-6,1)-(-1,-4,1) 142441 24
os (RP" RQ) = [epfad] ~ TorCepiny oo~ Vooxvis Voot

~ 24 .
Portanto, PRQ = arccos\/ﬁ =~ 0,4 radianos .

78 Fotocopiavel © Texto | MVT 11



Pag. 146

-

20. Seja X(a, b, ¢) um vetor perpendiculara U ea ¥ ; tem-se {;; fg
=0 (a,b,c)-(-1,3,0) =0 —a+3b=0 (a=3b a=3b
{55-13=O(:){(a,b,c)-(l,l,l):O (:){a+b+c=0{3b+b+c=0(:){c=—4b

Entdo, uma express3o geral dos vetores perpendicularesa il ea v é (3b,b,—4b),com b € R.
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21.Tem-se 2x+3y =1y = —gx + % , pelo que o declive dareta r é —g; entdo, o declive de

. L. 1 .3
uma reta perpendiculara r éiguala ——, ou seja, x
3

22. Designemos por m, o declive dareta r.

Tem-se mr—mi:2<:>m$—2mr—1:0<:>mr:2i24+4<:>mr:1—\/§Vmr=1+\/§

1 1+/2 _ o 1+V2 =
g R o R 1++/2 e, ento,

sem,=1+v2, vem my=1—-+2.

Se m, =1—+2, vem m, =

Pag. 148
23.
. . 1-(-1) 1 . e
a) O declive dareta AB é myp = 7 3 pelo que o declive da mediatrizé —2.
Entdo, a equagdo reduzida da mediatriz é da forma y = —2x + b .
O ponto médio do segmento de reta [AB] é o ponto de coordenadas (4,0) .
Como a mediatriz passa no ponto de coordenadas (4,0),tem-se 0 = —2X 4+ b, peloque b = 8.
Entdo, a equagdo reduzida da mediatrizé y = —2x + 8.

b) De um modo diferente do utilizado na alinea anterior:
Seja P(x,y) um ponto qualquer da mediatriz.

Tem-se, sendo M o ponto médio de [AB]: MP-AB = 0.

As coordenadas de M sdo (—%, —2) , as coordenadas de MP s3o (x + %,y + 2) e as
coordenadas de AB sdo (1,2).

Entao:

MP-AB=0 (x+3,y+2) (1) =0 x+5+2y+4=0oy=—1x—1

~ ~ . e 1 9
Entdo, a equagdo reduzida da mediatrizé y = —oX—y
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24,
a) Reunido de duas retas paralelas a reta r a distancia de 3 unidades de r.

b) E a reta perpendicular a reta r no ponto A.

Pag. 151

25. Seja P o ponto de intersecdo da reta r com a reta perpendiculara r e que passa por A
A distancia do ponto A areta r éiguala AP .
Determinemos as coordenadas de P .

. .. 1 , . .
O declive dareta r é iguala =, pelo que o declive da reta perpendiculara r e que passa por A é
2

—2; como esta reta passa por A, a sua ordenada na origem é —4, pelo que a sua equacao reduzida é
y=—-2x+4.

1 -1 -1 1
{y=5x+1 o)y Tt y=gxt @{yz X (-2 +1,(r=0

1
2
=2

=4 5

y=-2x—4% %x+1=—2x—4 5x=—5 X

Entdo, P é o ponto de coordenadas (—2,—1) e, portanto,

AP = /(0+2)2+ (—4—-0)2 =4+ 16 =20

Pag. 156

26.
a) Uma condigdo que define o planoé 3(x —1) — (y — 0) + 2(z+ 3) = 0, ou, o que é equivalente,
3x—y+2z+3=0.

b) Uma condi¢do que defineoplanoé 1(x —3)+0x (y+4) —2(z—1) =0, 0u,0oqueé

equivalente, x —2z—-1=0.

Pag. 157

27.
a) Por exemplo, o vetor de coordenadas (2,3,—1).

b) Tem-se: 2y —x=z+1< —x+ 2y —z—1 =0, pelo que um vetor normal ao plano é o vetor
de coordenadas (—1,2,—1).

c)JTem-se: 2x —3z+1=0< 2x+ 0y —3z+ 1 =0, pelo que um vetor normal ao plano é o
vetor de coordenadas (2,0,—3).
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—
28.Tem-se: n,(2,—1,3).
Ora, ny é um vetor normal a qualquer plano paraleloa a .

a) Uma equagdo que define o planoé 2(x —0) — (y — 0) + 3(z — 0) = 0, ou, o que é equivalente,
2x—y+3z=0.

b) Uma equagdo que define o planoé 2(x +1) — (y —3) + 3(z — 0) = 0, ou, o que é equivalente,
2x—y+3z+5=0.

29.
a) Determinagdo do ponto de interse¢do do plano a com o eixo Ox :
Como o ponto de intersecdo pertence ao eixo Ox , a sua ordenada e a sua cota sao nulas.

Tem-se: 4x—3><0+0—1=0<=)x=%

Entdo, o ponto de interse¢do do plano o com o eixo Ox é o ponto de coordenadas G, 0, 0) .
Dado que a reta é perpendicular ao plano o, um vetor diretor daretaé n,(4,—3,1).

Entdo, a reta é definida, por exemplo, pela condi¢do (x,y,z) = G, 0,0) +k(4,-31),keR.

b) Areta r é ainterse¢do dos planos definidos pelas equagdes x =1 e y = 0, pelo que se trata de
uma reta paralela ao eixo coordenado das cotas.

Qualquer plano perpendicular ao eixo das cotas tem equacdo daforma z =c,com c € R.

Como o plano passa na origem do referencial, uma sua equacao cartesianaé z = 0.

De outro modo:

Dado que o plano é perpendicular a reta r, um vetor normal ao plano é qualquer vetor diretor da
reta. Um vetor diretor da reta é o vetor de coordenadas (0,0,1) .

Entdo, tem-se: 0(x —0) +0(y —0) +1(z—0) =0 & z = 0, pelo que uma equagdo cartesiana
doplanoé z=0.
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30.

a) O plano passa no ponto médio de [AB] e um vetor normal ao plano é o vetor AB .

Seja M o ponto médio de [AB]; M é o ponto de coordenadas (2,—1,0).

Tem-se AB =B — A , pelo que AB é o vetor de coordenadas (4,2,-2).

Entdo, uma equagdo do plano mediadorde [AB] é 4(x —2)+2(y+1)—-2(z—0)=0.
Tem-se 4(x —2)+2(y+1)-2(z-0)=0=4x+2y—-2z2—-6=0=2x+y—2z—-3=0.
Entdo, uma equagdo cartesiana do plano mediador de [AB] é 2x+y—z—-3=0.

b) A superficie esférica de didametro [AM] .
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31.Seja T o ponto de tangéncia. Como o ponto pertence ao eixo Oz, a sua abcissa e a sua
ordenada sdo nulas.

Tem-se:

(0-1)?+4+02+(2z+2)?=10= (z+2)?=9<z+2=-3Vz+2=3z=-5vz=1
Entdo, o ponto T, com cota negativa, em que a superficie esférica interseta o eixo 0z, é o ponto
de coordenadas (0,0,—5).

Seja C o centro da superficie esférica. Um vetor normal ao plano é o vetor CT.

As coordenadas do vetor CT sdo (0—-1,0—-0,-5+2), ouseja, (—1,0,—3).

Entdo, uma equacdo do plano tangente a superficie esférica no ponto T é
—1(x—-0)+0(y—0)—3(z+5)=0.

Tem-se —1(x—0)+0(y—0)—3(z+5)=0 —x—-3z-15=0<x+3z+15=0,
pelo que uma equacdo cartesiana do plano tangente a superficie esférica no ponto T é
x+3z+15=0.
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32. O lugar geométrico dos centros das superficies esféricas tangentes ao plano ABC no ponto A é
o conjunto dos pontos P tais que PA é perpendicular a ABC , ou seja, a reta perpendiculara ABC
e que passa por A.

Ora, PA é perpendiculara ABC se e sé se PA é perpendicular aos vetores diretores de duas

quaisquer retas ndo paralelas do plano, ou seja, se e so se PA-AB=0APA-AC=0.

33. Afigura ao lado pretende ilustrar a situagdo. Tem-se que, para
qualquer ponto S da superficie esférica de didametro [AB], o
angulo ASB é reto, para qualquer ponto P, exterior a superficie
esférica, oangulo APB é agudo e, para qualquer ponto T
pertencente ao interior da superficie esférica, o angulo ATB é

obtuso ou raso, pelo que se tem SA-SB=0 ,
PA-AB>0eTA-TB<O.

Entdo, o conjunto dos pontos P, tais que PA-AB >0 , € 0 exterior da superficie esférica de
didametro [AB] .
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34.
a) O vetor ¥, paraleloa a, é perpendicular a qualquer vetor normala «.
Um vetor normal ao plano o é ng(1,1,-3).

Entdo, tem-se: ﬁ-ﬁ’:o«:(2,—1,k)-(1,1,—3)=0=>2—1—3k=0<=>k=§
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. . ~ . 1
b) Queremos determinar as coordenadas de dois vetores ndo colineares com ¥ (2, —1,5) nem
colineares entre si e que sejam perpendiculares a n, (1,1,—3) .

o
«’Inspirados» na nota lateral da pagina 145 do manual, podemos obter os vetores a e b
perpendiculares a 1y :

m,(1,1,—-3) n,(1,1,-3)
d(-1,1,0) 5(0,3,1)

Ora, os vetores d e b ndo sdo colineares entre si e nenhum é colinear com ¥ .
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35. Procuremos as coordenadas de um ponto do plano e as de dois vetores ndo colineares e
paralelos ao plano.
Tem-se 2X3+3X0—4X0 =6, peloque o ponto de coordenadas (3,0,0) pertence ao plano.
Um vetor normal ao plano é o vetor n, (2, 3,—4) e, portanto, os vetores de coordenadas
(—3,2,0) e (4,0,2), sendo perpendiculares a 1, , sdo paralelos ao plano.
Entdo, uma equacao vetorial do plano é:

(x,y,2) =(3,0,0) + k(—3,2,0) + 1(4,0,2), k,A€R

36. Procuremos as coordenadas de um vetor, n, (a, b, c) , normal ao plano.

(a,b,c) (=1,0)=0 _ (—a+c=0 a=c {a=c3
{(a,b,c)-(Z,Z,l):O ‘:’{2a+2b+c:0‘:’{2b+3c=0‘:’ b=->c
Portanto, qualquer vetor da forma ﬁ(c, —%c, c) é normal ao plano. Para ¢ = 2, tem-se
ng (2,-3,2).
Como o ponto de coordenadas (0,1,1) pertence ao plano, tem-se que o plano é definido pela
condigdo 2(x —0)—-3(y—-1)+2(z—-1)=0.
Tem-se 2(x—0)—-3(y—1)+2(z—1)=0< 2x—-3y+2z+1=0, pelo que uma equagdo
cartesiana do plano definido pela condigdo (x,y,z) = (0,0,1) +s(2,2,1) +t(-1,0,1), s,t R é
2x—3y+2z+1=0.

Pag. 163

37.

a) Tal como ilustrado na figura, se dois pontos A e B
pertencem simultaneamente a dois planos concorrentes, a e
B, entdo a intersegdo dos planos o e 3 éareta AB .

Tem-se n,'(1,—2,-3) e ng(0,2,1), pelo que, como os

vetores normais aos planos nao sao colineares, os planos sao

concorrentes.
Dois pontos da reta r sdo, por exemplo, os pontos de
coordenadas (5,0,1) e (5,0,1)+ (4,—1,2) = (9,—1,3).
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Basta, entdo, mostrar que estes dois pontos pertencem a ambos os planos:

O ponto de coordenadas (5,0,1) pertencea a ,pois 5—2X0—-3x1=2.

O ponto de coordenadas (5,0,1) pertencea f3,pois 2xX0+1=1.

O ponto de coordenadas (9,—1,3) pertencea a ,pois 9 —2 %X (—1)—-3x3=2.
O ponto de coordenadas (9,—1,3) pertencea f3,pois 2X (=1)+3=1.

b) Seja y o plano cuja equagdo cartesiana pretendemos determinar. Tem-se W ‘ng =0e
W . n_B’ =0, pelo que W é qualquer vetor diretor da reta v como, por exemplo, (4,—1,2).
Como o ponto de coordenadas (3,0,4) pertence ao plano y, tem-se que y é definido pela
condigdo 4(x —3)+0(y+1)+4(z—-2)=0.

Tem-se 4(x—3)+0(y+1)+4(z—2) =0 4x+4z— 20 =0, pelo que uma equagio
cartesianadoplano y é 4+4z—-20=0.
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38.
a) Tem-se que DC = 2V2, pelo que A é o ponto de coordenadas (2\/7, 0, 2) e B éopontode
coordenadas (2v2,2,0).

b) Um vetor, u(a, b,c), é um vetor diretor dareta EV se e s se for perpendicular ao plano que
contem a base da pirdmide. Ora, % é perpendicular ao plano ABC se e s6 se for perpendicular a

AB e perpendiculara AD , ouseja,seesése i AB=0 e -AD =0.

Tem-se:

AB = B — A, pelo que AB é o vetor de coordenadas (0,2,-2) e

AD=D—-A , pelo que AD é o vetor de coordenadas (—2\/5, 0, 0) .
{ﬁ-ﬁ:o(:){(a:b'C)'(O,Z,—Z)=0 @{2b—2c=0 {b:
740 =0 (a,b,c)-(-2v2,0,0) =0 —2v2a=0

diretor dareta EV é, por exemplo, (0, 1, 1).

c
; portanto, um vetor
a=0

O ponto E é o ponto médio de segmento [BD], pelo que as suas coordenadas sdo
(2\/7+0 2+0 0+2) _ (\/7 1 1)

2 272

Entdo, uma equacdo vetorial dareta EV é (x,y,z) = (?, 1,1) +k(0,1,1),keR.

c)Tem-se V =F + EV em que EV é o vetor de norma 3v2 , colinear e com o mesmo sentido do
vetor (0,1,1).

Como a norma do vetor (0,1,1) éiguala V2, tem-se que EV é o vetor de coordenadas (0,3,3).
Entdo, V =E+EV = (vV2,1,1) + (0,3,3) = (v2,4,4)..
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180°-20°

39. 0AB = 20°, pelo que BOA = OBA = =80°.

a,) BOA = 80°, pelo que a inclinagdo da reta A0 é 80°.
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a,) 0BA = 80°, pelo que a inclinacdo da reta BA é iguala 180° — 80° = 100°.

as) BCO = 90°, pelo que BOC = 180° — (90° + 80°) = 10° e, entdo, a inclinagdo da reta OC
é10°.

as) 0BD = 40°, pelo que a inclinacdo da reta BD éiguala 180° — 40° = 140°.
b)BOA=0BA="S=2-2
2 2 2

A deducdo das amplitudes dos angulos e, portanto, das inclinagdes das retas, é idéntica a das alineas

anteriores.

T [04 T [04 [04 31 a
by) - -~ by) -+ bs) - by) —~++
40.
al)mr=ze b,=-2;, my=-3eb;,=1.

(%21

a,) Seja u(uq,u,) um vetor diretor da reta r e seja ¥(v,,v,) um vetor diretordareta s.

2 u —
my == u—z , pelo que u é, por exemplo, o vetor de coordenadas (5,2) .
1
-3 V. >
mg=—-3= T = v—z, pelo que U é, por exemplo, o vetor de coordenadas (1,—3).
1

a3) Os pontos de coordenadas (0,—2) e (5,0) pertencem areta r e os pontos de coordenadas
(0,1) e (1,—2) pertencemareta s.

2 S s .. 12 : .
b) m, = o pelo que a inclinagio dareta r é tg~?! S, ouseja, aproximadamente, 22°.

mg = —3, pelo que a inclinagdo da reta r éiguala 180° + tg~1(—3), ou seja, aproximadamente,
108°.

41.

a) Na figura ao lado, estdo representadas asretas 1, e 1,
que passam no ponto de coordenadas (0,2) e que fazem Y
com aretar deequagdo y =2 um angulode 30°.

Alinclinagdo de r; é 30° eainclinagdo de r, é 150°.
300

300

O declive de r; é tg30°, ou seja, ? e a ordenada na

origem é 2, pelo que a equagdo reduzida de r; é

y=Tyia, e T
. . o . V3

O declive de 1, é tg150°, ou seja, -5 ea ordenada na

origem é 2, pelo que a equacgdo reduzidade r, é y = —\/;’x + 2.
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b) Na figura ao lado, estdo representadas as retas s; e s, que
passam na origem do referencial e que fazem com areta s de 600

equagdo ¥y = /3 um angulo de 60°.
6O
Ainclinagdo de s; é 0° eainclinagdo de s, é 120°.

Areta s; é o eixo coordenado das abcissas, pelo que a sua equagdo ¢ x
reduzidaé y=0.

O declive de s, é tg120°, ou seja, —+/3 e aordenadana origem

é 0, pelo que a equagdo reduzidade s, é y = —/3x.

42.
a) A amplitude de um angulo interno de um hexagono regular é 120°, pelo A B
que, de acordo com a figura, se tem:

FAB = 120° , donde, dado que o triangulo [ABF] éisdsceles,

BFA = w = 30° e, entdo,
EFB=EFA—BFA=120°-30°=90°

pelo que o tridngulo [EBF] é retangulo.

Como [EB] é o didmetro da circunferéncia circunscrita a um hexagono regular e o raio desta

E D

circunferéncia é igual ao lado do hexagono, tem-se BE = 4.
Entdo, BE? = EF? + FB? < 4? = 22 + FB? & FB? = 12, peloque FB =+/12.

b) FC - FA = |[FC|| x [|FA]| x cos (CFA) =4 x 2 x cos60° =8 x> =4

AB - CF = ||AB|| x ||CF|| x cos 180° = 2 x 4 x (—1) = —8

ED-DC = (-DE) - DC = —(DE - DC) = —(||DE|| x ||DC|| x cos (CDE)) = —(2 x 2 x cos 120°) =
1

=—4x(-3)=2

FB-FD = ||F—B)|| X ”ﬁ” X COS (DFB) = o triangulo [DFB] é equilatero pelo que DEFB = 60°.

=12 x V12 X cos 60° = 12><%=6

43.
a) AB-HG = 4B - 4B = ||AB|" =32 =9

b) DB-EG=DB-AC=0 , pois as diagonais de um quadrado sdo perpendiculares.
c) AC - CF = (—CA) - CF = —(CA- CF) = —||C7ﬂ| X ||ﬁ|| x cos (ACF) =

1
=—3\/§x3\/§><cos60°=—18><§=—9

44. Seja a a amplitude do angulo dos vetores U e v .
u

a) Seosvetores U e ¥ s3ovetoresndonulos, U U =0 seesdse a = 90°.

b) u-v = ||u]l x [|P|| © ||ull X ||P]| X cosa = ||u|| X ||¥]| © cosa =1 < a =0°
c) u-v=—||ull x||7]| & ||lull x |?|| X cosa = —||u]| X ||?|| © cosa = -1 < a = 180°
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N [ Y A R . _ Il _ 1 _ 2
d u-v= 7 < lull X |[7]] X cosa = 5 S C0sH = - & cosa =
S a =135°
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45. Como o quadrado tem 8 unidades de area, o lado do quadrado tem /8 unidades de
comprimento, pelo que a diagonal tem V2 x /8, ou seja, 4 unidades de comprimento.
a) OA-AB=04-0C =0

b) 04 B0 = CB - BO = (~BC) - BO = —(BC - BO) = —|[BC|| x |[BO| x cos (CBO) =

V2
=—\/§x4xcos45°=—\/§x4x7=_8

c) Se 04 -0P = —10 ,entdo 90° < AOP < 180°, pelo que P pertence ao semieixo negativo das
abcissas e, entdo, AOP = 135°.
Entdo, tem-se:

04 0P = ~10 & |[04]| x [[0P|| x cos 135° = ~10 = V8 x [[0P|| x (-2

o ~2|[0F|| = ~10 < |[0| = 5
Portanto, a abcissa do ponto P é —5.

):—104:»

46.

a) Tem-se —1<cos (W v)<1 pelo que
=l x IP]l < - v < |l x (|9l ou seja
—-18<u-v<18

—~ > =~ >

b) u-v =125 & |Ju|| X ||v]| X cos W~ v) =125 3x 6 Xcos (Uv) =125

~ 12,5 ~
< cos (WD) = ~4 i portanto U =~ 46°.

47. Como cada tridngulo tem 6 unidades de perimetro, os lados dos tridngulos tém 2 unidades de
comprimento.

—_—— — —_—— — —_— —_— — — 2
a) AC-BD = AC-CA=(—CA)-CA=—(CA-CA) =—||CA|| =-22=—4

b) AC - 4D = ||AC|| x ||4D| x cos (DAC) = 2 x 2 x cos 120° = 4 x (—3) = =2

¢) AC D = (—CA) - €D = —(CA - D) =

= —”E‘l)” X ”C—D)” X cos (AC'D) = Tem-se: CD = 2 X altura do tridngulo [ABC] =
=—2x2\/§><cos30°:—4\/§><‘/7§=—6 =2x(§x2)=2\/§
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48.W =F-d & W = ||F| x ||d|| x cos(F~d) & 550 = 20 x 30 x cos (F~d) <

Portanto, F~d ~ 24°

49,
a) AB-AC=0

b) 78 - BC = (—BA) - BC = —(BA - BC) = —|[F4]| x |BC| x cos (ABC) =
= —5 x 5v2 X cos 45° = —25\/§><\/2—7= _75

¢) 4B - (BC + BA) = 4B -BC + AB -BA = —25 + (~BA) - BA = —25 - BA-BA =

alinea b)

= —25— ||B4||" = =25 — 5% = =50

50.

a) 203U — ki) = —2 < 6(5-%) — 2k(B- D) = -2 < 6(i-9) — 2k|[B]? = -2 =
11

S 6x(—4)—2kx9=-2o-24—-18k=—2ck=—=

b) Osvetores U e kil — U sdo perpendicularesseesése u- (ki —v)=0.

-

Tem-se: - (ki—V) =0t -(ki)—u - v=0=2k W) -u-v=0=k|u|’ —4=0<
=4k+4=0=k=-1

o) i+kv)=4 U+kv) - U+kv)=4u-u+u (kv)+ (kv)-u+ (kv): (kv) =4 &
Sl +2k@-v) +k2|9)|? =4 =4+ 2k X (-4) +9%?’ =4 = 9%k? -8k +4=4 &
8

<:>9k2—8k=o<:>k(9k—8)=0<:>k=0vk=5

51. Tem-se:
U+ =@+?) - U+D)=u-u+u-v+v-u+v-v=|ul?+2@ -9 +||7]>? e
U-—D)=@-v) - U—-D)=u-d—u-v—v-u+v-v=|ul>-20" V) +|7]?
Entao, vem:
U +v)? =25 Ii]|2 + 2@ - D) + ||9]|? = 25 li]|2 + ||9]|? = 25 — 2(u - D)
= = =
U-v)?=9 ldll? = 2@ - 9) + [|19]1> = 9 all? + 1711 = 9 + 2(4 - D)
ldll? + 17]|* = 25 — 2(1 - D) ldll? + 19]]* = 25 — 2(u - v) -
= = @{
25—2W-D) =9+ 2@ - D) 4(d-v) =16 u-v==4

52.DB-DC + DB -CE = DB - (DC + CE) = DB - DE
Ora, DB e DE s3o perpendiculares, pois EDB = EDC + CDB = 45° + 45° = 90°, pelo que
DB-DE =0.
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53. Os vetores NBE e MC s3o perpendiculares se e so se NBE-MC=0.

Seja a a medida do comprimento do lado do quadrado.

Tem-se:
NB-MC = (NA+A4B) - (MB + BC) = NA-MB + NA-BC + AB - MB + 4B - BC =
=0 =0
a ° a ° a?  a? _— — ]
=E><a><c05180 +a><;><cosO =—7+7=0,pelo que NB e MC(C sao perpendiculares.
Pag. 175
54.

a) O triangulo [ABC] é retanguloem B seesése BA-BC =0 .
BA=A-B, pelo que BA é o vetor de coordenadas (a—6,-9).

BC=C-B, pelo que BC é o vetor de coordenadas (—6,-8).
Entao:

BA-BC=0= (a—6,-9)(—=6,-8) =0 < —6a+36+72=0<a=18

b) O triangulo [ABC] é retanguloem A seesése AB-AC =0.
AB = —BA , pelo que AB é o vetor de coordenadas (6 — a, 9) .

AC=C—-A, pelo que AC é o vetor de coordenadas (—a,1).

Entdo:
AB-AC=0=(6-a,9) (-a,1) =0 —6a+a’2+9=0<(a—3)2=0<a=3

55.
> u-v 1x2—/3%/12 2—-6 1 N > 2T
= = = —— | = 12 ° = —r
a) cos (U™v) T~ Toiciars — 2xd 5 beloque U™V 0° e U™V 3 ad

b) ¥ e w s3o colinearesseesdése IAER: w = Av.

Tem-se:

W =20 = (kV3) = A(2,V12) & (kV3) = (24,V122) & {f/izama =
=21 k=21 (k=1

‘E’{\/ﬁ=zm‘:’{l=§ ‘:’{h%

Entdo, ¥ e W sdo colinearesseesdse k=1.

¢) O 4ngulo dos vetores ¥ e W éagudoseesése v-w >0 e ¥ e W nido forem colineares, ou
seja, tendo em conta a alinea anterior,seesése v-w>0e k# 1.
Tem-se:

{5-W>0(:}{(2,\/ﬁ)-(k,\/§)>0(:>{2k+6>0=){k>—3
k+1 k+1 k+1 k+1

O 4ngulo dos vetores ¥ e W é agudoseesdse k €] —3,+oo[\ {1}.
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56. Um vetor diretor da reta de equagdo y = —%x — 2 éovetor U de coordenadas (5,—2) e um

vetor diretor da outra reta é o vetor U de coordenadas (2,3) .

Dois dos angulos determinados pelas duas retas tém amplitude igual a do angulo dos vetores 1 e ¥
uv 5X2-2X3 4
[ZIxIFI — V25+axyats V377
Os outros dois angulos definidos pelas duas retas sdo suplementares dos anteriores pelo que as suas

e, portanto, U~ ¥ ~ 1,4 rad

cos (U™D) =

amplitudes sao, aproximadamente, iguaisa m— 1,4 = 1,8 rad

57.
a) |lull = V42 +32=+25=5

b,) Tem -se que um vetor perpendiculara U e com norma 5 é o vetor ¥ de coordenadas (3,—4) .
Entdo, os vetores t; = 27 e t, = —27¥ sdo perpendicularesa u e tém norma 10.
Tem-se: t; é o vetor de coordenadas (6,—8) e t, é o vetor de coordenadas (—6,8).

R 15 . . = a
b,) Os vetores w; = SV e W, =—-v sdo perpendicularesa U e tém norma 1.

. 3 4 . 3 4
Tem-se: w; é o vetor de coordenadas (E’ - E) e W, é o vetor de coordenadas (— E’E) .

b;) Os vetores Z; = 12w, e Z, = —12w; sdo perpendiculares a 1 e tém norma 12.

, 36 48 . 36 48
Tem-se: Z,; é o vetor de coordenadas (?,—?) e Z, éovetor de coordenadas (—?,?).

58. Por exemplo:
a) (11 2/ 0) S (21 _21 _2) b) (11 01 0) S (11 11 O)

c) (0,1,0) e (2,1,6)

59.

b) BC ¢é perpendicular a DG , pelo que se tem BC-DG=0.
BF=F-B, pelo que BF ¢é o vetor de coordenadas (2,2,-6).
AE=E—-A, pelo que AE é o vetor de coordenadas (-2,2,-6).
Entdo, BF - AE = (2,2,—6) - (=2,2,—6) = -4+ 4+ 36 = 36

c) Tem-se:

e AGC =GA™GC

e GA=A-G, pelo que GA é o vetor de coordenadas (-2,—-2,6).
e GC=C-G, pelo que GC é o vetor de coordenadas (=2,2,6).

GA-GC 4-4436 6 A
= — e, portanto, AGC =~ 35°.

Entdo: cos (AGC) = [GAl<[Ge] = Vatat36xVitit36 44
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60.
a) X é perpendicular, quera 1, quera U, s

=0 2a+6=0 a=
=
Xx-v=0

X —3a+2b+8=0

seesdse X U=0AX-7=0.

&l

b) Seja Z(a,b,c), a,b,c € R um vetor perpendicular, quera 1, quera v .

( 3 (,__3 (3
Z‘UZO 2a+3c=0 az_zc a=—§c a=_EC
{ @{ (:»{9 (:){ 17 <:>< i
Z-v=0 —-3a+2b+4c=0 2 _ 7 _ _

k26+2b+4c 0 k2b+2c 0 kb 4c

Ent3o, a expressdo geral das coordenadas dos vetores perpendiculares, quera i, quera v, é:

3 17
(——c,——c,c), ceR
2 4

61.

a) Tem-se my; = % = —%, pelo que a equacdo reduzida de AC é da forma
y = —%x +b.

Como a reta passa por C, tem-se 0 = —% X5+ b,peloque b = %.

Entdo, a equacdo reduzida de AC é:

1 5
y——gx+g.

b) A reta que contém a altura do tridngulo relativa a base [AC] é a reta perpendiculara [AC] e que
passa por B.

Como a reta é perpendiculara [AC] , o seu declive é 6, pelo que a sua equac¢do reduzida é da forma
y=6x+b.

Como a reta passa por B ,tem-se 5=6X2+ b, peloque b = —

Entdo, a equacdoreduzidadaretaé y=6x—7.

¢) O lugar geométrico é a mediatriz de [AB].

Seja P(x,y) um ponto do plano que pertence a mediatrizde [AB], ou seja, um ponto do plano que
satisfaz a condicao MP-4AB=0.

Tem-se:

. -7+2 245\ _ ( 5 7\.
e M é o ponto de coordenadas (TT) = (—5,5) ;
e MP=P-M , pelo que MP é o vetor de coordenadas (x + ;,y - g) ;
e AB=B-4, pelo que AB é o vetor de coordenadas 9,3).
Entdo, tem-se:
- 5 7
MP-AB =0 (x+§,y—z)-(9,3) =0
Su+T+3y-Z =0 9r+3y+12=0y=-3x—4
A equacdo reduzida da mediatrizde [AB] é, entdo, y = —3x —4.
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62.

a)Temse 2+1)?+y?’=10=y?=1y=-1vy=1.

Como A pertence ao quarto quadrante, a sua ordenada é negativa, pelo que A é o ponto de
coordenadas (2,—1) e B é o ponto de coordenadas (2,1) .

b) Sabemos que a reta tangente a uma circunferéncia num ponto é perpendicular ao raio que passa
no ponto de tangéncia.

O centro da circunferéncia é o ponto C(—1,0) e, como AC=C-A , AC é o vetor de
coordenadas (—3,1).

. , 1 . . ~
O declive dareta AC é — 38 portanto, o declive da reta tangente é 3, pelo que a sua equacgao

reduzida é daforma y =3x+b.
Como a reta passa por A, tem-se —1 =3 X2+ b ,peloque b =-7.
Entdo, a equagdo reduzida da reta tangente a circunferéncianoponto A é y=3x—7.

¢) O lugar geométrico é a reta tangente a circunferéncia no ponto B .

Seja P(x,y) um ponto do plano que pertence a esta reta, ou seja, um ponto do plano que satisfaz a

condicdo PE-CB=0.

Tem-se:

e PE=B-P, pelo que PE é o vetor de coordenadas 2-x1-y);

e CB=B-C, pelo que CB é o vetor de coordenadas 2+11-0=(,1).

Entdo, tem-se:
PE-CB=0=2-x1-%)-31)=06-3x+1-y=0=3x+y—7=0

Uma equagdo cartesiana da reta tangente a circunferéncia no ponto B é, entdo, 3x +y —7 = 0.

63. O conjunto dos pontos P do espaco tais que AP-BP=0 , € a superficie esférica de diametro

[AB] ; o centro desta superficie esférica é o ponto médio de [AB], ou seja, o ponto C de
240 0-6 —1+1

coordenadas (T’T‘T) =(1,-3,0).

O raio desta superficie esférica é iguala AC = /(2 —1)2+ (0 +3)2 + (=1 —0)2 = /11.
A equacdo reduzida desta superficie esférica é, entdo, (x — 1)2 + (y + 3)% + z%2 = 11.

64. Como a equacdo reduzida dareta AB é y = ; + 3, podemos concluir que B é o ponto de
coordenadas (0,3) .
Como o triangulo é retangulo em B, areta BC é perpendicularareta AB , pelo que o seu declive é
—2.
Entdo, a equagdo reduzidadareta AC é y = —2x+ 3.
O lado [AC] esta contido na reta de equagdo y =0 .
y=0
Entdo, o tridngulo [ABC] é definido analiticamente pela condi¢do {y < g +3
y<—2x+3
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65. Tem-se, de acordo com o ilustrado na figura:

e BA=A-8, pelo que BA é o vetor de coordenadas (-3,—-4); E D

e D=A+BA, pelo que D é o ponto de coordenadas (—2,—2);
e ovetor 1(4,—3) é um vetor perpendicular a BA e com a mesma norma

do que BA sendo, portanto, igual a AC ou igual a AE .

Entdo, um dos vértices E ou C éiguala A+ U eooutroéiguala A—1u.
A+ 1 éoponto de coordenadas (1,2) + (4,-3)=(5,—1) e A—1u éo
ponto de coordenadas (1,2) — (4,—3) = (-3,5).

Os restantes trés vértices do quadrado sdo, entdo, os pontos de coordenadas (—2,-2), (5,—1) e
(-3,5).

B C

66. Na figura ao lado, os pontos R; e R, representam as possiveis posigdes do
ponto R nas condi¢des do enunciado.
M é o ponto médio do segmento [PQ], ou seja, o ponto de coordenadas

(E —2+0) — (2, -1)

2’ 2 ! ’

MA; = MA, = PQ MR, = MR, = zm
Tem-se:

e P) =Q — P, peloque PQ é o vetor de coordenadas (—6,2);

e ovetor 1(2,6) é um vetor perpendicular a P—Q) e com a mesma norma do
que ﬁ sendo, portanto, igual a m ouigual a m

Entdo, um dos pontos R; ou R, éiguala M + 2u eooutro éiguala M — 21 .
M + 2U é o ponto de coordenadas (2,—1) + (4,12) = (6,11) e M —2uU éo
ponto de coordenadas (2,—1) — (4,12) = (—2,—-13).

As coordenadas do ponto R podem ser (6,11) ou (—2,—13).

67.
a) Na figura estd representada a circunferéncia definida pela equacao y
x+1)?+(@y—-2)?%=5.

Os pontos 0(0,0), A(1,1), B(1,3), €(0,4), D(—2,4), E(-3,3),
F(-3,1) e G(—2,0), assinalados na figura, pertencem a circunferéncia.

B

Tem-se: OC = DG = EB = FA = 4, pelo que areta r pode ser definida,

por exemplo, pelas equagdes x =0, y=3 ey=1.

b) Por observacao da figura, e pelo facto de uma reta tangente ao circulo,
com a direc¢do do vetor de coordenadas (2,1), ser perpendicular aos
vetores de coordenadas (1,—2) e (—1,2), podemos concluir que os
pontos de tangéncia sdo os pontos O e D .

. . 1 ~ . ~ E
O declive das retas é igual a > pelo que as sua equagdes reduzidas sao da '
1 | ! !
forma y—5x+b. Fr1\
A reta tangente ao circulo no ponto O tem ordenada na origem 0, pelo que 3 G T

~ L 1 ,
a sua equagdo reduzida é y = X earetatangente ao circulo no ponto D

tem ordenada na origem 5, pelo que a sua equagdo reduzida é y = %x +5.

Fotocopiavel © Texto | MV¥T 11 93



Outro processo:

, — - 1
Uma reta tangente ao circulo com a dire¢do do vetor de coordenadas (2,1) tem declive igual a 7

pelo que a sua equagdo reduzida é da forma y = %x +b.

Vamos procurar os valores de b para os quais a reta e a circunferéncia que define o circulo tém um
e s6 um ponto comum.
(x+1?+(y—-2)2%=5

1 tem uma s6 solugdo.
y=5x+ b

Esses valores sdo aqueles para os quais o sistema {

Tem-se:
{(x+1)2+(y—2)2=5 {x2+2x+1+y2—4y+4=5 {x2+2x+y2—4y=0
=

=
y=%x+b

y=%x+b y=%x+b

2
x2+2x+(lx+b) —4(lx+b)=0 X2+ 2x+-x2+bx+b%*—2x—4b =0
2 2 4

= 1 (=1 1 (=4

y:EX-l'b y:Ex+b

5

%2 4 bx + b2 —4b =0 _ e poeQer-an () b /bPosGP-ab)
et X = 2 = ) 2 =

y:EX-l-b y:%X-l'b y=5x+b

_ —b+V—4b%+20D

= *= L 2

y = Ex +b

Este sistema tem uma s6 solugdo se e s6 se —4b% +20b = 0.
Tem-se: —4b?>+20h=0< —b?>+5b=0=b(-b+5) =0
©b=0v-b+5=0=b=0Vvb=5

~ ~ . , , 1 - .
Entdo, a equagdo reduzida da reta tangente ao circulo no ponto 0 é y = X eaequagdo reduzida

, , 1
da reta tangente ao circulo no ponto D é y = SX+ 5.

68. O ponto A pertence areta s e o ponto B pertenceareta r.

Areta AC é perpendicular areta s, pelo que o seu declive é igual a ——,ouseja, é igual a
S

——_11/7 =7, peloque AC é definida por uma equagdo daforma y =7x+b.

Como a reta passa no ponto de coordenadas (1,1),tem-se 1 =7 X1+ b, pelo que
b=-6.
Entdo, a equagdo reduzidadareta AC é y=7x—6.

Areta BC é perpendicular areta r, pelo que o seu declive é igual a ———,0useja, é igual a
T

—_il =1, pelo que BC é definida por uma equagdodaforma y=x+b.

Como a reta passa no ponto de coordenadas (2,3) ,tem-se 3=1Xx2+b, peloque b=1.
Entdo, a equagdo reduzidadareta AC é y=x+1.
O ponto C é o ponto de interse¢do das retas AC e BC . Tem-se:

13
y=x+1 y=x+1 y=X Y= .

= = = | C tod
{y=7x—6 {x+1=7x—6 x=£ x=£ , pelo que C é o ponto de
coordenadas (%,—163).
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69.

a) Como os planos o e [ sdo paralelos, tem-se que qualquer vetor normala o é também normal
a B.Entdo, tem-se ﬁg(z, —3,1), pelo que B é definido pela condigdo cartesiana
2(x—2)—-3(y—1)+(z+5) =0, ou, 0 que é equivalente, pela condigio

2x—3y+z+4=0.

Outro processo:

Tem-se ﬁE(Z, —3,1), pelo que B ¢é definido pela condigdo da forma 2x —3y +z+d =0.

Como o plano passa no ponto de coordenadas (2,1,—5),tem-se 2X2—-3Xx1-5+4+d =0, pelo
que d =4.

Entdo, B é definido pela condigdo cartesiana 2x —3y+z+4=0.

b) Os planos a e y sdo perpendiculares se e s6 se forem perpendiculares os vetores 1,
emn, .
Tem-se ng "1, = (2,—3,1)-(1,0,—2) =2+ 0—2 =0, pelo que os vetores 7, e N,  sdo

perpendiculares e, portanto, os planos a e y sao perpendiculares.

c) O vetor n,(2,—3,1) é um vetor diretor de qualquer reta perpendiculara «.
Entdo, a reta perpendiculara a e que passa no ponto de coordenadas (4,—1,0) pode ser definida

x=4+421
porijy=—-1—-31, 1€R
z=A

d) Como o plano é perpendicular a reta r, qualquer vetor diretor da reta é normal ao plano. Entdo,
o vetor de coordenadas (3,1, —4) é normal ao plano. Como o plano passa no ponto de coordenadas
(1,3,—2), uma condigdo cartesiana do plano é:

3x—1D)+(wy—-3)—4(z+2)=0
ou, o que é equivalente, 3x +y—4z—14=0.

70.
a)Tem-se kX2+4+2Xx(-1)—-3=4k= ;, pelo que uma equacao do plano que passa no

ponto A é gx + 2y —z =4 ou, o que é equivalente, 9x + 4y — 2z = 8.

b) O eixo Oy é definido pela condicdo x = 0 A z = 0, pelo que a sua interse¢do com os planos da

x=0
familia de planos definidos por kx + 2y —z = 4, k € R é definida por {Z =0 ,keR
kx+2y—z=4
x=0 x=0 x=0
Tem-se: {z =0 = {z =0 = {z =0 , pelo que, para todo o valor real
kx+2y—z=4 0+2y—-0=4 y=2

de k, o ponto de interse¢do tem coordenadas (0,2,0).

¢) Um vetor normal ao plano é perpendicular a reta se e so se for perpendicular ao vetor (1,1,4) .
Tem-se (k,2,-1)-(1,1,4) =0 k+2—-4=0k=2.
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71.

a)x?+y?+z2=2x—6y—-1 x*-20)+(@?+6y)+z2=-1

S @2-2x+1D)+@2+6y+9)+z2=-1+1+9< (x—1)?+(y+3)2+2%2=9, pelo
que o centro da superficie esférica é o ponto C de coordenadas (1,—3,0) e o raio é 3.

b) Tem-se 2—1)2+(-1+3)2+22=912+22+22=9 9 =9, pelo que o ponto 4
pertence a superficie esférica.

Um ponto P(x,y,z) pertence ao plano tangente a superficie esférica no ponto A se e sé se
AP-AC=0.

Tem-se:

AP-AC=0= (x—2,y+1,z-2)-(-1,-2,-2) =0 &

S —x+2-2y—2-22+4=0 —x—-2y—-2z=-4Sx+2y+2z2=4

72.

a) Determinagdo de uma equacgdo cartesiana de 3:

(a,b,¢)-(1,0,-1)=0

(a,b,c)(1,2,2) =0
(a,b,c)-(1,0,—-1) =0 a—c=0 a=c a=c

{(a,b,c)-(l,Z,Z) =0 (:){a+2b+2c =0 {c+2b+20 =0 (:){Zb = -3¢

Um vetor ﬁg(a, b,c),normala B, étal que {
=

a=c
= {b — _ 3., peloque um vetor é normal a B se e s6 se as suas coordenadas sdo da forma
2

3
(c,—gc,c) , CER.

Entdo, o vetor de coordenadas (2,—3,2) é perpendiculara 3.
Como o ponto de coordenadas (0,1,2) pertence a [3, este plano pode ser definido pela condigdo
2(x—0)—3(y—1)+2(z—2) =0,0u,0que é equivalente, 2x —3y +2z=1.

Determina¢do de uma equagdo vetorial de «o :

Os pontos A(0,0,0), B(1,—1,—1) e €(0,3,2) s3o trés pontos ndo colineares pertencentes ao
plano a.

Entdo, os vetores AB e AC s3o vetores n3o colineares paralelosa a.

Tem-se:

AB=B-A , pelo que AB é o vetor de coordenadas 1,-1,-1) eAC=C—-A , pelo que AC éo
vetor de coordenadas (0, 3,2) .

Entdo, uma equagdo vetorial do plano a é (x,y,z) = (0,0,0) + k(0,3,2) + A(1,—1,—-1),k,A € R.

b) A figura ao lado pretende ilustrar o seguinte facto: a
amplitude do angulo de dois planos, a e 3, é igual a amplitude 7
do dngulo de duas retas concorrentes, uma perpendiculara a e 0
outra perpendiculara 3. P~
Na figura, a amplitude do angulo dos planos o e 3 éigual a

amplitude do dngulo das retas s e t, concorrentesem @,

sendo s perpendiculara a e t perpendiculara 3.
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Entdo, o cosseno do angulo dos planos o e 3 € igual ao cosseno do dngulo das retas s e t, sendo,
como tal, igual a |cos (ﬁ"\n_éﬂ )
Tem-se ng'(1,-2,3) e ng(2,-3,2), pelo que:

s _TIO_() ' ﬁ[; (11 _2,3) ' (2' _312)
|cos(n(x nB)| = [— — | = =
Inell % |nglll  WT+4+9xvVa+9+4
_ 14 _14\/14_\/14_ 14
V14 X V17  14v17 17 17
73.
a) Uma reta e um ponto definem um plano se e sé se o ponto ndo pertencer a reta.

2=1+kx0 2:11

Tem-se (2,0,—1) =(1,1,0) + k(0,2,-3) @{0 =1+kx2 o lk= ~2,peloqueo

—1=0+kx(=3) k=1
3

ponto A ndo pertence areta r . Logo, o0 ponto A eareta r definem um plano.

b) Seja a o plano definido pelo ponto A e pelareta r.
Seja B o ponto de coordenadas (1,1,0) ; como B pertence a reta r, também pertence ao
plano a, pelo que o vetor BA é paraleloa a.
BA=A-B, pelo que BA é o vetor de coordenadas 1,-1,-1).
Entdo, uma equacdo vetorial do plano a é:
(x,y,z) =(2,0,—1) + k(0,2,-3) + 1(1,—1,-1),k,AER

Determinacao de uma equacgao cartesiana de o :
(a,b,c)-(0,2,-3)=0

Um vetor ny (a,b,c),normala o , é tal que {(a,b,c) (1-1,-1)=0

3 3
(a,b,c)-(0,2,-3)=0 2b—3c=0 b=3c b=3
= = 2=
&%bmy(L—L—n=o ta o0 4—e—ee0 T gos, Peloqueum
2 2
vetor é normal a a se e so se as suas coordenadas sdo da forma G c,%c, c) , CER.

Entdo, o vetor de coordenadas (5,3,2) é perpendiculara o.
Como o ponto de coordenadas (2,0,—1) pertence a a , este plano pode ser definido pela condi¢cdo
cartesiana 5(x —2) +3(y —0)+2(z+ 1) =0, ou, 0 que é equivalente, 5x + 3y + 2z = 8.

74.

a) O vetor de coordenadas (1,2,—2) é perpendicular ao plano a, pelo que também ¢é
perpendicular ao plano §.

Assim, o plano § pode ser definido por uma equagdo do tipo x + 2y —2z+d =0.
Como o vértice do cone, que tem coordenadas (1,2, 6), pertence ao plano §, tem-se que
1+2%Xx2—-2%x6+d=0,donderesultaque d=7.

Portanto, um equagdodo plano y é x+2y—2z+7=0.
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b) O vetor de coordenadas (1, 2, —2) é perpendicular ao plano o .

O vetor de coordenadas (2, —1, 1) é perpendicular ao plano (3.

Os planos a e 3 sdo perpendiculares se e s6 se os vetores de coordenadas (1,2, —2) e

(2, —1, 1) forem perpendiculares, ou seja, se e s6 se o produto escalar (1,2,—2) - (2,—1,1) for
igual a zero.

Ora, (1,2,-2)-(2,-1,1) =1x2+2x(—=1)+ (—2) X 1 = —2 . portanto, os planos o e 3 ndo
sdo perpendiculares.

c) Tem-se que o ponto W tem coordenadas (1,2,—6) .
Areta VW pode ser definida pela condicdo x = 1 Ay = 2. Assim, a condicao que define o
segmentodereta [VW] é x=1Ay=2A—-6<2z<6.

L 1 ¢
d) O volume de um cone é igual a 3% Area da base X Altura .

Relativamente ao cone em causa, tem-se:
e aareadabaseéigualamx 3?2 =9m;

o aalturaéiguala |[VC|.

Para determinarmos ||W')| , precisamos de saber as coordenadas do ponto C. O ponto C é o ponto
de intersecdo do plano a com a reta perpendicular a este plano e que passa por V.
Tem-se:

e uma condi¢do que defineoplano a é x + 2y —2z=11;

e uma condicdo que define a reta perpendicular a este plano e que passa por V é

(x,v,2z) =(1,2,6) +A(1,2,-2),A € R.

Assim, as coordenadas de C satisfazem a condicdo:
(x,y,2)=(1,2,6) + A(1,2,-2) Ax + 2y — 2z = 11 , que é equivalente a
,y,2)=A+AM24+20L,6-2)Ax+2y—2z=11
Tem-se: 1+A+2R2+20)—-2(6-20)=11©14+2A+41-124+41 =119 =181 =2
Portanto, o ponto C tem coordenadas (1 +2,2+2X%x2,6—-2x%2)=(3,6,2).
Vem, entao:

\VC|| = llc = VI = 12,4, —4)]| = /22 + 42 + (-4)2 = 6

L. 1
Portanto, o volume do cone é igual a 3 XOm X6 =18m.
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75.

a) O centro da superficie esférica é o ponto C de coordenadas (1,2,0) e o raio é 2.

A figura ao lado pretende ilustrar o problema: a interse¢do do plano a com a P mﬁ

superficie esférica é a circunferéncia (contida em o) de centro A e raio 4B .
Tem-se:

AC? +AB? =CB? © AC? +V3 =22 & AC? +3 =4 < AC? = 1, peloque AC =1.
Entdo, qualquer plano que diste uma unidade do centro da superficie esférica interseta-a segundo

uma circunferéncia de raio /3 ; trés exemplos s3o os planos definidos por z =1, por z = —1 e por
x=0.
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b) A figura ao lado pretende ilustrar o problema: pretendemos
determinar equagdes cartesianas dos planos o e o, (planos
paralelosa B e tangentes a superficie esférica de centro C e
raio 2).

Comecemos por determinar as coordenadas dos pontos de

tangéncia P; e P, .

Tem-se ng(1,1,0) donde ||n_B)|| =+/2, pelo que
EE) =2X 3:; = \/En_ﬁ), portanto EF{ € o vetor de coordenadas (\/E, \/E, O) e C—Pz) € o vetor de
coordenadas (—\/f,—\/i, 0) .-

Como P; =C + C—P£ , P, é o ponto de coordenadas (1 ++2,2 + 2, O) .

Como P, =C + CT?Z , P, é oponto de coordenadas (1 —v2,2 -2, O) .

Entao, tem-se:

® o, édefinido pela condigsio cartesiana 1[x — (1 +v2)] + 1[y — (2+v2)] +0(z—0) =0, 0u, 0
que é equivalente, x +y = 3+ 2v2;

® o, é definido pela condigdo cartesiana 1[x — (1 —v2)] + 1[y — (2—-+v2)]+0(z=0) =0, 0u,0
que é equivalente, x +y =3 —2v2 .

76.
a)(—2+1)2+(1-22+(1-3)B3=6<1%2+(-1)2+(-2)2 =6 = 6 = 6, pelo que o ponto
de coordenadas (—2,1,1) pertence a superficie esférica.

b) Seja C o centro da superficie esférica.

a é tangente a superficie esférica no ponto A seesdse A pertencera a e a for perpendicular
aCA.

Tem-se:

e —24+14+2%Xx1-1=-24+14+2-1=0,peloque A pertencea «;

eCA=A-C , pelo que CA é o vetor de coordenadas (—=1,—-1,-2); entso, CA ¢ perpendicular
a a, pois é colinear com ny'(1,1,2) .

c) E o conjunto dos pontos do espaco cuja distanciaa « éigual a V6, ou seja, a reunido dos dois

planos paralelosa a que distam V6 unidades de o .

Determinacdo de uma equacdo cartesiana de cada um desses planos:

Na figura, que pretende ilustrar o problema, os planos ; e B, sdoos 2z B,
planos paralelos a a cuja distdnciaa a éiguala V6. P

7 é um vetor normal aos trés planos cuja norma é igual a V6. l‘_‘. =
Entdo, os pontos B; e B, taisque By =A+u e B,=A—1 t4
pertencem, respetivamente, a 3; ea f3,. '

Ora, o vetor 1ig(1,1,2) é normal aos trés planos e, como ||, || = V6, L; B

tem-se U =7ng .
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Tem-se:

e B, =A+n,,peloque B; éo pontode coordenadas (—1,2,3) e, entdo, o plano B; é
definido pela condigdo cartesiana 1(x + 1)+ 1(y —2) +2(z—3) =0, 0u,0que é
equivalente, x +y+2z—-7=0;

e B,=A-—ng,peloque B, éo ponto de coordenadas (—3,0,—1) e, entdo, o plano B, é
definido pela condigdo cartesiana 1(x +3) + 1(y —0) +2(z+ 1) =0, ou,0que é
equivalente, x +y+2z+5=0.

77.

a)Seja P(x,y,z) um ponto do espacgo. O ponto P pertence a superficie esférica de didmetro [AB]
seesése AP-BP =0.

Tem-se A—P)-ﬁ=O<=>(x—Z,y+1,z—3)-(x—0,y+3,z+3)=0<=>

S x?-2x+y>+3y+y+3+z2-9=0 (x?2-2x)+ (Y2 +4y)+z° =6 &

S @E2-2x+1D)+ @2 +4y+4)+z2=6+1+4 (x—1)?+(y+2)2+z2=11

b) Tem-se AB=B-4A , pelo que AB é o vetor de coordenadas (—2,—2,—6), pelo que uma
equagdo vetorialdareta AB é (x,v,2z) = (2,—1,3) + k(—2,—-2,—-6),k € R.
Mostremos que o ponto C pertence a reta AB :

fez-m (ke
(;—;%) =(2,-1,3)+k(-2,-2,-6) & { —% =-1-2ks {k :% ,pelo que C pertence a
R

reta AB etem-se C = A+ %E , pelo que C pertence ao segmento de reta [AB] .

c) E o conjunto dos pontos da superficie esférica que pertencem ao plano perpendiculara [AB] no
ponto C . E, por isso, uma circunferéncia de centro C .
Determinemos o raio dessa circunferéncia.
O raio da superficie esférica é igual a ”AZ—B” = ? =+/11.
Tem-se, entdo, de acordo com a figura:

2
— Y — 2
CP? +TM2 = 4B? = TP + (1) = (VII)' &=
TP =11-— o (P ==

Portanto, CP = g

~ Lo s . . . P . V33 .
Entdo, o lugar geométrico referido é a circunferéncia de centro C e raio - contida no plano

perpendiculara [AB] no ponto C .
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78.

a) Areta AB é areta que passa por A e é perpendiculara a, pelo que é definida pela condigdo
(x,v,2z) =(2,3,-1) +k(1,1,-2), ke R.

De acordo com a figura, seja S o ponto que é a intersecdo da reta AB
como plano «.

Determinemos as coordenadas de S.

y=3+k y=3+k : g
z= —1-2 Y z=-1-2% =
r+y—22—1=0 2+k+3+k—2(—-1-2k)—1=0
r=2+k z=2+k z=1
v=3+k y=3+k y=2
Y= —-1-2 “Yz=—-1-2% T):z=
5+2k+2+4k—1=0 k=—1 E=-—-1

Entdo, S € o ponto de coordenadas (1,2,1) .

Tem-se B=S+SBE =S+A4S.

AS=5-— A., pelo que AS ¢é o vetor de coordenadas (—1,—1,2) e, portanto, B é o ponto de
coordenadas (1—-1,2—1,1+2)=(0,1,3).

b) A esfera de didmetro [AB].
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+ Exercicios Propostos

Pag. 179

79. Op¢ao (B)

Alinclinagdo de r é 60°, pelo que o seu declive, sendo igual a tg60°, é V3 ; isto exclui as opcoes
(C) e (D).

Seja b (b < 0) a ordenada na origem de r. Tem-se tg60° = _Tb, pelo que b = —tg60° = —/3.

80. Op¢ao (D)

. D . . 2-0 2
Seja a ainclinagdo dareta s e seja m o declive da reta. Tem-se m = 3 T3

Como m <0, tem-se a = 180° +tg™! (m) e, entdo, « = 180°+tg™! (— g) ~ 146°.

81. Op¢ao (C)

Ainclinacdo dareta t éiguala 150°, pelo que o declive de t éigual a —g.

Entdo, a equagdo reduzidadareta t é y = —gx +5.

Como a abcissade P é V12, vem y=—§x\/12+5=—2+5=3;aordenadade P é3.

82. Op¢ao (D)
Tem-se ABC = BAC = 15°, pelo que ACB = 150°.
AC-CB = (—C—A)) .CB = —(C—A)EB)) = —||C_A)|| X ||E§|| x cos ACB = —2 X 2 X cos 150° =

=—4><(—c0530°)=—4><(—\/7§)=2\/_=\/ﬁ

83. Op¢ao (C)
Tem-se, como ilustrado na figura:

" F
® OP é o vetor de coordenadas (—1,2), pelo que o
[oP|| =i+ 22 = 5; T
° Wj ¢é o vetor de coordenadas (3,4), pelo que U}
|0G]| = V3T F =I5 =5 . |

i ~ _ 0P-0Q _-Ix3+2x4 5 1 _%1 o) , :
Tem-se, entao, cosa ] T SEC

1

Como 1+tg?a =C0:a, vem 1+tg?a =t o 1+tg?a =5otg2a =4.

2

ik

Como o angulo POQ é agudo,vem tgoa = 2.

84. Opc¢ao (A)
Seja r o raio da esfera. Tem-se %nr3 =36neri=27=r=3.

OA-AB = (—A0)-AB = —(A0 - AB) = —(3 x 6 X cos 0°) = —18
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85. Opgao (C)
Os vetores 1 e ¥ sdo perpendicularesseesése U 7 =0.
Tem-se:

- -

UuU'v=0-6+2a—8=0=a=7

86. Opgao (C)

1
Tem-se: my = ==
N

3
7

wiN| -

87. Opcao (C)
O raio da circunferéncia é igual a OC = /13 e o centro é C, pelo que a equacio reduzida da
circunferénciaé (x —3)? + (y —2)? =13.
Tem-se:
(0-3)2+(y—-2)=139+(y-2) =13 (y-2)?=4y=0vy=4

Entdo, o ponto T de tangéncia é o ponto de coordenadas (0, 4) . Isto exclui as op¢Bes (B) e (D).

O declive dareta CT éigual a g = —g pelo que o declivede t é % Isto exclui a opgdo (A).

88. Op¢ao (C)

Os pontos P do plano para os quais se tem PA-AB =0 sdoos pontos da
reta r, reta perpendiculara [AB] no ponto A.

A B

89. Opc¢ao (A)

Seja. 7(—6,2,a) um vetor diretor dareta r e seja ng (3,—1,4) um vetor normal ao plano «.

> 4 . , - — . 6 2 a
7 é perpendiculara a seesése ¥ e n, forem colineares. Ora —;=5=,9a= —-8.

90. Opc¢ao (B)

Tem-se:

¢ 7,(2,1,6) e T5(4,2,1)

en, g =8+2+6 %0, pelo que os vetores n, e ng ndo sao perpendiculares e, entdo, os

planos o e [ ndo sdo perpendiculares. Isto exclui a opgdo (A).
2

1.6 — . . . ~
o =-F, pelo que os vetores n, e ng ndo sdo colineares. Isto exclui as op¢des (C) e (D).
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91. Opgao (D)
Seja 7(1,—2,0) um vetor diretor dareta r e seja n, (2,1,6) um vetor normal ao plano « .

Tem-se:

1, -2 s aa . . ~
oo F ., pelo que os vetores n, e 7 ndo sdo colineares. Isto exclui a opgao (A).

®n, 7 =2—2+0=0,peloqueosvetores n, e ng sdo perpendiculares. Isto excluia

opcao (B).

e2X1+4+2+4+6x0=4,pelooponto de coordenadas (1,2,0) pertence ao plano « . Isto exclui a
opcao (C).

92. Op¢ao (A)
Seja 7(1,—2,0) um vetor diretor dareta r e seja §(0,0,1) um vetor diretor dareta s .
Tem-se: 7-§=1%X0+(—-2)x0+0x1=0,peloqueasretas r e s sdo perpendiculares.

93. Op¢ao (C)

Areta t é areta perpendicular ao plano coordenado xOz e que passa no ponto de coordenadas
x=0

z=3

Determinemos as coordenadas dos pontos de intersecdo da reta com a superficie esférica de

(0,0,3), pelo que ¢é definida pela condi¢do {

equacdo x% +y? + 22 =25.

x=0 x=0 x=0 x=0 x=0
z=3 ={z=3 @{z=3 4:){2=3 V{z=3
x*+y?+2z2=25 0°+y*+32=25 (y*’=16 \|y=-4 ly=4

Entdo, os extremos do segmento de reta que é a intersecdo da reta com a esfera definida pela
condigdo x2 + y? + z2 < 25 sdo os pontos de coordenadas (0,—4,3) e (0,4,3).
A distancia entre estes dois pontos é 8.

94.
a) ﬁ-ﬁ=6><4\/§><cos150°=24x/§><(—§)=—36

b) Qu) - v=2"-v)=2x%x(-36)=-72
) u-(-30)=(-3v)-u=-3xV-u)=-3x(—36) =108
— — 1 - = — 1 — 1, - 1
d) u-(u+5v) =u-u+u-(5v) = [l +3 (@i ) = 36 + 2 x (~36) =36 — 18 = 18
95. Como o perimetro do hexagono é igual a 24, o lado é 4, pelo que a semidiagonaal do hexdgono
também é igual a 4.

a) O4 - 0B = ||0A4]| x ||0B|| x cos (A(A)B)=4><4><cos60°=16><%=8

b) 04 - 0C = ||0A|| x ||OC|| x cos (AOC) = 4 x 4 x cos 120° = 16 X (—%) = -8
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c) 04 - 0D = ||0A|| x |[0D|| x cos (AOD) = 4 x 4 x cos 180° = 16 x (—1) = —16
d) 4B - AD = ||AB|| x ||4D|| x cos(DAB) = 4 x 8 x cos 60° = 32 x5 = 16

e) AB-FC=FO0-FC =4 x 8 X cos 0° = 32

1
2

f) 4D - EB = (20D) - (20B) = 4(0D - 0) = 4 x (4 x 4 x cos 120°) = 64 x (=) = =32

g) FA-BC =0B-0D = 4 X 4 X cos 120° = —8

h) 0D -BC = 0D -0D = ||0D|| = 16

Pag. 182

96. A figura pretende ilustrar a situacdo descrita.
AB =B — A, pelo que AB ¢é o vetor de coordenadas |
(3,—2) ; entdo, um vetor perpendicular e com a mesma
normade AB tem coordenadas (2,3) ou (—2,-3).

Para que os pontos C e D pertengam ao primeiro 3

quadrante, tem que ser ﬁ(z, 3).

Entdao,como D = A + AD , D é o ponto de coordenadas
(3+2,3+3)=(5,6) e,como C = B+A4D, C é o ponto
de coordenadas (6 +2,1+3) = (8,4).

97. Tem-se:

l

—

e AC = C — A, peloque AC é o vetor de coordenadas (6,8) .

e AC = ||AC|| = V62 + 82 = v/36 + 64 = /100 = 10

S
[

10XBD

b

CXB
2

o

° =100 & =100 < BD =20

Seja M o ponto médio das diagonais do losango.

Como BD = 20, MEB é um vetor de norma igual a norma de AC eé perpendicular a AC , pelo que
MB ¢é o vetor de coordenadas (—8,6) ou é o vetor de coordenadas (8, —6) .

Tem-se que M é o ponto de coordenadas (5,7), peloque M + MB éo ponto de coordenadas
(5—-8,7+6)=(-3,13) ou M + MB éo ponto de coordenadas (5+ 8,7 —6) = (13,1).

Como B estd no segundo quadrante, B é o ponto de coordenadas (—3,13) e D é o ponto de
coordenadas (13,1).
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98. A figura pretende ilustrar a situagdo descrita:
Asretas t e s intersetam-se no ponto B easretas r e t
intersetam-se no ponto O .

Determinacdo da equacgado reduzida dareta s : ol

5 12 ~ .
me =, pelo que mg = -2 pelo que a equacdo reduzida da
. 12
reta s édaforma y = —<X + b ; comoareta s passano
12 169 ~
ponto A, tem-se 5 = - X 12+ b, peloque b = - Entdo,
~ . . 12 169
a equacgao reduzidadareta s é y = -2 X + -

Determinacdo das coordenadas do ponto B : B
19 19 19

19x + 22y =0 y=—5% y=-_x y=-_x
{ = Cad X T o 2 1090 10 12 169 T 169 169 T
5 5 22”7 s 5 22 577 5 110"~ s
_’y:—2 19
= 1132 (:){yz—zx(:){y——w ; B ¢é o ponto de coordenadas (22,—19).
X =— x =22 x =22

Determinagdo da area do triangulo [OAB]:
A0 =122 + 52 =+/169 = 13
AB = /(12 — 22)2 + (5 + 19)2 =100 + 576 = /676 = 26

AOXAB _ 13x26
2 2

Area do tridangulo [0AB] = = 169 unidades de area

99.

a) Seja b a abcissa do ponto B (b > 0). Tem-se: A(—2,0), €(0,4) e B(b,0).
AC=C—-A, pelo que AC é o vetor de coordenadas (2,4).

CB =B —C, peloque CB éo vetor de coordenadas (b,—4) .

AC e CB s3o perpendiculares, pelo que AC-CBE=0.
AC-CB=0e2b—-16=0<0b = 8, pelo que a abcissa do ponto B é 8.

b) O dominio de f, conjunto de valores que a pode tomar, é ]0, 8] .

Tem-se:  Areado retangulo [PQRS] = RS x PS
4-0

Ora, Mep = o—s =

—%, pelo que a equagdo reduzidadareta CB é y = —%x +4.

PS éigual 3 ordenada do ponto P, pelo que se tem PS = —%a +4.
Tem-se, também, myp = 2, pelo que a equagdo reduzidadareta AB é y=2x+4.

A ordenada do ponto Q éigual a ordenada do ponto P, ou seja, é igual a —%a +4.
Seja q aabcissado ponto Q (g < 0). Tem-se: —%a +4 =2q+4,peloque q = —%a.
A abcissa do ponto R é igual a abcissa do ponto Q, pelo que RO = —q = %a .

Entdo:

f(a) =RS x PS = (RO + 0S) X PS = Ga+a)x(—%a+4) =Zax(—%a+4) =

_ 5 2
=—5a + 5a
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c) O grafico de f é um trogo de uma pardbola pardbola cuja concavidade esta voltada para baixo e
que interseta o eixo coordenado Ox nos pontos cujas abcissas sdo 0 e 8 . Entdo, a abcissa do vértice
da pardbola é 4 . Como 4 € Dy, 4 é o maximizante de f e, portanto, f(4) é o maximode f .Ora,

f(4)=10.

Pag. 183

100. Seja T o centro da circunferéncia c .

a) O ponto T é o ponto de interse¢do das mediatrizes dos segmentos de reta [OA] e [OB].

O ponto A pertence ao eixo coordenado das abcissas. A mediatriz de [OA] é a reta perpendicular a
este eixo no ponto de coordenadas (2,0), ou seja, a reta definida pela equacdo x = 2.

Determinagdo da mediatriz de [OB] :
(x—02+(@W—-02=x-5%+@(-1D)?=ox?+y?=x2-10x+25+y?> -2y +1 <
= 2y=-10x+26 y=-5x+13

Determinacdo do ponto de intersecdo das duas retas:

x=2 x=2 x =2 ,
{y - 5x+13° {y - _5%x2413° {y 3 T é o ponto de coordenadas (2,3)

O raio da circunferéncia é iguala OT . Tem-se: OT =/(2 —0)2 + (3 — 0)2 = V13
Uma equacdo reduzidade ¢ é (x —2)%2 + (y —3)2 =13.

b) Um ponto P(x,y) pertence a reta tangente a ¢ no ponto A se e sé se AP-AT =0.
AP=P—A, pelo que AP é o vetor de coordenadas (x—4,y).

AT =T — A, pelo que AT é o vetor de coordenadas (—2,3) .

Entdo: ﬁ-ﬁ=0(=(x—4,y)-(—2,3)=0(:>—2x+8+3y=0<=>y=§x—§

A equacgdoreduzidade r é y = %x - g.

¢) Um vetor diretor dareta OB é o vetor O_B)(S, 1), pelo que o declive de OB éigual a %; como a
reta OB passa na origem do referencial, a sua ordenada na origem é 0, pelo que a sua equacgao

L 1
reduzidaé y = SX.

Determinacdo do ponto de intersecdo das duas retas:

1 1 ! 1 ;]
y=35x y=3x y=3% y=sx |y=3 ,
2 L= S g & 7 g & _40@ _40(:),Ceopontode
Y =3 3 57 7 3 3 1577 3 7 7
40 8
coordenadas (—,—)
7’7
101.
a) my =tga
2 2 3)? 2 2 9 2 16
Tem-se: sen“a +cos‘a =1 S 4+ cos“a =1 < cos a=1—E=>cos a =
4 3/5 3 - 3
como o €]0°90°[, vem cosa =E,pelo que tga =#=Z' Entdo, m; =5
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b) A equagdo reduzida de t é daforma y = %x + b ; comoareta t passano ponto P, tem-se

4 = % X4+ b, peloque b = 1. Entdo, a equagdo reduzidadareta t é y = %x +1.

¢) Um vetor diretor dareta t é t(4,3).
Seja a aabcissa do ponto A.

AP=P—A, pelo que AP é o vetor de coordenadas (4—-a,4).
Tem-se AP-£=0.0ra, AP =0 (4—a,4) - (43)=0=16—-4a+12=0=a=7.

d) O raio da circunferéncia é iguala AP . Ora, AP = /(7 —4)2+(0—4)2=+/9+16=5.
O centro da circunferéncia é o ponto A(7,0) .
A equacio reduzida da circunferéncia é (x — 7)? + y? = 25.

e)m, =tg135° = —1, pelo que a equagdo reduzidade r édaforma y =—x+ b;comoareta r
passa no ponto P, tem-se 4 = —4 + b, peloque b = 8. Entdo, a equagdo reduzida dareta r é
y=—-x+8.

f) B é o ponto de ordenada negativa que pertence simultaneamente a reta r e a circunferéncia.
{y=—x+8 {y=—x+8 -
(x—7)>+y?2=25 (x—7)?%+(—x+8)2=25
{y=—x+8 {y=—x+8 (:){y=—x+8
x? —14x + 49 + x2 — 16x + 64 = 25 2x2—30x+88=0 x?2—15x+44 =0
y=—-x+8 _ _ _ _ _
y=—-x+8 y=—-x+8 y=—-x+8 y=4 y=-3
@{x=%4_9(:){x=4Vx=11@{x=4 V{x=11 (:){x=4 V{x=11
B é o ponto de coordenadas (11,—-3).

g) AP=P—A, pelo que AP é o vetor de coordenadas (-3,4).

AB =B — A, pelo que AB é o vetor de coordenadas (4,-3).
AP-AB _ _ (-34)(4-3) _ -24
|4P||x|[4B|| ~ vo+16xvi6+9 ~ 25

Tem-se cos™t (— g) ~ 163,75°; portanto, BAP ~ 164°.

cos BAP =

Pag. 184

102.
a) Dado que as trés mediatrizes se intersetam num ponto,

Q

para determinar as coordenadas desse ponto basta
determinar as coordenadas do ponto de intersegdo de
duas delas.

A figura ao lado ilustra a situacdo descrita.

C é o circuncentro do triangulo.
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Equacdo da mediatriz de [PQ] :

-1+ -2=x-7+@-14)* =

S x2—2x+1+y?>—4y+4=x?>—-14x+49+y? - 28y + 196 &
© 24y =—12x+240 &y = —2x + 10

Equac¢do da mediatriz de [PR]:
Como o lado [PR] do tridangulo é um segmento de reta paralelo ao eixo coordenado das abcissas, a

sua mediatriz é a reta paralela ao eixo coordenado das ordenadas que passa no ponto médio de [PR].

O ponto médio de [PR] é o ponto de coordenadas (1+721, 2) =(11,2).

Entdo, a mediatrizde [PR] é definida pela equagdo x = 11.

x=11 x=11 x
1 11
{y:—§x+10@{y=—7+10@{y

C é o ponto de coordenadas (11,%) .

Coordenadas de C :

1

1
9
2

b) Dado que as trés medianas se intersetam num ponto, para determinar as coordenadas desse
ponto basta determinar as coordenadas do ponto de intersecdao de duas delas.

A figura ao lado ilustra a situacdo descrita.
B é o baricentro do triangulo.

N(4,8) é o ponto médio do lado [PQ].
M(11,2) é o ponto médio do lado [PR].

Equagdo dareta QM :
14-2
7-11
QM édaforma y=—3x+ b ;comoareta QM passa
no ponto M, tem-se 2 =—-3 X 11+ b, pelo que
b = 35 . Entdo, a equacdo reduzida da reta QM é

y=-3x+35.

Mom = = —3, pelo que a equacdo reduzida de

Equacdo dareta RN :

Mmpy = % = —%, pelo que a equagdo reduzida de QM é daforma y = —%x + b ; como areta
RN passa no ponto N, tem-se 8 = —% X4+ b,peloque b = %. Entdo, a equagdo reduzida da
reta RN é y = — S+
17 17
Coordenadas de B :
{ 6 160@{ 17 17 4:{17 17 <=>{ 3 @{ 3
e T y =—-3x+35 y =—=3x+35 y=-29+35 y=6

B é o ponto de coordenadas (?, 6) .
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c) Dado que as retas que contém as trés alturas se [
intersetam num ponto, para determinar as coordenadas
desse ponto basta determinar as coordenadas do ponto
de intersecao de duas dessas retas.

A figura ao lado ilustra a situacdo descrita.

T é o ortocentro do triangulo.

Equacao dareta RT :

R
Como mpq = % =2, tem-se mpy = —%, pelo que : \\
a equacgao reduzida de RT édaforma y = —%x +b; NE 2
como a reta RT passa no ponto R, tem-se 2 = —% X 21+ b,peloque b = 22—5 Entdo, a equacao
reduzida dareta RT é y = —%x +%.

Equagdo dareta QT :
Areta QT é areta paralela ao eixo coordenado das ordenadas que passa no ponto Q@ , pelo que é
definida pela equacdo x = 7.

Coordenadasde T :
x=7 x=7 x =7
1 25 & 725 &
y=—sx+— y=—s+t— {y:9
T ¢é o ponto de coordenadas (7,9) .
d) TC=C-T , pelo que TC ¢é o vetor de coordenadas (4, —3) .
TBE=B-T , pelo que TB ¢é o vetor de coordenadas (g —3) .

9 _8 - . .
Tem-se 4 %X (=3) = —5 X 3 pelo que os vetores TC e TB sao colineares sendo, portanto,

colinearesos pontos C, B e T.

e) Como TB ¢é o vetor de coordenadas (2 —3) , 0 declive da reta de Euler é igual a %3 = —3, pelo
3

que a equacgado reduzida desta reta é daforma y = —gx + b ; como a reta passa no ponto T,

tem-se 9 = —§x7+b,peloque b 2%.

Entdo, a equagdo reduzida da reta de Euler é y = —gx + lsﬂ.

103.

a)AB=B -4, pelo que AB é o vetor de coordenadas (2,3,1).
AC =C - A, pelo que AC é o vetor de coordenadas (4,5,—4) .

Portanto, ndo existe k € R tal que AC = kAB , pelo que AC e AB n3o sdo colineares.
Logo, os pontos A, B e C ndo sdo colineares.
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b) Seja 7i(a, b, ¢) um vetor ndo nulo perpendicular ao plano ABC .

—

{ -ﬁ:o@{(2,3,1)-(a,b,c)=0 (:){Za+3b+c=O
ac-n=0 l45-4)-(abc)=0 4a+5b—4c=0

o
o]

c=—-2a—3b c=—-2a—-23b c=—-2a-3b
=i+ 5b—aC-2a-35) =0 = 1120 1170 =0 {b=—%a =
c=—2a—3(—£a) c=—2a
PN 177 o 17
12 12
b=—-—=a b=-=a
17 17

12
17
plano ABC ; para, por exemplo, a = 17 ,vem 7(17,—12,2) .

2 , ~ .
Portanto, qualquer vetor 71 (a, - a,Ea) ,com a # 0, é um vetor ndo nulo perpendicular ao

Entdo, uma equacdo cartesiana do plano ABC é 17(x —1) —12(y +2) + 2(z—3) =0, que é
equivalente a equagdo 17x — 12y +2z—-47 =0.

c) O ponto A pertenceria areta r se e sé se existisse 4 € R tal que
(1: _2: 3) = (01 1; 2) + 1(2; 1: 3) .

1
1=0+22 A=
Ora, (1,-2,3) =(0,1,2) + 1(21,3) ©{—-2=1+ 1< <1 = -3 ,0que é uma condigdo impossivel.

3=2+31 1=1
3

Logo, o ponto A ndo pertence areta r.

d) Designemos por a o plano definido pelo ponto A e pelareta r, designemos por R o ponto de
coordenadas (0,1,2) e designemos por 7 o vetor diretor dareta r de coordenadas (2,1,3).

AR=R-A, pelo que AR é o vetor de coordenadas (-1,3,-1).
Seja 71(a, b,c) um vetor ndo nulo perpendicular ao plano «.

—_—

AR -7 =0 (-13,-1)-(a,b,c) =0 —a+3b—-c=0
{F'ﬁ=0 <=>{(21113)(aib;c):0 @{2a+b+3c=0

c=—-a+3b c=—-a+3b c=-a+3b

@{2a+b+3(—a+3b)=0@{—a+10b=0‘:’{b=%a Ad
1 7

c=—-a+3|—a c=——a
) (10 )(:) 10

1
= — b=—a
b 10a 10

=4

1 7 , ~ .
Portanto, qualquer vetor 7 (a,ﬁa, —Ea) ,com a # 0, é um vetor ndo nulo perpendicular ao

plano « ; para, por exemplo, a = 10, vem 7(10,1,-7) .
Entdo, uma equacdo cartesiana do plano a é 10(x — 1)+ (y+2)—7(z—3) =0, que é
equivalente aequagdo 10x+y—7z+13=0.
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e)

Asretas 7 ¢ s tém em comum o ponto de coordenadas (0, 1,2)

Logo. ou coincidem. ou sdo concorrentes.

Para que as retas r ¢ s coincidissem, 0s respetivos vetores diretores tinham de ser

colineares.
Ora, os vetores de coordenadas (2,1,3) e (3, 1, — 2) ndo sdo colineares, pois
nao existe k € R talque k(2,1,3) = (3,1, —2).

Portanto, as retas r e s nao coincidem, pt:ln que sdo concorrentes.

f) Designemos por B o plano definido pelas retas r e s, designemos por 7 o vetor diretor da reta

r de coordenadas (2,1,3) e designemos por S o vetor diretor dareta s de coordenadas

(3,1,-2).

Seja n(a, b,c) um vetor ndo nulo perpendicular ao plano f.

{* =0 _, {(2,1.3) (a,b,c) =0 {2a+b+ 3¢=0 _, {b = —2a—3c
(3,1,-2)-(a,b,c) =0 3a+b—-2c=0 3a—2a—3c—2c=0

> =

s n=20

b=—-2a—-3c b=—-2a—-3c b=-13c
(:){a—50=0 (:){a=50 ’ ‘:){a=50
Portanto, qualquer vetor 7(5¢,—13c,c), com ¢ # 0, é um vetor ndo nulo perpendicular ao plano B;
para, por exemplo, ¢ = 1,vem 7(5,—13,1) .
O ponto de coordenadas (0,1,2) pertence ao plano (3.
Entdo, uma equacgdo cartesiana do plano 3 é 5(x —0) —13(y—1)+(z—2) =0, que é
equivalente a equagdo 5x — 13y +2z+11=0.

g) Como (4,2,6) = 2(2,1,3), o vetor diretor da reta r € colinear com o vetor diretor da reta t,

pelo que as retas r e t sdo paralelas

h) Designemos por y o plano definido pelasretas r e t.

O vetor de coordenadas (2 —0,4—1,—3 —2) = (2,3,—5) é adiferenca entre um ponto da reta

r eum ponto da reta t, pelo que é um vetor paralelo ao plano y ndo colinear com o vetor de

coordenadas (2,1, 3).

Seja 7(a, b, c) um vetor ndo nulo perpendicular ao plano y.

{(2,1,3)-(a,b.c)=0 (:){2a+b+3c=o {b=—2a—3c -
(2,3,=5)-(a,b,c) =0 2a+3b—-5¢c=0 2a+3(—2a—-3c)—5¢c=0

(:){b:—Za—3c

—4q—14c =0 < < 2

2
c=—-a 2
7

2 8
{b=—2a—3c b=—2a—3(—;a) b=—;a
c=->a c=--a

8 2 , ~ .
Portanto, qualquer vetor 7 (a, —-a, —7a) ,com a # 0, é um vetor ndo nulo perpendicular ao

plano y ; para, por exemplo, a =7 ,vem 71(7,—8,—2).

O ponto de coordenadas (0,1,2) pertence ao plano y.

Entdo, uma equacdo cartesianadoplano y é 7(x —0)—8(y—1) —2(z—2) =0, queé
equivalente a equagdo 7x —8y —2z+13=0.
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104.
a) Volume do cubo = AD3
AD =(3+3)2+(5-3)2+(3-6)2=V36+4+9=49=7

Volume do cubo = 73 = 343 unidades de volume

b) Tem-se: H =D +DH =D + AE
AE=E—-A, pelo que AE é o vetor de coordenadas (-2,-3,-6).
Portanto, H =(-3-2,3—-3,6 —6) = (-5,0,0) .

c)(x,y,z) =(@3,53)+k(—2,-3,-6),keER

d) O vetor AE ¢ normal ao plano que contém a face [ABCD], pelo este plano é definido pela

condi¢do —2(x —3)—3(y—5)—6(z—3) =0, que é equivalentea 2x +3y+6z—39=0.

Determinacdo da cota de P : 2x0+3x0+6z—39=0=>z=§

P é o ponto de coordenadas (0, 0, 173) .

e) Designemos por (a, b,c) as coordenadas do vetor AB .

AB é o vetor que satisfaz simultaneamente as seguintes condigdes:
AB-AD=0,AB-AE =0, |AB||=7 e b<5

AD =D — A, pelo que AD é o vetor de coordenadas (—6,—2,3)

@-ﬁ:o(:,{(a,b,c)-(—6.—2,3)=o (f6a-2b+3c=0
AB-AE=0 UWab,c)-(-2,-3,-6)=0 " "|-2a—3b—6c=0

2
C—2a+§b

2 2 2
PN c—2a+§b @{c—2a+§b{:}{c—§a

=
—2a—3b—6(2a+§b)=0 {—14a—7b=0 bh=—-2a bh=—2a

—_— 2 ’
Portanto, as coordenadas de vetor AB sdo da forma (a, —2a,§a) para um certo nimero real a .

28| = 2 2 (2.\ = 2 2% 2 49 o _
[4B]| =7 & a2+ (-20)2+ (3a) =7 @ +4a2+i2 = o [Ci2=7
@glal=7<=>|a|=3(=>a=—3Va=3;comotemqueserb<5,anéopodeseriguala

—3; portanto, a = 3, pelo que AB é o vetor de coordenadas (3,-6,2).

f)B=A+A4B = (3,5,3) + (3,—6,2) = (6,—1,5)
C=B+BC=B+A4D = (6,—1,5) + (—6,—2,3) = (0,—3,8)
F=E+EF=E+4B =(1,2,-3) + (3,-6,2) = (4,—4,—1)
G=F+FG=F+AD = (4,—4,—-1) + (—6,—-2,3) = (=2,—6,2)
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g) Desighemos por S o centrode s .
S é o ponto médio de qualquer diagonal espacial do cubo.

. - 3-2 5-6 3+2 1 15
Determinemos as coordenadas do ponto médio de [AG] : (T’T’T) = (E’ - E'E)

A medida do comprimento da diagonal espacial do cubo é igual a V3 X 4B, ou seja, 7v/3, pelo que

. , 7V3
oraiode s é -~

A equacdo reduzidade s é (x - %)2 + (y + 1)2 + (z - E)z = (%g)z ou, 0 que é equivalente,
(=3 + 6+ (-3 -2

h) Um ponto P(x,y,z) pertencea a se e so se AP-SA=0.

SA=A-S , pelo que SA é o vetor de coordenadas (g,%,%) .

y—%+%z—§=0=>

Tem-se:
5 11 1) 5 15 11
2

AP-Sh=0e(x-3y-5z-3)-32 ) =0eix-24+2
& 5x—15+11y—-55+z-3=0<5x+11ly+z =173

i)

Oplano o temequagdo 5z + 11y + = = 73. Portanto, o (5,11,1) € um vetor
normal ao plano . ,

Oplano 3 tem equagio =+ y+ z = 0. Portanto, & (1,1,1) ¢ um vetor normal
ao plano . .

Ora, os vetores @ e b ndo sdo colineares, pois ndo existe k € IR tal que
k(1,1,1) = (5,11, 1), nem perpendiculares, pois T . b # 0 (de facto,
(1,1,1).(5,11,1) =5+ 114+ 1=17).

Logo, os planos o e /3 nio sdo paralelos (ou seja, sdo concorrentes), mas nao
sdo perpendiculares. )

i) EP=P—-FE , pelo que EP é o vetor de coordenadas (—1, —2,%) .
EE=B-E, pelo que EB ¢é o vetor de coordenadas (5,-3,8).

— 19
cos BEp = _FPEB_ _ (-1-27)(5-38) _ -5+6+76 77 77
||EP||x||EB|| 144438 FEToTea 381, 155 18669  1/9334,5
4 4 2
_ 77 .
Tem-se cos 1( — 5) ~ 37,16°; portanto, BEP ~ 37°.

Pag. 186

105.
a) Como areta OT é perpendicular ao plano definido pela equagdo 2x + 3y + z = 22, um vetor
diretor dareta OT é o vetor de coordenadas (2,3,1) . Como, para além disso, a reta OT passa na

origem, conclui-se que a reta pode ser definida pela condicdo g = % =2z.
Determinac¢do das coordenadas de T :

Como aordenadade T é 6 tem-se g = g = z,peloqueaabcissade T é 4 eacota
de T é 2.
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b) Volume = PQ X QR x QT = 6 X 4 x 2 = 48 unidades de area

c) Como o plano é paralelo ao plano definido pela equagdo 2x + 3y + z = 22, uma sua equagao
cartesiana é da forma 2x + 3y + z = D . Como o plano passa no ponto de coordenadas (4, 6,0)
tem-se 2X44+3X6+0=D,peloque D =26.
Entdo, uma equagdo do plano é 2x + 3y +z = 26.

d) O ponto A tem abcissa igual a 4 e cota igual a 2, pelo que, como pertence ao plano definido pela
equacdo 2x + 3y + z = 22 podemos concluir que a sua ordenada satisfaz a condigdo

8+ 3y + 2 =22, pelo que é igual 4; portanto tem-se A(4,4,2).

O ponto B tem abcissa igual a 4 e cota igual a 0, pelo que, como pertence ao plano definido pela
equacdo 2x + 3y + z = 22 podemos concluir que a sua ordenada satisfaz a condigdo

8+ 3y + 0 =22, pelo que éigual %; portanto tem-se B (4,%, 0) .

O ponto C tem ordenada igual a 6 e cota igual a 0, pelo que, como pertence ao plano definido pela
equacdo 2x + 3y + z = 22 podemos concluir que a sua abcissa satisfaz a condigdo

2x + 18 + 0 = 22, pelo que é igual 2 ; portanto tem-se C(2,6,0) .

O ponto D tem ordenada igual a 6 e cota igual a 2, pelo que, como pertence ao plano definido pela
equagdo 2x + 3y + z = 22 podemos concluir que a sua abcissa satisfaz a condigao

2x + 18 + 2 = 22 pelo que é igual 1 ; portanto tem-se D(1,6,2) .

e) Areta TQ passa no ponto de coordenadas (4,6,0) e tem a direcdo do vetor de coordenadas
(0,0,1), pelo que é definida pela condi¢do cartesiana x =4 Ay =6.

f) AD=D -4, pelo que AD é o vetor de coordenadas (-3,2,0).
Areta AD passa no ponto de coordenadas (4,4,2) etem a direcdo do vetor de coordenadas
(—3,2,0), pelo que ¢ definida pela condi¢do cartesiana % = yT_‘L ANz=2.

Tem-se:

x—4 y-—4
3 =T/\Z=2(:)2x—8=—3y+12/\z=2<=>2x+3y=20/\z=2

Outro processo:

Areta AD é ainterseg¢do do plano ABC com plano que contém a face [VSTU], ouseja, éa
intersec¢do do plano definido pela equagdo 2x + 3y 4+ z = 22 com plano definido pela equagdo
z=2.

Entdo, uma condi¢do que definearetaé 2x +3y+z=22Az=2.

Tem-se:

2x+3y+z=22Nz=22x+3y+2=22Az=22x+3y=20Az=2

B —4+ -+ (-2 =(x-2+ -6+ (z-0)"=

S x?—8x+16+y2—8y+16+2z2—4z+4=x*—4x+4+y> - 12y+36+z’ &
& —4x+4y—4z=44+36-36= —4x+4y—4z=4=x—y+z=-1
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106. Tem-se:

= < 17 - (1% I<I® | xcosuv))

=l Y B

\/Il"”’ll o i —Ilqll YIIHII x cos’ @ \/Ilﬁll IHH (1-cos’a)
—
RN ERYEL

= V1—cos’a = Vsen?a = [sena| — sena (como a € [0,7], tem-se sena > 0)

1074_8’ 4_0’_ AB. ﬁ+ﬁ)_ﬁﬁ+ﬁ BC =
« [|BE ||  cos (B4 Bc),
(|48 = [ BE] cos )

8= HAB

- laBI’

108. Na figura, que pretende ilustrar a situagao descrita, T é |
0 ponto de tangéncia da reta t com a circunferéncia.
Areta CT tem decliveiguala 1 e passa no ponto de
coordenadas (2,0) pelo que a sua equacdo reduzida é
y=x—2.
Determinacgao das coordenadas de T :
x—2)+y*=4 x—2)24+(-2+x)?=4
{§1=x)—2y (:}{(y=x)—2( . <

=

@{2@—2)2:4@{@—2)2 =2(:){x—2=—\/§Vx—2=\/§

y=x—2 y=x—2 y=x—2

(:){x—2=—\/iv{x—2=\/§(:){x_2 V2, {x=2+\/7
y=x—2 y=x-—2 y =2 y =42

Como, de entre os dois pontos da reta CT que pertencem a circunferéncia, o ponto T é aquele que

tem maior abcissa, tem-se que as coordenadas de T sdo (2 +4/2, \/i) .

Determinac¢do da equacgado reduzida dareta t:
O declive dareta t éiguala —1 pelo que a equagdo reduzida destareta é daforma y =—x+b;

como a reta passa no ponto T, tem-se V2 = —(2 + \/7) +b,peloque b =2+ 2V2.
Entdo, a equacdo reduzidadareta t é y = —x + 2 + 2v/2.
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Tema 3 | Sucessoes

Atividades «Sera que...?»

Pag. 9
; Sequéncia de figuras

a)  Observando os termos da sequéncia, constata-se que:
* o primeiro termotem 1 x 24 1 pegas;
* osegundo termotem 2 x 3+ 1 pecgas;
¢ oterceirotermotem 3 x 4+ 1 pegas.

Mantendo-se esta regra de formacao, tem-se que:
* oquartotermotem 4 x 5 | 1 pegas;
* oquintotermotem 5 x 6 | 1 pegas.

Portanto, o quinto termo tem 31 pegas.

b) Otermodeordem n tem n x (n+ 1)+ 1 pegas.

Vejamos se existe algum nimero natural n talque n(n+1)+ 1= 600.
Tem-se:
nn+1)+1=600n?+n—599 =0 n= VXN o A=y207

5

Como +/2397 ndo € um numero inteiro, podemaos concluir que ndo existe um numero natural n tal que
n(n+ 1)+ 1 = 600 . Portanto, ndo existe um termo da sequéncia com 600 pegas.

Pag. 24

_ Quando a primeira cai

A disposicao das pecas € tal que, se uma delas cai, a que esta a seguir também cai,
Assim, se a pega numero 1 cai, entdo a peca numero 2 também cai.

Caindo a pega numero 2, a pega numero 3 também cai.

E assim sucessivamente.

Portanto, se a peca niumero 1 cai, todas as pecas acabam por cair.
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Tema 3 | Sucessoes
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a)  Observando os termos da sequéncia, constata-se que:
* o primeiro termotem 1 x 24 1 pegas;
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Mantendo-se esta regra de formacao, tem-se que:
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Portanto, o quinto termo tem 31 pegas.

b) Otermodeordem n tem n x (n+ 1)+ 1 pegas.

Vejamos se existe algum nimero natural n talque n(n+1)+ 1= 600.
Tem-se:
nn+1)+1=600n?+n—599 =0 n= VXN o A=y207

5

Como +/2397 ndo € um numero inteiro, podemaos concluir que ndo existe um numero natural n tal que
n(n+ 1)+ 1 = 600 . Portanto, ndo existe um termo da sequéncia com 600 pegas.

Pag. 24

_ Quando a primeira cai

A disposicao das pecas € tal que, se uma delas cai, a que esta a seguir também cai,
Assim, se a pega numero 1 cai, entdo a peca numero 2 também cai.

Caindo a pega numero 2, a pega numero 3 também cai.

E assim sucessivamente.

Portanto, se a peca niumero 1 cai, todas as pecas acabam por cair.
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Pag. 29

Relagao entre termos consecutivos
de uma sucessao

a) w=2u;+1 (pois 7T=2x3+1)
Uz =2us+1 (pois 1b=2x7+1)
ug =2uz3+1 (pois 31 =2x 15+ 1)
b) Mantendo-se esta regra, tem-se:
us =2uy +1=2%x314+1=063
U =2us +1=2x63+1=127
ur =2us +1=2x 127+ 1 =255
Cl Une1 = 22Uy + 1
Pag. 32

[SERAQUE.2 ] O presente da Inés

al) 20+ 5=25.Ao fimdeumasemana, a Inés tem 25 euros no mealheiro.
a2) 20+ 5+ 5=30.Ao fimde duas semanas, a Inés tem 30 euros no mealheiro.
a3) 20+ 5+ 5+5=235. Ao fimde trés semanas, a Inés tem 35 euros no mealheiro.
b) Ao fim de umasemana, alnéstem 20+ 1 x 5 euros no mealheiro.

Ao fim de duas semanas, a Inés tem 20 + 2 x 5 euros no mealheiro.

Ao fim de trés semanas, a Inés tem 20+ 3 X 5 euros no mealheiro.

;.!'.\-0 fim de n semanas, a Inéstem 20 + n x 5 euros no mealheiro.

Portanto, ao fim de n semanas, a Inéstem 5n + 20 euros no mealheiro.
Pag. 41

[SERAQUE-2 ] O livro da Carolina

al)

a2)

b)

12 x 2 =24 . No dia 4, a Carolina |é 24 paginas.
24 x 2 =48 . No dia 5, a Carolina |& 48 paginas.

3+6+12424+ 48+ 96 = 189. 0O livro tem 189 paginas.
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c) No dia 1, a Carolina I& 3 paginas.
No dia 2, a Carolina lé 3 x 2 paginas.
No dia 3, a Carolina lé 3 x 2 x 2 paginas.
E assim sucessivamente.

Tem-se, portanto: Dia | Numero de paginas lidas
1 |3=3x2
2 S 2 goaa
3. |23
1 |FK 202 %3-S 0r
5 2 i B o e B &
6 |3x2x2x2x2x2=3x2°

Assim, no dia n, a Carolinalé 3 x 2" ! péginas (1 < n < 6).

Pag. 59
; Uma sucessdo convergente

a) w=1H=2; w=3331=15;us =23 =1,333...; ug =2 =1,25;

2

B ¥ i e . _ 1001 _ 101 - _ 500+1
Us = 3_._:‘ =12; Uigg = 100 — 1,01; Uz = = ~so0 = 1,002

b) |U1 — ]_| =1 |u5 — J_| = 0,2 |U-100 — J_| = 0,0J_ |'U._500 — J_| = 0,002

¢ |u.—1] <0,0001 & |[2=L — 1| <0,0001 & |[2=22| < 0,0001 < | 1| < 0,0001 <

& 1 <0,0001 & 1 <0,0001n < 0,0001n > 16 n > g € n > 10000

Portanto, Yn € N, n > 10000 < |u,, — 1| < 0,0001,
peloque ¥Yn € N, n > 10000 = |u, — 1| < 0,0001 .

Assim, Vn € N, n > 10001 = |u, — 1| < 0,0001 .

d) |u, —1| <0,00005 & |21 — 1| < 0,00005 & |[2=1-1| < 0,00005 < |L| < 0,00005 <

< - < 0,00005 < 1 < 0,000056n < 0,00000n > 1< n > 00000 < n > 20000

Portanto, ¥n € N, n > 20000 < |u, — 1| < 0,00005,
peloque ¥n € N, n > 20000 = |u, — 1| < 0,00005 .

Assim, Vn € N, n > 20001 = |u,, — 1| < 0,00005 .
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Seja & um qualquer nimero real positivo.
Tem-se:

lup — 1| < 6 & |21

—l<be |2t <t |t <belcsiol<tins
Sm>len> ¢
Portanto, YR €N, n > + & |u, — 1| < 6, peloque Yn €N, n > + = |u, — 1| < 6.

Seja p um numero natural maior do que % .Entdo VneN. n>p=|u, — 1] <§.

Pag. 65

_ Quando o limite ndo é real

a) Tem-se: u, > 1001 & 3 > 1001 & 3n > 2002 & n > 242 & n > 667,333...

Portanto, ¥n € N. n > 667,333... & u, > 1001,
peloque ¥n € N, n > 667,333... = u, > 1001.

Assim, a menor ordem p que satisfaz a condicdo ¥n €N, n > p = u, > 1001 é668.
b) Tem-se: u,>100< 2 >10%<3n>2x100<n> °’<1° & n > 6666666666,666..

Portanto, ¥n € N, n > 6666666666,666... < u, > 10,
pelo que ¥n € N, n > 6666666666,666... = u, > 100 .

Assim, a menor ordem p que satisfaz a condicio Yn € N, n > p = u, > 10!° é 6666666667.

Seja L um qualquer nl]mero real.

Tem-se: u, > L < 3% > L < 3n > 2L<—>n>%

_L

Portanto, Yn e N, n = % < u, > L, peloque YneM, n > = u, > L.

- - . 2 .
Tem-se assim que: sendo p um numero natural maior do que %, a partir da ordem p todos os termos da

sucessdo sdo maiores do que L.

Portanto, dado um qualquer numero real L, existe sempre uma ordem p a partir da qual todos os termos da
sucessao sdao maiores do que L.

Portanto, ndo € possivel encontrar um nimero L nas condi¢des pretendidas.
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_ Limites de sucessdes de termo geral n’

Para ¢ =1 tem-se u,, = n . Esta sucessdo tem limite + oc.
Para ¢ = 2 tem-se u,, = n . Esta sucessdo também tem limite + oc.
Para ¢ = % tem-se u, = ﬁ Esta sucessao também tem limite + oc.

Consideremos agora ¢ = 0,01 .

Tem-se: | n |1 2 3 | 10 | ...| 1000 | .. | 10 | .. |10%0 | .. | 100
n®0 | 1| 1,007 | 1,011 | ... | 1,023 | ... | L,072 | ... | 1,258 | ...| 10 |...| 10000

Esta sucessao também parece tender para + o<.

Experimentemos agora valores negativos para ¢ .

Para g= —1,temse u,=n = % Esta sucessao tem limite 0.

Para g= — 2 tem-se u,=n > = % Esta sucessao também tem limite 0.

Vejamos agora ¢ = —0,3.

Tem-se: n 1 2 3 10 ... | 1000 | ... | 10000 | ... | 10O0OOOO
n% |1]0812|0719|..|0501|..]0126 |..| 0,063 | ... 0,016

Esta sucessdo também parece tender para 0.

E entdo natural formular a seguinte conjetura:
¢ g>0=nT— 400
*qg<0=ni1—0

Pag. 78
[SERAQUE.2 ] Caso +o0 + (—o0)
Tem-se: wu, — + Up — + 00 Wy — — X 2Zp — — 00

a) U-n‘f'wn:ﬂ-f—?)-i—[—n}:?)—-?)
b) u,+z,—n+3+(—3n)— —2n43— —
) vntwp=2n+1+(—-n)=n+1— +oc

Estes exemplos mostram que ndo ¢ possivel dizer qual é o limite de a,, | b, apenas com ainformacdo de que
ap, * |ococeb, » oo.
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[SERAQUE-2 ] Caso (+0) x 0

Tem-se: u, — + o0 U, — + 0 w, — 0 oy — 0

a)  w, xw, — 23 —i+%—1+%—~1+0—1

n n

b) U xzpn=" =24 321,32 .040=0

- T n T T

) Up Xw, = =n— +x

Estes exemplos mostram que n&o € possivel dizer qual é o limite de a, % b, apenascom a informacdo de que
a, — +oceb, —0.

Pag. 82

co 0
1.
a) L — . —_1 .

B 2o oflt o ouels o g L
<) % = e g 2
2.
U - n°
n — n f— - P —
a) e =2n + oo
L +32 2 1 1
Uy ml n+<4 _ R 4 9 1 s —_
b] = ;,‘ T 2 T nt + In? T In i n? 0+0=
ni+d
U L n+2 n F: 2
—L = L — = — = — = —_ =
o ; - Lo+ 2-34+2.140=1

v

=

Os exemplos do item 1 mostram que ndo é possivel dizer qual é o limite de %— apenas com a informacdo de que

ay — +C>C8bﬂ_“ +oco.

Os exemplos do itern 2 mostram gue ndo & possivel dizer qual € o limite de 2= apenas com a informacdo de que

b":
a, —0eb, —0.
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_ Relagdo entre o grau dos polinémios

Tem-se lim - = lim ——%— = lim i
Un 3n?—om+3 2

3“‘(1 B 'rl'_') .

Entao,
* uma possibilidade para que se tenha ljm% = 6 é considerar (v,,) definida por v, = 18n>.

* uma possibilidade para que se tenha lim == = 0 é considerar (w,) definida por w, =n.
s uma possibilidade para que se tenha lim f — 0 é considerar (z,) definidapor z, — —n?
Portanto, uma resposta possivel é:  P(z) = 1827 Qz) ==z S(z) = — 23

No primeiro caso, o grau do polinémio do numerador tem se ser igual ao grau do polindmio do denominador.
No segundo caso, o grau do polinomio do numerador tem de ser inferior ao grau do polindomio do denominador.
No terceiro caso, o grau do polindmio do numerador tem de ser superior ao grau do polinémio do denominador.
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Exercicios propostos

Capitulo 1 | Generalidades sobre sucessoes

Pag. 6

1.
a) E majorado. Conjunto dos majorantes: [7,+oo] .

b) E majorado. Conjunto dos majorantes: [—%, +00[ .

c) Ndo é majorado pois, para qualquer nimero real que se considere, existe sempre um nimero
inteiro que é maior do que ele.

d) E majorado. Conjunto dos majorantes: [—5,40oo[ .
e) E majorado. Conjunto dos majorantes: [7,+oo] .

f) Ndo é majorado pois, para qualquer nimero real que se considere, existe sempre um nimero no
conjunto | — 2, 4+oo[ que é maior do que ele.

g) E majorado. Conjunto dos majorantes: [12, +oo] .

h) Nado é majorado pois, para qualquer nimero real que se considere, existe sempre um nimero
primo que é maior do que ele.

i) Ndo é majorado pois, para qualquer nimero real que se considere, existe sempre um multiplo de
6 que é maior do que ele.

j) O conjunto é {1, 2,3, 6} . E majorado. Conjunto dos majorantes: [6,+oo] .

Pag. 7

2.
a) E minorado. Conjunto dos minorantes: | — ,0] .

b) E minorado. Conjunto dos minorantes: ]—00, —%] .

¢) Ndo é minorado pois, para qualquer numero real que se considere, existe sempre um nimero
inteiro que é menor do que ele.

d) Ndo é minorado pois, para qualquer nimero real que se considere, existe sempre um ndmero no
conjunto | — oo, —9] que é menor do que ele.

e) E minorado. Conjunto dos minorantes: ] — 0, —1].
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f) E minorado. Conjunto dos minorantes: | — o, 0] .

g) E minorado. Conjunto dos minorantes: ] — o0, 1] .

h) E minorado. Conjunto dos minorantes: | — o, 2] .

3.
a) E limitado. Tem-se: conjunto dos minorantes =] — o, 3] e conjunto dos majorantes = [7, +] .

b) N3do é limitado (ndo é majorado nem minorado).

¢) N3o é limitado (ndo é minorado).

d) E limitado. Tem-se: conjunto dos minorantes =] — o, —23] e conjunto dos majorantes = [76, +[.
e) N3o é limitado (ndo é majorado).

f) O conjunto é {1,2,3,6,9,18}. E limitado. Tem-se: conjunto dos minorantes =] —oo,1] e
conjunto dos majorantes = [18, +oo] .

4. Designemos por A, em cada alinea, o conjunto apresentado.
a) Tem-se: 3 <m <10, pelo que o conjunto dos majorantesde A é [V10, +oo[.Como
V10 € A, V10 é médximode A.

b) Tem-se: —2 < —/2 < —% < —1, pelo que o conjunto dos majorantesde A é [—1,+o[.Como
—1€A, —1 émaximode A.

c)Tem-se: A=1{1,2,3,4,5,6,10,12,15,20,30,60}, pelo que o conjunto dos majorantes de A é
[60, +oo[. Como 60 € A, 60 é maximode A.

d) A ndo é majorado, logo ndo tem maximo.
e) O conjunto dos majorantesde A é [2,4+o[. Como 2€ A, 2 émaximode A.

f) O conjunto dos majorantes de A é [3, +oo[ . Como nenhum elemento de [3,+oo[ pertencea 4,
A ndo tem maximo.

g) A nao é majorado, logo ndo tem maximo.
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5. Designemos por A, em cada alinea, o conjunto apresentado.

a) Tem-se: 3 <1 <10, pelo que o conjunto dos minorantesde A é | —,3].Como 3 € 4,
3 éminimode A.

b) Tem-se: —2 < —/2 < —% < —1, pelo que o conjunto dos minorantesde A é | — o, —2].

Como —2€ A, —2 éminimode A.

c)Tem-se: A=1{1,2,3,4,5,6,10,12,15,20,30,60}, pelo que o conjunto dos minorantes de A4 é
]—o0,1].Como 1 €A, 1 éminimode A.

d) O conjunto dos minorantesde A é | —00,60].Como 60 € A, 60 é minimode A.
e) A ndo é minorado, logo ndo tem minimo.
f) O conjunto dos minorantesde A é | —o,—5].Como —5 € A, —5 é minimode A.

g) O conjunto dos minorantesde A é ] — oo, —1]. Como nenhum elemento de | — oo, —1]
pertencea A, A ndaotem minimo.

h) O conjunto dos minorantesde A é | —o,—1].Como —1 € A, —1 é minimode A.

6.

Suponhamos que a ¢ § sao minimos do con-
junto A . Entao:

* g ¢ minorante de A e a pertencea A;
b é minorantede A e b pertencea A.

Logo,

* como a ¢ minorante de A e como b per-
tencea A,tem-se a< b;

* como b é minorante de A e como a per-
tencea A,tem-se b<a.

Como a<b e b<La,vem a=5.

Portanto, se existir minimo de A , entdo & tnico.

Pag. 10

7.

a) v 342 6+ _7_y _9+1_10_5
1714576 37 727 245 77 77 "3 7T 3457 8 4

3X95+1 286
= =22 =286
95+5 100
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8.

a)a, =2x1+1=3
a2=2><2+1=5

a3=2><3+1=7

A, =2x4+1=09

ag=2x5+1=11
Gg=2x6+1=13
a7=2><7+1=15
ag=2x8+1=17

Gréafico:

iy 1

T T T T 7T
45678 — =

g =
W =

Verifiguemos se 25 é termo da sucessao:
2n+1 =25 < 2n =24 < n =12 ; portanto, 25 é 0 12.° termo da sucessdo.

b)by =V1+1-3=+/2-3~-16
b,=v2+1-3=+/3-3~-13
b;=v3+1-3=V/4-3=-1

b,=v4+1-3=+/5-3~-08
bs=V5+1-3=/6-3~-0,6
be=V6+1-3=/7-3~-04
b,=V7+1-3=+/8-3=-0,2
bg=V8+1-3=v9-3=0

Gréfico:

by, 4

Verifiquemos se 25 é termo da sucessao:

Vvn+1-3=25Vvn+1=28<n+1=784 < n = 783; portanto, 25 é 0 783.° termo da
sucessao.
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Cz—?:‘l-
c3=%=4,5
c4=2—54=4,8
c5=3—60=5
c6=3—76z5,1
c7=%z5,3
cg=%8z5,3
Grafico:

Verifiguemos se 25 é termo da sucessao:

6n 25 25 ., .

3= 25 6m=2n+25< —-19n=25<n= — 15’ COMo — = ndo é um nimero natural,
25 ndo é termo da sucessdo.

Pag. 12

9,
a) [Ima sncessdo é decrescenfese Ym,ne N, m >n = u,,, < u,
b) Tem-se. para quaisquer m,n € IN:

m>n= —Tm< —m=4-—Tm<4-—Th = u, <u,

Pag. 13

10.
AUy — U, =3n+1)+4-Bn+4)=3n+7-3n—-4=3
Tem-se Vn €N, u,,1 —u, > 0, peloque Vn €N, u,,; > u, ; portanto (u,) é crescente.

b)u,;1 —u,=2-5(n+1)—-(2-5n)=2—-5n—-5-2+5n=-5
Tem-se Vn € N,u,,; —u, <0, peloque Vn € N,u,,; < u,; portanto (u,) é decrescente.

n+1-1 n-1 _ n n-1 _ 2n®+3n—-(2n*-2n+5n-5) _ 5

cu — U, = — = = =
) Un+a n " 2(n+1)+3 2n+3  2n+5 2n+3 (2n+5)(2n+3) (2n+5)(2n+3)

Tem-se Vn € N,u, .1 —u, >0, peloque Vn € N, u,,; > u, ; portanto (u,) € crescente.
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g —u,=m+1D2+3n+1D)+4—-—n?+3n+4) =
=n’+2n+1+3n+3+4—-n?-3n—-4=2n+4

Tem-se Vn € N,u,,; —u, > 0, peloque vn € N, u, ., > u, ; portanto (u,) é crescente.
_ (n+1)? n?  n?+2n+1 n? nd+2n+ntn42n+1-n3-2n2 . n?+3n+1

T (m+D+1 n+l n+2 n+1 (n+2)(n+1) T (m+2)(n+1)
Tem-se se Vn € N,u, 41 —u, > 0, peloque Vn € N, u,,; > u, ; portanto (u,) é crescente.

e) Uptpq — Uy

ups —up, =1-2"1—(1-2")=1-2"1—-142" =M1 4 2" =2"(—2+1) = 2"
Tem-se se Vn € N,u, ;1 —u, <0, peloque Vn € N,u,,; <u,;portanto (u,) é decrescente.

2 2 _2(1_4\_2 2\ _ 4
BlUnt ~n =g~ (3 ) S X (75) = Tmn

Tem-se Vn € N,u,,; —u, <0, peloque Vn € N,u,,; <u,;portanto (u,) édecrescente.

h) (u,) ¢ asucessdo em que todos os termos de ordem impar sdo —1 e em que todos os termos de
ordem par sdo 1 ; portanto (u,) ndo é mondtona.

Pag. 17
11.
a) A sucessdo (u,) é arestrigdo ao conjunto N da fungdo f de dominio R definida por
f(x)=4x—-9.
O grafico desta sucessao é, portanto:
."4 ./l
4-- L ]
0 | % X

Concluimos, assim, que a sucessao € minorada mas nao é majorada

b) A sucessdo (u,) é crescente, pelo que todos os termos da sucessdo sdo maiores do que uj ;
portanto a sucessdo é minorada.

A sucessdo ndo é majorada pois, para qualquer nimero real que se considere, existe sempre um
ndmero natural p tal que p3 + p é maior do que ele.

2n—1 se n éimpar

— _1\ —
€) up = 2n+(=1) {2n+1 se n épar

Tem-se, portanto:

n |1/2|3[4|5|/6]7]8]9]10
U, | 1|5|5]9]9]13 13|17 |17 |21

Esta sucessdo é minorada mas ndo é majorada.
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d) Tem-se Vn€N,2n—1>0An+1> 0, peloque Yn €N, u, > 0; portanto 0 é um
minorante do conjunto dos termos da sucessdo. Logo, a sucessdo é minorada.

Por outro lado, tem-se 1 2 — 3 Caélculo auxiliar:
n+1 n+1
2n—1|n+1
—2n—2 2
-3

3 3 , . .
Como Vn € N, — >0,vemque VnEN, 2 — —y < 2; portanto 2 é um majorante do conjunto

dos termos da sucessdo. Logo, a sucessdo é majorada.
Entdo, como é minorada e majorada, a sucessdo é limitada.

e)Tem-se Vn € N,3n>0An%?+1>0,peloque Vn €N, u, > 0; portanto 0 é um minorante
do conjunto dos termos da sucessdo. Logo, a sucessdo é minorada.
Por outro lado, tem-se:

u W = 33 3n _ 3n+3 3n _ 3n®+3n%+3n+3-(3n®+6n%+6n)
ntl TN T (ny1)241 241 n242n42  n241 (n2+2n+2)(n%+1) -
-3n2-3n+3 _ -3(n%+n-1)

T Zzne)(n41) | (nP4znt2)(nP+1)

Tem-se U,y — U, < 0,Vn € N, pelo que u,4; < u,,Vn € N; portanto (u,,) é decrescente pelo
que todos os termos da sucessao sao menores do que u; ; portanto a sucessdo é majorada.
Entdo, como é minorada e majorada, a sucessao é limitada.

f) A sucessdo (u,) € arestrigdo ao conjunto N da fungdo f de dominio R definida por

flx) =x—x2.

O grafico desta sucessao é, portanto:

Concluimos, assim, que a sucessdo é majorada mas ndao é minorada.
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12.
a)lx+1|22=x+1<-2vx+1=>22<x<-3Vx=>=1;portanto
A=]—00,-3]U][1,+oo|

Entdo C=ANB =(]—o,-3]U[1,+[)N]—51] =] —-5,-3] u{1}

b) Conjunto dos majorantes de C é [1,+oo].
c) Conjunto dos minorantes de C é | — o, —5].
d) Como 1 é majorante de C e pertencea C,1éomaximode C.

e) Como nenhum dos minorantes de C pertencea C, C ndo tem minimo.

13.

a) Tem-se: x> >5x © x> —-5x>0

Consideremos a fungdo quadratica, f, definida por f(x) = x? — 5x.

Determinemos, se existirem, os zeros de f :
f)=0eox?-5x=0ox(x-5=0x=0vx=5

Um esbogo do gréfico de f é:

0 5

Entdio, x2 —5x > 0 © x €] — ,0] U [5, 4] ; portanto A =] — 0, 0] U [5, 4] .
Entdo, ANB = (] —,0] U [5,+00[) n]m,v37[ = [5,V37].
Conjunto dos majorantesde AN B é [v37,+oo] .

b)AUB = (] —,0] U[5,+[) U]m,v37[=]— ,0] U ]m, +oo]

Entdo, tem-se AU B =]0,7] .

O conjunto dos majorantesde A UB é [m, +0o[ ; como T é majorantede AU B e T pertence a
AUB, m éomaximode AUB.

14.
=13-2x12 42 13yl 343
AP =1 --x1?+-x1+1=1--+-+1=->+-=0
b)P(x) 20 & x® —2x% +2x+120
Tem-se:
1 —-5/2 1/2 1
1 1 —3/2 -1
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Entdo, P(x)=(x—-1) (xz—gx—l) , pelo que
P(x)=0@(x—1)(x2—§x—1)=O<:>x—1=0Vx2—§x—1=O(:)

3.2 3,5
PEs /4+4 22
2

1
Sx=1Vvx = @x=1Vx=T<:>x=1Vx=—5Vx=2

Tem-se o seguinte quadro de varia¢do de sinal de P(x)

X | —o0 —% 1 2 +o0
x—1 - =1 = JTo| + [+ ]+
xz—;x—l + |0 — — - 0 | +
P(x) — o + o] - o |+

1

P(x)2 0= xE€ [—%,1] U [2,+oo[, peloque A = [—2,1] U [2,+o0o].

1 1 1
ganB=( [—5,1] U2+ ) N ]—5,\/5[[_ ]—5,1]
O conjunto dos majorantesde AN B é [1,4+oo[; como 1 é majorantede AN B e 1 pertence a
ANB, 1 éomaximode ANB.

15.
a)A={x€eRisenx=0}={x e Rix =km k€ Z}={..,—3m,—2m, —,0, T 21, 3™, ... }
O conjunto A ndo tem majorantes nem minorantes.

b) B = {x € [0,m]:cosx < 0} = E,n].

Conjunto dos majorantes de B é [m, +oo[; conjunto dos minorantes de B € ]—OO,E] .

c)AnB = {..,-3m,—-2m —m, 0,1, 2™, 3T, ...} N ]g,n] = {m}

O conjunto dos majorantesde AN B é [m,4+o[; como T é majorantede AN B e m pertence a
ANB, méomdaximode ANB.

O conjunto dos minorantesde AN B é | — oo, ] ; como m é minorantede AN B e m pertence a
ANB, méominimode ANB.

16.
Au=2-1=1;1=2-1)=1;w=20=1
) E— 2. —(92_EV2 Q. —=2X5_5
u5—2 5= 3,175—(2 5) —9,W5—5+1—3
- = = 2P
b)up—z—P,Up—(Z—P)z,Wp—m

2(p+2) _ 2p+4
(p+2)+1 p+3

up+2=2_(p+2)=_p; vp+2=[2_(p+2)]2=p2}wp+2:

_2X2p _ 4p

Uy =2 =2p ; Vap = (2=2p)% 5 Wy = 2p+1  2p+1

Fotocopiavel © Texto | MV¥T 11 133



) Upp1— U, =2—-—M+1)-2—-n)=2-n-1-2+n=-1

Vpsr—p=02-nm+D*-2-n?=0-n)?-Q2-n)?=1-2n+n? -4 —-4n+n?) =
=1-2n+n?—-4+4n—-n?=2n-3

w W = 2(n+1) 2n _ 2n+2  2n _ 2nP+42n+2n+2-2n-4n 2
n+1 T (n+1)+1  n+l n+2 n+l (n+2)(n+1) T (n+2)(n+1)
17.
_ 2X5-1 9 2x4-1 13

—ea,tl=a,+1=

7
a) Para n = 4, tem-se An41 =0as = — == +1=E+1=_'

4+2
2n-1
n+2

b) a, = 1,875 <

=1875<=2n-1=1875n+3,75< 2n—-1875n=375+1 <

< 0,125n =4,75 = n = % < n = 38 ; portanto 1,875 é o0 38.° termo da sucessao.

2:+2 =197 2n-1=1971+394 < 2n-191=394+1 <
4,94

<= 003n=494 < n= %; como —— = 165, (6) acondigdo a, = 1,97 é impossivelem N,

pelo que 1,97 ndo é termo da sucessao.

-1

a, =197

18.
a)u, <v, = 20n < (n—20)? © 20n <n? —40n + 400 © n? — 60n + 400 > 0

Consideremos a fungdo quadratica, f, definida por f(x) = x% — 60x + 400 .
Determinemos, se existirem, os zeros de f :

f() =0 x? — 60x +400 = 0 & x = DLV , , _ 0LV ., _ SOLIO0

o x=30+5V20 © x =30 —5vV20Vx = 30 + 5v20
Tem-se 30 —5vV20 = 7,6 e 30 + 5v20 ~ 52,4 .
Um esbogo do gréfico de f é:

53
Entdo u, <v, ©n?—-60n+400>0oneNA(M<7vn=>53).

19.0,=3x1=3;a,=3x2=6;a3=-=1; a,=3x4=12; a5 =3x5=15e

6
a6:§:2
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20.

a) Vejamos se 5 é termo da sucessdo:

Sn=5©n=1;como 1<10,tem-sequeb5 éo 1.°termo da sucessdo.
Vn=5&n=25;como 25> 10, tem-se que 5 é 0 25.° termo da sucess3o.

Vejamos se 100 é termo da sucessao:

5n =100 & n = 20; como 20 > 10, tem-se que 100 ndo é nenhum dos dez primeiros termos da
sucessao.

vn =100 @ n =10000; como 10000 > 10, tem-se que 100 é 0 10 000.° termo da sucessao.

b) n? = 100 & n = 10 ; como 10 ndo é um nimero impar, 100 n3o é igual a qualquer termo de
ordem impar da sucessao.

3n+1=100 3n =99 © n = 33; como 33 ndo é um nimero par, 100 ndo é igual a qualquer
termo de ordem par da sucessao.

100 n3do é termo da sucessao.

Pag. 22
21. a) b) c)
iy uy Ut
104 ’ * L. B T -
. 14 . 5 wooon
. X T T ng T T ”‘ bt
I -10
T T % T T ﬁ";
20 4
-30
22. Designemos por (u,) cada uma das sucessdes.
a) Tem-se: b) Tem-se: c) Tem-se:
u1_1x§ u; =3 x1071 u; = (-1t x 2!
n u, =3 x1072 u, = (—1)% x 22
U, = 2X~= -3 3 3
Uz =3 X u, =3x107* uy = (—1)* x 2*
Uy =4 X2 us =3 %1075 us = (—1)° x 25
Y ... .
s = T
2 u, =3%x10" = uf—n Up = (1" x 2" = (=2)"
nm
Uy =N X—-=—
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23. Na figura ao lado estd uma sequéncia de retangulos decompostos em
quadrados todos iguais tendo, cada um deles, metade dos seus quadrados
pintados de cor de laranja.

O numero de bolas em cada figura do enunciado é igual ao nimero de
quadrados pintados em cada retangulo da mesma ordem da figura de bolas.
Designemos por u, o numero de bolas na figura de ordem n.

Tem-se:
1x2 2x3 3x4 4x5
Uyy=—=1,uy=—=3, u3=—=6euy,=—=10
1 2 y U2 2 » U3 2 4 2
Entdo, vem:
. ) . L. 56
¢ O numero de bolas da figura seguinte é igual a ug = -~ = 15;
. a e L 20%21
e O numero de bolas da 20.2 figura é iguala u,g = = 210;
_ nx(n+1)
fUn =T
24,
_3-(n+1) 3-n _ 3-n-1-3+n _ 1

AUy — Uy =

) n+1 n 2 2 2 2

Tem-se Vn € N,u, .1 —u, <0, peloque vn € N,u,,; <u, ; portanto, estd provado que a
sucessao € decrescente.

b)uy; —u,=5+n+1D)-n+1)?-G+n—-n?)=5+n+1-n?-2n—1-5-n+n?=
=-=2n

Tem-se Vn € N,—2n < 0, peloque Yn € N,u,.; —u, <0 e, portanto Vn € N, u,,,; <u,.

Logo, estd provado que a sucessao é decrescente.

2(n+1) 2n_ 2n+42 2n __ 4n’+4n-2n-2-4n?-2n -2

cu —u, = — = = —
) Una n " 2(n+1)-1 2n-1 2n+1  2n-1 (2n+1)(2n-1) (2n+1)(2n-1)

-2
Tem-se Vn € N,m

Logo, estd provado que a sucessao é decrescente.

o= Q= Q) = €6 - €9 -t

1\+1
Tem-se Vn €N, — (E) <0, peloque Vn € N,u,,q —u, <0 e, portanto Vn € N,u, 1 <u,.

< 0,peloque Vn € N,u,,q —u, <0 e, portanto Vn € N,u,,1 < uy,.

Logo, estd provado que a sucessao é decrescente.

25,

AV — V= WUppr + D — U+ D) = U +1—up — 1= upyy —uy
Como (u,) € uma sucessdo crescente, tem-se Vn € N,u,,; —u, >0,
pelo que Vn € N,v,,; — v, > 0; portanto, (v,,) é uma sucessdo crescente.

b)Wnp1 —wp = (Upe1 —5) — (Up —5) = Upy1 =5 — U + 5 = Upyy — Uy
Como (u,) € uma sucessdo crescente, tem-se Vn € N,u,,; —u, >0,
pelo que Vn € N,w,,; —w, > 0; portanto, (w,,) é uma sucessdo crescente.
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C) Xpy1 — Xp = —Uppq — (FUp) = —Upyq Uy = —(Upyq +Uy)
Como (u,) é uma sucessdo crescente, tem-se Vn € N, u,.; —u, >0,

pelo que Vn € N, x,,,1 — x,, < 0; portanto, (x,) é uma sucessdo decrescente.

d) any1 — an = 2Upyq — 2Up = 2(Upgr — Up)
Como (u,) é uma sucessdo crescente, tem-se Vn € N, u,.; —u, >0,

pelo que Vn € N,a,,; —a, > 0; portanto, (a,) é uma sucessdo crescente.

26. (u,) € arestrigdo ao conjunto N da fungdo f de dominio R w ]
definida por f(x) = 2x — 9, pelo que o grafico de (u,) éo
grafico apresentado na figura ao lado.

Entdo, (u,) é crescente.

Tem-se:

Para n€{1,2,3,4}, v, <0 e, paran=>5, v, >0, pelo que 0
(v,,) ndo é decrescente.
Entdo, ndo é verdade que, se uma sucessdo (a,) é crescente,

~ ~ - 1.
entdo a sucessdo (b,) definida por b,, = — seja decrescente.
n

A afirmagado é falsa.

27.

a) Tem-se, para n > 2, u, —u,_1 =5, peloque 18 —u, =5 g, portanto, u, = 13.

Entdo, 13 —uy; =5 e, portanto, u; = 8.

b) Tem-se u,, — U, =5 u, =u,_;+5
Entdo, uy =u3+5=184+5=23 e ug=uy, +5=234+5=28.

c) Tem-se vn € N,u, —u,_; =5, peloque Vvn € N,u, —u,_4 > 0.
Entdo, a sucessdo é crescente pelo que é mondtona.

28.
_ 4(n+1)+1  4n+l _ 4n+5

4n+1 _ 4n%+16n+5n+20—4n’-n-20n-5 _

a) Vny1 — U

T (n+D)+4 n+d | n+5 n+4 (n+5)(n+4) T (n+5)(n+4)
Tem-se ¥n € N,v,,4 — v, > 0, pelo que a sucessdo é crescente.
Tem-se Vn € N :
vn<3,5@4;:41<3,5<:>4n+1<3,5n+144:>0,5n< 13 n<26
Ha 25 termos da sucessdo que sdo menores do que 3,5.
b) Tem-se Vn € N :
v, =45 ?:41 =45 4n+1=45n+18<= —0,5n=17 <= n=-34; como —34 ndoé

um numero natural, a condigdo v, = 4,5 é impossivel em N, pelo que nenhum termo de (v,,) é

igual a 4,5.
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_ (n+1)?-500 n%?-500 _ n?+2n-499 n?-500 _ n3+2n%-499n-n3-n?+500n+500 _
- n+1 n - n+1 n - n(n+1) -

29. Uy q — Uy

_ nZ%4n+500

D) tem-se Vn € N,u,,; —u, > 0, pelo que a sucessdo é crescente.

Tem-se Vn € N :
n? —500 5 5
un>80<=>T>80<=>n —500>80n < n“—80n—-500>0

Consideremos a fungio quadratica, f, definida por f(x) = x2 — 80x — 500.

Determinemos, se existirem, os zeros de f :

80+v6400+2000 80++/8400 80+10v84
fX) =0 x?—80x—500=0 e x =" R oy = TEER oy = TR o

& x =40+ 5v84 & x = 40 — 584 v x = 40 + 5v/84
Tem-se 40 — 5v/84 ~ —5,8 e 40 + 5/84 ~ 85,8..
Um esbogo do gréfico de f é:

6 86
Entdo, u, >80 < n > 86.
2_

Ugg = 5 500 _ 80,2
30.
a) ¥n € N, tem-se: a,, s = cos B L cos [ T2 4 9] —cos T2 —gq

W — LN _. n+= B _1: _1: o - _1: n
b) {—1_. ~ %,0.“”—,1}
¢) [1, +o0]
31.

a) Falso, porque 5 é majorante; todos os termos sdo menores ou iguais a 5.
b) Verdadeiro, u, = —3,Vn € N .

c) Verdadeiro; se 5 é majorante, todos os termos da sucessdo sdo menores ou iguaisa 5, pelo que
sdao menores do que 6.

d) N3do hd informacdo suficiente para concluir se a afirmacdo é falsa, pois ndo sabemosse —3 éo
maior dos minorantes.

138 Fotocopiavel © Texto | MVT 11



Pag. 23

32. A afirmacdo é falsa: o contradominio de uma sucessdo nunca é um intervalo. Repara, por

4 4, . s .
exemplo, que 3 €]0,2], mas 3 nédo pertence ao contradominio, pois ndo existe n € N tal que
2 4

n 3

33.
a) Tem-se Vn € N :
Uy = 0,9875 & = = 0,9875 & n— 4 = 098751 < 0,0125n =4 S n = —— < n =320,
0,9875 éo 320.° termode (u,).
4
b) Tem-se: Vn € N, u, ,—u,=——— , pelo
nn+1)

que VheN,u  ,—u >0.

Portanto, a sucessdo € crescente.
n—4 -

1-—, pelo

c) Tem-se: Vn € N, u,=— =l

que VrEIN, u <1.

Portanto, 1 é majorante da sucessio.

d) Como a sucessdo é crescente, a sucessao €
minorada (o primeiro termo é um minorante
da sucessdo). Como 1 é majorante da suces-
sd0, a sucessdo € majorada. Sendo minora-
da e majorada, a sucessdo é limitada.

34. Por exemplo:

a) 5 _l_ 5n-1
b)-n
(D" n

35. A medida da amplitude de um angulo interno de um poligono de n lados (n > 3) é dada, em
360 . ~ S
graus, por 180 — e pelo que se concluiu, de acordo com a observacgdo, que quanto maior é o

numero de lados, maior é a amplitude do angulo interno do poligono. A sucessdo é crescente.

Um minorante do conjunto dos termos da sucessdo €, por exemplo, 60.
Um majorante do conjunto dos termos da sucessao &, por exemplo, 180.
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36.

a) Uy — U, =(m+1)2—-60n+1)— (n?—-60n)=n?+2n+1-60n—60—n?+60n=
=2n—->59

Entdo, para n < 30, uyyq —u, <0 e, para n =30, u,,q —u, >0, pelo que a sucessdo ndo é
mondtona.

(u,) é arestricdo ao conjunto N dafun¢do f de dominio R definida por f(x) = x? — 60x .

O gréficode f, emr.o.n. xOy , é uma parabola com a concavidade voltada para cima cujo vértice é
o ponto de coordenadas (30,—900), pelo que se pode concluir que uz, = —900 é o menor termo
da sucessdo e que o conjunto dos termos da sucessdo nao é majorado.

O conjunto dos minorantes do conjunto dos termos da sucessdo é | — o0, —900] .

n+1 se n éimpar

— _1\yn+1 —
b) v, =n+ (=1) {n—l se n épar

Tem-se, portanto:

vl
(o))
~
[e0]

n|1|2|3]|4 9 |10
v, |2|1]14|3|6|5/8|7|10]| 9
A sucessdo ndo é mondtona.

v, =1 é o menor termo da sucessdo e a sucessao ndo é majorada.
O conjunto dos minorantes do conjunto dos termos da sucessdo é | — oo, 1] .

w W = 2(n+1)+6  2n+6 _ 2n+8  2n+6 _ 2n*+4n+8n+16-2n-6n—-6n—18 _ -2
n+l nT (m+1)+2 n+2  n+3 n+2 (n+3)(n+2) T (n+3)(n+2)
Tem-se Vn € N,w,,,; —w, <0, pelo que a sucessdo é decrescente.

~ . . ~ 8 .
Como a sucessdo é decrescente, Wy € 0 maior termo da sucessao; w; = 3’ pelo que o conjunto dos

. . ~ . [8
majorantes do conjunto dos termos da sucessdo é [5, +00[ .

w. __2n+6 _
nT o2

termos da sucessao.

2 ~ , . .
+ s pelo que Vn € N,w,, < 2 e, entdo, 2 é um minorante do conjunto dos

. 2 ~ .
Por outro lado, como a expressao — toma valores t3o pequenos quanto se queira, nenhum

numero real superior a 2 é minorante.
O conjunto dos minorantes do conjunto dos termos da sucessdo é | — oo, 2].

d) a, = sen (n g) , pelo que se tem:

n|1(2| 3 |4|5|6| 7
a,|1/0|—-1]|0]1]0]|—-1
A sucessdo ndo é mondtona.

O conjunto dos minorantes do conjunto dos termos da sucessdo é | — oo, —1] e o conjunto dos
majorantes é [1,+oo[.
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Capitulo 2 | Principio de indu¢dao matematica. Progressoes aritméticas e progressoes

geométricas

Pag. 25

37.

Para n=1 obtém-se uma proposicio verdadeira,
pois 17+3x1+41=5 e 5 é um nimero impar.

e 5 . 2 . :
Hipoétese de indugdo: # +3n+1 é um nimero
impar.

Tese de inducgio: (m+1)°+3(n+1)+1 é um
numero impar.

Demonstragio: (n+1)*+3(n+1)+1=
=’ +2n+1+3n+3+1=
=’ +3n+1+ 2n+4

impar par
A soma de um nimero par com um nimero
impar € um nimero impar.

Pag. 26

38.
Para n=1 obtém-se uma proposi¢io verdadei-
ra,pois 4'—1=4—-1=3 e 3 é multiplo de 3.
Hipétese de indugdo: 4"—1 é muiltiplo de 3
Tese de inducgdo: 4"*'—1 ¢é miltiplo de 3
Demonstragio: 4" '—1=4"x4-1=
=4"%x(3+1)-1= 4"x3 + 4"-1

nl113h'iplln d:l_?r 11.113[11'])10 drl_?r
A soma de dois nimeros multiplos de 3 é um
numero multiplo de 3.

39.

a)

Para n =1 obtém-se uma proposicio ver-
dadeira, pois 2'x3'=6 e 6=6".
Hipétese de indugio: 2"x 3= 6"

Tese de inducdo: 271 x 3=+l =g"+1
Demonstracio:

2}r+‘l 5w 3w+1 e

=2"x2%x3"x3=

=2"X3"X2x3=

=(2"x3")x 6= —, | Por hipotese
—6"%6=6""] de indugdo

De acordo com o principio de indugio ma-
temdtica, podemos concluir que, para qual-
quer # natural, 2" x 3"=6".
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b)

Para n=1,vem: a'xb'=(axbh)', que é
equivalente a axb=ax b, que é uma pro-
posicdo verdadeira.

Hipétese de inducio: a"x b"=(ax b)"

Tese de inducio: a"*'xb"*'=(ax b)"*!
Demonstragio:

At x b =a"xaxb"x b=
=(@"xb")x(ax b)=(axb)"x(axb)=

= (ax b)"*!

Pag. 27

40.

: 2
Para n=1, vem: ?_:k =% , que € equiva-
:1
lentea 1=1, que é uma proposi¢io verdadeira.
n+n
2

Hipétese de indugio: ﬁ2k=
=1

n+1

2
Tese de indugio: E k= (1) +n+l

2
n+l "

Demonstracio: kzk = kziz +n+1=
=1 =1

_n2+n+n+1_n2+n+2ﬂ+2_
== =
=ﬂ2+2n+1+n+]=(11+1]'2+n+1

2 2

41.

2
Para n=1, vem: E(3k+1)=6+5+1 ,que é

k=0
equivalentea 1+4+7=12, que é uma pro-
posicdo verdadeira.

n
Hipétese de inducio: kE (3k+1)=6n"+5n+1
=0

Tese de inducdo:
Hr+l)

2 (3k+1)=6(n+12+5n+1)+1

k=0
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2n+1) In+2
Demonstragio: ; (3k+1)= 52 (3k+1)=
=0 =0
In

=§,{3k+1)+3(2n+1}+1+3(2n+2}+1=
=0

=6’ +Sn+1+6n+3+1+6n+6+1=
=6’ +12n+6+5n+5+1=

=6 +2n+1)+5n+1)+1=

=6(n+ 1)2+5{n+1)+1

Pag. 28

42.

Para n=3,vem: 3*>2x3+1,que é equiva-
lentea 9> 7, que é uma proposicio verdadeira.

Hipétese de indugio: n*>2n+1
Tese de indugdo: (n+1)°>2(n+1)+1

Demonstragio: #°>2n+1 =
= +2n+1>2n+14+2n+1 =
= (n+1)>2n42+2n =

= (n4+1)">2(n+1)+2n =

= (n+1)>2n+1)+1

Pag. 29

43.

U, =2xXu  +3=2x4+3=11
Uz =2Xu,+3=2x11+3=25
U, =2Xu3+3=2x254+3=053

Pag. 30

44.
a)
U, =2Xu =2X2=4
U3 =2Xu,=2x4=28
U, =2Xuz3 =2x8=16

b) u, = 2"
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<)
Para n=1,vem: u,=2", que é uma propo-
sicdo verdadeira, pois u;=2 .

Provemos agora a hereditariedade.
Hipétese de inducido: u,=2"
Tese de indugdo: u,,.,;=2"*"

Demonstracio:

Por hipotese
de inducido

1
M, =2t,=2x2"=n""

De acordo com o principio de inducio ma-
tematica, podemos concluir que, para qual-

_an
quer # natural, u, =2".

Pag. 31

45.

Para n=1,vem: u,>3, que é equivalente a
4> 3, que é uma proposicdo verdadeira.

Hipétese de inducido: #, >3
Tese de inducao: u,.,> 3

Demonstracdo: #,>3 — u,—3>0 —
= (4 - 3P>0 = - 6u,+9>0 =

. u:+9 6u,
= u,+9>6u, = >— = u,, >3
2u, 2u,
1 1 1 1 12 o
46. Tem-se: uqg = etz pelo que uqo = ot %+—1 = g— 3 e entao,
t ot _ 1 _3
W1 = i1 241 53 5°
Pag. 33
48.Tem-se Ug =uUs+1r < 20=23+r & r = -3, pelo que

Us=U+re=23=u,—3 < u,=126.
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49. Tem-se:
Uy —Up=M+1D2+1-n?+1)=n?+2n+1+1—-n?—-1=2n+1;portanto (u,) nio
€ uma progressao aritmética.

_3-2(n+1) 3-2n _ 3-2n-2-3+2n _ 2 . P
Wit — Wy = T o = S = — portanto (w,) é uma progressao aritmética.
Pag. 34
50.

ayr=ay4;1—a,=3n+1)-1-Bn-1)=3n+3-1-3n+1=3

n+l-n 1

2 2

1
b) r=bn+1_bn=%_g=

r=c1—cp=2—-n+1)—-2-n)=2-n-1-2+n=-1

_ __1+6(n+1) 1+6n _ 1+6n+6-1-6n _ 6
dr=w,, —w, = 3 —— = 3 —5—2

51. Designemos por a a menor das trés amplitudes. Entdo as outras amplitudes sédo o + % e o+ g

Tem-se: O(+(O(+1)+((X+E)=T[<:>3(X+E=T[<:>3O(=3—T[=>O(=E
12 6 4 4 4

N . ~ T T ’II ’II . m T 5T
As trés amplitudessdo —, —+-—e —+—,ouseja, -, - e —.
4’4 12 4 6 4’3 12

Pag. 35

52.

Para n=1,vem: u;=u,+(1—1)r, que é equi-
valente a #,=u, ,que é uma proposicio verda-
deira.

Hipétese de inducdo: u,=u,+(n—1)r

Tese de inducdo: #,, = u, +nr

Demonstracio: 4, . =u,+1r=
= +(n—1)r+r=u,+nr—r+r=u, +nr

53.
a)Como up, =y, +(n—Dr,vemu,=3+(n—-1) x4 u,=3+4n-4<u,=4n—-1.

b) Tem-se ug=u; +(8—1)r<= -9=5+7r & r = -2, pelo que
Uu,=5+(n-1)x(-2)ou,=5-2n+2u,=7-2n.
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54. Tem-se Uyg = Uqjp + (20 —10)r & 26 = —4 + 10r & r = 3, pelo que
Up,=up+m-10)x3=u,=-4+3n-30 = u, =3n—34.

55. Tem-se u9=u5+(9—5)r<=>5=3+4r=>r=%,peloque

U,43=U,9+(43_9)X%¢>u¢1_3=5+32—4<:>u43=22.

56. Designemos a progressao por (uy) .

.~ , Uuq + U, = 12
Uma condicdo que traduz o problema é {us =3 xu,
T ) {u1+u2=12 {u1+u1+r=12 (:){Zu1+r=12 o
em-se: Us =3 XU, u, +4r =3 x (uy +r) u; +4r = 3uy + 3r

{2u1+7": 12 {4““.1 =12 {ul =3
= =
r=2u r=2u r==6

Entdo,como u, =u; +(n—r,vem u, =3+(n—-1)x6 & u,=3+6n—6 < u, = 6n—3.

Pag. 38
57.

M1+Hﬁ'+‘£
S:J=S:J—'!_H:r—1= 2 K(H—I—l}_u:Hl:
U, +r
=X (n+1)—(u,+r)=

2
HI+HJ: r
=( > +5)K{n+1)—iun+r]=
Mtd,  atd, T T 2w, +71)
= n+ +—XH+—————=
2 2 2 2 2
M+, i+ u, +rn+r—2u,—2r
= X1+ =
2
M+, u,—u, +rn—r
= X 1+ =
2 2
u,+u, uy+rin—1)—u,
= X 1+ =
2 2
H1+Hn tiJ'I_I"!J'l M1+Hfr
— XM+ — xn+0=
2 2 2
H1+H”
= X n
2
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58.

Ity + My

1
Para n=1, vem: Euk=
k=1
valente a u,=u, , que é uma proposicio verda-

x 1, que € equi-

deira.

Hy+u,

X
7 H

Hipétese de inducido: Euk =
k=1

n+1

+H,

Tese de inducio: 21{;2: MTK (m+1)
k=1

n+1 "

Demonstragﬁo: EHE = Eﬁk + M, 1=
k=1 k=1

u, +u, y (14, +u,)xn+2u,
=——F  XRA+tH,1= o
2 2
MyXn+u,Xn+2u,
= 5 st
uyXn+(u, —r)xn+2u,
= 5 -
I’i'l Kn+u”+1KPI—?‘}(FI—I—H"“-i—u,Hj
= 5 —
_u'l Xn’+uw+1Kn+ﬂr1+'l+uu+1_r:<n_
2
Uy X+, (X(n+1)+u +rxXn—rxn
2
X+,  X(n+1)+u,
Z
uyXm+u +u,  x(n+1)
- > =
uyX(m+1)+u, x(n+1)
2
(4 +u,, )x(n+1) u,+u,
= ' = X(n+1)
2 2 '
Pag. 39
59. 5y = 18 15 = CAXDHOATD 15 = 108 5 15 = 52 % 15 = 780

2

60. Tem-se uz =u, +2r = 15=u; +8 & u; =7, pelo que
u30=u1+297‘=7+29><4=123.

Uatlso o 30 = 77123 30 = 1950 .

Entéo, 530 ==
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61. Designemos a progressao por (u,) .

I , Us = 17
Uma condicdo que traduz o problema é {
ca0q P Syo = 670
Tem-se:
{u5=17 o U +4r =17 (:){u1+4r=17 {u1+4r=17 o
SZO=670 %X20=670 u1+u20=67 u1+u1+197'=67
uy +4r =17 {u1=17—4r u; =17 — 4r
{2u1+19r=67‘:’ 2(17 — 4r) + 197 = 67 51 _gr s 19r = 67

T e (T

Entdo,como u, =u; +(n—r,vem u, =5+ (n—-1)x3 s u,=5+3n-3 = u, =3n+2.

62. Designemos a progressdo por (uy) .

Tem-se:
uz =11 {u1+2r=11 u, =11-2r u =11-2r u; =11-2r
{u9=23‘:’u1+8r=23 {11—2r+8r=23‘:’{6r:12 ‘:’{r=2 =
= {ul = 7

r=2
Entao, vem:

Utun

S =12800 < L v = 2800 & 7+7+(n—1)x2 14+2n-2
n — 2 =

xn=2800 <

Xxn =2800 <

—6+1/36+11200 —61106
— Y en=——

S (6+n)xn=2800=n*’+6n—-2800=0<=n= .

=n=-56vn=50;como -56 ¢ N, n=50

63. Tem-se:
Uy =uUg+ (20 -8)X1r =432 =ug+ 12X 5 & ug = 372 e
U3zs =u20+(35—20)><7”(:>u35 :432'{'15)(5@1135 =507
Entao,
35

ug + Uzs 372 + 507
zuk=TX(35_8+1):TX28:12306
k=8
Pag. 40

64. A sucessdo (u,) dos multiplos de 6 é a progressdo aritmética cujo termo geral é 6n .
Tem-se:

6n =48 & n = 8; portanto ug = 48.

6n =360 & n = 60 ; portanto ugg = 360.

Entdo,

&0 48 + 360 408
Z6n=Tx(60—8+1)=Tx53=10812
n=8
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65. 3k — 8 é uma expressdo geral de uma progressado aritmética. Portanto,

106

(3x7—8)+(3x106—8) 13 + 310
Z(3k—8): 2 X (106 =7 +1) = ————x 100 = 16 150
k=7

66. Como 25 é impar, S,5 = (termo mediano) X 25 .
Ora, o termo mediano da sequéncia dos 25 primeiros termos de (u,) é u;3
Entéo, 1000 = Uq3 X 25 & U3 = 40.

Pag. 42

67. Designemos a progressdo por (u,) . Tem-se:
U, =uy Xr=3x5=15 e U3 =uU, Xr=15x5=75

68. Designemos a progressdo por (uy,) .

1
Tem-se u4:u3><r<:>—6:12><r<:>r:—5,peloque,como Us = Uy X1, setem

u5=—6x(—%)=3.

7
Upyr _ ¥l 7 4" 1 . ~ e ~
69. i X —- = portanto (u,,) € uma progressdo geométrica (de razdo 1/4).
4_7'1.

70. Tendo em conta que a sucessdo de termo geral u,, = a b*™*P com a,b, k e p numeros reais,
é uma progressio geométrica de razdo b¥, tem-se...
a) ... (a,,) é uma progressdo geométrica de razdo 3.

b) ... (b,) é uma progressdo geométrica de razdo 2 ; notaque b, = % x 2m+3
c) ... (c,) éuma progressdo geométrica de razdo —2.
d) ... (d) é uma progressdo geométrica de razdo 2 ; notaque d, = —1 x 2™".

. ~ Y . o 1 1 .-
e) ... (e,) é uma progressido geométrica de razdo 273, ou seja, s notaque e, =X 273n+4

. x - - 1 —on
f) ... (f,,) é uma progressdo geométrica de razdo 772, ou seja, -5 notaque f, =6x7 n—4
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71.Se a=0 ou b =0,tem-se w, =0, Vn € N, pelo que, neste caso (w,,) é uma progressdo
geométrica.
Sea+0eb=+0,tem-se:

Seja r a razio de (u,) .

W,y abfrdves  perd

Vem w abr—d-u, - br-ﬁ-d-u"

mn

_ bc +dn,+d-r—ec—d-u, _ bu’r

Portanto, (w,) € uma progressio geométrica
de razio b .

72.
Para n=1,vem: u,=u,x 7' "', que é equiva-
1 1
lente a #,=1u, , que é uma proposicdo verda-
1 1
deira.

1

Hipétese de inducdo: u,, =u, x 7!

Tese de inducdo: u uyXr"

n+el ™

Demonstracio:
Uy =, X =ty X7 " Xr=14, X 1"

73. Designemos cada progressao por (u,) . Tem-se:
a)ujp =u; Xxr?1=-2x(-3)?=39366

9
1 1 6 3

Tem- = Xreo3=6Xreor=- I = xrd = x(—) = =—=—

b) Tem-se u, = u, 3=6 5+ Peloque Ujg = Uy 6 2 29~ 28 236

c)Tem-se ug =uy Xr’ & 128 =r" & r =2, peloque u;p =u; xr’=1x(2)? =2% =512

Pag. 44

74. Designemos a progressao por (u,) .

Tem-se ug = U Xr° =24 =-3xr’er3=-8sr=-2.
Portanto, tem-se Uy = U X T S U, = -3 x (=2)"°.

75. Como os termos da progressao sdo alternadamente positivos e negativos, sabemos que a razdo é

negativa.
Tem-se U, = U X" 10 =81l =1xr*eor*=81<r=-3vr=23,peloque, comoa
razdo é negativa, r = —3.

x - 1
Entdo, tem-se: u;g =u, Xr'¥ 7 s 1=u, x(-3)3 s u, = -
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76.
1

1-r ) .
Para n=1,vem: 5 =1 % Top? que ¢ equiva-

lente a S,=u, , que é uma proposi¢io verda-

deira.
. . - 1-7
Hipotese de inducdo: S, =u, x 1
-r
1 _ ?‘”+1
Tese de inducdo: S, ,=u, ><1—
—r
Demonstracio:
T
S, =8, +u, =t X - +u Xr'=

=u x(l_?}rﬂf")—
A1y

(1—w {1—ﬂﬁ)
= X + =

1-r 1—r
e 1—F+f—f”_
s 1-r
=u, ><—1_?ﬂ_1

1—r

77.Tem-se uy =3X2=6er=2.

~ 1-r1? 1-212 12
Entdo, S1; = uy X _— =6 X - =6x (2 —1) =24570.

78. Designemos a progressdo por (u,) .
Tem-se:

U =Uz3 XT 54 =18Xres=r=3
U=y Xr:e18=u; x3?su =2

—y10 _310
Entdo, Sio = uy X 11_rr =2X 11_33 =310 -1=759048.

Pag. 46

79. Seja i o numero de filas de telhas do telhado e seja u,, o numero de telhas da fila de ordem n
do telhado. Os termos u,,, 1 <n <1, estdo em progressao aritmética de razdo 2 e u; = 4, pelo
que up, =4+ Mm-1)x2u,=2n+2.

Determinemos o numero de filas.

2i+ 2 =38 & i = 18; portanto o telhado tem 18 filas.

O total de telhas é, entdo dado por S;5.
_ uqtuqg 4+38

SlS_TX 18=TX18=378
O telhado tem 378 telhas.
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80. Tem-se ug + 0 e u;, # 0, pelo que, como Uy, = ug X r* e u;, = ug X %, tem-se r* = %, ou
. 1 1
seja, r= -z our=-_.

Entao, vem:

o . 1
Como a sucessao é nao monotona, tem-se r = — \/_§ .

1)34:, 3=uyx (—=) @ uy =V3x (-3V3) = u, = -9

7-4 oY 1
= X = = X\|—
Uy = U XT 3= ( 7 V3

Pag. 47

81. Designemos a progressao por (u,) e por r arazdo da progressao.
Comor=2,u;=x+1eug=x>—1,temse x?—1=(x+1)x2.

2+vV4+12
2

Sx=-1vx=3

2-1=(x+1)x2o0x*-1=2x+2=x*-2x-3=0x=
Como x > 0, concluimos que x = 3, peloque u;, =4.

2
_ 6 _ 6 _2 _ 1 1
Tem-se u; =uy Xr° e 4=u; X2 SU=ZSU=gS U=

Pag. 48

82.Seja 1;,, 1 <n <10, o comprimento do raio da semicircunferéncia de ordem n da espiral.

N N . . 4 4\n-1
Os termos 7,, estdo em progressdo geomética de razdo cern= 5, peloque 71, = 5 X (E) )

Entdo, o comprimento, ¢, , da semicircunferéncia de ordem n da espiral é dado por m1,, pelo

a1
que setem ¢, = 5m (E) .

- ~ Y N 4
Os termos ¢, , 1 <n < 10, estdo em progressdo geométrica de razédo e = 5m.

O comprimento da espiral é igual a soma dos comprimentos das dez semicircunferéncias, ou seja,

4710
=251 X (1 — (E) ) ~ 70 unidades de comprimento.

[y
|
~
SEEN
~—
[
(=
[S=Y
|
~—
SIEN
~—
[
(=

ulR

Pag. 49

83. Em 2010 a vila tinha 5000 habitantes.

Em 2011, ou seja, ao fim de um ano, a populagdo eraiguala 5000 — 0,12 X 5000, ou seja,
(1-0,12) x 5000 = 0,88 x 5000 = 4400.

Em 2012, ou seja, ao fim de dois anos, a populacdo eraigual a 4400 — 0,12 X 4400, ou seja,
(1-0,12) x 4400 = 0,88 x 4400 = 3872.

Em cada ano, a populacdo é multiplicada por 0,88.

Estamos, portanto, perante uma progressao geométrica de razao 0,88.

Seja u, o numero de habitantes ao fim de n anos. Tem-se: u, = 5000 x 0,88™
Portanto, em 2025, ou seja, ao fim de quinze anos, o nimero de habitantes serd igual a 15
u;s = 5000 x 0,885 ~ 735..

Em 2025, a vila terd 735 habitantes.
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84. Ao fim de um ano, o Tomas tem 500 4+ 0,035 X 500, ou seja, 1,035 X 500 = 517,5 euros

Ao fim de dois anos, o Tomas tem 517,54+ 0,035 X 517,5, ouseja, 1,035 x 517,5 = 535,6125 euros
Em cada ano, o dinheiro do Tomas, em euros, é multiplicado por 1,035.

Estamos, portanto, perante uma progressao geométrica de razao 1,035.

Seja u, o valor, em euros, do dinheiro do Tomas ao fim de n anos. Tem-se: u,, = 500 x 1,035"

Ao fim de seis anos, o dinheiro vale ugz = 500 X 1,035°, ou seja, aproximadamente 614,63 euros.

Pag. 53

85.

Para n=1 , obtém-se uma proposicio verda-
deira, pois 3x1*+1=4 e 4 é um nimero par.

Hipotese de indugio: 3#” + 7 é um nimero par

Tese de indugdo: 3(n + 1)'+#+1 éum nimero
par

Demonstracio:
Im+1) +n+1=30P+2n+1)+n+1=
=3 +6n+3+n+1=

=3n'+n+ 6n+4

p;:r p:ln

A soma de dois nimeros pares € um nimero par.

86.

1
Para n=1,vem: > %:L
=tjlj+1) 1+1
valente a 5= >que é uma proposicio verda-

, que € equi-

deira.

. . S 1 n
Hipétese de inducio: > =
3 & =1 jlj+1) n+1l

n+1

Tese de inducio: > , ,1 att]
=1 j(j+1) n+2

Demonstragio:
n+1 1 _ n 1 N 1 _
=1 jlj+1) =1j(j+1) (n+1)(n+2)
n 1
— + —
n+1 (n+1)n+2)
nin+2) 1

=fn+ 1}{n+2)+{n+ V(n+2)

_ e+ 2n+1 _ (n+1) _n+1
(m+1)n+2) (m+1)(n+2) n+2
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87.

1x2x3 y
3 , que &

Para n=1, vem: > jfli+1)=

i=1
equivalente a 2=2, que é uma proposicdo
verdadeira.

Hipétese de indugio:

gj(j+1]=n(n+];{n+2}

Tese de indugio:

n+1
by fj+1)= (n+ l}inzl)(n+3}

Demonstragio:
n+1 "
E f(;‘+l}=2f{f+1)+(?1+1}(n+2}=
=1
=%+{ﬁ+]}(ﬂ+2)=
n(n+1)(n+2) 3(H+1}{n+2)_

3 3 B
nin+ ])(?1+2}+3(n+1}(n+2}

3

_ (m+1)(n+2)n+3)

3

88.

Para n=35,vem: 2°> 5", que é equivalente a
32>25, que é uma proposicao verdadeira.

Hipétese de indugio: 2" > n’*
Tese de indugio: 2" > (n + 1)‘1
Demonstragdo:

"> = x2>2n' =
=33 it =

=2 ' 2y 2nyl =

= 2""'>(n+1)’
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89.
Para n=1,vem: u,=2'—- 1, que € equivalen-
tea u,=1,que é uma proposi¢io verdadeira.
Provemos agora a hereditariedade.

Hipotese de indugdo: u, =2"— 1
Tese de inducdo: s, ,=2"*'-1

Demonstragio:

Por hipdtese
de inducio

u, =2u, +1=2x(2"-1)+1=
=2x2"-2+1=2"+1-1

De acordo com o principio de inducio mate-
matica, podemos concluir que, para qualquer

n natural, u, =2"—1.

90.

Para n=1,vem: @,>1 , que é equivalente a

2>1,que é uma proposi¢io verdadeira.

Hipétese de indugio: a,> 1

Tese de indugdo: a,.,>1

Demonstracgio:

Ay = l(an + i) —%n 4 ai > (Nota1) |Notal: Somol, por hipétese de indugdo, a, > 1,
" tem-se = >

Nota 2: Como (a,) é decrescentee a; = 2,

2 an tem-se a, < 2; como, por hipdtese de indugdo,
L1 a, >1,tem-se a, >0, peloque a, <2<
> > + 5= 1 1.1
ap, 2°
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91.

Pretende-se provar que Vu€IN, b, ., >b, .

r+1
Para n=1,vem: b,>b, , que é equivalente a
E}% , que é uma proposicdo verdadeira.
Hipétese de inducio: b,.,>b,

Tese de indugdo: b,.,>b,,.

Demonstragio:

Como, do enunciado, se sabe que os termos da
sucessdo sdo todos positivos, vem:

1 1
bosb = = et i
S ’ b.u+l bn
1 1
e
bn+1 b”
1 1
— 3 3 =
bﬂ'+] bu
= I!..:'Iiu'+}1::'bju'-!-l
92.
a)W2=\/W1+1=\/1+1=\/§, W3=,W2+ =1/\/§+1
b)

Pretende-se provar que VvrE€EN, w, > w, .

Para n=1,vem: w,>w, , que é equivalen-
tea V2>1 , que é uma proposicdo verda-
deira.

Hipétese de inducido: w

n+1

=w,

Tese de inducdo: w, ,>w

n+1
Demonstracio:
W, 1 >w, —= w, 1 +1>w,+1 =

= Vw, 1 +1>Vw,+1 =

= W, ,>w

n+1
c)

Para n=1, vem: w, <2 , que é equivalente
a 1<2,que é uma proposi¢do verdadeira.

Hipétese de inducdo: w, <2
Tese de inducdo: w,,, <2

Demonstracio:
w <2l = w+1<3 =

= Vw,+1<V3 =

= w,,+1<\/2: = w, <2
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d)

Como a sucessdo é crescente, o primeiro
termo é minorante da sucessio. Como
w,<2 ,2 é majorante da sucessio. Sendo
majorada e minorada, a sucessdo € limita-

da.
12 12 12
B = =12 w=55=7=6
94.
.un+1_un=1_2(n+1)_(1_2?n):1_2n+2_1+%=W=—g;portanto' (un) é

uma progressao aritmética.

3(n+1)+2 3n+2 3n+5 3n+2 (B3n+5)n—(3Bn+2)(n+1)
®VUny1 —VUn = - = - = =

n+1 n n+1 n n(n+1)
_ nfdsnosmiodn-2n-z =2 . onanto (v,) ndo é uma progressdo aritmética
- n(n+1) T nn+1)’ P n prog )

ew, . —w,=(m+1)(n+3)—n(n+2)=n?+3n+n+3—-n?—-2n=2n+ 3; portanto,
(w,,) ndo é uma progressdo aritmética.

95.
Au,=3;u,=34+4=7;,u3=7+4=11; u4,=11+4=15; us; =15+4=19 e
Ug=19+4 =123

b)u;,=7;, u,=7-2=5; u3=5-2=3; u4u=3-2=1;uz=1-2=-1¢e
u6:_1—2=—3

Qu;=2;,u;=2-6=—4;, uy=—4-6=-10; u4 =2+6=8; u;=8+6=14 ¢
ug =14+ 6 =20

96. Para determinarmos a razao basta calcular a diferenga entre dois quaisquer termos consecutivos.
aJr=u, —u; =5—-2=3

b)r=u,—u; =—-6—-(-10)=-6+10=4
r=u, —u; =2-12=-10

dr=u,—1uy

Il

—_

I

|

Il
N | =
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97.
Ar=up—u,=2-3n+1)-2-3n)=2-3n—-3-2+3n=-3

b)r=wn+1—wn=§(n+1)—1—(§n—1)=§n+§—1—§n+1=§

2 2
n“-2n n 2n ~
c) Tem-se a, = = =n- 2. Ent3o, vem:

r=apu—ap=Mm+1)-2-n-2)=n+1-2-n+2=1

d) Tem-se, para todo o nimero natural n, b, = b, —® < by,1 — b, = —m, pelo que a razdo da
progressdo é —i.

98.
a) U199 — Ugg € a diferenca entre um certo nimero impar (o centésimo) e o nimero impar
imediatamente anterior. Ora a diferenca entre dois quaisquer nimeros nestas condicoes é 2.

b) U5y — Usp4 € a diferenga entre um dado numero impar (o 526.2) e o nimero impar anterior ao
imediatamente anterior. Ora a diferenca entre dois quaisquer nimeros nestas condicoes é 4.

c) Analogamente a alinea anterior se conclui que a diferenga u, ;3 —u, ¢é6.

Outro processo:

O termo geral da sucessdo (u,) é 2n—1.
a) Uygp — Ugo =2 X100 —1— (2X 99— 1) = 199 — 197 = 2

b) Usyg — Usys = 2 X526 —1 — (2 X 524 — 1) = 1051 — 1047 = 4

AQupiz— U, =2n+3)—-1-2n—-1)=2n+6—-1-2n+1=6

99.
a)Tem-se ug=u, +rel=4+resr=-3.

b) Tem-se u6=u4+2r(:>2=1+2r(=>r=%.
c) Tem-se Uy19 = Uqgo + (110 —100)r & 12 =10+ 10r=r=20,2.

d) Tem-se u,;1 —U,_q = 2r,peloque 2r =3, donde r = %

100.

3(n+1)+1  3n+1 _ 3n+3+1-3n-1 _ 3 , . e
AUy — Uy = > - = > = 7 portanto (u,) é uma progressdo aritmética.

b) (u,) é uma sucessdo crescente, pois U, 1 — U, > 0, VN EN.
(u,) ndo é uma sucessdo limitada pois nenhuma progressdo aritmética crescente ou decrescente é
limitada; sendo crescente ndo é majorada e sendo decrescente ndo é minorada.
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3n+1

u, =101 =101 3n+1=202 < 3n =201 & n = 67; portanto ug; = 101

3n+1

0 {un >1000 _ )= > 1000 {Sn >1999 {n > 666,(3) _ {n > 667
Up <1200 T )30t 4000 T 13n <2399 T ln < 799,(6) T n < 799
2

Entdo, hd 799 — 667 + 1, ouseja, 133 termos compreendidos entre 1000 e 1200

101. usp = u; + (30 = 1) X7 = 20 + 29 X 5 = 165

102. A sucessdo (u,) cujos termos sdo os multiplos de 3 na sua ordem natural, é a sucessdo cujo
termo geral é u,, = 3n. Tem-se:

3n > 2500 n > 833, (3) n> 834
{3n <2800 7 {n <933,3) T {n <933
Entdo, hd 933 — 834 + 1, ou seja, 100 multiplos de 3 compreendidos entre 2500 e 2800.

103. Designemos cada progressado por (u,) .

a) (u,,) é decrescente.

Tem-se r =u; —u; = —1—-10=—-11, pelo que u,, = 10+ (n — 1) x (—11) ; portanto,
u, =—-11n+21.

Uo=—-11x10+21=-110+ 21 = -89

b) (u,) é crescente.

Tem-se r =u; —uy; = —0,6 — (—1) = 0,4, pelo que u, = -1+ (n—1) X 0,4 ; portanto,
u, =04n—-1,4.

Up=04%X10—14=4—14=26

c) (u,) écrescente.

2 11 1 1 1 1
Tem-se r=u2—u1=§—g=5,peloque un=g+(n—1)x5;portanto, Up =M=

1 1 14
u10=5x10—§=?.

d) (u,) é crescente.

Tem-se u; = V3 e u, =12 = 2V/3 e, portanto, r =+/3.
Entdo, u, = V3 + (n — 1) X /3 ; portanto, u, =+/3n.
U = 103

104. Cada uma das sucessGes é progressdo aritmética. Designemos cada progressao por (uy) .
a) Tem-se u; =24 e r =2, peloque u, =24+ (n—1) X 2; portanto, u, = 2n+ 22.

b) Tem-se u; =35 e r =2, peloque u, =35+ (n—1) X 2; portanto, u,, = 2n+ 33.

c)Tem-se u; =12 e r =6, peloque u, =12+ (n—1) X 6; portanto, u, =6n+6.
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105. Designemos a progressdo por (u;,) .
Tem-se u; = —1 e r=—-2 peloque ujg0 = -1+ (100—-1) X (—2) = —-1+99 x (—2) = —199

106.
a)Tem-se ugs =u3; +(5—-3)re=22=12+2r & r =5, pelo que, como u;, = ug + 5r, se tem
U10=22+5X5=4’7.

b) Tem-se u; =uy, + (7—4)r & 10=1+3r < r = 3, pelo que, como u;q = u, + 3r, se tem
U =10+3x3=19.

- , (r=5
¢) Uma condigdo que traduz o problema é {uz = 3y,
Tem-se: {r=5 (:){r=5 (:){r=5 @{r:S (:)r=55
em-se: u, = 3u, u, +5 =3y u; +5=3u, 2u; =5 Uy =3

~ 5 95
Entdo, como u;g = uy + 97, tem-se uqy = >t 9x5= PR

107.
a) Uuq + U3 = (u3 - 27') + (u11 + 27') = Ug + U1 = 18

b)u,+u, =18 uz+r+u, =uz +uj; © U = Uy — T S U = Uqg; portanto, k =10 .

Qus+u; =18 (u; —4r)+ (u;, +4r)=18= 2u; =18 = u, =9

108.
a) S3o 16 parcelas.

b) Sdo 17 — 3 + 1 parcelas, ou seja, 15 parcelas.
c) Sdo 200 — 3 + 1 parcelas, ou seja, 198 parcelas.

d) Sdo n — 5+ 1 parcelas, ou seja, n — 4 parcelas.
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109.
a) A 20.2 parcela é uy,.

b) A 20.2 parcela é u,, (tem-se 24 —5+ 1 = 20).
c) A 20.2 parcela é u,, (tem-se 27 — 8+ 1 = 20).

d) A 20.2 parcela é u,,q,9 (tem-se p+19 —p + 1 = 20).
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110.
a)Tem-se u; =5 e uys =3 %2542 =77, pelo que 525=¥x25=1025.

b) O 12.2termo, a comegar no quinto termo inclusive, é u;¢ (tem-se 16 =5+ 1 = 12).

‘2;13 x12 = —90.

Tem-se ug = —2 e Uy =3 — 16 = —13, pelo que a soma referida é igual a

c) O termo geral da progressdao dos numeros naturais impares é 2n — 1 ; o vigésimo nimero natural

, . ~ 1439
impar é, entdo, 39 e tem-se S, = +T X 20 =400.

d) O termo geral da progressdo dos nimeros pares consecutivos cujo primeiro termo é 204, é
204+ (n—1) X 2,ouseja, 2n+ 202.
_204+262

O trigésimo termo desta sucessdo é, entdo, 262 e tem-se S3¢ = > X 30 =6990.

111.

a) Tal como se pretende mostrar na ilustracdo abaixo, o numero de quadrados da figura de ordem n

éiguala n?, ouseja, u, = n?.

fi f f3 f4

b)u; =1; u, =14+3; u3=1+3+5; u4,=1+3+5+7
O numero de quadrados da figura de ordem n é igual a soma dos n primeiros nimeros naturais

impares.

O termo geral da progressdo dos n primeiros nimeros naturais impares é 2n — 1.
- 1+(2n—-1)

Entdo, S, =———Xn=nxXn=n?.

2

112.5m+1, m? +1 e 2(m — 1) sdo termos consecutivos de uma progressdo aritmética se e sé
sem?+1—Gm+1)=2(m—-1)—-mM?+1).
Ora, m*+1—-(Gm+1)=2m-1D-(mM?*+1D)em?*+1-5m—-1=2m-2-m?>-1<

7+/49-24 7-5 745 1
<:>2m2—7m+3=O<=>m=T<:>m=TVm=T=>m=EVm=3
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113. Seja h a altura, em metros, de cada degrau, a exce¢do do primeiro.
Seja n o numero total de degraus.
A altura, em metros, da escadaria, é dada, entdo por (n —1)h + 0,4 .

A primeira condi¢ao do problema pode ser traduzida por (g - 1) h+04=m—-1)h+04—666.
A segunda condig¢do do problema pode ser traduzida por 99h + 0,4 =89h + 0,4+ 3.

Ora, 99h + 0,4 =891+ 0,4+ 3 < 10h =3 < h = 0,3, pelo que
a3@—1)+a4=a%n—n+04—6@6apmmmqn=3&y

Entdo, a escadaria tem 333 degraus e a sua alturaé 332 X 0,3+ 0,4 = 100 metros.

114. Seja ¢, o numero de quilémetros que o Tiago correu no dia de ordem n do treino.
(c,) é uma progressdo aritmética de razdo 0,5.

Tem-se ¢;; =¢c;+(21-2)%x05<123=c,+95< ¢, =28

No segundo dia do treino, o Tiago correu 2,8 quildmetros.

115. O termo geral, a,, , da progressao aritmética dos nimeros naturais multiplos de 4, é 4n .
O menor ndmero natural multiplo de 4 , maior do que 79, é 80, ou seja, a,g .

O maior numero natural multiplo de 4, menor do que 2005, é 2004, ou seja, aspq -

O numero de termos compreendidos entre a,, , inclusive, e asgq , inclusive, é igual a

501 — 20+ 1, ou seja, 482.

116.
Au,=uyu+n-Hreu,=-2+410n-1) @ u, =10n - 12
5n=u1;unxn=%><n=(—7+5n)><n=5n2—7n

b) Tem-se us =uz+2re=20=6+2resor=7
Portanto, u, =u;+(n—-3)reu,=6+7n—-3) = u, =7n—15
Tem-se u; =7—15= -8
ug+uy -8+7n-15 7n—23 7 5 23
= =———Xn=

Portanto, S, = Xn= Xn=-n“——n
2 2 2 2 2
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117.

a) u; =1

U, =1+2
uz=1+2+3
u,=1+2+3+4

n?+n
2

P’ . . , . . 1+n
b) u, é asomados n primeiros nimeros naturais, ou seja, — X n ; portanto, u, =
2

162 Fotocopiavel © Texto | MVT 11



118. Seja ¢, o numero de cadeiras na fila de ordem n da plateia.

(c,) é uma progressdo aritmética de razdo 2 e cujo primeiro termo é 25 ; portanto,
¢, =254+ (n—1)X%X2,ouseja, ¢, =2n+ 23.

Seja p o numero de filas da plateia. Tem-se S, = 2560 .

Ora, S, = 2560 & =Xy 1, — 9560 & (p + 24)p = 2560 < p? + 24p — 2560 = 0 &
S p=—-64Vvp =40

Entdo, a plateia tem 40 filas.

119. Para determinarmos a razao basta calcular o quociente entre dois quaisquer termos
consecutivos. Designemos cada progressdo por (uy) .

u 6
ar="2=>=3
Uq 2
u 2 1
b)r=-"—=-=-
Uy 4
u 0,01
r=2=222-01
Uuq 0,1
u -10
dr==2="=2
Uy -5
u 0,3
e)r="2="=3
1 0,1
u 2
flr=2=""=-2
Uq
120.
u Ugg X T
) 100 99 =7y =2
Ugg Ugg
u u 1 1
b) u—zo — —20 —_——= -
21 Uz X T T 2

2
u u Xr
C) 400 __ U398 — T.Z =4

U398 U39g
121.
‘ . A e . 2
a) (u,) é definida, por recorréncia, do seguinte modo: u; = =1 Au, 1 = FUn VN € N

2
b) Tem-se uz = u; Xr? & 2 =u; X (—ﬁ) < u; =1, peloque (u,) pode ser definida, por

recorréncia, do seguinte modo: u; = 1 Aty = —V2u,,Vn €N
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122.
Au;=3;u;=3%X4=12; u3=12%x4=48 e uy, =48x4 =192

b)uy =7, u, =3x3=1;u3=1x3=3 e u; =3x3=9

Quy=24; u, == =—12; u; == =6 e uy = 24 x (~2) = —48

123. Designemos cada progressao por (u,) .

a) Tem-se r = % = 14—2 =3 peloque u, = 4 X 3" ! e, portanto ug = 4 x 37 = 8748
1

b) Tem-se r = 22321 pelo que u, = 6 X (l)n_l ou seja, U, = —— e, portanto ug = £-3
u, 6 2 n 2) r P T on-1 87 277 64
-3 _
c) Tem-se r = Z—i =— = —3 peloque u, = (=3)" 1 e, portanto ug = (—3)” = —2187
1/10 1 1 1\ 1 .
d) Tem-se r :Z—: = f/s: -3 pelo que u, = - X (_E) , ouseja, u, = —ﬁ e,
1 1
portanto ug = —m = %20
124.
3
a) Tem-se li=8A141 = Zln,‘v’n EN

A sucessdo (1) é uma progressdo geométrica, pelo que, comosetem [, = ; X "1, vem
3\ -1
[, =8x% (Z) .
3 3 3 ~ -
b) Tem-se ppy1 =4 Xl 1 =4 X (Z ln) =% 4L,) = 2Pn pelo que a sucessao pode ser definida

por recorréncia do seguinte modo: p; = 32 AP,y = %pn,Vn EN

A sucessdo (p,) é uma progressdo geométrica, pelo que, como se tem p, = p; X r*~1

Pn=32X G)n_l .

,vem

2
c)Tem-se ap 1 = (lh41)? = G ln) = % x (1)? = %an , pelo que a sucessdo pode ser definida

A . 9
por recorréncia do seguinte modo: a; = 64 Aa,yq = Te dns vneN

A sucessdo (a,) éuma progressdo geométrica, pelo que, como setem a,, = a; X r" 1, vem

a, = 64 X (%)n_1 .
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125.

a) Os valores, em euros, depositados, sdo termos de uma progressao geomeétrica cujo primeiro termo

é 10 e cujarazdo é 1,5.0 termo geral desta progressdo é, porisso 10 x 1,571 .

O depdsito efetuado no décimo aniversario da Marta é o 11.2 depédsito (o 1.9 foi efetuado no dia de

nascimento da Marta).

Pode concluir-se, entdo, que, no décimo aniversario da Marta, o avé depositou 10 X 1,5°, ou seja,

576,65 euros.

b) Aos 18 anos, o dinheiro na conta da Marta é a soma do dinheiro depositado todos os anos, ou

seja: 44 316,76€

[HathDegforn1) [d7c]Real

B FathifedMorm]) (d7c)Rea)

n an n &n
10 5 50.825
2 16 6 75.9837
3 22.5 7 113.9
4 33.76 . I 170.86
8
(FORMUCA (EIELR (GPH-CONI|GPH-PLT] [{FNE) DELETE |GPH-CONJ(GPH-PLT]
Hathi DegllfornT) (d7c]Rea) B Fatiegorm]) (d7]Res)
n an n &n
9 266.28 13 1297.4
10 384.43 14 1946.1
11 576.66 15 2919.2
864.97 Y :378.9
12 16
(FORMUCA (EIELR (GPH-CONI|GPH-PLT] [{FNE) DELETE |GPH-CONJ(GPH-PLT]
[HathBegForn]) (d7c]Real
n an
16 4378.9
17 6668.4
18 9862.6
14778 19
(FORMUCA (EIELR (GPH-CONI|GPH-PLT]
126.
_ 1-r8 1-28 8 _
a)Sg =uy X —=5X"—==5x(2°-1) = 1275
b) Tem-se U=y Xrel2=uy x(-2) = u =-6 e, entdo,
. 1-r8 1-(-2)% _ o8y _
Sg=up X—— = 6><1_(_2)— 2x(1-2°%) =510
1 ~
c) Tem-se Uy =U XT & 8=u; X SO U = 16 e, entao,
1 8
_ .8 1—(= 55
Se =y X =16 x (22=32><( S)=32-Z=32-2=2°
1-r 1-3 2 2 8 8
d) Tem-se Uz =u; Xr’e —18=u; x32 o u; = -2 e, entio,

1-78

_ 8
Sg=uy X = —2x2 =1-38=—-6560
1-r 1-3
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127.
a) Designemos a sucessdo por (py,).

~ . . N . L. 4 ~ ~ .
Se a razao entre as areas de dois trlangulos consecutivos e |gual a ; , entao a razao entre os respetivos

. 2 = . L i L .
lados (e perimetros) é = . Entdo, como o perimetro do primeiro tridngulo é igual a 24 X 3, ou seja,
3

72,tem-se p, =72 X (g)n_l .

. " L 3 . . n .
b) A altura do primeiro tridngulo é igual a \/7— X 24, ou seja, 12+/3, pelo que a 4rea deste triangulo é

igual a @, ou seja, 14443 .
Entdo, vem
1_(é)1° 9 10
Si0 = 1443 x 1_92 = 144+/3 x s X [1 - (5) ] ~ 448,813 unidades de drea

4

¢) S, = 1443 X ) = 144V3 x 2x [1 - (4)71]:%[1_(3)71]

P 9 5 9
9

128. O numero de aves em cada ano é igual a 92% do numero de aves existentes no ano anterior.
Entdo, passados n anos de 2015, existirdo 30 000 x 0,92™, pelo que, em 2040, existirdo
30 000 x 0,92%5, ou seja, aproximadamente 3730 aves.

129. A intensidade da luz apds atravessar um filtro é igual a 90% da intensidade da luz antes de o
atravessar.

Ent3o, a intensidade da luz apds ter atravessado dez filtros é igual a 0,91° da intensidade inicial.
Tem-se 1 —0,91° = 0,65 pelo que a intensidade da luz é reduzida em 65%.

. . N ~ . . | .
130. Os raios das semicircunferéncias sdo os termos da progressdo geométrica cuja razdo é 7 ecujo

primeiro termo é 3.

. 1\-1
O termo geral desta progressao é 3 X (E) .

16—1
Entdo, o raio da 16.2 semicircunferéncia seria 3 X (5) = o157 pelo que o comprimento do

16.¢ arco seria —(Zn zTS) ou seja, 7z

Determinac¢do do comprimento da espiral com dez arcos:

. . A . L. 1 1\1 . 1\
O comprimento da semicircunferéncia de ordem n éigual a > [Zn X 3 (E) ] ouseja 3w (E)

1\ 1, N - L , )
Ora, 31 (E) é o termo geral de uma progressdo geométrica cujo primeiro termo é 37 e cuja
!
razdo é —.

O comprimento da espiral com dez arcos é igual a Sy .

1-(3)" 1)10
Ora, S;p = 37 X — 21— = 67 X [1—(5) ] ~18,83.
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b) r = % = —- = —2; portanto, u, =3 x (—=2)"1,

3 1 1 1\ 4
Ju =y xrle-=6xr*er’=-<r==-;portanto, u, = 6 x (= .
7 4 4 8 2 n 2

132.
a;) m(2) —m(1) = —-0,165m(1) © m(2) = m(1) — 0,165 m(1) & m(2) = 0,835 m(1)

a,) m(3) —m(2) = -0,165m(2) & m(3) = 0,835 m(2) & m(3) = 0,835 %x 0,835 m(1) &
& m(3) = 0,8352 m(1)

as) m(t) = 0,835 m(1)

b;) m(2) = 0,835 m(1)

m(3) = 0,8352 m(1) = 0,697 m(1)

m(4) = 0,8353 m(1) ~ 0,58 m(1)

m(5) = 0,835* m(1) =~ 0,486 m(1), pelo que a amostra atinge metade da massa que tem no fim
do primeiro dia, ao longo do 5.2 dia.

b,) m(6) = 0,835° m(1) ~ 0,406 m(1)

m(7) = 0,835 m(1) = 0,339 m(1)

m(8) = 0,835 m(1) = 0,283 m(1)

m(9) = 0,8358 m(1) =~ 0,236 m(1), pelo que a amostra atinge um quarto da massa que tem no
fim do primeiro dia, ao longo do 9.2 dia.
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133.
a) A intensidade do som apds atravessar uma placa é igual a 60% da intensidade do som antes de a
atravessar, pelo que setem f, = 0,6f;, f3 =0,6f, = 0,6°f; e fn41 = 0,6"f;.

b) f,, é o termo geral da progressdo geométrica cujo primeiro termo é 600 e cuja razdo é 0,6.
Entdo, f,, = 600 x 0,6™ 1.

c) Uma condigdo que traduz o problema é f, < 11.

Com recurso a calculadora, determinemos, por exemplo, o valorde f;: f;, = 600 X 0,6° =~ 27,994,
pelo que sdo necessarias mais do que sete placas.

fe =600 % 0,67 ~ 16,796

fo =600 X 0,68 ~ 10,078 S3o necessdrias, pelo menos, nove placas.
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134. Designemos a progressdo por (i) .

Ug=uU X1 16=8xr2e7r= —V/2Vr =1+/2;dado gue a progressdo é ndo mondtona, vem
3
r = —V/2.Tem-se u4=u1><r3<=>8=u1><(—\/§) <=>u1=%§(=>u1=—\/§
Entao:
10
1-(—V2 1-32 622
510=—\/§X—( ) =_2\/§X = ==
1-(—V2) 1+v2 1+V2
62v2(1—+2 62V2 — 62 x 2
= ( ) = =124 — 622
(1 +v2)(1-2) -1
135.
a) A drea de cada quadrado, a excec¢do do primeiro, é igual a metade da 4rea do quadrado anterior.
Como se observa na figura, a area da parte colorida a azul quando estao 0,
desenhados cinco quadrados é igual a soma da diferenca entre as dreas do 2.° e do 0,
3.° quadrados com a diferencga entre a drea do 4.°e 0 5.° quadrados. - o
Entdo, quando estdao desenhados cinco quadrados, a drea da parte colorida é igual Qs |
1 1,1 _1_5

a ——— —_

2 478 16 8

b) No caso do niumero de quadrados ser impar, generalizando a situacdo da alinea a) que pode ser

1 1 2 1 3 1 4 5-1 1 k
escrita na forma 5—(5) +(§) _(5) = kZ:l:(—l)k+1 (5) , conclui-se que a area colorida a azul é

n—1 k

dada por Z:(—l)k+1 (l) .
= 2
n—1

Tem-se: ;(_1)“1 (%)k — :Z:i:(_l)m (%)

de termos consecutivos de uma progressdo geométrica, e tendo em considera¢do que n—1 é par,

k+1

-1 n—1
(l) 2 (—l) e, recorrendo a férmula da soma
2 —~\ 2

k+1

obtemos:
n—1
n—1 k n—1 k+1 1_(_1) n—1
(L) = 1) ol V2] 1 _(l)
> (D (2) 2k_1( 2) 2xdx 1_(_1) 3{1 ! j
2

No caso de o numero, nn, de quadrados ser par, a regido colorida a azul é constituida pela regido

colorida a azul correspondente a n—1 quadrados e pelo quadrado de ordem 7.
Recorrendo ao resultado que ja obtivemos no caso de o nimero de quadrados ser impar, tem-se,
para o caso de o niumero n de quadrados ser par, que a area é dada por:

R E N
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136. Seja T o numero de tijolos que o pedreiro recebeu.

No final da 1.2 obra, sobraram % T tijolos.

2
No final da 2.2 obra, sobraram 1(1 T) tijolos, ou seja, (1) T tijolos.
3\3 3

3
No final da 3.2 obra, sobraram G) T tijolos.

112

No final da 12.2 obra, sobraram (5) T tijolos.
17\12

Uma condicdo que traduz o problema é (5) T =

Tem-se: (%)12 T=1=T=2312

O pedreiro recebeu 3'? tijolos, ou seja, 531 441 tijolos.

137. Na lengalenga, ha 7 mulheres, 72 sacos, 73 gatose 7% gatinhos.
Ora, 7, 7%, 73 e 7* s3o os quatro primeiros termos da progressdo geométrica cujo primeiro termo

é7ecujarazaoé’.

1-74 2400
Tem-se, neste caso, S, =7 X T = 7 X — = 2800.

138. Designemos por v,, o volume de liquido presente ao fim de n horas e seja V' o volume inicial.
Tem-se: v, = 0,94™"V

Uma condicdo que traduz o problema é 0,94™ V = %V .

Ora, 0,94"V =2V < 0,94" =~

Como 0,941% = 0,539 e 0,94'! ~ 0,506, conclui-se que, ao fim de 11 horas, a quantidade de
liguido estd reduzida a metade do valor inicial (com erro inferiora 0,01).

139. Designemos por b,, o numero de bactérias da populagdo ao fim de n horas e seja B o
numero inicial de bactérias. Tem-se: b, = 1,03" B .

Uma condig¢do que traduz o problema é 1,03" B = 17B .

Ora, 1,03" B =17B & 1,03" = 17.

Como 1,03°° = 16,578 e 1,03 =~ 17,076, conclui-se que, ao fim de 96 horas, ou seja, ao fim de
guatro dias, a populacdo serd aproximadamente igual a 17 vezes o niumero inicial de bactérias.

140.

a) Seja a,, o valor capitalizado, com capitalizagdes anuais, ao fim de n anos.
Tem-se: a, = 8000 x 1,04™.

Entdo, ao fim de 10 anos, tenho a;, = 8000 x 1,041% ~ 11 841,95 €.
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b) Seja g,, o valor capitalizado, com capitalizagdes de quatro em quatro meses, ao fim de n ciclos
de quatro meses.

Tem-se: g, = 8000 x 1,015™.

Entdo, ao fim de 10 anos, ou seja, ao fim de 30 ciclos de quatro meses, tenho

q30 = 8000 x 1,0153% ~ 12 504,64 €.

c) Seja m,, o valor capitalizado, com capitalizagdes mensais, ao fim de n meses.
Tem-se: m, = 8000 x 1,003™.

Entdo, ao fim de 10 anos, ou seja, ao fim de 120 meses, tenho

My0 = 8000 X 1,00320 ~ 11 460,46 €.

141. Designemos por C o capital investido. Ao fim de n anos, o valor existente é dado por
1,026™C .

Uma condig¢do que traduz o problema é 1,026™.C = 1,3 C.

Ora, 1,026"C =1,3C < 1,026" = 1,3

Como 1,0261° = 1,29 e 1,026 = 1,33, conclui-se gue sdo necessarios, no minimo, 11 anos para
gue o depdsito renda, pelo menos, 30% do capital investido.
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Capitulo3 | Limites de sucessoes
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142.

a)|i|<0,01<=i<i=>n+2>300=>n>298
n+2 n+2 100

O menor numero natural que satisfaz a condicdo é 299.

| -1| <108 e [P < e <o n+1>1000 = n > 999
n+1i n+1 1000 n+l 1000

O menor numero natural que satisfaz a condicdo é 1000.

2 —6 2 .
c) |—3_4n <107° & oan < 0 qualquer que seja o natural n
@4n2_3<#<:>2000000 <4n—3 & 4n > 2000003 < n > 500 000,75

O menor numero natural que satisfaz a condi¢do é 500 001.

Pag. 60

143.
a)lup| <8 = u, €] -46,9

b) |v,, — 2| < 0,01 = v, €]1,99; 2,01[
c)a,€]—3-6,-3+d8[<|a, +3| <6
dx, eVs(l) = |x, —1| <6

144.

a)

Para todo o nimero real positivo 8, existe
uma ordem p € IN tal que:

[

VrEN,nzp = |u,—>| <8

w

b)
Para todo o nimero real positivo &, existe
uma ordem p €N tal que:
VnEN,n 2 p = |u,| <5
c)
Para todo o nimero real positivo o, existe

uma ordem p € IN tal que:
VnEMN,nzp = |u,+3|<d
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145.
a1) <0005<=> <> & 20n+10 > 1000 < 20n > 980 < n > 49
n+2 1000
Entdo, |—| < 0,005 apartirde n =50.
a) || <1078 «:—< (:>4n+2>108(:> >—2<:>n>1°°“°6—1<=>
4n+ 4 2

<=>n>25><106—5

Entdo, |L| < 1078 apartirde n = 25 x 10° .
an+2

1 1 572 1-28
|<8<=>—<6<=>4n+2>—<=>n>5—=>n>—
4n+2 5 4 4

a) |4 +2

1
k<60
4in+2

1-28 .
Entdo, se Y for negativo,

partirde n = [1_4—28] .

b) De a; ) conclui-se que, para qualquer numero real positivo &, é possivel encontrar uma ordem p

paraaqualsetem YVneN, n>p = | | < §, oque equivale a afirmar que (u,) tende

an+2
para 0.

146.
3 .

‘—:}{,m b 6= é‘< 0% < n> 2;, = n>2x%x10°
f n 10

Tal equivaléncia significa que os termos da sucessdo (u,) sdo valores aproximados de 0 se e s se a
ordem dos termos for superior a dois milhdes.

147. Mostremos que (u,) tende para 0:

Seja 6€R".

1 1 1
H‘«(S — E<ﬁ — ?I)“b:“

- . 1
Entdo, sendo p €IN maior do que =, tem-se:
b 8 b

Mostremos que (v,,) tende para 0:
1 1 1 1496

L0 <O —+1<2n & n>——
i R TP e e

Seja 8EIRT.

N : 1+5
Entao, sendo p €N maior do que , tem-se:

'v’rrElN,-rr‘gp:}‘ A ’({8
1-2n
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148.
a)Seja 6§ € R . Tem-se:

1-2n 1-2n+2n+2 3 3-8

o e L SN (P < <

n+1 (=) <be n+1 n+l )
Entdo, sendo p € IN maior do que % tem-se: VREN, n>2p = |u,+2|<3$

1-2
b)un¢V00001( 2)@| =
2>l —300002n+1<n<29999

n+1 10 000

Ha 29 999 termos de (u,) que ndo pertencem a vizinhanga de raio 0,0001 de —2.

+2|>00001<=>|

1- 2n+2n+2| |
~ 10000 n+1 = 10 000

Pag. 62

149.
a) [u, — 0| <025(:>|

E a partir da ordem 400, excluswe.

n+100| <1, mt100 < < 4n+ 400 < 5n < n > 400

“sn

n+100| < B o0 o 22 1007 4 10 000 < 1057 < 5n < 10 000 <

100 100

b)Iun—O|<021(:>|

= n <2000
E a partir da ordem 2000, exclusive.

¢) Nao. Por exemplo, ndo existe uma ordem a partir da ordem a partir da qual os termos da sucessdo
sejam valores aproximados de 0 com erro inferior a 0,2.

Pag. 63

150.
a)x € Vy5(1) © x €]0,5; 1,5[ e, entdo, x €]1,5; 2,5[, peloque x & V;5(2) .

12,1-2]

b) Por exemplo, & = 0,05 (ou qualquer valor positivo menor ou igual do que

)

Pag. 64

151.

Suponhamos que, V#n €IN, u#,=c ; entdo,
VneEN, |u,—c|=0

Portanto, dado qualquer & € IR* , tem-se:
V#n€IN, |u,—c| <8, 0 que prova que ¢ é li-
mite de (u,) . Dado que uma sucessdo conver-

gente admite um unico limite, conclui-se que
limu,=c.
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152.

a)Seja § € RT . Tem-se:

I'\/_n_1|<6 s P B e, B e
31 2\_/7: 4 2(3+2\/n) 2(3 +2’\/n)

£ SE N ey Nfps 300

28

2
Entdo, sendo p € IN maior do que (3—i668> , tem-se

Vi o1

” 1
VaEN,n2p = |———=—=|<38. Portanto, a sucessio tende para 5

3+2\/7; B

b) A proposicdo traduz que a sucessao é limitada e, portanto, é verdadeira pois, como a sucessdo é
convergente, é limitada.

153. Como Vn € N,u,, < u,41, (u,) écrescente; como vn € N,u, <3, (u,) é majorada. Como
a sucessdo é crescente e majorada, é convergente.
O limite da sucessao é menor ou igual do que 3.

Pag. 66

154.
a) u, > 2000 < n® —5> 2000 < n® > 1995 & n > /1995
Como /1995 ~ 12,59 , a ordem do primeiro termo da sucessdo que é maior do que 2000 é 13.

b)

Seja LER*. n’-5>L = n>VL+5 .
Sendo p € IN maior do que VL+35 ,tem-se: V€N, n2p = u,>L

155.
a)

Seja L E€IR'. >L = n>

2n-3 SL+3
5 :

Sendo p € IN maior do que 5L+3,tcm—se: VuE€MN,n>p = u,>L

2
b)

Scja LER. 3>L = n->.\/%

Sendo p € IN maior do que \/% ,tem-se: YVeCEN,nz2p = u,>L
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156.

Seja L € IR* , Dado que #, — —= , sabemos
que existe uma ordem p tal que:
VrnEMN,n>2p = u,<-L , ou seja, tal que
VnEN,nz2p = —u,>L.

Portanto, —u, — +2 ou seja, v, —> +% .

157.
a) u, < —-2000 <= 50—-10n < -2000 & —10n < —2050 < n > 205
Entdo, a ordem do primeiro termo da sucessdo que € menor do que —2000 ¢é 206.

b)
Seja LER*.u, <-L & 50—10n<—L<:>n>SQISL
S0+L

Seja p um nimero natural maior do que

Entdo, VEIN,n>p = u,<-L, o quetraduz que #, — —=

158.

a)Seja L € R* . Tem-se: % <-Lo-2n<-3L-5on>22

2
~ ’ . 3L+5
Entdo, sendo p um numero natural maior do que — tem-se:

VnelN,nzp = un,<-L

b)Seja LER* . Temse: 1-Vn<-Leo —Vn<-L-1eoVvn>L+1on>(+1)>?
Entdo, sendo p um ndmero natural maior do que (L + 1)?, tem-se:
VnelN,nzp = un,<-L

Pag. 69

159. Dado que as sucessdes (u,) e (v,) sé diferem nos 100 primeiros termos, limv, = limu, = a.

160.

senn 1 ~ senn , .
a) Tem-se: —— = senn X —, pelo que a sucessdo de termo geral —— é igual ao produto de
n+3 n+3 n+3

e ~ ~ 1
uma sucessao limitada (a sucessdo de termo geral sen n) por outra (a sucessdo de termo geral m)

~ . senn
que tende para zero. Entdo, lim 3 = 0.
cos?n P ~ cos?n .
b) Tem-se: = cos“n X , pelo que a sucessdo de termo geral é igual ao produto de
3n+1 3n+1 3n+1

uma sucess3o limitada (a sucessdo de termo geral cos? n) por outra (a sucessdo de termo geral

~ . cos’n
) que tende para zero. Entdo, lim oL =

3n+1
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c) Tem-se: 277 _ [2—-(—D"] x L pelo que a sucessio de termo geral i e i éigual ao
Ton+1 n1’ P q & n+1 g
produto de uma sucessdo limitada (a sucessdo de termo geral 2 — (—1)™ ) por outra (a sucessdo de
—(— n
termo geral L) gue tende para zero. Entdo, limu =0.
n+1 n+1
Pag. 70
161.
a) lim— =1im22=2-9
n+1 n+1 1
b) lim == = 2 = 20
01n+2 01
) lim—=22=2=_2
3n+2 3 3
d) lim 5n2+1 = 400, pois tem-se, neste caso, c =0 e % = g >0.
. 1-2n . a -2
e) llmT = —oo, pois tem-se, neste caso, ¢ =0 e 2= <0.
f) im(2n—1) = lim CllimE R , pois tem-se, neste caso, c =0 e % = % >0
. 1-2n _ -2 _
g) 11m3_2n === 1
, 2 . 0n+2 _ 0
h) llmm = hm\/f—n = _—1 =0
. 100 —2n se n <50 . |100-2n| .. 2n-100 _ 2
i) Tem-se: [100 —2n| = { e, portanto, im———=lim——=—=—1
) | | 2n—100 se n> 50 P 3-2n 3-2n -2
. 80—-3n se n<26 . 1-2n . 1-2n 2
Tem-se: |3n—80| = { - e, portanto, lim = lim =—=
i | | 3n—80 se n> 26 P [3n—-80| 3n-80 3

162.
4an

a) Por exemplo, T

3n+1
b) Por exemplo, .

2
c) Por exemplo,

d) Por exemplo,

1
e) Por exemplo,
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163.
a) lim (b,, — 2a,) =lim [b,, + (—2a,)] = lim b, + lim (—2a,) = b + (—21lim a,) =
=b+(—2a)=b—2a

o (2" = () = (Bt ()

lim 2 2 4

1 1 . 1 1
o tim [ = im [ = i = [t = () = o

Pag. 75
164.
a) lim (u, +v,) =3 limu, +limv, =3 < —-2+1lim v, =3 < lim v, =5, pelo que se
tem, por exemplo, v, = ntl .
b) lim (u, Xv,) =3 & lim u, Xlim v, =3 & -2 Xxlim v, =3 < lim v, = —%,peloquese
; | _ -3n+1
em, por exemplo, v, =——-.
s Un lim u, -2 . __2
c) lim o = 3 Ty 3 T 3 limy, = 3 pelo que se tem, por exemplo,
__ —2n+1
Un = 5nts
d) lim -3 l_im =3 o lim vn _ 3 © lim v, = —6, pelo que se tem, por exemplo,
Un lim u,
_ —6n+1
T 43
e) lim /”—”:3(:» Im2 =3 o lim2 =9 o Mvn _ M v — 9 & lim v, = —18,
Un Uy Un lim u, -2
| t | __1-18n
pelo que se tem, por exemplo, v, = ——.
Pag. 78
165.
a) lim u, =lim (-n? + 3) = lim(-n?) +lim3 = —© + 3 = -
b;) lim (u, +v,) =lim u, +lim v, = —c0 +lim(5 —n) = —0 + (=) = —o0
b,) lim (u, + v,) = lim u, +lim v, = —c0 + lim (15__—27;) =—00+2=—00

;) Para que se tenha lim (u, + w,) = 5, basta que se tenha, por exemplo, u, +w, =5

Ora, Uy +w, =5 -n?+3+w, =5 w, =2+n?.
c,) Para que se tenha lim (u, + w,,) = +o0, basta que se tenha, por exemplo, u,, + w, = n?

Ora, up+w, =n?e -n?+3+w, =n?w, =2n?2-3.
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166.
a) lim u,, = lim (-2n? + 3) = lim(—2n%) + lim3 = —0 + 3 = —o0

b,) lim (u, X v,) =lim u, Xlim v, = —co X lim(5 —n) = —00 X (=) = +o0
. . . . 5-n

b,) lim (u, X v,) = lim u,, X lim v, = —o0 X lim (m) =—00X2=—00

¢) lim (u,)3 = (lim u,)3 = (-»)3 = — e

lim \/1—u, =lim/1 - (=2n2 + 3) =limV2n2 — 2 = \/lim (2n% — 2) = V40 — 2 = \/+o© = +o

167.
a) lim u,, = lim (4n — 2n?) = lim[2n(2 — n)] = lim(2n) x lim(2 — n) = +o X (—®) = —w

b,) Para que se tenha lim (u, X w,,) = —o0, basta que se tenha lim w,, = 400 ; portanto, pode ser,
por exemplo, w,, =n.

b,) Para que se tenha lim (u, X w,,) = +o, basta que se tenha limw,, = —oo ; portanto, pode ser,
por exemplo, w,, = —n.

168.

a) Para que se tenha lim (u, X v,) = —, basta que se tenha limu,, = +o e

lim v,, = —o0; portanto, pode ser, por exemplo, u, =n e v, = —2n.

Para que, nestas condi¢des, se tenha lim (u, X v,, X w,,) = 40, basta que se tenha

limw,, = —oo; portanto, pode ser, por exemplo, w,, = —n.

b) Nestas condigBes basta que se tenha limu,, = +o , limv, = +o e limw, = —oo; portanto,
pode ser, por exemplo, u, =n, v, = n? e w, =-n.

Pag. 81

169. Dado que (u,) é decrescente com limite igual a 3, todos os termos da sucessdo sdo maiores
do que 3, peloque Vn € N,u,, —3 > 0 e, portanto, Yn €N ,3 —u,, >0 .

a) lim ! ! L=t
u

a3 lim(up-3) o+

1 (22" = ()" = ] = () = o=
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170. Dado que (u,) é crescente com limite igual a —2, todos os termos da sucessdo sdo menores
doque —2, peloque Vn € N,2 +u,, < 0e, também, Vn € N, (u,)? —4>0 .

) i _ 1 N S
a) hm 24u,  limQ24uy) 0~
. 1 1 1
b) im & = it —ov = 1%
. 1 1 1
©) im o = Tt~ or ~ 7%
171.
. 1 1 _ 111
a) lim 2—Up - lim(2—-u,) - 2-limuy, - 2—(+00) T o 0
, 1 1 _ 1 _ 1 _ 11y
b) lim e = ] — Tme 2 — Gt — Gt~ 7w~ ©
Pag. 82
172.
a) Para que se tenha lim % = —o0, basta que se tenha :—" = —n ; portanto, pode ser, por exemplo,
n n
w, = —n?.

b) Para que se tenha lim In = 3, basta gue se tenha % = 3 ; portanto, pode ser, por exemplo,

Wn n

1
Wn :§n

n

. 1
c¢) Para que se tenha lim In =0 , basta que se tenha :]— == portanto, pode ser, por exemplo,

1225 n
w, =n*.
173.
a) Para que se tenha lim ;—: = 2, basta que se tenha ‘1;—1 = 2 ; portanto, pode ser, por exemplo,
Wy = — .

n 2n2
b) Para que se tenha lim ;—Z = 0, basta que se tenha ;—:‘l = %; portanto, pode ser, por exemplo,
Wy ==

n

c) Para que se tenha lim :‘V—Z = —o0, basta que se tenha :—: = —n ; portanto, pode ser, por

1

exemplo, w,, = —3-
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174.
a) lim (100n — n3) = lim [n (ﬂ— 1)] =+400X(0—1) =400 X (1) = —

b) lim(2n4—n—5n3)=lim[n4(2—%—i)] =40X(2-0-0) =+

c) lim [10n3 — (1 — 2n?)?] =lim [10n3 — (1 — 4n? + 4n")] = lim (10n3 — 1 + 4n? — 4n*) =

—hm[n (E_i+__4)] 400X (0—=0+0—4) =400 X (—4) = —o

n4

175.
i 2
(1%, 0,
. n . " 0-1
= lim =lim 5 =53 1
ng(—%-—'l) ‘—2—1
n n
b) lim 22 =
2x* . oo
=lim =lim ——"—=———=—o
1 1 0-5
7’13(-—;—5) '—2—5
n
c) lim (2?_1)2 =
3nZ+n+1
2( )
4 ——+—
lim4712—4n+1_“m "o 4=040 94
3t +n+1 2( 1 1) 3+040 3
| Jok =ik =
n
Pag. 84
176.
a) lim (Z_an‘xnz) =
: 2n* . 2n* . 2 2 B 5 ~
= lim =lim———=1lim — =—==0
2~ 19 2 +oo(0—1) -
al==1 n 7—1
n n
b) lim [——x (2 —n?)| =
n’ é~-1
, Dok n* . 0-1
=lim =lim = hm' =—1
nt+ 1 2( 1 1+0
M _l+——’—
n
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177.

2
a) lim 22 = lim 22nn3 = 0 (ver exercicio 176)
S _
nZ
b) lim &2 =
nZ
4 1 3
. , 1
N R | . SRS . A— m=—=1
v+ 2n+2 1( 1 2 2) 1+0+0+0
|l 1+ = "—;+ =
74 n n
Pag. 85
178.

a)
lim (1005 — 4#") = lim (=4#%) === , pois —4 < 0

b)
lim 27" — 1 — 5#°) =lim (2n") =+= , pois 2 >0

¢ limn*—n® -1 -n??]=lim [n*-n3 -1 -2n?2+nY)]=lim n*-n3-1+2n%2-n* =
=lim (-n® — 1+ 2n?) = lim(-n?) = —oo

Pag. 86
179. a) lim 22=2% _ i 22
-a n3+n+2 n3
_52)2 2 4.3 4 4
b) lim (2) Attt g
n*+2 n*+2 n
— 2_ 2
c) lim mt2)(n=2) _ lim2=% = lim 2 = lim (—n) = —o
3-n 3-n -n

180. Seja (w,,) uma sucessdo cujo termo geral é da forma ayn? + a;nP~1 + -+ a, -

a) Para que se tenha lim In = 0, basta que p seja maior do que o grau de u,, que é 3; portanto,

Wn

pode ser, por exemplo, w,, = n*.

. 1 . -1 1
b) Para que se tenha lim % =, basta que p sejaigual ao grau de u, e que — = portanto,
n 0
pode ser, por exemplo, w,, = —2n3.
. o -1
c) Para que se tenha lim x—" = —3, basta que p sejaigual ao graude u, e que = -3;
n 0

1
portanto, pode ser, por exemplo, w,, = gn?’ .

. u .
d) Para que se tenha lim n3+"l/v = 400, basta que o grau de n® + w,, seja menor do que o grau de
n
u, eque a, sejanegativo; portanto, pode ser, por exemplo, w, = —n3 —n?.
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181.
a) lim (1,5)" = +o | tem-se: 1,5 > 1
. N\
b) lim (E) =lim 2" = 40 | tem-se: 2 >1
. 2\ 2
c) lim (5) =0 | tem-se: 3 < 1
. s n+l . s n s . s n . s V3
d) lim (5 = lim [(5) X E] = lim (5) X llm; = | tem-se: 3 1

=+mx§=+w

e) lim n\/gzl
3

V2 1im%Y2 1

f) “mT_ limn :+_oo:0
Pag. 88
182. lim u, = +© <

1-a

>l &= 1-a>2 & a<-1

& lim (lzj) =40 &>

O conjunto solugdo é | — oo, —1] .

183.

1.7 caso: esta fatorizagio nio permite levantar
a indeterminacio.

[;) —(%) conduz a uma situagdo de indeter-

minagio w=—=,

2" caso: csta fatorizagio permite levantar a
indeterminagio.

lim |:3.n|:1 —(%) -‘|:|=+f!3>( [] = |:+:f_:|]. =
=+® ¥ [—%)=—=

3.° caso: esta fatorizacio permite levantar a in-
determinacio.

im [+](2)-()]

=4z (= [+x)) =4+wx [—x)=—w

4.7 caso: esta fatorizagio nio permite levantar
a indeterminagio.

6”[(%) —(%J ]canduz a uma situagdo de inde-

terminagio +%x 0.
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184. Todos os limites sdo situa¢des de indeterminacgado g .

a)lim 22 = lim =2~ =1lim [(2)" x3] =0x3 =0

. 2M43"
b)llmZnT=
- lim( Lol +(i)”xl)—l+(+oo)xl—+m
- 2::4-] 2 2 _2 2_
c) lim _”n =
3-n4gn
. i . ' . (mY 4
= lim =lim =lim{=) % = 400
G @] T
g + g -+
Pag. 90
. 3+4n =
185.a) lim =
On—1
\/lim3+.4n.:\/i:%
9n—1 9 3
b) lim—rtl ”
\/4n2+2
1
k=
"( ﬂ) e meg 3
lim =lim —\/ =
ny [4+= \/4+% a0
n n
T 1=
c) Iim 1 1:
—3n
: 2n* -1 . 2nt -1 . 2n* 2 \/5
—lim —————=—lim , [——=—, [lim ~—=—, [£=-—Z%
3n—1 (3,1_1)1 942 9 3
186.

a) lim(V2n+3-2n) =
(V2n+3—\/2_n)(\/2n+3+'\/2_n-) _ (m)l—(@)l

im =lim =

V2#n+3+ V2 Von+3+Vn

2n+3-2n 3

=lim — —=—=0
\/2n+3 +\/£n T
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b) lim(v2n+1-7) =
i (V2n+ —\/Z)('\/:zn+1+‘\/;§)=hm(‘\/:zn+1)2 (V]

'\/2n+l+'\/;; \/271+1+\/7;

. 1
' 2rt1—n . n+1 1 3 ks _
=lim =lim =lim e =

\/2n+1+\/r_z \/271+1+\/r—z /2+l+1
n
1+0
=400 ¥ ———=|w
V2+0+1

o 1im(2 n2+3—3n) _

. (2\/n2+3—3n)(2\/n2+3+3n) I 4(n*+3) - In* I 12 - 5#°
= lim = =

= iim-———-——-—--m-—-=
2Va+ 3+ 3n 2Vt +3+3n 2Vt +3+3n

12
N 0-5
=lim —X—————=40ox———— =40 x (1) =
n
3 V
2 /1+—_+3 2V1+0+3
2
n
Pag. 91
187.
1 1_1 1,1 ,1_15 1,1,1,1_31
a)Tem-se: ==, peloque uy =1+-+-+to=—eus=1+_+_ +-+-=—

b) u,, é asomados n primeiros termos da progressdo geométrica cujo primeiro termo é 1 e cuja

n
1-(= n
razao é %, pelo que se tem u, = 1(22 =2X [1 — G) ] .

Portanto, limu, =2 X lim [1 — (%)n] =2x(1-0)=2.

Pag. 92

188.
a) Designemos por ¢, o comprimento da espiral com n «arcos».
Tem-se, de acordo com o/s resultado/s obtido/s no exercicio 130, na pag. 57:

C15=31TX¥%)115=67I><[1—(%)15]=67-[(1_L)

b) Esse comprimento seria igual a limc, .
. . 1 1
Tem-se: limc, = lim [67r (1 — 2?)] = 6m X (1 — ;) =6nX(1-0)=6m
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189. Tem-se:
(u@)

2

. . V3 . .
eQOladode T; é1,peloqueaalturade T; é g e, portanto, a dreade T; éiguala ou

L V3
seja, é igual a -
® A drea de cada triangulo, a partir do segundo, é igual ao quadruplo da area do tridangulo anterior.

Designemos por A,, a drea do tridangulo T, .

. ~ o S . V3 . .
A, éotermo geral da progressdo geométrica cujo primeiro termo é =, €cujarazdoé 4, pelo que

setem A, = \/; x 4771

Portanto lim A4, = lim (\/; X 4"_1) = ? X (+00) = 400,
Pag. 98

190.

a) |[x — 2] < 0,1 éequivalente a:

e x évalor aproximado de 2 com erro inferior a uma décima;
e 2—-01<x<2+4+0,1

e x€Vy1(2)

b) —0,001 < x < 0,001 é equivalente a:
e x évalor aproximado de 0 com erro inferior a uma milésima;
e |x| < 0,001
® x € V5001(0)
c)x €V (— %) é equivalente a:
. . 1 . .
e x évaloraproximado de — com erro inferiora & ;
1
o |X + E| <6
1 1
e —--§<x<—3+§

d)3 —e<a<3+¢ éequivalente a:
® a évalor aproximado de 3 com erro inferiora ¢;

e la—3|<¢
® a€V:(3)
191.
a) || < 0,0015 = 750, VneN
2n—1 2n—1
S - <—— 70000 <30n—-15=n >0 70015 _ 2333,8(3) , 0 menor

natural que satisfaz a condicdo é 2334.
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n+1

b)| 1|<0025<=m<%=> | =<0, VneN

m <7000 & 1000 < 25n+50 & n > 95—0 < n > 38; portanto, o menor natural que satisfaz
a condicdo é 39.

X |<001<=> | 5—>0, ¥neN

+8 +8
= = <— o 100n<n?>+8<n?—100n+8>0

n2+8 100

Como os zeros do polinédmio x? — 100x + 8 sdo os nimeros reais 50 — 2v/623 =~ 0,08 e

50 + 2v623 ~ 99,92, tem-se n?2 —100n+8>0<n < 0,08vn > 99,92 .
Portanto, o menor natural que satisfaz a condicdo é 100.

d)|1 02"+oz|<2 4<=>|n+1<i=> |22<0, vneN
@%< < 19,2 <n+1< n>18,2; portanto, o menor natural que satisfaz a condicdo é 19.

192. A afirmagdo é equivalente a afirmar, relativamente a uma dada sucessdo (u,), que todos os
termos a partir do 100.° inclusive, pertencem a vizinhanca 6 de a.

Ora, tal implica que o mesmo facto se verifique para todos os termos a partir do 150.°, pelo que a

afirmacdo lll. é verdadeira, mas ndo implica a veracidade de qualquer uma das outras afirmacdes:

~ . . . . 5
I. todos os termos da sucessao, a partir do 50.° inclusive, pertencem a vizinhanca 2 de a;

~ . o . .. 5
1. todos os termos da sucessao, a partir do 200.° inclusive, pertencem a vizinhanca 3 de a;

. os 99 primeiros termos da sucessdo ndo pertencem a vizinhanca 6 de a.

193.
a) Provemos que limu,, = 3.
Seja & um numero real positivo.
3n 6 n 6—28
n+2 n+2

<
6—29

Entio, sendo p € IN maior do que 5

tem-se VZEIN,n > p = |u,-3| <8

Provemos que limv, = 0.
Seja & um numero real positivo.
1 1+138
<& ———— <& n>——
para 2n—13 para 28

n>6 n>6

l 1
13=-2n

Entdo, sendo p um nimero natural maior do que 6 e maior do

6—28

que , tem-se VZEIN,n=2p = |v,| <8
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b) [un — 3] < T000 < |m_

L 1 —6000<n+2<n>5998
n+2 1000

Portanto, o termo de menor ordem é o termo de ordem 5999.
3x5999 _ 17997
5999+2 6001

-6
3| el o |—<0, VneN &
1000 |zl < Tooo n+2

Tem-se: Ugggg =

194.
1001+1

1
< ; portanto, a
1001 P ’

1000 1001 1000

1 1 1 1
a) lt1001 — 11 < 0,001 = | B 1| < To00 |1001|
afirmacdo é verdadeira.

b) Comecemos por observar o que se passa com o termo de ordem imediatamente seguinte a do

termo de ordem 1001 :
1002-2 _ 1000

u = =—
1002 1002 1002
1000
lusooz — 11 = 502 = 1] = |- —=| = -~ 0,001996
1002 1002] ~ 1002

Portanto, como 0,001996 > 0,001, |uy992, — 1] > 0,001, pelo que a afirmagdo é falsa.
Na verdade, sé a partir da ordem 2000 é que os termos de ordem par sdo valores aproximados de 1
com erro inferiora 0,001.

¢) Seja & um numero real positivo. Tem-se:

1 n—2
n

<154:>71—I<54:>n>g e 2

ntl —1‘<8<:>%<6<:>n>§

n

-1

5 : : 2
Entdo, sendo p um ndmero natural maior do que g , tem-se:

VaEN,nzp = |u,—1|<d

195.
a)
1-6n
VunEMN,1-6n<0A3n-1>0, Portanto, Vi EIN, 1<0
b) u = 1-6(n+1) 1-6n _ —5-6n 1-6n _ —15n—18n’+5+6n—3n+18n°-2+12n _ 3
n+1 n 7 3(n+1)-1  3n-1  3n+2  3n-1 (3n+2)(3n-1) T (3n+2)(3n-1)

Entdo, VR €N, u,yq —u, >0, peloque (u,) écrescente.
Como (u,) é crescente e é majorada (0 é majorante), é convergente.

196. Tem-se: |u,| <4 < —4 <u, <4, pelo que a sucessdo é minorada.
Como a sucessdo é decrescente e minorada, é convergente.

197. Tem-se: x? <4 & —2 < x < 2, pelo que, como A =] — 2,2[, asucessdo é limitada.
Como a sucessdo é mondtona e limitada, é convergente.
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198.
a)
Falso. Por exemplo, a sucessao de termo geral », =(—1)" é limitada e nio é convergente.

b)
Verdade. Provamos que se uma sucessao é convergente, entdo é limitada, pelo que, como

(a = b) & (~b = ~a), se njo é limitada, entdo n3o é convergente.

199.
2411 _3 3 441 3 _5 5 6+1 5 _ 7 35
AUy =UX——==X=-"==,; U3 = Uy X—==X-=—e U =Uz X—=—X-=—
242 274 8 4+2 876 16 6+2 16 8 128
b)u —w =u X2n+1_u —u (2n+1_1) —u (2n+1—2n—2) —u ( -1 )
n+1 nTEN T ong2 nT N \2nt2 - 2n+2 U \2n+2
Portanto, Vn € N, u, .1 —u, < 0, pelo que a sucessdo é decrescente.
c)

A sucessdo ¢ decrescente e, portanto, ¢ majorada; como 0s termos sao positivos,
também é minorada. Portanto, é limitada.

d) Como a sucessao é decrescente e minorada, é convergente.

~ . 1
200. Dado que os termos de u,, sdo todos positivos, tem-se u, X v, =1 < v, = — pelo que os
n

termos de v, também sdo todos positivos e, como (u,) é crescente, (v,) é decrescente.
Portanto, (v,,) é decrescente e minorada, pelo que é convergente.

201.

a)

Seja L EIR. M>L — ,,>M
SL+10

Sendo p €IN maior do que T,tem—se: VoEN,nz2p = u,>L

b) ¥ > 1000 < 31— 10 > 5000 < 3n > 5010 & n > 2% < n > 1670 ; a ordem é 1671
— 2— —_—
202. 2n?-8 _ 2(n’-4) _ 2(n-2)(n+2) _ o — 4
n+2 n+2 n+2
E+4

Seja LER"., 2n—-4>] = n>T

Sendo p €IN maior do que 4 ,tem-se: VaEIN,n2p = u,>L

+
2
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203.
a) usg = 120 x 50 — 502 = 6000 — 2500 = 3500 ; portanto us, > 3000

b) u,, > 3000 < 120n —n? > 3000 & —n? + 120n — 3000 > 0

Como os zeros do polinémio —x2 + 120x — 3000 s3o os nimeros reais 60 — 10v/6 ~ 35,5 e

60 + 10vV6 ~ 84,5, tem-se —n? + 120n — 3000 > 0 < n > 355An < 84,5

Portanto, os termos que sao maiores do que 3000 sdo apenas os de ordens entre 36 e 84 inclusive.
Logo, por exemplo, u;y9 ndo é maior do que 3000 . A proposicdo &, portanto, falsa.

204.

a) Estudemos f quanto ao sinal:

fX) =0 150x—2x2 =0 x(150-2x) =0 x=0vx =75
fx)>0=x€]0,75] e fX)<0e= x€]—0,0[U]75;+00

Estudemos f quanto a monotonia:

150
s =375

f écrescenteem | —oo; 37,5] e f é decrescente em [37,5; +oof.

O maximizante de f éiguala —

b;) A proposicdo afirma que a sucessdo é decrescente, o que é falso porque, como f é crescente em
] — o0; 37,5], tem-se, por exemplo, u; > u; .

b,) A proposicdo afirma que existe uma ordem, p, a partir da qual todos os termos da sucessdo sdo
positivos, o que é falso porque, como f(x) > 0 < x €]0,75[ , s6 sdo positivos os termos da
sucessdo de ordem inferior a 75.

b;) O valor procurado é o da menor ordem a partir da qual, inclusive, todos os termos da sucessdo
sdo negativos. Ora, como f(x) < 0 & x €] — ,0[ U ]75; +oo[, esse valor é 76.

205.

a)

Seja LEIR". Dado que #, — +,sabe-

mos que existe pE€IN tal que: VuE€IN, n>p = u,>L
Dado que VEIN, v,>u, ,entioVnEIN, n>p = v,;.> I

Provamos, portanto, que v, — +%

b)

Seja L ER'.Dado que #, — —, sabemos

que existe p; €N tal que: VZEIN, nzp, = u,<-L
Como as sucessoes diferem num nimero fi-

nito de termos, existe uma ordem a partir

da qual os termos das sucessdes sao iguais.
Suponhamos que V2EIN, n2 P = u,=y,

Seja p maior do que p, e maior do que p,

Entdo, VREIN,nz2p = v, <-L

Fotocopiavel © Texto | MV¥T 11 189



206.
Por exemplo:

L. A sucessio definida por #,=# é monétona e nio é convergente.

"o,

I1. A sucessdo definida por u,=(—1)" é limitada e nio tem limite.

o N oist (_1)" ~ - -
III. A sucessdao definida por u,= . € convergente e nao € monétona.
207.
) . ~ . 1, ~
a) A afirmacdo é falsa: por exemplo, a sucessdo definida por u, = — — € crescente mas ndo tende
para +oo .

b) A afirmacdo é falsa: por exemplo, a sucessdo definida por u,, = n(n — 20) tem limite +co mas

nado é crescente.

208.

Suponhamos que (#,) € uma sucessdo limitada
e que (r,) € uma sucessio que tem limite (.
Dado que (#,) € limitada, existe um nimero
real positivo M tal que Vi €N, |u,,l< M.

Multiplicando os dois membros da desigualda-
de |u,|<M por |u,,| , conclui-se que Vn € IN,
|2,/ < Mv,|, ou seja, Vi € N, |u,v,|< M|y, |
Seja 8 um qualquer niimero real positivo. En-
tao, M também ¢ um numcro rcal positivo e,
como (v,) tem limite 0, existe uma ordem p €N
talque V2EN, n2p = |v,|< % g

Assim, para todo o numero natt_lral 7"y

n2p = |lup,|<Mly,|< MX?%_.

Portanto, V72 € N, #n > p = |u,v,|<3 , de
onde se conclui que a sucessao de termo geral
u,v, tem limite 0.

209.
. 3n+4 3
a) lim ==-=3
n+2 1
. 2n-1 . a 2
b) lim = 400, pois tem-se, neste caso, c =0 e 253 >0
. 2n-1 2
c) lim ==
) 5+3n 3
-1 . _on-1 0
d) lim—— = lim =—=0
5-3n 5-3n -3
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_ 1 . ~
e) Tem-se: u, =(—1)"xn=3 = (-1)" x — portanto, (u,) é o produto de uma sucessdo
limitada (a sucessdo de termo geral (—1)™ ) por uma sucessdo com limite igual a zero (a sucessdo

de termo geral % ), peloque limu, =0.

10-n)+3n 2n+10
[10-n|+3n ( : se n=10 om0
f) Tem-se - (n—1o;l+3n =10
———— se n>10 se n>10
n n
. 10—-n|+3n . 4n-10 4
e, portanto, lim l 3% — Jim =17 4
. 3-2n : -2
g) lim=——= —oo, pois tem-se, neste caso, c =0 e - =—<0.

1
h) lim — =lim n 0 =9

3n-1_ 3 _ 32

N R

i) lim
j) Tem-se: 0 < |cosn| <1, peloque =1 <|cosn|—1<0.
1 , . -
u, =(Jcosn| — 1) x — e, portanto, (u,) é o produto de uma sucessdo limitada (a sucessdo de
~ o ~ 1
termo geral |cosn| — 1) por uma sucessdo com limite igual a zero (a sucessdo de termo geral - ),
pelo que limu, =0.

k) Tem-se: —1 <senn <1, peloque 0 <sen’n<1

_ 1 , . e
u, =n"2 xsen’n = — X sen?n e, portanto, (u,) é o produto de uma sucessdo limitada

n
(a sucessdo de termo geral sen?n ) por uma sucessdo com limite igual a zero (a sucessdo de termo

1 .
geral = ), pelo que limu,, =0.

2 2 2 2
. n“—(n+1) . n“—(n“+2n+1 . —2n—-1 -2 2
1) lim = lim ( )=11m =—=-=
5+3n 5+3n 5+3n 3 3
. 4n 4
m) lim =—=—4
) V2-n -1

n) Tem-se: —1<senn<1A-1<cosn<1,peloque —2<senn+ cosn < 2 e, portanto,

—1<senn+cosn+1<3
senn+cosn+1 1 , ~
Uy =————— = (senn+ cosn + 1) X — © portanto, (u,,) € o produto de uma sucessio

limitada (a sucessdo de termo geral senn 4+ cosn + 1) por uma sucessao com limite igual a zero

~ 1 .
(a sucessdo de termo geral — ), peloque limu, =0.

210.
. an+2
a) Para que hmm = 3, bastaque setenha a =3 e b = 1; naverdade, tem-se
lim2=2=3,
n+1 1

b) Para que limw = 0, bastaquesetenha a =1 e b = 0; naverdade, tem-se lim —— = 0.
an+2 n+2
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. 2
c) Para que llm% = +o0, bastaquesetenha a =1 e b = 0; naverdade, tem-se

lim# =limn+2) = 4w .

d) Para que lim ZZ:; = —oo, bastaquesetenha a =0 e b = —1; naverdade, tem-se lim ol
. 1 1\ _
hm(—;n+5) = —o00
211.
a) limun+wn 3o lirrjl(un+wn) _ limu,-l+limwn —3 e 2+limw, — 3 & lim w, = _3

2vy lim(2vy,) 2limv, 2(-1)
b) lim 220 = 3 o MmunXlimun _ g ) 2XCD 3 g _imy, = —2 & limw, =2

1-wp 1-limwy, 1-limwy, 3 3

2 2 2
c) lim(,/wn + vn) =4 [lim(,/wn + vn)] =4 [lim,/wn + limvn] =4
2
& [limw, - 1] =4 lim/w, —1=-2Vlim/w,-1=2 &
< lim,/w, = -1Vvlim,/w, =3 < lim/w, =3 < ,/limw, =3 < limw,, =9
S~——— ——

cond. imp.

212.
C(un)\3 1 Cup\3 1 . u 1

a) hm(—”) = (llm—”) =—-—-Slim2t=-=

Vn 8 Vn 8 Un 2

. an+2 1
Para que llmm ==, basta que setenha a =1 e b = —2; naverdade,
. n+2 1 1
tem-se lim =—=—-=,
—2n+1 -2 2
mmﬁﬂ=2c>nmﬂ=z@nmﬂ=4
Un Un Un
Para que lim&+2 = 4, bastaque setenha a =4 e b = 1; naverdade, tem-se lim nt2 - 4.
bn+1 n+1

213.

cosn+2n cosn 2n
a) Tem-se: — =
n+3 n+3  n+3

cosn , o ;. ~ .
Ora, a3 €o° termo geral de uma sucessdo que é igual ao produto de uma sucessao limitada

(a sucessdo de termo geral cosn ) por uma sucessdo com limite igual a zero (a sucessdo de termo

cosn
=0.

1 .
ral — lim
geral — ), pelo que e

cosn+2n T

~ . co
Entdo, im——— = lim
n+3

S o limZE =0 +1limZ2=04+2=2.
n+3 n+3 n+3
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sen’n-3n _ sen’n  3n

b) Tem-se: = -
1-2n 1-2n 1-2n
sen?n o .. T
Ora, T €° termo geral de uma sucessdo que é igual ao produto de uma sucessao limitada

(a sucessdo de termo geral sen?

sen?n

n) por uma sucessao com limite igual a zero (a sucessado de termo

eral — ), pelo que lim =0
g 1o, »Peloq oo = V-
2 2
~ .. sen“n-3n .. sen“n . 3n . 3n 3 3
Entdo, lim = lim — lim =0 - lim =0-===
1-2n 1-2n 1-2n 1-2n -2 2

. . 2n-1 2 . . 1- 1-1i 1-2 1
214. Tem-se: limu, = lim=— = =2 e, entdo, limv, = lim—2 ="t =—"°—_-
n+3 1 3u, 3limuy, 3%2 6
De outro modo:
1 _Zn—l
. . n+3 . n+3-2n+1 . —-n+4 1
lim v, =lim ——————=lim ————— =lim — ——=
2n—1 6n—3 6n—23 6
Ix——
n+3

215.
a)lim (u, + 10 — n) =limu, + lim (10 —n) = —o0 4+ (=) = —0

b) lim (n—i/u—n)zlim n — lim i/u_n:+oo—(—oo):+oo+(+oo):+oo
¢)lim [n? X (u, — 1)] = lim (n%) xlim (u, — 1) = +00 X (—o0 — 1) = 400 X (—00) = —0o0

216.
. n
a) lim (E +3

b)lim(l—”;xl‘T”)zl—lim(";xl‘T”)=1—(lim";><lim1‘7”)= 1 — [+00 x (—00)] =

=1—00=—00

. 1-n? . (1-n)(1+n) .
c)hm( n+1xm) =11m( n+1><T) =lim [Vn+1x(1-n)| =
lim vn + 1 x lim(1 — n) = 40 X (=) = —c0

d) lim (1 — 2n)3 = [lim (1 — 2n)]3 = (—»)* = —w

e)lim[(n+1) X (1-2n)]? =[lim(n+ 1) xlim (1 — 2n)]? = [+ X (=0)]? = (—0)? = +
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217. Dado que (u,) é crescente com limite igual a 2, todos os termos da sucessdo sdo menores do
que 2,peloque VvneN,2—-u, >0 e YneN,u,—2<0.

1 1

1
lim = = —= 0
a) 2—u, lim(2-u,) oF +
. 1 1 1 1 1
b) lim = = = — - = =—=90
n—uy lim(n-uy,) limn-limu, +00—2 +00
. u limu 2
c) lim —— =- = —=—00
up—2 lim(u,-2) 0

218. Dado que (v,,) é decrescente com limite igual a —3, todos os termos da sucessdo sdo maiores
doque —3,peloque VneN,v, +3>0 e YneN,-3 - v, <0.

1 1

a) lim 3+v, - lim(3+v,) - o+ =t
. Vo limv, -3
b) lim -3-v, lim(-3-v,) 0~ +oo
3 3 : 3 3
. Un {1 Un _ limv, ] _(—_3) o 3 _
c) lim (vn+3) o (hm vn+3) a [lim(vn+3) “\ot/) ( oo) =%

Pag. 101

219.
a)lim 2n —n3) =

=lim [#(2 - 7)) =+ x (—x) =—

2n%4+n+l

b) lim

”
= lim (ziﬁhl):lim (2n+1+1) =oo 140 = oo
H H "

I

220.
. 2=’ +5n% e
a)llm—— =
2
_ . 2-n®+50% 1., 3 2y _ 1. 3(2 5\]_1 _ _
—llmT—Ehm(Z—n +5n)—211m[n (n3 1+n)]—2x[+oox(0 14+0)]=—-
. 2w —nt 4l
b) lim " n2 =
1+n
32_l+i Z_li
=11mn( 1”1"3)=11m 1"1"3—%=+00
n(5+7) =t O
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2 2
. (2—3n) ®
¢) im-——F-=
1+2n
. a-tznton? . n3(o5-249)
lim————=1i T
1+2n n2(ﬁ+z

d)hn{n3—(n2+1f}_=

=1im[n3—n4—2n2—1]=lim[n4(%—1—%——)]=+00><(0—1—0—0)=—oo

n2 1 ox0
e) lim X =
1+n 2-3n

2
=1i lim
2
= lim

m-——m——-= —_—
(1+n)(2-3n) —-3n2-n+2

1
n4

n2

n

0

. 14+n>°

f) Iim———=
) lim 3

2n+3
B n(2n+3)
M) T

n2(-3-2+%) = lim -3

g) Tem-se ¥vn =50, |50 —n| =n — 50, pelo que

I 3n|50-n| ~~ 3n(n—-50)
Moz - Moz yr T
. 3n*=150n =
=lim————=
2n° +1
nz(S—E) 3- 20 -

:limnz(2 i)zlim 22:

+n2

h) Tem-se Vn >50, |50—-n|=n—-50e Vn€eN,|3n+ 5| =3n+5, pelo que

|50—n|+|3n+5|_1_

fim 2n+1
. 4n—45~
=lim =
2n+1
L

5=

n—50+3n+5_

2n+1
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221.
a) lim (\/§)n = +o00 | tem-se: V3 > 1

b) lim % =lim (2 x7™) =2x1lim (7") =2 X (+0) = 4 | tem-se: §> 1

n

c) lim 3Z+1 = lims‘:—:n = lim [3 X G)n] =3 Xxlim G)n =3xXx0=0 |[tem-se: z< 1

N L . 47lxan .1 AN 1. (4\" 1 4
d) lim = lim = lim [— X (—) ] ==X lim (—) ==X (40) =40 |tem-se: —=>1
T T 4 b 4 T 4 T
) lim 2" _ lim @) _ lim 8" lim (S)n =0 | tem-se: f<1
€ 32n @B on 9) "9
. 4™ . 4m . 4M . 4n
f) lim e = Im e = Im s = im 4n[3x(i)"+2] a
4
. 1 1 3
= lim T = == | tem-se: =< 1
3X(_) 42 3x0+2 2 4

B i 22— 22 (4 2) i [+ (3] -

. n*» o\t 1 1
=11m(§) +11m(5) =04+0=0 |tem-se:§<1e5<1
. 2™x3" .. e 11
h) lim *°_ — lim =lim=-=-
2x67 2X6M7 2 2
. 3n . n . . 1 1
i) lim Xn = lim — = lim > =lim +—=—; = | tem-se: 6 >1
zte z+e 6" (6_71 ) 6™ men "1
1 1
ST T o 1
e

n
j) lim (21 — 37" = lim [szn—(g) ]=2><(+oo)—0:+oo | tem-se: 2>1 e 1< 1

k) lim (271 — 3% = lim (2 x 2" — 3" = lim [3" (2% (2)" - 1)] =

=+ X (2x0—1)=—oo | tem-se: 2>1 e <1

1
I) lim 2n =1lim V2 =1
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222.limun=limaJr2 =lim(a +— )=lim(a T )=lim[

n+2

2 [+

Tem-se:

22x2M  22x2m

a

a . . 1. n 1
® Se o> 1,ouseja,se a>2 vem limu, =lem [(—) +1] =% [(+0) + 1]

2
2m42m

a . . . .
e Se 5= 1,ouseja,se a =2 vem limu, =lim lim

n
o Se 0<§<1,ouseja,se 0<a<?2vem “mun:i“m [(“) +1]

Entdo, (u,) é convergente se e sése a €]0,2].

223. Tem-se:
C 3+2n+1 ,
un:2(2k+1)=Txn=n +2n
k=1
2 2 n?(2+2 242
Ento, lim =2 = lim = 2+2n = lim 2222 = |im ( ’11) =lim—% = 20
vn n?+1 n2+1 n2(1+_) 14— 1+0
2 n n
224,
a) im—=
n
—1 %_1 "V lim v = +oo
b)lim——=—=10
2n+n + oo

c)lim(Z—n—\/ﬁ):Z—oo—oo:—oo

. +
d) lim
2n+1
5 5
N A AN L s SN e
= lim ~ = lim—~—= ==

f) lim(n —\/nz +1)M:O

— lim (n-vn2+1)(n+Vn?+1) — lim n?-(n?+1) _ li n?-n

im 1l im—L =
n+vn2+1 n+vn2+1 n+vn2+1 n+vn2+1
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+00—00

g) lim(\/;—n) =

(\/_ n)(\/_+n) lim n-n? lim n(l-n) _ lim in _1-o o _
Vntn Vn n(%+1) N \/%+1 N =+ o1
, +1 e
h) lim n— =
\/nz +1-—
n+1 n(1+ 1+; 140 11

= lim

= lim = = = —
F_ +_ +
n[1+ (/ +_2_1) J FER Vitof-1  1*-1 0
n n

= lim

" n+n-3n*
j) im| ———— | =
1-2n
1 i 1

R n( Ha 3) - T3 yivo-3 | 2

= lim = lim T = lim-—= = =—=1
1-2n n(:-2) 1o 0-2 —2
n n
2 27

) (10—n) -n| =

k) lim =
n—1

. |10-n|-
= lim! 2:_|1n (tem-se Vn =10, |[10—n|=n—10)

. n-10-n -10 10
=1 1 ——=

2n—1 2n—1 +00
Pag. 102
225.
__ 5n+5+k  Sn+k _ 5n®+10n+5n+10+nk+2k—(5n?+15n+kn+3k) 10—k

a) Upyr — Uy = n+3  n+z (m+3)(n+2) T (n+3)(n+2)

Portanto, a sucessdo é crescenteseesdse 10 —k > 0, ouseja,seesdse k €] —0,10][ .

2 2
b)lim—"n+u"=lim MU im 1+ %=
n n? n?

=\/1+1imi—2=\/1+lim%=\/1+0=1

5n+k

lim<1 +nn—+;> = [1+1lim2E =

n3+2n2
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226. Tem-se:
1+#

X1 .

) ' . omn+n

lim #,=1lim ——=lim =
H 2t 2

Portanto, (u,) é convergente.

227.
a) Tem-se:

1
{n 1 se n éimpar _|— se n éimpar

u, =nV" =
n se n épar

n se n épar
~ , . 1 .
Entdo, para qualquer § > 0, todos os termos de ordem impar e maior do que 5 sdo valores

aproximados de 0 com erro inferiora ¢ .
b) Para qualquer L > 0, todos os termos de ordem par e maior do que L sdo maiores de que L .

c) Do que se mostrou nas alineas anteriores decorre imediatamente que a sucessdo ndo tem limite,
quer finito, quer infinito.

228
a)
1
1 1 11 1
w3k -1)
: i i+1 1 2 2
i=1
_2(1 1)_(1 1 (1 1)_1 11 2
R A VA RV R I I
i=

-0

Pode conjeturar-se que u, = —.
n+1

==
|
N|
S ~— ——
+
A/
N =
|
[SSAEY
N———
+
/
W] =
|
S
N———
|
w| N
+
[SSAIT
|
SN
Il
S w

b)
: : 1 , s 53 ;
Para n =1, obtém-se u, =7 » que & uma proposicio verdadeira.

7 ., . -
Suponhamos que Uy = (hipotese de indugio).
n

n+l il
1 1) $(1 1 L e
1‘{n+|'__21(7_1'+’|>—,‘-21(1. i+1>+<n+1 7’1+2>*

_n+1_1___1_n+1
T n+l n+l n+2 0 n+2 n+2

A condicio é valida para 7 =1 e é hereditaria, logo é universal em IN

. . n
Tem-se limu, =lim—=1.
n+1
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c)
A sucessdo € limitada, dado que é conver gente. ]
Dado que a sucessio é crescente, que 0 primeiro termo é 5 &aQue tem

limite igual a 1, concluimos que o conjunto dos minorantes

é ]—oc, —H e o conjunto dos majorantes é [1, —x[

Un Un+1
= —

229. Tem-se Upyq = o "
n

1 , ~ -
=3 ,Vn € N, pelo que (u,) € uma progressdo geométrica de
. 1
razdo igual a T
n\n-1 n\n-1
Como u; = —8,tem-se u, = —8 X (Z) e, portanto, limu, = lim [—8 X (Z) ] =-8x0=0

(vy,) é asucessdo cujo termo de ordem n é igual a soma dos n primeiros termos de (u,,) ; portanto,

4 4
e vy =[x (1= ()] =~ [1- (| -~ 10 -2
230.
a)

Para n=1, obtém-se #, > 1, que é uma proposi¢io verdadeira, pois u, =4
Suponhamos que #, > 1 (hipdtese de inducao).

1+u l+2, 1+1 . 1+u
e ———Z—" ; dado que #, > 1, tem-se ~>——, ou seja, g

Portanto, #,>1 = u,.,>1

1" S |

A condicio é valida para # =1 e é hereditéria, logo € universal em IN

b)

1+u, 1—u
2 T2 __

Dado que #,> 1, conclui-se que V&N, u,,, —u, <0

n

Uy — U, =

Portanto, a sucessio (u,) é decrescente.

c) A sucessao é decrescente e minorada, logo é convergente; seja k € R, o limite da sucessdao. Tem-se:
1+u 1+ limu,

limun+1=1ian<:>limun+1=T<:>k=T(:)2k=1+k(:)k=1

Entdo, limu, =1.
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231. Seja [, a medida do comprimento do lado do quadrado de ordem n.

. . l
Tal como a figura ao lado pretende ilustrar, tem-se [,,,; = V2 (?") ,
V2

—

o

ouseja, 1 = > L.

Seja P, a medida do perimetro do quadrado de ordem n .

Tem-se Py =41, =4X (\/2—E ln) = \/75 X (41ly) = \/72 P, , pelo

n+ll

Iul_—:“‘
—

. = . . V2
que (B,) é uma progressdo geométrica de razdo igual a 5

A soma dos perimetros de todos os quadrados é, portanto, igual a

lim |P; x — 2~

2
=5
Como o perimetro do quadrado exterior é iguala 16, tem-se:

"
. - (7) 1-0 _ 16 32 32(24v2) 32(2+v2)
lim 16 x =7 =16 X =57 = B A O T R =16(2+v2) =

2 2

=32+ 16V2

232. Tem-se, de acordo com a sugestdo: 0, (36) é igual a soma de todos os termos da progressdo

. . | S .
geométrica cuja razao é Tog © cujo primeiro termo é 0,36.

100 36 _ 4

1- ()" _
Ora, S =1limS, = lim [0,36 X M] = 0,36 X 5> = 0,36 X =
1 - 99 99 11

“100 100

233.

Tem-se v,=(—1)"x{—k)" . A sucessio definida
por (—k)" & uma sucessio da familia das suces-
soes definidas por @7, com a € |0, 1[ , que ja
sabemos que tem limite igual a 0.

A sucessio definida por (—1)" ¢é limitada e,
portanto, a sucessao (v,) tende para 0 porque
¢ o produto de uma sucessdo limitada por ou-
tra que tende para 0.
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+ Exercicios Propostos

Pag. 103

234. Opgao (D)
Tem-se A=1{1,2,3,4,5,6,10,12,15,20,30,60}, peloque AN B ={2,3,5}.
Entdo, o conjunto dos majorantes de A N B é o intervalo [5,+oo].

235. Opcao (C)

Tem-se:

® A ndotem mdximo e o minimode A é2.

® B =[3,400[, peloque B ndotem maximo e o minimode B é 3.

236. Opcao (D)

Tem-se {x € [0, m]:senx < %} = [O,E[U]S?n,n] , pelo que A :]5_”

- , 7] ; portanto, A ndo tem

minimo e o maximode A é m.

237. Opgao (D)

Os termos de (a,) sdo todos impares, pelo que o nimero n3o é termo de (a,,) .
Nenhum quadrado perfeito termina em 2, pelo que o nimero ndo é termo de (b,,) .
Os termos de (c,,) sdo todos multiplos de 3, pelo que o nimero ndo é termo de (c,) .
O nimero é termo de (d,) : é o termo cuja ordem é igual ao quadrado do niumero.

238. Opcao (D)

A sucessdo ndo é majorada pois, para n par, ela é a restricdo, ao conjunto dos numeros naturais
pares, da fungdo de varidvel real definida por f(x) = x..

A sucessdo ndo é minorada pois, para n impar, ela é a restricdo, ao conjunto dos numeros naturais

impares, da fungdo de variavel real definida por f(x) = —x?2.

Pag. 104

239. Opgao (A)
Dadoque Vn €N, u, <0, tem-se Vn € N, % <l VneN, u,.q > u,,peloque (u,) é

n

crescente.
Como (u,) écrescente, Vn €N, u, = u, .
Portanto, Vn €N, u; <u, <0.

202 Fotocopiavel © Texto | MVT 11



240. Opcao (D)
r=u,—uz;=12-16 = -4
Uz =u,+rele=u, -4 u, =20

241. Opcao (C)
Tem-se uy +up=16=u; + @, +9r) =16 © 2u; +9r = 16.
Ora, us+ug = (uy +4r) + (uy + 5r) = 2uy + 9r, pelo que se tem us + ug = 16.

242. Opcao (B)

Tem-se u, =u, Xr*?o54=6xr’=r’=9<r=-3vr=3
Como a progressao é nao mondtona, tem-se r = —3 .
uZ:u1XT@6:u1X(—3)@u1:_2

243. Opcao (C)

1-7r5 1-25 1-32
55:11.1)(?:1{1)(—_

244. Opgao (D)
(u,) € aprogressdo aritmética de razdo 5 e cujo primeiro termo é —3 .
Portanto, uyp9; = Uy + (1001 — 1) X r = —3 + 5000 = 4997 .

Pag. 105

245. Opgao (C)
lim (1+ 3 )=1+i=1+0=1

4an+5 +oo

246. Opgao (B)
(u,,) tende para +oo

247. Opcao (C)

Toda a sucessdo convergente é limitada, mas pode ndo ser mondtona, como, por exemplo, a

. 1
sucessdo de termo geral (—1)" X .

248. Opgao (A)

1+(%)n _ 140 1
1+(§)" T 1+(+0) 400

=0

lim
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249. Opcao (C)

Tem-se:

A sucessdo de termo geral 9 — 2n é decrescente e tende para —oo.
A sucessdo de termo geral 2n — 9 é crescente e tende para +oo.

~ 2,
A sucessdo de termo geral 9 — — €écrescente e tende para 9.

~ 2
A sucessdo de termo geral 9 + ~ € decrescente e tende para 9.

250. Opcao (D)
Como a razdo da progressao é positiva, a progressao é crescente e tende para +oo.

251. Opgao (B)
Como a razdo da progressdo pertence a ]0,1[, os valores absolutos dos termos da sucessdo sdo

cada vez menores e tendem para 0.

252. Opcao (C)

Como a sucessdo tem limite 1, existem infinitos termos da sucessdo que pertencema V1 (1), ou
24

. . s oe ~ ~ . 1
seja, existem infinitos termos da sucessao que sao maiores do que 72"

Pag. 106

253,

a) Conj. dos majorantes: [10, +%[ ; conj. dos minorantes: |-, 2] ;
maximo: 10 ; minimo: 2.

b) Nio é majorado; conj. dos minorantes: |-, 37| ; ndo tem maximo;
minimo: 37.

c) Conj. dos majorantes: [6, +%[ ; nao é minorado; maximo: 6;
nio tem minimo.

d) Conj. dos majorantes: |6, +=[ ; conj. dos minorantes: |-=, 2] ;
mAximo: 6; nao tem minimo.

e) Conj. dos majorantes: [4, +2[ ; conj, dos minorantes: ]—=, 1] ;
maximo: 4 ; minimo: 1.

f) Conj. dos majorantes: l'\/Z, +0~‘[ 3 conj. dos minorantes: ]—fﬁ, —\/E] ;

ndao tem maximo nem minimo.
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254,
a)Tem-se: x> <25x = x3-25x < 0= x(x2—-25) <0
Resolvamos esta inequagdo com o auxilio de uma tabela.

—o00 -5 0 5 +0o
X - = — 0 + + |+
x? —25 +| 0 — — — 0 |+
x(x? —25) -1 0 + 0 - 0 |+
Portanto, A =] — o, —5] U [0,5] .
b) O conjunto dos majorantes de A é [5,+o0].
c)ANnB =]0,5] ,peloque o maximode ANB é5.
d) O minimode AN B é0.
255,
a) aizzx 1+3=5 e am_-2><10+3—23
1 1 10 10
b =1=1H3 —_— i e—— b — -1m>< =T
o=t xg=-7 ° =T T
€) ¢;=3%x1+2=5 e ¢,=10+5=15
256.
n
A
b) n?
c2"—-1
257.
3x1+425 28 3x2+425 31 3x3+25 34
au, = =5, U= =— e Uz = ==
142 3 242 4 3+2 5
bju,=4¢< 3::;5 =4S 3n+25=4n+8 & n =17 ; portanto, 4 é o décimo sétimo termo de
(un) -
) . _ 3(n+1)+25 3n+25 _ 3n+28 3n+25 _ 3n°+28n+6n+56—(3n*+25n+9n+75) -19
OUnt1 —Un =002~ 7z n+s niz (m+3)(n+2) = +3)(n+2)

Entdo, como, para todo o natural n, u,,; —u, < 0, conclui-se que (u,) é decrescente.

3n+25
n+2

du, >3 >3 3n+25>3n+ 6 < 25> 6, que é uma proposicdo verdadeira, pelo

que, para todo o natural n, u, > 3.
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e) A sucessdo é decrescente, pelo que o primei-
ro termo & majorante da sucessdo. Portanto,
a sucessao € majorada,
Por outro lado, como Vn € IN, #, > 3,
a sucessao é minorada (3 é minorante).
Como a sucessdo ¢ minorada e é majorada,
podemos concluir que a sucessio é limitada.

3n+25
n+2
Portanto, ha 187 termos superiores a 3,1.

fu, > 3,1

>31<3n+25>3,1n+6,2 = —0,1n > —-18,8 = n < 188

258.

Toda a sucessao de termos positivos é minora-
da {0 é minorante).

Por outro lado, como Y2 €N ,u, >0, vem:

i::-4<:>3)4u = on <=
u " n 4

"

g 3.
Portanto, a sucessao é majorada (E & majorante |.

Como a sucessao ¢ minorada e € majorada,
podemos concluir que a sucessao é limitada.

Pag. 107

259.

Para n =1 obtém-se uma proposigio verda-
deira,pois 22*'-3x 1+8=4-3+8=9 9
¢ maltiplo de 9.

Hipotese de indugao:
2 — 3n+ 8 é maltiplo de 9

Tese de inducao:
21— Jm+ 1)+ 8 & maltplo de 9

Demonstragao:

2+ — 3+ 1)+ 8=
=222 _3p-3+8=
=2¥x2'-3n-3+8=
=2Mx4-3n-3+8=

=22 x(3+1)=3n-3+8=
=2Mx3+2-3n-3+8=
=22 -3n+8+2"x3-3=
=2M—3n+8+3x(2¥-1)=
=22—3n+8+3x(4°-1)

Por hipétese de indugdo, 2% — 3n+ 8 é milti-
plo de 9.

Por outro lado, tendo em conta que 4" — 1 ¢é
miltiplo de 3, vem que 3 x (47— 1) é maltiplo
de 9.

Como a soma de dois maltiplos de 9 é um ni-
mero miltiplo de 9, estd provado que

22— 3n+8+3x(4"— 1) é maltplo de 9.
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260.

Para n=1, tem-se:
1

Z 1 1
i-1(E+10E+2) 2x1+4
1 1 1

— Ix3 2+4 0 Ix3 244 - maprope
sicio verdadeira.

Hipatese de indugio:

S 1 M
e=1(E+1Mk+2) 2m+4
Tese de indugio:
31 m+1
e-1(k+1)(k+2) 2n+6

Dfmunsrragio:
1
E[k+1}:k+zl_
1 1
o (TFTT TP TR ey
_H 1
“In+4 mt2)n+3)
o B o 1
2n+2) in+2lin+3)
_ min+3) 2 N
“2n+2)n+3) An+Dn+3)
_ omt+3m+l
T 2n+2)in+3)
B (m+1Mn+2) B
T 2n+2)n+3)
_ n+l1
S 2m+3)
m+1
T In+6

261.
Para n=1, tem-se:
;=22-3=4-3=1 ¢ u;=1 ¢ uma propo-
sigdo verdadeira.
Hipotese de mndugio:
u =2m1-3
Tese de indugio:
My, = I+l _ 3
Demonstragio:
# ,=2u +3=
=2x (2" -3)+3=
=2xdmtl 64+ 3=
% 2::1-1_ 3

Fotocopiavel © Texto | MVT 11

207



262.

w2 2 o,
u;+3 243 5 T uy,+3 §+3

a)Tem-se: u; =2; u, =

b) Para #=1,tem-se:
u, >0 2>0 e 2>0 ¢&uma proposicao verdadeira.
Hipétese de indugao: 2, > 0
Tese de indugio: #u,, , >0

Demonstracao:
u>0—=>u+3>0 =

u,

=0 =¥ #W... 50

1
u,+3 e

c) A sucessdo € decrescenteseesose V€N, #,, <u,

Ora, para qualquer nimero natural # , tem-se:

u
Wi 5ot 5 5 _:3<u,, Su, <ul+3u, & uwi+2u,>0,0

que ¢é verdade, pois Vu# € IN,u, >0

n

d) A sucessio é decrescente, pelo que o primeiro termo é majorante da sucessao.

Portanto, a sucessao é majorada.

263. Designemos a progressdo por (a,) .
Tem-se:
as=a,+@4-1)xre21=6+3rsr=5
a,=6+n—-1)x5<a,=5n+1

101 =5n+1<n=20

Portanto, 101 é o vigésimo termo de (a,) .

264. Designemos a progressdo por (b,,) .

Tem-se:

r=b,—b; =89—-93=—4,peloquesetem b, =93+ (n—1) X (—4) & b, = —4n+97.
Determinemos quantos s3o os termos positivos da progressao:

97
bn>0<:>—4n+97>04:>n<7<:>n<24,25@n§24

Os Unicos termos positivos da progressao sdo os vinte e quatro primeiros. Determinemos a sua soma:

bi+by 93+1

b,y = —4x24+97 =1 e, portanto, Sy, = X 24 = — X 24 =1128.
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265. Designemos a progressdo por (cp) .
S,0 = 185

- . 91
Uma condig¢do que traduz o problema é {Szo — 670

c1+c1o _
Or,{510=185 { 2 Xlo_185@{6‘1"‘6‘10=37@{C1+C1+9T‘=37

Szo =670 < C1+C20 X 20 =670 C1 + Cro = 67 C1 + 1 + 19r = 67 <
2
<=>{2C1+9T=37 (:){—201—97‘:—37 (:){101”:30 (:){r= 3 -
2¢4 + 197 = 67 2¢q + 197 = 67 2¢1 + 197 = 67 2¢;1 +19%x3 =67

(:){r=3 (:){r=3
2C1=10 C1=5

Entdo, tem-se c3g =¢; +29Xr=5+29%x3=92.

266. Designemos a progressao por (u,,) .
Tem-se S;=u;=3-2=1¢e S=uu+tu, o 12-4=1+tu, o u, =7
Entdo, r=u, —u; =7—1=6,peloque u, =1+ (n—1)xX6,0useja, u, =6nm—>5.

Pag. 108

267. Designemos por f,, o numero de lugares da fila de ordem n da sala.
(f,) € aprogressdo aritmética cujo primeiro termo é 20 e cuja razdo é 2.
O numero total de lugares da sala é igual a S,q .

Tem-se foe = f; +25 X7 =20 +25x 2 =70, pelo que S, =126 x 26 = 2

2

7% % 26 = 1170.

268. Designemos a progressdo por (a,) .

Tem-se:
rz%z%gz 3, peloquesetem a;; = a; xrt’~t =6 x 31 = 258 280 326 .
1

269. Designemos a progressado por (v,) .

9-7

Como vg = vy XT e vy = v, X 2, tem-se % = 2, pelo que, como a razdo ndo pode ser

negativa dado que todos os termos da progress3o s3o positivos, se tem r = /2 .

Entao, vem:
1-1r12 12" 63x(1-2 63x(1-/2
Sip = Uy X — @63=v1xL@v1=Lp=> 1=M=>
1-r 1-/2 12 1-26
63x(1-v2)
=V =_—63@U1=—(1—V2)@U1= V2 —1
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270. Designemos por @, a quantia que se tem ao fim de n anos e designemos por @ a quantia que
é investida.

Tem-se q, =Q x 1,03™.

Uma condigdo que traduz o problema é g4, = 2000 .

Ora qqo = 2000 < Q x 1,030 = 2000 < Q = 22

= To310 & portanto, @ ~ 1488,19 euros.

271.
a) No final de 2025 passaram 25 anos desde o inicio de 2001. Entdo, nessa altura, os 1000 euros
investidos no inicio de 2001 valem 1000 x 1,04%°, ou seja, 2665,84 euros.

b) Os valores investidos nos dois primeiros anos valem 1000 X 1,0425 + 1000 x 1,04%%, ou seja,
5229,14 euros.

c) 1000 x 1,04%% 4+ 1000 x 1,04%* 4+ 1000 x 1,04%3 + -+ + 1000 x 1,042 + 1000 x 1,04 =
— 25
= 1000 (1,04° + 1,04%* + 1,047 + -+ 1,04% + 1,04') = 1000 x (1,04 x 22— =

1-1,04
soma dos 25 primeiros termos da prog. geom. cujo ’
primeiro termo é 1,04 e cuja razio é 1,04

_ 25
= 1040 x - _10‘;‘; = —26 000 x (1 — 1,0425) , ou seja, 43 311,74 euros.
272.
a)limZ*e=2->
2n+5 2
2 f 7 3 7

. +3n+7 > 1+t —t+—

b) limZ—— 2 im 205) Tt _ Ly
—n n?(5-1) v ot S

im— f1' . I i
) fim 3 +5n+1 " n2(14+5) i T T

. 23n—-6= 23-2 23-¢
d) lim gn =i n(zn):limZ"—Z?’—

n’+3n nn2?+3) n?+3 +00

. Iin . Iin
e)lim /m— llmm—\/g—3

‘ 44 2417 nfary 4+
f) lim——=lim—— = lim*—~ =2 =1

IM+3 n(2+2) 242

. 1-7n = =- A

g) lim =limn(" )=lim" =Z=—7
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4n—-6

Jn2+5n+3n n( /1+§+3> 14343 13

h) lim

a1 / N e I [ (n)’-(nr1)’ . n-(n+1) _
i) llm(J__ ””) = lim NoFSersT lim = s = lim s =

— -1 _~l_p
=AM T te

I > _ (VnZ+1-n)(VnZ+1 +n) (\/n2+1)2—n2 . n?+1-n?
) hm(‘“’ +1 ”) = lim— i et ~ I e, =

o2 B 2"(1- 5 1-
k)hmzn = lim n(( zin)):hm :in_£:1

. 6"+ n 6"(1+ -5 n o1+
1) lim :11m6+7=1im(—+63)=1im (9) x & —gx 0
37 +1 5 1+

00—00

m) lim(2"' =3") = lim 3" (2:2 - 1) = lim [3n (2 x @n - 1)] —+ox(2%X0—1)= -
Temse; San e s

senn , ~ ;. ~ ..
Ora, Tmey €0 termo geral de uma sucessdo que é igual ao produto de uma sucessao limitada

(a sucessdo de termo geral senn ) por uma sucessao com limite igual a zero (a sucessdo de termo

1 .
2n+7 "’ 2n+7
~ . 6n+senn . senn 6
Entdo, lim———— = lim + lim =-4+0=3
2n+7 2n+7 2n+7 2
—_1\n
3,.(_1\n n3 1+( ) 1+ (Gt Vi
. n +( 1) . n3 . n3
o) lim =1i =— = lim L
n3+5n? n3(1+2) 142
n n
(= )”

Ora,

é o termo geral de uma sucessado que é igual ao produto de uma sucessao limitada

(a sucessdo de termo geral (—1)™) por uma sucessdo com limite igual a zero (a sucessdo de termo
(- 1)"

geral ) pelo que lim =0.
(G0l
3 n 1+ ——
~ . ni+ (-1 . 3 1+0
Entdo, hm—) =lim—&—=—=
n3+5n2 142 140
n
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n? cos (n+1) i ncos (n+1) i ncos (n+1) i cos (n+1)

Vn3+3n
Vn3+3n ,n2n+ n/n+— n+—

cos (n+1) ~ . ~ 1
Ora, ﬁ é o termo geral de uma sucessdo que € igual ao produto de uma sucessao limitada
n+>

p) lim————

(a sucessdo de termo geral cos (n+ 1)) por uma sucessdo com limite igual a zero (a sucessdo de

1 n?cos (n+1 . cos (n+1

termo geral —=), pelo que llm—( ) — lim cos (nt1) _ 0.
3 nvn3+3n 3
n+z n+;

273.
a)

D¢ acordo com a definigio, temos de pro-
var que, para todo o L > 0 | existe uma
ordem p tal que:

YnEMNnzp = u,>L

Seja, entdo, L > 0, gualquer. Tem-se:

u>L & n-6>L — n}L;‘S
Portanto, n'}% = wu,>L.

L+6

3
Tem-se, entio, para qualquer »  natural,
nzp = u >L.

Seja p um namero natural tal que p >

b)

De acordo com a definigdo, temos de pro-
var que, para todo o L > () | existe uma
ordem p tal que:

VnEN,nzp = u <-L
Scja, entdo, L >0, qualguer. Tem-se:
u,<-L & 1-n<-L & n>L+1
Portanto, n>L+1 = u_<-L.
Scja poum numero natural tal que p>L+1.

Tem-sc, entio, para qualquer » natural,
nEp = u,<-L.
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c) De acordo com a definigdo, temos de provar que, paratodoo § > 0, existe uma ordem p tal
que:
ViEN, n2p = |u,—3|<8

Seja, entdo, &> 0, qualquer.

Tem-se:
3n+ : 3n+1-3n-6|
|u,-3|<8 < 3"J"—.a'<b = LL—,«, =
n+2 n+2
= _5‘<6¢> <5<—_—>5<nz§+25<::>n>5_2E5
n+2 n+2 9
Portanto, n>5_26 = |u,,—3|<8

5=28

Seja p um numero natural tal que p >

Tem-se, entdo, para qualquer # natural, n>p = |z4,,—3|<8

Pag. 109

274.

. b
a) u, édaforma % comcn+d+0,YyneN e c+ 0, peloque se tem:

. . 4n+3 4
limu, =lim—=-=
2n—1 2

b) Da alinea anterior, conclui-se que (u,) é uma sucessdo convergente, pelo que é limitada.

_ 4m+1)+3  4n+3 _ 4n+7  4n+3 _ 8n+14n—4n—7—(8n’+4n+6n+3)

) Upt1 — Up

T 2(n+1)-1 2n-1  2n+1  2n-1 (2n+1)(2n-1)
_ 8n?+14n—4n—-7-8n?-4n—-6n-3 _ —10
- (2n+1)(2n-1) T 4n2-1
-10
Como g < 0,vn €N, tem-se up; 1 —u, <0,Yn €N, pelo que uyq <u,, Vn €N

Portanto (u,) é decrescente.

d)u, < 2,0001 < ‘Z*Zji < 2,0001 & 4n+3<2,00012n—1) <

S 4n+ 3 <4,0002n — 2,0001 & 4n —4,0002n < -3 — 2,0001 <
& —0,0002n < —5,0001 & n > =58 < n > 25 000,5
Portanto, tem-se u,, < 2,0001 a partir da ordem 25 001 inclusive .

275.
~ . . b ,
a) Qualquer sucessdo cujo termo geral seja da forma a + —, com b > 0, é decrescente e tem

limite iguala a .
Entdo, para que a sucessdo seja decrescente, tenha limite 5 e o primeiro temo seja 8 , basta

. ~ 3
considerar, por exemplo, a sucessdo de termo geral 5 + e
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~ . . b . -
b) Qualquer sucessdo cujo termo geral seja da forma a + —, com b < 0, é crescente e tem limite

iguala a.
Entdo, para que a sucessdo seja crescente, tenha limite 6 e o primeiro temo seja 5, basta considerar,

~ 1
por exemplo, a sucessdo de termo geral 6 — .

. - —1)n
c) Basta considerar, por exemplo, a sucessdo de termo geral 3 + ¢ n)

d) Basta considerar, por exemplo, a sucessao de termo geral n .

e) Basta considerar, por exemplo, a sucessdo de termo geral —n .

f) Basta considerar, por exemplo, a sucessdo de termo geral n + (—1)™.
g) Basta considerar, por exemplo, a sucessdo de termo geral —n + (—1)™.

h) Basta considerar, por exemplo, a sucessdo de termo geral (—1)".

, N ~ Y S , 1
276. (u,) éasomados n primeiros termos da progressdo geométrica cujo primeiro termo é e

Xl—@nzlxl—@nzlx[1_(1)”]_

1
—= 3 2 3
13

W=

. - !
cuja razdo também é 3 pelo que se tem u, =

W | N

Entdo, limu, = % X lim [1 — G)n] = % X(1-0)=

1
2"

277.
a) u,=\2u; +3=v2x11+3=+25=5

b)
Para n=1,tem-se: #, >3 <= 11>3 e
11> 3 ¢é uma proposi¢io verdadeira.

Hipétese de indugio: u, > 3
Tese de indugao: #,,, >3
Demonstragao:

u,>3 = 2u,>6 > 2u +3>9 =
= V2, +3>V9 = u

>3

n+l
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c)

A sucessao é decrescente se e s se Vn € IN,
u, <.

Para n=1, tem-se: u, <u, &< § <11
e 5< 11 éuma proposi¢ao verdadeira.

Hipétese de indugdo: u,, , <u,
Tese de indugdo: u, ,,<u,
Demonstragao:

w, <u, = 2, ,<2u, =

a1

= 2u,,,+3<2u,+3 =

n+1

= \/Zu,,+1 +3 < Viu,, +3 =

= u, ,<u

ntl

d) Como a sucessdo é decrescente, u, < u,,v¥n € N, peloque u, <11,vn e N.
Por outro lado, u,, > 3,vn € N.
Portanto, 3 <u, < 11,vn € N, pelo que a sucessdo é limitada e, por isso, é convergente.

e) Seja k € R o limitede (u,), cuja existéncia esta garantida na alinea anterior.
Tem-se limu, = lim\/2u, + 3 = \/2limu, + 3, pelo que se tem k =2k +3.
k=VZk+3=k?=2k+3ok?-2k-3=0k="""L o k=—-1vk=3

Como u, >3,vn € N, limu, ndo pode seriguala —1; portanto, limu, = 3.

278. A figura seguinte ilustra um contraexemplo: para qualquer L > 0, existem infinitos termos de
(a,) maiores do que L, mas (a,) ndo tende para 4+, pois ndo é verdade que, para qualquer
L > 0, exista uma ordem, a partir da qual, todos os termos de (a,,) sejam superioresa L.

—n se n éimpar

-se: = (— n)( = ,
Tem-se: a, = (—-1)" Xn {n se n épar
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279.
Seja L>0.

Se (#,) ndo é majorada, ndo tem majorantes.
Em particular, L. nao é majorante de () .

Portanto, existe nesta sucessao pelo menos
um termo maior do que L . Designemos
esse termo por #, . Como (#,) € crescente,
todos os termos de ordem superior a p sdo
maiores do que #, , sendo, portanto, maio-
res do que L . Tem-se, assim, para qualquer
n natural, n2p = u, > 1,

Pag. 110

280.
a)

A sucessdo € constante se e sO se, para todo o numero natural #, #_ =u

n+1 n
Tem-se, entdo:
3u,, =2u+1 & 3i,=2u, +1 & u,=1

Portanto, fazendo #, =1, tem-se, Vn € IN, u, =1

n

b;) (v,,) é uma progressdo geométrica ndo identicamente nula se e so se, para todo o nimero

Un

natural n, v—“ =k, emque k é um nimero real.
n
~ . VU3 vz
Entdo, em particular, tem que se ter: o=
2 1

Determinemos h de modo que esta condicdo se verifique e, em seguida, confirmemos que, para
esse valor de h, asucessdo (v,) € uma progressdo geométrica.
2 1 2 1_5
Tem-se, 3uUpyq =2up+1 S Uy = 3Un + 3 pelo que, como u; = 2,vem u, = 3 X 2+ 353
2.5 1 _10 1 _ 13

U3 =-X-F+-=—+-=—,

3= 3 X3 351355

~ 5 13
Entdo, vy =u;—h=2-h, v2=u2—h=§—h e v3=u3—h=;—h

13 5
L e Lt AV
31 10 25 26 1 1

@—Fh+?h=?—?<=>—§h=—§<=>h=
Confirmemos que, para h =1, (v,,) é uma progressdo geométrica.
Upy1 =Uppqp — 1 = %un +§— 1= %un —§= %(un -1 = %vn ; estd confirmado.

. ~ - , ) S ,
b,) (v,) é a progressdo geométrica cuja razdo é 3 € cujo primeiro termo é 1, pelo que se tem

2 n—-1 N 2 n—-1
v, = (E) e, entdo,como v, =u, — 1, u, = (5) +1.
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ba) limS,, = 3 x lim |1~ (2)°

lims’, = lim [3x [1 = (2)°] + p| = 3 x1im[1 - (2)] +limp =3+ 00 = +0

281. Tem-se:
a;)

__unl'I—I 2'

]

=3x[1-0]=3

203 = —3
n+1 M,,+1+1 1<M+1
n

2 3
1)(143;-}-1 u,,+1_l u, —2u,+1
_2 u, _ 2u, 3 2u, N
1 14,2,+1+ u,z,+1+1 i+ 2u,+1
2 u, . Zu zu"

"

i w.—2u,+1 B (1Y B

ur21+2'un+ 1 (M,,+ 1)2

a,)
3 —“1_1_2_1=1
"Tu+1 241 3

Vamos provar por indugdo que w, = (l)

Para n=1, tem-se:

2

u,—1\
=uw,

u,+ 1

(3] ) -

Hipétese de indugio: w, = (l>

1

3

2"
Tese de indugido: w,, , = (—)
Demonstragao:
- ot=142
A3 3

an=T5ey 1y
) -6)

211.—1

3 - -

L
3

¢ uma proposi¢io verdadeira.

on 1

3
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Up—1

b) w,, =un+1<=>wn(un+1)=un—1(=>wnun+wn =u,—-lewuy,-u,=-1-w,
(1)21‘L+1
-1-w 1+w. 1+(3
sSuw,—-D=-1-w, e u, = Loy, = L  pelo que se tem u, = —¥%——
wp—1 1-wp 1_(1)2
3

c) Determinagdo de limu,, :

Comecemos por provar que a sucessdo (u,) tem os termos maiores do que 1 e é decrescente.
Vamos mostrar, por indugdo, que vn € N,u,, > 1.

Para n =1, vem u, >1 que é uma proposi¢do verdadeira pois 2>1 .

Hipdtese de indugdo: u, > 1

Tese de indugdo: u,.1 >1

Demonstragao:

U, >1<:>%Lun +MLJ>1©(””)2+1_2”,, >0< (u,—1)> >0, o que é verdade para todo o

natural n, pois, por hipotese, u, > 1.

n

Mostremos, agora, que é decrescente.

: P | PO T P S BN b U &
Tem-se u, un—z[unJruj M”_Zu 2”"_ 2 <0

n

Entdo, como é decrescente e é minorada, é convergente.

Ora, se limu, =a, tem-se a =%(a+l)c>a2 =1.

a

Como a sucessdo tem os termos positivos, tem-se a@ =1, ou seja, limu, = 1.

Determinagdo de limw,, :
un—l_limun—l_l—l_O_0
u, +1 limu,+1 1+1 2

limw, = lim
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282.

a;) Relativamente a figura ao lado, que pretende ilustrar a situacdo
descrita, seja 1, o comprimento do segmento de ordem n da
figura do enunciado.

Tem-se:

S DL

seng=r"—;1<=>7‘n+1—;X_Q‘:’TnH:\/Z—EX_P‘:’ O
@rn+1_§x%=)rn+1 %Xrn

. ~ o . | .
Portanto, (r,,) é a progressdo geométrica cuja razdo é - ecujo
primeiro termo é o comprimento do segmento [BC] da figura do

. . Vs
enunciado, ou seja, sen 3

w|=1

LS|

~ Vs
Entdo, tem-se S;op = sen 3 X

_ 1] _ 102343
—\/§><[1 210] 7 1024

a,) Relativamente a figura ao lado, que pretende ilustrar a
situagdo descrita, seja a,, o comprimento do arco de ordem
n da figura do enunciado.

P

Tem-se:
T —

a, = 3 X OR

T 0S -— 1 ==
co0s —-=— 0S==-XO0R

3 OR 2

T == 0w 1. = 1 T = 1
Ant1 —EXOS—EX(EXOR) —Ex(gxaR) =5 Xay
, o - . . . 1 (

Portanto, (a,) € a progressdo geométrica cuja razdo é e 2 S

. " . , . . . . Y
cujo primeiro termo é o comprimento do arco AB da figura do enunciado, ou seja, 3

110
1-(3) :le[l—i]—zn 1023 _ 341m

210 3

~ T
Entdo, tem-se S'jp ==X = 220 - )
3 3 71024 512

-1 3
2

az) lim S, = lim >

?xﬂ- :ﬁxlim[l—(l)n]=\/§><(1—0)=\/§

az) lim S’ = lim 2

xS < i1 - ()] = 210y =2
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b,) Tem-se, para qualquer « E]O,% [, e considerando as designagdes utilizadas em a,) :

1 1 1
tga==<0P=—">
opP tg a
T, A = T;
sen a = %1tz>rn+1=senaxOQ@rnH=sena><0P(:)rn+1=sena><tg"a =

S Ty =COS A X Ty

Portanto, (r,,) é a progressdo geométrica cuja razdo é cos a e cujo primeiro termo é o
comprimento do segmento [BC] da figura do enunciado, ou seja, sen « .

Entao, tem-se:

. . 1—(cos a)™ sen a .
lim Sn = lim [sen a X ] = X llm[l — (COS a')n] = |Tem—se, para qualquer @ €]0,2 [,
1-cos a 1-cos a 2
cos a €]0,1[, pelo que se tem, em
qualquer caso, lim (cos a)" =0
sen a sen a
=—x(1-0)=—
1-cos a 1-cos a

Vi . . ~ ™

b,) Tem-se, para qualquer « E]O'E [, e considerando as designagGes utilizadas em a;) :
a, = a X OR

ﬁ R -
cos a=0_—R<=>OS=cosax0R

- _ T -

an+1=ax05=§><(cos a X OR) = cos ax(;xOR)=cos a X a,
Portanto, (a,) € a progressdo geométrica cuja razdo é cos a e cujo primeiro termo é o

comprimento do arco AB da figura do enunciado, ou seja, « .

Entdo, tem-se:
1-(cos a)™
1—cos a

_ a . _ nl _— a _ _ a
] - 1-cos « X llm [1 (COS a) ] - 1-cos « X (1 0) - 1-cos a

limS’,, = lim [a X
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Tema 4 | Fungoes Reais de Variavel Real

Atividades «Sera que...?»

Pag. 8
; Pontos aderentes a um conjunto
a) Porexemplo: a, — % ; by — % D e 23;1
1 - n—1 in—1
b) Porexemplo: a,=1; b,="5—"; cn = 03?’1
¢) Porexemplo: a, = % L by = ? S = r:i

Nio existe nenhuina sucessdo de lermos em |0, 1] com limile 2, pois, para qualquer sucessio com limite 2,
cxistc uma ordem a partir da qual todos os tcrmos da sucessao pertencem, por cxemplo. a V4 5(2). pelo que
ndo pertencem a |0, 1].

Também ndo existe nenhuma sucessdo de termos em |0,1] com limite — 0.001. pois. para qualquer
sucessdo comn esle limile. existe uma ordem a partir da qual (odos 0s leros da sucessao perlencelnl. por

cxemplo. a V5 pooos ( — 0.001). pelo que ndo pertencem a |0, 1].

Também ndo existe nenhuma sucessdo de termos em ]0.1] com limite 1.000005. pois, para qualquer
sucessdo com este limite. existe uma ordem a partir da qual todos os termos da sucessao pertencem. por
exemplo, a Vjgoggo1 (1.000005), pelo que ndo pertencem a |0, 1].

Pag. 11

; Fungdes de variavel real e sucessées

=y
o)
o
2R
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n Un Iun)

1 3 )

2 2.5 4

3 2.33... | 3.66...

4 2.25 3.5

2 2.2 34

10 2.1 3.2 >
25 2,04 3.08 X
50 2,02 3.04

1 1 1
+00 2 3

. 1 : 1 ; 2
Tem-se: f(ur}:f(g‘i‘?):2(24—;)—1:3—? — 3

n Un Je[Ur‘)
1 1 1
2 1.5 2
3 | 1.66... | 2,.33...
4 1.75 2.5
5 1.8 2.6
10 1.9 2.8
25 1.96 2,92
50 1.98 2.96
! | |
+o0 2 3
Tem-se: f(v,) = f(2 -
n Wy f(u"n)
1 1 1
2 2,5 4
3 | 1.66... | 2.33.
4 2,25 3.5
5 1.8 2.6
10 2.1 3.2 »
25 1,96 2.92 0 *
20 2.02 3.04
| | |
+00 2 3
2% (—1)"
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n Un | g(un)
1 3 2

2 2.5 1.5
3 2.33... | 1.33.
4 2,25 1.25
5 2,2 1.2

! 1 |
+00 2 1
Tem-se: g(un) =g(2+%) =2+$—1= 1+% —1
n ’?n g('vn) Ay
1 1 3
2 1.5 3.5 g
3 1.66... | 3.66...
4 1.75 3.75
5 1.8 3.8
10 1.9 3.9 >
25 | 1.96 | 3.96 i
50 1.98 3.98
| l l
+oo 2 4
Tem-se: g(t‘n)zg(Q—%)ZZ—%—Zz_l—i — 4
n Wy, g(w,,)
1 1 3
2 2.0 1.5
3 1.66... 3.66...
4 2,25 1.25
5 1.8 3.8
10 2.1 1,1
25 1.96 3.96
50 2.02 1.02
1 |
+oC 2 Nio tem limite

—-1)" . a ..
Tem-se: g(w,) = 9(2 [ (T]> = . Esta sucessdo ndo tem limite.

( 1-L sen ¢ impar
4 n
l1+1; se n & par
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Pag.

Seja z,, uma sucessdo que tende para 2.
Tem-se: lim f(z,) =lim(2z, — 1) =lim(22,) —lim(1) =2lim(z,) —1=2x2-1=3

Portanto. nio € possivel definir o termo geral de uma sucessdo (z,) convergente para 2 e tal que
asucessdo (f(z,)) ndo lenda para 3.

No caso da fungdo g. 0 que se passa ¢ que:

* a sucessio (u,) tende para 2. por valores inferiores a 2: ora. objetos proximos de 2 e inferiores a 2
tém imagens proximas de 4;

* a sucessdo (v, ) tende para 2. por valores superiores a 2: ora. objetos proximos de 2 ¢ superiores a 2
tém imagens proximas de 1.

22

_ Limites «no infinito»

1.

al)

al)

ad)

ad)

b1)

b2)

b3)

b4)

224

3(u,)?—1
Flun) = 772

Admitindo que se tem ¥n € N, u, < 0. vem g(u,) = (u,)> +1.
Admitindo que setem Vn € N, v, > 0, vem g(v,) = (vn)% -
lim f(u,) = lim ?’[i“]'\];_;; = lim :_ (ug”}.z = j:? = f;i = ?:g =3
(un)? (—o0)2 +00
a1 o_ 1 .
lim f(v,) = lim 3([;""));__; — lim 1 (2 _ j Coo _ i_ E = 525 =3
(vn)?2 T2 T T
lim g(u,) = lim[(u,)* +1] =(—00)’+1= + 00
lim g(v,) = lim (tﬂ_).l_.ﬂ = {+xl)'-'+1 = +1x -0
O dominio de h € o intervalo [— 1,1]. Assim, ndo € possivel considerar sucessdes com limite — oc.

ou com limite + oo, com todos os seus termos pertencentes ao dominio de /. Por isso. ndo tem
senfido falarde lim A(z). nem tem sentido falar de hm A(zx).
T— -0 xr —tou :
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Pag. 39

. ~ [ee]
Indeterminagoes =

1.
a) g(z) pode ser qualquer polinémio de grau superior a 3, como. por exemplo, z* — 3z + 5.
b) g(z) pode ser qualquer polinémio de grau inferior a 3 ¢ tal que o fermo de maior grau tenha
coeficiente negativo, como, por exemplo. — 32> + 5z + 2.
;5 o : 2
¢) glz) pode ser qualquer polinémio de grau 3 e tal que o termo de grau 3 tenha coeficiente < - como.
por exemplo, %ra —dr? + 22— 7.
2. Seja f(z)=apz" +a1x" '+ .. +an1z+an e glz)=boz" +hr" + .+ buaz+ by
Se n > m.entdo:
. Fflz) . R
+ lim = +oc.se ag e by tiverem o mesmo sinal;
z—+x g(T)
. Flz) . .. .
+ lim = —co.se ag e bptiverem sinais contrarios.
T =00 Q(I]
. T
Se n<m, entdo lim ( -J =0.
T ——tnc g{I’]
- . _fl=z) a
Se n=m. entdo lim - bﬂ'
r—4oo 9l7) 0
Pag. 50

_ Fungdes continuas e descontinuas

A,

D.

Continua B. Continua C. Nio continua
ndo continua E. Continua F. Continua
Continua H. Nio continua I. Nio continua
Continua K. Continua
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Pag. 56

Primeiro grafico
Asretas p e ¢ sdo assintotas ao grafico da funcio.

Segundo grafico (a direita do primeiro grafico)
Nenhuma das retas (s e ) ¢ assintota ao grafico da funcdo.

Terceiro grafico
A reta u € assintota ao grafico da funcéo.

Quarto grafico (a direita do terceiro grafico)
A reta r ¢ assintota ao grafico da funcio.

Quinto grafico
A reta k nfo ¢ assintota ao grafico da funcao.

Sexto grafico (a direita do quinto grafico)
Asretas a, b e ¢ sdo assinfotas ao grafico da funcéo.

A reta d ndo ¢ assintota ao grafico da funcao.

Sétimo grafico
Asretas [, m e n sdo assintotas ao grafico da funcao.

Oitavo grafico (a direita do sétimo grafico)
Nenhuma das retas (f. w e z) & assintota ao grafico da funcdo.

Pag. 60

_ Assintotas nao verticais

) fla)-(z-)="2F _z-n== - L 4 L 1=
=z—-1+ — i, p—
)= lim — = i I R (T e
by lim [f(z)~(z~1)]=1lm =0  lim [f(z)-(z~1)]=lm =0
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Sx) - (x-1)
ol * s

d) Quando r — 4+ oo ¢ quando z — — oo, o comprimento do segmento que representa a diferenca
flz)—(z — 1) tende para zero.
Por isso, o grafico da funcdo [ tende a confundir-se com areta de equagdo y =z — 1.

Pag. 75
[SERAGUERIIIN] Uma hipérbore
: 4r—3 T : dr—3 : 4
a) Il“f;l]- 22—5 —pg-— ¢ lm S g =1lkm —-=2
2

& 3
Portanto, as retas de equagdes © = 5 ey=2.

- k 3
b)  Sugere-se que se escreva na forma b + —_, ©Omo se apresenta, em seguida, no manual.

z—3
2r—5

Pag. 78
_ Rio acima, rio abaixo |

a) A ida, a velocidade do barco, em relagdo as margens, é de 2 kmh (4 —2 = 2).
Portanto, demora 6 horas a percorrer 12 km.
A volta, a velocidade do barco, em relagdo as margens, ¢ de 6 km/h (4 + 2 = 6).
Portanto, demora 2 horas a percorrer 12 km.
Assim. o tempo total da viagem € de 8 horas.
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b)

a)

A ida, a velocidade do barco. em relagdo as margens, ¢ de 10 km'h (12 — 2 = 10).
Portanto, demora 1,2 horas a percorrer 12 km.

A volta, a velocidade do barco, em relagdo as margens, ¢ de § km/h (6 + 2 = 8).
Portanto, demora 1.5 horas a percorrer 12 km.

Assim, o tempo total da viagem € de 2.7 horas, ou seja, 2 h e 42 min (0,7 x 60 = 42).
Tendo iniciado a viagem as 9 h 15 min, chegou a ponto de partida as 11 h e 57 min.
Portanto, chegou trés minutos antes das 12 horas.

—

12
—

representa o tempo que demora viagem de ida.

)

12 .
.5 Tepresenta o tempo que demora viagem de volta.

x tem de ser superior a 2, para que o barco consiga subir o rio.

12 12
r—2 + z+2

Il
i
on

[y

2 12
ik z+2

| A

4.5

[

r—

Resolvida no manual.
A equacdo esta resolvida na mesma pagina deste Sera que...?
A inequacdo estd resolvida na pagina 83.

Pag. 107

; O passeio do Anibal |

fad
h

228

d(04)—d(02)=4-1=3

O Anibal percorreu 3 km entre os instantes 0,2 ¢ 0.4 (instantes correspondentes a 12 ¢ a 24 minutos
apos o inicio do passeio).

di04)—d(02) 3
04-02 ~— 02

t]

=15

O Anibal percorreu os referidos 3 km a velocidade média de 15 km/h.

10—6 4 40

O declive dareta AB ¢é 1_70; =703 = 3 -

40
3
minutos e a 1 hora apds o inicio do passeio).

km/h € a velocidade média do Anibal entre os instantes 0,7 e 1 (instantes correspondentes a 42

Por exemplo, o intervalo [0;0,2] e o intervalo [0,4;0.5].

O intervalo [0.4;0,5], pois o declive do segmento de reta correspondente a este intervalo ¢ maior do
que o declive do segmento de reta correspondente ao intervalo [0;0,2].
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O instante ¢ = 0.45 pertence ao intervalo [0.4;0,5]. intervalo durante o qual o Anibal se deslocou sempre a

: : / 6-4 _
mesma velocidade de 20 kmvh ( 0504 — 2[}),

Portanto. no instante ¢ = 0,45, o Anibal deslocava-se a 20km/h.

O mstante £ = 0.8 pertence a um intervalo onde a velocidade ndo é constante. Neste caso, a velocidade num
certo instante tem a ver com o conceito de derivada, que ira ser estudado mais a frente.

Pag. 108

_ Enchendo um depésito

No manual. apresenta-se a resolucio apresentada pelo IAVE, imediatamente a seguir a este Sera que...?

Pag. 109
_ Taxa média de variagdo |
a) b) ©)
¥ A y A ¥ A
7! i
0 4 x 0 4 x 0 4 x
Tem-se:

f(4) > f(0) ¢ condigdo necessaria e suficiente para a taxa média de variagdio entre 0 ¢ 4 ser positiva.
f(4) < f(0) ¢ condigdo necessaria e suficiente para a taxa média de variagiio entre 0 ¢ 4 ser negativa.
f(4) = f(0) ¢ condigdo necessaria e suficiente para a taxa média de variagdio entre 0 ¢ 4 ser igual a zero.

Pag. 111

[SERAQUE? ] Na autoestrada

O tempo gasto a percorrer a distdncia entre as duas portagens permite caleular a velocidade média do
percurso entre essas portagens. Porém, essa velocidade média pode estar compreendida entre 50 km/h e

120 kmm'h e, no entanto, terem existido instantes em que a velocidade foi superior a 120 knv'h ou inferior a
50 km/h. Portanto, uma tal medida nio permitiria identificar todos os «prevaricadores».
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Pag. 116

[SERAQUE..2 | «A cinematica do ponto»

a) Tem-se p(0) = 60 . Portanto. no instante inicial, o ponto P esta a 60 em da origem.

p(3)—p(0) 12—80

b) Tem-se 3= — 3 = —16.A velocidade média foi de -16 em/s.
. ) . t) — p(4)
¢) A velocidade no instante 4 € dada por lim B <) ’l_ f{ )
t—d
Tem-se:
plt)—p(4) .. £ -19t+60—0 _ .. £ —19t+60 _ .. .
lim o = lim =1 - R e (G S

A velocidade no instante 4 é -11 em/s.

Como p(4) =0, o ponto P coincide com a origem, no instante { = 4, pelo que, nesse instante, a
distincia de P a origem € igual a zero.

. . . i) —plt
d) A velocidade no instante ¢y ¢ dada por flll‘lfl Plt_it};m
t—ity
Tem-se:
. plt)—plty) . 7 —19t+60—(t; — 19 +60)
lim - = lim =
t—tg t—io t—tg t—tg
, £ — #2194+ 19¢g , (t— #g) (£ + t5)— 19 (¢ —#)
= lim =lim — - =
t—4g t—to e t—to
. (t— to) [(£+ 2)— 19 . :
=lim — - [t{ Z — ] =lim [(t + t5)— 19] =2¢, — 19
t—1p - i—tp )

Assim. a velocidade no mnstante £ ¢ 2 — 19 em/s.

A velocidade € nula no mstante £ = 1—;
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Pag. 118

[SERAQUE.2 ] Funcio derivada

x —2[ 0 [ 1
@] -7 -3 -1]1

1. Tem-se

2. Tem-se:
J\y
Seja A(1, — 1) eseja B(2,1).
/
Tem-se:
AB=B-A=(21)—(1, —1) =(1,2)
\/ X 2
/ "=
Como a reta passa no ponto de coordenadas
(0, — 3). tem-se que a ordenada na origem € igual
a —3.
Assim, a equacdo reduzidadaretaé y =2z — 3.
3. Tem-se: f'(z)=lim ST = JE)., lim (z+h)” = 3(zth) = (z*=32)
’ '  h—0 h  h—0 h N
: 24 2 _3r—3h — 22 : 2_ : h(2r+h—3
_ lim = L 2xh +h 3z—3h —2>+3z _ T 2zh+h”—3h _ i (2x + ) e
H—0 h h—0 h h—0 h

= r'Eim 2z+h—-3)=2zx-3
—0

Portanto, f'(z) =22 3.

O grafico desta funcéo ¢ a reta de equacdo y = 2z — 3. desenhada no ponto 2.
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Pag. 129

_ Derivada do produto

a) lemse f'(z)=6zx+1 e g¢'(z)=2

Portanto, f'(z) x g’ (z)=(6x+1)x2=12x+2

b) Tem-se (fxg)(z)=f(z)xg(z)=0Ba*+z+1)(2z+3)=62"+92° +22° +3x+20+3 =
=62% + 1lz* + 52+ 3
Portanto, (f X g)'(z) = 182" + 22z +5.

Constata-se. assim, que (f x g)' # f' x g’. ou seja. a derivada de um produto é diferente do prodnto das
derivadas.

Pag. 131
[SERAQUE2 ] Derivada de ™, n € N |
Tem-se: (z) =1=12"° (27 =2z =2z (&%) =3

Tal conduz naturalmente a conjeturar que (z*) =42° eque (2°) =5zt
De facto, tem-se:
“2)=(z Xz =Y Xz + 2 x(z) =3 x5+ 2% 1 =3+ =dz

* () =(z* xz) =(2*) xz + z2* x(z) =423 x z + 2* x 1 =42* + 2* = 5z*

Pag. 140

_ Monotonia, extremos e derivada |

a) Reproduz-se ao lado o grafico da funcdo f, obtido com a

calculadora. ry

Analisando o grafico de f. podemos concluir que: /’\ /)(.

* a [uncdo f € decrescente no intervalo [— 1, 3] ; : \ 3 -
» a funcdo f ¢ crescente nos intervalos | — oo, — 1] ¢ [3, + o[ : -1 o \_/ x
+ a funcdo f tem um méximo relativo para z = — 1 -

+ a funcdo f tem um minimo relativo para » = 3.
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b) Temse f'(z)=2> 2z 3.
Reproduz-se ao lado o grafico da funcdo f’. obtido com a
calenladora. sobreposto ao grafico da funciao f.
Analisando o grafico de f'. podemos concluir que:
+ afuncdo f’ ¢negativa no intervalo | — 1,3 [ ¢ é negativa ou nula
no intervalo [ —1.3]:
- afuncdo f' ¢ positiva nos intervalos | — oo, —1[ e |3, + 00| e
¢ positiva ou nula nos intervalos | — oo, — 1] e [3. + oc|:
+ afuncdo f' tem dois zeros: —1 e 3.
¢) Nos intervalos em que a funcdo f € decrescente, a derivada € negativa ou nula.
Nos intervalos em que a funcdo f ¢ crescente. a derivada & positiva ou nula.
No ponto em que a fungdo f atinge um maximo relativo. a derivada € nula.
No ponto em que a funcdo f atinge um minimo relativo. a derivada € nula.
Pag. 142

_ Tangentes paralelas a secantes

a)

b)

Tem-se:

L (=3P _
*f(—-3)=—73— +2x(—-3)-4=-9-6—-4=—19

pelo que o ponto A tem coordenadas ( — 3, — 19) .

“f0)=%F +2x0-4= -4

pelo que o ponto B tem coordenadas (0, —4) .

Portanto, AB =B — A= (0, —1) — (=3, —19) = (3,15) .

O declive dareta AR & portanto, ignal a 1—; .o seja, ignal a 5.

Tem-se f'(x) —a” + 2, peloque f’(—\/g)—(—\/g)a+2—3+2—5

Portanto. a reta tangente ao grafico de f no ponto C de abcissa — \/E tem declive 5. ou seja, tem
declive igual ao dareta AB.

T.ogo, aretafangente ao grafico de f noponto  éparalelaareta ARB.
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Exercicios propostos

Capitulo 1 | Limites segundo Heine de fungdes reais de variavel real

Pag. 9

1.
a) Aaderénciade A é [—2,5].
b) A aderénciade A é A.

Pag. 10

2.

0,1 ndo ¢ aderente a A , pois, por exemplo, na
vizinhanga de raio 0,01 de 0,1 nio existe qual-
quer elemento de A nio sendo, portanto, pos-
sivel definir uma sucessido de elementos de A
convergente para 0,1; 1 é aderente a A , pois,
por exemplo, a sucessio de termo geral
u,=1+— € uma sucessio de elementos de A

M
convergente para 1.

3.
a) A aderénciade R é R.

b) R\[1,6] =] —o0,1[ U [6, + o[
A aderénciade R\[1,6] é ] —0,1] U [6,+00].

c) Aaderénciade N é N.

3n+5 1 ~ _ 3n+5 ,
d) Tem-se — = 3 ——— , pelo que a sucessdo (a,) definida por a,, = —— é crescente e
n+2 n+2 n+2
8

. 1
converge para 3 ; tem-se, ainda, a; = 3 — 3°3

Entdo, a representacdo do conjunto A pode ser sugerida pelo grafico:

"y
i

[S=]
-

-
b |

A aderénciade A é AU {3}.
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1
—2—= se n éimpar
e) Tem-se (—1)" 22+ = "
n

1 .
2+; se n épar

] ~ - 2n+1 .
Os termos de ordem impar da sucessdo (b,,) definida por b, = (—1)" % constituem uma

sucessdo crescente e que converge para —2 e os termos de ordem par da sucessdo (b,,) constituem
- . 1 5
uma sucessdo decrescente e que converge para 2 ; tem-se, ainda, by = -3 e b, = 2 + =5

Entdo, a representac¢do do conjunto B pode ser sugerida pelo grafico:

(.1
(] é‘

|‘-J[:J’1

A aderénciade B é BuU{-2,2}.

5-n?

- 1 o _ _ 5-n?
f) Tem-se S =N +2 - —5 pelo que a sucessdo (c,) definida por ¢, = i tende para

—00,
Entdo, ndo existe, para além dos termos de (c,,) , qualquer outro ponto aderentea C
A aderénciade C é C.

Pag. 13

4. Como lirr(l)f(x) =2, entdo, para qualquer sucessdo (x,) de elementosde Dy, tal que
X—

X, = 0, tem-se lim f(x,) =2.

5.
a) N3do existe, porque as sucessdes (u,) e (v,) tendem ambas para 1 e as sucesses das imagens
tém limites diferentes.

b) Nao se sabe se existe; se existir, tera de ser igual a 2.

Pag. 14

6.
a) Sim, porque, como 2 é ponto aderente do dominio de f, podemos considerar sucessGes de
elementos de Dy, convergentes para 2.

b) Nao, porque 2 ndo é ponto aderente do dominio de f, pelo que ndo podemos considerar
sucessdes de elementos de Dy, convergentes para 2 .

c) Sim, porque 2 é ponto aderente do dominio de f .
d) Sim, porque 2 é ponto aderente do dominio de f .
e) Sim, porque 2 é ponto aderente do dominio de f .

f) Ndo, porque 2 ndo é ponto aderente do dominio de f .
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7. A opgdo correta é (C), pois tem-se:

A sucessdo de termo geral % tende para zero tomando sempre valores positivos, pelo que

limf (%) =0.

A sucessdo de termo geral 1 — % tende para 1 tomando sempre valores inferioresa 1, pelo que
limf(1-3)=12=1.

A sucessdo de termo geral 1 + % tende para 1 tomando sempre valores superiores a 1, pelo que
limf(1+2)=3-1=2.

A sucessdo de termo geral 2 +% tende para 2, pelo que lim f (2 + %) =3-2=1.

Pag. 15

8.

a) limunzlim(—%)zo e limvn:lim%=0

b) Tem-se:  f(u,) = f(—%) = —%+ 1 e fv,) = f(%) =3 —%, pelo que
limf(un)=lim(—%+ 1)=1 e limf(vn)=lim(3—%)=3

Entdo, como existem duas sucessdes de elementos de Dy ambas convergentes para 0 para as quais
as sucessoes das respetivas imagens por meio de f convergem para diferentes valores, conclui-se
que lim f(x) ndo existe.

x—0

c)

9. a) Para que limg(u,) = 1, basta considerar que (u,) converge para 2 tomando sempre

. . . 1
valores superiores a 2, ou seja, considerar, por exemplo, que u, =2 + o

b) E uma afirmac3o falsa, pois, como se viu na alinea anterior, ndo é verdade que, para qualquer
sucessdo (x,) de elementos de D, convergente para 2, se tenha lim g(x,) = 3.
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Pag. 16

10. Se considerarmos a sucessdo (a,) definida por a, = 2 +% tem-se que a sucessdo (g(an)) é
definida por g(a,) =2 — (2 + %) = —%, que tem limite igual a 0.
Se considerarmos a sucessdo (b,,) definida por b, = 2 tem-se que a sucessdo (g(bn)) éa

sucessdo constante definida por g(b,) = g(2) = 3, que tem limite igual a 3.
Portanto, ndo existe 1im g(x).

x—2

11.

a) Seja (u,) uma qualquer sucessio conver-
gente para 0;
lim f(u,)=1lim (3= (,)") =3 — (lim u,)" =
=3-0"=3
Portanto, limn flx)=3.

b) Seja (v,) uma qualquer sucessio conver-
gente para —2;
lim f(v,)=lim (3—(2,)") =3 (lim ,)" =
=3—(-2)'=3-4=-1
Portanto, IimT flx)=-1.

X —+—L

Pag. 17

12.

a) A sucessdo (u,) tem os termos todos positivos, pelo que f(u,) = f (%) =

1

n

3

)  p-2 b -lim = b
Portanto, lim f(u,) = 1 < lim St=le——"=leo=1ob=3.

A sucessdo (v,) tem todos os termos negativos, exceto o primeiro, pelo que, para n > 1,
1-n 1-n
[ =1 (F)=2x"F-a.

Portanto, limf(vn)=2<=>lim(2x1;—2n—a)=2<:>2xlim1;—2n—a=2<=>

<=>2xlim(%—%)—a=2(:)2x0—a=2<=>a=—2

b) Se o limite ]im f(x) existir, entdo, para qualquer sucessdo (a,) com termos todos positivos e
x—0

convergente para 0 e para qualquer sucessdo (b,) com termos todos negativos e convergente

para 0, tem-se lim f(a,) =3 e limf(b,) = 3.

Ora,

b—-an b -lima, b-0

=3 =3=>T=3<=>%=3=>b=9

limf(a,) =3 < lim

limf(b,) =3 1lim@2xb,—a)=3<=2xlimb,—a=3=2x0—a=3<a=-3
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13.

a) Se considerarmos a sucessdo (a,) definida por a, =1 —% tem-se que a sucessdo (f(an)) é
definida por f(a,) =1— 71—1 —-3==-2 —71—1, gue tem limite igual a —2.

Se considerarmos a sucessdo (b,) definida por b, = 1 tem-se que a sucessao (f(bn)) éa

sucessdo constante definida por f(b,) = f(1) = 3, que tem limite igual a 3.
Portanto, ndo existe lim f(x)

x—1

. ~ - 1 ~ )
b) Se considerarmos a sucessdo (a,) definida por a, =1 — — tem-se que a sucessdo (f(an)) é

2
definida por f(a,) = (1 — 71—1) —3=1-3= -2, quetem limite igual a —2.

Se considerarmos a sucessdo (b,) definida por b, = 1 tem-se que a sucessao (f(bn)) éa
sucessdo constante definida por f(b,) = f(1) = 0, que tem limite igual a 0.
Portanto, ndo existe 1im f(x).

x—l

14. Por exemplo:

(I)I/ g

Tem-se limu,, = 0 e os termos de (u,) sdo todos positivos, pelo que limg(u,) =—1.
Se considerarmos a sucessdo (v,) definida por v, = 0 tem-se que a sucessdo (g(vn)) éa
sucessdo constante definida por g(v,) = g(0) ; portanto, lim g(v,,) # —1, pelo

que ndo existe lim f(x).

x—1

Pag. 18

15. Se considerarmos a sucessdo (a,) definida por a, = % tem-se que a sucessdo (f(an)) é
definida por f(a,) = %, que tem limite igual a 0.

Se considerarmos a sucessdo (b,,) definida por b, = —% tem-se que a sucessdo (f(bn)) é
definida por f(b,) = % =n, que tem limite igual a +oo.

n

Portanto, ndo existe lim f(x) .
x—0
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16. Se considerarmos a sucessdo (a,) definida por a, =1 —% tem-se que a sucessdo (f(an))
tem limite iguala +oo.

Se considerarmos a sucessdo (b,,) definida por b, =1 +% tem-se que a sucessdo (f(bn)) tem
limite iguala —co.

Portanto, ndo existe [im f(x).

x—1

Pag. 19

17.

Seja (x# ) uma qualquer sucessio convergente
para 1;

lim f(x,) =lim =400

u,— 1|
Portanto, lim f(x)=+=.
x—1

18. A sucessdo (u,) converge para 1 e os seus termos sdo inferioresa 1

Por observagdo de grafico, conclui-se que lim f(u,) = +o.

n+1 1
Tem-se v, =— = 1+;.

Portanto, asucessdo (v,) converge para 1 e os seus termos sdo superiores a 1

Por observagdo de gréfico, conclui-se que lim f(v,,) = —oo .
1-n 1
Tem-se w,, =—=—-—1.
n n

Portanto, asucessdo (w,) converge para —1 e os seus termos sdo superiores a —1
Por observagdo de grafico, conclui-se que lim f(w,,) = +oo.

Pag. 20

X se x<0
X ~3 (-1 se x<0
19.Tem-se f(x) = —= x sex>0_{1 se x>0

®

Entdo, qualquer que seja a sucessdo (u,) que tenda para 0 e tenha todos os termos menores do
que 0, tem-se f(u,) = —1 peloque lim f(u,) = —1 e, qualquer que seja a sucessdo (v,) que
tenda para 0 e tenha todos os termos maiores do que 0, tem-se f(v,) = 1, pelo que

limf(v,) = 1.

Portanto, os limites de f(x) aesquerda e a direita de 0 sdo diferentes.
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20. Tem-se:

e Qualquer que seja a sucessdo (u,) que tenda para 0 e tenha todos os termos menores do que 0,
tem-se f(u,) = 2u, + 3, pelo que lim f(u,) = lim (2u, + 3) = 2limu, + 3 = 3 e, qualquer
que seja a sucessdo (v,) que tenda para 0 e tenha todos os termos maiores do que 0, tem-se
f(v,) = 3v, + 2 pelo que lim f(v,) =lim (3v, +2) =3limv, +2=2.

Portanto, os limites de f(x) aesquerda e a direita de 0 sdo diferentes, pelo que ndo existe

lim f(x).

x—0

e Qualquer que seja a sucessdo (u,,) que tenda para 0 e tenha todos os termos menores do que 0,
tem-se g(u,) =u, —1, pelo que limg(u,) = lim (v, — 1) =limu, —1 = —1 e, qualquer que
seja a sucessdo (v,) que tenda para 0 e tenha todos os termos maiores do que 0, tem-se

g(wy,) = v, , peloque limg(v,) =lim v, =0.

Portanto, os limites de g(x) a esquerda e a direita de 0 sdo diferentes, pelo que n3o existe

lim g(x).

x—0
2x+3)+(x—1) se x<0

*U+9) =/ +g() :{((3x+2))+§c ) se x<0 :{iiié 22 i:g

Qualquer que seja a sucessdo (u,) que tenda para 0 e tenha todos os termos menores do que 0,

tem-se (f + g)(u,) = 3u, + 2, pelo que lim (f + g)(u,) =lim Bu, +2) =3limu, +2 =2

e, qualquer que seja a sucessdo (v,,) que tenda para 0 e tenha todos os termos maiores do que 0,

tem-se (f + g)(v,) = 4v, + 2, pelo que lim (f + g)(v,) = lim (4v, +2) = 4limu, +2 =2

Portanto, 1in(-)1 (f+g)x)=2.

Pag. 23

21.

Seja (x ) uma sucessio cujos termos perten-
cem ao dominio de f e que tende para +o=.
Dado que lim f(x)=6 , conclui-se que
lim f(x,)=b .

Por outro lado, dado que lim f(x)=c, con-

X —s +

clui-se que lim f(x,)=c¢ . Como uma sucessio
niao pode ter dois limites diferentes, os nume-
ros b e ¢ sdo iguais.

22. Tem-se: lim (4n — 1) = 400 , lim 22—t

Entdo, tem que ser: u, =4n-1 e v, =
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23.

a) lim f(u,)=lim [u,(2 - (u,)")] =
=lim u, % [2 — (lim u,)"] =
=400 X (—w)=—o

portanto, lim flx)=—o.
A — I

b) fl=x)=2x(~x)—(-x)'=
=2x—(-x')=—2x+x"=
=—(2x—x’)=—f(x)

Como a funcio é impar, lim f(x)=+=.
Pag. 25

24. Seja u, = §+ 2nm ; tem-se limu,, = 400 e lim (senu,) =lim [sen (g + Znn)] =lim1=1
Seja v, = 37” + 2nm ; tem-se limv, = +o e lim (senv,) =lim [sen (32—” + Znn)] =lim (-1) =

-1
Portanto, ndo existe 1im sen x.

X—>+00

25.

a) Da observagdo do grafico, conclui-se que lim g(x)=2 e lim g(x)=0.
x—0" x—0"

Portanto, ndo existe 1im g(x).
x—0

b) Tem-se lim g(x)=2 e lim g(x)=-o0 .

X—>—00 X—>+00
c) Basta considerar uma sucessdo (u,) tal que limu, = —c e uma sucessdo (v,,) tal que
lim v, = +o0; pode ser, por exemplo, u, = —ne v, =n.

Pag. 28

26.a) Tem-se limx=a ,peloquese Jimx=3 entdio a=3.
b) Tem-se lim k =k , peloquese lim k=35 entdo k=5 .
Pag. 29

27.

a)

lim (=3 —x)= lim (=3)— lim x=-3—-(-1) =-2
x--1 x->-1 x->-1
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b)
lim (=3+x)= lim (-=3)+ lim x=-3—-(+0)=-3 -0 =—0
X—>—00 X——00 X——00

c)
lim (x —100) = lim x — lim 100 = +o0 — 100 = +

X—+00 X—+00 X—>+00

Pag. 30

28.

a)

liml(x2 —3x+x3)=(-1)2?-3x(-1)+(-1)*=1+3-1=3
x——

b)

lim [(x —1)2 -2 +1]—( ! 1)2 2><( 1)+1—9+1+1—17
1m1x X = ) ) —4 =

X—>— 2

c)
. 2—3x . 2 3 2 2
lim = lim (———x)=§—(+oo):——oo:—oo

X—+00 X—+00 5 5 5

d)
lim [(x? — 3x) X x3] = (400 — (—0)) X (=) = +00 X (—0) = —o0

X——00

29.
a)
xllrpz\/(xz - Dx+3)=/@-1)(-2+3)=+3

b)
Jim VxS —1=(-D5-1=¥-2

<)
lim(x —Vx+3)=1-V1+3=-1

d)
lim (x2 + V1 —x) = +00 + v+ = 4o
X——00
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30.
a)

2 2
tim [£G) + (9(0)°] = lim £+ (lim g(0)) =2+ (-3) = 11

b)
lim[f(x) X g(x) x h(x)] = lim f(x) x lim g(x) x lim h(x) = 2 X (=3) X (=00) = +o0

C) 100
lim [R(x)]1°° = L]ci_r% h@)| = (-00)1% = +oo

x—-a

d)
lim[g(x) — ()] = lim g(x) — lim h(x) = =3 — (=0) = =3 + 00 = 400

31.
a)
2x—3 2x(-2)—-3 -7
x—>—2x+1_ -2+1 _—_1 7
b)
2 _ 2 _
x—>—oox+3_$_0

—oo (tem—se:l—\/§<0)

32.

a)
3 3 3 3

N RN ey s RN

b)
x -3 -3 -3

li = = —_— = —= —
3 (x+3)2  (=3+3)2 02 0F

<)

_ 2
)}Lrg+2_x—0—_——w(parax>2, tem—se 2—x<0)
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d)
x-1 -1

lim,_ o+ —— = —0
x-0" J2 T o

Na figura ao lado, esta parte da representacao
grafica da func¢do real de varidvel real, f,

definida por f(x) = x2+x. -
Tal como se pode observar, para x > 0, tem-se - o
x>+x>0.
Pag. 33
33.
a)
gl _JNm g  —3
lim = —=
x—>-0 X lim x —00
X——00
b)
Lix Jm0-0 4o
it g(x)  lim g(x) -3 B
X—>—00
c)
2 4+ x lim 2+x) -
lim = X2 =——=0 (para x < -2, tem —se 2+ x <0)

=-2mgx)  lim_g(x)  +oo

d)
x—g(x) _ xLiI_nz_[x_g(x)] _ —2 — o0 _ —o

m = ; = =— =400
x->-2" x4+ 2 11rr%_(x +2) 0~ 0~

xX——
e)

g [ lm @] 2 x <+oo> —
Am _J lim (x+2) - o T Vre st
Pag. 35
34,

a) O dominio da fungdo é o conjunto {x € R : x # 0} = R\{0}.
b) O dominio da fungdo é o conjunto {x E R: 1+ x # 0} = R\{—1}.

¢) O dominio da funcdo é o conjunto {x € R: 1 —x2 # 0} = R\{—1,1}.
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d) O dominio da fung¢do é o conjunto {x € R: x + x3 # 0}.
Tem-se x+x3=0=x(1+x?) =0 x=0V1+x?=0< x =0; portanto, o dominio da
fungdo é o conjunto R\{0}.

35.
a)2x2—-18=2(x*-9)=2(x+3)(x —3)
b) x? +4x + 4 = (x + 2)?

c)2x3 —x?—-3x=x(2x> —x—-3) = |2x2—x—3=0<=)x=—1Vx=§

=2x(x+1) (x —3)

da*—16=(a?+4)(a*>—-4)=(@*+4)(a+2)(a-2)

e) Tem-se:
1 0 -3 -2
-1 -1 1 2
1 -1 -2 0=R

Entdo, tem-se x3-3x-2=(@x+1DE%*?-x-2).
Ora xz—x—Z=O(:>x=1i+xllx(_2)(:>x=17i3(:)x=—1Vx=2,pe|oque

x3-3x—-2=(@x+DE*?-x-2)=(Cx+DEx+1DxE-2)=(x+1)?*(x-2)

36.
a) x%-4 _ (x4+2)(x=2) _x=2
3x2+6x 3x(x+2) 3x
Tem-se 3x?+6x=0<3x(x+2) =0 x =0V x = —2; portanto, a simplificacdo é vélida

para x € R\{-2,0}.

b) 1 é zero do polinémio x3 — 1, pelo que se tem:

1 0 0 -1
1 1 1 1
1 1 1 0=R
Ent3o, tem-se x3-1=@x-1D*+x+1).
3_ _ 2 2
Ora x?> +x+ 1 =0 é uma condic3o impossivel; portanto Zx 1 _ oD akl) | xPard
x2-2x+1 (x—1)2 x—1

Tem-se x2 —2x+1=0< (x —1)?> = 0 & x = 1; portanto a simplificacdo é vélida para
x € R\{1}.
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c) Tem-se 2x2—3x+1=0<:)x=3i92;#(:>x=%®x=%Vx= 1
Entao, vem:
ax?osxe1 2(x-Da-n —2(x-d)a-w -2(x-3) g

1-x2  (14+x0)@1-x)  (Q+001-x)  14x  1+x
Tem-se 1 —x2 =0 x = —1Vx = 1; portanto, a simplificacio é valida para x € R\{—1,1}.
Pag. 36
37.
a)3—x+i =3x49 _ 349 _ 5 ; 0 dominio é R\{-3}.

x+3  x+3  x+3 x+3

4 1-3a _ 4-(1-3a) _ 3+3a _ 3(1+a) _ 3 ey _

b) a2 T @rn? = @z @r? - (arz — ar1s ©dominio & R\{—1}.
38.
a) to, 3 1 3 x—3 6 x—3+6 x+3

2x+6 = x2-9  2(x+3)  (x+3)(x-3) = 2(x+3)(x—3)  (x+3)(x-3) = 2(x+3)(x-3) = 21 3) ) =
! _1 . ,
= 2(x-3) T ox—6" o dominio é ]R\{_S’ 3} )

b) t=10 ¢ _ _t-10 ¢ __ t-10 t(t+2) _ t-10+t2+2t

t2—4  2-t  (t+2)(t-2) @ t-2  (t+2)(t-2) = (t+2)(t-2)  (e+2)(t-2)
_ 430710 |62 +3t-10=0 e x=-5Vx=2
_(t+2)(t—2)_ t“ + 3t — =0 x=—-5Vvx=
_ (t+5)(t-2) _ t+5 L, _
= o2 2’ ° dominio é R\{-2,2}.

) x 11 x i1 x 11 x*r x-1 (=1
¢ (x-12 " x-x2 x  (x-1)2 @ x(1-x) x (x-1)? x(x-1) x x(x-12 x(x-1) x
_ x?-x+1-(x?-2x+1)  x ) P
= promeTs = G- - o © dominio é R\{0,1} .
Pag. 37
39.
2 x24+2x  2xx(x+2) x, ;e _

a) v T a6 ° dominio é R\{-2}.

2a?-6a a _  2a(@-3)xa _ 2 e _
b) = 75 = @x(ara)ad) — ar3’ o dominio é R\{-3,0,3}.
i S S e SV, i |x? - 3x+2=0ex=1Vx=2

x2-3x+2 x2-4  x2-3x+2 x2 x x - = *=
. x(x-1) (x+2)(x=2) _ x+2 . _
= o) = ==—";0 dominio é R\{—-2,0,1,2}.

3 2 2 3 2 2

d) x°+2x* x“+2x _Xx +2x 4 x“(x+2)x4 —2x:0 dominio é R\{—Z,O} .

2 4 2 x2+2x  2xx(x+2)
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- 2_ -
a) (1 +L):x2_1= (x—1+i)><x—1=xxjxw=x7+l; o dominio é R\{—1,0,1}

x—1 x—1 2x 2x

11 2-x
x 2 x _ 2-Xx _—(x—Z)__i. sy
b) x-2  x-2 2x(x-2) 2x(x-2)  2x’ o dominio € R\{O' 2} '

Pag. 38
41.
a)

lim (x —2x3+1) = lim (—2x3) = —o0
x—+00 X—>+00

b)

lim (10° x — 3x%) = lim (—3x%) = —
xX—+00 X+

<)
Co2xtaxio1\ . 2. 1. 1y o
lim {———— = lim (—XZ +—x3— —) = lim (—x3) = —00

x—>—00 3 x—>—=0 \3 3 3 x—-00\3

d)
lim (x* —nmx*—x)= lim [(1—-m)x*—x] = lim [(1 —m)x*] = - (tem—se 1—m <0)
xX—+00 X—+00 X—>+00
e)
lim [(x +10)> - 0,1x%] = lim (=0,1x%) = —o0
X—+00 X—+0o0
f)
lim [x(x?2 —1) —x2(x+1)] = lim (x3 —x—x3—x%) = lim (—x —x%) = lim (—x?) = -
X——00 xX——00 X——00 xX——00
42,
a)
e 13 2 =2
lim| —+——| = lim| ——-———|= —_— ===
-1t x— —X -l x—1 x-—1 -t x—1 0+
. (x=1 x-1}" x*—x-x+1 _  x*-2x+1 1
b) lim| ——-———| = > = lim > =— =40
x—0" X X x—0" X x—0" X o*
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= lim ——=1lim —=—=0
X—>+00 x X—>+00 x +CD

c) lim

X—>+00

[2)&—1 ]w—w 22X —1-2x* . -1 -1
—2x —=
X

Outro processo:

2 00—00
lim£2x 1—2xJ - lim(2x—l—2x]=lim(—lJz—L=0
X—>+00 _x X—>+00 x X—>+00 x +w

43,

a) lim (x+\/x2 +1)°°:

X—>+o0

" (x +VxZ+1)(x —Vx2 + 1) . x2—(x?+1)
= 11m = Im —=
xX——00 x—Vx2+1 xo=® gy —q/x2 41

-1 -1
lim ———=——=0
xomoyxy —x2 41 T

b) lim (2x—\/4x2 +1)°°:

i (2x —Vax? +1)(2x + V4x? + 1) . (2x)% — (4x* + 1)
m = 1 =

m
x—+00 2x +V4x2 4+ 1 x=+00 2y 4 \/4x2 + 1
4x% —4x% -1 -1 -1

lim ——— = Jim ————=—" =9
X=+0 9y 4 \4x2 + 1 *¥o+®2x +/4x2 41 F®

¢ lim (M—\/ﬁ)w:

X—>+0

lim (\/x+1—\/x—1)(\/x+1+\/x—1):

x>+ Ve+1+Vx—1
. (vm)z—(m)zzl_ xHl-G-1) 2 _2
ot Nx+14+4x—1 oty +14Vx—1 *Feyx+14+Vx—1 +
d) nmL;J?
Va+1+x Vx4 Vx

o400 (VE T 1 — V) (VR F L+ VE) * x+1-x
= lim (Va+1+Vx) = +oo
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Pag. 39

44,

2 3
a) hm[Zx X +1j

Il 818

x>+l 33 +10x
3

- — ~ i (1)_ 1
T o33 e\ 3)7T 73

(m—dx*—x> (w4

m =
X—+00 4x3 +1 x—+00  4x3

T—4
= lim( ) x>=—00(tem—se:n—4<0)

X—+00

Il 818

26

x>0 2x7 + x+1

im 5=
= lim — = lim (-
X——00 2x5 X——00

N =
=
N—
Il
+
8

2 3 z
& lim (X_HZ] -

w0l =27

_( x2—x+2
~ BT T — 22

w

(4 x23_1, NV
=(im S=) =(im (-3)) =(-3) =3

2w

) x(x3+1)—(1+x2) S
e) lim 5 =

x>0 2x" +1
. x*+x—(1+2x2+xY)  x*+x—1-2x2-x*
= xob 225+ 1 = ot 23+ 1 -
e e L SO O
T xo—o 2x3 4+ 1 x—l>rpoo x3 _xl@wa_

45. Seja ax? + bx + k, com a # 0, aexpressdo analitica que define a fungdo g .
Tem-se:

. f(X) i xz ) xz . 1 1

lim =2 lm ———="2 lim —w=-2 lim - =-20-=-2<
x>+00 g(x) x>+ ax? + bx + k x—>+00 ax? x>+ @ a
oq=-1

Entdo, dado que —3 e 3 sdozerosde g, tem-se g(x) = —%(x +3)(x—3).
9

Portanto, g(x) = —%(x +3)(x—3) = —%(x2 —-9) = —%xz +§, pelo que k =~
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Pag. 40

46.
x se x<1 _(3—x
a) Tem-se [x —1| = {x—l s x>1 e |3 xl_{x—S
Portanto:
=1+ 2x oo 1—x+2x o 14x _ X
lim ———— = lim —— = lim = lim —=-1
X——00 |3 — xl X——00 3—x X—5—-03 — X X—>—00 —X
— y2 _
b) Tem-se |3—xz|:{32 x° se —3=x=3
x*—3 se x<-3vx>3
Portanto:
i |3 —x?| —3x% . x?—3—3x* . —2x* -3 i —2x?
x> s0 2x? ~ o 2x? Tt 202 xomeo 22
47.
2) lim \/;+1§
X—>+00 ’X-i-l
1 1
\/5(1+—) 1+
x+1 1+0
:1121\/_—:1+ ‘/}—lirf Vx NeEsy
X—+00 1 X—+00 1 xX—+00 1 _|_
x(1+3) VI 1+ \/ K
X =
b) Iim ———=
X_’°°\]2x2+1
x x
= lim = lim = lim =
X——00 X——00 ——00
x? 2+i2) VaZ 242 el 2+~ !
1 V2
= lim = hm _7

X—>+00

c) lim (x—\]x2 +x)w:

— lim (x m)(x+m)_ g X% 2 _x?—x
e xiviiix oy N x

- lim ——> 2
H*“Ox+\]x2+x

= lim = lim ——————=—= lim i
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_ x(x+2)  x
_xin—123(x+ 2) _xgyzg_ 3

b)
9
. X+x 0
hmz—:
—>-12x° —x-3
. x(x+1) _ x -1 1
= lim = lim —— -

x—-—1 20x + 1) (x _ %) x->-12x—3 -5 §5

o 2+ x-3 . . .
c) O limite lmllz—1 conduz a uma indeterminacgao do tipo
X—> X —
2x3+x—3.
Tem-se:
2 0 1 -3
1 2 2 3

|2 2 3 0=R

Entdo, 2x3+x—3=(x—1)(2x%+ 2x + 3), pelo que se tem
0
. 2x 4+x-30
lim———=

x—l1 x2 -1

= =1

x-1 x+1DHx-1) 1 x+1 o141

|| 1o

2x° +x

d) lim
) =0 x* —2x

x2x*+1)  2x*+1 1

x-0 x(x —2) = x—2 2
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(x—1D@x*+2x+3)  2x*+2x+3 2+2+3

| Tem-se: 2x2—x—3=0<=>x=—1Vx=%

0 - P L
0’ entdo 1 é raiz do polindmio

7

T2
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Pag. 42

49,
9
. X 42x0
a) Tem-se: lim———=
=0 x7 +x
x(x + 2) . ox+2 2

m————=lim——=
x>0x(x2+x) x>0x2+x 0

Determinemos os limites laterais:

. x+2 2 Observe o esbogo do grafico da fungdo real de varidvel real,
xlir(r)l— 24+x 0 - f, definida por f(x) = x? 4+ x na figura apresentada na
o ox+2 2 resolucdo do exercicio 32.d)
lim =—=+400
x-0*tx2+x 0OF
. o L . X +2x
Portanto, como os limites laterais sao diferentes, ndo existe llmz—2 .
=0 X7+ x
b) Tem-se:
Y
. X 42x 0
lim —=
x—>-2 (x+ 2)
ox(x+2) I x -2
= lim ———= = lim =—
x—>=—2 (x + 2)2 x->-2Xx + 2 0
Determinemos os limites laterais:
I X -2 N I X -2
1m = — = 100 e 1m = — = -
x->-2"X + 2 0~ x—»-2tx 4+ 2 0+
. e - ) . X +2x
Portanto, como os limites laterais sdo diferentes, ndo existe lim —_— -
2 (x + 2)

50.
X’ 0
a) Tem-se: lim— conduz a —. Determinemos os limites laterais:
x—0 | X | 0
| = {—x se x<0

Tem-se |
X se x>0

. ox 0 x )
Portanto: lim —=1lim — = lim (—x)=0
x—0" | _x| x=0" —Xx x—0"

e
9
Xt 0 : .
Iim —=1lim—=1limx=0
x—0" | xl =07 x x—0"

2

- . X
Entdo, im—=0 .
x—>0|x|
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b) Tem-se:

) x-=3
lim ————
=32 —x1-1

|| o1

51.
o lx+11-2 0 . . .
a) Tem-se lim————— conduz a —. Determinemos os limites laterais:
x—l |x_1 0
— <
Tem-se |x—1|={1 ¥ se x<l
x—1 se x>1
Portanto:
9
.o lx+11-20
lim —=
o1 | x—11
o x+1-2 ox—1
= lim ——— = lim = —
x-1- 1 —x x-1"1—x
e
0
[x+11-20
m——-=
ot x—11
o x+1-2 ox—1
= lim —— = lim =1
x-1t x—1 x-1mx—1
. o . Lo lx+11-2
Portanto, como os limites laterais sdo diferentes, ndo existe hmﬁ .
x—1 X —

2

.oXxX = 0 . . .
b) Tem-se: lim conduz a —. Determinemos os limites laterais:
-1 x 41 0
—x—1 se x<-1
Tem- 1| = -
em-se e +1] {x+1 se x>-—1
Portanto:
9
xX—=10
1 =
-1 | x+11
x+1D(x—-1) x+1D(x—-1)
= — "= ]Jim ——— = lim - (x—-1)=—-(-2)=2
x->—1" —x—1 x--1- —(x+1) x-—1" ( ) (=2)
e
9
xP—=10
1 =
-1 | x +11
x+1D(x—-1
=g EFDETD o=
x—->-1" x+1 x—>-1"
x -1
Portanto, como os limites laterais s3o diferentes, ndo existe lim .
x| x +11
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52.
> 9
. X +x0
a) lim =
x—0" X
1 , 1
2 2 =
_ X (1+x) . X 1+x
= lim = lim ——
x-0% X x—0t X

(\/_ 2)(Vx +2) i X —4 i 1
T SV +2) A xG-Hx12) Ahx(xr2) 16
N
c) lim =
12 —fx+3
lim (WVx-1)Wx+1)2+Vx+3) = x-D@2+Vx+3)
(2 -Vxt3)2+Vxt3)(Vat+1) i(d-x-H(x+1)
i ~1-02+Vx+3)  —(2+Vx+3) 4 ,
RS 1-0Fx+1) =1 Jx+1 2
d)
: \/2x2—1—lg
==
(m_ (V22 —1+1) _ 1 0 0 -1
= x3—1)(V2x2 —1+1) " " .
|1 1 1 0=R
‘ Entdo: x3—-1=(x-Dx*+x+1)
- 2x% =2 . 2(x + D(x—1)
G- D2 +x+ D22 —141) - DE2+x+ D22 —1+1)
2(x+1) 4 2

x—>1(x2+x+1)(\/2x2 1+1) “3x2 3
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I\J
|| clo

e) hm

X~>2x \/_

(x +v2)(x —V2)
_x—>r\r/1§ T2 xlimz(x+\/_)—2\/_

Outro processo:
9
. xT=20
lim =

X—)ﬁx_\/_

= +V2) (2 =2)(x +V2) B
O G A G—my ey (VR =

‘ 3 _4)=0 352120 3(x2—4) 3(x+2)(x-2) . 3(x+2) 12
lim| — X = = = =lim =—=3
=2\ x7—=2x 2 =2 2x° —4x o2 2x(x—2) x=2 2x(x—2) =2 2x 4
Pag. 44
54.
. ~ - _ 1 . ~ - _
a) Seja (x,) asucessdo definida por x,, = - eseja (y,,) asucessdo definida por y,, = —’2’—+2nn'
Tem-se:
. T S . Yy 1
limx, = lim p—— 0 e limy, = hm§+2nn =0
Ora,

lim [sen (xi)] = lim[sen(2nm)] =0 e lim [sen (L)] = lim [sen G + Znn)] =1

n Yn
~ . . 1
Portanto, ndo existe lim sen | — | .
x—0 X
1 .
b) Tem-se —1 < sen (;) < 1 para qualquer valor real de x diferente de zero, portanto

lim,_, (x sen G)) = 0, pois trata-se do limite do produto de uma fung¢éo que tende para 0 por

uma funcgdo limitada.
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Pag. 45

55.
a)
2%2 + 3 cos x X2 (2 + 3 CJ;)ZS x) Tem-se lim CZ’;X = lim_ (cosx X xiz) =0
m —= llm = senx 1
—— 2 R — i = i —_— —
3cosx . COSX
. 2+ x2 2+ 3x1_1)r_noo 2 pois, em ambos os casos, se trata do limite do
= xl_l)r_noo 2senx 342 i senx produto de uma fungdo que tende para 0 por
3+ —5— m —- N
x2 x>=0 X uma fungo limitada.
24+3x0 2
34+2x0 3
b se i 1)) =
) . Tem-se }(I_I)% (x cos (x)) 0
x + x2 cos (E) 1 1 pois trata-se do limite do produto de uma fungdo
)lcl_r)% 2y = )ICI_I}}) (E + x cos (_)) = que tende para 0 por uma fungdo limitada.
1 1 1
=—+lim (xcos(—)) ==—+0==
pd X 2 2

56. As condic¢des do problema sdo as condi¢des do teorema do limite da fungdo composta para a

determinagdo do limite lxil;rll(ho g)(x) .

Entdo, por aplicacdo do referido teorema, pode concluir-se que lim(ho g)(x) =4,

x—1

Pag. 47

57.

a) O dominio da expressdo % é [0,+oo[\{1}.

Seja y =/x.

Tem-se, para x € [0,+oo[\{1}, y=Vx = x=7y? e,se x > 1, entdo y — 1.
Entdo,

V-1 y-1 y—1 1 1

2 = lim—2—— = lim —— =
M x—1 y0yr—1 yG+Dh-1) yay+1 2
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b) O dominio da expressdo 3:/;%11 é R\{—-1}.

Seja y = Vx.

Tem-se, para x € R\{-1}, y=3¥x = x =y3 e,se x > —1, entdo y > —1.

Entdo,

lim _x+1= im y3+1: ' ’ " '
=1 ix+1 yomt y+1 -1 —1 1 —1

| 1 -1 1 0=R

’ Entdo, y3+1=@+1D0@%-y+1)

= lim ?—-y+1)=1+1+1=3
y--

3
c) O dominio da expressdo % é [0,4oo[.
Seja y = Vx.
Tem-se, para x € [0,+[, y=Yx = x =y° e,se x > +, entdo y — 40,
Ent3o,
R e o S o o S, N
im = lim —— = lim 3 = lim —3=11m —=0
x—+00 \/}+ 2 y—>+oo\/F+ 2 y-+oo Y + 2 y-+0 Y y-+oo y

Vx+1-2

x—-3

d) O dominio da expressdo é [—1,+o[\{3}.

Sejay=+x+1.

Tem-se, para x € [-1,+o[\{3}, y=Vx+1=x+1=y? =x=y%2—1 ¢, se x > 3, entdo
y—-2.

Entdo,

_ \/x+1—2_l_ y—2 _ i y—2_l. y—2 — 1 1 1
! x —3 _y1$y2—1—3_y1—%y2—4_y1—%(y+2)(y—2)_yl—rgy+2_4

Pag. 51

58. Seja n um numero inteiro. Tem-se, paratodoo n, limc(x)=n—-1 e limc(x)=n .
xX—>n+

x—n-

Portanto, ndo existe lim c(x), pelo que ¢ ndo é continua em qualquer ponto de Z .

X—n

Pag. 52
59. Tem-se:
° g(—3) — 9—195+6 =0
i _ i x*+5x+6 9-15+6
IR N N
i i x2+7x+12 9-21+12
[ ] = = =
im0 = lim — 1o —9+19

Portanto, existe lim g(x), peloque g é continua no ponto —3.
x—>-3
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60. Tem-se:

2 Ver, por exemplo, resolugdo do exer. 36 b):
lim £(x) = lim limg F D& Fx+D remese x7— 1= (x— 1)(x? +x + 1)
x -1 x -1 x—l x -1 x_l

= lim(x* +x+1) =3

x3 -1

I3 olo

Entdo, para que a fungdo f seja continua no ponto 1, temqueseter a = 3.

61.

Seja (1) uma sucessio real; o seu dominioé IN e
a aderéncia do dominio também é IN . Seja k€ IN,
qualquer; vamos provar que a sucessdo é conti-
nua em k . Qualquer sucessio de elementos do
dominio da sucessdo a tender para k é a sucessdo
constante (ou é uma sucessdo constante a partir
de certa ordem) e a sucessdo das imagens € a su-
cessdo, também constante (ou é uma sucessio
constante a partir de certa ordem), com todos os
termos iguaisa #, (a partir de certa ordem) que €
convergente para #, (imagem de k na sucessdo).

Pag. 53

62.

a) Fungdo g :

eg(1)=3x1=3

e lim g(x) = lim (3x) =3x1=3
x —-1" x -1

) xh_r,rll+g(x) = xll_r)r11+x =1

Portanto, ndo existe lim g(x) , pelo que g ndo é continua no ponto 1.

x—1

Funcdo h:

eh(1)=1-1=0

e lim h(x) = lim(x—1)=1-1=0
x —1" x-1"

° x11_1)111+ h(x) = x11_1)111+(x +1)=14+1=2

Portanto, ndo existe lim/A(x), pelo que h ndo é continua no ponto 1.
x—1

4x—1 se x<1

b) Tem-se, (g + h)(x) = g(x) + h(x) = {Zx +1 se x>1

e(g+h)(1)=4-1=3

o lim(g+h)(x)=limMUx—-1)=4-1=3
x -1 x -1

e lim(g+h)(x)=limQ2x+1)=2+1=3
x -1+ x -1+

Portanto, existe linll(g +h)(x) , pelo que g + h é continua no ponto 1.
x—>
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c)

A afirmacio é falsa. As funcoes g e b des-
te item constituem um contraexemplo, am-
bas sdo descontinuas no ponto 1 e a soma é
uma func¢io continua nesse ponto.

Pag. 54

63. Fungdo f:
Dp={x€R:x—2#0Ax=0}=1[02[U]2,+oo[
[ ¢ continua porque é soma de restrighes de
funcdes polinomials, racionais e raiz quadrada

de uma fung¢io polinomial.

Fungdo g:

Dy ={x € R:x # 0} = R\{0}

g ¢ continua porque € a raiz cabica do quo-
clente entre a composta da fungdo seno com
uma fung¢ao afim e uma fun¢io afim.

Pag. 55

64. Func¢do f:

Dy = R\{1}

Para x < 1: f é continua porque é o quociente de restri¢des de fungGes polinomiais.

Para x > 1: f é continua porque é o quociente entre uma restri¢do de uma fung¢do polinomial e
uma restricdo da composta de uma raiz quadrada de uma func¢do polinomial.

Entdo f é continua.

Fungao g:

Dy =R

Para x < 1: g é continua porque é o quociente de restricdes de fungdes polinomiais.

Para x > 1: g é continua porque é uma restri¢do de uma raiz quadrada de uma fungdo polinomial.
Para x =1:

eg(1)=v12-1=0
- — i 2_1=J12_1=
° x11_1)111+ gx) xh_r)r11+ \/ x4 =1 \/ 14-1=0

13 olo

e lim g(x) = lim x—1 |x2—3x+2=0<=>x=1Vx=2
x—>1—g x->1"x2 —3x + 2

_ 1 x—1 _ 1 1 _ 1 _

T oD —2) st x—2 17

Portanto, ndo existe lim g(x), pelo que g ndo é continua no ponto 1.
x—1

Entdo, g so ndo é continua no ponto 1.
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65. Fungdo f:

—x se x<0
Tem-se f(x)=|x|={x se x>0

f ¢ continua em |-, 0[ eem [0, +o[ por
ser, em cada intervalo, restricao de uma fungio
polinomial (portanto, continua).

E também é continua em 0, pois:
lim f(x)= lim f(x)=7(0)
x— x— 0

Fungdo h:

h é continua porque é a composta de duas fung¢des continuas: a fungdo f e a fungdo seno.

66.

a) f é continua por ser o quociente de duas fungGes continuas: a diferenga entre a raiz quadrada de
uma fungdo polinomial e uma constante e uma fung¢do polinomial.

b) Afungdo g tem que seraextensdode f a R talque g(—1) sejaigual a
limlf(x)
X ==

|| 1o

Tem-se: lim f(x)=lim L“
x—>-1 x——1 x+1
. (Vx2+3-2)(Vx2 +3 +2)
x=>-1 (x4 1)(Vx2 +3+2)

i x2+3-4
= lim =
x=>=1(x + 1)(Vx2 +3 +2)
0

= lim x 1 0
"_"](x+1)(\/x2+3+2)

(x+1D(x-1) x—1 -2 1
= lim = lim = =—=
-1+ 1)(Ve2 +3+2) *>-1Wx2+3+2 2+2 2

f(x) se x#-1

Ent3 =
ntdo, g(x) {_% se x=—1
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67. Tem-se:
ef(k)=k*+2
. — . 2 — 2

° xll_g(l+ fx) = xll_g(lJr(x +2)=k*“+2
o lim f(x)= lim (4x —2) =4k -2

x>k~ x>k~
Se afungdo f é continua, é continua no ponto k, pelo que setem k?+2 =4k — 2.
Ora, k?+2=4k—-2ok?’-4k+4=0= (k-2)?’=0=k=2.

Pag. 57

68. As afirmacgdes que garantem a existéncia de uma assintota vertical sdo as das alineas a) e d).
a) A assintota é definida por x =0 .

d) A assintota é definidapor x = 1.

Pag. 58
69. Func¢do f:
y - 1 2x -2 -2
Am @) = i e T T o
Portanto, a reta de equagdo x = —1 é assintota ao grafico de f .
Fungdo g:
I I X -1
= —_— = o0
x_l)r_nl_g(x) L Vi+x 0° *
Portanto, a reta de equagdo x = —1 é assintota ao graficode g .
Fungdo h:
2 ‘22— C3—0ox=—1vx=o
) ) X4+x 0 rorTmes = =32
lim A(x) = lim ————=
x—>—1 x—>—1 2x __x_3
x(x+1) x x -1 1
= lim 3 =lim—3= lim =—5=§,
x—>—12(x+1)(x_7) xﬁ—lz(x_z) x->—-12x —3 —
Portanto, a reta de equacdo x = —1 ndo é assintota ao graficode h .

70.

b)Dy={x€R:4—x*>#0A3—x#0}=R\{-2,2,3}

|4-x?20e-2<x<2
ODy={xeR:4—-x2>0Ax#0}=
=[-2,0[U]0,2]
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d)Dy={xER:VX—2#0Ax>0}= [ Vi-2#0e x4
= [0,4[ U ]4, +oo[

71.
X se x<da
a) Se {x}={ s
) f x+1 se x>a
a funcio f ndo € continua no ponto a4 ea
reta de equagdo x = a ndo € assintota ao
seu grafico.
1 se x<0
b) Se f(x)=4%x %
x se x=0
a funcio f tem dominio IR e a reta de
equacio x =0 é assintota ao seu grafico.
Pag. 59
72.

a)eDr={x€R:x+1=0}=R\{-1}
e S6 temos de procurar a existéncia de assintota vertical no ponto —1.

I lim — =34
= =—= (0]
¢ x—1>r—nl—f(x) x—1>r—n1_x +1 0~
® A reta de equagdo x = —1 é assintota vertical ao grafico de f .

b)eDf = {x e R: x* —4 # 0} = R\{-2,2}
e S6 temos de procurar a existéncia de assintota vertical nos pontos —2 e 2.

y _ 4—-2x 8
° x—l>r—nz—f(x) - x—1>r—nZ‘x2 —4 0_+ =t

0
I — 1 4—2xg_ —2(x—2) - i -2 2z 1
I =l = I e - MGy 1 2
® Areta de equagdo x = —2 é assintota vertical ao grafico de f.

c)eDf={x €R:x+3+#0}=R\{-3}

e S6 temos de procurar a existéncia de assintota vertical no ponto —3.
0

9—x20 B-x)3+x)
x 1—>n—13 f) xl—rg x+3 xl—rg x+3
e N3o existem assintotas verticais ao grafico de f .

lim(3—x)=3-3=0
x -3

deDr={xeR:4+x>#0}=R
e N3o existem assintotas verticais, pois a funcado é continuaem R.
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e)e Dy ={x €ER: (x—1)? # 0} = R\{1}
e S6 temos de procurar a existéncia de assintota vertical no ponto 1.

1 1
° hm f(x) = 11m it 1)2 =0r = +00

e Areta de equagdo x = 1 é assintota vertical ao graficode f .

e SO temos de procurar a existéncia de assintota vertical no ponto 1.
e lim f(x)= lim Vl—-x=+vV1-1=0

x-1" x-1"
.Q%f@)=ﬁgﬂ&=¢121

e Ndo existem assintotas verticais ao grafico de f .

gleDr=R
® S6 temos de procurar a existéncia de assintota vertical nos pontos —1 e 1.
1
° l1m fx) = l_1)m1_\/T1 0+ = +oo
1

° 11m fx) = 11m = 400

v2—1 T ot
® As retas de equagdes x = —1 e x = 1 sdo assintotas verticais ao graficode f .

Pag. 60

73.
a)
lim [f(x)+2]=0< lim [f(x)—(-2)]=0
X —>+o00 X —>+o00
A assintota é definida por y = —2.

b) A assintota é definida por y = 3x .
c) A assintota é definidapor y =2x + 1.

d)

lir_{l [f(x)+3x—1]=0< lirf [fxX)—(3x+1)]=0
X —>+00 X —>+00
A assintota é definidapor y = =3x + 1.

e)
lim [f(x)+2x] =3 lim [f(x)+2x]-3=0& lim [f(x)+2x]— lim 3=0&
X —>—00 X —+00 X —>+o0o X —+o00
= lirP fx)+2x-3]=0& lirP [fx)—(—2x+3)]=0
X —>+00 X =+
A assintota é definida por y = —2x + 3.
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74. Determinemos, por exemplo, o limite da fungdo quando x tende para +oo.

) . 1-2x" =
lim f(x) = lim — i
X—>+o0 x40 x° 4]
_ 2
- xl—1>Too x2 xl—l>Too(_2) =2

Portanto, esta provado que a reta de equagdo x = 1 é assintota ao graficode f .
De outro modo:

1 — 2x? 1—2x%+2x%+2
lim [f(x) — (-2)] = lim (2— + 2) = lim ( ) =
X —>+00 X X

—+00 +1 X >+00 x2 41

) 3
=xll>r}300 x2+1]_0

75. Determinemos, por exemplo o limite da funcdo quando x tende para +oo.

2x2

11388
R

lim f(x) = lim

im
x >+00 xo+0ox3 41 x>+ x3 x>+ X
Portanto, esta provado que o eixo das abcissas é assintota ao graficode f .

76.

o [ -e]-

e “

= lim ('\/xl+x—x)——;—=

X —+n
. (\/x2+x—x)('\/x2+x+x) 1
= lim —= i
= Val+x+x <

. x+x-x* 1
= lim ——————-—=

VTR

= lim A —%z

'\/E(\{'l-ﬂ-%)-rx
= lim & i
X —F +%0 J. 2

X \ 1+;+1)
= lim ! —i=
X —+% 1 2

1+‘_T+.|.
X
1 :

= ~ ——é:—l—-—j’l—:o
Visr 2 2 2
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77.

2xt—x—1= 2x* .
a) hmf(x)—h > =lim —=1lim2=2
X—>—00 X+ 2 x>0 x xX—>—00

Portanto, a reta de equagdo y = 2 é assintota horizontal ao gréfico de f .

O estudo é analogo para o caso « + co».

3 4= 3 2
b) lim /(x) = lim X i 2 im = oo
x>0 S5y 472 x>0 5y x> §

Portanto, ndo existe assintota horizontal ao grafico de f quando x tende para —.

O estudo é analogo para o caso « + co».

o0

0 lim /(x)= lim 17X 2 jim 2 = tim 2L =0

X—>—00 x + X—>—00 X X—>—00 X

Portanto, a reta de equagdo y = 0 é assintota horizontal ao grafico de f .

O estudo é analogo para o caso « + co».

Pag. 63
78.

: _ f&x)
A —2x) =3 e i m =2
79.

X

im [g(x)+3x]=1 e lim &= -3

—o0 X —>—00 X
Pag. 64
80.

a)Df ={x €ER:x+1=0}=R\{-1}

60 3x2—x-3
X
X —+00 X X >+ X
o0
5 =
. 3x" —x-3=
= lim — =
X—>+0 X +x
. xz -
= lim —2= lim 3 =
X >+ X X —+00
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[3x2—x—3 3] . 3x? —x—3—3x%—-3x
————— —3x|= lim =

X >+400 X >+400 x+1 X >+400 x+1
. —4x-3=
= lim =
X—>—+00 X+1
= lim — = lim (-4)=-4
X —+o00 X X —>+00

Portanto, a reta de equagdo y = 3x — 4 é assintota obliqua ao grafico de f .
O estudo é analogo para o caso « — co».

b) D, = {x € R: x* — 2x # 0} = R\{0, 2}

0 x3+x—-1
X 2 _
lim g = lim X=X Zx_ _
X —>+o00 X X —>+o00 X

. X Hx—1=

X—>+00 x‘_2x

3

= lim —= lim 1=1

X o>+ X X —>+o00

lim [ 1= 1 x3+x—1 . x}+x—1—-x%+2x*
xlr-lr—loo g(x) X _xir-lr-loo x2% —2x x _x—1>r4r—loo x?% —2x B

o 2x?+x—1 o 2x? _
= lim ————— = lim —= Ilim 2=2

x40  x2 —2x x >4 x2 X —>+00

Portanto, a reta de equagdo y = x + 2 é assintota obliqua ao gréfico de f .
O estudo é analogo para o caso « — co».

c)Dj={xe1Rz:2x+1¢0}=R\{—§}

) 3x3 + 2
X
X —>+00 X X —>+0o X
X +2 =
e 207 4 X
3x3 3x

= lim —= lim — =+
x—>+02x%2  x-ot 2

Portanto, ndo existe assintota ndo vertical ao grafico de j quando x tende para +co.
O estudo é andlogo para o caso « — co»,
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81.
a)Dyj={xeR:x*+1#0}=R
2x X (—x) ( 2x?
2x|x| x2+1 ¢ x<0_{_x2+1
2 2x X x N 2
x+1 se x=0 kL
x2+1 x2+1

2
hm g(x)= hm( 22x j

ool x" 41

gx) =

Il 818

X —>—00

2x?
= lim | —— )= lim (-2)=-2
X

Portanto, a reta de equagdo y = —2 é assintota obliqua ao grafico de g quando x tende para

—00,

2

Il 818

lim g(x)= lim
X—>+00 X—>+00 x +1

x? )
= lim — = lim 2=2
X >+ X X =400
Portanto, a reta de equagdo y = 2 é assintota obliqua ao grafico de g quando x tende para +oo.

b)Df ={xeR:x>+1=>0Ax# 0} =[-1,0[U]0,+oo[
O dominio da fungdo é minorado pelo que s faz sentido procurar existéncia de assintota ndo vertical
em —+oo,

£ Vx3+1
X —
lim —= = lim X =
X —+00 X X —+00 X
o0
. X +1=
= lim —=
X—>+00 x
_ x3+1
= lim T =
X —>+00 X
it
. X+l
= lim —=
X—>+00 x
3 _ 1
= lim — = lim —=0
X -+ X X -+ X

lim [f(x)—0xx] = lim f(x)=

3 ; 3
— lim \/x+1 " im x+1:

X—>+00 X—>+0 X

/llm— ’llmx—+oo
X >+00 X2 X —>+00

Portanto, ndo existe assintota ndo vertical ao grafico de f quando x tende para +oo.

X =

||8I8

hm
X—>+00
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¢)D, = {x € R:2x? # 0} = R\{0}

—x3-1
K )_|x3+1|_ ez S¢ x<-1
ETox T a3 41
> se x=>—-1Ax+0
2x
w_ |
X B ey
lim ]—= lim _2xt
X —o>—00o X X >—00 X
R e
= lim =
X—>—00 2x3
—x3 1 1
= lim —= = lim (——):——
X »>—00 2x3 X ->—00 2 2
_ , 1 _ —x3-1 x o =x3—1+x8 -1
Jim (60 +37) = Jim, (5= +5) = Jim = o= im =0
Portanto, a reta de equagdo y = —%x é assintota obliqua ao grafico de j quando x tende para —oo.
_ x3+1
1 ](_x)z 1 2x? —
X -+ X X >+ X
. X +l=
= lim —=
x—>+0 D x
_ x% 1 1
_XLTOOZ—.XB_X—)—OOE_E
. ( 1 )_ . *+1 x\ i x}4+1-x% i 1 )
S R N R . ot o

~ 1, , (e .
Portanto, a reta de equagdo y = X éassintota obliqua ao grafico de j quando x tende para +oo.

Pag. 66

82.

a)Dy={x €R:x+1+0}=R\{-1}

® Assintotas verticais

A fungdo é continua em R\{—1}, pelo que sé a reta de equagdo x = —1 pode ser assintota vertical
ao graficode g .

I _ 2x|x| _ -2 -t
x_l)rpl_g(x) - x—1>rP1-x +1 - 0__ -

A reta de equagdo x = —1 é assintota vertical ao grafico de g .
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e Assintotas ndo verticais

900 2x|x| —2x?
X
lim —= lim x+1_ li x+1
X —>—00 x X —>—00 x X —>—00 x

. 2x' -
= lim > =

xo—0 x° 4 x

_ _ 2x|x| _ —2x? o —2x% 4 2x%+ 2x
lim [g(x) +2x] = lim +2x | = lim +2x | = lim =
X >—00 x-o—co\x+1 x->-o \ X + X >—00 x+1
. 2x =
=lim —=
a0 x 41
. 2x
= lim —=2
X —->—00 X
Portanto, a reta de equagdo y = —2x + 2 é assintota obliqua ao grafico de g quando x tende
para —co.
) 2x|x| 2x?
x
lim g__ lim x+1 _ lim x+1
x>+ X X >+ X X -t X
) 2x° =
= lim — =
X—>+00 X +x

_ 2x?
= lim — =2
x>+ \ X

_ 2x|x| _ 2x? o 2x?—2x% - 2x
lim [g(x) —2x] = lim 1 2x | = lim —2x | = lim =

X —+00 x>+ \ X + x-+o\x + 1 X >+00 x+1
o0
. 2xe . 2x
=lim —==lim —=-2
x—>+0 x4 | x40y

Portanto, a reta de equagdo y = 2x — 2 é assintota obliqua ao grafico de g quando x tende para
400,

b)Df={x€lR:x3+x20/\x¢0}= ¥+x>20x (x2+1) 205x=0
é positivo,VxeR
=10, +oo[

e Assintotas verticais
S6 a reta de equagdo x = 0 pode ser assintota vertical ao grafico de f .

x3 + x /
= lim hm =0+ 00 = 400
x -0t x—>0

A reta de equagdo x = 0 é assintota vertical ao graficode f .
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e Assintotas ndo verticais

O dominio da fung¢do é minorado pelo que s faz sentido procurar existéncia de assintota ndo vertical
em —+oo,

) Va3 +x
X —
lim — = lim —*— =
X —>+o00 X X —>+oo X
o0
> ®
. X +x =
= lim —=
X—>+00 x
_ x3+x X3 1
= lim = lim —= | lim —=0
x —>+00 X X —>+00 X X =+ X
lim [f(x) —0x] = lim f(x)=
X —+00 X —+00
o0
> ®
. X +x =
= lim ———=
X—>+00 x

_ x3+x ox3 :
= lim > = lim — = lim x = +o
X —+00 X X —=+00 X X —+00

Portanto, ndo existe assintota ndo vertical ao grafico de f quando x tende para +oo.

X*—-x=0oxx*-1)=0s
ox=0vxi-1=0=x=0vx=—-1vx=1

b)D, ={x€R:x3—x#0}=
= R\{-1,0,1}

e Assintotas verticais

Sé as retas de equagbes x = —1, x = 0 e x = 1 podem ser assintotas verticais ao grafico de h.
0
. . 1-x*0
lim A(x) = lim ——=
x—>—1" x—>-1 X —X
o =xHA+x?) . D@ +x?) —-1x2
= lim = lim = =2
x--1- x(x?—-1) x—>-1" X -1
xl_l)r_nﬂ h(x) =2
Portanto, a reta de equacdo x = —1 ndo é assintota vertical ao grafico de h .
'3
lim A(x) = lim — =
x—=1" = X —Xx
o @=xHA+x?) . DA +xH) —-1x2
= lim = li = =-2 e
x-1"  x(x?2-1) x—>1" X 1

lim, h(x) = —2

Portanto, a reta de equagdo x = 1 ndo é assintota vertical ao grafico de h.

0
. . 1-x*0
lim A(x) = lim — T -
x—0" x-00 X7 —Xx
. 1-x)1+x?) . D A+x?) -1 N
= = _— = —_—= (0]
xl—g)l‘ x(x?—1) x1—>n(}‘ X 0~

Portanto, a reta de equagdo x = 0 é assintota vertical ao graficode h.
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e Assintotas ndo verticais

hx) 1—x*
X 3 _
lim —= = lim % X =
X —>—0o X X >—00 X
o0
. 1—x* =
= lim —— =
X*)foox _x
. _x4
= lim —=-1

X >—00 x4’

_ _ 1—x* o l—xt+x*—x?
lim [h(x) + x] lim +x|= lim =

X —->—o00 _x—>—oo x3—x X ——o00 x3—x
o0
, =
Lo l=x"
= lim — =
X—>—00 X —X
_=x? 1
= lim —= lim —=0
X >—00 x X —>—00 x
Portanto, a reta de equagdo y = —x é assintota obliqua ao grafico de g quando x tende para
—00,

O estudo é analogo para o caso « + co».

Pag. 67
83.
a) Dy = R\{—1}
e Assintotas verticais
Sé areta de equagdo x = —1 pode ser assintota vertical ao graficode g .
_ - 3—-2x3 5
N g00 = I e =T e
Areta de equagdo x = —1 é assintota vertical ao graficode g .
e Assintotas nao verticais
3 —2x3
fim 99 i 221
X ——00 X X —>—00 X
. 3-2x=
= lim — =
oo XU — X
—2x3
= lim = -2

X —>—00 X

. el = i 3 —2x3 )= 3—2x%+2x%—2x _
x—lgloo[g(x)-i_ x]_x—lgloo x2 -1 +ex _x—l>rPoo x?2 -1 -
. 3-2x® . 2x
=lim ——=1im —=0
x>0 x° —] x>0 x
Portanto, a reta de equagdo y = —2x é assintota obliqua ao grafico de g quando x tende para —co.
-1 1

xl—lg-loog(x) - xl—IH-loo:l +x - oo

Portanto, a reta de equagdo y = 0 é assintota horizontal ao grafico de g quando x tende para +co.
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b)D, = {x €R: |x| — 1 # 0} = R\{-1,1}

e Assintotas verticais

S6 as retas de equagbes x = —1 e x = 1 podem ser assintotas verticais ao grafico de g.
) oxt—-x 2
x1—1>r—nl‘g(x) - xl—l>r—nl_|x|——1 - ()_+ =t
A reta de equagdo x = —1 é assintota vertical ao grafico de g .
0

5 9
lim g(x) = lim*—*2
x—>1 x>0 | X | —1

ox(x—-1) :

=imm o s limx=1 e limgbo=1

Portanto, a reta de equagdo x = 1 é assintota vertical ao graficode g .

® Assintotas ndo verticais
2

X" —x x?—x
. g(x) . x|—1 .. P
lim —= = lim L lim —x=1_
o0
5 ©
. X —=x >
=lim ——=

X—>—00 _xz - X

. xz
= lim —2=—1
X o—00 —X

_ ) x?—x o x?—x—-x%—x
lim [g(x) +x] = lim T +x )= lim =
X —>—00 X

—>—0c0 \ —x — X >—00 —x—1

—fim =2 2 i 22X =)

x>0 —x—] x>0 —x

Portanto, a reta de equagdo y = —x + 2 é assintota obliqua ao grafico de g quando x tende para

—00,
x%—x X2 — x ,
X -1 — X< —x
fim 99 = g BT 2T g = lim 1=1
x—-too X x—>+0 X x-+0 X xo—0x2 —x x-o-o0o
lim [g(x) —x] = li S N W S ot S R P
x—1>r-|l:loogx x _xir-ll:loo x—1 x _x—1>r-|1:loo x—1 _x—1>r£loo -

Portanto, a reta de equagdo y = x é assintota obliqua ao grafico de g quando x tende para +oo.
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Pag. 68

84.

Dado que f é impar, tem-se f(—x)=—f(x).
lim [f(x)—(mx—b)]=

_ lim [~f(—x) +mi(-x) + b] =
= lim _[f(-x)-m(-x)-b]=
= — lim [f(x)-mx-b]=

— lim [f(x)-(mx+b)]=0

85.

: . 2g2(x) 4x
im = m (2E2 )
=2 lim @+4=2X3+4=10

x—+4m X

Uma equagdo que define essa assintotaé y = 10.

Pag. 69
86.
a)
x) : "

lim ﬂ—= lim w=1 (ndo de-
B x—e +3 X +cx
pende de ¢)

lim [flx)-x]=
X —

. X +3x—-4-x*—xc
lim =
X —+ 400 X+cC
. 3-cx—-4
lim ——— =3
X —= +5 :(,'+C

A reta de equacio y=x+3—c é assintota
ao graficode f.

b) Dy = R\{—c}
Para cada valor de ¢, sé areta de equagdo x = —c pode ser assintota vertical ao grafico de f .
2135- _
Tem-se: x2+3x—4=0<x=—-4Vvx=1, peloque f(x) = X 1304 _ D D)
x+c x+c
Entdo,seesdse c =4 ou ¢ = —1, tem-sequenem Ilim f(x) nem lim f(x) sdo — ou
x——c x——c*

00,
Entdo, os valores de ¢ para os quais o grafico de f ndo tem assintotas verticais sdo —1 e 4.
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87. Dado que Dy == R\{—-2,0}, que f écontinuaeque lim f(x)=1lim f(x)=—o, conclui-se
x—-2" x—0

que as retas definidas por x = —2 e por x = 0 sdo as Unicas assintotas verticais ao grafico de f .

Dado que lim [f(x)+x] =0, conclui-se que a reta definida por y = —x é assintota obliqua ao
X—>—00

grafico de f quando x tende para —oo.

Dado que
lim [2 —1o2 i =1 1 -
Jim [2f0) —=x] =12 lm [f0) -3 =1 lm [f)-3]=5=
I X 1_0 I x 1_0 I (x 1 —o
= Jim |10 -3] -3 =00 tm |10 -5-3] 0= m [rw-(5+3)] -
conclui-se que a reta definida por y = %x +% é assintota obliqua ao grafico de f quando x tende
para +oo.
Um esboc¢o do grafico de uma funcdo compativel com estas condicGes é:
. . 'S
R 0%
\\ ] | ) 1
SO
'Z = > b
: O %
x=-2

88. Dy = R\{1}

e Assintotas verticais
S6 areta de equacdo x = 1 pode ser assintota vertical ao grafico de % .
lim ! = ! = i
<=1 fG) - Iim fG) 0F

~ L . - 1
Portanto, a reta de equacdo x = 1 é assintota vertical ao grafico de e

= 400

e Assintotas horizontais
] 1 1 1
PTG T Tim 0 0
x 5—00
Portanto, o grafico de % ndo tem assintota horizontal quando x tende para —c.
1 1 1 1

li = - — = ——
%o f(x) lir_rFl fx) -2 2
X =400

= 400

~ 1, . e 1
Portanto, a reta de equagdo y = — éassintota horizontal ao grafico de i quando x tende para

+oo.
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89,a)on={xe]R:4x—x2¢0}= ‘ 4x—x2=0x@4—-x)=0x=0vx=4

= R\{0,4}

cf(x)=0=x2-2x—3=0Ndx—x*#0 (x=—-1Vx=3)Ax#0Ax#4 &

Sx=-1vx=3

e Variacdo de sinal

X | —oo -1 0 3 4 —00
x*—=2x-3 + 0 — — — 0 + + +
4x — x* — — — 0 + + + 0 —
f(x) — 0 + n.d. — 0 + n.d. —
fx) <0 x€]—00,—-1[U]0,3[ U |4, +o[
fx)>0=x€]—-1,0[U]3,4[
b)ODf={x€]R:5—x2¢O}= ‘ 5—-x2=0ox?=5ex=—5vx=15

= R\{-5,V5}

cf(X)=0=216x—x>=0A5-x2#0=2x(16 —x) =0Ax# —\/5Ax #/5 &
Sx(4—xDA+x)=0Ax#*—s5Ax#Vs & (x=0v4d—x2=0)Ax#*—5Ax /5

S x=0vx=—2Vx=2)A(x#—5Ax#V5) @x=0Vx=-2Vx=2

e Variacao de sinal

X | —o0 —/5 -2 0 2 V5 —o0
x — — - | -1 - 1o + |+ + + +
4 + x* + + + + + |+ + + + + +
4 — x? - - - 0 + |+ + 0 - — -
5 — x? - 0 + + + |+ + + + 0 -
f(x) — n.d. + 0 — 0 + 0 — n.d. +
fX)<0ex€]—o,—/5[U]—20[U]l2,V5
f(x) >0 x €] —+/5-2[U]0,2[ U5, +o[
Pag. 74
90. Fungdo f:
A fungdo f é continua por ser uma fung¢do racional.
Fungdo g:
Para x # 0, g é continua por ser, nesse conjunto, igual a uma fungdo racional.
Para x = 0, tem-se:
: . : 1
Jim_g(x) = lim —= -, Jim, g(Cx) = lim —= 4o e g(0)=0
pelo que g ndo é continua no ponto 0.
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V=% =%
02 _ 02/5 _ 004
b) 5x  x  x
<) 4 A8
-3x X
Pag. 75
92.

O grifico de g obtém-se do grifico de f por
meio da translacdo definida pelo vetor de coor-
denadas (-2,1).

O grifico de b obtém-se do griafico de f apli-
cando a este grifico a translacio definida pelo
vetor de coordenadas (1, 0) , seguida da refle-
xdo de eixo Ox e da translagio definida pelo
vetor de coordenadas (0, 2).

1
=1+——, D' =IR\{1
glx)=1+—=, D', {1}

1

h(x)=2———, D';,=R\{2}
x—1
93, 3)3;:21: §x+1 X +2
—-3x—-6 3
=34+ > =342 s
- x+2 x=(=2)
b) x5 _ x—5|—x+3
3-x —-x+3 -1
_2 2 —_—
= — = — _2
1+ —-x+3 1+ x—(-2)
Eev
H L 2x [3x+1
== 3 —24_ "3 2, 75_2, "5 -2x—2/3 2/3
3 3x+1 3 3(x+§) 3 x+§ 3 x_(_%) — 253

Pag. 76

94,
a)f(x)=1- szg =1+ %; portanto, a assintota vertical ao gréfico de f é areta de equagdo x =3

e a assintota horizontal é a reta de equagdo y = 1.

b) g(x) = %+ 2=2+ xlTo; portanto, a assintota vertical ao graficode g é areta de equagdo x =0.
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95.
a) A assintota vertical ao gréfico de f é aretade equagdo x = —1 e a assintota horizontal é a reta de
equagdo y = 2, peloquesetem f(x) =2+ x_é(_l) =2+ x—_’il; comosetem f(0) =1,vem

1
x+1°

2+-—=1,peloque k = —1.Entdo, f(x) =2 -

b) A assintota vertical ao grafico de g é areta de equagdo x = 2 e a assintota horizontal é a reta de
~ k
equagdo y = —1, pelo quesetem g(x) = -1+ ——; como se tem g(=1) =0, vem

k x — 143 _q_3
—1+E—O,peloque k = =3 .Entdo, g(x) = 1+x_2— 1

x-2"

¢) A assintota vertical ao grafico de h é areta de equagdo x = —2 e a assintota horizontal é a reta de

equagdo y = 0, pelo que se tem h(x) =0 + x_é‘_z) = x%; como se tem h(0) = —1,vem
k 5 —-__2
ek —1, peloque k =—2. Entdo, h(x) = —-

96. Seja f afuncdo referida no enunciado.
A assintota vertical ao gréfico de f é areta de equagdo x = 1 e a assintota horizontal é a reta de

equagdo y = 2, peloquesetem f(x) =2+ ﬁ ;comosetem f(0) =1, vem

2+£=1,peloque k=1.

~ _ L_Zx—2+1_2x—1_ _ _ _ _
Entao,f(x)—2+x_1— ) —x_l,portanto,podesera—Z,b— 1,c=1ed=-1.
Pag. 78
97.
. 12 12 12 .
a) Tem-se x X c =12, com 1,53x$5;entaoc=7e?ScS1—5,ouseJa, 24<c<8.

b) O perimetro do painel é dado por 2x + 2c.

Seja P afuncdo que d3, para cada valor de x, o perimetro do painel. Tem-se:

2
24 _ 2x x+24, com Dp = [1,5;5]

P(x)=2x+2€=2x+2><1x—2:2x+7
Pag. 79

98.

a)i—;i=0=}x—5:0/\x+1iO@sz/\x;t—l(:)x=5; conjunto-solugdo: {5}

x2—4

b)
xX—2
conjunto-solugdo: {—2}

2

=00x?2—4=0Ax—-2#200x’=4Ax#2 (x=-2Vx=2)Ax#+2Sx=—-2;
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5x—-2 5x—2 5x—2-3x-3 2x-5
c) =3 —3=0erT""""-(0o

=02x-5=0Ax+1#0s
x+1 x+1 x+1 x+1

5 5 . ~_ (5
Sx=-Ax# —-lex= > conjunto-solugdo: {5}

2x+1 2x+1 2x+1-2x+6
=2 —2=0——F—=
x-3 x-3 x-3

d)

conjunto-solucdo: @

0@£=0®7=0/\x¢3@x6(b;

Pag. 80
99.
S SN S SN S PN £ ol AL W £ 12 DN
x-1 1-x x-1  x-1 x—1 x—1
©-6x+9=0Ax—-1#0ex =%/\x Floex =%; conjunto-solugdo: {%}

b)i-l-izic}i-i-i—iz 0 <=>4(x+2)(x—1)+2x(x—1)—6x(x+2) — 0o
X x+2 x—1 x  x+2 x-1 x(x+2)(x-1)
(4x+8)(x—1)+2x%2—2x—6x%—-12x 4x?—4x+8x—8—4x?—14x -10x-8
x(x+2)(x—1) =0e x(x+2)(x—1) =0 x(x+2)(x-1) 0=

©-10x—8=0Ax(x+2)(x-D#0Sx=—AX#0Ax#-2Ax#1) Sx=—

Ul |

. ~ 4
conjunto-solugdo: {— E}

S [ S S RN I ' e | X +2x-3=0eox=-3vx=1
x2+2x-3 9-x2 x-1 x2+2x-3  x%2-9 x-1
4 1 1 4(x-3) x—1 _ (x+3)(x-3) _
G360 T GGy -1 (x+3)(x—1) | (x+3)(x—3) -1 S 0®
4x—12+x-1-x%+9 -x245x—4 .2 4 _ _
1) G133 D) 0o —x*+5x—4=0Ax+3)x-3Nx-1)#0e

Sx=1Vx=4A(x#-3Ax#3Ax # 1) ©x =4; conjunto-solucdo: {4}

100.
a)f(x)=0@x—x2+1=0@M:0@_x_1:O@—x—l=0/\x—1iO(:}
x—1 x—1 x—1
x=—-1Ax#1©x=-1;0zerode f é —1.
_ 1 3 1 3 2-3 -1 _
b)g(x)—0@;—2’(_2—04:);——2(9(_1)— 2D @—Z(x_l)—O(:»—l—O/\xil(:)

© x €Q; g ndotem zeros.

Pag. 81

101.
a)5+2x =1 2x = —4 & x = —2; conjunto-solugdo: [—2,+oo[

b)5—-2x<0& -2x<-5x> ;; conjunto-solugdo: ]%, +oo[

<)

w R

_xT—z S1e2x—-3x+6<6© —x <0 & x = 0;conjunto-solugdo: [0, +oo]
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x2-4

d) >S0ex?-4>0
ox<-2Vx>2;

Conjunto-solugdo: | — oo, —2[ U |2, +oo[

e)2x?’ <4x o 2x?—4x <0 e
©0<5x<2;
Conjunto-solugdo: [0, 2]

Na figura esta representado um esbogo do grafico da fungdo f
definida por f(x) = x% — 4.

-

Na figura esta representado um esbogo do gréfico da fungdo f
definida por f(x) = 2x2 — 4x.

0 2

fl)(x—2)2>0ex—2+0 e x # 2; conjunto-solugdo: R\{2}

Pag. 82

102.2)- 226 —2200-—"20&

o x €]0,3]

4—x

2
<0&

b) x—1
o x€e]—21[U]2,+0ox0]

4x x 4x x
VLS im S ey 2=0e
4x—x(x+2) 4x—x%-2x
(x+2)(x-2) =0 (x+2)(x-2) =0e
2x—x?
(x+2)(x-2) s0e

©x €] —00,—-2[U[0,2[ U ]2, +0]

d-2<ix-1e 2 -fi1<0e
x—2 2 x—2 2

2x2—x(x—2)+2(x—2)

<0&
2(x-2) =0
2 _ a2
4x+2x+2x4§0@x+4xS0®
2(x—-2) 2(x-2)

< x € [0,2[ U [4, +o0]

Quadro do estudo da variagao de sinal de 12
X | —© 0 1/2 —0o0
1-—2x + | + + 0 | -
X — 0 + + +
1-2x — | nd. + 0 —
X
Quadro do estudo da variagao de sinal de dx?
X | —o0 -2 1 2 —o00
4 —x? - 0 + + + 0
x—1 — - — 0 + +
4-x? + 0 - n.d. + 0
x=1
N . 2x—x?
Quadro do estudo da variagao de sinal de et
x | —o0 -2 0 2 —00
2x — x? - = — 0 + 0
(x+2)(x—2) + 0 - — - 0
2x—x? - | nd. + 0 - n.d.
(x+2)(x-2)
—x2+4x
Quadro do estudo da variagao de sinal de
2(x-2)
X | — 0 2 4 —
—x% + 4x -1 0 + + + 0
2(x—=2) — - — 0 + +
—x?+4x + 0 - n.d. + 0
2(x-2)
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103. Designemos por f, em cada alinea, a fun¢do definida pela expressdo analitica apresentada
a) e D; = R\{2}
x+3

of(x)=0<=);=0<=)x+3=0Ax¢2<=)x=—3

e Variagdo de sinal

X | —oo -3 2 +00
x+3 -10 + + |+
2—x +| + + 0 |-
f(x) -1 0 + nd. | —
fX) <0 = x€]—00,—-3[U]2,+o|
f(x) >0 x€]-3.2]
e Estudo das assintotas ao grafico
— X+3 = x+3 | —x+2
f(x) - 2—x —-x+ 2 -1
5
=-1+ _x5+2 =-1- %; portanto, o grafico de f admite uma assintota vertical de equagdo x = 2 e
uma assintota horizontal de equagdo y = —1.
b)eD;={xeR:1—x?#0}=R\{-1,1}
_ xz—x—é _ 2 _ 2
of(x) =0 — =0e=ox*—x—6=0AN1—x"#0&
Sx=-2Vx=3Ax#-1Ax#1)e=x=-2Vvx=3
e Variacao de sinal
X | —oo -2 -1 1 3 +o00
x> —x—6 +] 0| - - - - | - 0 | +
1—x? - - - 0| + 0| — | = |-
f(x) -1 0 + nd.| — |[nd| + 0 | —
f) <0 x€]—00,-2[U]—-1,1[U]3, 400
fx)>0=x€]—-2,-1[U]1,3]
e Estudo das assintotas ao grafico
. x’2—x—6 14+1-6 —4 N
= = — = (0/0)
ol 1 — x2 0- 0-
Portanto, a reta de equagdo x = —1 é assintota vertical ao graficode f .
i x?—x-6 1-1-6 —6
o 1-x2 0t 0t
Portanto, a reta de equagdo x = 1 é assintota vertical ao graficode f .
2 = 2 2 = 2
. X —x—6*__ x . X —x—-6~__ X
lim —=Ilim—=-1 e lim ———=1Ilim —=-1
x>0 |—x x——0 —y x>0 | —x x40 —y
Portanto, o grafico de f admite uma assintota horizontal de equagdo y = —1.
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c)eDs={x€R:x*—x—6# 0} =R\{-2,3}

2x+4
ofN=0e =

Sx=—2Nx#-2Ax#+3)=x€EP

e Variagdo de sinal

0=22x+4=0Ax*—x—-6#0

X | —oo -2 3 400
2x + 4 -l o[ + | + |+
x*—x-6 +| 0 — 0 |+
f(x) — | nd. — nd. | +
f) <0 x€]—00,-2[U]—23]
f(x) >0 x€]3,+0
e Estudo das assintotas ao grafico
0
. 2x+4 0 2(x+2 .2 2
lim ot lim ( ) = lim —=—

2 X —x—6 a2 (x+2)(x—3) x>-2 x—3 B -5

O resultado é andlogo para o caso «—2%».

Portanto, a reta de equagdo x = —2 ndo é assintota vertical ao grafico de f .

I 2x+4 10
X —x—6 0-

Portanto, a reta de equagdo x = 3 é assintota vertical ao grafico de f .

0

1imﬂ21jm%:]jmg:0 e limﬂ

X—>—0 xz f— x —_ 6 X—>—00 x2 X—>—00 x X—>+00 x —_ x —_ 6

Portanto, o grafico de f admite uma assintota horizontal de equagdo y = 0.

deD;={x€e€R:x*—-5x—6%0} =R\{-16}

o0

®© . .

=]lim —=1lim—-—=0
x—)+oo_x

X—>+00 X

x3+4x%+x-6 1 —6
fW=0e—Fr =0 ‘ 6
x3+4x>+x—-6=0Ax>-5x—-6#0 |1 0
Sx-1Dx?2+5x+6)=0A(x = —-1Ax #6) &
Sx—-1=0Vvx?+5x+6=0)A(x#+—-1Ax+#6) =
S x=1vx=-2Vvx=-3)Ax#-1Ax#6)=x=-3vx=-2Vx=1
e Variacdo de sinal

x | —oo -3 -2 -1 1 6 +0o0
¥ +4x’+x—6 -1 0 + 0 - - 0 + |+
x> —5x—6 + | + + + + 0 - 0 |+
f(x) - 0 + 0 - n.d. 0 nd. | +
fX) <0 x€]—00,-3[U]—-2,—-1[U]L6]
fxX)>0=x€]—-3,-2[U]—-11[U]6,+x[
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e Estudo das assintotas ao gréfico

x> +4x*+x—-6 —1+4-1-6 —4

lim S
x—>-1" x2—5x—6 0t o+
Portanto, a reta de equagdo x = —1 é assintota vertical ao graficode f .

lim

x3+4x2+x—6_216+144+6—6_360

x>6~ x2—5x—
Portanto, a reta de equagdo x = 6 é assintota vertical ao gréficode f .
x3+4x2+x—-6

6

= —00

0~ 0~

x 7 _Gx_
lim f—( )= lim —X-=5X=6 _
. X +4xX+x-6=
= lim — > =
o= X7 —=5x7 —6x
Chim Sy
_x_l)r_nooF_
lim [ 1= n x3+4x2+x—-6 _ X +4x? +x—6—x>+5x% +6x
x_l)r_noof(x)—x Taotw| x2-5x—6 | e x2—-5x—6 B
. X +T7x-6~
= lim —————=
x>0 x° =5x—6
- 9x?
= lim — =9
X—>—0 X

Portanto, a reta de equagdo y = x + 9 é assintota obliqua ao grafico de f .

O resultado é andlogo para o caso «+oo».

e)e D ={xeR: (x—1)* # 0} = R\{1}

of

=0

S x=-3

e Variacdo de sinal

x%242x-3
(x-1)?

=0ox?+2x—-3=0A(x—-1)2?#0ox=-3Vx=1Ax#1&

X | —© -3 1 +00
x*+2x—3 +1 0| - 0 |+
(x — 1)? + 1+ | + 0 |+
f(x) +| 0 — nd. | +
fxX)>0= x€]—00,-3[U]1,+0]
fx)<0e=x€]-31]
e Estudo das assintotas ao grafico
0
. X 4+2x-30
lim —————=
x—l ()C—l)
(x+3)(x—-1) x+3 4
——————= lim =—=400
x->1 (x—1)2 x-»1"x—1 0t

Portanto, a reta de equagdo x = 1 é assintota vertical ao graficode f .
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. X" +2x-3=

li —=

xX—>—00 ()C—l)

i x*+2x—-3 xz_1 i x2+2x—3_l_ xz_1
x—l>r—noox2—2x+1_x—l>r—nwF_ ® e (x —1)2 _x—l};noo;_

Portanto, o grafico de f admite uma assintota horizontal de equagdo y = 1.

104.
a)Dy={x€R:2—-2x#0Ax*>—1%0}=R\{-1,1}
Flx) = 4 5 4 5 _ -2 5 _ —2(x+1)-5 _  —2x-7
T 2-2x  x2-1 2(1-x) (x+1D)(x-1) x-1 (x+D(x-1) (+Dx-1)  (x+1)(x—1)
ef()=0—27 0o -2x—T7=0Ax2—-1#0x=—lAx#—-1Ax+lex=—1
(x+1)(x—1) 2 2

e Variacado de sinal

X | —oo =7/2 -1 1 400
—2x—7 +| 0 - | -1 -1 -1-
x*—1 +| + + 0 - 0 |+
f(x) +| 0 - |nd.| + |nd |-

f@)>0exe]—oo—I[U]-11]
£ <0<:>xe]—§,—1[u]1,+00[

b)D; ={x €ER:10—2x # 0A4 —x? # 0} = R\{-2,2,5}
Para x € Dg tem-se:

(x) __ 3x-6 v x%2-5x _ 3(x-2) x(x-5) _ 3x(x-2)(x-5) _  -3x(2-x)(x-5) _  3x _ 3x
g T 10-2x T 4—x2 T 2(5-x) T 2+0)(2-%)  2(5-2)2+x)(2-x)  —2(x=5)(2+x)(2—x)  2(2+x)  4+2x
e g(x) =0 2 —0Ax#2Ax£53x=0Ax#—2AXx#2Ax#5&x=0

2(2+x)

e Variacdo de sinal

X | — —2 0 2 5 oo
3x - - - o + |+ |+ |+ [+
4+ 2x -1 0 + |+ |+ |+ [+ |+ [+
g(x) + | n.d. - 0 + |nd | + |nd |+

fx) >0 x€]—00,-2[U]0,2[U]2,5[U]5,+oo[
f)<0e=x€]-2,0]
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105.
a) Areta de equagdo y = 2x é assintota obliqua ao grafico de f, pois:

1 1
lim [f(x) —2x] = lim [(Zx + —) — Zx] = lim —=0
X—>—00 X—>—00 X

X—>—00 X
O resultado é andlogo para o caso «+oo».
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b) A reta de equagdo y = x — 3 é assintota obliqua ao grafico de g, pois:

xl_i)r_noo[g(x)—(x—3)] =xgrpoo[(x—3—xi2>—(x—3)] =xl_i>r_noo<x—3—%—x+3) =
-1

= lim — =0
x—)—OOx

O resultado é andlogo para o caso «+oo».

) —3x+1+E se x<§/\x¢0
ch(x)=13x—-1|+== Zx 1
x 3x—1+; se x>z

Areta de equagdo y = —3x + 1 é assintota obliqua ao grafico de h, pois:

—>—00 X

xl_i)r_noo[h(x) —(-3x+1)] = xgglm [(—Bx +1+ ;) —(—3x+ 1)] = xlim z =0

Areta de equagdo y = 3x — 1 é assintota obliqua ao grafico de h, pois:

[A(x) — Bx —1)] =xLiToo [(Bx -1+ %) - (3x — 1)] = lim E =0

lim
X—+00 X—+o00 X
Pag. 87

106.
a) O total de pessoas inscritas é igual a 15 4+ x pelo que o prego a pagar por pessoa, em fungdo de

. 490
x éigual a .
15+x

490 490 490—-300—-20x 190—-20x
b) <20 —— 20k 0 &————<0e——<0
15+x 15+x 15+x 15+x
Dado que, no contexto da situacdo, a expressdo 15 + x toma sempre valores positivos, tem-se:

190 — 20x
15+ x

, L 490 . .
O numero minimo de pessoas para que Tog, Seiamenor do que 20 é 10.

190
<0<:>190—20x<0<:>x>%<:x>9,5

107.
a) 20 horas = 1200 minutos pelo que a capacidade do depdsito é iguala 1200 X 6 litros, ou seja,
7200 litros.

Se o caudal da torneira é igual a x litros por minuto, é igual a 60x litros por hora, pelo que a

. 7200 , . - 120
torneira demora or horas a encher o depdsito. Entdo, t = -

120 , . . . .
b) T3 €O tempo em horas que duas torneiras de caudais constantes, de x litros por minuto e de

6 litros por minuto, demoram, em simultaneo a encher o referido depédsito.
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108.
a)Df = {x ER:2x + 6 # 0} = R\{-3}
. _1-4x 13 —4x+1 2x+ 6
Tem-se: f(x) = e = 2+ P 12 o3
13
Entdo, D'f = R\{—2}, aretadeequagdo x = —3 é assintota vertical ao grafico de f e aretade
equagdo y = —2 é assintota horizontal ao gréfico de f .
by =~ y2x+6)=1-4x o 2xy+6y=1-4x < 2y +4x=1-6y =
o _1-6y 1 _ 1-6X
= x2y+4)=1-6y=x= Tyia’ portanto f~(x) = ia
Tem-se: f~1(x) = =X =342 —6x+1 |[2x+4
2x+4 2x+4 6x+12 -3
13
Entdo a reta de equagdo x = —2 ¢é assintota vertical ao grafico de f~! e aretade equagdo y = —3

é assintota horizontal ao grafico de f~!; observa-se uma possivel relagio com as assintotas ao
grafico da fungdo f .

Pag. 96

5—2x<0 x =

RN

109. a){ 5, peloque A = [%,1?3[. A aderénciade A é [5 1—3]

2’3

|

b) A aderénciade B é [—1,2] U [3,+oo[ .

-n+n sy 1
(-1)'xn+n |3, se n éimpar (0 se n éimpar 5
Q)% = \nin ) =42 . ; portanto C = {0,5} .
n 5, Se népar 3 S€ nepar

A aderénciade C é C.

d) Aaderénciade D é R.

~ - 2n+1 1, ~
e) A sucessdo (e,) definida por e, = = 2+ — € uma sucessdo decrescente que converge para

2 e cujo primeiro termo é igual a 3.
Entdo, a representa¢do do conjunto E pode ser sugerida pelo grafico:

> o o) >
£4 (. [ [&

O—d ° ° °
-O— 4 -

2
A aderénciade E é E U {2}.

L e
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110. N3o existe lim f(x), pois, para que pudesse existir, era necessario (apesar de ndo ser
x—>2

suficiente) que lim f (u,) fosseiguala lim f (v,) .

111. Como limu,, = lim 1n_+21n = —% e lim1 f(x) =3, pode-se concluir que lim f(u,) = 3.
X—>——
2

112. Opcdo (C)

Como limu, = lim% =0% e lim g(x)=2, pode-se concluir que limg(u,) = 2.
x—0"

113.
. . 1
a)limu, = lim (1 —;) =1
Como os termos da sucessdo (u,) sdo todos inferioresa 1, tem-se h(u,) =u, +1=1-— % +1=

1 ; i L
= 2 ——; portanto, limh(u,) = lim (2 a 5) =2

b) Seja (v,) asucessdo definida por v, =1 + %

. . 1 ~ ~ .
Tem-se limv, = lim (1 + E) = 1 mas, como os termos da sucessdo (v,,) sdo todos superioresa 1,

tem-se h(v,) = —-v,+1=— (1 +%) +1=-1 —%+ 1= —% e, portanto, limh(v,) =0.
Temos, portanto, duas sucessdes, (u,) e (v,,), ambas convergentes para 1, para as quais se tem

lim h(u,,) # lim h(v,) , pelo que se pode concluir que ndo existe lirrll h(x) .

114.

a)Df ={x ER:x —2# 0} =R\{2};aaderénciade D é R.
Dg={xER:3—x=0}=]—00,3];aaderénciade D, é | —,3].
Dp={x€R:x—220AVx—-2-1%0}= | Vx—2-120ox-2%1ox#3
={x€R:x=2Ax#3}=[2,+o[\{3}; aaderénciade D, é [2,+oo].

1
Up—2

b) f(un) =

1 1 . L1 1 1 1
c) Dado que u, = -, tem-se f(u,) =1, peloque limf(u,) =lim +—=—F—=—=—=
n i, -2 (lim2)-2  0-2 2
n n n
. 1
Este resultado ndo é suficiente para garantir que lim f(x) = —5 .
x—0

Para tal, seria necessario mostrar que, para toda a sucessdo (v,,) de termos diferentes de 2 tal que

limv, =0, seteria limf(v,) = —%.
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d)

Seja (1) uma qualquer sucessao de termos

diferentes de 2 tal que u, — 0.

lim f(u,)=lim S T portanto

% W= 0=3 2°7

- 1

lim flx)=—=
» 0 )

i

Seja (v) uma qualquer sucessdo de termos
n g 5

menores ou iguais a 3 tal que v, — 3.

lim g(z,) =lim \/"7 v,=V3-3=0 , por-

tanto, lim g(x)=0.
x—3

115. Tem-se que, para cada valor real de k, (u,) é uma sucessdo que converge para k e cujos
termos sdo superiores a k. Entdo...

a)..para k =—1, (u,) éuma sucessdo que converge para —1 e cujos termos sdo superiores a
—1, pelo que se tem lim f(u,) = +o.

b) ...para k =2, (u,) é uma sucessdo que converge para 2 e cujos termos sdo superioresa 2,
pelo que se tem lim f(u,) = —oo.

Pag. 97

116. Opcdo (A)

Como limu, =1im(2 —n?) = —o tem-se lim f(u,) = lim f(x) =1 .

2_
117. Tem-se limu, =lim(2n—1) = +o e limvy, = limn?)—n1 = 400,

Como lim f(u,) # lim f(v,), pode-se concluir que ndo existe lim f(x).
X—>+00

118.
a) A proposicdo é verdadeira.

Para que lirrllf(x) pudesse seriguala 1, teria que se ter, para a = b (casoem que limu, = 1),
X—>

limf(u,) =1.

b) A proposicdo é falsa.
Pode existir uma sucessdo (v,) tal que limv, = 1, paraa qual se tenha lim f(v,) # —1

c) A proposigdo é verdadeira. Admitamos que existe lim f(x) . Designemos esse limite por k .
X—>400
Entdo, para qualquer sucessdo (u,) talque limu, = 4o, tem que ser lim f(u,) =k.

Como, para a > b, limu, = 4o e limf(u,) =2, lim f(x) tem que seriguala 2.
X—>+0
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119.
a) (u,) é uma sucessdo que converge para 0 e cujos termos sdo superiores a 0, pelo que se tem
lim f (u,) = lim, o+ f(x) = +0o.

b) (u,) é uma sucessdo que converge para 0 e cujos termos sdo inferioresa 0, pelo que se tem

lim f (up,) = limy - f(x) = —0.

c) (u,) é uma sucessdo que converge para —2 e cujos termos sdo superiores a —2 , pelo que se tem
lim f(u,) =lim,,_,+f(x) =2.

—-2n—1 1 , ~ . ~
du, = = -2 — ~ pelo que (u,) é uma sucessdo que converge para —2 e cujos termos sdo

inferioresa —2, pelo que setem lim f(x,) = lim f(x) =—c0.
x—>-2"
e) limu, = —oo, pelo que setem lim f(u,) = lim f(x)=3.
X——0

f) limu, = +o, pelo quesetem lim f(x,) = lim f(x)=3.

120. Opcdo (B)

limu, = —o, pelo que, como lim f(u,) = 2, tem-se lim f(u,) = lim f(x)=2.
121.
a)

lim(f + g)(x) = lim[f (%) + g()] = lim f(x) + lim g(x) = 3 + (=00) = —

b)
lim(f x g)(x) = lim[f (x) x ()] = lim £ (x) X lim g(x) = 3 X (=00) = —

9
Cf o fo ImfG) 3
g = I " mem e
d)

g, g lmg() _e
L L T B Ty 15 R B

e)

lim g* () = limgGOP = [lim g(0)]" = (~e0)° = —eo
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f
lim[g(x) x (f(x) = 3)] = lim g () x im (£ () — 3) = lim g ) x (lim f () ~ 3)

coXx0

Entdo, linll[g(x)x(f(x)—3)]conduz a indeterminacdo oo x 0.
x>

g)
chignl\/(f—g)(x)=}gq\/f(x)—g(x =\/}Cign1[f(x)—g(x)] =Jiign1f(x)—;igg(X)=

3—(—®) =+

h)

_ fx)-3 limfx)-3 3.3 9

lim == = =—=0
=1 g(x) lim g(x) -  —0

i)

g +1 }Cl_r)rig(x) +1

x1x = g(x)  limx —lim g(x)

=
1 o
Entdo, lim& conduz a indeterminacdo —.
=l x—g(x) *
i)
- gy lim g(X) lim g (x) e
x-1[f(x) — 3]? llm f(x) [llm £(x) — 3]2 (3—-3)2 ot
1
k)
fim 32 2~ S
x-1 x—1 limx—1
x—1
0
0
Ent3o, lin}m conduz a indeterminacdo %.
X—> x_
)

)lci_r)ri[g(x) X (1 - Zg(x))] = J161_1)1} g(x) x }Ci_r}}(l — Zg(x)) = ;1(1_1}} g(x) x [1 —-2X jlci_ng(x)] =

=~ x [1 =2 X (~00)] = —0 X (+00) =

Fotocopiavel © Texto | MVT 11

289



122.
a)
lim g(x)
g NI k : _
xll)r(r)1+ x =* limx o+ v PO keR
x—07t
b)

£ lim f(x) k

_ x->-1"

= =—= ) is k € R*
= gC) - lim_gGo or o POS

c)

] 1 1 1
lim

S fG) i G e

123.
a)
Jim (F +9)() = lim [F() + g(ol = lim_fG) + lim g(x) = +o0 + (~2) = +o9

b)
Aim (f xg)C) = lim [f(x) x g()] = lim f(x) x lim g(x) = —00 X (+00) =~

c)
£ lim f(x)

. J — i — x—1
chl_rg g () }Cl_rg g(x) lirri gx)
x—

0

0

. 1 ‘. .0
Ent3o, hmi(x) conduz a indeterminacdo —.
x—1 g 0

d)
fey+1 ImfO+1 949 N
= = = [o'e)
Pt g(x) lim g(x) 0t
x—-1+
e)

x+2 Jim(x+2) 3

AT T Im G oF

= 400
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f)

f fG) _Jim f)
lim —(x) = lim =X
x—=+c g X—+00 g(x) lim g(x)
X—+00
Foo
Entdo, lim i(x) conduz 3 indeterminacio — .
X—>+00 g o
8)
lim g(x) _
g g Amg 2
x—l>r—noof () x—l>r—noo f(x) lim f(x) +00
X——00
124.
a)
I <1+x—3>_1+0_1
3\x" 3 )JT37373
b)
I 3 3
xlzg x—3 0
Tem-se:
I 3 3 I 3 3 N
= — = —00 = — = (0.0]
3 x—3 0 ¢ R x—3T 0"
Portanto, ndo existe lim .
x—3 x_3
c)
. x*+1 2
xl—r}} x—1 0
Tem-se:
. x2+1 2 . x2+1 2
= — = —Q0 = — = (0]
anf-x—l 0~ € xl»r{1+ x—1 O0f +
. . ox+1
Portanto, ndo existe lim
x—1 _x_l
d)
Cox*+1 2
lim — =400
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125.
a)

3
lim <|3x+1|+ )=|—3+1|+—=2+(+00)=+oo
x—-—1 ot

(x +1)2

b)

1 1
lim (——x+1)=——(+00)+1=0—(+oo)+1=—oo
x—=+00 \X +o00

c)
lin(l)[(S—x)zxx—Z]=52><0—2=—2
x—

d)
xl_l)r_noo[(3 —x) X x3] = (3 = (—)) x (—0)% = 400 X (—0) = —00

e)

lim,_,,+ (ﬁ + \/%) conduz a indeterminagdo oo — oo, pois:
lim ! :iz—oo e lim ! zi:+oo
xomtm—x 07 x-ntx —  0F

126.
a) Consideremos a func¢do quadratica, f, definida por f(x) = 4 — x2.
Um esbogo do grafico de f é:

Tem-se, tal como a figura pretende ilustrar, lim (4—x2) =0

x—>2"

Entdo:

y 1 1
= — = —00

xlg1+ 4—x2 0-

b) Consideremos a fungdo quadratica, f, definida por f(x) =x? +x —2.

Um esbogo do gréfico de f é:

-2 |
Tem-se, tal como a figura pretende ilustrar, lim (x2 +x—2) =0
x—-2"
Entao:
X -2

im ——— =— =4
x->=2tx2+x—-2 0°
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c) Consideremos a fungdo quadrética, f, definida por f(x) = x? + x .

Um esbogo do gréfico de f é:

-1 0

Tem-se, tal como a figura pretende ilustrar, lim (x2 +x) =0".

x—0"
Entdo:
I x—1 -1
xir(l)l’r x2+x O0F
127.

a) O limite lim f(x) existe se, e s6 se, forem iguais os limites lim f(x) e lim f(x) .
x—l x—1" x—1"

Tem-se:

Y _ X 1 _
Jm G = Jim ==
e

Jm fe) = lm e

Ora, para que este limite seja iguala —o, o limite lim \_k(x—l)J tem que ser 07, pelo que,

x—l1*

como lim(x—l) =0", k tem que ser negativo.

x—1*

128.
a) Funcdo racional ndo polinomial.
2x—1 2 1

b) Funcdo racional polinomial; tem-se: =—x——.
=2 =2 =2

¢) Fungdo nao racional.
d) Fungdo nao racional.

e) Funcao racional polinomial; tem-se: {/(x2 + 2)2 = x? + 2.
f) Funcdo racional ndo polinomial.

129.

a)D ={x eR:x+ 3 # 0} =R\{—-3}

b)D =R
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c)D ={x eR:(x—1)% # 0} = R\{1}
dD={xeRx?+m#0}=R

e) D = {x € R:x? — 2x # 0} = R\{0, 2}

130.

1
a5

1 1
(xx+1D)(x-2)  x2-x-2

b)

1 1
V) 3

1
x2+1

d)

Pag. 99

131.
a)2x2—-8=2(x*-4)=2(x+2)(x—2)

b)2x2+5x—7=2(x+%)(x—1)=(2x+7)(x—1) ‘ 2x2+5x—7=0<:>x=—;Vx=1
¢)4h — h? = h(4 — h)

dx(x+1)-2x+1) =&+ 1)(x—-2)

e) Tem-se:
-1 0 0 8
2 2 4 8
|1 2 4 0=R

Ent3o, tem-se 8—x3=(x—-2)(x*+2x+4).
Ora x> +2x+4=0< x €@, peloque o polinémio x? + 2x + 4 n3o pode ser fatorizado.

f) 2x3 + 4x? + 2x = 2x(x? + 2x + 1) = 2x(x + 1)?
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132.
(-D+1? _ (-D+1)?* _ x=D+1)? _ x+1

x3—x x(x2-1) x(x+1)(x-1) x
Dominio:
¥P—xz0ox(x+1DEx-1)#0=x+0Ax#—-1Vx #
Portanto, D = R\{—1,0,1}.

a)

b) (a+b)?>—4ab _ a’+2ab+b*-4ab _ a’-2ab+b?> _ (a-b)? _ a-b
2a-2b 2a—-2b = 2(a-b) ~ 2(a-b) 2

Dominio:

2a—2b#0=2a#2b=a+b

Portanto, D = {(a,b) € R?*:a # b}.

0 4x?-12x+9 _ (2x)?-12x+3% (2x-3)> _ 2x-3
4x2—9  (2x)2-32  (2x+3)(2x-3)  2x+3
Dominio:

42 —9# 0 2x+3)(2x-3) 0 S x# —Ax#>

Portanto, D = R\ {—gg}

133.f(1)=1-3=-2
fOO-f(1) _ x2-3x+2 _ (x—1)(x-2) _ Y —

1

x?-3x+2=0x=1vx=2

x—1 x—1 x-1 2
134.
a) 2 x __2 __x _ 4 x? _ 4-x? _ @+0@-x) _ 2+x
2x-x2  4-2x x(2-x) 2(2-x) 2x(2-x) 2x(2-x) 2x(2-x) 2x(2—x) 2x
Dominio:
e2x—x’#0=xQ2-x)F0=x#0Ax #2
04 —2x 0= x+2
Portanto, D = R\{0, 2}.
Dominio:
oex—y+0oy—x+x0sSx+y
Portanto, D = {(x,y) € R?:x # y}.
2 2_ _
X G- =dx G w) =< S = e =3
Dominio:
e3+x#+0&= x+ -3
oex +0

Portanto, D = R\{-3,0}.
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1-x 2x 1-x
(1+x 1- xz x (__ 1) (1+x (1- x)(1+x)) ((1—x)(1+x)+(1—x)(1+x)) X =
_ 1-x+2x ><1_ 1+x 1-x 1 1_ 1
(1 x)(1+x) x (1—x)(1+x) x 1—x
Dominio:

el+x#0e=x+—1
el—x*+x0ox+—-1Ax#1
ex#0

Portanto, D = R\{—1,0,1}.

1 L4 x=2 x+2 x2-4 2x (x+2)(x-2) _ x
e) (x+2 + E) T x2-4 ((x+2)(x—2) (x+2)(x—2)) 4 (x+2)(x-2) 4 2
Dominio:
ox+2#0=x+ -2
ox— 20 x+2
ex?—4+0x+-2Ax*2
Portanto, D = R\{-2,2}.
X 2—=X
—;_ 2 _2—x 2x _ 2—x 2x _ _@-ox2x _ x_
flz—= _g ST X T X 2-0)(2+x)  2(2-x)(2+x)  2+x
x 2x
Dominio:
oex #0

z —x2#0Ax 0= x# -2Ax#2Ax#0

Portanto, D = R\{-2,0, 2}

)x2—3x+2 _x=2 _ xP-3x42 2% | X2—3x+2=0ex=1Vx=2
g x 2x | x x=2
x—=1)(x—2 2x x—=1)(x—2)2x
_ (=1)( )x _ -1D(x=2) —2(x—1)=2x—2
x x=2 x(x-2)
Dominio:
oex #0

e lE0 o xE2AX£0
Portanto, D = R\{0, 2}.

135.

a)

00— 00

lim f(x)= lim 2x?+x—1) 2 lim (2x%) =+
X—>—00 X——00 X—>—00

a,)

fx) . 2x+x-—1 ZxZ_2

im im ————— lim 5
x—>+oog(x) xX—+00 x4+ x x>+ X

1138l8
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a3z) Um esbogo do graficode g é:

Tem-se, tal como a figura pretende ilustrar, lim <x2 + x) =0".

x—0"
Entdo:
f) 2x2+x—-1 -1
lim = lim ———=—= -
x—>0+ (x) x-0t  x%2 4 x 0t

a,) Tem-se f(x)=2x2+x—1=2(x—%)(x+1).

|| c1o

2
fim £ _ i 22 = !
x——1 g(x) x——1 X +x
2 (x — %) (x+1)
= lim =
x—>—1 x(x+1)

= lim =3

x--1 X
as) lim L—L o

"o ) g
y 2 1

- m —_ =

- 1

x—>—1* _Z(x—j)(x+ 1) x(x+1)

- . 1

= lim+ lx 1 2

Xl _x(x 7) (x+1) x(x—i) (x+1)

[ 1

= lim, 12 =

x=-l _x( 7) (x+1

1
2
= = +OO
3

-1 X (— 7) x 0t

ag)

00—00

}EEO[‘/f(") _\/28(?6)} = }LIEO(JZXZ +x—1—+22 +2x) _

i (Vox2+x—-1- \/sz+2x)(\/2x2+x—1+\/2x2+2x)
= lim

x—+00 V2x2 +x —14+V2x2 + 2x
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2x*+x—-1) - (2x* +2x)

= lim
x40 \2x2 4 x — 1 +/2x2 4+ 2x
— lim 1 -
H+°°\/2x2+x—l+\/2x2+2x
1
= 1 2\ o 1(1x) 2\
X—>+00 1 X—>+00
x(\/2+——p+\/2+z> X(\/2+E——2+\/2+E>
1
_ -1-= -1-0 -1 V2
= lim = = -
x>+ 1 1 2 V2+0-0+vV2+0 242 4
24—+ [2+=
x X
5 0
+ 0
a;) lim 8(x) =1 r X

o 3 n}l 3
A (x+1) = (x+1)
o x(x+1)_l_ x -1
TN G D ANz ot 7

b,) Por exemplo, a fun¢do real de variavel real h definida por h(x) = x3.

Na verdade, tem-se:

lim [ £ () +A(0)] = lim [26* +x-1+x"] = lim x* = o0

X——%0

b,) Por exemplo, a funcdo real de variavel real h definida por h(x) = x3.
Na verdade, tem-se:

2 = 2
. X X +xe . X .1
lim 8( )zhm —=Ilim —=lim —=0
X—>+00 h( x) x>ty x40 X x40 X

bs) Por exemplo, a funcdo real de variavel real h definida por h(x) = g .
Na verdade, tem-se:
0
5 9
_ . +x0 . 3x(x+1)
hmﬁz lim * x:hmg=hm 3(X+1)]=3
x—0 h(x) X—>+00 f x—0 X x—0

3
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a)

3 0

llm Y 2 3 Tem-se:

x—1 xz_l - 1 0 1 2
1 1 1 2
|1 1 2 Jo=R

= li (x_l)(x2+X+2)_l. X2+X+2_4_ Entdo: x3+x—2=(x—-1)(x%>+x+2)

T GADE-1D w1 x+1 2

b)

0
i x*+2x+10
—>-12x* —x =3
sz—x—3=0=>x=—1Vx=§
. (x + 1)? ox+1 0
= llrn1 3 = l]ml 3 —_5_0
X—— xX—— —
2(x+1)(x—7) 2( _7)
X 0 X
e
c)lim =lim

d) Sempre que x toma valores inferioresa 3, 2x — 6 é negativo, pelo que se tem, nesses casos,
|2x — 6] = —2x + 6 ; entdo:

0

. |2x-6]7

m ===

-3 x° =9

i —2x+6 —2(x—-3) y -2 -2
T %29 A (x+3)(x—-3) xrx+3 6 3

9
2 —50

e) lim 3% 5=

im (2—-+v3x—=5)(2+V3x—5)

- lim 4—Bx-=5) _
=3 (x—3)(2++V3x-5) x=3(x —3)(24+V3x—=5)

= lim 3x=3) =lim —3 —E
=3 (x-3)(2+V3x—5) *x3

24+3x—5 4

Fotocopiavel © Texto | MVT 11

299



|| oo

f) Iim X3

3 ¥ +2-5-2x
~ lim (x+3)(Vx2 + 2+ 5 —2x)
x== 3(\/x2+2 V5 — 2x)(x/x2+2+\/5—2x)
- lim (x+3)(\/x2+2+\/5—2x)=
x—>-3 x2+2—(5-2x)
(r+3) (Vo +2+45-2x) 3
=lim =

x>-3 X +2x-3

x*4+2x—3=0=x=-3Vvx=1

(x +3)(Vx? +2 4+ 5 —2x) 3

=xll>r£13 x+3)(x—-1)
o Vx+2445-2x 2411 V11
_xirP3 x—1 -4 2
8)
0
2— \/4x 0
Im—m———==

o Jxr1-2
Q- Va2 +Va)(Vx+14v2) | (-4)(Vx+1+42)

x—’1(2+m)(\/ﬁ V2)(Vx+14+V2) *1 (2+V4x)(x+1-2)

—4(x—1)(\/ﬁ+\/_) _ —A(Wx+T1+V2) —4x2V2

xo1 (2+Vax)(x - 1) = 2 +/4x 4
5 0
X +x0
h) lim =
-1 fx+1
x“+x)XVx+1 x(x+ 1) xvVx+1
(o ) lim ( ) = lim (xVx + 1) =
e x+1xXvVx+1 i x+1 xo—1*
=—-1x0=0

i) Sempre que x toma valores inferioresa —1, x + 1 é negativo, pelo que se tem, nesses casos,
[x + 1] = —x — 1; entdo:
9

. X —x=20
lim ———=
x>=17 |x+1|

o x?—x-2

= lim — =

x--1" —x—1

x’—x-2=0Sx=-1vx=2
(x+1D(x—-2)

= lim —————= lim [-(x—2)] =3

Jim ST = lim (- 2)]
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2\ Z
(x+2x ) s
j) lim =
J) x>+ 2 2 2
X x(l—x )
(x+2x2)° = (x + 2x)? x (x + 2x%) = (x? + 4x° + 4x*) X (x + 2x?) =
=x3 4+ 2x* +4x* +8x% +4x5 + 8x° =8x° + 12x° + 6x* +x° e
x2x(1—x2)2=x2x(1—-2x%+x*%) =x%—2x*+x°
i 8x°® + 12x° + 6x* + x3 . 8x° g
1m = i1mm —=
X—+o0 x% —2x* 4 x© x—>+oo x6

2\/;_)(00;00

k) im ——=

X—>+0 2x_\/; N

x<—2&—1> x 2 2 |5 -1 2\/i—1
b —153 X2 x 1
= lim ————% = lim *— 2 |im ——— = lim —— =—-=
x—+00 \/E x—+00 \/E x—+00 x x—+00 1 2

x|2—— 2—— 2— |= 2— |=

X X X X

I) Sempre que x toma valores inferioresa —1, x3 — x é negativo, pelo que se tem, nesses casos,

|x3 — x| = —x3 + x ; ento:
3 3\
lim (lx —x|+x‘) =
X—>—00
= lim (-x3+x+x3) = lim x=-
X——00 X—>—00

X = lim ——=1lim — =4
2x+1 x

. 8  xP+1)\0= 8x*+8 = 8x?
m) lim

x40 Qx4 x x>0 Dy

Il 8ls

2
n) lim (M - ZxJ

X—>+0 X+ 1

2x% —x +3 —2x% - 2x

= lim =
x—>+0 x+1
—3x+3=
= |1im —--=
X—>+0 X+l
. —3x
= lim —=-3
X—+oo X

I 818

) x—1 x*=3x+2
o) lim : :

X—>+00 X

2 x? 1

— X

113818

- (x—l X - X I _
i xx2—3x+2)_xlr+“oozx2—6x+4 et 2xZ 2
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137. Opgao (C)
Sek+0ea=+0,
kx3 —2x? -4 kx3 kx

lim ————— = lim — = lim —
xX—>+00 ax* + 2 xX—>+00 AX x—-+00 @

pelo que, consoante o sinal de k e osinalde a, estelimiteé —oo oué +oo.
Sek+0ea=0,

. kx® —2x* —4 i kx3
xoteo ax242  xode 2

pelo que, consoante o sinal de k, este limiteé —co oué 4.

. ok =2x*-4 1
Entdo, para que lim —:—E,tem queser k=0.

X—>+00 ax2 + 2
Tem-se, neste caso:
kx3 —2x% — 4 1 . —2x%2—4 1 —2x? 1 =2 1

lim ——————=——© lim ————=——& lim —— s —=——oqa=4
x-+o  ax2+2 2 x—+00 ax? + 2 2 x—+00 ax? 2 a 2

138.

a) Dfog = {x ERix€DyAg(x) € Df}

Tem-se D, = R e Dy =]0,+oo[ , pelo que

xE€EDgANgx) EDf &> xERAG(X) >0 gx) >0 x€]—1,1]

b) Tem-se:

1
x—»O\/_E - 0+t
Entdo, de acordo com o teorema do limite da fungdo composta,
lim (f o g)(x) = +o0

limg(x)=0 e limf(x)=Ilim — = 4
x—1 x—0

139.
a) Como os zerosde f sdo —2 e 3,tem-se f(x) =a(x+2)(x—3),coma+#0.

Como f(0) =k,vem a x (0+2)x(0—3) =k ouseja, a:_g'

Entdo, tem-se f(x) = —g(x+2)(x—3) = —%(x2 —x—6)= —%xz +§x+k

i x% + 2x 3@1_ x4+ 2x 3(:)1_ x2 3(:)1 3(:) K 2(:)
m == 1m = — im = — _— = —_— = =
x—>+o0 f(x) 2 x—>+oo_%x2+%x+k 2 x—>+oo_%x2 2 _% 2 6
=k =—4
b)
k k 5k

R (e e N 1 N
*Bx2 -9 B (x+3)(x—3) 5 x+3 6

5k
<=>—?=60<=>k=—72
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1
140. Tem-se lim f(x)=lim
x—l1*

=— =+00 , pelo que, qualquer que seja o valor de k, se tem
x—l" x_l O

+

lim, .+ f() % (1)

141. Opcdo (A)
Se afungdo f écontinuaem R, elaé continuaem a.

Ora, f écontinuaem a seesése lim f(x)=lim f(x).
x—a~ x—a*

Tem-se:
lim f(x) = lim f(x) © lim (x? = 2x) = lim (x?—x+3)©a*-2a=a’-a+3
x-a~ x—at x—-a~ x—at

Sa=-3

142. Na figura ao lado, esta o esbogo do grafico da y
fungdo g .
Para definir uma fungdo f nas condi¢des do enunciado,
tem que se ter: - nnennnd L3
e f écontinuaem | —2,—1[; “‘\_“’
o lim,__+ f(x) = lim,,_,- g(x) = 3 o :}\\
olim,, - f(x) =lim,_,_;+ g(x) =2
Uma possivel expressdo analitica para definir a fungdo f nointervalo | —2,—1] é a que define a reta
que passa nos pontos de coordenadas (—2,3) e (—1,2).

g(x) se x < -2
Entdo, f pode ser definidapor f(x) ={—x+1 se —2<x<-1

glx) se x>-1

143. Como f é continuaem R\{1}, tem-se 1irr31f(x) = f(3), pelo que liI{llf(x) =f@3).

144.

O dominio da funcio é IR\{0} . A tungdo € o
quociente de fungdes continuas em IR e, por-
tanto, também continuas em IR\{0} . No nume-
rador temos a soma da composta da fungio
seno com uma fungio afim (definida por 2x)
com uma fungio quadritica (definida por
x*+1). No numerador temos a diferenga cntre
a raiz quadrada de uma fun¢io quadrdtica
sempre positiva (definida por x*+1) e uma
funcio constante.
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145. e O grafico de f pode ser obtido a partir do grafico de g por meio da translagdo associada ao
vetor (—1,0), pelo que, como ndo existem assintotas verticais ao grafico de g, também ndo existem
assintotas verticais ao graficode f .

e Como a fungdo g ndo tem zeros, h é continua em R, pelo que ndo existem assintotas verticais ao
graficode h.

e Como existe pelo menos um numero real, a, paraoqual g(a) = 1, existem pontos aderentes ao
dominio da fungdo m que nao pertencem do dominio de m, pelo que podem existir assintotas
verticais ao grafico de m.

e Como g(x) >0, VxR, tem-se g(x)+1+#0, Vx €ER , peloque r écontinuaem R;
portanto ndo existem assintotas verticais ao grafico de .

e Como existe pelo menos um numero real, a, paraoqual g(a) = 4, existem pontos aderentes ao
dominio da fungdo p que ndo pertencem do dominio de p, pelo que podem existir assintotas
verticais ao grafico de p .

Pag. 101

146. Opcdo (B)
Como a reta de equagdo x = 1 é assintota vertical ao grafico de f, tem-se hm1 f(x)=—o0 ou

=0 .

hm f(x) =+ , pelo que, em qualquer dos casos, se tem lim

x—>— lf(x)

147. Opcdo (B)
Como a reta de equagdo y = 3 é assintota horizontal ao graficode f, tem-se lim f(x) =3, pelo
X—>+00

1

que setem lim

x>+ f(x) 3'

148.
a)Df ={x ER:3 —x # 0} =R\{3}

® Assintotas verticais
A fungdo é continua em R\{3}, pelo que sé a reta de equagdo x = 3 pode ser assintota vertical ao
graficode f .

x? 9
S-3-x 0F =t

Portanto, a reta de equagdo x = 3 é assintota vertical ao grafico de f .

11m flx) = 11

e Assintotas horizontais

2 2

xl—lymoof(x) - xl—l>moo 3—x xl—l)IPoo—_x - xll}zloo( X) =T

Portanto, ndo existem assintotas horizontais ao grafico de h quando x — —oo.

13818

O resultado é andlogo para o caso «+oo».,
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b)Df ={x ER:x—2>0}=]2,+00]

e Assintotas verticais
A funcgdo é continua em ]2, +oo[, pelo que sé a reta de equagdo x = 2 pode ser assintota vertical
ao graficode f .

, _ 2\ 2
Jim, fCo) = lim, (4+m) At ET e

Portanto, a reta de equagdo x = 2 é assintota vertical ao grafico de f .
e Assintotas horizontais

lim f(x) = xl—i>TOO (4 +

X >+

2 ) 2
=4+—=44+0=4
Vx —2 +oo
Portanto, a reta de equagdo y = 4 é assintota horizontal ao grafico de f .

o)Df={x €R:x*—1%0}=R\{-1,1}

e Assintotas verticais

A fungdo é continua em R\{—1,1}, pelo que sé as retas de equagbes x = —1 e x = 1 podem ser
assintotas verticais ao gréfico de f
_ o 3-2x? 1
x1—1>r—nl‘f(x) - xgrpl_m - 0_+ =t
Portanto, a reta de equagdo x = —1 é assintota vertical ao grafico de f .
] o 3—-2x2 1
Jpf@=ln =T

Portanto, a reta de equagdo x = 1 é assintota vertical ao gréafico de f .

e Assintotas horizontais

) . 3-2xPe . 2%
lim f(x)= lim — =lim ——=-2
X—>+00 x40y —] x40 x
Portanto, a reta de equagdo y = —2 é assintota horizontal ao grafico de f .

O resultado é analogo para o caso «+oo».

d)Df = {x e R:x? —4 # 0} = R\{-2,2}

® Assintotas verticais
A fungédo é continua em R\{—2,2}, pelo que sé as retas de equagdes x = —2 e x = 2 podem ser
assintotas verticais ao graficode f .

x2-2x 8

S S =l ey =T e
Portanto, a reta de equagdo x = —2 ¢é assintota vertical ao grafico de f .
) Y
. . —2x0 x(x—2 . 2 1
hmf(x):hm¥= lm#zhm X ==
X2 o2 X =4 a2 (x+ 2)(x—2) =2 x+2 42

Portanto, a reta de equagdo x = 2 ndo é assintota vertical ao graficode f .
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e Assintotas horizontais

2 2
lim £ () = lim 225 fim £ =

X—>+00 x>0 x© — 4 X400 X

818

Portanto, a reta de equagdo y = 1 é assintota horizontal ao gréfico de f .
O resultado é andlogo para o caso «+4oo»,

® Assintotas verticais
A fungdo é continua em R\{1}, pelo que s a reta de equacdo x = 1 pode ser assintota vertical ao

grafico de f.

li li ! ! +
= = — = o0

dim f() = lim o= =7

Portanto, a reta de equagdo x = 1 é assintota vertical ao gréficode f .

e Assintotas horizontais

1 1
lim f(x) = lim

X >—00 x—>—001—x_+oo:
Portanto, a reta de equagdo y = 0 é assintota horizontal ao grafico de f .

2= 2
. LX—XxT . —X
lim f(x)=lim ——=lim —=-1
X—>+00 x40y +]1  xo+eo X
Portanto, a reta de equagdo y = —1 é assintota horizontal ao gréfico de f .

149.a) Dy = {x € R: (x — 2)® # 0} = R\{2}

® Assintotas verticais
A funcdo é continua em R\{2}, pelo que sé a reta de equacdo x = 2 pode ser assintota vertical ao
grafico de f .

0
63
lim f(x)= lim 3x—62=
x—2" x—>27 (X—2
3¢-2)_ 3 _3 _

= lim ———= = lim
x-2-(x—2)2 x-22x—2 0
Portanto, a reta de equagdo x = 2 é assintota vertical ao grafico de f .

e Assintotas ndo verticais

lim £(x) = lim =20~
xX—>—00 X—>—%0 (.X— 2)
3x—6 3x 3
= lim lim —= lim —=0

xoTox? —dx + 4 xomwx?  xomeox
Portanto, a reta de equagdo y = 0 é assintota horizontal ao grafico de f quando x tende para

—00 ,

O resultado é andlogo para o caso «+4oo».,
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b)Dyj={x€R:x*+2%#0} =R

e Assintotas verticais
A fungdo é continua em R, pelo que ndo existem assintotas verticais ao grafico de g .

e Assintotas ndo verticais

2x° +3x .
. . 2 . 2X43x> . 2%
lim 8% = fim X242 gy 2O 20
x>0 x X——0 X x—>—0 x7 4 2x x—>—0 X
_ _ 2x3 4 3x o 2x343x—2x3 —4x
xll>rPoo[g(x) B Zx] - xll>rPoo x2 42 Il xlirpoo x2+2 -

: —X X : 1

= lim — = lim — = lim (— —) =
x->—o x4 + 2 X >—o00 x2 X >—00 X

Portanto, a reta de equagdo y = 2x é assintota obliqua ao grafico de g quando x tende para

—00,

O resultado é andlogo para o caso «+4oo».

¢)D, ={x €R:x%+x# 0} =R\{-1,0}

A fungdo é continua em R\{—1,0}, pelo que sé as retas de equagbes x = —1 e x = 0 podem ser
assintotas verticais ao graficode h .
\ 0 ‘ 2 0 1 3
. . 2x +x+30 -1 -2 2 -3
llm h()C) = llm 2—: ’ 2 —2 3 0
x—>—1" x—>—1" X +x
(x +1)(2x% — 2x + 3) 2x2—2x+3 7
= m = 1 - ==
x—>-1" x+Dxx-1) x--1— x—1 2
Portanto, a reta de equacdo x = —1 ndo é assintota vertical ao grafico de h .
2x*+x+3 3

R A

Portanto, a reta de equacdo x = 0 é assintota vertical ao grafico de h.

e Assintotas ndo verticais

2x +x+3 o

. h(x ) 2 . 2xX +x43= . 2%

lim ():hm X +2  _ fim ———=1lim = =2

X—>—0  x X—>—00 X X—>—00 X +Xx X—>—0 ¥

_ _ 2x3+x+3 o 2x3+x+3—2x3—2x?
lim [h(x) —2x] = lim | ——————2x|= lim > =
X »>—00 X >—00 X<+ x X >—00 x“+x

o —2x?+4+x+3 o —2x?

= lim ——— = lim = -2

X ->—00 x2 + x X ->—00 xZ

Portanto, a reta de equagdo y = 2x — 2 é assintota obliqua ao grafico de h quando x tende para
—00 ,

O resultado é andlogo para o caso «+oo».,
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d)Dr={x€ :"22”_ }:R

® Assintotas verticais
A funcdo é continua em R, pelo que ndo existem assintotas verticais ao grafico de r .

e Assintotas n3o verticais

x2+4
r(x) . 2

lim —= lim —— =
X —-—-0 X X >—00 X

X’ +4

=

[\ ]

+

N
Il 818

2 0—00
lim | (o) + Y2 x = fim | JEE Y22
X—>—00 2 xX—>—0 2 2

= lim =

xo-® x*+4 \/_7

2 2 X
x2+4_1x2 x2+4—x? ) )

= lim —2—2" = lim 2 = lim =" =0

X o= x2+4_ﬂ xomo x2+4_ﬂ X == x2+4_ﬂ oo

N 2 N 2 N2 2
Portanto, a reta de equagdo y = —gx é assintota obliqua ao grafico de r quando x tende para
—00 ,
x%+4
lim r(x) _ o N2

X —>+o00 X x—>+oo

Il 8I8

= lim J = lim 1/
X—>+00 X—>+00

_ x2+4_ . x2+4 . x2 1 2
= e 2x2 %o 2x2 x—IH-looZ_xZ_ 27 2
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. 2 [ [P +4 2 )
lim r(x)—Tx = lim —TX =

X—>+00 X—>+00 2
x2+4_\/_§ x2+4+\/_5
N 2* 2 2*
X =+ x2+4+\/_§
2 2*
x2+4_1x2 x2+4—x? ) )
= lim 2 2 = lim 2 = lim =—=0

"*+°°/xz_+4+ﬂ e 24 2 x*+°°/xz_+4+ﬂ to
2 2 X 2 2 X 2 2 X

. 2 . -
Portanto, a reta de equagdo y = \/Z—_x é assintota obliqua ao grafico de r quando x tende para

+0oo .

e)D; ={x e R:|5—x|# 0} =R\{5}

Tem-se:
x%+2
- se x<5
S =
() x2+2
se x>5
x—5

e Assintotas verticais

A funcdo é continua em R\{5}, pelo que sé a reta de equagdo x = 5 pode ser assintota vertical ao
graficode s.

_ ox%+2 27
lim s(x) = lim =—F=+

x -5~ x-5-5—x

Portanto, a reta de equagdo x = 5 é assintota vertical ao grafico de f .

e Assintotas ndo verticais

) x2+2
s(x —
lim =2 = lim 2=% =
xX—o—0 X X >—00 X
2 = 2

. +2 © .
:llmx == lim x2:_1

x>0 5y — x x>0 —x

_ _ x?+2 - x?+2+45x—x? 2+ 5x ~ 5x
lim [s(x) +x] = lim +x )= lim = lim = lim — =-5
X —>—00 X —>—00 5— X —>—00 5—x X —>—00 5—x X >—00 —X

Portanto, a reta de equagdo y = —x — 5 é assintota obliqua ao grafico de s quando x tende para

—00 ,

X +2 ©
— 2 - 2
.os(x ) _ . XT+2 . x
lim ():hm X=35 _ im . =lim — =1
x40 x X—>400 X x>0 x© — 5 X X0 x
_ _ x?+2 o x2+4+2-—x%+5x . 2+5x . 5x
lim [s(x) —x] = lim —x|= lim = lim = lim — =5
X —+00 X —+00 X — X —>+o00 x—5 X —=+00 X — X —->—00 X

Portanto, a reta de equagdo y = x + 5 é assintota obliqua ao gréfico de s quando x tende para
+oo.
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f)D, ={x €R: |x| — 2 # 0} = R\{—2,2}

e Assintotas verticais

A fungdo é continua em R\{—2,2}, pelo que sé as retas de equa¢des x = —2 e x = 2 podem ser
assintotas verticais ao gréficode t.
_ _ 2x? 8
Jm_te) = lim s = T
Portanto, a reta de equagdo x = —2 é assintota vertical ao graficode t.
_ . 2x* 8
it = lim e =T

Portanto, a reta de equagdo x = 2 é assintota vertical ao graficode t.

e Assintotas ndo verticais

2x? 252
t(x — — —
X o>—oo X X >—00 X X >—00 X
. 2x° » . 2x°
= lim 2 Z lim il =2

X—>—00 _x2 —2x xo—w—x

. . 2x? .
lim [t(x) 4+ 2x] = lim +2x | = lim
X »>—00 X >—00 2

-X — x >=00 —X— 2

. —4x = —Ax

lim =lim —=4
x>0 —xy —2 x>0 _—x
Portanto, a reta de equagdo y = —2x + 4 é assintota obliqua ao grafico de t quando x tende para
—00 ,

2x? 252
t(x -2 —

lim Q= lim L= lim X 2 _

X -+ X X >+ X X >+ X
. 2xF = 2x°

= lim =lim =2

X—>+0 )C2 —2x x>+ _x2

x >+00 x>+ \x — 2 X >+ x—2

_ _ 2x? o 2x% —2x% +4x
lim [t(x) —2x] = lim —2x|= lim =

A _4

x40 xy — D x40y

Portanto, a reta de equagdo y = 2x + 4 é assintota obliqua ao grafico de t quando x tende para
+oco0.
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8) Dv = [_1r +OO[

® Assintotas verticais
A fungdo é continuaem [—1,1[ eem ]1,+oo[, pelo que s a reta de equagdo x = 1 pode ser
assintota vertical ao graficode v.

linll_ v(x) = lirrll_ v1—-x2=0
X = X =

. . x—2xz_—1_+oo
x1—r>r11+v(x)_xl—r>r11+ 1-x 0

Portanto, a reta de equagao x = 1 é assintota vertical ao graficode v .

e Assintotas ndo verticais

0 x — 2x?
v(x =
lim —= = lim A-x
X —+00 X X —>+00 X

o0
2 2
.o x=2x"» . 2x
= lim —= lim — = 2
X—>+00 x — x X—>+00 _x

_ ) x — 2x° o x—2x?% —2x + 2x?
lim [v(x) —2x]= lim |———2x|= lim =

x =+00 x-+0\ 1—x x =+ 1—x

0

) X ® . —X

= lim —=Ilim —=1
x—>+oc]_x x40 —y

Portanto, a reta de equagdo y = 2x 4+ 1 é assintota obliqua ao grafico de v quando x tende para
400,

150. Opcdo (C)

151. Tem-se:

li N = 1l 3—1 3= 1 3—1 3=

Jim [FG) = = 3)] = lim [(x =3+ =) - c=3)| = lim (x=3+—5-x+3)=
1 1

= lim

)

x>+ x + 2 - +oo -
pelo que esta provado o pretendido.

152.a) Dy = {x € R: x # 0} = R\{0}

e Assintotas verticais
A fungdo é continua em R\{0}, pelo que sé a reta de equagdo x = 0 pode ser assintota vertical ao
graficode g .

1

. . 1
xll_)rg_g(x) = xh_)r{)l_ (Ix - 3| +;) =3 +0—_ = —00

Portanto, a reta de equagdo x = 0 é assintota vertical ao graficode g .
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e Assintotas ndo verticais

1
—x+3+= se x<0
Tem-se g(x) = L
x—3+ S sex >0

Ora:

1 1
lim [g(x) — (—x + 3) = lim [(—x+3+—>—(—x+3)] = lim (—x+3+—+x—3) =
X—>—00 X—>—00 X X—>—00 X

= lim —=0

X—>—00 X
pelo que a reta de equagdo y = —x + 3 é assintota obliqua ao grafico de g quando x tende
para —oo

. ) 1 _ 1 B
xll)rfm[g(x)—(x—B)—xgrllm[(x—3+;)—(x—3)] —xl_l)rlloo(x—3+;—x+3>—

= lim —=0
X—>+00 X
pelo que a reta de equagdo y = x — 3 é assintota obliqua ao grafico de g quando x tende

para +oo.
b)D, ={x e R:x —2 # 0} = R\{2}

e Assintotas verticais
A fungdo é continua em R\{2}, pelo que s6 a reta de equacdo x = 2 pode ser assintota vertical ao
graficode h.
) ) 1 1
i G = iy (204 2=5) =44 o= o0
Portanto, a reta de equacdo x = 2 é assintota vertical ao grafico de h.

e Assintotas ndo verticais

= L — i x Ii
Tem-se h(x) = 2x+x_2 —2x+1+x_2. Cv2 T
2

Ora,

. . 2 _ 2

lim [A(x) — (2x +1) = lim [(2x+ 1+—)— (2x + 1)] = lim <2x+ 1+——2x—1) =
X—>—00 X—>—00 X — 2 X—>—00 X — 2
= lim =

X—>—00 X —

pelo que a reta de equagdo y = 2x + 1 é assintota obliqua ao grafico de h quando x tende
para —oo .
O resultado é analogo para o caso «+oo».,

153.
a)

_ X 5 _ X 5
Sy it O

) X
Portanto, Iim——=0.
=5 Ji(x)
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b)

y 1-x 1—(400)
iode R 3

c)
x+1 0+1 1

20 h(x) . 0 0

= —00

Pag. 102

154. Tem-se f(x) —g(x) =x -2 & f(x) — (x — 2) = g(x) ; portanto,
Aim [f(x) = (x=2)] = lim g(x) =0

pelo que a afirmacdo é verdadeira

155. Opcdo (C)

Tem-se lim M =3, peloque lim = l .
x40 x X—>+0 f(x) 3

156.
a) A afirmacdo verdadeira que se pode obter é «O gréfico de f pode ter assintotas verticais».
2 +% se x+0

Basta considerar, por exemplo, a fungdo definida por f(x) = {
0 se x=0

b) A afirmacdo verdadeira que se pode obter é «O gréafico de f pode intersetar a reta de equagdo
X=2»
2 +% se x+0

Basta considerar, por exemplo, a fungdo definida por f(x) = {
2 se x=0

c) A afirmacdo verdadeira que se pode obter é «O gréafico de f ndo pode ter uma assintota obliqua».
Na verdade, dado que

lim f(x) = lim f(x)=2
X—>—00 X—+00
areta de equagdo y = 2 é assintota horizontal ao grafico de f quer quando x tende para —oo
quer quando x tende para 4+ .

157. Opcdo (B)
Areta r é definida pela equagdo y = —x + 1 pelo que se tem:
lim [f(x) = (=x+1)] =0
X—>+00
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158. Opcdo (B)

O gréfico de g pode ser obtido, a partir do grafico de f, por meio da translagdo associada ao vetor
de coordenadas (—1,0), pelo que a Unica assintota do grafico de g se pode obter, a partir da Unica
assintota do gréfico de f, por meio dessa mesma translagdo.

159. Opcao (A)
feo)  imfG) ry

li xo1t =0
Pt g(x)  lim g(x) —oo
x—-1*

160.
a)
00 2x%>+x—3
X Ty —qq
lim — = lim —*—% =
X ->—-0 X X =>—00 X
. 2x*+x-3= 2
:hm;%;i— lim X-Q
X—>—00 X — X—>—00 x
2x%2+x-3 . 2x%+x—3—2x%+ 2ax
hm [f(x)—Zx ——Zx = lim =
X —>—00 X—a
. (2a+1)x 300 (a+1)
= lim =2a+1
X—>—00 xX—a x—)—oo

Portanto, a reta de equagdo y = 2x + (2a + 1) é assintota obliqua ao gréfico de f quando x
tende para —oo, para qualquervalorde a.

O resultado é andlogo para o caso «+oo»,

Esta provado que todas as fungdes desta familia tém uma assintota de declive 2.

mua+1=0@a:—§

3
2x2+x-3 2(’”5)(’5—1)
x-a x—a

b)2x?2+x—-3=0ox= —EVx =1, peloquesetem f(x) = . Entdo,
para a = —;, vem f(x) =2(x—1) ADs = ]R\{—%}, epara a=1, vem f(x) = 2(x+;) A
Dy = R\{1}, pelo que, em ambos os acasos, o grafico de f n&do tem assintotas verticais.

3 ~ L . -
Para a € R\ {_E’ 1} , aretade equagdo x = a é assintota vertical ao graficode f .
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161. Como a fungdo g é estritamente decrescente, é injetiva, pelo que admite um Unico zero:

Entdo, tem-se D1 = {x € R: g(x) # 0} = R\{a}.
g

¢ Assintotas verticais

~ 1, , . ~ , .
A funcao p ¢é continua em R\{a}, pelo que s a reta de equagdo x = a pode ser assintota vertical

ao grafico de g .
i 1 @ 1 1
m-(x)=———=—=00
x-ag limg(x) O
X —a
Portanto, a reta de equagdo x = a é assintota vertical ao grafico de f .

¢ Assintotas ndo verticais
) 1 1
Iim ——=——=0
xolwg(x) | +oo
o . . . 1
Portanto, a reta de equagdo y = 0 é assintota horizontal ao grafico de 7 guando x tende para —oco.
) 1 1 1
lim

x>+ g(x) - xl_i)rllmg(x) - b

~ 1, . - 1
Portanto, a reta de equagdo y = 5 € assintota horizontal ao grafico de p guando x tende para +co.

162. Por exemplo:

B

*
Q
*
#
*
Pt ] —
r

T e T e

R--ﬂr-------
.
#

I

|
—_
®
I
iy
I

1
=
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163. Sejam a e c oszeros dafuncgdo h.
Entdo, tem-se Dr = {x € R:h(x) # 0} = R\{a,c}.

e Assintotas verticais
Afungdo f é continuaem R\{a,c}, pelo que sé as retas de equagdes x = a e x = ¢ podem ser

assintotas verticais ao graficode f .

1 1 1 lim £ 1 1 1
= OO0 = = = —
€ xl—r?cf x) Py h(x) limh(x) O

X —C

= 0

)P_rgf(x) - )11_1’21 h(x) ~ Tim h(x) -0
X —a

Portanto, as retas de equagBes x = a e x = ¢ sdo assintotas verticais ao grafico de f .

¢ Assintotas ndo verticais

1 1
x—l>IPoo f@x) x—lgloo h(x) lim h(x) —oo
X >—00
Portanto, a reta de equagdo y = 0 é assintota horizontal ao gréfico de f quando x tende para —oo.
1 1 1
li =1 = =—,b#0
A e = im im hGo) b
X —>+00

~ 1, . ‘e
Portanto, a reta de equagdo y = ; €assintota horizontal ao grafico de f quando x tende para +oo.

164. Opcao (A)
Dado que a reta de equagdo y = x é assintota obliqua ao grafico de f quando x tende para —oo,

tem-se lim &

=1, peloque lim g(x)=1.
x—>-0  x X—>—0
Tal permite rejeitar as opgdes (B) e (C).
Dy = {x € Rix # 0} = R\{0}

Tal permite rejeitar a opc¢do (D).

165.
a) Dy ={x ER:2—x # 0 Ax* —2x # 0} = R\{0, 2}

_x 4 x 4 x? . x2-4  (x+2)(x-2) _ —x-2
f(x) T 2—x + x2-2x  2-x x(x-2) - x(2-x) x(2-x) - x(2—x) - x(2-x) T ox
-f(x)=0(:>_x_2=0<:)x=—2

X

e Variacao de sinal

X | —oo -2 0 2 +o0
—x—2 +] 0 — — — - | =
X - | — — 0 + + | +
f(x) -1 0 + n.d. — nd. | —

f) <0 x€]—00,-2[U]0,2[U]2,+0oo]
fxX)>0=x€]-2,0]
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b)Dy ={x ERix —3# 0Ax*>—3x# 0Ax # 0} = R\{0,3}

(x)—i+ 5 __3__4 ,_ 5 _3_ 2 25 3x=9 _ 20x+25-3x+9 _
g T x-3  x2-3x 5x x-3 x(x-3) 5x - 5x(x-3) 5x(x—3) 5x(x-3) - 5x(x—3) -
_ 17x+34

- 5x(x—-3)

cg) =022 0o 17x+34=0Ax#0Ax#3 S x =2

5x(x—3)

e Variacdo de sinal

X | —o -2 0 3 +o00
17x + 34 -1 0 + + + + |+
5x(x —3) + | + + 0 - 0 |+
g(x) -1 0 + n.d — nd. | +
gx) <0 x€e]—ow,—-2[U]0,3[
gx) >0 x€]—-2,0[U]3,+x]
166.
)90 = 5+ (D) = -2+
a)lg\x) = x-3 - x-3
b) A reta de equacdo x = 3 é assintota vertical ao graficode g e aretade equagdo y = —2 é

assintota horizontal ao grafico de g quando x tende para —oo e quando x tende para +co.

Este resultado pode ser obtido do facto de a reta de equagao x = 0 ser assintota vertical ao gréfico
de f earetadeequagdo y = 0 ser assintota horizontal ao grafico de f quando x tende para
—oo e quando x tende para +oo e de o graficode g ser obtido, a partir do graficode f, pela
translacdo referida no enunciado.
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167.

a) A translagdo que permite obter o grafico de h a partir do grafico de f é a translagdo associada

aovetor (—1,0), pelo que se tem h(x) = ﬁ :

b) Como o contradominio de h é o R\{1}, a translacdo que permite obter o grafico de h a partir

do grafico de f é atranslagdo associada a um vetor (a, 1), para um certo valor de a, pelo que se
2

tem h(x) =1 +—.

- 1 2
Como o grafico passa no ponto de coordenadas (2,5) ,tem-se 1+ a3
1 2

Ora, 1+i=—<=>
2—a

2 2
3 E——E@a—S,portanto, h(x)—l+;.
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168. Como as assintotas sdo as retas de equagdes x = 0 e y = 2, a fungdo (que designamos por f)
k

é definida, para um certo valor de k, por f(x) =2+ e

Como o grafico passa no ponto de coordenadas (3,1), tem-se 2 +§ =1.

Ora, 2+§=1(=)§=—1(:>k=—3;portanto, f(x)=2—%.

169. Como as assintotas sdo as retas de equagdes x = 2 e y = 3, a fungdo é definida, para um

certo valorde k, por f(x) =3+ kaz

Como o grafico passa no ponto de coordenadas (0, g) , tem-se 3 + % = % .
k 3 k 3 3
Ora, 3+E—E<=> -5 = —E(:»k = 3; portanto, f(x) =3 + =
170.
a) Como as assintotas sdo as retas de equagbes x =1 e y = 2, afungdo (que designamos por f)é
definida, para um certo valorde k, por f(x) =2+ %
Como o grafico passa no ponto de coordenadas (0,1) , tem-se 2 + & =
Ora, 2+X =1 -k=-1ok= 1; portanto f(x) = 24— =22t 2l
0-1 x—1 x-1 x-1
Entdo,tem-sea=2,b=-1,c=1ed=-1.
b) Como as assintotas sdo as retas de equagbes x = 2 e y = —1, afungdo (que designamos por f)
é definida, para um certo valor de k, por f(x) = -1+ %
Como o grafico passa no ponto de coordenadas (—1,0), tem-se —1 + % =0.
k k 3 —x+2-3 -x—1
Ora, —1 +E_ 0 o= 1 & k = —3; portanto, f(x) = _1_E_ S T

Entdo,tem-sea=—-1,b=-1,c=1ed=-2.

_5x-3 _ 5x—3 x+2
171.a) f(x) = 7 = ‘ Cer—10 S
-13

—13 ’
=5+ T2 ; portanto, as assintotas

sdo as retas de equagdes x = -2 e y =5.

_ 5—6x _ —6x+5 | 2x+1
b)g(x)—2x+1— 6x+3 -3

8
8 4

=-3+ = —3 + —5 ; portanto, as

2x+1 x+5
assintotas sdo as retas de equagdes x = —1/2 e y = =3
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10 2
2__ —_——
) h(x) = = — 10
2“3 _ 2,7% 3
== + 3x_35 =—3 + x_95 ; portanto, as
3

172.

a) Afungdo f pode ser definida por f(x) =2 A Dy = R\{—2}, pelo que f pode ser definida por
2(x+2) _ 2x+4
flo =22 =2

b) A fungdo g pode ser definida por f(x) = x A Dy = R\{—1}, pelo que g pode ser definida por

x(x+1) x%4x
g( ) x+1

173.

2
=0=5—x*=0Ax#0

<:>(x_—\/_Vx—\/_)/\xqt0<=>x——\/_Vx—\/_ conjunto-solugdo = {—V/5,+/5}

a)—

2 2 —x(x+3) 2x2

b) o= ore S ey Bl - -0
6-2x  x2-9  2(3-x) (x+3)(x-3) 2(x-3)(x+3)  2(x+3)(x-3)
—x2_3x—2x2 _ —3x2-3x _ —3(X2+X) _ _ 2 — —
2(c+3)(x-3) 2(0+3)(x-3) Gy 0 TN 2 0AxETIAYES S

S x=—-1vx=0Ax#-3Ax#+3 < x=—-—1Vx=0; conjunto-solucdo = {—1, 0}

3 3 3-5x+5 _ Z
c)—<5<:>——5<0<:>—x<0<:> i 1 8/5 ©
- x-1 8 —5x +[ + [+ o[-
X ) x—1 o [+ + [+
8 8-5x — | nd | + 0 |-
@XE]—OO,l[ ]E,+OO[ x=1
x+1
d——>0<
(2—x)(x+3) | —o 3 1 > T
x+1 - - - 0 + + |+
2-x)(x+3) - 0 + + + 0 -
+1 _ _
o x E] — oo, _3[ U] _ 1’ 2[ —(Z—j)(x+3) + | n.d. 0 + n.d.
241
) - <0 x2—6x<0e x€]0,6]
X“—6x
f X | —oo 1/2 1 +o0
2x~ —3x+3 + | + + 0 | -
2x2x+1 0<:> 3x+3<0@ 2x—1 — 0 T T T
2x-1 —3x+3 —|nd | + ] 0 |-
& x €] —,1/2[U [1'+°°[ 2x—1
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2x—6 _ 55-3x2 2x—6 55—3x2 2x—6 . 55-3x2 2x%2—6x+55-3x2

> — > > _—_ >
g) x—5 — 5x—x2 < x—5 —x(=5+x) — 0= x—5 + x(x=5) — 0 x(x—5) 20=
—x2—6x+55 —(x+11)(x-5) x | —o0 -11 0 +o0
v s _ >
x(x-5) 0 x(x=5) 20 —x —11 + 0 — — —
& —>0Ax#5e X 0 |+
— - 0 + nd. | —

S x€e[-110[Ax #5 < x € [-11,0]

174.
3x0+1 1 . ~ . .
a) h(0) = s 27 portanto, o ponto de interse¢ao com o eixo das ordenadas é o ponto de
1
coordenadas (0,5).
3x+1 1 1
2 =0e=3x+1=0Ax+2+0x= —§Ax¢—2(:)x=—E;portanto,opontode

. ~ . . , 1
intersecdo com o eixo das abcissas é o ponto de coordenadas (— 3 0) .

_3x+1 3x+1 | x+2
b) h(x) = —— = ‘ —3x—6 3
-5 —
xX+2
c) As assintotas sdo as retas de equagdes x = =2 e y = 3.

d) Para k = 3 aequagdo h(x) = k éimpossivel dado que a assintota horizontal da hipérbole que é
grafico de h é aretade equagdo y = 3.

e) Gréficode h:

h écrescenteem | — oo, —2[ eem | —2,+o00].
h(x)ZO@xE]—m,—Z[U[—§,+m[

Pag. 105

175.

D=0 0 = K o0 MR g B 0
%=0<=>—x2+8x—12=OA(x—S)(x—4)¢0<=>

S X=2Vx=6)Ax#4ANx+5x=2Vx=6
f(2) =2375:_i3= -1 e f(6) :6375=%= 3, pelo que os grificos de f e g se intersetam nos

pontos de coordenadas (2,—1) e (6,3).
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x—4—x(x+2)+2(x+2) _

x—4 x—4
b)f(X)—g(X)@m—x—Z@m—X‘Fz—0@ 12 0=
—A—x2_ a2
A P o X o a2 +x=0Ax+2# 0
x+2 x+2
S x=0vx=DAx#-2x=0vx=1
0-4 -4 1-4 -3 - .
f(0) =57 -2 e f(1) =T33 —1, pelo que os graficosde f e g seintersetam nos
pontos de coordenadas (0,—2) e (1,-1).
o 2x+1 2x+1 | x+3
176.3) g(x) = x+3 —2x—6 2
-5
=2+
x+3
Portanto, as assintotas ao grafico de g sdo as retas de equagdes x = -3 e y =2.

b) Tem-se, para x # —3:

y:zxx:31(:>y(x+3)=2x+1<:>xy+3y=2x+1<:>xy—2x=1—3y<:)
=1 — _ 13y _3y-t, 10y = 3x71 _
sSx(y-2)=1-3ysx = 2 =y ; portanto g7t (x) = - Dg-1 = R\{2}

Tem-se: g71(x) = 2= = -3+ = el e o S

2—x —3x+6 -3

5
Entdo, a reta de equagdo x = 2 é assintota vertical ao grafico de g~! e areta de equagio y = —3
é assintota horizontal ao grafico de g~*.
177. As assintotas ao grafico da fungdo g sdo as reta de equagdes x =2 e y = —1, pelo que as
assintotas ao grafico da fungdo g~! sdo asretadeequagles x =—1e y=2.
Entdo, tem-se, para um certo nimero real k, g_l(x) =2+ ﬁ

Como o ponto de coordenadas (0,2) pertence ao grafico da funcdo g, o grafico da funcio g1
passa no ponto de coordenadas (2,0), pelo que setem g~1(2) =0.

Ora: g'(2) =0 2+--=0=k=—6

Portanto, g~ 1(x) =2 — %.

178.
a)

x — 1 2 + o0

b + |nd. — 0 +

b) O grafico da fungdo g é o transformado do grafico da fungdo h pela translagdo associada ao
vetor (a,b), pelo que o ponto (1,—2) tem de ser o transformado do ponto (1,2) pela mesma
translacdo; portanto tem que seter (1,2) + (a,b) = (1 —2),peloquevem a=0¢e b= —4.
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)
lim h(x) =2 e lir?_ h(x) = o0
X—

X—>—00

d) Como as assintotas ao grafico da fungdo h sdo as reta de equagbes x =1 e y = 2, tem-se, para
um certo nimeroreal k, h(x) =2 + ﬁ .
Como o grafico da funcdo h passa no ponto de coordenadas (2,0), tem-se h(2) =0.
Ora: h(2) =0 & 2+-—=0 k=2

2
Portanto, h(x) =2 — g

_2=x _ —x+2 | x+2
179.a) f(x) = — = x+2 -1
- 14+ > 4
- 1+x+2
Portanto, as assintotas ao grafico de f sdo as retas de equagles x = -2 e y = —1.
b)
lim f(x)=-1 e lim f(x) =—o
X—+00 xXx—=2"
X | —oo -2 0 +o00
2-x 2-x —2x + | + + 0 | -
dfsle —sle—-1<0s P T o | + | + |«
—x— _ —2x _ _
S o) o -2x nd. | + | 0
x+2 x+2 X+2

S x€E]—00,—-2[U[0, 4]

d)f(x)=0(:>%=0(:)2—x=0/\x+2¢0(:)x=2/\x¢—2<=>x=2;portanto, Aéo
ponto de coordenadas (2,0).

f(0) = g = 1; portanto, B ¢ o ponto de coordenadas (0, 1).

1-0 1 - . , 1
ejm = 0, = — 3 portanto a equagdo reduzidadareta AB é y = —5X +1.

f) H é o ponto de coordenadas (—2,—1).

e Coordenadas do ponto [
Aordenadade [ é —1; tem-se —1=—%x+1(:>%x:2(:>x=4.

Portanto, I é o ponto de coordenadas (4,—1).
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e Coordenadas do ponto G

Aabcissade G é —2; tem-se y = —%x (-2)+1=2
Portanto, G é o ponto de coordenadas (—2,2).
Tem-se:

Area pedida = 4rea do tridngulo [GHI] — &rea do tridngulo [BOA] =

HIXGH O0AXBO 6X3  2Xx1 . ,
=y =5, 5, = 8 unidades de area

180.

a) Seja h a altura dos paralelepipedos. Tem-se V = x? x h, pelo que h = x—VZ

b) Designemos por h; a altura do paralelepipedo cuja aresta da base mede x e designemos por h,
a altura do paralelepipedo cuja aresta da base mede x + 1 ; tem-se, nestas condigbes, h, < h; .

20 20 20 20 20(x+1)%2-20x?
Tem-se h, = = =— [ h, — =—— = =
emse My =3 ¢ ha (x+1)2’ pelo que 1y — h, X2 (x+1)2 x2 (x+1)?

_20(x?+2x+1)-20x? _ 20x2+40x+20-20x2 _ 40x+20
T x2 (x2+2x+1) - x2 (x2+42x+1) T x%42x3+4x2
Pag. 106
181.

8 8
a)f(0)=1,6<=>z=1,6(=>k=1—6(:>k=5

3t+8 3t+8 3t+8-2,85t—9,5 0,15t—1,5
b)f(t) =19 =19 ——19=0—m=0——F"=0¢&

1,5t+5 1,5t+5 1,5t+5 1,5t+5

(:>0,15t—1,5=0/\1,5t+5iO(:)t=10/\t¢—%<=>t=10;aofimde 10 dias de atraso.

182.
a) As dimensdes do retangulo sdo as coordenadas do ponto P .

. . 1 , R L
A abcissade P é x eaordenadade P é oy portanto, o perimetro do retangulo é igual a

1.1 2
x+x+;+;,peloque g(x)—2x+;.

b)

Nt
I

Fotocopiavel © Texto | MV¥T 11 323



c) A assintota vertical é a reta de equacdo x = 0.
A assintota obliqua é a reta de equagdo y = 2x ; na verdade, tem-se:

2 2
lim [h(x) —2x] = lim [Zx +;— Zx] = lim —=0

X—+00 X—+00 x—+o00 X
O resultado é andlogo para o caso «—oo».

183.
a) O dominio é [0, +oo] .

quantidade de litros de 4gua na bebida obtida
quantidade de litros de bebida obtida

b) A percentagem de 4dgua na bebida obtida é dada por 100 X

100x+276 x+2,76
Tem-se p(x) = ——— =100 X e

13 , pelo que havia 2,76 litros nos 3 litros de sumo puro.

% = 0,92, pelo que a percentagem de agua no sumo puro era de 92%.

c) O dominio de p, no contexto do problema é [0, +o[ e o contradominio é [92,100] .

p:%@p(xm,):100x+276<:>xp+3p=100x+276<:>
@xp—100x=276—3p=>x(p—100)=276—3P=>x=2p7_61_;f

Entado, tem-se:

276-3p
x(P) =50

D, = [92,100[ e D', = [0, +oo[

d) Representa o nimero de litros de 4gua adicionados ao sumo, em funcdo da percentagem de agua
na bebida.
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Capitulo 2 | Derivadas de fungdes reais de variavel real e aplicagées

Pag. 109

fla+h)=f(a) _ fla+h)-f(a)
184. t. m. V-f,a,a+h = =

a+h—-a h
185.
a)
:\‘AL
1-»
g 3 ¥ 19 b iz
Tem-se
5-f(1)  7-1 3 .
tmvyqs= % =—=5 e f écrescente
b)
| By
y
14+
Ie) 1 7
Tem-se
5)-f(1)  2-2 .
tm.vy,s= % =—=0 e f ndo é constante
c)
V'S

ol TV T 1

Tem-se:
_fOG)-f) _ 0-4 _

t.m. V'f,1,5 = =

P e —1 e f ndo é decrescente
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186.
_fB3)-f@) _3-(-1) _
a)tm.vy,3= L, T 2
_gB®)-g1) _9-1 _
t.m. Vig13= %o, -5~ 4
1
o _jB-j@ 3t 1
tmv,q3= . C 5 T3
_f)-f(=3) _ 7-(=9) _
b)tm.vy_55= ) s T 2
_g()-g(=3) _ 25-9 _
tmvy _z5= s — 85 - 2
v L d®-i () 1
T YYm35 T T 5(-3) T 8 T 15
_ fa+h)-f(1) _ 2(1+h)-3—(-1) _ 2+2h-3+1 _ 2h _
DEMVpgg4p=—F o —— = - = - =—=2
_ g(1+h)—-g(1) _ (1+h)?-1 _ 14+2h+h%?-1 _ 2h+h? _
(1+m)—j(1) -1 =t b 1
_ ] - _ 1+ _ _1+ _ _1+h _ _ _*
bV =" Tk TR T R 1+m

187.Tem-se f(0) =1 e f(1) = 3, pelo que a reta passa nos pontos de coordenadas (0,1) e
(1,3).
3_

O declive da reta é igual a o= 2 e aordenada naorigem é 1, pelo que a equacgado reduzida da

Juy

retaé y=2x+1.
188. A taxa média de variacdo é igual ao declive da reta AB, ou seja, % .

Pag. 113

189.
a) No caso de este limite existir, ele representa a derivada de f no ponto 3.

b) No caso de este limite existir, ele representa a derivada de f no ponto 2.
c) No caso de este limite existir, ele representa a derivada de g no ponto 0.
d) No caso de este limite existir, ele representa a derivada de r no ponto 1.

190. Opcdo (A)
f'(—1) éigual ao declive da reta r que é negativo.
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191.

a)
0
o fW-f@) . x*—48  (x+2DE-2) B
f(Z)—)lclfg—x_z —)lclzgx_z —chlzg—x_z —chl_r)rzl(x+2)—4
b)
0
') = | f(2+h)—f(2)_l, (2+h)2—4gl_ 4+4h+h2—4_1, 4h+h*
f( )_hl—r}(l) n _hl—%T_hl—r}(lJ A —hl_r)r(1) =
_h(4+h) _
—}ll_r)r(l)T—;ll_r%(4+h)—4
Pag. 114
192.
o f)-f(0) 22 —-3—(=3)
A -
0
25
—1im 22 Zim (2x) =0
x—0 X x—0
' o f)—f(=2)  2x*-3-5
f(Z)—lerpz x—(=2) _xherzlz x+2
0
2x*—80 2(x+2)(x=2
i 2080 20 2)(2) oy g
x—>-2 x+2 x—>-2 x+2 x—>-2
pon o JO =) 2x*—=3—(=-1)
fO=lm— ===
0
2005 2(x+1)(x-1
pim 20 =20, 20D )zlim(2x+2):4
-1 x—1 x—1 x—1 x—l
193.
a)
vy o fAEW—f@) _ 3-20 4 -1 3-2-2h—1_
710 = S T e -

0

— 0
= limﬂ:hm (-2)=-=2
h=0 n—0
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b)

) = i LAER I

h
9
. Nl+h-10
=lim——=
h—0 h

i (Vi+h-1)(V1+h+1) _

P h(VITh+1)
1+h-1 1

h 1
—lim— —lm— = lim—— =
0 (V1I+h+1) hr0h(V1+h+1) h20J1+h+1 2

c)

v JA+R) ()
f1Q@) = Jim h -
i_22
0
:11m1+h —
h—0 h
2—2-2h 5
Y 1+h _ s
}11—% T hs01+4h
d)
v o JA+R) ()
f1@) = Jim h -
¥_19
— 0
zlim2 (1+h) 0
h—0 h
1 1 1-1+h
=lim1_h = lim 1-h _
h—0 h h—0
=i —1 =1
TR0 1—h
194.

a) Vimos, no exercicio 193. b), que se tem, neste caso, f'(1) = %
Tem-se f(1) =1, pelo que a reta passa no ponto de coordenadas (1,1) .
Entdo, uma equagdodaretaé y = %(x -1+1.
1 1 1 1 1
Ora, y=-(x-D+ley=-x—c+ley=-x+7

A equagdo reduzidadaretaé y = %x + %
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b)
g0 +m—g(©) _

g'(0) = lim

h
2
i1
=lim——=
h—0 h
2+2h—2 2h
= lim—t=1 _jjph=1_
h—-0 h h—-0
= li —2 =-2
TRR—1
Tem-se g(0) = —2 pelo que a reta passa no ponto de coordenadas (0,—2) .

Entdo, uma equagcdodaretaé y=—-2(x—0)+ (-2).
Ora, y=-2x—-0)+(-2)eoy=-2x—-2.
Aequagdoreduzidadaretaé y=—-2x—2.

Pag. 115

195.

a) O declive da reta éiguala f'(1).

4x —x*—-3=0x=1vx =3

0
J— — 2 J— 0
£ @)= lim LD =IOy dxm =30
x—1 x_l x—1 x_l
(= 1D(x -3
T it | ) S S
x—1 x—1 x-1

O declive da reta é igual a 2.

b) Tem-se f(1) = —3, pelo que a reta passa no ponto de coordenadas (1,—3).

Entdo, uma equagdodaretaé y=2(x—1)—(-3).
Ora, y=2(x—1)—-(3)eoy=2x—2+3oy=2x+1
Aequagdoreduzidadaretaé y=2x+1.
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196.
a) Tem-se f(—1) = 0, pelo que a reta passa no ponto de coordenadas (—1,0) .

_ g o f@-fED 2+ 1D?-0
m= D = Jim Sy S T T
. 2(x+1)2g )
= lim =lim (2x+2)=0

x—>-1  x+1 x—>—1
Entdo, umaequacdodaretaé y=0.

b) Tem-se f(—2) =2 X (—2+ 1)? = 2, pelo que a reta passa no ponto de coordenadas (—2,2).
,  f-f(=2)  2x+1)*-2
m=fED=in Ty AT vz
0
C O 2x%4+4x0 . 2x(x+2)
— lim =2 X~ lim ( ) =lim(2x)=-4
-2 x4+2 x——1 x+2 x—>-2
Entdo, umaequacdodaretaé y=—4(x+2)+2.
Ora, y=—-4(x+2)+2ey=—-4x—-8+2y=—4x—6.
A equagdoreduzidadaretaé y=—4x—6.

fx)=8e2x+1)? =8 (x+1)P’=4ox+1=-2vx+1=2ox=-3vx=1
Os pontos do gréfico cuja ordenada é 8 sdo os pontos de coordenadas (—3,8) e (1,8).
e Reta tangente ao grafico no ponto de coordenadas (—3, 8).

. o f)—f(=3)
m=fEY= i =y T
0
2(x+1)" -8 2 L 4x—60
i 2D 78 2 dx6T
>3 x+43 >3 x+3
2x2+4x—-6=0x=-3Vvx=1
2(x+3 -1
= lim x+ I )= lim (2x —2) = -8
x—-3 x+3 x—>-3

Entdo, uma equagcdodaretaé y=—-8(x+3)+8.

Ora, y=-8(x+3)+8e©y=-8x—-16.

A equagdo reduzidadaretaé y = —8x — 16.

e Reta tangente ao grafico no ponto de coordenadas (1,8).

fe - F) _

GIONTES =,
0
_ 2(x+1)2—8 . 2x*+4x-60
=lim——=lim —=
x—1 _x_l x—1 x_l
2(x+3 -1
= lim (x+ 3 )=lim(2x+6)=8
x—1 x—1 x—1

Entdo, uma equagcdodaretaé y=8(x—1)+8.
Ora, y=8(x—1)+8 ¢ y =8x.
A equagdo reduzida dareta é y = 8x .
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197.

x)—f(1 ax?*—a alx+Dx -1
f—() f()=4(:>lim =4 < lim ( X )=
x—1 x->1 x—1 x-1 x—1

@lirr}(ax+a)=4(:>2a=4(:>a=2
X—

f'(1) =4 © lim 4 s
x-1

198. Qualquer que seja k, o declive da reta éiguala f'(1). Tem-se:
f=1)= lim {—1+f}}l‘—£—1+b}+k—2—k=
h—0 h
. 1-2h+b+1-bh+k-2-k
= lim =

h—+0 h
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199. Opcao (C)

200.

a)49t?=784ot’=16t=—-4Vt=4

Como, no contexto da situacao, se tem t = 0, conclui-se que o telemdvel demorou 4 segundos a
chegar a dgua.

distancia percorrida _784m

b) Velocidade média = =19,6 m/s

tempo gasto a percorré—la T 4s

c) Seja d(t) a distancia percorrida pelo telemdvel ao fim de t segundos.

A velocidade do telemdvel no instante t = 4 éiguala d'(4).
d(t) —d4)
— 4 -
9
. 4,97 -78,40
=lim——=
t—4 t—4
49+t -4
= lim

t—4 t—4

=i

= 1im(4,9t +19,6) = 39,2m/s

Tem-se: 39,2m/s = 39,2 x 3600 m/h = 141120 m/h = 141,12 km/h
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201.
a) Seja a um numero real qualquer.
x)—f(a
xsa X —a
)C2 _Cl2 0

4 4°
=lim =

X—a x—a

1

i Z(x+a)(x—a)__ (x+a)_a
_xl—l;% X—a _xl—I;Icll Z Z _E
Portanto, f'(x) = ’2—6

b)m = f'(=2) = ‘72: -1

—2)2
Tem-se f(—2) = %

Entdo, umaequagcdodaretaé y=—(x+2)+1.
Ora, y=—(x+2)+l1ley=—x-2+1oy=—x—-1.
Aequagdo reduzidadaretaé y=—x—1.

= 1, pelo que a reta passa no ponto de coordenadas (—2,1).

c) Seja a a abcissa do ponto de tangéncia. Como a reta tangente tem declive 3, tem-se f'(a) = 3.
fll@=3e2=3oa=6

62
f(6) =—=9
Portanto, o ponto de tangéncia é o ponto de coordenadas (6,9) e, entdo, uma equacdo da reta é
y=3(x—6)+9.

Ora, y=3(x—6)+9ey=3x—18+9 © y =3x —9; portanto, b = —9..

202. O declive dareta r éiguala 1, peloquesetem f'(3) =1.

O declive dareta t éigual a —%, pelo que setem f'(1) = —% .

{f’(3)=1 {3a+b=1 {3a+b=1 {za_g a=: {a_g
, 1 1ed 1 e =3 e & 3
ff)=-3 a+b= a—b= _ §+b:—§ oy
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203. Dado que a funcdo é diferencidvel em 2 (por ser diferencidvel em R), é continuaem 2, pelo
que, como lirrzlf(x) =3, f(2) =3.
X—>
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204.
a)(f+9) () =f()+g' () =2x+x*-3

b) Bf =)' (x) =[B3f + (=] (x) =B (x) + (=9)' (x) =3f"(x) —g'(x) =
=3x2x—(x*-3)=6x—x%+3

9(f) @=(r) W=3f=ixax=x

205. Como a reta de equagdo y = x é tangente ao grafico de f no ponto de abscissa 1, tem-se

fF=1e f(1)=1.

Como areta de equagdo y = —3x + 1 é tangente ao grafico de g no ponto de abscissa 1, tem-se
g)=-2eg'(1)=-3.
Tem-se:

F+oO=fH+g1)=1-2=-1¢e
F+'D=fMD+g1)=1-3=-2

Entdo, uma equacdo da reta tangente ao gréfico de f + g no ponto de abscissa 1 é
y=-2x—-1)+(-1).

Ora, y=—=2x-1D+(-H)ey=-2x+2-1oy=-2x+1.
Aequagdoreduzidadaretaé y=—-2x+1.
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206.

Seja f(x)=mx +b eseja r areta que é o gra-
fico de f em referencial o.n. do plano; tem-se
flix)=mx(x))+0=mx1=m.

Entdo, a reta tangente ao grafico de f em qual-
quer ponto do grifico é uma reta com declive
m . Dado que a reta r tem declive m ,as retas
tangentes ao grafico de f em qualquer ponto
coincidem com a reta r.
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207.
a)(—2x) =-2x'"=-2x1=-2

b) (—2x +3) = (—2x)' +3' = 240 = —2

x\" 1 1 1
o) =3x =3x1=;
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d)(—x) =—x"=-1

e)(Bx2+2x—5)=0Bx?)"+2x) +(=5) =3(x?)"+2(x) +0=3x2x+2x1=6x+2

f) (3—2x

g) (0,1x3 + 212)" = (0,1x3)" + (2n%)' = 0,1 X 3x2 + 0 = 0,3x2

2)' =1@-x)=10-2)=-

h) (x3 —3x%2 +100)" = (x3)" + (=3x2)" + (100)' = 3x2 —3 x 2x + 0 = 3x% — 6x

i)(2_3x),=%(2—3x)'=%(0—3)=—%

2
)@n)'=0

k) (mx? + 2)' = (nx?) + (m?)' = X 2x + 0 = 2mx

! !

I)(x—z—x—3—53) =(£) —(g)’—(53)’=%x2x—%x3x2=x—%x2

2 T

2-x+223\ 1 o 3Ny oy —14+6x2
m)( s )_”+2(2 x+2x3) = ——(-1+2x3x?) = =
Pag. 128
208.

a) (2E2) = Layr+x) =1 (3vk +x) =1 [3(vR) + 0| =1 (3 x+1) =24l

b) (3x? + V2 —V3) = (3x?) + (VZxx) + 0= (3Va +x) =3x 2 +VZx ;== 6x+ 7=

209.
a)[(2—-3x)?%) =[4—-12x +9x?]' = (—12x)" + (9x2) = —12+9 x (2x) = —12 + 18x

o (535 -2 -3 () @ ~barmax () e

[2x+1)B—-x)]" =(—2x2+5x+3) =—-2(x?)" +5(x) =—4x+5

() = (G- =G-Fa) = ier () -
=—5><2x+g><(—%)=—x—i

e)[(1—-x)2?2x+3)]' =[1-2x+x?>)2x+3)] = (2x3 —x?—4x+3) = 6x% —2x — 4
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210.
-3-2 5 5
a) Tem-se g(—1) = — =7 pelo que a reta passa no ponto de coordenadas (—1, _Z) .
) = (32220 2 (Br—12) = (Bx) = (242) =3 -
g(x)—( 4 ) —(4x zx) —(4x) (zx) =i x
=g'( 1)—3+1—7
MEIT IR Ty

Entdo, uma equagdo da reta é y=%(x+1) —Z.
7 5 7 7 5 7 1
Ora, y—z(x+1)—Z<:)y—zx+z—z(:>y—zx+5.

A equagdo reduzidadaretaé y = %x + %

b) Tem-se x —4y =0y = %x , pelo que a reta tem declive igual a %; portanto, a abcissa do ponto

de tangéncia satisfaz a condi¢do g'(x) = =

4
’(x)—1<:>3 x=1ox=1
9 T4 4 T4 T2
3 1
1 ZT2Xy 1 11
Tem-se g 3) = =3 pelo que a reta passa no ponto de coordenadas 22)

Entdo, uma equagdo daretaé y =%(x—%) +i.
1 1 1 1 101 1 1
Ora, y—z(x—E)+Z(:>y—zx—§+z(:)y—zx+§

A equagdo reduzidadaretaé y = ix + %.

Pag. 130

211.
a)[x3x(1-3x)]"=(3)'x(1-3x2) +x3x (1 —-3x?) =
= (3x?) x (1 —3x2%) + x3 x (=6x) = —15x* + 3x2

Y X (1 203V x E e (1 — 923 % (5 = —er? (1 — 943  x L _ay3 2l
b)[(1 Zx)XZ]—(l 2x%) x 2+ (1 2x)><(2)— 6% X 2+ (1-22%) x 2= —4x3 +

212. Tem-se:
* Areta de equagdo y = %x +z é tangente ao grafico de f no ponto de abscissa 2, pelo que

f@=2ef@-=

9@ = (%) =363 =3x2, peloque g'(2) =6.

1
.

2

23
° g(Z) =5 = 4
Entao, vem:

(f9) @) =@ x gD +[(2)xg' @) =3x4+x6=2+15=17
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213

- f(a) Xﬁ#{m x@ (a)=

f g'a)

’} —
o
f{a} gla)—fla) - g'(a)

Lg(a)]*
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214.

_ " _ (x2+3), _ 2
a) f'(x) = (x2+3) T T3 (2432

_0)'x (x43)-(2x) x (x+3)" _ 2(x+3)-2x _ 2x+6-2x _ 6
b) £(x) = (x+3) - (x+3)2 T (432 (x+3)2 (x+3)2
/ 241 (241) X (e2)—(x241) x (c4+2)) 2 (x42)—(x241) _ 2xP+ax-x2-1 _ xP+4x—1
€ f'(x) = (x+2) - (x+2)? T Ger 22 (22
_ 1\ Ge+1)'x (2x242x43)—(x+1) x (2x2+2x+3)  2x2+42x043—(x+1) x (4x+2) _
d) () = (2x2+2x+3) B (2x2+2x+3)2 B (2x2+2x+3)2 -
2x2+2x+3—(4x2+6x+2)  —2x%-4x+1
- (2x2+2x+3)2 T (2x2+2x+3)2

2x+1 x=2\' 2x+1\' x-2
e)f'(x) = ( 2x+1) - (x—Z) N (2x+1) -
_@x+1)'x (x— 2) (2x+1) x (x=2)" _ (x=2)'x @x+1)-(x=2) x 2x+1)" _

(x=2)2 (2x+1)2
_ 2 (x=2)—(2x+1) _ 2x+1—-(x-2) X 2 _ 5 _ 5
(x=2)2 (2x+1)2 T (x=2)2  (2x+1)2

215. No exercicio 212. vimos que se tem:

f(2)— f(2)——,g(2)———4eg(2)—6

Entdo, vem:

( ) (2) = ' @)xg)-f(2)xg'(2) —X4—§X6 _ 13 ( ) 2) = g' @xf@)-g@)xf'(2) _ 6><§—4><§_5_z
g2 T2 T 16 OE N (;)2 25
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216.

a)f'(x) = (x") =7x°

336 Fotocopiavel © Texto | MVT 11



' 16,1 5,1 4 _1c 6y 15y oo ay .5, 4, .3
b)f(x)=(gx +ox +Zx) =)+ () + (N =7+ +x

) F(x) = ( ) _(x%) x (2x5+2) - x6 x (2x5+2)" _ 6x5 (2x5+2) -xOx10x* _ 2x10412x5
¢ T \2xS+2) T (2x5+2)2 - (2x5+2)2 T (2x5+2)2

217.
a) Porexemplo: g(x) =2x+1 e f(x)=x".

b) Por exemplo: g(x) =x*+1 e f(x) =+x.

c) Por exemplo: g(x) = ﬁ e f(x) =x3
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218.

Aplicando a regra relativa a derivada da fun-

¢do composta, sendo g(x) = x" , tem-se

gx)=nx""1 e

[(fx)] = (gof)'(x) = f(x) xg'[fix)] =
x)xn[flx)]""

219.
a)h () =[2x+1)7"]=Qx+1)x[72x+1)°] =2x7x 2x + 1)® = 14(2x + 1)°

3

b) h' (x) = (\/T) — (x + 1)/ 453 _ 2x

2\/x"'+1 2Vx4+1 Vxt+1

31 _ 2x (2x)'x (x+1) — 2x x (x+1)' 2x \2 _
€) h'(x) = [(E) ] - (x+1 [ x+1 ] (x+1)2 X [3 (ﬁ) ] -
2_

+1

_2(x+1) - 2x 2x _ 24x?
T (x+1)? X [3 (x+1) ] (x+1)2 [3 ] (x+1)*

Pag. 134
220.

1) = (V%) = (x3) =l -ttt 1 _ 1
7 = (G = () =3 =t o

b) f'(x) = (x>°)" = 0,6x%¢~1 = 0,6x~ O*
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o) f'(x)= (3\/x2 + 1),

= 2x X E (x? + 1)_§]

(G2 + 1)5)' =2+ 1) x [5G + 1)§‘1] =
2x 2x

3x2+1)s  3V@ZHD)?
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221.
a) Seja a a abcissa do ponto de tangéncia. A reta de equagdo y = 4x + 9 é tangente ao grafico de
no ponto de abscissa a, pelo quesetem f'(a) =4.
de absci I "(a) =4
f’(x) _ (L), _x'x(x+D)-x x (x+1) _ x+1-x 1

x+1 (x+1)2 T (x+1)2 T (x+1)2
’ _ — 2_1 _1 —_1 =_l =_§
f(a)—4(:>(a+1)2—4<:>(a+1) —4<:>a+1—2Va+1— Sea SVa >
e Estudo do caso a = —%

Tem-se f(—l): 2 :T:_l
2

2 -=+1
2

N | =

Vejamos se o ponto de coordenadas (— % —1) pertence a reta de equagdo y = 4x + 9
—1=4x (—%) +9 —1=-2+4+9; oponto ndo pertence a reta.

Portanto, a reta de equagdo y = 4x + 9 ndo é tangente ao grafico de f no ponto de abcissa —%

3
e Estudo do caso a = =3

Tem-se f(—%):_zz =-=2=3
2 2

Vejamos se o ponto de coordenadas (—%, 3) pertence a reta de equagdo y =4x + 9.

3=4x (—2) +9 & 3 =—-6+9; oponto pertence a reta.

Portanto, a reta de equagdo y = 4x + 9 é tangente ao grafico de f no ponto de coordenadas
(-3:3)-
2

b) Seja a ainclinacdo da reta e seja m o declive da reta.

— ()=t _1
m=f'( 3)_(—3+1)2_4
o 1
Tem-se, entdo, tana = 2 pelo que a = 14°.
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222.
4

2
1+x"

fix)=3x* e g(x)=

(fog)x) = flg(x))=

A
1+x2 1+x* 1+2x*+x*

(fog)'(x) =(L) -

14+ 2% 4 x*
_ —48(4x+4x’) —48x4x(1+x7)  -192x

A+22+x°) [(1+x (142
Ou
flx)=6x e g'(x)=—

8x
(1+x%)?

(fog)'(x)=g'(x) X f'(g(x)) =
8x 4 192x
= XX — =
(1+x%)° 14x°  (1+x9)
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223.(f 2 9)'(2) = g'(2) x f'[g(2)]

Tem-se:

e Areta de equagdo y = —%x + 2 é tangente ao grafico de g no ponto de abscissa 2, pelo que
1
g@2)=1eg@=-3.
o ! _ r_ 1 1 _ 3 ! ol _ E
f'x) = (v3x+1) =@Bx+1) sz—zm, peloque f'[g(2)] =f'(1) =

4

Entdo, vem:
(fog)@ =g @xfg@]=-3x7=—>

224. f'(x) = (x* —x%2 + 1)’ = 4x3 — 2x

f' (—%) =4 (— %)3 -2 (— %) =4 X (— %) +1= —%+ 1= %; portanto, a reta tangente ao gréfico

. 1 L 1 .
de f no ponto de abcissa -3 tem declive igual a > pelo que qualquer reta perpendicular a ela tem

declive —2.

Seja a a abcissa do ponto do grafico de f em que a reta tangente tem declive —2.
Tem-se f'(a) = —2.

flla)=-2©4a®-2a=-2e4a%>-2a+2=0

Com auxilio da calculadora gréafica, conclui-se: 4a® —2a+2=0a=-1
Tem-se f(-1)=(-1D*—(-1)?+1=1.

Entdo, umaequagdodaretaé y=—-2(x+1)+1.

Ora, y=-2x+1D)+1ley=-2x—-2+1y=-2x—-1.

A equacdoreduzidadaretaé y=—2x—1.
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225.
a) f'(x) = (4x3)’ = 12x?
2

f'(—V2) =12(—V2) =24

3
f(—V2) = 4(—V2) = -8V2
Entdo, uma equacdodaretaé y = 24(x + \/7) - 8V2.
Ora, y = 24(x +V2) —8V2 © y = 24x + 24V2 — 8V2 © y = 24x + 16V2.
A equacdo reduzida dareta é y = 24x + 16V2.

b) Seja ¢ a abcissa de cada ponto do grafico de f em que a reta tangente tem declive 1.
Tem-se f'(c)=1.

f’(c)=1<:>12c2=1(:>c2=i(:>c=—\/IVC=\/z@c=—‘/—§Vc=£
12 12 12 6 6

3
e Estudo do caso ¢ = —%—

D=4 =B

6 6 216

V3

Entdo, umaequagdodaretaé y=1 (x + \?) BETE

_ V3) V3 _ 23 _ V3
Ora,y—(x+?)—ﬁ<:>y—x+¥@y—x+9.
A equacgdo reduzidadaretaé y=x + g.

e Estudo do caso czg
V3 _ L (V3 _4x3V3 _ V3
f(?)_4(?) T 216 18
Entdo, umaequagdodaretaé y=1 (x — ?) + \1/—2.

() By 2B VB

Ora,y—(x—?)+ﬁ<:>y—x 18<:>y—x 5
V3

A equacgdo reduzidadaretaé y=x — e

c) Seja ¢ a abcissa do ponto do primeiro quadrante cuja existéncia, nas condic¢des referidas no
enunciado, nele esta garantida.

(o) = — L
Tem-se f'(c) = 70
1 1

") =— 2= _ 2 _ ¢ 2_1 2
f'(c) = g,(c)c)lZC— a@lZC—ac)lZc =-c

c2

o 1
Entao, a = —.
12
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226.
a)
i { =l 3 +w
Sinal e : B )
zeros de b T 0 0
Variacao e - 2
extremos / M“_’\' \ Mm /v
de b relarivo relativo
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227.

Escrevia a expressdo na forma a(x — h)* + k.
Agora, como sei que na abcissa do vértice a
funcdo atinge um extremo e dado que a funcio
é diferenciavel, a derivada nesse ponto é zero.
Portanto, a abcissa do vértice é a solucdo da
equacdo ['(x)=0.

228. Dado que f é diferenciavelem 1, se f atinge um extremoem x =1, entdo f'(1) =0.
Tem-se f'(x) = (x3+ kx?+1) =3x%+ 2kx,peloque f/(1)=03+2k=0k= —%.
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229. Na figura ao lado estd representada parte
do grafico da fungdo f, ospontos A e B
desse grafico, areta AB e o ponto C, nas

condic¢des do enunciado, cuja existéncia é

garantida pelo teorema de Lagrange.
Tem-se: A é o ponto de coordenadas (—4, —i) e B é o ponto de coordenadas (—1,—1), pelo

()=

—1-(-4)

[

que My = Myp =
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Seja a aabcissa do ponto C ; tem-se f'(a) = —i.
Ora, f'(x) = —x—lz, pelo que f'(a) = —% =3

abcissade C éiguala —2, pelo que C é o ponto de coordenadas (—2, —%) .

1
—F=—Z(:>x2=4<:)x=—2Vx=2;portantoa

Entdo, umaequacdodareta r é y = —%(x+ H-1.
1 1 1 1 1 1
Ora, y=—-(x+2)—soy=—Tx—s—--oy=—x-1.
A equagdoreduzidadaretar é y= —ix —1.
Pag. 144

230. A fungdo g, fungdo derivada de f, é positivaem | —1,2[; portanto, f é crescente em
[-1,2].

Pag. 145
231.

li
3x2

3
f'(x)=(1+x2—%) =2x—T=2x—x2
ff)=0e2x—x*=00x2-x)=0x=0Vx =2
Quadro de variagdo e de extremos de f

X | —oo 0 2 +o00
£(x) —l o + 0 |-
f N | Min. Vi Max. |\
rel. rel.

f écrescenteem [0,2] e f é decrescenteem | —o0,0] eem [2,+oo[.
f(0) =1 é minimo relativoe f(2) = g é maximo relativo .

O contradominiode f é R pelo que f ndotem extremos absolutos .

fl(x)=(x3+x%2-5x+3) =3x2+2x-5
f’(x)=0(:>3x2+2x—5=0(:>x=—§Vx=1

Quadro de variagdo e de extremos de f

x| —oo —5/3 1 +0o0
f'(x) + 0 — 0 |+
f Vs Max. \ Min. Va
rel. rel.

5)_256
3] 27
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f écrescenteem | — oo, —5] eem [1,4o0o[ e f é decrescente em [—5, 1] .

é maximo relativoe f(1) = 0 é minimo relativo .

O contradominiode f é R pelo que f ndo tem extremos absolutos .




¢) Dy = R\{0}

, 1\' 1 x2%2-1
frl=(x+3) =1-5=53
f’(x)=0@1—%=0@%=1@x2=1<:>x=—1Vx=1
Quadro de variagdo e de extremos de f
X | —oo -1 0 1 +o00
x?—1 +| 0 — — — 0 |+
x? + | + + 0 + + |+
f'(x) +] 0 — n.d. — 0 |+
f Al Mac N [nd | N | M a
rel. rel.
f écrescenteem | —o,—1] eem [1,+oo[ e f édecrescenteem [—1,0[ eem ]0,1].
f(=1) = —2 é maximo relativoe f(1) = 2 é minimo relativo.
xl_i)r_noof(x) = xl_i)r_noo(x +1/x) =—0+0=—w, peloque f ndotem minimo absoluto.

lim f(x) = lim (x+1/x) =400 +0=+c, peloque f ndotem maximo absoluto.
X—+00 X—+00

f’(x)=(23£+4x—5)=2x2+4 ffx)=0e2x2+4=0x€0

Tem-se f'(x) >0, Vx € R, peloque f écrescenteem R; f ndotem extremos relativos.
O contradominiode f é R pelo que f ndotem extremos absolutos.
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232.
a)f'x)=0ex*+2x=0ox(x*+2)=0x=0
Quadro de variagdo e de extremos de f

X | —o0 0 +0o0
X — 0 +
x2+2 + + |+
f'&) -1 0 |+
\ Min. 2
f abs.

f édecrescenteem | —0,0] e f é crescente em [0, +oo].
£(0) é minimo absoluto.

b)f'(x)=0ex*-3x2=02x*x-3)=02x=0vVx=3

Quadro de variagao e de extremos de f

X | —o0 0 3 +o0
x? +]1 0 + + |+
x—3 —| - - 0 |+
f'(x) -1 0 - 0 |+
f N | FO) \ Min. | A
abs.

f édecrescenteem | —0,3] e f écrescente em [3,+o0].
f(3) é minimo absoluto.
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(x+1)?

ofx)=0e ;= 0ex+tl=0ox=-1
Quadro de variagdo e de extremos de f
X | —o -1 +o
f'(x) +| 0 |+
f 21 f) |~

f écrescenteem R; f ndotem extremos relativos.

233. Tem-se, de acordo com a figura, o seguinte quadro de variagdo do sinal de f(x) X f'(x):

X | —oo -2 -1 1 +o
f(x) -1 0 + + + 0 [+
f'(x) +| + + 0 - 0 [+
f) x f'(x) -1 0 + 0 - 0 |+

fOXf'(x) <0 x €] —o0,—-2]U[-1,1]
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234. As dimensdes do retangulo sdo as coordenadas do ponto P .

Seja x (0 <x< %5) a abcissa de P ; entdo, aordenadade P é f(x) e, portanto, aarea, A, do

4—-3x2

retangulo, é dada por A(x) = x X f(x) = x X ( ) = 2x —%x3 )
"(x) = _3.3) _5_2,2
A(x)—(Zx zx) =2 ~x

A'(x)=0@2—§x2=0@x2:§@x:§

Quadro de variagdo e de extremos de A

x|0 2 23
3 3
A'(x) + 0 —
A ARSI
abs.

2 4=3X5 4 . o A N ~ (2 4
Ora, f(=)= = —, pelo que as dimensdes do retangulo que tem maior drea sdo (-,-).
3 2 3 3’3

235.

a) ¢ Prisma de dimensdes 2 por 2 por 8 :

Volume =2x2x8=32cm’

Area da superficie =2 x (2x2)+4x (2x8) =72cm’

¢ Prisma de dimensdes 4 por 4 por 2 :
Volume =4 Xx4x2=32cm’
Area da superficie =2 x (4 X 4) +4 x (4 X 2) = 64 cm’
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b) Seja x (x > 0, em cm) a aresta da base do prisma e seja h (em cm) a altura do prisma.
Tem-se:
x2h = 32, peloque h =2
7 xz .
Seja A a drea da superficie do prisma.

Tem-se A(x) = 2x? + 4 X (xh) = 2x? + 4x§ =2x% + %.

’ 3_
A = (22 +28) =ax - P =2

x x2 x2
A'(x)=0=>4"3x‘2128=0@4x3—128=0/\x¢0<=x3=32<:>x=i/§
Quadro de variacao e de extremos de A

x| 0 V32 +0o0

x3—128 — 0 +
x? + + |+
A'(x) — 0 |+
A n.d. \ Min. | A2

abs.

s s . s s . . 3
A area da superficie € minima no caso do prisma em que a aresta da base mede V32 cm.

. L 32 32 32x3/32 32x332 3
A altura deste prisma é igual a = = =

(3\/5)2 =155 =3 T AR 32 cm.

Este prisma é o cubo cuja aresta mede V32 cm.
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236.
a) Por exemplo, uma caixa de dimensGes 5 cm por 5 cm por 4 cm.
Area da superficie desta caixa= 5 x 5 + 4 x (5 x 4) = 105 cm’

b) Seja x (x > 0, em cm) a aresta da base da caixa e seja h (em cm) a altura da caixa.

Tem-se:
100
~z

x*h =100, peloque h =

Tem-se A(x) = x? + 4 x (xh) = x? +4x1xL2° — x2 _|_4xL°

400\’ 400  2x3-400
A’ ——( 2+—) =2x——=
(x) x x X x2 x2

2x3-400
x2

=022x3-400=0Ax %0 e x3 =200 © x = Y200 @ x = Y200

Ax)y=0&

Quadro de variagdo e de extremos de A

x| O 3200 +0o0
2x3 — 400 — 0 +
x2 + + |+
A'(x) — 0 +
A n.d. \ Min. | 2
abs.

. ;. , . . 3
A area da superficie € minima no caso do prisma em que a aresta da base mede 3200 = 5,85 cm.
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237.Seja h (h > 0, emcm) a altura do cilindro e seja r (em cm) o raio da base do cilindro.
Tem-se:

2p — — |12
nr“h =12, pelo que r = —

Seja A a drea da superficie do cilindro.

Tem-se A(h) = 2nr? +2m‘h—21‘r><—+2 f + ’4 2>< +\/487T

24 A87h (4-81rh)' 481 24w 24w
A'(h) = ( +v48mh ) h2 Zx/4-8n' hZ 2\/4-871 h2 2t Vasmh h2 3t 4/3ah

24 | 6m __ 6mh?-243mh

- _ﬁ+\/3nh - V3mh
A'(x):O@W‘% VTR — 0 © 6mh? — 24V3th = 0AV3Th # 0 &
& 6mh? = 24/3nh © nh? = 4/3nh & | Th2 >0 e 4V3mh >0

& m2h* = 48nh © n?h* —48th =0 © th(th® —48) =0 © nh=0Vrh® —48 =0 &
@h=0vh=3\@zz,48

Quadro de variacao e de extremos de A

x 0 3/48/7'[ 400 | Para, por exemplo, h =1, aexpressdo
67Th2 — 24 /37Th —_ 0 + 6mh? — 24+/3mh é negativa e para, por exemplo,
31h + + + h =3 aexpressdo 6mh? —24+/3mh é positiva.
A'(x) — 0 +
A n.d. \ Min. | 2
abs.

. e - . 3 ,48
A area da superficie € minima no caso do cilindro cuja altura mede gl 2,48 cm.

. . , . 2
O raio da base deste cilindro é igual a = = 1,24 cm.

238.
a) C(31) — C(30) = 0,2 x 312 + 3 x 31 + 600 — (0,2 X 302 + 3 X 30 + 600) = 15,2 €

b)

0,4x + 3,2 e C'(x) =0,4x + 3 ; a diferenga
entre o acréscimo do custo pela produgao de
mais uma pe¢a ¢ o custo marginal é 0,2 €,
que tem pouco significado se o valor de x
for elevado. O custo marginal é, aproxima-
damente, o custo de produzir mais uma uni-
dade quando ja se produziram x unidades.
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239. Opgao (B)
_f@)-f(-1) _ 6-0

M=y s 2
240.
_ f(=2)-f(-4) _ —8—(-24) _ 16 _
tmvy 4 ,=————=—1———=—-=8
2 4 2
_ 9294 375 _ 15 1

tmv, 4 ,=—————=35="1 = ——
9 —4=2 —2+4 2 2 15

241.

3
2

3
f@-f(-1) _ 33
2+1 !

1
a) t.m. V.f’_1’2 = = 5

w

b) A reta passa no ponto de coordenadas (2,3) e o seu declive é %, pelo que é definida pela
equagdo y = %(x -2)+3.
Ora, y=%(x—2)+3@yz%x—1+3<:>y:%x+2.

A equagdo reduzidadaretaé y = %x +2.

2
1 1 1 1 1 1
Tem- x)=x?>—-x=x%*-= +———=( ——) — —, pel rafi & um
c) Tem-se f(x) SX=xt—cx+——=(x—3 -+ peloqueogra code f éuma

. S L 1
pardbola cujo vértice tem abcissa igual a e

Entdo, no intervalo [—1,2] at.m.v. da fungdo é positiva e a fungdo ndo é crescente.

d)
2(a+h)%2-(a+h) 2a%-a
_ fla+h)-f(a) _ 2 -~ _ 2(a+h)®>-(a+h)-2a%+a _ 2a’+4ah+2h*—a—h-2a%+a _
LMVepaan = h - h - 2h - 2h -
__ 4ah+2h?-h _ 4a+2h-1
- 2h - 2

242. Opcao (D)

5, f@-f)_5, f4-3_5 15
EMVy1a =@ =0T T /W=7 H3ef(H) =55

243, Opgao (D) +T
Na figura esta representado o grafico de uma fungdo
nas condi¢des do enunciado e, para a qual, as
afirmacGes (A), (B) e (C) ndo sdo verdadeiras.
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_1_ f)-f@ _ 1 _ vb-2 1
244. t. m. V'f,4-,b =z (=4 —b—4- =3 (=4 _b—4 =5 (=4 | b#1
o5Vb-10=b-4e5b=b+6 | |b+4>0e5Vb>0
© 25h=b*+12b+36 &
©b?—-13h+36=0b=4Vhb=9
O intervalo [4,9] é a solu¢3o do problema.
245,
fQA+R)-f(1) _ 20-4(1+h)-16 _ 4—4—4h _
a) h - h - h 4
— 2_ 2_ 2

b) fA+m-F() _ SU+R?=5 _ 5+10h+5h2=5 _ 10h+5R% _ +s5h

h h h

) fA+)-f(1) _ (1+h)2-5(1+h)—(-4) _ 1+2h+h?-5-5h+4 _ h?-3h _ h—3
¢ h a h a h T h
3 -

o) FOMF@ _ a5 i 3

h h h h 1-h
246. Opgao (A)
Tem-se:

_f0)-f3)
e T

e f'(3) é o declive da reta tangente ao grafico de f no ponto de abcissa 3.

247. A reta passa no ponto de coordenadas (2,1) e o seu declive é iguala h'(2), pelo que é
definida pela equagdo y = —2(x —2) + 1.

Ora, y=-2x—-2)+1ey=-2x+4+1oy=-2x+5.

A equagdoreduzidadaretaé y =—2x+5.
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248. Opcao (B)
Tem-se:
x)+ 2 X 3
i S = I T = g )
Portanto, o declive da reta tangente ao grafico de g no ponto de abcissa 3 é —1 ; isto exclui as
opgcoes (C) e (D).
A reta passa no ponto de coordenadas (3,—2), o que exclui a opgdo (A).
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249. Opcao (C)
g'(a) éigual ao declive dareta r.

_53_1
My =75573
250.
a)
0
o f-fA)  x5-12
f(l)_;lcl—r}} x—1 _alcl—rgx—l_

(o quociente da divisdo inteira de x°> — 1 por x — 1
éx*+x3+x2+x+1 eorestoé 0)

=1in}(x4+x3+x2+x+1)=5
b

b)

0
§'©0) = lim SO =90 Y118, (VA T- D2+ T+1)

x—-0 x—0 x—-0 X x—-0 x(\/2x—+1 + 1)
2x+1—-1 2

2x
= lim = lim =lim—=1
=0x(V2x+141) *0x(V2x+1+1) *02x+1+1

251.
. gB+h)—g@3) 9B+ h)—g@3)
A T R

. [9@+h)—g(3) B 9B+ —-93) 1
@}ll_r% o h+2—2<:>}ll_r)r(1) A X}lll_r%h+2—2<:>

1
Sg@)x;=20g0@) =4

252,

a) Tem-se:

f(2) =4 -6 =—2, pelo que a reta passa no ponto de coordenadas (2,—2).
f'(x) = (x?—3x) =2x—3,peloque f'(2)=1.

Portanto, a reta é definida pela equagdo y = 1(x —2) — 2.

Ora, y=1x—-2)-2ey=x—-2-2y=x—4.

A equacdoreduzidadaretaé y=x —4.

b) Tem-se:
fx)=2& ﬁ =2ex+1=1 x =0, pelo que areta passa no ponto de coordenadas (0, 2)

e, portanto, a ordenada na origem da reta é 2.

, 2\ 2 '
'@ = (35) = ~Gage, peloaue f/(0) = —2.

A equacdo reduzidadaretaé y = —2x + 2.
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253. f'(—2) éigual ao declive da reta tangente no ponto de abcissa —2, pelo que f'(—-2) =—1.
f(—=2) éigual a ordenada do ponto de tangéncia. Como o ponto de tangéncia pertence a reta,
f(=2)=—-(-2)+3=5.

254. f'(a) éigual ao declive da reta tangente no ponto de abcissa a, pelo que
f'(a) =tg120° = —/3 .

255. Opgao (A)
Seja v(t) avelocidade, em metros por segundo, do projétil, t segundos apds o lancamento.
v(t) = h'(t) = (100t — 5t%)’ = 100 — 10t pelo que v(2) = 100 — 20 = 80.

256.
a)e(t) =152t +t=15©2t?+t—-15=0t=-3Vvt=25

. . P 15 )
Portanto, a descida demorou 2,5 segundos, pelo que a velocidade média foi de i 6ms™.

b) Seja v(t) avelocidade, em metros por segundo, do ponto mével, t segundos apds o inicio da
descida.
v(t) =e'(t) = 2t +t) =4t + 1, pelo que se tem:

Velocidade inicial = v(0) = 1 ms™ e velocidade final = v(2,5) = 11 ms™

257. (x> —x)' = 2x — 1, pelo que f' é afungdo de dominio R, talque f'(x) =2x —1.

258.
a)f(x+h)—f(x) =3(x+h)— (x+h)?—(Bx—x?) =
=3x 4 3h —x% —2xh — h? — 3x + x% = 3h — 2xh — h?

b)
von e SO+ —f(x)
e = Jim n -
0
DAL
lim A2 L i (3-2x— ) =3-2x
h—0 h h—0
c) Tem-se:

f(2) = 6 —4 =2, pelo que a reta passa no ponto de coordenadas (2,2)
fl(2)=3-4=-1

Portanto, a reta é definida pela equagdo y = —1(x —2) + 2.

Ora, y=—-1(x-2)+2o0y=—x+2+2y=x+4.
Aequagdoreduzidadaretaé y=—-x+4.

350 Fotocopiavel © Texto | MVT 11



dx—y=2¢y=x-—2,peloqueodeclive da reta é igual a 1.
ffx)=1e3-2x=1ox=1

f(1) =3—-1 =2, peloque areta passa no ponto de coordenadas (1,2) .
Portanto, a reta é definida pela equagdo y =1(x — 1) + 2.

Ora, y=1x—-1D+2ey=x—-1+2y=x+1.
Aequacgdoreduzidadaretaé y=x+1.
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259. Tem-se f'(2) =3.
Como g(2) =5 e h(2) =3, afungdo g é aque ndo pode ser a fungdo derivada de f .

260. Opcao (D)
S6 esta opgdo é compativel com o facto de se ter f'(0) = —1.

261.
a) A funcdo é continua no ponto 1 porque é derivavel nesse ponto.

b) A fun¢do ndo é continua no ponto 1 pelo que ndo é derivavel nesse ponto.

c¢) A funcdo pode, ou ndo, ser derivavel no ponto 1, pois o facto de ser continua num ponto nao
garante nem impede que seja derivavel nesse ponto.

262.h'(x) = (f(x)+2) =f' )+ Q) =fx)+0=f(x) =gKx)

A derivada da fungdo h éafungdo g .

263.

a)d(2)=25%x4+4x%x2=18

d'(t) = (2,5t> +4t) =5t +4, peloque d'(2) =5x2+4 =14

d(2) = 18 significa que ao fim de 2 segundos, a bola tinha percorrido 18 metros.

d'(2) = 14 significa que ao fim de 2 segundos, a bola tinha atingido a velocidade de 18 metros
por segundo.

b)d(t) =210 © 2,5t> +4t =210 2,5t> +4t—210=0<t=-10vt = 8,4

Portanto, a bola demorou 8,4 segundos a chegar ao fim da rampa, pelo que a velocidade nesse
instante eraiguala d'(8,4) =5x 84 +4 =46 ms™.
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264.
a) Opgdo (C)
Ainclinagdo dareta r éiguala 120° pelo que o declive é igual a tg120° = —/3 .

b) Opc¢éao (B)
f'(x) = 2/3x, pelo que se tem:

f'(a)=—\/§(:>2\/§a=—\/§(:>a=—%

265.
a) Q(0,25) =50 x 0,252 + 500 x 0,25 = 128,125 kg
Q(0,35) = 50 x 0,352 + 500 x 0,35 = 181,125 kg
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b) t m.v.g,0,2),0,3) = Q(O(‘f;:OQ(ZO’Z) = 154‘51102 = % = 525 Kg/euro = 5,25 kg/céntimo

c) Q' (x) = (50x2 + 500x)’ = 100x + 500
Q'(0,4) = 100 x 0,4 + 500 = 540 Kg/euro = 5,4 kg/céntimo
Q'(0,5) = 100 x 0,5 + 500 = 550 Kg/euro = 5,5 kg/céntimo

266. Tem-se g'(x) = (x3+2x) =3x?+2.
Ora, 3x?>+2 > 0,Vx € R, pelo que a afirmacéo é verdadeira.

267.Tem-se f'(x) = (x3 —5x2+ 1) = 3x%2 — 10x, pelo que
1 10

(1) 1_ i_1_10_ () — _ — 9720 = —
f(3)—3><9 10xi=2-2=-3¢ f(3)=3x9-10x3=27-30=-3

Como f' G) = f'(3), estd provado o pretendido.

3 !
268. Tem-se f'(x) = (% + 2x2) = %xz + 4x , pelo que

f'(x)=0=>§x2+4x:04:>x(%x+4)=0@x:0\/x:_§
- _8) _ 128
fO)=0ef(-3)=

27

Entdo, as coordenadas dos pontos sdo (0,0) e (— SJ %) :
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269. Da primeira condigdo, conclui-se que f(0) =1, peloque ¢ =1.
Da primeira condigdo, conclui-se que f'(—1) =2 eque f(—1) = —4.
Tem-se f'(x) = (ax3 + bx + ¢)' = 3ax? + b, pelo que

ff=1)=2 3a+b=2 3a+b=2 2a = -3 a=-3
{f(—1)=—4 {—a—b+1=—4@{—a—b:—5®{a+b=5@ _§+b=5‘:’
—_3
o T
13
b=7
Entdo, tem-se a=—;,b=12—3ec=

270. Opgao (A)
Tem-se f'(x) = (E)’ = —32, pelo que f'(-1) =-2.
X X
f(—1) = —2, pelo que a reta passa pelo ponto de coordenadas (—1,—2).
Entdo, areta r é definidapelaequagdo y=-2(x+1)-2o0y=-2x—2-2cy=-2x—4%

Dos pontos apresentados, s6 o ponto apresentado na opc¢do (A) pertence a reta 7.

271.Tem-se Dy = [0, +oo] .

x—3y=2@3y=x—2@y=§x—§,pe|oqueodec|ivedaretaéiguala %

brn Ve 1.1 1 11 _ 1 1
f'(x) = (:)(?) _Exﬁ_gﬁm_gﬁ&ﬁ—B@\/}_E@x—z
1 —
()=

wNik Wik

1 N 11
=<, pelo que o ponto de tangéncia é o ponto de coordenadas (Z’E) .

272.Tem-se f'(3) =m, = —g, pelo que g'(3) = mg =§
Tem-se, também, f(3) =1 e g(3) =3.
Portanto, (f x g)'(3) = f'(3) X g(3) + f(3) x g'(3) = —2x3+1x5=—2+4>=—=.

273.
a) f'(x) = (x) = 7x°

b) f'(x) =[(x3—2x+1)"] = (3 -2x+1) x7(x® = 2x + 1)® = 7(3x? — 2)(x3 — 2x + 1)°®

O /(o) = (U0 _ L6 (4 — 1)3) = 1[(2x%) - ((4x - 1)?)] =

= 2[8x° — (3 x (4x — 1)’ x (4x — 1)?)] = [8x° — 12(4x — 1)?] = M
df/)=[Cx+1DA-x)3]"=Qx+1)'Q1-x)3+2x+ D[A-x)3] =
=21-x*+Qx+1DBx (DA -x)?]1=21-x)°2-32x+ 11 —-x)?>=
=1-x)?201-x)—-32x+1D]=01—-x)?[2-2x—6x—-3]=(1—x)?(-8x—1)
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o) £/0) = [1/Bx] = (' x VB +x (Vow) = Vow + x ($) = Vow + x (3
=\/a+ \/—+3x\/a \/—_}_ Véx 3@

2

) -

00 = (B25) = L (Bx + 5v8) = 2[(5) + (5v8) | =

[+ ()| i ) - [ 2

274. Opcao (B)
Tem-se f'(1) =3 e, como o ponto de tangéncia é o ponto de coordenadas (1,2), f(1) =2.

L)':_f’(x) ffl@y _ 3 __3
36)) [F 12’

Portanto, como g'(x) = ( tem-se g'(1) = —

[F2 22 4’

275.1'(0) = [(F@)°] = 3% f'@) X [FC)I?, pelo que k(1) = 3x £'(1) x [F(DI? =
=3x3x[-2]?=36

J'6) = [(F@)'] =4 x £'(x) x [F ()], pelo que j'(1) = 4 x £'(1) x [F(D]? =
=4x3x[-2]>=-96
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5

z

N|N|u‘|

276. Tem-se f(2) =3 ef(2)—%=

[(F@)*] = 4x 7700 x [FCOP? , pelo que (F)'(2) = 4 x /() x [f@)]F =
—4x Z x 33 =135

277.f—g=k:>(f—g)'=(k)':>f'—g'=O:>f’:g'

278. Opgao (C)

Tem-se h'(x) = f'(x) + g'(x) = 3x? + g'(x)

Como a fungdo g é uma fungdo afim decrescente, g'(x) é uma constante negativa.
Entdo, tem-se:

hK(x)=ax?+ce=3x?2+g'(x) =ax?*+c,peloque a=3>0ec=g"(x) <0.
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279. Tem-se g'(x) = (3;2x), = (z - 2)’ = (E)’ =2 e fll@y=m, =2+

x x2 a
Portanto:
’ _ ! — ' — l_iz l i: l i_ —
f-9@=2sf@-g@=20-—3=2-"+5=2-+--2=0
o2
a+3a22a=0(=)a+3—2a2=0Aa2¢0<:)(a=—1Va=%)Aa2¢0<=>a=—1Va=%

, 3
Como a >0, ovalorde a é >

280. Como a assintota vertical é areta de equagdo x = 2,tem-se ¢ = —2.

Como a assintota horizontal é a reta de equagdo y = 3, tem-se a = 3.

Entdo,

£1(x) = (3x+b)' _ (Bx+b) (x—2)-(Bx+b)(x-2)' _ 3(x=2)-(3x+b) _ 3x=6-3x—b _ —6-b
x=2 (x—2)2 (x—2)2 (x—2)2 (x—2)2

f’(—1)=§<=>(_f_2b)2 =l 2=ob=-9

Portanto, f(x) = 3:_—29 :

281. (g~ f)'(1) = f'(1) x g'[f (D]

Tem-se:

! 12 ! 1 i 0
eg(1)=2e g'(1) =0, peloque, como f'(1) = —Zi, f'(1)=-7=0

o g [f(D]I=g [J%] =g G), como g é derivavel, g’ G) é um valor real e, portanto,
(@o W =1 WxgFMI=0xg(5)=0

282. Tem-se:

of'(-2)=-3

e O ponto de tangéncia é o ponto de coordenadas (—2,5), peloque f(—=2) =5.
°f(0)=0

Seja, para certos valoresde a, b e ¢, f(x) =ax?+bx+c.

Entao:

f(0)=0 f(0)=0 c=0 c=0
f(-=2)=5 o<{f(-2)=5 @{4a—2b:5 S4J4a-2b=5 &
f'(=2)=-3 f'(=2) =-3 2ax (=2)+b=-3 —4a+b =-3

c=0 c=0 c=0
@{4a—2b=5 <=>{b=—2 e {b=-2
—b=2 4a+4=5 a=

Portanto, f(x) = ixz —2x.

1
4
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283.Tem-se f'(x) =3ax?+6, f(-1)=3 e f'(-1)=0.
f(=1) =3 —a—-6+b=3 —a+b=9 2+b=9 b=7
{f’(—1)=0 {3a+6=0 ‘:’{a=—2 ‘:’{a=—2 ‘:’{a=—2

284.g(—1) =—-2+4+1= -1, peloque A é o ponto de coordenadas (—1,—1).
g(2) =16 -2 =14, peloque B é o ponto de coordenadas (2,14) .

U-(-D _ ¢

2-(-1) 7
Seja a aabcissa do ponto C .
g@=5eo6a’-1=5oad’=1a=-1Va=1; comoa€]—-12[,a=1
g(1)=2—-1=1,peloque C éo ponto de coordenadas (1,1) .

Entdo, myp =

285.Tem-se p(6) =36—19%x6+60=—-18 e p(10) =100—-19 x 10 + 60 = —30, pelo que
p(10)-p(6) _ —30+18 _ —12 _

06 - & ~— 5 -3
Ora, velocidade no instante t, = p'(ty) = 2t, — 19, pelo que, 2ty —19 = -3 & t, = 8.

velocidade média [6,10] =

286.
a) f écrescenteem [0,3] e f édecrescenteem | —o0,0] eem [3,+oo[.

b) f é crescente em | — 0,2] e f é decrescente em [2,+4o00].

c) f écrescenteem R.

287. Opcao (C)
Tem-se o seguinte quadro de variagdo e de extremos de f

X | —oo -1 2 400
f' - 0 + nd. | —
f N | Min. 7 \
rel.

A Unica opgdo compativel com este quadro é a opgao (C).

356
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288.
f'e) = (*—2x) =3x* -2

fl(x)=0@3x2—2=0@x=—\/§Vx=\/§

Quadro de variagdo e de extremos de f

X | —00 —/2/3 J2/3 +00
(%) | 0 — 0 |+
f V4 Max. \ Min. | 2
rel. rel.

. 2 2 . 2 |2
f écrescenteem | — oo, —\/;] eem [\/;,+00[ e f édecrescente em [—\/;,\/;]
2 4 2 . 2 4 |2, . .
f<— 5) = 5\/; é maximo relativo e f(\/;) = —5\/; € minimo relativo.

O contradominiode f é R peloque f ndotem extremos absolutos.

b) D, = R

g(x) = 2x —x?)x = 2x% — x3

g (x) = (2x? — x3)" = 4x — 3x?
g’(x):0©4x—3x2=0<:>x(4—3x)=0<:>x=0Vx=§

Quadro de variagdo e de extremos de g

x| —oo 0 4/3 +o0
g' (x) — 0 + 0 | —
g N Min. Vd Méx. |\
rel. rel.

3

. 4 . [ 4
g édecrescenteem | —,0] eem [5' +oo[ e g écrescente em 0,—] .
. . 4\ _32 . ,
g(0) =0 éminimorelativoe g 3) = 5, € maximo relativo.

O contradominiode g é R pelo que g ndo tem extremos absolutos.

c) D, = R\{0}
2
g =" =x 4
, 2\’ 2 2_2
h(X):(X-l';) :1—§:xx2

h’(x)=0=>1—%=0®%=14:)x2=2=>x=—\/§Vx=\/§

Quadro de variagdo e de extremos de h

x | —oo -2 0 V2 +o0
x?—2 +] 0 - - - 0 [+
x? + | + + 0 + + |+
h'(x) +] 0 - n.d. - 0 |+
h 7| Max. N n.d. N Min. | 2
rel. rel.
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h écrescenteem | — o0, —V/2] eem [V2,+[ e h é decrescente em [—v/2,0[ eem ]0,v2].
h(—\/i) = —2+/2 é maximo relativo e h(\/?) = 2+/2 é minimo relativo.
lim h(x) = lim (x +2/x) =—0+0=—0, peloque h ndotem minimo absoluto.

hm h(x) = llm (x +2/x) =40+ 0 =40, peloque h ndotem maximo absoluto.

X—+00

289. Tem-se, de acordo com a figura, o seguinte quadro de variagdo do sinal de f(x) X f'(x):

x| —o -2 0 2 +o0
f(x) -1 0 + + + 0 |-
f(x) + | + + 0 - —
f) X f'(x) -1 0 + 0 - 0 [+

fO)Xf'(x) 20 x €[-2,0]U[2,+x[

Pag. 160
290.
a)Tem-se h(0) =0 e h(8) = E — E + 24 =—, peIo que

104—
_ h®-h0) _ 35 _ 13

altura média [ g) = 50 s T 0,87 m.

b) D, = [0, 8]
3 ! 2
Tem-se h(t)—(%——+3t) =%__+3

2
h(t)=0<:>%—?+3=0(:)t=3Vt=5

Quadro de variacdo e de extremos de h

t| O 3 5 8
h'(t) + 0 — 0 +
h 0 2 Méx. N Min. 2 104
rel. rel. 15

t = 3 corresponde as 10 horasdo diae t = 5 corresponde as 12 horas do dia, pelo que a altura
esta a diminuir entre as 10 horas e as 12 horas .

c) As 10 horas, a altura da dgua é igual a h(3), ou seja, % ~¥49=8_ =3,6m.
Nesse instante o volume de agua no depésito cilindrico é, entao, |gual amx1%2x3,6~ 11,3097 m’.
11,3097 m® = 11309,7 dm?, pelo que, aquela hora, havia cerca de 11310 litros de d4gua no

depdsito.

291. Seja x, 0 < x < 8, olado do quadrado a retirar em cada canto da folha.

As dimensGes da base da caixa sdo entdo dadas, em fungdo de x, por 30 —2x e 16 — 2x.
Aalturadacaixaé x.

Entdo, o volume, V', da caixa, é dado, em funcdo de x, por

V(x) = (30 — 2x)(16 — 2x)x = (30 — 2x)(16x — 2x?) = 4x3 — 92x? + 480x
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V'(x) = (4x3 — 92x?% 4+ 480x)’ = 12x2? — 184x + 480
V'(x) =0 12x2—184x+480=0<=x=§w= 12

Quadro de variacao e de extremos de V

x| O 10/3 8
h'(x) + 0 -
h n.d. 7 'V'é|><~ N n.d.
rel.

. . . . , 10
Obtém-se a caixa com maior capacidade possivel para x = 5~ 3,3cm.

292,

a) Na figura ao lado estd representada a secgdo
produzida na peca pelo plano que contém o vértice, V,
do cone e o didmetro [AB] da base do cone.

0 é o centro da base do cone, [CD] é um didmetro da
base do cilindroe ED é a altura do cilindro.
Tem-se:

DB ED 3 ED —
@—:E@ED=5

0B Vo 6
Volume do cilindro = 7 X 32 X 5 = 457 cm?

A

b)Seja x = 0D, 0 < x < 6, o raio da base do cilindro.

Tem-se:

DB ED 6-x ED ——=  60-10x —_— 5
— == —=—S FED = S ED=10—-x
OB Vo 6 10 6 3

Entdo, o volume, V', do cilindro, é dado, em funcdo de x, por

V(x) =mx x?x (10 - Zx) = 10mx? —S?Hx:‘;

V'(x) = (107rx2 —%ﬂx3) = 20mx — 5mx?
V'x) =0 20nx —5mx’ =0 x20r—51x) =0 x=0Vx =4

Quadro de variacao e de extremos de V

x| 0 4 6
V'(x) + 0

V n.d. 7 Max. n.d.
rel.

O volume desse cilindro é iguala V(4) = 10w X 16 — 5?” X 64 = %n cm’.
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293.
a) Seja h aaltura do prisma e seja V' o volume do prisma. Tem-se:

V=3exixh=3oh=2, x>0
3
A(x)=2><x2+4><xh=2x2+4x><%=2x2+172=w

X

12 4x3-12

b) A'(x) = (2x2 + 1x—2) —4x -2

x2 x2
3_
A'(x)=o<:>4"x212=0<:>4x3—12=0/\x2¢0=>x3=3/\x¢0<:>x=§/§
Quadro de variagdo e de extremos de A
x| O 3 400

4x3 — 12 — 0 +

x2 + + |+

A'(x) - 0 +

A n.d. N Min. | A2

rel.

A area da superficie é minima para x = Y3 ~ 1,44 dm

294. Seja h a altura da caixa. Tem-se:

ZX+2x+x+x+4—h:31,5<:>6x+4_h:31'5<:>h:63—12x

8

o . ~ 21
Entdo, o volume, V', da caixa, é dado, em funcdode x, 0 < x < ~ » por

63-12x _ 2x%(63-12x) _ x%(63—12x)
s 8 - 4

V(x) =xx2x X h=2x?%x
reon _ [x2(63-120)] (63 5 3\ _ 63 2
Vo) = [ = (T - 3e) = Tx -
V’(x)=0(:>6—3x—9x2=0<:>x(6—3—9x)=0<:>x=0Vx=Z
2 2 2

Quadro de variacao e de extremos de V

x| 0 7/2 21/4
V'(x) + 0 -
Vv n.d. 7 'V'élx- N n.d.
rel.

. . . 7
Obtém-se a caixa de maior volume para x = 5= 3,5cm.

63712X35 _ 5 625 cm.

As dimensdes desta caixa sdo: 3,5 cm de largura, 7 cm de comprimento e 2,625 cm de altura.

Tem-se, nestecaso, 2x =2X3,5=7cme h=
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+ Exercicios Propostos
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295. Opcao (D)
® A sucessao de termo geral —71—1 tende para zero, pelo que lim (g (— %)) =g(0) .
® A sucessao de termo geral 1 —n tende para —oo, pelo que lim(g(l - n)) =0.

~ 1 s
® A sucessao de termo geral 1 — - tende para 1, tomando sempre valores inferiores a

lim (g (1 —%)) =+

1, pelo que

~ 1 .
® A sucessao de termo geral 1 + - tende para 1, tomando sempre valores superioresa 1, pelo

que lim (g (1 +%)) = -0,

296. Opcdo (D) ]

x+3 5

lim

x—>2‘4—x2:0_+:+oo /\
Na figura ao lado esta parte da representacao grafica da i AP

b

fungdo real de variavel real, f, definida por f(x) =4 — x2.

Tal como se pode observar, para —2 < x < 2, tem-se
4—x>>0.

297. Opgéo (C)

(x> -1Dx*+1)
m =
x-1 x2—1

lim(x?2 +1) =2
x-1

298. Opcao (D)
Para que g seja continua, temos que garantir que g seja continuaem 4.
0

) 0
) . x —4xo
iy 80 =lim ——=
x(x —4
=1im¥=limx=4
x-4 x—4 x—4

Entdo, para que g seja continuaem 4, temos que ter Vk =4 ,ouseja, k=16.
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299. Opcao (D)

300.
a) Opcédo (C)
f(x) 2-0

1' _ = —_— -
it x T 02 2

Pag. 162
b) Opgéo (B)

Areta r é definida pela equagdo y = —%x + 2, pelo que se tem:

lim [f(x) - (—%x + 2)] =0

X—+00

0 que é equivalente a:

XETW [f(x) +%x - 2] =0

301. Opgao (B)

lim—x =% °

- f(x) = f(=1)

_ x(x+Dx—-1) I x(x—1)

TN @ - f(-1) @ —fCD

x+1

_ x(x—1)  —-1x(=2) 2

Tt f) —fCD (=D (1)
x—(-1)

Tem-se /ﬁ =3 f'(-1)= %

302. Opgao (C)

O ponto de tangéncia é o ponto de coordenadas (1,2) ; ora, de entre todas as opgdes, so a reta
definida pela equacdo da opc¢do (C) passa nesse ponto. Isto é suficiente para excluir as opcdes (A), (B)
e (D).

303. Opgao (C)
f'(=2)=m, =

2-0
—2—(-4)

304. Opcao (C)

y fR+h)—f(2)
m
h—0 h

=f"'(2)
1 V2
T.

ora, f'(x) = (V&) = 7=, pelo que f'(2) = 7= =
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305. Opgao (A)

Tem-se:

ef'(D=1ef(1)=3

e g' () =[f(x)+2x]" =f'(x)+ (2x) = f'(x) + 2

Entdo,

g =f(1)+2x1=3+2=75 e, portanto o ponto de tangéncia é o ponto de coordenadas
(1,5), o que exclui as opgdes (B)e (C)e g'(1) = f'(1) + 2 =1+ 2 = 3, 0 que exclui a opgdo (D).

306. Opcao (D)

Tem-se:

ef(0)=2¢ef'(0)=m, =-1

eg(0)=—-1e g'(0)=mg=0

Ent3o,
(fx9)'(0)=f'(0)xg0)+f(0)xg'(0)=-1x(-D+2x0=1

Pag. 163

307. Opgao (D)
Tem-se o seguinte quadro de variagdo e de extremos de f :

X 0 6

f'(x) 0 + 0
f Min. Vd Max.
abs. abs.

f écrescente em [0, 6], e, portanto, sé a afirmagdo da opgdo (D) é verdadeira.

308.a;) lim f(x) =2 a)  lim f(x) =2
a;)  lim f(x) =~ a)  lim f(x) = +oo
b,)

lim [f(x) +3x] = lim f(x) + lim (3x) = —c0+3 = —0
x-1" x—-1" x—-1"

by
(2x — Dx . o . _ —

Jim S i [£G0 x 2] = Jim £ X lim x = 2 (+en) = +oo

b,

Jim [FOP = lim f00] =2° =8

ba)
Jim VG = [l £0o = V2
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bs)
lim \f(x) = /J}Lrg+f(x) =V+ow =+

bg)
x—1 1 1 1

lim —— =3
LBy R Ao Jim f() 2

by)
x—1 Jim x-1) 4

lim = ¥24® =— =+

x>+ f(x) 1_1)11100 f(x) 2

bs)

fe  Jmf) e
xlln 1—x llm(l—x) “ov T

bo)
flo) Jmf) o
lim =x= —=-
x=1" 2x lim (Zx) 2
x—1"
b
2 lim x2 o
lim =X=== =—=+4m
x——o0 f(x) xlnp f(x) 2
bll)
po f Mmoo
x—1> o X lim x =
X——00
blZ)
2x — 1 x) m flx) 2
lim ——— = lim f& = X2t =—=0
x>t (x —1)x x>t X lim x +00
x—+oo
309.
a) Por exemplo:
fix) 5 ou flx) 2+l
X)=——7" =—
x—3 xl+4
b) Por exemplo:
. 2x—3 4x° —4x+1
x)= L
flx) 5-x ou f 3-2x
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c¢) Por exemplo:
_:a.:"i +1

flx) S e zoH flx)=

-

x + 1
2x

310.
a) Aretade equagdo y = x + 5 é assintota ao graficode f, se eso se

lirJP [fa(x)—(x+5)]=0 ou lim [f,(x)—(x+5)]=0
X—+00 X—>—00
Tem-se:
lim [ L= x2—x—6 ol x*—x—6—x*—5x+ax+5a
Am [fo () = (x+5)] = lim j—-— (x+5)|= lim —a =
~ (a—6)x+5a—-6
= lim
x—+00 x—a
Ora, este limite éiguala 0 seesdse a =6.
No caso « —oo», o resultado é andlogo.
_ x?—x—6 _ (x+2)(x-3)
b) Tem-se  fo(x) = ————="——
Portanto,
2 _ —
foa(x) =2 xfz ° = (x+i)+(; D x—3Ax %2 , pelo que, para a = —2, o grafico de f, ndotem

assintotas verticais e

_ x?-x-6 _ (x+2)(x-3) _
fo) = 2o =

o x+2Ax # 3, peloque, para a = 3, ograficode f; ndotem

assintotas verticais.

Pag. 164
311.
Dado que a reta de equagdo y=2x -1 éas-
sinfora ao grafico de f em +% , sabe-se que
. flx)
1111]”]‘—,:2 :
.1—->w- ] _ 3/-(.\')—'[
lim glx)= lim — - —=
X — % X — +x 5
- ,
=3 lim i_—)— lim ~1;=3><2—()=6
D x—+ o X

Portanto, a rcta de equacdo y =6 € assintora
horizontal ao grafico de g.
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312.
Dado que a reta de equagdo y=2x+ 3 ¢ assin-
tota ao grafico de [ em +% , sabe-se que

lim flx)=4=.

x —> o8

o h(x o xflx) ¢

lisn Qz im ——= lim flx)=+x
x—r je ~ X — v o' » |

Portanto, ndo existem assintotas ndo verticals
ao grafico de b .

313.

a)Drry =D NDy=RNR =R

Dg =Dy N DfN{x €R: f(x) # 0} = RN RN R\{2} = R\{2}
f

b)(f —g)(x) =0 f(x) —g(x) =0 < f(x) = g(x); ora, os graficos das fungbes f e g tém
trés pontos comuns, pelo que a fungdo f — g tem trés zeros.

(5)(x)=0<:>f(x)=0/\g(x)¢0<:>x=2/\(x¢—1/\x¢2)(:x€(b;portanto,afungéo

g nao tem zeros.

314.
a) Os 30 gramas de substancia inicial continham 9 gramas de acido pelo que, no final, havia
30 + x gramas de composto, dos quais 9 + x eram de acido. Entdo, a concentracdo, C, de 4cido

no composto obtido é dada, em fun¢do de x, por C(x) = :;—:; ,comx=>0.
b) Tem-se:
® D¢ = [0, +oo[
OC(X)Z 9+x — _ 21
30+x 30+x

9 3

e Areta de equagdo y = 1 é assintota horizontal ao grafico de C, pois

21
= i (1 - ) -1
ot030 +x  xoteo 30 +x
® Esboco do graficode C

lim C(x) = lim
X—+00

y
1

0,8

0,6
0,4

023

022

Ol 10 20 30 40 50 60 70x
D' =1[0,3;1]
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9+x 75 9+x 75 900+100x—2250—-75x 25x—-1350
) == ——=0 =0le—/—/———=0<
30+x 100 30+x 100 30+x 30+x

< 25x—1350=0A30+x#0=25x—1350=0A30+x#0=x=54Ax+ -30 =
< x = 54 (gramas)

) ( 9+x )’ _ (9+%)'(30+x)—(9+x)(30+x)" _ 30+x—(9+x) 21
30+x) (30+x)2 T (30+x)2 (30+x)2
315.
, _ (x%4x ! _ (xz+x)’(3x+2)—(x2+x)(3x+2)' _ (2x+1)(Bx+2)—(x%+x)x3
a) f(x) = (3x+2) - (3x+2)2 B (3x+2)2 -
6x2+7x+2-3x2-3x  3x%+4x+2 2
- (3x+2)2 T TBx+2)? ! Dy =R\ {_ 5}

b) £'(x) = [(2x+1)2]' o (Zx;-l)' y (2x+1) _ 2(2::1) 9 (2 4 i)’ _ 2(29;+1) y (_ i) _

x x x2
4x+2

= —7, Dfl = R\{O}

) = (M) (D) G-V D ) gt DV VR
Of 0 ={G7) = (x+1)? ST Gz a2
1 1
I e e S~ o — D =]— 1,40
(x+1)2 (x+1)2 2(x+1)2 f

316.Para x <1, f'(x) =0; para x > 1, f'(x) éodeclive da reta que passa nos pontos de
coordenadas (1,2) e (4,0), ou seja, 9=z _ —%; f'(1) ndo existe. Entdo, tem-se:

4—-1
0 se x<1

f’(x)={_§ se x>1

Pag. 165

317.

Dado que a funcdo g ¢é diferencidvel em « ,
entio € continua em & e, portanto,

lim g{x)=gla)

X—*ra

318. Seja a a abcissa do ponto de tangéncia.

Como 8x+8y+1=04:>y=—x—%,peloque f'(a) =—-1
ren _ (x2=x\" (1 . 1) 1
r'@=(57) =(Gx*-3x) =x-3

1

Entdo, tem-se f'(a) = —1 @a—%: ~loa=—3.

A ordenada do ponto de tangéncia é iguala f(a) = f (— %) ==

I 13
O ponto de tangéncia é o ponto de coordenadas (— 5'5) .
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319. O declive da bissetriz do 1.° quadrante é iguala 1.
g =1ex3+x’-4x+1) =1e3x*+2x-4=13x*+2x-5=0

5
@x=—§Vx=1

. 5
e Reta tangente no ponto de abcissa —3

5 5 5

g (— 5) = (— 5)3 + (— 5)2 —4x (— 2) +1= 125—77, pelo que a reta passa no ponto de coordenadas

(-2.22)
3’ 27
Portanto, a reta é definida pela equagdo y =1 (x + g) + %
5 157 202
Ora, y = 1(x+§)+7(:>y—x+7.

A equacgdo reduzidadaretaé y = x + %.

® Reta tangente no ponto de abcissa 1

g(1) =13+12—-4x1+1=—1, pelo que a reta passa no ponto de coordenadas (1,—1)
Portanto, a reta é definida pela equagdo y =1(x —1) — 1.

Ora, y=1x—-1)-1ey=x-2.

A equacgdo reduzidadaretaé y=x—2.

320. O declive de uma reta cuja inclinagao & 120° éiguala tg120° = —/3.

peon (2636241 (1 5 5 1Y _ o

e = (Y (s e Y
x2+2x:—ﬁ@x2+2x+ﬁ:0@x:wa:x:w@xe®

Como a equacgdo h'(x) = —/3 é impossivel, estd provado o pretendido.

321. Dado que o ponto de coordenadas (—1,2) pertence ao graficode f, tem-se f(—1) =2.
Como f é diferencidvel e atinge um extremo para x = —1, tem-se f'(—1)=0.

e = () = (e 2) =8,

X
Entdo, tem-se:

{f(—1)=2 {”ﬂ=2 @{b+a:—2@{2b_=—2 @{b:—l

1 Ad -
f(_l)ZO hb—a=0 b—a=0
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() = Y oot
322.f'(0) = (x + ) =1 e
f’(x)=0(=)1—(x+1a)2<=>(x+a)2=1/\x¢a<=>(x+a=—1Vx+a=1)/\x¢a(=)

Sxk=—-a—-1Vx=—a+DAx#+aSx=—a—-1Vx=—a+1

Quadro de variagdo e de extremos de f

x | —oo —a—1 —a —a+1 400
f'(x) + 0 —® Ind | =00 0 +
f Vd Max. N n.d. N Min. V4
rel. rel.
"(—aq — =1-— L = 1-—1 91 _1-
(*) Tem-se, por exemplo, f'(—a—0,1) =1 Cacorrar = o = 1 oL 1-100<0.
(**) Tem-se, por exemplo, f'(—a+0,1) =1— 0—21 =1-100<0.
Tem-se —a+1=2%X(-a—-1)eS —-a+l1l=-2a—-2<a=-3.
323.
fl(x) = (x3—3x2—-24x+1) =3x? —6x— 24
ffX)=0=3x?-6x—24=0=x=-2Vx=4
Quadro de variagdo e de extremos de f
X | —o0 -2 4 +o0
f'(x) + 0 - 0 |+
f Va Max. \ Min. | 2
rel. rel.
f écrescenteem | — o, —2] eem [4,4+o[ e f édecrescenteem [—2,4].
f(—=2) = 29 é minimo relativoe f(4) = —79 é maximo relativo.
O contradominiode f é R, pelo que f ndo tem extremos absolutos.
b) Dy = R\{1}
, _(2x-3\" _ (2x-3)'(x-1)-(2x-3)(x-1)’ _ 2(x-1)—-(2x—3) _ 2x-2-2x+3 _ 1
f1e0) = (x—l) - (x-1)2 T ez @02 P
! i 1 J—
f(x)—O@(x_l)z—O@er)

Quadro de variagdo e de extremos de f

X | —oo 1 400
f'(x) +| nd |+
f 7| nd. |7

f écrescenteem | — oo, 1] eem |1, +oo][.
O contradominio de f é R\{2}, pelo que f n&o tem extremos absolutos.

¢) Dy = R\{-2}
'(x) = (x2+1)’ _ (x2+1) (x+2)—(x2+1) (x+2)’ _2x(x+2)—(x2+1) _ 2x?+4x—x%-1 _ xZ+4x—1
=77 = (x+2)2 =T 2?42?22
24 4
f’(x)=0(:>x(;:;)21=0<:>x2+4x—1 =0Ax+2#0

(:)(x=—2—\/§Vx=—2+\/§)/\x¢—2=>x=—2—\/§Vx=—2+\/§
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Quadro de variagdo e de extremos de f

X | —oo -2-+5 -2 -2++5 +00
x2+4x—1 + 0 — — - 0 +
(x +2)* + + + 0 + + +
f'(x) + 0 — n.d. — 0 +
f Vd Max. N n.d. N Min. V4
rel. rel.

f écrescenteem | —o0,—2 —+/5] eem [—2+/5,4+00[ e f édecrescenteem [-2 —/5,—2[ e
em ]—2,-2++5].
f(—Z - \/E) = —2+/5 — 4 é maximo relativo e f(—Z + \/E) = 2v/5 — 4 é minimo relativo.

| . 5
Jim 760 = Jlim (x =2+ 25 ) = =0 —240=—e

pelo que f ndotem minimo absoluto.
5
l = i (—2 —): ~240= +oo,
x—1>r-|poof(x) x—l>l:|-noo x + x+ 2 +oo + too
pelo que f ndotem maximo absoluto.

d) Dy = R\{-2}

, | 2x 31 _ 2x 2x \2 _ 2x) (x+2)-2x (x+2)' 2x \2 _
f1e) = [(:) ] =3x(25) () =3 x> mrx(55) =
_ 20c+2)-2x _ [ 2x\% _ 4 4x? _ 48x?
=3x (x+2)2 (m) - T T

2
f’(x)=0(=>(j:i);)4=0(=>48x2=0/\x+2¢0<:>x=0/\x¢—2(=>x=0

Quadro de variagdo e de extremos de f

X | —oo -2 0 400
f'(x) + | n.d. + 0 |+
f 7| nd. 2 2

f écrescenteem | — o0, —2[ eem | —2,+o00].

f ndo tem extremos relativos.
3

_ _ 2x \>  [—4
im0 =t () = (5F) =+
pelo que f ndotem maximo absoluto.

_ , 2x \° =43
6 = i (255) = (7)==
pelo que f ndotem minimo absoluto.
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324.

a) Na figura ao lado esta ilustrada a situagdo descrita.

x (x > 0) representa o comprimento dos lados dos

triangulos e y representa a outra dimensdo do x

retangulo.

Tem-se x Xy =72, pelo que y=7x—2.

Para cada valorde x, seja P(x) o perimetro do
hexagono.

Tem-se P(x)=4x+2y=4x+2><7x—2:4x+144

x

1 2_
b) P'(x) = (4x + 1) =4 -0 =220

, 4x%2-144
P(x)=0¢& =

S 4x2—144=0Ax#0Ax >0 =
S x2=36Ax>0x=6

x2 x2

=0

Quadro de variagdo e de extremos de P

x| O 6 +o0
4x?% — 144 — 0 |+
x? + + |+
P’ (x) - 0 |+
P n.d. \ Min. | A
abs.

O perimetro do hexagono é minimo para x = 6.
x =6 =y =12;as dimensdes do retangulo sdo 6 e 12.

325. Sejam x e y dois niUmeros reais taisque a = x + y e, paracadavalorde x, seja S(x) a
soma dos cubosde x e y.

S =x3+y3=x3+(a—x)® =x3+a® - 3a’x + 3ax? — x3 = 3ax? — 3a’x + a®

S'(x) = (3ax? — 3a’x + a®)’ = 6ax — 3a?

2
S’(x)=0(:)6ax—3a2=0(:)x=36ia(:>x=%

Quadro de variagdo e de extremos de S

X | —oo a/2 +o0
S'(x) — 0 +
S N Min. 2
abs.

, . s ~ . . ~ a
A soma é minima quando os nimeros sdo iguais, ou seja, quando sdao ambos >
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326. Sejam x e y as duas dimensdes do retangulo
e, para cadavalorde x (0 < x < 10), seja A(x) a

p A B A
area do retangulo.
Tem-se: x? + y? = 102, peloque y = V100 — x2.
Entdo, comosetem 0 < x < 10, vem: 9
A(x) = x Xy =xV100 — x2 = V100x2 — x* C b
’ 2_ .4\
’ — m — (100x —-X ) —
A'() = (V10022 —x*) = ety
_ —4x3+200x _ —4x(x?-50)  —x2+450
T 2v100x2—x*  2xV100-x%Z  V100—x2
.2
A'(x)=0<=>1".T’“_'°;f2=0<:>—x2+50=0/\100—x2 #0A0<x<10 <

S x2=50A0<x<10 = x =+/50

Quadro de variagdo e de extremos de A

x| O V50 10
—x%+50 + 0 —
/100 — x2 + + +
A'(x) + 0 —
A n.d. 7 Max. N n.d.
abs.

Obtém-se o retangulo com maior area para x = V50 ; o retangulo, neste caso, é um quadrado.

Pag. 166

327. a) A figura ao lado pretende ilustrar a situacdo descrita. lem
Sejam m, n, respetivamente, a altura e a largura do

retangulo relativo a mancha do texto e seja y alargura da 2 em

pagina. Tem-se:
em X n =18, pelo que nzin—s.
ex=m+4,peloque m=x—4. x

oy=n+2=1;8+2=£+2=2i:1}0

Entdo, para cada valorde x,com x > 4, aarea, a, da
2x+10 _ 2x%2+10x
x—4  x—4

folha, é dada por a(x) =x Xy =x X

/ 2 ! 2 ’ 2
b) a’ (x) = 2x2+10x _ (2x%+10x) (x—4)—(2x%+10x)(x—4) _ (4x+10)(x—4)—(2x2+10x) _
— —4)2 —4)2
x—4 (x—4) (x-4)
_ 4x?-16x+10x—40-2x%—-10x _ 2x%-16x—40
(x—4)2 (x-4)2
2x%2-16x-40

alx)=0s =0 2x2—-16x—40=0Ax # 4 &

(x—4)?
S x=-2Vx=10)Ax#4=x=10
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Quadro de variacao e de extremos de a

X 4 10 +oo
2x%2 —16x — 40 — 0o |+
(x — 4)* + + |+
a'(x) n.d. — 0 |+
a n.d. N Min. |
abs.

O gasto de papel é minimo quando a altura da folha é 10 cm; neste caso, a largura da folha é igual

2x10+10 30
=—==5aam.
10—4 6

328.
a) Seja h a altura do cilindro. Tem-se:

2 _ -
e 1r“ X h =1 pelo que h—md2

Entdo, a 4rea total, A, do recipiente, pode ser dada, em funcdode r, r > 0, por

A(r) :m‘z+27T7‘><h=7t7’2+27rr><i2:7rr2+2L:=m‘2+E
nr nr T
PN 2,2\ _ 2 2mri-2
b)A'(r) = (nr + r) =2Mr -5 =3
, 2nr3-2 3
Ar)=0s = =0e2mr’-2=0Ar+0s
<=>r3=3Arqt0(=>r=3\/1
Vs Vs
Quadro de variagdo e de extremos de A
r| 0 1/m +o0
2mr3 — 2 — 0 +
r? + + |+
A'(r) n.d. - 0 +
A n.d. \ Min. | 2
abs.

. s ’ . . , 3 .o s
O material gasto € minimo quando o raio da base é /1/m dm; neste caso, a altura do cilindro é,

11 11
am\2 3[1 33 3m
b3 T T

aproximadamente 6,8 cm.

. 31 . .
igual a = \/; dm, ou seja, o raio da base e a altura medem ambos

329.Seja x = BD . Tem-se AD? = x?+ 9, peloque AD =Vx2+9.

249 , .
e o tempo gasto a percorrer [DC] éigual a

Entdo, o tempo gasto a percorrer [AD] éigual a

9- . ~
l—ox , pelo que o tempo total, t, gasto parachegara C, é dado, em fungdode x, por

Vx2+9  9-x
t(X) = 7 +? .

Va?19  9-x\ Nz o—x\' 1. (x2+9) 1 2x 1
£ (x) = +25) = () =1x G L9 xy = -1
6 10 6 10 6  2Vx2+9 10 12vVx2+9 10
_ x 1 5x—3Vx2+9
T 6vxZ+9 10 30Vx249
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, 5x—3Vx2+9
= e —
t (x) 0 30Vx2+9

& 5x =3Vx%2+9

Dado que, nas condi¢bes do problema, se tem x = 0, vem:
5x =3VxZ +9 & 25x% = 9x? + 81 & 16x2 =81 < x =~

=0=25x—-3Vx2+9=0A30Vx?+9# 0 &

cond. univ.

Quadro de variagdo e de extremos de t

X 0 9/4 +00
5x —3vx2+9 — 0 +
30yx2+9 + + +
t'(x) — 0 |+
t l+i N Min. Va
2 10 abs.

O tempo gasto é minimo no caso em que BD = % = 2,25 km.

330.
a)
fo) <4 o 2X71 _ g BTy o BRIz 23 )
. x-1 x-1 x-1
Tem-se o seguinte quadro de variagdo de sinal
f(x) —|nd | + 0 | -
Entdo, f(x) <4 < —jﬁ_ff <0 x€]—om,1[U [§,+oo[
CS.=]—oo,1[U [%,+oo[
== 261 [x=1
A 242 2

1 ’ ~
=2+ ~—; ; portanto, as assintotas s&o as

retasde equagles x =1 e y=2.

¢) Ponto de intersecdo com o eixo das ordenadas:

f(O) — 2x0-1

0-1

= 1, pelo que o ponto tem coordenadas (0,1) .

Ponto de intersegdo com o eixo das abcissas:
f)=0e 2=

x-1

0(:)2x—1=0/\x—1iO@xz%/\xi1®x=%,peloqueoponto

tem coordenadas G 0) .
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d)

e)

O grifico de gof obtém-se aplicando ao
grafico de f a translacdo definida pelo ve-
tor de coordenadas (0, 2) , ou seja, deslo-
cando o grifico de f duas unidades para
cima; o grafico de fo g obtém-se aplicando
ao grifico de f a translacdo definida pelo
vetor de coordenads (-2, 0), ou seja, deslo-
cando o grifico de f duas unidades para a
esquerda.

f)Drog ={xeRixeD;Ag(x) €D} ={xeRixeERAx+2# 1} ={x e Rix # -1} =
= R\{-1}
Feg))=flg)] =flx+2) =

2(x+2)-1 _ 2x+3
(x+2)-1  x+1

2x-1 5
B - =) —r() =" = |2 +x-3=0ox=-2vx=1
_2x-1 5 . 2(2"7_1)(""';)_5 _ 4x%+4x-3-5  4x%+4x-8 _ 4(x+2)(x—-1) _ 4x+8
sl 206e-D(x4d)  2e-D(xe)  2-D(x4)  2-D(x4)  26e-D)(x4d) 2043
Pag. 167
, 1) 1 (x-1)' 1 , 1
h) f'G) = (2+5) = (35) = (o = o Peloaue [/ =~ 2 = -

h)m = f'(2) = -1
f(Z) — 2%X2-1

2-1
Portanto, a reta s é definida pela equagdo y = —1(x —2) + 3.
Ora, y:—1(x—2)+3(:>y=—x+2+3<:)y=—x+5

A equagdoreduzidadareta s é y=—x+5.

= 3, pelo que areta s passa no ponto de coordenadas (2,3).

h;) Na figura ao lado esta representado o triangulo descrito no
enunciado e cujos vértices sdo os pontos A, B e C.

e A é o ponto de coordenadas (1,4) .

e B ¢ o ponto de coordenadas (1,2) .

e C é o ponto de coordenadas (3,2).

BCxAB _ 2x2 : . .
=—= 2 unidades de drea | i \

Tem-se: drea do tridngulo =

R . ~ . . g 1
i) Il é a afirmacdo falsa pois h ndo é diferencidvel em >
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331.
a)Tem-se f(0) =3 e f(15)=0.

bt— =3
{f(O) =3 -20 - {—ZOb +a=-60 _ {—ZOb +a=-60 _ {—15b = —60

F(15) = 0 a o U-Sh+a=0 Sh—a=0 Sh—a=0

< {gb=—4a 0" {I; - go

£a5)-1G2) 075 _1_ g5

b1) t.m.V.f,lz,15 =

15-12 3 2
3
g(15)-g(12) _ 00— 1
t.m.v. = = =——=-0,06m/h
91215 15-12 3 17 ’ /

Tal significa que entre as 12 h e as 15 h, contadas a partir do instante em que os dois reservatorios
comecaram a ser esvaziados, a altura da agua desceu a taxa média de 50 cm por hora num
reservatdrio e a taxa média de 6 cm por hora (aproximadamente) no outro reservatério.

b,)

A fun¢do g corresponde ao reservatorio 1,
pois das duas funcoes é esta que apresenta
uma menor taxa média de variacdo da altu-
ra da dgua (em valor absoluto) na tltima
parte do esvaziamento.

20 20 20 20 20x+100—-20x+400
c)f(x)_g(x)—4+m—(—1+m)—5+—__ _

x=20  x+5 (x—20)(x+5)

500

=5+ (x—20)(x+5)

d) Seja d a fungdo definida por d(x) = f(x) — g(x), x € [0,15].
p _ 500 " 500 " 1 " -(2x-15)
d(x)_(5+ )_( )—500(—)—500x—( =

(x—20)(x+5) (x—=20)(x+5) x2-15x—-100 x2-15x—100)2
__ —500(2x—15)
T (x2-15x—100)2
, _ -500(2x—15) _ _ 2 _
dx)=0< 7151007 = 0= 2x—15=0Ax"—15x— 100 # 0 &

5 5
@x:%Axi—SqutZO(:)x:%

Quadro de variagdo e de extremos de d

x| O 15/2 15
—500(2x — 15) + + 0 — —
(x% — 15x — 100)? + + + + +
d’'(x) + + 0 - -
d 0 7 Max. N 0

abs.

f(x) — g(x) é méximo para x = 12—5 = 7,5 h; tal significa que é ao fim de 7 h 30 min, ou seja, é a

meio da operagdo de despejo que a diferenga de alturas da dgua nos dois reservatdrios toma o maior
valor.
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332.Seja x (1 < x <5) aabcissado ponto P. Y
Para cadavalorde x (1 < x <5), seja A aareado

retangulo referido no enunciado e representado na figura
JJ

ao lado pelo retdngulo [PQRS] .

R_
Temse SR=0R—0S=5-xe PS=f(x)=Vx—1 ol 1 S ox
Entdo A(x) =SRXPS=(5—x)Vx—1
A@) =[G-—oVx=1] =G -0)Vx—1+G-x)(Vx—1) =
T . 1 5-x _ —2(x—-1)+5-x _ —-3x+7
o x=1+(5-x) 2Vx—1 x—1+ 2Vx—1  2Vx-1  2yx—1
' _ —-3x+7 _ _ — _ Z
A(x)—O@zm—Oc) 3x+7=0A2Vx 1¢0<:>x—3/\x¢1
Quadro de variacao e de extremos de A
x| 1 7/3 5
—3x+7 + 0 —
2Vx -1 + + +
A'(x) + 0 —
A n.d. 2 Max. N n.d.
abs.
A area do retangulo é maxima quando x = g; portanto x = 2,33.
333.
_ _2)\2
a)(f+g)(x)SO(:f(x)+g(x)SO@—xsz+x—2S0<:>%22)SO<:
x%—4x+3
x—2 =0e x’—4x+3=0x=1vx=3
S xE]—o00,1] U2, 3] T il 5 3 —
x*—4x+3 + 10 - - - 0 | +
x—2 - -1 = 0 + + |+
x?—4x +3 -1 0 + n.d. - 0 | +
x—2
b) O declive dareta r éiguala 1.
, (AN (&2 _ 1
f'@&) _( x—Z) - ( (x—z)Z) = Gpy  Peloque
f’(x)=1(:>(x_12)2=1(:)(x—2)2=1(:)x—2=—1Vx—2=1(:>x=1Vx=3
e Para x =1
f( = —ﬁ = 1, pelo que a reta passa no ponto de coordenadas (1,1) .
Portanto, a reta é definida pela equagdo y =1(x —1) + 1.
Ora, y=1x-1D+ley=x-1+1ley=x.
A equagdo reduzidadaretaé y=x.
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® Para x =3

f(3) = —ﬁ = —1, pelo que a reta passa no ponto de coordenadas (3,—1).
Portanto, a reta é definida pela equagdo y = 1(x —3) — 1.

Ora, y=1x—-3)-ley=x-3-1loy=x—4.

A equacgdo reduzidadaretaé y=x—4.

c)f(—1) = —ﬁ = g, pelo que a reta passa no ponto de coordenadas (—1,%) .
1

1

I(— = = -
=1 (-1-2)2 9
Portanto, areta s é definida pela equagdo y = %(x +1) + %
Ora, y = %(x+ 1) +§<:)y = %x +%+§=}y = %x +§, pelo que a equacgdo reduzida dareta s é

1 4

y= ;X + ; .
As assintotas ao grafico de f sdo as retas de equagdes x =2 e y = 0.
Na figura ao lado estdo representadas, em referencial x0Oy,
o triangulo referido no enunciado e, na figura, designado por
[ABC] .
Tem-se:

e C é o ponto de coordenadas (2,0) ;

) gx + % =0 x =—4,peloque A éo ponto de coordenadas (—4,0);
1 4 _6_ 2 . 2\
o X 2+ 553 pelo que B é o ponto de coordenadas (2,5) ;
ACxBC

2
Fe A 6><_ . s
® Area do tridngulo = = 73 = 2 unidades de area .

2

d) Como, para cada posicdo do ponto A, aordenadade A é maior do que a ordenada de B, tem-
-se @=—ﬁ—(x—2)=—x+2—L

x=2"
Seja d afuncgdo definida,em | — o, 2[, por d(x) = —x + 2 —ﬁ.
p _(_ I 1 —(x-2)%41 _ —x?+4x-3
d(x)_( x+2 x—Z) - 1+(x—2)2_ (x-2)2 ~ (x-2)?
2 _
d’(x)zO@’;Ci—42;CZ3:O<:>—x2+4x—3=0/\x¢2/\x<2<:>(x=1Vx=3)/\x<2<:>
Sx=1

Quadro de variagdo e de extremos de d

x| —o 1 2
—x%+4x -3 -1 0 +
(x —2)? + | + +
d'(x) -1 0 +
d \ | Min. 7 n.d.
abs.

O comprimento do segmento [AB] é minimo quando x = 1.

e) Opcao (C)
(Feg)x) =flg)] =flx—-2)=-

1 1

1
(x=2)-2  x—4 4-x
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f) Opcao (A)

_r _ A _o-_1 —2_1. “1(,) =2 _1
STV S =TYex 2 y<=>x 2 y,portantof (x)=2 o

g) Opcéo (D)
Para a expressdo ser compativel com a informacado, tem queseter h(1) = —1 e h'(1) =1.
Ora:

e pode excluir-se a opc¢do (A), pois, como 13 — 12 = 0, ter-se-ia h(1) = 0.
e pode excluir-se a opgdo (C), pois, como 13 — 12+ 1 =1, ter-se-ia h(1) = 1.

® pode excluir-se a op¢do (B), pois, como (x —x? —1)' =1 — 2x, ter-se-ia h'(1) = —1.
Pag. 169
334.
_ f@+n)-f(2) _ (2+h)?-(2+h)-2 _ 4+4h+h?-2—-h-2 _ 3h+h? _ h(3+h) _
a) t.m.V.ﬁ2’2+h— th—2 = 3 B n = n = h =3+h

'@ =lim (3+h) =3

b) g(—3) = 0,5 X (—3)? + 2 x (—3) — 0,5 = —2, pelo que a reta passa no ponto de coordenadas
(-3,-2).

g'(x) =(0,5x2 +2x—0,5) =x+2, peloque g'(-3) = —1.

Portanto, a reta é definida pela equagdo y = —1(x +3) — 2.

Ora, y=—-1(x+3)-2oy=—-x—-3-2 y=—x—5, pelo que a equagdo reduzida da reta
éy=—x-5.

c) Tem-se f'(a) =g'(b).
flla)=g'(b) ®2a—-1=b+2<=2a—-b=3

d) Seja ¢, ¢ > 0, a abcissa dos pontos A e B.
1

Tem-se f'(¢) = ———
f() g’(c)
2 A 2 _

f’(C)Z— /1 @2C—1=—L<:>2C—1+L=0(:>2C +4c—c 2+1:0C>2c +3c 1:0<:>

g'(c) c+2 c+2 c+2 c+2
& 2c24+43c-1=0Ac+—-2&c= _3_4ch = _3J;m;portanto, dado que ¢ > 0, tem-se

—34+17
C:
4

O valor de c, arredondado as centésimas, é 0,28.

f(x+2) (x+2)2=(x+2) x2+4x+4—x—2 x243x+2

e) = = = = | x*+3x+2=0=x=-2vx=
g(x)+2,5  0,5x2+2x-0,5+2,5 0,5x242x+2 0,5 (x2+4x+4)

-1

_ (x+2)(x+1) _ x+1 _ 2x+2

T 05(x+2)2  05(x+2) x+2

f) Op¢éo (D)

Fegd(=D=flg(=D]=f(-2)=4-(-2)=6
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g) Opgdo (D)
Dp={xeRixe€DAf(x) 20} ={x e Rix e RAX? —x >0} = X —x=0ox=0vx=1
=] —0,0] U [1, +oo[

h) Opcao (A)
Jj(x) =%=%= 1—&; portanto, j'(x) = (1 —i)l = _(l)’ = _(_iz) =1

X
De outro modo:

. [ f’(x)xxz—f(x)x(xz)’ _ @x-Dxx?-(x%-x)x(2x) _ 2x3-x2-2x3+2x2 _ x? 1
J (x) - [x_Z] - (x2)2 - x* - x* - F x2

i) Op¢do (D)
f(—1) = 2, peloque C é o ponto de coordenadas (—1,2);
f(1) =0, peloque D é o ponto de coordenadas (1,0) .

Portanto, o declive dareta CD éigual a % = —1, pelo que ainclina¢do desta reta é 135°.
Pag. 170

335. a) A figura ao lado pretende ilustrar a situagdo A 8
descrita: A B

® A zona a vedar estd representada pelo retangulo

[ABCD].

e O canteiro esta representado pelo retangulo [A’B'C'D']. D' ¢
eBC=x;DC=y D C
eD'C'XB'C'=2 y
eB'('=x—1;DC =y—-2

Tem-se:

WXW=2@(y—2)(x—1)=2<:)y—2=ﬁ<:>y=x%1+2<:)y:%

Entao, vem:

a(x) = x X —xxz—x—ﬁ
- y= x—1  x-1

Nas condi¢Ges da situacdo, tem queser x —1 >0, ouseja, x > 1.
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, 2x2Y’ 2x? ’><(x—1)—2x2><(x—1)' 4x(x—1)-2x%  4x?—4x-2x%> 2x%—4x
b) a’(x) = (_) =) (x—1)2 T T a0z emD? (-1
2x%—4x
(x—1)2
S x=0Vvx=2)Ax>1ox=2

=0Ax>1e2x2—4x=0Ax#1Ax> 1

adx)=0¢&

Quadro de variacao e de extremos de a

X 1 2 400
2x% — 4x — 0o |+
(x — 1)? + + |+
a'(x) n.d. — 0 |+
a n.d. \ Min. | 2
abs.

O retangulo que tem menor area é aquele cuja largura, x, éiguala 2.
. R L. 2x2 .
O comprimento, y, desse retangulo é igual a 5-;+ Ouseja, 4,

O perimetro desse retanguloé 24+ 2 + 4 4+ 4 = 12 metros.

c) Para cada valor de x, designemos por p(x) o perimetro do retangulo a vedar.
4x _ 2x%-2x+4x _ 2x%+2x

x-1 x-1 T ox—1

Tem-se: p(x)=2x+2y=2x+2x%=2x+

, _(2x%+2x ! . (sz+2x),(x—l)—(2x2+2x)(x—1)' _ (ax+2)(x-1)—(2x%+2x)
p'(x) _( x—1 ) a (x—-1)2 o (x—1)2 -
_ 4x?—4x+2x-2-2x2-2x _ 2x%—4x-2
B (x-1)2 T (x-1)?

p 2x2—-4x-2 2
p(x)=0<=>w=0/\x>1<=>2x —4x—-2=0Ax#1Ax>1&

o (x=1-V2vx=1+V2)Ax>1ex=1+2

Quadro de variagdo e de extremos de p

x| 1 1++2 +oo
2x% —4x -2 — 0 +
(x —1)2 + + +
p'(x) n.d. - 0 +
p n.d. N Min. 7
abs.

A opc¢do nao seria idéntica, pois o retangulo que tem menor perimetro é aquele cuja largura, x, é

. . . R . 2(1+V2)  2+2v2  22+4
iguala 1+ V20 comprimento, y, deste retangulo, é G- v - - 2442,
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336.
. . - . - d
a) A assintota vertical ao gréfico de f é aretade equagdo x = — e

A assintota horizontal ao grafico de f é areta de equagdo y = %

d a

Portanto, o centro de simetria é o ponto de coordenadas (— Z’Z) .

Seja A o ponto do grafico de f pertencente ao eixo das ordenadas e seja B o ponto do grafico de
f pertencente ao eixo das abcissas.

O ponto A é o ponto de coordenadas (O, Z) e o ponto B é o ponto de coordenadas (—g, 0) .

Portanto, a reta AB é definida pela equagdo y = g(x —-0)+ g.
a b a b
Ora, y=-(x-0)+-oy=—x+-.

. . ‘e . a\ , b
Areta AB passa no centro de simetria do grafico de f seesdse % = % X (— —) + R

a a d b a ad b
Z_Ex(_Z)-"E(:)Z__E"'E@ad__ad+b6@bc_2ad
b)—1+3xk+2=%,peloquesetem a=-3,b=k—2,c=3ed=2.

Entdo, neste caso, tem-se:
bc=2ad © (k—2)x3=2x(-3)x23k-2)=-120k-2=-4ok=-2

337. Dado que areta de equagdo y = x + 2 é assintota ao grafico de g, tem-se:

Lo 9@ e lim [gG) —x] =2
X—+oo X

Vamos resolver este item por dois processos.

1.° processo (apresentado pelo TAVE)

Tem-se, sucessivamente:

2
. hlx) . glx)
lim —= lim =
X — 4 X — 400
- lim X - ! —=1 e
x—++= g(X] g{x)

2
lim [h(x)-x]= lim [x__ ]:
X —+ o x— -+ | g(x)
o x —xg(x) o x[x—glx)]
= lim = 1li -
x—te glx) oz glx)
= lim [(x—g(x}}xiw—
X —+ g[:x]
= lim [—(g{x)—x)xiw=
x— 2 g{x)
=— lim [g(x)-x]x lim > e G
Xt x—+= g(x)

Portanto, a reta de equacdo y=x—2 é assin-
tota ao grafico de b .
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2.° processo
Vamos provar que lim Ua(x) —(x— 2)] =0

X =+

lim [A(x)=(x=2)]= lim ’—%—(x—Z) =

- lim | x| tm |ZE )
[x(x - g(x)) o 2] _

glx)

= lim ——x lim [x-gx)]+2=
X = 40 g(x‘ X =+

———l—x lim [g(x)—x]+2—
) g(,x) x — +20
lim

X = v

=—%x2+2—0

i li

338. g'(x) = (x2+ax+3)' _ (x%+ax+3) (x2+bx+5)—(x?+ax+3)(x2+bx+5) _
9 x%+bx+5 (x2+bx+5)?

_ @x+a)(x?+bx+5)—(x?+ax+3)(2x+b) _ 2x3+2bx2+10x+ax?+abx+5a—2x>—bx?—2ax?—abx—6x—3b

B (x%+bx+5)? - (x2+bx+5)?2

_ bx?+4x—ax?+5a-3b _ (b—a)x%*+4x+5a—3b

(x2+bx+5)2 - (x%2+bx+5)2
Entao:
"2) = 4(b—a)+8+5a-3b _ 4b—4a+8+5a-3b __ a+b+8
9 - (9+2b)2 - (9+2b)2 " (9+2b)2
,(3) __ 9(b-a)+12+5a—3b _ 9b-9a+12+5a—-3b __ —4a+6b+12
9 - (14+43b)2 - (14+3b)?2 T (14+3b)2
a+b+8 . 9
g'3)=0 Zharebilz _ —4a+6b+12=0Ab# —=
(14+3b)2 3
2a+2b+16=0 9 14 2a+2b+16=0 9 14
{—2a+3b+6:0Abi_EAbi_?®{5b+22:0 /\b;t—g/\b;t—?@
2a+2b+16=0 9 14 a=-3,6
{b=—4,4 Abi_%"bi_?‘:’{b=—4,4
L. . o - x?-3,6x+3
Determinagdo do contradominio da fun¢do definida por g(x) = P aaxts

—0,8x“+4x+5%(—3,6)—3x(—4, -0,8x*+4x—4,
0,8x%+4x+5%(—3,6)—3x(-4,4) _ —0,8x2+4x—4,8
(x2—4,4x+5)2 T (x2-4,4x+5)2

g'(x) = | X2 —44x+5=0=x€0
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Quadro de variagao e de extremos de g

X | —oo 2 3 +0o
—0,8x%+4x — 438 -1 0 + 0 | —
(x? — 4,4x + 5)? + | 4+ + + |+
g' (x) -1 0 + 0 | —
g N | Min. Va Max. |\
_9-3,6X3+3 _ 1,2

4-3,6X243 _ =02
4—44%X2+5 0,2

lim g(x) = lim g(x)=1,
X——00 X—+00

tem-se que —1 € minimo absoluto e 1,5 é maximo absoluto de g, pelo que D, = [—1;1,5].

=—1, g3) =225 _12_15 ¢

Como ¢g(2) = T 9-44x3+5 0,8

Pag. 171

339. Seja d aabcissado ponto P; f(d) = S, pelo que a reta tangente ao grafico de f, no ponto

P, passa no ponto de coordenadas (d, S) .

, K\’ k , k
fl) = (;) = ——,peloque f'(d) = ——.
Portanto, a reta é definida pela equagdo y = —Ck—z (x—a)+ S.
k K k k| k k 2k
Ora, y=-——(x—d)+-©y=—Zx+-+-y=—-Zx+—.

Seja A o ponto desta reta que pertence ao eixo das ordenadas e seja B o ponto desta reta que
pertence ao eixo das abcissas.

O ponto A é o ponto de coordenadas (O, %) e o ponto B é o ponto de coordenadas (2d,0) .

- 2k
0AXOB _ z%2d
=

Area do tridangulo [AOB] = = 2k ; esta provado que a area ndo depende de d .

O grafico de g pode obter-se aplicando ao grafico de f a translagdo definida pelo vetor de
coordenadas (c, b) ; entdo, para cada valor de k, o tridngulo [ACB] da figura é geometricamente
igual ao tridngulo [AOB] referido no enunciado e cuja drea é igual a 2k unidades de area, pelo que
a sua area é, também, 2k unidades de area.

340. Seja d o diametro da circunferéncia e seja [ o lado do quadrado.
k—-md

4
Para cada valor de d, designemos por A(d) a area total das duas figuras.

2 2 2 2 242 2 2 2 2
da k—md nd k*—-2kmd+m“d nd k“—-2kmd+(m°+4m)d
A(d) — lZ T (E) — ( ) — — ( )

Soma dos perimetros=k < 4l+nd =k =1 =

4 4 16 4 16
_ 2
A'(d) = 2krr+21(Z +4m)d
i — _ 2 — — 2km — L
A(d) =0 —2kn+2(n +4n)d—0<=>d—2(n2+4n)=)d—n+4
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Quadro de variagao e de extremos de A

d| 0 _k +o0
m+4
A'(d) nd. | - 0 |+
A n.d. N Min. |
abs.

A érea total das duas figuras é minima quando ¢ = .

k—nd 1 Tk 1 ( Tk + 4k - Tk 1 4k k
Tem-se, neste caso, [ = ==k - —)=-(——)==(—)=—.
4 4 n+4 4 T+4 4 \ n+4 T+4

Portanto, estd provado que a area total das duas figuras é minima quando o didmetro da

circunferéncia é igual ao lado do quadrado.

341.

a) e Comprimentodoarco =a X1 =a«a
a

e2nr=aSr=— h
2T
2 2 2
e a mTa a
® Areada basedocone=m (—) =—=—
21 412 41
® Seja h a altura do cone; tal como a figura pretende ilustrar, tem-se -
2 2T
« 2
h? + (—) =1.
2T
2 2 2 2
a a 44—t 1
h2+(—) =leh=1-—<=h-= S h=—+V4n?2 — a?
2T 412 472 21
1_ a? 1
ev(a) =-X—X— V42 —a? = Vam? — a?
3 4m 2w 2412
' a3 7\ @ \' a2 7, @ A2 7\
ev () = 471—0()2( )x4n—a X (V4n4 — «a =
( ) (247‘[2 2412 + 2412 ( )
_ 2 A —a? + a? 2@ _ 2aV4n2—a? al _ 2a(4n®-a?®)-a®
~ 24m2 242 " 2\amZ—q2Z = 24m? 24n2Van2—a?  24m2\amZ-aZ
_ 8n?a-3a® _ a(8m?-3a?)
24m2\Van2-qa? 24m2an2—a?
. a(8r? — 3a?)
v'(a) =0 =0N0<a<?2me

24m2\VAT?2 — 2
SaBr?—-3a?)=0A4n? —a’? #0N0<a<2n S
S(@=0v8n?—-3a?=0)Aa#+2nA0<a<2n &

8m? 8
@(azOVazi/T>/\0<a<2n<:>a=\/;n

Quadro de variacao e de extremos de v

al| O \/8_/371 27
a + + -
8m? — 3a? + 0 -
2472 /47T2 — q? + + +
v'(a) n.d. + 0 — n.d.
v n.d. 7 Max. \ n.d.
abs.

O maximizantede v é /8/3 m = 5,13.
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b,)

A fung¢do é constante no intervalo 10, 2x| ,

pois a soma das dreas laterais dos cones é

igual a drca do circulo; sendo a fungao

constante nessc intervalo, a derivada é nula.
b,)
Quando os dois cones sdo iguais, tem-se ¢ = 2mr —a =1 .
Tem-se S(a) =v(a) +v(2w — a), pelo que
S'(@)=v'(@)+[v@2r—a)] =v'(@)+v'Rr—a) X 2n—a) =v'(a) +v'(2nr — a) X (—1) =
=v'(a) —v'(2r —a)
Portanto, S'(m) =v'(m) —v'(mr) = 0.
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Tema 5 | Estatistica

Exercicios propostos

Capitulo 1 | Reta de minimos quadrados, amostras bivariadas e coeficiente de correlagdo

Pag. 174

1.
a) Relagdo estatistica

b) Relagdo funcional
c) Relagdo estatistica
d) Relagdo estatistica

e) Relagdo funcional

Pag. 175

2.

a) Variavel explicativa: nimero de anos de escolaridade
Variavel de resposta: niimero médio de livros lidos por ano
b) Variavel explicativa: distancia de casa a escola
Variavel de resposta: tempo do percurso casa-escola
¢) Variavel explicativa: latitude
Variavel de resposta: temperatura maxima
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Pag. 176

3. Seja x avariavel explicativa «classificagbes a Matematica» e seja y a varidvel de resposta

«classificagdes a Fisica e Quimica». A amostra pode ser representada graficamente do seguinte
modo:

i
15
L »
L ] :
10
5
0 S
5 10 15
Pag. 177
4. Uma reta que parece ajustada & nuvem de pontos é a representada abaixo:
> _ _
.
15 v
|+ 1
V1
AT T
10 T /} T
2 A1
5 :
P
’//E
i SnN
0 X
5 10 15
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5. Na figura ao lado estdo representados, num ya

referencial o.n. xOy, areta t e os pontos Py,

Pzepg.

Tem-se:
er=4—(3x2+3)=0
1
e2=6-(3x4+3)=1
es=4—(3x6+3)=-2 5 g
Pag. 179
6.
a) Tem-se: X = 2+4Z6+8 =5ey= 3+6:7+8 = 6, pelo que o centro de gravidade é o ponto

de coordenadas (5,6) .
b) Tem-se 6 =5 + 1, pelo que o ponto de coordenadas (5,6) pertencea r.

cJeg,=3—-(2+1)=0
e,=6—(4+1)=1
e3=7—(6+1)=0
e,=8—(8+1)=-1

d e +e,+e3+e,=0+1+0+(-1)=0

Pag. 181

7.
a) O centro de gravidade da nuvem N é o ponto C de coordenadas (6,5) .
Tem-se 5 =0,6 X6 + 1,4, pelo que o ponto C pertencea t.

b) Tem-se:

e;=2—-(06%x2+14)=2-26=-0,6,peloque e;?> =(-0,6)2=10,36.
e, =3—(06%x4+1,4)=3-3,8=-0,8, peloque e,?2 = (-0,8)%2 = 0,64 .
e3=6—(06X6+14)=6—-5=1,peloque e32=1%=1.
e,=7—-(06%x8+14)=7-6,2=0,8, peloque e,>=0,82=0,64.

es=7—(06%x10+1,4)=7—7,4=—-0,4, peloque e, =(—0,4)%=0,16.

5
Entdo,vem Y. g =0,36+0,64+1+0,64+0,16=2.8 .
i=1
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5 5
2 2
c) Ora, paraareta r, tem-se E e = 4, paraareta s, tem-se E e = 6e,paraareta t,
i=l i=1

5
2 . R . .
tem-se Zei =2,8,peloqueareta t é dastrésretas r, s e t, aque melhor se ajusta a

i=1

nuvem N .
Pag. 182
8.
a) Anuvem M pode ser representada graficamente, num referencial o.n., do seguinte modo:
yll !
+ t +
O - - - - - - - - - .‘Y'.
_ 3454749 _ _ 10+6+6+2 . .
b) Tem-se: =3 g e y = orerer — 6 , pelo que o centro de gravidade é o ponto de

4 4

coordenadas (6,6) .

¢1) Como a reta passa no ponto de coordenadas (6,6) ,tem-se 6 =a X 6 + b, pelo que
b=6—-6a.

¢;) Como a reta é definida por uma equagdo do tipo y = ax + b ,com b = 6 — 6a, aequagdo
reduzida da reta é da forma y = ax + 6 — 6a ,pelo que se tem:
e=10—Ba+6—-6a)=10—3a—6+6a =3a+4
e;,=6—(5a+6—-6a)=6—5a—6+6a=a
es=6—(7a+6—-6a)=6—7a—6+6a=—a
es,=2—(9a+6—-6a)=2—-9a—-6+6a=—-3a—4%

5
c3) Ze,z =Ba+4)?+a*+ (—a)*+ (-3a—-4)?*=
i=1
=9a® + 24a + 16 + a® + a® + 9a® + 24a + 16 = 20a? + 48a + 32

d) Trata-se de determinar o valor de a para o qual é minimo o valor de 20a? + 48a + 32, 0 que é
equivalente a encontrar o minimizante da fun¢do f definida por f(a) = 20a? + 48a + 32, ou
seja, determinar a abcissa do vértice da parabola que é o graficode f .

A abcissa do vértice da pardbola que é o grafico de f é dada por —% , pelo que éiguala —1,2.

Entdo, o valor de a para o qual é minima a soma dos quadrados dos desvios é —1,2 .
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e)Como a=—-1,2, vem b =6 —6 x (—1,2) = 13,2 ,pelo que a equacio reduzida da reta de
minimos quadrados é y = —1,2x + 13,2

D yA

Pag. 185

9.
Tem-se:

5
> Xy, =8X5+6X2+4X3+2X0=40+12+12+0 =64
i=1

BH6+4+2 _ o o 5+243+0 _
4 =2, V= 4 -

e X= 2,5

4 -
o Sszz_xiz—4x2=82+62+42+22—4><52=
i=1

=64+36+16+4—4x25=120-100=20

4 -
0SS, =)y —4y =52 +22+32 407 —4x 252 =
=1~ !

=254+4+9-4x%x6,25=38-25=13

4 ——
inyi —4xy
Entdo, vem: oAl 844X5x25 14 . portanto, r =~ 0,868 .
! V20x13 V260’ ! !
SS.SS,
Pag. 194
10.

a) Relagdo estatistica

b) Relacdo funcional
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¢) Relagdo funcional
d) Relagdo estatistica

e) Relagdo funcional

11.a) Variavel explicativa: ntimero de médicos por mil habitantes
Variavel de resposta: esperanca de vida a nascenga

b) Variavel explicativa: tempo decorrido desde o inicio do dia
Variavel de resposta: temperatura do ar

¢) Variavel explicativa: distancia ao alvo
Variavel de resposta: percentagem de tiros certeiros

d) Variavel explicativa: ntiimero de horas de estudo
Variavel de resposta: classificagdo obtida no teste

12.
a)e=6-[-2x(-1)+3]=6-5=1

b)e=5—-[-2x0+3]=5-3=2
de=—-1-[-2%x1+3]=-1-1=-2

de=-3—-[-2%x34+3]=-3-(=3)=0

_ 5+10+154+20+25+30+35

— 4+4+6+5+9+10+11+11
13. a) Tem-se: X = =

- 20 ey =

de gravidade é o ponto de coordenadas (20, 8) .

= 8, pelo que o centro

b) Tem-se 8 = 0,3 X 20 + 2, pelo que o ponto de coordenadas (20,8) pertencea r; pode-se
concluir que a soma dos desvios verticais dos pontos da nuvem A em relacdo areta r é zero.

c) Tem-se:

e;=4—(03%x5+2)=4-3,5=0,5, peloque e;% =0,52 =0,25.

e, =6—(03%x10+2)=6—-5=1,peloque e,2=1?>=1.
e3=5—(03%x15+2)=5-6,5=—1,5, pelo que e3? = (—1,5)% = 2,25.

e, =9—(03%x20+2)=9-8=1,peloque g,2=1?=1.

es =10—-(0,3x25+2)=10-9,5=0,5, peloque es? = 0,52 =0,25.

e =11—-(03x30+2)=11—-11=0, peloque e,2=0%2=0.

e; =11—-(03%x35+2)=11-12,5=—1,5, pelo que e,%2 = (—1,5)%> = 2,25.

Entdo, vem:

7
e =eltel et el testegl+e,2=025+1+225+1+025+0+225=7

i=l1
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P4g. 195

14.
_  3+649+12
a) Tem-se: X=—"

ponto de coordenadas (7,5;0,5) .

=75ey= ﬁ = 0,5, pelo que o centro de gravidade é o

b;) Como a reta passa no ponto de coordenadas (7,5;0,5), tem-se 0,5 =a X 7,5+ b, pelo que
b=05-75a.

b,) Como areta 1, é definida por uma equagdo dotipo y =ax+b com b=0,5—-75a, a
equacdo reduzida dareta 1, édaforma y =ax + 0,5—7,5a, pelo que se tem:
eg=—2—Ba+05-75a)=—-2—-3a—-05+7,5a=45a—-25
e;=0—(6a+05-75a)=—-6a—-05+75a=15a—-05
e3=3—-(9a+05-75a)=3-9a—-05+75a=-15a+25
e,=1—-(12a+05-75a)=1-12a - 0,5+ 7,5a = —4,5a + 0,5

Entdo, vem:

4
> e =(45a—25)?%+ (1,50 - 0,5+ (-1,5a + 2,5)% + (—4,5a + 0,5)% =
i=1

= 20,25a% — 22,5a + 6,25 + 2,25a%® — 1,5a + 0,25 +
+2,25a% — 7,5a + 6,25 + 20,25a% — 4,5a + 0,25 =
= (20,25 + 2,25 + 2,25 + 20,25)a? +
+(=22,5-1,5-7,5-4,5a +
+(6,25 + 0,25 + 6,25 + 0,25) =
= 45a% — 36a + 13

bs) Trata-se de determinar o valor de a para o qual é minimo o valor de 45a% — 36a + 13, 0 que é
equivalente a encontrar o minimizante da fun¢do f definida por f(a) = 45a% — 36a + 13, ou
seja, determinar a abcissa do vértice da parabola que é o graficode f .

A abcissa do vértice da pardbola que é o grafico de f é dada por —2;—3465, pelo que é iguala 0,4

Entdo, o valor de a para o qual € minima a soma dos quadrados dos desvios é 0,4.

¢)Como a=0,4,vem b=05—-75x0,4=—-2,5, pelo que a equacdo reduzida da reta de
minimos quadrados é y = 0,4x — 2,5.
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15.
a) Tem-se:

5
° inyi=12><4+19><2+6><6+23><1+10><5=48+38+36+23+50=195
i=1
12+19+6+23+10 _
5

442464145 _

3,6
5

14 ; y

e X =
S 2 2 2 2 2 2

.ssxzzxi—sx =122 +192 + 62 + 2324+ 10%2 —5 x 142 =
i=1

= 144 + 361 + 36 + 529 + 100 — 5 x 196 = 1170 — 980 = 190
5 —
¢ 55, =3y ~5y =42 +22+62+12+52 —5x3,6% =
-1 !

=16+4+36+1+25—-5%x1296=82-648=17,2

5 _
Zx,.yi—Sxy 195-5x14%3,6 57
~ i —5X14X3, —
Entdo, vem r = = = = portanto, r = —0,997 .

V190x17,2 326
\JSS.58, X v

b) Como r ¢ um valor proximo de — 1, € razoavel admitir a existéncia de uma associagio linear forte
entre as variaveis = e y

5 —_
inyi —5xy
_ =l _ 57 _ s = s _
c) Tem-se a= —SS_ =50 = 03 e b=y—ax=36—-(-0,3)x4=78, pelo
que a equagao reduzida da reta de minimos quadrados é y = —0,3x + 7,8..

d) O valor esperado para a variavel y quando a varidvel x toma o valor 16 é dado por
-03x16+78=3.

16.
a) Tem-se:

12
° inyl. =18x749+19%x762+20x77,0+21%x784+22x781+23%x793+
i=1
+24 X799+ 25%x 81,7+ 26 x 80,9 + 27 x 81,3 + 28 x 82,1 + 29 X 86,5 =
= 1348,2 + 1447,8 + 1540,0 + 1646,4 + 1718,2 + 1823,9 +
+1917,6 + 2042,5 + 2103,4 + 2195,1 + 2298,8 + 2508,5 =

= 22590,4
_ 18+19+20+21+22+23+24+25+26+27+28+29
o X = 5 =235
_ 74,9476,2477,0+78,4+78,1+79,3+79,9+81,7+80,9+81,3+82,1+86,5
o y= T = 79,692
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2 -
§S.=> x,—12x =
i=1

182 4+ 192 + 20% + 212 4+ 222 4+ 232 4+ 242 + 252 4+ 262 4+ 272 4+ 282 + 292 —

—12 X 23,52
324 + 361 + 400 + 441 + 484 + 529 + 576 + 625 + 676 + 729 + 784 + 841 —
—12 x 552,25

6770 — 6627 = 143

12 5 —2
SS, :;yi 12y =

74,9% + 76,22 + 77,0 + 78,4% + 78,12 + 79,3% + 79,92 +
+81,72 + 80,92 + 81,32 + 82,12 + 86,52 — 12 x 79,6927
= 5610,01 + 5806,44 + 5929 + 6146,56 + 6099,61 + 6288,49 + 6384,01 +
+6674,89 + 6544,81 + 6609,69 + 6740,41 + 7482,25 — 12 X 6350,81
=76316,17 — 76 209,72 = 106,45

12 L
le.yi—12xy 22 590,4—12x%23,5X79,692 117,23
i - X X
Ent3o, vem r N — 4 4 4 = 4 . rtan r=~0095.
tao, ve S SS V143%106,45 \15222,35’ portanto, 0,95
X y

b)Como 7 ¢ um valor proximo de 1. € razoavel admitir a existéncia de uma associagio linear forte

entre as variaveis idade e altura.

12 —_
inyi —12xy
) Tem-se a=-! = =22 =082 e b=y—a¥=7969—082x 235 = 60,42,

X

pelo que a equacgado reduzida da reta de minimos quadrados é y = 0,82x + 60,42 .

d) Aos trés anos correspondem 36 meses pelo que o valor esperado para a altura de uma crianga
dessa comunidade, aos trés anos de idade, é dada por 0,82 X 36 4+ 60,42, ou seja, 89,9 cm.

17. Como os pontos da nuvem A estdo alinhados e o declive da reta de minimos quadrados é
positivo, podemos associar a esta nuvem o coeficiente de correlagao linear 1.

Como a reta de minimos quadrados da nuvem B tem declive positivo, podemos associar a esta
nuvem o coeficiente de correlagdo linear 0,94.

Como, das nuvens C e D, o grau de alinhamento dos pontos é maior na nuvem D, podemos associar,
para esta nuvem, dos dois restantes valores, o coeficiente de correlacao linear que tem maior valor
absoluto, ou seja, —0,61.

Entdo:

Nuvem A — r=1

Nuvem B — r = 0,94

Nuvem C — r = —0,30

Nuvem D — r = —0,61
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18. Como Vi € {1,2,3,4,5,6}, x;41 = x; + 2, tem-se:
X, =x1+2,

X3=x,+2=x1+4,

X4g=x3+2=x1+6,

Xs =Xx4+2=x;+8,

X¢ =x5s+2=x1+10 e

X7 =xg+2=2x1+ 12, pelo que f=w=x1+6

Entao, vem:

7 -
S, = x:-7x =
i=1

=x2+ (0 +2)24+ (g + 4%+ (x; +6)% + (g +8)2 + (% +10)% + (x; +12)2 = 7(x; + 6)? =
=x2+ (%2 +4x +4) + (%1% +8x, + 16) + (%12 + 12x; + 36) +

+(x12 + 16x; + 64) + (x12 + 20x; + 100) + (x12 + 24x; + 144) — 7(x,%2 + 12x; + 36) =
=7x?4+ (4+8+12+16+20+24)x; + (4 + 14 + 36 + 64 + 100 + 144) — 7x,% — 84x; — 252 =
= 7x? 4+ 84x; + 364 — 7x,;? — 84x; — 252 = 112
112 112

Ll s 16= o256 o

SS
Como r=a [TF, e 55,=20, tem-se 0,8 =
SSy 24/SSy SSy SSy

© 58Sy == & 85, = 4375

19. Como a equagdo reduzida da reta de minimos quadradosé y=x+1,tem-sea=1e b =1,
peloque,dadoque b=y —ax, vem x =y —1.

10 2
Tem-se, também, SS = Z(xi —x) =10.

i=1

n

xiyi_n;c; o
Entdo, dado que a == | tem-se 1 = B0T10XGTIXy
SS. 10
(:)}_lzli- 21+48(:)}7:%4:)}7=_3V37:4

Como o ponto de coordenadas (X,y) pertence a reta de equagdo y =x+1 e X > 0, podemos
garantirque ¥ > 0, peloquesetem y = 4.
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20.

a) Tem-se:

e, =6—(26x1+b)=3,4—b,peloque e;? =(3,4—b)?=11,56—6,8b + b?.
e,=7—(26%x2+b)=18—b,peloque e,?>=(1,8—b)? =3,24—3,6b+ b?.
e3=13—-(2,6x3+b)=52—b,peloque e;? = (52— b)? =27,04 —10,4b + b? .
e, =13—(26x4+b)=2,6—b,peloque e, =(2,6—b)?=6,76—15,2b + b?.
es =16 — (2,6 Xx5+b)=3—b=0,5,peloque es? =(3—b)>=9—6b+ b?.

Entdo, vem:
5

S, = Ze,z =5b%>+(—6,8—-3,6—-10,4—52—6)b+ (11,56 + 3,24 + 27,04 + 6,76 + 9) =
i=1

=5b? —32b+ 57,6

b) Trata-se de determinar o valor de b para o qual é minimo o valor de 5b% — 32b + 57,6, 0 que é
equivalente a encontrar o minimizante da fun¢do f definida por f(b) = 5b? —32b + 57,6, ou
seja, determinar a abcissa do vértice da parabola que é o graficode f .

. - . , (e . -32 L.
A abcissa do vértice da pardbola que é o grafico de f é dada por ~ s pelo que éiguala 3,2.
Entdo, o valor de b paraoqualasomas$; é minimaé 3,2.

_  14+2+3+4+45 _ _ 6+7+13+13+16

c) Tem-se: X=—"—= 3ey= B —— 11, pelo que o centro de gravidade

da nuvem N é o ponto de coordenadas (3,11) .
Para b = 3,2, areta 1, é definida pela equagdo y = 2,6x + 3,2
Areta 1, passa no centro de gravidade da nuvem N, pois 11 = 2,6 X 3 4+ 3,2.
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