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EXERCICIOS € PROBLEMAS RESOLVIDOS

Resolva cada uma das seguintes equagde:

2senx=\3 52. cosx 53. cos

esfg)

)

Vi

Resalver s equasdo sen <=2, sgnifica descobrr todos os valores de x que sdo amplitudes, em
radianos, de ngulos cujo seno & \73

Representemos tais angulos no circulo trigonométrico.

x ;éumasulu‘au ex=n— ;é outra solugdo.

o
€nt3o, todos os dngulos que tenham o lado extremidade coincidente ‘k Ah
com o dos anteriores s3o solugbes da equagao dada.

Ou seja, 0 conjunto-solu3o & constituido pela seguinte familia de
amplitudes:

Pararesolver a equago cos =~ ~<, comecemos por recorrer ao circulo trigonométrico para

desenharmos dngulos cujo cosseno &— \T?

Todos os angulos que tém o lado extremidade coincidente com OA,
ouseja, x= 3 +k2x, k € Z s30 solugdes da equagao, assim como os

angulos que tém o lado extremidade coincidente com 08, isto &,
3% e kez.

3

& constituido

Assim, o conjunto-solug3o da equag3o cos x
pelos elementos da forma
3

G Tk keZ

Uma boa estratégia para resolver a equag30 cos x = - cos| f; Je
‘escrever uma equagdo equivalente 3 dada, na forma cos x = cos a.
Paraisso, basta relembrar que cos (- a) = -cos a.

Assim, - cos| ’51

entao,
cos=cos{2) e cosx =cos
©x=4Eekeny = Erh2n kEZ
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i
considera certa assequre-se,no entanto, de que saberiajustifcarasua escoha casotal h fosse sofictado). H

L

No circulo trigonométrico de cada uma das figuras seguintes, esta representado,  trago
grosso, o lado extremidade de um angulo cujo lado origem o semieixo positivo Ox.

€m qual das figuras, esse angulo pode ter 6 radianos de amplitude?

w ® . o

Dos quatro angulos seguintes, um deles tem 1 radiano de amplitude. Indique-o.

(A) (8) © ()]
e - « T

Numa circunferéncia de raio 4 cm, um arco de 2 cm tem de amplitude:
W rad [OFE (©)xrad (0)2rad

Qual das seguintes afirmagdes é verdadeira?

(A)No 2.° quadrante, cos axtg a> 0.

(B) No 3.° quadrante, 0 cosseno e 0 seno tém sinais diferentes.

(C) Existe um angulo no 4.° quadrante cujo cosseno & igual a ;

(D) Nao existe qualquer angulo no 1.° quadrante cuja tangente seja iguala 5.

Qual das afirmagdes seguintes & verdadeira?
(A) cos (2 rad) > cos (1 rad) (B) sen (2 rad) > sen (3 rad)

[c]sen(% rad))sen(u—; rsd) (D)tg (2 rad) >tg (1 rad)

Qual das sequintes afirmagaes & verdadeira?
{A) No 4.° quadrante, existe um angulo cujo cosseno & igual 2o seno.

(B) No 3.° quadrante, 0 seno de um &ngulo & sempre maior que o cosseno.
(C) Existe um angulo no 2.° quadrante cuja tangente & - 100.

(D) Existe um angulo no 4.° quadrante cujo seno &- 2.
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10.

11.

12.

13.

Se a & a amplitude de um angulo interno de um triangulo equilstero, entao r.as(
iguala:

(R05 [B]\TE ©-05 (n)-\TE
Sabe-se que f € & uma solusso da equagiosen x= 2.

Qual das expressdes sequintes designa uma solu3o da equag3o cos x=- 22
[A]%¢ﬂ (8)-8 ©z-p O3+p

D2 amplitude o de um certo angulo orientado sabe-se que cos a< 0 & tga>0.
Qual das expressdes seguintes da o valor de sen a?

(R) V1 - cos’a (B)- V1 -cos’a
(C) V1 + cos’ax (D)- V1 + cos

GAVE-Ti(2006)
Considere a equag3o trigonométrica cos x=0,4.
€m qual dos intervalos seguintes esta equag3o 3o tem soluggo?

: Sk :
wh @107 wz2] o[

Ela
wia

Considere a equagao trigonométrica sen x=-0,

Num dos intervalos seguintes, esta equag3o tem apenas uma solugao. Em qual deles?

o, | @105 w2 o[, 21]

cosix+sen( )
No respetivo dominio, a expressdo —— & equivalente a:
senscscos(Z x

()1 (Bltgx

(GRS 0

Sabendo quetg a= _% equeae %, x|, entso o valor de sen (x - o) &

L 4 3 3
Wi ®-¢ ©-2 3
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

Seja 8 um valor pertencente ao intervalo x, 37"

Qual das expressdes sequintes designa um nimero real positivo?
(A)cosB-sen® (8)sen®xcos®
(©)senoxtgo (0)sen6-tge

Considere a equado 1+3 tg (2x)
Qual dos seguintes valores & solugao desta equago?

w-2 OE: ©3 RS

Considere a equag3o trigonométrica cos x=-0,3.
Num dos intervalos seguintes, esta equagao tem apenas uma solug3o. Em qual deles?
o3 ®)(0.7]

| OES

Considere, sobre o circulo trigonométrico, o ponto P de modo que o raio [OP] faca com o
semieixo positivo das abcissas um dngulo de 7440°. Sobre o seno desse dngulo podemos
afirmar que:

(A)@aabcissadeP.
(B)éaordenada de P e ela positiva.

(C)&aordenadade P e P esta no 4.° quadrante.
(D)3 ordenada de P e P esta no 3.° quadrante.

Na figura esta representado um circulo trigonométrico, ’
o raio [0B] e 0 arco de circunferéncia AB de centro no .
pontoC.
Aabcissadoponto A&: o 1

- =
(R)1+sen6 (B)1+cose
(C)cos 6+send (D)1+cosB+sen6

Aexpressao sen* xcos' x & equivalente &
(A1 (B)1-2sen’x
(C)2cos?x+1 (D)2sen’x-1
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20. Deentre os pares de amplitudes seguintes, qual o par que corresponde a ngulos que tém
© mesmo lado extremidade, no circulo trigonomeétrico?

[A]Ema e Zrad ®-Frade %‘ua
(©-2Erag e Hf g ©)-3Frad e L rag

As questoes que se sequem s30 de resposta “aberta’ Leia atentamente os enunciados e efetue as resolucbes
completas, explicando os raciocinios apresentanda os cSlculos.

21. Para determinar a altura do cume de um monte, um observador mede o 3ngulo segundo
qual avista o ponto mais alto do cume e obtém 59°. Retrocede 12 metros e mede o novo
angulo de alcance do topo da montanha e encontra 42°.

Qual aaltura da montanha?

22. As bases de um trapézio tém de comprimento 17 cm e 10 cm e um dos seus lados mede
8, também em cm.
0 angulo entre a base menor e o lado de medida 8 & 70°.

Determine, com aproximagao 3s centésimas, o comprimento do outro lado do trapézio e a
suadrea.

23. Um barco pede socorro e recebem-se os seus sinais em duas estaées de radio, A e C, que
distam entre si 50 km. Desde cada estagao, medem-se os dngulos em que um dos lados &
asemirreta que contém o segmento [AC), A=16° e C=53°.

A que distncia de cada estag3o se encontra o barco?

2. Pretende-se prever a drea a revestir com telha numa casa
em construg3o. O arquiteto projetou as duas “3guas” do
telhado iguais e com uma inclinagdo de 30%. As dimen-

ses do edificio s30 as que estao assinaladas na figura.
%n

Qual &, entao, a area a ser revestida com telha?

25. Determine um valor aproximado (3s centésimas de grau) da amplitude do dngulo de duas
diagonais de um paralelepipedo com base quadrangular regular de lado 4 cm e altura 9 cm..

26. Calcule as razbes trigonométricas de 55°, 125°, 145°, 215°, 235°, 305° e 325° a parti
dos valores seguintes: sen 35° =0,57; cos 35°=0,82 e tg 35°=0,70.

27. Determine as razbes trigonométricas de 718°, 516° e 342°, utlizando a calculadora ape-
nas para calcular razdes trigonométricas de angulos compreendidos entre 0° e 90°.
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28.
28.1.
28.2.

29.

29.1.
29.2

30.

31

311,

312,

32.

321
322.

z
iguais. Realiza uma volta em cada 2 segundos.
0 raio da trajetoria & de & m e 2 particula, no instante inicial,
estavana posigao da figura. J .
. Qual a amplituge, em radianos, que a particula descreve em
3
tomo de O em -3 dosegundo?

Seja ® um nimero real pertencente ao intervalo [~ 180°, 180°].

Supde-se que cos 6 & positivo. Indique um intervalo de amplitude 180° 2 que pertenca 6.
Supde-se que sen 6 & negativo. Indique um intervalo de amplvlude% aque pertenca.

Acircunferéncia representada na figura tem centro na origem do referencial 0. n. (0, x, y)
eraio 3.

Admita que o ponto Q se deslocaao longo da circunferéncia no 1.° quadrante.

Para cada posisao do ponto Q, seja a @ amplitude do angulo
orientado cujo lado origem & o semieixo positivo Ox e cujo
lado extremidade & a semirreta 0Q. Seja d 0 comprimento do
segmento [PQ].

Mostre que ¢*= 18 + 18 cos

Parauma certa posiao do ponto 0, tem-se tg = 2 /3.
Sem recorrer 3 calculadora, determine, para este caso, o valor de d.

Numa fabrica de ceramica produzem-se tijoleiras triangulares.
Cada pega & um tridngulo isbsceles em que a medida de cada
um dos lados iguais & a constante a, como mostraafigura.

Mostre que a area da pega é dada em funcdo de 8 por

Uma particula move-se numa trajetdria circular, em torno de
0, no sentido positivo, descrevendo arcos iguais em tempos

Qual o comprimento do respetivo arco?

Indique as coordenadas do ponto onde a particula se encontra
depois de descrever um angulo de 2 x radianos.

Na figura esta representado um circulo trigonométrico de
centro 0 e um pentagono regular [ABCDO.

Mostre que as coordenadas de B30 (1~ cos o; sen 72°).
Determine uma express3o para obter a area do pentagono em
fungao de « (em graus) e apresente um valor dessa area
aproximado as décimas.
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33.

Desenhe no circulo trigonométrico, dngulos que cumpram as seguintes condicdes e
determine, em cada caso, o valor das restantes razées trigonométricas:

3Lsena=-3 e tgu>0 33.2.tgB=-1e cosp<0

34. sabe-se quesen (a+x)=a.

34.1. Determine, em fungao de a, sen (27 - a).

34.2. Determine os valores de (0 < < 2x), quando a=0.5.

34.3. Se 0 ngulo u estiver compreendido en(ve% rad e 2% rad, quem @ maior: 0 seu seno ou o
seu cosseno?

35. Recorrendo ao circulo trigonometrico, exprima, em fung3o de sen be cos b, as expressdes:

35.1. sen (b+x)+sen (b+2x) +sen (b-x)

352. cns(mn}uen(m %)fms -m)+sen(b+ 37)

z,) 3

35.3. sen [~ b-r)-2 cos| 3 7b)+sen( T’b)

36. Demonstre a sequinte igualdade: (sen o +cos )’ + (sen o~ cos a)' =2

37. Utilize a calculadora para encontrar o &ngulo o em cada um dos seguintes casos (aproxi-
magao as centésimas):

37.1. sena=0,87 A 90° < < 180° 37.2. 037Asena>0

37.3. cos ,15 Asena<0 376 0,6 A270° << 360°

375. sena=048 Acosa<0 376.tga=2 A 180° << 270°

37.7.tga=-35Asena>0 37.8. cosa=-09Atgu>0

38. Resolva as equagdes trigonométricas:

38.1. 2cos’x +cosx-1=0 38.2. 2sen’x-1=0

38.3. g’ x—tgx=0 38.4. 2senx+3 cosx=3

39. Resolva as equacoes sequintes:

39.1. 2cosx=- V3 392

393, 6senx= 394

395.

396.
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41,
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412,

413,

418,

42.

w21
w22
w23

w24,

Na figura 20 lado:
« o triangulo [ABC] & isbsceles (AB =BC)
« [DEFG] & um reténgulo

0G=2

Di
« xdesigna a amplitude da angulo BAC

Mostre que a drea do triangulo [ABC] & dada, em fungao de x, por

lo ®
e :z»«g“%‘ (As‘m_E )
A .

Quatro aldeias situam-se nos quatro vértices de um quadrado de P
lado 10 km. Uma empresa de comunicagdes vai fazer uma insta-

ag30 por cabos, para acesso 3 Internet, ligando as quatro aldeias.

0 plano de ligag3o, entre as aldeias, & do tipo do desenhado na

figura 2o lado a grosso. v

Qual o comprimento total do cabo se a amplitude do angulo PBA for de:
3)0rad; b)Erad; Agrad
(Trabalhe sempre com valores exatos.)

Escreva uma expresso gue dé o comprimento do cabo a ser utilizado em fungao do
4angulo « da figura.

Recorra 3 calculadora grafica, represente graficamente o comprimento do cabo a ser utili-
zado em fungao do ngulo a da figura. Indique claramente o valores que o« pode tomar.
Determine a solugao Gtima para o problema, isto &, 0 angulo « que corresponde a0 menor
comprimento possivel para o cabo.

Nafigura
« [ABCD] & um quadrado de lado 1.
« [AHB], [BGC], [CFD] e [DEA] sdo tridngulos retangulos iguais. V
« xdesigna a amplitude do angulo HBA.
Entre que valores pode variar x? .
€aérea do quadrilatero [HEFG]?
Mostre que a area da superficie pintado a azul & dada, em fung3o de x, por
e 3 b3
f=1-2sen()cos(x) (€| u~>

3

Calcule /(%) e interprete geometricamente o valor obtido (deve incluir, na sua interpretagao,

afigura que se obtém para x=
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43. Nafigura ests representado, em referencial 0.n. xOy, um arco de
circunferéncia AB, de centro na origem do referencial e raio 1.
0 ponto Q move-se a0 longo desse arco.
Os pontos P e R, situados sobre os eixos Ox e Oy, respetiva-
mente, acompanham o movimento do ponto Q, de tal forma
que o segmento de reta [PQ] & sempre paralelo a0 eixo Oy e 0
segmento de reta [QR] é sempre paralelo 20 eixo Ox.

Para cada posicao do ponto Q, seja x a amplitude do angulo
A0Q e seja h(x) a srea daregido sombreada.

43.1. Qual dos graficos seguintes pode ser o da fungo h? Justifique,
‘com argumentos geométricos, a sua resposta.

(OB ® )y

© () 4

43.2. Encontre a express3o que lhe da a area sombreada em fung3o de x e indique o valor dos

extremos da fungao.

44. Um candeeiro, colocado no teto na vertical, como mostra a
figura, origina um cone de luz. Sabe-se que o candeeiro (o
foco de luz) ests colocado a 2 m de altura.

44.1. Quando o 3ngulo de corte do cone & 70°, determine com apro-
ximag3o 3 centésimas, a area iluminada

4.2, Mostre que a expressao que da a area fluminada em fungo do
angulo de corte a, &

Alo)=4xnxtg (%)

44.3. 2) Resolva, no contexto da situac3o, 2 condi3o Afu) = 9 apresentando o resultado com

aproximagao as décimas.

b) Traduza a condigo anterior em linguagem comum e que se enquadre no problema
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45.

451

us.2.

46.

46.1
46.2

46.3

Na figura esta representada uma circunferéncia com centro
no ponto O e raio 3.

0s diametros [€F] e [GH] s30 perpendiculares.

Considere que o ponto 8 se desloca sobre o arco FG.

0s pontos A, C e D acompanham o movimento do ponto 8,
de tal forma que:

« as cordas [AB] e [CD] permanecem paralelas a [€F];

« [AD] e [BC] 20 sempre diametros da circunferéncia. L

0s pontos | e J também acompanham o mesmo movimento, de tal forma que s3o sempre
os pontos de intersecao de [GH] com [AB] e [CD], respetivamente.
Para cada posigao do ponto B, seja x a amplitude, em radianos, do dngulo FOB

(celoz)

Mostre que area daregido sombreada dada, em fungao de x, por Alx) = 18 (x-+ sen x..cos x)
Sugestao: use a decomposicao sugerida na figura.

Recorra a calculadora para determinar graficamente a solugao da equagao que lhe permite
resolver o seguinte problema: qual & o valor de x para o qual a drea da regido sombreada &
igual a metode da drea do circulo?

Apresente todos os elementos recolhidos na utilizag3o da calculadora, nomeadamente o
grafico, ou graficos, obtido(s), bem como coordenadas relevantes de algum, ou de alguns,
ponto(s). Apresente o resultado na forma de dizima, arredondado as centésimas.

Na figura esta representado um lago artificial de forma & 2

retangular. V
e

Pretende-se construir uma ponte, ligando duas margens do [
lago, entre os pontos P, e P, tal como a figurailustra. 2

A ponte tem um ponto de apoio A, situado a 12 m de uma
das margens e 3 16 m da outra.

Seja.xa amplitude do ngulo P,P,8.

165enx+ 12 cosx
~senx.cosx
Considerando que a localizag3o de P, e de P, pode variar, determine o comprimento da
ponte para o qual se tem BP, = BF.,

Apresente o resultado em metros, arredondado s décimas.

Mostre que 0 comprimento da ponte, em metros, & dado por C(x) =

Determine o valor de x para o qual o comprimento da ponte & minimo.
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22
23.
24,
25,
26.
27

Na figura ests representado um retangulo [ABCD] do qual
se sabe que (em unidades de comprimento): T

Determine o angulo formado pelas diagonais do reténgulo.
(Sugestao: comece por exprimir cada um dos vetores AT e DB como a soma de dois vetores.)

Observandoa figura, podemos escrever
AT-AD +DC e DE-TC+ T8
Recorrendo & definiao de produto escalar e respetivas propriedades,

C..08 = (AD + IT) .(0C + CB) <= [IAT .DB]| .cos o= (AT .OT) + (AT .CB) + (0T .DT) + (OC .TE) (2]
onde o, amplitude do dngulo formado pelos vetores AT e D é o que pretendemos conhecer.

IATI| - 5* +8° = AT - V25 + 64 = VB3

Como [T - [08]. a igualdade (1] toma o aspeto seguirte
89.cosa=0+5x5x[-1)+8x8+0

Ouseja,

3
cosa= 32 & =6

Considere o referencial 0.n. 0, x,, 2). A piramide quadran-
qular regular ests assente sobre um plano paralelo a xOy,
tem o vértice no eixo Oz e os planos 10z e y0z 530 planos
mediadores das arestas da base (como ilustra a figura).
Sabe-se, ainda, que A(1, 1, 3) e que 2 altura da piramide &
5 unidades.

Caracterize, por uma condigao, 0 plano em que a base da
pirdmide esta assente.

Identifique as coordenadas de todos os vértices da piramide.

Calcule a medida do comprimento da aresta lateral da piramide.

Calcule o volume da pirmide.

Escreva as equagdes cartesianas da reta que contém a aresta [AV].

Determine um vetor normal ao plano ABV e escreva uma equagao desse plano.

Considere a esfera que tem por circulo méximo o circulo circunscrito & base da piramide e
escreva uma condigao que a defina.
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21

22

23.

24,

25.

26.

27

EXERCICIOS € PROBLEMAS RESOLVIDOS

0s pontos do plano onde assenta a base da piramide tém todos a mesma cota que o ponto A.
/A equagio que define este plano & z = 3.

Ovértice 8 tem a mesma ordenada e a mesma cota que A abcissa simétrica: 8(-1,1, 3].
Ovértice C tem amesma cota que Ae abcissa e ordenada simétrica: C[~1,~ 1, 3]

O vértice Dtem a mesma abcissa e a mesma cota que A e ordenada simétrica: D(1, - 1, 3).
Ovértice V pertence a0 eixo Oz e tem cota 3 + 5=8: V[0, 0, 8]

Pretende-se conhecer AV, que & iqual a [V
AV=(0.0,8)-(1.1,3)=(-1-15)
V=V (-7 +5 = V2T =3V3

: —; xSrea da base x altura

Areadabase=AD*=2'~4
=Liuxs-20
e
Aretar, que contém a aresta [AV], passa pelo ponto A[1, 1, 3) e tem a direcdo de AV [~ 1, 1, 5).
x-1_y-1
Entao, s suas equagbes sio: 1 =2 =

Sejai{ns; s, m) 0 vetor que procuramos. Se & normal a ABV entdo & perpendicular a todos os veto-
res do plano. €m particular, serd perpendicular aos vetores V7 e VE.

VR=(1,1,-5)

VB=(-1,1.3)-(0,0.8)=[-1.1-5)

Temos 7 LR ¢ 7. VA =0 & [y, . 1) (1,1,-5]=0 6= ny + = 5m, =0

€ também, 77 LVE <7 .VB =06 [m, mp,m,) (- 1,1,-5)=0 6>~ n, +

Pretendemos encontrar valores tais que
s+ mp = 5my =0

5m,=0

iy~ + 5, =0

Pelo método da adigdo ordenada, obtemos

it =51 =0 =5y
2n,=0 n=0

Fazendo n, =1, por exemplo, obtém-se (0, 5, 1]

Temos entso AV8: d=0

Como o ponto A[1, 1, 3] pertence a0 plano, substituindo as coordenadas desse ponto na equagao do
plano, vem

5x143+d=0¢>d=-8

Ouseja, 3 equacao do plano ABV & 5y-+2-8=0

Seocirculo méximo é circunscrito 3 base da piramide, ta significa que o centro do circulo méximo
&ocentro da esfera, ousseja, & o ponto de interseg3o da base da piramide com o eixo 0z, ou seja, 0
ponto (0,0, 3)
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31
32
33

34,

35.

31

EXERCICIOS € PROBLEMAS RESOI

0 aio do circulo méximo & o raio da esfera.

I\ss\m,wavu)slélqudag.
Ora

RC -0 +IC > AC- VaT- VB-2V2
Oralodaesferai, ento,iguala " - 22
A condisao que define a esfera &, pois,
24y +le-3F<2

V2

Na figura esta representado, em referencial 0.n. Oxyz,
um prisma quadrangular regular [ABCDEFGH]

(0 ponto H n3o est representado na figura).

Sabe-se que:

+ 0 ponto A tem coordenadas (14, -7, 4)

+ 0 ponto B tem coordenadas (16, - 4, 10)

« 0 ponto C tem coordenadas (10, - 6, 13)

= 0ponto € tem coordenadas (8, 5, 0)

Determine as coordenadas dos outros vértices do prisma.
Defina, por uma condicao, aaresta [AB].
€screva a condigao que define o lugar geométrico dos pontos P tais que & nulo 0 produto
escalar AP . PG e identifique-o em relag&o o prisma.
Mostre que 2 seccdo produzida no prisma pelo plano ABG & um retangulo e determine a
suadrea
Determine uma condicao do lugar geométrico dos pontos equidistantes de C e de A e
identifique-o.

Adaptado de“Séiesde Problemas de Matemstica A~ 10 Ane”, GAVE

Comecemos por calcular as coordenadas de D, Observando a figura e atendendo a que se trata de
um prisma quadrangular regular temos
0=C+BR=(10,-6,13) +[(14,~ 7, 4]~ (16,~4,10)]=(8,-9,7)

€ por raciocinio semelhante,

F=8+AE=(16,-4,10)+[(8,5,0) - (14,~ 7.4]]=(10,8,6)
G=C+AE=(10,-6,13]+((8,5.0)~[24,~7,4)]= .6.9]

H=D+AE=(8,-9,7) +[(8,5,0)- (14,7, 4]1=(2,3.3)
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EXERCICIOS € PROBLEMAS RESOLVIDOS

Aaresta [AB] estd contidanareta A8
Para determinar uma equac3o dareta, por exemplo uma equago vetorial, determinemos um seu
vetor diretor

AB =(16,-4,10) - (14,~ 7,4]=(2,3,6]

Entdo, 0 segmento [AB] & o conjunto dos pontos P tais que P=A+ k AB, com k€0, 1]
Ouseja

(5:2)=[18,~ 7,8+ k(2,36 kE[0,1]

Sendo P[x,y, ) vem
P .PC=0 6 [[x.y.

~(14,-7,4]].[(%.6,9) (x5, 2)] =0

> lx-1,y+ 7,2-4]. (4-x,6-2,9-2]=0
5 6x- 56—+ 1x+ 6y + 42—y~ Ty~ + 42+ 82-36=0
¥+ 18x- 56—~y +82-7 +13:-36=0

Multiplicando ambos os membros por [~ 1) e passando para o 2.2 membro os termos independen-
tes, temos
=184y 2-13

S ¥-18xty-yrz-13:

56+42-36
50

Demos outra forma 3 equagso de modo 3 obtermos uma equagao dotipo
(x-aF+y-bF +[z- =7

S 18x+814y -y rdes-5:+ 280 50,812,160
©-18x+814+) 1+f-5+200--50+814 2+ 20
Ay ) 3 U
o -9F (-3 +(-2) -3
0 conjunto dos pontos P & a superficie esférica de centro no ponto médio da diagonal espacial [AG]
e

Notemos que o centro & o ponto de interseq3o das diagonais espaciais e, como elas se bissetam,
todos os vértices pertencem a essa superficie esférica.

Podemos, a titulo de exemplo, verificar isso para o ponto E(8, 5, 0).
Substituindo as coordenadas na equagdo temos

t8-9r+(s+3
141,169 107

5 el =t
187 _187
g
Da mesma forma se verificaria que os outros vértices também pertencem 3 superficie esférica

Asecgao produzida pelo plano ABG & o quadrilstero [ABGH]

Se B ~HG e BG ~AH, o quadrilatero é um paralelogramo e, também, se A8 . BG =0, entéo os
angulos sio retos.

AB=(16,-4,10) - (16,-7,4)=(2,3,6)e FG = (4,6,9) - (2.3,3)=[2.3.6)





image19.jpg
35

EXERCICIOS € PROBLEMAS RESOLVIDOS

donde se conclui que o referido quadrilstero & um paralelogramo.
7B .BC~(2.3,6).[(4.6,9)-(16,-4,10)] =
=(2.3,6].[-12,10,-1)=-24.+30-6=
-0

7B & perpendicular a B, 0 ngulo ABG & reto e, como os lados 30 paralelos dois a dois, todos 0
ngulos sdo retos. A secc30 &, portanto, um retangulo.
A drea desse retangulo & iqual a

78] < 8| =24, - 7,41 - (16, - 4, 20} x |14, 6, 9) - (16, - &, 20| =
=lt-2.-3.-sll xlt-12.20.-1)] =
- VET8736x VIWT 10071

=7x7V5=
=49V
Adreadoretinguloéde49V/5u.2

Trata-se do plano mediador do segmento [CA] e, observando a figura, concluimos que & o plano
D8F.

Determinemos uma sua equagao.

0 ponto médio do segmento [CA] e (14210, =7 =6, 8+ 13
Sendo P [, y, z] 0 ponto genérico do plano, temos
WP.TR-0(x-12,y+ 33, :-27).1s.-1,-9)-0

> lx—y-9:+22=0  equag3o do plano DBF

8 D30 equidistantes de A e de C pois s30 todos vértices de uma das bases que s3o quadrados,
portanto pertencem ao plano mediador de [CA]

Verifiquemos, agora, que F pertence o plano.

Substituindo as coordenadas de F na equasdo obtida,

4x10-8-9x6+22=0¢0=0

Concluindo

O plano pedido & plano mediador do segmento [CA] e & o plano DEF, de equacio
tx-y-9:+22=0.

Para angariarem fundos para  Associacao de Estudantes, os alunos conseguiram a oferta
de 20 pares de chuteiras e 60 camisolas e decidiram fazer com elas dois tipos de lotes
para venda:

Tipo A: um par de chuteiras e uma camisola.

Tipo B: um par de chuteiras e cinco camisolas.

Decidiram também que venderiam o lotes do tipo A2 40 € e 0s do tipo 8,3 60 €.
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Qual devers ser o nimero de lotes do tipo A e 0 nimero de lotes do tipo 8 a constituirpara |
que o lucro obtido nas vendas seja maximo? H

Sejam
x— 0nGimero de lotes do tipo A y—onGmero de lotes do tipo 8
Organizemos os dados numa tabela

*—MA*_X * g (3
Tol y 5 50y
Towl iy 257 0x+60y

Rs restricoes aimpor s30 as sequintes
exen, eyell,

«x-+y 20 [0 nimerototal de chuteiras ndo pode ser superior 2 20)

« x+59% 60 [0 ndmero total de camisolas ndo pode ser superior 3 60)

Obtém-se, assim, a sequinte regido de validez:

Pretende-se neste caso maximizar a funcao obje-

tivo 10
L =140x+ 60y (Lucro) 4
Atribuindo a L diversos valores (por exemplo, 360e ¢
700, representemos asretas correspondentes. 4

Todas as retas da familia sao paralelas e o valor de L
cresce quando a reta que representa a fungao obje-
tivo se desloca paralelamente a si propria, da
esquerdaparas direita

Titittietny

Verificamos que a solugo Gtima se obtém quando a
reta que representa a fungo objetivo passa no ponto
€, cujas coordenadas poderemos determinar pela
interseco das retas x+y=20 & x+5y=60
+y=20 _ [x=20-y

y o y
x+5y=60"  (20-y+5y=60

x=20-y_ x=10

by=u0 =10
Conclui-se, assim, que se forem vendidos 10 lotes do

tipo A e 10 lotes do tipo B, o lucro sers méximo e de
1000€.
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CICIOS E PROBLEM

s questtes 12 17 s3o de "escoha miitpta”. Deve responder indicando apenas a letra comespondente 3 0pc30.

que considera certa assegure

o entanto, de que saberia justificar asua escolha caso tal he fosse soficitado).

1. Num referencial o.n. (0, x, y, =), considere um ponto P pertencente ao semieixo positivo
0z e um ponto Q pertencente ao semieixo positivo Ox.

Quais poderao ser as coordenadas do vetor PG ?
(A)(-101) ®8)(0.-1,1)
@QQ@.o0-1) (0)(1-10

2. Nafigura estd representado um cubo de aresta 4, em
que 05 pontos €, F, B e H s3o vértices de uma piramide
triangular.

0 valor do produto escalar HE . HB &
(R)16V2 @©)16
©8v2 (UE]

3. Dedois vetores e sabe-se que tém ambos norma igual 2 3  que 7 . = - 9. Indique
qual das afirmagdes sequintes & verdadeira.

WF+7=

©F 17 (8)0 &ngulo dos vetores 7 e§ & agudo.

4. Nafigura, estd representado um cubo e, dentro dele, um tetraedro.
Qual das sequintes afirmagdes & verdadeira?
(R)AB.AC=0 (B)AC.FA=0
(C)AT.AE=0 [D)AT.TF=0

5. Dados dois vetores AB e BA, de norma k e sentidos opostos, & possivel concluir que:
(A)AB.BR=K (B)AB.BA=-K
(C)AB.BA =2k (0)AB.BA=0
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63.

Considere o referencial ortonormado no espago e os pontos
A(1,0,0),8(1,1,0),C(1,2,0),D(1,0,1), €(1,1,1), F(1,2,1),
G(0, 0, 1), H[0, 1, 1), (0, 2, 1), J[0, 1, 0), K(0, 2, 0) indicados
na figura o lado:

0 produto escalar AH . FC éiguala

(A1 (8)-1 ©2 -2

0 angulo formado pelas retas HA e HC & aproximadamente igual a

(A)60° (8)71° (€)us° (0)70°

Uma equag3o cartesiana do plano GBK &

(A)2x+2y-2-2=0 (B)x+y-3=0 [C)x+y+2z=2 (D)x+y+2:=0

Na figura est representado um prisma triangular
reto num referencial o.n. Oxyz, sendo FE a reta
suporte de uma das arestas.

« 0 pontoF pertence 20 plano x0;
« 0 ponto € pertence 20 plano xOy.

Areta FE & definida por

(A) (x.7,2)=(4,0,5)+k(0,6,- 5). kER
(B)x=4Ay=6Az=5
(€)x+6y+52=0

(D) (x.7.2)=(0,6,-5) +k(4,0,5) kER

Num referencial 0.n. Oxyz, 0 ponto de intersec3o da reta s: % =y-3
plano yOztem coordenadas

(8)(-5.0,

7
(0)(0.4,3)

Na figura ests representado, num referencial o.n. Oxyz,

um cubo de vértices O, P,Q,R,S, T, Ue V.

~ 0 ponto M &o centro da face do cubo a que pertence.
«Uma equaggo do plano QVM é x+2=2.

Amedida daarestado cubo &
(A2 8)2V2
1 V2
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12.

13.

14.

Na figura, ests representado, em referencial o.n.
Oxyz, um paralelepipedo retangulo.

Sejarareta dada pela equagao
(xy2)=(3,8,4)+k(0,1,0),kER

0ponto de intersec3o de r com o plano ABH &
(RJH ®)c ©A (o8

Considere, num referencial o.n. Oxyz, 05 planos a: == 3 e f:
Sejara reta de intersecao dos dois planos. Entao, uma equagao vetorial da reta &

(A) (x..2)=(0.-1,3) +K(1,0,0) kER
(8) (x.y.2)=(1,-1,3) +K(0,- 1,3} kER
(€ (x..2)=(1,0,0)+(0,-1,3).kER
.2)=(1,1,0)+k1,0,0),kER

Considere, num referencial 0.n. Oxyz, dois planos concorrentes de equagdes
2x-3y+z=5 e 3x-2y+2=5

Um ponto pertencente 3 interseg3o dos dois planos &:

w211 (8)(0.-2,1) @n-10 (0)(2,0,0)

Considere, relativamente a um referencial o.n. Oxyz:
« um plano a, definido pelas equagdes 3x == 2;

« umaretar, definida pelas equagdes x=2 = <;

«um ponto P, de coordenadas (0, 2, 3).

(R)Ppertenceaa (B)Ppertencear
(C)réparalelaac (D) ré perpendiculara o

‘Qual dos pares de equagdes sequintes define, num referencial 0.n. Oxyz, um par de planos
perpendiculares?
(R)x+y=-3ex+y=0

(B) -x+y-z=1e3x+2y+2z
(€)x=yez=0
(D)2x+2y+z=-9ex-3z

cave
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Determine o valor real de k que tom coincidentes as duas retas r e s, definidas nu refe-
rencial o.n. Oxyz, pelas condicdes

SRl Y2

(GVES (8)5 ©6 0)-7

Num referencial 0.n. Oxyz, estao definidos os planos a e f de equagdes
@2x-y+bz-3=0 e P:x-2y=6

Qual a posigao relativa dos dois planos?

(A) Perpendiculares (8) Concorrentes n3o perpendiculares

(C) Coincidentes (D) Estritamente paralelos

Num dado problema de programagso linear a fun-
530 objetivo lucro é dada por
L =30x+4Sy, em milhares de euros.

Aregido admissivel & o poligono [0ABCD] da figura:

Osistema de restriges &
y<6x y36x
y<x+5 y<x+5
(R)4x+3y<36  (B) {bx+3y<36
y>4x-20 y>Ux-20
y<0 y>0
y>6x y>6x
y<x-5 y<x+5
(C){tx+3y<36 (D) y>§x+1z
Jo =20 y>ix-20
=0 ¥>0
Olucroem B de:
(A) 375 milhares de euros. (8) 450 euros.
(€)75 milhares de euros. (D) 450000 euros.
Asolugao 6tima é representada pelo:
(A)ponto A (8) ponto B (C)ponto C (D) ponto D
Se a solugao dtima correspondesse 20 ponto C, afungso lucro L podia ser:

(A)L=15x+40y  (B)L=60x+15y  (C)L=x-3y (0)L=80y
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17.5. Um ponto representa uma solugao admissivel se:
(R)aabcissa for maior que 5.
(8)2 ordenada for maior que zero e menor que 6.
(€)a abcissa for menor que 5 e 3 ordenada menor que 8.
(D) aabeissa tomar valores entre 1 e 5 e a ordenada for inferior a 6.

As questoes que se sequem s30 de resposta “aberta’ Leia atentamente os enunciados e efetue as resolucbes
completas, explicando os raciocinios apresentanda os cSlcuios.

18. Determine o produto escalar e o angulo formado pelos seguintes pares de vetores.
18.1.%(2,-3) e ¥(5.4)
182.%(-2,1) e ¥(3,4)
183.7(2,2) e 7(-5,0)

19. Dado o referencial ortonormado no espago e os pontos
A(1,0,0), B(1, 1, 0), C(3, 2, 0), D(1, 0, 1), €(1, 1, 1),
F(1,2,1).6(0,0, 1], H(0, 1,1),1(0, 2,1, J[0, 1, 0). K(0, 2,0)
indicados na figura, calcule:

19.1. HD . A€ 19.2. D .FB 19.3. FC.BC 19.4. TE.B1

20. sabe-se de dois vetores i e 7 que [[iil|=3 e que Determine o valor de .7 .

21. Determine k € R de modo que os vetores:

211.7(2.-3) e B(k, 1) sejam perpendiculares.
K e D
(k1) e T(2, 3) tenham produto escalar igual a 9.

, 5) sejam perpendiculares.

22.1. Determine um vetor perpendicular a (5, 3).
22.2. Determine todos os vetores perpendiculares a ¥ (3, ~ 4), de norma igual a 10.

22.3. Determine todos os vetores perpendiculares  cada um dos seguintes vetores, de norma
igual a ele:

@(2,-2) 5(7.3) F(11,-4) A-1,-3)
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254,

26.

26.1

26.2
263.

Se i eV s30 vetores colineares tais que i +v & perpendicular 3w - v, justifique que i e
¥ tém a mesma norma.

Recorrendo 20 produto escalar de dois vetores, mostre que as diagonais de um losango
s3o perpendiculares.

Considere, num referencial 0.n. Oxyz, um cilindro de revolug3o como o representado na

figura.

« A base inferior do cilindro tem centro na origem O do refe-
rencial e ests contida no plano x0y.

«[BC] & um diametro da base inferior, contido no eixo Oy. O
ponto C tem coordenadas (0, - 5, 0).

=0 ponto A pertence 3 circunferéncia que limita a base infe-
rior do cilindro e tem coordenadas (4, 3, 0).

« Areta rpassano ponto B e & paralela a0 eixo Oz

«0 ponto D pertence 3 reta r e 3 circunferéncia que limita a
base superior do cilindro.

Justifique que a reta AC & perpendicular a reta AB.

€screvauma equag3o vetorial dareta .
Justifique que AT & um vetor perpendicular ao plano ABD. Determine uma equacao deste
plano.

Designando por « a amplitude, em radianos, do angulo BOD, mostre que o volume do cilindro

&dadoporVie)=125tga, com« €[0, 5| .
cave

Considere, num referencial o.n. Oxyz, uma piramide regular de
base quadrada (ver figura).

« O vértice V da piramide pertence 20 semieixo positivo Oz.

« Abase da piramide esta contida no plano x0y.

« Aaresta [PQ] & paralela 20 eixo Oy.

« 0ponto Q tem coordenadas (2, 2, 0).

Sabendo que, na unidade considerada, o volume da pirdmide &
igual a 32, mostre que a cota do vértice V &igual a6,

Mostre que 0 plano QRV pode ser definido pela equag@o 3y + z=6.

Determine uma condigao que defina reta que passa na origem do referencial e & perpen-
dicular 30 plano QRV.
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28.

29.

30.

Justifique que aintersecdo da aresta [QV] com o plano de equacio
e determine a area da secg3o produzida na piramide por esse plano.

3éopontoM(1,1,3)

cave

Uma embalagem de pastilhas tem a forma de um prisma
hexagonal regular. Considere o prisma hexagonal represen-
tado no referencial o.n. Oxyz.

Sabe-se que:

+0s pontos A, B e C pertencem & base inferior do prisma, a
qual esta contida no plano xOy e tem por centro a origem
do referencial;

«0s pontos D, €, F e G pertencem 3 base superior do
prisma, a qual esté contida no plano de equagdo z = 12;

=0 ponto C tem coordenadas (0, &, 0).

Mostre que o ponto B tem coordenadas (\/12, 2, 0] e aproveite este resultado para justi-
ficar que G tem coordenadas (- V12, 2, 12).

Mostre que a reta DG pode ser defi
Determine a intersec3o da reta DG com o plano que contém a face [ABFE] do prisma.

Considere agora que a unidade do referencial & um centimetro (1 cm). Sabendo que,
quando a caixa foi comprada, tinha doze pastilhas, cada uma das quais com um volume de
30 cm’, determine, com aproximagao as unidades, a percentagem do volume da caixa
que, no momento da compra, se encontrava vazio.

Identifique, em cada caso, o lugar geométrico definido pelas condigdes:

) [» —y+2z=0

=0 282.{2x-2y+4z-3=0
[31 -y=0

[2““;
281 {x-y+2:
L

Estude, em fungao dos valores de k € %, a posigao relativa dos planos a, b e y, de equagdes

[2:—;‘4-3:—2-0
xtkytz+1=0
xty-z43=0

respetivamente

Dado 0 plano « de equagao 3x— 2y + 2z~ 5= 0, determine a equagao do plano paralelo a0
plano « e que passa pelo ponto A(1, 0, - 1).
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36

37.

371
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38.

39

40.

Dados os planos a e  de equagdes respetivamente 2x—y+3z-5=0ex+y—2z+ 4=
determine  equagao do plano que passa pela origem e contém a reta r de intersegao dos
planos e p.

Dada areta rde equagdes <=L =y-2 f_;.le o plano de equagdo 3x— 2y +2z-3=0,

determine o ponto de interseg3o da reta com o plano.

€screva equagdes da reta que passa pelo ponto A(1, 2, ~ 1) e & paralela a reta de equagdes.
2x-y+3z-1=0

x+y-z+2=0

€screva, ainda, a equag3o do plano que contém a reta e 0 ponto dados.

Escreva a equagao do plano que contém o ponto A(1, 2, 3) e & paralelo ao vetor (2, ~ 1, 2)

e 3retade equacdes. =zl
Determine um vetor diretor da rets 2~ 77 * 2= ©
x+3y+2:20

Determine o angulo das retas r e s de equagdes
Elmi

z 2x-y+z=0

2= Flety-3z=0

Averigue, em cada caso, se as retas r e s 530 ou n3o complanares. Em caso afirmativo,
determine a equag3o do plano que as contém.
x-1

Determine o ponto de intersec3o da reta r de equagde:
de equacdo x+2y-3z42=0

Determine de sequida a distancia deste ponto 3 origem.

Mostre que A(1, 2, - 1) pertence ao plano definido por B(- 1,0, 1), C(2,-1,-1)eD(2,1,0),
sem determinar a equag3o desse plano.

Dada areta r de equagdes. ; 5 = ; i eopontoA(1, 1, 1), escreva as equagdes daretas,
que contém o ponto Ae & paralela a retar.
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Dadas as retas re s de equagdes respetivamente r * ~ E
£ +1

5 |y=— k~ 1, determinar a equagao do plano  que passa na origem e & paralelo &5
z=2k

retas re s dadas.

N figura est3o representados uma piramide quadrangular regular e um cubo de aresta &,
num referencial o.n. (0, ¥, y, 2] sendo 0 o centro da base da piramide. O vértice € pertence
20z e os semieixos O e Oy passam nos pontos médios das arestas [AB] e [BC] respetiva-
mente. Uma das faces do cubo esta contida na base da piramide e cada um dos vértices
da face oposta pertence a uma aresta da piramide de modo que

PR
-3

Determine:

) s coordenadas dos vértices do cubo e da piramide.

b) as equagdes cartesianas da reta BE.

€)aequagao do plano ABE.

d) aequacao vetorial da reta intersecao dos planos LME e INE.

Relacione o volume do cubo com o volume da pirdmide.

Adaptado de Séres de Problemas de Matematic

A~ 10.2 Ano, GAVE

Na figura esta representada, num referencial ortogonal e monométrico Oxyz, a piramide
quadrangular regular [VOABC] cujos vértices A e B pertencem aos eixos coordenados Oxe
0Oy, respetivamente.

Sabe-se que:

3 +)% 42~ bx - by~ 162 = 0 & uma equagdo da superficie
esférica que tem centro no ponto V e que contém os quatro
vertices da base da piramide [VOABC].

+0 quadrado [DEFG] & 2 secgao produzida na piramide
[VOABC] por um plano paralelo 20 plano x0y.

« 0 volume da piramide [VDEFG] é a oitava parte do volume da
piramide [VOABC].

Calcule 0 volume da piramide [VOABC].
Determine as coordenadas dos vértices da base da piramide [VDEFG).

Considere a esfera que tem um dismetro contido na altura da piramide e que & tangente
quer a base da piramide [VDEFG], quer a base da piramide [VOABC],
Escrevauma condigao que defina essa esfera
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Defina analiticamente a linha descrita pelo ponto V quando a piramide ds uma volta com-
pletaem tomo da aresta [A0].

Indique as equacdes cartesianas dareta VC.

Escreva a equagao do plano tangente no ponto 8  superficie esférica de raio VO dada no
enunciado.

€screvaa equagao vetorial da reta perpendicular ao plano VBC que passa por A.

Adaptado de Séres de Problemas de Matemstica A - 10.2 Ano, GAVE

A figura representa, num referencial ortogonal e monométrico Oxyz um solido que se
pode decompor num cubo e num cilindro.

Sabe-se que:
« Abase superior do cilindro tem centro em O e esta contida no plano x0z.

« Aface inferior do cubo esta inscrita na base superior do cilindro e tem as diagonais con-
tidas nos eixos Oxe Oy.

« Aaltura do cilindro e a aresta do cubo s3o iguais.
« 0 volume total do sdlido & igual a 32(x +2).

Mostre que o cubo tem aresta igual a s
Determine as coordenadas dos vértices do cubo.

Defina analiticamente:
) Aaresta [DH].
b) Abase inferior do cilindro

Calcule a area da secgo determinada no solido pelo plano de equacdo y = V2.
Determine as equagdes cartesianas da reta perpendicular a EC que passa por O.
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Sejam M, N e Q os pontos médios das arestas do cubo [BF], [CG] e [€F). €screva a equagao
cartesiana do plano MNQ e determine a Srea da secg3o determinada no cubo por este
plano.

Escrevaa equagdo do plano paralelo a MNQ que contém A.
Escreva uma equagdo de uma reta paralela a0 plano MNQ que passa em B.
‘Adaptadeo de Séris de Problemas de Matemitica A - 10° Ano, CAVE

Na figura ests representado, num referencial o.n. Oxyz, 0 cubo [ABCDEFGH].
Sabe-se que:

+ 0 centro do cubo coincide com a origem do referencial;

« as arestas do cubo s30 paralelas aos eixos coordenados;

« 05 pontos M, N e P 530 0s pontos médios das arestas a que pertencem.

0 ponto € tem coordenadas (1,1, 1).

Considere o vetor i e 0s pontos X, Y e Z tais que:
< =NN+EF

«X=A+CC

.v-xo%XF

«Z=X+ (i + AT)

Represente os pontos X, ¥ e Z (por construgso geomeétrica, sem recorrer a coordenadas).

Defina, por uma condig3o, o lugar geométrico dos pontos W para os quais o ponto X per-
tence a0 plano mediador do segmento [BW).
Identifique esse lugar geometrico, no contexto do problema.

Areta definida pela equagdo (x, y, ) = (1,-1,-1) +4(0, 1, 1), k € R interseta a reta XD.
Determine as coordenadas do ponto de intersego.

A secg3o produzida no cubo pelo plano definido pelos pontos €, ¥ e Z divide o cubo em
dois sdlidos.
Determine o volume do sélido que contém o ponto G.

Escreva a equagdo cartesiana do plano CAM.
Escrevaas equagdes cartesianas da reta perpendicular a0 plano CAM que passa por .
‘Adaptado de Séries de Problemas de Matemitica A - 10° Ano, GAVE
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Para florir um parque, s30 precisos, pelo menos, 1200 jacintos, 3200 tulipas e 3000 nar-
cisos.

Um viveiro oferece um lote A, composto por 30 jacintos, 40 tulipas e 30 narcisos por
75 € outro viveiro oferece um lote B, composto por 10 jacintos, 40 tulipas e 50 narcisos,
Ppor 60 €. Quantos lotes de cada tipo devem comprar-se para obter a despesa minima?

Para resolver um problema de programacao linear onde se pretende minimizar uma
determinada fungo objetivo C, uma aluna do 11.° Ano representou a regiao admissivel
dafigura:

I B £ o

0 ponto P de coordenadas (5, 3) & ou no admissivel?
Escreva condigdes que definam as restricdes das quais resulta o vértice A.
Se afungao objetivo fosse C = 3y + 8x, qual seria a solugao otima?

Se a solugao 6tima fosse o ponto C(3, 1), indique uma funcso que pudesse ser fungao
objetivo do problema.

U talho dispe de 60 kg de came de 1.7 qualidade, 21 kg de 2.2 qualidade e 24 kg de
3.3 qualidade. A partir destas cames pretende produzir almondegas e came picada
usando, por quilograma, pelo menos, as sequintes percentagens:

Camede1.* 30% 80% 60kg
Camece2* 30% 10% 21k
Camede3* 30% 20% 2ukg

sabendo que cada quilograma de almdndegas vai ser vendido com um lucro de 3 € e cada
quilograma de came picada com lucro de 1,5 €, que quantidade de cada produto deve ser
produzida para que se obtenha lucro maximo?
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2.1

EXERCICIOS EPI

Considere a funcao real de varisvel real definida por f(x]=

Determine o dominio da fungao .
€screva a express3o analtica de fna forma fix) = b +
tota horizontal o grafico da fungao.

€stude o sinal da fungao £

0 dominio de f&

Of={xER:10-x»0}=R-{10}

Procedendo3 divsto dopolinGmio umerador pelopolnbmio denominador
%4 e

e =
w
Conchi e ==+ 55 e prtanc 1t e equagio

&assintota horizontal do grafico de |
Fagamos o estudo, recorrendo a um quadro de variagao de sinal:

oo : 10 voo
o . 2
7 . [
[ . nd

Podemos, entdo, concluir que
1x)<0 & x€ o0, 2 U110, 400

4

)30 = x€%,10

Considere a fung3o racional g definida por g(x) =
e areta ,representadas graficamente. O ponto A3, - 2) ¢
pertence 3 reta ¢ que interseta o grafico da fungo na ori-

gem do referencial. O ponto A & a intersecao das duas .
assintotas do gréfico da fungao g.

Mostre quea=3ef=-2

Determine o valor de k e apresente a definigao da funcdo g

Oniimero 3 & zero do denominador da fragao e, portanto, n3o pertence ao dominio de g. Observando
a fiqura, verificamos que o rafico tem uma assintota vertical de equago x = 3. Conclui-se, assim,
quea=3.
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ICIOS E PROBLEN

3& o valor para que tende a fungao quando a fragao = tende para 0, 0u seja, quando x—s + o,

€nt3o, =2, 0 que & também confirmado pelo facto de a reta de equagdo y=— 2 ser assintota
horizontal do gréfico de ¢

Como o ponto [0, 0] pertence a0 gréfico da fungao e atendendo aos valores de e B j3 conhecidos,
podemos escrever

Son=al
ousefa,

0 coeficiente de ampliagao A de uma certa lupa, em funcdo da distancia d (em decime-
tros) da lupa a0 objeto, & dado por
Ald)=

5

Determine, analiticamente, a que distancia do objeto tem que estar a lupa para que o coe-
ficiente de ampliagao sejaigualas.

Alupa pode ser usada a um metro de distancia do objeto? Porqué? Indique a que distan-
cias do objeto podemos usar a lupa para obtermos ampliag3o.
Resolva, por processo anaitico, a inequagao Ald) > 10 e interprete o significado desta
condigdo e da solugdo encontrada, no contexto o problema.

Acondigao impostaé

Resolvendo a equacao em ordem a d, vem
B

R G ETE

©-20+5d=0A5-d#0¢>d=4 Ad?5
Sealupa estiver colocada a & dm do abjeto, o coeficiente de ampliag3o serd igual a 5.

Como 1m= 10 dm, substituindo na express3o de Ald) teremos
5

A0} -2 5=-1

Ouseja, para d= 10 obter-se-ia um coeficiente de ampliac3o negativo, 0 que & absurdo.

Recorrendo 3 calculadora, podemos visuslizar o comportamento da

fungao e observar o que se passa quanto ao seu dominio.

Atendendo ao contexto do problema, fica claro que o dominio da

funcaoé& [0, 5[
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EXERCICIOS € PROBLEMAS RESOLVIDOS

5 s ~45+104

27710 251030 & —

~45+10d=06=d=45
5-d=06>d=5

o 45 s
BEOE

. > |5b,

0|+ [na

O coeficiente de ampliaao & maior ou igual a 10 quando a distancia entre alupa e o objeto se situa
nointervalo [&,5; 5[, em dm.

Este resultado pode ser visualizado na calculadora

Considere as fungdes reais de variavel real /, g e  definidas por:

L 2l _x+1 _Vax—b+x-2
f=-223 =2 w2t

Indique o dominio de cada uma das fungdes.

Determine o menor nimero inteiro que verifica a condig3o f{x) <x + 1.
Caracterize a Nr\(ioé

Caracterize afungaogof.
Calcule 0s zeros da fungo .

Lo o]

D ={xER:x+270}=R-{-2}
D,={xER:x»0}=R-{0}

D= {xER:x-470A2x-430}=[2,+oo[ - {4}
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52.

EXERCICIOS € PROBLEMAS RESOLVIDOS

Como—2¢~3x-1=0 &= x=~1V =, fazendo o quadro de sina, obtemos:

1
oo -2 -1 -3 oo
- — o+ o[-
= (o) ¢ . :
e|lm|-fo]|s]o]f-

0 menor inteiro que verificaa condicao f[x] <.x-+ 1 &, portanto, - 1.
D,=(0,nD)~{x€E

£lx)=0}=R-{-2,-1,0}

0,,=D,ND,N{xED;/lx) €D}~ (R-{-2, 0N {xER:f[x] »0}=R-{-2,-1,0,1}

ey 1+x+2
cfon b ERERSE s T b 5
Gl e e L1203 comaz-2
S8
V2x-b+x-

hx) =0 2065 VEGrx-2=0Ax-470

Resolvamos 2 equagdo com radical:
VI 4x-2-065 VEEG=-x+2

Verificagao:
VZxB-6+4-2=062+4-2=0 Falsa & & solugao estranha
Vexz-

+2-2=0 ¢ 0=0Verdadeira. 2 & solugo da equagao e & o Gnico zero da funcao h.

Defina, caso exista, a fungao inversa da fungo £ real de variavel real, definida por:

- fl=E *: 52 f() 53. flx)=Va-1

D,-R—{2) e /& injetiva, logo admite inversa.
Procuremos a express3o analitica de f

:t;(—74\\72\-\11(——)[)7)1\—2,\A1ﬁ\> ,\-2\‘:13
Temos,entéo, ()= 253 e 0,1 =R-{1}
(note que, como y = 1 & assintota horizontal do gréfico de f, o contradominio de & R-{1})
1

Afunsao quadratica definida por (x) = 5+ nao & njetiva pelo que nao admite fungao inversa.
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EXERCICIOS € PROBLEMAS RESOL

D,=Re, fungo raiz cibica, & invertivel.

y= Va1 y=x-1x=y +1—)
Logo,f*{x)=<'+1 e D.2=R

Observe a figura onde estd uma representag3o de uma fungo f e algumas retas tangen-
tes em determinados pontos.

Indique:

f-w) e fi-4)
fi-3)ef(-3)
fl0) e £(0)
fMBlef3)
fl6) e f'(6)

Escreva a equagao reduzida de cada uma das retas tangentes 2o grafico nos pontos de
abcissa 0, abcissa 3 e abeissa.

(Observando o gréfico, podemos dizer que:

fl-4)=-1/-3)=3./0]=0.f(3)=1 e fl6) =2.

0 valor da derivada nos pontos de abcissa pedidos sers dado, em cada caso, pelo declive dareta
tangente representada na figura.
Recordemos que o declive & dado por
Assim 1
L-81=7.01-3)=2.0(0)=-1f [3]’52 f(6)=0.

sendo A e 8 dois pontos quaisquer darreta.

A equagio daretatangente no ponto de abcissa 0 & y =~ x, no ponto de abeissa 3, obtemos

= ; - ,; €no ponto de abcissa 6, areta tem equagio y=- 2.
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Considere:
«afungaof, de dominio R\{0), definida por f{x) = 3 + >
« afungio g, de dominio R, definida por K[x):%x'fﬂx— 3

Resolva os itens 7.1., 7.2. 7.3,, usando exclusivamente métodos analiticos.
Nota: 3 calculadora pode ser utilizada em c3lculos puméricos

Determine o conjunto dos ndmeros reais que s3o soluges da inequag3o f(x] < 5.
Apresente a sua resposta utilizando a notagao de intervalos de ndmeros reafs.

SejaP o ponto do grafico da funcao fque tem abcissa igual a 2.
Sejar a reta tangente ao grafico da fungo fno ponto P.
Determine a equag3o reduzida daretar.

Na figura, esta representada, num referencial o.n. xOy, parte do grafico da funcdo g.

0s pontos A e B pertencem a0 grifico da fungao g, sendo as suas ordenadas, respetiva-
mente, 0 maxima relativo e o minimo relativo desta fungao.

Os pontos C e D pertencem ao eixo Ox.

Aabissado ponto C éigual 3 do ponto B e aabcissa do ponto D & gual 3 do ponto A.
Determine a area do triangulo [0AC].

A equag3o f(x) = glx) tem exatamente duas solugdes, sendo uma delas positiva e a outra
negativa.

Determine a solugao positiva, utilizando as capacidades graficas da sua calculadoora.
Apresente essa solugao arredondada as centésimas.

Apresente o(s) grafico(s) visualizado(s) na calculadora e assinale o ponto relevante para a
resolugdo do problema.

Teste Intermédio de Matematica A, 11.¢ ano, maio 2010
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6 3x+6

3+3<5e32

fazendo o quadro de sinal obtemos:

oo o 3 oo
= [y - .
< i « o] -

580 solugdes os nlimeros reais da reunido de intervalos |- oo, 0[ U [3, + ool
0 ponto de abcissa 2 tem ordenada f[2], sto &, P(2, /{2) ou (2. 6],

Para escrevermos a equagdo reduzida dareta tangente, temos de determinar /(2] j3 que este éo
declive da reta procurada

€ntao, determinemos a taxa média de variagao da fungao f no intervalo [2, 2 + ]
vem ZV-E--*S 6 6-6-3h

TEREs ZERe ek

0 r. h We+h 2+h

Se i tende para zero a taxa média de variago calculada tende para a taxa de variagio instantanea
noponto x=2,isto &, paaf (2]
Obtemos, entdo, *(2)= = e aequag3o daretatangente €y= =2 x+ b
Como P(2, 6] & ponto darets, vem57;;x2*!v‘\uuo,b= geaequactodaretady~ ’23 i
Para determinarmos o valor do mé&ximo e do minimo da fung3o ¢ teremos de estudar o sinal de
£z}
¢lx)=x-6x+Betemzerosx=2 ex=4.

o0 2 4 oo
3 ) - [ .

Afunglo ¢ monetonacrescente no ntervalo }- 0, 2] e em [4, + oof e monGtona decrescente em
[2.4)
Tem méximoigual a2, sto & Max = 2L e minimo gual (4], ito&, min=1.
os valores 31 7.sso, respetivamente, asordenadas dos pontos A€ .

ntio, area do'triangulo [0AB] &

ta,

Na calculadora, podemos editar em Y. a expressio glx) eem V. a
expressao f[x] e obter o grafico na janela [~ 4, 7] por [- 10, 10],
conforme apresentado na figura.

Recorrendo 20 menu da intersegao, obtemos como solugao posi-
tiva da equagao ()= (). o valor x=5,15.
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(O8] (B) 5~ sendox= 5
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(€] 5 sendox#-5 )5 +5=5sendox#-5

Considere as fungdes r e s polinomiais de grau 2. Sobre a fung3o quociente £ podemos
afirmar que:

(R) 0 seu grafico n3o tem assintotas verticais.

(8) 0 seu dominio n3o pode ser .

(€ Se tiver zeros, eles 530 também zeros da fungso r.

(D) € crescente nos intervalos em que r e s forem crescentes simultaneamente.

Considere a familia de fungdes definida pory=3+-—L_, k€R~-{0}.

w-2
Qual das seguintes caracteristicas do grifico nao se altera com a variagdo do valor de k?
(A) Amonotonia. (8) Avariagdo dosinal.
(C) Aassintota horizontal. (D) Aassintota vertical.

Sejaf{x) =k +—2_a expresso de uma fungo racional de dominio IR ~ {2). Sabendo que a
fung3o & crescente e nao tem zeros no intervalo ]2, + oo, qual das seguintes afirmages &
necessariamente verdadeira?

(A)a>0 e k>0 (8)a>0 e k<0
(C)a<0e k>0 (D)a<0e k<0

Se a representagao grafica de f, fungao
real de variavel real, for 2 da figura, pode- i
mos afirmar que: 5
2
(A) 0 dominio de f& R. 1
(B) & decrescente no seu dominio.
(©)f(x)>0em 3; 3,5
(0) o contradominio de fé .
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; - = 1
Considere uma fungo real de variavel real f tal que f{x) = , coma#0.Sobre
funcao f podemos afirmar que: T bree

(A) o dominio pode ser R e f n3o tem zeros.

(8) 0 dominio pode ser R e  tem zeros.

(€) 0 dominio 3o pode ser R e f tem zeros.

(0) o dominio no pode ser R e f ndo tem zeros.

Aeficiéncia de certo tipo de baterias & dada, em percentagem, em fung3o do tempo de
utilizago 1, em horas, pela lei E[.)-% €nt3o, qual & o dominio da fungso €7

(RIR-{-8) (B)R-{8} (€)[0, +o0] (D) [0, 80]

k

Uma funggo racional k, de dominio IR - {1}, definida por h{x) = B +
intervalo ]1, + oo[. Ent3o, podemos afirmar que

(RIB>0e k>0 (B)B>0 e k<0
(C)p<0e k>0 (D)B<0e k>0

& positiva no

As retas de equagdes x =~ 1 y= 2 s30 assintotas do gréfico da fungdo f.
Ento, f pode ser definida por:

(AL B)flx)=1+
gt .
©ft=2-2; ©I=2+2
Qual das fungbes a sequir definidas n3o tem assintota vertical?
SR x=2 S5x-4 =y
Blrev Blr==% O P57

Considere a fungao h:x_y~2-+ e s seguintes afirmaces:

1. A fung3o h e a fungao g, definida por glx) = i{x) -2, tém 0 mesmo contradominio.
11.0 dominio de h € R".

1. A fung3o  tem um s6 zero.

Indique a opg3o correta:

(R) As afirmagdes s3o todas verdadeiras.

(B) Apenas a afirmagao l é falsa

(C) As afirmagdes saotodas faisas.

(D) Apenas a afitmago ll & verdadeira.
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Nafigura 1, esta representada graficamente a funcao .
Nafigura 2, esta representada graficamente a funcao .

- T

rgn1 rgnz
Qual das igualdades sequintes € verdadeira?
We=fle+1)-1 (Ol =flx-1)+1
(B) gl =—flx-1)-1 (O)gla)=—flx+1)-1

Testelnarmédde Matemitks &, 11 Are, o 2005

Indique o conjunto dos ndmeros reais que s30soluaes danequasdo £+ <o.
(R)]-1,50 (811,50 € ]-c0,5[ (0)]5, + 0]

Na figura estao representadas:
« parte do gréfico de uma fungao quadratica f
« parte do grifico de uma fung3o afim g.
Qual dos sequintes conjuntos pode ser o
conjunto-solugao da inequagao 2 <07
rel

(A)]-o0,-4[U[-2,0[ (8)}-e0,-4]U}-2,0]
(€)}-4.-2[U[0, +o0] (D) [-4,-2[U[0,+oof

Testentermédio de Matemitica &, 11 Ano, malo 2006
Considere a fungo f, definida por f{x) = x* ~ 5 e a fungao g, cuja representagao gréfica & a
dafigura:
€ntso, o valor de (f=g) (3 &

(A0 [OF3
©-s (-2
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Considere as funges g e i, ambas polino-
miais de graus 1 e 2, respetivamente, de
dominio R e representadas graficamente
na figura o lado.

Quantos zeros tem a fungo (g— ) (x)?
(A0 @1

2 03

Na figura estao representadas a fungso f;
quadritica e fungao g, cibica.
L

Afungao L tem dominio:
(AR-{-2,-1,0,2}  (B)R-{-1,0}
(€R-{-1,0,2} @R

Na figura estio representadas a fungio g,
cbica e afungao h, racional.

0 conjunto de zeros da fungao g x i &
(A){-1,0,1} (8){0}
Q11 o

Observe a figura, onde se encontram
representadas graficamente as funcdes
ej.

Areta =t & assintota do gréfico de .
Entao, o dominio de. ’I—‘ &

(AR (B)]-4, +o0of
(QFb+0o(-{-3,4) [@)]-43[

Observe, nas figuras, as representagdes gré-
ficas das funces f e g. Sobre os valores de
(g-/)(2) e g-f) (4) podemos afirmar que:
(A) o primeiro & 6 e 0 sequndo n3o existe.
(B) n3o existem ambos.

(C) respetivamente 1 e 6.

(D) n3o existe o primeiro e 0 sequndo & 6.
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21. Nafigura esta parte da representagao gréfica de uma fungao g, de dominio IR~ {0).

Qual das figuras seguintes podera ser parte da representagao grfica da fungao g/, deri-
vada de g?

(A) @ (0)

e T
= e =

22. Qual dos graficos corresponde 3 derivada de uma fung3o que tem um minimo para x= u.

)] 8]

© (0)

23. De uma fungdo afim g sabe-se que g(3) =3 e que tem um zero para x =~ 4. Qual das afir-
magoes seguintes é falsa?
(A) 0 ponto de coordenadas (3, 3) pertence ao grafico da fungao g .
(B) Os gréficos ge de g * intersetam-se num s5 ponto.
()0 grafico de g *interseta o eixo das ordenadas.
(D) Afungao g * ndo tem zeros.
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24. Na figura ests parte da representag3o gréfica de uma fungo f, polinomial de terceiro
grau, cujos Gnicos zeros s30 -3 e 3.

0 dominio da fungao definida por g(x) = \ 1) &:
(AR-{-3,3} (8)}-20,3]
(€)[3.+e0] (0)}-3.3

25. Seja guma funcao de dominio R cuja representag3o grafica esté na figura seguinte.

Qual das seguintes figuras representa a fungao g°*, fungao inversa de g7

() @) @ ()

26. Sejaj uma fungao definida porj(x)

Qual & 0 dominio desta fungo?

(A)]1;+ 00f (8)R;
()i + o0 (D)R-{1}
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Qual & o dominio da fungao g definida por g{x) =
V

(R)[2;+ 00 (B)R (€)]2; +oof [D)R-{0}

Considere as fungdes alx) e b{x)= V/x - 1, definidas nos dominios

3
R-(3) e [1,+ o[, respetivamente.

Qual dos seguintes valores pertence ao dominio de (b= a) (x)?
(A)-1 (8)0 ©3 o

Sejam f e g duas fungdes reais de variavel real. Sabe-se que:

« afungao f tem dominio R e tem cinco zeros;

« afungao g tem dominio R e tem trés zeros;

« um, e 56 um, dos zeros da fungao f também & zero da fungao g.

Quantos zeros tem afuncéo %?

w7 ()5 €4 (D)2
Teste Itermédio de Matemtica A, 11 Ano, malo 2010

Seja fa fungao cujo gréfico est representado na figura.
Seja g fungao, de dominio R, definida por glx)=—x+3.

Qual & o valor de (g=f] (3)?
e ®0
©1 2

Teste Intermédio de Matemtica A, 11.° Ano, maio 2010

Areta 1 & tangente a0 grafico da funcao fno ponto A de
abcissa 2. A derivada de fno ponto 2 &

(A1 (al]—gﬂ

©% 2
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32. Considere a representacao grafica de uma fungao
J, conforme a figura.

Ovalordef(3)&
1 .
[A]/E (8)-2
el e
©-75 -1

33. Considere a fungao derivada de f, designada por
J', representada graficamente na figura, e de
dominio R.

Pode, ento, concluir-se que: EY
(A)f tem um maximo para

(B)f tem um minimo para
(€)1 tem um zero parax=
(D)f ndo tem extremos.

34. Uma barra metslica com 30 cm de comprimento 3 temperatura de 0 °C & sujeita a aqueci-
mento e dilata segundo a lei L(r) = 30 +0,0005t, sendo L o comprimento da barra, em cm,
etatemperaturaem °C.

Entao:

(R) A velocidade de crescimento da barra & a mesma quer & temperatura de 50°C quer 3
temperatura de 100 °C.

(8) A velocidade de crescimento da barra 3 temperatura de 100 °C & superior 3 velocidade
de crescimento a temperatura de 50 °C.

(€)0 comprimento da barraatinge os 0 cm quando ¢ = 200 °C.

(D) A velocidade de crescimento da barra aos 80 °C & menor que a velocidade de cresci-
mento aos 100 °C.

35. U projétil & langado verticalmente de baixo para cima e a sua altitude i (em metros), ¢
segundos apos ter sido langado, & dada pela expressao (1) = 1001 - 5¢'.

Qual &avelocidade (em metros por sequndo) do projétil,trés sequndos apos o langamento?
(A)80 ®70 (€)2ss5 (0)270
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36. Considere a representag3o grifica de uma fungdo fe areta

37.

38.

38.

38.

T

39.

40.

EPROBLEMAS PROPOS

tangente no ponto de abcissa 3.
Ovalor def(3) &
(R)-3
1
(B]@
o

03

Ataxa média de variag3o da funcao definida por f(x) = 2+* ~ 5 no intervalo [a, a + 1] &
(A)2a+1 (B)-4a-2 €)-2a-1 (D)sa+2

0 gréfico da fungdo ¢ & uma parabola com a concavidade voltada para baixo e zeros— 1 e 3.
Sejag’afungao derivada de g.

Qual dos valores seguintes & nulo?
(A)g(-1) (Blg(0) ©g0) (02

. Qual dos seguintes valores & negativo?

(Rg-1) )50 ©g0@) (0¢B3)

Na figura est3o representadas, em referencial 0.n. xOy:
« parte do gréfico de uma fungao h;
+ umareta, tangente ao grafico de s no ponto de abcissa 1.

Tal como a figura sugere, a reta tinterseta o eixo Ox no ponto
de abcissa~2 e 0 eixo Oyno ponto de ordenada 1.

Indique o valor de #'(1], derivada da fungao i no ponto 1.
1 1
(-2 ®-3 ©3 o2

Teste Intermédio de Matemitica A, 11.% Ano, maio 2008

Considere a fungo g, de dominio R, definida por g{x) =5 - 2.
Sendo areta tangente ao grfico de g no ponto de abcissa 0,25, ainclinagao dareta t &

(A)use (8)120° (€)150° (D) 135°
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45.

5.1

Considere a fung3o definida por f{x) = 2: ')5

Escreva, justificando, as equagbes das assintotas do grafico de fe faga o quadro de varia-
¢ao dafungao.

Resolva, analiticamente, a equagao /() = x e determine a solug@o da condigao f{x) < x.

1

=

Apartir da igualdade y-
condigd
« tem como assintotas as retas y.
« tem como assintotas as retas y:

escreva uma equag3o de uma curva que satisfaga as seguintes

Uma experiéncia quimica inicia-se & temperatura ambiente. A temperatura (em °C) dos
reagentes evolui de acordo com o modelo definido por f{1) =210+ 180, com o tempo ¢
expresso em minutos. 2tes
Qual & atemperatura ambiente?

0 gréfico desta fungao tem uma assintota horizontal. Qual & ela e qual o seu significado no
contexto da experiéncia?

A experiéncia vai ser interrompida quando a temperatura atingir 100 °C. Determine, gra-
fica e analiticamente, o fim de quanto tempo (valor aproximado em minutos e segundos)
tera de ser interrompida a experiéncia

Suponha que a eficiéncia € (em percentagem) de certas pilhas usadas em reldgios digitais

pode ser expressa pels lei (1) = 220 =9, em que 1 otempo de utlizagso em meses.

Qual a eficiéncia das pilhas no momento em que sao colocadas no relggio?

Supondo que o relGgios s funcionarao em perfeitas condigdes se a eficiéncia das pilhas
for superior a 35%, durante quanto tempo poderemos usar um relégio com as mesmas
pilhas? (Use a calculadora grafica para responder a esta questdo e apresente um (ou mais)
esbogo(s] do(s) gréfico(s) visualizado(s).)

Calcule tmv, ., para a funcdo € e expligue o significado do valor encontrado, no contexto
da situagao descrita.

Uma pedra & atirada para um lago, provocando na agua varios circulos concéntricos.
Suponha que o didmetro d de cada circulo que se forme, ¢ sequndos ap6s a pedra ter caido
na agua, é dado, em centimetros, por

450

dl)=180- ==

Determine, analiticamente, a érea do circulo que se forma 10 segundos depos de a pedra
ter caido na dgua. Apresente o resultado aproximado as unidades.





image50.jpg
5.2

453

46.

46.1

46.2.

46.3.

468,

47.

471
w2,

473

478,

48.

481
482,

483

48,

48.5.

EXERCICIOS € PROBLEMAS PROPOST!

. Exprima o tempo que decorreu depois de a pedra ter caido na 3gua em fungao do diame-

tro do circulo formado.

Determine o tempo que decorreu desde que a pedra caiu na agua até que se forma um cir-
culo com 150 cm de dismetro.

U balzo equipado para fins experimentais & langado de um helicaptero sobre o mar.

Num certo momento, foram ativados uns sensores e, a partir desse instante, aalttude do
balso passou a ser modelada por A(f)= W, com A expresso em km e t em horas.

Usando processos analiticos, responda as seguintes questdes:

. Qual eraa altitude do baldo quando os sensores foram ligados?

Um avido que viajava a 8700 m de altitude quase chocou com o balao. Determine o
momento em que isso aconteceu. Apresente a resposta em horas e minutos.

Durante quanto tempo esteve o bal3o acima dos 11 km de altitude? Apresente a resposta
em horas e minutos.

€xplique o significado de A(t] = 0 no contexto do problema.

Atemperatura T, em graus Celsius, do forno de uma padaria, varia, a partir do momento
em que & ligado, de acordo com alei:

180t + 26

0=

£30 ¢ representa o tempo decorrido em minutos)
Calcule atemperatura do forno meia hora depos de ter sido ligado.

Determine quanto tempo o fomo devera estar ligado, de forma a atingir 130 °C (apre-
sente o resultado final arredondado as unidades).

Represente graficamente  fungao .

Afungaotem uma assintota horizontal. Explique o seu significado no contexto do problema.
Considere 3 funges f g definidas por (x) = 2 Ssr 3 e gl)= "‘73751
€screvaafuncao fnaformay=b+ 2 coma,b,cER.

Indique o dominio e o contradominio da fungao £

Resolva, analiticamente, a equagao f(+] =2

Apresente as equagdes das assintotas do grafico da funsao {x) =~ flx— 2) + .

Caracterize  fungao f g e apresente a sua express3o analitica o mais simplificada possivel.
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Na figura ests representada, em referencial o.n. 10y, parte
do gréfico de uma fungao f, bem como as duas assintotas
deste grafico.

Tal como a figura sugere:
« aorigem do referencial pertence a0 grafico de f;
« uma das assintotas & paralela 20 eixo Ox;

+aoutra assintota & paralela 2o eixo Oy e interseta o eixo Ox no ponto de abcissa 3.

Seja g fungzo, de dominio B, definida por glx) = ¢ - 9. Tendo em conta o gréfico de fe a
expressao analitica de g, resolva a inequagao f(x] x glx) > 0, completando a segquinte
tabela de variagao de sinal:

Apresente o conjunto-solugso da inequagso utilizando a notago de intervalos de name-
ros reais.

Admita agora que:
« aassintota do grafico de fparalela o eixo das abcissas tem equagao y= .
b

« & definida por uma express30 dotipo flx) =a + 2 onde a, be c designam nameros

reais. Indique os valores de a, be c.

Suponha que o nimero C de cartdes da lotaria instantanea a serem vendidos (em milhdes)
&dado pela lei

10p+2

P2

sendo p o valor do montante de prémiosa distribuir (em centenas de milhares de euro) e p>0.

Calcule e interprete, no contexto do problema, C{10).

0]

Usando a calculadora grafica, resolva a condigao C(p) > 8,85. Interprete a solugao e apre-
sente os valores de p arredondados as centésimas.
18

Mostre que C[p) =102

Comente, justificando, a seguinte afirmagao: "Quanto maior for o montante dos prémios a
distribuir, maior sera o nimero de bilhetes a vender”.
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EXERCICIOS E PROBLEMAS PROPOS

s
Considere a fungao f(x)=—.

3

Mostre que f(x)=1-—2=.

Indique o dominio e o contradominio de /.
Resolva cada uma das sequintes condigdes:

Ry 01> 25 -

Um movel desloca-se sobre um eixo (0, 7).

Supe-se que a sua posicao sobre esse eixo no instante ¢ (t > 0) & dado pela sua abcissa:
plt)=1 + 2t. Aunidade de comprimento & o metro e a unidade de tempo & o segundo.
Quais 530 as posicdes nos instantes =0, ¢= 1, ¢ = 37 Justifique que o movel se desloca no
sentido do vetor sem voltar atrés.

Determine a distancia percorrida quando tvaria de 1a3.

Encontre as velocidades médias do mével nos intervalos [1, 2], [1; 1,5], [1; 1,25, [
e[1;1,01].
Que pode conjeturar sobre a velocidade instantanea no nstante =12

i 11]

Trace a representagao grafica da fungao definida em [0, 3] por f{x) =  + 2x no referen-
cial (0; 7; j) de unidade 2 cm sobre Ox e 0,5 sobre Oy. Cologue sobre a curva o ponto P de
abcissa 1.

Para cada um dos valores de x que se sequem, calcule f{x) e cologue o ponto M de abcissa
xsobreacurva, comx=2,x=15ex=11.

Considere 0 ponto da curva de abcissa 1+ h, com  positivo muito pequeno.

Calcule f(1 + h) e deduza o valor do declive daretaPM.

Para que tende a reta PM e o valor do seu declive quando & tende para zero?

Considere a fungao definida em 10, + oof por {x) = %.

cak..;gw eindique o valor de f'(1).

Sejax, €10, + oo, justifique que & derivavel em x, e indique o valor de £ (x;).

Considere a fungao definida em R por f(x) = x*~ 1]

Escrevaa express3o de f{x) sem recorrer a0 simbolo de madulo e trace uma representagao
graficadef.

Estude aderivabiliade defem x=-2,x=2,x=0,x=1ex=-1.

Que particularidade tem a curva de f nos seus pontos de abcissa - 1 e 17 O que resulta
desse facto?
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Na figura 2o lado est3 uma representagao de
uma fungdo f.

Por leitura do grafico, determine

FE270)1(2)ef(4)

Trace sobre o grafico a representagao grafica
de uma fungso gtal que

g-3)=0eg(-3)
dl)=-2eg-1)=1
£6)=-4 e ¢(-6)=

3
(Apresente de forma clara, sobre o desenho,
todos os elementos).

Trace uma representago grafica de uma fungao que verifique simultaneamente:
fea=1; fO=3;  g2)=2; fs)=1
FEA=-3i f0)=0;  fR=1: fi5)=

Considere a fung3o definida em IR por f{x) = 3 + 2x - 5. Calcule £'(x] e estude o sentido
de variag3o de . Indique o minimo da fungao, caso exista.

Na figura 20 lado, ests representado o grfico

de ', fungo derivada de f, sendo f, uma fungo

polinomial de grau &.

Indique, justificando, se 580 verdadeiras ou fal-

sas as afirmagoes:

(R)Afungaof tem 2 extremos.

(B)A funcgo ftem um maximo para x = 0 e um
minimo para x=5.

(C)Afungao f & decrescente para x € |-oo, 5]

(D) Afungaof & crescente para x € J-oo,0].

Seja m o declive da reta , tangente a0 grifico de £, no ponto de abcissa - 1. Justifigue a

veracidade ou falsidade de cada uma das afirmacdes:

(R)m=1g(135°).

(B) Existe 56 uma reta tangente a0 grafico de £, paralelaa .

(€) m & um namero positivo.

(D) Nao existe uma reta tangente 20 grfico de f perpendiculara.
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60. A figura apresenta uma representacdo grifica
dafungso definida, em IR, por
fl)=2¢ -6 = Tx+21

60.1. Determine os valores exatos dos 2eros de fe fato-
tize f(x) em monGmios do menor grau possivel

60.2. Resolva grafica e analiticamente a inequagao
fW<-x+11

60.3. Considere afungao hfx) = 3x
Determine os zeros da fungao composta (f= ).

60.4. Indigue uma restric3o de fque admita inversa.
60.5. Indique o sinal de £(0) x £ (0) e(3)x£'(3)

61. Aalturade 3gua, em milimetros, num vaso como
0 da figura, em fung3o do tempo de enchimento,
em segundos, & dada pela formula:
h()=10t+0.2¢
61.1. Se o vaso tiver 10 cm de altura, quanto tempo
demora até estar cheio?
61.2. Determine avelocidade média de enchimento do vaso, entre 0s 2 e 0s 4 segundos.
61.3. Determine avelocidade com que a 3gua sobe no vaso:
) 2 sequndos depois de se iniciar o enchimento (use um processo analitico).
b) & sequndos depois de se iniciar o enchimento (use as capacidades da sua calculadora).
61.6. Recorra & capacidades graficas da sua calculadora para determinar quanto tempo demora
593 a subir de um quarto até metade da altura do vaso. Apresente o resultado arredon-
dado s décimas. Descreva e ilustre devidamente os procedimentos que adotou.

" .
62. Considere uma caixa, com forma de um prisma J
quadrangular. A soma do comprimento das by
arestas 76 dm. )

62.1. Mostre que o volume da caixa & dado, em
fungao de x, por g
V(x)=19+-2¢ com x€10; 9.5[ E—

62.2. Determine, analiticamente, o volume maximo e as dimenses da caixa que possui esse volume.
62.3. Recorrendo 3s capacidades graficas da calculadora, resolva graficamente a inequag3o
Vix)» 190
Apresente os valores encontrados arredondados 3 centésimas.
‘Explique como procedeu, apresentando o grafico em que se baseou para elaborar a suaresposta.
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EXERCICIOS EPRO

MAS PROPOSTO

Observe os grificos sequintes.

LAY

U deles representa uma func3o e a sua derivada. Diga qual, justifique a sua escolha e
explique por que teria de excluir qualquer dos outros dois.

Numa unidade de turismo de habitag3o, existem trés reservatérios de dgua: um em forma
de cilindro e dois em forma de cone, todos com a mesma altura e com bases iguais.

Houve necessidade de despejar o reservatorio cilindrico, para s
proceder auma reparagao.

Afigura ao lado representa o reservatério cilindrico, cheio de dgua.

Parte dessa aqua foi despejada nos dois reservatdrios em forma de
cone, que ficaram cheios.

Nas figuras sequintes, est3o representados esses reservatorios, cheios de gua, e 0 reserva-
torio cilindrico, com a 3gua restante.

Considere que:

« a@aaltura, em metros, de cada um dos reservatorios;

« réoraio, em metros, da(s) base(s) de cada um dos reservatorios;

« x&aaltura, em metros, da dgua que ficou no reservatorio cifindrico;

« 3 espessura do material de que s3o feitos os reservatdrios & desprezavel.

Mostre que a relag3o entre a altura da dgua que ficou no reservatério cilindrico (x]) e a
altura de cada um dos reservatérios (a) & dada por x: :%

Posteriormente, a agua que restava no reservatrio cilindrico, depois de se terem enchido
os dois reservatorios conicos, foi sendo retirada, até aquele ficar vazio.

Admita que 2 altura h, em metros, da 3gua que restava no reservatdrio cifindrico, ¢ horas
ps ter sido comegada a retirar até o reservatorio ficar completamente vazio, & dada por:
5t-16

H)=
hit) =<5
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EXERCICIOS € PROBLEMAS PROPOSTO

2) Calcule a altura, em metros, do reservatério cilindrico.
Na sua resolug3o, percorra, sucessivamente, as seguintes etapas:
« calcular 4{0) « relacionar 4{0) com x
* utilizar a igualdade x= & « calcular aaltura pedida

b) Quanto tempo demorou o reservatorio cilindrico a esvaziar, a partir do momento em
que se comegou a retirar a agua que ficara nesse reservatdrio, depois de se terem
enchido os dois reservatorios conicos?
Apresente o resultado em horas e minutos.

) Relativamente a ituaao descrita, fez-se a sequinte afirmagao:
“Durante o perfodo de esvaziamento do reservatério cilindrico, existe um certo inter-
valo de tempo, no qual ataxa de variag3o média da fungao i tem um valor positivo.”
Esta afirmagao & verdadeira? Justifique a sua resposta

‘Exame Nacional de Matemtica 8, 10.°  11.° Anos de escolaridade, 2010

Segundo os testes de um laboratério especializado, a eficicia de determinada marca de
pilhas quando sao usadas num walkman, pode ser expressa pela funcao:

E()=221=780 o que £ & aeficcia, em percentagem, e 1 & o tempo em horas de utilizag3o.

Qual a eficacia dessas pilhas quando s3o colocadas no walkman?

0 walkman s6 funciona em boas condicdes enquanto a eficacia das pilhas se mantiver
acima dos 40%. Durante quanto tempo podem, ent3o, ser usadas as pilhas?

Calcule ataxa de variagao da eficacia dessas pilhas no instante em que se inicia a sua utili-
2330 e interprete o valor encontrado, no contexto do problema.

Considere as seguintes fungdes:

«a fungao f definida por f{x) = * + bx + ¢, cujo grafico & uma parabola com vértice no
ponto (1,-4).

« afungao g definida por glx) = '~

1+3x

Z-x

« afungso h definida por h(x) =

2ec=-3

Relativamente & fungao f, mostre que b=
Explique por que 3o existe aimagem de 2 pela fungao g— .

Resolvaa condigao i{x) > - 2.

Caracterize a fungo inversa da funcdo .

Caracterize afungao g i e determine os seus zeros, caso existam.
Determine a equagao da reta tangente 20 grafico de /i no ponto de abcissa 3.
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EXERCICIOS EPROI

530 dadas em IR as funges:
fir_pltems
EEC v
Caracterize = .
Determine uma express3o geral dos seus zeros.

Calcule (f=g) (53—")

Esboce o grafico darestrigao de f- g ao intervalo [0, 4.

Pela analise do grafico indique:

2) 0 contradominio da fun3o;

b) um intervalo tal que a restricao da fungao a esse intervalo seja injetiva e crescente.

Atabela seguinte representa o estudo do sinal de uma fungao f, definida em IR:

5 -2 s voo
= ) . o =

Estude o sinal da fungao (fxg) (x), sendo g funcao definida em B por glx) =—x+5.

. o[- 1 x>0
Considereafungaofx)= |, %27 definidaem .

Indique os valores de (/1= g] (1] e (=g} (8).

Caracterize a fungao y* inversa, da funcao y=%ae dominiolR-{~1}.
*

Considere as fungdes f(x). 23"_“: e glx)=V-x73.

Calcule, se existir, (f+¢) (- 7).

Determine o dominio da funcao (f—g) (x)

Determine o ponto em que a fung3o (fx g) (x] interseta o eixo das ordenadas.
Indique, justificando, um valor que nao pertenca ao dominio da fungao (g~ ) (x)
Caracterize afungaof* (x).

Sejaja fung3o definidanointervalo | 3; + ool porj{x)=-1+\/2x+5.

Determine analiticamente o conjunto de zeros da fungao.

Utilizando a calculadora grafica determine as coordenadas do ponto de intersegao o gra-
fico dafungao j com o da sua inversa. Explique como procedeu.
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EXERCICIOS € PROBLEMAS PROPOST!

Uma professora pediu aos seus alunos do 11.° Ano que determinassem o dominio da fungao

real de varivel real definida por f(x)
distintas:

()}-o0,-5[ (N R\(-5) ()]-5,+oof (18]
Diga qual das respostas esta certa e justifique devidamente a sua opzo.

——2_. Obteve as seguintes quatro respostas
x+5

Considere a funcao: fix._»3+ V-t
Determine o dominio da fungzo.

Resolvaaequagao f(x) =x.

Adistancia d (em metros) percorrida por uma particula durante o tempo ¢ (em segundos)
&dadapela expresso d(f)=0,6 £ + 1.

Calcule, aplicando a definigao, o valor da taxa de variagao da fungo quando x= 3 e inter-
prete o significado do valor encontrado, no contexto do problema.

Suponha que, 20 fim de 5 segundos, h& uma anomalia que faz com que a particula abandone
repentinamente, a sua trajetdria, seguindo a diregao da tangente a curva do grafico nesse
ponto. Investigue se ha risco de colisao com um modelo artificialfixado na posicao (7, 34).
Considere d,, 0 prolongamento da funcao d 20 conjunto R e a fungao f definida por
#1£)=10.Faga o estudo analitico da variagao e dos extremos da fungao d; x .

Considere afungao £, definida em R por f(x) =+ 2.

Justifique que a funcao & derivavel em 2 e

indique o valor de £(2).

Acurva o lado representaa fungao f.

Interprete geometricamente o resultado da

quest3o anterior desenhando no referencial os

elementos graficos necessarios a essa inter-

pretagao.

Considere a fungao g definida por g(x] = 3x 6.

2) Caracterize afungao f-g.

b) Determine uma equagao das assintotas da
fungaofeg.

) Determine os valores de x que satisfazem a
condicao (f= g)(x) > 5.
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Considere a funczo £, de dominio IR - {~ 2), definida por f(x] = 4 ~—_. Sem recorrer &
calculador, resolva os itens sequintes: 20

Determine o conjunto dos ndmeros reais que s3o solugdes da inequagdo f{x) > 3. Apre-
sente asuaresposta utilizando a notagao de intervalos de nameros reais

Nafigura estao representados, em referencial 0.0, x0y
« parte do grifico da fungao f;

+ asretas r e s, assintotas do gréfico de f;

0 quadrilatero [ABCD.

Ae B 530 0s pontos de intersegao do grafico da fungao f com os eixos coordenados. € & o
ponto de intersec3o das retas r e s. D & o ponto de intersecao da reta r com o eixo Oy.
Determine a area do quadrilstero [ABCD].

Teste ntermédio de Matemitica &, 11 Ano, o 2009

Na figura esta representada, em referencial 0.n. Oxyz, uma piramide quadrangular.

Admita que o vértice € se desloca no semieixo positivo Oz, entre a origem e o ponto de
cota 6, nunca coincidindo com qualguer um destes dois pontos. Com o movimento do vér-
tice €, 0s outros quatro vértices da piramide deslocam-se no plano 1Oy, de tal forma que:

« apiramide permanece sempre regular;

« 0 vértice A tem sempre abeissa igual 3 ordenad;

« sendo xa abcissa de A e sendo c a cota de €, tem-se sempre x + c=6.

Seja V(x] o volume da pirdmide, em fungao de x (x € J0, 6[). Mostre que V(x) = 8+*— ;x‘

Utilizando a fungao derivada de V e recorrendo a métodos exclusivamente analiticos,
estude afungao V quanto 3 monotonia, conclua qual & o valor de x para o qual & o maximo
©ovolume da pirdmide e determine esse volume méximo.

Admita agora que x = 1. Indique, para este caso, as coordenadas dos pontos A, B e € e
determine uma equagao cartesiana do plano ABE.
Testentermédio de Matemstica &, 11 Ano, o 2008
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EPROBLEMAS PROPOSTOS

Nafiqura, estao parcialmente representadas, num referencial o.n. x0y:

« uma parabola, que & o grafico da func3o fdefinida por
flx) =+ ~6x+11, e cujovértice & o ponto A

«aretar, que passa no vértice da parabola e tem declive 1

« aretar, que passa no vértice da parabola e tem declive -2

Tem-se ainda que:
« areta reaparabola também se intersetam no ponto 8
«areta e aparsbola também se intersetam no ponto C

Mostre que o tridngulo [ABC] & retangulo.

SejaD o ponto do segmento [CB] que pertence 20 eixo de simetria da parsbola.

Determine a area do triangulo [ACD].

Seja h a fungao cujo grafico & simétrico o grafico da fung@o fem relag3o 4 reta de equa-
cioy=2.

Determine {x)

Determine as coordenadas do ponto de tangéncia da reta tangente 3 parabola paralelaa r.
Determine a equagdo da reta tangente 3 parabola paralelaar.

Sendo funsao g definida por g{x] =a + 2 determine a sua express3o sabendo que A&
ponto de intersecao da assintotas e que B pertence 20 seu grafico.

‘Adaptado de Séries de Problemas de Matem3tica A - 10.* ano, GAVE

Considere a funcao g, de dominio R, definida por glx) =- x* + 2x+3

Sendoflx) =1+ 3;1_ 5 determine, por processos analiticos, o conjunto solugzo da condi-
30 f(x) >glx).

Determine a equacdo reduzida da reta de declive — 2 tangente & parabola e indigue o
ponto de tangéncia.

Na figura, esto representadas, num referencial .. xOy,
parte do grafico da fung3o ge a retar, que & o eixo de sime-
tria desse grafico.

s pontos A, B, P e Q pertencem ao gréfico da fungso.
Sabe-se que:

« 0 pontos Ae B pertencem ao eixo Ox;

«0ponto P tem abcissa 1 +a, com a €[0, 2[;

+0ponto Q tem ordenadaigual a do ponto P; i
SejaT afuncdo que, a cada valor de a, faz corresponder a area da regiso sombreada
) Mostre que a ordenada do ponto P & dada, em fung3o de a, por & - a*

b) Mostre que T(a) =8+ 4a- 2a°~a’,a €]0, 2]
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EXERCIC

)Se a=0,0ponto Q coincide com o pontoP.
Identifique, nesse caso, a forma da regiao sombreada e verifique que a sua area ainda &

dada pela expressao 8 + ba- 2a°~a’

d) Determine o valor de a para o qual a drea da regizo sombreada & m:
exclusivamente analiticos.

ima, por meios

‘Adaptado de Séries de Problemas de Matemstica A~ 10. ano - GAVE

Na figura, esta representado, num referencial o.n.
x0y, 0 grfico da fungao , de dominio [0, 3], definida s
porf{x) =t~ (x-1)*

A cada ponto Q pertencente a0 grafico da fungao £, o &
com abcissa diferente de zero e diferente de trés,
correspondem um ponto P, no eixo Ox, & um ponto R,
o eixo Oy, tais que [OPQR] & u reténgulo
Determine as coordenadas do ponto  para o qual o reténgulo [0PQR] & um quadrado.
SejaOP=b

Mostre que a area A do retangulo [OPQR] pode ser dada, em fungao de b, por
Ab)=-b*+2b%+3b (b€]O,3[).

Determine as coordenadas do ponto Q a que corresponde o retangulo de maior &rea por

meios exclusivamente analiticos e estude amonotonia da fungao A.
'Adaptado de Séres de Problemas de Matemstica A - 10° ano, GAVE

Na figura, estao representadas graficamente trés
funges, , g e b, todas de dominio R

Sabe-se qu
« afungao /e definida pela expressio. %x" LI %; + %
+ 0 gréfico da fung3o g & uma parsbola que passa na
origem do referencial;
« o grafico da fungao h & uma reta paralela 3 bissetriz
dos quadrantes impares;
- 05 pontos Ae B pertencem aos graficos das trés funges;
« 0 ponto Atem ordenada 0 e o ponto B tem abcissa 1.

Defina analiticamente a funcao i, depois de determinar a ordenada do ponto 8.

Defina analiticamente a func3o g, depois de determinar a abcissa do ponto A.

Determine o conjunto solugdo da inequagao f(x) > 0, sem recorrer & calculadora.
Determine a abcissa dos pontos em que a reta tangente  representacao grafica de fé
paralelaa reta .

Determine, por métodos exclusivamente analticos, os extremos da fungao -
‘Adaptado de Séresde Problemas de Matemtica A~ 10. o, GAVE
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Observe s sequéncias sequintes
(a,):5;-3; - 11; - 1 (b.):-
e supondo que se mantém a regularidade entre os termos indique:
0 termo seguinte;

otermo geral.

Ll Lol

« Paraa,), analisemos as diferengas enre tesmos conseculivos e observemos que & constante,igual a~8.

€nto o termo sequinte &~ 19+ (- 8) =~ 27
« Quantoa [5.) analisemos, também, as diferencas entre termos consecutivos.
Verificamos que sao os miitiplos de 2

Logo & de esperar que o termo sequinte seja 10+ 8 = 18,

Outro processo podera ser a utilizas 30 da calculadora e 0 modo estatistico, depos de introduzidos
os valores nas listas:

Tz =

visualizamos a nuvem de pontos que nos sugere um arco de parébola.
Fazendo a regress3o quadratica obtemos para x= 16,y = 18.

« Relativamente a [c,), analisemos separadamente os numeradores e os denominadores, sem ter
em conta o sinal.

Quanto  sequéncia dos numeradores
LL3

seria a sucessao dos nGmeros naturais se 0 sequndo numerador fosse 2.

Quanto 3 sequéncia dos denominadores
2,2.8,16...

seriaa sucessao das poténcias de 2 se o segundo denominador fosse b.

Basta entao considerar que o segundo termo, - } se pode escrever como— %

e obtemos entéo
Loo2 3 o0
e
Sendo possivelconcluir que o termo sequinte & = tendo em contaa ltemncia desinal.

« 4, & uma progressao aritmética, uma vez que a diferenga entre dois termos consecutivos & cons-
tante. Entéo
4,25-8(n-1)=-8n+3;
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EXERCICIOS € PROBLEMAS RESOL!

= 31, como podemos constatar a partir da regressao efetuadana calculadora;

e .
=E 21 3 parti do que vimos na alinea anterior

Dada a progress3o aritmética (u,) em que us=~5 e uyo = 20.
Mostre que o termo geral & u, = 5n — 30.

Mostre que & mondtona.

Calcule a soma dos 20 primeiros termos.

Mostre pela definigao que & um infinitamente grande positivo.

Como (u,) € uma progressdo aritméticatemos us, = us + (10~ 51, onde r é a razéo.
€ntao
20=-5+5r1¢<>25=5-

COMO 1 = 4, + b7, vem -5 =, + 20 & ;== 25

eu,=-25+5(n-1) ¢ u,=5n-30

Como & uma progress3o aritmética de raz3o positiva, entao & estritamente crescente.
Podemos mostré-lo pela definico.
(u) é crescentese u,,;—u,>0,¥n €.
u,,,=5(n+1)-30
=sn-25
u.11= >0 6> 5n-25-51+30>0
S 5n-5n+5>0
©5>0,vnEN

1090 u, & estritamente crescente.

z
_5-30+5x20-30
> <

S x20

20
=450
() &infinitamente grande positivo se, dado um nGmero real L qualquer, existe uma ordem p a par-
tir da qual, os termos de ordem » maior que p s30 maiores que L
Seja L um nGmero real qualquer,
w>L e 5n-305L
< 5n>30+L

“3n>30=

30-L

Tomando p igual a parte inteira de > vemos que ¥

pou>L.

Provamos, assim que (1] & infinitamente grande positivo.
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Sejaasucessao (v,) definida por v, =—5-**

Mostre que & uma progressao geométrica.

Estude alimitagao de v,.

Estude a monotonia.

Mostre que & convergente e indique o valor do limite.

Uma sucess3o & uma progress3o geométrica se.

=5 vnEN
o : o1
Asucessio & uma progress3o geomelrica de razdo .

Para estudar 3 monotonia de v, estudemos osinal de v, , —v,.
s
PRSP

pondo -5 * em evidéncia, vem
5°(1+5)=

6x5

Vo =7.<0,VnEN

logo [+.] & estritamente decrescente.

Para estudar a limitag3o podemos comegar por analisar uma representagao rafica de (1.

Observamos que os pontos se situam abaixo do eixo das abcissas e as suas ordenadas, valores dos
termos da sucess3o, estao compreendidos entre — 1€, isto &,
-1<v.<0,¥n€N.
Mostremos que a conjetura feita por visualizag3o ests correta.
Defacto, como5>1>0 e 5 *>0, temos:
5x5°>0,
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ANO € NOESPACO

METRANO PLA!

€0

TEMA 1(

EXERCICIOS € PROBLEMAS RESOLVIDOS

Uma Srvore e um observador encontram-se
em margens opostas de um rio.

0 observador mediu o 3ngulo de vis3o do cimo
da srvore com a horizontal e obteve 35°

Recuou 10 m e mediu de novo o angulo de
vis3o com o cimo da srvore, obtendo 25°.

Qual aaltura da srvore?

do observador 3 4rv

Um método universalmente utilizado para cal-
cular a distancia entre duas Srvores (A e B) que
est3o em margens diferentes de um rio, pode
enunciar-se do seguinte modo:

escolhe-se uma referéncia na margem em que
o observador se encontra (srvore C, por exem-
plo), medem-se os sngulos BCA e CBA e a dis-
tancia entre B e C - repare-se que estas trés
medicdes fazem-se na margem em que o
observador se encontra.

Determine a distancia entre as rvores A e B
para o caso de ser

8EA=32",CBA=83 e BC=63m.
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multiplicando por - 1 vem
-5 *'*<0, logo a sucess3o & limitada superiormente por zero.

Como & monbtona crescente, & limitada inferiormente pelo primeiro termo, ~ 1.
Portanto é verdade que - 1< v, <0, ¥n €

Asucessdo & limitada e mor
verge para zero; & um infinit

na logo & convergente e pelo grafico podemos conjeturar que con-
simo.

Dada a fung3o real de varisvel real f tal que f(x)

Seja (1) sucess3o definida por . = {n) =22
Estude a monotonia, limitag3o e convergéncia de (u.)

Sendo a, =2 -1, prove pela definig3o que (v dada por v, =/a converge para 1

Reparemos que (] uma restrigdo a N da fungdo real de variével real[x] = 2~ equivalente a

flx) =3 -3 e cujo gréfico tem por assintota horizontalareta de equacdo y= 3. Por este facto pode-
mos concluir que a sucess3o & convergente para 3, pois 0 seu comportamento, quando n tende para
+o, traduz-se na aproximagao dos valores dos seus termos a3 tanto quanto quisermos.

Analisando uma representag 3o grafica podemos conjeturar sobre a monotonia e imitagdo de

Observamos que - 2 <, <3, ¥n € N, isto €, que (i) € limitada. Também observamos que & mond-
tona crescente, logo convergente. O seu limite & 3, visto este valor ser o menor dos majorantes.

Observemos que sendo (v.] dada por v, = (2 ~-+) 05 seus termos 30 imagens por /dos termos da

sucess3o de termo gerala, = 2

Visualizemos na representago gréfica os valores dos cinco primeiros termos de (4, sobre o eixo
3579

das abcissas (a vermelho na figura sequis
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Verificamos que se aproximamde 2.
2

-2

o

Vejamos o que acontece s respetvas imagens por /, 0u s, observemos, aparti de uma repre-

sentacdo gréfica, 0 comportamento de /(2 -

]

A medida que n tende para + o, 0s termos de (4, aproximam-se de 2 e s suas imagens por /. ue;,

Provemos pela definigo que f[a, 1_4%
Designando ) por ..

12-3) s
o )

oiocs

. Basta que se considere p como o maiorinteiro que ndo
Sun-2>1 355 7

5 excede 222 para que,se > pentdou - 2| <,

@ z

Sum>liz

3 provando-se assim quelim 2
on>lr2
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Determine os & primeiros termos de (i)

Mostre por indus&o matematica que u.

€stude amonotonia e limitagao de ().

Mostre que («,) & convergente.

ROPOSTADE RESOLUAD

A sucessao esta definida por recorréncia.

1+2x

« Verifiquemos que a expressao é valida para n=1.

1 (pre i i
12 lroposicaoverdacera)

« Suponhamos que a propriedade & valida para a ordem p, o que significa que u, = —
deindugao)

_ (hipbtese
i

1

€ntBoverifiquemos que & também valida para a ordem p+ 1, istoé, que e
==

De facto, pela definigao por recorréncia

€, pela hipétese de indugao, temos

2 n €I uma vez que a propriedade & verificadaparan = 1

& hereditéria (se valida para uma ordem p qualquer, também & valida para a ordem p-+ 1),

Fica assim provado que

Quanto 3 monotonia, estudemos o sinalde v~ Vn € N
1 _1-2nrl+2n_ 2
S TR T

A sucessao é estritamente crescente
neN,

Sendo estritamente crescente, u, <

Por outrolado, 121 <0, ¥ n € N, logo a sucessao & imitada, uma vez que
-1<u.<0,vnEN

Provimos que (i) € mon6tona e limitada, entao ela & convergente.
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Seja (u,) a sucessao de termo geral u, = : 32"
Qual das igualdades seguintes é verdadeira?

_1-3n ~3n _2-3n _=2-3n
A)u,=2=41 (B)u, =3 ©u.="=3 O)u,.,====
ﬁ senéimpar

i = -Ento:
seja(u)asucesstotalquen,= | 715 entéo
= Upoy=
Wu,,=2 (B)u,.;=2n+2
3
éir 3 senéimpar
(Qu, o |21+ 2 seneimpar el P
25 senépar 2u+2 senépar
T

Senuma progress3o aritméticaa, =25 e a,,=~5

entao arazao &

30 20
(R)-5 (8)-30 ©-7 (LF

2soma dos primeiros 23 termos é:

(R)-35 (8)-115 €)-230 (115
otermo geral é:

(A)30n-245 [B]% (cl% (0)-30n+305

Numa progressao aritmética de razao 3 e primeiro termo u, =~ 7, 2 soma dos u primeiros
termos & 88. 0 nimero n de termos é:

(A) Nao existe n (8]11 (€)us 0)-32

Sejam as sucessdes [r.), s, (£,), (u,) @ (v,), cujos termos gerais s3o respetivamente:
1 7

nEI nmsy t=(-1p2"  u= £ v=n’
Quais delas s& progressdes geométricas?
A(r)els). (B)(s).(r)elw).  (C)Todas. @) () e ().

Sejam as sucessoes (u,) e (v,) progressdes geométricas de termos gerais
i
u.,% v=(-1)3t
As suarazdes , er, sao:

(A)r=3er,=-3 (8] 3er=-3 @

B 1
sen=-3 @
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MAS PROPOSTO

A soma dos dez primeiros termos de (v, &

Eaied ®-1 ©-35 ©3°-1
Sobre as sucessdes (u,) e (v,) podemos dizer:

(R) () & um infinitamente grande positivo e (v,) & um infi
(B) s30 ambas decrescentes.

(€) 530 ambas limitadas.

(D) s30 ambas convergentes.

)]

A sucess3o (u.) & uma restricdo a I\, da
fungao real de variavel real f, cuja repre-
sentagao grafica se apresenta abaixo.
Sabe-se que f tem por assintotas, as
retas de equac3o y=3 ex =1

Qual € 0 comportamento de (u,)?
(A)u,—+00 (B)u,——oc0

(Qu.—3 (0) .,,_.%

A sucessao (,) & uma restrigao I, de uma fungao quadratica de concavidade voltada
paracima.

Sobre (u,) podemos afirmar que:

(A) (1) & mondtona crescente. (B) () € monGtona decrescente.

(€) (u,) & limitada. D) (1) € minorada.

Qual € 0 comportamento de (1.2

(R, —+o0 (B)u,—-o00

(€)u, — paraum nimeoreal D) ,—nenhuma das situages anteriores.
Asucesso de termo geralu, - 2 &

(A) uma progressso geométrica de razio § (8) divergente.

(C) uma progressao geométrica de razso % © %é termo dasucessso.

De umasucess3o (a,) sabe-se que a, - a; =a; ~a, = a, ~a, = 5. Ent3o pode concluir-se que:

() (a,) € uma progressao aritmética.

(B) se (a,) for uma progressao & aritmética e crescente.
(€) (a,) & uma sucess3o mondtona.

(0) Se (a.) for monstona & decrescente.
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Na figura as distancias AR, ..., A,_;A, sao iquais 3 unidade. A retas A,8,, A,B,,
530 perpendiculares  reta OA, e as disténcias A/B;, ..., A,B,, 530 iguais 3 unidade.

2 8

Determine os cinco primeiros termos e o termo geral de cada sucessao seguinte:

r:n _x08, sin_xsen(A08]
cin_ncos(A0B) tin _,tg(A0B)

Estude a monotonia e limitagao dessas sucessdes.

Considere as sucessdes (u,) e [s,) de termos gerais
e

senépar w?  semépar
e el
2 e ey e
Para cadauma
calcule:

) os cinco primeiros termos;
b)otermo de ordem 1999 e o termo de ordem 3000;
cJotermo de ordem n+1.

averigue se 0,3 ou 0,01 & valor de algum dos seus termos.
3n

2

Calcule os cinco primeiros termos, o termo de ordem 100 e o de ordem 1000.

Considere a sucess3o (u,) de termo geralu, =

Averigue se - 2,7 & valor de algum termo dessa sucessso.
Mostre que a sucess3o & monstona

Mostre que a sucess3o tem infinitos termos inferiores a~ 2,9.
Mostre que-3<u,<-1,VnEN.
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20.

EXERCICIOS € PROBLEMAS PROPOSTO

No estudo da monotonia da sucess3o de termo geral u, = \/5n — 3 um aluno executou os
sequintes passos, que estao incompletos. Transcreva para o seu caderno e complete de.
modo a obter um texto correto.

Como 0 < n <+ 1 ent3o temos 5n < 5{n + 1) pois multipliquei ambos os ... por .. Tam-
bém serd 0~3 < 5n—3<5(n+1)-3 pois adicionei ... aambos o
Ora sabemos que a fungao fx__» Vx & crescente em R;, donde \/5n -3 ... VBu +2,
V..,dondeu, ..u,., ¥ ..., quesiginifica que asucessao (u,]é...

Mostre, por um processo anslogo ao utilizado na questso anterior, que a sucessao de
termo geral v, =2~ \/3n — 4 & decrescente.

Quais das seguintes afirmagdes sao verdadeiras?
Nenhuma sucess3o decrescente & minorada.

Nenhuma sucessao crescente & imitada superiormente.
Toda a sucess3o decrescente & majorada.

Nenhuma sucess3o mondtona  limitada.

Considere as sequintes sucessdes das quais se conhece:
M-3,-11,.. (ii)1,-3,9,
iii) u, = 3n-10, Vn €N (iv) “Vn€N
Supondo que se mantém a regularidade da formagao dos termos:

indique os cinco primeiros termos de cada uma.

distinga as progressoes aritméticas das progressdes geométricas e indique a respetiva razao.
calcule a soma dos 20 primeiros.

classifique-as quanto a limitagao.

classifique-as quanto 8 monotonia.

Uma substancia liquida colocada num frasco destapado, perde por evaporagdo um
décimo do seu volume por dia. Se no frasco tiverem sido colocados 1000 cm’, ao fim de
quanto tempo restara no frasco menos de 5 cm*?

Uma populago de bactérias aumenta 15% cada 12 horas. Se no inicio da contagem havia
100 bactérias quantas havera passada uma semana?

Sendo a taxa de rendimento anual 4,5°%, quanto rendem os juros de mil euros ap6s 3 anos
levantando cada ano o rendimento?
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No principio deste ano (ano 0), o senhor Fortunato, que n3o confia na banca, escondeu
debaixo do colchio a quantia de 100 000 euros em notas.

Claro que ele nao teve em conta que, devido 3 inflagao, as suas economias iro desvalori-
zar-se a0 itmo de cerca de 8% a0 ano.

Designe por C, o valor real (em euros) das economias do senhor Fortunato o fim de
nanos (n€N).

Aofim de um ano,

C,=100000 - 100000 x 0,08 =100 000 (1 -0,08),

donde,
€,=100000x0,92 =92 000
Do mesmo modo, determine C;, C, e C,.

ExprimaC,., em fungao de C. e C,em funcao de n.
Calcule o valor do capital (em "euros atuais™) ao fim de 10 anos.

0 senhor Fortunato recusa-se a acreditar que decorridos 15 anos o seu dinheiro valers
‘menos de 30 000 euros em "euros atuais™!
Utilize a calculadora para Iho provar.

€20 fim de 20 anos, quanto valers aquele *tesouro” tao bem guardado?

0 senhor Ventura ganhou 50 000 € no Totoloto e resolveu ir 2o banco para se informar
sobre a modalidade a escolher para depositar o seu dinheiro.

Um funcionsrio atendeu-o e informou-o que poderia depositar o dinheiro na modalidade
de juros simples ou na de juros compostos.

Escolhendo o senhor Ventura a modalidade de juros simples 3 taxa de 4%, e designando
por$S, 0 seu capital, em euros, ao fim de n anos, verifique que:
5,=50000+2000
S,=50000+2 x 2000
;=50 000 + 3 x 2000

Deduza agora uma expressio que represente S,
Se a escolha recair sobre a modalidade de juros compostos, a taxa de 6% e designando
porC, 0 seu capital, a0 fim de n anos, em euros, verifique que:

€,=50000x1,06

C,=50000x1,06%

€,=50000x 1,06

Aofim de 10 anos, quanto teria amealhado o senhor Ventura? € ao fim de n anos?





image73.jpg
EXERCICIOS E PROI

MAS PROPC

23. Prove que, dada a sucesso de termo geral u, = (4 - n)%

23.1. o valor 1000 nao pertence ao conjunto dos seus termos.
23.2. n30 & monétona.

23.3. ndo & progress3o aritmética nem geométrica.

24. Dada a sucess3o de termo geral u, =

24.1. Prove que & mondtona decrescente.
28.2. Prove que 30 & uma progressao aritmetica.
24.3. Prove que & uma progress3o geométrica.

24.. Indique um minorante e um majorante do conjunto dos seus termos, caso existam.
Conclua se a sucessao dada & ou ndo limitada.

24.5. Calcule a soma dos dez primeiros termos.

25. Um caracol faz um percurso de
3 lados de cada um dos n quadra-
dos, de forma muito semelhante a0
sugerido pela figura. O lado de cada
quadrado & um tergo do anterior.
Tomando para unidade o lado do
primeiro quadrado quantas unida-
des percorreu se for n = 5 quadra-
dos? Esen—»+00?

26. Sobre as sucessbes definidas pelos termos geras seguintes:

b,=(n-1)*

h=1-Vn+5

1,=10- cos((2n - 1)%)

Estude o seu comportamento quanto ao limite.
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Estude a monotonia e a limitago de cada uma das sucessdes do exercicio anterior.

Quais das seguintes afirmagdes sao verdadeiras:
Se uma sucess3o tende para mais infinito entao & crescente a partir de certa ordem.

Se uma sucessao tende em modulo para mais infinito entao nao & majorada nem mino-
rada.

Nenhuma sucesso divergente é limitada.
Nenhuma sucess3o limitada é divergente.
Ha sucessdes limitadas que s3o convergentes.

‘Toda a sucessao convergente & limitada.

Uma sucess3o (u,) € uma restrigao a IN, da fungo real de varidvel real f tal que

1
f)=-1+2s

Determine os 5 primeiros termos.
Averigue se (u,) & monétona.
Indique um minorante & um majorante do conjunto dos seus termos.

Mostre pela definigao que — 1 & o limite de («.).

Dada £, fung3o real de variavel real tal que f{x) =— 1+ —L_ e a sucess3o (v,) definida por
vo=fl2n-3) 23

Represente graficamente f e assinale a cor diferente os 5 primeiros termos de (v,).
Determine o termo geral de (v,).

Averigue se (v,] € mondtona.

Mostre pela definicdo que — 1 & o limite de (v,).

Dada f, fung3o real de variével real tal que flx)=-1+ L _easucessio (w,) definida por

x+3
By
Represente graficamente fe assinale a cor diferente os 5 primeiros termos de ()

Determine o termo geral de ().
Averigue se (w,) & mondtona.

Mostre que (w,) & um infinitamente grande.
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EXERCICIOS € PROBLEMAS RESO

Se tracarmos a altura , relativa 20 vértice 8, ficamos com s
dois triangulos reténguios.
Notriangulo [BHC, =63 5en 32| |qualando, resulta i
Notrigngulo [BHAL h=csen65" | 63sen32"=csen6s
63sen32e
ouseja, =22 5 c=36.80. = 1A,

Adistancia entre as érvores Ae 8 de 36,8 m.

0 Bemardo (8) vé, desde sua casa, um castelo (C) e umaigreja (). Conhece as distancias a
ambos os lugares, BC = 1200 m, Bi = 700 m e pode medir 0 dngulo em B, sendo B = 78°.

70 Te00

5

Determine a distancia Ci entre o castelo e aigreja.

;
Tracemos a altura relativa 20 lado [8C].

Comecemos por determinar IF no triangulo [18H]:

TH=700 sen 78 ~ 6847 ou sefa, 7~ 68,7 m. ¥

AAinda no mesmo tridngulo [1BH], determinemos o comprimento do cateto [BH:
BH = 700 cos 78° = 1455 ou seja, BF = 145,5m.

5 podemos determinar a disténcia Cl, entre o castelo e  igreja.

Notrigngulo (IHC], temos

H-684,7m

e

FC=1200- 1455~ 1056,5, ou seja, AC = 10545 m.

LogolC = VIFF+ AC: = 1257 m.

Adistancia entre a igreja e o castelo & cerca de 1257 m.

A partir das razoes trigonométricas do angulo de amplitude 25°
sen 25°=0,423, cos 25°=0,906, tg 25°=0,466
calcule as razdes trigonomeétricas dos angulos de amplitudes 65°, 115°, 155° e 205°.
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32. Usando o teorema das sucessbes enquadradas estude a convergéncia das sucessdes defi-
nidas pelos termos gerais.

10sen(n) -1 10sen’(30n) - 1 cos(n) - 1000 n+l
L O L O o w o

L=

33. Dadas as sucessdes convergentes definidas pelos termos gerais
e

-.-:’, 5 d=
antzl fomlon)? h=tg (n)

33.1. Qual & o limite de cada uma?
33.2. Usando as operagdes sobre sucessdes convergentes indique o limite de
a)a,xg; d.xh;

bla.+g; bo—c: fi-gs

34. Demonstre por indugdo matemética que o produto de um ndmero natural par pelo seu
‘consecutivo & um nGmero par.

35. Demonstre por indug3o matematica que a soma de n nGmeros naturais impares & o qua-
drado de n, ou seja,
1434547+ +(2n-1)=n’, VnEN

36. Demonstre por indug3o matematica que

T 1.
LCLLT gl 3 gt e o
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EXERCICIOS € PROBLEMAS RESOLVIDOS

Reparando que 0 angulos de amplitudes 65¢ e 25° 30 e1ss
complementares (65° + 25° = 90°, tem-se que:
5en 65° = cos 25°=0,906
cos65°=sen 2520423
sen65° _cos2s° 1

1965~ Cos 65 ~sen 257 2

Como 115° = 25° +90°, tem-se:
sen 115° = cos 25°=0,906

cos 1150 =—sen 25° =~ 0423
guse=— 1 146
0s angulos de amplitudes 25° e 155° 3o suplementares, logo: 7

sen 1559 - sen 25° = 0,423
05155 =—c0s 25°=-0,906
1g155°=~1g 25° =~ 0466

Reparando que 205° = 25° + 180°, tem-se: '
sen 2057 = sen 25°= - 0,423
05 205° =05 25°=~0,906
19205°=1g25°= 0466





