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EXERCICIOS € PROBLEMAS RESOLVIDOS

O

Ldr 1. Uma arvore e um observador encontram-se

E% em margens opostas de um rio.

?1»3‘ O observador mediu o angulo de vis3o do cimo

- da arvore com a horizontal e obteve 35°.

El; Recuou 10 m e mediu de novo o angulo de

= visao com o cimo da arvore, obtendo 25°.

= §

= Qual a altura da arvore?

o

¢

— PROPOSTA DE RESOLUCAD

=1 S .
& Utilizando os tnangulos retanguios [COA] e |CDB| e representando por  a altura da &rvore e por x 8
s distancia inicial do observador 3 arvore
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2. Um método universalmente utilizado para cal-
cular a distancia entre duas arvores (A e B) que
estao em margens diferentes de um rio, pode
enunciar-se do seguinte modo:
escolhe-se uma referéncia na margem em que
o observador se encontra (arvore C, por exem-
plo), medem-se os angulos BCA e CBA e a dis-
tancia entre B e C - repare-se que estas trés
medicdes fazem-se na margem em que 0
observador se encontra.

Determine a distancia entre as arvores Ae B
para o caso de ser

BCA=32",CBA=83"eBC=63m.

PROPOSTA DE RESOL 0

De um tridngulo, conhecemos8=83".C=32"eBL =63 m

Queremos conhecer o comprimento do lado [AB
Para conhecermos a amplitude do angulo A, fazemos

A=180"~{B3"+32"]=65
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Se tracarmos a altura i, relativa ao vértice B, ficamos com
dois triangulos retangulos.

No triangulo [BHC]. =63 sen 32| |qyalando, resulta
No triangulo [BHA] h=csen65” | 63sen32"—¢senb5

_b3sen32°

— ¢ B4,
sen b5® it

ou seja, ¢

Adistanciaentre as arvores AeBéde 368m.

0 Bernardo (B) vé, desde sua casa, um castelo [C) e umaigreja (1). Conhece as distancias a
ambos os lugares, BC = 1200 m, Bl = 700 m e pode medir o angulo em B, sendo B = 78°.

Determine a distancia Cl entre o castelo e a igreja.

PROPOSTA DE RESOLUCAD

Tracemos a altura relativa o lado [8C).
Comecemos por determinar [H no tridngulo [IBH]:
[H=700 sen 78° = 684,7 ou seja, [H = 684,7 m. g
Ainda no mesmo triangulo [IBH], determinemos o comprimento do cateto [BH]:
BH= 700 cos 78° = 145,5 ou seja, BH = 145,5m.

Ja podemos determinar a distancia Cl, entre o castelo e 3 igreja.

No triangulo [IHC], temos

[H=-684,7m
2

HC =1200-145,5= 10545, ou seja, HC = 1054,5 m.
LogolC= VIR + HG = 1257 m.

Adistanciaentre aigrejae o castelo & cercade 1257 m.

A partir das razdes trigonométricas do angulo de amplitude 25°
sen 25°=0,423, cos 25°=0,906, tg 25°=0,466

calcule as razdes trigonométricas dos dngulos de amplitudes 65°, 115°, 155° e 205°.
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EXERCICIOS E PROBLEMAS RESOLVIDOS

/
Reparando que os dngulos de amplitudes 65° e 25° s3o  Eee
complementares [65° + 25° = 907], tem-se que: /
sen 65° = cos 25° = 0,906 /
cosb5°=sen25°=0423 ;

s_ Sen65° _ cos25° 1 1
lgb5° = — = = - = 2,146
g CosB65° sen25° 1g25° 0466
Como 115%=25°+90°, tem-se;
sen 115° =cos 25°=0,906
cos 115°=—-sen25°=-0,423

v 1 5

t O =—2,14
g1l15 5250 146
Os angulos de amplitudes 25° e 1559 sdo suplementares, logo: y

sen 1559 =sen 25°=0,423
cos 155° =—cos 25° 0,906 ~
tg 155 =-1g 25° =- 0,466

Reparando que 205° = 25° + 180°, tem-se:
sen 205° =—sen 25°=-0,423

cos 205° =-cos 25° =-0,906

1g 205°=1g 25°= 0,466

www.casadaaula.com
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5.1

5.2.

5.3.

EXERCICIOS E PROBLEMAS RESOLVIDOS

Resolva cada uma das seguintes equacdes:
—\/3 __ V2 N ‘
2senx=\3 5.2. COSx=- e 5.3. cosx=-cos|

A

w|

PROPOSTA DE RESOLUCAD

. N : . .
Resolver 3 equagaosenx— 5 significa descobrir todos os valores de x que sao amplitudes, em
- 2 V3
radianos, de angulos cujo seno & -5

Representemos tais angulos no circulo trigonométrico.
= ; éumasolucdoe x=n- ’}‘ & outra solucdo.

-

Entdo, todos os angulos que tenham o lado extremidade coincidente
com o dos anteriores sao solugdes da equagao dada.

Ou seja, o conjunto-solugdo é constituido pela seguinte familia de
amplitudes:

.\-.‘;5 +k2nV x=n ‘;-.&2:.&&2.

Ve . : S
Pararesolver a equacdo cos x =~ 5 comecemos por recorrer ao circulo trigonometrico para
. . it . SAVE
desenharmos angulos cujo cosseno é - -
Todos os angulos que tém o lado extremidade coincidente com OA,

"

ou 5eja, x = % + k2x, k € Z sdo solugdes da equacdo, assim como 0s
angulos gque tém o lado extremidade coincidente com 08B, isto &,

x= 35 +k2r kEZ. L2

. LG 4 Ve. A
Assim, o conjunto-solugdo da equacado cos x=— 3 & constituido B
pelos elementos da forma

-
w

x=% +k2r k€ L.
3

Uma boa estratégia para resolver a equacdo cos x = - cos| § |8 g
escrever uma equacao equivalente 3 dada, na forma cos x=cos o

Paraisso, bastarelembrar que cos [k — ) =—cos @

a4

Assim, — cos| = |=cos{m— =1
5 S

Entdo,

J

[\ 'S4
COS x =~ COS| 51 | &= cosx =cos| | &=

R bn =
“_“—95 +k2nV x=~ S +k2n k€ £.
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EXERCICIOS E PROBLEMAS PROPOSTOS

As questdes 1 3 20 530 de “escolha miitipla™. Deve responder indicando apenas aletra commespondente 3 opcao que
considera certa [assegure-se, no entanto, de que saberia justificar a sua escolha caso tal lhe fosse solicitado].

1. No circulo trigonométrico de cada uma das figuras seguintes, esta representado, a traco
grosso, o lado extremidade de um angulo cujo lado origem & o semieixo positivo Ox.

Em qual das figuras, esse angulo pode ter 6 radianos de amplitude?
(A) (8 , (C) : o ,

B TS . T

2. Dos quatro dngulos seguintes, um deles tem 1 radiano de amplitude. Indique-o.

(A) (B) (€ (D)

.

3. Numacircunferéncia de raio 4 cm, um arco de 2 cm tem de amplitude:
(A) g rad [B]% rad (C) = rad (D)2 rad

4. Qualdas seguintes afirmacdes & verdadeira?
(A) No 2.° quadrante, cos ax tg a > 0.
(B) No 3.° quadrante, o cosseno e o seno tém sinais diferentes.
(C) Existe um angulo no 4.° gquadrante cujo cosseno @ igual a -g
(D) Nao existe qualquer angulo no 1.° quadrante cuja tangente seja iqual a 5.

5. Qualdas afirmagdes sequintes & verdadeira?

(A) cos (2 rad) >cos (1 rad) (B)sen (2 rad) >sen (3 rad)
(C) sen (% rad)> sen( L‘SR rad:I (D) tg (2 rad) > tg (1 rad)

6. Qualdas sequintes afirmacdes & verdadeira?
(A) No &.° quadrante, existe um angulo cujo cosseno & iqual ao seno.
(B) No 3.° quadrante, o seno de um angulo & sempre maior que 0 Cosseno.
(C) Existe um angulo no 2.° quadrante cuja tangente & - 100.
(D] Existe um angulo no 4.° quadrante cujo seno & - 2.

www.casadaaula.com
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EXERCICIOS € PROBLEMAS PROPOSTOS

7. Se aéaamplitude de um angulo interno de um tridngulo equildtero, entdo cos(% B a) B
iqual a:

(A)O,5 (8] (C)-0,5 [D}-——-

"2
8. Sabe-se que B € IR & uma solugdo da equacdo sen x=—

Qual das expressoes seguintes designa uma solucao da equacdo cos x=— l?

M
(R) 3 +5 (8)-B (C)x-B ) +8
9. Daamplitude e de um certo angulo orientado sabe-se que cos <0 e tga>0.

Qual das expressoes seguintes da o valor de sen o?

(A) V1 - cos‘a (8)- V1 - cos’ut
(C) V1 + cos’a (D)- V1 + cosa
GAVE - T1{2006)
10. Considere a equagao trigonométrica cos x=0,4.
Em qual dos intervalos sequintes esta equacao ndo tem solugdo?
A% —2n B) [0, x 0% % o)| % X
(R)- 3.~ 2x, (8)[0,x] )3 3] 053

11. Considere a equacao trigonométricasenx=-0,7.
Num dos intervalos sequintes, esta equacao tem apenas uma solucao. Em qual deles?

\IL

[A] 0, — (B8] [0, =] [C) =R [D] Lot

12. No respetivo dominio, a express3o - & equivalente a:
senx + Cos| — — x|
\2

cos.x-+sen{‘—£—x7

x|

(A]1 (B)tgx

(C]tq—\ (D)O

13. Sabendoquetga=- -3_ equea s '-’-;- x , entdo o valor de sen (-« &:

4 - 3 3
(Rl (8)-% (€-% (0)%
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EXERCICIOS € PROBLEMAS PROPOSTOS

3%
57
Qual das expressoes seguintes designa um nimero real positivo?

(AlcosB-senB (B)senB xcosH
(C)senBxtg® (D)sen6-tg®

14. Seja 6 um valor pertencente ao intervalo IL”

15. Considere aequacdo 1+ 3tg[2x)=4.

Qual dos seguintes valores & solucao desta equacao?

4 3x S5n n
(A)-5 (8)5 €3 (o)

16. Considere a equacao trigonométrica cos x=-0,3.

Num dos intervalos sequintes, esta equacao tem apenas uma solucdo. Em qual deles?

(A)]0.5 (8)[0, n]
R 3x % .
[C] ‘2‘-—2“ [D] "‘2"" 2"‘

17. Considere, sobre o circulo trigonométrico, o ponto P de modo que o raio [OP] faca com o
semieixo positivo das abcissas um angulo de 7440°. Sobre o seno desse angulo podemos
afirmar que:

(A)&aabcissadeP.

(B) & aordenada de P e ela & positiva.

(C) @ aordenada de P e P esta no 4.° quadrante.
(D) é a ordenada de P e P esta no 3.° quadrante.

18. Na figura esta representado um circulo trigonométrico, y

o raio [OB] e o arco de circunferéncia AB de centro no 4~

ponto C. 7 2%

A abcissa do ponto A &: ll : \ef | |

. ¢ .
(A)1+send (B)1+cos® -,\ /
. /

(C)cosB+send (D)1 +cosB+sen6

19. Aexpressao sen® x-cos" x & equivalente a:
(A)1 (B)1-2sen’x
(C)2cosix+1 (D)2sen‘x-1

www.casadaaula.com

 Ahba LETIRY



T AMTAL TR

20.

EXERCICIOS E PROBLEMAS PROPOSTOS

De entre os pares de amplitudes seguintes, qual o par que corresponde a angulos que tém
o mesmo lado extremidade, no circulo trigonométrico?

= R R 13x
(A]-G—rad 3 -6-rad [B)—-G-rad 2 Trad
25n 11x S5n 13n

As questdes que se sequem s30 de resposta "aberta”. Leia atentamente os enunciados e efetue as resolugtes
completas, explicando os raciocinios apresentando os calculos.

21.

22.

-

24.

25.

26.

27.

Para determinar a altura do cume de um monte, um observador mede o angulo sequndo o
qual avista o ponto mais alto do cume e obtém 59°. Retrocede 12 metros e mede o novo
angulo de alcance do topo da montanha e encontra 42°.

Qual a altura da montanha?

As bases de um trapézio tém de comprimento 17 cm e 10 cm e um dos seus lados mede
8, tambémem cm.
0 3angulo entre a base menor e o lado de medida 8 & 70°.

Determine, com aproximacao as centésimas, o comprimento do outro lado do trapézioe a
sua area.

Um barco pede socorro e recebem-se 0s seus sinais em duas estagdes de radio, A e C, que
distam entre si 50 km. Desde cada estacdo, medem-se os angulos em que um dos lados é
a semirreta que contém o segmento [AC],A=46° e C=53°,

A que distancia de cada estacao se encontra o barco?

Pretende-se prever a area a revestir com telha numa casa
em construcdo. O arquiteto projetou as duas “aguas” do
telhado iguais e com uma inclinagdo de 30%. As dimen-
soes do edificio s3o as que estao assinaladas na figura.

Qual &, entdo, a area a ser revestida com telha?

Determine um valor aproximado (3s centésimas de grau) da amplitude do angulo de duas
diagonais de um paralelepipedo com base quadrangular regular de lado 4 cm e altura 9 cm.

Calcule as razdes trigonométricas de 55°, 125°, 145°, 215°, 235°, 305° e 325° a partir
dos valores seguintes: sen 35°=0,57; cos 35°=0,82 etg 35°=0,70.

Determine as razdes trigonométricas de 718°, 516° e 342°, utilizando a calculadora ape-
nas para calcular razdes trigonométricas de angulos compreendidos entre 0° e 90°,

www.casadaaula.com



EXERCICIOS E PROBLEMAS PROPOSTOS

28. Seja®um nimero real pertencente ao intervalo [- 180°, 180°].
28.1. SupoOe-se gue cos O & positivo. Indigue um intervalo de amplitude 180° a que pertenca 6.

28.2. Supde-se que sen 6 & negativo. Indigue um intervalo de amplitude % aquepertencaf.

29. Acircunferéncia representada na figura tem centro na origem do referencial 0. n. (0, x, )
e raio 3.
Admita que o ponto Q se desloca ao longo da circunferéncia no 1.° quadrante.

Para cada posicdo do ponto Q, seja « a amplitude do angulo y
orientado cujo lado origem & o semieixo positivo Ox e cujo
lado extremidade & a semirreta 0Q. Seja d o comprimento do

segmento [PQ]. =
29.1. Mostreque d° = 18 + 18 cos i K

29.2. Parauma certa posicao do ponto Q, tem-setgu=2\ 3.
Sem recorrer a calculadora, determine, para este caso, o valorde d.

30. Numa fabrica de ceramica produzem-se tijoleiras triangulares.
Cada pe¢a & um tridangulo isdsceles em que a medida de cada
um dos lados iguais & a constante a, como mostra a figura.

Mostre que a area da peca & dada em funcgao de 8 por -

A[O]:‘zfsen6c059,¢x>090<9<§

31. Uma particula move-se numa trajetoria circular, em torno de y
0, no sentido positivo, descrevendo arcos iguais em tempos

iguais. Realiza uma volta em cada 2 segundos.
0O raio da trajetoria & de 4 m e a particula, no instante inicial,
estava na posicao da figura. /

31.1. Qual a amplitude, em radianos, que a particula descreve em
tornode O em T do sequndo?

Qual o comprimento do respetivo arco?

31.2. Indique as coordenadas do ponto onde a particula se encontra
depois de descrever um angulo de ]BE r radianos.

32. Na figura esta representado um circulo trigonométrico de
centro O e um pentagono regular [ABCDO]. .

32.1. Mostre gue as coordenadas de B sao [1 —cos «°; sen 72°).

32.2. Determine uma expressao para obter a area do pentagono em 0 A x
funcao de « [em graus) e apresente um valor dessa area k/

aproximado s décimas.
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33.

33.1.

34.

34.1.
34.2.
34.3.

35.
35.1.

35.2.

ID:3-

36.

37.

37.1.
37.3.
37.5.
37.7-

38.
38.1.
38.3.

39.
39.1.

39.3.

39.5.

EXERCICIOS € PROBLEMAS PROPOSTOS

Desenhe no circulo trigonométrico, angulos que cumpram as seguintes condigdes e
determine, em cada caso, o valor das restantes razdes trigonométricas:

senu:——;-etQu>0 33.2.tgB=-1e cosp<0

Sabe-se que sen (o +x) =a.
Determine, em funcdo de a, sen [2rn —«).
Determine os valores de « [0 < « < 2x), quando a=0,5.

Se o0 angulo o estiver compreendido entre % rade ST‘ rad, quem & maior: 0 Seu seno ou o

seu cosseno?
Recorrendo ao circulo trigonomeétrico, exprima, em funcdo de sen b e cos b, as expressoes:
sen (b+=n)+sen(b+2x])+sen(b-x)
v ( i f 3r )
cos[b+x)+sen|b+ 3(l+ cos (b-x}+sen| b+ = |

sen[-b-x]-2 cos(:— % - b)+sen|:— 32: +b)

Demonstre a sequinte igualdade: (sen o+ cos )’ + (sena-cos a)’=2

Utilize a calculadora para encontrar o 3ngulo a em cada um dos seguintes casos (aproxi-
macao as centésimas):

sena=0,87 A90°<ax<180° 37.2. cosa=-037Asena>0
cosa=015Asenu<0 37.4. sena=-0,6 A270° << 360°
senu=048 Acosu<0 376.tqu=2 A 180° << 270°
tgu=-35Asena>0 378.cosa=-09Atgu>0

Resolva as equacdes trigonomeétricas:
2cos‘x+cosx-1=0 38.2.2sen“x-1=0
tg°x-tgx=0 38.4. 2sen“x+3cosx=3

Resolva as equacdes seguintes:

2cosx=-\3 39.2. cosll.\-—gzlscost.wg)

6senx=-3 39.4. senli X+ %] = sen (g 2x - é
| b Ao

tg(l"r+—s—‘|:—1 39.6. 1-1g l\-—l_;::o
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40.

41.

41.1.

41.2.

41.3.

41.4.

42.

§2.1.
42.2.
42.3.

42.4.

EXERCICIOS E PROBLEMAS PROPOSTOS

Na figura ao lado: 8
« 0 tridngulo [ABC] & isdsceles (AB = BC) '

« [DEFG] & um retangulo ;
DC=2 3 en F
DE=1

« x designa a amplitude da angulo BAC

>
m

Mostre que a area do tridangulo [ABC] & dada, em fungao de x, por
Tole D 4 .;_l__ [ _'1 \
flx)=2+tgx4 e (x€ |0, 5 )

Quatro aldeias situam-se nos quatro vértices de um quadrado de 9
lado 10 km. Uma empresa de comunicacdes vai fazer uma insta-
lac3o por cabos, para acesso 3 Internet, ligando as quatro aldeias.
O plano de ligag3o, entre as aldeias, & do tipo do desenhado na
figura ao lado a grosso. D

Qual o comprimento total do cabo se a amplitude do angulo PBA for de:
a) 0 rad; b) 3 rad; c) = rad.
(Trabalhe sempre com valores exatos.)

Escreva uma expressao que dé o comprimento do cabo a ser utilizado em funcao do
angulo « da figura.

Recorra a calculadora grafica, represente graficamente o comprimento do cabo a ser utili-
zado em funcao do angulo « da figura. Indique claramente os valores que « pode tomar.

Determine a solucdo 6tima para o problema, isto &, o angulo « que corresponde 3o menor
comprimento possivel para o cabo.

Na figura

« [ABCD] & um quadrado de lado 1.

« [AHB], [BGC], [CFD] e [DEA] sdo triangulos retangulos iguais.
« x designa a amplitude do angulo HBA. F

Entre que valores pode variar x?

€ 3 area do quadrilatero [HEFC]? A x

Mostre que a area da superficie pintado a azul & dada, em funcao de x, por

fld=1-2sen(x)cos()  (x€jo. %)

Calcule r( E) e interprete geometricamente o valor obtido (deve incluir, na sua interpretacao,

a figura que se obtém para x = -z—].
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EXERCICIOS € PROBLEMAS PROPOSTOS

43. Nafigura estarepresentado, em referencial 0.n. xQOy, um arco de
circunferéncia AB, de centro na origem do referencial e raio 1.
0 ponto Q move-se 30 longo desse arco. : 9
Os pontos P e R, situados sobre os eixos Ox e Oy, respetiva-
mente, acompanham o movimento do ponto Q, de tal forma
que o segmento de reta [PQ] & sempre paralelo 3o eixo Oye o
segmento de reta [QR] & sempre paralelo a0 eixo Ox.
Para cada posicao do ponto Q, seja x a amplitude do angulo
AO0Q e seja hix] a area da regido sombreada.

\x

43.1. Qual dos graficos sequintes pode ser o da funcao h? Justifique,
com argumentos geomeétricos, a sua resposta.

(A) v (8) v

Vi B

(C) y (D) y

~N o3
L

N A

0 g = 0 z X

’
<

~N

43.2. Encontre a expressao que lhe da a area sombreada em funcao de x e indique o valor dos
extremos da fungao.

44. Um candeeiro, colocado no teto na vertical, como mostra a |
figura, origina um cone de luz. Sabe-se que o candeeiro (o '
foco de luz) esta colocado a 2 m de altura. :

44.1. Quando o angulo de corte do cone & 70°, determine com apro-
ximagao as centésimas, a area iluminada. > | Rk

44.2. Mostre que a expressao que da a area iluminada em fungdo do
anqulo de corte ¢t, & ‘
A[(z];Uantq"{%

44.3. 3a) Resolva, no contexto da situacao, a condicdo Alw]) = 9 apresentando o resultado com
aproximacao as décimas.

b) Traduza a condicao anterior em linguagem comum e que se enquadre no problema.
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45.

45.1.

45.2.

46.

46.1.
46.2.

46.3.

EXERCICIOS E PROBLEMAS PROPOSTOS

Na figura esta representada uma circunferéncia com centro
no ponto O e raio 3.

Os didametros [EF] e [GH] sdo perpendiculares.
Considere que o ponto B se desloca sobre 0 arco FC.

Os pontos A, C e D acompanham o movimento do ponto B,
de tal forma que:

« as cordas [AB] e [CD] permanecem paralelas a [EF]; ‘\ ‘_/ =

« [AD] e [BC] s3o sempre didametros da circunferéncia.

Os pontos | e J também acompanham o mesmo movimento, de tal forma que s3o sempre
0s pontos de intersec3o de [GH] com [AB] e [CD], respetivamente.

Para cada posigdo do ponto B, seja x a amplitude, em radianos, do 3ngulo FOB

(x€l0.3|)

Mostre que a area daregiao sombreada & dada, em fungao de x, por A(x) = 18 [x + sen x. cos x)
Sugestao: use a decomposigao sugerida na figura.

Recorra a calculadora para determinar graficamente a solucdo da equacgdo que lhe permite
resolver o sequinte problema: gual é o valor de x para o qual a drea da regido sombreada é
igual a metade da area do circulo?

Apresente todos os elementos recolhidos na utilizacdo da calculadora, nomeadamente o
grafico, ou graficos, obtido(s), bem como coordenadas relevantes de algum, ou de alguns,
ponto(s). Apresente o resultado na forma de dizima, arredondado as centésimas.

Na figura esta representado um lago artificial de forma 8 Pz

retangular. 16

. . 12
Pretende-se construir uma ponte, ligando duas margens do x

lago, entre os pontos P, e P,, tal como a figurailustra. P

A ponte tem um ponto de apoio A, situado 3 12 m de uma
das margens e 3 16 m da outra.

Seja x a amplitude do 3ngulo P,P,B.

16senx+ 12 cosx
senx.CosSx

Considerando que a localizacdo de P, e de P, pode variar, determine o comprimento da

ponte para o qual se tem BP, = BP..

Apresente o resultado em metros, arredondado as décimas.

Mostre que o comprimento da ponte, em metros, & dado por C[x] =

Determine o valor de x para 0 qual o comprimento da ponte & minimo.
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2.1,

22,
23,
2.4,
2.5.
2.6.
2.7.

Na figura esta representado um retangulo [ABCD] do qual - .
se sabe que (em unidades de comprimento):

AB=8 <

BC = S 1] [«

Determine o angulo formado pelas diagonais do retangulo.

{Sugestao: comece por exprimir cada um dos vetores AC e DB como a soma de dois vetores.)

Observando a figura, podemos escrever

AC-AD+DC e DB-OC+ T8

Recorrendo a defini¢do de produto escalar e respelivas propriedades,

AC.DB - (AD +DT).[(0C + B) < |[AT .DB!| .cos = (AD .DT) + (AD .TB) + (0T .DT) + (OC .CB) (1)

onde ¢, amplitude do dngulo formado pelos vetores AT e DB & o que pretendemos conhecer.
ACI[F=5%+8 <= [AT}|= V25 + 64=\/89

Como /AT = |IDB1l, aigualdade (1) toma o aspeto seguinte
89.cosa=0+5x5x[-1]+8x8+0

Ou seja,

39 :
. — ‘ -~ BL4°
Cos o 89 & a=6

Considere o referencial 0.n. (0, x, y, z). A piramide quadran-
gular regular est3 assente sobre um plano paralelo a x0y,
tem o veértice no eixo Oz e os planos x0z e yOz s3o planos
mediadores das arestas da base [como ilustra a fiqura).
Sabe-se, ainda, que A{1, 1, 3] e que a altura da piramide
5 unidades.

Caracterize, por uma condig¢do, o plano em gque a base da
piramide esta assente.

Identifique as coordenadas de todos os vértices da piramide.
Calcule a medida do comprimento da aresta lateral da piramide.
Calcule o volume da piramide.

Escreva as equagdes cartesianas da reta que contém a aresta [AV].

Determine um vetor normal ao plano ABV e escreva uma equacao desse plano.

Considere a esfera gque tem por circulo maximo o circulo circunscrito a base da piramide e
escreva uma condicao que a defina.
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2.2.

2.3

2.4,

2.5.

2.6.

2.7.

EXERCICIOS E PROBLEMAS RESOLVIDOS

Os pontos do plano onde assenta a base da piramide tém todos a mesma cota que o ponto A
A equacdo que define este plano & 2 = 3.

0 vértice B tem a mesma ordenada e a mesma cota que A e abcissa simétrica: 8[- 1, 1, 3].
0 vértice C tem a mesma cota que A e abcissa e ordenada simétrica: C[- 1, -1, 3).

0 vértice D tem a mesma abcissa e a mesma cola que A e ordenada simétrica: D[1,- 1, 3].
O vértice V pertence ao eixo Ozetemcota3 +5=-8: V[0, 0, 8].

Pretende-se conhecer AV, que & igual a ||AV||
AV=(0,0,8)-(1,1,3)=(-1,-1,5)

AV =V(-1P+(-1F+5=V27=3V3

1 -
Visteise --§ « area da base x altura
Areadabase-AD'=2°-4

1 20
Vi ==X B X5 =
sty 3
A reta r, que contém a aresta [AV], passa pelo ponto A[1, 1, 3) etem adirecdode AV (- 1,- 1, 5).
Entdo, as suas equacdes s30: ~— Loyt x= Tl ym e

: S T | 5 : Ny

Seia i [ny; n,, ;) 0 velor que procuramos. Se & normal a ABV entdo é perpendicular a todos os velo-
res do plano. Em particular, serd perpendicular aos vetores VR e VB.

VR-(1,1,-5)

VB=-(-1,1,3)-(0,0,8)=[-1,1,-5)

Temosw LVA =i .VA-0& [ny, 1) (1,1, -5) =0 n; + 1, - 5n, =0

E também, 7 LVE &5 .VB=0 (n, nn,).[~1,1,-5)=0>—n, +n,-5n,=0

Pretendemos encontrar valores Lais que
n+n—-5n,=0
", —n,+5n, =0

Pelo método da adicdo ordenada, obtemos
1y + n; — Smy —0<_> n; = Smy
2n, =0 n=0

Fazendo n, = 1, por exemplo, obtém-se n [0, 5, 1}

Temos entdo AVB: 5y +z+d=0

Como o ponto A[1, 1, 3] pertence ao plano, substituindo as coordenadas desse ponto na equacao do
plano, vem
5x143+d=0&>d=-8

Ou seja, s equacdodoplano ABVE Sy+2-8=0

Se o circulo maximo é circunscrito 3 base da piramide, Lal significa que o centro do circulo maximo
€ o centro da esfera, ou seja, &€ o ponto de intersecdo da base da pirdmide com o eixo Oz, ou seja, o
ponto (0,0, 3).
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3.5,

3.1

EXERCICIOS E PROBLEMAS RESOLVIDOS

O raio do circulo maximo é o raio da esfera.

: . e _AC
Assim, o raio serd igual a >

Ora
AC=AD +DC <> AC=-V4+6=\V8=2V2
Oraio da esfera &, entao, igual a% —%— V2

A condicdo que define a esfera &, pois,
X+vy+[z-3Fg2

Na figura esta representado, em referencial 0.n. Oxyz, c :i
um prisma quadrangular regular [ABCDEFGH] G
(o ponto H n3o esta representado na figura). 5

F
Sabe-se que:
« O ponto A tem coordenadas (14, -7, &) A y
« O ponto B tem coordenadas (16,-4, 10) /

« O ponto C tem coordenadas (10,-6, 13)
« O ponto E tem coordenadas (8, 5, 0)

Determine as coordenadas dos outros vértices do prisma.
Defina, por uma condicao, a aresta [AB].

Escreva a condicao que define o lugar geométrico dos pontos P tais que & nulo o produto
escalar AP . PG e identifiqgue-o em relacdo ao prisma.

Mostre que a secgao produzida no prisma pelo plano ABC & um retangulo e determine a
sua area.

Determine uma condi¢do do lugar geométrico dos pontos equidistantesde Cede Ae
identifique-o.

Adaptado de "Séries de Problemas de Matemalica A- 10.° Ano”, CAVE

PROPOSTA DE RESOLUCAD

Comecemos por calcular as coordenadas de D. Observando a figura e alendendo a que se trata de
um prisma quadrangular regular temos:

D=C+BR=[10,-6,13)+[[14,-7.4)-[16,-4,10)]=(8,-9, 7)
€, por raciocinio semelhante,
F-8+AE-[16,-4,10)+(8.5,0)-[14,-7,4)] = (10, 8, 6)
G=C+AE-{10,-6,13)+[(8,5.0]-[14.- 7.4])]=[4.6.9)
H-D+AE=(8,-9,7)+([8,50]-(14.-7.4]]=(2.3.3)
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3.2.

3.3.

3.4.

EXERCICIOS E PROBLEMAS RESOLVIDOS

A aresta [AB] esta contida nareta AB
Para delerminar uma equacao dareta, por exemplo uma equacao vetorial, determinemos um seu
vetor diretor

AB =(16,-4,10)-(14,-7,4)=(2,3,6)
Ent3o, o segmento [AB] & o conjunto dos pontos P tais que P=A + k AB, com k€0, 1]
Ou seja
(x.y.z)=(14,-7,4)+k([2, 3,6).kE[0,1]
Sendo Plx, y, z] vem
AP .PC-0& [[x . 2)- (14, - 7,8)].[(4.6,9) - [x, 5. 2)] =0
x-14,y+7,2-4).[4-x,6-y,9-z]=0
HUx-56-F+1bx+6y+ 42—y —Ty—=* +42+9:-36=0
=X +18x~56-y —y+42-7+13:-36=0
Multiplicando ambos os membros por [~ 1] e passando para o 2.° membro os termos independen-
tes, lemos
¥ =18x+y —y+2-13:=-56+42-36
X —-18x+v —y+22-132=--50
Demos outra forma 3 equacao de modo a obtermos uma equacgao do tipo
[x—a) +[y- b +{z=cf =7
: PSRty LS .’169_7 ’ 1-169
<—7.118.\8111“_5.u 508}.““

1y (. 13y 147

& [(x-9) +(y +z—2)
(x—9) +| \==5 5

0 conjunto dos pontos P & a superficie esférica de centro no ponto médio da diagonal espacial [AG]

]

e 1ai \ 'é"

Notemos que o cenlro & o ponto de intersecdo das diagonais espaciais e, como elas se bissetam,
todos os veértices pertencem a essa superficie esférica.

Podemos, a titulo de exemplo, verificar isso para o ponto E[8, 5, 0].

Substituindo as coordenadas na equacdo temos

(8-9p+(5+1) +(0-23) -187
2/ 2/ "2

1481169 _ 147

K W

L L

32

Da mesma forma se verificaria que os oulros vérlices também pertencem a superficie esférica.

A seccdo produzida pelo plano ABC & o quadrilatero [ABCH]
Se AB = HC e BGC = AH, o quadrilatero & um paralelogramo e, também, se AB . BG =0, entao os
angulos sao retos.

AB -(16,-4,10)-[14,-7.4)=(2.3,6)e HC = [4.6.9) - (2. 3. 3] = (2. 3.6)
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3.5

EXERCICIOS E PROBLEMAS RESOLVIDOS

donde se conclui que o referido quadrilatero & um paralelogramo.
AB .BC=(2.3,.6).[[4,6,9)-[16,-4,10]]=
=(2,3,6).(-12,10,-1)=-24 +30-6~
=0
AB & perpendicular a BT, o 3ngulo ABG é reto e, como os lados s3o paralelos dois a dois, todos os

angulos sdo retos. A seccdo &, portanto, um retangulo.
A area desse retanqulo & iqual a

ABl x BTl =lif1s, - 7, 8) - (16, - &, 20}l x|l{s. 6, 9) - [16,- 4, 10)l| =
=ll=2.-3.-6)ll xll{=12,10,-1)fi =
=V +9+36x V144 + 100+ 1
=7x7V5=
-49\/5

A area do retdngulo € de 49\ Su.a

Trala-se do plano mediador do segmento [CA] e, observando a figura, concluimos que & o plano
D8F.
Determinemos uma sua equacao.

10 -7-6 4+

0 ponto médio do segmento [CA] é M| 14 ; 5 2-13 l ou seja, Mli 12, - 1-3. 17 )

Zi =l
Sendo P [x, y, z] o ponto genérico do plano, temos

WP . TR -0 (x-12,y+ ?.2.3.,.-- 12’ ).(4,-1,-9)=0

S Ux—y-92+22=-0 equacao doplano DBF

B e D sdo equidistantes de A e de C pois s3o todos vertices de uma das bases que sdo quadrados,
portanto pertencem ao plano mediador de [CA].

Verifiquemos, agora, que F pertence 20 plano.

Substituindo as coordenadas de F na equagao obtida,

4x10-8-9%x6+22=0=0-0

Concluindo:

0 plano pedido é plano mediador do segmento [CA] e & o plano DBF, de equacao
Gyx—-y-9:+22-=0.

Para angariarem fundos para a Associacdo de Estudantes, os alunos conseguiram a oferta
de 20 pares de chuteiras e 60 camisolas e decidiram fazer com elas dois tipos de lotes
para venda:

Tipo A: um par de chuteiras e uma camisola.
Tipo B: um par de chuteiras e cinco camisolas.
Decidiram també&m que venderiam os lotes do tipo A a40 € e 0os do tipo B, a 60 €.
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EXERCICIOS E PROBLEMAS RESOLVIDOS

Qual devera ser o nimero de lotes do tipo A e o nimero de lotes do tipo B a constituir para
que o lucro obtido nas vendas seja maximo?

PROPOSTA DE RESOLUCAD

Sejam
x— 0 nOmero de lotes do tipo A y — 0 nimero de lotes do tipo 8
Organizemos os dados numa tabela

Nflotes  N°paresdechuteiras  N.camisolss Lucro{L)
TipoA y ‘ ..\ — X ‘.\' - 40x
TipoB ) ’ Sy 60y
Total X+) x+5y 50x + 60y

As restricdes a impor sdo as seguintes

ex€EN, eyel iy

ox + vy 20 [0 nOmero total de chuteiras ndo pode ser superior a 20)

« x+ 5y < 60 [0 nimero total de camisolas nao pode ser superior a 60)

Obtém-se, assim, a sequinte regido de validez:

»
o

f_- N & O O,

Pretende-se neste caso maximizar a fungao obje-
tivo:

L =40x+ 60y [Lucro)

Atribuindo a L diversos valores [por exemplo, 360 e
700], representemos as retas correspondentes,

N & 00O
4
»

Todas as retas da familia sao paralelas e o valor de L
cresce quando a reta que representa a fungdo obje-
Livo se desloca paralelamente a si propria, da
esquerda para a direita.

O
N
.-
o
4]
o
~
<
o
™
»
C
L

Verificamos que a solugdo 6tima se obtém quando a
reta que representa a funcdo objetivo passa no ponto
C, cujas coordenadas poderemos determinar pela
intersecao dasretas x+y=20 e x+5y=60
x+y=20 x=20—y

=3
x+5y=60 20—y +5y=60

2

x=20-y x=10
v v

l‘_\ =40 ! B 10

Conclui-se, assim, que se forem vendidos 10 lotes do
tipo A e 10 lotes do tipo B, o lucro sera maximo e de
1000 €
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EXERCICIOS €E PROBLEMAS PROPOSTOS

As questies 1 3 17 s30 de "escotha miitipls”. Deve responder indicando apenas a letra comespondente 3 opcao
que considera certa [assequre-se, no entanto, de que saberia justificar a sua escolha caso tal lhe fasse solicitado).

1.

Num referencial o.n. (0, x, y, z), considere um ponto P pertencente ao semieixo positivo
0Oz e um ponto Q pertencente ao semieixo positivo Ox.

Quais poderdo ser as coordenadas do vetor P ?

(A)(-1,0,1) (8)(0,-1,1)

(€)(1,0,-1) (0)(1,-1,0)

Na figura esta representado um cubo de aresta 4, em SR H
que os pontos E, F, B e H s3o vértices de uma piramide Vo
triangular. L

0 valor do produto escalar HE . HE &

(A)16\/2 (B) 16 ‘f.' ¢
(€)8V2 (D)8 s 4

De dois vetores p e g sabe-se que tém ambos norma igual 3 3 e que p .q =- 9. Indique
qual das afirmacdes seguintes é verdadeira.

(A)p +3 =0 (B)p -3 =0
(Clp Lqg (B) O dngulo dos vetores p e g & agudo.

Na figura, esta representado um cubo e, dentro dele, um tetraedro.

Qual das sequintes afirmacdes é verdadeira? H G
(A)AB.AC =0 (B)AC.Fi=0 3
(C)HC .AE=0 (D)AC.TF =0
3 F
A ]

Dados dois vetores AB e BA, de norma k e sentidos opostos, & possivel concluir que:
(A)AB.BA =K (B)AB.BA=—K
(C)AB .BA = 2k (D)AB.BA=0
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6.1.

6.2.

6.3.

EXERCICIOS E PROBLEMAS PROPOSTOS

Considere o referencial ortonormado no espaco e os pontos z

A(1,0,0),B(1,1,0),C(1,2,0),D(1,0,1]),€(1,1,1),F(1, 2,1}, G L

G(0, 0, 1), H(0, 1, 1), 1(0, 2, 1), J(O, 1, 0), K(0, 2, 0) indicados 0 7 o

na figura ao lado: 217 % i
Sanp - amsan C

O produto escalar AH . FC éiqual a x

(A)1 (B)-1 (C)2 (D)-2

0 angulo formado pelas retas HA e HC & aproximadamente igual a

(A) 60° (B) 71° (C) 45° (D) 70°

Uma equacao cartesiana do plano GBK &

(A)2x+2y-2z-2=0 (B)x+y-3=0 [Clx+y+2:z=2 (D)x+y+2z=0

Na figura esta representado um prisma triangular
reto num referencial o.n. Oxyz, sendo FE a reta
suporte de uma das arestas.

« 0 ponto F pertence ao plano x0z;
« 0 ponto € pertence 30 plano xOy.

A reta FE & definida por

(A) [x,y,2)=(4,0,5)+k[0,6,-5), kER
(B)x=8Ay=6Az=5
([C)4x+6y+52=0

(D) [x,y.2)=(0,6,-5)+k{4,0,5).k€ER

x+1 2

Num referencial o0.n. Oxyz, 0 ponto de interse¢do da reta s
plano yOz tem coordenadas

='—3=——:- como
! 3

(R)(-+.2.0) (8)(-5,0,-7)
Y 45% |
@027 (0)(0,4,3)

Na figura esta representado, num referencial o.n. Oxyz,
um cubo de vérticesO,P,Q,R,S, T,Ue V.

« O ponto M é o centro da face do cubo a que pertence.
« UmaequacdodoplanoQVMéx+z=2.

A medida da arestado cubo @
(A)2 (B)2\2
(€)1 (0) V2
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10.

11.

12.

13.

14.

Na figura, esta representado, em referencial o.n. z

Oxyz, um paralelepipedo retangulo. uf8 -

Seja r areta dada pelz equacdo A ' g

(x,y,2)=(3,8,4)+k(0,1,0),kER 3 C
8

O ponto de intersecao de r com o plano ABH &: e ¢

(A)H (B)C (C)A (D)8

Considere, num referencial 0.n. Oxyz, osplanos a:z=3ef:y=-1
Seja r areta de intersecao dos dois planos. Entdo, uma equacao vetorial daretaré

(A) (x, 5 2)=[0,~1,3)+k(1,0,0), kER
(B) (x.5,2)=(1,-1,3)+k0,-1,3)kER
(C)(x,y.2)=(1,0,0)+k{0,-1,3).kER
(D) (x,52)=(1,1,0)+k(1,0,0),kER

Considere, num referencial 0.n. Oxyz, dois planos concorrentes de equagdes
2x—-3y+z=5 e 3x-2y+z=

Um ponto pertencente a interse¢ao dos dois planos é:
(A)(2,1,1) (8)(0,-2,1) (C)(1,-1,0] (D) (2,0,0)

Considere, relativamente a um referencial o.n. Oxyz

« um plano «, definido pelas equagdes 3x-z=2;

« umareta r, definida pelas equacdes .r=-‘%- = —;-;

« um ponto P, de coordenadas (0, 2, 3).

(A) P pertence a « (B) P pertencear

(C) réparalelaaw (D) r & perpendicular a «

Qual dos pares de equagdes seguintes define, num referencial o.n. Oxyz, um par de planos
perpendiculares?

[AJx+y=-3ex+y=0

B - x+y-z=1e3x+2y+2z=2

(Clx=yez=0

(D)2x+2y+2z=9ex-3z=0
CAVE
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15.

16.

17.

17.1.

17.2.

17.3.

17.4.

EXERCICIOS € PROBLEMAS PROPOSTOS

Determine o valor real de k que torna coincidentes as duas retas r e s, definidas num refe-
rencial 0.n. Oxyz, pelas condigdes

x4+l y=2 x-5 y—k >
.—-—--—3—--- L‘ e s-'_—z--'-3—'_b 1
(A)u (B]S (C)6 (D)-7

Num referencial 0.n. Oxyz, estao definidos os planos « e B de equagoes
o:2x—y+4z-3=0 e B:ix-2y=6

Qual a posicao relativa dos dois planos?

(A) Perpendiculares (8) Concorrentes nao perpendiculares

(C) Coincidentes (D] Estritamente paralelos

Num dado problema de programacao linear a fun-
¢ao objetivo lucro é dada por
L =30x+45y, em milhares de euros.

A regido admissivel é o poligono [OABCD] da figura:

0 sistema de restrigdes é&:

y< bx y=bx
yex+5 yex+5 '
(A) { 4x+3y<36 (B) {4x+3y<36
y=Ux-20 y=>U4x-20
y<0 y=20
y 3 6x y = bx
y<x-5 v x+5
(C) {bx+3y<36 (D) 4 \';%.\4» 12
y2bx-20 y=U4x-20
y=0 y=20

O lucroem B & de:

(A) 375 milhares de euros. (B) 450 euros.

(C) 75 milhares de euros. (D) 450 000 euros.

A solucao otima @ representada pelo:

(A]lponto A (B] ponto B (C)ponto C (D) ponto D
Se a solugao otima correspondesse ao ponto C, a funcao lucro L podia ser:
(A)L=15x+40y (B)L=40x+ 15y ([C)L=x-3y (D)L =80y
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17.5.

EXERCICIOS €E PROBLEMAS PROPOSTOS

Um ponto representa uma solucao admissivel se:

[(A) a abcissa for maior que 5.

(B) a ordenada for maior que zero e menor que 6.

(C) a abcissa for menor que 5 e a ordenada menor que 8.

(D) a abcissa tomar valores entre 1 e 5 e a ordenada for inferior a 6.

As questdes que se sequem s30 de resposta "aberta”. Leia atentamente os enunciados e efetue as resolugtes

completas, explicando os raciocinios apresentando os calculos.

18.

18.1.
18.2.
18.3.

19.

19.1.

20.

21.

21.1.
21.2.
21.3.

22.

22.1.
22.2.
22.3.

Determine o produto escalar e o angulo formado pelos seguintes pares de vetores.
u(2.-3) e7¥(5,4)
u(-2,1) e v(3,4)
u(2,2) ev([-5,0)

Dado o referencial ortonormado no espaco e os pontos Ho |

A(1, 0, 0), B(1, 1, 0), C(1, 2, 0), D(1, O, 1), €(1, 1, 1), e

F(1, 2,1), G[0, 0, 1), H(0, 1, 1), {0, 2, 1), J[0, 1, 0), K(O, 2, 0) ,,9”"*;""" 7
indicados na figura, calcule: c

HD .AE 19.2. HD .FB 19.3. FC.BC 19.4. CE.BI

Sabe-se de dois vetoreswe v que ||i7]|= 3 e que % =- 2¥. Determine o valorde % .¥.

Determine k € IR de modo que os vetores:
a(2,-3) e bk 1) sejam perpendiculares.
7(-5.k) e B(2, 5) sejam perpendiculares.

@[k, 1) e B(2, 3) tenham produto escalarigual a 9.

Determine um vetor perpendiculara %(5, 3).
Determine todos os vetores perpendiculares a v [3,—4), de normaigual 3 10.

Determine todos os vetores perpendiculares a cada um dos seguintes vetores, de norma
iqual a ele:

a(2,-2) B(7.3) T(11,-4) a-1,-3)
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23.

24.

25.

25.1.
25.2.
25.3.

25.4.

26.

26.1.

26.2.
26.3.

EXERCICIOS E PROBLEMAS PROPOSTOS

Se u e v sdo vetores colineares tais que u +v & perpendiculara u — v, justifique que u e
v tém a mesma norma.

Recorrendo 3o produto escalar de dois vetores, mostre que as diagonais de um losango
sao perpendiculares.

Considere, num referencial o0.n. Oxyz, um cilindro de revolugdo como o representado na
figura.

« A base inferior do cilindro tem centro na origem O do refe- :
rencial e esta contida no plano 10y. 0
« [BC] & um diametro da base inferior, contido no eixo Oy. O

ponto C tem coordenadas (0, - 5, 0). r

« O ponto A pertence 3 circunferéncia que limita a base infe-
rior do cilindro e tem coordenadas (4, 3, 0).

a -
« Areta r passa no ponto B e & paralela ao eixo Oz 77/ y
« 0 ponto D pertence 3 reta r e 3 circunferéncia que limita a 4

base superior do cilindro.

Justifique que a reta AC & perpendicular a reta AB.
Escreva uma equacao vetorialdaretar.

Justifique que AT & um vetor perpendicular ao plano ABD. Determine uma equacao deste
plano.

Designando por « a amplitude, em radianos, do anqulo BOD, mostre que o volume do cilindro

edadoporV(a]=125ntgw, coma € 0,% i
GAVE

Considere, num referencial 0.n. Oxyz, uma piramide regular de
base quadrada [ver figura).

« O vértice V da piramide pertence ao semieixo positivo Oz.
« A base da piramide esta contida no plano x0y.

« A aresta [PQ] @ paralela 3o eixo Oy.

« 0 ponto Q tem coordenadas (2, 2, 0).

Sabendo que, na unidade considerada, o volume da piramide &
iqual a 32, mostre que a cotado vértice V éiqual 2 6.

Mostre que o plano QRV pode ser definido pela equagao 3y + z=6.

Determine uma condigao que defina a reta que passa na origem do referencial e & perpen-
dicular ao plano QRV.
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26.4.

27.

27.1.

27.2.
27.3.
27.4.

28.

29.

30.

EXERCICIOS € PROBLEMAS PROPOSTOS

Justifique que a intersecdo da aresta [QV] com o plano de equacdo z=3 &opontoM (1, 1, 3]
e determine a area da secc¢ao produzida na piramide por esse plano.

CAVE

Uma embalagem de pastilhas tem a forma de um prisma
hexagonal regular. Considere o prisma hexagonal represen-
tado no referencial 0.n. Oxyz.

3 F
Sabe-se que:
« Os pontos A, B e C pertencem & base inferior do prisma, 3
qual esta contida no plano xOy e tem por centro a origem . :
do referencial; i Ne
«Os pontos D, €, F e G pertencem 3 base superior do < ~
prisma, a qual esta contida no plano de equagdo z = 12; /

« O ponto C tem coordenadas (0, &, 0).

Mostre que o ponto B tem coorder_xidas (V12, 2, 0] e aproveite este resultado para justi-
ficar que C tem coordenadas [- V 12, 2, 12].

Mostre que a reta DC pode ser definida pela condigdo V 3x+ y==-4Az=12.
Determine a intersecao da reta DC com o plano que contém a face [ABFE] do prisma.

Considere agora que a unidade do referencial & um centimetro (1 cm). Sabendo que,
quando a caixa fol comprada, tinha doze pastilhas, cada uma das quais com um volume de
30 cm’, determine, com aproximacao as unidades, a percentagem do volume da caixa
que, no momento da compra, se encontrava vazio.

Identifique, em cada caso, o lugar geometrico definido pelas condigdes:

r

-2.1‘+‘r+:+l=0 ‘.\'—.'»'-{»2::0
281, (x—-y+22-3=0 28.2.{2x—-2y+4z-3=0
l.\'+x-+:=0 3x-y=0

Estude, em func3o dos valores de k € 13, a posigdo relativa dos planos a, B e v, de equagdes

2x—-y+3z-2=0
xX+ky+z+1=0
lx+y—z+3=0

respetivamente .

Dado o plano a de equagdo 3x - 2y + 2z - 5 = 0, determine a equacao do plano paralelo ao
plano a e que passa pelo ponto A(1, 0, - 1).
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31.

32.

33.

34.

35.

36

37.

EXERCICIOS € PROBLEMAS PROPOSTOS

Dados os planos « e B de equagdes respetivamente 2x-y+3z-5=0ex+y-2z+4=0,
determine a equacao do plano que passa pela origem e contém a reta r de intersecdo dos
planos a e B.

Dada areta rde equagoes % =y- --# e o plano de equagao 3x-2y+2z-3=0,

determine o ponto de intersec3o da reta com o plano.

Escreva equacoes da reta que passa pelo ponto A[1, 2, — 1) e & paralela a reta de equacdes
2x=y+3z-1=0

x+y-z+2=0

Escreva, ainda, a equacao do plano que contém a reta e o ponto dados.

Escreva a equacao do plano que contém o ponto A[1, 2, 3) e & paralelo ao vetoru(2,- 1, -2}

3 4 ~ )+ 1
earetadeequacoes"31=" s-=2+1
- . 2x-y+2z=0
Determine um vetor diretor dareta g
X+3y+2z=

Determine o angulo das retas r e s de equacgdes
x-1 z 2x—-y+z=0

=y~-2=—_-es

= = x+y-3z=

r

Averigue, em cada caso, se as retas r e s s3o ou ndao complanares. Em caso afirmativo,
determine a equacao do plano que as contém.
x+1 _y-3 z+2

71 ri S ay-2=3-2035 =
37.1. ¢ — y—2=3 z 5 i 3
e oy Ao S ) =Y PEL
37.2. R les 2
38. Determine o ponto de intersecao da reta r de equacdes X == = 2% 1 _2%2 b plano

39.

40.

de equacdo x+ 2y-3z+2=0 C =2 2

Determine de sequida a distancia deste ponto 3 origem.

Mostre que A(1, 2, - 1) pertence ao plano definido porB(-1,0, 1), C(2,-1,-1)eD(2, 1,0),
sem determinar a equacao desse plano.

- 2« = 1
Dada areta r de equacoes : - a1 eopontoA(l,1, 1), escreva as equacdes daretas,

que contém o ponto A e é paralelaaretar.
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41.

42.

42.1.

g2.2.

43.

43.1.
43.2.
43.3.

EXERCICIOS €E PROBLEMAS PROPOSTOS

x=2y+2
e

zmy

Dadas as retas r e s de equacoes respetivamente r:
‘x=k+1

s:  y=-k -1, determinar a equacao do plano « que passa na origem e & paralelo as
\z= 2k

retas re s dadas.

Na figura est3o representados uma piramide quadrangular regular e um cubo de aresta &4,
num referencial o.n. (0, x, y, z) sendo O o centro da base da piramide. O vértice E pertence
a Oz e os semieixos Ox e Oy passam nos pontos médios das arestas [AB] e [BC] respetiva-
mente. Uma das faces do cubo est3 contida na base da piramide e cada um dos vértices

da face oposta pertence a uma aresta da piramide de modo que A

> 2
EL-3E

Determine:

a) as coordenadas dos vértices do cubo e da piramide.
b) as equacdes cartesianas da reta BE.

¢) a equagao do plano ABE.

d) a equacao vetorial da reta intersecao dos planos LME e JNE.

Relacione o volume do cubo com o volume da piramide.

Adaptado de Séries de Problemas de Matematica A- 10.° Ano, CAVE

Na figura esta representada, num referencial ortogonal e monométrico Oxyz, a piramide
quadrangular regular [VOABC] cujos vértices A e B pertencem 3os eixos coordenados Ox e
Oy, respetivamente.

Sabe-se que:

o x4+ 42 - Ux -4y~ 16z =0 & uma equagao da superficie
esférica que tem centro no ponto V e que contém o0s quatro
vértices da base da piramide [VOABC].

« 0 quadrado [DEFG] @ a seccao produzida na piramide
[VOABC] por um plano paralelo ao plano xOy.

« 0 volume da piramide [VDEFG] & 3 oitava parte do volume da
piramide [VOABC].

Calcule o volume da pirdmide [VOABC].
Determine as coordenadas dos vértices da base da piramide [VDEFC].

Considere a esfera que tem um didmetro contido na altura da piramide e que & tangente
quer 3 base da piramide [VDEFC], quer a base da piramide [VOABC].
Escreva uma condicdo que defina essa esfera.
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43.4.

43.5.
43.6.

43.7.

44,

44.1.
44.2.
44.3.

G444,
44.5.

EXERCICIOS € PROBLEMAS PROPOSTOS

Defina analiticamente a linha descrita pelo ponto V quando a piramide da uma volta com-
pleta em torno da aresta [AO].

Indique as equacdes cartesianas da reta VC.

Escreva a equacao do plano tangente no ponto B a superficie esférica de raio VO dada no
enunciado.

Escreva a equacao vetorial dareta perpendicular ao plano VBC que passa por A.
Adaptado de Séries de Problemas de Matematica A - 10.° Ano, CAVE

A figura representa, num referencial ortogonal e monomeétrico Oxyz um solido que se
pode decompor num cubo e num cilindro.

Sabe-se que:
« A base superior do cilindro tem centro em O e esta contida no plano x0z.

« A face inferior do cubo esta inscrita na base superior do cilindro e tem as diagonais con-
tidas nos eixos Ox e Oy.

« A altura do cilindro e a aresta do cubo s3o iguais.
« O volume total do solido @ igual 3 32(x + 2).

Mostre que o cubo tem arestaiqual a 4.
Determine as coordenadas dos vértices do cubo.

Defina analiticamente:
a) A aresta [DH].
b) A base inferior do cilindro.

Calcule a area da seccao determinada no solido pelo plano de equacao y = \ 2.

Determine as equacgdes cartesianas da reta perpendicular a EC que passa por 0.
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44.6.

448.7.
44.8.

§5.

§5.1.
§5.2.

§5.3.

45.4.

§5.5.
45.6.

EXERCICIOS E PROBLEMAS PROPOSTOS

Sejam M, N e Q os pontos médios das arestas do cubo [BF], [CC] e [EF]. Escreva a equacdo
cartesiana do plano MNQ e determine a area da seccao determinada no cubo por este
plano.

Escreva a equacao do plano paralelo a MNQ que contém A

Escreva uma equacao de uma reta paralela ao plano MNQ gue passaem B,
Adaplado de Séries de Problemas de Matematica A - 10* Ano, CAVE

Na figura esta representado, num referencial o.n. Oxyz, 0 cubo [ABCDEFGH].

Sabe-se que:

« 0 centro do cubo coincide com a origem do referencial;

« as arestas do cubo sdo paralelas aos eixos coordenados;

« 05 pontos M, N e P s3o os pontos médios das arestas a que pertencem.

« 0 ponto € tem coordenadas (1,1, 1).

Considere o vetor u e 0s pontos X, Y e Z tais que: [ 4 - 1
eu=MN + 8P 0 N |

«X=A+CC /,/":.* v
VaX+ % e - '-'f,if' ............... -
«ZmX+(ii + AT) K ’
Represente os pontos X, Y e Z [por construgao geomeétrica, sem recorrer a coordenadas).
Defina, por uma condicdo, o lugar geométrico dos pontos W para 0s quais o0 ponto X per-

tence 3o plano mediador do segmento [BW]
identifique esse lugar geométrico, no contexto do problema.

A reta definidapelaequacdo [x v. z)=[(1,-1,-1)+4{0, 1, 1), ke Rinterseta areta XD.
Determine as coordenadas do ponto de interse¢ao.

A seccao produzida no cubo pelo plano definido pelos pontos E, Y e Z divide o cubo em
dois solidos.
Determine o volume do sdlido que contém o ponto C.

Escreva a equacao cartesiana do plano CAM.

Escreva as equacdes cartesianas da reta perpendicular 30 plano CAM que passapor D
Adaplado de Séries de Problemas de Matemitica A - 10® Ano, CAVE
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46.

47.

47.1.
47.2.
47.3.
47.4.

48.

EXERCICIOS € PROBLEMAS PROPOSTOS

Para florir um parque, sdo precisos, pelo menos, 1200 jacintos, 3200 tulipas e 3000 nar-
Cisos.

Um viveiro oferece um lote A, composto por 30 jacintos, 40 tulipas e 30 narcisos por
75 €; outro viveiro oferece um lote B, composto por 10 jacintos, 40 tulipas e 50 narcisos,
por 60 €. Quantos lotes de cada tipo devem comprar-se para obter a despesa minima?

Para resolver um problema de programacao linear onde se pretende minimizar uma
determinada fungao objetivo C, uma aluna do 11.° Ano representou a regiao admissivel

da figura:

O ponto P de coordenadas (5, 3] & ou ndo admissivel?
Escreva condigdes que definam as restricdes das quais resulta o vértice A.
Se a funcao objetivo fosse C = 3y + 8x, qual seria a solugao 6tima?

Se a solucdo 6tima fosse o ponto C[3, 1], indique uma funcdo que pudesse ser funcao
objetivo do problema.

Um talho dispoe de 60 kg de carne de 1.7 qualidade, 21 kg de 2.7 qualidade e 24 kg de
3.7 qualidade. A partir destas carnes pretende produzir almdndegas e carne picada
usando, por quilograma, pelo menos, as sequintes percentagens:

Almondegas ]
Camedel? 80%
Came de 2* 10%
Came de 3* 30% 20%

Sabendo que cada quilograma de almondeqgas vai ser vendido com um lucro de 3 € e cada
quilograma de carne picada com lucro de 1,5 €, que quantidade de cada produto deve ser
produzida para que se obtenha lucro maximo?
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1.1.
1.2.

1.3.

1.1.

1.2.

p K 7

2.1,
2.2

2.1

NTRODUCAD AOCALOLOD

EXERCICIOS E PROBLEMAS RESOLVIDOS

5x -4

Considere a fungao real de variavel real definida por f(x) = 1‘5
-

Determine o dominio da funcao f.

Escreva a expressao analitica de fna forma flx] = b + T—f—(—l e indigue a equacgao da assin-
tota horizontal do grafico da funcao.

Estude o sinal da funcao .

PROPOSTA DE RESOLUCAD
0 dominio de jé
Df={x€R:10-x#0}=IR-{10}

Procedendo a divisao do polindmio numerador pelo polindmio denominador
5¢ - 4 -x+ 10

5x + 50 5
46
. : 4 ~
Conclui-seque flx}=—5+ 6 e e que, portanto, aretade equagdoy—=-5
——

e assintota horizontal do gréafico de |

Facamos o estudo, recorrendo a3 um quadro de variacao de sinal:

NG o9 l& S -
Sinal de 5x- & 0 : '
Sinaide~x + 10 ' / 5
Sinal de () 0 ; P

Podemos, entdo, concluir que
= - «
([x]<0 &> xE -0, € U ]10, + oof

g

, 10
5

[[x]20¢=xE

Considere a fung3o racional g definida por g{x)=p + —
e areta 1, representadas graficamente. O ponto A[3, - 2)
pertence 3 reta r que interseta o grafico da func3o na ori-
gem do referencial. O ponto A & a intersecao das duas
assintotas do grafico da fungao g.

Mostrequea=3efB=-2.

Determine o valor de k e apresente a defini¢ao da fungao g.

PROPOSTA DE RESOL 0

O nimero 3 & zero do denominador da fragdo e, portanto, nao pertence ao dominio de g. Observando
a figura, verificamos que o grafico tem uma assintota vertical de equacdo x = 3. Conclui-se, assim,
que o= 3.
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2.2.

3.

3.2.

33.

3.1

3.2.

NTRODUCAO AO CALOULO DIFERENCIAL |

EXERCICIOS E PROBLEMAS RESOLVIDOS

B & o valor para que tende a fungdo quando a fragao \—i‘-; tende para 0, ou seja, quando x — + oo,
Entdo, f=— 2, o que & também confirmado pelo facto de a reta de equagdo y —— 2 ser assintota
horizontal do grafico de g.

Como o ponto [0, 0] pertence ao grafico da fun¢do e atendendo aos valores de « e [ ja conhecidos,
podemos escrever

K
=2 )
=0=3
ou seja,

A
=2 k=
—5=2 6

Entdo, &
gR-{3}—R

6
gl =-2-—=
b oy

0 coeficiente de ampliag3o A de uma certa lupa, em fungdo da distancia d (em decime-
tros) da lupa ao objeto, & dado por s

Nilme=—

Determine, analiticamente, a que distancia do objeto tem que estar a lupa para que o coe-
ficiente de ampliacao sejaigual a 5.

A lupa pode ser usada a um metro de distancia do objeto? Porqué? Indique a3 que distan-
cias do objeto podemos usar a lupa para obtermos ampliagdo.

Resolva, por processo analitico, a inequacdo A(d) > 10 e interprete o significado desta
condicao e da solucdo encontrada, no contexto do problema.

PROPOSTA DE RESOL D
A condicdo impostaé % ? i 5
Resolvendo a equacdo em ordem ad, vem
5 5-25+5d
= ) 2 ()| o) e 2
S—d gl S—d L
¢ —-20+5d=0AS5-d=z0&=d=4Ad#5

Se a lupa estiver colocada a & dm do objeto, o coeficiente de ampliagcao serdiqual a 5.

Como 1 m=10dm, substituindo na expressao de A[d] teremos
5
A e
{10] 5=10 1
Ou seja, para d = 10 obter-se-ia um coeficiente de ampliacdo negativo, o que & absurdo.

Recorrendo & calculadora, podemos visualizar o comportamento da
funcdo e observar 0 que se passa quanto ao seu dominio.
Atendendo ao contexto do problema, fica claro que o dominio da
funcdoé [0, 51.
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3.3.

4.1.
4.2.
4.3,
PR
4.5,

4.1.

4.2.

Intersection
(KeN S T

NTRODUCAD AQ CALOULO DIFERENG

EXERCICIOS E PROBLEMAS RESOLVIDOS

5 + 10d
-57??[ =10 &= bj 7= 1030 & - ugsf_ .-}Q =0
-45+10d=0¢=>d=4.5
5-d=0&d=5
d 0 4,5 5
~45+10d 0 .
~ 45 4 104 0 Z ad

0 coeficiente de ampliacao & maior ou igual a 10 quando a distancia entre a lupa e o objeto se situa
no intervalo [4,5; 5[, em dm.

Este resultado pode ser visualizado na calculadora:

-

-

Considere as fungdes reais de variavel real f, g e I definidas por:

___.\‘)-1 1=+ ‘=\'2.1'—Ll+.\'-2
flx)= S glx) hix) —

Indique o dominio de cada uma das funcdes.

Determine o menor nimero inteiro que verifica a condicdo f{x] < x+ 1.
Caracterize afuncao :

Caracterize a funcao ;: o f.

Calcule os zeros da fungao h.

PROPOSTA DE RESOL 0
D={x€ER:x+270}=-R-{-2}
D,={x€R:x#0}=R-{0}
D,={xER:x-4+0A2x-420}=[2, + oo - {4}

i S O e s i ' <0&=
P TS X+ 2 =
C— 2 ,ﬁlf_"‘: ,_g"i.,? =L —
X+ 2
S ==t o
X+ 2
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NTRODUCAO AO CALOULO DIFERENCIAL |

EXERCICIOS E PROBLEMAS RESOLVIDOS

Como-2¥-3x-1=0¢>x=-1Vax=- ; fazendo o quadro de sinal, obtemos:

X oo 2 1 % ' 0O
~2X =3x~1 0 ' 0
.*\*? 0 * ‘ .
-2x ~3x-1 ] nd 0 y o
X+ 2

0 menor inteiro que verifica a condicdo f[x]) < x+ 1 & portanto, - 1.

43. D,=(0ND)-{xER:g(x]=0}-R-{-2.-1,0}

44. D -D.NDN{xED:fIx)ED}=[R-{-2 0}N{xER:f[x}»0}=R-{-2,-1,0,1}

X-2 4, —x+1l+x+2
| .\;—1_ x+ 2 = X+ 2 e, T e 5 | =
(gofllx]) =g e n e e —— - com x> 2
x+2 c+ 2

§.5. h[\]—0<_>\~2'\ AR =l
-4

Resolvamos a equacao com radical:

VZX—B4x-2=-0é> VZ2x—G=-x+2
= [VZx =4 =[-x+2F
o 2x—-4=x-4x+4
> x*-6x+8=0
x=4Vx=2

=0 VEeEx-G+x-2=-0Ax-4=0

Verificacao:
V2x4-4+4-2=-0¢2>2+4-2=0 Falsa. 4 & solucdo estranha
V2Z2x2-4+2-2=04¢ 0=0Verdadeira. 2 & solucdo da equacao e é o (nico zero da funcdo h.

5. Defina, caso exista, a fungdo inversa da fungdo f, real de variavel real, definida por:

51 flg=Xt3 5.2. flx)=22 53. flx)=Vx-1
x—2 2

5.1. D=8 -{2}e/éinjetiva, logo admite inversa.
Procuremos a expressao analiticade /-~

y=2_ 3 yx-2y=x+3&y=-1lk=2 ‘3¢_>.\“2" 2 J~—°z—2\ .—3—
x—2 : - y—1 x-1
Temos, entao, f ‘(.\]-ZJI ’13 e D.:=R-{1}
x-

[note que, como y = 1 & assintota horizontal do grafico de £, o contradominiode fé IR - {1}]

5.2. Afungao quadratica definida por f{x) = é + nao é injetiva pelo que ndo admite fun¢ o inversa.
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5.3.

6.1.

6.2.

6.1.

6.2.

NTRODUCAD A0 CALOLO

EXERCICIOS E PROBLEMAS RESOLVIDOS

D,.=R e/, funcdo raiz clbica, & invertivel.
y= Vx- 1y =x-1é2x=y+1—y=xX+1
Logo.f *[x]=¥+1 e D.:=R

Observe a figura onde esta uma representacao de uma fung3o f e algumas retas tangen-
tes em determinados pontos.

Indique:

f[-4) e f'[-4)
fl-3) e f[-3)
f{0) e f'(0)
f(3) e f'(3)
f(6) e f'(6)

Escreva a equacao reduzida de cada uma das retas tangentes ao grafico nos pontos de
abcissa 0, abcissa 3 e abcissa 6.

Observando o grafico, podemos dizer que:

fI-4)=-1,/[-3)=3,/[0]=0./(3] =1 e f[6] = 2.

0 valor da derivada nos pontos de abcissa pedidos serd dado, em cada caso, pelo declive dareta
tangente representada na figura.

Recordemos gue o declive & dado por :L _ :' , sendo A e B dois pontos quaisquer da reta.

Assim .
f(-8)=7.0(-3]=2.f(0)=- L[ (3] =5 e f'(6]~0.

A equacgdo dareta tangente no ponto de abcissa 0 & y = - x, no ponto de abcissa 3, obtemos

5% ;_ e no ponto de abcissa 6, aretatem equagdoy=—2.

v=
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Teka

2.

T3

74,

NTRODUCAO AO CALOULO DIFERENCIAL |

EXERCICIOS E PROBLEMAS RESOLVIDOS

Considere:
« afuncao £, de dominio R\{0}, definida por f{x) =3 + >
« a fungao g, de dominio IR, definida por g{x) = %-.\-‘ +8x-3

Resolva os itens 7.1., 7.2. e 7.3., usando exclusivamente métodos analiticos.

Nota: a calculadora pode ser utilizada em calculos numéricos.

Determine o conjunto dos nimeros reais que sao solugdes da inequagao f{x]} < 5.
Apresente a sua resposta utilizando a notacao de intervalos de nimeros reais.

Seja P o ponto do grafico da fungado fque tem abcissa iqual a 2.
Seja r a reta tangente ao grafico da fungao fno ponto P.
Determine a equacao reduzida dareta r.

Na figura, esta representada, num referencial 0.n. xOy, parte do grafico da fungdo g.

o/ D C X

Os pontos A e B pertencem ao grafico da fungao g, sendo as suas ordenadas, respetiva-
mente, 0 maximo relativo e o minimo relativo desta funcao.

Os pontos C e D pertencem ao eixo Ox.
A abcissa do ponto C é igual 3 do ponto B e a abcissa do ponto D & qual 3 do ponto A.
Determine a area do tridngulo [OAC].

A equacao f[x] = g{x) tem exatamente duas solugdes, sendo uma delas positiva e a outra
negativa.

Determine a solugao positiva, utilizando as capacidades graficas da sua calculadoora.
Apresente essa solucao arredondada as centésimas.

Apresente ofs] grafico(s] visualizado(s) na calculadora e assinale o ponto relevante para a
resolucdo do problema.

Teste Interméedio de Matematica A, 11.° ano, maio 2010
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EXERCICIOS € PROBLEMAS RESOLVIDOS

342520 5o AP0 g2t 0 4y
fazendo o quadro de sinal obtemos:
oo 0 + 0O
' ’ 0
0 ' '
~2x46 - : 0

Sa0 solugdes os nimeros reais da reunido de intervalos |- oo, O] U [3, + oo]
0 ponto de abcissa 2 tem ordenada ([2], isto &, P2, f/[2])) ou P[2, ).

Para escrevermos a equacao reduzida da reta tangente, temos de determinar f'[2) jaque este éo
declive da reta procurada.

Entdo, determinemos a taxa média de variacdo da fungdo f no intervalo [2, 2 + i].

Sy 6 g Bl IS0k
Gl s 2+ h 2N =z 2R =3K - =3
oot by h h h M2+h 2+h

Se /i tende para zero a taxa média de variacdo calculada tende para a taxa de variacdo instantanea
no ponto x=2, isto &, paraf’(2).

Obtemos, entdo, (2] = -73 e aequacao daretatangente é y- ?.\ + b.

Como P[2, 6] & ponto dareta, vem 6= ; «2+b,logo, b=9eaequacdodaretaéy— 22—3 x+9

Para determinarmos o valor do méximo e do minimo da fungao g teremos de estudar o sinal de
¢'[x).

glx)=x-6x+8elemzerosx=2ex-4.

{‘&08 ’ 0 0 '

A fungdo ¢ & monGtona crescente no intervalo |- oo, 2] e em [4, + oo e monbtona decrescente em
(2, 4]

Tem maximo igual a g{2), isto &, Max = 331 e minimo igual a g[4), isto & min —%

os valores 131 e ; sao, respelivamente, as ordenadas dos pontos Ae B.

€ntdo, a drea do triangulo [OAB] @
11

4 x ==

3 22

2, 3

Na calculadora, podemos editar em Y, aexpressaoglxjeem Y, a
expressao f[x] e obter o grafico na janela [~ 4, 7] por [~ 10, 10],
conforme apresentado na figura.

Recorrendo ao menu da intersecao, obtemos como solugao posi-

tiva da equacgao f[x]) = glx], o valor x = 5,15. §2§‘ﬁ§w R
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EXERCICIOS E PROBLEMAS PROPOSTOS

As questdes 1 a 40 sao de "escolha miltipla®. Deve responder indicando apenas a letra comrespondente 3 op¢ao
que considera certa [assequre-se, no entanto, de que saberia justificar a sua escolha caso tal lhe fosse soficitado).

1.

EmIR, 3 expressio 223 & equivalente a:
4x+6
1 1 3
[A]3 (8) S 3,sendo .\:‘-—2—
1 a3 e e
[C]-z—. sendo x # 5 (D) 5ts=— sendo x # 3

Considere as fungdes r e s polinomiais de grau 2. Sobre a fun¢do quociente -:- podemos
afirmar que:

(A) O seu grafico ndo tem assintotas verticais.

(B) O seu dominio ndo pode ser IR.

(C) Se tiver zeros, eles sdo também zeros da fungdo r.

(D) € crescente nos intervalos em que r e s forem crescentes simultaneamente.

Considere a familia de funcdes definidapory=3 + 1 ,k€EIR-{0}.

kx =2
Qual das seguintes caracteristicas do grafico nao se altera com a variacao do valor de k?
(A) A monotonia. (B) A variacdo do sinal.
(C] A assintota horizontal. (D] A assintota vertical.

Seja flx)=k+ = ‘_' 5 a expressao de uma funcdo racional de dominio IR - {2}. Sabendo que a
fungdo & crescente e n3o tem zeros no intervalo ]2, + oo|, qual das seguintes afirmacdes é
necessariamente verdadeira?

(AJa>0e k>0 (Bla>0 e k<0

(Cla<0e k>0 [D)a<0De k<O

Se a representacao grafica de f, fungao

real de variavel real, for a da figura, pode- y
mos afirmar que: 3
2
(A) o dominio de fé R. 1
(B] f @ decrescente no seu dominio. -3 -2 -1 ? 1 23 !
(C) flx})>0em]3; 3,5[. =

(D) o contradominio de fé R. -3 \
-4
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EXERCICIOS €E PROBLEMAS PROPOSTOS

Considere uma fungao real de variavel real f tal que f(x]) = 1-1— coma#0.Sobre a

fungao f podemos afirmar que: S
[A) o dominio pode ser B e f ndo tem zeros.

(B) o dominio pode ser R e f tem zeros.

{C) o dominio ndo pode ser R e f tem zeros.

{D) o dominio n3o pode ser IR e f ndo tem zeros.

A eficiéncia de certo tipo de baterias & dada, em percentagem, em funcdo do tempo de

utilizac3o 1, em horas, pela lei €{¢] 2&0-«»—81—0" Entao, qual & o dominio da fungdo €7

(A)JR-{-8} (B)R-{8)} (€1 [0, +o0f (D) [0, 80]

Uma funcao racional &, de dominio IR - {1}, definida por h(x) = B +
intervalo ]1, + oo[. Entao, podemos afirmar que

(A)B=0e k>0 (B)B=0e k<O
(C)p<0 e k>0 (D)p<0 e k>0

k = & positiva no

As retas de equagdes x=- 1 e y =2 s3o assintotas do grafico da fungao f.
Entdo, f pode ser definida por:

el TR
(Rflx)=-1+—= Blflx)=1+—
Q) =2-—— O)flx)=2+—2

Qual das funcdes a sequir definidas nao tem assintota vertical?

_x=-2 A S - Sx—-4 = =10
o Lapte v === T O)y=517
1

Considere afuncdo h:x __»-2+ <eas seguintes afirmacdes:

I. A funcao h e a fungao g, definida por g{x) = h(x) - 2, tém o mesmo contradominio.
Il. Odominiode h éR".
lI. A fungao i tem um so zero.

Indique a opgao correta:

(A) As afirmacdes s3o todas verdadeiras.
(B] Apenas a afirmacao Il é falsa.

(C) As afirmacdes sdo todas falsas.

(D) Apenas a afirmacao Il é verdadeira.
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EXERCICIOS € PROBLEMAS PROPOSTOS

12. Nafigura 1, estd representada graficamente a fung3o f.
Na figura 2, esta representada graficamente a funcao g.

=g =T
{
Figura 1 Figura2
Qual das igualdades seguintes é verdadeira?
(A)glx)=flx+1)-1 (Clelx)=flx-1}+1
(B)glx)=-flx-1)-1 Ol glx)=-flx+1])-1

Teste Intermédio de Matematica A, 11.° Ano, maio 2006

£+4

13. Indique o conjunto dos nimeros reais que sao solugdes da inequacao — <0.
(A)]-1,5] (B) 11, 5[ (C) }-o0,5[ (D] 15, + oof
14, Nafigura estdo representadas: y
« parte do grafico de uma fungdo quadratica f;
« parte do grafico de uma funcao afim g. -

0 X
Qual dos sequintes conjuntos pode sero /
q

: " : = fix)
conjunto-solugao da inequagao 7 £0?
QX

(A) ]-oo,-4[U[-2,0] (B) }-o0,-4]U]-2,0]
(C)}-4,-2[ V[0, +oof (D)[-4,-2[U[0,+oof

Teste Intermédio de Matematica A, 11.° Ano, maio 2006

15. Considere a fungdo f, definida por f{x) = x* - 5 e a fung3o g, cuja representagao grafica é a
da figura:

v

Ent3o, o valorde (f=¢] (3] &
(A)O (8)4 \
(C)-5 (D)-2 ———+g1 \5 -
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EXERCICIOS €E PROBLEMAS PROPOSTOS

Considere as fungdes g e h, ambas polino-
miais de graus 1 e 2, respetivamente, de
dominio IR e representadas graficamente
na figura ao lado.

Quantos zeros tem a fungdo [g- k) (x]?
(A]O (8)1

(C)2 (D)3

Na figura est3o representadas a fungao f,
quadratica e a fungdo g, cabica.

A funcao % tem dominio:
(AJR-{-2,-1,0,2} (BJR-{-1,0}
[C)R-{-1,0,2)} (D) R

Na figura est3o representadas a funcao g,
cibica e a funcao i, racional.

O conjunto de zeros da fungao gx h é:
(A){-1,0,1} (8) {0}
(€){-1.1} (D){}

Observe a figura, onde se encontram
representadas graficamente as fungdes h
ej.

Areta x=-4 & assintota do grafico de h.
Entao, o dominio de !’1 e:

(AR (B) }-4, +oof
(C)}-4,+o00[-{-3,4} [D}]-4, 3]

Observe, nas figuras, as representacoes gra-
ficas das funcdes f e g. Sobre os valores de
(g=f1(2)e(g-f) [4) podemos afirmar que:

[(A) o primeiro & 6 e 0 sequndo ndo existe.
(B) ndo existem ambos.

(C) respetivamente 1 e 6.

(D) ndo existe o primeiro e 0 sequndo é 6.

H‘Q_{F“_“»“'—‘—x.
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Qual das figuras seguintes podera ser parte da representacdo grafica da fungao g/, deri-
vada de g?

(A) o‘\ [B]/ J\ (Cl/ J | (0) J
B - 7 A

=

=

22. Qualdos graficos corresponde 3 derivada de uma func3o que tem um minimo para x= w.

23.

(A) (B)

sl

De uma fungdo afim g sabe-se que g{3) = 3 e que tem um zero para x = - 4. Qual das afir-
macoes segquintes & falsa?

(A) O ponto de coordenadas (3, 3) pertence ao graficoda fungdog
(B) Os graficos ge de ¢ * intersetam-se num so ponto.

(C) O grafico de ¢ * interseta o eixo das ordenadas.

(D) Afungdo g * ndo tem zeros.
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EXERCICIOS € PROBLEMAS PROPOSTOS

24. Na figura esta parte da representagdo grafica de uma fung3o f, polinomial de terceiro
grau, cujos Unicos zeros sao-3 e 3.

=R =¥ =1 1 3
-
-4
O dominio da fungao definida por g{x] = \ ﬁ..r‘n é:

(A)R-{-3,3) (B) }- o0, 3]
(C)[3,+ o0 (D) ]-3.3]

25. Seja guma fungdo de dominio IR cuja representagao grafica esta na figura seguinte.

Qual das seguintes figuras representa a fungdo g *, funcdo inversa de g?

(A) (B (€] (D)

i

—————f—

26. Sejajuma fungao definida por j(x)=- = Qual & o dominio desta funcdo?
Vx=-1
(A) ]1; + oo (B) R;
(C)[1; + 00| (D)R-{1})
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27. Qualé o dominio da fungdo g definida por g{x) =—— 1 ?
V3x-6
(A)[2;+ 00| (B] &’ (C) J2; + oo (D)R-{0}

28. Considere as fungdes a[x) =

= 1 3 e b(x)= V x - 1, definidas nos dominios

IR-{3} e [1, + oo[, respetivamente.

Qual dos seguintes valores pertence ao dominio de (b= a] (x]?
(A)-1 (8]0 (C)3 (D)&

29. Sejam f e g duas fungdes reais de variavel real. Sabe-se que:
« 3 fungao f tem dominio IR e tem cinco zeros;
« a fungao g tem dominio IR e tem trés zeros;
« um, e 50 um, dos zeros da funcao f também & zero da fungdo g.

Quantos zeros tem a fungao -:r?
(R)7 (B)S (C)u (D)2

Teste inlermédio de Matematica A, 11.° Ano, maio 2010

30. Sejafafungdo cujo grafico esta representado na figura. y
Seja g a funcao, de dominio IR, definida por g{x) =-x + 3.

Qualéovalorde (g=/)(3)? f ]
(A)-1 (8)0 3 o‘ t z/r
(€)1 (D)2 /

Tesle Intermédio de Matematica A, 11.° Ano, maio 2010

31. Aretatétangente ao grafico da fungdo fno ponto A de
abcissa 2. A derivada de fno ponto 2 &:

(A)1 (8) <%

©3 0)3

CAVE
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Considere a representacao grafica de uma fungao
f, conforme a figura.

Ovalordef'(3)é

(A]ﬂ%) (8)-2
m-,—i})—) (0)-1

Considere a fun¢ao derivada de f, designada por
f', representada graficamente na figura, e de
dominio .

Pode, entdo, concluir-se que: “1

(A} f tem um maximo parax=- 1.
(B] f tem um minimo parax=-1.
(C)ftemum zeroparax=-1.

(D) f nao tem extremos.

Uma barra metalica com 30 cm de comprimento a temperatura de 0 °C & sujeita a agueci-
mento e dilata sequndo a lei L[t) = 30 + 0,00051, sendo L o comprimento da barra, em cm,
e tatemperaturaem °C,

Entao:
{(A) A velocidade de crescimento da barra & a mesma quer a temperatura de 50°C quer a
temperatura de 100 °C.

(B) A velocidade de crescimento da barra 3 temperatura de 100 °C & superior a velocidade
de crescimento a temperatura de 50 °C.

(C) O comprimento da barra atinge os 40 cm quando ¢ = 200 °C.

(D] A velocidade de crescimento da barra aos 80 °C & menor que a velocidade de cresci-
mento aos 100 °C.

Um projétil & langado verticalmente de baixo para cima e a sua altitude h [em metros), ¢
segundos apds ter sido lancado, & dada pela expressao h(t) = 1001 - 5¢°.

Qual & a velocidade [em metros por segundo) do projétil, trés sequndos apds o langamento?
(A) 80 (B) 70 (C) 255 (D) 270
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36. Considere a representac3o grafica de uma fungdo fe areta
tangente no ponto de abcissa 3.
Ovalorde f'(3) &
(A)-3

1
[B}ﬁ__B) .

(C)o

(D)3

37. Ataxamédiade variagdo da fungao definida por f(x) = 2x* - 5 nointervalo [a, a + 1] &
(A)2a+1 (B)-4a-2 (C)-2a-1 (D)ta+2

38. 0arafico da fungdo g & uma parabola com a concavidade voltada para baixo e zeros - 1 e 3.
Seja g’ a fungao derivada de g.

38.1. Qual dos valores sequintes é nulo?
(A)g'(-1) (B)¢'(0) (Clg'(1) (D)g'(2)

38.2. Qual dos sequintes valores @ negativo?
(A)g'(-1) (B)¢'(0) (C)g'(1) (D) ¢'(3)

39. Nafigura estdo representadas, em referencial 0.n. xOy:
« parte do grafico de uma fungado h;
« umaretat, tangente 3o grafico de h no ponto de abcissa 1. = sl

Tal como a figura sugere, a reta tinterseta o eixo Ox no ponto % } -
-2 1

de abcissa- 2 e o eixo Oy no ponto de ordenada 1.

Indique o valor de #'(1), derivada da fun¢ao /i no ponto 1.
1 1
A]-2 B)]-= Cl= D)2
(A) (B) 5 () 5 (D)
Teste Intermédio de Matematica A, 11.° Ano, maio 2008
40. Considere a fungao g, de dominio IR, definida por g(x) =5 - 2%

Sendo ¢ a reta tangente 3o grafico de g no ponto de abcissa 0,25, ainclinacdo daretaré
(A) 45° (B) 120° (C) 150° (D) 135°
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As questdes que se sequem sao de resposta "aberta”. Lela atentamente os enunciadas e efetue as resolucdes
completas, explicando os raciocinios apresentando os calculos.

2x—-5

41.
41.1.

41.2.

42.

43.

43.1.
43.2.

43.3.

Gh

G4.1.
44.2.

443,

45.

45.1.

Considere a fungao definida por f(x) =

x=-3
Escreva, justificando, as equacdes das assintotas do grafico de f e faga o quadro de varia-
¢ao da funcao.

Resolva, analiticamente, a equacao f{x) = x e determine a solugao da condigao f{x] < x.

A partir da igualdade y -% escreva uma equacgao de uma curva que satisfaca as seguintes
condigdes:

« tem como assintotas asretas y=5 e x=0;

« tem como assintotas asretas y=-4 e x=0,3.

Uma experiéncia quimica inicia-se 3 temperatura ambiente. A temperatura (em °C) dos

reagentes evolui de acordo com o modelo definido por f{f) = %ﬂ. com o tempo ¢
expresso em minutos. gt

Qual é atemperatura ambiente?

0 grafico desta fungao tem uma assintota horizontal. Qual & ela e qual o seu significado no
contexto da experiéncia?

A experiéncia vai ser interrompida quando a temperatura atingir 100 °C. Determine, gra-
fica e analiticamente, ao fim de quanto tempo (valor aproximado em minutos e seqgundos)
tera de serinterrompida a experiéncia.

Suponha que a eficiéncia € (em percentagem) de certas pilhas usadas em reldgios digitais

pode ser expressa pela lei E{t) = 39(:—"72 em que 1 & 0 tempo de utilizacdo em meses.

Qual a eficiéncia das pilhas no momento em que sdo colocadas no reldgio?

Supondo que os reldgios sd funcionarao em perfeitas condicdes se a eficiéncia das pilhas
for superior a 35%, durante guanto tempo poderemos usar um reldégio com as mesmas
pilhas? (Use a calculadora grafica para responder a esta quest3o e apresente um (ou mais)
esboco(s) do[s]) grafico(s) visualizado(s).)

Calcule tmv,, .., para a fungao € e explique o significado do valor encontrado, no contexto
da situacdo descrita.

Uma pedra é atirada para um lago, provocando na agua varios circulos concéntricos.
Suponha que o diametro d de cada circulo que se forma, t sequndos apos a pedra ter caido
na agua, é dado, em centimetros, por

d(f) =180 - —+39

t+25
Determine, analiticamente, a area do circulo gue se forma 10 segundos depois de a pedra
ter caido na agua. Apresente o resultado aproximado as unidades.
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45.2.

45.3.

46.

46.1.
46.2.

46.3.

46.4.

47.

47.1.
47.2.

47.3.
47.4.

48.

48.1.
48.2.
48.3.
48.4.
48.5.

Exprima o tempo que decorreu depois de a pedra ter caido na agua em funcao do diame-
tro do circulo formado.

Determine o tempo que decorreu desde que a pedra caiu na agua até que se forma um cir-
culo com 150 c¢m de didmetro.

Um bal3o equipado para fins experimentais & lancado de um helicoptero sobre o mar.
Num certo momento, foram ativados uns sensores e, a partir desse instante, a altitude do
-t +15t+10
t+1
Usando processos analiticos, responda as seguintes questdes:

baldo passou a ser modelada por A(t) = , com A expresso em km e ¢ em horas.

Qual era a altitude do baldo quando os sensores foram ligados?

Um aviao que viajava a 8700 m de altitude quase chocou com o baldo. Determine o
momento em gue isso aconteceu. Apresente a resposta em horas e minutos.

Durante quanto tempo esteve o baldo acima dos 11 km de altitude? Apresente a resposta
em horas e minutos.

Explique o significado de A(t) = 0 no contexto do problema.

A temperatura T, em graus Celsius, do forno de uma padaria, varia, a partir do momento
em que & ligado, de acordo com a lei:

180t + 26

i) +1

, 12 0 [trepresenta o tempo decorrido em minutos)

Calcule a temperatura do forno meia hora depois de ter sido ligado.

Determine quanto tempo o forno devera estar ligado, de forma a atingir 130 °C (apre-
sente o resultado final arredondado as unidades].

Represente graficamente a fungdo 7.

A funcao tem uma assintota horizontal. Explique o seu significado no contexto do problema.

: 2 - 3x+3 v =25
Considere as fungdes f e g definidas por f(x] = = e glx) =m

(

Escrevaafungdofnaformay=b+—=—coma,b,cER.

X

Indique o dominio e o contradominio da fungao f.
Resolva, analiticamente, a equacao f(x] = 2.
Apresente as equacdes das assintotas do grafico da fungdo hfx) =-f[x-2) + 4.

Caracterize a fungao f x g e apresente a sua expressao anafitica o mais simplificada possivel.
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49.

49.1.

49.2.

50.

50.1.
50.2.

50.3.

50.4.

Na figura esta representada, em referencial 0.n. xOy, parte y

do grafico de uma fungao f, bem como as duas assintotas P
deste grafico. :&

Tal como a figura sugere:

« 3 origem do referencial pertence ao graficode f;
« uma das assintotas @ paralela ao eixo Ox;

« 3 outra assintota & paralela 3o eixo Oy e interseta o eixo Ox no ponto de abcissa 3.

Seja g a fungao, de dominio IR, definida por g{x) = +* — 9. Tendo em conta o gréficode fe a
expressao analitica de g, resolva a inequacgado f[x] x g[x]) = O, completando a seguinte
tabela de vanacao de sinal:

eixgls]

Apresente o conjunto-solucao da inequacao utilizando a notagao de intervalos de nime-
ros reais.

Admita agora que:

» 3 assintota do grafico de fparalela ao eixo das abcissas tem equagao y=4.
h

G

« f&é definida por uma expressao do tipo f{x) =a + onde q, b e ¢ designam nimeros

reais. Indique os valoresde g, be c.

Suponha que o nimero C de cartdes da lotaria instantanea a serem vendidos (em milhdes)
€ dado pela lei
10p + 2

Cl)= p+2

sendo p o valor do montante de prémios a distribuir (em centenas de milhares de euro) e p>0.
Calcule e interprete, no contexto do problema, C[10).

Usando a calculadora grafica, resolva a condigao C(p) > 8,85. Interprete a solug3o e apre-
sente os valores de p arredondados as centésimas.

Mostre que C[p] =10 -1—8.
p+2

Comente, justificando, a sequinte afirmagdo: “Quanto maior for o montante dos prémios a
distribuir, maior sera o nimero de bilhetes a vender”.
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51.

51.1.

51.2.
51.3.

52.

52.1.

52.2.
52.3.

53.

33.1.

53.2.

54.

54.1.
54.2.

55.
55.1.

55.2.
55.3.

EXERCICIOS E PROBLEMAS PROPOSTOS

X

x+3

Considere a fungao f(x) =

Mostre que f{x) =1 - .
x+3

Indique o dominio e o contradominio de £.

Resolva cada uma das sequintes condigdes:

=5 L e

Um movel desloca-se sobre um eixo (0, i ).
Supde-se que 3 sua posicao sobre esse eixo no instante ¢ (r 2 0) @ dado pela sua abcissa:
plt) =" + 2t. Aunidade de comprimento € o metro e a unidade de tempo & o segundo.

Quais s3o as posi¢oes nosinstantes r=0, ¢t = 1, r = 37 Justifigue que o mdvel se desloca no
sentido do vetor u sem voltar atras.

Determine adistancia percorrida quando ¢t variade 13 3.

Encontre as velocidades médias do mdvel nos intervalos [1, 2], [1; 1,5], [1; 1,25], [1; 1.1]
e[1;1,01]
Que pode conjeturar sobre a velocidade instantanea noinstante r=17

Trace a representacao grafica da funcdo definida em [0, 3] por f{x) = x* + 2x no referen-
cial (O; i; j ) de unidade 2 cm sobre Ox e 0,5 sobre Oy. Cologue sobre a curva o ponto P de
abcissa 1.

Para cada um dos valores de x que se sequem, calcule f{x) e cologue o ponto M de abcissa
xsobreacurva,comx=2,x=15ex=1,1.

Considere o ponto da curva de abcissa 1 + h, com i positivo muito pegueno.
Calcule f[1 + i) e deduza o valor do declive da reta PM.
Para que tende a reta PM e o valor do seu declive quando / tende para zero?

Considere a funcao definida em ]0, + oo por f(x]) = %

f(1 + ) - f(2)
J

Calcule e indigue o valor de f*(1).

Seja x, € ]0, + oof, justifique que f & derivavel em x, e indigue o valor de f"[x,).

Considere a fung3o definida em R por f{x) = |x* - 1|

Escreva a expressao de f[x) sem recorrer a0 simbolo de modulo e trace uma representagao
graficadef.

Estude aderivabiliadede femx=-2,x=2,x=0,x=1ex=-1.

Que particularidade tem a curva de f nos seus pontos de abcissa — 1 e 17 O que resulta
desse facto?

www.casadaaula.com



L PV E T

56.

56.1.

56.2.

57.

58.

59.

59.1.

59.2.

Na figura 3o lado estd uma representacao de
uma funcao f.

Por leitura do grafico, determine
f'(-2).1'(0).f'(2) e f'(4).

Trace sobre o grafico a representacao grafica
de uma funcao gtal que

g-3)=0e g(-3)=-3
gl)=-2eg(-1)=1

d6)=-4 e g(-6)=-%
(Apresente de forma clara, sobre o desenho,

todos os elementos).

Trace uma representacao grafica de uma fungdo que verifique simultaneamente:
flr2=1;  f0)=3: fl=2; fl5)=1
fl-2)=-3; flO)=0; f)=1; f(5)=-3

Considere a fungao definida em IR por f(x) = 3x° + 2x - 5. Calcule f’(x) e estude o sentido
de variacao de f. Indique o minimo da fungao, caso exista.

Na figura ao lado, esta representado o grafico -

de f*, fungado derivada de f, sendo f, uma fungao 1 /
polinomial de grau &. R —— ‘
Indique, justificando, se sdo verdadeiras ou fal- = _f Rt = |
sas as afirmacodes:

(A) A fungdo f tem 2 extremos. =7

(B) A funcdo ftem um maximo parax=0e um -3¢

minimo parax=>5.
(C)Afuncdo f édecrescente parax € |-oo, 5].
(D) A funcdo f & crescente para x € ]-oo, 0].
Seja m o declive da reta ¢, tangente ao grafico de f, no ponto de abcissa — 1. Justifique a
veracidade ou falsidade de cada uma das afirmacgdes:
(A) m=1tg(135°).
(B] Existe sO uma reta tangente ao grafico de f, paralela a 1.
(C) m & um nimero positivo.
(D) Nao existe uma reta tangente ao grafico de f perpendiculara .
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60.

60.1.

60.2.

60.3.

60.4.
60.5.

61.

61.1.
61.2.

61.3.

61.4.

62.

62.1.

62.2.
62.3.

A figura apresenta uma representacao grafica f o4 et b
da funcdo definida, em IR, por >
flx)=2x"-6x-Tx+21

Determine os valores exatos dos zeros de fe fato- /@

rize f{x) em mondmios do menor grau possivel.

Resolva grafica e analiticamente a inequacao ' i /
flx)—x+11 i } i 3

: = ~i-4-10] 1 NA §¥|
Considere a funcao ifx) = 3x : =54 : |
Determine os zeros da fungao composta (f= k). e

3 -3154.

Indique uma restricao de fque admita inversa. SR
Indique o sinal de f(0) x f*(0) e f{3) xf'(3) ¢ l Safestid
A altura de agua, em milimetros, num vaso como
o da figura, em func3o do tempo de enchimento,
em segundos, & dada pela formula: A

h(tf)=101+0,2¢

Se o vaso tiver 10 cm de altura, quanto tempo

demora até estar cheio?

Determine a velocidade média de enchimento do vaso, entre os 2 e 0s 4 sequndos.
Determine a velocidade com que a 3gua sobe no vaso:

a) 2 seqgundos depois de se iniciar o enchimento (use um processo analitico).

b] & sequndos depois de se iniciar o enchimento [use as capacidades da sua calculadora).

Recorra as capacidades graficas da sua calculadora para determinar quanto tempo demora
a3 aqua a subir de um quarto até metade da altura do vaso. Apresente o resultado arredon-
dado as décimas. Descreva e ilustre devidamente os procedimentos que adotou.

H

o

Considere uma caixa, com forma de um prisma
quadrangular. A soma do comprimento das
arestas e 76 dm. y

Mostre que o volume da caixa & dado, em
funcaode x, por
V(x]=19x" -2 com x € ]0; 9,5] v

Determine, analiticamente, o volume maximo e as dimensdes da caixa que possui esse volume.

0 c

Recorrendo as capacidades graficas da calculadora, resolva graficamente a inequacao
V(x]) =190

Apresente os valores encontrados arredondados as centésimas.

Explique como procedeu, apresentando o grafico em que se baseou para elaborar a suaresposta.
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63.

64.

64.1.

64.2.

Observe os graficos seguintes.

| y Il i y

-

x x / x

/

Um deles representa uma funcao e a sua derivada. Diga qual, justifique a sua escolha e
expligue por que teria de excluir qualquer dos outros dois.

Numa unidade de turismo de habitacao, existem trés reservatorios de agua: um em forma
de cilindro e dois em forma de cone, todos com a mesma altura e com bases iguais.

Houve necessidade de despejar o reservatorio cilindrico, para se
proceder a uma reparagao.

A figura 3o lado representa o reservatorio cifindrico, cheio de agua.

Parte dessa agua foi despejada nos dois reservatorios em forma de
cone, que ficaram cheios.

Nas figuras seguintes, est3o representados esses reservatorios, cheios de agua, e o reserva-
torio cilindrico, com a 3gua restante.

) . a
| :

Considere que:

« a & 3 altura, em metros, de cada um dos reservatorios;

« r& oraio, em metros, da(s) base(s) de cada um dos reservatorios;

« x € 3 altura, em metros, da agua que ficou no reservatorio cilindrico;

« 3 espessura do material de que s3o feitos os reservatorios & desprezavel.

Mostre que a relacdo entre a altura da agua que ficou no reservatorio cilindrico [x) e a
altura de cada um dos reservatorios [a) é dada por x =%

Posteriormente, 3 agua que restava no reservatorio cilindrico, depois de se terem enchido
0s dois reservatdrios conicos, foi sendo retirada, até aquele ficar vazio.
Admita que a altura h, em metros, da agua que restava no reservatorio cilindrico, ¢ horas
apos ter sido comegada a retirar até o reservatorio ficar completamente vazio, é dada por:
h(f) = 5t— 16
t—10
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65.

65.1.
65.2.

65.3.

66.

66.1.
66.2.
66.3.
66.4.
66.5.
66.6.

EXERCICIOS E PROBLEMAS PROPOSTOS

a) Calcule a altura, em metros, do reservatorio cilindrico.
Na sua resolucao, percorra, sucessivamente, as sequintes etapas:

« calcular 1(0) « relacionar k(0) com x
« utilizar a igualdade x =‘—; « calcular a altura pedida

b) Quanto tempo demorou o reservatorio cilindrico a esvaziar, a partir do momento em
que se comecou a retirar a aqua que ficara nesse reservatorio, depois de se terem
enchido os dois reservatorios conicos?

Apresente o resultado em horas e minutos.

c) Relativamente a situacdo descrita, fez-se a sequinte afirmacao:
*Durante o periodo de esvaziamento do reservatorio cilindrico, existe um certo inter-
valo de tempo, no qual a taxa de variacdo média da fungao i tem um valor positivo.”
Esta afirmacao & verdadeira? Justifique a suaresposta.

Exame Nacional de Matematica B, 10.7 e 11.° Anos de escolaridade, 2010

Segundo os testes de um laboratorio especializado, a eficacia de determinada marca de
pilhas quando sao usadas num walkman, pode ser expressa pela funcao:

10t - 780

€)= -t-8

em que E & a eficacia, em percentagem, e 1 & o tempo em horas de utilizag3o.

Qual a eficacia dessas pilhas quando sao colocadas no walkman?

0O walkman so funciona em boas condicdes enguanto a eficacia das pilhas se mantiver
acima dos 40%. Durante quanto tempo podem, ent3o, ser usadas as pilhas?

Calcule a taxa de variacdo da eficacia dessas pilhas no instante em gque se inicia a sua utili-
zac3ao e interprete o valor encontrado, no contexto do problema.

Considere as seguintes funcoes:

« a fungdo f definida por f{x) = x* + bx + ¢, cujo grafico & uma parabola com vértice no
ponto (1,-4).

« a fungdo g definida por g{x)=+* -4

« a fungao i definida por h(x) = 12+ 3 \,\

Relativamente & fungdo f, mostrequeb=-2 e ¢=-3.

Explique por que nao existe a imagem de 2 pela fungao g— h.
Resolva a condigdo hx) > - 2.

Caracterize a funcao inversa da funcado i

Caracterize a fungao g x h e determine os seus zeros, caso existam.

Determine a equacdo da reta tangente ao grafico de i no ponto de abcissa 3.
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67.

67.1.
67.2.

67.3.

67.4.
67.5.

68.

68.1.

68.2.

69.

70.

70.1.
70.2.
70.3.
70.4.
70.5,

71.

71.1.
71.2.

NTRODUCAD AD CALOULO DFEREN

EXERCICIOS €E PROBLEMAS PROPOSTOS

S3o dadas em IR as funcdes:

l1+cosx
X

Caracterize f- g.
Determine uma expressao geral dos seus zeros.
Calcule [f=g)| %’5 I

Esboce o grafico da restricdo de f= g ao intervalo [0, 4x].

Pela analise do grafico indique:
a) o contradominio da funcao;
b) um intervalo tal que a restricao da funcao a esse intervalo seja injetiva e crescente.

A tabela seguinte representa o estudo do sinal de uma fungdo f, definida em R:

Estude o sinal da funcdo (fxg] (x), sendo g a funcao definida em B por g{x) =— x+5.

-1 sex>=0
2 sex<0
Indique os valores de (= g) (1) e (heg) (8).

Considere a funcao ii[x]) = definidaem R.

Caracterize a fungdo y * inversa, da fungdo y = -3:_;12 de dominioclR-{-1}.
X

Considere as fungdes f(x) = 2;_": e glx)=V-x+3.

Calcule, se existir, [f+g) (- 7).

Determine o dominio da fungao (f-g] [x).

Determine o ponto em que a funcao (/< g] (x] interseta o eixo das ordenadas.
Indique, justificando, um valor que n3o perten¢a ao dominio da fun¢ao (g = f] [x).
Caracterize afuncdof * (x).

Seja j a funcao definida no intervalo - %; +00 porj(x)=-1+\2x+5.

Determine analiticamente o conjunto de zeros da funcao.

Utilizando a calculadora grafica determine as coordenadas do ponto de intersecdo do gra-
fico da funcao j com o da sua inversa. Explique como procedeu.
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72.

73.

73.1.
73.2.

74.

74.1.

74.2.

74.3.

75.

j % S

75.2.

75.3.

EXERCICIOS E PROBLEMAS PROPOSTOS

Uma professora pediu aos seus alunos do 11.° Ano que determinassem o dominio da fungdo
2

real de variavel real definida por f(x) = o (R Obteve as seguintes quatro respostas
distintas: *
(1) o0, - 5[ () BR\{-5} (M) ]-5,+0c0f (v){}

Diga qual das respostas esta certa e justifique devidamente a sua opcao.

Considere afuncdo: fix. _ ~3+ V-4
Determine o dominio da fungao.

Resolva a equacao f(x} = x.

A distancia d ([em metros) percorrida por uma particula durante o tempo t (em segundos)
& dada pela express3ao d(t)=0,6 * + 1.

Calcule, aplicando a definigao, o valor da taxa de variagao da fun¢do quando x = 3 e inter-
prete o significado do valor encontrado, no contexto do problema.

Suponha que, ao fim de 5 sequndos, ha uma anomalia que faz com que a particula abandone
repentinamente, a sua trajetoria, sequindo a direcao da tangente 3 curva do grafico nesse
ponto. Investigue se ha risco de colisdao com um modelo artificial fixado na posicao (7, 34).

Considere d,, o prolongamento da funcdo 4 ao conjunto IR e a funcdo f definida por
f{z) = 101. Faga o estudo analitico da variacao e dos extremos da funcdo d, x f.

2

T\‘-.

Considere a funcdo f, definida em IR* por f(x)=x+

Justifique que a funcdo é derivavelem 2 e
indique o valor de /'(2). y

A curva ao lado representa a fungao f. o
Interprete geometricamente o resultado da
questado anterior desenhando no referencial os

elementos graficos necessarios a essa inter- ad
pretacao.
Considere a fungao g definida por g{x]) = 3x-6. H
a) Caracterize a fungao f= g. T
b) Determine uma equacao das assintotas da N
funcaof-g.
c) Determine os valores de x que satisfazem a o + + + + + -

condicao (f=g)(x) > 5.
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76.

76.1.

76.2.

77.

77.1.
77.2.

77.3.

EXERCICIOS €E PROBLEMAS PROPOSTOS

4

. Sem recorrer 3
x+2

Considere a fungao f, de dominio IR - {- 2}, definida por f(x) =4 -
calculadora, resolva os itens seguintes:

Determine o conjunto dos ndmeros reais que s3o solugdes da inequacao f(x) > 3. Apre-
sente a sua resposta utilizando a notagdo de intervalos de nimeros reais.

Na figura estdo representados, em referencial 0.n. xOy

« parte do grafico da funcao f; -
« asretas r e s, assintotas do grafico de f; c! 0 -
« 0 quadrilatero [ABCD]. =

\ k™

A e B s3o os pontos de intersecao do grafico da fungdo f com os eixos coordenados. Cé o
ponto de intersecao das retas » e s. D @ o ponto de intersegao da reta r com o eixo Oy.
Determine a area do quadrilatero [ABCD].

Teste Intermédio de Matematica A, 11.° Ano, maio 2009

Na figura esta representada, em referencial 0.n. Oxyz, uma piramide quadrangular.

€({0.0.¢)

Admita que o vertice € se desloca no semieixo positivo Oz, entre a origem e o ponto de
cota 6, nunca coincidindo com qualquer um destes dois pontos. Com o movimento do vér-
tice €, os outros quatro vértices da piramide deslocam-se no plano xOy, de tal forma que:

« 3 pirdmide permanece sempre reqular;

« 0 vértice A tem sempre abcissa igual 3 ordenada;

« sendo x a abcissade A e sendo c acotade €, tem-se sempre x +c=6.

Seja V([x) o volume da pirdmide, em funcao de x [x € ]0, 6[). Mostre que V(x) = 8x° - E.\"
] P ¢ q 3

Utilizando a funcao derivada de V e recorrendo a métodos exclusivamente analiticos,
estude a funcao V gquanto a monotonia, conclua qual & o valor de x para o qual @ o maximo
o volume da piramide e determine esse volume maximo.

Admita agora que x = 1. Indigue, para este caso, as coordenadas dos pontos A, BeE e
determine uma equacao cartesiana do plano ABE.
Tesle Intermédio de Matematica A, 11.° Ano, maio 2008
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78.

78.1.
78.2.

78.3.

78.4.

78.5.
78.6.

79.
79.1.

79.2.

79.3.

Na figura, estdo parcialmente representadas, num referencial 0.n. xOy:

« uma parabola, que & o grafico da func¢ao fdefinida por
flx)=x"-6x+11, e cujovertice & o ponto A

« aretar, que passa no vertice da parabola e tem declive 1

 areta ¢, que passa no vertice da parabola e tem declive - 2

Tem-se ainda que:
« aretare apardbola também se intersetam no ponto B
« aretar e aparabola também se intersetam no ponto C

Mostre que o triangulo [ABC] & retangulo.

Seja D o ponto do segmento [CB] que pertence ao eixo de simetria da parabola.

Determine a area do triangulo [ACD].

Seja h a fungao cujo grafico & simétrico do grafico da fungdo fem relagdo a reta de equa-

caoy=2.
Determine h[x)

Determine as coordenadas do ponto de tangéncia da reta tangente a parabola paralelaa r.

Determine a equacao da retatangente a parabola paralelaat.
b
X+C
ponto de intersecao da assintotas e que B pertence ao seu grafico.

Sendo a fungao g definida por g{x]) =a +

Adaplado de Séries de Problemas de Matematica A~ 10.° ano, CAVE

Considere a fungdo g, de dominio IR, definida por g{x)=-x*+2x+3

Sendo flx]=1+ 3\.1_ 5 determine, por processos analiticos, o conjunto solucao da condi-
caoflx)>glx).
Determine a equacao reduzida da reta de declive — 2 tangente 3 parabola e indique o

ponto de tangéncia.

Na figura, estdo representadas, num referencial o.n. xOy,
parte do grafico da fungdo ge areta r, que & o eixo de sime-
tria desse grafico.

Os pontos A, B, P e Q pertencem ao grafico da fungao.

Sabe-se gue:
» 05 pontos Ae B pertencem ao eixo Ox;

determine a sua expressao sabendoque Aé

« 0 ponto P tem abcissal +a,coma €0, 2[;
« 0 ponto Q tem ordenada iqual a do ponto P;

Seja T afungado que, a cada valor de a, faz corresponder a drea da regido sombreada.

a) Mostre que a ordenada do ponto P & dada, em funcao de a, por 4 - &°
b) Mostre que T(a) =8+ 4a-2a"-a’,a €10, 2|
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80.

80.1.
80.2.

80.3.

81.

81.1.
8l.2.

81.3.
8l.4.

81.5.

EXERCICIOS E PROBLEMAS PROPOSTOS

c) Se a=0, o ponto Q coincide com o ponto P.
Identifique, nesse caso, a forma da regido sombreada e verifique que a sua area ainda @
dada pela expressao 8 + ba - 24° -a’

d) Determine o valor de a para o qual a area da regido sombreada & maxima, por meios

exclusivamente analiticos.
Adaptado de Séries de Problemas de Matematica A- 10.° ano - CAVE

Na figura, esta representado, num referencial o.n. £
x0y, o grafico da fungao f, de dominio [0, 3], definida
por f(x)=4 - [x-1}°

A cada ponto Q pertencente ao grafico da fungao f, al
com abcissa diferente de zero e diferente de trés,
correspondem um ponto P, no eixo Ox, e um ponto R,
no eixo Oy, tais que [OPQR] & um retangulo. 5

Determine as coordenadas do ponto Q para o qual o retangulo [OPQR] & um gquadrado.

SejaOP=b
Mostre que a area A do retangulo [OPQR] pode ser dada, em funcdo de b, por
Alb)=-b'+2b°+3b (bE€]0, 3[).

Determine as coordenadas do ponto Q a que corresponde o retangulo de maior area por

meios exclusivamente analiticos e estude a monotonia da funcao A.
Adaptado de Séries de Problemas de Matemalica A - 10° ano, CAVE

Na figura, estdo representadas graficamente trés y
funcgdes, f, g e h, todas de dominio . AW I

Sabe-se que:
5 2 2 8 ]

e =1
. f | =X =X t=Xxt+=—
a funcao fé definida pela expressao 3X 3% t3xt3

« 0 grafico da fungdo ¢ & uma parabola que passa na
origem do referencial; Pt \/ =
« 0 grafico da funcao h & uma reta paralela a bissetriz
dos quadrantes impares;
« 05 pontos A e B pertencem aos graficos das trés funcdes;
« 0 ponto A tem ordenada 0 e o ponto B tem abcissa 1.

Defina analiticamente a funcao h, depois de determinar a ordenada do ponto B.
Defina analiticamente a fungao g, depois de determinar a abcissa do ponto A.
Determine o conjunto solugdo da inequacao f{x] > 0, sem recorrer a calculadora.

Determine a abcissa dos pontos em que a reta tangente 3 representagdo graficade fé
paralela a reta h.

Determine, por métodos exclusivamente analiticos, os extremos da fungao f.
Adaptado de Séries de Problemas de Matematica A~ 10.° ano, CAVE
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TEMA 3 SUCESSOESREAS

1.1.
2 4

1.1.

1.2

NTRODUCAO AD CALOLLO DFERENCIL |

EXERCICIOS € PROBLEMAS RESOLVIDOS

Observe as sequéncias sequintes
(a,):5;-3;-11;-19; ... (b,):-2; -2;0;4;10; ... (c.):

e supondo que se mantém a reqularidade entre os termos indique:
o0 termo seguinte;

o termo geral.

« Paraa, ), analisernos as diferencas entre termos consecutivos e observemos que & constante, igual a- 8.

Entdo o termo seguinte 8- 19+ [-8)=-27

« Quanto a [b,) analisemos, também, as diferencgas entre termos consecutivos.
Verificamos que s3o os maltiplos de 2.

Logo é de esperar que o termo sequinte seja 10 +8=18.

Outro processo podera ser a utilizacdo da calculadora e o modo estatistico, depois de introduzidos
0s valores nas listas:

L3 1 LLLe V1=K 24 “3%e0

. o [
D=1 Pam yz-z 2 =

visualizamos a nuvem de pontos que nos sugere um arco de parabola.
Fazendo aregressao quadratica obtemos para x=16, y = 18.

« Relativamente a [¢ ], analisemos separadamente os numeradores e os denominadores, sem ter
em conta o sinal.

Quanto 3 sequéncia dos numeradores
1:3;3: 4.,

seria a sucessao dos nimeros naturais se o segundo numerador fosse 2.

Quanto & sequéncia dos denominadores
2,2,8,16...

seria a sucessao das poténcias de 2 se 0 segundo denominador fosse 4.

Basta entao considerar que o segundo termo, - % se pode escrever como —%

e oblemos entao
g all, A
2 BB AR
Sendo possivel concluir que o Lermo seguinte é 3—5’2 tendo em conta a alternancia de sinal.

2, @ uma progressao aritmética, uma vez que a diferenca entre dois termos consecutivos & cons-
tante. Ent3o
a,=5-8[(n-1)=-8n+3;
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2.

2.1
&2,
2.3.
2.4,

2.1

2.2.

2.3.

2.4,

EXERCICIOS € PROBLEMAS RESOLVIDOS

e b= n® = 3n, como podemos constatar a partir da regressao efeluada na calculadora;
(- 1y+d

| n . . . .
L, =— > a partir do que vimos na alinea anterior.

Dada a progressao aritmética (u,) em que us=-5 e u,, = 20.

Mostre que o termo geral & 4, = 5n - 30.

Mostre que & monotona.

Calcule a soma dos 20 primeiros termos.

Mostre pela definicdo que & um infinitamente grande positivo.
PROPOSTA DE RESOL D

Como [u,) & uma progressao aritmetica temos ;o — us + {10 - 5)r, onde r & 3 razao.

Entdo
20=-5+5r<=25=5r
25
rmm =
r 5 5
Comous=u, +4r,vem=-5=1, + 20 &= u, == 25

eu,=-25+5(n-1]<>u,=5n-30

Como & uma progressao aritmeética de razado positiva, entdo é estritamente crescente,
Podemos mostra-lo pela definicao.

{u,)@crescentese u,,,—u,>0,vn€IN.
u, .=5(n+1)-30

=51~-25
U, 1=, >0 51-25-51+30>0

&S 5n-5n+5>0
&»5>0,vnEN
logo u, € estritamente crescente.
Uy + Uz
g =M+l
= 2
-3-30+5x20-30
2

x 20

« 20
=450

{u.) @ infinitamente grande positivo se, dado um nimero real L qualquer, existe uma ordem p a par-
tir da qual, os termos de ordem » maior que p s3o maiores que L.

Seja L um ndmero real qualguer,
u>Lé&=5n—-30>L
> 5n>30+L

en>30-L
5

Tomando p igual 3 parte inteira de 39—5_- L--. vemosque Vrn>p, u >L.

Provamos, assim que [«_] & infinitamente grande positivo.
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EXERCICIOS € PROBLEMAS RESOLVIDOS

3. Sejaasucessdo (v,) definidapory,=-5""**

3.1. Mostre que & uma progressao geometrica.

3.2. Estude alimitac3ode v..

3.3. Estude a monotonia.

3.4. Mostre que & convergente e indique o valor do limite.

PROPOSTA DE RESOL 0

3.1. Uma sucessao & uma progressao geomelrica se L‘— =r, VnE€IN.
Ora, teta =3~ .
-5 :
SR =
-5
=-5"* =5 vnEN

iy x e o |
A sucessao & uma progressao geometrica de razao 5

3.2. Paraestudar a monotoniade v, estudemos osinalde v, . —v,.
v, —v=—5"it_5
=5 n_g wil
pondo -5 * em evidéncia, vem
v, 1—v.,=—5"[1+5]=
=—6Xx5"
v, =1, <0,VnE€IN

logo [v,] @ estritamente decrescente.

3.3. Paraestudar alimitacdo podemos comecar por analisar uma representacao araficade [v,)

y
0 2 ° % = 5 X
-0.2 B
-0.8
-0.6
-08
-1 *

Observamos gue 0s pontos se situam abaixo do eixo das abcissas e as suas ordenadas, valores dos
termos da sucessdo, estdo compreendidos entre — 1 e 0, isto &,
-12v. <0, VnEN.
Mostremos gue a conjetura feita por visualizacdo esta correta.
De facto,como5>1>0¢e 5 >0, temos:

5x5 ">0,
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38,

4.1.

§.2.

&.1.

§.2.

EXERCIC

multiplicando por - 1 ,vem

5 *'*<0,logo asucessdo & limitada superiormente por zero
Como & monblona crescente, & limitada inferiormente pelo primeiro termo, - 1
Portanto é verdade que - 1< v, <0, VnEN

A sucessdo é limitada e monblona logo & convergente e pelo grafico podemos conjeturar que con-
verge para zero; & um infinitésimo

3x-5

X

Dada a fung3o real de variavel real f tal que f{x) =

Seja (u,) a sucessdo definida por u, = f(n) = 3””- 5

Estude a monotonia, limitagao e convergéncia de [u,)

Sendoa, =2~ % prove pela definicao que (v ) dada por v_ = f{a_ ] converge para%

Reparemos que [w, ) & uma restricdo a IN da fungdo real de variavel real f{x] = 3 - 2 equivalente 3

f[x)=3 ? e cujo grafico tem por assintota horizontal a reta de equacdo y = 3. Por este faclo pode-
mos concluir gue a sucessao & convergente para 3, pois 0 seu comportamento, quando » lende para
+ 00, lraduz-se na aproximacao dos valores dos seus Lermos a 3 Lanto quanto quisermos

Analisando uma representac do gréfica podemos conjeturar sobre a monotonia e limitacao de [« )

vt
|
o
|
‘_?. . sou
] - sprosnlinaO
g odP*™™
| .
is o
”
&—- - ——o - — - - >-— 'l’
| S & . 6 8
-14 ;
| /
-‘T .
-34 H

Observamosque -2 < u, <3, Yn €N, isto &, que [« ] &limitada. Também observamos que & mond-
tona crescente, logo convergente. O seu limile & 3, visto este valor ser o menor dos majorantes

Observemos que sendo [v. ) dadapor v, = /(2 ll ] 05 seus termos s30 imagens por f dos termos da
1

n

sucessdo de termo getala, = 2

Visualizemos na representacdo gréfica os valores dos cinco primeiros termos de [« ) sobre o eixo
35789

ih f t . — -,
das abcissas [a vermeiho na figura seguinte). 1 >3 %5
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Verificamos que se aproximam de 2.

Vejamos o que acontece as respetivas imagens por /, ou seja, observemos, a partir de uma repre-
sentacao grafica, o comportamento de f[2 - ”-)

A medida que » tende para + oo, 0s termos de [a_] aproximam-se de 2 e as suas imagens pos f, de 1
" 1
Provemos pela defini¢do que f{a ] — 2

Designando f[a.] por [x.).
1)

3'2 — H' = 5
w=fl2-Lt)s 2=
2-=
n
1
o
2-1
n
n—1
= n -
2n-1
T n
_‘” — 717
2n—1

Queremos agora mostrar que:

Y8303 pEN:n>p = u_- ; <3

1l s a-1 _ 1.4
ol ) s 2n—-1 2 i
2n-2-2041)
4n-2
-1 o
=2
1 =
'i"”i'2<0
=k
lUn-2>
0
> b4n: ]j'Z
O
.\1*25
N> 5

Basla que se considere p como o maior inteiro gue nao

1+26 ‘ s 4R
excede - L»d»f , paraque, se n > pentdo|u, - 3 <39,
{

provando-se assim que lim f| 2 - % |= —;
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5.1
5.2,
5.3.
54,

% B

5.2.

5.3.

5.4,

EXERCICIOS € PROBLEMAS RESOLVIDOS

Seja a sucessao (u,) definida por

uy=-1
u,
U, = c—
MY =2
Determine os 4 primeiros termos de [u, ).
Mostre por inducao matematica que u, = 1 12 , VneElN.
-
Estude a monotonia e limitacao de (u,).
Mostre que [« ) & convergente.
PROPOSTA DE RESOLUCAD
A sucessao esta definida por recorréncia,
= = 5
R et e N B - G S LA
. Cas 178 S Ivag st e
- 3 ' 5
« Verifiguemos que a expressado é valida para n=1,
-1= '13—2 (proposicéo verdadeira)
» Suponhamos que a propriedade & valida para a ordem p, o que significa que u,=— _.1;2.. (hipotese
de inducdo). R=ep
1 1

Entao verifiquemos que é também validaparaaordem p+ 1, istoé, que u, ;. = =
1-2p+1) -2p-1

De faclo, pela definicdo por recorréncia

€, pela hipotese de inducdo, temos :
1-2p 1-2p 1
u — T e — —
: & Y=ép-2 ~Zp=1
1-2p 1-2p
Fica assim provado que u, = 1——1?-1, vn €N, uma vez que a propriedade & verificadaparan=1
- 7

e & hereditaria [se valida para uma ordem p qualquer, também & valida para a ordem p + 1).

Quanto @ monotonia, estudemos o sinalde u, ., —w., Yn € IN.
1 1 _1-2n+l+2n_ 2

Up 3 — U, = -

-1-2n 1-2n 4 -1 4n -1

>0.Yn€EN

A sucessdo € estritamente crescente.
Sendo estritamente crescente, u. £ u,, Vn € N.

Poroutrolado, 1 -2n<0, ¥ n €N, logo a sucessdo & limitada, uma vez que
-1€u <0, vYnEN

Provamos que [« ] & mondtona e limitada, entdo ela & convergente.
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NTRODUCAQAC CALCLLO DFERENCIL |

EXERCICIOS E PROBLEMAS PROPOSTOS

As questdes 1 a 10 s3o de "escolha miltipls®. Deve responder indicando apenas a letra comespondente 3 opgao
que considera certa [assequre-se, no entanto, de que saberia justificar a sua escolha caso tal he fosse solicitado).

1. Seja(u,)asucessdodetermo geralu, = 1"132"
Qual das iqualdades sequintes é verdadeira?
1-3n __—3n _2-3n ol =30
[A)“"':- n+2 s [8]“"': n+3 [C)u,--_ n+3 [D]u.._-, n+3

se n & impar
n+2 P

2. Seja(u,)asucessdotalquen, = z . Entdo:
Zn se n e par

-3 =
A)u,,, = —— (B)u,.,=2n+2
' 2n+ 2 senéimpar 3 se n éimpar
[C)ll_.;=‘ (D]Il,,,l—“’l+3
—— Senépar 2n+ 2 senépar
n+3

3. Senuma progressdo aritméticaa, =25 e a,,=-5

3.1. entdoarazaoé:
30

20
(A)-5 (B)-30 (C rrh (D) o

3.2. asomados primeiros 23 termos é:
(A)-35 (B)-115 (C)-230 (D) 115

3.3. otermogeral é:

(A) 30n - 245 (8) 201245 () =30n_+ 305

11 11

4. Numa progress3o aritmética de razdo 3 e primeiro termo u, = - 7, 3 soma dos n primeiros
termos & 88. O nimero n de termos é:

(A) Nao existe n (B)11 (C)us (D) - 32

(D)-30n+305

5. Sejam as sucessoes [r,), (s,), (t.). (u,) e [v.), cujos termos gerais sdo respetivamente:
n~1
r,=3n -‘..‘2—..7 t,=(=1)2"" “n"z'.Z:T v,=n’
Quais delas sao progressdes geométricas?

(A)(r)els,) (8) (s.).[r,) e (x,). (C) Todas. (D) (r.). () & [v,).

6. Sejam as sucessdes [u,) e (v,) progressdes geométricas de termos gerais

=1
“n=;m' vn=[-1]"3_'"1

6.1. Assuarazdesr,er, sao:
1

(A)r,.=3 er=-3 [B]r,,=%8r,=-—§- [C]r.ﬂ=—%e:;=—3 [D]r;,z%Er:--B—
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6.2.

6.3.

8.1.

8.2.

10.

INTRODUCAD AD CAL UK OTIFERENDL |

EXERCICIOS E PROBLEMAS PROPOSTOS

A soma dos dez primeiros termos de (v ] &:

39-1
(R34

(8)-1 IC)-%%% (0)3%-1

Sobre as sucessoes [« ) e (v,) podemos dizer:

(A) («,) & um infinitamente grande positivo e [v,) € um infinitésimo.
(B) sdo ambas decrescentes.

(C) sdo ambas limitadas.

(D) sdo ambas convergentes.

, ]

B :x 205
A sucessdo (u,) @ uma restricdo a IN, da Al 2
funcao real de variavel real f, cuja repre-
sentacado grafica se apresenta abaixo. ; 'E
Sabe-se que f tem por assintotas, as °1
retas deequacdo y=3ex= 3 /A g

3 *‘E ...................................... o
Qual & o comportamento de [« )? 2
(A)u, —++o0c0 (BJu,—»—o0 1 §

1 :

(Clu,—3 ) u,—3 T Y v S e T e v

A sucessao (u,) € uma restricao a IN, de uma fungao quadratica de concavidade voltada
para cima.

Sobre (1] podemos afirmar que:

(A) (1, ) @ mondtona crescente. (B8) («.) @ mondtona decrescente.

(C) [u,) & limitada. (D) («,) @ minorada.

Qual @ o comportamento de (u,)?

(A) u, —»+00 (B) 1, —+—o00

{C) u, — paraum nimeo real (D) u,— nenhuma das situagdes anteriores.

A sucessao de termo geral u, = 32— =

(A) uma progressao geométrica de razao % (B) divergente.
(C) uma progressao geomatrica de razao % (D) % e termo da sucessao.

De uma sucess3o (a,) sabe-se que a, - a, = a; - a, = a, —a,= 5. Ent3o pode concluir-se que:
(A) (a,) & uma progressao aritmética.

(B) se [a,) for uma progressao @ aritmética e crescente.

(C) [a,] @ uma sucessao mondtona.

(D) Se [a.]) for monotona & decrescente.
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NTRODUCAQAC CALCLLO DFERENCIL |

EXERCICIOS E PROBLEMAS PROPOSTOS

As questdes que se sequem s30 de resposta "aberta”. Leda atentamente os enunciados e efetue as resolucdes
completas, explicando os raciocinios apresentando os calculos.

11. Na figura as distancias A/A,, ..., A__A

a0

sao perpendiculares a reta OA, e as distancias A,B,, ...,A B,

u

sao iguais 3 unidade. As retas A,B,,A;B,, ..... A B,
$30 iguais a unidade.

11.1. Determine os cinco primeiros termos e o termo geral de cada sucessao sequinte:

Uil AB. Vit a 0A,
LMl __» 0B, sén__asSen (A08,)
CiM_xCOS (AOB) ton \../'tg (A0B.)

11.2. Estude a monotonia e limitacdo dessas sucessdes.

12. Considere as sucessdes (u,) e (v,) de termos gerais

2;" se n & par 2 se n & par
u,= ev.={2n-1 P
e ———r S€n eimpar
l% sen eimpar | (n+ 1) P
Para cadauma
12.1. calcule:

a) os cinco primeiros termos;
b) o termo de ordem 1999 e o termo de ordem 3000;
c) o termo de ordem n + 1.

12.2. averigue se 0,3 ou 0,01 & valor de algum dos seus termos.

13. Considere a sucessao (u,) de termo geral u, = -;ilz-.

13.1. Calcule os cinco primeiros termos, o termo de ordem 100 e o de ordem 1000.
13.2. Averigue se — 2,7 & valor de algum termo dessa sucessao.

13.3. Mostre que a sucessao € mondtona.

13.4. Mostre que a sucessao tem infinitos termos inferiores a - 2,9.

13.5. Mostreque-3<u, <-1, VnEN.
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14.

15.

16.

16.1.
16.2.
16.3.
16.4.

17.

17.1.
17.2.
17.3.
17.4.
17.5.

18.

19.

20.

INTRODUCAD AD CAL UK OTWFERENDL |

EXERCICIOS E PROBLEMAS PROPOSTOS

No estudo da monotonia da sucessdo de termo geral u, = \ 5n — 3 um 3luno executou os
seguintes passos, que estdo incompletos. Transcreva para o seu caderno e complete de
modo a obter um texto correto.

Como 0 < n < n+ 1 entdo temos 5n < 5[n + 1) pois multipliquei ambos os ... por ... Tam-
bémsera0 -3 <5n-3<5(n+1)-3 pois adicionei...aambosos...

Ora sabemos que a fungao fix (__» \ x @ crescente em R}, donde V5un -3 ... V5n + 2,
V... dondeu,...u,,, V..., 0que siginifica que asucessao [« ]é...

Mostre, por um processo analogo ao utilizado na questido anterior, que a3 sucessao de
termo geral v, =2 - \V 3n — 4 & decrescente.

Quais das seguintes afirmacdes sdo verdadeiras?
Nenhuma sucessao decrescente & minorada.
Nenhuma sucessao crescente & limitada superiormente.

Toda a sucessao decrescente & majorada.

Nenhuma sucessao monotona & limitada.

Considere as seguintes sucessoes das quais se conhece:
(()-3,-1,1, ... (ii)1,-3,9,...

(i) u, =3n-10, VnEIN (iv)v,=2* ", VnEN

Supondo que se mantém a reqularidade da formacao dos termos:

indigue os cinco primeiros termos de cada uma.

distinga as progressdes aritméticas das progressdes geométricas e indique a respetiva razao.
calcule a soma dos 20 primeiros.

classifique-as quanto a limitacao.

classifique-as quanto @ monotonia.

Uma substancia liquida colocada num frasco destapado, perde por evaporacdo um
décimo do seu volume por dia. Se no frasco tiverem sido colocados 1000 cm’, ao fim de
quanto tempo restara no frasco menos de 5 cm??

Uma populacdo de bactérias aumenta 15% cada 12 horas. Se no inicio da contagem havia
100 bactérias quantas havera passada uma semana?

Sendo a taxa de rendimento anual 4,5%, quanto rendem os juros de mil euros apds 3 anos
levantando cada ano o rendimento?
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NTRODUCACAC EALOLLO DFERENCIL |

EXERCICIOS € PROBLEMAS PROPOSTOS

21.

21.1.

21.2.
21.3.
21.4.

21.5.

22.

22.1.

22.2.
22.3.

No principio deste ano (ano 0), o senhor Fortunato, que n3o confia na banca, escondeu
debaixo do colch3o a quantia de 100 000 euros em notas.

Claro que ele nao teve em conta que, devido a inflacdo, as suas economias irao desvalori-
zar-se 30 ritmo de cerca de 8°% 30 ano.

Designe por C_ o valor real (em euros) das economias do senhor Fortunato ao fim de
1 anos [(# € IN).

Ao fim de um ano,
C,=100000-100000 x 0,08 =100000x[1-0,08),

donde,
C,= 100000 x 0,92 = 92 000
Do mesmo modo, determine C,, C, e C,.

ExprimaC, ., emfun¢dodeC, e C, em fungdo de n.
Calcule o valor do capital [em "euros atuais®) ao fim de 10 anos.

0 senhor Fortunato recusa-se a acreditar que decorridos 15 anos o seu dinheiro valera
menos de 30 000 euros em “euros atuais”!
Utilize a calculadora para tho provar.

€ ao fim de 20 anos, quanto valera aquele "tesouro” tdo bem guardado?

0 senhor Ventura ganhou 50 000 € no Totoloto e resolveu ir ao banco para se informar
sobre a modalidade a escolher para depositar o seu dinheiro.

Um funcionario atendeu-o e informou-o que poderia depositar o dinheiro na modalidade
de juros simples ou na de juros compostos.

Escolhendo o senhor Ventura 3 modalidade de juros simples a taxa de 4%, e designando
por S, o seu capital, em euros, ao fim de » anos, verifique que:

S, =50 000 + 2000
S, =50 000 + 2 x 2000
S, =50 000 + 3 x 2000

Deduza agora uma expressao que represente S..

Se a escolha recair sobre a modalidade de juros compostos, a taxa de 6% e designando
por C, o seu capital, ao fim de » anos, em euros, verifique que:

,=50000x1,06
C,=50000 x 1,06°
C,=50000x 1,06’
Ao fim de 10 anos, quanto teria amealhado o senhor Ventura? € ao fim de » anos?
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EXERCICIOS E PROBLEMAS PROPOSTOS

23. Prove que, dada a sucessao de termo geral u, = (4 — n)%
23.1. ovalor 1000 nao pertence ao conjunto dos seus termos.
23.2. ndo & mondtona.

23.3. nao @ progressao aritmeética nem geométrica.

24. Dadaasucessdode termogeralu, =3""
24.1. Prove que @ mondtona decrescente.

24.2. Prove que n3o & uma progressao aritmetica.
24.3. Prove que & uma progressao geometrica.

24.4, Indique um minorante e um majorante do conjunto dos seus termos, caso existam.
Conclua se a sucessao dada & ou ndo limitada.

24.5. Calcule a3 soma dos dez primeiros termos.

25. Um caracol faz um percurso de
3 lados de cada um dos n quadra-
dos, de forma muito semelhante ao
sugerido pela figura. O lado de cada
quadrado & um terco do anterior.
Tomando para unidade o lado do
primeiro quadrado quantas unida-
des percorreu se for n = 5 quadra-
dos?Esen—» +007? e

26. Sobre as sucessdes definidas pelos termos gerais sequintes:

a=n-1 b,=[n-1) c,‘=-'57-1

_4-n _n'=1 = 2.

d"-—r e i fo=(=n);
.= Vn+5 h,=1-\ n+5 ju=(=3")-m;
[ 3\ , = sen(n) - 1
k_-(‘}-3} I,,xlO-cos((Zn-I}E) po=—

Estude o seu comportamento quanto ao limite.

www.casadaaula.com



NTRODUCACAC EALOLLO DFERENCIL |

EXERCICIOS € PROBLEMAS PROPOSTOS

27. Estude a monotonia e a limitac3o de cada uma das sucessdes do exercicio anterior.

28. Quais das sequintes afirmacdes sdo verdadeiras:
28.1. Se uma sucessao tende para mais infinito ent3o & crescente a partir de certa ordem.

28.2. Se uma sucessao tende em modulo para mais infinito entdo nao & majorada nem mino-
rada.

28.3. Nenhuma sucessao divergente & limitada.
28.4. Nenhuma sucessao limitada @ divergente.
28.5. Ha sucessoes limitadas que s3o convergentes.

28.6. Toda a sucessao convergente & limitada.

29. Uma sucess3o (u,) & umarestrig3o a IN, da fung3o real de variavel real f tal que

| 1
flx)= 1+x+ 3

29.1. Determine 0s 5 primeiros termos.
29.2. Averigue se [, ] @ mondtona.
29.3. Indigue um minorante e um majorante do conjunto dos seus termos.

29.4. Mostre pela definicao que — 1 & o limite de [u.).

30. Dada f, fungdo real de variavel real tal que f(x)=-1 + i 3
X

v,=f(2n-3)

e 3 sucessao (v, ) definida por

30.1. Represente graficamente f e assinale a cor diferente os 5 primeiros termos de (v, ).
30.2. Determine o termo geral de (v ).

30.3. Averigue se (v,] @ monotona.

30.4. Mostre pela defini¢do que — 1 & o limite de (v_].

1
X+

31. Dadaf, fungdo real de varidvel real tal que f{x]=-1+

3 e asucessdo (w, ) definida por
wo=f(1-3)

31.1. Represente graficamente fe assinale a cor diferente 0s 5 primeiros termos de [w, ).
31.2. Determine o termo geral de (w, ).
31.3. Averigue se (w,] @ monodtona.

31.4. Mostre que {w_] & um infinitamente grande.
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INTRODUCAO RO CALOLL O DIFERENCI |

EXERCICIOS E PROBLEMAS PROPOSTOS

32. Usando o teorema das sucessdes enquadradas estude a convergéncia das sucessdes defi-
nidas pelos termos gerais

10senn) -1 10sen‘(30m) -1 cosin) - 1000 n+l
ey == o™ " e '-'—,,!"

33. Dadas as sucessdes convergentes definidas pelos termos gerais

»
‘

a.--'-'17-1 b.-ﬂ%l—’ co=2-10 PR
n* -1 .2 1\
cm— _f_-[-n) g."li'?'-“ h.-tQ["R]

33.1. Qual & o limite de cadauma?
33.2. Usando as operacdes sobre sucessdes convergentes indique o limite de
da xg, d xh;

bla,+g; b.~¢c. f.~ga

"y A
C) ) ==
) g'e

d) (a.); ()% (B)%
e)\ :c; Ve

34. Demonstre por inducdo matematica que o produto de um niimero natural par pelo seu
consecutivo & um nimero par.

35. Demonstre por indugdo matematica que a soma de » nimeros naturais impares é o qua-
drado de n, ou seja,

1434547 +...+(2n=1)=n’  VnEN
36. Demonstre por inducdo matematica que

OV SUSPLD! N ST Gy S
1x2 2x3 3x4§ n+l n+l
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SOLUCOES

. S 11z -
TRIGONOMETRIA PAC.6 I 5 :
ESCOLHA MULTIPLA : 385 x=—patir comkEL
1.{0] 2.(C) 3.(8] N (A} 5.(8) : i ‘
6. (C) 7.(8) 8.(0) 9.(8) 10. (D) AR v Om E e
11.(0) .1€) 3.(0) 4. (8) .(C)
‘: [._, 3.2, o] :.5 ) 19 o1 :; 69 SL1. 2)30km
-0.= alad . | « 1<) v D]II'J'lU'-‘}]L'(Y‘
RESPOSTA ABERTA 20VZkm
21. 23,5 m (aprox) 81.2. 10-10tQa+ t“ - 016, a=052%
o5
22. 12,30cm e 10149 cm’ "
821, x€0.= $2.2. 0.1
o

23. Obarcodistacercadeu2mdeAecercade 3bamdel
%1,76 m" aproximadamente 82.8. 0.0 quacniatero reduz-se a0 centro do quadrado

25. 87.892°
§3.1.

{8)
26. sen55°=cos35 =s5en125' =082 83.2. & - Cosx3enx 05 extremos S50 = & -~
COs 55 =sen 35" =sen 185° =057 & A, SR
tg[55°] =163 0.1, 5.16m
€08125'=-057;10125" =- 1,43 86.3. aja=14rad
cos 145 0.82;19145 0.70 b) Quais as caracteristicas do Candeeiro para que a
sen 215 0,57:cos215° =0,82 areailuminada seja de 9 m*?
28.1. ]-90°,50 282. -0 85.2. x=0,82
. — T 86.2. 396m 46.3. 0,738 rad {aprox.)
13
29.2. /1B 18 x ——mn=8,79
GEOMETRIA PAC. 21
3n
31.1. = rad; 3x metros 31.2 2V 3 -2 g
RS Setdc e ESCOLHA MULTIPLA

1 {A] 2.(8] 3.{A) &. (8]

32.2. 1,72 unidades de 3rea 5.

6.1.(8] 5.2.(8) 6.3.(C) 7.[{A) 8.(
1
1

\/3 \/3 2 3 3
331, COSG=-mm— tQO= 9. (A) 10.(A) 1.(A) 12.[C) 3.(C)
2 3 14, (C) 15.(0) 16.(A) 17.1.(A) 7.2.(8
3 3 173.(8) 17.6.[8] 17.5.(0)
33.2. cosji= — senpi= 5
= ' RESPOSTA ABERTA
.1 @ W2 A=V s 1:'"‘ 18.1. - 2:a=85" 182, -2;u=100";
-]

18.3. 10; 0= 135"
34.3. Ocosseno 8.3 a=135

19.130 ~ 192. 1

1
35.1. -senbd 35.2. 2cosh 19.3. 1 194, O

35.3. 3senb+cosh

9
37.1. «=119,5% 37.2. @=111,72 20. 5
37.3. w=27854 378. @=32313 3
37.5. a=15132" 376. a=24343 el Kmes 212. k=2

37.7. «a=10595% 378. «=2058% 213. k=4

38.1. =«

(2k+1lnV =t _+sk2s. comke Z

e2.1. (-3.5) 22.2. [8.6)(-B.-

o

il

382. x= ;— - 3 comke Z 22.3. perpendiculara a:(2,2)ef-2,-2)
< perpendiculara v: (-3, 71ef3.- 7k
perpendicularac:{-6,-31)e (8,11}

perpendiculaca d:(-3,1)e(3,- 1)

383. t=knVir=w+ in.comke £
Y

384, x=k2aVix=2 E +k2n.comie Z

Sx
—skix cOomie L
= ¢

25.2. [x.02)=1{0.5,0]+4{0,0,1} . x€H

39.1. 25.3. x+2y=10

»
"

39.2. x=so+kncomkel 26.3. [x.5:)=(0,0,0]+4{0.3.1}. k&R

= : 26.8. Arsa=%ua

393. x=-—+k2aVy=—=n+k2n comike 2
6 -

L ooy
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28.1.
28.2.

29.

30.
31.

32.

33.

3.
35.
36.

38.

0.
&1

a2.1.

43.1.

&3.2.
&3.3.
a3

43.5.
&3.6.
&83.7.

442,

SOLUCOES

10,12)

Cercade 28% co volume da camavazi

€ um ponto de coordenacas 1,
Conjunto vazio, 0 sistema e imposst

paralelos

Para k = 5, a perpendicular a i; para k = 5 530 obiiquos
Para k = 0, y perpendicular a b; para &k = 0 530 obliquos
Os planos « e yintersetam-se numa reta qualquer que
sejak

13x+y+2:=0
-1,-3.0)

1 y-2 z+1
2r ~5 =3

Cercade 102

S$30 compianares pois intersetam-se no ponto
(-3.4,1)
~y~-2+6=0

X
Nao sao complanares

23 16 1), [79%
‘_'_'-—?.?'d \- 3_

a) Vértices do cubo:

F[2,-2,0) G[2,2,8); H{-2,2,0); I[-2,- 2,0}
H2.-2,8); M[-2,2,8); N[-2,-2,8);
Vértices da piramide

A[3,-3,0); B(3,3,0); C{-3,3,0); D{-3.-3,0)
£0,0.12)

12 - =
b]\> T - -l;¥'

C]"‘\ +:=12
d)(x.»:)=(0,0.12)+k{1,0,0..k€R

- 9
O volume da piramice ; ¢o volume do cubo.

1;6

D(3,1.6); €(3,3,8}; F[1,3,.8): CG{1.1.%)
(x=-2F+¥+[=-2F<H

[x PeyFerf=6BAx=2

Af2V2,0,0): B{0,2V2,0); C{-2V'2,0,0)
D{0.-2V2,0): €[2V2.0.8} F{0.2V2,4]
C[-2V2.0,8): Hl0o,-2Vv2.6)

T L N TTTIIIIhhTottThorooToohohohooo

L3,
863,

RGG,
LN

LLUN-N

L L
LN 3

§5.1.

N5.2.

N5.3.

A58,

-x+y+\ 5':~£".:"=U

{x, »z)=[0.2V\ 10 +k{1,1,0LkER

X & o ponto da semirreta€H talque AX =TT, Y éo
ponto médio de [HC] e Z & 0 ponto médio de [BC]

C C

csecsccey

J

3

A eeseseny
v
’

R
————f :
.
.
.
"
-
85.S. x-y+2:-2=0
856, x-1= 1y

&6. 20tipoAebOtipo B
87.1. (5, 3)& admissivel
87.2. y=1Ay=2x+4&
87.3. B[1,3)

878, Porexemplo, 3y+ 2x=¢

&8.

Deve produzir 80 kg de carme picada e 60 kg de
almOndegas para obter lucro maximo no valor ce
260 euros
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SOLUCOES

TEMA 2
ESCOLHA MULTIPLA
1. {C) 2.(C) 3.[C) 8. (D) 5.(8)
6.[A) 7.(C) 8.[A) 9.(C) 10.[A)
11.(0) 12.(D]} 13.{0) 14.{0) 15. [C)
16.(C) 17.[C) 18.(C) 19.(C) 20.[A]
21.(A) 22.(A) 23.(D) 24. (8} 25.(A)
26.[A] 272.(C) 28.{D] 29. (C) 30.(0)
31.(8) 32.(8) 33.(D) 34. (4] 35.(8)
36.(0) 37.(0) 38.1.{C] 38.2.[0) 39.{C)
40.(0)
RESPOSTA ABERTA_
_— 4
81.1. J{x)=2 % s
x=3
Assintotasix=3ey=2
x - 3
Variagao de f \ nd N
VR it
2
c's 15-VS 5+\V5s
45 2 5 2
1 |
&2, o Porexemplo, y=S <+ 0U y=5 -
2 ox
1 -
o Porexemplo, y=- 4 + oy y=-4 -
x-0 x-03
83.3. 225°C
§3.2. y=155 Atemperatura dos reagentas vai aumentando @
tende 3 aproximar-se tanto quanto se queira ce 155 °C,
sem contudo, atingir este valor,
§3.3. Ao fimde S min 36 5, aproximadamente
&4.1. Cercade 9854
4.2, Durante pouca mais de 10 meses
843, tMV =~ 5,3% por més. As pilhas perdem, por més,
em media, §,3% da sua eficiéncia, 30 longo dos 10
primeiros meses de utifizacao
§5.1. Aproamadamente 16 286 cm?
§s.2 P 25d
= d=180
§5.3. 1255
§6.1. 10km.
46.2. &h 30 min
4§6.3. Ourante cercade 3h 28 min
46.4. Alf] =0 representa o momento em que 2 altitudes do
bal2o & nuls, ou seja, em que o bal3o ca1 no mar, Tal
acontece entre a5 15 & as 16 h decorridas desde o
langcamento.
87.1. 175 °C, aproximadamente.
&7.2. 2 min aproximadamente,
874, Aassintotay =180 representao factode a

temperatura do forno ser crescente & aproximar-se de
180 "C cada vez mais e tanto quanto se queira, sem no
2ntanto atingi aquete valor

.

SAssnsnnsnan

SEssRRRANEREE.

N T

CRERAAREERREER,

SEsEERRARR RS

48.1.

§8.2.
8.3
KB,
§8.5.

49.1.
§9.2.

50.1.

50.2.

50.3.

51.2.
51.3.

sz.1.
52.2.
52.3.

53.2.

Sk.1.

S56.2.

S5.1.

55.2.

55.3.

56.1.

58.

59.1.
59.2.

60.1.
60.2.

60.3.

60.4.
60.5.

61.1.
61.2.
61.3.

62.2.

—_ 18
(x)=3 + ——v
X=23
0,=H-{5) CO=H-{3
x=~13
x=3 & y=1
0,.,=R-{0.1,5)
¢ <5 3x+ 15
Conj.de chegada: R [/xg) [«
2x
" U0 3IUuls. + 0
=§ b=1 =3

Foram vendidas 8,5 milhdes de cartdes quando o
montante de prémios a distnbuir era de 10 centenas
de milhares de euras

A partir de 13,656 centenas de mithares de euros de
montante de prémio

Sim, pois a funcao é crescente em JO, + oo

D=R-{-3} (O=R-{1}
'
0 —
a)o =
b) }-00.~3[U[0,3[U]3,+ oo
0;3;15(m)
izm
sSmis; 8. 5mis;825mis; 8,1 mis; 801 m/s
Seraam/s
flleh)=k +8h+3;m,,=h+§: tendeparats
1
SC— = |
1+]
flxo) =~ =
523 X ~lsexeg~-1ouxn>1
ML Pel1se-1<x<]
f(-2j=-4;f(2]=8;:1{0)=0;/(1)ef{-1)

nao existem
530 pontos anguiosos onde nao hareta tangenté € a
curva nao tem cervada.

1
3:0;-2;——
2
; |
Min = -e.'oarax -
3
FE:V:F
V:F:-FF
x=3;x=%
3
}-00,1- VBIU[1+VE, 3]
e hVas
-

Arestriciode faf3, « oof
Negativo; zero

Entre85e856s
11.2 mm/s

3)10.8 mm/s b} 116 mm/s

V.=

s )|
~8t9 dm?’; cubo de aresta ‘3_9 dm
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SOLUCOES

63 |. Crafico | & }l n2o podem s&r pois a denvada & o tipo 1. 53 -\/153 151 « V183
coma>0 9)2 18 - T
66.2. 3)s8m 76.1. }-o00,~2[U]2,+ 00|
b)3h12min 76.2. Sunidades de drea
c) A afirmacao é falsa pois a funcao & decrescentee 2 128
taxa média de vanagao ¢a fung 3o & negativa em 72.2: x=8 Vo= 3%— 7213, Sy+z=5

qualquer intervalo do seu dominio.
78.1. A[3,2] 8[s,3) C{1,8) AC.AE=0
78.2. 2 unidadesde drea
78.3. hlx)=-[x-3)+2

85.1. 97.5%

65.2. PoucomaisdeSh

65.3. 13.8% por hora de utilizac3o; significa que a eficacia
|}

2513 3 diminuir 13.4% por hora de utilizagao. 78.8.

78.5. y=-2x+1

66.2. 2n3opertenceal e

{

66.3. }-5.2 7186. y=2+

66.8. Kk ix]=

79.1. J-00,1-2V3[UJ1+2V3, 400

66.5. [gxh)x)=-3+-7x~2:0,,,=R-{-2) 79.2. T(2.3] y=-2x+7

793. <
66.6. / 3
< 1+V13 14+ V13
67.1 gix)=1+cos|=};0=R 80.1. } ————— ———]
4 2 2
67.2. x=k&x k€L — —
~ g0.3. o 21 V33 22+2V13)
67.3. 1 - A 3 3
z —
" >4\ 3
67.5. a}{0.2] Fungao crescente em u‘——i e decrescente
b) [-2x.0] — 3
2+ V13
&m ~ v 3
68.1. [rxglix}>0em |-2,5[U]5,+ ool 3

(Ixglx}<O0em |-ce, - 2]
leroem-2e5

81.1. ordenadadopontoBé 2e hixj=x+1
68.2. -1;2 -

"
81.2. AabcissadopontoAé-leglx)=x'+x
813. [-1,2[UN, +ouf

59. X .“._-,;'U‘v-(j‘- C0=R-{(-1} s VT 5+2V7
— 3

70.1. -13+ V10
70.2. -0, ,

81.5. Max= (| s j=2,78
703. (0.2

S Mm-nﬁi 135
708, 2.poisf{2)ndopertencezl 2

705, fYx)=rtl D=R-{-1):(D=R-{3) -
X+ TEMA 3 PAG. 68

711, -2
71.2. [2.2)
72. (1] Para o radicando ficar positivo.

ESCOLHA MOLTIPLA

1.{D) 2.(C) 3.1.(C} 3.2.(8) 3.3.(C)
& (8] 5.(8) 6.1. (8] 6.2.(C] 6.3.(A)
73.1. J-oo0,-2]U{2.+ o9 7.(C) 8.1.(D) 8.2.(A) 9.(C) 10. (D)
73.2. E£q.impossivel RESPOSTA ABERTA

G 1., w=liv=mr=Vr+ it = s
74.1. &5 m/s & avelocidade instantinaa 20s 3 5. < 1 Vo +1
74.2. Retatangente y = 7x - 15; 0 ponto pertence 2 =

tangente. -

10
74.3. Maxparax= ?emn parax=0

=t __p=
Vi +1

11.2. u & constante e hmitada; v & crescente, admite
minorantes mas nao & hmitada;
r, & créscente, admite minorantes mas nao € imitada;
s & decrescente elimitada (0 <s <5, YnEN];
c édecrescentee limitada (0 <c g, YneN):
1 edecrescenteehimitada (0 < g1, Ve N).

75.1. 05

783, -3/ v e} = 3x =Bt s

_ 0, ,=R-{2)
3Xx

bjx=2ey=3x-6

L L I TTTOTTIILIhhIIIhhhhhhhhtthhthhhhtttthtttTThTThthhTTTTThhethTTTTTTETTOTOTOTDTOTOr
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SOLUCOES

121, A)w=3u=0u=Lim=— s us= = : 288, 0<u 3‘ vn €N, logo 2 sucessdo & Bmitada
< 2 . S 8
1 3 3 : == e % -
- - o Yy = : 285, Sp=—x{1-3 -
g 4 16" 1 § : “
: : 25. Param=5,cercade 6,48 unidades
b = 1439 - 9
e 1500 . SEn 400, 5 unidades

3997 J 1 . 26. 3. 400 h ~»+00:c. d=1'd ~»=1:¢ ~» 400

HE TR 0000000 0 S00 000 : f.<3400:g. <5+ 00: h,~>— b8 o8 ke Ly 00
2 ¢ s Y ) }
— $@ 1 & DAS . BAS o
$1 .

e x .
e 27.

. . Manotonia
se n & impar : Sucessao il
: Crescente .
: na3o fimi
58 u & par :
: Minorada mas
e : Crescente “prionn
g 7 : nao imitaga
58 11 & impar ;
n+l : Decrescente Limitada
122. 0018010 termode(y,) . :
% ! : . Decrescente Limitada
13.1 1 3 ) > 15 .
_— Hy== HpS = Ny = L e L T —_— .
‘ s 2" : . ' . Minarada m
= > ? Crescente B MAS
50 500 nao limitada
= ot HITORN = = Minorad
17 167 ] Crascents ) 5

nao imintagda

13.2. Euy,
13.3. Asucessio & monotona decrescente
13.4. Apartir de » = 58, 1000s 05 térmos sdo infenores a

Minorada ¢
nao hmna

ugg==29 Decrescente

16, membros; S; ~ 3;:membros; <;nEN;<;n€N;
mondiona crescente

Decrescente

Nem majorada;

(i 3o mondtona
16. Aafirmagao 163 & verdadeira — & nem minorada
17.1. (i)-3;-1;1;3;:5 {#)1;-3;9.-21.81 ) Constants Limitada
— 7] R T
(i) - 7:-8;-13;2;5 (W)I.E: S a1 (r.) Nao monédtona Limitada

17.2. {i) progressao aritmética de raz3o 2;

(i) progress3o geométrica de razao - 3 28. Afirmacoes verdadeiras: 28.2; 28.5.2 2856
reSSel } K20era s

< &
(ifi) progressao aritméetica de razao 3; 20.1. w.= f._ e o il g
R SRl et e 7 8

(iv) progress3o geométrica de razio = Lz
e 29.2. [«,) & mondtona decrescente
1=3°

17.3. {i)S,=320 [{)S.=

lw

29.3. Minorante: - 1; Majorante: -

(i) 5, =430 (iv)S.=2-2°" _1-2n

30.2. -
en
17.4. (i); (i) e (iff] 230 n2o limitadas; [iv) & limitada 30.3. [+ )& mondtona decrescente

312. w,=n-1
31.3. [w.) & monbtona crescente.

17.5. (i) Crescente; [if) Nao mondtona; (i) Crescente;
{iv) Decrescente

M NN

18. Ao fim de 51 dias 32. S30 infinitésimos.

19. 708 bactérias

330, o, vL;bh, 210, 4=10;d, s=Te, 1), 2 0;
20. 135 ¢ :

21.1. C,=BUBN0EC,=778B688B0€C . =7163930¢.
21.2. C =100000x0.92

21.3. Aofimde 102an0s:43 638.85¢€

21.S. Valer31886933¢

33.2. 3)a xg sad xh, 0

22.2. S_=50000+2000x
22.3. Aofimdel0anns: 89542 E;
Ao fim de n anos: S0 000 x 1,06°

T
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