Fichas de trabalho

FICHA DE TRABALHO 1

FICHA DE TRABALHO 2
FICHA DE TRABALHO 3

FICHA DE TRABALHO 4
FICHA DE TRABALHO 5

FICHA DE TRABALHO 6
FICHA DE TRABALHO 7

FICHA DE TRABALHO 8

Propriedades das operagoes
sobre conjuntos ...
Calculo combinatério ...
Triangulo de Pascal e binémio
de Newton ...,
Definicao de probabilidade ........
Propriedades da probabilidade,
probabilidade condicionada,
acontecimentos independentes
e teorema da probabilidade

Derivadas de fungées reais

de variavel real e aplicagoes .......
Férmulas trigonométricas:
seno, cosseno e tangente

da diferenca e da soma
dedoisangulos ... ..

10
12

FICHA DE TRABALHO 9

FICHA DE TRABALHO 10

FICHA DE TRABALHO 11

FICHA DE TRABALHO 12

FICHA DE TRABALHO 13

FICHA DE TRABALHO 14

FICHA DE TRABALHO 15

FICHA DE TRABALHO 16

FICHA DE TRABALHO 17

Limites e derivadas de fungoes

trigonomeétricas. Graficos de fungoes

e osciladores harménicos ...
Juros compostos.

Funcdes exponenciais ....................
Operagées com logaritmos.
Equacées e inequacgodes ...............
Fung¢bes exponenciais
elogaritmicas ...
Primitivas ...
Célculointegral ...
Numeros complexos.
Representacao geométrica ...
Numeros complexos.
Operagoes na forma algébrica ...
Numeros complexos: Forma
trigonométrica. Raizes indice n.
Conjuntode pontos.........................

Solugées das Fichas de trabalho ...

18

20

22

25

27

29

31

33







FICHA DE TRABALHO 1 Propriedades das operacoes

sobre conjuntos

NOME: N.: TURMA: DATA

No universo U = {1, 2, 3, 4, 5}, considere os conjuntos A = {1,2}, B=1{2,4,5} e C=1{1,3,5}

Determine:

a) A h) AUB

b) AUC ) BNC

o AUB j) A8

d BUC k) O\A

e) ANB ) ABUC)
f) ANC m) C\(A N B)
g ANB

No universo U ={2,3,4,5,6,7,8,9, 10}, considere os conjuntos A ={2,5,7}, B=1{3,5,7,9}
e C=1{6,7,8,9,10}.

Determine:

a) (BUU)N(AUC) o BC

b) C\8 d) (AnB) U (cna)
Seja A={x ER:x>—5x <0} e B= {xE IR: it? < o}.
Determine:

a) A d) A8

b) 8 e) AUB

o ANB

Sejam A={xER:|lx —3|=3}e B={x ER: x| <1}.
Sabe-seque A U B = R\C.
Determine C e apresente-o na forma de intervalo de nimeros reais.

Sejam A e B dois conjuntos.

Sabe-se que:

- #AxB)=6

« (1,3), (2,5) e (3,3) sao elementos de A X B;
Determine os restantes elementosde A X B.

Seja U um conjunto com 500 elementos e sejam A e B subconjuntos de U.

Sabe-se que:

« #A = 250

- #{A B)=100
« #{ AN B)=50
Determine:

a) #A N B) b) #A N B) o #AXB)
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Fichas de trabalho

Sejam A e B dois conjuntos num universo U.

Sabe-se que:

« #A =30

« #(A X B) = 1410
« #A U B) =55

Determine #((A\B)) U ((B\A)).

B} Numinquérito a 300 alunos, sabe-se que 120 bebem sumo de pera, que 130 bebem sumo
de laranja e que 80 bebem sumo de pera e sumo de laranja.
Quantos alunos nao bebem nenhum destes dois tipos de sumo?

B} Numa escola secundaria estdo 163 alunos inscritos no 12.° ano do Curso de Ciéncias
e Tecnologias.

Sabe-se que:

« 80 alunos estao inscritos em Matematica A;

« 70 alunos estao inscritos em Fisica;

« 53 alunos estdo inscritos em Quimica;

» 40 alunos estdo inscritos em Matematica A e em Fisica;

« 35 alunos estdo inscritos em Matematica A e em Quimica;
« 33 alunos estdo inscritos em Fisica e em Quimica;

+ 26 alunos estao inscritos nas trés disciplinas.

Determine:

a) quantos alunos estdo apenas inscritos em Matematica A.

b) quantos alunos néo estao inscritos em nenhuma destas trés disciplinas.
Y Numa certa cidade, sabe-se que:

« 25 % das familias tém tablet;

» 20 % das familias tém carro;

« 67 % das familias nao tém carro nem tablet;
« 3600 familias tém carro e tablet.

Considere as seguintes afirmacoes:

I. 11 % das familias tém carro e tablet.

Il. 30 % das familias tém carro ou tém tablet.
lll. Vivem 30 000 familias nessa cidade.

Mostre que apenas uma das afirmacdes é correta.
B Mostre, usando um exemplo, que A N B = A N C nao significa necessariamente que B = C.

Mostre que quaisquer que sejam os conjuntos A e B:
a) (ANB)U(AB)=A
b) AU (B\A)=AU B

Sejam A e B dois conjuntos. Prove que (A\B) UB=A se,esose, BCA.

m Sejam A, B e C, trés conjuntos.

Sabe-se que:
«cAUB=C
+ANB=0Q
Prove que A = C\B.
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FICHA DE TRABALHO 2 Calculo combinatorio

[ NOME: N.°: TURMA: DATA ]

Sejam o conjunto A = {x € Z: |2x — 3| < 5} e o conjunto B = {x € Z{:x < 5}.
Os conjuntos sdo equipotentes? Justifique a sua resposta.

Sejam os conjuntos A = {x € IR N 1—2x, 2x[: sinx = %} e
B={xEIR:(x* — 1)(x2— 3x + 2) =0}.

Os conjuntos sdo equipotentes? Justifique a sua resposta. 5 5
Pretende-se ir da cidade A paraacidade D passando pela cidade B
ou passando pela cidade C. Quantos percursos diferentes permitem
efetuar esse trajetode A a D? A p

Quantos pares de numeros naturais (a, b) satisfazem ainequacdo a®>+ b < 70?

Com as 26 letras do nosso alfabeto, quantas palavras com trés letras se podem construir que
tenham pelo menos uma letra A, facam ou néo sentido?
Quantos nimeros com trés algarismos tém exatamente:

a) um 07 b) um 17

Calcule, sem usar a calculadora:
a) 5! X 4l c) 51—+ 4l e) 111 =09l

b) 5!+ 4 d) 51— 4l f) 20! = 17!

Uma caixa, opaca, contém 10 bolas iguais numeradasde 1 a 10. Indique de quantas maneiras
diferentes se podem retirar sucessivamente trés bolas da caixa, se:

a) cada bola é retirada sem reposicao.

b) cada bola é reposta na caixa depois de retirada.

c) a primeira bola retirada é reposta, mas as outras néo.
Um casal tem trés rapazes e quatro raparigas.

De quantas maneiras diferentes podem ficar em fila,
ao lado uns dos outros, para tirar uma fotografia, se:

a) dois dos rapazes ficarem nas pontas?

b) as raparigas ficarem sempre juntas?

c) os rapazes ficarem sempre juntos?

d) os rapazes ficarem juntos e as raparigas também?
e) os rapazes ficarem intercalados com as raparigas?
f) os rapazes ficarem ao meio?

g) nao houver restri¢coes?

h) o Miguel e o Duarte ndo puderem ficar juntos?

i) pelo menos duas raparigas ficarem juntas?

oyjeqesy ap seydiq
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m A associacio de estudantes de uma escola tem 15 membros. E necessario atribuir os lugares
de direcdo para presidente, vice-presidente e tesoureiro. Se nenhum membro puder ocupar mais
de um lugar, de quantas maneiras se pode preencher esses lugares se:

a) nao houver restricoes?
b) a Margarida ndo quiser pertencer a direcao se o Jodo for selecionado?

c) aRita sé quer pertencer a Direcdo se o Rui também pertencer, mas o Rui ndo se importa de pertencer
quer esteja ou nao a Rita?

[ Indique quantos anagramas é possivel construir com as palavras:
a) PAPA <) MATEMATICA e) ESTATISTICA
b) ACUPUNTURA d) REBOBINADORA f) ARRARAR

)

De quantas maneiras podemos escrever palavras com as letras da palavra ARRANJO de modo
que os dois R estejam sempre juntos?

Jy
W

Vao construir-se anagramas com as letras da palavra ESTUDO. Se colocarmos todas essas
palavras pela ordem com que aparecem num dicionario, em que posicdo aparece ESTUDO?

Uma caixa tem 12 bolas numeradasde 1 a 12. Retiram-se duas bolas da caixa.
Quantos conjuntos de nimeros diferentes se podem obter?

Jy
(%))

Quantas diagonais espaciais tem um icosaedro?

De quantas maneiras diferentes se podem sentar 5 rapazes e 5 raparigas
a volta de uma mesa circular (duas maneiras sdo iguais se cada pessoa tiver
sentada a sua volta na mesma posicdo as mesmas pessoas) se:

a) nao tiverem restricoes?
b) osrapazes se sentam ao lado uns dos outros e as raparigas também?

C) 0srapazes e as raparigas se sentam alternadamente?

De quantas maneiras diferentes se podem sentar 6 pessoas a volta
de uma mesa circular (duas maneiras sao iguais se cada pessoa tiver
sentada a sua volta na mesma posicdo as mesmas pessoas) se:

a) o Adilson e o Bernardo ficarem em frente um do outro?
b) o Adilson e o Bernardo nao se sentarem ao lado um do outro?

c) o Adilson, o Bernardo e a Cldudia se sentarem em trés lugares seguidos?

Uma comissao de cinco pessoas vai ser formada de entre 9 rapazes e 7
raparigas. Quantas comissdes se podem formar se:

a) nao houver restricoes?
b) a comissao tiver exatamente duas raparigas?

c) acomissdo tiver elementos dos dois sexos mas mais rapazes do que raparigas? B

d) acomisséo tiver pelo menos trés raparigas?

=
S

Na grelha quadriculada da figura pretende-se seqguir de A para B
deslocando-se, para a direita ou para cima, sempre pelos segmentos
da quadricula. Quantos caminhos possiveis existem?

Resolva, em N, as seguintes equacgoes:

a) 7+7:7 b) n/44:8><n/43 C) 30><nC2:9><ﬂ+TC3
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FICHA DE TRABALHO 3 Triangulo de Pascal e bindmio

de Newton

NOME: N.: TURMA: DATA

a

(]

Uma linha do triangulo de Pascal tem 99 elementos.
Qual é o antepenultimo elemento dessa linha?

O terceiro elemento de uma certa linha do tridngulo de Pascal é 300.
Qual é o pentiltimo elemento da linha anterior?

Um conjunto tem 128 subconjuntos.
Quantos desses subconjuntos tém 5 elementos?

O 13.2e 0 14.° elementos de uma certa linha do triangulo de Pascal sao iguais.
Qual é o sexto elemento da linha seguinte?

O quarto elemento de uma certa linha do triangulo de Pascal é 1330.
A soma dos quatro ultimos nimeros dessa linha é 1562.

5.1 Qual é o terceiro nimero da linha seguinte?

5.2 Qual é a soma dos elementos da linha seguinte?

5.3 Quantos elementos da linha seguinte sdo maiores do que 10 000 ?

A soma dos trés primeiros nimeros de uma certa linha do triangulo de Pascal é 500 501 .
Qual é 0 4.° elemento da linha anterior?

Sobre uma certa linha do triangulo de Pascal, sabe-se que 431 910 é a soma dos elementos
que estao a esquerda do maior elemento dessa linha.

Determine a soma dos dois maiores elementos:

a) da linha anterior.

b) da linha seguinte.

A Mafalda esta a organizar uma festa. Ela tem 15 amigos mas nao consegue decidir quantos
é que vai convidar.

Se ela puder decidir escolher qualquer niimero de amigos para vir a sua festa, quantas listas
diferentes de convidados é possivel fazer sabendo que convida:

a) pelomenos 4 amigos?

b) no minimo 3 e no méximo 12 amigos?

No desenvolvimento de (3 + kx)°, os coeficientes de x* e de x* sdo iguais.
Determine o valor de k.

: , . 1\°
Determine o termo independente do desenvolvimento de <x + > .

Vx

10
. . . . X 3
Determine o coeficiente de x* no desenvolvimento de (7 — —2> .
x

oyjeqesy ap seydiq
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9
Determine a soma dos termos racionais do desenvolvimento de (\/3 + %) .

. 6= Y8 S L
No desenvolvimento de (\/7 + \/E) , quantos termos sao numeros inteiros?

Os coeficientes de dois termos consecutivos do desenvolvimento de (1 + x)*° estdo na razao
de 1 para 2.
Qual é a ordem do menor desses termos?

No desenvolvimento de (1 + px)", os coeficientes de x e de x* sdo 8 e 24, respetivamente.
Determine o valorde n ede p.

No desenvolvimento de (1 + x)", sabe-se que 220, 495 e 792 sao trés coeficientes
consecutivos.

Determine o valorde n.

Use o desenvolvimento do bindmio de Newton.

171 Simplifique (x + y)* + (x — y)*.

17.2 Usando a expressao encontrada, calcule (2 + \/5)4 + ( — \/3)4.

Considere os termos do desenvolvimento de (\/E + \/E)n .
. L . /2 3
Se arazao entre o 6.° termo inicial e 0 6.° termo final for - 3 qual é ovalorde n?

. o . . . . 1\6
Quantos termos com coeficientes racionais existem no desenvolvimento de (1 + 3%)°?

. k \"° . .
Sobre o desenvolvimento de (\/; — —2> , sabe-se que o termo independente da variavel x
éiguala 180. *

Determine os possiveis valores de k.

Os coeficientes dos termos centrais nos desenvolvimentos de (1 + ax)* ede (1 — ax)® sdo iguais.
Determine o valorde a.

Quantos termos tem o desenvolvimento de (1 + 2x + x?)" apés simplificacao?

Prove as seguintes igualdades:
a) "C, X "C,="C, X ""PC,_,
b) 2°C, + n’ = "G,

n n—1
n—p C"

o "C, =
Prove que:
"G+ 6"C,+6"CG=n

Mostre que:

5
15c4 + 2207/C3 — 20C4

i=1

6
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FICHA DE TRABALHO 4 Definicao de probabilidade

NOME: N.°: TURMA: DATA ]

Considere a experiéncia aleatdria que consiste em lancar um dado
tetraédrico equilibrado com as faces numeradas de 1 a 4 e registar

o numero da face que fica virada para baixo. ] l

1.1 Indique, em extensdo, o espaco amostral £. /
1.2 Quantos elementos tem o espaco de acontecimentos P(E) ?

1.3 Indique, em extenséo, o espaco de acontecimentos P(E) .

Considere a experiéncia que consiste em lancar primeiro um dado cubico e, de seguida, um dado
tetraédrico equilibrados com as faces numeradasde 1 a 6 ede 1 a 4, respetivamente.

Regista-se o nimero da face que fica voltada para cima no dado cubico e, de seguida, o niimero
da face que fica voltada para baixo no dado tetraédrico.

2.1 Indigue em extensao os acontecimentos:
a) A:«Os numeros sdo ambos impares.»
b) B:«O produto dos dois nimeros é superiora 1 .»
c) C «Asoma dos dois nimeros éiguala 10 »
d) D:«O produto dos dois nimeros é superiora 25 »
e) f:«Ambos os nlimeros sao divisores de 18 »
f) G:«Pelo menos um dos ndmeros é par» ] fL 1 5
2.2 Dos acontecimentos anteriores, identifique, caso existam: /
a) um acontecimento elementar. . —

b) um acontecimento composto.

AV

C) um acontecimento certo.
d) um acontecimento impossivel.
e) dois acontecimentos incompativeis.

f) dois acontecimentos complementares.

De um baralho completo de 40 cartas retiram-se, aleatoriamente, duas cartas.

3.1 De quantas maneiras diferentes é possivel fazer a extracéo?

3.2 De quantas maneiras diferentes é possivel extrair duas cartas com o nimero 77

3.3 Determine, na forma de fracédo irredutivel, a probabilidade de extrair duas cartas com:
a) onumero 5.

b) numeros diferentes.

oyjeqesy ap seydiq
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B3 Um grupo de 2 professores, 3 alunos e 4 alunas estao a trabalhar num projeto numa escola.
Para a apresentacao desse projeto vao ser selecionadas, ao acaso, 4 pessoas do grupo.
Qual é, na forma de fracao irredutivel, a probabilidade de se selecionarem:

a) exatamente 2 alunas?
b) um professor, 2 alunos e uma aluna?

¢) pelo menos um dos professores?

d) tantos alunos como alunas?

Quatro rapazes e duas raparigas foram ao cinema e compraram seis bilhetes todos seguidos
numa fila do cinema.
Se os bilhetes forem distribuidos aleatoriamente,

qual & a probabilidade: S 4 l’}

a) de as duas raparigas ficarem juntas?
b) de as duas raparigas ficarem nas pontas? &

—

c) de osrapazes ficarem juntos e as raparigas também?

B Um dado cubico equilibrado, com as faces com nimerosde 1 a 6, é lancado duas vezes.
a) Qual é a probabilidade do produto dos dois nimeros ser um ndmero par?
b) Qual é a probabilidade de, no primeiro langamento, sair um ndmero fmpar ou a soma dos nimeros
safdos nos dois lancamentos ser 7 7
Uma caixa contém 15 bolas indistinguiveis ao tato, das quais 4 sdo azuis e numeradas
de 1 a 4, 5 sdo pretas e numeradasde 5 a 9 e 6 sao brancas e numeradasde 10 a 15.
7.1 Extrai-se uma bola da caixa e observa-se a cor e o nimero.
Qual é a probabilidade de se obter:
a) uma bola com um ndmero impar?
b) uma bola azul com ndmero par?
¢) uma bola branca com ndmero primo?
d) uma bola com nimero multiplode 37

7.2 Extraiu-se uma bola e depois outra, apds a reposicdo da primeira, e observou-se a cor e o nimero
de cada uma delas.

Qual é a probabilidade de se obterem:

a) duas bolas com a mesma cor?

b) duas bolas com um nimero impar?

¢) duas bolas iguais?

d) duas bolas com nlimeros consecutivos e de cores diferentes?
7.3 Extrairam-se simultaneamente trés bolas e observou-se a respetiva cor e nimero.

Qual é a probabilidade de se obterem:

a) trés bolas pretas?

b) trés bolas da mesma cor?

¢) uma bola de cada cor?

d) duas bolas com nimero par e uma com ndmero fmpar?

e) duas bolas brancas com nimeros pares e uma preta?

8
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Escrevem-se as letras da palavra MATEMATICA, de forma aleatoria, na horizontal, uma a seguir
aoutra.

8.1 Qual é a probabilidade de o C aparecerantes do | ede o | aparecer antes do £ quando se lé
da esquerda para a direita?

8.2 Qual é a probabilidade de a palavra comecar por MATE?

Numa caixa, estao 20 bolas indistinguiveis ao tato, sendo quatro delas pretas.
Retiram-se duas bolas da caixa. Qual é a probabilidade de pelo menos uma das bolas ser preta?

Numeros com cinco algarismos sao formados usando os algarismos 2, 3, 5, 7 e 9 sem

os repetir.

Escolhendo um desses nimeros ao acaso, qual é a probabilidade de ele ser maior do que 30000
e inferiora 900007

Numa caixa A estado trés bolas numeradas de 1 a 3, nacaixa B, estdo cinco bolas numeradas
de 1 a 5 e, nacaixa C, estao sete bolas numeradasde 1 a 7.
Retira-se uma bola de cada caixa pela ordem A, B e C e registam-se os niUmeros saidos.

11.1  Qual é a probabilidade de a soma dos nimeros ser um nimero par?

11.2 Qual é a probabilidade de os 3 nimeros estarem em progressao aritméticacom r = 17
Escolheram-se aleatoriamente dois dos coeficientes do desenvolvimento de (2x — 1)*.
Determine a probabilidade:

a) de o respetivo produto ser negativo.

b) de a sua soma ser positiva.

O Clube de Matematica de uma escola tem 14 membros, sendo 8 raparigas e 6 rapazes.

Escolhe-se aleatoriamente um elemento para presidente e trés elementos para secretarios.
Qual é a probabilidade de o presidente ser do mesmo género que a maioria dos secretarios?

oyjeqesy ap seydiq
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FICHA DE TRABALHO 5 Propriedades da probabilidade,

probabilidade condicionada, acontecimentos independentes
e teorema da probabilidade total

NOME: N.°: TURMA: DATA

n Dado um conjunto finito E, uma probabilidade P em P(E) e dois acontecimentos A, B € P(E),
prove que: L
1+ P(A N B) — P(B) — P(A) = P(A N B)

Dado um conjunto finito E, uma probabilidade P em (E) e dois acontecimentos A, B € P(E)
possiveis, tais que:
« a probabilidade de que pelo menos um dos acontecimentos ocorra é 3
n ., 3
+ a probabilidade de que os acontecimentos ocorram em simultaneo é 70
Determine P(A) + P(B).

Dado um conjunto finito E, uma probabilidade P em %(E) e dois acontecimentos A, B € P(E)
possiveis, sabe-se que:
_3 -1 _3
P(A)—5 - P(AﬂB)—3 P(AUB)—4
Determine P(A N B).
ﬂ Considere um conjunto finito E, uma probabilidade P em #(E) e dois acontecimentos A,
B € P(E) possiveis.
4.1 Determine P(A|B), se PAN B) = 0,7 e PB) = 0,8.

4.2 Determine P(A N B), se PAIB) = a e PB) =

1
2 4
4.3 Determine P(B), se P(AIB) = % e PANB = %
44 Se PAU B = % P(A) = % e PB) = % determine:
a) PAIB) o) PBIA) e) P(BlA) g) P(AIB)
b) P@BIA) d) P(AB) f) P(AIB) h) P(BIA)

4.5 Estabeleca relagcdes entre as probabilidades encontradas na questao 4.4.

B Dado um conjunto finito E, uma probabilidade P em P(E) e dois acontecimentos A, B € P(E),
sabe-se que:
P(A) = 0,2 P(B) = 0,4 P(ANB)=0,5
Qual é o valor de P(BI(A U B))?

E Dado um conjunto finito E, uma probabilidade P em %(E) e dois acontecimentos A, B € P(E),
independentes, sabe-se que:
P(A) =0,4 P(AUB)=0,6
Qual é o valor de P(B)?

Dado um conjunto finito E, uma probabilidade P em P(E) e dois acontecimentos A, B € P(E),
independentes, sabe-se que:

13
+ a probabilidade de exatamente um dos dois ocorrer é >4

- ., 5
 a probabilidade de nenhum ocorrer é >4 -

Determine P(A) sabendo que A é o acontecimento que tem maior probabilidade de ocorrer.
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Lancam-se dois dados cubicos, equilibrados, com as faces numeradasde 1 a 6.
Qual é a probabilidade de a soma dos nimeros das faces ser 8, sabendo que pelo menos
um dos dados mostra o niimero cinco?

Em duas caixas opacas colocaram-se bolas indistinguiveis ao tato.
A caixa A contém cinco bolas castanhas, trés bolas verdes e oito bolas laranja.
A caixa B contém trés bolas castanhas e cinco bolas verdes.

Considere a seguinte experiéncia:

Lanca-se um dado cubico com as faces numeradasde 1 a 6.

Se o numero da face que fica voltada para cimafor 1, 2, 3, 4, retira-se uma bola da caixa A
e regista-se a cor, caso contrario, retira-se uma bola da caixa B e regista-se a cor.

Sejam os seguintes acontecimentos:
C: «Saiu uma bola castanha.»

V: «Saiu uma bola verde.»

L: «Saiu uma bola laranja.»

Determine:
a) a probabilidade dos acontecimentos C, V e L e conclua sobra a sua equiprobabilidade.
b) P(sairda caixa A sabendo que a bola saida é castanha).

c) P(sairaface 6 sabendo que a bola saida é verde).

Em duas caixas colocaram-se bolas indistinguiveis ao tato.
A caixa 1 tem quatro bolas azuis e trés bolas brancas.
A caixa 2 tem apenas uma bola azul.

Considere a seguinte experiéncia aleatoéria:

Lanca-se uma moeda equilibrada de 1 euro.

Se sair a face nacional, retira-se ao acaso uma bola da caixa 1 e coloca-se na caixa 2.
Se sair a face euro, retiram-se ao acaso duas bolas da caixa 1 e colocam-se na caixa 2.
Finalmente, retira-se uma bola ao acaso da caixa 2 e regista-se a cor.

10.1 Qual é a probabilidade de a cor da bola que saiu ser azul?

10.2 Sabendo que a cor da bola que saiu € azul, qual é a probabilidade de a face da moeda ter sido
a face nacional?

Ao contar o nimero de cartas de um baralho de 40 cartas, verificou-se que faltava uma.
Retiraram-se ao acaso 4 cartas desse baralho e verificou-se que eram todas do naipe de ouros.
Determine a probabilidade de a carta que se perdeu ser do naipe de ouros.

Selecionam-se, ao acaso, dois nimeros inteiros de entre os inteiros de 1 a 15, inclusive.

Sejam os acontecimentos:

A: «A soma é par.»

B: <Os numeros escolhidos sao impares.»

Determine P(BIA) sem usar a formula da probabilidade condicionada.

Na sua resposta, deve:

« interpretar o significado de P(B|A) no contexto da situagao;
« determinar o niUmero de casos possiveis;

+ determinar o numero de casos favoraveis;

- apresentar o valor pedido na forma de fracao irredutivel.

Numa fabrica de espelhos retrovisores para automoéveis existem trés maquinas, A, B e C,

que fabricam diariamente, 2500, 2000 e 3000 espelhos, sendo 3%, 2,5% e 4% os espelhos
defeituosos, respetivamente.

Selecionou-se um espelho retrovisor ao acaso de toda a producao diaria e verificou-se que é defeituoso.
Qual é a probabilidade de ter sido produzido pela maquina A?

oyjeqesy ap seydiq
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Fichas de trabalho

FICHA DE TRABALHO 6 Limites e continuidade

[ NOME: N.°: TURMA: DATA

|

Sejam (u,) e (v,), tais que:

* (u,) é monodtona decrescente e para todo o natural n > 1000, u, = v,;
* (v,) édefinida por:
V= 3n — 1000
n 2n
O que pode concluir sobre limu,?

Sejam (u,) e (v,), tais que:

 (u,) é mondtona crescente e para todo natural n > 50, u, = v,;
* (v,) édefinida por:
4n? —1

(2n +1)(2n + 3)

v, =
O que pode concluir sobre limu,?

Sejam (u,) e (v,), tais que:

« paratodo o natural n = 500, u, < v,;
n—+1

Nri

Indique, justificando, o limv,.

* (u,) édefinida por u, =

Sejam (u,) e (v,), tais que:

« paratodo o natural n > 500, v, < vn — u,;
* (u,) édefinidapor u, = 2n.

Indique, justificando, o limv,.

Utilize o teorema das sucessoes enquadradas para calcular, caso exista, o limite de cada uma
das sucessoes indicadas.
COSn
n
nCosn
n—+1

9=V Ea
1T+3-5-...-@2n—1)
@n)’

a) a,=

b) b, =

d) d,=

i
n

f fﬂ:<3n—2)

e) e, = (—1)

4an + 1

Considere a funcéao f definida por f(x) = vVx + 1 — Vx.
6.1 Determine o dominio D de f.

1
6.2 Mostre que V x € D\0}, setem 0 < flx) <

T

6.3 Determine lim f(x).

x> +oo

12
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Considere a funcao f definida por f(x) = cosx — x.
71 Mostreque VxE R, setem —1 —x<fx) <1 — x.

7.2 Determine ’Iirrj fx) .
Considere a fungdo f definida por f(x) = w

Determine lim f(x).
Considere a funcéo f definida por f(x) = (M)‘
¢ por it =\ax+3

Determine lim f(x).

x -t
x> + xsinx
x? + 2x
Estude a funcao f quanto a existéncia de assintotas ao seu grafico nao paralelas aos eixos
coordenados.

Considere a funcao definida por f(x) =

Considere num referencial 0. n. xOy:
2x — 3

- o grafico da funcao f, de dominio [5, 8], definida por f(x) = Yt

- areta r deequagao y = 1.

Justifique, sem recorrer a calculadora, que areta r interseta o grafico de f em pelo menos
um ponto.

Seja f uma funcao continua, de dominio [—2, 6] e contradominio [1, 3].
Seja g afuncdo de dominio [—2, 6], definida por g(x) =x — 2 — f(x).
Prove que a funcdo g tem pelo menos um zero.

De uma funcédo f de dominio [—3, —1], sabe-se que:

o f é continua em todo o seu dominio;
. VxEI[-3, —1],fx) <0

f(—3)
4

Seja g afuncdo de dominio [—3, —1] definida por g(x) = f(—3) — 2f(x).
Prove que a funcao g tem pelo menos um zero.

Considere a funcio f, de dominio IR", definida por g(x) = v x + 10 — Vx.

14.1 Mostre, recorrendo a métodos exclusivamente analiticos, que a equacdo flx) = 2 tem pelo menos
uma solucdo nointervalo 11, 6[ (a calculadora pode ser utilizada em eventuais célculos numéricos).
14.2 Determine IirD flx) com recurso ao teorema das funcdes enquadradas.
x2—9
x+3°
15.1 Determine uma funcdo g, extensao dafuncéo f, de modo que o teorema de Weierstrass permita
garantir a existéncia de um minimo e um maximo absolutos da funcdo g em [—5,1].

Considere a funcéo f, real de variavel real, definida por f(x) =

15.2 Determine os extremos absolutos de g.
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Fichas de trabalho

FICHA DE TRABALHO 7 Derivadas de fungdes reais

de variavel real e aplicacoes

NOME: N.: TURMA: DATA

Determine a funcao derivada das funcoes seguintes:

) g = & fiy)= 5 /x + ) g =2
x°— 1
_ 4 o3 . _ V2x
b) fx) = - f) vy =58 + 2x ) f(x)fm
9 )= —- 9) flg =—— ) 19 = (1 + 269"
X 1T —x
_ _xt+1 e ,
d flx)y =7x—3 h) fix) = . ) fx) = +3x+1)

Mostre que as seguintes fun¢des nao sao diferenciaveis no seu dominio e indique o dominio
da funcao derivada:

a) fly =vx b) f(x) = |x* — 6x]
ax?> + bx se x < 3

Considere a funcéo f definidaem IR por f(x) =1 ,
x*—9 sex=3
3.1 Determine os valoresde a ede b, de modo que afuncdo f seja continua e diferenciavel em R.

1
3.2 Determine a equacao da reta tangente ao grafico de f nos pontos de abcissa 3 e 5

Usando métodos exclusivamente analiticos, determine f"(x) e o sentido da concavidade
do grafico das fun¢des no intervalo indicado:

a) o) =x>—4x em R. e) o) =x"—3x>+ 2x em 10, 1[.

1

b) fly =~ em 1—3, —2[. f) flx) =K — 4’ em ]—% O[.

X
x+2

d) 0)=x—4x+1 em ]—3,0[.

o flx) =

em ]—5, —3[. g) ) = v3x? em 12, —1[.

Usando métodos exclusivamente analiticos, determine f"(x), indique as concavidades
e os pontos de inflexdo no gréfico das fungdes no intervalo indicado e, caso estes existam,
determine as abcissas desses pontos:

2
a) f) =+ 2x em R. d) ) == jz] em R\(2}.
b) ) :—% em R\0}. @ f)=x—3¢+2x+1emR.
) f)=x —6x+2em R f o ¥4 sex<2 e
- — m . - m .
C X, X X e X, x—2 Sex>2€

ax?> — bx se x = 2

Considere a funcdo f de dominio IR, definida por f(x) = 5
2x —x° se x < 2
6.1 Determine os valoresde a ede b, de modo que f seja continua e diferencidvel em RR.

6.2 Usando métodos exclusivamente analiticos, estude a funcdo f quanto ao sentido das concavidades
do seu grafico e existéncia de pontos de inflexdo.

14
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Use a derivada de segunda ordem para concluir se os graficos das funcdes seguintes apresentam
extremos relativos e pontos de inflexao e apresente os quadros de variacao de sinal de f' e de "
para confirmar os seus resultados:

a) fn) =x>— 12x> + 36x+ 1 b) fx) = 6x* — 8x° o y)=x"*—6x’+9

Esboce o grafico de f tendo como base o estudo da mesma no que se refere, a existéncia
de zeros, paridade, existéncia de assintotas ao seu grafico, monotonia e existéncia de extremos,
sentido das concavidades do seu grafico e existéncia de pontos de inflexao:

2 _
a) f(x):j;i_‘_} b) f(x)zgx—1

Numa experiéncia laboratorial de Fisica, observou-se que o espaco percorrido, em metros,
em relacao a um ponto fixo, por uma particula que se desloca com movimento retilineo é dado
em funcao do tempo, em segundos, a partir do instante em que inicia a observacao por:

s(t) = —6t* + 12t

9.1 Determine:
a) o valor da velocidade da particula, em m/s, no instante t = 3.
b) o valor da aceleracdo da particula, em m/s? no instante t = 3.
c) as condicdes iniciais da experiéncia.
d) avelocidade média da particula entre osinstantes t =0 e t =5,

9.2 Supondo que a particula esteve em movimento entre o instante t = 0 e t = 10, determine
em que instante atingiu a velocidade minima e o seu valor.

Dois pontos méveis, M; e M,, movem-se numa reta numérica cuja unidade de medida é o
metro, sendo a funcdo posicdo de cada um, descrita em funcao do tempo t, em segundos, por:

x () =2t —t
1
xnM=—7 t* + 9t
respetivamente.

Determine o instante em que os dois objetos tém a mesma velocidade e determine a velocidade
e adistancia entre eles, nesse instante.

Uma bola é lancada verticalmente para cima e a sua distancia, em metros, relativamente ao solo,
é dada, em cada segundo apds o lancamento, por:
s(t) = 21t — 4,982

11.1 Determine a velocidade da bola noinstante t = 2.

11.2 Qual é a velocidade da bola no instante em que toca no solo?

A B
De todos os retangulos inscritos num circulo de raio r = 1, qual é aquele que
tem perimetro maximo?
0y
Num referencial o.n. xOy, considere aretade equagdao y = —2x + 5.
Determine as coordenadas do ponto P da reta cuja distancia a origem ) ’
seja minima e indique essa distancia. C D

Qual é o conjunto de valores que o niumero real k pode ter, de modo que a funcao
flx) = —x>*+ 2k — I)x
seja sempre decrescente em IR?

Determine os valoresde a, b, c e d em f(x) = ax® + bx> + cx + d, sabendo que:

» o grafico de f contém o ponto (0, —8);
» o grafico de f tem um ponto de inflexdo de coordenadas (2, 0) ;
+ aretatangente ao graficode f em x = 3 temequagdao y = 3x — 8.

oyjeqesy ap seydiq
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Fichas de trabalho

FICHA DE TRABALHO 8 Foérmulas trigonométricas:

seno, cosseno e tangente da diferenca

e da soma de dois angulos

NOME: N.°: TURMA: DATA

Use as formulas trigonométricas do seno, cosseno e tangente da soma e da diferenca de dois
angulos para determinar os valores exatos das razoes trigonométricas indicadas:

(3% 5t [ m T T

a) S'”( 4 6 ) d) S'”<12> 9) ta”<6 4)

ot 5t T T
o) coo{ 5+ F) o en( ) ol )

5t 5t
@ ol 73) 0ol 33
Determine o valor exato das razées trigonométricas indicadas, sabendo que sin(x) = %
e cos(y) = —% eque x € %, T eyE %, | . Apresente o resultado na forma de fracdo irredutivel.
a) sin(x —y) d) costx + y)
b) sin(x + ) e) tan(x —y)
c) cos(x —y) f) tan(x +y)

T
2

1
Determine o valor de tan(% + x), sabendo que x € [—, n[ e que sinx = 5

Apresente o resultado com denominador racional.

1
Sabe-se que cos(x) = —— e x E]L, n[ e que sin(y) = 3 ey E]O, L[

3 2 5 2
Determine tan(x + y) e apresente o resultado com denominador racional.

2 3
Sabe-se que tan(x) = g exE ]O, %[ e que cos(y) = —g eyE %, rr[.

Determine sin(x — y).

o 1
Sabe-se que cos(T - x) =%

Determine cos(x) + sin(x) . Apresente o resultado com denominador racional.

Mostre que:
a) cos(x — y)cos(x + y) = cos’x — sin’y
2
b) se tana=x+ 1 e tanb=x— 1, entdo, tanla — b) =—.
X
7 2 7 2
Se x = sinTTC + sinT7t ese y= cosT7t + cosTn, qual é o valor de x> + y*?

1
Determine as solucdes de sin<x + %) — sin<x — %) = > no intervalo [0, 2x[.

Determine as solugdes de cos<x + %) — cos(x — %) = 1 nointervalo [0, 2x[.

16
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[ Resolva,em IR, as equacbes seguintes:

2
a) cos(3x)cos(x) + sin(3x)sin(x) = g
b) sinx + /3 cosx = 1
. T T V3
c) sinxcos c + sin c Cosx = 5
1
d) tanx + Cosx = 2C0sx
. 3 T .
Sabendo que sinx = 5 equex €10, 21 determine:
a) sin2x Cc) tan2x e) cos3x
b) cos2x d) sin3x f) tan3x
Determine o valor exato de: T
T T 51 2tan§ T T
T T 0o T T
a) 25m12 cos =5 b) 1 — 2sin 5 c) g d) 4SIH]2 cos =5
2— 2tan"—
8
3 1
m Mostre que — =4.
sini cosL
9 9

T

Jy
(%))

3

Resolva,em IR, aequacao 2 cosx — sin2x = 0.

1— cos2x
1+ cos2x

jy
N

Mostre que = tan’x.

B8

Resolva as seguintes equacoes no intervalo [0, 27 :
a) cos2x — cosx =0

b) sindx + 2sin2x =0

c) tan2x — =0

tanx
d) (sin2x + cos2x)? =1

Reescreva usando as formulas da duplicacdo de angulo:

a) 8sinxcosx d) 4sin’x — 2
b) 10cos’x — 5 tanx
2tan’x — 2

¢ 6 — 12sin’x

Considere o triangulo isésceles [ABC].

Sabe-se que:
« AC=BC=2 cm;
« x éaamplitude do &ngulo DBC.
20.1 Mostre que a drea do triangulo [ABC] ¢é dada por:
Alx) = 2sin(2x)
20.2 Mostre que o perimetro do triangulo [ABC] é dado por:

P(x) = 4(1 + cosx)

2
Sabendo que x E] X Tt[ eque sin<x - %) = —-, determine cos<% + 2x>

oyjeqesy ap seydiq
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Fichas de trabalho

FICHA DE TRABALHO 9 Limites e derivadas de funcoes

trigonomeétricas. Graficos de fun¢ées
e osciladores harménicos

NOME: N.°: TURMA: DATA
B Determine os seguintes limites:
14+ tan
a) lim tanx h) lim 7)6
T T Sindx
xﬁ? xa?
) 1 . ) 1—3x
b) I|mn P i) lerrOw_ P
x—>?
o) lim cos2x i lim Cosx—3
T U cosz(i>
) 6
d) lim cos3x :
T
X k) lim (2cosx)2
e) lim (3sinx + cosx) 7
x—>£ . . ]+ 2x2
2 ) Iim {arcsin >
x = teo 4x
X
f) lim (2c s<—>*1
) n< 2\2 4 14 3x
X3 m) lim (arccos
. x = +oo 6x
) lim sinx + cosx
9 T Ay ) x> —2x+1
r n) Iim arctan———————
x = +eo 1000 — x
Determine os seguintes limites:
_sindx 3x + tanx sinx + 7xcosx
a) lim h) —_— o lim——
x—0 X x—0 XCOSx + sinx
) 2 _
b) i sin“x i x“+ x—tan2x ‘ T cosx
oo ) P) llrg+ X
N
2 . sin 2x — 3tan4x
o lim 2 23)‘ j) o lim sin?(v/3 x)
x>0 x q) lim arctan —
sin3 T—cosx x>0 V3x
. X k) 4 A
d) lim 42
x=0 4x , cosx — 1
) Sinx r) J|moarctan 2W
_sinax -
e) lim bx bF0 D 00 tan 4x
x>0 Ox _ 9 lim 2 —2Cosx
. tanx m) lim sinx + 4x x>0  XxSinx
) lim = x-0 3x +sinx 3
. sin—
tan 8x 3xsinx ) X
; n) t) Iim
9) X“Eno X x=0 tan’x x> doo 1
X
. . sinax
Determine o valor de a de modo que |Im0 5 —3.
e
n Determine os seguintes limites:
- [ tan? _ -2
a) ||m< : x+2x+1> Q lim——
x—0\ sinx x -2 2sin(mx)
COS 2x — COS sinx + cos
b) lim LOSax 7 COsx d) lim SNx T Cosx
x-orn  COsx —1 L™ COs2x
’ 4

18
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a

sinx
Determine o dominio de f(x) = ———.
1—tanx .
sin ax
Determine o valor de a sabendo que a funcao f(x) = X

se x<O0

é continuaem IR.

x2+2a+1se x=0

Considere a funcao f(x) = cos<x + %) —1.
7.1 Determine o dominio e o contradominio de f.

7.2 Determine os zeros de f.

7.3 Resolva a equacao 2f<x - %) +4=0.

Determine, caso existam, as assintotas ao grafico da funcéao f(x) =

Determine a derivada de primeira ordem das funcdes indicadas:

a) flx) = x + 3sinx j) f) = 3xtanx
b) f(x) = x> + 2cosx K) ) = tanx
X

C) f(X) =xsinx I) f(x) — 4COSX3

d) f(x) = sinxcosx m) ) = 5 sin’x

1—c

&) fl) = 2= n) ) = (1 — cosxy

f) f) =x>— 2cosx + 3771 o) f(x) = (x + sin2x)’
g) flx) = (cosx — sinx)(—sinx — cosx) p) flx) = v1—cosx

h) flx) = 2)‘c sinx — 2Cosx q) x) = sin]zx

i) )= Sl;x N fly =2 cos(x - %)

. = e . T
Determine a equacéo da reta tangente ao grafico de f(x) = sinx + cosx em x = —.

Considere a funcao f(x) = 2sinx, definidaem x € [0, 2x[ .

0s X

sinx + cosx °

sinx

2

Determine as coordenadas dos pontos do grafico de f cuja reta tangente éiguala —1.

Um ponto P desloca-se numa reta numérica no intervalo de tempo | = [0, 60] (em segundos)
de tal forma que a sua abcissa é dada em funcao do tempo t €/ por:

T T
x(t) = 2cos< 3 t+ 3 )
12.1 Indique a amplitude, a pulsacéo e a fase deste oscilador harmonico.

12.2 Indique o periodo e a frequéncia do oscilador.

12.3 Indique a abcissa do ponto P nosinstantes t =0, t =16, t =23 e t = 48.

12.4 Determine o nimero de vezes que, neste intervalo de tempo, o ponto P passa na origem

da reta numérica.

12.5 Determine os intervalos de monotonia e os extremos relativos da funcéo x.

oyjeqesy ap seydiq

Na figura ao lado esta representado o movimento de um oscilador x(t)Sﬂ A
harménico x nointervalo [0, 8[. Sabe-se que A(%, 3). A ‘ ‘
13.1 Determine a amplitude A, apulsacdo w, o periodo T eafase ¢. 0 y ST
13.2 Determine uma expressao analitica x(t) da funcao representada. v ' ' '
13.3 Resolva a equacdo x(t) = % -3
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Fichas de trabalho

FICHA DE TRABALHO 10 Juros compostos. Funcoes exponenciais

N.°: TURMA: DATA

[ NOME:

|

EB A Luisa tem 8000 euros para investir e apés alguma pesquisa encontra trés opcdes que considera

interessantes:

Opcao | — Juros compostos a uma taxa anual de 1,4 % com capitaliza¢es anuais;

Opcao Il — Juros compostos a uma taxa anual de 1,39 % com capitalizacao semestral.

Opcao lll — Juros compostos a uma taxa anual de 1,38 % com capitaliza¢do trimestral.

Qual é a op¢do mais vantajosa para a Luisa se pretender manter o depésito por trés anos?

Vai investir-se um determinado capital em regime de capitalizacdo continua a uma taxa anual
de 7 % . Use as capacidades da calculadora para resolver as questdes seguintes.

2.1 Depois de quanto tempo, em anos e dias, o investimento duplica o seu valor?

2.2 Pretende-se duplicar o capital investido no maximo, em 6 anos.

Qual é a taxa de juro minima que garante esse retorno do investimento?

Resolva as seguintes equacoes:

P L
a) 2'=g
v
b) 3= 5
Q2 =38

d) (01 =100
e) 3V2) =324
f) 7=

g) 32x+3:1

w (V) =

u Resolva as seguintes equacoes:

a) 9 X4 —4 X3 =0

72)(*1
—3X o =0

b) 7 X3!

o 33T =6

NTEN VL S

i) e =¢

x—1

j =55

k) 6x+7 —

(@)}
= _
o
©

4—2x —
) 3 i

>—.|r\_: oo

3x— 1

m) e =e

3+ x
n) 45— =2%

o) Sx2t7r
25+ 1

p) 3\/|x+2| =9

e) 4<i>2x + 15<i>7x —19=0

2 2
f) sy — oSty = )
g) 42cosx . 5 X 4cosx _|_ 4 — O

20
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Resolva as seguintes inequagoes:

a) 6°>36 d) 5° < 0,008 g) 37— % <0
V3 ( 1 )2" b & !
Vo L _ ) <0
b) ( 3 < 7 e) > <0 Jex
. B X2 — 2x <
9 V5) <1 f) exT6> 10 1000
j) e—COSZx < prosx
B Resolva os seguintes sistemas de equacées:
2 4X2%¥—3V=~7 ) 4X 2% —3¥ =55
6Xx2*=3/"" 2¥H2 43y Hl=75
Determine os seguintes limites:
n n+2 n
a) |im<1 + %) e) |im<1 — %) i) |im(1 — %)
2
n n . . 1 ¢
b) |im<1—%) f) I|m< . ”+ ]> ) |'m<1+7>
n p K) i < 1 )ﬂz
4 3)\2 (4n+2 im{1—
(4] I|m<H— n> 9) |'m< 4n—1) , 2
) n<—1
an—1Y am—2\"’ ! l'm<n2+1>
9 "m<2n+1) h) "m<2n+1) PRI
m) |im< = 2>
n“+n
B Determine os seguintes limites:
) I x_'l ) I ex+3_-| -) | X
a xILnO 2x € erTlS 2x+6 ! lenO etanx —1
_1—eF _ert3— L =10 —e
b) xIILnO 4x ) xllﬁla ¥2—9 ) J'Lno 3xsinx
' 2ex _ 2 ' e*x _ -I ) 3x er
9 Jlino 8x 9) xllino X k) Jlino X
x+3__ .3 X _ X
d) lim——— h) lim —>= N —
x=0 3x x>0 e¥ —1 x—0

B} Considere afuncao f, real de variavel real, definida por:

1
fx) =e'"
9.1 Determine:

a) odominiode f.
b) o contradominio de f.

9.2 Indique osinal de f.

i) Considere afuncéo f, real de variavel real, definida por:

e’ —2x

flx) = <

Determine:
a) odominiode f.
b) as coordenadas dos extremos de f.

c) o contradominio de f.

oyjeqesy ap seydiq
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Fichas de trabalho

FICHA DE TRABALHO 11 Operag¢dées com logaritmos.

Equacoes e inequagoes

NOME:

N.: TURMA: DATA

n Determine o logaritmo de base 2 de cada um dos seguintes nimeros indicados:

e) vE)
64
f)
V2

j) logs(125)

a) 32 o 1
1
b) - d V2
Sem recorrer a calculadora, determine os seguintes nimeros:
a) 2\09216
b) 3\og5 27

C) -Io\ogm 1000

d) elne
e) 2098 — 5
f) 2 X 5\09515

T
9 375 — L
h) e3f\og€4
i) log,4)

Resolva, em IR", as seguinte equacdes:

a) loglx) =3

b) log5(x) = —3
2

Q) loglx) = %

d) |Ogov1(.x) - 72

e) log,s(x) = —4

o v
D) log,, @4

m) |Og\’2(%)
n) log;x(0,01)
0) 2°%"” —log ;)

p) V5" x log,(16)
q) (4/9Iog92)7]

1) logs 243

1
f | 8 = —_——
) ogf(x) 3

g) log,,x) = —2

1
h) log' (x) = ——
) log L(x) 2

) l0gu) = —=

Determine a base x dos logaritmos, de modo que a igualdade seja verdadeira:

a) IogX% =4
1
b) Iogxg = -3
1
c) |ngW =3
d) log,3 =2

e) Iogx% = %

f) Iogxm = %

3/
g) log,/ 5= —2
3/

h) log, 55 = —2
. 1 2
) lo9gg =3

: 1
j) logir = —3
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Aplique as propriedades dos logaritmos para escrever as seguintes expressées como soma e/ou

diferenca entre logaritmos. Considere que as variaveis tomam valores positivos e a € IR \{1}:

3 /sz

a) log,x’y f) logs——
z
2.3 X23 y22
b) log,x’y g) log, —
xy \3/;\/;
o log,—- h) log,

3
3% Xy x%y?
d) log,\/ - i) log, |

e) Ioggx\/?

Aplique as propriedades dos logaritmos para escrever as seguintes expressées num tnico
logaritmo. Considere que as variaveis tomam valores positivos e a € IR* \{1}:

a) log,x — 2log,y + log, 7 d) log, 12 — %Ioga4 + Iogg%

b) 2log,x + %Iogay — %Ioggz e) 3log,2 + %Iogg 16 — %Iogg 2

c) 3log,2 + log,x — %Ioggy + %Ioggz f) log,4 + log,27 — 2log, 3

Mostre que:
a) log, b + log, c = log, bc
b) log, b X log,c = log, ¢

Se log,3 =a, log,5 = b e log, 10 = ¢, exprima por meiode a, b e ¢ os seguintes
logaritmos:

a) log,2 e) log, 1500
1

b) log, 15 f) |ng7
10

o) log,45 9) log. 57

d) log, 675 h) log, v/0,90

Indique para que valores de x sao validas as seguintes igualdades:
a) log,(x* + 2x — 3) = log,(x — 1) + log,(x + 3)

b) log,(x* — 4) = log,(x — 2) + log,(x + 2)

Q) log,(x* — 3x% 4+ 2x) = log,(x) + log.(x — 2) + log,(x — 1)

d) |ogg<ﬁ> = log,(x) — log,(x + 5)

e) log,(x* + 2x + 1) = 2 log,(x + 1)
f) log,(x* + 2x + 1) = 2 log,lx + 1]

[2xF1 1 B
g) logy EPE [log,(2x + 1) — log,Bx + 2)]

oyjeqesy ap seydiq
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Fichas de trabalho

i) Resolva as seguintes equacdes:

a) e 7 =2 ) InvVx—2 :% InQ2x — 3)
b) 5¢% = 4 j) 7|Tn(u:f;) =2

o) 5InRx) =4 k) (log,x)? — 3log,x +2 =10
d) In(x + 1) = —3 I) 2(|og%x>2—3|og%x+ 1=0
e) InBx —2) =0 m) (nx)® — 2Inx =0

f) Inx =2In3x n) InG—x| =In(1 +x

g) In(x+ 1) =2+ In2x 0) 10g, (2 sinx)—% =0

h) 2In(x 4+ 3) = In(—1 — x) P) 10,2 = —1

m Resolva os seguintes sistemas de equacgobes:

log,x —log,y =3
2log,x +log,y =0

x+y=3
) log,x +log,y =1

Resolva as seguintes inequacoes:

a) log,x < % j) logl(2x+3)>2
3
b) |Og10x<3 k) 2—Inx<1
1 X
1 _— T
Q) |097x> 5 1) Iogzx+3 >
d) log! x> € m) log! (x* +x) >log 6
3 3 3 3
e) log,, x <4 n 1+ 2Inx=In3x
f) log,;x =3 0) InBx — 10) > InQ2x — 3) + In(x + 4)
log x2*3|og x+2
9) —%<|ogix<% p) (0g,) <0
4 9—(Iogzx)
h) logs (x + 1) < —3 q) log,(e™ — 2¢%) >3
i) log! (x—2) =1 B logl Qsinx + 1) < ——
10 4 2
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FICHA DE TRABALHO 12 Funcgdes exponenciais e logaritmicas H
Qo
)
[ NOME: N.°: TURMA: DATA ] ?
BB Determine a expressao da funcio derivada de cada uma das seguintes funcées:
a) f)=e3 k) f) =4~ u) f() = 2*log, x
b) flx) = é&* ) flx)= (%) v) flx) = e“sinx
) flx) =e“ m) fx) = xInx w) f(x) = e *cosx
d) ) =exiT n) ) = |r;x x) ) = e (& — 2x + 2)
2x —1
e fx) =ex12 o) flx) = VInx y) fx) = x’¢*
2
f) ) =5 p) () =In<2x+1) 2) f) =Vxe'
e* 1—2x
X
g fy=e'" Q) ) =In(e + 1 aa) fl) = ——
h) fln) = e B ) = logx bb) ) = 1
o Inx—+1
i) flx) = e s) flx) =x—3Inx ) flx) = €
Inx—1
. . e’
j) fl) =27 t) flx) =2"— 2log,x dd) f(x) = Coox
Determine a equacéo da reta tangente ao gréfico de f(x) = 2* no ponto de intersecao com o eixo Oy.
Determine a equacao da reta tangente ao grafico de f(x) = logsx no ponto de intersecdao com
oeixo Ox.
B Determine a equacio da reta tangente ao grafico de f(x) = xe* no ponto de abcissa 1.
Determine a equacao da reta tangente ao grafico de f(x) = x Inx no ponto de abcissa e.
B Determine a equacao da reta tangente ao grafico de f(x) = e“** no seu ponto de abcissa % .
Determine a € IR, de modo que a reta tangente ao grafico de f(x) = e* + ax no ponto
de intersecdo com Oy contenha o ponto (1,5).
B} Dadaafuncio f(x) = ¥, determine a equacio da reta tangente ao grafico de f:
a) que passe na origem do referencial.
b) que é paralela a bissetriz dos quadrantes impares.
ﬂ Determine, caso existam, os valores de a e de b, de modo que a funcao:
at+Vvx*+3 x<1 o
f(x)= seja derivavelem IR.
blnx+x x>1
m Determine, caso existam, os valores de a e de b, de modo que a funcao:
e*—2a x<0 .
flx)= seja derivavelem IR.
bx+5 x=0
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Fichas de trabalho

m Determine, caso existam, os valores de a, de b ede ¢, de modo que a funcao:
ae*+bsinx+c x=<0
f(x) =

) seja duas vezes derivavelem IR.
(x+1) x>0

Considere a fungao f definidaem IR por f(x) = xe* — 2.
Usando processos exclusivamente analiticos, responda as questdes seguintes.

12.1 Estude afuncdo f quanto a existéncia de assintotas ao seu gréfico.
12.2 Estude afuncdo f quanto a monotonia e existéncia de extremos relativos.
12.3 Mostre que f(x) = 0 tem apenas uma solucao.
12.4 Usando o teorema de Bolzano, mostre que f tem um zeroem [0, 1[ .
12.5 Estude afungdo f quanto ao sentido das concavidades do seu gréfico e a existéncia de pontos
de inflexéo.
Considere a fungédo f definidaem IR por flx) =2x —1 —xInx.
Usando processos exclusivamente analiticos, responda as questdes seguintes.
13.1 Estude afuncdo f quanto a existéncia de assintotas ao seu gréfico.
13.2 Estude afuncgdo f quanto a monotonia e existéncia de extremos relativos.
13.3 Mostre que f(x) =0 tem apenas duas solucoes.
13.4 Usando o teorema de Bolzano-Cauchy, mostre que f tem um zero em 15, 7[ .
13.5 Estude afungdo f quanto ao sentido das concavidades do seu gréfico e existéncia de pontos

de inflexdo.

@ Considere a funcio definida por f(x) = axe®”.
Determine a e b, de modo que f tenha um maximo no ponto de coordenadas (1, 1).

. ~ _ a . - .
Seja f afuncao definida por f(x) = Inx + < Determine a, de modo que o minimo de f seja 3.
B Numa experiéncia laboratorial, o niimero de células N numa cultura, cresce, no decorrer
do tempo t, em horas, dado por N(t) = 200e***, para t = 0.
16.1 Quantas células existiam na cultura no inicio da experiéncia?
16.2 Quantas células existiam na cultura passadas 8 horas do inicio da experiéncia?

16.3 Determine ao fim de quanto tempo apds o inicio da experiéncia o nimero de células duplicava
relativamente as que existiam inicialmente. Apresente o resultado em horas e minutos.

Jry
N

O numero de um certo tipo de bactérias duplica a cada 15 minutos. Se inicialmente existe
uma bactéria, quantas bactérias existem ao fim de 24 horas?

@ Num laboratoério militar queimou-se 200 kg de uma substancia radioativa que foi acondicionada
num contentor e enterrada numa zona protegida. Sabe-se que essa substancia perde metade
da sua massa ao fim de 56 anos.
No ano 2017, desenterrou-se o contentor e verificou-se que existiam, ainda, 75 kg dessa substancia.
Em que ano se queimou a substancia?

B O carbono-14 é uma substancia radioativa utilizada na datacao de fosseis onde esteja presente.
A massa do carbono-14 decai para metade a cada 5715 anos.
19.1 Um fossil contém 1,42 gramas de carbono-14. Que massa de carbono teria hd 30 000 anos?

19.2 Qual é a percentagem de carbono-14 que diminui em cada 100 anos? Apresente o resultado
arredondado a décima.

26

DIMENSOES - Matemédtica A - 12.°ano - Material fotocopiavel - © Santillana



FICHA DE TRABALHO 13 Primitivas

[ NOME: N.°: TURMA: DATA ]

oeanm8 a

[

Indique a expressao analitica de duas funcdes de dominio IR cuja funcdo derivada seja definida
por flx) =2x + 1.

Indique duas primitivas da funcdo f de dominio IR definida por f(x) = e*.
1

Indique duas primitivas da funcdo f de dominio IR™ definida por f(x) =

Vax
Determine uma primitiva F de cada uma das fun¢des seguintes:
a) [1dx q) [(e" — x)dx
b) [—2xdx N [( + cosx)dx
Q f(% + O,2)dx s) [3cosxe’™ dx
. t) [2sinxdx
d) f(x : 2 )dx 5
u) f*de
e) [(x* — dx
V) [(6e™ + 3cosx)dx
f) fx(x — T)dx .
—dx, >0
9 f(\/;—%)dx w)f4x x, com x
6
h) [(x — 2)(x + 1) dx X) f?dx
i) [(mx — x%)dx y) [x'(2x" — x)dx
j) f(10—8x+3x2)dx Z)fxz—de com x>0
T .
k) [3vx v aa) [ (x + 2v/2)(x — v/ 2)d

—3
h [adx bb) [/(x+1)Vx +1dx

m) [ —x 7+ x dx

xX>+3x—2
n) [e*dx cq) [ de
0) [(2x’ — 5x)dx dd) [(2* — eYdx
p) [(6x* + 4x — N)dx ee)/ 5)]71 dx

e

Determine a primitiva F de cada uma das fun¢des seguintes, sabendo que o ponto
de coordenadas (1, —1) pertence ao grafico de F:

a) a =7 e) e(x) = cos<“7x>
b) blx) = —3

) b ! ) f=vxti
o clx)=x’

d) dix) = ¢* 9) g(x) = sin(2mx)

Determine a primitiva de f(x) = 2x cujo grafico contém o ponto A(1, 2).
Determine a e b, de modo que F(x) = ax® + bx® seja uma primitiva de f(x) = 3x> — 2x2.

Determine a e b, de modo que F(x) = asin3x + bcos2x seja uma primitiva de
flx) = 6cos3x — 4sin2x.

oyjeqesy ap seydiq
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-]
E ﬂ Determine a e b, de modo que F(x) = aln|x| + % seja uma primitiva de f(x) =
§ i) Determine a, b e ¢, de modo que F(x) = (ax> + bx + c)e* seja uma primitiva de f(x) = 2x?e*.
g x2+3
e [ Considereafuncao f de dominio IR\{0}, tal que f(x) = -
x
11.1 Justifique que a fungcao F de dominio IR\{0} definida por F(x) = x — % é uma primitiva de f.
11.2 Defina analiticamente uma funcédo G, primitiva de f, de dominio IR\{0}, tal que G(—1)
Calcule, em intervalos convenientes, as seguintes primitivas:
a) [3cos(x)dx f) [6sinxcos’ xdx
b) [2sin(x)dx 9) [—X—dx, com x> |
o x-—1
Q) [4e*dx 3 h) [xe” dx
d) f(eg" + 7>dx i) fox’ (x + 27dx
2
e) [(4V3x + 3x)dx . ex
f j) f—;dx
X
[B) Determine a primitiva F de uma funcéo f, sabendo que:
e« F/llx) =3x*—6x + 2
« F(2)=3
14] Seja F uma primitiva de uma func¢édo f. Sabe-se que:
e FFlx) =1—2x
« F(1) =2
14.1 Determine a expressao analitica de F.
14.2 Determine uma constante C, de modo que o maior valorde G(x) = F(x) + C seja 0.
No referencial xOy da figura, encontra-se representado Yy
o grafico de uma funcéo quadratica f e o triangulo
equilatero [ABC].
f
Sabe-se que:
« f é uma funcao par;
« f(0) =3
« A e B sao pontos de intersecao do grafico de f com Ox;
» C é o ponto de intersecdo do grafico de f com Oy. A 0 >
Determine a expressao analitica de F, primitiva de f, tal que
F(V3) =2V3.
B seja f umafuncao definida por f(x) = ae®™ + ¢, em que a, b, c € IR\{0}. Sabe-se que:
. f(0) =2
+ y =x + 2 éaequacao da reta tangente ao graficode f em x = 0;
o lim flx) =1
X > —0o0
Determine a expressao analitica de F, primitiva de f, tal que 2F(1) = f(1) + 3.
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FICHA DE TRABALHO 14 Calculo integral g
o
)
[ NOME: N.°: TURMA: DATA ] ?
n Determine o valor dos seguintes integrais:
T
7 1 5
a) f 1 dx e) f (o + 2dx i) fz sinx dx
1 —1 0
4 3 %
b) J; (x + 3)dx f) wa Vox+ Tdx j fﬂ cosx dx
6
) f " 2xd ) f L4 3 x
@) U k) f o
: 1ox +1
3 —
d) f (—x’ + x + 6)dx h) f 2 ox gy
Determine o valor dos seguintes integrais:
3 1 :
a) f —ldx e) f (e* — 3dx i) f; (cos(y) — sin()dx
-2 —1 =
4 3 6 1
b) f (1 — x)dx f) f (=2 + Vx)dx i f LN
2 1 3 X
)fﬁ1(+2)d )f“' d k)ff1 S
C X X SINx adx X
-5 9 -3 x*+7
T
3 4 15
d) (x’ — 4dx h) cos(2x) dx 2 x*—4
—1 0 |) dx
1 3
7 X
Considere, num referencial cartesiano, a regido sombreada do plano YA f
3 .
delimitada pelo gréfico da funcédo definida por f(x) = > ' © eixo Ox
easretasdeequacdo x =1 e x = 3.
Determine a area da regido sombreada. ol 1 3 x
n Considere, num referencial cartesiano, a regido sombreada do plano YA
delimitada pelo gréfico da funcédo definida por f(x) = 3 — %, f\
o eixo Ox eoeixo Oy.
Determine a drea da regido sombreada usando o calculo integral. o X
Considere, num referencial cartesiano, a regido sombreada do plano YAy
delimitada pelo grafico da funcéao definida por f(x) = vV 3x, o eixo Ox /
easretasdeequacdo x =1 e x = 3.
Determine a area da regiao sombreada. ol 1 3 x
B Considere, num referencial cartesiano, a regido sombreada do plano Yy f
delimitada pelo gréfico da funcédo definida por f(x) = 1 — cosx, N
. . - 3r
oeixo Ox, oeixo Oy e aretade equagdo x = ——. >
2 0 3t x
Determine a area da regiao sombreada. ‘ 2
Considere, num referencial cartesiano, a regido sombreada do plano y
delimitada pelo gréfico da funcédo definida por f(x) = 3 — 2x, f
o eixo Ox e as retas de equagdo x = —1 e x = 3. 15 35
Determine a drea da regido sombreada usando o calculo integral. | !
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Determine a derivada das fungoes definidas pelas seguintes expressoes:

x 0
a) f £ dt e) (t — cost)dt
1 2x
X /x
b) fz & + at f) f Qt + 1t
1 0
52 X
9 fo (¢ + odt 9) fz (€ + 20dt
2

x ™
d) fo t = 2at h) fOA <%cost—%sin(2t)>dt

Determine a derivada das funcoes definidas pelas seguintes expressoes:

3x 2x

a) f 2tdt 4] f sintdt
Inx? x/x

b) e'dt d) , ()dt
Inx VX

Dada uma fungéo f continua num intervalo | = [a, b] (a < b), define-se a média de f em [a, b] por:

m(f) = ﬁj;b f(x)dx

Calcule a média de f, definida por f(x) = cos’x, no intervalo [0, 27] .

Calcule, num intervalo conveniente, a primitiva que se anulaem a = 2 das func¢des definidas por:
2

a) fl)=x+-— b) fx) =2 — x’

A velocidade de um foguete entre o quarto e o quinto segundo depois de ser lancado é dada,

em metros por segundo, por v(t) = 4e**. Determine a distancia, em metros, percorrida pelo
foguete nesse intervalo de tempo.

Um ponto material P desloca-se na reta numérica, estando, em cada instante t = 0 (segundos),
submetido a aceleracdo a(t) = 3 — t (em metros por segundo quadrado). Sabe-se que:

« P se encontra no instante t = 3 afastado um metro da origem, no sentido positivo;
+ avelocidade de P é, noinstante t = 4, de 2, em metros por segundo, no sentido negativo.

Calcule a posicao do ponto P noinstante t = 6.
Na figura, esta representada uma zona sombreada limitada pelos graficos

das fung¢des definidas por f(x) = 4 — 2Vx e g(x) = 2 nointervalo [0, 3] f
earetax=20.

Calcule a medida da area da zona sombreada. 8
1 S
[9) 3 X
Na figura, estao representadas partes dos graficos das fungdes definidas YA
por f(x) = sin(2x) e g(x) = cos(x) no intervalo |0, %] 4
A zona sombreada da figura esta delimitada pelos graficos das duas /
funcoes. /
Calcule a medida da area da zona sombreada. 0 % x

Calcule a medida da area da regiao do plano delimitada pelos gréficos das funcdes
definidas por flx) =x*— 1 e glx) = —x*+x + 2.

30
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FICHA DE TRABALHO 15 Numeros complexos.

Representacao geomeétrica

NOME: N.°: TURMA: DATA

Considere a equacdo x> — 12x — 16 = 0.
1.1 Use a férmula de Cardano para determinar uma solucao da equacao.

1.2 Fatorize o polinémio x* — 12x — 16 e determine, caso existam, as restantes solucdes da equacao.

Considere aequacgdo x> —6x —9=0.
2.1 Use a formula de Cardano para determinar uma solucdo da equacao.

2.2 Fatorize o polindmio x* — 6x — 9 e determine, caso existam, as restantes solucdes da equacao.

Considere a equacdo x* = 6x — 4.
3.1 Use aférmula de Cardano para determinar uma solucdo da equacao.

3.2 Fatorize o polindmio x* — 6x + 4 e determine, caso existam, as restantes solucoes da equacao.

Considere a equagido x> = 18x + 8.
Use a férmula de Cardano para determinar uma solucao da equacao.
Fatorize o polinémio x* — 18x — 8 e determine, caso existam, as restantes solucdes da equacao.

Considerando as operagdes «+» e « X » (adicao e multiplicacdo de nimeros complexos,
respetivamente), calcule:

a) BN+ e) (—1,0) X (0, —1)
b) 3,1 X2 —1 f) —1,1) X2 —2)
<1 o 53033 3)

d) (1,2 X (—1,3)

Identifique Re(z) e Im(z) nos seguintes complexos:

a) z=3+2i e z=i+2
b) 7=1—i f) z=+2i—In2
c) z=4 g) z=2i
_ _
Determine os valores de x e de y para os quais os nUmeros complexos seguintes sdo iguais:
a) Z1=x—2/e22=3+%/‘
2
b) Z]Z\/Ex—k/‘ezz:z—gy/
2
Q) 7z = ﬁx—2ie22:1+ \/7)//
3 4
d) z,=—V3x+V2yiez=v6—2i
. T T
e) z]:nerﬂZ/eZz:?*Iy/

0 2 =—x—Veyie =2 + VBi

oyjeqesy ap seydiq
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B Calcule:

a) B—0)+@+2)— 6+ 3 m<%+/x(%+o

b) (4 +3)— @2 —2)+ 3 — 4 i) (10— X011

d (1 —2)X B+ j) =2 X @+ )

d) 7+ X1 -3 k) i1+ i)+ 22 + )

e (V2 —)x 2+ ) —i5+i)— (0 +2)x (1 — 30

) @—+/3)x0+V3) m) i(V6 —v6) — (V2 +V2) X (V3 —2i)

m(%—%Oxm—o

Determine o valor de a para o qual:

a) (0 —ai)+ 3+ 4i) éumnimero real.

b) 3a — 2/)) + (1 + 3i) é um nUmero imaginario puro.

c) (2 —ai)+ (@— i) éum ndmero real.

d) 3a — 4i) + (—6 + @%) é um numero real.

e) (Ina— 2+ (—1 + 3i) éum nimero imaginario puro.

f) (—loga + 2i) + (2 + 3i) é um ndmero imaginéario puro.

Seja A o afixo do complexo z = 2 — 3j. Indique as coordenadas do afixo B do complexo:

a) z+ 2z, emque z,= —1 — 3/. d) 77— 2, emque z= —1 + 3.
b) z+ z,, emque z, = —2 + 4i. e z,—z,emque z,=2+ 1.
Q) z—2z,emque z,=3 — 2i. f) 22—z, emque z2=1—3j.

Seja A o afixo do complexo z =1 —i. Indique o complexo z,, de modo que o afixo B
do complexo:

a) z + z, tenha as coordenadas (2, 3). e) z — z, tenha as coordenadas (1,4).

b) z + z, tenha as coordenadas (—1, —2). f) z, — z tenha as coordenadas (—2,0).
¢) z+ z, tenha as coordenadas (0, 2) . g) 7z, — z tenha as coordenadas (3, —1).
d) z — z tenhaas coordenadas (—3,1). h) z — z, tenha as coordenadas (—1, —1).

Considere, no plano complexo, um triangulo [ABC]. Sabe-se que:

« A é o afixo do complexo z, = 1; Im(z) A
« B é o afixo do complexo z, = 2 + 4i; B
« C é o afixo do complexo z; = —2 + 2i.
12.1 Determine o perimetro do triangulo [ABC] .
Apresente o resultado arredondado as décimas.
C
12.2 Determine a drea do triangulo [ABC] .
12.3 Considere um ponto D, que é aimagem do afixo de C pela
translacdo de vetor U(0, a) . Sabe-se que a drea do triangulo [ABD] »
é superior em uma unidade & area do tridngulo [ABC] . o 4 Re(z)
Determine a.
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FICHA DE TRABALHO 16 Numeros complexos:

Operacoes na forma algébrica

NOME: N.%: TURMA: DATA ]
n Calcule naforma a + bi, com a,b € IR: 5
a) iy e) B—i-2—1 i) Q4+ 2v2i) k) (@ + />
b) (—V2i) f) 2—2)3+4i
) ( /) ) ( /)( I) ' \/E \/E .2 I 1 \/g '2
9 (0 +2)0-1-3) g (-2 D\ Y\
d) (—2+ )0+ 2) hy (V2 — i)
Simplifique:
a) /'3 e) /'20 i) [—1000 m) /'2019
b) I-4 f) /50 J) jZOOO n) I-2099
C) /'5 g) /7100 k) /'2017 0) (/-717)138
d) /'6 h) /'500 I) /'fZOWS
Calcule naforma a + bi, com a,bE IR:
a) @+ NH3—N2+ 2) o 28— — i1+
b) GH2H1 — 24 — 5i) d) (1 + 5) — 3i2 — 4i)
B Calcule naforma a + bi, com a,b € R: /3 ;
3 1
a) (2) f) < 5 + >
b) (V3
) ( /) 2 \/5 .3
9 (- 9\ T
d) 3+ 2/ 3
| h) <i+ V3 /)
e (—2+1iP 2 2
Determine a € IR, de modo que:
a) (@ — 2)@B + 3i) sejaum numero real.
b) (1 + ai)(3 +2i) seja um numero imaginario puro.
c) (@® — ia+ 3i) sejaum numero real.
d) (@+iy + (1 4+ ai)’ sejaum numero imaginario puro.
B Escreva V6 + 8i naforma a + bi, com a,b € R.
Sabe-seque z=2 —3i e w= 1+ 2i. Calcule:
1 1 z "%
a d = 9 57 T
1 w ZW
b) < & 7 R
1 Z . 1
) 52 f) > i) 1w

oyjeqesy ap seydiq
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Determine o conjugado dos seguintes complexos:

2+ a+i
A 7 d 5
p S+ @=300+2)  i"@—)
) 51 e N 2
—1—3j —ap—+p 70+
C) 5. f) N + N
1—2i 14 T—i
Determine o médulo dos seguintes complexos:
a) Z:2_/ c) S:ﬂ
8+ 6/
1—2i 2—4
b) w= . d) t=——
3+ V2 —/3i

Seja f afuncao, de dominio C, definida por f(z) = (1 — i)z — (3 + 2i)z + 1 + 4i. Determine:

Resolva,em C, asseguintes equagoes e apresente os resultados na forma a + bi, com a,b € IR:

a) Z2+9=0 9) (1 +3)z—iz=74+5i
b) 2 +47=0 hy Z—15+8 =0
o) Z+22+4=0 i) z+|zl=8+4i
d 23—2/ s ) z+ 2zl +2z=5+ V3
— Z
o kf 2—2iz—5=0
e L =741
3+ ) 52—8z—13=0

f) z+272=3—2i

Considere,em C, asequacdes 22+ kz—1=0e 22+ z+ k=0.

Determine k, de modo que as duas equag¢des tenham uma solucdo em comum.

Considere,em C, aequacdo az+bz+c=0, com a# 0.

Sabe-se que:
ca,cERT e bEIR;
« a, b e c estao em progressao geométrica de razdo r.

—vac £iv3
13.1 Mostre que as raizes da equacédo sdo da forma z = ac 20/ ac )
13.2 Determine as raizes da equacao quando:
a) a=1ler=2 b) b=6er=3 ¢ c=50er=—5
Considere, no plano complexo, os pontos A e B, afixos dos complexos z, =1+ i, z, = —z,,

respetivamente.

141 Mostreque VzEC, |z—z|=|z—2z|©z=a—ai, comaER.

14.2 Seja C o afixo do complexo z; e Re(z;) < 0. Considere o triangulo equilatero [ABC] .
14.2.1 Determine z;.
14.2.2 Represente o triangulo [ABC] no plano complexo.

14.2.3 Determine a drea do triangulo [ABC].

34
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FICHA DE TRABALHO 17 Numeros complexos:

Forma trigonométrica. Raizes indice n.
Conjunto de pontos

NOME: N.°: TURMA: DATA

n Mostre que os complexos seguintes sao unitarios:

NP B ) =15 8, )= 125,
ada=Ty T O sT7 a7t AR E R
3 1 6V ?2 17 2V 22 V33
SR R d) 2= —c— + =i f) z,= — ==
2 2 19 19 11 11
3 1 2 | V2
Considere os complexos z‘=T_?ie22=_T+ 2 i.

2.1 Mostre que 7, e z, sao unitarios.

2.2 Indique um argumento de:

2 7
a) z d) Z g) Z,
b) z,
. ® nn h (72)
C) Z_z f) 2122
Escreva naforma a + bi, a, b € IR os seguintes nUimeros complexos:
T T 5
a) €6 e) 4e 6 i) 10e"6
5w 4T 2T
b) e 3 f) Vee '3 j) 2073
3T 4 It T
) e & g) ?e’? k) 4e'3
T I
d) V2e % h) se '3 ) 2V2e &

n Escreva os seguintes complexos na forma trigonométrica. Apresente os argumentos em radianos,
na forma de racionais multiplos de 7 ou, caso utilize a calculadora, apresente-os com 3 casas decimais.

a) 2i g) V3 —i m) 6V'3 + 6i
b) —5 h) —V3 —i n) 3+ 4i
Q 1—i ) —1+ V3 o) 1—2i
d) 1+ V3i o= — p) —10 + 5i
e —2+ 2V/3i k) 3 —3V3i q —3—i
fy —2—2i ) —5i
Considere os numeros complexos z;, = 2e"%, z, = % — gi e z;= —4i.
Calcule, apresentando o resultado na forma trigonométrica:
_ , 3 .
a) 772 d) Zi; f /Zf h — /Z? i) Zi; x 2;?’
b) 22 7 —27, 7'z}
9 77 9z 9 22 ! 128z)

oyjeqesy ap seydiq
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Escreva os seguintes nimeros complexos na forma rw, com r € IR" e w € C, talque |w|=1:

a) —1+3i b) 1+ 3V3i Q 3—2V2i d) V2 + Ve6i
Determine as raizes quadradas dos complexos seguintes. Apresente o resultado na forma trigonométrica.
51 T T
a) z=9"% c) z=28e2 e) z= 25¢e"s
T 2m
b) z= 4¢3 d z=¢" f) z=18e"5

Determine as raizes indicadas. Apresente os resultados na forma algébrica:

a) @ b) v 27¢" 0 \ 646'%1

Determine as raizes indicadas. Apresente os resultados na forma trigonométrica:

a) V=i b) V3 — o Ji—0 d /5 o) 3(“”:)3

Considere,em C, aequacao 2" — 1 =20.

10.1 Resolva a equacédo para n € {1, 2, 3,4, 6}. Apresente o resultado na forma algébrica.

10.2 Para n = 3, os afixos das solu¢des da equacgédo sao os vértices de um poligono regular.
Para cada caso, represente, no plano de Argand, esse poligono e determine o perimetro.

No plano complexo, sejam A, B e C os afixos dos complexos z;, = =2+ 3i, z, =1 — 2i
e z; = 3 + 6i, respetivamente.
Z,— Z

1 s
. =e'7.
77 Mostre que w = e

11.2 Conclua que o triangulo [ABC] é retanguloem A.

111 Seja w=

Determine o médulo e o argumento principal do complexo z=1 + cos0 + isin® e 6 € ]0, —[

Sejam z; e z, dois complexos ndo nulos. Sabe-se que:
¢ lziz| =1 -
« Arg(z)) = Arg(z,) + >

Determine z,z,. Apresente o resultado na forma trigonométrica.

Represente as regides do plano definidas pelas seguintes condicdes:
3
a) |z— 1 =3 f)%éArg(z)S—K/\1<|z—/|<2

4
b) z+2—1] <2 g) M =1Alz—2—1<2 ARl —)2) =3
Q lz—1=|z+1

h) Im(z(0 +2) = 1A lz+2—1]<2 A
d) z—1—i|<2A0<Rez) <1 ARe(( + 1)2) = —2

e) % <A <2 A |7 <2

Sejam z e w dois complexos nao nulos.

15.1 Represente no plano de Argand as regides do plano definidas pelas condicoes:
e |zl =12
o lw—3+4i|=5

15.2 Determine o valor minimo de |z — w].

Sejam z e w dois complexos ndo nulos. Sabe-se que |z| = 3.
12
16.1 Represente no plano de Argand as regides definidas por |z| = 3 epor w = —i + -
12
16.2 Defina a regido do plano definida por w = —j + —

36
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Solucoes das Fichas de trabalho

FICHA DE TRABALHO 1 Propriedades das operagdes sobre conjuntos

a

B oo B@O0O

a) 3,45} h) {1.3,4 5
b) {1,2,3,5) ) o

o {123 ) om

d) 01,35 W 0

e) % N @

f) 2 m) {1, 3,5}
g) 45}

a) 2,56,7,80910

b) {6, 8, 10}

c) {3,5}

d) {3,79

a) 10, 5[ c) 10,11 e) ]—oo, [ N[5 +oof
b) 12,11 d) [1,5[

[—1,6[

(1,5,2,3)e@35)

a) 150 b) 200 c) 50000
33

130

a) 31
b) 42

A afirmacao | é falsa, 12 % das familias tem carro e tablet; A afirmacéo Il é falsa, 33 % das familias tém carro
ou tablet; A afirmacao Il é verdadeira.

Porexemplo,seja A=1{2,3}, B={2,4 e C={2,5. Como ANB={J e ANC=1{,
temos ANB=ANC mas B+ C.

a) ANBAUMWBA=ANBUANB=ANBUB=ANU=A

b) AUBA=AUBNA=BAUBNWUUA=AUBNU=AUB

ABUB=ANBUB=WAUBNGBUB=AUBNU=AUB
AUB=A, seesdse, BCA.

AUBN=C\BeAUBNB=CBeANBUBUBR=CBe
SANBHUD=C8SANB=C\8 B B B
Como A=ANU=ANBUB=MANBUMANB =2 UMANB =ANB, entdo, A= C\B.

oyjeqesy ap seydiq
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FICHA DE TRABALHO 2 Calculo combinatorio

B A=0101234¢eB=1012345}. S30 equipotentes.

11 Vi 5
A= {——n, — T _n} e B=1{—1,1,2}. Nao sdo equipotentes.

66" 6
32 trajetos

180

(4]
1951
B ) e

b) 225

a) 2880
b) 144

B a 20
b) 1000
c) 900.

B a 20
b) 576
o 720

M a 2730
b) 2652
a) 2262

a) 6
b) 302400

)

360

185

Jy
(%)

66

Jry
(%))

36

a) 362880
b) 14400
c) 2880

Jury
N

a) 24
b) 72
c) 36

B a 4368 b) 1764

o 5
d) 96

d) 288
e) 144
f) 144

c) 151 200A
d) 29937600

c) 2646

e)

f)

9)
h)

e)
f)

6840

5040
3600
4896

831600

35

d) 1596

38
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102

a) 3
b) 11
c) 9

FICHA DE TRABALHO 3 Triangulo de Pascal e bindmio de Newton

a

(-~ I

(~ o)

— =] K
E 8B B808 0

Jry
N

B E 8

4753
24
21
65 780

5.1 231
5.2 4194304
53 13

165 668 499

a) 184756
b) 705432

a) 32192
b) 32526

2

495

405
256

2043

14

Ordem 7
n=4ep=2
n=12

a) 2(x* + 6x’y’ + v
b) 136

n=29
3
k= ®£2

oyjeqesy ap seydiq
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2 __3
3 9T 0
;f 27
% m o m! n! - m!
A G = =l =l — o)l
" . - m! (m — p)! B m!
X T o S = —pl =l —
. - nl _nX(h—1) X (—2) _ B _2nQ2n — 1)
b)2C2+ﬂ2—2m+ﬂz— h—2) + n’=2n’ I’l—i2 =
_2n@n —NH@2n — 28 e
N 2n — 212 -
I _ n! _ n X (n—"1) on L,
DG S T = T —plh—p—Tp n—p
) . I n! n_ on(n—1)  6n(n —1)(n —2)
GH6'GHO'G=n+6 1t 6 =0t + 5
=n+3n—3n+rW—nNh—2=3n"—2n+n—2"—n"+2n=n°
5
15C4 + Zzoﬂ(g:
i=1
— 15c4 + 19(:3 + 18C3 + 17(:3 + 16c3 + 15c3 — (15c4 + 15(:3) + 16(:3 + 17c3 + 18(:3 + 19(:3 —
— (1éc4 + 16CS> + 17C3 + 18c3 + 19c3 — (17C4 + WCS) + 18C3 + 19c3 —
— (18c4 + wscg) + 19C3 — (19C4 + 19C3) — 20C4
FICHA DE TRABALHO 4 Definicao de probabilidade
B arr=0234%
b) #PE) = 16
o PE) =10, {1}, {2, 354,00, 2, {1,335 {1,442, 34, 2,43, 3,43, {1,2,31, {1, 2,4, {1,3,4, {2, 3,4}, {1, 2, 3, 4}}
21 a) A={1,1),(1,3),63,1,3,3),65, 1,5, 3)}
b) B=E\1,1)={21G1&1,651,61,02),272,32,4?2,052,62),0173),273),33),4?3)
(5,3),6,3),(1,4), 2,4, 3,4, 44,54, 6, 9
c C={64}
d D=0
e L={110NG1N61).1.2),22,G3.2),6273)23),33) 6 3)
f) F=121),41,6102,22,32,42,0572,62),273),423),63),0,4,24, 34,44,
(5, 4), 6,4}
2.2 a) C
b) A, porexemplo.
c) Nao existe.
d) D
e) A e D, porexemplo.
f) AeF
40 DIMENSOES - Matemdtica A « 12.°ano - Material fotocopidvel - © Santillana



c) % d) %
7.3 a) é
b o
(4] %
d =
e) %
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Fichas de trabalho

FICHA DE TRABALHO 5 Propriedades da probabilidade,
probabilidade condicionada,
acontecimentos independentes
e teorema da probabilidade total

B ' rAanNB —PB —PA=1—1[PA +PB —PANBI=1—PAUB =PAUB =PANB
[ 4 QR

IS
[
plw o= oo|w

&
w

9
4.4 a) 0

b) —

o

=)
=

~
vlw G wo

Qe

1
4
] 1
90 "3

4.5 PAIB) + P(AIB) = 1: P(BIA) + P(BIA) = 1 P(AIB) + P(AIB) = 1: P(BIA) + PBIA) = 1

<)

@

(~ i o

i
3
i
3
2
3
2

1

—

a) Os acontecimentos sao equiprovaveis.

42
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P(BIA) € a probabilidade de os nimeros saidos serem impares sabendo que a soma dos nimeros saidos
é par. Para que a soma dos ndmeros saidos seja par, os dois nimeros saidos sao ambos pares ou ambos
impares. O numero de maneiras diferentes de selecionar pares de nimeros impares ¢ dado por °C, = 28,
dado que ha oito nimeros impares e selecionamos dois deles. O ndmero de maneiras diferentes
de selecionar pares de nimeros pares ¢ dado por ‘G, = 21, dado que hé sete nimeros pares
e selecionamos dois deles. O nimero de casos possiveis &, assim, 28 + 21 = 49 e o nUmero de casos
favoraveis &, assim, 28 .

. L 28 4
A probabilidade pedida é igual a VA
15
= 2

FICHA DE TRABALHO 6 Limites e continuidade

B comov, = 5 1000 997 e limy, = Iimw =3 ode concluir-se que (v,))
1T 27X 1000 2000 " 2n 2P que Vo

é limitada e, como para todo o nimero natural n > 1000, u, = v,, tem-se que (u,) € minorada.
Portanto, porque (u,) é decrescente, conclui-se que (u,) € convergente e, pelo teorema da comparagao

3
de sucessdes convergentes, limu, = 5
Como v, = SNE R e limv, = lim 4n” — | = lim =1 _ 1, pode concluir-se
1T 3X5 5 " 2n + 1)2n + 3) m+3 P

que (v,) élimitada e como para todo o nimero natural n > 50, u, < v, tem-se que (u,) é majorada.
Portanto, porque (u,) é crescente, conclui-se que (u,) € convergente e, pelo teorema da comparagao
de sucessdes convergentes, limu, < 1.

n+1 n 1 1
limu, = lim = lim + lim =limv'n + lim
vVn Vn Vn Vn

Como para n>500,u, < v,, entdo, limu, < limv, e, porisso, limv, = +oo .

= 4o + 0=+,

a Iim(\/F - uﬂ>= Iim(\/F - 2n) = lim n(@ — 2) = limn X Iim<@ - ): +oo X (=2) = —oo.
Como para n > 500, limv, < —oo, entdo, como limv, < |im<\/F — un), tem-se limy, = —oo .

a) 0 Q 4 e) 0
b) Alim d) 0 f) %

B 61 D=1 +]

6.2 Tem—seque\/x—&%—\/;:( X+]_\/?)< X+]+\/?)_ x+1—x
1

Vrxtil+ vVx CoUx+ i+ Vx
Vx4 Vx
1 1 1 1

Por um lado, ————> 0 e, por outro, < < , pelo que

Vri+vx P Vit i+ vV 2V o Vx P

1
0<flx) < .

Vx

6.3 0

71 Como,paratodoo x &R, —1 <cosx <1, tem-se —1 —x<cosx —x<1—x.

7.2 —oo
B
B o

oyjeqesy ap seydiq
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Fichas de trabalho

) y=x— 2 éassintota obliqua ao gréfico de f.

]50—|-43 :% e f(8) = ]:+j Z%, ou seja, f(5) <1 <f(8).

Como afuncédo f é continuaem [5,8], pois é o quociente de duas fungdes polinomiais continuas nesse
intervalo, e f(5) < 1 < f(8), pode concluir-se, pelo teorema de Bolzano-Cauchy, que, no intervalo 15, 8[,
existe pelo menos uma solucdo da equacao flx) = 1, pelo que areta r interseta o grafico de f em pelo

menos um ponto.

m Tem-se que f(5) =

g—2)=(—2)—2—f—2) = —4—1f—2), como f(—2) €1[1,3], vem g(—2) <O0.
g6) =6 —2—f(3) =4 — f(3), como f(6) € [1,3], vem g(6) > 0.

Como g é continua, por ser a diferenca de duas funcdes continuas, e como g(—2) <0 e g(6) >0,
o teorema de Bolzano-Cauchy permite concluir que a fungédo g tem pelo menos um zero no intervalo
1—2,6[.

Como afuncédo f é continuaem [—3, —1], afuncdo g, por ser a diferenca entre duas fungdes
continuas, também é continua em [—3, —1].

Tem-se que g(—3) = f(—3) — 2f(—3) = —f(—3) > 0 eque
g(—1) = f(—3) — 2f(—1) = 4f(—1) — 2f(—1) = 2(—1) <0
Como afuncdo g é continuaem [—3, —1] e como setem g(—3) >0 e g(—1) <0, pode concluir-se,
pelo teorema de Bolzano-Cauchy, que a funcdo g tem pelo menos um zero em ]—3, —1[.
m a) Afuncéo f ¢ continua em IR, por ser a diferenca entre duas funcoes continuas, logo, é continua
em [1,6].

M=v1+10—-—vV1i=VI1—1>2ef(6 =V6+10—-vV6=4—V6<2.

Tem-se, entao, que f(6) <2 < (1) e, pelo o teorema de Bolzano-Cauchy, pode garantir-se que
aequacao flx) = 2 tem pelo menos uma solucao no intervalo 11, 6[.

b) 0

15.1 g(x)—{

15.2 O méximo absolutode g é —2 e o minimo absolutode g é —8.

fx) se x + —3
—6 se x = —3

FICHA DE TRABALHO 7 Derivadas de funcoes reais de variavel real
e aplicacoes

O oy 2x
B a=5x—2 9 F="1"4
b) £l = o h fl) = ——
X X
W= —— ORI el P
9 ) =—— ) )=
V2
d) o =7 N ) =—r~f
) (%) j) ) RRC
e) f'x) = 4\]/; k) 7(x) = 24x’ (1 + 2x°°
f) fflx) =152+ 2 D ix) =90+ N> + 3x + 17
a) R\ {0}
b) R\{0, 6}

a4
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a

31 a=2,b=—6 32 y=6x—18ey=—4x——
a) ”(x) = 2, concavidade voltada para cima.
2
b) f”(x) = —, concavidade voltada para baixo.
X
o ") = —%, concavidade voltada para cima.
x+2
d) f”(x) = 12x*, concavidade voltada para cima.
e) ”(x) = 12x* — 18x, concavidade voltada para baixo.
f) "(x) = 6(x* — 4)(5x* — 4), concavidade voltada para cima.
2
g) "(x) = ———=—5—", concavidade voltada para baixo.
ERES
a) ”(x) = 2. Concavidade voltada para cima, ndo tem pontos de inflexao.
b) (x) = —%. Concavidade voltada para cima em ]—co, 0[, concavidade voltada para baixo
X

em 10, +oo[, ndo tem pontos de inflexdo.

c) ”(x) = 6x — 12. Concavidade voltada para baixo em ]—o0, 2], concavidade voltada para cima
em [2, +oo[, pontodeinflexdoem x = 2.

d) f"(x) = % Concavidade voltada para baixo em ]—oo, 2[, concavidade voltada para cima
‘—
em 12, + o[, ndo tem pontos de inflexéo.

2 2
e) f”(x) = 12x* — 6. Concavidade voltada para baixo em [\/— L , concavidade voltada
2 2 2
para cima em ]—oo, —g eem [T +oo[, tem 2 pontos de inflexdo em x = i%.
2 se x < 2
f) ") = Vx—2 . Concavidade voltada para baixo
——— se x > 2

4(x — 2)
em 12, +oo[, concavidade voltada para cima em]—o9, 2[, ndo tem pontos de inflexdo .

61 a= —4,b=—6

62w = 0 [ 2] ¥e |
f |+ o] - Jna) - |
FC v =)o J 0]

O gréfico de f tem concavidade voltada para cima no intervalo ]—o0, 0], concavidade voltada para
baixo no intervalo [0, + o[ e tem um ponto de inflexdoem x = 0.

a) Como f’(2) = —12<0 e ”(6) = 12> 0, pode concluir-se que a funcdo f admite um maximo
relativoem x = 2 e um minimo relativoem x = 6.
Como f”(x) = 0 para x = 4, pode concluir-se que o grafico da funcdo f admite um ponto

de inflexdaoem 4.

x [ - ]2 ] L6 )l +oo |
o |+ J o) - Jloll + |
fol s Jlmee ]~ il ~
x | oo |4 ] 4o |
M = o)l + |
o Jlee v ]

oyjeqesy ap seydiq
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Fichas de trabalho

b) Como ”(0) =0 e ”(1) = 0 ecomo f(0) =0 e f’(1) = 0, nada se pode concluir sobre a existéncia

(4]

de maximo e minimo relativo. Como os zeros de f* sdo 0 e 1, construindo o quadro de sinais de f”
e de variacdo de f, obtém-se:

x [ - J o | J_ 1 [+ |
M | - J o) - Jlo]l + |
> JL L s el

Portanto, f é decrescente no intervalo ]—o9, 1], crescente no intervalo [1, +oo[, tem um minimo
relativo f(1) = —2. 5

Como os zerosde f” sao 0 e 3 construindo o quadro de sinais de f” e de sentido das concavidades
de f, obtém-se:

| ol 5]
F [+ J o | = o | + |
2NV I T I Y

2
Portanto, o gréfico de f tem concavidade voltada para cima em ]—o0,0] e em 3 +00[,

) ) . 2
, e tem dois pontos de inflexdoem 0 e ER

Como f7(0) = —12<0, e f”(*\/g) = f”(\/?) = 24> 0, pode concluir-se sobre a existéncia
de maximo relativo em x = 0 e de minimos relativosem x = —v3 eem x = V3 .

Como os zeros de f* sao 0, —v'3 e V3, construindo o quadro de sinais de f e de variacdo
de f, obtém-se:

concavidade voltada para baixo em [O, %

x| - -3 Lol v5 I ][ +e |
Mo [ — o + Jlol = Jlo] + |
f [ N H min. H / H max. H N H min. [ / }

Portanto, f é decrescente nos intervalos ]*OO,*\/?] e [O, \/?] crescente no intervalo

[—ﬁ,o] e [\/? +OO[, tem dois minimos relativos A—+v/3) = f(\/?) = 0 e um méaximo relativo

f0) = 9.
Como os zeros de f” sdo —1 e 1, construindo o quadro de sinais de f” e de sentido
das concavidades de f, obtém-se:

[ —w J ] J_ 1 [ 4o |
f [+ Jlo ) - JoJ + |
AN VIR (BT G N VN

Portanto, o gréfico de f tem concavidade voltada para cima em ]—oo, —1] eem [1, + o],
concavidade voltada para baixo em [—1, 1], e tem dois pontos de inflexdioem —1e 1.

/eros:
Como Vx&E R x>+ 1+ 0 tem-se, Vx E R,

x2_1EIR eloque Dr= R
x>+ 1 » pelog ! ‘

2

1
) = 0= =0ex= +1

x2+1
Paridade: 1
Como para qualquer x € R, —x € R e f[—x) = —; T = f(x), afuncéo f épar.
X
Assintotas:

Afuncéo f é continua por ser racional e tem dominio IR . Ent&o, ndo existem assintotas verticais
ao grafico de f.

46
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Como lim Rl = Iim > = lim 1 =1, aretade equacdo y = 1 é assintota ao grafico g
o oo X+ UL x? R ' quacdo y l graf i
de fem +o0 e em —oo, =
Monotonia e extremos: g
Pela derivada do quociente, tem-se: °
o) = W=D+ — @+ =1 4
! (? + 1) oy
Comoozerode f/ é 0 e x € R, (x* + 1> > 0, construindo o quadro de sinais de f’ e de variacao
de f, obtém-se:
x [ o | 0 [ 4o |
[ - o J - |
v+ L+ o+ ]
fo [ - J o JL - |
f [ N H min. H 7 }
Portanto, f é decrescente no intervalo ]— o0, 0] e crescente no intervalo [0, + o[, tem um minimo
relativo f(0) = —1.
Concavidades e pontos de inflexao:
; (4x)'><(x2+1)2—[(x2+1)2]’><(4x) 4X 02+ 172 —2X (2 + 1) X 2x X 4x
[ +17] e + 1)
WA DX[4X 0+ —ax X ] o444 =30
B (o + 1) e SR S
" 4 ” 2 \/g
Calculando os zeros de f”, obtém-se f"(x) =01 —3x* =0=x = iT.
Construindo o quadro de sinais da segunda derivada e do sentido das concavidades do gréfico de f.
X — 00 ﬁ ﬁ + oo
3 3
=39 | - JL o | + | o J - |
<x+1>{+H+H+H+H+J
M - JL o J + | o J - ]
foLn Joe Ly e JLn ]
O gréfico de f tem concavidade voltada para baixo nos intervalos |—o9, f@ [g +OO[,
concavidade voltada para cima no intervalo 7%/ 7% e tem dois pontos de inflexao
. 3 V3
de abcissas 3 €3
Conjugando a informacao recolhida TA
neste estudo, pode tragar-se a seguinte
representacdo para o gréficode f: ] L
Pode ainda afirmar-se que —1 é o minimo f
absoluto de f e que o seu contradominio
é =110 . 0 | x
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2 b) Zeros: ,
2 Como VxE R x>+ 1+ 0 tem-se, VxE R Vx— 1€ R, peloque D;= R.
ﬁ f(x):Oc>\/3x*1:OC>x*1:O<:>x:1
]
E Paridade:
Como para qualquer x € R, —x € R e
—x)=<:>\/3x—1¢f( e fl—x) = <:>\/x— 1%+ — flx)
afuncéo f ndo é par nem impar.
Assintotas:
Afuncdo f é continua por ser irracional e tem dominio IR . Entao, ndo existem assintotas verticais
ao grafico de f.
Como ||m Vi—1=+we lim Vx— — 00 ngo existem assintotas horizontais ao gréfico de f.
Tem-se que: ,
) X) ) Vx—1 3/ x—1
m = lim = lim = lim =0
xo+o X x = +oo X x = Foo x3
) f(x) . \/3 x—1 3f 0 x— 1
b= Im —= Ilm ——= lim =0
xo— X x> —oo X X = —oo x3
ndo existem assintotas obliquas ao gréfico de f.
ben e ot e s = - x 2=V ! Ve
, - : X) — — > = 3 = — .
3 (\s/ﬁ) 3 /(X_UZ 3(x 1)
Como " nado tem zeros, pois ndo é definidaem x = 1, é sempre positiva, f é estritamente
crescente no seu dominio.
Concavidades e pontos de inflexao:
B B /St IR N IO 1 (i) B A e
xX) = — X = ——=X—= =—
3 3 2 373 3 2 — 17
/o — 7] [V — 7] 9 =1
Constata-se que f” ndo tem zeros, no entanto, construindo o quadro de sinais da sequnda derivada
e do sentido das concavidades do gréfico de f:
x - v te ]
/=1 [+ JL o | |
o= [+ | o J + |
M [+ | nd | - ]
oLy Joe [0 ]
O gréfico de f tem concavidade voltada YA
para baixo no intervalo ]—o9, 1]
e concavidade voltada para cima
no intervalo [1, +oo[ e tem um ponto
de inflexdo de abcissas 1.
Conjugando a informacao recolhida
neste estudo, pode tracar-se 0
a representacao a direita para
o grafico de f:
Pode ainda afirmar-se que f ndo tem
extremos e que o seu contradominio
é |R . /
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B EH 8 8

Jy
(%))

9.1 a) v(3) =3m/ss
b) aB) = 6m/s’
c) s0)=0,v(0)=12m/s e al0) = —12 m/s*
d) v =7m/s

9.2 Velocidade minimaé 0 em t = 2.
v=7m/semt=2s.d=10m

111 v2) =21 — 196 = 14m/s

11.2 v(?) = —=21m/s

Quando o retangulo for um quadrado de lado V2.
PR, 1) ed=V5
ke ]*oo, %[

a=1b=—6c=12,d= —8

FICHA DE TRABALHO 8 Férmulas trigonométricas:

g o

S oo8

seno, cosseno e tangente da diferenca
e da soma de dois angulos

a) @ d) @ g) -2+ \/?
b) ——ﬁ:@ e) 2—V3 h) 4@25
9 2+V3 f) @
33 63 56 16 33 63
a) 5 b) %5 c) 5 d) o e) 5 f) BETS
25V3 —8v6
21
25vV2 — 54
28
—1
V2
6
a) cosx — y)cos(x + y) = (cosx cosy + sinx siny)(cosx cosy — sinx siny) =

= cos’x cos’y — sinx sin’y = cos’x (1 — sin‘y) — (I — cos’x)sin’y = cos’x — sin’y

o x+1—x+1 _ 2 _ 2
b e =D S T T X e ) e ©
0
Ty, =2
x—3\/x— 3

oyjeqesy ap seydiq
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-]
= _ 2T _ /T
_.-: m X Z V ox 7
-g ma)x:%Jrkn\/x:—§+k7t
2
i b)x:—%+2k7t\/x:%+2k7t
21 /T
c) x—?“erTC\/x—?‘i‘Zk?T
d x=% 4 % V=24 %n
6 6
24 7 24 17 44 117
a o3 b) 5 A 4 95 ® —75 =
1 V3 1
a) b) 5 9 3 d) 1
V3 T 1 T
T T L S
J3 1 ﬁcos?fsmg 2< 5 05 9 5 N 9
i L T -
sing cosg Ccos5sing cos5sing
T T T T (T T ) T
B 2<sm 3 cos 9 cos 3 sin 9> B 45|r1<3 9> B 4sm<2 9> B
m . T m. T . T
cos—gsin g 2cos g Sin7g sm<2?>
4Vs
9
m x:%JrkTE
1—cos2x _ 1—(cos’x —sin’x)  1—(1—sin’x — sin’x) 2sin’ x 2sin’ x ,
- 2 o 2 N o o, Nty
1+ cos 2x 1+ (cos*x — sin“x) T+ (1—sin“x —sin“x) 2(1—sin“x) 2COs°x)
2m 4w
) x=0505
T 37
b) X 0,7,7'6,7
0 _m 5t /m 1lx
YT 666 6
T T 3%, St 3m /xm
d)x—0,4,2, R e
a) 4sin2x)
b) 5cos(2x)
c) 6cos(2x)
d) —2cos(2x)
- tan(2x)
e) 7
ABXCD —— —
201 Akx) = - = BD X CD = 2cosx X 2sinx = 2(2sinx cosx) = 2sin(2x)
20.2 Px) =2+ 2 + 2(2cosx) = 4 + 4cosx = 4(1 + cosx)
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FICHA DE TRABALHO 9 Limites e derivadas de fungoes
trigonométricas. Graficos de funcoes
e osciladores harmonicos

B /3 d) —g
b) V3 e 3
Q) —% f) V3 —1
a) 4 e) a/b
b) 1 f) 1
c 9 g 8
d) % h) 4
a= —15
A 411 42 —
Dle\{%—i—kn,%—i—kn},keZ
E a= —1
71D=R D’ =[-20]

7.2x € {—% + 2kn}

73xE {ST“ ~ 2/<7t}

3
B -tk
a) f'x) =1 + 3cosx

f
b) f
o f
d) f'(x
e f
f) f
g f
h) f'(x) = 4sinx + 2x cosx

XCOSx —sinx

N =

) -

) Fw = 3< sinx Cos2x+x>
COS™x

1
Q)E

h) —<2+

) —% m)%
é) k) V3 n
h =
m)% q) 3
n) 3 r) —%
o) 4 s) 1
4.3 % 4.4 g
K) Fl) = X — Cosx sinx

x?cos’x
) Fix) = —12x% sinx®

)
m) ’(x) = 15 sin’x cosx
)

n) ’(x) = 31 — cosx)sinx
o) '(x) = 2(x + sin2x)(1 + 2cos2x)
sinx
f’ = ——
P ) 2V 1—cosx
2COSx
i) = —
@ sin* (%)

r f'x) = 2cos<2x — %)

oyjeqesy ap seydiq
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Fichas de trabalho

@y=—++1

m (70 (5 )

3 3
T T
21 A=2, 0= eo=15
1
122 T=12se f= 5
12.3 x0) =1, x(16) = —2, x(23) = V3 e x(48) = 1

12.4 10

12.5 Afuncdo x é decrescente para t € [0,4] U [10, 16] U [22, 28] U [34,40] U [46,52] U [58, 60]
e decrescente nos restantes intervalos do seu dominio. A funcdo x tem maximos em

t € {10, 22, 34,46, 58} e minimos em t € {4, 16, 28, 40, 52} .
TT
@B 131 A=2, 0=m T=2seq=——

4
{7 23 31 47 55 71 79 95}
1

13.2 x(t) = 3 cos(m — L)

B3I =1 2

FICHA DE TRABALHO 10 Juros compostos.
Fun¢des exponenciais

B 2 oOpciol
2.1 9 anose 330 dias
22 116%
3
B2 g)x:*? ) x=—
b) x= -3 h) x=—6 m)x=1\/x=—%
c x= —2 i xii
d x=3 . > nx=2Vx=——7
J) x=—5 O)X:2
e) x=4
f) 0 k) x=1 p) x=—"6Vx=2
x:
8o = e x=0Vx=1
b) x =2 f) x= +kr
o x=0 .
= — \/ =
d)x=—1Vx=1 9) x 2+k7t x = 2km
a) 6x>36 x €12, +oof f) eto> —
V3 ]
. ) 3 ——=<0 x€&]1, +oof
b)( 3 <27 x €16, +oof g 3
er—1
9 (2V5)'<1  x€]-oo0f h ——<0  xEJ-oo0
< - - 2
d) 5°< 0,008 x €]—00, —3] b 1072 < 1000
12x
e) (7) <0 xe o J) e*cosz.xgecosx

%+2kn<x<57"+2kn
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Ba)xy)=-12
b) (x,y) = (1)

a) ¢ f) k) 0
b) ¢ g e ) e
[d] e% h) e*% m) e’
d) e’ i) 1
e) e’ j) +oo
(s B o0~ i
2 2
1 1 . 1
b) vy f) % ==
c) % g —I k) 1
e h) 5 h 2
d) 3

B 91 a RO
b) R"\{e}
9.2 flx) >0 Vx < R0}

m a RO
b) (e — 2)
€ ]—o0, —2[ U [e— 2 +o[

FICHA DE TRABALHO 11 Operac¢oes com logaritmos.
Equacdes e inequacoes

n a) 5 o 0 e) %
1 17
b) —2 d) > f) 3
T 1
a) 16 9) 3 m)7
o3
b) 27 h) e n) —2
c) 1000 i) 2 o) 8
d) e j) 3 p) 20
e) 3 k) —1 q g
f) 30 ) 4 r) 15

oyjeqesy ap seydiq
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£ a) 1000 d) 100 g9 —
S 1 2
= 8 L
i ®) 72 M h) Vs
s f = 1
i o 64 2 i) —
) 2 i) 16
Q. e V5 )
2 343
b) 2 f) 100 j) Va
1 6
ST g) V2
d V3 h) V5
a) log,x* + log,y = 3log,x + log,y
b) log,x* + log,y’ = 2log,x + 3log,y
c) log,x + log,y — log,z
) ~log,x + —log,y — ~|
3109, x + 5-logay — 5-l0gaz
3
e) log,x + Tlogay
2 1
f) —log,x + = log,y — 2log,z
3 3
) Zl0g,x + —~log,y — |
9) 5 log,x + -5logsy — —5log, 2
h) iI + i| — i|
6 0gy,x 4 0gay 3 09,2
.5 1
i) 5 log,x + 7 log, y
8
B a) Iogax—i c) log, xe/z e) IogGSS/?
y vy
2
X
b) Iogggi\/y d) log,3 f) log, 12
vz
a) Sejax=log,b& b=a"ey=log,c&c=a eentio bc = a".
Assim:log,bc = x + y = log,b + log,c cqd.
b) Seja x =log,b & b=a"e z=log,c© c="b"eentdo b =a“ = .
Assim: log, ¢ = log,a** = xz = log, b X log,c cqd.
Baco o 2a+b e) a+b+ 2 g) ¢ —4a
b) at+b—c d) 3g + 2b f) —3a h) 2a — ¢
a a) x€ 1, +oof e x&E]-1, +oof
b) x € ]2, +oof f) x < R\{—1}
Q) xE 2 +oof g x<E —%,4»00[
d) x=]0, +oof
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W a2+
b)

(4]

e {1}
0 {5

9)

h) {2}

d {1+

In2}

o ()

b) 2 1)

ou (1,2

a) xE]O,\/E[

b) x € ]0,1000]

Q) xE]O,ﬁ[

d) x &

/9
3

Or

e) x=104[

f) xE[3V3, +o]

g) xE

h) x&

1
bk 2[

7],77

26 [
27

i) x&

21
URTY

m) {67\6, 1, eﬁ}

n) {11 ++3}

) {1+2k 3T 4ok }
(o] 4 T, 4 T

T 5t
p) {? + 2km, ? + 2/(7'(.‘}

) xe —%,—%
k) x € Je +oof
) xe]-6 —3]

m)x < ]—3 —1[ U 0 2[

n x +OO[

1

p) x € o,%[ U [2,4] U 18, +cof

El
o
3

0) x € BX

q) x € ]In2, +oo[

0 %+2k7r<x<%t+2k7t

FICHA DE TRABALHO 12 Fung¢Oes exponenciais

X
es3

B a2 w=—-

b) f'(x) = 4e™

Q ()= Qx— 3’

d) f'(x) =

X
e x+1

(x +1)

e logaritmicas

2x —1
3e x+2

(x + 2)?

2x — 2x?
er

e) 'y =

f) =

/x A+

2V x+1

h) f'(x) = cosxe™m*

g) f'ly) =

oyjeqesy ap seydiq
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Fichas de trabalho

COS 2X

i) f(x) = —2sin2xe t) ) =2In2 — 2

xIn2
j) ) =2"In2 u) f’(x):2’”(|ﬂx+ ] )
xIn2
k) f’(x)=—<7> In4 v) f(x) = e*(sin x + cos x)
iy (1Y
) f(X)——<?> In3 w) f/(x) = —e " (sin x + cos x)
m) f,(.x): Inx + 1 X) f!(x):x2ex
. 1—=Inx
n) f'(x) = 2 y) F(x) = (&’ + 2x)e*
o1 (14 2x)e”
o) 'lx) = Y 7) )= —"F=
2V x
4 X
p) fx) = B aa) 7 - &
]_4)( ) ('x) (ex_—l)z
(xz"H)/ 2x
q) ') = = bb) £/(x) = —————
(x2+17) X+ ) ) x(Inx+1)?
o e"(x|l’1x—x—1)
r f'lx) = <In> cc) f'lx) = >
x(lnx—])
3 x i
Fly) = 32 — — e*(COoSx +SIinx
§) ) =3¢ — = dd) oo — £ : )
(cosx)
B/ =xnh2+1 B /=2ex—c ﬂy:*x+1+%
y:m]g(x—n B /-2x—- 7 B
B a =3
B In(3) 1
b) y=x+-—5—+3
B :=-3cv=2 WO o=-—2eb=1 B oc=20=0ec=—1

121 lim flx) = +o0 e lim flx) = —2. O gréfico de f tem uma assintota horizontal de equacéo y = —2

x = too X —oo

12.2 flx) =" (1 +x) e entdo,f'x) =0 (1 +x)=0x= —1

x [ | A ][ 4o |
kx| - | o |+ |
e [+ |+ J + |
rool = Lo [+ ]
ol s JLmin L~ ]
A funcdo f é estritamente decrescente quando x € |—co, —1], estritamente crescente quando
x € [—1, +oo[ etem um minimo absoluto em x = —1 .
12.3 Como YIairpocf‘(x) = —) e f éestritamente decrescente em |—oo, —1], entdo, f{x) = 0 ndo tem
solucdoem ]—oo, —1] . Como fi—1)= —% —2< O,Xlirfxf(x) = +o0 e f éestritamente crescente

em [—1, +co[, entdo, fix) = 0 s6 pode ter uma Unica solucdo em [—1, +oo[ . Concluindo,
flx) = 0 tem apenas uma solugdo em IR .
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12.4 f é uma funcédo continua em R por ser a diferenca entre o produto de duas fun¢des continuas e
uma funcgao constante, logo, é continua em [0,1]. Temos que f0) = —2<0ef()=e—2>0,
entao, pelo corolario do teorema de Bolzano-Cauchy, como f(0) X f(1) < 0, podemos afirmar que
f tem pelo menos um zero em ]O, 1[ e, Como Vimos no item anterior, esse zero € Unico.

12.5 "(x) = e* 2 + x) e entdo, 'x) =0 x = —2.

x [ - [ 2 | 4o ]
2+x [ - JL o J + |
e [+ L+ J + |
@ [ - o I+ |
foln | u ]
O gréfico de f tem concavidade voltada para baixo quando x € |—co, —2]
e concavidade voltada para cima quando x € ]—2, +0] e um ponto de inflexao
de coordenadas <2, f2<% + 1))
e
. . ) e i ]
13.1 ler flx) = —c0 e ||r701+f(x) = —1.Como ||rT+1 —~ = % o grafico de f nao tem assintotas.
13.2 /) =1 —Inx etemosque f'x) =0 x=e.
x [0 | e J[ 4o |
rL+ ) o | - ]
Fl 2 ) max [N ]
A funcdo f é estritamente crescente quando x € |0, e], é estritamente decrescente quando
x € [e; +o0[ etem um méximo relativoem x = e.

133 flel=e—1>0e Iingj(x) = —1, entdo, como f é estritamente crescente em [0, e], fx) = 0
tem apenas uma solucado nesse intervalo. fle) = e —1>0 e |irT+1 flx) = 4o, entdo, como f
é estritamente decrescente em [e; +oo[, fix) =0, tem apenas uma solucao nesse intervalo.
Concluindo, flx) = 0 tem apenas duas solucoes.

13.4 f é uma funcéo continuaem [0; +co[ por ser a diferenca entre funcdes continuas nesse intervalo,
logo, é continua em [5,7]. Temos que f(5) = 095 >0 e f(7) = —0,62 <0, entao, pelo corolario
do teorema de Bolzano-Cauchy, como f(5) X f(7) < 0, podemos afirmar que f tem pelo menos
um zero em ]5, 7[ e, COMOo Vimos no item anterior, esse zero € Unico nesse intervalo.

1
13.5 "(x) = - O gréfico de f tem concavidade voltada para baixo, pois f/(x) <0 em ]0; +oo
e ndo tem qualquer ponto de inflexao.
1

mazx/?eb=—7 B =<
16.1 200

16.2 298

16.3 13 he 52 min
2% B 1938
19.1 54g

19.2 12%

oyjeqesy ap seydiq

DIMENSOES - Matemética A » 12.°ano - Material fotocopiavel - © Santillana

57



Fichas de trabalho

FICHA DE TRABALHO 13 Primitivas

B ro=x+x6=x+x+1

Foy = 20 G = £ —
2 2
Fo) = V2x; GO = v/2x + 3
n a) x+c¢
b) —x*+ ¢
X2
C)?+O,2x+C
2
d)%—%;wc
3
e)%f +c
3 2
0y
2 3 3 4
9) ERE 73 +c
3 2
h) 5~ —axtc
o x>
) ST e

j) X — 4"+ 10x + ¢

3
k) 2x2 + ¢
-2
X
N — 5 + ¢
1 1
m)——3+—+|n|x|+c
3x x
eSx
n) 3 + ¢
x*— 5x?
o)f-l-c
p) 2x° +2x’ —x+c¢
a) Fl) =7x—8
_ 3,1
b) Flx) = 2x+2
_ s 4
Q) F(x)—sx 3

d Fx) =e"—e—1
) Flx) = ism<”—x> ~ <i + 1)

T 2 T
3
f) Flx) = i(x + 1)% — (3\/3 + 1)
4 2
g) fx) = —%cos@nx) + % +1

q) e ——+c¢

N x+sinx+c

s) 3"+ ¢

t) —2cosx + ¢

u) 2Inlx] + ¢

v) 3¢+ 3sinx + ¢
w) — +c¢

X) ——

2x° x*
WS Tt

2
z) XT*S|DX+C

aa)x—3 B V2 x?
3 2

bb) %\/ (x+1)° +c

—4x+c

5

X2 3 1
) "52 X7 —AxT + C
2X
dd) — e +c
In2
1—5x
ee) _— +c

5
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(~ o)

Fx) = x> + 1

3 ., _2
a—j,b— 3
a=2:b=2
a=2;b=—1
a=2:b=—4.c=4

M1 Fly) =1 +%.
X

2 2
Como fl) = 222 — X4
X X

3
2
3
M2 Gx)=x———1
X

a) sinBx) + ¢

Cos(4x)
2
c) 2* 4+ ¢
3x

3

b) —

d) + 3Inlx| + ¢

8 3  «x°
e) 6(3)6)2 + -5
f) —2cos’x + ¢

3|n‘x2*1‘
9) f—k c

+c

h) %e*’“rc
x>+ 20
i) (f +c

. 12
j) e +c

Fox) = x> —3x*+ 2x + 3

141 Fx) = —x>+x+2
- _9

14.2 C= 2
3

o =5 —3x+4/3
er

Flx) = 5 +x+ 1

= F'(x), logo, F é uma primitiva de f.
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Fichas de trabalho

FICHA DE TRABALHO 14 Calculo integral

n a) 6
b) 12
c) 18
125
976
a) —5
b) —4
o —4
20
9 =5
B 41=n3/3
A +s=9
A76f¥
(6] A=1+37”
[ 7 QB

b) F/(x) =8x’+ 2
o F)=2x 4 2x°
d) F(x) =3x° — 6x7

e) F'(x) = 2cos2x) — 4x

B a Fw=16x

e) 4 i) 1
—1
n j) ﬁz
g) k) Inv5
e—1
h) —
2
e) € c ] —6 i) —2
14 j) In2
f) — +2V3
3 k) —2In2
9) O] ) In2— 24
h) —
1
f) Flo=1+
) F) W
9 Fly ="

h) F'(x) = %cos(%) — sin<n2—x>

b) F'(x) =2x — 1
¢ F'(x) = 2sin2x — sinx
d Flx) = J; Bxr*—1)
1
10Jes
x2 X
@ a rw =5+ 25— 2 com x €10, +oo
3
b) F(x):—%+2x—icomxeua

24'm

P estd afastado 8 m da origem no sentido negativo.

9
B

1
B

125
24
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FICHA DE TRABALHO 15 Numeros complexos.
Representacao geométrica

11 x=14

1.2 X—12x—16=(x—4) x + 27

21 x=3

22 ¥ —6x—9=(x—3) +3x+3)

31 x=2

32 X —6x+4=@x—2+1—V3)x+1+V3)
41 x= —4

42 ¥ —18x—8=(+Hx—2—V6)x—2+V6)

a) (50
b) (7 —1)

o (©O5)

a) Re(z) = 3,
b) Re(z) =1,
c) Re(z) =4,

d) Re(z2) = ——, Im(2) = =

a) x=3Ny=—4
b) x=V2Ay=—V2
(4] x=\/§/\y=

a) 2—2i
b) 5+
c 5—5i
d) 10 — 20/

a) a—4
b) a=——=

a) (1, —06)
b) O 1)

a) z,=1+4
b) ZO:_2_/

Q z=—1+3i

121 P=122
122 A=7

123 a=2

d) (=71

e) 01 9) (—8V2,—2)
) f) 049

e) Re(z2) =2, Im(z) = 1

f) Re(z) = —In2, Im(2) = V2

g) Re(2) =0, Im2) =2

h) Re(z) =0, Imz) =0

d)x=—V2 A y = —2

e x— % Ny =4rn

f) x= 2N y = —g
e 3 i) —2i
f) 5++/3i i) 4+ 2i
g) 1—2i k) —3+5i
h)—%+m h —6—4i

m) —2 + 2i

¢ a= —1 e) a=e
d ag=-—2o0ouag=+2 f) a=100
o (—1,—1 e) 0,4
d) (3, —6) f) (—1,0)
e) z,= —5i h) z, =2

oyjeqesy ap seydiq
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Fichas de trabalho

FICHA DE TRABALHO 16 Numeros complexos.
Operac¢oes na forma algébrica

B a2 o e) —7 —i ) —4+8V2i
b) —2 f) 144 2i i
1 .
Q55 9 —3—4i k) —— + V3
d) —4—3i h) 1 — V2 Y
2 2
a) —i f) — k) i
b) 1 g) 1 ) —1
c i h) 1 m) —i
d —1 i) 1 n —i
e) 1 j) 1 o) —1
B a 28+ 24 € 7—3i
b) 36 + 78 d) —17 —5i
A a s d) —9 — 46 ) —@Jrg
b) —3V3i e) —2+ 1 b -
Q —2—2i f) i
B ac=2 c)a:O\/a:%
b)G:% d) a+0

a)%+%i d)%+%/ g —1—i
b) + — =i o —— i ) —3+ 2
c)%*%/ f) *%+%/ i) W*%/

B a %—%f Q 1+ e) 12—%/‘
b) © — i d & — o f) —14—3

8 al=Vs Q Isl=1
b lwl =15 = Y2 ali=2 =

W am=—1+i
b) {1 +1)=i+2

1 )_12, 66
o f(z—/>_ 25 T o5
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@ a cs =333
b) CS. = {—2i:0;2i}
 CS. ={—1—iV3,—1+iV3}
d) CS.=3B+i}

e) CS. = {—% + %/}
f) CS.={1+2i

g) CS.=(3B—1i

h) CS.={—4+i4—i}
i) CS =3+ 4i

) CS=0—V3)

k) CS. =0+ ;—2+1

A7 4
1) C.S.—{5 5/, z 5/}

ke {—V3i0V3i}

—vac = vV3
131 b=ar,c=br=ar entio b> =ac & b =+/ac evem Z:MC

2a qd.

13.2 a) CS.={—1 —V3i—1+V3}

)3 3v3 . 3 3V3
b) C’S‘_{_T_T/’_TJFT/}
s s5v3 5 5V3
C) C.S.{z B I, 5 + P /}

@ 141 z2=a+0bi
z—z|=|z—z|o@—1W+b—WVW=@+ )V +bt1Ye —4a=4beb=—a,
Logo, z=a — ai cqd
142 1420 z,= —/3 + /3

14.2.2 P

o \ Re(z) /

14.2.3 A = 2V'3 unidades quadradas

oyjeqesy ap seydiq
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Fichas de trabalho

FICHA DE TRABALHO 17 Numeros complexos:
Forma trigonométrica. Raizes indice n.
Conjuntos de pontos

1 V4
37 131
o) LA
) 131 )7_7r
9 9 73
131 131
d) 1 h) ETH
3 1. /3 2
82—+ ) 5
b 1 V3 h) —8i
- — j
2 2 ) —5V3 +5i
c) Ty T j) —V3 —
d) 1— k) 2v3 + 2i
e) 23 —2i ) 2+ 2
Ve o 3W2
f
a) 2e'7 ) 2e % m) e's
(4 5 9
v 7 .
b) 5™ h) 26’?7r n) 5¢%%
. 2 .
) ﬁe*’% i) 2e’TT[ o) V5e MY
. 5 _
d) 26’% j) ze’Tﬁ p) 55 2678
2 T i
e) 4e’TT[ k) 667/% q) V10e 280
5 x
f) 2\/56’77r 1) 5@7’%
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a) o112 e) %e*% h) 8e's
e n g
b) 2e7 "6 f) 207 i) 4e2
= I T
o sers 9) %e’ﬁ j) 8e 2
d) i li
e
a - m(—4+ £ ,~>
vio V10
V7o 3V
o 2v7(- 7+ 22
0 W(3ﬁ _ 2V
17 17
d) 25(%— ? /)

a) zo=23e"2; 2z, =3

T e

b) z,=2e'6; z;, = 2e'6
T 5T
Q z=2/2e%;z2,=2/2e7F

Nl ELd
d) zo=¢€7; 2z =¢

LT 131
e) zo=>5e"; 2z =5

, 6
f) 2023\/56’%;21:5@’T7t

Ba /3+i—V3+i—2

33 3, 3V3

Tl, —3,74' 5

O VB + V2 —VI + VBI; V6 —V2i; VI — VBi

3 .
b)j—l— j

_x L Jn AlLd

ﬂ a) zo=¢ s,z =¢€"8 ;zz=¢e"8;z,=¢"3
3 T 3 AL 3 231
b) zo=V2e s; 7z =V2e T8 ;zz=V2e s

n 3 171

9] ZOZS/Ee/H;Z1 =27 ;232\6/55’"?

T 7T
—i

T
d) zo=¢e "6; 2z, =¢€e72;2z=¢"6
T s r
e zn=e2:z,=¢e"6 ;2=¢e"56

0 101 n=1=22=1
n=2=z=1Vz=—I

B B o1 V3 3

n=3=>z=1Vz= 2+ 5 iV z= 5 2/

n=4=z=1Vz=iVz=—1Vz=—

B B 1 Y3 V3 1 V3

n—6ﬁz—1\/z—2+ > iVz= 2+ 5 Vz=—1Vz= 5 5 iV
1 3

\/Z:f*\/;/
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2 102 n=3;P=3/3
2
_‘é Im(z) A
£
&%1 .
n=4;,P=4/2
Im(z) A
k% -
n=6;P=6
Im(z) A
& [9) 71 Re(2)
m 1 :3+6i+2*3i:5+3i:5+3/ 3+5i7
) 1—2i+2—3i 3—5j 3—5j 3+ 5i
_ 15425/ +9i —15 _ 34 -y
9+ 25 34 '
ws
Entdo: w = e'2
11.2 Sejam AB e AC os vetores definidos pelos afixos de 7, 7z, e z3.
Como Arglw) = Arg(ATR’, AC) = % entao, o retangulo é retangulo em A e, como
AC ) 4 . N .
lw| = ﬁ = 1, entdo, conclui-se que o triangulo é retangulo em A e isosceles.
o 0 0
|z| = 2cos 5 A Arg(z) = 5
LT
e 2
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m a) Im(z) A d)
Q i Re(;)
b) Im(2) A e)
c) Im(z) A f)
1 -
o Re(2)
—1¢
lz—1]=z+i]
15.1 Im(z) A

15.2 minjz—w| =2

16.1

Im(z) A

Y

-5

9)

A Im(z)

16.2 Circunferéncia, com centro no afixo de —i e com raio 4.
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