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Nota: Esta publicacao inclui os excertos do documento Programa e Metas Curriculares
de Matemdtica A - Ensino Secundario, relativos ao 129 ano.



Programa e
Matematica A e

1- INTRODUGAO

No ambito da revisao curricular iniciada em 2011, cujo sentido é o de elevar os padroes
de desempenho escolar dos alunos portugueses, e em continuidade com o Programa de
Matemadtica para o Ensino Basico, homologado pelo Despacho n? 9888-A/2013, publicado
no Didrio da Republica, 22 série, n? 143, de 26 de julho de 2013, o presente Programa e
Metas Curriculares estabelecem o conjunto de conhecimentos e de capacidades essen-
ciais que os alunos devem adquirir e desenvolver no decurso do Ensino Secundario, na
disciplina de Matematica A.

Alicercado na analise de diferentes abordagens que tém sido adotadas para o ensino
da Matematica neste nivel de escolaridade (programas e avaliagdes nacionais e interna-
cionais, literatura e investigagao cientifica sobre o ensino e a aprendizagem da Matema-
tica), este documento pretende definir um padrdo coerente que imprima rigor ao que é
ensinado nas escolas, garantindo simultaneamente aos professores autonomia pedago-
gica e liberdade de usar conhecimentos e experiéncia acumulada para auxiliar os alunos
a atingir o seu melhor desempenho.

Em concreto, o presente Programa foi elaborado tendo em conta a informacéao propor-
cionada por mais de dez anos de aplicagao do Programa anterior. No entanto, ao optar-se
pela elaboracdo de Metas Curriculares, muitos dos conteldos transversais inerentes a
um Programa de Matematica do Secundario encontram-se agora, em grande medida,
explicitados, o que levou, por exemplo, a constituigdo do dominio Ldgica e Teoria dos
Conjuntos no 10? ano.

As Metas Curriculares, que com o Programa formam um documento unico, elencam,
para cada dominio e em consonancia com os conteudos, os objetivos gerais a atingir em
cada ano de escolaridade. Cada um deles encontra-se definido de forma precisa por um
conjunto de descritores que apontam para desempenhos especificos e avalidveis que os
alunos deverao evidenciar para que esses objetivos se considerem cumpridos.

O Programa e as Metas Curriculares respeitam a estrutura cumulativa que é carac-
teristica da disciplina de Matematica, apoiando-se 0os novos conhecimentos em outros
previamente estudados e adquiridos. De acordo com a investigagédo recente na darea
do ensino da Matematica, é desta forma progressiva que se pode ir desenvolvendo a
compreensao, ou seja, que se pode ir construindo uma sélida rede de factos, conceitos,
relagdes e procedimentos suscetivel de ser mobilizada, de forma flexivel, em diversos
contextos. O Programa e as respetivas Metas foram concebidos por forma a fornecer
aos alunos instrumentos que garantam um prosseguimento de estudos com sucesso,
tendo em consideragdo que é este o ramo da Matematica do Ensino Secundario que
dé acesso aos cursos do Ensino Superior de dreas que requerem uma soélida formacao
matematica.
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Nessa concecao, tiveram-se igualmente em conta as avaliagdes internacionais em
que Portugal participa, nomeadamente o PISA e o TIMSS. O Programme for International
Student Assessment (PISA) tem por objetivo avaliar a literacia de Leitura, Matematica e
Ciéncias nos jovens de 15 anos, independentemente do ano de escolaridade e da modali-
dade que frequentam. Ainda que a pertinéncia deste estudo seja indiscutivel, serdo mais
relevantes, no quadro do presente Programa, os pressupostos do Trends in Internatio-
nal Mathematics and Science Study — TIMSS Advanced 2008 Assessment Frameworks
(adiante designado por TIMSS-Advanced), programa de avaliacdo internacional no qual
Portugal participara a partir de 2015 e cujo objetivo é precisamente o de estudar os resul-
tados obtidos pelos alunos que se encontram no final do Ensino Secunddrio nas discipli-
nas de Fisica e Matematica, em modalidades destinadas ao prosseguimento de estudos
em dareas de ciéncias e tecnologias. Na definicdo e estruturagao dos dominios cognitivos e
de contelidos a avaliar, o TIMSS-Advanced envolve todos os paises participantes num pro-
cesso colaborativo que passa por uma muito completa descrigdo dos tdpicos e conteldos
dos curriculos de Matematica e de Fisica desses paises. No que se refere a Matematica,
os dominios dos conteldos (Algebra, Cdlculo e Geometria) e das capacidades cognitivas
(Knowing, Appllying e Reasoning) encontram-se devidamente contemplados no presente
documento curricular conforme se explica nos topicos seguintes.

No que diz respeito aos conteldos programaticos, a analise destes elementos, bem
como de curriculos de outros paises nao participantes no TIMSS-Advanced, revela que
a inclusao no Programa de alguns temas fundamentais, atualmente ausentes do Ensino
Secundario em Portugal, contribui decisivamente para o alinhamento das opgdes curri-
culares nacionais com o plano internacional. Como exemplo refiram-se os que constam
do dominio Primitivas e Cdlculo Integral. Procedeu-se ainda ao reforgo de alguns topicos,
como o da aplicacdo da trigonometria a resolugdo de tridngulos ou o do estudo de limites
de sucessdes e de fungdes, que, quando trabalhados de forma vaga e exageradamente
intuitiva, levam com frequéncia a formacao de concecdes erradas e dificeis de reverter.

Finalmente, com o objetivo de promover o conhecimento da forma como a Matemética
vai sendo construida, procurou-se justificar, em certas situagdes, a escolha de algumas
definigdes consagradas desta disciplina. E, por exemplo, o caso da extensao das defini-
¢Oes das razdes trigonomeétricas, estudadas no Ensino Bésico, a angulos retos e obtusos,
intimamente ligada neste Programa a Lei dos Senos e ao Teorema de Carnot, que per-
mitem resolver tridngulos de forma simples e sistematica, atividade essa que constitui o
propdsito primitivo da Trigonometria.

No respeito pela estrutura intrinseca da Matematica e do método que a caracteriza,
procurou-se igualmente desenvolver no aluno o gosto por esta disciplina milenar, nas
suas diversas vertentes, como o carater organizador e agregador de conhecimento na sua
expressao mais abstrata ou a eficcia de que se revestem os instrumentos matematicos
guando aplicados ao estudo do mundo real.

O calendario de aplicagdo deste Programa esta definido no Despacho n? 159717/2012, de
14 de dezembro, estando prevista para o ano letivo 2015-16 a sua implementacao no 10° ano
de escolaridade, prosseguindo nos anos seguintes para os 11° e 12° anos de escolaridade.
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2 - FINALIDADES DO ENSINO DA MATEMATICA

Como finalidades da disciplina de Matematica no Ensino Secundario salientam-se a
estruturacao do pensamento e a aplicacdo da Matematica ao mundo real.

A estruturagao do pensamento e o desenvolvimento do raciocinio abstrato

Tal como é referido no Programa de Matematica do Ensino Basico, a apreensao e
hierarquizacao de conceitos matematicos, o estudo sistematico das suas propriedades
e a argumentacao clara e precisa, prépria desta disciplina, tém um papel primordial na
organizacao do pensamento, constituindo-se como uma gramatica basilar do raciocinio
hipotético-dedutivo. O trabalho desta gramatica contribui para alicercar a capacidade de
elaborar andlises objetivas, coerentes e comunicaveis. Contribui ainda para melhorar a
capacidade de argumentar, de justificar adequadamente uma dada posicao e de detetar
falacias e raciocinios falsos em geral. Tratando-se de uma capacidade indispensavel a um
bom percurso escolar ou profissional, em qualquer area do conhecimento, o desenvolvi-
mento do raciocinio abstrato deve ser considerado como uma finalidade em si.

A modelacao e a aplicagao da Matematica ao mundo real

Os instrumentos matematicos sao indispensaveis a concretizacdo de modelos que
permitem descrever, interpretar e prever a evolugdo de um grande ndmero de sistemas
reais cujo estudo se pode inserir nas mais diversas areas do conhecimento. De um ponto
de vista histdrico é possivel afirmar que alguns conceitos centrais da Matematica foram
desenvolvidos com o propdsito de serem utilizados na andlise de certos fendmenos na-
turais. O Programa da especial relevancia a diversas aplicagcdes da Matematica, prescre-
vendo, por exemplo, explicitamente, a aplicacdo do céalculo diferencial a cinematica do
ponto ou das progressdes geométricas ao calculo de juros, o que permite em particular
obter uma interpretacao concreta do nimero de Neper.

A este propdsito, é importante referir que a modelagdo matematica ndo consiste em
associar de forma arbitraria — e sem qualquer critério ou justificagdo razodvel —uma dada
funcdo matematica a uma dada grandeza. Proceder dessa forma é transmitir aos alunos
uma visao deturpada de como se pode, de facto, aplicar corretamente a Matematica ao
mundo real. Por exemplo, a funcdo exponencial é especialmente indicada para mode-
lar o decaimento de uma substancia radioativa ou o crescimento de uma populacao de
bactérias porque, em ambas as situacgdes, a andlise do fendmeno em estudo permite
concluir que a taxa de variacao da grandeza observada pode ser considerada, dentro de
certas condicdes, proporcional a quantidade que estd num dado momento presente numa
amostra, o que se traduz, ao utilizar-se um modelo baseado em fungdes diferencidveis,
pela proporcionalidade entre a fungdo que representa o fendmeno e a respetiva derivada.
Uma tal justificacdo encontra-se explicitamente prevista no Programa.

De forma andloga prevé-se, no 12?9 ano, o tratamento de situagdes em que uma fungao
é proporcional, com constante de proporcionalidade negativa, a respetiva derivada de
segunda ordem. E desta forma possivel justificar a utilizacdo de funcdes trigonométricas
na modelacdo de alguns sistemas que exibem comportamento oscilatério. Em particu-
lar, é proposto estudar, neste contexto, a forma como a segunda Lei de Newton e a Lei
de Hooke permitem deduzir que certos sistemas envolvendo massas atuadas por molas
apresentam um comportamento de oscilador harmanico.
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3 - 0BJETIVOS

Os objetivos que traduzem os desempenhos fundamentais que os alunos deverao evi-
denciar ao longo do Ensino Secunddrio sdo explicitados por verbos a que se atribuem
significados especificos e que servem de base a leitura dos descritores elencados nas
Metas Curriculares.

Requerem-se assim os seguintes cinco desempenhos, com o sentido que se descreve:

(1) Identificar/Designar/Referir: O aluno deve utilizar corretamente a designacao re-
ferida, sabendo definir o conceito apresentado como se indica ou de forma equivalente.

(2) Reconhecer: O aluno deve apresentar uma argumentacao coerente ainda que
eventualmente mais informal do que a explicagao fornecida pelo professor. Deve, no
entanto, saber justificar isoladamente os diversos passos utilizados nessa explicagao.

(3) Saber: O aluno deve conhecer o resultado, mas sem que Lhe seja exigida qualquer
justificacao ou verificagdo concreta.

(4) Provar/Demonstrar: O aluno deve apresentar uma demonstragdo matematica
tao rigorosa quanto possivel.

(5) Justificar: O aluno deve justificar de forma simples o enunciado, evocando uma
propriedade j& conhecida.

No seu conjunto, e de modo integrado, estes desempenhos devem concorrer para
a aquisicao de conhecimentos, factos, conceitos e procedimentos, para a construgao e
desenvolvimento do raciocinio matematico, para a resolucdo de problemas em diversos
contextos, para uma comunicagao (oral e escrita) adequada e para uma visao da Mate-
matica como um todo articulado e coerente.

Conhecimento de factos, de conceitos e de procedimentos — O dominio de pro-
cedimentos padronizados devera ser objeto de particular atencdo no ensino desta dis-
ciplina. As rotinas e automatismos sédo essenciais a atividade matematica, uma vez que
permitem libertar a memdria de trabalho, de modo que esta se possa dedicar, com maior
exclusividade, a tarefas que exigem fungdes cognitivas superiores. Por outro lado per-
mitem determinar, a priori, que outra informacao se poderia obter sem esforgo a partir
dos dados de um problema, o que possibilita elaborar novas estratégias com vista a sua
resolugdo. A memorizagao de alguns factos tem igualmente um papel fundamental na
aprendizagem da Matematica, pelo que é incorreto opd-la @ compreensao: memoriza-
¢cao e compreensao, sendo complementares, reforcam-se mutuamente. Conhecer factos
elementares e enunciados de teoremas de memdria permite também poupar recursos
cognitivos que poderao ser direcionados para a execugao de tarefas mais complexas.
No TIMSS-Advanced, relativamente ao dominio cognitivo "Knowing", considera-se que
os factos e propriedades elementares constituem, em conjunto, a linguagem basica da
Matematica e a prépria fundagao do pensamento matematico, devendo o aluno ser capaz
de os recordar de forma automatica e sistematica. Relativamente aos procedimentos,
entende-se que: "Os procedimentos formam uma ponte entre os conhecimentos elemen-
tares e a utilizagdo da Matematica para a resolucdo de problemas rotineiros. Os alunos
devem ser eficientes e precisos na utilizagdo de uma variedade de procedimentos de
calculo e outras ferramentas. Devem saber que determinados procedimentos permitem
resolver categorias inteiras de problemas e ndo apenas problemas avulso."
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Raciocinio matematico — O raciocinio matematico é por exceléncia o raciocinio
hipotético-dedutivo, embora o raciocinio indutivo desempenhe também um papel fun-
damental na atividade matematica, uma vez que preside a formulacdo de conjeturas.
Os alunos devem ser capazes de estabelecer conjeturas, em alguns casos, apds a analise
de um conjunto de situagdes particulares, nomeadamente pela exploragao das poten-
cialidades dos recursos tecnoldgicos. O TIMSS-Advanced, no capitulo dedicado a capa-
cidade cognitiva "Reasoning”, estabelece também que os alunos devem ser capazes de
utilizar a intuicdo e o raciocinio indutivo baseado em padrdes e em regularidades com
vista a resolucdo de problemas nao rotineiros, frisando que estes problemas exigem re-
cursos cognitivos acima dos necessarios a resolucdo de problemas rotineiros, ainda que
a respetiva resolucao esteja dependente de conhecimentos e capacidades previamente
adquiridas. No entanto (e tal como também se encontra cuidadosamente explicitado no
TIMSS-Advanced), os alunos deverao saber que o raciocinio indutivo ndo é apropriado
para justificar propriedades e, contrariamente ao raciocinio dedutivo, pode levar a conclu-
sodes erradas a partir de hipoteses verdadeiras, razao pela qual as conjeturas formuladas
mas nao demonstradas tém um interesse limitado, devendo os alunos ser alertados para
este facto e incentivados a justifica-las a posteriori.

Os desempenhos requeridos para o cumprimento dos descritores preveem que 0s
alunos da disciplina de Matematica A consigam, no final do Ensino Secundario, elaborar
algumas demonstracdes com seguranca.

Resolucao de problemas - A resolugdo de problemas envolve, da parte dos alunos,
a leitura e interpretagdo de enunciados, a mobilizagdo de conhecimentos de factos, de
conceitos e de relagdes, a selegdo e aplicagao adequada de regras e procedimentos, pre-
viamente estudados e treinados, a revisao, sempre que necessaria, da estratégia preconi-
zada e a interpretacdo dos resultados finais. Este ponto é reforgado no TIMSS-Advanced,
a propdsito do dominio cognitivo "Applying". Considera-se, a propdsito da resolugdo de
problemas, que os alunos devem "aplicar conhecimentos de factos matematicos, capaci-
dades, procedimentos e conceitos para criar representacoes e resolver problemas"”. Faz-
-se ainda notar que "embora a respetiva dificuldade possa variar, os problemas a resolver
no ambito deste dominio cognitivo envolvem essencialmente a capacidade de selecionar
e aplicar procedimentos previamente estudados".

Assim, a resolugdo de problemas nao deve confundir-se com atividades vagas de ex-
ploracdo e de descoberta que, podendo constituir estratégias de motivagao, ndo se reve-
lam adequadas a concretizacao efetiva de uma finalidade tao exigente.

Nos enunciados de exercicios e problemas deve ter-se em conta a conveniéncia de
uma progressiva utilizagao das técnicas e principios que vao sendo adquiridos, procu-
rando-se um equilibrio entre a adequagado das questdes propostas a essa aquisigdo pro-
gressiva e uma ilustragado, nem sempre possivel, de situagdes inteiramente inspiradas
na vida corrente. Desta maneira, pode ser conveniente, em diversas situacdes, propor
problemas descrevendo situagdes que nédo traduzam de modo plenamente realista as-
petos da experiéncia quotidiana dos alunos, mas que sejam particularmente adaptados
aos objetivos do ensino de determinadas matérias.
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Comunicagao matematica - A capacidade de compreender os enunciados dos pro-
blemas matematicos e de identificar as questoes que levantam pode ser desenvolvida
através da sua explicitacdo e explicacdo, bem como da discussao de estratégias que
conduzam a sua resolucdo. Os alunos devem, pois, ser incentivados a expor as suas ideias
de modo claro, conciso e coerente, a comentar as afirmagdes dos seus colegas e do pro-
fessor e a colocar as suas duvidas. Sendo igualmente a redagao escrita parte integrante
da atividade matematica, devem também ser incentivados a redigir convenientemente as
respostas, explicando de forma adequada o raciocinio e apresentando as suas conclusdes
de forma clara, escrevendo em portugués correto e evitando uma utilizagao inapropriada
de simbolos matematicos como abreviaturas estenograficas.

Histéria da Matematica - A Histdria da Matematica é um tema que estd contem-
plado explicitamente em alguns descritores das Metas. Os professores deverao, ndo ape-
nas nesses casos mas também a proposito de outros temas que para o efeito se revelem
particularmente adequados, enquadrar de um ponto de vista histérico os contetdos abor-
dados. Tal atividade, para além de ilustrar a forma como a Matematica foi construida ao
longo dos tempos, permite ainda, ndo sé uma maior motivacdo para a aprendizagem,
como, em muitos casos, também proporciona uma melhor compreensao dos proprios
conceitos. Por outro lado, a interagdo da Matematica com outras dreas do conhecimento
como a Astronomia, a Fisica, a Biologia ou a Economia constituiu um dos motores essen-
ciais a evolugado global das ciéncias, incluindo a prépria Matematica, pelo que o conhe-
cimento histdrico dessa interagéo é um fator essencial para uma compreensdo mais pro-
funda do pensamento cientifico.
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4 - CONTEUDOS

Em cada ano de escolaridade, os contelddos encontram-se organizados por dominios.
A articulagdo entre os dominios de contelidos e o0s objetivos acima referidos — que cons-
tituem o conjunto de desempenhos que os alunos devem evidenciar — estd materializada
nas Metas Curriculares.

Nos quadros seguintes apresentam-se os conteldos a lecionar e sugere-se, a titulo
nao prescritivo, 0 nimero de tempos letivos que podera ser dedicado a cada um dos
dominios, incluindo-se nesse nimero as aulas dedicadas a avaliacdo. Atendendo a auto-
nomia atualmente conferida as escolas no que se refere a duragao dos tempos letivos,
esclarece-se que, nessas sugestodes, se considerou, como unidade, o tempo letivo de 45
minutos.

12AN0

No 12? ano, os dominios de contetdos sao sete:
+ Célculo Combinatdrio (CC)
* Probabilidades (PRB)
+ Fungdes Reais de Variavel Real (FRVR)
« Trigonometria e Fungdes Trigonométricas (TRI)
+ Fungdes Exponenciais e Fungdes Logaritmicas (FEL)
+ Primitivas e Calculo Integral (PCI)

* Numeros Complexos (NC)

O Cdlculo Combinatdrio é a drea da Matematica dedicada a realizacao eficiente de
contagens. Comeca-se por estabelecer algumas propriedades das operagoes sobre con-
juntos e, em seguida, estudam-se progressivamente arranjos, com ou sem repeticao, per-
mutacdes e combinacdes, o que permite, em situacdes muito distintas, efetuar contagens
de forma expedita. E igualmente introduzido o binémio de Newton e o tridngulo de Pascal,
deduzindo-se algumas propriedades dos coeficientes binomiais.

Apds uma primeira abordagem mais restritiva elaborada no 9° ano, pretende-se agora,
no dominio Probabilidades, estudar de um modo mais geral a nogdo de probabilidade,
comecando por se introduzir a nogao de funcao de probabilidade definida no conjunto das
partes de um conjunto finito, da qual a lei dita de Laplace — estudada no Ensino Bésico
— é um caso particular, relacionado com situagdes de equiprobabilidade. E igualmente
abordada a nocao de probabilidade condicionada e de independéncia de acontecimentos,
apresentando-se em particular o Teorema da probabilidade total.

No dominio Funcdes Reais de Varidvel Real, completa-se o estudo dos limites de su-
cessoes e de funcdes. Continua-se ainda o estudo das fungdes continuas e das funcdes
diferenciaveis, enunciando-se, em particular, o Teorema de Weierstrass e o Teorema dos
valores intermédios (ou de Bolzano-Cauchy). Relaciona-se também o sinal da derivada
de segunda ordem de uma funcdo com o sentido da concavidade do respetivo gréfico,
aproveitando-se para, no contexto da cinematica do ponto, interpretar a derivada de se-
gunda ordem das fungdes posigdo como uma aceleragdo. Aborda-se a questdo da utili-
zacdo das calculadoras gréficas, em particular para a obtencao de valores aproximados
de solugbes de equagbes envolvendo fungdes reais de varidvel real, aproveitando-se os
conhecimentos adquiridos acerca do estudo analitico de fungbes para justificar a validade
de determinados procedimentos e analisar criticamente os diversos usos que podem ser
feitos deste tipo de tecnologias neste contexto.
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O dominio Trigonometria e Fungbes Trigonométricas, no 12° ano, é dedicado ao calculo
das derivadas das fungdes seno e cosseno, apds o estabelecimento de algumas férmu-
las trigonométricas. E a oportunidade ideal para se introduzir o estudo dos osciladores
harmanicos, analisando-se uma equacao diferencial caracteristica que rege o respetivo
comportamento e verificando-se que, em particular, uma tal equagao pode ser deduzida
da Lei de Hooke, desde que se admita a Relacdo Fundamental da Dindmica, o que permite
evidenciar o carater de oscilador harmonico de uma mola ndo submetida a atrito.

No dominio Fungées Exponenciais e Funcdes Logaritmicas comega-se pelo estudo do
calculo de juros compostos, com o intuito de introduzir o nimero de Neper. Estudam-
-se em seguida, de forma sistematica, as propriedades da funcdo f(x) = a* definida
no conjunto dos nimeros racionais (onde a > 0), argumentando-se, com determinadas
passagens ao limite, e admitindo alguns resultados intuitivos, mas de demonstragdo mais
delicada, que esta funcao se pode estender ao conjunto dos ndmeros reais mantendo, no
essencial, as mesmas propriedades algébricas. Propde-se depois o calculo da derivada da

et —1

funcao exponencial, partindo do limite 1)1_1)1(} = 1, que é admitido, embora se abordem

X
algumas propriedades de aproximacao sequencial da exponencial que podem ser utili-

zadas na respetiva justificacdo. As fungdes logaritmicas sao introduzidas como funcgdes
inversas das fungbes exponenciais, tomadas como bijegdes sobre os respetivos contrado-
minios, ja que se demonstra tratar-se de fungdes injetivas. Esta abordagem permite es-
tabelecer facilmente, a partir das propriedades conhecidas das funcdes exponenciais, as
propriedades algébricas e analiticas das fungdes logaritmicas. Aborda-se ainda o célculo
de alguns limites que comparam o crescimento das funcdes polinomiais, exponenciais e
logaritmicas e que os alunos devem conhecer.

De forma andloga ao caso dos osciladores harmadnicos, também o estudo de certas
equagdes diferenciais lineares de primeira ordem permite justificar a utilizagao de fun-
cOes exponenciais na modelagdo de inumeros fendmenos, como a evolugdo de algumas
populagdes, da temperatura de determinados sistemas ou o decaimento de uma subs-
tancia radioativa.

Considera-se relevante que os alunos terminem o Ensino Secundario com algumas
nocdes, ainda que nao inteiramente formalizadas, de Calculo Integral, j& que, em certo
sentido, se trata de um complemento essencial do Calculo Diferencial. Poderdo dessa
forma construir uma visdo mais unificada e abrangente da Andlise elementar. E nesse
espirito que foi concebido o dominio Primitivas e Cdlculo Integral. Apds a introdugdo da
definigdo de primitiva de uma fungao e do estudo de algumas das respetivas propriedades
imediatas, é abordada a nogdo de integral de uma funcao continua e ndo negativa num
intervalo limitado, de forma intuitiva e visual, recorrendo a nogao de area e, utilizando-se
propriedades elementares admitidas para esta nogdo, demonstra-se o Teorema funda-
mental do calculo e a formula de Barrow. A definicdo é posteriormente estendida as
funcgdes continuas que alternam de sinal um ndmero finito de vezes, bem como os referi-
dos resultados fundamentais. Neste dominio sdo, de modo geral, estudadas as principais
propriedades dos integrais definidos e analisadas algumas técnicas de primitivagao e de
integracao.
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Finalmente, no dominio Numeros Complexos, apresenta-se a motivacgao histdrica para
a introdugdo dos nimeros imagindrios, relacionada com a formula de Cardano para a
resolucdo de equacgdes do terceiro grau. Introduz-se em seguida o corpo dos nimeros
complexos, tendo-se optado por efetuar uma construcao algébrica que consiste em munir
o conjunto R* da operacgéo de adigdo usual e de uma multiplicagéo adequada. Comeca-se
por motivar estas definicdes, estabelecendo-se previamente determinadas propriedades
gue resultam necessariamente das caracteristicas que se pretende atribuir aos nimeros
complexos, em particular a existéncia de um nimero cujo quadrado é igual a-1. Trata-se
de uma construgdo concreta que pretende evitar algumas das reticéncias evidenciadas
geralmente pelos alunos quanto a “verdadeira existéncia” dos nimeros imaginarios e
gue esta estreitamente relacionada com o habitual conceito de “plano complexo”. Apds a
andlise das propriedades operatdrias dos nimeros complexos, é estudado em pormenor
0 grupo multiplicativo dos complexos de mddulo 1, estabelecendo-se assim uma base
sdlida para a representacdo dos nimeros complexos na forma trigonomeétrica e, poste-
riormente, para a radiciagdo complexa. E ainda estudada a representacdo complexa de
algumas transformacdes do plano, como rotacoes, reflexdes, translagdes e homotetias,
e aproveitam-se as férmulas de De Moivre para linearizar polindmios trigonométricos,
0 que permite estabelecer rapidamente diversas formulas de trigonometria e primitivar
algumas funcoes.

A Expoente™ - Dossié do Professor 1



's205uny ap 9pEepPINUIIUOI B 8 S90dUN} P 8 S90SSIINS P Sa3IWI] 3P 01NIED 0 eled oedesedwod ap SeW.103} SO OPUBAI0AUS Sewdlqold ap oednjosay —
'SSEJ]SJ8I9/\ 9P BWSI03] —

‘(Ayonep-ouez)og) SoIpaWIaIU| SSI0)EA SOP BUWSI03] —

"]eaJ 19ABLIBA 9P S[EaJ S90duny ap S8}l JeuiwJalap eted sepelpenbus sagduny sep ews.093 op 8 oedeledwod ap Sewaloa} Sop oedeznin -
‘sepeJpenbua sagduny sep ewa.oa] —

'S3}IWII SOAIIadSal SO 8 Sa0duny 843U Sapepienbisap OpPusAI0AUS 0edeledw0d ap SEWSJ03] —

‘'sepeJpenbua $805Sa9Ns Sep BUWAI09] 8 S905S99Ns eJded oedeledwod ap Sewalos| —

SpEpINUIUO0D 3 S3}WIT CTAIANA

sejne ¢

"|E101 apepI)igeqo.ld ep ewaI0a} 0 8 Sa1UaPUAdapU] SOIUBLIIDBIUOIE 'BPRUOIDIPUOD apepl)igeqo.ld opuaAoAus sewalqold ap 0ednjosay —
"|e103 apepiigeqo.d ep ewaiod| —
'S91uapuUadapul SOJUBWIIBIUODY —
"EPEUOIOIPUOD 3pEpIIqeqoid —
EPEUOIOIPU0 3pEpIiqeqold

‘apepiyigeqo.d ap oeduny ep sapepalidoud ap opniss o 8 apepljigeqo.d ap sodedsa opuanjoaus sewalqo.ad ap oednjosay —

'S3JEIUBWIAYS SOIUBLUIDAUOIE ap apepljigeqoldinba ap sagdeniis wa sapepijigeqold ap oedeulw.alap e OPUSAI0AUS sewdlqodd ap oednjosay —

‘apepljigeqo.d ep BjuUOJoUOW {SO0JUBWIDBIUOJE SP OBIUN BP 8 BSUSJ4IP Bp apepljigeqo.d ‘olieJ3uod o3uawda3uode op apepljigeqo.d :sapephjigeqo.d sep sapepalidold —
‘goe)de] ap esbal o

s1aAeA04dINba S03UBWIDBIUOIE ‘SOLIBJIU0D SOIUALLIDIUOIE ‘SI9AJ}EdWOIU] SOJUBLID9IUOIE (03S0dW0d 8 JEIUALIDYS ‘03439 1aAJSSOdW 03USLI09IU0DY —

‘sapepi)igeqo.id ap odedsas ‘ojuly es3sowe odedss wn ap sayied sep 0junfuod ou apepl)iqeqold —

apepijigeqoud ap sodeds3y 21add

sejne gz

"UOIMBN 3P OIWOUI] O 3 1B3SEd ap 01nBUELI} 0 OPUBAI0AUS Sewa1gold ap 0ednjosay —
'0e3NJ3Su0d 8 oedjulyep eased ap ojnbuel] —
"UO}IMBN 3P OlWOUIC Op BINWLIOH —

UOIMaN ap olwoulq 3 jeased ap ojnbuent|

'sagdeulquiod 8 sofuelle ‘suabeund ‘sojunfuod ap SieulpJed OPUBA|0AUS Sewalgo.d ap oedn|osay —
's90deulquiod ‘U Jeulped ap 03uNfuod Wn ap sojuawa)a d ap soaunfuodgns ap oJawnN —
‘oednadal was soluedy —
"0AI}EABU OBU 0J[33U] 0JBWINU WN 3p 1eli0}e) :Sa0deinulisad —
"0}{Ul} JBUIPJED P 03UN[UOD WN 8p SO3UN[UOIGNS 9P 0JBWNN —
‘oednadal wod soluely —
'SO}IuUl} SOUN[uOd 8p OuEelSa1Eed 03npo.d Op JeuIpJE] —
'sojun(sip sojunfuod ap oelun ep jeulpJed ‘sieulpled a sajualodinba sojunfuog —
0110)JBUIqUIOD 0)NJ]Ed Ok 0BdNpPOIUT

"0BlUN B 9]USWEeA}B]a.J OUEIS31JED 03NpO.Jd Op SPEPIAIINGLISIQ —

"oejun e oede)as wa oedastajul ep 8 0BISSISIUI B 0BSR)SI WS OEIUN EP SEAIINGLIISIP
sapepalido.ad 8 oedasiajul ep 8 oejun ep elouglodwapl Bp 8 83USAJIOSCE 0JUBLUS]S 3 0J3N3U 0JUBLISIS 9P BIOUIISIXD 9P ‘BAIIRIO0SSE ‘BAIIRINWOD Sapepalidold —
sojunfuod aiqos sagdeiado sep sapepaiidoid (A K]

S0AN4LNOJ 30 v1aavl

sene g1

Ny Expoente™ - Dossié do Professor

12



X —X

“1elouauodxa oeduny ep EpeALIap 8 ]?: 19ABI0U SHWIT —

u -

RNEERS T+ 18496 0w} 9P 0BSSBINS BpP 93}IWI) 0 W0 0ede)ad 9 2 elouauodxs oedun4 —

‘sapepalidoad seanadsal a » aseq ap sielouauodxa sagduny sep oediulap :)ead 0SED OB 0BSUIIXT —

‘seallgabie sapepalidold 8 Sajiwi ‘BpepInuIlud ‘elucjouow () < ») ‘ » = (x)/ oessaidxa ejad S|euoIOBJ SOJBWNU SOU eplulap oeduny ep sapepalidold —
siejouauodxa sagdun4

u

Jada ap oJawnu op oediulyep 8 sounf ap enujjuod oedezielded soysodwod soinf wod oedejal d T +1 | = “nyessb oway ap 0essaong —

's03s0dw09 soun opuanjoAua sewalgold ap oednjosay —

's03s0dw09 soJn ap 01no1e] —
1adaN ap oJawnu 3 soysodwod soinp

'SOJJUOWLIBY S9.I0PE|IOSO OPUSAI0AUS Sewa)qo.d ap oednjosay —
"9)00H 3P [3] B WO0D 8 UOIMBN 8P 19] Bpunbas e wod ogdejal ) ®— =,/ eullo} ep sieouaJayp segdenbs ap s89dn10s 0wod SodIUgWLIBY SBI0PER|IISO SO —
(0 #Dp)'p+0O+x9)3Iw 'p+ (0 +xq9)s00p 'p + (2 + xq)uisp Jod ajuswesl}eue sepiulap sagduny Sep opnisy —
"asey 9 elougnbauy ‘opojiad ‘oedesind ‘apnindwe :Soo1ugwIeY S3I0PEIASO —
sooluow ey Sa.Jope)1oso soe sagdeandy

‘seol1awouohiiy sagduny ap JiJed e Seplulyap Sagduny ap 0pnISa 0 OPUSAI0AUS Sewa)qo.d ap oednjosay —
'91uabue] 8 0UaSS09 ‘0UaS SaEduUN) SEP BpepIIqeIduaJdl(q —
X QX
%E: 19AB10U W7 —
‘oedeondnp ep @ eduaia}ip ep ‘BwWOS ep SedlI3awouohi} Se)NW.IO —
seolppwouobL) sagduny ap oedeloualsyiq

‘eo|jelb eJope)naies ewn opueziiin ()8 = (x)/ ew.o} ep sagdenba ap epewixoide 0ednj0sal B 0pusA|0AUS Sewdlqold ap 0ednosay —
‘oedeJa)ade ap sapepiun ap

seduepnuw o seauejuelsul Sa0dela)aoe 3 selpal S909e.I9199€ ‘SEaUBIUBISUI SOPEPIJ0]IA 8 SEIPIW SaPEPID0IaA ‘0edisod saoduny opuaA|oAus sewa)qoad ap 0ednjosay —

‘SI9ABIOUJB)IP S8QUN) OPUBAI0AUS OESEZIWIL0 9P Sewa)qold ap oedn)osay —
sewa)qo.d ap oednjosal e je1oualajip ojndjed op oedeandy

‘SIaABIouURIRYIP S80duny ap sepepalidold opuaAjoAus sewalqoad ap oednjosay —
‘SI9ABIOUBJR)IP S20duNy ap sodlyelb ap sopedely 8 opnis3 —
‘0edeJ9190E 9P EPIPaW ap SapEpIuUN ‘0edeIa)ade a eipaw oedela)ade :o0edisod oeduny ewn ap wWapJo epunfas ap epeALIap ep edljewsauld oedelaldiaiu] —
‘SIDABIOUS.IDJIP S8ZAA SENpP S805uny ap 0914846 Op SSPEPIABIUOD B OEXI)JUI 8P SO0 —
'S|B00] SOWaJ1Xa ap 0BdeII}1IUapP] 3 0913140 0jU0d WNU WaPJo epunbas ap epeAlIap ep 1eulS —
'oedUN} BLUN 8P WapJ0 epunbias ap epeAlaq —
oexa)jul ap sojuod 3 SOPEPIABOUOD SEP OPIIU3S ‘SOWIIIXd ‘wap.Jo epunbas ap epeAllag

sejne g%
¢1134d

sejhe gz
CIRL

13

Dossié do Professor

2.

A Expoente



'sa0duny ap oede.baul 8 oedeaniwiid e 8 ogdela)aoe 8 apeplooiaA ‘oedisod sagduny opusAjoAus Sewa)qo.d ap oednjosay —
'Senuauod sagduny ap oedeabajul e 8 oedeAiwlid B OPUSAI0AUS Sewa)qo.d ap 0edn|osay —
‘oue)d op sa0ifaJ ap eale ap Sepipall ap 0)NI)EI O OPUBAI0AUS SEW)qo.d ap 0EINI0SaY —

sewsdjqo.d ap oednjosay

‘ojujwop oe oede)aJ Wwa 1elbajul op SpEPIAINIPE ‘oplulyap 1el63a3ul Op BIUOIOUOW & 3PePIEaUIT —
‘MOJJeg ap e)nwLIO} 3 1edB6a3ul 01N212d 0P EJUBWEPUNS BLBI0S] —
"eafajul ap 010quiS op BaLI0ISIY WablLiQ —
"S9ZaA 9P O}UI) 0JSWNU WIN JEUIS 3P WEeUIs) e
anb senujju09 sagduny e 0BSUS}XS ‘0PEYIS) 8 OPEIWI] 01BAISIUI WNU SEAIHISOd 0BU NO SeAlzefau oeu Senujauod sagduny ap 1eabajul ap oedou ep eAljINIUl OBSIUS(Q —
1e4ab693ul 01n91E)

((x) 1) £(x),1 ewioy ep S903UNY B SEAIHWILE —

x ‘oedeAnjwrid ep apepleaul| —

XSO0 9 xUIS ‘2 _ﬂ ,ﬁ_ —'0N\Y 2 3 LX ‘T iB1OUJB)8 Bp S805uUN) 8P SEAIJIWLH —

"01eAJ33Ul WNU 0B3UN} EPEP BWN 3P SEARIWILId Sep eljiwe) :0]eAIs3ul Wnu 0BSuN) BwN ap BAIIWII —
SseAnjwld

M 2 ¥ '/y =,/ oedenba e opuanjonus ‘oedeande ap sews)qo.d ap oednjosay —
M 2 ¥ /¥y =,/ oedenbas ep sagdnios -
‘(eA1lBOIPEJ BIOUEISONS EWN 9P 03USWIEI3P OP NO BWSISIS Wn ap eJnjesadwsal ep ‘oedeindod ewn ap 0e3n10A8) 83ue)Sul OpeEP winu 9juasald ezapuedh ap
apepnuenb e jeuorolodoud ajuswepewixolde 9 oedeLieA ap exe} e[nd sezapuelb ap epipaw ep ojusweliodwod o eled ojapow ojuenbus 'y > ¥ ‘/y¥ =,/ oedenba vy -
siejouauodxa sojapop

‘S|aABI0U
sa1lwl @ seoligable sepepalidold seAnradsal se ‘seojwiliebo) @ sielouauodxa sagduny ap Ji3ded e sepiulyap sagduny ap 0pnISe 0 OPUSAI0AUS Sewa)qo.d ap oednjosay —
X wpex «R. oot X
@y wif 9 ) WIT saywIT —
seojwyliebo) o sielousuodxa sa0duny OPUBAIOAUD SIBABIOU SaHWIT

‘0 < x “1eas 0 ‘', x oeduny ep epeauaq —

‘0 < p‘ poedunj ep 8 sealwyebo) sagdun) sep sepeALd( —

‘sowlebo) sop seorigabie sapepalido.d 8 Sl ‘1euls ‘eluUOIOUO|A —

‘oueriadau owyliebo] @ 1ewiosp owilLebo) i aseq ap jelousuodxe oeduny ep esoudioas oedaliq ojuenbua | # v aseq ap ediwiebo) oedun —
seojwyiebo) seodung

sopnajuo)

S0dN3.INOJ 30 v13avl

sejne gg
ZTIod

(3u09)

[ANEE]

Ny Expoente™ - Dossié do Professor

14



"3JAIO| 9 9P SBINWLIO) SE 3 soxa)dwod

S0JaWNU 9P SEWISS-U Saz]ed ‘edl11awouchii} ewo) eAlladsal B ‘soxa)dwod soJawnu sop sealiawoab a seoligabie sepepalidoid opuaAjoaus sewajqold ap oednjosay —

sew?djqo.d ap oednjosay

'S|eaJ S931Us014909 ap neJb opunbas op solwounod ap ) we Sazjed i) 3 M N > U ‘4 = 2 Bwlo) ep saodenbs sep sa0dnjos -
s0x91dwo9 SoJaWnu ap SBWIS9-U Sazjey

"3JAIO|N 8 9P SeNULIOH —
'soxa1dwo9 soJswnu sop edlawouohly oedejuasaldal 8 0xa1dwod
oJawinu win ap ojuswnbie seal3awoal a seolgabie sapepalidod seanadsal a 'y S 9 (P)UIS? + (9)SOd = 2 EX31dW0D 1B[OUBUOUXS B T 01NPOW 3p Sox31dwog —
soxa1dwod soJawnu sop esljdwouobLi) ew.io} o exajdwood jerouauodxy

*SOX21dW09 SoJaWNU ap 83UaI00Nb 3 01NU 0BU 0X81dW0D 04BWNU WN 3P 0SIBAU| —
s0xa)dwod soJawnu ap ajualooNY

'seol1awoab o sealgabie sapepalidosd (0xa)dwod 0Jawnu Wn ap O)NPOIA —
‘29 2ap
oeduny wa 2 0xa1dwod oJawnu wn ap eleulbew aied ep o 1ead a14ed ep oessaldxa ‘Sealawoab a sealgabie sapepalidoad ioxa1dwod osawnu wn ap opebnfuoy —
soxa)dwod sosawnu sop ojnpow 8 opebnfuod oxa)dwoy

"0x31dw09 0JaWNU Wn ap oxije ojuod ‘oleulbew a
188J SOXI9 SO 8 0x31dwo9 oue)d 0 ‘soxa)dwod sosswnu sop eleulbew aed 8 1ead 81Jed ¥ > ¢ ‘D ‘g1 + v = 2 ewJoj eu Soxa1dwod sousuwnu sop oedejuasaiday —
(1'0) = 1eueubew spepiun e i) sp 01unfuoogns ojuenbus 3 -

's90JeJado Sse1sap opiunwi Yy 03uenbus ‘) soxa1dwod sosswnu sop 0d10d op 0g31uLSp 'SOIINBU SOJUBWISTS SOAIIRdSaI 3 (e a3uswenne)al x ap apepIANgLISIp
‘9PEPIAIIBINWOD ‘BPEPIAIBID0SSE & ¥ WS SBPIUYSP (99 + pv ‘pg — ov) = (P 2) X (9 ') 8 (P + g '2 + 1) = (P '2) + (9 ') segdeJado sep sapeparidoid —
'soxa1dw o9 soJawnu ap 03npoJd 8 ewos ap sagdelado sep 8 soxa)duwod soiswnu sop oediulap ep 0eSeAIOA —
'Soxa1dwo9 SoJauwnu Sop eaLI01SIYy Wablio B 3 OUEPJE] 3P BINWIOL \/ —

soxa)dwod sosawnu soe oednposjut

sejhe gz
CION

15

A Expoente™ - Dossié do Professor



5 - NIVEIS DE DESEMPENHO

Os descritores especificados na tabela seguinte, que dizem respeito a propriedades
gue os alunos devem reconhecer, a procedimentos que devem efetuar ou a proble-
mas que devem resolver, foram assinalados, nas Metas Curriculares, com o simbolo
"+". Para estes descritores especificaram-se, no Caderno de Apoio, diferentes niveis de
desempenho, materializados em exemplos de complexidade variada que poderao ser pro-
postos aos alunos. Os exemplos que no Caderno de Apoio se encontram assinalados com
um ou dois asteriscos correspondem a desempenhos progressivamente mais avangados
gue nao serdo exigiveis a totalidade dos alunos, estando os restantes associados a um
desempenho considerado regular. Pretende-se assim estabelecer, para estes descritores,
um referencial que permita ao professor apreender o grau de exigéncia requerido.

Ano de !

127 ano CC122.4,2.5,28,210,3.3,3.4,4.1, 4.2, 43.
PRB12 3.1, 3.2,3.3.
FRVR1231,651, 5.2, 53 54,55.
TRI1211,12 21, 41, 4.2
FEL12 4.3,6.1,6.2, 6.3, 6.4.
PCI121.7,31,32 33.
NC1213, 4.3,51,6.1,6.2, 6.3 6.4,6.5 6.6.

Por outro lado, alguns descritores (CC12 2.3; FRVR12 4.3, 4.4; FEL12 1.4, 2.1, 2.2, 2.3,
3.11, 4.1), relativos a propriedades que os alunos devem provar, encontram-se igualmente
assinalados, nas Metas Curriculares, com o simbolo "+". Entende-se, neste caso, que
embora todos os alunos devam conhecer o resultado em causa e saber aplicé-lo, a ela-
boracao da respetiva demonstracao é facultativa, ndo sendo portanto exigivel aos alunos.
Finalmente, nos dominios FRVR12, CC12, PRB12 e FEL12 encontram-se assinalados com
o simbolo "#" alguns descritores relativos a conjuntos de demonstragdes muito seme-
lhantes entre si, ficando ao critério do professor quais devem ser tratadas como exemplo.
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6 - INDICAGOES METODOLOGICAS

Tendo em consideracdo, tal como para os niveis de desempenho, as circunstancias
de ensino (e, de modo muito particular, as caracteristicas das turmas e dos alunos), as
escolas e os professores devem decidir quais as metodologias e os recursos mais ade-
guados para auxiliar os seus alunos a alcancar os desempenhos definidos nas Metas
Curriculares.

A experiéncia acumulada das escolas e dos professores constitui um elemento fun-
damental no sucesso de qualquer projeto educativo, ndo se pretendendo, por isso, es-
partilhar e diminuir a sua liberdade pedagdgica nem condicionar a sua pratica letiva.
Pelo contrario, o presente Programa reconhece e valoriza a autonomia das escolas e dos
professores, ndo impondo portanto metodologias especificas.

Sem constituir ingeréncia no seu trabalho, nota-se, contudo, que a aprendizagem ma-
tematica é estruturada em patamares de crescente complexidade, pelo que na pratica
letiva deverd ter-se em atengdo a progressao dos alunos, sendo muito importante pro-
ceder-se a revisdes frequentes de conteldos ja lecionados com vista a sua consolidagao,
incluindo alguns ja conhecidos do Ensino Bésico.

Utilizacao da tecnologia

As salas de aulas estado, em geral, dotadas de determinados equipamentos que po-
dem constituir uma mais-valia para a pratica letiva. A tecnologia no Ensino Secundario
deve, portanto, ser aproveitada para ajudar os alunos a compreender certos conteldos e
relagdes matematicas e para o exercicio de certos procedimentos; essa utilizagao deve,
no entanto, ser criteriosa, ja que, caso contrario, pode condicionar e comprometer grave-
mente a aprendizagem e a avaliagao.

Os professores e os alunos tém ao seu dispor, por exemplo, um vasto conjunto de re-
cursos que facilitam o calculo, as representacdes geométricas e a representacao grafica
de fungbes, mas importa que os alunos adquiram capacidade critica para reconhecer as
situagdes em que a tecnologia ndao permite sé por si justificar a adequagao dos resultados
encontradas ao problema proposto ou ilustrar devidamente os conceitos e procedimentos
matematicos envolvidos.

A utilizagao da tecnologia nao pode, pois, substituir a compreensao conceptual, a pro-
ficiéncia no célculo e a capacidade de resolver problemas. Assim, os alunos devem do-
minar procedimentos como operar com polindmios, efetuar representacdes de graficos
de funcodes, resolver equagdes, calcular limites e derivadas sem necessitarem de utilizar
recursos tecnoldgicos (calculadoras, computadores, etc.) que substituam algumas das
capacidades matematicas inerentes a esses procedimentos. Apenas a memorizacgao e a
compreensao cumulativa de conceitos, técnicas e relagdes matematicas permitem alcan-
car conhecimentos progressivamente mais complexos e resolver problemas progressi-
vamente mais exigentes.
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Em particular o professor deve alertar os alunos para as limitagdes das calculadoras
e computadores, sublinhando sempre a importancia de relacionar quer as representa-
¢Oes graficas observadas, quer os valores encontrados, com o conhecimento tedrico que
permite atribuir o devido significado a essas representagdes e valores. E um erro grave,
por exemplo, pensar que a simples consideracao de resultados obtidos através de uma
calculadora permite verificar se um numero é irracional (ja que esta apenas apresenta
uma aproximacao de um dado ndmero como dizima finita até determinada ordem), con-
cluir que uma funcao definida numa infinidade de pontos é mondtona (teria de calcular-se
o valor da fungdo em cada ponto do respetivo dominio, e ndo apenas num subconjunto
finito do mesmo, que é o que na realidade qualquer calculadora faz, alids em geral ape-
nas com determinado grau de aproximacgao), se uma sucessdo € convergente, ou, de
maneira geral, deduzir qualquer propriedade do grafico de uma fungao que necessite do
conhecimento dos valores da fungdo numa infinidade de pontos do dominio (continuidade,
diferenciabilidade, limites, assintotas, resultados positivos de concavidade e monotonia,
extremos, etc.). No entanto, o conhecimento prévio de propriedades analiticas de uma
funcdo ou fungdes pode, em muitos casos, permitir uma utilizagdo adequada das po-
tencialidades da calculadora para visualizar partes particularmente interessantes dos
respetivos graficos, obter valores aproximados de solucdes de equagdes, de extremos e
pontos de extremo, etc. As propriedades que, em cada caso, serd necessario estabelecer
antes de se poderem extrair conclusdes justificadas a partir do que se observa na calcu-
ladora ou computador dependem, evidentemente, da questdo que se pretende resolver,
podendo mesmo resumir-se, em certos casos, a simples continuidade; apenas em casos
em que o conhecimento de um ndmero finito de pontos do gréafico permite extrair alguma
conclusdo segura (situagdes de inexisténcia de monotonia ou de sentido determinado de
concavidade em determinado intervalo, por exemplo) é possivel praticamente prescindir
de um conhecimento prévio de alguma propriedade analitica da fungdo em estudo.

Como é evidente, a calculadora grafica pode sempre ser utilizada para ilustrar proprie-
dades de graficos de fungbes adequadamente escolhidas pelo professor, ou para que o
aluno teste o resultado de variagdes de parametros em classes de fungdes de que ja te-
nha algum conhecimento tedrico e, de maneira geral, para uma abordagem experimental
ao estudo de fungdes, desde que devidamente controlada e acompanhada de uma anélise
critica da validade de conjeturas que essas experiéncias possam induzir.

Neste sentido, considera-se que no Ensino Secundario a tecnologia, e mais especifi-
camente a calculadora gréfica, deve ser utilizada em sala de aula e consequentemente
em certos instrumentos de avaliagao (na resolugao de problemas requerendo calculos
de valores aproximados de solugdes de determinado tipo de equactes ou de fungdes
envolvendo, por exemplo, razdes trigonométricas, logaritmos, ou exponenciais) mas que
se deve evitar a sua utilizagdo em outras provas de avaliagdo em gue os contetdos e ca-
pacidades envolvidas claramente o néo justifiquem ou mesmo o desaconselhem.
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7-AVALIACAO

O Decreto-Lei n? 139/2012, de 5 de julho, alterado pelo Decreto-Lei n? 91/2013 de 10
de julho, estabelece os principios orientadores da organizacao, da gestéo e do desenvol-
vimento dos curriculos do Ensino Bésico e do Ensino Secundario, bem como da avaliacao
dos conhecimentos adquiridos e das capacidades desenvolvidas pelos alunos do Ensino
Bésico ministradas em estabelecimentos escolares publicos, particulares e cooperativos.

Os conhecimentos a adquirir e as capacidades a desenvolver pelos alunos do En-
sino Secundario, na disciplina de Matematica A, tém como referéncia o programa dessa
disciplina e as respetivas Metas Curriculares definidas por ano de escolaridade. E este
documento que permitird cumprir a funcao de regulagdo do percurso de aprendizagem
gue a avaliagdo do desempenho dos alunos devera assumir.

Os resultados dos processos avaliativos (de carater nacional, de escola, de turma e de
aluno) devem contribuir para a orientacao cientifico-pedagdgica do ensino, para que se
possam superar, em tempo Util e de modo apropriado, dificuldades de aprendizagem iden-
tificadas e, simultaneamente, reforgar os progressos verificados. Todos estes propositos
devem ser concretizados recorrendo a uma avaliagao diversificada e frequente, contri-
buindo para que os alunos adquiram uma maior consciéncia do seu nivel de conhecimen-
tos e valorizem a avaliagdo como um processo promotor de melhores desempenhos.

A classificacao resultante da avaliacdo interna no final de cada periodo, guiada pelos
critérios de avaliacdo da disciplina de Matematica A definidos em cada agrupamento de
escolas/escola ndo agrupada, devera traduzir com fidelidade o nivel de desempenho do
aluno no que se refere ao cumprimento do programa e das respetivas Metas Curriculares.
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Metas Curriculares
Matematica A e

O presente documento descreve o conjunto das Metas Curriculares da disciplina de
Matematica A que os alunos devem atingir durante o 12° ano. Os objetivos gerais, com-
pletados por descritores mais precisos, encontram-se organizados por dominios e sub-
dominios, segundo a seguinte estrutura:

DOMINIO

Subdominio
1. Objetivo geral
1. Descritor

2. Descritor

Os diferentes descritores estéo redigidos de forma objetiva, numa linguagem rigorosa
destinada ao professor, devendo este selecionar uma estratégia de ensino adequada a
respetiva concretizagao, incluindo uma adaptacao da linguagem, sempre que seja neces-
sdria. O significado preciso de certos verbos com que se iniciam alguns descritores ("iden-
tificar", "designar", "referir", "representar”, "reconhecer”, "saber", "provar", "demonstrar",

"justificar") encontra-se definido no paragrafo intitulado "Leitura das Metas Curriculares”.

A pratica letiva obriga, naturalmente, a frequentes revisdes de objetivos gerais e des-
critores correspondentes a anos de escolaridade anteriores. Estes pré-requisitos ndo se
encontram explicitados no texto, devendo o professor identifica-los consoante a necessi-
dade, a pertinéncia e as caracteristicas préoprias de cada grupo de alunos.

Optou-se por formar uma sequéncia de objetivos gerais e de descritores, dentro de
cada subdominio, que corresponde a uma progressao de ensino adequada, podendo no
entanto optar-se por alternativas coerentes que cumpram os mesmos objetivos e respe-
tivos descritores. De um modo mais geral, as Metas Curriculares ndo devem ser enten-
didas como um sumario sequencial dos conteldos a lecionar, podendo em particular ser
proveitoso o tratamento em simultaneo de descritores pertencentes a objetivos gerais
ou mesmo a dominios distintos. Existem mesmo circunstancias em que se torna neces-
sario um tal procedimento; com efeito, a arrumacao dos tdpicos por dominios tematicos,
e simultaneamente respeitando dentro de cada dominio uma determinada progressao,
a isso pode levar, dada a prépria natureza e interligagdo dos conteldos e capacidades
matematicas.
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E também disponibilizado aos professores um Caderno de Apoio as presentes Metas

Curriculares contendo, em alguns casos, suportes tedricos aos objetivos e descritores,
bem como exemplos de concretizagao de alguns deles. Nesses documentos, os niveis de
desempenho esperados foram objeto de especificacao.

LEITURA DAS METAS CURRICULARES

"ldentificar"/"Designar"/"Referir"/ O aluno deve utilizar corretamente a desig-
nacao referida, sabendo definir o conceito apresentado como se indica ou de forma
equivalente.

"Reconhecer": O aluno deve apresentar uma argumentagdo coerente, ainda que
eventualmente mais informal do que a explicagdo fornecida pelo professor. Deve, no
entanto, saber justificar isoladamente os diversos passos utilizados nessa explicacao.

"Saber": O aluno deve conhecer o resultado, mas sem que lhe seja exigida qualquer
justificagao ou verificagao concreta.

"Provar"/"Demonstrar": O aluno deve apresentar uma demonstragdo matematica
tao rigorosa quanto possivel.

"Justificar": O aluno deve justificar de forma simples o enunciado, evocando uma
propriedade j& conhecida.

Certos descritores encontram-se assinalados com o simbolo "+".

+ Relativamente aos que correspondem a propriedades que os alunos devem reco-
nhecer, a procedimentos que devem efetuar ou a problemas que devem resolver,
especificou-se no Caderno de Apoio diferentes niveis de desempenho.

* Quanto aos relativos a propriedades que os alunos devem provar, entende-se que,
embora todos devam conhecer o resultado em causa e saber aplica-lo, a elaboragao
da respetiva demonstracao é facultativa, ndo sendo portanto exigivel aos alunos.

Por outro lado, certos grupos de descritores de um mesmo objetivo geral, relativos a

conjuntos de demonstragtes muito semelhantes entre si, encontram-se assinalados com
o simbolo "#", ficando ao critério do professor quais devem ser tratadas como exemplo.

22
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CALCULO COMBINATORIO CC12 "oL1-

PAGINAS

Introducao ao calculo combinatdrio
1. Conhecer propriedades das operacoes sobre conjuntos

1. #Provar, dados conjuntos A e B, que A C B se e somente se AN B=A e se e somente 10
:n
se AU B = B e gque o conjunto vazio estd contido em qualquer conjunto.

2. Justificar, dados subconjuntos A e B de um conjunto U, que A C B se e somente se 1
BCA :

3. #Provar, dados conjuntos A, B e C, que sao verdadeiras as igualdades (ANB) N C = n
=AN(BNC,ANB=BNA (ANB)UC=(AUC)N (BUC)eANA=A, bem :
como as que se obtém permutando em todas as ocorréncias os simbolos “N" e "U",

e designa-las respetivamente por “associatividade”, “comutatividade”, “distributivi-
dade” e “idempoténcia”.

4. #Provar, dado um conjunto U, que, para quaisquer subconjuntos Ae Bde U, AN B = n
=AUBeAUB=AN B, e designar estas igualdades por “Leis de De Morgan para :
conjuntos”.

5. Provar, dados conjuntos A,Be C,que (AUB)XC=(AXC)U (BxC)eque CX(AUB)= 12
=(CxA)U (CxB). :

2. Conhecer factos elementares da combinatoria

1. Saber, dados conjuntos A e B, que #A = #B se e somente se existir uma bijecdo de A 13
sobre B e nesse caso identificar os conjuntos A e B como “equipotentes”. '

2. Saber, dados conjuntos A e B tais que AN B =, que #(A U B) = #A + #B. 13

3. +Provar, dados conjuntos A e B de cardinais respetivamente iguaisan € Nea 14
m € N, que o cardinal do produto cartesiano A x B é igual a n x m. :

4. +Reconhecer que existem exatamente n” sequéncias de p € N elementos, néo 19
necessariamente distintos, escolhidos num conjunto de cardinal n € N, designar :
esse nuimero por “arranjos com repeticao de n elementos p a p” (“"A'p") e reconhe-
cer que, dados n objetos, existem exatamente "A'p formas distintas de efetuar p
extracdes sucessivas de um desses objetos, repondo o objeto escolhido apds cada
uma das extracodes.

5. +Designar, dado um conjunto E, por “conjunto das partes de E" o conjunto formado 22
pelos subconjuntos de E, representa-lo por $(E) e reconhecer que se E'tiver p € N :
elementos (#E = p) entdo P(E) tem 27 elementos (#P(E) = 2°).

6. Reconhecer que existem exatamente n x (n — 1) X (n — 2) x ... x 2 x 1 formas de 23
ordenar os elementos de um conjunto de cardinal n > 1, designar este niumero por :
“(ndmero de) permutagdes de n elementos” e representa-lo por “n!” (“n fatorial”).

7. Saber que, por convengao, 0! = 1, reconhecendo que esta definicdo é a Unica para a 23
gual a igualdade n! = n(n —1)! vale também paran=1. '

sequén- P27
(n=p)! L2
cias de p € N elementos distintos escolhidos num conjunto de n > p elementos,
designar este nimero por “(nimero de) arranjos (sem repeticdo) de n elementos
pap" (“”Ap") e reconhecer que, dados n objetos, existem exatamente ”AP formas
distintas de efetuar p extragbes sucessivas de um desses objetos, sem repor o ob-

jeto escolhido apds cada uma das extragoes.

8. +Reconhecer que existem exatamentenx (n—-1) X...x (n-p+1) =
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9. Justificar que um conjuntode n € N elementos tem exatamente —= =

"A n!

pt plln-p)
subconjuntos de p elementos (0 < p < n), e designar este nimero por “(nimero de)

combinagtes de n elementos p a p", reconhecendo que, dado n € N objetos, exis-

n

tem exatamente '” formas de escolher p (p < n) de entre eles e representar este
p' “ n
i i ” " n” n ’
nuamero por "Cp , por CZ ou por (p) , reconhecendo que se trata de um numero
natural.

10. +Simplificar expressdes envolvendo fatoriais, arranjos e combinacoes.

3. Conhecer o triéingulo de Pascal e o binémio de Newton

1. Justificar, dados nimeros naturais n e p, p < n, que 'c,="C_, de dois modos dis-

tintos: utilizando um célculo algébrico e um argumento combinatdrio.

2. Justificar, dado n € N, que E”Ck = 2" interpretando esta igualdade a luz do nu-

k=0
mero de subconjuntos de um conjunto de n elementos.

3. +Reconhecer, dados nimeros naturaisn e p, p<n, que "'C = "C +"C _ e uti-
p+l P p+l

lizar esta igualdade para construir, progressivamente, o “triangulo de Pascal”, no
qual figuram, na n-ésima linha, os numeros "C,"C,,"C,, ..., "C,_
ordem.

, € "C ,poresta

. +Reconhecer, dado n € N, a igualdade entre polindmios nas varidveis x e y,
n

(x+y)n =x" + nclxnflyl + nczxn72y2 + o+ nCn_lxlyn—l +yn — chkxn—kyk’ desig_
k=0

nando-a por “binédmio de Newton", e por esta raz3do, designar os nimeros ”Cp igual-
mente por “coeficientes binomiais”.

4. Resolver problemas

24

1. +Resolver problemas envolvendo operagdes sobre conjuntos e cardinais de con-

juntos.

2. +Resolver problemas de contagens envolvendo arranjos e combinacdes.

3. +Resolver problemas envolvendo o tridngulo de Pascal e o bindmio de Newton.
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Definicao de probabilidade
1. Definir espacos de probabilidade

1. Identificar, dado um conjunto finito E, uma “probabilidade no conjunto $(E) das 76
partes de E”" como uma fungdo P de dominio (E) e de valores ndo negativos tal :
gue P(E) =1 e, para A, B € P(E) disjuntos, P(A U B) = P(A) + P(B), designar, neste
contexto, o conjunto E por “espago amostral” ou “universo de resultados”, (E) por
“espago dos acontecimentos”, os respetivos elementos por “acontecimentos”, P(A),
para A € P(E), por “probabilidade do acontecimento A" e o terno (E, P (E), P) por (um
caso particular de) “espaco de probabilidade”.

2. Designar, dado um conjunto finito £ e uma probabilidade P no conjunto P(E), o 77
conjunto vazio & por “acontecimento impossivel”, o conjunto E por “acontecimento :
certo”, dois acontecimentos por “incompativeis” ou por “mutuamente exclusivos”
se forem disjuntos, por “complementares” ou por contrarios* se forem disjuntos e
a respetiva unido for igual a E e por “equiprovaveis” se tiverem a mesma probabi-
lidade.

3. Designar, dado um conjunto finito £, uma probabilidade P no conjunto (E) e um 77
acontecimento A C E, por “casos favoraveis a A" os elementos de A e por “casos :
possiveis” os elementos do espago amostral E.

4. Designar, dado um conjunto finito £ e uma probabilidade P no conjunto $(E), um 78
acontecimento A por “elementar” quando #4 =1 e por “composto” quando #A > 2. :

5. Justificar, dado um conjunto finito E, que a funcdo P de dominio #(E) definida por 78
VAEP(E), P(A)= z—g ¢ a Unica probabilidade em ¥ (E) tal que os acontecimentos :

elementares sao equiprovaveis e designar esta definicdo da funcéo de probabili-
dade por “definicao de Laplace”.

6. Provar, dado um conjunto finito E, uma probabilidade P no conjunto P(E) e um 87
acontecimento A € P(E), que P(A) =1 - P(A) e que P() = 0. :

7. Provar, dado um conjunto finito £, uma probabilidade P no conjunto $(E) e aconteci- 87
mentos A, B € P(E), que se A C B, P(B\A) = P(B) — P(A), justificando que P(A) < P(B), '

e designar este ultimo resultado por “monotonia da probabilidade”.
8. Justificar, dado um conjunto finito £ e uma probabilidade P no conjunto $(E), que 88
VAEP(E), P(A) € [0, 1]. :

9. Provar, dado um conjunto finito £, uma probabilidade P no conjunto ¥ (E) e aconte- 89

cimentos A, B € P(E), que P(A U B) = P(A) + P(B) - P(A N B). :

10. Saber que se podem considerar espagos amostrais E infinitos, podendo-se definir, | g
nessa situacao, uma fungao de probabilidade P cujas propriedades generalizam as
que caracterizam este conceito no caso em que E é finito, desde que se defina de
forma apropriada a classe de acontecimentos, subconjunto de $(E), que constitui
o dominio de p.
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2. Definir probabilidade condicionada

1.

*4,

*5.

Reconhecer, no quadro de uma experiéncia aleatdria em que o universo dos resul-
tados é finito, que, se se souber que um dado acontecimento B ocorreu, 0 niUmero
de casos possiveis da experiéncia aleatdria é #B e o nimero de casos favoraveis de
um acontecimento A é dado por #(A N B), e justificar que, se os acontecimentos ele-

mentares forem equiprovaveis, a probabilidade de ocorrer A sabendo que ocorreu
#ANB) P(ANB)

B éigual a = em que P representa a probabilidade no espaco
o # P(B)
inicial.

. Designar, dada uma probabilidade P e dois acontecimentos A e B, com P(B) # O,

por “probabilidade de A se B", por “probabilidade condicionada de A se B" ou por

“probabilidade de ocorrer A sabendo que ocorreu B" a quantidade PANB) e

representa-la por "P(AlB)". P(B)

. #Provar, dado um conjunto finito E, uma probabilidade P no conjunto P(E) e um

acontecimento B € P(E), com P(B) # 0, que a funcdo P, definida pela expressao
Pg(A)= P(AIB) é uma probabilidade em P(E).

Justificar, dada uma probabilidade P e dois acontecimentos A e B que P(A N B) =
= P(A)P(B) se e somente se P(B) = 0 ou P(B) # 0 e P(AIB) = P(A), e identificar os
acontecimentos A e B como “independentes” quando é verdadeira uma destas con-
dicdes equivalentes.

#Provar, dado um conjunto finito E, uma probabilidade P no conjunto P(E), NENe
uma particdo {E,, E,, ..., Ey} de E constituida por acontecimentos de probabilidade
nao nula, que para todo o acontecimento A C E, P(A) = P(A|E,)P(E; ) + P(A|E,)P(E,) +
+...+ P(AIEy)P(E)) e designar este resultado por “Teorema de probabilidade total".

3. Resolver problemas

1. +Resolver problemas envolvendo calculo combinatério e a determinagao de proba-

2,

3.

bilidades em situactes de equiprobabilidade de acontecimentos elementares.

+Resolver problemas envolvendo espacos de probabilidades e a determinacgéao de
propriedades da funcado de probabilidade.

+Resolver problemas envolvendo probabilidade condicionada, acontecimentos
independentes e o Teorema da probabilidade total.

* Os descritores 2.4 e 2.5 podem ser considerados facultativos, se ndo houver tempo para lecionar todos os conteu-
dos do 12? ano.
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FUNGOES REAIS DE VARIAVEL REAL FRVR12

Limites e continuidade

1. Utilizar teoremas de comparacdo e os teoremas das sucessoes e funcoes en-
quadradas

1. #Provar, dadas sucess@es convergentes (« ) e (v ), que se, a partir de certa ordem,
u <v entdolimu <limv.

2. #Provar, dadas sucessoes (u ) e (v ), que se, a partir de certa ordem, u <v e
limu = +co entdo limy = +eo.

3. #Provar, dadas sucessoes () e (v ), que se, a partir de certa ordem, u < v e
limvy =-coentdo limu =-co.

4. #Provar, dadas sucessoes (u ) e (v ) convergentes com o mesmo limite / e uma
sucessao (w ) tal que, a partir de certa ordem, u <w <v, que (w) é convergente
n n n n n
elimw =1/ e designar este resultado por “Teorema das sucessdes enquadradas’.

5. #Provar, dadas fungdes reais de variavel real fe g de dominio D e a € R um ponto
aderentea D que,separatodoox € D, f(x) = g(x) e limg(x) = +e (respetivamente

limg(x) = —eo), entdo Llim f(x) = +eo (respetivamente limg(x) = —) e estender este
;g;ultado ao caso de '[;;ites por valores superiores aaainferiores a a bem como ao
caso de limites em *oo,

6. #Provar, dado um ndmero real /, fungdes reais de variavel real f, ¢ e A de dominio
Dea e R, queselimg(x) =limh(x) = leseparatodoox € D, g(x) < f(x) < h(x),
entao E{ig;f(x) =, Aez_;a’tender é;tae resultado ao caso de limites por valores superio-

res ou inferiores a a bem como ao caso de limites em +oo, e designar este resultado
por “Teorema das funcdes enquadradas”.

2. Conhecer propriedades elementares das funcoes continuas

1. Saber, dada uma funcéo real de variavel real f continua num intervalo I = [a, b],
(a < b), que para qualquer valor k € R do intervalo de extremos f{a) e f(b) existe
c €Ital que f(c) = k e designar esta propriedade por “Teorema dos valores intermé-
dios” ou por “Teorema de Bolzano-Cauchy”.

2. Saber, dada uma funcéo real de variavel real f continua num intervalo [a, b], (a < b),
gue fadmite maximo e minimo absolutos e designar esta propriedade por “Teorema
de Weierstrass”.

3. Resolver problemas

1. +Resolver problemas envolvendo os teoremas de comparagao e das sucessoes e
funcdes enquadradas para o calculo de limites e o estudo da continuidade de fun-
¢Oes reais de variavel real.

*Derivadas de funcoes reais de variavel real

4. Relacionar a derivada de segunda ordem com o sentido da concavidade do
grdfico de uma funcéo e com a nocdo de aceleracéo

1. Designar, dada uma funcéo real de variavel real f diferenciavel num intervalo I tal
gue a funcao derivada f' é diferencidvel num ponto a € I, a derivada (f")'(a) por
“derivada de segunda ordem de fno ponto a” e representa-la por “f"'(a)".

* Caso ndo tenha abordado, no 117 ano, os descritores de FRVR 11 (7.11 e 7.12), devera fazé-lo neste momento.
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8.

. Identificar uma funcdo real de varidvel real f como “duas vezes diferencidvel” num

dado intervalo I se f"'(a) existir paratodooa € I.

. +Provar, dada uma fungao f duas vezes diferenciavel num intervalo I = ]a, b[, a < b,

e c € ]a, b| tal que f'(c) = 0, que se f"(c) > O (respetivamente f"(c) < 0) f admite um
minimo (respetivamente um maximo) local em c.

. +Provar, dada uma funcgéo f diferenciavel num intervalo I, que ftem a concavidade

voltada para cima (respetivamente voltada para baixo) em I se e somente se f' for
estritamente crescente (respetivamente estritamente decrescente) em I.

. Justificar, dada uma funcao f duas vezes diferencidvel num intervalo I de extremo

esquerdo a e extremo direito b, que se para todo o x € ]a, b[, f"'(x) > O (respetiva-
mente f"'(x) < 0), o gréfico da funcéo ftem a concavidade voltada para cima (respe-
tivamente voltada para baixo) no intervalo /.

. Justificar, dada uma fungéo f duas vezes diferenciadvel num intervalo 7, que se o

grafico da funcdo ftem a concavidade voltada para cima (respetivamente voltada
para baixo) no intervalo I entdo, paratodo o x €1, f"'(x) > 0 (respetivamente f"(x) < 0).

. Identificar, dada uma funcao f de dominio D, o ponto (c, fic)) onde ¢ € D, como

“ponto de inflexao do grafico de f' se existirem ndmeros reais a < ¢ e b > ¢ tais que
[a, b] C D e a concavidade do grafico de fno intervalo [a, ¢] tem sentido contrério a
concavidade do grafico de fno intervalo [c, b] e, nesse caso, referir que “o grafico de
ftem ponto de inflexdo em ¢".

Justificar, dada uma funcao f duas vezes diferenciavel num intervalo I, que se o
grafico de ftem ponto de inflexdo em c entdo f"(c) = 0.

. Identificar, fixado um instante 7, para origem das medidas de tempo, uma unidade

de tempo T, uma reta numérica r com unidade de comprimento L, um intervalo
I < R, ndo vazio nem reduzido a um ponto, dada a fungdo posigdo p de um ponto
P que se desloca na reta r durante o intervalo de tempo / e dois instantes #; < #, de
1, a "aceleracdo média de P no intervalo de tempo [#, #,] na unidade L/T?" como a
P()=Pn)

taxa média de variagdo de p'entre ¢, e 1,, .
t —
2 1

, e, parat €1, a“aceleragao

instantanea de P no instante # na unidade L/T%" como a derivada de segunda ordem
depemt.

5. Resolver problemas

1.
2,

+Resolver problemas envolvendo propriedades das funcdes diferenciaveis.

+Esbogar o grafico de fungdes definidas analiticamente comecgando por determinar
o respetivo dominio e, sempre que possivel, ao zeros, os intervalos de monotonia,
os extremos locais e absolutos, o sentido das concavidades, os pontos de inflexao
e as assintotas ao respetivo grafico.

. +Resolver problemas de otimizagao envolvendo fungdes diferenciaveis.

. +Resolver problemas envolvendo fungdes posicao, velocidades médias e velocida-

des instantaneas, aceleracdes médias e aceleragdes instantaneas e mudangas de
unidades de aceleragao.

. +Resolver problemas envolvendo a determinagéo de valores aproximados de so-

lugbes de equagdes da forma f(x) = g(x) (f e g fungbes continuas) utilizando uma
calculadora gréfica, em casos em que é possivel justificar, através da leitura das
informacdes fornecidas pela calculadora, que determinados valores coincidem, até
a casa decimal indicada, com solucdes da referida equacao, utilizando propriedades
conhecidas das fungdes continuas, como o Teorema dos valores intermédios, ou
outras propriedades analiticas das fungdes fe g, previamente estabelecidas.

* Caso ndo tenha abordado, no 11° ano, os descritores de FRVR 11 (6.1, 6.2 e 9.2), deveré fazé-lo neste momento.
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TRIGONOMETRIA E FUNGOES TRIGONOMETRICAS TRI12 s

Diferenciagao de fungoes trigonométricas
1. Estabelecer formulas de trigonometria

1. +Reconhecer, dados angulos a e 3 cuja soma é um angulo convexo, que cos(a + f3) = 87
= cos(a) cos(p) — sin(a) sin(p) e sin(a + B) = sin(at) cos(P) + cos(a) sin(f). :

2. +Reconhecer, dado um angulo o convexo de amplitude superior a de um angulo f3, 88
que cos(a— B) = cos(a) cos(p) + sin(a) sin(P) e sin(a — B) = sin(ar) cos(P) — cos(a) sin(f), '
onde o — 3 € um angulo cuja soma com {3 é igual a o.

3. Saber que, para todos os x, y € R, cos(xty) = cosxcosyFsinxsiny, sin(xty) = 89
=sinxcos y+cos x siny, estendendo-se assim as férmulas ja conhecidas envolvendo :
apenas medidas de amplitude de angulos geométricos convexos e justificar que
sin(2x) = 2sinx cos x € cos(2x) = cos?x — sin’x.

2. Calcular a derivada de funcoes trigonométricas

T . :
1. +Reconhecer que para todo o x € [0, E[ sinx < x < tanx e provar que i o3
: P94
i sSinx . P e . "
lim—— = 1, referindo este limite como “limite notavel".
x—0 X
2. Provar que as fungbes seno e cosseno sao diferencidveis e que para todo o i 99

x € R, sin'x = cosx e cos'x = —sinux.

3. Provar que a fungéo tangente é diferenciavel no respetivo dominio D, e que para {100

todoox € D, tan'x = 1 + tan’x =

CO 52 X
3. Relacionar osciladores harmonicos e a segunda lei de Newton

1. Designar por “oscilador harmdnico” um sistema constituido por um ponto que se nz
o . . H | £:]
desloca numa reta numérica em determinado intervalo de tempo 7, de tal forma que
a respetiva abcissa, como funcao de 7 € I, seja dada por uma expressao da forma
x(f) = Acos(wr + @), onde A >0, >0 e ¢ € [0, 2x[, designar estas constantes, respe-

tivamente, por “amplitude”, “pulsacado” e “fase”, justificar que a funcao x é periddica

de periodo T = 2n e designar f = % por “frequéncia” do oscilador harmdnico.
®

2. Esbocar o grafico de fungdes definidas por f(x) = asin(bx + ¢) + d, f(x) = acos(bx + ¢) +d n2
e f(x) = atan(bx + ¢) +d,onde a, b, ¢, dER, a, b = 0. :

*3. Saber, dado um ponto material P de massa m colocado na extremidade de uma 125
mola cuja outra extremidade se encontra fixa, que tomando por origem da reta :
numeérica em que P se desloca o respetivo ponto de equilibrio, a abcissa x(7) da
posicdo de P no instante ¢ satisfaz a equagao mx'(r) = —ox(z) (o > 0), interpretando o
termo —ouwx(f) como a forga exercida pela mola sobre P (“lei de Hooke"), designar a
igualdade desta forca com o produto da massa pela aceleragdo de P por (um caso
particular da) “segunda Lei de Newton" e resolver problemas envolvendo sistemas
massa-mola com estas caracteristicas.

* Os descritores 33 pode ser considerado facultativo, se ndo houver tempo para lecionar todos os contetidos do R
127 ano.
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125 | 4. Justificar, dado o > 0, que as funcdes definidas por uma expressao da forma
2 x(t) = Acos(\/at+ b), onde A e b sdo constantes reais, satisfazem a equacéao dife-
rencial x'" = —aw, saber que todas as solugdes desta equagao sdo dessa forma, e
reconhecer que um sistema constituido por uma mola e por um ponto material P
colocado na respetiva extremidade constitui um oscilador harmaénico.
4. Resolver problemas
134a153§ 1. +Resolver problemas envolvendo a utilizacdo de formulas trigonométricas, o es-
: tudo de funcdes definidas a partir de fungdes trigonométricas, a determinagao dos
_ respetivos intervalos de monotonia bem como os extremos relativos e absolutos.
134a153§ 2. +Resolver problemas envolvendo derivadas de fungdes trigonométricas e oscilado-

res harmaonicos.

30 A Expoente® - Dossié do Professor



MANUAL
VOL.3
PAGINAS

FUNGOES EXPONENCIAIS E FUNGOES LOGARITMICAS FEL12

Juros compostos e numero de Neper
1. Operar com juros compostos e definir o numero de Neper

1. Designar, dado um nuimero real r, uma unidade de medida temporal 7T e n € N, por 6
“aplicar juros compostos a taxa de r% a T durante n periodos de tempo 7" a um dado :
capital disponivel em certo instante inicial #;, a operagdo que consiste em calcular
um juro igual a % do capital disponivel no inicio de cada periodo de tempo com du-
racdo igual a T e adiciond-lo ao capital findo esse periodo, comegando este processo
a partir do instante #,, e levando-o a cabo n vezes seguidas.

2. Provar, dado um capital inicial Cy, que, aplicando-se juros compostos a taxader% aT, 7

o capital disponivel ao fim de n € N periodos de tempo T'é igualaC, = C, (1 + 1670) .

3. Justificar, dado um ndmero real r, um ndmero natural n e um capital Cy disponivel 8
no inicio de um determinado periodo de um ano, que dividindo esse ano em n pe- :
riodos iguais de medida temporal T e aplicando juros compostos a taxa de %% aT
durante esses n periodos ao capital inicial Cg, o capital disponivel ao fim do ano é

igualaC = Co(l+ﬁ) :

4. +Provar que a sucesséo de termo geral u = (1 + l) é crescente, majorada, justi- P
n :

ficar que é convergente, designar por “ndmero de Neper” (“¢") o respetivo limite, Pos
interpretar todos estes resultados a luz da nogao de juro composto e saber que ¢ é '
um numero irracional.

FungOes exponenciais

2. Definir as funcoes exponenciais e estabelecer as respetivas propriedades
principais
1. +Provar, dado um ndmero real a > 0, que a fungao definida no conjunto dos nimeros {15
racionais por f(x) = a* é crescente se a > 1 e decrescente se a < 1. :

2. +Provar, dado um ndmero real a > 0, que a fungdo fdefinida no conjunto dos nume- 15
ros racionais por f(x) = a* satisfaz lxiigf(x) = 1 e justificar que f é continua.

3. +Provar, dado um numero real a > 1, que a fungao f definida no conjunto dos nu- 15
meros racionais por f(x) = a* satisfaz lim f(x) = 4o, utilizando o limite ja conhecido :
lim a" = +oc e o0 facto de f ser crescente.

4. Justificar, dado a € R, que a funcéo f definida no conjunto dos nimeros ra- 15
cionais por f(x) = a* satisfaz lim f(x) =0 quando a > 1, e, quando 0 < a < 1, :
lim f(x) = 0 e lim f(x) =+ o

X—>teo :

5. Saber, dado um numero real ¢ > 0 e um ndmero irracional x, que se (qn )%N é uma 20
qualquer sucessao de niimeros racionais de limite x, a sucessdo de termo geral a™ '
¢ convergente e o respetivo limite depende apenas de x e de a, e que, representando
esse limite por “a*", se estende a funcado definida por f(x) = a* em Q ao conjunto
R, obtendo-se por este processo uma fungao continua nesse conjunto, designada
por “funcdo exponencial de base a”, que mantém a monotonia, os limites em too
e as propriedades algébricas de fem Q: para todos x,y ER e b >0, a* X @ = a*",

(@) =a”, L L =a7, (ab) =a'b e (%} =

a’ a’ b* :
6. Saber que, tal como no caso em que b € Q, mais geralmente quando b € R a fungéo P22

definida em R* por f(x) = x* é continua.
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31
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38

36
38

40
41

40
41

40
4

43

43
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54

55

56

n

69,70 :
72,73 |

)
7. Saber que a fungdo definida em R\[-1, O] por f(y) = (1 + lJ tem por limite e em
" y
+oo e justificar, dado x € R, que lim(l + f) = ¢
n
8. Designar a funcéo exponencial de base e simplesmente por “fungao exponencial” e
representa-la também por “exp”.

-1

9. Saber que Emg = 1, referindo este limite como um “limite notavel”.

10. Provar que a fungao exponencial é diferenciavel em R e que para todo o0 x € R,
exp'(x) = exp(x).

Fungdes logaritmicas

3.

Definir as funcoes logaritmicas e estabelecer as respetivas propriedades

principais

1. Reconhecer, dado um numero real a > 0, a # 1, que a funcdo f:R - R* definida por
Jf(x) = a* é bijetiva e designar a respetiva bijecao reciproca, f*:R* - R, por “loga-
ritmo de base a", representa-la por “log,”, e justificar que Vx € R*, ¢*°%"
Vx € R, log, (ax) = X

2. Designar o logaritmo de base 10 por “logaritmo decimal”, representando-o também
por “log” e designar o logaritmo de base ¢ por “logaritmo neperiano”, represen-
tando-o também por “ln".

=Xxe

3. Justificar que a funcdo logaritmo de base a é crescente se a > 1 e decrescente se
O<a<l

4. Justificar que x=1 € o Unico zero da fungdo logaritmo de base a >0, a #1, e que, se
a>1 (respetivamentese 0<a<1),Vx € R", log, (x) >0 < x > 1 (respetivamente
Vx e R log (x) <0 & x>1).

5. Justificar, dado @ > 1, que E|_r>13 log, (x) = — € que l|_>r11 log, (x) = +ee.

6. Justificar, dado 0 <a <1, que lAirrg log, (x) = +e= e que lim log (x) = —co.

X—>+oo

7. #Provar, dado a > 0, a # 1, e x, y € R*, que log (xy) = log (x)+log (y),

loga(ﬂ = —log, (y), loga(f] = log, (x) - log, (v) e log, (x") = ylog, (x).
L
8. #Provar, dados @, b>0,a#1e b +1,quelog (x) = g, (x).

" log, (a)
9. Justificar, dadoa > 0 e x ER, que a* = ¢*I"@),

10. Justificar, dado a > 0, que a funcdo exponencial de base a é diferencidvel e que a
respetiva derivada é dada, em R, pela expressao ln(a) a*.

11. +Provar, dado a > 0, a # 1, que log, é diferencidvel e que para todo o x € R,

11
log' (x) = =
9.0 In(a) x
12. Justificar, dado o € R\Q, que a funcdo x é diferencidvel para x > 0, de derivada

ox“~ !, estendendo-se assim o caso ja conhecido correspondente a a racional.

Limites notaveis

4.

32

Conhecer alguns limites notdveis envolvendo funcoes exponenciais e loga-
ritmicas

X
. e
1. +Provar que lim — = 4o,

X—too
X

2. Justificar que Lim ") — g

X —>Feo X

3. +Calcular limites de funcdes e sucessdes envolvendo logaritmos e exponenciais.
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Modelos exponenciais

5. Estudar modelos de crescimento e decrescimento exponencial

1. Saber que a evolucdo de determinadas grandezas, como a massa de uma subs- 79
tancia radioativa, a temperatura de alguns sistemas ou o nimero de individuos de :
certas populagdes, pode ser modelada por uma “equacéo diferencial de 17 ordem”
da forma f' = kf, que traduz o facto de, em cada instante, a taxa de variagédo ser
aproximadamente proporcional a quantidade de grandeza presente.

2. Justificar, dado um numero real %, que as fungdes f(x) = ce**, onde ¢ € uma cons- 79
tante real, sdo solucdes em R da equacao diferencial /'= kf e que todas as solucdes :
desta equacdo sao dessa forma, mostrando que dada uma qualquer solugao f, tem
derivada nula a funcao e~* f(x).

6. Resolver problemas _
1. +Resolver problemas envolvendo juros compostos. ggaana

2. +Resolver problemas envolvendo as propriedades algébricas das funcdes exponen- éeaans
ciais e logaritmicas.

3. +Resolver problemas envolvendo o estudo de fungdes definidas a partir de funcdes §94ans
exponenciais e logaritmicas, a determinacao dos respetivos intervalos de mono- :
tonia bem como os extremos relativos e absolutos e a existéncia de assintotas ao
respetivo gréfico.

4. +Resolver problemas envolvendo a modelagao de sistemas por equacdes da forma t94am8
y'=ky, kER.
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126

126
127

127

128

128

129

130
131
132

136

138

138

140

PRIMITIVAS E CALCULO INTEGRAL PCI12*

Nocao de primitiva

1. Definir a nocgdo de primitiva

1.

2

3

Designar, dada uma funcéao freal definida num intervalo I, uma fungao F por “pri-
mitiva de f em I" quando F é diferenciavel em I, e, para todo o x € I, F'(x) = f(x)
e designar fcomo “primitivavel em I" quando fadmite uma primitiva nesse intervalo.

. Justificar, dada uma fungao fprimitivdvel num intervalo I e F e G duas primitivas de

fnesse intervalo, que a fungdo F - G é constante em 1.

. Justificar que se f € primitivavel num intervalo I, entdo as primitivas de f nesse

intervalo sdo as fungdes definidas pelas expressdes F(x) + ¢, c ER, onde F é uma
qualquer primitiva de fem I, representar esta expressao por “Pf" ou por “[ f(x)dx"
e designar as constantes ¢ por “constantes de primitivagao”.

. Justificar, dado um intervalo 7, um ponto a € I, b € R e uma fungao f primitivavel

em I, que existe uma Unica primitiva de F em I tal que F(a) = b.

. Calcular e conhecer de memodria as primitivas das fungdes “de referéncia para a

primitivagao”: 1, x* (a € R\{0, —1}), l ¢*, sinx e cosx.
X

. Justificar, dadas funcdes f e g primitivaveis num intervalo I e k € R, que f+ g e kf

sao primitivaveis em I, que a soma de uma primitiva de f com uma primitiva de g é
uma primitiva de f+ g e o produto de uma primitiva de fpor k € uma primitiva de kfe
representar estes resultados, respetivamente, pelas expressoes “[ (f(x) + g(x))dx =
= [flx)dx + [ g(x)dx" e " [ kf(x)dx = k [ f{x)dx", quando estas notagdes ndo forem am-
biguas e designd-los conjuntamente por “linearidade da primitivacao”.

. +Calcular primitivas de fungdes dadas por expressoes da forma u'(x) f(u(x)), sendo

conhecida uma primitiva de f.

Nocao de integral

2. Abordar intuitivamente a nocdo de integral definido

1.

Identificar, dado um referencial cartesiano e uma funcéo f continua e ndo negativa

num intervalo [a, b] (a < b), 0 “integral de fentre a e b" (_[:f(x) dx) como a medida,
na unidade quadrada associada a unidade de comprimento desse referencial, da
area da regido do plano delimitada pelas retas de equacdo x =a e x = b, 0 eixo das
abcissas e o grafico de f.

. Conhecer a origem histérica da expressao f bf(x) dx", representando o simbolo “["

uma “soma” e "f(x)dx" a medida da drea de um “retangulo” com lados de medida f(x)
e "dx", sendo esta Ultima “infinitesimal”.

. Saber que na expressao I bf(x) dx", 0 simbolo “x" pode ser substituido por qualquer

outro e designar, por esta razao, a variavel x como “muda”.

. Reconhecer, dadas fungdes fe g continuas e ndo negativas numintervalo [a, b], (a < b),

que se para todo o x € [q, b], g(x) < f(x), entdo _[ bg(x) dx < Ibf(x) dx e designar esta
propriedade por “monotonia do integral definido”.

* 0 dominio PCI podera ser considerado facultativo, a titulo excecional, nos anos letivos 2017/2018 e 2018/2019.
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5. Reconhecer, dada uma fungao f continua ndo negativa num intervalo [a, b], (a < b), 141
que a fung@o F, definida em [a, b] por F (x) = j:f(t)dt ¢ a primitiva de fno intervalo :
[a, b] nula em a e designar este resultado por “Teorema fundamental do célculo
(integral)”.

6. Provar, dada uma funcgao f continua ndo negativa num intervalo [a, b], (a < b), 141
que j:f(z)dt = [F(x)] bz onde F é uma qualquer primitiva de f no intervalo [a, b] :

e [ F(x)]i = F(b) — F(a), e designar este resultado por “Férmula de Barrow".

7. Saber, dada uma funcdo f continua ndo negativa num intervalo I e dois pon- 139
tos a e B de I tais que a < B, que, por convengao, J;f(x)dx = —J.jf(x)dx e justi- :
ficar que com esta convengao, dados quaisquer pontos a, b e ¢ de I, se tem
ij(x)dx= J:f(x)dx+ J.:’f(x)dx, designando este resultado por “relacdo de
Chasles".

8. Identificar, dado um referencial cartesiano e uma funcao f continua num intervalo 139
[a, b] (a < D) tal que f(x) < 0 para x € [a, b], 0 “integral de fentre a e b" (j:f(x)dx) :
como o simétrico da medida da drea da regido do plano delimitada pelas retas de
equacdo x = a e x = b, 0 eixo das abcissas e o grafico de f e reconhecer que se tem

b b
[” e = [~ plx)ax |
9. Reconhecer, dadas fungdes f e g continuas e ndo negativas ou ndo positivas i 139
. b b b
num intervalo [a, b] (a < b), que ["(f(x)+ g(x))dx = [ f(x)dx+ [ g(x)dx e que
Ihkf(x)dx =k _[ hf(x)dx e designar o conjunto destes resultados por “linearidade do
integral definido”.
10. Identificar, dada uma fungao f continua de dominio [a, b] (a < b) para a qual existe 141
ke Nu{ote Cor €1y von Cip COMa=cy < ¢; <..<c¢,,,=b,tal que fé ndo negativa '
ou n&o positiva em cada um dos intervalos [c;, ¢;. ] (0 <j<k), ointegral de fentre
b ¢ ) k1
aeb, f f(x)dx, como a soma J..lf(x)dx +J_ flx)dx+...+ J f(x)dx, reconhe-

cendo que este valor nao depende da sequéncia (cy, ..., ¢,) e saber que se podem
estender a esta categoria de fungdes a propriedade de monotonia do integral,
o Teorema fundamental do calculo, a férmula de Barrow, a relacdo de Chasles
(com a mesma convengao relativa a inversao dos extremos de integragdo) e a
propriedade de linearidade.

3. Resolver problemas

1. +Resolver problemas envolvendo o calculo de integrais definidos. 5154a158

2. +Resolver problemas envolvendo fungdes posigao, velocidade, aceleracgao e a pri- 21543158
mitivacao e integragao de funcdes reais de variavel real. :

3. +Resolver problemas envolvendo a determinagao da medida da area de regides do 5154a159
plano delimitadas por graficos de funcoes.
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NUMEROS COMPLEX0S NC12

Introdugao aos niimeros complexos

1. Conhecer o contexto histérico do aparecimento dos nimeros complexos e moti-
var a respetiva construcdo

1. Saber que, em meados do século XVI, Girolamo Cardano apresentou uma férmula,

dita “férmula resolvente para equacdes do terceiro grau”, que permite obter uma
solugdo real de equacdes do terceiro grau da forma x® + px + ¢ = 0 em funcéo dos
numeros reais p e q.

. Saber que ao substituir formalmente p e g por certos valores na formula de Cardano

esta passa a apresentar o simbolo \/I e que, operando formalmente com este
simbolo, considerando em particular que \/I X \/—7 = —1", se obtém efetivamente
uma solug3o real da equagdo x® + px + ¢ = 0, e que este facto estd na origem da
motivagao para se definir adequadamente um “ndmero” cujo quadrado é igual a —1.

. +Reconhecer que se existir um conjunto C contendo R, munido de duas operagoes

“+" e “x" que estendem respetivamente a operacao de adicdo e de multiplicagédo
de nimeros reais, mantendo 0os mesmos elementos neutros, que sao associativas,
comutativas, tais que “x" é distributiva relativamente a “+", e tal que C contém
um elemento i que satisfaz i x i =1, entao, para q, b, ¢, d € R, tem-se necessaria-
mente em C a equivaléncia a + bi = c + di <> a= ¢ A b=d bem como as igualdades
(a+bi)+ (c+di)=a+c+ (b+die (a+bi)*(c+di)=ac—bd+ (ad + bc)i, notando,

em particular, que os resultados das operagdes “+" e “x" sobre elementos de C da
forma x + yi (x, y € R) tém essa mesma forma.

2. Definir o corpo dos numeros complexos

36

1.

7.

Definir em R? uma operacao aditiva “+" por (a,b) + (c,d) = (a + ¢,b + d) e uma opera-
¢do multiplicativa “x" por (a,b) x (c,d) = (ac — bd, ad + bc), ((a,b), (c,d) € R?) designar
o conjunto R?, quando munido destas duas operag6es, por “corpo dos nimeros
complexos” e representa-lo por C.

. Justificar que as operagdes “+" e “x", definidas em R?, sdo associativas, comutati-

vas, que (0, 0) e (1, 0) sdo respetivamente os elementos neutros de “+" e “x" e que

x" é distributiva relativamente a “+".

. Justificar que, dados ¢, c ER, (a, 0) + (¢, 0) = (a + ¢, 0) e (a, 0) x (¢, 0) = (ac, 0) e, por

esta razao, identificar R com um subconjunto de C, associando a cada x € R o par

ordenado (x, 0) € C e representando, portanto, o numero complexo (x, 0) por “x".

. Representar o nimero complexo (0, 1) por “i", designa-lo por “unidade imaginaria”

e provar que 2 =-1.

. Provar que, dado um nimero complexo z, existe um Unico numero real a e um Unico

numero real b tais que z = a + bi, observando que z &, por definigdo, um par ordenado
(a,b) ER? e que (a,b) = (a, 0) + (0, b) = (a, 0) + (b, 0) (0, 1) =a + bi.

. Designar, dado um nimero complexo z = a + bi (a, b ER), a por “partereal dez" e b

por “parte imaginaria de 7", e representa-las respetivamente por Re(z) e por Im(z).

Justificar que um ndmero complexo z é real se e somente se Im(z) = 0 e designar por
“ndmeros imagindrios puros” os nimeros complexos nao reais tais que Re(z) = 0.

Justificar, dados a + bi,c + di € C, que (a + bi) + (¢ + di) =a + ¢ + (b + d)i e que
(a+ bi) x (¢ + di) = ac — bd + (ad + bc)i.
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9. Designar, dado um plano munido de um referencial ortonormado direto e ¢, b € R, P2
0 ponto M de coordenadas (a,b) como o “afixo do nimero complexo z = a + bi" :
e reconhecer que se podem assim representar os nimeros complexos no plano,
designando, neste contexto, o plano por “plano complexo” ou “plano de Argand”,
0 eixo das abcissas por “eixo real” e o eixo das ordenadas por “eixo imaginario”.

10. Justificar, dados nimeros complexos z =x +yi e z,=a + bi, x, y, a, b E R, que o afixo 172
de z + z, € a imagem pela translacéo de vetor i(a, b) do ponto M, afixo de z. '

3. Operar com nimeros complexos

1. Designar, dado um ndmero complexo z = a + bi, a, b € R, por “conjugado de z" o 173
numero complexo a — bi, representando-o por z, e justificar que o ponto afixo de 7 é '
a imagem pela reflexdo de eixo real do ponto afixo de z.

2. Justificar, dados nimeros complexos ze w, que ¥ w = Z + W, Tw = Zwe Z = Z PoTa
. . + 7z -7 :

3. Justificar, dado um ndmero complexo z, que Re(z) = % e que Im(z) = ZQ—Z Pors
l H

4. Justificar, dado um numero complexo z # 0, que z € um numero real (respetiva- foars
mente um nUmero imagindrio puro) se e somente se z = 7 (respetivamente z =-7).

5. Designar, dado um nimero complexo z, por “modulo de 7" a medida da distancia, no 177
plano complexo, entre a origem e o ponto afixo de z, representa-lo por “|z|", justificar :

quesez=a+bi,a,bER, lzI=Va’ + b*, que o mddulo de um niimero complexo estende
a nogao de mddulo de um ndmero real e que se tem a equivaléncia |z] =0 < z=0.

6. Provar, dados pontos A e B afixos respetivamente dos ndmeros complexos z, e z,, 178
que AB =‘z2 —zl‘.

7. Justificar, dados nimeros complexos z e w, que lzwl = Izllwl, Iz| = 1Zl, IzI> = zZ e | 178
lz+wl < |z + Iwl, designando esta ultima propriedade por “desigualdade triangular”. ; 17

8. Designar, dado um ndmero complexo z ndo nulo, por “inverso de z" um ndmero z' i 180

tal que zz' = 1, justificar que existe e é Unico, representa-lo por 1 e provar que o
z

inverso de z é igual a WZ.
Z

9. Designar, dados nimeros complexos z e w, z # 0, 0 “quociente de w por z" como o T
numero complexo pelo qual se tem de multiplicar z para obter w, representé-lo por '

wypn . . w 1
— e justificar que — = wx =,
b4 z z

g . w
10. Justificar, dados nimeros complexos ze w, z =0, que |—| = —eque| X | = 182

2 z

|VV| w w
z z
4. Definir a forma trigonométrica de um nimero complexo

1. Designar um numero complexo z de mddulo 1 por “unitério” e justificar, dado um 186
numero complexo z, que z é unitario se e somente se existir um ndmero real a tal '
gue z =cosa. + isina, designando a, nesse caso, por um “argumento de 7" e justificar
gue dois argumentos de um mesmo numero complexo diferem por 2k, k € Z.

2, Justificar, dados nimeros complexos unitarios z; = cosa + isina e z, = cosa + isina, P o1er

. Z .
a, p € R, que z;z, = cos(a + pB) + isin(a + ) e que Z—l = cos(a — B)+ isin(a - ),
2
representar, para & € R, o nimero complexo cos6 + isinf por “e¢®", designando esta

expressao por “exponencial complexa de i6" e motivar esta notagédo observando que
io

Iy o . e . _
setem e®e® = P ¢ —= P
el

3. +Reconhecer, dado um ndmero complexo z # 0, que existe um Unico nUmero positivo © 188
r € um unico numero complexo unitario w tais que z = rw, que r = Iz| e se 6 for um
argumento de w, designar igualmente 6 por um “argumento de z", interpretando
geometricamente r e 6.
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4. Designar a representacgdo de um ndmero complexo z # 0 na forma Izle, onde 6 é

um argumento de z, por “forma trigonométrica” (ou “forma polar”) de z, e justificar,
dados nimeros complexos ndo nulos z e z' de argumentos respetivamente iguais
afeab) quez=7z seesomente se |zI=Iz'| e existir k € Z tal que 8 = 8" + 2k,
interpretando geometricamente esta equivaléncia.

5. Justificar, dado um nimero complexo z # 0, que existe um Unico argumento de z

no intervalo ]-m, 1], designa-lo por “argumento principal de 7" e representa-lo por
“Arg (Z)”.

6. Justificar, dado um ndmero real 6, que se M é o afixo de um ndmero complexo z, 0

afixo do nimero complexo ¢z é aimagem de M pela rotagao de centro O e dngulo
generalizado de medida 6.

7. Justificar, dado um ndmero complexo z, # 0, que se M é o afixo de um nimero com-

plexo z, o afixo do nimero complexo z,z € a imagem de M pela rotacéo de centro O
e angulo orientado de medida 6, argumento de z,, composta com a homotetia de
centro O e razao Iz,

8. Justificar que 6 é um argumento do nimero complexo ndo nulo z = a + bi, a, b ER,

a . b
se e somente se cos(0) = e sin() = ——— e que, nesse caso, se a # 0,

tan(6) = 2. Va* + b’ @+ b

9. Provar, dado 6 € R e n €N, que (cosb + isind)" = cos(n6) + isin(nb) e designar este

resultado por “Férmula de De Moivre”.

5. Extrair raizes n-ésimas de numeros complexos

1. +Reconhecer, dado um ndmero complexo w = 0 e um ndmero natural n > 2, que a

| @y 2k
equacgdo z" = w tem exatamente as n solugbes z, = {lwle*” "/ k=0,1,.,n-1,
onde o é um argumento de w, e designar estes nimeros por “raizes n-ésimas de w"
ou “raizes de ordem n de w".

2. Reconhecer, dados a, b, c ER, (a # 0) que se A = b? - 4ac < 0, as raizes da equacao

—b+iN4ac—b" _ —b — iN4ac - b’

2a ? 2a

az’ + bz +c=0,em C, séo dadas por z; =

6. Resolver problemas

38

1. +Resolver problemas envolvendo nimeros complexos e as respetivas propriedades

algébricas.

2. +Resolver problemas envolvendo a representacao, por nimeros complexos, de iso-

metrias do plano (translacgoes, reflexdes e rotacdes) ou outras transformacdes do
plano, como as homotetias.

3. +Resolver problemas envolvendo a representacdo trigonométrica de nimeros

complexos.

4. +Resolver problemas envolvendo a representagao de conjuntos de pontos definidos

por condicdes sobre nimeros complexos.

5. +Resolver problemas envolvendo equacgdes da forma z* = w, (n e Nwe (C) e vér-

tices de poligonos regulares enquanto afixos de nimeros complexos.

6. +Resolver problemas envolvendo polindmios de segundo grau.

Ny Expoente™ - Dossié do Professor






Titulo
Expoente'?

Programa e Metas Curriculares de Matematica A

Ensino Secundario
122 Ano de Escolaridade

Execucdo Grafica
Multitipo

Depésito Legal
N? 420 899/17

ISBN
978-888-89-1033-8

Ano / Edicao / Tiragem / N° de Exemplares
2017 / 12 Edigéo / 12 Tir. / 5500 Ex.

Edicdes ASA I, S.A.
© 2017, ASA, uma editora do Grupo LeYa

E-mail: apoio@leyaeducacao.com
Internet: www.asa.pt
Livraria Online: www.leyaonline.com

Apoio ao Professor
707 231 231
210 417 495

LIVRARIAS

Aveiro

LeYa em Aveiro

Centro Comercial Glicinias Plaza, Lj 68-70
Rua D. Manuel Barbuda e Vasconcelos
3810-498 Aveiro

Funchal

LeYa no Funchal

Rua do Hospital Velho, 44
Sta. Maria Maior
9060-129 Funchal

Lisboa

LeYa na Buchholz

Rua Duque de Palmela, 4
1200-098 Lisboa

Porto

LeYa na Latina

Rua de Santa Catarina, 2-10
4000-441 Porto

Santarém

LeYa em Santarém

Rua Pedro de Santarém, 41
2000-223 Santarém

Viseu

LeYa na Pretexto
Rua Formosa, 83
3500-135 Viseu

acordo ortografico

AMOSTRA

NAO COMERCIALIZAVEL

Deacordo com o artigo 21 da
Lei n? 47/2006, de 28 de agosto,
este exemplar destina-se ao drgdo
da escola competente paraa
adogéo de manuais escolares.

978-888-89-1033-8

9788888910338

www.leya.com www.asa.pt




	PÁGINAS INICIAIS
	PROGRAMA
	METAS CURRICULARES



