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Tema | - Calculo Combinatorio 14 AN (B\C)

Paginas9a15 u
A B
1
MLAUBNC
U U
A B ¢
U
A B
c
v c
A B

12 AU (BN C)

2

2.AN(ANB)=An(AUB) =
=(AnA)U(ANB) =
=@ U(ANB) =
=AnB=
=A\B
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=AnU)U(ANB)=
=AU(ANB) =
=(AUA) N (AUB) =
=Un(AUB)=
=AUB

23. (AUB)Nn(AUB)=
=(AUB)U(AUB) =
=(AUB)U(ANB) =

=BU[AU(ANB)]

=BU[AUA)N (A

=Bu[Un(AuB)]
=BU(AuB)=
=AuB

24.(AnB)n(AuUB)
=(AnBjuU (AU
=(AnB)uU(ANB)

,-\,.\

B)] =

”C

B)=

=Un(AUB)N(AUB NU=

=(AuUB)
=(AnB)

NAUB)=
N(AUB)=

=(AUB) N (ANB)

3.A={xe|R:—¥

+2>2x—l}=]—oo,1[

—Xx+3
>0
x-1
X —o0 1 3 +o0
—x+3 + + + 0 -
x-1 - 0 + + +
'XX_"I?’ - nd.| + | o0 -

Calculo auxiliar
2X5+3 +2>2-1 o -2x-3+10>10x-5
& -12x>-12

S x<1

B={x€R:x2+1<2}=[11]

Calculo auxiliar

x2+1<2 & x2-1<0
& x-1)x+1)<0

v

ox+1
o { X 1_2}:]1,3]
Calculo auxiliar
X226 X250
o XFLI=X+2 g
x-1

JEGEI Expoente » Dossié do Professor

3.

3LAUB=]-»1[U[-1,1] =] 1]
32BuC=[-1,1]1uU]L 3] =[-1, 3]
33ANC=]-1n]1,3]=0
34.A=1, +[
35.C =], 1]
36AUuBUC=]-01[uU[-1 1] U]l 3] =]-= 3]

U |3, +oo|

3LANB=]-0 1[N (J-0, -1[ U ]1, +o0[) = ]-o0, -1|
38.BNC = (-, -1[ U 1, +o[) N (-, 1] U |3, +o0]) =
= ]—OO, _1[ o ]31 +OO[

39.A\B=AnB=]<1[N[-11]=[-11]

310.BAC=BuC =
= (]_Ool _1[ (o
=R

11, +0[) U

(]_Ool 1] o ]3' +oo[) =

4.

41. A afirmacao ¢é falsa.
Contraexemplo:
Sejam A={1,2,3}e B={2, 4}.
AuB=1{1,23, 4]}
Entdo, (AUB)\A={4}+B.

4.2, A afirmacao é falsa.
Contraexemplo:
Sejam A={1, 2, 3le B={2, 4}.
B\ A={4}
Entdo, B\ (B\A) ={2} = A.

4.3. A afirmac@o é verdadeira.
A\(BAC)=An (BAC) =
=An(BuC)=
=(AnB)U(ANC)=
=A\BUA\C

4.4. A afirmacao é falsa.
Contraexemplo:
SejamA=(1,23},B={2,4}eC={1,3,5}.
B\ C={2, 4}
Logo, A\ (B\C)=1{1, 3}.
A\B=1{1, 3}
Entdo, (A\B)\C=Z=+A\(B\C).



4.5. A afirmacao é verdadeira.
SejamAcBeCcD.
AxC={xy):x€EAAyeEC(]}

Seja (a, b) um elemento qualquer de A x C.
ComoaeEe AeAc B, entdoao € B.
Comobe CeCc D, entaobeDD.

Entao, (g, b) € um elemento de B x D.
Logo, AxCcBxD.

5.
6! 6B6x5x4! 6x5
Nw T axa 3 W
8  8x7xb6x5x4! _
2 %3~ dixdxaxl | oX7x5=280
9 9x8x7x6x5! _
S3.51v6l - sixirg - Ox8x6=4%2
7!
7 - _
54. C4><3!—4!x3!><3!—
_ ITxBxox4l
ST
=7x6x5=
=210
|
5.5.5A2><3!:%x3!=5x4x3x2=120
6! 4]
6 4 = — —
56.6C, x “A, 22 <7
_Bx5x4%x3%x2 _
2x2
=6x5bx3x2=
=180
5!
g7 As __ 20 _ 5! _5x4 5
o4 4! 20x 4! 21x 4! 2
5!
5832 3Ix2 _ 5! __Sx4 _ 5
4 4! 3AIx2lx4! Bx2x4! 12
6.

6116 x12=192
6.2.16 x 15+ 12x 11 =372
6.3.1x27x2=>54

1.

11. 7' = 5040

12. 3! x 41 x5=720
13.2 x 3! x 4! =288
14. 3! x 4! = 144

8.
81.9x20x8=1440

8.2.9x 20 x 8 x 3! = 8640
8.3.37A3 =46 620 0u *"C3 x 3! = 46 620

9,

91.37C, = 435 897

9.2.15¢, x 12C, x 19, = 69 300

93,150, x 2C, =105 105

94. 25C5 + 25C, x 1201 + 25C4 x 12C, = 356 730

10.

101, (n+2)!+ (n+1)!

=120 (n' =0,V n € INy)

(n+2)(n+1)n! + (n+1)n!

n!

< (n+2)n+1)+n+1-120=0

o n?+2n+n+2+n+1-120=0

o n?+4n-117=0

-4+ V16 + 4 x 117

2

< n=9vn=-13

=120

= n=

Como n € INg, entdo n=9.

10.2."A, = 342
n _ S
& (-2 =342 ((n-2)!+0,Vn=2)
nin-1(nh-2)! _
—(n—2)! =342

< nn-1)-342=0
< n?-n-342=0

1+V1+4x342
2

~ nN=

< n=19vn=-18

Como n € INg, entdo n=19.

10.3. n_lA3 = 3”—2A2
(n=-1)! __(n-2)!
(n-4)! " (n-4)!
& (n=-1)!1=3(n-2)!
< (n-1)(n-2)!=3(n-2)!
< n-1=3(n-2'+0,Vn=2)

((n-4)! =0,V n=4)

S n=4
104.7C, =136
n!
LI N
S 2= 2) 136 (n-2)!'+0,V n=2)
n(n-1)(n-2)! _
2/(n-2)! 136

< nh-1)=2x136
< n?-n-272=0
1+ V1+4x272
2

& n=17vn=-16

Como n € INg, entdo n=17.
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105.7-1C; =372,

-1 _ o (=2t N
B4 An-4) (M7HFOTNA
(n-1)(n-2)! _, (n-2)!

< 3! =373

3 x 3!
2!
< n-1=9
< n =10

s n-1=

10.6. nCZ + n/42 =360
n! no )
S o2 oz - 280 (n=21=0,Vn22)
n(n-1(n-2)! , n(n-1(n-2)!
2(n-2! (n-2)
n(n-1) B
© — 5 +nlh-1)=360
& n2-n+2n2-2n-720=0

< 3n?-3n-720=0
© n?-n-240=0
1+V1+4x240
2

< n=16vn=-15

=360

= nN=

Como n € INg, entdo n =16.

1.

M. 2310=2x3x5x7x11
Logo, o nimero de divisores naturais de 2310 é
2X2x2x2%x2=25=32.

1.2. 2700 = 22 x 33 x 52
Logo, o nimero de divisores naturais de 2700 é
3x4x3=236.

12

121. 7 x 8 x 7 x 6 =2352
122.8x7x 6 x 4=1344
123.8x7x6x1=336

124. Ndmeros inferiores a 5000: 4 x 8 x 7 x 6 = 1344
Numeros entre 5000 e 5800: 1 x6 x 7 x 6 = 252
Numeros entre 5800 e 5840: 1 x 1 x 3 x6=18
Assim, 1344 + 252 + 18 = 1614.

13

B1L5x4!=120
B2 3! x 4! =144
1B3.2x3!1x3!=72

1B4.41=24
135.2 x5! - 41=216

ASEI Expoente” Dossié do Professor

4.
MlLIx8x7x6x1 + 8x8x7x6x4 = 13776

0 é o ultimo algarismo 0 Ultimo algarismo é 2

ou4oubou8

142.8x7x6 + 9x8x7x6 = 3360

- -
entre 89 000 entre 90 000
e 89999 e 99999

1.

151 2! x (n-1)!

B2 -2x(n-1)!=(n-2)(n-1)!
15.3.3!(n-2)!

154. 3! x 2! x (n - 3)!

16.

161, 2 X84!4! =144
s 4

16.2. 2% x Z 96

4

16.3. 2 x 4 =12

11.

171.8C5 = 56

17.2.3C, x 5C5 = 30

173.8C5 - 3C, x 5C5 = 56 - 30 = 26
174.3C,x3C,x2=18

115.8C; - 3C, x 3C, x 2 =56 - 18 = 38

17.6. 302X503+BC4X2—302X302X2=
=30+30-18=42

177.8C5 — (3C, x 5C5 + 6C, x 2 - 3C, x 3C, x 2) =
=56-42=14

8.1+n=33 & n=32

181.32C, = 4960

18.2. 32C,5 = 601 080 390

18.3.33C, + 33C, = 278 256

184. 231 =2 147 483 648

18.5. 17 elementos.

1.

191 (2 +3x)°=
=5C; 25(3x)0 + 5Cy 24(3x)1 + 5C, 23(3x)2 +
+5C5 22(3x)3 + 5C,, 21(3x)% + 5C5 20(3x)5 =
=32+5x16x3x+10x8x9x2+10 x 4 x
X 27x3+ 5 x 2 x 81x% + 243x5 =
=32 + 240x + 720x2 + 1080x3 + 810x* + 243x°



192 (2-x°=
=6y 25(—x)0 + 6C; 25(-x)! + 6C, 24(x)2 +
+8C;3 23(-x)® +8C, 2%(~x)* + 6C5 2%(~x)° +
+6C5 20(x)® =
—B4+6x32% (=x) + 15X 16 xx2 + 20 X 8 x
X (x3) +15x 4xx*+B6x2x (x°) +x8=
=64 —192x + 240x2 — 160x3 + 60x*% - 12x° + x8

193. (2y +x)% =
=4Co (20)"x0 +Cy (29)%1 +Cy (29) %% +
+4C3 (2y)x3 + 9C4 (29)%x* =
=16y% + 4 X 8)%x + 6 X 4y2x? + 4 x 2yx3 + x* =
=16y* + 32x)3 + 24x%2 + 8x3y + x*

194, (2 N 2>5 -
X

= SCO 25(2)0 + 5C1 24(2)1 T 502 23(2)2 T
X X X
+5¢, 22(3)3 +5¢, 21<3)4 +5¢, 20<3)5 -
X X X

=324 5x16x2+10xBx—s+10x 4 x—+

X X X

+5x2x i—? + i—52 =

160 320 320 . 160 . 32

+ + + + +

2 3 4

=32 :

X X

19.5. (x - 1)6 -
X

= BCO x6<— 1)0 + 601 x5<— l)l + 602 x4<_ l)z +
X X X
X X X
oo 2)'-
X

=x6+6><x5><(—l)+15><x4><i+20><x3><
X

X X X

X2
x(—;13—>+15><x2x%+6><xx<—%)+%=
= 28— 64 + 15x2- 20 + i—f _x%+%
20, 213 = 8192 14C, = 3432
2.

2017 2017 2018 _
21.1. ngg + 0999 + ClOOO =
_ 2018 2018 _
= Cgg9 + “*°Cigpg =
_ 2019
= Ciggo

21.2. 20210890 _ 20200889 + 20200891 -
- 20200889 + 20200890 _ 20200889 + 20200891 -
= 20200890 + 20200891 -
- 20210891

2019 2019 2019
21-3- ClUUU + 3 X ClUUl + 3 X C].OOZ +
2019 _
+ 2 9C 03 =
_ 2019 2019 2019 2019
=P Crggg + 7 Cigo1 + P Crgor + 7 C1001 +

+ 219G 9y + 2019C102 + 019C1007 + 2*Cig03 =
= 20200y + 29%°C;0gz + 29%°Cy002 + ?9%°Ci03 =
= 202010y + 2021C1 03 =

= 2022C1003

221. Tem-se que:

10>2x+1 A 102x+3 & 2x<9 A x<7

(:)xS% AXST <:>ng

2

Assim:

1OCZx+lzlocx+3

& x+1=x+3 v 2x+1=10-(x+3)
S x=2v 2x+1=10-x-3

< x=2 v 3x=6

& x=2

CS.={2}

22.2. Tem-se que:

21>2x A 212x+1 A 22>22x+2
& x<21 A x<20 A x<10
< x<10

Assim:

21 21 - 22
Cx + Cx+l - CZY+2

& 2C..1=2Cy >

Sx+1l=2x+2 vx+1=22-(2x+2)
S x=-1vx+1=22-2x-2

< x=-1v 3x=19

o 19

x=-1vx= 3

Como nenhum dos valores obtidos é um nimero
natural, tem-se que C.S.=0@

22.3. Tem-se que:

302x+1 A 3022x+16 & x<29 A x<7
& x <7
Assim:

30C,11=30Cy 116
S x+1=2x+16 v x+1=30-(2x+16)
& x=-15v x+1=30-2x-16
< x=-15 v 3x=13
13

& x=-15 v x=3

Como nenhum dos valores obtidos € um ndmero
natural, tem-se que C.S.=0

224, Tem-se que:

212 A% +17212 & x24/\x2—%

S x4
Assim:

¥Cp=2"1C, & 3x=u+17 & x=17

C.S.={17)
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22.5. Tem-se que:
2x+4215 A x+4216 & le—Zl AX26

< x26
Assim:
A0+ 240 =350, o 250, =30,
& 2x+5=35
< 2x=30
< x=15
C.S={15}

22.6. Tem-se que:
2x+1221 A 2x220 & x>10

Assim:
241 2 _ 40
10y — FCyo=""Cypy
2 _4
& ZCy+PCp — PCoyp=PCy
& 2Cy =0Cy

o 2x=40
< x=20
C.S. = [20]
23.
4
231.10C, (3x)° (1) = 210x 7290 X~ =
X X

=153 090x?

23.2. Termo geral:

1OCp (3x)10ﬁ1(l)p _ 1OCp 310-p ,10-p ,p =
X

=100, 310-p y10-2p
Entao:
10-2p=4 < -2p=-6
< p=3
Logo, 10C; 37 = 262 440 é o coeficiente de x*.

23.3.10C; 35%10+2x5 =61 236

10

B4. > 1°C,=210=1024
p=10

n!
2l(n-2)!
n(n-1)n-2)!

2x (n-2)!
n(n-1)=210
n?-n-210=0
1+V1+4x210

2

%."C,=105 = =105

=105

¢t ¢ g0 ¢

n=-14vn=15

-
& INg
15+ 1 =16 elementos

JEGE‘I Expoente” Dossié do Professor

25. Sabe-se que a soma dos quatro primeiros
elementos de uma linha é 299:
NCo+"Cy+"Cy+"C3 =299
< 1+"C;+"Cy+ 220 =299
< "Ci+"Cy=T78
& "t1C, =78
78 é, entao, o terceiro elemento da linha n + 1.

26.
261.11C; (Vx)* (2x)7 = 330 x x? x 1287 =
=42 240x°
26.2. Termo geral:
11-p
UC, (Vx)1-p(2xp=1C,x 2 2°PxP=
11 P
=g, 205 7 2
Entao:
12—1+§=8 & 11+p=16 & p=5

Logo, 1C5 2° =14 784,
11
26.3. Termo geral: 11C, 2P x °

Entao:
11

2
Como -11 & INg, entdo nao existe termo inde-

pendente de x.

N|T

+

+g=o o 1l+p=0 o p=-11

21. Termo geral:

e, (Ve | -

9%
=1C, (V2)7-P (V)72 (1P (V2) % (Vy) P =
n-p  _p
=1C, (V2)n-2(-1)px 2 2
Entao:
nz;p =3 n-p==6 n=10
= =
_P__ = =
2 2 p=4 p=4
Logo, n=10.

28. As comissdes formadas tém de ter alunos de
ambos 0s sexos.
Entao, existem duas possibilidades mutuamente
exclusivas: escolher duas raparigas e um rapaz ou
escolher dois rapazes e uma rapariga.
15 x 13C, é o nimero de maneiras distintas de
escolher aleatoriamente uma das 15 raparigas e,
para cada uma destas, escolher aleatoriamente
dois dos 13 rapazes.
13 x 15C, é o nimero de maneiras distintas de
escolher aleatoriamente um dos 13 rapazes e,
para cada uma destas, escolher aleatoriamente
duas das 15 raparigas.




Assim, 15 x 13C, + 13 x 15C, é uma resposta cor-
reta.

Por outro lado, 28C5 é 0 nimero de maneiras de
escolher aleatoriamente trés dos 28 alunos da
turma, independentemente do sexo.

13¢5 é 0 numero de maneiras de escolher aleato-
riamente trés dos 13 rapazes.

15C,; é 0 numero de maneiras de escolher aleato-
riamente trés das 15 raparigas.

Se ao numero de maneiras de escolhermos trés
pessoas retirarmos o nimero de maneiras de
escolher trés raparigas e o nimero de maneiras
de escolher trés rapazes, obtemos o nimero de
maneiras de escolher comissdes de trés pessoas
formadas por pessoas de ambos os sexos.

Assim, 28C5 — 13C5 — 15C5 também é uma resposta
correta.

29.64C,4 é 0 nimero de maneiras de colocar aleato-

30.

riamente as 10 pecas brancas em 10 das 64 casas
do tabuleiro.

Por cada uma destas maneiras, ha °%C;, maneiras
de colocar aleatoriamente as 12 pecas pretas em
12 das restantes 54 casas do tabuleiro.

Assim, 84Cy x 54C;, é uma resposta correta.

64C,, é o nimero de maneiras de escolher aleato-
riamente 22 das 64 casas do tabuleiro onde se
vao colocar as 22 pegas.

Para cada uma destas maneiras, ha 22C;y manei-
ras de escolher aleatoriamente 10 das 22 casas
para colocar as 10 pegas brancas, ficando as
pecas pretas nas restantes 12 casas. Assim,
840,y x 220y é também uma resposta correta.

301. A resposta correta é a ll.

Depois de preenchida a primeira linha com as
quatro pegas azuis, é preciso colocar as restan-
tes 12 pecas, das gquais nove sdo amarelas e trés
tém cores diferentes.

12, é 0 nimero de maneiras de escolher aleato-
riamente trés das 12 posigdes possiveis.

Para cada uma destas maneiras, ha 3! maneiras
de colocar de forma ordenada as trés pegas de
cores diferentes nas trés posicoes escolhidas.
Assim, 12C5 x 3! é uma resposta correta.

1275 é 0 nimero de maneiras de escolher ordena-
damente trés das 12 posicGes possiveis para
colocar as pecas de cores diferentes.

As pecas amarelas ficarao nas restantes nove
posicdes. Assim, 12A5 é uma resposta correta.

30.2. Pelo menos uma das diagonais tem de ficar

preenchida por pegas amarelas.

Entdo, ou fica uma das duas diagonais ou ficam
ambas preenchidas por pecas amarelas.
Preenchendo apenas uma das diagonais com
pecas amarelas, sobram cinco pegas amarelas e
doze posicdes onde se podem colocar estas
pecas.

120. ¢ 0 nimero de maneiras de colocar aleato-
riamente as cinco pegas amarelas restantes nas
doze posicdes possiveis.

Para cada uma destas maneiras, ha "A; de colocar
ordenadamente as trés pecas de cores diferentes
nas sete posi¢des que sobram (16 - 4 -5 =7).
As pecas restantes sdo todas da mesma cor e
ficam nas posicdes que restam.

Como hé duas diagonais, entdo 2 x 12Cs5 x 'A3 é o
numero de maneiras diferentes de ocupar pelo
menos uma das diagonais com pegas amarelas.
No entanto, 2 x 12C5 x "A3 contabilizou o dobro
das vezes o caso em que ambas as diagonais
ficam preenchidas em simultédneo por pecas
amarelas.Logo, é necessario subtrair o numero
de maneiras de preencher as duas diagonais em
simultaneo com pecas amarelas.

Se se preencherem as duas diagonais com pegas
amarelas, restam quatro pecas azuis e quatro
pecas de cores diferentes para colocar nas oito
posicOes restantes.

8C, é o nimero de maneiras de colocar aleato-
riamente as quatro pegas azuis em quatro dos
oito lugares restantes.

Para cada uma destas maneiras, ha 4! maneiras
de colocar as restantes pecas de quatro cores
diferentes nos quatro lugares restantes.

Assim, 8C, x 4! é o nimero de maneiras de
preencher as duas diagonais em simultaneo com
pecas amarelas.

Entdo, 2 x 12C5 x A5 - 8C, x 4! é uma resposta
correta ao problema.
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Tema Il - Probabilidades

Péaginas19a23
1
WE={1,234,56,78}

1.2.a) Por exemplo, “sair o nimero 10"
b) Por exemplo, ““sair um nimero positivo”.
¢) Por exemplo, “'sair um ndmero primo”.
d) Por exemplo, *“sair um multiplo de 5"
e) Por exemplo, “‘sair um nimero par”.
f) Por exemplo, “'sair um nimero par” e “sair um
numero primo”.
g) Por exemplo, “'sair um divisor de 8" e “sair um
multiplo de 3".
h) Por exemplo, “sair um ndmero par” e “sair um
ndmero impar”.
13.A={2,3,57)
B=1{1,2,3,4,6)
aA)AuB=1{1,2345,6,7)}
bAnB={2, 3}
0 AnB={1,46,8/n{L 2 3 4 6}={1, 4, 6]
dAUB={2357}uU(578}=(23,578)
e AnB={1,4,6,8/n578}=(8]
lIAnB={14,5,6,7 8)

2.P(AnB)=022 < P(B)-P(ANB)=022
& P(B)=0,22+0,18
& P(B)=0/4

P(AUB)=P(A)+ P(B)-P(AnB) =
_1 _ _
=z +0,4-0,18
=0,42

3.
13 13 13 _1
3lalp= 52752752 " 64

4 13 1
52 5252 676

t:)P—ixixi 6
52527 52" 7 2197

13 13 13 1 _63
@ pP= L X5 5 " 6s T 6a

b) P =

13 12 11 11

328 P= 52 51 50~ 850

b) P(“sair rei de copas e dama de copas”) =

11
52 51 50

ASEI Expoente” Dossié do Professor

P(“sair rei de copas e dama de ndo copas”) =
1 3 12
52 51 50

P("sair rei de nao copas e dama de copas”) =

23,1 12
52 51 50

P(*sair rei de nao copas e dama de ndo copas’’) =
3 3 13
52 51 50

Logo:

P:L L 11 1 3 12+ixix

52 50 52 51 50 52 51

« 12 12 | 3 3 13 1
50 52751 50 663

_ A4 b g 16
oP= 52X51X50 3 =505
13 12 11_ 11 _839
O P=1- 51 50 850 ~ 850

4, Sejam A e B os acontecimentos:
A: “Ir ao ginasio”

B: “Correr”
P(A) =0,42
P(B)=0,33
P(A~B)=0,12
A A Total
B 0,12 021 033
B 03 0,37 0,67
Total 0,42 0,58 1

41.P(AnB)=03
42.P(A~B) =037

5. P(AuB) P(ANB) =
B)-(1-P(ANB)) =
(B)-P(ANB)-1+PANB)=
(B)-1=

N(AUB)) +P(B) =
=P((AnA)U(ANB))+1-P(B) =
P(@u(AnB))+1-P(B) =
P(ANB))+1-P(B) =
=P(B)-P(ANB)+1-P(B) =
1
P
P



6. P(AuB)z%@P(A)+P(B)—P(AmB)=g
703 X 902 + 704 X 901 + 705 19
61.P= o0, =5 @§+P(B)—i=§
4 20 7
4Cyx2!x 3! 3
62p=—2""2 =2 _36 9
5! 5 © PB) =15 © PB =5
3
1. Sejam A e B os acontecimentos: P(A  B) 20 7
A: “Ser comprado ao fornecedor A." P(A1B) = “PB C 9 "1
B: “Estar impréprio para vender.” 35
P(A)=0,35
P(B | A)=0,09 10. Sejam A e B os acontecimentos:
P(BI1 Z) =0,06 A: "A Elsa tem um jogo melhor.”
B: "A Elsa aumenta a aposta.”
0,09 B
0,35 _
091 —B 0.4 A<_
0, B
0,06 B
0,65 " 01 B
< 08 Z<
0,94 B _
09 B
— _ P(AnB) P(ANB)
= ' _ P(A|B) = =
P(A|B) ) P(B)
0,4x09
0,65 x 0,94 = =
0,35x 0,91 + 0,65 x 0,84 60'4 x09+06x01
_ 94 =7
143

1. Sejam A, B, C e D os acontecimentos:

B.PA)xPBIA) xPICI (ANB) = A: "Ser produzido pela maquina A.”

PBNA)  PICNANB) _

= P(A) x B: “Ser produzido pela maquina B."
P(A) P(ANB) C: "Ser produzido pela maquina C."
D:"A feito.”
b PCAANB) i presentar defeito
P(ANB) P(A) = P(B)
=P(AnBNC) P(C) = 2P(A)
P(A)+P(B)+P(C)=1 & PA)+PA)+2PA) =1
1 PBNA) 1 _1
9.PBIA) == = & P(A)
BIA=Z < “p@ 5 ) 4
_1.3 PB) =
S PBNA) 5 %% 4
1
@P(Am3)=23—0 PO=35
P(D1A)=0,03
= o _4  PANB) _4 P(D1B)=004
PBIAI=7 = PA) 7 P(D1C)=0,05
—— 4 1 0,03 D
@P(AUB)—7><Z ) A<
) 1 4 0,97 D
= —P(AuB)—7 1 0,04 5
PALB) =2 : . <
e PAVB =2 006 ——D
0,05 D

N | =
o
DA
©
ol
ol
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-1 1 1 _383
MLP(D) = ke 0,97 + e 0,96 + 5 X 0,95 400
B 2 %097
N2.P(A D)= — : . _
ZXO'97+ZXO’96 +§><0,95
_ 97
383
_1 1 1 _ A7
13.P(D) = TR 0,03 + R 0,04 + 5 X 0,05 400
1 A7
PAYXPD) =% 400 = 1600
_1 _ 3
PAND)=7x008=

Como P(A) x P(D) # P(A n D), entdo os aconteci-
mentos A e D ndo sdo acontecimentos indepen-
dentes.

12. Sejam A, B e C os acontecimentos:
A: "0 André passa no exame de condugao.”
B: "A Barbara passa no exame de condug&o.”
C: “A Catarina passa no exame de condugao.”

12.P(An BN C)=P(A) x P(B) x P(C) =

6 3

123.1-P(AnBNC)=1-P(A)xP(B) x P(C) =

1,11
5 6 3
89
90
124.P(ANBAC)+P(ANBNC)+P(ANBAC) =
1.5.2,4.1.2 4.5 1_
5 6 3 5 6 3 5 6 3
_18
45
13. 1 2 3 4 5 6
1 L1 | L2 | L3 | (L4 | 1,5 | (1,6)
2 | 21| 22| 23| @4 @5 | @6
3 (3,L) | (3,2 | (3,3 | (3,4 | (3,5 | (3,6)
4 | (41 | 42 | (43 | 44 | 45 | (4.6
5 (51) | (5,2) | (5:3) | (54) | (55) | (586)
6 (6,1) | 6,2) | (6,3) | (6,4) | (6,5) | (6,6)

|ﬂ6ﬂl Expoente” Dossié do Professor

_3_1
13.1.P—6 2
_12_2
13.2.P—18—3
18B3.P=0
_6_1
13.4.P—24—4
B.2+3+5=10
2+4+4=10
2+2+6=10
3+3+4=10

1

1—2X§ 3

PILe) = Pllel) = Ple) = Pl = ———2— =2
1.3 3 _1
A=+ 32
1.3 3 _1
PB) =3+t =
PO-2+2+3 -2

Logo, PLAn B C) = P(A) x P(B) x P(C).

P(A)xP(B):%x%:%
PN B)=Pla,c)) =5 + ==

Como P(A) x P(B) # P(A n B), os acontecimentos
A e B ndo sao independentes.

P(A) x P(C) =

N | =

11
2 4

P(ANC) =P({a, d}) =
1 3
—t —=

8 16

_9

16

Como P(A) x P(C) = P(A n C), os acontecimentos
A e C nao sao independentes.

P(B) x P(C) =

N | =

X3 =
2

3_5
===
8 16 16

[—= N[

PBNC)=P(a,e}) =

Como P(B) x P(C) # P(B n C), os acontecimentos
B e C nao sao independentes.

|




16.
_4x5c, 1
16'1'P_8c4><4! 14
_ _4!X504_£
62.P=1-5- 7 =
1.
8, _
Ta)P= 228_2
4 1
MP=5c,=7
m2ap-350 -2
3
8x4 4
b)P= 8C3 :7
8 _1
G)P=ﬁ 7
_PAq _
13.aP= 199 =
_ 1925
124 416
11
b)P:%:
_ 385
2985984

18. Sejam A, B e C os acontecimentos:
A: “Estd a chover.”
B: *'0 Joao perde o autocarro.”
C: "0 Joao chega a horas ao emprego.”

2
3
A
1 1
4 3
3 1
4 6
A
5
6
PANC)=PAN
4 3
_2
15
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Tema lll - Fungdes Reais de Variavel Real

Péginas 26 a 31
1+=
1. lim u,, = lim 2”+13=um ’; =%
n+ 743
n
_ _ V4n? +2
limv,=lim ———— =
4n
n? (4+%>
= lim L0 S
4n
/4+£2
=lim — Yy " _
4
_ V4 1
4 2

Comou,sw,<v,VnelNelimu,=Llm vnzé,

entdo, pelo teorema das sucessdes enquadradas,

. 1
tem-se que lim w,, = >

2
2
21, 207+l >n,Vn>2
n+3
lim n =+
2n2+1:

Logo, lim 3

22.2+1>20 Y ne N
lim 2" = +o0
Logo, lim 227 *1 =+,

-n2+2 n
2.3. Ve <—2+1,VneIN

lim (—g+1)=—oo
-n?+2 _
2n+1

Logo, lim

3

31. Tem-se que:
-1<cosn?<1l,VneNN

Logo:
2
Sl cosn® 1o en
n n n

Como lim <— %) =0elim % =0, entao, pelo teore-

- . €0s n?
ma das sucessdes enquadradas, lim ———=0.
n
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3.2. Tem-se que:
-1<cosn<l,VneIN

Assim:
-1<-cosn<l,VnelN
< 1<2-cosn<3,VneN

1 2-cosn 3
< <
<:>n+3_ n+3 ~n+3

. VneIN

. 1 . 3 ~
Como lim P Oelim i3 0, entao, pelo

teorema das sucessoes enquadradas,
lim 2-cosn _ 0
n+3
3.3. Tem-se que:
O0<cos?2n<l,VneN
Como 3-2n<0, sen>1,entao:
1 cos?n
3-2n = 3-2n

<0,Vn>1

Como limO0=0elim =0, entao, pelo

1
3-2n
teorema das sucessodes enquadradas,
cos?n
lim ———=0.

3-2n 0

41. Para qualquer x € IR \ {0}, tem-se que:
-1<cos (%) <1
X
2 < y2 ( 1) 2
& X2<x?cos (| <x
X

Como lim_(-x3 =0e lim_x%=0, entdo, pelo teo-
x—0 x—0
rema das fungdes enquadradas, conclui-se que

lim [xz cos (%ﬂ =0.
x—0 X

4.2. Para qualquer x € IR \ {0}, tem-se que:
-1<sen (2;)()51

+x>SXZ

Como lim_(-x%) =0e lim_x%=0, entdo, pelo teo-
x—0 x—0

2
o x2<x2sen (

rema das fungdes enquadradas, conclui-se que
lim [xz sen (2 +X>} =0.
x—0 X

4.3. Para qualquer x € IR, tem-se que:

-1<—cos(x)<1 & 0<1l-cosx<?

1-cosx 2
x2+2 x2+2

& 0<

ASEI Expoente” Dossié do Professor

Como )Eim+ 0=0elim % = 0, entao, pelo

X — +00 +2
teorema das fungdes enquadradas, conclui-se que
lim l-cosx _

Xx—+e X2+ 2

4.4. Para qualquer x € IR, tem-se que:
O<cos?x<1

& 1<1+c0s2x<?2

1.1
2~ 1+cos?x
2 2
PN 3L<37X<3X2

2 " 1+cos?x
.32 . o _ ~
Como lim ——=0e lim_ (3x?) =0, entao, pelo
x—0 2 x—0

teorema das fungdes enquadradas, conclui-se

ue lim 3—)(2:0
a0 1+ cos? x

4.5, Para qualquer x € IR \ {1}, tem-se que:

1
-1< <1
sen(x_l)

1

gser 77 ) < 2

1
2
(x=1)?

[
1
& TS x-1p2 gsen 51 ) < 9(x - 1)?

_1)2
comoim ¥ g etim 2x-1)7 =0,
Xx—1 2 X—1
entao, pelo teorema das funcdes enquadradas,

1
conclui-se que lim [(x -1)2 ZSen(xl)] =0.
x—1

4.6. Para qualquer x € IR \ {0}, tem-se que:
-1<senx<1

o x2 -1<x2+senx<x2+1

2_ 2 2
X l<x +senx<x+l

T e ST 22 T e
1
Como Llim X2_l=lim 17X2:le
Xt 2 X —> +o0 2 2
1+i
im Xl im 2 L o pel
lim =g =lim 5 = entdo, pelo

teorema das fungdes enquadradas, conclui-se

ue lim x2+senx) 1
q X — +o©

2x2 2

5,

n+1
3n+2

A sucessado (a,) € mondtona decrescente, uma

vez que:

5.1. Seja (a,) a sucessdo de termo geral a, =

1B



a _a:n+2_n+1:
nrlE T 83n+5 3n+2
(n+2)(3n+2) - (n+1)(3n +5)
(3n+5)(3n+2)

3n2+8n+4-3n2-8n-5

(3n+5)(3n+2)
-1
=—>————<(0,VnEN
@Bn+5@n+r2
Um majorante dos termos desta sucessao é
a==2
1= ¢

Por outro lado:

n+l 1 1 1
3n+2 3 3@nrg 3 "EN

Calculo auxiliar

n+1 3n+2

21
3 3
1
3
1 n+1 2
Entdo, <L <2 vpeN
ntao, g <5 155 VNENe

1\n n+1\n _[2\n
= — ) <=
(3) <(3n+2> _(5> wneN.

A . (2\n ~
Como lim <§> =0elim (g) =0, entao, pelo
teorema das sucessodes enquadradas,

. n+1\n_
lIm<3n+2> =0

(Vn+1-Vn)(Vn+1+Vh)

52.Vn+1-Vn= Vn+1+Vn -

__n+l-n
T Vn+1+Vn
N S
" Vn+1+Vhn

Tem-se que:

Vn+12VnvneN

Assim:

Vn+1+Vnz2VnvneN

Entao:

1 1
< < v e IN
O< Vns1evn = 2vn ' 7"

, . 1 -
Como lim0=0elim Nn 0, entao, pelo teo

rema das sucessdes enquadradas,

lim (Vn+1-Vn)=0.

"

5.3. Tem-se que:
-1<senn<l,VvnelNeO<cos’n<l,VneNN

Assim:
-1<senn+cos’n<2,vneIN
& -n?<n¥senn+cos?n)<2n,VneEN

- n?(sen n + cos? n) o2
n+1" n+1 T+l

VneN

) _
=lim 1 =0e

. n
Como lim P T

2
ng’l 1- lim 2 - 0, entao, pelo teo-

n+ =
n?

lim

rema das sucessdes enquadradas,

n?(sen n + cos? n)

nm+1 =0.

lim

& n+l n+l n+l n+1

5'4';(;1 mok m-1 m-2 T on

Como n+1 - n+1 . n+1

n?-1" n?-2 n?-n

n+l n+1 n+1 < n+1 N n+1

n?-1 n?-2 n?-n n?-1 n?-1
n+1 —hx ntl __ nh+1) _ n
n?-1 n?-1 (n-1)(n+1) n-1

, entao:

Por outro lado:

n+1 n+1 n+1>n+1+n+1 4
n?-1 n?-2 " n?2-n n?2-n n?-n 7
. n+l _ n+1 =n(n+1) _n+1
n?-n n?-n n(h-1) n-1
Assim:
n 2 n+l n+1
n—l<k=1n2—k<n—l'vnen\l\{l]
1+l
n
Comolimn—+1=lim 1 =le
n-1 1-=
n
lim n =lim 1 =1, entao, pelo teorema
n-1 1 ' P

1-=
n

n
~ . n+1
das sucessdes enquadradas, lim Y, Tk =1
K=1 n*-—

6.1. No intervalo ]-1, +e[, a fungéo é continua por se

encontrar definida por uma fungao racional, em
que o denominador nao se anula.
No intervalo ]-o, -1, a fungdo é continua por se
encontrar definida pelo quociente entre duas fun-
cbes continuas, em que o denominador nio se
anula.
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Para que a funcéo f seja continua em x = -1, tem
de seterlim _f(x)=lim , fix) = f-1).
X—-1 X—-1

c fi-1)=-2
/2 \/
«lim _fix) =lim _ X“+3 _ V1+3 =_9
Xx—-1 x—-1 X -1
. L x2-1
tm . Ax)=lim . Xx+1
—lim X-)x+1) _
x—-1 x+1

=lim , (x-1)=-2
Xx—-1

Logo, a funcgao f é continua em x =-1.
Assim, f é continua em R.

6.2. Como f é continua em IR, em particular, é conti-

nua em [-2, 0] e, entdo, podemos concluir, pelo
teorema de Weierstrass, que a funcéo f admite,
neste intervalo, maximo e minimo absolutos.

6.3. Como f € continua em IR, em particular, é conti-

[A"

nua em [-2, -1].

fl-2)= S \f 132 2cd)
fl-1) = -2
3

fi-1) < -5 < fi-2)

Assim, pelo Teorema de Bolzano-Cauchy, pode-
mos garantir que existe pelo menos uma solugao

da equagao f(x) = —% no intervalo ]-2, -1J.

No intervalo ]0, +[, a fungdo é continua por se
encontrar definida por uma funcgao polinomial,
qualquer que seja o valor de k € R.
No intervalo ]-<0, O[, a funcéo é continua por se
encontrar definida pelo quociente entre duas fun-
¢bes continuas, em que o denominador ndo se
anula, qualquer que seja o valor de k € IR.
Para que a fungdo g seja continua em x = 0 tem de
se ter im__g(x) = lim , g(x) = g(0).

x—0 x—0

*90)=k
. Iy 2X-k -k _
MMp g =My 51 T K

«lim_,g(X) =lim . (x2+ 2x+ k) = k
x—0 x—0

Logo, a funcdo g é continua em x = 0, qualquer
que sejaovalorde k€ R.

Assim, g é continua em R e, em particular, g é
continua em [-1, 1].

Como g é continua em [-1, 1], podemos concluir,
pelo teorema de Weierstrass, que a funcdo g admi-
te, neste intervalo, maximo e minimo absolutos.
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12. Como g é continua em IR, em particular, é conti-

nua em [0, 2].

9(0) =k

9(2)=4+4+k=8+k

Para que se possa usar o teorema de Bolzano-

-Cauchy, para concluir que a funcdo g admite pelo
menos um zero no intervalo [0, 2], tem de se ter:

g0)x g(2) <0 < k(8+k <0

Assim, k€ ]-8, 0[.

A funcdo h é continua em [a, b], por se tratar da
diferenca entre duas fungdes continuas neste
intervalo.
h(a)=geof(a)—a
h(b)=ge°f(b)—-b
h(b) <0 < h(a)
Assim, pelo teorema de Bolzano-Cauchy, podemos
garantir que existe pelo menos um zero de h no
intervalo [a, b].

=g(a)-a
glb)-b

b-a
a-b

9. g(x) = xf(x)
g'(x) = X' f(x) + xf'(x) = f(x) + xF'(x)
g"(x) = F(x) + X'F'(x) + xf"(x) =
= f'(x) + £(x) + xf"'(x) =
=2f(x) + xf"'(x)
10.
101 f(x) =x3+3x2-5x +1
Df: |R
fi(x)=3x2+6x-5
f'(x) =6x+6
f'X)=0 & 6x+6=0 < x=-1
X -0 -1 +oo
Sinal de " - 0 +
Sentido das
concavidades N P.l. U
do grafico de f

fi-l)=-1+3+5+1=8

O grafico de f tem a concavidade voltada para
baixo em ]-e, —1[ e tem a concavidade voltada
para cima em ]-1, +eo[; apresenta um ponto de
inflexdo de coordenadas (-1, 8).

15




10.2. g(x) = x* — 6x2
D,=R
g'(x) = 4x3-12x
g'(x) =122 -12
g'X)=0 & 12¢-12=0
& 12(x-1)(x+1)=0
e x=1vx=-1

X —0 -1 1 +00
Sinal de g"” + 0 - 0 +
Sentido das
concavidades U P.l. N P.l. @]
do graficode g
g-1)=1-6=-5
gl)=1-6=-5

O gréfico de g tem a concavidade voltada para
baixo em ]-1, 1[ e tem a concavidade voltada
para cima em |-, =1 e em ]1, +oo[; apresenta
dois pontos de inflexao de coordenadas (-1, -5) e
,-5).

103, hi ==

x2-1
D,=R\{-1,1}
v X(X2-1)-x2x2x =X
A (O
nron —2(X2 - 1)2 - (—2X)2(X2 -1)2x
h(x) = (X2 -1)4 -
_ 0-D)[2(x2-1) +8x7] _
(2= 1)
_ 6x2+2
(x*-1)3
h'(x)=0,Vxe R\ {-1,1}
X —0 -1 1 +00
Sinal de h” + n.d. - n.d. +
Sentido das
concavidades v n.d. N n.d. v
do grafico de h

O gréfico de h tem a concavidade voltada para
baixo em ]-1, 1[ e tem a concavidade voltada
para cima em ]-o, -1[ e em ]1, + «[; ndo apresen-
ta pontos de inflexao.

. x3-1

104. i(x) = 2
D;=R\ {0}
von 32X x2-2(x3-1) x4+ 2x x3+2
7(x)= " T8
o 3P -(x3+2)3x2 -6x2 6
I'(x) = X6 RN

16

i"(x)#0,Vxe R\ {0}

X —o0 0 400
Sinal de i"” - n.d. -
Sentido das
concavidades N n.d. N
do grafico de i

O grafico de i tem a concavidade voltada para
baixo em ]-o, O[ e em ]0, +«[; ndo apresenta
pontos de inflexao.

, x-1

10.5. j(x) = )
Dj=R\{-1}
oy X+1-(x=1) 2
J )= x+1)2  (x+1)2
iy T2X2K+1) 4
S = x+1% (x+1)3

J'X) =0, VxeR\{-1}

X —o0 -1 400
Sinal de j" + n.d. -
Sentido das
concavidades U n.d. N
do grafico de j

O grafico de j tem a concavidade voltada para
cima em ]-o, -1[ e tem a concavidade voltada
para baixo em ]-1, +oo[; ndo apresenta pontos de

inflexao.
M&MMZG%%Y
D=R\{3}
o X+2 x-3-(x+2) _-10Kk+2)
/((X)—Qxx—3>< x=32  (x-37
k'(x) — —lO(X—3)3+lO(X+2)3(X_3)2 _

(x-3)°

(x—3)2[-10(x - 3) + 30(x + 2)]
(x—3)8

_10+9)
(x-3)*

) = __8
K'X)=0 & x 2

X —o0 - 3 400

Sinal de k"’ - 0 + | nd. +

Sentido das
concavidades N PL | u |nd U
do grafico de k

94
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O grafico de k tem a concavidade voltada para

baixo em ]—00, - %[ e tem a concavidade voltada
para cima em ]— % 3[ e em |3, + «o[; apresenta

um ponto de inflexdo de coordenadas (— 9 l).

2'9
102 (x)=Vx2+1

Dlle
=22 +1)7 x2x= ——
=g 02 x2x= ey
Vi +1- X x ——
L) = Vx2+1 _
x2+1
S S
T (x2+1)VxZ+1

'x)>0,vxeR

O gréfico de [ tem a concavidade voltada para
cima em IR; ndo apresenta pontos de inflexao.

108. m(x) = Xffg
D,,=R\{-3, 3}
mx) = 3(x2-9)-3xx2x _ -3*-27
(x2-9)? (x2-9)2
() = —6X(x2—9)2 - (-3x2 - 27) x 2(x2 - 9)2x _

(x*-9)*

(x2 - 9)[-6x(x2 - 9) + 4x(3x2 + 27)]

(x2-9)%
_ 2X(-3%? + 27 + B6x? + 54)
(2-9°
_ Bx¢+27)

0297
m'(x)=0 < x=0

X —o0 -3 0 3 +o0
6x(x2 + 27) - - -10] + |+ +
(x2-9)3 + o|-|-|-1]60 +
Sinal de m” - nd. | + 0 - | nd. +
Sentido das
concavidades N nd| v |PL| n [nd @]
do grafico de m

m(0)=0

O gréfico de m tem a concavidade voltada para
baixo em ]-o, —=3[ e em ]0, 3[ e tem a concavidade
voltada para cima em ]-3, O[ e em ]3, +[; apre-
senta um ponto de inflexdo de coordenadas (0, 0).
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X2 4

10.9. n(x) = N
D,=R
) = 2X(X2+4) - (X2~ 4)2x  __ 16x
(X2 + 4)? (X2 + 4)?
() = 16(x? + 4)2 - 16x x 2(x* + 4)2x_ _
(X2 + 4)*
16(x% + 4) -64x* _
(X2 +4)3
_ 64482
(x2+ 4)3
o 64 — 48x2
n'x)=0 —(x2+ c
V3 2V3
o x= VvV X=
3 3
« . _2V3 2V3 .
3 3
Sinal de n” - 0 + 0 -
Sentido das
concavidades N P.I @] P.. N
do gréafico de n

n(_ 2V3 )=_l
3 2
{27

O grafico de n tem a concavidade voltada para

2V3 2V3
eem , +o| e
3 3

tem a concavidade voltada para cima em

]2\@ 2V3

- LYo T3 [; apresenta dois pontos de

3
2V3 ;)

baixo em }—OO, -

inflexdo de coordenadas (— 33 75 e

2V3 1
(552
3x3
1010. o(x) -1
D,=R\[-1 1}
oo (% -1) - 33 x 2x
0'(x)= x2-1)°

3x4-9x?

" e-1p

5 2_1)2 — (3x% — 9x2)2(x2 —
o = (AR R SR

(12x3 - 18x)(x2 - 1) — (3x* — 9x2) 4x

0@ -1

_ 6x3+18x
S p2-13
_ Bx(2+3)
IR

1



0'x)=0 & x=0

x+1
2(x+1)\/x+1—(x+2)[2\/x+1+ﬁ]

de voltada para cima em ]-1, O[ e em ]1, +o[;
apresenta um ponto de inflexdo de coordenadas

X — -1 0 1 +00 = 4(x +1)3 =
6x(x2+ 3 - - -0 |+ |+ +
X3 2(x+1)vx+1—(x+2)%
(x2-1)3 + ol -|-]-|o]| =+ - X+l  _
4(x +1)3
Sinal de 0" - nd. | + 0 - | nd. +
2x+1)2-3(x+2)(x + 1)
Sentido das = 3 =
concavidades 8 nd.| u | PL| n |nd. U 4(x+1) \/X +1
do grafico de o 2x+1) - 3(x +2)
0(0)=0 T o4x+12Vx+l
O grafico de o tem a concavidade voltada para - _X2_4
baixo em ]-o, -1 e em ]0, 1[ e tem a concavida- 4(x+1)? Vx+1

q'(x)<0,Vx€E]J]-1,+x[

(0,0).

1011 p(x) = Vx-2

q'(x)=

O gréfico de g tem a concavidade voltada para
baixo em |- 1, +[; ndo apresenta pontos de infle-

xao.
Bp= 12+l ) 1 11. O gréfico que pode representar a funcéo f é o gréa-
pPX)==(x-2) 2 = fico l.
2Vx -2 Ve ~ ~
O grafico IV nao pode representar a fungéao f, por
1 ,% 1 se tratar do grafico de uma funcdo que nao tem
“2x5{x-2) 2 derivada finita no ponto de abcissa 4.

P = (2Vx -2)2 TS - O grafico lll ndo pode representar a fungéo f, uma

vez que no ponto de abcissa 2 a derivada ndo é
__ 1 nula.

4(x-2)Vx-2 O gréfico Il ndo pode representar a fungdo f, por-

p'(x) <0,V x €]2,+[

que a derivada da funcao por si representada é
negativa em ]-o, 2[.

O gréfico de p tem a concavidade voltada para

baixo em ]2, +=[; ndo apresenta pontos de infle-

Xao.

12.
121 f'(x) x fix) <0

_ X
10-12- q(X) - \/m X —0 _1 _% 0 %
Dq =1-1, [ Variagao de f N N [N [Min| o~ | 2| 2 |Méx
L
x+1—xx%(x+1) 2 Sinal de f' - - | -]ol+|+|+]0O
qi) = (Vx+1)2 Sinal de + ol - -|-]o|+]|~+
Vx+1l-—— Sinalde f' x f - o|+|0|-|0]|+1|0O
2V§+1
X 1 g 2 +o0
_ 2X+2-X _ 2
2x+1)Vx+1 Variagdodef | NN (M|~ |2 A
= L Sinal de f’ - - - 0 + + +
2x+1)Vx+1
Sinal de f + 0 - - - 0 +
- L Sinalde f' x f - 0 + 0 - 0 +
2(x+1)\/x+1—(x+2)[2\/x+1+2(x+1)%(x+1) 2]
_ 1 1 3,
[20x + 1) Vx+1]2 CS.=]== _l[u]_ 2" 0[ U]z' 1[ U]z' 2

18
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4X . 4

122 fix) x '(x) >0 }'Ln% f'(X) =}|§%W=}|anx—4 :}'anﬁ =0
S I el N O e A lm £ =lim_— P =lim X =lim =0
Sentido das - X2 (X )© xorX XX
concavidades | U UlUl|PLn]|PLlU|uU @] L £ 30 ' t L. bsolut
do gréfico de 0go, a funcdo f' tem méximo absoluto em
Sinal de " + + |+ [0 -0+ |+ + X= %
Sinal de f + o|-|0|+]|0|~-1]0 +
Assim, o declive da reta tangente ao gréfico de f
Sinalde f"xf| + |0 -0 -10)-]0} + atinge o seu valor maximo no ponto de abcissa
C.S. = ]2, -1[ U ]2, +o] V3
3
123. /' (x) x f'(x) 2 0 V3 W3
4x —— —_—
N 1 1 o V3 _ 3 __ 3
o - 0 5 3 ﬁ 2 i1 2 <i)2
Sinal de f’ - Jol+|+]|+]0o (( 3 ) ) 3
Sinal de f" + + | +]lo]|-1]- 4V3x9 - 3V3
16x 3 4
Sinalde f" x f - o|+]0]| -0
2(\/§ )2 5 1
VS e
x 1 3 f< V3 ): 3 8 1
3 V3\2 1, 2
Sinal de f' -l -1-1o (—3) +1 3
Sinal de " - 0 + +
A equacao pedida é da formay = 3V3 X+ b.
Sinaldef'xf | + | 0 | - | © 4
V3 1
CS. = [_ % 0] 0 [% 1] 0 [% +oo[ Como o ponto de coordenadas ( 3 2) perten-
ce a esta reta, tem-se:
8 = 2 1_3V3 V3 ., -1
X =2 2 4 3 4
Di=R Assim, a equacdo pedida é:
v AP+ D) -2 X 2X . 4x
f'(x) = W2r1)2 TS y= 3V, 1
4 4
N 4(x2+1)2 - 4xx 2(x2 +1)2x
f'(x) = T =
(x¢+1)
14. a(t) =-5£2 + 100t + 1500
_ ACrL-16¢ . (8 =10t + 100
(x2+1)3 Ja'(f) =-10t+
A2+ 4 a(t)=0 & -10t+100=0 < t=10
Tox2+1)3
t 0 10 +00
-12x%+ 4
f'x)=0 & ——==0
(x2+1) Sinal de @' + 0 -
< X=- \/§ Vv X= \/5 Variagao de a A Méx. N
3 3
. B V3 V3 . a(10) =-5x 100 + 100 x 10 + 1500 = 2000
3 3 A altura maxima atingida pelo projétil foi 2000
Sinal de f”’ - 0 + 0 - metros.
Variaggo d N Min. Max. N
ErEoy ~ 7 o _ 4(5)-a(0) _1875-1500
14.2. t.m.V.[g‘ 5] = = =75
A funcao derivada tem maximo relativo em 5-0 5
. V3 A velocidade média do projétil nos primeiros 5
3 segundos foi 75 m/s.
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13.0(t) =0 & -5t2+ 100t +1500=0

_ -100 + V1002 + 20 x 1500
S t=
-10
o, +_ 100200
10

< t=30 v t=-10
Como t > 0, entdo t= 30, ou seja, o projétil atin-
giu o solo ao fim de 30 segundos.
a'(t)=-10t + 100
a'(30) =-10 x 30 + 100 =-200

A velocidade do projétil quando atingiu o solo foi
-200m/s.

d'(5)-a'(0) _ 50-100 __
4, TR = 20 10

A aceleragdo média nos primeiros cinco segun-
dos foi =10 m/s%

14.5. 0"(t) =-10
a"(5)=-10

A aceleracdo no instante t = 5 foi —10 m/s2.

B f(x) =x3+ax2-2x+1

f'(x) = 3x% + 2ax - 2
f'(x) =6x+2a
f'X)=0 & 6x+20=0 < x:—%

Logo,—%zl < a=-3.

16.

161 f(x) =x3—2x2 - x + 2
Dominio
Di=R
Zeros
fx)=0 & x3-2x2-x+2=0
Divisores inteiros de 2: -2,-1, 1, 2
f(2)=8-8-2+2=0
f1)=1-2-1+2=0
f-1)=-1-2+1+2=0
Logo, fX)=0 & x=-1 v x=1v x=2,
Intervalos de monotonia e extremos
f'(x)=3x2-4x-1
fx)=0 & 3x2-4x-1=0

_ 4+\V16+12
o X=E —
6
_ _4x2VT
6
2-\V7 2+\V7
@X—T\/X—T

20

« . 2-V7 2+\V7 .
3 3

Sinal de f’ + 0 - 0 +
Variagao de f Ve Max. N Min. v

i 2- V7 \_ 20+14V7

( 3 ) I

{2+ 7\ 20-14V7

( 3 ) a 27

A funcao f é estritamente crescente em

2-V7 2+V7 -
_oo'T eem T,+oo e e estrita-

2-V7  2+V7
mente decrescente em 3 , 3 ;
y . . 2-V7
tem maximo relativo em x = T etem
" . 2+4V7
minimo relativo em T.

Sentido das concavidades e pontos de inflexao
do grafico de f

f'(x) =6x-4

f'x)=0 & 6x-4=0 < x=%

X —0

o |w|N

Sinal de " -

Sentido das
concavidades N P.l. U
do grafico de f

(s)=2r

O grafico de f tem a concavidade voltada para

baixo em }—OO, %[ e tem a concavidade voltada

para cima em ]% +oo[; 0 ponto de coordenadas

2 20\, . ~ .
(3, 27) € ponto de inflexao do grafico de f.
Assintotas ao grafico de f

A fungéo f é continua no seu dominio, IR, por se
tratar de uma funcao polinomial, logo o seu grafi-
co ndo admite assintotas verticais.

3 _9v2 _
ctim [y X2 2CXH 2
X—>-% X X ——x X
3
—lim X=

O gréfico de f ndo admite assintotas nao verticais
quando X — —o,
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3 2
. X X2 =2X° =X+ 2
* lim M—l| =
X—+0 X X —> +o0 X
3
. X
=lim —=
X—>+e X

O gréfico de f ndo admite assintotas nao verticais
quando X — +o,

Representagao grafica

N
+
N

16.2. g(x) =x*-8x2+7
Dominio
Dy=R
Zeros
gx)=0 < x*-8x2+7=0

o 2. 8t VB4-28
2
8+6
2=
& X )

o x2=1v x2=7
S x=1vx=-1v x=\ﬁ v x=—\ﬁ

Intervalos de monotonia e extremos

Sentido das concavidades e pontos de inflexao
do graficode g

g'(x) = 4x3 - 16x
g'(x) =0 < 4x3-16x=0
& 4x(x2-4)=0
S x=0vx=2vx=-2
X —% -2 0 2 +00
4x - - | - 10|+ |+ +
X2-4 + o|-|-|-1]60 +
Sinal de g" - 0 + 0 - 0 +
Variagao de g N Min.| ~» |Méax.| \v |Min. 2

9(-2)=-9
9(0)=7
9(2) =~
A funcéo g é estritamente decrescente em ]—oo, -2]
e em [0, 2] e é estritamente crescente em [-2, 0]
e em [2, +oo[ tem méaximo relativo em x =0 e tem
minimo relativoem x=-2eemx=2.
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g"(x) =12x2- 16
g'X) =0 o 12x2-16=0
4
24
= X 3
__ V3 _2V3
3 3
« . _2V3 2V3 .
3 3
Sinal de g” + 0 - 0 +
Sentido das
concavidades U P.I. N P.I. @]
do graficode g
S 2V3 N\ _ 17
A3 9
2V3 \_ 17
473 9

O grafico de g tem a concavidade voltada para

. 2\V3 2\V3
cimaem |-, — eem T,+oo e tem

3
a concavidade voltada para baixo em
V3 V3T
g3 3 ; 0S pontos de coordenadas
- 2V3 _ir e 2V3 i sao pontos de
3 g 3 g P

inflexdo do grafico de g.

Assintotas ao grafico de g

A funcao g é continua no seu dominio, IR, por se
tratar de uma fungao polinomial, logo o seu grafi-
co ndo admite assintotas verticais.

4 2
lim 9Ky XEEBEET
X—-% X X — —© X
. x4
=lim —=
X—-» X
=lim x3=-—x
X — =

O grafico de g ndo admite assintotas nao verti-
cais quando x — —,

4 2
. X) . X*-8xc+7
* lim L:|_|rr| - - =
X =40 X X — +o° X
. x4
=lim —=
X— 4+ X
=lim x3=+4w
X = 400

O grafico de g ndo admite assintotas nao verti-
cais quando x — +oo,

21




Representagao grafica

g y]
V7 ) X
_ bx?
16.3. h(x) = 21
Dominio
Dp=R\{-1, 1}
Zeros
_ 5 _ _
h(x) =0 < x2—1_0 < x=0

Intervalos de monotonia e extremos

boo o 10x(x2-1)-5x2x2x _ -10x
h'(x) = =
(@-1)2 (= 1)
vy -10x _
hx)=0 < - 1)2—0 < x=0
X —0 -1 0 1 +oo
Sinal de h’ + nd. | + 0 - | nd -
Variagao de h 2 nd.| A |Méx.| ™ |nd. N\
h(0)=0

2

A funcdo h é estritamente crescente em |-, —1]
e em [-1, O[ e é estritamente decrescente em
[0, 1[ e em ]1, +co[; tem maximo relativo em x = 0.

Sentido das concavidades e pontos de infle-
xao do graficode h

) = ~10(x2-1)% - (-10X)2(x2 - 1)2x_ _

(x2-1)*
_ -10(x*-1) +40x*
- (x2-1)3 -
_30x+10
(2-1p
2
h"x)=0 < % =0, que é uma equacao
impossivel em R.
X —00 -1 1 +o0
Sinal de h"” + nd.| - |nd +
Sentido das
concavidades U nd.| N |nd. U
do grafico de h

O grafico de h tem a concavidade voltada para
cima em |-, 1] e em ]1, +o¢[ e tem a concavida-
de voltada para baixo em ]-1, 1[; ndo tem pontos
de inflexao.

Assintotas ao grafico de h

A fungao h é continua no seu dominio, IR \ {-1, 1},
por se tratar de uma fungao racional, logo sé as
retas de equacdo x = -1 e x = 1 sdo candidatas a
assintotas verticais ao grafico de h.

*lim h(x) = lim Xfi _ 0_51 = +o0
pm b= 2 = -
*lim _h(x) = lim _ x?fl B 0_5_ _

“ lim . A(x) = lim x'?izl :O_Ei_ +00

As retas de equagdo x = -1 e x = 1 sdo assintotas
verticais ao grafico de h.

5x2
2_
X—-© X X — —© X
. 5x2
=lim ———=
Xx— - X3 —X
. 5x2
=lim —-=
X— -0 X
=lim — =0
X——% X
«lim  [h(x) - 0x] =Llim 5¢__
X — —% x——0 X2=1
. 5x2
=lim — =
X— -0 X
=5

A reta de equacdo y = 5 & assintota horizontal ao
grafico de h quando x — —o,

5x2
2_
im0, X2
X— -+ X X =+ X
. 5x2
=lim 3 =
X — +0 X2 — X
. 5x2
=lim —3_
X—+% X
=lim = =0
X—+% X
. L 52
)Ean+ao [h(x) - Ox] —)E[)nm 21
o 52
=lim R
X—+%0 X
=5

A reta de equagdo y = 5 é assintota horizontal ao
grafico de h quando x — +,
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Representagao grafica

h ;y‘ ;
s S
1§O 1 X
R
16.4. i(x) = 2-9
Dominio
D;=R\{-3, 3}
Zeros
iX)=0 < -9 =0 & x=0

Intervalos de monotonia e extremos
3x2(x2-9) - x3 x 2x

I(x) = =

i(3V/3) = —9\2@

A funcéo i é estritamente crescente em

]—oo, —3\/5] e em [3\/5, +oo[ e é estritamente
decrescente em ]—3\/5, -3[,em]-3,3[eem

13, 3\/5]; tem maximo relativo em x = -3V3 e
tem minimo relativo em x = 3V/3.

Sentido das concavidades e pontos de infle-
xao do grafico de i

(4x3 — 54x)(x2 - 9)2 — (x* - 27x2)2(x2 - 9)2x

"(x) = =

(x*-9)*
_ (4x3 = 54x) (X2 = 9) — (x* - 27x?)4x _
02-9)3
_ 183+ 486X _
0@-9p3
_ 18x(% + 27)
029
. 18x(2 +27) B
i"x)=0 < W—O < x=0
X -0 -3 0 3 +o0
18x(x2 + 27) - - | =10+ |+ +
(x2-9)3 + o|-|-|-10 +
Sinal de i" - nd.| + 0 - | nd. +
Sentido das
concavidades nd.| u |PL| n |nd @]
do grafico de i

}!\SEI Expoente » Dossié do Professor

o9y’
CxXA-27x2
0e-9p
_xX4x2-27)
0°-9p
. X4 —27x?
i'X) =0 < =
) g
& x=0 v x=3V3 v x=-3V3
x 0 -3V3 -3
x2 + + + + +
X227 + ol -] - | -
(x2-9)2 + + + 0 +
Sinal de i’ + 0 - n.d. -
Variagao de i V Méx. | N n.d N
X 3 3V3 +00
x2 + + + + +
x2-27 -l -] -1o0 +
(x2-9)2 + 0 + + +
Sinal de i’ - n.d. - 0 +
Variacao de i Y nd. | N | Min. A
. 9
i-3V/3) = - %

i(0)=0

O gréfico de i tem a concavidade voltada para
baixo em ]—=, —3[ e em ]0, 3] e tem a concavida-
de voltada para cima em ]-3, O[ e em ]3, +=[; o
ponto de coordenadas (0, O) é ponto de inflexdo
do gréfico de i.

Assintotas ao grafico de i

A funcéo i é continua no seu dominio, IR\ {-3, 3},
por se tratar de uma fungao racional, logo sé as
retas de equacdo x = -3 e x = 3 sdo candidatas a
assintotas verticais ao grafico de .

lim i) =tim =22
X —-3" x—-3 x2-9 ot
T
m i) =lim e g o -
8 a7
i'L“g-’(X)‘i'i“s- x2-9 0
¥ 2T

= =4

Flm. ix) =lim.. x2-9 0O

As retas de equacdo x = -3 e x = 3 sdo assintotas
verticais ao grafico de .
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24

, 9
=lim — =
X—-% X

=lim g=0
X — -0 X
A reta de equacdo y = x é assintota obliqua ao

grafico de i quando x — —»,

0y X229

=lim =
X -+ X3 — Ox

. 9
=lim —22
X =+ X

=lim 2=O
X—t+w X

A reta de equacdo y = X é assintota obliqua ao
grafico de i quando x — -+,

Representacao grafica

16.5. j(x) =

_ x-1
x2+1

Dominio
Di=R
Zeros

jx) =0 o X1

x2+1

=0 & x=1

Intervalos de monotonia e extremos
") = X2+1-(x-1)2x  —x2+Xx+1
JX)= (X2+1)2 - (X2+l)2

oy X2+ X+1
j(X)—O i (X2+1)2 -

& x=1—\6 Y x:1+\/§

1-V2 1+V2 +o0

X —o0

Sinal de j’ - 0 + 0 -

Variagao de j N Min. 2 Max. N

ja-vg- AV

j(1+\/§)= #

A funcido j é estritamente decrescente em

J-0,1-V?2] e em [1+ V2, +oo[ e ¢ estritamente
crescente em [1 - V2, 1 + V2]; tem maximo
relativo em x = 1 + V2 e tem minimo relativo em

x=1-V2.

Sentido das concavidades e pontos de infle-
xao do grafico de j
"(x) = (2x+ 2+ 1)2 - (X2 + 2x + 1)2(x2 + 1)2x_
S (2 + 1) -
2x+2)(x*+1) = (x> + 2x+ 1)4x_
0@ +1)3 i
2(x3-3x2-3x+1)
02 +1)3

2(x3-3x2-3x+1)
x2+1)°

=0

2x+ 1)(x2 - 4x +1)
(x2+1)3

o x=-1vx=2-V3vx=2+V3

Calculos auxiliares

Seja P(x) =x3-3x2-3x + 1.
Divisores inteirosde 1: -1 el
P(-1)=-1-3+3+1=0
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Assim, P(x) = (x + 1)(x2 - 4x + 1) = 0.
4+V16 - 4

2
o x=2-V3 v x=2+V3

X2-4x+1=0 & x=

X o -1 2-V3 2+V3| 4w

2(x+1) - 0 + + + + +

X2 —4x+1 + + |+ 0 - 0 +

(x2+1)3 + + |+ + + + +

Sinal de j” - 0 + 0 - 0 +

Sentido das

concavidades| N PlL | U P.I. N P.I. @]

do gréfico de j
JE1) =-1

jo-va)=2V3

j(2+V3) = V3 +4\/§

O grafico de j tem a concavidade voltada para
baixo em ], -1[ e em ]2 - \/§ 2+ \/§[ etema
concavidade voltada para cima em |-1, 2 _\/§[
e em ]2+ V3, +oo[; 0s pontos de coordenadas

18 25 o1 V528

sdo pontos de inflexao do grafico de j.

Assintotas ao grafico de j

A funcao j é continua no seu dominio, IR, por se
tratar de uma fungao racional, logo o seu grafico
nao admite assintotas verticais.

x-1
: 2
ctim ¥y
X—=>-2 X X — —© X
i X1
X e X3+X_
e X
_ilm—x x3
i L
—)EILn_x xz_O
clim [0 -0x =tlim XL
X — —o0 x— -0 X2+1
=im. e =
=lim —==0
X—-0 X

A reta de equacdo y = 0 é assintota horizontal ao
grafico de j quando x — —=,
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' 2+1
lim M—l| X
X—+o X X =+ X
. x-1
=lim ——=
X— 40 X2+ X
=lm 5=
=)|zlm+ocﬁ_0
lim [0 -0x] =lim XL
X — +o0 x— 4o X2+1
_ X _
_)lzlinﬂ)oxz
=lim l:O
X— 4+ X

A reta de equacdo y = O é assintota horizontal ao
grafico de j quando x — +o,

Representagao grafica

A

y

166. k() = —

X
-1

Dominio
D,=R\{-1,1}
Zeros

k(x)=0 <

x4—1:0 < x=0

Intervalos de monotonia e extremos
2(x% 1) - 2x x 4x3 _ Bx-2

K=" Twew

K(x) <0,V x€e€R\[-1 1)
A funcdo k é estritamente decrescente em ]—o, 1],

em |-1, 1[ e em ]1, +oo[; ndo admite extremos.

Sentido das concavidades e pontos de infle-
xao do grafico de k

_=24x8(x* - 1)% - (-6x4 — 2)2(x* - 1) 4x3

K"(x) (X4 _ 1)4 -
—24x3(x* - 1) — (-6x* - 2)8x3
- (x*-1)3 -
_ 8x3(3x*+5)
T (x*-1)3
8x3(3x*+5
KX =0 o %zo & x=0

25



X —0 -1 0 1 +o0
8x3(3x* +5) - - - 0 + + +
(x*-1)3 + 0 - - - 0 +
Sinal de kK - n.d. + 0 - n.d. +
Sentido das
concavidades N |nd| U P.I N |nd| U
do gréfico de k

X+ X2
=m0
im0 04 =i

26

k(0)=0

O grafico de k tem a concavidade voltada para
baixo em ]-, -1[ e em ]0, 1[ e tem a concavida-
de voltada para cima em ]-1, O[ e em ]1, +[; 0
ponto de coordenadas (O, O) é ponto de inflexao
do gréfico de k.

Assintotas ao grafico de k

A fungao k é continua no seu dominio, IR\ {-1, 1},
por se tratar de uma funcao racional, logo so as
retas de equagao x = -1 e x = 1 sdo candidatas a
assintotas verticais ao gréafico de k.

. L x 2
ilinfr k() _yinfr x4-1 0

. T _—2_
ilm—f k() = i@_f x4-1 0 e

et 2 2
{im, k() = lim X4-1 0

X 2
= 400

-yinfk(x):)E@f x4—1 :0_+

As retas de equacdo x = -1 e x = 1 sdo assintotas
verticais ao grafico de k.

X
4 _
.l|m m:“m L —
X—-* X X — —%© X
, X
=lim e o=
Xx——2 X2 =X
=lim x_
x> x5
e 2
_ilin—ac x‘*_0
. ilgﬁm [k(x) — Ox] =£|Tm a1
=lim x
X x4
e 2
—ian_OOXB—O

A reta de equacdo y = O é assintota horizontal ao
grafico de k quando x — —».

X
kX)L x4-1
clim KWy XL
X— 40 X X —> +00 X

T X— e X5 X

A reta de equacgado y = 0 é assintota horizontal ao
grafico de k quando X — +o,

Representacao grafica

16.7. (x) =
Dominio
Di={x € R:x2-4>0}=]-%,-2] U [2, +[
Zeros

[(X)=0 & Vx?-4=0

& X=2 v Xx=-2
Intervalos de monotonia e extremos

1
- X

[X)==(x2-4) 2 x2x= 22

) X . ~
[x)=0 < W =0, que é uma equagao

impossivel em D, = |-, -2] U [2, +oo].

X —0 -2 2 +o0
Sinal de ' - 0 0 +
Variagao de [ N Min. | Min. 2
[(-2)=0
[(2)=0

A funcéo [ é estritamente decrescente em ]—»e, —2]
e é estritamente crescente em [2, +oo[, tem mini-
mos absolutos em x=-2eemx=2.
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Sentido das concavidades e pontos de infle-
xao do grafico de [

_ 1
\/x2—4—x><%(x2—4) 2 % 2x
[Y’ = =
(X) 2 4
¥2
24—
X2 -4
. S
(2-4)VX2-4

["(x) <0, V x € J-o0, 2] U [2, +oo[

O gréfico de [ tem a concavidade voltada para
baixo em ]-o, -2[ e em ]2, +o[; ndo admite pon-
tos de inflexao.

Assintotas ao grafico de [

A funcédo [ é continua no seu dominio IR \ ]—°, —2]
U [2, +oo[, por se tratar da composta da funcéo
raiz quadrada com uma funcao polinomial, logo o
seu grafico ndo admite assintotas verticais.

2_
cim Wy VX4
X——0 X X — —% X
e
2
= lim X7 -
X — -0 X
IXI 1—X—[;
=lm —F =
X — — X
X ll—iz
—lim —y X _
X — —o0 X
= lim (— 1—%) =-1
X — - X
«lim [((x)+x]=lim (Vx2-4+x)=
X — —0 X — —%
iy (VX2-4+x)(Vx*-4-x)
_XILn—oo \/X2—4—X B

=lim e

—4
x> VX2—b-X = 4o
A reta de equacdo y = —x é assintota obliqua ao
grafico de [ quando x — —o,

2_
* lim M—lim X4 _
X—+o X X — +0 X
X2
=lim =
X — oo X

ASEI Expoente” Dossié do Professor

16.8.

4
[x] 1——2
. X
=lim —F =
X — 4% X
4
X 1——2
. X
=lim _— =
X — 4o X

=lim

[y 4 _
iyt =t

clim  [lx)-x] =lim (Vx2-4-x)=
X — +o X — +o0
_ (VX2=4-x)(VX2-4 +X)
={m., VX2 4 +x -
. —4 -4
:>£I—>m+co VX2 -4 +x :EZO

A reta de equagdo y = x é assintota obliqua ao
grafico de [ quando x — -+,

Representagao grafica

4

y

m(x) = Vx2+2-x
Dominio
D, =R
Zeros
mx)=0 & Vx2+2-x=0
o Vx2+2=x
= x2+2=x2 que é uma equagao impos-
sivel em IR.

Intervalos de monotonia e extremos

iy = L 2 oy 1= X _
M) =2 (@+2)2 2 LW 1

m'(x) < 0, V x € R, logo m é estritamente de-
crescente em IR e ndo admite extremos.

Sentido das concavidades e pontos de infle-
xao do grafico de m

1
x2+2—x><%(x2+ 2)" 2 x2x
m”(x) = =

X2+ 2
2
Vil 2-———
3 Vx2Z+2
a X2+ 2

21




2
T x2+2Vx2+2
m"(x)>0,VxeR
O gréafico de m tem a concavidade voltada para
cima em IR; ndo admite pontos de inflexao.

Assintotas ao grafico de m

A fungdo m é continua no seu dominio, IR, por se
tratar da diferencga entre a composta da raiz qua-
drada com uma funcao polinomial e uma funcéo
afim, logo o seu grafico ndo admite assintotas

verticais.
. m(x) . VxZ+2-x
e lim —=lim —— =
X — —%© X X — —%© X
2
| /x2(1+ﬁ)—x
=lim =
X —> =0 X
[XI /1+%—x
. X
=lim —— =
X — —o0 X
/ 2
| —X 1+F—x
‘i'Ln_x X -
—x( 1+%+1)
. \Y X
=lim =
X — -0 X

X — -0

= lim (— 1+3—1>=—2
X
“lim  [m(x) +2x] =£i£>n_w(\/x2+2+x) =
(Vx2+2+x)(Vx2+2-x)

_yT—w VX2 +2-x B

.y ) 0
T VK 2-X T qw

A reta de equacdo y = —2x é assintota obliqua ao
grafico de m quando x — -,
m(x) Vx2+2-x

s lim ——+=lim
X—>+o X X =+

=lim =
X — +o0 X
2
x| 1+—2—X
\ X
=lim _— =
X — +o0 X
/ 2
X l+—=-x
l X
=1lm =
X — +o0 X

28

=lim ( /l+%—1>20
X — +oo X

«lim  [m(x) - 0x] =lim (Vx2+2-x)=

X = +00

(VX2 +2-x)(VX2+2+X)
Vx2+2-x

, 2 2
M Vi 2ax T 0

A reta de equacdo y = O é assintota obliqua ao
grafico de m quando x — +o,

=lim

X =+

Representacao grafica

.

\\\ m y

1.

171. A func3o f é continua em |-, 2[, por se tratar da
soma entre a composta da raiz quadrada com
uma funcao afim e uma constante.

A funcdo f é continua em ]2, 5[, por se tratar de
uma funcao racional.
A funcgdo f é continua em ]5, +eo[, por se tratar de
uma funcgao racional.

i, 100 =i, (VEx+ )= =102

. . —2X _ 4
My = T x=5) - Ix (3)

Como iimz, f(x) = )Eir_)nf f(x) = f(2), entdo f é conti-

nuaemx=2.

, T X _5_
yrjy f(x) —ygly 2169 f(S)
2X -10

" um f(x)=£irl15, m=?=+w

Como yTs‘ f(x) = )EiT5+ f(x) = f(5), entdo f ndo é

continuaem x = 5.
Assim, f é continuaem IR \ {5].

17.2. Como f é continua em R \ {5}, em particular, é
continua em [0, 4]. Entdo, podemos concluir, pelo

teorema de Weierstrass, que a funcao f admite
neste intervalo maximo e minimo absolutos.
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11.3. Seja g(x) = f(x) — x3. Pretende-se mostrar que a Assim, a reta BC contém os pontos de coordena-
funcdo g tem, pelo menos, um zero no intervalo das (0, 2) e (2, 0), logo uma equacdo desta reta é
1-2, 2]. y=-X+2.

Como f é continua em IR \ {5}, em particular, f é
continua em [-2, 2]. Assim, g é continua em [-2, 2],
por se tratar da diferenga entre duas fungdes

Sejax €10, 2[.
O comprimento de cada um dos retangulos que se
podem construir nas condigdes do enunciado &,

continuas. 4 34 entdo, 2x e a sua altura é —x + 2.
g-2)=f(-2)- (-2)®=2+—+8=" A drea de cada um desses retangulos é dada por:
3 3

4 - A(X) = 2X(—X + 2) = -2xZ + 4x
9(2)=f(2)-22=—-8=-"— A'(X) = (-2X2 + 4X)' = —4X + 4

3 3 AX)=0 & -4x+4=0 & x=1
9(2)<0<g(-2)
Entao, pelo teorema de Bolzano-Cauchy, a fungéo X 0 1 2

g tem, pelo menos, um zero no intervalo ]-2, 2[, ou

. ~ _ w3 Sinal de A’ n.d. + 0 - n.d.
seja, a equacao f(x) = x> tem, pelo menos, uma
solugdo no intervalo ]-2, 2]. Variagdode A | n.d. 2 Méx. N n.d.
174. r
;\ O retangulo de drea maxima obtém-se quando x = 1.
| DE=2x1=2
‘ EF=-1+2=1

O comprimento do retangulo de drea maxima é 2
e a sua altura é 1.

19. P(x XEIR

| | VA

B X _ 2

2 - \/(x 3+ l0-vip-
Assim,x=1,3 /y2 x+——+x—

-3

175. Se x € 15, +[:
) = [ _x2-16-xx2x _ x*-16 2

< 16) (¥ -16)? (x2-16)? = /X —2x+_1:

, -2x(x2 - 16)2 - (-x2 - 16)2(x2 - 16)2
f'(x) = i ) ()((2i16)") . Jx Seja d(x) = /x2—2x+—3—.

-2X(x2 - 16) + (x2 + 16)4x

(2~ 16)° i = L2 9+ OV 7 oy o)
 23+96x d(x)_2<x 2X+4) X2
- (@-16)3 B x-1
e 23 +96x ~ . -
P =0 e oar1gp =0 @ x=0(& 5+ X2 - 2%+
f'(x) >0,V x €15, +x[ 1
'(X):O@ X :0(:>X:1

O gréfico de f tem a concavidade voltada para

cima em |5, +o[ e ndo admite pontos de inflexdo X2 = 2x +%
neste intervalo.
X 0 1 +00
18. Pelo teorema de Pitagoras:
42=BC?+AC? < 16=2BC? < BC2=8 Sinal de o - 0 :
e Variagdo de d Méx. N Min. A

BC2=0C2+2? < 0C?=8-4 < 0C2=4

it A distancia entre P e A é minima quando P é o
Logo, OC=2.

ponto de coordenadas (1, 1).
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20. Sejax €10, 2|.

2.

30

O comprimento de cada retangulo nas condigdes
do enunciado é dado por 2x.

Uma condicao que define a circunferéncia repre-
sentada na figura é x2 + y2 = 4,
Comoy>0,tem-sey=V4-x2

A altura de cada retangulo é, entdo, dada por

V4 -x2

Assim, a area dos retangulos em funcao de x é
dada por:

(X) =2xV4-x2
X) = (2xV4-x2)' =
S OVA X2 XS (h=x2) 7 X (2X) =

2

2x?
— 21/ 2
VAT T

_ 2(4-x3)-2x*  B-4x?
VA VI

4x2
AKX =0 < % 0o x=V2vx=-\2

Como x € 10, 2[, entdo x = V2.

X 0 V2 2
Sinal de A’ n.d. + 0 - n.d.
Variagao de A n.d. A Max. N n.d.
2% =2V?2

y=V4-x2=V4-(V2)2=V2
Assim, o comprimento do retangulo de drea maxi-
ma é2V?2 easuaalturaé V2.

Sejam r o raio e h a altura do cone.

Pelo teorema de Pitagoras:

(\/§)2=r2+h2 o r2=3-h?

0 volume do cone é dado por:

V= % xmrlx h

Ou seja, o volume do cone é dado, em funcao de h,
por:

_nB-hdh _m .,
V(h) = — 3 3 (3h - h3)

"y = (3
V'(h) = 3 (3-3h?)
V'ih)=0 & — 3 (3 3h?%) =0

< 1-h%2=0
< h=1v h=-1

Como h>0,entdo h=1.

X 0 1 +o0
Sinal de V' n.d. + 0 -
Variagao de V n.d. Ve Max. N

Logo, a altura do cone de volume maximo € igual
al

P?=3-12 & =2 logor= V2.
O raio do cone de volume maximo é igual a V2.

V=%an2><l=23—n

. , 2
O volume maximo é 3

Tema IV - Trigonometria e Fungdes
Trigonométricas

Péginas 34 a 41

1.

11 sen <£) cos (l) + cos (£> sen ( T )
5 20 20

on T 5n A
12. cos (E) cos (E) +sen (E) sen (ﬁ) =

13. —sen on cos 2n - cos 5z sen 2m) _
18 9 18 9

= sen (24 2T)
18 9
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T
2 —_— =
sen( X 12)

16. (oos (%) -sen (%)) (cos <%) e (%»

= cos? (22| - sen? (2L =
12 12

2.

21.sen (o + B) +sen (o—P) =
=sen o, cos B+ cos o sen B+ sen o.cos B -
-cosasenf=
=2senacosf

2.2. cos (o + B) — cos (o -P) =
=cos o.cos 3 —sen o.sen B —cos o cos -
-senosenf=
=-2senasenfP

3, sen (a+PB)  senocosf+cosaosenf
" sen (a.-P) sen o.cos B —-cos asen

sen o, cos P+ cos o sen B
cos o. cos

sen o .cos B —cos o sen B
cos o cos B
seno  sen B
coso.  cosf
seno  senf
coso.  cosf

_tgo+tgf
tga-tgP
cos(oc+B): cos o.cos B—sena sen B
" cos (o-B) cosocosPB+senasen

cos o.cos B—sena sen
cos o. cos B

cos ocos B +senasenf -
cos o cos B

ASEI Expoente” Dossié do Professor

25. sen (o + B) sen (o —P) =

970, L=COs (20) _ 1- cos? o+ sen? o,
" 1+cos(2a) 1+cos?a-seno

_1-tgoatgP
l+tgotg P

= (sen o, cos B + cos o sen B)(sen o cos B -

—-cos asenf) =
=sen? o cos? B - cos? o sen? B =
=sen? o (1-sen?P)-(1-sen?a)sen?P=
=sen? o.—sen? o sen? B—sen? B+ sen? o sen? B =
=sen? o.—sen? P

2. cos (0. + B) cos (o - P) =

= (cos a.cos B —sen o . sen B)(cos o cos B +
+senasenf) =

=cos? o cos? B —sen? o sen? B =

=cos?o (1-sen?B)-(1-cos? o) sen?PB =

=cos? o —cos? o sen? B —sen? B + cos? o sen? B =

=cos?o—sen?f

2.1. cos? o + cos (20) =

=cos? o+ cos? o, — sen o =
=2cos?a-sen? o=
=2(1-sen?a)-sen?o =
=2-2sen?o-sen? o=

=2-3sen?a
sen (20) 2 sen o, cos o
l+cos(20) 1+cos?a-seno

_ 2senq.cos
 cos? o+ cos? o
_2senq.cos o
~ 2cos?o
_sena
S coso

=tga

seno+sen(20)  _
1+ cos o+ cos (20)

sen o+ 2 sen oL cos o _
1+ cos o+ cos? o - sen? o

sen oL+ 2 sen o. cos o
cos o, + cos? o, + cos? o

sen o+ 2 sen o. cos o
cos o + 2 cosZ o

_sena(l+2coso)

cos o, (1 + 2 cos o)

senol
CoSs o

tg o

sen? o+ sen? o
cos? o+ cos? o,

2sen o

2 cos?a

3



sen? o

cos2 o
=tg? o

3.cos(X-q _3 o senoczi
2 5 5

3\2
sen?o +cosla=1 < 00520c=1—<—

< cos? oc=E
25

i
E "~
Como o, }2

n[, entdocosa=—-_|—=-

2
sen?B+cos?B=1 < sen?PB= 1—(—15—3>

144

& senzﬁzﬁ

Como B € ]E

3 n[, entdo sen =

Assim:

* sen (oe+B) =sen o.cos f + cos o sen =

3 5 4\ 12 _
==X(-=x|+[-=
s*(35) (5] 3

*cos (o.—PB)=cosocosP+senasenf=

(A (5,3 12 _
5 13) 5713

_56
65

*sen (20) =2 sen oL cos o, =

oS [_A)\
—2><5><< 5)

24
25
sen(2B) _
cos (2p)
2 senf cos B

cos? B-sen? P

12 5
2X73 (‘E)
5\ [12)\2
(33) (5]
120
T 119

- tg (2B) =

4, sen Eﬂx =l4:> sen(3n+L+q _1
2 4 2 4

& sen(m+ = +o -1
2 4

o -sen(Z+o)=1
2 4

32

144 _12
169 13"

=N —cosoc=l
4
= cosocz—l
4
2
senZo +coslo=1 sen2a:1_<_%)

< sen? oc=E
16

Como o € ] 3n{ entdo:

sen o =-— l & seno=-—

cos (20) = cos? o. - sen? o, =
1 15

" 16 16
7

;.

-J-\‘,_.
ol

sen (20) = 2 sen o cos o, =

ZQX(_@)XH:

V15

T8
Assim:

cos ( 3 +2 oc) cos (g) cos (20 —sen (g) sen (20) =

_1 (.T\_ V3 Vi5_
2 8/ 2 8
7 3V5

- 16 16

_7+3V5
16

. sen (x+%>=3cos(x+%>

I T
< Sen X cos (g) + Ccos X sen (§> =

o|a

i
=3 (cos X COS (E) —senxsen (
V3

1
& sen XX +Cos X X =
2 2

)

( )
=3[cosxx —senx><§

V3 3V3

@%SGHX"' 5 COsS X = 5 2

25enx=\/§cosx
sen x V3

& —=—
COS X 2

V3
2

g

& tgx=
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6. Pela Lei dos Senos:

BC __AC__ _x _ AC
sen© sen (20) sen® sen (20)
o AC=Xsen (20)
sen 0

— 2xsen0Bcos 6

AC =
< seno

& AC=2Xcos 0

=sen(%+%)=
=sen (%) Ccos <%) + CO0S (“) sen (—
_ V2 y V3 V2 WL
2 2 2 72
_Ve+\V2
4

m m\
12. sen (ﬁ) + cos (ﬁ) =

V2 1 V2 V3 V2 1
== x=+ X + =-
2 2 2 2 2 2
N2 VB
2 2
_ Va2
2
1lrn T\
13. cos 2)+cos<12)—

ﬁcosﬂ—sen ﬁsen£+
4 6 4 6
T T

V2 V3 V2 1.1 V2
= X - XT+oxX —— +
2 2 2 T2727 )
+\/§x—2=
2 2

=0
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cos 2_TC+3_
3 4
sen 2_7'C CO0S ﬁ + CcoSs 2_TE sen ﬂ
_ 3 4 3 4)
) cos 2n cos 3n -sen 2n sen 3m )
3 4 3 4
V3 V2 1\ V2
— X+ |- |x—
B i e
1), [ V2) V3 V2
(2) ( 2) 2 2
_ V6-V2
V2-Ve
_ -VB-V2 y V2+VE
V2-Ve6 V2+V86
6-2V12-2
2-6
_8+4V3 _
4
=2+V3
8.
81 cos x cos [ Z) + sen x sen [ & :ﬁ
- 5 5 2
& CO0Ss X—E =£
5 2
& x-g=grdm v x-p=-ErUnkEZ
_r., T _nt_ T
<:>X—5+6+2knvx 5 6+2kn,kez
o x=T ok v x=" 4 2k kE Z
30 30 ’

8.2. sen (x + %) =V/2 cos x

< Sen Xxcos (‘}) + CO0S X sen (%) = \/5 Cos X

& senXxXx % + C0S X X % =\/§COSX

3



83.

84.

8.5.

4

& sen X+ cos X =2 cos X
& sen X =cos X

= x=%+kn,kez
sen (2x) + 2 cos?2x=0
& 2senxcosx+2cos?x=0
< 2cosx(senx+cosx)=0

< cosx=0 v senx+cosx=0
& cosx=0 v sen x=-cos X

& x=§+kn v x=¥+kn,kez

sen (x +%) + cos <x +%) =1+ cos (2x)

T I
& Senxcos (E) + COS X sen (E) +

T 1
+ COS X C0S (—)—sen Xsen <—> =1+cos?x-

3 3
-sen?x
1 1
& senxx +C0S X X =+ COS X X — —
2 2
-senxx =00s? X + cos? x
& c0s X =2c0s2X
< cosx-2cos2x=0
< cosx(1-2cosx)=0
< cosx=0v 1-2cosx=0
1
< cosx=0 v cosx=5

)

x=g+kn v x=g+2kn v x=—§+2kn,kez
3cos (2x) +5cosx=1
3cos(2x)—1+5cosx=0
3(cos?x—-sen?x)-1+5cosx=0
3(cos?x-1+cos?x)-1+5cosx=0
3(2cos?x-1)-1+5cosx=0
6cos?x-3-1+5cosx=0
6cos?x+5cosx-4=0
-5+V25+96
12

-5+11

12

¢ ¢t Q

COS X =

0

COS X =

= cosx=l v cosx=—i
2 3

\—_\/__J
condigdo impossivel

& x=%+2kn v x=—%+2kn,kEZ

sen (2x) + V3 cos (2x)=1

S %xsen (2x) +

N =

cos (2X) ==

n T _1
= cos(3>sen (2x) + sen <3)cos (2x) = 9

n _1
& sen(3+2x>—2

= E+2x=£+2l<n v E+2x=n—£+2k7c,kez

3 6 3 6
& 2x:—%+%+2kn v 2x=—%+n—%+2kn,
kez

& 2x=—%+2k7t v 2x=%+2kn,kEZ

1= x=—ln—2+kn v x=—n4—+kn,kEZ

T\ _ _r
8.7. sen (x+ 6)—2005 (X 3)

s T
& SenXxcos <E) + Cos X sen (E) =

K3

3

wla

=2[cosxcos< >+senxsen<

)

3 +cosxxl=

2 2

V3

2

& V3senx+cosx=2cos x+2V3 sen x
< =V 3 sen x =cos x

& senxXx

[ 1
=2 cosxx§+senx><

senx _ _ 1
COS X V3
V3

& tgx=- 3

= x=—%+kn,kez

8.8. cos (3x) + cos x=0

& c0s (2x+X) +cosx=0

& €0S (2X) cos x —sen (2x) sen x + cos x =0

& (cos?x—sen?X) cos X -2 sen X cos X sen X +
+cosx=0

& cosx(cos?x—sen?x-2sen?x+1)=0
& cosx(l-sen?x-3sen?x+1)=0
& cosx(2-4sen?x)=0
o cosx=0v 2-4sen?x=0
o cosx=0 v senzx:%
2 V2
< cosx=0 v senx= 2 v senx=—T

PN x=%+k1t v x=—Z—+k%,keZ

9,
9. cos x sen (3x) + sen X cos (3x) = _%
< sen (4x) :—g

& 4x=——n4—+2kn v 4x=5—f+2kn,kez
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T km

= X:_E"LT v x:ﬁ+?,kez

Se k=0, entaox——ﬁ x=%.
Sek=l,entéox=z—g v x=113—6n.

Se k=2, entéox=115—67E v x=211—6n.

Como x € ]0, wt[, entdo C.S.={%, I—g 113—6n 115—675}

9.2.senx—-cosx=1

V2 _ V2 V2
2

& ——— senx CoS X =
2 2

V2

< CO0S T sen X—sen T COSX= ——
4 4

2
4 2

= x——}z—Z—+2kn vV X——

4= 4 +2km, ke ”Z

= x:%+2kn v X=n+2kn, ke ”Z
- T
SekzO,entaox=§ VvV X=T.
- 3n
Sek=-1, entaox:—T VvV X=-T.

Como x € [-&t, ], entdo C.S. = {—n, % n}.

9.3. sen (2x) - V3 cos x =0
& 2senxcosx-V3cosx=0
& cosx (2senx-V3) =
& cosx=0 v 2senx-V3=0

B V3
< cosx=0 v senx= —

o x=Liknv x=%+2kn v x:%"mm,

2
ke”Z
Sek=0 entéox=£vx=£vx:2—n
' 2 3 3
Sek=l,entr§1ox=ﬁvx=ﬂvx=8—7c
2 3
T 2n 3n
Como x € ]0, 2x[, entdo C.S. = {2 3 3 2}.

94.2cos (2x) +1+ 4 senx=0
2(cos?x—-sen?x)+1+4senx=0
2(1-sen?x-sen?x)+1+4senx=0
2(1-2sen?x)+1+4senx=0
2-4sen?x+1+4senx=0
~4sen?x+4senx+3=0
4+\I6148

-8

¢t ¢0¢0¢0¢Q

senXx=

ASEI Expoente” Dossié do Professor

_ 4+Ve64
& senXx
-8
&~ Senx= 448
8
= SEI'IXZ—l \% SEI’IX:g
2 2
-

condigdo impossivel
& x=—%+2kn v x=%+2kn,kez

Sek=-1, entcﬁlox:—l?’TTE v x=—%.

Se k=0, entaox-—% v x— 6

Como x € |-, w[, entdo C.S. ={ FE —}

9.5. cos (2x) -senx =1
cos?x-sen?x-senx=1

PN
o l-sen?x-sen?x-senx=1
< -2sen?x-senx=0
& senx(-2senx-1)=0
< senx=0v -2senx-1=0
@senx=0vsenx=—§
<:>x=knvx=—%+2knvx=7—6n+2k1t,k€Z
Se k=0, entdox= va——ﬂvx—E

6 6
Sek=1entdox= nvx—ll—nvx—lgn.

6 6
Como x € ]0, 2x[, entdo C.S. = {% T, Z%_n}

9.6.V/3 sen (2x) + 3 cos x =0
& 2V3senxcosx+3cosx=0
& cosx (2V3senx+3)=0
< cosx=0 v 2\/§senx+3=0
PN

cosx—Ovsenx——i
B T2V
@cosx=0vsenx=—$
@x=%+knvx:—%+2knvx:4—;+2kn,
keZ
Sek=0 enté‘uox=£vx=—£vx=ﬂ
' 2 3 3°
e n _ 2n
Sek=-1, entaox-—2 vV X=-— 3 VvV X= 3
- 2T T T«
e i ’ t RoRE R
Como x € ]-r, O[, entdo C.S { 35 3}

9.1. sen x + cos <%+x> =1

T I
& sen X+ cos (E) COs X—sen <E> senx=1

35




cosx—lsenx:l
2 2

& senx+

1
& —senx+ cosx=1

2 2
& senxcos (=) +cosxsen|=|=1
3 3

T
— :1
= sen(x+3>

T_T
to=-+t2kmkE”Z
& X 375 4

& x=%+2kn,kEZ

Se k=0, entdox=

o|a

Como x € ]0, 2x[, entdo C.S. = {%}

9.8. sen (x —%) =2 cos (x + %)

& senxcos [~ |-cos xsen [~ =
6 6

=2 (cos x cos (L) - sen x sen (=
3 3
= ﬁsenx—lcosx=2 lcosx—ﬁsenx
2 2 2 2
V3 1 -
IS Tsenx—;cosx-cosx— 3senx
= 3V3 senx—écosx=0
2 2
& 3\2/5 senx=%cosx

& 3V3senx=3cos x

3
= senx=Tcosx

senx V3
& =—
cos X 3
V3
C)th—T

& x=%+kn,kEZ

Se k=0, entéox=—%.
Sek=1, entéox=%.

- 7
Se k=2, entaox:F.

50CS. = [- 2% X Im
Como x € ]-r, 2n[, entdo C.S.—{ S EE }
10.
101 lim 3S8NX _ o senx
x—0 X X—0 X
=3x1=
=3

36

)

sen (3x) sen (3x)

10.2. im =3lim
x—0 X 3x—0 3x
=3
103, lim 200 _ Ly, senl)
x—0 X 3x-0 X
1
= — 1:
3
_1
3
104, lim S22 _ Ly, sen(2) ., _
X—0 Bx 5 2x—-0 2X
1
5>< X
_2
5
1.
. sen(m-x) _ 1. senx_1_ . 1
11 )E@O B v i@o "2 x1= 2
. sen(3x) . sen(3x) _
M2 tim, sen (2x) T M sen (2x)
- sen(3x) 1. X
- 3:|3)|X|T_1)0 3x x 2 g(”lo sen (2x) -
=3x1x%x1=
_3
2
. senx . senx  _
11.3.)£|Ln0 t9x —yino —senx
COS X
=lim cosx=
x—0
senﬂ%)
4. lim 2 =
x—0 X
sen (i) sen (§>
=lim 2 x lim =
x—=0 X x—0 X
sen (% sen (X
=llim 2 xllim 2 =
2 L1 x—0 1 2 1 x—0 i
2 2 2 2
_1 1 .
=5 x1x 2 x1
_1
4
5. lim 0™ sen(m) oy X
x—>0sen (3nx) x—-0 X x—0 sen (3nx)
T sen (mx) _ . 3nx 1
=nlim ——xlim —————x—=
x— 0 X 3mx—0 sen (3mx) 3¢m
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=7t><1><1><—1=
3n

1
3

_ _ 2
16, lim £=995X _ i, 1-cos”x

x>0 xsenx x—0 Xxsenx(1+cosx)

. sen? x
=Llim

x—0 Xsenx(l+cosx)
_ senx

x—0 X(1+ cos Xx)

.osenx ..
=lim X lim ——=
X— X x—0 1+ cos X
1
:1 =
141
_1
2
x>0t V1-cosx x— 0" V1 =cos? x
. xV'1+cos x
=lim, ———— =
x—=0 sen<Xx
—lim XV1+cosx
x>0 sen x -

xlim ., V1+cosx=

x—0"senx x—0"

1 sen(2x)
.o X=sen(2x) _ . X
M8, i, sen @)+ 1-5en(3)
X

1-lim 5&n (2x)
x—0 X

1-lim sen (3x) _
x—0 X

1-lim sen (2x)
2x — 0 2X
1-lim S€n (3x)
3x—0 3X
_1-1x2 _
1-1x3
1
2

X 2

X 3

12

121. Para que a funcgéo f seja continua em x = -1, tem
de se ter im _f(x) =lm _, f(x) = f(-1).
x—-1 x—-1

*f(-1)=0

. . cos (x+1)-1

i fb0 = fim S0
- lim cosy-1
y=x+1y0 y

|ﬂ6ﬂl Expoente” Dossié do Professor

_ cos?y-1 _
y—0 y(cosy+1)

i seny  _
y—0 y(cosy+1)
=lim_2&WY o fjm WY
y—=0 y y—0 cosy+1
=1x0=
=0
T 5 sen (X+1)
im . fix) =im . X2+3x+2
_ sen (x+1) _
x=-1" (Xx+ 2)(x+1)
. sen(x+1) . 1
=lim ,—/—x =
x+1-0 X+1 x—-1"X+2
=1x1=
=1
Calculo auxiliar
xX2+3x+2=0 & x=¥ & x=-1v x=-2

Como lim __ f(x) = f(-1) = lim _, f(x), entdo a fun-
X —-1 x—-1

cao f ndo é continuaem x =-1.

Para que a fungdo g seja continua em x = 0, tem
de se ter lim _g(x) =lim_, g(x) = g(0).
x—0 x—0

+g(0)=1
clim_ g0 =tim_ (208 4 1) _
x— 0 x— 0" X
2
=lim sen(;( ) xlim_(x)+1=
x2—=0 X x—0
=1x0+1=
=1

. X2+ sen x
=lim ———==
x—0 X

. . sen X
=lim  x+Llm, =
x—0

x—0 X
=1

Como lim__g(x) =lim , g(x) = g(0), entdo a funcao
x—0 x—0
g é continuaem x=0.

12.2. Como f é continua em IR\ {-1} e )Eim_l, fixy=0e

lim , f(x) = 1, entdo ndo ha assintotas verticais

X — -1
ao grafico de f.
em=tim T S+

xo4e X xowe X3+ 3x+2X

31




Calculos auxiliares

-1<sen(x+1)<1
3 1 < sen (X +1) < 1
X3+ 3x2+2x  x3+32+2x ~ x3+3x2+ 2
Vv x € ]0, +oof

o . 1 B
Como, além disso, i@m (— NI 2x) =0e
. 1 _ - sen (x+1)
m., X3+ 32+ 2x 0, entdo lim,_ X3+ 32+2x
i e sen(x+1)
b_ilinﬂo f(X) _>|er—T>1+oc X2+ 3x+2 B

=l—0=
=1

Calculos auxiliares

-1<sen(x+1)<1
1 < sen (x+1) < 1

X243 +2 x2+3x+2 _X2+3x+2,VxE]—1,+00[
N 1 ~
Como, além disso, ygn+°o (— NIV 2) =0e
. 1 _ - sen (x+1)
>IZI£>n+OO X2+ 3x+2 =0, entaokwﬁnﬂc X2+3x+2

Calculos auxiliares

—lsoos(x+%)sl

COS(X+£>
o 1 o\ 2

1
3 3 <5 VXER\(0]

Como, além disso, lim —iz) =0elim 1_ 0, entdo
X — 0 X X —

oo X2
T
+=
COS(X 2)
lm ————

X — +0 X2

=0.

A reta de equacdo y = 0 é assintota horizontal ao
grafico de fquando x — +oe,
fx) _ lim €S (x+1) -1

sb=lim (g(X)-x)=

X —> +00 -
x2 - cos <x+5>

*m=Llim : =0
X—>—0 X X — —%© X+ X
Calculos auxiliares
-1<cos(x+1)<1
& -2<cos(x+1)-1<0
2 cos (x+1)-1 0 o
x2+xS X2 +X Sx2+x’vxe] =1l
Como, além disso, lim (- =0elim 0 =0,
x—-2\ X2+X x— =0 X2 + X
entdo lim w=0.
X ——© Xe+X
. . +1)—
cb=lim fix)=lim SosKFD-1_g
X — 0 X — 0 Xx+1
Calculos auxiliares
-1<cos(x+1)<1
< -2<cos(x+1)-1<0
2 cos x+1)-1 0
> > —00 —
Xx+1"~ x+1 _X+1,VXE]O°, 1
Como, além disso, lim (— 2 )=0elim =0,
x—-—2\ XxX+1 x—-o X+ 1
entdo lim wzﬁ.
X —> % Xx+1

=lim -X|=
X =+ X
cos x+£
. 2
=lim -— 7 |=
X — +%© X
=0
Calculos auxiliares
—15005(x+£>51
2
cos <x+v)
1 2 1
& ——=< <= Vx€E]0, +of
X X

X —> +o0

T
cos <x+ 2>
lm —————— =

X — +0 X

X
L . 1 . 1 -
Como, além disso, lim X =0e l|m+ ; =0, entdo

A reta de equagdo y = 0 é assintota horizontal ao
grafico de f quando x — -,

Como g é continua em IR, entdo ndo ha assinto-
tas verticais ao grafico de g.

A reta de equacdo y = x é assintota obliqua ao
grafico de g quando x — +,

*m=Llim 9 _
X—=-2 X
2
—lim (&Z(X)A):
X = X X
=0
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Calculos auxiliares

-1<sen(x3) <1

1 sen(x3) 1
-5 <20 <5 vxeR\([D)
Como, além disso, lim <— %) =0elim iz =0, entdo
X — —o0 X X — =0 X
2
lim SN0 _g
X ——% X’

*b=lim glx)=
sen (x?) +1)=
(1)

:O+l:
=0

=lim

X — =0

Calculos auxiliares

-1<sen(x3) <1

2
o L5 1y e o[
X X X
o . 1 . 1 -
Como, além disso, lim (-=]=0elim —==0, entdo
X— =% X X— -2 X
2
lim e _q
X — - X

A reta de equacdo y = 1 é assintota horizontal ao
grafico de g quando x — -,

13.
sen(x+-— sen(x-Z
B1. 2]y 2/ -
Rl cos (3x) e > cos(3x)
o &@o seny _
2 =
cos (3y+ 2)
. seny
:l_ =
VILnO sen (3y)
i ny Y 1_
&wﬁng y ><3ya0 sen(3y)x3
1
x1x 3
_1
3
B2 lim, —1-258NX  _
X%E _
sen (x 6)
1-2sen <y+%>
= . lim =
y=X-¢ y—0 seny
1—2(senycos <£>+cosysen (E»
. 6 6
=lim =
y—0 seny
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( V3 1)
1-2(senyx——+cosyx—
. 2 2
=lim =
y—0 seny

Yy 1—\/§seny—cosy

=lim

y—0 seny
- ﬂ_\/g:

y—>0 seny

i 1-cos?y
y—0 seny(l+cosy)

:yino 1+

=lim ——
yIHO seny (1+cosy)
seny

sen?y

-V3=
cosy

-0 3=

1+1

—
9’
s"
X e
13
)
| —
[
|
x
—
«
—
r\)|§‘<
N~———
—
1l
fa—

bid T m Yy
iy—>0 sen <§y

xleim cos Tyl=
0 2y a

2
2
=lx—x1=
B
_2
B
senx
t cosx_senx
, X—-senx .
184 lim 9X SN X iy EBR
X—0 X X—0 x3

sen X—sen X cos X

=lim
x—0

x3 cos X

senX(l-cosx)

=lim
x—0

x3 cos X

sen x (1 - cos?x)

m
x>0 X3

cos X (1 + cos X)

sen3 x 1

=lim
x—0

x lim =

x3 x>0 cos X (1+cosX)

. sen x\3 1
=(lim xXlm ———=
x—0 X x—0 cos X (1+ cos X)
1
“Tx 1+ 1)
_1
2

39



14,

1. 0'(x) = (2senx+tgx)' =
=2cosx+———

cos? x

14.2.b'(x) = (4 sen x cos X)' =
=4 (cos X cos X + sen X(-sen X)) =
=4 (cos? x - sen?x) =
=4 cos (2X)

14.3.c'(x) = (sen (5x + 2))’ = 5 cos (5x + 2)

184.d'(x) = (Vsenx)' =% (sen x)_% COS X =

B oS X
 2Vsenx

145, e'(x) = (x2 (sen x — 2x))' =
=2X (sen x—2X) + x2 (cos X - 2) =
=2xsen X —4x2+x2cos x— 2x2 =
= 2x sen X + X2 cos X — 6x2

146. f'(x) = (sen?x)' =
=72senxcosx=
=sen (2x)

W.1.9'(x) = (cos (x2+ 2x + 2))' =
=—(2x+2) sen (x2+ 2x + 2)

8. h'(x) = (tg2 (3x + 1)) =
_ 3 _
=2tg (3x+ 1) x 0052 (3x+1)
_Bsen(3x+1)

cos? (3x+1)
bron ,__ —senx

14.9. i’ (x) = (tg (cos X)) o2 (oS X)

140, j'(x) = (cos (2x + 1))’ =
=-2(2x+1)x2sen (2x+1)2=
=-4(2x+1) sen (2x + 1)2

WL K (x) = (cos? (2x + 1))’ =
=2c0s (2x+1)(-2sen (2x+ 1)) =
=-2x2sen(2x+1)cos (2x+1) =
=-2sen (4x+2)

cosX \'

1812 £(x) = (m) -

_ -sen X x 2 sen? X — cos X X 2 X 2 sen X oS X
4 sen* x

-2 sen3 X — 4 sen x cos? x
4 sen* x

—sen? x -2 cos? x
2 sen3x

-sen?x -2 (L-sen?x)
2 sendx

_ -sen?x-2+2sen’x
2 sendx

WM. n'(x) =

Bl (x) =

_sen?x-2
2 sen3x

1813, m'(x) = <cosx>_

X2

—sen X X X2 —cos X X 2X
X4

—X sen X — 2 cos X
X3

(cos? (x3))' =

=2 cos (x3) (3x2 x (-sen (x3))) =
=-3x2x 2 sen (x3) cos (x3) =
=-3x2 sen (2x3)

(cos x + sen x)' =—sen X + cos X
f(x)=0 < -senx+cosx=0
& C0S X =Ssenx

= x:—Z—+kn,kEZ

T T ~ L _T
Umavezquexe[ 2,2],entaox—4.

X _r n r
2 4 2
Sinal de f’ + 0 -
Variagao de f Min. A Max. N Min.

B2 g'((x) =

(3o 5l 0o

f(—z—)=cos(—25—)+sen(%>:72+72:\/§

f(g)=005<%>+sen<g>=0+l=l

A funcao f é estritamente crescente em [—g _n_]
e é estritamente decrescente em [4 2} -lel

sdao minimos relativos para x = - 5 ex= 5, res-

petivamente, V2 é maximo relativo para X = —Z—

(sen (2x) —x)' = 2 cos (2X) -
g'(x)=0 < 2cos (2x)-1=0

& oS (2X) ==

= 2x=%+2kn v 2x=—%+2kn,kez

S x=Ltknv x=-Ltkn kEZ

6 6
Uma vez que x € [0, 2x], entéox=% v x=%
vx=_E x=1E

6 6

ﬁ&”‘u Fxpoente” » Dossié do Professor



- 5r V6 11n

N T 51 n Al 2
0 6 6 6 6 "

Sina’l +lofl-lo|l+|o|=-]o0]+

deg

"a.!'f‘;‘“ Min.| 7 Méx| s Min 2 Max) o (Min.| 2 [Mdx.

T\ _on(F\_E_ V3 _m

6 376 2 6

5r)\ _ o (5n)_5n__ V3  5m
6 3) 6 2 6
TR\ on (W) _Tn_ V3 Tn
N6 3)76 2 6
Ur)_(lln) Uz V3 i
76 3 ) 6 2 6

A funcdo g é estritamente crescente em [0, %]

m [%t -761_1 e em [ll_n 275] e é estritamente

6

decrescente em |~ on eem T m ). 0é mi-
6' 6 6' 6 |
. . ~ V3 5n. ..
nimo relativo para x = 0, % "5 € minimo
. 5t V3 lm, ..
relativo paraXx=—,———— ———=—é minimo rela-
6 2 6
. 1l V3 . L .
tivo para x = ——, —— ——= é maximo relativo
6 2 6
n V3 mo, .
para X = 5 2 5 € maximo relativo para

n L .
X = 5 e —2m é maximo relativo para x = 2m.

15.3. h'(x) = (2x—tgx)' =2 -

cos? x
h'x)=0 & 2- 12 =0
cos? X
2 cos?x-1 _
cos2 x

< 2c0s2x-1=0 A cos?x=0

2 1
& COS“X=—

2
V2 V2
& COSX=-— V COSX=—fF7
2 2
T km
S Xx=—+—ke”Z
4 2
T T - e T
€ T A A == =
Uma vez que X ] 2 2[ entdo x 4 Vv X 4
X _xr _T r T
2 4 4 2
Sinal de h’ n.d. - 0 + 0 - n.d.

Variagdodeh | nd. | ~ Min.| 2 |Méx.| N n.d.
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54, 0'(x) = (

A fungdo h é estritamente crescente em [— % %]

e é estritamente decrescente em ]— % —%] eem
KL -—£+1ém|'nimo relativo arax=—£e
42| "2 P 4

T o . T
o 1 é maximo relativo para x = 7

1 ' cosx-—senx
sen X+ cos X (sen x+cos x)?

cosX—senx

f0=0 e - (senx+cosX?

< —cosx+senx=0 A (senx+cosx)2+0
& cosx=senXx A (senx+cosx)2=0

& x=%+kn,k€Z

T ~ T
Umavez que x € [O, 5] entdo x = 7
X r o
0 4 2
Sinal de i’ - 0 +
Variagao de i Max. N Min. 2 Max.
1 1
0) = 1

- sen0+0050_0+1:

A fungdo i é estritamente decrescente em |0, %]

, . T 2
e e estritamente crescente em —[:, 5 ; —2 e

minimo relativo para x = 7" 1 é maximo relativo

parax=0eparax=

N

4



16. f"(X) = (~sen x + cos X)' =—cos X — sen X
f'"x)=0 & —cosx-senx=0
& C0S X =-sen X

= x:3—f+kn,kEZ

T T ~ T
Comox € |-= =| entdox=-—
22 4
X _r _r r
2 4 2
Sinal de " + 0 -
Sentido das
concavidades (V)] P.I a)
do gréfico de f

O gréfico de f tem a concavidade voltada para cima

em ]— % - —Z—[ e tem a concavidade voltada para

baixo em ]— —Z— %[ tem um ponto de inflexao de

abcissa x =- T
4

g"(X) = (2 cos (2x) - 1)' =—4 sen (2x)
g'(x)=0 & -4sen(2x)=0

< sen (2x) =0

o X=kn, ke ”Z

& x=k7n,kez

Comox € [0, 2x], entdox=0 v x=Zy x=n v

_2senx _

cos3x
o -2senx=0 A cos®x=0
& x=km ke ”Z

h"(x)=0

T T ~
Comox € |-—,=|,entdox=0.
2 2
b1 b1
X = il
2 0 2
Sinal de h” n.d. + 0 - n.d.
Sentido das
concavidades n.d. U P.I. e n.d.
do grafico de h

2
3n
V X=— V X=2T.
2
T 3n
X K on
0 > b ) 2n
Sinal de g” o|l-|J]0|+]|]0|-]0]|+]0O0
Sentido das
concavidades N|PLlU|PL|NI[PL] U
do gréafico de g

O grafico de g tem a concavidade voltada para cima

em }% n[ e em }ﬁ 275[ e tem a concavidade vol-

2
tada para baixo em ]O, %[ e em }n, %[ tem trés
pontos de inflexdo de abcissas x = g X=mex= %
1\ -1x(cos?x)
h” X = 2— = — =
4 ( coszx> cos* x
__2senxcosx _
cos* x
_ 2senx
cos® x

42

O gréfico de h tem a concavidade voltada para cima
em ]— % 0[ e tem a concavidade voltada para baixo

I

em }O, 2

[; tem um ponto de inflexdo de abcissa x = 0.

() = [~ —CoSX=senx \'_
(sen x +cos X)2

(-sen x — cos x)(sen X + cos x)2 —
(sen x + cos x)*

— (cos x —sen x)2(sen x + cos X)(cos X — sen X)
(sen x + cos Xx)*

—(sen x + cos X)3 - 2(cos x—sen x)? (sen X+ cos X)
(sen x + cos X)*

(sen x + cos X)? + 2(cos x —sen x)?

(sen x + cos x)3

sen? x + 2 sen x cos X + cos? X + 2 cos? X —
(sen x + cos x)3

-4 sen X cos X + 2 sen? x
(sen x + cos x)3

_3-2senxcos X
(sen x + cos x)3

__3-sen(24
(senx + cos x)3

i"x)>0,Vxe [Og]

O grafico de i tem a concavidade voltada para cima

em ]O, E[; nao tem pontos de inflexao.

2
17.
g - 20

Di={x € R:cos (2x) -1+ 0} =
=R\ X € R:x=kn, k € Z}

Calculo auxiliar

cos (2x)-1=0 < cos (2x) =1
o xX=2km, ke”Z
S X=kmke”Z

ASEI Fxpoente” » Dossié do Professor



= Cos(=2x)+1 _
f=) cos (-2x) -1
_Cos(2+1 _
cos (X) -1

=f(x), V x € D¢
Ou seja, a fungao f é par.

__cos(2(x+m)+1
foc+m) = cos (2(x +m) -1
1

1

cos (2x + 2m) +
cos (2x + 2x) —

cos (2x) +1

cos (2x) -1
=f(x), Vx € Df
Assim, f é periddica de periodo .

Como f é par e periddica de periodo 7, e tendo em
conta o seu dominio, basta estudar a monotonia
no intervalo ]0, =/[.

vov (oS (29 +1Y
f(x)_<cos(2x)—1)_

=2 sen(2x)(cos (2x) —1) — (cos(2x) + 1)(=2sen (2x))
B (cos(2x) —1)2 -
-2 sen(2x)(cos (2x) -1 -cos(2x)-1)
(cos(2x) — 1)2 a
_ 4sen(X
~ (cos (2x) - 1)2
4 sen ()

F=0 < os-17 -

< 4sen(2x)=0 A (cos (2x)-1)2=0
& X=km, ke ”Z

& x=k7n,kEZ

X 0 % T
Sinal de f’ n.d. + 0 - n.d.
Variagao de f n.d. Vs Max. N n.d.

A funcao f é estritamente crescente em

}0 + kmt, = > L kn] k € Z e é estritamente decres-

cente em [g +km, T+ kn[, ke ”Z.

_cos (2x) + sen (2x)
1.2. g(x) = cos (2x) — sen (2x)

={x € R:cos (2x) —sen (2x) = 0} =

T kn
IR\{XEIR x-8+ i kEZ}

|ﬂ6ﬂl Expoente” Dossié do Professor

Calculo auxiliar

cos (2x) —sen (2x) =0 < cos (2x) = sen (2x)

= 2x=—}+kn,kEZ

T kn
=— 4 —
o X 3 2kn.kEZ

g

gl—x) = Cos (=2x) +sen (=2x) _

cos (—2x) —sen (—2x)

cos (2X) —sen (2x)
cos (2x) + sen (2x)

Entao:

dx € Dy g(-x) = g(x) e Ix € Dg: g(-x) #-g(x)
Ou seja, a fungdo g ndo é par nem impar.

PR
i) (i)

cos (2x + m) + sen (2x + 7)
cos (2x + m) — sen (2x + )
)
)

—C0S (2X) — sen (2x
—cos (2x) + sen (2x

cos (2x) + sen (2x)

cos (2x) —sen (2x)
=g(x), VX E D,

Assim, g é periddica de periodo %

Como g é periddica de periodo I e tendo em

2
conta o seu dominio, basta estudar a monotonia
no intervalo T 5_15
8' 8

viov [ €0S (2x) + sen (2x)
) _( cos (2X) — sen (2x) )

(-2 sen (2x) + 2 cos (2x)) (cos (2x) — sen (2x)) —

_ 2(cos (2x) - sen (2x))2 + 2 (cos (2x) + sen (2x))2

g

(cos (2x) — sen (2x))2

— (cos (2x) + sen (2x)) (-2 sen (2x) — 2 cos (2x))
(cos (2x) — sen (2x))2

(cos (2x) — sen (2x))?

2(cos? (2x) — 2 cos (2x) sen (2x) + sen? (2x) +
(cos (2x) — sen (2x))?

+cos? (2x) + 2 cos (2x) sen (2x) + sen? (2x)) _
(cos (2x) — sen (2x))?

_ 2(2c0s? (2x) + 2 sen® (2x)) _

(cos (2x) — sen (2x))?
4
(cos (2x) — sen (2x))?

T Sn[

"(x) >0, V x 6}8 8

43



~ < . n  kn Sm | kn
Entao, a fungdo g é crescente em ]8 + 7' 8 + 5 [
ke Z.

2
18. A func@o f tem periodo Tn = 47 e encontra-se

2
representada no grafico (Il).

A fungdo g tem periodo %: T e encontra-se repre-
sentada no grafico (IV).

A funcao h tem periodo 2w e encontra-se repre-
sentada no gréfico (1).

= , 2
A funcéo i tem periodo <%~ 6r e encontra-se

1
3

representada no grafico (VI).

A fungdo j tem periodo Tn = 8n e encontra-se
4

representada no grafico (lll).

A fungdo k tem periodo % = % e encontra-se re-

presentada no gréfico (V).

19.
191. f(x) =2 sen (x - %) +1,em [0, 2n]

y

[

.3775 .275 X

Periodo positivo minimo: 2n

Contradominio
Em [0, 2x]:

1< _T\ <
1_sen(x 5 <1

Zeros

)=0 o 2sen<x—%)+1=0

n__ T m_In
<:>X—6— 6+2l<7rvx 5 6+2kn,k€Z

& x=2kn v x=4—;+2kn,kez

Em [0, 2], x=0 v x=%’E v x=2m.

19.2. g(x) = sen <2x + %) - % em [-7, @]

y

1
2

0 T

.
Nla
N}

Calculos auxiliares

g(-m) =sen (—215 + g) —% =sen

3) 2 3

g(m) = sen (2n+£>—l:sen (E)—l= —3—%

Periodo positivo minimo: 27n =7

Contradominio

Em [-r, nt]:

-1 <sen (2x+%)sl
—%SSen <2x+g>—%s%

|31
Assm,D—[ 2,2}.

Zeros
gx)=0 < sen(2x+%)—%=0
& sen 2x+£ :l

3) 2

- 2x+§=%+2kn v 2x+%:%+2kn,kez

& 2x=—%+2kn v 2x=%+2kn,kEZ

& x=—l+kn v x=%+kn,kEZ

12
Em [—n,n],x=—ﬁ v Xx=-
4 12
vx=Eyx=1F
4 12

ﬁ&”‘u Fxpoente” » Dossié do Professor



19.3. h(x) = -cos <2x + %) em [0, «t]

y
1

V

Calculos auxiliares

_ n\_ o (m\_ V2
h(0) = cos(0+4> 005(4) -
h(m) = —cos (2n +_’;:) ~ cos (%) _ _%

Periodo positivo minimo: 2—; =7

Contradominio
Em [0, =]

-1 <cos <2X+£)Sl
4
-1 <-cos <2x +£) <1
4
Assim, D' = [-1, 1].

Zeros
h(x)=0 < —cos <2x +%> =0

= 2x+%:%+kn,kez

& 2x=%+kn,kez

T km
=—+—keZ
SXEgTy
Em[O,n],x:va:S—n.
8 8
194.i(x) ==tg (x)+%,em [—n,n]\{—%%
oy |
o 10) n

’
NE

|ﬂ6ﬂl Expoente » Dossié do Professor

Calculos auxiliares

M § 1_1
I(—Tt)—2 tg (—7r)+2 9

N | =

M =719 +3=>

Periodo positivo minimo: ©t

Contradominio

D' =R
Zeros
i(x)=0 @%tg(xh%zo
S tgx)=-1
(:>x=—%+kn,kez
Em [ a\l-% Elx=-T" x=3E
2 2 4 4
20.
21.vte [0 5]
1< A
1_cos<nt+4>_1
@%Scos(nt+%>+%s%

A distancia minima de Pao ponto 0é 0,5cme a
distancia maxima de P ao ponto O é 2,5 cm.

20.2. A amplitude do movimento de P é 1.

0 angulo de fase é %

20.3. O periodo é % =2,

A frequéncia é % .

204.d(t) =2
m\ 3 _
& cos(nt+4>+2—2
1
= cos(nt+4>—2

I nt+%=%+kn v nt+%=—%+kn,kez

& nt=l+kn v nt=—E+kn,k€Z

12 12
_1 __
@t—12+kvt— 12+k,k€Z

Como t € [0, 5[, e pretende-se apenas os trés
primeiros instantes em que o ponto P estd a uma

distancia de 2 cm do ponto O, entdo t = 11—2 sou

ou t=—5—sout=§s
12 127



2.
211. x(t) = cos (%t) -sen (Et) =

2
V(2L cos (3] -2 sen 3] -
= \/5 (cos (%) cos (%t) -sen (%) sen <gt)> =
=V2 cos (%t +%)

Comox(t)z\/icos (%H%)e 2>O,§>Oe

4
21.2.x(t) = V2 cos (gt + %)

X'(t) = <\/§ cos (gt + %)) =

_ _r T, T
= 2><( 25en<2t+4>)

_ \Von <en (£t+£)

2 2 4
X"'(t) =~ \/2575 xgcos (%H%):

2
=- Van cos (£t+£)

4 2 4
Entao:
X"'(t) = —kx(t)
V22 T, T T, T
= 7 cos (§t+z>——k><\/§cos <§t+z>
2
- Van =—kx V2
4
2
T
= =k
%
22.
BC x AB
22.1. A[ABC] = >2< =
_(l+cosa)sena _
2
_ Ssenot+senccoso _
2
_ 2sena+2senocosa _
4
_ 2seno+sen (20) _
4
= fla)
222. f'(a) :( 2sen o +456n (20) ) _
46

Le [0, 2], entdo x(t) € um oscilador harménico.

_ 8cosa+8cos (20)

= 1 =

_ cos o+ cos (20)

- 2

coSs o+ cos (20)
2

< coso+cos (20) =0

& cos (o) =—cos (20)

< cos (o) = cos (m—2)

S o=n-200+2kn v o=-n+ 200+ 2kn, kE Z

&

&

flo)=0 =0

Bao=n+2kn v —o=-n+2kn, kE Z
T, 2kn

v o=n+2kn, kE”Z

3 3

T 20y =
Como o € ]0, 2[, entdo o = 3

T T
o 0 3 2

Sinal de f’ n.d. + 0 - n.d.

Variagao de f n.d. 2 Max. N n.d.

. o (T
O valor de o para o qual a drea é maxima é 3

223.f(0) =0,6
v
06 (0,78;0,6) (1,33;0,6)
S
of n x
2

Os valores de o para os quais a area do tridngulo
[ABC] é 0,6 sao, aproximadamente, 0,78 e 1,33.

24, f(x) = COS X +zcos (2x)

TR

6 2
V3 o1
V3.1
2
_ V3+1
A
23.
BLfx)=0

& senx+sen (2x) =0
< sen X =-sen (2x)

ASEI Fxpoente” » Dossié do Professor



& senx =sen (m+ 2X)
S X=N+2X+2kn v X=T—-(n+2X) +2knm, kE Z
& X=n+2kn v 3x=2kn, ke ”Z

& X=-m+2kn v x=%,kez

Em [0, 2x],x=0 v x=23—7t V X=T Vv x=£3E v

X =27,

23.2.)‘(—2——x>+f<_7;:+x):

= sen<—74E - x) + sen(% - 2x) + sen(—Z— + x) +

T
L rox)=
+sen<2 + X)

= sen(—}) COS X — cos(%) sen X + cos (2x) +

+ sen(—}) cos X + cos(—}) sen x + cos (2x) =

= Tz COS X + €0s (2X) + 72 COoS X + €0s (2X) =

=V 2cos x+ 2 cos (2x)
233, im 1% -
x—=0 X

. senXx+sen (2x)
=lim ——————+=
x—0 X

senx . sen (2x)
m ——+lim ———=

= |_ + |_ X 2 =
x—0 X 2x—0 2X
=1+1x2=
=3
234. f'(x) = (sen x + sen(2x))’ =
=C0Ss X + 2 cos(2x)
f(%) = cos(%) +2cosnt=0-2=-2
f(g) = sen(%) +sen(m)=1+0=1

A equagdo reduzida da reta tangente ao grafico

de f no ponto de abcissa % édaformay=-2x+b.

O ponto de coordenadas (g 1> pertence a esta
reta, logo:

l=—2x%+b & b=1l+7w

Assim, a equacéo pretendida éy =-2x+ 1 + .

23.5. g(x) = f(x) + sen x =2 sen X + sen (2x)

g'(X) =2 cos x + 2 cos (2x)

|ﬂ6ﬂl Expoente” Dossié do Professor

'X)=0 < 2cosx+2cos (2x)=0
cos X +cos2x —sen?x =0

cos x+cos2x-1+cos2x=0

2 cos?x+cosx-1=0
-1+V1+8
—

1+3

Q

g 08¢

COS X =

)

CcoSs X =
1
& cosx=-1v cosx=§

& X=m+2kn v X=%+2k‘lt v x=—%+2kn,

keZ

Como x € [0, 2n],entéox=g VX=T Vv x=%.

S5

T
X I o
0 3 b 3 2n
Sinal de g’ + 10| -]0| -1]0] +
Variagdode g (Min.| » [Max| N [Min o~ |Méx.

g(0)=2sen0+sen(2x0)=0

Q(%) =2 sen(%) +sen (2 X %) =
V3 . V3 _3V3
2 2 2

g(2n) =2 sen (2w) + sen (2 x 2mw) =0
A funcdo g é estritamente crescente em [O, %] e

em [5—?? Zn] e é estritamente decrescente em

[% 5%] 0 é minimo relativo de g parax =0,

3V3 , . . 5
—— € minimo relativo de g para x =3
3V3

2 é maximo relativo de g para x =g e0é

maximo relativo de g para x = 2.

4



ENE]

o)

_ a(m\_1_
sen +=sen (x) 2
a2 (T _1
sen (x) >
24.2 mziignmmz

b=Llm f(x)=

X —> 400

=lim (sen2 <£> —l> =
X —> 400 X 2

1
= 2 _—=
sen< 0 2

A reta de equacdoy = —% ¢ assintota horizontal

ao grafico de f quando x — +o,
De forma andloga se conclui que a reta de equa-
caoy=- 1 é assintota horizontal ao grafico de f

2
quando x — —»,

2
& sen? <£> =1
X

X 2
T T kn
—=—+—keEZ
<:>x 4+2
(:)EzTszn,kEZ
X 4
41 1
< _n+2kn'kez\{ 2}
__ 4 1
_1+2k’kez\{ 2}

T n
———zsen(—>
X X
_ T 2n)\ _
f(xX)=0 & 2sen()() 0
@sen(z—n>=0
X
@%zkﬂ,kez
@xzi—z,kEZ\{O}
@Xz%kEZ\{O]

Comox € [1,+o[,entdox=1 v x=2.

X 1 2 +o0
Sinal de f’ 0 + 0
Variagao de f Min. 2 Max.
1 1
DN=sen2 (-t =_=
f(1) = sen (1) 2=

f(2) = sen? <%>_%:l

A funcéo f é estritamente crescente em [1, 2] e é

estritamente decrescente em [2, +o¢[, —% € mini-

mo relativo de fparax=1¢e % é maximo relativo

de fparax=2.

-f0)=0

— cos2
-lim+f(x)=lim+cos(2X) COS“X _
x—0 x—0 X

cos2 X —sen? x — cos? x

X
x lim , senx=
x—0

251. Para que a funcdo f seja continua em x = 0, é
necessario que )Eimm f(x) = iimgf f(x) = f(0).

ASEI Fxpoente” » Dossié do Professor



T Y 2cosx-sen(2x) _ 2
m- 10 = fimy. X o

Como f(0) = lim _, f(x) # lim __f(x), entdo a fungado f
x—0 x—0
nao é continuaem x =0.

25.2. g(x) = xf(x) = cos (2x) - cos? x, x € IR*

1 4 1
all+tgo= ot 1+_9_: cos? o
1 13
coslo. 9
=N Coszoczi
13
senZo +coslo=1 < sen2a=1—19—3

< sen? 0c=i
13

Assim:

g(or) = cos (20) - cos? o =
=cos? a—sen? o - cos? o =
=-sen? o=

_A
13

b) A fungao g é continua em IR*, por se tratar da dife-
renca de duas funcgdes continuas em IR*; em parti-

. , T
cular, g é continua em [5, n].

g9 (g) = cos (m) — cos? (g) =-1

g(r) = cos (2rn) — cos? (n) =0

1
Logo, g (g) < ) <g(m).

Assim, pelo teorema de Bolzano-Cauchy, pode
concluir-se que existe pelo menos uma solugao da
= 1 . T

equagao g(x) = -5 no intervalo ]5, n[.

g'(x) = (cos (2x) — cos? x)' =
=-2sen (2x) + 2 cos X sen X =
=-2sen (2x) + sen (2x) =
=-sen (2x)

g'(x) > 0, para todo o x € }% n[. logo a fungéo g é

estritamente crescente em ]g n[.

N | =

Entdo, pode concluir-se que a equagdo g(x) = -

~ T
tem exatamente uma solugao em] o n[.

ASEI Expoente” Dossié do Professor

26.
261, v(t) =d'(t)

=234 (1 - cos (6"—0 t)) -

d'(20) = 2,34 (1— cos (6ix 20)) _

-

—0.34-234 x% -

=117

A velocidade, 20 segundos apds a saida da pri-
meira paragem, € 1,17 m/s.

—_— — L =
262 v(t)=0 < 2,34 <1 cos (60 t)) 0

T
1-cos(—=t|=0
(=4 COS(GO >

Tc —_—
= cos(60 t>—1

T
——t=2kmke”Z
= 60 T

o t=120k, ke Z

Se k=1, entdo t =120, ou seja, a viagem demora
2 minutos.

d(120) = 2.34 (120 - 89 sen (& x 120)) =
T 60

=280,8-2,34 % % sen (2m) =
=280,8

A distancia entre as duas paragens é 280,8
metros.

280.8
26.3. !
63 120

A velocidade média do funicular entre as duas
paragens é 2,34 m/s.

=234

264.a(t) =v'(t) =

_ _ T\ 2
= [2,34 (l cos (60 t))]

- 234m sen (——t

60 60

a(30) = Z,éign sen <% X 30) =

49



60
_234n
60

_234m sen (T =
2

=~0,12
A aceleracdo do funicular, 30 segundos apds a

saida da primeira paragem, é aproximadamente
0,12 m/s2.

Tema V - Funcdes Exponenciais
e Funcoes Logaritmicas

Péginas 47a55

1. C,=1200(1 + 0,04)* = 1403,83 €

4
2.0, = 5000 (1 + 0—?) ~ 5627,54 €

2x18
3.y = 2000 (1 ‘ %) ~ 2861,54 €
15000
4.15 000 = Cy(1 + 0,025)° - 15000
5000 = Cofl +0025)° & Co= - oers

Logo, Cy =13 257,81 €.

_ oy roV_
5. 2000 = 1000 <1+100> - (1+100) 2

r 5
1+—— =2
< 7700 V2

& r=(V2 -1)x100
Logo, r = 14,9%.

6.
6.1.C;, =100000 (1 +1)1=200 000 €

62 C, =100 000 (1 + —> = 225000 €
63.0,=100000 (1 + %) ~244140,63 €
1+

6.5. C; =100 000

64. C, = 100 000 <1+ 1) ~ 26130353 €
( ) 269 259,70 €

6. C, =100 000 (1+ ) ~ 271 456,75 €

=~271812,67 €

6.J.C,=100000 (1 1|30
A = +
! ( 365x 24)

50

6.8. Cl =100 000 (l + m

1 )365><24><60
~ 27182792 €

69. C, = 100 000 x lim <1 N %) ~100000 x e
27182818 €

1

71.C, = 6000 (1 + & C,=6000 x 1,012
12.C,=12000 ‘< 6000%1,012=12 000 < 1012'=2

0,02\2n
2

0 x

A Fatima duplica o seu investimento ao fim de 35
anos.

8.C;=3000(1+0,1)3=3993 €
Cg=3993 (1+0,08)°~5867,03 €

9.C,=Cy (1+0,03)? & Cy+ 487,20 = Cyx 1,0609
< 0,0609 Cy = 487,20

487,20
0,0609

& Cy,=8000€

<:>CU=

10. C, =1500 (1+0,015) =1522,5 €
C,= 20225 (1 +0,015) = 2052,84 €
Cs= 2552,84 (1+0,015) = 2591,13 €
C,= 309113 (1+0,015) = 3137,50 €
Cs= 3637,50 (1 +0,015) = 3692,06 €

1.
1

1. BXZE o F=33 < x=-3

CS.={-3}
N2 2*-2=64 & 2%x-2=126
& X-2=6
& x=8
C.S.={8}
N3.33x=09%"3 & 33-x=3%-86
& 3-x=2x-6
& -3x=-9
& x=3
C.S.={3}
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N4.16¥°2=2 & 2%-8=21 & 4x-8=1

CS.= {i]

115, 3 x 8121 =92 5 3x 384 =34

& 4x=9
o x=3
4

P 38x—3:34x
& 8x—-3=4x
& 4x=3
o x=2

4

— 24—x PN 2—3x+6 — 24—x

o -3x+6=4-X

& —2xX=-2
< x=1
C.S.={1}

12
121.25%-1<]1 o 5% 2<50 & 4x-2<0

& 4x <2

<:>x<l
2

CS.= ]-oo, %[

122. 1624 > 32%x-1 & 28x-16 > 25«5
& 8x-16>5x-5
& 3x>11

11
> =
— X2 3

CS. = [% +oo[

1
X+1 <« = Xx+1 < -4
123.2 _16<:>2 <2

&S X+1<-4
& x<-5
C.S. =], -5]

124. 256* < 4 x 16%*1 & 28x < 2 24x+4
P 28x524x+6
& 8X<4Xx+6

< 4X <6

& X<

N | w

|ﬂ6ﬂl Expoente” Dossié do Professor

210
"% 16 Wx 24~
210

< 2x+4—
o 2—x+622x
& -X+62x
& —-2X>2-6
& x<3
C.S.=]—=, 3]

126.125 <5 x 2521 & 53 < 5 x 542
PN 53<54x—l

& 3<4x-1
& —4x<-4
= x>1
CS.=]1, +oof
13.
1B1.lm (1_%>”=82= 1
2n
2 T
B2 lIm(1+ 3\ _ 14 3 \n T_
n+l n+1
=(e3)2_
= gb
13.3. lim (1 + 1 n+2 14 1 2n+1 2”"—:21_
e < 2n+1> _|:< 2n+l> :| =
1
:(81)22
=Ve
H n+2 n+3_ l+w_
13.4.l|m(2n+1) _(2) 0
185, tim (311" _ g e
n+2
13.6.Lim<n+3>n+1=lim(l+§>”+1=
n n
3 n n+1
=Lim[<1+_)] "
n
= g3
3n- 3n-
B2 tim (P2 i (14 -2 1
+3 n+3
-1
=i 2 n+3 n+3
_llm[<1+n+3> ] _
:(82)3:
. (2n—-1\n+3 . 2 n+3:
w3 51
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n2+1 2n?
n n?+1
+ — =

n
= (e})2=
=e2
14.
5X _ SX _
Whim &L ojm €L 5_145=5
x—0 X 5x—0
%,—/
limite notavel
W2 lim ~% =_5lm — X =5x1=-5
x—0 1 —geX x—0 eX=1
%,—/
limite notavel
. 5-x 5-X
14.3. yins o =lim_ S @ 5-1)
=-—lim X5 _
e x-5-50 751
%,—/
limite notavel
_ 1
e°
2x+1 _ 2X _
Wd lim &€ _|jm &€= 1) _
x—0 Bx x—0 5x
_e. ex—1 B
_59{10 X x2=
-
limite notavel
e
=S x1x2=
5)( X
_2e
5
e -1 . ex-1 . X 2
14'5'&90%_2&@0 X X%'xrgoe3x—1x3
limite notavel limite notavel
2
=1x1x—
X X3
_2
3
6. lim —=—xlim (2x)=1x 0=0
x—>0eX—1 x-0
%/—J

limite notavel

52

1.

151. f'(X) = (e_XJrl)' = (—x + 1)’ ex+l=
=_e—x+1

B2 1/ = (Ve 1) = e ngl), -

=xVe' 1

15.3. f’(X) = (esen X + cos x)r _
= (sen X + cos X)' @senx+cosx =
= (COS X — sen X) e@senx+cosx

154. f'(x) =( X”) -

extl
x+1)' et - (x+1) (x+1) ex*!
= (ex+1)2
ex+1_(x+1)ex+l
= (e 1)2
_ e 1-x-1) _
CGE
X
- e+l

155. f'(x) = ((ex + 2)(e>* + 1))’ =
= (ex+2) (€3 +1) + (ex +2) (€3 + 1) =
=e(e*+1)+ (ex+2) (3x)' e¥*=
=e**l+e+ (ex+2)x3e¥*=
=3+l a4 3xe+1 4 Bedx=
=(3x+1)e*+1+6e*+e

B f'(x)=(2") =x+1) 2" In(2) =2**11n (2)

16.

1.1
-0 —_— — —
161.2°0= =2

16.2. 20+1=2b%2=5x2=10
16.3. 320 = (39)2 = 72 = 49

184.22 =\/2-1/3

16.5. 20° = (299 =39 =7
16.6.20+b=20%x26=3x5=15

» 5
2\e_29_3
m‘(s) 307
- | 7
2=02= 2=—F =
189.3 2= (3 7=7 2=~/ .

1610.69=20x39=3x7=21
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1.

ML 2+ 1x2%-1=256 < 2% =28

< 2x=8
S X=4
C.S.={4}
M2.2%-3x2-4=0 < y2-3y-4=0 (y=2
o y= 3+ \/29+16

S y=4vy=-1
o X=22 v X=-1
N
condigdo impossivel
= X=2

CS.={2}
173. 3% +3%+2-18x 3*=0
o I+ 3Fx32-18x3*=0
o 3¥-_gx3I=0
& 3(3%-9)=0
& 3=0v 3%-9=0
[ —)

condigdo impossivel

o 3%=32

o 2x=2

< x=1

CS.={1}

M5 5=2 & 1420023
1

PN 2—x+2=E
o 2-x+2=91
& -x+2=-1
< x=3

C.S.={3}

175, 2% +1 -3 x 2%+2=_16
& 2% x2-3x2%%x22+16=0
& 2x2%-12x2%+16=0 (y=2%)
& 2y2-12y+16=0
& y?-6y+8=0

_ 6+xV36-32
Sy ——————
2
S y=4vy=2

o 2%=22  2x=71
& X=2 v 2x=1
1

:1 = —
~ X Vv X )

cs =[L1)

|ﬂ6ﬂl Expoente” Dossié do Professor

x-2 x-=2
176.3 *? =27 & 3 ¥ =33
X+2
X—2
@m—:%:o
X=2-3x-6 _
X+ 2
—2x-8 _
X+2
& -2x-8=0 A x+2=0
o X=—4

0

C.S.={-3, 2}

178271+ 14 =2x+4
& Xx2+14-2*%x24=0

& 2x2x+14—§=0

& 2x2%+14x2%-16=0 (y=2%
& 2y2+14y-16=0

< y2+7y-8=0
-7£V49+32
&y ——
2
oy TE9
Y=

< y=1lvy=-8
& 2=1v 2*=-8
N
condigdo impossivel
o x=20
< x=0

C.S.={0}

18.
x2-9 x2-9

8157 <157
x2-9
X2 +3

= x2-9<0
(jdquex?+3>0,VxER)

<50

<0

93



Calculo auxiliar

x2-9=0 & x2=9 & x=3 v x=-

\/

CS.=1-3, 3]

18227524 o x2>4

o x2-4>0

Calculo auxiliar

X2-4=0 & x2=4 & x=2 v x=-2

AN

CS.=]-%,-2[U]2,+ %[
18.3. 3* (2-1)<0 & 2x-1<0
>0,VXER
& X<1
& x<0
C.S.=]-, 0]
184.2x3¥<Bx9% & 2x3¥<2x3x3%
P 3x<34x+1
& X<4x+1
& -3x<1
& 3x>-1
= x>—l
3
05| L
185. x x 2X*3>16x & xx2X*3-16x>0
o x(2¥*3-16)=0
X —o0 0 1 +o0
X - 0 + + +
2x+3_16 - - - 0 +
X(2x*3-16) + 0 - 0 +

Calculo auxiliar

2X+3—16=O = 2x+3:24
& x+3=4
= x=1

C.S.=]-%,0] U [1, +oo[

94

1 4

186.81" >3° % & 37 >35«x
4
& —2>25-x
X
4
& —-5+x20
X
_ 2
4 - 5x+x >0
X
X —0 0 1 4 +o0
x2-5x+4 | + + + 0 - 0 +
X - 0 + + + + +
2 _
i R _ nd + 0 - 0 +
X

Calculo auxiliar

5+V25-16

- 4 = =
5x + 0 &x 5

o x=1vx=4

CS.=]0,1] U [4, + =]

BL3+3%2<6 @3"+%—650

© 3%+9-6x3F<0 (y=3

o y2-6y+9<0

& (y-3)2<0

s y=3

& =3

& x=1
C.S.={1}

188214201520 o 2X><2+2X><%>20

- 2X<2+%)>20

5
o 2%x->20
><2>

& 2X>8

o %> 23

& Xx>3
CS. =13, +

BIB6-22>2% o 6-23%-

= 6—2%—2X>O

& Bx2X

= By-8-y2>0

2X>0

—-8-2%>(Q (y:2x)
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S Yy>2 Ay<4h
& X>2 A V<4
& Xx>1 A x<2

Calculo auxiliar

-y2+6y-8=0 & y2-6y+8=0

_ 6+V36-32
o y=s———""-
2
S y=4vy=2

LN
7Y

CS.=11, 2]

B 2 +xe* " 1<0 & & (x2+xe})<0
_&
>0, ¥YxER

e x(x+eh<0

X —® 0 1 +00
e
X - 0 + + +
x+% - - - 0 +
1
X(X+E> + 0 — 0 +
cs =[-1, o}
e
1.
191, f(1) = 2e
. . Xe'-e _
ilinlf(x)_yinl x-1
i YHDeti-e
_ying y =
L yey+1_|_ey+l_e 3
_y_)m[] y =
y_
“lim_ ev* 1+ lim €1
y—0 y—0 y
Y —
—e+elim £ L
y—0 'y

=e+exl=
=2e
Mudanga de variavel: y=x-1 & x=y+1

Como f(1) = )Eiml f(x), entdo a fungdo f é continua
—
emx=1

JEGEI Expoente » Dossié do Professor

19.2. - m=Llim =lim ——=
X—=+o X X — 4 X2 =X
e e
, X X2
—llmoc 1 =
X — + 1__
X
_+o-0_
1-0
=4+

Ndo existe assintota ndo vertical ao gréafico de f
quando X — + o,

. X . xeX—
*m=Llim m=l|m %:
X—>-© X X—-0 X°—=X

=lim
X — - X—

A reta de equagdo y = 0 é assintota horizontal ao
grafico de f quando x — —o.

19.3. Parax = 1
=) =
(xeX-ge)' (x—1) - (xe*—¢e) (x-1)'
(x-1)?
(eX+xe) (x-=1) - (xe*-e)
(x-1)2

xeX—eX—x? e —xeX-xe* + e

(x-1)?
e‘x2-x-1)+e
(x-1)?
Assim, f )=1X((_‘11))2+e= -1
_0-e_
fo)=gs=e

A equacédo reduzida da reta tangente ao grafico
da funcdo f no ponto de abcissa 0 é do tipo
y=(e-1)x+b.

O ponto de coordenadas (0, e) pertence a esta
reta, logo:

e=e-1)x0+b < b=e

A equacado pedidaéy=(e-1)x+e.



20.

1L.D={x€R:x-1>0}=]1,+[
Para qualquer valor de x € D:
log, (x—1)=5 & x—-1=2°
< x=33
C.S.={33}

202.D={x € R: 1—2x>0}=}—00, %[

Calculo auxiliar

1-2x>0 & 2x>-1 x<%

Para qualquer valor de x € D:
logs(1-2X)=1 & 1-2x=5
S -2X=4
o X=-2
CS.={-2}

203.0={xeR:x>0}=R*
Para qualquer valor de x € D:
log; (x) + 2log; (3) = log, (6)
& log; (x) + log, (9) = log; (6)
< log, (9x) = log, (6)
< 9Xx=06

2

<:>X=3

24.D={x€R:x2+4>01=R
Para qualquer valor de x € D:
logs (x? + 4) — logs (2) = logs (4)
& logs (x2+ 4) = logs (4) + logs (2)
& logs (x2+ 4) = logs (8)
o X°+4=8

o X2=4
& X=2 v Xx=-2
CS.={-2 2}

205.D={x € R: x>0} = R*

Para qualquer valor de x € D:

log, (x) > 2 + log, (%)

< log, (x) > log, (4) + log, (%)

< log; (x) > log, (2)
& X>2

CS.=]2,+*[NR*=]2,+ %]

56

206. D={x € R:x>0}=R*
Para qualquer valor de x € D:
logs (X) < logs (2%) +1
< logs (X) < logs (2x) + logs (3)
< logs () < logs (6x)
S X< 6X
< -5x=<0
< x20
CS.=[0,+ [N IR*=R*
201 D={xeR:x>0}=R*
Para qualquer valor de x € D:
log (x) <-1+1log (5) < log (x) +1<log (5)
< log (x) + log (10) < log (5)
< log (10x) < log (5)
< 10x<5

<:>x<l
2

CS.= }_w, %[ AR = }0. 1 [

208.0={x € R: 2x-3 > 0] = ]% +oo[

Para qualquer valor de x € D:
IN(2x-3)22In(3) & In(2x-3)>1n (9)
& 2Xx—-329
& 2x>12
& X226

CS.= }% +0<>[ N [B, +oo[ = [B, +oo[

209.0={x €R: (x+1)2>0}=R\{-1}

Para qualquer valor de x € D:

log, (x+1)2<0 & (x+1)2 <1
o xX2+2x+1-1<0
o x2+2x<0

Calculo auxiliar

x2+2x=0 < x(x+2)=0
S x=0 v x=-2

CS.=[-2,0nR\{-1}=[-2,0] \ {-1}

+
0 x
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10,0 =[x € R: 2x+1> 0] = ]-% +oo[

Para qualquer valor de x € D:

log (2x+1)>-log (2) +1

< log (2x + 1) + log (2) > log (10)
< log (4x +2) > log (10)

o 4x+2>10

< 4x>8

S X>2

CS.Z]Z,+w[fﬁ}—%n+w[:]2:+w[

2.

211. log, (ab?) = log, (a) + log, (b?) =
=1+2log, (b) =
=1+2x(-2) =
-3

a

ZLZloga< o )=toga(a>—toga(<75)=

1
=1—§loga(b)=

1 1
21.3. logy, (c) + log,, (a):%+%:§_§:

1
6
214. log, (a2b) = log,, (a?) + log,, (b) =
=2logy () +1=

o Logs(a) |
loga (b

N
—2x(—%)+1

Log, (a)
21.5. l-Ogc (G) l'ogC C) l-Oga (G) _ l

_ (
loge (b)  logy(b) loga () 2
log, (c)
ab3 <
m&m%(v7)ﬂmum+m%w%1wﬂ
_logg(a) o 1 logc(c)

)_

~ log, (b) 2" log (b)
1., 1 1
=T t3TXg
_ 7
3
22,
NRL.D={xER:x-3>0 A x+1>0 A x-2>0}=

=13, 4o

|ﬂ6ﬂl Expoente” Dossié do Professor

Parax € D:
log (x—3) —log (x+1)=—-log (x - 2)

< log (x=3)+log (x—2)=log (x +1)
log (x2-5x+6) =log (x + 1)
-bx+6=x+1

-6x+5=0

_ 6+V36-20

¢ ¢ ¢¢

0
I

g
>
Il
a1
<
>
Il
=

€D D
C.S.={5}

22D={xER:x+4>0 A 2x+1>0 A x>0}=

=10, +oo[
Parax € D:
log, (X + 4) = logy (2x + 1) = log; (x)
< logy (x + 4) =log, (X) + log, (2x + 1)
log, (X + 4) = log, (2x2 + )
X+4=2+x

=3
=
& 22-4=0
=
=3

~2=0
2 v x=-\V2
| — [ —
eD & D
cs.={V2]

23D={xER:x2+e-1>0 A x>0}=]0, +=[

Parax € D:
In(x2+e-1)=2ln(x) +1
s Inx2+e-1)=Lln(x3) +Ln (e)
o In (x2+e-1)=1In (ex?
o x2+e—-1=ex?
o l-ex2+e-1=0
o (l-ex2=1-e
o x2=1
< x=1vx=-1

= 2

eD €D
CS.={1}

AD={xER:x+1>0 A x>0}=]0, +o[

Parax € D:
logs (x +1) (1 - loge (x) =0
< logg (x+1)=0 v 1-logg (x)=0
< x+1=1 v logg (X) =1
< x=0 v x=6
—_—— ——

&D €D
C.S.={6}

51



N5D0={x€R:2-x>0 A x>0}=]0, 2|
Parax € D:
log; (2-x)—log ; (x)=0

2

& logy (2-x) Log, (x

il

log, (2 = x) + logy (x) =
log, (2x-x3) =0
2Xx-x2=1
—x2+2x-1=0
-(x-1)2=0

x=1 (€D)

C.S. ={1}

26D={x€R:x2-1>0 A x-1>0 A 2x-1>0}=

=], 42|

Parax € D:

log (x2-1) - log (x—1) > log (2x - 1)

& log (x2-1) > log (x—1) + log (2x - 1)

& log (x2-1) > log (2x2-3x + 1)

& x2-1>2%x2-3x+1

& Xx2+3x-2>0

Ml—‘

tggoe g

Calculo auxiliar

2%X2-7x=0 © x(2x-7)=0 & x=0 v x=%

Calculo auxiliar
-3+V9-8
-2

& x=2 v x=1

Xx2+3x-2=0 & x=

CS.=11,2[n]1,+ec[=]1,2]
2I1D={xER:2x-1>0 A 4x2>0 A x>0} =
1
= |, +>
|
Parax € D:
logs (2x — 1) — logg (4%x2) < 1 - logs (X)

logs (4x?)
& logs (2x = 1) = —2Y 1 < 1004 (3) = logs (X
9 (X = Tjog, g =109 (9 7 loos
2
logs (2x — 1) + logs (x) < logs (3)+l0%—(z4x)

logs (2x2 — X) < logs (3) + logs (2x)
logs (2x% - X) < logs (6x)

2x2 - X < BX

2x2-7x<0

g ¢

58

s i bof -

NR8D={xER:x>0}=]0, 4+
Parax € D:
(In(x)2-ln(x)<0 & y2-y<0 (y=Iln(x)
< y20 A y=l
S hXx20Alnx<1
S x21 Ax<e
CS.=[1, €]

Calculo auxiliar

y?-y=0 & yly-1)=0
< y=0vy=1

\/

29D={x € R:x*>0 A x>0}=]0, +o[
Parax € D:
(10g; () - 2) (2 ~log (x)) <0

2

Calculos auxiliares
*Log, (x)-2=0 < log, (x3)=2
o x2=4

& X=2 v Xx=-2

*2-log; X)=0 = log; X)=2 < le
7 7 4

X 0 % 2 +00
logy(x?) - 2 nd.| - - - 0 +
2—logl(x) nd.| - 0 + + +
2
(log (xz)—2>(2—togl (x)) nd| « o] - o «
2
1
CS.=|-,2
[+
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RI0D={x e R:x+1>0}=]-1, +o[
Parax € D.
2XIn(x+1)-ln(x+1)=0
S (2X=-1)In(x+1)>0

Calculo auxiliar

IN(x+1)=0 & x+1=1 < x=0

Calculo auxiliar

. — =
y2_9y+20:0 P y:9_— Vg]'SO
S y=5vy=4

X -1 0 % 40
2x-1 n.d. - - - 0 +
ln (x+1) n.d. - 0 + + +
2x-1)In(x+1) | nd. + 0 B 0 +

CS.=1-1,0] u[%,mo[
RN e+ 3< 4ef & e - 4eX+3<0
© ¥’ -4y+3<0 (y=¢
S y>1 Ay<3
S ef>1 A e¥<3
< x>0 A x<In(3)

C.S.=]-, In (2)] U [In (VB), + [

21322 -5x2x*14+21<0
o 2%-10x2*+21<0
o y?2-10y+21<0 (y=29
S Y>3 Ay<T
& 2X>3 A X<T

< x>logy (3) A x<log, (7)

Calculo auxiliar

y2_4y+3:0 PN y:z*i—i ”;—6_12
S y=3vy=1

Calculo auxiliar

2 =10y+21=0 « y= 0+ V100-84 V;OO‘SZ*

< y=7vy=3

3N 7 ~

C.S.=]0,n (3)[

2212 5% — 93 + 20e* > 0

o e (e™-9e%+20)=0
[ —)

>0, VxeR

& e™-0e%x+20>0

& y2-9y+20>0 (y=e%)
S y<4dvy25

& eX<4 v 25

S 2X<n(4) v 2x=1In (5)

o x<it8 x> 00

N

}!\SDI Expoente » Dossié do Professor

C.S.=]log, (3), log, (7]

QWU+ 4e*< 4 o e —4eX+4<0
o (e¥-2)%2<0
o (e¥-2)2=0
o e¥-2=0
o ef=2
< x=1ln(2)

C.S.={ln (2)]

2153 +4x31"x-8>0
o F+12x3*-820
& 3%-8x3+12>0
& y2-8y+12>0 (y=3%
S y<2vy=26
o F<2 v F>6
< x<logz(2) v x=logs (6)

Calculo auxiliar

y2_8y+12:o = y:&zz"_48
S y=6vy=2

C.S.=]~, logs (2)] L [logs (6), +oo[



B> 1+ (2-ee"1<2
o e¥+(2-e)e*-2e<0
o y2+(2-ey-2e<0
S y>-2 Ay<e
S ef>-2 A ef<e
N
condigdo universal

& x<1

(y=¢€"

Calculo auxiliar

-2+e+xV(2-e)2+8e

y2+(2-e)y-2e=0 o y=

2
2+e+xV4-4e+e?+8e
o y=
2
o y= 2+e+Vel+be+4
2
. 2+exV(e+2)?
o y=
2
_ 2+ex(e+2)
&y ——X—=

2
o y=-2vy=e

C.S.=]-=,1[

23.
BLf(x) = (€ -x n(x) =

=(e-x)"In(x)+ (e —x) (In (x))' =

(e=1)In (x)+(ex—x)x%=
=(e"—l)ln(x)+%—l

B2 F(x) = (%) -
(In (x) + 4)' & (In (x) + 4) (€

eX
_1-4x-xlIn(x)
xeX

23.3.f(x)=<tn(x22;1>>': (X22:(1> _

60

(4x2 - 2x2+ 2) x 2
(x2-1) x 4x2
X242
C(x2-1)x2x
X241
Cx3-x

B o (cosx?)
B4 F() = (In (cosx2) =22
_ —2xsenx? _
© cosx?
=-2x tg x2

235.f(x) = ((In (In (x)))?)' =
=21n (In (X)) x (In (In (X))’ =

_ (ln(x)" _
=240 (In (¥) %= 0=

=210 (In () 7=

_2n (In(x))
xn (x)

26. £(x) = (ln (%)) _ <?, _

24,
241 )EILT]?OC f(X) = )Eiinﬁw ﬁ =

—_— :—:0
X — +o0 x—=+o  \/eX+1 +00

242.lim_f(x) = lim ! -
)EILn-#oc f(X) N )EILHMO X2 -
= lim (-l+—15+_“‘§x)>=
X — +% X X X
=0+0+0=
=0
24.3.lim ., f(x) = lim [(x2_1)eﬁ]:
..x—>1+ x—1"
[0}

X%) li (X+1)><l. [(X—l) xil ]_
- ><IL>nlJr xlinf € B

—lim, (x+ 1) xlim &=
x—1 y— ey
:2><(+oo):

= 400
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Mud d iavel: y =
udanca de variavel: y i1

1
i =i = 2 _ x-1 =
i =g, =l

= 0 Xe 00 =
=0xe™=
=0x0=
=0
Como lim , f(x) = lim _ f(x), entdo ndo existe
x—1 Xx—1
lim_ f(x).
x—>1
) e 43 — X 3
A >|€|£>n+oo flx) = >E[>n+x 203+ 3eX—gX
@ l e(4-e™ _
- XILnJrOO eSx(2 + 32— e—4x)
=lim i -
Cxowe 24 g Ko
__4-0 _
2+0-0
=2
) L 43 — X _
)E'an fix) = )Eanim P T——
__ 00 _
0+ 0— (+)
_0 _
==

=0

245. im  f(x)= iiinm (In(1+x)-Iln(x)=

X — +00
“= lim In (1 +X> =
X

X — +oo

=lim_n (% + 1) =
=ln(l)=
=0
yEL o ln (x)
B.fm =i
)

= lim =

|ﬂ6ﬂl Expoente” Dossié do Professor

:mer 1— =
— +00
—=-1
\/)—/ n(y)
=lim Il =
y — +o 1
Vyln(y)
:__1:
0-1
=1

Mudanca de variavel: x = %

UL lim ) =lim ) _

X =+ x—+o X2 +1

. o x4

24.8. )E[)nz f(x) _yinz -1
%)
@“m 2V +1) -4 _

y—0 y
—oum &=L
y—0 y

=2x1=
=2

Mudancga de variavel:

y=ln(x-1) © x-1=¢y & x=e'+1

. L x4
{im,__ 109 =lim ln(x-=1)
E>lim Xl im XA
x=+e ln(x=1)  x-+e x-1
“tim Y xlm 2=
y—o+o ln(y) x-o+» X
=4ox 2=
= 400

Mudanga de variavel: y=x-1

249.lim  f(x)=Llm (In (x2)-1n (ex2+x)) =

X — +0© X — 40
(o=oa) . X2
= "lim ln( 2 =
X — +o© exs+ X
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tim . f(x) = lim . (n () = n (ex? +X)) =

(o=o0) X2
= lim,n ) =
x—=0 exc+ X

. X
=l|m+ln( >=
x—0 ex+1

=In (0%) =
2410. im0 = lim _ ﬂ;(xx))2 _

=lim < In E(x)>2 =
X— 40| @
0 In(x)  x\2_
_)l(.l—>m+oo( X Xex)
— lim <ln(x))2xlim
X — +% X X =+
=0x0=
-0

UM lm fx)=lim [xin(1+=))=

X — +00 X — +00 3x

027 Lim (ln (1 + i>x) =
X — 40 3x

. 1 \3x
=lim (ln (<1+—) )
3X — +o 3x

Cinfed)-

_1
3 1
UI2.lim . ) = lim . (14+2x) " =
=lim (1 + —)y =
y — 4o y

Mudangca de variavel: y = xl

1

lim  f(x)=lim <1+ 2x> A=
X —> +o0 X — +o 1

=lim eLn (1+2x) x —

X — +%©
In (1+2x)

=lm e x =
X — +oe
ln(1+2><)><2

=lim e Xx =
2X — +o0

:e0><2:
=1

25.2017 -1990 =27
G(27) =178 x e005%27 = 687 gatos

26.
26.. c(1) =1300 % (1-0,23) =1001 €

62

26.3. c(t)

26.2. ¢(0) =1300 < e®=1300 < a=1300

¢(1) =1001 < 1300e?=1001
< eh=0,77
& b=1In(0,77)

_ l?;ﬂ « 1300en 077 = g50

o eln 077 = 0,5

& In(0,77)x=1n (0,5)

o o n(05)
ln (0,77)

Entdo, x = 2,7 anos.

clx+ 1 1
" D 1300 etn (0,77)<x+ ﬁ)
- c(x) ~ 13006 077
_ eLn (0,77)x + % ~In @77 _
In (0,77)
=e 12 =098

O computador desvaloriza, aproximadamente,
2% por més.

2. T(t) = 20 + (T, - 20)e ™kt

T(0)=80

Logo, T(t) =20 + (80 - 20)e X,

T1)=40 < 20+ (80-20)e*=40
& 60e*=20

Assim, T(t) =20 + 60e7t!n (3),
T(t) =25 < 20+ 60etin() =25
< B0etnB) =5

1
—tln(3) — ~_
& oe 0

& ~tln (3)=In (%)

< tIn(3)=1n (12)
_1n (12)
(n(3)
Assim, t = 2,26 horas.
0,26 x 60 = 15,6 minutos
O bolo atingiu os 25 °C as 12 horas e 16 minutos,
aproximadamente.

st

28. Seja f a funcd@o que dé a area do tridngulo [OPQ)]
em funcao da abcissa x de P.
_xxe

Entéo, f(x) = Y (x>0).
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Fx) = e+ xx(2)e> e (1-2x) 29.2. A funcdo f é continua em ]-o, -1[ U ]1, +o¢[, por

, 2 2 se tratar da composta entre duas funcdes con-
f(x) =L2_2X)= 0= 1-2%x=0 & X:% tinuas, uma fungéao logaritmica e uma fungéo
racional. Assim, as Unicas candidatas a assinto-
1 tas verticais ao seu grafico sao as retas de equa-
X 0 = +o0
2 cdox=-lex=1
Sinalde f' n.d. + 0 -
im _f() =lim _n (ﬂ) ~n (0%) =
Variagdo de f n.d. 2 Max. N x=-1 x=-1 x-1
A reta de equacdo x = -1 é assintota vertical ao
y! gréficode f.
. L X+1\ _
g yinf f(x) = yinf ln (—_ 1) =In (+0) = +o0
A reta de equagdo x = 1 é assintota vertical ao
P grafico de f.
1 +%
lim In (ﬂ>=um In T |=0
X — +% Xx—1 X — +o0 1-=
X
0] Q X 1 + l
1 . X+1\ . X -0
A é&rea do tridngulo [OPQ] é méaxima quando x = > lim In x_1)" im in 1)
29 A reta de equacdo y = O é assintota horizontal ao
1 grafico de f quando x — + e quando X — —o».
21, %) > -In (2~ 1) & In (X * ) >n (x2-1) .
x-1 29.3. Seja g(x) = f(x) - x.
D={x ER:xE€Df A xX*~1>0}= Pretende-se mostrar que a funcdo g tem, pelo
=]-o0,-1[ U ]1, +oo[ 3
Para x € D menos, um zero em ]5 , 2[.
x+1
ln (x _ 1) 2-ln (x*-1) A funcdo g é continua em [% , 2], por se tratar
o In (x+ 1) Fln(2-1)21n (1) Fia diferencga entre duas fungdes continuas neste
X = intervalo. 3 1
=+
x+1 2 3
& In (—)x(x?—l)]zln(l) 3\_ 43\ 3_ (-2 " ).3_
[X—l A2)~M2) 27" 3 )2
2
o XL k) x+y 21 .
x-1 =ln(5)-2>0
o (x+12>1 01y 2
& x2+2x+121 9(2)=f(2)—2=ln(ﬁ)—2=ln(3)—2<0
o x2+2x>0 3
o X(x+2)20 Assim, g(2) <0 < g(;)-
Entao, pelo teorema de Bolzano-Cauchy,
Calculo auxiliar 3
dce [=,2|:g(c)=0
x2+2x=0 < x(x+2)=0 ]2 {g()
©x=0vx=-2 (:)EICE]%J[:)‘(C)—C:O
3
+ + < dee E,Q:f(c)zc
2 - 0 X
_(3+1\
204.1(3) = ( 3-1) ~h(2)
5. = (=, 2[ L]0, 4]) (=2, A L 1, 4] e =
Z]—OO' —2[U]1, +OO[ f(X): X+1 = X+1 =
x-1 x-1
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(3,In(2)) € r, logo:
n (2)=—l><3+b = b=—3—+ln (2)
4 4

Entao, r:y=—%x+%+ln (2).

Logo, c(o, —i— ln (2)), B(3,(n(2)) e A3, 0).

Assim:
3
—4—+ln (2)+1n (2)>><3
Aloase) = 5 =
:<—34—+2ln (2))><%:
=%+ 3n(2)

30.

01LD={xeR:x-1+0}=R\{1}
A funcgao f é continua em IR \ {1}, por se tratar da
soma de fungdes continuas: uma constante e
outra que é a composta de uma fungao exponen-
cial com uma fungéo racional. Assim, a Unica
candidata a assintota vertical é a reta de
equacao x = 1.
, , 2
ilinf f(x) =)E|Tf (1 +e x-1 >=

=1+ e% =

=1l+e™=

= 400

A reta de equagdo x = 1 é assintota vertical ao

gréfico de f. ,

l+ex1t _1+€9

X—+o X X — +%© X —+00

0

2
*b=Llm f(x)=lim <1+eﬁ>=1+e0=2

X —> +% X =+
2

x-1 0
em=tim oy 1ret _1lrer
X—-» X X —> —o0 X —0

0

m <1+e%):l+e0=2

— -

«b=lim f(x)=li
X — —© X

A reta de equacdo y = 2 é assintota horizontal ao
grafico de f quando x — + e quando X — —,

64

02fx)=3 & 1+ex1 =3

2 _
& X_l—ln(2)
2 _
S X_l—ln(2)—0
o 2-xln(2)+1n (2) -0
x-1
< 2-xIn(2)+Wn(2)=0 A x-1=%0
_2+In(2)
In (2
2 2
03 1+ex1l =y o ex1 =y-1
2 = —
= X_l—Ln(y 1)
_ 2
@X_l_iln(y—l)
_ 2
(:>x—1+—m(y_1)
Entdo f‘l(x):1+#.
' n(x-1)
Dii={x€R:x-1>0 A In(x-1)#0}=
=11, +[\ {2}

Calculo auxiliar

IN(x-1)=0 & x-1=1 < x=2

2 ! ) 2
304.F(x)=(1+e57 | :(L)exl _
_2 2
= x-1
x-17°

f'x)<0,vVxe R\ {1}
Assim, f é estritamente decrescente em ]—=, 1]
eem ]1, +oof,

X:—Z
= ]—OO, _2[ U ]3v +Oo|:

30.5.Dg={x€|R:X 3504 x+2¢0}:

Calculo auxiliar

X —0 -2 3 +o0
x-3 - - - 0 +
X+ 2 - 0 + + +
i + 0 - 0 +
X+2
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. Iy x=3\ _
30.6. )&@m g(x) = )EIE]M ln <—x+2> =
.3
=lim In X =
X — +0o0 l+z
X
=ln (1) =
=0

O eixo Ox é assintota horizontal ao grafico de g
quando X — +,

. iy X-3\ _
ilin_w g(x) = )Ean_x ln (—X+2> =
!
_l' l X —
_X|_>m_oo n 1+Z =
X
=ln(1)=
=0

O eixo Ox é assintota horizontal ao grafico de g
qguando X — — oo,

30.7. A funcdo g é continua em ]—, =2[ U ]3, +o[, por
se tratar da composta entre duas funcdes con-
tinuas, uma logaritmica e uma racional. Assim,
apenas as retas de equacdo x = -2 e X = 3 sdo
candidatas a assintotas verticais ao grafico de g.

X

. T -3\ _ B
i'_>m,2* g(x) = )&@72, n <—x +2) =1n (+o0) = +o0

A reta de equacdo x = -2 é assintota vertical ao
grafico de g.
X—=3

ilms* g(x) = £|Ln3+ n <m> =In (0%) =—

A reta de equagdo x = 3 é assintota vertical ao
grafico de g.

30.8. Para x € ], -2[ U ]3, +oo[:

x—3
gix) <0 & ln<m><0

x-3
—<

= 1

PN ﬁ_1<0
X+2
X—3-x-2
—_—<
X+2
-5
X+2

0

= <0

& X+2>0
& X>-2
C.S.=]-2,+o[ N (J—%, -2[ U ]3, +[) =
=13, +o[

ASEI Expoente” Dossié do Professor
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311 A funcdo f é continua em IR \ {0}. Assim, a Unica
candidata a assintota vertical ao gréfico de f é a
reta de equacgao x = 0.

_ e-1_
i, 0=t <5
. X — . 1
-, Sy -
= 1 X (—oo) =
= —00

A reta de equacdo x = 0 é assintota vertical ao
gréfico de f.
31.2. Parax € R™:

xX+1

f'(x) = (In (x2+x))' = N

f'(x) >0, vx € R*
Logo, a funcdo f é estritamente crescente em IR*.

31.3. Parax € R*™:
Fix) = <2>2(+1>': 2(x+x) - (22x+§) (2x+1)
X2+ X (x*+x)
_2¢-x-1
(X% +x)?
~22-2%-1 _
(x? +x)2

& -2-2x-1=0 A (x2+X)2=0

o x= 2% _44_8 A X2+x%220
[N —

condigdo impossivel em IR
f'(x) <0, Vx € R*

Logo, o grafico da funcao f tem a concavidade
voltada para baixo em IR™.

314. Parax € R~

Fix) = -1\ _ e x2?- (e -1)x4x  _
%2 4x4
2x2 %= 4xe* + 4x_
- 44
et (x=2)+2
28
oy €1x(8)+2 _-3+2 _3-2e
) -2 —2e 2e

A equacdo reduzida da reta tangente ao grafico
de f no ponto de abcissa -1 é do tipo

=3£—ezex+b.

_el-1 1-e
frl)=5—0==""
l-e_ 3-2e _4-3e
2e 2 the b= 2e




A equacéo reduzida da reta tangente ao gréfico
3-2e 4-3e
X+—.
2e 2e

de f no ponto de abcissa-1éy =

315. Para x € IR*:

fX)21+1n(x+1)
In(x2+x)>1+In(x+1)
)

=

o Inx2+x)=ln(e)+n (x+1)

& In(x2+x) >1n(ex+e)

o xX2+xzex+e

S X(x+1)-e(x+1)>0

o x+1)(x-e) =0
—

>0, VxER*

< x-e20

o xze

CS.=[e, +oo[

32. A funcdo g é continua em ]1, +o[, por se tratar do
guociente entre duas fungdes continuas: uma gue
€ o produto de uma constante pela composta de
uma fungao seno com uma funcéo afim e outra
gue é uma funcao logaritmica.

A funcéo g é continua em ]—o, 1], por se tratar do
quociente entre duas fungdes continuas: uma que
¢ a composta da fungdo raiz quadrada com uma
funcdo afim e outra que é uma fungao polinomial.

g)=1

. L 2sin(x-1) _

>|Z|Ln1+ 90 = >|Z|Lnl+ ln (¥ B
_ sin(x-1) . _
=2xlim e oy x<ime N
—2x1th+—;l—

- y

=2x1x1=
=2

Mudanca de variavel: y = [n ()

Como g(1) # iimf g(x), a funcdo g ndo é continua
-
emx=1.

Assim, a fungdo g é continuaem IR\ {1}.

33.
331, fx) = x2e"
Di=R
f'(x)= (XZGX)' = IxeX + x2eX =

=e(2x +x?)
fX)=0 & eX(2x+x%) =0
ser=0v x(2+x)=0
——

condigdo impossivel

& x=0v x=-2

66

X —0 -2 0 +o0

Sinalde f + 0 - 0 +

Variagao de f yd Max.| N | Min. yd

f-2) = (2 e2=5

f(0)=0
A funcéo f é estritamente crescente em |-, 2] e
em [0, +»[ e é estritamente decrescente em

[-2, 0]; tem méaximo 8—42 em x =-2 e tem minimo 0

emx=0.
f'(x) = (e (2x +x?))' =
=X (2X+X2) +e¥(2+2X) =
= (2X+X2+2+2x) =
=X (X2 +4x+2)
f'(x)=0 @ e (xX2+4x+2)=0
o =0 v X2+4x+2=0

—
condigdo impossivel

4+\16-8
2
4 +2\V2
N 2
& x=2+V2 v x==2-V2

& X=

x —0 2-V2 2+V2 +o0
Sinal de " + 0 - 0 +
Sentido das
concavidades U P.I. N P.l. U
do grafico de f

O gréfico da funcdo f tem a concavidade voltada
para cima em ], -2 — \/5[ eem]-2+ V2, +oo[ e
tem a concavidade voltada para baixo em

-2-V2,2+V72].

y r
0 x
332 f(x) =3 +log , (4x-1)
1
Df:{x ER:4x-1> O}:]Z, +OC|:
[0 =(3+log s (4x-1)) = 4 =
2 (4x—1) In (—)
2
4

(4x-1)n (2)
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f'(x) <0,V x & Dy
A funcgao f é estritamente decrescente em

1

—, +oof ,

4

o 4
Y _<(4x—1) In (2)

" 4x4In ()

) T ((4x-1)n(2)2
16

(4x-1)21n (2)

f'(x) >0,V x e Dy
O grafico da fungado f tem a concavidade voltada

para cima em }% +oc[.

S

y 7
ol 1 X
4
1
333, f(x) = In (2=
foo=tn (3
Df:{XEIR: 1.0 A x—1¢0}=
x—1
=]_oov —l[U]l, +°O[
Calculo auxiliar
X —o0 -1 1 +00
x+1 - 0 + + +
x-1 - - - 0 +
iti + 0 - n.d +

fWFO%”ﬂ»z ) -

x-1 x+L
x—1
x-1-x-1
(x-1)? _ 2
Coxl el
x-1

f'(x) <0,V x &€ J-0,-1[ U]l, +o[

A funcéo f é estritamente decrescente em |-, —1[

eem |1, +oof.

" 2\
o=~ =
44X
~be-1p
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X —o0 -1 1 +00
Sinal de f”’ - n.d. n.d. +
Sentido das
concavidades a) n.d. n.d. @]
do grafico de f

O grafico da fungdo f tem a concavidade voltada
para baixo em ]-%, -1[ e tem a concavidade
voltada para cima em |1, + oo[.

B4 f(x)=In (e-1)
Di={x €R:e*-1>0}=]0, +[

Calculo auxiliar

e-1>0 o e&>1 o x>0

-1 __ &

e-1 e -1
f'(x) >0,V x € ]0, +co[, logo a fungdo f é estrita-
mente crescente em |0, +o].

N B ex [l B ex(ex_l)_exex _ ex
f (X)_(ex—].) - (ex_l)Q - (ex_]_)Z
f'(x) <0,V x € ]0, +of
O gréfico de f tem a concavidade voltada para
baixo em ]0, + o|.

F04 = (In (- 1) =

y

Y S

5. f(x) =—x+4+e*
Di=R
fX)=(x+4+e¥) =-1-¢*
f'(x) <0, V x € R, logo a funcao f é estritamente
decrescente em IR.
frx)=(-1-e%) =e>
f'(x) >0, V x € IR, logo o grafico de f tem a con-
cavidade voltada para cima em IR.
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33.6. f(x) = x3 ln (x)

68

D;=R*
f'(x)=(x3ln (x))' =3x%n (x) + x3 x % =
=x2(3n (x) + 1)

f(x)=0 & x23lh(x)+1)=0

< x=0v3lnx+1=0
1
x=0 vl ==
= v In (x) 1 3
& x=0v x=e 3
X 0 e—% +00
Sinal de f n.d. - 0 +
Variagaodef | n.d. N Min. A

A funcgao f é estritamente decrescente em

_1
]0, e s ] e e estritamente crescente em

1 1

[e3, +00[; tem minimo relativoem x=e 3.
f'(x)=(x*(3n(x) +1)) =
=2X(3n (x) +1) +x2x§=

=X(6ln (x) +5)

f'(x)=0 & x(6n (x) +5) =0
< x=0vBln(x)+5=0

5
< x=0vIn (X)Z_E
_5
< x=0 v x=e 8
X 0 o % +o0
Sinal de "’ n.d. - 0 +
Sentido das
concavidades | n.d. N P.I. U
do grafico de f

O grafico da fungado f tem a concavidade voltada

-5
para cimaem ]0, e 6 [ e tem a concavidade

_5
voltada para baixo em ]e 6, +00[.

3.1,

X
LT
Di={x€R:x>0 A In(x)-1+#0}=

=10, + [ \{e}

10~ (0-1) -
1

2(ln ()~ 1) - 2xx

(In (x) - 1)?
_2lnX-4
(In(0-1)?2
fxX)=0 & 2In(x)-4=0 A (In(x)-1)2=0
o x=¢?

X 0 e e? +o0

Sinalde f |[n.d. - n.d. - 0 +

Variagdode f [n.d.| nd. | N Min.| ~

A funcéo f é estritamente decrescente em |0, e[ e
em Je, e[ e é estritamente crescente em [e2, +].

wn ([ 2In-4\ _
£x) = (7(“] (X)_l)Q) -

%(ln X)-1)2=(2ln (x) - 4) 2 (In (x)—l)x%

(In(x)-1)*
2(In (x)=1) -2 (2 n (x) - 4)

- x (In (x) - 1)3 -
_ 2ln(¥+6

~x(ln(x)-1)3

f'X)=0 & 2ln(X)+6=0 A x(ln (x)-1)3=0

S Inx)=3
o x=¢d
X 0 e el +o0
Sinaldef |[nd. - n.d. + 0 -
Sentido das
concavidades | n.d. N n.d. @] P.I N
do grafico de f

O gréfico da fungdo f tem a concavidade voltada
para baixo em ]0, e[ e em ]e3, +o[ e tem a con-
cavidade voltada para cima em Je, €3].
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4.

341. Para que a funcéo f seja continua em x = 1, tem
de se ter lim _ f(x) = lim . f(x) = f(1).
x—1 x—1

. el
ileml’f(x)_ilml’ -1

Clim €21
x=>1 (x=1)x+1)
e 1-1 1

l. _ =
x—1 XXILnI x+1

Il
X
I
=3
1

N[~ L
o

Il
'_I
X

Il
N | =

34.2. Se x € [-2, 0], entéo:
ex-1-1
f0=0 & 5
o e1-1=0 A x2-1=%0
o e l=1 Axzl A xz-1
< X-1=0 A Xzl A x=-1
S X=1 AxzEl A xzE-1

Logo, a afirmacéo é falsa.

ASEI Expoente” Dossié do Professor

Tema VI - Primitivas e Calculo Integral

Péaginas 58 a 61

1

W[ (@x+ax=2x%
.._[(x+ Jax = ><7+x+c

=x2+x+c,cE€R

3

=+
3

=x3+x2+5x+¢c,cER

2
12, [ (32 + 2x + 5)dx =3 x 2><X7+5x+c

13.] (-1 =& '31)3 teceR

4. [ (1-2x)%dx = —% [-2@-2x)3 dx =

_ 1l @-wt
2 4

9y)4
=—%+C,CE|R

3 2 4 3 2
1.5.J<%+X——x+l)dx=lxx—+l><x——x—+x+c=

2 34 2 3 2
Xt ox8 ¥
_12+6 2+x+c,cEIR

2
1.6.j%dx=3_[x*3dx=3x)i—2+c=

:—2—§2+c,ce R
11 (2)(237:‘1)3 dx=%_[(4x(2x2+ 1)3) dx =
_%X (2X2J_r21)72 e
:_B(ZTP:LI)ZH:'CE R

1.8.[2(x2+2x+1) dx=2f(x+l)2dx=

(x+1)3
3

2(x +1)3

=——"+c¢cc€ER
3 cc

=2 +c=

19. j X2 (2x3 +2)3 dx = é j Bx2 (2x3 + 2)3 dx =

:lx (2x3 + 2)%
6 4

_(2x3+2)4

2%

+e=

+c,c€R

69



X
. [Vxdx= jxsdx—T_ =
3
:—z—x3x+c,celR

12 [3Voxdx =5[22 )%dx=

=2XxV2x+c,cE€R

3

113_[2+\/_dx X + 32 +c=
2
=2+%x\fx+c,ce|R

1
2

2 -1 (2x)
114. dx=[2(2x) 2 dx= +c=
J. V 2x J. 1
2
=2V2x+c,c € R
3
1 (5x) 4
= 4 == =
115_[ /o ax 5‘[5(5x) ax : 3 +c
4
4V (5%)3
= 15 +cceR
1
116, J.( +x)dx=Jx 2 dx+dex—
\/; 1
X2 x2
-1 toptes
2 2
=2\/>_<+X7+c,cEIR
1
W [Vax+1 dx——j22x+17
3
1 (2x+1)> B
—5)( é +Cc=
2
_ (2x+1)3\/2x+1 +ecER
1
1IBIxVx2+ dx—%f X(X2+2) 2 dx=
3
_1 (x2+2)? _
_272 +c=
2
2 \/v2
- Y VXEF2 e
3
2.

21f—dx— J—dx 2lnix-1l+c,c€R

10

X . 3¢ 4 . 3 .
22 [ k=" [ k= n2¢-1l+ccER
J Xx+1 I 2X+2
x2+2x—1 Tl x- 1
=§ln|x2+2x—1|+c,cEIR
4x2 _ 4y BX2
24Jl = dx = 5 1_2)(3dx—

=—%Ln|l—2x3l+c,cEIR

2.5.]( E +1%> dx =

—2.[—dx J'—dx—

=2lnIx-3l-lnl1l-xl+c,c€R

12
Z'G'I((x—1)2+x+1>dx"

=J'(x—1)‘2dx+2_|'ﬁdx=

_ =t

=] +2lnIx+1l+c=

:—Ll+2[n Ix+1l+c c€ER

3.
3.1.Jex*1dx=ex+1+c,c€|R
1 1
N Ay A [C9a X Ay — L 2
3.2.je X lx = 2_[ 262 dx = Se Xt+e ceR
3.3.j(eX+1)dx=eX+x+c,ce|R

3A.je? dx=3j%e? dx=3e? +c,cER

35. jxeX2 dx = % _[ e dx = = e + c,ceR

2
36. [ (26"~ 3x?) dx=2e*-x*+c,cER
4,
1 1
41, _[oos (3x) dx=§_[3 cos (3x) dx=§sen (3x)+c,ceR
4.2.]4 sen (—x) dx=—4jsen Xdx=4cosx+c, c € R

43. [x cos (x2 +2) dx=%.[2x cos (X2 +2) dx =
_1 2
—Esen x2+2)+c,cER

44, j 3xZsen (x3-
45, _[ 3sen (m+

1) dx=-cos (x3-1)+c,cE R

X) dx=—3fsenxdx=3cosx+c,ceIR

4.6.J'2 cos (g—x> dx=2jsen xdx=-2cosx+c,c € R

3
51 jX—B dx=l_[4x3(x4+2)_% dx =
tlVxie2 T
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1
x*+2)2

1 fe=
4 1

2
=%\/x4+2+c,celR

5.2, Jlsenx dx=lnll-cosxl+c,cER

1 1
5.3.J W dx=§j2x(x2+3) 2 dx=

1

(x2+3)°
1

2
=Vx2+3+c,ceR

dx =2 J' cos X(2 + sen x) 2 dx =

= +Cc=

1
2

2 cos X
SA'I (2 + senx)?

(2+senx)?!

=2
-1

+c=

-——=—+¢ccER
2 +senx

5.5.'[%& jldx+j—ln

(Ln (x))2

=X+ 2

+Cc=

=x+%ln2(x)+c,celR

5.6._[2)(;72\/;( d =2'|'dex+'[x_% dx =

=2lnixl+ — X~ +¢=
2
=21In x|l - 2 +c,ceR
Vx
| Csfsr;;(( =- [-senx (cos X)2 dx =
(cosx)!
=4 =
_]_ ¢
= 1 +c,ceR
coS X
4
5.8.jsenxcos3xdx=—M+c=
4
cos* x

=———+¢c€R
4 cc

1
5.9.f \;ﬂ dx = Icosx(sen X) 2 dx=
(sen x)%

2
=2Vsenx+c,c€ER

dx=lnleX+1l+c,c€R

511 _[ e‘cos (e+1)dx=sen (e+1)+c,cE€R

|ﬂ6ﬂl Expoente” Dossié do Professor

\/Ln 1 1
= T
B2 [ — =[5 (n ()2 o
3
:(lng))z +Cc=
2
x) Vin (x) +c,c€R
6.
51]( X2> L”|e Xl +cceR
= 1 2 _
F(O)—2<:>§ln|e—0|+c_2
1
o —ln(e)+c=2
2
o o3
2
Logo, F(x):%[n Ie—x2|+%
_L+cosx o Y
J.(X+sen NE dx_.[(1+005 X)(X + sen X)72 dx
_xksenxt
-1
- : cceER
X+ S
Fim =+ & -—+ 1 o=-1
T T+senm T
1 1
= ——+Cc=——
75 T
< c=0
1
Logo, F(X) =— ————
090 P X + sen X

4
7.f’(x)=J'(x3+2x+l)dx=xz+x2+x+c,ceIR

[ — l —_ :_l
f(l)—2<:>4+1+1+c 2o c 4

4
Assim, f'(x) = XZ +Xx2+x —%.

f(X)=f<X—:+x2+x—%)dx:

1 x® x3 x 1
L X XX L i kkeR
47" 5 3 4"

f0)=1 & 0+k=1 & k=1

n



8. f'0)=2 & c,=2

81. '[sz/X3+ dx—%J.BX“/x3+ dx = Logo f'(x) = 4x3 - 3x2 + 2.
1 pesnr! i f(0) = [ (4x3=3x2+ 2)dx =x*—x3 + 2x + 3, c; € R
=3 i te= f0)=1 o c3=1
2 Logo, f(x) =x%-x3+ 2x + 1.
1 V(x3+1)3 .
=5 45  tc= sen X cos X SenXcosx
3 3
5 1 J. cos? x -2 sen?x J.1 3sen?x
_2 (3 +1) V+l+cceER Mudancga de variavel:
9 t=1-3sen?x
8.2.J-X2€XSdX=%I3X2€XSdX=%eX3+CVCE|R dt = -6 sen X cos X
1
= senxcosx 1,1 1
—=[=dt=-=Inltl+c=
83. | 1 dx = X_ dx=lnltn(x)|+c cER -[1 3sen2x GJt 6
x Ln (x) ln (x) 1
=-=Inll-3sen?xl+¢c,cER
cos\/_ ®
84 [ —— dx=2] \[ cos Vx dx = 1.
=2sen(VX)+c,ceR 111_[O X) dx = .[o clx+_[3 X)dx=5+3=8
8.5.J'senxcos3xdx=—j(—senx) cos3 x dx = n2 _[3 X) dx = - J.o X) dx =-5
=—COS44X+C,CEIR 113_[[J )) dx = _[0 x+J'g’g(x)dx=5+2=7
TS PO 11.4.J'0(2f(x)— g(x) dx=2 [2 f(x) dx - 3 |2 g(x) dx =
"J1+x2 ol T =2x5-3x2=4
_1 2 _
—2ln|x +1l+c= 1.
4x3 B2
—%ln x2+1)+c,cER 121, 1) (4x2+ 5x) dx=[—+—2}_l
5 4 5
senx . -senx , _ 40 (L4, 9\
7"[(:os2xdx__foos2x ox= 3 2 ( 3 2>
-1
_ 1 2 X _3 22X _3 2
= +tCCcER 22 [7 5= [ g o= [InIx +1113 =
3 3 5
2 -2 _ 2 (2
8. 0 o= L (210 ) - =2 (N ©)-n () 2ln<2>
X 27X
_1(npA)? 123 fx L —E’(x—l>dx=[x——ln le] =
2 4 1
2))2 9 1
:(ln(z)) teceR :5—ln(3)—<§—ln(1)>=
89, [ oo -282X 2, =S e -4
95 k== 2 2-ex %7 2 2
1 T n
=-=Inl2-eX+c,cER 7 __1 -
2 12.4.J'0 sen (2x) dx 2[cos (ZX)}0
=3[ (3)s0)
=-——(cos|(=|-cos0|=
9.1"(x) = [ (24x - B)dx =12x2 - Bx + ¢, ¢ € R 2 2
f'(0)=0 & ¢,=0 :_%X(_l):%
Logo f"(x) = 12x2 - 6x.
i) = [ (192 /3 ay2 1o Lo 1 e-1
f'(x) = [ (12x? - Bx)dx = 4x3 = 3x2 + 0, 0, € R 125. [ xe* dx-2[ex] S (e-1)=—=
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3

3 ex 1 21 1 3 _e
12.6.j17dx:_§[ x]sz_g(e_ea): -
!
+1)2
12.7.féx\/x2+1dx=%[%];:
2
:%[\/(X2+1)3]102
1 2V2-1
25(\/5_1): 3
12.8.JU7 senxcoszxdx=—%[cos3x}o7 =
=—%(cos3 (g - cos® O)z
__Llqg_p21
= 30-1=3
\/ 1
12.9.]?%”()()61)(: E( 1(2 n (X))Z)dx
3
__| _2-lnx)z |°_
3 1
2
--2[Vz-nwr [ -
=—% (V2-1n(e)*-V(2-In(1)3) =
__ 2 _ 2V2-2
__5(1'\/5)‘ 3
1B
; _ ® e
BleX+ndx—0c»[2+xL_o
2
@%"ra—%—lzo
a? 3_
@7—0—5—0
& 0?-20-3=0
o a=3va=-1
2 ax2 2
B2 [% (3+ax) dx=4@[3x+7]_1:4
(:)6+20—<—3+%a):4
@9+%a=4
(:>§ ——5(:)(:1=—E
2 3

2 X472
13.3. _[0 (a-x3)dx=18 < [ax - 7]0 =18

o 20-4-0=18
& 20=22 < a=11

|ﬂ6ﬂl Expoente” Dossié do Professor

BA[, oo k=2 o gj; 2% (X2 + 1) 2 dx = 2

(X2 +1)2

0

1 1
S
|:X2+ 1]0

o O[T
2[5

2\2
a 1\
= —2><<—2>—2
a_
@2—2
< a=8
4.
WML f(x)=x+2

Fol¥) = [} (t+2) dt
Pelo Teorema Fundamental do Calculo,
Fo(x)=f(x)=x+2.
M2 f(x)=x2+1
Folx) = [ (£2+1) dit
Pelo Teorema Fundamental do Célculo,
Fo(x)=f(x) =x2+ 1.
Além disso, Folx?) = [ (2 +1) dt.
Entao:
&Wunﬁ=ﬁww=
= F3 (02 x () =
=((x)2+1) x 2x =
=2X(x*+1)
14.3. f(x) = Vx
Folx) = [3 Vtdt

Pelo Teorema Fundamental do Calculo,
3

Fa () =09 = Vi
144. f(x) = sen x

Fi(x) = [} sen t dt

Pelo Teorema Fundamental do Célculo,

F1(x) = f(X) = sen x.

Além disso, F;(x3) = LXS sen t dt.

Entao:

(ﬁ(s sen tdt)y = (F(x3)) =
=F1 () x (3)' =
=sen (x3) x 3x2 =
= 3xZ sen (x3)
145. f(x) = Vx
Folx) = [ Vit dt

3



Pelo Teorema Fundamental do Calculo,
Fo () = fix) = Vx.

Além disso, F(sen x) = [*"* V't .
Entao:

<J§en X Wdt> (Fo(senx))' =

=Fj(senx3) x (senx)' =

= VSen X xXcos Xx=
=Ccos X vsenx

6. f(x) = 4x +1
Folx) = [}"% (4t +1) dt
Pelo Teorema Fundamental do Célculo,
Fo(x) =f(x) = 4x+ 1.
Além disso, Fo(x + 2) = [X % (4t + 1) dt.
Logo:
( 2 (41 41) dt) (Folx +2) =

=Fo(X+2)(x+2)'=
=4(x+2)+1

Entao:

(j*” (4t +1) dt)
(jo (4t+1)dt+[3"? (4t+1)dt)’=

(jo (4t+1)dt+ 37 4t+1)dt) =

=—(4x+1)+4(x+2)+1=
=-4x-1+4x+8+1=
=8

1.
B, [0 1x2— 41 dx = [} (-x2 + 4) dx + [ (x2 - 4) dx =

_[ 3 +4x]0+[3 4x]2—

(-Se)-0(Zr2)-(3-e)-

:—%+8+9—12—%+8=
_23
3

Calculo auxiliar

X2-4 se x<-2 v x>2
IX2 - 4]

X2+4 se —2<x<2

2-4=0 o x=2 v Xx=-2

L

15.2.% Ix2—4x + 3| dx =
=J'é (X2 - 4x + 3) dx+J'i’ (X2 + 4x - 3) dx +
+f3 —4x+3)dx =

3 3 3
=[%—2x2+3x]0+[—%+2x2—3x]1+

3 4
+[%-2x2+3x]3=

=(%—2+3>—0+(—9+18—9)—<—%+2—3)+

(ﬁi—32+12) (9-18+09) =

+—+

w|
W

-l-\wl-l-\

Calculo auxiliar

2-4x+3 sex<lvxx3
IX2 - 4x+ 3| =
X2+4x-3 se 1<x<3
2_4y+3=0 & x= 4t V16-12 V216_12 o x=3vx=1
+ +

16. 1

[ flx) dx=

ZJ_OI 2(x+1) dX+jé (cos (mx) + 2x + 1) dx +
2( 2
+J1(x+1+l>dx=
1

2 0
—Z[X—+x2} +[lsen(nx)+x2+x] +
2 1 |m 0

+[21n Ix+1|+x]i=

Ao e

(2% +00)+ (2103 +2 - 2in @) + 1) -

=2><%+2—0+ln @ +2-1In(4)-1=

- 9
—4+Ln<4>
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1.

MA=[29-x dx=|ox-X=27-9-0=18
LA=[(9-x) x—[ X_E]o_

Calculo auxiliar

9-x2=0 & x=3 v x=-3

3 313

17.2.A=ﬁ(1+7)dx=[x—;]1=3—1—(1—3)=4

M3. A=) (x2-

RSP WINPT LI I SN S
[3 2X +3xL+[ 3+2x BXL_

4x+3)dx+.[f(—x2+4x—3)dx=

18

BLX2+1=2x+1 & x2-2x=0
< X(x-2)=0
& x=0 v x=2

y y=x*+1 y=2x+1

(2,5)

Assim:
A=J§ (2x+1-(x2+1)) dx='[é (2x = x2) dx =

BLX2=4 & x=2 v x=-2

y y=x

y=4
(-2,4) (2,4)
) x

Assim:

3

A=j_22(4_x2) dX=[4X—£]22=8—§—(—8 +§)=

183.Vx=x2 = x=x*
o x(x3-1)=0
< x=0vx=1

|ﬂ6ﬂl Expoente” Dossié do Professor

2+3)-0+(-9+18-9)—(-=+2-3)=
(52+3)0 [5+2-9
8
3

2y P21 4.1
"[3W 3]0 3 3 3

184 x3=x2+6x @ x3-x2-6x=0
o X(x2-x-6)=0
o x=0v x2-x-6=0 B
— x=0 v x= #

& x=0v x=-2vx=3
»t y=x| yy=x’+6x

(3,27)

Assim:

Az_[o x3 — x2 - BX) dx+jg (X2 + 6x—X3) dx =

_[xE o8 X o XP_
—[4 3 3x ]_2+[3+3x 4]0—
—n_(s.8_ _81\ _4_
-0 <4+3 12) <9+27 4> 0
_253

12

19. Seja h a fungéo que déa a altura da arvore, em cen-
timetros, em funcdo do nimero de anos decorri-
dos apos ter sido plantada, t.

Ih J- 30

dt=30 [t > dt=

=30 1> +c=60Vk +ocER
2
h(0)=20 < 60xV0+c=20 < c=20
Logo, h(t) =80Vt +20.



Assim:
h(t) =200 < 60Vt +20 =200
e Vt=3=1t=9
Verificagao:
60V9+20=200 & 60 x 3+ 20 =200
< 180 + 20 = 200, que é uma
proposicao verdadeira.

Passados nove anos de ter sido plantada, a arvore
mede 2 metros.

20. [2 (x(x* - 4)) dx = [5 (x(* - 4)) cx

=N f; (=x3 + 4X) dx = _[g (x3 - 4x) dx

4 2 [yh
s [—X—+ 2x2] = [XZ_ 2X2T =

4 0 2
ot
4:»—4+8—7—202—(4—8)

o
- -9 2:O
© 2
2
2(92 o)\ =
S oa (4 > 0

< a?2=0v a?-8=0
e a=0v a=2V2 v a=-2V2
Comoa >0, entdo a=2V?2.

21
N1. AL 1)
B(x, f(x))
_ Z1247 -
Mag=2 f())(()_llz o (x 1))(_+11 1:2
& (x-1)2=2(x-1)
© x2-4x+3=0
4+V16-12

16

2
& x=1v x=3

Logo, a abcissa do ponto B é 3.
AB:y=2x+b

O ponto A pertence a reta AB:

1=2x1+b o b=-1

Logo, AB:y=2x-1.

Assim:

A=[3(2x-1-(x-12-1) dx=[> (2 + 4x - 3) dx =
3

3
:[—%+2x2—3x}1=

=(—9+18—9)—(—%+2—3> _

4
3

22.f(x) =x3-1

f(x) = 3x2
f1)=3
t:y=3x+b

O ponto A pertencearetat:0=3+b < b=-3
Logo, ty=3x-3.
fx)=3x-3 & x3-1=3x-3

& x3-3x+2=0

S x=1vx=-2

Calculo auxiliar

‘1 1 =2 |o
X2+x-2=0 < x= -1+ 21+8 x=-2 v x=1

Assim:
A:J}z(x3—1—3x+3) dx =
='[}2(x3 -3x+2)dx=

4 2
:[X__3L+2X]1 -
-2
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Tema VI - Nimeros Complexos

Péginas 66 a70

1. Sejam A, Ay, As, A, As e Ag 0s afixos de z3, 75, 3,
Z4 Zs € Zg, respetivamente.

11 =V22+12=V5
12121 = V(-3)2+ 22=V13
13,12,/ = V32 +02=3
14,12, = V(=22 + (-1)2=V5

15. 1251 = V42 + (-3)2=V25=5
18. Izl = V02 + (—2)2 =2

Im(z)
30A3
)
[ RN pp——
| 2 .
E The-mo-- o
3 -2 19} 5 2 e
A:_""T -
—20A6 E
sl s
2.2,=2-i
_21:—2—i
1.1 _ 1 25 25 _2 1,
o 2+ 2+i 2 22112 5 §
2,=-3-2i
—22:3—2i
1__ 1 1 -8-2  3-2j _
1) 3421 3+2i -3-2i (-3)2 + 22
__3_ 2
13 13
23=-3i
—23=-3i

1_1_1 8_ 38_ 1
zz 3 3 -3 32 3
2,=-2+i
—24,=2+i
1.1 1 2+ 2+ 2.1

z 2-i 2-i"2+i 2+17 5'5'
5= 4+ 3i

—25:—4+3i

1_1 1 4+3/ 4+3i:i+ii
2 4-31 4-3i  4+3 42+32 25 25
26=2i

—26:2i

1 1 1 2 2i_1,

—_—=— = —_—=—=—

e 21 21 2 222
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3
zw=(1+2)x(-2+1i) =
=-2+i-4i+27=
=—4-3i
82.27-3w=2(1+20)-3(-2+i) =
=2+4i+6-3i=
=8+i
B wi=(2+i3=(2+i)2x(-2+i)=
=(4-4i+ ) x(-2+i)=
=(B-4i)x (-2+0) =
=—6+3i+8i-4°=
=-2+11i
34 z+wW(z-w)=1+2i-2+)x1+2i+2-0)=
=(-1+3)x (3+i) =
=-3-i+9i+3i%=
=-6+8i
35. (z+w)?2=(1+2i-2+i?=
= (-1+3i)2=
=1-6i+92=
=-8-6i
gp L 142 _1+2 2-i_ 2-i-4i-22
w240 2400 -2-i 4+1
Qg W_ 240 _2+i 1-2i 2+4i+i-2
Tz 1420 1420 1-2i 1+4
1-i  1-i
R T
1-i -1+2i
:—'X—’:
-1-2i -1+2i
_l+2i+i-2%
1+4
1.3,
5 5
wo_2-i
3'9'1+i_l+i_
1+i 1-i
_T2+2i-i+ i _
1+1
3 1
===
2 2
4,
4.1.z+2i=%<:>z=—2i+%x_ii
& z2=-2i+ (-3i)
< z=-bi
C.S.={-5/}
42.7+32=2-i & a-bi+3(a+bi)=2-i
z:a‘_:bi
< a-bi+3a+3bi=2-i
< 4a+2bi=2-i

n



< 4a=2 A 2b=-1

21,1
<:>a—2 A b= 2
<:>z=l—li
2 2
1.1
CS—{2 21}
) 1
43.-=2+ji o z=—— A 220
+i
_ 1 2=
2=9vi%2mi ~ 70
02—
z—4+1 Az#0
z=z—li
5 5

4. z2+0)?=2iz & 12+ 2iz+12=2iz

o 72-1=0
s z=1vzi=-1
CS.={-1,1}
45.22-47+5=0 @z=4if16_20
_ 4EV-4
& 7= ——
2
& z=2+ivi=2-i
CS.={2+i,2-1}
2
06. 155 i 14 2=P i Az
i+z
o 22-iz+2=0 A z%-
= Z:iii ‘_1_8 /\Zi—i
2
S = ES ANZE-
2
= =ii3i A ZFE-
2
S (2=2ivi=—i) Az#-i
& z2=2i
C.S.={2i}
5.
51 1+i _ 1+i x2+ki:
T o—ki 2-kiT 2+ki
=2+ki+2i+ki2=
4+ K?
_2-k  k+2
= + i
4+k?2 b+ K2
1+ , . .
Para que 2 ki represente um numero imaginario
puro, entdo:

18

2-k _ k+2

Gk 0N Gre? 0 e k=2

1+ki  2ki+2k%2

2-i  2-i

—2k2+2kixﬂ_

2-i 2+

~4k? — 2K2i + 4ki + 2ki?

4+1

_—4K2-2k 2K+ 4k .

= + f
5 5

+ ki

5.2, 2ki x

.1 , .
Para que 2ki x 2 represente um numero ima-

gindrio puro, entdo:
—4k2 — 942

4k5 2k=0 N 2k5+4k¢0
& —4k2-2k=0 A -2k?+ 4k =0
& —2k(2k+1)=0 A 2k(-k+2)=0

o (k:O v k:—%) A k20 A k22)

1
k=-=
< 2
2+ki 2+ki  k-i
5.3. = —=
K+i k+i k=i
2k — 2i + k?j — ki?
K2+1
_2k+k k-2,
K2+1  k2+1
2+ ki , . o
Para que P represente um numero imaginario
puro, entao:
2tk _o k-2,
K2+1 K2+1

< 3k=0 A k?2-2=0
o k=0 A k2V2 A kz-\V2)
< k=0

6.Sejaz=a+bi,a,bER.
Im(z)=Re(z)-1 & b=a-1
Entédo, z=a+ (a-1)i.
22=(a+(a-1)i)?=
=a?2+2a(a-1)i+ (a-1)2i2=
=a2-(a-1)2+2a(a-1)i.
Para que z2 € R:
200-1)=0 & 20=0v a-1=0
< a=0va=1
Logo,sea=0,entdob=-1esea=1,entdo b=0.

Assim,z=-iouz=1.

1.

. (5125 + 2120 - (1125 - 112,)° =
= (2129)* + 221290125 + (1129)? — (2129)? + 221291175 -

—(7129)% =
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= 421212222 =
= 412112 1251 =
= (2121291)?

1212 -2,17=(21-2,) (- 25) =
=l-2) (-79)=
S0~ iy~ Y29l =
=102~ 2129 - 250, + |22|2_:

= |Z:|_|2 + |Zz|2 — (2129 + 1129)

8.Sejamz=a+biew=c+di,a,b,c,d€ER.

z+w=3 & a+bi+c+di=3
S (a+o)+(b+d)i=3
S a+tec=3 A b+d=0
< a=3-c A b=-d

Assim:
2o a+bi:i
w c+di
PN 3—c—di:i
c+di
o (3—c)—dixc—di _
c+di c—di
- 3c-c2-3di+ cdi-cdi+ d? 2
c2+d?
30—02—d2+ -3d =i
2 +d? c2+ d?

o 3c=c2+d? A —%=1 AC2+d2=0

o d=-—cA3c=2c2 Ac20 A d=0

Logo,a=3-—-=—eb=

.3 3. _3 3.
Ouseja,z—2+2/eW— 2/.

9,
01 r=V12+(V32=V1+3=2
tg0=V3 A 0€1°Q
Logo, 6 = % por exemplo.
Entdo, 1+ \/3i=2¢3.
92.r=V(V2)2+(V22=V2+2=2
tg0=-1 A 0 E€4°Q

Logo, 6 = ——745, por exemplo.

Entdo, V2 -V/2i= 2ei(_%>.

|ﬂ6ﬂl Expoente” Dossié do Professor

93.r=V(-6)2+ (2V3)2=V36+12=V48=4\3

tge=—% A 0E2°Q

Logo, 6 = 5—; por exemplo.

Entdo, -6+ 2V3i=4V3e ¢ .
94.r=V(V6)2+ (-V2)2=V6+2=V8=2V2

1
tgG=W A B€E3°Q

Logo, 6 =- @, por exemplo.

6
f 5t
Entéo,—\/é—\/§i=2\/§e'<_T>.
95.3i=3¢ 2
96.-2i=2¢/ %)
10.
T _ AR T\
10.). 4e 3 —4(005(3>+/sen<3)>
=4(1+ e i>=
2 2
=2+2V3i
102262 =2
(o (3T e (3T))
103. 2¢ + —2(005(4)+/sen(4>)—
2 2
=-V2+V2i
104.3¢ 6 =3(cos(%)+isen(—>)=
_ ( V3 +1>_
2 2
3V3 3
=-2>2 j
2 2

10.5. \/§ei77n = \@(cos (715) +isen (77:)) =
(

. 4T
106.2¢' 3 =2 (cos (4—;) +isen (4—;» =

=2¢;_'V§0:

L]



1.
111. Conjugado: 4ei<7%)

Simétrico: l+ei('r+ 3 )=4ei 3

Inverso: ,ln =—ei(_%)
4e 3

11.2. Conjugado: 2ei(_%>

Simétrico: 2ef<”+ 7) =2¢ 2

Inverso: ln :lei<_%)
i? 2

+f_ 3m
11.3. Conjugado: Ze'( T)

. 3n CTn
Simétrico: 2e'<”+ 4 >:2el 4
_3n
Inverso: ‘13 :le'< )
Ze’Tn 2

114. Conjugado: 3ei(7%)

-
Simétrico: C%e'(”+ 6 )=3e 6

Inverso: Il — = % ei(_sTn)

(o Tn

11.5. Conjugado: \/§e'< )
: n . 11n . 3n
Simétrico: \/§e'(”+7)= 3¢ 4 =V3e

1 _ V3 -
Inverso: T3 e\ 4
3e 4
(- 4n
116. Conjugado: 2e'( 3 )
: 41 . In T
Simétrico: 2 <”+ 3 ) =23 =23

Inverso: ,14,[ =%e"<7 ?)

2 3
2
12.21:28 3
;1= V(<12 + (V3)2=V1+3=2
t991=— 3 A 9162.00

Logo, 6; = 2?“ por exemplo.

22=2ei< 6)
Izl = V(V3)2+ (-1)2=V3+1=2
t992:—§ A 9264.00

r

Logo, 6, =— 5’ por exemplo.

024 2 e e
L 2e"("%)
03.2- 297? V2l
B 2el 4
:\/Eei(f%) =
-V2d % =
12.4. Iyl3 = 2ei(_%) X \/Eeis_‘:[ =
= 2\/§ei(_ 5 %) =
= 2\/§ei%
1 1 _ \/5 j St
12.5. —3 = 28/ <—STR) —2 e 4
126.7=(2¢ 3 |'=4e"3
12.1. zg’ = (Zei (_ %)>3 = 8e'(_ %)
12.8. z;‘ = (\/Eei% )4 = 4™ = 4¢"
j2n
09, 22 - Z\X/E% Vol 5 ) e )
23 9\/2e 12
0,22, =26 3 x2e b =46l 3T ad T
121 Z_li _ 2ei(_27n> X Zei 54" _
“ 2 (%)
. 2n 51
_ 2V/2¢ <_T+T) 3
2ei (_%)

17n

Ve 12

el
el ) -
Ve

. _4m . (__ 57
1212 (21)2 Z3  _ 481 3 X \/E e’ ( 4 ) _
VA S = =

i 5m

==

3 2e 4

41'(_51[)
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sen (a - %) - C0S (g + oc)i
13. =

—cos o +isena

<3n ) .
—sen |~ -a +isenao

cos (m—o) +isen (m—o)

1 .
sen <E—OL)+ISGI’IOL

cos (m—a) +isen (m—o)

cos o +isen o
cos (m—o) +isen (m—o)
eioc

el(n—a)
= glla-m+a) =

— ei(Z(x -m)

W.z=V2+V3+iV2-V3
22=(V2+V3+iV2-V3)2=
=2+V3+2iV2+V3V2-V3+2(2-V3)=
=2+V3+21V(2+V3) (2-V3)-2+V3=
=2V3+2iV4-3=
=2V3+2i
122l=V(2V3)2+22=V12+ 4=4
V3
3

tg 0= ABE4Q

Logo, por exemplo, 6 = —%.

Assim, z2 = 4ei(_%>.

Se z =re®, entdo:

2= 4ei< 6 ) & (rel)?= 4ei(_

)
)

& =4 A 20c=—%+2kn,k€2

T
=2 =——+kn, ke ”Z
&or A O 1 T

ola

o|a

. i~
& rle2=4e (

I tkn

Logo, z= Zei(_ 12 ) keZ.

1.

Bl 3=-125 < (re)3=125e"
& 3 el =125e™
& P=125 A 30 =7+ 2kn k€ (0,1, 2]

T 2km
—+—ke{0,1,2
3t 3 {0,1,2}

Se k=0, entdo zg = 5¢' 3.

< r=5A0

Sek=1,entdoz; = 5"
51

Sek=2,entdoz,= 5 s .

|ﬂ6ﬂl Expoente” Dossié do Professor

Sendo Ag, A1 e A, os afixos de zg, 71 e 25, respeti-
vamente:

Im(z)

Aq

-5 @) 5 Re(2)

>

2

15.2. 24 = 256i

& (ref)s=256¢ 2

& 1440 = 256 2

& r*=256 A 49=£+2kn,k€[0,1,2,3]

2
= r=4 A e=%+k—2ﬂ:,k6[0,11213]

i T
8.

Sek=0,entdaozg= 4e
. 5n
Sek=1entdoz; = 4 8,

;o
Sek=2,enté022=4e' G
;13
Sek=3,entéozS=4e' 8

Sendo Ag, A;, Ay e Aj os afixos de zg, 73, 25 € Z3,

respetivamente:
Im(z)
A1
Ao
4 0] 4 Re(z)
Ay
A3
15.3. 25 =243

& (re)® =243

o 1P e =243e0

& =243 A 50 =2k, k€ (0,1,2,3,4)

& r=3a 6=%,ke[0,1,2,3,4]

Se k=0, entdaozg= 3¢”.

Sek=1,entdoz; = 3ei275n .
Sek=2,entdoz, = 3ef% .
Se k=3, entdozz= 3eieTn .
Sek=4,entaoz, = 3e18?n .

81



Sendo Ag, A1, Ay, Az e A, os afixos de zq, 73, 29, 23,
e 4, respetivamente:

Im(z)
A
A
Ag
3 0 3 Relz)
A3
Ag
. ;3
154, 8 =-64i & (re®)®=64e 2
. 3n
& B e =p4 2
o =64 A 69=%+2kn,k€{0,1,2,3,4,5}
T kn

©r=2n0=7+"KE(012345)

Se k=0, entdozg= 2ei%.

Sek=1,entdoz; = 2ei%12[ .
Sek=2,entdoz, = 2ei111—27[.
Se k=3 entdozz= 2ei%.
Se k=4,entdoz, = Zei%[.
Se k=5, entdoz5= 2ei%.

Sendo Ag, Ay, Ay, As, A, e A 0s afixos de zg, 73, 2,
Z3, 2,4 € Zs, respetivamente:

Im(z)
Aq

16.

i 2t \B
16.1.2:23 o z=<2e 3 )
o z=26¢l4m
& 7= B4elT
< z2=064% (cos (4m) + /sen (4m))

& 71=064

82

16.2. Os afixos das raizes sextas de z sdo os vértices de
um hexdgono regular inscrito numa circunferén-
cia de raio 2 com centro na origem do referencial.
Por se tratar de um hexdgono regular, a medida
do raio da circunferéncia é igual a medida do lado
do hexagono. Assim, P=6x2=12 u.c.

17.
M.2+1=0
o (re®)P=-1
o [5pi% = oin
o 5=1A50=n+2kn keE0 L2 3, 4]
o r=1n e=%+2§,ke{o,1,2.3,4]
C.S.=[ei%,ei%n,e"“, eIYTn,eing}
172..6-i=0
< (re®)f=

= r5e"69=e’%
s =1 A 69=£+2kn,k6[0,1,2,3,4,5}

2
o r=1 A e=%+’%,kem,1,2,3,4,5}
C.S.=[ei%,ei%,e'%.e‘%,e‘ 3‘:[ ,ei%}

73.24+16ixe 4 =0
o 74+16e 4 =0
. 3n
o 74+16e 4 =0
3n

& (re®)4=- 16e 4
. In

o rhei =16e 77

o rf=16 A 46=Tn+2kn,k€{0, 1,2 3]

_ _In  kn
<:>r—2/\6—16+ 2,ke{0,1,2,3]

. 15m . 23n . 3ln

c.s.=[2e"%,2e’¥,2e’F,2e’¥}

74.22-1+V3i=0
o 2=1-V3i
o (re’9)2=2ei(77)
o r2e’29=261(7%)
& P2=2 A 2e=-§+2kn,ke[o,1}

o r=

CS.= l\/ie’(_ %> \V2é % ]

2 A 6=—%+kn,ke[0,l}

Calculos auxiliares
S 11-V3il=V12+ (-V3)?2=V1+3=2
-tgoc=—\/§ AOE4L°Q

T
Logo, o= Y por exemplo.
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15.24-27z2=0

o 2(28-27)=0

= 2=0v 8=27

o z2=0 v (re®)3=27e0

& 72=0 v rieB® =270

= 172=0vVv (P=27 A 30=2km, ke {0, 1,2}
©7=0v (r=3 A ez% kel 1, 2})

. 4m

CS. = {0, 360 3¢ 3 3e’T}

176.22=-iz
. 3n
o (réf)2=¢ 2 xre®
 3m
=3 rze’?e:re'<779)
& r’=ra 29=37n—6+2kn,k€[0,1,2}
o r=0v (rzl A 3e=3—2“+2kn,ke{0,1,2}>
T, 2km
2 3

. In -lln}

C.S.=[0, ei7.e' 6 e 6

(:)rzOv(r 1 A0= ,k€{0,1,2}>

18. Os afixos das raizes quintas de um ndmero com-

plexo, diferente de zero, sdo os vértices de um
pentdgono regular inscrito numa circunferéncia
com centro na origem.
Tem-se que z; = €% e z, = - = ™+ ¢ portanto, a
diferenca entre os argumentos de z; e z; é , 0 que
significa que os seus afixos nao podem ser vértices
do mesmo pentdgono regular com centro na origem
e, assim, z; e z, ndo podem ser ambos raizes quintas
de um mesmo numero complexo ndo nulo.

1.

191 Seja z=-2 -2i e seja P afixo de z.
O ponto P é simétrico de A relativamente a ori-
gem do referencial.
Seja [OBCDE] o pentagono referido no enunciado.
Os vértices B, C, D e E deste pentdgono sao os
afixos de P por rotagdes de centro O e angulo orien-

tado de medida 2?15 n,n €1, 2, 3, 4}, respetivamen-
te, compostas com uma translagao de vetor 074>

Assim, B é o afixo de:

= (2-2)x (cos <%") +isen (%")) F(2+2)=
=-2cos (2_5n> - 2isen (2_5n> - 2icos (2?“) -

—2/25en<25 )+2+21

ASEI Expoente” Dossié do Professor

ren(B)2m )1
() 2en ) )

Ou segja:

i i 2
B<—2005<5>+25en<5 >+2 25en<5 )—

~2cos (25—“) + 2) ~ (3,28:-0,52)

C é o afixo de:

22=(—2—2i)x(cos (%")Hsen (4—5“)>+(2+2i)=
_ RLANPY AmN o (AT
= 2005(5) 2/sen<5) 2/005(5)

—2/25en(45 )+2+2/

(S (5]
. (—2 sen (4—;)—2 cos (4—;)+2)i=

Ou seja:

C<—2005<45 )+25en(45 )+2 25en<45n)—

9 cos (ﬂ> N 2) ~ (4,79: 2.44)

5
D é o afixo de:

Z3=(-2-2i) x (cos (6_5n> +1isen <6_5n)) +(2+2i)=

= oos (BT) o con (BT 2 oo (6T

= 2005(5> 215en(5) 2/cos<5>
) b

—2i“ sen 5 +2+2i=

=<—2005<6;>+25en<6;>+2>+

+<—25en(65n> 2005(65“>+2>1=

Ou seja:

D<—200$<6;)+25en<65 )+2 2$en(65n>—
—2005(65 >+2> (2,44; 4.79)

E é o afixo de:

z4=(—2—2i)><(cos (8—5n>+isen (8—;)>+(2+2i)=
=505 (BT i sen (BT 91 oo (BT
= 2005(5) 215en<5> 2ICOS<5>
—2izsen(8—5n)+2+2i=
=<—2cos<85n)+25en<85>+2)
+<—25en(85n) 2005(8;)+2)i=

83



Ou seja:

8rn 8rn 8n
E(—2005<?)+25en< 5 )+2,—25en <?)—
~2cos (8—5") N 2) - (0,52: 3.28)

192. (-2 - 205 = (2\/§e’ 5_4" )5 =
251

~128V2e ¢ =
=128V2 (cos (E) +isen (%)
=128\/§( Ve, V2 )=

2 2
=128+128i

Uma equacéo cujas solugdes sejam os nimeros
complexos cujos afixos sdo os vértices do penta-
gono é, por exemplo, (z -2 - 2i)®=128 + 128i.

20.
11z-2+il22 & 1z-2-)122

202 1z-1+il<lz+2-2il
S lz-(1-il<lz-(-2+2i)l

Im(z)

2

20.3.—%5Arg (z-)<0

Im(z)

84

04.Re(z)<2 vim(z)>1

21,
11212 A 1z-il>1

Im(z)

N21z-1-il=lz+1l & lz-1+i)l=1z- (=)l

Im(z)

213, -1 < Arg (z)<§ Alz+11=3

Im(z)

e

0 Re(z)

Q4. 1z-11 < 1z-1l

Im(z)
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N5.12-3-il>1z-1] A z—%—i

>92 2.2, ‘i
z

>1 A ——E<Arg (z)<%

o lz-B+)lzlz=1] A ‘z—(%ﬂ) >92

1 L T
—_— > —< )
(:»lzl_lx\ 4_Arg(z)<4

szl <1 A—%<Arg(z)<—7;:

Im(z) 4

ﬂ.ﬁ.—%sArg<%)<%vIz+1—i|s2 o~
T T .
& -—<Arg(2)<= v ilz-(-1+i)l<2 _
6 J 6 83.Imiz-2)>1 A lz-il<1
Im@) S Im(x+y)—-(x-yi) =21 A lz-il<1
o Im@y)21 A lz-il<1
o 2y21 A lz-il<l
///” @yz%A lz-il<1
Im(z)
Re(2) i
0. { ‘ !
V112-20<2 A (l21<4 A SF<Arg )< 2" ‘ /
4 4 \\ % //
22 121<2 A OSArg(z)S%v%sArg(z)Snv ol Re(z)
v 4—:;ESArg (z) s%?)
24,
2. 3_ 2
B1.212l = 12— il & 2x+yil = 1z +yi—il Mz, -2y 42 4=
e = =1l & I = =1
o Viary= Vit (-1 =(1+V3P-(1+V3)2+2(1+V3i)+4=
o 40CHy) =2 +y2 -2y +1 =(1+2V3i+32) (1+V3i)-(1+2V3i+32)+
e 32 +3y2+2y=1 +2+2V3i+4=
o eyl ely=1 = (-2+2V30) (1+V3i)+2-2V3i+6+2V3i=
3773 . .
s 111 =-2-2V3i+2V3i+62+8=
R S Aty =2-6+8=0
o 2t (y N %)2 :% Logo, z; é raiz do polinémio z3 - 22 + 2z + 4.
- U2 171 =V12+(V3)2=2
Logo:
—_jl < _£< <£
lz—il <770 A 2_Arg(z)_4
(0] Re(z) - -
_%. & z-i1<2 /\—fsArg(z)sz
-1
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243.

25.
251

3n
AR: ; XZZZ%

2,0 = V12+ (V3)2=2
tg0,=V3 A 8, €1°Q

Logo, 6; = % por exemplo.

i Tn j o
(z)7 = (2e ) =ones
Para que (z;)" seja um ndmero real negativo:

n?n:n+2kn,k€Z & n=3+6k ke”Z

O menor valor de n natural, nestas condicdes,
obtém-se quando k = 0.

Assim, n=3.
zlx22—2\/6 3 (3—\/§i)ei% -2V6 3
(22)? (3-V3i)3 B
_ 2\/§ei(_%>x ei% -2V6 _
vz 5 )
2V3e + -2V6 _

23%3\/3¢ (7%)

T\ . i
(cos<4>+/sen<4)>—\/§
-4 x 3|
ﬁ+ﬁi—\/§

2 2
-12i
2 V2.
—
2 2
-12i

V2-V72i =

24 —i
AV2i+V2r

2%
V2 V72

—_ YL YL

24 24

Calculos auxiliares
Izl =V32+ (V3)2=V9+3=V12=2V3

A 9164.00

't991=—

Logo, 6; =- % por exemplo.

%2.2,-3-\/3i=2V3e 5
3= 2V3e 3

n_(_m\_2t  3n_2¢
3 6 n 6 n

: 5n

%3.24 = -7, o (re®)i=—e 1)

=4

= I”'e"‘*e:ef%
o =1 A 49=I—’2°+2kn,ke{0,1,2,3}

_ _In  kn
S r=1 A 9_48+ 2,l<e[0,1,2,3}

jfm ;A8 ;10m  m
C_S.:|e 48 e 48 e 48 e 48]

95.4. W = 2018 ¢ o260 — j4x504+3 5 420 —

. 3n [ 3m
= 2 xeize:e’(T*ze)

(3
w_ e'< 2 +26) _ V3 ei<29+7—g>
i 6
3 /33
w . . o
Para que Z_ Sejaum lmaglnarlo puro:
3
20+ E X k€7 & 0=- i kn ke Z
6 2 3
IS 9=—£+k—n,k€Z
372

Como 6 € ]-x, [, entdo 6 = —% (para k=0) ou

Bzg(parakzl)ouezz?n(parak=2)ou
ez—ﬂ(parakz—l).
6
26. Sejaz=a+bi,a,b € R.
z __atb __ a+h ><a—(b—l)i_
z-i a+bi-i a+b-1)i a-(b-1)i
a2-a(b-1)i+abi-b(b-1)i2
- a’+ (b-1)?
_ (@’ +b2-b)+ (~ab+a+ab)i _
a’+ (b-1)?
_ (d®>+b’-b)+ai
T d?+(b-1)?

z , - -
Como Z— € um numero real, ndo nulo, entdo a =0,
— |

b+x0eb=+1.
Logo, z = bi, com b # 0, ou seja, z € um ndmero
imagindrio puro.
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21.

211. Sejaz=x+vyi, X,y €ER.
22— 2X+yi)—i  X+2i-i
240z 2+i(x+y)  2+xi+y?
X+ y-1)i (2-y) % _

(2-y)+xi (2-y)=xi
_ 2X(2 - y) = 2x2i + (2y - 1)(2 - y)i - (2y — 1)xi? _
(2-y)2+x2
__2x(2-y) +(2y-1)x _‘_—2x2+4y—2y2—2+yi=
(2-y)2+x? (2-y)2+x2
__Ax=2xy + 2xy - x -2x2 - 2y2 + By -2 i
(2-y)>+x? (2-y)?+x
_ 3x . -2x2-2y2 + 5y -2
(2-y2+x? (2-y)2+x2

27— . ,
Para que vk seja um numero real:
i

-2x*-2y? + 5y -2
(2-y)2+x2
o -22-2y2+5y-2=0 A (2-y)2+x2=0

=0

=N x2+y2—%y=—1 A XY)=(0,2)

5 25_ 9
2 2_ 2 -2
R R A TR TR A
5\2_ 9
2 2 ==
et (y-3) =g A k)= 0.2)
Im(z)
2
El
)
o Re(2)

212. Sejaz=x+vyi, x,y € R.

z-1-i x+yi-1-i _
Z+1+i  X+yi+l+i
_ (x—1)+(y—1)i>< x+1)-(y+1)i _

X+ +(y+1)i (x+1)—-(y+1)i
X-Dx+1)-(x-1L)(y+1)i+ (y-1)(x+1)i
(x+1)2+ (y +1)2

-+ _
(x+1)2+ (y+1)2
_ X1y +x-y-1)i+(xy+y-x=1)i+(y>-1) _
(Xx+1)2+ (y+1)2
x2+y2-2
(X +1)2+ (y +1)2

-2X + 2y
(X+1)2+ (y+1)2

z-1-i . . . o
Para que - seja um numero imaginario puro:
z+1+i
24\2-9 _
Xty 2X + 2y

0

X+1)2+(y+12 X+ 1)2+(y+1)2

|ﬂ6ﬂl Expoente” Dossié do Professor

& X2+y?=2 A x+1)2+(y+1)2#0 A -2x+2y=0
S X+y2=2 A Xx+1)2+(y+1)2=0 A x=y
& x2+y2=2 A (Y)#(1,1) A (xYy)#(-1,-1)

Im(z)

0 Re(2)

28.z+;1:20050c

o 722+1=2zcos

o 72-2z7cos0+1=0

2coso+V4cosZo-4

= L= 5 =

2 coso+2iV1-cos?a

= L= =

2
& Z=coSso+isena v Z=C0S o —isena
o z=€e%y z=¢,

Entdo, se z= e para todo o nimero natural n,
tem-se:

1 - 1
Zn +—== eIOC n + . —
Vil ( ) (e/oc)n
Y 1
= gino 4 e —
— efmx + ei(—noc) —

= cos (na) +isen (noy) + cos (—-nay) + i sen (—noy) =
= cos (na) + i sen (nay) + cos (na) — i sen (noy) =
=2 cos (ho)

E, se z = €%, para todo o nimero natural n, tem-
-se:

1 .
ny _— — (git-o))" =
2N+ = (') + @)
mein) y L
(el Fo)n

— ei(—na) + einu —

=cos (-na) +isen (-noy + cos (na) + i sen (noy) =
=cos (ha) —i sen (noy) + cos (na) —i sen (no) =
=2 cos (ho)
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Testes de Autoavaliagéo 07__&

2
Testen.’1 ! 03 TR
1 08 R
Paginas 73a75 2 B<
1. Opcéo (B) 0.2 R
= 7+ 42 +210 + 840 + 2520 + 5040 + 5040 = Mooe <_
=13699 0,7 R
2 1 3 93
2. Sejam A e B os acontecimentos: 31.P(R) = e 0,7+ % 08+ 14 % 03= 140
A: “Colocar questoes.” 3
" H ” B = o, X 0'7
B: “Comprar pelo menos um livro. 32.P(CIR) = P(CQ R __14 = :Az 45%
Sabe-se que: P(R) 1_22 47
140
# E=450
# B =240 4. Opciao (A)
# (AN B)=110 "1Cq+171C1g~"C14=0 & "C1g-"C14=0
#(ANB) =20 & "Ci0="C
Entdo, tem-se: Logo:
n=10+14 < n=24
£ Assim, o maior elemento da linha 24 é
4 B 20, =2 704 156.
5.
n+3p, = (n+3)!  _
517130, =21 & - 32 21
190
(n+3)(n+2)(n+1)!
=21
< 2% (n+1)!
Calculos auxiliares & (n+2)(n+3)=42
- #(ANB)=240-110=130 & n?+5n-36=0
- # (AN B) =450 -20-240=190 - ne -5+ V25 + 144
2
—~ = 190 19 <:n=_5i13
WPANB) =0 =7¢ 5
o n=-9vn=4
22.P(B | A) =%=%
Comon € IN, entdo n = 4.
PBIA) =10 13
©130+190 32 5.2. P(""Pelo menos um conto inédito ser incluido na

— . compilagao”) =
Como P(B | A) > P(B | A), entdo uma pessoa que

. . ~ Lo =1 - P("nenhum conto inédi r incluido n
entra na livraria e coloca questdes esta mais pre- ("nenhum conto inedito ser incluido na

disposta a efetuar uma compra do que uma pes- comspilagéo”) -
soa que entra na livraria e ndo coloca questdes. =1- % =
3. Sejam A, B, C e R os acontecimentos: =1- % -
A: “0 doente estd infetado com o virus A." ﬁ
B: "0 doente esta infetado com o virus B." 3% 2
C: "0 doente esté infetado com o virus C." T 9x8
R: “O doente recupera totalmente em cinco dias ou o1
menos.” 3x4
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6. Opcao (A)

__3x3x2 _ 2 _1
4x3x3x3 12 6

1. Termo geral:
2 1
12¢,x12-p ( v )p =12C,x12-p 2p (x 2 )p =

1
= lch 2/3 Xlz*p X_Tp =

3
— lch » X12— P

Entao:
3
12—5;3:9 < 24-3p=18
& -3p=-6
S p=2

Logo, o coeficiente do termo de grau 9 é

12!
120,92 = = -
Cy 2= 5oy X 4=12x11x2 = 264

8. Opcdo (B)

PANB) =04 < PAUB) =04

10. Opcao (A)

P (X'| Y) designa a probabilidade de a figura esco-
lhida ndo ser um tridngulo, sabendo que a figura
escolhida esté pintada de preto. Como esta proba-

bilidade é igual a % na resposta correta, duas em

cada trés figuras pintadas de preto ndo podem ser
triangulos. Na opcdo (A), ha trés figuras pintadas
de preto, sendo duas delas um quadrado e um cir-
culo e essa é, portanto, a opgao correta.

ASEI Expoente” Dossié do Professor

1.

. P(A)=%x%+—9—x%: 207*212 :%:_;L
PA) X P(B) = x 15 =30
PAnB =g x2+Zx1-8 1

Como P(A n B) # P(A) x P(B), entdo os aconteci-
mentos A e B ndo sdo acontecimentos indepen-
dentes.

1.2. De acordo com a regra de Laplace, a probabilida-

de de um acontecimento é dada pelo quociente
entre o nimero de casos favoraveis a realizacao
desse acontecimento e o nimero de casos possi-
veis, se estes forem todos equiprovaveis.

O numero de casos possiveis é o numero de
maneiras de escolher ordenadamente cinco das
nove bolas, o que pode ser feito de °A; maneiras
diferentes.

Para que o niumero formado seja par e a soma
dos seus algarismos seja impar, dois casos se
podem dar: ou um dos algarismos é impar ou trés
dos algarismos sdo impares.

No primeiro caso, como o ultimo algarismo tem
de ser par, sobram quatro posigdes possiveis para
colocar o algarismo impar, ou seja, ha quatro
maneiras diferentes de escolher a posigao do
algarismo impar. Para cada uma destas, existem
cinco maneiras de escolher esse algarismo
impar. Para cada posicdo do algarismo impar e
para cada valor deste, existem 4! maneiras dife-
rentes de as quatro bolas com algarismos pares
ocuparem os restantes quatro lugares. Ha entao
4 x 5 x 4! nas condigbes do primeiro caso.

No segundo caso, como o ultimo algarismo tem
de ser par e trés algarismos sao impares, o quin-
to algarismo tem de ser par. Como o ultimo alga-
rismo tem de ser par, sobram quatro posicoes
possiveis para colocar o outro algarismo par, ou
seja, ha quatro maneiras diferentes de escolher a
posicdo do segundo algarismo par. Para cada
uma destas, existem %A, maneiras de escolher
ordenadamente dois dos quatro algarismos pares
para colocar nas respetivas posigdes. Para cada
uma destas, existem A5 maneiras de escolher
ordenadamente trés dos cinco algarismos impa-
res para ocuparem os restantes trés lugares. H3,
entdo, 4 x A5 x *A, nas condigbes do segundo
caso. O niumero de casos favoraveis é, entéo,
4Xx5X 4!+ 4 x5A5 x 4A,,




Assim, a probabilidade pedida é
4 x5 x4l +4xA3x Ay

9A5
Testen.’2
Péginas 78 a 80
1
11. 1 x 7! = 5040 maneiras
_B!x7C3x3! _ 5
12.P= B TR
2. Opciao (A)
_ol_ 24
P= 55 625

3. Sejam A e B os acontecimentos:

A: “Frequentar o Ensino Basico.”

B: “Ser rapaz.”
1
3 B
291 A
561 2 5
3
130 B
270 270
561 -
A
140 B
270
a1 =-PANE) _
P(B)
270 y 130
561 270

270 130 291 1

X + X —=

561 270 561 3
_130
227

4,

41.P(t)=0 o -t3+3,4t2+83,6t=0
& t(-t2+3,4t+83,6)=0
o t=0v -t2+3,4t+836=0

As portas do recinto fecharam 11 horas apds as
16 horas, ou seja, as 3 horas do dia seguinte.

4.2. Opcéo (C)

20 000 =200 centenas

A fungdo P é continua em IR}, por se tratar de
uma funcao polinomial; em particular, P é conti-
nua em qualquer intervalo fechado contido em

R,

P0)=0

P(1)=-1+3,4x12+83,6 x1=86
P(2)=-23+34x22+836x2=1728
P(3)=-33+3,4x 32+ 83,6 x3=2544
P(4) =-43+ 3,4 x 42+ 83,6 x 4 =324,8

Entdo, P(2) < 200 < P(3).

Logo, pelo teorema de Bolzano-Cauchy, existe
pelo menos um instante ¢ no intervalo ]2, 3 tal
que P(c) = 200, ou seja, existe pelo menos um ins-
tante entre as 18 e as 19 horas em que estavam
no recinto 20 000 pessoas do publico.

4.3. Como a fungéo P é continua em IR}, em particu-

lar, é continua no intervalo [2, 8]. Pode ent&o con-
cluir-se, pelo teorema de Weierstrass, que a
funcdo P admite neste intervalo um maximo e um
minimo, ou seja, no intervalo entre as 18 horas e
as 24 horas houve um momento em que ocorreu
uma maior concentragao de pessoas no recinto.

Calculo auxiliar

18-16=2 24-16=8
Y . (6,53;412,44)
; |
o 2 4 6 g *

3.4 +\/11.56 + 334 4
O oy o 34T li,256+334,4
oD e 3,41218,6

S t=0vit=11 v t=-76

Como t>0, entdot=11.

Calculo auxiliar

0,53x60=318

A maior concentracao de pessoas no recinto ocor-
reu, aproximadamente, as 22 horas e 32 minutos.
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5_2n+103+2n+1c4_2n+305+2n+20n+1:O
= 2n+204_(2n+204+2n+205)+2n+ZCn+1:0
P 2n+264_2n+204_2n+205+2n+ZCn+1:0
= _2n+205+2n+20n+1:0
= 2n+20n+1:2n+205
S n+l+5=2n+2
S n=4

6. Opcao (A)

(x—1)°=x> - 6x* — 11x2
o XO-5x%+10x3-10x2 + 5x -1 = x> - Bx* - 11x?
& xF+10x3+x2+5x-1=0

1. Opgéo (D)
— 1
P(AUB) ==
AUB) =7
< PAuB) =—§: (logo, A e B ndo sao aconteci-
mentos contrarios.)

=3 P(A)+P(B)—P(AmB)=%
1 7 _3
@2+12— (AmB)—4

< P(ANB) =% (logo, A e B ndo sao aconteci-
mentos incompativeis.)
Ll r_ 7,1
P(A) x P(B) = 2 X TREY * 3 P(AnB),logo Ae
B nao sao acontecimentos independentes.

Entao, A e B sdo acontecimentos compativeis.

8. No contexto da situacao descrita, P(Y | X) significa
“probabilidade de sair bola azul, sabendo que saiu
face europeia na moeda”. Se saiu face europeia na
moeda, entéo a bola foi retirada da caixa B. Uma

vez que P(Y | X) = % tem-se que % das bolas da

caixa B é azul, ou seja, a caixa B tem % x 8 =2

bolas azuis e 8 — 2 = 6 bolas amarelas.

9. Opcao (B)
Uma vez que o declive da reta, que é o gréfico da
fungao f, tem declive negativo e interseta o eixo Oy
no ponto (0, —1), entao o ponto de intersecéo desta
reta com o eixo Ox tem abcissa negativa e g"'(x) < 0,
para todo o x € IR*. Entao, o grafico de f tem a con-
cavidade voltada para baixo em IR*,

10.

101. Para que a funcéo seja continua em x = 0 tem de
se ter Lim , f(x) = lim _f(x) = f(0).
x—0 x—0

ASEI Expoente” Dossié do Professor

. o 1-x _1-0 .
Aimge fx) = Lim 1+x2 1+0_1_f(0)

. )Eig]o_ f(x) = iig\o_ <x2 cos (%))

Para todo o ndmero real ndo nulo X, tem-se que:

-1 <cos <l>sl
X
2 <2 1 2
-x? < x? cos (;)SX

Como, além disso, lim (-x?) =0 e lim x2=0,
x—0 x—0
entdo conclui-se, pelo teorema das fungdes en-

qguadradas, que lim (xz cos (l» =0.
x—0 X

Uma vez que lim _ f(x) = lim __ f(x) = f(0), entdo a
x—0 x — 0%
fungado f ndo é continua em x = 0.

1-x2

10.2. Em ]0, +co[, tem-se f(x) = T2

(152

=2X(1 + x2) = 2x(1 - x2)

(1+x2)?
X=X+ 23
(1+x%)?
__ 4x
(1+x?)?
1 — _ 4 - _
Fi)= (1+1)2 1
_1-1_
=770

A equacédo reduzida da reta tangente ao grafico
de f no ponto de abcissa 1 é da formay =-x+ b.
O ponto de coordenadas (1, O) pertence a esta
reta,logo0=-1+b < b=1.

Assim, a equacdo pedida éy =-x+ 1.

10.3. Em ]0, +<[, tem-se:

gy — (XY
HX)"( (1+x2)2>
4(1+x2)2 - 4x x 2(1 + x2) x 2x

1+ x2)*
(1) [40+xH)-16x7
(1 +x2)% a
_4-12%
(1+x33
1224
C1+)3
wron 12x2-4
f'X)=0 < —(1+x2)3 =0

& 1232-4=0 A 1+x2%+0
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oxe V3, V3
3 3
- V3
Comox € ]0, +«[, entdo x = —
X 0 \/§ +o0

3

Sinal de - 0
Sentido das

concavidades N P..

do grafico de f

O gréfico da fungdo f tem a concavidade voltada

para baixo em ] , % e tem a concavidade
voltada para cima em ] \f , +oc{; tem um ponto
de inflexdo de abcissa \f .

Nnx+y=8 @ y=8-x

A medida da hipotenusa é dada, em fungédo de x,

por:

hix) = VX2 + (8- x)2 =
=Vx2+64-16x+x2=
=V2x2-16x + 64

R'(x) = (V2x2 - 16x + 64)’

=% (2x2 - 16x + 64)

I

4x - 16
2V2x2 - 16x + 64

Vv 4x-16 3
PN=0 e 2 e 1exr64 °

& 4x-16=0 A 2x2-16x+64>0
%,—/
condigdo universal em IR

(2x2 - 16x + 64)' =

Calculo auxiliar

2%x2-16x+64=0 < x2-8x+32=0

8+ VB4-4x32
o X=
2
Equagao impossivel em IR.
X 0 4
Sinal de h’ - 0

Variagdo de h N Min.

92

h(4)=V2x16-16 x 4 + 64 = 4\/2

Testen.’3
Péaginas 83 a 86
1

11. Nimero de elementos do conjunto A que come-
cam por 4 e tém exatamente trés algarismos
iguais a 4: “C, x 92 = 486
Niumero de elementos do conjunto A que nédo
comecam por 4 (nem por 0) e tém exatamente
trés algarismos iguais a 4: 8 x 4 x 9 =288
Assim, o nimero de elementos do conjunto A que
tém exatamente trés algarismos iguais a 4 é
486 + 288 =774,

1.2. Opc¢ido (B)
P(*produto dos algarismos ser igual a zero") =

=1-P("nao conter o algarismo 0")

%
9 x 104

=0,3439

2.

21.28 - 12 = 16 raparigas
Numero de grupos com dois rapazes e uma rapa-
riga: 12C, x 16 = 1056
NuUmero de grupos com duas raparigas e um
rapaz: 184, x 12 = 2880
Total: 1056 + 2880 = 3936 maneiras

2.2. Sejam A e B os acontecimentos:

A: “Ser do sexo masculino.”
B: “Levar um doce.”

Sabe-se que:
- PlA) =22
PARB)=—x )
PeIA)=1 oo PEOA. 1
< PB Z) = % X %
< PBn Z) = %
A A Total
B w 7 i
B i 7 i
Total 2 = 1
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_PAnB) _ 14 1
PATBI="pg =5 =%
14
3. Opcao (C)
nCy=73150

1+n+"Cy+"C3=76154

< 1+n+"Cy+73150=76 154
< n+"Cy=3003

& "+1C,=3003

4.
41.f'(x) = (% + X + cos (nx))v =

=—X—:g+ 1-msen (nx)
Seja g a fungao definida, em ]0, 2x], por:
g0x) = f'(x) - x=
:—X—12+1—1tsen (mx) = x
A fungdo g é continua em }% 2[, por se tratar da

soma de fungdes continuas neste intervalo.

5\ 1 5r\ 5 _
o)z 2o (T4

16
__89 V2 o0
100 2

g(2)=—%+l—nsen (2n)—2:—%<0

Ouseja, g(2) <0< g(%)
Entao, pelo teorema de Bolzano-Cauchy,

Ixe ]% 2[: gX)=0 & Ixe F, 2[: £(X) =

4

42,

(1,88;1,88)

I

x=1,88

5. P(AUB)-P(B)x P(B| A) =

=P(A) + P(B) - P(A N B) - P(B) x

ASEI Expoente” Dossié do Professor

= P(A) + P(B) - P(A) + P(A N B) - P(A) x

(A e B s&o acontecimentos equiprovaveis)
=P(B)+PANB) -P(ANB) =

=P(B)
6. Opcao (B)
lim _f(x) =lim X1
X — X — X
By 2% _
l-lm +f(X)_)EIL>nU+X+1_ _f(o)

+ Para a opcao (A), tem-se:
l|m (f+gx)=1+0=1
l|m (f+gx)=0+1=1
U+m()—0+0=0

+ Para a opcao (B), tem-se:
im - (f+g)(x)=1+(-1)=0
l|m (f+9)x)=0+0=0
U+m()—0+0=0

+ Para a opcao (C), tem-se:
im (f+g)(x)=1+(-1)=0
l|m (f+gx)=0+1=1
U+m()—0+1=1

+ Para a opcao (D), tem-se:
l|m f+9x)=1+1=2
l|m (f+9)x)=0+0=0
U+m()—0+1=1

Apenas na opgao (B) se tem
tim - (f+g)(x) = lim . (f+g)(x) = (f+ g)(0).

1. A afirmacao (1) é verdadeira, pois, como toda a fun-

cdo com derivada finita num ponto do seu dominio
é continua nesse ponto, entdo se f tem derivada
finita em todos os pontos do seu dominio, IR, pode
concluir-se que f é continua em IR.

A afirmacao (Il) é falsa, pois, da igualdade

iimﬂc (f(x) = 2) = 0, pode concluir-se que a reta de
equacdo y = 2 é assintota horizontal ao grafico de f
guando x tende para +oo, pelo que o grafico da fun-
cao f ndo admite uma assintota obliqua quando x
tende para +o.

A afirmacao (lll) é falsa, pois, como f' é decrescen-
te em IR*, entdo o gréafico de f tem a concavidade
voltada para baixo nesse intervalo.
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8. Opcao (A)

AlaBcoe] = Arasce] T Alcos =
1 xsena _

=2 x(-cos asen o) + 2 x 2

=-72sen 0,cos o+ sen o=
=-sen (20) +sen o =
=sen o —sen (20)

9. A funcdo f, de dominio ]0, +«[, é continua em
11, +<[ e em ]0, 1[, por se tratar, em ambos os
intervalos, do quociente de funcdes continuas
cujos denominadores nao se anulam nos interva-
los considerados. Assim, as retas de equagéao
x =0 e x =1 sdo as Unicas candidatas a assintotas
verticais ao grafico da fungao f.

sen (mx)

lim . flx) = lim . == ==

1. sen (mx)
==lim ,—/——~
2 x>0 X

=%xlxn=
r

XT=

2
A reta de equagdo x = 0 ndo é assintota vertical
ao gréfico de f.
sen(mx) _senm _

lim_flx) = lim .= 5 0
) ) Vx2-1 O
lim. fx) =lim. — 7 =370

A reta de equacdo x = 1 ndo é assintota vertical ao

gréfico de f.
1
X (1 - 7)

im fx) =lim Y1
X — +% X—=+o 22X+ 1 X — +o 2X+1
Ix] /1—i2 X ll—i2
X X
=lm —/———=lm —— =
X — 40 2x+1 X — 4% 1
X 2+—>
X
1
1__
. Vo X 1
sim. T,
2+=
X

A reta de equacdo y = % ¢ assintota horizontal ao

grafico de f.
0 - f{= 0 - f{ =
9.2. lim 2 =1><lim 2) _
..x—>% 2x-1 2 x—>% X—l
2
_1./1
-2'(2)
94

Se 0<x<1, entdo:
£ = (—Se”zi"x) ) -

T C0S (1X) X 2X — sen (mx) X 2
(2x)2

_ mX cos (mx) — sen (mx)

2x2
Assim:
ECOS X -sen|—
11y 1 27002 2) 1, 4
2f(2>"2 L =g
4

10.
10.1. Opcéo (D)

lim u, = lim 2= = im (ﬂ—%)zo

I n?
. T __cosO 1
lim flup) = lim fX) = 5 "5 =5

2 +sen X

102 F(x) = <LSX> -

—-sen X (2 + sen x) — cos X X C0S X
(2 + sen x)2

-2 sen X — sen? X — cos? x
(2 + sen x)?

_2senx-1
(2 + senx)?
—2senx-1 _
(2 + sen x)?
& -2senx-1=0 A (2+senx)2=0

%,—/
condigao universal

f'x)=0

& -2senx=1
= senx:—l
2

& x=%+2kn v x=lé—n+2kn,kEZ

Como a abcissa de A pertence a }0, 3—“[ entao

2
_Tn
==
1. f(x) =3 sen X—LQ(ZX)
f'(x) =<3 senx—Lz(Q)()):

=3 cos x—%x (-2 sen (2x)) =

=3 cos X + sen (2X)
f'x)=0 & 3cosx+sen(2x)=0
< 3cosx+2senxcosx=0

& cosx(3+2senx)=0
< cosx=0v 3+2senx=0

ﬁ&”‘u Fxpoente” » Dossié do Professor



3
< cosx=0 v senx=—5

| ——
condigdo impossivel

= x:%+kn,kEZ

Comox € [0, ], entdo x = g

2

21, f(x) = x2e*
f'(x) = (x2eX)’ = 2xe* + x2e* = eX(2x + x2)
f'(x) = (eX(2x +x?)' =
=eX(2x +x2) + eX(2+ 2x) =
=e(x2+ 4x + 2)
F')=0 o eXx2+4x+2)=0

& =0 v xX?+4x+2=0
N

condigdo impossivel

& x=-2-V2 v x==2+V2

X 0 % T
Sinal de f’ + 0 -
Variagaode f | Min. Ve Max. N Min.
cos O 1
0)=3 0- =—=
f(0) =3 sen ” 2
_ T\ CosST _ S
f<2>—3sen<2> 2 ”
fim) =3 sen - 0052“ _—%

A funcéo f é estritamente crescente em [0, %] eé

. T .
estritamente decrescente em [E n]; tem maximo

absoluto g para x = g e minimo absoluto —% para

x=0ex=m.

Tem-se, entéo, D= [— % %]
Testen.’4
Péginas 89 a 91

1. Opcao (A)

P(ANB) | A)= 22O A) -

=1-0,43=0,57

|ﬂ6ﬂl Expoente” Dossié do Professor

X 0 2-V2 2+V2 +o0
Sinal de f" + 0 - 0 +
Variagdode f' | Méx. N Min. A

Assim, o ponto do grafico que admite reta tangen-

te com o menor declive possivel tem abcissa

2+V2.

F2+V2) =e2+V2(2x ((2+V2) + (-2+V2)?)
=~-0,5

O valor do menor declive possivel da reta tangen-

te ao grafico de f é, aproximadamente, -0,5.

2.2. f'(x) = eX(2x + x?)
f' é continua em IR, por se tratar do produto de
duas fungdes continuas; em particular, ' é conti-
nua em [-2, -1].
f(-2)=e?(-4+4)=0
frl)=el(2+1) = —% ~-04
Logo, f'(-1) <-0,2 < f'(-2).
Entéo, pelo teorema de Bolzano-Cauchy, existe

pelo menos um ponto do gréfico de f no qual a
reta tangente tem declive -0,2.

y

-2 1 0 X
A(-1,42;-0,2) y=-02

Logo, A(-1,42;-0,2).

3. Opcdo (C)
10000=5000%x (1+01)" & 1,1"=2
& n=logy (2)
Logo, n=7 anos.



4.
41.f(t)=8 & 8+ 7e 92 cos (% t) =8

< T7eV2cps (g t) =0

[ —

T
& 7e%2=0 v cos (§ t) =0
condigdo impossivel

T, T
—t=—+kmke”Z
© Ft=5tkn

= t=%+3k,k€Z

sot=S =3, 410
Comote[O,lO],entaot—2 v t—2 vt >

O centro do cubo encontra-se a 8 cm do solo aos
1,5 segundos, 4,5 segundos e 7,5 segundos.

42, f(1) = 8 + 792 cos (g) ~ 10,866

g(1) =8+ 7e 01 cos (—Z—) ~12,479
g(1) - f(1) =~ 12,479 - 10,866 = 1,613

Pelo teorema de Pitagoras:
d?=32+1613? & d?=11,601769
Logo, d="V11,601 769 = 3,406

1 segundo apds o instante inicial, os centros do
cubo e da esfera encontram-se a 3,4 cm um do
outro.

5. Opcéao (B)

O numero de casos possiveis é 10!, que é o nime-
ro de maneiras de se retirar de forma ordenada,
sem reposicao, as dez bolas do saco.

0 nimero de casos favoraveis € 10C; =19C5 x 1 x 1.
Este valor corresponde ao nimero de maneiras
diferentes de escolher, aleatoriamente, cinco das
dez posicdes possiveis para os numeros impares.
Para cada uma destas maneiras, ha apenas uma
forma de colocar os algarismos impares por ordem
crescente; para cada uma destas maneiras, ha
apenas uma maneira de colocar os nimeros pares
nas posicoes restantes, por ordem crescente.

6. Opcdo (C)
Os zeros de f" sdo os pontos de inflexdao do gréfico
de f. Por observacgao do gréfico, pode afirmar-se
gue, dos quatro valores apresentados, apenas o 1
pode ser abcissa desse ponto de inflexao.

1

T Apa) = (2x2senao) >2< (4-2coso) _
=2senax(4-2cosq) =

96

=8seno—-2x2senocosao=
=8seno-2sen (20) =

= fla)

ul|w

12. (cos 26) =% & cos?@-sen?f=

D

& c0s20 -1+ cos?
8
2c0s20 =<
< 2cos c

4
2e: i
& CO0S 5

Como 6 € }Og[ entio:
2 2V5
c0s0=——— < cosf=——
V5 5
sen?0=1-c0s20 < senzezl—%

1
o sen?9==
sen 5

[, entao:

Como 6 € }O%
1

senf=—F— < senezﬁ
V5 5

Assim:
f<9+—72—):
=8sen (9+—Z—)—259n (2><(e+—n4—>>:

_ r T\ _
=8 (sen 6cos<4)+cosesen (4>)

T
—2 2 + — | =
sen( 0 2)

+c0s 0 X \/E
2 2

Cax VB e V5 5 3
5 5 5

b= 84— B _

_5\/10+5\/Io c

_ 12V10-6
- 5

=8<sen9>< )—2005(29)=

8. Opcdo (C)
sen (2x)

tim. fix) = lim =577 =

Iy sen (2x)
=lim  ———=
2% — 0 2X

. X
x 2 xlim =
x—0" eX-1

limite notavel limite notavel

=1x2x1=
=2

l i e>-1
limg- ) = lim,, ln(x+1)
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Cim €L i X
x—0 X x—>0" ln (x+1)

=lim e?-1 w2 xlim &=L
xX—0" X y—0*
limite notavel limite notavel
=1x2x1=
=2

Mudanca de variavel:
y=ln(x+1) < x+1=¢¥
= x=e'-1
Como V x € IR*, f(x) < h(x) < g(x) e
iim0+ fix) = )Eimy g(x) = 2, entao, pelo teorema das
— -

funcdes enquadradas, conclui-se que iimm h(x) = 2.

9.
9. Para todo o x € R™:
X2
fix) = logs (g) -2 logg (X) =
= logs (x?) - logs (9) - 2 x logs (x) _
Logs (9)

=2 logs (x)—z-zx%=
=2logs (x) -2 - logs (x) =
= logs (x) -2

9.2, Para todo o x € IR™:
fix) >-1-logz (x+2) < logs (X) —2>-1-logs (X+2)
< logs (x) +logs (x+2) =1
& logs (x2+ 2x) > logs (3)
o xX2+2x>3
o x2+2x-320
S x<-3vx=1

Calculo auxiliar

2+V4+12

< x=1v x=-3

2
e

Entéo, C.S. = (]-, -3] U [1, +oo[) n IR* = [1, +co[.

x2+2x-3=0 & x=

93.f(x)=y & logs (x)-2=y
< logg (x)=y+2
& x=3y+2

Logo, f1(x) =32**,

fix) =21-2x3*+1

& FF2=2]1-2x3*+1
& Fx9-21+6%x3*=0
o Ix3%-2I1x3F+6=0

|ﬂ6ﬂl Expoente” Dossié do Professor

o 3x3X_7x3F+2=0

L T+V49-24
s F=s —mMmX————
6
1
F=2 v F==
(=1 \% 3
< Xx=logz(2) v x=-1

Entao, C.S. ={-1, logs (2)}.

10.

101. A funcéo f é continua em IR\ {0}, logo apenas a
reta de equacgdo x = 0 pode ser assintota vertical
ao grafico de f.

lim , f(x) = lim_,
x—0 x—0 X

A reta de equacdo x = 0 é assintota vertical ao
grafico de f.

im fog=tim & g

X — 40 X —> +o0 X

limite notavel

A reta de equacdo y = 0 é assintota horizontal ao
grafico de f quando x — +x,

X _
lim fx)=lm S-1¥X_
X — -0 X — %
X
=lim £==+1=
X—>-» X
=0+1=1

A reta de equacgdo y = 1 é assintota horizontal ao
grafico de f quando x — —o.

10.2. Em IR*, f(x)

—%xxz—(l—ln (X)) x 2x

X4

—X—2x+ 2x In (x)
= = =
_—3+21In(x)
R
" _3+2|.n X
Frn=0 o =20 _g

o -3+2ln(x)=0 A x3%0

= (x)=%

o x=eVe

9




X 0 eVe +00
Sinal de n.d. - 0 +
Sentido das
concavidades | n.d. N P.I. @]
do grafico de f

O grafico de f tem a concavidade voltada para
baixo em ]0, eVe[ e tem a concavidade voltada
para cima em JeVe , +»[; tem um ponto de
inflexdo de abcissax=eVe.

Testen.’H
Péaginas 94 a 96
1.

11. Sejam A e B os acontecimentos:
A: “Ser do sexo feminino.”
B: “Ter reservado alojamento para as férias.”

B B Total
A 0,26 0,24 0,5
A 044 0,06 0,5
Total 0,7 0,3 1
PBIA)=012 & —PBOA _g19
P(A)
& P(BNA)=05x012
& P(BNA)=0,06
Entao: B
PAIB) = PANB) _024 4

pB) 030 5

1.2. Opc¢io (C)
0,7x20=14

Assim:

40, x 50, + 44C,
= 70, =
_ 2184 +1001 _
4845
637

~ 969

2. Seja f(x) =senx—x—-1.
A funcdo f é continua em IR, por se tratar da soma
de duas fungdes continuas; em particular, f é con-
tinua em [, O].

98

f-=rt)=sen(-m)+n-1=n-1
f(0)=sen0-0-1=-1

f(0) <0 < ft-n)

Enté&o, pelo teorema de Bolzano-Cauchy,

Jce [ 0]:flc)=0 < Jc € [-r 0]
senc-c-1=0 < senc=c+1,isto &, a equacao
sen x = X + 1 tem, pelo menos, uma solugado no
intervalo [-r, O].

y
y=x+1
y=senx
- 0) X
(-1,93;-0,93)
Logo, x=-1,9.
3.
M(6) = 3,6 axeb =36
31 o
M(12)=1,8 axel?=18
36
a W
2N =N
% elzk=18 eb*=0,5
36
T en@
= o o
Bk = ln (0,5) k=-1n12)
6
a=36xen? a=1772
o o @
n
k=-
6
32 M(t+ 1) B axe—0,34><(t+1) B
M) g x e 034t
o-034t-0,34
T g0

— e—034t—034+034t:
—034 0 71

A massa da substancia diminui, aproximada-
mente, 29% por hora.

4. Opcio (C)
7 ~ 10 ¢7 _ _
|4 10e05t dt = EJO (-0,5670%) dt =

05617
=-20 [e0%] =
=-20 (e35-e% = 19,4
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5. Como a reta de equacdo y = 3x + 2 ¢ assintota ao

fi g

grafico de f, tem-se que lim
X—+e X

elim (f(x) -3x)=2.

Assim:
XZ
lim Mzum f(x) _
X—+o X X = +® X
e X
_)|2I£>n+oof(x)
1
im 1%
X—>+o X
_1
3
i L) otm (22-1,)-
S <9(X) 3 X) s (f(x) 3 X> i
i 3 () =3%)
= ,E'Ln o0 3f(x) =am 31 =
B _%i"l‘m T))(() xlim_ (f(x) - 3x) =
1 1 _ 2
_§X§X2— g

Logo, a reta de equagdo y = % X - —;— é assintota

obliqua ao grafico de g.

6. Opcao (A)
lim x, = lim sen (%) =sen (0") =0*
Entao:

lim f(x,,) = y% f(x) =

limite notavel

=—=—x1x3=

1.

T1. Para que f seja continua em x = 0, temos de ter
lim_ f(x) = f(0).
x—0

. . 1-cos (2x)
e lim, f(x) =lim , ——————=
x—>0" f( ) x—0" x2
. 1-cos? x + sen? x . 2sen?x
=lim . 5 =lim . 7=
x—0 X x—0 X
. enx . sen X
=2xlim, xlim . =
X x—0
limite notavel  limite notavel

|ﬂ6ﬂl Expoente” Dossié do Professor

=2x1x1=
=2

. iiino_ f(x) = iigﬁo_ X2-ln(1-x)]=
=0-ln(1)=
= O =
=f(0)
Como iimw f(x) = iir_}no_ f(x) = f(0), entéo a funcao f

nao é continua em x = 0.

12. Para x € ]-, 0], f(x) =x2=n (1 - x).

) = (62— [ (1)) = 2y — L oy L
f(X)=x2-ln(1-x) =2x T 2x+l_x

oy 1y -1 _ 1
f(x>"(zx+1— )"2 1-x? T a-x2
Como 2 + ﬁ >0,V x € |-, 0], entdo o grafi-

co da funcdo f tem a concavidade voltada para
cima em |-, O[.

13.Em R*, f(x) = L,f(zx)
X
Entédo, g(x) = x2 f(x) = 1 — cos (2x).
Tem-se que:
1 9 1
1+tg?2o= 1+5=—5—
90" 02 © 4 cos?o
3 1
4 cos?a
o cos?a= 4
13
2= 2 2= 4
*sen“a=1-cos* o < sen a—1—1—3
< seno = 3
13
Entao:
g(o) =1-cos (2a) =1 -cos? o+ sen? o =
4.9
IR ERET
_18
13
8. Opcdo (D)
log, () = log, (e) < alog, (e) = log, ()
Logy (€)
< 0—2"*=log, (e
logy (x)
< log, (X)=a
& Xx=av

99



9. Opcao (A)
O gréfico da opgdo (B) ndo é correto, pois f'(0*) € IR™:

4 t Sy

y

v

x—0*

O grafico da opcdo (C) ndo é correto, pois existe um
numero real g, positivo, a partir do qual a funcéo é

decrescente, ou seja, a partir do qual lim o) ~fla)
x—a xX—a

é negativo.

O gréfico da opcgao (D) ndo é correto, pois tem a
concavidade voltada para cima em IR*, o que ndo
pode acontecer ja que f"(x) <0, V x € R".

10.

3
101, [ flx) dv = [ (=2 - 20) dx=—%—x2+c,cEIR
F)=1«& —%—1+c=1 P c=%
3
Logo, Fix) ==~ +%.
102 fx) =0 & x2-2x=0
< x(x-2)=0
& x=0vx=-2
gx)=0 & x2+4x=0
< x(x+4)=0
& x=0vix=4

A= 5 (flx) - hix)) dx + [¢ (g(x) - h(x)) dx =

=15 (—xZ—Zx—%(xQ—2x—8)>dx+
o (—x2+4x—%(x2—2x—8))dx=

-2

8 X2 0 1 5 542 4
_[ 5 2+4x]_2+[ 2x+ > +4x]0—

_0 /(.3 4( 3 3
—J <—§x2—x+4)dx+J'0(—Ex2+5x+4>dx—

=(0-(4-2-8))+(-32+40+16-0)=
=6+24=
=30u.a.

100

Testen.’6
Péginas 99 a 101

1. Opcéo (A)

1610 = (24)10 = 240

A linha referida no enunciado tem 41 elementos.

O numero de maneiras de escolher ao acaso dois

desses 41 elementos é 41C,, que é o nimero de

casos possiveis. O nimero de casos favoraveis é

20, uma vez que os elementos dessa linha sao

iguais dois a dois, com excegao do termo central.

Assim, Pz%.
2

2.

21.Parat € [0, a]:
E{)=101ln (0,2t+0,1)11-10In (2t +1) +

+101n (10) - 32t + 231 =

=10ln (0,2t +01)1-10 (In (2t +1) -
-1ln (10)) - 32t + 231 =

=101n (0,2t +0,1)2 - 10 ln (0,2t + 0,1) - 32t +
+231=

=10 (ln (0,2t + 0,1)" - ln (0,2t + 0,1)) — 32t +
+231=

=10In (0,2t +0,1)10-32t+ 231 =

=1001n (0,2t +0,1) - 32t + 231

22.E(t)=0 < 1001ln (0,2t +0,1)-32t+231=0

(9,33;0)
0] \ xr
As coordenadas do ponto de intersecao do grafico

de E com o eixo Ox sdo (9,33; 0).
Assim, a = 9,33.

2.3. Opcdo (C)
A funcéo E é continua em todo o seu dominio; em
particular, € continua em qualquer um dos inter-
valos apresentados.
E(6)=1001n (0,2x6 +0,1)-32x 6 + 231 = 65,24
E(7)=100ln(0,2%x7+0,1)-32%x7+231=4755
E(8)=1001n(0,2x8+0,1)-32x 8+ 231 =28,06
(
(

E(9)=1001ln(0,2x9+0,1)-32x9+231=7,19
E(10)=1001n (0,2x10+0,1)-32x10 + 231
=-14,81
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24.E'(t)= (100 In (0,2t + 0,1) - 32t + 231)' =

02
0,2t+0,1

=100 x

20
“02t+01 2
o 2
0,2t+0,1
& 20-6,4t-32=0 A 02t+0,1%0

E'(t)=0 32=0

o B4t=168 A t#—+

2
< t=2,625
t 0 2,625 a
Sinal de E’ + 0 -
Variagaode E | Min. Ve Max. N Min.

A func@o E é estritamente crescente em [0; 2,625]
e é estritamente decrescente em [2,625; a], atin-
ge 0 seu maximo em t = 2,625.

0,625x60=1375

A bateria do telemdvel atingiu o nivel maximo as
10 horas e 38 minutos, aproximadamente.

3.A=4116 < [ 18x2dr=4116 < 6 [ 3+? dr=4116
© 2[03x2dr=686 < [g3x?dx=2343

o [x3]%=343 o a3=343 o a=7

4. Opcdo (B)

flx) = ek

f'(x) = kek*

f'(x) = k2 el

Entao:

af"(x) + bf'(x) + cf (x) = ak? ek + b kekx + cekx =
= ek (ak? + bk +¢) =
=elrx 0=
=0

5.
51. Se x € [0, 2x], entdo:

f(x) = sen <x + 3—;) —-cos (2x) =

n
=-sen (x + E) - (cos?x-sen?x) =

=-Cc0S x—Ccos2x +sen?x=
=-cosx-cos2x+1-cos?x=
=-2cos?x-cosx+1

rﬂ@ml Expoente”« Dossié do Professor

Entao:

flx)=0

< —2cos?x-cosx+1=0

_1+V1+8
& c0Sx=———————
-4
1
& cosx=-1 v 005x=§

& x=m+2kn v x=%+2kn vx:—§+2kn,kez

Como x € [0, 2x], entémcz% VX=T Vv xzs—gc.

5.2. Opcéo (D)
Para que f seja continua em x= 0, tem de se ter

lim__ fx) =lim_flx) = (0).

. )Eig]w flx) = i@o* <sen (x + %) - oS (2x)> =

=sen(3—2n>—0050=—1—1=—2
climfl) = lim  Senik)
x—0 x—0 X

_ . sen (-kx)

=k sentjm S0 =

=-kx1=-k

3n

-f(0)=sen<7)—0050=—1—1=—2

Logo,-k=-2 < k=2

5.3. 0 dominio de f apenas permite a existéncia de
assintota horizontal ao seu gréafico quando x tende

para —o,
. . sen
im  fx) = lim 2
X — - x—>-% X

Para qualquer valor real negativo de x, tem-se:

-1<senx<1

_lzsenle

X X X

Como lim (—l>=0elim le, entdo
X -% X X—o>-% X

lim 1X-g

X — - X

y = 0 é assintota horizontal ao gréafico de f.
54.Em R~
g(x) = f(x) xx cos x =

_sen (—x)
X

XX COSx=

=-SenxCcos x

glx)=0 & —senxcosx=0
< senx=0 v cosx=0

<:>x=k?n,kEZ
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Entao: 6.3. O poligono cujos vértices sdo os afixos, no plano
complexo, das raizes quartas de z; € um quadrado
inscrito numa circunferéncia centrada na origem do

referencial e de raio 2V3 (r, = V3 +3=2V3).

A=[7 (senxcosX) dx + f% (~sen X cos X) dx =

2y = 210
= [&2)(] 2y [&ZX]‘" = Como as diagonais de um quadrado formam um
'“ ? angulo reto, pelo teorema de Pitagoras, sendo x o
5 ,[ T comprimento do lado do quadrado, tem-se:
>en <_ 5) sen?(-n)  cos20  ° (_ E) x2=(2V3)2+ (2V3)? & x?=12+12 & x2=24
B 2 - 2 * 2 2 B Logo, a area do poligono cujos vértices sdo os
1 1 afixos, no plano complexo, das raizes quartas de
=§—O+E—O=1u.a. z; € 24 u. a.
6.4. Opcdo (A)
6. A condigdo |z — 711 < 3 define o circulo de centro no
1 1 1 3 .
61 —— - — — ponto de coordenadas (3, —V/3) e raio 3, pelo que se
(z1)? (3+V3)?2 9+6V3i+37 exclui a opggo (C).
B 1 _1 y 1 y 1-V3i B A condigdo 0 < Arg (z—-7) < g define o angulo cujo
6+6V3i "6 1+V3i 1-V3i vértice é o ponto de coordenadas (3, -V/3) e cujos
1 1-V3i lados séo as semirretas com origem nesse ponto e
) X 1+3 - que sao paralelas as semirretas definidas por
_ 2l_4 (1- \/3 i) = Arg (z) =0e Arg (2) :%, pelo que se excluem as
1 V3 opgdes (B) e (D).
"4 24 !
. foun Liz+wl2+lz-wl?=
6.2.zlxz=e’9x2\/§e'<_5)=2\/§e'( ‘) St W) T W)+ Z-w) f—w) =
=@z+w) Z+w+@z-w) (z-w)=
Célculos auxiliares SZZHIWHWZ+WW+2Z—IW—WZ + Ww =
‘n=V9+3=2V3 =277+ 2ww =
=21z12 + 2lwl?
'tgel:—% /\616400

Logo, 6; =- % por exemplo.

Ouseja, z; = 2\/§ ei(_%).

Para que z; X z seja um imaginario puro:

e—%=§+kn,kez PN e=%+kn,kez
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