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Tema | - Calculo Combinatdrio WAGB=AB=
(2ol e -4 -

Unidade 1- Revisdes 3

Paginas8e9 == 2]

L A=]—= 8], B=[59], C=[V30,+x[ 4,

al A =8, +o[ AANA=AUA=AUA=U

b) B =1-o0, 5[ ]9, +o[ hBUAUB =BUAUB=AUBUB=AUU=U
dAmB—}wS[[Sm—BB[ t0BN(ANB =BNANB=ANBAB=AND=0
dBuUC= U [V30, +o[ = [5, +o¢]

5, AuC)Nn(BulO)=(AnB uUC=QuC=C
e)A\BZAmBZ]—OO,8[(‘\(]—00,5[u]9,+00[)=]—00,5[

IB\A=B~A=[509]n[8,+=[=[8, 9] 6. ANC)UBNC)=(AuB NC=UnNC=C

gB\(AnC)=Bn(ANC) = .

(
— [5,9] A (], 8] A [V/30, +[] o
5,91 ~ [V/30, B[ = al B\A Bm_A—Bué—A_uB_
— [5,V/30[ U [8, 9] ;%A“B)_
)(AUB)UB=(AnB)UB=
=(AuB N (BUB)=
=(AUB NU=
Unidade 2 - Propriedadades das operacdes =AVB
sobre conjuntos DANBUA=ANB UANA) =
Paginas 10a 12 =AnBuI=
=ANB
2A=1-2,n[, B=[-V5,4] e BU(ANB) =B (ANB)=
A AnB= V5, 4] =1-2, n[= A =gﬁgug=
hAUB= [-V5, 4] =[-V5,4] =B —(BAA)U(BAB) =
c)Z:]- =2] U [, +o[ =(AnNBUD=
#B=]-=, _\/— 4+ - =AnNB
S fl(BUC)UANB) =(BUC)N(ANB)=
e)AﬂBi(]—OO—\Q/]_ [n:oc —\/_ 4+:>o Z(BﬁC)ﬁ(AU_E)Z
= =l —CABAN(AUB)=
7B —CA[BAAUBAB)]=
AUB= (-0, -2] U r, o0, =\/5[ U ]4, +]) =Cn[BNA LD =
=]__ 2] U [11:+oo[ =CNnBnA=
=A =AnBnC
) OAUANB) =AN(ANB) =
3.A=]—2,1[,B:[—§,+m[ =Am(ZuE)=
— = = =(AnNA)UANB) =
A AnB=AuUB= =PUANB) =
== 2 L +l) o | -5 = =AnB-=
3 =A\B
2
=]—°° ——[U[l +oof h(AnB)U(AUB)=(AnB) N (AUB) =
=(AUB) N (AUB) =
-
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Unidade 3 - Introdugéo ao célculo combinatério
Péaginas 13a 38

8.
a) 2 x3x2=12 menus

b) 2 x1x2=4menus
9.12 x 11 = 132 maneiras

02x6Gx)x4x)xBx)x2x1)xAx1)=
= 240 maneiras

1.

a) 3 x 2 x1=6 modos

b) 5 x 4 x 3 =60 modos

122 2x1 x 3x2x1=12maneiras
LXL 3

lugares a frente  lugares atras

13.5x10x5x10x5%x10+10x5x10x5%x10x5=

=250 000 cadigos

.8

Calculo auxiliar
8+8+8+x<27 & x<27-24 & x<3

Logo:
4x(Ix1x1x ) =12 cddigos

Ooulou?

15. Sem vermelho: 9 x 8 x 7
Com a faixa central vermelha: 9 x1x 9
Com uma das faixas extremas vermelha:
2x1x9x%x8
Com duas faixas vermelhas: 1 x 9 x 1
Logo:
IXB8X7T+9Ix1x9+2x1x9Ix8+1x9x1=
=738 bandeiras

16. Comegando por1,20u3:3x9x8x 7
Comecgando por 4:1x5x8x7

Logo:
3IXxIx8xT7+1x5x8x7=1792 nimeros

17. Copas - rei de paus ou rei de espadas — espadas:

13x2x13

Copas exceto rei —rei de copas - espadas:
12x1x13

ASEI Expoente” Dossié do Professor

Copas - rei de espadas — espadas exceto rei:
13x1x12

Logo:
13x2x13+12x1x13+13x1x12=650 extra-
coes

18.

a) 3 x (1 x1x6)=18 nimeros

b) 7 x 7 x 1 = 49 nimeros

¢) Com um algarismo par e dois impares:
3Xx(3x4x4)

Com dois algarismos pares e um impar:
3% (3x3x4)

Com trés algarismos pares: 3 x 3 x 3

Logo:
3X(B3x4x4)+3x(3x3x4)+3x3x3=279
numeros

19.

a) Numeros entre 2400 2999: 1 x6x 8 x 7
Ndmeros entre 3000 € 9999: 7 x9x 8 x 7
Logo:
IxBx8x7+7x9x8x7=3864nUmeros

b) Numeros entre 2400 € 2499: 1 x 1 x 7 x 7
Ndmeros entre 2500 e 2999: 1 x 3 x 7 x 7
Ndmeros entre 3000 € 9999: 4 x 7 x 7 x 7
Logo:
IXIX7TXT+1Ix3XTXxT+4x7Tx7x7=1568
Mas 2400 ndo é maior que 2400, logo a resposta é
1568 -1 =1567 numeros.

¢) Nimeros entre 2400 e 2999: 1 x 4 x5 x 4
Numeros entre 3000 e 9999: 4 x 6 x5 x 4
Logo:
1x4x5x4+4x6x5x%x4=>560n0meros

20.
a)210=2x3x5x7
Logo:
2x2x2x2=16 divisores
b) 1716 =22x3x11x 13
Logo:
3 X 2x2x2=24divisores
) 75600=24x33x52x7
Logo:
5x 4 x3x2=120 divisores



21. A%, = 17 576 sequéncias
22. 5A', = 510=9 765 625 chaves

23.2 + 2A% + 2A% + 2A%, = 2 + 22+ 23 + 24 = 30 sequén-
cias

2. ‘A% = 45 =1024 maneiras
25.3A, = 3% = 81 sequéncias
26. 2A"; = 27 = 128 subconjuntos
21. 212 -1 - 12 = 4083 cocktails
28.27 -1 -7 =120 maneiras

29,
a) 4! = 24 formas

b) 8! = 40 320 formas
30. 6! = 720 maneiras

31

a) 9! = 362 880 maneiras

b) 5! x 4! = 2880 maneiras

¢) 2 x 5! x 4! = 5760 maneiras
d) 4! x 5! x 6 =17 280 maneiras
e) °A, x 7! =100 800 maneiras

32.
a) 4! = 24 anagramas

b) 6! = 720 anagramas
33. 6! x 5! = 86 400 maneiras

34.

a) 12! = 479 001 600 formas

b) 6! x 4! x 4! = 414 720 formas

¢) 6! x 4! x 2! x 3! =207 360 formas

35.

g 10t _10x8x8x7! .4 g, 8-720
7! 7!
2017! _ 2017 x2016! _

booe = 2o 20V

4

201+18! 20! 18!
Pt LA

7 17 17
_ 20x19x18x17! +18><17! _
17! 17
=20x19x18+18=6858
36.
a n _nx({p-a) _h
(-1 (=31
b) (n_]-)! - (D/‘/Iﬁ -
(n+2)! (n+2)(n+1)n(n=1)!
:—1 =
(n2+3n+2)n
1
n3+3n%+2n
n+1)!+(n-1)! (n+1L)n!  (h-1)! _
c) = + =
n! n! n(n-1)!
=n+l+l=
n
_ n?+n+1
n

31.12n' +5(n+1)! = (n+2)!
12n'+5n+1)xnl=(n+2)x(n+1)xn!
12+5(n+1)=(n+2)(n+1)
12+5n+5=n2+2n+n+2
n?+3n-5n+2-5-12=0
n?-2n-15=0
_ 2:Visax()
2

¢ ¢80 ¢0¢

2+8
2
< n=5vn=-3

o n=

Comon=>0,entdon=>5.

38.
a)12 x 11 x10% 9 = 12x11x10x9x8! _ 12!
8! 8!

b) 2015 x 2016 x 2017 =

_ 2017 x 2016 x 2015 x 2014! _

2014!
_ 2017
2014!

d(n+2x(n+1)xn= (n+2)(n+1)n(n-1)! _
(n-1)!

dnx(n-1)x(n-2)x(n-3)x(n-4) =
n(n-1)(n-2)(n-3)(n - 4)(n-5)!

(n-5)!

ﬁ&”‘u Fxpoente” » Dossié do Professor



= 52. 8C4 = 56 planos

nx(n-1)x(n-2)x.x(n-p+1) = 53.5C, + 5C, +°C5 + 5C, + °C5 = 31 planos

nin-1)(n-2)x..x(n-p+1)x(n-p)!

39. 26A, = 15 600 sequéncias

40. 2A, = 132 maneiras

41. 19A; = 720 maneiras

42.5A, = 360 formas

43.5A, x 5A, x 4! = 57 600 formas

44,

a) 4 x 12 x 12 x 20 =11 520 maneiras

b) 26 x 26 x 13 x 13 = 114 244 maneiras

¢) 4 x 26 x 26 x 26 x 4 = 281 216 maneiras

45. 5C, = 10 subconjuntos

46.
a) 8C, = 28 subconjuntos
b) 8Cg = 28 subconjuntos

¢) 8Cg = 1 subconjunto

4 180x179 x..x 142 x 141

) (n-p)! ) o4,

a) 8C; = 56 maneiras

b) °C, x 3C, = 30 maneiras

¢) 8C; - 1 = 55 maneiras

d) 2 x 8C, + 8C5 = 50 maneiras

e) 5C; = 6 maneiras

95.

a) 'C; x 4! = 840 nlimeros

b) 8C; x 3! x 3 = 360 niimeros

56. Pretende-se saber quantos nimeros da forma

9_ _ _ existem, com os algarismos todos diferen-
tes (escolhidos de entre os algarismos de 1 a 9) e
tais que a soma dos seus quatro algarismos seja
par.

Ora, para que a soma dos quatro algarismos seja
par é necessario que a soma dos trés ultimos
algarismos seja impar.

Para que a soma destes trés algarismos seja
impar, ha duas hipéteses: ou sao todos impares ou
dois deles sdo pares e o outro é impar.

No primeiro caso, temos de escolher ordenada-
mente trés de quatro algarismos impares (1, 3 e
7), 0 que pode ser feito de *A; maneiras diferen-
tes.

40! No segundo caso, temos de comegar por escolher
180 x 179 x ... x 142 x 141 % 140! a posicado do algarismo impar, o que pode ser feito
B 40! x 140! de trés maneiras diferentes.

__ 180
401X 140!

=180C,, que é um nimero natural, pois

representa o numero de subconjuntos de 40 ele-
mentos de um conjunto com 180 elementos (ou o
numero de subconjuntos de 140 elementos de um
conjunto com 180 elementos).

Para cada uma destas, existem quatro maneiras
de escolher esse impar (1, 3,5 0u 7).

Para cada posicdo do algarismo impar e para cada
valor deste, existem “A, maneiras diferentes de
escolher ordenadamente dois de quatro algaris-
mos pares (2, 4, 6 ou 8). Assim, neste segundo

caso, existem 3 x 4 x “A, numeros diferentes, nas
condicdes requeridas.
Logo, o nimero pedido é 3 x 4 x *A, + “As,

48, 40C, = 847 660 528 maos

49. 25C; x 20C5 x 15C5 x 10C5 maneiras

51.
20, %80, % 60, % 50, = ~ |

50.2C, x 8C, x 8C, x °C, = 21 000 opgdes a %% _ 6300 anagramas

!
o b) —'lol - =151 200 anagramas
a) “C, - 4 = 2 diagonais 21312!

!
b) 5C, - 5 = 5 diagonais c 5|121|'2| =83 160 anagramas

¢) "C, - n diagonais

ASEI Fxpoente” « Dossié do Professor 5



58.
a) 12C5 = 792 maneiras

b) 3 x 8 = 24 maneiras

59.

a) 10 x5x10x5x10x5x 10 =1 250 000 cddigos
b) 10 x 5x 5x 5x10x 10 x 10 x 3 =3 750 000 cddigos
c)5x5x5x5x5x5x%x5=78125 cddigos

d) 7C, x °C, x 92 x 53 = 2 126 250 cédigos

e) "C5 x 53 x 10% = 43 750 000 cddigos

60.

a) “C, x “8C; = 48 maneiras

b) “C, x #8C3 =103 776 maneiras

¢) 26C, x 26C, = 388 700 maneiras

d)4C, x 480, + 4C3 x 480, + 4C, x 48C, = 108 336
maneiras

61.

a)12C, x 4 = 1980 maneiras

b) °C, x 10C; + 3C; x °C; x 10C, x 30C; + 3C;, x 10C; x
x 30C, = 53 820 maneiras

62n+124 An=2 < n=3

”+1A4=%4A4X"CQ

o (n+1)! =§><4|>< nl
(n+1-4)! 27 "7 2(n=-2)!
(n+Lnn-1)(n-2)(n-3)!

(n=3)!

n(in-1)(n-2)!
2% (n-2)!
< (n+1)n(n-1)(n-2)=18n(n-1)
< (n+1)(n-2)=18
< n?2-n-20=0
_1+V1+80
2

< n=-4vn=5

:%x4x3x2x1x

~—n

Comon=>3,entdon=>5.

nl

63.n02=78 =4 m=78
nn-1)(n-2)! _
S oxp-y 8

< n(n-1) =156
& n?-n-156=0
1+V1+624

= n= D)

< n=-12 v n=13

Comon =2, entdon=13.

Unidade 4 - Triangulo de Pascal e bindmio
de Newton

Péaginas 39a 47

64.

a)0C;=2C,, © 5=m v 5+m=20
< m=5vm=15

b) 3ocm+2:3002m+4
S m+2=2m+4 v m+2+2m+4=30
&S m=-2vm=8

65.
a)6C, +6C, +5C; +6C, +6Cs + 8C4 = 25— 1 = 63 grupos

b)6C, é o nimero de grupos que se podem formar
com quatro criangas escolhidas, entre as seis que
existem nessa sala, podendo a Helena estar inclui-
da nessas quatro criangas ou nao.
Uma outra resposta ao problema é 5C; + °C,, que
corresponde ao numero de grupos que se podem
formar incluindo a Helena ou nao incluindo a Hele-
na. °C5 é, entdo, o nimero de grupos de quatro
criangas que se podem formar incluindo a Helena;
como a Helena estéd ja selecionada restam cinco
criangas das quais se podem escolher aleatoria-
mente trés, o que pode ser feito de °C; maneiras
diferentes. O ndmero de grupos que se podem for-
mar, ndo incluindo a Helena, é dado por 5C,, que é o
nuimero de maneiras de escolher aleatoriamente
cinco das seis criancgas, ja que a Helena nado esta
incluida.

66.
a) 10004 + 10065 = m05 (=1 101C5 = mC5 < m=101

b) 2m+ 2010 + 2m+ZC11 — 27C11 Py 2m+ 3011 — 27C11
& 2m+3=27
S m=12

67- 1lcp+l+lle+2+1ZCp+3:12Cp+2+1ZCp+3:
— 13 —
= Cp+3_
=1716

68. Opcdo (A)
n=10

O sexto elemento da linha 10 é 1°Cs,.

}EDE‘I Fxpoente” + Dossié do Professor



69. A linha do tridngulo de Pascal com 21 elementos
é a linha 20.

a) 2°C, = 190
b)1°C, = 3876

¢) 2°C,, = 184 756
d) 220 =1 048 576

10. Opcao (D)
Os seguintes elementos sdo menores que 2019C:;
20190, = 2018C, 0. 20190, = 2019C, ..
20190, = 2019¢,_+ 2018C, = 2018C,
20190, = 2018,

71. nC5 = HCS
Logo:
n=5+6 © n=11
Assim, o elemento central da linha seguinte é
1206 = 924 .

12."C,+1C,,1="*1C, 1 < 3432+1C, 1 =6435

& 1C,.,=3003

nCp+l+nCp+2:n+lcp+2
& 110, ,=3003 + 2002
& 1*1C,, ,=5005

n+lcp+l_{_n+lcp+2:n+20pJr2
& "*2C,, ,=6435+5005
& 20, ,=11440

20, _p=""20 & n-p+x=n+2
S X=p+2

Logo, "*2C,_,="*2C,, , =11 440.

B.
a) 19C; = 120 caminhos

b) “C, x 8C; = 36 caminhos

14.
a) (a+2b)°=
=5Cyx a®x (2b)0 +5C; x a* x (2b)L + 5C, x a3 x
X (2b)2 +5C5 x a2 x (2b)3 + °C, x at x (2b)* +
+5Csx a®x (2b)° =
=a®+5xa*x2b+10xa®x 4b2+10x a?x 8b3 +
+5xax16b*+32b° =
=a°+ 10a%b + 40a3b? + 80a2b3 + 80ab* + 32b°
b) (Vx-2)8 =
=6Cyx (VX)8x (<2)° +6C; x (VX)® x (-2)! +
+80, % (V)% x (<2)2 + 805 x (Vx)3x (-2)3 +
+8C, x (VX)2x (<2)% +8C5 x (VX)1 x (-2)5 +
+6Csx (Vx)0x (-2)8 =

ASEI Expoente” Dossié do Professor

=x3-Bxx2Vxx2+15xx2x 4 -20 x xVx x 8 +
+15xXxx16-6x Vxx32+64=

=x3 - 12x2Vx + B0x2 - 160xV/x + 240 x - 192Vx +
+ 64

1s.
14 X2 3
a cs><< 2) X 3= 364 x o =X 27 =
_ 2457 g
512
b) Termo geral:
2\14- 14
140, x (X_> P3p= _26;;?_3X x28-2p
Assim:
28-2p=20 & 2p=8
S p=4
- , 140, x3% 81081
20 4 _
Logo, o coeficiente de x° é e—4 1004
¢) Termo geral:
938223 ,,

2\14-7
14C7X(X3> X37:

d) 24 =16 384

16

16. Termo geral:
_, (3P “pfyty12-p 3P
12¢, % (2Vx)12 p(;) =12¢, 21277 x 7 ) i

1
=120, 212-px5~ 2P 3 xP =

3
=120, 212-px 3P x x5~ 2P

Assim:
6—%p 0 & 12-3p=0

S p=4

Logo, o termo independente de x é
120, 212-4x 3% =10 264 320.

T1. Termo geral:

9-
9C, % (%) ? (5x2)p = 9C, x9+ P 5P x20 =
=9C, x 5P x x 9+ 3%
Assim:
9+3p=0 < p=3

Logo, o termo independente de x é
9C43x 5% =10 500.

18.20=(1+1)=
=MCyx1"x10+7C; x 1" 1x 11+ "1Cyx 172 x 12 +
+.+7C,x19x 1=
=NCy+"Cy +"C, + ... +1C,



Aprende Fazendo
Péginas 52 a 64

1. Opcéo (C)
10 x5x5x10=2500 codigos

2. Opcao (D)
1x9x10x10x18x 18 =291 600 matriculas

3. Opcdo (A)
15Cg é 0 numero de maneiras de escolher os seis
compartimentos, dos quinze, para colocar os seis
refrigerantes que sao iguais entre si.

4. Opcao (C)

2x4x3%x2x1x1=48 maneiras

5. Opcao (A)

5C, =10 cordas

6. Opcao (A)
O segundo elemento é 13, logo n = 13. Assim, o
sexto elemento dessa linha é 13Cs,

1. Opcéo (C)
O penultimo elemento é 2018. Assim, n=2018.
Logo, o décimo elemento dessa linha é 2018C,,

8. Opcao (B)
2" =16 < n =4, ou seja, a linha tem cinco ele-
mentos.

9. Opcao (C)

20200300 + 20200301 - ZOZIC301

10. Opcao (A)
Termo central:

1005 x x5 x (-2)° =-8064x>

1. Opcao (C)

8!x 4

4% 4l =280 numeros

12. Opcao (B)
9!l -21'x8!'=282 240

13. Opcéo (B)
A linha tem 50 elementos, logo n = 49. Assim, o
vigésimo elemento da linha seguinte é 50Cj.

14. Opcdo (A)
l+n+n+1=40 & n=19

Assim, o terceiro elemento da linha anterior é
180, =153.

15. Opcéo (C)
A linha tem 31 elementos, logo n = 30.
O maior elemento dessa linha corresponde ao ele-
mento central.

Assim, k =30C;s.

16. Opcao (D)
2"=4096 < n=12

O numero de subconjuntos com seis elementos é
120 =924,

17. Opcéo (B)
2310=2x3x5x7x11

O nuimero de divisores de 2310 é
2x2x2x2x2=2°=32.

18. Opcdo (D)
10! x 1Az, onde 10! é o nimero de maneiras dis-
tintas de arrumar os dez livros de Matematica A e,
para cada uma destas, A5 é o nimero de manei-
ras diferentes de arrumar os cinco livros de Fisica
A nos 11 espacgos existentes entre os livros de
Matematica A.

19. Opcdo (B)
O penultimo elemento é 10. Assim, n = 10.

Entdo, a soma dos trés primeiros elementos da
linha anterior é °Cy + 9C; + °C, = 46.

20. Opcido (C)
Se um dos termos do desenvolvimento de (2w + 5)"
¢ 288 000rS8, entdo esse termo é da forma
nCg x (2m)8 578,
Assim:
nCg x (2m)8 57~ 8 = 288 000n®
& NCgx 28 x 78 x 57~ 8 =288 000n®
288 000
28
& "Cgx 5778=1125

& NCgx 57-8=

Das opgoes apresentadas:
*sen=8,entdo8Cyx58-8=1
*sen=9 entdoCgx5%-8=40

* se n=10, entdo 10Cg x 510-8 =1125
»se n=11, entdo 1Cg x 5118 =20625
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21. Opcao (B)
"Co—"C1+"Cy—"C3+ ..+ (-1)"x"C, =
— nCO x 11 x (_1)0 _ nc1 X 1n—1 X (_1)1 + nc2 X
x 1772 x (-1)2-"Cyx 1" 3 x (-1)3 + ... + "C,, X
x10x (-1)"=

=L+ (1) =
=0

22,

aABUBUA) =

=(B u_B) U A (Associatividade)

=UuUA (Complementar de um conjunto)

= U (Existéncia de elemento absorvente)
bAN(BAA) =

=AN (Z N B) (Comutatividade)

= (AN A) "B (Associatividade)

=@ N B (Complementar de um conjunto)

= (Existéncia de elemento absorvente)
AU BNA) =

=(AUB)n(AUA) (Distributividade)

=(AuB)nU (Complementar de um conjunto)

= A U B (Existéncia de elemento neutro)
d(BAA)UBNA) =

=B (AUA) (Distributividade)

=Bn U (Complementar de um conjunto)

(Lei de De Morgan)

(Complementar do comple-
mentar de um conjunto)

=(AUA) N (BUAUA) (Distributividade)
=Un (E w U) (Complementar de um conjunto)
=Un U (Existéncia de elemento absorvente)
=U (ldempoténcia)

23.
a) 4 x 4 = 16 maneiras distintas

b) 4 x 3 =12 maneiras distintas

24,
a) 26 x 26 x 26 x 26 = 456 976
b) 26 x 26 x 26 x 10 x 10 =1 757 600

25. 30A4 = 235 989 936 000
5 4 5 4 5x5-4_21_ 7
41 B 41 5x4  Bx4 5 40
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2 3 2x4+3x6 26 _ 13

b) + = = -
36! 415! 416! 416! 8640
o 1 _i=2—3(n+l)=—3n—l
(n+1L)! 2n! (h+1)x2nt  2(n+1)!
2 n 1
d - +==
(n+L)! (n+2)! n
2n+2)-n+(n+2)(n+1)
(n+2)! -
2n+4-n+n?+3n+2
B (n+2)! -
_n?+4n+6
 (n+2)!
w14 _ N n+1)!
oA+ A= En—lz! B
_ (n=-n'+(n+1) _
- (n-1)! -
_(h=-1+n+1)n! _
-y
_ 2nxnx(n-1)! _
 (n=1)!
_ 2nxn!
~(n-1)!

21. 10C¢ x “C,, = 210 maneiras
28. 3 x 5! = 360 modos
29, 50C; x 12C, =139 838 160

30.

a) 28C5 = 98 280 formas

b)

i) 19C5 = 252 comissbes

ii) 28C5 - 18C5 = 89 712 comissbes

iii) 1 x °C, x 18C, = 5508 comissodes

3.1+n=36 @ n=35
a) A linha tem 36 elementos.

b) Como a linha tem 36 elementos, existem dois ele-
mentos centrais iguais e que representam o maior
valor dessa linha:

3507 =35C 5 = 4 537 567 650

0) 34C, = 5984
d)36C, = 94 143 280

32,

a) (x-2)5=
=5Cyx X% (=2)9+5C; x x* x (-2)1 +5C, x x3 x
X (<2)2 +5C5 x X2 x (<2)3 + 5C, x Xt x (<2)4 +
+5Cs xx9%x (-2)° =



=x0-5xxix2+10xx3x4-10%xx2x8+5xxX
x16-32=
=x5-10x% + 40x3 - 80x2 + 80x — 32

b) <2x + l>4 =
X
— 4Cy % (2% % @0 +40 % (203 % (%)1 N
140, % (2% x (%)2 40, % (201 % (%)3 ;
40, x (240 x (%)4 -

=16x4+4><8x3><%+6><4x2><X—12+4><2x><

11
3t
—16x4+32x2+24+£+%

X_ 0\
c)<3 x)

=5C; x (%)5 x (-x2)0 +5C; x (%)4 X (-x9)L +

+5C, x ( ) (—x2)2+5C4 x ( )
+5C4><< ) x24+565><( )

- X A2 AN X2
%3 5><81><x+10><27><x 10><9><

X
><x6+5><§><x8—x10=

N

_iﬁ £7_£8 EQ_IO
243" T X 7 X Tg X T X

3.

a) O desenvolvimento tem 11 (= 10 + 1) termos.

b) 10 8 y \? 8,8, Y
)19C, x (17%) x(§> — 45 X 1780 x 225 =

=45 x 175x8y? =
=1 086 190 605 x8y?

10 5. (Y V= 55, Y -
¢) 19C:s x (17x) ><<17> =252 x 175%° x 175
=252 x5y®
d) lOCO + 1001 + lOCz + ...+ 10010 = 210 =1024
34

a) Verdadeira para quaisquer A e B.
B\A={xeB:xZ&Al={xx€EB A X& A}=
={x:x_€B AXEA}=
=BnNnA

10

b) Nao ¢ verdadeira para quaisquer A e B.
Por exemplo, U =11, 2, 3, 4, 5, 6}, A =
B=1{4,5, 6}.

AuB={1,2 3 4,5,6}
AuB)\A={1,23}+B

1,2 3 4}

¢) Verdadeira para quaisquer A, Be C.
ANBNC=AN(BNC)=AUBNC)=AUBUC

35.
a)5+5x5+5x5x5=155 ndmeros naturais

b) 5+ 5x 4 +5 x4 x3=85nUmeros naturais

36.

a)9x9x8=648

b) 9 x 8 x 7 =504

¢)8x7x6=336
)9x8x7+8x8x7-8x7x6=0616

31.
a) 3! x 3! x 2 =72 maneiras
b) 3! x 4! =144 maneiras

¢) 2! x 2! x 2! x 3! = 48 maneiras

38.
a) 20C,5 = 15 504 possibilidades
b) 1 x 1 x 18C;5 = 8568 possibilidades
) 2x18C;, + 1 x1x18C,5 =14 688 possibilidades
d) 19C; x 19C,; = 252 possibilidades
39- 504 X 30021 + 503 X 30022 + 502 X 30023 =
=150 423 000 escolhas
40.

a) 48 = 65 536 maneiras
b) 8C, x 1% x 3% = 5670 casos

4.

a) 12Cg x 8C, = 18 918 900 méos

b) “C, x 38Cq =1 947 792 méos

¢) “Cy x 38Cg + 4C3 x 38C; + 4C, x 35Cg = 216 900 552
ma&os

42,

a) 12° = 248 832 possibilidades
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b)12 x1x1x1x1=12 possibilidades
¢) 12 x 11 x 10 x 9 x 8 = 95 040 possibilidades
d) °C5x 12 x 1 x1x 11 x 10 = 13 200 possibilidades

43,
a) 20Cg x 12, = 1 496 523 600

b)
|) 803 X 401 =224
i) 8! x 4! x5 =4 838 400

44.5A, é o nimero de maneiras distintas de escolher
ordenadamente as trés amigas a quem a Patricia
vai oferecer um dos diferentes colares. Por cada
uma destas maneiras, existem A3 modos distin-
tos de escolher ordenadamente as amigas a
quem a Patricia vai oferecer cada uma das dife-
rentes pulseiras. Assim, %A, x 5A3 é o nimero de
maneiras diferentes que a Patricia tem de presen-
tear as amigas.
9C; é o nimero de maneiras de escolher as sete
amigas que vao ser presenteadas de entre as
nove amigas. Por cada uma destas maneiras, exis-
tem "A, modos distintos de escolher ordenada-
mente quatro das sete amigas que vao receber
cada um dos colares. Depois de escolhidas as
quatro amigas que vao receber os colares, exis-
tem 3! maneiras diferentes de distribuir as trés
pulseiras pelas trés amigas. Ou seja, %C; x TA, x 3! é
uma resposta correta.

45. A resposta corretaé alll.
Se nos quatro dadores escolhidos pelo menos
dois sdo do grupo O, entdo existem trés possibili-
dades mutuamente exclusivas: exatamente dois
dadores do grupo O, exatamente trés dadores do
grupo O ou quatro dadores do grupo O.
10C, x 10C, é o numero de maneiras distintas de
escolher dois dadores do grupo O e dois dadores
que néo s&o do grupo O; 19C; x 19C; é o nimero de
maneiras diferentes de escolher trés dadores do
grupo O e um dador que n3o é do grupo 0;19C, é o
numero de modos distintos de escolher quatro
dadores do grupo O.
Assim, 10C, x 19C, + 10C; x 10C; + 10C, é o numero
de maneiras de escolher pelo menos dois dadores
do grupo O.
20¢, -10¢, —10C, x 19C; também seria uma respos-
ta correta.
20C, é o nimero de maneiras de escolher quatro
dadores de entre os 20 sem quaisquer restricdes.

ASEI Expoente” Dossié do Professor

10C, é o numero de maneiras de escolher quatro
dadores que nao s&o do grupo O e 19C; x10C;¢é o
ndmero de maneiras de escolher um dador do
grupo O e trés que ndo sdo do grupo O. Se ao
numero de possibilidades de escolher quaisquer
guatro dadores retirarmos o nimero de possibili-
dades de ndo ter nenhum dador do grupo O e exa-
tamente um dador do grupo O, obtemos o nimero
de possibilidades de obtermos pelo menos dois
dadores do grupo O.

46.1+n+n+1=50 @ n=24
a) A linha tem 25 (24 + 1) elementos.
b) Os elementos da linha em quest&o s&o do tipo 24C,
ke{0,1,2,..,24}.
%0y =20y, =1
20y = 2%4Cp5 = 24
2, =240y, = 276
Sao seis os elementos dessa linha menores que

300.

¢) Em 12 casos, ja que a linha tem 25 elementos e o0s
elementos equidistantes dos extremos sao iguais.

4].°C, +9C, +9C5+9C, + 9C5 + 9Cg + °C; + 9Cg + 9Cq =

:29—]_:
=511
48,
nl n _n N —
T T T TR R
:n+103:
__ (D
3l(n+1-3)!
_ (n+Lnn-1)(n-2)! _
3l(n-2)!
_(n+1)n(n-1)
6
b) (7CD 1+7C‘D)xp| SCSXD!
8Ap Ap
8A
e
8Ap
:EAQ:
8A

49, Se o desenvolvimento de (\/ga - %)n tem sete ele-

mentos, entdo n = 6 e os trés ultimos termos sao:

|



1\4 1 a?
BC4X(\/§G)2X<_E> =15><3X02XF=45F
5 _
6C5 x (V3a)! x Y e Vaxax
b bP
a
=—6\/§§
1\6 1 1
BCGX(\@G)OX<—E) =1x1x5=15

50. Termo geral:

1
_ —)6-p
acpx(ﬁ)ﬁ px<g>p:acp><&xi:

3 X 36-p XP
X ’%’p 1
:GCpX 36—p X;—
_ 3->p
—BCpx36_pxx 2
3
a)3—§p=—3 o p=4
Assim, o termo em x3 é:
Vx \B-4  [(1\4 x 1 5
BC4X(T) X(;) :15X§XF:§X73

b)3—3p=0 o p=2

Assim, o termo independente é:
Vx \6-2  [1\2 x2 1 5
BCQ><<T> X( ) 215X§X?=E

51.
12
8 3 120, 4127k (-2) = (4 + (-2))*2 = 212 = 4096

B3 "G, (1= 3 G 10K (A1) = L+ (1)) =0
k=0 k=0

52 7! 6!

. m - W = 360 numeros

53.
a) 51°=9765 625
b) 10C, x 14 x 58 = 3 281 250

) 10Cgx 18 x 52+ 100y x 19 x 51 + 100y x 110 x 50 =
=1176

d) 190, x 10 x 510 + 100, x 11 59 + 100, x 12 x 58 =
= 46 875 000

54. ! x m! x (m+1) =n! x (m+1)!

12

51.7C, = 45 <

59.9x10x 10 x10-9x 9 x 8 x 7 = 4464 nimeros

numero de quatro  numeros de quatro
algarismos algarismos todos distintos

56. 8 x 7 x6x5x%x4x3x2x1=8!=40320 maneiras

n_
21n-2) s

n(n-1)n-2)!
(2><(n)(—2)! =5
nin-1)=90
n?-n-90=0
L 1+V1-4x(-90)
2

¢t ¢ ¢

1+19
2

< n=10 v n=-9

= n=

Comon =2, entdo n=10.
Sao 10 participantes.

58. A resposta corretaé al.

Para que os trés pontos escolhidos definam um
plano, ndo podem ser os trés colineares. Assim,
podemos escolher dois pontos da aresta [AC] e
um ponto da aresta [DF] ou escolher dois pontos
da aresta [DF] e um ponto da aresta [AC].

3C, é 0 numero de maneiras diferentes de esco-
lher dois vértices da aresta [AC]. E, por cada uma
destas maneiras, existem trés hipoteses para
escolher um vértice da aresta [DF]. Logo, 3C, x 3
€ 0 numero de maneiras de escolher dois pontos
da aresta [AC] e um ponto da aresta [DF].
Analogamente, 3C, é o nimero de maneiras dife-
rentes de escolher dois vértices da aresta [DF].
E, por cada uma destas maneiras, existem trés hipd-
teses para escolher um vértice da aresta [AC]. Logo,
3C, x 3 é 0o numero de maneiras de escolher dois
pontos da aresta [DF] e um ponto da aresta [AC].
Assim, 3C, x 3 + 3C, x 3 é 0 nimero de maneiras
de escolher trés pontos que definam um plano.
Uma outra resposta correta para este problema é
6C3-3C5 % 2.

6C5 é 0 nimero de maneiras distintas de escolher
trés pontos quaisquer de entre os seis possiveis.
3C3x 2 é o nimero de modos distintos de escolher
trés pontos que ndo definem um plano. Se ao
nuimero de maneiras distintas de escolher trés
pontos quaisquer de entre os seis possiveis reti-
rarmos o numero de possibilidades de escolher
trés pontos que ndo definem um plano, obtemos o
numero de maneiras de escolher trés pontos que
definam um plano.
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59,
a) 16Cg x 8! x 2 x 8! x 2 maneiras

b) 16C;5 x 10! x 2 x 6! x 2 x 2 maneiras

60.
a) 19Cg x “C, = 210 modos

b 100, XZSCS

) lOC5 X 802 X BCQ X 402 X 202
5!

=126 modos

=945 modos

61.6C, = 15 casos

62. "C; = 4060
NCq+"Cy +"Cy+"Cy = 4526
& 1+7C; +"C, + 4060 = 4526
& "Cy +"C, = 465
& "HIC, = 465

63.7C,_,=1225
nl
2l(n-2)!
nx(n-1)x(n-2)!
2x(n-2)!
n(n-1) =2450
-n-2450=0
1+V1-4x (-2450)
2
n=50 v n=-49

=1225

)

=1225

n=

gt ¢ 8¢ ¢

Como n € INg, entdo n=50.
A linha em questao tem 51 elementos.

64.2" =256 < n=8
Termo geral:
p
8C, x (Vx)8-» ( )
1
8(; ><( 7)8 P x (-1)P x =
=8C, x ((1)Pxx? " %" xxP=
=80, x (1P xx2 " 0P =
Assim:
5 _8
2 4;:J—O S p= 5
Como % & INg, conclui-se que nao existe termo

8
independente no desenvolvimento de (\4/_ - %) .
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65.% nC4 = l nCB

6
<:>1 nl _l nl
2 4ln-4) 6 6(n 6)!

& 2x 4 (n-4)=6x6!/(n-06)!

& 2x4l(n-4)(n-5)(n-6)! =6 x6!(n-6)!
6 x 6!

< (n-4)(n-5)= > % 4l

< n-9n+20=90

< n‘-9n-70=0

o n= 9+V81l-4x(-70)
2

o n=14 v n=-5

Como -5 & INg, entdo n = 14,
1 \14
Assim, o desenvolvimento de (x + —\/— ) tem 15
X

termos.

66. Consideremos um conjunto com n elementos, n € IN,,
2" ¢ o numero total de subconjuntos que se
podem formar de um conjunto com n elementos,
gue é naturalmente superior a n, que € o nimero
de subconjuntos que é possivel formar com ape-
nas um elemento. Isto é, 2" > n, V n € IN,.

67. (2x-3)1 =
=HCy x (21 x (-3)% + 1Cy x (2x)10 x (-3)L + ... +
+ 10 % (200 x (<3)H =
=10, x 21 x (=3)0 + 11g, x 210 x (-3)1d0 + ., +
+ 10y x 20 x (-3)11x0

Se x = 1, obtém-se a soma dos coeficientes do
desenvolvimento:

HCp x 21 x (=3)0 + 110y x 210 x (=3)1 + .. +
+ 10 x 20x (-3)11 =

=(2-3)H"=

= (DH=

=-1

Teste Final
Péginas 66 e 67
Grupol

1. Opcdo (B)
AN[AUAUB)=AN[AUANB)] =
=(ANA)UANANB) =
=Ju(@nB)=
=Qud=
=0

1B




2. Opcao (C)
BC3x9x8x7=10080

3. Opcao (D)
3x3!x8A,=540

4. Opcdo (C)
a+2b= 201BC20 + 2018021 + 2018C21 = 201QC21 + 2018021

5. Opcao (A)

Y, "C;=4096 < 2"=4096 < n=12

i<0
Assim, 12-1C, = 330 e, portanto, a proposicdo | é
verdadeira.

12+2

Zb 12+20. = 214 = 16 384, ou seja, a proposicao I
iz

é verdadeira.

Grupoll

1. Os nimeros impares menores do que 1000, com os
algarismos todos diferentes, podem ter sé um
algarismo, dois algarismos ou trés algarismos, pos-
sibilidades estas que se excluem mutuamente.
Assim, existem cinco niumeros impares menores do
gue 1000 s6 com um algarismo (1, 3,5,7e9); 8 x5
€ 0 numero de numeros impares menores do que
1000 s6 com dois algarismos, pois para ser impar
tem que terminar em algarismo impar (1, 3,5, 7 ou
9) - cinco hipdteses, e por cada uma dessas possi-
bilidades existem oito possibilidades para o algaris-
mo das dezenas (ndo pode ser o algarismo
escolhido para as unidades nem o zero); 82x 5 é o
numero de numeros impares menores do que 1000
com trés algarismos, pois para ser impar tem que
terminar em algarismo impar (1, 3, 5, 7 ou 9) -
cinco hipdteses, e por cada uma dessas possibilida-
des existem oito possibilidades para o algarismo
das centenas (ndo pode ser o algarismo escolhido
para as unidades nem o zero) e por cada uma des-
sas possibilidades existem oito hipdteses para o
algarismo das dezenas (nao podem ser os algaris-
mos escolhidos para as unidades nem para as cen-
tenas). Logo, 5+ 8 x 5+ 82 x 5 é o nimero de
numeros impares inferiores a 1000 que nao tém
dois algarismos iguais.

2,
2. 10A, = 604 800 maneiras

"

2.2, Existem dois casos diferentes:

< ou o0 Nuno estaciona no primeiro ou no ultimo
lugar e existem 2 x 8A; maneiras de o fazer;

+ ou 0 Nuno estaciona em qualquer um dos oito
lugares que ndo os dos extremos e existem
8 x 7! maneiras de o fazer.

Assim, existem 2 x 8A; + 8 x 7! = 120 960 confi-
guracdes que permitem satisfazer a vontade do
Nuno.

3.
31.2x6x1x4x1x2x1=096 casos

3.2. Seja n o numero de rapazes do grupo de amigos.
nCQ + 207”02 =91
o n N (20 —n)!
2(n-2)!  2{(18-n)!
n(n-1)(n-2)! N (20-n)(19-n)(18 — n)!
2x(n-2)! 2x (18 -n)!

=3

n(n-1) + (20 - n)(19 - n) = 182
n?-n+380-39n+n?2=182
2n?-40n+198=0
n?-20n+99=0
_20+V202-4x99
- 2
n=9 v n=11

¢ ¢ 8¢0¢0¢

Como o numero de raparigas € maior que o
numero de rapazes, entdo n = 9.

33.7C,xTx1x1x1x6x5x4=29 400 casos
34.2! x 6! =1440 casos

4, Termo geral:
1\p
100, x (2x)10-7 (— ;> =
=100, x 210-Px x10-P x (-1)P x x2P =
=100, x 210-Px (-1)P x x10 -3
Entao:
10-3p=-5 < p=5
Logo:

1\5
2kx™5 =10Cq x (2x)10-5 (— ﬁ) =

& 2kx5=252x32x (-1)x°
& 2k=252x32x (-1)x®
& 2k =-8064

& k=-4032
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Tema Il - Probabilidades

Unidade 1- Revisdes
Péaginas70e 74

1.

aE={0,1,23)

b) £ = {verde, azul, rosa, amarelo, branco, laranja, ver-
melho}

2.

a) Consideremos os acontecimentos:
N: "Sair face nacional.”
E: “Sair face europeia.”
Assim:
E={(N, 1), (N, 2), (N, 3), (N, 4), (N, ), (N, 6), (E, 1),
(E,2), (E, 3). (E 4), (E,5) (E B)}

b) Consideremos os acontecimentos:
F: “Ser a favor.”
C: “Ser contra.”
Assim:
E={(F, F, F), (F. F, C), (F, C,
(C,F,0),(CCHR,(CCcCccC

E={11),(12),(13),(14),(15)(16)(21),(22),
(2,3),(2,4),(2,5),(2,6),(3,1), (3,2), (3,3), (3, 4),
(3,5), (3,6), (4.1), (4 2), (4, 3), (4, 4), (4 5), (4 6),
(5,1), (5,2), (5,3), (5, 4), (5,5), (5 6), (6,1), (B, 2),
(6,3),(6,4),(6,5), (6,6)}

3. A: “Ganha o jogador A"

B: “Ganha o jogador B."

16 20 30 4° 5° B° 70 o 9o
jogo jogo jogo jogo jogo jogo jogo jogo  jogo

CSSSig
o,
B< <B<B<B <B

E={AA, ABB, ABAA, ABABB, ABABAA, ABABABB,
ABABABAA, ABABABABA, ABABABABB, BB,
BAA, BABB, BABAA, BABABB, BABABAA,
BABABABB, BABABABAB, BABABABAA}

H#E =18

4.

aAlE={(F. F, F), (F,
(M, F, M), (M, M, F), (M, M, M)}
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F, M), (F, M, F), (F, M, M), (M, F, F),

b)

i) Por exemplo, A: “os trés filhos serem rapazes".
A={(M,M, M)}

ii) Por exemplo, B: “ter pelo menos dois rapazes”.
B={(M, M, F), (M, F, M), (F, M, M), (M, M, M)}

iii) Por exemplo, C: “ter pelo menos um rapaz ou uma
rapariga”.

c)

) {(F, M, M), (M, F, M), (M, M, F)}

i{(F, M, M), (M, F, M), (M, M, F), (F, F, M), (F, M, F),
(M, F, F), (F, F, F)}

il (M, M, M), (F, M, M), (M, F, M), (M, M, F), (F, F, M),
(F, M, F), (M, F, F)}

W) {(F, F, M), (F,M,F), (M, F,F), (F, F,F)}
V) (M, M, M)}

5,
aAlAuB=1{0,1,3,5,7 8]
bA~B={1,7)

0 A={23,4,5,6]
dAnB=(0, 8]

e AnB={3,5]

6.E={(11), (12, 13) (2
(3,2), (3,3}

1), (2,2),(2,3), 3, 1),

a) P("‘as pontuagbes obtidas s&o iguais”) = % %
b) P(“‘nenhuma pontuacéo é 2") =—

¢) P(“pelo menos uma pontuacgio é 3") =%

d) P(“nenhuma pontuacao é 2 e ambas as pontuagtes
sao iguais”) =—

e) P(“nenhuma pontuagéo é 2 e ambas as pontuacdes

sao iguais”) =3

Unidade 2 - Espacos de probabilidade
Péaginas 75293

-0, P(1) =2,

-0, P =5

1. Por exemplo, P(Q) P({2}) =

cnl»—l

P(E) = 1 ou, por exemplo, P(Q)

P({2) =5 e P(E)=1.

15



8.
a)

i) Um acontecimento certo é {a, b, c}.

ii) Um acontecimento impossivel é &.

b)

i) Dois acontecimentos incompativeis sdo, por exem-
plo, {a} e {c}.

ii) Dois acontecimentos contrarios sdo, por exemplo,
{b}e{a, c}.

iii) Dois acontecimentos equiprovaveis sao, por exem-
plo, {b} e {c].

9. Opcéo (C)

10.

a) A proposicéo € verdadeira.
Se dois acontecimentos A e B de uma mesma ex-
periéncia aleatdria sdo contrarios, entio AN B=O
e AuB=E Assim,como AnB=J,entao Ae B
sdo incompativeis.

b) A proposicao é falsa.
Contraexemplo:
E={1,2 3,4}
A={1}
B={3, 4}
A N B=(, ou seja, A e B sdo acontecimentos
incompativeis. Porém, A U B # E, logo A e B ndo
sdo contrarios.

11. Consideremos os acontecimentos:
C: “Especializar-se em Cardiologia.”
P: “Especializar-se em Pediatria.”
R: “Especializar-se em Reumatologia.”
Pelo enunciado, sabemos que:

H#E =116

#C =56

#P =50

#R = 46

#CnP)=18
#(CNR)=16
#PNR)=22

Logo:

#CnPNR)=10
#PmCmR)=18—10=8
#PmCmR) 22-10=12
#PmCmR) 16-10=6

#PmCmR)=56 8-10-6=32

#PmCmR) 46-6-10-12=18

#PmRmC) 116-(32+20+18+8+10+12+
+6)=10

(
(
(
#PNC NR)=50-8-10-12=20
(
(
(

16

Assim, por observacdo do diagrama, facilmente
concluimos que as probabilidades pretendidas sao:

10 5
AP=17¢ 116 58
_32+20+18 _ 70 _ 35
b} P = 116 116 58
6+8+10+12 36 9
)P = —
116 116 29
12' 1 2 3 4 5 6
1 (1,1 (1,2 (1, 3) (1, 4) (1,5 (1,6)
2 (2,1) (2,2) (2,3 (2, 4) (2,5) (2, 6)
3 (3,1 (3,2) (3,3) (3, 4) (3,5) (3, 6)
4 (4,1) (4,2) (4, 3) (4, 4) (4,5) (4, 6)
5 (5,1) 5,2 (5, 3) (5, 4) (5, 5) (5, 6)
6 6,1) (6,2) (6, 3) (6, 4) (6,5) (6, 6)
10_5
AP=35"18
11
byp===
) 36
25
p==2
c) 6
d) X 1 2 3 4 5 6
1 1 2 3 5 6
2 2 4 6 10 12
3 3 6 9 12 15 18
4 4 8 12 16 20 24
5 5 10 15 20 25 30
6 6 12 18 24 30 36
_2_1
P= 36 18
9 1
P =—=
P=35"%
ﬂ + 1 2 3 4 5 6
1 2 3 4 5 6 7
2 3 4 5 6 7 8
3 4 5 6 7 8 9
4 5 6 7 8 9 10
5 6 7 8 9 10 11
6 7 8 9 10 11 12
_15_5
P31
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g P=0
_32_8
WP=2r=o
13.
g pix4x3_ 48 _ 2

" 9x9x8 648 27
b) Nimero de casos favoraveis:
I9x8x1 +

- °
ndmeros que terminam em O

8x8x1
. A —
numeros que terminam em 5

9x8x1+8x8x1 136 _17

P= 9x9x8 "848 81

¢) Nimero de casos favoraveis:

1x5x8 + 7x9%x8 -
- —_—

numeros entre 250 e 300 nUmeros maiores que 300

- 1

—
o numero 250 n&o é superior a 250

1x5x8+7x9x8-1 _543 181

P= Ix9x8 648 216
_5xBlx4 _ 5
B.p= 3 n
15.
aP= “Cix®C, 48 1
8C, 2598960 54145
b po“Cox*Cy _ 103776 _ 2162
52Cy 2598960 54145
g p °C.x®C; _ 388700 _ 1495
82, 2598960 9996
402 % 4803 + 403 X 4802 + 402 x 4801
0 p= 52 =
Cs
_ 108336 _
2598 960
_ 2057
54 145
16.
_2x5! 21
a)P= o 53
21x 4! x5 1
pp=Xtx0 1
) 6! 3
B6!-2Ix4!x5 2
p-OT X% X0 2
c) 5 2
1.
__1_ 1
alP= 16c, 12870
_ 4X1204_402 329
"p= Cq 2145
_fc 1
oP= 16Cg 2145

ASEI Expoente” Dossié do Professor

18. O nimero de casos possiveis é 63, pois, como em
cada langamento existem seis possibilidades, em
trés lancamentos existem 6 x 6 x 6 possibilidades.
Relativamente aos casos favoraveis, existem trés
hipdteses em alternativa, que se excluem mutua-
mente: ou 0s numeros saidos sdo 1, 2 e 3, ou sdo
1,1e4,0usdo 2, 2e 2. Noprimeiro caso, temos 3!
possibilidades, que é o nimero de permutacdes de
trés elementos. No segundo caso, temos trés pos-
sibilidades (a face 4 pode sair, ou no primeiro lan-
camento, ou no segundo, ou no terceiro). No
terceiro caso, temos apenas uma possibilidade (a
face 2 tem que sair no primeiro langamento, no
segundo e no terceiro). Portanto, o nimero de
casos favoraveis é 31+ 3+ 1= 3!+ 4,

De acordo com a regra de Laplace, a probabilidade
de um acontecimento é dada pelo quociente entre o
numero de casos favordveis e o nimero de casos
possiveis, quando estes sdo equiprovaveis e em
numero finito. A probabilidade pedida é, portanto,
3l +4
63

19. De acordo com a regra de Laplace, a probabilida-
de de um acontecimento é igual ao quociente
entre o numero de casos favordveis a esse aconte-
cimento e o numero de casos possiveis, quando
estes sdo todos equiprovaveis. Pretendemos colo-
car as 28 pecas em quatro filas horizontais, cada
uma com sete pecgas, e o numero total de manei-
ras de o fazer é igual ao nimero de configuracdes
visuais distintas que se podem obter com a colo-
cacdo das pegas. 28Cg é o nimero de modos dis-
tintos de escolher quais as posigdes que vao
tomar as oito pegas azuis. Por cada um destes
modos, existe apenas um modo de colocar as 20
pecas vermelhas nas 20 posicdes restantes
(20C,0). O nimero de casos possiveis €, entéo,
28Cg x 20Cy0 = 3108 105.

Pretende-se preencher uma fila horizontal toda com
pegas azuis, o que pode ser feito de apenas quatro
modos. Depois de escolhida a fila horizontal e de
preenchida com pecas azuis (0 que pode ser feito
apenas de quatro modos distintos, ja que o que inte-
ressa contabilizar sdo configuragdes visuais distin-
tas), sobra-nos uma peca azul e 20 vermelhas para
colocar nas 21 posicdes restantes. Assim, a pega
azul pode ser colocada de 21 modos distintos (2C;)
e, por cada um destes modos, s6 existe um modo de
colocar as 20 pecas vermelhas nas 20 posigdes res-
tantes (20C,). Assim, o nimero de casos favoraveis
é 4 x 210, x 0C, = 84. Donde se conclui que a pro-

babilidade pedidaé — 8% = __ 4
3108105 148005

1




20.
5A|e v Hle o)-
a)
i) 51 x 71 = 604 800 o P({ -
i) (5x6x6A,+5C;x8A;3x6A,)+8A;) x 7! = .
— 239 500 800 @Pq;g,u,:})w({u})zg

140, x YAy,

b p= —=4X7A0 000012 = 1Alal)=¢
21. Seja n o nimero de bolas azuis. Tem-se que: o P({ 3 } _1
nx?2C, 1 6
RN
n 26.
P m = 1 a) Sejam A e B dois acontecimentos quaisquer de um
6 / mesmo espago amostral.
-__ o 1 Entéo, P(A U B) = P(A) + P(B) - P(A N B).
(n+2)(n+ 1 7 Como P(A ~ B) > 0, entdo P(A U B) < P(A) + P(B).
& 42=(n+2)(n+1) A proposicdo é verdadeira.
& M+3n+2-42=0 o
o MP+3n-40=0 b) A propoygao é falsa.
34\VI 4x1X(40) Consideremos o espaco amostral £ = {1, 2, 3, 4},
S n= — 2 A ={2, 3}, B=1{3, 4} e os resultados elementares
sao equiprovaveis.
o =3 ; 13 Tem-se que P(A) = P(B) = 0,5, ou seja, 1 - P(A) = P(B)

e A e B ndo sdo acontecimentos contrarios, ja que
< n=-8v n=5 _ _
ANB={31+BeAuB={2 3 4}+E.

Comon €N, entdon=5. ¢) A proposicéo é falsa.

Logo, ha 5 bolas azuis. Considere-se o mesmo contraexemplo da alinea
4 3 anterior.
22. P=1- 5 X a = B . 5
220 21. Como P(A) =g entdo P(A) =g
T 221
_— a) P(Au B) = P(A) + P(B) - P(An B)
B.P=1-—x—= 7 3 1
— == P B i
109 © g gtPB~
8
=2 7 3.1
PB) =—=-—+=
15 o PB=g-5"%
24. P(A) = 3x, logo P(A) =1 - 3x. & P(B) =—2—

P(A U B) = P(A) + P(B) - P(An B) -
@9x=1—3x+l—3x b) P(ANB)=P(A)-P(ANB) =
’ 3.1.1

(:>9x+6x=3 8 4 8

E — — -
¢) P(AUB)=P(ANB)=1-PANB)=

@15x=% ~1 1 3
T4 4
o x=i
30 28
< x=01 )

a)PAUB)=P(AnB)=1-P(AnB)=1-02=0,8

b) P(A U B) = P(A) + P(B) - P(AN B) =
=03+0,7-02=
=08
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29. R: “O Real Madrid ganha.”
N: "H& um empate.”
B: “0 Barcelona ganha.”
P(R) =2 x P(N)
P(N)=3x P(B)

a) Como R, E e B s&o acontecimentos disjuntos dois a

doise RUNuU B=E, vem que:
P(R)+P(N)+P(B) =1
< 2P(N) + 3P(B) + P(B) =
< B6P(B) + 3P(B) + P(B)
< 10P(B) =1

< P(B)=0,1

Assim, P(R)=6x0,1 & P(R)=0,6.

b) P(B) = 0,1

1
1

30.

a) P(A) + P(B) + P(A n B)
=P(A) + P(B) + P(AUB)
=P(A)+P(B)+1-PAUB) =
=P(A) + P(B) +1- P(A) - P(B) + P(A N B) =
=1+PAnB)

b) P(A U B) =
=P(A)+P(B)-P(ANB) =
=P(A)+1-P(B)- P(AUB) =
=PA) +1-PB)-1+PAUB) =
=P(A) - P(B) + P(A U B)

¢) P(B) + P(A) + P(A U B)
=P(B) + P(A) + P(ANB) =
=P(B) + P(A)+1-P(ANB) =
=P(B) + P(A) + 1 - P(A) - P(B) + P(A U B) =
=P(A) + P(A) + P(A U B) =
=2P(A) + P(A U B)

31

aAl-PBNA)=1-PA)+PANB)=

= P(A) + P(A N B)

bl P(A) + P(ANB) =
=P(A) + P(AUB) =
=P(A) + P(A) + P(B) - P(A N B) =
=P(A) +1-P(A) + P(B) - P(A N B) =
=P(B)+1-PANB)=
=P(B) + (ANB)
=P(B) + P(A U B)

¢) P(A U B)=P(A) + P(B)- P(AB) =

=P(A)+1-P(B)-PANB) =
=P(A)-P(B)+1-PANB)=
= P(A) - P(B) + P(ANB) =
= P(A) - P(B) + P(A U B)

ASEI Expoente” Dossié do Professor

mme@)
[1+P( )] =
[~
X

el 1-PAUB) +PBUA) =

+P(BUA) =

+P(BUA) =
+P(B) + P(A) - P(BNA) =
+P(B) + 1~ P(A) - P(BArA] =

P

A
—

-P(ANB)
P(B

)

)

) , 1-P(B)-P(AUB) _
) P(B)

) , 1-PB)-1+PAUB)
)

)

)

)

)

P(B)
-P(B) + P(AUB) _

P(B)
PAUB) _ PA)

P(B) — P(B)
P(B) e, portanto,

-1+

-1,

\%

uma vez que P(A U B)

PAUB) |
PB) O

33.

a) P(A) + P(A U B) =1-P(A) + P(A) + P(B) - P(A N B) =
P(B)+1-PANB)=
(B) + P(A N B)
(B)+ P(AUB)

=P
P

b) Sejam A: "o aluno realiza exame de Biologia e Geo-

logia” e B: "o aluno realiza exame de Fisica e Qui-
mica A",
P(A) + P(A U B) = P(B) + P(A U B)
& 0,25+0,85=0,7 +P(A U B)
& P(AUB)=0,25+0,85-0,7
& PAUB) =04

Unidade 3 - Probabilidade condicionada
Paginas 94 a 112

34. Opcao (C)
Sejam R: “ser rapariga” e H: “ter habitos de estudo”.
5 _860 _43
Entdo, P(HIR) = 1400 - 70"

1"




35.

Para a soma dos numeros obtidos ser 6, sé pode
ter ocorrido um dos seguintes casos: (1, 5), (5, 1),
(2, 4), (4,2), (3, 3).

Assim, a probabilidade de ter saido o mesmo

numero nos dois dados, sabendo que a soma dos

, , S |
numeros saidos foi 6, é 5

36. P(AUB)=P(AnB)=1-PANB)=
. PANB) _
=1-P(A) x A
=1-P(A)x P(B | A)
3. -
b Pl B) = PANBE _ PBI-PANB) _
P(B) P(B)
| PAnB) _
PB)
-P(A | B)
b) P[(AUC) | B] =
_ P(AUO)NB)] _
P(B)
_ PlANBU(CNB)] _
P(B)
_ PANB+P(CnB-P[AnB) N ([CnB)] _
P(B)
_PANB) PCAB) PIANC)NB)] _
P(B) P(B) P(B)
=PAIB)+P(CIB)-P[(AnC)I|B]

38.

39.

20

No contexto do problema, P(Y | X) significa “pro-
babilidade de a pessoa escolhida ser do sexo
feminino, sabendo que a carta retirada foi uma
copa”.

Ora, se a carta retirada foi uma copa, escolhe-se
uma pessoa da turma A, onde existem 15 rapari-
gas, num total de 25 alunos.

Assim, e segundo a regra de Laplace, num espago
amostral com um ndmero finito de elementos e
cujos resultados elementares sao equiprovaveis, a
probabilidade de um acontecimento é dada pelo
guociente entre o nimero de casos favoraveis a
esse acontecimento (neste caso 15) e o numero
de casos possiveis (neste caso 25). A probabilida-

de pedida é, entéo, % ou seja, %

No contexto da situagao descrita, P(B | Z) € a pro-
babilidade de as bolas retiradas da caixa serem da
mesma cor, sabendo que a carta retirada do bara-
lho ndo é de copas.

a P(AnB) |1 B) =

b)1-P(A1B)xP(B)-

c) P(A U B) -1+P(B)

Dado que a carta retirada do baralho nao é de
copas, adiciona-se a caixa uma bola de cor verde,
pelo que a caixa fica com cinco bolas brancas e
quatro bolas verdes, num total de nove bolas.
Retiramos entdo duas bolas dessas nove, e quere-
mos determinar a probabilidade de elas serem da
mesma cor, ou seja, ou as duas brancas ou as
duas verdes, casos que se excluem mutuamente.
Existem °C, maneiras diferentes de tirar simulta-
neamente duas bolas, de entre nove. Por isso, o
numero de casos possiveis é 9C..

Existem °C, maneiras diferentes de tirar simulta-
neamente duas bolas brancas e “C, maneiras
diferentes de tirar simultaneamente duas bolas
verdes. Por isso, 0 nimero de casos favoraveis é
5C, +4C,.

SCr+4C, _ 4

Assim, a probabilidade pedida é 5C )
2

P((AuB)nB)

P(B)
P((A~B) U (BNB))

- i -
P(AnB) L)

= PE =

_PAnB) _

~hE) "

=P(AlB)

P(ANB)=
~P(A) + P(A N B) =

=1-P(ANB)
=1-P(A) =
=P(A)

P(A) + P(B) - P(A
P(A) - P(A) + P(A
=P(ANB)
- PANB) _
= P(A) x A
=P(A)x P(BI A)

d) P(ANB | B)+P(A | B) =

P((AnB) N B) L PANB) _
P(B) PB)

P((AUB) nB)+P(ANB)
P(B)

P((A~B) U (BN B))+PANB)

P(B)
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P(AnB)u Q)

P(B)

+PANB) _

PANB) +PANB)
P(B) -

_ B

P(B)
=1
PAUB)
P(B)
_PAUB)  PANB) _
P(B) P(B)
_ PA)+PB-PANB)  PB-PANB) _
- P(B) P(B) -
_ P(A) +P(B)-P(ANB) - PANB)
- o6 -

=

e P(A|B)=

P(B) -

_PA)
(B)
flP(A U B)<P(A | B)x P(B)

& P(A)+P(B)-P(AnB)<P(A|B) (1-P(B))
P(A) + P(B)- P(A~B) < P(A | B)-P(A | B) x P(B)
P(A) + P(B) - P(ANB) < P(A | B)- P(A N B)

P(A) + P(B) < P(A | B)

i)

A) _ P(AUB) -
- P(B)
1-PAuB)-1+P(A) _
P(B)
___-PAUB+PA)  _
P(B)
P(B) + P(AN B) + P(A) _
P(B)

PB) _

PA) _

- —PA) -

P(A

B) -
(B)
PANB)
P(B)

_PB) _

P(B)

P(ANB) 01
re) < 2 pg
01
0,25

< PB)=0/4

42.P(A | B) =

< P(B) =

ASEI Expoente” Dossié do Professor

Entao:

P(Au B)=P(A)+ P(B)- P(An B)
< 08=PA)+0,4-01

< P(A)=0,5

Assim, P(A)=1-P(A)=1-0,5=0,5.

Como P(A) = P(Z), temos que A e A sdo aconteci-
mentos equiprovaveis.

43,
al P(A 1 B)=06 P%gf)
P(Ar B)
0.3
& PANB)
PAAB)
P(B)
018
= % = 0,5

< PA) =

=06

=06

=0,18

b) P(BIA)=0,5 =05

0,36

Assim, P(A) =1 - P(A) =1-0,36 = 0,64.

o) P(AU B) = P(A) + P(B) ~ PA  B) =
~036+03-018=
- 0,48
dp@) B = PANB
P(B)
_ PB-PANB) _
P(B)
_03-0,18 _
03

=04

44, Sejam:
A: "Haver um assalto.”
T: "0 alarme tocar”.
0,03

<§

a) P(T)=0,1x0,95+0,9x%0,03=0,122

09x003 _ 27
0122 122

0,05

b P(A | T) = ”g%” -

45, Sejam:
J: “Ser habitante jovem."
F: “Ser favoravel ao projeto.”

21




0,45

a) P(F)=0,45%x 0,7 +0,55%x 0,4 = 0,535

PUNF) _ 0,45x0,7
P(F) 0,535

b)P(JIF)= = 0,59

46. Sejam:
M: “Ser rapaz.”
F: “Ser rapariga.”
D: “Ser estudante de Direito.”
E: "Ser estudante de Engenharia.”
A: “Ser estudante de Arquitetura.”

Sabe-se que:

*P(F1A)=80%

* P(E | M) =50%
*PODNAM)=P(DNF)
Assim:

CP(F1A)=80% & —LOAL

PA) 08
& PFAA) =08 x%
& PFAA) =04

P(E A M)

PEIM)=50% & = S0H =05
(:»P(EmM)=O,5><%
& PEAM) ==

PAAM =Z-04=5

PO =

2

D E A | Total
1 1 1 1
Mi%s|6 |03
1 1 2 2
Fls |5 |5 |3
2 11 1
Total E E ? 1
11
P(E) = =
2 P(B) = 35
1
PDAF) 15 3 1
1PD1F) P(F) 2 30 10

3
¢) Sabe-se que a probabilidade de ser estudante de

Engenharia e rapaz é % Como estao presentes 10

rapazes de Engenharia, entdo 1n_0 = é ondenéo

numero total de estudantes presentes. Assim, n = 60.
Como a probabilidade de ser uma rapariga e estu-

dante de Arquitetura é % estdo presentes na atua-

cao % x 60 = 24 raparigas de Arquitetura.

4]. Sejam:
S: “Saber a resposta certa.”
A: “Acertar na resposta.”
1 A

-

04
05 A
sl
05 A
P(SNA) 0,4x1 4
P A = = = —
STA) P(A) 04x1+06x05 7
48. Sejam:

A: "Sair moeda verdadeira na primeira extracdo.”

B: “Sair moeda verdadeira na segunda extracgao.”
4

_6_ B
5 A
7 2 3
6
5
2 5 _—6
7 _
A
1 —
5 B
_5. 4_10
a)P(AmB)—7><6 1
b)P(AuB)=1—P(AmB)=1__Xl=%
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) PBIA)=

@ N
W | =

49,

a) Sejam V, e V;z 0s acontecimentos:
V): "Sair bola verde da urna A."
Vi : "Sair bola verde da urna B."

. — 5
I)P(VA | VB)=m= )

|on

i) P(V,) = P(Vg) x P(Vs | Vg) + P(Vig) x P(V5 1Vg) =
=§x2+1+ix 2 _
7 T7+1 7 T7+1
_17
56

b) Sejam A e V os acontecimentos:
A: "Sair bola daurna A."
V: "Sair bola verde."

ﬂPw|m=$
mPme=$

iii) P(V) = P(A) x P(V | A) + P(A) x P(V | A) =

15,1 4_
27 %7
_9
14
_ 1.2
W P(A | V) = P(ﬁ(r—\;)w -T2
2XTH%T
50.
101 1
AP=5x3 =29
_2,2 3 2_1
b P=5 X+ X573

51. Para A e B serem independentes, tem que aconte-
cer P(An B) = P(A) x P(B).

P(A U B)=P(A) + P(B) - P(A N B)
< 08=k+(k+01)-kx(k+0,1)
& 08=2k+01-k%2-0,1k
& k2-19k+0,7=0

7 1

k=L k=2
S HTF VAT,

Como % > 1, k s6 pode admitir o valor %

52. Se A e B sao acontecimentos independentes,
entdo P(A N B) = P(A) x P(B).
Se A e B fossem acontecimentos disjuntos, isto &,
AN B=(, terlamos:
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0=PA)xP(B) & P(A)=0 vP(B)=0
S A=0 v B=©
0 que contraria as condi¢des do enunciado.
Logo, A e B nao sao disjuntos.
1 P(AnB)

53.P(A|B)=€ 4 W:

< P(AnB)== P(B)

D= O

_8 4 _32 _2
Como P(A) x P(B) = 17 X 17~ 289 +=P(ANB) Sk
entao os acontecimentos A e B ndo sao indepen-

dentes.

54, Sejam:
V: “A pessoa vé o anuncio.”
C: "A pessoa compra o jogo.”
Sabe-se que:
- P(v) =0,35
« P(C)=0,45
-P(VnC)=02

Assim:

(o5 C |Total

vV |030]|035|0,65

<|

0,15 0,20 | 0,35

Total | 0,45 |0,55| 1

PCAV) _030 _ 6 _ 00

APCIV)I ==y =065~ 13

b) P(V~ C)=0,30
P(V) x P(C) = 0,65 x 0,45 = 0,2925

Como P(Vn C) = P(V) x P(C), tem-se que V e C ndo
sao acontecimentos independentes.
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55. Se A e B sdo acontecimentos independentes, entao
P(A n B) =P(A) x P(B).
Assim:
P(A U B) = P(A) x P(B) =
=PA)+PB) -PANnB)+(1-P(A) x(1-P(B)) =
=P(A) + P(B) - P(A)x P(B) + 1 - P(B) - P(A) -

-P(A) x P(B) =

=1

56. Se A e B sdo acontecimentos independentes, entdo
P(A N B) =P(A) x P(B).
P(A N B)=P(B)-PANB)

P(B)-P(A) x P(B) =

(1-P(A) x P(B) =

P(A) x P(B)

Como P(A n B) = P(A) x P(B), entdo A e B sao

acontecimentos independentes.

51.
alP(B|A)=P{BIA)
o PBNA) P(B N A)
P(A) P(A)

& P(BAA) x P(A) = P(B N A) x P(A)
& P(ANB)x (1-P(A) = (PB) - P(A N B)) x P(A)
& P(ANB)-P(ANB)x PA) =P(B) x P(A) -

-P(ANnB) x P(A)
< P(ANB)=P(B) x P(A)
b) Sejam:

S: “Ter idade superior a 18 anos.”
F: “Ser do sexo feminino.”
Os acontecimentos S e F sdo independentes, uma

vez que P(S) = P(S | F) = %

Assim, P(S | F) = P(S | ) =7

58. Sejam:
A: "A peca é produzida pela maquina A."
B: “A peca é produzida pela maquina B.”
C: "A pega é produzida pela maquina C."
D: “A peca é defeituosa.”

0015 __D
A<

03 0985 —D

0,02 D

098 D

0,03 D

0,97 D
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a) P(D)=0,5x0,015+0,25%x 0,02 +0,25x 0,03 =
=0,02

P(Cn D) _0,25x0,03
PD) 0,02

b) P(CI D)= =0,375

Aprende Fazendo
Péaginas 116 a 132

1. Opcgéo (B)
A={2, 4,6}
B={2, 3,5}
AuB={2 3, 4,5, 6]}
AUB={1}

2. Opcao (C)
P(A U B)=P(A) + P(B) - P(An B)
& PAUB) =06+06-PANB)
© PAUB) =12-PAnB)
Sabe-se que P(Au B) <1, logo P(An B) >0 e assim
AN B=J, logo A e B sdo acontecimentos compati-
veis.

3. Opcao (D)
p- 2x6! _2x6!_2
7! 7x6! 7

4. Opcao (A)
Considere-se os acontecimentos:
M: “Ser funciondrio mulher.”
F: “Ser funcionario fumador.”

P(MIF) = gg— — 0,375 = 37,5%

5. Opcao (D)
Pretende-se determinar o valor de P(XIY), ou seja, a
probabilidade de, ao escolher um aluno ao acaso, ser
escolhida uma rapariga, sabendo que o aluno é da
turma B. Ora, na turma B ha doze alunos, sendo oito
8 2

raparigas; assim, tem-se que P(X]Y) = i = 3

6. Opcdo (C)

Como A e B sado acontecimentos independentes,
P(AIB) = P(A). Logo, P(AlB) =0,3.

1. Opcéo (D)
Sendo P(A) < P(B), P(An B) < P(A).
Assim, de todas as opgdes apresentadas, o Unico
valor que P(A m B) pode tomar é 0,3.
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8. Opcao (A)
Sendo P(A) < P(B), P(A u B) > P(B).
Assim, de todas as opgdes apresentadas, o Unico
valor que P(A U B) pode tomar é 0,8.

9. Opcao (B)
Por definicdo de acontecimentos incompativeis
(AN B=0), sabe-se que se ocorre A, nao pode ocor-
rer B.
Assim, a afirmacao necessariamente verdadeira é a
(B).

10. Opcdo (C)
Numero de casos possiveis: 5 x 5=25
Numero de casos favoraveis: 5

" o 51
Probabilidade pretendida: %5

1. Opcao (C)

P(AIB):%zo— L

1
04 4

Calculo auxiliar

P(A U B)=P(A) + P(B) - P(A " B)
09=06+PB)-01

& P(B)=0,4

12. Opcao (C)

No contexto da situagdo descrita, P(B | A) significa
“a probabilidade de ndo sair bola com numero
impar na segunda extragao, sabendo que saiu bola
azul na primeira extracdo. Ora, se saiu bola azul na
primeira extragao quer dizer que saiu bola com
ndmero par. Assim, e como ndo houve reposigao,
restam no saco cinco bolas, sendo trés impares

= 2

(vermelhas) e duas pares (azuis). Logo, P(B| A) =z

13. Opcéo (C)
Considera o acontecimento S: “A e B ndo estarem
juntas”, ou seja, estarem separadas.

AB______

— =

2 % 6! x7

1 piey g 2xT_3

PS)=1-P(S)=1 8l 4
14. Opcdo (A)

_% _2

P_1005_9
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15. Opgéo (D)
Numeros de casos possiveis: 1 000 000
Numero de casos favoraveis:

Pp PP I I |
5x5x5x5x5x5x%x8C,

—_ —_
Ndmero de Numero de Numero de
maneiras de maneiras de maneiras dife-

rentes de esco-
Lhar as trés
posigdes de

entre seis para

colocar niume-

escolher orde-  escolher orde-
nadamente com nadamente com
repeticdo trés repeticdo trés
numeros pares  numeros impa-
de entre cinco  res de entre cin-

(0,2,4,6e8). co(l,357e9). ros pares.
. 312500 _ 5
Assim. P = 000000 ~ 16°
16. Opcdo (B)

1\3 /5)\2
:5 — — =
P C3><<6) X(B) 0,032

17. Opcao (C)
Numeros de casos possiveis:

5x5x5x5x5=55=23125
Numeros de casos favoraveis:
5x1x1x4 x3x5C;=600

_— ~
Numero de Ndmero de Ndmero de
maneiras de maneiras dos  maneiras de for-
trés amigos restantes ami-  mar o grupo de

escolherem o gos escolherem trés amigos que

mesmo restau-  dois restauran- escolhem o
rante de entre tes diferentes, mesmo restau-
cinco possiveis. dos quatro ainda rante.
disponiveis.
. . ., , 600 24
Assim, a probabilidade pretentida é ==
P P 3125 125

18. Opcdo (B)

SejaE={(1, 1), (1, 2), (1, 3), ..., (1, 6), (2, 1), ...,

(6.6)]
#E =36
X: “No dado D aparece um 1."
X={(11),(1,2).13), (1 4)(15)(16)]
3 1
P0=36"%
Y: "A soma dos dois nimeros € igual a 7."
Y={(1,6),(6,1),(275), (5 2), (3, 4) (4 3)}
3 1
"N=3"%
Z: "0s dois numeros sao iguais.”
Z={(1,1),(2,2),(3,3), (4 4), (5 9), (6,6)}

_3_1
P9=36"6
XAY={(86)}

25



1
1 1 1

PX)xPY) =g x5 =35

Como P(X N Y) = P(X) x P(Y), X e Y sdo aconteci-
mentos independentes.
A opcao (A) é falsa.

XAZ={11)]
PMmE:%
PO x P2) = % x5 =5

Como P(X n 2) = P(X) x P(Z), X e Z sdo acontecimen-
tos independentes.
A opcao (B) é verdadeira.
YN Z=(, logo Y e Z sao acontecimentos incom-
pativeis e ndo sdo independentes.
PiYnZ)=0
1. 1 1
PY)xPl2)= x5 =35

As opcoes (C) e (D) sao falsas.

19. Opcao (C)
Num conjunto de seis pessoas, considere-se 0s
acontecimentos:
A: “Pelo menos duas pessoas pertencerem ao mes-
mo signo.”

Assim:

A: “Nenhuma pertencer ao mesmo signo.”

P(A)=1-P(A) =

12x11x10x9x8x7
12x12x12x12x12x12

20. Opcido (A)
A probabilidade pedida serd o quociente entre a
area da estrela e a drea do hexagono.

- Determinagao da area do hexagono (A,):

Alzﬂxapz—gix \£§ l=—3\2/§ (2

2

+ Determinacao da area da estrela (A,):

26

Calculo auxiliar
Determinacgao da drea de cada triangulo sombreado:
[x V3,
2
o2 _ V3 o,
2 8
AQ = Al - BAA =
_3V3 , 3 5
== [*-6x 8 [¢=
_12V3 2o 6V3 2
8 8
_68V3
8
_3V3 .,
4

Assim, a probabilidade pedida é:

%= 0,5=50%

21. Opcao (A)

Numero de casos possiveis: 9!

Como os homens nao podem estar juntos necessi-
tamos de duas mulheres que funcionam como
separadores. Logo, dos nove lugares disponiveis,
retiramos dois para colocar as mulheres "separa-
doras’.
Assim, restam-nos sete lugares para os trés
homens.
Numero de casos favoraveis: 'C; x 3! x 6!

5

P:E

22. B: “A equipa vencedora ser o Brasil."

S: “A equipa vencedora ser a Espanha.”
H: "A equipa vencedora ser a Holanda."
T: “A equipa vencedora ser Portugal.”

AE={B S HT}
b) ?(E) = {@, {B), {S}, {H}, {T}. {B, S}, {B, H} {B, T},

(S HL{S, TL (H, T}, {B, S, H}, {B, S, T},
{Br Hv ﬂl [Sr Hv ﬂl E}

¢) Por exemplo:

“A equipa vencedora ser a China" — acontecimen-
to impossivel.

“A equipa vencedora ser Portugal” — acontecimento
elementar.

“A equipa vencedora ser europeia” — acontecimento
composto.
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“A equipa vencedora ser europeia ou de lingua por-
tuguesa” — acontecimento certo.

2.

alE={(11),(12),(13) (14) (15)(16)(21),
(2,2),(2,3), (2, 4),(2,5),(2,6),(3,1),(32),(33),
(3,4),(3,9),(3,6), (4, 1), (4. 2), (4 3), (4, 4), (4, 9),
(4,6),(5,1),(5,2),(5,3), (5, 4), (5,9), (5,6), (6,1),
(6.2),(6,3),(6,4),(6,5),(6,6)}

—_

(3, 4), (3, 6),
(6,1), (6, 3), (6

DANB=A={(41),(32),(23),(14)}

AUB=B={(12),(14) (16),(21),(23)(25),
(3.2),(3,4),(3,6), (4 1), (4 3), (4 5), (5, 2), (5, 4),
(5,.6),(6,1),(6,3),(6,5) }

i) B\A={(1,2),(1,6),(21),(25) (3, 4),(36), (4 3),
(4,5), (5,2), (5, 4), (5,6), (6,1), (6, 3), (6,5) ]

vA\B=0
24,
1.2 extr. 2.2 extr. 3.2 extr. Resultados
possiveis
1 2 0,1,2)
0 <
2 1 0,2,1)
0 2 (1,0,2)
1 <
2 0 1,2,0)
0 1 (2,0,1)
2 <
1 0 (2,1,0)

aE={(0,1,2),(0,2,1),(1,0,2),(1,20),(20,1),
(2,1,0)}

bA={(1,02)(201),(210)]
B={(0,2,1),(1,2,0),(2,1,0)}
€={(0,12,(0,21),(20,1),(21,0)}

NANB={(2,1,0)]

MANC={(20,1),(210)}

il AUB={(0,21),(120),(10,2),(201),(210)}
WBUC={(0,1,2),(1,20),(1,02),(201)]
WBUC={(10,2)]

vilB\C={(1,2,0)}

vil C\B={(0,1,2),(2,0,1)}

25.A=11,2,5]
B={2, 4,6}
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aAnB
bl AUBouAnB
) A\B
dB\A
26.
+sair uma figura) = 12 _ 3
a) P(“sair uma figura”) = 20°-10
1 H " 0 3
b) P(“sair vermelha ou espadas”) =>—= "

¢) P(“sair preta e figura") = — =

bt i o aom _ 8
d) P( salrre|ouas)—40

e)P=

28. Bolas azuis: 1,2, 3, 4,5
Bolas vermelhas: 6, 7, 8, 9, 10, 11

a)

5
p=—2
11
i) Casos favoraveis: 1, 3, 5
3
p==
11
iii) Casos favoraveis: 7, 11
2
p==
11
b)

_5.5,.6 6_6l
NP = X 111
5. 6. ,_60
||)P—11><11><2 191
1111
)P =17 X 97 = 77

c
. _503+6C'3_ 2
i)\P= e, 11
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SCZX 601 :i

i) P = e, 11
5 3

iii)Pz%zﬁ
3

29. Nimero de casos possiveis: 6% = 1296
Nimero de casos favoraveis: 54 = 625
625
T 1296
Numero de casos possiveis: 6% =1296
Numero de casos favoraveis: 6 x 5 x 4 x 3 =360

P("sairem numeros todos diferentes”) = % = 15—8

P(*nunca sair o nimero 1")

625 _ 360
O—(F~——="~> )
1296 1296
vel nunca sair o nimero 1 do que sairem ndmeros

todos diferentes.

Com

concluimos que é mais prova-

30. Sejam A e B os acontecimentos:
A: "Ser portugués.”
B: “Ser homem.”
Tem-se:

B B |Total

A |015|045]| 0,6

A | 021|019 0,4

Total | 0,36 (0,64 | 1

Assim, P(Z N E) =0,19.

31. R: “Ter praticado rapel.”
S: “Ter praticado slide.”

P(R)=0,55 P(R) =0,45
P(S)=0,68 P(S)=0,32
P(RNS)=014

(
P(R\S)=0,45-0,14=0,31
(

PIS\R)=0,32-0,14 =018
PRAS) =1-031-014-018=037
R S
0,37
32,
2l PIA~B) =
32
_24_3
a)P(AUB) = 32" 4
16 _1
o P(B) =3~ 5
2

BPA\B) ==+

e) P(A\B) =

w w
r\)‘('o M‘OO

33. Sejam os acontecimentos:
M: “O doente melhorou.”
A: “0O doente utilizou medicamento em creme.”
B: “0O doente utilizou medicamento em comprimido.”

M | M |Total

A 36 | 14 | 50

B 30 | 20 | 50

Total | 66 34 | 100

a)
. _66 _33
HPM =300 = 50
o _14_ 7
iilPMI|A) = 50" 25
_30_5

b) P(B | M) = 66 11
34. Sejam os acontecimentos:

B: “Comprar o hamburguer com bebida.”

F: “Comprar o hamburguer com batata frita."

Do enunciado, temos que:
*P(BNF)=40%
*P(BNF)=15%

+ P(B) =65%

Assim:

F | F |Total

B | 40% | 25% | 65%

B | 20% | 15% | 35%

Total | 60% | 40% [100%

a) P(B N F) = 25%
P(B ~ F) = 20%
A Maria tem razao. De facto, a probabilidade de um
cliente comprar o hamburguer com bebida e sem
batata frita (25%) é maior que a probabilidade de um
cliente comprar o hamburguer com batata frita e
sem bebida (20%).

b) Pretende-se determinar P(F|B):
PFNB) 040 8

PIF1B) = PB) 065 13
¢) P(B) = 0,65
P(F) = 0,60
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P(Bn F)=0,40

P(B) x P(F)=0,65x%x0,60=0,39

Como P(B N F) = P(B) x P(F), os acontecimentos

B: “comprar hamburguer com bebida” e F: “comprar
hamburguer com batata frita” ndo sdo acontecimen-
tos independentes.

35. No contexto da situacdo descrita, P(BIA) significa
“a probabilidade de a segunda ficha retirada ser
impar, sabendo que a primeira ficha retirada foi
par”.

Assim, o numero de casos possiveis é igual a 9,
pois, apds se ter retirado uma ficha da caixa, esta é
de novo introduzida na caixa.

O numero de casos favordveis é igual a 5, pois exis-
tem na caixa cinco fichas com um numero impar
(1, 3,5, 7 e9), que continuam na caixa apos a pri-
meira extracao.

Segundo a regra de Laplace, num espago amostral
com um numero finito de elementos e cujos resul-
tados elementares sdo equiprovaveis, a probabili-
dade de um acontecimento é dado pelo quociente
entre o nimero de casos favoraveis a esse aconte-
cimento e o numero de casos possiveis; portanto, a

probabilidade pedida é %

36. No contexto da situacdo descrita, P(B | L) significa
“a probabilidade de o segundo bombom retirado
ser de chocolate branco, sabendo que o primeiro
bombom retirado foi de chocolate de leite". Ora,

P(BIL) :% significa que, no momento da segunda

extragao, encontravam-se na caixa tantos bombons
de chocolate branco, como de chocolate de leite, ou
seja, 15 bombons de cada - ja que o primeiro bom-
bom retirado e comido foi de chocolate de leite —
restam na caixa todos os bombons de chocolate
branco existentes inicialmente (15) e a mesma
guantidade de bombons de chocolate de leite.
Conclui-se, assim, gue inicialmente existiam na cai-
xa 16 bombons de chocolate de leite.

31. P(A) = P(B)
P(A N B) = P(A) x P(B) = P(A) x P(A) = (P(A))?
Como P(A U B) = P(A) + P(B) — P(A n B), entdo
P(A U B) =P(A) + P(A) - P(A) x P(A), pois A e B sao
acontecimentos equiprovaveis e independentes.
& P(AuUB)=2P(A) - [P(A)]?
& PAuB)=P(A) [2-P(A)]

38. Sabe-se que:
- P(A)=0/4
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*PAULB) =07
* A e B acontecimentos independentes, logo
P(A n B) =P(A) x P(B).

Assim:

P(A U B)=P(A) + P(B) - P(An B)
0,7=0,4+P(B)-P(A) x P(B)

© 0,3=P(B)-0,4x P(B)

< 0,6 P(B)=0,3
0,3

o PB)= 06
1

& P(B) = 2

39. Sejam os acontecimentos:
T: “Tomas passar no exame.”
A: "Antdnio passar no exame.”
P(T)=0,6e P(A)=0,8
Dispondo os dados num diagrama de arvore:

A - P(TMA)=06x0,8=0,48

08
T<_ _
0,6 027—A — P(TNA)=0,6x02=012

08 __A = P(TAA)=04x08=032
04 T<7 o
02—A — P(TAA)=04x02=0,08
Assim:
a) P(T~A)=0,08
b) P(T A A) = 0,32
e P(TAA)+P(TAA) =012 +0,32=0,44
40.m]mgo de casos possiveis:
52 x 51 =2652

a) Nimero de casos favoraveis:
A RouR A
4xb4 + 4x4=32
P(“sair um as e um rei, por qualquer ordem”) =

_.32 _ 8
2652 663
b) Nimero de casos favoraveis:
£ c
13x12=156
. w_ 156 _ 1
P("sairem ambos de copas”) =650 17

¢) Numero de casos favoraveis:
C CouC CocC C
13x39 + 39x13 + 13x12=1170
P(“sair pelo menos uma carta de copas”) =
1170 _ 15
T 2652 34
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d) Nimero de casos favoraveis:

c ¢C

39 % 38 =1482

P(“nao sair copas”) = 1482 18
2652 34

4.

a) &imgo dicasos possiveis:
12x12x12=1728

Numero de casos favoraveis:
12x1x1=12

P(“terem nascido todas no mesmo més”) =
12 1

T 1728 144

b) Ndmero de casos possiveis:
12x12x12=1728

Numero de casos favoraveis:
12x11x10=1320
P(“terem nascido todas em meses diferentes”) =

_1320 _55
1728 72

¢) Nimero de casos possiveis:
12x12x12=1728

Numero de casos favoraveis:
M M D
(12x1x11) x 3=2396
P("“terem nascido duas e s6 duas no mesmo més")
396 11
T 1728 48

42. Niumero de casos possiveis:
5x5x5x10x10x10x10=1250000

a) Namero de casos favoraveis:
3x5x1x4x10x1x1x1+5%x4x3x10x1x
x1x1=600+600=1200

_ 1200 _ 3
1250000 3125

b) Nimero de casos favoraveis:
3x1X4x4x%Cyx1x1x9x9=23328

_ 23328 _ 1458
1250000 78125

¢) P(“pelo menos um algarismo ser igual a 4") =
=1 - P("todos os algarismos serem diferentes de
4") =
43x 9% 3439

=1"7250000 ~ 10000
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43. P(“ndo escolher nenhum fora do prazo") =

_C; _ 11480 _41
50c, 19600 70

44 “ st s sy 2705 _ 88
. P("*Herminia ganhar o prémio”) = _W_ﬁ
5

45. Nimero de casos possiveis:
M, My M3 M, Ms
5x5x5x5x5=55= 3125
Nimero de casos favoraveis:
M; My My M, Ms
5x4x3x2x1=120
P(“ficarem todos em hotéis distintos”) =
120 24
T 3124 625

46. Nimero de casos possiveis: 510 =9 765 625

Numero de casos favoraveis: 5
P(*sairem todos na mesma paragem”)
5 1 1

510 ~ 58 1953125

4].

2 121
2 _1.3_.3
2 g V o PGinV=5xg =1
2 B P(C B—l 2_1
1 < = PG )—2><3_3
2 G
1 1,11
3 4 %P(Czﬁv)—zxs_e
3
PVICy) ==
a)P(V1Cy 5
bP(VIC) ==
3
1.7
c)P(V):P(VmCl)+P(Vmcz):E+E:1_5
3
pcrv) 10 g
dr Ny _ _9
WPCIN="0y =1 "4
15

1
3
&) P(C, | B)=7P(%;E)B) L2

Calculo auxiliar

P(B) =P(BCy) +PBN Cy) =
1.1_8
_+_
5 3 15
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Dispondo os dados num diagrama em arvore:

1
f)P(cl|B):M:%_§ 08 __A —>P(XmA)=%><0,8=O,2

P(B) 8 X
15 §K — PXNA)==x02=0,05

=

N

4
48. No contexto da situacéo descrita, P(B | Z) significa 01l A = P(YNA) :%x 0,1=0,075
“a probabilidade de sair um rebugado de morango, 3 Y<_ — 3
- , 4 09 —A — P(YnA)=-x09=0675
sabendo que ndo saiu face par no langamento do ' 4
dado tetraédrico”. Ora, se ndo saiu face par, signifi-
~ . . _PXnA) 02 8
ca que nao saiu face 4 e, logo, retira-se, ao acaso, cPX1A)= PA) 0275 =11
um rebugado do saco 2. No saco 2 existem quinze PIY A 0'075 3
rebugados, sendo quatro de morango. *P(YIA)= 4 _ 0, =—

PA) 0275 11
Como segundo a regra de Laplace, num espaco A)

amostral com um numero finito de elementos e
cujos resultados elementares sao equiprovaveis, a
probabilidade de um acontecimento é dado pelo P(A)=PX A +P(YNA) =
guociente entre o nimero de casos favoraveis a =02+0075=

esse acontecimento (neste caso 4) e o nimero de =0,275

casos possiveis (neste caso 15), temos que

Calculo auxiliar

- 4 Assim. d A ) Observe-se que P(X | A) > P(Y | A), ou seja, sabendo
(Bl1A)= 15 ssim, dos tres amigos, quem tem gue, de manha, quando acorda, a Andreia se sente

razao é o José. bastante agoniada, é mais provavel ter tomado o
analgésico X.

49,

a) Nimero de casos possiveis: 1°C, = 210
Numero de casos favoraveis: “C, =1

51. Sejam os acontecimentos:
F: “Ser do sexo feminino.”
M: "Ser do sexo masculino.”

" " 1
P(“serem todas da mesma cor”) = 210 E: “Ser candidato ao primeiro emprego.”
i L Do enunciado, temos que:
b) Nimero de casos possiveis: 19C, = 210 - P(F) =07
Numero de casos favoraveis: - P(E) = 0'6
403X B +3Cyx T +4C, =24 +T7+1=32 -P(MIE)’:O25
Exatamente trés da mesma cor ou quatro da mes- '
ma cor Entao, podemos concluir que:
4 3 4
CaxB+7CaxT * 0 P(MIE)=0,25 « PHIOE) _ g5
P(“pelo menos trés bolas serem da mesma cor”) = P(E)
32 16 P(MNE)
-9 _ 19 ——=0,25
210 105 < 706

¢) Numero de casos possiveis: “C3x 6 +3C3x 7 =31 & PMnE)=015

’ /4 . N 3 _ .
Numero de casos favoraveis: °C3 x 7 =7 Organizando os dados numa tabela, temos:
P(*haver trés bolas brancas sabendo que trés e sé

Ac o5 m_ 1
trés sao da mesma cor”) = 31 F | M |Total

E [045(015]| 0,6

50. Sejam os acontecimentos:
X: “Tomar o analgésico X."

E |025|015| 0,4

Y: “Tomar o analgésico Y." Total| 0,7 | 0,3 | 1
A: “Sentir-se agoniado.”
Do enunciado, sabe-se que: Pretende-se saber P(F | E).
1
PR =% Assim, P(F| E) = P(E(”E“)E) =%=0,75.
P(A1X)=0,8 '
3
«pY)=2
( 4
*PAlY)=0,1
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52. P(A | B) x

x P(B) - P(A) =

_P (:‘)(g)B) x P(B) - P(A) (P(B) = 0)
=P(ANB)-P(A) =

=P(AUB) - [1-P(A)] =
=1-PAUB)-1+P(A) =
=1-[P(A)+P(B)- P(AnB)] -1+ P(A) =
=X~ PIAT- P(B) + P(A N B) >4 + P{A] =
=P(A ~ B) - P(B)

83, P(A) = P(B)

PBNA) _

1+P(B|A) = =)

PA) +PANB)
P(A) -

54.

a) P(A) x P(B| A) + P(B) =

(P(A) = 0)
=P(BNA)+P(B) =
=P{B]-P(AnB)+1-PB] =
=1-PANB)=
(Am B)

(AU B)

b) P(A N B) 21-P(A) - P(B

)
& PANB)21-[1-P(A)]-[1-(P(B)]
o PANB) 2Y-1+P(A) -1+ P(B)
o PANB)>2PA)+PB)-1
& 12P(A)+P(B)-P(AnB)
o 1>2PAUB)
© PAUB) <1
Esta desigualdade é verdadeira, quaisquer que
sejam os acontecimentos A e B, pois a probabilidade
de qualquer acontecimento nunca é superior a 1.

0 PAIB =" (é(g)B) (P(B) % 0)
_ PAuB) _
P(B)
_1-PAuB) _
- P(B)
_1-[P(A)+P(B)-PANB)] _
- e -
_ 1-PA)-PB)+PANB)
_ o5 _
32

P(B) - P(A) + P(AN B)

) +
P(B
P(A 1 B) - P(A)

=T

-

WXNY=0 < PXnY)=0

[P(X) + PY)] x PX T (XL Y)) =

_ PXnXUY)] _
= [P0 + PV x = EoH =

(1) poisXc XU Y.
(2) pois X e Y sdo incompativeis.

)
PX)

56. Sejam os acontecimentos:

A: “Ana embrulha o presente.”

B: “Berta embrulha o presente.”

C: “Carolina embrulha o presente.”
T: “O presente ter o prego.”

Do enunciado temos que:

- P(A) =
. P(TIA) 0 03
- P(B) =
« P(TI ) 0 08
* P(C) =
. (TIC) 0 05
Donde, podemos concluir que:
_P(TNA)
P(T1A) _—P(A)
P(TNA)
& 0,03= 03
& P(TnA)=0,009
_P(TnB)
P(T| B) _—P(B)
P(Tn B)
& 0,08= 02
o P(TnB)=0,016
_ P(TNO)
P(T1C) _—P(C)
_P(TnC)
& 0'05_—0,5
& P(TnC)=0,025

Organizando os dados numa tabela:

A B C Total

T 0,009 | 0,016 | 0,025 | 0,05

ll

Total | 0,3 0,2 0,5 1
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aP(M=P(TNA)+P(TNnB)+P(TnC)=0,05
b) Pretende-se determinar P(B | T):

PBNT) _ 0,016
PBIT) = PT) - 005 =0,32
¢) P(T) = 005
P(B) =
P(TmB) 0,016

P(T)x P(B)=0,05x0,2=0,01
Como P(T n B) = P(T) x P(B), conclui-se que os acon-
tecimentos T: “o presente embrulhado ter preco” e
B: “o presente ser embrulhado pela Carolina” ndo sdo
acontecimentos independentes.

d) P(T) = O 05
P(C) =
P(T N C) 0,025
P(T) x P(C) =0,05%x0,5=0,025
Como P(T n C) = P(T) x P(C), conclui-se que os

acontecimentos T: “o presente embrulhado ter pre-
co” e C: "o presente ser embrulhado pela Carolina”
sao acontecimentos independentes.

57. P(A) = 0,4
P(AUB)=05

al PLANB)=0
Como P(A U B) = P(A) + P(B) - P(A A B), ento:
05=04+P(B)-0 o PB)=01

b) P(A  B) = P(A) x P(B P(B)

) )=
Como P(Au B)=P(A) + ( ) P(A N B), entéo:
0,5=0,4+P(B)-0,4 P(B)
© 0,1=06P(B)
o PB)=%
¢) P(AIB)=0,1 & P(AnB)=0,1x P(B)

Como P(A U B) = P(A) + P(B) - P(A n B), ent3o:

05=0,4+P(B)-0,1P(B)

 01=09P(B)
1
& P(B) = g

58. Consideremos os acontecimentos:
T1: "Tomas escolher o café Central.”
T,: “Tomas escolher o café Convivio.”
T3: “Tomas escolher o café da Esquina.”

2 P(Ty) =P(Ts) e que

P(Ty) + P(T,) + P(T3) =1, logo:

Sabemos que P(T7) =

g+ P(T) + P(Ty) =1

& P(T) = & PIT) =2 P(Ty) =

ZeJIN}
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Mj: “Joaquim escolher o café Central.”
M,: “Joaquim escolher o café Convivio."
M,: "Joaquim escolher o café da Esquina.”

Sabemos que P(M,) = % P(M;) = P(M3) e que
P(M,) + P(M,) + P(M3) = 1, logo:
P(My) +% +P(M) =1

1

< P(Ml)= 2

3 3
ZePMy)==

7 e P(Ms) 7

Jp: "Jodo escolher o café Central.”
Jo: “Jodo escolher o café Convivio."

J3: "Jodo escolher o café da Esquina.”

& P(M;) =

Sabemos que P(J;) = P(J9) = P(J3) =%
a) P(Ty "My " Jq) = P(Ty) x P(My) x P(J;) =
5.3 1_
9 7 3
-2
63
b)P(T]_ﬁM]_ﬂJl) P(TzﬁMzﬁJQ)'FP(TgﬁMgﬁJg):
>, 2 1 1.2 3 1_
63 9 7 3 9 7 3
.5 2 2 _
63 189 63
_23
189

¢) Seja A o acontecimento “no maximo dois amigos

encontram-se no mesmo café”, entdo A é o aconte-
cimento “todos os amigos se encontram no mesmo
café”.

Assim:

P(A)=1-P(A) =

=1- % (determinado na alinea anterior)

_168
189

59. Niumero de casos possiveis:

Xy z
B6x6x6=216
a) Niumero de casos favoraveis:
1
B6x6x1=36

P("“o ponto P pertencer ao plano z=1") =

3



b) Nlime_ro ge casos favoraveis:
6x6x1=36

P("o ponto P pertencer ao planoy=2") =

o=

c Nt’ime_ro ge casos favoraveis:
3x6x6=108

N | =

P(*o ponto P pertencer ao semiplano x < 3") =

60. M: “A Vitéria apaixonar-se por rapazes morenos.”
D: "A Vitdria apaixonar-se por rapazes desportistas.”
P(M)=0,6
P(D)=0,7
P(M D) =0,25

a) P(M A D) U (DA M)=PMAn~ D)+ P(D A M)
(pois (M mE) e (Dn ﬁ) sdo acontecimentos disjun-
tos.)
=P(M)-P(M A D) +P(D) - P(D A M)

Calculo auxiliar
P(MAD)=025 < P(MUD)=0,25
& 1-PMuUD)=0.25
< 0,75=P(MuU D)
P(M U D) =P(M) + P(D) - P(IMn D)
Entao:

0,75=0,6 + 0,7 - P(M A D)
& PMAD)=13-075

o P(MnD)=0,55

Continuando o calculo de P[(M mﬁ) u (D mﬂ)]:
P(M)-P(M A D)+ P(D)-P(D~M)=
=06-055+0,7-0,55=

=13-11=0,2
= _ PMnAD) _005_5 _1
b} P(M1 D) = PD) 03 30 6

61. A: “A carta extraida ser &s.”
O: "A carta extraida ser de ouros.”

P(A)=0,2
P(0)=06
P(An0)=0,3

aPAn0)=03 © PAU0)=03
©1-PAU0) =03
© 1-0,3=PAuU0)
o PAU0) =07

Sabemos que:

P(A U 0) = P(A) + P(O) - P(A n O)
0,7=02+06-PAND0O)

© PANn0)=08-07
 PAN0) =01

4

Dado que P(A n 0) # 0, concluimos que A N O:
“a carta extraida ser o as de ouros” é um aconteci-
mento possivel. Tal so pode acontecer se o as de
ouros estiver no baralho.

b) P(“ser extraido o as de ouros”) =0,1
Logo, 1.1 < n =10 ¢é o numero de cartas do
10 n
baralho incompleto.
c) b _x < x =06 éonumero de cartas de ouros
10 10

deste baralho incompleto.

4 x 30y x 3xCyx 2 x18Cyx1x9Cy

62. P = =
40010X30010X20010X10010
_ 1000
9139
63.
_8x8x8x1 _1
AP = 8x8x8 8
_8x7x6x5 105
b)P‘8><8><8><8_256
64.
a)
_ 8 _2
i\P= i, 7
4 1
P:—:—
ii) ic, 7

a) Numero de casos possiveis: 1Cs
Numero de casos favoraveis: Cs + 6Cs
A probabilidade pedida é:

8C5+5Cs
1405 -

62

2002

_31
1001

p=

b) Nimero de casos possiveis: 14C;
Nimero de casos favoraveis: 6 x “C; + 8 x “C;
A probabilidade pedida é:

P Bx“Cs+8x4Cs _
7
3

:i:
364
_ 2

13
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66. 2°C; 5 é 0 nimero de modos distintos de colocar os
quinze carrinhos na caixa.
Supondo que os carrinhos ocupam pelo menos
uma das diagonais, sobram-nos dez carrinhos
para colocar em vinte compartimentos, o que
pode ser feito de 29C;; modos distintos, para cada
diagonal, ou seja, podemos preencher pelo menos
uma das diagonais de 2 x 20C;5 modos distintos.
Porém, 2 x 20C; contabilizou o dobro das vezes o
caso em que as duas diagonais sdo preenchidas
em simultaneo. Logo, temos de subtrair o nimero
de modos de preencher as duas diagonais em
simultaneo.
Uma vez preenchidas as duas diagonais em simul-
taneo, sobram 15 - 9 = 6 carrinhos para colocar
em dezasseis compartimentos, o que pode ser
feito de 18Cg maneiras distintas.
Assim, 2 x 20C;, - 18Cg é 0 nimero de maneiras de
ocupar pelo menos uma das diagonais.
Pela regra de Laplace, a probabilidade de um
acontecimento é dada pela razdo entre o nimero
de casos favoraveis e o nimero de casos possi-
veis, quando os resultados elementares sao equi-
provaveis e em numero finito, ou seja,

2 x 2005 - 18Cy
50,

problema.

€ uma resposta correta a este

67. 0 desenvolvimento pelo bindmio de Newton de
(x = 2)1, x > 0, tem doze parcelas das quais seis
sao negativas e seis sdo positivas. Como se pre-
tende que o produto das parcelas seja negativo,
uma delas tem de ser positiva e a outra negativa.

6x6 6

Entéo, P= 2c, 11

al+n+n+1=26 & n=12
Sendo a linha n =12 do triangulo de Pascal, temos
13 elementos.
Assim, na extragao sucessiva, sem reposicao, de
dois cartdes da caixa, temos:
Numero de casos possiveis: 13 x12 =156
Numero de casos favoraveis: 12 x 1 =12
(ja que, dada a simetria de cada uma das linhas do
triangulo de Pascal, em 13 elementos, apenas um —
o central — ndo tem outro elemento igual a ele.)

Assim, a probabilidade pretendida é:

_12 1
156 13
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b) No contexto da situacdo descrita, P(B | A) significa

“a probabilidade de, numa extragao sucessiva e
sem reposicdo de dois cartdes da caixa, 0s nime-
ros escritos nos cartdes serem diferentes, sabendo
gque saiu um cartao correspondente ao elemento
central da linha".
Ora, dada a simetria de cada uma das linhas do
triangulo de Pascal, em 13 elementos, apenas o ele-
mento central ndo tem qualquer elemento igual a
ele. Assim, sabendo que um dos cartdes extraido
correspondia ao elemento central, entdo os nume-
ros escritos nos dois cartdes sdo concerteza dife-
rentes, sendo BlA um acontecimento certo. Portan-
to,PBI A)=1.

69. Sejam os acontecimentos:
A: "0 bolo é fornecido pela empresa A."
B: "0 bolo é fornecido pela empresa B.”
I: “O bolo apresenta peso significativamente inferior
ao estabelecido.”
* P(A)=3 P(B)

*P(IlA)=0,1
-P(I1B)=015
P(A)+PB)=1 < 3P(B)+P(B)=1
S 4PB) =1
1
P(B) =
< P(B) 4
01 1 — PAA)=x01=0075
A 4
3 —
% 09 !
y 015__ | — PBnI=L*x015=00375
S B 4
4 —
085 !

Pretende-se determinar P(A | I):

PAN I
P(AII)=%=
_ 0075 _
0,075+ 0,0375
_ 0075
01125

_2
=5 =0.667

Assim, P(A | ) = 67%.
10. Sejam os acontecimentos:

V: “Ser dado viciado."
S: “Sair um num langamento do dado.”

P(SIV)=%
P(SIT/)=%

35



Assim:
% S, 5PVnNS NSy =
1.1 1
1.5 27272
2 3 _ 1
15 )
v 2 2 8
1
1 1 2>
2 2 \g,
=
1 _
5 Sy = PVASNS)=
1 1 1.1 1
2 = .5 27676
6 1
5 — - =
_ = S 72
% 6
1
5 2
5\ _
6 S1<
D
Pretende-se:
PVNS; NS
P(V1(S11Sy) =—(P(glr}fs‘2) 2) -
1 1
8 8
="1,1 - 5 -
8 72 36
_9
10
N.P(A1B)-P(B)x P(A|B) =
= P(é IB) [1-P(B)] =
=P(AIB)x P(B) =
P(A N B)
=202 < pB) (PB
P(B) x P(B) (P(B) = 0)
=P(ANB)=
=P(AUB) =
=1-PAUB)=
=1-PBUA)
12,
a)PBNC)=P(B)-P(BNC)=
=P(B) - P(B) x P(C)

(pois B e C sao acontecimentos independentes.)

=P(B) [1-P(O)] =
= P(B) x P(C)

Logo,BeE ao acontecimentos independentes.

36

_ P[An(BNO)] P[AN (BN C) —
=~ PBAO) PO+ —pgrg *PO=
__PAn(BNCO)] PIANBNC] =
= rexpe) PO g xpie) <PO*
_ﬁ,__J
pois Be C sao se B e Csdo independentes,
independentes. entdo B e C também sdo
independentes.
P[(AnB) " C] N P[(ANB) N ]
- P(B) P(B) -
_ PIANB) N Cl+PlANB) NC]
- P(B)
PIANB nC]UP[(ANB nC)]
= AB) =

(pois [(A  B) N C] e [(A N B) N C] sdo acontecimen-
tos disjuntos.)
_P[(AnB n(CUC)] _
= =6 =

P[(AnB) n U]
- P(B)
PAANB) _

Teste Final
Paginas 1342137
Grupol

1. Opgdo (B)
#E=23=8
#P(E) = 28 = 256

2. Opcao (A)

Apds a extragdo de um bombom com recheio de
licor, restam no saco dezanove bombons, dos quais
sete sdo de chocolate negro (sendo quatro com
recheio de licor e trés com recheio de morango).
A probabilidade de a Margarida ter pegado num
bombom com recheio de morango, sabendo que se
tratou de um bombom de chocolate negro €, entao,
3

-
3. Opcao (B)

A linha n do triangulo de Pascal tem n + 1 elemen-
tos, dos quais dois sao iguais a 1.

2 _1
i1 l0(:»20 n+l & n=19
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4. Opcdo (B)

P(BUC)=06 < P(B)+P(C)-P(BAC) =06
< 0,45+0,35-PBNC)=0,6
< PBNC)=0,2
& P(A)=02

Entao:
PAUBNC)=PA)+PBNC)-PANnBNC) =
=02+02-0=0,4

5. Opcao (D)
No contexto da situacdo descrita, P(A IB_) significa
“probabilidade de o nimero da ficha escolhida ser
um numero primo, sabendo que a ficha escolhida
nao é um triangulo”.
Ora, ha seis fichas que ndo sdo tridngulos, das
quais trés contém numeros primos.

1

E.

Assim, P(A IB) =%=

Grupoll
1.
_ G _ 1T
1.P= 15C, - 8008 ~ 0,000 87
12.p= 1OC4X602+1OC5XGC]_ — 4662
i 160, — 10, — 8C4 7797
13.01P= 13—2 - 25%
(n+3)!
n+3C, 3in!
b nvag, (n+4) -
3l(n+1)!
(n+3)(n+2)(n+1)n!
_ n! _
(n+4)(n+3)(n+2)(n+1)!
(n+1)!
__(n+3)(n+2)(n+1) _
(n+4)(n+3)(n+2)
_n+1
n+4

2. A resposta corretaé a l.

Segundo a regra de Laplace, a probabilidade de um
acontecimento é igual ao quociente entre o nimero
de casos favordaveis a esse acontecimento e o
numero de casos possiveis, quando os aconteci-
mentos elementares sdo equiprovaveis.

Assim, a resposta | apresenta como numero de
casos possiveis 52Az, ja que existem %2A; maneiras
diferentes de se extrair, sucessivamente e sem

ASEI Expoente” Dossié do Professor

reposicao, cinco cartas de um baralho de cinquenta
e duas cartas.

O numero de casos favoréveis é 39 x 13C, x 5!, pois
existem 39 maneiras diferentes de escolher uma
carta que nao seja do naipe de espadas. Por cada
uma destas maneiras, existem 13C, maneiras dife-
rentes de formar conjuntos de quatro cartas das
treze que existem do naipe de espadas, e por cada
um destes conjuntos de cinco cartas, sendo apenas
quatro do naipe de espadas, existem 5! maneiras
diferentes de as cartas se encontrarem ordenadas.
A resposta |l ficaria correta se o nimero de casos
favordveis alterasse para 394; x 13A, x 5, pois exis-
tem 39A; maneiras diferentes de escolher uma carta
gue ndo seja do naipe de espadas e, por cada uma
destas maneiras, existem 134, de se extrairem,
sucessivamente e sem reposicao, quatro cartas de
entre as treze existentes do naipe de espadas, e,
por cada um destes casos, existem cinco formas
de posicionar a carta que nao € do naipe de espadas.

3.P(A1B)x P(B)-P(AB) +P(B) =

=P(AnB)-PANB)+P(B) =
=P(AUB) - P(ANB) +P(B) =
=1-P(AUB)-P(ANB)+P(B) =
=1-P(A)-P(B) + P(ANB)-P(ANB) +P(B) =

=1-P(A) =
= P(A)
AsxBA; 1
4.p=—"2""5-
24,0 462
_BIxfA, 1
42.P=—=; TR
_8x%A; 1
43.P=— Ao =165
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Tema lll - Funcdes Reais de Variavel Real

Unidade 1- Limites
Péaginas 6a18

b) i) Proposigo falsa.

3n—l=

u,=1 < 1

< 3n-1=n
& 2n=1

@ﬂz%(%lN)

ii) Proposicao verdadeira.
Ue = 3n+2 3n-1_
n+1 n— n+1 n -
Bn+2)n-3Bn-1)(n+1)
n(n+1)
3n?2+2n-3n*-3n+n+1 _
n(n+1)

1
_n(n+1) >0,VneIN

Logo, a sucessdo (u,) € mondtona crescente.
Assim, u; = 2 é um minorante dos termos da
sucessao.

3n-1 1
u,= n =3—E

Como%>0.VnE IN.tem—seque3—%<3,VnE IN.

Entdo,VneIN,2<u,<3.

2,
a) Pretende-se provarque Vo € R, 3peN:Vne N,
4n-1
nzp = ") - 4| < 4.
Sejad € IR".
4n—1_4 <5 o 4n-1-4n-4 <5
n+1 n+1
n+1 <9
)
n+1<

38

o n+1>l
5 )
5
+1>—=
& on 5
o n>2-
o
C>n>5—8
)
Assim, se n >~ entdo 4n—1l_4 < §. Portanto,
sep> g , fica provado que V8 € R*, 3 p € IN:
4n-1 .
VneN,nz2p = nil - 4| < §, ou seja, que
lim21=L _ 4,
n+1

b) Dado L € R*:
L-1
3
Entdo, para qualquer L > 0, se considerarmos um

3n+1>L < 3n>L-1 < n>

numero natural p, superior a % tem-se3n+1>1L,

desde que n > p.
Fica provado que lim (3n + 1) = +oo,

¢) Dado L € IR™:
-n+10<-L & -n<-L-10 & n>L+10
Entdo, para qualquer L > 0, se considerarmos um
numero natural p, superior a L + 10, tem-se
-n+10 <-L, desde que n > p.
Fica provado que lim (-n + 10) = —=.

3.
a) im (a, - b,) =lim a, - lim b, = +00 — (—0) = 400

b) Lim (a, + b,) =lim a, + lim b, =+ + (-©)
Nada se pode concluir.

o) lim (a, +f,) =lima, + lim f, = +% + (~4) =+
d) lim (b, +e,) =lim b, +lime,=—c+5=-=
e)lim (a,+e,) =lima, + lim e, =+% +5=+x
filim (b,-e,) =limb,-lime,=—0-5=—
gllim (e, +f,) =lime,+limf,=5+(-4)=1

h) lim (a, x b,) = lim @, x lim b,, = +o0 X (—0) = —0

i) im (a, x ¢,) =lim a, x lim ¢, =+ x 0*

Nada se pode concluir.
D lim (b, x e,) =lim b, x lim g, =—0 x5 =0
K lim (b, x f,) =lim b, x lim f,, =—0 X (~4) = +o0
Dlim (e, xf,) =lime,xlimf,=5x (-4) =-20
a, _lima,

m) lim b_n imb, = % Nada se pode concluir.
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im Zn  imay _ 40
n) lim e “lme " 0° %
o lim o= timay _ *e = lim
d, limd, O~
p lim Zn = ll:rr: Z” =% Nada se pode concluir. 1
n n _1
40
C lime, O
l. =n :—n:_:O _
) m bn Lim bn —00 0
. e lime 5 5
) I. —n _ - =-n_ < __ %
) lim T nt
s) lim (a,,)2018 = (+0)2018 = 40
1) lim (b,)2019 = () 2019 = oo lim

4.

a) Tem-se que lim % =0e-1<cos <n6_n> <1, VneN.

=lim
(1 nm
Logo, =0.
ogo, lim (n cos( 5 )) 0
b) Tem-se que im ——=0e-1<senn<1,Vn€EN.
-n3+n
=lim
. senn _
Logo, lim i
5,
5 2 .
=lim

a) lim (-n” + 5n° + 2n)<x;m) lim [n7(—1 2L )] _
n? n

=+ox (-1+0+0) =

= —00

dlim (Vn2+2n-Vn2-1) =

oooo)

n2+2n-n?+1

VnZ+2n+Vn?-
2n+1

o))
)

rr

T

2+—
n

h+2s -2
n n

= 2 =
5 7 1+1
bt 47 =50 =7 2 n on)
) lim pc lim 5 1
n3<_1+?> ) Vat+n-1 () n2(1+;>—1
e) li = lim =
L 5.1 Vit .
=lim n_n  _ n2(1+—>+1
n
6
n<—1+—2>
4 1
_ 4 _ n Jl1+=-1
+o0 x (1) =lim — "1 =
=0 n /l+l+1
n
)i n2+n+2Vn (E)
oM TN o+ n( 1+l_l)
=lim nn =
1 2 1 1
2 = 1+=+=
| n(1+n+ fn?)) n +n+n>
=lim =
3
n"<n+—+—) 1411
Lo =lim +n n =
1. 2 [1.1,.1
2 = 1+—+
| n<1+n+ Fn?’) nn
=lim = _1_
2 ne 243 1
n?  n* =1
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6.
a) lim 37 = +oo

b) lim " = +o0
AU
c)llm(g) =0

d) lim (%) -0

e)limV0,5=1
74037 w0
f) Lim 10 B I
-3
_ 5n
g) lim =lim =
S

a) Opgdo (A)
Tem-seque u,-v,<0 < u,<v,
Entao, limu, <limv, < limu, <1
Assim, lim u, pode ser O.

8.
1
_1< >
aVvneN 2n-1<2n < 12
o AP 4
2n-1" 2n
> 2
S -1
Como, além disso, lim (2n?) = +«, entdo
lim 4r =+
2n-1 '

b)vneN, 3nt1>3n
Como, além disso, lim 3" = +o, entdo Llim 3" * 1 = +c.

9. Sabe-se que lim u,, = —.
Entao, lim (~u, + V/2) = —(~) + 1 =+,
Como lim (-u, + V/2) = +x e v, = -u, + V/2, para
n > 2018, entdo lim v,, = +o,

10. Como lim v,, = —, existe uma ordem p; € N tal
queVneN,n>p; = v,<0.

Além disso, tem-se que, para n > 2019, w,, = 3v,,.
Seja p o0 maior valor entre p; e 2019. Entao,

Y nzp,v,>w,

Atendendo a que V n2p, v, < w, e lim v, = —x,
conclui-se que lim w,, = —o,

1.

a) Para todo o nimero natural n, tem-se que:
-1<senn<l & 1<2+senn<3

1 < 2+senn Sg

n n n

Como lim % =lim % =0 entao, pelo teorema das

sucessoes enquadradas, conclui-se que
. 24senn
lim —————=0.
n
b) Para todo o nimero natural n, tem-se que:
-1<cosn<l & 2n-1<2n+cosn<2n+1

2n-1 < 2n+cos n < 2n+1

n+2 -~ n+2 T n+2
21
Ora, lim 2”‘21=um '; —2e
N 1+=
n
2+l
lim 2”+21=um '; -2
n+ 1.2
n

Entao, pelo teorema das sucessdes enquadradas,
2n+cosn _

conclui-se que
q +2

¢) Para todo o ndmero natural n, tem-se que:

n
cos* (n=
( 3) 1

4, T 4
0 < cos (n3>§1@0§ 342 S3n+2

Como lim _1 lim O = 0, entéo, pelo teorema
3n+2

das sucessdes enquadradas, conclui-se que

4fp
l. cos (n 3 i
m 3n+2 e
d) Seja (a,,) a sucessao de termo geral a, = n :
n " 4n+1

a _a:2n+2_ 2n _

LI T 4ns 5 4n+l

(2n+2)(4n+ 1) - 2n(4n +5)
(4n+5)(4n+1)

8n2+8n+2n+2-8n?2-10n
(4n+5)(4n+1)
2

2  .0vneN
Gn+5)Gn+y V"

Logo, a sucessao (a,,) € mondtona crescente.
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2
a]_:g
1
2

;1 1
antl 2 4n+1 2 VnEN

Calculo auxiliar

2n 4n+1

1 1
—2n—2 5
_1
2
Entéo,%San<%,Vne IN e

20 [ 2\ 1y
(€> S<4n+1> <<2),VnEIN.

L(2\n (1NN ~
Como lim (g) = lim <§> = 0 entao, pelo teorema

das sucessdes enquadradas, conclui-se que
. 2n \n

L =0

m <4n + 1)

e) Seja (a,,) a sucessao de termo geral a, =

2n
6n+1’

a _a:2n+2_ n  _
LTI T 6+ 7 Bn+1
(2n+2)(6n+1)-2n(6N+7)
(Bn+7)6Nn+1)
12n?2+2n+12n+2-12n%2-14n
(Bn+7)6Nn+1)

=;>O,VnEIN

(Bn+7)6N+1)

Logo, a sucessao (a,) € mondtona crescente.

Calculo auxiliar

2n 6n+1

1 1
—2n—3 3
_1
3
Entéo,%&mﬁ%ﬁne IN e

2\n 2n \n _(1\n
=) < —=" =
(7 <[t (3] me
L2\ (1N ~
Como lim (7> = lim (—) = 0 entao, pelo teorema

3
das sucessdes enquadradas, conclui-se que

. 2n \n
lIm<6n+1> =0

|ﬂ6ﬂl Expoente” Dossié do Professor

f) Para todo o nimero natural n, tem-se que:
0<(senn)?<l & 1<(senn)2+1<2
1 _(senn?+1_ 2
2"~ 20 Vi

=

Como lim 1. lim 2_ 0, entéao, pelo teorema das

n o

sucessoes enquadradas, conclui-se que
2

lim SN+ 1 gr), *1_g

g) Para todo o nimero natural n, tem-se que:
-1<cosn<l & 3n2-1<3n?2+cosn<3n?+1

1 11
3n2-1 " 3n?+cosn 3n?+1
n? n? n?
3n2-1 " 3n?+cosn 3n2+1
2
Ora,lim32_1=lim 311 =%e
T2
n
lim ’ =lim 1 =l
3n2+1 1 3
3+—2
n

Entéo, pelo teorema das sucessdes enquadradas,

conclui-se que lim n—z = 1
a 3n2+cosn 3
hy 30 __ 3 3n 3n
K=1 4n’+k  4n?+1  4n%+2 4n?+n
Como 3n > 3n > > 3n entdo:
"4n?+1 4n?+2 4n2 + k' :
3n 3n 3n 3n2
+ +
4n?+1  4n%+2 4n?+n  4n?+1
3n 3n _ 3n B 3n2
+ = =
4n?+1 4n?+1 4n2+1 4n2+1

Por outro lado:
3n 3n 3n 3n

+ +
4n?2+1  4n?+2 4n?2+n - 4n?+n
3n 3n 3n  3n? _
+.+ = = =
4n?+n 4n?+n 4n?+n  4n?+n
__3%n
4n+1
Assim:
3n U 3n 3n2
.V neIN
4n+1<k=1 4n2+k<4n2+1 n
Comolimizlimilzie
4n+1 4+ = 4
n
lim 3’ =lim#=—3— entdo, pelo
4n? +1 Lo L Caemeel
2

teorema das sucessdes enquadradas,

L 3n 3
llmkg'l 4n2+k 4

4



12. Para todo o nimero natural n, tem-se que:
-1<cosn<l & -3<cosn-2<-1
& -3n*<n*(cosn-2)<-n*
Ora, lim (=3n%) = lim (-n%) = —,
Entao, pelo teorema das sucessoes enquadradas,
conclui-se que lim [n* (cos n - 2)] = —=.

B

a) Tem-se que, V x € R*
-1<senx<l & 4<5+senx<6

4 5+ sen x 6
= < <
Vx Vx X

Além disso:

. 4
e Vs 0

. 6
>E|Ln+oc \/; =0

Logo, pelo teorema das fungdes enquadradas, con-

. . 5+senx _
clui-se que ill;ﬂm T =0.

b) Para todo o nimero real x, tem-se que:
-1 . sen (4x) < 1
1+x27 1+x2 ~1+x2

-1<sen (4x)<1 &

Além disso:
. -1
ilinﬂc 1+x2 0

lm ——=
x—+o 1 +x2

Logo, pelo teorema das fungdes enquadradas, con-
. . sen (4x)
clui-se que i[)nm T 0
¢) Para todo o nimero real x, tem-se que:
-1<cosx<]l & x-1<-x+cosx<—x+1

Como para x — +« se tem x + 2 > 0, vem que:

x-1 < TXH+CoSX _ x+1

X+2 7 x+2 T x+2
Além disso:

1

o1 -~
lim === =lim —— =1

X—=+0 X+2  X—+» 1+2

X

_1+l

. X
lim XL jim =1

X—>+e X+ 2  X—+w 1+2

X

Logo, pelo teorema das fungdes enquadradas, con-
—X+CO0S X _

-1.
X+2

clui-se que lim
X — +oe

42

d) Tem-se que, V x € R \ {0}
—lSCOSlSl o —XZSXZCOSlSXQ
X X
Além disso:
lim (x3)=0
x—0
lim x2=0
x—0
Logo, pelo teorema das fungdes enquadradas, con-
clui-se que lim <x2 cos 1 ) =0.
x—0 X
e) Para todo o nimero real x, tem-se que:
-1<cosx<1l < 1<2+cosx<3

& x2<x? (2 +cos x) < 3x2
Além disso:

lim x2=+o
X — =%
lim  (3x?) =+
X — =%
Logo, pelo teorema das fungdes enquadradas, con-
clui-se que )Eim [x2 (2 + cos X)] = +¢=.
— =0

f) Para todo o nimero real x, tem-se que:
-1<senx<1

X
Como para x — +o se tem 5 > (0, vem que:

Logo, pelo teorema das fungdes enquadradas, con-

. . X
clui-se que lim (x +—sen x) = 400,
X =+ 2

4. Tem-se que, V x € ]1, +o[

-1<senx<1 & x-1<x+senx<x+1
1 < 1 < 1
Xx+1 x+senx x-1

Como para x — — se tem x3 < 0, vem que:
3 3 3

X < X < X

Xx-1 x+senx x+1

Além disso:
. X3 . NG
lim ——=1Llim =+
X—+m X—1 Xx—o+» 1_1
X
3 2
. X . X
lim 1 =lim 1 =+
+oo +o0
X— X X — 1+=
X
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Logo, pelo teorema das funcdes enquadradas, 17. A func@o g é continua em ]-9, O[, por se tratar do
3

. . X _ guociente entre duas fungdes continuas, em que o
conclui-se que lim ———— =+, _ ) }
X+ X +5en X denominador nao se anula no intervalo considera-
do: uma que é uma fungao polinomial e outra que
15. Sabe-se que f € uma fungdo limitada. Entéo, por é uma funcao irracional.
definigdo, existem ndmeros reais m e M tais que A funcdo g é continua em ]0, +[, por se tratar de
VXEIR m<f(x) <M. uma funcéao racional.
Seja a igual ao maximo dos valores Iml e IMI. Entao, Para que a fungao seja continua em x = 0, tem de
Vx€R -a<f(x) <a ouseja VxeR,IfXI|<a. se ter iimg_ g(x) =£im0+ g(x) = g(0).
Assim, todoox € R:
ssim, para todo o . g(0)=a
[fx)Hg(x) < alg(x)! 2_3
. Y x% — 3x _
Isto é: imy- g0 = im,. VA3 + 9x2
If(x)g(x)| < alg(x)!
L todoox € R g . SRS it S
0go, para todo o : Tx50 VXAx+9) x50 v vero
~alg)l < f)gx) < alg()l 9 XX+ 8
Como lim g(x) =0, sabe-se que lim 1g(x)| =0. - _ xx=3)  _y, o X=3 _3_
X e Xt i'To- XxVx+9 i'To- /x+9 -3 1
Portanto, iim+ —-alg(x)| = )Eim alg(x)l = 0 e, pelo
— + — +%
teorema das fungBes enquadradas, conclui-se que - lim_ g(x) = lim KRobx o Xx=b) _
. x—0" x—=0" x2+x x—0'x(x+1)
lim (f(x)g(x)) =0.
X =t x-b b

A funcdo h, de dominio IR, definida por h(x) = alg(x)I yLno* x+1 1 =-b

é tal que —-h(x) < f(X)g(x) < h(x) e iigﬁm h(x) =0. Assim:
g(0) = iimo, gix) @ a=1

E:

lim . gXx)=lim g(x) & -b=1 < b=-1
x—0 x—0

Unidade 2 - Continuidade

Péaginas19a28 18. A func@o g nao é continua em [a, b].
Por exemplo:

16. Para que a funcéo f seja continua em x = 4, tem de y4
se ter im _f(x) = lim , f(x) = f(4).
X— 4 X—4

Cflh)=-42+2x4+9=1

s lim _f(x)=lim _ (-x2+2x+9) =
X—4 X—4

0 \a
=-42+2x4+9= 1 ,/

=1

. lim4+ fix) = Lim4+ L&Z—IS = e nao existe nenhum nudmero real x tal que
X— X— _
0 X a<x<beg() =0.
@ . Vx+5-3 VX+95+3 \ _ Ou, por exemplo:
= B6xlim ., X =

X4 X—4 Vx+5+3 )

. x+5-9 '
=6xlm , =

x=4 (x—4)(VXx+5+3) X

1 a<b

=6xlim xi5+3 .. gla)=-1

. o r gb)=2
:GXE: = [ gla) xg(b) <0
=1

e ndo existe nenhum ndmero real x tal que

Assim, como lim _ f(x) = lim . f(x) = f(4), a funcéo
tim, () = lim__, f() = f(4), a fungdo o< beo 0

é continua em x = 4.
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1.

20.

21

22,

3.

A funcao f é continua em [a, b].

Se f(a) x f(b) < 0, entéo f(a) < 0 < f(b) ou

f(b) <0 < f(a).

Entado, pelo teorema de Bolzano-Cauchy, existe
pelo menos um numero real ¢ entre a e b cuja
imagem € 0, ou seja, a equacao f(x) = 0 tem pelo
menos uma solugdo no intervalo ]a, bl.

Por exemplo, a fungao f definida no intervalo [1, 3]
por:

-1 sel<x<?2
f(x) =

1 se 2<x<3

Tem-se que f(1) =-1 e f(3) = 1, logo f(1) x f(3) < O,
mas, para todo o x € [1, 3], f(x) = 0.

hX)=Ix-1l +x2-Vx+2=
X=1+x2-Vx+2 se 2<x<1
X+1+x2-Vx+2 sex>1

A funcédo h é continua em [1, 2], por se tratar,
neste intervalo, da soma entre duas funcdes con-
tinuas: uma funcao polinomial e uma funcéo irra-
cional.

h(l)=-1+1+12-V1+2=1-V3
h(2)=-2+1+22-V2+2=1

Logo, h(1) <0< h(2).

Entao, pelo teorema de Bolzano-Cauchy, existe

pelo menos um zero da fungéo h pertencente ao
intervalo [1, 2].

1
" 9%
Dp={x € R:g(x) =0}
Se o dominio de h fosse o intervalo [a, b], signifi-
caria que nao existia nenhum valor ¢ no intervalo
]a, b[ tal que g(c) = 0.
No entanto, como g € continua no intervalo [a, b],
g(a) = 4 e g(b) = -2, ou seja, g(a) x g(b) < 0, pode
concluir-se, pelo corolario do teorema de Bolza-
no-Cauchy, que existe pelo menos um nimero
real c € ]a, b[ tal que g(c) = 0.
Logo, h ndo pode ter como dominio o intervalo [a, b].

As 10 horas de um determinado dia corresponde
t=0, logo as 11 horas e as 11 horas e 30 minutos
do referido dia correspondem t=1e t =15, res-
petivamente.
Sabe-se também que P estd expresso em milhdes
de bactérias.

Assim, pretende-se provar que 3t € ]1; 1,5[:

P(t) =0,5.

A fungdo P é continua em [1; 1,5], visto tratar-se
de uma funcgéo racional.

_ 5x12 5
P(l)_2><13+10"12~0'4l7
2
P(1,5) = w—ﬂzo,mz

2% (L53+10 67

Logo, P(1) < 0,5 < P(1,5).

Entao, pelo teorema de Bolzano-Cauchy, conclui-
-se que existe pelo menos um instante t € ]1; 1,5]
tal que P(t) =0,5.

24. Seja h a funcdo definida por h(x) = Vx + 1 - (x - 2)3.

Provar que a equacdo f(x) = g(x) tem pelo menos
uma solugdo no intervalo [3, 4] é equivalente a
provar que a funcdo h tem pelo menos um zero no
intervalo [3, 4].

A funcdo h é continua em [3, 4], visto tratar-se da
diferenca entre duas fungdes continuas neste
intervalo (uma funcao irracional e uma fungao
polinomial).

h(3)=V3+1-(3-283=2-1=1
h(4)=V4+1-(4-2°%=V5-8

Logo, h(4) <0 < h(3).

Entao, pelo teorema de Bolzano-Cauchy, pode
concluir-se que a funcado h tem pelo menos um
zero no intervalo [3, 4], isto é,3c € [3, 4]: h(c) =0
< dce[3,4]:flc)-glc)=0

< dc e (3, 4]: flc)=glc).

a) A func@o f € continua em |-, 4][, visto, neste inter-

valo, estar definida pelo quociente entre duas fun-
¢Oes continuas: uma que é uma fungao polinomial
e outra que é uma funcgao irracional.
A funcéo f é continua em ]4, +oo[, visto, neste inter-
valo, estar definida por uma funcao racional.
Emx=4:
43-3x4%2-6x4+8
T4 = 42+ 42 B
_64-48-24+8 -0
16 +4-2
x3-3x2-6x+8
+x-2
43-3x4%2-6x4+8

= =0
424+ 4-2

) E'anr fix) = ilinzf*

2_
«lim _f(x) = lim _x-16
X—4

X=4 V12 -3x
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1, X2 -4 b-x \
Ly (Y.
V3 (X-4)(x+4) V4-x
= —— lim _ =
3 x-4 4 —xX
—3  lim,_(-(c+4) V4 -x) =

= \3@ x (-8x0)=0

Como lim . f(x) = lim,_flx) =

é continua em x = 4.
Conclui-se assim que a funcao f é continua em IR.

f(4), entao a fungao f

b) Pela alinea anterior, a fungéo f é continua em IR;
em particular, f € continua em [3, 5].

{3 = $2-16 1 7\/§
V12-3x3 V3
_ 5%-3x52-6x5+8
f5) = 52+5-2 =1

Logo, f(3) <-1 <f(3).
Assim, pelo teorema de Bolzano-Cauchy, pode
concluir-se que 3 ¢ € 13, 5[: f(c) =-1.

26. A funcdo g é continua em [0, 1], por se tratar da
diferenca entre duas funcdes continuas (uma que
é o produto de uma constante pela funcdo f e
outra constante).

9(0) = 2f(0) - f(1) = 2f(0) - 3f(0) =
9(1) =2f(1) - f(1) = f(1) = 3f(0) <O
Logo, g(0) e g(1) tém sinais contrérios. Entdo, O é
um valor intermédio.

-f(0)>0

Assim, pelo teorema de Bolzano-Cauchy, conclui-
mos que I c €10, 1[: f(c) = 0.

2]. Seja g: [1, n] — IR a fungao definida por
g(x) = fix=1) - flm - ).
A funcdo g é continua em [1, =], por se tratar da
diferenca entre duas fungdes continuas (ambas
sao a composta de f com uma fungao afim).
9(1)=f(0)-flr-1)#0
g(m) =flr-1)-f(0) # 0
Logo, g(1) e g(m) tém sinais contrarios. Entao, 0 é
um valor intermédio.
Assim, pelo teorema de Bolzano-Cauchy, conclui-
mos que:

dce ]l n[:glc ):O
< dce]ln:fc-1)-fln-c)=0
o dece ]l nf: flc- =f(n—c)
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28. Seja g: [0, 1] — R a func@o definida por
g(x) = f(x) = x.
A funcao g é continua em [0, 1], por se tratar da
diferenga entre duas fungdes continuas (a fungdo
f e a fungao identidade).
g(0)=f(0)-0=1
gl)=f1)-1=-1
Logo, g(1) <0< g(0).
Assim, pelo teorema de Bolzano-Cauchy:
3c€]0,1:g(c)=0 & Ic€]10,1[: flc)-c=0

< dce]0,1[:flc)=c

29

a) Seja h a fungao definida por h(x) = f(x) — g(x).

A funcdo h é continua em [a, b], por se tratar da
diferenca entre duas funcdes continuas.

h(a) = f(a) - g(a) < 0, uma vez que

g(a) > fla) & g(a)-f(a) >0 < fla)-g(a) <0.
h(b) = f(b) - g(b) > 0, uma vez que

f(b) > g(b) < f(b)-g(b)>0.
Logo, h(a) < 0 < h(b).

Assim, pelo teorema de Bolzano-Cauchy:
dc€]abl:hc)=0 < Ice]a,bl:flc)-g(c)=0
< Jc€la,bl:flc)=9(c)

f(x) = g(x).
A fungdo h é continua em [a, b], por se tratar da
diferenca entre duas fungdes continuas.

h(a) = fla) - g(a) = f(a) - f(b)

h(b) = f(b) - g(b) = f(b) - f(a)

Como h(a) e h(b) tém sinais contrarios, pois f(a) # f(b),

vem que O pertence ao intervalo de extremos h(a)

e h(b).

Assim, pelo teorema de Bolzano-Cauchy:

dce]a bl:h(c)=0 < Ice]a, bl:flc)-g(c)=0
< dc€E€la, bl: flc) =g(c)

b) Seja h a fungéo definida por h(x) =

30.

a) Seja, por exemplo, f a fungdo de dominio R \ {0}
definida por f(x) = % A funcao f é continua em
10, 1], mas nao tem maximo.

b) Seja, por exemplo, f a fungdo de dominio IR \ {0}
definida por f(x) = - % A funcdo f é continua em
10, 1], mas nao tem minimo.

¢) Seja, por exemplo, f a fungdo de dominio IR \ {0}
definida por f(x) = % sen (%) A funcao f é continua

em ]0, 1], mas ndo tem maximo nem minimo.
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31. Unidade 3 - Derivada de segunda ordem,

a) A func@o f é continua em |1, +o¢[, por estar definida, extremos& sgnftlldo"das concavidades
neste intervalo, por uma fungao afim. e pontos de inflexao
A funcéo f é continua em |-, 1[, por estar definida, Paginas 29259
neste intervalo, por uma funcéo polinomial.

Parax=1: 32.

; — i 3 Ly _9) = — 9 =_ . -f(2

lim _f(x)=lim _(-2¢+x-2)=-2+1-2=-3 a) F(2) = lim 1X=A2) _

. o B B X—2 X=2

fim. fg =lim,. (2x+ 1) =-2+1=-1 —lim XS+ X-12

Como lim__ f(x) = lim_, f(x), entdo a funcdo f ndo é x—2 x-2

X — 1 X—1
. . (x—2)(x2+ 2x + 6)

continuaemx=1. =lim =
X— 2 X-2

Assim, f é continuaem R \ {1}. =lim (x2+2x+6) =14
X—

b) De acordo com a alinea anterior, a fung&o f é continua
em IR\ {1}; em particular, f é continua em [-2, -1]. Calculo auxiliar
f-2)=-2x(-2)3-2-2=12 1 0 2 -12
fcl)=-2x (-1)3-1-2=-1 2 2 4 12
Logo, f(-1) < 0 < f(-2). \ 1 2 6 0
Assim, pelo teorema de Bolzano-Cauchy, pode
concluir-se que existe pelo menos um zero de f no
intervalo [-2, -1]. b) £(=1) = lim fx-f=1) _

i x=()

¢) De acordo com a alinea a), a fungdo f é continua X
em IR\ {1}; em particular, f é continua em [-1, 0]. i X+2 1) 3
Entdo, pode concluir-se, pelo teorema de Weiers- —my X+1
trass, que a fungao f admite, neste intervalo, maxi- _ X+X+2

. =lim ———=
mo e minimo absolutos. x—>-1 (X+2)x+1)

d) Em [-1, 0], f(x) = -2x3 + x - 2. i 2xHL)

x—>-1 (X +2)(x+1)
flx)=-6x+1
= lim =2
fx)=0 & -6x2+1=0 x=>-1X+2
1
2== . X) = f(2
-3 4101-g, 112
@x=—\/6 vx=—\/E Vx-1-1 B
6 6 =im, x-2
X -1 _ Ve 0 =lim x=1-1 =
6 x=2 (x=2)(Vx-1+1)
Sinal de f’ - - 0 + +
=lim .1
- 1 Min. Tx52 Vx-1+1 2
Variagao de f Méx. N Y % A -2

33. Opcdo (D)
Conclui-se assim que no intervalo [-1, 0] o minimo

defé-2-

)Eiml % =3 < (1) = 3, logo a afirmacao (B)

e 0 maximo é -1. ) .
é verdadeira.

A afirmagao (A) é verdadeira, ja que se f tem deri-
vada finita em x =1, entdo f é continua em x = 1.
A afirmacéo (C) é verdadeira porque

f)=3 & H%if(lwll—f(l) =3.

A afirmagao (D) é falsa porque a reta tangente ao
grafico de f no ponto de abcissa x = 1 tem declive
3, logo ndo é uma reta horizontal.
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a) f(x)=((x2-5x)3(2x + 1)) =
= ((x2-5x)%)'(2x + 1) + (x2-5x)3(2x + 1)’ =
=3(x2-5x)2(x2 - 5x)"(2x + 1) + (x2 - 5x)3x 2 =
= 3(x2-5x)2(2x - 5)(2x + 1) + 2(x2 - 5x)3 =
= (x2-5x)2[3(2x - 5)(2x + 1) + 2(x2 - 5x)] =
[x(x - 5)]2[3(4x% + 2x - 10x - 5) + 2x2 - 10x] =
= (X - 5)2(12x2 - 24x - 15 + 2x2 - 10x) =
= (X — 5)2x2(14x2 - 34x - 15)
2x=3’
bl £(x) _( - ) -
__(2x=3)'(6-x-(2x-3) (5-%" _
(5-x)?
_ 25-X-(x-3)1) _
(5-x)?
_10-2x+2x-3 _
(5-x)?
7
(5-x)7?
o f(x)=(V2x+4) =
=% (2x + 4)_% x2=
2
3V(2x + 4)2

2 (1-x3)'(2-x)(1-x3)(2-x)

(2-x)?

—x2\2 (2x)(2-x) - (1 -x?)(-1)
) (2-x)?

(-
|

—4x+ 22 +1-x?
(2-x)?
2x2-4x+1 _
(2-x)?
3(1 - x)(x2 - 4x + 1)
(2-x)*

35.
f(3)-fil) _90-10 _
a) 31 5 40
A velocidade média entre os instantes 1 e 3 é 40 m/s.

b) Dado que f é continua em [1, 3] e diferencidvel em
11, 3, entao, pelo teorema de Lagrange, existe pelo
f(3) ~f(1)
3-1
tal que f'(c) = 40, ou seja, existe pelo menos um
instante entre 1 e 3 em que a velocidade instanta-
nea do corpo € igual a 40 m/s.

menos um ¢ € |1, 3[ tal que f'(c) = , isto é,
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36. Funcao f — gréfico f' é o gréfico |
Fungdo g — gréfico g’ é o gréfico IV
Funcdo h — gréfico h' é o grafico llI
Fungao j — gréfico j' é o grafico Il

3l.

a)f(-1) =3 x(-1)*-20x (-1)3+ 36 x (-1)2+2 =61
Logo, A(-1, 61).
f(2)=3x24-20x23+36x22+2=34
Logo, B(2, 34).

Seja m o declive da reta secante ao grafico de f
nos pontos A e B.
f(2)-fi-1) _ 34-61 _

2-(-2  2-(-1) -

mg=

b) Dado que f é continua em [-1, 2] e diferenciavel em
]-1, 2[, entdo, pelo teorema de Lagrange, existe

pelo menos um ¢ € ]-1, 2[ tal que f(c) = ﬂg)__—(f_(_)l)
isto é, f(c) =-9.
c) £(X) = (3x* - 20x3 + 36x2 + 2)' =
=12x3 - 60x2 + 72x
f(x)=0 & 12x3-60x2+72x=0
o 12x(x2-5x+6)=0
& 12x=0 v x2-5x+6=0
5+V25-24
< x=0 v x= I —
< x=0vx=2vx=3
X —0 0 2 3 +00
X - 0 + + + + +
X2 —4x+6 + + |+ 0] -0 +
Sinalde f - 0 + 0 - 0 +
Variagao de f N Mén' A r\/;x' N I\glg A

f é estritamente decrescente em J-o, 0] e em [2, 3]
e é estritamente crescente em [0, 2] e em [3, +oo[;
2 é minimo absoluto para x = 0 e 34 é maximo
relativo para x = 2, 29 é minimo relativo para x = 3.

38.

a) £ (x) = (2x° + 3x2 - 4)' = 10x* + 6x
f'(x) = (10x* + 6x)' = 40x3 + 6
R — R

X — 40x3+ 6

b) £ (x) = (40x3 + 6)' = 120x2
f'(x)=0 < 120x2=0 < x=0
x=0¢é o Unico zero de f"".
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¢) fV)(x) = (120x?)' = 240x

V) (x) = 240
M (x)=0
n=6

39.

a) Como se observa pelo grafico apresentado, f' é
uma funcdo negativa em todo o seu dominio, logo f
é estritamente decrescente, pelo que, dos valores
de x assinalados, é em x5 que f assume o menor
valor.

b) Pelo mesmo motivo da alinea anterior, é em x; que
f assume o maior valor.

¢) Por observagao do gréfico de f, conclui-se que, dos
valores assinalados, € em x5 que f atinge o menor
valor.

d) Pelo mesmo motivo da alinea anterior, dos valores
assinalados, é em X, que f assume o maior valor.

e) Como o gréfico apresentado diz respeito a fungao f,
tem-se que os declives das retas tangentes ao grafi-
co de f nos pontos de abcissa X;, Xy, X3, X4 € X5 COr-
respondem aos valores de f"'(x3), f'(X2), f(X3), f'(X4) €
f (xs).

Assim, e como em X3 e em Xs a reta tangente ao gra-
fico tem declive igual e negativo, conclui-se que é
em X3 e em Xs que f' assume o menor valor.

f) Pelo mesmo motivo da alinea anterior, conclui-se
que, dos valores assinalados, é apenas em x; que a
reta tangente ao grafico de f tem declive positivo,
logo é em x; que ' assume o maior valor.

40. Opcio (A)
Por observacdo da representagdo grafica de g,
sabe-se que:

X -0 a b +00

Variagdo de g’ A Méx. N Min. 2

Completando a tabela anterior, e sendo g' uma fun-
cdo continua, terd de se verificar:

X —o0 a b +00
Sinal de g"” + 0 - 0 +
Variagdo de g’ A Méx. N Min. 2

Das opgoes apresentadas, apenas a representagao
grafica que se encontra na opgao (A) verifica todas
as condigdes.

41. Opcao (D)
P(X) = 4 - X2

'(xX)=0 @ 4-x2=0 & x=-2 v x=2

X —o0 -2 2 +00
Sinal de "’ - 0 + 0
Sentido das
concavidades a) P.I. ()] P.I.
do gréfico de f

O gréfico da funcdo f tem a concavidade voltada
para baixo nos intervalos ]—«, -2[ e ]2, +[ e tem a
concavidade voltada para cima em ]-2, 2[, apresen-
tando dois pontos de inflexdo nos pontos de abcissa

-2e2.

Das opgdes apresentadas, apenas a representacgao
grafica que se encontra na opgao (D) verifica estas

caracteristicas.

42. Opcéo (C)

P'(x)=x+3
f'(x)=0 & x+3=0 @ x=-3
X —0 -3 400
Sinal de "’ 0 +
Sentido das
concavidades P.I. U]
do grafico de f

Assim, -3 é a abcissa do ponto de inflexdo do grafi-

codef.

43.

a) f(x) =2x3+6x2-5x+1 D;=R
f(x)=6x2+12x-5 Dr=R
f'(x)=12x+12 Dy =R
f'X)=0 & 12x+12=0 < x=-1

X - -1 +o0
Sinal de f’ 0 +
Sentido das
concavidades P U
do grafico de f
f(-1) =10

O grafico de f tem a concavidade voltada para
baixo em |-, —1[ e voltada para cima em ]-1, +[.
Tem um ponto de inflexdo de coordenadas (-1, 10).

X
b} g{x) =x -+~

gx) =1+

4'xx-4xxX
2

4

=1-3

D, =R\ {0}

Dy =R\ [0]
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R

X2 (XZ)Z
0-8x 8
" 8
g0 =0 & 5=
-

condigdo impossivel, logo g'' ndo tem zeros.

X —0 0 +o0
Sinal de g” - n.d. +
Sentido das
concavidades a) n.d. (U]
do graficode g

O grafico de g tem a concavidade voltada para
baixo em |-, O[ e voltada para cima em ]0, +co[.
Nao existem pontos de inflexao.

44. Opcao (B)
f'(x)=0 1
o (x-1)3(x2-4) <x2+§> (x+1)2=0
o (x-1%=0vi-4=0v x2+%=0

\—W—J
condicdo impossivel em IR

v (x+1)2=0
S x=1lvx=2vx=-2vx=-1
X -0 | =2 -1 1 2 | 4
(x-1)3 -l === =-101]+|+/|+
x2—4 +|l0|-|-|-|-]-]101]+
2,1
x2 + 2 B I I e I I N IR
(x+1)2 + |+ |+ O+ |+ |+ ]|+ |+
Sinal de f" -0+ |O0O|+]O0]|-|0]|+
Sentido das
concavidades | N | Pl | U U |PLI N |PL U
do grafico de f

O gréfico de f tem 3 pontos de inflexao.

45.

: 3t Y
(3t) (£ + 4) - 3t(t2 + 4)' _
(t2 + 4)?
3t2+12-6t2 _
(t2+ 4)2
_312-12
(t2 +4)2

, 3x 32 -12 15
Logo, Q'(3) = (32+4)2 169

=0,09.
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Trés dias apods a descoberta do surto, o nimero de
pessoas contagiadas estd a aumentar aproximada-
mente a taxa de 9 pessoas por dia.
" 3t2-12Y\
Q0= (17 ) =
_(3t2-12)(t7 + 4)% - (B2 -12)((2 + 4)Y)'
- (t2 + 4)%
Bt(t? + 4)2 - (3t2 - 12)2(t? + 4)2t
(t2 + 4)% a
_ (P +4)[6t(t? + 4) - 4t(3t2-12)]
- (2 + 4)4 -
2t[3(t2 + 4) — 2(3t2-12)]
(tz + 4)3
3t(3t2+ 12 - 6t2 + 24)
- (t2+ 4)3 -
_ 3t(-3t? + 36) _
(t2+ 4)3
" 3t(-3t2+ 36
Q (t) =0 W =0
& 3t(-3t2+36)=0 A (t2+4)3=0
-
condicdo universal em IR
& 3t=0 v -3t2+36=0
e t=0v t2=12
o t=0vt=2V3 v t=-2V3

Comot>0,entdo, t=0 v t= 2V/3.

t 0 2V3 +00
3t 0 + + +
(-3£2 + 36) + + 0 -
(2 +4)3 + + + +
Sinal de Q" 0 + 0 -
Variagao de Q' Min. A Max. N

0 méaximo de Q' é atingido quando t = 2\V/3. Como
2V3 = 3,5, conclui-se gue o0 momento em que a
doencga esta a alastrar-se mais rapidamente é 3,5
dias, aproximadamente, apds o seu aparecimento.

46.

a) Seja P a quantidade de vedag&o usada, em metros,
em fungao do comprimento e da largura do parque:
P=x+x+y=2x+y
Como Area = 5000, vem que:

xxy=5000 < y=50Xﬂ

5000

Logo, P(x) = 2x + ,com x € ]0, +oof.
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P(x) = (2x+@) ~2+5000 <_i2) -
X X
_,_ 5000 _ 2x2-5000
N R 2
X X
P(x)=0 < 2x2-5000 A xX2#0
& x2=2500
< x=+V2500
& x=50 A x=-50 & Dp
X 0 50 +00
Sinal de P’ n.d. - 0 +
Variagao de P n.d. N Min. A

A guantidade minima de vedacdo a ser utilizada
verifica-se para x = 50, logo a menor quantidade de
cerca que se pode gastar é P(50) = 200 metros.

b) A quantidade minima de vedagdo a ser utilizada
verifica-se para x = 50, logo o parque terd

100 (y = M) metros de comprimento por 50

50
metros de largura.

4]. Sejam x e y, respetivamente, o comprimento e a
altura de um retangulo.
Tem-se que:
P=60 & 2x+2y=60 < x+y=30 < y=30-x
A drea de um destes retangulos é dada por:
AX)=xxy & A(X)=x(30-X) < 30x-x2
AX)=0 & x=0 v x=30
Logo, x € 10, 30[.
A'(x) =30 - 2x
A(X)=0 & 30-2x=0 & x=15

5x
Vx2 + 810 000
5x
CK=0 e -4+ ——2 =0
Vx2+ 810 000

5x
X2+ 810000
& 5x=4Vx2+ 810 000
(Vx2+810000 #0,V x € R)
— 25x2=16(x? + 810 000)
& 25x2-16x2 =16 x 810 000
& x2=1440000
& x=1200 v x=-1200

4

Como x > 0, entdo x = 1200.

X 0 1200 3000
Sinal de C’ n.d. - 0 n.d.
Variacao de C n.d. N Min. n.d.

X 0 15 30
Sinal de A’ n.d. + 0 - n.d.
Variacdo de A n.d. 2 Max. N n.d.

A drea maxima obtém-se quando x=15¢
y=30-15=15, ou seja, quando o comprimento e
a largura sao iguais a 15 cm.

48. x € 10, 3000[
A distancia da central ao ponto P é dada, em fun-
cao de x, por 3000 - x.
A distancia do ponto P a fabrica é dada, em fun-
¢ao de x, por:
V/x2+900? = Vx? + 810 000
Seja C a funcdo que a cada x associa o custo para
fazer passar o cabo entre a central e a fabrica.
C(x) = 4 x (3000 - x) + 5 x V/x2 + 810 000

50

C(1200) = 4 x (3000 - 1200) + 5 x
x V12002 + 810 000 = 14 700

O custo minimo é de 14 700 euros e, para tal, o
cabo deve percorrer em linha reta e por terra
1800 metros, desde a central até ao ponto P mar-
cado na figura, e sé depois passar debaixo de
agua até a fabrica.

49. Sejam r o raio e h a altura do cilindro.

VOZAth (=1 V(J:TEf'Zh (=1 h:LO2
ALszxh=2nrh=2nr><L02=%
s r

Seja C a fungéo que a cada r associa o custo de
producao do cilindro.
C(r)=3x2nr?+2 ><2—\r/0= Brr? +—4\r/0
_4Vg 1278 - 4V,

r r

12 — 4V
S a2 -

[

C'() =12nr

C(n=0 0

o 12nr-4Vy=0 A r?=0

TR
(=2 3n

Sinal de C’

n.d. - 0 +

Variagao de C n.d. N Min. 2

O custo de produgado é minimo quando:
_ Vo o Vo
: 3n < 3n
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2
o p=nrh

3n
& 3ri=r’h
< h=3rh

Entdo, o custo de producdo é minimizado se a
altura do cilindro for trés vezes superior ao raio
da base.

50. Sejam c o comprimento da janela e [ a sua largura.
Pela semelhanga de triangulos, tem-se que:

b-1

b-1 ab-al
= & =-_ -

=—F— < C »

m|o‘w|0
Qo

L€]0, b[

Seja A a funcdo que a cada [ associa a drea da
janela.

ab-al <
A(l):CXl: b _abl-al?
2 2 2b
. ab-2al
A(l) = TR
yn ab-2al _ o _b
A(l)=0 & b =0 ab 20[—0(:)[—2
b
l 0 5 b
Sinal de A’ n.d. + 0 - n.d.
Variagao de A n.d. A Max. N n.d.

A drea maxima obtém-se para [ = g

Sel= g entdo

ab—axg
C:ab—al _ 2 :20b—ab:a

2 2b 4b 2

Assim, a d&rea maxima obtém-se com comprimen-

togelarurag
g &rarguray:

51,
a f(x) = —2

x2+3
Di={x € R:x2+3%0}=R
L2 TE

condicdo universal em IR

fx)=0 <

=0, que é uma condicdo impos-
X2+ 3 q ¢ P

sivel em IR. Logo, a fungdo f ndo tem zeros.

2y 208+3)-20¢+3) | 4x
f(x)‘<x2+3>‘ (@32 (@+3)
f(x)=0<:><x2f—’§)2=0@-4x=0 N
A KX2+3)2%#0 o x=0

[ —

condigdo universal em IR
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X —00 0 +o0
Sinalde f + 0 -
Max.
Variagao de f Ve 2 N
3

f é estritamente crescente em ]-o, 0] e é estrita-
mente decrescente em [0, +o°[; % € maximo relati-

vo (absoluto) em O.
vy [ A
f (X) - ( (X2+ 3)2>
(-4X)'(X*+3)2 = (-4X) (2 +3)3)'
(x2+3)% B

_ A2 +3)2+4x X2+ 3) X 2X _

(x2+ 3)%
4(x% + 3)[-(x* + 3) + 4xX%]

(X2 + 3)*

_43-3)
X2+3)°
P =0 o 4¢3 4

(X2 +3)3

& 4(3x2-3)=0 A (x2+3)3%0
%/_J
condicao universal em IR

S x=1vx=-1

X —0 -1 1 +00
Sinal de f + 0 - 0 +
Sentido das
concavidades ()] P.I. o) P U]
do grafico de f

O grafico de f tem a concavidade voltada para cima
em ]-oo, -1[ e em |1, +oo[ e tem a concavidade vol-
tada para baixo em ]-1, 1[.

Os pontos de coordenadas (-1, f(-1)) = (—l, %) e

1, fa) = (1, %) sdo pontos de inflexao do gréfico de f.
f é continua no seu dominio, IR, por se tratar de

uma funcao racional. Como tal, o seu grafico nao
admite assintotas verticais.

>|€|L>n+w flx) = )EID)’LOC x2+3 -

. I 2
i[}n_w fix) = )Elin_m i3

Conclui-se assim que a reta de equagdoy =0 é
assintota horizontal ao gréfico de f quando x — +x
e quando X — —»,

]



2

bl g0 =

D,=x € R:x2-1#0}=R\{-1,1}

g(-x) = ) S =g(x), V x € D, logo g é
(%2-1 x2-1 ' g

uma funcdo par, ou seja, o seu grafico é simétrico
em relagdo ao eixo Oy.
2

XQXl:O@ﬂ:O A X E Dy

gx) =0 o

& x=0 A X €D,

g tem um Unico zero: x =0

lim. . g(x) = tim —X— =L — e
G = x2-1 0
. L ¥ 1
i@l‘g(x)_i@r -1 0

A reta de equagdo x = 1 é assintota vertical ao gra-
fico de g.
Como a funcao é par, pode concluir-se que a reta de
equacdo x = -1 é também assintota vertical ao gra-
fico de g.
Nao ha mais assintotas verticais, pois verifica-se que

a fungdo é continua no seu dominio.
2 2

. . . X
Comolim g(x)=lm ———=lim = =1, con-
X — +o0 X—>+o X4—=1 x—>+x X

clui-se que a reta de equagdo y = 1 é assintota hori-
zontal ao gréfico de g, para x — +% e, novamente
considerando o facto de g ser par, conclui-se que
para x — —o0 a assintota é a mesma.

x2-1 (x2-1)2 -
XX (X2-1)-x2x2x X

) (2 -1)2 C6e-1p?

g'(x) =(

¥ ) _ X)'x (x*-1)-x*x (x*-1)

Dy =R\ {-1,1}
gx)=0 & -2x=0 A xXE Dy
< x=0

X —o -1 0 1 +oo

Sinal de g’ + n.d. + + - n.d. -

Variagdo deg| nd.| ~» |Méx| ~ |nd| ¥

52

g € estritamente crescente em |-, -1[ e em ]-1, O]
e é estritamente decrescente em [0, 1[ e em ]1,
+oo[; 0 é méximo relativo para x = 0.

" 2%\
0= (G17) -
_ (20" x (x*=1)? - (-2%) x ((x* = 1)%)'

0= 1)*

202 =1)2+2xx 2(x2-1) x 2x_ _
(x2-1)*

(x2-1)[-2(x2 - 1) + 8x?]
(x2-1)*
_(-2x2+2+8x%)
S TE
. Bx2+2
(-1

g'X)=0 < Bx2+2=0 A XE Dy
_ﬂ/__J

condicdo impossivel em IR

X —0 -1 1 +o0
6x2+2 + n.d. + n.d. +
(x2-1)3 + nd. - n.d. +

Sinal de g” + n.d. - n.d. +
Sentido das
concavidades )] n.d. a) n.d. ()]
do graficode g

O gréfico de g tem a concavidade voltada para
cima em ]-o, -1[ e em ]1, +=[ e voltada para
baixo em -1, 1[.

x2+x+1
Dh) =" 0T

Dh={xEIR:2x+1¢0]:|R\{_%}

x24+x+1
h = — T
=0
o X2+x+1=0 A 2Xx+1=%0
oo 1EVIZE 1
2 2
%—J

condicdo impossivel em IR

Logo, a fungdo h nao tem zeros.
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vor ([ X2Hx+1Y
MX)‘( 1 )"

(X2+x+1)(2x+1) - (x2+x+1) (2x+1)
(2x +1)2
(2x+1)(2x+ 1) - (x2 + x + 1)?
(2x + 1)2 B
GXPH4X+1-2%-2x2 22+ 2x-1
(2% +1)2 o (2x+1)2

vy 22+ 2X+1
H(=0 & Zo-5==0

& 22+ 2x-1=0 A (2x+1)2=0
2xV4+8 1

=4 X:T /\Xi—E

. -1-V3 . 1+V3
X T VR T

X —o0 -

Sinal de h’ +

0
Max
Variagdode h| V3 N n.d.
2

V3
2

w

X N
2

Sinal de h’ - 0 +

Min.
Variagdode h| V3 7
2

1 V3

h é estritamente crescente em }—00, 5T —} e

2
em [—% + % +00[ e é estritamente decrescente

em [—l—ﬁ,—l[eem ]—l N ﬁ}

wron [ 2X2+2x=1\
h (X)_( (2X+1)2 >_

(22 + 2%~ 1)"(2x + 1)2 = (22 + 2%~ 1)((2x + 1)2)’
(2x+1)*
(bx+2)(2x+1)2 - (2 + 2x-1)2(2x + 1)?
(2x +1)%

(2X+ 1)[(4x+2) (2x+1) - 4(2x%2 + 2x - 1)]
(2x+1)*

_6
(2x +1)3
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6

h"(x) =0 & ———= =0, que € uma condicdo im-
) 2x+1°8 ¢
possivel em R.
X —% —% +o0
Sinal de h"” - n.d. +
Sentido das
concavidades a) n.d. (V)]
do graficode h

O gréfico de h tem a concavidade voltada para baixo

em ]—00, —%[ e tem a concavidade voltada para cima

em ]— % +oo[; nao tem pontos de inflexao.

h é continua no seu dominio, R\ {— %} por se tratar
de uma funcédo racional. Assim, sé a reta de equa-
caox = 1 ¢ candidata a assintota vertical ao gra-

2
fico de h. 3

(3 0=t P

limy 1\ hx) =tim, o XL 4
X— (—%) X— (—%) 2x+1 0
A reta de equagdo x = - 1 ¢ assintota vertical ao

2
grafico de h.

m=Llim hx) _
X—>+e X

| X2+x+1
X+ 24X

xo+e\ 22X +1 2
X— 4o 4X + 2

1+Z
X

. <x2+x+1 1 )
=lm (—(————--Xx]|=

“lim ——— =1
X — +o0 4_,_2 4

m=Llim M:
X—-% X

x2+x+1
22 +x

1+l+i2
i —
_XILn—OC 2+l a
X

=lim
X —> —0

N | =

93




b =lim (h(x)—lx)=
X — —o0 2
— lim x2+x+1 10\
_x—>°c( 2x+1 2 )
x— -2 4X+2
1+Z
i —X 1
_XILn’x 4+2 _4
X

. . ~ 1 1
Conclui-se assim que a reta de equagao y = ) X+ %
¢ assintota obliqua ao grafico de h quando x — +«

e quando x — —»,

52,
_1-x
afix) =755
Di={x € R:1+x70}=R\{-1]
=0 & X-0 & 1-x=0 A 1+x#0 & x=1

94

1+x
1 é o Unico zero da funcgao.

. :(1—x)': (14X -1-x _ 2

1+x (1+x)2 - (1 +x)2

fx)=0 & - 1 +2x)2 =0, que é uma condigao im-

possivel em IR.
f(x)<0,VxeR\{-1}

f é estritamente decrescente em ]-«, -1[ e em
-1, +eo].

(x) = (- 2 ': 2x2(1L+X) _ 4
(1+x)? (1+x)* (1+x)3
f'x)=0 < (X+741)3 =0, que é uma condicdo im-
possivel em IR.
X —o0 -1 400
Sinal de " - n.d. +
Sentido das
concavidades e n.d. U
do grafico de f

O gréfico de f tem a concavidade voltada para
baixo em ]-», -1[ e tem a concavidade voltada
para cima em ]-1, +oo].

f é continua no seu dominio, IR \ {-1}, por se tratar
de uma funcgao racional.

Assim, s6 a reta de equacdo x = -1 é candidata a
assintota vertical ao grafico de f.

. o 1-x_ 2
{m . f) =lim . 1+x o 7
. iy 1-x_ 2
i'T_r fx) ‘i'T_r 1+x 0O

A reta de equacado x = -1 é assintota vertical ao
graficode f.

1-x %_1
Uy i =Y, 1o =, =
=+1
X
1-x %_l
yinm fx) = lim | Tix =lim | 7l+ ) =-1

Conclui-se assim que a reta de equagédo y=-1 ¢é
assintota horizontal ao grafico de f quando X — +©
e quando X — —,

b ) =
Di={x€R:x-1=0}=R\ {1}
2
=0 Xx_—lzo o x2=0 A x-120 < x=0

0 é o Unico zero da funcéo.

RN AxXx-1)+x2x1 XX
F _<x—1> - (X-1)2 T X1

_ X2-2x
fx)=0 < 1

& x2-2x=0 A (x-1)2%0
o x=0vx=2

X —0 0 1 2 +00
Sinal de f’ + 0 - n.d. - 0 +
Variagiodef| MSX' N nd | N Min' 2

f é estritamente crescente em ]—x, 0] e em [2, +oo[
e é estritamente decrescente em [0, 1[ e em ]1, 2];
0 é maximo relativo para x = 0 e 4 € minimo relati-
Vo para x =2,
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von [ X2=2x\
F') —((X_l)z) =
_ (2x=2)(x=1)2- (2= 2%) x2(x=1) _
(x-1)*
x-1) (2x-2)(x-1)-2(x*-2x))
(x=1)% -
__ 2
(x-1)3
f'X)=0 < W =0, que é uma condicdo im-
possivel em R.
X —o0 1 +0o0
Sinal de "’ = n.d. +
Sentido das
concavidades a) n.d. (V)]
do gréfico de f

O grafico de f tem a concavidade voltada para
baixo em |-, 1[ e tem a concavidade voltada para
cimaem ]1, +oo[,

f é continua no seu dominio, IR \ {1}, por se tratar
de uma funcgéo racional.

Assim, sO a reta de equacdo x = 1 é candidata a
assintota vertical ao grafico de f.

lim.. f00 = tim_. = L — 4o
X—1" Txo1tx-1 O

. L ¥ 1
- =tm = =

A reta de equagdo x = 1 é assintota vertical ao gra-
ficode f.

2 1
m=tim ™ _jim X _iim =1
X4 X XA XT—X X—ode ]
X
b=Llim (f(x)-x)=
X — oo
. ( X2 )
=lm [ ——-x|=
X— 40\ X—
p— 1 X —
_>|Z|£>n+ocx—]_
, 1
=lim =1
e
X
2 1
m=Llim ﬁ=l|m zx =lim 1 =1
X—-© X X— -0 X=X X — —%© 1-=
X
b=Llim (f(x)-x)=
X —> =%
2
=lim (—— )—
X—>-0 |\ X—
_ilin—acx—lz
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=i L =1
_X[)n_oc 1_1 =
X

Conclui-se assim que a reta de equagcdoy =x+1¢
assintota obliqua ao gréfico de f quando x — +x~ e
guando X — —.

X
X2-4
Di={x € R:x2-4%0)=R\{-2, 2]

¢ f(x) =

fx)=0 & =0 x=0AX-4#0 & x=0

X2-4
0 é o Unico zero da funcao.

P = [—X P-4 -xx2x _ x2-4
X2 4 (X2 —4)? (x2—4)?
- Kb 24
fH)=0 & (55 =0 & H-4=0
condigdo impossivel em IR
A (X2-4)2%0

f(x) <0,V xER\[-2 2}

f é estritamente decrescente em |-, -2[, em ]-2, 2[
eem [2, +ool.

, *X-4 Y
“2X(X% = 4)% = (X2 - 4) x 2(x2 - 4)2x
- (x2 - 4)? -
PP+ 4+ 22+ 4)
(x* - 4)
_2X(x2+12)
R
2
i =20

AX2-4)3#0 & x=0

=0 & 2X(x2+12)=0 A

X -0 -2 0 2 +o0
2x(x% +12) - - - 0 + + +
(x2-4)3 + 0 - - - 0 +
Sinal de " - |nd| + 0 - |nd| +
Sentido das
concavidades N |nd| U P.I N |nd| U
do grafico de f
55



O grafico de f tem a concavidade voltada para
baixo em |-, -2[ e em ]0, 2[ e tem a concavidade
voltada para cima em ]0, 2[ e em ]2, +%[, tem um
ponto de inflexao de coordenadas (0, 0O).
f é continua no seu dominio, IR \ {-2, 2}, por se tra-
tar de uma fungao racional.
Assim, sO as retas de equacdo x = -2 e X = 2 sdo
candidatas a assintotas verticais ao grafico de f.

X -2

My P =hm ez =g =
X _2__
A (-2 flx) =i o X—4 0
. T X 2
ilinz* fix) = i@f x2-4 0 e
2

yrjz’ fix) =>E|an’ x2-4 0

As retas de equagdo x = -2 e x = 2 sdo assintotas
verticais ao grafico de f.

- — i X ot 1
i'g]+mf(x)_ilw+wx2_4_i'inm 4 _+oo_0
X
. iy X . 1 1
=t =i —L =L <o
X

Conclui-se assim que a reta de equagcaoy =0 é
assintota horizontal ao gréfico de f quando x — +«
e quando x — —»,

53.
af(x) = Vx2-1
Dy={x € R: X212 0} = ], -1] U [1, +o0

Calculo auxiliar

x2-1=0 o x=1v x=-

1
/+
_ 1 X

N

+
-1

fx)=0 & Vx2-1=0
o x2-1=0
& x=1vx=-1

-1 e 1 sdo0 os Unicos zeros da fungao.

56

= (Vie-1)' =2 62-177 2x- S
f=0 < ﬁzo o x=0¢ Dy
X —0 -1 1 +00
Sinal de f - nd. | nd. ;
Variagiode f| ng' M[;”' ~

f é estritamente decrescente em ]-, -1] e é estri-
tamente crescente em [1, +oo|.

f'x)=0 & - ﬁ =0, que é uma equagao
X p—

impossivel em R.

f'(x) <0,V x € D

O grafico de f tem a concavidade voltada para
baixo em ]-o, -1[ e em ]1, +oo[.

f é continua no seu dominio, |-, -1] U [1, +[, por
se tratar da composta da funcdo raiz quadrada
com uma fungao polinomial.

Assim, o seu grafico ndo admite assintotas verti-
cais.

m=Llim =
X — 40 X X — +o© X
X2 1—% Vx2 /l—i2
X
=lim =lim —— =
X — +o0 X X — o0 X
[X] 1—% X ll—i2
X
=lim =lim —— =
X — +0 X X — +© X
=lim l—%zl
X — +00 X
b=lim (fx)-x)=lm (Vx2-1-x)=
X — +% X — 40
x2-1-x? -1

:>E|—>m+x VxZ-1+x :i”l‘m Vx2-1+x =0
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2_
m=tim T8 XL
X—-x X X — —00 X
le_% Vi J1-L
X X
=lim =lim =
X — —% X X — -0 X
[X] 1—% X 1—%
X . X
=lim =lim =
X — —0 X X — —0 X

= lim (— /1—%)=—1
X — 0 X

b=lim (fx)+x) =lm (Vx2-1+x)=

X — —o0 X — —0
X2 -1-x? -1

ﬂ@—x VxZ-1-x =>9T—oo Vx2-1-x =0

Conclui-se assim que as retas de equagao y = x e
y = -X sdo assintotas obliquas ao grafico de f quando
X — 4+ e quando x — —, respetivamente.

YV

=V

_Ix+3|
2x+1

b) f(x)

Df=[X€|R:2X+l¢O}=|R\{_%}

_ Ix+3l _
=0 <o
S Ix+31=0 A 2x-1=%0
< x=-3
-3 é o0 Unico zero da funcao.
X+3 se x>-3
2xX+1
) = Ix+3l _
2x+1
XZ3 e x<-3
X+1
Sex>-3:
FIx) = X+3\_ 2X+1-(x+3)x2 __ -5
x+1 (2x +1)2 (2x+1)2
_ -5 . s
fix) =0 —(2X+1)2 = 0, que é uma condigdo im

possivel em IR.

f(x)<0,Vxe]_3,+oo[\{_%}

Sex<-3:
FIx) = Xx-3\ _ —(2x+1)-(x-3)x2 _ 5
_<2x+1> - (2x + 1)2 T (2x+1)2
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fix) =0 < 5 7 =0, que € uma condig&o im-

(2x + 1)
possivel em R.

f(x) >0,V x & ]-o, -3[

Se x =-3, tem-se que f(-3") # f(-3"), pelo que n&o
existe f'(-3).

X -0 -3 *% +o0
Sinal de f + n.d. - n.d. -
Variac3o de f A MSX' N n.d. N

f é estritamente crescente em ]-», -3] e é estrita-
mente decrescente em [—3, - %[ eem ]— % +oo[; 0
& maximo relativo para x =-3.

Sex>-3:

oy _ -5\ 5x22x+1)x2 20
Fioo = ((2x+ 1)2) ST 1)t (2x + 1)3

f'x)=0 <

20 0, que é uma condicdo im-
(2x+1)3°

possivel em R.
Sex<-3

£ =(

5 \_ -5x2x+1)x2 20
(2x+1)2 (2x + 1)% (2x+1)8

20
(2x+1)3
possivel em R.

f'(x) >0,V x € |-, =3[

f'x)=0 < - =0, que é um condig&o im-

X —% -3 —% +oo
Sinal de " + n.d. - n.d. +
Sentido das
concavidades ] P.I. a) n.d. (U]
do grafico de f

O gréafico de f tem a concavidade voltada para baixo

em }—3, —% e tem a concavidade voltada para cima

em ]—x,-3[ e em] —%, +oo[.

f é continua no seu dominio, IR \{— 5}' por se tratar

do quociente entre duas fungdes continuas.

Assim, sé a reta de equagdo x = —% é candidata a
assintota vertical ao grafico de f.

]

2

Ty

—_

N

51




A reta de equacao x =— 1 é assintota vertical ao

2

gréfico de f.

3 Y1
. Y +3 _1
)|2IL>n+ccf(X)_y—>m+co 2X+1_X—>+oo 1 _2

X

3 ! _3 1
. Y x-3 _ 1
tm ) =lim o7 =lm, , 1 2

X

Conclui-se assim que as retas de equacéo y = % e
y=- % sao assintotas obliquas ao grafico de f

guando x — +% e quando x — -, respetivamente.

54.
_P@R)-P(0) _23-5 _

a) t.m.V.[O‘ 3] 3.0 3 6

A velocidade média do ponto entre os instantes t =0

et=3¢é6cm/s.
b) P'(t) = 6t2 - 8t
P'(3)=6x9-8x3=30
A velocidade no instante t = 3 é igual a 30 cm/s.
P'(3)-P(2) _30-8

3-2 1

A aceleracdo média entre os instantest=2e t=3
é 22 cm/s?.
dP'(t)=12t-8

P'(t)=0 & 12t-8=0 & t=%

=22

c

t 0 2 60
3
Sinal de P” - - 0 + +
Variagdo de P' | Max. N Min. Vs Max.

A velocidade diminui no intervalo de tempo ]O, %[
e aumenta no intervalo de tempo }% 60[; atinge a

. .. 2 ,
velocidade minimaem t = § e, nesse instante, a

aceleracdo é igual a 0 cm/s2.

58

99.

ah(t)=0 & —4,9t2+120t=0
< t(-49t+120)=0
< t=0 v -49t+120=0

120
t=0 vt=""
= 0 v 49
120 ~ T
Como 49 = 24,5, entdo o projétil atingiu o solo

aos 24,5 segundos, aproximadamente.
h'(t) =-9,8t + 120

(120 _
h([hg)_ 120

A velocidade com que o projétil atinge o solo é
-120 m/s.

bh(t)=0 & -98t+120=0 t=%
t 0 120 120
9,8 49
Sinal de h’ + + 0 - -
Variagdode h | Min. Vs Méx. N Min.
120
h ( 55 ) ~ 734,69
A altura maxima alcangada pelo projétil é 734,69 m.
h'(4)-h(2) _ 808-1004
o —4—, = 2 =-9.8

A aceleracdo média entre os instantest=2et=4
é de -9,8 m/s2

d)a(t) =h"(t)=-9,8
Em qualquer instante a acelerac@o é de -9,8 m/s2.

56.
a) Seja h a fungéo de dominio IRJ{J definida por
o /o3
hix) = fx) - gx) = V=75 =
A fungdo h é continua em [0, 1], por se tratar da
diferenca entre duas funcdes continuas neste
intervalo.

3
h = ——:—1
(0)=0 3
=1 — 3 :l
hit)=1 1+3 4

Assim, h(0) < 0 < h(1).

Entao, pelo teorema de Bolzano-Cauchy,

dce€]0,1[:h(c)=0 & dc€]0,1[: f(c)—g(c) =0
< dce]0,1[: f(c) =g(c)

Ou seja, a equagao f(x) = g(x) tem pelo menos uma
solugdo no intervalo ]0, 1].
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b)

c)

L1 N
Fx)=(Vx) = ~ >0,VxE R}

Logo, a funcao f é crescente em IRE; em particular,
fé crescente em |0, 1[.

, 3 \ _ 0-3x2X —6x
g'(x) = = =

— — +
@+3) T erar  arap <O VXER

Logo, a fungdo g é decrescente em IR*; em particu-
lar, g é crescente em 10, 1].

As funcoes f e g intersetam-se pelo menos num
ponto do intervalo ]0, 1[, de acordo com a alinea a).
Além disso, f e g sdo estritamente mondtonas em
10, 1[, como ficou provado na alinea anterior. Este
facto permite garantir a unicidade do ponto de
intersecdo dos graficos em ]0, 1[ e utilizar com
confianca os resultados observados em intervalos
contendo o ponto de intersegao, tdo pequenos
quanto a capacidade da calculadora o permitir, ja
gue, nesses intervalos, teremos 0os mesmos resul-
tados de monotonia e comparacgéo das duas fun-
¢des que supusemos para o intervalo inicial.

A

v

@)

Assim, x = 0,72.

51,

a)

b)

A fungao f é continua em [-3, -2], por se tratar de
uma funcéo polinomial.

f(=3)=(-3)%+(-3)3+5x (-3) +1=40
f=2)=(-2)*+ (-2)3+5x (-2)+1=-1
Assim, f(-3) <0 < f(-2).

Ent&o, pelo teorema de Bolzano-Cauchy,
Jdce]-3,-2[:f(c)=0.

A proposicao é verdadeira.

(-2,1650) /

><V

c=-2,165
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98.
a) D,={x € Rix+520}=[-5, +o

T =T DU S S
g =(2-Vx+5)'= 2(X+5) 2 = m 0,
YV x € [-5, +oo[

Assim, a funcdo g é decrescente em todo o seu
dominio.
b g(-1)=2-V4=0
Logo, A(-1, 0).
g(1)=2-V6
Logo, B(1, 2- V).
O declive da reta AB é:
0-(2-Ve) _ 2-V6

-1-1 2

Como a fungdo g € continua em [-1, 1], por se tra-
tar da soma de duas fungdes continuas neste
intervalo, e diferenciavel em ]-1, 1[, entdo o teore-
ma de Lagrange permite concluir que existe pelo
menos um ponto do grafico de g no qual a tangen-
te é paralela a secante AB. Fica assim justificada a
existéncia de um ponto C do grafico de g em que a
reta tangente tem declive igual ao da reta AB.

, 2+V6
dgx)=——F7—
2
ylk
1 O 1 x;
I
— [ro05-022)
x=-0,05
59.
a D, =R\ {0}
' 1\ 1
=(32+2) =gy~
h'(x) <3x +X) 6x 2

A funcdo h' é continua em [% , l], por se tratar da

diferencga entre duas funcdes continuas neste
intervalo.

Assim, h(%) <1<h({)




Entao, pelo teorema de Bolzano-Cauchy,

Jdce }%1[ h'(c)=1.

Ou seja, existe pelo menos um ponto de abcissa
pertencente ao intervalo ]% , 1[ para o qual a reta

tangente ao gréfico de h é paralela a bissetriz dos
quadrantes impares.

b) s

v y=x
(0,58; 0,58)
o 0,5 .
x=0,6

Aprende Fazendo
Péginas 64a75
1. Opcao (A) .

x2—x—6 (o) (Xx—3)(x+2)

= lim ——F————-=

yLnB flx) = lim x—>3 (X—3)(x—1)

x—3 X2 —4x+3

~lim X*2_5
x—>3x—-1 2
Logo, ianS h(x) >§.

Assim, o valor de lim_h(x) pode ser 3.
x—3

2. Opcao (C)

X -6 -1 3

Variagao de h -2 A 4 N -3

Nestas condigdes, e sendo a fungdo continua em
todo o seu dominio, pode concluir-se que h(x) = 1
tem duas solugbes: uma no intervalo ]-6, -1[ e
outra no intervalo -1, 3[.

3. Opcéo (B)
O Unico gréfico que apresenta mudanca de sinal no
ponto de abcissa 2 é o grafico da opgéo (B).

4. Opcao (A)

X 0 b +o0
Sinal de f 0 - 0 +
Variagao de f N Min. A
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X 0 a +00
Sinal de " - - 0 +
Sentido das
concavidades N P.I. @)
do grafico de f

5. Opcao (A)

X —0 400

Sinal de h” -

Sentido das
concavidades e
do gréfico de h

6. Opcdo (A)
Sabendo que a primeira derivada de g é negativa
em IR e a segunda derivada é positiva em IR, entéo
trata-se de uma funcdo estritamente decrescente
cujo grafico tem a concavidade voltada para cima
em IR.

1. Opcéo (C)
- lim (-2 \_
)&II;nZ, (—f(X))—)EILn2< X-2 +x2—4>_
(0 = 22) l X-2+2 _
B x|—>mZ_ -4
—X 2
=lim =——=+w

Logo, como V x € IR*, h(x) > —f(x), entdo o valor de
lim _ h(x) é +oo,
X—2

8. Opcao (B)

- lim_ f(x) = lim > S
x50 T XS0 /31 42
o)
TS T
X200 /X2 (x + 4)
—lim X(x-2) _
X220 x|'Vx+4
—lim X222
x>0 _\/x+4 2
i i (x+3)2-9 B
My 90 =My 1VaVx+3-V3) -
0
(g) 1 (x+3-3x+3+3)(Vx+3+V3) _
12V3 x50 Xx+3-3

ﬁ lim _ [(x+6)(Vx+3+V3)] =

o

1
V3 xBx2V3=1
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Entao, pelo teorema das fungdes enquadradas,
vem que )Eimo,h(x) =1
—

9. Opcao (D)

Como a funcgao f é continua no intervalo [-1, 3], em
qualquer uma das opgGes se encontra uma expressao
de uma fungdo g também ela continua em [-1, 3]
(soma ou diferenca de fungdes continuas).

Assim, basta averiguar em qual das expressoes as
imagens de -1 e 3 por g mudam de sinal:

Na opgéo (A): g(x) =x + f(x)

g-l)=-1+f(-1)=-1+3=2>0
9(3)=3+f(3)=3+8=11>0
Na opgéo (B): g(x) =x - f(x)
g(-1)=-1-f(-1)=-1-3=-4<0
9(3)=3-f(3)=3-8=-5<0
Na opgao (C): g(x) = X2 + f(x)
g(-1)=(-1)2+f(-1)=1+3=4>0
9(3):32+f() 9+8=17>0
Na opgao (D): g(x) = x% - f(x)
g9-1)=(-1)2-f(-1)=1-3=-2<0
g(3)=32-f(3)=9-8=1>0

10. Opcéo (B)
* A opcéo (A) é falsa; contraexemplo: f(x) = x2 + 1.
+ A opgao (B) é verdadeira.
Seja f uma funcao polinomial de grau impar defi-
nida por f(X) = app 41 X271+ Ay X271 + .+ agX + ap,
com ap, 1> 0.
Entdo, lim f(x) =—celim f(X) =-+co.
X — —% X — +o0
A funcao f é continua em IR, por se tratar de uma
fungdo polinomial, em particular, f é continua
em qualquer intervalo fechado de nimeros reais
[a, b] tais que f(a) < 0 < f(b).
Logo, pelo teorema de Bolzano-Cauchy,
Jdc &€ ]a, bl: flc)=0.
A demonstragdo para o caso em que 0y, 1 <0 é
analoga.

+ A opgao (C) é falsa; contraexemplo:
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+ A opcao (D) é falsa; contraexemplo:

11. Opcéo (B)
f'(x)=0
o (X2-3)(x2+1)(x-2)2%=0
& x2-3=0v x2+1=0v (x-2)2=0
o x2=3 v x2=-1v x-2=0

——
condigdo impossivel em IR

= x=V3vx=-V3vx=2
X -V3 V3 2
(x2-3) + 0 - 0 + + +
(x2+1) + + + + + + +
(x-2)2 + + + + + 0 +
Sinal de f’ + 0 - 0 + 0 +
Sentido das
concavidades | U P.. N P.l. ) U
do grafico de f

O grafico de f tem dois pontos de inflexao.

12. Opcdo (A)

Sabe-se que:

+ h(0)=2;

+ h'(0) é o declive da reta tangente ao grafico de h
no ponto de abcissa 0. Como esta é paralela a bis-
setriz dos quadrantes pares, entdo o seu declive
é -1. Assim, h'(0) =-1;

+ h"(0) = 0, pois, em x = 0, o grafico da funcéo h
muda o sentido das concavidades.

Assim, h(0) + '(0)+h"(0) =2+ (-1)+0=1.

13. Opcdo (C)
Por observacao do gréfico de g, sabe-se que g(a) <0,

g'(a)<0eg'(a)>0.Assim, g'(a) xg"(a) < 0.

14. Opcdo (A)

2
b =~ 900 + 75
2v
0= (-3 000+ 5 ) =5 90 + 5
-1 "(x) +x
2g
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h'(x) = <—%g’(x) +x)‘ =—%g'(x) i1

O grafico da funcdo h” obtém-se do gréafico da
funcdo g" por uma contragdo vertical segundo

fator % seguida de uma simetria em relagao ao

eixo Ox e posteriormente de uma translagéo asso-
ciada ao vetor 7’ (0, 1).

15. Opcéo (C)

X —00 -3 400

Sinal de " - 0 +

Sentido das
concavidades a) P.l. @)
do grafico de f

16. Opcao (D)

f é estritamente decrescente em [0, 5], logo
f'(x) <0,V x € [0, 5]. Assim, o gréfico de f tem a
concavidade voltada para baixo em [0, 5].

17. Opcao (A)
im fx)=lm (V4x2+3x+1-2x)=

X — +o0 X — +00
(o) 4x2+ 3x + 1 - 4x2
- i@m V4x2+3x+1+2x
. x+1
_ilinm V4x2 +3x+ 1+ 2x
(3) . 3x+1
= lim =
X — +%© 3 1
2 o, 4
\/4x(1+4x+4xz)+2x
— lim 3x+1
X — 4o
3 1
2X Jl+—+—"5+2
X ax " me T

x<3 + %)

—) 00
3 1
x(2 1+ ™ + 2 +2>
3+
. X
=m "
” 3 1
2 1+4x+4x2+2
= 3 =—3—
2+2 4

Como V x € IR*, h(x) > f(x), entdo o valor de
lim h(x) pode ser 1.
X =+
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18. Opcao (B)
lim ) -fx — _lim fO-rQ) _

x—>1 x2=1 x—1 (x-1)(x +1)
= —tim LR gy L
X—1 X—1 x—1X+1
M Ll__5
= f(1)><2 2

19. Opcdo (C)
Das opcdes apresentadas, f(1) € maximo relativo
de f apenas nas opgoes (A) e (C); destas, é apenas
em (C) que se verifica f(x) constante se -2 < x < 1.

20. Sabe-se que lim u,, = +o.

%
Tem-se que —2

>1 < v,2up, paran=20.
uﬂ
Assim, lim v, > lim u,, logo lim v, = +o,

2. lim w,, = lim (-v,)) = -lim v,, = —(+%) = —»

22. A funcéo f é continua em IR, por se tratar de uma
funcéo polinomial, em particular, a fungao f é con-
tinuaem [1, 2].
f1)=14-5x1=-4
f2)=24-5%x2=6
Logo, f(1) <0< f(2).

Entao, pelo teorema de Bolzano-Cauchy, a funcdo
f tem pelo menos um zero no intervalo 11, 2].

3.

a) A funcdo f é continua em [-2, -1, por estar defini-
da, neste intervalo, por uma fungao polinomial.
A funcéo f é continua em ]-1, O] por estar definida,
neste intervalo, por uma funcao afim.

iiﬁm_f f(x) = i@-l’ 2x+1)2+1) =1

im . fi)=lm . (2x-1)=1

fi-1) =1

Como iim_f f(x) = iim_f f(x) = f(-1), entao f é conti-

nuaemx=1.
Assim, f é continua em [-2, O].

b) Pela alinea anterior, f é continua em [-2, O].

f-2)=2(-2+1)2+1=3
f0)=-2x0-1=-1
Logo, f(0) <0 < f(-2).

Assim, pelo teorema de Bolzano-Cauchy,
Jdce]-2,0[f(c)=0.
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24,
a) Se x < 3, entdo:

fix) =2 @%zz & Xx=6¢& ], 3]

Se x > 3, entdo:
fxX)=2 & x+2=2 < x=0¢&]3, +[

Logo, V x € IR, f(x) # 2, em particular, V x € [0, 4],
f(x) = 2.

_0_
bl £(0) =3 =0
fl4)=4+2=86

Logo, f(0) < 2 < f(4).
i = i, =1
tim_ f(x) =lim_, (x+2) =5

Como lim__f(x) = lim_, f(x) e 3 € Dy, entédo f ndo €
x—3 x—3

continua em x = 3.

Assim, como a fungdo nao é continua em [0, 4] ndo
¢ garantido que exista x € [0, 4] tal que f(x) = 2,
apesar de f(0) < 2 < f(4). Logo, a veracidade da pro-
posicdo da alinea anterior ndo contradiz o teorema
de Bolzano-Cauchy.

¢) A funcdo f € continua em ]—», 3], por se tratar de uma
funcdo afim, em particular, f é continua em [0, 3].
Assim, pode concluir-se, pelo teorema de Weiers-
trass, que a fungao f admite neste intervalo um
maximo e um minimo.

d) Se x € ], 3], entdo, f(x) = (%) - %
X 0 3
Sinal de f + + +
Variagao de f M(;n. A Mi‘x-

Conclui-se assim que no intervalo [0, 3] o minimo
defé 0eomaximodefél.

25. Seja x 0o comprimento do parque, em metros, e
sejay a sua largura, em metros.
Tem-se que xxy=3600 < y= S)B)(ﬂ

Seja P a fungdo que a cada x associa o perimetro

do parque.

x € 10, 3600]
Px) = 2x + 2 x 2000 _ 9y, 1200
X X
P = (2X . 7200) _,_ 720
X X
|ﬂ6ﬂl Expoente” Dossié do Professor

7200 _

P(x)=0 & 2- 2 0
2x2-7200
o=y =0
X
o 2X2-7200=0 A x2#0
= x2=3600

< x=60 v x=-60

Como x > 0, entdo x = 60.

X 0 60 3600
Sinal de P’ + 0 -
Variagao de P A Max. N
3600
y="2"==60
60

Assim, o parque deverd ter comprimento e largu-
ra iguais a 60 metros.

26. Seja x 0o comprimento do campo, em metros, e
sejay a sua largura, em metros.
Tem-se que:
2x+2y=360 @ x+y=180 < y=180-x
Seja A a funcdo que a cada x associa a area do
campo.

x €10,180[
A(x) =x x (180 - x) = 180x - x2
A'(x) =180 - 2x
AX)=0 < 180-2x=0 < x=90
X 0 90 180
Sinal de A’ - 0 +
Variagao de A N Min. yd
y=180-90=90

Assim, o campo devera ter comprimento e largu-
ra iguais a 90 metros.
21.
a) Para todo o nimero natural n, tem-se que:
nm
-1<cos(—|<1
7

& -2<c0s ”—f)—lso

Como lim =0, entao, pelo teore-

2 _ 0
n?+1 n?+1
ma das sucessdes enquadradas, conclui-se que

nm
— -1
cos( 7 ) )

lim i1 0.
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b) Para todo o nimero natural n, tem-se que:
0<cos? (no) <1
& -1<cos?(no)-1<0
2
1 _ cos?(no)-1 _ O

S < <
Vi Vi Vn
1
Como Llim (— W) = lim % =0, ent&o, pelo
n

teorema das sucessoes enquadradas, conclui-se

. cos? (no) -1
ue lim ———=— =0.
f Vn
. ~ n
¢) Seja (u,) a sucessio de termo geral u, = 3h+ 0
u -u,= n + l _L —
"N 3n+5 3n+2
_ _(n+1)@Bn+2)-n@Bn+5) _
(3n+5)(3n+2)
_3n’+2n+3n+2-3n*-5n _
(3n+5)(3n+2)
2
=—>———>0,VneEeN
@n+5@nr2)
Logo, a sucessdo (u,,) € mondtona crescente.
u=1
175
Us = n :l— 2 <l,VnEIN

3n+2 3 3(8n+2) 3

Calculo auxiliar

L2 1
3 3
2
3
l n 1
= < =
Entao, s 3n+2_3,VnEINe
n

C(1\n /1NN ~
Como lim (—) =lim (§> =0, entéo, pelo teorema

5
das sucessdes enquadradas, conclui-se que
l n\'=
m ( 3n+ 2) -
. ~ 2n-4
d) Seja (u,,) a sucessio de termo geral u, = 31
2n-4
u,>0 < 371 >0

& (2n-4>0 A 3n-1>0) v (2n-4<0 A 3n-1<0)

& <n>2 A n>%> v <n<2 /\n<%)

| S
condigdo impossivel em IN
S n>2

Logo, os termos da sucessao de ordem superior a
2 sdo todos positivos.

64

2n-2 2n-4 _
3n+2 3n-1
_ (2n-2)(3n-1)-(2n-4)(3n +2)

(Bn+2)(3n-1)

B6n?-2n-6n+2-6n?2-4n+12n+8 _
3n+2)(3n-1)

Up+1—Up=

10
“@n+2@En-n Ve

Logo, a sucessao (u,) € mondtona crescente.
P
372

__n_ _2__ 4 1
Un=3,v2°3 3@n-1 3 " "EN

Calculo auxiliar

2n-2 3n-1

2 2
—2n+§ §
_4
3
2
_ _ n=
Entao, 2 3 3 3e

(2] <(: )(%) T

Como lim (;) =lim <§>n =0, entao, pelo teorema

das sucessdes enquadradas, conclui-se que
. [(2n=4\n

L =0.

m <3n— 1)

~nb .
e) Todos os termos da sucessio 7 sdo positivos, logo

e,>0,VvnelN.

Por outro lado,

nn n n-1 n-2 1 n n n
— == X——X——X.X—<—X—X—X..X
n" n n n n n n n
«I-Lyvnen
n n
|
Entéo,0<in'sl,VnEIN
n" n
n! 1
& 252+—<2+—VneN
n" n

Como lim 2 = lim (2 + %) = 2, entao, pelo teorema
das sucessdes enquadradas, conclui-se que

lim (2 +ir:> -2,
n

28. Para todo o nimero natural n, tem-se que:
-1<senn<l < -4<senn-3<-2
& —4n?<n%(senn-3) <-2n?

Como lim (-4n?) = lim (-2n?) = -, enté&o, pelo teo-
rema das sucessdes enquadradas, conclui-se que
lim (n?(sen n - 3)) = —=.
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2n+1
n-2"

29. Seja (u,) a sucessao de termo geral u, =

u :2n+1:2+ 5
" n-=2 n-2

Para todo o nimero natural n > 2, tem-se que u,, > 2.

Assim, lim (2”—+21)" > lim 2,

Como lim 2" = +o0, entao, conclui-se que

, (2n+1)n
lim = 400
n-2

30.

a) Tem-se que:
-1<cosx<1,Vx€ER
4<5+cosx<6,VxeER

4 _ 5+ cosx

6 N
< < VX ER
Vx Vx Vx 0

. 4 6 ~
Comoilin+m x —)Elgﬂm —\/; =0, entao, pelo

teorema das fungdes enquadradas,

; 5+cosx _
e 0

b) Tem-se que:
—155en<%>sl,Vx€ IR\ {0}

“(x=2) < (x-2) sen (%)sx—zwaﬁ\m]

Como lim_ (—(x - 2)) = lim_ (x - 2) = 0, entao, pelo
X— 2 X— 2

teorema das funcdes enquadradas,
lim {(x -2) sen (lﬂ =0.
X— 2 X

¢) Tem-se que:
-1<senx<1 Vx€ER
“1+2x2<senx+2x2<1+2x4, VX ER

-1+ 2x2 . sen x + 2x2 . 1+ 2x2
1, ° 1. 1.,
x+2x x+2x x+2x
VxeR\{-2 0}
1
-=+2
, -1+ 2x2 _ X2
Como lim 1 = lim 1 1 =4
X = +x© X+_X2 X = +o© — 4=
2 X 2
1
=+2
22 R
elim x+lx2 =lm l+l = 4, entao,
2 X 2
entdo, pelo teorema das fungdes enquadradas,
lim+ senx1+2x2 .
T ox+ox?
2
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d) Tem-se que:

-1<cosx<1,VxeR
—xz—xcosxzx,VXelRa
—X4—XZ—X4—XCOSXZ—X4+X,VXE|R6

Como lim  (-x*-x) =lim (x‘* (—1—%>)=+we

X — —© X — —©

lim (=x*+x) =lim (x‘* <—1 + %)) = +oo0, entdo,
X — —%© X — —© X

pelo teorema das fungdes enquadradas,

lim  (-x*-Xcos X) = —»,

X — -0

e) Tem-se que:

-1<senx<1, VxeR
2x—122x+senx22x+1,VxelRS

1 .1 1

< < ,VxER’
2x-1 " 2x+senx ~ 2x+1 0
X2 X X +
< < L, VXER
2x-1 " 2x+senx ~ 2x+1 0
2
Como )E@m o1 =£|E1+w 2_1 =+ e
X
. 2 . ~
ilg]m 1 —)&@m 1= +o0, entéao, pelo teo-
2+=
X 2
rema das funcgdes enquadradas, lim — X i
x—+= 2X +5en X
f) Tem-se que:
-1<cosx<1l VxeER
x2-1<x2+cosx<x2+1, VXER
1 1 1
< < L VXER
x2-=17 x2+cosx ~ x2+1
X X2 X2
< < L, VXER
x2-17 x2+cosx ~ x2+1
. X .
Como lim 5 lim 1 = le
x—-o X=1 x—-—= 1-=
2
l S, 1, entéo, pel
X'Ln_w 211 —XILn_w ) _,_i =1, entao, pelo teo-
X2

2

~ . X

rema das fungdes enquadradas, lim  ————=1.
X— - X%+ C0S X

31. A func@o g é continua em [-3, 0], por se tratar da

soma de duas fungdes continuas.
g(-3)=f(-3)-3<0,pois1<f(-3)<2

& -2<f(-3)-3<-1

g(0) =f(0) >0, pois 1 < f(0) < 2

Logo, g(-3) <0 < g(0).

Entao, pelo teorema de Bolzano-Cauchy,
Jdce]-3,0[:g(c)=0.

32. A funcao h é continua em [-1, 1], por se tratar de

uma funcéo polinomial.




h(-1l)=a+1

h(l)=a-1

Logo, h(1) < a < h(-1).

Entao, pelo teorema de Bolzano-Cauchy,

dc e ]-1,1[: h(c) = a, ou seja, o grafico de h inter-
seta areta de equacdoy=a.

33.P(x) =18x6-3x*+1

Pl
Pl

x) =108x° - 12x3
X)=0 < 108x5-12x3=0
o 123(9x2-1) =0
o 12x3=0 v 9x2-1=0

(
(

< x=0 v x—l v x——l

3 3
1
X 0 2
3
12x3 0 + +
9x2-1 - - 0
Sinal de P’ 0 - 0

Variagaode P | Méx. N Min.

A fungao P é estritamente decrescente em [0, %]
logo o polindmio P(x) tem, no maximo, um zero no

. 1
tervalo |0, = |.
in ervao[ 3}

34. A funcao g é continua em ], 1[, por estar defini-

da, neste intervalo, por uma funcao polinomial.

A funcéo g é continua em ]1, + o[, por estar defi-
nida, neste intervalo, por uma funcéo racional.
g-1)=1-3+1=-1

lim_g(x) =lim_(x2-3x+1)=-1

x—1 x—1

. L 2-3x _
)EILnl+g(X)_)IZIL>nl+ X

-1

Logo, a fungao g é continua em x =1, pois
g(=1) =lim _g(x) =lim , g(x).

x—1 x—1
Assim, a funcéo g é continua em IR e, em particu-
lar, é continua em [-1, 2].
Entéo, pelo teorema de Weierstrass, a funcdo g
tem um maximo e um minimo no intervalo [-1, 2].

35. Seja P um polinémio de grau 5 com cinco zeros
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distintos. Sejam a e b dois quaisquer zeros conse-
cutivos de P.
Como P é continua e diferenciavel em IR, em par-
ticular, P é continua em [a, b] e é diferencidvel em
]a, b[. Logo, pelo teorema de Lagrange, existe

, P(b) - P(a
cE]a,b[:P(c)=—( li—a( )
Assim, entre cada par de zeros consecutivos de P,
had um zero de P. Como P tem cinco zeros distin-
tos, entdo P' tem quatro zeros.

=0.

36.

a) Por exemplo:

3]. Da andlise do grafico de f, decorre que esta funcao

€ decrescente no intervalo ]-e, —a] e no intervalo
[a, +co[ e é crescente em [-a, a]. Logo, ' € negativa
para x < —a e para X > g e € positiva entre —a e a.
Portanto, a primeira derivada de f esta representa-
da na figura 3.

O gréfico de f tem a concavidade voltada para
cima para x entre —b e 0 e para x > b, tem a conca-
vidade voltada para baixo para x < —b e para x
entre O e b.

Logo, f' é positiva paraxentre-be O e parax>b
e negativa para x < -b e para x entre O e b. Portan-
to, a segunda derivada de f esta representada na
figura 2.

38.

a) lim ~ € o valor do declive da assintota nao ver-

fx)

X — 40

tical ao grafico de f quando x — +, ou seja,

lim M =m
X—+o X
Os pontos (1, 0) e (2, 2) pertencem & assintota
y=mx+b;entdo,m=2"9=2_9
' ’ 2-1 1
Ou seja, lim ) _ 2.
X—+e X

by=2x+b

Como o ponto (1, 0) pertence a reta, vem que:
0=2x1+b o 0=2+b o -2=b
y = 2x - 2 é uma equacao da assintota obliqua.

Ifx)=0 @ x=-2 v x=1

CS.={-2 1)

il f(x) xf(x)>0

& [fx)>0 A f(x)>0] v [fx) <0 A f(x)<0]
o x>1 v -2<x<0
CS.=]1-2,0[ U]l +o[
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i) £ (x) x f'(x) <
& [fX) <0 A f'(x)>
& 0<x<1lvx<-2
CS.=]-,-2[U]0, 1]

0] v [fX)>0 A f'(x) <0]

39. Por exemplo:

40.
NG
a) f(x ):——2x2+2
12
Df = |R
4x3 X
f(x) 5 —4x = 3 4x
2
P = 4=x2-4
3
f'X)=0 & x2-4=0 @ x=2 v x=-2
X —o0 -2 2 +o0
Sinal de f" + 0 - 0 +
Sentido das P P.
concavidades ) 14 N 14 U
do grafico de f 3 3

O gréfico de f tem a concavidade voltada para cima
em ]—o, —2[ e em ]2, +oo[ e tem a concavidade vol-
tada para baixo em ]-2, 2[, tem pontos de inflexdo

de coordenadas( -2, —13—4> (2,—%—4).

X=3
bl f(x) = X+2

Di=R\{-2)
X+2-(x-3) 5
x+2)2  (x+2)?

-5x2(x+2) __-10
f'e)= x+24  (x+2)3

£'(x) =0,V x € R\ {-2}

fx)=

X —o0 -2 +o0

Sinal de "’ + n.d. -

Sentido das
concavidades (U] n.d. &)
do grafico de f

O gréfico de f tem a concavidade voltada para cima
em ]-», —2[ e tem a concavidade voltada para
baixo em ]-2, +o[, ndo tem pontos de inflexao.
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X2

o ) = x2+2
Di=R
P(x) = Ao +2)-xEx2x 4
(Xz + 2)2 (X2 + 2)2
vor A2+ D2 - 4x x2(x2+ 2)2x
f (X) - (X2 + 2)4 -
_ 402 -16x% _
(x2+2)3
_-12+8
(XZ + 2)3
Lo -12x*+8
f(X)—O < (X2+2)3 -
o -12x2+8=0 A (x2+2)3%0
%f_/
condicdo universal em IR
2
2_4
—= X 3
& X = VE VvV X=-— ﬁ
3 3
x e |. VB Ve | .
3 3
Sinal de f’ - 0 + 0 -
Sentido das Pl Pl
concavidades N 1 ) 1 N
do grafico de f %4 4

O grafico de f tem a concavidade voltada para baixo

em ]—00, - \:/f [e em ] \gé , +oo[ e tem a conca-
vidade voltada para cima em ]— L %[ tem
pontos de inflexdo de coordenadas <— % %)
Ve 1
3 '4)
d) f(x) = V6x2 - 3x
D={x € R: 6x2 - 3x > 0] = -3, 0] U B +oc[
Calculo auxiliar
6x2-3x=0 < 3x(2x-1)=0 & x=0 v x:%
+ +
0o N/ 1 *
1 1 12x-3

(12x-3) =

2V 6x2 - 3x

Dy = [x € R: 6x? - 3x > 0] = ], O[ U E +oo[

F =5 (6:@-34) 2
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f'(x) =
12><2\/6x2—3x—(12x—3)><2><%(6x2—3x)

4(V 6x2 - 3x)2

1%-3)2
24\/Bx2 — 3x - — X 3)
X V62 —3x

4(V6x2 - 3x)2
24(6x% - 3x) - (12x - 3)2

4(V6x2 - 3x)3

9
4(V6x2 - 3x)3

1
2 (12x-3)

£'(x) < 0, ¥ X € ]2, O L E +oo[
O gréfico de f tem a concavidade voltada para baixo
em ]—o, 0[ eem ]% +00[, nao tem pontos de inflex3o.

41. Sejam x o comprimento do retngulo e y a sua
altura.

Tem-se que b y=—15(12_x)
12-x vy 12
o y=512-x)
4

Seja A a fungdo que a cada x associa a area do

retangulo.

5(12 - x)
4

AX) =X X 5x(124— X)
x €10,12[

A'(x)=%(12—x—x)=g(6—x)

S AX) =

A'X) =0 @%(6—x)=0 & x=6

X 0 6 12

Sinal de A’ n.d. + 0 - n.d.

Variagdode A | nd. Vs Max. N n.d.
5x6

Sex=6,entdoy= 4 =25

A area maxima é atingida quando o comprimento
é 6 cmealarguraé 2,5cm.

42. Sejam r o raio e h a altura do cilindro.

V=41 & naxr’xh=4n hzr—[;

Seja k o preco do material utilizado na parte late-
ral do cilindro.

Seja C a funcdo que a cada r associa o custo de
produgao do cilindro.
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C(F)=2><2kxnr2+kx2nrxr—[§:4knr2+¥

C (1) = 8knr - 3KT
:
CN=0 o 8knr-2KT _g

r2

o 8knrd-8kn=0 A r2=0
o rr=1Ar=0

s r=1
r 0 1 +00
Sinal de C’ n.d. - 0 +
Variagagode C | nd. N Min. 2

O custo de produgdo é minimo quando o raio é
lcmeaalturaé 4 cm.

43. Pelo teorema de Pitagoras:
302=(2+ 2
Logo, [= \/%W
Seja R a funcéo que a cada valor de c associa a
resisténcia da viga de madeira.
R(c) = ke2 V900 - ¢2
c €10, 30[
1
2

R'(c) = 2kc V300 — & + ke? x% (900-¢)
3
—2%ke\V900-2- _ke&
V900- &2

2kc(900 - ¢?) - k3
1/900 - ¢2

(-2c) =

_ 1800ke - 3kc3
1900 - 2
1800ke - 3kc3
R(c)=0 & —F—— =0
() 1900 - c2

& 1800kc-3ke®=0 A V900 -c2%0
& 3ke(600-c) =0 A 900-c?#0
& c=0v c=V600 v c=-\V600

c 0 V600 30

Sinal de R’ n.d. + 0 - n.d.

Variagagode R | nd. Ve Max. N n.d.
V600 = 24,495

[=1/900 - 600 = \V/300 ~ 17,321

A resisténcia da viga € maxima quando a largura
é, aproximadamente, 17,321 cm e o comprimento
¢, aproximadamente, 24,495 cm.
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44, Sejam x ey, respetivamente, o comprimento e a
largura da folha de papel.

_ 5 _8x-7
(x-4)(y-8)=25 & y—X_4+8 S y= -

Seja A a funcao que a cada valor do comprimento
da folha de papel associa a sua area.

o 8x-7 _ 8x2-Tx
A(X) =x % 4 <:>A(x)—7x_4
x €10, 4[
) = (16x - 7)(x — 4) — (8x2 - T7X) _
A (x- 4)2
3 8x2-128x + 28
(x — 4)2
, 8x2—128x + 28
Ax) =0 & X 4)2 =0
& 8x2-128x+28=0 A (x-4)2+0
o 2-16x+7=0 A x-4=0
_ 16+V256-42
& X= 4 AXTE4L
5V2 5\2
S X=b-—— Vv X=bt+t——
2 2
X 0 4+5—\/i 4
2
Sinal de A’ n.d. - 0 + n.d.
Variagdode A | n.d. N Min. Ve n.d.
8(4+5\f>-7 "
_ _10+8V2 —5\/7+8

(4+5f)_4 V2

A folha de papel tem a menor area quando a lar-

. 2 . .
guraé4 + 5 cm e 0 comprimento é 5V2+8cm.

45,
X
A0 = G
Di={x € R: (x+1)2% 0} = R\ [-1]

fix)=0 o (X+X1)2=0 o x=0

0 € o Unico zero da fungao f.
(Xx+1)2-xx2(x+1)  x+1-2x —x+1

Fa = (x+1)4 SO+ x+13
_ X+1
fx)=0 < X137
& x+1=0 A (x+1)3=20
o x=1
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X —00 -1 1 +00
X +1 + + + 0 -
(x+1)3 - 0 + + +
Sinal de f’ - n.d. + 0 -
Max.
Variacéo de f N n.d. V 1 N
4

A funcdo f é estritamente decrescente em ]—o, -1[
e em [1, +oo[ e estritamente crescente em ]-1, 1];

1, .
— é maximo absoluto em 1.

4
= 1P (X 1) 3+ 12
f'(x) = (x+1)8 =
_ —x+1)-3(x+1)
(x + 1)4 a
_ X-4
(X+1)4
vy xX-4
Fe=0 ey
& 2X-4=0 A (x+1)*=0
S Xx=2
X —o0 -1 2 +00
Sinal de f’ - n.d. - 0 +
Sentido das P
concavidades N nd. N 2 )
do grafico de f 9

O gréfico de f tem a concavidade voltada para baixo
em ], -1[ e em ]-1, 2[ e tem a concavidade volta-
da para cima em ]2, +[. O ponto de coordenadas
(2, %) é ponto de inflexao do grafico de f.

A funcao f é continua no seu dominio, IR \ {-1}, por
se tratar de uma funcgao racional. Assim, sé a reta
de equacgdo x = -1 é candidata a assintota vertical
ao grafico de f.

; — i oox 1 _
im ) =im e T T
. Y x 1
) =tm e T T T

A reta de equacdo x = -1 é assintota vertical ao
gréfico de f.

i TX) 1 _1_
m=lm T T (x+1)2_+oo_O
. e X _
b= )|2IL>n+oo f(X) h il—)eroo (X + 1)2
1
=lim 27=lim l><71=i=0
X—+e X2+ 2X+1 x—-+o X X+2+= +00
X
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—im [® 1 1
e A 1 e O
bziﬁlxﬂ)"ya%(x+n

1
—lim ——2——=1lim 1><71:L:0
SALLSC I W AL X+2+=
X

A reta de equacdo y = 0 é assintota horizontal ao
grafico de f quando x — +% e quando X — =,

{3

1
3

Al

AO] g x
x*-9

Dy={x € R:x?-9=0}=R\{-3, 3}

b g = 5

gx)=0 & =0, que é uma condigdo impos-

1
x2-9
sivel em IR.

A funcéo g nao tem zeros.

X —0 -3 3 +o0
Sinal de g"” + n.d. - n.d. +
Sentido das
concavidades ()] n.d. ) n.d. U
do graficode g

W)=
T pe-gp
—2X
1 = O
g'(x) @-9)
-2x=0 A (x2-9)2%0
< x=0
X —0 -3 0 3 +00
Sinal de g’ + n.d. + 0 - n.d. -
Max
Variagdodeg | ~ nd. | & 1 N nd. | N\
9

A funcéo g é estritamente crescente em ]-o, -3[ e
m ]-3, 0] e é estritamente decrescente em [0, 3]

e em |3, +o[; —é € maximo relativo em O.

—2(x2 - 9)2 — (-2X)2(x2 - 9)2x
(x2-9)4
_-2(x2-9)+8x2
o @-93
_ 6x2+18
ICEEk
. 6x2+18
g (X)_O 4 (Xz_g)g -

o B6x2+18=0 A (xX2-9)3=0
| S S —
condigdo impossivel em IR

g"(x) =

10

O grafico de g tem a concavidade voltada para
cima em ]—x, -3[ e em |3, +[ e tem a concavidade
voltada para baixo em ]-3, 3[. Ndo existem pontos
de inflexao.

A funcéo g é continua no seu dominio, R\ {-3, 3},
por se tratar de uma fungado racional. Assim, sé as
retas de equacédo x = -3 e x = 3 sdo candidatas a
assintotas verticais ao grafico de g.

1 1
l'm +g() l N9 0o

1 1
i ob=fm 55 = g

A reta de equagdo x = -3 é assintota vertical ao
grafico de g.

lim_ . g(x) = lim_. —2— = == = 40
x— 3" X — 3" x2 9 o+
) 1 1
ilins’g()_y—ﬂ -9 o

A reta de equacdo x = 3 é assintota vertical ao gra-
fico de g.

m=tim, ¥ =um_Satg = 7O
b=tim_ ot =lm,_7tg = 5=0
mz)&irﬁnﬁx%ziignmx(xz—l_g)=_%=0
b={im gk = lim_ 255 = =0

A reta de equacdo y = 0 é assintota horizontal ao
grafico de g quando x — +« e quando X — -,

VY
¢) h(x) =x .

D, ={x € R:x#0}=R\{0]

h(x)=0 x—%zO

o x2-1=0 A x=0
< x=-1vx=1
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-1 e 1 sao os zeros da funcao h.

vy 1
h(X)—l‘f‘?
h'(x)=0 1 1—0
®)=0 e 1+-7=
x2+1
X2 =0
o x2+1=0 A X220
- -

condicdo impossivel em IR

X —o0 0 +0o0
Sinal de h’ + n.d. +
Variagao de h V4 n.d. yd

A funcdo h é estritamente crescente em ]—, O[ e
em ]0, +oo[; ndo possui extremos relativos.

niy . =2X 2
N ="="3

h"x)=0 & - x_23 = 0, que é uma condicdo impos-

sivel em RR.
X —o0 0 +oo
Sinal de h"” + n.d. -
Sentido das
concavidades @) n.d. N
do grafico de h

O gréfico de h tem a concavidade voltada para baixo
em ]0, + o[ e tem a concavidade voltada para cima
em ]—», O[. No existem pontos de inflexao.

A funcéo h é continua no seu dominio, IR \ {0}, por
se tratar da soma de duas fungdes continuas (uma
fungdo afim e uma fungdo racional). Assim, s6 a
reta de equacdo x = 0 é candidata a assintota verti-
cal ao gréfico de h.

- i D 1__
yino*h(x)_yino*@ x>_l o

- Y D, 1_
)&@O,h(x) —)E@O, (l— x) =1 0 +o0

A reta de equacao x = 0 é assintota vertical ao gra-
fico de h.

m=tm ¥ i (1—%)=1—0=1
X

X—+0 X X =+

b=lm  (h(x)—x) = lim (-1> -0

X — +o0 X — +© X

m=tim % i (1—%>=1—0=1
X—-0 X X —> —00 X

b=lim (h(x)-X) =Lim (—l>=o
X — =00 X — o0 X
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A reta de equacao y = x é assintota obliqua ao gra-
fico de h quando x — + e quando X — —=,

/, _

2
d)i(x)=x3
Di=R
2
iX)=0 & x3 =0 < x=0
0 é o zero da fungao .
o2 2
'X)==x 3 =
) =3 Yo
Dy=R\ {0}
2

i'X)=0 & =0, que é uma condicao im-
(x) < q C

possivel em IR.

X —00 0 +00
Sinal de i’ - n.d. +
Variagao de i N M('jn' V

A funcéo i é estritamente decrescente em |-, O] e
é estritamente crescente em ]0, +[; 0 € um mini-
mo absoluto em O.

,'”(X):zx _l X'%: 2 —
3 3 9V/x4

2 , L
i"x)=0 & W =0, que é uma condigdo im-

possivel em IR.

X —o0 0 400
Sinal de i” - n.d. -
Sentido das
concavidades ) n.d. e
do grafico de i

O gréfico de i tem a concavidade voltada para
baixo em ]—x, O[ e em ]0, +[. Nao existem pontos
de inflexao.

A fungao i é continua no seu dominio, IR, por se tra-
tar de uma funcdo poténcia de expoente racional.
Assim, o seu grafico ndo admite assintotas verti-
cais.

n



b=lm i(x)=lm x3 =+
X — —%© X — —%©

O gréfico de i ndo admite assintotas nao verticais.

\V
i
»

O X

e)j(x) = Vx-1
jX=0 o Vx-1=0 & x-1=0 o x=1

1é o zero da fungao j.
2

O
3 3V(x-1)
D; =R\ {1}
. 1 . .
j'X)=0 & ———=——=—= =0, que é uma condigcdo
3V (x-1)2
impossivel em IR.
X —00 1 400
Sinal de j’ + n.d. +
Variagao de j Ve 0 A

A funcio j é estritamente crescente |-, 1[ e em

]1, +oo[; ndo possui extremos relativos.
5

U A A W
j(x)_3x< 3)(X D® =5y (x-1)°

-2
j'X) =0 & W =0, gue é uma condigao

impossivel em IR.

X —0 1 +00
Sinal de j” + n.d. -
Sentido das
concavidades ()] 0 e
do grafico de j

O gréfico de j tem a concavidade voltada para cima
em ]—o, 1[ e tem a concavidade voltada para baixo
em ]1, +[. O ponto de coordenadas (1, 0) é ponto
de inflexao.

A funcéo j é continua no seu dominio, IR, por se tra-
tar de uma funcao irracional. Assim, o grafico de j
nao admite assintotas verticais.

) x-1
=i AVx-12 -
1

1-=
X 1

=im Vix-1)2 =0
b=lim_j(x) =lim Vx-1=+»
— +00

X — +%©

Clim —=L

L xVix-12
1-1

TR S B

S Vix-1?2 T e

b=lim j(x)=lim Vx-1=-w

X — -0

O grafico de j ndo admite assintotas ndo verticais.

1 1
Akx) = ——-=
Vx o X
D.=[xER:x=0 A x=0}=R*
1 1
kix) =0 -==0
Vx o X
Vx-1 _
s ————— =0
X
& Vx-1=0 A x>0
o x=1
1 é o zero da fungdo k.
k’(x)=—lx_% +i=i 1
2 LAV o
-1 1
KX=0 & —F—+5=0
Ve X
-Vx+2
X2 =0
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& - Vx+2=0 A x>0

S X=4
X -0 4 +00
Sinal de k' n.d. + 0 -
Max.
Variagdo de k n.d. Ve 1 N
4

A funcéo k é estritamente crescente em |0, 4] e é
estritamente decrescente em [4, +o°[; % € maximo

absoluto em 4.

w1 3\, 2x__3 2
KW ==X ) ° = Ve e

3 2
K'(0=0 & 7z ——==0
) ANV T3
o 3Vx-8 0
4x3
& 3Vx-8=0 A x>0
o x= 84
9
X 0 6_4 40
9
Sinal de k' n.d - 0 +
Sentido das P.I
concavidades | n.d. N 15 o
do grafico de k 64

O gréfico de k tem a concavidade voltada para baixo

em ]—00, %[ e tem a concavidade voltada para cima

em }%i +00[. O ponto de coordenadas (%i é—i) é
ponto de inflexao.

A funcgédo k é continua no seu dominio, IR*, por se
tratar da soma de duas fungdes continuas. Assim,
a reta de equacdo x = 0 é a Unica candidata a

assintota vertical ao grafico de k.

- _ 11\

ilino*k(x)_ilino*<\/; x>_

Vx-1 1
X

=lim , 0

x—0

A reta de equacao x = 0 é assintota vertical ao gra-

fico de k. 11
kK Vx x
m=lim —=lm ——— =
X—>+o X X — +o© X
Vx-1
L X L Vx-1 _
=lim ———— =lim — =
X — +0 X X — 4% X
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1-=
X

. x-1 s _
=im.. x2(Vx +1) =i, x(Vx+1)

:—:O
—+o0
b=lim k{x)=lim _1
T XD oo T X0 \/; x|
T Vi e BT s S
T X X X o0 X2(\/;+1) -
1-1
X 1

. Ve T

A reta de equagdo y = 0 é assintota horizontal ao
grafico de k quando x — +oo.

4 64x
C)

46. Teorema das sucessdes enquadradas: Dadas duas
sucessoes (u,) e (v,) convergentes com o mesmo
limite [ e uma sucessao (w,,) tal que a partir de
certa ordem u, £ w, < v, entdo (w,) é convergen-
teelimw,=L

au _i 2n _ 2n 2n 2n
" =1 n2+k n?2+1 n?+2 7 n?+n
2n 2n 2n -
Como 5 5 5 , entdo tem-se
+1 n*+2 n“+n
gue
2n 2n 2n 2n 2n
5 5 +ot— >— +— +
n“+1 n*+2 n‘+n n‘+n n‘+n
2n 2n 2n
ot =NxX— =
n‘+n n“+n n+1

E tem-se também que:

2n 2n 2n 2n 2n
+ +o+ < + +
n2+1 n?+2 n2+n n?2+1 n?+1
- 2n hx 2n _ 2n?
Ton?2+1 n?+1 n?+1°
2n? 2

n
<y, < .,V nelN.
n?+1 " n+1

Assim,

Como lim 2n =lim 21 =2e
n+1 14+
n

n?

2
n§+ il =lim 1 - 2, entao, pelo teorema

1+—=
2

lim

das sucessdes enquadradas, lim u, = 2.

3



2n

Bu =3 5n-1 _ 5n-1 N 5n-1 5n-1
" W4 2n2+k  2n?+4  2n?+5 2n2+2n
Como on-1 _5n-1, 5n-1 entdo tem-

2n?+4  2n2+5 2n2+2n'
-se que
5n-1 5n-1 5n-1
+
2n2+4  2n2+5 2n%+2n
5n-1 5n-1 5n-1 _
2n2+2n  2n%?+2n 2n%+2n
5n-1 :5n—1
2n2+2n  2n+2
E tem-se também que:
5n-1 5n-1 5n-1
+
2n’+4  2n2+5 2n%+2n
5n-1 = 5n-1 5n-1
< + =
2n’+4  2n’+4 2n’+4
.. 5n-1 _ 5n’-n
2’+4 202+ 4
. bn-1 5n2-n
ASSIm, M + 2 <up< m,VnEN
5n-1 5_% 5
Como lim 22== = (im T =oe
Mn+2 ) 2 2
n
1
5n2-n _ . _5
lim Errwaks lim 4 Ty entao, pelo teo-
2+n2

- . 5
rema das sucessoes enquadradas, lim u, = o

4l.1x)=flx+1) o fx)-flx+1) =0

Seja g(x) = f(x) - f(x + 1).
A funcéo g é continua em [a, a + 1], por ser a dife-
renga entre duas fungdes continuas.
gla)=fla)-fla+1)=-fla+1) <0
gla+1)=fla+1)-fla+2)=fla+1)>0

Logo, g(a) <0 <g(a+1).

Assim, pelo teorema de Bolzano-Cauchy, pode
concluir-se que:

dc €la,a+1[:g(c)=0
< de Ela,a+1[:f(c

)-flc+1)=0
& de €Ela,a+1[:flc) =flc+

)

88.9x)=x-1 = gx)-x+1=0

L

Seja h(x) = g(x) —x + 1.
A funcgdo h é continua em [g7}(a), a], por ser a
soma de duas fungdes continuas.
hig(a)) =g(g™(a)) ~gHa) +1=
=a-g(a)+1=
=-g(a)+a-1
h(a)=g(a)-a+1
Comog(a)<a-1lvemqueg(a)-a+1>0e
—g(o) +a-1>0.
Logo, h(gt(a)) < 0 < h(a).

Assim, pelo teorema Bolzano-Cauchy, pode con-

cluir-se que:

Jc €lgla), al:h(c)=0

o Jc €lgla), a
=Y

g
< Jdc €lgHa), al: g

49,

a) A funcgdo f é continua em [-1, O], por se tratar da

soma de duas fungbes continuas (uma fungao poli-
nomial e a fungdo mdédulo).

1) ==(-1°%+ (-1)?+1-11=1+1+1=3
f(0)=-03+0%2+101=0

Ou seja, f(0) < 2 < f(-1).

Assim, pelo teorema de Bolzano-Cauchy, conclui-
mos que:

Jdc €]-1,0[:flc)=2

b) Em ]-1, O, f(x) = —x3 + x2 - x.

Entao:

f(x)=-3x2+2x-1

f(x)=0 & -3x2+2x-1=0
-2+V4-12

o X= 6

, que é uma equacao

impossivel em IR.

Tem-se que f(x) <0, V x € ]-1, O], logo, a funcéo f
é decrescente no intervalo ]-1, O[.

¢) Na alinea a) provou-se que existe pelo menos um

valor ¢ do intervalo ]-1, O[ para o qual se tem
f(c) = 2. Como na alinea b) se concluiu que a fungao
f é decrescente no intervalo ]-1, O[, entdo existe
um Unico nimero real ¢ do intervalo ]-1, O[ para o
qual se tem f(c) = 2, ou seja, o gréafico da funcado f e
a reta de equacdo y = 2 intersetam-se num Unico
ponto de abcissa ¢ no intervalo ]-1, O[. Pretende-se
agora resolver graficamente a equacéo f(x) = 2 no
intervalo ]-1, O[.

v

_'1 O X

Assim, ¢ =-0,81.

50. A reta s é tangente ao grafico de g no ponto de

abcissa a. Logo, a sua equacao reduzida é do tipo
y=g'(a)x+b.
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Como (a, g(a)) é um ponto da reta s, entao:
gla)=g'la)xa+b < b=gla)-ag'(a)

Logo, s:y = g'(a)x + g(a) - ag'(a).

A reta r é tangente ao grafico de f no ponto de
abcissa a. Logo, a sua equagao reduzida é do tipo
y=f(a)x +b.

Como f'(x) = (g(x) +x+1)'=g'(x) + 1, entao
fa)=g'(a)+1lery=(g'(a)+1)x+b.

Como (a, f(a)) = (a, g(a) + a + 1) € um ponto da
reta r, entao:

gla)+a+1=(g'(a)+1)xa+b

< b=g(a)-ag'(a) +1

Logo, r:y=(g'(a) +1)x +g(a) —ag'(a) + 1.

Entao:

g'(a)x +g(a) - ag'(a) = (g'(a) + L)x + gla) —ag'(a) + 1
S gax=(g'(a)+1)x+1

S gax=gax+x+1

< x+1=0

o x=-1

Conclui-se assim que as retas r e s se intersetam
num ponto de abcissa -1.

51. A funcao ' é continua em IR, em particular, é con-
tinua em [a, b].
Como as retas tangentes ao gréfico de f, nos pon-
tos de abcissas a e b, sdo perpendiculares, entao
tem-se que f'(a) x f'(b) = -1, ou seja, f'(a) e f'(b)
tém sinais contrarios, pelo que 0 é um valor inter-
médio entre f'(a) e f'(b).
Conclui-se, entao, pelo teorema de Bolzano-Cau-
chy, que f" tem pelo menos um zero em ]a, b|.

P(x,x"),x>0

Seja d a distancia entre o ponto P e o ponto (0, 2),
em funcao da abcissa do ponto P.
dx) =V (x-0)2+ (x2-2)2 x>0
S\ TR =X 1 x> 0
=Vx4-3x2+4,x>0

1
d'(x) =%>< (x*=3x2-4) 2 x (4x3-6x)
- Bx
2VX4 =32+ 4
dX)=0 < 4x3-6x=0 A 2Vx*-3x2+4=0
o X(4x3-6)=0 A x*-3x2+4 =0
%f—/

condigdo universal
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Calculo auxiliar

2o 3+V9-4x4 ,_ 3tV-7
- 2 - 2
- -

condigdo impossivel em IR

>

1

o

<

>

I
N | w

i
D

X€&D GE

V6.
2
0

Sinal de d’ n.d. -

Variacao de d n.d. N Min. 2

O ponto que esta mais préximo do ponto (0, 2) é o

\é@ g) e a distancia entre os dois pontos é:

V6 _\/9 6 _\/9 9
d<—2 )— 4—3><4+4— 4—2+4—
_ [9-18+16 _ V7

4 2

53. Sejam x e y, respetivamente, o comprimento e a
largura de um retangulo de perimetro P.

P —2x

2

Seja A a funcdo que a cada valor do comprimento

do retangulo associa a sua area.

_9y2
AlX) = X P 2X<:>A(X):PX22X

ponto (

2Xx+2y=P & y=

x2' P - 4x
2

AN =0 o 0@4x=P@x=§
P P
X 0 4 2
Sinal de A’ n.d. + 0 - n.d.
Variagdode A | n.d. A Max. N n.d.
P
P-2x—
_ 4 P
y 2 4

Pode, entao, concluir-se que, de todos os retangu-
los com perimetro P, o quadrado é o que tem a
maior area.




54, Sejam x e y, respetivamente, o comprimento e a
largura de um retangulo de drea A.

XXYy=A < y=é

Seja P a funcdo que a cada valor do comprimento
do retangulo associa o seu perimetro.

P(x)=2x+2><é
x €10, Al
' 2_
P'(x)=(2x+2xﬁ> =g A -4
X X X
2_
PX)=0 2% X22A -0

o 2X2-2A=0 A X220
o x2=A A x=%0

o x=VA
X 0 VA A
Sinal de P’ n.d. - 0 + n.d.
Variagdode P | n.d. N Min. Ve n.d.
A
A _Va

" Va

Pode, entao, concluir-se que, de todos os retangu-
los com area A, o quadrado é o que tem o menor
perimetro.

Teste Final
Péginas 78 a 81
Grupol

1. Opcao (A)
O numero de casos favoraveis é 12, que correspon-
de ao nimero de arestas do octaedro.
O nimero de casos possiveis é 6C,, que é o nimero
de maneiras de escolher ao acaso dois dos seis
vértices do octaedro.

Assim, a probabilidade pedida é %
2

2. Opcao (B)
A linha do triangulo de Pascal com 17 elementos é
a linha cujos elementos s&o da forma 16C,. Nessa
linha, os dois primeiros elementos e os dois ulti-
mos sdo menores ou iguais a 16. Logo, os restan-
tes 13 elementos sao maiores do que 16.

Assim, a probabilidade pedida é %

16

3. Opcao (C)
A opcéao (A) é falsa, ja que f(c) >0 e f(c) <0, logo
fle) x f(c) < 0.
A opgao (B) é falsa, porque f(c) <0 e f'(c) <0, logo
f(c)xf'(c)> 0.
A opcéo (C) é verdadeira, uma vez que f(c) >0 e
f'(c) <0, logo f(c) x f'(c) < 0.
A opgao (D) é falsa, jad que f(c) >0, f(c)<0e
f'(c) <0, logo f(c) x f(c) x '(c) > 0.

4. Opcao (D)

X —00 a b c +oo

Variagaode h' | ~ A [Méx.| N [ Min. | &

Sinal de h"” + + + 0 - 0 +
Sentido das
concavidades | U ] P.l. e P.. ]
do grafico de h

As abcissas dos pontos de inflexdo do grafico de h
saobec.

5. Opcéo (C)
A segunda derivada de um polinémio de grau 7 é
um polinémio de grau 5. Logo, o nimero de zeros
deste polindmio pode variar entre 1 e 5.

Grupoll

1. Sejam A e B os acontecimentos:
A: “Aperceber-se da iniciativa."
B: “Comprar o perfume.”
P(A)=04 < PA)=06
P(B) = 0,55

2 PBNA)

_2 _2
PBIA=3 & — oA =3

o P(AmB)=%><O,6
& PANB) =04
_PBOA) _

P(A)
_ PB)-PANB) _

P(A)

_ 055-04
04

1LPBIA) =

3
8

12. 2! x 3! x 4! x 31=1728

13. Seja x a medida de um dos catetos do tridngulo
[ABC] e seja'y a medida do outro cateto.
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Pelo teorema de Pitagoras:

X2+y2=(2r? o y2=4r2-x2

Logo, y = V4r2—x2.

Seja A a funcao que a cada valor de x faz corres-
ponder a area do tridngulo [ABC].

2 _y2 -
M:%X\/Zrz_xz

A(X) =
2
(x €10, 2r[)

AX) = (g) X VAT + 2 x (VA —x) =

_ 1
:l\/ZrZ—x2+%x%(4r2—x2) 2 x(-2x) =

2
1 \/—— x2
==V4rr-x2- —— =
2 2V4r2 -2
_ 4P -x2-x2
2V4r2 -2
_wr-x2
Var2-x2
2r2 —x?
AN=0eo —X -qg
V42 —x2

© 27-x2=0 A V4r2-x2=0
& X2=2r7 A X2 # 417

e x=Vor v x=—\@r

X 0 Var 2r
Sinal de A’ n.d. + 0 - n.d.
Variagdode A | n.d. yd Max. N n.d.

Se x=V2r, entéo:
y=V4r— (V22 =V4r2-22=\2r2=\2r=x

A drea é maxima para X = V2 e, hesse caso, 0
outro cateto também tem medida rV/2. Assim, 0s
tridangulos que tém drea maxima tém dois catetos
iguais, ou seja, sao isdsceles.

2. Teorema das sucessdes enquadradas:
Dadas duas sucessdes (u,) e (v,) convergentes
com o mesmo limite [ e uma sucessao (w,,) tal que
a partir de certa ordem u, < w, < v, entdo (w,) é
convergente e lim w, = L.

Para qualquer n € IN,

0< <sen (”—f)f <1

2
1sl+<sen (n_n)) <2
4
2
1+ (sen (_nn))
1. 4 <2
4r7 - 4n - 4/7
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Assim,%s uns%, Y née N

Como lim % =0elim % = 0, entéo, pelo teore-
ma das sucessodes enquadradas, lim u, = 0.

3. A funcdo h é continua em [a, b], por se tratar da dife-
renca entre duas funcdes continuas neste intervalo.
Como g(x) >0, V x € [a, b], em particular, g(b) > O.

b)

h(a) = 2g(a) - g(b) = 2 x %_

h(b) = 2g(b) - g(b) = g(b) >0

Assim, h(a) < 0 < h(b).

Entao, pelo teorema de Bolzano-Cauchy, pode con-
cluir-se que 3 ¢ € ]a, b[: h(c) =0, ou seja, a funcéo
h tem pelo menos um zero.

g(b) =~ glb) <O

4.
P(5)-P(1
41, t.m.v.[L 5] Z%Z
(30x5%2-5%-(30x1%2-13)
= 7 =
=149

Logo, t.m.v.;;, 51 = 149 doentes/dia
P'(d) = 60d - 3d?
P'(5)=60x5-3x52=225
Logo, P'(5) = 225 doentes/dia.

42.P(d)=0 < 30d2-d3=0
& d?(30-d)=0
& d=0v d=30
P'(d) = 60d - 3
P'(d)=0 < 60d-3d2=0
& 3d(20-d)=0
& d=0v d=20

d 0 20 30
Sinal de P’ 0 - 0 - -
N Min. Méx. Min.
Variagaode P | p)_o| 7 |p0)=4000] * |P(30)=0
P"(d) =60 -6d
P'(d)=0 & 60-6d=0 < d=10
d 0 10 30
Sinalde P" | + - 0 - -
Variagaode P’ | Min. A Max. N Min.

O ndmero de doentes aumentou durante os primei-
ros 20 dias, atingindo o maximo de 4000 pessoas
infetadas em t = 20 e tendo diminuido a partir dai;
apos 30 dias, a doenca foi considerada erradicada e
0 momento em que a doenca se estava a propagar
com maior rapidez foi em t = 10.

n



Tema IV - Trigonometria e Funcdes
Trigonométricas

Unidade 1- Revisdes
Péginas 84 a 86

1. Opcéo (B)

tg (2017m) + sen (— %) tg (— E) + cos (1;_11)
+

3 —
cos on sen Ln
(3 z
tg (m) —sen | = ~tg(Z)+cos (-Z
3 913 6
- T * 3n B
cos (— 5) sen (7>
= 2 + 3 =
1 -1
2
~ V3
=-V3+ =
3
__ V3
3
2.
tg Tm) sen _Im % cos (2018m)
4 6
al b 4TC -
2 cos (— §> X sen (?>

-tg (—Z—) -sen <%> x cos (0)
2 cos (%) X sen (4—;) i

1
1-2x1
2X

tg (-13m) + cos <E)

18

M3,
= 2 =
_1
2
=V3+2
3n v
¢) sen - + cos (2017x) + cos (—E +
+91g U + cos 2018r) _
6 2
_ T\ V3 T _
—sen<2> 1+ > +9tg< 6)+cos(1009n)
=l—1+ﬁ+9>< —ﬁ -1=
2 3
=$—3\/§-1:
- 5V3
T2
3. Tem-se que:
tg(—X)—%cos(—%—x)+%sen(7t+x)=T2
& tg(—x)—lcos KL —lsenx= ﬁ
2 2 2 2
@—tgx+lsenx—lsenx=ﬁ
2 2 2
V2
& —tgx= ——
2
V2
& tgx=—-——7—
2
Entao:
1 1
2y = [
1+1g7x cos? x ®1+2 cos? x
L3 1
2 cos?x
2= 2%
& C0S° X 3
3t & = _ ]2
Comoxe]— 2,—2[.entaocosx— \/;
__ Ve
& CcoSX=— ———.
3
Além disso:

2 1
senZx+cos?x=1 < sen2x+§:1 =N sen2x=§
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3t w - o\ _ A
Comoxe]— 2 ,—2[etgx<0,entao COS(lZ)_COS<6+4)
T b I T
=cos|=|cos(=|-sen|(=|sen(=|=
senx=\/%@senx=%. 6) (4) <6> (4)
Vi V2 1 V2
Logo: STy X ToX*g T
5$en<—§+x)—2005(—n—x)+sen(3n—x)= =\/6—\/§
4
=—55en<£—x>—2cos(n+x)+sen(n—x)=
2 6.sen<i)=sen<£—£>=
=-5c0sX+2cCcosX+senx= 12 3 4
I o5 5 o)
:—3)(—— + — =
( 3) 3 V3 V2 1 Va2 oo
5, V3 ST X2 X2 T
= +
3 _V6-V2
4
4.
A cos (=) =cos [E-T)=
aPQR=q. 12 3 4
Logo, QR =4 cos o e OR = 4 sen o — cos (g) cos (—}>+sen (g) <en (_1;:):
Entao:
_4cosax(2x4sena) 1 V2 V3 V2 3
Alo) = 7 =16 sen o, cos o, =oX Tyt X, =
V2+Ve
b)A(oc)=%><nx16<:>A(0c)=2n = Z\/_

1. sen Um +cos Um) _
2 12

> =sen _n) cos (£>+cos (— sen (£>+
x 3 4 4
- +cos (2_1:) cos (—n—)—sen (2_1:) sen (£>=
Logo, o € ]0; 0,45[ U ]1,12; —[. 3 4 3 4
’ V3 V2 1 V2 1 V2o
T2 YT X2 T
V3 NVI 3
2 v 2
Unidade 2 - Formulas de trigonometria 8.
Péginas 87 292 (T T\ _ T _ o (m\ o V2
aginas 8/ a a)25|n<8)cos(8> sm(2><8> sm<4> 7
5.sen(§—;>=sen<g+%>= b cos? (Z) - sin2 () = PIVLAN LAY
cos? (g | = sin <8)—cos< 8)—005(4)—
=sen (%) cos (—} + cos (%) sen (—Z—)z _ \/§
2
_1X \/E + \/§ X \/5 =
27 2 2 2 (51 Se\_1 o . (5% om _
c)sm( 3 )oos( 8) 2><25|n( 3 )cos( 8)
V2+\E
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=lsin(5n)= Perimetro=AB + BC + AC =

4 IPSE S S
1 V2 V2 cos (20)  cos (20r)
2 ( 2 )‘ 4 _ 2005 (20) +2 _
cos (20)
9. Tem-se que: _ 2(cos? o -sen? o) + 2 _
Ysen (Frx)=-F e sen(Fx)=-2 e0s (2]
2 2 5 2 S _ 2cos’a-2sen’o+2  _
& CosSX=-— cos (20
- _ 2cos?o-2(1-cos?a)+2
Entao: =
cos (2a)
sen2x+coszx—1@sen2x+i—1 2 2
= 75 _ _2cos’a-Z+2cos’a+2
cos (2a)
@sen2x=g _4cosa
71 cos (201)
Como x € ], O[, entdo sen x =— %
— 1.
<:>senx———21
- 5 ° a) sen (2x) + senx =0
Assirm: & 2senxcosx+senx=0
ssim: & senx(2cosx+1)=0
sen (2x) = 2 sen X cos X = < senx=0 v 2cosx+1=0
=% (- —== 21 % _2\_ 4v2l < senx=0 v cosx:—l
5 5 25 2
4 21 17 _ _2n __2n
—cos2x-sen2x=—_4t=—-_=L & X=Kn v X=——+2kn v Xx=—-—+2kn, k€ Z
cos (2X) = cos* X — sen“ X 25 "5 5 3 3
4V21 b)senxcosx=%
¢ (ZX):sen(Qx): 25 __4v2l
g cos (2%) 7 17 & 2senxcosx=1
" 25 < sen(2x) =1
Logo:
° e Xu=L12unkeZ
sen (-2x) — 2 tg (m - 2x) — cos (13w + 2x) = 2
=-sen (2x) — 2 tg (-2x) — cos (T + 2x) = o x="iknkeZ
=-sen (2x) + 2 tg (2x) + cos (2x) =
__AV2L o (L AV21 N 1T ¢) V3 cos x + sen x = -2
25 17 25
S ﬁcosx+lsenx=—l
17 268V721 2 2
25 425
T T
& sen <§) COS X + COS <§> senx=-1
1 - 1
10. cos (2a) = i o AC= cos (20) & sen <g+x)=—l
¢ @%+x:—%+2kn,kez
@x:—%+2kn,kez
d) 5 cos x - 3 =cos (2x)
< cos (2Xx)-5cosx+3=0
= . & cos?x—-sen?x-5cosx+3=0
;\1/_' < cos?x-(1-cos?x)-5cosx+3=0
v & 2c0s2x-5c0sx+2=0
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Considerando a mudanga de variavel y = cos x,

vem que:

2)2-5y+2=0

o = 5+ V25-4x2x2

2x2

543 ~5-3

Sy=T g vy=Tg
- _1

<:>y—2vy—2

Substituindo y por cos x, vem que:

1
COSx=2 Vv COSx ==
%f_J 2

condigdo impossivel

T
< COS x = CO0S (g)

o x=E 4% v x:—%+2kn,k€Z

3
e) sen (2x)+005x=—2ser++l
2senx+1
= 2$enx005x+005x=—f

< 4senxcosx+2cosx=-2senx-1
< 2cosx(2senx+1)+2senx+1=0
& (2senx+1)(2cosx+1)=0

< 2senx+1=0v 2cosx+1=0

= senxz—l v cos;cz—l
2 2

2

@x=—%+2knvx=76—n+2knvx— + 2kmt v

v x=—2?n+ 2kn, ke Z

12

a) lsinx+
2

cosx=1
& sin (%) sin x + cos (%) cosx=1

& C0S (%—x)zl

N %—x=2k1t,k€Z

& x=%+2kn,kEZ

b) lCOSx—

sinle
2 2

& sin T C0S x — COS T sinx=l
6 6 2

& sin E—x =l
6 2
T 5n

L _T a__ _on
= 6—x—6+2knv 5 X 5 +2kn, ke ”Z
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(:)szknvsz—bzt—%+2kn,k€Z
<:x=2knvx=—4—6n+2k7c,kEZ
@x=2knvx=—2?n+2kn,kez
c ﬁsinx—ﬁcospﬁ
2 2 2
& sin T sin x — cos x cos;czﬁ
4 4 2
n AR V3
< cos [— )| cos x—sin|—|sinx=-——"
4 4 2
& cos X +x =—ﬁ
4 2
o Ti= ok v Bir=- 2 ke Z
4776 4 "8 '
_Tn B
& x= P +2kn v x= b +2km, ke Z
d) simwcosxz—%
V2 o V2 B V3
sinx + cosx=- —>
2 2
< sin <—7;:) sin x + cos <—E> COoS x =— %
& cos[X-x =——\/§
4 2
o T =k By =Tk kEZ
4 6 4 6 '
__m _13rn
& x= 12+2knvx D +2knm, ke ”Z

. 1
e coszx—sm2x=§

< c0s (2x) _1

2
T I
& 2x=§+2kn v 2x=—§+2k7c,kEZ
N x=%+kn v x=—%+kn,k€Z
PN x=%+kn v x=%+kn,kEZ

f) cos (2x)-3sinx-2=0
& cos?x-sinZx-3sinx-2=0
& 1-sin?x-sin2x-3sinx-2=0
& 2sin?x+3sinx+1=0

) _2+\09_
siny= —3FVI-4x2x1
2x?2
& sinx = 31
4

. 1 ;
S sinx=-=—v sinx=-1
2
= x=%+2kn v x=—%+2k1c v x=3—2n+2knv

kez
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sin (2x) B
g 1 cos () =V3
2 sin X cos x
1+ cos?x-sin?x =V3
25|nx;:osx:\/§
2c0s” X
sinx:
COS X
& tanx=V3

PN x=%+kn,k€Z

13

a) (sen x + cos x)2 = sen? X + 2 sen X cos X + cos? X =
=sen?x +cos? x + sen (2x) =
—

= 1 + sen (2x)
b) cos (2x) = cos?x-sen?x=1-sen? x-sen?x =
=1-2sen?x
_ sen’x
2
1-tg’x oS~ X sen?x 9
o — "= =(1-=—5_|xcos’x=
1+1tg2x 1 cos? x
cos? X

=cos? x — sen? X = cos (2x)

. . . . . sen X
Unidade 3 - 0 limite notavel lim
x—=0 X
Péginas 93 a 98
14.
a) lim Senx _senm =—0—=0
X—>T X T T
b) Lim COSX _cosm __1
X—>T X T I
c) lim 3, tg?x=tg? (ﬁ) =(-1)2=1
x= 4
d) lim tgx tg( )—
X—)
| l.m cosx_eos0 1
x—0 X 0 0
Calculo dos limites laterais:
lim, S5X_1_.,
x—»0"  x 0Ot limites laterais
l cosx _ 1_ diferentes
x— 0" X O
Conclui-se que lim COSX hao existe.
x—0

o o302
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1.

a) lim
x—0

sen (3 [0l

lim <3 X sg)r: (3x)):

x—0

Mudanca de variavel:

3x=y

Sex—0,entdoy — 0.

=3xlim WY _341=3
x—0 y

A
limite notavel
0
. X 1 _
bl iILnO senx x—>0 senx 1 senx
1 x—0 X
—4xZ=4
1
ol
. sen (2x) \0 ( 1 sen (2x) _
¢) lim —=" =-=lim —=-=
Xx—0 —Bx 5 an X
_ 1. sen (2x) _
L, (#2028 5]
_ 2. sen (2x) _
5 My = -
Mudancga de variavel:
2x=y
Sex— 0,entdoy — 0.
_ 2y SNy _ 2 4__2
B L T

d) lim

=]

=

sen (2x) ( )

x—0 sen (3x)

=lim

x—0

=lim
x—0

=lim

x—0

(senx(Zx) X )

sen (2x) <1

sen (3x)

X

x—0 sen (3x)

sen (2x)
( 2

X 2) X 1 =
lim S&n (3x)

x—0 X

Mudanga de variavel:

2xX=y

Sex—0,entdoy — 0.

=2lim

sen

y 1

y—0 y

lim S€n (3x)

Xx—0 3x x3

Mudangca de variavel:

3x=1z

Sex—0,entdoz — 0.

=2x

=2x1x

1x

3 xlim

1 =
senz

z—>0 z

1

3x

1

ﬁ&”‘u Fxpoente” » Dossié do Professor



1
—1X§=
= 400
. sen X <0) . senx 1\
f) lim >— = lim ==
X = x—0 X X
—lim 3 X o lim o142
x—0 X x—0 0

Calculo dos limites laterais:

lim ser21x: senxxl :]_x—l:+oo limites
o0 X X X 0 laterais
lim _ senx _ senxxl :lx—lz—oo diferentes
x—0 X2 X o
Conclui-se que nao existe lim ser21 X
x—>0 X
(o)
g) lim D im —2— i XCosX _
x—0 5tgx x—0 Dsenx x—0 5senx
C0S X
. X COoS X
=lim X —|=
X—>0(senx 5 )
. . COSX
=lim X i =
x—»0senXx x—0 5
o1 1111
lim sen X 5 1 5 5
x—=0 X
. senx<%)
h) lim =
X—>n X—T

Mudanga de variavel:
X-T=y & X=y+1
Sex—m entdoy — 0.

—lim Sen y+m _ lim —Seny _
y—0 y y—0 y
=—1xlim 2 - 1x1=-1
y—

, COS X (g)
i) lim, —3- =
X_>7 7_3)(

Mudanca de variavel:
_3n_ _3n_ Ty
y= 2 33X & 3 2 y & X 273

Se x —>£, entdoy — 0.

2
Ty y
Cos<2 3) . sen<3>
= lim = lim -
y—0 y y—0 y
3
sen Y
=lim <3> ><l=1><l—l
y =0 Yy 3 3 3
3 3
g <%) sen X
j) im == = lim x lim =1x1=1
x—0 X x—0 X x—0 CcOoSs X

ASEI Expoente” Dossié do Professor

tg(m+x) (%)

. o/ tg x _
K yino Xx2+x ilino X(-x+1)
. X 1
=1 xlim ————=
x—=0 X x—0 (-x+1) cos x
=1x1=1
(o)
) lim 1-cos x i 1-cos?x  _
x—0 x2 x—0 X2(1+COSX)
. enx . senx _ .
=lim x lim x lim =
x=0 X x=0 X x—=0 1+ cos X
1 1
=1lxlxz-==
X ><2 2
o
. cos (2x) + sen x (E
m lim , ———~———— =

x—>=¢ sen (2x) + cos x

cos? x—sen? x + sen x

=>|<'IT—% 25enxcosx+cosx
_lim 1-2sen’x+senx _
x>-5  COSX(2senx+1)
—lim 1+2senx-2sen’x-senx _
x>-g cos x (2 sen x + 1)
—lim (L+2senx)—senx(2senx+1) _
x>—5 cos x (2 sen x + 1)
—lim (2senx+1)(1-senx) _
xo>-g  COSX(2senx+1)
1 1+% 3
. —sen X
xlin—% COS X V3 V3 V3
2

o
sen (—)
16. Lim <n sen <%>)( i lim A\

=lim

wn
o)
=)
Slal_—
S|
=

Mudanga de variavel:
T

KL

n

Se n — +x, entdo x — 0.

. sen
=lim <
x—0

X
xn)=1><7c=n

neIN,n—+x

17. A funcéo g é continua se e somente se

lim s g =g(ﬂ).
XI—> 7 2
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5 m-
cos(y—ﬂ?
= 4 lim 2) _
y—0 2y
=20m 2V _9x1=2
y—0 y

Mudanga de variavel:

—x-L o x=p+ L
Y 2 YT

Se x —>%, entdoy — 0.
Assim, para gue g seja continua em x = % tem de
seter k=2.

18.
a) A fungdo f é continua em x = 0 se e somente se
lim  flx) = (0).

lim_, f(x) = lim o -
x—0 x—0 x + sen (Zx)
= l_.
EEUL —
X
1
. sen (2x) )
1+ 9{10 o X 2
9
_1+l><2_3

2 _
< lim_ f(x) = lim__ sen (x9) +1-cosx _
x—0 x—0 1-cosx

2
“lim ) g
x—0 1-cosx

sen (x2) (1 + cos x)

=lim +1=
x>0 1-cos?x
. sen (x2) . X
=lim S x lim _————x
X250 X x—0 senx
X

x lim __ xlm _(1+cosx)+1=
x—=>0 senx x—

=1x1x1x2+1=3
*f(0)=3

Como f(0) = lim , f(x) = lim __ f(x), entdo f é continua
x—0 x—0
emx=0.

b) A fungdo f é continua em ]-2m, +%[, logo o Unico
candidato a assintota vertical é a reta de equagao
x=-2m.

2 1-
im . f) = lim sen (x?) + 1 —cos x _

x— (-2m) x— (-2m)" 1-cosx
2
_sen(4n%) _
O+

A reta de equacdo x = -2r é assintota vertical ao
grafico de f.

84

9x

m=tim 18y —XEsen(2y)
x—+o ) X — +x X
9

=1 S —
AL x +sen (2x)
Para qualquer x € ]1, +oo
-1<sen(2x)<1
x—-1<x+sen(2x)<x+1
9 < 9 < 9
x+1 x+sen(2x) -l+x

Como Lim ( 9 )zlim ( 9 )=O,entéo,
xo+o\lx+ 1 x—>+e\ ] 4y

pelo teorema das fungdes enquadradas, tem-se

ue lim 9. 0
e e sen (29
9x
b =lim =lim —-=
x> fix) x—=+e x4+ sen (2x)
=lim S
XD e 14 Sen (2x)
X
Para qualquer x € IR™,
-1<sen(2x)<1
Ll sen(Z) 1
X X X

Como lim (— l) = lim 1 0, entao, pelo teore-

X — +o© X X =+ x
ma das funcdes enquadradas, tem-se que
lim 2] g
X =+ X

o 9 __ 9 _
ASSIm,JEID)’Lw T(Qx) = 1+0 " 9.
1+ —=
X

Logo, a reta de equacdo y = 9 é assintota horizon-
tal ao gréfico de f.

¢) Seja g(x) = f(x) - x.
A funcdo g é continua em [0, 3x], por se tratar da
diferenca entre duas fungdes continuas neste
intervalo.
g(0)=f0)-0=3-0=3>0
9% 3n 27

g(3n):f(3n)_3n:3n+sen (6m) 3= 3rn 3=
=9-3n<0

Logo, g(3n) < 0 < g(0).

Assim, pelo teorema de Bolzano-Cauchy,
3c€]0,3n[:g(c)=0 & dc<]0,3n[: flc)-c=0
< dc €10, 3n[: f(c) =c, ou seja, a equacado f(x) =x
tem pelo menos uma solucéo no intervalo ]0, 3x[.
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Unidade 4 - Derivadas de funcdes trigonométricas ¢ '(0) = Lim -19)

x—»0 x-0
Paginas 99a109 . tan(2x)
=lim ————=
19. x—0 X
(O = i fX=FO) _ o sin(2x) = lim SN2 _
a)f(O)—Erﬁn0 0 —ilgﬂo N x—0 X cos (2X)
L sin (2) - - ~| sin (2x) l 1
=lim S5 x2=1x2=2 w0 % "o cos (2x)
oy F0-fm) . sin (2x) —lim Sy .
f(n)—yLnTE x—n _ilinnxi—n_ g(rgo 2X szymo cos (2x)
Mud 4 el =1x2x1=2
udanca de variavel:
Y=X-T & X=y+7n f'(n):yfn f(x))(:z‘t(n) =
Sex — m, entdoy — 0. im tan (2x) _
lim SN (2y+2m) om Xom
=M, y - Mudanga de variavel:
—lim sin (2y) _ Yy=X-T & X=y+Tm
y—0 y Sex -, entdoy — 0.
. sin (2y)
=1 20 92 =1%x2=2 . tan (2y + 2n
2|yn—1>0 2y x x :;E'Lno tan (2y+2m) 3; ) -
b £(0) = tim [X =100 ~im f2N(2) _
x-0 y—0 y
~ lim S0 (Z0=1 _lim Sn@)__
Xx—0 X y—0ycos (2y)
_ cos? (2 -1 _ ~lim sin(2y)><lim 1
x—0 X(cos (2x)+1) Y0y y—0 cos (2y)
. -sin?(2x) . 1 . sin(2y) .
=lim ————xlm —————= = LA 24 =
Rl X el cos (2x) +1 %'ynlo 2y X2 X}ITO cos (2y)
=—lim Mxelim sin (2x) x =1x2x1=2
2x—0 x—=0
. 1 _ 1_
XiILnUCOS(QX)+l_ l><2><0><2 0 20.
_ a) f'(x) = (3senx+4)' = (3senx) + 4" =3 cosx
£(x) = lim fX) = f(m) _
Xom  X=T b) f'(x) = (x2 - cos x)' = (x?)' - (cos X)' = 2x + sen X
L cos (X)) -1 , , ,
—)EILnn T n ¢) f'(x) = (sen (5x + 7))’ = (5x + ®)' cos (5X + &) =
=5cos (bx +m)

Mudanca de variavel:
Y=X-T & X=y+7 d)f(x)=<005(2x))’=
X

Sex — m entdoy — 0.
(cos (2x))' x x = (cos (2x)) x X’

i S0 (2y+2m) -1 _ - x2 Bl

y—0 y _ —2sen (2x) X x—cos (2X)
i Sos (@) -1 _ - X2 -

y—0 y __2x.sen (2x) + cos (2X)
_ cos?(2y)-1 _ T x?

y—0y (cos (2y)+1)
i S22 S e) f'(x) = (sen3 (5x))’ = 3 sen? (5x) x (sen (5x))’ =
Rt y XM cos ) +1 =3 sen? (5x) x 5 x cos (5x) =

. =15 sen? (5x) cos (5x)

=lim sin (2y) x 2 x lim_sin (2y) x

2y >0 y—0

_ 21,
x lim 1 =1><2><0><<—l>=0
y—0 cos (2y) +1 2 a) f'(x) = (sen X + cos X)' = cos X — sen x
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senx
(cos x)' x sen x — (cos X) X
sen x2

b £'(x) = (w) -

(senx)’

—Sen X X sen X —Cos X X COS X

sen x2

_ —sen?x-cosZx _

ser? x B
B 1

sen? x
) f'(x) = (cos (x?) — 3 sen?x)' = (cos (x?))' - 3 x (sen?x)' =

=—(x?)' sen (x4) -3 x2senxx (senx)' =
=-2x sen (x?) — 6 sen X cos X

d) f'(x) = (tg x x sen x)' = (tg x)' x sen x + (tg x) x
= 12 X Sen X + tg X X cos X =
cos? x
senx 1 senx
= X + X COS X =
COSX COSX  COSX
__t9x +1g X X cos X =
COS X
(e =)
=tgx + CcosS X
COS X
&) F(0) = (tg (20 +X)' =—2—+1
cos? (2x)

flfx= (tgix_ cos (%)) =

(senx)' =

_ 5'xtgx-5x(tgx)’ +<l>yxsen<l)=
X X

tg? x
1

5><—2 , ,
C0S* X I'xx-1xx
=— + X sen

tg? x X2

5 1 1

=- 5 ) X sen

2 sen“Xx X X
COS“ XX ———

cos? x

2 Lt
sen? (5x) X2 X

g f'(x) = (tg® (5x))' = 3 tg? (5x) x (tg (5x))' =
= _ 5 .
=31g" (59 cos? (5x)
~ cos* (5X)

2.

a) f'(x) = (3 cos x sin (2x))' =

= (3 cos X)' sin (2x) + (3 cos x)(sin (2x))' =
=-3sin X sin (2x) + 3 cos x x 2 cos (2X) =
=-3 sin x sin (2x) + 6 cos x cos (2X)

b (x) = (M>—

1+sinx

i

(3 cos x)'(1+sinx)—3cosx(1+sinx)'

(1 + sin x)?

-3sinx (L+sinx)-—3cosxcosXx _
(1 + sin x)2 -
-3 sinx-3sinZx -3 cos?x
(1 + sin x)?
-3 sin X - 3(sin? x + cos? x)
(1 + sin x)2
_=3sinx-3 _
 (1+sinx)?
-31+sinx) _
L+sinx)?
3
1+sinx

[ Gy
tan x + =
tan x
1 cosXx\'
+ (= =
cos?x \ sinx

1 N (cos X)' sinx—cos X (sinx)’

¢ f'(x)

cos? X sin? x
1 —sin X sin X — Co0S X coS X
= 5 + - =
cos? x sin? x
_1 1
cos?x sin?x

@7 =<V 33 SI?]OS;( ) (( 33 5|C:55)>(( );> -
3

_l( 3-cos X )—; 3-cos X )':

-2\ 3-sin(5x) -sin (5x)
(3—cos X)" (3—sin (5%)) — (3 —-cos x)(3 —sin (5x))’
(3 - sin (5x))?

[ 3-cosx
2 3 —sin (3x)
sin x (3 —sin (5x)) — (3 - cos x)(-5 cos (5x))
(3 - sin (5x))?

9 [ 3-cosx
3 —sin (3x)

sin x 5 (3 -cos x) cos (5x)
~ 3-sin(5x) (3 - sin (5x))?
9 [ 3—cosx
3 —sin (5x)
23.
senx
bxh 1xtgx _ Cos X sen X
A= 2 2 % 2 cos X

ﬁ&”‘u Fxpoente” » Dossié do Professor



24,

a)senx= - o

hy A 2 B

& hp=2senx hy N

T ¥ : 2
sen|{——-x|== * :
(2 ) 2 -

& y=2c0sx hy NU/P

1 ¥
2‘h1{ ' -
D

Alasro) = Anjare) T AalarD) =

h,=2-y=
=2-2c0Ssx

_2xh  2xhy _
2 2
:h1+h2:

=2senx+2-2cosx=
=2(1+senx-cosx)

b) 'D[ABPD] =E+E+ﬁ+ﬁ

Célculo de PD:

PD?=h}+(2-h)?

& PD?=(2-2cosx)?+ (2 -2 senx)?

& PD?=4-8cosx+4cos?x+4-8senx+4sen’x

& PD?=8-8cos x—8senx+4 (cos? x + sen? x)
k_“,—J
1

& PD=V12-8cosx-8senx, PD>0
P[ABPD]=2+2+2+\/12—8005x—85enx=
=6+ V4(3-2cosx-2senx)=
=6+2V3-2cosx-2senx

25,

al Alo) = 'OR x ordenada de P
2

cos o, = abcissa de P

sen o= ordenada de P

OR=2cos a

_2Zcos axsena

2

b) A'()) = (sen . cos @)’ =
=(sen o) cos o+ sen o (cos o)’ =
=C0S 0L COoS O, + sen o (-sen o) =
=cos (20)

Al =Sen o, X CoS o

A'(0) =0 < cos (20) =0
& 2a=%+kn,kez

n  knm
=—+- - keEZ
=X 45

Como o & ]0, g[ entdo o = —Z—

JﬂGn] Expoente » Dossié do Professor

T T
0 i =
¢ 4 2
Sinal de A’ n.d. + 0 - n.d.
Variagao de A n.d. Vs Max. N n.d.
. o 0
Logo, a drea é maxima para o, = “
26.
a) f'(x) = (sen x + cos x)' = cos x — sen x
f'x) =0 < cosx —senx=0
& cosx=senx
b
o x=—+km, ke”Z
4
, = T _5m;
Em [0, 2] os zeros de ' sdo % e %
b4 5m
X ekl i
0 4 4 2n
Sinal de f’ + + 0 - 0 + +
Variagaodef | Min. | » | Méax. | Min. 2 | Méx.

—h

4 2n) =1

f0)=1 f(—’i)=\/§ f(5—“)=—\/§ f

f é estritamente crescente em [O, %] eem [5% 21:];

f é estritamente decrescente em [—7;: 54—75]
1 é minimo relativo parax =0;

/2 é maximo absoluto parax = —25;

- V/2 é minimo absoluto parax= 5—;;

1 é méaximo relativo para x = 2m;

) 1\ 1I'xtgx-1x(tgx)
b = —_— = =
o (t9x> tg® x
-1
__cosfx 1 1
- tg’x , _sen’x  sen’x
cos? x X ~——
cos?x
Jx)=0 & - e 0, que é uma equacdo im-

possivel. Logo, g' ndo tem zeros.

Como - 12 <0,Vxe€]0,xw[\ Z| conclui-se
sen® x 2

gue g é estritamente decrescente em ]0, %[ eem

T -
}5, n[ e nao tem extremos.

21.

a) f'(x) = (x2 - (cos x +1)2)’ = 2x + 2(cos x + 1) sen x
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f'(X) = (2x + 2(cos x + 1) sen x)' =
=2+2((cosx+1) senx+ (cos x+ 1)(senx)’) =
=2+2 (-senxsenXx+ (cos x+1)cos x) =
=2+2 (-1 +cos?x +cos? x + cos X) =
=2-2+4cos?x+2cosx=
=4 cos?x + 2 cos X

f'(x)=0

o 4cos?x+2cosx=0

< 2cosx(2cosx+1)=0

< 2cosx=0 v 2cosx+1=0

1
< cosx=0 v cosxz—E

i 21 4
S X==+kn v X=——+2kn v x=—+2kn, kE Z
2 3 3
- T 21
Como x € [0, 2x], entaox=§ v x=? v
v yxodm . _sn
3 2
b 21 4T 3n
X ad il = add
0 2 3 3 2 m
2 cos x + |+ |0 -] -|-|-|-10]+]+
2cosx+1 |+ |+ |+ |+ |0 |- |0 |+ ]|+ |+]|+
Sinaldef’ [+ |+ | 0| -0 |+|0|-|0 |+ |+
Sentido das
concavidades JU|PLIN|PLIU|PLIN|PL| U
do grafico de f

0O gréfico de f tem a concavidade voltada para cima

em 0E em 2n 4n eem 3—n2n e tem a con-
121 313 2Y

n 2n

cavidade voltada para baixo em }2 3 { eem

}4—; %[ apresenta quatro pontos de inflexao de
abcissas —~ 2 4m e 3

2'3"3 " 2°
b) f'(x) = (x2 - (cos x + 1)2)' = 2x + 2(cos X + 1) sen x
f'(m)=2n+2(cosm+1) senmt=2x
Aretarédotipoy=2nx+b.
f(n) =n? - (cos m +1)2 = n?
0 ponto A, de coordenadas (r, ©2), pertence a reta
r,logon?=2nxn+b & b=-n’

Assim, r:y = 21x — w2,
Sey=0,entdox = % Logo, B(g O).
Se x =0, entdo y = -n2 Logo, C(0, -nt?).
Entao:

T 2

=X

2 73

Ajose) = ———
[0BC] 2 4

28. Tem-se que:

cos o= % & BC=4cos

sen o = ATC & AC=4sena

Seja S aregido a sombreado. Entao,

A= TX22 AC x BC _op_Asenaxécosa_
T2 2 2

=2n-8sen o cos o=2n-4 sen (20)

Como A é uma funcdo real de varidvel real conti-
nua em IR, em particular, é continua no intervalo

[0, %} Fica assim garantido, pelo teorema de

Weierstrass, que A admite maximo e minimo
absolutos, ou seja, fica justificado que existe um
valor real de o para o qual a area da regido a
sombreado é minima.

A'() = (2r - 4 sen (201))' = -8 cos (2a)

A(o)=0 < -8cos (20) =0
< cos (20) =0

& 20=2 +kn kEZ

2
T kn
S o=—+—ke”Z
4 2
i T
Comox € |0, =, vem que o. =~
2 4
X r r
0 4 2
Sinal de A’ - 0 +
Variagdo de A N Min. s

O valor de o para o qual a area do triangulo é

minima ¢ =
4
1
29. f(x) = p—"
Di={x€R:senx#0}=R\{x=kn k € Z}
fin=—t L1 L __g9vxen,

Csen(-x) -senx T senx
ou seja, f é impar.
A fungao é periddica, de periodo positivo minimo 2.
f(x + 2m) = f(x), Vx € D.
Assim, basta estudar a fungdo num intervalo de
amplitude 2w, como, por exemplo, |0, 2x|.

Pontos de intersegao do grafico de f com os
eixos coordenados:
Com o eixo Ox:

fx)=0 <

senx
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Equacdo impossivel logo, f ndo interseta o eixo Ox,
isto é, f ndo tem zeros.

Com o eixo Oy:

O grafico de f ndo interseta o eixo Oy ja que O & Dy.

Assintotas:

Assintotas nao verticais:

Como basta estudar a fungdo no intervalo ]0, 2x],
atendendo a periodicidade da funcao, nao faz senti-
do a anélise da existéncia de assintotas nao verti-
cais.

Assintotas verticais:
Di=R\{x=km k € Z}

Em]O0, 2x[:

o etm L L
(1) ilino* fix) = yino* senx 0
A reta da equagdo x =0 é uma assintota vertical ao
grafico de f. Atendendo a periodicidade da fungao,
pode concluir-se que as retas de equacgao

x = 2km, k € Z sao assintotas do grafico de f.

. o 1 1 _
@ lim ) =lim T T

. 1
e il m. f(x) =0 - +00
A reta de equagdo x = € uma assintota vertical
ao grafico de f. Mais uma vez, atendendo a perio-
dicidade da fungao, pode concluir-se que as retas
de equagdo x =t + 2km, k € Z sao assintotas ao
grafico de f.
Assim, de (1) e (2) temos que as retas de equacao
x =kn, k € Z sdo assintotas ao grafico de f.

Variagao de f:

v (1 Y _ 1'xsenx—1x(senx)" _ —COSX
fix) = - 2 )

sen X (senx) sen- X
f'x)=0 A x€ Dy

—COS X
sen? x

=0 /\XEDf
& cosx=0 A Xxzkm, ke Z
N x=%+kn,kez AXzkn kEZ

No intervalo ]0, 2x[:

f apresenta um minimo relativo igual a 1 para

X = g + 2km, k € Z e um maximo relativo igual a

—lparax:3—2n+2kn,kEZ.

Sentido das concavidades do grafico de £
" —CoSX\ _
() <—sen2 X)

(—cos X)' x sen? x — (—cos X) x (sen? x)'

(sen?x)?

_ senXxxsen?x+cosXx?2xSenXxcosX _

sen“ x

sen? X + 2 cos? x
sen3 x
f'X)=0 A x€D
sen? x + 2 cos? x
sendx

=0 AXx#km, ke”Z

o sen?x+2cos2x=0 A x#zkm, ke Z

& sen?x=-2c0s2X A XZkn, kEZ
| S ——
condicao impossivel, logo "' ndo tem zeros.

Em]0, 2x|:
X 0 T 2n
Sinal de f' n.d. + n.d. - n.d.
Sentido das
concavidades n.d. (@) n.d. a) n.d.
do grafico de f

b4 3n
X z
0 2 T ? 2n
Sinaldef | nd.| - 0 + | nd | + 0 - | nd

f ndo apresenta pontos de inflexao.

Representagao grafica:

Va

N

O Coa 3m

D's= -0, -1] U [1, +o0]

ol

30. D= [x € R: 1 - cos x# 0] =R \ {2k, k € Z]

Variagdodef| nd. | N~ [Min.| » |nd. | 2 |[Max.| N |nd.
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Calculo auxiliar

l-cosx=0 < cosx=1 < x=2kn ke ”Z




sen () -senx _  senx

f=) = 1-cos (—x) - 1-cosx - 1-cos x

=-f(x), V x € Dy, ou seja, f € impar.

A funcao f é periddica, de periodo positivo minimo
2m: f(x + 2m) = f(x), V X € Dy

Assim, basta estudar a funcdo num intervalo de
amplitude 2, por exemplo, ]0, 2|

Pontos de intersegao do grafico de f com os
eixos coordenados:

Com o eixo Ox:

_ senx  _
fx)=0 < 1 -cos x

< senx=0 A XE Dy
& X=kn, k€ Z AN X+2kn, kE Z
& X=n+2knm ke ”Z

Os pontos de intersecao do grafico de f com o eixo
Ox sao os pontos da forma (nt + 2km, 0), k € Z.

Com o eixo Oy:
O grafico de f ndo interseta o eixo Oy ja que O & Dr.

Assintotas:

Assintotas nao verticais:

Como basta estudar a fungdo no intervalo ]0, 2x],
atendendo a periodicidade da funcao, nao faz sentido
a andlise da existéncia de assintotas nao verticais.

Assintotas verticais:
Di=R\{2kn, k € Z}

Em ]0, 2x[:

e
lim. fx) = lim. l-cosx

—lim senxx (1+cosx)
x50" (1-cosx)(1+cosx)

sen X (1 + cos X)

=lim =
X— 0" 1-cos?x
sen x (1 + cos X)
=|.||’nJr 2 =
X—0 sen? x
1+cos x
= m+—:
x—>0"  senx
_ l+cosQ"
sen0*
_2_
=5 "
= +00

A reta de equacdo x = 0 é assintota vertical ao gra-
fico da funcao f. Atendendo a periodicidade da fun-
¢ao, pode concluir-se que as retas de equacao

x = 2km, k € Z sao assintotas ao grafico de f.

Variagao de f:
, sen X
f(x):(l—cosx) -
_ (senx)'x(l-cosx)-senxx(1-cosx)' _
(1 - cos x)?
_ _Cosx (1-cosx)—senx(senx)
(1-cos x)2
cos X — cos2 X — sen? x
(1-cos x)?
_cosx-1
~ (l-cosx)?
__1-cosx _
(1-cos x)2
B 1
~ 1-cosx

f'(x) <0,V x €]0, 2xn[, logo f é estritamente decres-
cente e ndo tem extremos.

Sentido das concavidades do grafico de f:

0= (1) =

_ ()'x(1-cosx)-(-1)x(1-cosx)' _
(1-cos x)2
__ senx
(1 -cos x)?2
f')=0 A x€E Dy
sen X

m=0 AXF2kn ke Z

< senx=0 A xz2km ke Z
& X=knm, k€ Z A X=2kn, kEZ
&S X=n+2kn ke ”Z

m ]0, 2n[:
X 0 b 2n
Sinal de " n.d. + 0 - n.d.
Sentido das
concavidades n.d. )] P.I. N n.d.
do grafico de f

Os pontos de inflexao sao os pontos da forma
(t+2km, 0), k€ Z.

Representagao grafica:

-43 -3 -zn -NO \zrr !\ﬁ\
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Unidade 5 - Estudo das fungdes definidas
analiticamente por asen (bx + ¢) + d,
acos (bx + ¢) -+ de atg (bx + ¢) + d,
(ab+0)

Péginas 110 a 116
31,
a) f'(x + z?n) =cos [b (x + %)} =
= cos (bx + 2m) = cos (bx) = f(x)

Logo, 2775 ¢ o periodo de f.

e ) el ol )

=sen (bx + 2m) + cos (bx + 2w) =
=sen (bx) + cos (bx) =
=g(x)

Logo, 2% é o periodo de g.

32.
a) Dilatago vertical segundo fator 3.

b) Compressao horizonal segundo fator %

¢) Translagao horizontal segundo o vetor (— g O).
d) Simetria em relag&o ao eixo Ox.
e) Simetria em relag&o ao eixo Oy.

) f5(x) = 2 cos (3x 1) — 1 = 2 cos [3(x—%>] -1

Compressao horizontal segundo fator l; transla-
¢ao horizontal segundo o vetor (% 0); dilatacao

vertical segundo fator 2; translacao vertical segun-
do o vetor (0, -1).

3.

a)3cosx=0 & cosx=0 & x=%+kn,kez

cos (3x) =0 3x=g+kn,kez

Tt kn
=—+—keZ
& X 513

_ot_2n _3n
x-10 10+kn,k€Z & X lO+kn,kEZ

—-cosx=0 & cosx=0 x:%+kn,k€Z

ASEI Expoente” Dossié do Professor

cos (X)=0 —x=£+kn,kEZ

2
Y
S x:—5+kn,kEZ
2cos (3x-m-1=0
& cos (3x—n)=%
& cos (3X—T) = cos (g)
T T
= 3X—T|:=§+2k1t v 3X—n=—§+2kn,k€Z

& 3x:n+%+2kn v 3x=n—g+2kn,kez

- 3x:%"+2kn v 3x=23—“+2kn,kez

4t | 2kn _2n  2kn
g 3 vV X= 9 + 3 ke”Z
b)-1<cosx<1l & -3<3cosx<3 D'y =[-3, 3]

-l<cos(3x)<1 Dy = -1, 1]
-1 <cos (x + %) <1 D'fs =[-1,1]

-1<cosx<1l & -1<-—cosx<1 D’f4=[—l,l]
-1<cos(x) <1 D'fsz[—l, 1]
-1<cos(3x-m) <1 & -2<2cos (3x—-m) <2
& —-3<2cos (3x-m-1<1 D'f6=[—3,l]

¢) f1, fs, T4 € f5 tém periodo positivo minimo 2 (partin-
do do gréfico de f(x) = sen X, cujo periodo positivo
minimo é 2w, as transformacdes ndo envolvem
dilatagdes nem compressdes horizontais e por isso
o periodo mantém-se). Os gréficos de f, e fg sofrem

uma compressao horizontal segundo fator % Logo,

, . . , 21
o0 periodo positivo minimo é 3

a)
i) Dilatag3o vertical segundo fator 4.

i) Compresséo horizontal segundo fator% .

iii) Dilatag&o horizontal segundo fator 2.

iv) Dilatagao horizontal segundo fator 4; dilatagao
vertical segundo fator 5; translacao vertical segundo
o vetor (0, 1).

b)fl—)’lf fz—)—n—

4 f3%2TE f4—)47'5

35.
a) sin (x + —25) em [0, 2xt]
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Periodo positivo minimo: 2xt
Contradominio: [-1, 1]

sin<x+%>=o o x+E=kn ke Z

4

= x=——n—+kn,kEZ

4

Como x € [0, 2x], entao x=3—: VX=—o

b6
4

Periodo positivo minimo:
Contradominio: [0, 2]

. T
1— 2 — =
sm(x+3> 0

. A
& sm(2x+3>—l

= 2x+£:£+2kn,kez & x:l+kn,kEZ

Zeros: Eud e m 3 2 12
4 4 11n n
Como x € [-r, 7], entéox:—f v X=E.
b) 2 sin (3x) - V2, em [-m, 7]
- Zeros: - & L
_ ., 1212
e /\2 V2
O e) cos (2x) + 1, em [r, 3m]
2 .............
Periodo positivo minimo: 2?7:
Contradominio: [-2-V/2, 2-V/2] O T T
. . V2
2sin (3x) - V2=0 & sin (3x) = o Periodo positivo minimo: 2x
- 3 Contradominio: [0, 2]
& X=—+2kn v IX=—+2kn, kEZ
4 o 4 o cos (2x) +1=0 < cos (2x) =-1
T T T T
- AR AL & X=n+2kn, ke ”Z
S X 12+3vx 4+3,kEZ ;
Comoxe[—n,n[,entéox=—Evx=—ﬁv @x:5+kn,kez
12 12 3 c
_T _T _3n _Urn Como x € [, 3], entdo x =~ v x =%
VXSOV X=TvX=T T 2 2
7t 5t nm ©m 3n lln 3t 5
T Zeros: —, —
Zer0S: =19 " 12 12' 4" 4 ' 12 2" 2
c) sin (% x), em [-2m, 2 [ f) 2 cos <x —%) +1,em [0, 2x]
.\I‘L 5
3| — "
21 _
s 9] o x
O 2::[ \}
; (. L
Periodo positivo minimo: 41t
Contradominio: [-1, 1] Periodo positivo minimo: 2rt
Zeros: -2m, 0 Contradominio: [-1, 3]
d)l—sin<2x+§),em [-=, m[ 2cos<x—%>+1=0
A & cos (x-= -1
- 3] 2
= x—g=4—;+2kn v x—%zz?n+2kn, keZ
5t
= x=?+2kn v X=n+2kn ke”Z
= O ,\'.rh
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Comox € [0, 2], entdox =1 v x=5—n.

3
5n
Zeros: T, 3
g)tan (4x) -1, em [0, [ \ [g %n 5—9? 78_15}
O I

, " - Y
Periodo positivo minimo: %

Contradominio: IR
tan (4x)-1=0 < tan (4x) =1

o 4x:—n4—+kn,kEZ

n  kmn
= X=E+T'kez
Comox € [0,n[\{%, % % 78—75} entdo
X=— x=5—n v x=% v x=13—n.
16 16 16 16
Zeros: on e 13n
16' 16" 16" 16

h) 3 tan (x+%> +V3, em [-x, n[\{—g—f, %}

A
.\‘

-né/ r)/ T

Periodo positivo minimo: &t
Contradominio: IR

3 tan <x+—Z—)+\/§=O

T V3
< tan (X+Z>:_—3
& x+£:@+kn,kez

4 6
o x=T" i knkez
12
Comox € [—n,n[\{—ﬂ, E}, entdo
4 4
gt ST
12 12
Zeros:—zﬁ
12' 12
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36. f(x)=2tg (0,5x+3) -1
1
=2tg<§(x+6)>—1

a)Df={xeIR:0,5x+3¢g+kn,k€ Z}=

:{xems%x:tg—mkn,kez}:
=XxX€R:x#n-6+2kn, k € Z}
D¢=R
b) f(x + 2m) =2 tg (0,5(x + 2n) + 3) - 1 =
=2tg (05x+n+3)-1=

=2tg(0,5x+3)-1=
=f(x), Vx € Dy

Logo, 2r é o periodo da funcéao.

¢) Dilatag@o horizontal segundo fator 2;
translagao horizontal segundo o vetor (-6, 0);
dilatacao vertical segundo fator 2;
translacdo vertical segundo o vetor (0, -1).

Unidade 6 - Aplicagdes aos osciladores harménicos

Péaginas 117a130
31. x(t) =5 cos (g t+ %)

Amplitude: A=5

Pulsagao: o = L

2
Fase:(p=%
38.
a)x(0)=2005<—}>—1=2 %—1:—1+\/§
x(l)=2cos(%+—})—l=
—2<cos (g) cos (—Z— -sen (%) sen (%))—lz
=2 lx \/E - \/§ X \/E —1:
(2 2 2 2 )
1 V6-V2
2

b) A amplitude de x(t) é A= 2.

¢) O periodo de x(t) é T = ZTTE =6 e a sua frequéncia
3

;11
ef—T—6.

93




d

e

Ix(t)] =
<:>ZCOS -1=V3-1v 2cos (X T\ 1=
3 4
3+1
T, T\ _ 3 LA
<:>cos(3t+4)— 2 vcos(3t+4)
V3
= - +l
2
Assim
T, N_T ., T_ T
31.‘+4 6+2knv3t+4 6+2kTCV
T, T T, T
Y 3t+4~1,44+k7t\/ 3t—4~4,85+kn,k€Z
T, T k4 :_@
= 3t— 12+2le:\/ 3 12+2k1tv

T
v3t~l,44 4+k7t\/3l‘ 4,85 - 4+knkEZ

& t=—%+8k v t=—%+6k v

vt~4nﬂ——3— +3k v ~%——3— 13k kEZ

Comot€&€ [0,6],entdot=575 v t=475 v
v t=0,62 v t=388.
Para qualquer valor real t, tem-se:

T, T
-1< —t+—|<1
cos<3 4>

n, T
-2<2 —t+-—1<2
& cos<3 4>

T, T
-3<?2 —t+—|-1<1
< -3 cos<3t+4>

Istoé, -3 <x(t) <1

Entao:

[X(t)l =3

(:)2005(3 4) 1= 3v2005(3 4)—1=—3
T, T T, T\

@cos(3t+4)_2vcos<3t+4> 1

condigdo impossivel

= El‘+%=1t+2k7'c,l<€Z

3
= 31‘— 4 +2kn, ke ”Z
oS t=—+6k ke ”Z

Comot &€ [0,6],entdot= —94—

39.

a)

94

Para qualquer valor real t, tem-se:

—ls(%tﬂt)sl & —353cos<gt+n>33

& 154+300$(§t+n)57

Assim, a distancia minima do corpo C ao solo é 1
metro e a distdncia méxima é 7 metros.

bhA=3

c)T=QTn=4
2
_1.1
F=77%

do=n 5

&

6

;;

3

2

1

=¥

e) ID(t)| =
= 4+3cos(gt+n>:4 v 4+3005<§t+n)=—4

& 3cos<gt+n>:0 v 3005<%t+n>=—8

3

condigdo impossivel

S cos<gt+n)=0 Vv COS (gt+ﬂ:)=—§

t+m =5+kn keZ

t=—%+kn,k€Z

o t=-1+2kn, ke ”Z

K12
2
K
2
Comote€ [0,8],entdot=1v t=3 vit=5v t=7.

40,
a) A = 4, pois 0 maximo é 4 e o minimo é —4.
T=2,pois2-0=2.
T= 2 S 2= o S O=T
® ®
Como g é um oscilador harmdnico, entao é defini-
do por uma expresséao do tipo g(t) = 4 cos (nt + @).
g(0)=0 < 4cos(p)=0
< cos (9) =0
o ¢= % +km ke Z

Como ¢ € [0, 2r], entdo ¢ = 5 ou(p_‘?’%E

Se ¢ = % entdo g teria a seguinte representagao
gréfica:

yA

@) 1 2 3 4 5 6
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Seop= ?’2—“ entdo g teria a seguinte representacao

grafica:

A

y

O V2 4 5 6 x

Pela observacao dos graficos, conclui-se que ¢ = 32_n

b) Pela alinea anterior, conclui-se que

g(t) =4 cos (nt + %)
clg(t)=1 < 4cos (nt+—)=l
& Cos <nt +

Entao:

it + 3_27‘ ~1,318 + 2kt v wt+ 3—; =-1,318 + 2k,

keZ
1318 3

tm—=22C 2 4 ok,
\% - ) T

kez
Comot € [0,6],entdot=0,08 v t=0,92 v
v t=208 v t=292 v t=4,080ut=492

41. f(t) =sent+cos t
f'(t)=(sent+cost) =cost-sent
f'(t)=(cost—-sent) =

=-sent-cost=
=—(sent+cost) =
=—f(t),)VtER

42, f(t) = sen (3t) + 5 cos (3t)
f'(t) = (sen (3t) + 5 cos (3t))' = 3 cos (3t) — 15 sen (3t)
f"(t) = (3 cos (3t) - 15 sen (3t))' =
=-9 sen (3t) — 45 cos (3t) =
=-9(sen (3t) + 5 cos (3t)) =
=-9f(t), VtE R

43. f(t) = 3 cos (Zt +%>

f'(t) = (3 cos <2t + %)) =-6 sen (Zt + %)

f'(t) = (—6 sen <2t +%>> -

T
=-12cos [2t+ %)=
COS( +6>

=-4x3cos (2t+%>:
=-4f(t), VtER
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44, f(t) = cos (3t + m)
f'(t) = (cos (3t +m))' =-3 sen (3t + )
f'(t) = (-3 sen (3t + m))’ = -9 cos (3t + w) = f{(t), ja
que, por exemplo, parat =0, f(0) =1 e f"(0) = -9.

45,
a) f(t) = sen (3t) + V3 cos (3t) =
=2x 1 sen (3t) + ﬁ cos (3t) | =
2 2

=2x (cos <§) cos (3t) + sen (%) sen (3t)> =
=2 cos (31‘—%), vVteR
b f'(t) = (2 cos (St —%)) =-6 sen <3t—%>

f'(t) = <—6 sen <3t—%)>' -

_ _m\_
= 18005(31‘ 3>

— 9% 2cos (3t—%>=—9x .Vt ER
Assim, k=9.
46.
a) x(t) = 3—\/5 c

9 0S (gt> —% sen (gt> =

=3 (% cos <§t> - % sen (gt» =

= (cos (%) cos (gt> —-sen (%) sen (gt» =
=3 cos (gt+%> VteR

Comox(t)=3005<gt+%>e3>0,g>0e

% € [0, 2x[, entdo x(t) € um oscilador harménico.

b) Amplitude: A =3
Periodo: T = ZTn =4
2
Frequéncia: f =

Angulo de fase: ¢ =

e) X'(t) = (3 cos (gt + %)) =37 cen (Et + E)




Entao:
& sen (£t+£)= 0

2 6 y(0)=3 < acos (0)+bsen(0)=3
oL+t kez ©a=3
28 y'(t) = (o cos (2t) + b sen (2t))' =
@%tz—%ﬂm,kez =-2a sen (2t) + 2b cos (2t)
y'(m) =10 < -6 sen (2w) + 2b cos (2r) =10
& t=-2+2UmkeZ & 2b=10
< b=5
d)x"(t) = (— % sen (%t + %)) =
_ 3n? T, ®\_
=-, cos|ottg)= Aprende Fazendo
2 P
:_%X3COS <gt+%): Paginas 134 a 151
2 1. Opcéo (C
—- T f,vteR pedo (©)
4 O seno é crescente e negativo no 4.° quadrante e
Assim k:TE_2 neste quadrante o seno é negativo e o cosseno é
' 4 positivo, logo o produto é negativo.
41 2. Opcao (B)
1 =
a) Se y(t) = x(t) - " entdo: sen (x _ 12&) _ 9 cos (x + 7m) = ik
Uz,
y"(t) =-4y(t) =cos X— (-2 cos X) = 2" >r’"'
PN (x(t)—%) =4 (x(t)—%) =COoSX+2C0SX= _ T
=3 cos X #EIN
& (X(1) =-4x(t)+1
< X'(t) = x"(t), pois X" (t) =—4x(t) + 1
Assim, a funcdo y satisfaz a equacéo diferencial 3. Opg3o (D) i
linear y" (t) = —4y(t). 3n '
sen (— + oc) =-Ccos o o
b) x(t) representa a abcissa de um ponto material P 2 .
no instante t em que se desloca num eixo r. COS (0L + 1) = COS 0 Q v
Como y(t) = x(t) - % entdo o ponto R de abcissa % sen (T * oc) - 3T‘T+u
pode ser considerado como origem do referencial. =cos (ra+m), Vo ER
Assim, a abcissa do ponto P pode ser dada por y(t).
4. Opcdo (A)
¢) Se y(t) = a cos (2t) + b sen (2t), ent&o:
i Asombreada = Acirculo ~ Atriéngu[o =
& (acos (2t) + b sen (2t))" =—-4(a cos (2t) + =7t><12——2 = qk
+ b (sen (2t)) 2 sen X x 2 cos X
& (-2asen (2t) + 2b cos (2t))' = —4a cos (2t) - - 2 = N~
- 4b (sen (2t) =T -2 SenXxcos X = senx=£
& —4a cos (2t) — 4b sen (2t) = —4a cos (2t) - =m-sen (2x) 2
—4p sen (2t) & b=2senx
Como chegamos a uma igualdade verdadeira, con- COoS X :E
cluimos que a funcao definida por o h=2cos X
y(t) = a cos (2t) + b sen (2t) satisfaz a equacéo dife-
rencial linear y"(t) = —4y(t). 5. Opgdo (A)
d) Sabe-se que: Comprimento do arco de circunferéncia AP = C(a) =
+y(t) = a cos (2t) + b sen (2t) =%yn=qa
i
+y(0)=3
y'(n) =10
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6. Opcao (C)

D={x € R: sen (2x)¢0}={xEIR:x¢k7n,kEZ}

Calculo auxiliar

sen (2x)=0 & xX=km, ke Z < xzk—;,kEZ

1. Opcéo (C)

T
Sex=—:
e X 3
~ T T

—naopcao (A): cos <3x§>+sen (3 ><§>=O

< cosmt+senn=0

< -1+0=0

< -1=0

Proposicao falsa.

= . T r
—na opcgao (B): cos(3 3>+sen (3>< 3>

< cosO=senm
< 1=0
Proposicao falsa.

_ 5 1 een2 [TV L1
na opcao (C): 1 -sen <3> 4

3_1
= 44
L11
4 4
Proposicao falsa, logo % é a solucao.
—na opcao (D): cos L I o gen(E-L
peao (Hrcos|3 ™3 33
3)
& cos|(—|=-sen0
3
1_
= 2—0

Proposicao falsa.

8. Opcdo (C)
4sen?x=4
& sen?x=1
< senx=1 v senx=-1

N x=§+2kn v x=—g+2kn,kEZ

= x:%ﬂm,kel

9. Opcdo (A)
lim _f(x) = lim . f(x)
< lim (M)ﬂim . (cos x +e*+k)
x— 0 X x—0

sen (5x) x 5

& lim _( By

>20050+eo+k
5x—0

ASEI Expoente” Dossié do Professor

sen (5x)

& 5xlim - =1+1+k
5x—0 5x
%,—/

& 50 0% 1 =2+k

& k=3

10. Opciao (A)
7 € o0 periodo positivo minimo, pois:
fx+m) =f(x), Vx€ER
fix+m)=6cos 2(x+m)-3=
=6cos (2x+2n) -3 =
=6cos (2X)-3 =
=f(x), VXER

11. Opcgéo (B)
Para qualquer valor real x, tem-se que:

< r_
0< sen(5 X
& 1<1+ sen(%—x)

Ou seja, 1< g(x) <2,logo D'y =[1, 2].

<1

<2

12. Opciao (A)
Di={x€R:cosx20}=

:{XEIR:—%+2anxs%+2kn,ke z}

13. Opcio (C)
sz{xe IR:X:%Hm,kE z}

lim fx) = lim (tgx-3x) =
xa<,£>+ X = ,£>+
2 2
. senx 3t _ 1 3m _
lim —— ===

+cosx 2 O 2

X—(_-T

2
Logo, o grafico de f admite assintotas verticais da
T

formax=5+kn,kez.
14. Opcdo (B)
lim sen (mt+h)-senn —lim -senh-0 _
h—0 h h—0 h
__ ... senh
B I|5|—>O h =-1

15. Opcao (D)
Para qualquer valor real x, tem-se:

-1<sen (bx—E)SI
3
T
& —a<asen (bx—§>§a
= l—asl+asen(bx—%)sl+a

l-a=-2
Como -2 < f(x) < 4, entéo[ < a=3.

l+a=4

9



16.

1.

18.

Por outro lado:
T = =
(1)

< 1+ 3sen <_1n_2b_§):_2

e T\ _
= sen(—lzb—g)— 1

i T_ T
(:)—lzb—3— 2+2kn,kEZ

1 1.1
= 12b+3—2+2k,kEZ

& b+4=06+24k ke Z
& b=2+24kkEZ

Logo, b=2.

Opcao (A)

n—§<n,Vn€IN
n

Assim, u, = f(n—%) =Cos <7c —%) =-cos (%)

Logo, lim u, = lim (— cos (%)) =—-cos 0=-1.

Opcéo (A)
lim  SenX 0 lim Sen (y+3m) _
Xx— 3t X— 31 y—0 y

Mudanca de variavel:
X-3n=y & Xx=y+3n

Se x — 3w, entdaoy — 0.

=lim —=51Y _
y—0 y
=—lim XY -
y—0 y
Opcao (B)

g'(x) = (cos?x-senx)' =
=72 c0S X (-sen x) —cos X =
=—2 Sen X cos X — oS X
g(m)=-2senmcosmt—cosm=1

Logo, a equagdo daretaté dotipoy=x+h.
g(m)=cos?m-senn=1

O ponto de coordenadas (m, 1) pertence a reta t.
Assim,1=n+b < b=-n+1.
Entdfoty=x-n+1

Sey=0,entago0=x-n1+1 © x=n-1

As coordenadas do ponto de intersecao da reta t
com o eixo das abcissas sdo (m -1, 0).

19. Opcdo (C)
Sejam f e g as fungdes seno e cosseno, respetiva-
mente.
f'(x) = (sen x)' = cos X

F(Z)=cos [ -1
3 3) 2
Um vetor diretor da reta r, tangente ao gréfico de

f no ponto de abcissa % pode ser ?(2, 1).

g'(x) = (cos X)' =-sen X
9(%) =-sen (g) =— %

Um vetor diretor da reta s, tangente ao gréfico de

g no ponto de abcissa % pode ser 5'(-2, V/3).

IFl=V22+12=V/5
IS =V(=23+(V3)Q2=V7

rs=-4+V3
Seja o 0 angulo formado pelas retas re s.
cos o= 4 V3IL
V5x V7
Logo, o= 67°.
2. -
SP+R —
a)A[pSRQ] = % X OT:

Calculos auxiliares

-senx=% (:)Q_T=4senx

-cosx:% & TP =4 cos X

-SP=1+TP=1+4cosx

:1+4cosx+1
2

=4senx(1l+2cosx) =

oo )2

=4x1x(1+2x0)=
=4 cm?

X 4 senx=

Quando x = g o trapézio retangulo da figura corres-

ponde ao retdngulo [RSTQ] de 4rea 4 x 1 =4 cm?2,

¢) Pretende-se os valores de x para os quais A(x) < 3
y1 =4 senx (1 +2cos x)

y2=3
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w
1]
3

=y

Verifica-se que, os valores de x para os quais A(x) < 3
sdo os valores do intervalo [0O; 0,26].

d) A(x) =0
< 4senx(1+2cosx)=0
& 4sen x=0 v 1+2cosx=0

1
< senx=0 v COSX:—E

< X=Kkm v x=23—n+2k1t v x=—2—3n+2kn,kEZ

Sek=0,x=0 vx=2?nvx=—2?7E
Sekz—l,x=—nvx=—4—nvx:—8—n
3 3
- 9
& [-m, 2n[ & [-m, 2n[
Sek=-2x=-2m v x=—20F , x__TLim
& [-m, 2n[ & [-m, 2n[ & [-m, 2n[
Sek=l,x=nvx=8—nvx=4—7c
3 3
N
& [-m, 2n[
Sel<=2,x=21cvx=l4Tnvx=1OTTE
- N
& [, 2rn[ €& [-m 2n & [-m, 2n[
Em [-x, 2x[ as solugdes sdo —TC,—E, 0,2—75, n,ﬂ.
3 3 3
21,
1
a) (1-cos? o)(1 +tg? o) = (1 - cos? =
) (1-cos? a)(1 +tg? o) = (1 -cos a)xcos%c
_ 1-cos’a _
cos? o
sen? o
= =1tg2
cos? o, ga
sen? o
b) tg? oo + sen o= =——+sen o=
cos? o,

sen? o +sen2o.cos 2 o
cos? o

sen? o (1 + cos? a)
cos? o

JEGEI Expoente » Dossié do Professor

_ (1-cos?o)(1+cos’a) _
cos2 o, a

_1-cos*a
cos? o

seno—2sen o seno (1-2sen?a)
2cosPo—cos o cos o (2 cos?o-1)

_ l-sen?o-sen?a
=tgax 5 5 =
cos‘ o+ cos‘o—1

cos?o—senZo,
cos2 o.—sen? o

22, y #
V3 \( ‘ \/
a) sen (5x) = —— 153
’ }g T X
< sen (5x) = sen <g) W

N 5x=g+2kn v 5x=2?n+2kn,kez

=tgax tg o

Wiy

T 2kn _2n 2kn

o X=E+? v X—E+T,kEZ
b)tgxx(cosx—%)zo g g

@tgx=0vcosx—%=0 Giz X

<:>th=0\/005ng T

& X=Km v x=—Z—+2kn v x=——745+2kn,kEZ

X m\_
c)cos(2+ )—0

X, T_T
@2+5_2+kn,kEZ 5 —
X_nmT_ T
o S=T -t thmkeZ \V
@5=3—n+knkEZ
2 10 '
o x= o kez
10
<:>x:3?n+2kn,kez
3n
k=0 _ x="1
X=75
13xn
k:l = —
Em [0, 3] x:3—TE v x=15ﬁ
dtgZx=1
< tgx=1v tgx=-1
T krm
I ez
CXELTY
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¥ h) cos x = sen x

T
£l = COSX:COS<E—X>
4 T T
S x=5—x+2kn v x=—§+x+2kn,k€Z
o) g ——=~———
condicado impossivel
S J & 2x=%+2kn,kez

4

T

e) sen (3x) =-sen x @X=—4—+kn,kez
< sen (3x) = sen (-x) o4
& X=X+2kn v IX=n+X+2kn kE”Z

& 4x=2kn v X=m+2kn kE Z / x

@sz—nvx=£+kn,kez R
2 2 9] T x
km

&S X=— ke ”Z
2 5

. 4

Como x € [0, 2x[, entdo x =% 4

v

< cosx(2senx-1)=0
< cosx=0 v 2senx-1=0
=

A

y
/ i) sen (2x) —cosx=0
! < 2senxcosx—cosx=0

cosx=0 v senx =

N | =

f) cos (3x) = —cos x <:>x—£+knvx=%+2knvx:5—6n+2kn,k€Z

< ¢0s (3x) =cos (m—X) 2
& 3x=n-x+2kn v 3x=-n+x+2kn, kE Z @x=%+%vx=%+2kn,kez
& bx=n+2kn v 2X=—-n+2kn, kE Z N
y
_m kT
<:>X—4+2\/X 2+kn,k€Z
A o

»
»

£l
y 6 6
D2sen?x=1-senx
o 2sen?x+senx—-1=0
g) tg (3x) =-tg x 4

& tg (3x) =tg (X)
& X=xX+km ke ”Z

X

1
=S senx=§ v senx=-1

o 4x=km ke Z @x=%+2knvx=%+2knvx=—g+2kn,kez
A
@x=k—n,kEZ 7
4
A
y
57

Como x € [0, 2rt[, entdo x =
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2.
a) D;=IR; Dy = IReDh—{xelR §¢—+kn kEZ}z

={XEIR x¢37+3kn ke z}

b) Zeros de f:
fxX)=0 < 2cosx+sen(2x)=0
< 2cosx+2senxcosx=0
& 2cosx(1+senx)=0
& 2cosXx v 1+senx=0
< cosx=0 v senx=-1
oS

x=T+kn v x:37n+2k7c,kez

= x=g+kn,k€Z

Zeros de g:
gx)=0 < Isenxl=
< senx=0

& Xx=kn, ke ”Z

Zeros de h:

h(x)=0 & 1+tg<—§—>=0

X
tg(—|=-1
=5(3)
X__&m
= 3" 4+k1t,kEZ

= X=—3—Z+3kn keZ

¢) 2x é o periodo da fung3o f, pois:
f(x +2n) = f(x), V x € D¢
f(x + 2w) = 2 cos (x + 2x) + sen (2(x + 2n)) =
=72c0s X+ sen (2x + 4x) =
=2c0s X+ sen (2x) =
=f(x), VxER
7 € o periodo de g, pois:
gix+m) =g(x), Vx & Dy
g(x+m) =lsen (x +m)| =
=|-senx|=
=|sen x| =
=g(x), VxR

31 é o periodo de h, pois:

h(x+3n)=l+tg<x+3n>

=1+1g

+
wOJ
\_/

w|>< oo|>< w|x
+
a
\_/

II
P e e
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d) Os gréficos de f e de g ndo admitem assintotas ver-

ticais, na medida em que sdo fungdes continuas de
dominio IR: f é a soma de fungdes continuas

(X . 2cos xeXx.,sen (2x)) e g é a composta de
duas funcdes continuas (x _, Ix| e x _. sen x).

h(x)=1+tg (%)

th{xelR:x¢%+3kn,k€Z}

Por exemplo:

XETS_n>h(X) i XETS_n> (1 " (é_)) i

2 2

:1+tg<%>_:1+(+oo):+oo

Logo, a reta de equacgdo x = 32_n € uma assintota

vertical ao grafico de h.
E atendendo ao periodo positivo minimo da fungao
(3m), conclui-se que as retas de equagao

X= 3—; + 3km, k € Z sdo as assintotas verticais ao

grafico de h. Nao ha quaisquer outras assintotas
verticais, pois a funcdo h é continua em todos os
pontos do dominio.

24, - sen(2 +oc)=i = cosoc—i

13 13

2
+seno+cos?o=1 < sen2a+<ﬁ> =1

25

2 1-=

© senfa=1--7o
= sen20c=ﬂ
169

3 . _ 144
Comooce} 2 ,2n[, entdosen o= \[169

12
& seno=-—.

13
4 4 4
"tg(2013n-P) =7 e 9P =7 = gh=-3
1 4\2 1
. 2 = _— =
1+tg"p cos? B ®1+< 3) cos? B
o1 w’__1
9 cos?P
o2 1
9 cos’B
@coszﬁz%
Como B € L entdo cos B=- 9
2" 25
& coso=->
-
101



2
‘sen?B+cos?Pf=1 < sen2B+(—%) =1

& senzﬁzl_%
o senzﬁ:%
Comop € }% n[, entdo sen B = %
= senB:%
a) sen (20c)=25enoccosoc=2x(_:1t_§>x%:_%

b) sen (o + B) = sen a.cos B+ cos arsen B =

S SO A U e L
13°\75) 71375 "85

¢) cos (o + B) = cos o cos p—sen ausen B =

U5 (.3) (12 4_33
13 5 13 5 65

120
_ sen(20) _ 169 _
@) tg (20) cos (20)  cosZo-sen?a
120
__ 168 _1m0
T2 144 19
169 169

e) cos (%—B)zcos (2—) cos B +sen (%) senP =
=ﬁx<_3>+ V2 4 V2

2 “Us)" 72 "5 10

2.

a) f'(x) = (x + cos (4x))' =
=X - (4x)" sen (4x) =

=1-4 sen (4x)
szlR
vov [ X\ x'xXsenXx-xXx(senXx)’
b)f(x)_(senx>_ (sen x)2 -

_Sen X —XXcos X
sen? x

Dy ={x € R:sen?x 0} = {x € R: x # kn, k € Z}

) — (25enx )\ _ o 1 _ 2
c)f(x)_<cosx> 2tgx) 2><c052x cos? x

sz{xeIR:coszx:tO]:{xEIR:x¢g+kn,kEZ}

d) f'(x) = ((tg x + 5x)2)' = 2 (tg X + 5%) x (tg x + 5X)' =

B 1
—2(tgx+5x)><<0052x+5)

102

Df={xe|R:x¢g+kn,kez}

von X " x'xsen (2x) —x x (sen (2x))’
A1k _<sen (2x)> - (sen (2x))2

sen (2x) — 2x cos (2x)
sen? (2x)

D; ={x € R: sen? (2x) # 0} =
={XEIR:x¢k—2n,kEZ}

Calculo auxiliar
sen?(2X)=0 @ sen(2x)=0 & x=km, kEZ

= x:%t,kez

26.

) 2tgx _ 2tgx
1+ tg?x 1
cos? X

_2senx
COS X

X C0SZ X =
=25Sen xcos x=

= sen (2x),x¢§+kn,ke Z
b) cos (2x) = cos? x - sen?x =
=cos?x—(1L-cos?x) =

=cos2x+cos?x—1=
=2cos?x-1,VxeER

_ X\ _ X\_
c)cosx—cosz<2) sen2<2)

_ X\ _(q_ X\ =

= cos? (2) (1 cos? (2>>

= cos? <%>+0052 (%)—lz

:20052<%)—1,VXEIR

1-cos(2x)  1-(cos?x-sen?x)
d) = =
2 2
_ 1-cos? x + sen? x _
2

_sen’x+sen?x _
2

_2 sen? x

5 =sen?x, Vx€R
e) (1 +cos (2X)) xtg x =
=(1+cos?x-sen?x)xtgx=
= (cos2x + cos? X) X tg x =
senx
0SX

=2 cos? x x

ﬁ&”‘u Fxpoente” » Dossié do Professor



i l1+sen(2x) 1+2senxcosx _

_ - r
=72 senxcos X=sen (2x), X # > +km, ke”Z 005 (24) 0 x— <o x

sen? x +cos? X + 2 sen X cos X

cos( n> B cos? x — sen? x B
f L :
tg (X+£> sen( +£> _ (cos X + sen x)? _
4 4 (cos x — sen x) (cos X + sen X)
T T
cosxcos<£> sen x sen Z) 1. senx
= - e _ COSX+Senx _ cosx
SenXCOS<4)+COSX56n <Z> COS X —sen X 1_SenX
COS X
cosx><ﬁ—senx><—2
_ 2 2 _ :i%,x¢%+k7n A x¢g+kn,kez
V2 V2 g

2
SeN X X ——+ C0S X X ——
2 2

Calculo auxiliar

—, (cosx—senx) cos (2% =0 & 2x=g+kn,kEZ
=~ -
—z(senx+cosx) @x:%+%kez

_ Cosx—senx - n+k—2nkEZ

cosx+senx' 4 n
D1+ cos (3x) _ 74 C0s (2x+X%) _
COS X COS X
Calculos auxiliares 1. cos (2X) cos X—sen (2x) senx
-cos(x+%>=0 =3 x+%=g+kn,kez Cos X
2X X—2 X X X
o x=" ik keZ 14 cos (2x) cos sen X cos X sen _
4 COsS X
T
.sen<x+4) 0<:>X+Z—k1t ke”Z 14 COSX(COS(QX)—QSGI‘]ZX) B
- COS X
@x:—zﬂm,kez
=1+ (cos (2x) - 2 sen?x) =

=1+cos?x-sen?x-2sen?x=
T T _ 2 2y _
g)sen<x+—[:>xsen(x——[:)= =2cos?x-2sen?x=
=2(cos?x —sen?x) =

=1|Sen X cos _TC_ + COS X sen TI:
4 4

X

~ —

=2 cos (2x),x¢g+kn,kez

x [sen x cos (L) - cos x sen (&
4 4 27
" 0
= sen? x cos? (—n—>—cosrzxsen2 <_n_) a) lim M< )L ng, =
4 4 x—0 X x—>0 5x
1 1 5
=sen? XX = -Ccos2X X == = im Sen (o) _
2 2 > XM ™ 5
=sen?x x 1_ (1-sen? x) x 1_ Mudanga de variavel:
2 2 5x=y
:%Senzx_lJr%senQX: Sex— 0,entdoy — 0.
1 =5xlim 2Y -
=sen?x-=, VxER y-0 'y
2 R
limite notavel
h) sen (3x) =sen (2x + x) = =5%x1=5
=sen (2x) cos X + cos (2x) sen x = .
=2 Sen X cos X cos X + (cos? x — sen? x) sen X = b senx@l o senx 1 . 1
=2 sen X cos? X + sen X cos? x — sen3 x = oo T 2N T T2
=3senx (1-sen?x)-sen3x= (g>
=3senx-3sen3x-sendx= o lim Sen-m o, - o-senx _ .. senx _ 4
x—0 X x—0 X x—0 X

=3senx-4sendx,,VxER
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0
. sen (x—1) @ . sen(x-1) _
d) lim = 5~ = lim, 2x-1)
1 sen(x—1) _

=§X>E”;n1 x—1

Mudancga de variavel:

y=x-1
Sex—1,entdoy — 0.
1 Sy 1 1
= my Ty E e
(o
o Lim sen (x-1) ilim sen (x-1) _
x—>1  2x2-2 x—1 2(x2-1)
=l><lim sen(x—l)>< 1\ _
2 x->1 x-1 X+1
L im senke D) L
T2 7xs1 0 x-1 x>1 x+1

Mudancga de variavel:
y=x-1
Sex— 17, entdoy — 0.

lim Y 1
y—0 'y 2

x1x

1
2
_1 1.1
2 2 4
tg (3x) _ . tg (3X) X
x—0 sen (8X) iILnO[ X ><sen(8x)

_ (19 (3) . 8x 1)\ _
iﬂb( 3x X3>Xﬂ%(%n@mxs)
tg(3x) 1. 1
3x Xgi@g sen (8x) —
8x

=3xlim
x—0

Mudanca de variavel:
8x=u
Sex— 0,entdou— 0.

=3 lim sen(3x)_ _
8 x-0 cos(3x)x3x  x—0 senu
u
=2« lim sen (3x) xl=
8 x-0cos(3x) x-0 3x 1

Mudanca de variavel:
3x=v
Sex —0,entdov— 0.

3.1 . senv . 3 _3
_8X1X\l/|£>no ; x1 8><1><1><1 3

g limO )T(E =lim0 X _
= cos<—+x> x= o osenx
2
. 1 1
=-lm) Senx =771

sen ;
h) lim [xzsen2<l)]=lim — =
X — +© X X — +%©

1 2 X2
sen( —’
, X
=lim =

Mudanga de variavel:

l:
x Y

Se x — +«, entdoy — 0.

2 2
=Hn1(seny) =<UWIE£Q¥) -12=1
y—0 y y—>0 'y

“i) . =l

i) im ———— =5lm ——=
x—0 L x—0 X
5
sen l
_5, 2) _
27 2

Mudancga de variavel:
_X

)

Sex—0,entdoy — 0.

_S5,. seny_5 ._5
=My Ty T

Mudanga de variavel:

Yy=X-T
Sex —m entdoy — 0.
. sen
——lim XY
y—0 y
senx
. X+tgx . X . COS X
k) lim 9X _lim +lim —— =
x—»0 senX x—0senx x—0 senx
. 1 . 1 1 1
=lim +lim ==+==2
x—>0 Senx x>0cosx 1 1
X
. 1l-cosx .. 1l-cos?x . sen? x
) lim ———== — = —=
x—0 X x—0 X(1+cosx) x—0 X(1+ cosx)
. X .. sen X
=lim x lim —————=1x0=0

x>0 X x—0 1+ cos X

m lim . 2€"X = |im LnX><lim+\/;=1><0=0
x—0 X x— 0

W x—0"

. sen(x-1 . sen (x-1
) lim, zx(—z ):i'-”fﬁo z(x(—l)) -
Mudanca de variavel:
y=x-1
Sex—1,entdoy — 0.

_1 seny 1 ._1
2ymy Ty T xEg
-4x+4 (x-2)?2
lim L =
0)>H2 sen2 (x-2) oY sen?(x-2)
—lim X—2 l X—2

x-2-0 sen(Xx— 2)Xx|—r9—>05en(x—2):

Mudancga de variavel:
y=x-2
Sex— 2,entaoy — 0.

=lim —Y—xlim Y =1x1=1
y-0seny y-0seny
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p) lim _xeA im _x=3
x—3 sen (5x—15) x—3 sen (5x - 15)
=1lim x-15  _
5 x-3-0 sen (5x-15)

Mudanca de variavel:
y=5x-15
Sex— 3,entaoy — 0.

7 y 7 7
= — = — 1=_
5Xseny 5>< 5

sen X—E sen X—E
3 , 3

glm, ————=lm ——F—— =
Xﬁ% - 3x x- L 0 3<g—x)

x- L 50 X_E
3 3
Mudanga de variavel:
:X—E
y=x73
T ~
Sex—>§, entdoy — 0.
__1 lim €Y _
3y-0 y
1 1
= - — 1:——
377773
sen (3x)
tg(3x) .. cos (3x)
r) '.lm g (2X) )lZILnO sen (ZX) =
cos (2x)
—lim S0 (3x) cos (2x) _
x—0 sen (2x) cos (3x)
—lim Sen (3x) i X . COS (2x) _
x—0 x—0 sen(2x) x—0 cos (3x)
_ 3 . sen(3x) , 2X  lim <08 (2%) _
2 x>0 33X 2x—0 sen(2x) x—0 cos (3X)
=%><1><1=%
2
o) lim sen gx) _
X—>0 sen‘ X
o osen(xd) . X . X
=lm ——=—Xxlim x lim =
x2—0 X x—=0senxXx x—0 senx
=1x1x1=1
_ sen (2x)
8 lim 10x - tg (2x) —lim cos (2x) _
x—0 sen X X0 sen X
=10lim ~lim S0 ___
x—>0senx x—0 senXxcos (2x)
=10x1-lim 222 i X i — L=
x>0 X x>0 senXx x—0 cos (2x)
~10-2lm N2 11
2x—0 2
=10-2x1=8
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u) lim sen

2 lim

c)c'(x

1
lim (\&):sen0=0

v) lim 2xsen<l>=2lim _ 7 =
X — +%© X

L—>0

X

Mudanca de variavel:

_1
y X
Se X — +oo, entdo y — 0.
—2lim XY —9x1-2
y—>0 'y
X lim 2senx
X — oo

Para qualquer x € R*, tem-se:
-1<senx<1
& -2<2senx<?

@_25259”)(52
X X X

Como lim (— Z) =0elim 2_ 0, entdo pelo teo-
X — tx X X — +oo X

rema das fungdes enquadradas, tem-se que

lim 25enX_g

X —> +o0 X

COS X
x—>+e X+ 1

Para qualquer x € R*, tem-se:
-1<cosx<1

1 < COSX _ 1
x+l x+1 x+l

Como lim (— %) =0elim 1 =0, entao,

X — +o0 +1 X—+o X+ 1
pelo teorema das fungdes enquadradas, tem-se
COSX _
que lim
xo+o X+1

28.

aa(x) = [sen (3x - S—Z)] -

51 5\
(3x— 4)xcos(Bx— 4)—

_ _on
—3><oos<3x 4>

b) b'(x) = (x?)' x cos X + X2 x (cos X)' =

=2 X cos X - X2 sen x

= [(sen x + cos x)2]' =

2(sen X+ cos X)' X (sen x + cos x)' =
2(sen X + cos X) X (cos X —sen X) =
2(cos? x — sen? x)
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d) o' (x) = (tg X — X)' X cos X + (tg X — X) X (cos X)' =

= -1 + (t - — =
<0052x )xcosx (tg X —x) x (-sen x)

—COS X—senx tgx+Xxxsenx
COs X

(senx)'xXx—senXxx _ COS X XX-—Sen X

ele'(x) =

x2 X2
fif(x) =
_ (1-cosx)'x(1+cosx)—(1-cosx)x(l+cosx) _
(1 + cos x)2
_ senxx(l+cosx)—(1-cosx)x(-senx) _
(1 + cos X)2
_ _Sen X+ senxXC0S X + Sen X — SeAXXTOS X _
(1 + cos x)2
_ 2senx
(1 +cosx)?

(tgx)'x 1 +x)-tgxx (1 +x3)" _
(1+x%)?

gg'x) =
1+
cos? X

(1+x2)?
_ 1 _ 2xxtgx
cos?xx (1+x2) (1+x2?2

-2xxtgx

1

h) h'(x) =% (cosx+1) 2 (cosx+1) =

=%x(x+2)_% xcos (Vx+2)=

= 27\/1_2XCOS(VX 2) =
X +

_ cos (Vx+2)
2Vx+2
29,

a) Para que f seja continua em x = 0 tem de se ter
lim f(x) = f(0).

senx . sen X
lim , f(x) =lim_, =lim , ——=1
-0" x| x—0 X
. . senx . sen X
«lim _f(x) =Llim __ =lim
x—0 x—=0 |x] x—=0 =X
. sen X
=-Llim _ =-1
x—0 X

Como lim , f(x) = lim __ f(x), entdo f ndo é continua
x—0 x—0

emx=0.
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b) Se x > 0, entAo f(x) =~ X,

, sen X\ sen x)' x—sen x(x)’
f(x):< >:< ) x-senxt)
X X
_ X CO0S X—senx
X2
,, ,_mcosm-senw w1
R
e T T

A equacdo da reta tangente ao grafico de fem

x=nédotipoy=—%x+b.

Logo,O=—%xn+b o b=1

Assim, a equacao da reta tangente ao grafico de f

. X
emx=mwéy=-—+1
T

30. -
BD x AC
a) AlaBcp) = 5 -
Calculos auxiliares
BD.
2 N
'senezT < BD=2asen©
*Ccos 0= A—ZC < AC=2acos9

2asen §x 7 acos 0

=0?x2senBcos 0=
=02 sen (20)

b)A(—Z—)zcﬂxsen <2x%>=azsen (g)zalezaz
Quando 0 = —Z— o losango [ABCD] adquire a forma
de um quadrado de lado a.

c)

i)a=1; A(6) =sen (20)
Pretende-se determinar os valores de 6 para os
quais A(0) =0,5.
Y1 =sen (26)
y,=0,5 At

0,5

(o] 0,26 1,31

(ST T
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Os valores de 6, com aproximacgao as centésimas,
para os quais A(0) =0,5sd00~= 0,26 rad e 6 = 1,31 rad.

i) A(x) = sen x
& sen (2x) =sen x
< 2senxcosx—-senx=0
< senx(2cosx-1)=0

1
< senx=0 v cosx=§

& x=kn v x:%+2kn v x=—%+2kn,kez

i P(%. A(%)) ou seja, P(g, o)

A'(0) = (sen (20))' = 2 cos (26)

TR T\ __
A<2> 2005<2x2> 2

Assim, o declive da reta tangente ao grafico de A
no ponto de abcissa % é-2.
Logo, o declive da reta normal ao gréﬁco da fun-
cao de A no ponto de abcissa E é 5
1
==X+
y 2 X+b

T gL, T -
P(z,O)Ereta.O—2x2+b@b

Ml»—l I

Equagao da reta normal pretendida: y =

~la

3l

a) f(x) = sen* x — cos* x =
= (sen? x — cos? x)(sen? x + cos? x) =
%/—/

1
=sen?x-cos?x =
=sen?x-(1-sen?x) =
=2sen?x-1

b) f(x) =
o 2sen?x-1=0
= sen2x=l
2
1
o senx==
V2
V2 V2
© senx=-—— v senx=-—=—

= x=%+2kn v x=3—f+2kn v

vx=-Eiokm v x=5T“+2kn,kez

T ko
=—+——keZ
& X 4

|ﬂ6ﬂl Expoente” Dossié do Professor

c)sen(2+x>—— & CcosSX= ——

V5 V5
3 3

Pela Férmula Fundamental da Trigonometria, tem-
-se que, sen? x + cos?x = 1.

Logo:
sen2x+< V5 )2:1 o sen2x=l—§
3 9
@sen2x=—4—
9
4 1

Assim, =2sen?x-1=2x—-1=-=,
ssim, f(X) sen X ><9 9

df'(x)=(2sen?x-1)'=2x2senxx (senx)' =

=4 sen X X coS X =
=2 sen (2x)

f'xX)=0 & 2sen(2x)=0
< sen (2x)=0
S X=kn, ke ”Z

@x—%t ke”Z
Em]0, 2n[:
Sek =0,x=0 & ]0, 2n[
T
Sek=1x==
e X )
Sek=2,x=7
3n
Sek=3x=—
e X 9
Sek=4,x=2n & ]0, 2rn[
T 3n
X 0 E b 7 2n
Sinaldef | nd.| + 0 - 0 + 0 - [ nd.
Variagdo de f| n.d. | ~ fo' N |\;I]I:1 A Mix. N | nd.
f(g) 25en2(§> 1=2-1=1

fln)=2sen?(r)-1=0-1=-1

3m) _ 2(30\ 4 _ 1
f(2>—25en<2) 1=2-1=1

f é estritamente crescente no intervalo ]O. %] eem

[n, 3—;] f é estritamente decrescente em [% n] e
3n . T

em o 2n|; f tem um maximo: 1, para x =5 e para

X = %; f tem um minimo: -1, para x = 7.

e) f'(x) = (2 sen (2x))' = 2 x (2X)' x cos (2X) =

=4 cos (2X)

f'(x) =0 < 4 cos (2x)

< c0s (2x) O
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o X=2iknkEZ

2
T kn
=T+ kEZ
= X 4 9
Em ]0, 2n[:
T
Sek =0,x=-
e X 4
3n
Sek=1x=—
e X 4
5n
Sek=2x=—
e X 4
m
Sek=3 x=—
e X 4
9
Sek=4,X=T$]O,2ﬂZ[
T 3n 51 n
X Ol 14| |&| 4] |4] |
Sinaldef’ (nd|f+ |0 |-|O0|+|0|-|0]+ |nd
Sentido das
concavidades |n.d.| U Pl a) Pl (V)] Pl a) Pl U |nd.
P 0 0 0 0
do grafico de f

0 gréfico de f tem a concavidade voltada para cima
. n[ ]3n 5n m ) -

nos intervalos ]O, 4[] 4 4 [e] 4 .215[, o grafi

co de f tem a concavidade voltada para baixo nos

%, 3—2[ e ]@ 7—“[; o0s pontos de infle-

int L ,
in ervaos] 4 4

xao sdo os pontos de coordenadas: (—Z— 0), (3—2 0),

51 n
(2029
ff(x)=2sen?x-1
'y = T\
£(x) = 2 sen (2x) P(4. f<4>) <4, 0)
Seja m o declive da reta tangente ao grafico de f no

cca T _ (T 2 2m) _
ponto de abcissa 4.m—f(4> 2sen(4> 2.

y =2Xx + b e como (% 0) pertence a reta tangente,

_ 3 Y
tem-se0—2x4+b<:>b X

Assim, a equacgado da reta pretendida é y = 2x - %

_ 2y 1 (=
g)fl(o)zyino f(X)_];(O)_yLng 2 sen xxl 1) _
2y _ 2
—lim 2 sen? X /1/+/]_/:2li sen? X
x—0 X x—0 X
=2lim senxx“m senx=2x1x0=0
x—0 X x—0
limite notavel

32. D;={x € R: sin x—cos x # 0} =

={XEIR:X¢—Z—+kn,kE z}
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Calculo auxiliar

, . b
sinx-cosx=0 < sinx=cos x < x=z+kn,kEZ

f'(x)

sinx+cosx\' _
Sin X — cos X

(sin X + cos Xx)'(sin X — cos X)
(sin x — cos x)?

(sin X + cos X)(sin X — cos X)’'
(sin x — cos x)?2
(cos x — sin X)(sin X — cos X)
(sin X — cos x)2
- (sin X + cos X)(cos X + sin X)
(sin X - cos x)2

—c0s? X + 2 sinx cos x—sin?x
(sin x — cos x)?

2 sin X cos X — sin? x
(sin X — cos x)2

-2 sin2x -2 cos? x
(sin x — cos x)?

-2 (sin2x + cos? x)
(sin X — cos x)2
2
(sin x —cos x)?

f'(x) <0,V x € Dy

Logo, a fungéo f é decrescente em qualquer inter-
valo em que se encontra definida.

33.

a) f(x) = 3 - cos (3x)
Di=R
vVxeR,
-1<cos(3x)<1 & -1<-cos(3x) <1
& 2<3-cos(3x) <4
D' =12, 4]

f<x+23—“)=3—cos<3x(x+%“>>:

=3-cos (3x+2n) =
=3-cos (3x) =f(x), VX E R

% € o periodo de f.

VXEDf,—X EDf

f(-x) =3 -cos (3(-x)) =

=3-cos (-3x) =

=3 -cos (3x) =f(x), Vx € Dy
A fungao f é uma fungao par.
A funcao f é continua em IR, por se tratar da soma
de duas funcdes continuas em R (uma funcao
constante e a composta de uma fungao trigonomeé-
trica com uma funcao afim).
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Como f é continua em IR, o seu grafico ndo admite
assintotas verticais.

3
atendendo a periodicidade da fungao, nao faz sen-

tido a andlise da existéncia de assintotas nao verti-
cais.
O grafico de f ndo tem assintotas.

f'(x) = (3—-cos (3x))' = 3 sen (3x)

f'(x)=0 < 3sen(3x)=0
< sen (3x) =0
o X=knm ke ”Z

Como basta estudar a funcdo no intervalo [O, 2_75]

& x=k—g,k€Z

2n - T 2n
Sexe|0,—| entdox=0 v x=—7 v x=—.

[ 3 ] 3 3
X ud 2n

0 3 3

Sinal de f 0 + 0 - 0
L. Min. Max. Min.

N
Variacao de f 9 A 4 2

2 é minimo da fungdo para x = % keZe4é

- = _(2k+1)m
maximo da fungdo para x = -
f"(x) = (3 sen (3x))' = 9 cos (3x)

f'(X)=0 < 9cos (3x) =0
< cos (3x)=0

kE Z.

& 3x=%+kn,kEZ

T Kkn
S X==+—keZ
6 3
Sexe |0 2 entdfox== v x==
"3 6 2
T T 21
X K r N
0 6 2 3
Sinal de "’ + + 0 - 0 + +
Sentido das
concavidades 2 U P.I. a) P.l. ] 4
do grafico de f

Os pontos de inflexao s&o os pontos de abcissa

_T kn
X= 5 + 3 ke Z.
b) g(x) = 2x + sen <2x+%)
Dy=R
D,=R

Ndo hd nenhuma indicagdo que nos permita con-
cluir que a funcao g é periddica.

VxeDg,—xEDg

|ﬂ6ﬂl Expoente” Dossié do Professor

g(—x) = 2(-x) + sen (2(—x) + %) =-2X+sen (—2x + %)
dx € Dy g(-x) # g(x) e V x € Dy g(-x) # - g(x)

A fungdo g ndo é uma funcao par nem é uma fun-
¢do impar.

A funcdo g é continua em IR, por se tratar da soma
de duas funcdes continuas em IR (uma funcao afim
e a composta de uma fungdo trigonométrica com
uma funcao afim).

Como g é continua em IR, o seu grafico ndo admite
assintotas verticais.

2X + sen (2x + E)

3
m=tim 9% _iim =
X—+o X X — +o0 X
sen (2x+%)
=2+ 1Llim =2+0=2
X — +0© X

Calculo auxiliar

Vx € IR -1<sen <2x+g>51

T
sen 2x+—)
lsgs

X

X

X [

P -

Como lim 1 =0elim (— 1) =0, entao, pelo teorema
X — 40 X X — +% X

das fungdes enquadradas, tem-se que
sen <2x + %)

lim ——~=0.

X =+ X

b=lm (g(x)-2x)=lim sen (2x + %)

X — +% X —> +o

Este limite ndo existe, logo o grafico da funcado g
ndo admite assintota ndo vertical quando x — +o.
Analogamente se conclui que o grafico da funcao g
nao admite assintota ndo vertical quando x — —o».

g = <2x+sen (2x+§>)y =2+2cos <2x+§>
vV x € R:-1 < cos <2x+%)51

= —252005<2x+%)32

=3 052+200$(2x+§>54

Assim, g'(x) 2 0, V x € R, logo g é estritamente
crescente e nao tem extremos.

g'(x) = (2 +2c0s (ZX +§>) =4 sen (2x +§)
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h'(x) >0,V x € D,
Logo, h é estritamente crescente em qualquer in-
tervalo onde esteja definida e ndo tem extremos.

Tc —
& osen (2x+ 3)—0

= 2x+%+kn,k€Z

h”(x)=l+ 1 ) _-2cosxsenx _
2  cos?x cos* x

= 2x=—%+kn,k€Z

_—25enx<_ —2tgx)
- 3 - 2
@xz—%+k7n,kel s X COS* X
X =0 e 250X _q
cos> X

Como g" é periddica de periodo m, basta estudar o

sinal de g" em [0, 7t]. & -2senx=0 A cos®x=0

e
SexE[O.n],entéox=§vx=%. @x:kn/\x:tiﬂm,kez
o xX=kmke”Z
X 0 T 5n .
3 6 Como h" é periddica de periodo t, basta estudar o

Sinal de g” ol e R A N e sinal de h" em [0, x].

Sentido das Sex € [0,7],entdox=0 v x=m.

concavidades e P.L ()] P.. N
do grafico d

o grafricode g X 0 k4 .

2
Os pontos de inflexao s&o os pontos de abcissa Sinal de h” 0 + n.d. - 0
X=—£+E, ke Z. Sentido das
6 2 concavidades P.I. (@) n.d. a) P.I.
X do grafico de h
c) h(x) :§+tg X
- Os pontos de inflexao sao os pontos de abcissa

Dh:{xEIR:x¢§+kn,kEZ} x=km k€ Z.
D'h=R

I e , 34,
N&o ha nenhuma indicagdo que nos permita con-
cluir que a funcdo g é periddica. a) f'(x) = (cos (2x) + 2 cos x)' =-2 sen (2x) — 2 sen X
VX € Dy - X € D, fix=0

X X < —2sen (2x)-2senx=0

h(=x) =—§+tg (=x) =—E—tgx=—h(x), VX E Dy & sen (2x) +senx=0

A funcéo h é uma fungao impar. & 2senxcosx+senx=0
=
&

senXx(2cosx+1)=0
Afungéohécontl’nuaem{xe|R:x¢§+kn,k€Z}, enx (2 co )

por se tratar da soma de duas fungdes continuas
em IR (uma funcéo afim e uma fungdo trigonomé-
trica).

1
senx=0 v cosx:—a

g

x=km v x=%"+2kn v x=%’“+2kn,ke|R

L n
h ER:x*—+kn k€ Z}, =
Como h € continua em {X XFg i } as Comox € [0, 2], entdox=0 v x:2?7c VX=T Vv

~ . T = .
retas de equagao x = 5 + km, k € Z séo candidatas v X= 4_; v X=2m
a assintotas verticais ao grafico de h.
. . X b X 0 2 T hud 2n
lim  h(x)= Llim (—+tg x) =4 (~o0) =00 3 3
X— (T X X— (T “\2 4 .
2 P Sinal de f' 0 - 0 + 0 - 0 + 0
Variagdo de f |[Max.| ™ |Min.| » |Max.| ™ |Min.| » |Max.

Assim, as retas de equagao x = g + km, k € Z séo

assintotas verticais ao grafico de h.

o o ) As abcissas de P, Q e R sdo, respetivamente, g, b4
Atendendo ao dominio da funcao, ndo faz sentido a

3

4T
analise da existéncia de assintotas nao verticais. e 3
X 1 1
h(x)=(5+tgx| ==+
o (2 9 ) 2 cos?x
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A ordenada de P é: d'(o) =0

fﬁzcosﬂJrzcosZ_n: & ~4seno+2=0
3 3 3 1
1 1 3 & seno=—
——= === 2
2+2><< 2) 2 :
A ordenada de Q é: @a=%+2kn,kezva=§+2kn,kez

flm) =cos (2n) +2cosm=1+2x (-1)=-1
Comooa € ]O. g[ oa="

A ordenada de R é: 6
f<4—3n> =Cos (%E) +2cos (4—375) = 36.
=—l+2x<—l>=—§ al Tem-se que BCD =m0,
2 2 2 Seja E a projecdo ortogonal de B sobre CD.
b) £ (0) = f(2m) = 3 é 0 méximo absoluto de f. Ent&o: - -
, . 3, - _ EC _ EC
De acordo com a alinea anterior, D) € 0 minimo CoS (T-0) = = < —-coso= -
absoluto de f. o EC=-2cos o
Assim, D's= [—g. 3]. BE BE
2 sen(m-o0)= — < seno= ——
BC 2

¢) A reta tangente ao gréafico de f no ponto Q é parale-
la ao eixo Ox, logo o seu declive é igual a zero.
Assim, uma equacdo da reta é y = Ox + f(n), isto &,

y=-1. A((x):%xB_E:

o BE=2seno

Assim:

Pretende-se determinar as solugdes da equacao
_ (1-2coso+1)

fx)=-1 A x € [0, 2n] 5 X2 sen o=
f(x) =-1 =(1-cos o) x2seno=

& c0os (2X) +2cosx=-1 =2seno—2seno.cos o=
& cos?x-sen?x+2cosx=-1 =2sen - sen (20)

cos2x-1+cos?x+2cosx=-1
2cos?x+2cosx=0

< b) A'(or) = (2 sen o.— sen (20)' =
=3

& 2cosx(cosx+1)=0

=

=

=2cos o—2cos (20)

cosx=0 v cosx=-1 Alo)=0
< 2coso—-2cos (20)=0

X=Ztkn v x=n+2kn kEZ
2 & €0os o= cos (201)

e 0.2 T B _3n o a=20+2kn v a=-20+2kn, k€ Z
omo x € [0, n],entaox—i VX=T Vv X—T. o —0=2kn v 30.= 2kt k € Z
Assim, as abcissas de N e de S séo, respetivamen- o o= 2k v azZﬂ' KeZ
T 3n 3
te, -e—.
22 T = _2n
Comoa € |-, m|,entdoo=—-
2 3
35.
X d 2n x
a) O triangulo [BAP] é retangulo em P, por se tratar 2 3
de um triangulo inscrito numa semicircunferéncia, Sinal de A’ nd. + 0 _ nd.
logo:
AP o Variagdo de A n.d. A Méx. hY n.d.
cosoo=—— < AP=4cosa
AB
A 2 =2sen 2 -sen Am) _
Como BAP é um angulo inscrito, o comprimento do 3 ) 3 3/
arco PB é dado por 2 x o. = 2. ) V3 V3 3V3
= X - | = =
Assim, d(o) = 4 cos o+ 2 o 2 ( 2 ) 2
b) d' (o) = (4 cos o+ 20)' =—4 sen o + 2
A area maxima do trapézio é 3\2/5 .
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3l 38.
a) O comprimento do arco CE é igual ao comprimento y=senx y = sen(ax) y=sen(x—b)
do arco FB que, por sua vez, € igual a 20
ﬁ =2 % oS o —EF Dominio R R R
—_ —= Contra-
OB=0F=1 —— L, 1] [-1,1] [-1,1]
Entéo, P(o) =200+ 2 cosa+1+1+2cosa Zeros | x=kmkezZ x:k—;‘,kez x=b+knkEZ
< Pla)=2+20+4cos .
Maximo 1 1 1
b)P'(0) =(2+20.+ 4 cos o) =2 -4 sen o —
Maximi-| /T o ke Z| x=L+ 2" k7 Ix=b+E+2kn ke Z
P'(OL) =0 zante 2 20 a 2
< 2-4senoa=0 Minimo -1 -1 -1
l Minimi- __T __.n 2ﬂ _,_ T
PN senoc=§ zante [© 2+2kn,ker 20+ u,ker b 2+2kn,kEZ
- 51 Periodo 2n 2—: 2n
S o=—=+2kn v ao=—+2kn, ke ”Z
6 6
T 5 T y=senx y=csenXx y=d+senx
Comoa € ]O, E[ entdo o = 5
Dominio R R R
Contra-
o 0 % % i [-1.1] [-c.c] [l+d1+d]
S6 tem zeros se
Sinal de P’ n.d. + 0 _ n.d. Zeros Xx=km, ke Z x=km,keZ d<d<1
Variagdo de P n.d. A Max. Ry n.d. Maximo 1 ¢ 1+d
M;’:::" X=2+URKEZ| x=2+2UnkeZ | x=2+2UnkeZ
O perimetro da regido a sombreado é maximo para
. Minimo -1 -c -1+d
a = —l T .
6 Minimi- | 7 okmkez| x=-Z+%knkeZ | x=-F+2%n ke Z
zante 2 2 2
, . , o
¢) A area do setor circular OCE é dada por 2 x > =0 Bt m m o
2 cos o, X sen o
Aol = Ajoer] =~ = SeN a.Cos o
2 39. f(x) =a + b sen (cx + d)
Assim:

Alo) =a+2xsenocoso < Alo) =o+ sen (20)

d) A'(o) = (o + sen (20)' =1 + 2 cos (20)

Alo) =0

< 1+2cos (20)=0
.1

< cos (20) = 2

= 20c=2—n+2kn v 2(x=—2—n+2kn,kEZ

3 3
T T
& (x=§+2kn v (x=—§+2kn,k€ Z

Comoa € |0, w , entao oc=£.
2 3

n b3

o 0 3 ”

Sinal de A’ n.d. + 0 - n.d.

Variagdo de A nd. A Méx N n.d

A area da regido a sombreado é maxima para

VXER,-1<sen(cx+d)<1
& -b<bsen(cx+d)<hb
< a-b<a+bsen(cx+d)<a+b

Como 3 é maximo absoluto de f e -1 é minimo
absoluto de f, entao:

a-b=-1 a=-1+b —_— a=1
= = =

a+b=3 -1+b+b=3 2b=4 b=2

Logo, f(x) =1+ 2 sen (cx + d).
Como 1t é periodo positivo minimo de f, entdo

z—n:n & c=2.
c

= 1+25en<2x%+d>=1+\/§
& sen(n+d)=$

V3

& send=—- ——
2
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o d=—%+2kn v d=4—;+2kn,kEZ

Assim, por exemplo, d = —%.

40.V x € R, -1 < sen (2x——’45>51

T
< -0?<a?sen <2X_Z> < a?

k T k k
—02+—<q? X——|+=<ag?2+—
(:)0+3 asen(x 4>+3 cr+3

Como D'y = [-3, 5], entéo:

4.

a) Determinac&o de p — periodo positivo minimo da
fungao d:
dit+p)=dt),vteD

40-10 cos (”(t—;p)) — 40-10 cos (1‘25)

& cos mtEp =cos us
2 2

nttmp _ mt nt+np _
> ” —+ 2kn -
S at+np=nt+4kn v nt+np=-nt+4kn, kEZ
S np=4kn v mp=-2nt+4kn, kE Z
S p=4k v p=-2t+4k ke ”Z

—%+2kn,ke Z

%,_J
p depende de t
Se k=1, p =4 « periodo positivo minimo
Como, no contexto do problema, o periodo positivo

minimo é 4 segundos, entdo num minuto (60
segundos) a bola faz 15 oscilagoes.

b) d(t) =
& 40- 10cos<1‘25> 45
s (%)~
2)7772
@Ezﬁz%ﬂzk 1‘25=4—;+2k KE Ny
@nt—4—;+4knvnt—8?+4kn ke N

ASEI Expoente” Dossié do Professor

& t:i+4k v t:§+4k,kEIN0
3 3
4
Quando k=0, t=§.

O primeiro instante em que a bola atingiu 45 cm de

distancia ao solo foi aos % S.

¢) Pretende-se determinar d'(9):

(- (2] 0(2] -

=10 x%x sen <E£>

4'(9) = 5nsen(92) 5tx1=5n

Quando t=9 s, a velocidade da bola é de 5t cm/s.

d) No instante inicial a bola que se encontrava mais
perto do chao era a bola da Alice, ja que
m(0)=40-15cos 0=25cme
d(0) =40 -10cos 0 =30 cm.

Apesar disso, depois de se iniciar o movimento, € a

bola da Alice que atinge uma maior altura, 55 cm, pois
=[25, 55], enquanto que a bola da Anabela atinge

uma altura maxima de 50 cm, pois D', = [30, 50].

Calculos auxiliares

—l<cos<—2—)<l VteR

o -10<-10 cos (1;3) <10,vteR
o 30s40—10cos(525)550,we|a
—l<cos(8><l VteR

—15<—15005<8)<15 vVteR

& 25<40- 15005(8><55 VteR

Quanto a bola que mais oscilagdes realizou, conclui-
-se que foi a bola da Anabela, pois esta realizou, como
se viu na primeira alinea, 15 oscilagdes durante o pri-
meiro minuto (j& que o periodo positivo minimo da
funcao d é de 4 s), enquanto que a bola da Alice rea-
lizou quase 4 oscilacdes completas, pois, como o
periodo positivo minimo da fungdo m é de 16 s, vem

60 .
que 16" 3,75 oscilagdes.

42.
a) x(0)
x(2) = 5005<2><2+n> 5 cos (2m) =

=5cos (0+m) =-5

m



b) t.v.m.p, o) = = 2_5 = 5 unidade/se-

gundo

) = T 5T n (T
c)x(t)—<5005<2t+n>) 5x25|n(2t+n)
5t . (315 ):_E 5t

7 ><1=—7un|da—

de/segundo

d) x"'(t) =<—%sin (gt+n)>'=—5—fcos (%Hn)

x"(t)=0

2
& —%cos(%Hn):O

= cos<§t+n)=0

T T
—t+m==+
(:)zt T 2 km, ke ”Z

e b
—t=—=+4+kn, ke ”Z
o ” ” s

o t=-1+2k ke ”Z

Comot &€ [0, 4[,entdot=1 v t=3.

t 0 1 3 4

Sinal de x” + 0 - 0 + n.d.

Variagaode x’ | Min.| Méx.| N Min. yd n.d.

A velocidade do ponto P é crescente em [0, 1] e
em [3, 4] e é decrescente em [1, 3]. O ponto P atin-
ge a velocidade maxima em t =1 e a aceleracao é
nula nesse intante.

e) M:_ﬁsm 3_n+n + 2% gin (m+m)=
3-2 2 2 2
=- % x1+0=
_ o 2
== unidades/segundo
43.y, =30+ 8 cos t+10n 1Y2=30
12
A Y
s -
5 I_ ’ | : y2=30
23]] ! . i i ‘E T ¥
g 1'4 Py 24 ’
114

O primeiro dia de férias comegou com uma tem-
peratura de aproximadamente 23,1 °C, logo as O h
desse dia, tendo aumentado até as 14 h, altura
em que atingiu o maximo de 38 °C.

A partir dessa hora a temperatura comegou a dimi-
nuir até as 24 h, momento em que atingiu a tem-
peratura com a qual o dia tinha iniciado: aproxima-
damente, 23,1 °C.

Durante este dia, a temperatura foi superior a
30°Cdas 8 has 20 h. Assim, o Joaquim tinha razao
quando afirmava que durante toda a tarde a tem-
peratura foi superior a 30 °C.

44,1+ °°S (3X) _14 008 (x+2x) _
COS X cos X
_14 _Cos X €0S (2X) — sen x sen (2x) _

Cos X

14 COSX COS (2X) —sen XX 2 senXcesx _
cosX
=1+cos (2x) -2 sen?x =

=1-sen?x-sen?x+ cos (2x) =
- °

=cos2x-sen?x+ cos (2x) =
%/—/

=c0s (2X) + cos (2x) =

=72 cos (2x),comx¢%+kn,kez

45, sen (a-b) +cos (a+ b) =

=senacosb-cosasenb+cosacosb-
-senasenb=

=senacosb-senasenb-cosasenb+
+cosacosb=

=sen g (cos b—sen b) +cos a (-sen b+ cos b) =

=(cos b-senb)(sena+cosa) =

=(cosa+sena)(cosb-senb),Va b&R

46.
a)V3senx-cosx=1
PN V3 senx—lcosx=—
2 2 2
& cos ) senx-sen (X cosx=l
6 6 2
& sen(x-L~ -1
6 2

n_Tm _m_>5m
@x—6—6+2knvx 5 6+2kn,k€Z

& x=%+2kn v X=n+2kn, keZ

b) sen x - cos x = V2

V2
2

sen X — cosx=1

ﬁ&”‘u Fxpoente” » Dossié do Professor



< CO0Ss _TC_ sen X—sen —TC— cosx=1
4 4
T
2 :1
(=1 sen(x 4)

n_Tn
& X 4—2+2kn,k€Z

- x=34—”+2kn,kez

¢) cos x =2 sen? (%)

X\ = 2 (X
<:>cos<2><2> 2 sen (2)

2( X\ _cop2 (X)) = 2 (X
& cos (2> sen <2> 2 sen (2)

Ceon? (XN _cam2 (XN 2 2 (X
& 1-sen (2> sen <2> 2 sen (2

~ —

& sen X == v sen X =—l
2) 2 2 2
X_m X _om
= 2—6+k7tv 275 +km, keZ
@x=g+2knvx:5?n+2kn,kez

d) sen <x+%)+cos (x+%)=cos <x—%>

T T T
< Ssen Xxcos (—) + COos X sen <—> + CO0S X C0S <—) -

6 6 3
—senxsen [~ =cos (x-~
3 5
=3 \f senx+%cosx+%cosx— sen x

= cos [x- =
5

T
< CO0S X=Co0s (X—g)

& x=x—%+2kn v x=—x+%+2kn,kEZ

%f—/
condicao impossivel
T
S 2x=€+2kn,k€ Z

T
=—+kmke”Z
& X 10 Hhm

4].

a) Assintotas nao verticais:

Como o dominio de g é limitado, o seu grafico ndo
tem assintotas verticais.

|ﬂ6ﬂl Expoente” Dossié do Professor

Assintotas verticais:

xﬂ”(‘ﬂ)— o0 iﬂ”(”ﬂ)- e

2 2
(o

9. cosx(1+senx)
= lm ——— "=
1)' 1-senx

2

X—

. cos X(1 +senx) _
= lim ———"r=

‘s £>— cos? x
2
. l+senx 1+1 2
= |_|m = " =—+=+OO
‘s £>— COS X 0 0
2
. . COS X
lim X)= lim ——
X— Tf)+g() xa(£)+1_senx
2 2
. cosx(1+senx)
= i — =
‘s £>+ 1-sen“x
2
o cos X(1 +senx)
=lm ——-=
PN £>+ COs* X
2
. l+senx 141 2
= |_|m —_— =00

x_><n>* COS X o 0O
2
n
2
fico de g. Como g é continua no seu dominio (por
se tratar do quociente entre duas fungdes conti-
nuas), entdo o grafico de g ndo admite mais assin-

totas verticais.

A reta de equagdo x = — é assintota vertical ao gra-

bl g'(x) = (cosx)'(L-senx)—cosx(l-senx) _

(1-senx)?
_ _—senx(l-senx)-cosXx(-cosx) _
(1-senx)?
_ -senx+sen?x+cos’x
(1-senx)?
l-senx
(1-sen x)?
-1
1-senx
" —1-senx)’ COS X
cg'(x) = = 5
(1-senx) (1-senx)
T .
Como (1-senx)2>0, Vx € [0, 2n] \{E} o sinal de
g" depende apenas do sinal de cos x.
X L 3n
0 2 > 2n
Sinal de g” + + n.d. - 0 + +
Sentido das
concavidades U (nd| N P.l. )]
do grafico de g

O grafico de g tem a concavidade voltada para

cima em ]O, g[ eem ]% 27| e tem a concavidade

voltada para baixo em }% 3—;{
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(% 0) é ponto de inflexao.

1

dg'(x) = 1-senx

Sejam m, e mg os declives das retas r e s, respeti-
vamente.

, 1
m':g(a)zl—sena
1
ms=g'(b) = l-senb

Como a+b=m, entdo b=mn-a, pelo que:

D S

l1-senb

I S
1-sen(n-aq)

:#:
1-sena

=g'(a)=

=ml’

ms=g'(b) =

Logo, as retas r e s sdo paralelas.

48. A abcissa do ponto p é um zero de f".
Pretende-se determinar a solugéo da equagao

f'X)=0 A X E [0%]

f'(X)= (x2x cos x)' =
=(x2)' x cos x + (x4 x (cos X)' =
=2 XC0s X— X2 x sen X

f'(x) = (2x cos x - x2 x sen x)' =
=(2xcosX) - (x2xsenx) =
=2 X 00S X— 2X X Sen X — 2X X Sen X — X2 X oS X =
=2 cos X — 4x sen x — X2 X cos X

Determinagao dos zeros de f"'(x) na calculadora:

vk

NI

Assim, a abcissa do ponto P é aproximadamente
0,60.

49.
a)g'(x) = ((— + 1) sen (kx) )

= <%+ 1) sen (kx) + (% 1) (sen (kx))' =
116

a X

——sen (kx) +<_2k )kcos (kx) =
X

:—sen (kx) +<— )cos (kx)

570 = (5 sem (o0 + 5.+ k) cos )| =

=ixkcos (kx) + (2 +k)l cos (kx)+<%+k>

(cos (kx))' =

_1 cos (kx) + 1 cos (kx) + (% + k) (~k sen (kx)) =

2 2
=cos (kx) - (% + k2) sen (kx)
Entao:
g"(x) + h? g(x) =
=cos |

( )sen )+k2(%+1>sen(kx):
=cos (kx) - <7 + k2> sen (kx) + (% + kz) sen (kx) =
= cos (kx)

(L + 1) sen (kx)
b) )EiLnO g9 _ lim 2% =

X x—0 X
- lim (i+1)><um sen (k) _
x—0\ 2k x—0 X
=1xLlim Egﬂﬁgxkz
kx — 0
=1x1lxk=k

¢l g'(x) = L cen (kx) +

o (2 + k) cos (kx)

g'(0)=%sen0+(0+k) cos 0=k

g(0)=(0+1)sen0=0
Logo, uma equacao da reta tangente ao grafico de
g no ponto de abcissa 0 é y = kx.

50.

a)Dy={x € R:sen (nx) #0} =R\ Z

Calculo auxiliar

sen (nx)=0 @ nax=knm, kE”Z
S x=kkeZ

b) Para que h seja continua em x = 0 tem de se ter
lim . h(x) = h(0)
x—0

+h(0)=a
* lim . hix) =lim . g(x) =
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. X2 - X
=lim ., =
x—0" sen (mx)

x(x-1) _
x50 sen(mx)

=lim . — = xlm_ (x-1) =
x—0" sen(nmx) x-0

—im ™ L=
m—0" sen(mMx) T

S1xix(=-1
T Y

1
Logo,a=-=
0go, a -
Para que h seja continua em x = 1 tem de se ter
lim__h(x) = h(1)
x—1
«h(l)=b
«lim_h(x) =lim_g(x) =
x—1 x—1
x2-x
lim _
x—1 sen (nx)
Xx=1) _
T X51 sen(m)

. X — .
=lim__ xlim_x=
x—>1 sen(mx) x—1

Mudanca de variavel:
y=x-1 e x=y+1

Sex—1,entdoy— 0.

=lim7¢x1=
y—0 sen (my + m)
=—lm —Y¥ =
y—0 sen (my)
— oy 1
-0 sen(my) =
=—l><l=—l
v i
Logo, b=-=
51,
a) f(x) = sin x sin (2x)
Df=|R

VXe Dfr -X € Df
f(=x) = sin? (~x) sin (2(~x)) =
= (-sin x)2 sin (-2x) =
=sin? x (-sin (2x)) =
=-sinZx sin (2x) =—f(x), Vx € Dy
Logo, a fungao f é impar.
f(x + m) = sin? (x + @) sin (2(x + @) =
= (sin (-x))2 sin (2x + 27) =
= (-sin x)2 sin (2x) =
=sin? x sin (2x) = f(x), V x € Dy

Logo, f é periddica de periodo 7.
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Assim, basta estudar a monotonia de f no intervalo
[0, mt].
£1(x) = (sin2x sin (2x))’ =
= (sin?X)’ sin (2x) + sin? x (sin (2X))' =
=2 sin X cos X sin (2x) + sin? x x 2 cos (2x) =
=2sin X cos XX 2 sin X cos X + 2 sin?x cos (2x) =
=4 sin?x cos? X + 2 sin? x cos (2x) =
=2 sin?x (2 cos? x + cos (2x))
f'(x)=0
& 2sin?x (2 cos?x + cos (2x)) =0
& 2sin2x=0 v 2cos?x+cos (2x) =0
& sinx=0 v 2cos?x+cos?x-sin2x=0
& sinx=0 v 3cos?x-1+cos?2x=0
SN
SN

sinx=0 v 4cos?x=1

1 1
sinx=0 v CoSX== Vv COSX=—

2 2
& X=Kkm v X=%+k7t Y X=2?n+kn,kEZ
Comox € [0, w], entdox=0 v ngv x=2?n v
V X=T.
X 0 g %”t T
Sinaldef 0 + 0 - 0 + 0

Variagdode f | Min.| -~ Méx.| ~ [Min.| ~ |Méx

b) f(x) =

f é crescente em [0 + Kk, % + kn] eem

[%c +km, T+ kn], k € Z e é decrescente em

[3+ch %+kn] ke ”Z.

COoS X

1+cosx

Di={x €ER:1+cosx=0}=
={XxER:x=n+2kn, k€ Z}

Calculo auxiliar

1+cosx=0 < cosx=-1 & x=n+2kn, kEZ

VXEDf,—XEDf

oy _ _COS(X _ cosx _

f )_l+cos(—x)_l+cosx_f(x)'VXEDf
Logo, a funcao f é par.

fix+ 2m) = Cos (X+2m) _ cosX =4,V x € D;

1+cos (2m) 1+cosx
Logo, f é periddica de periodo 2.

Assim, basta estudar a monotonia de f no intervalo
[0, 2x].

17



: cosZ X + cos X + sin? x — sin x
COs X =
f(X)=(m) = (cos x +1)2
1+ -si
(cos x)' (1 + cos x) —cos X (1 + cosx)’ =LS'Q”X
= (1 + cos x)2 = (cos x+1)
_ -sin X (1 + cos x) — cos X (-sin X) _ f'x)=0
(1 + cos x)2 1+cosx—sinx _
o ST CoSX7SINX
cos x+1)2
—Sin X — sin X c0S X + Sin X oS X ( ),
= (1+ cos X’ = & l+cosx-sinx=0 A (cosx+1)2=0
sinx & cosx—-sinx=-1 A xzn+2knm, ke ”Z
a (].'FCOSX)2 = gcosx_gsinxz_g
fx)=0 AXET+2kT KEZ
sin X
- 2 & cos (L) cos x-sin [ X sinx=
(1+COSX) 4 4
& sinx=0 A (L+cosx)2=0 V3
o x=2kn, keZ =- 2 AXET+2kn, ke ”Z
Comox € [0, 2n], entdox =0 v x = 2. - cos(%+x)=— \éﬁ N xEmt ok kEZ
X 0 b 2n
S <%+x:37n+2kn Y% —Z—+x:57n+2kn> A
Sinal de f’ 0 - n.d. + 0
AXET+2km, ke Z
Variaca Méx. N d. Max.
ariacao de f ax nd A ax N X=§+2kﬂ:,k€Z
f é decrescente em [0 + 2kn, © + 2kn[, k € Z e é _ T
C € [0, 2x], ent =
crescente em |xt + 2km, 2n + 2kn], k € Z. omo x & [0, 2n], entdo X 2
sinx—1 X 0 z T 2n
C =
) cosx+1 2
Sinal def + + 0 - n.d. + +
Di={x€R:cosx+1=0}=
=X ER:x#n+2kn k € Z) Variaggodef | -< | » |Méx| N |nd| ~ |-1

, - i T ,
Calculo auxiliar fé crescente em |-w + 2km, — + an] e é decrescen-

2

cosx+1=0 & cosx=-1 & x=n+2kn, ke Z

te em [g + 2k, 70+ 2kn[, kez
VXxe va -X € Df
flx) = sin (%) -1 _-sinx-1 52,
cos(x)+1 cosx+1 a) Seja M o ponto médio de [AB].
Ax € Dy: f(=x) # f(x) Tem-se que:

_X)
Ix € Ds: f(-x) = —f(x) GM _
' ~ - L, tgezG:M@GM=2tge
Logo, a fungao f ndo é par nem é impar. AM

_4x2tg0

sin(x+2m) -1  sinx-1 : _

27) = = =f(x),VxED Assim, A = =41go.
fx +2m) cos(2m) +1  cosx+1 flx). V' x € Dy eel 2 ?
Logo, f é periddica de periodo 2. Seja O o centro do hexagono.

rg=T
Assim, basta estudar a monotonia de f no intervalo OAB = 3
[0, 2x]. M _
| , tg(£>=O—M o OM=2V3
f,(x):<smx—l): 3 2
cosx+1
. _ 4x2V3
_ (sinx=1)'"(cos x+1) - (sinx-1) (cosx+1)’ Assim, Aoag) = — =4V/3

(cos x + 17 Enté area d ia breado é dad :
008 X (€05 X + 1) — (sin x - 1) (-sin x) ntéo, a area da regido a sombreado € dada por:

(cos x+ 1)2 = A(0) =6 x (4V3-41g 0) = 24(V3-1tg 6)

118 ASEI Expoente? « Dossié do Professor



b)A( ) 24(\/_ tg( >>=24(\/§-\/§)=0

A figura que se obtém para x = Tg

3
T -
pelo que, para x = 3 a superficie reduz-se a um
ponto. Portanto, a sua area é nula.

o) A(B)=24V3-6 o 24(V3-tgB)=24V3-6
& 24V3-241tgB=24V3 -6

1
tgp=-
< tgP 4
1 1 1
1+tg?B= 1+ —==—7—
t9*p cos? B < 16 cos’B
16
2R =
< cos‘ P = 17
T = _ /16
ComoB e }O, 3 [ entdo cos B = 17
_ 4V17
@cosB—T

sen?B+cos?f=1 < sen2[3+%=l

2R =
& sen‘fB= 7
Como f € ]0, %[ entdo sen B = %
& senf= V17
17

\V V17 \2

Assim, (sen B + cos B)2 = 17 . 4VIT \2_
17 17

_(5VIT \_25

17 17

8' 6
produto entre duas fungdes continuas.

A (%) - 24(\@ _tg (%)) ~ 31,628
A (%) - 24(\/5 _tg (%)) ~ 27,713

Logo, A (%) <30<A (g)

Entao, pelo teorema de Bolzano-Cauchy,

ace] [A(c)=30.

d) A fungdo A é continua em [— —} por se tratar do

8'6
6)= (24 (V3-1tg B))' =~ —o

cos2 0

AB)<0,VOE ]o, g[

|ﬂ6ﬂl Expoente” Dossié do Professor

Logo, a fungdo A é estritamente decrescente em

Py |

Assim, existe umeum s 0 € }— —[ A(0) = 30.

8'6

53.
al A= 2><25enoc(22—20050c) _

=4sena(l-coso)=
=4seno—-4senocos o=
=4seno-2sen (2a) = Alo)

b)A( ) 4sen(2) 2sent=4-0=4%

Parax = % a figura é:

Isto &, 0 ponto B coincide com o ponto D e o ponto C
coincide com o ponto F, pelo que o tridngulo [ABC]
coincide com o triangulo [ADF] cuja area é 4.

o) A'(a) =
A(o) =0

4coso—4cos (20)=0

cos o = cos (20)

o=20+2kn v ao=-20.+2kn, k € Z

—-oo=2kn v 3o.=2kn, k€ Z

o= 2knvoc—2% ke”Z

(4 seno—-2sen (20)) =4 cos o.— 4 cos (20)

—=

¢t 00¢0¢

Como o € [g n[. entdo o = 2?15

; z EE .

2 3
Sinal de A’ + + 0 - n.d.
Variagdo de A Min. 2 Max. N n.d.

A(%)zlrsen (%)—ZSen (%)z
=4x%—2x(—%)=3\/§

A drea méaxima do triangulo [ABC] é 3V3 u.a.

d) Parax € [g n[:

A(x) =-A"(x)
& 4senx—2sen (2X) =-4 cos X + 4 cos (2X)
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Sejam: - -
& 2x=§+kn,k€Z A XE]O,—[

y1 =4 sen X —2 sen (2x) 2
Yo =—4 c0S X + 4 cos (2X) - x==
4
A
Y . X 0 n ui
y ,
' (2,5; 4,32) 4 2
i : Sinal de n.d. - 0 + nd.
O T E T ox > .~ ,
7! Variagdo de f nd. RY Min. 2 n.d.
)

A area do losango é minima para x = T
A abcissa do ponto P é, aproximadamente, 2,50. 4

54. 55.
a) Seja M o ponto médio de [EF]. alx(t) = sin (xt) - V3 cos (nt) =
BAMz%BA\D:x =2(% sin (nt) - —-2- cos (nt)>=
Assim, tgx= M o AM =1 =2 (sin (E) sin (rt) - cos (E) COS(nt))=
AM tg x 6 6
Seja N o ponto médio de [FG]. =-2 (COS <%> cos (mt) — sin (%) sin(nt)) =
BFN=BAC=x i
BN o =-2cos (nt+€):
Assim, tgx= ——— <& BN=tgx
FN

=2005(nt+%+n)=

Entao, a drea do losango é dada por:

1 =?2cos (nt + %)
2(tgx+1)x2(t—x+1> .
f(x) = 2 g = Comox(t)=2005(nt+%)e2>0e
=2 (tgx+1) (iJrl) n>0e % € [0, 2x[, entdo x(t) € um oscilador
harmanico.
=2(1+tgx— + 1
( 9%% ) b) Amplitude: 2
:2(2+—+tgx> Perl’odo:%=2
, Ao 1
b) £(x) = (2<2 N tgix g x>) _ Frequéncia: 2
1 Angulo de fase: %
cos? X 1
= 2 + =
tg? x cos? x

c) x'(t)=<2 cos (nt+ﬂ>) =
1 1 6
( sen X COSZX) = o ( 7n>
=-2nsin|nt+—
—cos®x+sen’ X _ 6

sen2x cos? x

IX'(t)l =0
_ —2 005 (2X) 7
sen? x cos?x =N ’—275 sin (nt + %)‘ =0
) — —2.00s (2x) _ . )| _
e f'(x)=0 sen? x cos2x 0 & 2m [sin (nt+F)‘ =0
< -2cos (2x) =0 AXE]O,%[ PN sin(nt+76—n>’=0
@cos(2x):0/\xe]0,%[ @Sin(nt+76—n>=0
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= nt+%=kn,kez

o nt=—76—"+kn,kez

= t=—%+k,kEZ

d)x"(t) = (—Zn sin (nt + %)) =
=-212 cos (nt + 76_n>

Entao:
X"'(t) = =k x x(t)

& —271 cos <nt + %t) =—k x 2 cos (nt + %)

o 22 =-2k
o k=n?

Teste Final
Paginas 154 a 157
Grupol

1. Opcao (B)
Se o numero de subconjuntos de um conjunto é
211 entdo o nimero de elementos desse conjunto
é11.
O ndmero de subconjuntos com exatamente cinco
elementos é entéo 1Cs = 462.

2. Opcao (A)
Como f(x) £ 0, V x € IR, entdo excluem-se as opcdes
(C) e (D).
Como —Isen 0] = 0, entao exclui-se a opgao (B).

3. Opcao (B)
Determinar o nimero de tangentes ao grafico de
f que sao paralelas ao eixo Ox é o mesmo que
determinar o nimero de zeros da fungéo f', deriva-
dade f.

f'(x) = (x + sen x)' =1 + cos x

f'x)=0 <& 1+cosx=0
& cosx=-1
& X=n+2km ke ”Z

A equagao f'(x) = 0 tem uma solugdo em cada um

dos intervalos [0, 2x], [2~n, 4x], ..., [98%, 100x].
Entao, a equacao f'(x) = 0 tem 50 solugdes.

ASEI Expoente” Dossié do Professor

4. Opcdo (B)

Dh=|R
lim _h(x) = Lim (1+2§e”")=1+0=1
X — 4o X — +00 X4 +1

Calculo auxiliar

VxeR,
1<senx<l & -2<2senx<?2
__ 2 _2senx __ 2
X2+17 x2+1 T x2+1

. 2\ . 2 -
Como ilinm (— 21 1) =0e i'inm i1 0, entdo,

pelo teorema das fungdes enquadradas,
2senx _
x—+0 X241

A reta de equacgdo y = 1 é assintota ao grafico de h.

5. Opcao (A)

EA=cos 0
OE =sen @
A=9x EA x OE _9 sen@cos 6 _ sen (26)
2 2 2
Grupoll

1. Formas de construir a sequéncia de algarismos nas
condigcdes do enunciado:

4 impar impar 3 ou 4 par par 3
— ——

4 3 4 3

Formas de construir a sequéncia de letras nas con-
digbes do enunciado:

vogal consoante consoante ou consoante vogal
— _ ——

5 21 20 21 5

consoante ou consoante consoante vogal
>

20 21 20 5

Assim, o nimero de casos possiveis é:
2% (4x3)x3x(5x21x20)=151200

1

Entao, P= m

2. f(x) =sen (2x) +x+1
Df: [O, 271:]

217 (X)=(sen (2x) +x+1)'=2cos (2x) + 1
f'x)=0

< 2cos (2x)+1=0
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& cos (2X) = 1

2
(:>2x=2?n+2knv2x=4—;+2kn,kel
@x=£+knvx=2—n+kn,kez

3 3
ComoxE[O,Zn],entéox=%vx=%v
vx=2E o

3 12°

b 2n 4T 51

X |0 3| 3] |3 |3] |
Sinal
def + | +|0| -0 +|0]|-1]0/|+]+
Va;i:(;éo Min.| » [Méx| N [Min.| » |[Max| N |Min.| » |Max.
T n\ T V3 Y
—\= 2x—|+=+1= +1+—
f(s) Se”( X3> 3 2 3
4n 4\ | 4m V3 4n
— = 2X—|+—+1= +1+—
f(s)se”<xs) 3 2 3
Entao:
b 3 T 4 V3 4T
A _l +1+—YB _l +1+_l
(3 2 3) (3 2 3)
T 4TC
_Y lD _!
°(z:0}2(50)
Assim:
ﬁ+1+£+£+1+4—7E
2 3 2 3
AlaBco] = 5 X
4n_m\_
3 3
=(l+ﬁ+ﬂ)xn u.a.
2
99 lim f(x) -1 sen (2X) +x+1-1 _
x>0 4 x—0 4x
:l“ sen(2x)+l:
4 x—0 X 4
2, sen(2) 1
T4 x50 2K 4
_1 1_3
—2><1+4 4

2.3. Seja g a fungao definida por
g(x) = f(x) = f'(x) =
=sen (2x)+x+1-2cos (2x)-1=
=sen (2x)—2cos (2x) +1

3
soma de duas fungdes continuas.

A fungdo g é continua em [0, E], por se tratar da

122

g(0)=sen0-2cos0+1=-1

T\ _on (20 _ ZZAWERS
g(3>—sen<3) 2cos(3)+1

_ﬁ_2X<_l>+1_
2 2
_,, V3
2
T
Logo, g(0)<0<g<§).

Assim, pelo teorema de Bolzano-Cauchy,
dce ]0, %[ glc)=0
< Jee }O, —[: flc)-f'(c)=0

T

odce }o,—[: flo) = f(c)

><V

x = 0,45

3.9'(x) =x-2cos x

31. yLnOM —¢(0)=0-2cos0=-2

32.9"(x)=(x-2cosx)'=1+2senx
g'xX)=0 & 1+2senx=0

=3 senx=—l
2

o x=—%+2kn v x=%"+2kn,kez

- I 5n
Comox € [-m, ], entdox=——= v Xx=——,
6 6
51 b
X _ & _=
T 6 6 b
Sinal de g” - 0 + 0 -
Sentido das
concavidades a) P.I. @) P a)
do grafico de g

O grafico de g tem a concavidade voltada para

. 5n T
baixo em |-, — 5 eem 5 nt| e tem a conca-
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vidade voltada para cima em ]— % —%[; tem dois
pontos de inflexdo de abcissas —% e —%.

4. D(t) =4+ 2 cos (nt +m)
te [0, 4]

4.V te [0,4],-1<cos (rt+m7) <1
& -2<2cos (nt+m) <2
& 2<4+2cos (nt+m <6
A distancia minima do corpo ao solo é 2 metros e
a distancia maxima do corpo ao solo é 6 metros.

4.2, Amplitude: 2
Pulsacéo:
Fase: m

Periodo: 2 _ 2
b
1
Frequéncia: =
2
43.D(t)=5
& 4+2cos(nt+m) =5

& cos (nt+n)=%

PN nt+n=%+2kn v nt+n:—%+2kn,kEZ

& nt=—2?n+2kn v nt=—4?n+2kn,kez

o t=—%+2k v t=——;i+2k,kez

4 2
k:l’ 3 t:—— t:—
Se entdo 3 v 3

= 10 8
Sek=2,entdot="- v t=_
e entdo 3 v 3

- 2,4, .8
A55|m,comote[0,4],t—3 v t—3 v 3 v
10
t="
Vit

ASEI Expoente” Dossié do Professor

Tema V - Fungdes Exponenciais
e Funcdes Logaritmicas

Unidade 1- Juros compostos
Péaginas6a10

1. C; =500 (1 +0,025)7 = 760,81 €

2. Banco A:
C,=50000 (1+0,025)2=52531,25 €

Banco B:
C,=50000 (1 +0,0125)%=52 547,27 €

O banco B propde uma situacdo mais lucrativa para
o Pedro.

3Co(1+nNP=2C & 1+nH=2

o 1+r=V2
o r=V2-1
Logo, r= 4,7%.
4,
2 1500 (1+0,012)! - 1500 = 1518 - 1500 = 18 €
2
b) 1500 (1 ‘ 0'012) ~ 1500 = 1518,05 - 1500 =
~1805€
4
¢ 1500 (1 + 0’212) ~ 1500 = 1518,08 — 1500 =
_1808 €
12
d) 1500 (1 + %) ~ 1500 ~ 1518,10 - 1500 =
~1810€
5.

a) C; =8500 (1 +0,02)} =8670 €
b) C1o=8500 (1 +0,02)}°~10 361,45 €

¢) Seja C, o capital acumulado ao fim de n (n € IN)
anos.

C;=8500x (1+0,02) =8500x 1,02
Cy=C;x(1+102)=C;x102

C3 = CQ X 1,02

E assim sucessivamente.

Entao, o capital acumulado ao fim de um ano cor-
responde ao capital acumulado no ano anterior
multiplicado pelo fator 1,02, que traduz o facto de
o capital acumulado crescer a taxa de 2% ao ano.
Logo, a sucessdo Cy, Cy, ..., C, € uma progressao
geométrica de razdo 1,02.
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d) C,=8500 x 1,02"
e)C,>10000 < 8500 x1,02">10 000

y“
C

(8,21; 10 000)

>
O x

Ao fim de nove anos sera possivel obter um capital
acumulado superior a 10 000 euros.

f) O capital disponivel ao fim de um ano, com juros
pagos mensalmente a uma taxa de 1,9% ao ano, é:

0,019\12

o ) ~8662,91 €
Na alinea a), viu-se que o capital disponivel ao fim
de um ano, a uma taxa de 1,9% ao ano, é 8670 €.
Assim, o capital acumulado é inferior ao obtido na
opgao inicial.

8500 x (1 +

6. Seja u, a populacdo de bactérias existente, passa-
dos n dias. Assim, se 10 000 é a populacéo inicial,
entdo passado 1 dia teremos:

u;=10000+10000x0,031=
=10000 (1+0,031) =10 310
—

;
eu,=uyxr""1onder=1+0,031
Logo, u, =10 310 x 1,0317 L,

Assim, o numero de bactérias passados 10 dias é
up=10310x1,03110-1 =13 570.
1. 48900 (1-0,13)* =28 014,69 €

8. Opcao (B)
2,4 % (1-0,15)" = 2,4 x 0,85

Unidade 2 - Nimero de Neper
Paginas11a13

9.
a) 1000 x (1 + 1)1 =2000,00 €

2
b) 1000 x (1 + %) ~2250,00 €

4
¢) 1000 x (1 + %) = 244141 €

14

d) 1000 x (1 + i) ~2613,04 €
1 \365
8) 1000 x (1 + 3—) ~ 271457 €

365 7 =271813 €

1 )365 X 24 % 60

365 % 24
) 1000 x (1 + )

=2718,28 €

2 1°°0X(1+m

h) 1000 x lim (1 + %) ~ 271828 €

Unidade 3 - FuncGes exponenciais
Péginas 14 a 34

10.

a) 100 x 2 =200

b) 100 x 23 =800
¢) 100 x 2% =141
d) 100 x 2% =~ 336

1.

af0)=2 @ bxa®=2 o b=2
f é crescente se a > 1.

b f0)=3 @ bxa®=3 < b=3
fé decrescentese O <a<1.

12 =b x a? a’b=12
12, o

24=bxa® axalb=24
_— 22ph=12 b=3
=N o =N
120 =24 a=2 a=2
13.

2 2 2 2
21325 +64° =(29° +(293 =
=4+16=
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5

: 1

16\ L (125\2 _(/2\%\+
o) (&) =(E)
_2 (5Y?.
s (2)
_2 (2L
5 (s)
_2. 4 _8
3725 75
4.
1 1
a %=6ﬂ7=52
- 2
b) 3(%)2:\3/@: ;
1 1
c /7 =7 4
15,
1 % 1
a)(x3> =x? :\/;
2 -2 1
3 +_ 1
B < =x 2 = .
7.8
c)(Xig) ! =X
5,6
sed g
e ) =xr=
2 2 2
e) (27X6)?—(33)? (XG)?:32X4:9X4
1 1 1 1
f(8x2y%) 2 =(29)° (&) () ° =2x7 y

h) (z2012) 1006 x (x10 + y20)0 = 72 5 ] = 72

16.

a)

01X =gx)+2=e+2

|ﬂ6ﬂl Expoente » Dossié do Professor

O gréfico de g; obtém-se a partir do grafico de g
segundo uma translagdo associada ao vetor (0, 2).

b)

9(X) =g(x-1)=e*1
O grafico de g, obtém-se a partir do grafico de g
segundo uma translagao associada ao vetor (1, 0).

c

-1 O 'y

g3(X) =gx+1)-1=e*1-1
O grafico de g3 obtém-se a partir do gréafico de g
segundo uma translacdo associada ao vetor (-1, -1).

d)

94(x) ==-g(-X) = -

O gréfico de g, obtém-se a partir do grafico de g
segundo uma simetria relativamente a Oy, seguida
de uma simetria relativamente a Ox.

e

gs5(X) =—g(x) + 2=—€*+2

O gréfico de g5 obtém-se a partir do grafico de g
segundo uma simetria relativamente a Ox, seguida
de uma translagao associada ao vetor (0, 2).

f)

ge(X) = Ig(x) =1l = le* - 1]

O gréfico de gg obtém-se a partir do grafico de g
mantendo os pontos de ordenada n&do negativa e
efetuando uma simetria dos pontos de ordenada
negativa relativamente a Ox.
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11.
a)8V2= (23)\/5 =93V2_9VI8

Como V18 > \/E entdo 8V2>8"5
b) 9V2=32V2=3V8

Como > V8, entdo 37 > 3Ve,

n
afL) -2
b
n
Como -nt < -2, entdo (%) < %
05 =3°

ln_ —21
. 1 1\~
Como -3 > -2m, entdo 7 > (g) .

18.
a) Proposigao verdadeira.
mxQm=n M =20=7]
b) Proposicao falsa.
(21{)1: = QX — 27t2 =+ 22n
¢) Proposigao verdadeira.
2\/§X 2\/ﬁ= 2\/§+\/ﬁ= 2\/§+2\f= 23\/5
d) Proposigao verdadeira.
2T VBB VIV 9 VE
Wsrzz 2-V8_9V2-2V2_9-V2
19.
a 477 x 247 ; B7 = (%)x 247 67 =

b) (6Y2)V2=6V2xV2=62=236

V341
e _ A0 — \/§ 1—\/5_ = —
c 3 eV=eV3* l=e-1

e

20.
x+1

5= =2

b 5% = (593 = 3% = 27

6) 25 = (59 = (592 = 32=9

a5° =(5X)% 37 -3

)52 = (51 x 52 = 371 x 25 = 2

X 1 1

X, 1 _ 5
)52 '=(5x) 2 x5=3 2 x5=—2 =
(5%) V3

3

126

21
5 1
A2=V2 & 2=22 & x=5

CS.= {%}

bn=1 < =10 & x=0
C.S.={0}

c)%=\/g o 5*=

d)3¥+2=29 & F=27 & 3¥*=3%3 < x=3
C.S.={3}

1 1
X— = X — _—_
B9 = & (39=3
o 3 =35
& 2xXx=-5
& X=-

2

CS.= [— %}

f)5x-21-125=0 < 5k-21=125
P 5Ix—2|:53
& Ix=-21=3
& X-2=3 v x-2=-3
& Xx=5 v x=-1

CS.={1,5]}
27t Byt o
gx =9 < (32)x -
33x+3
© T =32
= 33x+3—2x=32
o F3=32
o x+3=2
& x=-1
C.S. = (-1}

h) 3*xx2-3Fxx=0 & 3*(x2-x)=0
o 3F=0v x2-x=0
N
condicdo impossivel
< X(x-1)=0
< x=0vx=1
C.S.={0,1}

22. Opcao (B)
flk +x) =100 x f(x) & 10k*x=102x 10*
= 10k+x:102+x
& k+Xx=2+X
& k=2
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23.
1 2\
) (Vay= —= o7 )=
24
3
PSR
2.3
3 4
@x:—g
8
9
CS.=]->
]
1
V2 23
b) 2% = & 2= T
4\V2 2yt
=
& W= :
22
1.5
& Xx=23 72
3
& x=2°8
@x=—£
6
_[LB3
a2
1 1
dVV3+V3+V3=3« [32+32 +32 =3
1
& 32 (1+1+1)=3%
1
& [32 x3=3%
3
< (32 =F
3.1
o (32)? =3
3
o 34 =3
o x=3
4

1%X < 2Xf5x >
& 8=5xHx
& 8=5Hxx X
& 2X=8
o =2 o x=3
C.S.={3})

e)2x+l+2x+2+2x+3:7 P 2x(2+22+23):7
o 22+4+8)=7
o 2Xx14=7
1
(=4 2X=E
o x=271
& x=-1

C.S.={-1}

|ﬂ6ﬂl Expoente” Dossié do Professor

n

fl2+4+8+16+..+2"=254 < 2x )
& -2x(1-2" =254
& 1-2"=-127
& 2"=128
o =27
S n=7

=254

C.S.={7]

24,

A4 1I-9x =2 & (r1-gx =2
& 29X =2
& 2x2%-9x2%+2=0
o 4x(2)2-9x2%+2=0

Fazendo uma mudanga de varidvel, 2* =y, vem que:

9+V8l-4x4x2
8

_ 9+V49

4y?-9y+2=0 & y=

e y=2yv y:%

Substituindo y por 2%, vem que:
22 v Peg e 2=y 2=
o x=1vx=-2
CS.={1,-2}
b) 4271 -9x 2% +2=0 & 4x4¥-9x4+2=0
& 4% (4M2-9x (49 +2=0

Fazendo uma mudanga de variavel, 4 =y, vem que:

9+V8l-4x4x2
8

_ 9+V49

4y?-9y+2=0 & y=

S y=2v yz%

Substituindo y por 4%, vem que:

4x=2 v 4X=% & #=V4 v =41
1
& =42 v 4x=41

& x=% v x=-1

cs.= {% -1}
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€)5* 1 +5%%2=126 < 5*x5+52x5%-126=0
o 5x5x+52xé—126=0
& 5x5%+52-126x5=0
& 5x(592-126x5+25=0
Considerando a mudanga de varidvel 5=y, vem que:
5y2-126y +25=0
126 + V15876 - 4x5x 25
10
126 + V15 376
B 10
_ 126+ 124
TV

= Y=

o y=25v y=%

Substituindo y por 5%, vem que:
54=25 v 5X=% & 5%=52 v px=51
S x=2 v x=-1

C.S.={2,-1}

25.
Al-3<-8 o 9<¥F & F<F o 2<x & x>2

C.S.=]2, +oo]

C.S. =0, -1]

) 10¢-%> 0,01 & 10¢-3>1072
& x2-3x>-2
< x2-3x+2>0
S x<1l v x>2

C.S. =]-%1[ U ]2, +%[

Calculo auxiliar

x2-3x+2=0 & x=

o x=2 v x=1

128

d) 83« -5x > ]iL_B PN (23)3x2—5x > Q4
e 292-15x 5 -4
© 9x%2-15x > -4

o 9x2-15x+4>0

Calculo auxiliar

15+V225-4x9x%x4

Ix2-15x+4=0 < x=

Retomando a resolucgao da inequagao, vem que:

9?-15x+4=0 x<% v x>—g—
C.S.=]—w,%[u]%,+oo[

1 1
g2 <4 o 2% <22
1

& =<2
X
& —=-2<0
1-2x <0
X
X —00 0 % 400
1-2x + + + 0 -
X - 0 + + +
1-2x - n.d + 0 -
X
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Calculos auxiliares

X+l _1=0 & 2X*1=920 5 x+1=0 & x=-1

¢1-2%=0 & 22=20 & x=0

X —o0 -1 0 )
2x+1-1 - 0 + + +
1-2x + + + 0 -
2x+1_1

-2 - 0 + n.d -
CS.=[-1,0][

26.
a) f(x) =
=577

Di={x€R:e*-1+0}=IR\{0}

Calculo auxiliar

e-1=0 & =1 o e&=e% o x=0

b) g(x) = V3 -9%
1

Dgz[xEIR:3—92XZO]=]—°°.Z]

Calculo auxiliar

3-9%>0 & —(39%>-3 o 3%<3 o dx<1 o xs%

1
(e*+2)(125- 5%

Dp={x € R: (e*+2)(125- 5% # 0} =R\ {3}

¢) h(x) =

Calculo auxiliar

(e¥+2)(125-5)=0 < e+2=0 v 125-5*=0
N
condicdo impossivel
o =53

< x=3

2%-1
3-X

di(x) =

2*-1
D,' = {X € R: 3

>0 A 3—x¢0}=[0,3[

Calculo auxiliar

2%-1=0 & 2*=20 < x=0

ASE] Expoente » Dossié do Professor

X —0 0 3 +o0
2*-1 - 0 + +
3-x + + + 0
2;:)} - 0 + n.d

e) j(x) = V-16%+ 4+ 2
Djz{xe|R:—1GX+4X+220]=]—oo.%]
Calculos auxiliares
+-16¥+ 4 +220 © 4%+ 4+220
o y2+y+220 A y=4
._y2+y+2=0<:>y=_1i_7 ”21"'8
sy=2vy=-1
S y2-1 Ays2 Ay=4
o 21 A 452
Nl
condicao universal
o 2x< 2l
& 2x<21
@xs%
21.
a) lim (1 + §>n =ed
n
5 \n
b)lim(l+£>n=lim(l+ L) =
2n n
5
=e? =VeS=e2\Ve
c) lim (1——) =lim <1+_—1)>n=e‘1—l
n e
3 3
d) im (1 +2> "o <lim (1 +z>n) =(e9)3=¢b
n n
1
e) lim <1+£>’7+ :le( 1+£>nx<1+£>)—
n n n
:lim(1+%nxlim(l+—
=e™x(1+0)=¢e"

2 _ 2
f)lim(l——2> :l|m(1+(n—21>n =e‘1—%
g

Calculo auxiliar
n+7 |n+4
-n-4 1
3
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RN A Y 3\ . (l-n\"_ . [ 2 \"_
llm(n+4) —l|m<l+n+4) = e)llm(—l+n> —l|m< l+n+1>

i 1+ 3 n+4—4_ —i 17 (1 2 n
sim (1) -tm (1 (125 )
4 -4
=lim[(l+ 3 )M ><<1+ 3 )}:
n+4 n+4 Calculo auxiliar
. 3 \nt4 3 \#4
=l|m(1+ ) ><l|m<1+ ) = -n+1 |n+1
n+4 n+4
n+1 -1
=edx (1+0)*=¢° 5
28. Opcao (A)
it 1\ 1 1 Se n par:
lim<l+—)2 = lim (1+—) foet =vVe , 2 \m 2\
2n 2n m (1) {1- =lim(1- =
n+1 n+1
29, 9 \n+1]meT
=lim [(1——) ] =(e?)l=g2
3_ -n3 _ 37-1
a)Um(n l)nzllm[(1+—1>n] =eht=e n+1
B 3
Se n impar:
4 gn 4n 2 n 2 n
2 n lim ( (=1)" (l— ))z—lim (1— ) =
Blim| —2— | =tim 1+4— = < n+1 n+1
n2_§n nz_én _n_
+17 n+1
4 4 = —lim [(1- 2 ) ] - (e)t=—e?
. 5 \4n n+1
=l|m<l+4n_5> =
s 4:75 Como encontramos duas subsucessdes com limi-
=lim [(1+ Z 5 5) ] =(ed)l=¢b tes distintos, concluimos que n3o existe
n_
lim (1__”>n
i 1+n)"’
Calculo auxiliar
271
5 Aim(1-2) =tim|(1-2)" |7 = (e20=1
n? nz—zn n? n?
é l+ﬂ n l n
Tt glim| —2 | =tim{2+—2—) =(%)" =0
5 1+n 2 n+1 2
Zﬂ
Calculo auxiliar
c)llm(—l_m) = lim <l+n+l> = 5
n1l 1
— 171 n+1
= lim [(1+ 3 )'”] = ()P =e® 22 2
n+1 1
2
Calculo auxiliar
n-2 |n+1 1+% n
-n-1 1 i n+3 n: i = l+00:
h)l|m<2n_3) lim 2_3 5 0
-3
n
3
n Wz 3+— n
d)lim<§n+%>4 =“m(%)4 B i tim (2053 < tim = — (3" - e
nr , VT -1 o 1 2
Clim (14— = n
3n+2 .
tim ([ L enr2) e :(e*l)%zeié M i4na 1\l
3n+2 i) lim g =
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2+—+i2 3n2+1
n
=lim\ o =2 =+

1+—=
2

CT{4=2n\r+1 1
k)llm_(4+2n> +e}—

+1
=lim<—l+ )" +lime’ =

8
4+ 2n

—tim (1) 1+ lime
4 +2n

Calculo auxiliar

-2n+4 |2n+4

2n+4 -1
8

Se nimpar:
— +1
lim <(—1)”+1 (1 + 4 +82n )n )+ lime" =
-8 n+1
4 +2n)

+lime"=

n+1

4+2n4+2n .
) ] +lime"=

+ (+00) = 400

=lim (1+

=1 1
|m[ +4+2n

- (e—S) 2

Se n par:

tim (1) +1 (1 +—2—)" s lim e =
4 +2n

=i + -8 n+l+l. n—
B |m< 4+2n) |rnn+f B

. _8 4+2n4+2n .
=—llm[1+4+2n) ] +lime" =

b) lim(

2_1\3n+4 _2
c)lim(zn 1) 3

n?+3

3l

. 2n \n_ [(2\* _
a)l|m<5n+1) —<5> =0

|ﬂ6ﬂl Expoente” Dossié do Professor

2 3n+4 _
c)lim(zg :;L = / =V +0 =+

32,
(o)
alim &1 21 e-l_lo1=2
X — 3 3 x>0 X 3 3
limite notavel
1-¢* (%) —(e*-1) e*-1
b) im —— = lm ——=-lim ——=-1
x—0 X x—0 X x—0 X
limite notavel
3 U) 3
X _ 0 X _
¢) lim 2 (e ><3>=
X— x—0
p— H e3x_ —
‘392“0 3x
Mudanca de variavel:
3Xx=y
Sex— 0,entdoy — 0.
Y —
—3lim &1
y—0 y
=3x1=3
0
4x \0 _ 1 B
d)yino—eX—l = 4><)E|210 =1 =4 x — 1
lim
x—0 X
1
7
X_ b 5 (px=5 _
e lim £ =im el
x—>5 X=5 x—-5 X-5
Y —
=edx lim e—1=e5><1=e5
y—0 y
Mudanga de variavel:
X=-5=y
Sex— 5,entaoy — 0.
_ _ -1_ x—-1_
f)lim £ eX=lim e (e l)=—e><lim € 1_
x—>1 Xx—=1 x-1 x—1 x—>1 X-1

Mudancga de variavel:
x-1=y
Sex—1,entdoy— 0.

y _
=-exlim e—ylz—exlz—e

y—0
g lim el _im —1 i -
50 -1 x—0 (e¥-1)(e+1) x—0e+1
1 _1
1+1 2
B lim —% — lim &% o lim =1x1=1

x—>0 ex—-1 x—0 X x—0 eX-1

33. Para que a funcdo f seja continua em x = 0 tem de
se ter )&imo f(x) = f(0).
-

f(0)=2x0+3=3
lim ., f(x)=Llim , (2x+3)=3
x—0 x—0
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: o 1-e>
i'ﬂ“o-f(x)‘i”l‘o- X

. elx—1
=—lim _ =
x—0 X

ekx

=M T
= 1xk=-k

Assim,-k=3 & k=-3.

34. Opcéo (B)

lim w:aum _eri-1

xoa  X—c? x—a (X—a) X+ a)
o ex9-1 . 1
=alim x lim

X—a X—-a X—a X+G_

Mudanca de variavel:
X-a=y

Sex —a,entdoy — 0.

. -1 1
=axlim —— =
y—0 y a+a
1 1
—gx1lx—==
axlxo =3
35.
oy f-f2) . e-e’_
a) f'(2) = lim - —yLnZ o "
x—2_1
— A2 H —
ex)Ean N
Mudanca de variavel:
X=2=y
Sex— 2,entdoy — 0.
Y —
—exlim &1
y—>0 'y
=e?x1=¢?
vay =i [O=f3) _ . e*-ef
b)f(3)—£|m 3 —)&@3 =3 =
2x—6 _
=ebx lim 1_
x—3 Xx-3
5 ) 2x-6_1
=e Xili}n %_6 X2=
Mudanca de variavel:
2x-6=y
Sex— 3,entdaoy — 0.
Y —
=268 x lim e-l_
y—0 y
=268 x 1 =2¢b

36. Opcao (B)

h(x) = e"

h'(x)=0

Logo, h'(1) =0.
132

b) g'(x) = (x2 + 3x) x €)' =

=(x2+3x)’ x X+ (x2 + 3x) x (eX)' =
=(2x+3) x X+ (x2+ 3X) x ¥ =

e (2x+ 3 +x2+ 3x) =

e* (x2 + 5x + 3)

)’:

_ (2 xe¥-(2%) x (e _
(€92

_2xef-2xxe*
O
e (2-2x) _

(e9?
_2-2X
e

¢) h'(x) %
2

di'(x) = (e27) = (2x-T7) e¥~ 7 =2e>"7

e/ =(ei)'=(%)'el _

B3

flk(x) = (3e**Vx +x?)' =
=3(x+VX)' e+ Vi + 2x =

1
- X+ Vx
3(l+ 2\/; )e + 2X

38.

alf'(x) = (%) =
=(2x+3) e¥*3=

— 282x+3
f'(0) =2¢*
fl0)=€?

Assim, a equacgao reduzida da reta tangente ao
gréfico de f no ponto de abcissa 0 é y = 2e3 + 3.
b f'(x)=2 & 2e%+3=2
P e2x+3 =1
< 2x+3=0

o x=-3
2

{

1

—%):eozl

2x<—§>+b & b=4

2

Assim, a equacgao reduzida da reta tangente ao
gréfico de f que é paralela a reta de equagdo y = 2x
ey=2x+4,
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Unidade 4 - Funcdes logaritmicas
Péaginas 35a78

39.
a) log, (64) = 6, pois 2° = 64.

b) log, (%) =-1, pois 271 = 1

2
1
¢) logz (V3) = ,p0|s 37 =V3
AN a1
d) log, 16>_ 2, pois 4~ 6

32.

1\-5
e)log 1 (32) =-5, pois (—)
> 2

fllog, - (25) = 4, pois (V/5)% = 25.

g) logyo1 (1) =0, pois 20120 =1.

h) log,g;5 (2012) = 1, pois 20121 = 2012.
i) logy, (1219) =10, pois 1210 =1210,

j) 3logs 8D = 81

40.

ax+1>0 & x>-1
Logo, x € ]-1, +o|.

b)2x>0 & x>0
Logo, x € IR*.

e)x2>0 @ x<0 v x>0
Logo, x € R\ {0}.

d) x2+1>0 Condig&o universal em IR
Logo, x € IR.

g2-x>0 & x>-2 & x<2

Logo, x € ], 2|.

4.

a) 31 +1093 ) = 31 x 3logs ) = 3

h) 431og, (X) = 4log, ( (x3) — =x3

c) 56logs (x) — 2logs (x) = G4logs (x) = Hlogs ( (x4) = y4

d) logs (9%) = logs (3%) = 2x

42,

a) 13 = log, (2%3) = log, (8192)

b) 13 = log; (313) = logs (1 594 323)

0) 13 = logs (5%3) = logs (1 220 703 125)

d) 13 = log (10%3) = log (10 000 000 000 000)

e) 13 =1n (e

|ﬂ6ﬂl Expoente” Dossié do Professor

8.
a) 13 = 2003, 13
b) 13 = 3to9; (13)
6) 13 = 5loss (13
d)13 = 1008 (13

613 = e 13

4.

a)
i

L

-

O gréfico de g; obtém-se a partir do gréfico de g
segundo uma translacao associada ao vetor (0, 2).

i ,

O

O grafico de g, obtém-se a partir do grafico de g
segundo uma translacdo associada ao vetor (1, O).

i) 'y

O gréfico de g; obtém-se a partir do grafico de g
segundo uma translacao associada ao vetor (-1, 0)
seguida de uma translagdo associada ao vetor (0, -1).
iv)

v

1 O'f x

O gréfico de g, obtém-se a partir do grafico de g
segundo uma simetria em relacdo a Oy seguida de
uma simetria em relacao a Ox.

v)

o

133



O gréfico de g5 obtém-se a partir do grafico de g
mantendo os pontos da ordenada nao negativa e
efetuando uma simetria dos pontos de ordenada
negativa em relacdo a Ox, seguida de uma simetria
em relacdo a Ox, seguida de uma translacéo asso-
ciada ao vetor (0, 2).

b) D, =IR* Dy =R
1 9
Equacdo da assintota: x=0

Dg2 =11, +oo[ D’g2 =R
Equacgao da assintota: x=1

D_q3 =]-1, +oo[ D’g3 =R
Equagao da assintota: x=-1

Dy o, =R D’ =R
Equacao da assintota: x 0
Dy =IR* Dy =]-,2]

5
Equagao da assintota: x=0

45, - f é continua no intervalo [5, 6], visto tratar-se do
produto de fungdes continuas em IR*, logo conti-
nuas em [5, 6].

- f(5) = e x In (5) = 238,862
f(6) =8 x In (6) = 722,847
ou seja, f(5) < 500 < f(6).
Assim, pelo teorema de Bolzano-Cauchy, pode-

mos concluir que existe pelo menos um ndmero
real c € 15, 6] tal que f(c) = 500.

46. - Se o ponto (0, 2) pertence ao gréfico de f, entdo
f(0) = 2.

* Se o ponto (1, -2) pertence ao gréfico de 7,

entdo f(-2) = 1.
f(0)=2 log, (O+b)=2 b=a?
& =
f-2)=1 log, (-2+b)=1 -2+b=a
— a+2=a? a’?-a-2=0
= s =
b=a+?2 o —
a=2 a=-1
& v
b =4 b=1

Mas -1 & |1, +[, logoa=2e b =4,

41. f(x)=log1 (x+1)

N

-3
f(7)=log 1 (8)=log 1 (l> -3
2 2 2
Assim, A(7,-3) e B(0, -3).
_7x3_21
Logo, Aago; = =
134

48.

allog, (X)=4 & x=2% & x=16
blln (x) =5 & x=¢€°
dlh(x=1 < x=e
dln(x)=0 & x=1

egln(x)=-2 & x=¢e2

fllog (x) =3 & x=10% < x=1000
g) 4 =3 < x=log, (3)

h)10*=4 < x=log (4)

lex=6 < x=1In(6)

j) e = -2 Condigdo impossivel, logo ndo existe qual-
quer valor de x que satisfaca a igualdade.

49,
a) H(100) = 221-02x100 = 221-20 = ) horas
b) H(d)=8 < 221-02d=g
PN 221—0,2d — 23
< 21-02d=3
< 0,2d=18
& d =90 decibéis
50.

a)ln (125) =1n (59

b)ln( \2/55>=tn(25)—tn(\/§)=

=3 n (H)

=In (59 -In (5%>:
=21ln (5)—%ln (5) =
_3

=3 n (5)

¢) ln (65) - 2 In (V13) =n (65) - In (13) =

=In (%):ln (5)
d)ln(n)+[n( 125 ):l (J(x V?)
(57 -

51. log (21/10) —% log (i) log (i>_l =

= log (2) + log (V10) —% (log (8) - log (10)) +
+ log <130 )
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~log (2) +% log (10) —% log (8) + % log (10) +

+log (3) - log (10) =

~log (2) —% log (23) + log (3) + (; +%— 1) log (10) =

= log (2)—%[09 (2) + log (3)—%x1=

:—%+log 3)

52,

a) Afirmacao verdadeira. Por exemplo, log (110) -1.

b) Afirmagao falsa. Se a >0 e b <0, entéo % <0e
a\ - .
log (—) nao existe.
b
¢) Afirmacao falsa. Se a <0 e b < 0, entéo % >0e

ay ..
log |— te.
og(b)emse

d) Afirmagao falsa. Por exemplo, se

k=-2, f(x) = log (I-2I x) = log (2x) tem dominio IR*.

e) Afirmacao falsa. Por exemplo,2>0e3>0¢e
log (2) + log (3) = log (5).

f) Afirmacao falsa. Por exemplo,2>0e3>0¢e
log (2): log (3) # log (%)
g) Afirmacao falsa. Se a > 0, log (Va) = log (a®5) e

nao (log a)%°.

3.

a) log, (12) + log, (20) - log, (15) =
=log, (4 x 3) +log, (4 x 5) —logy (3x5) =

= log, (4) + log, (3) + log; (4) + log; (5) - log, (3) -

- log, (5) =
=2+2=4

1 4
bl Logs (16) - logs (E) -

= logs (167> - logs (4) + logs (5) =
=logs (4) —logs (4) +1=1
c)ln(64)-2ln (4)+5ln (2)-ln (27) =
=ln(29-2n(22)+5n(2)-7n(2) =
=6ln(2)-4ln(2)-2ln(2) =
=2ln(2)-2ln(2)=0
2726 x 321 x V243 ~
V/81 x 950 >_

e

d) logs <

S

33><26X321X32
:|.093< 7 >:
33 ><32><50
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399X32
=log3< Z )—

33 % 3100

5

372
:l.093< = )-

33x3

S

32
=logg< = >=

33

1

=) 1
= 6 - —
logs<3 ) 5

54,
a) log, (bc®) = log, (b) + log, (c3) =
=log, (b) + 3 log, (c) = x + 3y
b2
bl Log, (?) - log, (b?) - og, (c) =
=2log, (b) - log, (c) =2x-y
¢) log, (aV'b) = log,, (a) + log, (Vb) =

(
il o)-

><||—l
I\J|I—‘

55.
a)zngxe'comox+y:2 < y=2-X vem que:

2=3 o K=32x

2
-
& PXx3F=9

& 65=9
x = logs (9)
& x= n@©)
n (6)

56.
a) D;={x € R:x?>0} =R\ {0}
={x€R:x>0}=R\{0}
Como D;# D, ent&o as fungBes f e g ndo séo iguais.

v ¥

N) /1 x O

b) D;={x € R: x2>0} =R \ {0}
Dy=[x € R: Ixl >0} =R \ {0}
g(x) =2 log Ix| = log IxI2 = log (x?) = f(x)

Como Dy = Dy e g(x) = f(x), entdo as fungbes f e g
s&o iguais.

y v

qr - N[/
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o) D;={x € R: Vx> 0} = R*
D, ={x € R: x>0} =R

g =2 log (= log [x ? ) = tog (V&) = i
Como Dy = Dy e g(x) = f(x), entéo as fungdes f e g

sao iguais.

il
[1 ;

d) Dy = {x € R: x(x + 2) > 0} = ]2, =2[ U ] 0, +oo]

Calculo auxiliar

X —o0 -2 0 +oo
X - - - 0 +
X+2 - 0 + + +
X(x +2) + 0 - 0 +

Dy={Xx € R:x>0 A x+2>0}=]0, +o[

Como Dy # D, entdo as fungdes f e g ndo s&o iguais.

\-52 ) ( x [0]

e)D; = {x € R: :+—2 > 0} =], -2[ U ]-1, +[

+1

Calculo auxiliar

X —o0 -2 -1 +00
X+2 - - - 0 +
Xx+1 - 0 + + +
X+2 + 0 B 0 +
Xx+1

Dy=xER:x+2>0 A x+1>0}=]-1, +o[

Como Dy = D, ent&o as fungBes f e g ndo séo iguais.
: K iy

e . i :
W:—NO 1 x -1,0] 1 %

136

51,
a)D=R*
log (x5) + log (V) - log (x2) =

=5log (x)+%log X)-log (X) A xED=

=3log (x)+%log X) AxeD=

=%log(x) AXED

bD={xER:4-x>0 A 4+x>0}=]-4, 4]
IN(4G-x)+In(4+x) =
=In[(4-X) (4+X)] A XED=
=In(16-x) A XED
¢) D =[x € R: 25x > 0} = R*
41n(2) +%log (25x) =
=ln (24 +1n (V25x) A xED=
=ln(16x5xVX) A xED=
=ln(80xVX) A xED
d)D=R*
2log (x) +3=
=2log (x) +log (1000) A xE€ D=
=log (x?) + log (1000) A xE D=
=log (1000x3) A xXED
eD={xER:IXI>0 A x+2>0}=
=xER:x=0 A x>-2}=]-2,0[ U]0, +o[
2 log Ix| = log (x + 2) =
=log IxI2-log (x+2) A XED=

=ln(x)-log(x+2) A xXED=
2

_ X
—log<x+2) AXED

58.

a) log (%) + log (%) + log <§> =
= Log ]~ og ] + Log 1]~ ogeT + log-{c] Logr e = 0
b) log,, (a) x log, (b) x log, (c) =

_loglay logley logle] _ 4

tog (b) ~ 46g (c) ~ +og (q)

In (Veo) ln(ea)% _1l n@Ee)_1 a_a
S N R R R

59.

a) f(x) = log (10x3) - log (x) =
=log (10) + log (x3) - log (x) =
=1+ 3log (x) - log (x) =
=1+2log (x), Vx € IR*

b)f(x)=11 & 1+2log(x)=11
< 2log (x) =10
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< log (x)=5
o x=10°

60.
aD={xER:3x+2>0 A 2x+5>0}=

={XE|R:X>—% A x>—g}=]—%,+OO[

logg (3x + 2) = logg (2x + 5)
o X+2=2x+5 A x€ED
< x=3 AXED

bID={x €R:x+1>0 A x2+x>0}=]0, +[

Calculo auxiliar

x2+x=0 @ x(x+1)=0 & x=0 v x=-1

x2+x>0 & x €], -1[U]0, +%[

log, (x + 1) = log, (X2 + X)

o X+1=x2+Xx A XED
o x2=1 AXED

o (x=1v x=-1) AXxED
C.S.={1}

dD={xER: 3X—5>0}=]%,+oo[

ln (3x-5)=1n (7)

& 3x-5=7 AXx€ED
< 3x=12 AXED
S X=4 AXeED
C.S.={4}

dD={xER:x2-3x-10>0 A 2-2x>0} =], -2[

Calculos auxiliares

X-3x-10=0 & x= % 9_24X(_10)
o o 357
2

& x=5 v x=-2

NS

x2-3x-10>0 & x € |-, -2[ U5, +o[

2-%>0 2> o 1>X © XE |- 1]
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log (x2-3x-10) =log (2 - 2x)
o x2-3x-10=2-2x A XED
o x2-x-12=0 A XED

+ _ _
o x= 1+V1 24><(12) A xED
@x:% AXED

x=1§7 AXED

& (X=4 v x=-3) AXED
C.S.={-3]}

e)D={xe|R:2x+1>0}=}—%,+oo[
logs (2x+1) =4
o X+1=3* AXx€ED
S X+1=81 A XED
< 2x=80 A xED
< x=40 A XED
C.S.={40}

ID={x€R:2x2+3x-1>0}=

2o

Calculo auxiliar

-3+ VI9-4x2x(-1)
4

2%x2+3x-1=0 & x=

& X=

\

737\/17\'/—3+V17 *
4 4

2x2+3x-1>0

o xe a2 :

3-V17 [U} 3+V17 VM[

logs (2x2+3x-1) =2
o 2X2+3x-1=9 A xED
o 2x2+3x-10=0 A XED

) - —
o x= 3+VI9-4x2x(-10) AxED
4
X:—?’% V8 L eD

c.s.={ ‘3‘2/@ . ‘3+4\/@ }
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g D={x €RR: 2x2+5x+ 4 >0} =R

Calculo auxiliar

-5+V25-4x2x4

22 +5x+4=0 & x=

4

S5+V-7
R e —
%/—J

condigdo impossivel em IR

2X2+5x+4>0 & xeR

log, (2x2+5x+ 4) = 4

o X2+5x+4=24 AXED

& 2X2+5x+4=16 A XED

o 2X2+5x-12=0 A XED
-5+ V25-4x2x(-12)

=3

X= 7 AXED
-5+V121
& X=———""— AXED
4
@x=_5211 AXED

= <x=—4 v x=§> AXED

2
_[_.3
C.S.—{ 4,2}
WD={xeR: (x-1)2>0}=R\[1]
logs (x-1)2=2

o (x-1)2=52 A xED

& (x-1=5vx-1=-5 Ax€D
< (x=6 vx=-4) AX€ED
C.S.={-4, 6}

61.
alD={x € R:x-2>0}=]2, +o[
108409 (-2 =125
& 109-2°=53 A xED
o (x-2)8=53AxED
& X-2=5AXED
S x=7 AXeD
CS.={7}

bD={xER:3x+2>0 A x2>0}=
:}_% O[U]O,+oo[

2 logs (3x + 2) = logs (x2)
o logs (3x+2)2=logs (x2) A XED
o (3x+2)2=x2 A xED

138

S (X+2=xv X+2=-Xx) AX€ED
S (2x=-2 v 4x=-2) A XED

= <x=—1 v x=—%) AXED

=E

D={xER:x2-9>0 A x-3>0}=]3, +o¢[

Calculo auxiliar

x2-9=0 & x?=9  x=13

N T

x2-9>0 & X € ]-»,-3[ U]3, +[

ln (2-9)-ln (x-3) =0

& Inx2-9)=In(x-3) AXED

o x2-9=x-3 A XED

& x2-x-6=0 A XED

1+V1-4x(-6)
2

& X = XxXeD

;5 AXED
< x=3vx=-2) AxeD
CS.=0

dD=R"

1
& X=

%log (x) + log (3) = log (5)
& log (Vx)=log (5)-log (3) A xED

= Log(%)zlog(%) AXED

= 3x=§/\xED
3
3
@x=(%> AXED
125

XZW/\XED

_[125
os =[]

gD={xER:x+3>0 A x>0}=R*
log (x + 3) + log (x) = log (28)
< log [x(x+3)] =log (28) A xED
& log (x2+3x)=log (28) A xXED
& x2+3x=28 A XED
& x2+3x-28=0 A XED
-3+ VI9-4x1x(-28)

o X= 5 AXED
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-3+V121
©x=—"75— — AX€ED
& X=— 5 1 AXED

S (x==7 v x=4) AxeD
C.S. = {4}

fID=(x€R:x+1>0 A x>0}=R"
log (x+1) —log (x) = log (3)

< log(x+1)=log(3)+log(x) A xXED

< log(x+1)=log (3x) A xED
< Xx+1=3x A XED
< -2xX=-1 A XED

<:>x=%/\xeD

-

g)D={xER:x>0 A 2x>0}=R*
logsy (x) + logy (2x) = 4
log, (2X)

L + =4 €D
< logy (x) log, (4 A X
& log, () +—l0922(2x) =4 AXx€ED
< 2logy (X) +logy (2x) =8 A xED
< log, (x2) +log, (2X)=8 A XED
o logy (X2x2x)=8 A XED
& logy (2x3)=8 A XED
o 23=28 A xED
o x3=128 A XED
o x=4V2 A x€ED
CS.={4V?2}

h) D=R*

logg (X)-logy (x)-2=0

Considerando a mudanca de varidvel log, (x)

temos:
5 1+V1-4x(-2)
y'-y-2=0 o y= 7
o yo1%3
y=7

o y=2vy=-1

Voltando a substituir y por log, (x), vem que:
(logy (X) =2 v logy, (X)=-1) A XED

o x=22vx=21) AxeED

= <x=4 v x=l) AXED

2
i
CS. _[4, 2}

i) log, 5 (3x? - 4x~17) =log , 5 (2x* — 5x +3)
D={x€R:3x2-4x-17>0 A 2x2-5x+3 >0} =
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P2 o]

:yv

Calculos auxiliares
+3x2-4x-17=0
_ 4+V16-4x3x(-17)
o X=
6
_ 4+V220 220 | 2
exXsTs 110 | 2
_ 4+2\/55 515
=76 1|11
1
_ 2xV55
o x= ==Y
3
\/95 _
e 2-5x+3=0 & x= +V25-4x%x2x%x3
JRES !
4
@x=%vx=1
+ +
1 \/% x
log, 5 (3x? — 4x~17) =log , 5 (2x* - 5x +3)
o 3x2-4x-17=2x2-5x+3 A XED
o x2+x-20=0 A XED
1+ _ —90)
o o 1EV1 2><1><(20) vebD
-1+
& X= 129 AXED

< x=-5 v x=4) AxeD
C.S.={-5, 4}

X=7
D

{XER: x+2)(x=-7)>0 A

o0, =2[ U |7, +oo[

i log [(x+2)x(x—7)]+log<ﬂ>=2

X+2

>o}=

Calculos auxiliares

cXx+2)x=-7)=0 & x=-2 v x=7
X+2)(x-7)>0 & x<-2 v x>7

\/

. X+2
X=7

>0 & x<-2vXx>T7
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X —00 -2 7 +00
X+ 2 - 0 + + +
x=7 - - - 0 +
if? + 0 - n.d +
X € |-, 2[ U7, +[

log [(x+2)x<x—7)]+tog<%)=2

o log[(x+2)x(x-7)(%>]=2 AXED

o log (x+2)2=2 A XED

o (x+2)2=102 A xED

& (x+2=10 v x+2=-10) A xXED
& (x=8 v x=-12) A XED
CS.=(8 -12}

62. D, = {x € R: x + 6 > 0} = ]-6, +oo[
aVvxe D,
gix)=0 < logs (x+6)=0
& x+6=1
< x=-b
C.S.={-5}
b) vV x € D,,

g(x)>0 < logs (x+6)>0
& Xx+6>1
< x>-5
C.S.=]-6, +»[ N ]-5, +o[ =]-5, +oo[

o)V x€E D,

gX)<0 < logs (x+6) <0
& Xx+6<1
< x<-5
C.S.=]-6, +»[ N ]-e, -5[ =]-6, -5[

63.

a)D={x € R:4x>0}=R*
Y x € IRY,

log (4x) <log (5) & 4x<5 & x<%

es-mol- -]

bD={xE€R:3x2-x>0 A x+1>0}=

= (]—00, o[u }% +ooD A ]-1, +oo[ =

=]-1,0[u ]% +oo[

140

Calculo auxiliar

3x2-x=0 & x(3x-1)=0 & x=0 v x=%

AN

1
3

vVxe]-10[u ]% +°°[,

In(3x2-x)<lnh (x+1) & 3x2-x<x+1
o 3x2-2x-1<0

Calculo auxiliar
X?-2%-1=0 & x = 24 64+12 o x=1vx=-=
+\ /+
-i\'/1 ©
3

os-frots o[-
3

)D={xER:3x-1>0 A 2x+3>0}=

S RUEEEE

Vxe ]% +00[,

log1 3x-1)2log1 (2x+3) < 3x-1<2x+3
2 2
S X<4

CS.= ]%, +OO[ N -, 4] = ]%, 4]
dD={x € R:x+5>0}=]-5, +[
V X € ]-5, +oe],

log1 x+5)>0 < log1 (x+5)>log1 (1)
2 2 2

& x+5<1
& X<—4
C.S.=]-5, o[ N |-, -4[ = ]-5, -4

64.
AD={x ER:x-1>0 A x+2>0]=]1,+o0[

log (x-1) + log (x + 2) < log (6)

& log[(x-1)(x+2)] <log () A xED
o xX2+x-2<6 AXED

& x2+x-8<0 A XED
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= -1-V33 <x<7_1+ 33 AXED
2 2
C.s,:]ly‘lJ’— V?’?’[
2
Calculo auxiliar
X+x-8=0 & x= 1t 1;4X(_8)
. -1+V33
@x—f

+ +
Vas N AV

3 3
-1-V33 -1+V33 [

2 ' 2

x2+x-8<0 <z>x€]

Calculo auxiliar

—x2+14x-45=0
14 +V196 - 4 x (-1) x (-45)
- -2
_ -14+V16
-2
o o Tlatd
-2

S x=9vix=5

bD=(x€R:x>0 Ax+1>0 A 2x+6>0}=
=x€ER:x>0 A x>-1 A x>-3}=R*

log (x) + log (x + 1) < log (2x + 6)

& log [x(x+1)]<log (2x+6) A xED
o x2+x<2x+6 Ax€ED

o x2-x-6<0 Ax€ED

& -2<x<3 AXxED

C.S.=]0, 3]

Calculo auxiliar

2 _ _ 1£V1-4x(-6)
x¥*-x-6=0 A S
<:>x=li5

2

S x=3vx=-2

AN

gD={x€R:x-1>0 A 13-x>0}=
=xeR:x>1 A 13>x}=]1,13]

log; (x—1) <5-log, (13 -x)
logy (x—1) +logy (13-x)<5 A xED
logy [(x-1)(13-x)]<5 A x€D
logy (x2+14x-13)<5 A xED
x2+14x-13<25 A xED

X2+ 14x-13<32 A xED

X2+ 14x-45<0 A x€ED
x<5vx=29) AxeED
CS.=]1,5]uU[9 13]

g

=
=
=4
=
=
=4
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d) 2 < log, (3x + 2) - logy (1 - 2x)
D={x€R:3x+2>0 A 1-2x>0} =

={x€|R:x>—% A x<%}:}_§%[

2 <log, (3x + 2) - log, (1 - 2x)

2+logy (1-2x)<logy (3x+2) A xED

log, (4) +logy (1-2x) <logy (3x+2) A xED
logy [4(1-2x)] <log, (3x+2) A xED
4-8x<3x+2 Ax€ED

4-2<3x+8x AxED

2<1lx AXx€ED

AU I N (S A

x>l/\x€D

11
_121
c.s._]ll,z[

e)D={x € Rix2-x>0}=]-00, 0[ UL +oo[

Calculo auxiliar

x2-x=0 o x(x-1)=0 vx=0 v x=1

1
logs (x2 - x) > logg 25 (E)

L094‘ ’
& log, (¥2-x) > AXED

log, (0,25)

Confs)
log, B
& log, (x2-x) > AXED

& log, (x2-x) > log, %) AXED

& logs (2 -x)>log, (B) A xED

L]




o xX2-x>6 AXxED

o x2-x-6>0 A XED
& (x<-2vx>3) AXED
C.S.=]-0,-2[U]3, +[

Calculo auxiliar

9 1+ V1-4x(-6)
x>-x-6=0 & x= 5
o leiS
2

& x=3 v x=-2

+
3 ¥

52 o a 1-V5 1+V5 | +=°
2 2
XxZ+x+1| - - | - 0 + 0 -
X+1 - 0 + + + + +
—x2+x+1 + |nd 0 N 0 ~
x+1
C.S.z]—l, 1—2\/5 [U] 1+2\/§ ,2[

g)D={XEIR:x2—x—%>0}=}—oo,—l[u]§ +oo[

2

ID={xER:2-x>0 A x+1>0}=
=x€R:2>x A x>-1}=]-1,2[
log, (2-x) <loggs (x +1)

logy (x +1)
log, (0,5)
log, (x+1)
-1
& logy (2-x)<-logy (x+1) A XED

< logy (2-X) < AXED

< logy (2-X) < AXED

< log, (2—x)<l092<ﬁ> AXED

& 2-x< 1 AXED
Xx+1

S (2-x) - 11<0/\XED

X+

o 2XK+1)-1 o . cp
X+1

_y2 _
o XExH2-1 4 o
Xx+1

2
X‘+x+1
& ——— <0 AxeD

X+1
1-V5 1+V5
2 VXS T

@(—1<x< X )/\XED

Calculo auxiliar
x2—x——2—=O & 4x2-4x-3=0

42V16-4x4x(-3)

S X= 8
PN X:4i8
8
L1 X—i \ XZ—E
+ +
-i\/i *
2 2

Calculo auxiliar

1+V1-4x(1)x1

Xx2+x+1=0 & x=

142

loggs (xz -X- %) >2-log, (5)

logy <x2 -X- Z)
= >2-log, (5) A XxXED
log, (0,5)

o —log2<x2—x—%)>2—logz (5) AXED

o logz(XQ—x——?:><—2—logz (5) A xED

)

logz(XZ—x——z—>+2<logz (5) AXED

log, (x2 X ——2—) +log, (4) <log, (5) A XED

log, (4x2-4x-3)<logy (5) A XED
4x2-4x-3<5 A XED
4x2-4x-8<0 A XED

-1<x<2 AXED

e U

LRI R

(@]

Calculo auxiliar

4+ V16-4x4x(-8)
8

4x2-4x-8=0 & x=

& x=2 v x=-1
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AN 2 g

4x2-4x-8<0 o x€]-1, 2]

hhD={xeR:x>0 A 3*-27%0}=R"\{3}

Calculo auxiliar

F-27=0 & 3¥=3% & x=3

X 0 3 e? +o0
In(x)—2 | nd. - - - 0 +
3¥-27 - - 0 + + +
ln (x) -2
3 _27 n.d. + n.d. - 0 +

C.S.=]0,3[ U [e% +=[
ID={xER:x>0 A x2>0}=R*

(In (x))2-1ln (x3) >0
o (InX)2-2In(x)>0 A XED
S (h(x)-2)>0 A xeD

X 0 1 e? +o0
ln (x) n.d. - 0 + + +
ln (x) -2 n.d. . - B 0 +

ln (X)(ln (x) = 2) | n.d. +

Calculo auxiliar

INX-2=0 o In(X)=2 & x=¢?

C.S.=]0,1[ U ]e?, +oo[
D=R"
12 + logy (x)| >3
< (2+1logy ()23 v 2+1log, (X)<-3) A XED
< (logy ()21 v logy (X) <-5) A xED
o (X=22 v Xx<29 AxeED

1 ]u [2, +oo[

CS.= ]0, )

k D=R*
-3 (logs (x))2-5logs (x) +2>0
& -3y?2-5y+2>0 A y=logs(X) A XED

= <y2—2 A ys%) Ay=logz(x) A XED
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< logs (X) 2-2 A log;;(x)S% AXED
1
& X232 Ax<33

N xzé Ax<V3

Calculo auxiliar

—3y2—5y+2=0 o y= 51—— ”_265_"24

S y==-vy=-2

R

cs—[l,\afs]
9
65.
al-2e>0 o —2e¥>-1
o etk
2
< x<ln 1
2

< x<—-1In(2)
CS.=]-0,-Iln(2)]

b) (4x-5)(e*-2)<0

Calculos auxiliares
5
. 4 — 5 = O =—
X & X 4

ce¥-2=0 =2 < x=Iln(2)

X o In(2)

o |[~|o

4x-5 - - -

@ =7 - 0 +

+

(4x - 5)(e* - 2) + 0 - 0

4

¢)eX-5e*+6>0

CS.= [ln 2), E]

Calculo auxiliar
Sejay=eX

y2_5y+6:0 = yzw

2
2 \__/3 <

o y=3vy=2

43




& y2-5y+6>0 A y=¢*
S (y<2vy>3) Ay=¢
S ef<2 v er>3
< x<ln(2) v x>1n(3)
C.S.=]-, In (2)[ U ]ln (3), +oo[
d eX+e*>2
1
Xt —-2
@e+ex >0
o e¥+1-2e*>0
S y2-2y+1>0 A y=¢*
o (y-1)2>0 A y=¢*
S (y-1>0vy-1<0) A y=¢
e y>1vy<l) Ay=¢
o ef>1 v el
< x>0 v x<0
C.S.=R\ {0}

aD={x€R:1-2x>0 A 1+logz(1-2x)>0}=
={x€R:-2x>-1 A logz (1-2x) >-1}=

:{XE'R:X<% A X<%}::|_oov_%|:

log, (3x2-5x+21)>0 A XER

& 3x2-5x+21>29 A xER

< 3x2-5x+20>0 A xER
_ﬂ/__J

condigdo universal
< xeR

5+V25-4x3x20
6

5+V-215
6

+3x2-5x+20=0 < x=
o x=

%/—/
condigdo impossivel em IR

Calculo auxiliar

log3(1-2x)>-1 < 1—2x>% A x<%

= —2x>—2 A x<l
3 2

& x<l A x<l
3 2
& x<l
3

log, (1 + logs (1 - 2x)) =2

o 1+logs(1-2x)=22 A XED
< logs (1-2x)=3 A xED

& 1-2x=33 A XED

< 1-2x=27 A x€eD

o -2Xx=26 A xeD

< x=-13 AXeD

C.S.={-13}

bD={x €R:3x2-5x+21>0 A
%/—J
condigdo universal
A log, (3x2-5x+21) >0}=R

condigdo universal

Calculos auxiliares

5+V25-4x3x21

+3x2-5x+21=0 < x=

6

5+ V=227

e T
\—'\f——J

condigdo impossivel

144

logs (log, (3x% - 5x + 21)) = logs (2)
& log, (3x2-5x+21)=2 A XER
& 3x2-5x+21=22 A XER
o 3x2-b5x+21=4 A xXER
& 3x2-5x+17=0 A xER

5+V25-4x3x17

S X= 5 AXER
=3 x=% A XER
condigdo impossivel
CS.=0
67.
a)szlR:D’f_l
3-4e*=y & “4e*=y-3
L 3-y
X=X )
~ € 4
=n(32Y
< —X=1In 4 )
—n(32Y
S X= ln( 7 )

4
3-X
Df_]_: {X € R: 4 > 0} :]—OO, 3[

Calculo auxiliar
3-x
4

>0 & 3-x>0 © x>-3 & x<3

fL ]~ 3[ = R

X — -ln 3-x
4
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b)Dg=[xeIR:2—8x>O]=}_w,%[=D,g_l
_l.n (2—8X):y
(=4 l.n (2—8X)=5_y
& 2-8x=e5Y

e V-2

~ X=

X
¢)D,=R\{0}=D"2
1 1
10" +3=y < 10" =y-3

—=log (y-3)

1
log (y—-3)
1
log (x - 3)’

= X=

Assim, h™l(x) =

Dyi={x€R:x-3>0 A log (x-3)=0}=

=13, +oo[\ {4}

Calculo auxiliar

log(x-3)=0 & x-3=1 < x=4

h 13, +o[ \ {4} = IR\ {0}
1
™ log X~ 3)
68.
a)D;={x € R:10-x>0}=]-=,10[

Calculo auxiliar

10-x>0 & x>-10 @ x<10

o 2+ log (10 -x)
3

< log (10-x)=-2

& 10-x=102 A X € Df

b) f(x) =0 =0

—x—i—lo A X E |-, 10[

100
999
& X= 100 A X E ], 10[
999 |,
100 é zero de f.
X<l o stsl

< log(10-x) <1
& 10-x<10! A x € Dy
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& X<0 A XE =0 10]
& X220 A XE |2, 10][

Assim:
C.S.=[0, +o[ n]—=, 10[ = [0, 10][
d) D'f: Df—l

2+ log (10 —x)
3

Assim, =y < log (10-x)=3y-2

< 10-x=10%-2
o x=10-10%-2

Logo, f(x) =10 -10%-2e D;2 = R. Assim, D';= IR.

69.

a) (fo g)(x) = flg(x) = fle***1) =
n(283x+1):
=ln(2) +In (e¥*+1) =

=ln(2)+3x+1=

=3x+Iln(2)+1
Di,g={xER:xE Dy A g(x) EDf=
=[xERXER A e**1€R"1=R

b) (g © f)(x) = g(f(x)) = g(ln (2x)) =

=320 +1 = 310 (20) y ol =
=en20°x e = (2x)3 x e = 8ex3
Dy.r={x€R:x€ Df A f(x) € Dg}=

=[XER:XxER* A In(2x) € R} =R*

10.

a) f'(x) = (101’ =10%ln (10)

b)g'(x) = (2*+n (x))'=2%ln (2) +=

c) h'(x) = (3*+ x3)' = 3%Ln (3) + 3x?

di'(x) = (e¥ln (x))' =
=)' ln (x) + e (In (X)) =

=eXln (x)+eX><%=

=eX (ln (x) + %)

e)j'(x) = (x In (x))' =
=x"ln (x) +x (In (x))' =
=ln (x) +x><l=
X

=1+1n(x)

() = ( e ) -
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L L1
I 8 '(x) = (logy () =~ 2
N.f(2)=In(1+2%)=1In(5)

.

1+x3)" 2
1+x2  1+x2

f(x)=(n(1+x3) =
2x2 4

1+22 5
4 8
ln (5)=€><2+b o b=—€+ln (5)

f'(x) =

A equacdo reduzida da reta tangente ao grafico de

femx=2éy=%x—%+ln (5).

In (5)=—%x2+b o b=g+ln (5)

A equacao reduzida da reta normal ao grafico de f

emx=2éy=—%x+%+ln (5).

alf'(x)=(2%7) =

b) g'(x) = (

= (x2-3x+ 4)' x 10¢-%+4x |n (10) =
(
(

) h'(x) =

d) i'(x)
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=(2X=-7)'x2%""xn(2) =
=21n (2) x 227

10 -3¢+ 4) =

= (2x - 3) x 10~ 3+4 x |n (10)

logy (-2x+1))' =
o (2x+1)
=X+ n(2)
B -2

T (2x+D) n(2)

(oofs)) -

X | =

2Vinw *
I S
2 Vin ()

13.
a)f'(x)=

b) g'(x)

di(x) =

(x> +5%)°)' =

3(x2+5x)2x (x2+5x)' =
3(x2+5x)2x (2x + 5) =
= (6x + 15) (x2 + 5x)?

(3x2 + 5x)

(x2+5x)' x 3 +5 x |n (3) =
(2x+5)><3>< 5 xn (3)

=

1- ln (2x))' x

- (1-1n(2x)) xx

(X'
T XX

x+1
(x+1)

-XX(x+1)

(x +1)2

X

X+

1

Ix(x+1)-xx1

(x +1)2

X

X

(x+1)2  (x+1) xe*-

Xx+1

(x+1) x (€)'

(x+1)2 1xe*-

(€4)?

(x+1)xe*

(€92

(e

(x+1)2 e (1-x-1)

(€92
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D = (X2 A0 =R =D’y
fX)=y & 1+3ext3=y
C((x+ 18 xe - (x+1)3x (e & 3e3=y-1
= ; =
(e o eXt3 y 1
_ 3(x+1)?x(x+1)'xe - (x+1)3x ()
- (e9)? - B -1
_e(x+1)2(3-(x+1) © x+3=In ( )
(ex)Z y - 1
_ (x+1)2(8-x-1) _ 3
i ¢ i Ent X_2)-s.
(+ 12 (2-%) ntao. 1 ( )
e*
_ L Dfl—{xe IR: >O} 11, +oo[
g“,(x):\/eX _ e \2)\ _ Lodo:
n (x) n () 0go:
=1X ex _% X ex '= f_l:]l, +OO[_> lR
2 n (x) n (x) XHln(X_l)—3
1 1 (%)’ x In (x) — e*x (In(x)) 3
2 o (In (X)) d)£(4) + ' (x) > f(x)
n (X) P 3ex+3+3ex+3>1+38X+3
3
1 e*xln (x)—eX><l & 3 >11
= X = X+ 3 =
o (n () €73
2 1 1
n (x) <:>x+3>ln(§
1
X —
e(ln(x) X) @X>Ln(g>_3
= 3
e* 1
2 \/ g 002 Logo, C.S.=]ln (5)-3, +oo[.
1A.
a) f'(-3) =lim fX-fi3) _ B
x—>-3 X—(-3 a) f(x) = x3e
. 1+ 3e**3—(1+3e9) D=1R
=lim = f
x—-3 X+3 f'(x) = (3e™)' =
_\ 1+3e*3-1-3 =(x3)' xe*+x3x (e =
il x+3 - = 3x%e* - x> =
—lim 3e*3-3 _ =e*?2(3-x)
X—-3 X+3 D; =R
~ 3% lim et3-1 _ fx)=0 < e*xx2(3-x)=0
x+350 X+3 o eX=0v x2=0v 3-x=0
| S ——
limite notavel condigdo impossivel em IR
=3x1=3 < x=0v x=3
b) A equacéo pedida é da forma y = 3ex + b. X —0 0 3 +o0
f'x)=3e & (1+3e"3)'=3e e*x x2 + 0 + + +
& 3e*t3=3e
o e¥t3=¢ 3-x + + + 0 -
& x+3=1 Sinal de f + 0 + 0 -
& x=-2 Max.
f(_2) =1+ 3e_2+3:1+ 3e Variagﬁo de f A i(0) A i(3) N

O ponto de tangéncia tem coordenadas (-2, 1 + 3e),
logol+3e=3ex(-2)+b & b=%e+1. fl0)=0°xe’=0
Logo, a equacdo pedida éy = 3ex+9e + 1.
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27
f3)=33xe=5

f é estritamente crescente em ]-», 3] e é estrita-
mente decrescente em [3, +o[; 5—37 € maximo rela-
tivo parax = 3.

b) g(x) = In (~x% + 8x)
Dy={x € R:—x2+8x>0}=]0, 8[

Calculo auxiliar
x2+8x=0 & x(x+8)=0 & x=0 v x=8

+

%

Dy =10, 8]
g =0 o _'xzz":si =0
& -2+8=0 A xED,
S x=4
x 0 4 8
-2x+8 n.d. + 0 - n.d.
—x2+ 8x n.d. + + + n.d.
Sinal de g’ n.d. + 0] - n.d.
Variagdgodeg | n.d. b Méx. N nd.

g(4) =n (-42+ 8 x 4) = n (16)

g é estritamente crescente em ]0, 4] e é estrita-
mente decrescente em [4, 8[; Ln (16) é maximo
relativo para x = 4.

c)h(x)=x—ln(1-e7
Dp={xeR:1-e*>0}=R*

Calculo auxiliar

1-e7>0 & e*>-1 « e*<1
< x<Iln(l) & x>0

R(x)=(x—ln(l-e™) =

o d-e)
1-e~
_q__e* _1-2™
l-e* 1-€*
Dh'=|R+
1-2e™
h' :0 _—
) 1-e™
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o 2e7=1 A xE Dy

= e’x=% A X E Dy

= —x=ln<%) A x € Dy

< x=-ln (%) A X E Dy

< x=1In(2)
- 0 n (2 420
1-2x nd. - 0 N
=@ nd. + " 4
Sinal de h' nd. _ 0 .
Variagao de h n.d. N Min. 2
h(ln (2)) =In (2) - In (1-e " @) =

h é estritamente decrescente em ]0, ln (2)] e é es-
tritamente crescente em [ln (2), +[; 2 In (2) é
minimo relativo de h parax=1n (2).

16.
R(t) = 4te 016t Dp=R*
R'(t) = 4(t' x & 018t + £ x (e 036y) =
= 4(e 016t — t % 0,16e7016t) =
= 47016t (1 - 0,16t)
R'(H)=0 o 4e016t(1-0,16t)=0
& 4e016t=0 v 1-0,16t=0

k—,—J
condigdo impossivel
& t=6,25
x 0 6,25 +oo
Sinal de R’ n.d. + 0 -
Variagao de R n.d. A Max. N

A populacdo de roedores é maxima apos 6,25 sema-
nas do solsticio de inverno. Como o tempo de inclina-
cao dos ovos de falcdo é cinco semanas, para que o
nascimento de filhotes de falcao coincida com a
época em que a populacdo de roedores é maxima, os
ovos deverdo ser postos apds 1,25 semanas do sols-
ticio de inverno.
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T1. (2)
alim_fix) =tim +O02
=48 xlim (&;(X) « 2) -

Mudanca de variavel:

2xX=y
Se X — +oo, entdo y — +o.

—2x46lim "W _goxp=0
yo4e Y
. —
limite notavel

lim+ f(x) = 0; significa que a medida que a idade da
X — 40

fémea vai aumentando o nimero médio de indivi-
duos gerados por essa fémea tende para zero.

vo para x = 0,5; %2 € maximo relativo para x = %’

Como % =~ 1,4, entdo é com 1,4 anos de idade que

as fémeas geram o maior nimero de individuos.

c) t.m.V.[zv 4= (

1 1
1 al
b ) = 481 (2% 48 [ B ) pau | 2E )
X 2 o 2
Dy = [05; +[ 3
o n(2x) \ B 24 =\
f(x)—(4,67>— —2,3ln< 5 >-2,3ln(24)_
_ (In (2x))' xx=1ln (2x) xx" 1
=4,6x ) = :2'3”]( 73 >
zlxx—ln (2x) x 1
= 4B x —— = 1.
X 1+ (X))
_ af'x=(———\ =
4y o o0 =(F )
X A+l x-1+n X)X
f'(x)=0@4,6x%=0 S
= 1-(29=0 A xE Dy C ok
& In(@2X)=1 A xE Dy = X2 =
& 2Xx=e A XEDp _1-1-lni) _
P= ng x2
__In(x
X 0,5 £ +oo B X2
’ 2
46(1-tn@3) |+ + 0 - F00=0 e -1 0
x? + + + + & Inx=0Ax2=0 A xER*
Sinal de f + + 0 - © x=1
Variagao de f Min. A Max. N X 0 1 +o0
Sinal de f’ n.d. + 0 -
f(0,5):M:0
0,5 Sentido das Pl
concavidades n.d. () 0 N
do grafico de f

e
4, 2=
fgz 6ln( 2) _ 46x1 _92
e € e
2 2
f é estritamente crescente em [0.5; g] e é estrita-

e . .
mente decrescente em [5 +oo[; 0 € minimo relati-
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O grafico de f tem a concavidade voltada para cima
em ]0, 1] e tem a concavidade voltada para baixo
em |1, +o[; tem um ponto de inflexdo de coordena-
das (1, 0).
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1.

af(x)=(x2+x+2)e* Ds=R

f'X) =02 +x+2)xe*+ (X2+x+2)x(eX =
=(2X+1)xe*—(x2+x+2) e*=
=eX(2xX+1-x2-x-2)=
=eX(-x2+x-1) Dy =R

') = (@) x (-x2+x-1)+ (e¥) x (-x2+x-1)' =
=—eX(-x2+x-1)+e*(-2x+1) =
=eX(xX2-x+1-2x+1)=
=e*(x2-3x+2) Dy =R

f'"®) =0 < e*(x2-3x+2)=0
o e*=0v x2-3x+2=0
—
condigdo impossivel

3+V(3)2-4x1x2
2x1

S x=1vx=2

& X=

X —0 1 2 —+00
Sinal de f’ + 0 - 0 +
Sentido das
concavidades (U] P.I a) P.I. (U]
do gréfico de f
f(l) = 4e?!
f(2) = 8e™2

O gréfico de f tem a concavidade voltada para cima
em ]-0, 1[ e em ]2, +oo[ e tem a concavidade volta-
da para baixo em ]1, 2[.

Existem dois pontos de inflexdo de coordenadas
1, 4el) e (2, 8e).

b) g(x) = (I (x))2 D, =R*
g'(x) = ((ln (x))?) =
=21ln (X) x (ln (x))' =
~ 21 () x = Dy = R
wor _ (2In(x)\" _
g(x)—( )
L "xx—(l '
=2 x (n(X))XXXZ(n(x))xX =
=xx-ln(x)x1
=2x 2 -
=2X% Dy =R
" 1-1
g(x)=0<:>2xx+(x):0

& 1-In(x)=0 A xXE Dy
& In(x)=1 A XxE Dy
S x=e
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X 0 e +o0
2(1-n (x)) n.d. + 0 -
x2 n.d. + + +
Sinal de g"” n.d. + 0 -
Sentido das
concavidades n.d. )] P.I. e
do graficode g

gle)=(ln(e))?=1
O gréafico de g tem a concavidade voltada para
cima em ]0, e[ e voltada para baixo em ]e, +oo|.

Apresenta um ponto de inflexdo de coordenadas
(e, 1).

c) h(x) =x2-21n (x) D, =R*
h'x)=(x2-21ln (x)' =2x-2 x% Dy = R
1y 1
h” = 2 _2 - :2_2 —-—— =
O
2
=2+F Dh”=|R+
N'X) =0 & 2+2=
2

%/_/
condigdo impossivel em IR, logo h" ndo tem zeros.

X 0 +o0
Sinal de h” n.d. +
Sentido das
concavidades | n.d. U]
do grafico de h

O grafico de h apresenta a concavidade voltada
para cima em todo o seu dominio.
Nao existem pontos de inflexao.

80.
o 80 \_
a Q)= (—4 " 76e‘1v2t> -
_ 80'x (4+76e12)-80x (4+76et?) _
(4 + 76e12i)2
_0-80x(0+76x(-1,2) xet?) _
(4 + 768—1,2t)2
__ 729et2
(4 + 766122
-1,2x2
Assim, Q(2) = — 20 x€ = 5,6 significa

(4 +76e712x2)2

gue apos duas semanas do aparecimento do surto
de gripe o numero de pessoas contagiadas esté a
aumentar a taxa de 5,6 centenas de pessoas por
semana.
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b) Para determinar em que momento a doenga estd a
alastrar-se mais rapidamente, é necessario anali-
sar como varia a taxa de variacdo da funcao Q, isto
é, estudar a variagao da funcéo Q"

729612
1 t —
Qw (4 + 76e7121)?
(determinada na alinea anterior)
(7296 x e12)' x (4 + 76e71.21)?
(4 + 7671204

7296612 x (4 + 76722
(4 + 762

Q"(t)=

_ 87552612 x (4 + 76e12)2 + 7296612 x _
(4 + 76e1.21)4

X 2(4 + 76e12) x (4 + T6e12)
(4 + 766124

_ et (4+76e1)[-87552(4 + 76e1%)
(4 +76e712)3

7296 x 2% (0-912e12)]
(4 + 76123

e 1% x (-35 020,8 + 665 395,212 +
(4 + 7671213

1330 790,4e %)
(4 +76e712t)3

12 (-35 020,8 + 665 395,212
(4 + 76e 122

Do =R*

Q"(t)=0 < e (-35020,8 + 665 395,2¢1%) = 0
A tE Dy

o 350208

12t = _
£ Ve 665 395,2

-
condigdo impossivel

@-m:m(l)

19
1
ln(—=
o t= 19
-1,2
& t=245
ln 1
. 0 () -
-1,2
Sinal de Q" + 0 -
Variagao de Q' v Max. N

O maximo de Q' é atingido quando t = 2,45, o que
significa que a doenca esté a alastrar-se mais rapi-
damente duas semanas (com a aproximacao as
unidades) apos o seu aparecimento.
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81
a) f(x) =eX—e*
*Di=R
«Zeros:f(x) =0 © =X & x=-x © x=0
cfl-x) =e*-e ™ =—(eX-e*) =—g(x), Vx € Dy,
Logo, f é uma fungdo impar, ou seja, o seu grafico
é simétrico em relacdo a origem do referencial.

« Assintotas:
A funcao é continua em IR, visto tratar-se da dife-
renca entre fungdes continuas, logo o seu grafico
nao tem assintotas verticais.

m=tim ¥ _jim (—ex‘e_x>=
X -+ X X — +o0 X

limite notavel
=400 — — =+
—+oco
Como m & IR, conclui-se que o grafico de f ndo
apresenta assintotas nao verticais para x — + g,
visto que a funcdo é impar, 0 mesmo se pode con-

cluir para x — —o.
cfX)=(eX-e¥) =e*+e* Dy =R

Como f'(x) > 0, V x € IR, conclui-se que f é estrita-

mente crescente em todo o seu dominio.
f(x) = (e*+e¥) =e*—e* Dy =R

f'X)=0 & e-e*=0

& X=X
& X=X
< x=0
X —0 0 400
Sinal de " - 0 +
Sentido das
concavidades N P.l. (U]
do grafico de f

f0)=e-e®=1-1=0

O gréfico de f tem a concavidade voltada para
baixo em ]-o, O[ e voltada para cima em ]0, +oo[;
tem um ponto de inflexdo de coordenadas (0, 0).

+ Representag3o grafica:

y t

/’O X
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b) g(x) =n (e*-1)
‘Dy={x € R:e*-1>0}=R*

Calculo auxiliar

e-1>0 o >0 < x>0

*gx)=0 A x&€ Dy

< In(e¥-1)=0

s e-1=1

S ef=2

< x=1n(2)

g tem um unico zero: x = n (2)
+ Assintotas:

lim_, gx)=lm_, ln(eX-1) =

x—0 x—0

=ln(1"-1)=Iln(0*) =

A reta de equacgado x = O é assintota vertical ao grafi-

co de g. Este ndo apresenta mais assintotas verti-
cais ja que a funcdo g é continua no seu dominio.

M:“m n (e*-1) (§>

m=Llim
X — 400 X X =+ X
1
l X P
» n(e ?l é()' )
X — +% X
1
l X P
Ly ( ”(E)H”(l eX> )_
X — 40 X
In(1-%
. e*
=lim (—)+llm =
X =+ \ X X — +© X
14 0-0 .94
+00
b=lm (gx)-1xx)=lm (In(e*-1)-x)=
X =+ X — +©
=lim
X — +%©

Assim, conclui-se que a reta de equacdo y = x é
assintota obliqua ao gréfico de g quando x — -+,

, . (e=1) e

. = X _ =
g0 =(ln (-1 ="5—F=—
Como ¢g'(x) > 0, V x € Dy, entéo verifica-se que g €

estritamente crescente em todo o seu dominio.

90=( 557 =

(e)' x (e*-1)-e*x (eX-1)
(ex-1)?

Dy =R
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e (e*-1)—e*xe*

(e-1)?

_ eX(e-1-e") _ €

=) (-1
Como g"(x) < 0, V x € Dy, entéo verifica-se que g
tem a concavidade voltada para baixo em IR*.

Representagao grafica:

h(x)=2x+1+e 2

‘D,=R

+ O gréfico de h ndo tem assintotas verticais, visto
tratar-se de uma fungéo continua (soma de fun-
¢des continuas em IR.

X
. hx) . +1+e 2
m = Llim ﬁ:hm M:
X—>+0 X X =+ X
X
, 1 . e
=lim + lim =
X — +0 X X — +0 X

—lim 2+ 9402
X—+x X +o0

b=lim (h(x)-2x) = lim (2x +1l+e 2- 2x) =

X — 400 X — +o0

=lim (1+e7%>=1+e*°°=1+0=1

X =+

A reta de equacdo y = 2x + 1 é assintota obliqua ao
gréfico de h quando X — +o,

m=Llim ﬂ=lim
X—>-0o X X

Mudanga de variavel:

—%zy o Xx=-2y
Sex — -%, entdoy — +».
=2-2im Lol
2 y— -+ y

-
limite notavel
Como m & IR ndo existe assintota ndo vertical ao
grafico de h quando x — —=,
Xy s
-h’(x)=<2x+1+e 2)=2—%e 2 Dy =R

CHX)=0 2—%e‘7=0 o e
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X —0 -2 n (4) +00
Sinal de h’ - 0 +
Variagao de h N Min. v
Calculo auxiliar
(21 (4

h(=2n (4))=-2%x21n (4)+1+e’f)):
=—4In(4)+1+ent=
=—4In(4)+1+4=
=5-41n (4)

h é estritamente decrescente em ]-=, -2 In (4)] e
estritamente crescente em [-2 ln (4), +[;
5-4 In (4) é minimo absoluto para x = -2 ln (4).

h"(x) > 0, V¥ x € D,, logo o gréafico de h tem a con-
cavidade voltada para cima em IR.

. Representagéo gréfica:

\ I

S 4In(4) x~

8900 =7 - l’; o

=[x€R:x>0 A 1-ln(x)=0}=IR"\{e}

Calculo auxiliar

I-hx)=0 o InXx)=1 & x=e

a) O declive da bissetriz dos quadrantes pares é -1.
Pretende-se averiguar se existe alguma reta tan-
gente ao gréfico de g cujo declive seja 1.

iy = X\
g(x)_(l—ln (x) ) -
X'(1-1n(x)) =x(1 -n (x))’

(1-1n (x)?

) 1-1In (x)—xx(—%) )

(1-1n (x)?

|ﬂ6ﬂl Expoente” Dossié do Professor

2-n (x)

g'(X)Z—l f=—1 mz—l
ln (x)
<:>( (x))2+l 0
2-In(X)+(1-ln(x)? _
Y A
2-In(X)+1-2ln(X)+(In (x))2 _
@ 1-1n (9)? -0
(In (x))2-3n (x)+3 -0
(1-1n ()2 -
< (INX)2-3nX)+3=0 A (L-ln(x))2=0
3+V9-12
@ln(x)zf AAXEE

condigdo impossivel em IR

Nao existe qualquer reta tangente ao gréfico de g
gue seja paralela a bissetriz dos quadrantes pares.
b) D, = R* \ {e}
—_— X =
gx)=0 T ) 0
& x=0 A xe D,
A funcdo g nao tem zeros.

Assintotas:

A fungao g é continua em IR\ {e}, logo as retas de
equacdo x = 0 e x = e s&0 as Unicas candidatas a
assintotas verticais ao gréfico de g.

im.—% =9 g

>|2|£>n(J+g() x—0"1— ln(x) +0o0

A reta de equagdo x = O ndo é assintota vertical ao
grafico de g.

, X _.e_
Mg =m0 T o
- _e __
im0 =M W o

A reta de equacao x = e é assintota vertical ao gra-
fico de g.

X
m = lim M: lim Lonb -
X— -+ X X X
— H _]-__
_>|ZIT+00 1-1n(x) _OO_O
b=tim,_ ot =m, T3y
X
B ln (x) te
=M, T 1

Ln (x)
N3o ha assintotas ndo verticais ao grafico de g.
—In(x)

gm‘a%ﬂnz

gx)=0 & 2-In(x)=0 A 1-Iln(x)2=0
S lhx)=2 Axze
o x=g?
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X 0 e e? +o0

Sinalde g’ | nd. + n.d. + 0

Variagao de g| n.d. yd n.d. Ve Max. N

o2
ge?) = Toned -e?
g é estritamente crescente em ]0, e[ e em Je, e?] e
¢ estritamente decrescente em [e2, +oo[; —e2 é
maximo relativo.
" 2-lnx
o' = (o) -
(2-1n (x)'(1=n ()2~ (2=n () (L = n (x))¥)’

(1-1tn (x))*
—% (1-1n ()2 (2~1n(x)) 2 (L-1n (X)) (1-n (X))’
) 1-n X)) B
1 1
-2 1-1n (9) - 2021 () x (-;)
B (1-In (x)3 B
_ 1, 1-ln(-4+2In(x
X (1-1n (x))3
33—l
~ x(L-ln(x)3
3-n (x)

gW=0 < L e

= 3-lnX)=0 A x(1-ln(x)3=0

o x=¢d
X 0 e el +o0
Sinalde g” | n.d. + n.d. - 0 +
Sentido das
concavidades | n.d. ()] n.d. N Max. (U]
do gréafico de g
3 3
9(83) — 873 __€
1-1In (e 2

O grafico de g tem a concavidade voltada para
cima em ]0, e[ e em ]e3, +oo[ e voltada para baixo

em Je, 3[; o ponto de coordenadas <e3, —%) é ponto
de inflexao.

Representagao grafica:
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83.
i, =i, (<)==~
iigﬂ0+ fix) = )Eii)no+ (sen (2x) - cos x) =-1 = f(0)

Conclui-se que a reta de equacdo x = 0 é uma
assintota vertical ao grafico da fungdo. Nao exis-
tem outros assintotas verticais ao grafico de f, pois
a funcdo é continua em ]—°, O (visto estar definida
pelo quociente entre fungdes continuas) e f é tam-
bém continua em ]0, +o[ (visto estar definida pela
diferencga entre fungdes continuas).

b)Em]—OOVO[:
e
_ceXxx—ex
e
) =0 o ZEXXmeX g

2
o —eX(x+1)=0 A x2=0

& (-e*=0 v x+1=0) A x=0
N
condigcdo impossivel

& x=-1 A x=0

X —0 -1 0
Sinal de f’ + 0 - n.d.
Variagao de f Va l;?_af) N n.d.
e
—l = —= —e
fi-1)= ==

f tem maximo igual a —e para x =-1.
—X

Q) Em ]~ 0[f(X)=0 & £-=0 < e*=0 A x=0
X —

condicao impossivel
Conclui-se que em ]-=, O[ f ndo tem zeros.
Em [0, +oo[: f(x) =0
< sen (2x) -cosx=0
< 2senxcosx—cosx=0
< cosXx(2senx-1)=0
< cosx=0 v 2senx-1=0
&

x=%+kn,kel v senx=%

@x=§+knvx=%+2knvx=%+2kn,
keZ
oyl g, 0
Sek—OX—zvx 6vx 5
Sekzl,x:va:—BTE i
& [0, 3[ & [0, 3[ & [0, 3[
Tem-se assim que, no intervalo ]-3, 3[, a fungao f
temtrészerOS'EEe@
"6'2 6
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4.

a) No intervalo ]0, 1[ a fung3o f é continua visto, neste

intervalo, estar definida pela soma de duas fungdes
continuas: uma que é fungdo constante (x — 1) e
outra que é o quociente entre uma funcéo logarit-
mica (x — Ln (x)) e uma fungdo afim (x — 4x), que
nao se anula no intervalo considerado.

No intervalo |1, +[ a fungdo f é continua visto,
neste intervalo, estar definida pela soma de duas
fungdes continuas: uma que é funcdo constante
(x — 1) e outra que é o produto entre uma funcéo
afim (x — x - 1) e a composta de uma funcgao afim
com uma funcéo exponencial (x — e27¥).

Emx=1

in(1) _

U -140=1

169 = i, (1+ :

n (x)\ _
bx >_1+

lim, fix)=lim, (x-1)e2*+1)=0xe?+1=1
x—1 x—1

fll)=(1-1e?-1+1=1

Como )Eiml_ f(x) = iimf f(x) = f(1), entdo f é continua

emx=1.

Conclui-se assim que f é continua em todo o seu
dominio, ou seja, em IR*,

b) Pela alinea anterior, sabe-se que f € continua em

c

IR*, logo, em particular, é continua em [e}, 2].

In(e!) -1
+ fel 1+ el
f(2)=(2-1)e*?2+1=e+1=2

Ou seja, fle!) <1,5 < f(2).

fleh) =1

=0,320

Pelo teorema de Bolzano-Cauchy, conclui-se que a
equacao f(x) = 1,5 tem, pelo menos, uma solugdo
no intervalo Je™, 2[.

A
y

Qb o

v

[Ny SRS i —
=

o) IéH 1
No intervalo ]e™, 2[, o ponto P de intersecéo do
gréfico da fungdo f com a reta de equacdoy = 1,5
tem coordenadas (1,23; 1,5) (com aproximagao as
centésimas). Assim, x = 1,23.

85. As dez horas de um determinado dia corresponde

t =0, logo as onze horas e ao meio-dia do referido
dia corresponde t =1 e t = 2, respetivamente.

ASEI Expoente” Dossié do Professor

Sabe-se também que P esta expresso em milhdes
de bactérias.

Assim, pretende-se provar que:
3te]1,2[:P(t)=0,5

* A funcao P é continua em [1, 2], visto tratar-se do
produto de duas fungdes continuas em IR (t > t2
et e, logo continuas em [1, 2].

*P(1)=12xe1=0,368
P(2)=22x e?2~0,541
ou seja, P(1) < 0,5 < P(2).
Assim, pelo teorema de Bolzano-Cauchy, conclui-

-se que existe pelo menos um instante t € |1, 2|
tal que P(t)=0,5.

a)

Seja f a funcéo definida por f(x) =e*-x - 2.

Provar que a equacéo e*=x+ 2 tem pelo menos uma
solugdo no intervalo ]-2, -1[, é equivalente a provar
gue a funcéo f tem pelo menos um zero no intervalo
1-2,-1].

Assim:

* fé continua em [-2,-1], visto tratar-se da diferenca
entre duas fungdes continuas em R (x > e* e
X = X + 2), logo continuas no intervalo [-2, -1].

*f(-2)=e2+2-2=0135

f-l)=el+1-2=~-0,632

ou seja, f(-1) x f(-2) < 0.

Pelo corolario do teorema de Bolzano-Cauchy, con-
clui-se que fungéo f tem pelo menos um zero no
intervalo ]-2, -1, isto é:

Jece[-2,-1[:flc)=0
o3dce]-2,-1:ef-c-2=0

s 3dce]-2,-1[ef=c+2

b) yi= eX

Yo=X+2

v

O ponto P de intersecdo do grafico da funcéo x — e*
com o grafico da fungdo x — x + 2, no intervalo
]-2, -1[ tem de coordenadas P(-1,841; 0,159) (com
aproximacao as milésimas).

Assim, x = -1,841.
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81.

a) h(0) =30 x e®x cosO + 50 =30 + 50 = 80
O Filipe saltou de uma altura de 80 metros.

b) As solugGes da equagdo h(t) = 50 representam os
instantes em que o Filipe se encontra a 50 metros
do solo.

h(t) =50
= 30e02fxcos<3>+50 50

< e 02t xcos (%) =0

< e02t=0 v cos “—t)zo
NE— 3

condicao impossivel
nt o«

= —=§+kn,kelN0

3
o L
3

1
—+kkeN
2 0

= t=%+3k,kelN0

¢) Consideremos, por exemplo, o intervalo [0, %]

Como a funcdo h é continua em todo o seu dominio
(soma de fungdes continuas), também o é no interva-

3
lo [O, 2].
h(O):80>60eh(%)=50<60

Assim, pelo teorema de Bolzano-Cauchy, pode con-
i[: h(t) = 60.

cluir-sequedt ]O, 2

Portanto, existe pelo menos um instante em que o
Filipe esteve a 60 metros do solo.

t— 4o

dlim A1) = lim _ (30e‘0 2 s ( : ) N 50)

t— +oo

=30 lim (e“m X COS (g)) +50=

0

=30x0+50=
=50

Observe-se que Lim » <e0v2f X COS (g)) = 0, pois

im e9%2=Qe l<cos(3><l vVte R

t— +o

88.

alim 22 - 52 _1
xalx2+2x+3 1+2+3 2

b) lim [3*(5x-2)+8]=3%(0-2)+8=6
x—0

¢)lim 2¥-5=29-5=1p
Xx—3
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d) llm > lim <—>X = 400

S4m 4X x40\ 4
23 8 (B\_
e)ilgn+ §27—£|Ln+m > ‘i'i“m(g) =0
4x—4 (2=2)(2*+ 2) « _
Blim o =lim ==y =lim (2 +2)=4
Jim EFX_re_
gX~>+OC 3 3
Wim £79-° _g
X — —© X —o0
him 29 -20_
x—>-0 J0X+5 5
2 2
l)ila—w5x+l E_O
1 1 _
k)ilinﬂo 7%-15 400

1__1

1 g
Mim, . -3 3773

mh lim (3 - 4x) x 2 = =0 x (+%0) = —
X =+
6+3_ 6
"))E'Ln_w Y R 3

3.5
dim 2235 im 2715 8) = 2% = e

X — 400 X — +o0

A4
p)le 3¥+x+2=|jm 3 | x ¥)=3==0

X — =00

89.
a)lim (2-3log, (X))=2-3log, (8)=2-3x3=-7
x—8
. 1+ln(x) _1+0_1
b)ilranl x+2 1+2 3

c) llm . (logs (x))? = (~)2 = +o0

d) lim . [(x=1) In (] = =1 x (0 = +o

olim, =G

f) ii:nﬂo [(1-%) ln (X)] =0 X (+0) = -
g) )Ei_)ml logy (3x +1) = log, (4) =2
blim . 1n (8-x) = n (0") =-

i iign_m log (1-e¥=log(1)=0

X —> —o0 5

Dim (579 =tim_(5(1-(g]')=tn (071==

Klm (I (3x-1)-n 2+ 4) =lim _1n (3X 1)

2X+4
(3
—ln(z)

ﬁ&”‘u Fxpoente” » Dossié do Professor



xln(x+1)-xln(x)+ 4

D lim =
X — +%© X
=lim ln(x+1>+lim i=
X = +00 X—+o X
=In(1)+0=0
_ 2
m) lim xIn(x+1)-xln(x*+3)+4 _
X — +o0 X
. Xx+1 . 4
=lim In > +lim —=
X — +%0 x4 +3 X—+% X
1+l
. X _
—yinmln x+§ +0=
=In (0*) =-o0

) lim . log (1~ log; (x)) = log (1 - (=) =+

2
dlim 2y ) 1
x—+e 3lN(X)+1 x>+ 1
3+
n (x)
5 + 100 (¥
o) lim 6 + logs (X) _ . logy (4)  _
x>+ logs (X) X e logs (x)
L 6, 1)_
_)yr%n-#oc([ogz (X) +2>_
_g+l_1
2 2
90.
X+1_ A3 3 (pX—2 _
allim & =& _jjm € 1)
X— 2 X—2 X—2 X—2

Mudanca de variavel:
y=x-2
Sex — 2, entdoy — 0.

. oev-1
=e3l|m0—=e3><1=e3
y—

-1 enli-]
=lim —=
X x—0 X

exln(u)_l
=lim ———==
x—0 X

b) lim
x—0

xIn(a) _
=In (a) x lim era-l_
x->0 xln(o)

Mudanca de variavel:
y=x1ln (a)

Sex— 0,entdoy — 0.
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91.

alm =2y 2
x—+0 IX10X+1  x— -+ 3x2x+i
o
= 2 =
+0+ 0

b, (-3 =tm_(7(1-(7))-

=+00(1 - 0) = +oo

dim 2 (—)X+lim (Z>X=0+o=0
X — 400 X —> 400 x—>+o\ 5
e) )&igﬂm 2013 +00
. e 0
f))lzll;n_30 2013 ZEZO
_ 2013 1
g)>Eli>n+oc eX _E_O
7
Blim (e xx7) = lim X—X:L:O
X — +0© X — +o @ +00
- 3¢ X o
N e T3 e T3 e =
3 (1-(2)
X _ )X 3
l)l-lm :|.|m =
X —> +o0 X X — +o0 X

im 2wl 3V 4\
_)Iglinmoxzxyinﬁo((s) 1>_

=+4+0ox (0-1)=-00

. ef+x+10 . e*+10 . 1
lim ————=lim +lm ==
X — — X2 Xo-w X2 X——w X
_0+10 1 _
—00 —00
=0+0=0
. ef+x+10 . e . 1 . 10
m lim —5——=lim = +lim =+lm ==
X —> +o0 X2 Xo4m X2 Xotm X X— 4w X2

=+0+0+0=+w

157



mlm  (eXx4) = dlim N0 i W X
X — —% X — +o0 X— 40 X X — +o X
Mudanca de variavel: -0 ><_1_ —0x0=0
y=-X oo
Sex — -, entdoy — +=. f) lim [x n (l)] =
x—0" X
— Y (_y)4) —
&'an (e ()7 Mudanca de variavel:
Sim Y=L g y=2
y — 4% ey —+o0 X
o)lim+<x><e%)= Sex— 0%, entdoy — +oo.
x—0 . 1
Mudanca de variavel: - &'an (; n{y))=
y== —im W) g
y — +0 y
Sex — 0%, entéoy — +oo. 93
. 1 )
=1 == . . 2+3ln(x
ylL)TLroo (y € ) a) i@m f(x) =>E'T+oc_ - 1( ) =
—tim &= iw 2, 5n(x)
yorey . X X 0+0
2 2 =>£|T+w 1 =1_0=0
i X y— — | = =
p i@m (2*x72) —)Eanm Sl 1 -
X
)lim &= i “lim 2¥8ln(¥ _ 1_
‘ x>0 Xt ibmr fx) ilgnl* x—1 o+ e
Mudanga de variavel: ! ' 2+43In(x) 1
= —_— = —= -
y =X - fix) it x—1 on
Se X — -, entdo y — +o. Logo, ndo existe iim1 f(x).
= |m —4: . .
y=+ () b)lim f(x)=lim (3x-51n(x) =
, X — +0© X — +©
. e
=lim = =+w
% = lim [x <3— Suntd )]z
— +oo
%2 +oox (3-5x0) =+
= 400 X -5x = 400
a) li =1+l () =-5+Llim l—lim In () _ o
X =+ X X—=+0 X X+ X =
=-5+0+0=-5 i —lim —& —jm — =
o >E|L>n+oc f(X) )|<.ILT'I+OO x4+1 )EILn-v-oo l+i
ln (x) x4
. xln(x) . - x -
b)i@m X2+4X+3—)|2|21m 1+ﬁ+£ a 1+0
X2 dli . e¥-1
_ o )ilino fx _ilino*( X n QX)) B
=——=0
>0+ 0 —4tim &L iy 20 _
3 - + + -
o) lim ln (x):lim 3ln(x):§lim In(x) _ x>0 4x Xx—0 X
Xo Xowe X 2xowe X Mudanca de variavel:
-340=0 y = 4x
2 Se x— 0", entdoy — 0",
. n (4x3) . n (4) +n (x3) _ . -1 -
d))EII;ﬂm = i@w o = :4X;I7li>no*—yx o -
im @ 3k _ = 4x1x(0)=—oo
x— -+ Bx x—+e  5x o1
nx 3 lim () = lim ( mE (2x)> -
=0+—=Llim ==x0=0 X = too X—ote | X

. ] .
=lim (——;)th ln (2x) =

X — +o0
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Mudancga de variavel:
y = 4x
Se X — +%, entdo y — +o,

e iiLn_m f(x) =iiLn_oo (x=1In (I5-2eX)) =
=-0-[n(5-2x0)=-
lim  f(x) :i@m (x—1Lln (I15-2e4)) =

X — +00
Mudanca de variavel:
y=5-2¢" & 2e*=5-y

1= e"——y

-y
2
Se X — +oo, entdo y — -,
=lim (ln (5—y>_ n (Iyl)) =
y =

. 5-
=lim In( 2L
| n<_2

y—o -

y

S_
= i y =
yin_mln< > )

=1In (l) =-ln (2)

N

~—

=

2
. _ log((x-3)3) _
ﬂilin/;f() >E|2n4 X2-3x-4
_ 3log (x-3) _
x—=4(X+ 1) (x—4)
In (x-3)
o (n (10) . 1
—3)&@4 X—4 xigm4 X+1

Mudanca de variavel:
y=ln(x-3) © x-3=¢y © x=&¥+3

Se x — 4, entdoy — 0.

= 3 x lim y xlz
n(10) y-0e¥-1 5
= 3 x lim ! xlz
ln(10) y-0 e'-1 5
y
n (10) lim ey-1 5
y—0 y
3 1 3

:51n(10)xl_51n(10)
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glim ) =lim (xln(¢-9)-21n ()=

=lim (X (In (x2-9)-In (x4)) =

X — +o0

=lim (xln x2-9
T X o ¥
| -
=lim | xin| ——— | |=
X — 0 X
=+4oox [n (0*) =
=+OO>((—OO) = —

h) im f()—llm XX = l|m L (e ™)) =1im , (exn™) =
X—0 x—0

Mudanga de variavel:

_1
yX

Se x — 0%, entdo y — +oo,
: m(%))

=lim (ey

y — +%©

__In@y
=lim (e y >=e0=l
y — +®©

2 1 2 %
lim  f(x) = lim (X1>X —tim (1) =e0=1

X =+ X —+0 \ X —

Calculo auxiliar

lim ln(%)T:um [%(ln(xz)—ln(x—l))}z

X =+ — X — +0©
Cim 2 Inx=1)
X — +% X X — 4 X

Mudangca de variavel

y=x-1

Se X — +o, entdo y — +o,

In(x) lim In(y) _

=2xlim
x>0 X y—+e y+1
tn (y)
=0-Llim yl :O—EZO
y = +® l+_ 1
y

k) lim_f(x) = lim , sin xtenx =
x—0 x—0

=lim el (sinxtanx) _
x—0"

=lim etanan (sinx) —
x—0"

sin x In (sin x)
cos X —

=lim ., e
x—0
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Calculo auxiliar
lim , (sinxn (sin x)) =
x—0

Mudanga de variavel:

1
sinx

y:

Sex — 0%, entdoy — +oo,

=lim (l n (%))z—um M=O

y—=+e\y yo+e Y

o
1

=e! =1
, CoeX-eg L eX(e-1)
"ilmo fix) = lim, In (x+1) =4m, In(x+1)
= lim_ e*xlim &=L xlim — X =
Xx—0 x—>0 X x—=0ln (x+1)

Mudanca de variavel:
y=lh(x+1) & &=x+1 o x=¢e'-1

Sex—0,entdoy — 0.

eX— g

Calculo auxiliar

In(x+1)

lim =
X =+

Mudanca de variavel:
y=x+1

Se X — +x, entdo y — +w.

. e -9 . (-3 (3F+3)
mHim, 0 =lim, S+ 3 ™ ) x-3)

o 3(F-1y) . 3F+3

=lim x lim =

Xx—1 x—1 x—>1 X—3
L en(3h_q 6
—3)E|_>m1 1 xz—
(x-1)ln(3) _

=9lim —¢ L inE)-

x—>1  (x-1)ln (3)

Mudanca de variavel:
y={x-1)In(3)

160

Sex—1,entdoy — 0.
Y —
—9n (@) lim &1
y—0 y

=-9In(3)x1=-91n (3)

. Y -9
)EIL)n+oo f(X) _)I€Ii>n+oo X2—4X+ 3 -
3 g
=lim _—— =
X =+ 1_&4_&
X X2
¥ .F_9
lim x_x X =
X oo 4 3 a
-2+
X X
+00 X (+00) = 0
= — — 3
1-0+0

94.
aD={xeR:1-e=#0}=R\{0}

Assintotas verticais:

. L e 1 1
im0 =My = =12 "0 -
e _ 1 _1_

= 400

iy =y T =1 "o
A reta de equacao x = 0 é assintota vertical ao gra-
fico de f.

Como a funcao f é continua no seu dominio, IR\ {0},
o0 seu grafico ndo admite mais assintotas verticais.

Assintotas horizontais:

. &
' i € (g)l. &
XIT+DO f(x)_x@m 1-¢e* B XITJroo l_ﬁ B
e e
=lim = 1 =
T X o o _1__1 i_l =
e
1
:—:—1
0-1
. o e 0
eilgn_w f(x) —yin_m o 1-0° 0

A reta de equacdo y = -1 é assintota horizontal ao
grafico de f quando x — +« e a reta de equacao
y = 0 é assintota horizontal ao grafico de f quando
X — -0,

bD={x€ER:x>0 A ln(x)+1=0}=
=10, +o[\ {e™!]

Calculo auxiliar

INX+1=0 @ In(x)=-1 & x=¢'
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Assintotas verticais: .
ln (6) +4 )
+1

yino* gi) = ilinf n (x)

3 n(x) N 4

In(x) In(x)
n (x) 1

=lim
x—0"

—o 340 _

1 _1+0_3
+

A reta de equagdo x = 0 ndo é assintota vertical ao
grafico de g.

In(3)+4 InEeY)3+4

lim g(x) =lim

x> ;)+ H<;>+ In()+1  I*+1
e e
o* ot
. . lIn(3)+4 nEh)3+4
lim X) =lim =
X— 1)_9() x—>(i)_ ln(x)+1 I +1
e e
= _3 +4 :—1:—
On Oy

A reta de equacdo x = % é assintota vertical ao gré-
fico de g quando x — —x,

Como a fungdo g é continua no seu dominio,

10, +oo[ \ {%} o0 seu grafico ndo admite mais assin-
totas verticais.

Assintotas horizontais:

im g =tim N4 g

X — +00 x—+o [n(X)+1
3 n(x) 4
—lim In (¥ In(x) _
X =+ ln(x)+ 1
Inx) n(x)
3+ 4
. n (x)
=lim =
X —> +00 1
1+
n (x)
4
_ 3+E _3+0_3
1 1+0
1+—
+0o0

A reta de equacdo y = 3 é assintota horizontal ao
grafico da funcéo g para X — +o,
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Dado que o dominio da funcéo é limitado inferior-
mente, o seu grafico ndo admite assintota horizon-
tal.

) D={x € R:x=0]=R\{0]

Assintotas verticais:

i+1

lim _h(x)=lim _e* =eg*=e¢
x—0 x—0

— +1
lim , h(x)=lim ,e* =ge"*=+w
x—0" x—0"

A reta de equacdo x = 0 é assintota vertical ao gra-
fico de h.

Como a fungao h é continua em IR \ {0}, o seu grafi-
co ndo admite mais assintotas verticais.

Assintotas horizontais:

i+1

lim hx)=lm e~*
X — -0 X — —00
A reta de equacdo y = e é assintota horizontal ao

grafico da funcdo h para x — -,

=gl0+tl=p

L+1

lim h(x)=lim e~*
X X

— +® —

=g0+tl=p

A reta de equacdo y = e é assintota horizontal ao
grafico da fungdo h para x — +o,

95.
aD;={x € R:x=0}=IR\ {0}

Assintotas verticais:

1 1
lim+]‘(x)=lim+<x+eX >=0+eo* = et = 4w
x—0 x—0

‘ =

iiLnO, f(x) =)Ei£)nof <x+ e’ ): O+e

A reta de equacdo x = 0 é assintota vertical ao gra-
fico de f.

Como a fungado é continua no seu dominio, IR \ {0},
nao existem mais assintotas verticais ao gréfico de f.

Assintotas nao verticais:
1

X+e x
m = lim M=lim -, =
X—+o X X — 4o X
1
—lim 2+ )=
X — +o X X
0
—1+& —1+L 2140-1
+0 +0

1
b=lim (f(x)-1xx) =lim <x+ex—x)=
X — +o% X — +o0
1

=lim e* =el=1
X — F00
Os célculos para x — — sdo idénticos e obtém-se
domesmomodom=1eb=1
Assim, a reta de equagdo y = x + 1 é assintota obli-
gua ao grafico de f para x — +% e para x — —o,
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b)Dy={x € R:x>0 A log (x) -2 =0}=IR*\ {100}

Calculo auxiliar

log(x)-2=0 < log (x) =2 < x=102

Assintotas verticais:

. T X 0
£|LnO+g(x)—ilgwo+ log (x)_z__oo_z_o

A reta de equacdo x = 0 ndo é assintota vertical ao
grafico de g.

lim  g(x) = lim x 0 _10_,
xS0+ 9 x—100" log (X) -2 2*-2 O

lim_ g(x) = lim x ___ 10 _100__,
o Y T e log -2 2-2 0

A reta de equacdo x = 100 é assintota vertical ao
gréfico de g.

Nao existem mais assintotas verticais ao grafico
de g visto a funcao ser continua no seu dominio.

Assintotas nao verticais:

X
m=tim Ly 092
X—+o X X — +o0 X
i 1 _ 1 _1_
_>|€|T+oclog(x)—2_+oc—2_+oo_0
b=lim (g(x)-0x) = lim x
_xe+ocg T X e [09()()—2 h
lim log (x) -2 l (log (x) 2)
X — +o0 X X — +oo X X
1 1
- log (x) 2 o 7
lim 9% _jim =
X — +% X X — +0 X

Como b & IR, conclui-se que o grafico da fungdo g
nao admite assintotas nao verticais para x — +o,
Dado que o dominio da funcao g é limitado inferior-
mente, ndo faz sentido averiguar a existéncia de
assintotas nao verticais para x — —oo,

c)Dh={xEIR:%>O A x¢0}=]0,+oo[

Assintotas verticais:

0 x )

lim__h(x) = lim (x In <1> . 3x> 0c
x—0 x—0 X
. 1\ ..
=lim +(x n <—>>+ lim , 3x=
x—0 X x—0

Mudanca de variavel:

1, oyl
X y

Se x — 0%, entdo y — +oo,
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—lim L) +0=tim N0 _
y—o+oy yo+o Y

=0 (limite notavel)

A reta de equacdo x = 0 ndo é assintota vertical ao
grafico da fungao h.

N&o ha assintotas verticais visto a fungdo ser con-
tinua no seu dominio (IR*).

Assintotas nao verticais:

1
x n <—>+3x
m=tim &) _jim X =

X =+ X X — +0o0 X

- lim (ln <l> ¥ 3) 1 (0%) + 3=

X — 400 X
Como m & IR, conclui-se que o grafico da fungdo h
nado admite assintotas ndo verticais para x — +o.
Dado que o dominio da fungao h é limitado inferior-
mente, ndo faz sentido averiguar a existéncia de
assintotas nao verticais para x — —o,

dD;={xeR: (x-1)2>0}=R\{1}

Calculo auxiliar

.

Assintotas verticais:

lim_i(x) = lim_ln (x=1)2=n (0*) =0
x—1 x—=1

A reta de equagdo x = 1 é assintota vertical ao gra-
fico de i. Nao existem mais assintotas verticais
visto a fungdo ser continua no seu dominio IR\ {1}.

Assintotas n3o verticais:

i —1)2
m=lim 8y LT
X—+o X X — 400 X
iy 2 =1)

X — 400 X

Mudanga de variavel:
In(x-1)=y & x-1=¢&y @ x=6&"+1
Se X — +oo, entdo y — +oo,

= i y = i —1 =
2$IL>n+ocey+1 2X}|Ln+oo g_'_l
y 'y
1
:2X ) ey ) 1 =
im —+lm =
y — to y yﬁ+ocy
=2 =2x0=0
+0+ 0
b=Llim (i(X)=0xx)=lm Lln(x-1)2=+

X — 400 X — +o0
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—_1)2
m=tim T8y DT
X—-0 X X — X
i 2 =10 n(xrD)
X — — X X — —0 X

Mudanca de variavel:
InN(x+1l)=y & x+1=¢y © x=1-¢
Se X — —0, entdo y — +o,

= i y = i 71 =

2><$|Ln+x p 2><$|Ln+w (l_i)
y |y

_ 1

—2><0_(+OO)—0

b=lim (i(x)=0xx)=lim In(x-1)2=-+c0
X — =0 X — —©

Nao existem assintotas nao verticais ao grafico de i
nem para X — +o nem para x — —»,

96.
a) Df =R
Assintotas verticais:

iiLnO_ f(x) = )Eiino_ e*=el=1={(0)
tim . f(x) = lim . (In (x)) ==

A reta de equagdo x = 0 é assintota vertical ao gra-
fico de f.

Nao existem mais assintotas verticais ao grafico
de f, pois a fungdo é continua nos restantes pontos
do seu dominio, isto &, IR \ {O}.

Assintotas nao verticais:

m=tim 18—y X _g
X— 40 X X—+w X

b=Llim (f(x)-0xx)=Llm n(x) =+
X — +o0 X — +00

Como b & R, verifica-se que ndo existem assinto-
tas ndo verticais ao grafico de f para x — +o,

m = lim ) =lim _eX:_O =0
X—-—0 X X— -2 X —00
b=lm (fx)-0xx)=lm ¢e*=0
X — —© X — -0

A reta de equacdo y = 0 é assintota horizontal ao
grafico de f para x — —o,

b) Dy=1R
Assintotas verticais:
. L In(x) _ —=
\m gi) =limg. x O

lim__g(x) =g(0) =0

= —0

A reta de equacdo x = 0 é assintota vertical ao gra-
fico de g.

Nao existem mais assintotas verticais ao grafico
de g, pois a funcao é continua nos restantes pontos
do seu dominio, isto é, IR \ {0}.
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Assintotas nao verticais:
n (x)

ln (x) (%)

m=Llim 9gK) =lim X =lim o =
X—>+o X X — +%© X X—+o X
=lim —ln(x)xlim leszO
X—+e X X —+% X
T B i ln(x)
b—)&@m (g(x) 0><x)—£|g1+x X =0

A reta de equacdo y = O é assintota horizontal ao
grafico de g para x — +o,

e B ey
—lim o = lim (Xz) =lm 1=1

L X2 L X2 -2+ 2x\
b=Llim ( 5 lxx)—hm (7X—2 )—

A reta de equacgdo y = x + 2 é assintota obliqua ao
grafico de g para x — —o»,
g1,
a) Para que f seja continua em x =1 tem de se ter:
lim  f(x) = lim__f(x) = f(1)
x—1 x—1
1
. 1 ==
fil) =<

_px-1
lim, fx) = lim , 20X 1
x—1 x—=1

B(x-1)
—lim, 200, &1
x>1" Bx-1) x—1" Bx-1)
Mudancas de variavel:
y=ln(X) @ x=¢€¥
Se x — 1%, entdoy — 0*.
z=x-1
Se x — 1%, entdo z — 0%,
_1. y 1. et-1
=3 M o1 6 My -
1,11 .1
31 6 6
. . Vx-1
S = ey T
x-1
=lm__ =
ST (Vx+1)(x-1)(x +2)
1
=lm__ =
=T (Vx+1)(x+2)
1 1
2x3 6
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Como lim_, f(x) = lim__f(x) = f(1), entdo f é continua
x—1 x—1
emx=1.

b) f é continua em |1, +o[, por se tratar do quociente
entre fungdes continuas, em particular, f é continua
em [4, 5].

_2ln(4)-e3+1

f(4) 553 ~-0,906
_2Wn(6)-e°+1
f(6) e =794

Logo, f(6) < -1 < f(4).

Entao, pelo teorema de Bolzano-Cauchy, existe
pelo menos uma solucdo da equacéo f(x) = -1 no
intervalo ]4, 6].

-1 1
¢ f(0) = 575
ylk
A
B
| |
o) 0,423 1 g
%x 0,423
Aloag) = 5 ~01u.a.
98.

a) Assintotas verticais:
A funcdo f é continua em IR~, por se tratar do pro-
duto de fungdes continuas, logo o Unico candidato
a assintota vertical ao seu grafico é a reta de equa-
caox=0.

)
i, 09 =i, (e )=

Mudanca de variavel:

__ 1
y X

Sex— 07, entdoy — +ow,

. . e
=lim (——ey) =-lim —=-%x
y >+
A reta de equacao x = 0 é assintota vertical ao gra-
ficode f.

Assintotas n3o verticais:
1

. X) . xe x
m=Llim 1) =lim X %=
X—=-2 X X — - X

1

=lim e x =el=1
X — %
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b=lim (f(x)-x)=Llim (Xe%-x)=
X — =0 X— =
=lim (x (ef% - 1) =
=lim e 1 =
xo—e 1
X

Mudancga de variavel:
__1
Y=7x%

Se x — -0, entdoy — 0.

=-lim

A reta de equacgdo y = x — 1 é assintota obliqua ao
gréfico de f.

b) Se x > 0, entdo:
1 1

f'xX)=(ln(x+1)-LIn (x+2))'=xJrl 12

1
6
f1)=1n (2)=1n (3) = In (%)

2\_1 _nf2\_1
ln(§>—6x1+b@b—ln(3> :

A equacéo reduzida da reta tangente ao gréfico de

- fyo L 2\_1
fnopontodeabmssaley—6 x+1n <3> 6
cm=tg 300=§
Se x <0, entdo:
IR
F=(xe ™) =
1 _Lly
=x'e * +x(e X)z
_1 1 1
=e * +x<——)e X =
X
S 1 1
=e " txx—ze =
dadg
=e * +~e
X
Pretende-se resolver a equacao f'(x) = T?’ em IR~
yA
(-1,39; 0,58)
e

A abcissa do ponto é -1,39.
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99. Tem-se que )l(ir_r>1+oo (f(x) = x) = 0. Logo, a reta de
equacdo y = x é assintota obliqua ao grafico de f.

Assim, lim M=l.
X—+o X

m=Llim 9k _
X—+e X

f) + e _

=lim

X — +o0

—tim W &
X—40 X X—>+o X

=1+ (+oo) = 40
Como m & IR, o gréfico de g ndo tem assintotas
obliquas quando x — +o,
Dado que o dominio de g é limitado inferiormente,

nao faz sentido averiguar a existéncia de assinto-
tas ndo obliquas para x — —o.

Unidade 5 - Modelos exponenciais
Paginas79a 85

100. ~(0) = 750 000
P(10) =900 000
& 750000 eW-M>10=900 000

6
o plON-M =2
5

& 10(N-M) =In (g)

_1,(8
& N-M=; ln<5>

L ln(i)t
Assim, P(t)=750000e% 5/,
1 ln(£>><20
a) P(20)=750000¢e'® 5 =1296 000
b) P(t) =1 500 000

Lu(®

= 750000e2 "\s )t=1500 000
& eﬁtn(%)r=2

S Lln <§>t=ln (2)

10 5
_ tn (2)
t_ - = @
T L, (E
10 5
Logo, t = 38

Espera-se que a populagao atinja 1 500 000 habi-
tantes em 2028.
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101. m(0) =100
m(10) = 35,539 < 100 x e**10 = 35539
& e10k=0,35539
< -10k = In (0,35539)

(n (0,35539)
k=—— 229958
< 10
Ln (0,35539)
Assim, m(t) =100e  1©
Ln (0,35539)

m(t)=50 < 100e 0 =50

n (0,35539)
o t_1
se 5
n (0,35539) _
— 10 t=1n (0,5)
o ;. 101n(05)
n (0,35539)
Logo, t = 6,7 anos.
102. m(t) = mge™t
m(33600) = g < moe <380 =2 g
3
33600k — S
o e 7
3
& -33600k=n (Z)
3
s n 4
33600
ln(%)
m Seo t_ M
m(t) =—20 o mpe 3P0 :—20
ln(%) 1
33600 ¢_ 1
oe =5
3
(n 4 - 1
33600 2
1
33600 In ( 2)

X

Logo, t =80 957 anos.

103.
al Q(5570) :% o Quert55T0 = %
1
5570k — +
= € 2
& 5570k = In (%)
ln %
& k=-
5570

Logo, k= 0,000 124 4.
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b) Q(t+100) _ Qpekt+100 _ — okt-100k + kt — 100k

0](y Qe*t

Como k = 0,000 124 4, entdo €100k = 0,99,
A cada 100 anos, a massa de carbono-14 presente
na amostra diminui, aproximadamente, 1%.

¢) Q(t) = 0,894Q; & Que*t=0,894Q,
o e*=0,894
< —kt=1n (0,894)
n (0,894)
k
Como k = 0,000 124,4, entao t = 901 anos.
Logo, a mesa nao pode ser a Tavola Redonda.

& t=-

Aprende Fazendo
Paginas 94 a119

1. Opgdo (C)

lim (1 N %)3" = lim [(1 N %)"]3 - (e)3=e3

2. Opcao (C)
Sey é a quantidade apds t anos, entdo apds 5 anos
hdy =yg x 0,88° = 0,5277 y,, ou seja, ha, aproxima-
damente, 53% da quantidade inicial.

3. Opcao (B)
Como a funcéo g é continua nos intervalos [0, 1],
[1,2],[2, 3] e [-1, 0], basta averiguar em qual destes
intervalos as imagens dos extremos sdo uma inferior
a 9 e aoutra superiora 9.

)
)
)=22+32=13
g(3)=23+3%3=35

gl =21+31 =%

Como g(1) =5<9eg(2) =13 > 9, entdo, conclui-se
que é no intervalo ]1, 2[ que a equacdo g(x) =9 tem
pelo menos uma solugao.
4. Opcdo (B)
lim e _e _ 0
x—>1 flx) 4o
5. Opcao (A)
n (b)
n (a)
Perimetro=21ln (a) +2n (b) =2 (In (a) + In (b)) =

=2ln(axb)
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6. Opcdo (B)
log,, (g) =log, (b) = log, (@) =1-cC

1. Opcéo (A)
In(ex)=y < ex=¢Y
e
& X=—
e
o x=eV1

Assim, f1(x) =e* 1,

8. Opcao (A)
P(n) = 1300 x (1 + £) onde n é o numero de

100
anos decorridos desde 2012.
Entdo, P(18) = 1300 x 1,01618,
9. Opcao (D)

Calculos auxiliares

+ A abcissa de A corresponde ao zero de f:
fx)=0 © log,(x)=0 < x=1
Logo, AC =2(k-1).

* flk) =logyk (k) =1

_ ACxflk) _2 L
A ; 5 k-1

10. Opcao (A)
b“+3"= bU x b3v: bl x (b")3 —

=2x53=
=250
1 _b2u_ u\2 — 92 —
e = b= (092 =22= 4

11. Opgéo (B)
Di={x€R:e-e*#0 A x>0}=IR"\{1}
e-e=0 © e*=e

< x=1

12. Opcdo (B)
log, (a3 x Vb) = log, (a3) + log, (Vb) =

=3+loga(b%>=

=3+ log, (b) =
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13. Opcdo (B)
t.m.V.[Uv 4= ln (\4/5)

f(4)-f0) _ | (v
< 0 =n (V3)

In (8+l2—ln ) -y (V3)
@ln<8;k>—4ln(\4/§)
4:>ln(8;k>=ln(\4/§)4
@ln<8:k>=m(3)
@8;k=3
< 8+ k=3k
o k=4

14. Opcdo (A)

15. Opcdo (B)
A sucessdo (x,) de termo geral 1 — n? tende para
-, pelo que lim h(x,) = )Eim h(x) = iim e*=0.
— —0 — —0

16. Opcdo (A)
Sendo f uma fungdo de dominio R" ey =-5a
equacdo da assintota ao gréfico de f, entdo:

..t =-5

Assim:

1 . 1
| ”‘(x) ) i'Tm“‘(x) (Y o
lim = - = =—— =40
x>+ f(x) lim  f(x) -5 -5

X = +o0

17. Opcgéo (C)

tim . g(x) = lim _g(x)

ex-1
@lim+(k+ln(e+x))=lim< )
x—0 x—0 X

2X _
& k+1n(e+0)=lim _(e > 1><2)

2x— 0 X
eQx_
< k+1=Llim _ X 2
2X— 0 2X
limite notavel
& k+1=1x2
S k=1
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18. Opcao (D)
fX)=0 & (2x+1)e’**=0

o xX+1=0 v e’**x=0

Logo, a reta de equagdo y = e ndo é tangente ao
gréfico de f.

g = n () =5 0¥ x Dy

Logo, a reta de equacgdo y = e ndo é tangente ao
grafico de g.

;xx—ln (x)
h'x)=0 < ) =0
o 1—l£1 (x) -0
X

o 1-In(x)=0 A x2=0
o x=e

Logo, a reta de equacgdo y = e ndo é tangente ao
grafico de h.
eXxx-e* _

=0 & &%

0

o eXx-1)=0 A x220
< x=1

jm="S=e

Logo, a reta de equacdo y = e é tangente ao grafi-
codej.

19. Opcao (C)

_a2n
lim unzlim(l = >=lim (é—e“)z

:%_Hoo):—oc

Assim, lim f(u,) = iiiniw fix)=0.

20. Opcao (A)
Sabendo que f é o tipo f(x) = X2 + bx + c e que
admite como zeros os valores 3 e -4, entao:
f(x) = (x=3) x (X + 4)
Assim:
e 8-1 e 3-1 1

S TR U e U
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Mudancga de variavel:
y=x-3
Sex— 3,entdoy — 0.

Stm (L) dogxdod
y—0 7 77

limite notavel

21. Opcao (D)

D,={x €R: |3x|—1>0}=]—oo,—%[u%,+oo[=
_ _11
"R\[ 3'3]

[3x|-1>0 < [3x]>1

< 3x>1 v 3x<-1
1

& x>l vV X<-=
3 3

22. Opciao (B)

In(a)=2-ln(b) © ln(a)+In(b)=2
< ln(axb)=2
o axb=e?

o2
<=>CI—?
23. Opcao (D)

logs (2b) =x < 2b=5*

p=2

I

elogs (0)=y & a=5
Donde: ax b=5/x 2 =2
onde:ax b= ><2— 5

24. Opcao (A)
i 1 = —1 = o) = 400
)EILnB (log (m)) = log <0+> = log (+o0) = +

25. Opcdo (A)
. In(2)\3" _/,. n (2)\"\3 _
llm(1+T) —<l|m<1+ - )) =

— (eln (2))3 =23=8
26. Opcao (C)
P = (F09 + U () = F19 +

Como f é uma funcdo quadratica, entdo f é uma
funcao afim.
1v

h'(x) = (f'(x) +;) T

X2

Como f é uma funcao afim, entdo f' é uma funcéo
constante. Além disso, o grafico de f tem a con-
cavidade voltada para cima em IR, logo f"(x) > O,
vV x € R.
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Assim, o grafico de h" obtém-se do grafico da fun-
~ . ~ e 1 .
¢ao cuja expressao analiticaey = - 2 atraveés de

uma translacao de vetor (0, k), com k € IR*.

2]. Opcio (B)

Calculo auxiliar

r é perpendicular a reta de equagaoy = —% x+1, logo é
dotipoy=2x+b,b € R.

Como r é assintota ndo vertical ao grafico de g, entéo

lim Mzz.
X—+e X
im TX*F90) o K 9
X — +®© X X—+o X X—+o X
—tim @ 5 909
X — +% X

28. Opcao (B)
im (10 =0e -1<cos(3x)<1,Vx€EIR.

X —> =

Logo, lim (cos (3x) x 10%) =0.
X —> =0

29,
. 13\l
a) Ao fim de um ano: 2000 (1 + ﬁ) — 2026 euros
. 1,3 \4
Ao fim de quatro anos: 2000 (1 + ﬁ) =~ 2106
euros
b)u,=u; xr"-1
b =2026% (1+23)"" & 2026 x 1,013
n 100 '
30.
075\
al C, =10 000 x (1 . ﬁ> & C,=10000 x 1,0075"

b) C; =10 000 x 1,0075% = 10 075 euros
Juros pagos mensalmente:

10000 % (1+—272 \? _10075.26 euros
100 12 :

O capital acumulado seria 0,26 euros superior a
opgao descrita inicialmente.

3.

a) h(5) =585 + 15e716%5 -6 x 5 = 555
Apds 5 segundos da abertura do paraguedas, o para-
guedista encontrava-se a 555 metros de altitude.

b) 1 minuto e 30 segundos corresponde a t =90 e
1 minuto e 31 segundos corresponde a t = 91.
« h é uma funcéo continua em [90, 91], visto tratar-
-se da soma de funcdes continuas (t — 585 - 6t e
t+ 1518t em IR, logo continuas em [90, 91].
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* h(90)=45>40e h(91) =39 < 40

Pelo teorema de Bolzano-Cauchy 3 t € ]90, 91[:

h(t) = 40.

32.

a)10¢*3=0,01 & 10¥*3=1072
o X+3=-2
& x=-5
C.S.={-5}

b) 2 x 5%*1=10x 25 & 5**1=5x5%
= 5x+1:52x+1
S x+1=2x+1
< x=0
< x=0
C.S.={0}

1 5
X=_— 3X: -5 = — = - —
c)8 3 © 2%=2% o =5 o X 3

o1

d (V5)=V125 & (5%)X= 5%

1 3
& 52'=54
o L,-8
2" 4
S X= 4
ox=3
2

3.

a) X +4=22-3% o x+4>2-3x
&S X+3X>2-4
& 4> -2

2 2

exponencial de base % é estritamente decrescente.

& X+3x<2-4
& 4x <=2

02¢>4 o 2¢>22
o X222
o x2-220
o x<-V2 v x=V2

}!\SEI Expoente » Dossié do Professor

Calculo auxiliar

¥-2=0 o x2=2 o x=+\2

A/

AL

C.S. =], -V2] U [V2, +[

d)5°-4>1 & 5¥-4>50
o x2-42>0
& X<-2vx=>2

Calculo auxiliar

X2-4=0 & x’=4 & x=+2

A/
N>

C.S. =]-0,-2] U [2, +o[

) 2%"1<32 & 2% 1<2°
& 3x-1<5
& 3x<6
& X<2

C.S. =], 2]

f) e—0,1x+3 >] & e—0,1x+3 > eO
< -01x+320
< 0,1x>-3

3
< —
=4 X_O,]_

< x<30
C.S.=]-=, 30]
g)73x+4<492x73 & T3x+4 < 7hx-6
& X+4<4x-6
< x<-10
< x>10
C.S. =110, +oo
h) 52232 5 1 « 522+3x-2 5 50
& 2x2+3x-2>0

T\x+4 1\2-3x .
)] (—) ><—) < X+ 4 <2 - 3x, pois a funcéo

Calculo auxiliar

-3+V9+16

2?2 +3x-2=0 & x= 7

1
=2 ==
& X Vv X 5
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4.

. (3n+2\n A
f) lim =lim(3+=) =3 =+
a) Justificar que a reta r interseta a curva c em pelo n n
menos um ponto, no intervalo [0, 1], é equivalente g) lim (nz_ 3)” —lim (1 _%)” _
a provar que a equacao f(x) = 5 tem pelo menos " n )
uma solucdo no intervalo [0, 1]: —lim ((1 _i)’ﬂ)n _
2
« f é continua em [0, 1], por se tratar da soma de 0 n
duas fungdes continuas em R e, portanto, conti- =(e7)"=1
nuas em [0, 1] h) lim Sn+l 4n—lim 1+L "
- f(0)=5%+5%x0=1 ( 3n ) - 3n)
f1)=5'+5x1=10 | 1o\ 5
, =lim((1+— =
Ou seja, f(0) < 5 < f(1). (( Sn) )
Pelo teorema de Bolzano-Cauchy pode concluir-se = (e} 3 -
gue existe pelo menos um nimero ¢ € |0, 1] tal que N
f(c) =5, isto é, f(x) = 5 tem pelo menos uma solugdo =e3 =eVe
no intervalo ]0, 1.
h) VA 3. (g)
aim &L YL et 1o, 1
101 oy x->0 4X 4 x-0 X 4 4
; limite notavel
g B
5 : ¥, _p3x |0 3X _
[ B b) lim 1-e” 2 “1xlim £ 1
: : x—>0 X x—0
1 E . -
0 053 1 x =-1xlim VS 3=
Mudanga de variavel:
3x=y
BAxh 1% 053 Sex—0,entdoy — 0.
X x 0, _
Asiong) = — ==, =03 ua —1x3lim &=L
y—0 y
%,—J
35 limite notavel
' =-1x3x1=-3
3 3
al lim (1 - 3) " = lim ((1 - —2)”> — (e?)3=e® 0
n n ) eX—Z_l (o)
¢)lim —— =
b) n+1 n+4_l. 1+l n+é x>2  X=2
'm n —Ham n h Mudancga de variavel:
o 1\\ vz _ Xx-2=y
=lim <(1+F) ) - Sex — 2, entdoy — 0.
=(eY)i=e —tim &L
y—0 y
¢) lim _ny =lim(1+ 2 _\n — limite notavel
n-2 n-2 o
: "2\ -2 d Li E)5 L =5 L
=l|m<<1+n_ ) ) M1~ My T2 m. X;l
X —
=(e)l=¢e2 :5Xl:5
5 0 l
d) lim (1——) = lim ((1—1)4”)T ) L et o lim £ (e 4-1)
4 4n & oy X— -, X—4
5 15
(e3¢ =e ¢ Mudanga de variavel:
X—4=y
e tim (21N C i (1o —4 )" = Se x — 4, entdoy — 0.
n+5 n+5 ev—1
4 \n+5y D =e*xlim =
= lim ((1— > )”*5 = =0y
n+5 limite notavel
= (g3 =12 =efxl=¢e*
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3l
. L e \__e” __ 0 _
a)i'T-wg(x)_i'T-x(l—eX)_1—e-°°_1—0 0
b) lim g(x) =lim @ 1 =
X — +%0 X — 40 ] —eX . 1-¢e¥
lim ”
X — +© e
. 1 . 1
e 0t !
1
:—:—1
0-1
1

. e 1
°)§'Tog(x)‘i"l‘o 1-e¥ 0

Cdlculo dos limites laterais de g em x = 0.

“lim_gix) =lim & -1 - 1__
g I = T e T 1o T o
lim g =tim & -1 - 1_.,
x—>Ofg x—»0 1-e¥ 1-1- O0F

Como lim , g(x) # lim__g(x), ndo existe lim_g(x).
x—0 x—0 x—0

38.
alD={x € R:x2-1>0} =], -1[ U1, +]

Calculo auxiliar
x2-1=0 & x?=1 o x==*1

x2-1>0 & x<-1 v x>1

log, (x2-1)=2

& log, (xX2-1)=log, (4) A XED
o x2-1=4 AXED

o x2=5 AXED

o (x=V5 v x=-V5) A xeD
C.S.={-\V/5, V5]

b)D=[XEIR:3+5X>0}=}—%+00[

Calculo auxiliar

3+5x>0 © 5x>-3 x>—%

log1 (3+5x)=0 < log1 (3+5x)=1log1 (1)
2 2 2

< 3+5x=1 A XED
& bx=-2 A XED

<:>x=—%/\xED

=t
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0) D={x € R:x2—~4x + 3> 0} =]~»,1[ U3, +oo[

Calculo auxiliar

W—hx+3=0 & x= 2% 12_4X3
o X:4i2
2

& x=3 v x=1

1N\ 3 v

x2-4x+3>0 & x<1 v x>3

N =

log, (X2 - 4x+3) =

& log, (X2-4x+3)=log, (2) A XED
& X2-4x+3=2 A XED
& x2-4x+1=0 A XED

4+V16-4x1x1

& X = 7 AXED
@x=% AXED
x=4%2\/§ AXED

= x=2¢\/§/\ xeDbD
CS.={2-V3,2+V3}

dD={x € R:x+1>0}=]-1, +oo[
log(x+1)=1
< x+1=10 A XED
< x=9 AxeD

C.S.={9]
e) D={x € R:x>0}=]0, +oo[
In(x)-ln(4)=1

S InXx)=ln(e)+In(4) AxeED
< In(X)=Ln(4e) A xED

< X=4e A x€D

C.S. ={4e}

ID={x € R:x>0}=]0, +o[
3logs (2) +logs (x) =-1
& logs (8) +logs (x) =logs (3 A xED

< logs (8x) = logs (%) AXED
1
=3 8x=§ AXED

_1
C>X—24 AXED

cs.= {i}

m




giD={xeR:x>0 A 2-x>0}=]0, 2[
In (x) +n (2-x) =n (5)
o n(2x=-x)=ln(5) A xED
o X-x2=5 Ax€eD
o -x2+2x-5=0 A xXED
2+V4-20

©X=" 5 AXED

condigdo impossivel em IR

CS. =0

h) D={x € R:x>0}=]0, +o[
S =log, (X)
o X=4> A XED
< x=1024 A xeED
C.S. =[1024]

)D={x € R:x>0}=]0, +o[
logs (x) =16
o x=28 A xeD
< x=65536 A xED
C.S.={65536}

ID={x€R: x>0 A x#=1}=]0, +o[ \ {1}
log, (16) =2
o x2=16 A xXED
& (X=4 v Xx=-4) A XED
C.S. ={4)

39.

AD={xER:x2>0 A x>0}=R"
In(x3)+ln(x)<0
& In(x2xx)<ln(l) A XED
o x3<1 AXED
o x3-1<0 A Xx€ED
< x<1aAxeD
CS.=10,1]

y=x2+x+1

o/

X

X24+x+1=0 & x= LEVI-4x] ;_4“
o xo —112\/—3
| —

condi¢do impossivel em IR

bD={x ER:x2-4>0 A x+1>0}=
=xXER:(x<-2 v x>2) A x>-1}=
:]2'+OO|:

Calculos auxiliares

X2-4=0 & X’=4 & x=%2

" \ / .
2\ 2 *
X2-4>0 & x<-2 v x>2

ex+1>0 & x>-1

Calculos auxiliares

1 0 0 -1

x3-1=(x-1) (x2+x+1)

X —0 1 +oo
x-1 - 0
x2+x+1 + +
X=1)(x2+x+1) - 0

x3-1<0 < x<1
y=x-1

v

m

In (2= 4)-n (x+1) >0

& Inx2-4)>2ln(x+1) A XED
o X2-42x+1 AXED

& x2-x-520 A XxED

1-vVv21 1+V21
o e YR L 2VEY e

CS. = [% L5y +m[

Calculo auxiliar

X2-x-5=0 < x= 1+ 1_24X(_5)
1+V21
& x= 5

¢)D={x € R:x>0}=]0, +=[
ln(x)<3
o x<eP AXED
C.S.=]0, e3[

dD={x € R:x+3>0}=]-3, +oo[
In(x+3)<0
< x+3<1 AxeD
S X<-2AX€ED
CS.=1-3,-2[

40.

a)a'(x) = (€2*1) = (2x+ 1)’ x e+ 1= 2e2x+1
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(2x+1)’ _ 2
2xX+1 2x+1

b) b'(x) = (In (2x + 1))’ =
elc'(x) = (2 +2x) =
=2x(x)' xeX+x x2xn (2) =

=—4xe™ + 2*x In (2)

d) d'(x) = (In (In (x)))’

et -(ufd) - v I

fif'(x) = (e*log, (3x))' =
= (e™)' x log, (3x) + e x (log, (3x))' =
3

— 4X e werser
4e™ x log; (3x) +e™ x 3xxn(2)

4X
xln (2)

_ ( n (x))’ _ _(n(X) x x4 = (In (x)) x (x4’

X4 (X4)2

= 4e* x log, (3X) +

g g'(x)

%xx‘*—ln (X) x 4x3

:% (In (5%)) 2 x (In (5x))' =
:lx 1 i:
2 Vin(x) 5X
o1
2% Vln (5x)

i) = ((%)3) - 3x (%)2 y (%) _

(e9)2 o () Xx—etxx' _

X N

_ (cosx+1)

Dj'x) =(ln(cosx+1)) = ' -senx

cosx+1 cosx+1

k) k’(X) = (ex+sen x)' =
=(x+senx) extsenx =
= (1 + cos x) ex+senx

a1, c, (1 ¥ —r—)S =26, & (1 ¥ —r—)‘E’ =2

100 100
r A3
@1+100_\f2
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r _ 5
= 100 - 1+V2

& r=100x (-1 +V2)

Logo, r = 14,87%.

42,

a) Para que f seja continua em t = 60 tera que se veri-
ficar:

lim_ f(t) = f(60)

Para que exista lim__ f(t):
t— 60
tl'Lnso* flt) = 1!"@60’ fit)
& lim_, (6+ A x 27005(t-60) = |im (20 + 80 x 2005t
t— 60 t—60
& 6+ Ax2005x0=20+ 80 x 27005x60
& 6+Ax20=20+80x 273
< A=20+10-6
o A=24

b) Pretende-se f(t) =12, para t = 60. Assim:
6 + 24 x 27005(-60) = 12

12-6
2—0,05(t— 60) —
< %

1
2-0,05(t-60) = =
4

g

~0,05(t - 60) = log, (i)

< 4
o ~0,05(t - 60) = -2
© t-60=40
o t=100

O pudim atinge os doze graus apds 100 minutos de
ter sido confecionado; como esteve 60 minutos a
arrefecer na bancada da cozinha, precisa de estar
40 minutos no frigorifico para atingir esta tempe-
ratura.

43.
d2se L o opessgr
2
1
+5=-=
& X 2
o x=-5-%
2
x=-1L
2

CS.= {- %}

b) 25 -2x = 5x2-3 PN 52x% - 4x = 5x2 -3

© 2P -4x=x>-3

& x2-4x+3=0

4+V16-12
2

& X=

173



< x=1v x=3
CS.={1,3}

c)4x53x+1:20><25x+4 P 53x+l:5x52x+8
P 53x+1=52x+9
< 3X+1=2x+9
< x=8
C.S.={8}

d)x3xF=3*3 o x3xF-3*x33=0
o 3Hx3-3%) =0
& ¥=0vx3-3=0
o=
condigdo impossivel
o x3=33
& x=3
C.S.={3}
e) 2xx5*=5"1 & 2xx5*-5x51=0
o (2x-51=0
& 5=0v A-~=0
S 5

condigdo impossivel

& X =

sl

f-32%-1+28x32=1
& 3%x31+28x3*x32-1=0
& 3% x3+28x3*-9=0
_ 28+V/287-4x3x9
-6

=

28 £ 26
6

1
X — X—=—
& =9 v 3 3

& K=

& Xx=2 v x=-1
CS.={-1, 2}
FXP-x) +4 _9
P+149 -
e FP-X)+4=2xF 1+ 4
& 3FHx2-x)-6x3%=0
o Fx2-x-6)=0
o F=0v x2-x-6=0
——

condigdo impossivel

1+V1+24
2

g

& X=

& X=-2 v Xx=3
C.S.=[-2 3}
50 2
25% +25 1+ 125¢+x
& 50 x (1 +125¢ %) = 2 x (25 + 25)
& 50+ 50 x 1254 +x =2 x 25¢ + 50

h)

174

2 x 25 x 53 +3x = 9 « 52

(=4

s 52x 53 +3 =52

o 53+3x+2 =524

& X2+ 3x+2=2%2

& x2+3x+2=0

o x= -3+V9-8
2

& x=-2 v x=-1

CS.={-2 -1}

)2¢-21%-1=0 & 2X—%—1=0

& 2%-2-2%=0

& 2%-2x-2=0

1+V1+8
2

& X=-1v 2%=2

—
condigdo impossivel

< x=1

& =

C.S.=(1)

PFr+1=10x32"* & 3X+1—10><3—E1=0
& 3%+ 3-90=0

1+V1+360
2

-1+19
2
& F=-10 v I*=9
| —

& =

& F=

condigdo impossivel
o x=2
CS.={2}

44,
a) (l)x_l<92—x & 3t 4=
3
o X+1<4-2x
& x<3
CS.=]- 3[
b) (0,1*-¥ < 0,01 & 10*+*¥ <1072
o X+x2<-2
o x2-x+2<0

Calculo auxiliar
+ _
XZ—X+2=O P X:%

| S ——
condigdo impossivel em IR

./

CS.=@
0)3°>9 o 3¥>32
o x2>2
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-2>0

Calculo auxiliar

x-2=0 o x=V2 v x=-V2

A\ /-

vaNSva ¢

C.S.=]-0, -V2[ U]V2, +o[
d)5% <125 & 5% <53
o x2<3
o —x2-3<0

Calculo auxiliar

X

&< x>0
CS. =Ry
16°>7 o <g>le
6\ _ /6\0
= >=
= (7)=(7)
< x<0
CS.=
g5-x¥) <0 & 5-x2<0
——
>0,VxeR

Calculo auxiliar

5-x2=0 o x=V5 v x=-V5

LN
O\

S. =], -V5E] U [V5, +o[

h5**1<x2x5 o 5*x5-x2x5*<0
5 (5-x2) <0
>0, VxeR
o 5-x2<0

ASE] Expoente » Dossié do Professor

Calculo auxiliar

5-x2=0 & x=V5 v x=-\V5

N
7N

C.S. =], -V5[ U]V5, +x[

Dx2x3*<F+3 o x2xF-Fx33<0
o 3 (X2-27)<0
>0, VxeR
o x2-27<0

Calculo auxiliar

-27=0 & x=V27 v x=-V2
& x= 3\/_\/X——3\/_

A\ /-

3vaN__3va  ©

S.=1-3V3,3V3[
i 4
e >l o e sel

4-x
x2+1 >0

& 4-x2>0(jdquex?+1>0,Vx€ER)

Calculo auxiliar

4-x2=0 & x=-2 v x=2

LN
7Y

CS.=1-2,2[
k) 4 < V2346 o 2x < px+2
S X<X+2
o x<£2
C.S.=]-x, 2]

D4 +2<9x 21 o 22X+2-%xzxso

& 2x2%-9x2X+4<0
& 2y2-9y+4<0 A y=2

@yz% AYS4h Ay=2

- zxz% Ny

& Xx>2-1 A X<2
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Calculo auxiliar

2y2_9y+4:0 = y:w

e y=4v y:%

\ /.

17\‘/
CS.=[12]
1 3
m) 3¥<27 % & <3
C)XSé
X
<:>X—§SU
X
2 _
o X 3<0
X
X - |-V3 0 V3| 4w
x2-3 + 0 - - - 0 +
X - - - 0 + + +
e ~lo | + |na| -] o]+
X

CS.=]==-V3] u]lo V3]
n)81><32x‘3sg o 3"x32x‘3—£50
X X

P 32x+1_£30

X
2x 1
& 3%(3-=1<0
e X
>0, VxeR
o 3x—1SO
X
X —o0 0 % +00
3x-1 - - - 0 +
X - 0 + + +
E + n.d. - 0 +
X
1
CS.= 10, =
P

45,
a) Ao fim de um ano:

4 \1
500 x (1+ 100) =520 euros
Ao fim de dois anos:

4

2
500 x (1 + TOE) — 540.8 euros

176

- _4 _ x

bl f(x) = 500 x (1 T 100) & f(x) = 500 x 1,04

D:=Rg
¢) 146 dias correspondem a 146 _ 0,4 anos.

365

f(5,4) = 500 x 1,044 = 617,95 euros

d) f(x) =2000 < 500 x 1,04*=2000
o 1,04 =4 < logygs (4)

Logo, x = 35,346 anos.

0,346 x 365 =126,29

Demora 35 anos e 126 dias para acumular 2000
euros.

flx+1) _ 500 x 1,04*+1

= =1, 4x+1—x:1v 4
70~ sooxiow L0 0
O capital acumulado cresce a taxa de 4% ao ano.
) f(18) _ 500 x 1,0418 —10418~203

f(0) 500
f(18) =2,03 x f(0) < f(18) = f(0) + 1,03 f(0)

O capital cresceu 103%, aproximadamente.

g) f(x) = 500e” < 500 x 1,04* =500 x eb*
o 1,04% = (eb)*
& 104=¢b
< b=1n(1,04)
Logo, b =0,039.
Entdo, f(x) = 500 x e0.03%,

46.

a) P(0) = 3000 x e9%3*0 = 3000 x e® = 3000 moscas-
-da-fruta

b) P(10) = 3000 x 0310 = 3000 x e3 =~ 60 257 mos-
cas-da-fruta

o P(t) = 5000 « 3000 %3 = 5000
L0t _ 5000
3000
5

03t —
o edt=—
3

5
03t=In{+
o n(s)

_ 3 _10 (5
S t= 03 S t= 3 xln(3>

t=1,703

Calculo auxiliar

d————h
1—24
0,703 X

x=0,703x24=16,872h

Ao fim de 1 dia e 17 horas, aproximadamente.
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d) Pit+1) _ 3000 e+ = @03t+03-03t = 03
P(t) 3000 e3¢
P(t+ 1)
W = 1,35
P(t+1) =135 % P(t)
P(t+1) = (1+0,35) x P(t)
P(t+1) = P(t) + 0,35 x P(t)
A cada dia que passa a populagdo de moscas-da-
-fruta aumenta a uma taxa de aproximadamente

35%.

4],
P(t+1) +
=11, VteER
ST 0
%X pt+t1 _ _
oy M e bell

P(t)=ax 11t VteE R,
P(2) =0,605 < ax112=0,605
_ 0605
1,12

Logo, P(t) = % x 1,1V t € Rg.

< a=0,5

bPH=3 & %x1,1t=3
< 1,1t=6
< t=log;; (6)
S t=19
O numero de formigas é igual a 3000 ao fim de 19
dias, aproximadamente.

48. A(p) =-0,52+ 0,55 In (p), e23 < p < e*!
1,3 m corresponde a 130 cm.

a)1,3=-0,52+0,55In (p) & 1,3+0,52=0,551n (p)
< 1,82=0,551n (p)

& 282 in )
055 W
1,82

0,55
o p=e
& p=27kg

b) A(2p) - A(p) =-0,52 + 0,55 In (2p) -
-(-0,52+0,551n (p)) =

=-057+0,55n (2p) +0;57- 0,55 Ln (p) =
=055 [ln (2p) - In (p)] =
=0,55 [ln (2p) + lop) - Lnp]] =
=0,65%1n(2) =
=~ 0,38
A(2p) - A(p) = 0,38
A(2p) = A(p) + 0,38
Quando o peso duplica a altura aumenta 38 cm,
aproximadamente.
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d2

04(m-M) —
49.10 100
a) 1004(-1:44-145) — d? & 1004x(-289) = d?
100 100
& 102x 1071158 = g2
P 100,844 — dZ
& d="V1008% poisd>0
& d=100422
d = 3 parsec
b) 10041 = &
100
0,4 M) =1 d’ d>0
< 04 (M-M)= 09(100> Ad>
i)
100
o m-M= 04 A d>0

0

4 100
x [log (d?) - log (100)] A d>0

2
m—M:EXlog (d—> Ad>0

m-M=

)
|l oo

m-M==[2log(d)-2] A d>0

2
m-M=5log(d)-5 A d>0
M=m-5log (d)+5 A d>0
M=m+5(1-log(d)) A d>0

tge O

2 5,96 x 1016
16 =— ===

a) R(5,96 x 1019) 3 log ( 104
A magnitude do terramoto de Sao Francisco de 1906

foi, aproximadamente, 8,3 na escala de Richter.

)z 8,25

_ 2 E\_
BRE)=64 & = log(lo«z‘)—&lf

E\_
< log (1044) =9,6
E
< 10ea
& E=10%%x 1096
o E=10%
A energia libertada pelo terramoto da india de 1993
foi 1014 joules.

=100

¢) E= 4,2 x 107, logo a sua magnitude foi

17
R(4,2 x 10Y) =§ log (%

la de Richter; logo a sua itensidade sera .
ln (1) _In(
= 8,815 = ——
n@ao) © In (10)
< In () =8,815Ln (10)
& | = 88151 (10)
< [=653130552,6
Assim, a intensidade do terramoto de Lisboa de

1755 foi 7 x 108,

) ~ 8,815 na esca-

m



305t -2 5 -2 505t
1+ 05t

056525 _
1+ eQSt -

& 0,5e0%-25=0 A 1+e05% % 0

-
condicdo universal em IR
o 0,5e0% =25
25
e 05t = E
< 0,5t=1In(5)
& t=2x1n(5)
< t=1n(25)

Logo, t = 3,219.

1963
l l l l - l f l
3777 4

Em 1963 havia 2500 pessoas infetadas.
o3
1+ pek
3¢k

1+pek

b) I(t) = 1

1=0

3ek-1-pe* _
1+ peX
o (3-pef-1=0 A 1+pek=0

—_—
condicao universal

0

& (B3-pef=1
1
3-p

@kztn<3}p>

& k=Iln(3-p*
< k=-In(3-p)

o ek =

52,
a) f(x) =2 + log (2 - 7x)

Di={x € R:2-7x>0} = ]—oo, %[ =D

Calculo auxiliar

2-7x>0 & -x>-2 & x<Z

7

2+log(2-7X)=y < log (2-7x)=y+2
o 2-Tx=10v+2
o -Ix=10v+2-2

178

2-10v+2
& x=

7
_ X+ 2
Assim, f1(x) = % eD'r3=R.

2
1. e £
f .IR%} %, 7[

2_10x+2
X > Z

b fx)<-1 & -2+log (2-7x)<-1
s log(2-7x)<1
& 2-7x<10 A XE Dy

& —TX<8 A XE]—OO,%[
exe-Saxe
- _[.8 2 _[_82
Assm,C.S.—[ 7,+oo[m]oo,7[ [ 7,7[.

¢) 10X = 10-2+og (2-7x) =
=102 x%x 109 (2-7X) =
1

=mX(2—7X)=
_2-Tx 2
~ 7100 ’VXE] '7[
53.
a) f(x) =3**1
szle‘lle

fy=y & 3=y
< x+1=1logs(y)
< x=-1+logs (y)
Logo, f*(x) =-1 + logs ().
Di1={x € R:x>0}=R"
fLR"—= R
x+— -1+ logs (X)

b) g(x) =2 + log (x + 4)
Dy=D'g1={x € Rix+4>0}=]-4,+=[
gXx)=y & 2+log (x+4)=y
< log(x+4)=y-2
o Xx+4=10V"2
o X=-4+10Y"2
Logo, gH(x) =—4 + 10*~2,
Dy1=R
g IR — -4, +oof
X > —4 +10%~2

c)h(x)=1-6x42%+3
D,=D1=R
hix)=y & 1-6x4%*3=y
& Bx4x+83=1-y

1-y
42x+3:_
< 6

PN 2x+3=log4<lgy>
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—3+log4<1_y>

2

_3+log4(1éx>
2 .

o X=

Logo, h™(x) =

1-x

Dhlz{xe IR: > O}z]—oc, 1[

h: ], 1[ = R
1-x
-3+ log4( 5 )

2

X

d) j(x) =6 + 3 logs (x-2)
Dj=Dj1={x € Rix-2>0}=]2, +
jX)=y & 6+3logs (x-2) =y

=3 log5(x—2)=ﬂ
ys 3

ex-2=5"°

y-6
ox=2+5°
x-6
3

Logo, j1(x)=2+5
D=
JLIR =12, +09]

x-6
3

X—2+5

5.

al f(ln (3)) =1-el*21n@®) =
=l-exe?n@® =
=1l-exen@® =
=1l-ex3?=
=1-9e

b D;=R =D
f(x)=1_el+2x
1_el+2x:y P _el+2x:y_1
P el+2x:1_y
S 1+2xX=ln(1-y)
In(1-y)-1
2
In(1-x)-1
B E—
Di1={x ER:1-x>0}= ]+, 1]
fli]=e1[ >R
In(1-x-1
2
¢) D, ={x € R: g(x) = 0}
gx)20 & 2+log, (x-2)=0
< logy (x=2)2-2
& x-2222 A XED,

= X=

Assim, f1(x) =

X

= xz%+2 AX=-220

|ﬂ6ﬂl Expoente” Dossié do Professor

@xz%/\x>2

CS.= [% +oc[, logo D), = [—% +oo[.

55. Em IR \ {0} a funcdo f é continua, por se tratar do
guociente entre fungdes continuas: uma que é o
produto de uma fungéo constante por uma funcéo
trigonométrica e a outra que é a diferenca entre
uma fungao exponencial e uma fungao constante,
gue nao se anulaem IR\ {0}.

Continuidade em x = 0:

sen X
. o senx X _
M P =My o =3X0My —o1 ~
X

=3x1=3

X _
(nota que lim Lnleelim € 1)
x—=0 X x=0 X

fQ)=3

Como iim[J f(x) = f(0), f é continua em x = 0.

Logo, f é continua em IR.

56.
a) C(6)=186 < 6x1,054%6=186
o 1,058xA= @
8
& BA= lOgl 05 (—)
' 6
86
l0g1,05 ( 5
S A=
-6
Logo, A = 4.
b) C(t) =t x 1,057
Ca
3,8|-=-nmnn-s -
! C()=tx1,05%
o 10,2 ;

10,2 horas =10 horas + 0,2 hora

0,2x60=12 min

Recorrendo a calculadora grafica, descobrimos que
a concentragdo de Stopdor é maxima 10,2 horas
apds a administracdo do medicamento. Assim, o
Tobias, tendo tomado o Stopdor as 8 horas, devia ter
tomado o 2" medicamento as 18 h 12 min (8 h+10h
+ 12 min) e ndo as 15 horas como tomou. Conclui-
-se, assim, que nao cumpriu com as recomendagdes
do médico.

m



al.

a) f(x) = €31

Calculo auxiliar

fx)=1 o e*l=1 o 3x-1=0 x=1

a 5

f'(X) — (e3x—1)' — 3e3x—1
Seja t areta da equacdo y = mx + b, onde
1

m=f'<%)=3e3x31=3.

P (% 1) pertence a reta t, logo:

1=3><%+b & b=0

Assim, y = 3x é a equagdo reduzida da reta tangente
ao grafico de f no ponto de ordenada 1.
Seja n areta de equacdo y = mx + b, onde

1 1
m=- =

T

P (% 1) pertence a reta n, logo:

1.1 .1 _10
1= 3><3+b<:>b 1+9(:>b 9

Assim,y =-— % X+ 19—0 é a equacao reduzida da nor-

mal a curva representativa da fungao f no ponto de
ordenada 1.

b)g(x) =0 < log (x2-3)=0

& x2-3=1 A xED,

& xX2=4 AXxED,

& X=2 v x=-2) A XED,

2 1

90 = (log (6~ 3) = g

_ 2X

~ (x2-3)In (10)
*Emx=2:
Seja t areta de equagdoy = mx + b, onde

, 4

m=92) =1

P(2, 0) pertence a reta t, logo:

4 8
= 2 = -
0= 1o *%*P < P="1ag)
. 4 B ) ~ .
Assim, y = In (10) X n (10) € a equacao reduzida

da reta tangente ao gréfico de g no ponto de abcis-
sa 2.

Seja n areta de equagdo y = mx + b, onde:

180

1 In(10)

g'(2) 4
P(2, 0) pertence a reta n, logo:
0=— n (10) 24+ b e b n (10)
4 2
Assim,y =-— n (410) X+ n (210)
da da normal a curva representativa da funcdo g

no ponto de abcissa 2.

é a equacao reduzi-

cEmx=-2
Seja t areta de equagdo y = mx + b, onde
4
= ! —2 = —
m=92)="1"10

P(-2, 0) pertence a reta t, logo:

4 -
0=t X2 *b = b="1"0p)
Assim,y = - 4 X — é a equacao reduzi-
YT o) ¥ o) © @ cavee

da da reta tangente ao grafico de g no ponto de
abcissa -2.
Seja n areta de equagao y = mx + b, onde:
e _1 _n(10)

g'-2) 4
P(-2, 0) pertence a reta n, logo:
0= n(10) ln (10)

ZTX(—2)+b<:>b: 2

. n (10) n (10)
Assim, y = +

ssim, y 4 X 2
da normal a curva representativa da funcdo g no

ponto de abissa -2.

é a equacao reduzida

58.6x-2y=7 & -2y=-6x+7

& y=3x—%

fx)=3 & x-eX'=3
o 1l+e*=3
Sex=2
< Xx=1n(2)
& x=-ln(2)

f-ln (2)) =—ln (2) —e " @) =-n (2) -2

-ln(2)-2=3x(-In(2))+b
< b=-ln(2)-2+31n(2)
< b=-2+21In(2)

< b=-2+1n(4)

Assim, a equacao da reta tangente ao grafico de f
e paralela a reta de equacdo 6x -2y =7 ¢é
y=3x-2+1n (4).

59./(0)=0 @ a+b+c=0

f'(x) = (ae® + be* + ¢)' = 2ae? + beX
3 3
f (ln (%)) =0 20e2ln<7) + beln<7) =0

ﬁ&”‘u Fxpoente” » Dossié do Professor



= ZGeL”(l%)+b><§=O

4
9 3,

& 2c1><16 +4 b=0

= ga+%b=0

< 90+6b=0

< 3a+2b=0

lim fx)=1 o lim (ce®*+be*+c)=1
X — —0 X — —%

< ax0+bx0+c=1

s ce=1
Entao:
a+b+1=0 a=-b-1 a=2
& &
3a0+2b=0 -3b-3+2b=0 b=-3
60.

¢ lim N(t)=Llim

2
_t 1
bIC'(t) =0 < 12¢ ? (1—§t)=0
_t 1
& 12e 2 =0v 1-=t=0
- 2
condicdo impossivel
s t=2
X 0 2 +o0
t
12e_? + + + +
1—%t + + 0 -
Sinal de C' + + 0 -
Variagao de C Min. 2 Max. N

Observa-se que a fungdo é estritamente crescente
em [0, 2] e estritamente decrescente em [2, +o],
logo, sdo necessarias 2 horas, apds a ingestdo do
alcool, para que o nivel no sangue comece a decres-
cer.

61.
) 600 '
aN (t) = (m)

600" x (1 + 3e7002t) — 600 x (1 + 37002ty

1+ 38—0,02t)2

~ 0-600x(0+3x (-0,02)e70.02t)
- (1 + 38—0.02t)2

368—0,021.‘
T (1 +370022

|ﬂ6ﬂl Expoente” Dossié do Professor

, 369002 I .
N'(1) = W =~ 2, significa que, um ano apods
ter sido posta em pratica essa politica de protecao,
o numero de individuos da espécie em causa estava
a crescer a taxa de dois individuos por ano.

388—0,02><20
(1 + 38_0’02 X 20)
apos ter sido posta em prética a politica de protecéo,
0 numero de individuos da espécie em causa estava
a crescer a taxa de trés individuos por ano.

366—0,02t

N'(20) =

5~ = 3, significa que, 20 anos

bDN'({t)=0 & ——=55=0

1+ 3—0,02t)2 -

© 3e00%=0 A tER]
N
condigdo impossivel
N'(t) >0,V t € R} logo, a fungdo N € estritamente
crescente, o que significa que a populacdo desta
espécie estd sempre a aumentar.

( 600 >_ 600

t— +o0 to4e | 143002 143 -
600
T1+0 600

Supondo que se mantém valido o modelo, o nimero
de individuos esperado desta espécie, daqui a mui-
tos, muitos anos, tende a ser 600 individuos.

62.

, 21 '
A Py (t) = (T) -

21" x (1 + 256703 — 21 x (1 + 256703¢)’
(1 +25e03)2

0-21x (0 + 25 x (-0,3)e03)
(1+ 25e703¢)2

157,503t
(1+25¢03%)?2

Assim:
P'1(10) = 1,556
Quando t =10, a planta 1 estd a crescer a taxa de
1,556 centimetros por dia.
o 20 "
Phlt) = (1 + 1760’6t> -

20" x (1 +17e7964 - 20 x (1 + 177061’
1+ 17e—O,b‘t)2

0-20x17 x (-0,6)e 96t

(1+ 1770812

20408t
(1+17e706%)?2

Assim:
P'»(10) = 0,466

Quando t =10, a planta 2 estd a crescer a taxa de
0,466 centimetros por dia.
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Apds, aproximadamente, 21 dias de terem sido plan-
tadas, as duas plantas atingiram a mesma altura.

s opy L 1575¢03t

P1(21) = 7, pogas = 026438
L opy 20408

P'a(21) = 7 175677 = 0.00069

Como P’1(21) > P',(21), conclui-se que, no momento
em que as duas plantas atingiram a mesma altura, era
a planta 1 que estava a crescer mais rapidamente.

63.
a) Assintotas verticais:
. iy x _ 0 _
iILnOJ' ) _yLnOJ' n (x) T o 0
. Yy x 3 _
tim, ) = lim, 7 W o

A reta de equagdo x =1 é assintota vertical ao gra-
ficode f.

Como a funcao f é continua em IR*\ {1} o seu gréfico
nao admite mais assintotas verticais.

Assintotas n3o verticais:
y=mx+b mbeER (Xx— +x)

3-X
X) . xe .
—f()ZlIm —=—=lim e**=0
X =+ X X — +oo X X — +o0

b=lim [f(x)-0x] =

X =+
=lim xe3~*=

X — +%©

. X
=lim =

X — 40 @X~3

X—+e X
=e3xL=e3xO=O
+o0
A reta de equacdo y = 0 é assintota horizontal ao
grafico de f quando x — -+,

182

b) f é continua em |1, +o°[ pois, neste intervalo, é defi-
nida pelo produto de duas fungdes continuas: uma
gue é uma funcao afim e a outra que é a composta
de uma fungdo exponencial com uma funcao afim;
em particular, f é continua em [4, 5].

f(4) =4><e3*4=gz1,472

f(5) =5 x €3-5 =e—52~ 0,677

3 3

T I
e

19 <~f ¢ < 4

Logo, pelo teorema de Bolzano-Cauchy, conclui-
mos que:

3c€]45hﬂd=—(§)

& 366]4,5[:f(0)+f(%)=0

X

" In(x)

(3x)" In (x) = 3x (ln (x))’
(In (x))?

3xln (X)—3XX%

¢) Em]0, 1, f(x)

f'(x) =

(tn (x))?

Como (In (x))2>0,Vx€E]0,1[e3>0,Vx€]0, 1]
o sinal de f' depende apenas do sinal de (In (x) = 1).
In(x)-1<0,Vxe]0,1[,istoé f'(x) <0,Vx€E]0,1[
logo, f é estritamente decrescente em ]0, 1[.

d) Em [1, +oo[, f(x) = xe3 ¥

f'(x)=xe3 " *+x(e3%) =
=e3 X+ xx(-1)xe3 *=
=e3 "% (1-x)

fr=E"x1-x+(E)x1-x"=
-3 Xx (1-x) + (e37 ) x(-1) =
-e3 X (1-x+1) =

-e37Xx (2-X)

f)=0 A x>1
& e X2-x)=0 A x21

o (-e3*=0 v 2-x=0) A x>1
——
condigdo impossivel

& Xx=2 Ax2>21
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X 1 2 +o0
_e3—x _ _ _ —
2-x + + 0 -
Sinal de " - - 0 +
Sentido das
concavidades e P.I. )]
do grafico de f

f2)=2e3"2=2e
O gréfico de ftem a concavidade voltada para baixo

em ]1, 2[ e tem a concavidade voltada para cima em
12, +o0[; (2, 2e) é ponto de inflexao.

e) Sejay = mx + b a equacdo reduzida da reta tangen-
te ao grafico da fungdo f no ponto de abcissa 3.
m=f(3)=e*3(1-3)=-2xe%=-2
y=-2x+b
0 ponto (3, f(3)) = (3, 3) pertence a reta, logo:
3=-2x3+be3=-6+bs9=>b

Assim, y =-2x + 9 é uma equacao da reta tangente
ao grafico da funcao f no ponto de abcissa 3.

64. -
MO+PN —
a Apor = — 5 X ON
g'(x) =—e"

g'(a)=-el~9é o declive daretar.
y=-el"9x+b
Como (a, g(a)) = (a, e1~9) pertence & reta r, vem que:
el-0=—pl-0xg+h o el 0+el-Ixag=h

o el-v(l+a)=b
Assim,rny=-el"ex+el=?(1+aq).
Logo, M(0, et~ 9(1 + a)).
Sabemos, entdo que:
MO=el"9(1+aq)

ON=a . .
-a -a
Logo: A(a) = = (1+20)+e xa
1_
@A@=gig¥uﬁx
1_
o Al ):e 9(a+2)a
2
1-a (2
@A(a)=e 9 (a?+ 20a)
2
b) A'( )=%x[(el“’)'(az+20)+e1‘°(02+20)']=
=%x[—elfﬂ(a2+20)+e1*"(2c1+2)]=
=%e1‘“(—02—20+20+2)=
:%el"’(—02+2)

|ﬂ6ﬂl Expoente » Dossié do Professor

% el=9>0,V a € R logo, o sinal de A' depende

apenas do sinal de —a2 + 2.

Ala)=0 & %el‘”(—a2+2)=0 A a€ER

o —a?+2=0 A aE R

o a’?=2 Aa€R*
& (@=+V2) A ceR*

o a=V2
X 0 V2 +00
Sinal de A’ n.d. + 0 -
L g Max.
ariacdo de nd. \
¢ 7 V2

A(W) _ el_\/i (2 + 2\/5)

5 =e1*\/5(1+\ﬁ)

A é estritamente crescente em |0, V2] e ¢é estrita-
mente decrescente em [\6 +oc>[.

A(V2) = e1- V2 (1 + V2) é o valor maximo que a
area do trapézio [MNOP] pode assumir.

65.
a) f(x) =n (2)
o In(x) - ln(x2+1) In(2) A xER"
S InK=n@2)+Inx2+1) A xeR*
S InX)=ln2x2+2) A xER*
o X=2X2+2A XER'
o -2X2+x-2=0A XERR*
_ 12 V1-4x(-2)x(2) .
S X= 7% 2) AXER
= x=& A X EIRY
4
condigdo impossivel
CS.=0
b) f'(x) = (In (x))' = [In (x? + 1)]' =
1 X x2+1-2¢  x2+1
X x2+1 X3 +x X3+ X
Dy = R*

ffxX)=0 & x2+1=0 A x3+x#0 A X ER*
o x2=-1 A Xx(x2+1)=0 A xER*
o x2=1 A x#0 A XER*
& (x=-1v x=1) A xeR*

X 0 1 +o0
-x2-1 nd. + 0 -
x(x2+1) n.d. + + +
Sinal de f’ n.d. + 0 -
.- Max.
Variagao de n.d. N
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fl)=ln (1) -ln(2) =-ln (2)

f é estritamente crescente em ]0, 1];

f é estritamente decrescente em [1, +oo[;

f(1) =-Ln (2) € méximo relativo (absoluto) de f.

3e-3 _ . 3le'-1) _
%

2 x>0 x

3 x50 x
%,—J
limite notavel
4 4
e e
=£ x1=%
3 3

oe-1_ .. 1 1
=l|m0 ><l|m0?=1x§:+oo
X — X x—

limite notavel

e—1 (o)
d) limo— = lim (

xz x—0

=
X X
e'-1 1

=lim x lim ==
x—>0 Xx x—0x

e -1 1)

%,—J
limite notavel

=1xlim 1
x—0 x
-

~ . - 1 . 1
Nao existe, pois lim , ==+ e lim —=-—©
x—0 x x—0 x

Assim, ndo existe lim e’f_—l_
x—0 xz
. oex-1 -1 (e2-1)E+1)
el = =
Nim, 1 =1 2-1
0
x2—1<0)

Alim ) =

=e?+1

Mudancga de variavel:
In(x)=y < x?=¢
Sex—1,entdoy— 0.

—lim €21
y—0 y

o+l
g)x“Tl 3%

Mudanca de variavel:

y=lnx+1) & ¢=x+1 o x=¢e'-1
Sex— 0,entdoy — 0.

1

m 2 =1,1 1
i 37173

In (x+1)% _ 3ln (x+1)

lim —————==

h) im
x—0 x—0 X
Mudanga de variavel:
y=lnx+]) o g=x+1 o x=¢e"-1
Sex—0,entdoy — 0.
= i —y = l:
3yl|210 o1 3><1 3

) lim &3 _
x>-2 x+2

Mudancga de variavel:

y=ln(x+3) © &=x+3 o x=¢"-3
Sex —»>-2,entdoy — 0.

1
= |_ L = —=
Mo e-17 1
- e’ . e’ X
l = l — =
Mim g = im,, ( * n (x))
. e . X
xILn+0° X XXILnHC n (x)
limite notavel
_ 1 _
= (40) X 7{ =
lim )
X — +® X
—/_J
limite notavel
1
:+OOXE:+OOX(+OO):+OO
KWim & =+o0
x—+®o X

= A
limite notavel

. ln(x) . In(x) 1
Nt —=1 ——=X—=|=
)xli)n-%—oo _x4 xILn+oc < X X x3>
—tim 00y, L
x—>+e X x—>+oc)§
%’_J
limite notavel
=0x0=0
3x _
lim € l><3
miim £m1_ 220 & =
x>0 e'-1 lim €1
x—>0 x
Mudanga de variavel:
y=3x
Sex —0,entdoy — 0.
lim _1><3
y—0 y _ 1 3 =3
. oer-1 1
lim
x—0 X
67.
1 e~ 1 1
a)l =1 =- = ———=
)xlm f(x) xlr—TJO (x x) x—0 (x xe")
-1 . e -1
=lim _ =lim __ x lim _—=
x—=0 xe° x—0 X x—0
limite notavel
=1x0=0

JE\SH‘I Expoente” + Dossié do Professor



iiLn(J+ f(x) = iigﬁw (xIxln(x+1)=
n (x+1)

=lim , —~—~L=
x—0 X

Mudanca de variavel:
y=ln(x+1) & &¥=x+1 o x=¢e'-1
Sex—0,entdoy — 0.

i y _1_
Mye-1-1° 1

Como lim _ f(x) = lim , f(x), ndo existe lim _f(X) e,
x—0 x—0 X — 0

portanto, f ndo é continua em x =0.
. it ex-1\ . e*-1 X\ _
b)ilmo‘g(x)_ymo‘(eﬂ—ﬂ_i@o‘( X Xe2x—1)_

Tx50 X x—0 eX-1

lim
x— 0" X
1 = 1 =
e -1 1x2
-0 X

lim ., g(x) =lim 1 __ =
<00 9% =35 log (x) ~ log (07)

Como lim _g(x) = lim , g(x), ndo existe lim g(x) e,
x—0 x—0 x—0

portanto, a funcdo g ndo é continua em x = 0.

. . ex—2_1
c) yinz’ h(x) = )&ILHZ, —4x3-9x2 + BX + 64
8 8
. . In(x*-4) _In(0") _-» _
i'Tf hix) ii@z* x-3 -1 -1 -

Como lim__ h(x) = lim_, h(x), ndo existe lim_ h(x) e,
X—2 X—2 X—2

portanto, a funcdo h ndo é continua em x = 2.

68.
aD;=R
Assintotas verticais:
O gréfico de f ndo tem assintotas verticais visto
tratar-se de uma funcao continua em IR (quociente
entre fungdes continuas).
Assintotas nao verticais:
2 +e*
f(x) e . 2+ e* o)

m=lim —+=lim ——— =lim =
X—40 X X—>+e X X— 4o xeX

=lim (l+l>:l+izo+0:0
x—+o | Xe¥ X +o0 40

2+ex>(z)

b=lim _(f(x) - 0xx) = lim ( e) =

X — +o0 X —> +oo

ASEI Expoente” Dossié do Professor

=lim (£+g—)=lim —2—+lim 1=

X — +oo |\ X X—+0 @ x>+

-2 11-0+1-=1
+o0

A reta de equacdo y = 1 é assintota horizontal ao
grafico de f quando x — +,

X 0 x o0
m=tim ¥ tim 22y 63+%(J
X —> +©

X—+e X X— 4 XeX xe* X
=lim —+lim —=lim —+0=
X—+o XX x—o+o X  x—o +w XeX

. e~
=2lim —=

X—>+o X

Mudanca de variavel:

X=y & X=-y

Se X — —x, entdo y — +o,
ey =4

=2lm —=-21lim =
y—-o =y yo+e Y

|

limite notavel
= -2 X (+00) = -0
Como m € R, o grafico de f ndo tem assintotas
nao verticais quando x — —.

bl D, = R*

Assintotas verticais:
lim , g(x) =lim_, (In (x) + e} %) =1In (0%) + el =
x—0 x—0
=—0+pe=-
A reta de equacdo x = 0 é assintota vertical ao gra-

fico de g. Nao existem mais assintotas verticais ja
gue a funcdo é continua no seu dominio.

Assintotas nao verticais:
ln (x) +el~x o)

m=tim 2% - lim =
X—+ X X — +o0 - X .
—tim Dy &g 0 g
X — 400 X X — +% X —+c0 —+00

%,_/

limite notavel
b=lim (g(x)-0xx)=lm (In(x)+et%=

X — +o0 X =+

=400+ P =400+ 0=+

Como b & IR, conclui-se que ndo héa assintotas nao
verticais ao grafico de g quando x — +%, Dado o
dominio de g ser IR*, ndo faz sentido averiguar a

existéncia de assintota nao vertical do grafico
guando X — —.

c D, =R
Assintotas verticais:
x-1 -4
lim _, h(x) = lim je“S—ﬁ=eW—1=
X — -3 X— -3

=e*-1=0-1=-1

x-1 -4
lim _h(x) =lim 7(eex _1):eo+_1:
X—-3 X—-3
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A reta de equacdo x = -3 é assintota vertical ao
gréfico de h.
N&o existem mais assintotas verticais ao grafico
de h visto a funcdo h ser continua no seu dominio.
Assintotas horizontais:

x-1 x-1

lim  h(x) = lim (e“3

X =+ X =+

lim (x-1

=e""** (x+3) _1=ex"*°‘ X _1=

lim 1

X—>+0

=e -l=el-1=e-1
x-1 x—1(i)
lim  h(x) = Lim (e“s—l):e“s”—lz
X — =00 X — =0
lim (-1 lim X
—e' (“3)—1=e“ f-1=
lim 1
=e  -l=el-1=e-1

A reta de equagdo y = e — 1 é assintota horizontal
ao grafico de h quando x — + e quando X — —,

69.
alD;=[x € R e*-1>0]=R*

Calculo auxiliar

-1>0 @ e&>1 & x>0

fx)=0 < ln(e*-1)=0
o e-1=1 A xe D
& =2 AXED
< x=1n(2)
Zerode f: In (2)
Dg={x€R:x>0 A x=0}=IR"

_ n(x) _
g(x)—O@T—OAxEDg
& In(x)=0 A xe Dy
o x=1
Zerodeg: 1
Dh:{x L, o]=]—oc, 1[ 10, 4]
Calculo auxiliar
X —00 -1 0 400
x+1 - 0 + + +
X - - - 0 +
i + 0 - n.d +
X
X =0 < -1 (le) 0 AXED,
= X;rl—l A XED,

186

X+1

~1=0 A xE€ D,

=O/\X€Dh

——
condicdo impossivel

=

X | =
>

A fungdo h ndo tem zeros.

b) Assintotas verticais:

A funcao f é continua em IR*, logo o Unico candida-
to a assintota vertical ao seu grafico é a reta de
equagao x =0.

im . f(x) =lim . n (e*=1) = n (0*) ===
x—0 X — 0

A reta de equacao x = 0 é assintota vertical ao gra-
fico de f.

Assintotas nao verticais:

m=Llim M:

X—=+e X

In (&) + In (l —é)

=lim =
X =+ X

1
. x+ln!1—ex?
=lim =

X — o X

b=lm (f(x) —x)=

X — +%©

=lim (In(e*-1)-x)=

X — +oo

o2
<

. 1
= X _—| = =
)Elgn+oc n (e +n (1 ex> x)
_n 1) _
—)E[)nﬂc ln (1 e") =
=ln(1)=0

A reta de equacdo y = x é assintota obliqua ao gra-
fico de f quando x — +oo,

Dado o dominio de f ser IR*, ndo faz sentido averi-
guar a existéncia de assintota nao vertical ao seu
grafico quando x — —=,

Assintotas verticais:

A funcao g é continua em IR*, logo o Unico candida-
to a assintota vertical ao seu grafico é a reta de
equagao x =0.

U, o0 = i,

ASEI Fxpoente” » Dossié do Professor



A reta de equagado x = 0 é assintota vertical ao gra-
ficode g.

Assintotas nao verticais:
Ln (x)

m=tim 9% _jm — X -
X — 40 X X — +o0 X
im D8 i Lo
X—+o X X—+% X
=0x0=0

A reta de equacdo y = 0 é assintota horizontal ao
grafico de g quando x — +o,

Dado o dominio de g ser IR*, ndo faz sentido averi-
guar a existéncia de assintota nao vertical ao seu
grafico quando x — —x,

Assintotas verticais:

A funcgdo h é continua em |-, -1[ U ]0, +o[, logo
0s Unicos candidatos a assintotas verticais ao seu
grafico sao as retas de equagdox=-1ex=0.

lim _h(x) = lim _(—ln <X+1>>:

Xx—-1 X—-1 X
=lim _ <—ln (1 +l>> =
X—-1 X
=—n (0%) =+

A reta de equacdo x = -1 é assintota vertical ao
grafico de h.

. L LSS A\ A
£|T0+h(x)—£|ino+< ln( < ))— ln(0+)_ 00

A reta de equacao x = 0 é assintota vertical ao gra-
fico de g.

Assintotas nao verticais:

n x+1
m=tim % im X =
X—-0 X X — —0 X
1
ln<1+—)
~lim X nld) _g
X——% X —0
b=lm h{x)=lim (—Ln<X+1>)=
X — —o0 X — —o0 X

=-lim ln<l+%>=—ln (1) =

X — -0

A reta de equacdo y = 0 é assintota horizontal ao
grafico de h quando x — —oo.

n Xx+1
m=tim 2% _jim X =
X—>+e X X — 40 X
1
Ln<1+—>
- lim x) __n(l) -0
X — o X +00

|ﬂ6ﬂl Expoente” Dossié do Professor

¢ f'(x)=(ln(eX-1)) =

b=lm h(x) =lm (—Ln (X;“l)) _

X — +0o0 X — +%©

——lim In (1 +l> —n(1)=0
X — 4+ X

A reta de equacdo y = O é assintota horizontal ao

grafico de h quando x — +oo,

(e-1)' eX

ef-1 e‘-1

f'(x)>0,Vxe D

A funcao f é estritamente crescente em IR* e ndo
tem extremos.

g'(x) = (m s > = {nbgfx-1n () x ()

X X2
1
Xxx—ln(x) 1o
- X2 T X2
) 1-ln(x) _
g(x)—O@X—Z—O

o 1-ln(x)=0 A x2=0
S Inx)=1 A x=0

& X=e
X 0 e +o0
Sinalde g’ n.d. + 0 -
Variagdode g | n.d. 2 Max. N
In(e) 1
e) = = —
gle)=—"=2

A funcdo g é estritamente crescente em 10, e] e é
estritamente decrescente em [e, +o[, tem maxi-

mo absoluto% parax=e.

(o)

X+1

h'(x) >0,V x € D,

A funcéo h é estritamente crescente em |-, -1[ e
em ]0, +o[ e ndo tem extremos.
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d)f,,(x)=< er >'= e (e -1)-e'xe’ _

e'-1 (e¥-1)?
_e(e-1-e) €
(e*-1)2 (e*-1)2

f'(x) <0,V x € Dy

O gréfico de f tem a concavidade voltada para
baixo em IR*, ndo tem pontos de inflexao.

—lxxz—(l—ln (x)) x 2x

PRNEEL T i

x X
«x-2x(1-In(x) _-3+2In(x)
= 5

g'x)=0 & 3+2ln(x)=0 A 30

S nx)== A x=0
3
& x=e?
0 3
X
e 2 +oo
Sinal de g” n.d - 0 +
Sentido das
concavidades n.d. ) P.l. @)
do grafico de g
3
=) In (e 2 ) 3
g € - 3 - 3
e?2 2e?

O grafico de g ’gem a concavidade voltada para

baixo em ]O, 67[ e tem a concavidade voltada
3
2

para cima em }e . +00[, tem um ponto de inflex&o

3

23
de coordenadas (e 2, )

2e2

" 1\ A2x+1

h"(x) ={— = _(2 2)
xXt+x (x*+x)
X —o0 -1 0 +o0

Sinal de h"” + n.d. n.d. -

Sentido das
concavidades (U] n.d. n.d. a)
do grafico de h

O grafico de h tem a concavidade voltada para
cima em ]—, -1[ e tem a concavidade voltada para
baixo em ]0, +[, ndo tem pontos de inflexao.

Dy =R
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v

D'p=R\{0}

10.
a) Dado que M'(t) = kM(t), entdo m é definida por um
modelo do tipo M(t) = My x bk(t~tg),
Atendendo a que My =12 e t; =0, tem-se
M(t) =12 x b,
M@O0,5) =4 < 12x b 0% =4

1
05k — L
S b 3

< -0,5k = log, <%>

S %kz logy, (3)

< k=2log, (3)
Se, por exemplo, b = 3, entdo k =2 e tem-se:
M(t)=12x 32 < M(t)=4x3x32
o M(t)=4x32+1

M1L)-M(Q)  4x31-12 4 32
b)V[o,l]: (}_—0(): 1 2—3——122—?
_M2)-M1) _ 4x38-4x31 _
AT 2 )

_ 4 432
27 3 27

Na primeira hora a massa da substancia diminui a
32

uma taxa de 3 mg por hora, enquanto que na

segunda hora a massa da substancia diminui a uma

taxa de - % mg por hora. Logo, a taxa de desinte-

gracdo média é menor na segunda hora.

O M'(t) = (4x 321 =
=4x(-2t+1)x32+1x(n(3)=
=-8In(3) x32+1

M'(1,5)=-8 In (3) x 32=-0,977 mg/h
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M'(3) =-8 ln (3) x 3 =-0,036 mg/h

dM"(t)=(-81ln (3) x 32+ =
=-81ln (3)x (-2t+1)'x 32t*+1n (3) =
=16 (ln (3))2x 372t+1
M"(t)>0,Vt €Rg
Logo, M' é crescente em IRy,
A massa da substéancia diminui cada vez mais len-
tamente.

M. C, = 2000
C, = 2000 x 1,025 + 1000
C, = (2000 x 1,025 + 1000) x 1,025 + 1000 =
= 2000 x 1,0252 + 1000 x 1,025 + 1000 =
=2000 x 1,025 + 1000 (1 + 1,025)
C5 = [2000 x 1,0252 + 1000 (1 + 1,025)] x
x 1,025 + 1000 =
= 2000 x 1,0253 + 1000 x 1,025 + 1000 x
% 1,0252 + 1000 =
= 2000 x 1,0253 + 1000 x (1 + 1,025 + 1,025

progressdo geométrica de razao 1,025

E assim sucessivamente, obtendo-se:
C4o=2000 x 1,025%0 + 1000 x 1 x

1-1,025%
1-1025 -1000=71 772,68 euros
712,
27 x+1
ey 150000 (g) )
Clx) 27\x
150 000 ( 25)
B 27 x+1—x_ 27 B
_(25> =25 108
A valorizagdo do andar é de 8% por ano.
27\
b C(x) = 2C(0) > 150 000 (E) — 300000

27\
= (25) =2
< x=log, (E>X
25
Logo, x =9 anos.

B3.

a) C(x) = ae™
C(0)=45000 < axel=45000 < a=45000
C(1)=45000x(1-0,2) & e’=08 < b=1In(0,8)
Logo, b=-0,223.
Assim, C(X) = 45 000 x e 0:223x,

b) C(x) = 45T000 o 0223 :%

< —0,223x=1n <%>

ASEI Expoente” Dossié do Professor

Logo, x = 7,217.

Calculo auxiliar
0,217 x 365 =79,025

Passados, aproximadamente, 7 anos e 79 dias o
carro vale a quinta parte do seu valor inicial.

C(x) ~ 45000e922

0223~ 0223 = +0,223x
—e 12 -

1
—_ 1
) C(X i 12) 45000 e0223(* 1)

_ 0223xx %

=e 2 =0,982

Calculo auxiliar

1-0,982=0,018

O carro desvaloriza cerca de 1,8% por més.

TA. Observe-se que se trata de uma progressao geo-
métrica de razdo 1,01 e a soma de n termos é dada

Lo l-lor o 1-100
POr>n =701 001
Assim,
— n
S, >1000000 « 1—016011 >1000 000

< 1-1,01"<-10 000
< -1,01"<-10001
< 1,01">10001

< n>logy o (10001)

Como log; g1 (10 001) = 9256 e n € IN, é necessa-
rio somar 926 termos desta progressao.

15.

a)10x3**2-30x3**1=0
P wx33x+2:mX3X3x+l
P 33x+2:3x+2
& X+2=x+2
< 2x=0
< x=0
C.S.={0}

b)e*-4=-3e* & e +3e*-4=0
& e"+%—4=0
e

Consideremos a mudanga de varidvel e* =y. Entao:

2_
y+§_4=0<:> m=0
y y
& y2-4y+3=0 Ay=0
o y- 41V12—4><3 =0
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c

d

e

f)

;2 Ay=0
S (y=3vy=1) Ay=0

S Y=

Substituindo y por €%, vem que:
e¢=3ver=1l o x=ln3) vx=0
C.S.={ln(3),0}

9 9 4_
2rer 1 09 g1 370
9-6-3e*1 -0

2+ex 1
3-3e*1
2+ex 1

3-3e*1=0A2+e* 120
\—'\f—_J
condicao universal em IR

=

g

g

3e*-1=3
e*1=3
—x-1=1Iln(1)
x=0+1
x=-1

tggee

CS. =1
eX+2e¥=8 o (e¥?2+2e¥-8=0

Considerando a mudanga de varidvel e* =y, tem-se

que:
-2+ V4-4x(-8)
2 _q-— =
y*+2y-8=0 o vy 5
:—2i6
2

e y=2vy=-4
Substituindo y por e*:
=2 v ef=-4
v
condigdo impossivel em IR
< x=1n(2)
C.S.={ln (2)}
e¥ - 6e¥ =-5e¢ & eX(e*-6e+5)=0
o =0 v (e)2-6e*+5=0
N
condigdo impossivel em IR
o (e)2-6e+5=0

Considerando a mudanca de variavel e* =y, tem-se

que:
Y -6y +5=0 < y= 6+ \/32—4x5
o _6*4
Y=
s y=5vy=1

Substituindo y por e*, vem que:
ef=5ver=1 o x=ln((5) v x=0
C.S.={ln (5), 0}

“16%t 1+ 20 x 42x+1 =4

& 42 QO 4214
© 4% (424 20x4) =4
o 4%xBh=4
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g

i)

1
42x:_
< 16
o 42X =472
& xX=-2
& x=-1

C.S.=[-1]
8(x2-3x) +16 _
8x-8
8x2-3x)+16 ., _
S gg 4T
- 8*(x2-3x) +16 + 2 x 8- 16 0
8*-8
8%(x2 -3x + 2)
8x-8
& 8Xx2-3x+2)=0 A 8-8=0
& (8=0 v x2-3x+2=0) A 8=8

—

condigdo impossivel

3+V9-8

-2

0

=0

S X= AXEL
2

< (x=2 vx=1) Ax=l

C.S.={2}

h) 4%+ 6% =2 x 9%

-e(3] ()

2\ 2\
X = = — — =
< 6 Ov<3> +1 2<3> 0
condigdo impossivel

& y+1—%=0 A y=(§>x

< y?+y-2=0 A yz(%)x
o y= -1+ V21+8 R y:<%>x

< (y=-2vy=1 A yz(—)x

- -2 (3

-
condigdo impossivel
o x=0
C.S.={0}
3X + i
S e — )
F-3% g 1
3X
3*+1
=3 ] 2=0
3*+1-2x 3%+2
3%-1 =0
-3%+3
31 O

& -3%+3=0 A 3%-1=0
& 3%=3 A 3%=z1
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& 2X=1 A 2x#0

= x=% AX#0

16.
1 3
a) <27 ¥ & 3¥<3*
2 _
<:>XS§<:>X—§SO<:>X 350
X X
Calculo auxiliar
-3=0 o xX*=3 & x=%V3
AN\ /.
V3N Sv3 ¥
X - | -V3 0 V3| e
x2-3 + 0 - - - 0 +
X - - - 0 + + +
X2;3 o |+ |nal -] o0+
L] L]
C.S.=]-»-V3] u]o V3]

b) 10°+2 <108 & x2+2x<8
o x2+2x-8<0

Calculo auxiliar

X2+2x-8=0 & x= —22 42_4X(_8)
o226
2

& X=-4 v x=2

& —4<x<2
CS.=[-4,2]

o) x3eX <27 o x3eX-27e<0
o e (x3-27)<0
o x3-27<0,poise*>0,VxE R

X —o0 3 +o0
=g - 0 +
X2+3x+9 + + +
(X +3)(x2+3x+9) - 0 +
L |
C.S.=]-x» 3]

d) e™-3<3ex-1
& e™3-3e71<0
& eX(e*83-3e1) <0
o e¥*-3-3el<0,poise*>0,VxER
& e 8<3e!
o e¥-3<aln (3e7h
o 3x-3<1ln(3e?
& 3x-3<Iln(3)+ n( 1)
< 3x-3<n(3)-
< 3X<In(3)+2
< ln (3) 2
3 3
CS.- }—oo, In(8)+2

+2]

8) 22+ 14 4 <31 x 21

w

=Y —2><22X+4+3—21><2X50

& —2y2+3—21y+4s0 AYy=2

& ~4y2+3ly+8<0 A y=2¥

= <ys—% v y28> AYy=2

- ZXS—% v 2>8

-
condigdo impossivel

o 2%>23
& x> 3

Calculos auxiliares

x3-27=0 & B3=27 & x=V27 < x=3
1 0 0 =27

3 3 9 27

‘1 3 9 |o0=r
x3-27=(x-3)(x2+3x+9)
'X2+3X+9=0<:>X=_3i— "g_[*xg
34V 27
o X=

condigdo impossivel

Calculo auxiliar
-31+V312+16x8

-4y?2+3ly+8=0 o y=

_31+33
8

-8

e y=8v yz—%

Vo

& x<3

}!\SD] Expoente » Dossié do Professor

C.S.=[3, +oof
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1.

AD={xER:x2-7x+12>0}=

=(xER:x<3 v x>4}=]-0,3[ U4, +[

Calculo auxiliar
+V49-4x12
2

X2-7x+12=0 < x=

71
2
S X=4 v x=3

N\ /-

TN 4

& X=

x logg (X2 - 7x+12) =

o xlogg (x2-7x+12)-x=0 A XED

o x[logg (x2-7x+12)-1]=0 A XED
o [x=0 v logg (x2-7x+12)-1=0] A XED
o [x=0 v logg (xX2-7x+12)=1] A XED

& [x=0 v logg (xX2-7x+12) =logg (6)] A XED
o (x=0 v x2—7x+12=6) AXED

_ +V49-4x6
< (x=0 ? AXED
@(XZ = i5>AXED

o X=0vx=6vx=1l) AxXxeED
C.S.={0,1, 6}

b) D ={x € R: Ix+ 11 -3 > 0} = ], ~4[ U ]2, +o[

Calculo auxiliar

-3>0 < Ix+1/>3
& x+1>3 v x+1<-3

[x+1]

& X>2 v Xx<-4

log, (Ix+11-3)=1

o logy (Ix+11-3)=logy (2) A XED
o Ix+11-3=2 A XxED

o Ix+1l=5 A x€ED

o (X+1=5v x+1=-5 A xeD
o (X=4 vx=-6) AXED
C.S.={4,-6)}

¢)D={x € R:x>0}=IR"
log (x) -5 logg (x) +1=0

& log; (X)—%logg X)+1=0 A xER"

Calculo auxiliar
logz (x) _ logs (x)

logg (x) = logs (9 9

Consideremos a mudanca de variavel logs (X)
Entao:

y-2y+1=0 & 22-5y+2=0

192

:y-

51 V25-4x2x2

o y= 4
o _5%3
N
_ _1
4:»y—2vy—2
Substituindo y por logs (x), tem-se que:
logs (X) = 2 v logs (x)=% A XER?
e (x=9 vx=V3) A xeR"
c.S.={9,V3}
d)D XER: X >0 A x90) >0 A x5>0}=R*
- log (xtog &) — log x5 +4=0
& log (xtos <" ) -5log(x)+4=0 A XED
1,
(:)log(x7 ) 5log(x)+4=0AXx€ED
& log (x9¥)-5log (x) +4=0 A xXED
< log (X) xlog (x) =5log (X) +4=0 A xXED
& (log (x))2-5log (X)+4=0 A xED
@log(x):w AXED
+3
< log (x) = AXED
& (logx)=1 v log(x)=4) A xXED

< (x=10 v x=10000) A xeD
C.S.={10, 10 000}

18.
AD={xER:x2+3>0 A x+1>0}=

o
condicao universal em IR
=XER:XER A x>-1}=
log, (x*+3) <2+ log, (x +1)
& log, (x2+3) < log, (4) +logy (x+1) A XED
o logy (xX2+3)<log, (4x+4) A XED

& x2+3<4x+4 AXED

& x2-4x-1<0 A XED

& 2-V5<x<2+V5 A xeED
=]2-V5,2+ V5|

Calculo auxiliar

]_1v +OO|:

X2-4x-1=0 & X:w
4+V20
& X= ——F———
2
_4%2V5
2
=2+V5

N/

2- \/_\/2+\/5 x
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bD={xeR:x>-x-2>0 A x-2>0}=
=xeER@x<-1vx>2) Ax>2}=]2 +0]

Calculo auxiliar

oo _ 15V1-4x(2)
2ox-220 & x= e
o o123

2

S x=2vx=-1

N

N

logs (x2-x-2)-logs (x-2)>1

& logs (x2-x-2)>1+logs(x-=2) A xED

& logs (- x~2) > logs (3) + logs (x~2) A x €D
o logs (2 -x-2)>logs (3x-6) A xED

& x2-x-2>3x-6 AxED

& xX2-4x+4>0 A x€ED

& k<2 vx>2)) AxED

C.S.=1]2, +oof

Calculo auxiliar

X2-4x+4=0 & (x-2)2=0
< x-2=0
& x=2

U
2

X—bx+4>0 & x<2 Vv x>2

gD={x€R:3x>0 A x+6>0}=R"

x3n(3x) +x3log1 (x+6)<0
e

& x3(ln (3x)+log1 (x+6))<0 Ax€D
>0,VxeD ¢

(n (x+6)
ln(1>
e

S hBx)-lInx+6)<0 AxeD

< In (3x) + <0 AXxED

0

n( 3 )SO AXxED
x+6

3x
x+6
3x
+
-6

x+6
o -6<0AxEDEXx+6>0,VxED)
S x<3AxED
C.S.=]0, 3]

<1l Ax€eD

-1<0Ax€ED

(o]

=

L

= <0Ax€eD

ASA\ Expoente » Dossié do Professor

d)D={xE Ri2x>0 A 12X >o}=]0,1[
Calculo auxiliar
x = 0 1 +oo0
1-x + + + 0 -
x - 0 + + +
1-x - n.d + 0 -
X

~logs (2x) < 2 + log, (ﬁ)
X

1-x

< —logs (2x) - logs (
X

><2 AxED

1-x

< logs (3x) + logs (
X

)>—2 AxeED

S log3<
3-3x
_—>

X
3-3x
X

@w>0 Ax€ED
9x
< 27-28x>0 A x€D(9x>0,VxeED)

& 28x<27 Ax€ED

x>>—2/\xED

32 Ax€ED

—é>0 AXED

= x<§—; AxED
CS.=]0,1]
D={x€R:x2-4>0}=]-0,-2[ U]2, +x]

Calculo auxiliar

X2-4=0 = x=-2vx=2

N\ S

xlogs (x2 - 4) >x < x(logs (x?-4)-1)>0 A xED

Calculo auxiliar
logs (x2-4)-1=0 < logs (x2-4)=1
o x2-4=3
o x2=7
o x=V7vx=-\V7
x - [ -V7 2|2 V7 | 4
X - - - =+ |+ + +
logs (x2—4)-1 | + 0 | - |nd|nd| -] O +
x (logs (x2—4)-1)| - 0 | + |ndfnd| -] O +

CS.=]-V7,2[ U ]V7,+%[
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AD={xER:x-1>0 n 3x-4>0}=]—;*—,+oo[

Dy=xER:ix+1>0 v 1-2=0}=]-1, +[\ {0}

Calculo auxiliar

1-2=0 & 2*=1 < x=0

Calculos auxiliares
*logy(x-1)=0 & x-1=1 & x=2
*log, (3x-4)=0  3x-4=1 & x=%
4 5
X 3 3 2 +00
—log;y (x-1) + + |+ + |0 -
log, (3x - 4) nd.| - [0 + |+ | +
—log; (x—1) xlog; (3x—4)| nd. | - 0 + 0 -
5
CS.=|2
a7
19.
log, (a) 1
a) log, () =—2L—=
9% ™ log, (b) ~ log, (b)

11
n n

b log,, [logn (\"/W)] = log,, [logn [(n%>
=log, (logn<n”13 )) =

1
- log, (F) ~ log, (%) =-3

Il

¢) gl ) = (plog, (@ pois g = plog, (@
— bln ><Logb (a) =

Ln (@) ln (a)
= BB
=b , pois logy, (a) = n(b)

— bLn (a)

a) f(x) = log, (x*

Di={x ER:x2-3x+2>0}=
=xeR:x<1l v x>2}=]-01[ U

-3x+2)

12, e[

Calculo auxiliar
3+V9-4x2
2
S x=2 vx=1

x2-3x+2=0 & x=

X

1
1-logy (x)
Dy={x€R:x>0 v 1-logs (x) =0} =10, +[ \ {7}

g(x) =

Calculo auxiliar

-log7(x)=0 & log; () =1 & x=7

pig = B3]

b) f(x) =0
& log, (x2-3x+2)=0
& x2-3x+2=1 A XE Dy
& xX2-3x+1=0 A XxE Dy

=N x=73_\/g vx=—3+\/g A X € Dy
2 2
_ 3-V5 _ 3+V5
— X= Vv X=
2 2
ftem dois zeros: x = 3-V5 ex= 3+V5
2 2
g(x)=0
1

~ 1-log; (9
Condicao impossivel, logo g ndo tem zeros.
h(x)=0

logyva(x+1) _ 0

1-2%

< logya(x+1)=0 A xXED,
& Xx+1=1 A x€]-1, +o[ \ {0}
< x=0 A x€ -1, +o[\ {0}
0 & D,, logo h ndo tem zeros.

¢ f(x)<0
& logy (x2-3x+2)<0
& xX2-3x+2<1 A XE Dy
© x2-3x+1<0 A XE Dy

=4

- xe 3_\/5, 3+V5
2 2
A XE J-0,1[ U ]2, +oof
Calculo auxiliar
X2-3x+1=0 & x= °= 92_4X1
_ 3—\/5 _ 3+V5
v X=
2
/+
3+\/_
Assim, f é negativa em ]3%\/5 l[ eem
9 3+V5
' 2 .
dD'g=Dsp
1

1
— =Y & —=1-log; (x

< logy (x)=l—l
1 y

1- —
o Xx=7 Y
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Assim: o

glx)=7 * eD;1=R\ {0}, logo D'y=
e) f(0) + g(49) + h(2) =

=log, (0-0+2) +

IR\ {O}.

1 N logy3(2 +1)
1-log; (49) 1-22

8l.ke Rt

A>0 & (-4)2-4x1xlog, (k) >0
< 16-4log, (k) >0
< -4 log, (k) >-16
< logy (k) < 4
& k<24
< k<16

Logo, k €10, 16].

82 log, (Va+4+Va-4)=b
@\/mm/_—zb
& (a+4)- )=26 (Va+4-Va-4)
& g+b-g+b= 2b(\/a+_4 Va-4)
o 8=2(Va+4-Va-4)
o Var4-Vo-h=-o
o Va+4-Va-4=23b

Assim:

log, (Va+4-Va-4)=log, (2°°5)=3-b

83.

al P(0) = 1200 ( \/g)o = 1200
P(7) = 1200 ( @)7

3\7
P(7) - P(0) = 1200 ( \g) ~1200 = 3760

0 aumento foi de 3760 unidades, aproximadamente.

t
b) P(t) = 1200 ( @)t ~1200x 157 =

t In (15)
=1200 x (ein(19) 2 =1200 x e

2
LS 0203
2 1

P(t) = 1200 0203t

xt

k=

3600
0,203t — 0,203t —
¢) 1200 e%293t = 3600 < 1200

& 0203t =3
< 0,203t=1n (3)
n(3)

< 1=0203

Jﬂksnl Expoente” Dossié do Professor

t=5,412 dias
5,412 dias = 5 dias + 0,412 dia
0,412 x 24 = 10 horas
01/07 02/07  03/07 04/07 05/07  06/07

| I I
t o 1 2 3 4 5 5412 ¢

As 10 h, aproximadamente, do dia 6 de julho.

4.

at=0
350 _ 350 _ 350
1+6ek*0 1+6 7

50 chimpanzés.

b) k=-0,2
350
1+6e0z '
350 -
& T amom 100
350 -70-420e02t _
1+6e02
280 - 420e°0% _
1+6e0%

& 280-420e9%=0 A 1+6e9%=0
\—,—J
condicao universal em IR

=50

& 280 =420e02

280 _ oo
< %420 €
2
-02t — £
& € 3

2
t:— |_ —_
& 5 % n(g)

& t=2,027 anos
2,027 anos = 2 anos + 0,027 ano
0,027 x12=0,324

Fevereiro

A

Janeiro

—e— : e
0 0324 1 2 3

Em janeiro de 2004.

350 ., 350
1+ Belok 1+ 6e%

350
717 T 1 Belok

350
1+6e%

c

y2=50+
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4y

350,0

109,2

85.
a) P(0) = e05x0-0015x0 = 19
b) s
P (%)
_05t-0015¢
64,5[------------- )’1_6

>

0} 16,7 t (dias)

O pior momento da epidemia ocorreu aos 16,7 dias
(aproximadamente) e a percentagem de doentes era
de 64,5% (aproximadamente).

¢) P(t) <1 & e0bt-0015¢ <1 A t>0
e e05t-00152 . o0 . >Q
< 0,5t-0,015t2<0 A t>0
< -0,015t2+0,5t<0 A t=0
& <t<0 v t>lg—0> At=20

100
3

s t>

Calculo auxiliar
-0,015t2+0,5t=0 < t(-0,015t+0,5)=0
< t=0 v -0,015t=-0,5

_ 0,5
S t=0v t——0'015

_ _ 100
< t=0 v t‘——3

% dias = 33 dias + % dia
1
§ X 24 = 8 horas

A epidemia encontra-se erradicada 33 dias e 8
horas apds o inicio do estudo da epidemia.

d) P(10) = £05x10-0015x100 = @5-15 = ¢35 ~ 33%
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86. A concentracdo méaxima de antibiético ocorre pas-
sadas 2 horas de ter sido administrado, logo, nesse
momento, a taxa de variagdo é nula, isto é, C'(2) =0.

Como C'(t) = (Ate ™) =
= At xekt +tx (ekt)) =
=Alekt + t x (k) x e™t) =
= Aett (1 - kt)
vem que;
C(2)=0 & Ae?(1-2k)=0
o Aek=0 v 1-2k=0

—
condigdo impossivel
1
o k==
2
Como também se sabe que a concentragdo maxima
€ 10 microgramas por mililitro de sangue, para t = 2,

vem que:

1,
C(2)=10 « Ax2xe 2 =10

_ 10
= A_—Ze‘l
< A=be
81
vy = (N E+D)\
a)R(t)—<—t+l )
_ (n(t+1))x(t+1)-In(t+1) x(t+1) _
(t+1)2
L D) -tn(t+ D)
(t+1)2
_1-ln(t+1)
(t +1)?
: 1-In(t+1)
R = _— =
=0 t+1)2 0
< 1-ln(t+1)=0 A t€[0,5]
s In(t+1)=1 A t€[0,5]
s t+l=e A te]0,5]
s t=e-1 A te]0,5]
t 0 e-1 5
1-Iln(t+1) + + 0 - _
(t+1)2 + + + + +
Sinal de R’ + + 0 - -
Variagao de R Min. yd Max. N Min.
e-1=17

E aproximadamente aos 2 anos de idade que a crian-
ca atinge a sua maior capacidade de aprendizagem.

w _ (I=In({t+1)\ _
R(t)—(i(Hl)z )—
_ A-ln(t+1) x(t+1)2-(1-ln(t+1)x((t+1)?) _

((t+1)3)?
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1t (1) x2 (t+1)

(t+1)%
o —(t+)-2t+1)A-In (t+1))
a (t+1)% a
_ -1-2+2In(t+1])
(t+1)3
_~3+2In(t+1)
t+1)3
" -3+ 2In(t+1)
R"(t) = —_— =
=0 — 3 0
& -3+2In(t+1)=0 A tE€ [0, 5]
< n (t+1)=% A t€ 0, 5]
3
s t+l=e? Ate][0,5]
3
s t=e? -1 Ate|0,5]
3
t 0 e? _1 5
-3+2ln(t+1) - - 0 + +
(t+1)3 + + + + +
Sinal de R" - - 0 + +
. , Max. , Max.
Variagao de R 1 N Min. Ve 0,02

Calculos auxiliares
R(0)=1
R'(5) =-0,02

Como o maximo de R’ é atingido em t = 0, isto signifi-
ca gue, para este modelo, o momento em que a capa-
cidade de aprendizagem estd a aumentar mais rapi-
damente é logo apds o momento do nascimento.

8s8.
o0~ oo n (x)
alim (Ee-Inx) = lm (e(1- =
X —> +00 X —> +00 e
=lim e*xlim (1_ln (x)):
X — 4o X — +o0 ef

_ T In(x) Xx\\_
_+oo><<1 yE\M( > xé())—
L

1
:+oo><<1—lim r](X)>>< & =
x>+ et lim —

-
limite notavel

—_—
limite notavel
=+ X (1-0x0)=+0x1=+x

b lim_ (xx In () "=
x—0

Mudanca de variavel:
In(x)=y © x=¢

Sex — 0%, entéoy — —=.

. (0 x )
=lim (e¥xy) =
y— -

|ﬂ6ﬂl Expoente » Dossié do Professor

Mudancga de variavel:
V=71 o y=-2
Sey — —», entdo z — +w.

=lim_(e7"x(2)) =

“imLe T =0
lim —
Z—>+e 7
- -
limite notavel
) %49 ) —e2ln(3+y) + g
c) lim =lim =
x—=In@) x=ln(3) y-0 y

Mudanca de variavel:
Xx=ln(3)=y & x=ln(3)+y
Se x — In (3), entdaoy — 0.

—e2n(3+2y 1 g _eln(32)+2y+9
=lim — =i =
y—0 y y—0 y

_Aln(9) o A2 —0p%
= lim e" Bl x e +9 9e +9=
y—0 y y—0 y

% 2y _
=lim S(e 1)=—9><lim( 1><2)=
y—0 y y—0
2y _

—8xlim &=L _1gx1--18

y—>0 2y

%,_/

limite notavel
d) Seja f(x) = xe*.
Entdo, f'(X) = x'e¥+x x (e¥) =e* + xe*=e* (x + 1).
tim, % —f2)=e? (2+1) =3¢
e) Seja f(x) = xex.
Entdo, f'(X) = x'e¥+xx (e¥) =e* + xe*=eX (x + 1).

. oxe*=3e% _ o 3 3
ilinsix_?) =f(3)=e’(3+1) =4e
. X —
"E'L“o In(XZ2+2x+4)-ln (x+4)
=lim - * -
T X>0 (x2+2x+4>_
ln|————
X+4
-
ln(x+x+l)
X+4
. 1
=lim 5 =
20 (X
X+4
X
=lim 1 =

X0 ln<x2+x +l>

X+4 ><x+1
X2 + X X+4
X+4
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2
ln(X :Z +1>
lim X2 «lim X1
x—0 X +X x=>0X+4

X+4

Mudancga de variavel:
X2+ x
X+4

Sex— 0,entdoy — 0.

- y

—lim X+4
y—=0ln(y+1)

x—0x+1

Mudancga de variavel:
z=Iny+1) o y+l=¢? @ y=e-1
Sey—0,entdoz — 0.

e-1 X+4

=lim x lim =1x4=4
750 7 x—>0XxX+1
89.
allim_f(x) =lim_ % 9X:Lim_(1+t9—x)=
x—0 X x—0 X
senx
=lim _ =
x—>0( COSXXX)
=1+Llim senxx i =
X — X x—0 CO0s X

%r_/
limite notavel

=1+1x%=1+1=2

lim ., f(x)=lim , [(x+1)eX]=(0+1)e=1

x—0 x—0

lim _f(x) = lim . f(x), ou seja, ndo existe lim_f(x).
x—0 x—0 Xx—0
fndo é continuaem x=0.

b) Em R*, f(x) = (x + 1)e™*

Assim, f'(X) = (x+ 1)'e*+ (x + 1)(e™¥)' =

=¥+ (x+1)x(-1) x (e =

=X (/1/_ X _Z) =

=-xe™X
Comoe*>0,VxeRe—x<0, VxeE IR entao
f'(x) <0, V x € IR*, logo f é estritamente decres-
cente em IR*.

¢) Sejay = mx + b a equacéo reduzida da reta pretendida.
m=f'(-n)

EmR, f'(x)= (X +tgX)' xXX-(X+tgXx) xx" _

)
1
1+ -x-t
. ( COSZX)XX X —tg x )
= ” =
X+ X -X-tg x
B cos? X 9 B
= " =
-1 tgx
X xcos? (x) X2
) 0 1
f'-m) = - ===

Assim,yz—%x+b.

 Célculo de b:

-n+g(-n

flem =220
-

Como (-m, 1) pertence a reta tangente, vem que:

=1

l=—%x(—n)+b o 1=1+b e b=0

Assim, y = - % X é a equacdo reduzida da reta tan-

gente ao gréfico de f no ponto de abcissa .

d) Em ], O[, f(x) = % - X’Lxﬂ%

_Xx+tgx

Y1 X

Y2:;

-0,526 *

As coordenadas do ponto /, com aproximacao as
milésimas, sao (-1,903; -0,526).

90.
a) Df =R
Assintotas verticais:
N&o ha assintotas verticais ao grafico de f, visto a

funcéo f ser continua de dominio IR (produto de
fungdes continuas).

Assintotas nao verticais:
. X
m=Llim 1)
X—>+o X
Como m & R, ndo existem assintotas nao verticais
ao grafico de fquando x — +oe,

. xet . "
=lim —=lim &=+
X — -+ X X — 400

m=tim ™ _iim X _\im e=o
X——0c X X—>-0 X X——%
o x 0
b=Llim (f(x)-0xx)=Llim (Xxex)(z)
X — —00 X — -
. X
=lim —=
X— - @

Mudanga de variavel:
X=y & X=-y
Se X — —0, entdo y — +o,
=lim Y-—iim Y=o
y—+x @Y y -+ @Yy
A reta de equacdo y = 0 é assintota horizontal ao

grafico de f, quando X — —o,

b) D, =R
Assintotas verticais:
N&o hé assintotas verticais ao grafico de g, visto a
funcdo g ser continua em R <soma de funcdes
continuas: x — L exX— e—_x).
2 2

ﬁ&”‘u Fxpoente” » Dossié do Professor



* Assintotas nao verticais:

=lim i+lim —-—=
X—>+0 X x>+ X

NI
limite notavel

Como m €& IR, ndo existem assintotas nao verticais
ao grafico de g quando x — -+,
g(x) X +eX )

m=Llim =lim ——— =
X—-0 X X — —© 2X

=lim i+lim e_—x:
X——2 I x—>-» 2K

Mudanca de variavel:

X=y & X=-y
Se X — —», entdo y — +o,

limite notavel

Como m € IR, também nao existem assintotas nao
verticais ao grafico de g quando x — —o,

91.

o im fi) = im == = lim,
ex-1

=lim<

x—0

Mudanca de variavel:

o
e 1+x (o) (e2X—1 x)
——= =lim +=) =
X X

><2>+ lim_1=
x—0

2Xx=y
Sex— 0, entdoy — 0.

+1=2x1+1=3

. e
=2xlim _
y—0

\_.\,._J
limite notavel

lim . fx) =lim . (3x~2n (x)) =0-2n (0) =+

A reta de equacao x = 0 é assintota vertical do gra-
fico da funcgéo f.

N3o existem mais assintotas verticais, visto a funcao
ser continua no seu dominio, IR\ {0].

* Assintotas nao verticais:
m=tlim 1%y 3200

X—+o X X — 4% X

(g 2ln(x)):

X X

=lim
X — +%©
s . In(x) _ _
=lim 3-2lim ——==3-2x0=3
X — +o© X — +© X

%/_/

limite notavel

ASEI Expoente” Dossié do Professor

b=Llim

X —> +00

(0 - 3%) =lim_(3x-21n (x)~3x) =
=lim (-2ln (x)) ==

X —> +00

Como b & IR, ndo existem assintotas ndo verticais
ao grafico de f quando x — +oo,

2X _ 2
m=tim %) -y €721¥X 12”(:>
X——0 X X — —0 X
im (€L, X
x| X X2

2X _ —
=lim (e 21)+Lim (l>= 0-1 +0=0
X — - X X—-% |\ X +co

eXx-1+x =)
—

b=Llim (f(x)-0xx)=Llim =
X — 0 X — =0 X
2X _

= lim +lim 2=

X — —% X X — -2 X

-& 1 iim 1=

—00 X — —%
-Li1-0+41-1
—o0

A reta de equacdo y = 1 é assintota horizontal ao
grafico de f quando x — —.

b) Seja g a fungdo definida por g(x) = f(x) + x.
« A funcao g é continua em [-2, -1], visto ser a so-
ma de fungdes continuas: f no intervalo [-2, 1]
encontra-se definida pelo quociente entre fungdes

eX-1+x
X

continuas (x — e x — x é a funcao

identidade e, portanto. também continua.
_ef-1-2

*9(=2) =f(=2) + (-2) —— ~2~=-0508
o1 =11+ () =1L -1~ 065

Isto &, g(-2) x g(-1) < 0.
Pelo corolario do teorema de Bolzano-Cauchy con-

clui-se que:
Jdce]-2,-1:g(c)=0
o dce]-2,-1[l:flc)+c=0
o dce]-2,-1]l:flc)=-c

2X _

oy, = er-1¥x sex<0

Y2 =-X

. - 16

1 :

o \ ;

Assim, x = -1,6.
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92,
_ N S
a)Df—{xEIR. T ix >O}—] 2,1]

X —o0 -2 1 +o0
1-x + + + 0 -
2+X - 0 + + +
1-x
27 x - n.d. + 0 -

Dg={x € R:x=0}=IR\{0}
b) Fungdo f:
Assintotas verticais:

. L 1-x\ _ 3\ _
)Elin_ff(x)—yin_flog<2+X>—log<0+>—+°°
0+

. L 1-x\ _ 0"\ _
yinl_ f(x) —yLnI_ log <—2+x) = log ( 3 ) =-

As retas de equagdo x =—2 e x =1 sdo assintotas ver-
ticais ao gréfico de f.

Nao existem mais assintotas verticais, visto a fun-
¢ao ser continua no seu dominio.

Assintotas nao verticais:
Como o dominio da funcgdo é limitado, ]-2, 1[, ndo
existem assintotas ndo verticais ao seu grafico.
Funcéo g:
Assintotas verticais:

1
lim__g(x) =lim _(e X —4>:e"”—4=0—4:—4
x—0 x—0 1
lim , g(x) = lim +(e7 —4)=e+°°—4=+oo—4=+oo
x—0 x—0

A reta de equacao x = 0 é assintota vertical ao gra-
fico de g.

N&o ha mais assintotas verticais, visto a funcéo ser
continua no seu dominio.

Assintotas nao verticais:
1
9Kx) _ . ex—-4 _

X—+e X X — +x X +0o0 +00

1
b=Llim (g(x)-0xx)=Llim (ex—4>:e0-4=_3

X — 40 X — 40

A reta de equacdo y = -3 é assintota horizontal ao
grafico de g, quando x — +, e, como se verifica que
os calculos sdo idénticos, quando x — —«, tem-se
que a reta de equacdo y = -3 também é assintota
horizontal ao grafico de g quando x — —.

¢) h é uma fungao continua em [% —2—] visto tratar-se

da soma de duas fungdes continuas neste intervalo
(fungao f e fungao g).

.h(%)=f(%)+g(%)z2,690

200

3\_¢(3 3\ __
h<4>—f<4>+g<4>~ 1248
Ou seja, h (%) xh (%) <0.
Pelo corolério do teorema de Bolzano-Cauchy, pode
13

Luir- Jdce |=,—|:h(c)=0.
concluir-se que d ¢ ]2 4[ (¢)=0

83.

a)/>100 < 170+ 10 log (P) > 100
< 10 log (P) >2-70
< log (P) 27
& P>107
Devem ser utilizados meios de protegao auditiva a
partir de um valor de poténcia superior ou igual a 107,

b)/=170+10log (P) & /-170=10 log (P)
& 0,11-17=log (P)
PN P:100,11—17

Seja l aintensidade de som de poténcia P. Entao, L

2
é a intensidade do som de poténcia P;.
Temos, entéo:
p 100.1-17
(P)? (100,1><L2—17)2

- 100,3/— 17-01(+34 — 1017

1004L-17
~ 100134

¢)/=170+10 log (P)

Seja | a intensidade do som de poténcia P. Seja I; a

intensidade do som de poténcia 102 x P. Entao:

l;-1=170+10 log (108 x P) - (170 + 10 log (P)) =
=170+10 [log (10°) + log (P)] -170-10 log (P) =
=170+10(3+log (P))-170-10 log (P) =
=30+10log (P)-10log (P) = 30

Provamos, assim, que quando a poténcia cresce em

progressdo geométrica de razdo 103 a intensidade

cresce em progressao aritmética de razao 30.

170 + 10 log (P)

Wm o =im. ——p =
im0 . log(P) _
—})ITM P +10XIL3|T+90 P h
limite notavel
=0+10x0=0
im [/(P)-0]=lim [170+10 log (P)] =
P — 4w P — +o

=170 + 10 X (+o0) = +

Como o valor obtido ndo € um niimero real, conclui-
mos que o grafico de / ndo admite assintotas nao
verticais.

- 10y Lo 10
II)I(P)—10><P 2
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PP
o 10 10 10 10 _
I(P)—/(P)C}F——EC}F+E—O
10P 10, 10P+10
<:>—P2 +E— <:>—P2 =

< 10P+10=0 A P?%0
© P=-1 A P=%0

——
condigdo impossivel, dado que P > 0.

Logo, ndo ha um valor Py tal que I'(Pg) = 1"(Py).

94.

a) - Em |0, +=[, g é continua, por se tratar do produto
entre duas funcgdes continuas: uma que é uma fun-
cao afim e a outra que é uma funcao logaritmica.

*Emx=0:
()
_Ln sl
X =

tim . g(x) = lim . (xn (x)) = lim -

1
X
Mudanca de variavel:
l =
X
Se x — 0", entdoy — +eo,
—im MW - g-g
y — +0 y
(S ——
limite notavel
9(0)=0

Como lim0+ g(x) = g(0), concluimos que g é continua
X—
a direita em x =0, logo g é continua em IRE.
b) Assintotas verticais:

Dado que g é continuaem IRE o0 seu grafico nao admi-
te assintotas verticais.

Assintota nao vertical
(y=mx+b melR, be R)

(X — +x)
m=tim 9% _im X0 i 10 () = 40
X—+o X X — +0o X X — 4o

Como o valor obtido ndo é um nimero real, conclui-
mos que o grafico de g ndo admite assintota nao ver-
tical.

Logo, o gréafico de g ndo tem assintotas.

¢)* Em]0, +oo[:

Emx=0
O — 9 -g(0) _ x In (x)
g0 )_ilino* x-0 _ilino* X

|ﬂ6ﬂl Expoente” Dossié do Professor

Logo, g ndo é derivavel em x =0.

Dy =R*

gx)=0 < 1+ln(x)=0 A x>0
< lhx=-1Ax>0

gx)=1+1n(x)

1
& Xx=— A x>0
e

X 0 1 +oo
e
Sinal de g’ n.d. - 0 +
4 Min.
Variagao de g MSX' N 1 A
e

[e)axnfe) =
gl=|==xln({=)=-=
e/ e e e
g é estritamente decrescente em ]O, %] e estrita-

mente crescente em [E' +00[; 0 é maximo relativo

parax=0e " € minimo absoluto parax = o

dgx=ln(x+1

n Dy =R*
1
X

g"(x) = Dy =R*

% >0,V x € R logo g"(x) >0, V x € IR*, o que

nos leva a concluir que o grafico de g tem a conca-
vidade voltada para cima em IR*e ndo tem pontos
de inflexao.

e

—=={m|=

“¥

Em IR*:

gx)=0 & xln(x)=0
< x=0vIinx=0
o x=0vx=1

——

& R*

95,
a) Pl = —20
1+Ae 5
e
, -100 x \1 + Ae

P'(t) = 7o =

(14475
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-100 x (— %) xAe
= 7£ =
o]
_ A4t
80Ae 5 B
_ =
<1+Ae 5 )
= Plt) (100 P(t) =
125
:%X 100 § (100_ 100 _ >=
1+Ae 5 1+Ae 5
_ 4t
0,8 100(1+Ae 5)—100
= w X 4t =
1+Ae 5 1+Ae 5

_ A4t
0,8 x (100 +100A4e ° - 100)

_4t\g
(l +Ae 5 )
_At _ At
0,8 x100Ae 5 80Ae 5
- 4t - _ At
(1 + Ae7?>2 (l +Ae ° )2
g L _
Assim, P'(t) = 15 P(t) (100 - P(t)).
~ 100
BP0 =Fo < 1+Ae0 P
100
1+A= —Po
_100
A= Py 1
¢) Se P(0) = 100, ent&o:
~ 100 _
A—OeP——1+ 0 < P(t) =100

O numero de ursos nessa reserva natural, a partir
do dia 1 de janeiro de 1990, é sempre constante e
igual a 100.

d) Se Py =10,entdo A=9.

P (t) = 25 (P'(t) (100~ P(D) + PI8) X (-P'(8) =
_L 1 _ 1 —
=155 (100 P'(t) - 2P(t) P'(1)
_1 _
=T X P'(t) (100 - 2P(t)
I 1 o _ -
P(t) =0 & To=x P'(t) (100 - 2P(t) = 0
& P'(t)=0 v P(t)=50
4t
80x9e 5 100
& 5 v 7 =50
(1+9e : ) 1+96s
_ A4t _ 4t
& 80x9% % =0v1+9e % =2
—_
condigcdo impossivel
202

4t
|
5 — 4
= e 9
4t (1
5 9
@%t:m(g)

X 0 % tn(9) +o0
Sinal de P” + 0 -
Variagéo de P’ A Méx. N

Logo, t; = % n (9).

A

96. Segundo o modelo de Newton de aquecimento/

/arrefecimento, a temperatura, T, num determina-
do instante t é dada por
T(t) = ToeMt-t) + T, (1 - et~ 1)), onde Ty repre-
senta a temperatura no instante ty, T, representa
a temperatura ambiente e k € uma constante.
Tem-se que:
T(0)=100
T,=25
T(2)=80
Entao:
T(2) =80 < 100e*(2-0) + 25(1 - ¢*(2-0)) =80

& 100e72k+ 25 -25e2=80

& T75e% =55
55
75

(5
& —2k—ln<75)

ln 55
o k= (75)

-2

o ek=

Logo,
T(t)=50

< 100e

M|>—-

m(%)(po) 95 (1 B ei% ln(ﬁ>(t—0)> _50
5 1,(15

o 100e 2 ") 95 _95e 2 ") g9

=
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ln 15
11

Assim, t = 7,804.

Calculo auxiliar

0,084 x 60 = 5,04

A temperatura serd 50 °C ao fim de 7 minutos e 5
segundos.

Teste Final
Paginas 120 a 123
Grupol

1. Opgdo (B)
O nimero de casos possiveis é 28Cg.
O niimero de casos favoraveis é 7 x 21Cs, pois 7 é o
numero de maneiras diferentes de escolher um de
entre os 7 alunos que fez o trabalho de casa; e por
cada uma destas maneiras existem 21Cs; maneiras
distintas de escolher 5 de entre os 21 que nao fize-
ram os trabalhos de casa.
. - o T xXHCs
Assim, a probabilidade pedida é TCG
2. Opcdo (D)
A(0, 9(0))
g(0)=e05x0=g0=1
Logo, A(Q, 1).

Clxc, 1)

fX)=1 & -1+2lIn(X)=1 A x>0
< 2In(x)=2 A x>0
< lnhx)=1 A x>0
S x=e A x>0

Logo, C(e, 1).

|ﬂ6ﬂl Expoente” Dossié do Professor

B(xg, 0)
fx)=0 & -1+2In(x)=0 A x>0
< 2lnx)=1 A x>0

S ln(x)z% A X>0
e x=Ve A x>0
Logo, B (Ve, 0).

Assim:

Aloacs) = B; £ x0A- \/52+e x1= \/E;e

3. Opciao (D)

g'(x) = cos X
g'(x)= V3 & cosx= \/§

condigdo impossivel
Logo ndo é possivel existir uma reta tangente ao
grafico de g cujo declive seja V3.
Como o maior valor que o seno toma € 1, ndo pode
existir uma reta tangente ao grafico de g cujos pon-
tos tenham ordenada e.
gX)=1 @ cosx=1 o x=2kn, ke ”Z
g(2km) =0, ke ”Z
0=2kn+b < b=-2knm, para algum k € Z, em
particular, b=0se k=0.
Assim, a reta de equacgdo y = x pode definir uma
reta tangente ao grafico de g.

4. Opcao (B)

5. Opcao (A)
(fog)'(4)=1'(g(4)) xg'(4) =

o 1
AP
_In@) _ n@
" n (@249 In(16)

Calculos auxiliares

* g(4) =log, (4) =2

1
ECAL
1
ICAN vy
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Grupoll
1

11. O nimero de maneiras de escolher, ao acaso, 6
dos 9 bleos é dado por °Cg.
Ha duas formas de escolher os restantes 6 quadros
de forma que o nimero de serigrafias seja superior
ao numero de aguarelas: pode escolher-se 5 seri-
grafias e 1 aguarela ou 4 serigrafias e 1 aguarela.
O ndmero de maneiras de escolher ao acaso 5 seri-
grafias e 1 aguarela é dado por 'Cs x “C;. O nimero
de maneiras de escolher ao acaso 6 serigrafias e 2
aguarelas é dado por 7C, x “C,.
Assim, o numero de escolhas possiveis é dado por
9C X ("C5x 4Cy + 7C, x “Cy) = 24 696.

1.2. 0 nimero de casos possiveis é 12!,
O numero de casos favoraveis é (5! x 4! x 3!) x 3!,
Assim, a probabilidade pedida é:
(5!x4!x3)x3 1
12! 4620

la ~ja »|a
+
>
N~————
I
9]
@
=
—
Na
|
>
SN————
SN———

Il
—
0
@
>
T e

N &

//
9]
@D
=}

= <sen ( —> COS X + cos (‘Z—) sen xX—

—sen IC_ COS X + c0oS IE— sen X
4 4

sen E COS X + cOoS _TI:_ senXx+
4 4
+ sen E COS X —Co0Ss IE— senXx|=
4 4

=2 cos (_n_) senx x 2 sen (_n_) COS X =

4 4
=2 7 senxx 2 7 COS X =
=2Sen xcos x =
=sen (2x)
22. lim u, = lim ——— = lim -1 g
nd+2 ) +o0
n?+-=

Assim:
lim f(u,) = iimO sen (2x) =sen 0=0
-

2.3. f'(x) = (sen (2x))' = 2 cos (2X)
f"(x) = (2 cos (2x))' = -4 sen (2x)

(%) +f'(x) + 4f(x) = 0
& —4sen (2x) +2cos (2x) + 4 sen (2x) =0
< 2co0s (2x)=0

204

< cos(2X)=0

& 2x=%+kn,kEZ

T kT
==+—keZ
& X 4+2
3r
€ |-, —

Se k=0, entdo x =—Z—.
Se k=1, entdo x :3—:.
Se k=2, entdo x :5775.

Se k=-1,entdo x = ——Z—.

Se k=-2, entdo x =—3—Z.

_[ 3t _m m 3m 5n
c.s.—{ AR 4}
24,

a) A fungdo g é continua em ]—, O[, por se tratar,
neste intervalo, do quociente entre duas fungbes
continuas.

A funcgdo g é continua em ]0, +[, por se tratar,
neste intervalo, da soma de duas fungdes conti-
nuas.

Para que g seja continua em IR, falta assegurar que
g é continua em x = 0, ou seja, que

lim . g(x) = lim _g(x) = g(0).

x—0 x—0

x—0 X

X _
=lim +7e(e 1)
x—0 X

X+1_
lim+g(x)=lim+<e e+k>=
x—0

+k=

X

=elim, S—=+k=
x—0
=exl+k=
=e+k=g(0)
i —im f®)
imy- gix) = lim X
—lim sen (2x) _

x—0 X

—lim &N (2x)

X—0" 2X x1=

Mudanga de variavel:
y =2x
Sex—0,entdoy — 0.
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Entao:
et+t+k=2 o k=2-¢

b) Se k=2 - e, entdo g é continua em IR e, portanto, o
seu grafico ndo admite assintotas verticais.

m=Llim 9k _
X—+e X

. eftl-e 2-e
X =+ X2

X
—im (£-L,2-e).
Txowe\x2 2 x )

=ex(+e-0+0) =+

O grafico de g ndo admite assintota ndo vertical
quando X — +oo,
9K _ lim SN (2x)

- 1
im —o = 0, p0|sxl|an 2 0
e a fungdo seno é limitada.

. 2
M:“m senz( X)

X — —0

m = lim
X—-% X

e a fungdo seno é limitada.

=0, pois lim 1 0
X — =

© X

A reta de equacdo y = 0 é assintota horizontal ao
gréfico de g quando x — —,

3.
31.D;=R
A(x, 0), x € Dy
fX)=0 & 3-e"1=0
o e 1=3
< x-1=In(3)

& x=1+1In(3)

Logo, A(1 +Ln (3), 0).

Dg={x € R:x+4 >0} =]-4, +ol.

B(x, 0), x € Dy

gX)=0 & log(x+4)+1=0 A xE D,
< log (x+4)=-1 A XE D,
& x+4=10"1 A xED,

1
= X:_4+ﬁ A X € Dy

39
= X:_ﬁ A X E D,
39
Logo,B( 10'0>'

321 (x)=(3-e 1)y =—1
f'(x) <0,V x € Dy
A funcdo f é estritamente decrescente em todo o
seu dominio.
1

g =(log b +4) + 1) = = o)

g(x)>0, Vxe Dy
A funcdo g é estritamente crescente em todo o
seu dominio.

ASEI Expoente” Dossié do Professor

3.3. Pretende-se mostrar que a equacéo f(x) = g(x)
tem uma Unica solucdo no intervalo 10, 2[.
Seja h a fungao definida em ]-4, +co[ por
h(x) = f(x) - g(x).
A funcéo h é continua em ]-4, +oo[, por se tratar
da diferenca entre duas fungdes continuas neste
intervalo, em particular, h é continua em [0, 2].
h(0) = f(0) - g(0) =

=3-el-log (4)-1=

1
=2-=—log (4
_~log (4)>0

h(2) =1(2) - 9(2) =
=3-el-log (6)-1=
=2-e-log(6)<0
Logo, h(2) <0 < h(0).
Entao, pelo teorema de Bolzano-Cauchy,
Jce]0,2[:h(c)=0
< dce]0,2[:flc)-g(c) =0
< 3ce]0,2[: flc) =glc)
1

M =1®-gK=-e"1-r S

h'(x) < 0, V x € ]-4, +»[, logo h é estritamente
decrescente.

Assim, o zero de h, cuja existéncia se provou
acima, é unico e, portanto, é uUnica a solucdo da
equacao f(x) = g(x), ou seja, existe um Unico ponto
C nas condicdes do enunciado.

34. vt

=l

A(2,1;0)
B(-3,9; 0)
C-12;1,7)
Alase) = (2.1- (_‘?;9)) <L _ 51u.a.
4, 1,
2
4.1. P(t) = Lit
2+2e?
Ly
2
PH)=15 & —€2 15
2+2?2"
L L L
& 4e? =3+3e? A2+2e? %0
%/_/
1, condicao universal
s e? =3
S 1 t=1In(3)
2
S t=21In(3)
Logo, t=2,197.
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Calculo auxiliar

0,197 x12 = 2,364

0 numero de peixes atingiu os 1500 em margo de
1996.

12.P(1) =05 o &

2+pek: '

o 4ek=1+0,5pek A 2+pek=0
condigdo universal, visto que p > 0.

o 4ek-0,5pek=1

o el (4-05p)=1

o ek= 1
4-0,5p
_ 1
= k—ln<4_0,5p)

< k=-In(4-0,5p)

Tema VI - Primitivas e Calculo Integral

Unidade 1- Nocéo de primitiva
Péginas 126 a 135

1 Fx) = % x* é uma primitiva da fungéo definida por

f(x) = x3, pois F'(x) = % x 4x3 = x3 = f(x).

G(x) = % x4 + 2 é uma primitiva da funcéo definida

por f(x) = x3, pois G'(X) = % x 4x3 + 0 = x3 = f(x).

2SeF-G=7-entdaoF -G =0.
Entao:
FiX)-GX=0 o GX=FX o GKX=x

3. F(x) = x3 é uma primitiva da funcéo definida por
f(x) = 3x2, pois F'(x) = 3x2 = f(x).
G(x) = x3 + m é uma primitiva da funcéo definida por
f(x) = 3x2, pois G'(x) = 3x2 + 0 = 3x2 = f(x).
H(x) = x3 - 5 é uma primitiva da funcéo definida por
f(x) = 3x2, pois H'(x) = 3x2 + 0 = 3x2 = f(x).

206

4,

al [ (3x? + 1)dx =3 [x2dx + [1dx =
3 X2+1
BN
3
=x3+x+c,c€R

+X+c=

bF2)=7 & 22+2+c=7
< 10+c=7
& c=-3

Logo, F(x) =x3+x- 3.
5.
al [2dx=2x+c,c€R
7
b)jxﬁdx:X?+c,celR
c)_[4x3dx=4jx3dx=4x—4+c=x4+c ceR
4 )

1
d)_[idx=fx‘2dx=X—+c=—l+c,c€IR
X2 -1 X

3
2 3
2

+c,ceR

e)J‘\/;dx=J‘x% dx = X

ve=2x
3 3
2

3 2
f)j(x2+x) dx=%+%+c,c€IR

gl (3e+1) dx=3e*+x+ccER

h)_[(2003x+5) dx=2senx+5x+c cER

a1 x12
|)J(;—4x11+sen x) dx=1ln (IxI)—4ﬁ—cosx+c=

12

=ln (IxI)—X—3—cosx+c,c€ R

D[ (x+3)2cx=[(x?+6x+9) dx =

x3 NG
=2 1B+ O9x+c=
3 6 2 9x +c

3
:€+3x2+9x+c,cEIR

X X
k)j<§+%—3)dx=4ln(IxI)+%—3x+c,C€|R
1

1 -
dx=2[x 2 =222 +c=4Vx+cceR

02

Vx 1
2
3 2 5
-~ 2 -~
m)_[dox:_[x2 dx = Xé +c=% 2 +c,ceER
2
6.
1 1 (5x-2)*
_ 3 - — 3 = — =
al [ (5x-2)2 dx=2 [ 5 (Bx-2% dx = ==+
_9\4
=—(5X202) +c,ceER
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Calculo auxiliar
(5x-2)'=

b)JxeX2+5 dx=%_[2xe"2+5 dx=%ex2+5+c, ceR

Calculo auxiliar
(xX2+2) =2x

c)jcos (4x +3) d j4cos (4x+3) dx =

=%sen (4x+3)+c,ceR

Calculo auxiliar

(4x+3)' =

d)_[cosxsenxdx=—jcosx(—sen X) dx =

2
—_CO0S°X c,ceR
2
Calculo auxiliar
(cos x)' =—senx
5
e)_[cosxsen‘*xdx— senX +cceR
Calculo auxiliar
(senx)' =cos x
f J- cos ( J 2 cos (
sen ( 2x 2 sen ( 2x

=%ln Isen (2xX)| + ¢, c € R

Calculo auxiliar

(sen (2x))' = 2 cos (2x)

3x2-3
3J 3 3x a

=§ln Ix3-3xl+c,c € R

)-[33x

Calculo auxiliar

1
=——+cc€ER
x2+x+1

Calculo auxiliar

(xZ+x+1)=2x+1

_1\v2+1
b)_[(x_ll)zdx=(x 1) +c=- +c,ce€R

1
2+1 x-1

1
c).[x2 \/1+x3dx=%j3x2 (1+x3 2 dx=

3

+c=

=
+
|| o
o
N

1
3

N

__2V{A+x3)’

=—————+¢cER

o

Calculo auxiliar

(1+x3)" =3x?

=lnleX+1l+x=ln(e*+1)+c,cER

Calculo auxiliar

(€ +1) =e

o [0 o= U o T (i g2+ . c €
8.

a)J X2 gx = _[ (62— 2e*e™ + 2 dx =

=[eXdx-[2dx + [e ™ dx=
=2 [2e¥ - [ 20k -2 [ (-2)e 2 k=

=%e2x—2x—%e‘2x+c=

=%(e2x—e‘2x)—2x+c,cEIR

sen\& _ senW
b)Jde—Q_[Z—\&d =

=-2cos (Vx)+c,ceR

(x3-3x)'=3x2-3
4x-10 x-5
W e 16 =2 e 16 -

=2ln|x2-5x+6l+c,cER

Calculo auxiliar

Calculo auxiliar

(x2-5x+6)' =2x-5

i _[ cos (e¥e*dx=sen (e¥) + ¢, c € R

1.

2X+1 (X242 + 121 _
)I(x2+x+1)2dx_ -2+1 Tes
}!\SDI Expoente » Dossié do Professor

(VX' =
9.
) 2X-6 _A+ B X-6 _ A(x-2) +Bx
Xx-2) X x-2 T xx-2) xx-2)
o X-6 -2A+A+B)
X(x—=2) (x-1)
2A=-6 A=3
“hoon =l
A+B=2 B=-1
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26 . (3, -1
b)jx(x_z)dx—f< 2)dx—

—3j dx j—dx_
=3WnIxl-lnIx=-2l+¢c,c€ R

F(3)=Iln (54) & 3n(3)-1ln (1) +c=1In (54)
< In (27) + c=In (54)
=In (54) - n (27)
< c=1n(2)
Fix)=3lnIxI=lnIx=2[+In(2)

10.
a)J2X+1dx j( 3 )dx=

x—1
=j2dx+3jxlfldx:

=2x+3lnIx-1l+c c€ER

Calculo auxiliar
2x+1 | x-1
-2X+2 2

=X7—x+ln Ix+1ll+c,ceR

Calculo auxiliar

x2 x+1

X2 -x x-1

—X

x+1
1
1.
a [a(t j12t 6) dt
=127—8t+c=
=6t2-6t+c,cER
vi0)=2 © 6x0?2-6x0+c=2 < c=2
v(t) =6t2-6t+2
b) [ v(t) it = [ (61? - 6t +2) dt =
3 2
:6—;—%+2t+c—
=2t3-3t2+2t+c,cE€R
p(0)=3 & 2x0%-3x02+2x0+¢c=3 @ ¢c=3
p(t)=2t3-3t2+2t+3

208

12.[ T(t) dt = [ 767035 dt =

e | (-0,35e70:35) dit =

=-20e 03+ ¢c,c €R
D(0)=-4 < -20e°+c=-4
o -20+c=-4
< c=16
D(t) =-20e0%t + 16
D(2) =-20e035%2 + 16 ~ 6,1 °C

Unidade 2 - Célculo integral

Péginas 136 a 149
13.
A [° axax =224 0 4-10x 4= 48
ylk
y=4x
01 T
4..
O 1 5 x;
2 3x3 2x2 9 13
b)'[_3 I dx =  t :§+2:7
A
y
------------- 3 y = |x]|
2. ........
3 O 2 >

2
c)f \/4—x2dx=¥=n

2

v
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14, No intervalo [1, 4] tem-se que x < x2,

A I I R
o /v =x
.

v

Assim, pela propriedade da monotonia do integral
definido, tem-se que Jf xax < _[14 X2 dx.

15.
a)f2 (3f(x) + 2g(x)) dx = 3_[2 dx+2_[2 dx =
=3x2+2x10=26
b) [5, (f(x) - g(x)) dx = [, flx) cix— [, glx) cx =
=2-10=-8

¢) Com base nos dados do enunciado n&o é possivel
determinar o valor de L X) dX.

d 2 g(x) dx=-[°, g(x) dx=-10

e [ 5 fix-1) dx={5, fix) dx=2

f)J'_ZSg ) dx = Jz X) dx =10

1?1 (1)_1,1_5
16'{?]3_2 (3)_ 376

In(x) 1°_ infe) In(1) _
17[kx 1] T R R
1 _
S k-1t
o ek-1=1
< ek=2
<:>/<=2
e

18.
2 . .]*_32 1 48
a)Jll (th+1)dt= [—5+t]1—?+2—€—1—?

b % (t-1) 3-tdt=[" Bt-t2-3+t)dt=

=Y (4t-12-3)dt=

t3 1
:[2t2———3t] =

3 -1
:(2—%—3>—(2+%+3>:
20
3

|ﬂ6ﬂl Expoente” Dossié do Professor

o [ ettt = et |7 =
=g (-20) =
=" @ +1=
- 1,,-2
= +1 3
0155 @ -ea-le el -

e) J._Oz 2el -2t gt = [—el - 2f]i =

=ed-e
1 2n
- = 3
f)J sen (2t) dt = 5 [cos (2t)]l
4

g jl_z_ (cos (28) d =% [sen (2t) 1_2_=
2 2
=% (sen (%) —-sen (—n)) =
11 4\ 21
212 >_ 4

e
Py
£
|
—
=
n
Il
—
=
n

N ;o= [Ln (th);

0

13 T
dt—g_[ (3t) 2 dt=

(V9-V0)=2

3t2+3

2+1 =_J'—
3134 3t+1

l)fl t3+3t+1

2
18 +3t+ 11 =
Ihn(B8+6+1)-ln(1+3+1)) =

(In (15) =In (5)) =

Il
W | = OOII—\ ooll—- W | =
5
«
5
—
S
Kol

W% -t+1dt=]" (t+ 1) dt+ [2 (t-1) dt =
2 1 2 2
2ol
2 L2 Tk
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I
|
N | =

1
N | o

)

Calculo auxiliar
-t+1 se -t+12>0 -t+1 se t<1
[-t+1]

t-1 se -t+1<0 t-1 set>1

D[3 123t +2ldt =
=[5 (2=3t+2) dt+ [7 (-2+3t-2) dt +
+[3 (2-3t+2)dt=

3 2 1 3 2 2
[t__S_t Zt] +[—t—+3—t—2t} +
0 3 2 1

(L 3o\ o4(-8 g s\ (L3
_<3 2+2> 0+< =+ 4) ( S 2)

27 8 1
+<9- ! +6> <3—6 4) 0

Calculos auxiliares

t2-3t+2 set?-3t+2>0
[t2 -3t + 2| =

~t2+3t-2 se -t2-3t+2<0
[t2—3t+2 set<l v t>2

~t2+3t-2 se 1<t<2

3+V9 8

-3t+2=0 & t= s t=2vit=1

"\ /

1.

a) f(x) =sen x + e*
Fo(x) jo sent+el) dt

Pelo teorema Fundamental do Célculo,

Fo'(X) = f(x) = sen x + &,
b) f(x) = Vex+1

x) =[5 Ve'+1dt

Pelo teorema Fundamental do Célculo,

Fo'(x) = f(x) = VeX+ 1.
o) f(x) =e*
= I[X] et dt

Pelo teorema Fundamental do Célculo,
Fo'(x) = f(x) = e,

Além disso:

210

1

=[etfdt & Fo(e*-x-1) =[5 e dt.

Logo:

(SX - fzdt) (Fo (e*-x-1)) =
=Fg(e*-x-1) x (e*-x-1)'=
=fle*-x-1)x(e*-1) =
— e—(ex—x—l)2 e -1)

d) f(x) =

= jg 2t dt
Pelo teorema Fundamental do Célculo,
Fo'(x) = f(x) = 2x.

Além disso, Fo(x) = [X 2t dt & —Fo(x) = [° 2t dt.
Logo, ( [°at dt) = (Fy (X))’ = -2x.
e) f(x) = cos x
= .[é cos t dt
Pelo teorema Fundamental do Calculo,
Fo'(X) = f(x) = cos X.

2.

21

Além disso, Fg(x) JE cos tdt & Fy(x3) _[; cos t dt.

Logo, (_[ég cost dt) = (Fg (x3))' = Fp'(x3) x (x3)' =

= f(x3) x 3x2 = cos (x3) x 3x% =
= 3x2 cos (x3).

A
y
v =4x + tgx)
O ks x;
3
5 x+tg¥) d dxdx— [ ¢ =S g
_[ (4x gxx_[ xxj0 cosxx
22)° |l 3=
[X]o [nlcosxl]0
2
=(2x g) —2><02>—<ln cos(%)‘—lnlcos()l)=
ok (B -
9 2
2
:%Hn(z)
A
¥
/
f
o g
fix) = gix) & x=Vx

o xh=x
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e xt-x=0

& X(x3-1)=0

o x=0vx3-1=0
< x=0vx=1

. X%Jrl X3 1

A= 5 (Vx=x)ax = 3|t
§+1 0
[2ya T (2 1) 4.1
3V | o(55) 03

22, vt
;
(@] 2 4 x;

J — Bx2 + 8x) dx + _[2 (—x3 + Bx2 - 8x) dx

¥ 4
[ x3+4x] +[——+2x3—4x2} =

4 2
=(4-16+16) -0+ (-64 + 128 - 64) -

-(-4+16-16)=8

Aprende Fazendo
Péaginas 154 a 158

1. Opgdo (D)

Jo =dx= .[0 X) dx + .[2 f(x)

(relacdo de Chasles)

2. Opcao (D)
A= 7 (f(x) dx+ [£ fx) dx == [7 f(x) dx + 5 fix

3. Opcéo (D)
1
f sen (3x) dx =- 3 _[—3 sen (3x) dx =

=—%cos (3X)+c,ceR

|ﬂ6ﬂl Expoente” Dossié do Professor

4. Opcdo (B)
J”’ X) dx = _[4 X)+1) dx =
=% ) dx+ % Lax=

4
=3+ [X ]72 =
=3+4-(2)=9

5. Opcao (C)
™ |cos x| dx =

T 3n
- = 21
=j02 cosxclx+_[2 (—cosx)dx+j cos X dx =
I

a

= [sen X]oz + [—sen x]

=sen x -sen 0-sen 3n +sen )y
2 2 2

+ sen (2m) — sen <3—2n) =

T
*
(%]
D
-]
>
>
|

=1-0+1+1+0+1=4

Calculo auxiliar

cosx se cosx>0
|cos x|

-cos X se cosx<0

COSX se xeE [0, %] U [3775 21:]

n 3
2' 2

—COS X se XE]

6. Opcao (B)
f(x) = n (x)
=Y In(t) dt
Pelo teorema Fundamental do Célculo,
F'1(x) = f(x) = In (x).
2
Além disso, F1(x?) = [}" n (t) dt = F(x).
Entado:

- lez n (8 c/t)' =

= (F(x?)' =
=F'(x2) x (x2)' =
=ln (X3 x 2x =
=2x1n (x?)

Logo, F'(e) = 2e In (e?) = 2e x 2 = 4e.

X
X

1. Opcéo (D)

00 (2) o7 (2)) = 3)

21



~|tgt- t]%
=tg(§)——“4——(tgo 0)
T
A

g(x) =x?

g'(x) = 2x

a5 o(-5)5
f(x) =tg?x

(x) =[5 tg® tdt

Pelo teorema Fundamental do Célculo,
F'o(x) = f(x) = tg? .

Entao, F'(x) = f(x) = tg? x.

Logo, F —Z— =tg? (1:— =1

Assim: (g o F)(—Z—) = g’(F _E)) X F(—Z—) -
=(2 -% x1=2 -%

8.

X3
a)fozdx=3?+c=x3+c,c€IR
b)_[sinxdx=—cosx+c,c€|R
c)j(25inx+3005x) dx =

=2_[sinxdx+3fcosxdx=
=-2cosx+3sinx+c,cER
4

3
d)J(x3+x2+1)dx=%+%+x+c,ceIR

3x
e)_[e3xdx=%f3e3xdx=%e3x+c:e—3+c,ceIR

ﬂf2xex2dx:exz+c.ce R

X 1
g)JX2+1dX=§_[X2+ldx=§ln Ix2+1l+c,cER

)fcosxdx—ln Isinxl +¢,c € R

i _[ x3(x* +1)8 dx = 1 f 4x3(x4 + 1)8dx =
1 (X4 +1)°
4 9
_(xA+1)2°

+c,cER
3 c c

CD

3
2

1
j)fo+1dx=_[ (x+1) 2 dx :%Jrcz

2
_2 2
_E()Hl) +ccER

[w

cos3 x

k)fsinxcoszxdx=— +c,c€R

I)J'tanxdx= SI0X % = -n lcos x| +c,c€R
coSs X

212

9,
a)jf(x) dx=f5x2dx=5—§+c,celR

5 5 7
F(l)=4 —+c=4 =4-= =—
[WH)] @3+c = 3@0 3
b3 7
Logo, F(x) = 3 +3.

b) [ f(x) cix = [ 2 cos (3x) dx =
=%j3cos (3x) dx =

=%sen (3x)+c,ceR

T _ 2 o (®\ o
F(6>—1@35en(2)+c 1

2
— + =l
<:>3 c

2
:1——
< C 3

~ C=_—

3
Logo, F(x) = % sen (3x) + =

2
o [ fx) ox = [ (3¢ + 3x) dx=x3+3—;+c,c€IR

1 3 _1
F(-1) 2 (:»—1+2+c—2
oc=2-1
2 2
< c=0
2
Logo, F(x) =x3+ 3—);
X
d)Jf(X)dxzjx2+ldXZ§-[x2+ld
=%ln(x2+1)+c,cEIR
F(2)=ln(5) & %ln (5)+c=1Iln (5
<:>c=ln(5)—%ln(5)
<:>c=%ln(5)
& c=In(V5)
Logo, F(x)=lln (x2+1) +n (V5).

2

10.

a | f(x) dx=je7de=1j7e7de=e—7X+c ceER
7 ]

b)Jg X) dx = fsen\f

=—2_[(— Vx sen\/;)dxz

=-2cos (Vx)+c ceR
o [ h(x) dx=[V2x+7 dx=

1 1
=§j2(2x+7)2 dx =
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w

=%(2x+7)7 +c,cER

(4x2 - 3)°

d) [ jx) cix = [ Bx(4x7 - 3)° dix = ———

+c,c€R
e)Jk(x) dx=.|'x3 <+ 2dx =

=%j4x3 e+ 2y =

=%ex4+2+c,ce R

[ 1(x) dx= j—dx_

=_|‘(1+Xil>dx=

=x+InIx-1l+c,c€R

Calculo auxiliar
Xx+1 1
1

g)_[m(x) ax =j (Ln 2())2 ax = (n g())3 +cceR

M) =Mt
=] 0,4t—0.005t2) dt =
t2 t3
=04-0005+c=

3
0,005

=0,2t2- t3+c,cER

M0)=0 < c=0

M(10)=0,2 x 102 - % x 103 = 18 itens

12

2 (2 [ 178 o 8. 4 32
al [, (2 - 4) dx [3 4x]_2 ~-8-o+8=-

b)_[g (Vx+VXx) dx=_[g (x%+x%>dx=

5 2x3
c) Jl (3+2x?) dx = [3x + ?]1 =

250 2
:1 _ - =
> 3 3 3

|ﬂ6ﬂl Expoente” Dossié do Professor

:\/g_gz
_2v3
-3

e)jfexdx=[ex]i=e5—e

(2x-1)51 _1/35 1)_121
f[7@2x- 14d-2[ }-2( )-

5 1 5 5 5
__1 5
g)f sen (2x) dx = 2[c:os(Zx)]0 =
-1 cos on -cos 0=
2 3
__1l g\
- 2(2 1)

172
h)ﬁ 2X+2 ) dx:[(x2+2x+4)1]1:

N

(X2 + 2% + 4)? -1

1 2
_[_ x2+2x+4}1_

1 1
= —t — =
12 7
5
84

13. f(x) = sen (x?)
X) = '[S sen (t2) dt

Pelo teorema Fundamental do Calculo,
Fo (x) = f(x) = sen (x?).

8

a)Jese”Xcosxdx=ese”X+c,cE IR

x? 1 -
W] ey =3 )36l 7 des

1
2

=3 1 =
2
2 1
==x3+1)? +ccER
3
2
o] \/1+Xln(x) dx = (1+lr13(><)) to=
2
9 3
=§(1+ln(x))2 +c¢,c€ER

213



d) [ x (3x2 +1)3 dx =

03||—l

_[BX (3x2+1)3dx=

[

(3x2 + 1)*

5 °7

N (@)]
-L\i'_' I

(3x2+1)%+c, cER

e)jzxfis dx=ln12x2+ 3| +c=

=ln (2x2+3)+c,cER

241)3
f)f(x2+1)22xdx= (X ;1) +ccER

3
2
g)_[5\/5x+1dx= Bx+1)7 +c=

3
2
2 3
=§(5x+1)2 +c,c€ER
h) [ V2x - dx-%jZ\/Zx—ldx=
3
1@x-12
—27§ +C
2
1 5
§(2x 1)?2 +c,c€R
I Y]
1f3ex-10 =t cer
2 2
j)j(2x+1)(x2+x)dx=(x X e ceR

3
2

k)f3x2\/x3—2dx= K-22 +c=

3
2
2.5 05
_§(X -2)? +¢c,c€R
X (12271
I)j(l_zxz)zdx— - te=
_—1_—12XZ+CCE|R
2 3
m)j(5x2+1)210xdx=%+ccem

1 2X
N[ —2 ax==[—Z_ oax=
Vs i) v,
(x2+l)%
1

2
=Vx2+1+c,cER

1 oo
2

Vx

3 1
_X2 X2

3 1

2 2

214

P)_[ ln)ﬁx) dx = (In (x))? o= Ln22(x)

+c,ceR
> ¢ c

0,51
0,03t @003t 4 o=
15_[051e dt= 003 +c

=-17e 903+ c e R
C(0) =500 « -17e%+c=500 < c=517
Logo, C(t) =-17e003t + 517,
Assim, C(10) =-17e003x10 1+ 517 ~ 504 individuos.

16.
1 _A B C
)3 2 =t +
X+x-2 x x-1 x+2

o1 AX-1)x+2)+Bxix+2)+ Oxlx=1) _
XBHR-2X X3 + %2 - 2x
- 1 ACH+AX=2A+BXx*+2Bx+Cx*-Cx _
X3+ X2 - 2x X3+ x2-2x
1 _ _(A+B+C)x*+(A+2B-C)x-2A
X3+ X2 —2x X3+ x2 - 2x
A+B+C=0 —%+B+C=O
< A+2B-C=0 & —%+ZB—C=O
1
2A=1 A=-=
2
1 1
C=--B c==
2 6
1 1 1
= —2+ZB—2+B—O P B—3
1 1
A=-= A=-=
2 2

1 1 1
1 ~ 2 3 6 ~
b)-[ x3+x2—2dx_-[( X * x-1 * X+ 2 )dx—

=—lln |x|+lln |x—1|+%ln Ix+2l+c,ceER

2 3

m

a)jn? tgxdx=—f’;i%dx=
[ln|oosx|]34 =

=In Icos ()| - Ln

cosﬂ =
4

=Iln(1)-1In <%)=
—_In \lf2>:
=1ln (V2)

ﬁ&”‘u Fxpoente” » Dossié do Professor



~2V3[[3)

=2\@<1—ﬁ

2V3((3)-(5))-

>:2\@—2

wla ~fa

3

eTC

ax = [—cos (Ln (x))}

o in sen ()l(n (X)) )

=—cos (ln (e™) + cos (ln (1)) =-cos T+ cos 0 =
=—(-1)+1=2

ay_q-_L2, 9, 3
3x-3 2x + 3x 7
S gy 3_
@Zx 6x 2 0
© x2-4x-1=0
_ 4+V16+4
XTIy

& x=2-V5 v x=2+V5

A=l (——x2+3x—%—( 2—3x—3)>dx=

Calculo auxiliar 9+ VE 3 3
_ _S 0 =
jse”(l”(x))dxz =), ( 2x +6x+— )dx
X 3 X3 ) 3 2+\f_
Mudanca de variavel: _[_EJFBX +_XL\@ -
=In (x) (2+V5)3 3
= = 4302+ VE)2+ S (2+VE) -
dt=%dx 2 ( ) 2 ( )
_ 3
= [sentdt= __(2-VER +3(2-VE)2 + (2 \V/5) =
=-cost+c= 2
=-cos (In(x)) +c,c€R
= (9+4\/§2)(2+\/§)+3(9+4\/§)+3+
2X°-3x+5 1
d [ dx = (x—2+ )dx= ) )
J X+1 J 2x+1 RERV (0-4V5)(2-V5) +3(9-4V5)+
X2 7 117 2 2
=|l—=-2X+—=Iln|2x+1l| ==-2+=In(3)-0=
2 2 0o 2 2 +3——\/_—
7 3
=5 B35 18+9\/E+8\/E+2o
= 5 +27+12V5+3+
Calculo auxiliar
, 3 18-9V5-8V5+20
2x?-3x+5 | 2x+1 +E\/§+ 2 -27+
-2 2 _ -2
i " +12V5-3+32V5=
—4X+5 2
4x+2 __ 17;/_ 19V5 + 3\/—_ 17\/_
7
+12\f5+%\f=
18. £(x) = n (x) X)= [} tn (1) dt VE s gV 4 3V
Pelo teorema Fundamental do Calculo, =-17V5+24V5+3 -
FY(00 = 9 = n (). =10V5
Além disso, F(¢) = [ In (t) dt = Fx).
Entio: 20.
ntac: 1+ cos (2x)
. 2 = [2COS X o =
Foo =] tn 0 at) = (F, 63 = o Joos? x dk = [ =5 o
1
=F'(x3) x (x3)' =ln (x3) x 3x2 = =5 f (1+cos (2x)) dx =
=3x2In (x3)

1.

v

JEGEI Expoente » Dossié do Professor

=%(x+%sin(2x)>+c=

=%(x+sinxcosx)+c,cEIR

Calculo auxiliar

cos (2X) = cos? x — sin? X < cos (2X) = cos? x — 1 + cos? x

& c0s (2X) =2 cos?x -1
o cos2x = 1+ cc;s (2x)
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b)jcos3xdx=jcosx0052xdx=
=Icosx(1—sin2x) dx =
=jcosxdx—fcosxsin2xdx=

sin3 x

=sinX— +c,c€eR

2
c)jcos"xdx=_[<%) dx =
1+ 2 cos (2x) + cos? (2x)

dx =
4 X

Il
—

(1 +2 cos (2X) +M) dx =

2

I
N~ N N

[ S Y S—

. 1 1.1 . B
(x+sm (2x)+2x+2><4sm (4x))+c—

<% X+ sin (2x) + % sin (4x)> +c=

w
Mi'_'

(12x + 8 sin (2x) + sin (4x)) +¢c,c € R
In(3x) ., /3 _
d)Jde—_[<§ln (3x)>dx—
_1
—Eln (3x)+c,ceR
i 2X — 1 i 2X —
e)_[smxcosxecos( )dx——zf—Zsm (2x) €%0s (2 ¢lx =
1 COS (2x)
=—Ze +c,cE€R

21
a) V(t) = % sin (5t) +c1, ¢ € R
V0)#0 < ¢, 20

P(t) = —%cos (5t)+cyt+cy 0100 €ER
Entao:
+Se ¢ >0, lim (—icos (5t) + cqt + 02>=+00. pois
to+e | 25
1 1 1 +
<= < _— .
5 =05 cos (5t) < 25,V te Ry
1 1 1
& —E+Clt5—§005 (5t)+clts£+ at,
V te R,
PN —L+Clt+025 V(t)si+ oit+t, V tE Ry
25 25 0
e lim —L+ct+c =lim L+ct+c =+
t— +o0 25 1 2 t—+o \ 25 1 2 '
. 1 .
*+Sec <0, tl'an (_E cos (5t) + ¢yt + 02>=—00, pois
1 1 1 +
—_ < - < — '
T cos (5t) < 25,V te Ry
1 1 1
S _E+Clts_2—5005 (5t)+cltsg+ cit,
V te R,

1 1
Py _E+Clt+ Cy < V(t)s2—5+ Clt+ Cz,v te |R6
7RG R S e A

t— +o

216

Logo, se a velocidade inicial de P nao for nula, P
atinge pontos arbitrariamente afastados da respe-
tiva posigao inicial.

b) Se V(0) = 0, entéo, ¢; = 0.

Logo, P(t) =- 1 cos (5t) + ¢y, ¢ € R

25
VtEIRy, -1<cos (5t)<1
1 1 1
G ——— < —
© 5 ST Cos B =g

1 1 1
[ ——— < - < —
S = +0y < % cos (5t) < = + 0

Logo, P apenas atinge pontos cuja distancia a posi-
¢ao inicial varia entre - L +cye L + Cy.

25 25
Assim, a propriedade da alinea anterior ndo se
mantém se a velocidade inicial de P é nula.

51\ _ 1 (2m), 5t
P<2>—O 25005( 2 >+ > c1+cy=0
c) 1= 1
P(5m) =0 —gcos (25m) + 51y + =0
~ L cos(E)+ g he,=0
25 2) 2 172
“11
§+5ncl+c2—0
5—th +c,=0 c——ﬁc
5 16 2 5 O
& =S
5ncl+cz——L oncy Eclz—L
25 2 25
= S (-2
272 1251
& &
st _ 1 S
2 15 17 125m
oo L
2725
=
c1=- 2
17 125¢m
__1 2 .1
Logo, P(t) = % cos (5t) 125m t+ 5 e
1sy 2
V(t)—55ln(5t) 12575
Assim,P(O)=—%xcosO+%=%e
1l q 2 2
VIO =g sin 0= og =~ T8

22. f(x) = cos x
Fo(x) = _[(XJ cos t dt

Pelo teorema Fundamental do Célculo,
Fo'(X) = f(x) = cos x

Além disso, Fy(x3) = jxs

o COs X dx=F(x).
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Entao:

= (_[SS cos t dt>' =(Fo (x3)) =
= F'(x3) x (x3)' = cos (x3) x 3x2 =
= 3x2 cos (x9)

Assim:

(J:a cos tdt)l = (JSB cos t dt + J': cos t dt)' =

= (Jés cos t dt - IS cos t dt)l = 3x2 cos (x3) - cos X

2. 4

AN

v

A= % (sin®x - (-sin3x)) dx =
=[5 2sin®x dx=
=27 sinx (1-cos?x) dx =

= 2_[3 (sin x — sin X cos2 x) dx =

3
3 3
=2<—COSTE+COSTT[—<—(;050+%)>=

_ 1.0 1\_8
—2(1 L1 3) °

. f(x) =—Ix-2| + 4=
{—(X—2)+4 se x-220

cos3 x |
=2|-cosx+—-=—| =
0

~(x+2)+4 se x-2<0
{—X+6 se x>2

X+2 se x<2
gx)=-Ix-11+2=
{—(X—l)+2 se x-1>0

~(x+1)+2 se x-1<0
{—X+3 se x>1

x+1 se x<1
gx)=0 & -Ix-11+2=0
& Ix-11=2
& x-1=2vx-1=-2
& Xx=3 v x=-1
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fx)=0 & -Ix-21+4=0
o Ix=21=4
S X-2=4 v X-2=-4
S X=6 v x=-2

Assim:
A:.[é(x+2_(x+1))dX+ﬁ(X+2—(—X+3))dx+

+j§(—x+6—(—x+3)) dx+_[g (—x+6)dx=
=[5 Lax+ [T (2x=1) dx + [ 3ax+ [} (-x+ 6) dx =

bl e o[- v -

=(1-0+(22-0)+(9-6)+
36 9 21
+(—7+36—<—§+18)> 2
25. f(x) =—x2-2x+3
fx)=0 & x2-2x+3=0
o g 2£V4+12
-2
& x=-3 v x=1
f'(x) =-2x-2
f'(-3)=6-2=4
try=4x+b
0=4x%x(-3)+b=0 & b=12
try=4x+12
ffl)=-2-2=-4
tyy=—4x+b
0=-4x1+b < b=4
try=—4x+4
yA

/f—s 2 -1 O 1\x’

4x+12=-4x+4 & 8x=-8 & x=-1
Assim:

A= [ hx+12- (-2 - 2x +3)) dx +
j (~4X + 4 — (-x2=2x+ 3)) dx =
=[5 (@+6x+9) dx+_[}1(x2_zx+1)dxz

=[5 (x+3)2ax+ [} (x-1)2 dx=

LSRR
ooy

21



Teste Final
Péginas 160 e 161
Grupol

1. Opcéo (B)
PANB)=05 < P(B)-PANB) =05
= O7—P(AmB)—O.5
P(ANB)=0,2
PANB)= 02c>mm P(ANB)=02
P(A) - 02 0,2
P(A) =

2. Opgao (A)
Por observacao da representagao grafica da funcao
f, sabe-se que:

‘lim f=1

X — +%©

lim fx) =1

X — -0

- lim f(x) =

x—0
Assim:
«lim log [f(X)] =log (1") = 0"

X — +©

«lim log [f(x)] =log (1) =0"

X — -0

. )|(_|LT]O |.Og [f(X)] = |-Og (0+) — %

A Unica opgdo que respeita simultaneamente esta
trés condicdes é a opcao (A).

3. Opcdo (D)
A afirmacao (l) é falsa; o periodo positivo minimo
da funcao f é 2m.
A afirmacéo (ll) é verdadeira:

f é continua em [6 56 ] por se tratar da soma de

fungdes continuas nesse intervalo.

(&>l
o555

sty )

=3-1-3=-1

f(%)zS—lrsen <%+g):

3
_ag(lxl M3 V3
2 2 2 2
=3-1+3=5

Entao, pelo teorema de Bolzano-Cauchy,

Ic e]g 56"[ flc) = 0.

4. Opcao (D)

Jcos (5x) dx = % sen (5x) + ¢, c € R

5. Opcao (B)
[ bdx=[en® dx=
=fexln (b) gy =

b) ") gy =

ex In (b)
~ In(b)

+c=

b*
= ,.cER
ln(b)+cc

Grupo Il

1. Um enunciado possivel é o seguinte:
Uma turma de 12.° ano de uma escola tem 24 alu-
nos: 14 raparigas e 10 rapazes. Pretende-se esco-
lher, ao acaso, seis desses alunos para formarem
uma comissao de organizacao do baile de finalistas.
Qual é a probabilidade de a comissdo ser constitui-
da por alunos do mesmo sexo?

2,

2. A fungdo f é continua em x =1 se

tim , f(x) = lim _f(x) = f(1).

lim+f(x):f(1):1><efl+4:i+4
x—1 e

Como lim_, f(x) = lim__f(x) = f(1), entdo f é continua
x—1 x—1

emx=1.
—X
22.m=tim ™ _im X (exr4)=4
X—+4o X X — +0 X X— +%
b=Llim (f(x)-4x) =
X =+
=lim (xe*+4x—-4x)=
X —> +00
_)I(Ji)n-*—ocjc;_o
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A reta de equacdo y = 4x é assintota obliqua ao .x2+1=9-x2 & 2x2=8
gréficode f. o x2=4
S Xx=2 v x=-2

23.Se x > 1, entdo:

f(x) = (xe™+ 4x)' = A=[29-x2-(2+1) dx+[> (2 +1-(9-x) dx) =
=eX+xx(-eX+4=
S A = [ (-2x2+ 8) dx + [3 (2x2- 8) dx =
1 — - ! 2 3
f()=e?-2e2+4=-e2+4 =[_2_g3+8X] +[2_>§_8X] _
ty=(-e?2+4)x+b 0 2
f2)=2e2+8 :<—g—6+16—0)+<18—24—13—6+16>=
262+8=(-e2+4)x2+b & b=4e™? 46
Logo, t:y = (4 - e )x + 4e2, T3
24.Sex € [1, +],

L))(()zeX—Z o e*+h=e-12
1
__+6_ X:O
= e

Tema VIl - Nimeros Complexos

o 1+6eX-e*=0

o e¥-Ber-1=0 Unidade 2 - 0 corpo dos niimeros complexos
o gr= 8EV3B+4 ”236”* Péginas 166 a 185
. 6:2V10 1
S et
2 aRe(z)=—2elm(z) =3
x=3+1V10 v &=3-V10 _ _
< ¢ * v e bl Re(z)=1elm(z) =-1

condigdo impossivel
& x=1n (3+V10)
CS.={ln (3+V10)]

c)Re(z) =0 e Im(z) = 2018

dz=52=5x%x(-1)=-5
Re(z)=-5elm(z) =0

3, o 1-VBi 1 V2 1 ,
e)z= ==- == -V2i
x2+3x+ 5 3 2 2 2 2
3.1._[de=j(x+2+ +1>dx= 1
X ) X Re(z) =E e lm(z) =\
:%+2x+3ln|x+ll+c,c€IR
. . 2,
Calculo auxiliar
xX2+3x+5 |x+1 alz=k*+(p-1)i
—XZ—X X+ 2 Z:2+5i
45 k2+(p-1)i=2+5i
e & K2=2 A p-1=5
X o (k=V2 v k=-V2) A p=86
3
b)z = k2 + (p - 1)i ¢ um ndmero real se Im(z) = 0, ou
F(0)=0 (:)g+2><0+3ln(1)+c<:> c=0 seja,p—-1=0 < p=1ekéum qualguer nimero
2 real.
1
Logo, F(x) =Ex2+ 2x+31n Ix+1l. ¢)z=k?+ (p-1)i é um imaginério se
Re(z)=0 A Im(z) #0,ouseja, k=0 A p-1%0
1 1
3.2._[1+e_xdx _[ 1+i ax AP
¢ 3.
e +1 alzy+2y=(4+i)+5i=4+6i
=lnle*+1l+cceR b)zl+z3=(4+i)+(2—%i>=6+%i
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4,

8) 31 (2 4) =6~ 122 =12 + 6i

b)(%—i)x(2+3i)=1+%i—2i—31’2=
=1+3—%i=
=4—%/

o (V2+i)2=(V2+)x(V2+i)=
=2+V2i+V2i+i2=
=1+2V2|

5. Sejam M;, My, Mg, M,, M5 e Mg os afixos de 7, 7, 3,
24, 25 € Zg, respetivamente.

A

6.
az=-2-3i
bz=1+i
¢)z=-2018i

d)z=572=-5,logoz=-5.

1 ) -1 )
8)225—\/§I, logoz=§+\f2/.
flz=-10

1.

alz=2+5i
7=2-5
—2=-2-5i
Z=-2+5i

b) Sejam Py, P,, P; e P, os afixos de z, z, -z e -z, respe-
tivamente.
2=2+5i_ P1(2,5)
7=2-5i _ P, (2,-5)
—2=-2-5i _ P (-2,-5)
Z=-2+5/_ P, (-2,5)

220

¢) [P1P,P3sP,] € um retangulo de largura 4 e compri-
mento 10, logo de area 40.

a) Sejaz=a+ bi.
Paraz+z=2:
(a+ bi)+ (a-bi)=2
< 20=2
s a=1
Por exemplo, z=1+7i.

b) Paraz+z=0:
(a+bi)+(a-bi)=0
< 20=0
< a=0
Por exemplo, z = 5i.

¢)Paraz-z=0:
(a+bi)—(a-bi)=0

< 2bi=0
< 2b=0
< b=0

Por exemplo, z = 3.

8.
a)w=—%iz+3i—z=
1 .. ;
=5+3I—(—1—\/§I)=
=%—3i+1+\/§i=
3 ;
:§+(\/§—3)I

Logo, Re(w) = % e lm(w) = V2-3.

b) 2Z+3W=2(—1—\/§i)+3<%+(\/§_3) ,'):

=—2—2\/§i+%+3\/§i—9i=

+(-9+V2)i=
—(—9+\/§)i:%+(9—\/§)i

N|or No

10. Sejamz;=a+biez,=c +di.
Entao:
Z_1 1=20103=
= (a-bi)(c + di) - (a + bi)(c—di) =
= agc + adi - bei - bdi? - (ac — adi + bei — bdi?) =
=ac + bd + adi—- bci - ac + adi + bci — bd =
= 2adi - 2bci =
=2(ad - be)i =
=2Im (ac + bd + adi - bci)i =

=2Im (z1 2,)i
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1.

(=1 2121—21—21—120

a)z=3+4i e nn-1)-(-1)-2=0
2l = V324 42=\9+16=\25=5 © @-1)z-1)=2
s (1-1)n-1)=2
bbz=1-i o lz-112=2
1
2l =V12+ (-1)2=V1+1=V2
c)z=13i - B.lz-il2=(z- )(Z—[)Z
Izl =V0%+132=V132=13 =(z-Niz-i)=
dz=-0i =@z-iz+i)=
- =77+iz-iz-i2=
2 2_\/ —
2= VO + (-9 =9 =1z12+1+ (z-2)i=
e)z=-12i =1zI2+1+2im(z)ixi=
2=V 02+ (-12)2 = V122=12 = 1z12+1-2Im(z)
12. Sejaz=a + bi. 16.
. D " . 12 .
_ Vg +bh2=5 224 p2 =95 3i _ 3i(2 + 4i) _ Bi+12i :—12+6/=
g;(z) R a_a; - a_+2 A4 (2-4)2+4i) 22-(4i2  4+16
-12 +6i 12 6 . 3 3.
0 b<0 b<0 =T _ £, 0 - 2,2
mie) < ) ) 20 2020 " 5 10"
b: 21 . » n . . . .
elg=2 b)ﬁ:(l—/)(l—l):l—l—/+f2=1—2/—1:_&__
b<0 1+i  @+)1-)) 12-12 1+1 2
tei \/§+,‘ (\/§+I’)XI’ \/§I‘+i2
Assim, z=2-"V21i. c) : = T = ; =
' 2i 2ixi 2i2
- > _ 1+VE 1 VB
:' e.rn _ 2 2
sl e o gL 5+ _ 5+i _5+i_ 5 1,
5-i (5-i)5+i) 52-2 26 26 26
B.lzwl=Viwzw= 17.
s viwzw= a)il=pl= 101 |4
=Vzzww= e
= |zlIwl b) 2014 =j2=-] 2014 |4
2 503
14'_ B 6) 23 x (15 + 511) = 3 x (12 + 5/3) = ~i(~1 - 5i) =
a)(Zl+Zz)(Zl+ZQ): :i+5i2:—5+i

=011Vt 7212y+ 2971+ 292 =
=112+ 2129+ 7125+ 2512 =
= 12112+ 1251% + 2 Re(z1 29)

b) 12y + 2,12+ 12, - 2,12 =
=(21+Zz)(21+22) (21— 22)(21 22)=
=(z + Zz)(21+22) tl(z- 22)(21 Zz)
=zlzl+zlzz+zzzl+zzzz+zlzl
+22p=
—22121+22222—
=21z7,12 + 2lz,12

c) Iz +112=21z12 B
© @+ (zn+1)=27
= (zl+1)(zl+1) 22177

= zlzl+zl+zl+1 22121

|ﬂ6ﬂl Expoente” Dossié do Professor

VAR

d) 2i4n+1 - 3j4n+3 4+ (2/)8 =2 x L - 313 + 256/8 =
=2i+3i+256 =256 +5i

]8. j9n 4 j9n = {Bn+n 4 [ Bn-n_—

:in+i_”:

1
_In+—:

_ i
29721t _i2”+1_
(Ar+1

I'n

=)"+1

I'ﬂ
Como n é impar, entao, (-1)" = -1, logo
1)"+1_-1+1

in "

=0.
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19. Como i*0 = 2 = -1, tem-se que z3 = 0 x z; = -z,
isto é, z3 € o simétrico de z; e, portanto, o seu
afixo, B, sera simétrico do afixo de z;, A, em rela-
cdo a oridem do referencial. Portanto:

Aei
Bamn--- 2V3
2 0 12 :r.
2V3 e » A
AB=lzjl +lz3l =4 + 4 =8

Calculo auxiliar

Izl = |zl = V22 + (2V3)2=V4 +12=4

20.
a) (2-6i)2=4—-24i+ 36/ =4—-36-24i=-32-24i

b (1+0)5=5C,15/0+5C, 1411 +5C, 132+ 5C5 12 B +
+50411,‘4+565 105=
=1+5i+102+ 108 + 5/ +° =

=1+5/-10-10i+5+i=
=—4 —4j
. 1 1
A P i
(pelos célculos efetuados na alinea anterior)
_ —4 +4i _ h+4i
(b -4i(-4+ L) (42— (402
_ht4 4 4
16+16 32 32
1 1
=—=+—
8 8
.1 1
S L e
_ 1 N S
- (9-6i+2)2 (8-6i)2
_ 1 __ 1
 64-96i+362 28-96i
. 28 + 96i _ 28+96i
© (28-96/)(28 +96i))  282-(96i)2
__28+96i __28 96 ._
784+9216 10000 10000
7 6 .
=t
2500 625
21,
a)ﬂ:l+i:(1+i)>(i=i+i2:—1+i=l__’
4 4ixi 42 4 4 4
222

B) (z1)3 x 25 = (1 + )3 % (2 - 30) =
=(1+)21+0)(2-3) =
=1+2i+AQ+)2-3i)=

=2ix (L+0)(2-3i)=
= (2i+27)(2-3i) =
= (-2+2i)(2-3i) =
=—4+Bi+4i-6/=
=-4+10i+6=
=2+10i
o zp-z3 _ (4i)-(2-3i) _—4i-2+3i _
i i i
_ =20 (22— xi _
i 2
_-2-P2_1-2i _
1 ]
=-1+2i
z3 . 2+3i . 243
W2+ s =4 g T Ty T
e 2+3)xi . 2i+3i%
i -5ixi Al 512
. 3+2_,. 3 2.
=4i+ 5 =4 5+5/
__3.22,
5 5
i , i i(2+3i)
Ao = g T T g+ 3)
1o 2i+ 312 _ _=3+42i
22— (3i)2 4+9
14432, 16 1.
13 13713713’
22,
a-i+i2z=fz+1 & —i-z=z+1
& 2z=-1-]
<:>z=—l—li
2 2
(.1 1.
C.S.—{ ; 2/}

b)(3-)+(1+)z=5i & 1+i)z=5i-3+i
N Z:—3+6i
1+
_ (3+6)1-1)
CET a )
_ -3+3i+6i- 672
- 12-2
o o= 3+9i
1+1
_3.9.
S =Tyl
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c)z—iz=%@ z(l—i):%
o z= 2-i
3i(1-1)
o 7 2—i
3i-3/2
o 7= 2—i
3+3i
2-0)(3-3i
i ((3+33')((3-3i')
o ,_ B-6i-3i+37
32-(3i)2
o ,_6-3-9
18
o7=13
6 2
1 1.
C.S.Z{E—il}
23.
a)Z:I<+i:(l<+i)><(l<+i):k2+2il<+i2:
k—i (k=N(k+1) k2- 2

_(P-N 2% _K-1, %
K2+1 K2+1 K2+1

Para que z seja um numero real tera de se verificar

Im(z) =0
Assim:
2k
i1 =0 & 2k=0 A k2+1%0
condicdo universal em IR
< k=0

b) Para que z seja um imaginario puro, tera de se veri-

ficar Re(z) =0 A Im(z) #0.

Assim:
k2-1 2k
k2 +1 =0 k2+1 *0

& kK2-1=0 A K2+1#0 A 2k+0
NE—
condigdo universal em IR

o k2=1 A k=0
S k=1v k=-1

N

a+bi

U —=—=c+d o -=c+di
z a-bi
a+bi  a+bi ,
——X———=C+di
a-bi a+bi
a? + 2abi+ b? 2 .
ﬁ:C‘i‘dI
a‘+b

02_b2+ 2ab i=c+di
a?+b?  a’+b?
az—bz_c . __2ab _4
a?+b? a’+ b?

ASEI Expoente” Dossié do Professor

Entao:
2_12\2 2
a2
_a*-2db?+b* 4o b _
(a2 + bY)? (@2 + b?)2
_a*+20°b*+ b*
(02 +b2)2

2z7-3iz|2
Izl z
21212 - 3i 1212
Izl z
Iz| (2 - 3i)
z
120 12- 3l _
Izl
|zl V22 +(-3)2
[z

b) 2 3/_IZ|
|zl z

Unidade 3 - Forma trigonométrica
de um nimero complexo

Péginas 186 a 205

2.2, = V(-2)2 + 32= V4 + 9 = V13, logo z; ndo é
unitario.
2,=V12+12=V1+1= V2 logo z, ndo é unita-
rio.

V2 2 V2 \/1 1
nm P2+ (A2 )= L e davie
logo z5 é unitario.

72,=V02+12=V12=1, logo z, é unitdrio.

SR R R R

logo z5 é unitario.
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e o (£ 5] VI ianns e ((%))(”Sz(( ))"Se” 7
Z7=/°°SZ(%)”€”Q(%) N R R 4

l 1_ /3 V3 T AW
4 2 4 —2 logo z7 ndo é unitario. sen ( ) cos (7> i—sen ( ) sen <7> i

+

V2 V2
21. = = oL - K3
cos (ag) = —— ~ sen (og) = ——, logo —005(5)005(7>+sen<5)cos(7>
b
=—+2kn, k€ Z. _ r n T T\ =
O3 4 T +< cos<5>sen<7)+sen<5>cos<7)>/—
Por exemplo, = e o sdo argumentos de z3. —cos(F-T\iisen(T_T\=
4 4 5 7 5 7
cos (04) =0 A sen (o) =1, logo = cos (27‘) +isen (2n>
- 35 35
(X4:E+2kTC, ke Z.
Por exemplo, g e- % sao argumentos de z,,. B2
Iy = el7
cos (o) =— A sen (o) = o logo lon
7120=¢e %
oc5=%+2kn ke Z. zl_e§§
1)
n oM .
Por exemplo, 5 e- 5 sao argumentos de zs.
- 30.
cos (o) = cos (—) A sen (o) = sen ( ) logo ,
® 5 ° S a) e?" = cos (2n) +isen (2n) =1
T
og=—+2kn, kE Z. T
°75 b)e4=cos<£>+isen<—n>= \f + \f i

n 1lm .
Por exemplo, 5 e = sao argumentos de zg.

c)ei%=cos 3m +isen £l =—
2 2

28, dlem+1=cosn+isennt+1=-1+1=0
a)zlxzzz(cos <£)+isen (E))(cos (E)Hsen (E»z
° > ! 7 31,
: T T T T\ .
_°°S<€)°°S (7>+°°S(§>Se” (7)’* al-5=5x (-1)
K3 ) T T\ o _ b) -3i = 3 x (i)
+sen<5)cos(7>/+sen(5)005(7>/ ren 2\/_( ) ) ) )
1= il=
=cos (%) cos <$)—sen (g) cos (?)+ V2 T 2V2
iy R
(cos<5>sen<7> sen<5>cos<7)>,_
=cos (g " ;) +isen <% + %) = Calculo auxiliar
121 12 12+2il=V22+22=V8=2V?2
=cos [+ il
(%)) ——
d)3—5i=\/3_4( - ;):
,  oos(g)risen() V3§~ Vs
b NV sVE
cos(?)ﬂsen() =\/§< VAR ,)
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Calculo auxiliar

13-5il=V32+ (-5)2=V9+25=V34

32.
a2i=2e 7
b -3i= 3¢ 2

¢) 2018 = 2018e®

d) -2019 = 2019e™

e)2+2i=2\/§< \f " \f i)z

=2V2 (COS (—7;:) +isen (—Z—)) =
=2V2 e'%

Calculo auxiliar

12+2il=V22+22=18=2V2

3.
a)lzl=3 A Arg(z)=—%
lwl=3 A Arg(w)zlé—n:—%+2n

z e w sdo iguais, pois tém mddulos iguais e os
argumentos diferem de 2.

b) Izl = V8=2V2 A Arg(z) =%

wl=2V2 A Arg(w):lg—n:%+4n

Z e w sao iguais, pois tém mddulos iguais e os
argumentos diferem de 4.

¢ lzl=V12=2V3 A Arg(z) :g

lwl =3V2 A Arg(w) =§

Z e w nao sao iguais, pois tém mddulos diferentes.

0+—

34.z=rei( d
w=l+i=\2e
I=W & re/‘(eﬁ):\/ief%

o r=V2a 9+£:—Z—+2kn,kez

3
e r=V2a 6=—%+2kn,kez
35.
alr=V12+(V32=V1+3=2
V3

tg6= > ABELQ & tgh=V3 A 0E1°Q

|ﬂ6ﬂl Expoente” Dossié do Professor

Por exemplo, 6 = %

Assim, 1+\/§i=2ei%.
br=V (V272 + (VB2 =V2+6=V8=2V2

6
tg0= _\/\/_5 ABE2°Q & tgb=-V3 A 6€2°Q

Por exemplo, 6 = 2?15

2n
Assim, -V/2 + VBi=2V2e 2.

o r=V(3)2+(V32=V9+3=V12=2V3

tgezé A B€E3°Q @tg@z% A BE3°Q

Por exemplo, 6 = 76—n

Tn
Assim, -3-V/3i=2V3e 6,
Dr=V(V12)2+22=\V12+4=4

2
tge=w ABE2°Q & tgb=-

AN

V3
3
ABE2°Q

5n

Por exemplo, 6 = 5
. 5m

Assim, -\/12 +2i = 4e ©
O r=V22+(22=V4+4=V8=2V2

tge:_Z—z/\ 96400 = tge:—l A 96400

Por exemplo, 6 = - —Z—

Assim, 2 — 2i = w2el |

i

fl3+i+32=3+i-3=j=¢

NIE

.3n

g (1-)2=1-2i+R=1-2i-1=-2i=2e 2

36.

a)e%zcos ) visen(Z :l+ V3 i
3 3 2

b) \/Ee/% :\/§<cos (‘Z‘)”Sen (%»:
~Va( g )

2 2

c) 4e'® = 4(005 (— %) +isen (— %)) =

=4($ —%i>=2\/§—2i

d)3e 2 =3i
g) 8e2018n — g

f) 8ei2018% — _g
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,3n
g)9e 2 =-9j

T
hle 4 =cos (%) +isen (1—“)

V2 Va2,
2 2

3]. Sejam A o afixo de z, B o afixo de z e C o afixo de -z.

dz=e *
(T
Eze’( ‘
i£+n ,'E
_2—6(4 ):e 4
'lh
a.l
oA
57 i
o .
NG
"-.\*,(-J _% i e g
lod A
R
1)
b)z=2e( 3>
. T
J— I —
z=2e 3
(-Ein 2
—z:z—Ze( 8 >—z—2e 3
ry
Bl
G .| 48
N3
o7 g er
»
A
i
c)z=3i=3e 2
(m
22381( 2)
1 b
|5+ [y
—z:38<2 )=3e< d
el
34A
n
2
0| z e r
-34B=C
d) z=4=4¢e0
7= 4e0
-7 = 4elm
38.

a)cos O —isenO=cos 6 +isen=el®

b) —cos 6 —i sen © =—(cos 6 + i sen 0) = —® = gilm+9)

226

c)senO®—-icos 0=

T , B
cos(z—e)—lsen(z—(a)_
cos (%—e)ﬂsen (g—e)

(59

=e

l+cos®+isen®

l1+cosO-isen®

_ (L+cos0+isen®)(l+cosO+iseno) _
(1+cosO-isen®)(l+cosO+isenb)

_ (1+cos O +isen 0)2 _
(1 + cos 0)2 - (i sen 0)?
(1+cos 08)2+ 2(1 + cos )i sen 8 + (i sen )2
(1+ cos )2+ sen?

_ (1+cos@)?+i%sen?0+2(1+cosB)senBi

1+2cos6+cos20+sen?d
oo
1

(1+cosB)2-sen?0+2(1+cosB)senBi
2+2cos6

_ 1+2c0os0+cos?0-sen?B
2(1+cos 0)
2(1+cos®)senBi _
2(1+ cos6)
co0s2 0 +cos? 0+ 2cos 0
2(1+cos 0)

+

+isen®=

2c0s20+2cos 0
2(1 + cos 0)

_ Zcos 0 + (cosB+1)
2(1+-e0s0)

=cosO+isenf =g

+isen®=

+isen®=

3.

I

Az, xzy= 2e/% X 3ei<7> =2x 3ei<

bz, xz,=2e ¢ x3e * =2><3ef( '

c) zl><22=3ei(7)><3ei(_Z =3><Bei( 4 4)=9ei(

Az x25=2€ ® x5i=2¢ © x5e 2 =
= 1Oei<§+5) =10¢ ¢

i~ i(*%) iz
e)z; xzyxz3=2e 8 x3e' “/xbe 2 =

_r,r 3n

e P xse? 3067 Z30¢ 5

40,z x 7 =re® x re® =
=rxrel®-9=
— P2e0 =
2=
=1zI2
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4.

alz=1+i
Z=il+i)=i+2=-1+i
2Zz=1P1+)=-1xQ+i)=-1-i
Pr=—i(l+i)=—i-2=1-i
Sejam P, P;, P, e P5 os afixos de z, iz, iz e i°z, res-

petivamente.
P, 1); P1(-1, 1); Py(-1,-1) e P5(1,-1)

el

P-._ ‘|__ :J[.?

S 0| 1 e
pi-il-p

b) O poligono [PP;P,P3] é um quadrado de lado 2,
logo a sua drea é 4.

42. Opc3o (D)
A multiplicagdo de um numero complexo por —i
corresponde a rotacdo centrada na origem do
vetor que é a sua imagem vetorial segundo um
angulo de amplitude -90°.
Assim, das opg0es apresentadas, o afixo de —iz é z,.

43,
alfx+y)=x+yi+1+i=X+1)+(y+1)i

.
M
y+ 1 v; T
P = ‘ll
(J‘ xx+1 g ¢

Translag&o associada ao vetor u'(1, 1).

b) f(x + yi) = i(x + yi) = -y2 + xi

e i
LY P
43 M
, pFEaos M
-» O X e.r

Rotacao de centro O e amplitude g

o) f(x +yi) =—(x—yi) =—x+yi

Reflexao axial cujo eixo é o eixo imaginario.

}!\SEI Expoente » Dossié do Professor

d) f(x + yi) = 3(x + yi) = 3x + 3yi

A
el ,
3_1' --------—--—-------.'-.?Iw
M. !
A o] okt =l
(@] x 3x Q_'r‘

Homotetia de centro O e razao 3.

@) f(x+y)=ix+y)+5=xi-y+5=(5-y)+xi

Rotagao de centro O e amplitude % composta de

uma translagao associada ao vetor L?(S, 0).

flfix+y)=i(x-yi)=xi+y=y+xi

Reflexdo axial cujo eixo é o eixo real, composta de

uma rotagao de centro O e amplitude g
“. 3
a2 o EE gk
Zz ei(—ﬁ)
3 3n © T
a2 s el gt
Z e 10
0> - 38'3 =3¢
Zy ei(-ﬁ)
PRI I
) e"(_ﬁ)

45, Sejam A o afixo de z e B o afixo do inverso de z.

a)l: e,i[l =lei(_%>
Z 9% 2
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e.T,
/m
gl e 13
. T
Z q1pe2 10 e i.A
10T A
1
on2 5
1¥=z e.r.
10| 2
B
1 el -
)= =4e° &
Z 20
4 A
] 4
O] A B e.r
46,

a) (cos (g) +isen (?))3 _ (efg>3 _ ei3_7n

i125\5 ;10 .
b) (Se 5) =3% 5 =243e0
.16m . 4T

/‘4—7[ 4 i— i—
d(—l-\/§04=(2e 3) =2% 3 =16e 3

Calculo auxiliar
r=l1-V3il= V2 + (V312 =2

tg8=Vv3 0 A 6E€3°Q

Por exemplo, 6 = 4—;

d)< 1:1 )8:< \/Egi%n )8:<ei;>8:ei2n:ei0
Vae'3)

4].

. . . 3n
i— . i— i=—
a)z;xzp=2e 5 x(-1+i)=2e 5 xV2e 4 =
.19

= 2\/561‘(?;) =2\V2e ©

pt- 1 1 e'(i%):ﬁei(i%)
2 e V2 2

¢z, = —Ze% = 2ei(n 3| =25

o (265 g%
- 3n . 3m
2 e V24

_(311:731'5

=4\V2e'% 7) = lr\/iei(i%rg’>

(T (n [T ;-E
e)Z_lxzi=26’< S)X 1L :26<5)Xle(5>_e(5

d

I

1 285

228

i \5
f)(zl)5+zz+i11=(2e 5) -l+i+f=

=32em-1+j-i=
=-32-1=
= 33¢m
48,
(3+i)2 9+6i+?
—2: —2:
A 2-i
_(8+6)2+1)
(2-)2+i)
_ 16+8i+12i+6/ 9
= 77 9=
_10+20i ., _
== 2
=2+4+4i-2=
—4i=t4e ?
h)3i+(2_')3_8i43=3i+ (2-0)%2-i)-8xi® _
1-i 1-i
_ 42\ (D~ -
—3j+ (4 4/+1)(2 N+8i _
1-i
_3i4 (3—4i)(2—'i)+8i _
1-i
... 6-3i-8i+42+8i _
=3i+ - =
1-i
. 2-3i
=3j+ 1=;
_3is (2—3'i)(1+'i) _
(L-N@+1)
_ 3 2+2i-3i-32
A A
V- Lad
=3/ + 2 =
R
=5 2/+3/
5 5.
=—4+—|=
2 2
_5V2 T
= e
2

Calculo auxiliar

m:/ga 5y [25 25 V50 _ 5V2
2 2 4 4 2 2

tg 0= AB€E1°Q

I\)|U‘I‘N|U‘I

tge=1 A 6€1°Q

tg06= % por exemplo.
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z 2ef( 3
a) = =
2+l Zei%+1
_ 2e"(7%) _
2(005 (4—;>+isen <?>)+1
_ 2ei(745”_n> _
2(—%——;i)+1
. 2ei<_43£ -
C -1-V3Ei+l
B Ze'<_43l) B
= -
_ 2e"( zgt)
\/§ei< 2)
_ V3 ()
3
_ 2? %)
b)

L4
. I—
lw?=7 o (re®?2=12¢ 3
. i 4m
o rlel?®=12e 3

o 2=2 A 20="" kn kEZ

3
S r=V2aA0=2iknkez
' ° 3
r>0
i . 41
gWo_re®  _r 7]
2e'3

W . .
Para que — seja um nimero real negativo, r tem
z
de ser um ndmero real maior do que O e
41

0- T =m+hmkEZ e=%+2kn,kez

Unidade 4 - Raizes m-ésimas
de niimeros complexos

Péginas 206 a 215
50.
a) i é uma raiz quarta de 1, pois i* = 1.

b) 2 + i é uma raiz quadrada de 3 + 4i, pois
(2+10)2=3+4i.
2+0)2=4+4i+P=4+4i-1=3+4i

ASEI Expoente” Dossié do Professor

¢) 1+ é uma raiz de ordem 8 de 16, pois (1 +i)8 = 16.

(L+08=(1+))*=(1+2i+2)*=(2)*=2%*=16

51. As raizes quadradas de z = 2/ sdo 0s nimeros

complexos w = a + bi tais que w? =z, isto é:
(a+bi)2=2i & a®+ 2abi+ (bi)2=2i
& 02+ 2abi+ b%2=2i
& (02— b?) + 2abi=2i
b2 = O 02 = b2
=
2ab =2 ab=1

a=>b a=-b a=>b a=-b
\Y = \Y
ab=1 |ab=1 a’=1 -b?2=1

0

condicdo impossivel em IR

II

a=b a=>b a=b
Vv
a=-1

=

As raizes quadradas de 2i sdo 0os nimeros com-
plexos1+ie-1-i.

Azi=-1  (re®)=em

o rheitd = it
o =1 A40=n+2kn kEZ
T kn

1 =—+— keZ
4:); A D PRETE

r>0
Se k=0, entdozg= ez.
Sek=1,entéozl=e3‘:[.
Se k=2, entao zz—eii‘?.
Se k= 3enta023—e7‘:[.

CS.= {e/ “lete

. T . 3n 5t . Tn
4

,e'T}

b) 25 = 32¢ ©

& (re)5=32¢ 6
© 5 =326
& r5=32 A 56:%+2kn,ke z

n  2km
& r= 2/\6—3O+ 5 ke”Z

Se k=0, entdo zy = 2e .

131
Sek=1,entdoz; =2e 3.
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5t
Sek=2,entdoz,=2e 6 .
37n
Se k=3, entdozz=2e %,
49
Sek=4,entdoz,=2e % .

. -13n . 5n .3Tn . 49m

CS. = {2@, 263,26 20 29’5}
) 8=-2V3+6i

Calculo auxiliar
Sejaw=-2V3 +86i.
Iwl =V (=2V3)2+62= V48

6
= 0 —_ o
tg 6 N3 ABE2°Q & tgb 3A0€E2°Q

0= 23—n por exemplo.

2
o (re®)3=V48e 3

2
& 39 =V48e 3

o P=V48 A 3e=%"+2kn,kez
& r=VV48 A e=%"+2—’§‘,kez
o r=V48 A e=2—;+2%,kez

2n

Se k=0, entdo zg = V48e 9.
8n

Sek=1,entdoz; = V48e ° .

. 14m

Sek=2,entdoz, = V48e 9

C.S.={\/ﬁ 486 9 ,\/48¢ 9, V486 ° }

53. Opcao (B)
Os afixos das raizes indice 4 de w sdo vértices de
um quadrado centrado na origem. Das opgoes
apresentadas apenas a (B) relne estas condigoes.

b4,
a\V3-i= 265

Calculo auxiliar
r=V(V3)2+(-1)2=V4=2
-1 V3
= o == o
tg 0 V3 ABE4LSQ & tgb 3 ABE4LSQ

0=- % por exemplo.

L
a a . Ay ~ 7
As raizes cubicas de 2e( 6) sd0 0S numeros com-

plexos z, tais que:

—g+2kn)

zkzxafze"( ' keo1,2)
Se k=0, entdozg= \S/Eei(fE> .

230

n
Sek=1 entdoz = V2e®

23n

Sek=2,entdaoz, = \3/§eiF

Sejam A, B e C os afixos dos niumeros complexos
20, 21 € Zy, respetivamente.

[ABC] é um triangulo equildtero centrado na ori-
gem.

b)-81 = 81e™

As raizes quartas de 81e™ sdo os nimeros comple-

X0S 7, tais que:

[ T+ 2kn

zk=\/481e’< 4 >,ke[0,l,2,3]
T+ 2km

oz =3l ¢ ),ke{0,1,2,3}

Se k=0, entdo zg = 3e/%.
Sek=1entdoz; = 3ei3_‘:[.
Sek=2,entdoz, = Seii_n.
Se k=3, entdoz3= 3ei7‘*_n.

Sejam A, B, C e D os afixos dos nimeros comple-
X0S Zg, 21, 2 € Z3, respetivamente.

[ABCD] é um quadrado centrado na origem.

cli=e 2

As raizes de ordem 6 de ei7 s30 0s nUmeros com-
plexos z, tais que:
2,=V/1 ei(T), kE(0,1,2 3, 4 5]

_(n+4kn

o z=e' 2 >,ke{0,1,2,3,4,5}

. T
Se k=0, entéo zozellz.
Sek=1entdoz; =e 2.

o an
Sek=2,entdozy=e 2 =e 4.

13n
Sek=3,entdozz=e 2.

i
Sek=4,entdoz,=e 2.
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. 21m i n

Se k=5 entiozc— e 2 —p 4 Pelo teorema de Pitagoras:
=5, c= = .

(2= ot o - v2- 2

Sejam A, B, C, D, E e F os afixos dos nimeros com-

4
plexos zg, 71, 25, 73, 2,4 € Z5, respetivamente. o 2= _IZ_ NG
e.ip . 6 A8/
G Logo, h = V3va = o4 .
2 2
- /54
' ; V2 x _
. o e.r i B 2 V108
D Assim, Ajapg) = 2 = %
°F
2 Entao, a area do poligono formado pelos afixos de
6
, 108 3 s/~g
[ABCDEF] é um hexagono regular centrado na ori- 20,2122, 23,24 € 25€ 6% 4 9 108.
gem.
56. Os mddulos de qualquer raiz de ordem 6 de w s&o
55. iguais. Neste caso, |z| = 3 e os argumentos das rai-
A6=2 < (rel)s = 2e0 zes correspondentes a valores de k consecutivos
e 8eiB6 = 90 formam uma progressao aritmética de diferenga
o P=2A60=2knkeZ z—n.Nestecaso,%=%
n
@FZGZAﬂzﬂ,kEZ 2
3 Assim, se z=3e ® ¢é uma raiz de ordem 6 de w,
Se k=0, entdo zg = \ory entdo as restantes cinco raizes sao:
i (2n  ©m
Se k=1, entdo zlz\%e 23”. 7= 35(?*5) = 3l
Se k=2 entdoz,="V2e 3. i(7+3) _ o i

Se k = 3, entdo z = V/2e™.
4m

Se k=4, entéozz,:%e s,
5n

Se k=5, entéoz5=\ﬁﬁe 8.

Os afixos de zq, 73, 75, 23, Z4 € Z5 pertencem a circun-
feréncia centrada na origem do referencial de raio

6 . o , 6 A 3 i y
\/E, DOIS g, 21, 29, 73, 24 € 25 tém modulo /9. 51. A, B e C sao os afixos dos. numeros Complexgs Zg,
Z; e z; que sao raizes cubicas de um determinado

- numero complexo.
forma z, 7, 1 ttm amplitude 3 0 que significa que Assim:

Os angulos ao centro formados por cada par da

as distancias entre os afixos zg, 73, 25, Z3, Z4 € Z5 S30
iguais.

'7£+2—Tc [
Assim, os afixos zg, 23, 2, Z3, Z4 € Z5 S80 vértices de 0= 39’( 2 3) =326 =3 (cos (%) +isen (%)) =
um hexdgono regular.
_,(V3 ,1)_3V3 3
bl T2 2T h
3V3 3
toB| ———, =
ponto ( > 2)
(Z. 2 ;51
21=3e(6 3>=3e 6 =3(cos<%)+isen (%t))z
= . V3 1)\ 3V3
52 52 =35 to5il|=- +=
a2 32 2 2 3
2 2
Sejam A e B os afixos de zj e z;, respetivamente e ponto A (——3\3/5 %)

seja O o centro da circunferéncia centrada na ori-
gem e de raio V2, a que pertencem os afixos zg, z3,
2y, 23, Z4 € Z5. Seja h a medida da altura do tridangulo
[ABC] relativamente a base [AB].
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58. Como z; e 7, sdo duas raizes consecutivas de um
certo nimero complexo, entdo 0s seus argumen-

tos diferem de %

Assim:
r_(-X =E 2—n=2—n(:>n=6
6 6 n 6 n

1
Como z; = Ze( ) e2y= Ze 5 , entdo as restantes
raizes indice 6 de z s&o:

(n 2n)
)y

+
N
a

a)8+23-8=0

-2+V4+32
2
o =2 v =4
& r3eB0=2e0 v 3% = 4eir
o (r=V2 A 30=2kn) v (r=

o 8=

V2 A 30=m+ 2kn),

ke”Z

_ 2kn 3 _n 2kn

<:><r V2 A 3) (r—\/§A6—3+ 3),
keZ

Sek=0,entioz=V2e0 v 7=V2e 3
2
Sek=1entaoz=V2e ¢ v z="V2enm
4x ,5n
Sek=2,entéoz=\3/§e 3 v z=V2e 3,
2 4 i* .
S ={\3/§e"0, V2e 3 ,V2e 3 V2e 3, V2em
3 i
V/2e 3}

b) 23 = i1 + 15 + 18

o B=2+P3+0

o B=-1-i+1

o B=-j

o rsei36:e/<7%)

& P=1A30=-7+2%nkEZ

n  2km
S r=1A0= 6+ 3 ke”Z

Sek=0,entdoz= e[(_g>.

Sek=1entdoz=e 2.
In
Sek=2,entdoz=e ¢ .

.n

C.S. :{e’v(%), e'%, eIF}

232

¢ (L+0)z°=3i
3i
@ZS_E
PNPE R A
1+i —i
5_ 3i-37
1+1
o5 3,3,
2 2

Calculo auxiliar

SRR

3

t96=% ABELQ & tgh=1 A E1°Q

2

0= % por exemplo.

-b‘?—l

& roed = 322 e

o 5= 3\26 A5O=T+2Un ke Z
s/ 3V2 _n , 2%n
o = 2 A O= 0 —5 keZ
Sek=0,entdoz="" 3\2/5 e
9n
Sek=1,entdoz= SBT\/EeZO
17
Sek=2,entdoz= 537\2/§e 20
Sek=3,entdoz= ° 3\2/5 e

337:
Sek=4 entdoz= "] == SW .

C'S':{i/ 3\26 % 3\26 I 3\26 .

\5/3\6 = . 3v2 %}
T2 ¢y T2 ¢

d 2-3z=0
= 73=3z
& (ref0)3 = 3re®
& rief30) = 3rel
& rP=3rA-30=0+2kn, kEZ
& Mr2-3)=0 A -40=2kn, kE Z

o <r=0 A ez%") v (r=\/§A e_k;‘> kez

R —
ser=0,entdoz=0 r>0
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Se k=0, entdoz="3e0 =3,
Sek=1entdoz= \/§ei% =V3i.
Se k=2, entdoz=\3em=-\3,
Sek=3entdoz= \/§ei37n =3I,
c.s.={0, V3 V3i,-V3,-V3i}

60.
a) 2x2+3x+4=0

3+V32-4x2x4

& X=

2x2
_ -3+V-23
O X=——7
4
o yo 3tV23i
4
oy 3,V23. 3 Vo3
4 4 4
cs=[- 24 V23, 3 V23,
4 4 4 4
b)x3+16x=0

o X(x2+16)=0

o x=0 v x2=-16

o x=0 v x=+tV-16

o x=0 v x==4i

& Xx=0 v X=4i v x=-4|
C.S.=1{0, 4i, - 4i}

¢) 33+ 2x2+x=0
o x(3x2+2x+1)=0
& x=0 v 3x2+2x+1=0

2+V22-4x%x3x1

< x=0 v x=

2x3
~ _ 2+vV-8
@X—OVX—T
B 2+2V2i
& x=0v x=—F—T—"——
6
<:>X=0\/X=—%+ \f v X=-
(a1, V2. 1 V2,
c.s._{o, S -2 }
61.
a)z2+8=0
o 72=-8

& 120126 = gait
o =8 A20=n+2kn,ke”Z
o r=2V2 A 9=g+kn,kel
N
r>0

Se k=0, entdoz=2V2e ? =2V2i.
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31
Sek=1entdoz= 2V2e 2 =-2V/2i.

C.S.={2V2i,-2V2i]

b)22-2z=-4
© 72-221+4=0

_ 2+V4-16
I
& z7=1+V3ivz=1-V3i

CS.={1+V3i1-V3i

¢) 423 +13z2=-17
o 473+13z2+17=0

Calculo auxiliar

4 0 13 17
-17

4
‘4—4 17\L

o z=-1v 472-472+17=0

_ _ 4+V16-272
S z=-1viz= 3
_ _ 4+16i
s z2=-1vz=
8
@z=—1vz=%+2ivz:%—2i
a1 51 o
C.S.—{ 1,2+2/,2 2/}
62.
a) 222-6z+29=0
o 7= 6+V36-232
4
@22611@
4

b)z3+2z2+5z2=0
& 72(22+22+5)=0
o z2=0v z2+22+5=0

B _ 2+V4-20
< z7z=0vz= f
-2+ 4

2
& z2=0vz=-1+2ivz=-1-2i
C.S.={0,-1+ 2i,-1-2i}

¢)z4-222-15=0

2+V4+60
2

& 72=5v 72=-3

& z2=0vz=

o 2=

& 72=V5vz=-\V5v z=V3iv z=-\V3i
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c.s.={V5,-V5,V3i,-V3i]
di2-22-2=0

Calculo auxiliar

o (z-i0)(i22-22-2))=0
< z-i=0v i72-22-2i=0

, 2+V4-8
o z7=jvi=———T—

2i
S z=i v z=2i2i
2i

, 1+ 1-i
& L=V Z:T \V Z:T
S z=ivi=—i-2 v i=—i+f?

S z=ivzi=1l-ivz=-1-i
CS.={i,1-i,-1-1}

z+w=2 a+bi+c+di=2
63. =N
w=10 (a+ bi)(c+di)=10
a+c=2
< 4b+d=0
ac + adi+ bci—bd =10
a=2-c
& b=-d &
ac-bd=10 (2-c)c-(-d)d=10
ad+bc=0 (2-c)d+ (-d)c=0
SVow-2+2=10 <
2d-cd-cd=0 2d(1-¢c)=0
TV c2+2c-10=0 7 |1+d?=10
d=0 c=1
54 c= _21_ \/4_40 v d2:9
-2
%,—/
condigdo impossivel em IR
a=1 a=1
- b=-3 9 b=3
d=3 d=-3
c=1 c=1

& (z=1-3i A w=1+3j
v (z=1+3i A w=1-3J)
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Unidade 5 - Conjuntos de pontos
definidos por condicdes
sobre niimeros complexos

Péginas 216 a 224
64.
a)1z-3-2il=3 & 1z-(3+2)1=3

Representa a circunferéncia de centro no afixo de
71 =3+ 2ieraio 3.

»

O] N 7 g

b)lz+3+2il<3 < z-(-3-2/)1<3

Representa o interior do circulo de centro no afixo
de z; =-3-2ieraio 3.

)1<1z+51<3 o lz-(-5)121 A Iz-(-5)1 <3
Representa a intersecdo do exterior da circunfe-
réncia (incluindo a fronteira) de centro no afixo de
z; =-5i e raio 1, com o circulo com 0 mesmo centro
e raio 3.

65.2,=1+V7i raio=3
=0
|z, - 2ol = 11+ V7i-0l =
=V12+ (V7)2=
_\VI<7-
=V8
Como |z; - gl < 3, entdo o afixo de z; encontra-se
no interior da circunferéncia de centro na origem
e raio 3.

66.
aliz+il=1z-11 & lz—(-)l=1z-1I

Representa a mediatriz do segmento de reta [P;P,]
gue tem como extremos os afixos de z; =-iez, = 1.
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X b) Im(z) = -5 representa a reta horizontal que passa
' no ponto das coordenadas (0, -5).

\ P e. i,"L
o1 e r_.;
=] PJ -
O er.
b)1z-2-4il=1z+5-2il -5
< 12— (2+4i)l =1z-(-5+2i)l
Representa a mediatriz do segmento de reta )Re(z) >3 A Im(z) 26
[P1P,] cujos extremos s&o os afixos de z; =2 + 4ie eit
2,=-5+2i. o 5
6 '
) N - S———

68.
a) Arg(z) =—7;:

Representa a semirreta com origem em O e que faz

A T - "
um angulo de % rad com o semieixo real positivo.
o) IL+i-zl<lz+2+2il

& lz- L+ <lz-(-2-2i)l it
Representa o semiplano aberto definido pela
mediatriz de [P;P,] e que contém o ponto P;, onde
P; e Pysdoos afixosdez;=1+iez,=-2-2i,res-
petivamente.

A=

v

O e.r

b) Arg(z - 1 - 2i) =g o Arg(z- (1+2i) =§

Representa a semirreta com origem no afixo de

. L P . A T
% ‘* : 71 =1+ 2i e que faz um angulo de B rad com o
E ‘,":O-I e I"r . e
A semieixo real positivo.
CON,
P, .
2 &
&, 1, x
2
.3 WSSO B i PR
TP
67. '

a) Re(z) = 2 representa a reta vertical que passa no !
ponto das coordenadas (2, O). o 1 e.r

A&
e. L.

c)——ESArg(z+1+3i) 5—745

T T
_ < —_ (=1 = < 2
S 4 <Arg(z-(-1-3/) < 4
Representa o angulo do vértice no afixo de
7, = -1 - 3i (P;) cujos lados origem e extremidade

sao as semirretas de origem em P; e que fazem

=V

A T T .
um angulo de - %% rad, respetivamente, com o

semieixo real positivo.
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e.i.A
e e r,=
| M
y
......... 7 —
P|:‘. =
L
69.
A-2<Rez) <3 » |2 <L
z| 3
Calculo auxiliar
1 <l@i<—@ [z] >3
z| 3 zl 3
&
.e,l .
e
—3;.—2 o] " \|3 er.
R

b iz+2+il A Im(2) 2

il 3
‘\\ C

0

e. i.‘[
Ao N

. k -1 L=k I

b 4

c)—%sArg(z—lﬂ)s Alz-1+i1<1

n
4

10.1z1<4 A Re()<0 A lz+1l<z+il

h

.M
e.i.ly
y- 4

£ .
| Ad

-4 - B A,

v

Observe-se que o conjunto de pontos que a
condicdo em varidvel complexa |z + 1| = |z + il
corresponde, em |R?, 3 bissetriz dos quadrantes
impares.

236

Assim, a drea a sombreado é % da 4rea do circulo
de centro na origem e raio 4:

A=%xnx42=6n

n.
allz-(3-3)1<2 A ——Z—SArg(z)sO

z—(%+3i)

¢) 0 < Arg(z - (2 - 4i)) s% A Re(z) <6

b)

=3 A gsArg<z—<g+3I>)Sn

d1<lz-il<2 Al<lz+il<2

z-1-i
z+1+]

=l e lz-1+)l=lz-(=1-il

Representa a mediatriz do segmento de reta [AB],
onde Aéoafixodel+ieBéoafixode-1-1i.

1B.21z-11=1z+2|
Sendoz=x+yi
21(x +yi) =11 = I(x +yi) + 2|
< 2l(x=1) +yil =[x+ 2) +yil

© 2Vx-12+y2=V(x+2)2+y?

& 2Vx-12+y2)2=(V(x+2) +y?)?
& 4(X2-2X+1+yY) =x2+ 4x + 4 +y?

S 4X2-8X+ 4+ 4y =x2+ 4x+ 4 +y?

& 3x2+3y?2-12x=0

o x2-4x+y?2=0

o X2-b4x+22+y2=22

o (x-22+y2=4

Representa uma circunferéncia de centro no
ponto de coordenadas (2, 0) e raio 2.

.

a)Re(z) -Im(z) <5
Sendoz=x+yi
Re(x+yi)—Im(x+yi)<5 & x-y<5
& y<x+5
S y2x-5

O/S er

b)zxz<4Re(z)
Sendoz=x+yi
(X +yi) x (X=yi) < 4 Re(x + Vi)

1'5551 Fxpoente” » Dossié do Professor



& x2-(yi)? < 4x

& X2 +y? < 4x

& X2-4x+22+y2<22
© (X-2)2+y?<4

e. .

O

Y Tl

Czxz=-1-2
Sendoz=x+yi
(X +yi) x (x = yi) ==(x +yi) = (x = yi)
& X2 (yi)2=—x-yi-xX+yi
& x2+y?=-2
o X2+ 2x+1+y2=1
o x+1)2+y?2=1

N
—2 -1 O] e. r.=
1
| >1
d m<z+2>
Sendoz=x+Yyi
1
_ >
m<x+yi+2)_1
1
< '””((x+2>+yi>Zl
o Im( (x+2) i )21
((x+2) +yi((x+2)-vi)
(X+2)-yi S
it 'm(<x+2>2—<yi>2>‘l
Xx+2 y i
@Im((x+2)2+y2 (X+2)2+y2’>21
y

-— L >

(X +2)2 +y?

& Y2 (x+2)2+y2 A (X,y) = (-2,0)

& (x+2)2+y2+y<0 A (xy)#(-2,0)
1

o (x+2)2+y2+y+<5>2s<%>2 A (X Y)#(=2,0)

2
& (x+2)2+(y+1> <1
e.i.

2) "4

O 4
1 er

2

221
. . .
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Aprende Fazendo
Péginas 234 a 242

1. Opcéo (B)

Tem-se que:
PB=—i
f=i2=-1
3

e? =j

;3n

e’ =

Assim, o nimero complexo ® = -1 ndo é um ima-
giario puro, mas sim um nuimero real.

2. Opgdo (B)
2=V38+ 2T =V/32+3=-\V3-|
Izl =V (—\/§)2+(—1)2= V3+1=2

3. Opcio (A)
Se Arg(z) = —%. entdo Arg (z2) =- (_ E) - %

7
4. Opcdo (D)
P=-le(-1)2=1
()2=-lel?=1

(2+2)2=4+8i+42=8ie
(2-2i)2=4-8i+42=-8i
(2+2)2=4-8i+42=-8ie (2-2)?=-8i

Logo, -2 + 2i e 2 — 2i sdo raizes quadradas do
mesmo numero complexo.

5. Opcao (A)

Iz + 2| = 3 define uma circunferéncia no plano com-
plexo de centro no afixo de z; =-2 e raio 3.

6. Opcao (B)
Sejaz=a+ bi,com b = 0. Entao:
z-1=(a+bi)-1=(a-1)+bi=

1. Opcao (B)
27 = (b)) =b"i"=b"x (-i)=-b2i
Como b < 0, entdo -b” > 0. Logo, o afixo de z’
encontra-se na parte positiva do eixo imaginario.

8. Opcao (A)

Sejaz=x+yi
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7-71=0 & (x+yi)-(x-y)=0 14. Opcédo (C)

& 2yi=0 Z_a+bi_ (a+b)1-i) _a-ai+hi-b? _
< y=0 wo 1+i  1+)A-)) 12-72
Condigao que define o eixo real _a+ b+ (—a+ b)i _a+t b N b-a ;
Re() =0 & Re(x+yi)=0 2 282
< x=0 Assim, Re [2)= 2L oy (2)=B=a
, ' w 2 w 2
Izl =0 & Ix+yil=0
& Vx2+y2=0 zxw=(a+bi)(l+i)=a+ai+bi+bi’=
& x2+y2=0 =(a-b)+ (a+b)i
2+72=0 & (x+y)+(x-y)=0 Assim, Im(z x w) =a + b.
© 2x=0 22 = (a + bi)2 = a2 + 2abi + (bi)2 = a? - b + 2abi
< x=0 .
Assim, Re(z2) = a2 - b2
9. Opgéo (A) 15. Opg3o (B)
Seja w = x + yi um nimero complexo ndo nulo. "y 1
_ Wi+ ——=
WX W :(x+yi)x(x—yi):x2+y2€|R+ w!
2 2 2 ' = (e®)n + 1 _
. w (e®)"
Logo, o afixo de encontra-se na parte 1
—etn L — —
positiva do eixo real. edn
— eien + ei(—en) —
10. Opc3o (A) =cos (n0) + i sen (nB) + cos(-nO) +isen (-nO) =
. o P =cos (n0) + i sen (nB) + cos (n6) —i sen (nB) =
Sejaz=re ,com0<9<5. = 2c0s (n6)
= — 90 n
Entdo, 2z=2re®e0<06< o 16. Opgdo (B)

Como w tem o seu afixo na parte negativa do eixo

1. Opcao (B) i(-2)
i imaginario, entdo w é do tipo w =re ' %/, Logo, as
i = raizes cubicas de w sao os valores w tais que:
< 1=0, que é uma proposigao falsa. .
a proposie sz\s/re<6 3>,k€{0,1,2}
i _ (=
! Sek=0,entéow0=\3/re(5>.
=3 é= i, que é uma proposicao verdadeira. Sek=1 entdow, =Vr ei%
Tn
Arg()=0 Se k=2, entédo W2=\3fre 6,
I . . Observe-se que o afixo de wy pertence a parte posi-
< — =0, que é uma proposicao falsa. , o o B
2 tiva do eixo imaginario. Logo, das opcdes apresen-
2= tadas, apenas a opgao (B) satisfaz esta condigao.
< -1 =i, que é uma proposicado falsa.
11.
12. Opgéo (D) Az+w=(1-2)+(4+5)=(1+4)+(-2+5)i=5+3i

Seja z = re®. Entao, 2z = 2re®. Logo, Arg(2z) = 6.
€la 2 =re. tntao re®. Logo, Arg(27) b 3z - 2w = 3(1 - 2i) - 2(4 + 5i) =

=3-6i-8-10i=
13. Opcao (B
pgac (B) ~5-16i
A regido a sombreado contém os pontos do plano ' .
complexo que pertencem a intersecdo dos dois ozxws=(1- 2'/) X (‘4 + 5"2) =
circulos representados e cujo coeficiente da parte =4+5i-8i N 10/ =
imaginaria é negativo ou nulo. =4+10-3i=
=14-3i

lZI<1 A lz-11<1 A Im(z) <0
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P 1-2i _ (1-2i)(4-5) _ 4-5i-8i+107 _
w  4+5i  (4+5i)(4-5i) 42— (5))2
_4-13-10 _-6-13i _ 6 13,
16+ 4

41 41!

e)l: 1 1+2i _
z 1-2i (1-2)(1+2)
1+2i  1+2j 1

T12-202 1+4 5

+2i
5

S Ry S
22— = (-2~

i 1A=2)

SR T T T
L o2
=1-4i~b g o7

. 2+

1+4

Al Eo )

=1-i

5n
c)2e 3 =2 (cos (5?75) +isen (%E)) =

:2(;_ V§,>:

d) 48f% =4 (cos <%> +isen (g)) =

=4(0+i) =
= 4j

e)\/ge’”=\/§(cosn+isenn)=\/§(—1+0i)=—\/§

L% 1 (TR e (TR
f)se = (cos(2>+lsen<2>>—

ol o]

glefO=cosO0+isen0=1+0i=1

1.
a)i= ei%

b)1=¢®
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¢)-\V11 = V11 e
dl—di=4e ?
01 i=v2e!

Calculo auxiliar
Izl =V12+ (-1)2= V2
tg0=-1 A 6 E4°Q

Por exemplo, 6 = —%.

V2 %

+—i= e
4

=
N
N

Calculo auxiliar

2 2
m:\/; LAP. 1,12 va
4 4 16 16 16 4

tg6=1 A 6 E€1°Q

Por exemplo, 6 = —25

g1-V3i= 2el 3

Calculo auxiliar
lzI=V12+ (-V3)2=V1+3=2

tg0=-V3 A 6 €4°Q

Por exemplo, 6 = —%.

B-V2-\VBi=2V2e s

Calculo auxiliar
lZl=V (-V2)2+ (-V6)2=V2+6=V8=2V2

tg0=V3 A 0E€3°Q

Por exemplo, 6 = 4—;

5n
l-V3+i=2e 5

Calculo auxiliar
2=V (-V3)2+12=V3+1=2

tge=—% ABE2°Q

Por exemplo, 6 = %t
20.
a)z= Se%

7= 3ei<f7)

{5+ 8n
-z=3e' /'=3e7
1.1 09
z 3 €
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7=12 3
'—£+n ,'zl
—z=\f26(3 >=\6e3
11 g5 V2 g
z V2 2
0)z=3i=3¢?
E:3ef(%)
()%
-z=3e? /=3e?
1_1 (3
2_3e
dz=(-1-)2=1+2i+2=2i=2?
E:Zei(%)
j(£+n) ,‘@
-z=2e? /=2e?
1_1 3
z 2e
21
;+3+5 V2els +3+5
at——=—F—=
2—i 2-i
) 2(005(—2—)+isen(—}>)—i+5 )
a 2-i
_1+4i-i+5 _
2-i
__6 2+i_
2—i  2+i
12467
22+12
_12.6
5 5

i ;om
Bz, xz,=V2e 4 x2 6 =
i<£+§£) ;13
=2V2e'* §/=2V2e ©2

Calculo auxiliar

lz,l =V (-V3)2+12=V3+1=2

tg 6, =~ 23 /\9262.00
Por exemplo, 6, = %

2. w=-1=¢"
As raizes cubicas de w sao os valores de w tais
que: 5 i(n+2k1t)
wi=V1el 3 | ke(0,1,2)
T+ 2k

. wkze'( ) ke[.1.2

240

Se k=0, entdo wy = e,

Se k=1, entdo wy = e'™,
I.5n

Sek=2entdsow,=e 3.

23.
42 _
a)2-42+5=0 & z= 42 V(4 -4x1x5
2x1
4+ V-4
& 7= —
2
Z:4+2iv4—2i
2 2
& 72=2+ivz=2-]

CS.={2+i2-i]
b8 +64=0 o =-64

As solugdes desta equacdo sdo as raizes de ordem
6 do numero complexo —64 = B4e™, ou seja, 0s
valores z, tais que:

[T+ 2k
2=V 64e’( 6 ),ke 0,1,23 45
K { }
[T+ 2kn
@zkzze’( 6 ),ke{0,1,2,3,4,5}

Se k=0, entdozy=2e © .

Sek=1,entdoz; = Ze%.
Sek=2,entdoz, = Zei%n.
Se k=3,entdo z3 = 2ei%n.
Se k=4, entdo z, = 2ei37n.

I,lln

Sek=5entdozg=2e 6 .
.51 .Tn .3m Cn

CS. = {2e’?, 262,266,262 ?, 2e’T}

03+2:=0 & 2(22+2)=0
o z72=0v 2=-2

o 72=0vz=V2i v z=-\V2i
c.S.={0, V2i,-V2i}

24,

az=

N | =

Calculo auxiliar

TR

%]
2

tg 0= ABELOQ

1
2
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tg0=-V3 A 8E€4°Q
2 +6i+12i+ 3672

I

Por exemplo, 6 = -3 - 12 - (3i)2
_2+18i-36 _
& 19
Sez=e' ¥ é uma raiz clbica de w, entdo as res- 34 18 .
tantes ser3o: =10 "10'°
; _£+E i ; £+2—n _ 17 9,
21=e(3 3)=e3e22=e(3 3)ze"" __?"Lg’
b) Como z é uma raiz cubica de w, entdo z3 = w. Re(z) = _15_7 e lm(z) :%
T\\3
i = l<_§> — pil-m) = _
pssim, w =& /) <o =1 wo_ | __i5+10)  _
9% 5-10i (5-10)( +10/)
' __5i+102 _
alz-21>21 A 12-21<2 52 -(10i)?
o 1<1z-21<2 _ -10+5/ _
b 2 (-3 + i)l < Iz (2 - 2i) 25+100
& lz+3-il<lz-2+2il __ 10,5 .,
125 125
2. - 2,1,
25 25
a)lzl <2 9 1
Re(w)——gelm(w) %5

¢) Sejaz; = i’z

e, r..; i3ZZi3Xﬂ:
. 1-3i
=—iX (—£+gi> (pelos cdlculos efetuados na
bl Iz - 211 = 12 - 2| > alinea a))

5 9 17

L —+—
r 5 5

Re(Pz) == e Im(i3z)=%

) Arg(z) = T
3
28.

alz=V3-V3i= \/gei(_%>

Calculo auxiliar

er 1=V (V3) + (V32 =V313=16
d) Im(z) = 2 o= -\/\/55 N BE40Q
“! tgo=-1 A € 4°Q
2 Por exemplo, 6 = —%.
O e. r,=
n
oo V3 1, %
77. 2 2

2412 (2+12i)1+3i)

A= T 3)1a3)
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Calculo auxiliar

Por exemplo, o = 76—n

czxw= \/_e( )xe 6 —\/_e(

= We 3 \/_e( © F> Be‘(i%>
W'k

1 1 V6

ii
ezl=== = e

z \/Eei(_%) 6

(T4 i~ T
f)z4+1=(\/§e/( “)> +1:(\/§)4e( i 4>+l=
=36e/™ +1=-36 +1=-35 = 35¢"

W e’(j% _ ei(f%) 3 e’(fz—“)

29,
Tn
alz;=—2V3-2i=4e ©

Calculo auxiliar

Izl =V (-2V3)2+(-2)2=V12+ 4=V16=4

-2
tg0= N3 A 0E3°Q

A B0€E3°Q

Por exemplo, 6 = %T'

.In

3 ; n T
Assim, (z7)% = (43'?) = 436’(3X%> —B4e's

1-2i+2 _=2i _ . i3]
2+12 2

e R ) [ )
bz = = e as)

As raizes quadradas de z, =
Z, tais que:

ei(_i) sdo os valores de

—%+2kn

zk=\/ief( 2

o 7= e

),kE[O,l}

242

Se k=0, entdo, 75 = ei(f%) =

=Co0S T +isen I =—2— \/5 I,
4 4

37[
Se k=1, entdo, zl—e 4 =

~ 3m\ 3n\ . V2 . V2 .
= CO0S T +1/sen T =- + B

)
Para = . serum imaginario puro:
3

n n
3 —oc—2+knk€Z<:>—oc - 3 +km, ke ”Z

= —0c=—%+kn,kel
4
& oc=§+kn,kEZ

30.w=1+i=V2*

. T
i
As raizes quartas de w = V/2e % sao os valores

wy tais que:
( Z+2k7t )
we=VV2e ke{0,1,2, 3]}
n, %n
<:>wk_\/_e<1B )ke[O,l,Z,S}

Se k=0, entdo zg = %eiﬁ.
9n
Sek=1,entdoz; = V/2e 3,
17n
Sek=2,entdoz;= /2 15,

25n

Se k=3, entdo z;="\/2e 1 .

3l

a)z—;—=0 & 22-i=0A 220 & 22=i A 2#0
As solugbes desta equagdo sdo as raizes quadra-

. T
. Ly . 7’
das do nimero complexo i = e ?, isto é, os valores

de z; que satisfazem z, = ei(Tkn), k € {0, 1}.

Sek=0,entdozg=¢ *.
5n
Sek=1,entdoz; = e .

51\:

CS.= [e" e }
Bz2+(1+V3)z=0 o z(22+1+V3))=0
& z7=0v 22=-1-V3i
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Calculo auxiliar
4T

w:—l—\/§i=2eI?
=V (VAR - VIT3-2
tge=—_i13 A BE3°Q
tg6=V3 A 6E€3°Q

Por exemplo, 6 = ﬂ.

3

As solugdes da equagdo z2 = -1~ V/3j sdo as raizes
c4m
s - . 7
guadradas do nimero complexo 2e 2, isto é, os

numeros complexos z, tais que:

4—3"+2k1t

7, = \fze’( 2 ) ke 0,1]

2n

Se k=0, entdozy="V2e 3.

5n

Sek=1, entéozl=\/§e 3,
2n 5n
CS.=[V2e's V2e's |

e)z3-iz22-z+i=0

Calculo auxiliar

o (z-)(2-1)=0
o z=ivi?=1
S z=ivzi=-1viz=1
CS.={i -1, 1]
d =12
& (re®)3 = rell-9)
& 3 el¥0 = rellh)
r=r r(r’-1)=0
o o
30=-0+2kn, ke ”Z 40=2kn, ke ”Z

r=0 r=1

1k v P
ezg,kez ezg,kez
|

z =0 ¢é uma das solugdes

Se k=0, entdo zy = €'

1

Sek=1entdoz;=¢e

01,

NI

=1
Se k=2, entdoz,=em=-1,
.3n

Se k=3, entdo z3= e? =-
CS.={0,1,i,-1,-i}

JEGEI Expoente » Dossié do Professor

32,
alz; =4V3+4i

Calculo auxiliar

Izl =V (4V3)2+42=V64 =8

4
tg0= w3 A 6el°q

V3
3

= tgb= ABELQ

Por exemplo, 6 = %

. T
.
As raizes de ordem 4 do nuimero complexo 8e 8
sao os valores z, tais que:

%4—2!(1[

zk=%e’( 4 ) ke(0,1,2 3]

n | kn

& 7= Vae# ) e [0,1,2, 3]
Se k=0, entdo 2= \/8e 2.

131
Sek=1entdoz; = \V/8e %
251
Se k=12, entdo z, = V/8e 2
37

Se k=3, entdoz3= \V/8e %
b)

ABx 4

il) Se A, a0 = 12, entao =12 < AB=6.

Assim, A(-4, 3) e B(-4,-3). Logo, z =4 + 3i.

33.

a) Se z; é solucgio da equacéo, ento verifica

—i X 7, = _El'

i
-ix16e 4 =-16e" *
(T 3t (go3m
o el( 2) x16e * =16el< <
'7£+ﬁ i
o lBeI( 2 4)2166 4

& 16e’7 = 16e’7, gue é uma proposicao verda-

deira.
. 3n

b) As raizes de ordem 4 de z; = 16e * séo os valores
Z, tais que:

3—14— 2km

zkzx“/ﬁe"(‘*),ke{o, 1,2, 3)

‘31t+k1t

& 7= ze'<E 7), ke(0,1,2 3]
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Os afixos destas quatro raizes de ordem 4(A, B, C e
D) sao vértices de um quadrado de diagonal 4.
Assim, sendo [ o lado do quadrado, vem que:

P+0P2=4? & 2°=16 < =8

LOgO, A[ABCD] =8.

34.

a) O circulo representado tem centro O e raio 2, visto
que lzl = 2. Sendo o hexagono regular e centrado
na origem, entdo os seis vértices sdo os afixos das
raizes indice 6 de um certo numero complexo e 0s

seus argumentos diferem de %t = %
Assim, uma condigcado que defina o conjunto de
pontos a sombreado é:

21 <2 A %sArg(z)slls—Sn

Calculo auxiliar

T,y R_13n
5 3 15

b) Calculo do raio da circunferéncia:

r2=22+22 & r2=8

=N r2=\/§,r>0
@r=2\/§
12l >2V2 A 1z2-21=1z-2il
35.
a)z=-

Seja z=x+Yyi. Entéo:
X=yi=—=(X+Vyi) & X-yi=-X-Yi
< 2x=0
< x=0

Condigdo que define todo o eixo imaginario.

e. i

o| e.r

b) 1z1<3 A Im(z) <0 A Re(z) <0

244

c)IRe (2)/ <2 A llm(2)I <2 A lzI>1
& 2<Re(2)£2 A 225Im(z) <2 A Izl >1

= \ﬁelT

w % 7, pois Arg(w) = % + 2kn, k € Z e um argu-

mento de z; € g
W # 25, pois [wl = V2 e Iz, = 2.

. T

) . i—

b) Sejaz,=2e®ez;=re ®
,'ﬂ i ,‘9+£
nxX1y=re s ><2e’e=2re( 5

Para que z; X z, seja um imagindrio puro, tem que
acontecer:
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Arg(z; x 2,) =%+ kn, k€ Z

Assim:

6+%: +km, ke Z

r
2

N e:%- +km ke Z

olla

3n
=—+kn, ke ”Z
< 0 10+ T

3]. Sejaz=V12-2i.

Calculo auxiliar

121 =V(V12) + (22 = V16 = 4

9=

2
- £ o
tg 6 "3 ABE4LSQ

ABE4LSQ

t90=- 3 A oe40q

3
Por exemplo, 6 =- %
z= 4ef(75)

"= (4ei(_%>)n =4 ei(_%)

Para z" ser um numero real positivo, entdo

Arg(z") = 2km, k € Z, ou seja:

=2kn,k€Z < -nn=12kn, k€ Z
o n=-12k,ke”Z

Sek=0,n=0€&IN

Sek=1,n=-12& NN

Se k=-1,n=12,12 é o menor nimero natural tal
gue z" é um numero real positivo.

3 1+V2+i  Q+V2+)@+V2+)
"1+V2-i o @+V2-pa+Va+) o

(1+V2+i)72

(1+V2)2-1

(1+V2)2+2(1+V2)i+P
1+V2)2+1

1+2V2+2-1+(2+2V2)i
1+2V2+2+1 B

hE
6

2V2+2)(1+1)

- V2 + 4 -

L (2V2+2)2V2-4) e
= NV2raVa-4) 1=

LN4-8\V2+4V2-8
= s (L+4)=

|ﬂ6ﬂl Expoente” Dossié do Professor

39.

a) Representac3o de cos 0 —i sen 6 na forma trigono-
meétrica:
cos 8 —isen 6 =cos (-0) + i sen (-0) = e/
Representacgao de sen 6 + i cos 6 na forma trigono-
meétrica:

i(5-o
sene+icose=cos<£—e>+isen<£—6>=e(2 )

2 2
Assim:
cosO-isenB\9 _ [ el® \9_
sen 6+ icos 6 ol
(et
(S
:el< 2):
—cos(—Tn)Hsen(——)—
=0+ix(-1)=-i
2013 2014
(V2 V2 R (V2 V2 e
2 2 2 2
;mN\2013 [ ;T \2014
(T
2013n 20147
:elT—elT:
R
=e 4 -e ?2 =
=Cos (5—Z)+isen (%)—(—I)—
V2o V2 o
= — - i+i=
2 2
(L

40.

a) Sendo P; o ponto de coordenadas (0, 2), o nimero
7

complexo do qual P; é afixo é z; =2i = 2e
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As restantes raizes cubicas s3o:

(R T

22=2e(2 3)=Ze 6 =2<—\/§—%i)=—\/§—i
(M

23=2e<6 3>=2e 6 =2(T3—%i>=\/§—i

EIm(z;) =Im(zy) =-1
Assim, uma condicdo que define o dominio plano
élzl<2 A Im(z) <-1.

b) O lado do quadrado é V2. Logo, o raio é \f .

V2 T
> ——< < 2
[z| > 2 A 4_Arg(z+1)_4 A
on
A —=<Arg(z-1)<—
4
a.
iE\4 iﬂ
wh+2 (\663) +2  (V2)he'z+2
A== e - 5 -
_ 4(005(4—;>+isen<4—;))+2 _
—i
1 V3
G- ———i
I ey
—i
__2-2VBi+2 _ -2VBixi _
—i —ixi

-2

— 2
_ -2VER 2\1/5 _n3

2V/3 é um ndmero real, como queriamos demons-
trar.

b) Sejaz=-1+1.

Calculo auxiliar

lzZl = V()2 +12=V2
tge=_l—1 ABE2°Q
& tgo=-1 A 06€2°Q

Por exemplo, 6 = STTC

Como |zl = \/2. V2 ¢ o raio da circunferéncia
representada.

. T
. I ~
As raizes cubicas de w = V2e ® sdo os valores Wy

tais que:
g+2k1\:

wkz\s/We’(3>,ke{o, 1,2]

T, 2km

o wkzxsfze’(§ ¥ ke 0,12}

246

Se k=0, entdo wg = \G/Ee/?.

Assim, Arg(wg) = g

Logo, uma condicdo em C que defina a regido assi-
nalada é

121 <V2 A %SArg(z)s o

%
42,

a) Mxz3= (Zz XE]_)Z

Calculo auxiliar
Izl =1+ V3i
Izl =V12+ (V3)2=V4=2

tg0=V3 A 0E€1°Q

Por exemplo, 6 = %

o Bxz3= (2(—1'[% X 2ei<_§))
o —ixzB= (48,-(%—%) )

(zfe"(%> )2

=i

o 3=

o e 16¢1°3)
I

e

o 3= 16ef(7%+%)

1

j—
& 28=16e ©
As solugdes da equagdo sdo as raizes cubicas do

. T

= . 7 ’
nimero complexo 16e ©, isto é, os niumeros com-
plexos z, tais que:

%+2kﬂ:

zkz\s/ﬁe’( 3 ),ke 01,2

n . 2km

o z7,=V Tee® ) ke [0,1,2]
Se k=0, entdozg=V16e 1,

13n
Sek=1entdoz;=V16e .
. 251

Sek=2 entdoz,=V16e 1 .
C.S.={\/3 16e18,V16e ®,Vi6e 18}

z\n . . . =
Para que (z—l> seja um numero real positivo, entao
2

Arg<(zz_1)2”> = 2km, k € Z, ou seja, g n=2kn, k€ ”Z
2

& n=6k ke Z.
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Para k=1, n =6 é o menor valor natural de n que

verifica o pretendido.

dw=a+bi+(1-4i+(2)?=
—q+bi+1-4i-4=
=(a-3)+(b-4)i

Como o afixo de w pertence a bissetriz dos quadran-
tes impares Re(w) =Im(w), ou seja,a -3 =b - 4.

Como Iwl = 5V2, tem-se que'

{a 3=b-4
(@-3)2+(b-4)2=25x2

b-4)2+(b-4)2=50

L
e “loeren
DU

© L

a=b-1 a=b-1
&

b-4=5 b-4=-5

a=9-1 a=-1-1
&

b=9 b=

a=8
= v

b=9 b=-1

Assim, z3=8+9i v z3=-2-1.

43.

i |2 <3 A Argl) = ke Z
@J%<3AAMH:%kEZ
= Iz|<3/\Arg(z)=k—2n,kEZ
Se k=0, Arg(z) = 0.

Se k=1, Arg(z) = %
Se k=2, Arg(z) = .
Sek= 3Arg()—3—2n

}!\SEI Expoente » Dossié do Professor

b)im(z-2)>zxz Alz-2l=4

Sejaz=x+YVyi

Im((x +yi) = (x=yi)) > (X +yi) X (X=yi) A
Alx+yi)—(x-yi)l=4

& Im(2yi) > x2 - (yi)2 A 12yil =

& 2y>x2+y? /\(2y—4v2y——4)

& X2+y2-2y<0 A (y=2 vy=-2)
& X2+y?-2y+1<1 A (y=2 vy=-2)
& X2+ (y-12<1 A (y=2vy=-2

Nao existe nenhum ponto do plano complexo que
satisfaga a condigdo pretendida.

T

IN

d[OSA@c—z—sns—-Aanss]v

v[r%SAmm50A|mmZ—3ARdﬂﬁﬂ

1t

==

dﬂ%sAma+%s%$AlﬂSW—WqV

v [_%gArg(z—(%i)s—g Azl £ |z+6i|]

A

31 B

L
o [l
5
v

Al-3
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Teste Final
Péginas 244 a 246
Grupol

1. Opcéo (B)
O ndmero de maneiras de escolher e sentar de
forma ordenada dois dos quatro rapazes para ocu-
par os lugares dos extremos ¢ dado por “A,. Para
cada uma destas maneiras, ha 5! maneiras de sen-
tar as cinco pessoas restantes nos cinco lugares
do meio. Assim, a resposta ao problema é “A, x 5!.

2. Opcao (B)

P(A | B) significa “probabilidade de a soma dos
numeros saidos ser multiplo de 4 se os numeros
saidos sdo ambos pares”.

Se ambos os numeros saidos sdo pares, entado
temos as seguintes possibilidades: (2, 2), (2, 4), (4,
2), (4, 4), (6, 2), (6, 4), (8, 2) e (8, 4). De entre estas,
aquelas cuja soma é um multiplo de 4 sdo (2, 2),
(4, 4), (6, 2) e (8, 4). Assim, a probabilidade pedida

J4_1
8 2
3. Opcao (A)

Dado que a reta de equacdo y = -2 é assintota ao
grafico de fe Dy = IR, conclui-se que )Ei_)er00 (flx) =-2.

Assim:
1
In(=)  tm Ln(l)
X X — +o0 X
lim = — =
x—+e f(x) lim _f(x)
n 1
= +w =
-2
= ln(0+) =ﬁ=+00
-2 -2

4. Opcao (A)

2r e®+™ & um nimero complexo cujo médulo é o
dobro do médulo do nimero complexo r e®,

O afixo de 2r e/®* ™ dista da origem do referencial o
dobro de OA. Por outro lado, se 0 pertence ao 1.°
guadrante, entdo 0 + 1 pertence ao 3.° quadrante.
Assim, B é o Unico ponto situado no 3.° quadrante
cuja distancia a O é o dobro da de A.

5. Opcao (D)
Iz + 1] <1 define o circulo de centro (-1, 0) e raio 1.
lz-il <1 v lz+il £1 define a unido do circulo de
centro (0, 1) e raio 1 com o circulo de centro (0, -1)
e raio 1.

248

lz+11<1 A (Iz=il£1 v |z +il £1) define ainterse-
cdo do circulo de centro (-1, 0) e raio 1 com a unido
dos circulos unitérios de centros (0, 1) e (O, -1).

Grupoll

1. Se o desenvolvimento de A(x) pelo binémio de
Newton tem 11 termos, entdo n = 10.

Termo geral:

o6, fevipo-s (- -

-10c, <_ %)” (x 5 )10 P =

2
_10 3\ 15 5e
s
Assim
15—%/:):0 < 30-5p=0 & p=6

Logo, o termo independente é:

3\6 _ 76 545
10 _2) =
Cﬁ( 2) 32

2.
21 P[ABC] = E + E + %

A(cos o, sen o)

Assim, AC = 2 cos a.

Seja X a projecao ortogonal do ponto A no eixo Oy.

Entao:

AB?= (1 -sen a)? + cos? o

& AB2=1-2sen o+ cos? o+ cos? o

& AB?=1-2seno+1

& AB?=2-2sena

Assim, AB = V2-2sena.

Logo:

f(oc)=2cosoc+\/2—25enoc+\/2—25enoc=
=2cosa+2V2-2sena

22.f'(a)=(2cosa+2V2-2sena) =

1
=—2sena+2><l(2—25ena) 2 (2-2senq)' =

2
1
=-2seno+ V2 -2 sena X (-2 cos o) =
1
=-2seno - V7-%cena X (-2 cos o)

flo) <0, Voe& [0, g{ Logo, f é estritamente de-

crescente no intervalo [O, g[
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2.3. A funcéo f é continua em [O, %] por se tratar da

soma de duas fungdes continuas neste intervalo.

f(0)=2cos0+2V2-2sen0=2+2V2

f(%)=2005<%>+2 /2—2sen<g>:l
Logo.f(§)<3<f(0).

Assim, pelo teorema de Bolzano-Cauchy, existe,
T

pelo menos, um valor em ]O, —2—[ para o qual o

perimetro do tridngulo é 3.

Pela alinea anterior, f é estritamente decrescente

no intervalo [O, g[ em particular, f é estritamen-
b
te decrescente em ]0, 5[.

. . . T
Assim, existe um Unico valor em }0, —2—[ para o

qual o perimetro do tridngulo é 3.

24.f(0)=3 & 2coso+2V2-2sena=3
yﬂ
q f
\A o

O

rola

A(0,77; 3)
O perimetro do tridngulo [ABC] é igual a 3 para
o =0,77 rad.

31.28-22+9z2-9=0
o (2-1)#2+9)=0
= 17-1=0v z2+9=0
o z7=1v2=-9

& z=1vz=3ivz=-3i
. i ;3m
o 7=e0vz=3e?2 vi=3e?2

Calculo auxiliar

|ﬂ6ﬂl Expoente” Dossié do Professor

v

-3

A= 6x1 =3ua.
2

iZ 2
3.2.Izl+zzl2=‘l+e 5‘ =

1 (1+3)z =i+ 0 (1+3)2+)-~+0° _
- 1+4i 1+4i

2+i+6i+32-j+1
1+ 4i

Bi  BGil-4i)

1+4i 1+16

=6i—24f2=§+£i

17 17 17

4.2. As raizes de ordem 4 de um ndmero complexo
formam um quadrado inscrito numa circunferén-
cia centrada na origem do referencial.

Se z; é uma das raizes de ordem 4 de um nimero
complexo z, entdo as restantes raizes de ordem 4
do mesmo nimero complexo sao:
i =i2+)=2i+2=-1+2i
-21=-2+)=-2-i
—izy=i(-2-)=-2i-2=1-2i

r m o (m.m

(%)

) i— — +
43.iz)=e ? xe0 =¢g\2 10

Para que iz, seja um nuimero real:

T, Nm

2+10—k7r,k€Z
nm_ n

= 0 2+kn,kEZ

< n=-5+10k, ke ”Z

Se k=0,entdon=-5& IN.
Sek=1entdon=5€IN.
Logo, n=5.
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