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Teste Diagndstico
LA=x€R:x2+3x<-2}={x ER:x2+3x+2<0]

Calculo auxiliar

X2+3x=-2 & x2+3x+2=0

.. 3tVo-8
T 2
o ,_3%1
2

S x=-2vix=-1

Logo, A=1-2,-1].
B={x€ R:x3+8>0]}

Calculo auxiliar

X+8=0 o x=-2

Logo, B=1-2, +e[.
1.
1M AUB =1-2,-1[ U ], -2] = ], -1]

112. B\A=BNA=]-2,+%[ N (-0, -2] U [-1, +o[) =
= [_lv +Oc[

1.2. Opc¢ido (D)
Se, por exemplo, x =-2, entdo a proposicao
2€A=-2€Béuma proposicao falsa (uma
vez que se trata de uma implicacdo em que o
antecedente é verdadeiro e o consequente é
falso), logo a proposicéo Vx € IR, x € A=xeEBé
falsa.
Observe-se que An B = ]-2, -1[ n ], -2] = @,
logo a proposicdto Ix ER:xEA A x E B é falsa.
Se, por exemplo, x =-2, entdo a proposicao
-2 € A v -2 € B é uma proposicao falsa (uma
vez que se trata de uma disjungao entre duas pro-
posicoes falsas), logo a proposicdo Vx € IR,x € A
v x € Bé falsa.

A proposicdo 3x € R x € A A x € Béverdadeira,
uma vez que AN B= (]-0, 2] U [-1, +o[) N ]-2, +o[ =
= [-1, +oo], E)go existe pelo menos um valor de x
talquex € A A xE€B.

2

21. A probabilidade pedida € igual a 14—0 = %

2.2. A probabilidade pedida € igual a % = %

2.3. Opcido (C)
A probabilidade pedida é igual a:

6 5,4 3_
1079 109
_42 _ 7
90 15

3. Opcao (B)

2+l +4 -2n+4

" (h+1)+1  n+1

_=2n+2 -2n+4

T n+2  n+l

(2n+2)(n+1) - (-2n+ 4)(n + 2)

(n+2)(n+1)

-2n?2-2n+2n+2+2n?+ 4n-4n-8
(n+2)(n+1)

Upr1—Up

R
“hraney O VNEN

Logo, (u,) é decrescente.
—2n+4 _
+1

_2+i

lim ———
l+l
n
_2+0 _
1+0
=2

lim u, =lim

Logo, (u,) é convergente, mas ndo é um infinitési-
mo.

Como (u,,) é decrescente, entdo u; =1 é um majo-
rante da sucessao. E como, além disso, lim u, = -2,
entdo -2 é um minorante. Assim, a sucessao (u,) &
limitada.

4. Pretende-se provar que V8 € IR*, I p € IN:
n+1 1‘ <5

YneElNnzp= 2n+3_§

Seja d € R*.

n+l 1
2n+3 2

2n+2-2n-3
2(2n+3)

‘<8<:)

-

ASEI Expoente” + Dossié do Professor



=

4n+6’<8

< 4n+6<f
4n+6>=
S 4n 6>8
1
4n>=-6
= n>8
o 4n>1—68
@n>1—66
48
. 1-60 . |n+1 1
Assim, se n > 5 , entao 2n+3_2‘<8'
1-66 .. +
Portanto, se p > 5 , fica provado que V 6 € IR,
n+1l 1 .
. > - =
dJpeN:VneN,nz2p= N+ 3 2‘<8,ouseja,
uelimn—+1=l
q 2n+3 2
5.
51 Em ]1, +oo:
X3 —4x?+50-2
W<0e aiag °°
x-Dx-2)x-1) <0
(x-1)(x+3)
o (x—2)(x—l)<0
x+3

Calculos auxiliares

Seja P(x) = x® - 4x? + 5x — 2. Os divisores inteiros de -2
sdo-2,-1,1e2.
Como P(1) =0, entdo 1 é raiz de P(x).

Assim, x3 - 4x2+5x -2 =(x-1)(x2 - 3x + 2).

¥-3x+2=0 <:>x=w
<:>x=311
2

S x=2vx=1

Logo, x3 - 4x2+5x-2=(x-1)(x - 2)(x - 1).

X2+2x-3=0 o x= #
<:>x=_2i4
2

< x=1vx=-3

Logo,x2+2x-3=(x-1)(x + 3).

}E\SHI Expoente”« Dossié do Professor

X 1 2 +o0
(x=-2)x-1)| O - 0 +
x+3 + + + +
k=26-0 o | _ [,] |
x+3

Logo, C.S. =11, 2[.

5.2. Para que f seja continua em x = 1, tem de se veri-
ficar im_f(x) = (1)

1+3 _2 4
12 +2—_l+2—0

fll)=

. e X324+ 52
i'T 1* flx) _LIT T 2+2%-3
(x-2)(x-1)

=lim ———=
x— 1t x+3

-1x0 _

Como lim__ f(x) e lim _ f(x) existem, e s@o ambos
x—>1 x—1
iguais a f(1), entdo existe lim1 fix) e
X —>
lim f(x)=f(1) =0.
x—1

Logo, a funcgao f é continuaem x =1.

2
53.lim  f(x) = lim (—&&i§-+2>=
x — —0 X — =0 x—2
3
21 -~
| )
:ilm—w x-2 *2=
x| /1+£2
=lim al +2=
X — —» x—2
—-x 1+£2
=lim d +2=
X — -0
x(l—z>
X
3
— 1+_
=1l o +2=
_)C|£)nwo 1_2 =
X
e S
= 1 +2=
=1



A reta de equagdo y = 1 é assintota horizontal ao
gréfico de f.
5.4. Opcéo (D)

im_[f(x) -x+6]=0 & lim_[f(x)-(x~6)]=0

Entdo, a reta de equagdo y = x — 6 é assintota
obliqua ao grafico de f.

Logo:
lim le
XxX—>+° X
lim [f(x)-x]=-6
X — +®©
lim f(x)=lm (x-6)=+w
X — 4w X —> +o
Como lim f) =1, entdo lim X -1
x—+o X x>+ f(x)
6.
1V 0-1
6lg'() =(x+=| =1 =
gl)=(x+ ) =1+2;
1
:1——:
2
:x2—1
X
2_
g =0 & F5E=
o x2-1=0 A x2%0
S x=1vx=-1
x —o0 -1 0 1 +oo
Sinal de g’ + 0 - | nd | - 0 +

Variagao de g A Max. | N | nd. [N | Min, A

g é estritamente crescente em |0, -1] e em [1, + o[
e é estritamente decrescente em [-1, O] e em
10, 1].

g tem um maximo relativo para x = -1 e um mini-
mo relativo para x = 1.

2 _
ezgmzxgl
oy _4-1_3
9(2)——4 4
_o, 1.5
9(2)—2+2 =5
rry=—x+b

Assim, r:y =—§:—x +1.

1. Opcao (A)

ACB=180°- 0.~ 20 = 180° - 30
Pela Lei dos Senos:

9 _ _AC _ AB
sen (20) sen o sen (180° - 3a)
Logo
— _9sena
c= sen (20
e:
— 9sen (180° - 3w)
B = =
sen (20
_ 9sen (3 o)
sen (20)
p _g 9sena 9sen (3 ) _
[ABC] sen (2c) sen (2o
_ 9sen(20)+9sena+9sen (3a) _
sen (2o
_ 9 (sen o + sen (20) + sen (3a))
sen (2o
8.
81.0C=cos o
CB=2-cosa
AC = sen o
(2 -cos o) sen o
AlaBc) = 7
_ 2 sen o.— Sen o, cos o _
2
=Ala)
821+tg20= @1+2=#
29 cos?0
& cos?h==

Wi
T

Como 6 € ]O, %[ entdocos 0= _|—= %

sen?0+cos26=1 < sen?f=1-=—
2
& sen?f==
3

T = _ 12 V6
Como 6 € ]O, 2[, entdosen 6= \/;— 3

Logo:

, V6 Ve V3
A(6) = 3 33 _6V6-Vis_
2 18
_6V6-3V2 _ 2V6-V2
18 6

ASEI Expoente” + Dossié do Professor



_ 3seno.cosa

83.A(0) 5

2seno—-sen 0. cos o 3 sen o cos o

2 N 2
< 2seno—sen o cos o =3 Ssen o cos o
< 2sena-4senocosa=0
< 2sena(l-2cosa) =0

< seno=0v 1-2cosa=0
O

- . T
equacao impossivel em }0, 5[

= cosoaz1
2

PN (x:%+2kn v ocz—%+2kn,kEZ

T 2oy =
Como o € }O, 2[, entdo o = 3

Testen.’1
1.
113! x 3! x3!x3!=1296
. o Ix7 1
1.2. A probabilidade pedida € igual a c, "1
2. Opcao (B)
A~g =il _ il
P(ANB) = 50 < P(B)-P(ANB) 50
_n
< 0,37-P(ANB) = =)
11
P(ANB)=0,37-=
< P(AnB)=0,3 50
& PANB)=015
Entao:

P(AUB) =P(A) + P(B) - P(ANB) =
=0,44+037-015=
= 0,66
Assim:
P[(AUB) N (AU B)]

P[(AUB)I(AUB)] = P(A U B) ]

P[AU (B A B)]
P(A U B)

_PAUD) _

P(A v B)

___PA)
- P(AUB)
_044 _
066
2

3

ASDI Expoente”« Dossié do Professor

3. Sejam A e B os acontecimentos:
A: “A Alice resolve corretamente o problema.”
B: “O Bruno resolve corretamente o problema.”
Tem-se que:

P(ZmE)zl?’—4 o P(AuB)zl?’—4
4:»1—P(AuB)=i
14
(:)P(AUB)=1—i
14
11
P(AUB) ==
< PAuB) m

Por outro lado:

P(ANB) =% o PA)x P(B) =

& 14[P(B)]2-15P(B) + 4 =0

15+ V225 -224
28

< P(B) =

_15+1
28

o P(B)z% v P(B)zé

< P(B)

1 ~ _15 1_4
SeP(B)——Z,entaoP(A)——14 57
_i 3 =£_i=l
SeP(B)—Y,entaoP(A) %7

1

Como P(A) > P(B), entdo P(A) =$ e PIB) =5

4, Sejam B e C os acontecimentos:
B: "0 aluno vai a Biblioteca pelo menos uma vez

por semana.”
C: "0 aluno usa o computador da Biblioteca.”
P(B) = %
et 3 o 25 -}
& PBAC)= % « %
o PBNC)= %



800
Assim:
[ @ Total
B 310 310 620
800 800 800
B 100 80 180
800 800 800
410 390
Total %H %E 1
Logo:
L 80
= = P(BnC) 800 80
P B = — = = = ’2
(B1C) ) 390 390 0,205
800

A probabilidade é igual a 20,5%.

5. Opcao (B)
2"=8192 < 2"=218 & n=13
A linha 13 tem 14 elementos.

Logo, a soma dos sete primeiros elementos dessa

linha ¢ % — 4096,

6. Opcao (D)

A={(112),(21), (2 4),(42), (3 3)]
B={(1,3),(2,3),(3,3), (43),(3,1), (3,2), (3, 4)}
AuB={(12),(1,3),(21),(23). (2 4),3,1),
(3.2 (3.3),(3,4), (42) (43))
AuB={(1,1), (1, 4), (2 2), (4 1), (4, 4)}
AnB={(3, 3)}
AnB=BIA={(1,3),(23) (43),(3,1),(3,2),
(3, 4)}

AnB=AIB={({1,2),(21), (2 4), (4 2)

1. No que respeita a cor, ha duas formas diferentes de
escolher 10 das 12 bandeiras para colocar numa
fila: podem escolher-se quatro bandeiras de uma
cor, quatro de uma outra cor e duas da cor restante
ou podem escolher-se trés bandeiras de uma cor,
trés de outra cor e quatro da cor restante.
Relativamente ao primeiro caso, ha 3C, maneiras
diferentes de escolher aleatoriamente duas das
trés cores que se vao usar nas quatro bandeiras;
para cada uma destas maneiras, ha °C, maneiras
de escolher aleatoriamente os lugares na fila para
as quatro bandeiras de uma das cores escolhidas;
e, para cada uma destas maneiras, ha 6C, maneiras
de escolher aleatoriamente os lugares na fila para
as quatro bandeiras da outra cor escolhida, ficando
as bandeiras da terceira cor nos lugares que
sobram.

No segundo caso, 3C, é o nimero de maneiras de
escolher aleatoriamente as duas cores das quais
se vao selecionar trés bandeiras; para cada uma
destas maneiras, ha 10C; maneiras de escolher
aleatoriamente os lugares na fila para as trés ban-
deiras de uma das cores escolhidas; para cada
uma destas maneiras, ha ’C3 maneiras de escolher
aleatoriamente os lugares na fila para as trés ban-
deiras da outra cor escolhida, ficando as bandeiras
da terceira cor nos lugares que sobram.

Assim, 3C, x 10C, x 8C, + 3C, x 10C3 x "C5 é uma

resposta correta ao problema.

8. Opcdo (B)

O nuimero de casos possiveis é 8C5 x °C, x 5!, que
corresponde ao numero de maneiras diferentes de
escolher aleatoriamente trés dos seis livros de Mate-
matica e dois dos cinco livros de Fisica, colocando-os
de seguida, de forma ordenada, na prateleira. O
ndmero de casos favoraveis é 8C3 x °Cy x 3! x 2! x 4,
gue corresponde ao nimero de maneiras de esco-
lher trés dos seis livros de Matematica e dois dos
cinco livros de Fisica e de colocar de forma ordena-
da na prateleira os trés livros de Matematica, jun-
tos ou nao, e os dois livros de Fisica, juntos, numa
das quatro posigoes existentes entre os livros de
Matematica.

8. P(AUB) I B)x (P(B)-1) + P(B) =
_ PUAUBNB] o= =
—P(§) X (-P(B)) + P(B)
__PlANBUEBNBY , o, pif) -
P(B)
-P[(AnB) U] +P(B) =
~P(ANB)+1-P(B) =
~[P(A) - P(ANB)] +1-P(B) =
1-P(A)-P(B) + P(ANB) =
=1-PAUB) =
=P(AnB)

10. Opcao (D)
P(AUB)=P(B) #1
P(/;\.(r;)B) _ 522; + P(A), uma vez que B

€ um acontecimento possivel ndo certo.

PA | B) =

P(A n B) = P(A), que ndo é necessariamente igual

a P(B).
P(B1A) = PANB) _
P(A)

_PA)_,

P(A)

ASEI Expoente” + Dossié do Professor



1. Sejam A e B os acontecimentos:
A: “Escolher uma bola do saco.”
B: “Sair uma bola amarela.”

Entao:
3
4 B
L=
4 l B
4
3 1
4 3 B
Z<
2 B
3
1,3, 3,13 1 3 4 _T7
M PB) = % ¥ 371674 16 " 16 16
__ 3.2 1
— o PANB) 4 2 18 8
11.2|PA B: — = = — =
AlB) P(B) 1.7 9 18 9
16 16

11.3. A probabilidade pedida é igual a:
201 X 401 + 402 _
6C -

24

2><4+—2!2!

6!
2041

4% 3!

8+ 2

B x5x 4!
2 x 4!
_8+6_14
15 15

12. Termo geral:
1y Lyn-p(_Lyp
Vi 7 = -
= ”Cpx% 7%'3 xﬁép =

Z”Cpx%‘p
Sabe-se que:
MCy+"C1+"Cp_1+"C=22 & 1+n+n+1=22
< 2n=20
< n=10

Ent3o, o termo geral do desenvolvimento é 19C, x>

Assim:
5-p=2 & p=3

Logo, o coeficiente do termo em x2 é:

=10x3x4=
=120

ASDI Expoente”« Dossié do Professor

Testen.’2

1. Opcao (A)

Ha trés hipdteses:

+ a primeira linha é a linha 4-5-6;

ou:

+ a primeira linha é a linha 7-8-9 ;

ou:

+ a primeira linha é alinha—- 0 +.

O ndmero de maneiras de obter um cddigo respei-
tando as duas primeiras hipoteses é o mesmo:

3X3X2x%x2.

Assim, a resposta correta é:
2x3%x3x%x2x%x2=72

21. A probabilidade pedida é igual a1 -

3. Opcao (B)

"C,=210 &

()

(=

21x8l_7
9! 9
22. A probabilidade pedida ¢ igual a— 1
.2. A probabilidade pedida € igua aﬁ_ﬁ'
n! _
2!(n - 2)! =210
n(n-1)n-2)! _
2% (n-2)! 210
n(n-1)=420
n>-n-420=0
po 1 VI+4x1x420
2
ho 1+V168l
2
polx4l
2

(=

n=-20 v n=21

O maior elemento da linha seguinte é
220, =705 432.

4,

41. Sejam A e B os acontecimentos:
A: “Viver numa moradia.”
B: “Ter pelo menos um cao.”

P(A) = 4P(A)

P(A) +P(A) =1 < 4P(A) +P(A) =1
o PA =2

Logo, P(A) = %



1
7 B
i A<
5 § B
7
1 1
5 4 B
Z<
§ B
4
_ 1.1
P(ZlB):P(AmB): . .Lls 4 . 7
P(B) 11,41 23
. 574 577
4.2.P(A)=€
PB) = X T 5 %7 =140
_4. 23 _ 23
PIA) X PB) =X 1,5=175
_4 14
PANB) =2 xZ =20
P(A  B) = P(A) x P(B)
5.fx) =x? & 2-Vx+1=x?
y
y=X
1A
(0,81; 0,65)
1 o *
6. Opcao (C)

A afirmacéo | é falsa.

Se A e B sao incompativeis, entdo P(A n B) = 0.
Sendo A e B acontecimentos possiveis, entdo

P(A) x P(B) # 0.

Logo, P(A n B) # P(A) x P(B) e, portanto, A e B nao
sao acontecimentos independentes.

A afirmacéo Il é verdadeira.

Se A e B sdo acontecimentos contrarios, entédo
P(AnB)=0e P(AuUB) =1, ou seja, Ae Bsao
acontecimentos incompativeis, ja que P(A N B) = 0.

7.P(B|Z):§ o %%A) =%
2.1
S P(B)—P(AmB)—€x§
= P(AmB)zP(B)—lz—5

9. Seja (u,,) a sucessao de termo geral u, =

8. Termo geral de (a + 2x)&:

6C, b~ P (2x)P=6C,aB~P 2P xP
Para obter o coeficiente do termo de ordem 3,
tem-se p=3.
Logo, 8C5 a® 23 =160a5.
Termo geral de (2 + ax)8:
8C, 28-P (ax)P=8C, 28 P aP xP
Para obter o coeficiente do termo de ordem 4,
tem-se p=4.
Logo, 8C, a* 24 =11200".
Assim:
16003 =11200* < 11200*-160a°=0
& a%(1120a-160)=0

1
=O = —
~ a v a 7

Comoa € R\ {0}, entdoa= %

n+1
2n+3’
n+2 n+1 _
2n+5 2n+3

Upr1—Up=

_ (n+2)(2n+3)-(n+1)(2n+5)

(2n+5)(2n + 3)
2n?2+7n+6-2n2-7n-5 _

(2n+5)(2n + 3)

1
-1 _.ovnen
@n+5)2n+3) "

Logo, (u,) € uma sucessdo mondtona crescente e,

2, .
portanto, u; = 5 € um dos seus minorantes.

Por outro lado:

n+l |2n+3

31
2 2

1

2

ASEI Expoente” + Dossié do Professor



1
2

. 1
Ou seja, u"zf_ i3

1

Como

>0,V ne& N, entdo un<%,

¥ ne N
Assim,zSun<l,Vn€IN.

5 2
Entéo, (%)" <(U)" < 6)" vneN.

. [2)\n n+1\n (1\n
= < | —-—= =
Ouseja,(5> _(2n+3> <<2> , VnelN.
L2\ . (1\n
Como lim (g) =lim (§> =0, pelo teorema das su-

cessOes enquadradas, vem que Llim nrl 0
a e (Zn n 3)

10. Opcao (D)

. T Vx?+1-x _
lim flx)=lim ——>"—— =
X —=-® X — - x—-2
1
2 1+_ —
. x( x2> X
:ilgn—oo x-2 -
|x| /1+l2—
= lim X =
x> x=2
/ 1
—X 1+__
=lim X2 =
x—-» x-2
51
1+=-1
e

=lim =
g
X

:ngn,oo 1_2 =
X

-1-1

1-0

Como V x € IR7, g(x) < f(x), entao

“Ln_m glx) < “Ln_m f(x).

1. A funcéo f é continua em [-1, 1], por se tratar de
uma funcéo polinomial.

Como o teorema de Bolzano-Cauchy garante que
a funcao f tem, pelo menos, um zero no intervalo
1-1, 1[, entdo f(-1) x f(1) < 0.

ASDI Expoente”« Dossié do Professor

Logo:
f-1)xf(1) <0 & (-k+1+1)(k-1+1)<0
& (-k+2)k<0
& -k2+2k<0
+ y=-x+2x
0 2 X

Entéo, k € |-, 0[ U ]2, +oo[.

12. Opcdo (C)
Uma vez que f'(a) =0 e f"(a) < 0, entdo f(a) é um
maximo da fungéo f.

13

131. Como f é continua em [-2, 0], por se tratar de
uma funcao racional continua neste intervalo,
pode concluir-se, pelo teorema de Weierstrass,
que a fungdo admite neste intervalo um maximo
e um minimo absolutos.

13.2.Em R*, f(x) =x3 - 6x2 + 5.
f'(x)= (x3-6x2+5)' =3x2-12x

f'(x) = (3x2-12x)' = 6x - 12
f'x)=0 @ 6x-12=0 & x=2
X 0 2 +oo
Sinal de " n.d. - 0 +
Sentido das
concavidades n.d. N P.I. U
do gréfido de f

Em IR, o gréfico da fungdo f tem a concavidade
voltada para baixo em ]0, 2[ e tem a concavidade
para cima em ]2, +[; tem um ponto de inflexdo

parax=2.
Testen.’3
1
4 o 2x3Ix%; 1
11. A probabilidade pedida ¢ igual a Cyx6l 10
17A
12. A probabilidade pedida é igual a —=35 ~ 0,035.
2. Sejam Ve C os acontecimentos:
V. “Ser vacinado."
C: "Ficar curado.”
P(V)=0,5
9



PCIV =068 o PCOV _ggg 5.P(ANB)+P(A1B)+P(BIA) =

P(V) — P(BN A)
& P(CAV)=068x05 SLPANBEPA Y
< P(CnV)=0,34
g —1-PANB)+PA) + PAZPANE ‘P’;(\?“B) -
VvV —=01
P(VnC)= 200 =0,19
5 P(A) - P(A) x P(B
c c Total =1-P(AnB)+P(A) + PAIZPAIXPE)
P(A)
v 0,34 0.16 05 =1-P(ANB)+P(A) +1-P(B) =
v 031 019 05 =1-P(A mE) + P(A) + P(B) =
=1-PAuB)=
Total 0,65 0,35 1 =PAUB) =
— =P(ANnB)
o PVnC) _031_31
P\VIC) = = ==
Wi P(C) 065 65 6. Opcao (C)
Para se poder aplicar o teorema de Weierstrass a
3. Opgdo (A) funcéo f no intervalo [0, 2], a funcao f tem de ser
nCy =20 825 continua nesse intervalo, e, em particular, tem de
1+n+"Cy+"Cy=22152 ser continuaemx = 1.
& n+nC,=22152-1-20825 Para que f seja continua em x = 1, tem de se verifi-
P r7+1C2 1326 car f(l) :;Eiinl' f(x) = iiinf f(x)
< f(1) =k=Llim_f(x)
4 x—1
) X— l

slim fl) =lim ==

41. Opcao (B) -1 x3+ 32—

c(l4 5+2sen<14xg+%) 3,82 (o) . k-1 )
T Tt )02 dat 4)
c(15 5+25en<15><%+%> 3,38
)|E|—>l X2+ 4x + 4
c(16)=5+2sen (16 x =+ 1) ~6,18 1
2 5 ==
T T 9
c(17) =5+ 2 sen (17><5+€) 6,62
- Calculo auxiliar
c(20 5+2sen<20x5 €> 618 s o L
C f a 3 ti [14, 16] ! ! A :
omo a fungao c~e continua em , e ‘ 1 4 4 0
c(14) < 5 < ¢(16), entdo, pelo teorema de Bolzano-
-Cauchy, a equagao c(t) = 5 tem, pelo menos, uma Assim, x3 + 3x2 - 4 = (x— 1) (2 + 4x + 4).
solugdo neste intervalo.
42 c(t)=e(t), t € [0, 4] Entao, k =%
dA
: 1g'() = (x 1 +2x)
: x-2
< (0,07;6,35) ‘

=1\ x=2) - x-1)(x-2)

(1,5;5,31) / = +2=
e \ 1 (x - 2)2
(2,46; 3,05.-734: 4,37)
_/ ! _ X — 2—x + 1

w27 2T
| 1
0 v (x-2)2

t=007 vt=15v t=246 v t=3/4

10 ASEI Expoente « Dossié do Professor



Assim:
-1
(x-2)?

1 +2(x-2)?
(x-2
- 2x2-8x+ 7 -0

(x-2?
o 2-8x+7=0 A (x-2)2%0
8+V64-56
4

8+V8
4

g'x)=0 +2=0

=0

& x= AX#E2

AXE2

& X =

)6278i[2+\/§ AXE2

V2
2

v x=2-

0 \/E 0
5 6]2,4‘ [ 2_T$]2v+ [

& x=2+

Va2
2

2+

Entao:

X 2 2+

Va2
2
0

Sinal de g”

Sentido das
concavidades n.d. N P.I. U

do gréfico de g

O grafico da funcdo g tem a concavidade voltada

V2
2

para baixo em ]2, 2+ [ e tem a concavidade

V2
2

voltada para cima em }2 + . +oo[; tem um

V2
o

ponto de inflexao de abcissa 2 +

8. Opcao (B)
') =0 & x2(x+1)2(2x-1)=0

S x=0vx=-1v le

2
X —o0 -1 0 % +00
Sinal de f”’ - 0 - 0 - 0 +
Sentido das
concavidades N N N | PL @]
do gréfico de f

O gréfico de f tem um ponto de inflexao de abcissa
1

91, op - sen (t-x) & PQ=4senx

}E\Snl Expoente”« Dossié do Professor

0Q —

_ = —_ = —4

oP cos(m—x) & 0Q COS x
Logo:
Alx) = (4—4cosx)x4senx _

2
_ 16senx-16senxcosx _
2

8senx—-8senxcosx=
=8senx—4sen (2x)

9.2. A'(x) = (8 sen x — 4 sen (2x))' = 8 cos x — 8 cos (2x)

A'(x) =0 < 8cosx—8cos (2x) =0
& C0S x = C0S (2x)
S x=%x+2kn v x=-2x+2kn, ke ”Z
o x=2kn v 3x=2kn, ke ”Z

2kn

S x=2kn v x= 3,kEZ
T 2n
Comox € o 7|, tem-se que x = 3
T 2n
a8 ) 3 Y
Sinal de A’ n.d. + 0 - n.d.
Variagdiode A | n.d. A Méx. N n.d.

10.

1.

1.

Assim, a area do triangulo [APQ] é méaxima para
L= 2n

3
Opcéo (A)
sen (2x) cos (2x) = sen (2x) (cos? x — sen?x) =
=sen (2x) (1 -sen?x-sen?x) =

=sen (2x) (1 -2 sen?x) =

=sen (2x) —sen (2x) 2 sen?x =

=sen (2x) -2 senx cos x X 2 senx =
=sen (2x) - 4 sen3x cos x

cos(x -~
2

im f(x) =lim =lim
XoOn XN X—T X=>T T —X
. sen(m- . sen(m-—
=lim senfr=x) =—lim senfr-x) _
XON X—T X—OT mT—X

Consideremos a mudanga de varidvel T —x = y.

x—>n =y—>0

=—lim 20V =

y=o  y

Logo, a reta de equacdo x = t ndo é assintota ver-
tical ao gréfico de f.
Como f é continua em IR\ {n}, por se tratar do
quociente entre duas fungdes continuas, entao
ndo pode haver outras assintotas verticais ao seu
grafico.

m



02 f(x) = ( M ) -
-3

X-T

-sen x—£>><(x—n)—cos(x—%>

_ _CosxX(x—m—-senx
(x - m)?

, cos(O)x(O0-m-sen(@) —=w 1
Fio= (0-m)2 n?

cos(O—%)
f0)= ——F——=0

O-m

Assim, a equacdo reduzida da reta tangente ao

grafico de f, no ponto de abcissa 0, é y = —%x.

Testen.’4

. Opgdo (A)

Ndmeros inferiores a 5000: 4 x 8 x 7 x 6 = 1344
Numeros entre 5000 e 5800: 1 x 6 x 7 x 6 = 252
Numeros entre 5800 e 5840: 1 x 1 x3x6=18
Assim, 1344 + 252 + 18 = 1614 ndmeros.

. \ . 502X8C2 56
2. A probabilidade pedida é igual a T@ = 143"
3.
30 30
1. =——=—=1

31.600) 1+2xe% 3 0

No inicio do ano 2010 havia 10 000 gaivotas.

. L 30 30 _
G = 20 " Traxg 0

32.6(0)=19 &

12

Com o passar dos anos, o numero de gaivotas

aproxima-se de 30 000.
30

1 + 27012t =19

30

-012t — SY

& 1+ 2e 19
11
19

1
-0,12t — =~
€ 38

o
o 0,12t—ln(38)

ln 11
38

-0,12

PN 2e—0,12t —

S t=

Logo, t = 10,331

Durante o ano de 2020, o numero de gaivotas
atinge os 19 000 elementos.

3.3. Estudemos a monotonia da fungdo G em [7, 12]:

Ve — 30 L
G(t)_( 1+ 2012 )_

30" x (1 +2e7012) - 30 x (1 + 27012ty

(]_ + 28_0'12t)2
_ 0-30x(2x(-0,12) x 012 _ 72 xe012
(1+ 270122 (1 + 2e7012t)2

Como G'(t) >0, V t € [7,12], entdo conclui-se que
G é estritamente crescente neste intervalo.
Pretende-se mostrar que existe, pelo menos, um
valor de t no intervalo ]7, 12[ em que G(t) = 17,3.
A funcdo G é continua em IRE, por se tratar do
quociente entre fungdes continuas, em que o
denominador nao se anula; em particular, G é
continua em [7,12].

30
6(7) = W = 16,099
G(12) = 30 = 20,355

1 + 2e012x12
G(7) < 17,3 < G(12)

Assim, pelo teorema de Bolzano-Cauchy, existe,
pelo menos, um valor de t no intervalo ]7,12[ em
que G(t) =17,3.

Como a funcdo G é estritamente crescente neste
intervalo, esse valor de t € Unico.

y
S
y=173
(8,35;17,3)
o0 X

t = 8,35 anos apds o inicio de 2010.

4. Opcao (B)

2
sen?a+coslo=1 (%) +coslo=1
=N Coszoc=1—ﬁ < coslo= 225

289 289
Como o é um angulo agudo, entdo

cosa= |22 15
289 17

1 5\2 1
tg?p+1= e (=) +1=
g°p cos? B <12> cos? 8
144
2 = —
< cos’ B 169

ASEI Expoente” + Dossié do Professor



Como B € um &ngulo agudo, entéo lim g(x) = lim 5
x—0 xXt+x
Laa 12 x(x?+6x+3)
COsS p= —— =& cosB=—. i X(®+6x+3) _
' 169 " 1S LITU x(x+1)
- senf i_ _senp 5 . x?+6x+3
tgp= cosp ' logo 17 = o ° senB === - lim 248023
13 3
Assim, cos (ot + 8) =cos o cos B—sen o sen = ZI:
15 12 8 15 _140
17713 17 713 221° =3

Como Vx € IR*, g(x) < h(x) <flx) e

. lim0 flx) = lim0 g(x) = 3, entdo, pelo teorema das
5. PAUBUC) = fungdes enquadradas, limo h(x) = 3.
x—
=P(AuB)uUQC)=
—P(AUB)+P(C)—P((AUB)mC)= 1
=P(A) + P(B) -~ P(An B) + P(C) - P(An C) U '
U(BANC) = T1. Para que a funcio f seja continua em x = 0,
=P(A)+P(B)-0+P(C)-P(ANC)-P(BNC) + lim . flx) = lim__f(x) = f(0).
+PANBNC)=
0+1
=P(A) + P(B) + P(C) - P(A) - P(C) + P(AL C) - Q) =571
-PB)-PC)+PBuUC)+0= 2
- - - clim fe) =lim Lo
PAUC)-P(C)+PBUC) = am.- Rl
=PAuC)+PBuUC)-PC) :0+1:_1
5.2. Tem-se que: 0-1
P(A) x P(C) = P(A " C) - lim_ ) = lim . kx—sen () _
P(B) x P(C) = P(B ~ C) T T o
P(AnB)=0 =lim+(k—M):
x— X
Usando a igualdade da alinea anterior: sen (2x)
11 =k-Llim ———=x2=
PAUBUC) = 2x — 0" )
12 =k-1x2=
@P(AUC)—P(C)+P(BUC)=% —k-2
Logo:
2 3 11 1
& 5-PO+ =1, @ PO=3 k=2=-1 e k=1
. 2
Assim: , , X tl se x<0
PAUC) == < PA) +P(C)-PANC) == 12100 =1 "
3 3 -sen (2x)
9 ——se x>0
< P(A)+ P(C) - P(A) x P(C) = 3
) L m ]0, 2x[:
o PA) +--PA)xZ-== _
2 2 3 g(x):XXL(zx)‘f‘ZCOSX:
1 X
& P(A) = 3 =—sen (2x) + 2 cos x
g'(x) =-2 cos (2x) - 2sen x
6. Opcao (D) g(x)=0 < —2cos (2x)-2senx=0
lim_ f(x) = lim e e _ & cos (2x) +senx=0
-0 =0 X & cos?x-sen?x+senx=0
—lim e(e*-1) _ & 1-sen?x-sen?x+senx=0
¥=0 x & -2sen?x+senx+1=0
3x
- i - - _ -1+V1+8
=ty erxfim =X 3= o seny= S
=1x1x3=3 1+3
& senx=—

4

ASDI Fxpoente » Dossié do Professor 13



1
& osenx=1 v senxz—E

& x=%+2kn v x=lé—n+2k1t v

vx=TE ok kEZ

6
Em]0,2n[:x=%vx=lé—nvx=%
T n 11n
* 0 2] |8 ] |8 | |
Sinaldeg’ | nd. |-| O | -] O + 0 - | nd
Variagdode g| n.d. | ™ N Mino | 2 [Méx. | N | nd.
n =-sen I +2cos ) -
N6 3 6
V3 V3
=—— 2 _ | =
2. x( : )
2
g(lé—n)z—sen <1§—n>+2005 (1é_n):
V3 V3
= 2 =
2 TN
_3V3
2

A fungao g é estritamente decrescente em ]O, %]

eem [11_7: 27r[ e é estritamente crescente em

6
7n 1ln . . 3V3
—, —— |, tem um minimo relativo - ——— em
6 6 2
I o . V3
xX= ? e tem um maximo relativo em
Lo ln
5

8. Opcao (D)
glr) =flx) e =x2-a-e
g'x)=2x-¢e"
g'(x)=2-¢"
Assim, o grafico de g" obtém-se a partir do grafico
da funcdo exponencial de base e através de uma

reflexdo de eixo Ox seguida de uma translagao
segundo o vetor (0, 2).

9. Opcao (B)
lim u, =lim n+3\2_
-t (223
=lim<1+ 2 >n+2:
n+1

]

limg(u,) =lim  glx) =
x— (&)

=lim . ln(x-e?)=
x— (e?)

=In (0" =

= —00

10.

101 Em ]2, +oeo[:

In(x -1)
In(10)

=log [(x2-3x+2)(x-2)] - log (x-1) =

:log< (-Ar-1)-2) ):

f(x) =log (x2-3x+2) + log (x - 2) -

x-1
=log (x-2)2=
=2log (x-2)
10.2. Em 3, +oo[:
fx) 2gx) & 2log (x-2) >log (x+1) + log (x—3) =

& log(x-2)2>log [(x+1)(x-3)] =
o x2—bx+4>2x2-2x-3
& -2 >-7

<:>x§1

N b= ]2

103.f(x)=0 < 2log (x-2)=0
S x-2=1
< x=3 (E Df)
0 ponto de intersecdo do grafico da fungdo f com
o eixo Ox é o ponto de coordenadas (3, 0).

f'(x) = (2log (x-2))' =

B 2
(x-2) In (10)
oy 2 2
re)= (3-2)In (10)  ln(10)
A equagao pedida é da forma y = In (10) x+b.
O ponto de coordenadas (3, O) pertence a esta
reta, logo:
2 ___ 6
T T R P Te)
A equagdo pedidaéy = 2 x- 6
quagsop Y= 10t oy

ASEI Expoente” + Dossié do Professor



Testen.’d

1. Opcao (D)
Termo geral:

o{2T T

2x X

e, (y%>8—p 2-8+p xB+p (L2)pyp (x_%)li’ =

1 1
— 8cp (_1)p 2—8+ 2p x—8 + pr4+ 2P

Assim:
-8+ % p=-4
1 < p=8
4+-p=8
2 p
Logo:
ok = 8C8 (_1)8 2-8+16 & k= 28
< k=8

2. Sejam H e R os acontecimentos:
H: “Ser homem."

R: “Escolher o menu regular.”

PHAR

P(H|R)=$:
% 1
50 * 26

2 11 24 15
50 26 50 24
11

= — = 9
% 42%

3.
3. Opcdo (D)

Capital acumulado ao fim de seis meses:

4600 + 0,013 x 4600 = 4659,80 euros

Capital acumulado ao fim de um ano:

4659,80 + 0,013 x 4659,80 = 4720,38 euros
3.2. C(t) = 4600(1 + 0,013)%

C(t) > 6000 «< 4600(1 + 0,013)% > 6000

30
2t
& 1,013%4 > 3

30
& 2> 1091,013 (2—3>

30
091,013 ﬁ)
2

o t>
Logo, t > 10,286.

E possivel obter um capital acumulado superior a
6000 euros ao fim de 11 anos.

ASDI Expoente”« Dossié do Professor

4.

41. Seja g(x) = In (e* + €*) — 3 In (x). Pretende-se mos-
trar que a funcdo g, de dominio IR*, tem, pelo
menos, um zero no intervalo ]1, 3J.

A fungdo g é continua em IR*, por se tratar da
diferenca entre duas funcdes continuas; em parti-
cular, g € continua em [1, 3].
gl)=ln(et+eh-3In (1) =1127
g(3)=1In(e*+e3) -31n (3) =-0,2933
9(3)<0<g(1)

Logo, pelo teorema de Bolzano-Cauchy, a funcédo
g tem, pelo menos, um zero no intervalo ]1, 3[, ou
seja, a equacao f(x) = 3 In (x) tem pelo menos uma
solugdo no intervalo 11, 3.

ABx h 3h
=

4'2'A[ABC] = 327
& h=2
& 3-flx)=2

< f(x) =1, onde h representa a
altura do triangulo [ABC] relativa a base [AB] e x
é a abcissa do ponto C.

y

(-0,82; 1)

6] X

Assim, o ponto C é o ponto de coordenadas
(-0,82; 1).

5. Opcéo (C)

2x12C5x7C3-8x"Cy  _2x1C;-8
16Cy % /Cy 16,
6. -
6. Aason) = CD; B x EF =
_ 2tg(x+225enoc « (1 cos o) =

=(tgo+seno)(l-cosa)=
=tgo+seno—tgocoso—senocosao=
=tg o+ seno—seno—senocos o=
2 sen o.cos o
B R
sen (20
2

=tga

=tga-

15



1 2cos (20) _

6.2. A'(6
6) = cos2@ 2
1
= 2 =
0 0 cos (260)
-1 —-cos20+sen? @
cos? 0
1 1
1+tg?0= 1+5=—5—
g cosze(:) cos? 0
1
29:_
& cos 5
sen?@+cos?0=1 < sen? 0+ % 1
5
26_—
& sen 5
. 1 5 20
Assim, A'(0) = 6-=+=> ==
ssim, A'(0) =6 67573

1. Opcao (A)

f(3)=0 log(9+3a+b)=0
[ -

fl4)=0 log (16 + 4a+ b) =0

9+3a+b=1

g

16+4a+b=1

o
|
o
-
-

g

16+4a-3a0-8=1

0

b=13

g

X —% -2 -1 +00
Sinal de + 0 - 0 +
Sentido das
concavidades v P.I. N P.. v
do grafico de f

8.
f)-f1) . - fx)-f) .

81 Lim, ] lim, 1 Xyinlx+1
=f’(1)><%=
=22><e3><%:
= 2g3

821 (x)=2(x+1)ex* 1+ (x +1)2x 2> *1=

=Pl (e + 2+ W%+ 4y +2) =
=e> "1 (2x? + Bx + 4)

') =0 & e+ {22 +6x+4)=0

o extl=0v 22+6x+4=0
| —7

equagao impossivel
o x2+3x+2=0
-3+V9-8

& X = )

16

O gréfico da funcdo f tem a concavidade voltada
para cima em |-, —2[ e em ]-1, +[ e tem a con-
cavidade voltada para baixo em ]-2, -1[; tem dois
pontos de inflexdo de abcissas -2 e 1.

9. Opcao (B)
+1
I f)dx = ax"dx=a [x"dx=a +c=
n+1
n+1
=& +c,c€R
n+1
10.r:y=3x
eyl
=5
ty=-2x+5

Abcissa do ponto de intersecao das retas re t:
Ix=-2x+5 & 5x=5 o x=1

Abcissa do ponto de intersecdo das retas se t:

lx=—2x+5 & x=-4x+10

2
< bx=10
& x=2
Yy t r
o 1 2 x
S

Entao:
A:Jé(3x—%x>dx+ﬁ(—2x+5—%x)dx=
:J§<gx>dx+_[lz<5—gx)dx=
[52), [o 5P
e[
S\]_
-0)+[(10-5)-<5—Zﬂ-

Il
//
Njor N|or ~lo

+
Nl
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] f(x)dx=]sen (2x)dx =

=§J2 sen (2x)dx =
__cos(29 ¢ cER
2
A reta de equagdo y = -2x — 1 interseta o eixo Oy
no ponto de coordenadas (0, -1).

Entao:
f0)=-1 & —0050 -1
_ 141
S c= 1+2
oc=-1
2
Logo
_gos (%) 1_
flo) = - == -
__1+cos (%)
2
Testen.6
1. Opcéo (C)

A probabilidade pedida é igual a:

12 10 10 12 60
29 28 29 28 203

2
_2
2. H(2)=157xe 5 =10,524
Dois anos apds a compra, o automdvel vale
10 524 euros.
t+1

gg Ht+l) 157xe ° _ -fte

H(t) 157 xe 5

A cada ano que passa, o automovel desvaloriza,
aproximadamente, 18%.

1

t _1
®=e ° =082

t

t _t
2.3.H’(t)=—%><15,7e 5> =-314e °

H'(0) =-3,14e9=-3,14

Quando a Helena sai com o automdvel do stand, o
automovel estd a desvalorizar a uma taxa de 314
euros por ano.

t
=M(t) & 157e ° =172e *5

24. H(t)
t
L €5 _172
o5 157
t t
5t 2 _ 172
<€ 157
S _112
157

Jﬂksnl Expoente”« Dossié do Professor

2t

s _ 172
¢ 17

2 (172
“ 15 "\1s7
15 (172

2 (157

Logo, t = 5,247.

0,247 x12 =2,964

Os automodveis tém o mesmo valor apds, aproxi-
madamente, 5 anos e 3 meses da sua compra.

Im= tg(zg) V3

f'()=-V3 & 2622+ 2ccos(x? +1) =-V3

A=(1,18;-1,73)
I

O ponto A tem abcissa 1,18.

4. Opcao (A)
= 2017 4 92018 _ 32019 4 42020 —

= +22 =33+ 40=

=j-2+3i+4=
=2+ 4
11 1 X2—4i:
z 244 2+44i 2-4i
_2-4)
" 4+16
_1 .1,
10 5

5. Opcéo (C)

x —0 -1 1 +oo
Variagao de f’ v Max. | N Min. A
Sinal de " + 0 - 0 +
Sentido das
concavidades v P.I N P.I. v
do grafico de f

O gréfico de f tem a concavidade voltada para
baixo em |-1, 1].

1



6. Assintotas verticais:

A funcao f é continua em todo o seu dominio, exce-
to, eventualmente, no ponto 0. Portanto, s6 a reta
de equacdo x = 0 é candidata a assintota vertical
ao graficode f.

x2+ 2 sen (3x)

<t )= S22

—lim x+20m NG _
x—0 x—0

sen (3x)

=0+2lim X 3=
x>0 3x
=0+2x1x3=
=6
ln (-2x+1)

LR L S

Ln(—2x+l)xlim 3x « 2\ _
-2x 3r—>0 ¥ -1 3]

Assim, o grafico de f ndo admite assintotas verti-
cais.

Assintotas nao verticais:

*m=Llim o) _
X—>+© X
iy (x2+25en (3x)>_
=lim (——————"|=
X — +x© X
=1+Llm 2 sen (3x) ser12(3x) =
X — +® X
=1+0=
=1

Calculo auxiliar
Tem-se que:
-1<sen(3x)<1

-2<2sen(3x)<2

_2 _2sen(3x) _ 2
2 2 =2
. C 2\ 2 - 2sen (3x) _
Como}@wc( x2> xl@m 2 0, entao}[}n+oc 2 0.
b= limm (fx) —x) =
Y (x2 + 2 sen (3x) ) _
=lim |([—————————-x|=
X — +o X
—lim 2 sen(3x) _
x =+ X
=0

Assim, a reta de equacdo y = x € assintota obliqua
ao grafico de f quando x — +o,

18

. 1 . -x+1
x lim 1 x lim =

X —> - e3x_ X =% X

=lim —*x(-1) xlim (—2+1>:
yote oy X — -0 X

Assim, ndo existe assintota obliqua ao gréfico de f
guando x — —»,

1
TLfx) 2f(2x)-1 & log (x+1)>log (2x+1)-1
D={x€R:x+1>0 A 2x+1>0]=]—%,+00[

Assim, V x € ]—% , +oo[:

log(x+1)>log (2x+1)-1

log (x +1) + log (10) > log (2x + 1)
log (10x +10) > log (2x + 1)
10x+10>2x+1

8x>-9

£ 88¢0¢Q

x>-—

8
Logo, C.S. = H . +oo[ A ]-% , +oo[ - H . +oo[.

12.D,={x ER:x € Dy A glx) €E Dj} =
=xeR:xER A glx) €]-1, +»[} =
=R

Calculo auxiliar
glx) €11, +¢[ & sen?x>-1

Condigao universal em R.

h(x) = fo glx) = flg(x)) = f(sen?x) = log (sen?x + 1)
) = (sen?x+1)"  _
(sen?x +1) ln (10)

_ 2 sen x cos x
(sen?x +1) ln (10)

2 sen x cos x
h'(x)=0 =0
) < (sen?x+1) ln (10)

ASEI Expoente” + Dossié do Professor



& 2senxcosx=0 A (sen?x+1)In(10)=0
< senx=0 v cosx=0

km
< x=—keER
2
T 3n
0 - —_— 2
RY 2 T 2 |
Sinal de b’ 0 + 0 - 0 + 0 - 0
Variagdode h| Min. | 2 | Méx. |\ | Min. | 2 [ Max. | ™ | Min.

A funcdo h é estritamente crescente em [O, —] e
3r , .
em |, 7 e é estritamente decrescente em

b 3n , . .
5, T|eem 7, 21t |, tem maximos relativos em

T 3n . ,
xX= 5 eemx= - e tem minimos relativos em x =0,

emx=meemux=2m.

8. Opciao (C)

_[g senxdx = SJ': sen x dx
= [—COSx]g=3[—cos x)x
< —cos k+1=3(1+cos k)
< —-4cosk=2

& cosk=-=

o k= +%"+2kn kez

Como k € [0, ], entdo k = Z?E

9. Seja h a funcdo que d4 a altura da &rvore, em cen-
timetros, em funcdo do nimero de anos decorridos
apos ter sido plantada, t.

h'(t)dt=|—=dt=
)=]n J Vit
=20t 2 dt=
1
t 2
=20 T +c=
2
=40Vt+c,cER
Tem-se que:
h(0)=10 < 40xV0+c=10
< ¢=10
Logo, h(t) = 40Vt + 10.
Assim, h( = 40V9 + 10 = 130, o que significa

gue, passados nove anos de ter sido plantada, a
arvore mede 130 cm.

ASDI Expoente”« Dossié do Professor

10. Opcao (D)

As circunferéncias tém centro no ponto A, que é o
afixode 1 + 2i.

A circunferéncia menor é tangente ao eixo imagi-
nario, pelo que o seu raio é 1.

A circunferéncia maior é tangente ao eixo real,
pelo que o seu raio é 2.

Assim, a coroa circular de centro Aeraiosle2é
definida, em C, por:

1+2)1<2 & 1<1z-1-2i1<2

1<|z-

A semirreta BC tem origem em B e é paralela a
bissetriz dos quadrantes impares, logo uma condi-
cao que a define é Arg (z—2i) =—

A semirreta éD tem origem em B e é perpendicu-
lar a semirreta BC, logo uma condigdo que a defi-
ne é Arg (z—2i) =

-~
Entdo, a condicdo que define a regido sombreada
é:

1<1z-1-2i1<2 A ——}sArg (z—2i)s—}
. V3+V3i Be G
.le = = e
ﬁef(’%) £5é<3)
9

Calculos auxiliares

12

RV 4x; 38 =
22:<\/§e 15) =(V3)4e ' =9 ¢
Como os afixos dos complexos z; e z, sdo vértices
consecutivos de um poligono regular de n lados,
com centro na origem do referencial, entao:

3n 7n_2n T_2n

T—EZT@E = n=12
2 :2—:
1+z 1+e?%
— 2 —
1+ cos (2a) +isen (20)
= 2 =
1+ cos? o—sen? o+ 2i sen o, cos o
_ 2
2 cos? o, + 2i sen o, cos o
1

coSs o(cos o + i sen o)

_coso-isena _
cos o

=l-itga

1"
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