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Apresentacao

Este livro destina-se aos alunos que pretendem fazer exame de Matematica A para concluir o
12.° ano ou aceder ao ensino superior.

A forma como esta estruturado permite:

= fazer uma revisao da teoria e da pratica dos contetidos dos 10.°, 11.° e 12.° anos;

= recordar estratégias e modelos de resolucao de problemas;

= avaliar a sua capacidade de resposta a questoes novas e idénticas as dos exames nacionais.

Um livro funcional

A primeira parte do livro esta organizada em 4 unidades que sintetizam os contetidos dos 10.°, 11.°
e 12.° anos contendo:

Teoria, Exemplos e Verifica (questoes diretas)
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Uma preparacao orientada

Como grande novidade este livro inclui um anexo com questoes de exame essenciais, criteriosa-
mente selecionadas e organizadas, que:

= focaliza os alunos nos exercicios mais representativos;
= contém as solucoes das questoes no final de cada tema.

Questdes de exame

Paginas
= destacaveis

Um estudo autonomo

As resolucoes detalhadas de todas as questoes propostas no livro estao disponiveis em
www.escolavirtual.pt permitindo o estudo auténomo e organizado do aluno.
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Unidade 1 - Probabilidades e estatistica

Temal

Andlise combinatoria. Tridngulo de Pascal.
Bindmio de Newton

1. Principios fundamentais da contagem

A Ana vive numa margem do rio e a escola que
frequenta fica na outra margem. Para ir de casa
para a escola passa por uma ilha, como se observa
na figura ao lado.

BIONPF OUOd & TIVIN-NEdD

A casa estd ligadaailha A por trés pontes e a
ilha B por duas. Por outro lado, para ligar as ilhas
a escola existem duas pontes a partirdailha A e
quatro a partirdailha B.

« Quantos caminhos diferentes tem a Ana para ir de casa para a escola passando pelailha A?
Para responder a esta questdo pode-se fazer um diagrama em arvore.

(a, d)

(a, e)

(b, d)
Casa <

(b, e)

(c,

(c, e)

A Ana tem seis caminhos diferentes para ir de casa para a escola pelailha A.

Para responder a mesma questdo pode-se aplicar o principio da multiplicacao:

. Principio da multiplicacao
Se um processo é constituido por k etapas e se existirem n, maneiras diferentes de realizar a primeira
etapa e se, para cada uma destas, existirem n, maneiras diferentes de realizar a segunda etapa... n
maneiras diferentes de realizar a etapa de ordem k, entéo todo o processo pode ser realizado de
n, X n, X... X n, maneiras diferentes.

Casa-1llha A lha A -Escola

3 2

3xX2=6
A Ana tem seis caminhos diferentes para ir de casa para a escola pelailha A.

Casa da Aula - Centro de Explicagbes - www.casadaaula.com
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Tema 1 - Andlise combinatéria. Triagngulo de Pascal. Binémio de Newfon

« Quantos caminhos diferentes tem a Ana para ir de casa para a escola passando pelailha B?

Aplicando o principio da multiplicagao, tem-se:

Casa-llha B llha B -Escola
2 4

2xX4=8

A Anatem 8 caminhos diferentes para ir de casa para a escola pelailha B.

« Quantos caminhos diferentes tem a Ana para ir de casa para a escola?

Para responder a questao pode-se aplicar o principio da adicao:

D Principio da adigao

~ Seum processo é constituido por k etapas que se excluem mutuamente e se existirem n, maneiras de
~ realizar a primeira etapa, n, maneiras de realizar a segunda etapa,... n, maneiras de realizar a etapa de
~ ordem k, entéo todo o processo pode ser realizado de n, +n, +... + nx maneiras diferentes.

Pr:

Casa - Escola

Pelallha A Pelallha B

6 8
6+8=14

A Ana tem 14 caminhos diferentes para ir de casa para a escola.

p Exemploil

Para um almogo podemos escolher entre trés sopas (sopa de legumes, sopa
de peixe e canja), trés pratos de peixe, quatro pratos de carne e duas sobre-
mesas (doce ou fruta).

De quantas maneiras pode a Ana escolher a refeicao sabendo que é consti-
tuida por uma sopa, um prato (carne ou peixe) e uma sobremesa e que, se
escolher prato de peixe, nao escolhe sopa de peixe?

Resolucac

Sopa - peixe - sobremesa ou Sopa - carne - sobremesa

2 3 2 3 4 2
2X3%x2=12 3x4x2=24
12+24=36

A refeicao pode ser escolhida de 36 maneiras diferentes.

D Verifica 1

A Luisa tem 12 filmes policiais,
10 de comédiae 7 de drama.
Vai selecionar dois filmes de
géneros diferentes para ver no
domingo.

De quantas maneiras pode fazer
a escolha?

Casa da Aula - Centro de Explicagbes - www.casadaaula.com
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Unidade 1 - Probabilidades e estafistica

2. Fatorial de um numero natural n

. Chama-se fatorial de um niimero natural n e representa-se por n! ao produto dos n primeiros nimeros
naturais. -
nl=n(n-1)(n-2)X..x2x1

Aplicando a definicao, vem: 120,
4'=4x3%x2x1;5'=5x4%x3x2x1=5x%4!

Por convencao, tem-se:

0!'=1
P Exemplo 2 D Verifica 2
Resolva a equacdo em x: 2.1. Resolva a equagao:
| ' | 2(x+2)!'=17(x+1)! =8x!
12(x—1)! +5x! =(x+1)! o i
100! — 99!
98!

12(x—1)'+5x!=(x+1)! < 12(x— 1) +5x(x— 1) —(x+1)x(x-1)!=0 &
& x=D[12+5x-(x+1)x]=0 &

S (x—1)!=0V 12+45x-x*-x=0 < xXED V x=6 V x=-2
Comoteradeser x—1>0, x>0 e x+1>0, S=1{6}.

3. Arranjos

Arranjos sem repeticao (arranjos simples)

De uma caixa com cinco bolas numeradasde 1 a 5, extraem-se sucessiva-
mente trés delas e colocam-se, lado a lado, da esquerda para a direita.

Quantas sequéncias diferentes é possivel obter?

Lugares a preencher = 1.° 2" 3
N.° de solucbes por lugar — 5 4 3
Resposta: 5x4x3=60 )

O numero 60 designa-se por arranjos sem repeti¢ao de cinco, trés a
trés, ou arranjos simples de cinco, trés a trés, e escreve-se:

A;=5%4x3=60

De um modo geral:

' Dados n elementos quaisquer, chama-se arranjos sem repeticao de n elementos p a p atodasas
sequéncias que é possivel obter com p elementos escolhidos arbitrariamente entre os n dados.

O numero de todas estas sequéncias designa-se por "A, (ler: “arranjosde n, p a p”).
"A,=n(n-1)(n-2)x...x(n—p+1)comn, pEN, e n>p
Da definicao de fatorial deduz-se que:

|
nA P n!
* (n-p)

Casa da Aula - Centro de Explicagbes - www.casadaaula.com
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Tema 1 - Andlise combinatéria. Triangulo de Pascal. Binémio de Newton

» Exemplo 3 Sentar em fila

De quantas maneiras cinco pessoas se podem sentar numa fila de cadeiras 3.1. Nafinal da prova dos
onde existem oito cadeiras disponiveis? 100 m, em atletismo, participam
oito atletas.

De quantas maneiras podem ser
atribuidas as trés medalhas (ouro,
prata e bronze)?

3.2. Uma associacao pretende
escolher a sua bandeira que sera
formada por trés faixas verticais
com trés cores diferentes.

Se estdo disponiveis seis cores
diferentes, quantas bandeiras
tricolores é possivel obter?

3.3. Um saco contém 10 bolas,
numeradasde 0 a 9.

Desse saco retiram-se quatro
bolas, uma a uma, colocando-se
em fila pela ordem de saida,
formando, assim, um namero.
Trocando a ordem as pessoas estas Pe Quantos nimeros diferentes é
ficam sentadas de maneira diferente. 6720 possivel formar?

Pretende-se, portanto, escolher
ordenadamente cinco lugares entre
oito possiveis.
O niimero de escolhas é dado por:
A, =8x7Xx6x5x%x4
=6720

Permutacoes
De quantas maneiras cinco pessoas se podem colocar em fila para tirarem uma fotografia?
Lugares =¥ 1 2. 3.° 4.° 3¢
N.° de solugdes por lugar — 5 4 3 2 1
Resposta: 5x4x3x2x1=5!=120

Como se trata de escolher ordenadamente cinco lugares
entre cinco possiveis, a resposta também pode ser dada por:

"As=5%4%3%x2x1=120

Os arranjos de 5 elementos 5 a 5 também se designam
por permutagées de 5 elementos.

Ps="A;=5!

De um modo geral:

Chama-se permutacdes de n elementos a todas as sequéncias diferentes que é possivel obter com os
n elementos.

O numero dessas sequéncias representa-se por P, (ler: “permutacdes de n”):

P,="A,=n!

Casa da Aula - Centro de Explicagbes - www.casadaaula.com
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Unidade 1 - Probabilidades e estatistica

% Exémplo 4 NOmeros

Quantos numeros impares de cinco algarismos diferentes se podem escrever
utilizando os algarismos do nimero 87 643 ?

L Pode ser 3 ou 7
» Sequéncia dos quatro alga-
rismos restantes

4x3x2x1x2=48
Ou, 4! x2=48.
Logo, existem 48 numeros nas condic¢bes pedidas.

Arranjos com repeticao (arranjos completos)

D Verifica 4

Seis amigos vao ao cinema tendo
comprado bilhetes para seis
lugares seguidos. De quantas,
maneiras os seis amigos podem
ocupar os seis lugares?

Um teste tem cinco questdes de escolha multipla. Para cada questao existem quatro alternativas de

resposta.

De quantas maneiras pode um aluno dar resposta as cinco questoes de escolha multipla?

Questoes: =" 28 32

Possibilidades de resposta — 4 4 4

Existem 4Xx4x4Xx4x4=4" possibilidades de resposta.

42 52

4 4

O ndmero 4° designa-se por arranjos com repeticao de quatro, cinco a cinco, e escreve-se:

4A;=45

De um modo geral:

' Dados n elementos quaisquer, a,, a,, ..., a, chama-se arranjos com repeticio de n elementos p a p a
todas as sequéncias de p elementos, sendo estes diferentes ou nao, que se podem formar, de modo que as
sequéncias diferem pelos elementos que as compdem ou pela ordem de colocagao.

O numero total de sequéncias representa-se por "A’,. E tem-se:
nav _ P
A,=n
Aos arranjos com repeticao também se chama arranjos completos.

) Exemplo 5 Contar ngmeros

Quantos nimeros de cinco algarismos sdo muiltiplos de 5 ?

9 x"Ay x 2 =9 x 10° x 2 = 18000
- Ha duas hipéteses para o algarismo das unidades (0
ou 5).
Nimero de sequéncias de trés algarismos (iguais ou
diferentes).
Ha nove hipéteses para o primeiro algarismo (ndo pode
ser zero).

Existem 18 000 numeros de cinco algarismos que sdo multiplos de 5.

D Verifica 5

5.1. Quatro pessoas dirigem-se
ao balcao de uma pastelaria para
comprar, cada uma delas, um
bolo. Havendo seis tipos de bolos
diferentes, de quantas maneiras
pode ser feita a escolha?

5.2. Quantos niimeros naturais
entre 1000 e 100 000 sao
mdltiplos de 5 e tém todos os
algarismos impares?

Casa da Aula - Centro de Explicagbes - www.casadaaula.com
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Tema 1 - Andlise combinatéria. Triangulo de Pascal. Bindmio de Newton

4. Combinacoes

Cinco pontos, A, B, C, D e E, sobre uma circunferéncia, quantos A
triangulos definem? p

Um triangulo é definido pelos seus vértices. Neste caso, a ordem nao
interessa. [ABC] e [CAB] designam o mesmo tridngulo. .

Os cinco pontos definem dez triangulos:

ABC, ABD, ABE, ACD, ACE, ADE, BCD, BCE, BDE e CDE, C D

que correspondem aos subconjuntos de 3 elementos que é possivel definir no conjunto de 5 pontos.

O niimero de subconjuntos de 3 elementos que é possivel definir num conjunto com 5 elementos
designa-se por combinagoes de cinco trés a trés e representa-se por %C; ou (g) ;

Assim, °C;=10.

Repare-se que cada subconjunto de trés elementos da origem a seis 5Cs -
Sequéncias,pOiS P3=3!=6, .. ...................................................

A; _5x4x3
Entdo, °C;=—=>-"—"==10
T3l 3x2
De um modo geral:

. Chama-se combinagdesde n, p a p, "C, ou (;,'), ao numero de subconjuntos com p elementos que se

podem formar num conjunto que tenha n elementos.

n

! !
"C=—2 ecomo "A =—1" g LR ,n,pEIN,en>p.
R 9 * (n-p) * pln-p) ’
b Exemplo 6 Constitui¢ao do jori D Verifica 6

6.1. Considere oito pontos
distintos (A, B, C, D, E,F,Ge
H) sobre uma circunferéncia.
a) Quantos triangulos definem?
b) Em quantos desses tridangulos
oponto A éum vértice?
6.2. Uma prova de Matemitica é
. constituida por 12 questdes, das
quais é necessario responder a
oito (e s6 a oito), sendo quatro
obrigatoriamente escolhidas
entre as cinco primeiras e as
outras quatro entre as restantes.
De quantas maneiras pode o
aluno fazer a escolha?

Um jari é composto por quatro membros escolhidos numa lista de quatro
homens e seis mulheres. De quantas maneiras pode ser feita a escolha de
modo que o juri tenha tantas mulheres como homens?

Nao é feita qualquer exigéncia quanto a ordem.

Trata-se de escolher duas mulheres em seis e dois homens em quatro.

MA12 © Porto Editora

CPEN-

A escolha pode ser feita de °C, x *C,= 15 x 6 =90 maneiras diferentes.
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Unidade 1 - Probabilidades e estatistica

5.Triangulo de Pascal

Os elementos que resultam do calculo dos valores de "C, (n, p €N, e n > p) podem ser dispostos em
forma de tridangulo. Ao esquema resultante chama-se Triangulo de Pascal:

n=0 °%cs =4
n=1 g—ler— — 1 -
N
n=2 — e - a7 A
n=3 — %36 R e L
. . . . . N LA

S PR P L
n=5 S S6——S6 66—+ 5 ——¥—5—

Observando o Triangulo de Pascal notamos de imediato algumas regularidades, das quais se destacam:

1.* Em cada linha, o primeiro e o ultimo elementos é 1:

"C,="C,=1

2.* Em cada linha, os termos equidistantes dos extremos sdo iguais:

"C,="C,_pyn, pEN; e n>p

_,,,
6~ __6
Por exemplo, °C,="C,.

3.2 A soma de dois nimeros consecutivos de uma linha é igual ao nimero colocado abaixo, na linha
seguinte:

1
"C+"Co1=""Corrsn, pPENy e n2p

4° "C,+"C,+"C+...+"C,=2"

Um conjunto com n elementos tem exatamente 2" subconjuntos.

D Exemplo 7 TriGngulo de Pascal | | D Verifica 7

7.1. O quarto nimero de uma

A soma dos trés Ultimos elementos de uma linha do Tridangulo de Pascal é
certa linha do Triangulo de Pascal

172.
é 22100.

Qual é o terceiro elemento da linha seguinte? A soma dos quatro primeiros

() 153 (B) 17 © 19 (D) 969 ntmeros dessa linha é 23479.
Qual é o terceiro niumero da linha
seguinte?

7.2. Um conjunto tem
exatamente 128 subconjuntos.
Justifique que este conjunto tem

A soma dos trés ultimos elementos de uma linha do Triangulo de Pascal
éigual a soma dos trés primeiros: 1, a e b

1 a b ... «— Trés primeiros elementos tantos subconjuntos de trés
\/ \/ elementos como de quatro
1 a+1 a+b ... +— Trésprimeiroselementos da linha seguinte  €lementos.

1+a+b=172 < a+b=171
O terceiro elemento da linha seguinte é 171.

Resposta: (B)

Casa da Aula - Centro de Explicagbes - www.casadaaula.com
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Tema 1 - Andlise combinatéria. Trigngulo de Pascal. Bindmio de Newton

6. Binomio de Newton

Os desenvolvimentos de (a+by, (a+b)’, (a+b)*, ..., (a+b)’ podem ser escritos com a ajuda de
combinagoes:
(a+b) 1
(a+b) la+1b
(a+by 1a*+2ab+1b°
(a+b) 1a°+3a’b+3ab’>+1b°
(a+0b) 1a* +4a’b +6a’b* +4ab’ + 1b°

Os coeficientes do desenvolvimento sdo os nimeros do Triangulo de Pascal.

Observemos que:

« os desenvolvimentos sdo polinémios completos e ordenados em a e b, de expoentes decrescentes

relativamente a a e crescentes relativamentea b;
« 0 grau dos monémios do desenvolvimento de (a+b)" é n.

De um modo geral, tem-se:

n

(@+by'="Cd"+"C,d" 'b+"C,a" b’ +...+"C,_,ab" '+"C,b" ou (a+b)'= > "Ca""b’

Esta férmula é conhecida por férmula do binémio de Newton.
Observemos que:
« o desenvolvimento de (a+b)’ tem n+1 termos;

-otermodeordem p+1 é T,,,, sendo: T, ="Cd "t

) Exemplo & Desenvolvimento de um binémio

Desenvolva o binémio (2x+2)*.

(2x+2)=
=4C, (20" x 2°+°C, (2% x 2" +°C, (2% x 22 +°C; (%) x 2° +*C, (2x)° x 2* =
=16X" +4 X8 X2+6 X4 x4+4(2x)x8+1x(2x)°x 16=

=16x"+ 64x° + 96x* + 64x+ 16

) Exemplo 9 O termo independente

6
No desenvolvimento de (\/ - —)2;) determine o termo independente de x.

Va1 S0 o)

p=0 A
i 6-p
[ =6Cp<\/);)6 ’ X (— %)pzﬁcp (x%) (— 2 X x")pz

. 6 Z—E . 6 3*6-9
=°C,x IX(-2PxxP=°C(-2fx 2

O termo independente de x é o termo em que aparece x°.

© Porto Editora

Entéio: 3—g-p=0 &> 3p=6 & p=2

iNa="G(2Px & T,=15x4 & T,=60
EO termo independente de x é 60.

p=0

D Verifica 8

Use a férmula do binémio de
Newton para verificar que:

(2-V2) =232-164V2

D Verifica 9

No desenvolvimento de

2 5
o
X

determine o coeficiente do
termo em que aparece X .

Casa da Aula - Centro de Explicagbes - www.casadaaula.com
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Resumo

Analise combinatoria

Numa ornamentacao usam-se moédulos de 10 lampadas e médulos
de 4 lampadas decorativas. Dispomos de lampadas brancas, vermelhas,
azuis e amarelas. As lampadas apenas se distinguem pela cor.

Quantos moédulos diferentes é possivel formar (com dez lampadas

¥

®I0NPF 0MOd @ ZIVIN-NIdD

acesas), nos casos seguintes?

4 ki
5

1. O médulo tem dez lampadas sendo trés lampadas de cores dife-
rentes (azul, amarela e vermelha) e sete lampadas brancas.
Lampadas: Vermelha Azul  Amarela
N.c de possiveis 10 9 8
lugares:
No conjunto dos dez lugares do médulo escolhemos i g
ordenadamente trés para as lampadas vermelha, Arranjos sem repetigao
azul e amarela. Como as trés lampadas sao de cores Ndmero de maneiras de escolher p
diferentes, interessa a ordem da escolha. elementos entre n elementos sabendo que:
i s = : «interessa a ordem dos elementos;
Os lugares nao escolhidos sao ocupados pelas lam- | E :
padas brancas. » 0s elementos nao podem repetir-se. x
. e > "A,=nn-1)x..x(n-p+1)=—
O nimero de possibilidades de escolha é dado por (n-p)
YA;=10x9x8=720
Ha 720 possibilidades diferentes.
2. O médulo tem dez lampadas e cada uma pode ser de qualquer
uma das cores disponiveis.
Posicao da lampada: 1.23456789 10
N.° de escolhas: 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4
No conjunto das quatro cores disponiveis pretende- ' 1 X
-se escolher uma sequéncia de dez cores, diferentes ATBNIeS Com repsEie
ou nao. Numero de maneiras de escolher p
0 seu nimero é dado por "?A} = 10* = 10 000 e!ementos entre n elementos sabendo que:
« interessa a ordem dos elementos;
Ha 10 000 médulos diferentes. - 0s elementos podem repetir-se.
A, =nf
3. O moédulo tem quatro lampadas todas diferentes.
Posicao da lampada: 2 4 %‘

)
2

1
N.c de escolhas: 4 3 1

4 %3 2% 1 =41=24

Ndmero de sequéncias de quatro lampadas diferen- 4
tes que é possivel definir com os quatro tipos de lam- Permutacdes de n elementos
padas existentes (as quatro cores disponiveis). Numero de sequéncias de n elementos que é

0 seu niimero é dado por P, = 4! = 24 possivel definir com os n elementos dados.
. : P, ="Aou P, =nl
Ha 24 médulos diferentes.
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Tema 1 - Andlise combinatéria. Triangulo de Pascal. Binémio de Newfon

4. O moédulo tem dez lampadas sendo trés lampadas vermelhas e
sete lampadas brancas.

No conjunto dos dez lugares do médulo escolhemos um subconjunto
de trés para as lampadas vermelhas (os lugares nao escolhidos sao ocu-
pados pelas lampadas brancas).

Como as trés lampadas sdo da mesma . Combinagdes (sem repeticao)
cor, ndo interessa a ordem da escolha. Combinagdes de n elementos p a p, sdo todos os subconjuntos de
; ! p elementos que é possivel definir num conjunto com n elementos.
O seu nimero é dado por:
g " n) |
0 seu nimero, "C, ou (p), é dado por:

‘°c3=mﬁ= 10x9x8 _ o0
3! 6 " A Mol
B hiscini it BB PR
Triangulo de Pascal.
Propriedades das combinacoes
$ = =1

«"C,="C,p,n, pPEN, e n>p
'C+"C 1 ="""Crra N, PENg e n3p
"C+"C+"G+...+"C,=2"

Um conjunto com n elementos tem exatamente 2" subconjuntos.

Binomio de Newton
e(@+b)'="C,d"+"C,d" ' b+"C,a" *b*+...+"C,_,ab" ' +"C,b"
ou
s(@+by=> "C,a" v
p=0
O desenvolvimento de (a+b)' tem n+1 termos.

Otermodeordem p+1 é T,,,, sendo:
st = ol 0

é
Sintese
Lt - Importa a g .
i “~._ ordem dos elementos? _~ e
Sim e Néo
B T PR (N
/ Oselementos ™. - " Oselementos >\ =
podem repetir-se? /,) 5 IR i o podem repetir-se? P
SR T Nao Ml
1
|
.'/7ﬁ\
WEmb 78 A Entram b ok Ne[io
todos os elementos >
g \‘\ na sequéncia? o } "
3 Sim R Nao ‘
| |
: ! ) 2& ! )
3 m=r "A,=n(n-1)%...x(n—p+1)=—02 ag uits s Biais ’
g Y 3 (n—p) pLopl-p) |
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Questoes tipo exame

Questoes resolvidas

-~

Capicua é uma sequéncia de algarismos ou letras cuja
leitura é a mesma quando feita nos dois sentidos.

Por exemplo, 532 235, RAPAR e 5A3A5 sao capicuas.

Quantas capicuas existem que sdo nimeros impares de
sete algarismos em que os trés algarismos centrais sao
numeros pares?

(A) 6250 (B) 312500
(€) 1250 (D) 78 125
Resolucao

19 20 3° 40 59° 69 7.°

5 105 5 1 1 1 (namero de opgoes)

|—> Iguais aos 3 primeiros

Algarismos pares

(algarismos)

v

v

Qualquer algarismo (0 a 9)

\/

Algarismo impar

5x10x5x5=1250

Resposta: (C)

@ De quantas maneiras distintas podem ficar sentados seis
rapazes e trés raparigas, num banco de nove lugares,
sabendo que:

11.1. as raparigas ficam em lugares seguidos;

(A) 30240  (B) 4320 (C) 8640 (D) 25920

11.2 asraparigas ficam todas em lugares separados (pelo
menos um rapaz entre duas raparigas)?

(A) 86400  (B) 12960  (€) 151200 (D) 25220

Resolucdo

11.1. 6! X3! x7=30240

I—> Possibilidades de escolha de lugar para o grupo das
trés raparigas entre os seis rapazes ou no inicio ou no
fim da fila.

Numero de maneiras de as raparigas trocarem de
lugar entre si.

Numero de maneiras de os rapazes trocarem de lugar
entre si.

Resposta: (A)

11.2. 6! x 'C, x 3! = 151 200 ou 6! x ’A, = 151 200

L Possibilidades de escolha de 3 lugares entre os 7
lugares determinados pelos seis rapazes (entre os
rapazes, no inicio ou no fim da fila).

Resposta: (C)

Questdes propostas

m Quantas capicuas existem com 5

algarismos impares sabendo que
cada algarismo aparece duas vezes,
no maximo?
(R) 60

(€) 625

(B) 125
(D) 1200

Seja A={a,b,c,d,e,f, g, h,i,j}.
Quantas capicuas é possivel formar
com cinco letras, escolhidas no
conjunto A, de tal modo que:

11.1. aletra a figure trés, e s6 trés,
vezes;

(A)81  (B)162 (€)18 (D)20
11.2. as trés primeiras letras sao
diferentes e a uUltima letra é uma
vogal?

(A)42 (B)270 (€)126 (D)216

O Joao selecionou, para ouvir nas
férias, trés CD de musica Rock, quatro
de Jazz e dois de musica classica. De
quantas maneiras pode arrumar os
nove CD numa estante, encostados
uns aos outros, de modo que:

12.1. os discos do mesmo tipo

de musica fiquem juntos;

(R)3!x 4! x2! (B)(3!) x 4! x2!
(©°c, x°C, (D)°A, x °A,

12.2. osdiscos de Jazz fiquem juntos;
(A)4!x5!x6 (B)3!x4!x2!x6
(©) °c, x5! (D)°A, x 5!

12.3. nao fiquem discos de musica
Rock juntos?
() 6! x A,
(€) 6! x 3!

(B) 4! x 2! x A,
(D)6! x ',

Pretende-se dispor, numa prateleira
de uma estante, seis livros diferentes,
dois dos quais sdo de Matematica.
De quantas maneiras diferentes o
podemos fazer, de tal forma que os
livros de Matemadtica nao fiquem um
a seguir ao outro?

(A)720 (B)240 (C)480 (D)672

Casa da Aula - Centro de Explicagbes - www.casadaaula.com
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Unidade 1 - Probabilidades e estatistica Tema 1 - Andlise combinatéria. Triangulo de Pascal. Bindmio de Newton

Questoes resolvidas

@ Considere todos os numeros naturais de quatro algarismos
diferentes.

Em quantos destes niUmeros nao aparecem o algarismo 4
nem o algarismo 57

(R) 7 x A, (B) 8* &) T, (D) ®A,

Resolucdo
Dispomos de oito algarismos (todos excetoo 4 eo 5).

Para o 1.° algarismo (o dos milhares) temos sete hipéteses de
escolha dado que este tem de ser diferente de 0. Para os res-
tantes temos uma sequéncia de trés algarismos diferentes
escolhidos entre sete, a qual pode ser escolhida de A,
maneiras diferentes.

Logo, temos 7 x ’A, possibilidades de escolha.

Resposta: (C)

@ Pretende-se colocar sobre um tabuleiro
quadrado dividido em 16 quadrados

0000
iguais, numeradosde 1 a 16, como o . .
L L

representado na figura, 10 pecas, das ' .
quais quatro sédo brancas numeradas 11112
de 1 a 4 e seis sao pretas. As pecas 13114115116
pretas sao exatamente iguais entre si.

De quantas maneiras podem ser colocadas as 10 pecgas no
tabuleiro de modo que nao fique mais do que uma peca
em cada casa?

Resolucdo

Raciocinios diferentes podem conduzir a resolugoes diferen-
tes igualmente corretas. Nas possiveis respostas que a seguir
se apresentam atendeu-se a que, como as pecas pretas sao
indistinguiveis, ndo interessa a ordem pela qual sdo coloca-
das no tabuleiro.

No que respeita as brancas, como sao diferentes, interessa a
ordem pela qual sao colocadas:

« %A, x "*C, = 40360320

L » Escolha de seis casas ou lugares para as pretas
entre os 12 restantes.

» Escolha ordenada de quatro lugares para as
pecas brancas entre os 16 do tabuleiro.

ou
«1%C, x A, = 40360320
L » Escolhaordenada de quatro lugares para as bran-
I cas entre os 10 restantes.

» Escolha de seis lugares para as pretas entre os 16
do tabuleiro.

ou

«1%C;o x Ay = 40360320
L » Escolha ordenada de quatro lugares para as bran-
cas entre os 10 lugares selecionados.
As pegas pretas sao colocadas nos restantes seis
lugares por qualquer ordem.

» Escolha dos 10 lugares que vao ser ocupados.

As 10 pecas podem ser colocadas de 40 360 320 maneiras
diferentes.

Questdes propostas

m Considere todos os nimeros

naturais de cinco algarismos
diferentes.

Quantos destes nimeros:

14.1. se podem escrever sem usar o
algarismo 1 nem o algarismo 2;

(A) 5880 (B) 6720
(c) 28672 (D)32768
14.2. sao multiplosde 57
(A) 6048 (B) 5712
(€) 5376 (D) 4704

Uma caixa tem 10 compartimentos
para colocar iogurtes. De quantas
maneiras diferentes se podem
colocar sete iogurtes nessa caixa,
sabendo que trés sao iogurtes
naturais (nao se distinguem) e os
restantes quatro sao de fruta (um de
anands, um de morango, um de
maca e um de alperce)?

Pretende-se constituir uma lista de
cinco pessoas para se candidatar a
Direcdo de uma associagao. Os
membros da lista serao escolhidos
entre os elementos de um grupo de
quatro mulheres e seis homens.
Sabe-se que um dos homens é
advogado.

De quantas maneiras pode ser feita
a escolha de forma que:

16.1. alista seja constituida por
dois homens e trés mulheres;

16.2. da lista faga parte pelo menos
um homem e pelo menos uma
mulher;

16.3. a lista tenha pelo menos uma
mulher e o advogado também faca
parte?

Uma turma do 12.°ano tem 22
alunos: 12 raparigas e 10 rapazes.
Para organizar um passeio,
pretende-se constituir uma comissao
de trés alunos: um presidente, um
secretario e um relagées publicas.

Quantas comissdes mistas podem
ser formadas? 19
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Questoes tipo exame

Questoes resolvidas

Um anagrama é uma palavra formada pela alteracdo da
ordem das letras de outra palavra. Por exemplo, “/ROMA” é
um anagrama da palavra “AMOR”.

14.1. Quantos sao os anagramasda palavra AMOR, com
ou sem significado?

14.2. Quantos sao os anagramas da palavra BEBERETE,
com ou sem significado?

Resolucao
14.1. Palavra AMOR

1.2letra 2.2letra 3.2 letra 4.2 letra
4 3 2 1

4x3x2x1=24

(possibilidades de escolha)

Com 4 letras diferentes é possivel formar P,=4! =24
sequéncias diferentes.

Com as letras da palavra AMOR é possivel formar 24 palavras
diferentes.

14.2. Palavra BEBERETE

Com 8 letras diferentes é possivel formar P, =8! sequéncias
diferentes.
As permutacgées das letras BB (2!) conduzem a resultados
iguais, o mesmo acontecendo com as permutacées das letras
EEEE (4!). Portanto, temos de dividir as 8! permutacées por
2!x4!.
Com as letras da palavra BEBERETE é possivel formar

!
. - 840 palavras diferentes.
2! x 4!

Este resultado pode ser generalizado da forma seguinte:

' PERMUTACOES COM REPETICAO

Seentre n objetos dados houver k, dotipo 1, k, do tipo

2, ..., k, dotipo p, tal que ki +k;+...+k,=n, entdoo

numero de permutacdes distintas dos n objetos é dado por
n!

k! X k! X ... X k!

Outro processo

O nimero de anagramas da palavra BEBERETE também pode
ser dado por:

8C, x *C, x 2! = 840

% Possiveis permutagées das letras diferentes Re T.
Escolha de 2 lugares, entre os 4 restantes para a

letra B.

» Escolha de 4 lugares, entre os 8 lugares da sequén-
cia, para aletra E.

- Questdes propostas

m Dispomos de nove bolas, sendo

duas amarelas, quatro vermelhas e
trés de diversas cores, todas
diferentes.

000000000

As bolas apenas se distinguem pela
cor.

De quantas maneiras diferentes é
possivel dispor as nove bolas numa
fila, encostadas umas as outras?

Um casal tem cinco filhos, sendo
trés rapazes e duas raparigas.

A notacao FFMMM representa uma
possivel ordem do nascimento desses
cinco filhos, indicando que o primeiro
a nascer foi uma rapariga (F),
seguiu-se outra rapariga, e assim
sucessivamente.

Neste sentido, quantas ordens
diferentes de nascimento dos filhos
do casal é possivel estabelecer?

A equipa de andebol da escola do
Jodo ganhou o tltimo campeonato
interescolas. Para tal, realizou 20 jogos
tendo obtido 14 vitérias (V),

4 empates (E) e 2 derrotas (D).
Quantas sequéncias de resultados é
possivel estabelecer?

Utilizando os oito algarismos do
nimero 11122 345, quantos
ndmeros podem ser formados?

O ndmero de série de um produto é
constituido por trés “X”, dois “T”
trés “2” e dois “3".

Quantos cédigos diferentes existem
nestas condi¢oes?

Um contribuinte recebeu a seguinte
senha de identificacao de acesso ao
portal das Finangas na Internet:
8FR5FY8X85RY

Com as mesmas letras e os mesmos
algarismos:

23.1. quantas senhas diferentes é
possivel definir;

23.2. quantas senhas diferentes,
com os numeros colocados antes
das letras e por ordem crescente, é
possivel definir?

Casa da Aula - Centro de Explicagbes - www.casadaaula.com
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Questoes resolvidas

@ De quantas maneiras 12 bolas diferentes podem ser
colocadas em trés caixas diferentes de modo que cada
caixa fique com quatro bolas?

Resolucao
1.° processo

|
L:ysso
4! x 4! x 4!

1» A ordem das bolas dentro de cada caixa nao inte-

ressa (como se se tratasse de bolas iguais).

2.° processo
¢, x%C, x*C, = 34650

De quantas maneiras 12 bolas diferentes podem ser
colocadas em trés caixas iguais de modo que cada caixa
figue com quatro bolas?

Resolucdo

12!
—=  _=5775
4! x 4! x 4! x 3!

Nao ha distingao entre as 3 caixas. Logo, temos
de dividir por 3!.

@ De quantas maneiras 12 bolas diferentes podem ser
colocadas em trés caixas iguais, de modo que uma das
caixas fique com seis bolas e as outras duas caixas fiquem
com trés bolas cada uma?

Resolugdo
12!
6! x 3! x 3! x2!

|—> As caixas sao iguais. Logo, as duas caixas com o
mesmo numero de bolas nao se distinguem.

=9240

De quantas maneiras 12 bolas diferentes podem ser
colocadas em trés caixas de tamanhos diferentes, ficando
a caixa maior com seis bolas e as outras caixas com trés
bolas cada uma?

Resolugdo .
|

1—2'= 18 480
£6! x 3! x 3!
3
gou
s
g"c,, x °C, x °C; = 18480
&

Questoes propostas

: m Num centro comercial, 15 pessoas

aguardam por um elevador. Ao
mesmo tempo ficam trés elevadores
disponiveis. De quantas maneiras as
15 pessoas se podem dividir pelos
trés elevadores, entrando cinco
pessoas para cada um?

a Considere um baralho de cartas
completo.
De quantas
maneiras as
52 cartas
podem ser
repartidas
por quatro
pessoas de modo que cada uma
receba a mesma quantidade de cartas?

a De quantas maneiras um grupo de
15 pessoas pode ser dividido em:
26.1. trés grupos de 5 pessoas;
26.2. dois grupos de 6 pessoas e
um grupo de trés pessoas?

A av6 do Jodo tem sete brinquedos
diferentes para repartir pelos seus
trés netos. De quantas maneiras o
pode fazer sabendo que pretende
dar trés brinquedos ao Jodo, o neto
mais novo, e dois brinquedos a cada
um dos restantes?

m De quantas maneiras se podem
distribuir sete bolas diferentes por
trés caixas iguais de modo que duas
das caixas fiquem exatamente com
duas bolas cada?

m O departamento de
desenvolvimento de uma empresa é
constituido por oito colaboradores,
um dos quais é o diretor.

De entre estes oito colaboradores
pretende-se escolher um grupo
para o estudo de determinado
projeto.

De quantas maneiras pode ser feita
a escolha se do grupo fizerem parte:
29.1. quatro colaboradores, sendo
um deles o diretor;

29.2. pelo menos dois
colaboradores;

29.3. no maximo seis colaboradores?

Casa da Aula - Centro de Explicagbes - www.casadaaula.com
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Questoes tipo exame

Questoes resolvidas

De quantas maneiras podemos distribuir cinco bolas
diferentes por duas caixas diferentes de modo que cada
caixa fique com pelo menos uma bola?

Resolucao —
1.° processo: Escolhidas as bolas para a caixa A ficam deter-
minadas as da caixa B:

°C,+°C,+°C+°C,=5+10+10+5=30
|—> Numero de maneiras de escolher quatro bolas
para acaixa A.
Numero de maneiras de escolher trés bolas para a
caixa A.

Numero de maneiras de escolher duas bolas para
acaixa A.

» Numero de maneiras de escolher uma bola para a
caixa A.

2.° processo

Para cada bola ha duas hipéteses: a caixa A ou a caixa B.

Bl B2 B3 B4 BS

2 2 2 2 2

2°-2=30
Excluem-se os casos em que as bolas ficam todas
na caixa A ou na caixa B.

' Repare-se que °C, + °C, + °C, + °C; + °C; = 2° é o niimero
de subconjuntos que é possivel definir num conjunto com
cinco elementos.
2° — 2 =30 é o nimero de subconjuntos que é possivel
definir num conjunto com cinco elementos, excluindo o
conjunto vazio e o préprio conjunto.

No Triangulo de Pascal existe uma linha com 12 elementos.
Seja a o maior numero da linha seguinte.
Qual éovalorde a?
(A) “C B) "G,

Resolugao

Alinha com 12 elementos é a correspondentea n=11.

A linha seguinte correspondea n=12.

O maior elemento desta linha é o elemento central, ou seja,

(© "G (D) °G,

o elemento correspondente a p = % =6.
Logo, a="C;.
Resposta: (A)

@ A soma dos trés ultimos elementos de uma linha do
Triangulo de Pascal é 81 004 . Qual é o terceiro elemento
da linha seguinte?

(A) 81003 (B) 81407

Resolugdo

A soma dos trés ultimos elementos de uma linha do Triangulo
de Pascal é igual a soma dos trés primeiros.

(€) 80601 (D) 80602

Se 1, n e a sao os trés primeiros elementos dessa linha,
n+a é o terceiro elemento da linha seguinte.
Sabemosque 1+n+a=81004 < n+a=281003.
Logo, o terceiro elemento da linha seguinte é 81 003 .
Resposta: (A)

 Questdes propostas

m A representagao de uma escola

numa prova de atletismo vai ser
formada por pelo menos dois
elementos escolhidos entre oito
candidatos.

De quantas maneiras pode ser feita
aescolha?

(n°c
(©2°-1

(B)2°-2
(D)2° -9

Considere a linha do Triangulo de
Pascal que tem 13 elementos.

Qual é o quarto elemento dessa
linha?

(R) *c, (B)"C; (©"c, (D)"C

O produto dos dois ultimos
elementos de uma linha do
Triangulo de Pascal é 55.

Qual é o maior elemento da linha
anterior?

(R)*Cs (B)™Cyy (€)*Cs (D)*Cip

A soma dos dois ultimos elementos
de uma certa linha do Tridngulo de
Pascal é 25.

Qual é a soma dos trés primeiros
elementos da linha anterior?

(A)277 (B)326 (C)301 (D)276

O produto dos dois Gltimos
elementos de uma certa linha do
Triangulo de Pascal é 200 .

Quantos elementos dessa linha sao
maiores do que um milhao?

(A)6 (B)195 (€)3 (D)198

Considere a linha do Triangulo de
Pascal cujos elementos sao da forma
398C

s

Sejam a, b, c e d, respetivamente,
os dois primeiros e os dos ultimos
elementos da linha seguinte.

Qual é o valor da soma
a+b+c+d?

(A)399 (B)800 (C)798 (D)400

Casa da Aula - Centro de Explicagbes - www.casadaaula.com
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Unidade 1 - Probabilidades e estafistica Tema 1- Andlise combinatéria. Triangulo de Pascal. Binémio de Newton

Questoes resolvidas

 Questdes propostas

@ Sejam x e y, respetivamente, o segundo e o penultimo m Sejam x e y, respetivamente, o

elementos de uma certa linha do Triangulo de Pascal.
Sabe-se que xy =81.

Qual é a soma de todos os elementos da linha anterior?
() 2° (B) 2° © 9 (D) &

Resoluc¢do
0 segundo e o penultimo elementos de uma linha do Triangulo
de Pascal sdo iguais. Entdo, xy = 81 <= xx =81 < x*=81.

Como xE€IN, x=9.

0 segundo elemento da linha em causa é 9. Trata-se da linha
dos elementos da forma °C,. Os elementos da linha anterior
sao da forma °C, easuasomaé 2°.

Resposta: (B)

@ Resolva, em IR, aequacdo (x+2)'=9x" +32x+ 16.

Resolugdo
Na equacgao (x+2)'= 9x* + 32x+ 16 comecemos por desen-
volver (x+2)* aplicando a férmula do binémio de Newton:

(c+2)*="Cox*x 2°+°C,* x 2' + ', x 2+, x' x 22 +°C, " x 2% =
=x"+8x*+24x* +32x+ 16

Substituindo a expressao obtida na equagao dada, vem:

(x+2)'=9x*+32x+16 &

& X +8C+24X +32x +16=9x+32x+ 16

& X +8C+15x%=0 <& X (*+8x+15)=0

& =0V X¥+8x+15=0

-8+V64-4x15

& x=0V x= )
& x=0V x=-5V x=-3

20
O desenvolvimento de <\/ = %) tem um termo da

forma kx’ . Determine k.
Resolugdo
2 20 20 20-p 2 p
- grent (2
Xz p=0 X
20-p, 2 P
O termo geral do desenvolvimento é *°C, x (\/;) (— —> ‘
X
20-p p 1\20-p p
% (\/);) (— %) =5, ¥ (xz) (— 2 x ;—) =
X

4
2P x(x 2 =2C,x(-2Px" Ixx¥=
5p

9 Y 107272}: 10 -
=¥C, x(-2Px 2 "=%C,x(-2x 2

P
10-=
=%C XX 2

5
zA expressao obtida é da forma kx’ se,esé se, 10 — ?p =5

5
10—7":5 &> 20-5p=10 <> 5p=10 <> p=2

O termo da forma kx* é °C, x (- 2/ x° = 760x° .
Portanto, k =760.

MAI2 © Porto Edito

CPEN.

segundo e o pentltimo elementos
de uma certa linha do Tridangulo de
Pascal. Sabe-se que xy =121.
Qual é o terceiro elemento dessa
linha?

(A)220 (B)165 (€)66 (D)55

Considere duas linhas consecutivas
do Triangulo de Pascal das quais se
reproduzem os trés primeiros

elementos:
1 a b
1 X y

Qual das afirmagdes seguintes é
verdadeira?

a+b=1

(A)1+a+b=x+y e
B)x—a=1e a+b=x+y

(©1+2a+b=x+y e a;b=1

(D)a+b=y e se a="C,, entao
y=n+lC3.

Resolva,em IR, aequacao:
(x-2)=12x*-32x+ 16

5
Escreva o nimero (2 - \/5) na
forma a+b\/5 comaeb
ndmeros inteiros.

Relativamente ao desenvolvimento

15
de (x2 - —\17) determine, caso
X

exista:

40.1. o termo que nao depende da
variavel x;

40.2. o termo da forma kx'°, com
k inteiro.

Qual das afirmacgoes seguintes é
verdadeira, sendo a um nimero
natural?

(A)(@°+1)Y =d°+7a" +1
B)(@°+1)’=a*+1
©(@°+1’>a’+9xa"+1

10 10 100
< 1
(D)@’ +1) <a*+ 55
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Questoes para praticar

Um atleta dispoe de uma vitrina com 12
prateleiras onde vai expor nove troféus: quatro
medalhas, trés tacas e duas salvas. As tagas sao
iguais e os restantes troféus sao diferentes.

itens de selec¢do

m De quantas maneiras se podem sentar trés
raparigas e quatro rapazes, num banco de nove

24

lugares, sabendo que os rapazes ocupam lugares
seguidos?

(A)1440 (B)8640  (C) 144 (D) 432

Os numeros de telefone de uma certa regiao tém

De quantas maneiras pode o atleta arrumar as

nove pecas nas 12 prateleiras de modo que nao
fique mais do que um troféu em cada prateleira?

(A) ’C; x 4! x 2!
(©) "G x As

(B) "*A, x °C,
(D) *C; x °As

®IONPT 0O @ ZIVIN-NAdD

nove algarismos, sendo os trés primeiros 253
(por esta ordem).
Quantos niimeros de telefone, com os

algarismos todos diferentes, podem existir nessa

regiao?
w1t ®A  ©7F (D) A,
f) Num cubo [ABCDEFGH], H

considere todas as retas
definidas por dois dos seus
vértices.

Quantas dessas retas nao D
passam pelo centro do cubo? 4 B

(A) 24 (B) 26
(©) 20 (D)28

m Pretende-se eleger o delegado e o subdelegado
de uma turma do 12.° ano com 22 alunos sendo

12 raparigas e 10 rapazes.

De quantas maneiras pode ser feita a escolha de
modo que pelo menos um dos alunos escolhidos

seja rapariga?

(n) 176 (B) 252 (€) 372 (D) 240

m No Dia Internacional da Mulher, o Joao colheu
sete margaridas e cinco orquideas para fazer
dois ramos, um para oferecer a mae e o outro
para airma.

Atendendo ao nimero de flores a usar, de

quantas maneiras pode fazer os dois ramos,

sabendo que:

« cada ramo tera seis flores;

« cada ramo tera pelo menos uma orquidea e
pelo menos uma margarida;

+ 0 ramo da mae tera mais orquideas do que
margaridas?

Wcxc,

(B) 'C, x°C, x'C, x °C,
0)’C,x°C,+7C, % °C,
(D)’C, x°C, +'C, x °C,

Casa da Aula - Centro de Explica¢Ges
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m Um novo pais quer escolher

m Numa turma com 12 raparigas e 8 rapazes, vao

ser escolhidos trés para desempenharem os
cargos de delegado, subdelegado e responsavel
pela seguranca.

De quantas maneiras pode ser feita a escolha de
modo que entre os selecionados haja pelo
menos uma rapariga e pelo menos um rapaz?
(R) PA, x °A, + A, x ®A,

) “CHC #C X C

o Ll WO e e e o L N

O)(*C - "G, -°C)x 3

m Numa turma com 25 alunos, vao ser escolhidos

trés para organizar uma viagem.

Os trés alunos vao desempenhar os cargos de
presidente, secretario e relagbes publicas.
Quantas comissoes se podem formar nas quais o
delegado da turma seja um dos elementos?

() 276 (B) 1656

(€) 552 (D) 13 800

as cores da sua bandeira que

terd quatro tiras verticais.

De quantas maneiras podera

ser colorida a bandeira

sabendo que:

« estao disponiveis cinco cores diferentes;

« cada tira vertical é pintada de uma so6 cor;

« duas tiras vizinhas ndo podem ser pintadas da
mesma cor;

» serao usadas apenas trés cores?

(A) 240 (B) 320 (€ 1440  (D)120

m Dispomos de cinco cores, azul, branco, castanho,

dourado e verde, para pintar as quatro faces de
um tetraedro regular, sendo uma face de cada cor.

De quantos modos se pode pintar o tetraedro?
(R)°A, (B) °A;
(€©)°C,x2 (D)°C,x 3

- www.casadaaula.com



Unidade 1 - Probabilidades e estafistica Tema 1 - Andlise combinatéria. Triangulo de Pascal. Binémio de Newton

B Pretende-se pintar um painel quadrado dividido

CPEN-MA12 © Porto Editora

em quatro triangulos diferentes.

Estao disponiveis seis cores para pintar o painel.

Terao de ser respeitadas as seguintes condigoes:

» 0 painel tera de ficar completamente pintado;

« cada um dos quatro triangulos é pintado de
uma Unica cor;

« zonas com fronteira comum nao podem ser
pintadas da mesma cor.

De quantas maneiras pode ser pintado o painel?

(A) 480 (B) 360 (©) 120 (D) 35
A soma dos dois ultimos elementos de uma
certa linha do Tridangulo de Pascal é 20.

Qual é a soma dos trés primeiros elementos da

linha seguinte?

(A) 121 (B) 151 (©) 181 (D) 211
Considere os dois primeiros elementos e os dois
ultimos de uma certa linha do Triangulo de
Pascal. O produto destes quatro elementos é
iguala 121.

Qual é o maior elemento da linha seguinte?

(A) 62 (B) 252 (€) 924 (D) 792
O terceiro elemento de uma linha do Triangulo
de Pascal é iguala 190. O terceiro elemento da
linha seguinte é iguala 210.

0 segundo elemento da primeira dessas duas

linhas é:

(A)19 (B) 20 (€) 21 (D) 22
A soma dos dois ultimos elementos de uma
certa linha do Triangulo de Pascal é 31.

Qual é a soma dos trés primeiros elementos

dessa linha?

(A) 436 (B) 497 (€) 466 (D) 435

Uma linha do Triangulo de Pascal tem 12

‘elementos.

Qual é a soma de todos os elementos dessa
linha?
(A) 1024 (B) 2048

(€) 4096 (D)8192

015 _ 2014
B Aexpressio W é igual a:
100
(Ao (8)1
(c) 2015C|01 (D) 20]4C102

De uma linha do Triangulo de Pascal sabe-se que
o produto do segundo elemento pelo pendltimo
éiguala 169. Qual é o maior elemento da linha
seguinte?

(R) 1287 (B) 1716

(€) 3003 (D) 3432

abcdefghijkrepresentauma linha
completa do Triangulo de Pascal, onde todos os
elementos estao representados por letras.

Considere que os primeiros quatro elementos da
linha seguinte sao w x y z.

Qual das seguintes afirmacoes é falsa?
A)c+d=z (B)axbxjxk=0b’

©)z="c, (D)a+b+j+k=24

8
Relativamente ao desenvolvimento de <x - J—)
pode afirmar que: X

(A) Tem oito termos.

(B) Os coeficientes dos termos sao todos
diferentes.

(€) Tem um termo da forma kx*, com k€ Z .

(D) Tem um termo independente igual a 70.

Um dos termos do desenvolvimento (x +y)" é
daforma kx’y’ . Ovalorde k é:

(A) 792 (B) 21 (€) 462 (D)12
5

Sabe-se que (1 - \/5) =a+bV3 com

a, be”Z.

Entao, os valores de a e b sao:
(A)a=76 e b=44
B)a=76 e b=-44
(C)a_ﬂ=‘—76 e b=44

(D)a=76 e b=-26

m Um dos termos do desenvolvimento (x — y)*° é:

(A) 1140x"y*  (B)

(€) 680x°y"”

— 1140x"7y?
(D) - 680x%y"’

Casa da Aula - Centro de Explicagbes - www.casadaaula.com
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Questoes para praticar
Itens de construcao

@ Uma prova de exame de Matematica tem oito

itens de selecao. Em cada item sao indicadas
quatro opgdes de resposta (A, B, C ou D) das
quais s6 uma esta correta.

De quantas maneiras pode um estudante
responder aos oito itens de selegao:

65.1. sem quaisquer restrigcoes;

65.2. de modo que cinco, e sé cinco, respostas
estejam corretas;

65.3. admitindo que o estudante sabe a
resposta a cinco das questdes e decide
responder ao acaso as restantes?

Na figura seguinte esta representado um
tabuleiro quadrado, dividido em 25 quadrados
iguais, numeradosde 1 a 25.

1 27 3 4 415

6. 17 ] -8:49 110

11 (12 (13 (14|15

16 |17 (18 [ 19 | 20

21141 22::]128:| 24|25

Dispomos de 20 pecas, 8 brancase 12 pretas,
s6 distinguiveis pela cor, que pretendemos
colocar no tabuleiro, no mdximo uma em cada
casa.

De quantas maneiras diferentes podemos
colocar as 20 pegas no tabuleiro:

66.1. sem quaisquer restricoes;

66.2. de modo que pelo menos uma das
diagonais fique totalmente ocupada com pegas
brancas;

66.3. de modo que pelo menos uma das
diagonais fique totalmente ocupada com pecas
pretas?

Seis amigos, quatro raparigas e dois rapazes, vao
ao cinema.

De quantas maneiras podem ocupar seis lugares
seguidos numa fila, nao ficando os dois rapazes
em lugares consecutivos?

Seja A o conjunto dos niUmeros naturais nao
superioresa 20.

De quantas maneiras se podem escolher trés
elementos de A cuja soma seja um nimero par?

Considere o conjunto A={xE€IN: x<50}.
De quantas maneiras se pode escolher um
subconjunto de A com dois elementos nao
consecutivos?

Dispomos de quatro livros de Matematica, dois
de Fisica e trés de Biologia.

De quantas maneiras se podem arrumar numa
prateleira de uma estante, uns ao lado dos
outros, de modo que: - .

70.1. os livros de cada disciplina fiquem juntos;
70.2. os livros de Matemadtica fiquem juntos;

70.3. os livros de Biologia fiquem todos
separados?

0 cédigo de abertura de um cofre é formado por
uma sequéncia de dez algarismos dos quais um
éiguala 1, dois sdaoiguaisa 2, trés sao iguais
a 3 equatro sao iguaisa 4

(por exemplo, 1223334444).

Quantos cédigos diferentes satisfazem as
condicoes referidas?

O balcdo de uma gelataria é formado por uma
fila de oito compartimentos iguais.

Num certo dia vao ser colocados nos
compartimentos gelados de cinco sabores
distintos: ananas, limao, morango, baunilha e
chocolate.

Trés compartimentos serao ocupados com
gelado de chocolate e dois com gelado de
baunilha. Cada um dos gelados de fruta
ocupara um compartimento.

72.1. De quantas maneiras podem ser
colocados nos compartimentos os gelados de
baunilha e chocolate?

72.2. De quantas maneiras podem os gelados
ser distribuidos pelos oito compartimentos?

De um conjunto de dez pessoas, 6 homens e 4
mulheres, vai ser escolhida uma comissao.

De quantas maneiras pode ser feita a escolha se:

73.1. a comissao for formada por dois
elementos, no minimo;

73.2. a comissao for formada por cinco
elementos, sendo pelo menos um do sexo
feminino;

73.3. a comissao for formada por trés membros,
com pelo menos um homem e pelo menos uma
mulher e com trés cargos diferentes atribuidos
aos seus elementos?
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Unidade 1 - Probabilidades e estdfistica Tema 1 - Andlise combinatéria. Triangulo de Pascal. Binémio de Newton

De um baralho de cartas selecionaram-se sete

CPEN-MA12 © Porto Editora

cartas do mesmo naipe: as, rei, dama, valete,
oito, nove e dez.
MR
Ya

1 ? ]
H ‘
8 LIS

Dispoem-se as sete cartas em fila.

Em quantas filas diferentes se podem dispor as
cartas de modo que:

[:-:

[ 5
hLh
B ‘H

i

8

74.1. as trés cartas com numeros fiquem
seguidas;

74.2. as trés cartas com numeros fiquem
seguidas e dispostas por ordem crescente;

74.3. o rei nao fique ao lado da dama;
74.4. nao fiquem duas cartas com nimeros

seguidas?

Uma autarquia convidou 15 peritos para
discutir e dar sugestoes sobre o tema “Medidas
para promover a poupanca de dgua”.

Para refletirem sobre o tema decidiram, numa
primeira fase, dividirem-se em trés grupos.

De quantas maneiras se podem dividir em trés
grupos, sendo:

75.1. formados por cinco pessoas cada um;

75.2. um grupo de sete pessoas e dois grupos
de quatro;

75.3. um grupo de seis, um de cinco e o outro
grupo com quatro pessoas?

Determine o termo independente do
desenvolvimento de:

(oo

Um dos termos do desenvolvimento de
8
<2xzy— ;—) é daforma kx%' com kEZ e

i€IN.
Determine k e i.

Considere a palavra ARRAIAL.

78.1. Quantas palavras, com ou sem significado,

.é possivel formar com as sete letras da palavra

dada?

78.2. Quantas dessas palavras comegam e
terminam pela letra A?

78.3. Em quantas dessas palavras nao ficam
duas letras A seguidas?

Determine o valor de n que satisfaz as

condigoes:
PR G ="

2. C,=5%"A;+3

De quantas maneiras 12 livros diferentes
podem ser divididos por cinco caixas iguais,
ficando duas caixas com trés livros cada e as
restantes trés caixas com dois livros cada?

De quantas maneiras 12 livros podem ser
divididos por cinco estudantes, recebendo o
Abel e o Bruno trés livros cada e a Carla, a Dora e
a Ema dois livros cada uma?

De quantas maneiras seis bombons
indistinguiveis podem ser distribuidos por
quatro pessoas de modo que cada pessoa
receba pelo menos um bombom?

Considere um poligono

7| N —
R

regular com 10 lados A

(decagono regular). ?"g%m‘lek‘
DAY

83.1. Quantas diagonais ‘“%‘éé;?ﬂ%g‘\{

tem o poligono?

A\ INXH
) 774

83.2. Quantos triangulos S\

sao definidos pelos vértices

do poligono?

83.3. Quantos triangulos sao definidos pelos
vértices do poligono sabendo que um, e um s6,
dos lados do poligono também é lado do
triangulo?

83.4. Quantos triangulos sao definidos pelos
vértices do poligono sabendo que dois dos lados
do poligono também séo lados do triangulo?

83.5. Quantos triangulos sao definidos pelos
vértices do poligono sabendo nenhum lado do
poligono é lado de qualquer um dos triangulos?

Considere os oito vértices
de um cubo.

84.1. Quantos triangulos
definem?

84.2. Quantos triangulos
isosceles, ndo equilateros,
definem?

84.3. Quantos triangulos definem, sabendo que
um dos lados é uma diagonal espacial do cubo?

84.4. Quantos triangulos equildteros definem?
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Unidade 1 - Probabilidades e estafistica

Tema 2

Calculo de probabilidades. Regra de Laplace

1. Experiéncia aleatoéria. Espaco de resultados

Nas experiéncias aleatdrias, tem-se que:

- conhecemos todos os seus possiveis resultados;

- a experiéncia pode ser repetida em condi¢des andlogas;

- cada vez que é efetuada ndo se conhece antecipadamente qual dos resultados possiveis vai ocorrer.

Espaco de resultados

’ Ao conjunto de todos os resultados possiveis associados a realizacao de uma experiéncia aleatéria
chama-se espaco de resultados ou espago amostral.

O espaco de resultados ou espago amostral representa-se, normalmente,
por E, Sou Q.

Por exemplo:

Na experiéncia aleatéria de rodar o ponteiro da roda da sorte representada na
figura ao lado:

S={1,2;3,4:;5,6:7.8}

Acontecimentos

Acontecimento é um subconjunto do espago de resultados de uma experiéncia aleatéria.

Acontecimento elementar é o acontecimento que s6 tem um elemento do espago amostral.

2.
. Acontecimento composto é um acontecimento que tem mais do que um elemento do espago amostral.
. Acontecimento impossivel é o acontecimento que corresponde ao conjunto vazio.

Acontecimento certo é o acontecimento que corresponde a totalidade do espago amostral.
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Tema 2 - Cdlculo de probabilidades. Regra de Laplace

Por exemplo:

Na experiéncia aleatéria que consiste em langar um dado perfeito, com as
faces numeradasde 1 a 6, e anotar o nimero da face que ficou voltada para
cima, tem-se:

s={1,2,3,4,5, 6} 2

A: “Sair 1”. A={1} é um acontecimento elementar.

B: “Sair nimero primo”. B={2, 3, 5} é um acontecimento composto.
C: “Sair7”. C={} é o acontecimento impossivel.

D: “Sair um numero inferiora 7”. D=S é o acontecimento certo.

3. Acontecimentos complementares ou acontecimentos
contrarios

' Acontecimento complementar ou acontecimento contrario de um S
acontecimento A é o acontecimento constituido por todos os resultados A A
do espaco de resultados, S, que nao estdo em A. Este acontecimento O
representa-se por A.

Note-se que i =A

4. Acontecimentos disjuntos, incompativeis ou mutua-
mente exclusivos

. Os acontecimentos A e B sdo dois acontecimentos disjuntos, incompativeis S

ou mutuamente exclusivos quando A N B é o acontecimento impossivel. A B
A e B sao acontecimentos incompativeis <> ANB=J 0 ‘

5. Definicao frequencista de probabilidade

-

. Probabilidade frequencista (ou empirica)

Seja A um acontecimento associado a uma experiéncia aleatdria, que pode repetir-se, as vezes que
quisermos, sempre nas mesmas condicoes.

Quando o niimero de realizacdes desta experiéncia aleatéria aumenta muito (tende para infinito), a
frequéncia relativa do acontecimento A tende a estabilizar em torno de um certo valor. Por outras
palavras, a frequéncia relativa do acontecimento A converge para um valor, que é a probabilidade do
acontecimento A.
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Unidade 1 - Probabilidades e estatistica

b Exemplo 1 Durabilidade das lampadas D Verifica 1
Foi estudada a durabilidade, em meses, de 204 lampadas e registaram-se os  Langou-se 6000 vezes um dado
dados na seguinte tabela: cubico com as faces numeradas
de1a6. 1
Duragcigoemmeses | J0, 2] | ]2, 4] | J4, 6] | I6, 8] |18, 10]| ]10, 12] Os resultados obtidos constam
da seguinte tabela:
f 2 10— 80 60 50 2 mp"d_ N-° de
mento ocorréncias
1.1. Determine a frequéncia relativa de cada uma das observagoes. n 960
1.2. Determine a frequéncia relativa do acontecimento: {2} 540
“A duragdo de uma lampada é de menos de meio ano’”. {3} 1080
1.3. Se, a0 acaso, comprar uma destas lampadas, qual é a probabilidade de a} sad
amesma durar entre 6 e 8 meses? {s} 1440
{6} 1140

1.1 1.1. Determine a frequéncia
o relativa de cada um dos

Duracdoemmeses |0, 2]|12, 4]| 14, 6] | 16, 8] |18, 10]| ]10, 12] acontecimentos elementares.

1.2. Considere os acontecimen-

f 2 10 80 60 50 2
tos:
fr(=) 0,01 | 005 | 039 | 029 | 0,25 0,01 A: “Sair face impar”;

B: “Sair face multiplo de 3".

1.2. 0,01+0,05+0,39=0,45. Afrequéncia relativa pedida é 0,45. Determine:

' P(A P

1.3. P=£=0,29 a)P(A) b)P(B)

¢)P(ANB) d)P(AUB)

6. Definicao classica de probabilidade ou regra de
Laplace

' Regra de Laplace (Definicao classica de probabilidade)
Dado um espago de resultados S, finito, a probabilidade de um acontecimento A é igual ao quociente
entre o niimero de casos favoraveis ao acontecimento e o niimero de casos possiveis quando estes sao
todos equiprovaveis (o nimero de casos possiveis é o nimero de elementos de S).

P(A) = Numero de casos favordveis ao acontecimento A
Nimero de casos possiveis

Da definicao de, probabilidade de um acontecimento A, P(A), deduz-se que:
c0<PA)KL T

«P(A)=0, seesdse A éoacontecimento impossivel;

«P(S)=1, se S é o acontecimento certo;

. P(Z) =1- P(A). Esta propriedade aplica-se na resolucao dos problemas em que é mais facil calcular
P(A) do que P(A).
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Tema 2 - Cdlculo de probabilidades. Regra de Laplace

i&émplo 2 Lancamento de trés dados

Langaram-se trés dados equilibrados com as faces numeradasde 1 a 6.

epe

Qual é a probabilidade de a soma dos pontos das faces voltadas para cima
ser 47

Resoluc:
Casos possiveis: 6 x6x6=216 1°dado 2.°dado 3.°dado
Casos favoraveis: 3 2 1 1
BT 1),0,2,10e(1,1,2) < s .
3 1
Logo, P= 216-72" 1 <
1T — 2

b Exemplo 3 Formar uma comissao

Uma turma de uma escola secunda-
ria tem 20 alunos, sendo 13 rapari-
gase 7 rapazes.

O delegado de turma é uma rapariga.
Pretende-se formar uma comissao
para organizar um passeio. Acordou-
-se que a comissao sera formada por

seis elementos e que um dos ele-
mentos serd, necessariamente, a delegada de turma.

3.1. Quantas comissoes diferentes se podem constituir?

3.2. Seaescolha dos cinco elementos da comissdo (para além da delegada)
for feita por sorteio, qual é a probabilidade de esta ser formada pelo
mesmo nlimero de rapazes e raparigas (apresente o resultado na forma
de percentagem arredondado as unidades)?

Resoluca

3.1. Como um elemento ja esta escolhido trata-se de escolher um sub-
conjunto de cinco elementos de um conjunto com 19 elementos:
*C,=11628
Podem ser constituidas 11 628 comissoes diferentes.

3.2. Numero de casos possiveis: 11628

Como o delegado é uma rapariga, o nimero de casos favoraveis é
o numero de maneiras de escolher duas raparigas em 12 e trés
rapazesem 7: o

Raparigas Rapazes
- 7 +«— N.° de elementos disponiveis
2 3 «— N.° de elementos a escolher

¢, %x’C,;=2310
2310

~20%.
68 0P

Logo, a probabilidade pedida é P=

D Verifica 2

Lancaram-se trés dados
equilibrados, com as faces
numeradasde 1 a 6.

Qual é a probabilidade de sairem
trés faces com nimeros
diferentes?

D Verifica 3

De um baralho de 40 cartas,
extraem-se, ao acaso, cinco
cartas.

Determine a probabilidade de:
3.1. extrair duas cartas pretas e
trés cartas vermelhas;

3.2. extrair um, e um sé, rei.
(apresente os resultados na
forma de percentagem,
arredondado as unidades.)

Nota: num baralho de 40 cartas

existem 4 reis, 20 cartas pretas
e 20 cartas vermelhas.
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Questoes tipo exame

Questoes resolvidas

@ 0 Joéo vai colocar na sua estante sete livros diferentes,
sendo quatro de Matematica e trés de Biologia.
Supondo que os livros sao colocados uns ao lado dos
outros, de forma aleatéria, qual é a probabilidade de os
livros de Biologia ficarem juntos?

(Apresente o resultado na forma de fragao irredutivel.)

Resolucao
Namero de casos possiveis: P,=7!
Numero de casos favoraveis:
P;xP,x5=3!x4!x5
L» Numero de possiveis posi¢oes a ocupar pelo grupo dos

livros de Biologia (no principio, no fim ou entre os 4 de
Matematica)

Numero de maneiras de ordenar os livros de Matematica
Namero de maneiras de ordenar os livros de Biologia
_3!x4!x5 720 1

P = ==
7! 5040 7

@ 0 Joao acabou de receber um cartao multibanco novo
cujo codigo, gerado ao acaso, é composto por 4
algarismos.

O cédigo do cartdo anterior do Joao era 1015.

Qual é a probabilidade de o novo cédigo ser constituido
exatamente pelos mesmos algarismos
(dois algarismos 1, um algarismo 0 e um algarismo 5)?

(A) 0,0002  (B) 00024  (C) 0,0012 (D) 0,0001

Resolucao
« Numero de casos possiveis:
1° 2° 3.° 4.° «— Algarismos
10 10 10 10 <— Como os algarismos se podem repetir ha 10
hipoteses para cada um

10x10x10x10=10*
« Numero de casos favoraveis:

Ha “C, possibilidades de escolha das posicoes dos algaris-
mos 1 entre os quatro lugares possiveis.

Os dois algarismos diferentes podem ocupar os restantes
dois lugares de 2! =2 formas diferentes.

H4, portanto, ‘C, x 2 =12 casos possiveis.

Logo, a probabilidade pedida é 11—;4 =0,0012.
Resposta: (C)

Questdes propostas

n Cinco amigos vao ao cinema e

sentam-se ao acaso em cinco
lugares seguidos. Dois dos amigos
sao namorados. Qual é a
probabilidade de estes ficarem em
lugares consecutivos?

(Apresente o resultado na forma de
fragao irredutivel.)

B Num jogo foram distribuidas cinco

cartas a cada jogador.
A Joana recebeu trés reis e dois
ternos.

A Joana vai, ao acaso, colocar as
cinco cartas lado a lado.

Qual é a probabilidade de os trés
reis ndo ficarem em lugares
consecutivos?

a Trés casais, 0s Sousa, os Silva e os

Santos, vao ao cinema e sentam-se
ao acaso em seis lugares
consecutivos.

Qual é a probabilidade de os
membros de cada casal ficarem

juntos?
3 @)’ x3
®) 2! x 2! x 2! ®) 6!
2!’ x 3! 1
© —al (D)(Z!f_x:i!

Uma instituicdo financeira usa um

algoritmo para atribuir
aleatoriamente o cédigo dos
cartoes multibanco que emite.
Cada cédigo é constituido por um:
sequéncia de quatro algarismos.
Qual é a probabilidade de que o
proximo coédigo gerado tenha
exatamente dois zeros e seja uma

capicua?
() 0,0018 (B) 0,002
(€) 0,0162 (D) 0,0081
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Questoes resolvidas

@ Escolhem-se aleatoriamente trés
vértices distintos de um cubo.

Qual é a probabilidade de o plano
definido por esses trés vértices conter

uma face do cubo?
3 3
(n) 7 (8) 28
1 1
© 4 (D) %
Resolucao

+ Nimero de casos possiveis: °C, = 56
» Numero de casos favoraveis:
6x'C;=6x4=24
l————» Os quatro vértices da mesma face definem o mesmo

plano
Numero de faces do cubo
Portanto, a probabilidade pedida é P = % = % ;

Resposta: (A)

@ Um saco contém 15 cartdes, numeradosde 1 a 15.

Ao acaso, retiram-se simultaneamente cinco cartoes do saco.

Qual é a probabilidade de o menor dos nimeros inscritos

nesses cinco cartoes ser 9?

120
b (),5 ()15 (),5
Cs Cs G G

Resolugdo
« Niimero de casos possiveis: °C,

« Numero de casos favoraveis: Para que o menor dos cinco
niimeros seja 9 é necessario que, para além do cartdo com
onumero 9, saiam mais quatro cartdes com nimero supe-
riora 9. Como no saco ha seis cartoes com nimero supe-
riora 9, o nimero de casos favoraveis é °C,=15.

A probabilidade pedida é % .
5

Resposta: (D)

Num saco estdao 20 bolas de igual tamanho, numeradas
de 1 a 20.

Retiram-se, simultaneamente e ao acaso, quatro bolas do saco.

Qual a probabilidade de sairem quatro bolas numeradas
com m’nmeros consecutivos?

) - - C (B)
Resolt'sqoo

+ Numero de casos possiveis: *°C,

ZOC 20A4 20|

: Nimero de casos favoraveis: 17

| (os 17 subconjuntos {1, 2, 3, 4}, {2, 3, 4, 5},
i {3,4,5,6},.., {17, 18, 19, 20})

iA probabilidade pedida é % .

4

iResposta: (A)

© —* (D) 4! x 16!

- Questdes propostas
o

Escolhem-se aleatoriamente trés
vértices distintos de um octaedro
regular.

Qual é a probabilidade de os trés
pontos escolhidos serem vértices de
um triangulo retangulo?

w: ® ©: O

Um saco tem 12 bolas numeradas
de 1a12.

Retiram-se, simultaneamente e ao
acaso, duas dessas 12 bolas e
multiplicam-se os respetivos
nameros. Qual é a probabilidade de
o produto obtido seriguala 127

W; ®5 O O

Um saco tem 12 bolas numeradas
de 1a12.

Retiram-se, sucessivamente e ao
acaso, duas dessas 12 bolas e
multiplicam-se os respetivos
numeros.

A primeira bola extraida é reposta
no saco antes de se extrair a
segunda.

Qual é a probabilidade de o produto
obtido seriguala 127

W; ®5 O ©5

Um saco tem 25 bolas numeradas
de 1 a 25.

Ao acaso retiram-se
simultaneamente trés bolas do saco
e anotam-se os respetivos numeros.

Qual é a probabilidade de obter trés
numeros consecutivos7

CESNCE
23 ®C,
© i ( )q
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Questoes tipo exame

Questoes resolvidas

@ Considere a linha do Triangulo de Pascal em que a soma
dos quatro menores elementos é igual a 72.
Escolhem-se, ao acaso, dois elementos dessa linha.
Qual é a probabilidade de o produto destes dois elementos
ser inferiora 357 )

2 2 1 1
(n) % (B) ;t%: © ;E (D) ;a

Resolugcao

« Namero de casos possiveis: *°C,
Se a soma dos quatro menores elementos é iguala 72, a
soma dos dois primeiros dessa linha é iguala 72:2=36.
Portanto, o segundo elemento da linha é iguala 36 -1=35.
A linha correspondente a n =35 tem 36 elementos entre
os quais sao escolhidos dois.

« Numero de casos favoraveis: 1
Dos 36 elementos desta linha apenas dois (o primeiro e 0
Gltimo) séo inferiores a 35 . Portanto, na escolha de dois
elementos da linha, ha apenas um caso em que 0 seu pro-
duto é inferiora 35.
A probabilidade pedida é % :

2

Resposta: (D)

Uma turma do 12.° ano tem 24 alunos. Escolhendo ao
acaso um aluno da turma, a probabilidade de ser uma

_—
rapariga é .
panigac o
Quantos rapazes tem a turma?
Resolucao
Seja n o numero de rapazes da turma. Entao o numero de
raparigas da turma é iguala 24 — n. Logo fS-n. %

24-n_3 o4 _pn=9¢>n=24-9¢>n=15
24 8

A turma tem 15 rapazes.

@ Num saco estao trés bolas amarelas, quatro bolas brancas
e oito bolas pretas, indistinguiveis ao tato.

11.1. Extraem-se, ao acaso, quatro bolas do saco.

Qual é a probabilidade de:

a) entre as bolas extraidas haver pelo menos duas bolas
amarelas? Apresente o resultado na forma de fracao
irredutivel;

b) as bolas extraidas nao serem todas da mesma cor?
Apresente o resultado na forma de percentagem, com
uma casa decimal.

11.2. Admita agora que as 15 bolas sao extraidas
sucessivamente e colocadas em fila, umas ao lado das
outras.

Qual é a probabilidade de as bolas amarelas ficarem
seguidas? Apresente o resultado na forma de dizima com
aproximagao as milésimas.

 Questdes propostas

m O produto dos quatro menores

elementos de uma cetta linha do
Tridangulo de Pascal é 144 .

Escolhem-se ao acaso dois
elementos dessa linha. Qual a
probabilidade de o produto desses
dois elementos seriguala 127

WE B © 5 O

Uma linha do Tridngulo de Pascal
tem n elementos. Escolhe-se ao
acaso um elemento dessa linha.

Qual o valor de n, sabendo que a
probabilidade de esse elemento ser
superior ao segundo elemento

dessa linha é igual a —67-?

A6 (@7 (27 (D)28

Dentro de um saco estao 36 bolas
brancas e algumas bolas pretas.

Escolhendo ao acaso uma bola desse
saco, a probabilidade de ela ser preta

zi 1l
e =

3
Quantas bolas pretas estao no saco?
A)12 (B)18 (€)6 (D) 24

Na figura esta representado um
sélido formado pelo cubo
[ABCDEFGH] e pela piramide
[EFGHI].

Renctoy-sC

Escolhem-se, ao acaso, cinco dos
nove vértices do sélido.

Qual é a probabilidade de pelo
menos quatro dos vértices
escolhidos serem da piramide?
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Unidade 1 - Probabilidades e estatistica Tema 2 - Calculo de probabilidades. Regra de Laplace

Questoes resolvidas

Resolucao

11.1. Amarelas Outras Total
3 12| 15
2 2 4
3 1 4

a) Nimero de casos possiveis:

E o nimero de maneiras de no conjunto das 15 bolas esco-

Iher-se um subconjunto de quatro bolas, que é dado por:

¢, =1365

Numero de casos favoraveis:

3. *C,+%G, "¢, =210

~ [ T Numero de maneiras de escolher trés bolas ama-
relas e uma de outra cor.

L » Numero de maneiras de escolher duas bolas ama-
refas e duas de outra cor.

210 2

1365 13

b) Numero de casos possiveis: '°C, = 1365
Numero de casos favoraveis:
¥C,-*C, -%,=1294
|——> Numero de maneiras de escolher quatro bolas
pretas.

Nidmero de maneiras de escolher quatro bolas
brancas.

Numero de casos possiveis.

p_ 1294

— =~ 94,8%
1365
11.2. Amarelas Outras Total
3 12| 15

Numero de casos possiveis: 15!
Numero de casos favoraveis:
31 x 12! x13

Nimero de maneiras de escolher lugar para o
grupo das trés bolas amarelas (no inicio da fila, no
fim ou entre as restantes 12 bolas).

Numero de maneiras de ordenar as 12 bolas de
outras cores.

» Numero de maneiras de ordenar as trés bolas
amarelas.

_3!x12!x13 _ 1

P =L
15! 35

= 0,029

Outro processo
Numero de casos possiveis: '°C, = 455

(Numero de maneiras de escolher a posi-
¢ao das trés bolas amarelas na fila de 15
bolas.)

Numero de casos favoraveis: 13
(Numero de maneiras de escolher lugar
para o grupo das trés bolas amarelas.)
13 1
455 35

©
Il

=~ 0,029

- Questdes propostas

m Um saco tem dez bolas, sendo cinco
: brancas, trés pretas e duas amarelas.
As bolas apenas se distinguem pela
cor.
Extraem-se simultaneamente e ao
acaso trés bolas do saco.
Qual é a probabilidade de obter:

16.1. trés bolas brancas;
16.2. trés bolas da mesma cor;

16.3. tantas bolas brancas como
amarelas;

16.4. pelo menos duas bolas
pretas?

m A Alice comprou oito bolbos de
gladiolos vermelhos e sete bolbos
de gladiolos amarelos. Os quinze
bolbos, que sao indistinguiveis,
foram embalados na mesma caixa.
Posteriormente, plantou os bolbos,
numa fila e ao acaso, no jardim de
sua casa.

Passados trés meses, ao observar o
belo canteiro com uma fila de oito
gladiolos vermelhos e sete
amarelos, a Alice observou:

- Que engracado! Foram plantados
ao acaso e na fila nao ha dois
gladiolos amarelos seguidos.

- Mais engragado, por ser menos
provavel, seria ndo haver gladiolos
vermelhos seguidos - retorquiu o
pai da Alice.

Mostra que o pai da Alice tem razao,
calculando as probabilidades dos
acontecimentos referidos.

m Um baralho de cartas completo tem
52 cartas, 13 de cada naipe (paus,
espadas, ouros e copas).

No jogo do King, cada jogador
recebe um conjunto de 13 cartas
de um baralho completo (a este
conjunto de cartas chama-se “mao”).
Qual é a probabilidade (na forma de
percentagem com aproximacao as
décimas) de um jogador receber
uma “mao” com:

18.1. sete, e sO sete, cartas do naipe
de paus;

18.2. sete, e so sete, cartas do
mesmo naipe;

18.3. os quatro ases;
18.4. pelo menos uma carta de paus?
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Questoes tipo exame

Questoes resolvidas

@ Um baralho de cartas completo é constituido por
52 cartas repartidas por 4 naipes (Espadas, Paus, Ouros
e Copas). Em cada naipe ha 13 cartas: um As, trés figuras
(Rei, Dama e Valete) e nove cartas numeradas de Dois a Dez.

12.1. Utilizando apenas o naipe de espadas, quantas
sequéncias diferentes de 13 cartas é possivel formar de
modo que:

* as nove cartas numeradas ficam dispostas por ordem
crescente de numeracéo;

» ndo fiquem duas figuras uma ao lado da outra?

12.2. Retirando ao acaso, sucessivamente e sem reposicao,
cinco cartas de um baralho completo, qual éa
probabilidade de obter pelo menos um As?

Apresente o resultado na forma de dizima, arredondado as
centésimas.

Resolucdo

12.1. 56 existe uma escolha possivel para ordenar as cartas
numeradas. Entre as nove cartas numeradas, no inicio ou no
fim, existem 10 possibilidades de escolha de lugar para o As.
Para dispor as figuras temos de escolher ordenadamente trés
lugares entre os 11 determinados pelas restantes dez cartas
(no inicio, no fim ou nos nove lugares entre as 10 cartas).
Esta escolha pode ser feita de ''A, maneiras diferentes.

Portanto, o nimero pedido é 1x 10 x "4, =9900 .
12.2.

* Numero de casos possiveis: **C,
(nas 52 cartas do baralho é escolhido
um subconjunto de cinco)

* Nimero de casos favoraveis:
Sao casos favoraveis todos os casos possiveis exceto aque-
les em que no conjunto das cinco cartas retiradas nao ha
qualquer As.
Portanto, o nimero de casos favoraveis é dado por:
SZCS — 4Co X 48C5 - SZCS _ 48Cs

(*C, x**C; & 0 nimero de maneiras de escolher cinco cartas entre as 48 que
nao sao ases.)

szc = 48C
A probabilidade pedida é # 7

5

0,34.

@ 0 Joédo esqueceu-se do codigo de seguranca do seu
telemével. Sabe apenas que é formado por quatro
algarismos e que do mesmo faz parte o algarismo 1
seguido do algarismo 8.

A sequéncia 18 aparece uma Unica vez como, por
exemplo, 0188.

Se 0 Jodo escrever o c6digo ao acaso qual éa
probabilidade de acertar?

®) ﬁ% (®) %
1 1
© 300 (D) 298

 Questdes propostas

O professor de Matematica distribuiu
aos seus alunos uma folha com 50
exercicios de probabifidades para que
estes fizessem revisdes para o teste.
Sabe-se que o Rui resolveu 40 desses
problemas e que o professor escolheu
quatro, ao acaso, para incluir na prova.
Sabendo que o Rui foi realizar o
teste, determine, na forma de
percentagem com aproximacao as
décimas, a probabilidade de:

19.1. sairem quatro dos exercicios
que ja tinha resolvido;

19.2. sair pelo menos um dos
exercicios que ja tinha resolvido.

Na figura esté
representado um
sélido com sete
faces.

Dispomos de cinco

cores (azul, bege,
dourado, vermelho e
preto) para pintar o sélido.

Admita que cada face foi colorida
de uma s6 cor escolhida ao caso.

Determine a probabilidade de:

20.1. trés e so trés faces ficarem
pintadas de vermelho;

20.2. trés e s trés faces ficarem
pintadas da mesma cor e as
restantes quatro faces ficarem
pintadas de cores diferentes;

20.3. as trés faces triangulares ficarem
pintadas de azul ou bege e as quatro
faces retangulares ficarem pintadas de
dourado, vermelho ou preto.

(Apresente os resultados na forma de
percentagem com aproximacao as
décimas.)

O cédigo de um cofre é constituido
por uma sequéncia de seis
algarismos.

0O Jodo sabe que desta sequéncia
fazem parte os algarismos 1, 2 e 3,
por esta ordem, uma Unica vez

(por exemplo, 012312).

Escolhendo, ao acaso, um destes
codigos, qual é a probabilidade de
abrir o cofre?
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Unidade 1 - Probabilidades e estafistica Tema 2 - Calculo de probabilidades. Regra de Laplace
Questdes resolvidas - Questdes propostas

Resolucao

. o m Considera a figura.
» Nimero de casos possiveis:

R
A sequéncia 18 pode aparecer no inicio, no meio ou no fim :
do cédigo: Q
1.° caso 2.° caso 3.°caso _JC
18 _18_ 18 g &
10 10 10 10 10 10 5

Para definir um trajeto entre dois
pontos da figura apenas sao
permitidos dois movimentos: para a
direita (D) ou para cima (C).

Por exemplo, o trajeto assinalado

: entre os pontos P e Q pode ser
Logo, o numero de casos possiveis é 300 —2 =298 . definido pela sequéncia DCDDCD .

Temos, portanto, 10%x 3 =300 possiveis cédigos em que
aparece a sequéncia 18.

Dado que a sequéncia 18 s6 figura uma vez temos de
excluir a solugdo 1818 que aparece nos 1.° e 3.° casos.

22.1. Justifique que existem °C,

» Nimero de casos favoraveis: 1 2
trajetos entre P e Q.

A probabilidade pedida é . 22.2. Escolhido, ao acaso, um
: trajetoentre P e R, qual éa
probabilidade de passar por Q?
O cédigo de acesso a um portal na Internet é uma
sequéncia com trés letras e trés algarismos (por exemplo, m O ndmero de série de um produto é
0X8Y8X). uma sequéncia de quatro letras e
trés algarismos, como, por exemplo,
Qual é a probabilidade de um destes cdigos, escolhido ao AOP7ng A i P

acaso, ter dois 7 e as letras diferentes colocadas por

ordem alfabética (por exemplo, 7CE57X). Escolhido um destes codigos ao

acaso, qual é a probabilidade, na

Considere o alfabeto com 26 letras. forma de percentagem arredondada
_ as décimas, de ter os algarismos
Resolucdo diferentes por ordem crescente e as
Numero de casos possiveis: letras ocupando lugares seguidos

(por exemplo, 0APZA57)?

6 26 a 104 _ 6 3 3
Cy X “Ay % " Ay="Cy% 26" % 10 Considere o alfabeto com 26 letras.

L—» Namero de sequéncias de trés algarismos nos
trés lugares restantes.

Numero de sequéncias de trés letras nos trés m Seja A o conjunto de todos os
Ngaces Ssciidos. numeros de quatro algarismos

# Numero de possibilidades de escolha dos trés diferentes, maiores de 4000, que
lugares para as letras entre os seis possiveis. se podem formar com os algarismos

0,1,2,3,4e5.
Numero de casos favoraveis:
24.1. Mostre que A tem

ey A o 120 elementos.
L Numero de maneiras de escolher o algarismo :

iy 24.2. Escolhem-se, ao acaso, trés

: elementosde A.

.= a) Qual é a probabilidade de pelo

: menos dois desses elementos
serem multiplos de 5?

b) Qual é a probabilidade de esses
trés nimeros terem os algarismos

Numero de possibilidades para colocar os 7

Numero de possibilidades de escolha das trés
letras

= » Numero de possibilidades de escolha dos trés
lugares para as letras

p CXTCRC. %Y oA dispostos por ordem decrescente?
= = 'y 0 §
°C; x 26° x 10 (Apresente os resultados na forma de
: percentagem com aproximacao as
décimas.) 37
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Questoes para praticar

ltens de sele¢do

Uma certa linha do Tridangulo de Pascal é
constituida por todos os nimeros da forma "C,,
nEIN.

Escolhendo ao acaso um elemento dessa linha,
qual é a probabilidade de ele seriguala n?

2 1
(C)) pd (B) =

oyl (D) —2

n+1 n+1

Colocaram-se numa urna 10 bolas
indistinguiveis ao tato, sendo cinco brancas e
cinco pretas.

As bolas brancas sao exatamente iguais e as
bolas pretas sao numeradasde 1 a 5.

Ao acaso tirou-se uma bola e verificou-se que a
sua cor era branca.

Essa bola nao foi reposta na urna.

Tirando, ao acaso, outra bola da urna, a
probabilidade de sair uma bola com um nimero
impar é:

2 3 3 1
A) = B) — C) = D) -
w: ®= © o
De um baralho de cartas completo (52 cartas,
13 de cada naipe) retiram-se 13 cartas, ao
acaso.
Qual é a probabilidade de obter sete cartas do

mesmo naipe?

B, XC, 4% C, % ¢
(A) i 0 (B) i/ B
SZC13 52C~|3
13 45 13 45
(@S sl O 4x °Cx"C
Qg —r D)———
( ) 52C13 ( ) 52C|3

Um camido foi carregado com 40 caixas iguais.
Em 25 das caixas foram embalados produtos
téxteis cujo transporte estava devidamente
autorizado. As restantes caixas continham
tabaco de contrabando.

Numa operacéo policial foram selecionadas
quatro caixas, ao acaso, para verificagao do
conteudo. Se alguma destas caixas contiver
contrabando, o veiculo sera apreendido.

Qual é a probabilidade de o camiao prosseguir a
sua viagem?

15
C, 15
@1 -5 ® 2
25
C, 25
9 ()2

m O Joao arruma, ao acaso, na prateleira de uma

estante, 13 livros encostados uns aos outros.
Entre os 13 livros ha trés de Matematica.

Qual é a probabilidade de os livros de
Matemadtica ocuparem, juntos, a posi¢ao central
dafila, isto é, com tantos livros antes como
depois?

10
A, 3! x5! x2
(A)1_3! (®) 13!
31 x (51Y 3! x 10!
© 13! (©) 13!

Langam-se simultaneamente dois dados com as
faces numeradas de 1 a 6 e multiplicam-se os
dois nimeros saidos.
A probabilidade do acontecimento “o produto
dos numeros saidos é 2" é:

1 1 21
(A)o (B) 3¢ © 3 ©)3;
Escolhem-se ao acaso dois vértices de um cubo.
Qual é a probabilidade de os dois vértices
escolhidos serem extremos de uma diagonal de
uma face do cubo?

OF ®

©= OF

Numa turma com 10 rapazes e 12 raparigas
vao ser escolhidas quatro raparigas para
participarem numa peca de teatro.

Qual é a probabilidade de a Ana e a Teresa, duas
irmas alunas dessa turma, estarem entre as
escolhidas?

1OC IZC
@ ® e
4 4

4 8 10
G, %G Cs
(c) 12C4 (D) 12C4

Temos dois dados equilibrados. Um dado ctbico
com as faces numeradasde 0 a 5 e um dado
tetraédrico com as faces numeradasde 0 a 3.
Langam-se os dois dados. Considere-se que a
face que sai é a face que fica voltada para baixo.
Qual é a probabilidade de o produto dos
numeros obtidos nos dois dados seriguala 07?

w: ®; ©f o
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Unidade 1 - Probabilidades e estafistica Tema 2 - Calculo de probabilidades. Regra de Laplace

m Um saco contém nove cartdes, indistinguiveis ao

tato, com os nimeros 1,2, 3,5, 7, 11, 13,
17 e 19.

Retiram-se, simultaneamente e ao acaso, trés
cartoes e multiplicam-se os respetivos nimeros.
Qual é a probabilidade de o produto obtido ser
divisorde 2107

W ®2 O

3
21 (D)§

O Joado tem uma caixa com
6 lapis de cores diferentes.
Para pintar o desenho de
uma bandeira com duas
faixas verticais, escolheu
um lapis, ao acaso, e pintou
uma das faixas.

Depois de repor na caixa o lapis usado, voltou a
escolher uma cor, novamente ao acaso, para
pintar a outra faixa da bandeira.

Qual é a probabilidade de a bandeira ficar
pintada de uma sé cor?

QR OF
© OF
Itens de construcao

m Para pintar um dado ctibico com as faces

numeradas (com pintas)de 1 a 6, estao
disponiveis dez cores, das quais fazem parte o
branco e o amarelo.

Cada face é pintada de uma s6 cor escolhida, ao
acaso, entre as nove cores diferentes do branco.
As pintas de cada face sao pintadas de branco.

36.1. Nao se repetindo as cores, qual é a
probabilidade de uma (e apenas uma) das faces
ficar pintada de amarelo?

Apresente o resultado na forma de fragao
irredutivel.

36.2. Se for possivel repetir as cores, qual é a
probabilidade de, no final, ficar uma face de cada
cor?

Apresente o resultado na forma de percentagem
com aproximacao as décimas.

Um saco contém seis cartoes, indistinguiveis ao
tato, com os niumeros 0, 0, 2, 2, 3, 3.
Retiram-se, sucessivamente e ao acaso, os seis
cartoes e alinham-se da esquerda para a direita,
pela ordem de saida, de maneira a formarem um
ndmero como, por exemplo,

[3[2]2]0]3]0],

Qual é a probabilidade de obter um niimero
maior do que 20 000 ?

Um exame de Matematica A tem oito itens de
selecao (escolha multipla). Em cada item séo
indicadas quatro opgoes de resposta (A, B, C
ou D) das quais s6 uma esta correta.

A sequéncia das oito respostas corretas as oito
perguntas do exame é CBABDAAD .

O Alex, que ndo se preparou para o exame,
respondeu ao acaso aos oito itens tendo
escolhido cinco op¢ées A, duas opcdes B e
uma opgao C.

Qual é a probabilidade de o Alex:

38.1. ter respondido corretamente a sete
perguntas;

38.2. ter respondido corretamente a seis
perguntas;

38.3. ter errado todas as respostas?

A Joana foi passar férias a Londres. Certo dia
comprou trés postais para enviar as trés
melhores amigas: a Ana, a Beatriz e a Carla.

A Joana é muito distraida pelo que, depois de
escrever os postais com textos personalizados
para cada uma das amigas, introduziu-os, ao
acaso, em envelopes ja enderecados e
colocou-os no correio.

Qual é a probabilidade de:

39.1. as trés amigas receberem os postais que
Ihes foram destinados;
39.2. apenas uma das amigas receber o seu postal;

39.3. nenhuma das amigas receber o postal certo?

Na figura esta representado

um hexéagono regular F E
[ABCDEF].

Escolhem-se, ao acaso, dois  , D
vértices.do hexagono.

Determine a probabilidade

de os vértices escolhidos: B C

40.1. serem extremos de um lado do hexagono;

40.2. serem extremos de uma diagonal do
hexagono;

40.3. definirem uma reta que passe pelo centro
da circunferéncia circunscrita ao hexagono.
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Questoes para praticar

m Na figura estao E E

representados um

hexagono [ABCDEF]

e um retangulo * D
[PQRS] .

Sabe-se que os
vértices do retangulo
sao interiores ao
hexagono e dos 10 vértices nao existem trés
colineares.

Escolhem-se trés dos 10 pontos ao acaso.
Qual é a probabilidade de os trés pontos
escolhidos serem vértices de um triangulo:

“B c

41.1. que tenha um, e um s6, lado comum com
o retangulo [PQRS];

41.2. com pelo menos um vértice em cada um
dos poligonos?

Quatro homens e quatro mulheres entram num
restaurante para jantar e sentam-se ao acaso

numa mesa retangular. A mesa tem trés lugares
em cada um dos lados de maior dimensao e um

lugar em cada um dos outros 'Y X )
lados, como esquematizado na

figura. ®
Determine a probabilidade de: 00

42.1. nenhum homem ficar com uma mulher
em lugar contiguo;

42.2. cada mulher ficar a frente de um homem.

Dentro de um saco temos 16 bolas brancas e
algumas bolas pretas, indistinguiveis ao tato.

Na extracdo simultanea e ao acaso de duas
dessas bolas, a probabilidade de sairem bolas de
cores diferentes é 48% .

Quantas bolas pretas estao no saco?

Num tabuleiro quadrado, dividido em 16 casas

iguais, dispuseram-se, ao acaso,

oito pegas brancas e seis pegas Oeee
pretas, nao ficando mais do que ©0)[©)®)[ )
uma peca em cada casa. As pecas 0)(0)®)
s se distinguem pela cor. ®0e

Qual é a probabilidade de:
44.1. pelo menos uma das diagonais ficar
preenchida com pecas pretas;

44.2. uma diagonal ficar com pegas brancas e
outra com pecas pretas?

Escolhem-se, acaso, trés vértices de um
hexagono regular.

Determine a probabilidade de o triangulo
definido por esses trés pontos:

45.1. ser equilatero;

45.2. ter dois lados comuns com o hexagono.

Um baralho de cartas completo é dividido em
dois grupos: um com os naipes de ouros e copas
(cartas vermelhas) e o outro com os naipes de
espadas e paus (cartas pretas). Cada naipe tem
13 cartas. = ?
Retiram-se, ao acaso e sem reposic¢ao, duas
cartas de cada grupo.

Qual é a probabilidade de obter uma carta de
cada naipe?

Apresente o resultado na forma de percentagem
com aproximagao as unidades.

O cédigo de um cartao multibanco é uma
sequéncia de quatro algarismos como, por
exemplo, 0039.

47.1. Quantos cédigos diferentes existem com
um e um s6 algarismo par?

47.2. O Joao acabou de receber do seu banco
um novo cartao multibanco. Admitindo que o
codigo de qualquer cartdo multibanco é
atribuido ao acaso, qual é a probabilidade de o
codigo desse cartao ter dois, e s6 dois,
algarismos iguais a 0?

Apresente o resultado na forma de dizima.

Uma turma do 12.°ano tem 25 alunos: 15
raparigas e 10 rapazes. O delegado de turma é
uma rapariga e o subdelegado é um rapaz.
Pretende-se constituir uma comissao para
organizar um passeio. A comissao deve ser
formada por cinco raparigas e trés rapazes.
Acordou-se que o delegado e o subdelegado
fazem parte da comissao.

48.1. Quantas comissoes diferentes se podem
constituir?

48.2. Admita que os oito membros da comissao,
depois de constituida, vao posar para uma
fotografia, colocando-se uns ao lado dos outros.
Supondo que eles se colocam ao acaso, qual é a
probabilidade de nao ficarem dois rapazes
seguidos?

Considere dois conjuntos

de retas: um com a
trésretas, a, b e c,
estritamente paralelas, .

e o outro com
quatroretas, p, q,

r e s, também
estritamente paralelas.
Qualquer reta do primeiro conjunto interseta
qualquer reta do segundo conjunto num e num
s6 ponto.

Escolhidos, ao acaso, quatro desses pontos de
intersecao, qual é a probabilidade de que
definam um paralelogramo com os lados
contidos em quatro das retas dadas?

g s
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Unidade 1 - Probabilidades e estafistica Tema 2 - Calculo de probabilidades. Regra de Laplace

m Um saco contém quatro bolas, indistinguiveis ao

CPEN-MAI2 © Porto Editora

tato, numeradasde 1 a 4.

Retira-se, ao acaso, uma bola do saco e regista-se
o respetivo numero. De seguida, repoe-se a bola
No saco e repete-se a experiéncia mais duas
vezes.

Qual é a probabilidade de o produto dos trés
nameros saidos seriguala 87

. 31+1

Uma resposta para este problema é —
Numa pequena composicao explique porqué.
Na sua composicao deve fazer referéncia a Regra
de Laplace, explicar o nimero de casos possiveis
e o numero de casos favoraveis.

Na figura esta representado, z
em referencial 0. n. Oxyz, o D) G
E ~ e

cubo [OABCDEFG] de FRTS
aresta 2. Hox 9_»
O vértice O coincidecoma X A" B Cy
origem do referencial.

Os vértices A, C e D pertencem aos semieixos
positivos Ox, Oy e Oz.

Estd também representada uma superficie
esférica tangente a todas as faces do cubo.

51.1. Escolhidos ao acaso dois vértices do cubo,
qual é a probabilidade de definirem uma reta:

a) tangente a superficie esférica;

b) que passa no ponto O;

¢) contida no plano de equagédo x+y+z=2;
d) perpendicular ao eixo Oy ?

51.2. Escolhem-se, ao acaso, trés vértices do cubo.
Qual é a probabilidade de:

a) o tridangulo cujo vértices sao esses trés pontos
estar contido no plano de equagao x=y;

b) aintersecao da superficie esférica com o
plano definido por esses trés pontos ser uma
circunferéncia de raio iguala 17

Considere um tabuleiro com nove casas
numeradasde 1 a 9, como o que esta
representado na figura.

Nl 2803

00000
4 -5 6 ® )
71819

Dispomos de cinco pegas brancas e duas pegas
pretas que apenas se distinguem pela cor.
Colocam-se as pegas no tabuleiro, ao acaso e
nao mais do que uma em cada casa.

Determine:

52.1. a probabilidade de as pecas pretas
ocuparem casas impares;

52.2. a probabilidade de as pecas brancas
ocuparem uma linha e uma coluna;

52.3. a probabilidade de pelo menos uma das
diagonais ficar ocupada com pecgas brancas.

Numa gaveta estao seis pares de meias, cada par
de sua cor. As meias estdo todas misturadas e
sao indistinguiveis ao tato.

Tirando da gaveta duas meias, sem ver e ao
acaso, qual é a probabilidade de que sejam do
mesmo par?

Num saco estao 12 bolas, sendo quatro brancas,
quatro pretas e quatro vermelhas. As bolas
apenas se distinguem pela cor.

54.1. Retiram-se, simultaneamente e ao acaso,
duas dessas 12 bolas.

Qual é a probabilidade de as bolas serem da
mesma cor?

54.2. Extraem-se ao acaso, sucessivamente e
sem reposicao, as 12 bolas do saco e
colocam-se numa fila, encostadas umas as
outras.

Determine:

a)a probabilidade de as bolas da mesma cor
ficarem seguidas;

b) a probabilidade de as bolas vermelhas ficarem
seguidas;

¢)a probabilidade de néo ficarem bolas
vermelhas seguidas;

d) a probabilidade de as duas primeiras bolas da
fila serem de cores diferentes.

Seja A o conjunto dos nimeros de quatro
algarismos.
Escolhe-se ao acaso um elemento de A.

55.1. Determine a probabilidade de o nimero
escolhido ter exatamente dois algarismos iguais
a 9. Apresente o resultado na forma de dizima.

55.2. Determine a probabilidade de o nimero
escolhido ser uma capicua maior do que 5000 .
Apresente o resultado na forma de fragao
irredutivel.

55.3. Determine a probabilidade de o nimero
escolhido ter os algarismos todos diferentes, ser
impar, com o primeiro algarismoiguala 1 ea
soma dos quatro algarismos ser par. Apresente o
resultado na forma de dizima com aproximagao
as centésimas.
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Unidade 1 - Probabilidades e estatistica

Tema 3

Axiomas e teoremas de probabilidade.
Probabilidade condicionada.
Acontecimentos independentes

1. Operagoes com conjuntos

Seja S ouniversoe A e B subconjuntosde S.

Complementar do conjunto A

Complementarde B em A

A _

S S

>

A\B=ANB

O complementar de A, que se representa por A, é | Ocomplementarde B com A, A exceto B ou A menos B,
o conjunto formado por todos os elementos de § que se representa por A\B, é o conjunto formado por todos

que ndo pertencema A.

A={xES:xZ A}

os elementos que pertencema A e nao pertencema B.
A\B={xES:xEAAXEB}

Intersecao de dois conjuntos Uniao de dois conjuntos

S S
A B

Aintersecao de A com B, que se representa por A unido de A com B é o conjunto formado por todos os

AN B, éo conjunto formado por todos os elementos que pertencem a pelo menos um dos conjuntos.
elementos que pertencem a ambos os conjuntos. |, 5 _ (XES:xEAV X EB)

ANB={xES:xEAAXEB}

2. Propriedades das operagdoes com conjuntos

Seja S o universo e sejam A, B e C conjuntos nele contidos.

Propriedades Intersecao Uniao
Comutativa ANB=BNA AUB=BUA
Associativa ANBNC=ANBNQO (AUBUC=AUBUCQ

Elemento neutro ANS=A AU =A

Elemento absorvente AND =0 AUS=S

Distributivas

ANBUCO=ANBUMANCI
AUBNCO=AUBNAUCI
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Tema 3 - Axiomas e teoremas de probabilidade. Probabilidade condicionada. Acontecimentos independentes

3. Leis de De Morgan

.ANB=AUB

.AUB=ANB
D Exemplo 1 Leis de De Morgan D Verifica 1
Mostre que: AU (Z U B) =AUB Mostre que:

11. AUB=A\B
1.2.(AnB)UMANB)=8

Au(AuB)=Au(AnB)-
~(AuA)n(AUB)=sn(AUB)=
=AU B (c.qm.)

4. Axiomas de probabilidades

' Seja S o espaco de resultados associado a uma experiéncia aleatéria.
A cada acontecimento A C S faz-se corresponder um nimero real que se chama probabilidade de A e se

representa por P(A), tal que:

1. P(A) > 0, qualquer que seja o acontecimento A
2. P(S)=1

3. PAUB)=P(A)+P(B),se ANB=0

5. Alguns teoremas sobre probabilidades

. 1. P(@)=0 2. PA)E [0, 1]
3. P(A)=1-P(A) 4. P(A)=1-P(A)
5. PAUB)=P(A)+P(B)-P(ANB) 6. P(A\B)=P(A)—P(AN B) ou

7. Se ACB, P(A) < P(B) P(A N B)=P(A)-P(ANB)

b Exemplo 2 Para demonstrar D Verifica 2

Sejam S o conjunto de resultados associado a uma experiéncia aleatériae A Sejam S o conjunto de

e B dois acontecimentos (ACS e BCYS). resultados finito associado a uma

p ) experiéncia aleatériae A e B
Toveque; subconjuntosde S.

P(A L B) - P(A) =R HPIATLE) Sabendo que A e B sao
equiprovaveis e que:

P(AUB)=2P(A)
prove que os acontecimentos
=1-P(AUB)= (Teorema 3) A e B saoincompativeis.
=1-[P(A)+P(B)-P(ANB)] (Teorema 5)

=1-P(A)-P(B)+P(ANB)
=P(A)-P(B)+P(ANB) (Teorema 3)

P(/_l ﬁ E) . I;(A U B) = (Leis de De Morgan)

CPEN-MAI2 © Porto Editora
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Unidade 1 - Probabilidades e estafistica

D Exemplo 3 Probabilidade da reuniao
Seja E o espaco de resultados associado a uma certa experiéncia aleatoria.
Sejam A e B dois acontecimentos (ACE e BCE).
Tem-se que:
P(A)=03 e P(B)=0,5

Qual dos nimeros seguintes pode ser o valorde P(AUB)?

(A) 0,1 (B) 04
(©) o6 (D) 0,9
Resolucao

Atendendo a que:

P(AUB)>P(B), VA, BCE, tem-seque P(AUB)>0,5.
Por outro lado, como:

P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB), VA, BCE

tem-se que:
P(AUB)=0,3+0,5-P(ANB)

Ora,como P(ANB)>0, YA, BCE, podemos concluir que:
P(AUB)K0,8

Atendendo a que 0,5 <P(AUB)<0,8, o tnico dos nimeros apresenta-
dos que pode ser o valorde P(AUB) é 0,6.

Resposta: (C)

b Exemplo 4

Uma caixa contém quatro bolas brancas, numeradasde 1 a 4, e n bolas
pretas, numeradasde 1 a n.

Retira-se, ao acaso, uma bola dessa caixa.

Sejam A e B os acontecimentos seguintes:

A “Sair uma bola branca”; B: “Sai uma bola com nimero par”

Sabe-se que P(AU B)— P(AN B) = %

Quantas bolas contém a caixa?

Resolucao

P(ZuE)—P(AnB):§ = P(Zn_s)—P(AnB):g P

= 1—P(AnB)—P(AnB)=§ VRN 1—2P(AﬂB)=§ =

= 2P(AnB):1—§@ 2P(AnB)=%<:> P(AnB)=%

Dado que o acontecimento A N B é “Sair uma bola branca com nimero

par’, tem-se que P(A N B) = 4—i_n , pois estdo na caixa 4 +n bolas entre

as quais duas sao brancas numeradas com nimero par.
2 =1<:>12=4+n<=>n=8
4+n 6

Logo, ha 12 bolas na caixa, sendo quatro brancas e oito pretas.

P(AnB):%«:»

D Verifica 3

Seja S o conjunto de resultados
(com um numero finito de
elementos) assogiado a uma
certa experiéncia aleatoria.

Sejam A e B dois
acontecimentos, contidosem S,
nenhum deles impossivel nem
certo.

Sabe-se que ACB.

Indique qual das afirmagées
seguintes é verdadeira.

(R) P(4)>P(B)
(B) P(ANB)=0
(© P(AUB)=1
(o) P(4)> P(B)

D Verifica 4

Na figura esta representado um
dado octaédrico nao equilibrado,
com as faces numeradasde 1 a
4 (cada nimero aparece em
duas faces opostas).

Langa-se o dado uma Unica vez e
observa-se o nimero da face que
fica voltada para cima.

Sejam A e B os acontecimentos
seguintes:

A: “Sair nimero par”

B: “Sair nimero primo”

Sabendo que:
P(A)-P(B)+P(AUB =%

determine a probabilidade de
saironumero 1.

Casa da Aula - Centro de Explicagbes - www.casadaaula.com
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Tema 3 - Axiomas e teoremas de probabilidade. Probabilidade condicionada. Acontecimentos independentes

6. Probabilidade condicionada
(ou probabilidade condicional)

Dos 100 alunos que frequentam o 10.° ano de uma escola, 50 tém Matemadtica, 25 tém Fisicae 15
tém Matematica e Fisica.

No diagrama de Venn ao lado esta representada a situagao. c
M ={alunos que tém Matematica}
F ={alunos que tém Fisica}

C={alunos do 10.° ano da escola}

Encontra-se, ao acaso, um dos 100 alunos.
Qual é a probabilidade de o aluno ter Matematica e Fisica?

Tem-se:

15
PMNF)=———
W 100

Numa sala encontram-se os 25 alunos que tém Fisica; selecionando, ao acaso, um destes 25 alunos,
qual a probabilidade de este ter também Matematica?

Ou seja, qual é a probabilidade de ele ter Matematica sabendo que tem Fisica?

Para responder a questao aplica-se a definicao de probabilidade condicionada que se representa por

PMIF).

#MNF)
15 _#MnPH " sc_ PMNF
PMR=s=—%F - #F P
#C

De um modo geral, tem-se:

Dados dois acontecimentos A e B, sendo P(B)#0, chama-se pro- s

babilidade de A, se B, e representa-se por P(A|B), a probabilidade de
A se realizar sabendo que B se realizou.

P(A|B) é definida por:

P(ANB)
P(B)

P(AIB)= , P(B)#0

Probabilidade da intersecao de dois acontecimentos

ISa relaga:m P(AIB)= %

conclui-se que:
P(ANB)=P(B)xP(A|B)
@
P(ANB)=P(A)xP(B|A)

CPEN-MA12 © Porto Editora

Casa da Aula - Centro de Explicagbes - www.casadaaula.com

45



Unidade 1 - Probabilidades e estatistica

D Exemplo 5

De acordo com a estatistica de uma companhia de termas, a distribuicao dos
utentes por género e idade é a seguinte:

+72% dos utentes sao mulheres;
« a sexta parte das mulheres tém menos de 45 anos;
«20% dos utentes sdo homens com 45 anos ou mais.

Escolheu-se, ao acaso, um utente destas termas. Sabendo que tem 80 anos
de idade, qual é a probabilidade de ser mulher?

Vamos preencher uma tabela de acordo com os dados do enunciado:

Menos de 45 anos 3
45anos (A) | oumais (A) 5 X 072=012
+0,72-0,12=0,60
M 0,08 0,20 0,28
F 0,12 0,60 0,72 ©1-0,72=028
0,20 0,80 1 +0,28-0,20=0,08

Sendo F o acontecimento “O utente escolhido é do sexo feminino”e A
o acontecimento “O utente escolhido tem menos de 45 anos’, pretende-
-se determinar P(F l A) .

P(FNA) 060 3

P(FIA)= b2) 080 4

b Exemplo 6 A viagem do Jodo

O Joado utiliza, por vezes, o autocarro para ir de casa para a escola. Quando
ndo vai de autocarro desloca-se no automével do pai.

Sabe-se que usa o autocarro 40% das vezes e que, quando usa este meio de
transporte, a probabilidade de chegar atrasado é de 10% . Quando se des-
loca no carro do pai chega atrasado 20% das vezes.

Determine a probabilidade de o Jodo, num dia util escolhido ao acaso:
6.1. irde autocarro para a escola e chegar atrasado;

6.2. chegar atrasado a escola;

6.3. irde autocarro para a escola, sabendo que chegou atrasado.

Consideremos os acontecimentos:
A: "0 Joao vai de autocarro para a escola”
C: “O Joao vai de automadvel para a escola”
T: “O Joao chega atrasado a escola”
E dado que P(4)=0,4, P(TIA)=0,1 e P(TIC)=0,2.

Partindo destes dados, vamos construir uma
arvore de probabilidades.

6.1. PANT)=P(A)xP(TIA)=

P(A)=04

P(T|A)=0,1

D Verifica 5

Uma escola do ensino basico é

frequentada por alunosdo 2.° e

do 3. ciclos. Relativamente aos

alunos desta escola sabe-se que:

+48% dos alunos da escola sao
rapazes;

« no 3.° ciclo, ha tantos rapazes
como raparigas;

+30% dos alunos do 2.° ciclo séo

raparigas.
Escolhe-se, ao acaso, um aluno
desta escola.
Sabendo que o jovem escolhido
éumrapaz, qual éa
probabilidade de frequentar o
2.°ciclo?

D Verifica 6

Considerando os dados do
Exemplo 6 determine a
probabilidade de o Jodo ter ido
de carro para a escola sabendo
que foi pontual.

=0,4x%x0,1=0,04=4% P(T|A)=0,9 T
6.2. PM=PANT+P(CNT)=
=0,04+0,6%x0,2=0,16=16% P(T|C)=0,2 T
63. pAIn=-"AOT)_004_ P c
- ~ P(N 016 B ~
=0,25=25% P(T|C)=08 T
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Tema 3 - Axiomas e teoremas de probabilidade. Probabilidade condicionada. Acontecimentos independentes

7. Acontecimentos independentes

Dois acontecimentos sao independentes quando a realizacdo de um deles nao interfere na probabili-
dade de realizagao do outro.

. Dois acontecimentos A e B sdao independentes se e s se:
P(AIB)=P(A)

Se A e B sao independentes, entdo é possivel substituir P(A|B) por P(A) na férmula:

P(ANB)=P(B)x P(A|B)
e obtém-se: P(ANB)=P(A)xP(B).

Assim sendo, também se pode definir acontecimentos independentes do seguinte modo:

' Dois acontecimentos A e B sdo independentes se e so se:
P(ANB)=P(A)xP(B)

» Exemplo 7 Os aquarios D Verifica 7
Lancga-se um dado com as faces

numeradasde 1 a 6 euma
moedade 1 euro.

Tém-se dois aquarios: A, e A,.

Qual é a probabilidade de sair
“euro” e nao sair o numero 57

Dois peixes vermelhos Trés peixes vermelhos
Trés peixes amarelos Dois peixes amarelos

Tira-se, ao acaso, um peixe de cada aquério.

Qual é a probabilidade de serem ambos vermelhos?

Seja P(A,) a probabilidade de sair peixe vermelho do aquario Afe
P(A,) a probabilidade de sair peixe vermelho do aquério A,.

Como os acontecimentos sao independentes:
P(A1 ﬁAz)=P(A1)>< P(Az)

2.3 6
NA)=5x==—
Pl NA) 55 25

CPEN-MAI12 © Porto Editora
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Questoes-tipo exame

Questoes resolvidas

Seja Q o espaco de resultados associado a uma certa
experiéncia aleatdria. Sejam A e B dois acontecimentos
(ACcQ eBCQ).

Sabe-se que P(A)=0,3, P(AUB)=09 e P(AU B)=
Qual é o valorde P(B)?
(A) 03 (B) 0,4

Resolucdo
«P(AUB)=0,9 < P(ANB)=0,9 <
< 1-P(ANB)=0,9 < P(ANB)=0,1
«P(AUB)=P(A)+P(B)- P(AN B)
0,6=0,3+P(B)-0,1 < P(B)=0,4

(©os5 (D) o6

Resposta: (B)

@ Seja S o espaco de resultados associado a uma certa
experiéncia aleatdria. Sejam A e B dois acontecimentos
incompativeis (ACS e BCS).

Qual das afirmacdes seguintes é necessariamente
verdadeira?

(R) P(AUB)=0
(© P(AUB)=1

(B) P(AU B)=P(A) + P(B)
(D) P(A N B)= P(A) x P(B)
Resolucao

Se A e B sao dois acontecimentos incompativeis entao
ANB=0Q peloque P(AUB)=P(A)+ P(B).

Resposta: (B)

Seja S o espaco de resultados associado a uma certa
experiéncia aleatdria. Sejam A e B dois acontecimentos
(ACcseBCYS).

Sabe-se que P(A)=0,6.

Qual dos seguintes acontecimentos pode ter
probabilidade superiora 0,6 ?

R)ANB B)ANB (€ AusB (D)AUB

Resolucdo

«ANBCA. Logo, PANB)< P(A) ou PANB)<0,6.
«ANBCA. Logo P(ANB)< P(A) ou P(ANB)<0,6.
-P(AUB)=P(ANB); P(A)=1-0,6=04; ANBCA
Logo P(Z ﬂE)gP(Z) ou P(m)<0,4

Logo, P(AUB)<0,6.

«ACAUB. Logo, P(A) <
Resposta: (D)

P(AUB) ou P(AUB)>06.

Questées propostas

a Seja S o espaco de resultados

associado a uma certa experiéncia
aleatéria. Sejam A e B dois
acontecimentos (ACS e BCYS).

Sabe-se que:

«P(B)=0,6

«P(ANB)=

«P(ANB)=0,1

Qual é o valor de P(Z) ?

()02 (B)03 (€)04 (D)O,7

Seja S o espaco de resultados
associado a uma certa experiéncia
aleatéria. Sejam A e B dois
acontecimentos (ACS e BCYS).

Sabe-se que P(A)=0,3 e P(B)=0,7.

Qual das afirmagoes seguintes é
necessariamente verdadeira?

(A) A e B sao contrérios porque
P(A)=1-P(B).

(B) A e B sao incompativeis porque
se P(A)+ P(B)=1 entdao
P(ANB)=0.

(©PAUB)+PANB)=1

(D) O acontecimento A U B é certo.

Uma turmado 12.° ano tem

24 alunos sendo 14 raparigas e
10 rapazes.

Escolhem-se, ao acaso, dois alunos
dessa turma.

Sejam A e B os acontecimentos:

A: “Os alunos sao do sexo feminino”

®IONPT 0104 @ ZIVIN-NAD

B: “Os alunos sao do sexo masculino”

Qual das afirmagées seguintes é
verdadeira?

(A) A e B sao contrérios.
(B) A e B sdo contrérios.

(€) A e B sao incompativeis mas
nao contrarios.

(D)P(A)+P(B) > 05
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Questoes resolvidas

@ Num grupo de 20 turistas ha oito portugueses e
12 espanhdis. Neste grupo ha 14 pessoas que falam
inglés. Dos turistas que falam inglés seis sao portugueses.

Escolhe-se, ao acaso, um turista deste grupo.

Qual é a probabilidade de este turista ndo falar inglés,
sabendo que é espanhol?

Resolucao

Trata-se de calcular a probabilidade de o turista escolhido
nao falar inglés, considerando que o espaco de resultados é o
conjunto dos turistas espanhdis.

Falam inglés Nao falam inglés
Portugueses 6 8-6=2 8
Espanhdis 14-6=8 6-2=4 12
14 20-14=6 20

Temos, assim, que:
« 0 numero de casos possiveis € 12 (numero de turistas espanhois)

- 0 numero de casos favoraveis é 4 (namero de turistas espanhois
qua nao falam inglés)

A probabilidade pedida é % - % .

@ Seja S o espaco de resultados associado a uma certa
experiéncia aleatdria. Sejam A e B dois acontecimentos
(ACSeBCYS).

Sabe-se que A e B tém probabilidades iguais,
P(AUB)=08 e P(AUB)=0.2.

Qual é a probabilidade de se realizar B sabendo que A se
realiza?

(A) 0,2 (B) 0.3 (© o4 (D) o,5

Resolucao

.P(AUB)=08 < P(ANB)=08 &
< 1-P(ANB)=08 &
< P(ANB)=0,2

P(AUB)=0,2 < 1-P(AUB)=0,2 &
< P(AUB)=0,8

-P(AUB)=P(A)+ P(B)- P(AN B)

Coma P(A)=P(B), temos:

0,8=P(A)+ P(A)- 0,2 < 2P(A)=1 &
< P(A)=0,5

PR, 02 2.,

= =2-04
P(A) 05 5

%
5.P(BIA) =
E
:

Resposta: (C)

Questdes propostas

m Numa turma do 12.° ano, ha alunos

que frequentam a disciplina de
Geometria Descritiva e os restantes,
em alternativa, frequentam
Psicologia.

Na tabela seguinte apresenta-se a
forma como os alunos desta turma
se distribuem, por sexo e quanto a
opgao referida.

G. Descritiva | Psicologia
Raparigas 4 10
Rapazes 8 2

Escolhe ao acaso um dos alunos da
turma.

Considere os acontecimentos:
A: "0 aluno escolhido frequenta
Psicologia”

B: “O aluno escolhido é do sexo
feminino”

Qual é o valor da probabilidade
condicionada P(A|B)?

®w> ®2 ©: ©3

Seja Q o espaco de resultados
associado a uma certa experiéncia
aleatéria. Sejam A e B dois
acontecimentos (AC Q e BC Q).

Sabe-se que P(A)=P(B)=0,3 e
P(ANB)=02.

Qual é o valor da probabilidade
condicionada P(A|B)?

2 2 3 1
() 7 (8) 3 © 7 (D) 3

Seja S o espaco de resultados
associado a uma certa experiéncia
aleatdria. Sejam A e B dois
acontecimentos (ACS e BCS).
Sabe-se que:

P(A) = % P(B)=03 e P(BIA) = %
Qual é o valorde P(AU B)?

®w: ®L ©Ff O
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Questoes tipo exame

Questoes resolvidas

@ Num saco ha apenas bolas brancas e bolas azuis. As bolas
brancas sao dez.

Ao acaso, extraem-se, sucessivamente e sem reposicao,
duas bolas da caixa.

Considere os acontecimentos:
A: "A primeira bola extraida é azul”
B: “A segunda extraida é branca”

Sabe-se que P(B|A) ==

Quantas bolas azuis havia inicialmente no saco?

Resolucao
Bolas azuis: n
Outras bolas: 10

Totaldebolas: 10+n

P(B|A) designa a probabilidade de a segunda bola extraida
ser branca sabendo que a primeira bola extraida é azul.

Logo,
P(B|A)= (ap6s ser retirada uma bola azul ficaram na caixa 9 +n
bolas sendo 10 brancas)
10 5 10 5
SeP(B|A)= e PBIA)==, tem ==,
Bl =gn & TR temps e s
10 S
==¢=>70=45+5n < 5n=25 << n=5
9+n 7

Havia cinco bolas brancas.

Seja S o espaco de resultados associado a uma certa
experiéncia aleatdria. Sejam A, B e C acontecimentos
(ACS,BCS,CCS) com P(C)#0.

Mostre que, se AN B=, entao:
PAUBICO=PAICO+PBIC)

Resolucao
P(AUBINC] P[ANQU(BNO)]
PO PO
Como ANONBNCO=ANCNBNC=
=ANBN(ICNO)=0NC=0,

temos, pelo axioma 3,
PlANQUBNCO]=PANC)+P(BNC)

PAUBIC) =

Portanto,
PAUBIC)= P[(AnC)U(BﬁC)]z
P(C)
_P(AﬂC)+P(BﬂC)__P(AnC)+P(Br\C)_
B P(C) - PO P(C)

=P(AIC)+P(BIC)

 Questdes propostas
: s

Num saco temos bolas de duas
cores: amarelas e pretas. As bolas
pretas sao quatro.

Ao acaso, retiram-se,
sucessivamente e sem reposicao,
duas bolas desse saco.

Sejam A, e A, os acontecimentos:
A, : "Abola retirada em primeiro
lugar é amarela”

A, : “A bola retirada em segundo
lugar é amarela”

Sabe-se que P(A, | A,) = %

Quantas bolas amarelas havia
inicialmente no saco?

BIONPY 0MO4 @ ZIVIN-NIdD

Um saco tem um certo nimero de
bolas numeradas, indistinguiveis ao
tato.

Relativamente a experiéncia que
consiste em extrair, a0 acaso, uma
bola do saco, considere os
acontecimentos seguintes:

A: “A bola extraida tem um nimero
par”

B: “A bola extraida tem um nimero
multiplo de 3"

C: “A bola extraida tem um nimero
multiplo de 6”

Sabe-se que P(C)=— 5 € P(B|A) =

\IIN

15.1. Determine P(A) .

15.2. Se no saco estao 36 bolas,
quantas bolas tém um namero
impar?

Seja S o espaco de resultados
associado a uma certa experiéncia
aleatéria. Sejam A e B dois
acontecimentos (ACS e BCYS)
com P(B)#0.

Mostre que: P(A|B)=1-P(A|B)

Seja S o espaco de resultados
associado a uma certa experiéncia
aleatdria. Sejam A e B dois
acontecimentos incompativeis de
probabilidade ndonula (ACS e
BCYS).

O valor da probabilidade
condicionada P(A | B) é igual a:

@o ®1 (© ;’j% (0)P(A)
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Unidade 1 - Probabilidades e estatistica Tema 3 - Axiomas e teoremas de probabilidade. Probabilidade condicionada. Acontecimentos independentes

Questoes resolvidas

@ Seja Q o espaco de resultados associado a uma certa
experiéncia aleatdria. Sejam A e B dois acontecimentos
possiveis (AC Q e BC Q).

15.1. Prove que:

P(A N B) = P(A) - P(B) + P(A) x P(B| A)

15.2. Num determinado clube de futebol da primeira liga
portuguesa, dois tercos dos jogadores sao estrangeiros e

trés quartos dos jogadores falam inglés. Dos jogadores que
falam inglés, a terca parte sao portugueses.

a) Escolhendo, ao acaso, um jogador do clube, qual é a
probabilidade de este ser portugués e falar inglés?

b) Escolhendo, ao acaso um jogador do clube, qual é a
probabilidade de ser um estrangeiro que nao fala
inglés?

Se Ihe for util pode usar a igualdade apresentada em
15.1. para resolver o problema.

Resolucao:
15.1.P(ANB)=P(AUB)=1-P(AUB)=
=1-[P(A)+P(B)-P(ANB)]=
=1-P(A)-P(B)+P(ANB)=
=P(A)-P(B)+P(A)x P(B|A)
15.2. Sejam os acontecimentos:

A: “O jogador escolhido fala inglés”
B: “O jogador escolhido é portugués”

E dado que:
g)-2 _3 _1
P(B)—3,P(A)—4 e P(BIA) =

a) Pretende-se determinar P(A NB).

P(A N B)=P(A)x P(BI A)=>

311

4373

b) Pretende-se determinar P(A N B)
1.° processo (féormula de 15.1.)

P(AnB)=P(A)- P(B)+ P(A)x P(B|A)

2 1
PB)=1-P(B)=1-%== e
®)=1-p@E)=1-2-]
3 1
P(A)=1-PA)=1-2=—
@W)=1-p@ay=1-2=1
1 1. 3_1_
P(ANB)= < 3ta¥3=
. (Y
4 3 4
_2_1_1 1_
4 3 2 3
_3_2_1
6 6 6

Ques'rées propostas

m Dos agregados familiares que vivem

numa determinada localidade,
sabe-se que:

« a terca parte vive em casa
arrendada e os restantes vivem em
casa propria;

+80% tém pelo menos um automovel;
» a quarta parte dos que tém pelo
menos um automovel vive em casa
arrendada.

Nesta localidade escolhe-se, ao
acaso, um agregado familiar.
Determine a probabilidade de esse
agregado familiar:

18.1. nado ter automovel e viver em
casa propria;

18.2. nao ter automovel sabendo
que vive em casa arrendada.

m Um virus atacou 40% dos coelhos

de uma reserva de caga.

Uma associagao de cacadores
dispoe de um teste para verificar se
um coelho esta infetado.

Sabe-se que:

« se o coelho esta infetado, a
probabilidade de o teste dar
positivo é de 95% ;

« se o coelho néo esta infetado, a
probabilidade de o teste dar
negativo é de 92% .

Foi aplicado o teste a um coelho
desta reserva, escolhido ao acaso.
Sabendo que o teste deu positivo,
qual é, na forma de percentagem
com aproximacao as décimas, a
probabilidade de o coelho estar
infetado?

m Seja Q o espaco de resultados

associado a uma certa experiéncia
aleatéria. Sejam A e B dois
acontecimentos (ACQ e BC Q)
com P(A)#0.

20.1. Prove que:

P(AUB)-P(A)x P(B|A)=P(A)
20.2. Relativamente a populagédo
com mais de 18 anos de um concelho
do interior do pais sabe-se que:
+60% ¢é do sexo feminino;

»40% das mulheres nao
concluiram o ensino basico.
Escolhido, ao acaso, um habitante
desse concelho, com mais de 18
anos, qual é a probabilidade de ser
do sexo masculino ou de nao ter
concluido o ensino basico?

Nota: Se desejar pode usar a igualdade
apresentada na alinea 20.1.

)
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Questoes tipo exame

Questoes resolvidas

2.° processo

=N 2

2" P(B)=3
3

P(A) 2

P(B|A)=—

< B > PANB)
< N

I e _q1.1_2
P(flA)_1 f(BIA)_—1 =5
P(B)=P(ANnB)+P(ANB)
%zP(A)xP(ElA)+P(Zn§)<=>
=2-3,2 . panB) = 2-2,p(ANnBE) &
3473 3 4
4:»% % P(ANB) < P(ANB)=1

Seja S o espaco de resultados associado a uma certa
experiéncia aleatoria.

Sejam A e B dois acontecimentos (ACS e BCS).
Sabe-se que A e B sdo acontecimentos independentes
tais que:

P(A)=§ eP(AnB)=1

Determine P(B).

Resolugao

P(ANB)=P(A)— P(AN B)

Como A e B saoindependentes, P(A N B) =
Logo, P(A N B)=P(A)— P(A) x P(B).

P(A)x P(B).

Substituindo os valores dados, temos:

%:%—%xP(B) & 3=4-4xP(B) < P(B)=1

@ Mostre que se A e B sao acontecimentos independentes

associados a uma certa experiéncia aleatoria, entao:
P(A U B) = P(A) + P(B) x P(A)

Sugestao de resolucdo

P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(AN B)= Se A e B 530
—P(A)+P(B) - PA)XP(B)=  piais) - Pax P
=P(A)+PB)x[1-PA)]=
=P(A) + P(B) x P(A)

Questées propostas
o

Numa escola secundaria hd duas
turmas do curso profissional de
multimédia (as turmas A e B).

Relativamente a estas duas turmas,
sabe-se que:

«64% dos alunos sao rapazes;

« a terca parte das raparigas esta na
turma A;

«aturma B tem tantos rapazes
como raparigas.

21.1. Escolhe-se ao acaso um aluno
do curso profissional de multimédia
desta escola.

a) Qual é a probabilidade de esse
aluno ser um rapaz sabendo que
édaturma A?

b) Qual é a probabilidade de esse
aluno ser da turma B sabendo
que é uma rapariga?

21.2. Sabendo que a turma B tem
12 raparigas, quantos rapazes tem a
turma A?

Sejam A e B dois acontecimentos
independentes associados a uma
certa experiéncia aleatoria.

Sabendo que P(Z) =08e

P(ANB)=0,1, determine P(A U B).

Seja S o espaco de resultados
associado a uma certa experiéncia
aleatéria.

Sejam A e B dois acontecimentos
(ACSeBCYS).

Sabe-se que:

P(A)=P(B)=08 e P(AUB)=084
Averigue se os acontecimentos A e
B sao independentes.

Mostre que se A e B sao
acontecimentos independentes
associados a uma certa experiéncia
aleatéria, entdo:

24.1.P(AUB)=1-P(A)x P(B)
24.2. A e B também sao
acontecimentos independentes.

Sugestao: Prove que se A e B sao
independentes,

P(AnB)=P(A)x P(B).

Casa da Aula - Centro de Explicagbes - www.casadaaula.com

®IONPT OUOd @ ZIVIN-NIdO



Questoes para praticar

itens de selecao

Um saco contém bolas azuis, brancas e pretas
indistinguiveis ao tato. As bolas brancas e as
bolas pretas sao numeradasde 1 a n, sendo n
o numero total de bolas

brancas e pretas. 0.9
Tira-se, ao acaso, uma bola

do saco.

Sejam os acontecimentos:

A: “A bola retirada é azul”

B: “A bola retirada é branca”

C: “A bola retirada tem um numero inscrito”
Qual das afirmagoes seguintes é falsa?

(A) A e C sao contrérios.

(B) A e B sao contrarios.

(€) A e B sao incompativeis.

(D) B esté4 contidoem C.

Langa-se um dado com as faces numeradas de 1
ab6.

Considere os acontecimentos:

A: “Sair face impar”

B: “Sair face com um nimero primo”

Qual é o acontecimento contrariode AUB?
(A) Nao sair a face 4 nemaface 5.

(B) Sairaface 4 ouaface 6.

(€) Sairaface 2, 4 ou 6.

(D) Sairaface 6.

Seja S o espaco de resultados associado a uma
certa experiéncia aleatéria.

Sejam A e B dois acontecimentos (ACS e BCYS).

Tem-se que

P(ANB)=02; P(A)=0,5; P(ANB)=0,1 .
Qual é o valor da probabilidade condicionada
P(AIB)?

w: ®; © O

Seja S o conjunto de resultados associado a
uma experiéncia aleatéria.

Sejam A e B acontecimentos (AC S e BCS).
Sabe-se que P(AU B)—4P(AN B)=P(A).

Qual é o valorde P(A|B)?

1 4 1 1
A)— B) — C) - D) -
w: ® ©; O
‘Seja S o conjunto de resultados associado a
uma experiéncia aleatoria.

Sejam A e B acontecimentos possiveis de S

(ACS e BCS) taisque ACB.
Qual é o valorde P((ANB)UA)?
(R)o (B)1
(©) P(B) (D)P(A)

Em cada uma das opgdes seguintes estao
representadas quatro figuras. As figuras sao
quadrados D, retangulos nao quadrados

() elosangos nao quadrados (<>).

Em cada opgdo (A, B, C e D) escolhe-se
aleatoriamente uma das quatro figuras.
Relativamente a esta experiéncia considere os
acontecimentos:

A: “Afigura escolhida é um quadrado”

B: “Afigura escolhida é um retangulo”

Em qual das opcdes se tem P(AIB)=%?

“mE e
B B <&

‘EE “EE @
i & oo B~

Seja S o espaco de resultados associado a uma
certa experiéncia aleatéria. Sejam A e B dois

acontecimentos (AC S e BC S) com P(B)#0.

Se A C B, ovalorda probabilidade
condicionada P(A|B) é igual a:

(A)o (B)1
© % (0)P(A)

Seja S o espaco de resultados associado a uma
certa experiéncia aleatoria. Sejam A e B dois

acontecimentos (AC S e BC S) com P(A)#0.

Se A C B, ovalor da probabilidade
condicionada P(B|A) é igual a:

mo (B) 1
(c),f,’% (0)P(A)

Seja S o espaco de resultados associado a uma
certa experiéncia aleatéria. Sejam A e B dois
acontecimentos (ACS e BCYS).

Sabe-se que P(A)=§, P(B)=% e PAUB)=1.
Qual das seguintes afirmagoes é
necessariamente verdadeira?

(A) A e B sao compativeis.

(B) A esta contidoem B.

(C) P(BIA)=P(B)

(D) A e B sao contrarios.
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Questoes para praticar

m Considere:

» Uuma caixa com quatro bolas, indistinguiveis ao
tato, numeradasde 1 a 4;
« um dado equilibrado, com as faces numeradas
de1a6é6.
Langa-se o dado e tira-se, ao acaso, uma bola da
caixa. Considere os acontecimentos:
A “Sair par no lancamento do dado”
B: “O produto dos dois nimeros saidos é
menor que 5"
Qual é o valorde P(BIA)?

Wy ®; ©7 O3

Seja S o conjunto de resultados associado a
uma experiéncia aleatoéria.

Sejam A e B acontecimentos possiveis de S
(ACSeBCS).

Sabe-se que P(A)=0,6 e que os acontecimentos
A e B sao equiprovaveis e independentes.

Qual é ovalorde P(AN B)?

(A)036  (B)06 (€) 0,84 (D)o,16

itens de construcao

m Seja S o espaco de resultados associado a uma

certa experiéncia aleatéria. Sejam A e B dois
acontecimentos possiveis (ACS e BCS).
Sabe-se que:

«P(ANB)=0,1

«P(AUB)=0,95

«P(A1B)=0,125

Prove que P(A)=3P(A).

Seja S o espaco de resultados associado a uma
certa experiéncia aleatoria.

Sejam A e B dois acontecimentos (A C S e BC S).
Sabendo que P(A U B)=5P(A N B) e que

P(A) = 2P(B), determine o valor da
probabilidade condicionada P(B|A).

A caixa 1 tem quatro bolas pretas e duas bolas
brancas.
A caixa 2 tem apenas trés bolas brancas.

&) 200

Caixa 1 Caixa 2

Considere a experiéncia que consiste em tirar
simultaneamente e ao acaso trés bolas da caixa

1 e colocé-las na caixa 2 e, em seguida, tirar, da
mesma forma, duas bolas da caixa 2.

Considere os acontecimentos:

A: “As bolas retiradas da caixa 1 tém a mesma cor”
B: “As bolas retiradas da caixa 2 tém a mesma cor”
Determine o valor da probabilidade
condicionada P(B|A).

A respeito de um baralho de cartas incompleto

sabe-se que:

«a quinta parte das cartas sao do naipe de espadas;

» a décima parte das cartas séo.reis; :

» na extragao, ao acaso, de uma carta desse
baralho, a probabilidade de nao sair espadas
nem rei é iguala 0,75.

BIONPH 0MOd @ ZIVIN-NIdD

39.1. Mostre que o rei de espadas esté entre as
cartas do baralho.

39.2. Extrai-se, ao acaso, uma carta deste baralho.
Considere os acontecimentos:

R : “Sair um rei”

E: “Sair carta de espadas”
Determine P(RIE).

A respeito dos alunos de uma turma do 12.° ano,
sabe-se que:

«a quinta parte tem bolsa de mérito;

» metade sdo do sexo feminino;

« a terca parte dos alunos do sexo feminino tem
bolsa de mérito.

40.1. Escolheu-se, ao acaso, um aluno da turma
e verificou-se que era do sexo masculino.
Determine a probabilidade de esse aluno nao ter
bolsa de mérito.

40.2. Sabendo que apenas um dos alunos do
sexo masculino tem bolsa de mérito, determine
o numero de alunos da turma.

Seja S o espaco de resultados associado a uma
certa experiéncia aleatéria. Sejam A e B dois
acontecimentos(A C S e B C S) tais que
0<PA)<1e0<PB)<I1.

Mostre que:
41.1.P(AUB)=1-P(A) x P(B|A)

41.2.P(B)+ P(A) + P(AUB)=2P(A) + P(AU B)
41.3.P(AUB)=P(A)- P(B) + P(A U B)
41.4.P(ANB)=P(A) - P(B)+ P(A|B) x P(B)
41.5.P(A1B)- P(B)x P(A| B) = P(A) x P(B| A)
41.6.1-P(A|B)x P(B)- P(A N B)=P(A)
41.7.P(A) x [P(BIA) - 1] + P(A U B) = P(A)
41.8.P(ANB)IB)=P(AIB)

P(B)-P(ANB) =

41.9. ) 1-P(BIA)
P(A U B) - _P_(Q
41.10. — i P(A|B)= T
1-P(@®)
41.11.PBIA) > 1 - 0

41.12.PAUB)<P(A|B)x P(B) &
& P(A)+P(B)<P(A|B)
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LPEN-MAIZ ® POIto Eaiora

Unidade 1 - Probabilidades e estafistica Tema 3 - Axiomas e feoremas de probabilidade. Probabilidade condicionada. Acontecimentos independentes

m Um baralho de cartas completo é constituido
por 52 cartas, repartidas por quatro naipes de
13 cartas cada: espadas, copas, ouros e paus.
Cada naipe tem trés figuras: rei, dama e valete.

42.1. Retirando, ao acaso, seis cartas de um
baralho completo, qual é a probabilidade de,
entre elas, haver pelo menos um valete?
Apresente o resultado na forma de dizima, com
aproximagdo as milésimas.

42.2. De um baralho completo extraem-se ao
acaso, sucessivamente e sem reposicao, duas
cartas.

Sejam A, B e C os acontecimentos:

A “A primeira carta retirada é de ouros”
B: “A primeira carta retirada é de copas”
C: “A segunda carta retirada é de paus”

Sem utilizar a formula da probabilidade
condicionada, indique o valor de P(CI(AU B)).

Numa pequena composi¢ao, com cercade 10

linhas, explicite o raciocinio que efetuou. O valor

pedido devera resultar apenas da interpretacao
do significado de P(CI(A U B)), no contexto da
situagao descrita.

m Considere um dado tetraédrico, equilibrado, com

as faces numeradas de 1 a 4. No langamento
deste dado 0 “nimero que sai” é o nimero da
face que fica voltada para baixo.

Relativamente a experiéncia aleatéria que
consiste em lancar trés vezes o dado e registar o
numero que sai em cada langamento, considere
os acontecimentos:

A: “A soma dos numeros saidos nos trés
lancamentos é iguala 7"

B: "O produto dos nimeros saidos no trés
langamentos é iguala 12"

Determine o valor de P(BIA).

m O Rui joga um jogo que consiste em atirar setas
a um alvo.
O Rui dispoe de duas setas para atirar ao alvo e
ganha o jogo se acertar em pelo menos um dos
* dois laricamentos.
Os resultados obtidos em cada lancamento sao

independentes uns dos outros e a probabilidade

de o Rui acertar no alvo, de cada vez que joga
umaseta,é p, com0<p<T.

Mostre que a probabilidade de o Rui ganhar o
ioao é 2n — p*.

m Na figura esta representado o hexdgono regular
[ABCDEF], inscrito na circunferéncia de centro O.

Escolhem-se, ao acaso, trés destes sete pontos.

FE

/N

g T
Considere os acontecimentos:
T: “Os trés pontos definem um triangulo”
R: “Os trés pontos definem um tridangulo
retangulo”
Indique, justificando, o valor da probabilidade
condicionada P(RIT).

A D

m Numa escola foi feito um inquérito aos alunos
com telemovel.
Relativamente a este alunos, concluiu-se que:
«45% tém Internet no telemovel;
+40% sao clientes da rede MTN;
« a sexta parte dos alunos que nao sao clientes
da rede MTN tém Internet no telemoével.
Escolheu-se, ao acaso, um dos alunos com
telemovel.
Determine a probabilidade de este aluno:

46.1. ter Internet no telemodvel sabendo que é
da rede MTN;

46.2. nao ser da rede MTN ou ter Internet no
telemovel.

Um saco contém nove bolas, indistinguiveis ao
tato, numeradasde 1 a 9. As bolas numeradas
de 1 a 5 sao vermelhas e as restantes sao azuis.

47.1. Retiram-se, simultaneamente e ao acaso,
duas bolas do saco.

Sejam A e B os acontecimentos:

A: “As duas bolas retiradas sdo vermelhas”

B: “As duas bolas retiradas tém numeros pares”
Verifique se os acontecimentos A e B sao
independentes.

47.2. Admita agora que se juntaram mais
algumas bolas azuis as bolas que estavam
inicialmente no saco.

Sabe-se que, na extracao simultanea e ao acaso
de duas bolas do saco, a probabilidade de serem

< 4
ambas azuis passou a ser de 7"

Quantas bolas foram introduzidas no saco?

m Seja S o espaco de resultados associado a uma
certa experiéncia aleatéria. Sejam A e B dois
acontecimentos (AC S e BC S), com P(B)#0.

Mostre aue P(AUB|B)=P(A|B).
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Unidade 1 - Combinatéria e probabilidades

Tema 4

Estatistica. DistribuicGo de probabilidades

1. Estatistica

Medidas de localizacao

» Média aritmética ou moda

' Média

Chama-se média de um conjunto de dados numéricos ao quociente entre a soma dos respetivos valores e o
nimero total de dados.

A média pode representar-se por x.

Chama-se moda de um conjunto de dados qualitativos/quantitativos discretos a categoria/classe com
maior frequéncia absoluta.

A moda representa-se por M, .

» Mediana

. Determinacao da mediana
«Se n é impar, a mediana corresponde ao valor central, isto é, ao valor do elemento de ordem L ; . da
sequéncia ordenada dos dados.

« Se n é par, a mediana corresponde a média aritmética dos dois valores centrais, ou seja, aos valores dos
elementos de ordens g e g + 1 da sequéncia ordenada dos dados.

A mediana pode representar-se por x ou por Me.
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Tema 4 - Estatistica. Distribuicdo de probabilidades

- Quartis
Determinagao dos quartis de um conjunto com um nimero par de dados numéricos

. Dada a sequéncia ordenada de um conjunto inicial de n dados numéricos (sendo n par), o primeiro quartil
(Q,) é a mediana do subconjunto de dados de ordem inferior ou igual a ’2—' e o terceiro quartil (Q;) éa
mediana do subconjunto de dados de ordem superior ou igual a —;— +1.

0 segundo quartil (Q,) é igual a mediana, ou seja, é igual a média dos valores das ordens centrais, g e

2 41da sequéncia ordenada do conjunto inicial de dados.

Determinacao dos quartis de um conjunto com um nimero impar de dados numéricos

. Dada a sequéncia ordenada de um conjunto inicial de n dados numéricos (sendo n impar), o primeiro
e o terceiro quartil (Q;) éa

quartil (Q,) é a mediana do subconjunto de dados de ordem inferior a e d

mediana do subconjunto de dados de ordem superior a Py
n+1

0 segundo quartil (Q,) é igual a mediana, ou seja, é igual ao termo de ordem da sequéncia

ordenada do conjunto inicial de dados.

Medidas de dispersao

« Amplitude

' Chama-se amplitude, e representa-se por R (Range), de um conjunto de dados, X, X,, ..., X;, «..s X,,
a diferenca entre o maximo e o minimo desse conjunto de dados.

- Amplitude interquartis

' Amplitude interquartis é a diferenca entre o 3.° quartil (Q,) e o 1.° quartil (Q,), isto é iguala Q,-Q,.

« Variancia
A variancia nao é geralmente utilizada como medida de dispersao mas é o suporte para o calculo do
desvio-padrao.

Existem duas expressoes para representar a variancia. Ambas sao obtidas a partir da soma dos quadra-
dos dos desvios relativamente a média.

Séo elas:
2 2
- = 3 2 n (x;—x)
SZ=(X1—;()2+(X2_)7) +...+(Xn——)—() _ 1 Z(X‘_)_()Zzi;—
£ n-1 n-1;5 ’ n-1
£ 5 i
o X_x
3 (X1_)—()2+(X2—)?)2+...+(Xn—)_()2 L 5 :;(l _)
2 o= =13 Go-x'=
é & n;: n
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Unidade 1 - Probabilidades e estafistica

Quando se utiliza s*?

Quando Xy, X5, ..., X, representam uma amostra.

Quando se utiliza ¢*?
Quando x;, X,, ..., X, representam a populagao.

As duas formulas dao valores muito préximos quando o nimero de dados é relativamente grande.

- Desvio-padrao

A interpretacao do significado de variancia, em situacoes ¢ oncretas, levanta problemas. Por exemplo,
se estivermos a estudar a altura de um grupo de pessoas em centimetros, a média das alturas ainda se
exprime em centimetros, mas a variancia exprime-se em centimetros quadrados.

Por isso seria vantajoso ter-se uma medida de dispersao que se exprimisse na mesma unidade de me-
dida em que se exprimem os dados. O desvio-padrao é uma das medidas de dispersao que responde a
essa exigéncia.

O desvio-padrao representa-se por s ou ¢ conforme a variancia seja s> ou ¢’ e é igual a raiz qua-
drada positiva da variancia. Assim, temos:

© o=
e o=
D Exemplo 1 D Verifica 1
As tabelas seguintes referem-se ao numero de mensagens recebidas, num O numero de caixas de CD
determinado dia, pelos alunos das turmas 12.°Ae 12.° B. vendidas na loja X e Y durante
uma semana foi o seguinte.
12°A Loja X
. 26 1615718 236.:15..17
Niimsmae w|1n|122]13)1a]|15]16
mensagens recebidas Loja Y
N.° de alunos 1 2 4 12 3 2 1 10 9 20 10 15 10 38
1.1. Para cada uma das lojas,
12°B determine a média de caixas de
Numero de CD vendidas por dia da semana.
mensagens 6 7 9 10 il 12 13 15 16 17 18 19 1.2. Determine o desvio-padréo
recebidas relativo a cada uma das lojas.
alions ititzlalslalélalalalali Use a formula:
alunos

Determina as médias e o desvio-padrao para o nimero de mensagens rece-
bidas por cada uma das turmas.
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Tema 4 - Estafistica. Distribuigdo de probabilidades

Para determinar as estatisticas pedidas, temos de ir ao menu estatistica
da calculadora e introduzir na lista 1 os valores de x; e nalista 2 os
valores de f,, para cada turma. Os valores obtidos sao:

Turma A Turma B
1-Var Stats
x=12.96 x=12.96
Ix=324 Ix=324
Ix2=4240 Ix2=4486

Sx=1.306394529
ox=1.28

Sx=3.45784133
ox=3.387978748

n=25 n=25
minX=10 minX=6
1Q1=12 4Q1=10
1] L]
Ou seja,
- Turma A Turma B
Média (x) 12,96 12,96
Desvio-padrio (s) 1,31 3,46

Dados bidimensionais

» Coeficiente de correlagao linear

Ao observarmos um diagrama de disperséo (figura seguinte), intuitivamente, verifica-se ou nao a exis-
téncia de associagao entre duas variaveis em estudo.

yi
®e
e o ® .
. '."'
e et e * o
LI B
-:-o.' -
LR ...'
.
-..:.:.
.:..'
0 X

Para quantificar o grau de associagao linear entre duas varidveis utiliza-se uma estatistica a que se da o
nome de correlacao linear ou coeficiente de correlagao linear, que se representa por r e é dado pela

formula:

ji Oﬁ"i)(%”_jé.

i=1

“ NSNS

i=1

Sendo x; os valores das observagdes de uma das variaveis, y; os valores das observagbes correspon-

dentes da outra variavel, x é a média das observacoes de x; e y é a média das observacoes de y;. 9
5

CPEN-MA12 © Porto Editora
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Unidade 1 - Probabilidades e estatistica

« Reta de regressao

Quando duas variaveis estao fortemente correlacionadas os pontos do diagrama surgem em torno de
uma reta.

Ha muitas retas que se podem desenhar, mas um dos critérios mais comuns para definir essa reta é o
de tornar minima a soma dos quadrados dos desvios dos pontos em relagao a reta.

A essa reta chama-se reta de regressao ou reta dos minimos quadrados.
A reta de regressao pode ser definida por uma equacédo dotipoy =ax + b.

Prova-se que esta reta passa no ponto de coordenadas (x, y) e que o seu declive, a, esta relacionado
com o coeficiente de correlacao, tendo o mesmo sinal.

Normalmente, utiliza-se a maquina de calcular para obter a equagao da reta de regressao.

D Exemplo 2 D Verifica 2
Registaram-se os alongamentos (y;), em milimetros, de uma mola provoca-  Representou-se os tempos de
dos pela colocacao de uma massa (x) em gramas. prética de desporto (x)) do Ruie

Os resultados sao os seguintes: as suas pulsagées (y).

Tempo | o 1 5 10]15]20
X, 10 20| 22 | 30|33 |34 40 (":"‘)

N'df 70 {80 (100/110/111
Y, 3|6 |65|810]12]132 pikeagiius

Utilize a calculadora para

e : . - determinar x, y, o coeficiente
Com a calculadora determina x, y, o coeficiente de correlagao e a equagao

~ de correlagao e a equacgao da
da reta de regressao. reta de regresso.
Apresenta os resultados com aproximagao as centésimas.
Resolucao
et |-
20 6 x=27 y=ax+b
;3 :-5 Ix=189 a=.3420127796
i x2=5729 b=-. 8486307622
M |12 Sx=10.21436896 r2=,9479131426
Yo a2 ox=9.456668093 = 9736083107
n=7
y=8.385714286
439=58.7
L2(8)= L]

x=27;y~839; r=0,97
Reta de regressao: y = 0,34x — 0,85
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Tema 4 - Estatistica. Distribui¢Go de probabilidades

2. Distribuicao de probabilidades de uma variavel
aleatoria

Variavel aleatoria

Suponhamos que se lanca duas vezes um dado equilibrado, com as faces numeradasde 1 a 6.

Designando por X o nimero de vezes que sai a face 6 nos dois lancamentos, dizemos que X é uma
variavel aleatéria que toma os valores 0, 1 ou 2.

Definir a distribuicao de probabilidades da variavel aleatéria X é definir a funcdo que a cada possivel
valor de X faz corresponder a respetiva probabilidade.

Seja A o acontecimento “Sair face 6 no langcamento do dado™:
1 5
P(A)=— e PA)==
W= e P(A)=2

Para determinar as probabilidades de a variavel aleatéria X assumir os valores 0, 1 ou 2, podemos
construir a seguinte arvore de probabilidades:

17 2’ Resultados Valores de X
langamento langamento
1 =
<A AA X=2
1
5 A
3 A————AA X=1
6
g % A——— AA X=i
6 Z<
S5 A—AA X=0
6
P(X=2)=P{AA)}=1x1=L
6 6 36
_1)=p{(AR 1,5,5,1.10_5
Pix=1)=P{(44), (AA)}=cx=+ox=p=cm

PX=0)=P{(AR)}=2x2=22

A distribuicdo de probabilidades da variavel aleatéria X é dada pela tabela:

X; 0 1 2
25 5 1
PX=x)=p; 36 T 36

. Variavel aleatéria
Varidvel aleatéria X é uma funcao que a cada elemento de um espaco de resultados S, associado a uma

-

experiéncia aleatoria, faz corresponder um niimero real. =
X:5—R

Uma variavel aleatdria diz-se:
» discreta se apenas assume um ntmero finito ou infinito numeravel de valores distintos;
« continua se toma todos os valores de um intervalo ou reunido de intervalos.

Geralmente as variaveis aleatdrias representam-se por letras maitsculas.
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Unidade 1 - Probabilidades e estafistica

' Distribuicao de probabilidades

Chama-se distribuicao de probabilidades de uma variavel aleatdria discreta X a aplicagdo que a cada
possivel valor x; da variavel X faz corresponder a respetiva probabilidade.

De um modo geral, para suportes finitos, tem-se:

X; X, X, Xn
PX=x)=p P P Ps
As probabilidades p,, p,, ..., p, devem satisfazer as propriedades:
0<p<l
2 p=1
i=1
b Exemplo 3 Sacos com bolas D Verifica 3

Um saco tem cinco bolas, sendo trés pretas e duas brancas.
Tira-se do saco, ao acaso, uma amostra de trés bolas.

Considere que X designa a variavel:

"

“Numero de bolas brancas existentes nessa amostra

Defina a distribuicao de probabilidade da variavel X.

Os possiveis valoresde X sao: 0, 1, 2.

2C 636
P(X=0)= % o i (0 bolas brancas e 3 bolas pretas)
c, 10
C.%°C
P(X=1)= '5732 = % = % (1 bola branca e 2 bolas pretas)
%
P(X=2)= % — % (2 bolas brancas e 1 bola preta)

3

A distribuicao de probabilidades da variavel aleatéria X pode ser repre-

sentada por uma tabela ou por um grafico de barras:

X; 0 1 2 06 |--

| 3 3 3

PR 10 5 0 2
B 03}--

o

&

o
.

Uma caixa contém trés bolas
brancas e nove bolas pretas.
Considere a experiéncia aleatéria
que consiste na extragao
sucessiva, com reposigao de
duas bolas.

Seja Y avaridvel que representa
o numero de bolas brancas
extraidas.

Represente, através de uma
tabela, a distribuicao de
probabilidade da variavel Y.
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Tema 4 - Estafistica. Distribuigdo de probabilidades

Valor médio e desvio-padrao de uma variavel aleatdria

. Valor médio de uma variavel aleatéria X: x,, X, ..., x, com probabilidades p,, p,, ..., p, € o nimero

real:

H=XPyt e+ X, Pp= Z X; P;
P=

0 valor médio também se designa por valor esperado ou esperanca matematica.

. Desvio-padrao de uma variavel aleatéria X: x,, x,, ..., X, com probabilidades p,, p,, ..., p, é0

o=V = Pfpy + «uo + (6, — 1F Pp=+ ’i(xi - 1’ p;

numero real:

b Exemplo 4 Os almogos na cantina

Seja X avariavel aleatéria que representa o nimero de vezes, por semana,
que determinado individuo almoga na cantina da empresa onde trabalha.
A distribuicao de probabilidade de X é a seguinte:

X; 0 1 2 3 4
P(X=x) 0,10 | 0,15 | 040 a b
4.1. Determine a e b sabendo que é tao provével o referido individuo nédo
almocgar na cantina durante a semana como almogar ai quatro vezes.
4.2, Determine o valor médio (1) e o desvio-padrao (o) da variavel aleatéria X.
4.3. Qual é a probabilidade de o nimero de vezes que, durante uma semana,
o individuo almoga na cantina pertencer ao intervalo Ju — o, u+ ol ?
¢
4.1. P(X=0)=P(X=4) < b=0,10
> Pi=14 pi+p,+ps+p+ps=1 &
i=1
&~ 0,10+0,15+0,40+a+0,10=1 < a=0,25
42. u=> xp,=0%x0,1+1x0,15+2x0,4+3x0,25+4x0,1=2,1
i=1
i=1
=V2,1%x 0,1 +1,1°x 0,15+ 0,1 x 0,4 + 0,9% x 0,25 + 1,9° X 0,1
=V1,19=1,1
L1 L2 L3 Ly Ls 2
Z %; """"""""" %=2.1
. Sx=2.1 —t
1 3x2=5.6
...... [ps—— Sx=
ox=1.090871211
n=1
minX=0
101=1.5
Lat6)= L]
43. Plu-o<X<u+o0)=P(2,1-1,09<X<2,1+1,09)

CPEN-MA12 @ Porto Editora

=P(1,01<X<3,19)=P(X=2)+P(X=3)
=0,40 + 0,25 =0,65

D Verifica 4

Na figura estao representados
um dado equilibrado e a
respetiva planificacao.

-1

odll Eiigod 110

-1

Lanca-se este dado duas vezes.
Seja X avariavel aleatéria que
representa a soma dos nimeros
saidos nos dois langamentos.

4.1. Verifique que a seguinte
tabela representa a distribuicao
de probabilidade da variavel X:

Xi P(X=x)
1
_2 9
2
_] 9
1
0 3
1 2
9
2 14
9

4.2. Calcule o valor médio e o
desvio-padrao da variavel
aleatéria X (use duas casas
decimais).
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Unidade 1 - Probabilidades e estatistica
Distribuicao binomial

Lancando cinco vezes um rapa equilibrado, qual é a probabilidade de obter“R”
duas, e s6 duas, vezes?

S={R,T,D, P}
Em cada langamento tem-se: P (R)= % , P(R)= % !
Probabilidade de obter R no:
L 2 3 3 3
1.°langamento e no 2.°: P(RRRRE) = <l> X (—)
o 2 3 3
1.°langamento e no 3.°: P(RRRRR)= <l> X (—)

, , ' Ha °C, possibilidades.
1.°langamento e no 4.°: P(Rf_?i_?Rﬁ) = (l) X (§>

4) "\4
L 2 33
4°lancamentoeno5.°: P(RRRRR)= (%) X (Z)
1\ (3) 135
babilidade pedida & P=* _) (_)=_z 26.
A probabilidade pedida é C2<4 X 2] =513 0,26
135/512

Repare-se que:
» esta experiéncia é constituida por n provas ou observacées (n=5);
« as observacoes sao independentes umas das outras;

« em cada observacao pode verificar-se um de dois resultados possiveis: sucesso (sair R) ou insucesso
(ndo sair R);

« a probabilidade p de sucesso <p = %) é constante de prova para prova.

. A varidvel X que representa o niimero de sucessos nas n provas chama-se variavel aleatéria com
distribuicdo binominal de parametros n e p, nota-se por X~B(n, p), e tem-se:

PX=k)="Cxp"x(1-pf~*
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Tema 4 - Estafistica. Distribui¢do de probabilidades

D Exemplo 5 NoOmero de rapaze;si

UrEN-MIALZ W FOTTO BQITOTa

D Verifica 5
Zeja X a v:lr':avel aleatéria que representa o nimero de rapazes nas familias 5.1. Nolancamento de um dado
e quatro filhos. perfeito considere o
5.1. Defina a distribuicao de probabilidades de X (admita que a probabili-  acontecimento:

5.2,

5.1.

dade de ser rapaz é igual a de ser rapariga).

Calcule o valor médio e o desvio-padrao de X.

A variavel aleatéria X tem distribuicao binominal de parametros

1 3 1
4 e —, ouseja, X~B(4, —|.
e2 u sej ( 2)

X 0 1 2 3 4

1 1 3 1 1

. 6 | a | 8 | a3 |7
“ 1 1 3 1 1

5.2, u= Xipi=0X—+1X—=+2X=+4+3X—+4xXx—=2
H= 2 XiPi=0Xqgt IXgrexg+3xy+4xis

0=\/é(x,-—ﬂ)1p,~=

“Sair um numero inferiora 3 ”

a) Calcule a probabilidade de,
em quatro lancamentos
consecutivos, o
acontecimento se verificar
apenas uma vez.

b) Qual é a probabilidade de que
o acontecimento se verifique
pelo menos trés vezes nos
quatro langamentos?

5.2. Uma caixa contém quatro
bolas brancas e seis bolas pretas,
indistinguiveis ao tato.
Retiram-se, ao acaso e de uma s6
vez, trés bolas da caixa.

Seja X avariavel aleatéria
“namero de bolas pretas que
ficam na caixa apés a extracao”.

a) Defina por uma tabela a
distribuicdo de probabilidades
da variavel X.

b) Determine P(X>4).

=\/(0—2)2x11—6+(1—2)2xl~+(2—2)2x%+(3—2)2><%+(4—2)2><

=1

Numa distribuicao binomial B(n, p) tem-se:

p=np e o=Vnp(1-p).

Neste caso:
x~3<4, l)
2
y=4x%=2 e o=\/4x%(1—%>=\/2x%=1

ot
16
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Unidade 1 Probabilidades e estatistica

Variaveis continuas. Distribuicao normal

No caso de a varidvel ser continua, a representacao grafica de uma distribuigao de probabilidade
chama-se curva de distribuig¢do ou funcao densidade de probabilidade.

A

[ -,
<o

A probabilidade correspondente ao intervalo Ja, b[ é P(a<X<b)=area A.

Tem particular interesse o estudo da curva de Gauss que representa uma distribui¢ao normal de pro-
babilidade.

Distribuicao normal

probabilidade

u variavel

A distribui¢ao normal caracteriza-se por:
- a curva de distribuicao tem a forma de um sino;
- é simétrica relativamente ao valor médio;
- 0 valor médio corresponde ao valor maximo;
- 0s valores mais afastados do valor médio tém menor probabilidade;

- quanto maior for o desvio-padrao mais achatada é a curva (& maior a dispersao relativamente ao
valor médio);

- uma distribuicao normal fica definida pelo valor médio e pelo desvio-padrao;

- se uma variavel aleatéria X tem distribuicado normal de valor médio u e desvio-padrao o,
escreve-se X~N(u, o);

«P(u—o<X<u+0)=06827 «P(u—20<X<u+20)=09545

[
Q
i
5 3
3 S 95,45%
E. Q

H-20 K B+ 26variével

«P(u-30<a<u+30)=09973
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Tema 4 - Estafistica. Distribui¢do de probabilidades

Atendendo a simetria da curva de Gauss é imediato obter as sequintes probabilidades, se X~ N (u, 0):

PX<p)=P(X>u)=50%

il =34,135%

PU-0<X<u)=Pu<X<u+o)=

0,9545 - 0,6827
-P(,u—2c)'<X<;1—0')=P(‘u+cr<X<y+20)-~~54*06

1-0,9545
2

PX<p—20)=P(X>u+20)= =2,275%

=13,59%

(Y]

©

o

L)

o

] .

2 : ; :

g 13,50% ! : | 13,59%

Q| 2275% I ' 1 12,275%

H=20 p-0 U p+0 U+20 variavel

68,27%
95,45%

b Exemplo 6 Deslocacdo para o trabalho
Uma pessoa tem de se deslocar diariamente para o trabalho.

O tempo, em minutos, gasto diariamente, por essa pessoa, nessas desloca-
¢Oes, segue uma distribuicao normal N(45,15).

6.1. Num determinado dia, escolhido ao acaso, determine a probabilidade
de essa pessoa gastar mais de uma hora em deslocacées para o local de
trabalho.

6.2. Durante uma semana de cinco dias de trabalho, quanto tempo é de
esperar que esta pessoa gaste em deslocagbes para o local de
trabalho?

6.3. Sabe-se que esta pessoa, durante um ano, se deslocou para o trabalho
durante 220 dias e que trabalhou sete horas por dia.

Comente a afirmacao:

E de esperar que a referida pessoa, durante um ano, gaste, em deslocacées
para o trabalho, mais tempo do que o correspondente a 20 dias de
trabalho.

D Verifica 6

Admita que, numa certa escola,
a variavel “Altura dos alunos do
12.° ano de escolaridade” segue
uma distribuicao
aproximadamente normal de
valor médio 175 cm e desvio-
-padrdo 10cm.

6.1. Escolhe-se, ao acaso, um

aluno do 12.° ano dessa escola.

Qual é a probabilidade de a

altura desse aluno:

a) sersuperiora 195cm;

b) estar compreendida entre
155cm e 185cm?

Apresente os resultados em

percentagem, com uma casa

decimal.

6.2. Se aescola tiver 400 alunos
no 12.° ano, quantos alunos é de
esperar que tenham uma altura

Seja X avariavel tal que X~N(45, 15). inferiora 165 cm ?

-

0,6827 —15.865%

6.1. P(X>60)=P(X>45+15)=P(X>u+0)=0,5—

6.2. Ede esperar que esta pessoa gaste 1 =45 min, diariamente, em
deslocagbes para o local de trabalho. Em cinco dias é de esperar
que gaste 5x45min=225min=3h 45 min.

i6.3. Tempo que é de esperar que gaste em desloca¢des durante 220 dias:
| 220 x 45 min = 9900 min = 165 horas = 23,6 dias de trabalho.

Logo, a afirmacao é verdadeira. 67
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Questoes tipo exame

Questoes resolvidas

Questoes pfopoétos

@ 0 Joao tem uma lista de quatro nimeros de telefone nao Num jogo de cartas, para decidir

identificados. Sabe que um desses numeros é do telefone
da sua amiga Sara mas nao sabe qual é.

0 Joao liga para um dos niimeros, escolhido ao acaso.

Se nao for o telefone da Sara, experimenta outro, escolhido
entre os restantes. Vai procedendo deste modo até
encontrar o telefone da sua amiga.

Admita que todas as chamadas efetuadas sao atendidas.

Seja X avariavel aleatdria “Numero de telefonemas
efetuados pelo Joao".

Defina, por uma tabela, a distribuicdo de probabilidades da
variavel aleatéria X.

Resolucao:

Os valores possiveis da variavel aleatéria X sao 1, 2, 3 e 4,
conforme o nimero da Sara seja escolhido em 1., 2.%, 3.° ou
4.° lugar.

Para definir a distribuicao de probabilidades da variavel alea-
téria X vamos recorrer a um diagrama de probabilidades em
arvore, onde S designa“a Sara atende o telefone”.

12 2.° 3.° 4.0
i & q W 5 g8 s
3 3 / !
T il S N
4 3 2
1
PX=1)=1
x=1)=1
pix=2)=3x1=1
47372
pix=3)=3x25x1_1
4 3 2 4
3.2 1 1
PX=4)=>x=X—%X1=—
K=8) =2 %353 4

Distribui¢ao de probabilidades da variavel aleatéria X:

X 1 2 3 4
1 1 1 1
B - | 2 |+ | @

quem é o primeiro a dar, procede-se
do seguinte modo:

« selecionam-se 0 as, o rei,adama e
o valete de um dos naipes;

« baralham-se as quatro cartas e
dispdem-se em fila, voltadas para
baixo sobre a mesa;

« cada um dos jogadores vira
sucessivamente uma das quatro
cartas até sair o as;

» 0 jogador a quem sai 0 s é 0
primeiro a dar.

Seja X avariavel aleatéria “numero
de cartas viradas antes de sair o as".

Defina, por uma tabela, a
distribuicdo de probabilidades da
variavel aleatéria X.

Numa caixa estao quatro bolas,
indistinguiveis ao tato, numeradas
de 1 a 4.

Extraem-se ao acaso, e em
simultaneo, trés bolas da caixa.

Seja X avariadvel aleatéria “menor
dos nimeros saidos".

Em qual das seguintes opgoes esta a
distribuicao de probabilidades da
variavel X?

CY)
X; 1 2
3 1
P(X =x) il
(®)
X; 1 2
1 1
. 2 | >
©
X; 1 2 3
1 1 1
Pl 3 |3 | 3
(D)
X ¥1213] 4
1 1 3 2
PX=X 6| 5 |0 5

Casa da Aula - Centro de Explicagbes - www.casadaaula.com

0Pd 0o @ ZIVIN-NIdD

B



Unidade 1 - Probabilidades e estafistica Tema 4 - Estafistica. Distribuicdo de probabilidades

Questoes resolvidas

Uma variavel aleatéria X tem a seguinte distribuicao de
probabilidade:

P(X=x)

®|C| ©
S| N

1
2

O valor médio desta variavel aleatéria é iguala 1.
Qualéovalorde a ede b?

(A)a=2e b=1 (B)a=1eb=—:‘4-
(C)a=2eb=% (D)a=1e b=2
Resolucdo
3 g l+2—‘|
PX=x)=1 §°2 8
1:21( ) = ; : ,
= 0 x 2x>=1
u xgtaxo+ X3
2b _1 _
=N 8 2 = o = : 2«:»{" £
9,9 % %=1 %:% =1
2 4

Resposta: (D)

@ A tabela de distribuicdo de probabilidades de uma variavel
aleatéria X é a seguinte:

X; 0] 2 4 | 8
PX=x) |al|4a|26]|0b

Sabe-se que P(X > 0)=P(X< 8).
Determine o desvio-padrao da variavel aleatéria X.

Resolucao
{P(X>0)=P(X<8) PN {4a+2b+b=a+4a+2b
a+4a+2b+b=1 5a+3b=1
b=a 1 1
=—Ab=—
{Sa+3b:1 {5a+3a—1 o 8 8
X 0 2 4 8
1 1 1 1
e s [ 2 | 4| s
T .. 1 1
=0X—+2Xx—+4Xx—+8x—=3
p=0xg+Zxg i ¥
gcr=\/(0—3)2xl+(2—3)le+(4—3)2><l+(8—3)z><l:
8 2 4 8
o1
i = §+i‘ =\/§

Ques'rées propostas
o

Considere uma variavel aleatéria X
cuja distribuicao de probabilidades
é a seguinte:

X; 1 1213
1 2 1
POCX | 5 |3 | &
Qual é ovalorde k?
A2 @®3 (©4 (D>

Na tabela seguinte apresenta-se a
distribuicao de probabilidades de
uma variavel aleatéria X cujo valor
médio éiguala 2.

X; 0 1 a 5
PX=x)| 2b | 3b | b | 2b

Qual éovalorde a?

A2 @3 (€4 (D)6

A tabela de distribuicao de
probabilidades de uma variavel
aleatéria X é a seguinte:

X 11 2[3] 4
1 1 1 1
B 20 | 4 | b |3a
Sabendo que:
PX>2)=2xP(X=1),
qual éovalorde b?
2 @®3 @©4 @5

A tabela de distribuicdo de
probabilidades de uma variavel
aleatéria X é a seguinte:

PX=x)| a

Hlw(n

a

Determine o desvio-padrao da
variavel aleatéria X.
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Questoes tipo exame

Questoes resolvidas

Um dado equilibrado com as faces numeradasde 1 a 6 €
lancado quatro vezes.

A probabilidade de que a face com o nimero 6 saia pelo
menos uma vez, é: -

4 4 4 4
5 5 1 1
A) | = B)1-|= € 1-|- D)(—
W@ @) o of
Resolucao
Seja X avariavel aleatéria “nimero de vezes que sai a face
com o numero 6 nos quatro lancamentos”.
Trata-se de uma variavel aleatéria com distribuicao binomial

de parametros n=4 e p:%, ou seja, X~B<4, %)

A variavel X pode tomarosvalores 0, 1, 2, 3 e 4.

oo r-man<({(J+(]

6 6
Resposta: (B)

@ A massa, em gramas, da canela contida numa embalagem
de determinada marca é uma variavel aleatéria X com
distribuicao normal, de valor médio 100.

A canela de uma embalagem escolhida ao acaso é pesada.

Considere os acontecimentos:

A: “A massa da canela da embalagem escolhida é inferior a
97 gramas”

B: “A massa da canela da embalagem escolhida é superior
a 103 gramas”

Sabe-se que P(AUB)=0,8.
Qual é o valor de P(Z | E) ?
Resolucao:
P(A)=P(X<97)

P(B)=P(X > 103)
0,4/0,1(0,1]0,4

Atendendo a simetria da curva de
Gauss relativamente ao valor médio,
temos que P(A)=P(B).

97 100 103

Como P(AUB)=0,8 e A e B sao incompativeis, vem:
P(AUB)=P(A)+ P(B)
0,8 = P(B) + P(B) < 2P(B)=0,8 <> P(B)=0,4

P(ZOE)_P(M)_1—P(AUB):

P(AIB)= - -

ale) P(B) 1-P(B) 1-04
1-08 02 1
- 06 06 3

Questdes propostas

Efetua-se um Unico langamento de
um dado tetraédrico, com as faces
numeradasde 1 a 4.

Considere que o “ntimero que sai" é
o nimero que esta na face que fica
voltada para baixo.

0 dado nao é equilibrado, pelo que
0s quatro nimeros nao tém a
mesma probabilidade de sair.

Seja X avariavel aleatdria “numero
saido no lancamento efetuado”.
Admita que, para certos valores de
a ede b, atabela de distribuicao
da variavel aleatéria X é:

X; 1 2 3 4
PX=x)| a 02| b |03
13.1. Sabendo que
P(X=1)=4P(X=3) mostre que
a=04e b=0,1.

13.2. Considere agora que este
dado é lancado cinco vezes.

Qual é a probabilidade de, nos cinco
lancamentos, sair a face com o
namero 2 pelo menos quatro vezes?
(Apresente o resultado na forma de
dizima com quatro casas decimais.)

Um teste de Matematica tem cinco
questdes de escolha mdltipla. Cada
questao de escolha multipla tem
quatro opgoes de resposta das quais
apenas uma esta correta.

Se um aluno responder ao acaso as
cinco questoes, qual é a
probabilidade de acertar em pelo
menos trés respostas.

Apresente o resultado na forma de
percentagem com aproximacgao as
décimas.

O didmetro, em milimetros, dos
parafusos produzidos por uma
determinada maquina é uma variavel
aleatéria X com distribuicao normal,
de valor médio 5. Escolhe-se, ao
acaso, um desses parafusos.
Considere os seguintes
acontecimentos:
A: "O diametro do parafuso
escolhido é superiora 5 mm”
B: "O diametro do parafuso
escolhido é inferiora 5,1 mm”
Sabendo que P(X<4,9)=0,02,
determine P(A U B).
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Questoes para praticar

ltens de selec¢do

m A tabela de distribuicdo de uma variavel
aleatéria X é a seguinte:

R 2] o [ 2
BIX=%)Y a | 3b | b

Sabe-se que P(X=0V X=2)=0,64.

Qual é o valor médio de X?

(A)-04 (B)1,04 (€)-008 (D)0,08

Na figura esta representado um dado
equilibrado e a respetiva planificagao.

-1

Oud B .1 RO S 1 8E 0

-1

Langa-se este dado duas vezes.

Seja X avariavel aleatéria “produto dos nimeros
saidos nos dois langamentos”.

O |

Indique o valor de k tal que P(X=k)=

(A)1 (B) 2 ©-1 (D)o
Lancga-se duas vezes um dado equilibrado, com

as faces numeradasde 1 a 6.

Seja X o numero de vezes que sai a face com
nlimero superior a 4 nos dois lancamentos.

Qual é a distribuicdao de probabilidades da

variavel X?

(A) X, 5 1 1 Lk
$1 1%

i o | o | o

(B) X BEEE
1.4 2

e 5 | 3 |9

© X; 0 1 2
z 1 1 1
. HERE

(D) X o T 4 2
1 1 1
P s | 3|3

Na tabela seguinte apresenta-se a distribuicao
de probabilidades de uma variavel aleatéria X
cujo valor médio éiguala 5.

X; 2 4 8
1
P (X = X,)

i il
21418

®|=Q

Qualéovalorde aede b?

(A)a=12eb=8 B)a=12e b=

00| =

(C)a=16eb=1§ (D)a=16 e b=8
Langa-se 6 vezes um dado cubico, nao viciado,
com as faces numeradasde 1 a 6. Qualéa
probabilidade, com aproximacéo as milésimas,
de aface 4 sair pelo menos duas vezes?

(A) 0,737 (B) 0,201

(€) 0,062 (D) 0,263

Admita que numa certa escola a altura das

alunas do 12.° ano de escolaridade é uma

variavel aleatéria X com distribuicdo normal, de

valor médio 165 cm .

Escolhe-se, ao acaso, uma aluna do 12.° ano

dessa escola.

Considere os acontecimentos:

A: “A altura da rapariga escolhida é superior a
165 cm”

B: “A altura da rapariga escolhida é inferior a
175 cm”

Sabe-se que P(B|A)=0,7.

Qual é o valorde P(X>175)?

(A)035  (B)02 ©o3 (D)0,15
Uma variavel aleatéria X tem distribuicao

normal com valor médio 50.

Sabe-se que P(a< X< b)=0,62.

Quais dos seguintes podem ser os valores de a
ede b?

(A)a=50 e b=112 (B)a=40 e b=55

(©a=8e b=50 (D)a=55e b=100
Uma variavel aleatéria X tem distribuicao

normal.
Sabe-se P(X < 20)> P(X > 30).

Qual dos seguintes pode ser o valor médio da
variavel aleatéria X?

(A) 28 (B) 26

(€) 25 (D) 21

71
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Questoes para praticar

ltens de construcao

Numa témbola de beneficéncia existe um jogo
que consiste no seguinte:

m Uma caixa contém duas bolas brancas e duas . cada jogada custa 1 euro;

72

bolas pretas indistinguiveis ao tato. As bolas
pretas tém inscrito o niimero 0 e as bolas
brancas tém inscrito o nimero 1.

Considere a experiéncia de tirar, ao acaso, uma
bola da caixa. Se a bola for preta termina a
experiéncia; se a bola for branca, tira-se, também
ao acaso, uma segunda bola da caixa e termina a
experiéncia. As bolas retiradas nao sao repostas.
Seja X a soma dos nimeros inscritos nas bolas
que, no final da experiéncia, estao dentro da caixa.
Construa a tabela de distribuicao de
probabilidades da variavel aleatéria X .
Apresente as probabilidades na forma de fracao.

Um saco contém trés bolas com o nimero 0,
uma bola com o niimero 1 e duas bolas com o
numero 2. Retiram-se, simultaneamente e ao
acaso, duas bolas do saco.

25.1. Seja X o produto dos nimeros inscritos
nas duas bolas que sairam.

Construa a tabela de distribuicao de probabili-
dades da variavel aleatéria X.

25.2. Considere os acontecimentos:
A: “O produto dos niimeros saidos é igual a 0”
B: “A soma dos nimeros saidos é igual a 2"

Indique, justificando, o valor da probabilidade
condicionada P(B|A).

Num saco estdo sete bolas, indistinguiveis ao
tato, numeradasde 1 a 7.

26.1. Extraem-se ao acaso, uma a uma, cinco

bolas do saco. Cada bola extraida é reposta no

saco apos se observar o numero nela inscrito.

a) Qual é a probabilidade de, nas cinco
extracoes, sair, pelo menos quatro vezes, uma
bola com um ndmero primo inscrito?
(Apresente o resultado na forma de dizima
com duas casas decimais.)

b) Relativamente a esta experiéncia aleatoria,
defina um acontecimento cuja probabilidade
seja dada pela expressao:

(5] 6)-6)

26.2. Admita agora que do saco, com a sua

constituicao inicial, se escolhe uma bola, ao acaso.

Considere a variavel aleatéria X: “néimero de
divisores do nimero inscrito na bola escolhida.”
Construa a tabela de distribuicdo de
probabilidade da variavel aleatéria X e
determine o seu valor médio.

Apresente o valor médio na forma de dizima,
com aproximagao as décimas.

Casa da Aula - Centro de Explica¢bes -

« uma jogada consiste em tirar, ao acaso, uma
bola de um saco onde existefn quatré bolas
pretas, seis bolas brancas e dez bolas
vermelhas;

« se sair bola preta recebe 2 euros, se sair bola
branca recebe 1 euro e se sair bola vermelha
nao recebe qualquer quantia.

O Pedro vai efetuar uma jogada.

27.1. Seja X a variavel aleatéria “quantia ganha
pelo Pedro nessa jogada”.

Defina, por uma tabela, a distribuicdo de
probabilidades da variavel aleatéria X.

27.2. Determine o valor médio da varidvel
aleatéria X.

Interprete o valor obtido no contexto do
problema.

27.3. Se o Pedro jogar 20 vezes, qual é o
resultado esperado em termos de lucro ou
prejuizo?

Aturma A do 12.° ano é constituida por 15
raparigas e 10 rapazes. A maior parte dos
alunos desta turma frequentam a disciplina de
Geometria Descritiva. Os restantes, em
alternativa, frequentam Psicologia.

Considere a experiéncia aleatéria que consiste
em escolher, ao acaso, dois alunos para
integrarem uma comissao que representara a
turma numa reuniao convocada pelo diretor da
escola.

28.1. Seja X avariavel aleatdria “nimero de
rapazes que fazem parte da comissao”.

Defina, através de uma tabela, a distribuicao de
probabilidades da variavel aleatéria X.

Apresente as probabilidades na forma de fragao
irredutivel.

28.2. Seja Y a variavel aleatéria “nimero de
alunos com Geometria Descritiva que integram a
comissao”.

Sabe-se que P(Y=1)= -13- >

Quantos alunos desta turma frequentam a
disciplina de Psicologia?

Seja X uma variavel aleatéria de distribuicao
normal de valor médio i e desvio-padrao o .

29.1.Se P(X<42)=15,865% e p=45, qualé
ovalorde o?

29.2. Se P(X<42)=15,865% e o=3, qual é
ovalorde u?
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Avaliacdo

n O cédigo de abertura de um cofre é constituido por uma sequéncia de 5 letras.

Em quantos codigos figura uma e uma s6 vogal (considere o alfabeto com 26 letras)?

(A) 5x21* (B) 25 x”'A, (C) °A,x A, (D) °A, x A,

a O pendultimo nimero de uma certa linha do Tridangulo de Pascal é 22 .

Qual é o terceiro niumero dessa linha?

(A) 1540 (B) 231 (C) 66 (D) 23

a Pretende-se colocar sobre um tabuleiro com 16 casas, como o representado na figura,
11 pegas, das quais cinco sao brancas numeradasde 1 a 5 e seis sao pretas. As pecas

pretas sao exatamente iguais entre si.

De quantas maneiras podem ser colocadas as 11 pecas no tabuleiro de modo que nao
fique mais do que uma peca em cada casa?

(A) "CSXHCGX6! (B) IGCHXHASX6! (c) 16ASXHC6 (D) ”CGXS!

n Uma turma tem 20 alunos. Pretende-se constituir uma comissao formada por 4 alunos dessa turma
para organizar um passeio. Acordou-se que um dos elementos da comissao sera o delegado ou o

subdelegado da turma, mas nao os dois.

Quantas comissoes se podem formar?

(A) 816 (B) 3060 (C) 1632 (D) 153

B Uma associacgao pretende escolher uma comissao diretiva de trés elementos entre 20 disponiveis, sendo
12 mulheres e 8 homens.
Os elementos da comissdo ocuparao os cargos de presidente, secretario e tesoureiro.

Quantas comissoes mistas (com pelo menos um homem e pelo menos uma mulher) poderao ser
formadas?

(A) A, x8+°A,x 12
(B) (A, x8+°%4,%x12)x 3!
(€) PCx8+% %12
(D) ("°C,x8+°C,x12)x 3!

B De quantas maneiras nove pessoas se podem distribuir por dois elevadores sabendo que cada elevador

g

§ leva no maximo cinco pessoas?

&

: G (B) °C, x°C, +°C, x °C,
&

5 (C) °C,x°C, (D) °A; +°A,

Casa da Aula - Centro de Explicagbes - www.casadaaula.com



74

Avaliacdo

n A Vera esqueceu-se do numero de telefone de uma amiga. Sobre esse
numero lembra-se apenas que:

« tem nove algarismos;

- aparece trés vezes o algarismo 2, quatro vezes o algarismo 3 e duas
vezes o algarismo 5;

e comecga por 253.

Quantos numeros existem nestas condi¢oes?

(A) 720 (B) 60
(C) 1260 (D) 12

a 2000C 00 + 2°C,0y €igual a:
(R) *'Ciq (B) **Cy (€) “*Cy (D) *'Cyoy

a A soma dos trés ultimos elementos de uma linha do Triangulo de Pascal é 211.

Qual é o terceiro elemento da linha seguinte?

(A) 171 (B) 190 (€) 210 (D) 232

m As faces de uma moeda sao face nacional e face europeia. Lanca-se essa moeda quatro vezes
consecutivas.

Seja A o acontecimento: “Sai face nacional nos quatro lancamentos”.
Qual é o acontecimento contrariode A?

(A) “Nos quatro langamentos sai face nacional trés vezes.”

(B) “Sai face europeia nos quatro lancamentos.”

(€) “Nos quatro lancamentos sai face europeia pelo menos uma vez.’

(D) “Nos quatro lancamentos sai face europeia quando muito uma vez.’

m Uma caixa contém 6 bolas brancas e 4 bolas pretas indistinguiveis ao tato.
Tiram-se ao acaso, sucessivamente e sem reposicao, duas bolas da caixa.

Qual é a probabilidade de sairem bolas da mesma cor?

12 2 2 7
(A) 35 (B) 5 (@) 15 (D) 15

m Asretas r e s sao paralelas. A, B e C saopontosde r; D, E e F sao pontosde s. Escolhendo trés
desses seis pontos ao acaso a probabilidade de que definam um tridngulo é:

(A) 0,9 (B) 1 (€)o (D) 0,5

m Sejam A, B, C, D, E e F seis pontos sobre uma circunferéncia. Considere todos os triangulos cujos
vértices sdo trés desses seis pontos.
Escolhido um desses triangulos ao acaso, a probabilidade de que tenha um vérticeem A é:
%=1 °G 5x4

(B) — (Q) 6& (D)
6C3 6C3 6c~3 6c3

(A)
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Unidade 1 - Probabilidades e estatistica

m Considere todos os numeros da forma ”Cp que figuram numa certa linha do Triangulo de Pascal.
Escolhido um destes nimeros ao acaso, qual é a probabilidade de ele ser 99?

1 1 2 1
(A) 50 (B) 100 (€) %9 (D) 55

m Numa noite, cinco amigos decidem ir ao cinema juntos. Nessa noite estavam em exibicao, na localidade
onde residiam, seis filmes diferentes. Cada um dos amigos escolheu ao acaso um desses seis filmes.
A probabilidade de que ndo tenham escolhido todos o mesmo filme é:

4
w1-2 8) 1- g
5 5 6

6!
(D) =

m Sejam A e B dois acontecimentos associados a uma mesma experiéncia aleatéria tais que
P(A)=0,5 e P(B)=P(ANB)+0,4. Indique o valorde P(AUB).

(A) 0,9 (B) 0,8 () 0,7 (D) 0,6

Sejam A e B dois acontecimentos associados a uma mesma experiéncia aleatoria tais que
P(A)=0,7 e P(B)=04.

Pode-se afirmar que:

(A) A e B sao acontecimentos independentes.
(B) A e B sao acontecimentos compativeis.
(C) A e B sao acontecimentos elementares.

(D) A e B sao acontecimentos contrarios.

A e B sao dois acontecimentos independentes associados a uma experiéncia aleatdria tais que
P(A)=0,3 e P(AUB)=0,58.

O valor de P(B) é:

(A) 0,174 (B) 0,88 (C) 0,40 (D) 0,28

m A e B sao dois acontecimentos independentes associados a uma experiéncia aleatéria tais que
P(A)=0,4 e P(B)=06.

Pode-se afirmar que:
(A) AU B é um acontecimento certo. (B) P(AIB)=0,6

(C) P(AUB)=0,76 (D) P(ANB)=0

m As faces de uma moeda equilibrada sdo face nacional e face etropeia. Essa moeda é lancada 10 vezes.

A probabilidade do acontecimento “A face nacional sai exatamente quatro vezes” é:

10
0~ (1 4
(A) °C, <2> (B) 10
10 4
(€) = (D) Eﬁ
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Avaliacao

m Lanca-se quatro vezes consecutivas uma moeda de um euro. No primeiro langamento sai “face nacional’,
no segundo sai “face europeia”.

Qual a probabilidade de nos quatro lancamentos sair tantas vezes “face nacional” como “face europeia”?

2 2
1 1 (1) x (1 1
(A) 16 (B) 2 (C) Cz(z) X(2> (D)ai

a O treinador de um atleta fez um estudo estatistico dos tempos gastos ultimamente na corrida dos
100 metros por esse atleta e verificou que essa variavel segue uma distribuicio aproximadamente
normal, com valor médio de 10,50 segundos e desvio-padrao de 0,20 segundo.

Este atleta vai participar numa corrida de 100 metros.
22.1. A probabilidade de o atleta fazer um tempo entre 10,30 e 10,90 segundos &, aproximadamente:
(A) 0,683 (B) 0,136 (C) 0,819 (D) 0,954

22.2. A probabilidade de melhorar o seu recorde pessoal, que é de 10,10 segundos &,
aproximadamente:

(A) 0,977 (B) 0,023 (€) 0,159 (D) 0,954

a Admita que, numa certa escola, a variavel “classificacdo a Matemadtica obtida pelos alunos do 12.° ano no
1.° periodo" segue uma distribuicao aproximadamente normal de valor médio 11 valores.

Escolhe-se, ao acaso, um aluno do 12.° ano dessa escola.
Relativamente a esse aluno, qual dos seguintes acontecimentos é mais provavel?

(A) A sua classificacao a Matematica, no 1.° periodo, é superiora 14 valores.
(B) A sua classificacao a Matematica, no 1.° periodo, é inferior a 14 valores.
(C) Asua classificagdo a Matematica, no 1.° periodo, é inferiora 9 valores.

(D) A sua classificacao a Matematica, no 1.° periodo, é superiora 9 valores.

m Lanca-se seis vezes um dado com as faces numeradas de um a seis.

Qual é a probabilidade de os nimeros saidos nao serem todos iguais?
6! !
® (8)1—é (cn—% ) 1-1

E Observe as curvas de Gauss seguintes e indique a afirmacao verdadeira.
(R) pp=ps A\ 0,<0y A R

(B) py<pg A 0,>05

(C) =g N\ 0,> 0, i
(D) i <pty A G4< 04 /\

vIONPF 0M0d @ ZIVIN-NIdD

5 5

m Para uma autarquia foram eleitas seis pessoas de cinco partidos, isto é, duas do partido A e uma de cada
um dos partidos B, C, D e E.

t ¢+ttt 4
@®OO®OOO

Pretende-se escolher uma comissao de trés autarcas sem que nela figurem, simultaneamente, duas
pessoas do mesmo partido.

De quantas maneiras se pode formar a comissao?
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Unidade 1 - Probabilidades e estafistica

Numa estante ha sete livros diferentes, trés de Matemdtica e quatro de Fisica.
De quantas maneiras diferentes é possivel arrumar os sete livros numa prateleira:

27.1. ficando juntos os da mesma disciplina;

27.2. ficando juntos os livros de Matematica?

m Uma prova de Matematica é constituida por 12 questdes das quais é necessario responder a oito
(e s6 a oito), sendo quatro obrigatoriamente escolhidas entre as cinco primeiras e as outras quatro
escolhidas entre as restantes.

Quantas opg¢oes tem o aluno?

a Numa turma de 25 alunos, 10 sao rapazes e 15 sao raparigas. Nessa turma ha dois alunos que sao
irmaos.
Quantas comissoes diferentes de seis alunos dessa turma é possivel formar:
29.1. sem quaisquer restricoes;
29.2. com quatro rapazes e duas raparigas;

29.3. fazendo parte da comissao, quando muito, um dos dois irmaos;

29.4. fazendo parte da comissao, simultaneamente, os dois irmaos?
m Quantos triangulos é possivel definir com os vértices de um hexagono regular?

m 0 cédigo de abertura de um cofre é constituido por uma sequéncia de cinco letras.

Em quantos cédigos figura uma e uma s6 vogal (considere o alfabeto com 26 letras)?

m Considere 10 pontos no plano dos quais cinco e sé cinco sdo colineares.

Quantos triangulos definem?

m O nucleo da maratona de um clube de atletismo tem
10 atletas praticantes desta modalidade. Neste conjunto
de 10 atletas ha trés iniciados que nunca participaram em
qualquer prova.

O treinador pretende escolher uma equipa de cinco
elementos para participar na maratona de Lisboa.

33.1. Quantos conjuntos diferentes é possivel constituir
para formar a equipa, sabendo que dela terédo de
fazer parte pelo menos dois dos iniciados?

33.2. Terminada a prova soube-se que os cinco atletas ficaram classificados entre os 10 primeiros
lugares. Partindo apenas desta informagao, de quantos modos diferentes pode ser atribuida a
§ classificagao aos cinco atletas?
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Avaliacao

m Considere o problema:
Utilizando os cinco algarismos do nimero 12 344 quantos nimeros podem ser formados?
PS 5 5 =
P A, e °C, X P, sao respostas corretas.
2 » o
Numa pequena composicao explique o raciocinio que conduziu a cada uma das respostas.

rIONPY 0M0d @ TIVIN-NIdD

35.1. Considere o problema:

O Joao e o Pedro colecionam selos. O Jodo tem trés selos diferentes que pode trocar. O Pedro tem sete
selos, diferentes entre si e diferentes dos selos do Jodo, que também pode trocar. De quantos modos
podem o Jodo e o Pedro trocar selos mantendo cada um o nimero inicial?

’C,x7C+°C,x "G+ %G xC, e °C,— 1 séo respostas corretas.

Numa pequena composigao explique o raciocinio que conduziu a cada uma das respostas.

35.2. Depois de efetuada a troca, o Pedro ficou com 12 selos

. . o3 e S€ 5€ [|[35€|| 5€
diferentes para arquivar numa capa com 15 divisérias Y
distribuidas por trés linhas, como se mostra na figura. Sabe-se sellise s [55e
que quatro dos 12 selos séo referentes ao tema “desporto”. Y ® ||

" . 35€||35€||[35€][35€
De quantas maneiras diferentes se pode arrumar os selos, D21lpallD1lD3

sabendo que em cada diviséria sé pode ficar um selo e que os
quatro selos referentes a desporto ficam seguidos numa mesma
linha?

m Considere o problema:

O Joao foi a uma livraria e viu quatro livros que gostaria de comprar. De quantos modos pode fazer a escolha
sabendo que compra pelo menos um dos quatro livros?

‘C,+%C,+*C+*C, e 21 saorespostas corretas.

Numa pequena composicdo explique o raciocinio que conduziu a cada uma das respostas.

9
¥4 No desenvolvimento do binémio | x* + 1 determine o valor do termo independente de x.
. p

12
m No desenvolvimento do binémio (x + L) determine o termo em x°.

X

7
a No desenvolvimento de (\/i - L) , x>0, determine, se existir, o termo em x 2.
X

2

10
; \ ; X s p
m No desenvolvimento do binémio (% + l) determine o termo que é constante.
X

m Considere o retangulo ao lado.

41.1. Quantos caminhos diferentes (o mais curtos possivel e
caminhando sobre as linhas) ha parairde A a B?

41.2. Escolhendo um desses caminhos ao acaso, qual é a probabilidade
de passar por C?
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Unidade 1 - Probabilidades e estafistica

m Uma caixa tem nove bolas, indistinguiveis ao tato e numeradasde 1 a 9, sendo quatro brancas e cinco
pretas. Retiram-se ao acaso trés bolas, de uma s6 vez.

Qual é a probabilidade de:

42.1. uma (e uma sé) bola ser preta?

42.2. pelo menos duas bolas serem pretas?
42.3. as trés bolas terem a mesma cor?

42.4. a soma dos nimeros inscritos nas trés bolas ser um nimero par?

m Um juri é composto por quatro membros escolhidos ao acaso numa lista de quatro homens e seis
mulheres. Qual é a probabilidade de o juri:

43.1. ter pelo menos um homem;

43.2. ter representantes dos dois sexos?

m Para certo concurso, os candidatos terao de preparar 60 temas, dos quais quatro, selecionados ao acaso,
sairao na prova.

Um candidato apresenta-se a prova tendo preparado apenas % dos temas.

Qual é a probabilidade de que tenha estudado s6 trés dos temas que sairam?

Apresente o resultado em percentagem com aproximacao as décimas.

m Num saco estao 10 moedas de igual aspeto exterior e indistinguiveis ao tato.
Sabe-se que quatro (e sé quatro) das 10 moedas sao falsas.

Tiram-se quatro dessas moedas ao acaso. Qual é a probabilidade de que pelo
menos uma moeda seja falsa?

m Numa caixa estdo 15 lampadas com igual aspeto exterior.

Sabe-se que cinco (e s6 cinco) dessas lampadas séo defeituosas.

46.1. Se tirarmos ao acaso quatro lampadas da caixa, qual é a probabilidade
de pelo menos uma ser defeituosa?

AN | <A | <RS0
<IN | <G | <D

<0 | <O | <D
<IN | <R | <CUD
A0 | <D | <D

46.2. Dispondo as 15 lampadas em fila, por uma ordem qualquer, qual é a probabilidade de que as
lampadas defeituosas fiquem juntas?

Lancam-se simultaneamente dois dados equilibrados com as faces numeradasde 1 a 6 e
multiplicam-se os dois nimeros obtidos.

Qual é a probabilidade do acontecimento “O produto dos nimeros saidos € maior do que 20"?

m Sabe-se que, num grupo de 12 professores, oito lecionam Fisica e sete lecionam Quimica. Nesse grupo
sao escolhidos, ao acaso, dois professores. Qual é a probabilidade de os dois professores escolhidos
. lecionarem a mesma disciplina?

-1

-1

§m Com os algarismos 1, 2, 3, 4 e 5 formaram-se todos os nimeros possiveis maiores do que 1000 e
menores que 3000 .

Escolhido ao acaso um desses nimeros, qual é a probabilidade de ser par e ter os algarismos todos
diferentes?

CPEN-MAI12 © Por
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m Numa turma com 12 raparigas e 8 rapazes vao ser escolhidos quatro elementos para formar uma
comissao.

Admitindo que os quatro elementos sao escolhidos por sorteio, qual é a probabilidade de que da
comissao facam parte pelo menos duas raparigas e que seja constituida por alunos dos dois sexos?

Apresente o resultado na forma de percentagem arredondado as décimas.

m A Ana recebeu um novo cartao multibanco.

Quando foi efetuar o primeiro pagamento usando o referido
cartao nao se lembrava do respetivo codigo. Sabia apenas que
era formado por quatro algarismos dos quais faziam parte o
zero e 0 nove, que apareciam uma sé vez cada um, nao
necessariamente por aquela ordem.

Se a Ana tentar escrever o codigo do seu cartao, qual é a
probabilidade de acertar a primeira tentativa?

m O cédigo de um determinado produto é formado por trés letras sequidas de trés algarismos (por
exemplo: BCB040).

52.1. Quantos codigos diferentes se podem formar (considere 26 letras)?

52.2. Escolhido um cédigo ao acaso, qual é a probabilidade de que a primeira letra seja vogal e os
algarismos sejam diferentes e estejam por ordem crescente (por exemplo: ACR279)?

a Num concurso foram premiados quatro concorrentes.

A cada um dos quatro premiados sera atribuido por
sorteio um prémio entre trés possiveis. Qual é a
probabilidade de que nao seja atribuido a todos o
mesmo prémio?

m Num saco havia seis bolas sendo quatro brancas e duas amarelas.
Depois de se terem introduzido algumas bolas pretas no referido saco verificou-se que, na extracao

. e 2
sucessiva de duas bolas, a probabilidade de pelo menos uma ser branca era de 3

Quantas bolas pretas foram introduzidas no saco?

a Um saco contém 11 bolas indistinguiveis ao tato, sendo cinco pretas, cinco brancas e uma amarela.
Retiram-se duas bolas ao acaso. Qual é a probabilidade de que as bolas retiradas sejam de cor diferente?

m Num saco ha 12 bolas indistinguiveis ao tato, sendo trés brancas, quatro pretas e cinco verdes.

Na extracao simultanea e ao acaso de duas bolas, qual é a probabilidade de que estas tenham a mesma cor?

Numa prateleira de uma estante foram arrumados, lado a lado e ao acaso, 15 livros, dos quais cinco sao
de Matemdtica.

Qual é a probabilidade de que pelo menos dois livros de Matematica tenham ficado juntos?

@ Se escolher ao acaso trés vértices de um tetraedro regular, qual é a probabilidade de eles
pertencerem todos a mesma face?
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Unidade 1 - Probabilidades e estafistica

a A aresta do cubo [OABCDEFG] mede quatro unidades. &
Considere todas as retas que passam em dois vértices do cubo. GI : F
Escolhida uma dessas retas ao acaso, qual é a probabilidade de: Df—
59.1. ser paralela ao plano de equagao z=2; O JC
59.2. estar contida no plano de equagao x=y; A . ‘

59.3. conter uma diagonal espacial do cubo?

m Num dado viciado com as faces numeradas de 1 a 6, a probabilidade de sair 1 é dupla da de sair
qualquer uma das restantes faces.

Relativamente a um lancamento deste dado:
60.1. Verifique que P({1})= ; e P({2})=P({3})=P({4})=P({5)=P(6})= % :
(P({a}) designa a probabilidade de sair a face com o nimero a.)

60.2. Considere os acontecimentos:
A “Sair um niimero multiplo de 3"
B: “Sair um namero par”

a) Determine P(A|B).

b)A e B sdo independentes? Justifique.

m Uma escola é frequentada por 1000 alunos do ensino
secundario que se distribuem por trés cursos: A, B e C.

Sabe-se que 40% dos alunos sao do sexo masculino.

Dos alunos do sexo masculino 60% frequentam o curso A,
25% frequentam o curso B e os restantes frequentam o
curso C. As alunas distribuem-se da seguinte forma: 45%
frequentam o curso A, 35% frequentam o curso B e as
restantes frequentam o curso C.

61.1. Um aluno da escola foi escolhido ao acaso. Qual é a
probabilidade de ser do sexo feminino, sabendo
que frequenta o curso A?

61.2. Na escolha aleatéria de um aluno da escola os acontecimentos:
F: “Ser do sexo feminino”
C: “Frequentar o curso C”

sao independentes? Justifique.

m Sabe-se que 5% das lampadas produzidas na fabrica LUX sdao defeituosas. Todas as lampadas
produzidas nesta fabrica sao submetidas ao controlo de qualidade. Sabe-se ainda que, no controlo de
qualidade, 1% das lampadas defeituosas sao aprovadas e 3%das lampadas sem defeito sao
reprovadas.

62.1. Escolhida ao acaso uma lampada produzida nessa fabrica, qual é a probabilidade de ser
defeituosa se foi reprovada pelo controlo de qualidade?

Apresente o resultado na forma de percentagem com uma casa decimal.

: 62.2. Admita que, no Ultimo ano, a fabrica LUX produziu 1 milhdo de lampadas, tendo enviado para
f reciclagem todas as lampadas reprovadas pelo controlo de qualidade. Quantas lampadas é de
esperar que esta fabrica tenha enviado para reciclar?
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Avaliacdo

m Um professor tem duas turmas,a A com 10 rapazes e 15 raparigasea B com 10 rapazese 20
raparigas. Este professor encontrou na rua uma das suas alunas mas nao se lembra de que turma é.

Qual é a probabilidade de ser da turma B?

m Um professor tem duas turmas;a A com 10 rapazes e 15 raparigasea B com 10 rapazese 20
raparigas. Este professor resolveu escolher, por sorteio, um aluno para desempenhar determinada tarefa.
Para isso, lancou uma moeda ao ar para escolher entre aturma A ea B. Seguidamente, na turma
sorteada foi escolhido, também por sorteio, um aluno. Sabendo que, no final, foi escolhida uma aluna,
qual é a probabilidade de ser da turma B?

m Uma caixa contém seis bolas brancas e quatro azuis, indistinguiveis ao tato.

65.1. Se as bolas forem tiradas uma a uma e colocadas numa fila, qual é a probabilidade de as bolas
azuis ficarem seguidas?

65.2. Tiram-se ao acaso, sucessivamente e sem reposicao, duas bolas da caixa.

Considere os seguintes acontecimentos:
A, : “A bola retirada em primeiro lugar é azul”
B, : “A bola retirada em segundo lugar é branca”

Calcule o valor da probabilidade condicionada P(A, | B,).

m Numa fabrica de parafusos existem duas maquinas A e B. Sabe-se que a probabilidade de um parafuso
produzido pela méaquina A ser defeituoso é 0,003 e a probabilidade de ser defeituoso se for produzido
pela maquina B é de 0,005 . Nessa fabrica 60% dos parafusos sao produzidos pela méquina A, sendo
os restantes produzidos pela maquina B.

Da producéo de um dia foi escolhido, ao acaso, um parafuso.
66.1. Qual é a probabilidade de esse parafuso ser defeituoso?

66.2. Qual é a probabilidade de ser produzido pela maquina B, sabendo que é defeituoso?

m Uma caixa contém quatro bolas brancas e seis bolas azuis, indistinguiveis ao tato.
Tiram-se ao acaso, sucessivamente e sem reposicao, duas bolas da caixa.

Sabendo que sairam bolas de cores diferentes, qual é a probabilidade de que a
bola retirada em primeiro lugar seja branca? .

m Um saco tem dez bolas, sendo quatro brancas e seis pretas.
As bolas sao retiradas do saco uma a uma de forma aleatéria e colocadas em fila.

Considere os acontecimentos:
A “As bolas brancas ficam seguidas no principio ou no fim da fila"
B: “As bolas pretas ficam seguidas no inicio da fila"

68.1. Determine P(A).

Apresente o resultado na forma de fragao irredutivel.

68.2. Indique, justificando, o valor das probabilidades condicionadas P(A|B) e P(BIA).
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Unidade 1 - Probabilidades e estafistica

@ A figura representa um sélido [ABCDEFGHV] constituido por um cubo e uma
piramide. Os vértices E, F, G e H sao comuns ao cubo e a piramide. Y

Escolhem-se aleatoriamente trés vértices do sélido.

69.1. Qual é a probabilidade de os trés vértices escolhidos definirem um plano i
que contenha uma das seis faces do cubo? E : F

69.2. Considere os acontecimentos: :
A: "Os trés pontos escolhidos sao vértices do cubo” D
B: "Os trés pontos escolhidos sao vértices da piramide”

Determine a probabilidade condicionada P(A|B).

Seja S o conjunto de resultados associado a uma experiéncia aleatéria. Sejam A e B dois
acontecimentos (A e B sao, portanto, subconjuntos de S). Prove que:

70.1. P(AN B)=P(A)-P(ANB)

70.2. Se BCA, entdo P(A N B)=P(A)-P(B).

70.3. Se BCA, entdao P(B)<P(A).

70.4. Se B é um acontecimento possivel, entao P(A|B)+P(A|B)=1.
70.5. Se A e B sdo incompativeis e possiveis, entao P(A|B)+P(BIA)=0.
70.6. Se A e B saoindependentes, entdo P(AUB)=1 —P(Z)XP(E).

70.7. Se A e B saoindependentes, entdo A e B também sao independentes.

Seja X a variavel aleatéria que representa o nimero de vezes que determinado individuo vai ao cinema
(por semana).

A distribuicao de probabilidades de X é a seguinte:

X, 0 1 2 3 4

P(X=x) | 010|045 |020| a | b

71.1. Determine a e b sabendo que é tao provavel o referido individuo néo ir ao cinema durante a
semana como ir quatro vezes.

71.2. Determine o valor médio u e o desvio-padrdo o (com aproximagao as centésimas) desta
distribuigao.

71.3. Qual é a probabilidade de o nimero de idas ao cinema pertencer ao intervalo Ju—o, u+of?

Uma caixa contém seis bolas brancas e quatro bolas pretas, indistinguiveis ao tato.

Tiram-se, ao acaso e de uma sé vez, quatro bolas da caixa. Seja X a variavel aleatéria que representa o
numero de bolas pretas tiradas na extragao das quatro bolas.

72.1. Defina a distribuicdo de probabilidades de X.

72.2. Calcule o valor médio e o desvio-padrao de X.

Seja X avariavel aleatéria que representa o nimero de raparigas nas familias de dois filhos.
73.1. Defina a distribuigao de probabilidades de X.

(Admita que a probabilidade de ser rapariga é igual a de ser rapaz.)

CPEN-MAI2 @ Porto Editora

73.2. Calcule o valor médio e o desvio-padrao de X.
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Avaliacao

m Quando o Pedro chegou a casa verificou que ndo havia luz nas escadas.
Pegou, entdo, no seu porta-chaves, com trés chaves indistinguiveis ao
tato e verificou que, para abrir a porta, teria de experimentar
sucessivamente e ao acaso cada uma das chaves, sem as repetir, até obter
éxito.

Seja X avariavel aleatdria que representa o nimero de tentativas que o
Pedro terd de fazer até abrir a-porta.

vI0Npg oMod @ ZIVIN-NIdD

74.1. Defina a distribuicao de probabilidades de X.

74.2 Qual o nimero esperado de tentativas que o Pedro tera de fazer até encontrar a chave certa?

Um dado equilibrado é langcado quatro vezes.

Seja X avariavel aleatéria que representa o numero de vezes que, nos quatro lancamentos, sai a face
com o numero 3.

75.1. Defina a distribuicdo de probabilidades de X.

75.2. Calcule o valor médio (i) e o desvio-padrao (o) de X.

75.3. Determine P(u—o<X<u+o0).

Numa prova de Matematica a primeira parte é constituida por sete questdes de escolha multipla. Em
cada questao ha quatro opgoes para a resposta, das quais apenas uma é correta.

Se um aluno responde ao acaso as sete questoes qual é mais provavel: acertar apenas a uma ou acertar
em duas e s6 duas respostas? Justifique.

Num dado néo equilibrado, com as faces numeradas de 1 a 6, a probabilidade de sair a face com o
nimero 1 é 0,3, tendo as restantes faces igual probabilidade de ocorrer.

77.1. Mostre que, efetuando apenas um lancamento deste dado, a probabilidade de "sair 2" é 0,14.

77.2. Lancando quatro vezes consecutivas o dado referido, qual é a probabilidade de se obter duas e s6
duas vezes “um numero par”?

(Apresente o resultado na forma de percentagem arredondada as unidades.)

Lanca-se dez vezes um dado equilibrado com as faces numeradasde 1 a 6.

Determine, com aproximacao as milésimas, a probabilidade de a face 2 sair, pelo :‘.
menos, trés vezes.

a Um jogador de futebol tem, na marcacao de uma grande penalidade, uma probabilidade de éxito de 0,9.

Calcule a probabilidade de, em cinco grandes penalidades consecutivas, marcar exatamente trés golos.

m Sabe-se que um determinado medicamento tem uma probabilidade de sucesso de 60% .
Cinco doentes vao ser tratados com esse medicamento.
Seja X avariavel aleatéria que representa o nimero de doentes tratados com éxito.

80.1. Defina a distribuicdo de probabilidade de X (use trés casas decimais).

80.2. Calcule o valor médio e o desvio-padrao de X.

m Numa estufa existem 1200 plantas de determinada espécie. Sabe-se que as alturas das plantas dessa
espécie sequem uma distribuicdo aproximadamente normal, com valor médio 80 cm e desvio-padrao
5cm.

Qual é o nimero dessas plantas que é previsivel terem uma altura inferiora 85 cm?
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Unidade 1 - Probabilidades e estafistica

m Uma caixa contém nove bolas, indistinguiveis ao tato, sendo seis bolas vermelhas e trés bolas brancas.
Considere a experiéncia que consiste em retirar bolas da caixa, uma a uma, até que saia uma bola branca.
Determine a probabilidade de que sejam extraidas pelo menos quatro bolas da caixa:

82.1. considerando que cada bola extraida é retirada e reposta na caixa antes de se extrair a seguinte;

82.2. considerando que nao ha reposicao das bolas extraidas.

m A Ana e a Beatriz realizaram um teste de selecdo para um concurso.
O teste consta de apenas uma questao, escolhida, ao acaso, de uma lista de 20.

Relativamente a estas 20 questoes, a Ana estd em condi¢cdes de responder corretamente apenasa 15 e
a Beatriz apenas pode dar uma resposta corretaa 10.

Sabendo que s6 foi admitida uma destas duas candidatas, qual é a probabilidade de ter sido a Ana?

\ m Numa escola com 400 alunos do 12.°ano verificou-se que os seus pesos, em quilogramas, se distribuem

segundo uma normal de valor médio 70 e desvio-padrdo 5.

84.1. Escolhe-se, ao acaso, um aluno do 12.°ano dessa escola.
Relativamente a esse aluno:
a) qual é mais provavel, pesar mais do que 73 kg ou pesar menos do que 68 kg ;
b) qual é a probabilidade de ter um peso compreendido entre 65kg e 80kg?
Apresente o resultado em percentagem, com uma casa decimal.

84.2. Quantos alunos do 12.°ano dessa escola é de esperar que pesem mais do que 75 kg ?

@ Numa caixa estao cinco bolas, indistinguiveis ao tato, numeradasde 1 a 5.

>

Extraem-se, simultaneamente e ao acaso, duas bolas da caixa.

85.1. Seja X a variavel aleatéria “nimero de bolas extraidas com nimero
impar.”
Defina através de uma tabela a distribuicao de probabilidade da
variavel aleatéria X. Determine o valor médio e o desvio-padrao
dessa variavel aleatoéria.

85.2. Considere a funcdo de dominio IR definida por f(x)=x"—x+2.

Determine a probabilidade de os nimeros inscritos nas duas bolas extraidas serem abcissas de
pontos do grafico de f em que a ordenada é o dobro da abcissa.

@ Numa coelheira hd 20 coelhos sendo 5 brancose 15 pretos. Abre-se a porta da coelheira e deixam-se
sair todos os coelhos um a um.

CPEN-MAI2 © Porto Editora

Qual é a probabilidade de que saiam, pelo menos, dois coelhos brancos seguidos?
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2. Funcoes

Temal
Defini¢oes. Diferentes tipos de fung¢des. Operacoes
com funcgoes. Sucessoes

Tema 2
Func¢do exponencial e fun¢do logaritmica

Tema 3
Limites e continuidade

Tema 4
Derivadas

Casa da Aula - Centro de Explicagbes - www.casadaaula.com



Temal

Definicoes. Diferentes tipos de funcoes.
Operacdes com fungoes. Sucessoes

1. Definigoes
Definicao de fungao

' Dados dois conjuntos A e B diz-se que uma correspondéncia f é uma fun¢do de A em B sea cada
elemento de A faz corresponder um e um s6 elemento de B.

Sendo f uma funcado ou aplicacdo de A para B, escreve-se:
f:A—B
x~_ y=f(
e tem-se:
«ao conjunto A chama-se dominio da fungéao e representa-se por D;;
«ao conjunto B chama-se conjunto de chegada da funcao;
«acada elemento de A chama-se objeto e a cada objeto corresponde uma imagem;

« a0 conjunto das imagens chama-se contradominio da funcao e representa-se por Dj. E claro que o
contradominio de qualquer fungéo esta contido no conjunto de chegada, podendo ser iguais;

«narelacdo y=f(x), x éavaridvel independente e y é a variavel dependente.

Gréfico de uma fungéo é o conjunto de pontos (x, y) do plano cartesiano em que x € D; e y=f(x).

Chama-se fungao real de variavel real a uma fungao em que tanto o dominio como o contradominio
sao subconjuntos de IR.

Sentido de variacao de uma funcao

Seja f uma funcao real de variavel real e /| um intervalo contido no seu dominio.

Afuncéo f é crescente em | quando, para todos os reais a e b de /, se a<b, entéo f(a)< f(b).
Afuncio f é decrescente em /| quando, para todos os reais a e b de /, se a<b, entéo f(a)>f(b).

Afungdo f é estritamente crescente em / quando, para todos os reais™a e b de /, se a<b, entéo f(a)<f(b).

Afungdo f é estritamente decrescente em / quando, para todos osreais a e b de /, se a<b,
entéo f(a)>f(b).

Afungéo f diz-se monétona em / se é crescente ou decrescente nesse intervalo.

CPEN-MA12 © Porto Editora
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Unidade 2 - Fun¢oes

Maximos e minimos de uma funcao

Seja f uma funcao real de variavel real.
Ao maior valor do contradominio da funcao f, se existir, chama-se maximo absoluto.
' f(a) é o maximo absoluto de f se, paratodo o x €D;, f(a)>f(x).

Ao menor valor do contradominio da fungao f, se existir, chama-se minimo absoluto.

' f(b) é o minimo absoluto de f se, paratodoo x € D;, f(b)<f(x).

' f(a) é um maximo relativo de f se existir um intervalo /, daforma /= o, B[ com aa<a<p, tal que:

fla)>f(x), VXEIND;
Ao objeto a chama-se maximizante.

. f(a) é um minimo relativo de f se existir um intervalo /, daforma /= o, B[ com a<a<p, tal que:

fla)<f(x), VXEIND;
Ao objeto a chama-se minimizante.

Funcao injetiva

Uma fungao f é injetiva se objetos diferentes tém imagens diferentes.

. f: A— B éinjetivaseesdse Vx,, x, € A, f(x,)=f(x,) = x,=x,

Uma reta paralela ao eixo Ox ndo pode intersetar o grafico de uma I
funcao injetiva em mais do que um ponto. o]
Funcao par

. Uma fungéo f é par se f(—x)=f(x) paratodoo x € D;.
Uma funcéo par tem o gréfico simétrico relativamente ao eixo Oy.
Funcao impar

' Uma funcéo f é impar se f(—x)=—f(x) paratodoo x €D;.

Uma fungao impar tem o grafico simétrico relativamente a origem do
referencial.
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2. Transformacoes e simetrias do grafico de uma funcao

Conhecido o grafico de uma funcédo f é possivel determinar o gréfico de outras funcoes resultantes das
seguintes transformacgoes:

+ y=f(x)+a obtém-se do gréfico de f por um deslocamento vertical de a unidades, para cima
se a>0 ou parabaixose a<0 (translagéo associada ao vetor (0, a)).

« y=f(x+a) obtém-se do grafico de f por um deslocamento horizontal de a unidades, para a
esquerda, se a>0, ou para a direita, se a<0 (translagéo associada ao vetor (—a, 0)).

« y=af(x) (a €R*\{1}) obtém-se do gréfico de f por uma:
- expansao na vertical, segundo o fator a, se a>1;
- contracdo na vertical, segundo o fator a, se 0<a<1.

« y=f(ax) (a €IR*\{1}) obtém-se do gréfico de f por uma:
- expansao na horizontal, segundo o fator a, se 0<a<1;
- contragdo na horizontal, segundo o fator a, se a>1.

. y=|f(x)| obtém-se do gréfico de f mantendo os pontos de ordenada positiva ou nula e transfor-
mando os pontos de ordenada negativa por uma reflexao em relacdo ao eixo Ox.

+ y=-1f(x) obtém-se do gréfico de f por uma reflexdo em relacdo ao eixo Ox.

+ y=f(-x) obtém-se do gréfico de f por uma reflexao em relacao ao eixo Oy .

3. Diferentes tipos de funcoes

Fung¢ao médulo

’ Chama-se fungao médulo a fungao real de variavel real definida por:
f:R—R

x sex>0
X |"|={

-x sex <0

Para resolver algebricamente equagoes e inequagdes com mddulos utilizamos as propriedades:
o|x| =a & x=-a V x=a, a>0

x| <a &= —a<x<a < x>-a A x<a

x| >a & x<-a V x>a

Funcao quadratica

Uma fungao quadratica é uma funcao f definida por:
f)=ax’*+bx+c,a#0

a, b, ¢ sao nimeros reais.

O dominio de uma fungao quadrética é o conjunto dos nimeros reais.

O gréfico de uma fungdo quadratica é uma parabola.
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Funcao polinomial

Uma funcao polinomial f é uma funcao definida, em IR, por:
f)=a,x"+a,x""'+...+a,_,x+a, emque d,, d,_,, ..., G, € G,
sao numeros reais, n € um numero inteiro nao negativoe a,#0.

Ovalorde n é o grau da fungao.
D Exemplo 1
Considere o polinémio A(x)=x*—2x> —x+ 2.

1.1. Determine o quociente e o resto da divisdo do polinémio A(x) pelo
polinémio B(x) = x* — 3x.

1.2. Determine o resto da divisao do polinémio A(x) por x+ 1.

1.3. Justifique que A(x) é divisivel por x—2 e determine o respetivo
quociente.

1.4. Resolva,em IR, ainequacdo A(x)<O0.

1.1. Paradeterminar o quociente e o resto da divisao do polinémio A(x)
pelo polinémio B(x) vamos utilizar o algoritmo da divisao inteira
de polinémios.

x' =2 —-x+2 |x2—3x
-x*+3x° X+x+3
% -x+2
-+ 3%
+3x8° —x+2
- 3x* + 9x
8x+2

Quociente: Q(x)=x*+x + 3
Resto: R(x)=8x + 2

1.2. Para determinar o resto da divisdo do polinémio A(x) por x+ 1
vamos utilizar o:

. Teorema do resto
O resto da divisao de um polinémio P(x) por (x — «) é P(c).

AF1D)=1-2x1P-1)+2=1+2+1+2=6

Portanto, o resto da divisao do polinémio A(x) por x + 1=x—-(—1)

éA(-1)=6.

1.3.

. Consequéncia do teorema do resto
Um polinémio P(x) é divisivel por (x — &) se esé se P(a)=0.

AR)=2"-2x22-2+2=16-16+0=0
Logo, como A(2) =0 o polinémio A(x) é divisivel por x — 2.

D Verifica 1

Considere o polinémio:

A(X) =x° + 3x* + x* + 3x°

1.1. Determine o quociente e o
resto da divisao do polinémio
A(x) pelo polinémio

B(x)= x> + 2x.

1.2. Determine o resto da
divisao do polinémio A(x) por
x+3.

1.3. Justifique que A(x) é
divisivel por x + 3 e determine
o respetivo quociente.

1.4. Resolva,em IR, ainequagao
AX)>0.
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Para determinar o quociente de A(x) por x — 2 vamos usar a

regra de Ruffini.
/—' Coeficientes de A(x)
1 -2 0 -1 2
2 2 0 0 -2 /—* Resto
1 0.0 -1 0
—~ Coeficientes do
quociente

O quociente da divisdo de A(x) por x—2 é x’ — 1.
Comoorestoé 0, temos que A(x)=(x—2)(x*—1).

1.4. Pararesolver ainequacao A(x) < 0 vamos decompor o polinémio
A(x) num produto de fatores de grau néo superiora 2.

Sabemos que A(x) = (x — 2)(x* = 1).

Vamos usar novamente a regra de Ruffini, sabendo que 1 éum
zero do polinémio x* — 1.

X-1=x-10C+x+1)
Portanto, A(x)=(x—2)(x — 1) +x +1).
Recorrendo a férmula resolvente, determinamos os zeros do poli-
némio x> +x+ 1.
1+V1-4 ~1+V-3

x2+x+1=0<:>x:7—2~f<:>x=f<2>x€®

Como o polinémio x* + x + 1 nao tem zeros e dado que 1>0,
podemos concluir que x* + x + 1 > 0 qualquer que seja x € R.

Na tabela seguinte estudamos o sinal de A(x).

X — 00 1 2 + 00
x—-2 - - - 0 +
x=1 - 0 + + +

X +x=1 + + + +“ +
A(x) - 0 - 0 +

Temos, entao, A(x) <0 < x€[1, 2].

Funcao racional

Uma fungao racional é uma funcéo real de varidvel real definida por:

_n
i f(x) = a0

. onde, n(x) e d(x) sao polinémios e d (x) é diferente do polinémio nulo.
i

i Odominio, D;, de uma funcao racional, f, é o conjunto dos nimeros
‘reais que ndo anulam o denominador, ou seja,

i D;={xE€R: d(x) = 0}
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D Exemplo 2
Considere a funcao f, de dominio IR\ {1} definida por f(x)=1 + ﬁ
Determine o conjunto de nimeros reais x tais que f(x) > 5 — x.

Apresente o resultado na forma de intervalo ou unido de intervalos.

A
Em primeiro lugar, vamos dar a inequacao f(x) > 5 — x aforma %x) >
X

f(x)>5—x<=>1+14 >5-x &

<=:>1+14 -5+x20 &

Pt L—4+x>0

1-x

4—4+4x+x—x2>o
1-x

ﬁ—f>o

1-x

— =

De seguida, determinam-se os zeros do numerador e os zeros do
denominador:

5x-x=0< x(5-x)=0<<> x=0Vx=5
1-x=0= x=1

Finalmente, recorrendo a uma tabela de sinais, investigamos o sinal de

5x — X
1-x
X — 00 0 1 5 + 00
5x — x* - 0 + + + 0 -
1-x + + + 0 - - -
2
X=X = 0 + n.d. = 0 +
1-x

Temos, portanto, f(x)>5-x < x€[0, 1{ U[5, +oo[.

Funcao irracional

Sao funcao irracionais, por exemplo, as fungdes reais de variavel real
feg:

frx ry=Vx g:xry=Vx+3
Nao sao fungdes irracionais, por exemplo, as fungoes h e i:

Vs

Nas funcées irracionais a variavel independente encontra-se no radi-
cando.

h:xuy=\/§+x i:x ry=

P Verifica 2

Resolva, em IR, asinequagdes
seguintes.

34 % _y<o0"
X

2+ 1
3-x

2 x+3
2—x> 2x

3+x-x2

24, ———<1
x-1

28 -3<x

23.
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D Exemplo 3

Considere a funcao f, de dominio ]- oo, 6], definida por f(x)="V6 — x — x.

3.1.

3.2. Determine as coordenadas dos pontos de interse¢ao do gréfico da fun-

3.1.

3.2,

Determine os zeros de f, caso existam.

¢do f comaretade equagao y=2x+12.

f)=0 ¢ V6-x-x=0 << V6-x=x—=
2
= (Vo-x) =x* & 6-x=x < ¥ +x-6=0 &
—1+\V -
Bk s 1% 1+24<:>X= 125
2 2
&~ x=—-3Vx=2

Dado que nao se pode garantir a equivaléncia entre as equagoes

2
V6 —-x=xe (\/ 6 — x) =x?, é necessario verificar se os valores

obtidos sao solugdes da equacao inicial:

Verificacao

Sex=-3

V6-(-3)-(-3)=0 < V9+3=0
(Proposicao falsa)

—3 néao é um zero da fungao f.
Sex=2

V6-2-2=0 ¢ V4-2=0
(Proposicao verdadeira)

2 é um zero da fungao f.

Conjunto dos zeros da funcao f: {2}

f)=2x+12 & V6-x—x=2x+12 &

2
S Ve-x=3x+12 = (V6-x) =(3x+12) &

& 6-x=9+72x+ 144 &

& 9 +73x+138=0 &
46

(= x=—3Vx=—?
Verificacao
Se x=-3
6-(3)-(-3)=2x(-3)+12 & V9+3=-6+12

(Proposigao verdadeira)

B >
ex 9
46 46 46 10 46 16
6= ) o B g s I ey (L O 2D
(9)(9) x( 9) =39

(Proposicao falsa)

— 3 éaunica solucao da equagao

f-3)=V6-(-3)-(-3)=6

O ponto de intersegao dos dois graficos tem coordenadas (- 3, 6).

D Verifica 3

3.1. Resolva,em IR, as
equacoes seguintes:

a) Vax-1=1-Vx-1
b) Vx+2-Vx+5+1=0
0 Vx*-36+3=0

3.2. Considere o trapézio

retangulo [ABCD] da figura
seguinte:

Sabe-se que:

-BC=CD=4

BA=xex >4

a) Mostre que o perimetro do
trapézio [ABCD] é dado, em
funcdo de x, por:

f)=Vx*—8x+32+x+8

b) Determine a area do trapézio
[ABCD], sabendo que o seu
perimetro éigual a 20.
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4, Operacoes com funcoes

Duas fungdes f e g, reais de varidvel real, sdo iguais se:
1.Df=Dg 2.f(X)=g(X),V€Df -
Funcao soma P
(f+ g)(X) = f(X) x g(X) € Dl+g = Dln Dg
Funcao diferenca

(f-9)®=F0)-gi) e D,_,=D,ND,

Funcao produto
(fX g)(X) = f(X) X g(X) € Dfxg = Dfn Dg

Funcao quociente
f
()()—ﬁ =D,ND,N{xER: g(x)# 0}
g(x)
ou Dr=D,ND,\{x EIR: g(x)=0}
g9
D Exemplo 4 D Verifica 4
Considere a funcao f, de dominio IR, definida por f(x)=x*-2x, ea Considere a funcao f, de
funcdo g, de dominio IR\ {- 2, 2}, definida por g(x)= domlnl? R\ {1}, definida por
) =3 f(x)=x +x,eafungéog,de
4.1. Determine (f+ g)(1). x—1
dominio IR \ {0}, definida por
4.2. Caracterize afuncéo fxg. 909 = X2 — 1

. =v. ifi
4.3. Caracterize a funcao E A Y. Determdng (f i 1)

4.2. Definaafungéo fxg.

P
3

1-4 3
42. D, ,=D,NnD,=RN(R\{-2, 2))=R\{-2, 2}
X
(fXg)(X)—f(X)Xg(X)—(X’—ZX)XX2_4—
_ oxx=2)x 2
T (x—2)(x+2) x+2
fxg: R\{-2, 2} —R

4.1. (f+g)(1)=Ff1)+g(1)=1-2+ 4.3. Defina a funcio Ef

X
\/x+2

43. g(x)= =0 x=0

Di=DiND,N{xER: gx)20}=RNR\{-2, 2} NIR\{0}=
=R\{-2, 0, 2}

(1)()() f) _x—2x  x(x-2)(x'-4) — (- 2)0C )

g (X) X X

p X4

E:IR\{—Z,O,Z}—»IR

94 X\J(X—Z)(X2—4)

Casa da Aula - Centro de Explicagbes - www.casadaaula.com

BIONDT OLIOA & 7TVIN-NTAN



Tema 1 - Definigdes. Diferentes fipos de fungées. Operagdes com fungdes. Sucessdes

5. Composicao de fungoes

Dadas duas fungoes, f e g, acompostade f com g escreve-se fog (lé-se: f apds g ou composta de
f com g) e é definida por:

(fog)(x) = flg(x)]

. (f

fog og) (x) =f[g(x)]

O dominio de fog é o conjunto de todos os nimeros reais que pertencem ao dominio de g tais que
g(x) pertence ao dominio de f.

Simbolicamente
D, ={xER: xED, A g(x) E D}

A composicao de duas fungdes nao é comutativa mas é associativa.
(fog)oh = fo(goh), Vf,geh

Quando fog=gof, f e g dizem-se fun¢des permutaveis.

D Exemplo 5 D Verifica 5
Considere a fungéo f, de dominio IR; \{1}, definida por f(x)= ! ,  Sejamasfuncdes f, g e h,
eafuncéo g, de dominio R, definida por g(x)=x*. x—1 definidas por f(x) = %
Caracterize as fungdes fog e gof. Asfungdes f e g sao permutaveis? a=Vxe h(x)=-’2£— 1.3
Resolucao dominios IR\ {0}, R} e R,
Funcdo fog respetivamente.
D, ,={xER: xED, A g(x) EDs}= 5.1. Caracterize as fungées:
={xER:xERAXER,\{1}}= a) fog
={xER: ¥#1}=R\{=1, 1} "));”’
©) hog
1 1
f = f = f X2 = = —
{fog) ()= Flg(x)) = flxc) V-1 |x] =1 5.2. Indique, entre as dadas, um
par de fungbes permutaveis, caso
fog: R\{-1, 1} — IR com (fog)(x)zL existam.

x|=1
Fungao gof

D,={xER:xED,Af(x) ED,}=

1
={xER: xER; \{1} A EIR}:
{ ’ Vx-1
={xER:x>0Ax#1}=R; \{1} o

\&_1> =(\/§—1)
(Va-1)

%As fungoes f e g nao sao permutaveis porque as funcdes fog e gof

ssao diferentes.

2

o
9o ()= g(F(x) "(w_1

gof: Ry \{1} — IR com (gof)(x)=

12 © Porto Editora

EN.

Casa da Aula - Centro de Explicagbes - www.casadaaula.com

95



Unidade 2 - Fun¢oes

6. Funcao inversa

Sejam f e g duas fungées tais que f[g(x)] = x, paratodo x € D, e g[f(x)] = x, paratodo x € D;.

Entdo, a funcdo g é chamada funcéo inversa da fungdo f e representa-se por f'. .

Deste modo, f(f~'(x)) = x e f'(f(x)) = x.

O dominio de f é igual ao contradominio de f' e o dominiode f~' & igual ao contradominio de f.

P Exemplo 6

Considere as funcées f, de dominio IR\ {1} definida por f(x)=2— ﬁ
g e h de dominio IR, definidas por g(x)=x* e h(x)=kx—1, (k € R).
6.1. Caracterize a fungao inversa da funcao f.

6.2. Justifique que a funcdo g nao admite inversa, indique uma restricao
de g que seja invertivel e caracterize a fungao inversa dessa restricao.

6.3. Determine o valor de k sabendo que h™'(7)=2.

6.1. f(x) =2 —ﬁ e D,=R\{1}
Expressao algébrica da correspondéncia inversa
Para x # 1, temos:

1 1
fx)=y=>2-——=y & ——-2 =0 &
() =y it A gt b8

=0 &~

1-2x+2+xy -
— Xy -y
x—1
S 1-2X+2+xy-y=0Ax#1 <

-3
S xy-xX=y-3 & xly-2)=y-3 & )::Z:;f2
Utilizando x como variavel independente, temos f '(x) = ;—w—;
Df 1= |R \ {2}
Portanto, f ': R"\{2} — R
X x-3
N x—2

6.2. Afuncao g nao admite inversa porque nao é uma funcao injetiva
(neste caso, objetos simétricos tém a mesma imagem).

Por exemplo, a restricao i dafunciao g a IR; éinjetiva:
i: Ry — R
XX
Expressao algébrica da correspondéncia inversa
)=y < ¥=yAx>0 < x=\y
i'0)=VxeD, =R}
't R: — R com i~ '(x)=Vx

63.h'(7)=2 < 7=h(2)
926 h(2Q =7 ¢ 2k-1=7 < 2k=8 & k=4

D Verifica 6

Caracterize a funcao inversa de
cada uma das fungdes fe g a
seguir definidas:

6.% ()= po )_( 3 de dominio
R\{3};
6.2. g(x)=Vx—-1-2de

dominio [1, + oo .

o)
-
x
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7. Definicao de sucessao

Definicao de sucessao

. Uma sucessao de nimeros reais, (a,), é uma funcéo, f, em que o dominio é o conjunto dos niimeros
naturais e as imagens sao nimeros reais.

f:IN— R
n._~a,
Biee,, Q=0 ..., fn)=a
«a,, a,, ..., 4, sao os termos da sucessao;
«n éaordem do termo;
«f(n) = a, é o termo geral de sucessao;

«(f(n)) ou (a,) representa a sucesséo.

Definicao de uma sucessao por recorréncia

' Definir uma sucessao por recorréncia consiste em dar a conhecer o primeiro ou os primeiros termos e o
processo pelo qual se pode obter cada um dos termos seguintes através do(s) termo(s) anterior(es).

Por exemplo, seja a sucessao (u,) definida por recorréncia da forma seguinte:

{u,=3 s {u,=3

Ur=2+u".,'n>2 U,,,=2+u,, VnE€IN
Assim, temos que:
h=3;,=2+U;=2+3+5;u,=2+U,=2+5=7; ...

Neste caso é facil verificar que a expressao do termo geral é u, = 2n + 1.

Sucessao monodtona

' Uma sucessao (u,) é monétona decrescente se cada termo é menor que o anterior.

Uma sucessao (u,) é monétona decrescente em sentido lato se cada termo é menor ou igual ao
anterior.

Uma sucessao (u,) ¢ monétona crescente se cada termo é maior que o anterior.

Uma sucessao (u,) é monétona crescente em sentido lato se cada termo é maior ou igual ao anterior.

Sucessao limitada

g. Uma sucessao é limitada quando o conjunto dos seus termos tem um majorante e um minorante, ou seja,
! o conjunto dos termos da sucessao é limitado.

De um modo geral, uma sucesséao (u,) é limitada se e s6 se:
‘ L, MER:L<a, <M, Vn € N (osimbolo 3 Ié-se "existe pelo menos um”)
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8. Progressao aritmética

Definicao de progressao aritmética

. Uma sucessao (a,) é uma progressao aritmética (p. a.) se existe um nimero real r tal que:
-  u,.,—u,=r,VnEN

©IONPF 0M0d @ ZIVIN-NIdD

Ao nimero r chama-se razao da progressao aritmética.

Termo geral de uma progressao aritmética
O termo geral, u,, de uma progressao aritmética de razao r é dado por
u,=u,+(n-1)xr
ou u,=u+m-k)xr

sendo u, um termo qualquer.

Soma de n termos consecutivos de uma progressao aritmética
Numa progressao aritmética (u,), a soma, S,, dos n primeiros termos é dada por:

u,+u,

Sn
2

xXn

9. Progressao geomeétrica

Definicao de progressao geométrica

' Uma sucessio (a,) de termos ndo nulos é uma progressao geométrica (p. g.) se existe um nimero real r, tal que:

ﬂ'll=r, VnEN ou u,,,=u,xr,Vn€IN

Ao nimero r chama-se razao da progressao.

Termo geral de uma progressao geométrica

Conhecido o 1.° termo e a razdo de uma progressao geométrica (u,), podemos conhecer o termo

geral.

U= X"

Ou, conhecido um termo qualquer u, de uma progressao geométrica (u,) de razéo r, o termo geral é:
u=uxr"
Soma dos n primeiros termos de uma progressao geométrica

Asoma, S,, dos n primeiros termos de uma progressao geométrica (u,) de razéo r, diferentede 1,
é dada por:
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10. Classificacdao de uma sucessao quanto a convergéncia

Quanto a existéncia e natureza do limite, as sucessoes classificam-se da forma seguinte:

Convergentes
(limite real)
Sucessoes
Propriamente divergentes
Divergentes (limite + oo ou limite — co)
(ndo convergentes)

Oscilantes

11. Soma de todos os termos de uma progressao

geomeétrica

Seja (a,) uma progressdo geométrica de razao r.

(S,) € convergente se e s6 se |r| € menor que 1 e, neste caso, a soma de todos os termos da progressao

geométrica (a,) é:

D Exemplo 7
7.1. De uma progressao aritmética (u,) sabe-se que u,s =50 e U, = 95.
a) Determine uma expressao do termo geral de (u,).

25
b) Determine > u,.

n=15

¢) Defina (u,) por uma férmula de recorréncia.

7.2. De uma progresséao geométrica (v,) sabe-se que:

1 1
'Vez'z"eVu:i

+(v,) é monétona.
a) Determine uma expressao do termo geral de (v,).

b) Determine lim(v, + v, + v5 +... + v,).

7.3. Seja Q, oquadrado [ABCD] cuja medida do lado é 27.

A H D
E K
G
i 1]
B F g

O quadrado Q,, [EFGH], foi obtido, tal como a figura sugere, divi-
dindo cada um dos lados do quadrado Q, em trés partes iguais. De
um modo geral, cada um dos quadrados Q, foi obtido a partir do
quadrado Q, _, (n > 2) repetindo a constru¢ao indicada.

D Verifica 7

7.1. De uma progressao

aritmética (u,) sabe-se que

Uyy=—70 e u,=-130.

a) Determine uma expressao do
termo geral de (u,).

50
b) Determine > u,.
n=20
7.2. Trés termos consecutivos de
uma progressao aritmética sao
dados, para um determinado
valorde x, por 5x— 10, x* e
5x+2.
a) Determine esses trés termos.
b) Admitindo que o décimo
termo éiguala 22,
determine o termo geral da
sucessao.

7.3. De uma progressao
geométrica (v,) sabe-se que:

1 1
‘V9=_eV12=m

*v,>0 paratodo n € IN
a) Determine uma expressio do
termo geral de (v,).

b) Determine
im(v, + v, +v3+...+v,).

(continua)
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Unidade 2 - Fung¢oes

Seja b, a medida do lado do quadrado Q,. Sabemos, portanto, que
b,=27.

a) Determine b, e b,.

b) Mostre que (b,) é uma progressao geométrica e indique a respetiva
razao.

n-1

¢) Prove que para todo o numero natural n, b, = s 2

d) Seja (a,) a sucessao das éreas destes quadrados. Mostre que (a,) é
uma progressao geométrica, indique razao e o termo geral.

7.1. a) (u,) é uma progressao aritmética de razao r; u,s = 50 e u,; =95
u,=u,+(n—k)xr
Uy = Uy +(25-16)Xr <> 95=50+9r < 9r=45 & r=>5
U,=U+(N—-16)xr & u,=50+(n—-16)x5 <
< u,=50+5n-80 < u,=5n-30

25

= a,+a
b) >_lu,,=U15+U15+-~-+uzs=525_514= Sp= : =Xn
n=15 2
oMyl % BB = U, + Uy x 14 = Calculo auxiliar

2 u,=5n-30
 —25+40

:—252+95><25 Xx14= |u,=5x1-30=-25
=35 %25 =7,5%14=770 ths =514 - 30 =40
uzs=5)(25—30:95
R
un+1:un+5’ nelN

!

7.2. (v,) é uma progressao geométrica de razao r; vy = 15 & Viy=55
a)v,=v, xr"*
V=V X' & 1 irtormnixtor-Lo
32 2 32 16

=ttt or=lv,=-1
16 2 2

Como a sucessao é monoétona, teréd de ser r > 0. Logo r=1—.
- n-7
= 1 1 1
V,=Vg Xr"* & v, ==x| = S v, == 1=
ot 2 (2) " (2)
v, =2 P edw= x P Sv,=18%x 2"

b) Como |r|< 1, temos:

vi _128x2""_64

1-r
-1 1
2 2

=128

lim(v, + v, + vz +...+ v,)=lim§, =

73. b,=27

2 2
a) b,=EH= \/A_H2+A-E2=w/(%b,> +<1§b1> =
2 2
=J(§x27> +<‘§x27> V18 + 9=

=\/405 = V81 x5=9V5

2 2
b;:i:\/ﬁz+ﬁz=\/<§b2> +(%b,) _

\/<§x9\@>2+<1§x9\/§>2=mz\/n—5:15

100

D Verifica 7

7.4. Os trés primeiros termos de
uma progressao geométrica sao
dados, para um determinado
valorde x, Bor X=5, %18
x+5.

Determine o termo geral da
sucessao.

7.5. Na figura seguinte estéa
representado um quadrado cujo
lado mede 1 unidade. Nesse
quadrado inscreveu-se um
quarto de circunferéncia com
centro num dos vértices e raio

igual ao lado.

Cada um dos quartos de
circunferéncia que se
construiram a partir do primeiro
esta inscrito num quadrado de
lado igual a metade do lado do
quadrado precedente.

Dando continuidade a este
processo, obteve-se a espiral que
se apresenta na mesma figura.
Seja (a,) a sucessao dos
comprimentos dos arcos de
circunferéncia que formam esta
espiral.

1

a) Justifique que (a,) é uma
progressao geométrica e
determine o comprimento
da espiral formada pelos
primeiros cinco arcos.

b) Determine o limite do
comprimento da espiral
constituida por n quartos de
circunferéncia, quando n
tende para +00.
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Tema 1 - Defini¢des. Diferentes tipos de fungdes. Operacdes com fungdes. Sucessdes

2 2
- Z l = i 2 l 2: §. 2:
S EY NP sl

Como b,>0, qualquer que seja n €N, temos que \/b_,z, =b,

_Vs
| b - , n +1 .4 N
peloque b, ., b,, donde b, 3
Portanto (b,) é uma progressao geométrica de razao Ts .
n=-1 n-1
0 bn=b1x(?) <:>b,,=27x(?) PN

| -

& bnzs’x(\/g)“x< )M =

1
= b,,=33><3’"”x<52> =
n-1

& b=34""%5 2

= w

d) Area de cada quadrado = (lado)’

a2 ol

. - _— g (D
Logo, (a,) é uma progressao geométrica de razao i

12. Nimero de Neper

n
. 1) . . L . .
A sucessao (1 + —| é convergente para um numero irracional a que se da o nome de numero de
n

Neper e que se representa por e.

lim<1 +‘;) —e~271828

X

u,
~ A X
Se u,— tooe xEIR, entdao I|m(1 +—> =€
uI'I

b Exemplo 8

Calcule os limites seguintes.

n+3
8.1. lim (" s 2)
n

en+1 2n
8.2. lim (1 e i) 8.3. lim ( 2 M)
e" 2n+1

n 3
( ) (1 +3>xlim<1+z> =e’x1¥=¢?
n n
. lim (1 + %) <1 E i,,) =[I|m (‘] d %) :l :(e3)e:e3e
e e e

Resolucdo

. lim

2 \3 B
lZn 1-—
8.3. Ilm(3 2n — 2) =lim [(2',_2)3] =lim 2n
2n+ 1 2n+1 1
1+—
n 1 2n
lim < l) _4\2 02
= —n = e_3=(e_i)3=e>1_l
n 1 -
2| | \¢
lim|1+=
n

D Verifica 8

Calcule os limites seguintes:

8.1. lim (3" 12 2)
3n
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Questdes tipo exame

Questoes resolvidas

@ Nas figuras seguintes estao representacées graficas de duas

fungoes f e g.

Questdes propostas

n Nas figuras seguintes estao

N
XA

-2

Qual das igualdades seguintes é verdadeira?
(R) g(x) =f(2x) - 2 (B) g(x) = 2f(x) - 2

© gt0=r{%)-2 ©) 900 =11(0-+2

Resolucdo

O grafico da fungédo g obtém-se do gréfico da funcao f por
uma dilatagao horizontal de coeficiente 2 (f(x) x A F <§>)
seguida de uma translacao de vetor (0, — 2):

(f(3) < 1(3)-2)

Resposta: (C)

Na figura esta representada parte do grafico de uma
funcao f.

Seja g afuncao, de dominio R, definida por g(x)=x|.
Qual é o valorde (f 'og)(- 2)?

() -1 (8) -2
©1 (D) 2
Resolucdo

(F'og)(-2)=F'(g(- 2)=
=F(-2)=F'2)=1

Resposta: (C)

©IONpY 0U0d @ ZIVIN-NIdD

representagoes graficas de duas
fungoes f e g.

Qual das igualdades seguintes é
verdadeira?

(R) g(x) =|f(x - 2)

(B) g(x) = f(lx + 2))
(©) g0 = |fx + 2)]
(D) g(x) = f(x) - 2

Considere a funcéao f, };
de dominio IR; ,
definida por
f)=Vx+2ea
funcao afim g,
representada 1
graficamente na Zé
figura ao lado.
Indique o valor de f((gof)(4)).

@1 ®2 (@©4 (@5

De uma fungao quadratica f sabe-se
que:

+2 e 6 s3o zeros «f(3) > £(2)
Qual é o contradominio de f?

(R) J- o0, f(4)] (B) ]- o0, £(2)]
(©) [(@), + ool (B)[F(6), + oo
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Unidade 2 - Fungdes Tema 1- Defini¢des. Diferentes tipos de fungoes. Operagdes com fungdes. Sucessdes

Questoes resolvidas

@ Considere, em referencial o.n. xOy, o ponto A(4, 3).

Admita que o ponto P se desloca ao longo do semieixo
positivo Ox.

I EE PN

X

Seja f a funcdo que faz corresponder a abcissa x do ponto
P o perimetro do triangulo [OPA].

11.1. Mostre que:

f)=x+5+Vx*—8x+ 25

11.2. Determine a abcissa do ponto P de modo que o
perimetro do triangulo [OPA] sejaiguala 18.

Resolucdo

11.1. Perimetro do triangulo [OPA]=0A + OP + AP
OA=\4+3=5

OP = x

A4, 3) e P(x, 0)

AP=V\/(x - 47 + (0 — 3)
=Vx*-8x+16+9
=Vx*-8x+25

Portanto:

fX)=x+5+Vx*—8x+25

11.2. f(x)=18 <& x+5+ VX - 8x+25=18 &
& VE-8x+25=13-x =
= (ViF—8x+25) =(13-x} =
= xX*—8x+25=169 - 26x + X &
& 18x =144 &
& x=8

Verificacao:

8+5+V8 -8x8+25=18 <
jo 13+ V25=18 &
§<:> 18 = 18 (proposicao verdadeira)

3se o perimetro do tridngulo [OPA] éiguala 18,
ta abcissa do ponto P éiguala 8.

EN.

. Questdes propostas

Considere a fungao f, de dominio
[- 16, + oo[ , definida por:

fx)=Vx+16

12.1. Determine as coordenadas do
ponto, ou dos pontos, de intersecao
do gréfico da fungao f com areta
de equagao:

12.2. No referencial da figura estao
representados os pontos A, B, C,
D, E e P bem como parte do
grafico da fungao f.

y

|

Sabe-se que:

« o grafico da fungao f interseta o
eixo Oy no ponto A;

« P é um ponto de abcissa positiva
que se desloca ao longo do gréfico
dafuncéo f;

«0s pontos B, C e D tém abcissas
iguais a do ponto P;

« 0 ponto B tem ordenada igual a
doponto A;

«[OCDE] é um retangulo em que o
ponto E tem coordenadas (0, 1).

Seja g afuncao que faz
corresponder a abcissa x do ponto
P aarea do triangulo [ABP].

a) Mostre que:

g(x)=0,5xVx + 16 — 2x

= b) Determine a abcissa do ponto P

sabendo que o triangulo [ABP] e
o retangulo [OCDE] tém a
mesma area.
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Questoes para praticar

itens de selegdo

m Na figura estao representadas parte dos graficos
de duas funcées reais de variavel real fe g,

onde se assinalam as imagens de alguns pontos.

¥

Qual das sequintes afirmagoes é verdadeira?
() (fog)(2)=1 e (gof(2)=3
B)(gof NB)=1 e (g 'oN(1)=2
©@+N(=4 e (@xN2)=4
(D)@ 'of N(1)=2 e (fog N()=1

m Considere as fungoes f e g tais que:

-afuncao f esté representada graficamente na
figura seguinte;

y

--12

i/

=3 = —T O

—24---==2

.-afuncdo g, de dominio IR, é definida por:

-
g)=5-3
Qual é o valor de (fog)(4)— (g 'of)(2)?
(R)-2 (8)-1
©o (D)1
m Considere as fungoes:
« f, de dominio R, definida por f(x)=1— 32‘—;
« g, de dominio IR \{—;—} , definida por:
4
gW=s—=
Qual é o valor do numero real a tal que
(goN@=-17?
4
®-3 ®)s
104 ©1 (p)o

m Seja f afuncdo de dominio |- oo, 2] definida E
por f(x)= ¥ %
Qual é o valorde '(2)? g
(A)-2 :
(8)0
(©)2
(D)-4

De uma funcéao quadratica f sabe-se que o

contradominio é o intervalo ]- oo, f(2)].

Qual dos seguintes conjuntos nao pode ser o
dominio da funcdo g definida por g(x) = Vf(x)?

() [-1,0]
(B)[2, 100]
(© R;
(D) {2}

Itens de construcao

Considere as funcoes reais de variavel real:
f:R\{2}—Reg:[-1,+00o[—R

definidas por f(x) = 2—1—— 1egx)=Vx+1,
respetivamente. e

18.1. Determine o conjunto de nimeros reais x
tais que f(x)>—2.

(Apresente o resultado sob a forma de intervalo
ou unido de intervalos.)

18.2. Caracterize a fungéo fog.

18.3. Caracterize a funcao inversade g.

Considere a fungao f, de dominio [0, 20],
definida por f(x)="\/20x — x* eafuncéo g,
de dominio IR, definida por g(x)=8 —x.

19.1. Determine os numeros reais x tais que
fx)=x.

19.2. Determine as coordenadas do(s) ponto(s)
de intersecao dos gréficosde f e g.

19.3. Caracterize a funcéo fog.

19.4. Determine os zeros da fungao fog.
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Unidade 2 - Funcdes Tema 1- Definicdes. Diferentes tipos de fungdes. Operagdes com fungdes. Sucessoes

m Considere a fungdo g, definidaem IR\{- 2}

s LK
por gi)=—=.

No referencial xOy da figura esta parte da
representacao grafica da funcéo g.

Sabe-se que:

B é um ponto de abcissa positiva que se desloca

ao longo do gréfico da funcéo g;

+0ponto C pertence ao eixo Oy e tem ordenada

igual ade B;

s0ponto A pertence ao eixo Ox e tem abcissa

igualade B.

Considere que a unidade de medida é o centimetro.

Seja P o perimetro do retangulo [OABC]
representado na figura.

20.1. Mostre que o perimetro do retangulo
[0ABC] é dado em funcdo de x, abcissa do
2’ + 14x

to B, P(x) =
ponto B, por P(x) B

20.2. Determine as coordenadas do ponto B
quando o perimetro do retangulo é 12cm.

20.3. Determine as abcissas do ponto B para as
quais o perimetro do retangulo é ndo superior a

24cm.

20.4. Determine o perimetro do retangulo de
dreaiguala 81 cm’.

m Seja f afuncao, de dominio IR\ {2}, definida
por f(x) = b
2—-X

21.1. Resolva analiticamente, em IR, a condicao

4x
3—-x

flx) <

21.2. Considere, a fungao g, de dominio R,
‘definida; para cada nimero real k, por
gx)=kx—3.

Determine o valor de k para o qual se tem:
a) (fog)(1)=-1

b) g'3)=2

a Considere a fungao f, de dominio IR\{2},

i 12
definida por f(x) =1 S,

22.1. Determine o conjunto de nimeros reais x
tais que f(x) < 2.

Apresente o resultado na forma de intervalo ou
uniao de intervalos.

22.2. Seja g afungao, de dominio IR, definida
por g(x)=x>.
Resolva,em IR, aequacéo (fog)(x)=x.

22.3. Justifique que a equacéo f(x)=f"'(x) é
equivalente a equagao f(x)=x.
Resolva as duas equacoes.

Na figura esta representada uma piramide
quadrangular regular construida sobre um cubo
com 2cm de aresta.

CEETET S

1
'
'
'
'
[
'
i

Sabe-se que:

» uma das faces do cubo esta contida na base da
piramide;

» 0s vértices da face do cubo paralela a base sao
pontos das arestas laterais da piramide;

« a base da piramide tem x cm de lado (x > 2).

23.1. Mostre que a altura, h, da piramide é
dada por:

h(x)=

X—2

23.2. Mostre que o volume, V, da piramide é
dado por:
2x3

Wmgros

23.3. Determine o volume da piramide cuja
arestdada base éiguala 6 cm .

23.4. Sabendo que o volume da piramide é
igual a 36 cm®, determine os valores exatos das
possiveis medidas da aresta da base.

Sugestao: Tenha em conta a alinea anterior e use
a regra de Ruffini.
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Avaliacdo

n Para cada valor real de k, a expressao f(x) = x* — k define uma fungédo f, de dominio IR.

Seja g afungao de dominio IR\{0} definida por g(x) = %
O valor de k parao qual (gof)(3)=2 é:
14 10
® - CF ©2 (0) -2

a De uma fungéo f, de dominio [-2, 1], sabe-se que o contradominio é [ 3, 2].

Qual é o contradominio da funcio g definida por g(x) = 2|f(x — 1)+ 1?

() [0, 6] ®) [1,7] (© [4, 6] o) [5, 7]

B De uma funcdo quadratica f sabe-se que o contradominio é ]- oo, f(0)].

Qual das seguintes afirmagdes é necessariamente verdadeira?
() f(0)>0 B) f(1)<0
(©) f(=1)<f(1) (D) f é uma fungao par

n Considere as funcdes de dominio IR definidas por f(x)=x>—3x—2 e g(x)=x*—x* - 2x*.

4.1. Verifique que 2 é um zero da funcao f e determine o conjunto de nimeros reais x tais que

f(x)>0.

4.2. Definaafuncao h sabendo que h= 5
0.

4.3. Resolve,em R, ainequagdo h(x)>

B Considere a fungao f, de dominio IR\ {4}, definida por f(x)= 44Tx -2.

5.1. Determine o conjunto de nimeros reais x tais que f(x) > —4.

Apresente o resultado na forma de intervalo ou uniao de intervalos.

5.2. Nafigura esta representada, em referencial o.n. xOy, parte y
do grafico da fungao f.

Também estéo representados:

-asretas r e s, assintotas do gréfico de f;

RIONPF 0MOd © ZIVIN-NIdD

(0]
« 0 quadrilatero [ABCD]; A Q

<A e D sao os pontos de intersecao do gréfico de f com os B
eixos coordenados;

« B é o ponto de intersecdo da reta r com o eixo Oy;

«C éopontodeintersecaodasretas r e s.

Determine a area do quadrilatero [ABCD].
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Unidade 2 - Fungdes Tema 1 - Definigdes. Diferentes fipos de fun¢des. Operagdes com fungdes. Sucessdes

B Num referencial xOy considere o ponto A de coordenadas (5, 12) e um ponto P que se move sobre

0 semieixo positivo Ox.

124 -----

o
nwE el
x

6.1. Mostre que o perimetro do tridangulo [OPA], em funcdo da abcissa, x, do ponto P, é dado por:

f(x)=x+13+ Vx> - 10x+ 169, com x € R

6.2. Determine a area do triangulo [OPA], sabendo que o seu perimetro é iguala 90.

6.3. Determine o perimetro do triangulo [OPA], sabendo que é retangulo em P.

6.4. Resolva a equacio x> =132+ (f(x) - x — 13) e justifique que, para o valor de x encontrado,

o triangulo [OPA] é retanguloem A.

Na figura esta representado um tridngulo retangulo isésceles cuja medida de cada um dos catetos é

iguala 16 unidades.

Os triangulos que se construiram a partir deste obtiveram-se, tal como a figura
sugere, tomando para medida dos catetos metade da medida da hipotenusa do
triangulo precedente.

7.1. Considere a linha poligonal formada pelas hipotenusas dos triangulos.

Seja (p,) a sucessao dos comprimentos dos segmentos desta linha poligonal.

16

Mostre que (p,) € uma progressao geométrica e determine o comprimento da
linha poligonal caso esta tenha oito segmentos.

7.2. Considere a sucessao (a,) das areas destes triangulos.

a) Justifique que (a,) é uma progressiao geométrica.

b) Determine o limite, quando n tende para + oo, da soma das 4reas dos n triangulos.

B Considere as fungoes f, de dominio IR, definida por f(x)=4x -1 e g, de dominio ]—00, %]

definida por g(x) = V1 - 8x.

8.1. Caracterize as fungdes fog e gof.

8.2. Resolva a equacao (fog)(x)=(geof)(x).

8.3. Asfuncgdes f e g sao permutaveis? Justifique.
'8.4. Defina a fungdo inversa da fungédo g.

8.5. Determine os nimeros reais x tais que g '(x) = f(x — 3).

n
. (u
B) sendo u, ="C,, mostre que Ilm( ;”) =e.
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Unidade 2 - Fungoes

Tema 2

FuncGo exponencial e funcdo logaritmica
1. Fungao exponencial

' Chama-se funcao exponencial de base a € IR"\{1} a funcao definida
por f(x)=a*.

Propriedades da funcao exponencial de base a (a> 1)

Se a>1, afun¢ao exponencial f definida por f(x)=a” tem as propriedades seguintes:

« Dominio: IR
« Contradominio: IR* (@*>0, VXER)
ead’=1
« f éinjetiva (@*=a" & x=y)
« f é estritamente crescente (a*<a’ & x<y)
Temos ainda:

a s
ea*xa’=a*"’ o— =g

a
(@ =a" -a"le, Vx, yER

a

Funcao exponencial de base e

Qualquer numero positivo diferente de 1 pode ser utilizado como base de uma fungao exponencial.
Contudo, algumas bases sao mais utilizadas do que outras.

Uma fungéo exponencial importante é aquela que tem como base o nimero e.

- Iim<1 + ,‘7—> ~271828

Yize™(X) ‘. Vt='“(:x)
X=0 y=1 %=0 : V%:l_ "":;."i-; 500
f:R—R f: R— R
X\ A e’ X A e X

108
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R 12. ——=V8
9 2x—3
13. 2x3""+4x3 7 '=66 14, 234+ 227*=33
1.5, 7% —-4972<0 1.6. 3% +3>4x%x3"
1.1 3"”=%<=>3“‘:%<:>3"”:3’2<=>x+1=—2<$x=—3
3

1.2. 21‘_3:\/54:2"*'”:\/2_34:»2*'*’:22@—x+3:%4:»

<:>x=3—§3—4=>x=é

2 2

13. 2x3" 1 +4x3 '=66¢<=2x3*x3'+4x3"x3 '=66 &
= 6x3"+ix3"=66 —°
®3) 3 ®3)

& 18x3*+4x3"=198 &

PN 22x3":198<=>3":%¢:>

&= F=9 F =32 x=2
14. 3 4+22 =33 = 2x22+22x27*=33 &
loze
2 @
& 8x2¥+4=33x2" &

& 8x2+4x
(29

& 8x(2)-33x2+4=0 &
& 8y -33y+4=0 &
y=2

_33+V33’-4x8x4

16
= y=4Vy=% =

Sy —

<=:2>_2"=22\/2"=2‘3<=>x=2Vx=—3
y:

15. 7* 249" <0 S 7 * <V 'SP *< 7 &

S A-xX<2X-4 - 4x<-85x>2

-

1.6. 3% +3>4x3 & (39 -4x3+3>0

% S Y -4xy+3>0 & Calculo auxiliar

y=3"
S y<1Vvy>3

& F<3VvIS3
y=3

& x<0VX>1 &
XG]_OOIO[U]1I+°°[

y'—4y+3=0

&S y=1Vy=3

Tema 2 - Funcdo exponencial e fungao logaritmica

D Verifica 1

Determine, em IR, a solugao de

cada uma das seguintes
condigoes:

1.1.

1.2.

1.3.
1.4.
1.5.
1.6.
1.7.

1.8.

1.9.

1.10.

111,
1.12.
1.13.

31—2x=32—x

_=4x—l

V2

277 -9 =0
AP 9 S 50
52 +1=26%x5"
3x3+9x3*-28=0
S8V 95

A _49'">0

7

2l eq

7!
=] >1
(5)
75

3*-4x3+3>0
SOl ERl=x 26
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Unidade 2 - Fun¢oes

2. Logaritmos

Resolver a equagao:

2=3

é determinar o nimero x a que é necessario elevar 2 para obter 3;

x éologaritmo de 3 nabase 2.

. 0 logaritmo de um ntiimero real positivo x, numa base a, é o expoente y a que é necessario elevar a
paraobter x (@>0e a#1).

Assim:
log,, 100=2, porque 10°=100 ou log,,100=log,,10*°=2
|ogz1—=—3, porque ga ] ou Iog,zl=log2 23=-3
8 8 8
1 1
log, V3= % ,  porque 32=V3 ou log, V3= log, 3*= %
log;s15=1,  porque 15'=15 ou log,;s15=log,s15'=1
log,1=0, porque 7°=1 ou log,1=log,7°=0
Consequéncias da definicao:
log,a"=x a® % =x log,a=1 log,1=0
D Exemplo 2 Equagoes com logaritmos D Verifica 2
Resolva cada uma das seguintes equagoes. Resolva cada uma das equagoes.
2.1. log;x=2 2.1. log,x=3
2.2, log,x=-3 2.2. log;px=0
23. log;x=-1
2.1. log;x=2 ¢ x=3> < x=9. Logo,asolucao é 9. 2.4. logsx=1
1 2.5. log,,x=3

2.2. log;x=-3 & x=2& x=

a’=x < y=log,x

|
. Logo, a solugao é e
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Tema 2 - Fungdo exponencial e fungdo logaritmica

O logaritmo de x, na base e, representa-se por Inx.
Se nada for dito em contrario, o logaritmo de x na base 10, representa-se por log x.

Para calcular o logaritmo de um nimero na base e ou na base 10 é possivel usar a calculadora recor-
rendo as teclas e [P ou equivalente.

log,, x =log x log.x=Inx
log,, 100 =log 100 =2 log,e*=Ine’=3
1oa(100) 1n(e®)
2 3

Formula da mudanca de base

log,x |Inx logx
| = == €R"; a, bER\{1
Nadd log,a Ina loga (x . 1)

Por exemplo: In(8)/1n(2) R
T —
In8 log8 L 3
log,8=—— ou log,8=
In2 log 2

Propriedades dos logaritmos

Sejam x e y numeros reais positivos, a EIR*\{1}, pEIR e n€IN.
« log,(xxy)=log,x+log,y « log, (5) =log,x —log,y
. log, x* =p log, x

Casos particulares:

log,/x = Llog, x e log L = — logx
5 [ x
b Exemplo 3 Propriedades dos logaritmos D Verifica 3
3.1. Transforme % log, u+ 3 no logaritmo de uma expressao. 3.1. Transforme

~ - 1 oga+21ogb-X(ogc+3logd)
3.2. Sem recorrer a calculadora, determine o valor de: - o ke T s i

a) log, 18 + log, 4 — 2 log, 8
b) log, @) - %(Iogs 64 — logs 16)
343
9 log, 16 V64
8°x V32

1
-3.3. Most lo =——, a, bER\{1}.
: ostre que log, a 7 {1}

no logaritmo de uma expressao.

MA12 © Porto Editora
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Unidade 2 - Fungoes

' D Verifica 3
3., 4 3 =log,u’+3=
e 3l0gp U+ 3 =logy Ut 3= ) - 3.2. Sem recorrer a calculadora,
=log, Vu+ log, b> = log, b=3 determine o valor de:
=log, (\/L_, X b3) a) 2log, 24 - log, 15+ log, 5,
log, 8 b) %Iog,25+log.-§—+log432
3.2. a)log,18 + log; 4 — 2l0og, 8 = log,{18 x 4) — 2 —— =
log, 9 9° x V81
loa. 8 5 9 log, e
=log;72 -2 9s =log, 72—|Og38=|oga7—= 3v27
2 8 3.3. Mostre que:
=log;9 =log;3*=2 3

log,s 12 Iogau=2
2)_1 2\ 1 64
o togs£) - § o564 1, 16) <o 3] - s §3)-

1
=logs2 — logs5 — log; 4> =logs2 — 1 —logs2 =— 1

3 3
d) log, 18X V84 _ 59,(16* x V64) - log, (8° x V/32)=
8° x V/32

=log, (24)3 +log, (26);_ - [|°92 (23)5 + log, (25)15]

5
=l0g,2" +log, 2" - log, 2" — log,2* =12 +2-15-2=-1
g g 2=73
log,a 1
33. log,a=—"— =
99=10g.b _log, b

3. Funcao logaritmica

. Chama-se fungio logaritmica de base a a funcao f definida por f(x)=log,x, a>0e a#1.

Propriedades da funcéao logaritmicade base a (a>1)

Se a>1, afuncao f definida por f(x)=log, x tem as propriedades seguintes:
» Dominio: IR*

(os niimeros negativos e 0 numero zero nao tém

logaritmo, qualquer que seja a base a)

« Contradominio: IR

®I0NPY 0104 @ ZIVIN-NIdD

« f éinjetiva (log,x=log,y < x=y)

« f é estritamente crescente (log,x<log,y <= x<y)

y

a--
« 1 éounicozerode f: log,1=0 _/'

2

Temos ainda que:

A funcéo logaritmica de base a e a fungao exponencial de base a sao inversas uma da outra:
a'=y < x=log,y log,x=y & x=a

Em particular as fungoes exponencial e logaritmica de base e
sao inversas uma da outra:

€=y < x=Iny Inx=y < x=¢'
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) Exemplo 4 Equacdes com exponenciais

Resolva as equagoes.

4.1, &2 +2=¢"+2¢
4.2. 1000=500(1+0,1)
43, 2e%+e¥=1

4.4, 2te =t %

Resolucao

41, €2 +2=e"+2e* & e xe’-e"=2e’-2
& ef(e?-1)=2(e*-1)
& ef=2
& x=In2

1000

4.2, 1000=500(1+0,1f <= (1+0,1)'= =05

< (11)=2
< x=log;;2

In2
xX=
In1,1

= x=7,27

43. 2™ +e¥=1 < 2(e*) +e*-1=0
>u=e"

& 20 +u-1=0
-1+V
s 1+V1+8

4
1
S u=—Vu=-1
Y 2 u >u=e”‘
& e¥=1 v e¥=_1
2
& 3x=In 1—)
2
& 3x=-In2
—In2
& x=
3

4.4. 2t’e ‘=t "% = 2t%e -t} %=
t*(2e'-e%)=0
=0V 2et—e % =0

- 0,6t
t=0 Vv e"(Z—e ):o

=t

e

t=0 Vv e"=2
t=0 V 0,4t=In2

In2
t=0 V t=——
0,4

g 1800 0 10¢°¢

CPEN-MA12 © Porto Editora

t=0 V t=§ln2
2

t=0V e'=0V 2-e"=0

Tema 2 - Fungdo exponencial e fungao logaritmica

D Verifica 4
Resolva as equagoes.
4.1. 0,2*7%%-0,2e°*?=0
4.2, 25(1-2%)=21

200

43 ———=
1+3e ¥

4.4, 3¢ " +3e"*=10

s VI D
45. ¢ =— "%

{
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b Exemplo 5 Equagoes com logaritmos
Resolva as equacgoes.

5.1. Inx’=2In4

5.2. log, (;%f)+ log, ((x + 2)(x + 1))=2

D Verifica 5
Resolva as equagoes.

5.1. 3x—xInx=0

1-In()
. —x—-—O

5.2

5.3. log, (2x)=3 - log, (1 + 32‘-)

54. 2(Inxf-Inx=1

5.1. Inx’=2In4

5.2

Dominio: D={x€R: x*>0}=IR\{0}

Inx’=2In4 ¢ Inx*=In4*> A xXED
& x*=4 A XED
& x=4V x=-4
Como 4 e —4 pertencem ao dominio, {—4, 4} é o conjunto-solucao
da condigao.
Nota: Onde esta o erro na seguinte resolucao?
InX*=2In4 < 2Inx=2In4 A XED
& Inx=In4 A xED
& x=4

Iog,(it$>+logz((x+2)(x+ 1)=2
X+ 2
x-1
=)}-00,-2[ U ]1, +00[

Dominio: D={x€IR: x—1#0 A >0 A (x+2)(x—1)>0}

Iog,(it3>+logz((x+ x+1)=2 <

= |092<x—+2(x+2)(x/1))=2 AXED S
x~T

< log,(x+2%=2 A XxED

& (x+2P=22 AXED

& (x+2=2V x+2=-2) AXED
& (x=0V x=—4) A XED

Como 0EZD, asolugaoé x=—4.

Nota: Onde esta o erro na seguinte resolugao?

Iogz<)’:t 3>+Iog((x+ x-1)=2 &

< log, (x + 2) — log, (x—T) + log, (x + 2) + log2 (x—~T) =2
A xED

< 2log,(x+2)=2 A XED < log,(x+2)=1 A XxED
& x+2=2' AXED <& x=0 A XED

< x €D (equacao impossivel)
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Tema 2 - Fungdo exponencial e fungdo logaritmica

b Exemplo 6 A carga da bateria
Uma bateria vai perdendo carga mesmo quando nao é utilizada.

6.1. Para um dado tipo de bateria, em cada més de nao utilizagao a carga
perdida éde 10% .

Designado por C, a carga inicial de uma bateria e por C(x) a carga da
bateria apés x meses sem utilizacdo, determine C(1), C(2) e C(3) para
concluir que C(x)=C,(0,9), x>0.

6.2. Quantos meses sem utilizacdo sao necessarios decorrer para que essa
bateria tenha apenas 5% da carga inicial?

Apresente o resultado em meses com aproximacao as décimas.

6.3. Determine t tal que C(x+t)=%C (x), qualquer que seja x, einterprete
o resultado no contexto da situacao descrita. Apresente o resultado,
em meses, com aproximacao as décimas.

Res:

6.1. Suponhamos que a carga original é C,.
Um més depois a carga sera:

C,-0,1C,=(1-0,1)C,=0,9C,

Dois meses depois a carga sera:

0,9C, - 0,1 x0,9C,=(1—-0,1)x 0,9C,=0,9 x 0,9C, = (0,9)°C,

Trés meses depois a carga sera:

(0,9°°C,— 0,1 x(0,9)C,=(1 - 0,1) x(0,9/C, = 0,9 x(0,9)°C,=(0,9)°C,

x meses depois a carga sera C,(0,9)".

6.2. Pretende-se determinar x de modo que C,(0,9) =0,05C,.

G,#0
C,(0,9)'=0,05C, < (0,9)°=0,05
& x=log,, 0,05
In 0,05
X=
In0,9

— x=284

Se nao utilizada, a bateria tera apenas 5% da carga original cerca
de 28,4 meses depois de ser fabricada.

1 Cx+t) 1

6.3. C(x+t)=EC(x)<:> c® =5
%09 1
;<09 2

& 097*=0,5

- < 0,9'=0,5

& t=log,, 0,5
_In0,5
In0,9

—~t — t=6,6

Em cada 6,6 meses a carga de uma bateria ndo usada reduz-se a
metade.

D Verifica 6

Foi comprado um terreno
prevendo-se que se valorize 5%
ao ano.

o

Se as previsoes se concretizarem,
quanto tempo tera de decorrer
para que o valor do terreno
duplique?

Apresente o resultado em anos
com aproximacao as unidades.
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D) Exemplo 7 O nUmero de arvores de um bosque

O numero A de arvores de determinada espécie cresceu num bosque de
acordo com a férmula:

A()=100x 1,8

sendo t o numero de anos decorridos desde a primeira contagem.

7.1. Decorridos 10 anos apds a primeira contagem, verificou-se que, no

bosque, existiam 180 arvores dessa espécie.

Verifique que k=0,1.

7.2. Verifique que, para qualquer valor de t,

Determine um valor aproximado dessa constante (arredondado as uni-
dades) e interprete esse valor no contexto da situacao descrita.

7.3. Exprima t em fungaode A e concluaque t=

A(t)=100x 1,8

A(t+12)
A()

InA—-1In100
01In1,8 °

7.1. A(10)=180 < 100x1,8"°=180

< 1,8'%=1,8
& 10k=1
& k=0,1

7.2. A(t)=100x1,8""

A(t+12) 100x1,8%"""7

0,1t+0,1x12-0,1t 12
g =1,8"=2

A(t)
Alt+12)
A(t)

Em cada periodo de 12 anos o nimero de arvores duplica.

7.3. A=100x1,8"" ¢ 1,8 =

100 x 1,8°"

=2 < A(t+12)=2A(1)

= ’

A
100
A
& 0,1t=1 e
°91,a<100>
g
In{—
100
= 0,1t=——
In1,8
s 0'1t=InA—In100
In1,8
— t=lnA—In100
0,1In1,8

€ constante.

D Verifica 7

Considere que o peso P (em
quilogramas) e o comprimento ¢
(em centimetros) de um animal
de determinada espécie,
existente num certo habitat,

é dado por P(c)=0,08 e*'*.

7.1. Qual é o comprimento de
um animal dessa espécie que
pesa 1,5kg, sabendo quea
relacdo peso-comprimento
satisfaz a igualdade referida?
Apresente o resultado em

centimetros, arredondado as
unidades.

7.2. Verifique que, para qualquer
valorde c:
P(c+6)
P()

é constante.

Determine um valor aproximado
dessa constante (arredondado as
unidades) e interprete esse valor,
no contexto da situacao descrita.
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Tema 2 - Fun¢do exponencial e fungdo logaritmica

) Exemplo 8 O tarifario A

Admita que a altitude h, em
quilémetros, de cada lugar da
Terra e a pressao atmosférica p,
em quilopascal, estao
C()=a+bint relacionadas pela equagéo:

h(p)=38,47-8,33In(p)

Uma empresa de telecomunicagdes apresentou um novo tarifério para cha-
madas telefénicas de longa distancia em que o custo C, em euros, de uma
chamada telefénica com a duragao de t minutos é dado por:

8.1. Qual é a pressao
atmosférica de um lugar situado
ao nivel do mar?

(Apresente o resultado em
quilopascal, com duas casas
decimais.)

8.1. Sabendo que uma chamada com a duragdode 1 min tem um custo de
0,50 € e uma chamada de 15 min custa 3,37 €, determine o valor
das constantes a e b, com duas casas decimais.

8.2. Um cliente desta empresa efetuou duas chamadas telefénicas com
custos determinados por este tarifario. Sabendo que a duragdo de uma ;

. _ I 8.2. Verifique que, para
chamada teve o triplo da duracdo da outra, qual foi a diferenca de cus- qualquer valor de p, a diferenca
tos das duas chamadas? h(0,75p)— h(p) é constante.

Determine um valor aproximado
dessa constante (com duas casas
decimais) e interprete esse valor

t)=a+bint
c® b no contexto do problema.

a+bln1=0,5
a+bln15=3,37

(1)=05
e {c( 15)=3,37

0

a=05
05+blIn15=3,37

0

g

a=0,5
2,87
In15

~

a=0,5
b=1,06

U

|
|
{:In(:SS 3,37-0,5
-
:

C(t)=0,5+1,06Int

8.2. C(3t)-C(t)=[0,5+1,06In(3t)]-[0,5+1,06Int]
=05+1,06In(3t)—-05-1,06Int
=1,06[In(3t)—Int]

=1,06 In <z>
t

=1,06In3=1,16

CPEN-MA12 © Porto Editora

A diferenca de custos foide 1,16 €.
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Questoes tipo exame

Questoes resolvidas

Seja g uma funcao, de dominio A, definida por
g()=In (1~ x|).
Qual dos seguintes podera ser o conjunto A?

A) -e+1,e-1[ ®) -1, 1[
(©) Jo, +oof (D) -0, 1[
Resolucao Calculo auxiliar

1-x|>0 & |x| <1
& x>-1 A x<1
& xel-1, 10

D={x€ER:1-|x|>0}=]-1, 1
O conjunto A terd de estar contido ou ser
iguala D.

Resposta: (B)

Indique qual das expressdes seguintes é, para qualquer

namero real superiora 1, iguala a®*2"%"5.
(A) 54° B) a’+5 (€) 54a* (D) @’ + 5a
Resolucdo
as+z|og,,v§ = a® x V5= g* x alog,(\x"sf _ T edxd
=a*xd%*=a’x 5 =54’ l plog, x=log, x*

Resposta: (A)

@ Sejam a, b e c trés nimeros reais tais que log,a =c.

Qual é o valor de log, (%) ?

() 1 —% (B) ¢ ©1-c (o)%
Resolucao
log, (%) =log,a —log, b=
N _Iog,,bz et Ioab:|°gbb
log,a log,a log, a
-1 1 porque log, x = log, x
=il = Z log, a

Resposta: (A)

@ Sejam a, b e ¢ numeros reais positivos e diferentes de 1.

Qual das sequintes igualdades é equivalente a a"* = b"?
(A)a=0b (B)a=c (€ b=c (D) ab=c
Resolucao
d"’=b" < Ind"’=Inb" &

&< Inbxlna=Incxlnb &
<~ Ina=Inc <= a=c

Resposta: (C)

|Seb#1,Inb#0.

. Questdes propostas

a Seja f afungao definida por:

f(x) = log, (x — x?)

Qual dos conjuntos seguintes pode
ser o dominio da fungao f?

(A)]- o0, —1[U 10, +oo[
®)1-1,0[

©1lo, 1[

@)1-1,1([

Considere a fungao f, de dominio
IR, definida por f(x) = e***, onde k
designa um certo nimero real
positivo.

Indique qual dos seguintes pontos
pertence ao gréfico da fungao f.

(R)(-k, 0) B)(nk, €

© (- ik %k) ©)(k, 2¢)

Seja a um numero real positivo
diferente de 1.

Qual das expressoes seguintes é

iguala a2*°%V37
A)a2+V3  (B) ?
©-3 ®)3

m Qual das seguintes expressdes é, para

qualquer nimero real positivo a,

iguala e**"??
(A) 2a B)2+a
(©e*+a (D)e’a

. @B sejam a e b dois nimeros reais

positivos.

Qual das seguintes igualdades é
equivalentea 2Ina=-1Inb?

R)a*=-b (B)2a=-b

©) a= 215 (D)a’b=0
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Unidade 2 - Fungdes Tema 2 - Fungdo exponencial e fungdo logaritmica

Questoes resolvidas

@ Sejam a e b numeros reais positivos e diferentes de 1.

A expressao 0ge:b éigual a:
log, Vb
(A) 1 (8) bVb (© 2Vb (D) aVb

Resolucao
log,b log,b 1

g, b

lo o b= a
. log, @’ 2 2

1
log, Vb = log, b* = 15 log, b

Logo:
1
log,: b _ ilog‘,b »
Iog,‘\/!; l| b
2 09,

Resposta: (A)

Para um certo numero real k, considere a funcao f, de

k
dominio IR\{0}, definida por f(x)=¢€".
Sabe-se que o gréfico da fungdo f interseta a reta de
equagao y =x+ 1 no ponto de abcissa 2.

Qual é ovalorde k?
() e’In3 (B) 2¢’ (© In9 (D) In8
Resolucao

O ponto da reta de equacdo y = x + 1 que tem abcissa 2 tem
ordenada y=2+1=3. Logo, f(2)=3.
k
f2)=3 & =3 & g:in3 < k=2In3 &
< k=In3* < k=In9

Resposta: (C)

@ Sejam a e b dois numeros reais positivos e diferentes

de 1.
In b
A expressao e éigual a:
a b
OF ® 2 ©1 (©)-1
a
Resolucao
aln b_ b|n(a'°‘°') _" | b=qg" %"
— alogab xIna _ (alogab)lna _
é =p"° | log,x”=plog,x
E alnb
éComo a"t=b"?, tem-se que T =1

fResposta: (A)

_Questdes propostas

m Sabe-se que a=¢€".

Qual das seguintes expressoes é
igual a In(a?)?

(A) ™ () e*
(€) 2x (D) x?

m Sejam a e b nameros reais

positivos tais que log,a=b.
Qual das expressdes seguintes é

6
igual a log, (%) ?
(A)6b — 1 (8) %

(©3b (D)3b -1

(B Para determinado valor de k,

considere a fungao f, de dominio
]~ k, + ool , definida por
fx)=In(x + k).

Sabe-se que, num referencial xQOy,
o grafico da fungdo f interseta o
eixo Ox no ponto de abcissa — 2.

Qual éovalordek?
n)-3 (B)3
(©-1 (D)e*

Na figura esta representada

graficamente uma funcao f, de
dominio IR, definida para
determinados valores de a e b por
f(x)=In(ax’ — bx + b).

y

N 7

0 N2 X

Tal como a figura sugere, o gréfico
de f interseta o eixo Ox nos
pontos de abcissas 1 e 2.

Qual é ovalorde b?
(R)-3 (B)3

©-1 (D)1
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Questoes tipo exame

Questoes resolvidas

Na figura esta parte da representacao grafica da funcao f,
de dominio IR*, definida por f(x)=log,s x .

y

ol #l=

P é o ponto do gréfico de f, que tem de ordenada % :

A é o ponto do eixo Ox que tem abcissa igualade P.
Qual é a area do triangulo [OAB] sendo O a origem do
referencial e B um ponto de ordenada igual ade P.

1 1
(A) 2 (8) 5 © 1 (D) ry
Resolugao
1
f(x)z% = Iog,sx:% & x=16" <& x=V16 & x=2

A abcissade P é 2. Logo, OA=2.

Se a base do triangulo [OAB] é OA=2, asuaaltura é %,
ordenada do ponto B.

2><1—
4

1
Ajons) = 7 —a

Resposta: (D)

@ Sejam as funcées f e g, de dominios ]—oo, 1[ e -2, 2[,
respetivamente, definidas por f(x) =1+ log,(1 — x) e
g(x) = log, (4 - x*).
Determine sob a forma de intervalo real o conjunto-solugao
da condicao g(x) > f(x).

Resolucao

O dominio da condi¢ao é |-c0, 1[N ]-2, 2[=]-2, 1[.
Para x € |-2, 1[ vem:

g(x) > f(x) < log,(4 —x%) > 1+log,(1 - x) <

log, (4 — x?)
_—I_zoa_— >log,2 +log,(1 - x) &
log,(4 — x*

= % >log,[2(1 -x)] &

< log, (4 -x%) > 2l0g,(2 - 2x) &
& log, (4 - x%) > log, (2 — 2x)° <&

Calculo auxiliar

S 4-X>4-8x+4F &
5% - 8x=0 <&

A — x:O\/x:g

[o,g]n]-z, 1 =[o, 1 50 _81

g)>fl) < x€[o0, 1[ 5

& 5% -8x<0 & xe[o,-’ﬂ

Questoes propostas

m Seja @ um numero real positivo

diferentede 1. =

A expressao a"* — 3"’ éigual a:
3

B) =

®3

©3 (0)0

(A)3-a

Na figura esta parte da representagao
gréfica da funcao f, de dominio R,
definida por f(x)=log, x.

y f
log,(8a) .~ -

A B

O| /a 9a x

Na figura também esta
representado o trapézio isésceles
[ABCD] cujas bases, [AB] e [CD],
sdo paralelas ao eixo Ox.

Os pontos A e C pertencem ao
gréfico da fungao f.

As abcissas dos pontos A e B sao
a e 9a, respetivamente. O ponto C
tem ordenada log, (8a).

Qual das expressoes seguintes

representa a area do trapézio
[ABCD]?

(A) 22,5a

(B) 21a

(€) 7a x log, (7a)
(D) 7a(3 + log, a)

Considere as fungoes reais de
variavel real f e g definidas por
fx)=log;(2x —x*+1) e
g(x)=2logy (7 —x*)—1.

Os dominios de f e de g sdo os
conjuntos de nimeros reais para os
quais f(x) e g(x), respetivamente,
existemem IR.

20.1. Determine o dominio e os
zeros de cada uma das funcoes f

eg.
20.2. Determine, sob a forma de
intervalo de nameros reais,

o conjunto-solucao da condicao
g() < f(x).
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Unidade 2 - Fungdes Tema 2 - Fungao exponencial e fung@o logaritmica

Questoes resolvidas

Num lago onde nao havia peixes, introduziram-se, em
determinado momento, alguns peixes de uma espécie que
vamos designar por espécie A.

Admita que, t anos depois, 0 nimero de peixes existentes
1000

no lago é dado aproximadamente por P,(t) = g
1419 “

onde k designa um numero real.

18.1. Determine k sabendo que a populacdo de peixes duplicou
em cinco anos (apresente o resultado com aproximagao as
centésimas).

18.2. Admita agora que k=0,14.

Passados cinco anos foram introduzidos no lago alguns peixes

de uma nova espécie, a espécie B. Admita que t anos apds

este instante, o niUmero de peixes desta nova espécie existentes
2200

14 2470

Quantos anos passaram para que, no lago, existissem tantos

peixes da espécie A como da espécie B? (Apresente o

resultado aproximado as unidades.)

no lago é dado por Py(t) =

Resolucao
18.1. P,(f) = — 220 _
1+19 “

1000 1000 _ 1000
P.(0) = = = =50
A0) 1+19e %° 1+19e° 20
PA(5)=2 x P,(0) = —220___ 190

1+ 19e7%*3

< 1000 = 100(1 + 19¢ %)

& 10=1+19% * < 19e *=9

e = = —5k=ln(i>
19 19

P k=—1|n<i>=:» k=0,15
5 "\79

18.2. Quando decorreram t anos apds a introdugao no lago
dos peixes da espécie B, decorreram t+5 anos apds a intro-
ducao no lago dos peixes da espécie A.

Portanto, temos de resolver a equacao Pyt) = P,(t + 5).
2200 1000
-I € 246'0,1“ - 1 5 19e—0,14‘t+5)

Py(t) = P,(t + 5) <

& 22(1 +19e %™ ¥) = 10(1 + 24e ')

& 22+418e *™*9 =10+ 240e '

& 418e 7% — 240 % =-12

& e *"™(418e %7 - 240)=- 12

ey gom_ =12

. 418e *" - 240

& 0,14t = |n<———f—'2——)
g 418e *’ - 240
§ PR n( =4 >:>t:7
0,14 \418e °’-240

ZDecorreram sete anos ap6s a introdugéo no lago dos peixes
&da espécie B.

- Questdes propostas

m Foi feito um estudo de mercado, no

inicio do langamento de uma
campanha publicitéria, a um painel
de opiniao composto por 1000
individuos. O nimero de pessoas P,
do referido painel, que adquiriam o
produto, t dias apds o inicio da
campanha é dado por:

400
Bl —20
® 1+4xe o

21.1. Qual a percentagem de
elementos do painel que ja
compravam o produto no inicio
da campanha?

21.2. A campanha devera terminar
quando o numero de pessoas, do
painel, que adquirem o produto for
superiora 200 . Quantos dias
devera demorar a campanha?

A intensidade da luz solar, x metros
abaixo da superficie da dgua, é
dada, numa certa unidade de
medida, por /(x)=ae ™, (x> 0)
onde a e k sao constantes positivas
que dependem das condi¢oes em
que sao efetuadas as medicoes,
nomeadamente da hora e do local.

Num determinado lago e num
determinado instante foram
efetuadas algumas medicoes.

22.1. Sabe-se que essas medigoes
permitiram concluir que

/(x+3)=15/(x).

Interprete este resultado no
contexto da situacdo apresentada e
determine o valor de k para esse
instante e local. Apresente o
resultado com aproximacao as
centésimas.

22.2. Considere que para esse
instante e local se tem k=0,23.

Sabendo que a 3,4 metros de
profundidade se registou uma
intensidade luminosa de 2745
unidades, determine o valor de a
e diga qual é o seu significado.

Apresente o resultado aproximado
as unidades.
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Questoes para praticar

itens de selecdo

m Considere a funcao f, de dominié'{%, \/2_] g
definida por f(x) = log, x .
Qual é o contradominio de f?

™% 3] ®)[-3,-2)
o e

m Sejam a, b e c trés numeros reais tais que
a€J1,+00[,bER" e cER".

Sabe-se que log,b=c.

Qual das seguintes expressoes é equivalente a

log, (b x Va')?

3¢ c
() =% (8) 5

3c

©c+3 (D)a*

a Qual é o valor de log, (S/g) sabendo que

3
Iog3a=E?

(®)-¢

(B)_% C _% 6

OF

m Considere a funcao f definida por f(x)=e”**.
Sendo k uma constante real positiva, qual dos
seguintes pontos pertence ao grafico de f?

(B)(nk, k)
©)(Ink, 2 +K)

A)(Ink, k+¢?)
©) (nk, ke?)

Considere a funcao f, de dominio IR, definida
por f(x)=e>.
Indique qual dos seguintes pontos pertence ao
grafico da fungéo f.

(R)A(1, 0) (B)B(In2, 4)

(©c@, e (D)D(n 5, 10)

a Dado um niimero positivo x sabe-se que
log,x=e.

Ovalorde Inx é:
GV (8)2

(©eln2 (D)2°

a Sabe-se que o ponto P(5, 6) pertence ao gréfico
da funcéo f definida por f(x)=alog,(x — 1).
Qual é o valor do numero real a?

ws+ @3 ©F @ ©-3

m Seja f afungao de dominio IR" definida por
f(x) = e~

Indique qual das expressoes seguintes também
pode definir f.

@Wx @ O © i

m Sabe-se que 1+ log,x=3log,y.
Qual das seguintes igualdades é necessariamente
verdadeira?

(B) x=ay’

(D)x=)-:—

(R) x =3y
or-(]

a Sejam as funcoes f e g, definidas em IR\{0}
por f(x) =log, x* e g(x) =2+ log, x>.
Em qual das opgoes seguintes se apresenta o
conjunto das abcissas dos pontos de intersecao
dos graficos das fungoes f e g?

(n) {2} B){-2, 2}
©{-2,0, 2}

(0){o, 2}

m Na figura esta
representada parte

do gréfico da fungao
f, de dominio IR,

NadD

BIONPH 0MOd @ TIVIN

definida por
f(x)=log,x (a éum
numero real superiora 1).

Na mesma figura estdo também representados o
ponto D e o tridangulo [ABC].

Sabe-se que:

« 0s pontos A e D pertencem ao gréficode f e
as suas abcissas sdo 3 e 3a’, respetivamente;

-0 ponto B tem ordenada igual a do ponto A e
abcissa igual a do ponto D;

« 0 ponto C tem ordenada igual a do ponto D.
Qual é a area do triangulo [ABC]?

@) (3a>-3)xa

> (B)3da’ -3

(©)(3a°-3)xa (D)a* -1
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m Considere as funcdes f e g, de dominio R",
tais que f(x) = log; (x) e g(x) = log, (x).
Qual das seguintes igualdades se verifica para
todos os elementos do dominio?

(A) g(x) = 2f(x) (B) 9(x) =~ f(x)
(©) fx)=29(x) (D) g(x) = (F)’

m Sejam a, b e ¢ numeros reais positivos tais que
¥ =ac.

Ovalor de log, b + log, (%) é:

® (8) 3.(1 ~log, 9

©1- % log, ¢ (D)% ~log, ¢

m Seja a o numero real tal que log, a = 4444 .
Qual é o valor de log, % ?
(A) 4442
(© 1

(B) 2220
(D) 4440

Sejam x um numero real maior do que 1.
1
X"* éigual a:

@x  ®e (@ ©)>

m Sejam a e x numeros reais maiores do que 1.
Ina

X" éigual a:
@Wx  ®e  (©a ©2
m Para todo o nimero real x, logs, 2* éigual a:

()5 (B) 5x © g (D) ¥x

m Se a é um numero real positivo diferente de 1.

log, [Iog,, (\}/\375)] éigual a:

(n) 2 (8)-2
(©) 21og, a (D)5 logs
itens de construcao

m Mostre que, para qualquer numero natural n,
n

diferentede 1, log, |09n<

Porto Editora

°
§m Sejam a, b e ¢ nimeros reais maiores do que 1.

é Mostre que log,a x log,cxlog.b=1.

e

Unidade 2 - Funcdes Tema 2 - Fungao exponencial e fung@o logaritmica

m Resolvaem, IR, as seguintes equagdes:
43.1. log, [log, (log, x)] = -1

43.2. log, [log, (log,, x)] = 0

m Seja f afuncao definidaem ]2, + oo[ por

f(x)=|og3(x—2)+log3(x+2)+Iog3()3+4)—%loga9".

44.1. Mostre que f(x)=log, (x*—16)—2, para
qualquer xE€ ]2, +o0[ .

44.2. Determine os zeros de f .

m Para determinados nGimeros reais a e b
maiores do que 1, sejam as fungdes f e g, de
dominios ]-o0, 2[ e -4, +o0o[,
respetivamente, definidas por f(x) = log, (2 — x)
e g(x)=log, (4 +x).

Sabendo que os graficos das fungdes f e g se
intersetam num ponto do eixo Oy, mostre que
b=a*.

m O nivel N de um som, em decibéis, esta
relacionado com a sua intensidade /, através da

igualdade N(I)=10log IL' sendo | medida em
0

watt por metro quadrado e /, a intensidade de
um som no limiar da audi¢cao humana.

Considere I,=10">W/m’.
46.1. Mostre que N(/)=120+ 10log /.

46.2. Mostre que N(2/) — N(/) é constante.
Apresente o valor da constante arredondado as
unidades e interprete-o no contexto da situagao
em causa.

Admita que o nimero de pessoas residentes em
Portugal é dado, em milhoes, por

10,728
e —
1+005%xe ™

sendo t o numero de anos decorridos ap6s o
final do ano 2000 (t = 0 corresponde ao final
do ano 2000).

47.1. Em que ano foi atingido em Portugal o
numero.de 10,5 milhdes de residentes?

Se nos calculos intermédios proceder a
arredondamentos conserve, no minimo, trés
casas decimais.

47.2. Em quanto aumentou o nimero de
residentes em Portugal desde o inicio do ano de
2001 até ao final do ano de 20077

(Apresente o resultado em milhares com
aproximacao as unidades.)

Casa da Aula - Centro de Explicagbes - www.casadaaula.com

123



124

Questodes para praticar

m Admita que o nimero de microrganismos

existentes em determinada cultura, t horas apés
um certo instante inicial, é dado,
aproximadamente, por M(t) = ae", (t € R})
sendo a o nimero de microrganismos no
instante inicial e k uma constante real.

48.1. Sabe-se que, para qualquervalor de t,

M 1

M =16
M(t)

a) Interprete este resultado no contexto do
problema.

b) Mostre que, com duas casas decimais, se tem
k=0/47.

48.2. Considere k=0,47 .

Sabendo que, 10 horas apés o instante inicial,
existiam na cultura um milhao de microrganismos,
determine o nimero de microrganismos que
existiam no instante inicial.

(Apresente o resultado arredondado as
unidades.)

Para obter o povoamento de coelhos de uma
determinada regiao foram ai libertados, no dia

1 de janeiro de 2014, alguns casais desta espécie.
Sabe-se que o nimero N de coelhos evoluiu de
acordo com o modelo N(t)= ae* sendo t o
numero de meses decorridos apés aquela data.

(Considere que 1 més =30 dias e admita que
este modelo se mantém durante pelo menos
um ano.)

49.1. Sabendo que foram libertados 30 coelhos
e que antes da data referida nao havia coelhos
na regiao, determine o valorde a.

49.2. No dia 30 de agosto de 2014 contaram-se
100 coelhos na regiéo.

Determine o valor de k (apresente o resultado
aproximado as centésimas).

49.3. Considere a=30 e k=0,15.

a) Determine a taxa de crescimento mensal da
populagéo de coelhos.

Apresente o resultado na forma de
percentagem com aproximacao as unidades.

b) Num determinado instante verificou-se que
existiam n coelhos na regiao.
Quanto tempo terd de decorrer, depois desse
instante, para que o nimero de coelhos seja
cinco vezes maior?

Apresente o resultado em meses com
aproximacao as unidades.

Segundo a lei do arrefecimento de Newton,
atemperatura T de um objeto t horas apos ter
sido colocado num local com temperatura
ambiente T,, é dada por

T()=T, +(T- T
T, é a temperatura do objeto no instante t=0
e k é uma constante que depende das
caracteristicas térmicas do objeto.
Num determinado dia, para testar alguns
estudantes de investigagao criminal, um objeto
foi deixado num local onde a temperatura
ambiente era constante de 22 °C.
As 10 horas desse dia mediu-se a temperatura
do objeto verificando-se que era de 30°C. De
imediato, o objeto foi movido para uma sala do
laboratério onde a temperatura ambiente era
constante de 5°C.

50.1. Justifique que, para determinado valor

de k, atemperatura do objeto, em graus Celsius,
t horas apés ter sido colocado nessa sala, pode
ser modelada pela equacéo T(t)=5+25e *'.

50.2. As 11 horas, ap6és uma hora na sala do
laboratério, verificou-se que o objeto estava a
uma temperatura de 20 °C.

Mostre que, com quatro casas decimais,
k=0,5108.

50.3. Do mesmo modo, a temperatura do
objeto no local onde foi deixado inicialmente,
pode ser modelada por uma equagao da forma
TO=T,+(T,—T,)e * com k~0,5108.
Determine a que horas a temperatura do objeto,
nesse local, era 37 °C.

(Apresente o resultado em horas e minutos.)

Em varias regides do pais foi detetada uma
doenca que afeta os pinheiros, provocando o seu
apodrecimento.

Em qualquer uma dessas regides, o niumero de
pinheiros afetados, em milhares, t anos apés o
inicio do ano 2000, é dado, aproximadamente por:

P)=—2—

p+e™

emque k e p sao parametros reais.

51.1. Admita que, para uma determinada
regiao, setem k=0,5 e p=0,05.

Determine o ano em que o niimero de pinheiros
afetados, nessa regiao, atingiu 100 mil.

51.2. Noutra regiao, mais a norte, verificou-se
que, no inicio do ano de 2001, havia

10 000 pinheiros afetados pela doenca.
Determine, para este caso, a relacéo entre k e p
apresentando o resultado na forma:

k=—In(A + Bp)
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g Uma empresa realizou uma campanha publicitéria

para promover a venda de determinado artigo.
O nimero de artigos vendidos por dia, em
milhares, ap6s terminar a campanha publicitéria
é dado por

vi)=3x27"

sendo t o nimero de dias decorridos ap6s o
termo da referida campanha.

52.1. Sabendo que 50 dias apés o termo da
campanha eram vendidos 1500 artigos por dia,
verifique que k =0,02.

52.2. Quantos artigos se vendiam por dia,
10 dias ap6s o termo da campanha?

Apresente o resultado arredondado as unidades.

52.3. Verifique que, em percentagem, a variacao
didria do numero de artigos vendidos é
constante. Determine o valor dessa constante
com aproximagao as décimas.

Se, nos calculos intermédios, proceder a
arredondamentos conserve, no minimo, trés
casas decimais.

52.4. Quando deve a empresa iniciar uma nova
campanha publicitaria sabendo que pretende
que o numero de artigos vendidos nao se situe
abaixo de 1200.

Apresente o resultado em dias com aproximacao
as unidades.

52.5. Exprima t em fungao de v e conclua que

50
t=—(n3-Inv).
Inz(n nv)

A magnitude aparente (m) e a magnitude
absoluta (M) de uma estrela sdo grandezas que
permitem calcular a distancia (d) a que essa
estrela se encontra da Terra.

M, m e d, estéao relacionadas pela férmula
M-m=5-5logd

(d é medida em parsec, sendo:

1 parsec = 3,26 anos-luz)

53.1. Sirius é uma estrela com magnitude
absoluta M = 1,45 e magnitude aparente
m=-1,44.

Determine, em anos-luz com aproximacao as
unidades, a distancia da Terra a Sirius.

53.2. Determine a que distancia se encontra da
Terra uma estrela cuja magnitude aparente é
igual a magnitude absoluta.

53.3. Prove que, para quaisquer m, M e d, se
tem d=10'*%4"-M

Unidade 2 - Fungdes Tema 2 - Funcdo exponencial e fungdo logaritmica

A intensidade de luz, /, medida numa certa
unidade, esta relacionada com a distancia, d,
da fonte de luz, em metros, pela relagao:
2In(d)=k-1In())
(k é uma constante que depende das caracteristicas
da fonte de luz.)
Considere duas lampadas, comiguais caracteristicas,
que vamos designar por lampada A e lampada B.
Num determinado ponto verificou-se que a
intensidade da luz proveniente da lampada B
era, na unidade considerada, igual a 0,04 .
Sabendo qua a distancia da lampada B a esse
ponto é o triplo da distancia da lampada A,
determine, no mesmo ponto e na mesma
unidade, a intensidade da luz proveniente da
lampada A.

A temperatura T de um objeto, em graus Celsius,
t horas ap6s ter sido colocado num local com
temperatura ambiente T,, é dada por

T(t) S Ta i+ (TO oy Ta)e‘ “

T, é atemperatura do objeto no instante t=0

e k é uma constante que depende das
caracteristicas térmicas do objeto.

Um peru foi retirado do frigorifico e colocado no
forno. O peru estava a 8 °C de temperatura e o
forno foi pré-aquecido a 180 °C. A partir desse
instante, a temperatura do forno manteve-se
constante.

55.1. Justifique que, para determinado valor

de k, atemperatura do peru, em graus Celsius,
t horas apés ter sido colocado no forno, é
modelada pela equacao T(t)= 180 —172e *'.
55.2. O peru foi colocado no forno as 9 horas.
As 10 horas e 45 minutos encontrava-se a uma
temperatura de 44 °C. A que horas o peru ficou
assado sabendo que tal acontece quando atingir
a temperatura de 80°C?

Apresente o resultado em horas e minutos, com
0s minutos aproximados as unidades.

Considere as funcoes f, de dominio ]2, +oo[ ,
definida por f(x)=4+2log,(2x—4) e g definida

em IR por g(x)=18 + 22.
56.1. Caracterize a funcéo inversa de f.

56.2. Seja h=gof . Determine o dominio de h
e mostre que h(x)=8x+2.

56.3. Resolva, em IR, as seguintes inequagoes:

a) gx)—g(2x)+12>0

b) f(x)+ f(%)g 16
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n Considere a funcédo f, de dominio IR*, definida por f(x)=In (%) ?
Qual dos seguintes pontos pertence ao gréfico de f?
(A) (e, In%) ®B) (e, 1-In2) © (e, e=In2) (D) (e, ﬁ)
x2, se x<0

a Considere a fungéo f, de dominio IR, definida por: f(x)={

log,x, se x>0
Seja (u,) a sucessao definida por u,= f(Z\/r—w).
Indique qual das expressoes seguintes define o termo geral de u,, .

2+log,n
2

1+log,n

(©) 2log, Vn ©) —

(R) 4n (B)

B Sendo k uma constante real positiva e f a funcao de dominio IR definida por f(x)=e™, qual dos
seguintes pontos pertence ao grafico de f?

@) (ink, & +k) ®) (Ink, V&) © (Ink, ke ©) (Ink, K)

n Sejam a e b numeros reais positivose a# 1.

Se log,(ab)=4, entdo o valorde b é:

(A) 1 (B) a ©3 (o)’

B Qual das seguintes expressdes é, para qualquer nimero real x, iguala **'"*?

In 2

®) (&) (B) (in2)e* (©) 2¢" (D) e*
a Sabendo que log,,x=a e log,,y=b, ; éigual a:
K I
() log,,(a-b) (8) 10 © 10° (D) 22
log,, b

Seja g: R*— IR afungao definida por g(x)=e"%*.
Indique qual das expressoes seguintes também pode definir g.

(A) 3Inx (B) X (C) Xl—lns (D) xln

|_.

w

n Considere a funcdo f definidaem IR\{0}, por f(x)=1In (x?).
Indique qual dos seguintes pontos pertence ao gréfico da fungao f.

(A) (3, 2In3) (B) (3, 2+In3) (€) (3, In6) (D)(3, 2In9)

a Considere a funcao h definida por h(x)=In(4x* + ?).
Indique qual dos seguintes pontos pertence ao gréfico da fungao h.

A) (e, 7) (B) (e, 10Ine) (©) (e, 10) (D)(e, 2+In5)
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m Qual das seguintes expressoes &, para qualquer nimero real x € -3, + oo, iguala 9'*'°#V**3?

(R) 9Vx+3 B) 9+2log;Vx+3  (C) 9x+27 (D)9+%(x+3)

m Sejam a, b€ R"\{1} tais que log, Vab=2.

Entao, log, a éigual a:

® 3 ®) 3 ©2 CF

m Seja f a funcao definidaem IR* por f(x)=In(x). Entao, f(§)+f(ex) éigual a:

(A) In (i— + ex) (B) In (%) x In (ex) ©1 ()2

m Sabendo que e*=u e &=v, x—y éigual a:

@) ¢ ®) In (%) © W

In(v)

(0) e

m Sabe-se que g(x)=2log,x eque a, bED,.

Entdo, pode-se afirmar que:

g(a) ali o _p-99@ _b)=dl@
W2I-g0-96)  ®3(2)-s@-96) (© gl H-22 @ ge-b-og)
m Considere a fungéo f: IR"*— IR definida por f(x)=|ogz\/2_x.

Indique qual das expressdes seguintes também pode definir f.

2+|
LS (@) =1 2%X (©) V2log, Vi oy 110X
2 In4 2
m Considere a funcdo g definida por g(x)=e**?.

Qual dos seguintes pontos pertence ao gréfico da fungao g?

(A) (-2, 0) (B) (1, —2¢) (©) (n3, 3¢) (D) (n3, 5)

Ina+]

Qual das seguintes expressoes &, para qualquer nimero real positivo a, iguala e ?  ?

(&) Va+e (B) "z—e (€) eVa (D) Vae
m Determine, em IR, o conjunto-solucdo de cada uma das seguintes condicées:
18.1. 3% *=9 18.2. 3 ?= L
32x
18.3. 3*-12x3"=-27 18.4. =8
e -2 g 18.6. 3%*'—9*=10
14 2e*
18.7. log, (x—1)=3-log, (x—3) 18.8. log, (x> —5x+6)—log; (2 —x)=2
18.9. In(x+1)+In <2 : X)>o 18.10. (log, x)’ —log, X’ >0
18.11. ¥ < 2¢” 18.12. 1+In|x|<0
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m No inicio do ano de 2000 (t=0) existiam seis mil aves de determinada espécie. A partir dai o nimero de
aves decresceu, sendo dado, em milhares, por:
A(t)=log,(a—71)
onde t é o numero de anos decorridos desde aquela data.

©I0NPT 0L0d & ZIVIN-NIdD

19.1. Verifique que a=64.
19.2. Quantas aves desapareceram durante o ano de 2007?

19.3. Em que ano a espécie foi extinta?

m Numa fébrica de componentes eletrénicos, o nimero N de pegas que um operador de determinada
maquina produz por hora depende do nimero t de dias de experiéncia. Essa relacao é dada por:

N(t)=50 — 35¢™ %

‘.ti\

20.1. Qual o nimero de pegas que é de esperar que um operario sem experiéncia produza por hora?

20.2. Um operério que produza mais de 300 pecas num dia recebe prémio de produtividade. Sabendo
que, nessa empresa, um dia de trabalho corresponde a sete horas, quantos dias de experiéncia é
de esperar que tenha um operario para comecar a receber tal prémio?

m O valor, em milhares de euros, de um determinado equipamento é dado pela relacao:
v(t)=V,e"
em que V, é o valor na data da aquisicdo e t o tempo (em anos) decorrido desde essa data.

21.1. Sabendo que no primeiro ano o equipamento sofreu uma desvalorizacao de aproximadamente
8% , verifique que, com a aproximacao as centésimas, k=-0,08.
Nas questoes seguintes considere k=-0,08.

21.2. Quanto tempo tera de decorrer apds a aquisicao para que o valor desse equipamento fique
reduzido a metade?
Apresente o resultado em anos com aproximacao as unidades.

21.3. Sabendo que, 15 anos apos a aquisicao, o valor do equipamento é de, aproximadamente,
100 milhares de euros, qual era o valor inicial?
Apresente o resultado em milhares de euros com aproximacao as unidades.

21.4. Verifique que em cada n anos de utilizagao este equipamento se desvaloriza cerca de
100(1 —e %% ,

m A expressao M= g(log,0 E-1 1,8) relaciona a quantidade aproximada de energia E, em ergs
(1erg=10"7 joules), libertada por um sismo de magnitude M, na escala de Richter.

22.1. Verifique que E=10"#*"M,

22.2. Qual a energia libertada pelo sismo de Lisboa de 1755 sabendo que este teve uma magnitude de
8,7 na escala de Richter?

22.3. Verifique que um sismo em que a energia libertada é 10 vezes superior a de outro tem um
acréscimo de magnitude de apenas 0,67 (2 c.d.) na escala de Richter.

22.4. Verifique que a uma diferenca de magnitude de mais uma unidade na escala de Richter corresponde
128 uma energia libertada cerca de 32 vezes maior.
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a O crescimento de uma populacao é modelado pela fun¢ao P(t)= , onde t é otempo em

anos e P(t) é a populacdo em milhdes.
23.1. Qual era, em milhdes, a populagao inicial?

23.2. Para que a populagao atinja os 30 milhdes, quanto tempo tem de decorrer?
Apresente o resultado em anos com aproximacao as unidades.

m Para uma particular substancia radioativa, a massa m (em gramas) no tempo t (em anos) é dada por
m=mye **', onde m, é amassa inicial.

24.1. Para uma massa inicial de 500 gramas, determine a massa residual ao fim de 10 anos.
Apresente o resultado em gramas com aproximacao as unidades.

24.2. Determine, em anos com aproximacgao as décimas, o tempo que tera de decorrer de modo que a
massa inicial se reduza a metade.

m Uma pessoa portadora do virus da gripe visitou uma certa comunidade. Decorridos T dias o nUmero x

de pessoas infetadas por aquele virus é dado por:
T(x)=—0,95 In G = o,ooo1>

25.1. Quantos dias foram necessarios para que fossem infetadas 4000 pessoas?

25.2. Passadas duas semanas quantas pessoas foram infetadas?

@ Considere a funcao real de variavel real definida por f(x)=In G - 1>.

26.1. Determine o dominio de f.

26.2. Caracterize a funcdo inversa de f.

Considere as fungdes reais de variavel real definidas por f(x)=3—2e * e g(x)=e>.
27.1. Caracterize a funcao inversa de f.

27.2. Resolva a equacao f(x)=g(x).

@ Seja f afuncao definida em IR* por f(x)=log, (—3>+ log, X*.

28.1. Mostre que f(x)=2+log, x, para qualquer x €R".

28.2. Determine a abcissa do ponto do gréfico de f cuja ordenadaé 6.

a Cada ser vivo tem uma quantidade constante de carbono-14. Ap6s a sua morte a quantidade de
carbono-14 existente nos animais e plantas vai diminuindo com o tempo. A quantidade Q de
carbono-14 que resta num féssil t milhares de anos apés a morte de um ser vivo é dada por:

Q(t) =c e— 0,121t
(c é aquantidade de carbono-14 existente a data da morte.) ..~

29.1. Foram encontrados os restos de um esqueleto de um animal.
Dado que a descoberta suscitou interesse arqueoldgico,
foram efetuados testes laboratoriais, os quais revelaram que
se havia perdido 58% do carbono-14 existente quando
vivo. Ha quantos anos morreu o animal?

29.2. Em percentagem, qual é a redugéao de carbono-14 em cada
1000 anos decorridos apés a morte do ser vivo? (Apresente
o resultado com aproximacao as décimas.)
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m Em determinada espécie de arvores destinadas a industria da madeira, o digmetro médio d do tronco,
em centimetros, esta relacionado com o nimero T de anos decorridos apés a plantagao, através da
igualdade T(d)=—4,6+43log,d.

BIONPT 0M0d @ TIVIN-NIID

30.1. Exprima d emfuncaode T.

30.2. Qual é o diametro médio das arvores na altura da plantagao?
(Apresente o resultado com aproximagao as décimas do centimetro.)

30.3. Verifique que, para qualquer valor de d, adiferenca T(2d)— T(d) é constante.
Determine essa constante e interprete o seu valor no contexto da situagao descrita.

30.4. Admitindo que as arvores sdo cortadas quando o diametro médio do tronco atinge os 25 centimetros,
determine o nimero de anos, com aproximagao as unidades, que decorre entre a plantagao e o
corte das arvores.

m As substancias radioativas desintegram-se, com o decorrer do tempo, de acordo com a lei M=A e,
sendo A a quantidade inicial, M a quantidade existente decorrido o tempo t e k uma constante
positiva que depende da substancia em causa.

Uma amostra de 10 mg de radio (isétopo **°Ra) desintegra-se segundo a lei:
M()=10e™™
sendo t o tempo expresso em milhares de anos.

31.1. Sabendo que decorridos 400 anos a massa da amostra se reduza 8,43 mg, verifique que, com
trés casas decimais, se tem k=0,427.

31.2. Chama-se periodo de semidesintegracao ao tempo necessario para que uma substancia
radioativa se reduza a metade.
Determine, em anos com aproximagcao as unidades, o periodo de semidesintegragao do radio.

a O numero N de bicicletas vendidas por um comerciante esta relacionado com o montante p, em
milhares de euros, gasto em publicidade, por:

N(p)=50+100In(10p+2)

32.1. Que quantia tera o comerciante de investir em publicidade para vender 350 bicicletas?
Determine o resultado, em euros, arredondado as unidades.

32.2. Quantas bicicletas serdo vendidas se o comerciante nada investir em publicidade? E se investir
3 mil euros? E se gastar 30 mil euros em publicidade?

32.3. Se, sem despesas de publicidade, o comerciante tiver um lucro de 50 € por bicicleta, compensara
gastar 3000 € em publicidade? E serd que compensa gastar 30 000 € ? Justifique as respostas
apresentando os calculos convenientes.

32.4. Considere a expressdo L(p)=0,05xN(p)-p.

a) Explique o significado da expressao no contexto da situagao apresentada.

b) Utilize a calculadora para determinar o montante, em euros, que deve ser investido em
publicidade para que o lucro obtido na venda de bicicletas seja maximo. Explique como
procedeu apresentando, na sua resposta, o grafico e outros elementos recolhidos na utilizacdo
da calculadora.

a As 9 horas da manha de um certo dia foram administrados a um doente dois medicamentos A e B.
A concentracao de cada um desses medicamentos, em miligramas por mililitro de sangue, t horas apos
ter sido administrado, é dada por:

Medicamento A: A(t)=2te Medicamento B: B(t)=4te °*

33.1. Sabendo que, s 10 horas da manha desse dia, a concentragao do medicamento A era de
1,48 mg/ml, verifique que, com uma casa decimal, k=0,3.

33.2. Determine a que horas, depois de os medicamentos terem sido tomados, a concentragao do
medicamento A foi igual & concentragado do medicamento B. Apresente o resultado em horas
130 e minutos, sendo os minutos arredondados as unidades.
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Tema 3

Limites e continuidade

1. Nocao intuitiva de limite

Considere-se a funcao real de variavel real, f, sendo:

x’-6
X+2

frx~_ry=

O que acontece a varidvel dependente y quando x se aproxima cada vez maisde 0?

E cadavezmaisde —27?

Observe o gréfico e as tabelas da fungao.

X Y1 X Y1
05 | -3.076 2.05 | 35.95
=04 -3. ~2.04 45.96
-03 | -30us 2.03 | 62:637
-.02 -3. 2.02 95.98
-.01 ~3.015 2.01 195.99

F- 3 . RROR
01 | -2.985 “1.99 | -204
.02 -2.97 -1.98 104
03 ~2.95% -1.97 70.64
o4 | -2.94 196 | -53.96

| .05 22.926 | =195 |

X=0 X=-2

Quando x se aproximade 0, y aproxima-sede —3.

Diz-se que o limite de f(x) quando x tende para zero é —3 e escreve-se:

lim f(x)=-3

x—0
Quando x se aproxima de —2 o limite de f(x) ndo existe e escreve-se:

lim f(x) ndo existe.

X—>=2

Assim, o limite de uma fungao num ponto pode existir ou nao.

No exemplo anterior verificou-se que:

0’-6
0+2

=-3

2
. X°=—6
lim =-3; f(0)=
x—0 X+ 2 ( )
Em muitos casos o célculo do limite de uma fungao num ponto pode obter-se
por concretizacdo da variavel independente.

Considere-se agora a funcao real de variavel real:
x*-4 1
Foldsg oo

X+ 2

Qualéo lim f(x)?

xX— =2

131
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Observando-se o grafico tem-se:
lim f(x)=—4

Xx—-2

O valor —4 nao pode ser obtido por concretizacao da variavel x na expressao da fungéo f,

2
-4
fx)=%
(X) X+ 2

: : 0 o ;
, pois obtém-se o valor 0’ que nao é um numero real.

Este exemplo sugere duas notas importantes:

' 1.0 limite de f(x) quando x se aproxima de ¢ nao depende do valor f(c). O limite, se existir, é apenas
dependente dos valores de f quando x#c¢ e x se aproximade c.

2. Para calcular o limite de uma funcao num ponto é importante conhecer técnicas de calculo de limites,
pois nem sempre a simples concretizacao da variavel independente resolve o problema.

2. Defini¢ao de limite segundo Heine

Chama-se vizinhanca de centro a e raio & (nota-se por V;(a)) aointervalo Ja—&, a+4[ (6>0).

B E—
a-o6 a a+é

Seja C um subconjuntode IR e a um nimero real.

. Ponto de acumulagao
a diz-se ponto de acumulagao de C se e s6 se em qualquer vizinhanga de a existe pelo menos um
elemento de C diferentede a.

' Ponto isolado
a diz-se ponto isolado de C se pertencea C e nao é ponto de acumulagaode C.

Considere-se a funcéo f representada graficamente: : ........... .
.D,=1-4, 31U {4} i A
«4 é pontoisolado de Dy;
« 3 é ponto de acumulagao de D; —4 3 4 X
«—4 é ponto de acumulagéo de Dy;
«[-4, 3] é o conjunto dos pontos de acumulagao de D;. " J— -y

Repare-se que um ponto de acumulagéo de um conjunto pode, ou nao, pertencer ao dominio.
As funcdes que vamos estudar tém por dominio subconjuntos de IR sem pontos isolados.

Assim, o conceito de limite e de continuidade de uma fun¢ao num ponto diz apenas respeito a pontos
de acumulagao do dominio.

Em estudos mais avancados estudaré os conceitos de limite e de continuidade de fungdes que tém
132 no seu dominio pontos isolados.
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. Definicao de limite de uma fungao num ponto (segundo Heine)
Seja f uma fungao real de variavel real e @ um ponto de acumulagao do dominio de f.

Diz-se que f tende para b quando x tende para a e escreve-se:
lim f(x)=b

X—a
se e sO se a toda a sucessao de valores de x do dominio de f convergente para a, sendo os termos da
sucessao todos diferentes de a, corresponde uma sucessao de imagens por f convergente para b.

g
- -
— =
x x
w w
SR

1 1
T T
i i
! '
' '
' '
' '
' '
I
'

'

'

bilesatan oo
FOQ) f-nbomodenee oot
L s e
L e e e

3. Limites laterais

Consideremos a funcao f de dominio IR, definida por:

=1 sex<2
X+2 sex>2

f(x) ={

Por observacgao do gréfico de f verifica-se que:

« quando x se“aproxima”de 2, por valores inferioresa 2, f(x)
aproxima-se de 3.
Escreve-se:

lim f(x)=3 <«— Olimite lateral de f & esquerda no ponto 2 é 3.
X—>Z

« quando x se“aproxima”de 2 por valores superioresa 2, f(x)
aproxima-se de 4.

Escreve-se:
lim f(x)=4 <— Olimite lateral de f a direitanoponto 2 é 4.

x—2"

Neste caso, como lim f(x)# lim f(x), ndo existe limite de f no ponto 2.
x—2 x—2"

' Se existirem os limites laterais de uma fun¢ao num ponto, o limite da fungao nesse ponto existe se e s6 se os

limites laterais sao iguais.
lim f)=b <= lim f(x)= lim f(x)=b
X0 x'Tra

xX—a

133

Casa da Aula - Centro de Explicagbes - www.casadaaula.com



Unidade 2 - Fungoes

4. Propriedades dos limites

Dada uma funcao f, o conhecimento da existéncia ou naode lim f(x), sendo a finito ou infinito,

. . - X—a
pode ser formalizado aplicando as propriedades que se seguem.

Limite de uma constante

O limite de uma funcao constante é a propria constante.

Se f(x)=k (kER), entdao lim f(x)=k.

Exemplos:

lim 2=2e I|lim mn=m.

x—7 X —* + 00

Limite da funcao identidade
Se f(x)=x, entao Ii_r? f(x)=c.

Exemplos:

lim x=—3 e I|lim x=+o00.

x— -3 X— + 00

Limite da soma

Se lim f(x) e lim g(x) existem e ndo sao infinitos de sinais contrarios, entao:

X—*C X—cC

lim [f(x)+g(x)]= lim £()+ lim g(x)

Exemplos:

Se lim f(x)=—oco, lim gx)=+oce lim h(x)=3:

X— — 00 X— + 00 X— — 00

lim (x+ f(x))=—oc0—oco=-00

e10Npg ouod @ TIVIN-NIdD

v
k f
| -
O c X
v ¢
c- —-I
0 ¢ x

X—>—0co Convencao:

« lim (x+g(x)=+oc0+oc0o=+00 i 4

X —+ + 00

« lim (h(x)+f(x))=3—-oc0=-00

X—>—00

e lim (~x+f(x)=[+o00-00]

X— — 00

Nao se pode indicar o resultado.
oo —o0 éum simbolo de indeterminagao.

134 Este caso sera estudado mais a frente.
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Limite do produto

Se lim f(x) e lim g(x) existem, sem que um deles seja infinito e o outro nulo, entéo:
C X=—rC

X —>

lim [f(x)xg(x)]= Ii_T fx)x lim g(x)

K= C

Exemplos:

Se lim f(x)=+o00, lim g(x)=—o00, lim h(x)=-2 e lim i(x)=0,

x—C X—C X—C
entao:

. X“_”’Tc [f(X)XQ(X)]=+°°X(‘ 00)=—00 Convencao:
axoo=00 se a#0.
o lim [f)x h(x)]=+00x(-2)=—00

X-==P:C

-+ lim [g(x)x h(X)] =— 0o x (- 2)=+ 00

e lim [i(x)x f(x)] = «— 0xoo também é um simbolo de indeterminagao.
xR Néo se pode indicar o resultado sem estudar o
produto das fungées em causa.

Limite do quociente

Se lim f(x) e lim g(x) existem e ndo sao ambos nulos ou ambos infinitos, entéo:
X—cC X—cC

fia) s

m =—
x—cg(x) x'gncg(X)

+ Se lim f(x)=a#0 e lim g(x)=0, entao:
X—C

X—C
f(x) Convencao:
lim —=+o00 a
x—c g(x) azoo,se a#0.
Exemplos:
lim 2=£_——oo e lim g=-27=+<>o.
x—0 X 0 x—0" X 0

| f(x) L7 Co‘r;vengéo:
x—c g(x ;zo,sea¢00.
Exemplos:
i 2=—2—=0 e Im 2=—2_—o.
xX—+00 X + OO x— —o00 X =090

Nocasode lim f(x) e lim g(x) serem ambos nulos ou ambos infinitos surgem os simbolos de inde-
X—C X=»T

ooz € [es) " o g
terminagdo — e — que serao estudados mais a frente.
0 oo 135
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Unidade 2 - Fungoes

Limite de uma poténcia

lim [f(x)] [Ilm f(x ] (n€IN)

X—>C

Exemplos:
3
. Se lim f(x)=2, lim [f)] =2°=
x—1 X—

e lim x’=(oof=+00

X— + 00

e lim x’=(-ocof=-00

X—»— 00

Limite de uma raiz

Se lim f(x) existe (finito ou infinito) entao:

®IONPF 0MOd @ TIVIN-NIAD

X—C
lim m lim f(x) (n €IN) (xli_r.nc )30, 5en épar)
X—9C X—cC
Exemplos:
. lim Vx=Va=2
x— 4
Conven¢ao:
.x—ll!-?oo\/-: Lt A \7;6:00
e lim \3/72 \/3 —00=-—
X —> — 00
Sintese das convenc¢oes adotadas
Convencgoes Indeterminagdes
Soma atoo=too (a#Fo0) 00 — 00
Produto ax 00 =00 (@a#0) 0x o0
a_ 0
6 =00 (a * 0) —6
Quociente
a (o]
—=0 a#oo —
o0 (e o)
Poténcia oo =00 PEN)
Raiz Vbo = 0o (pEN)

Da aplicacao das propriedades enunciadas resulta que, nas fungées polinomiais, fungdes racionais,
funcdes exponenciais ou nas fungdes logaritmicas, o limite quando x—» a é igual aimagemde a.
136 Esta afirmacgdo, como veremos mais tarde, é valida para todas as fungdes continuas.
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5. Calculo de limites. Indeterminacoes

b Exemplo 1 Calculo de limites
Calcule os limites seguintes.

9. lim X+1 12. lim V-2

x—'2x2—'| x—3

Resolucac

Ax+1_4x2+1_9 _

1.1. lim
x—2)y -1 2*-1 3

5. Iim V¥-2=\/3"—2=\25=5
x—3

rékemplo 2 Limites inﬁnitos

Calcule.
2.1, lim X+ 22, lim X1
x—11—-x x—024—)(2
23. lim (4 +Vx+2) 24. lim (C+x+1)
X —> + 00 X ——=00
25. lim (CxX+x} 26. lim —2
X——00 x— -0 x“ 4+ 5
Res
By, Gim X*1_2_ .. 1
x—1 1-x 0 a X
__-—-__w
li x+1 =£ _ 0 1—-x + 0 =
x—1t1-x 0
Nao existe lim X
x—11—-x
B iim X*1l-3_ .00 Y=t
x—24-x 0
Iim x_+l.:i:_
x—24-x* 0
Nao existe lim el >
x—24 - )
23. lim (4x2+\&+2)=4(+oo)2+v+oo+2
X —»+ 00
=400

24. lim (C+x+1)=(-0c0f—oc0o+1 E
s =—00—00+1

25. lim (-x*+x}=(~(-cof—o00)’

a
26. lim = =0 e

Tema 3 - Limites e continvidade

D Verifica 1

Calcule os limites seguintes.

14. tim 221
x—0x2 42

3x+4
: o AR |
x—|~n11 7-2x

1.3. lim (x-3)
x—1

D Verifica 2
Calcule.

2.1. lim
x—2x? -4

22. lim (+|x|)

X—» —00

23. lim

x—+00 1 — x?

24. lim (+x)’

X—>+00

25. lim (x+1)
X —» — 00

26. lim Vx*+1

X—+00

2.7, “lim V2%

X— —00
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Indeterminagao oo —o0

i Ex;nplo3l=un§6e; pblinomiois

Calcule cada um dos limites seguintes.

3.1, lim (2x*-3x+1) “3.2.
X—> + 00
(o0~ 00)
3.1. lim (2 -3x¥+1) =
X— + 00

= lim _ ->

i [ 5+5)-

=+00x(2-0+0)=+00

lim (BF+x+1)

X—— 00

Coloca-se em evidéncia a poténcia de x
com maior expoente.

Outro processo consiste na aplicacao do seguinte teorema:

' 0 limite de uma fungéo polinomial f, quando x— + oo ou
quando x — — oo é igual ao limite do termo de mais alto grau do

polinémio f(x).

Entao

X — + 00 X —» + 00
_ , (00— o)
lim (3x*+x+1)

X — — 00

3.2,

X— -

D Exemplo 4 Fungdes irracionais

= lim (3x%)=+

lim (2°-3x*+1)= lim (2x)=+0c0.

(e o]

Calcule.
4.1. X_I[Tw(\/—Vx+1) 4.2, X_Erzmw(VX2+1+x)
Resolucao
S —— (00 — o0)
s xll.Tw(\/_ X+1) - ) Multiplica-se e divide-se
a expressao A—B pelo
< iz (\/_— \/X+1)(\&+ VX+1)_ seu conjugado A +B.
G Vx+Vx+1 >
2 2 (A-B)(A+B)=A"-B
- (\/);) —(\/x+1) _
oo VarVard
. x—(x+1)
= lim ———=
oo Nt Va1
. -1 -1
= llm = =
oo\ Var 1 T
42. tim (Vit1+x) "= (Va1 e x) (Vi e =)

X — — 00 X — — 00

- L+1-¥ 1

= =0
BSR4~ 4109

138

V3 +1-=x

D Verifica 3
Calcule.

3.1. lim (@x*-x*+1)
oo

X

lim (x—x°)

X—>+00

3.2.

D Verifica 4

Calcule.

4.1. lim ( X +
X—»+00

N | =

V5]

42. lim (x+Vax+1)

X —+ — 00
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Tema 3 - Limites e continuidade

Indeterminacao s
o0

No caso de esta indeterminacao surgir no célculo do limite de uma fungéo racional quando x — * oo
pode aplicar-se o seguinte teorema:

' Se f é uma funcao racional definida por f(x)=M entio lim f(x)= lim 0 , sendo a,x" e byx"
B(x) x—+oo x— 00 by X"

os monémios de grau mais elevado dos polinémios A(x) e B(x), respetivamente.

D Exemplo 5 Calculo de limites de fungdes racionais D Verifica 5
Calcule cada um dos limites seguintes. Calcule.
2
. 5x*—=3x . 5x+3 z 3x’ 51 iy A
51. lim —— 52, | 53. lim e N
X—-IOTOO X2+7 x——lvToo ZXZ X—0—002X+1 C S 2x+3
T o
Resolucdo 5.2 x_":‘;‘w g P
- (5) A
5.1. lim M =" lim K =5 5.3. lim .
X— + 00 X1+7 X— + 00 Xx—+>=00 3%~ 4 X
k. i sx+3 =) i SX_ oo 5_ 5 o PP T ot
= X— + 00 ZXZ X —» + 00 Xx— +00 2X + oo ~ X—lXI

Indeterminacao %

. .. 0 . - 5 B
Quando a indeterminagao o surge no calculo do limite de fungoes racionais resolve-se o problema

fatorizando o numerador e o denominador, simplificando a fracéo.

D Exemplo 6 Fungdes racionais D Verifica 6
Calcule cada um dos limites seguintes. Calcule cada um dos limites
3. seguintes.
6.1. lim X*1 6.2. lim X =8 o
x—-1x2 -1 x—2 x% - 2x 6.1. lim ——
x—-3 x2—9
Resolucao 2_
Resolug &2 im X 5x-+3—6
(0> X=+25 5y = 2)
&t iim LY fim ) L. R | : ax fy 2 3k
x—-1x3-1 x—-1(x+Tx-1) x—-1x-1 2 i it
. P
. obag () o 281
6.2. lim = =ra-3)
x—2x* — 2x o
i XY N = 2
o (x=2)0* + 2x + 4) 65. lim ———
= lim =2 1 0 0 -8 x=+150C <11
—>2
: i 2 2 4 8
_4+4+4_ 6 l 1 2 4 0

2
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D Exemplo 7 Outras funcdes

Calcule.
) 3 . |x* -4
7.1 lim i 7 72, lim ——
7.1, lim —X=3 @ fm 6=V V)
x——'3\/;_\[3 x—-3(w_\/§)(\/;+\/§)
_ lim (x//-'f)(\/;+\/§):
x—3 (M

=\6+\/§:2\/3

|a><b| = |a| X |b|

e - 4] ) i 1= 20+2)]_

7.2. lim =
x—2 X—2 x—2 xX—2 _{ se x>2
) |x_21|x+2\ e-2] (x—2) sex<2
x—2 x—2
im o2l o Ge-2x+2| |2+2] =4
x— 2" -2 x— 2" (x,/Z)
im 222 ceBlxr2] o,
xX— 2" -2 X— 2" (x/d')
) |x* — 4|
Logo, nao existe lim .
x—2 X—2

Indeterminacgao 0x oo

D Verifica 7

Calcule cada um dos limites
seguintes.

7.1. lim
x—0x? + x

x*-1
7.2. lim
x—1|x—1|

73. lim X=1
x=1 x| -1

\/2x2

74. lim
X’ -4

X—>=2
o S 83

B i N~

7.6. lim

Esta indeterminacao transforma-se, normalmente, numa das anteriores.

D Exemplo & Calculo de limites

Calcule cada um dos limites seguintes.

8.1. lim (%x%)

x—0'

Resolucao

(0 x 00)
8.1. Iim( X X ) =

x— 0"

0

(5) . 3/ X . 3/1

= ||m —_= l|m — =400
o 3

(x1+1 1 )(°°_X°) X+ 1 (%) " X
X—-] = im = lim —=
2 -1 x—+00 2> —2  x—+oo ¢

x—-O’

N | =

8.2. lim

X—+ 00

D Verifica 8

Calcule.

2
x° -1 1
8.1. lim W—
x—-”( 2 xz—x)

8.2 lim (2x X
X

x—0'

83. lim (—‘-—2“8)
x—2\X—2 x’_8
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Tema 3 - Limites e continvidade

6. Limites de funcoes envolvendo exponenciais e logaritmos

= y=log,x
¥ lim a=0 / lim log,x=—o00
X——00 x— 0"
1
/ 0 1 X

X o e
0 lim d'=+o0 lim log,x=+00

X —> + 00 X —» + 00

Para a>1:

0 levantamento de indeterminacoes em fungdes que envolvam exponenciais e logaritmos é feito,
geralmente, a partir dos limites notaveis seguintes.

Limites notaveis:

e £ lim <=+00(pER) im MY _, im X_q
x—0 X xX—+00 X x—0 X x—+00 X
D Exemplo 9 Calculo de limites com exponenciais e D Verifica 9
logaritmos
°9 Calcule.
Calcule cada um dos limites seguintes. 36— 3
9.1. Iim0
X 3 h+3 3 s
9.1. lim £=F 9.2, lim &——F Sl
x—0 2X h—o h 9.2. lim
x—1 3x-3
il X 2
93. lim [2n+1 (e"— 1)] 9.4. Im &% WAL il o
n— +o00 ( ) x—+00 X+ 1 9.3. xl_l_,mo 3x
1 3 3x
: 1 A
9.5. lim 9.6. lim ( ze") 9.4. lim
x——oco X e* x— 0" X x—01— *
. e +3x-1
In(x+ 1) 2 _ 9.5. lim
b, i ) 98, lim Z—3Xt8 x—0 -1
x—0  2X x—3 In(x-2) "oyt
e 9.6. lim 'iT;‘
nth+2)-In Xx—++00
TR AL L o 9.10. lim [2xln<1 +l)]
h—0 h X —» 4 00 X 2 e*
9.7. Ilim —
In(x + 6) i
n(x
9.11. lim INX 9.12. lim ———— o S B
x—1x—1 x—-5 X+5 9.8. lim
x—+00 € —1
In(3x 2 _
g8, iy JNEX) 9.14. lim (xInx) . 00, i S
x—+00 X x— 0" = x—-co €' —1
e*—1 (x+ 1)e* -3¢’ 9.10. lim (xe%)
9.15. lim 9.16. im ———— Bt gL
x—0In(3x+ 1) x—2 x—2 ( 1)
§ 9.11. lim xé*
H x+2)Inx—In16 In(x+3 S
49.17. li o2 9.18. lim k+3) e
5 x—2 X—2 x——~+oo1+\/; o
S 9.12. lim _X—
< X——00
20.19. lim [(2+1)(In(®+x+ 1) = In (x> + x))] (contina)
& X — + 00 141
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Resolucao
0
x 3x<-) _ a¥X(a %
. e —e¥ 0 e¥(e -1
9.1. lim = i ——-—)=
x—0 2X x—0 — 2
_2x—1
= lim (—e®)x lim =—1x1=-1
x—0 -2x—0 —ZX
el )
9.2. lim —— = |lim ———=
h—0 h h—0 h
h
. e =1
=e’x lim =e’x1=¢’
h—o h

1

L (o0 0)
9.3. lim [(2n+1)(e”—1)] =7 lim (2n+1)x,11—><

n— + 0o n— +00o
1
; 2n+1_ ., e -1
= lim x lim =
n—+00 N 1o 1_
n
2
= lim —"><1=2><1:2
n— + 00
e)(
oo —+1
5B
94. lim XX iy X S ol FEPES
x—+o00 X+ x—+00 1 " 1 0
X X
(0% 0)
95. lim —— =  lim — =
x——00 X @ y—+oo(—y)e™” X——00 = y—+00
li e
=— lim —=-o00

9.6. lim (x’ e}?>(°x=°°) ™ [(l)z e’]:

x—0 y—+oo|\Y
e
= lim —=+o00
y—’+ooy2

Fazendo y=—x, vem x=-y.

Fazendo y=)1—(, vem x=l.
Xx—0" = y—+o00

In(c+ 1) (6 I 1
9.7. lim —n(x ) g) lim —3 nixs )=
x—0 2x x—0 2x
|
—2 lim I"(x+1)=§><1_2
2x—0 X 2 2
2-5x+60) . (x-3)(x=2) :
9.8, lim X —X¥9Y jjpy T2 | |
x—3 In(x-2) x—3 In(x-2) B
= lim _ X8 o him (x-2)= y=x-3
x—3In(x-3+1) x—3

= lim —y—x1_
y—oln(y+1)

Inth+2)-n2) )

99. lim —————— = lim ———=—li
hl—»o h hl—n»‘o h ZhTO
In(y +1
=1 o 10D 1 1
2y—»0 y 2

NS

D Verifica 9

In(3x+ 1)
2x

+1
B g\ )
x—0 x? 4+ 2x

9.13. lim
X=—0

9.15. ||m M
x—0 X

. In x
9.16. lim ——
x—1X—1

In(x+ 1)
9.17. lim —51 L el
x—0 3x

9.18. lim X=L

=1 1nVx

% x+Inx
9.19. lim ——
X—>+00 X

9.20.

lim ——
x—0"xInx
9.21. lim (x—Inx)
X—+00

x=1

o 2
922 i Xomde
x—3 x-3

9.23. lim xInx—1In27
x—3 x-3

9.24. lim [xIn(x+1)-xInx]

X—*+00

9.25. lim [3¢(n(¢+2)-Inx)]

X—*+00

h—0 = y—0
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Tema 3 - Limites e continuidade

1 1
=— & x=—
y - X y

X—+00 = y—0

X — + 00 X 1_
X
In(y +1
=2x lim v )= X1=2
y—0 y
0 Y
9.11. lim INX (i) iy D=1 E 1) 2
T x—mix—=1 x—1 x-1 x—1 = y—0
In(y +1
= lim L—)=1
y—0 y
 inx+6)§) . Inx+5+1)
9.12, lim —— = lim ——————=  |y=x+5
x—-5 X+5 x—-5 xX+5 s 5
X— — y—
In(y+1
= lim (y—)zl
y—0 y
In(3x (?‘;) In
Bis. fim 0G0 o Wy
X — + 00 X y—o+ool y=3x<:>x=1§y
In 3 — + - y—+00
=3 i —yl=3 0=0 S
y—+o00
(0x(-00) | 1.9
9.14. lim (xInx) = lim —In—= _1 =l
X—OO'( ) y—+ooy y y X@X y
i |ny'1 x— 0" = y—+o00
— ] —
y—+oo y
—In In
= Y-~ iim -0
y—+oo Y y—+oo ¥y
2x (9) 2x
9.15. lim —=—1"_ 2 lim (e "1xgx—3x——>=
x—0ln(3x+1) x—o\ 2x 3k In(3x+1)
2. .. e¥=1 . 3x
==x lim im ——=
3 2x—0 2x 3xx—o0In(3x+1)
:Z)('l)('lzZ
3 3
X 2 9~
9.16. lim M)e——?’i@ Fazendo y=x-2,
x—2 xX—-2 vem x=y+2.
- Tim y+2+1)e"?-3e" x—2 = y—0
y—0 y
- Tim (y+3)e"?-3e"
y—0 3 4
_ Tim ye''?+3¢" 7 -3¢’ it
y—0 y
e i ye’”’+3ez(e’—1)_
y—0 y
ey+2 . §
= tim £ —+3e*lim e M
y—0 y y—0
= lim ¢*2+3e’x1=
y—0
=e’+3e’=4¢’ 143
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2 | 16(9) Fazendo y=x-2
onz. fim XHDMX-INT6 vem x=y+2.
x—2 X-2 x—2 = y—0
+2+2)In(y+2)-In2*
—tim )In(y +2)-In2"
y—0 Y
(y+4)In(y+2)-4in2
y—0 y .
_n yin(y+2)+4In(y+2)-4In2
y—0 Y.
| 2 | 2)—1|
= tim YN0+ g iy IO 42D)-I2
y—0 y y—0 y
ln<§+1> %In<§+1>
= lim[In(y+2)J]+4lim ———~=In2+4lim ——~=
y—0 y—0 y y—0 Z
2
. In(u+1)
=In2+2lim ——=IN2+2x1=In2+2
. u—0 u
2
9.18. lim —'"(x+3)(§) i, Y +8) Fazendo y = Vx
"-‘*°°1+\/; Fwuiichi 1 AP temos x=y*.
3 X— +00 — y—> + 00
In[yz<1+—>]
- u, — ¥
y—+00 1+y
Iny2+|n( i)
lim Jz
y— +00 1+y
2Iny+|n< 1)
= lim Y/
y— +00
Iny ( ﬁ)
= lim £ =
AT
y Dado que
_2x0+0 _ iim: Yo
0+1 y=tkio Y
(00 —00)
9.19. lim [(2¢+1)(n(+x+1)-In(*+x)] =
X —» + 00
= lim (2)3+1)In<w>}= lim I:(2x2+1)ln( . +1>}=
x—too| X +x )] x—boo X+ X
In<x21 +1>
= lim | (2x*+1)x X X =
Xx—s+00 x2+x 1
L X+ x
In +1
. ¢+ 1 <x2+x > Fazendo y =
= lim | = + X
X —* + 00 + X X— + 00 1 x—»+oo=>y—v0
+ X
. In(y+1)
144 x—hbn;-‘oo ?xyll—»o—y—_ 1 —2

Casa da Aula - Centro de Explicagbes - www.casadaaula.com

®©IONPF 01O & TIVIN-NIdD



Tema 3 - Limites e continuidade

7. Continuidade de uma fun¢ao num ponto

Definicao
Considere a funcao f com a seguinte representagao grafica:

y : Note-se que:

«afungado f nao esta definida para x=a, apesarde a ser
um ponto de acumulagao do dominio de f;

«f(b)# Xlinb f(x)

« lim f(x) ndo existe
X—C

« lim f(x) ndo existe
x—>d

A funcgdo f é descontinua em cada um dos pontos b, ¢ e d e continua em todos os outros pontos do
dominio.

' Continuidade num ponto

Seja f uma fungéo definida num intervalo aberto Ja, b eseja c€ la, b[.
Entdo, f é continuaem c seesése lim f(x)=f(c).
X=vC

D Exemplo 10 Continvidade de uma fun¢do num ponto D Verifica 10
Verifique se a fungao f, a seguir
definida, é continua no ponto 0.

Verifique se a funcao f, a seguir definida, é continua no ponto 0.

X 2
- se x>0 e” -1

f(x) = % B e bt
x“+x sex<0

e”+1 sex>0

Resolucao

o lim f(x)= lim (?+x)=0

x—0 x—0"

lim f(x)= lim L@ lim xVx = sllhes )(\/;

x—0" x—0* \/; x—0" \/;\/; x—0 X

lim f(x)= lim f(x)=0 = xli—n»10 f(x)=0

x—0 x—0

« f0)=0.

Como lim f(x)=f(0), f é continua no ponto x=0.

x—0

145
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Continuidade lateral

Se uma fungao nao é continua num ponto do seu dominio é descontinua nesse ponto.

Uma func¢ao pode néo ser continua num ponto ¢, mas, nesse ponto, ser continua a esquerda ou a direita.

y b ¢ Y

j 5 :

?\ . E : E f i

: \ : e il Q/“——"’.
. : : : P

a 0 c b x a 0 c b x a 0 c b x
f é continua a esquerdaem c. f é continua a direitaem c. f apresenta uma
lim f(x) = f(c) lim f(x) = f(c) descontinuidade
X—C x=—>c"

bilateralem c.

. Seja f uma funcéo definida num intervalo Ja, c].

f é continua a esquerdaem ¢ seesése lim f(x)=f(c).
X—¥C"

' Seja f uma fungéo definida num intervalo [c, bl .

f é continua a direitaem ¢ seesése lim f(x)=f(c).
X =g

Uma funcao pode ser apenas continua a esquerda (ou a direita) num ponto e ser continua nesse ponto.
Isso acontece se a funcdo nao esta definida a direita (ou a esquerda) desse ponto.

D Exemplo 11 Continvidade de uma fungdo num ponto D Verifica 11
Estude a continuidade lateral da funcdo seguinte no ponto x=0. TN ORI G SO
& de f no ponto x=0, sendo:
e 2 se x <0 :
fx)= 1+_n(x_+1) se x>0
In(Bx+ 1)
——— se x>0 f09=9 4 satidn
x2+2 se x<0

X 0
lim f(x)= lim (e——2>=—e—_2:l_2=_§
2 2

x—0 x— 0 2 2

In(3x+ 1 In(3x+ 1
lim f(x)= lim —(——):Ex lim _(—_):2x1=2
x— 0 x— 0" 2x 2 3x—0' 3x 2 2

Como lim f(x)# lim f(x), ndoexiste lim f(x).
x—0 x—0' x—0

Logo, f é descontinua no ponto x=0.
e’ 3
f(0)=3— 1=-Je lim f(x)=—

N W

Apesar de f ser descontinua no ponto x=0, f é continua a esquerda
naquele ponto, dado que Iinz)_ f(x)=F(0).
X—
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Tema 3 - Limites e continuidade

Continuidade de uma fun¢ao num intervalo

em }-3,3[ eem [6, 9].

Afuncéo f é descontinua nos pontos —3 e 3, mas
é continua em todos os outros pontos do seu dominio.

Néo podemos dizer que a funcédo é continua em
[-6, 0], porque f nao é continuaem —3.

Observemos a representacao grafica da funcao f de dominio [-6, 9].

Mas, por exemplo, podemos dizer que f é continua

Se uma funcéo f é continua em todos os pontos de um intervalo aberto Ja, b[, entdo f é continua nesse

intervalo.

Uma fungéao f é continua num intervalo fechado [a, b] se f é continuaem Ja, b e f é continua a direita

no ponto a e a esquerda no ponto b.

Se uma fungao f é continua em todos os pontos do seu dominio dizemos, simplesmente, que a funcao f

é continua.

Propriedades das func¢oes continuas

« A fungéo constante f(x)=c é continuaem R.
« A funcao identidade f(x)=x é continuaem IR.

Se f e g sao fung¢oes continuas em x=a, entao:
«f+g écontinuaem x=a
«fg é continuaem x=a

. 5 é continuaem x=a (se g(a)#0)

Se f é continuaem x=a, entao:
«f" (n€IN) é continuaem a
«V/f écontinuaem a (n€IN e f(a)>0 se n épar)

Se f é continuaem x=a e g é continuaem f(a), entdo afuncdo gof é continuaem a.
A funcdo exponencial f:IR — R (a€R*\{1}) écontinua. =~
NN W a
A funcéo logaritmica f:IR* — IR (a €IR*\{1}) é continua.
X ~_~ log,x
Usando as propriedades das fungoes continuas, é facil provar que:
« toda a funcao polinomial é continuaem IR ;
» toda a fungao racional é continua em todos os pontos do dominio.
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Unidade 2 - Fungdes

D Exemplo 12 Continuidade de uma fungéo D Verifica 12
Indique os valores de x para as quais sdo continuas as fungoes reais de  Justifique que a funcao f, de
variavel real definidas por: dominio IR\{0}, definida por:
1
12.1. f: R— IR com f(x)=2x2+lx+1 fo)=e"+x*
2 é continua.

12.2. g: R— R com g(x)=In(*+1) =~

3
12.3. h: R\{-2, 2} — R com h(x)=xz_‘31
P

; ; 1
124. i: R"— R com i(x)=——
Vx

12.1. Afuncao f é continua em IR, pois trata-se de uma funcao
polinomial.

12.2. D,=IR. Afuncdo g é continua por ser a composta de func¢oes conti-
nuas (fungao polinomial e fungéo logaritmica).

12.3. D,=IR\{-2, 2}. Afungdo h é continuaem IR\{-2, 2} por ser
uma funcao racional.

12.4. D;=IR". Afungao i é continuaem IR" por ser definida pela raiz
quadrada e quociente de fungdes continuas (fungdes polinomiais).

Teorema de Bolzano-Cauchy ou teorema do valor intermédio

. Seja f uma fungao real de variavel real continua no intervalo fechado [a, b].

Se k é um nimero compreendido entre f(a) e f(b), entao existe pelo menos um valor ¢ compreendido
entre a e b tal que f(c)=k.

Se: y
f(b)
{f é continuaem [a, b]

fla)< k< f(b) ou f(b)<k<f(a)

entao:

existe pelo menos um c € Ja, bl tal que f(c)=k. e}

Corolario f

f(b)
Se:

{f é continuaem [a, b]
fla)x f(b)< 0 0

entao: f(a)

existe pelo menosum c € Ja, b[ tal que f(c)=0.
f(a)x f(b)< 0 significa que f(a) e f(b) tém
sinais contrarios.
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Tema 3 - Limites e confinuidade

Observe que se f(a)x f(b)>0, f pode, ou nao, ter zerosem Ja, b

yi
fla)+------ ¥?

0 }7 I 1b X
1) I N

Se f(a)x f(b)<0 e f naotem zerosem Ja, b[, entdo f nao é continuaem [a, b].

D Exemplo 13 Aplicacéo do Teorema de Bolzano
Considere a funcao f, de dominio IR, definida por f(x)=x+ log, (x2 + 1;)
13.1. Prove que f admite pelo menos um zero no intervalo J0, 1[.

13.2. Prove que a equagao f(x)=2 é possivel nointervalo ]1, 2[.

f(x)=x+ Iog3(x2 + %), D;=R
f é continua por ser definida pela composta e pela soma de fungdes
continuas (fungdes polinomiais e fun¢ao logaritmica).

Logo, f é continuaem R.

13.1.i) Como f é continuaem R, f é continuaem [0, 1]CIR.

()

InG3)

ii) £(0)=0+log, (02 + 1;): logs3 '=—1

f(1)=1 +Ic>gs(12 + 15):1 +Iog3(§)=1 e

f(0)xf(1)<0, pois f(0)<0 e f(1)>0.

1,3

Logo, de i) e ii), pelo Teorema de Bolzano, podemos concluir
que existe pelo menos um ponto x, dointervalo 0, 1[, onde
fx)=0. -

13.2.i) f écontinuaem [1, 2]CR.

il) f(1)=1,3 In (E)

f(2)=2+log, 22+;—)=2+Iog313—2+ 3 =33

3 In3

Como f é continuaem [1, 2] e f(1)<2<f(2), podemos concluir,
pelo Teorema de Bolzano, que existe pelo menos um x € |1, 2[
tal que f(x)=2.

D Verifica 13

Prove, usando o Teorema de
Bolzano, que a equacao:
&'=x

tem pelo menos uma solugao no
intervalo J0, 1[.
Sugestao: Faca:

e'=x ¢ e *-x=0
e prove que a funcao definida

r:
i h(x)=e*-x

tem pelo menos um zero em

Jo, 1[.
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Unidade 2 - Fungoes

8. Assintotas do grafico de uma funcao

Verticais

' A reta de equacdo x=a é uma assintota vertical do gréfico de uma funcéo f se e s6 se:

Iim‘f(x)zioo ou lim f(x)=t+o0
X—a x—a*

I T N I,

0 ‘a X 0 a X 0 a X
lim f(x)=+o0 lim f(x)=+o0 lim f(x)=—o0
X—a x—a' x—a
lim f(x)=—o0
X—a

Note que:

« a€D; e f édescontinuaem a;

ou

 a&D; e a épontodeacumulaciaode Dy .

Nao verticais
y y
2 b
RV

g u

. A reta de equagdo y=mx+b é uma assintota do grafico da fungao f, quando x— + 00 (ou x— —0),

se e sO se:
lim [f(x)—(mx+b)]=0 ou lim [f(x)—(mx+b)]=0
sendo
- fx) . fx)

m= lim — m= lim —

x—+00 X ou x——-00 X
b= lim (f(x)—mx) b= lim (f(x)—mx)

X — 4 00 X— — 00

Para que exista assintota é necessario que existam m € IR e b € R que verifiquem a condicao
anterior.

Nocasode m=0 e b€E IR, aassintota é horizontal. Neste caso, lim f(x)=b ou lim f(x)=b.
X— — 00

X—> + 00
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) Exemplo 14 Assintotas do gréfico de uma fungdo

Estude, quanto a existéncia de assintotas do gréfico, as fungdes:

1
14.1. f(x)=xe"

18.2. ()= %

Resolucao
1

14.1. f(x)=xe"

D;=IR\{0} e f é continua.

Assintotas verticais: gl s g
1 X

lim f(x)= lim xe*=0xe =0
x— 0"

X—>0"
1

lim f(x)=
— 0"

X X y—+oo\y y—>+ooy

A reta de equagdo x=0 é uma assintota vertical do grafico de f.

Assintotas nao verticais: y=mx+b

f) . Xe
m= lim —= lim —

=e’=1
x—+o00 X X— + 00 x

b= lim (fx)—mx)= lim (xe’l‘—x)=

X — + 00 X —» + 00

1

1 X
= lim [x(e"—1)]: i =2—1 1 porque lim
X — + 00 1__,0 1 y—20
X

X

Quando x— — oo sao obtidos os mesmos resultados.

x— 0" & y—+o00

Iin:r(xe">= lim <1—e’>= lim e—y=+<><>

= =

A reta de equacdo y=x+1 é uma assintota do gréfico de f

quando x— t oo,

14.2. g(x)=——
D9=IR*=]0, + 00| e g é continua.

Assintotas verticais:

lim gx)= lim ——= =—00
x—0* g() x— 0" 2X 0"

A reta de equacdo x=0 é uma assintota do gréficode g.

Assintotas ndo verticais:

" Apenas poderéao existir quando x — + oo pois D, é limitado

inferiormente.

Como lim g(x)= lim -t lim

X— +00

areta de equagao y=0 éuma assintota do gréficode g

quando x— +00.

Tema 3 - Limites e continuidade

D Verifica 14

14.1. Estude quanto a existéncia

de assintotas do gréfico cada
uma das fungoes seguintes.

3 f(x)=):: -

b) f(x)=3x+¢"

c) f(x)=e‘+1
e-1

d) f(x)=x—3Inx

e) f(X)=——2_F
1+3e "
2e"

f) f(X)=’m

g) f(x)="V9x* - 3x

14.2. Estude as seguintes
fungbes quanto a existéncia de
assintotas nao verticais dos

respetivos gréficos:
X @
a) f(x) = 3e +):
X+¢€

b) f(x)=x|n(x:1)+2x

¥=1
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Questoes tipo exame

Questoes resolvidas

@ Para um certo valor de a, é continuaem R afungdo f i

definida por:

X+a se x<a
f)={ ax—a*+In(x—a+1)
x—a

se x>a

Qual éovalorde a?
() 1 (B) 2 © 3 (D) 4

Resolugdo
Se f é continuaem IR entao f é continua no ponto x=a.
Logo, tera de ser lim f(x)=f(a).

X—a

« lim f(x)= lim (x+a)=a+a=2a="f(a)

xX—a x—a

L ey
o lim ()= lim 21 H—a )

X—a x—»a' X—a

2 o H
— lim (ax—a +|n(x a+1)): Fazendo y=x-a, i
x—a' \ X—a X—a se x—a',

_.0‘
. alx—a) In(y+1) 4

= i — 4+ (‘y—za 1
x—va" a y—0'

Como f é continua no ponto x =a, tem-se 2a=a + 1 pelo
quea=1.

Resposta: (A)

Na figura estd representada parte y ¢
do gréfico de uma funcao f de T —— : 7
dominio R.
A reta de equacdo x =2 éuma 1 \'°
assintota do gréfico da funcao f. ol ; 2! 17
Seja (x,) a sucessao de termo
2¢"—n :
geral x,=———. '
o
Qual é valor de lim f(x,)?
(A) 1 (B) 2 @3 (D) -0
Resolucao
.. 2"-n_ . (2" n)\_ lim 2 = lim L =
limx,=lim———=lim|=—-—|= e e
e e" e —
n
=|im(2-l">=2—o+=z S
e + oo

Como x, tende para 2, por valores inferioresa 2,

lim f(x,) = I_l'm2 fxX)=1x

Resposta: (A)

Questdes propostas

m Para um certo valor de k, é continua

em IR afuncéo f definida por:

1 se x<0

o = 1;( *_1) sex>0

Qual é ovalorde k?
A-1 (B)O (4! (D)2

m Para um certo valor de k, é continua

em IR afuncao definida por:

kx + x X

e e
fx)=¢ x> +kx
In(e* + kx) se x>0

se x<0

Qual é o valorde k?
w1 ®2 (@©3 (D4

Considere a fungao f, de dominio

IR, definida por:
2x—ke " se x<1
f) =1 2Inx _
X~ 1
(k designa um numero real.)

k se x>1

Relativamente a continuidade da
funcao f, noponto 1, qual das
seguintes afirmagoes é verdadeira
para todo o numero real k?

(A) E continua a esquerda e
descontinua a direita.

(B) E continua a direita e descontinua
a esquerda.

(€) E continua.

(D) E descontinua a esquerda e a
direita.

m Considere a fungao f definida em

IR* por f(x)=2"*.
Seja (u,) a sucessao de termo geral

1 2n
u,= (1 — ——) .
n
Qual é ovalorde lim f(u,)?

®W-2 ®V2 ©3 O
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Questoes resolvidas

@ Considere a funcao g, de dominio IR, definida por:

In(x + 1Y

g0 = X
x+e” se x<0

x>0

Seja (x,) uma sucessao de numeros reais tal que
limg(x,)=2.
Qual das expressoes seguintes pode ser o termo geral de

(x,)? -~
nen
R)2+e" (B)2+'”T” (c)|n<1-2‘—n) ()
Resolucao
o limR2+e")=2+0= 2eI|m<2+InTn) 2+0=2
xlirng(x)leiﬂ12M='i‘;:2;L3=ln3¢z

. 1 = " 1 -
lim|l -—]l= liml1-—]=1
|m[ n(1 Zn)] 0~ porque |m< Zn)

lim gx)= Ilm x+eM=0+1=1%#2

x—0 A~

In(en
(n )=Iim Ine+|nn="m<1_+lnn>=0+

21 +1
q 2InGc+1)

li li
im g(x)= lim Nim -

x—0" x—0

In(en)
n

Portanto, se x, = , temos limg(x,) =2

Resposta: (D)

Na figura esta representada

graficamente uma fungao f de Y
dominio IR\ {0}.
As retas de equagdes x =0 e
y =0 sao assintotas do gréfico 5 -
de f. . f
Indique o valor de lim X(X)
=9 € =
(A) 0 (8) 1
(€) -0 (D) + 00
Resolucao
flim fx)=+o0c0 e lim (e-1)=0"
‘.Ex — 0 x—0
£ f
=Logo, Ilm &) =312__
& —o0 e -1 0
&

Resposta: (C)

Unidade 2 - Funces Tema 3 - Limites e continuidade

Questées propostas

m Nafigura esta parte darepresentacao

gréfica de uma fungao f de dominio
R\{-5, —2}.

As retas de equagbes x =— 2,
x=-5,y=0e y=x+1 sao
assintotas do grafico de f.

19.1. Considere a sucessao de
termogeral x,=e " - 2.

Qual é o valor de lim f(x,)?

(A) + o0 (B) — oo
© -2 (D) 0
19.2. Seja (u,) uma sucessao tal
que limf(u,) =+ oo.

Qual das expressoes seguintes nao
pode ser o termo geral da sucessao

(u))?
s\ " e +n
(n) In<1 +;> (B) o
e"-1
Ch= -

m Na figura esta representada
graficamente uma funcéo f de
dominio IR .

Areta de equacao x =0 éuma
assintota do gréfico da funcéo f.

O gréfico da fungéo f interseta o
eixo Ox no ponto de abcissa 3.

A

Indique ovalorde |lim ———.
" 0 Flx+3)

(A)— o0 (B)+oo (€)0 (D)1

~1

m Ovalorde lim

m = é:
(a)o (B) 1
(€) - (D) + o0

Casa da Aula - Centro de Explicagbes - www.casadaaula.com

153



154

Questoes tipo exame

Questoes resolvidas

Considere a funcao f, de dominio IR, definida por:

xe " -3¢’

x-3
(1 -x)e”

se x<3
f(x) =

se x>=3 -

19.1. Estude a fungao f quanto a continuidade.

19.2. Resolva, nointervalo [3, + oo[ , aequacdo f(x)=e *.

Resolugdo

19.1. Nointervalo |- oo, 3[, afuncao f é continua por ser
definida pela composta, produto, diferenca e quociente de
fungdes continuas (funcao exponencial e fungdes
polinomiais).

No intervalo ]3, + co[, afuncao f é continua por ser defi-
nida pela composta e produto de fun¢des continuas (funcao
exponencial e fungdes polinomiais).

No ponto 3, f é continuase, e sdse, lim f(x)=f(3).
0) X—3
xe - 3e'3[«§]

o lim f(x)= lim ———= y=x-3 ¢ x=y+3

x— 3 x— 3 x—3
. Sex—3,y—0
. (y+3)e ¥ ¥ -3¢
= m =
y—0 (y+3)-3
ye—[y+33+3e-(y+3]73e—3
= lim -
y—0" y
' ye ¥ ¥ i3ee -3¢0
= m =
y—0 y
-(y+3) -3/ .-y
. ye +3e (e’ -1)
= lim =
y—0" y
—(y+3) 3.y
. ye 3e (e’ - 1)
= lim ( = =
y—0 y y
oy
— lim e Y_3¢? lim &1
y—0 e
_ 23 . e —1
= e7-3e’ lim =
X=—y x— 0" X
=e -3 x1=-2¢"

o lim f(x)= |Ln13 [((1-x)e*]=(1-3)e?=-2¢"

x— 37

¢ f(3)=(1-3)e > =—-2e"*

Como xln} f(x)= ,’l.mg f(x)=f(3), afuncao f é continua no
ponto 3

Portanto, a funcao f é continuaem R.

19.2. f(x)=e "AXE [3, + oo &
S 1-xe"=e*"AXE[3, +o0] &
= (1-xe*-e*"=0AXE[3, +oo &
= e 1-x-1)=0AXxE[3, +00[ &
S e =0V -x=0AXE[3, +oo] &
< Xx=0AXE[3, +00[ & xED

A equacao é impossivel porque 0 & [3, + oo .

Questoes propostas

a Ovalorde lim Inxx é
x—0 1 -¢
(R)o (B)1
(€)— oo (D)+ o0

E Seja h afuncgao, de dominio IR,
definida por:

Xx—2

Xx—3e€

se x<2
3-x
=1, 1
nvx=- -Xx se x>2
x—2
Averigue se a fungdo h é continua
no ponto 2.

m Considere a fungao f, de dominio
IR, definida por:

Tes
x(e 1) se x>0

fx)={-4 se x=0

se x<0

X
V4-x-2

Mostre que a fungao f é continua
em R.

a Considere a funcédo g, de dominio
IR, definida por:

%Iog3\/12—3x se x<3

glx) =
! In(x+3) se x>3
x—3 6

Estude a funcdo g quanto a
continuidade.

m Considere a fungao h, de dominio
IR, definida por:

€€ se x<a
X—a
h(x)=11 se x=a
Vx-Va
~Z—YZ sex>a
X—a

(a é um ndmero real nao negativo.)

Mostre que a fungao h é
descontinua no ponto a, qualquer
que seja o0 nimero real ndo
negativo a.
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Unidade 2 - Fungoes Tema 3 - Limites e continuidade

Questoes resolvidas _ Questbes propostas

De uma funcéo f, de dominio [~ 1, 1] e continua,

sabe-se que:

« f é uma funcao par;

«f0)=1e f(1)=-1

« f é estritamente crescente no intervalo [— 1, 0].
Quantas solugoes tem a equacgao f(x)=07?

(R) 0 (8) 1 © 2 (D)3

Resolu¢do
Atendendo a que f é uma fungao par:

(i) se f é estritamente crescente no intervalo [- 1, 0],
entao é estritamente decrescente no intervalo [0, 1].

Logo, f admite, no maximo, um zero em cada um dos
intervalos (-1, 0] e [0, 1].

(i) f1)=F1)=-1
Como a funcao f é continua nointervalo [- 1, 0], e
como f(- 1)< 0 e f(0) > 0, podemos concluir, pelo coro-
lario do Teorema de Bolzano, que nointervalo ]- 1, 0[
existe pelo menos uma solucao da equacéao f(x)=0.

De igual modo, como a fun¢éao f é continua no intervalo
[0, 1], ecomo f(0)>0 e f(1) <0, podemos concluir
que nointervalo ]0, 1[ existe pelo menos uma solucao
daequacao f(x)=0.

Portanto, a equagao f(x) =0 tem duas, e s6 duas, solucdes.

Resposta: (C)

@ Seja f uma fungao continua, de dominio IR .
Qual dos seguintes conjuntos nao pode ser o contradominio

de h?

A (o, 1] ®) }-1, 1[\{o}

(©) Jo, +oof (D) Jo, 1[
Resolucdo

Uma fungao continua em IR, se passar de negativa para
positiva, tera de passar em zero (Teorema de Bolzano).

Entdo, -1, 1[\{0} ndo pode ser contradominio de f.

Resposta: (B)

@ Seja f uma funcéo de dominio IR, continua no intervalo
[2, 4].
Tem-se que f(2) = % f(4)=4 e f(x) > 0 paratodoo x € R.
Indique qual das expressoes seguintes define uma funcéo g,
de dominio IR, para a qual o Teorema de Bolzano garante
a existéncia de pelo menos um zero no intervalo ]2, 4[ .

(A) g(x) = VF(x) - x (B) g(x) = VF(x) + x
(©) g(x) = f(x) - log, x (D) g(x) = f(x) + log, x

UrEIN-MALZ @ FOITO EAROTa

De uma funcéo f, continuaem IR,

sabe-se que:

« f é uma funcéo par;

f)=—1e f(4)=-3

Qual das seguintes afirmacoes é

necessariamente verdadeira?

(A) A equacao f(x)=— 2 tem duas,
e s6 duas, solucdes.

(B) A equacao f(x)=— 2 naotem
solugdo no intervalo [-2, 2].

(€) A equacao f(x)=— 2 tem pelo
menos duas solugoes.

(D) A fungéo f nao tem zeros.

Seja f uma fungao polinomial do
quarto grau, cujo grafico se encontra
parcialmente representado na
figura.

O minimo da funcéo f é
0=f(-1)=f(1) e f admite um
maximo relativo igual a 3 para
x=0.

Seja g afuncao definida por
gx)=fx-1)-3.

Qual é o valor de k parao quala
equacao g(x) =k tem exatamente
trés solucodes distintas?

(A)3 B)-3
© -1 (D)o

De uma funcédo f, continua, de
dominio [-2, 2], sabe-se que
f-2)=-3 e f(2)=3.

Qual das afirmagoes seguintes é
necessariamente verdadeira?

(A) O contradominio da funcao f é
ointervalo [-3, 3].

B)f(1)>-3

(€) A equacao f(x) = x tem pelo
menos uma solugao em
-2, 2[.

(D) f(0)< £(1)
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Questoes tipo exame

Questoes resolvidas

Resolucao
(A) g(x)="VF(x)-x
D — o L Gl G
9(2)=VF@2)-2=,[,-2=5 2;_H-2<o

g(4)=\@_4:\/3_4:2_4;_2<0
(8) Q(X):\/f(_)()+x
9(2):\/f(72)+2=\/§+2=1_+2=§>0

2
g@)=\Vf@)+4=\V4+4=2+4=6>0

(©) g(x)=f(x) - log, x
3

1

2)=f(2)—-log,2=—-1=-=<0
g9(2)=f(2)~log, 2= A
g(4)=f(4)-log,4=4-2=2>0
g é uma funcao continuaem [R" por ser a diferenca de
fungdes continuas em IR". Logo, g é continuaem [2, 4].
Como ¢g(2)< 0 e g(4) >0, oTeorema de Bolzano
garante a existéncia de pelo menos um zero de g no
intervalo |2, 4[.

Resposta: (C)

@ O gréfico da fungédo f, de dominio R, definida por

3x
f(x)= 2 f 2e; , tem uma Unica assintota.
e+

Qual das condicées seguintes é uma equagao dessa

assintota?

(A) y=0 (B) y=3 € y=2 (D) y=1
Resolucao

3x — 00
lim f(x)= lim 3T2e = 3f2e =2

X — — 00 x—-oc0 € +1 e 41 1

A reta da equacdo y =3 é uma assintota (horizontal) do gra-
fico da funcao f.

Resposta: (B)

Considere a funcao f, de dominio |- oo, 4[ , definida
por f(x)=1+log, (8 — 2x).

24.1. Resolva a inequacao f(x) < f(1)— 2.

24.2. Mostre que a equacao f(x) = x tem pelo menos uma
solucdo no intervalo ]2, 3[.

Resolucao
24.1. fx) < f(1) -2 &
&>1+10g,(8-2x)< 1+10g,(8-2)-2 AXE ]-00, 4[
& log,(8 - 2x)< log,6 —2 AxX E |- o0, 4[
&> log,(8 — 2x)< log, 6 — log, 4 A x € ]- o0, 4[
& log, (8 - 2x) < log,(6:4) A X € |- o0, 4]

= 8—2x<%/\x€]—oo,4[ &

Questoes propostas

m Seja f uma fungao de dominio IR",

©IONPY OMOd @ TIVIN-NIAD

continua no intervalo [‘1— 1—] ’
9' 4]’

1) 1) _
Tem-se que f(g)—4 e f(4) 9.

Indique qual das expressoes
seguintes define uma funcao g, de
dominio IR, para a qual o Teorema
de Bolzano garante a existéncia de
pelo menos um zero no intervalo

1 1
2
(A) g(x) = Vx + f(x)
(B) g(x) = Vx - f(x)

(©) 900 =+

(D)9 =~ (0

Seja h afuncao, de dominio IR,
definida por:

2+ 2 se x<2
h(x) =
®) x—Iogz<§+ 1) se x>2

Em qual dos intervalos seguintes o
Teorema de Bolzano permite
garantir a existéncia de pelo menos
uma solucéo da equacao h(x)=2?

A)]-1, o[ ®)]o, 1[
©n, 2 (D) 12, 6[

O grafico da funcéo f, de dominio
IR, definida por f(x) = x’e" tem
uma Unica assintota.

Qual das condi¢oes seguintes é uma
equacao dessa assintota?

(A)x=0 ®)y=-1
©y=0 (D)y=1

De uma funcédo h, de dominio IR,
sabe-se que:

» h é uma fungao impar;
o lim [h()+3]=1
X — — 00

Qual éovalorde lim h(x)?

X —> + 00

Rn)-2 B2 (©3 (D-3
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Questoes resolvidas

< 16-4x<3AXE -0, 4 &
S AXS13AXE -0, 4 &

= x>%/\x€]—oo,4[ =

o XE[E, 4[
4

24.2. Seja h afuncao definidaem |- oo, 4[ por

h(x)=f(x)— x.

Afuncao f é continuaem |- oo, 4[ por ser definida pela

composta e soma de fung¢des continuas (funcao logaritmica e

fun¢des polinomiais).

Afuncdo h é continuaem |- oo, 4[ por ser definida pela

diferenca de fung¢des continuas (a funcao f e uma funcao

polinomial).

Logo, h é continuaem [2, 3].

h(2)=f(2)—2=1+log,(8-2x2)-2=
=log,4-1=2-1=1

h(3)=f(3)-3=1+log,(8-—2x3)-3=
=log,2-2=1-2=-1

Como a fungao h é continuaem [2, 3] ecomo h(2)>0 e

h(3) < 0, temos, pelo Teorema de Bolzano, que a funcao h

tem pelo menos um zero no intervalo]2, 3[ .

Ora,como h(x)=0 < f(x)—x=0 < f(x)=x podemos

concluir que a equacgao f(x) = x tem pelo menos uma solucao

nointervalo ]2, 3[.

@ Considere uma funcéo f, de dominio IR\ {5}, continua
em todo o seu dominio.
Sabe-se que:

lim f(x)=2

X —» + 00

lim [fx)—x]=0

o lim f(x)=—=3
X=—>5 X — — 00

Em cada uma das opgdes seguintes, estao escritas duas

equacgoes, representando cada uma delas uma reta.

Em qual das op¢des as duas retas assim definidas sao as

assintotas do gréfico da fungao f?

(A) y=xe y=2 (B) y=2 e x=5
(©) y=xe x=5 (D) y=—3 e x=2
Resolucdo

Atendendo a que D;=IR\{5} e f é continua em todo o seu

dominio:

o s€ Ii_r’nS f(x) =— 3, o gréfico de f nao tem assintotas
ver;icais;

ese l'.Too flx)= 2, aretade equagdo y=2 é uma assintota
do ;réfico de f quando x— +00;

.se x—limoo[f(x) —-x] =0, aretade equacido y=x éuma

assintota do gréfico de f quando x— —oo.

CPEN-MAI12 © Porto Editora

Resposta: (A)

Unidade 2 - Funcoes Tema 3 - Limites e continuidade

Questdes propostas

m Considere a funcao f, de dominio
E ]% + 00[, definida por
f(x)=2+log,(2x—1).

34.1. Resolva a inequacao
fx)<f(4)-1.

34.2. Mostre que a equagao
f(x) = x* tem pelo menos uma
solucdo nointervalo ]1, 2[.

34.3. Existem exatamente quatro
pontos do grafico da fungdo f em
que uma das coordenadas é o
quadrado da outra.

Determine as coordenadas desses
pontos, recorrendo a calculadora
grafica.

Na sua resposta deve:

« reproduzir, num referencial,
o grafico das funcoes que
visualizar na calculadora,
devidamente identificados;

« indicar o valor das coordenadas
dos pontos com arredondamento
as milésimas.

@ Considere a funcéo h, de dominio
IR; , definida por:

In(x—1)
——— sex>2
k(x—2)

h(x)={ k se x =2

+2k se 0<x<2

V1éx+32-8
X—2

35.1. Determine o nimero real k
para o qual se pode aplicar o
Teorema de Bolzano a funcao h no
intervalo [1, 3].

35.2. Considere k=—-1.

Mostre que a equacao h(x)=—0,6
é possivel no intervalo |3, 4[ .

m Considere a funcao g, de dominio

]%, + oo[, definida por:

2
g(X): 2 |ng(13x— 10)— |ogz<§+ 1)

Mostre que o gréfico de g interseta
e 5x
areta de equagao y = il num

ponto cuja abcissa pertence ao
intervalo ]1, 2[.
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Questoes tipo exame

Questoes resolvidas

Seja h uma funcao continua de dominio IR; .

Questoes propostas

Sabe-se que:
- o grafico de h tem uma assintota obliqua;
. 2h(X)+4x+Inx e
« lm —— =0
X—++ 00 X
Qual das seguintes afirmacoes é necessariamente
verdadeira?

(A) h(0)=0 e lim h(x)=-o0
(B) h(0)=xlinoh(x) e :zi:r;:h(x):—4
(€©) h(0)=0 e lim h(x)=0

(D) h(0)=xlinoh(x) e :Eé:h(x): - oo

Resolucao

Se f é continuaem IR, , entdo é continua no ponto x=0.
Logo, lim h(x)=h(0).
x—0

2h(x)+4x +Inx

lim 0=
X — + 00 X
2h
—~ lim ( (X)+4_x+_lnx>:0<:>
X — + 00 X X X
2h
& lim (x)+4+ lim I—n—x:0<:>
X— + 00 x—+00 X
. hx)
<2 lim —+4+0=0 <=
x—+00 X
h h
&~ 2 lim ﬂ:~4<:> lim —(X—)=—2

x—+o00 X x—+00 X

Portanto, a assintota obliqua do grafico da funcédo h tem
declive negativo.

Logo, como o dominiode h é IR; tem-se lim h(x)=—oo.

X — + 00

Resposta: (D)

@ Uma certa quantidade de agua, inicialmente a temperatura

de 10°C, foiaquecida durante 10 minutos, usando uma
fonte de calor. Seguidamente foi deixada em repouso, a
arrefecer, num local onde a temperatura ambiente é
constante.
A temperatura da agua, em graus Celsius, t minutos depois
de ter sido colocada a aquecer, é dada, para certos valores
de A ede B, por:

T()_{8t+A se 0<t<10

U722+ Be° 1 se t>10

27.1. Determine os valoresde A e B.

27.2. Determine

lim T(t) einterprete o resultado no contexto

t— + 0o

da situagao apresentada.

De uma fungao f, de dominio IR

sabe-se que: -

« f é uma fungao par;

.paracada x€ER, f(x)<0;

«aretadeequagao y=0 éuma
assintota do gréfico de f.

; xe ¥—e*
Qual éovalorde |im =—?
X — — 00 f(x)

(A)+co (B)-oc0 (€)0 (D)1

Seja f uma fungao de dominio IR,
continua e estritamente crescente.

Sabe-se que:
«f(0)=-1

- as retas de equagdes y=x+2 e
y = 2 sao assintotas do gréfico de f.

Qual é o contradominio de f?
(R) J- o0, 2[ (B) 12, + oo[
©I[-1,+00[ (@[-1,2[

r
.

/f

,
.
,
.
.
.

.

Na figura ao lado y
esta representada

parte do gréfico

de uma funcéo f,

BIONPT 0UOd @ TIVIN-NIAD

de dominio IR. Jo]

Sabe-se que a
funcao f éimpare
continua em todo
o seu dominio.

Areta r é a Unica assintota do
grafico da funcéo f.
Em qual das figuras seguintes pode

estar representada parte do gréfico
da fungao g definida por

_fw,
X

’
.

27.3. Sabendo que a fonte de calor foi desligada as 12 horas,

a que horas a temperatura da dgua atingiu os 27 °C (apresente
o resultado em horas e minutos com os minutos arredondados
as unidades).
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Questoes resolvidas

Resoluc¢ao
27.1. Inicialmente, a temperatura da dgua erade 10 °C.
T(0)=10 < 8x0+A=10 < A=10

A temperatura da agua varia de forma continua.
Logo, sendo T uma fungao continua, temos:

lim T(t)= lim T(t)
t— 10" t— 10"

lim T()= lim (8t+10)=8x 10+ 10=90
t— 10" t— 10"

lim T(t)= lim (22+Be’°'°5""°’):
t—10° t— 10"

=22+Be *®*°=22+B

22+B=90 < B=90-22 <~ B=68
Logo, temos A=10 e B=68.

27.2. lim T()= lim (22 +68e **" )=

t— + 00 t— + 00
=22+ 68e ©=22+68x0=22

Com o decorrer do tempo, a temperatura tende a estabilizar
em 22 °C. Podemos, portanto, concluir que a temperatura
ambiente é iguala 22°C.

27.3. T(H) =27 < 22 + 68e *®"9=27 &

& 68e X5 —
5

PN @ 005(t-10 _ 2 .
68 .
&< -0,05(t-10)=Ih— &
68
&S t-10=- : xln—5—<=>
0,05 68

~ t_ZOXInESE+10 = t=62,2

A temperatura da agua atingiu os 27 °C aproximadamente
62 minutos depois de ter sido colocada a aquecer.

As 12 horas ja tinham decorrido 10 minutos. Como
62 — 10 = 52, podemos concluir que a 4gua estava a 27 °C
as 12 horas e 52 minutos.

Sejam f e g duas fungdes, ambas de dominio IR*, sendo
g(x)=ax+ b, com a e b nimeros reais.
Mostre que se o grafico da funcdo f tem uma assintota
obliqua entao o grafico da funcdo f+ g também tem uma
assintota obliqua.

Resolucao
Seja y = mx + 3 aequagao da assintota do gréfico da funcgao f.
f
Sabemos que - lim @ =me lim [f(x)—mx]=/.
X —*+ 00 X—++09

Seja h(x)=(f+g)(x)=f(x) + ax+ b

lim @: lim M: lim <@+ .a_x_+_ 2>:
x—+00 X X — 400 X x—+00\ X X X
= lim @+a+ lim g=m+a+0=m+a

Unidade 2 - Funcoes Tema 3 - Limites e continuidade

Questées propostas

m No inicio de 1995 contaram-se,
numa determinada reserva natural,
15 leopardos de uma espécie
considerada em perigo de extincao.
A partir dessa data foram tomadas
medidas de protecdo tendo o
numero de leopardos aumentado
continuamente.

Contagens posteriormente
efetuadas permitiram concluir que o
namero aproximado, N, de
leopardos existentes nessa reserva,
t anos apos o inicio de 1995, é dado,
para determinado valor de A, por:

A
N =———
® 1459 o™

40.1. Mostre que A=900.

40.2. Calcule lim N(t) edéuma
t— + 00

possivel interpretacao do resultado
obtido, no contexto do problema.

40.3. Os bidlogos responsaveis sao
da opinido que, quando a
populacéao de leopardos atingir as
300 unidades, deixarao de ser
necessarias medidas especiais de
protecao da espécie. Em que ano tal
ocorrera?

m Numa determinada ilha, o nimero,
P, de pinguins, t anos apos o inicio
de 1980, esta relacionado com as
constantes N e M (taxa de
natalidade e taxa de mortalidade,
respetivamente) pela expressao:

(N=M)t=-10+2,5log,,(2P)

41.1.Se N=M, qual é o nimero de
pinguins existentes nessa ilha?

41.2. Mostre que:
P(f) = 5000 x 10%M M

41.3. No inicio de 2005 verificou-se
que a populacdo de pinguins era

.. metade da que existia no inicio de
1980. Determine a taxa de
natalidade, sabendo que a taxa de
mortalidade é de 7,24.
Apresente o resultado aproximado
as centésimas.

41.4. Sabendo que N <M, calcule
lim P(t) e interprete o resultado

t—+

obtldo, no contexto do problema.
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Questoes tipo exame

Questoes resolvidas

lim [h(x)—(m+a)x]= lim [f(x)+ax+b—mx—ax]=

X— +00 X —> + 00

= lim [(fx)—mx)+b]=

X— + 00

= lim (f(x);mx) +b=p+0b

X —* + 00
Portanto, se a reta de equacao y = mx + 3 é uma assintota do
gréfico dafuncédo f, aretadeequacéo y=(m+a)x+fp+b é
uma assintota do grafico da funcao f+g.

Seja f uma funcdo continuaem [a, b] C IR, tal que
fla)<a<b<f(b).
Mostre que o grafico da funcao f interseta a reta de
equacgao y=x em pelo menos num ponto cuja abcissa, ¢,
pertence ao intervalo [a, b].

Resolucdo

Consideremos a funcao h definida no dominio de f por
h(x)=f(x)—x.

« h écontinuaem [a, b] por ser definida pela diferenca de
duas fung¢des continuas neste intervalo: a fungao f e a fun-
¢ao identidade.

f(b)1------mmmnmy '

flo)=ct----mmm--

far-AA &+

e h(a)=f(a)-a
Como f(a)<a, temos f(a)—a <0 peloque h(a)<O0.
h(b)=f(b)-b
Como b<f(b), temos f(b)—b>0 peloque h(b)>0.

Logo, h(a)xh(b)<O0.
Pelo corolario do Teorema de Bolzano, temos:

{h é continuaem [a, b] —s 3cea, bl: h(d)=0

h(a) x h(b) <0

Como h(c)=0 < f(c) — ¢ =0 < f(c) = ¢, podemos concluir
que o grafico de f interseta a reta de equacao y=x num
ponto cuja abcissa pertence ao intervalo Ja, bl .

Questoes propostas

m Sejam a, b, ¢ e d nimeros reais

taisque a<b<c<d.
Seja f uma funcao de dominio
[a, d] e contradominio [b, c].

Mostre que a equacao f(x) = x tem
pelo menos uma solugao.

Seja g uma fungao continuaem IR
tal que g(3)>g(2).
Prove que a equagao:

ol 9(2)29(3)

tem, pelo menos, uma solugao no
intervalo ]2, 3[.

Considere uma fungao, de dominio
IR, continua e de contradominio
IR*.

Sejam a e b numeros reais tais que
a<b e f(a)=4f(b).

Seja g afungao, de dominio IR,
definida por g(x) = 3f(x) — 2f(a).

Prove qua a funcdo g tem pelo
menos um zero em Ja, bl .

Sejam f e g duas fungoes tais que:
«f e g tém dominio R";

o lim [f(x)+3x-1]=0
X— +00

_ f(x) + "

+g(x)

Mostre que o grafico da fungao g
nao tem assintotas obliquas.

De uma funcao h, de dominio R,
sabe-se que a reta de equagao

y= - ; : é uma assintota do seu

grafico.

Considere a fungao g, de dominio
IR* , definida por:
_h(x)xInx

g(x) =
X

Mostre que o gréfico de g tem uma
assintota horizontal.
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Questoes resolvidas

Considere uma funcéao f, de dominio IR", relativamente a
qual se sabe que:

«f(x) # 0 paratodo o x do dominio de f;
«aretade equacdo y =x+ 5 é uma assintota do grafico.

Considere ainda a funcdo g, de dominio IR*, definida por

_x*=x
g(x) = D

Prove que a reta de equacao y = x — 6 é uma assintota do
grafico da funcédo g.

Resolucao
Se areta de equacao y = x + 5 é uma assintota do grafico da
funcdo f, tem-se:

X— +00
Logo,
X —x
lim @— | i/
x—+00 X X — + 00 X
x(x—1)

= Ji =t Iim (1_l)= A
x—~+ooﬁx—)- X —> 400 % S
X
=lx(1—o)=1
1
Jim (969 = tim_(¥ - x)-
. X —x—xf(x)
= lim ————=
X— + 00 f(x)
= |lim M=
X— + 00 f(X)
=_X_|—i’r?°°f—z(x—)xx_li’n3°°(f(x)—x+1):
; == 1x[_lim_(f6)—x)+1]=
= X—*+ 00 . i
: ——(5+1)=-6 | i 1f)-x1 =5

§Porta.nto, a re-ta de equagao y = x — 6 é uma assintota do gra-
gfico da fungao g.

Unidade 2 - Funcdes Tema 3 - Limites e continuidade

- Questdes propostas

De uma fungao h, de dominio R*,

sabe-se que a bissetriz dos
quadrantes pares é uma assintota
do seu gréfico.

Considere a funcdo g, de dominio
IR*, definida por:
_In(e"+x)

g(x) oo

Mostre que o grafico de g tem uma
assintota horizontal.

Considere a funcao f, de dominio
IR*, definida por:

fx)=In(e*-1)-1

Mostre que a reta de equagao
y=2x—1 éuma assintota do
gréfico da funcéo f.

Sejam g e h duas fungoes de

dominio IR".

Sabe-se que:

*aretadeequagdo y=—3x+2 é
uma assintota do grafico da funcao
g;

In x + xg(x)
xZ

*h(x)=

Mostre que o grafico de h tem uma
assintota horizontal.

Sejam f e g duas funcgoes tais que
«f e g tém dominio IR”;
caretadeequacao y=2x+1 é
uma assintota do grafico da funcéo
f;
*g()="fl)+e

X

Mostre que o grafico de g nao tem
assintotas obliquas.

De uma funcao h, de dominio IR",
sabe-se que a reta de equacao

y =2x—1 é uma assintota do seu
gréfico.

Considere a fungao g, de dominio

IR*, definida por:

h(x)

x e

Mostre que o grafico de g tem uma

assintota horizontal. 161

glx) =
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Questoes para praticar

itens de sele¢ao
a Considere a funcao g definidaem IR\ {0} por
gl)=2=".
e -1
Indique qual é o valor de Iimo’ g(x).
X—>
(Ao (B) 2 (€)oo (D) + o0

a Considere a sucessao de termo geral:

u,= |Og (n 1)
n 2
n

Indique o valorde limu, .

A)0 B)-c0 ()1 (D) + o0

m Seja g afuncao definidaem -1, +oo[ por
g(x)=x+log,(x+1).
O Teorema de Bolzano permite-nos afirmar que
aequacao g(x)=4 tem pelo menos uma
solucdo no intervalo:

Ao, 1[ ® 0, 2
©12, 3 (D)3, 4

@ De uma funcdo h, de dominio IR, sabe-se que

- 2X ’
é assintota do seu

areta de equagao y=

gréfico.
Qual éovalorde lim @ ?
x—+00 X
2 1
wW-3 ®-2 ©3 (D)2
m Seja g afuncao definidaem IR por:
e +5
X)= ————
90 3+In(x*+1)
Considere a sucessao de termo geral u, = i +2 ] :
Indique ovalorde lim g(u,). i
n— 4+ 0o
(n)4 (8)3 ©2 (D)1

Seja f umafungao de dominio IR, contradominio
11, 4], continua e estritamente crescente.

Seja a= lim f(x).
x—0

Qual das afirmacdes seguintes é verdadeira,
relativamente ao valorde a?

(A) a pode nao ser um nimero real.
(B)a-f(0)=0

(€) a pode seriguala 1.
(D)a+f(0)=0

m Na figura seguinte esta desenhada parte da
representacao gréfica de uma funcao f, cujo

dominio é R\{1}.

Sy

o B

(0]

.1/x

Areta de equacdo x=1 é uma assintota vertical

do gréficode f.

Considere a sucessao de termo geral x,=1-

Seja u,=f(x,).

Qual das afirmacdes seguintes é verdadeira?

(A) limu,=+00

(©) limu,=1

(B) limu,=—o0

nZ

(D) Nao existe limu, .

a Na figura seguinte esta representada
graficamente uma funcao f, de dominio IR".

YN f

-2 (0]

X

rIONPF 0UOd & ZIVIN-NIdD

Areta s, que contém os pontos (-2, 0) e (0, 1),
é assintota do grafico de f.

Qual das seguintes afirmagoes é verdadeira?

W) lim

x—+00 X

(8) x_li.rr+\°° [f(x) = % % 1] b

(©) xﬁTw [f(x) . %—x] =1

0

(D)x_llr?w[f(x)—g-+ 1] =0

m Seja g uma fungao de dominio IR™.

Sabe-se que:
« |lim .g_(x)_—g =
X

X = —00

0

« 0 gréfico de g tem uma assintota obliqua.
Qual das condicdes seguintes pode ser uma

equacao dessa assintota?
(A)y=x+2
©y=x-2
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m Considere a fungéo f, de dominio IR*, definida
por:
In x
e sex>|
fx)={ 2
47 se <<}

Seja (u,) uma sucessao de numeros reais, de
termos positivos, tal que lim f(u,)=0.

Qual das expressoes seguintes pode definir o
termo geral da sucessao (u,)?

W2 @®-1 ©1+1 ©@1-1

m Considere duas fungoes f e g de dominio IR" .
Sabe-se que as retas de equagoes y=4x—1 e
y=—2x+ 1 sao assintotas dos gréficos das
fungoes f e g, respetivamente.

Indique o valorde lim M

X — 4+ 0O

(A)6 (B) 2 ©o (D)-2

@ De uma funcdo g, de dominio IR™, sabe-se que
areta de equagao y = 3x — 6 é uma assintota do

seu grafico.

1 ) 3x?

Indique o valorde lim -=.
x—-oco\  g(x)

(A) 2 (B)-2 ()18 (D)-18
ltens de construcao
m Considere a fungao f, de dominio IR, definida
por:
In(1-2x)
s se x<0
1-V1-x
fl0={-5+Ink se x=0
M se x>0

64.1. Determine o valor de k, de modo que f
seja continuaem IR.

64.2. Para o valor de k determinado na alinea
anterior, estude a fungao f quanto a existéncia
de assintotas do seu grafico.

64.3. Sejam A e B os pontos do gréfico de f

com ordenada — 3,5 e C um ponto do eixo Ox.

Determine a area do triangulo [ABC],

recorrendo a calculadora gréfica.

Na sua resposta deve:

« reproduzir o gréfico ou os gréficos das fungoes
que tiver necessidade de visualizar;

« assinalar os pontos A e B e indicar as suas
abcissas (com arredondamento as milésimas);

« apresentar a area do triangulo [ABC] com
arredondamento as centésimas.

Unidade 2 - Funcdes Tema 3 - Limites e continuidade

@ Considere a funcao f, de dominio IR, definida
por:

X+5+xe" se xg0

5+xIlnx se x>0

f(x)= {

65.1. Estude a funcdo f quanto a continuidade.

65.2. Determine as equagoes das assintotas do
gréfico da fungao f.

65.3. Mostre, que o gréfico da funcéo f interseta
uma das suas assintotas num ponto cuja abcissa
pertence ao intervalo ]2, 3[.

@ Considere a funcao g, de dominio IR, definida
por:
In(e*-x)+3 sex<0
g =1 x?+Inx

se x>0
X+2

66.1. Verifique se g é continua no ponto 0.

66.2. Estude a funcdo g quanto a existéncia de
assintotas do grafico.

m Considere duas fungdes, f e g, continuas num
intervalo [a, b].

Sabe-se que:
«fla)<g(a)
*g(b)<f(b)

Mostre que os graficos de f e g se intersetam
em pelo menos um ponto.

m Seja f uma fungdo impar, de dominio R, cujo
gréfico admite como assintota, quando
X— + 00, aretadeequagdao y=3x+2.

Prove qua a reta de equagao y = 3x — 2 também
é uma assintota do grafico da funcéo f.

@ Seja f uma funcdo sem zeros de dominio IR".
Mostre que se a bissetriz dos quadrantes pares é
uma assintota do gréfico de f entdo também é
assintota do gréfico da fungao g definida, em

IR*, por g(x =2
por 900 =25

Seja f uma fungao continua em IR tal que
f3)> f(1) e (1) =f(5).
Prove que existe um nimero real ¢ no intervalo
11, 3[ talque f(c)=f(c+2).

Sugestao: Considere a fungao g, de dominio IR,
definida por g(x) = f(x) — f(x + 2).
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n Considere a funcao f, de dominio IR, definida por:

- x+1 sex<2
=1
x—1 sex>2

Seja (u,) a sucessao definida por u,= f<2 - 1;)
Indique qual das expressdes seguintes pode definir o termo geral de (u,).

1 1 1
R 83—+ ©4-1

1
a Considere a funcao f definidaem IR\ {0} por f(x)=xe".
Seja (u,) a sucessao de termo geral u,=— % :

Qual é o valor de lim f(u,)?

(o B8) 1 (€) -0

: In x
B Ovalorde lim —
x—0" e — 1

(A) 1 (B) 0 (©) oo

é:

X—* +00

(A) oo () + oo ©0

n Ovalorde lim [xln(%)} é:

1

X

e x’

B Seja f uma funcao real de variavel real tal que f(x)=

Quantoao lim f(x) pode afirmar-se que:
X — — 00

(A) é +o00; (B) é —o0; (€)éo;

G Para um certo valor de k, é continuaem IR afungao f definida por:
e —-1+2

f(x) = X
k+In(1+x) sex>0

se x<0

Qual é ovalorde k?

(A)3 (8) 2 ©1

Para um certo valor de k, é continuaem IR afungdo g definida por:

k—¢e" sex<0
gx) =1 x

—_— se x>0
Inx

Qual é ovalorde k?

(o 8)1 (© -1
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Unidade 2 - Fun¢oes Tema 3 - Limites e continuidade

. . . x2+2
u Seja h afuncao definidaem IR por h(x)=x+ log, T

O Teorema de Bolzano permite-nos afirmar que a equacao h(x)=2 tem pelo menos uma solucéo no
intervalo:

W) -2, ~1[ ®) -1, 0 (© o, 1[ o) 11, 2

a Seja f uma funcdo continuaem [a, b] tal que f(a)=1 e f(b)=2.
Entédo, pode concluir-se que:

(A) f pode ter, ou nao ter, zerosem Ja, b[ ;
(B) f tem zerosem la, b ;
(€) f ndo tem zerosem Ja, b[;

(D) f tem pelo menos um zero em Ja, b[ se, e s6 se, existir um ponto ¢, em Ja, b[, tal que f(c)<O0.

m De uma funcéo f, continua e estritamente decrescente no intervalo [2, 5], sabe-se que f(2)=9 e
f(5)=3.
Qual das afirmagdes seguintes é necessariamente verdadeira?

(A) A equacio f(x)=6 pode ter duas solucdes no intervalo ]2, 5[ .
(B) A equacéo f(x)=1 éimpossivel no intervalo ]2, 5[ .
(€) Afungao f admite pelo menos um zero no intervalo ]2, 5[ .

(D) O contradominio de f é ointervalo [3, 9].

m De uma fungéo f, de dominio IR, sabe-se que:

o lim f(x)= lim f(x)=+o00

Xx——00
«f(0)=-1

Qual das afirmacgoes seguintes é necessariamente verdadeira?

(A) f tem dois e s6 dois zeros. (B) f admite pelo menos dois zeros.
(€) f pode nao ter zeros. (D) f tem um nimero par de zeros.

m Seja f uma fun¢ao de dominio IR, continua e estritamente crescente.
Sabe-se ainda que f(3)=0 e f(5)=3.
Qual das afirmacdes seguintes é necessariamente verdadeira?
(A) f(x)<0, qualquer que seja xE ]-o0, 3[.
(B) A equacao f(x)=2 pode ter duas solucdes no intervalo ]3, 5[ .
(€) A equacao f(x)=2 admite pelo menos uma solucéo no intervalo ]0, 3[.

(D) O contradominiode f é IR.

4
m Na figura esta parte da representacao grafica de uma funcao g~
polinomial do terceiro grau.
A fungao_ g admite um minimo relativo iguala 1 para x=0 e admite
um maximo relativo iguala 2 para x=1.
Qual é o conjunto dos valores de b para os quais a equacao g(x)=b
tem duas e sé duas solugoes?

W {1, 2} ® I, 2
(© R\[1, 2] (@) [1, 2]
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Sabendo que lim [h(x)+2x—1]=0 pode afirmar-se que:
X —» + 00

(A) aretade equacdo y=2x—1 é uma assintota do graficode h;

. hx)
(B) lim T=—2

X— + 00

(€) lim h(x)=+o00

X —+ 00

(D) _Iim h(x)=0

f é uma funcdo de dominio IR".
Admita que a bissetriz dos quadrantes pares é uma assintota do grafico de f.

f(x)
Qual éovalorde |lim —?
x—+00 X

(A) + 00 (B) 0 ©1 (D) -1

Seja f uma funcao de dominio IR".

Sabe-se que:
. f(x) + x

o lim =

X—+ 00 X

« 0 gréfico de f tem uma assintota ndo vertical.

1

Qual das seguintes equagdes pode definir essa assintota?

(R) y=x (B) y=2 © y=—x (D) y=2x+1

A respeito de uma funcgao f sabe-se que:
«D;=R"
« f é continua e estritamente crescente;
«f(2)=0
. aretade equacdo y=1 éa Unica assintota do gréfico de f.
Pode-se afirmar que lim Lﬂ— é:
x—+00 1 — f(x)

(A) 1 (B) 0 (€©) +o0 (D) — o0

Considere que h é uma funcéo par, de dominio IR\{0}. Admita que h é negativa e que a reta de
equacao x=0 é uma assintota do seu grafico.

he)
e

Ovalorde lim —
x—0 e —

(A) 1 (B) 0 (€) —o0 (D) + o0

Considere uma funcao g de dominio [0, + oo| , continua em todo o seu dominio.

Sabe-se que:
« 0 grafico de g tem uma Unica assintota; o lim g(x)=+o00
X— + 00
Ovalorde lim 2@ pode ser:
x—+00 X
(A) +o0 (B) -2 (© 2 (D)o

f é uma funcao de dominio IR*. Admita que f é negativa e que o eixo Ox é uma assintota do seu grafico.

; . X
Qual éovalorde |im ——?
x—+00 f(x)

(A) + o0 (B) —oo0 ©o (D)1
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Unidade 2 - Fun¢ées Tema 3 - Limites e continuidade

m Calcule cada um dos limites seguintes.

3 2
21.1. lim X£3% a2 2 =D
x—0 X x—-1x°=1 x—3 x—3
21.4. lim =3 21.5. lim 1=3X 216, lim ——%
x—1" 1 = x? x—1* 1 —x2 LN
2 2
21.7. lim ——X 21.8. lim X—3%*2 219, lim X tx+1
x—=l 1—X2 X—%+oo 1—X2 X— — 00 X3
L - x
21.10. lim In(3x) 21.11. lim (xe ") 21.12. lim
x— 0" x—0' x—+00 |n (3x)
m Calcule lim f(x) e lim f(x), sendo:
x—1" x—1
Vx+8 sex31 x+3Vx—-1 sex>1
22.1. f(x) = i 22.2. f(x)= S
— 3§ se x <1 1-(1-x)e" sex <1
m Calcule cada um dos limites seguintes.
In(3x + 1 ¥
23.1. lim In(3x+1) 23.2. lim (x¥e™) 23.3. lim (xe‘—x)
x—0 4x X—* + 00 X —» — 00
; X ; .21
23.4. lim 23.5. lim (xIn(2x) 23.6. lim
x—+o00 |n (3x) x—0* x—0
log, (x + 1 X 52
23.7. lim (e-x) 23.8. lim 12220+ 23.9. lim XX
X —biio0 Xx—0 X x—+00 X+ 1
In(x+3
23.10. lim n&*+3 23.11. lim [In(x+1)-x]
x—+00 X+ 1 X— +00
e+ 1 se x< 1
m Seja f afuncao, de dominio IR, definida por f(x)={ 3y — 3 — |n x
7 se x> 1

24.1. Utilizando métodos exclusivamente analiticos, estude a funcao f quanto a continuidade.

24.2. Calcule lim f(x).

x— +00
In(x+ 1)+ 3x
—— se x>0

E Considere a funcdo f de dominio IR definida por f(x)={ 0 1 se x=0
x(e; = 1) se x<0

Utilizando métodos exclusivamente analiticos, resolva as duas questes seguintes.

25.1. Estude a fungdo f quanto a continuidade no ponto 0.
(No caso de f nao ser continua no ponto 0 deve indicar, justificando, se é continua a esquerda,

ou a direita, nesse ponto.)

25.2. Determine |lim f(x).

X—>+ 00

m Determinada espécie de 4rvores é semeada em viveiros sendo transplantada dois anos apés o rebentamento.
A altura média das arvores desta espécie, em metros, t anos depois do rebentamento, é dada, para um

P Lt L se 0<t<2
10=kx2%4-%2 “se t>2

26.1. Atendendo a que h é uma fungao continua, mostre que k=9.

certo valor de k, por h(t)={

26.2. Quanto tempo decorreu desde o transplante de uma arvore sabendo que a sua altura é de 5,5 metros?
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28]

Sejam f e g fun¢des continuas em a. Acerca da funcao (f+g) pode-se concluir que é continuaem a?
Justifique.

®I0PY 0MOd @ ZIVIN-NIdD

Acerca das funcées f e g sabe-se que sdo ambas descontinuas em a. Pode-se concluir que a funcao
f+g é descontinuaem a? Descreva o seu raciocinio.

Supondo que f é continuaem a e que g édescontinuaem a, pode-se concluir que fx g édescontinua
em a? Justifique a sua resposta.

Supondo que f e g sdo duas funcdes descontinuas em a, pode-se concluir que a fungao fxg é
descontinua em a? Justifique a sua resposta.

Considere a funcao f, de dominio IR, definida por:
x+e" se x<0
fx) =
1+In(x+1) se x>0
31.1. Verifique que f é continua no ponto x=0.
31.2. Justifique, usando o Teorema de Bolzano, que f admite um zero no intervalo -2, 0.

31.3. Estude f quanto a existéncia de assintotas do grafico.

Sabe-se que:
«afuncdo f é continuaem IR; « fa)x f(b)>0
Pode concluir que a funcao f nao tem zerosem la, b[ ? Justifique a resposta.

Seja f uma funcao continua de dominio [0, 1] e contradominio D;C ]0, 1[.
Prove que a funcdo h definida por h(x)=f(x)—x tem pelo menos um zero.

Seja f uma funcao continua de dominio [0, 3] e contradominio [1, 2].
Prove que o gréfico da fungédo f interseta a bissetriz dos quadrantes impares em pelo menos um ponto.
Sugestao: Recorra ao Teorema de Bolzano.

Determine as assintotas do grafico de cada uma das fungoes seguintes.
X

x*+3

35.2. f: R"— R com f(x)=x+1+Inx

35.1. f: R— R com f(x)=

se x<1
35.3. f: R— R com f(x)={x—1
x+e ™ sex>1
X3
35.4. f: R— R com f(x)=—5———
X —x=2

De uma funcao f, de dominio J0, + oo, sabe-se que a reta de equacao y=2x+3 € uma assintota do
seu grafico. 1-4f(x)
Considere a funcdo h, de dominio |0, +oo[ , definida por h(x)=—x—.

Prove que o grafico de h admite uma assintota paralela ao eixo Ox.

Sejam f e g duas funcdes reais de variavel real, de dominio IR.
Sabe-se que as retas de equagbes y=ax+b e y=cx+d, com a#0 e c#0, sao assintotas dos
gréaficos de f e g, respetivamente, quando x— +oco.

Prove que lim @:2_
x-—o+oog(x) C
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Tema 4 - Derivadas

Tema 4

Derivadas

1. DefinigOes e conceitos iniciais

Taxa média de variacao

. A taxa média de variagdo de uma fungdo f numintervalo [a, b], contido no dominio de f, é dada por:

f(b) — f(a)
t.m. i
m v'(ﬂ. b] b —d
Geometricamente, a taxa média de variagcdo de uma fungao f y

num intervalo [a, b] é o valor numérico do declive da reta secante

f(b
P,P sendo: ()

f(a)
Pon(a, f@) e P~ _~(b, f(b)).

(=]

o dessauass
o t----

x

Derivada de uma fun¢ao num ponto

' Chama-se derivada de uma fun¢ao f num ponto x,, ou taxa de variacdo de f em x,, e representa-se

por f'(x,) ou (g,{) ao limite, quando existir:

f'(x,)= lim ___f(x) e ’f((x°)

x—x X—X,

Fleo= im flx, + 12 — f(x,)

« Geometricamente, f'(x,) € o declive da reta tangente ao gré- y
ficode f no ponto de coordenadas (x,, f(x,)).

« Sendo s=f(f) a equacdao do movimento de um ponto em
funcao do tempo t:

f (xo)

- ataxa média de variagao do espaco relativamente ao tempo.
em [a, b] representa a velocidade média no intervalo 0

[a, b];

— a taxa de variacao do espaco relativamente ao tempoem a,
ou seja, a derivada da funcdo f no ponto a, f'(a), repre-
senta a velocidade instantanea ou velocidadeem a.

« Uma funcéo f diz-se derivavel em x, € D; se existe f'(x,).

CPEN-MA12 © Porto Editora
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Unidade 2 - Fungoes

¥ Exemplo 1 Derivada e declive da tangente -

Considere a funcao f, de dominio IR, definida por f(x)=1+ 2e

1.1.

1.2. Determine uma equagao da reta tangente ao gréfico de f no ponto de

1.1.

1.2

x—1

Determine, usando a definicao, a derivada de f no ponto x=1.

abcissa 1. =

f(x)=1 +2e*!
f'(1)= lim wz lim

(14228 Y (142"

h—0 h h—0 h
eh

. 2e"-2 . -1
= lim =2 lim ——=2x1=2
h—o h hl——o h

Ponto de tangéncia:

P._~(1,3); f()=1+2e"""=1+2x1=3

Declive:
m=f'(1)=2
Seja y = mx+ b uma equacgao da reta pedida:
3=2x1+b (y=3,m=2ex=1)
b=1

y=2x+1 é uma equacao da reta tangente ao gréfico de f no

ponto de abcissa 1.

] réxemplo 2 Velc;cndaae mstont&nea

A distancia, em metros, percorrida por um moével ao longo de uma linha reta,

t segundos depois de partir, é dada pela fungao:

2.1.
2.2

2.1

2.2,

fO=2t*, 0<t< 10

Calcule a velocidade média do mével no intervalo [1, 5].

Calcule, usando a definicao de derivada de uma fungdo num ponto,

a velocidade instantanea do mével quando t=1.

. f=2¢

f(5)-f(1)_2x25-2x1_
5-1 4

Vi1, 5|=t. m.V.;, 5=

4 4
=12

A velocidade média do mével no intervalo [1, 5] éde 12m/s.

21 + hP -2 x1?

f(1+h)- f(1)=

= '1 =i i
vil}=F{1) hh—n?o h hh—njo h
2 —
i 2(1+2h+h?) 2 h(4 + 2h)
h—0 h h—0 h
= lim (4+2h)=4
h—0

A velocidade do mével no instante t=1 é 4m/s.

D Verifica 1

Considere a fungao g, de
dominio IR*, definida por
gx)=3-Inx. _

1.1. Determine, usando a
definicao, a derivada de g no
ponto x=1.

1.2. Determine uma equacao da

reta tangente ao gréfico de g no
ponto de abcissa 1.

D Verifica 2

A distancia e(t), em metros,

percorrida por uma particula ao

fim de t segundos é dada por:
e(t)=3t"+t

2.1. Determine a velocidade
média da particula no intervalo

;51

2.2. Determine a velocidade da
particula no instante t=2.

Casa da Aula - Centro de Explicagbes - www.casadaaula.com

©I0pY 0uod © ZIVIW-NHdD



Derivadas laterais

Tema 4 - Derivadas

. Seja f uma fungdo real de variavel real e x, um ponto do dominio de f. Diz-se que:

« f éderivavel a esquerda no ponto x, se existe:
i 0= fx)

X=X NG

ou

h—0

h

L )~ fx)

a que se chama derivada lateral a esquerda no ponto x, e se representa por f' (5);

« f é derivavel a direita no ponto X, se existe:
f(x) — fi
o £00 o)

x—xg X—Xp

a que se chama derivada lateral a direita no ponto x, e se representa por f' (x3)

lim

h—0"

h

f(x, + h) — f(xo)

+ -
’

« existindo e sendo iguais as derivadas laterais de f no ponto x,, afuncao f é derivavel nesse pontoe o
valor desta derivada é igual ao valor comum das derivadas laterais.

f'(xo) = (5) = F'(x;)

Geometricamente, a derivada a esquerda no ponto X,
representa o declive da semitangente a esquerda e a deri-
vada a direita no ponto x, representa o declive da semi-

tangente a direita no ponto do grafico de abcissa x; .

Considere a funcao f, de dominio IR, definida por:

1=x

e se x<1
1+4Inx sex>1

f(x) = {
Averigue se existe f'(1).

Resolucao

f1)=1+4In1=1+4x0=1

: f(1 + h) - £(1) e -0+h _
'1 = " —_—= i —_——
() hL—n:r h hm' h
=iy e ey Sasmdes
h—0 h -h—o0 —h
=-1
. f(1+h)-f(1) 1+4In(1+h)-1
(1 = | = |
= =1 bt h
g | h
| =i DOED
g h—0* h
; =4x1=4
=

Como f'(1)#f'(1%), nao existe f'(1).

y
Semitangente
aesquerda

m=Ff'xg) \

0 Xo Semitangente x
adireita
m=f'(x)
D Verifica 3

3.1. Considere a fungao real de
variavel real, de dominio IR,
definida por:

x*-1 sex<1
f(x) =
® {Zlnx sex>1

Verifique se existe f'(1).

3.2. Considere a fungao f
definidaem IR por:
x=1

- Jxe se x< 1
f(x)—{ln(kx) se x> 1

a) Determine o valor de k,
sabendo que f é uma funcao
continua.

b) Verifique se, para o valor de k
encontrado, existe derivada da
fungédo f noponto 1.
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Unidade 2 - Fungoes

2. Derivabilidade e continuidade

Observe que uma funcéo pode ser continua num ponto x=a e nao ser derivavel nesse ponto.

No entanto, é vélido o seguinte:

' Teorema

Toda a fungao com derivada finita num ponto é continua nesse ponto.

eIoNpy ouod @ ZIVIWN-NIdD

Deste teorema também se pode concluir que se uma fungao é descontinua num ponto, entao, necessa-

riamente, ndo é derivavel nesse ponto.

D Exemplo 4 Derivabilidade e continvidade

Considere a funcdo f, de dominio IR, definida por:

x> sex<0

f(")={w se x>0

Verifique que f é continua, mas nao derivavel, no ponto x=0.

lim f(x)= Iin:) =0
=0 =g = lim f(x)=0
lim f()=_lim Vx=0 x—0

x— 0" x—0*

f(0)=10=0

Como Iim0 f(x)=f(0), f é continuaem x=0.
X —>

f(0 + h) — f(0)

e f(0)= lim ——M—=

) hm" h
= lim M: lim h_2=
h—0" h h—o h
= lim h=0
h—0"

o FO+h)-f0) Vh-V0

f(0)= lim ———= |lim ———=
h—0* h h— 0" h
= tim Y= lim 2=
h—0 h h—o \ p?
= lim \/i=+oo
h—o0 \ h

172 Nao existe f'(0), porque f'(0) ndo é um niimero real.

D Verifica 4

4.1. Seja f afungao de
dominio IR definida por:

e sex<0
f(x)_{x+1 se x>0
a) Prove que f é derivavel no
ponto x=0.
b) Justifique que f é continua
no ponto x=0.

4.2. Considere afungao g
definidaem IR por:

3-V1-x sex<0
gl =

e2+1 se x>0
a) Mostre que g é uma funcdo
continua no ponto x=0.
b) Verifique se existe derivada da
fungdo g noponto 0.
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Tema 4 - Derivadas

3. Funcao derivada

. Seja f uma fungdo e D o conjunto dos pontos do seu dominio onde f é derivavel.

Chama-se fungéo derivada de f a fungdo f' que faz corresponder a cada elemento x € D o ndmero real
f'(x):
f:D— R

x - f(x
Para a derivada de uma fungao f também se usam, entre outras, as notagoes ;i_f e Dy.
X

D Exemplo 5 Definir a fungdo derivada D Verifica 5
Considere a fungao f de dominio IR definida por fx)=x>. Considere a fungéo f, real de

variavel real, definida por:
5.1. Caracterize f', funcdo derivada de f, usando a definicao de derivada )= 32

de uma fungd@o num ponto.
5.1. Verifique, usando a

5.2. Calcule f'(1) e interprete geometricamente o resultado. definicao de derivada, que
f'(x)=6x .
Resoluc
5.2. Considere afungao g
5.1. f()=x" definidaem R por g(x)=xe".
f(x, + h) — f(x ica
f'(x,)= lim fls+ ) — %) «— definigao de derivada sy - deﬂr:mao @
—0 derivada de uma fungdo num
de f no ponto x=x,
ponto, que:
Substituindo x, por x, vem: g'00=(x+1)e"
f(x + h) — f(x) (x+h? =X
f'(x)= lim ——= lim ———=
G h—0 h h—0 h
i ¥ +2hx+h*—x* . h(@x+h)
= lim = lim ——=
h—0 h h—0 h
= lim (2x+h)=2x
h—0
ff:R— R
) B 2x
5.2. f'(x)=2x
(1)=2%x1=2

Geometricamente, dizer que f'(1)=2 significa que a reta tangente
ao grafico de f no ponto de abcissa 1 tem declive 2.

y -

CPEN-MA12 © Porto Editora
st S
-
N
X
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4. Regras de derivacao

Derivada da funcao constante

. A derivada da funcao constante é igual a zero.

y=¢c = y'=0
Se f(x)=c€R: y
f h) — fi _
P fiy PR g 6B i 6 y=
h—0 h h—o0 h h—o v =

Derivada da funcao afim

' A derivada da funcéo afim é igual ao declive da reta que representa a fungéo.
(ax+b)=a

Se f(x)=ax+b:

f(x+h)—f(x): . a(x+h)+b—(ax+b)=

f(x)thTo h hlﬂ]o h
. gk+ah+P-agf-¥P . ah . B
= lim = lim —= lim a=a
h—0 h h—o0 h h—o

Derivada de uma funcao quadratica

' Se f é uma funcéo quadrética definida por f(x)=ax’+bx+c (a, b, cEIR e a#0) entio f'(x)=2ax+b.

Se f(x)=ax*+bx+c:
fx+h) —fx) . alx+h) +bkx+h)+c—(ax*+ bx+¢)
——— = lim
h h—0 h

_alx*+2nx+h) + bx+bh+c—ax*—bx—c
= lim

h—0 h

. 2ahx+ah’+bh_ . HQax+ah+b)
= lim ——M@M@M8MM = |m —8M8M8 —=
h—0 h h—0 ]

=,

=2ax+b

Derivada da funcao x<__~ax", n€IR

. Para qualquer nimero real n, tem-se:

(ax") =nax"""

Exemplos:
1 1. L
00=2¢, F(x)=2x5¢=10¢; fx)=4x, f’(x)=%><4x2 =2

Casa da Aula - Centro de Explicagbes - www.casadaaula.com
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Derivada da soma de funcoes

. Se duas fungdes f e g sdo derivaveisem Ja, b[, afuncdo f+g é

derivavelem la, b[, e:

(F+g) ()=[fx) + gx)]'=F()+g'(x)

De igual modo:

(f~g) 00)=[f(x) - g00]'=£'(x)- g'(x)

D—Exemplo 6 Derivada deﬁfungées polinomiais

Escreva uma expressao da fungao derivada de f, sendo:

6.1. f()=x+3
6.2. f(X)=x>—2x+1

6.3. f(x)=—3x+ X?z+ 3x-7
6.4. f(X)=x"—3x— i
S

6.1. f'(x)=1

6.2. f'(X)=(*-2x+1)=2x-2

6.3. f'(x)z(— 3x’+%x2+3x— 7>I=—9x2+x+3

6.4. f'(x)=(x8 -3x - \/i) =8x" - 21x°

) Exemplo 7 Derivada de funcdes irracionais

Escreva uma expressao de funcgao derivada de g, sendo:

g0)=x"+

Resolucao
1 § «d
gx)=x>+ 3x’2+5x :
1

g =3x"
1 6 1

T2Vx ® eV

'+3 x(-2)x "+

-

1

Derivada do produto de funcdes

' Se f e g tém derivada em todos os pontos do intervalo Ja, b[, fxg

é derivavelem Ja, b[, e:

(Fxg) () =F"(x) x g (x) + fx)x g" (x)

Tema 4 - Derivadas

(u+v)=u'+v

P Verifica 6

Escreva uma expressao da
funcao derivada de:

6.1. f(X)=—4ax*+12x—1

x3

5x*
6.2. =—+
g(x) T

D Verifica 7

Escreva uma expressao da
funcao derivada de:

14,

f(x)=—0,03x* - 0,4x + 1x—° + %
7.2. f() =26+ V'

73. f(9=2-L1
t

1
t2
3

2Vs

+7

7.4. f(s)= %4»

(uv)=u'v+uv'
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Unidade 2 - Fung¢des

D Exemplo 8 Derivada do produto de fungoes

Determine uma expressao de f'(x), sendo:
8.1. f()=(x"+1)Vx
8.2. f(X)=x(x—2)(x*+3)

1 ~ -

solucao -

81“ F00=0x*+1) Vax+(x* +
= 4x> Vx +(x* (x%)=
=4x3\/;+(x“+1)x5x7;-:

1

2Vx

=4 Vx+(x*+1)x

8.2. Aregrada derivada do produto pode ser generalizada para trés ou

mais fatores.
Para o produto de trés fatores tem-se:
(fxgxh)=Ffxgxh+fxg xh+fxgxh'

Logo:
') =x"x—2) (> +3)+x(x—2)' (x> + 3) + x(x — 2) (x> + 3)' =
=(x—2)(x*+3)+x(x* + 3) + x(x — 2) 3x>

Derivada do quociente

' Se f e g tém derivada em todos os pontos do intervalo Ja, b[, ese g

nao se anula neste intervalo, 5 é derivavelem Ja, b[, sendo:

,gx)=0

( 1)' G fi(x) x g(x) — f(ZX) x g'(x)
[g(0)]

] Exempld 9 Derivada do'q'u'ociemé'aéﬁfbhqées

Escreva uma expressao analitica da derivada da funcdo de f, sendo:

9.1. f(x):x+1
9.2, f(x)=X—=1
9.1, Py WEHV-TXE+T 01
(x+1)7 (x+1)?
1
T (x+1)7
oy =1 xx—(F=1)xx 2xxx-(2-1)

9.2. f'(x)= = _ =

X +1

176 TR

D Verifica 8

Determine uma expressao da
derivada de cada uma das
fungdes seguintes: .

8.1. f()=0¢+x)(Vx+1)
8.2. f(x)=(x + %)(1 -X)

(g)'_u'v—uv’
v i

D Verifica 9

Determine uma expressao da
derivada de cada uma das
fungdes seguintes.

x2+3

9.1. f(x)=
e

9.2. Q(X)"?
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Derivada da funcao composta

. Seja fog afungdo composta das fungées fe g e x,ED;,,

Tema 4 - Derivadas

Se g é derivavel em x, e se f é derivavel em g(x,), entdo fog é derivavel em x,, e:

(Fog) (xo)=f '[g(xo)] % g'(Xo)

D Exemplo 10 Derivada da fun¢do composta
Sejam f e g duas fungdes reais de varidvel real tais que:

f)=3x%, VXER e g(¥)=Vx, VXER;
Calcule (fog) (4).

Resol

f'(x)=3x?

g()="Vx

i (5 Tz A
9(X)—(X2)—5X —2\&

Derivada de uma poténcia

. Aplicando a regra da derivada da fun¢ao composta verifica-se que,
sendo v uma fun¢dode x:

UY=nu""u' (nER)

) Exemplo 1 Derivada de uma poténci

3
Determine f'(x) sendo f(x)=<%) !

- -
=3<2x3; 1)’ 269 —((;:)2— 1)x3 _
_g@-1 3 _@-1

Gxf (Bxf

CPEN-MAI12 © Porto Editora

D Verifica 10

A respeito das fungoes f e g,
de dominio IR, sabe-se que
f'(x)=5x* e g(x)=3x—1.
Determine (fg) (0).

W) =nu""xu' (nER)

D Verifica 11

Determine uma expressao da
derivada de cada uma das
fungdes seguintes.

1.1 f(x)=<l)s

X

1.2, g=(Vx+1)

11.3. h(x)=(1 +‘;)
11.4. i()=x+1)'x
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Unidade 2 - Fungdes
Derivada da funcao exponencial

Seja f(x)=¢".

fix + h) — f(x) e — e
f'ix) = li = lim = -
) hino h h—0 h
e'(e" - 1) e" -1
= lim ———=1i % lim =
hl—-o h h_r.'noe h—o0 h
=e'x1=¢"

Por aplicacdo das propriedades operatérias das exponenciais e da regra da derivada da fungao com-

posta é possivel deduzir as restantes regras de derivacdo com exponenciais.

Assim:
() =¢ (e) =u'e"
(@) =a*xIna (@) =u'xa"xIna , aER\{1}
b Exemplo 12 Derivada de fungoes exponenciais D Verifica 12
Calcule uma expressao da derivada de f, sendo: Determine uma expressao da
s derivada de cada uma das

12.1. f(x)=e funcdes seguintes.

12.2. f(x)=2 ? 12.1. fix)=e"*

12.2. g()=2"*"
1
12.3. h(x)=xe"

. 1-2x
' ' - x - 12.4. =
12.1. F()=(e*") =3Bx— 1) ¥ ' =3e*"" i(x) =

12.3. f(x)=x"e >

12.2. f'(x):(zmi) :(- i) x2 2xIn2=- In2 5

12.3. f' (X):(xze— lx)‘ =(X2)' e..‘2x+x2(e— 2)()! _
=2xxe X4+ x’x(-2x) e ¥ =
=2xe "-2'e ¥=

=(2x-2xY) e >

Derivada da fun¢ao logaritmica

Seja f(x)=Inx.
In x+h
v fx+h)=f) . In(x+h)—Inx x )
Fe _hlino h _hlﬂqo h _hIEono h a
1, (h
. xln(xH) 1 Inly+1) h
= lim ——— = lim —x lim ———= 1y=—,h——»0=>y—-0
h—o0 h h—0X y—0 y X
X
=l)(]=l
178 X X
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Tema 4 - Derivadas

Pelas regras operatérias dos logaritmos e pela regra da derivada da composta pode-se concluir:

| w
(Inx) s (Inu)= "
' 1 ' u'
| = = +
(log, ) xxlIna (log, u) uxlna a€R\1}
D Exemplo 13 Derivada de fungdes logaritmicas D Verifica 13
Calcule uma expressao analitica da derivada de f, sendo: Determine uma expressao da
" 2 _ derivada de cada uma das
13.1. f(x)=In(x*+1) 13.2. f(x)=log, (x+3) furigBes begiiiiss.
13.3. f(x)=x—3xIn(Vx) 13.1. f)=In(Vix + x)
Resolucé 13.2. g(x)=log (1;)
13.1. f()=In(x*+1) 13.3. h(x)=(1+Inx?
f.(x)z(xz +1)_ 2« 134, i()=x(1 - In V&)
X+1 X+1
13.2. f(x)=log, (x + 3)
F(x)= (x+3) 1

(x+3)|n2_(x+3)ln2

13.3. f(x)=x—-3xIn (\3/;)
f'(x) =x'— [(3x)‘ InWx + 3x(|n \3/;)]' =

‘I
3/ 3
=1—3In\3/;—3xx(—\/—;):1—3In\3/;—3xx@:
Vx Vx
13-
3 221
=1-3InVx-3xx> 1 =1—3In\3/;—3xx%><x 33
X
=1-3INWVx-xxx"'=1-3InVx-1=
=—3In\3/;
Regras de derivacao

' e(utv)=u'tv'

e(uxv)=u'v+uv'

: (g)' _uv-u

v v

«W)=nu""u'" (nER)

« (Fou) (00 =[uG))] = u' () x F'(ulx)
o(e)=ute"

«(@=u'a"lna (a€R\{1})

U
o(Inu)=;

«(log, u)'=ﬁ; (@R \{1})
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5. Aplicacoes da derivada de uma funcao

Intervalos de monotonia e sinal da derivada de uma fungao

Seja f uma funcéo real de variavel real, derivavel em x,, e m o declive da reta tangente ao grafico
de f no ponto de abcissa X, .

Observemos cada um dos trés casos seguintes.

% m>0 / vt 9 m<o0 y m=0
f'xo)>0 /, 5 f'(xo) < 0 f'(%) =0
: 3 ——
0 a Xo b X ola Xo b X 0] a Xo b X

A observacao do declive da reta tangente sugere-nos o seguinte:

. Teorema

Seja f uma fungdo continua em [a, b] e derivavel em Ja, b[ :
«se f'(x)>0 paratodoo x€ Ja, b[, entdo f é estritamente crescente em [a, b];
«se f'(x)<0 paratodoo x€ la, b, entéo f é estritamente decrescente em [a, b];

«se f'(x)=0 paratodoo x€ Ja, b[, entdo f é constanteem [a, b].

Note-se que uma funcdo f pode ter derivada nula num ponto e ser estritamente crescente ou estrita-
mente decrescente num intervalo que contenha esse ponto.

y y

{ < W PR S SOy o

0 X 0| a Xo b X
f'(x,)=0 e f é estritamente f'(x,)=0 e f é estritamente
decrescente em Ja, bl crescenteem Ja, b[
y
Por exemplo, a funcao f, definidaem IR por f(x)=x’, tem derivada
—_y3
nulaem x=0 e, no entanto, é estritamente crescente em qualquer inter- =4
valo que contenha o zero.
0 X

180
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iExemplo 14 lnterv' . ”dilic.)s de monotonia |

Determine os intervalos de monotonia da funcdo f, de dominio IR*, defi-
nida por:

fx)=(1+1Inx)
Resolucao

Para determinar os intervalos de monotonia vamos aplicar o teorema
anteriormente referido.

fx)=(1+Inx?; D;=R"
ff(x)=21+Inx)(1+Inx) =
=2(1+In x))‘—(:

21 +Inx)
X

fx)=0 < 21+Inx)=0 A xER' &
& 1+Inx=0 A xER" &
& Inx=-1 &

& x=e'
X 0 e’ + 00
T - 0 +
f N v

Logo, f é estritamente decrescente em JO, l] e f é estritamente cres-

1
centeem g, + o9l .

Extremos relativos e derivada de uma funcao

Tema 4 - Derivadas

D Verifica 14

Determine os intervalos de
monotonia da fungao f definida
por:

14.1. f(x)=—4x -3’ +6x+1,
em R

14.2. f(x)=x’¢€*, em R

14.3. f(x)= % em R\{3}

14.4. f(x)=x2Inx-1), em R*

(x+1Y

e

m R

14.5. f(x)=

Seja ¢ um ponto do dominio de uma fungéao f tal que f'(c)=0 ou f'(c) nao existe e admita-se que f é
derivavel num intervalo aberto E contendo ¢, com a possivel excecao de poder néo ser derivavel em c:

1.°caso: f é continuaem ¢

' «Se f' muda de positiva para negativa em ¢, entio f(c) é um maximo relativo.

-

Yy - Y
X c
f(c) -/T\ f(c) /\ £ " _
§ ; f / 0 N\
0 c X 0 c X 1
Maéximo
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Unidade 2 - Fungoes

. «Se f' muda de negativa para positivaem ¢, entao f(c) é um minimo relativo.

ei0upg oMod @ ZIVIW-NIdD

i
i
i
<
\
=
S«
| L
i
<
1
x
|
(o]
¥

f(C) i i fl
3 i f N f(c) 7
0 C X 0 C X
T
Minimo

' «Se f'(x)>0 ou f'(x)<0 paratodo o x dointervalo E, exceto para x=c, entao f(c) nao é um extremo
relativo de f.

/

X 0 c X

f'(c)=0 f'(c)=0 f'(c) nao existe

2.°caso: f é descontinuaem ¢

Neste caso, a existéncia de extremos relativos depende da mudanga de sinal das derivadas laterais no

ponto c.
b
flo)1- 7‘
‘:’\/ f(c) '
. ;
0 ¢ X 0 é X
f'(c)>0 f(c)=—o0 fi(c)=—o0
f'(c)=—o0 f'(c)>0 f'(ch<0
f(c) é um maximo relativo. f(c) é um minimo relativo. f(c) nao é um extremo
182 relativo.

Casa da Aula - Centro de Explicagbes - www.casadaaula.com



Tema 4 - Derivadas

i Ekemalo 15 Monotonia & extremosrelahvos | D Verifica 15

Estude as fungdes seguintes
quanto a monotonia e quanto a
existéncia de extremos relativos.

Estude as funcdes seguintes quanto a monotonia e quanto a existéncia de
extremos relativos.
15.1. f(x)=In(1-x2

( ) 15.1. fx)=€"(x*—x—1)

Ry B
15.2. f(x)=x"e 15.2. f(x)=1+In(4-x?)

x’—-3 sex<2 X +2x-2

15.3. f(x)=
(x-3) sex>2 ®

15.3. f(x) ={
15.4. f(x)=3x"—2x*Inx

1 2
Resoluciio 15.5. f(x)--z-(lnx—Z)

15.1. f0)0=In(1-x?); D,={xER:1-x*>0}=11, 1[ 2-x* sex<1

15.6. f(x) =
) 5%1 se x> 1

Visinti-%5)

\‘

f! + 0 -

f 4 0 .

Maximo

ey —
2
x

imum

« f é estritamente crescenteem |- 1, 0] e estritamente decres-
centeem [0, 1[;

+f(0)=0 é um maximo relativo (e absoluto) de f.

15.2. f(x)=x%¢*; D;=R
f'(x)=2x " + x?e* = " (x> + 2x)
f(x)=0 <& e (x*+2x)=0 &

e #0
S x(x+2)=0 &
&~ x=-2V x=0

CPEN-MA12 © Porto Editora

+

0 = 0

i

Do

- Maximo

« f é estritamente crescenteem |-oco, —2] eem [0, +oo[ e estri-

tamente decrescente em [-2, 0];

Minimo

f(-2)= % é um maximo relativo de f e f(0)=0 é um minimo
e

relativode f.

¥=.54134
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Unidade 2 - Fungoes

-3 sex<2.
(x-3? sex>2’
lim f(x)= lim (x*-3)=8-3=5
xX—2" x—2"

15.3. f(x) = { D,=R

lim f(x)= lim (x-3P=(2-3F=1
x— 2" x—2'

Nao existe lim f(x). Logo, f édéscontinuaem x=2 e, conse-
x—2
quentemente, nao derivavel neste ponto.

3x° se x<2
20x—- 37 sex>2

f‘(x)={
f(x)=0 < 3x*=0Ax<2)V(2(x-3)=0AXx>2) &

&~ x=0Vvx=3

Como f é descontinua em x=2 é necessario estudar o sinal das
derivadas laterais neste ponto para avaliar a existéncia de

extremo.
o o f2+R)-f2) @+h-3-1_
PO =t I TR
4
=—=—00
=
o o fR+R)-FQ2) @+h-3-1_
R
— lim P-2h+1-1_
h— 0" h
. Hh-2)
= I =—2
hl'.'}r n

As derivadas laterais no ponto 2 nao mudam de sinal.
Logo, f(2) ndo é um extremo.

X — oo 0 2 3 + 00
3x° + |0 +
2(x-3) - 0 +
' + 0 + - 0 +
f A=l 2 1] B loll £
Minimo

®=2 y=1

« f é estritamente crescenteem ]-oco, 2[ eem [3, +oo[;
« f é estritamente decrescenteem [2, 3];

«f(3)=0 é um minimo relativo .
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Tema 4 - Derivadas

6. Aplicacoes da segunda derivada de uma funcao

Chama-se segunda derivada de uma funcao f (ou derivada de ordem dois) a fungao derivada de f'.
Nota-se por f".

Exemplos:
«Se f(x)=x>+x vem f'(x)=3x>+1 e f"(x)=6x.

«Se f(x)=e”+x* vem f'(x)=2e>+2x e f"(x)=4e> +2.

Veremos de seguida algumas aplicagdes da segunda derivada.
Concavidades e pontos de inflexao do grafico de uma funcao

' O ponto (c, f(c)) do gréfico de uma funcao f é um ponto de inflexao se sao verificadas as seguintes
condigoes:
«f é continuaem c;

« existe um intervalo aberto a, b[, contendo ¢, de tal modo que o grafico de f tem a concavidade
voltada para baixo em Ja, [ ea concavidade voltada para cimaem Jc, b[ ou vice-versa.

y ) 4 Y,
t t
Concavidade Pl
voltada para PI Concavidade
cima voltada para
| baixo PI
S i
E
0 X 0 ;- ) - = -

' Seja f uma funcéo derivavel em E=Ja, b . O gréfico de f tem:
« a concavidade voltada para cimaem E, se f' é crescenteem E;
« a concavidade voltada para baixo em E, se f' é decrescenteem E.

A monotonia de uma funcéo f, num intervalo em que f é derivavel, esté relacionada com o sinal de f'
nesse intervalo e, consequentemente, a monotonia de f' esta relacionada com o sinal de f".

' Se a segunda derivada de f, f", existe num intervalo aberto E=Ja, b[, entdo o grafico de f:
« tem a concavidade voltada para cimaem E, seesése f'(x)>0, VxEE;
« tem a concavidade voltada para baixo em E, seesése f"(x)<0, VxEE.

CPEN-MA12 © Porto Editora
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Unidade 2 - Fungdes

b Exemplo 16 Concavidade do grafico D Verifica 16
Estude as seguintes fungdes quanto ao sentido da concavidade do graficoe  Estude as fungdes seguintes
quanto a existéncia de pontos de inflexao. quanto ao sentido da

3 . concavidade do gedfico e quanto
16.1. f(x)=(x*—3x+4)e a existéncia de pontos de

2 MmN
16.2. f()=%~Inx - e 4

2 16.1. f(x)=x3+lnx
gestao de resolucao 16.2. f(x)=x-}2-xz

16.1. f(x)=(x*-3x+4)e*; D,=R "

16.3. f(x)=(-x—1)e'™*

f'(x)=(x*-3x+4) e +(x>-3x+4)(e) = 164, f00=(¢=1)In (= 1)-x

=(2x-3)e*+(x*-3x+4)e*=
=(2x-3+x*-3x+4)e*=

=(x*-x+1)e*

') =(x2-x+1) e +(x2—x+1)(e¥ =
(2x-1)e*+(2-x+1)e"=
(2x-1+x-x+1)e"=

(x*+x)e*

f')=0 < (x*+x)e*=0 <
& xix+1)e*=0 &
&S x=0Vx+1=0Ve'=0 &
&~ x=0Vx=-1

X — 00 =il 0 + 00
£ - 0 - 0 +

8 b i
f Nt g 4 S

« A concavidade do grafico de f é:
« voltada paracimaem |-oco, —1] eem [0, +oo[;

- voltada para baixoem [-1, 0].

« Pontos de inflexao: (— 1y g) e (0, 4).

16.2. f(x):g— Inx; D,=R’

f'(x)>0, VxEIR" = aconcavidade do grafico de f é voltada
para cima em todo o dominio.

O gréfico de f nao tem pontos de inflexao.
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o

Combinando os sinais de f' e f" tem-se:

Tema 4 - Derivadas

Sinalde f' ede " Propriedades de f e do seu gréfico Forma do gréfico

f'(x)>0 f é crescente

f'"(x)>0 Concavidade voltada para cima _/
f'(x)>0 f é crescente

f"(x)<0 Concavidade voltada para baixo /—
f'(x)<0 f é decrescente

f'(x)>0 Concavidade voltada para cima \\
f'(x)<0 f é decrescente

f'(x)<0 Concavidade voltada para baixo \

Teste da segunda derivada

Observem-se as seguintes representagoes graficas:

f(c’; f'0)=0 y
. 5 . i 1 flg=0
o a ¢ b X 8w 2 & &

f'(0)=0; f'(c)<0;
f(c) é maximo relativo.

f'()=0; f'()>0;
f(c) € minimo relativo.

. Supondo que f é derivavel num intervalo aberto E= |a, b| contendo c e f'(c)=0:

«se f"(c)<0, entdo f tem um maximo relativoem c;

«se f"(c)>0, entao f tem um minimo relativoem c.

B Exehplo 17 Teste da segundbraeﬁvador

Determine os extremos relativos da fungao f, definidaem IR por:

f(x)=x"—3x

usando o teste da segunda derivada.

Resolucao

Tem-se: —
f)=x>-3x; f'(x)=3x*-3 'l ‘ 4"
f(0)=0 < x=—-1V x=1 7 "
" (x) = 6x / )
Fr(-1)=-6<0 | e
f-1)=2
f"(1)=6>0
f(1)=—2

Logo, 2 é um maximo relativode f e —2 é um minimo relativo de f.

D Verifica 17

Determine os extremos relativos
da funcéo de dominio IR",
definida por:

f(x)=x—3—3 Inx
X

usando o teste da segunda
derivada.

Casa da Aula - Centro de Explicagbes - www.casadaaula.com

187



188

Unidade 2 - Fungoes

7. Estudo de funcgoes

O grafico de uma fungao é muito util para visualizar as propriedades dessa fungao.

A observacéo do gréfico permite-nos compreender, integrar e sintetizar as informagdes obtidas no.
estudo parcelar de aspetos ligados as fungées como monotonia, continuidade, assintotas, etc.

Para representar graficamente uma fungao, normalmente seguem-se os seguintes passos:

. Estudo de uma fungao

1) Obter o gréfico usando a calculadora gréfica.

A imagem obtida vai ajudar a compreender e a dar sentido aos valores que se obtém analiticamente.

2) Determinar o dominio, se nao for dado.

3) Estudar a continuidade.

4) Determinar as coordenadas dos pontos de intersegao do grafico com os eixos coordenados (zeros e

ordenada na origem).

5) Estudar as simetrias do gréfico (verificar se a funcéo é par, se é impar ou se nao é par nem impar).

6) Estudar a monotonia e determinar os extremos.
7) Estudar o sentido da concavidade do gréfico.

8) Determinar as equagdes das assintotas.

9) Confrontar os dados obtidos analiticamente com o gréfico obtido com a calculadora gréfica e indicar o

contradominio.

D Exemplo 18 Estudo de uma fung&b

Faca o estudo da funcéo f, definidaem IR\{0} por f(x)=

No seu estudo, nao deixe de contemplar os seguintes pontos:

« Simetrias do grafico

« Monotonia e extremos

« Concavidades e pontos de inflexao do gréfico
« Assintotas

« Esboco do gréfico

« Contradominio

¢
=

[ Vize (RI7R
f(x):e;; D,=R\{0}
« Simetrias do grafico =
f(—x)= € =5
—ix% X X=1

Y=2.71828

Temos que, para algum x € D;, f(—x)#f(x) e f(—x)=—f(x).

Logo, a funcao f nao é par nem é impar.

« f é continua (quociente de func¢des continuas)

D Verifica 18
Faga o estudo gréfico de cada
uma das fungoes seguintes.

18.1. f(x)=""X

NoX

18.2. f(x) =X
e
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« Monotonia e extremos

f'(x)=e xx-e'x1_e (x-1)
X X
fx)=0 < x=1

X |-oo 0 1 + 00

f' - - 0 +

f N \ e /"
Minimo

+ Concavidade do grafico e pontos de inflexao

[e*(x — 1)]%¢ — e*(x — 1) ()

f'(x) = >
9)
_ [e"(x—1)+e]x—e“(x—1)x2x
x! -
C(xe*—e*+e)x —xe*(2x—2) xe (¥ —2x+2) e (¥ -2+ 2)
- x* - x* - x

f'(x)=0 < x*—-2x+2=0 (equagao impossivel)
Como x*-2x+2>0, VxED,, osinalde f" depende do sinal de x°.

X — 00 0 + 0o
f'l — +
f o ~

O gréfico de f tem a concavidade voltada para baixo em ]-oo, 0[,
voltada para cima |0, +oo[ e nao tem pontos de inflexao.

« Assintotas
Verticais (f é continua em R\{0})
lim f(x)= lim &= -1:=—c>o;
x— 0 x— 0 0

. . et 1
lim fx)= lim —=—=+00
x—0" x—0" X 0

A reta de equacdo x=0 é uma assintota vertical do grafico de f.

Nao verticais

Quando x— —co:

e* 0
S o0
X

lim f(x)= lim —

X —+ — 00 X— — 00
Areta de equacdo y=0 é uma assintota do gréfico de f.

Quando x— +oo (y=mx+b):

flx e
m= lim Q= lim —
x—+o00 X x_v+ooxz

Dado que m &R, o grafico de f ndo tem assintota quando x— + oo,

=+ CcOo

« Contradominio: -
D;=1-c0, o[ Ule, +oof

+ Gréfico:

Jo - nmob <
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8. Problemas de otimizacao

Muitas vezes, na resolucao de problemas de otimizagao é necessario encontrar a expressao analitica que §

define a funcao a otimizar, tal como se pode verificar no exemplo seguinte.

D Exemplo 19 O volume da caixa.. ) Verifica 19

Considera o triangulo [ABC],
retangulo em B tal que:

Observe a caixa representada na figura ao
lado.

A soma do comprimento da caixa com o <AC=10
comprimento da fita que, como é suge- -0 angulo BAC tem amplitude
rido, faz o contorno é 108 cm . 307,

19.1. Mostre que o volume, V(x), da caixa
é dado pela expressao:

V(x)=x*(108 - 4x), x€]0, 27[.

| I X >
A ' A<z &
> contorno ¥

19.2. Sem ajuda da calculadora, determine o valor de x para o qual o

volume da caixa é maximo. B
Pretende-se inscrever neste
triangulo um retangulo, de
dimenséo x e y, conforme

19.3. Usando a calculadora gréfica, determine o valor de x de modo que o
volume da caixa seja 10 000 cm® =10 dm’ (apresente o resultado em
centimetros com duas casas decimais).

sugerido pela figura.
solucao 19.1. Verifique que:
19.1. O volume da caixa é dado pelo produto: V=x’xy sendo y o 4\/§y+x= 10
comprimento da caixa em centimetros. 3
Por outro lado, tem-se que y+4x=108 <> y=108 —4x. 19.2. Verifique que a drea do
Logo, V(x)=x?(108 —4x). renoe di;i i
3

Teradeser x>0 e y>0. A(X)=T(1°X-X2)
Como: 19.3. Determine as dimensoes
y>0 <= 108-4x>0 <= 4x<108 <= x<27 do retangulo de modo que a sua
temos que x€ ]0, 27[. area seja maxima.

19.2. V(x)=x?(108 — 4x)
V'(x) =2x (108 — 4x) + x> x (— 4) = — 4x*> — 8x* + 216x =
=—12x*+216x=12x(-x+18)

V'(x)=0 <& 12x(-x+18)=0 A x €10, 27[ & x=18

X 0 18 27
V' + 0 -
v g N

Maximo

V(18): maximo do volume
V(18)=18?(108 -4 x 18)=11 664
O volume méximo é 11664 cm® para x=18cm.

b 4
» 3
19.3. V(x)=10dm o~

10 000
x%(108 — 4x)=10 000 cm’

O volume da caixa sera 10 dm’
se x=13,72cm ou x=21,68cm.

13,72 21,68 X
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) Exemplo 20 O comprimentodo cabo

0 comprimento C, em metros, de um cabo elastico, sob a acdo de uma forca
de tracdo a partir do instante t=0, é dado por:

C()=10+t% " (t>0, em segundos)

20.1. Determine, com aproximagao aos centimetros, o comprimento
maéaximo atingido pelo cabo.

lim C(t) einterpreta o resultado obtido.

— + 00

20.2. Determine
t

20.3. Recorrendo a calculadora gréfica determine durante quanto tempo o
comprimento do cabo foi superiora 12m.
Apresente todos os elementos recolhidos na utilizagao da calculadora,
nomeadamente o gréfico ou graficos obtidos, bem como as coordena-
das dos pontos cuja determinagao for necessaria a resolugao do pro-
blema. Apresente os valores em segundos arredondados as décimas.

Resolucao
20.1. C()=10+t%e ¥
C'(t) =0+ (tz)'e— o4t t2 (e— o,4r)' —2te 04t 0,4!'26“ 0,4t
=e "t(2-0,4t)
C'(t)=0 & e *t2-0,4t)=0 < t=0V2-0,4t=0 &
& t=0Vit=5

t 0 5 + 00
c' 0 + 0 -
£\l 10 P 1338\
Minimo Maximo

C(5)=10+5"xe ***°=13,38m=1338cm

O comprimento maximo atingido pelo cabo foi cerca de
13,38m=1338cm.

2

(o0 x0)
lim (10+£e°*) = 10+ lim ——

t— +o00o t—+o00 @

20.2. lim C(t)=

t— + 0o

Fazendo y=0,4t, temos t:oy & t=25y e t—+00 — y—r+00

’

2 2,5y)
wie i Lwros dig POl =i0gamwa— 1 =
t——»+ooe°'4‘ y— +o00o ey .
6.25 lim —
y — +00
=10+——=10+0=10 g y
+ oo
Portanto, lim C(t)=10 significa que, com o decorrer do tempo, o

t— + 00

comprimento do cabo tende a retomar o valor inicial de 10 metros.

20.3. Calculando a interse¢ao dos graficos de y, =C(t) com y,=12
obtiveram-se os seguintes valores:

c(t) [SLDG O g
P —
12 /E, ,E\
0 2;2 9:6 t Jterssctien y=12

9,6 —2,2=7,4; o comprimento do cabo foi superiora 12m
durante cercade 7,4s.

Tema 4 - Derivadas

D Verifica 20

As acbes de uma sociedade
an6nima foram colocadas hoje
na Bolsa de Valores.

Estudos de mercado preveem
que o valor de cada agao, em
euros, decorridos t dias, seja
dado por:

In (0,04t + 1)

V(t)=5+
® 104 0,04t + 1

20.1. Qual é, em euros, o valor
de cada agéo no instante em que
é colocada no mercado?

20.2. Mostre que:
0,4[1-1In (0,04t + 1)]
(0,04t + 1)

V'(t)=

20.3. Se uma pessoa comprar
hoje 1000 agoes desta empresa,
e admitindo que este modelo se
mantém valido, ao fim de
quantos dias as deve vender de
forma que o lucro obtido seja
maximo?

Nota: se nos célculos
intermédios proceder a
arredondamentos, conserve,

no minimo, trés casas decimais.
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Questoes tipo exame

Questoes resolvidas

-

|
@ Seja f afuncao definidaem IR* por f(x) = @

. Questdes propostas

m Seja f uma fungao derivavel em R

tal que:
0 declive da reta tangente ao grafico de f no ponto de £(0)=1
Ry e : Ay
abcissa 3 éigual a: : . F(x)=2fx), VxER
() 0 @) 4 ©-4 ©) 4 Qual é a equacao da reta tangente ao
= e i ?
Resolucdo gréfico de f no ponto de abcissa 07
F(x) = ('"<zx>)' _ (In@x) x x — In@x) x X' _ Wy=2c+1  @)y=2-2
X X - ©y=-2x+1 (D)y=2x+2
(29
 x x—In(2x) )
=, 2K =] In2x) m Na figura esta uma representagao
x’ x’ gréfica de uma funcdo g e de uma
( 1) reta t, tangente ao graficode g
1-In[{2Xx— .
(1 2 -0 nos pontos de abcissas a e a+ 1.
f 2 1\ B - Sabe-se que g(a)=1 e g(a+1)=3.
<§> 4 y
Resposta: (B) B I
@ Na figura esté representada, y p 1f==mro— .
em referencial Oxy, parte do 1 '
grafico de uma fungao f, de of f a ™ g%l X
dominio IR, definida por: 7
fix)= eV -1 : Ovalorde g'(a) é
(k é um namero real ndo nulo.) ) X (A) 1 (B)a
Areta r interseta o eixo Oy ) 2
no ponto de ordenada —2 e 4 (C) g (D)2
é tangente ao gréficode f no
ponto onde este interseta o
eixo Ox. a Seja g: R— R afungéo definida
Qual é o valor de k? por g(x)=2e™"
(A) 2 (B) 1 ©) -2 D) -1 No gréfico da fungéo g existfe um
ponto onde a reta tangente é
= paralela a bissetriz dos quadrantes
Resolucdo e
- k(x - 1) o kx—1) _ kx—1) _ )
fx)=0 e —1=0= V=1 = o Qual é a abcissa desse ponto?
S kix-1)=0=x=1
K- D=geas (A)=In2 (B) In 2
Temos entdo que a reta r passa nos pontos de coordenadas ©o (D)21In2
(0,-2) e (1, 0), peloque o seudecliveé m, = (1) L g =2.
f'(N=m,=2 m Considere a funcao h de dominio
. - . - e IR e contradominio IR™ tal que
F09 = ("= 1) = (kox - 1)y 7V = ke h()=1e h'(1)=2.
f()=ke™ V=ke'=k Sendo g(x)=In(h(x)), o valor de
ff)=2< k=2 g'(1) & 1 1
Resposta: (A) @4 @ 4 © 2 ()2
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Questoes resolvidas

@ Na figura esta parte da representacao gréfica de uma
funcao f.

(0] X

Indique o valor de f(07), derivada lateral esquerda de f

no ponto 0.
(A) 0 (B) 1
(€) 2 (D) + 00
Resolugdo
)= im 2970
1-2_-1_ .
0 0

Resposta: (D)

Sabe-se que a reta de equagao y = x — 2 é tangente ao
gréfico de uma funcgéo f, derivavel em IR, no ponto de

abcissa nula.
Qual é o valor de Iim0 f9+2 ?
X—O
() -2 ()0
©1 (D)2

Resolugdo

O ponto da reta de equacao y = x — 2 com abcissa nula tem
ordenada y=0-2=-2.

Logo, o ponto de tangéncia tem coordenadas (0, — 2) pelo
que f(0)=-2.

Assim:
. f)+2 . fx)-(-2)
lim ——=1 E———
x—0 X x—0 X
. f(x)-f(0)
= lim ———
x—0 x-—-0
=f'(0)

Ora, f'(0) é o declive da reta de equacao y=x — 2.

H

I

i fix)+ 2
:Portanto, lim L =
’ x—0 X

‘Resposta: (C)

Unidade 2 - Fun¢oes Tema 4 - Derivadas
- Questoes propostas

a Na figura estao representadas:

i « parte do gréfico da funcéo f, de
dominio IR", definida por
f(x)=1-1In(2x);

«umareta r, tangente ao grafico
de f, no ponto de abcissa a.

Sabendo que a inclinagao da reta r
é 135°, indique o valorde a.

\/’

w2 ®: ©2 @1

m De uma fungao h, de dominio IR,
sabe-se que a sequnda derivada é
dada por:

g')=("—-1)(x-27, VXER
Seja A o conjunto das abcissas dos
pontos de inflexao do gréfico g.

Em qual das seguintes opgoes esta
oconjunto A?

() {o} () {2} (©) {0, 2} () {1}

Seja f uma funcao de dominio IR.
Sabe-se que a sua derivada, f', é tal
que f'(x)=4-x*, VXER.

Relativamente a funcao f, qual das
afirmagoes seguintes é verdadeira?

(A) f é decrescente em -0, 0].
(B) f é decrescenteem [-2, 2].
(€) f tem um minimo para x=-2.

(D) f tem um minimo para x=2.

m De uma fungéo f, de dominio IR
sabe-se que a sua derivada é a

..~ funcao definidaem IR por
f'(x)=Inx.
Qual das seguintes afirmagoes é
verdadeira?
(A) f é estritamente crescente.
(B) f é estritamente decrescente.

(€) f tem méximo absoluto.

(D) f tem minimo absoluto.
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Questoes tipo exame

Questoes resolvidas

@ Seja g uma funcgdo de dominio IR com primeira e
segunda derivadas em todo o dominio.

Sabe-se que o gréafico de g tem um ponto de inflexao de
abcissa 1.

Qual dos seguintes graficos podera ser o da primeira
derivada da funcao g?

(A)

Resolugdo
Apenas o grafico apresentado em (C) pode ser o da primeira
derivada de g, isto é, pode ser o gréficode g'.

A justificacdo apresenta-
-se na tabela ao lado onde
se relaciona monotonia de
g' com o sinal de g" eo

7z b

Q Q| x

sentido da concavidade do L .
gréficode g. g ~ PL| ™
Resposta: (C)
Seja f afungao definidaem IR y

por f(x)=e* e a um nimero

real positivo. 2a

Considere afungao g cujo gréfico g

é areta representada nafiguraea
fungado h talque h=f+g.

Qual das seguintes equagoes [6) a\ X
define a reta tangente ao gréfico

de h no ponto de abcissa nula?

(A) y=—2x+2a B)y=—x+3
€© y=-x+1+2a (D)y=-2x+2
Resolucao

Equacao dareta r, gréfico dafuncao g:
Areta r passa nos pontos de coordenadas (a, 0) e (0, 2a).

Logo, o seu declive é m = 2: B 2 e aordenada na origem

éigual a 2a. Portanto, y = — 2x + 2a é uma equacao que
define areta r pelo que g(x)=—2x+ 2a.

Questoes propostas

0}pPF 0Uod @ TIVIN-NIdD

a Na figura seguinte esté representado
o grafico de g", segynda derivadas
de uma certa fungéo g.

y gu

O|/ X

Qual dos graficos seguintes pode
ser o dafungdo g?

(A)
y
/O-\V X
(8)
y
7N
©
y
\ /
R
(D)
Y
4\
/ Y

m Considere uma fungao f, de
dominio IR, tal que a derivada de f
é dada por f'(x)=(x—5)".

Qual das afirmagoes seguintes é
verdadeira?

(A) A fungao f tem um extremo
relativo para x=5.

(B) A fungéo f tem um extremo
relativo para x=-5.

(€) O gréfico da fungao f tem um
ponto de inflexdo para x=5.

(D) O gréfico da fungao f tem um
ponto de inflexdo para x=-5.
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Questoes resolvidas

h(x) = f(x) + g(x) <= h(x) = e* — 2x + 2a
h'(x)=(e*—2x+2a) =e" -2

Equacao reduzida dareta t, tangente ao graficode h no
ponto de abcissa 0:

Declive: m=h'(0)=e’-2=-1

Ordenada na origem: b=h(0)=e’°-2x0+2a=1+2a
dado que areta t passa no ponto de tangéncia.
t:y=—x+1+2a

Resposta: (C)

@ Seja f uma funcao derivavel em IR. A respeito de f',
derivada de f, sabe-se que:

.f(2)=0
. f' é estritamente decrescente

Qual das seguintes afirmacoes é necessariamente
verdadeira?

(A) A funcao f tem um unico zero.

(B) Afuncao f tem no méaximo dois zeros.
(€) Afuncao f nao tem zeros.

(D) f(2)>0

Resolucao

Se f' é estritamente decrescente e f'(2)=0 entado f'(x)> 0
para x<2 e f'(x) <0 para x> 2:

Na tabela resume-se o
5 - X —o0 2 + oo
sinal da derivada e a
consequente variagao f' - 0 -
da funcao f.
s f 7 N
Como f é estritamente

crescente em |- oo, 2] e estritamente decrescente em
[2, + co[ , tem, no maximo, um zero em cada um dos
intervalos.

Portanto, a funcao f tem no maximo dois zeros.

Resposta: (B)

Seja f uma funcao de dominio IR com primeira e segunda
derivadas finitas em todo o dominio.

Na figura encontra-se parte y

do gréficode f", segunda

derivada de f. \ -

Sabe-se ainda que g f x

F(0)=f(4)=0. ;

Qual pode ser o valor de

f(1)?

®wW-2"  @-1 ©o (D) 1
Resolugdo

Da analise do grafico de f" verifica-se que f"(x) < 0 em todos
os pontos do intervalo o, 4[. Logo, podemos concluir que a
funcao derivada de f, f', é estritamente decrescente em

[0, 4].

Unidade 2 - Funcdes Tema 4 - Derivadas

- Questdes propostas

m Na figura esta uma representacao
graficade g", segunda derivada
de uma certa funcao g.

y

A

(0] X

Qual das seguintes poderd ser parte
da representacao gréfica da fungao g?

™ ®)
i y‘/ y|/
/‘o % /‘o :
© ©)

m Na figura esta representada parte
do grafico da funcao f, de dominio
IR, definida por f(x)=e* eareta t,
tangente ao grafico da funcao f no
ponto de abcissa nula.

34
t

f
O| \ X
Sabe-se que areta t interseta a

bissetriz dos quadrantes pares no
ponto de abcissa 1.

Qual é ovalorde k?
- W-2 ®-1 (©1 (D)2

a De uma funcéo f, de dominio IR,
sabe-se que a sua primeira derivada
édadapor f'(x)=e""'.

Quantos pontos de inflexao tem o
grafico da funcéo f?

Ao ®1 (©2 (D)3

Casa da Aula - Centro de Explicagbes - www.casadaaula.com

195



196

Questoes tipo exame

Questoes resolvidas

Ora, se f'(0)=0 e f' é estritamente decrescente em [0, 4],
entdo f'(x) < 0 nointervalo ]0, 4[ pelo que afuncao f tam-
bém é estritamente decrescente em [0, 4].

X 0 4 S

" - —~f\
A o
f N\ 0

Se f é estritamente decrescenteem [0, 4] e f(4)=0, entao
teradeser f(1)>0.
Entre os valores apresentados, apenas 1>0.

Resposta: (D)

De uma fungéo f, derivavel em IR, sabe-se que
f(2)=f(2)=3. (fof)(2) éiguala:

(A)3xf(3) (B)3xf(3) (€) 2f(3) (D) 2f'(3)

Resolucao
(fof)' (x) = LFFOA)]" = ' (x) x f'(F(x))
(Fof) (2)=f'(2) x F'(f(2)) =3 x F'(3)

Resposta: (A)

Considere a funcao f, de dominio IR", definida por

f(x)=1—|—n—)5.
X

30.1. Determine a equagao reduzida da reta tangente ao

grafico da fungao f no ponto de abcissa 1.

30.2. Estude a fungao f quanto:

a) a monotonia e quanto a existéncia de extremos relativos;

b) ao sentido da concavidade do gréfico e quanto a

existéncia de pontos de inflexao.

30.3. Na figura estao representados:

« parte do gréfico da fungéo f;

«um ponto P do gréifico de f e o ponto Q do eixo das
abcissas tal que o triangulo [OQP] é isésceles, sendo O a
origem do referencial.

y

(0] Q 71

Seja A a funcdo, de dominio IR", que faz corresponder a
abcissa x do ponto P aarea do triangulo [oQP].

a) Mostre que A(x)=x—Inx.

b) Determine o valor minimo que a area do triangulo [oqr]
pode assumir.

Questoes propostas

m Seja f uma fungao derivavel em IR.

eioNpy ouod @ ZIVIW-NIdD

Sabe-se que a reta de-equacao
y =—2x — 3 étangente ao grafico
dafuncao f no ponto de abcissa 1.
Qual das seguintes afirmacoes é
necessariamente verdadeira?

f(x
@ lim ®__;

x—>+00 X
(B) Ii_n?1 fx)=-5
(€) f(2) < £(0)
(D)f(0)>-3

De uma fun¢do h, de dominio IR,
com primeira e segunda derivadas
finitas em todo o dominio, sabe-se
que h(x)x h"(x) < 0 paratodoo
namero real x.

Em qual das figuras seguintes pode
estar representada parte do gréfico
dafungéo h?

N O

@ Sejam f e g duas fungdes derivaveis

em R.

Sabe-se que:

.f(x) > 0 qualquer que seja x € IR;

f(2Q=2e f(2)=1

.g(x)=f(x) x In [f(x)], paratodo
xER.

Qual é a equacao reduzida da reta
tangente ao grafico de g no ponto
de abcissa 27

(R) y = 2x
(©y=4x

B)y=2x-4
(D)y=4x-8
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Questoes resolvidas

Resolugdo
30.1. f'(x):<1 _I"_X> :0_(|“X) X x — (In x) x x .
X X
1
—xx—Inx
.. _=1+Inx
x’ X
Ponto de tangéncia: (1, 1), dado que
f(1)=1 _h‘T]:]—O:'],
Declive: m=f'(1):_1:¢=_1

Substituindo em y=mx+b, temos:
1=—1x1+b < b=2
Portanto, y=—x+2 é a equacao pedida.

30.2.

a)f'(x)=0<:>“1;A=0<:>—1+lnx=0 =

& Inx=1 & x=e

X 0 e + o0

f' - 0 +

f Ny v
Minimo

f é estritamente decrescente em |0, e] e estritamente cres-
centeem [e, +o9[.

f tem um minimo relativo para x=e.
b)f"(x):(_ 1+ Inx) _CE1+nx)x —4(— 1+ Inx)0c)
x
l—xxz—(— 1+Inx)x 2x

X

x—(—=1+Inx)x2x

x* x*
_x(1+2—2lnx)_3—2|nx
X 2
f"(x)=0<:>3_;¢=0<:>3—2mx=0 =

3
> Inx:%<:>x=e2<:>x:\/;

X 0 Vel +00
£ + 0 -
f ~ 7N
Pl

O grafico de f tem a concavidade voltada para cima em
]0 , \/g] e voltada para baixo em [\/e—’, + oo[ . O ponto
: deabcissa Ve’ éum ponto de inflexao.

H .
:30.3. a) Tomando OQ = 2x para base do triangulo [0QP], a
%sua altura é a ordenada do ponto P, ou seja, a altura é

Unidade 2 - Fungdes Tema 4 - Derivadas

Questdes propostas

Considere a funcao f de dominio IR,

definida por f(x) = T :
por f(x e +2

37.1. Estude a fungdo fquanto a
monotonia.

37.2. Mostre que o grafico da
funcdo f tem duas assintotas
horizontais.

37.3. Indique, justificando, o
contradominio da fungao f.

37.4. Seja t areta tangente ao
gréfico da funcao f no ponto de
abcissa nula.

a) Determine uma equacéo da
reta t.

b) Existe um ponto do gréfico da
funcdo f, onde a reta tangente
é estritamente paralela areta t.
Determine a abcissa desse
ponto.

37.5. Estude a funcdo f quanto ao
sentido das concavidades do seu
gréfico e quanto a existéncia de
pontos de inflexao.

Seja f afuncao de dominio IR,

definida por f(x) = In(l 4 e_i) + %

38.1. Mostre que:

fx)=1In(1 +e?) - %
qualquer que seja x € R.

38.2. Mostre que f é uma funcao
par.

38.3. Estude a fungao f quanto a
existéncia de assintotas do seu
grafico.

38.4. Estude a fungao f quanto a
nmonotonia e existéncia de extremos
relativos.

38.5. Seja g afuncao, de dominio IR,
definida por g(x)=2¢e™ -5,

Determine os zeros da fun¢ao g.

Casa da Aula - Centro de Explicagbes - www.casadaaula.com

197



198

Questoes tipo exame

Questoes resolvidas

Portanto, a area do triangulo [OQP] é

2x<1—'£3‘->
A(x)=—x:x<1—ln—x>:x—lnx
2 x/)
b)A'(x):(x—lnx)':1—lzx_1
X x
A=0=X 1 _ o= x-1-0x=1
X 0 1 + 00
A
A' 3 - 0 +
A i

Minimo
A area é minima para x=1 pelo que o valor minimo que a
area do triangulo [OQP] pode assumiré A(1)=1-In1=1.

@ Na figura estdo representados:

« parte do grafico da funcéo f, de dominio IR, definida
por f(x)=x(Inx — k)’ ;
(k é uma constante real.)

. areta r, tangente ao grafico de f no ponto de abcissa 1.

Sabendo que a funcao f admite primeira e segunda
derivadas finitas em todo o dominio, determine o valor
de k.

Resolucao

Por observacao do gréfico verifica-se que existe um intervalo
la, b[ tal que:

«1€]a, bl

«em Ja, 1[ aconcavidade do gréfico é voltada para baixo
(o gréfico esta abaixo de r);

.em |1, b[ aconcavidade do gréfico é voltada para cima
(o grafico esta acima de r).

Logo, o ponto do grafico com abcissa 1 é um ponto de inflexao.
Como existe f"(1) tera deser f'(1)=0.

f'(x)=x'(nx - k?+ x[(Inx - k?]'=
=(Inx -k +xx2(nx—k)(Inx - k)
=(Inx—k)2+2x(|nx—k)x1;=(Inx—k)2+2(lnx—k)

Questoes propostas

a Seja g afuncao de dominio R,

definida por g(x) =x*e > +.1.

39.1. Estude a fungdo g quanto a
monotonia e quanto a existéncia de
extremos relativos.

39.2. Mostre que o gréfico da
funcdo g tem uma Unica assintota
e escreva uma equagao dessa
assintota.

39.3. Seja h afungao de dominio
IR, definida por:

h(x)=In (_g(x)_)

e¥4e”
Determine as abcissas dos pontos
de interse¢ao do grafico da fungao
h com a bissetriz dos quadrantes
impares.

Considere a funcao f, de dominio
IR, definida por f(x)=¢e*—x—1.

40.1. Estude a funcdo f quantoa
morotonia.

40.2. Justifique que f(x) > 0 para
todo x ER.

40.3. Para que valores de x se tem
In(x+1)<x?

40.4. Sabe-se que In x < f(x) para
todo x € R".

Para determinado valor de k, a
funcao g, de dominio R",
definida por g(x)=Inx + k,
interseta o grafico da fungao f num,
e num s6, ponto cuja abcissa
pertence ao intervalo lo, 1[.
Recorrendo a calculadora gréfica,
determine o valor de k.
Na sua resposta deve:
- equacionar o problema;
- reproduzir, num referencial,
o grafico da fungao ou os gréficos
das fungdes que visualizar na
calculadora, devidamente
identificado(s);
« indicar o valor pedido com
aproximacao as milésimas.
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Questoes resolvidas

f'(x) = [(Inx — k] + [2(nx - k)]' =
=2(Inx—k)(Inx - k) +2 x ;1(—:

=2(Inx - k)

><|~
><|~

(Inx—K)+ %:

x [N

LI (Inx—k+1)
X

f"(1)=%(ln1 —k+1)=20-k+1)=2-2k

f'1)=0¢2-2k=0=2k=2= k=1

@ Considere a funcao f, definidaem IR por f(x)=e *—x.

32.1. Determine a equacao reduzida da reta tangente ao
gréfico da funcao f no ponto de abcissa 0.

32.2. Justifique que a fungao f é estritamente decrescente.

32.3. Justifique que a funcao f admite inversa.

32.4. Mostre que existe um valorde x € ]0, 1[ tal que:

fx)=f'(x)

Resolucao

32.1. f'()=(e*—x)=—e -1

Ponto de tangéncia: P(0, 1) porque f(0)=¢e’-0=1
Declive da reta tangente:

f0)=—e’"-1=-2

Equacao da reta tangente:

y-1=-2(x-0) < y=—2x+1

y=-2x+ 1 éaequacao pedida.

32.2. Dadoque —e *—1<0 paratodo x € IR, vem
f'(x) < 0 em todo o dominiode f.

Portanto, f é estritamente decrescenteem IR.

32.3. Atendendo a que f é estritamente decrescenteem R,
f éinjetiva. Logo, f tem inversa.

32.4. Os graficos de f ede f ' sdo simétricos relativamente
areta de equagdo y=x. Logo, os pontos x tais que f(x) = x
satisfazem a condicao f(x)=f'(x).

Seja h afuncao definidaem IR por h(x)=f(x)— x.

A funcao h é continua por ser a diferenca de fungdes conti-
nuas (uma fungao polinomial e a funcao f que, por ser deri-
vavel, é continua).

h(0)=f(0)-0=1>0
KO=H1)- 1=e"—1-1=128. 128
e e

<0

Como'a funcad h é continua no intervalo [0, 1],

ecomo h(0)>0 e h(1) <0, podemos concluir, pelo corola-
£rio do Teorema de Bolzano, que, no intervalo 0, 1[, existe
pelo menos uma solugao da equacao h(x)=0.

Portanto, existe pelo menos um valorde x € |0, 1[ tal que
if(x) = x e, consequentemente, f(x)=f"(x).

CPEN-MA12 © Porto Edit

Unidade 2 - Fun¢bes Tema 4 - Derivadas

Questées propostas

m Considere a funcao h, de domlnlo

IR*, definidapor h(x)=1+ x>+ Inx.

41.1. Determine uma equacgao da
reta tangente ao gréfico da funcao
h no ponto de abcissa 1.

41.2. Mostre que a funcéo h é
estritamente crescente.

41.3. Justifique que a fungao h
admite inversa.

41.4. Qual éovalorde h™'(2)?

41.5. Sabe-se que existe um
nuamero real positivo a para o qual
setem h(a)=h '(a).
Recorrendo a calculadora gréfica,
determine o valorde a.

Na sua resposta deve:

. equacionar o problema;

. reproduzir, num referencial, o
gréfico da funcao ou os gréficos
das fungdes que visualizar na
calculadora, devidamente
identificado(s);

-indicar os valores pedidos com
aproximagao as centésimas.

Seja g afungao de dominio IR",
definida por g(x)=In(x*+1)—Inx.

42.1. Estude a fungdo g quanto a
monotonia e a existéncia de
extremos relativos.

42.2. Calcule lim @

x—+00 IN X

Considere a funcao f, de dominio
1- 1, 1[ definida por:

f(x) = In(l ;i)

43.1. Mostre que f é uma funcao
impar.

43.2. Mostre que o grafico da
funcao f tem duas assintotas.

43.3. Mostre que o gréfico de f tem
um ponto de inflexao.

43.4. Seja r areta de declive
maximo tangente ao grafico de f.
Determine a equacao reduzida da
reta r.
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Questoes tipo exame

Questoes resolvidas

@ Considere a funcédo f, continuaem IR, definida por:
f(x)—{x_ In2-x) se x<1
Tlx+1-€e"" se x>1
33.1. Averigue se existe f'(1).

33.2. Resolva a equacao f(x)=x.

Resolucao

h) -
33.1. Sabemos que f'(xa):hnm M
—0

h
f(1+h)—f(1
f'(']’): lim (_i__gz
h—0" h
o (1+h-Im[2-(1+h)]-1
= lim =
h—0" h
. h-In01-h) h . In(1-h)
= lim ———= lim —- lim ——=
h— 0 h h—o h h—o h
o In(1+x)
=1- lim ——= Fazendo x =— h, vem
x— 0" - X h=—xese h— 0
|n(1 +x) entao x — 0" .
=1+ lim ————=
x—0" X
=1+1=2
f(1+h)-f(1
f'(1")= lim ——-—( ) ():
h— 0" h
(R 11— 0
= lim =
h—s0* h
— lim 1+hue’2""'z:
h— 0" h
h h(*l*h}_«l
= l- —_— i e
hfpo*h hll'nr h
h(-2-h) _
=1- lim (—2vh)xe——1}_
h—0 h(-2-h)
1 lm (= e x=h(-2-h)
=1- lim (-2-h)x lim - Se h— 0
entao x — 0.

=1-(-2)x1=3

Como f'(17)#f'(1"), nao existe f'(1).

33.2. Se x<1:

fX)=x <= x-INR2-x)=xAx<1 &
S In2-x=0Ax<1 &
= 2-x=e"Ax<1 &
& 2-x=1Ax<1 & x=1

Sex>1:

fX)=x < x+1-e "=xAx>1 &
S 1-e F=0AX>1 &
e T =1AX>1 &
S 1-X¥=0AX>1 & xED

x

Conjunto-solugdo: S=1{1}

Questoes propostas

f(x) = xe””

De uma certa fungao f: R— R
sabe-se que: -

«f(1)=2
« asua derivada, f', é definida por
fix)=—xe' ™ .

44.1. Escreva uma equacao da reta
tangente ao gréfico de f no ponto
de abcissa 1.

44.2. Podera concluir-se que f €
continua para x=17 Justifique a
sua resposta.

44.3. Estude a funcao f quanto ao
sentido das concavidades do seu
gréfico e a existéncia de pontos de
inflexao.

Considere a funcao f, de dominio
IR, definida por:

-xé" se x<0
0 se x=0

v xln(%) se x>0

45.1. Mostre que f é continua mas
nao derivavel no ponto 0.

45.2. Defina a fungao f', derivada
de f.

45.3, Estude a funcao f quantoa
monotonia e quanto a existéncia de
extremos relativos.

Considere a fungao f, de dominio
IR, definida por:

1

2 se x<1

2Inx—2x*+7x-5 se x>=1

46.1. Mostre que f é continua mas
nao derivavel no ponto 1.

46.2. Estude a funcao f quantoa
monotonia e quanto a existéncia
de extremos relativos.

46.3. Estude f quanto a existéncia
de assintotas do seu grafico.
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Questoes resolvidas

Considere, para cada a € R", afungao f, de dominio R",
definida por f(x)=In(e* + ox) — x.
Mostre que, qualquer que seja o valorde o € R":

34.1. omaximode f éigual a |n<1 - g-);

34.2. oeixo Ox é uma assintota do grafico da fungao f.

Resolucao
34.1. f'(x) = [ln(e"+ax)—x]'=(ei+—ax)'— 1=
e* + ax
_g+a _1=e’+a—e"—ax:
e" + ax e+ ox
o1 —x)
- e* + ax

Osinal de f' depende apenasde 1 — x dado que o, x e €
sao positivos.
o1 —x)

e+ ax
&S 1-x=0&& x=1

=0AX>0 &

flx)=0 <

X 0 1 + oo

f' + 0 -

f / i
Maximo

Concluimos que a fungao f atinge o valor maximoparax=1.

f(1)=Infe+a)—1=In(e+ @) —Ine=

()=o)

Logo, o maximo de f éigual a In<1 + %).

34.2. lim f(x)= lim [In(e"+ax)—x](°°=_°°)

X — + 00 X — 400

= lim [In(e*+ ax)—Ine*]=

X— + 00

. e+ ax
= lim In =

X
X —» + 00

e

= lim |n(1+axi(;>=
e

X— + 00

=In(1+ax0)=0

- X

) . e i " X
dadoque,se lim —=+o00, entdo lim —=0.

x— +00 X X—+00 @

£
:
:
8
o
%Portanto, a reta de equacgdo y = 0, ou seja, o eixo Ox, é uma
&assintota do grafico da fungao f .

Z

f(x)= x

Unidade 2 - Funcdes Tema 4 - Derivadas

. Questbes propostas

Considere a fungao f, de dominio

IR, definida por:
0=

1+x

1+ xe se x<0
1-x—In(x+1) se x>0

47.1. Verifique se f é continua no
ponto O.

47.2. Verifique se f é derivavel no
ponto 0.

47.3. Estude a funcéo f quanto a
monotonia e quanto a existéncia de
extremos.

m Seja f a funcao, de dominio

]-1, + oo definida por:
4

= se —1<x<0
+1

In

2—%{+xe" se x>0

48.1. Mostre que f é derivavel no
ponto x=0.

48.2. Determine uma equacao da
reta tangente ao grafico da fungao f
no ponto de abcissa nula.

48.3. Mostre que o grafico da
funcao f tem um ponto de inflexao
de abcissa 2.

48.4. Mostre que a reta de equagao
y=2- 32_x é uma assintota do
gréfico da fungéo f.

Considere a funcao f, de dominio

IR, definida por:

f )_{x(e"1 -2) se x<0
“lIn(1 +xe™ se x>0

49.1. Mostre que f é continua no
ponto x=0.

49.2. Averigue se existe f'(0).

49.3. Estude a funcéo f quantoa
monotonia e quanto a existéncia de
extremos relativos em [0, + ool .

49.4. Estude o grafico de f quanto
a existéncia de assintotas paralelas
aos eixos coordenados.
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Questoes para praticar

ltens de selegao B De uma fungéo f, de dominio IR, sabe-se que g
- S f(X) 53
m Na figura seguinte esta a representacao grafica fo)=0e xllno—x— b §
de uma funcio h edasretas a, b, c e d, Qual das seguintes afirmagoes é necessariamente
tangentes ao grafico de h nos pontos A, B, C verdadatesy 3
e D, respetivamente. y
o (A) A fungéo f é continuaem IR.
(B) O gréfico da fungdo f tem uma assintota
E paralela a bissetriz dos quadrantes impares.
(€) lim f(x)=0
x—0
(D)f'(0)=0
(o} X
m Na figura seguinte estao representados, num
b Gk e W referencial o.n. xOy:
Sabp-se Gue.a knghoJi/adimite primeitae . parte dos gréficos de duas fungoes, f e g, de
segunda derivadas em todos os pontos. dominee B
.uma reta r, tangente ao grafico de f no ponto
tE:: ?'L(xj)l g%s Zo;lt(c))(;,_Ao, 7B, C ou D, se podera 9 gréfico de f no p
—— de abcissa a e tangente ao grafico de g no
(A)A (B)B ©c (0)D ponto de abcissa b.

) /
m Na figura esta representada parte do grafico de 1

uma funcdo polinomial g bem como parte da /\ -

reta t, tangente ao grafico de g no ponto de

coordenadas (2, 2).

Areta t interseta o eixo Oy no ponto de a
ordenada 1.

@]
o1
x

Qual das seguintes afirmagoes é verdadeira?

1 |
/ | (A)f'(@)<g'®) (B)f'(@-g'(b)=0
B 1 oty 2 1 © f@xg'(b)<0 (D)f'(a)+g'(b)=0
Na fi ta
Qual das expressoes seguintes pode definir g*, a reaprlegsl;:é(j:: .
fungao derivadade g? < o ¢ xO)'/-
A X+1 ®)%- & . parte do grafico da fungao
. ;2 h, de dominio R",
©- §+ % (D)% o % definida por:
h(x)=1+4In (5)
2
a De uma funcdo f, derivavelem R, sabe-se que .areta t, tangente ao
aretade equacdo y = 2x + 1 é tangente ao seu grafico de h no ponto de
gréfico no ponto de abcissa 1. abcissa 2 e que interseta o eixo Oy no ponto
2
f(x)] — 3f(x de ordenada b.
Qual é ovalorde lim [—()]Z——Q? Slkevalor de 67

Kire) X: ik

202 @)1 (B)4 ©e6 (D)9 (n)-4 (B)-3 ©-2 (D)-1
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Na figura estd uma representacao graficade g',

Unidade 2 - Funcdes Tema 4 - Derivadas

@ Seja f uma fungao cujo gréfico tem um ponto de m Sejam f e g duas funcoes derivaveis, de

inflexdo de abcissa nula. dominio [0, 3]. Na figura seguinte estdo
Em qual das seguintes figuras podera estar parte representadas graficamente as funcées f' e g',
do gréfico da derivada de f? derivadas das fungoes f e g, respetivamente.
(CY) (8)

Y b 4

Sabe-se que f(0)=g(0) e f(2)=g(2).

O conjunto-solugao da condicao f(x) > g(x) é:
© ©) B

y y (8) 12, 3]

© 1, 3[

(o) 11, 3]

X / (0] X
@ Seja h uma funcao tal que h" é uma fungao
quadratica de contradominio |- oo, 1].

Qual das seguintes afirmagoes é necessariamente
verdadeira?

dehinsnile Mnatuicie.y. (A) A funcdo h tem quatro zeros.

(B) O gréfico da funcdo h tem a concavidade

s voltada para baixo.
\/__/ (€) O gréfico da fungao h tem dois pontos de
0 inflexao.
X
(D) A fungéo h', derivadade h, é estritamente
decrescente.
Em qual das figuras seguintes pode estar uma m Para um certo nimero real a e um certo numero
representacao gréfica da funcao h', derivada da real b, areta de equacdo y = 6x — 3 é tangente
fungéo h definida por h(x)=1-g(x)? ao gréfico da funcao f, de dominio IR, definida
or f(x)=ae”* ", no ponto de abcissa 1.

() (8) por f(x) p

Qual éovalorde b?

ot o/ ®)-3 CE
7 i Y ©3 (D)6
I \ i 0| X

m Seja f uma funcao de dominio IR, com
derivada finita em todos os pontos do dominio
e seja_g afuncao definidaem IR por:

© (D) g(x) = 2x x f(e*)
il . Qual é o valor de g'(0)?

oy
0 X (0] X (B) 2f(1)
[\ \ (€) 2r(1)

(D) 2f(1) + 6f'(1)
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Questoes para praticar

itens de construcao

@ Um cabo de transporte de energia elétrica

encontra-se suspenso entre dois postes.
@ Considere a funcao f, de dominio IR, definida

204

por:
f(x) = (2x* + 6x + 5)e >

62.1. Estude a fungéo quanto a monotonia e
existéncia de extremos relativos.

62.2. Mostre que o grafico da funcdo f tem dois
pontos de inflexao.

62.3. Justifique que a tangente ao gréfico de f
num dos pontos de inflexao é paralela ao eixo Ox.

62.4. Determine uma equagao da tangente ao
grafico de f no ponto de abcissa 0.

Considere a funcdo g, de dominio IR, definida
por:

2
g(x)=4|nx+x7—5x

63.1. Estude a funcdo g quanto a existéncia de
assintotas do gréfico.

63.2. Estude a fungao g quanto a monotonia e
quanto a existéncia de extremos relativos.

63.3. Mostre que o grafico da funcédo g tem um
ponto de inflexdo e determine uma equacao da
reta tangente ao grafico nesse ponto.

Considere a funcdo f, de dominio IR, definida
por:

g(x) = e* — 2xe™

64.1. Estude o gréfico da fungdo g quanto a
existéncia de assintotas paralelas aos eixos
coordenados.

64.2. Mostre que a funcao g admite um
maximo e determine-o.

64.3. Indique, justificando, o contradominio da
fungéo g.

64.4. Determine os zeros da fungao g.

64.5. Justifique que a fungédo g nao tem
inversa.

64.6. Estude a funcdo g quanto ao sentido da
concavidade do gréfico.

64.7. Determine uma equacao da reta tangente

ao grafico da fungdo g no ponto de abcissa — % ;

A distancia ao solo, em metros, do ponto do fio
situado x metros a direita do poste mais baixo
10 - x xX= 10)

é dada por d(x)=4(e 8 +e 8

A distancia entre os dois postes é de 23 metros.

65.1. Qual é a distancia entre os pontos dos
postes onde se liga o cabo. Apresente o
resultado em metros, com aproximagao as
centésimas.

65.2. Determine a distancia minima do cabo ao
solo.

Considere as funcées u e f, de dominio IR",
definidas por u(x)=2x*+Inx—-2 e

f(x)=1—_—x|n—x+2x.

66.1. Estude a funcdo f quanto a existéncia de
assintotas do gréfico.

66.2. Determine uma equacdo da reta tangente
ao gréfico de u no ponto de abcissa 1.

66.3. Justifique que a funcéo u é estritamente
crescente.

66.4. Tendo em conta o valor de u(1), deduza
o sinal da funcdao u em todo o dominio.
66.5. Mostre que f'(x) = u—(fz :
X
66.6. Justifique que o sinal de f' depende do

sinal de u e estude a fungao f quantoa
monotonia e quanto a existéncia de extremos.

66.7. Indique, justificando, o contradominio da
fungao f.

Determine o nimero real k para o qual os
gréficos das fungdes f e g, de dominio IR,

2
definidas por f(x)=¢e* " e g(x)= x?_x+ i,

tém a mesma reta tangente no ponto de abcissa
x=ik:
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Considere, para cada @ € R, afungao f,, de
dominio IR, definida por f,(x) = (x — &x)e*.

68.1. Mostre que paracada o € IR afuncao f,
admite um minimo para x=a— 1.

y

68.2. Mostre que, para cada o € IR, o ponto
do grafico correspondente ao minimo de f,, ou
seja, o0 ponto de abcissa x = o — 1, pertence ao
gréfico da funcéo g definida por g(x)=—e”.

Considere as fungdes g e f de dominio IR,
definidas por: g(x)=x*+In(x) e
f(x) = x* + (In x)’

69.1. Mostre qua a fungdo g admite pelo menos

; 1
um zero no intervalo [—, el.
e

69.2. Mostre que a fungao g é estritamente
crescente.

69.3. Justifique que o zero de g, cuja existéncia
foi garantida no ponto 1, é Unico. Designe esse
zero por .

69.4. Justifique que g(x) > 0 para qualquer
X € Ja, + ool .

69.5. Mostre que, para qualquer x € R",
29(x)
f'l(x)=—=.
(0="2

69.6. Justifique que o minimo da fungao f é f(c).

Prove que, para qualquer funcdo quadratica g,
existe um s6 ponto do gréfico onde a reta
tangente é paralela a bissetriz dos quadrantes
impares.

Seja f uma funcao de dominio IR, com derivada
finita em todos os pontos do dominio, e crescente.
Sejam a e b dois quaisquer niumeros reais.
Considere as retas r e s, tangentes ao grafico de
f nos pontos de abcissas a e b, respetivamente.
Prove que as retas r e s nao podem ser
perpendiculares.

Unidade 2 - Funcdes Tema 4 - Derivadas

Seja f uma fungao impar derivavelem IR.
Prove que:
72.1.f(0)=0

72.3. A derivada da fungdo f é uma funcao par.

Considere, paracada n € IN, afuncéo f,, de
dominio IR*, definida por f,(x)=nx+xInx.

V7

73.1. Mostre que, para cada valorde n € IN,
o gréfico de f, admite um unico ponto, Q,,
onde a reta tangente é paralela ao eixo Ox.

73.2. Mostre que esses pontos pertencem todos
a bissetriz dos quadrantes pares.

73.3. Mostre que, para cada valorde n € IN,
o graficode f,, interseta o eixo Ox num Unico
ponto, R,, e determine a sua abcissa.

73.4. Mostre que a tangente ao grafico de f, no
ponto R, é paralela a bissetriz dos quadrantes
impares, qualquer que sejao valorde n € IN.

Para cada valorde n € IN existe um nimero real
nao nulo o para o qual os gréficos das fungoes f
e g, de dominio IR*, definidas por f(x) = ax" e
g(x)=Inx, tém a mesma tangente, t, no ponto
de abcissa k.

y

@]

74.1. Mostre que k" = -1—.
no

74.2. Mostre que o = L.
ne

74.3. Determine uma equacao reduzida da reta t,
sen=2.
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Avaliacdo

n Considere a funcdo h tal que h(x)=xInx. Ovalorde h'(e) é:
(A) e (8) 2 © 1 (D) e+1

a Seja f uma funcao derivavel em IR tal que f(1)=1 e f(1)=2 e h afuncao definida por:
h(x) = f(x) + In (f(x))
Ovalorde h'(1) é:
(A) 3 (B) 4 () 2 (D) 2+In(2)

fix)—1
a Se f é afuncao de dominio IR definida por f(x)=x+e*, entdo lim (x)x é

x—0

(A) 1 (B) 2 (€ 1+e (D)o

n Para um certo nimero real a o gréfico da funcdo h definida por h(x)=xIn (ax) tem, no ponto de

abcissa 1, uma reta tangente com declive 2.
Ovalorde a é:

() e (8) 1 (© ¢’ (o

B Seja f uma funcao de dominio IR.
Sabe-se que, para qualquer x€R, f'(x)+f"(x)=0.
Uma expressao analitica da fungdo f pode ser:

(A) —¢€* (B) & (€) e* (D) Inx

a Sabe-se que h é uma funcao real de variavel real tal que:

i H00=h(1) _
x—1 x-1

0
Qual das seguintes afirmagoes é necessariamente verdadeira?
() h'(0)=1 (B) h é continua no ponto x=1.

(€) h(1) é um extremo relativo de h. (D) h(1)=0

n Seja b um numero real e g a funcao real de variavel real definida por g(x)=e*.
Qual das seguintes equagdes pode definir uma reta tangente ao graficode g?

(A) y=0b (B) y=—x+b (€©) y=x+b (D) x=b

n A figura representa graficamente a funcao f definidaem IR por f(x)=Inx. y
Areta r é tangente ao grafico de f no ponto de abcissa a e passa no ponto

de coordenadas (0, - ;—)

eI0)PF 0M0d @ ZIVIN-NAdD

o

Ovalorde a é:
(R) Ve (®) 2 © < (©) e Al
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Unidade 2 - Funcbes Tema 4 - Derivadas

a Sabe-se que h é uma funcao derivavel em IR com um méximo relativoem x=1.

Qual das seguintes figuras pode apresentar parte da representacdo graficade h', fungao derivadade h?

(A) (8) © (D)
y y y y
N\ N\

0 1 X 0 1‘\x 0/1 X 0/ 1 \x

m Na figura ao lado esta uma representagao gréfica de f', derivada de uma certa /\

funcao f, de dominio IR.

Em qual das figuras seguintes podera estar parte da representagao gréfica da 0 X
funcéo f? / \
(A) (8)

) 4 y

o X (o} X

© (D)

y Y
/ 0 X 0 X

m Na figura apresenta-se o grafico de uma fungéo f, real de variavel real, derivavel em IR.

b 4

1o NS
c
Sabe-se que:

« f(a) é @ Gnico maximo relativo de f;

« f(c) é o Unico minimo relativo de f;
«(b, f(b)) é o unico ponto de inflexao do grafico de f.

Entao, pode afirmar-se que:
(A) VxEJ-o0, dl, f(x)f'(x)>0 (B) Vx€E€la, b[, f(x)f'(x)<0
(€ Vx€lb, d, fix)f'(x)<0 (D) VxEJc, +o0[, f(x)f'(x)<0 207
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Avaliagao

m Na figura seguinte estd uma representagao de ", segunda derivada de uma certa fungao f.

y

O/] X

/]

Qual das sequintes figuras pode apresentar parte do grafico de f?

(A) (B) © (D)

=

m Seja f uma funcao de dominio IR, estritamente crescente.

Qual das seguintes afirmacdes é necessariamente verdadeira?
(A) A fungao f ndo pode ter mais do que um zero.

(B) f'(x)>0 paratodo x ER.

(€) O gréfico de f nao tem pontos de inflexao.

(D) A fungao f nao é par nem impar.

m f é uma funcao real de variavel real que admite primeira e segunda derivadas no ponto a.

Sabendo que f'(a)f"(a)<0, o gréfico dafungdo f pode ser:
(n) (8)

Ol
Q —————
>
[&]
<Y R
>

>y

o

I
>

0

Nota: A reta t é tangente ao gréfico de f no ponto de abcissa a.

208
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Unidade 2 - Funcdes Tema 4 - Derivadas

m Na figura estad uma representacao graficade g", segunda derivada de uma certa fungéo g,
de dominio R.

Qual das seguintes afirmagoes é verdadeira?

(A) O ponto de abcissa b é um ponto de inflexdo do graficode g.

(B) O ponto de abcissa a é um ponto de inflexdo do graficode g.

(€) Afuncao g', derivada da fungdo g, é estritamente crescente em IR .

(D) Nointervalo [0, a] o gréfico de g tem a concavidade voltada para baixo.

m Determine o ponto ou os pontos do grafico da funcao f cuja tangente é uma reta horizontal, sendo:

16.1. f(x)=x* — 6xX° 16.2. f(x)=xe"

16.3. f(x)=3+In(4—x) PPN LU )

Determine uma equacao da reta tangente ao grafico da funcao f, definida por f(x)= 22x , No ponto
de abcissa x=2. x“=1

m A concentracao de um certo medicamento, em miligramas por litro de sangue, t horas depois de ser

tomado por uma pessoa, é dada pela funcao:
0,3t

t+1
Calcule C (%) e C'(3) einterprete os valores obtidos.

C(t)=

m Dada a funcéo f definida por:
xe™ sex>0
X se x<0

19.1. Caracterize a funcao derivada de f.

19.2. Escreva uma equacao da reta tangente ao grafico de f no ponto de abcissa 1.

m f e g sao funcoes reais de variavel real tais que f'(x)=3x, VxER e g(x)=log, <1;>
Calcule (fog) (4).

itora

m Calcule, caso exista, recorrendo a definicao de derivada de uma funcao, a derivada de f nos pontos
indicados:

CPEN-MAI12 © Porto Ed

21.1. f(x)=|x*~ 1/, noponto x=1; 21.2. f(x)=xInx, noponto x=1.
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Avaliagdo

a Qual dos graficos seguintes pode representar uma fungao f que satisfaz as condigoes:
f(1)=3; f(1)=0 e f(x)>0 em J-oo, LU J1, +00[?

(A) y (B) © y

L

\

m Considere a funcdo g, definidaem IR por g(x)=e*(x* —4x+5).
23.1. Determine uma equacao da reta tangente ao grafico de g, no ponto de abcissa zero.

23.2. Estude a funcdo g quanto a monotonia e quanto a existéncia de extremos relativos.

m De uma fungao g, de dominio IR, sabe-se que a sua derivada g' esta definida, também em IR, por:
9')=0+x)e”

24.1. Determine o valorde lim g(x)—;g@
x—0

24.2. Estude a funcdo g quanto ao sentido das concavidades do seu gréfico e determine as abcissas
dos pontos de inflexdo, caso existam.

a Considere a funcao f, de dominio IR*, definida por f(x)=2-x+2Inx.
25.1. Estude f quanto a existéncia de assintotas do gréfico.
25.2. Estude a funcado f quanto a monotonia e conclua que f tem um Unico maximo.

m Considere a funcao f, definidaem IR*\{1} por f(x)= i:_x .
26.1. Estude f quanto a existéncia de assintotas do gréfico.

Inx—1
(In x)’

26.3. Estude afuncéo f quanto a monotonia e quanto a existéncia de extremos relativos.

26.2. Verifique que f'(x)=

26.4. Recorrendo a sua calculadora, determine as solugées inteiras da inequacao f(x)<4 - % .
Explique como procedeu.

Em cada figura estdo representadas graficamente duas fungoes, f e g.
Uma das fungoes é a fungao derivada da outra.
Indique qual é a fungao derivada em cada caso.

27.1. 1 27.2. y

f A

210
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Unidade 2 - Fungbes Tema 4 - Derivadas

m Injetou-se uma substancia no sangue de um animal.

CPEN-MAI1Z @ POrto Editora

Admita que a concentracao dessa substancia, em miligramas por mililitro de sangue, t horas apds ter

sido injetada, é dada por:
10In (0,8t + 1)

C(H)=
® 0,8t +1

(t>0)

28.1. Recorrendo a derivada da funcao C, determine o instante em que a concentragao da substancia
no sangue do animal foi maxima. Apresente o resultado em horas e minutos.

28.2. Utilize a calculadora para determinar, com aproximagao aos minutos, durante quanto tempo a
concentracéo da substancia no sangue do animal foi superiora 2 miligramas por mililitro de sangue.

Apresente todos os elementos recolhidos na utilizagdo da calculadora, nomeadamente o grafico
obtido bem como as coordenadas dos pontos considerados relevantes.

Considere a funcéo f, de dominio IR*, definida por:

=1 Inx
X

29.1. Estude f quanto a existéncia de assintotas do gréfico.
29.2. Mostre que f(x)>0 <= xE€Je™', +o0.
29.3. Na figura esta representada, em referencial o.n. xOy, P

uma parte do gréfico da fungao f. i

Na mesma figura estd também representado o
triangulo [OAP], retanguloem A. 0 A X

O ponto O é a origem do referencial e o ponto A,
de abcissa xE Je™', + oo, pertence ao eixo Ox.

O ponto P pertence ao gréficode f.

Recorrendo a métodos exclusivamente analiticos, determine a abcissa de P para a qual a area do
triangulo é maxima.

Um estudo sobre audiéncias televisivas revelou que o nimero de telespectadores de determinado canal
variou, entre as 22 horas e as 24 horas de determinado dia, de acordo com a funcgao:

N(0)=50 +t e o

sendo N o numero de telespectadores, em milhares, e t o tempo, em minutos, decorrido apés as 22 horas.

30.1. Qual era o nimero de telespectadores as 22 horas?

30.2. Recorrendo a processos exclusivamente analiticos determine a hora a que o nimero de
telespectadores foi maximo.

30.3. Durante um determinado periodo de tempo o nimero de telespectadores ultrapassou os 300 mil.
Recorrendo as capacidades gréficas da sua calculadora, determine o intervalo de tempo (hora
inicial e hora final) em que tal facto se verificou (apresente o resultado em horas e minutos e
indique, sumariamente, como procedeu).

Considere as funcoes reais de variavel real, h e f, definidasem IR™ por:

h(x)=x+2-2Inx e f(x)=x_1+_2£§

31.1. Estude h quanto @ monotonia e conclua que h(x)>3, VxER".

h(x)

31.2. Verifique que f'(x)= —, VXE IR* e justifique que f é uma fungao estritamente crescente.
X

31.3. Determine lim f(x) e lim f(x).
X— +00

x—0"

31.4. Mostre que a reta de equagdo y=x—1 é assintota do grafico da funcao f.

31.5. Mostre que o grafico representativo da fungao f tem um ponto em que a reta tangente é paralela
a assintota de equagao y=x-1.
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Avaliacdo

m O rendimento anual, R, de uma empresa esta relacionado com o investimento, x, em marketing pela
seguinte funcao:

R(x)=—0,002x + 1,25x* + 2x + 200, onde 0< x< 500

x e R sao dados em milhares de euros. -

Determine as coordenadas do ponto de inflexao do grafico de R e discuta o seu significado.
(Apresente o resultado com duas casas decimais.)

m Mostre que o grafico da fungao f, definidaem IR por:
fx)=ax’+bx’+cx+d, a#0

tem um e um s6 ponto de inflexdo e escreva as suas coordenadas, em funcaode a, b, c e d.

m A altitude (em metros) de um foguetdo, t segundos depois de ser lancado, é dada por:
f(t)=— >+ 44t> + 440t + 2

34.1. Determine, com duas casas decimais, as coordenadas do ponto de inflexdo da curva
representativa do gréfico da funcao.

34.2. Qual é a velocidade maxima atingida pelo foguetao?
Apresente o resultado, em metros por segundo, com aproximacao as centésimas.

34.3. Relacione a velocidade maxima atingida pelo foguetao com o ponto de inflexao do grafico de f.

a Seja f uma funcao real de variavel real de que (a, f(a)) é um ponto de inflexdo do gréfico.

Afuncdo f' tem necessariamente um extremo relativo para x=a? Justifique a resposta.

m Numa cartolina retangular de 30 cm por 26 cm cortam-se quatro cantos quadrados de lado x de
modo a construir uma caixa sem tampa.

X X

26 cm

30cm

36.1. Determine x, com duas casas decimais, de modo que o volume da caixa seja maximo.

36.2. Determine o valor exato de x sabendo que x# 2 e que a caixa tem a mesma capacidade
daquelaem que x=2.

Uma empresa pretende embalar sumo de fruta em latas cilindricas. A quantidade de sumo por lata deve
serigual a 0,36 litro.

Determine, em centimetros e com uma casa decimal, o raio da base da lata cilindrica de modo a
minimizar a quantidade de material usado na construgao da lata.
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Unidade 2 - Funcdes Tema 4 - Derivadas

X

e
+e°’

Considere a funcao h definidaem IR por h(x)=1

Verifique que a reta de equagao y= §+ % é tangente ao grafico de h num ponto de inflexao.

Em 1990 (t=0), a populacdo de castores na vizinhanca de determinado lago era constituida por
10 unidades.

O numero N, em milhares, de elementos dessa populagao cresceu, desde entao, segundo a lei:

N () k

"1+ 199e %

sendo t o numero de anos decorridos desde aquela data.
39.1. Verifique que k=2.
39.2. Em que ano a populacdo de castores atingiu as 1000 unidades?

39.3. Indique um valor aproximado da velocidade de crescimento do nimero de castores 10 anos
apos a contagem inicial.

O vértice B do retangulo [OABC] é um ponto do 1.° quadrante e pertence

X

ao gréfico da funcao f definida por f(x)=e *.

P

Os vértices O, A e C pertencem aos eixos coordenados, como se mostra
na figura.

Determine o valor de x (abcissa do ponto A) de modo que a drea do
retangulo [OABC] seja maxima.

0 Ax,0) X

bx—1

Considere a funcao f, de dominio IR, definida por f(x)=(x+a)e™ ' (a e b designam nimeros reais).

Na figura estao representados em referencial xOy :
« parte do grafico da fungéo f;
. umareta r, paralela a bissetriz dos quadrantes pares.

N\
~

Sabe-se que:
« f admite primeira e segunda derivadas em todo o dominio;

-areta r étangente ao grafico de f no ponto de abcissa 1.
41.1. Determine os valoresde a ede b. o

41.2. Determine uma equacao da reta r (se nao resolveu a alinea anterior, considere a=—3 e b=1).

Sejam f e g duas funcdes, de dominio IR", tais que:
«fx)—g(x)=Inx, VxER" :
. aretade euacdo y=4x—2 étangente ao grafico de g no ponto de abcissa 1.

Determine uma eauacao da reta tanaente ao grafico de f no ponto de abcissa 1.
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3. Trigonometria
e nUmMeros
complexos

Temal
Trigonometria

Tema 2
NOmeros complexos
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Tema 1

Trigonometria

1. Radiano

. Um radiano (rad) é a amplitude de um angulo que define em qualquer circunferéncia,
com centro no seu vértice, um arco de comprimento igual ao raio.

2nrad=360° ou mrad=180°

-

2. Funcoes trigonométricas

Funcao periddica
Uma funcéo f é periédica se existe um nimero real positivo p tal que:
VxED;, x+p ED, e fix+p)=1f(x)
Ao menor valorde p chama-se periodo positivo minimo da fungao.

As funcées trigonométricas sao fungdes periddicas.

Funcao seno
X f(x) = sinx

« Representacao gréfica

’Df=|R
+Di=[-1,1]

« Afuncéo seno é continuaem IR.

«sin(x + 2km) = sinx, k € Z, ¥x € D; (Afungao seno é periédica e 21 ¢ o periodo positivo minimo.)
«sin(— x}=—sinx, Vx € R (A funcao seno é uma fungao impar.)

« A fungao seno tem valor maximo 1 para x = % +2kn, kEZ.

« A fungao seno tem valor minimo — 1 para x = %’—t +2kn, kEZ.

CPEN-MA12 © Porto Editora

« A fungdo seno tem zeros para x=kn, kE Z.
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Unidade 3 - Trigonomeltria e nomeros complexos

Funcao cosseno
X 9(x)=cosx
» Representacao gréfica

.D,=R
D)=[-1,1]

« A fungao cosseno é continuaem IR.

-cos(x + 2kn) = cos x, k € Z, ¥ x € D, (Afungéo cosseno é periédica e 21 é o periodo positivo minimo,)
- cos(— x) = cosx, Vx € R (A funcdo cosseno é uma fungao par.)

« A funcao cosseno tem valor maximo 1 para x=2kn, kE Z.

- A funcao cosseno tem valor minimo —1 para x=n+2kn, kE Z.

« A funcao cosseno tem zeros para x = g +kn, kEZ.

Funcao tangente
x rh(x)=tgx
- Representacao grafica

E v Y 5

-2n/ i ; :
_3m “® /10 n/r3m T X

e VA Vil

.D,=R \{%H«:, k€ z}

.D; =R

» A fungao tangente é continua em todo o seu dominio.

-tg(x + km)=tgx, k € Z, ¥V x € D, (Afuncao tangente é periddica e T é o periodo positivo minimo.)
-tg(-— x)=—-tgx, Vx € D, (Afuncao tangente é uma fungao impar.)

- A fungao tangente tem zeros para x =kn, kE Z .

3.Valores em E, Nel
6 4

3

2 T r il

6 em radianos 6 2 3
sin 6 1 ﬁ _é

2 2 2

cos 6@ ﬁ ﬁ 1

2 2 2
tg 0 ? 1 V3

216
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4. Equagoes trigonométricas

y
Equacoes do tipo sin x = sin &

o sinx=sina &<

S x=o+2knVx=n-a+2krn, kEZ

Equacgoes do tipo cos x = cos

COS X =COS X &=
S x=o+2knVx=—oa+2kn, kEZ

1 Equacdes do tipo tg x = tg o

T+

1 o

A

tgx=tgoa <~
S x=a+kn, kEZ

5. Fbrmulas trigonomeétricas

Tema 1 - Trigonometria

N
R
x

O quadro seguinte apresenta as formulas trigonométricas mais utilizadas.

. Férmulas trigonométricas

sin?0+cos’0=1 cos(a+b)=cosacosb—sinasinb

_sin® cos(a—b)=cosacosb+sinasinb
cos 6 sin(a+b)=sinacosb+sinbcosa
s [ Rithiet sin(a—b)=sinacosb—sinbcosa
tg’0 sin’6
tga+tgb
1 tg(a+b)=——
1+tg’ 0= 9 #
) o’ B 1-tgatgb

) Exemplo 1 Determinacdo do valor de expresses
trigonométricas

1.1. Sem recorrer a calculadora, determine o valor exato de:

B4 cos— T _gq I
6 3 93

1.2. Sabendoque x € ]37“, Zn[ eque cos(m—a)=— %, determine o valor

exato de sin (1 + &)+ cos (32—n - a>+tg (n-a).

CPEN-MAI2 © Porto Editora

tg(a—b)= %

cos(2a)=cos’a—sin’a

sin(2a)=2sinacosa
2tga

tg(2a)=
g(2a) g

D Verifica 1

1.1. Sem recorrer a calculadora,
determine o valor exato de:

coss—n+t -5—7t+sin7—7t
3 g 6

1.2. Sabe-se que:
T

€E|l-—-,0

¥ ] 2 [

e que CC)S(E"f')()"i
q 3 %

Determine o valor exato de:

cos (T +x)+sin (%ﬂ + x>+ tg(m+x)
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Unidade 3 - Trigonometfria e nomeros complexos

1.1.

1.2.

3 3 4

=~sinE+cos<n+E>—t (——75>=
6 3)79\7 3

1 T T 1 1
S ~+tg==————+1=0
R TNLT g 32

sin%+cosﬁ—tg¥=sin(n+ %>+cos4—n—tg<21t—5>=

-cos(n—a)=—% A 0EAL’Q :>—cosa=—% A aE4L’Q
=>cosa=%
Atendendo a que sin*o +cos’a=1:
2
sin2a+<§> =1 & sinfa=1-— & sinfa=18 &
5 25 25
A— sina:ig

Como x €4.°Q, tem-se sinaz—ﬂ—.
-sin(n+a)+cos<3?n—a>+tg(n—a)=—sina—sin(x—tga=

sino.
cos o

()

44
15

=—2sino—

u-iw’m"
IS

8 4
=—4 —=
5 3

B Exempio 2 Reéolug&o de equdc;gé

Resolva,em IR, as equagodes:

2.1.
2.2,
2.3.
24.
2.5.
2.6.

2.1.

2.2,

2sinx—1=0

2 cos’ x+cosx=0
2cos’x+sinx—1=0
cos(2x)+cosx=0
sinx+cosx=0 em [0, 2r]

\/Z;tgx+1=0

2sinx—-1=0 & sinx——-% P4 sinx=sin% =
= x:g+2kn \Y x=n—g+2kn, k€EZ &

[ x=§+2kn \Y% x=5?n+2kn,k€Z

2cos’x+cosx=0 <> cosx(2cosx+1)=0 <
& cosx=0V 2cosx+1=0 &~

= x:§+k1t \4 cosx=——;—, keZ <
= x=§+kn V cosx=cosz?n =
= x=§+kn \V4 X=2—3n-+2k1t A

\/x=—33£+zkn,kez

D Verifica 2

Resolva as equagdes seguintes.

2.1. 2sinx+1=0
(em R)
2.2, sin’x—sinx=0
(em [0, 2r])

2.3. cos’x+2sinx=2
(em R)

2.4. cos(3x)—cosx=0
(em IR)

2.5. cos(2x)+sinx=0
(em IR)

2.6. tg’x=1
(em }-=, nf)

N
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2.3. 2cos’x+sinx—-1=0 &

2.4,

2.5.

- . > cos’x+sin’ x=1
& 2(1-sin’x)+sinx—1=0 <&

Tema 1 - Trigonometria

& 2-2sin’x+sinx-1=0 & 2
&> 2sin’x—sinx—1=0 < 5
& 2P-y-1=0 & .> JaRRRN -1
& y=1V y:—% <=
& sinx=1V sinx=—15 = sin(_g)
T . . T
= X=5+2k1t Vv smx=sm(—g>, keZ &
T T T
= X=5+2k7t \Y% x=—g+2kn A\ x:n+g+2kn, keZ &
= x=§+2kn \% x=—%+2kn \4 x=Z6£+2kn, keZ
cos (2x)+ cos x=0 < cos(2x)=—cos x <
< cos(2x)=cos(t—x) & T-X
& 2x=n-x+2kn V 2x=—(n—-x)+2kn, kEZ E
& 3x=mt+2kn V 2x=—n+x+2kn, kEZ = i
= x=§+¥ V x=-n+2kn, kEZ

sinx+cosx=0 <

&< sinx=—cosx << sinx:sin<37n— ) =

= x=3—27£—x+2krc \Y4 x:n’,—<3—2n——x>+2k7t, keEZ &

= 2x=37"+zkn v o=—§+zkn, kEZ &

= x:?%ukn, ke”Z

Solugdes no intervalo [0, 27]

0<x<2n & 0<%+kn<2n (=
& 0<3n+4kn<8n <~
& -3n<dkng 51 &=

3 5 kezZ
~ —zgkgz & k=0V k=1

3n
0k=0 — =—
=74
k=1 = X=—3£+1t= Zk
4 4
Conjunto-solugao: {3—15, 7—“}
4 4
2.6. \/itgx+1=0¢:>tgx=—L<:> il
V3
~ tgx=—ﬁ ~

3
T
— tgx=tg<— E) >

& x=——=+kn, kEZ

L
6
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Unidade 3 - Trigonomelria e nOmeros complexos

6. Resolucao de problemas usando fungoes
trigonométricas

As funcdes trigonométricas utilizam-se na resolugao de muitos problemas em contexto real.

b Exemplo 3 A construcdo do deposito D Verifica 3
Pretende-se construir um depdsito com a forma de um prisma reto comoo ~ Na figura abaixo tem-se:
apresentado na figura seguinte e que obedega as seguintes condicées:
- A base do prisma é um trapézio [ABCD] em que:

«AB=CD=0,5m

— E
eBC=1m
«BC< AD
« o0 é a amplitude (em radianos) A
do angulo CBA. w +[ABCD] é um retangulo.
Y= . B C +AB=2 e BC=1.
~Aaltura DE do prisma mede 4m. « DE é um arco de circunferéncia

de centroem C, sendo E um
ponto de [AB].
V(e)=2sin @ —0,5sin(2), a € [E, n[ -0 ponto P desloca-se sobre o
2 arco DE e, em consequéncia, 0
ponto Q move-se sobre [AE]
de tal modo que [PQ] L[AE].
«x é aamplitude, em radianos,
do angulo DCP.
: 2n 5w
3.3. Mostre que existe pelo menos um valorde o € |—, 5| parao qual (x e [0 ED
416

3.1. Prove que o volume do depdsito é dado, em fungao de «, por:

3.2. Determine V(%) e interprete o resultado obtido referindo a forma do

deposito para o= % .

3

V()= V(E) (sugestao: recorre ao Teorema de Bolzano).
2 3.1. Mostre que a area do

trapézio [QBCP] é dada, em
funcao de x, por:

a(x)=2 cos x—sin (2x)
3.2. Considere o triangulo [BCE].
Prove que a sua area ainda é

3.4. Recorrendo a calculadora gréfica determine a altura h do depésito
2 3 '

sabendo que o seu volume é iguala 2 m” eque o # 5 Apresente o
resultado em centimetros, com aproximacao as décimas.

 — N X p  dadapor a(x) para x==.
3.1. = = 6
. E hi 3.3. Recorra a calculadora para
+ Area do trapézio E i determinar os valores de x para
I~ p : 0s quais a area do trapézio
8 tl:langulo [ABM] ¢ 2 1 € [QBCP] éigual a drea do
retingulo.eny:M. Vprisma = Apase X altUra = Ay,pezio X DE triangulo [ABC].
h T Apresente todos os elementos
— =Cos <O‘ - 5) = recolhidos na utilizacdo da
e > cos (— )= cos (6) calculadora, nomeadamente o
s h _ — (E B a) &= h=0,58Hh gréfico ou graficos obtidos, bem
0,5 2 como as coordenadas dos
S pontos cuja determinagao for
AM _ sin<a _ E) PEEN necessaria a resolucao do
AB sin(~ 6)= —sin (6) problema. Os valores qevem ser
= 0x5 =~ &in <§ B a) & x=—0,5c08 arredondados as centésimas.

AD=2x+MN=2(-0,5cosa)+1=1—-cos

h-:1 —cosa+1

AD + BC
= X

trapézio — 2

S

x0,5sina=

. . _ _ .
220 —2(2 cos &) x 0,5 sin ¢ =0,25 (2 — cos &) sin &
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3.2,

CPEN-MA12 ® Porto Editora

3.3.

3.4.

Tema 1 - Trigonometria

* Virisma = Avapézio X DE = 0,25 (2 — cos &) sin ot x 4
=(2-cos a)sin o
=2sino—sin cos
=2sin a—%x (2 sin o cos @)
=2sina—0,5sin (20)

Atendendo a que BC<AD, € g, n[.

V<E>=25in5—0,55in(2XE>=2><1—0,Ssin1t=2—0:2
2 2 2
Se a=§, o volume do depésito é de 2 m’.

Neste caso o depdsito tem a forma de um paralelepipedo de
dimensoes 1; 0,5; 4, sendo:
V=1x0,5x4=2
g

0,5 LS.

A funcao V é continua no seu dominio, dado que é definida pela
composta, produto e diferenca de fung¢des continuas (fungao seno,
fungao cosseno e funcdes polinomiais).

Logo, a funcdo V é continua em [z?n, '%t] C [g, n[ :
V(E—>= Zsin—zl— 1—sin<2 X 2—“): ﬂz 2,17
3 3 2 3 4

V(S—E>=Zsin5—n—1—sin<2x§£) £+1 ~1,4
6 6 2 6

Portanto, V<2?n> <2< V(%) @

Pelo Teorema de Bolzano, podemos concluir que existe pelo menos

um valorde o dointervalo ]2?1:, 5?“{ parao qual V(a) = 2, ouseja,
T
Vi) =V|Z]|.
@=v(2)

Calculando a interse¢ao dos graficos das fungoes
Y,=2sinx - 0,5sin(2x) e Y, =2, nointervalo ]g, n[ obteve-se

o = 2,290 rad.

V2=2 a—rn

N RN
.

N3

s ve

Como h =0,5sin &, temos, para este valorde o :
h = 0,55in(2,290) = 0,376 m = 37,6 cm
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Unidade 3 - Trigonomefria e nomeros complexos

7. As funcdes trigonométricas como modelos
de fendmenos reais
Na vida real encontram-se muitos fenémenos que se podem traduzir por variagdes periédicas: compri-

mento do dia ao longo do ano numa determinada localidade, altura das marés ao longo do dia, fases da
Lua, receitas em negécios sazonais, etc.

Para modelar estes fenémenos sdo muitas vezes utilizadas fungoes do tipo:

y=asin[k(x-b)]+c

cujo gréfico (para a, b, ¢ e k positivos) tem a forma:

y

c+a

Periodo
p

A linha que representa o grafico desta fungao chama-se sinusoide.

b Exemplo 4 A altura da maré

Durante o dia 6 de maio de 2012 um navio encontrou-se atracado no porto
de Viana do Castelo.

A distancia h de um ponto do casco do navio ao fundo do mar variou com a
maré entre um valor minimo de 10,5m e um valor maximode 13,5m.

Sabe-se que, as 10 horas e 30 minutos, essa distancia erade 11,8 m e quea
maré estava a subir.

Sabendo que o grafico de h é aproximadamente sinusoidal, determine uma
expressao para h (note que os valores das marés se repetem de 12 em
12 horas, aproximadamente).

h édotipo h(t)= asin[k(t—b)]+c

O minimo da fungao é 10,5m.

O maximo da fungao é 13,5m.

O contradominiode h é [10,5; 13,5].

Podemos, assim, concluir que:

135-10,5 3
«amplitude: a=——===1,5
P 2 2
10,5+ 13,5
- deslocamento vertical: c= —a =12
, 2n k>0 4
« periodo: p=12 <= m:u & 12k=2n &= k=g

D Verifica 4

Segundo dados do Observatério
Astronémico de Lisboa,

o comprimento do dia (tempo
que decorre entre o nascer e

o pér do sol) em determinada
cidade portuguesa variou, no
ano de 2011, entre um valor
minimo de 9 horas e

25 minutos e um valor maximo
de 14 horas e 53 minutos no
dia

20 de junho.

Sabendo que a variagdo do
comprimento do dia ao longo
dos 365 dias do ano se ajusta
aproximadamente a uma curva
sinusoidal, determine uma
expressao de uma funcao que
modele a situagao.
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Tema 1 - Trigonometria

Substituindo em h(t), vem:
h(t)=1,5 sin [-’é(t - b)} +12
Para determinar o valor de b (deslocamento horizontal) sabemos que

h(10,5)=11,8 e que numa vizinhanca de 10,5, afuncdo h é crescente
(a maré estava a subir).

h(10,5)=11,8 &

& 1,55sin [2(10,5 N b)]+ 12=11,8 &

& 1,55sin [g(m,s - b)]=—0,2 =

0,2
15

“ ) em =, nf
%(10,5—(»):—0,1337 v 2(10,5—b)=n+o,1337 =

sin [2(10,5 - b)] =—

10,5—b-——0,1337x% \% 10,5—b=(7t+0,1337)% =

g 813

b=10,76 V b=4,24

«Para b=10,76, h,(f)=1,5 sin[g(t— 10,76)]+ 12.
+Para b=4,24, h,(t)=1,5sin [g(t - 4,24)] +12.

Representando graficamente as duas fungoes, verifica-se que:

b=10,76 b=4,24
Y1=1.5%sin((m)r6X(X-10.76))+12 Y1=1.5%sin(Cm)r6X(X-4.24))+12
g e e e ¥
N \/ - n.__~ /_\
%=10.5 ¥=11.796427 %=10.5 ¥=11.796427
As 10 h 30 min a maré esta a subir. As 10 h 30 min a maré esta a descer.

Da analise dos graficos podemos concluir que:

h(f)=1,5 sin [—’é(t— 10,76)}+ 12

8. Limites de func¢oes trigonométricas

sin x

Considere-se a funcao real de variavel real f: x~__~f(x)= TR

A fungao nao esta definida para x=0. O limite da funcédo quando x AN
tende para zero existe e, tal como o gréfico sugere, tem-se: P

. SInX
lim —==1
x—0 X

X=0 y=

Este é mais um limite notavel a partir do qual é possivel levantar algumas indeterminagdes em limites
envolvendo fungdes trigonométricas. 223
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Unidade 3 - Trigonometria e nomeros complexos

) Exemplo 5 Calculo de limites

Calcule.
] o
5.1, lim 30X 52, lim 30X
x—0 X x—0 x
tg (2x =
5.3. lim 9 5.4. |im 105X
x—0 X X?O X
55. lim =X 56. lim [Ssin(zx)]
x—o0e —1 x—0[X
5.7. lim N X 5.8. Ilim [n sin (E)]
x—nX—T n— +o0o n
59. [ ~XT30X
x—0 x + sin (2x)
sinzx(%) sin x
5.1. i = lim —=x lim sinx=1x0=0
x—0 X x—0 X x—0
sinx(»%) sin x 1 1
5.2. lim — = lim —=Xx lim —=1X—=+00
x—0 x—0 X x—0
N sin (2x)
t ) sin (2x
53. lim 920 [ 0s@0_ o sin@0) _
x—0 X Xx—0 x—0 x cos (2x)
sin (2x
= lim ( )><Iim 2 ='"1%2=2
2x—0 x—0 cos (2x)
(0
5.4. lim 1—-COsX E) (1 -cosx)(1+cosx)
T x—o0 X x—0 x(1 + cos x)
lim ) — cos’x sin’ x
= Iim — =
x—0x(1+cosx) x—0x(1+cosx)
= lim 22Xy jim "X __q1x0=0
x—0 X x—0 1+ cosx
55. | sxmx 0 <smx xx ):
x—0e — x—0 X e —1
= lim X lim xx =1%x1=1
x—0 X x—o0e —1
(00x0) sin (2x
5.6. lim [—sin(Zx)] = lim [2 ( )]—
s x— 2x
. sin(2x)
=2e lim =2ex1=2e
2&x—0 2X
sin x (%) sin(m +y) —siny siny
5.7. lim = lim = lim =— lim —=-1
x—nX—T y—20 y y—0 y y—o0 Yy
o 04
(o0 % 0) 21[ L T
5.8. lim [n sin (2—7% = lim i
n— 400 n

224

=2n lim ——=21nx lim

n— +0o T

=2nx1=2n

D Verifica 5

Calcule.

5.1. lim

x—0

sin (5x)
2x

-

§ig Cyfi 989
x— 0 sin (5x)

4
5.3. lim M
x—0 X

. 1—cosx
54. |lim ———
x—0 SINX

2 Cos X
5.5. lim ——
T2X—T

x—z

5.6. lim

x—0

X + sin (2x)
X

. X+ 3
5.7. lim ———
x—0 sinx

5.8. lim [x sin (l>]
X— +00 X

Yy=X-T&X=T+y
x—n—=y—0

2n
xX=—
n

n—+00=—=>x—0
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Tema 1 Trigonometria

sin x . sinx
. I 1T+ —— 1+ lim —
. X+sinx 0 . X x—0 X 1+1 2
59, lim ————— = 1|i = - _ -
x—0x+sin(2x) x—o _ sin(2x) . sin(2x) 1+2 3
1T+——— 1+2 lim
2x — 0

9. Derivadas das fun¢oes trigonométricas

Funcao seno
Seja f(x)=sinx e h#0. Paratodoo xEIR, tem-se:
fx+ h)—flx) . sin(x+h)—sinx
— = |im =
0 h h—0 h

f'(x) :hlﬂ"l

— lim sinx cos h + sin hcosx —sinx _

h—0 h
. sinx(cosh — 1)+ sin hcos x
= lim =
h—0 h
.. cosh—1 . sinh
=sinx lim ————+cosx lim —/—
h—0 h h—o0 h
- . . 1-—cosx . cosh-1
Ja vimos anteriormente que lim —————=0. Logo, lim T:O.
h—0 h—0

Portanto:
f(x)=sinxx0+cosxx1 ou f(x)=cosx.

Pela regra da derivada da funcao composta:

(sinu)=u'cosu

Funcao cosseno

Seja f(x)=cosx.

f'(x)*(cosx)'—[sin(g— )]z(%— ) cos(g—x):—sinx

Logo, se f(x)=cosx, f(x)=—sinx.
Pela regra da derivada da fun¢ao composta:

(cosu)=—u'sinu

Funcao tangente
Seja f(x)=tg x.

i " (sin x)' cos x — sin x(cos x)'
) =3y ) L o sneon)

cosxcosx —sinx(—sinx) cos?x + sin’ x 1

cos’ x cos’ x cos’ x
Entao, se f(x)=tg(x), f'(x)= 12 , pelo que:
cos’ x
. u'
(tgu) =—;
cos’u

Casa da Aula - Centro de Explicagbes - www.casadaaula.com
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Unidade 3 - Trigonometria e nUmeros complexos

b Exemplo 6 Derivadas de funcoes trigonométricas
Calcule y', sendo:
6.1. y=sin(3x—m)

6.2. y=cos(2x)x tg(3x)

6.1. y'=[sin(3x—-m)]'=
=(B3x-n) cos(3x—m)=
=3 cos(3x—n)

6.2. y'=[cos(2x)xtg(3x)] =
=[cos (2x)] tg (3x) + cos (2x) x [tg (3x)] =

=—(2x)' sin (2x) tg (3x) + cos (2x) x ﬁi =
cos®(3x)
=—2sin(2x)tg (3x) + M
cos’(3x)

» Exemplo 7 Concavidades e a area do trigngulo
Considere a funcdo f, de dominio [0, =], definida por:
f(x)=x+1+sin(2x)

7.1. Estude a funcdo f quanto ao sentido das concavidades do gréfico e
quanto a existéncia de pontos de inflexao.

7.2. Na figura estao representados:

- o gréfico da funcao f; y ’
-areta r, de equagao y=x, tangente ao
T
gréficode f noponto A; A
- o triangulo [OAB] em que O é a origem
do referencial e B é o ponto do grafico de B
abcissa nula.
0 X
Determine a area do triangulo [OAB].

7.1. f(x)=x+1+sin(2x)
f'(x)=1+0+(2x)' cos (2x)=1+ 2 cos (2x)
f"(x)=0—2 x(2x)' sin (2x) = — 4 sin (2x)
f'(x)=0 < -2sin(2x)=0 A x€[0, 1] &
& sin(2x)=0 A xE[0, 1] &
& 2x=kn, kEZ N xE[0, ] &

& x=k7n, kEZ A xE[0, 1] &

& x=0V ng V x=m

D Verifica 6

Determine uma expressao da
derivada de cada uma das
fungodes seguintes.

6.1. f(x)=sinx— % sin (2x)

6.2. h(t)=5+3 cos (%)

6.3. g(x)=x+1g(2x)

Na figura esta representado a
sombreado o quadrildtero
[PBCD].

Sabe-se que:

- [ABCD] é um quadrado de
lado 2;

+M e N sao os pontos médios de
[AB] e [AD], respetivamente;

«MN é um arco de circunferéncia
de centro A;

-0 ponto P move-se ao longo
desse arco;

- x designa a amplitude, em
radianos, do angulo MAP.

(v<le-3)

7.1. Mostre que a drea do
poligono [PBCD] é dada, em
fungao de x, por:

A(x)=4—sin x—cos x
7.2. Determine A(0) e
interprete geometricamente o
resultado obtido.

(continua)
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7.2.

X 0 g i1
i 0 - 0 + 0
I LN Pl ~_

O gréfico da fungao f tem a concavidade é voltada para baixo em

0, g] e voltada para cima em [g, n}.

O ponto de abcissa g é um ponto de inflexao.

Determinacgao das coordenadas do ponto A.

A é o ponto do gréfico de f onde areta de equagdo y=x é
tangente.

Logo, a abcissa de A tera de verificar a condicao f'(x)=1.
fx)=1<=1+2cos(2x)=1AxE[0, ] &

& cos(2x)=0A2x€E [0, 2n] &

|4 3n
S X="V2u=" O
2 2

=Xr1+1=242
4 4
Como f<§) # %, areta de equagao y=x nao é tangente ao

gréfico de f no ponto de abcissa % :

f<3—n>=§ﬁ+1+sin<2x3—n)=
4) a4 4

= 8K 1y . g B
4 4
Como f(i—n)= Z;_n e f'<¥>= 1, aretadeequagao y=x é

tangente ao grafico de f no ponto de abcissa 34—“ ;

Logo, A tem de coordenadas <'¥, '%t)

Considerando o lado [OB] para base do tridngulo [OAB], temos

OB =f(0)=1 easuaaltura éigual a 3:1_“ , abcissa do ponto A.

'Area do triangulo [OAB]:

Tema 1 - Trigonomelria

D Verifica 7

7.3. Determine o valor de x
para o qual a area do poligono
[PBCD] é minima e calcule essa
area.
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Questoes tipo exame

Questoes resolvidas

Na figura estao representados, em
referencial o.n. xOy, o circulo
trigonométrico e o triangulo [OPA].
Os pontos A e B tém coordenadas

Questées propostas

n Na figura esta

(=1,0) e (1, 0), respetivamente. A
P é um ponto da circunferénciae o
é a amplitude do angulo BOP,

ANY

sendo o € |0, % .
Qual das expressoes seguintes da a area do triangulo
[OPA], em funcdode o ?

(1 + cos @) X sin &

cos o X sin o
A gy =
® : (m) =22
sin o cos
C D
© 5 (0) <%
Resolucao y
AOD=1 P

Relativamente a base [AO], aaltura

yBx

do tridangulo [OPA] é h = sin «, logo:
Areade [OPA]= 1x ;m %= su;a
Resposta: (C)

@ Na figura esta representado, num

referencial o.n. xOy, o circulo 7
trigonométrico e o ponto A de p
coordenadas (2, 0). /‘

o

.
N

- B Nafigura esta representado,

Considere que o ponto P se

: P o) AX
desloca sobre a circunferéncia.
o é aamplitude, em radianos, do

angulo AOP (¢ € [0, 2x[).
Qual das expressoes seguintes da o comprimento do

segmento de reta [AP]?
(A) V5 —4sina (B) V5-4cosa

(€) 2-cosa+sina

Resolucgdo
Dado que OP =1, as coordenadas do y
ponto P sdo(cos o, sina).

Como o ponto A tem coordenadas /—
(2, 0), vem: 04

¥ 7o

(D) V3 + cos’a + 2 cos &

Ap ol 1
AP = \/(COS o — 27 +sino= \%in o

=\/(cosza+sin’a)+4—4cosa=\/1 +4—-4coso=

=V5-4cosu

Resposta: (B)

=Vcos’a — 4 cos o + 4 + sin*a =

eI0Npg 0Mod @ ZIVIN-NIdD

representado, num

referencial o.n. xOy, o y

circulo trigonométrico.

As coordenadas dos @ P

pontos A e B sao =

A(1,0) e B(0,1). 0 A X

Considere que um \‘ 1‘

ponto P se desloca ao

longo do arco AB, nunca

coincidindo com o ponto B.

Para cada posicdo do ponto P,

sabe-se que:

- [QP] é a corda da circunferéncia
paralela ao eixo Ox;

- o0 é aamplitude, em radianos, do
angulo AOP.

A area do triangulo [PBQ] éigual a:

(A) sin (1 — cos )

®) cos 05(12 sin @)

(€) coso—sinacosa
(D) sin & cos &

num referencial o.n. xOy: 7
<o circulo

trigonométrico;
«ospontos A e B o

de intersecao da AQJB?

circunferéncia
com o eixo Ox;
- uma semirreta r, paralelaao
eixo Oy, com origem no ponto B;
-um ponto P pertencente a
semirreta r.
o é aamplitude, em radianos, do
angulo BOP.
Qual das expressoes seguintes da a
area do triangulo [AOP]?

sin(2a)
CY) —

tg 2a)

) =
( C) tg o

(D) tg o
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Unidade 3 - Trigonometria e nimeros complexos Tema 1 - Trigonometria

Questoes resolvidas Questées propostas

Seja f uma funcao continuaem IR de contradominio m Seja f afuncao, de dominio R \ {0},

[, 2l.

Qual dos seguintes podera ser o valor de:
f(x) x sin(3x)

definida por f(x) = Sl 2,

Seja (x,) uma sucessao tal que
limf(x,)=0.

lim -
x—0
Qual das expressoes seguintes pode
(o (B) 2 ©s (D) 7 ser o termo geral da sucessao (x,)?
1 1
A) — B) t ——
Resolucdo ® n ®) n
1 b8
(%) x sin(3x) © 1+ = (D) =
lim ———=
x—0 X
< firm s se: B sin(3x) _ Considere a funcao f, de dominio
x—0 x—0 X T Tt
-= , definida por
sin(3x) Como f é uma funcao continuaem R , 4’
= f(O) X3 B)EiEE 3x xl-i—To f(x) = f(0). f(x) =tg (2x) —X.

=f(0)x 3 x1=3f0)

Dado que o contradominiode f é [1, 2], temos que
1<f0)<2¢<3<3f0)<6.

Logo, o tnico valor possivel para o limite apresentado é 5.
Resposta: (C)

@ Considere a fungéo f, de dominio [0, nt], definida por
f(x)=cos x.

Qual é o declive da reta tangente ao
gréfico de f no ponto de abcissa g ?

(CVE] (B)1

©2V2-1 (O)V2-1

Na figura estd representado, num
referencial o.n. xOy, o circulo
trigonométrico.

Existe um niimero real b para o qual uma das seguintes y
equacdes define uma reta tangente ao gréfico de f. P
Identifique-a. o
V2 -
(A)YZ—-2—X+b A\i’/Bx
(B) y= %x +b
Os pontos A e B tém coordenadas
©y=x+0b (-1, 0) e (0, 1), respetivamente.
P é o ponto da circunferéncia tal
(@) y=V2x+b que a amplitude do 4ngulo BOP,
em radianos, éiguala «.
Resolucdo Qual é o perimetro do triangulo
f'(x) = (cos x)' = — sinx [AOP] se a=2",
0<x<T = 0Ksinxg1 = 2
-1<-sinx<0= . (A)3
-1<f'0)<0 (3)2+ﬁ
Portanto, se y=mx+b é uma equacao da reta tangente ao 2
grafico de f num ponto de abcissa «, vira m=f'(a), pelo © ﬁ
gque -1<m<0. 2
:Apenas na opcao (A) se apresenta uma reta com declive no V3
Sintervalo indicado. (D) 4

‘Resposta: (A)

CPEN MAI2©
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Questoes tipo exame

Questoes resolvidas

@ Na figura: F
«[ABCD] é um quadrado

delado 1; D

- [AEF] é um tridngulo e

retangulo em que: :

-0 ponto B pertence

ao lado [AE]; A B
- oponto D pertence ao lado [AF];
- oponto C pertence ao lado [EF];

« x designa a amplitude do angulo FEA (x € }O, Izt—D

12.1. Mostre que a area do tridngulo [AEF] é dada, em

funcao de x, por:

AX) =1+ L

sin(2x)

12.2. Determine o valor de x para o qual a érea do

triangulo [AEF] é minima.

Resolucao

12. 1.B—_C-—tgx = 1:=tgx<':>_E=L
BE BE tgx

FCD = FEA = x

FD FD

——tgx<:>—-tgx<:>FD tg x
DC 1

AE = AB + BE = 1 +tng; AF=AD +DF =1+tgx

Area do triangulo [AEF]=

AE X AF _
2

1

1+——)(1+t X

:< - L g)=1—(1+tgx+i+1)=
2 2 tg x

o TI 4 2
=1_<2+ sinx C?Sx>='l_<2+ sin x+c.os x)=
cosx sinx 2 COs x sin x
: 1 =1 & 1
2 sin x cos X sin(2x)
1
sin(2x)

Portanto, A(x)=1+

12.2. A'x) = (1 +

sin(2x))  sin?(x)  sin*(2x)
Ax) = 0 < S M NP
sin® (2x)

—2cos(2x)=0 <= cos(2x)=0

Como xe]o, I‘z_[' 2x € Jo, =n[, pelo que:

cos(2x)=0<=>2x=§<=>x=%

1 >' _= (sin(2x)) _ —2cos(2x)

Questées propostas

m Na figura esta representada uma

semicircunferéncia de centro O e
raio 1.

(e}

'
'
1
'
1
-
'
'
'
'
'
1
'
"

o
-
o

AS

[AB] é o diametro da

semicircunferéncia e [0Q] é um

raio perpendicular a [AB].

Considere que o ponto P se

desloca sobre o arco BQ.

Os pontos R, S e T acompanham

o movimento do ponto P de tal

forma que:

«[RP] é uma corda que permanece
paralelaa [AB];

.S e T sao os pontos de [AB] tais
que [PRST] é um retangulo;

- para cada posicdode P, x éa
amplitude, em radianos, do angulo

wwlee 3.

13.1. Mostre que a area do
pentagono [PQRST] é dada, em
funcao de x, por:

()_SI n(2x)

13.2. Determine o valor de x para
o qual a drea do pentagono [PQRST]
é maxima.

+ COS X

13.3. Determine a area do
pentagono [PQRST], sabendo que
o triangulo [PQR] e o retangulo
[PRST] tém éreas iguais.

Prove que a area de
um tridangulo
is()sceles é dada por:

A— —a’sin@
> sin

sendo a a medida _
de cada um dos dois /
ladosiguaise 0 a

amplitude, em

radianos, do angulo formado por
esses lados.
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Unidade 3 - Trigonometria e nmeros complexos Tema 1 - Trigonometria

Questodes resolvidas - Questodes propostas
x 0 % g m Na figura:
A’ - 0 + C
A N\ / : :
Minimo

z i 7 i T
A érea do triangulo é minima para x = 2

A p

@ Na figura esté representado, y
num referencial o.n. xOy, o c - o triangulo [ABC] é retangulo
circulo trigonométrico. S emA;
A e C sao os pontos de - o triangulo [APQ] & retangulo
intersecao da circunferéncia : em P;
com 0s semieixos positivos Ox o X «AQ=2e PQ=1
e Oy, respetivamente. .PE[AB] e Q€E[BC]
O ponto B € o ponto da - x designa a amplitude, em
circunferéncia que pertence ao radianos, do angulo CBA
primeiro quadrante e a reta r, bissetriz dos quadrantes
impares. (x € ]o ; %D

Considere que o ponto P se desloca ao longo do arco AB,

nunca coincidindo com o ponto A nem com o ponto B. 15.1. Mostre que a area do

Para cada posi¢ao do ponto P, sabe-se que: tringulo [ABC] ¢ dada, em fungzo

de x, por:
<o ponto Q pertence areta r etem ordenadaigual ade P; 1 3tgx
-0 ponto R pertence ao arco BC e tem abcissa igual a flx) = 2tgx t——* V3
de Q; :
15.2. Mostre que:

-oponto S pertence ao eixo Oy e SRLOS;
, 4sin’x— 1
)=

<o ponto T pertence ao eixo Oxe PT_LOT;
2 sin’ x cos’ x

+ o é aamplitude, em radianos, do angulo AOP

T 15.3. Mostre que se a drea do
a€ 0, n : triangulo [ABC] é minima, entdo
BC=4.

13.1. Mostre que a 4rea do hexagono [PQRSOT] é dada,
em funcdo de a, por f(e) = sin(2a) — sin’ .

y . P m Na figura estd
13.2. Mostre que a area do hexdgono é maxima para o :

representada
valor de o tal que tg(2cr)=2. i
V=1 i i anci
13.3. Mostre que a drea maxima do hexagono é o circunferéncia
' de centro O.
Resolugdo Tal como a
figura sugere:
13.1. Area do triangulo [OTP]: -[PQ] éuma

corda da circunferéncia com
20 cm de comprimento;

TP=sino; OT=cosa :
i =~ «oarco QP tem 24cm de

sin ¢ cos o
A, = Ao = — 5 comprimento;
. X -0 angulo QOP tem uma amplitude
Area do triangulo [OPQ]: de 20 radianos.
A ordenadade Q é cos  porserigualade P. Mostre que:
A abcissade Q éigual a ?rdenada porque o ponto 16.1.00 = 12 16.2. sin 0 = 56
pertence areta de equagao y = x. : 0 6

231
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Questoes tipo exame

Questoes resolvidas

Logo,
Base do triangulo [OPQ]: QP =cosa —sina
Altura do triangulo [OPQ]: TP = sin &
(cos o — sin @) sin &
3 :
Como a reta de equacao y = x é um eixo de simetria do hexa-
gono [PQRSOT], vem:
=2x(A,+A,)=

A; = Ajopq) =

A [PQrsoOT| —

i (sinacosa ) (cos o — sin o) sin a>=
2 2
=sin o cos o + (cos & — sin ) sin o =
= sin & €os o + sin & cos o — sin“o =
=2 sin ot cos o — sin’e = sin(2a) — sin’o
Portanto, (o) = sin(2a) — sin’cx.

13.2. (@) = 2 cos (2) — 2 sin & (sin @)=
=2 cos(20) — 2 sin &t cos o = 2 cos(2a) — sin(2)
f'(a)=0 < 2cos(2a) - sin(Q) =0 < Como
cos(20) - sin(2a) 20 € }0, E{
cos(2a) cos(20) i (25) ;,
= 2-tg2)=0 < tg(2e)=2

Logo, f' tem um zero no ponto a tal que tg(2a) =

0 a
f 4
f /

L
4

0 -

iy

Maximo

Portanto, a area do hexagono é maxima para o valor de o tal
que tg(2a) =

13.3. Trata-se de calcular f() = sin(20) — sin’a, sabendo
que tg(2a)=2.

1+4= 21 m(z(:ag:ocosz(Za)=l 1+19°Qa)=—
cos (2(1) 5 cos’(2a)
.« cos’(2a) = 5 =3 —sm’(Za)— & sin*(2a) = = 4 =
sin(2a) >0
& sin(2a):—2— N sin(2a)=2—\5/_—5
5
o) >0
. cos’(2a) = % & cos(2()c)=L & cos’a - sinzazﬁ
5
=2 -sinza—sinzazg =
—2sinfa=-1 +% =
= sin2a=l—ﬁ
2 10
2V5 1 V5 _
f(a) = sin(2a) — sin’ a————
() (20) TR
_4V5-5+\5 _ 5\/5—5_\/5—1
10 10 2

Questdes propostas

Considere a funcao f, de dominio
[0, 2r], definidapor:
f(x) = 4 sin x + cos(2x)

17.1. Estude a fungao f quanto a
monotonia e quanto a existéncia de
extremos relativos.

17.2. Determine uma equacao da
reta t, tangente ao gréfico da
funcdo f no ponto de abcissa .

17.3. Mostre que existe uma reta,
paralela areta t, que é tangente ao
grafico da fungao f num ponto de
abcissa pertencente ao intervalo

4
4" 3[°
17.4. Estude a fungdo f quanto ao
sentido da concavidade do gréfico e

quanto a existéncia de pontos de
inflexao.

17.5. Na figura esta representada,
num referencial o.n. xOy, uma
parte do grafico da funcao f.

Os pontos A, B

e Cpertencem

ao gréficode f.
Sabe-se que B e
C tém a mesma
ordenada,

A pertence ao A
eixo Oy e B

BIONPF 0O @ ZIVIN-NIdD

temordenada O
5m

5

Determine a area do triangulo.

Seja g afuncao de dominio
[0, 4r], definida por:

g(x)=1+ cos %

18.1. Sejam r e s as retas
tangentes ao grafico de g nos
pontos de abcissas a e b,
respetivamente.

Prove que, se a + b = 2, entao as
retas r e s sao paralelas.

18.2. Considere a fungao f, de
dominio [0 4n] \ {2r}, definida
1-cosx

gl

Estude esta fungao quanto a
existéncia de assintotas do seu
gréfico.

por f(x)=
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Questoes resolvidas

Considere a funcdo g, de dominio [0, nt], definida por
g(x) = x + cos (2x).

14.1. Utilizando a definicao de derivada de uma funcao

[T
num ponto, calcule g <5>

14.2. Em alguns pontos do grafico de f, aretatangente é
paralela a bissetriz dos quadrantes impares. Determine as
abcissas desses pontos.

14.3. Estude a funcdo g quanto ao sentido da
concavidade do grafico e quanto a existéncia dos pontos
de inflexao.

Resolucdao

 fpemisol )

= lim =
h—0 h

E+h+cos(7t+2h)—§+1

= lim =
h—0 h

— lim h —cos(2h) + 1 _
h—0 h

= lim Q+ lim ———1 N COS(Zh):
h—0 h—0 h
e T (1 - cos (2h))(1 + cos (2h)) _
h—0 h(1 + cos(2h))
1- 2(2h
=1+ lim —cig—):
h—0 h(1 + cos (2h))
.2
=1+ lim L 2h) =
h—0 h(1 + cos(2h))
sin (2h) sin (2h)
x lim

=1+ lim

h—0 "o 1+cos(2h)
in(2h
=1+2 lim gl )><9=1+2><1x0:1
2h—o0 2h 2

14.2. A bissetriz dos quadrantes impares tem declive 1.
g'(x)=x"+(cos (2x)) = 1 — 2 sin(2x)
g'x)=1=1-2sin(x)=1&
—25sin(2x) = 0 < sin(2x) =

Se x E [0, n]-, entdo 2x € [0, 2n].

in2x)=0 A2x€ [0, 2n] &
S 2x=0V2x=nV 2x=21 &
i x=0 Vx—EVx T

CPEN-MAI2 © Porto Ednora

Questées propostas

m Sejaafuncao g, de domlnlo [0, =],

definida por g(x) = e *sinx.

19.1. Estude a fungao g quanto a
monotonia e quanto a existéncia de
extremos relativos.

19.2. Mostre que o grafico da
funcao g tem um ponto de
inflexao.

19.3. Recorrendo a calculadora
grafica, determine um valor
aproximado as centésimas da area
do triangulo [ABC], em que:

A é o ponto do gréficode f, de
abcissa a, em que a reta tangente
ao grafico nesse ponto tem declive
iguala a;

«B é um ponto do eixo Ox;

- C é o ponto do gréfico de f com
ordenada igual a do ponto A.

Na sua resposta deve:

- apresentar a justificacao dos
processos que levaram a
determinacao das coordenadas
dos pontos;

- reproduzir, num referencial,

o grafico das fungdes que
visualizar na calculadora,
devidamente identificados, bem
como as coordenadas dos pontos
relevantes para determinar o
resultado pedido;

- utilizar trés casas decimais nas
coordenadas dos vértices em que
é necessario fazer
arredondamentos.

Considere as fungoes f e g,
definidas em [0, + oo[ por:
f(x) = 2x + cos x
g(x) = sinx + x?

20.1. Mostre que f é estritamente
crescente.

20.2. Justifique que f(x) > 1 para
todo x €ER.

20.3. Mostre que g'(x) = f(x) para
todo x € IR e concluaque a
funcao g também é estritamente
crescente.

20.4. Justifique que o
contradominio de g é ointervalo
[0, +00o[.
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Questoes tipo exame

Questoes resolvidas

14.3. g"(x) = (1 — 2 sin(2x)) = — 4 cos (2x)

g'x)=0<> -4cos(2X)=0Ax€E [0, 1] &
< cos(2x) =0A2x € [0, 2n] &
1:»2x_—v2x_3—”4:>x_—v an
2 2 4 4
b 3n
X 0 P T b4
g" = 0 + 0 =
g 0 7N\ ~ SN

O grafico da fungao g tem a concavidade voltada para

baixo em [0, ﬂ eem [%, n] e voltada para cima em

i
4’ 4|

Os pontos de abcissas % e %‘ sao pontos de inflexao.

@ Considere as funcdes f e g definidasem [0, x], por
fx)=x+sinx e gx)=1+¢&""'

Mostre que a reta tangente ao grafico da fungao g no

ponto de abcissa 1 também é tangente a gréfico de f.

Resolucdo
f'x)=1+cosx e g'(x)=e""
Equacaodareta t:
Ponto de tangéncia:
(1, 2) porque g(1)=
Declive:
m=f(1)=e""=1
t:y-2=1x(x-1)=y=x+1

+e’=2

Vamos provar que a reta t também é tangente ao grafico
de f.

ffx)=1<>1+cosx=1 <<

& cosx=0 & x=E

x€lo, n]
f(E)=E+sinE=£+1
2) 2 2 2
fl(%) =1 eoponto (g, f(g)) pertenceareta t,

de equacgao y =x+ 1, porque f<§)=§+ 1

Portanto areta t é tangente ao gréfico da fun¢ao g no
ponto de abecissa 1 e é tangente ao gréfico da funcéo f

no ponto de abecissa g .

Questées propostas
m

Seja f a fungao, de dominio
[0, + oo, definida por:

f()_{ZX—cos(nx) se 0<x<1
T lx+2)Inx—x+4 se x>1

21.1. Mostre que f é derivavel no
ponto 1.

21.2. Determine uma equacao da
reta tangente ao grafico de f no
ponto de abcissa 1.

21.3. Mostre que f é estritamente
crescente no intervalo [0, 1].

21.4. Resolva a equagao f(x) =

21.5. Estude a funcao f quanto ao
sentido da concavidade do gréfico
nointervalo ]1, + oo[ .

Considere a fungao f, de
dominio IR, definida por:

f(x) = a(sin x — cos x)°

(a é uma constante real nao nula.)

22.1. Sabendo que:
f(x) = sin (x - —) Vx €R

determine o valorde a.
22.2. Mostre que:

1 —sin(2x
f(x) = 1-sin(29

22.3. Sabendo que, para um certo
numeroreal 6, setem tgf0 =—-—,
com —72£< 0 <, determine f(6).

,Vx€E€R

De uma fungao f, de dominio
[0, n], sabe-se que:

f'(x) = 2 (x + sin x) + sin(2x)
23.1. Estude a fungao f quanto ao

sentido da concavidade e quanto a
existéncia de pontos de inflexao.

23.2. Sabendo que f(%) =0,

: f(x
determine lim )
x—EX—T
2
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Questoes para praticar

Itens de sele¢ao

m Na figura esta p

CPEN-MA12 © Porto Editora

representado um circulo
de centro O eraio 1
Sabe-se que:

+[AB] é um diametro da
circunferéncia;

« 0 ponto P move-se

A \
sobre o arco BA;

- para cada posicao do ponto P, [PQ] é um
diametro da circunferénciae o é a amplitude,
em radianos, do angulo BOP (a € 10, «[).

A area do quadrilatero [AQBP] é igual a:

(A) sin (B) 2sin

(€)2cosax (D)sin %cos %

Na figura esta representada uma
semicircunferéncia de centro O eraio 1.

Q
R ; P
L Na \
AS 0 T8

[AB] é o diametro da semicircunferéncia e [0Q]
é um raio perpendicular a [AB].

Considere que o ponto P se desloca sobre o
arco BQ.

Os pontos R, S e T acompanham o movimento
do ponto P de tal forma que:

«[RP] é uma corda que permanece paralela a
[AB];

.S e T sao os pontos de [AB] tais que [PRST] é
um retangulo;

- para cada posicao de P, o é aamplitude, em

radianos, do angulo BOP (a = ]0, —;ED

Pretende-se determinar o valor de & para o qual
a area do triangulo [ABP] é igual a area do
retangulo™[PRST].

Qual das equagoes seguintes traduz este
problema?

(A) sin a = sin (2c) (B) sin o = sin @ cos &

(©) sir;a =sin (2a) (D)sinTa =2sin(20)

m Na figura esté representado um circulo de centro O.

Sabe-se que:
«[AB] é um didmetro da circunferéncia ;
«M é o ponto médio de [OB];
«0 ponto P move-se sobre o arco BA;
- para cada posigao do ponto P:
—areta PM interseta a circunferéncia nos
pontos P e Q;

- o é aamplitude, em radianos, do angulo
BMP (x € ]0, =[).

Seja f afungao que, a cada valorde o
pertencente ao intervalo 1o, n[, associa a area,
f(cr), do quadrilatero [AQBP].

Qual dos seguintes pode ser o gréfico de f*,
funcao derivada de f?

(n) (B)
y y
) a o / @
© (D)
y y
\
0 \ o 0 o

Indique a expressao que define uma fungao

impar de dominio IR.
(A) x —sifi (x’)
(€) X* +cos x

(B) X* +sinx
(D)1+¢*

m Uma funcao f tem dominio IR e contradominio

IRy . Qual das seguintes pode ser a expressao
analitica da fungao f?

(A) esin x
(€) sin (e

(B) In(?+1)
(D)Inx
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Questdes para praticar

a Considere a sucessao de termo geral:

u,=1+cos|—
4

Indique qual das afirmagées seguintes é
verdadeira.

(A) (u,) é crescente.
(B) (u,) é decrescente.
(€) (u,) é um infinitamente grande.
(D) (u,,) é limitada.
m Seja f afungao, de dominio ]—E, E[, definida
por f(x) = tg (4x). 8 8

Qual é o declive da reta tangente ao grafico da
funcao f no ponto de abcissa — % ?

(R) 4
©s

(8)-4

(D)2

m Acerca de uma fungao f sabe-se que a derivada,
f', é uma funcdo impar de dominio IR.

Qual das seguintes expressoes pode definir a

fungao f?
®) (8)
(€) sinx (D) cos x

m Qual das expressoes seguintes define uma
funcao injetiva de dominio IR ?

(A) x + sin (%) (B) ~)25+ sin x
(€) x* cos x (D) coxl

a Seja f a fungao, de dominio ]— g %[ definida

por f(x)=tgx e g uma funcao de dominio IR
tal que g'(x) = cos (nx).

Qual é o valor de (gof)'(%) ?

(®) V2
(D)2

(R)-2
©o

m Considere a fungao f definida em ]—% g[ por

f(x) = e%9*,

Qual é o valor de f(%) ?
(A)e (B) V2e

©2 (D)2e

g ; Inx—1
m Qual éovalorde lim ————?
x—0* 1 —cosx

(A)— o0 (B) + o0

©o ()1

m Na figura esta uma representacgao gréfica da
funcao f, definida nointervalo [0, ] por
f(x)=2sin(2x) + 2.

Sabendo que f(k)= f(éslt—) , qual é ovalorde k?

7 4
OF OR
17 9
05 (©) 7

Considere a sucessao de termo geral:

-
u,,=n><sm<—>
n

Qual das seguintes afirmagoes é verdadeira?
(A) (u,) é um infinitamente grande.

(B) (u,) ndao é monoétona.

(€) (u,) é convergente.

(D)u;>n

Uma funcao real de variavel real f é tal que
f'(=x)=f'(x) paratodo o nimero real x.

Indique qual das expressoes seguintes pode
definir a fungao f.

(A) > (B) cos x
(€) e (D) sin x
a Para um certo valor de k é continua a fungao m
definida por:
sin (3x) s ah
m(x)= X
log;(x+k) se x>0
Qual é ovalorde k?
(A)1 (B) 27
©9 (D)3
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m Para um certo nimero real k afuncdo g
definida por:

- se x<0
X+ sinx

g0 =
INnVx+k sex>0

é continuaem IR.
Qual é o valorde k?

(A) & (B) & (©) Ve (D)1

m Para um certo nimero real k afuncao f, de
dominio ]- 1, + oo[ , definida por:

sin x

el

se —1<x<0
sin(2x)

f(x) =
%(x+ e) se x>0

é continuaem ]- 1, + oo[ .
Qual é ovalorde k?

(A)2 (B)In2

@% (D)-In2

m Considere a funcao f definidaem 0, + oo
por f(x)=sin(Inx).

Qual é o valor de f'(e")?
(A)-1 (B)o
©-er (D)€"
m A reta de equagdo y = x + 2 é tangente ao

gréfico de uma certa fungao f, de dominio IR,
no ponto de abcissa nula.

Seja g afuncao de dominio IR, definida por
g(x)=e"x f(sinx).

Qual é o valor de g'(0)?
()0 (B) 1
(©2 (D)3
m Considere a funcdo g definidaem [0, 2n] por
g(x) = cos(2x).

Sabe-se que as retas r e s sao estritamente
paralelas e tangentes ao graficode g.

Aequagao y=—2x+ g defineareta r.

Qual é a ordenada do ponto de intersecao da
reta s com o eixo Oy?

5 3
(OF ®F

5 7
©3 ®)5

Unidade 3 - Trigonomefria e nOmeros complexos Tema 1 - Trigonometria

m De uma funcéo f sabe-se que f(x)+ f"(x)=0
para qualquer x € R.

Qual das seguintes nao pode ser a expressao
analitica da fungao f?

(A) cos x

(B) sin x

(€) sinx — cos x
(D) cos(2x)

m Seja afuncdo g, de dominio [0, 2rt], definida
por g(x)=sinx— 2x.

Qual é o contradominio de f?
(A) [~ 4n, 0]

(B) [0, 4r]

(©) [0, 2x]

(D) [- 2x, 0]

Para determinado numero real k, seja f a
funcao de dominio IR definida por:

f(x) = k cos(kx)
Sabe-se que f'(t)=0 e f'(r)<0.
Qual das seguintes afirmagoes é verdadeira?

(A) O gréfico da fungao f tem a concavidade
voltada para baixo em [0, 2n].

(B) f(m)< 0

(€) A fungao f tem um minimo relativo para
A==

(D) A fungao f tem um méximo relativo para
X=T.

m De uma fungéo f, de dominio }— g, E[ '

2
sabe-se que f(0)=0 e f'(x) =2 + tg x, para todo
T T
b A= :| 5, 2|: .
Qual é o valor de Iimof(—xz?
> o 4
(m)o (8)1 ©2 (D)+o0

m Seja f afuncao de dominio ]- &, n[ definida

por:. 5%
f(x)=x+tg (%)

Considere a sucessdo de nimeros reais (x,) tal
T
que x,=nxIn 1+; :

Qual é o valor de lim f(x,)?

(Ao (B) 1 (€©-oc0  (D)+oo
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Questoes para praticar

ltens de COﬂS‘TUQOO m Um ponto P desloca-se sobre a g
semicircunferéncia de centro O e diametro E

m Considere a funcdo f, de dominio [0, nt], [AB]. §
definida por f(x) = x++n(2x) L5 ?

50.1. Determine f'(%), recorrendo a.definicao

de derivada de uma fungao num ponto. X
A (o} B
50.2. Estude a funcdo f quanto a monotonia e
quanto a existéncia de extremos relativos. Seja x a amplitude, em radianos, do angulo BOP

(x€]Jo, w[).

50.3. Estude a funcdo f quanto ao sentido da ot
Sabe-se que AB=2.

concavidade e quanto a existéncia de pontos de

L Ll 51.1. Mostre que o comprimento do segmento
de reta [AP] é dado, em funcao de x, por:

50.4. Determine uma equacao da reta tangente
f(x)= 2 cos %

ao gréfico de f no ponto de abcissa g ’
51.2. Mostre que o comprimento do segmento
de reta [PB] é dado, em funcdo de x, por:

g X
- 2
g(x)=2sin

50.5. Na figura esta representada uma
semicircunferéncia de centro no ponto O e
diametro [AB] de comprimento igual

az2. . R
51.3. Mostre que o perimetro do triangulo
[ABP] é méaximo quando a area é maxima.

Q
P
5 a Na figura estd representado um circulo de
centro O eraio r.
% A
A [0} B
[0Q] é um raio perpendiculara [AB]. .
Considere que o ponto P se desloca sobre o B
arco BQ.
O ponto R acompanha o movimento do ponto
P sobre o arco QA de tal forma que a corda [RP] A e B sao dois pontos da circunferéncia tais que

permanece paralela a [AB]. e

Seja ¢ a amplitude em radianos do angulo
BOA (0<a<m).

= Sabe-se que a area do triangulo [OBA] éigual a
<x € ]0 '3 D . metade da area do setor circular BOA .

Mostre que sin @ = %.

Para cada posigao do ponto P, seja x a
amplitude, em radianos, do angulo BOP

a) Mostre que a area da regiao colorida é dada,

em funcdo de x, pela restricao "
¢ P ¥ @ O ecra de uma sala de

cinematem 9m de

da funcdo f aointervalo ]0, E[.
2 altura e esta colocado

b) Considere o referencial xOy em que as num plano
semirretas OB e OQ sao os semieixos perpendicular ao plano
positivos Ox e Oy, respetivamente. onde se encontram 0s
Nesse referencial, determine as coordenadas espectadores, 3 m
do ponto P, sabendo que a regido colorida acima da linha dos seus -
Linha dos olhos

tem area maxima. olhos.

A que distancia do plano do ecra é maximo o
angulo de visibilidade?

238
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m Na figura esta representado, num referencial

CPEN-MA12 © Porto Editora

o.n. xOy, o circulo trigonométrico.

y
N
B
i
a \Q
Q

Os pontos A e B sao os pontos de intersecao da

circunferéncia com os semieixos positivos Ox e

Oy, respetivamente.

Considere que um ponto P se desloca ao longo

do arco AB, nunca coincidindo com o

ponto A nem com o ponto B.

Para cada posi¢ao do ponto P, sabe-se que:

-areta r é tangente a circunferéncia no ponto
P;

.o ponto Q é o ponto de intersecao da reta r
com o eixo Ox;

-oponto R é o ponto de intersecao da reta r
com o eixo Oy;

. o0 é aamplitude, em radianos, do angulo AOP

)

Considere a funcdo f, de dominio }0, %[,
1

definida por f(x)=———.

Por i = TGS

54.1. Estude a funcao f quanto a existéncia de
assintotas do gréfico.

54.2. Mostre que a area do triangulo [OQR] é
dada por f(c).

54.3. Determine o valor de o para o qual a area
do triangulo [OQR] é minima.

54.4. Determine o perimetro do triangulo
[OQR] de érea minima.

54.5, Para um certo valor de 6 pertencente ao
intervalo ]0, g[ sabe-se que:

e -
tg (60 - m)

4tg 6 -

Determine f(6).

54.6. Determine a equagao reduzida da reta r

quando a abcissa de P éigual a %

Unidade 3 - Trigonometria e nmeros complexos  Tema 1 - Trigonometria

m Considere as fungdes f e g, de dominio

[0, n], definidas por:
f(x) = x + cos x
g(x) =sinx

55.1. Determine o contradominio da fungédo f
comecando por fazer o seu estudo quanto a
monotonia e quanto a existéncia de extremos.

55.2. Determine o contradominiode g e
conclua que g(x) < f(x), qualquer que seja
x€ [0, n].

55.3. Mostre que:
. T
cosx+sinx=V2 cos(x - Z)
qualquer que seja o numero real x.

55.4. Para determinado nimero real k seja h a
fungao, de dominio [0, =], definida por
h(x)=g(x)+k.

Determine o valor de k, sabendo que os
graficos das fungoes f e h se intersetam num
unico ponto.

Considere as funcoes f e g, definidas
em IR" por:

f(x) = 2x + cos x
gx)=Inx

56.1. Mostre que existe a € ]g g[ tal que as

retas tangentes aos gréficos de f e g, nos
pontos de abcissa a, sao paralelas.

Sugestdo: Considere a fungao h, definida em
R* por h(x)=f'(x)— g'(x).

56.2. Tendo em conta o resultado da alinea
anterior, justifique que existe um nimero real k
tal que os gréficos das fungoes f e i, sendo i
definidaem IR* por i(x) = g(x) + k, tém uma
reta tangente comum e, recorrendo a
calculadora gréfica, determine o valor de k.

Na sua resposta deve:

« reproduzir, num referencial, o grafico das
funcées que visualizar na calculadora
devidamente identificados, bem como as
coordenadas dos pontos relevantes para
determinar o resultado pedido;

- utilizar pelo menos duas casas decimais nos
calculos intermédios;

- apresentar o resultado pedido com
aproximagao as décimas.
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Questoes para praticar

m Na figura esta representado, num referencial

m Considere a funcao f de dominio ]— E, %
2 o.n. xOy, a circunferéncia definida pela

2

240

definida por f(x) = %.

57.1. Estude a funcao f quanto a existéncia de
assintotas do grafico.

57.2. Mostre que a fungéo f é estritamente
crescente.

57.3. Determine uma equacao da reta tangente
ao graficode f no ponto de abcissa nula.

57.4. Na figura esta representado, num
referencial o.n. xOy, o circulo trigonométrico.

NP

B RS

Sabe-se que:

.ospontos A, B e C tém coordenadas (0, 1),
(0,-1) e (1, 0), respetivamente;

+0 ponto P move-se sobre o arco BA;

-areta AP interseta areta de equagao y=-1
no ponto R;

<o ponto Q pertence ao eixo Oy etema
mesma ordenada que o ponto P;

- para cada posigao do ponto P, 6 e f sdo as
amplitudes, em radianos, dos angulos COP e
OAP, respetivamente, sendo:

ee]_g, g[eﬂe]o, g[

a) Mostre que o comprimento do segmento
[BR], em funcao de 6, é dado por f(8),

4 1
ara ——<0<—.
o T 2

Sugestao: Comece por justificar que os
triangulos [QPA] e [BRA] sao semelhantes.

b) Mostre que 8 = g+%

¢) Mostre que BR=2tg (g - —})

d) Determine o valorde 6 para o qual se
tem BR=2V3.

equacdo x’ +y* =16.

O ponto A é o ponto de intersecao da
circunferéncia com os semieixos positivos Ox .

O ponto B tem coordenadas (0, 3).

Considere que o ponto P, partindo do ponto A,
se desloca sobre a circunferéncia, dando uma
volta completa no sentido positivo.

Para cada posicao do ponto P, o é aamplitude,
em radianos, do angulo AOP (x € [0, 2x[).

Seja d afungdo que, a cada valorde o, associa
a distancia, d(cr), do ponto P ao ponto B.

58.1. Mostre que d(a)="V25-24sina.

58.2. Estude a fungdo d quanto a monotonia e
quanto a existéncia de extremos relativos.
Indique as coordenadas de P nas posi¢oes
correspondentes aos extremos.

58.3. Determine BP sabendo que o € ]0, %[
eStga= 2V5.

Considere a funcao f, de dominio [- T, nl,
definida por f(x) = sin x — x cos x .

59.1. Mostre que f é uma fungao impar.

59.2. Estude a fungao f quanto a monotonia e
quanto a existéncia de extremos relativos.

59.3. Indique, justificando, o contradominio da
funcao f.

59.4. Considere a funcao h, definidaem

[- =, =] \{0} por h(x)=@.

a) Mostre que o gréfico da fungdo h ndo tem
assintotas.

b) Defina, caso exista, um prolongamento da
funcao h a [-m, n] que seja uma fungao
continua.
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m Um atleta encontra-se na margem de um canal

(no ponto A) destinado a prética de desportos
nduticos e pretende deslocar-se para um
ponto C, naoutra margem.

O canal tem uma largura constante de 500
metros.

A situacéo é apresentada no esquema da figura
seguinte.

-AS

<— 500 m—»|

[ =i
1000 m——'

jv~)

|

« B é 0 ponto da margem opostaa A, sendo
AB 1 BC.

«Oponto P estaentre B e C.

« A distancia entre B e C éde 1000 metros.

O atleta vai deslocar-se de barco, em linha reta, a
uma velocidade de 4 km/h, do ponto A até ao
ponto P.

Seguidamente, vai caminhar até ao ponto C,
a uma velocidade de 8 km/h.

A amplitude, em radianos, do angulo BAP é
designada por 6.

Seja T afungao que, a cada valor de 6, associa
otempo, T(6), em horas, gasto pelo atleta na
deslocagao de A até C.

60.1. Mostre que:

2+2cosB —sin@
16 cos 6

7(6) =

60.2. Qual o tempo minimo que o atleta pode
gastar no trajeto?

Apresente o resultado em minutos com
aproximagao as unidades.

60.3. Se o atleta fez o percurso no tempo
minimo, que distancia percorreu a pé?

Apresente o resultado em metros com
aproximagao as unidades.

Para cada nimero real a considere a fungéo f,
de dominig IR, definida por f(x) = (cos(ax))z.

Sejam f' e f" a primeira e a segunda derivadas
da fungao f, respetivamente.

Mostre que f'(x) x f"(x) = a’ sin(4ax), para
qualquer nimero real x.

Unidade 3 - Tigonomelria e nomeros complexos  Tema 1 - Trigonometria

m A figura representa o esquema de um depésito

de forma cilindrica destinado a colocar agua no
frigorifico.

O cilindro tem 20 cm de alturae 10 cm de raio
da base.

O nivel de liquido no depésito é representado
pelo segmento [AC].

A amplitude, em radianos, do arco ABC é
designada por x.

Seja V afuncao que, a cada valor de x, associa
ovolume, V(x), em litros, da dgua existente no
deposito.

62.1. Mostre que V(x)=x —sinx.

62.2. Determine, em litros com aproximacao as
centésimas, o volume de dgua existente no
depésito, se a superficie do liquido tiver a forma
de um retangulo com 10 cm de largura.

Considere a funcao g, de dominio |- =, [,
definida por g(x) = cos x + (sin x).

63.1. Mostre que a funcao derivada de uma
fungao par é uma fungéo impar.

63.2. Mostre que se uma funcao par é derivavel
no ponto 0, entdo f'(0)=0.

63.3. Mostre que a fungao g é uma funcao par.

63.4. Estude a funcao g quanto a monotonia
nointervalo 10, = .

63.5. Indique os extremos relativos de g no
intervalo -, n[ .

63.6. Seja r areta tangente ao gréfico da
funcdo g no ponto de abcissa g Determine a

equacao reduzidadareta r.

63.7. Justifique que a reta tangente ao grafico

da funcdo g no ponto de abcissa — g é
perpendicularareta r .

63.8. Seja afuncao h, dg dominio |- =, =w[,
definida por h(x)=[g(¥)] .

Mostre que h'(0)=0.
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n A equacdo sin(2x)=0 tem, no intervalo [— 501, 50], o mesmo nimero de solugdes que a equagao:

sin (2x) _

=0 (B) sin’x=0 (€) sinx=0 (D) 2sinx=0

(A)

a Sabe-se que f é uma funcao real de variavel real, de dominio IR, tal que:
f-x)=—f(x), VXER

Entéo, pode-se afirmar que:

(A) f(x)=cosx (B) f(x)=sinx  (C) f éumafuncdopar. (D) f éuma funcao impar.

B Qual das seguintes figuras pode representar parte da representacao gréfica da funcao h definida por:
h(x)=3x sin (§)+a, @ERY
(A) (8) (© (D)

RIONPY OHOd @ ZIVIN-NIdD

n Considere num referencial o.n. xOy a circunferéncia de equacao:
X+y'=16

Admita que um ponto P se desloca, a uma velocidade constante, sobre
a circunferéncia, no sentido contrario ao dos ponteiros do rel6gio. No
instante t=0, o ponto P partede A, efetuando duas rotagoes
completas em cada segundo.

Seja a(t) a abcissa do ponto P, t segundos apds a partida.

Uma expressao de a(t) pode ser:

(A) 4cos(t) (B) 4 cos (4nt) (€) 4 cos(2nt)
B Relativamente a figura sabe-se que: 7
P
-[0B] L[OA]
.OA=0B=1 B
.o ponto P desloca-se sobre uma semirreta com origem em A e paralelaa OB;
- o designa a amplitude do angulo AOP (a € ]O , %D i
A area do trapézio [OAPB], em funcaode «, é: ) A
1 1 1+ coso 1 1+sina
A) —x(1+— B) —— C) —x(1+t D) ——
®i(+) @S ©1xt+ga) @1
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Unidade 3 - Trigonometria e nOmeros complexos Tema 1 - Trigonometria

a Mostre que a equacao 15 cos (2x)=47 sin(—x)— 16 pode ser escrita como uma equacao do 2.° grau em

sin x e resolva esta equacgao para 0 < x< 2m.

Na figura esté representado um quadrado [ABCD] de lado 1.

UFEN-MALZ @ FOTTO LAlora

A 1 D
X

P

B Q C

O ponto P desloca-se sobre o lado [cD] e o ponto Q desloca-se sobre o lado [BC], de tal forma que se
tem sempre PD = QB.

Para cada posicao do ponto P, x é a amplitude em radianos do angulo PAD (x € ]0 ; %D ;
7.1. Mostre que a area do tridngulo [AQP] é dada, em fungao de x, por:

A(x)=%x(1 —tg’x)
7.2. Determine A(0) e interprete geometricamente o resultado obtido.

7.3. Recorra a calculadora para determinar os valores de x para os quais a area do triangulo [AQP] éa
quarta parte da area do quadrado [ABCD].

Apresente todos os elementos recolhidos na utilizagao da calculadora, nomeadamente o gréfico ou
gréficos obtidos, bem como as coordenadas dos pontos cuja determinacao for necessaria a
resolucdo do problema. Apresente os valores arredondados as décimas.

n No dia 8 de outubro de 2006, no porto de Aveiro, a maré alta (preia-mar) ocorreu as 3 h 32 min atingindo

uma altura de 3,54 m. Na baixa-mar que se seguiu, a altura atingida pelo nivel da égua foide 0,33 m.

Admitindo que estes valores se repetem de 12 em 12 horas (o que em rigor nao é verdade) e que a
altura h, em metros, das marés pode ser dada, em funcdo de t, sendo t a horado dia (0<t<24), por
uma expressao do tipo:

h(t)=asin[k(t—b)]+c

determine uma expressao da fungdo h que nos dé aquela altura no porto de Aveiro e no dia referido.

a Um barril de petréleo com a forma cilindrica flutua como se mostra na figura.

O barril tem de base 80 cm de didmetro e o arco AB tem 90 cm de
comprimento. O angulo AOB tem 6 radianos de amplitude.

9.1. Determine a amplitude do angulo 6 (apresente o resultado.em
radianos, com duas casas decimais).

9.2. Calcule a area do setor AOB (o que tem parte dentro de dgua).

9.3. Determine o comprimento da corda [AB].
9.4. Calcule a area do triangulo [ABO].

9.5. Se o barriltem 1,2m de comprimento, calcule o volume da parte do barril que esta fora de dgua.
Apresente o resultado em metros ctibicos, com trés casas decimais.
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m A figura representa um semicirculo de didametro [AB] e um triangulo c
[ABC] nele inscrito.

Sabe-se que:

®I0NPT 0LOd & ZIVIN-NID

«x éaamplitude do angulo BAC;
-AB=10

10.1. Prove que a area do triangulo [ABC] é dada, para qualquer
T
€ (0, =. :
X } 2[ por

A(x)=25 sin (2x)

10.2. Determine o valor de x para o qual a drea do triangulo é méaxima.

10.3. Para o valor de x encontrado em 10.2. classifique, justificando, o triangulo [ABC] quanto aos
lados.

m Considere o triangulo [ABC] em que:
- x é aamplitude do angulo BCA;
-[BD] é a altura relativa ao vértice B;

.AD=BC=2

11.1. Prove que a area do triangulo [ABC] é dada, para qualquer x € ]O ’ %[ , por:
A(x)= 2 sin x + sin (2x)
11.2. Determine o valor de x para o qual a drea do triangulo é méaxima.

A
11.3. Calcule lim ﬂ
x—0 X

m Na figura esta representada uma circunferéncia de centro O eraio 1. o

Sabe-se que:

«[AB] é um diametro da circunferéncia;

-acorda [CD] é perpendicular ao diametro [AB];

« x designa a amplitude do angulo BOD.
12.1. Mostre que a area do triangulo [ACD] é dada, em funcéo de x, por:

A(x)=sin x+%sin (2x) (x€]o, =)
12.2. Determine o valor de x para o qual a 4rea do triangulo é maxima.

12.3. Determine A(%) . Sabe-se que existe um valorde o € ]0 ; g[ para o qual A(a)=A<%) :
Recorrendo a calculadora, determine ¢, com aproximagao as décimas.
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Unidade 3 - Trigonometria e nimeros complexos Tema 1 - Trigonometria

m Uma central elétrica C e uma fabrica F situam-se em margens opostas de um rio de largura constante.

Pretende-se instalar um cabo de alta tensao que ligue a fabrica a central elétrica, de acordo com os

dados da figura.
2km

- O cabo, partindo da central C, deve seguir submerso e em linha reta até um determinado ponto P, e
dai deve seguir em vala subterranea, ao longo da margem, até a fébrica F.

+ A é o ponto da margem oposta a central mais préximo desta.
- x é aamplitude, em radianos, do angulo ACP.
« A distancia da fabrica ao ponto A éde 2 km. A distancia deste ponto a central é, igualmente, de 2 km .
« O custo de instalagao do cabo é de:
- cabo subterraneo: 10 mil euros por quilémetro;

— cabo submerso: 20 mil euros por quilémetro.

13.1. Mostre que o custo da instalacdo do cabo, em milhares de euros, é dado, em funcao de x, por:

Cl)=20+ 20— 205IAX (x € [o, ED
CoSs X 4

13.2. Calcule C(0) e interprete o resultado obtido referindo o comprimento e o custo do cabo instalado,
quer submerso quer subterraneo.

13.3. Recorrendo a métodos exclusivamente analiticos determine o valor de x para o qual o custo da
instalacao do cabo é minimo.

m Para cada nimero real k, a expressao

CPEN-MAI12 @ Porto Editora

1+2sin(2x) se 0<x<k
flx) =
x2+8ln(§> se x>k

define uma funcéo f, de dominio IRg.

14.1. Nasalineas a), b) e ¢) considere k=1.

a) O gréfico de f admite, no intervalo [0, 1], uma Unica reta tangente de declive nulo.
Determine uma equacao dessa reta.

b) Utilizando métodos exclusivamente analiticos, estude f, nointervalo |1, +oo[ , quanto ao
_ sentido da concavidade do gréfico e a existéncia de pontos de inflexao.

¢) Recorrendo ao Teorema de Bolzano mostre que a equacao f (x)=10 f(%) tem, no intervalo
13, 4[, pelo menos uma solugao.

14.2. Existe um numero real positivo k para o qual a fungéo f é continuaem [0, +oo[ . Recorrendo as
capacidades da sua calculadora, determine um valor aproximado (as décimas) desse nimero k.

Explique como procedeu.
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m Considere a funcdo g, de dominio [0, &t], definida por g(x)=x+ sin(2x).

15.1.

15.2.

15.3.

Estude g quanto a monotonia e quanto a existéncia de extremos relativos.
Verifique que existem dois pontos do grafico de g onde a reta tangente ao gréfico é paralela a
bissetriz dos quadrantes impares.

Determine a equagao da reta tangente ao grafico num desses pontos.

Na figura esta representado o gréfico da funcao g. y
A, P e B sao pontos do gréfico de g com a mesma ordenada. g
P é um ponto de inflexdo do graficode g.

Recorrendo a calculadora e aos métodos analiticos que julgar A P B
necessarios, determine um valor aproximado para a distancia de
A a B (apresente o resultado arredondado as décimas).

Explique como procedeu apresentando os procedimentos
analiticos efetuados, bem como o gréfico, ou gréficos, que usou

s e e e e

na resolucao do problema.

m Considere a funcao real de variavel real definida por f(x)=x+sinx.

Prove que, qualquer que seja a € IR, a equacao f(x)=a tem sempre uma e uma sé solucao.

mfeg

sao funcoes derivaveis em IR.

Sabe-se que:
f(1)=-2 -f(1)=4
+g(0)=1 -g'(0)=-3

17.1.

Sendo h afuncio definida por h(x)=f(x+g(x)), determine h'(0).

17.2. Determine uma equacao da reta tangente ao grafico de f no ponto de abcissa 1.

T

m Considere a funcao f de dominio [0, mt], definida por f(x)=e? “sinx.

18.1.Estude a fungdo f quanto a monotonia e quanto a existéncia de extremos relativos.

18.2. Determine a érea do trapézio [ABCD] em que:

m Cons

« C é um ponto de inflexdo do gréfico de f;

« B é o ponto do gréfico de f com ordenada méxima;

«A e B sao os pontos do eixo Ox com as mesmas abcissas dos pontos D e C, respetivamente.

idere a funcao f, de dominio [-7, + oo[ , definida por:

; 1
sin x + —cos (2x se —-t<x<0
e 5 cos () <x<

k+xIn(x+1)—xIn(x) se x>0

k é o numero real para o qual f é uma funcao continua.

19.1
19.2
19.3

.Determine o valor de k.
.Estude a fungao f quanto a existéncia de assintotas do grafico.

.Mostre que f admite um tnico minimo no intervalo [-x, 0] e determine-o.
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Tema 2

NUmeros complexos

1

Definicoes

Numeros complexos

Considere-se a equagdo xX’=—1.
Em IR, a equacao é impossivel. Nao existe nenhum numero real que elevado ao quadrado sejaiguala — 1.
Para que a equacao tenha solugdes ampliou-se o conjunto dos niimeros reais a um novo conjunto, o

conjunto dos nimeros complexos, que se representa por C.

Designou-se por i uma das solugdes da equacao x*=—1. Aeste novo nimero i, talque i’=-1,

chama-se unidade imaginaria.

Atendendo a que:

iP=Ci)xE)=if=-1

aequacao X’ =—1 temduas solugdes: i e —i.

De um modo geral, tem-se,em C:
« i éaunidade imaginaria: i*=—1

.\/:=ii 2 2 2 2
-se a€ER’, (i\/;) =i2x(\/¢;) =—a,(—i\/a) =(—i)2x(\/;) ~—a, entio V-a=+iVa.

Em C, todas as equacdes do 2.° grau sao possiveis.
Em IR, aequacdo X’ +2x+3=0 éimpossivel, masem C tem duas solugoes:

—‘/ VisHI+2R+3
X+2x+3=0 & X=Li2—ﬂ &
& x=—-12 V-2 & ®
o= s AR | o TN i
¥=-1 y=2

As solucoes da equacdo sao os nimeros complexos: — 1 AT AT = V2i.

. Chama-se niimero complexo a todo o nimero da forma a+bi com a, bERei*=-1.

CPEN-MAI12 © Porto Editora

C={z:z=a+bi,a, bER e i’=—1}

C é o conjunto dos nimeros complexos.

Seja z=a+ bi um nimero complexo.

Tem-se:
.a éapartereal de z e escreve-se a=Re(2);

- bi é a parte imaginariade z;
. b &0 coeficiente da parte imaginéria de z e escreve-se b=1m(2);

.i éaunidade imaaindria. 247
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Unidade 3 - Trigonometria e nimeros complexos

Imaginario puro
z=a+bi éumimaginario puro <> a=0 A b#0 < Re(z)=0 A Im(2)#0
Exemplos:
1,20, \2i sao imaginarios puros.

Ha autores que designam por imaginario puro um niimero complexo cuja parte real é nula (a=0).
Segundo esta definicao, o niUmero zero é imaginario puro.

Numero real

z=a+bi éumnimeroreal <= b=0 < Im(z) =0
Todo o nimero real é um niimero complexo: IRCC.

Numeros complexos conjugados

Dois nimeros complexos dizem-se conjugados quando tém partes reais iguais e partes imaginarias

simétricas.
Conjugado do nimero complexo z=a+ bi é o nimero complexo z=a—bi.
Exemplos:
«z,=2+3i z,=2-3i
«z,=-3i z,=3i
°z2,=7 Zz,=7

Igualdade de dois nimeros complexos

a=«¢

bi=
a+bi=c+di Cb{bzd

Exemplo:
x+yi=3—-4i <= x=3 ey=-4

2. Representacao geométrica de um niumero complexo

Considere-se, no plano, um referencial o.n. xOy .

A cada nimero complexo z=a+ bi pode associar-se um e um so
ponto P de coordenadas (a, b).
« Ao ponto P chama-se afixo ou imagem geométrica do nimero
complexo z.
- Ao plano chama-se plano de Argand ou plano complexo. bt------4 44y
- Ao vetor OP chama-se imagem vetorial do nimero complexo z. o

Im(2)
l«—— €ixo imaginario

BIONPH 01104 @ ZIVIN-NIdD

- Chama-se médulo do nimero complexo z, e representa-se por |z, a i
distancia do ponto P, imagem de z, a origem do referencial < a { Re@
p L g ’ 9 - eixo real

lzl=p=Va’ +b’
- Todo o numero real x+ 0i~__~(x, 0) temimagem no eixo Ox que se designa por eixo real.

- Todo o nimero imaginario puro 0+yi~__~(0, y) temimagem no eixo Oy que se designa por eixo
imaginario.
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Tema 2 - NOmeros complexos

3. Opera¢des com numeros complexos

Adicao e a multiplicagdo em C sao extensdes das operagoes homonimas em R.

Adicao e subtracao
B+i)+(1+2)=4+3i B+i)-(1+2)=@+i)+(=1-2)=2—-i
y y
4
214
) g

Multiplicacao
(2+i)(3-5)=6-10i+3i—5i"=6-7i+5=11-7i
NS A
Outro exemplo:
(1—%i>(4+6i)=4+6i—2i—3i2=4+4i+3=7+4i

O produto de dois nimeros complexos conjugados € sempre um namero real.

Sendo z=a+bi:
zxz=(a+bi)x(a-bi)=a’-(biy=a’+b’ER"

Aplicaremos esta propriedade na divisao de dois nimeros complexos.
Divisao

Para dividir dois nimeros complexos, multiplicam-se os termos da fracao pelo complexo conjugado do

denominador.

Exemplos:
2+3i _+3)(0+) _2+2i+3i-3_-1+5i__1,5, @30 G-0rFrae
-1 (A-Da+) 1+X-T+1 2 2 2 s
3-2i _(3-2)(4-5)_12-15i - 8i+ 107 _ R . 3.5
4+5i (4+5i)(4-5i) 4 — (5i)
_12-23i-10_2-23i_ 2 23,
16 + 25 41 41 M4

Poténcias de base i e expoente inteiro

i'=i

s4n An+1 : an+2 A4n+3 :
im=1 i =i i =-1 i =—i

P=—i

CPEN-MA12 © Porto Editora

Qualquer poténcia de base i e expoente inteiro serdiguala 1, i, -1 ou —i.
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Unidade 3 - Trigonometria e nimeros complexos

Sendo n€IN, n=4g+r com g€N e r€{0, 1, 2, 3}:
= =Ml ={Pxi=1x=r " | :
Logo: n=4q+r

i"=i", sendo r o resto da divisdo inteirade n por 4.

Exemplos:
25 .1 25 | 4 .183 .3 183 | 4
=1 =l I =r=-I
@ s ® 4
== 1 AL 2=i=1 |
@ 16 @© 18
26 __ :-26+28 __ :2
= =i'==1 Se, numa poténcia de base i, adicionarmos ao expoente
17 _ —17+20 __:3 um multiplo de 4 nao alteramos o seu valor.

Raiz quadrada de um numero real negativo

Ja foi referido anteriormente que:

Sea€ER', V-a=V-1xa=V-1Va=+iVa

Exemplos:
V-36=iV/36=6i
NVTT=—iVA

» Exemplo 1 Operagoes em € b
Calcule. 1.1. i
' ' B-4)(1-1)
(2 - 4i)(2 + 3i) P
1.1. T 1.2. (2| —|48)2 1.2. 1_._ 3 :
2+i 1-=-2
-0 1. 20-15i
. " 13 (1+i)2_-i-+ 1+2i
14, @2-4)2+30) _4+6i-8i-12 _ s
o 1+i - Tad a e -y 2+2i)
e 14. 42—
(16 -2i)(1 i) 1+i 8i
T iasba-n
1.5.
16161 — 2i + 21
= 12_6;+ii-:2 ~= (\/2_"\@)2+(\/§'+\/§i)2
_14-18i_14-18i _ V2+Vai) \V3-Vii
1-(-1) 2
=7-9i
12, (2i"-i*? =(@'-i’=
—(c1+2iP= 13| 4 48 | 4
=(-1)-4i+Q2iy= e e
=1-4i+4i*=1-4i-4=
250 =—3-4i
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b Exemplo 2 Equagoes em €

Resolva,em C, as equagdes seguintes.
2.1. ¥-2x+10=0

2.2. Z+4iz-13=0

23. z+2iz=3i
+\/4 —
2.1. ¥-2x+10=0 & x=2—-—244—°<:>
2+\V-36 As solugoes de uma
& x= — = equacdo do 2.° grau de
coeficientes reais sao
e 2+ 6i sempre niimeros

2 complexos conjugados.

& x=1+43i V x=1-3i.

As solucbes séao 1+3i e 1-3i.

— 4i + V(4iF + 52
22. Z+4iz-13=0 & z=_— 2(')2 o
— At
<:>z_—__4L_2\_3ﬁ6_<:>
— A+
& z= 4'2-64:)

& z=3-2iV z=-3-2i

As solugdes sao 3 —2i e —3-2i.

23. z+2iz=3i &
& (x+yi)+2i(x—yi)=3i &
& x+yi+2i-2yi’=3i &
& (x+2y)+(2x+y)i=0+3i &

{x+2y=0 {x=—2y
(=4
2x+y=3 -4y +y=3

{X:2
=
1

>Seja z=x+Yyi

B S x=2-i

) Exemplo 3 Determinar os zeros de um polindmio

Sabe-se que i é um zero do polinémio complexo:
AQ)=2"-227+67—-2z+5

Aplican-do a pro.priedade:

“Se z, é um zero de um polinémio P(z) de coeficientes reais entao
também z, é um zerode P(2)”

12 © Porto Editora

%determine os outros zeros do polinémio e decomponha-o em fatores do
§1° arauem z.

D Verifica 2

Tema 2 - NOmeros complexos

Resolva,em C, as equagoes.
2.1. 2=0)z=5I

2.2. 2-6z+13=0

2.3. 22-10zi-26=0

24. Z2+2z=0

2.5. 22-42+5z=0

2.6. 2iz=1-2

Considere o polinémio:
Z—-z+6
Determine analiticamente os

seus zeros em C, sabendo que
umdelesé —2.
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Unidade 3 - Trigonometria e nUmeros complexos

~
Q

A(2)=2"-22+62-2z+5

Como A(z) é um polinémio de coeficientes reais, se i é zero do poliné-
mio também —i é zero de A(z). Aplicando a Regra de Ruffini, vem:

®IONPH 0UOd & ZIVIN-NIdD

1 -2 = B -2 5
i i -2i—-1 2+5i -5
1 =241 -2i+5 51| 0
—i —i 2i - 5i -
1 =2 5 0

Entao:

Al2) =(z-D)+1) (zz ~2+5) Calculo auxiliar

Como: 7-22+45=0 &
Z-2245=0 = z=1-2i V z=1+2i A/a—o0
e zzw@

os zeros do polinémio A(z) sao:
—i,i,1+2ie1-2i.

S z=1-2iVz=1+2

Finalmente, vem:
A2 =(z-i)(z+i)(z—-1-2i)(z—1+2i)

b Exemplo 4 NOmeros imagindrios puros e nOmeros reais P Verifica 4

; . i 4.1. Determi R d
Considere o nimero complexo z= %, keER. eterinine A/£=K\ fabenda

que o nimero complexo
Determine k de forma que: ‘1’—:—: é um imaginario puro.
4.1. z sejaimaginario puro; 4.2. Determine a € R sabendo

que S € um imaginario
4.2. 7z sejaum numero real. 1-2i

puro.

z:k+i:(k+i)(2—i):
2+1 @+)@2-))

2k —ki+2i—i*_
T d=F
C@k+1)+2-Kki
= : =
_2k5+1 +2; i

4.1. z éimaginariopuro < Re(2)=0 A Im(2)#0 &
JuN 2k+1=0 A 2-k

5 5
& 2k+1=0 A 2-k#0 &

& k=—1
2

#0 &

252 42. zER < Im(9)=0 & 2_%":0 k=2
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Tema 2 - NOmeros complexos

4. Representacao trigonométrica de um nimero complexo.
Operacoes com complexos na forma trigonométrica

Médulo e argumento de um nimero complexo

Seja z=a+ bi um nimero complexo. imita)

No plano complexo corresponde-lhe o ponto P~ __~(a, b) eo

vetor v=(a, b). 8" gP
\1'\
O vetor v tem um determinado comprimento e a sua represen- 0
tacao faz um determinado angulo com a parte positiva do eixo Ox. 0 a Re(z)

' Chama-se médulo do niimero complexo z=a+ bi e representa-se por |z| ou p ao comprimento do vetor
v=(a,b).

[d=p=Va" + b’

' Chama-se argumento do numero complexo z=a+ bi a qualquer das amplitudes, em radianos, do angulo
que OP faz com a parte positiva do eixo real.

0 argumento genérico do nimero complexo z representa-se por arg(2).

Sendo @ um argumento de z, também 6+ 2kn, k€ Z é argumentode z.

' Chama-se argumento principal (ou simplesmente argumento) ao representante 6 do argumento que

verifica a condicao:
-n<OL™n

. Chama-se argumento positivo minimo ao representante 0 tal que 0<6<2r.

O complexo 0+ 0i tem médulo nulo e argumento indeterminado. me2)

Exemplo:

® L 14— 74

Seja z=1+i: g
l=V1P+12=V2 x|
: - o 1 Re(2)
: arg(2)="7
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Unidade 3 - Trigonometria e nomeros complexos

Forma trigonométrica de um nimero complexo

Seja z# 0 talque z=a+bi~_~P(a, b).

Im(2)
Observando a figura, vem: )
Sin0=—b~<=>b=psin9 bl=ssvas :p
P e
cose=£<:>a=pcosg 0
g 0 a Re(2)

b
tgf=—, #0
g = se a

Se, na expressao z=a+ bi, substituirmos a e b pelos valores encontrados, vem:

z=pcosO+ipsin6 ou z=p(cos O +isin ).
' A representacdo z=p(cos 6 +isin 6) chama-se forma trigonométrica de z.
i A representacdo z=a+ bi chama-se forma algébrica de z.

A expressao cos 0 +isin @ representa-se abreviadamente por cis 6 ou E(6).

Assim, z=p(cos @ +isinB), z=pcisO ou z=p E(6) sao formas de representar o nimero complexo z.

b Exemplo 5 Representar na forma trigonométrica D Verifica 5
Represente na forma trigonométrica. Escreva na forma trigonométrica.
51 3 51.2—=3
e Z,=
! 52. z,=\/2i
52, z,=-2i 5.3. z;=—2i
54, 2,=1
Y 55.z,=—1
5. z;=3
|z,|=3 e arg(z)=0 0 3%
z,=3cis0
5.2, z,=-2i y

|zz|:2 e arg(zz)::%t \
zz=2cis371t \i X
-2

254
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) Exemplo 6 Representar na forma trigonométrica

Represente na forma trigonométrica os numeros complexos seguintes.

6.1.

6.2.

6.3.

6.1.

6.2.

CPEN-MA12 © Porto Editora

6.3.

Fmm2~2V3]
zz=\/£—\/5i
z;=—"V3+i

o 3.~ 2N/B1

Seja 6, um argumento de z,:

T

|le=m= V4a+12=4

Tema 2 - NOmeros complexos

. Verifice
Escreva na forma trigonométrica:
6.1. z;=1+i
6.2. z,=—1+V3i
6.3. z,=—2-2i
6.4. z,=3V3-3i
6.5. z5=—%— #i

6.6. z,=—4V3 +4i

6.7. z,=3V2S3\V2i

— n—g=5?n é um argumento de z;.

z3=2cis§67—t

y
t991=_3\2/§=\/§ 61/\
6,€3°Q Y 0
= n+§:4?n é um argumento de z, .
z,:4cisﬂt- B 203
3
z,=V2-V2i
|2,|=V(V2) + (- V2P = Va=2
Seja 6, um argumento de z,: ‘
ja o, g 2+ N2
_ 0 1
t90,=—é=—1 % |
2 5
6, €4.°Q :
e g
2
= —% é um argumento de z,.
z2=2cis(—£>
4
z,=—V3+i
|z, |= V- V3) +12=2 y
23
Seja O; um argumento de z;: h 49
; 3
wgo,— 1 - V3 5 0
V3 3 ~3 97
16, €2°Q

a tgo
g V3
6 3
L2 1
4

s

il 3
3 V3
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Unidade 3 - Trigonomelria e nimeros complexos

B Exemﬁia 7 Escrever na form; algébrica

Escreva na forma algébrica os nimeros complexos.

7. z;= 2CIS% 7.2. zz=\/5
. 51 :
7.3. z;=3cis 3 74. z,=7cism

; b
7.5. =Cis|— =
% < 2)

Sugestao

7.1, z,= 2cns—: <cos—+|sm5?n>=

2°Q) *

- ( T+_.) ~VE+i

\/ius—

(3°Q

7.2. z,

\/_< OS_— +i Sln_54—n> =
)

. 5m 51 51 1. %3,
7:3s =3cis—=3 =+ 2] =3 ==
z;=3cs 3 (cos 2 i sin 3) (2 =
(4°Q) & B
7.4. z,=7cist=7(cosn+isinm)=7(—1+0i)=—

7.5. z5=cis<— §>=cos<— §>+isin<— §>=0—i=—i

- Conjugado na forma trigonométrica

< Sm
cis —

4

D Verifica 7
Escreva na forma algébrica:
720.2,= 2V 2 cis %

7.2. z,=4cis z?n

n
y i X 2 cis—
z;= S

T

74. z,=3cis|——
e ( 6)
7.5. z,=3cis0

b4
7.6. z,=2Cis —
Z 3

sina

R

coso

AlAa |oAa

1= [o[g, M8,

N w

ol Mg [
w N

w|a

A imagem geométrica do
conjugado de z obtém-se da
imagem geométrica de z por
uma reflexao relativamente
ao eixo real.

Forma algébrica: y
. e
z=a+bi :
z=a-bi A :
o |
Forma trigonométrica: 0 P a X
: P E
zZ=pcisO ;
z=pcis(-0) S preasmm————

« Simétrico na forma trigonométrica

Forma algébrica: y
z=a+bi bkcszmmasus ¥4
—-z=—a-bi T+ r 5
Forma trigonométrica: A 0 d
A —z¥
z=pcisO -b
—z=pcis(n +6)

256

A imagem geométrica do
simétrico de z obtém-se da
imagem geométrica de z por
uma rotagao de centro na
origem e amplitude
radianos.
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Tema 2 - NOmeros complexos

- Igualdade de nimeros complexos na forma trigonométrica

ou

' Py Cis 0, =p,cis 6, < {

Sejam:
«z,=p,Cis 0,
*Z,=p,Cis 0,

P1=P2 y

p; €is 6, =p, cis 0; < {91=92+2kn,k€Z 4 =%

P1= P2
9,—92=2k1t, kEZ

Dois nimeros complexos sao iguais se tém o mesmo médulo e a diferenca dos argumentos € um mul-

tiplo inteiro de 2m.

Operacdes com niumeros complexos na forma trigonométrica

CPEN-MAI2 © Porto Editora

As férmulas seguintes vao permitir efetuar calculos com niimeros complexos de uma forma simples.

As férmulas usam-se para a multiplicagao, divisao, potenciagao e radiciagao.

Multiplicacao
Se z,=p, CisO, e z,=p,cisB,, entdo z,Xz,=p, X, cis(6,+6,).

Potenciagao (Férmula de Moivre)
Sendo z=pcis® e nE€ Z, entdo z"=(p cis 6)' = p" cis (n6).

Divisao

Se z,=p, cis6, e z,=p,cis6,#0, entdo ;‘—=%cis(9,—01).
2 2

Radiciagao (Férmula de Moivre generalizada)
Sendo z=pcis@, entio V/z="\/pcis6 = Vpcis .« +n2kn, k€, ..., n—1}.

Casa da Aula - Centro de Explicagbes - www.casadaaula.com
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Unidade 3 - Trigonometria e nomeros complexos

Representacao geométrica das raizes de um nimero complexo

As imagens geométricas das n raizes de indice n de um complexo z=pcis 6 estao todas sobre uma
circunferéncia de centro na origem do referencial e raio \'7/_) e dividem a circunferéncia em n partes iguais.

b Exemplo 8 Operagoes com complexos D Verifica 8
Sendo z,=2cis 125, z,=5cis g e z;=10cis g—, calcule: Sendo:
T T
z AEe s S ejedy
8.1. Zxz 8.2. (z)) v e S
2 calcule, apresentando o
resultado na forma algébrica.

{2 > CO( .
Zy
i T 8.1. | —

2 & : ( )
e 2 (n n) b4 %

z, 2 . T 7
8.1. —Xz3= X10cis—===cis| —— —|x 10 cis —=
2 ’ T 4 5 2 8.2 M
SCISE = 64
=Z><1Ocis(E—E+£>=4cis§T—t
5 2 3 4 12

3
8.2. (z,) =<5 cis g) =53cis (3 x g)z 125cism=—125

D Exemplo 9 Resolver equagdes D Verifica 9

Resolva,em C, as equagoes.
9.1. - 64=0

9.2. Z'+2z=0

Resolva,em C, cada uma das equagdes seguintes.

9.1. Z*+16=0 9.2. (z)'-4z=0
Sugestao de resolucao

9.1. 2'+16=0 & 2*=-16 & z=*V-16 & z=*V16disn

As solugdes da equacdo, z,, sao as raizes de indice 4 de 16cism.

z,=\/ 16cisﬁ%k1—t, kE©, 1,2, 3)

-k=0,z(,=2cisE -k:1,z,=2cis—3£
4 4
. ST n
k=2, 2,=2cis— k=3, z;=2cis—
z, i 2 3 s 2

As solucoes da equagao sao {2 cis %, 2cis %:l , 2cis ?Tn' 2cis %t}

9.2. (z’-4z=0. Seja z=rcis6. Entdao z=rcis (- 0).
(2P =4z < (rcis(-0)P =4(rcis6) < r’cis(-36)=4rcis6 &=
r3=4r {'j—4r=0
L—

=
{—39=9+2k1t,k€Z —-40=2kn, kE”Z
r(r-4)=0 r=0vr=4
= PN r=0 = z=0
8= 1ez™ lo=2" ez k=0 = =0
2 2 k=1=> =1
o [r=0VIr=2 r=0 F=2 N g
= = \ k===
o= xez™ |6="" Jo=-22 kez a
2 2 2 k=3=>(9=7

Logo, S={0, 2cisO, 2cis£, 2cisT, 2cis3—n}.
258 2 2
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Tema 2 - NOmeros complexos

O numero i como fator na rotacao de 90°

Se z=pcis O, entao:

iz=cisgxpci59=pcis(9 +§)

I
9+2

A imagem geométrica de iz, no plano complexo, obtém-se daimagem geométrica de z por uma
rotagao de 90° com centro na origem.

iléxerhplo 10 Obéragées com nt'lmiel;;swcomphxos - P Verifica 10

Na figura estdo representados, no
plano complexo, dois retangulos.

Seja C o conjunto dos niimeros complexos; i a unidade imaginaria.

Na figura estao representadas as imagens geométricas de cinco numeros
complexos: W, z,, z,, Z; € Z,.

Im(2) W

0 Re(2)
z:2 °Z

« Os eixos do referencial bissetam
os lados do retangulo [ABCD].

« O retangulo [EFGH] foi obtido

do retangulo [ABCD] por uma

tdo de resolucéo rotacao de 90° com centro na
' origem.

Qual é o nimero complexo que pode serigual a —i®?

in=2z, (Rotagdo de 90°, com centro na origem, da imagem de ®.)
«Oponto A éaimagem, no

iw=2z,=2z, (Aimagem geométrica de z obtém-se da de z por uma reflexao plano complexo, de um nimero

g relativamente ao eixo real.) e complexo z.

g -2 4 . 2 Exprima, em fungao de z, os
F—iw=-2y= z,_ (Aimagem geométrica de —z obtém-se da de z por uma rotacao de 5 ” et

a 180° em torno da origem do referencial.) numeros complexos cujas

5 imagens no plano séo os pontos
%Resposta: z, B,C,D,E,F,GeH  (por

exemplo, se A éaimagemde z,
D éaimagemde 2).

259
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Unidade 3 - Trigonometria e niomeros complexos

5. Dominios planos e condi¢des em variavel complexa

Circunferéncia e circulo

A circunferéncia caracteriza-se por ser o lugar geométrico dos pontos do plano equidistantes deum
ponto fixo.

A distancia de um ponto qualquer da circunferéncia a C (centro da circunferéncia) € igual r (raio).

Escreve-se:
|P—C| =r ou PC=r

—_—
distanciade P a C

No plano complexo consideremos a varidvel complexa z=x+yi.

Vejamos como representar, por uma condigao, uma circunferéncia, um circulo e os pontos exteriores a
circunferéncia.

BIONPF 0M0d @ TIVIN-NAdD

Circunferéncia de centro na Circulo de centro naimagem Pontos do plano exteriores a
imagemde 1+i eraio 1 de 1+i eraio 1 circunferéncia de centro na
imagemde 1+i eraio 1

Im(2) Im(2)

0 1 Re(z) 0 1 Re(2)

lz—=(+i)]=1 lz-(+<1 lz-+i|>1

Para obtermos a equacao algébrica da circunferéncia recorre-se a substituicdo de z por x+yi e
simplifica-se a expressao:

lz-(+i)|=1 & |x+yi-(+i]=1 &
-1+ y-il=1 &
& Vik-1P+y-17=1¢&

& =12+ (y-172=1

g

Circunferéncia de centroem C~__~(1, 1) eraio 1. Im(2)
Resumindo:
22| =r
0 Re(z)
260 define a circunferéncia de centro na imagem geométrica de z, eraio r.
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Tema 2 - NOmeros complexos

|z-z,|<r |z-2|>r
Im(2)
0 Re(2)
Circulo fechado de centro naimagem Exterior do circulo de centro naimagem geo-

geométrica de z, eraio r. métrica de z, e raio r (excluindo a fronteira).

Mediatriz Aeeaenny

A mediatriz de um segmento de reta [AB] caracteriza-se por ser o lugar geomé-
trico dos pontos equidistantes de A ede B.

mediatriz

|P—A|=|P-B]

Vejamos como se define por uma condi¢do em C a mediatrizde um segmento de reta, representada
no plano complexo, bem como os semiplanos por ela definidos.

Mediatriz do segmento de reta Semiplano definido pela mediatriz | Semiplano definido pela mediatriz
definido pelas imagens de do segmento definido por do segmento definido por
z,=iez,=2 P_~(0,1)eQ_~(2,0 Pa_~n(0,1) e Q. _~(2,0)
ao qual pertence Q ao qual pertence P
Im(2) Im(2)

P

1+.
729 i

0 / 2 Re(2) Re(2) Re(2)
/
|z-i|=|z-2] |z=i]>|z-2| |z-i|<|z-2|

Para determinarmos a equacao da reta substitui-se z por x+yi e simplifica-se a expressao.
Ix+yi-il=|x+yi-2| & |x+y-1il=|x-2+yi| &
& P+y-1)7=x-2+y &
& P+ -2+ 1= -Ax+4+y &
& 4x-2y-3=0 &
~ y=2x—2
2
!
Equacao da mediatriz do segmento de reta definido por:

Pw_~(0,1) eQ~_~(2,0)

CPEN-MA12 © Porto Editora
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Unidade 3 - Trigonomefria e nomeros complexos
Resumindo
|Z—Zo | =|Z_zl I
define a mediatriz do segmento de reta cujos extremos sao as imagens geométricas de z, e.de Zyi

Im(2)

|2-2|>|2-2]

Semiplano definido pela mediatriz do segmento de reta cujos extremos sao as imagens geométricas
de z, ede z,, ao qual pertence aimagem de z, .

Im(2)

P Exemplo 11 Dominio no plano complexo D Verifica 1
Represente, no plano complexo,

o conjunto de pontos definido
pela condicao:

Represente no plano complexo o conjunto de pontos definido pela condicao

seguinte.
|z-1-il<1 A lz]<lz=1-i]
|z|>|z—‘|+2i|A

Alz-1+2i]<2 .
z-1-il<1 & |z-(1+i)|<1

Circulo de centroem A<__~(1, 1) eraio 1.

z|l<|z-1-i| & |z-(0+0i)|<|z-(1 +i)|

Semiplano definido pela mediatriz do segmento de reta [0A], sendo
O aorigem do referenciale A~__~(1, 1), e pela origem.

O conjunto de pontos definido pela condigao é a intersecao dos dois
conjuntos referidos.

Im(2) i %o

Re(2)

262
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Tema 2 - NOomeros complexos

Semirreta
arg(z—z,)=o

representa uma semirreta de origem naimagem de z, e formando com o semieixo positivo Ox
um angulo de amplitude o .

Im(2)

(o] . Re(2)
Exemplos:
Im(2) Im(2) Im(2)
/ N w
T L1 4
0 Re(2) -1 0 Re(2)
0 1 Re(2)

_r —(=1)=" =%
argz=7 arg(z—-(=1)) % arg(z—(1+1) -

b Exemplo 12 Dominio no plano complexo D Verifica 12

Represente no plano de Argand o conjunto de pontos definido por: Represente no plano complexo o
conjunto de pontos definido
pela condigéo:

T<arg(z—1 —i)<2—7t Alz-1-2i] €1
4 3 T LT
;<arg(z—2|)<7 A

Alz-2ilg2
Z<arglz-(1 +)< G A1, )
z-1-2i|l<1 & |z-(1+2i)|<g1
C._~(1, 2); raio: 1

5
:
Z
a
:
:
o

0 1 2
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Unidade 3 - Trigonomelria e nomeros complexos

Retas paralelas aos eixos

- Reta paralela ao eixo Oy (eixo imaginario)

Exemplo:

Re(z—1+i)=2 < Re(x+yi—1+i)=2 &

Im(z)

< Re[x=1)+(y+1)i]=2 &
= x-1=2
— x=3

- Reta paralela ao eixo Ox (eixo real)

‘Exemplo:

B Exeﬁblo 13 R-e.présenta} norﬁlén-c;t.:blﬁplexo

Imiz=1+1)=2 & Imx+yi—-1+i)=2 &

O 1 2 [3 Rel@

Im(2)

< Im[x-1D)+(y+1)i]=2 &

S y+1=2 &
& y=1

Represente no plano complexo os conjuntos de pontos definidos pelas
condigdes.

13.1.

z-2il<2 A Im(z+3i)<6

13.2. Re(%)>1 Vz|<2

13.1.

13.2.

L

sugestao de resolucao

A condigao |z -2i | < 2 define um circulo de raio 2 e centrona
imagem geométrica de z,=2i.

A condicao Im(z + 3i)< 6 define um semiplano.
Seja z=x+yi.
Im(z+3i)<6 < Im(x+yi+3i)<6 &

<= Imx+(y+3)i)<6 &

& y+3<6 &= y<3

O semiplano é definido
pela condicdo y<3.

O conjunto de pontos definido pela condicao esta representado a
cor na figura. ‘

Re(?—);‘l v z|<2

.Re(?)w = Re(xﬁy')% =
]

(x + yi) x (=)

= Re( ix(—1) )21 =

= Re(¥)>1 =

< Re(y—xi)z21 <
—y=1

(0] Re(2)

D Verifica 13

Represente no plano complexo
cada uma das condigoes seguintes:

13.1. Re(z+2)<3 V |z]<2

T T
132 —Zgarg(z—l)gz A
A Im(iz-)<1

eIONpY oMod @ TIVIN-NHAD
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Tema 2 - NOmeros complexos

Jz|<2

Circulo de centro (0, 0) e raio 2.

Trata-se da reunido dos dois conjuntos referidos.

b Exemplo 14 Definir uma regiao do plano por uma D Verifica 14

condicdoem € Defina, por meio de uma

condicadoem C, azona

Defina por uma condi¢do em € o dominio plano colorido em cada figura. vl K
) sombreada, incluindo a fronteira.

14.1. 14.2. 14.1.
« A éoafixode cis%’i;

« AB é um arco de circunferéncia
com centro na origem do
referencial;

«oponto B pertence ao eixo das
abcissas.

Re(2)

Im(2)

A

14.3. 14.4. Re(2)

Im(2) Im(2)
14.2.
« A circunferéncia tem centro em

- ' A, afixode —1, epassana

origem do referencial;
-1101 2 /3 Re(2)

ola

<o ponto B é o afixo do nimero

complexo V2cis 5—:—

Re(2)

Im(z)

Sugestao de resolugdo -

14.1.1<|z[<3

14.2. -2<Re(2)<2 A -2<Im(2)<2
‘5'14.3. arg(z)=E \/arg(z)=2—7c
6 3
4 571
144.]z-1|<2 A 0<arg(z)<ZV1t<arg(z)<—

MAI2 © Porto Edil
=)

4

CPEN
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Questoes tipo exame

Questoes resolvidas

: . T
@ Seja z um numero complexo de argumento 3

Qual podera ser um argumento do simétricode z?

w=>=  ®-F oF o

151 4 17n
8 8

8
Resoluq&o'

z—rcisE
8

.
—Z=-rcis—=

8 l>—1=cis7t
n_

=cisTXrcis ==
8

: < n)
=rcis|m+—
8

. 9
=rcis —
8

o
Y é um argumento de —z.

Logo, o 2n=- %t também é um argumento de —z.

8
Resposta: (B)

Na figura, estao Im()

representados, no plano
complexo, as imagens Wk,
geométricas de cinco S AT
nameros complexos: . : \

Wi; 25 Zis 125 €52 \

Qual é o nimero complexo
que pode ser igual a
i X |w|xw?

(A) z, (B) z, © z (D) z,
Resolucao
Seja w=pcisO e z=i x|w|xw.

Observando a representagao geométrica de w podemos
concluirque 1<p<2e 0<o<Z.

z=i x|w|x W=cisgxpxpcis(—@)zp’cis(%—@)

Se p>1, teradeser p’ > p (o médulo de z é maior do que
o médulo de w).

Como 0< 6 <§ temos que 0 < 2—9 <§, ou seja,
0<argz< g 5

Portanto, apenas z, pode serigual a i x |w|x w

Resposta: (D)

266

Questdes propostas

B Seja z um numero complexo de

131
argumento T .

Indique um argumento de -z,
simétrico do conjugado de z.

8
Ok ®7

6
©F (©)-7

m Em C, conjunto dos nimeros

; -
complexos, considere z=3 cis 7

Qual é o valor de % ?

(A) % cis 5% (B) % cis (- 27")
(© % cis % (D)—;- cis <§7E)

Em C, conjunto dos nimeros

complexos, considere z=cis 0,
com 0<6< % :

Qual dos seguintes numeros
complexos pode ser a representacao
trigonométrica de iz° ?

(A) cis §4E (B) cis 57“

. In . T
(€) cis 2 (D)cis -

m Na figura estao representados, no

plano complexo, as imagens
geométricas de seis numeros
complexos: u, v, z,, z,, Z; € Z,.

Im(2) z
u
-3 .
. O Re(2)
%
.23
z»

Qual é o nimero complexo que
pode seriguala u—v?

(R) z, (B) z, © 2z (D) z,
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Unidade 3 - Trigonometfria e nOmeros complexos Tema 2 - NOmeros complexos

Questoes resolvidas

@ Considere, no plano complexo, trés pontos, P, A e B, tais

que:

-0 ponto A éaimagem geométrica do nimero complexo
V5 - 2i;

+0 ponto B pertence a parte negativa do eixo imaginario;

-OP = 0A = OB (O é a origem do referencial);

-0 ponto P pertence ao terceiro quadrante e o angulo
POB tem 10 graus de amplitude.

Qual dos seguintes nimeros complexos tem por imagem o

ponto P?
(R) 2\/5 cis ‘—?— (B) 2V/5cis ﬂ
(©) 3cis 2® (D) 3 cis 3%
3 9
Resolucao Im(2)
A éaimagem do numero
complexo z = NG,
Seja w o numero complexo
cujaimagemé P.
[ (0] Re(2)
OP=0B=0A=|z|=
V2P +(VE) =Va+5-=3 A
Logo, |w|=3
10X T Pl 180° n rad
=380 rad:ﬁrad 10° y
O angulo POB tem %rad de amplitude.
n _13n o 137

Logo, como 3—“————:
90 2 18 9

Portanto, w=3 as%

, um argumentode w é 5

Resposta: (D)

Na figura estao representados, no Im(2)
plano complexo, os pontos A, B
eC. C
Sabe-se que [OABC] é um B
retangulo e que A e C sao as

Questées propostas

imagens geométricas dos nimeros [6) Re(2)
complexos w e z, respetivamente. A

Qual das afirmagoes seguintes é
necessariamente verdadeira?

A)z=iw

(B) % é um numero real
(© |z|= 2w

(D) |z +w|=|z-w|

CPEN-MA12 © Porto Editora

m Seja w um nimero complexo

diferente de 0, cujaimagem
geométrica, no plano complexo,
pertence a bissetriz dos quadrantes
pares.

Na figura estao representadas, no
plano complexo, as imagens
geométricas de quatro nimeros
complexos: z,, z,, z; e z,.

Im(2)

z; O Z, Re(2)

Z,

Qual deles pode ser igual a
wx(—w)?

() z, (B) z, ©2z (D) z,

Na figura estao representados, no
plano complexo, os pontos P e Q,
imagens geométricas de dois
nameros complexos z e w,
respetivamente.

Im(2)
Q

o Re(2)
P

Sabe-se que o triangulo [OPQ] é
isésceles e retanguloem O.

Qual das seguintes afirmagoes
seguintes é verdadeira?

A Z-w'=0
B)Z+w'=0
©)|z-w|>|z+w|
(D)|z + w|=|z| +|w]|

Seja z=,; com aG]O, E[.
cso 2

Qual dos numeros complexos
seguintes é o conjugado de z?

(A) cis (% - ) (B) cis (g + a)
(©) cis (3?“ - ) (D) cis (%t + a)

Casa da Aula - Centro de Explicagbes - www.casadaaula.com
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Questoes tipo exame
Questoes resolvidas

Resolugdo

Como [OC] L [OA], z=k x iw com k> 0.

Logo,

«z=iw apenasse k = 1(nao é dado que OA=0C.)

LEokxiw_jigR

w w

z|= 2|w| apenas se k =2 (ndo é dado que OC =20A )

«[OABC] é umretanguloe A e C sao asimagens geométri-
cas dos nimeros complexos w e z.

Logo, o ponto B é aimagem geométricade w + z pelo que
z+w|=0Be|z-w|=AC.

Como as diagonais de um retangulo sao iguais, temos que
OB =AC.
Portanto,
Resposta: (D)

z+w|=[z-w|.

Relativamente ao setor Im(2)
circular AOB, representado
na figura, sabe-se que [AB]

€ um dos lados do poligono g

regular cujos vértices sao as

imagens geométricas das 0 Re@
raizes de indice 7 da

unidade. B

Qual a area do setor circular AOB?

? 4
@ = ® 7 © =

) =~

14

Resolucao
No plano complexo, as imagens geométricas das raizes de
indice 7 de um nimero complexo nao nulo sao os vértices
de um heptagono regular com centro na origem do referen-
cial. Logo, o arco de circunferéncia compreendido entre dois
gt . ; : 27 i
vértices consecutivos tem amplitude igual a > eaareado
setor circular correspondente é igual a sétima parte da area

do circulo com o0 mesmo raio.
r=0A=V1=1

Areadocirculoderaio OA: txP=nx1*=n

Area do circulo de raio OA _n
7 7

Area do setor circular AOB=
Resposta: (B)

Considere, no plano complexo, dois pontos, A e B,
imagens geométricas de duas das raizes de indice n de
um certo nimero complexo z.

Sendo O aorigem do referencial, sabe-se que a amplitude
do angulo AOB éigual a g

Qual é o menor valorde n?

(A) 2 (B)5 (© 10 (D) 20

Questdes propostas

. B considere o nimero complexo

z=-V3-i. =

Na figura estao representados, no
plano complexo, uma circunferéncia
centrada na origem do referencial.
Os pontos A e B pertencem a essa
circunferéncia.

Im(z)

(o] Re(2)

O ponto A é aimagem geométrica
de z.

O arco AB tem 10 graus de
amplitude.

Qual dos seguintes nimeros
complexos tem por imagem o
ponto B?

. 19 ; ST
(A)ZCISF (B)ZCIST
o T . 43n
C) 2 cis— D) 2 cis —
(€) 2cis 2 (D)2 cis T

Seja w um niimero complexo cuja
representacao geomeétrica pertence
a parte negativa do eixo imaginario.
As representagoes geométricas das
raizes quadradas de w pertencem a
uma das retas abaixo indicadas.

A qual delas?

(A) Eixo real

(B) Eixo imaginério

(€) Bissetriz dos quadrantes impares
(D) Bissetriz dos quadrantes pares

Em C, conjunto dos niumeros
complexos, considere z=2cis 0.

Para qual dos seguintes valores de
6 é que o nimero complexo (iz)° é
um numero real negativo?

™z ®x

2 3
©% ©)3;
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Unidade 3 - Trigonomefria e nimeros complexos  Tema 2 - NOmeros complexos

Questoes resolvidas

Resolucao

O poligono, cujos vértices sao as imagens geométricas das
raizes de indice n de um complexo z, é regular, tem n lados
e centro na origem do referencial. Assim, o arco de circunfe-
réncia compreendido entre dois vértices consecutivos tem

. . 2n . . N
amplitude igual == e a amplitude de um arco de circunferén-
n
cia compreendido entre dois vértices quaisquer é um multi-

plo de ZE. Logo, neste caso, tera de ser:
n

%zkxz?n@n=10k, com n, k €N

Portanto, n pode tomar os valores 10, 20, 30, ...
O menor valorde n é 10.
Resposta: (B)

@ Considere que os pontos A, B, C e D sao asimagens, no
plano complexo, das raizes quartas de um nimero
complexo z. Sabe-se que B éaimagemde —2+i.
Relativamente aos restantes trés pontos, quais sao as
coordenadas do que esta no primeiro quadrante?

(R (2, 1) ®) (.2 ©a, 1y @2 2

Resolucgdo
[ABCD] é um quadrado de centro na origem do referencial.

Cada vértice pode ser obtido do precedente Im()
por uma rotagao de 90° em torno da ori-

gem, o que corresponde a multiplicar por i B

o nimero complexo de que é imagem: =
B éaimagemde —2+i. ) Re(?)
C éaimagemde (-2+i)xi=—1-2i. D

D éaimagemde (—1-2i)xi=2-i. C
A éaimagemde (2—i)xi=1+2i.

Logo, o ponto do primeiro quadrante tem coordenadas (1, 2).
Resposta: (B)

@ Qual das seguintes condi¢des ndo define uma
circunferéncia, no plano complexo?

A) [z +1|=]i] B)|iz+ i|-[1+i]=0
© lz-il+|i|=0 (D) 2|z-1|=]z—1]+1

Resolucdo _
z+1|=i| & z+T]=1 = [z+1]=1 o
& z+1]=1 Iz = |zl
iz+il-[1+i=0&]iz+1)]-V1+1=0 &
& ilxljz+1|=V2 & z+1]=V2
z-i|+|il=0 = [z-i|+1=0 &
= 1zw ii=—1 (condicao impossivel)
20z-1|=z-1+1 & 2z2-1]-z-1]=1 =
& z-1]=1
2A condigéo |z — i|+|i|=0 é impossivel. Cada uma das res-
étantes condic¢des define uma circunferéncia.
SResposta: (C)

.

© Porto Editora

Questdes propostas

a Na figura estdo representados, no

plano complexo, cinco pontos:

A, B,C,DeP.
Im(2)
D
A C
o Re(z)
P,
B

Sabendo que o ponto P éa
imagem geométrica de um ndmero
complexo w, qual dos pontos
seguintes pode ser aimagem
geométrica do nimero complexo
ix(w+w)?

mAa  ®8 (©C (@D

Na figura estd representado um
quadrado [ABCD] cujos vértices
sao as imagens geométricas, no
plano complexo, das raizes de
indice n de um determinado
ndmero complexo z.

Im(z)
A

T\
\/ O/\D Re(z)

C

Sabe-se que:

« 0 quadrado tem dreaiguala 2;

-areta BD faz com o eixo real um
angulo de amplitude g radianos.

Qual dos seguintes numeros
complexos éiguala z?

(Aycis T (B) cis 4?“

(©) cis 2?" (D)16 cis.%’E

Qual das seguintes condigdes define

um ponto no plano complexo?
(Wargl)=n  (B)|z=3
(©) Izl =|z+il (D) (z-1)=0
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Questoes fipo exame

Questoes resolvidas

@ Em C, conjunto dos nimeros complexos, considere

z, =2\f2cis%.

23.1. Determine o menor valor de n-€ IN para o qual a

. salr P n N
imagem geométrica do numero complexo (z,) pertence a

bissetriz dos quadrantes pares.

23.2. Resolva,em C, aequacio z2 -2 =0.

Resolugao

23.1.(z,)' = (2\/5 cis —) = (2 2)" cis (n X i—n) -
= (2\6)" cis (Srm)

4

Im(z) 1

B

N\ -
\9 Re(2)

A imagem geométrica de (z,)" pertence a bissetriz dos qua-
drantes pares se e 56 se

Snn 3rn

2 +kn, kEZ << 5n=3+4k, kEZ

& 5n=3+4k, kEZ &=

3+ 4k

& n= ke ”Z

O menor valor de n € IN que se pode obter da expressao

_3+4 7, én=3—+%i§=3.

232 72 -Z=0=2 - (2‘\/505—) =0

& 2 =(2V2) s (2 X 571[) =

= z3=8ci557n<:>'z— 80552 =
STR+2k1t

<:>z=%C|sT, kei{o, 1, 2} &

= z=2cis AT L e0,1, 2}

= z= 2055—\/2 2c152~Vz 2 'sl3_n
6 6 6

- Questdes propostas

m Sabe-se que z é um nimero

complexo ndo nulo cujo-quadrado é3
um imagindrio puro.

Entdo, pode afirmar-se que:

(R) 2— é um argumento de z.
(B) Re(2)=Im(2)
(©Re(@)]=Im(2)

©) |z +1[=|z- 1]

a Qual das seguintes condigdes

define, no plano complexo, um
semiplano?

) |z-il<|3+4i| (B) ‘i‘ <1

©lz-1]=z-2 (@)

z_—2‘<1
zZ

Em C, conjunto dos nimeros
complexos, considere:

c-so o€, 2)

Na figura estd representado, no
plano complexo, o losango [OABC].

A é aimagem geométricade z e B
pertence ao eixo imaginario.

Im(2)
B
C A
0 Re(z)

30.1. Mostre que C é aimagem
geométrica do numero complexo
-z.

30.2. Mostre que B é aimagem
geométrica do nimero complexo
2isin@.

30.3. Mostre que a area do losango
¢é dada por sin(26).

30.4. Determine a area do losango,
sabendo que (iz)’ é um namero
real.
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Unidade 3 - Trigonomelria e nomeros complexos  Tema 2 - Nomeros complexos

Questoes resolvidas

Em C, conjunto dos numeros complexos, considere
. T
Z,=16cis—.
4

Sem recorrer a calculadora, resolva as duas alineas
seguintes.

24.1. Mostre que z, é solucdo da equagao iz=-2.

24.2. Determine a area do poligono cujos vértices sao as
imagens geométricas, no plano complexo, das raizes
quartas de z, .

Resolucdo
. T
24.1. z,=16cis—
! 4

Substituindo z por z,, na condigao iz=-z vem:
i . T : T

il16cis—|=—16cis|— — | <=

( 4) ( 4)

& cis— (1605 ) —16cis<—£)<=>
2 4 4

~ 16cis<£+£>:16cis<n—5> =
2 4 4

= 16cus<3 ) 16(:15(3“)
4 4

é uma igualdade verdadeira.

Portanto, z, é, de facto, solugao da equagao iz=— Z:

24.2. As imagens, no plano complexo, das raizes quartas de
z, sdo os vértices de um quadrado.

0 médulo de qualquer uma das raizes quartas de z, é
V16=2.

Assim, o quadrado esté inscrito numa circunferéncia de raio
2.

Logo, a sua diagonal mede 4.

Sendo / o lado do quadrado, a sua area é I

ETem-se entao, pelo Teorema de Pitagoras:

P=2*+2

g2 - 8

&A dreado quadrado é 8.

o

© Porto Editos

N-MA1

Questées propostas

m Na figura seguinte esta

representado, no plano complexo,
um triangulo equilatero [ABC],
inscrito numa circunferéncia
centrada na origem do referencial.

O ponto A é aimagem geométrica
de 2i.

31.1. Escreva uma condigao em C
que defina a referida circunferéncia.

31.2. Determine, na forma algébrica,
o nimero complexo w cujaimagem
geométrica é o ponto B.

m De dois nimeros complexos z, e z,

sabe-se que:

T
-um argumento de z, é —6-;
.ombdulode z, é 2.

32.1. Resolva,em C, aequagéo:

(2\/5 cis —) ==

12 |Z||

32.2. z, e z, sao duas das raizes
cubicas de um certo niumero
complexo z.

Sabendo que, no plano complexo, a
imagem geométrica de z, pertence
ao segundo quadrante, determine
z, na forma algébrica.

m Em C, conjunto dos nimeros

complexos, considere z, = 16 cis 6.

33.1. Seja [ABCD] o poligono cujos
vértices sao as imagens
.. geométricas, no plano complexo,

das raizes quartas de z, .

a) Determine o perimetro do
poligono [ABCD].

b) Defina por uma condicdoem C,
a circunferéncia inscrita no
poligono [ABCD].

33.2. Determine as raizes quartas

2n

de z, sabendo que 6 = 3 271
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Questoes para praticar

itens de selecdo

m Seja z um nimero complexo diferente de 0,

cuja imagem geomeétrica, no plano complexo,
esta no primeiro quadrante e pertence a bissetriz
dos quadrantes impares.

Im(2)
B, A
o Re(z)
C. .D

Qual dos quatro pontos representados na figura
(A, B, C ou D) pode ser aimagem geométrica
de Z?

(A) O ponto A
(€) Oponto C

(B) O ponto B
(D) O ponto D

Em C, conjunto dos nimeros complexos,
considere z = 2i cis(G - %)

Para qual dos valores de 6 seguintes podemos
afirmar que z é um nimero real negativo?

n 131 17
Wz W WS .

25m
12

Na figura estao representados, no plano
complexo, os pontos A, B, C, D, O, P e Q.

Im(2)
D,

BG

o Re(2)
Aq

Sabe-se que:

-[0PDQ] é um retangulo, sendo OP =1 e 0Q = 2;

-0 ponto P é aimagem geométrica do nimero
complexo u;

-0 ponto Q é aimagem geométrica do nimero
complexo uxv.

Qual dos pontos seguintes pode ser aimagem
geométrica do nimero complexo v?

(A) A (B) B (©c (p)D

Seja w um nimero complexoe z=w’.

Em qual das figuras seguintes podem estar
representadas, no plano complexo, as imagens
geométricasde w e z?

CY) (8)
Im(2) Im(2)
o '," T Re( o ,':1 Re(2)
Yo, & . W J
© (D)
Im(2) Im(2)
Pyt It
Vo /19 TR L /00 1 Rel
\\ \\W-- s /’ ‘\\ z | h l/

m Seja z um nimero complexo diferente de 0,

cuja imagem geomeétrica, no plano complexo,
pertence ao terceiro quadrante e a bissetriz dos
quadrantes impares.

Sabe-se que Z", com n € IN, é um nimero real
positivo.

Qual dos seguintes pode ser o valorde n?
(A)2 (8) 4 ©6 (D)8

m Na figura estao representados, no plano

complexo, os pontos A, B e C.

Im(2)

0} \/ Re(2)

A

Sabe-se que:

+[0OABC] é um quadrado e o ponto O éa
origem do referencial;

-0 ponto A é aimagem geométrica de um
numero complexo z.

Qual dos nimeros complexos seguintes tem
como imagem geométrica o vértice B?

A)z1+i) @B)ixz (©z+z (D)z+1
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m Considere,em C, acondigao

Unidade 3 - Trigonometria e nimeros complexos Tema 2 - Nomeros complexos

m Em C, conjunto dos nimeros complexos,

considere z = ,comOER.

Para qual dos valores de 6 seguintes podemos
afirmar que z é um nimero imaginario puro.

3 13 17 11
o L

& L

1+ .
z
Em qual das figuras seguintes pode estar

representado, no plano complexo, o conjunto de
pontos definido por esta condi¢ao?

(A) (B)
/lmj Im(2)
MO Re(2) OM Re(2)
© (D)
Im(z)‘ Im(2) I
| Ol Re(2) l o] Re(2)
Itens de construcao

m Em C, conjunto dos nimeros complexos,

considere w=1+2i.

na forma

7
42.1. Determine (W_ 1) X

algébrica. 4 Yl

42.2. Averigue se o quadrado de w é, ou ndo,
4V2cis 3715 +1.

Seja C o conjunto dos nimeros complexos.
43.1. Resolva,em C, aequagdo Z2+1=0.

43.2. Seja k uma raiz cibica nao real de — 1.
a) Mostreque K =k—1.
b) Calcule (1 - k)°.

Seja C o conjunto dos nimeros complexos.
Considere o polinémio:

' P(2)=27'— 57 + 47 — 52+ 2

44.1. Mostre que se w é um zero de P(2) entao
-J; também é um zero deste polinémio.

44.2, Resolva,em C, aequagdo P(2)=0
sabendo que 2 é uma das solugoes.

Considere o nimero complexo z =1 + cis(2a)
coma€R.

45.1. Mostreque z=2cos a.cis o .
45.2. Escreva z naforma trigonométrica,

sabendo que o = 87n

Em C, conjunto dos nimeros complexos,
: St
considere z, = cis 3

46.1. Determine, na forma trigonométrica, o
:13

1+224
46.2. Para um certo nimero natural k, a

+i.

numero complexo

(k + 4i)cis3—n

expressao
=i

Determine esse nimero k.

46.3. Determine o menor valorde n € IN, tal
1
ue |[—) =-i.
g (ZI>

Em C, conjunto dos numeros complexos,
: : - 8
considere z, =cisa e z, =cis 3

47.1. Mostre que o nimero complexo:
V3i
2
é uma raiz cubicade 1.

1-

47.2. Determine o valor de o pertencente ao

. ® T ;
mtervaloJ— 5" 5[, sabendo que z, +z, é um
numero real.

47.3. Mostre que o inverso de um nimero
complexo de médulo 1 éigual ao seu
conjugado.

Em C, conjunto dos nimeros complexos,

V3

g . 0 14 z
considere z=dsz, z,=—+—iez=cisa.

2} i
48.1. Calcule #
(1-2i) =9cism
Apresgﬂte o resultado na forma trigonomeétrica.
48.2. Determina o valorde o, pertencente ao
intervalo [0, g] sabendo que a imagem

geométrica do nimero complexo Z; x z, é um
ponto da bissetriz do 2.° quadrante.

48.3. Mostre que |z, + 2, = 2 + 2 cos EEZ
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stoes para praticatr

m Seja C o conjunto dos nimeros complexos.

49.1. Seja n um numero natural.

i+ 2cis(—£>
4
=

1+ix<cis7—n>
6

Apresente o resultado na forma algébrica.

49.2. Seja a € [0, 2n[ .

sino +icosa kL
Mostre que = ds| =+ 20
(cos ax — i sin @) .

Determine

Seja C o conjunto dos nimeros complexos.

) ; S T
50.1. Considere o niimero complexo z, = 2 cis 3

: |z, R i|
a) Determine ST e apresentando
o resultado na forma algébrica.
b) Represente, no plano complexo, o conjunto
definido pela condigao:
lz-z|<2Alf2]z-z|A

/\%garg(z—z,)an

50.2. Sejam u e v dois nUmeros complexos
nao nulos e simétricos.

Mostre que u e v nao podem ser raizes cubicas
do mesmo niimero complexo.

Considere os nimeros complexos:
4

i} o INAD

2, +2,
e apresente o resultado

z, e zz=2ciss?1t

51.1. Calcule

1
na forma trigonométrica.

51.2. Mostre que z, e z, sao raizes de indice 6
do mesmo numero complexo e verifique que
esse numero é real.

51.3. Na figura (diagrama de Argand) A éo
centro da circunferéncia e representa a imagem
geométricade 1—i V3.

Im(2)

0] €

Re(2)

A circunferéncia é tangente ao eixo real no
ponto C.

AB é paralela ao eixo real.

Determine em C uma condicdo que definaa
regido colorida (incluindo a fronteira).

Casa da Aula - Centro de Explica¢Ges

a A circunferéncia Im(2)

tem centroem A,
afixo — 1 eraio 2.
O ponto B é
imagem

geométrica do A O Re(2)
numero complexo

z, cujo argumento
5m
5
52.1. Defina por uma condi¢ao em C a regiao
colorida, incluindo a fronteira.

52.2. Determine z, naforma algébrica,
sabendo que é solucao da equacao:

(\/i—i)z’+16cis43—“=

Seja C o conjunto dos niimeros complexos.

53.1. Considere os nimeros complexos:

2 1-8i
z,=(1+2 Z,=—
v =( i) ez 3_4i
s -1
Resolva a equacao =2,.

1
Apresente as solu¢des na forma algébrica.

53.2.Seja o € ]0, %[ Mostre que:

1 + cis(2)

————— =2 cosacis(t + 20)
i sina — cos a

Considere o numero complexo w = L com
z€C\{0, -i}. £yl
Mostre que se w é um numero real ndo nulo,
entao z € um imaginario puro.

Em C, conjunto dos nimeros complexos,
considere:
Z, =cisZ e 22___3_
2 i
55.1. Verifique que (z,-z,)°=-1.
55.2. Resolva a equacdo 72 z,=Z.
Apresente as solugoes na forma algébrica.

55.3. Represente, num diagrama de Argand, o
conjunto de pontos definido por:

Im@2)>1A %tg arg(z—3z,)< 7—;-

Considere o nimero complexo:
z=\/2+\/§+\/2—\/§i

56.1. Calcule Z’ apresentando o resultado na
forma trigonométrica.

56.2. Determine o médulo e um argumento
de z.
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Unidade 3 - Trigonometria e nimeros complexos Tema 2 - NOmeros complexos

Seja C o conjunto dos nimeros complexos.

CPEN-MAI12 © Porto Editora

ik . 3-4n+3
57.1. Considere w = (———')—I

+= 310
14 2cis—
2
Escreva w na forma trigonométrica.

57.2. Considere z, =cis .

Mostre que a imagem geométrica, no plano
complexo, do nimero complexo u=2z,-iz,
pertence a bissetriz dos quadrantes pares.

Considere em C os numeros complexos:

z,=cis%, z2=1—\/§i e z3=2\/icisn

- z
58.1. Determine o valorde =~ x z;.
2

Apresente o resultado na forma algébrica.
58.2. Resolva,em C, aequacdo Z2=2X z,.

58.3. Represente, no plano complexo, a regiao
definida pela condigao
3n
|z - z| <z A 0<argz< =
e determine a sua area.

Na figura esté representada, no plano complexo,
uma circunferéncia centrada na origem
O do referencial.

Im(2)

2

-

B Rea

Os pontos A e B,imagens geométricas dos
numeros complexos z e w, respetivamente,
pertencem a essa circunferéncia.

Sabe-se que AOB = 2—315 .

Mostre que a imagem geométrica do nimero
complexo z+ w também pertence a
circunferéncia.

Seja C o conjunto dos nimeros complexos.

Sabe-se que:

- u e v sdo raizes clbicas de um nimero

*complexo z;

- aimagem geométrica de u, no plano
complexo, é um ponto do terceiro quadrante
que pertence a uma circunferéncia de centro na
origem e raio 2 ;

w=-u

Determine z, naforma algébrica.

O nimero complexo 2i é uma raiz cbica de um
nimero complexo z.

61.1. Determine, na forma algébrica, as
restantes raizes cubicas de z.

61.2. Considere o triangulo cujos vértices sao as

imagens, no plano complexo, das raizes clbicas

de z.

a) Determine a sua area.

b) Defina, por meio de uma condicaoem C, a
parte do triangulo que esta contida no
terceiro quadrante (eixos nao incluidos).

Considere os nimeros complexos:

w,=—1-i e w,=cisc, tER

w;
62.1. Calcule 3 +' e apresente o resultado na

W,
forma algébrica.
62.2. Determine os valores de & que verificam
a condicao:
WiW, = V2 w,

62.3. Represente no plano de Argand o
conjunto definido pela condicao:

2] <3/\<§4£<arg(z+ w,)<ntVimz <Imw1>

Em C, conjunto dos nimeros complexos,
; ’ LT A
considere z, =i, z,=cis i e z;=cisO

Sabe-se que z, e z, sao raizes de indice n de
um niimero complexo w .

63.1. Determine o menor valorde n.

63.2. Seja P o perimetro do poligono cujos

vértices sdo as imagens geométricas das raizes

de indice n do nimero complexo w.

a) Determine o valor minimo de P.

b) Justifique que P < 2m, qualquer que seja o
valorde n.

63.3. Determine o valor de 6 pertencente ao
Z3

intervalo ]- &, ©t], sabendo que é um

numero real negativo.

1 2

63.4. Represente, no plano complexo, a regiao
definida pela condigao:

Z>1Az+2>20A2z-2(z+2)<3

Seja w_um numero complexo nao nulo.
Mostre que:

64.1.se w e w sao raizes de indice n deum
mesmo nimero complexo z, entdao z éum
numero real;

64.2. se w e —w sdo raizes de indice n de um
mesmo nimero complexo z, entdo n é par.
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- 5 67
Seja z um nimero complexo de argumento 5 -

Qual podera ser um argumentt do numero complexo —z?

OF: ®) T ©F © -F

. . T
a Seja z um numero complexo de argumento T

Qual podera ser um argumento do nimero complexo iz?

® 2 ®-% ©= ()

. : (T
a ‘Considere o numero complexo z=2 cis <§>

Um argumentode —z é:

4 6
-5 OF © T ©) 5

: ; o P10 .
Considere o nUmero complexo z=2 cis - i

O médulo de z éigual a:

(A) 1 (8 V7 © Vs (D) 3

B Na figura esta representado, no plano complexo, um quadrado cujos vértices
sao as imagens geométricas de quatro nimeros complexos: z,, z,, z; € z,.

Qual das figuras seguintes pode representar, no plano complexo, o quadrilatero
cujos vértices sao as imagens geométricas dos nimeros complexos iz, iz,,

iz; e iz, ?

(R) (B) © (D)

B Sabe-se que u e v sdo raizes de indice n de um determinado nimero complexo z.

Entéo, pode-se afirmar que:

(A) arg(u)=arg(v) B) Z'=u © Ju=v] . (D) u=-v

276
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Unidade 3 - Tigonometria e nomeros complexos  Tema 2 - Nomeros complexos

Na figura esta representado, no plano complexo, um triangulo equilatero
[ABC] inscrito numa circunferéncia de centro na origem. O ponto A éa B
imagem geométrica do nimero real 2. Qual dos nimeros complexos
seguintes tem por imagem geométrica o vértice B?
(A)\/icisz?n (s)zcasi;i ©-1+V3i  (©)-V3+i 0 A
C

a Sejam z, e z, duas das raizes de indice n de um nimero complexo z.
Sabe-se que as imagens geométricas de z, e z, pertencem a0 mesmo quadrante (eixos nao incluidos).

O valor de n pode ser:

(R) 2 (8) 3 ©4 (D) 5

a Qual das figuras seguintes pode ser a representacao geometrica, no plano complexo, do conjunto:

N

{ZEC:IZ—H:] /\%<argz 7%}7

(A) (8) © (D)

/ e ﬁ 1(\#
NNl N

m Qual das figuras seguintes pode ser a representacao geométrica, no plano complexo, do conjunto:

{zeC:ld<2 ARe(iD=1Alz+1|>[z+i}?

(R) (B) © (D)

m Qual das figuras seguintes pode ser a representacao geométrica, no plano complexo, do conjunto:
{zeC:lz|< V2 Ale|=|z+1 +i}

® (®) © - 0
N |

| R NN
<
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Avaliacao

m C é o conjunto dos nimeros complexos; i a unidade imaginaria.

Seja:
z=(1+i)(k+2i) com kER

Determine k de forma que:
12.1. z seja um imagindrio puro;

12.2. z=Z

m Seja C o conjunto dos numeros complexos; i a unidade imaginaria.

13.1. Considere o polinémio P(z)=2'+8.
Verifique que —2 é um zero de P(2).

Determine analiticamente os restantes zeros de P(z) simplificando-os o mais possivel.

13.2. Seja z um nimero complexo.
Mostre que:

se z=z, entao zER.

m Seja C o conjunto dos numeros complexos e i a unidade imagindria.

14.1. Resolva,em C, aequacdao z'—47+7z=0.
Apresente as solu¢oes da forma mais simples possivel.

14.2. Mostre que: =
iz+% éumnumeroreal, Vz€C

m Seja C o conjunto dos numeros complexos.

15.1. Verifique que (= 1+i)=-8(1+i).

S\ 10
15.2. Determine o mdédulo e o argumento positivo minimo de (i'—>

1+i\/§

15.3. Resolva,em C, aequagao:

2+4V2=4V2i

m C é o conjunto dos numeros complexos; i é a unidade imagindria.

16.1. Sendo z,= +cis t, verifique que z, é um imaginario puro.

1-i®

16.2. Resolva,em C, aequagao Z-8z+18=0.

Considere o nUmero complexo w = 15 + ?i .

17.1. Exprima na forma algébrica w'’.

17.2. Resolvaem C aequacdo 22’ +3iz+2=0.

" =
m Resolva,em C, aequacao Z* = cis 3%

278
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Unidade 3 - Trigonometria e nomeros complexos Tema 2 - NOmeros complexos
m Considere o conjunto dos nimeros complexos.

Sendo z= (% + %i i) , verifique se existe algum n € IN para o qual z é um imaginario puro.

m C é o conjunto dos complexos.

20.1. Sendo z,=——

(T : ;
—cis 5)" verifique se z, é um nimero real.

20.2. Resolva,em C, aequacdo Z2—8z+25=0.

/3 - 1

20.3. Sendo z=<7 + 5 i) , verifique se existe algum n € IN para o qual z é um imaginario puro.

m Considere os nimeros complexos:
. 4An :
w= 16cns? e z =V3-i

21.1. Verifique que z, é uma das raizes quartas de w e determine as restantes.

21.2. Determine o perimetro do poligono cujos vértices sao as imagens geométricas, no plano
complexo, das raizes quartas de w.

m Em C, conjunto dos nimeros complexos, considere z,=2+i.

22.1. Verifique que (z, —iz,)° é um imaginario puro.

22.2. Seja z,=ciso com aE]n, %:—t[

Indique, justificando, em que quadrante se situa aimagem geométrica de

NN

a C é o conjunto dos numeros complexos; i a unidade imaginaria.

g ’ . [4m
Considere o nimero complexo @ =2 cis 3/

23.1. Resolvaem C aequacgao:
Z-zx0=0

3
23.2. Determine o médulo e o argumento de (% + 1) :

8

ey

24.1. Sabendo que z, é uma raizquadrada de um imaginario puro, determine a.

(i

3

m Considere os nimeros complexos z,=a—i (a€ER); z,=2- 2\V3ie Z=

24.2. Calcule e apresente o resultado na forma trigonométrica.

()

24.3. Verifique que z, e z; sdo raizes de indice 6 do mesmo nimero complexo e verifique que esse
namero é real.

24.4. Verifique que z{ +(z,)'=2"""" cos (%) ,VnEN.

24.5. Resolva,em C, aequagdo zz,—2°=0.

CPEN-MA12 © Porto Editora
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Avaliagao

a Na figura esta representado, no plano complexo, um quadrado [ABCD], inscrito numa circunferéncia C
centrada na origem O do referencial.

Im(2) -

0

O ponto A é aimagem geométrica do nimero complexo z,=1+ V3i.
25.1. Escreva uma condicdao em C que defina a referida circunferéncia.
25.2. Determine, na forma trigonométrica, o nimero complexo cuja imagem geométrica é o ponto D.

25.3. Seja P um ponto da circunferéncia C.

Sabendo que P é aimagem geométrica de um nimero complexo w e que S é aimagem
geométrica do nimero complexo —iw, determine o perimetro do triangulo [POS].

a Seja C o conjunto dos nimeros complexos.

26.1. Considere no plano complexo os pontos A, B e O, em que:
A éaimagem geométricade z,=2cisa, « €[0, 2n];
«B é aimagem geométrica de V3 iz,;
- O é a origem do referencial.
Determine o perimetro do tridngulo [AOB].

6n+3
) éum

26.2. Prove que qualquer que seja o niUmero natural n, o nimero complexo (\/§ +i
imagindrio puro.

Em C, conjunto dos numeros complexos, considere z, =16 cis (%)

27.1. Mostreque —iz,=2z,.

27.2. Defina, por meio de uma condicao em C, a circunferéncia inscrita no poligono cujos vértices sao
as imagens geométricas, no plano complexo, das raizes quartas de z, .

m Em C, conjunto dos nimeros complexos, considere z,=1—i.

:35
- . Z+1 . -

28.1. Justifique que o numero complexo u = 6|+ 3i € um imaginario puro.

$ I

28.2. Resolva a equacao:
. T
cis 5 - z =1
28.3. Defina, através de uma condicao em C, aregiao do plano interior a circunferéncia que passa na

origem do referencial e que tem centro na imagem geométrica de z, .
280
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Unidade 3 - Trigonometria e nOmeros complexos Tema 2 - NOmeros complexos

m Na figura esta representado, no plano complexo, um tridngulo equilatero [ABC], inscrito numa
circunferéncia C centrada na origem O do referencial. O ponto A é aimagem geométrica de —3i.

29.1. Escreva uma condi¢ao em C que defina a referida circunferéncia.
29.2. Determine, na forma algébrica, o nimero complexo w cuja imagem geométrica é o ponto B.

29.3. Seja P um ponto da circunferéncia C. Sabendo que P é aimagem geométrica de um niimero
complexo z, eque S é aimagem geométrica do nimero complexo 2iz,, determine a drea do
triangulo [POS].

s " - 70 2
Em C, considere os nimeros complexos z, = cis 3 ez==.
I

30.1. Sem recorrer a calculadora verifique que (z,-z,)'°=-1.
30.2. Calcule, na forma algébrica, as raizes ctibicas do nimero complexo z, .

30.3. Escreva uma condicao em C que defina, no plano complexo, a circunferéncia que tem centro na
imagem geométrica de z, e que passa na origem do referencial.

m De dois nimeros complexos z, e z, sabe-se que:

¢ 2%
-umargumento de z, é 3

+2,=3iz

4 3
z z
31.1. Calcule (22) —( =) .
Z |Z1|
31.2. Sejam A e B asimagens geométricas, no plano complexo, de z, e de z,, respetivamente.
Seja O aorigem do referencial.
Sabendo que z, é uma raiz cibicade 8:

a) determine z, naforma algébrica;

b) determine a area do triangulo [AOB] .

m Em C, conjunto dos nimeros complexos, seja z,=1-i.

32.1. Resolva aequacdo zxz,=i"+2,x2,. o
2
. " Z+ (\/5 cis %)
32.2. Determine 2 apresentando o resultado na forma algébrica.
. 3m
cis —
2

32.3. Seja =827 .

Determine a area do poligono cujos vértices sao as imagens geométricas, no plano complexo, das
raizes quartas de @.
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a C é o conjunto dos nimeros complexos; i a unidade imaginaria.

Sejam: )

V3-i

. . .
®,= +|“3,w2:\/iasz e wy=2+yi
33.1. Represente @, naforma trigonométrica e prove que @,” é um numero real.
33.2. Mostre que:

Se — é um ndmero real, entao @, @, é um imaginario puro.
)

33.3. Resolvaem C aequacdo:
Z+zcisE=0
3
33.4. Represente graficamente (diagrama de Argand) o conjunto definido pela condicdo em C:

z-1=]z+2| A Jz+3]22 A |arg(z+3)|<%

m Seja C o conjunto dos nimeros complexos e i a unidade imaginaria.
Represente graficamente (diagrama de Argand) o conjunto definido pela condicao em C:
z-1+il<1 A |arg(z+i)|§% A |z-2+2i|>z

t
m Seja C o conjunto dos nimeros complexos.

35.1. Resolva a equacio i(Z’ — 4) = 43, Apresente as solu¢des na forma trigonométrica.

35.2. Seja z=cisO , 0ER.
a) Mostre que |z+1['=2+ 2 cos@.
b) Sabendo que, no plano complexo, aimagem geométrica de z pertence ao primeiro quadrante

eque tgf = ]5—2 determine o valor exato de |z + 1.

m Na figura (diagrama de Argand):

Im(2)
+ O éa origem do referencial;
« A éaimagem geométrica de z, =cis %;
- a circunferéncia tem centroem A epassaem O, Be C; A C
« B pertence ao eixo real;
« AC é paralela ao eixo real.
Defina por uma condigdo em C a regiao colorida (incluindo a fronteira). Y B Re(2)

Em C, conjunto dos nimeros complexos, considere z, =1 —1i.

4 .19
. zy—2i
37.1. Determine o valorde ——.
Z (ZI - 3)

Apresente o resultado na forma algébrica.

37.2. Resolva,em C, as equacoes:
a) 7 - a2 z, =0 Apresente as solugdes na forma trigonométrica.
b) zz + z = z, Apresente as solugdes na forma algébrica.

—5cis®
282 c)|z|+z—4_4\/5054
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Unidade 4 - Geometria

1. Distancia entre dois pontos. Lugares geométricos
no plano e no espaco

Distancia entre dois pontos no plano e no espaco

' Férmula da distancia entre dois pontos
A distancia d entre dois pontos, num referencial cartesiano ortogonal e monométrico (0. m.), é dada por:

No plano, se A(Xo, yo) e B(X1 ’ Jh): d= A—B - \/(x'l T xo)2 o (yl 3 yo)z
No espago, se A(x,, Yo, 2,) € B(x,, y,, z,), d=AB= \/(X, ot "o)2 +(y - YO)Z +(z, - 7-0)2

Circunferéncia e circulo

' Num referencial 0. m. xOy, a circunferéncia de centro C(x,, y,) eraio r é
definida pela equacao:

(X—xo)2+(y_70)2=rz

. Num referencial 0. m. xOy, o circulo de centro C(x,, y,) eraio r é definido

pela condicao: :
(x_"o)2 +(y_}'o)2<r2

Superficie esférica e esfera 3
. Num referencial 0. m. Oxyz, a superficie esférica de centro C(x,, y,, Z,) eraio r ’

é definida pela equacao:
(X_Xo)z'*'(y_)'o)z"’(z—zo)2="2

. Num referencial 0. m. Oxyz, a esfera de centro C(x,, ¥,, Z,) eraio r é definida

pela condigao:
(x“xo)2 +(y_70)2+(z—zo)2 C

Mediatriz e plano mediador de um segmento de reta

' A mediatriz de um segmento de reta [AB], sendo, num referencial 0. m. xOy,

eIONPH 0Mod @ TIVIN-NAdD

A(Xy, ¥o) e B(x,, y,), é o conjunto de pontos P(x, y) equidistantesde A e P I =28

de B. P M’ Mediatriz
o ,~ de[AB]
A

Equagdo da mediatrizde [AB]: .

PA=PB ¢ PA =PB < (x—x) + -y =(x—x) + -y

Casa da Aula - Centro de Explicagbes - www.casadaaula.com
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D Exemplo1

0 plano mediador de um segménto dereta [AB], sendo, num referencial

o.m. Oxyz, A(x,, ¥, 2) € B(x,, y;, 2,), €0 conjunto de pontos P(x, y, 2)

equidistantes de A ede B.
Equagao do plano mediador de [AB]:

PA=PB <> PA' =PB &
E =) +¢-y) +z-2) =0-x) +-y) +@-2)

Considere um referencial o. m. Oxyz e a condicéo:

1.2

1.3.

1.4.

X’+y +2-8-2y+5=0

Mostre que, nesse referencial, a condigdo dada define uma superficie
esférica de centro no ponto C de coordenadas (4, 1, 0).

Mostre que o ponto A(2, 3, — 2) pertence a superficie esférica.

Seja & o plano mediador do segmento de reta [AC]. Mostre que
Xx—y+z=0 éuma equagao que define «.

. Ospontos R e S pertencema a e tém ordenada nula. Sabe-se que

RC =SC=9. Determine as coordenadasde R ede §S.

2s0iuCao

XY+ -8 -2y +5=0 < (P -8X)+ (P -2))+2+5=0

S P-8x+16)-16+(*-2y+1)-1+2+5=0
S -4 +y-1)+2=12
Trata-se da superficie esférica de centro C(4, 1, 0) e raio \/12.

Vamos substituir x por 2, y por 3 e z por —2:
@-4"+B-1)+(-2/=12¢4+4+4=12 & 12=12

Aigualdade obtida é verdadeira. Logo, o ponto A pertence a
superficie esférica.

A(2,3,-2);C(4,1,0). Seja P(x, y, z) umpontode «.
=2+ -3 +@+2 =(x-4 " +(y -1 +(z-0)
S X -4x+4+yY -6y+9+2+4z+4=
=X -8x+16+y -2y +1+2
S 4x—-4y+4z=0< x-y+z=0
Portanto, o:: x—y+z=0

Designemos por P os pontos de « taisque y=0.
Entdo, P(x, y, z) com y=0AXx-y+z=0 <
y=0Ax-0+z=0<¢> y=0Az=-x, ouseja, P(x, 0, =Xx).

_ Pretendemos determinar P tais que PC=9.

PC=9 ¢ V(x-4P+©0-1+(-x-07=9
S X-8x+16+1+x*=81
& 2xX*-8x-64=0
&~ x=8Vx=-4

Portanto, R(8, 0, — 8) e S(— 4, 0, 4) ou vice-versa.

Unidade 4 - Geometria

D Verifica 1

Considere, num referencial

o.m. xOy, acircunferéncia que
tem centro no ponto A e que
passa pela origem do referencial.
Sabe-se que o ponto A tem
ordenadaigual a 4 e pertence a

bissetriz dos quadrantes impares.

1.1. Justifique que o ponto A
tem abcissa 4.

1.2. Determine uma equacdo da
circunferéncia.

1.3. Seja C opontoda
circunferéncia de ordenada nula
e abcissa positiva.

Mostre qua a abcissade C é
iguala 8.

1.4. Seja r amediatriz de [AC].
Mostre que r pode ser definida
pela equagéo:

y=x-4

1.5. Determine as coordenadas
do pontodareta r, com abcissa
positiva, cuja distanciaa A é
iguala 20.

Casa da Aula - Centro de Explicagbes - www.casadaaula.com
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Unidade 4 - Geometria

2. Vetores livres no plano e no espaco

Vetor livre

' Chama-se vetor livre ao conjunto de todos os segmentos de reta orientados que tém a mesma direcao,
0 mesmo sentido e 0 mesmo comprimento.

. el
i ok g

C

=]
I
S
1
R
I
x
I

:l
%l
T:Sl
fl

Norma de um vetor

Chama-se norma de um vetor U e representa-se por |}Ti|| a medida do comprimento de qualquer
segmento de reta que represente o vetor u .

F E D
Pamman sammes: 5ooms, oo [aF]=1;[a8]=2;

AC|=4

O vetor de normaigual a 0 chama-se vetor nulo e representa-se por 0 .

Ao vetor que tem a mesma direcdo, 0 mesmo comprimento e sentido contrario ao do vetor u chama-se

vetor simétrico de U e representa-se por — U .

Soma de um ponto com um vetor

. Dados um ponto A e um vetor U, chama-se soma do ponto A com o vetor u ao ponto B tal que
AB=T.

Casa da Aula - Centro de Explicagbes - www.casadaaula.com
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Unidade 4 - Geometria

Adicao de vetores

' Dados dois vetores U e V taisque U = AB e v = BC, chama-se soma de U com V aovetor U + V

talqueU+7=A—C‘.

<|
<i

/UV ?
\ ; o AB + BC = AC
u+v C

Regra do triangulo

A adigéo de vetores é comutativa, associativa, tem elemento neutro (o vetor nulo) e para cada vetor U existe

—. — —— — — - ="
o vetor simétricode u, —u, talque u +(- u)=—u+u=0.

Subtracao de vetores

. Para calcular a diferenca entre os vetores U e V calcula-seasomade u com o simétrico de V.

Multiplicacdo de um nimero real por um vetor

' Dado um niimero real k # 0 e um vetor U # 0, oprodutode k por U éovetor ku, que tem:
+adirecdode U ;
« norma: [ku]| =|k| x [4l;

. osentidode u se k> 0 eosentidode ~usek<o0.

Vetores colineares

b WGy RBRE L
Dois vetores nao nulos, U e v, sao colineares se, e s se, existe um numero real k #0 talque v =ku.

Vetores colineares tém a mesma direcao.

i u u

g —_—t t =

3

£

8

S 1u _340

3 2 2

z = -t }

-

] ; 287
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Unidade 4 - Geometria

D Exemplo 2

Na figura, [ABCD] é um retangulo decomposto em 12 quadrados, geome-
tricamente iguais, de lado 1.

2.1.

2.2,

2.1.

2.2,

2.3.

D 1 S5 R (£
Q P o M
L 7 7 H

E G B

Complete as expressdes seguintes usando a designa¢ao de um ponto
ou de um vetor, de modo a obter afirmagdes verdadeiras.

a)A+EN=... b) ..+ 2KF =1

c);-ﬁ'+5=... d) MJ - 25N =... .
Determine:

a) 48] b) [8C]| 9 [ac|

. Determine os nimeros reais a e b tais que aOM + bPS = AC.

a) A+tEN=A+A0=0

b) ... +2KF=1 & T+ Tl =1

9] %W+E:E+E:?O+OL=W

d) MJ—2SN =MJ — SH = MJ + HS = MJ + JD = MD

a) |AB|=4|AE[|=4x1=4
b) ”EEN= 3“@"= 3x1=3
S D .2

o |ac| =|a8[ +[Bc|

(Teorema de Pita’goras)

lacl>0 —
lac|=s5

Iac = 4+ 3* < [ac[ =25 &S

7=7+E

AE=1 AF=10OMe EC=3E/ =3Ps
2 2

Portanto, R:E+E=%OTW+3FS'.

Logo,a=%eb=3.

] Verifica 2

Considere o cubo [ABCDEFGH],
representado na figura seguinte.

As diagonais [AG] e [BH]
intersetam-se no ponto O.

2.1. Complete as expressoes
seguintes usando a designagao
de um ponto ou de um vetor,
de modo a obter afirmagdes
verdadeiras.

a)..+ FH =BG
b) E+OC-BO=...

O B+2A0+CD-FG =...

2.2. Determine os nimeros reais
a e b tais que:

aAB +bOH = BG

Casa da Aula - Centro de Explicagbes - www.casadaaula.com
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Unidade 4 - Geomelria

3.Vetores em referenciais cartesianos do plano e do espaco

Dado um referencial o. n. (0,7, 7) do plano ou (0,7, 7 7{) do es- y
paco, qualquer vetor, do plano ou do espago, pode ser decomposto na soma
de multiplos dos vetores unitarios referidos. U: I
Por exemplo, na figura temos: i =
—— o = — — — j I
u=3i+2j; 3/ e 2j saoascomponentesde u. ]O »>
i

As coordenadas do vetor U sao (3, 2) eescreve-se U =(3, 2).

Igualdade de vetores

' No plano:

Seu=(,u)ev=(,v),entdlo U=V & U, =V, AU, =V,.

No espaco:
Seu=(u,u,u)ev=>,v,v),entdo U=V < U, =V, AU =V, AUy =V;.

Vetor como diferenca de dois pontos

Dados, num referencial 0. n. xOy, dois pontos A(x,, ¥o) € B(x,, y,), se u = AB,
entdo U =B— A=(x, — X, ¥y — Yo)-

Esta relagdo também é valida no espaco.

Adicao de vetores e produto de um numero real por um vetor

' Num referencial o. n. xOy:
«Se U=(u, u)ev=(v, vy, entdo U+ v=(u, )+, v,)=(U+v,, U+ ).
Sek€ER e u=(u, u,), entdo ku = k(u,, u,) = (ku,, ku,).

Estas operacoes definem-se no espago de forma anéloga.

Norma de um vetor

' Noplano: Se @ =(u,, u,), entéo |uf = Vi + u3.
No espaco: Se u =(u,, u,, us), entdo [d]= Vi + a2 + 2.

Coordenadas do ponto médio de um segmento de reta

. Seja M o ponto médio do segmento de reta [AB].

: Xo+ X +y
Noplano: Se A(xy, yo) € B(x;, y,), entdo M<°—2—l, yLz——'—) ,Z/'M/. B

Xo+ Xy YotV zo+l1>

No espaco: Se A(X,, Yo, 2o) € B(x,, ¥;, z,), entdo M( S o o

CPEN-MAI2 © Porto Editora
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Unidade 4 - Geometria
D Exemplo 3

Na figura esté representado, em referen-
cial 0. n. Oxyz, um prisma quadrangular

reqular [ABCDEFGH] (o vértice D nao é
visivel).

Admita que as coordenadas dos pontas-
A, B, C e E sao (16, -3, 10),
(20, 1, 3),(12,2,-1)e (14, 13, 18),
respetivamente.

3.1. Determine as coordenadas do vetor AE .

3.2. Prove que as coordenadas do ponto G sao (10, 18, 7).

3.3. Determine o volume do prisma.

3.4. Escreva uma equacdo que defina a superficie esférica de diametro

[AE].

Raecnl -8 ¢
NCoVIVLUV

31. AE=E-A=(14, 13, 18)- (16, — 3, 10)=
-(14-16,13+3,18-10)=(- 2, 16, 8)

AE =(-2, 16, 8)
32. G=C+CG6
=C+ AE

=(12,2,-1)+(2, 16, 8)=
=(12-2,2+16,-1+8)=(10, 18, 7)

Portanto, G tem coordenadas (10, 18, 7).
33. AB=B-A=(20, 1, 3)-(16, - 3, 10)=
=(20-16,1+3,3-10)=(4, 4, -7)

[AB|=V 4 +4+(-7'=V16+16+49=V81=9

A base do prisma é um quadrado de lado 9.
AE=(-2,16, 8)

[AE| = V(- 2 + 16> + 82 =V4 + 256 + 64 = \/324 =18

A altura do prisma é iguala 18.

Vprisma = Abase X altura=9 x9 x 18 = 1458 u.v. 9

3.4. A(16, -3, 10); E(14, 13, 18)

O centro da superficie esférica é M, ponto médio de [AE].

M<16+14 -3+13 10+18>

2 ' 2 " 2

Logo, o centro é M(15, 5, 14).

Raio da superficie esférica: r = Hm" = @ = % =9

Equacao da superficie esférica: (x — 150 +(y -5/ +(z- 14)’ = 81

D Verifica 3

Na figura esta representado, em
referencial 0. n. xOy, um
retangulo [ABCD].

Sabe-se que os pontos A, B e C
tém coordenadas (- 3, 2),
(_1: —2) e (5' 1)-
respetivamente.

3.1. Determine as coordenadas
do ponto D.

3.2. Determine

—_— 1—
AB — —BC|.
=

3.3. Escreva uma equagao que
defina a circunferéncia de
diametro [AC].

3.4. Justifique que [BD]
também é um diametro
da circunferéncia.

3.5. Seja P um ponto do eixo
Oy.

Determine as coordenadas de P
sabendo que:

a) [4P]=5

b) o tridangulo [ABP] é isésceles,
sendo o lado [AB] diferente
dos outros dois.

Casa da Aula - Centro de Explicagbes - www.casadaaula.com
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4. Produto escalar de dois vetores

Angulo de dois vetores

. Angulo de dois vetores u e v, nao nulos, é o angulo convexo o
formado por dois segmentos de reta, seus representantes,
com origem no mesmo ponto.

<|
<l

A amplitude do angulo de dois vetores U e V representa-se por U Vouporv ue0°<u v<180°.

Produto escalar de dois vetores

' Dados dois vetores U e v, nao nulos, do plano ou do espaco, o produto escalar de U e v éonumero
real que se representa por U - v e é dado por:

UV =[] x[V]x cos(d"V)

’ Produto escalar expresso nas coordenadas dos vetores
Dados dois vetores U e v, nao nulos, definidos pela suas coordenadas num referencial o. n., o produto
escalar u - v édado por:

b

Noplano: U:V =(u,, u) (vy, v;)) =y, + Uy,

Noespaco: U -V =(u;, Uy, Us)*(Vy, vy, V3) = U3y + UV, + UsVs

. Consequéncias da definicdo de produto escalar de dois vetores

Propriedades do produto escalar de dois vetores:

—

«U-V=V-U, quaisquer que sejam os vetores U € V;

, (au)-

“U-(V+W)=1U-V +d-w, quaisquer que sejam os vetores U, v e W.

=a(d - V), quaisquer que sejam os vetores U e V ;

PEN-MA12 © Porto Editora
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Unidade 4 - Geometria

] Exemplg 4

4.1. Considere o triangulo [ABC], retangulo em B, tal que AC=6 e
AB=3.

A

B

Determine AB - :4_6 ;

Considere o retangulo [ABCD] em que AB=2BC e M é o ponto
médio de [DC].

4.2,

D M (o

A B
Mostre que AC -AM = 3||A_D‘||2 ;

4.3. Considere o paralelepipedo retangulo [ABCDEFGH] representado na

figura.

a) Mostre que AB “AG = ||_A_B'||2
b) Sabendo que [BCGF] é um quadrado e que AB-AG=9 e

GA-GB =2 , determine o volume do prisma.

4.4. Num referencial 0. n. Oxyz considere os vetores:

i=(2,1,-3),v=0,0,2ew=0,-2,-1).
a) Calcule (2v)-(d - w).

b) Calcule a amplitude, em graus com aproximagéo as décimas, do
angulo dos vetores U e w.

4.5. Num referencial 0.n. xOy considere os vetores

u=k-1,3)ev=_(-3,2).
Determine k sabendo que:
a) [dl=5
b) U e Vv sdo colineares;

292 ¢) U e v sao perpendiculares.

D Verifica 4

4.1. Considere um triangulo
[ABC], equilétero, de lado 2.
Determine:

a) AB-AC
b) AC- CB

4.2, Seja [ABCDEFGH] um cubo
dearesta a.

M e N séo os pontos médios das
arestas [BF] e [DH],
respetivamente.

—_— —

Mostre que AM - AN =

NS

4.3. [ABC] é um triangulo cuja
areaéiguala 16.

(@

A 8 B

AB=8e AC=5.
a) Determine AB - AC .

b) Determine, em graus com
uma casa decimal, a
amplitude do angulo BAC.

(continua)
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Resolucao

4.1. AB- AC = “XEH X ||KE|| X €OS (EAR)z

=3x6x£:18xi=9
AC 6

4.2. AC-AM =(AB + BC)-(AD + DM)=

—AB-AD + AB - DM + BC - AD + BC - DM AB 1 AD,
D S AB = 2DM,
=0+ (2DM)-DM + AD-AD +0 T,
— 2o + || = 2/ab| + 0| = 3[AD[ se L oM
4.3. a)?éi&=]§-(7§+§f+a§)=
—AB-AB + AB - BC + AB - CG =
—|4B[ +0+0=[a8[
—n LS |aB|>0 — i
b) AB-AG =9 < |AB[ =9 & |A4B|=3 | 4B - AG = 48|
GA-GB=(GB + BA)-GB =
~GB-GB+BA-GB =
-|GB[ + 0 =[[GBI
GA-GB=2 < |GB| =2
Area do quadrado [BCGF]|=
- |8¢|| x [<cél = I8¢l x I8¢l =IBe[ |I8cl=lcal
i " _— Tforema de
|Bc| +|cal =(GB| Ppones.
2 4 \IBCII; lcGl e
2|Bc| =2 < [Bc| =1 |8l =2

CPEN-MAI2 © Porto Editora
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Unidade 4 - Geomelria

Portanto, a area do quadrado [BCGF] =|\§.:||2 =1,

V,isma = area da base x altura =||—B_C'|\z X HEH =X 3I=3av,

a)(2v)-(u-w)=[2x(1,0,2)]-[2,1,-3-0,-2, 1=
=2,0,4):(01,3,-2)=
=2X1+0x3-4%x2=-6

(2,1,-3):01,-2,-1)

—A u-w
b) cos (U w)=———=
R [alx|wl Va+1+9xV1+a4+1
_2-2+3__3
V14x6 V84

Se cos(u"w)= ——3—, entdo U w=709°.
84

D Verifica 4

4.4. Num referencial o. n. xOy
considere os vetores:

u=(-1,2,v=02,-3)e
w=(=1,-1).

a) Calcule (2V)-(d - w).

b) Calcule aamplitude, em graus

com aproximagao as décimas,
do angulo dos vetores U e w.

4.5. Num referencial o.n. Oxyz
considere os vetores:

U=(-2k, k, 2)e
v=(-8,4,1).
Determine k sabendo que:
a) [[ul=l2vl

b) U e V séo colineares;

©) U e v sao perpendiculares.
) perpendicu 293

Casa da Aula - Centro de Explicagbes - www.casadaaula.com



Unidade 4 - Geometria

a5. a)|ul=5 & Vk-1+9=5 <
& (k-17+9=25 &
& k-17=16 &
S k-1=-4Vk-1=4 &
& k=-3Vk=5_

b)i=Av < (k-1,3)=A(-3,2) &
& (k-1,3)=(-32, 24)

@{k_1:_3}”4:>
3=21

k-1,3)(-3,2)=0&

& -3k+3+6=0<¢ -3k=-9 <<= k=3

5. Retas no plano e no espaco

Equacao vetorial de uma reta

' Dados um ponto A e um vetor nao nulo, do plano ou do espaco, existe
uma Ginica reta r que passa no ponto A e tem a diregao do vetor u .

Uma equacdo vetorial dareta r é:

P=A+ku,kER
P éum ponto qualquer daretae u é um vetor diretor da reta.

Considerando as coordenadas dos pontos P e A e as coordenadas do vetor U, a equagao vetorial da reta r
tem a forma:

Noplano: (x, y)= (X, ¥o) + k(u,, u), kER
Noespaco: (x, y, 2)=(Xo, Yo, Zo) + k(u,, u,, u;), kER

Do mesmo modo, também se pode definir vetorialmente uma semirreta e um segmento de reta:

Semirreta AB: P=A+kAB, kE IR
294 Segmentodereta [AB]: P=A+ kAB, ke[o, 1]
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Equacao reduzida de uma reta no plano

' No plano, a equagao reduzida de uma reta r, nao vertical, € do tipo:
y=mx+b,comm, b€R B 7

*m éodeclivee b éaordenada naorigem. A

«Se A(x,, yo) e B(x,, y,) sao pontos dareta r, entao:
e Yi—Yo /
X; — X, o

o X u
«Se u =(u,, u,) é um vetor diretor dareta r, entdo m = u—’
1

<l

+Se o éainclinagdo dareta r (angulo nao negativo que
a reta faz com o semieixo positivo Ox), entdo m=tgo.

« Uma equacéao da uma reta r de que se conhece um ponto ¥
A(X,, y,) eodeclive m é: y — y,=m(x — x,).

«Se m (m # 0) é o declive de umareta r, entao m'=—# = - .
é o declive de qualquer reta perpendicular areta r. .

« Uma reta vertical nao tem declive definido. E definida por

uma equacao do tipo x =X, .

Equacoes cartesianas de uma reta no espaco

. Equagbes cartesianas da reta r que passa no ponto A(x,, ¥, 2,) e que tem a diregdo do vetor
U =(uy, uy, u) comu, #0, u, #0 e u; #0:

X—Xo Y—=Yo_Z—2Zy —AlX, Y 2) — Ponto da reta
u, u, u; <«—u=(u,u,u) -Vetordiretordareta

AY‘Yoz__z_zo.

«Seu=(0,uy, u;), comu,#0eu;#0,r:x=x, = -
2 3

«Seu=(0,0,u), comu; 0, r: x=XAy=y,.

Angulo de duas retas. Retas paralelas, retas perpendiculares e retas
complanares

' Sejam T e s vetores diretores das retas r e s, respetivamente.

« Se o é o angulo formado pelasretas r e s, entéo: AR
; I71xIs1

orf/s & T))s <> IkER: T =ks
rlseEST LS &S F5=0

Duas retas r e s, do espaco, sdo complanares se, e s6 se, r//s ou r e s sao concorrentes.
295

CPEN-MA12 © Porto Editora

Casa da Aula - Centro de Explicagbes - www.casadaaula.com



296

Unidade 4 - Geomelfria

P Exemplo 5

5.1. Considere, num referencial o.n. xOy:
-areta r quepassaem A(—2, 6) e B(8, 1);
-areta s, perpendicular a reta r e com a mesma ordenada na
origem;
-areta t definida pela equacao(x, y)=(4, 3)+k(2, 1), kER.

a) Escreva a equacao reduzida dareta r.
b) Escreva uma equacao vetorial dareta s.

¢) Calcule a amplitude, em graus com aproximagao as décimas, do
angulodasretas r e t.

5.2. Considere, num referencial o.n. Oxyz, asretas r e s definidas por:

2 -
r;X;1= 4y=2e5:(x'y’z)=(20f4r—8)+k(1,2,—2),k€IR

a) Defina areta r através de uma equacao vetorial.
b) Mostre que as retas r e s sao concorrentes.

¢) Defina, através de equagoes cartesianas, a reta que passa na origem
do referencial e é paralelaareta r.

5.1. a) A(-2, 6) e B(8, 1); seja y=mx + b aequacaodareta r.

1=i6 =35 1
m= = —
8+2 10 2
r:y—6=—1—(x+2)<:y=—1—x—1+6 Usou-se a formula
: 2 Y= Yo=mx—x)
rs y:—1—x+5
’ 2

b) O declivedareta r é m=— %

Logo, o declive dareta s, perpendicularareta r, é
1

m=——=2,
m

Seareta s temdeclive m'=2, entdo s =(1, 2) é um vetor
diretor dessa reta.

Se areta s tem a mesma ordenada na origem, b=5, queareta r,

entéo o ponto de coordenadas (0, 5) pertenceareta s.

Portanto (x, y)=(0, 5)+k(1, 2), k €EIR é uma equagao veto-

rialdareta s.

¢) Seja o aamplitude do 4ngulodasretas r e t.

Odeclivedaretar é m=— % Logo, r =(2, — 1) é um vetor
diretor dareta r.

t =(2, 1) é um vetor diretor dareta t.
7t @, -1-@, 1 _[4-1]_3

[FIxI{l Va+1xVa+s1 5 5

cos o =

Se cosaz%, entao o = 53,1°.

D Verifica 5

5.1. Considere, num referencial
o.n. xOy, os pontos A(-3, — 1)
eB6,-4). - !

a) Escreva a equagao reduzida da
reta r que passaem A e B.

b) Escreva uma equagao vetorial
dareta s que passa no ponto
A e é perpendicularareta r.

¢) Calcule aamplitude, em
graus, do angulo das retas
s e t, sendo t definida pela
equagao y =-— 2x.

(continua)
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2= —2
)r:x+1= Yzz@x+1=}' _z

8 4 8 -4 1

Areta r passanoponto A(—1, 2, 0) e tem a direcao do vetor
T=@8,-4,1).

r:(x,y,2=(-1,2,0+k(8,-4,1), kER

b) Seja R um ponto genérico dareta r:

x,y,2=(-1,2,0+k(@B,-4,1),kER &
< (x, y,2)=(-1,2,0)+(8k, -4k, k), kKER &
& (x,y,2)=(-1+8k, 2-4k, k), kER

Portanto, R tem coordenadas (— 1+ 8k, 2 — 4k, k), kER.

Seja S um ponto genéricodareta s:

x,y,2=(20,4,-8+1(1,2,-2),A€ER &
& (x,y,2=(0+1,4+21,-8-21), A ER &

Logo, S tem coordenadas (20 + 1, 4 +24, -8 -21), A ER.

Asretas r e s sao concorrentes se existirem numeros reais k e A
tais que:

(-1+8k, 2-4k, k)=(20+1,4+21,-8-21), k, LER

(-1+8k, 2—4k, k)=(20+A, 4+21, -8-21) &

-1+8k=20+41 k=-8-24
—{2-4k=84+20 {-1+8(-8-21)=20+1 &
k=—8-2 2-4k=4+2
k=—-8-24 k=2
S {(-1-64-161=20+1 & (A=-5
2-4k=4+21 -6=-6

O sistema é possivel sendo a suasolugdo k=2 AA=-5.

Para k=2,

(-1+8k,2-4k, k=(-1+16,2-8,2)=(15, -6, 2).
As retas r e s sao concorrentes no ponto de coordenadas
(15 — 65 2)s

¢) A reta em causa passa no ponto 0(0, 0, 0) etem adirecao do
vetor r=(8, -4, 1).

Logo, pode ser definida pelas equagdes:

x-0 y-0 z-0 X y
— —4 @—":——':
8 -4 1 § 4 -

Unidade 4 - Geometria

D Verifica 5

5.2. Considere o cubo
[ABCDEFGH], num referencial
o.n. Oxyz (o ponto D nao esta
representado na figura).

Admita que as coordenadas dos

pontos A, B e H sdo (8, 4, 0),

6,10,3)e(5,-1,8),

respetivamente.

a) Determine as coordenadas
do ponto G.

b) Determine uma equagao
vetorial dareta AB.

) Determine as coordenadas do
ponto de intersecao da reta
AB com o plano yOz.

d) Defina, através de equagdes
cartesianas, areta AG.

e) Calcule aamplitude, em graus
com aproximagao as décimas,
do angulo das retas AB e AG.

f) Determine a area da secgao
produzida no cubo pelo plano
[PBC] em que P é o ponto de
[EF] tal que PF=24.

Casa da Aula - Centro de Explicagbes - www.casadaaula.com
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6. Conjuntos de pontos definidos por condi¢oes no plano
e no espaco

Mediatriz do segmento de reta [AB]

. Dados dois pontos A e B, do plano, a mediatriz do segmento de reta [AB] 37} B
€ o conjunto de pontos P(x, y) do plano que satisfazem a condicéo: :

MP - AB =0, sendo M o ponto médio de [AB]. A

Plano mediador do segmento de reta [AB]

' Dados dois pontos A e B, do espaco, o plano mediador do segmento de reta [AB] 2)
é o conjunto de pontos P(x, y, z) do espaco que satisfazem a condicao:

>
o]

MP-AB =0, sendo M o ponto médio de [AB].

Circunferéncia de diametro [AB]

. Dados dois pontos A e B, do plano, a circunferéncia de diametro [AB]
é o conjunto de pontos P(x, y) do plano que satisfazem a condigao:

>
{+. ]

O O

PA-PB =0

Superficie esférica de diametro [AB]

' Dados dois pontos A e B, do espaco, a superficie esférica de diametro [AB]
é o conjunto de pontos P(x, y, z) do espaco que satisfazem a condicao:

PA-PB =0
Reta tangente a uma circunferéncia

’ Sendo A um ponto de uma circunferéncia de centro C, areta tangente
a circunferéncia no ponto A é o conjunto de pontos P(x, y) que
satisfazem a condigao:

AP - AC =0

Plano tangente a uma superficie esférica

>
3 “ A
©

' Sendo A um ponto de uma superficie esférica de centro C,
o plano tangente a superficie esférica no ponto A éo
conjunto de pontos P(x, y, z) que satisfazem a condigao:

AP -AC =0
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D Exemplo 6
6.1. Considere, num rreferencial o.n. Oxyz ospontos A(4, 0, 1),B(2, =2, 1)
eC2,-1,2).
a) Determine uma equagao da superficie esférica de didmetro [AB].
b) Mostre que o ponto C pertence a superficie esférica.

) Mostre que o plano de equagdao x =2z ¢é tangente a superficie
esférica no ponto C.

6.2. Considere, num referencial o.n. xOy, os pontos A(—3, 1) e B(5, — 3).
a) Determine uma equagao da mediatriz do segmento de reta [AB].
b) Identifique o conjunto de pontos P do plano, definido pela condicao
AP -AB =0.

6.1. a) A superficie esférica de diametro [AB] é o conjunto de pontos
P(x, y, z) do espaco que satisfazem a condicao PA-PB=0.
PA=A-P=(4,0,1)-(x,y,2)=(4-x, -y, 1-2)
PB=B-P=(2,-2,1)-(x,y,20=Q-x,-2-y,1-2)
PA-PB=0 <
S @-x,-y,1-22-x,-2-y,1-2)=0 &

S @B-x2-0+y)(-2-y)+(1-201-2=0 &
S 8-ax-x+X+2y+yY+(1-2=0 &

S (P-6x)+(P+2y)+(z-1+8=0 &

& (P-6x+9) -9+ +2y+1)-1+(z-1+8=0 &
& x-3F+y+1)+@z-17=2

Trata-se da superficie esférica de centro D(3, — 1, 1) eraio N2,

b)C(2,-1, 2)
2-3+1+10+2-10'=2140+1=2 & 2=2
Logo, o ponto C pertence a superficie esférica.

¢) O plano tangente a superficie esférica de centro D, no ponto C,
é o conjunto de pontos P(x, y, z) que satisfazem a condigdo:

CP-CD=0

5=P—C=(x,y,z)—(2,—1, 2)=(x-2,y+1,z-2)

cO=D-C=(3,-1,1)-(2,-1,2)=(1,0,-1)

CP-CD=0 & (x-2,y+1,z-2)-(1,0,-1)=0 &
&S x-2-2+2=0&~ x=z

=3%5 1=3

6.2. a) Ponto médio de [AB]: M( 5

Séja P(x,"y) um ponto genérico da mediatrizde [AB]. Entao:

MP-AB=0 < (x-1,y+1)-(8, -4)=0 &
< 8x-8-4y-4=0< 8 —-4y-12=0
& 2x-y-3=0¢& y=2x-3

PEN-MAI12 © Porto Editora

b) AP - AB = 0 define a reta qua passaem A e é perpendiculara AB.

T)' ou seja, M(1, — 1).»

Unidade 4 - Geometria

D Verifica 6

6.1. Considere, num referencial
o.n. xOy, os pontos A(- 1, 0),
B(7,6)e C(7,0).

a) Determine uma equacio da
circunferéncia de diametro
(AB].

b) Mostre que o ponto C
pertence a circunferéncia.

¢) Determine uma equacao da
reta tangente a circunferéncia
no ponto C.

6.2. Considere, num referencial
o.n. Oxyz, ospontos A(3, 0, 0)
eB(1,-2,-2).

a) Determine uma equagao do
plano mediador do segmento
dereta [AB].

b) Identifique o conjunto de
pontos P do espaco, definido

pela condigao AP-AB =0.

o]

by
©
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Unidade 4 - Geometria

7. Equacao cartesiana de um plano

. Uma equacao cartesiana do plano que passa no ponto
A(X,, Yo, Zo) € é perpendicularao vetor n =(a, b, c) é

a(x-—xo)+b(y—y°)+c(z—;:)=0

ou
ax + by + cz + d = 0 (equagao geral do plano)

7.1. Determine uma equacéo do plano que passa pelos pontos A(2, 0, — 1),
B(2, 1. 1) & C0; - 2:~3);

7.2. Considere asretas r e s definidas por:
r:(x,y,z)=0,1,-1)+k(1,0,2),kER
X=2

o = _z=3
T3 Y=7%

a) Mostre que as retas r e s sdo concorrentes no ponto /(2, 1, 3).

b) Determine uma equagao do plano 8 definido pelasretas r e s.

Dae s P T
resolucao

7.1. Precisamos de determinar o
vetor n =(a, b, c) perpendi- n
cular ao plano o pedido.

O vetor n tera de satisfazer
as condigoes:

n-AB=0en-AC=0

AB=B-A=(2,1,1)-(2,0,-1)=(0,1, 2

AC =C=A=(0, =2,~3)=@,0,~V=(2,~2, -2
n-AB=0 s (@, b,0-(0,1,2)=0 =
n-AC=0 (@, b,0:(-2,-2,-2)=0

P b+2c=0 P b=-2c s
—-2a-2b-2c=0 a+b+c=0

b=-2c b=-2c
= Pt
a-2c+c=0 a=c¢

Exprimimos b e a em funcaode c.

Assim, n =(c, — 2c, ¢) define a familia de vetores perpendicula-
res ao plano «.

Por exemplo, para c=1 obtemos n=(1, -2, 1).

S|

D Verifica 7

7.1. Determine a equagao do
plano que passa pelos pontos
A(1,1,1),B0,2,2e
EE 215 ),

7.2. Considereasretas r e s
definidas por:
il _y___z—_2

4 7
s:(x,y,2=@2,0, 3)+

+k(-4,1,-7), kER

a) Justifique queasretas r e s
sao estritamente paralelas.

b) Determine uma equagao do
plano B definido pelas retas
res.
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Unidade 4 - Geomelria

Substituindo estes valores na equacdo ax + by + cz+d =0, obtemos
x—-2y+z+d=0.

Finalmente, para determinar d, substituimos x, y e z pelas coordenadas
de um ponto do plano, por exemplo, do ponto A(2, 0, — 1).
2-2x0+(-1)+d=0<= d=-1

Logo, a equacao do plano o podeser x—2y +z—-1=0.

7.2. a) Substituindo k por 2 naequacao dareta s obtemos o ponto /:
(x,y,2=0,1,-1)+2(1,0, 2)=
=0,1,-1)+(2,0,4=(2,1,3)

r =(1, 0, 2) éum vetor diretor dareta r.

_ _ _ =1 _
g1 X 2:1_y=z 3 e X=-2 Y—' 2 3

2 5 2 =1 5
Areta s passanoponto /(2, 1, 3) etem adiregao do vetor
5=2i—1:5):

Asretas r e s tém direcdes diferentes e passam as duas no
ponto /. Logo, sao concorrentes neste ponto.

b) Seja n =(a, b, c) um vetor perpendicular ao plano /3.

Entao:

=1

{ -Z:o s {(a,b,c)-(2,~1, 5)=0
n-s=0 b =

{2a—b+5c=0 {2x(—2c)—b+5c:0
=

a+2c=0 a=-2c
{b=c

L
a=-2c

n=(-2,c, 0

Parac=-1,temos n=(2,-1,-1).
B:2x-y-z+d=0

Como /(2, 1, 3) éum pontode 3, vem:
2x2-1-3+d=0& d=0

Portanto, f: 2x—y—-z=0.

8. Posicao relativa de retas e planos

Paralelismo e perpendicularidade de retas e planos

Consideremos dois planos o e 3 e os respetivos vetores normais n, e ng:
o:ax+by+cz+d=0; ns=fa; b; ¢

B:ax+by+cz+d=0; ng=(a,?b,c)

PEN-MA12 © Porto Editora

. S— .
Caia r 1imarataa r 11im uatar diretarda r
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Planos paralelos Planos perpendiculares
. a//B & n,//ny <> IkER: n,=kn, . alB&n,Lng < n, ng=0

F,’ -
Ny
Reta paralela a um plano Reta perpendicular a um plano
' Flo D> FLh, & T n,<0 ' rla& T//n, < IkER: T =kn,
£ r
Ny
D Exemplo 8 D Verifica 8
Num referencial o.n. Oxyz, considere os planos «, e y eareta r defi-  Num referencial o. n. Oxyz,
nidos pelas condigoes: considere os planos &, B e y e
oa:x—2y+z—-1=0 B:2x—4y—-z+2=0 areta r definidos pelas
condigoes:
Y:x—-z=0 r:=x=z-1Ay=1
a:x—2y—-3z-1=0
8.1. Verifique se o plano « é paralelo ao plano f3. B:2x-4y-62-3=0
8.2. Mostre que: y:4x—ky—2kz=0
; : . ki (R 5
a) o plano 7 é perpendicular ao plano «; A5 G S

b) areta r é perpendicular ao plano ¥;

z lel | 8.1. Mostre que o plano « é
¢) areta r é paralela ao plano «. pivsdeld aopland' B

8.3. Determine o ponto de intersecao da reta r com o plano f3. 2.3 Ditdnkinels idorde &

sabendo que o plano y é
perpendicular ao plano «.

n,=(1,-2,1),n;=(2,-4,-1)en,=(1,0, 1) sdovetores per- g3, Verifiqueseareta r é

pendiculares aos planos o, 3 e y, respetivamente. perpendicular ao plano .
ri—-x=z-1Ay=1 <:>L:z"1/\y=1 8.4. Determine o ponto de

=1 1 intersecao da reta r com
Areta r passanoponto (0, 1, 1) etem a direcao do vetor oplano a.
r=(=1,;0;1):

8.1. a//B < n,//n,

n,=01,-2,1),n;=(2,-4,-1)

2_-4 -1 —- = . :
Como T=— #—=, n, e n; ndosao colineares.

302 Logo, o plano o nao é paralelo ao plano 3.
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8.2.

8.3.

9.

Unidade 4 - Geomelria

a) nr-n,=(1,0,-1)-(1,-2, 1)=1+0-1=0

Como n,-n, =0, oplano y é perpendicular ao plano o.

b) T=(-1,0,10en,=(1,0,-1)

Como T e n, sao colineares (n,=- ), areta r é perpendi-
cular ao plano 7y.

o r=(-1,0,10)en,=(1,-2,1)
T-n,=(=1,0,1:01,-2,1)=-1+0+1=0

Como r-n,=0, areta r é paralelaao plano .

Areta r passa no ponto (0, 1, 1) e tem a direcao do vetor
T=(-1,0,1).

Logo, (x, ¥, 2)=(0, 1, 1)+k(-1,0,1), kEIR éumaequacao
vetorial dareta r.

Seja R um ponto genéricodareta r.

Entdo, R(-k, 1, 1+k), kER.

Pretendemos determinar k € IR de modoque RE f3.

Substituindo x, y e z em 2x— 4y —z+ 2 =0 pelas coordenadas
de R, obtemos:

2x(-k-4x1-(1+k+2=0 &
& —-2k-k-4-1+2=0¢> -3k=3 & k=-1

Substituindo k por —1 em R, obtemos (1, 1, 1-1)=(1, 1, 0).

Portanto, o ponto de intersecao da reta r com o plano B tem
coordenadas (1, 1, 0).

Intersecao de planos

Intersecao de dois planos

A intersecao é uma reta. A intersecao é o conjunto vazio. A intersecao é um plano.

Dois planos podem ser concorrentes ou paralelos:

Planos concorrentes Planos paralelos

|
4 |

Estritamente paralelos Coincidentes

W 4
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Intersecao de trés planos

A intersecao de trés planos pode ser um ponto, uma reta, um plano ou o conjunto vazio.

Dadas as equacgbes gerais de trés planos «, 8 e y recorremos a resolugdo e interpretagao do resultado
do sistema formado pelas trés equagdes dos planos para avaliar a sua posicao relativa.

Varias situagoes podem ocorrer:

® Os trés planos sao paralelos.

-

gl
S "
.

Sistema impossivel. Sistema impossivel. A intersecao é um plano.

Sistema possivel indeterminado.

* Dois (e s6 dois) dos trés planos sao paralelos.

=

Sistema impossivel. Aintersecao é uma reta.

Sistema possivel indeterminado.

® Ndo ha planos paralelos.

A intersecao é um ponto. Aintersecao é uma reta. Sistema impossivel.

Sistema possivel determinado. Sistema possivel indeterminado.
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D Exemplo 9

Em cada um dos seguintes casos indique, justificando, a posi¢ao relativa dos
trés planos «, B e y. Se necessério resolva o sistema de equagdes para
determinar a intersecao dos trés planos.

9.1.

9.2

9.1.

9.2,

a:3x—-y+2z-1=0
B:—6x+2y—4z+3=0
Y: 2x—-y=0

a:3x+2y—-2+1=0
B:2x-y+z-5=0
Y:x+y+z—-2=0

Os planos o e 3 sao estritamente paralelos porque:
3. =1 2 =1

-6 2 -4 3
O plano 7 interseta os planos « e f3
segundo retas paralelas.

O sistema resultante é impossivel.

Como entre os trés planos dados nao ha planos paralelos, é neces-
sario resolver o sistema para avaliar a posicao relativa dos trés
planos.

Vamos usar o método de substituicao.

3x+2y-z+1=0 X=—y—-z+2

2x-y+z-5=0 < (3(-y-z+2)+2y-z+1=0

X+y+z-2=0 2(-y-z+2)-y+z-5=0
X=—y—-2z+2 X=—y—-z+2

& \—y-4z2+7=0 <~ (y=—4z+7
-3y-z-1=0 -3(-4z+7)-z-1=0
X=—y—-z+2 X=—y—-z+2

&S\ y=—42z+7 S (y=—-4%X2+7
11z2-22=0 z=2
x=—(-1)-2+2 x=1

= y=-1 = y=-1
z=2 z=2

Os trés planos intersetam-se no ponto de coordenadas (1, — 1, 2).

10. Programacao linear

Nos mais diversos campos de atividade, em particular no dominio da

economia, a programacao linear permite encontrar a solu¢do 6tima para
um determinado tipo de problemas.

Apresentamos de seguida a resolugao de problemas tipicos de progra-
macao linear onde se abordam os passos essenciais para a compreensao
5do método utilizado.

Unidade 4 - Geometria

D Verifica 9

Considere os trés planos que a
seguir se definem através das
respetivas equagoes.
Determine a intersecao desses
planos e interprete
geometricamente o resultado.

9.1. a: x+3y+2z—-2=0
B:2x-y+5z+5=0
¥Y:—=3x+2y+2+9=0

9.2. o: x—52=0
B:2x+y-3z=0
Y:5x+3y—-4z=0
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Unidade 4 - Geometria

D Exemplo 10

10.1.

Na figura estd representada a regiao y
admissivel de um problema de progra-
macao linear. Esta regido corresponde

ao sistema:

x< 80
y<50
X+y2>60
x+4y >120

Qual é o valor minimo que a funcao objetivo z=20x + 35y pode
alcancar nesta regiao?

10.2. Um agricultor dispoe de uma area de 40 hectares para semear milho

10.1.

e centeio.

Para que se possa candidatar a um subsidio de apoio a produgao tem
de semear, pelo menos, cinco hectares de centeio.

Cada hectare de milho envolve custos de producao de 1000 euros e
dé um lucro de 500 euros.

Cada hectare de centeio tem custos de producdo de 600 euros e da
um lucro de 380 euros.

Sabe-se que o agricultor esta limitado a um investimento méaximo de
30000 euros.

Quantos hectares de cada tipo de cereal deve o agricultor semear de
modo que tenha o lucro maximo?

Coordenadas dos vértices ydD c
x+y=60
Vértice A: { y < (x, y)y=(40, 20)
x+4y =120 A s
ol %
+4y =120
Vértice B: {i_sg & (x, y)=(80, 10)

Vértice C: (x, y)=(80, 50)

x+y=60

e y)=(0,50

Vértice D: {

Valores de z=20x+ 35y nos vértices da regido admissivel:

Vértice z=20x+ 35y
A(40, 20) 1500 «— Minimo de z
B(80, 10) 1950
C(80, 50) 3350
D(10, 50) 1950

O valor minimo da fun¢dao z=20x+ 35y é 1500 para
x=40Ay=20.

D Verifica 10

10.1. Considere o seguinte
sistema de restrigoes:

y-x<20
2x+y < 140
X+ 2y > 100

a) Represente geometricamente
a regiao admissivel definida
pelo sistema dado.

b) Qual é o valor maximo que a
func@o objetivo, definida por
z=4x+y, pode alcancar
nessa regiao?

10.2. Uma fébrica de mobilias
encontra-se a produzir mobilias
de quarto de

dois tipos.

Para produzir uma mobilia do
tipo A sao necessarias 8 horas
na montagem e

20 horas na secgao de pintura e
acabamento.

Para produzir uma mobilia do
tipo B sdo necessarias 16 horas
na montagem e 10 horas na
seccao de pintura e acabamento.

A empresa dispoe, por semana,
de 1040 horas na secgao de
montagem e de 1400 horas na
seccao de acabamento.

Sabe-se que cada mobilia do tipo
A da um lucro de 7500 euros e
cada mobilia do tipo B da um
lucrode 10000 euros.

Sabe-se ainda que, por motivo de
armazenamento, a empresa nao
pode produzir mais de

80 mobilias por semana.
Quantas mobilias de cada tipo
deve a empresa produzir por
semana para que o lucro obtido
seja maximo?

(continua)
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Unidade 4 - Geometria

10.2. Sejam: $2
D Verifica 10

CPEN-MAI2 © Porto Editora

x : o numero de hectares de milho
y: o numero de hectares de centeio

10.3. Uma empresa comercializa
uma linha de produtos

Restri¢des do problema: designada por “Sabores da
Lusofonia”.

x>0 (O niimero de hectares de milho é nao negativo.) Desta linha constam duas marcas

S5 (Tem de semear pelo menos 5 ha de centeio.) de café, A e B, obtidas a partir
yz - (Disp;')e. d; uma area de 40 ha para semear milho da mistura de café proveniente
VS, (eEcef‘l.e o ¥ bt de Timor com café oriundo de
1000x + 600y < 30000 sta limitado a um investimento maximo de

= 30000 € .) Angola.

Funcao objetivo: L(x, y)=500x+ 380y (Cada hectare de milho da um
lucro de 500 € e cada hectare de
centeio da um lucrode 380 € .)

Regiao admissivel:

4 A marca A é obtida misturando
um quilograma de café de Timor
50 :
\ x+y=40 por cada trés quilogramas de
D café de Angola.
- - ¥ A marca B obtém-se misturando
0 40 dois quilogramas de café de
C 40 0 Angola por cada trés

1000x + 600y = 30 000

quilogramas de café de Timor.
Semanalmente, a empresa

10 =5 dispoe de, no méximo, 900 kg
5 A Y= X y de café de Timore 1300 kg de
0 16 ‘ 30\ 40 X 0 50 café de Angola.

\ \ X+y=40 30 0 Por razdes de presenca no
1000x + 600y = 30 000

Coordenadas dos vértices Be C:

1000x + 600y = 30 000
{ x y & (x, y)=(7, 5)

y=5

1000x + 600y = 30 000
{ i & (x, y)=(15, 25)

x+y=40

Valores de L(x, y)=500x+ 380y nos vértices da regiao
admissivel:

Vértice L(x, y)=500x + 380y

A0, 5) 1900

B(27, 5) 15 400
c(15, 25) 17 000 «— Maximode L
D(0, 40) 15200

0 valor méaximo da funcao objetivo é 17 000 €, obtido no vértice C.

Para que o lucro do agricultor seja maximo devera semear
15 hectares de milho e 25 hectares de centeio.

mercado, a empresa devera
produzir, semanalmente, pelo
menos 600 kg de café da
marca A e 400 kg de café da
marca B.

Cada quilo de mistura da marca
A ddumlucrode 5 € ecada
quilo de mistura da marca B da
um lucrode 6 €.

Sabendo que todo o café
colocado no mercado é vendido,
quantos quilogramas de cada
uma das misturas devem ser
produzidos semanalmente para
que o lucro obtido seja maximo?
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Questoes tipo exame

Questoes resolvidas

@ Relativamente ao quadrilitero D
[ABCD] da figura, sabe-se que:

«[ABD] é um triangulo
isdsceles e retanguloem A;

«[BCD] é um tridngulo
retangulo em B;

«AB=2e BC=1.

Qual é o valor do produto escalar CD-CB?

3\/ 9\/
(CYRY (B) 1 5~ D) ==

Resolucao
—2 —_2 —2
BD =AB + AD
BD=\4+4=\8
CD =BD +BC
CD=V8+1=3
cos(CDAﬁ) CB .

> 3

cD-CB =||5|IXI\CB||COS(5AE§) =3x1 x%: 1

Resposta: (B)

@ Num referencial o.n. Oxyz, qual das seguintes condi¢oes
define uma reta paralela ao eixo Oz ?

R) ¥=2 A2=0

B) (x,y,2=0,1,1)+k(0,0,2), kER

(€ z=1
(D)x=yAz=0
Resolucao

k=(0, 0, 1) éum vetor com a diregdo do eixo Oz.

Um vetor diretor da reta definidapor x=2 Az=0 é
T=(0,1,0).

Como T e k nao sdo colineares, pois, qualquer que seja
AER, A0,0,1)=(0,0,1)=(0, 1, 0), aretadefinida
por x =2 A z=0 nao é paralela ao eixo Oz.

Um vetor diretor da reta definida por
x,y,2=01,1,1)+k(0,0,2),kER&és=(0,0,2).

Como s =(0, 0, 2)=2(0, 0, 1)=2k, osvetores s e k
sao colineares. Logo, esta reta é paralela ao eixo Oz.

Resposta: (B)

Questoes propostas

m [AB] é um diametro de uma

circunferéncia de centro O eraio 2.
Qual é o valor do produto escalar
BO-BA?

m)-4 (B4 (8 (D)-8

Na figura, esta representado um
triangulo [ABC], retanguloem C.

O segmento C

dereta [CD]

éaaltura

relativa a i
hipotenusa. A D B

Sabe-se que AC=15 e AB=25.

12.1. Justifique que os triangulos
[ADC] e [ABC] sao semelhantes.

12.2. Mostre que cD=12.

12.3. Determine o valor do produto
escalar CD- CB.

Num referencial o.n. Oxyz, qual das
seguintes condigdes define uma
reta paralela ao eixo Ox?

A)x,y,2=01,1,1)+k(0,1,1),

keR
B)x=1
©y=0Az=1
(D)x=0Ay=z

Num referencial o.n. Oxyz, qual das
seguintes condi¢des define uma
reta perpendicular ao eixo Oy?

R 2x=zAy=1
B)x=1Az=0

©y=0
(D)(X, y’ z)=(1l 11 1)+k(01 110)1
kEeR

B Qual dos seguintes pontos pertence

a reta de intersecao dos planos
concorrentes o e 3, definidos por
x+y—-z=1e 2x-5y—2z=2?
(A)(2,-1,0 (B)(©,0,-1)

©@,1,1) (0)(1,1,0)

Casa da Aula - Centro de Explicagbes - www.casadaaula.com

©I0NPH 004 & ZIVIN-NIdD



Questoes resolvidas

@ Para determinado numero real ¢, considereareta r eo
plano B, definidos num referencial o.n. Oxyz,

y—1

2

Sabe-se que areta r é paralela ao plano f.

. X
respetivamente por — = =ze3x—-ay-z=2.
o

Qual é ovalorde a?

(A) -3 (8) -1 © 1 (D) 2
Resolugdo
x Y-l e X YL 2
o 2 o 2 1

T =(cx, 2, 1) éum vetor diretordareta r.
u=(3, -a, 1) é um vetor perpendicular ao plano f3.
Areta r é paralela ao plano f3 se, e s6 se, 0s vetores r e u
forem perpendiculares, ousejase ¥ -u =0.
T u=0 < (,2,1)@,-a,-1=0=

&~ 3a-20-1=0> a=1

Resposta: (C)

Num referencial o.n. Oxyz, aintersecao da superficie
esférica de equacdo x? + (y — 4)’ + 2 = 25 com o plano
x0z é:

(A) um ponto;
(B) o conjunto vazio;
(€) uma circunferéncia de raio 4;

(D) uma circunferéncia de raio 3.

Resolugdo
A superficie esférica de equacio x> + (y — 4)° + 2 = 25 tem
centro no ponto C de coordenadas (0, 4, 0) eraio 5.

Ol 3~\> N

A intersecao da superficie esférica com o plano xOz é uma
circunferéncia de raio r = a, sendo EEI = FCZ + 072 .

g
g
£ 2 2 2r>0

ZPortanto, 5°=4"+r" < r=3.
z
=
E

Resposta: (D)

Unidade 4 - Geometria

Questdes propostas

m Considere num referencial o.n. Oxyz,

a reta definida por
Xx-1=1-zAy=2.

Qual das equagoes seguintes define
um plano perpendicular a esta reta?

(A)x-z=3 ©x-y=3
B)x+z=3 (D)x+2y-2z=3

Num referencial o.n. Oxyz, considere

um ponto P que pertence a reta

definida por:
{x -2y=0
z=1
eovetor u de coordenadas
(1,3, 5).

Sabendo que os vetores OP e u
sdao perpendiculares, qual é a
abcissa do ponto P?

A)-2 (B2 (©-1 (D)1

m Num referencial o.n. Oxyz, considere:
- a esfera E definida pela condigao
=1+ -1V +2=9
-areta r definida pela condigao
X=3-yAz=0
Aintersecao da esfera £ com areta
ré
(A) um segmento de reta de
comprimento 3;

(B) um segmento de reta de
comprimento 6;

(€) o conjunto vazio;
(D) um ponto.

m Considereduasretas r e s,
distintas, perpendiculares a uma
mesmareta t.

Qual das seguintes afirmagoes é
necessariamente verdadeira?

(A) Asretas r e s sao concorrentes.
(B) Asretas r e s sao paralelas.

(€) Existe um plano o que contém
asretas r e s, talqueareta t é
perpendiculara o.

(D) Existem planos « e B que
contémasretas r e s,
respetivamente, tais que areta t
é perpendiculara o ea f3.
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Questoes tipo exame

Questoes resolvidas

@ Na figura, esta representado, num
referencial o.n. Oxyz, o cubo
[ABCDEFGH] (o ponto D nao esta
representado na figura).

Sabe-se que:
« 0 ponto H tem coordenadas
(5 P ] ' 8);
« 0 vetor HG tem coordenadas (-2, 6, 3).

15.1. Escreva uma condicao cartesiana que defina cada um
dos seguintes conjuntos de pontos.

a) Plano ADE b) Reta HG
¢) Superficie esférica de centro no ponto H a qual pertence
oponto G.

15.2. Sabe-se ainda que a equacdo 3x—2y+6z—16=0
define o plano ABC.

Determine, sem recorrer a calculadora, as coordenadas do
ponto D.

Resolucao
15.1.
a) O vetor HG é perpendicular ao plano ADE.

Logo, a equagao deste plano é do tipo
-2x+6y+3z+d=0.

Como(5, — 1, 8) pertence a este plano, temos
-2Xx54+6%x(-1)+3x8+d=0<¢>d=-8

Portanto, — 2x + 6y + 3z — 8 = 0 é uma equacao cartesiana
do plano ADE.

b) Equacbdes cartesianas da reta HG:
x=5 _y+1_2z2-8
-2 6 3
¢) Centro da superficie esférica: H(5, — 1, 8).
Raio da superficie esférica:

IHG| = V(- 27 + 6* +3°= Va9 =7
Equacao da superficie esférica:
(x—5PF+(y+17+(z-87=49

15.2. O ponto D é aintersecao dareta HD com o plano ABC.

Areta HD passano ponto H e tem a direcao do vetor de coor-
denadas (3, —2, 6), vetor perpendicular ao plano ABC.

Portanto, HD: (x, y, z)=(5, -1, 8)+k(3, -2, 6), kER.
Seja P um ponto genérico dareta HD.

As coordenadas deste ponto podem ser obtidas a partir da
equacao vetorial: P(5+3k, —1-2k, 8+6k), kER.

O ponto D é o ponto da reta que satisfaz a equagao do
plano: 3x-2y+6z—-16=0.

Entdo, 3(5+3k)—2(-1-2k)+6(8+ 6k —16=0 <
< 49% +49=0 &< k=-1

D(5-3,-1+2,8-6)

O ponto D tem coordenadas (2, 1, 2).

Questoes propostas

W04 @ TIVIN-NEdO

m Num referencial o.n. Oxyz, considere
os pontos A e B de-coordenadas:
(1:2:; Veld; 2; 7).

P é o ponto do segmento de reta
[AB] tal que AP = 2PB. Quais sdo
as coordenadas do ponto P?

m Considere, num referencial o.n. xOy,
uma circunferéncia de centro na
origem eraioiguala 10 e o ponto A
de coordenadas (0, 6).

Admita que B é um ponto do
primeiro quadrante que pertence a
circunferéncia e que a reta AB tem

declive igual a % :

21.1. Mostre que o ponto B tem
coordenadas (6, 8).

21.2. Determine uma equagao da
reta t, tangente a circunferéncia
no ponto B.

21.3. Seja o aamplitude, em radianos,

doangulodasretas t e AB.

Mostre que tg a = ?

a Na figura, esta representada, num
referencial o.n. Oxyz, uma
piramide quadrangular regular
[ABCDV].

Sabe-se que:

«Ospontos A, Be C A
tém coordenadas
8,-3,6),(8,5,0)
e (_ 2 ’ 5 ’ 0) ’
respetivamente.

*11y — 2z=55 é uma equacao do
plano BCV.

« O ponto E é o centro da base da
piramide.

22.1. Mostre que o ponto D tem

coordenadas (-2, — 3, 6).

22.2. Mostre que o plano ABC
pode ser definido pela equagao
3y+4z=15.

22.3. Determine as coordenadas do
ponto V.

22.4. Considere que V tem
coordenadas (3, 7, 11).

Seja a a amplitude, em radianos,
do angulo BVA.

Determine o valor exato de sina.
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Questdes para praticar

Itens de sele¢ao

m De um triangulo [ABC] sabe-se que:

PEN-MAI2 © Porto Editora

AB|=5 «AB-AC=15

. cos(ﬂfﬁ):%

Indique qual das afirmacdes seguintes é verdadeira?
(A) O triangulo [ABC] é retangulo.

(B) O triangulo [ABC] é obtusangulo.

(€) O triangulo [ABC] é is6sceles nao equilatero.
(D) O triangulo [ABC] é equilatero.

Na figura esta H G
representado um

cubo [ABCDEFGH] E
de aresta a.

Qual é o valor do
produto escalar s g C
AB - AG? %

(A)a (B) &
(€) 2a (D)o

Yemmmmemmnd e

Na figura esté representado, num referencial
o.n. Oxyz, o cubo [OABCDEFG].

z
D G
E ; E
N =
.20 Gy
A B
X

Os pontos A, C e D pertencem aos semieixos
positivos Ox, Oy e Oz, respetivamente.

O ponto G pertence a reta definida por:
x=0Ay=6-2z

Qual é a medida da aresta do cubo?

(A)1 (B) 2 ©3 (D)6

Considere, num referencial o.n. Oxy, areta r eo

- plano &, definidos, respetivamente, por:

x,y,2=2m, 4,-1)+k(1, m,-1), kER
e 2x+4y—-mz=0

Sabendo que a reta r é paralela ao plano «,
qual é o valorde m?
@-2 @

3

©-%2 (D)2

itens de construcao
[
Na figura esta y
representada, num \

referencial xOy,
umareta r eum

ponto P. P
«Aretar é
definida pela f(x)
equacao
4x+3y=25. 0 5 %

« O ponto P, deabcissa x, pertenceareta r.
Considere a funcéo f, de dominio IR, definida

por f(x)= —g-\/x2 - 8x+25.

27.1. Mostre que a distancia do ponto P a
origem do referencial, em fungao de x, é dada
por f(x).

27.2. Estude a funcao f quanto a monotonia e
indique a abcissa do ponto P paraaqual a
distanciade O a P é minima.

27.3. Escreva uma equacao da circunferéncia
com centro na origem do referencial e tangente
areta r.

Na figura, esta representado um prisma
triangular regular [ABCDEF], de alturaigual a 3
e aresta da base iguala 2.

Determine o valor exato de AE < AF .

Considere, num referencial o.n. Oxyz, duas retas
r e s, definidas por:

=Y. )=z
FiX=0=——=—
3 2

s:(¢;y,2=(3,0,-2)+k(-3,2,-1), kKER

29.1. Mostre que as retas r e s definem um
plano.

29.2. Mostre que o plano 3, definido pelas
retas r e s, é perpendicularao plano «
definido pela equagdo 2x—y—-z=0.

29.3. Determine, em graus, a amplitude do
anaulo formado pelasretas r e s.
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Questdes para praticar

m Na figura esta representado, num referencial
o.n. Oxyz, o cubo [OABCDEFG].

Z
D G
E ; L
L, sty
0 cy
A B

X

Os pontos A, C e D pertencem aos semieixos

positivos Ox, Oy e Oz, respetivamente.
O ponto F pertence ao plano definido pela
equagao x —2y+3z=4.

Determine a area do triangulo [OBD].

m Na figura, esta representada, num referencial
o.n. Oxyz, a piramide quadrangular regular
[ABCDV].

Sabe-se que:

*aequacao 2x +y — 2z + 6 = 0 define o plano

ABC;
« 0 ponto A pertence ao eixo Oz;
« o ponto V tem coordenadas (7, 8, —4).

31.1. Determine as coordenadas do ponto A.

31.2. Sabe-se que o ponto E é o centro da base

da piramide.

a) Defina areta VE por uma equacao vetorial.

b) Determine as coordenadas do ponto E.

31.3. Escreva uma condigao cartesiana que

defina a superficie esférica de centro no ponto V

e que passa na origem do referencial.

31.4. Sejam X e Y os pontos de intersecao do

plano ABC com os eixos Ox e Oy,
respetivamente.

Sabe-se que o é a amplitude, em radianos, do

angulo XAY.
Determine tg o .

m Seja [ABCDEFGH] um paralelepipedo retangulo.

H G
Fe—t
: h
p e
A B

Mostre que o valor do produto escalar AB - AG
nao depende da altura, h, do paralelepipedo.

m Na figura esta representado um referencial

o.n. Oxyz.

=<

X

Areta r é definida pela condicdo x=y =12 -2z.
O ponto P desloca-se sobre a reta r de tal
modo que é sempre vértice de um prisma
quadrangular regular, em que os restantes
vértices pertencem aos planos coordenados.

A cotade P variaentre 0 e 12.

33.1. Mostre que o volume do prisma é dado,
em funcao da abcissa x do ponto P, por:

V(x)=12x* - x*, com x € ]0, 12[

33.2. Determine as dimensdes do prisma de
volume maximo.

33.3. Seja o o plano definido pela reta r e pelo
ponto A de coordenadas (0, 24, 0).

Mostre que o plano o pode ser definido pela
equacao x+y+2z=24.

33.4. Seja s areta que passa na origem do
referencial e é perpendicular ao plano «.
Determine uma equacao vetorial da reta s.

33.5. Seja B o ponto de intersecao dareta s
com o plano . Determine as coordenadas do
ponto B e verifique que este ponto pertence a
reta r.

33.6. Verifique que, quando o ponto P tem as
coordenadas do ponto B, o volume do prisma
éiguala 128.

33.7. Resolva a equagdo V(x)=128.

Sugestao: Tenha em conta o resultado da alinea
anterior e aplique a regra de Ruffini.
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AvaliacGo

n Na figura, esta representado um retangulo [ABCD]. D C
Sabe-se que A_B=ae§E=%a. 3
—a
N 4
O produto escalar AB - AC éigual a:
() @ (B) —i—az © %az (D) %az A g B

a Considere, num referencial o.n. Oxy, asretas r e s, definidas, respetivamente, por:
r:3x-2y=14 e s:(x, =3, 4)+k(1,-5),kER
Qual é a amplitude, em graus, do angulo das duas retas?

(A) 90° (B) 45° (©) 67.6° (D) 3,2°

B Considere, num referencial o.n. Oxy, a circunferéncia definida pela equacao x*+y'=1.

Areta r é tangente a circunferéncia no ponto de coordenadas (%, g—)

Qual das equacdes seguintes define areta r?

3..5 3..6 4 8 4 5

A)y=—>x+— B)y=—>-x+¢ C)y=—-2-x+_ = )=

R y=-7x+3 W) y=~gxee ©y=-3x+z @) y=-3x+3
n Num referencial o.n. Oxyz, considere areta r:x=§=§eoplano o:x+2y+3z=14.

Indique qual das afirmagoes seguintes ¢ verdadeira.

(A) Areta r é estritamente paralela ao plano o .

(B) Areta r esta contida no plano ¢.

(€) Areta r interseta o plano a na origem do referencial.

(D) Areta r interseta o plano ¢ no ponto de coordenadas (1, 2, 3).

B Considere, num referencial o.n. xOy, os pontos A(-2, 6), B(- 3, 3) eovetor U =(4, - 3).
5.1. Seja o a amplitude do dngulo dos vetores U e AB. Determine cos(20).
5.2. Determine as coordenadas do ponto C, do eixo Ox, sabendo que otriangulo [ABC] é retanguloem A.

5.3. Usando o conceito de produto escalar de vetores, determine a equacao reduzida da mediatriz do
segmento de reta [AB].

a Na figura, esta representada, num referencial o.n. Oxyz, uma piramide quadrangular regular [ABCDV].
Sabe-se que:
« a base [ABCD] esta contida no plano xOy;
«oponto A pertence ao eixo Ox;
.0 ponto B pertence ao eixo Oy;
- o plano ABV é definido pela equacdo 18x+ 30y +17z—-90=0;
.o ponto E é o centro da base da piramide;
«aordenadade D é negativa.

6.1. Mostre que A e B tém coordenadas (5, 0, 0) e (0, 3, 0), respetivamente.

6.2. Mostre que D tem coordenadas (2, =5, 0).

PEN-MA12 © Porto Editora

&.2_ Mastre aue a altura da piramide é iqual a 6. 313
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Prova-modelo 1

Grupo |

Na resposta aos itens deste grupo, selecione a opcao correta. Escreva, na folha de res-
postas, o nimero do item e a letra que identifica a op¢ao escolhida.

CPEN-MAI12 © Porto Editora

Cotacoes
1. Quantos nimeros naturais pares, com quatro algarismos diferentes, se podem escrever? 5
(A) 2296 (B) 2520 (c) 2016 (D) 3600
2. Seja S o espaco de resultados associado a uma experiéncia aleatéria e sejam A e B dois acon- 5
tecimentos possiveis (ACS e BCS).
Sabe-se que P(A)=5P(ANB) e P(AUB)=2P(B).
Qual é o valor da probabilidade condicionada P(A|B) ?
1 1 1 1
® 3 ® 1 © 5 (©) 1
3. Seja f uma fungéo de dominio IR, derivavel em todos os pontos do dominio, tal que: 5
ef(x)>0, VXER
ef(1)=f'(1)=¢e
Considere a fungdo h, de dominio IR, definida por h(x)=f(x)x In [f(x)] .
O valor de h'(1) é:
A) e (B) 2e © ¢ (D) o
4. Seja f afungdo, de dominio IR*, definida por f(x)=In(2x). 5
A reta de equacdo y=2x+b é tangente ao grafico da fungéo f.
Qual é o valorde b ?
1
A 2 (B) 1 © 3 (D) -1
5. Seja (u,) asucessao definida por recorréncia do modo seguinte: 5
{u1 =100
u,,,+1=u,, Vn€N
A soma dos k primeiros termos de (u,) € igual a zero.
O valorde k é:
(A) 100 (B) 101 (©) 200 (D) 201 315
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5

Provas-modelo

6. Na figura estéa representada, num referencial o.n. xOy , uma circunferéncia de centro O eraio 2.

Sabe-se que:

* 0 ponto A pertence ao semieixo positivo Ox ;
e o ponto B tem coordenadas (0, 1);

e 0 ponto C pertence a circunferéncia;

e o é a amplitude, em radianos, do angulo AOC , com «a € ]0 ; g[ >

Qual das expressoes seguintes representa, em fungcdo de o, o comprimento do segmento de reta
[BC]?

A) V5-4sina (B) V5-4cosa (C) V2-2sina (D) V2-2cosa

7. Seja a um numero real nao nulo.

Considere, num referencial o.n. Oxyz , areta r e o plano f definidos, respetivamente, por
x,y,2=(1,0,1)+k(4-3a,0, 1), kER e x+az=1.

Sabe-se que areta r é paralela ao plano .

Qual é o valorde a ?

® 2 (8) 1 © 3 (©) -3

8. Na figura estdo representadas, no plano complexo, as imagens geométricas de cinco numeros
complexos: z, z,, Z,, Zz € Z,.

Im(2)

______

Qual é o nimero complexo que pode seriguala z+2' ?

A z (B) Z ©) z (D) z,
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Grupo Il

Nas respostas aos itens deste grupo, apresente todos os calculos que tiver de efetuar e
todas as justificacoes necessarias.

Quando, para um resultado, nao é pedida a aproximacao, apresente sempre o valor exato.

CPEN-MA12 © Porto Editora

. Em C, conjunto dos nimeros complexos, considere z =

/3. <j¥
\/écis%—1

Determine o menor numero natural n tal que z' é um numero real negativo.

Num saco estao seis bolas brancas e quatro bolas pretas, indistinguiveis ao tato.

2.1. Extraem-se ao acaso, sucessivamente e sem reposic¢ao, as dez bolas do saco.

Determine a probabilidade de as quatro bolas pretas nao sairem todas seguidas (sair pelo

menos uma bola branca entre duas bolas pretas).
Apresente o resultado na forma de fragao irredutivel.

2.2. Admita agora que, tomando como ponto de partida a constituigdo inicial, se colocaram mais

algumas bolas pretas no saco.

Considere a experiéncia aleatéria que consiste em retirar, sucessivamente e sem reposicao,

duas bolas do saco, e em registar a cor das bolas extraidas.

Relativamente a esta experiéncia aleatoria considere os acontecimentos:
A : “A primeira bola retirada é branca”;
B : “A segunda bola retirada é preta”.

Alw

Sabendo que o valor da probabilidade condicionada P(BIA) é
bolas pretas que foram posteriormente colocadas no saco.
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Provas-modelo

3. Na figura esta representado um referencial o.n. Oxyz .

Os pontos A e B tém coordenadas (6, 6, 0) e (0, 0, 3), respetivamente.

O ponto P desloca-se sobre areta AB de tal modo que é sempre vértice de uma piramide em que:
a base é um quadrado contido no plano xOy . A medida do lado do quadrado é igual & abcissa do;
ponto P eacotade P variaentre 0 e 3.

ZA
Bi
P
0 \\ =
LA y
X A
15 3.1. Mostre que o volume da piramide, em fungdo da abcissa x do ponto P, é dado por
V(x)=x2—%3, com x€]0, 6[.

15 3.2. Determine a altura da piramide de volume maximo.
15 3.3. Seja C o ponto do eixo Oy para o qual o triangulo [ACB] é retanguloem A.

Determine a area do triangulo [ACB] .

4. Seja f afuncao, de dominio IR, definida por:

- se x<0

f(x) =
&) xln(xj(—1>+3x se x>0

15 4.1. Determine f'(~ 1) recorrendo a definicao de derivada de uma fungdo num ponto.

4.2. Seja t aretatangente ao grafico de f no ponto de abcissa — 1.

10 a) Mostre que a equacéo reduzidadareta t é y=—x.
15 b) Mostre que existe um ponto do grafico da fungdo f, cuja abcissa pertence ao intervalo
X € ]— 15 , — }[ , em que a reta tangente ao grafico nesse ponto é paralela areta t.

Sugestao: Recorra ao Teorema de Bolzano.

15 4.3. O gréfico da fungdo f tem uma assintota obliqua quando x — + oo,
Determine a equagao reduzida dessa assintota.

318
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5. Considere a fungdo f, de dominio IR, definida por f(x)=e". 15

Na figura estao representados, num referencial Oxy , parte do gréafico da fungdo f e o triangulo
[ABC] .

/

(0] X

Sabe-se que:
e 0 ponto A tem coordenadas (0, 1);

* o ponto B pertence ao grafico da funcao f e tem abcissa no intervalo
Jo, 2[;

e o ponto C pertence ao eixo Oy e tem ordenada igual a do ponto B ;
¢ [CD] é a altura do triangulo [ABC] relativa a base [AB];
*CD=1

Determine a abcissa do ponto B, recorrendo a calculadora grafica.

Na sua resposta deve:
— equacionar o problema;

- reproduzir, num referencial, o grafico da fungao ou os graficos das fungées visualizadas, devida-
mente identificados;

—indicar a abcissa do ponto B com arredondamento as centésimas.

FIM

319
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Sugestdo de resolucdo

Grupoll E
s
1. 1°A 2°A 3°A 4°A §
9 8 7 1 Numeros cujo algarismo das unidades é 0. g
8 8 7 4 Numeros cujo algarismo das unidades é 2, 4, 6 ou 8.

IX8X7Xx1+8x8x7%x4=504+1792=2296

Resposta: (A)

2. P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)
2P(B)=5P(ANB)+ P(B)- P(AN B) < P(A)=5P(ANB) e P(AU B)=2P(B)
< 2P(B)-P(B)=5P(ANB)-P(ANB) &

P(A N B) 1

< P(B)=4P(ANB) & 6 s

= P(AlB):%

Resposta: (C)

3. h(x)=f(x)xIn[f(x)]

h'(x) = [f(x) x In(Fx)] =

=f'(x) x In [f(x)] + f(x) x [In(fx)] =

=f'(x) x In[f(x)] + f(x) x ®=

f(x)

=f'(x) x In[(F(x)] + f'(x)
Como f(1)=f'(1)=e, entao:
h'(M=f1)xIn[f)]+f(1)=exIne+e=ex1+e=2e

Resposta: (B)

4, f(x)=In(2x)

O declive da reta de equacdo y=2x+b é 2. Logo, esta reta é tangente ao gréfico da funcao f num
ponto de abcissa x tal que f'(x)=2.

fx)=2 <& los gl
X 2

(gl

O ponto de tangéncia tem coordenadas (%, 0). Este ponto pertence a reta de equagdo y =2x +b.

Logo, 0=2x%+b S b=-1.

Resposta: (D)
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6.

{u1 =100 {u, =100
Uy,1+1=u,, VnEIN Up,1—u,=—1,Vn€E€N

(u,) é uma progressao aritmética de razdo — 1 sendo u, = 100.
Logo, u,=100+(n-1)x(-1) &

& u,=100-n+1

&~ u,=101-n

g = MR e B0 100 xk=(201—k)k
2 2 9
201 — k) k
< (201 -k k=0
kEN
< 201 -k=0V k=04 k=201
Resposta: (D)

Sejam (a, b) as coordenadas do ponto C.

=CoOsSOx & a=2cosa

=sina & b=2sinx

NS N9

C2cosa, 2sin)

B(0, 1)

BC=V(2cosa—O0F +(2sina— 1)

=V4 cos’ar + 4 sin’o. — 4sino + 1

=V4(cos’a + sin’e) + 1 — 4 sin

=\/4x1+1—4sina=\/5—4sina

Resposta: (A)

r:(x,y,2=0,0,1)+k(4-3a,0,1), kER
T=(4-3a, 0, 1) é um vetor diretor da reta r.
B:x+az=1

u=(1, 0, a) é um vetor perpendicular ao plano .

Se areta r é paralelaao plano  entdo 7 L u, peloque 7-u =0

T Uu=0¢>@4-3a,0,1)-(1,0,0=0 &

& @4-3a)x1+1xa=0 o

&~ 4-3a+a=0

"= 4-2a=0

— 2a=4

&~ a=2
Resposta: (A)

u,=u,+(n-1)xr

S,,=———u‘;u"xn
y
C
B3,/
o :’b
O a A X
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Sugestdo de resolucéo
8. ComolZ=1,|7|=1
arg(Z’) = 3arg(2)

De entre os nimeros complexos representados, podemos concluir
(regra do paralelogramo) que z + Z* s6 pode serigual a z,.

Resposta: (D)
Grupo ll
3 L \/g—i” y \/g_i-sxus
T T | -
2cis—-1 L r)_
\/_054 \/i(cos4+|sm4) 1

V3-#i =\/§T(—i)
\/5(\/5 \§£.>_1 1+i-1

=S4 5
2

\/§+i=(\/§+i)x(—i)
i i x(—i)

=——M=1—\/§i

1
l=V12+(-V3)'=V1+3=2

Seja @ um argumentode z.

-3
tan6-1—=—\/§ —

6€4°Q

e=2cs(-)
o-foas(-3) 7o)

z" é um namero real negativo <= — 3=F +2kn, kEZ =

R
-3 é um argumentode z.

& -n=3+6k, kEZ &

& n=-3-6k,kEZ

O menor nimero natural n é 3 e obtém-se para k=—1.

®IONPY 0MOd & ZIVN-NIdD

2.
2.1. Comecamos por calcular a probabilidade do acontecimento contrario (as quatro bolas pretas sairem

todas sequidas).

Namero de casos possiveis: 10!

Ndmero de casos favoraveis: 4! x 6! x 7

4!'x6!x7 1
Pt S OB L
10! 30

A probabilidade de as quatro bolas pretas nao sairem todas seguidas é:

N .
322 30 30
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3.

2.2. Seja n o numero de bolas pretas posteriormente colocadas no saco.

Bolas brancas: 6
Bolas pretas: 4+n

Total: 6+4+n=10+n

6
P(A) =
( ) 10+n
P(BlA):S:"
= 4+n pretas)
PEIA)=3 = 4+ _3 s 16+an=27+3n & n=11
4 9+n 4

Foram colocadas no saco 11 bolas pretas.

A(6,6,0); B0, 0, 3)

31.AB=B-A=(0,0,3)-(6,6,0=(-6, -6, 3)=—6(1, 1, =
RetaAB: (x, y, 2)=(0, 0, 3)+k(1, 1,—%), kER
Um ponto da reta AB é da forma (x, y, z)=(k, k,3-

Se x éabcissa do ponto P, as coordenadas de P sao (x, x,3- %) com x€ Jo, 6[ .

1
2

5),ke|R
2

2

(ap6s ser retirada uma bola branca ficaram na caixa 9+ n bolas sendo

A medida da aresta da base da piramide é x eaalturaé 3 — % Logo, o volume é dado por:

1 2 X 2 X3
VX)==xx"xX|3-Z|=x"——
() 3 X < 2) X :

3'
3.3 V'(x)=(x’—x—) =2x—3x2=2x—5x

6 6

V'(x)=0 & 2x—%x2=0 —

,com x€E 0, 6.

L

= x<2—%x)=0 L —

= x=0V2——;-x=0 =

& x=0Vx=4

Como x€ ]0, 6[, vem x=4.

X 0 4 6
V' - 0 - -
"4 / Max. \.

O volume é maximo para x=4.

Se x=4, aaltura da piramide é

A altura da piramide de volume méaximo é iguala 1.
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Sugestao de resolugdo

3.3. A6, 6, 0)
AB=(-6,-6,3)

c(©,y, 0
AC=C-A=(0,y,0-(6,6,0=(-6,y—6,0) i

AC L AB <> AC-AB=0¢>(-6,y-6,0)(-6,-6,3)=0
& 36-6(y—6)=0 ¢ 36-6y+36=0 <
S oy=72 &> y=12

AC=(-6,12-6,0)=(-6, 6, 0)
[AB]=V/(6f +(-6f+3*=\/36+36+9=\81=9
[ACl= V(= 6f + (- 6} + 0= V/36 + 36 = V/36 x 2 = 6\/2

Como o triangulo [ACB] é retanguloem A, temos:

|48 ||><||AC||=9x6\/i=27\/£

A =
[Acs] 2 2

e - I\— = 2 (1+h)+1 _
4.1.f(-1)= lim f-1+h)-£ 1)= Iim( 1+h) e 1

h—0 h h—0 h

_1¥h _ - h_
- (h=1)¢ 1_ im (h*=2h+1)e"-1
h—0 h h—0 h
h*—2h)e" + " -1 - e’ h_
= lim ( je 3.8 = lim filfi—Z)e + lim & L
h—0 h h—0 h h—o0 h

=hlim0[(h—2)e"]+1=—2+1 =-1

4.2. a) Areta tangente ao grafico de f no ponto de abcissa — 1 tem declive iguala f'(— 1).
Como f'(-1)=-1, a equacdo reduzida dareta t édaforma y=—x+b.
0 pontq\de tangéncia tem coordenadas (— 1, 1) porque f(-1)=1.
Substituindo na equacdo y=—x+b, temos 1=—=(—=1)+b < b=0.
Logo, a equagdo reduzidadareta t é y=—x.

b) Qualquer reta paralelaa t tem declive — 1.

Pretende-se provar que existe x € ]— ;—, —%[ talque f'(x)=-1.

No intervalo ]- oo, 0[ a funcdo f' é definida por:
f'(x)= (") =
= g™ =
=xe*(2+x)
- f' é uma fungdo continuaem ]- oo, 0[ por ser definida pelo produto e composta de funcées
1 1

continuas (fungdes polinomiais e fungdo exponencial). Logo, f' é continua em [— 5 Z] °

324

Casa da Aula - Centro de Explicagbes - www.casadaaula.com

BIONDT OLIOT m PTUI AT I



CPEN-MA12 © Porto Editora

Prova-modelo 1

. 1 -‘_H( 1)
i< Z)=f-2 2-=]|m-124
( 2) ( Z)ez. 2
1
f'(-l)=<—'—)e‘:*‘(z—l>z—o,93
4 4 4
-1,24<-1<-093, ouseja, f'(— %)<— 1 <f'<— %)

Entéo, pelo Teorema de Bolzano:

f' écontinuaem [—;_ il l]

"4
S 1 0
—— =1 <Ff— =
f(2)<1f(4)

) xIn (%)+ 3x

x—+00 X X—+ 00

= lim [In(x+ 1)+3]=
X— + 00 X

= lim In(1+%)+3=ln1+3=0+3=3

X — + 00

=>3x€]—1—, —l[: fx)=—1
ik

lim [f(x)-3x]= lim [xln(xi1>+3x—3xJ=

X —» + 00 X —* + 00
. 1
= lim |[xIn|1+—]||=
X—+ 00 X 1 1
y=—=x=-=
X ) 4
= lim [lln(1+y)J= Se x—+00,y—0
y—oLy
In(1+
y—0 y

Logo, a reta de equagao y = 3x + 1 é uma assintota obliqua do gréafico de f quando x — + co.

A, 1)

B(x, €) com x€ ]o, 2[

(0, e

D=1

AC=le*~1|=¢"-1, porquese x>0, e~ 1>0.
BC=|x-0|=x, porque x>0.

AB=Vx*+(e" - 1)

A érea do triangulo [ABC] pode ser calculada por dois processoE

BE x AC _ ('~ 1)

A[ABC] = P P
AB X CD X+ -1Px1 Vx¥+(@E-1)7?
A === 2 . 2

325
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Sugestdo de resolugdo

x(e-1) V2 (=1
3 2

A abcissa do ponto B tera de ser solucdo da equagao

x(e"—'I):\/;z“"(ex-_‘I)2 P x(ex_])zm

2 2

Na calculadora gréfica, fazendo:
<Y, =x(e-1)

Y, =Vx +( -1y

determinou-se a abcissa do ponto intersegao dos respetivos gréficos.

[6) 1,14 2 X

A abcissa do ponto B é aproximadamente iguala 1,14.
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Prova-modelo 2

Grupo |

Na resposta aos itens deste grupo, selecione a opcao correta. Escreva, na folha de res-
postas, o numero do item e a letra que identifica a opcao escolhida.

CPEN-MA12 © Porto Editora

Considere os dois primeiros elementos e os dois Ultimos de uma certa linha do Triangulo de Pascal.
Sabe-se que o produto desses quatro elementos é igual a 441 .

Qual é o terceiro elemento da linha seguinte?
(A) 1540 (B) 231

(©) 1330 (D) 210

Um saco tem 10 bolas, numeradas de 1 a 10 . Extraem-se, ao acaso, duas dessas bolas e
multiplicam-se os respetivos niumeros.

Qual é a probabilidade de o produto obtido ser iguala 12 ?

1 2
W % -
1 4
© 3 © %

. Seja f uma fungédo, de dominio ]-1, + oo , com derivada finita em todos os pontos do seu do-

minio. Sabe-se que f', afungao derivada da fungdo f, é definida por f'(x)=In(x+ 1)+ ;—xz -X.

Quantos pontos de inflexao tem o grafico da fungéao f?

(A) Zero (B) Um
(C) Dois (D) Tres
. Seja (x,) a sucessdo de termo geral x,= n+1 .
Vn

Seja f uma funcao, de dominio IR".
De uma fungéo f sabe-se que limf(x,)=1.

Em qual das opgdes seguintes pode estar definida a funcao. £?

L
X

(A) D,=R\{0} e f(x):x(e —1)

(B) D,=R\{0} e f(x)=E—"
(C) D,=R' e f(x)= '”(Xx+ 1)

(0) D,=R' e f()="1%
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Provas-modelo

5 5. Qual das expressdes seguintes é o termo geral de uma progressao aritmética decrescente?
A a,=log, 2" ®8) b,=logs (15)
© c,=¢" (D) d,=e? .

5 6. Na figura esta representada, num referencial o.n. Oxy, uma circunferéncia de centro O eraio 1.

Sabe-se que: y

e o ponto A pertence ao semieixo positivo Ox ; &

e 0 ponto B tem coordenadas (-1, 0);

e o ponto C pertence a circunferéncia, : 7}

e o é a amplitude, em radianos, do angulo ABC, com o € ]O ; g[ . i e 4 3

Qual das expressdes seguintes representa, em fungéo de « ,
a area do triangulo [OCB] ?

@ Si'; = (B) sinacos a
(©) sin2w) ) cos2(2a)

5 7. Na figura esta representado, num referencial o.n. Oxyz, o cubo [OABCDEFG] de aresta 3.

b4
D G

Os pontos A, C e D pertencem aos semieixos positivos.

Sejam:

e a o plano que passa no ponto B e é perpendicular a OF ;

eP, Q e R os pontos de intersecéo do plano « com os eixos Ox, Oy e Oz, respetivamente.
Qual é o valor do volume da piramide [OPQR] ?

A 45 (B) 36 (c) 72 (D) 108

5 8. Na figura esta representado, no plano complexo, um segmento de reta.

Qual das condicdes seguintes pode definir, em C, esse conjunto de pontos?

(0] arg(2—2)=—34£/\|z—1 -i|< 1 Im(2)
(B) arg(z—2)=%t/\|z—1 ~ilgV2

() arg(z—1)=e;—n/\lz—1 -i|<1

328 (D) arg(z—1)=%7n/\|z—1 =i[&V2 0 Re(2)
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Prova-modelo 2

Grupo Il

Nas respostas aos itens deste grupo, apresente todos os calculos que tiver de efetuar e
todas as justificacoes necessarias.

Quando, para um resultado, nao é pedida a aproximacao, apresente sempre o valor exato.

Cotagoes

@-1° -9

N2

1. Em C, conjunto dos niumeros complexos, considere z = 15

Determine as raizes cubicas de z.

2. Numa escola secundaria, relativamente aos alunos do 12.° ano que realizaram o exame de Mate-
matica A no ano letivo anterior, verificou-se que:

* 96% dos alunos com classificacao positiva no exame de Matematica A obtiveram colocagéo no
ensino superior, na 1.2 opgao de candidatura;

¢ 90% dos alunos colocados no ensino superior na 1.2 opgao de candidatura obtiveram classifica-
¢do positiva no exame de Matemética A;

e quatro em cada cinco alunos foram colocados no ensino superior, na 1.2 opgéo de candidatura.
2.1. Escolhido um desses alunos ao acaso, qual é a probabilidade de ter obtido classificagao po- 15

sitiva no exame de Matematica A?

2.2. Admita que dos alunos dessa escola colocados no ensino superior na 1.2 opgéo de candida- 15
tura apenas 16 nao obtiveram positiva no exame de Matematica A.

Quantos alunos do 12.° ano realizaram o exame de Matematica A nessa escola?

3. Na figura esta representada em referencial o.n. Oxyz a piramide quadrangular regular [ABCDV] .

Sabe-se que:

» a base [ABCD] esta contida no plano xOy ;

e o ponto A tem coordenadas (1, 1, 0);

* 0 ponto C tem abcissa positiva e igual a ordenada;
* AC-AV =16

3.1. Determine uma equacéo do plano « que passa no ponto A e contém o eixo Oz. 15

3.2. Determine as coordenadas do ponto C . 15

329
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Provas-modelo

4. Considere a fungao f, de dominio IR, definida por:

X

e se x<0
fx)= ¢ (k & um namero real)
3Inx+1)+2x—1 se x>0 N

wIONPT 0M0d @ ZIVIN-NILD

15 4.1. Sabe-se que a reta tangente ao grafico da fungdo f no ponto de abcissa — 3 passa na ori-
gem do referencial.

Determine o valor de k.

15 4.2. Verifique se o gréafico da fungao f admite uma assintota quando x — +co.

10 4.3. Estude a fungdo f quanto ao sentido das concavidades e quanto a existéncia de pontos de
inflexdo no intervalo ]0, + ool .

5. Na figura esta representada, num referencial o.n. Oxy, a circunferéncia de centro na origem do
referencial e raio 1.

O ponto A é o ponto de interse¢ao da circunferéncia com o semieixo positivo Ox .
O ponto B tem coordenadas (1, 1).

Considere que o ponto P, partindo do ponto A, se desloca sobre a circunferéncia, dando uma
volta completa no sentido positivo.

Para cada posicdo do ponto P, seja a aamplitude, em radianos, do angulo AOP (a elo, 2n[).

Seja d afungéo que, a cada valor de «, associa a distancia, d(«), do ponto P ao ponto B.

15 5.1. Mostre que d(a)=V3-2cosa-2sinc.
15 5.2. Estude a fungdo d quanto a monotonia e a existéncia de extremos relativos.
330
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6. Considere a fungdo f, de dominio IR, definida por f(x)=Inx. 15

Na figura estdo representados, num referencial Oxy , parte do gréfico da fungédo f e o paralelo-
gramo [OABC].

O/1A 5 X

Sabe-se que:

* o ponto A pertence ao eixo Ox ;

e 0 ponto B pertence ao gréfico da fungdo f e tem abcissa no intervalo ]1, 5[ ;
* o ponto C pertence a bissetriz do primeiro quadrante;

¢ [OABC] é um paralelogramo de areaiguala 3.
Determine a abcissa do ponto B, recorrendo a calculadora gréafica.

Na sua resposta deve:
— escrever uma expresséo da area do paralelogramo [OABC] em fungao da abcissa do ponto B ;

- equacionar o problema;

- reproduzir, num referencial, o gréfico da fungé@o ou os gréficos das fungdes visualizadas, devida-
mente identificados;

- indicar a abcissa do ponto B com arredondamento as centésimas.

FIM
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Sugestdo de resolucdo

Grupo |

Em qualquer linha do Triangulo d& Pascal o primeiro elemento e o Gltimo sao iguaisa 1.

Por outro lado, o segundo elemento € igual ao penultimo. Seja n o segundo elemento da linha em causa.
Temos, entdo: 1 xnxnx1=441 < n’ =441 = n=21

Trata-se da linha correspondentea n=21.

A linha seguinte é a correspondentea n=22.

O terceiro elemento da linha seguinte é igual a *°C, = 231.
Resposta: (B)

Numero de casos possiveis: '°C, =
Ndmero de casos favoraveis:
Os divisores de 12 menores ouiguaisa 10 sdo 1,2, 3,4 e 6.

Portanto, ha dois casos favoraveis: 2x6 e 3x 4.
=2
45

Resposta: (B)

fi(x) = In(x+ 1)+ %xz -X

. . Yafed Yor=1) 138°~1_.
f')=Inx+1)+=x—-x|=——+x-1= = =
) (n(x ) 2X X> X+ 1 A X+ 1 x+1 x+1

f"

XZ

] =0AX>-1& x=0
O unico zerode f" é 0. No entanto, para x#0, f"(x)>0.
Logo, o gréfico de f ndo tem pontos de inflexao.

Resposta: (A)

1 1

1+
n+1-||m D _lim D _lim 1+0=+<>o

““ff"*

limf(x,)= lim f(x)=1
X—»+ 00

3|—l

lim x,=lim

3|

Opgao A:

1

1 X _ -

lim ()= lim M*-M:lm =1 - im€=1-
X — + 00 X —> + 00 X —> + 00 l y=;y—»0 y

X
Opgao B:
lim f()= lim S—= lim (e——l)=+oo—0=+oo
X— + 00 X—* + 00 X x—+o00\ X X

Casa da Aula - Centro de Explicagbes - www.casadaaula.com



CPEN-MAI12 © Porto Editora

6.

7.

Opgao C: 1 1
In [x(1 +—)] Inx + In(1 +—)
: X In(x+1) ¥ b's y X
lim f(x)= lim = lim ————= lm ——m=
X—>+ 00 X—+ 00 X X—*+00 X X— + 00 X
In<1+;1(—)
= im 2X; fim G
x—+00 X X—+ 00 X + o0
Opgao D:
' o= tm X_g
X —>+ 00 x—+00 X
Resposta: (A)
a,=log; 2"

n+1

Gy, —a,=10g;2""" —log,2"= Iog3£2——= log, 2

n

(a,) é uma progressao aritmética de razao r =log; 2. Como r> 0, a progressao aritmética é crescente.

b, =log, (15) =log, 2"

-n-1
log; 27" = log, 2—2_,,— =log;2" ' =-log; 2
(b,) é uma progressao aritmética de razéo r=—log; 2. Como r <0, a progressao aritmética é decres-
cente.

Resposta: (B)

(n+1) _

bn+1 = bn= |°g3 2"

Se ABC = o, entao AOC = 2ax.

CD =sin(2e)
0D = cos(20)
BOxCD 1 in(2 i :
R BOx CD _1xsin(22) _2sinacosa _ s
2 2 2
Resposta: (B)

F(3,3,3); OF(3, 3, 3)

O plano a é definido por uma equagéo do tipo 3x+3y+3z+d=0.

Como B(3, 3, 0) pertenceaoplano o, vem 3x3+3x3+3x0+d=0 <> d=-18

Equacdo doplano a: 3x+3y+3z-18=0

Interse¢ao do plano o com o eixo Ox:
3x+3y+3z—-18=0 3x—-18=0 x=6
{y=0/\z=0 {y=0Az=0 {y=0/\z=0
P(6,0,0)e OP=6

Interse¢ao do plano @ com o eixo Oy:
{3x+3y+3z—18=0 {3y—18=0 {y=6

x=0Az=0 x=0Az=0 x=0Az=0
Q(0,6,0) e 0Q=6 =X
Intersecao do plano & com o eixo Oz:
{3x+3y+3z—18=0<=>{32—18=0 {z=6
x=0Ay=0 x=0Ay=0 x=0Ay=0
R(0,0,6) e OR=6
1 ' 1._6x%6
V=§Ab,s,xaltura=§x > X 6=36

Resposta: (B)
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Y

Resposta: (A)

%
2V2i 2V2i
=(4—4i+i’)x(2—i)—9i’=(3—4i)(2—i)+9i=
2V2i 2V2i
_6-3i-8i-4+9 _2-2i _

2V2 cis(

2V2i V2 nHdsE
2

. <71t n) -
=cis|——=|=cis —
4 2 4

Calculo auxiliar:

Seja u=2-2i e @ umargumentode u.

lu=V22+(2P=Va+4=2V2

-2
t =—=-1
an 0 >
0E4°Q

u=2\/§cis74—1t

5—7t+2k1t

Vz=2 cis?Tn=\3/1_cisiB—, k€{o, 1, 2}=

=cis————, k€{0, 1, 2}

ST
Para k=0, =Cis=—.
W, = Ci 2

51t + 8m . 1371
—— =cCis—

Para k=1, w,=ci :
w, = cis = 33

334

Grupo I

Z=(2—i)3_9i31 =‘(2_i)2x(2_i)_9i4x7+3_

=3 %t é um argumento de u.
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3.

Sn+16m _ . 21n n

k = ¥ =Ci —— = ) — 5
Para 2, w,=Cis 12 cis 2 cis 2
S 1 AR <71
Aerdt ibicas d & / :
s raizes cUbicas de sao cis 2 cis 1 e cis 3

Sejam M e C os acontecimentos:

M “O aluno escolhido obteve classificacdo positiva no exame de Matematica A

C: "0 aluno escolhido foi colocado no ensino superior na 1.2 opgdo de candidatura.”

E dado que:
«P(CIM)=0,96
PMIC)=09

4
'P(C)=§

2.1.

2.2,

A1,

3.1.

Pretende-se determinar P(M).

Sabemos que: :

PMN C)=PM)xP(CIM) e P(MN C)=P(C)x PMIC)
Entao,

P(M) x P(CIM)=P(C)x P(MIC)

Substituindo os dados, vem:

4
—x0,9
5

0,96
A probabilidade de o aluno ter obtido classificagao positiva no exame de Matematica A éiguala 0,75.

& P(M)=0,75

P(M) x 0,96 = ;-‘ X 0,9 < P(M)=

Seja n o nimero de alunos do 12.° ano que realizaram o exame de Matematica A nessa escola.
Como dos alunos colocados no ensino superior na 1.2 opgao de candidatura apenas 16 nao obtiveram

positiva no exame de Matematica A, temos que P(C NM)= lné

Por outro lado,
P(cnM)=P(C)-PMN c)=%-§xo,9=o,os
ou

P(Cﬂ@:P(c)xP(Mlc)=‘;-x(1 ~0,9)=008

16 _ 0,08 <> 16=0,08n <> n=—2 & n=200
n 0,08

Realizaram o exame de Matematica A nessa escola 200 alunos.

1,0

Ovetor e;=(0, 0, 1) tem a diregdo do eixo Oz.

0A=(1,1,0)

™

Cemo O é um ponto do eixo Oz, o plano a tem a diregado dos vetores OA e e,.

Seja n=(a, b, ¢) um vetor perpendiculara e . Entdo, o vetor n é perpendicular aos vetores OA
e e;, pelo que:

OA-1n=0 (1,1,0)+(a, b, =0 {a+b=0 {b=—a
{ {(o,o,1)-(a,b,c)=o‘:'c=o i) BT
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Sugestdo de resolugdo

3.2

Qualquer vetor da forma n =(a, —a, 0) é perpendiculara o.
Para, por exemplo, a= 1, temos n =(1, — 1, 0). Logo, uma equacdode o édaforma x —y +d =0.}

Como a origem do referencial pertence ao plano temos d=0.

BIOUNT C1IAT A FT U AT I

Portanto, x —y =0 é uma equagao do plano «.

G(x, x;0), x>0 o

Seja E o centro da base da piramide.

O ponto E é o ponto médio de [AC]:

E(X_ﬂ, M, 0)
2 2

A altura da piramide é h = EV.

O vértice V tem abcissa e ordenada iguais as de E:
V(x+1,x+1, h)

2 2
AC=C-A=(x,x,0-(1,1,0=(x-1,x-1,0)

= xX+1 x+1 X+ 1 X+ 1 x=1 x-=1
AV=V-A= ; AhE=(1,1/0)= -1, -1, h)l=|——, —,
A=(5h )0 0=, 2 ) )

2 2
AC.W=(X_1,X_1,0).(§_1, K= h)=(x—‘) L=

3 3 3 +0x.h=

x-1)

=1y

=2X

AC-AV=16 & (x-1V=16 &
o -1=4 &
S x—-1=4VXx-1=-4
& x=5Vx=-3

Como x>0, temos x=5 e C(5, 5, 0).

x se x<0

4. f(x)= er?

4.1.

3In(x+1)+2x-1 se x>0

Seja y=mx+ b aequagao reduzida da reta t, tangente ao grafico da fungdo f, no ponto de ab-
cissa — 3.

Sabemos que:
m=f'(-3)
b =0, dado que areta t passa na origem do referencial.
Em ]- oo, O] vem:
f'(x)=(k = xx”)' =0 _<w>=
e (ex+3)
i | A S foats, NG St

(ex+ 3)2 (ex+ 3)2 v e t3
. —3i=1 =4
m=f'(-3)= T Eee
e
f-3)=k-—o=k+>=k+3
e
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4.2.

4.3.

Ponto de tangéncia: (- 3, k + 3).
Equacdoreduzidadareta t: y=—4x (m=-4e b=0)
0 ponto de tangéncia, de coordenadas (- 3, k + 3), pertence a reta de equagdo y = — 4x.

Portanto, k+3=—-4x(-3) < k=12-3 & k=9.

Seja y =mx + b aequagao reduzida da assintota do gréfico da funcao f quando x — + oo, caso
exista.
fi In(x+1)+2x-1 |
m= lim .(i)z lim 3 n(X ) 2 = lim (M.‘.g_l):
x—+00 X X—» + 00 X X— +00 X X X
3In(x+ 1 In(x+ 1 &
e iy PN, (2—1—>=3 ) P
X— + 00 X X — + 00 X X —» + 00 X
1 1
In[x(1 +—)] Inx+ln(1 +—)
X X
=3 lm ———+2=3 lm ———+2=
X—> +00 X X—>+00 X
In(1+i)
=3| lim In_x+ lim ———|+2=
x—+00 X X —>+ 00 X
In 1
=3x{0+—]+2=3(0+0)+2=2
+ 0o

b= lim [f(x)—mx]= _IEm [B3In(x+1)+2x-1-2x]=

X — + 00

= lim [3Inx+1)-1]=+00-1=+00

X—+00

Como b & R, o grafico da fungéo f ndo tem assintota quando x — +co.
Em ]0, + oo[ , temos:
f')=[3Inx+1)+2x-1]'=3[In(x+1)]'+(2x-1)=

—3x(x+1) +2———3

X+ 1 T x4
f"(x)=(i+2)= _32+0=— - z
x+1 (x+1) (x+1)
- 2<0,‘v’x€]0,+00[
(x+1)

Como f"(x)< 0, Vx € ]0, + oo[, podemos concluir que o grafico da fungao f tem a concavidade
voltada para baixo em ]0, + oo[ . Logo, o gréfico da fungao f nao tem pontos de inflexdo neste

intervalo.

Dado que o ponto P pertence a circunferéncia de centro na origem do referencial e raio 1, as suas coor-
denadas sdo (cos o, sin ).

P(cos e, sin ) —
B(1, 1)

5.1

.BP=V(1 - cosa)f +(1 —sina)f = V1 - 2cosa + cos’et + 1 — 2 sin ¢ + sin’ot =

=\/2+(cos’a+sin2a)—2cosa—25ina=\/2+1—2cosa—2$ina=

=\/3—2cosa—25ina

d(@)=V3-2cosa—2sina
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Sugestdo de resolugdo

17

5.2.d'()= (\/3 —2coso —2sin a)' = [(3 —2cosa - 2sinaf

1
__'| '
=1E(3—2cosoz—25inoz)2 x(3-2cosa—2sina)

1
=1§(3—2cosa—2$ina)"5x(2$ina—2cosa)

-

1

% -x 2(sin & - cos @)
(3-2cosa—2sina)
sin o — cos

\/3—2cosa—253na

sina — cos o
V3 -2cosa-2sina

d(@=0 & =0Aa€[0, 2n[

& sina—cosa=0Aa €[0, 2n

& sina=cosa A€ [0, 2n[ & c:z:%\/oz=§4E
s 5
o 0 2 5 2n
d' - 0 + 0 =
d 1 i 7 h*
Max. Min. Méx.

A funcao d é estritamente decrescente em [0, %] e em [%‘, Zn[ e estritamente crescente em
[E S_Tt]
4" 41
; _ : 51 -1 : T
d admite maximos relativos para =0 e a = - e um minimo relativo para o = i

6. Seja x aabcissado ponto B.
B(x, Inx) com x€ ]1, 5[

C pertence a reta de equacao y =x e tem ordenada igual a de B porque, sendo [OABC] um paralelo-
gramo, areta CB é paralela ao eixo Ox.

C(nx, Inx)

BC=|x—Inx|

A altura de paralelogramo é igual a In x, ordenada do ponto B.
Aossc) = base x altura =|x — In x| X In x

Pretende-se resolver a equacdo Ajpuc; =3 < |[x—1In x| xInx=3.

Ao recorrer a calculadora gréafica obteve-se a abcissa do ponto de intersecao do grafico de
Y, =|x = Inx|x Inx com o gréficode Y,=3.

y

w
\

(7,1 TSGR
x

[6) 1 3,62

A abcissa do ponto B é aproximadamente igual a 3,62.
338
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Indique de forma legivel a versao da prova.

Utilize apenas caneta ou esferografica de tinta azul ou preta, exceto nas respostas que impliquem construgdes,
desenhos ou outras representacdes, que podem ser, primeiramente, elaborados a lapis e, a seguir, passados

a tinta.

E permitido o uso de régua, compasso, esquadro, transferidor e calculadora grafica.

Nao é permitido o uso de corretor. Deve riscar aquilo que pretende que nao seja classificado.

Para cada resposta, identifique o grupo e o item.
Apresente as suas respostas de forma legivel.
Apresente apenas uma resposta para cada item.

A prova inclui um formulario.

As cotagbes dos itens encontram-se no final do enunciado da prova.
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Formulario

Geometria

Comprimento de um arco de circunferéncia:

ar (@ — amplitude, em radianos, do dngulo ao centro; r— raio)

Area de um poligono regular: Semiperimetro x Apétema

Area de um sector circular:

2
a'Tr (@ — amplitude, em radianos, do dangulo ao centro; r— raio)

Area lateral de um cone: 77 g (r— raio da base; g — geratriz)

Area de uma superficie esférica: 477> (r — raio)

1

Volume da pirdmide: ~ x Area da base x Altura

3
Volume do cone: % X Area da base x Altura
Volume da esfera: %77}”3 (r — raio)

Progressoes

Soma dos 7 primeiros termos de uma progressao (un):

~ el s U+ u
Progressio aritmética: —— "

Xn
1—r"

Progressio geométrica: u; X =

Trigonometria
sen (a+ b)= sena cosb+ senb cosa

cos(a+ b)= cosa cosb—sena senb

tga + tgb
tgla+b)= 1§tgagtgb

Complexos

(ocis@)' = p"cis(n0)

”«/pcisﬁz”ﬁcis(%) (ke{0,...n—1} e neN)

Probabilidades

H=Dixg+ o+ PpXy
0=y pi(x— P+ oo+ Py, — 1)

Se X é N(u, 0), entdo:
Plu—o<X<pu+o)=0,6827
P(y—20<X<pu+20)=0,9545
P(u—30<X<u+30)= 09973

Regras de derivagao

(u+vy=u+v
uvY=uv+uv
(%>= u’v—zuv'
v
W =nu""'u (neR)

(senu) = u' cosu

(cosu) =—u" senu
’
(tgu) = —
cosu
(eu)’: u et

(@) =u a*Ina (a€R\{1})

U
(Inu) = p

(log,u) = ulfﬁ (aeR*\{1})

Limites notaveis

lim(l + %)n =e (neN)

senx _ 1

lim 10X _ o
X—+o00 X

lim € = eR
Jm S =+o (pER)
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GRUPO1

Na resposta aos itens deste grupo, selecione a opcao correta. Escreva, na folha de respostas, o nimero do
item e a letra que identifica a opgao escolhida.

1. Dois rapazes e quatro raparigas vao sentar-se num banco corrido com seis lugares.

De quantas maneiras o podem fazer, de modo que fique um rapaz em cada extremidade do banco?

(A) 12 (B) 24 (C) 48 (D) 60

2. Seja Q, conjunto finito, o espacgo de resultados associado a uma certa experiéncia aleatoria.

Sejam A e B dois acontecimentos (A C Q e B C Q).

Sabe-se que:
e P(A4)=04
e P(B)=0,7

e P(AUB)=0,5
Qual é o valor de P(ZU E) ?

(A) 0,6 () 0,7 () 0.8 (D) 0,9

3. Qual das seguintes expressdes é, para qualquer nimero real k, iguala logs (3) ?

9
&) & (B) k-2 © & (D) k-9
2 9
4. Considere a funcdo f, de dominio R*, definida por f(x)= %
Considere a sucesséo de termo geral u,, = n?
Qual é o valor de lim f(un) ?
(A) 0 (B) 1 (€) e (D) +oo
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5. Na Figura 1, esta representado o circulo trigonométrico. y4 D

A
Sabe-se que:
e oponto 4 pertence ao primeiro quadrante e a circunferéncia;
a -
e 0 ponto B pertence ao eixo Ox o B |C «x

o ponto C tem coordenadas (1, 0)

o ponto D pertence a semirreta 04

e ossegmentos dereta [ AB] e [ DC] sao paralelos ao eixo Oy

Figura 1

Seja @ aamplitude do angulo COD (a e ]O, %D

Qual das expressdes seguintes da a area do quadrilatero [ABCD], representado a sombreado, em
fungdode a ?

tga  sen(2a)

(A) =5 >

B) tgzcz B senfa)
(C) tga—%za)
(D) tga—%m

6. Considere em C, conjunto dos nimeros complexos, a condigao
z+4-4i|=3 A T <arg(z)< 3T
2 4
No plano complexo, esta condi¢do define uma linha.

Qual é o comprimento dessa linha?
(A) T

(B) 21

(C) 3w

(D) 41
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7. Na Figura 2, esta representado, num referencial o.n. xOy , um triangulo equilatero [ ABC ]

v

Figura 2

Sabe-se que:
e oponto 4 tem ordenada positiva;
e os pontos B e C pertencem ao eixo Ox

e oponto B temabcissa 1 e oponto C tem abcissa maior do que 1

Qual é a equacdo reduzida da reta AB ?

(A) y=+v2x-v2
B) y=vV2x+v2
€) y=v3x+v3
D) y=v3x-v3

8. Seja a um numero real.

Considere a sucessao <un) definida por

m =a

U, 1 =-3u,+2, vne N

Qual é o terceiro termo desta sucessao?
(A) 6a+4
(B) 9a—4
(C) 6a—4
(D) 9a +4
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GRUPO II

Na resposta aos itens deste grupo, apresente todos os calculos que tiver de efetuar e todas as justificacoes
necessarias.

Quando, para um resultado, ndo é pedida a aproximagéao, apresente sempre o valor exato.

—2+42i19

V2cis @

Determine os valores de @ pertencentes ao intervalo ]0, 27[[, para 0s quais z € um numero imaginario
puro.

1. Em C, conjunto dos numeros complexos, considere z =

Na resolucao deste item, n&o utilize a calculadora.

2. De uma empresa com sede em Coimbra, sabe-se que:
e 60% dos funcionarios residem fora de Coimbra;

e 0s restantes funcionarios residem em Coimbra.

2.1. Relativamente aos funcionarios dessa empresa, sabe-se ainda que:
® 0 numero de homens é igual ao niumero de mulheres;

® 30% dos homens residem fora de Coimbra.

Escolhe-se, ao acaso, um funcionario dessa empresa.
Qual é a probabilidade de o funcionario escolhido ser mulher, sabendo que reside em Coimbra?

Apresente o resultado na forma de fragao irredutivel.

2.2. Considere agora que a empresa tem oitenta funcionarios.
Escolhem-se, ao acaso, trés funcionarios dessa empresa.

A probabilidade de, entre esses funcionarios, haver no maximo dois a residir em Coimbra é igual a

Elabore uma composicao na qual explique a expressao apresentada.
Na sua resposta:

® enuncie a regra de Laplace;

e explique o numero de casos possiveis;

e explique o numero de casos favoraveis.
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3. Na Figura 3, esta representado um recipiente cheio de um liquido viscoso. P

Tal como a figura ilustra, dentro do recipiente, presa a sua base, encontra-se
uma esfera. Essa esfera esta ligada a um ponto P por uma mola esticada.

Num certo instante, a esfera é desprendida da base do recipiente e inicia
um movimento vertical. Admita que, ¢ segundos apds esse instante, a
distancia, em centimetros, do centro da esfera ao ponto P é dada por

d(t)=10+(5-1)e %" (t>0)

3.1. Sabe-se que a distancia do ponto P a base do recipiente ¢ 16cm

Determine o volume da esfera.

3

Apresente o resultado em c¢m”, arredondado as centésimas.
Figura 3

3.2. Determine o instante em que a distancia do centro da esfera ao ponto P é minima, recorrendo a
métodos analiticos, sem utilizar a calculadora.

4. Seja f afungao, de dominio IR, definida por

e*—ve 1

1 se x<2
f(x)=

(x+1)Inx se lef

Resolva os itens 4.1. e 4.2. recorrendo a métodos analiticos, sem utilizar a calculadora.
4.1. Averigue da existéncia de assintotas verticais do gréfico da fungdo f

4.2. Estude a fungdo f quanto ao sentido das concavidades do seu gréfico e quanto a existéncia de

pontos de inflexao, no intervalo ]%, +oo[

Na sua resposta, apresente:

e 0o(s) intervalo(s) em que o grafico de f tem concavidade voltada para baixo;
e 0o(s) intervalo(s) em que o grafico de f tem concavidade voltada para cima;
e as coordenadas do(s) ponto(s) de inflexdo do gréfico de f
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4.3. Mostre que a equagao f(x) =3 é possivel em ]1, e[ e, utilizando a calculadora gréfica, determine
a Unica solugao desta equacao, neste intervalo, arredondada as centésimas.

Na sua resposta:

e recorra ao teorema de Bolzano para provar que a equagao f(x) =3 tem, pelo menos, uma
solugdo no intervalo |1, e[

e reproduza, num referencial, o(s) grafico(s) da(s) funcao(6es) que visualizar na calculadora,
devidamente identificado(s);

e apresente a solugao pedida.

5. Considere, num referencial o.n. Oxyz, os pontos A(0,0,2) e B(4,0,0)

5.1. Considere o plano @ de equagdo x—2y+z+3=0

Escreva uma equagao do plano que passa no ponto A e é paralelo ao plano «

5.2. Determine uma equagéao cartesiana que defina a superficie esférica da qual o segmento de reta
[AB] € um diametro.

5.3. Seja P o ponto pertencente ao plano xQOy tal que:
e asua abcissa € igual a abcissa do ponto B

® a sua ordenada € positiva;

qp =T
o BAP—3

Determine a ordenada do ponto P

6. Sejam f e g as fungdes, de dominio R, definidas, respetivamente, por

f(x)=1-cos(3x) e g(x)=sen(3x)

Seja a um numero real pertencente ao intervalo ]g, 72[[

Considere as retas 7 e s tais que:
e areta 7 étangente ao grafico da fungdo f no ponto de abcissa a

e areta s étangente ao gréafico da fungdo g no ponto de abcissa a + us

6

Sabe-se que as retas 7 e § sao perpendiculares.

Mostre que sen(3a)= —%

FIM
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COTAGOES

GRUPO 1
1.8 8 (8 x5 poNntos) ....ceeveviiiiiiiiiiiienn. 40 pontos
40 pontos
GRUPO 1I
L ot ————————————————— 15 pontos
2.
2. e et aa e 15 pontos
27 PPERR 15 pontos
3.
B SRR 10 pontos
B 0SS 15 pontos
4,
e PSR 15 pontos
e a e e e e e e 15 pontos
O PPSR 15 pontos
5.
B e e aa e e e e 5 pontos
LS 10 pontos
B3 e e e aaaaaaas 15 pontos
< PR 15 pontos
160 pontos
TOTAL ..o 200 pontos
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Indique de forma legivel a versao da prova.

Utilize apenas caneta ou esferografica de tinta azul ou preta, exceto nas respostas que impliquem construgdes,
desenhos ou outras representacdes, que podem ser, primeiramente, elaborados a lapis e, a seguir, passados

a tinta.

E permitido o uso de régua, compasso, esquadro, transferidor e calculadora grafica.

Nao é permitido o uso de corretor. Deve riscar aquilo que pretende que nao seja classificado.

Para cada resposta, identifique o grupo e o item.
Apresente as suas respostas de forma legivel.
Apresente apenas uma resposta para cada item.

A prova inclui um formulario.

As cotagbes dos itens encontram-se no final do enunciado da prova.
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Formulario

Geometria

Comprimento de um arco de circunferéncia:

ar (@ — amplitude, em radianos, do dngulo ao centro; r— raio)

Area de um poligono regular: Semiperimetro x Apétema

Area de um sector circular:

ar?
2

Area lateral de um cone: 7rg(r— raio da base; g — geratriz)
Area de uma superficie esférica: 471> (r — raio)

Volume da pirdmide: L drea da base x Altura

3
1

Volume do cone: — X Area da base X Altura

3

Volume da esfera: %71'}’3 (r — raio)

Progressoes

Soma dos 7 primeiros termos de uma progressao (un):

U+ u,

Progressao aritmética: Xn
~ S 1—r
Progressiao geométrica: u; x =

Trigonometria
sen (a+ b) = sena cosb+ senb cosa

cos(a+ b)= cosa cosb—sena senb

tga + tgb
tglatb)= 1—gtga gtgb

Complexos

(ocis@) = p"cis(n0)

"«/pcisé’:"ﬁcis(m#> (k€{0....n—1} e neN)

(@ — amplitude, em radianos, do dangulo ao centro; r— raio)

Probabilidades

H=D1X+ oot DXy
0=yp(x— 1P+ o+ palx,— 1)

Se X é N(u, 0), entéo:
Plu—o<X<pu+o)=0,6827
Plu—20<X<u+20)=0,9545
P(y—30<X<u+30)=0,9973

Regras de derivagao

(u+v)y=u+v
(uv)Y=uv+uv

’ ’ ’
(l); uv—uyv
1% V2

W) =nu""'u (neR)

(senu) = u' cosu

(cosu)=—u" senu
’
(tgu) = —
cos?u
(e") =u et

(@) =u a*Ina (aeR\{1})
(lnu)':%,

(loggu) = —%— (aeR*\{1})

ulna

Limites notaveis

nm(l + %) —¢ (neN)

lim S€0X _ 4
x—0 X

lim

x—0

m In(x+ 1)
X

x—0

e'—1_
x

=1

lim 10X _
X—+o00 X

lim € =+ (peR)
x—+o0 xP
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GRUPO1

Na resposta aos itens deste grupo, selecione a opc¢ao correta. Escreva, na folha de respostas, o numero do
item e a letra que identifica a opgao escolhida.

1. Atabela de distribuicdo de probabilidades de uma certa variavel aleatéria X é

X 1 2 3
P(X=x;) a 2a | 04

(a designa um numero real)

Qual é o valor médio desta variavel aleatéria?

(A) 2,1 (B) 2,2 (C) 23 (D) 2,4

2. Um saco contém nove bolas indistinguiveis ao tato, numeradas de 1 a 9. As bolas numeradas de 1 a 5 séo
pretas e as restantes sao brancas.

Retira-se, ao acaso, uma bola do saco e observa-se a sua cor e o seu numero.
Considere os seguintes acontecimentos, associados a esta experiéncia aleatéria:

A «a bola retirada é preta»

B: «o ndmero da bola retirada é um nimero par»

Qual é o valor da probabilidade condicionada P(A|B) ?

() £ ®) © 3 ©) >

3. Paracertos valoresde a ede b (a>1e b>1), tem-se logya= %
Qual ¢, para esses valores de a e de b, ovalorde log, (a’b) ?

) 3 ®) > (©) 2 D) 5
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4. Para um certo nimero real k, é continuaem R afungdo f definida por

2+ ¥tk se x<0

f(x)=
2x+In(x+1)
X

se x>0

Qual é o valorde k?

(A) 0
(B) 1
(C) In2
(D) In3

5. Seja f afungdo, de dominio R, definida por f(x)=3sen?(x)
Qual das expressdes seguintes define a fungdo "', segunda derivada de f ?

(A) 6sen(2x)cos(x)
(B) 6sen(x)cos(2x)
(C) 6¢cos(2x)
(D) 6sen(2x)

6. Na Figura 1, esta representado, no plano complexo, um triangulo equilatero [OAB]

Sabe-se que:

>

e oponto O é a origem do referencial; Im(z) 1

e oponto 4 pertence ao eixo real e tem abcissa igual a 1

e 0 ponto B pertence ao quarto quadrante e é a imagem
geométrica de um complexo z

) ~ . . o >
Qual das afirmacgdes seguintes € verdadeira® Re(2)

(A) z= \/gcis”T7t

(B) z= cisHTTC B

5 Figura 1
m)z:vﬁbm7§

m)z=cm%§
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7. Considere, num referencial o.n. xOy, a circunferéncia definida pela equagao

x2+(y—17%=2

Esta circunferéncia intersecta o eixo Ox em dois pontos. Destes pontos, seja 4 o que tem abcissa
positiva.

Seja r a reta tangente a circunferéncia no ponto A4

Qual é a equacéo reduzida da reta 7 ?

(A) y=x+1
(B) y=x-1
(C) y=2x+2
(D) y=2x-2

8. Qual das expressdes seguintes é termo geral de uma sucessdo monoétona e limitada?
(A) (-1)"
(B) (-1)".n
1
C — =
(C) "

(D) 1+ n?
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GRUPO II

Na resposta aos itens deste grupo, apresente todos os calculos que tiver de efetuar e todas as justificacoes
necessarias.

Quando, para um resultado, ndo é pedida a aproximagéao, apresente sempre o valor exato.

1. Em C, conjunto dos nimeros complexos, seja z; =

-1+

is 7L
V2 cis B

4

Determine os numeros complexos z que sao solugdo da equacao z" =z, sem utilizar a calculadora.

Apresente esses numeros na forma trigonométrica.

. Um cubo encontra-se em movimento oscilatério provocado pela forga elastica exercida por uma mola.

A Figura 2 esquematiza esta situagédo. Nesta figura, os pontos O e A4 s&o pontos fixos. O ponto P
representa o centro do cubo e desloca-se sobre a semirreta OA

A
 Ivivivivjelvivivivieiv]viele,

Figura 2

Admita que nao existe qualquer resisténcia ao movimento.

Sabe-se que a distancia, em metros, do ponto P ao ponto O é dada por

141 T
dit)=1+ 2sen<7tz‘+ 6>

A variavel ¢ designa o tempo, medido em segundos, que decorre desde o instante em que foi iniciada a
contagem do tempo (7 € [0, +oo|).

Resolva os itens 2.1. e 2.2. sem recorrer a calculadora.

2.1. No instante em que se iniciou a contagem do tempo, o ponto P coincidia com o ponto A

Durante os primeiros trés segundos do movimento, o ponto P passou pelo ponto A mais do que
uma vez.

Determine os instantes, diferentes do inicial, em que tal aconteceu.

Apresente os valores exatos das solug¢des, em segundos.

2.2. Justifique, recorrendo ao teorema de Bolzano, que houve, pelo menos, um instante, entre os
trés segundos e os quatro segundos apds o inicio da contagem do tempo, em que a distancia do
ponto P ao ponto O foiiguala 1,1 metros.
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1+ xe* se x <3

3. Seja f afuncdo, de dominio R, definida por xX)=
/ S(x) {1n(x—3)—ln(x) se x >3

Resolva os itens 3.1., 3.2. e 3.3., recorrendo a métodos analiticos, sem utilizar a calculadora.
3.1. Estude a fungdo f quanto a existéncia de assintotas horizontais do seu grafico.

3.2. Resolva, em |-o0, 3], a condiggo f(x)—2x>1

Apresente o conjunto solu¢ao, usando a notagao de intervalos de nimeros reais.

3.3. Determine a equagao reduzida da reta tangente ao gréfico da fungdo f no ponto de abcissa 4

4. Seja f:R — R uma fungéo tal que:
e f tem derivada finita em todos os pontos do seu dominio;
e f7(0)>0
e f"(x)<0, paraqualquer x € |-o0,0[

Nenhum dos gréaficos a seguir apresentados & o gréfico da fungdo f
Grafico A Grafico B Grafico C

4 e BZ

ﬁv: ~_/ A

Elabore uma composi¢ao na qual apresente, para cada um dos graficos, uma razao pela qual esse grafico
n&o pode ser o grafico da fungéo f

H"
=v

5. Seja {2, conjunto finito, o espaco de resultados associado a uma certa experiéncia aleatoria.

Sejam A4 e B dois acontecimentos (A cQe BC Q) com P(A4)#0

Prove que P(AUB)—1+P(B)=P(A)xP(B|A)
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6. Na Figura 3, esta representado, num referencial o.n. Oxyz, o poliedro
[ NOPQRSTUV'| que se pode decompor num cubo e numa piramide

quadrangular regular. Sabe-se que:

1
/
/
e o vértice P pertence ao eixo Ox /
1
1
/
!
/
/
/

e ovértice N pertence ao eixo Oy

e o vértice T pertence ao eixo Oz
e o vértice R tem coordenadas (2,2,2)
e oplano POV é definido pela equagéo 6x +z—12=0 /:

6.1. Determine as coordenadas do ponto V'

6.2. Escreva uma equacgao cartesiana do plano que passa no
. . . P
ponto P e é perpendicular a reta OR

Figura 3

6.3. Seja A um ponto pertencente ao plano QRS

Sabe-se que:
e oponto A tem cota igual ao cubo da abcissa;

e osvetores O4 e TQ sé&o perpendiculares.
Determine a abcissa do ponto A, recorrendo a calculadora grafica.

Na sua resposta:

e equacione o problema;
e reproduza, num referencial, o(s) grafico(s) da(s) fungéo(des) que visualizar na calculadora e que

Ihe permite(m) resolver a equagéo, devidamente identificado(s) (sugere-se a utilizagdo da janela
de visualizagdo em que x €[-4,4] e ye[-2,7]);
e apresente a abcissa do ponto 4 arredondada as centésimas.

6.4. Dispoe-se de sete cores diferentes, das quais uma é branca e outra é azul, para colorir as nove faces
do poliedro [ NOPQRSTUYV |. Cada face vai ser colorida com uma unica cor.
Considere a experiéncia aleatéria que consiste em colorir, ao acaso, as nove faces do poliedro,
podendo cada face ser colorida por qualquer uma das sete cores.

Determine a probabilidade de, no final da experiéncia, o poliedro ficar com exatamente duas faces
brancas, ambas triangulares, exatamente duas faces azuis, ambas quadradas, e as restantes faces

coloridas com cores todas diferentes.
Apresente o resultado na forma de dizima, arredondado as décimas de milésima.

FIM
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COTAGOES

GRUPO 1
1.8 (8 x 5 pontos) .....cevevviiiiiieiiiiinn. 40 pontos
40 pontos
GRUPO 11
L SRR 15 pontos
2,
2 PRSPPI 10 pontos
2. e e e e e e e e e e e e e anas 15 pontos
3.
B USRS 15 pontos
i e aaaaaaaaaaaes 15 pontos
R R SRS USRTRRRR 15 pontos
B e e e et ——————— 15 pontos
L P PEERRRR 15 pontos
6.
e SRR 5 pontos
B. 2. i e aaaaaaaaaaaaaaaes 10 pontos
2R TSRO USPPTRRRR 15 pontos
B, e e e e e e e e 15 pontos
160 pontos
TOTAL ..o 200 pontos
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24, 756756 25. 52'4
(13
26.1. 126126 26.2. 210210
27. 210 28. 105
29.1. 35 29.2. 247 29.3. 246
Pag. 22
30. (D) 31. (B) 32. (B)
33. (A 34. (B) 35. (B)
Pag. 23
36. (D) 37. (O
38, $={0, 2, 6} 39, 232-164V2
40.1. 455 40.2. 5005x"
41. (0
42. (B) 43. (B) 44, (A 45. (0
46. (A) 47. (D) 48. (0 49. (B)
50. (A) 51. (O

Solugdes

52. (A) 53. (D) 54. (O 55. (B)
56. (C) 57. (B) 58. (B) 59. (D)
60. (D) 61. (D) 62. (A) 63. (B)
64. (B)
65.1. 65536 65.2. 1512 65.3. 64
66.1. 6692786 100 66.2. 14108640
66.3. 198815760
67. 480 68. 570 69. 1176
70.1. 1728 70.2. 17280 70.3. 151200
71. 12600
72.1. 560 72.2. 3360
73.1. 1013 73.2. 246 73.3. 576
74.1. 720 74.2. 120 74.3. 3600
74.4. 1440
75.1. 126126 75.2. 225225 75.3. 630630
76. —252 77. k=-14ei=3
78.1. 420 78.2. 60 78.3. 120
79.1. n=4 79.2. n=6
80. 138600 81. 1663200 82. 10
83.1. 35 83.2. 120 83.3. 60
83.4. 10 83.5. 50
84.1. 56 84.2. 24 84.3. 24
84.4. 8

Pég. 30
Ll

Acontecmeno | (1} | @) | 6 | @ | &) | @

Freq. relativa | 0,16 l 0,09 ' 0,18 l 0,14 ' 0,24 ' 0,19

1.2. a) 0,58 b) 0,37 <) 0,18 d) 0,77
Pag. 31
B 2
9
3. 33% 3.2. 36%
Pag. 32
2 7
4. = — 6. C . A
< % a5 © 7. A
8. () 9. (B) 10. (D) 1. (B)
2. (A 13 (D) 14. (B) 15. %
Pag. 35
1 11 w31 11
16.1. 2 16.2. 120 16.3. 120 16.4. 60
36 1
. PA)=—2; P(B)= ——
" @) 6435 ®) 6435
E 36 vezes mais provavel nao haver gladiolos amarelos
seguidos.
18.1. 09% 18.2. 35% 18.3. 03% 18.4. 98,7%
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19.1. 39,7% 19.2. 99,9%
20.1. 11,5% 202, 54% 20.3. 0,8%
B =
3998
g Pag. 37,
0 2
¥ -
23, 14%
429 13
242, a) 329 _ 5149 b) —2—m 0,1%
2) 2006 o ) 10030 °
Pag. 38
2. (D) 2%. (D) 7. 8
28. (0 29. (D) 30. (0
31. (D) 32. (A) 3. (A)
Pag. 39
34. (B) 35. (D)
36.1. % 36.2. 11,4%
37, 2
15 : ;
38.1. 0 382, —— 383, =
168 168
39.1. 1 392 1 393, 1
6 2 3
40.1. 2 402 3 403. 1
5 5 5
: . Pag. 40
a11. 1 412, 2
5 5
1. 2 422 &
35 35
43. 9
3 1
441, > a2 -
182 429
45.1. - 452, >
10 10
6. 27%
47.1. 2500  47.2. 0,0486
48.1. 36036 482. -
) 14
o =
55

50.

Segundo a regra de Laplace, a probabilidade de um
acontecimento é igual ao quociente entre o nimero de
casos possiveis e o nimero de casos favoraveis, se estes
forem todos equiprovaveis.

0O nimero de casos possiveis é igual a 4> pois, atendendo
aque hé reposicao de cada bola extraida, em cada extracao
existem quatro possibilidades. Assim no conjunto das
trés extracdes existem 4 x 4 x 4=4’ resultados possiveis.
Para determinar o nimero de casos favoraveis a que o
produto dos trés nimeros obtidos seja igual a 8, temos de
considerar duas possibilidades: ou saem as bolas numeradas
com 1, 2 e 4 ou sai trés vezes a bola com o nimero 2.
O primeiro caso pode verificar-se de 3! maneiras
diferentes (nimero de permutacées dos trés elementos).
No segundo caso, 2—2—2, existe apenas uma
possibilidade. Assim, o nimero de casos favoraveis é
dado por 3!+1.

Portanto uma resposta para este problema é

31+1
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3 1 3 2
51.1. a) = b) — = d) =
33 ) 4 9 2% )3
1 3
51.2. a) — b) =
)% )7
5 1 29
g — 2. — 3. —
.52 = 52.2 = ‘523 126
AL
1
41, <
1 :
1 1 14 8
4.2. ) — — — d) —
542.3) ooe B 55 Y55 ) 5
1
55.1. 0,051 552, — 55.3. 0,01
180
3. (D 4, L1
6
13 4
5. — 6. =
24 7
i =
12
8. (D 9. (0 10. (0
1. (D) 12. (A 13. (B)
14. 9
7
15.1. — 15.2. 15
12
17. ()
1 2
18.1. — 182. =
15 5
19. 888% 20.2. 0,64
21.1. a % b) 2 21.2. 20
22. 06 ‘ 23.7 Saoindependentes.
25. (B) 26. (B) 27 (© 28.
29. (B) 30. (O 3. (O 32;
33. (A)
34. (B) 35. (D)
36. P(A)=025 P(A)=0,75
5 3w 2
4 5
39.1. P(RN E)=0,05 39.2. :1-
401, 14 40.2. 30
15
13
42.1. 0,397 422 —
03 =
1 3
43, - 45, =
4 8
46.1. % 462. 095
47.1. Naosdoindependentes. 47.2. 12

®)
(®)

BIOMDT a0 7T



CPEN-MA12 © Porto Editora

1.1. LlojaX:x=19 LojaY:x=16
1.2. Loja X:c=,l%4~=4,54
Loja Y: o= $=9,70
2 x=10e y=94,2;r=0,96
y=224x+718
Pag. 62
- B o | 0 | -
3 1
P(Y=y‘)~g| g‘ﬁ
Pag. 63
42. u=0;0=1,15
55 1 Pag. 65
5:1. — b) —
¥ & )3
52. a) Bl : | 4 | s | s
1 1 3 1
et E‘E‘ﬁi‘%
1
b) —
) 3
Pag. 67
6.1. a) 23% b) 81,9%
6.2. Cercade 63 alunos.
Pag. 68
7. B o | 0 | 2 3
1 1 1 1
e - | 2 1 a | 3
8. (n)
Pag. 69
9. A 10. (B) 1. (B) 12, 1
Pag. 70
13.2. 0,0067 14. 10,4% 15. 0,52
16. () 17. (D) 18. (A) 19. (D)
20. (D) 21. (D) 22. (B) 23. (D)
. % 0 1 2
1 1 1
. s | ;|
25.1'. X 0 4
4 1
P(X=x) 5 5 I
1
25.2. —
2
26.1. a) 0,29
b) Por exemplo, “sair no maximo trés vezes, uma bola
com um numero primo inscrito”.

26.2.

X 1 2 3 l 4
: 1 4 1 1
e 7 | 7 | 7 ‘ 7
u=23
27.1. 5 w o i
1 3 1
. : | v | s
27.2; =
10
E de esperar que a tombola tenha uma receita média de
0,30 € por jogada.
27.3. Em 20 jogadas é de esperar que o Pedro perca 6 € .
28.1. x,|0‘1\2
1 3
”("=">‘5\ 5‘5
282. 5
29.1. 0=~3 29.2. p=45
1. (B) 2. (8) 3. (O
4. (0 5. (D) 6. (A
7. (B) 8. (D 9. (0 10. (0
1. (D) 12. (A) 13. (B)
14. (A) 15. (O 16. () 17. (B)
18. (O 19. (0 20. (M)
Pag. 76
21. (D) 22.1. (Q) 22.2. (B) 23. (B)
24. (B) 25. (© 26. 16
27.1. P,xP,xP,=288
27.2. P, xP,=720
28. °CC,=175
29.1. *C,=177100
29.2. "°C,"°C,=22050
29.3. 2C,2C,+2C,=168 245
29.4. »C,=8855
30. 20 31. 4862025 32. 110
331, 126 33.2. 30240
T _— A
34. -P—: P, é o nmero de sequéncias que é possivel formar

2
com cinco algarismos diferentes. Estas sequéncias

aparecem em duplicado porque ha dois algarismos
5

Fz :

+°A,=60 é o nimero de maneiras de escolher
ordenadamente lugar na sequéncia de cinco elementos
para os algarismos diferentes 1, 2 e 3.

iguais. A solucao é, portanto,

+°C,x P,=60; °C, é o nimero de maneiras de escolher
lugar na sequéncia para os dois algarismos iguais; P, é
o ntimero de maneiras de os trés algarismos diferentes
ocuparem os restantes lugares na sequéncia.
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351

35.2.
36.

« Primeira solugao:
3, 7C,+3G7G+3% G =119
L} Trocam trés selos. O Joao

escolhe trés em 3 e o Pedro
escolhetrésem 7.

“— Trocam dois selos. O Joao escolhe dois
(em 3)e o Pedro escolhe dois (em 7).

— Trocam um selo. O Jodo escolhe-0 em 3 e o Pedro
em 7.
« A outra solugao corresponde a:

- juntam-se os 10 selos;

- 0 Jodo escolhe qualquer subconjunto de 3 selos no
conjunto de 10 selos (‘°C) exceto o subconjunto que
corresponde aos seus trés selos (C,=1).
°C,-1=119

41 x 2% 3% ""A;=958 003 200

« Num conjunto de quatro livros, o Jodo escolhe um
subconjunto de um, dois, trés ou quatro livros. Esta escolha
pode ser feita de °C, +“C,+“C, + C, maneiras diferentes.

« Para cada um dos quatro livros, o Joao tem duas
possibilidades: escolhe o livro ou nao escolhe o livro.
Ha, assim, 2x2x2x2=2" possibilidades. Excluindo o
caso em que o0 Jodo rejeita todos os livros, ha 2*—1
possibilidades de escolher pelo menos um dos quatro livros.

37. 845 38, 264 39. 70V2x?
:(1)'1 :ii a2 2
A 2 5
42.1. 114 422, % 423. % 424, %
43.1. % 432, %
44, %:9,4% as. %
46.1. i—; 46.2. {? 9
4. < 48 “ =
s0. 3998 _745% B, -
" 4845 ’ ) 7;;8
52.1. 26’°x10° 522. 535
53. % 54. 4 55. %
56. % 57. % 58. 1
3 3
59.0. = 59.2. — 59.3. %
60.2. a)% b) Néo. P(A|B)#P(A)
61.1. % 61.2. Nao. P(FNA)#P(F)x P(A,)
62.1. %:63,5% 62.2. 78000
5 - Pag. 82
63. > 64. 5
65.1. 31—0 65.2. 45
66.1. 0,38% 66.2. 1—8

6. g
. £
1 1 2
68.1. — 68.2. P(A|B)=1; P(A|B)==
208 2. P(A|B) (A]B) 5 g
_ Pag. 83
69.1 & 69.2 2
AR 2. 3
71.1. a=0,15; b=0,10 71.2. u=17;0=1,14
71.3. 65%
2. B o | 1 | 2 | 3 | 4
1 8 3 4 1
P(x”‘)’ﬁ‘z_]‘?’%‘ﬁ
72.2. u=16;06=08
73.1. e o | |
1 1 1
I ‘ 2 ‘ 4
na y=1;a=¥zo,71
ZRNE : 5 5
1 1 1
i : | s | 3
74.2. pu=2; duas tentativas.
75.1. k 9 : 5 | 5 | i
625 | 125 | 25 5 1
PU=R) | 296 | 384 | 716 | 5 ‘ T2
75.2. u=§; =075 75.3. 86,8%
76. A probabilidade é a mesma (cerca de 31%).
77.2. 36%
78. 0,225 79. 0,0729=7%
60.. NN o | 1 | 2| 3| 4|
P(X=x) | 0010 | 0077 | 0230 | 0,346 | 0,259 | 0078
80.2. u=3;0=V12=1,1
81. Cercade 1010 plantas.
Pag. 85
82.1 i 82.2 A
Y )
2
83. -—
3
84.1. a) P(X<68)>P(X>73) b) 81,9%
84.2. Cercade 63 alunos. "
85.). NENNN o | 1 | > 852
1 3 3
e ’ 5 ‘ 10
u=12;0=06
232
. —=72%
w5 ?

Unidade 2: Fungoes

1.1.
13:

1.4.

Quociente: X*+3x—1; Resto: —3x'+2x 1.2. 0
Se o resto da divisdo de A(x) por x+3 éiguala 0,
entdo A(x) é divisivel por x+3.

Quociente: x* +x?

S=1-3,0[U]0, +oo[
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Pag. 92
21. S=1-2,0[U]2, +oo[
22, S=1-4,2[ U3, +0o[
23. S=[-6,0[VU[1, 2[
24, S=[-2,1[U[2, +o0[
Pag. 93
3.1. a) s={1} b) S={-1} o s={-3, 3}
32. b) 22
41. 0
42. D,,=R\{0, 1} e (fxg)(®)=(x+1)
—R\(- ey ¥
43, Dgg—lR\{ 1,0,1}e(g)(x) =
: Pég. 95
5.1. D,.,=R" e (fo =—
a) e (fog)(x) T
b) D,., = R\{2} e (foh)(x) = x—f-z
9 D,,=R; e (hog)(X)=¥—1

5.2.

Entre as funcoes dadas nao existem duas que sejam
permutdveis.

61. f':R\{1}—R
% 3x
\/’x_1
62. g ':[-2, +oo[ —R
XX +4x+5
Pag. 99
70. a)u,=5-3n b) —3100
72. a)10,16e22 ou —-5,1e7.
b) a,=6n - 38
73. @), =3"" b) 1093,5
e Pég. 100
7.4. =8X|=
7.5. a) (a,) é uma progressao geométrica de razao l,
sendo a, =% ; S=31—1t ?
R AR T
b) ©
Pag. 101
81. Ve® 82 e 83. e 84. Cx e"
Pag. 102
9. (© 10. (D) 1. (A
Pag. 103
12.1. (=12, 2) 12.2. b) 20
; Pag. 104
3. (B) 14. (O 15. (B)
6. (A) 17. ()
i18.1. ]—o00, 2[ U[3, +oo[

1
18.2. (fog)()=————-1¢e
2-Vx+1
Dg=[-1,3[U 3, +00[
18.3. g ": [0, +oo[ — R
X rx-1
19.1. s={0, 10} 19.2. (2, 6)
19.3. fog: [-12,8] — R
X V-x—-4x+96

19.4. S={-12, 8}

Pag. 105

20.2. B(3, 3) 203. x€ 10, 8] 20.4. 45cm

21.1. ]— 1, %[ Wi, 3l

21.2. a) k=2 b) k=3

22.1. J-o0, 2[U[4, +oo[

222. §={-1,0, 2}

22.3. Os gréficos das fungoes f e f~' sdo simétricos
relativamente a reta de equagao y=x. Portanto, os
pontos de interse¢do destes graficos, quando existem,
pertencem aquela reta. Por isso, as equacdes f(x) = x,
f'(x)=x e f(x)=f'(x) sdo equivalentes; S={0, 3}

233. 36cm’ 234. 6cme (3V3- 3) cm

Pég. 106

1. (B) 2. (B 3. (D

41. {-1}uU[2, +00[

42. h:R\{-1,0,2}—R

x+1
X 2
X
43. ]-1,0[U]Jo, 2[ U ]2, +oo[
51. J]-o00,4[U[6, +0o[ 52. 5
Pag. 107

6.2. 240 6.3. 30 6.4. 338

7.1. (P,) é uma progressao geométrica de razao 72
S, =302+ 30

7.2. a) (a,) é uma progressao geométrica de razao %

b) 256

8.1. fog: J—OO, %]—» R; (fog)(x)=4V1—-8x—1
gof: ]— oo, 312]—» R: (gof)()= Vo - 32x

8.2. Ss={o0} 8.3. Nao, porque fog # gof .

84. g ":R;—R

% 1—x?
A 8
8.5. S={3}~~
Pag. 109

1. {1} 12. {%} 15 4-5)

14, {%} 15. {1, 1} 16. {-1,2}

17. J-o0, 3[ 1.8. E,+oo[ 19. 1-1,1[

1.10. R* 131 R”

1.12. J-oc0, 0[ U1, + o0 1.13. [-1, 1]
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Pag. 110
21. {8} 22. {1} 23, {;-}
2.4. {5} 2.5. {1000}
Pag. 111
Vab? :
3.1. log
cd! -
32. a)3 » |ib)i3 9] %

Pag. 113
an. {23—0} 42. {1-log,5} 43. {‘0;—"3}
44. {5In3,-5In3} a5. {n(2v3+1)}

Pag. 114
5.1. {é 5.2. {S}

€} :
1
53. {2} 54. {e z e}

Pag. 115

6.  Cercade 14 anos.

7.1. 24cm

7.2.  Aumaumentode 6 cm do comprimento de um animal
corresponde a duplicacao do seu peso.

Pag. 117
8.1. 101,32kPa
8.2. 2,40. Aumareducaode 25% da pressao atmosférica

corresponde um aumento de altitude de 2,4 km .

Pag. 118
9. (© 10. (© 1. (D)

12. (D) 13. (0

Pag. 119
14. (0 15. (D) 16. (B) 17. (B)

Pag. 120
18. (D) 19. (B)

20.1. D,=]1 =V2; 1 +\/E[; zerosde f: {0, 2}
Dg=]—\/7,\/;[; zerosde g: {2, 2}
20.2. [1, 2]

Pag. 121
21.1. 8% 21.2. 14 dias
22.1. Aintensidade daluza 3 metros de profundidade é

metade da intensidade da luz a superficie; 0,23
22.2. 6000; A intensidade luminosa a superficie do lago é de
6000 unidades.

Pag. 122

23. (D) 24. (A 25. (D) 26. ()

27.
31.

(8) 28. (0) 29. (B) 30. (D)
(0 32. (B) 33. (B)

i Pio. 123

34. (0 35. (A 36. (B) 37. (8)
38. (0 39. (O 40. (B)

43.1. S={4} 43.2. 5={10000}

442. x=\/5 b

46. 3; Quando aintensidade / duplica, o nivel N sofre um
acréscimode 3dB.

47.1. 2007 47.2. 284 mil

48.1. a) O ndmero de microrganismos existentes nessa
cultura aumenta 60% por hora.

48.2. 9095
49.1. 30 49.2. k=015
49.3. a) 16% b) 11 meses
50.3. 8h46 min
51.1. 2003 51.2. k=—In(21-p)
Pag. 125
52.2. 2612

52.3. O numero de artigos vendidos decresce 1,4% por dia.
52.4. Anova campanha deve ser iniciada durante os primeiros
66 dias que decorrem apds o termo da campanha

anterior.

53.1. 86 53.2. 10 parsec
54. 0,36
55.2. 13 horase 2 minutos.
56.1. f': R— R

X s P #3
56.2. D, =12, + oo[
56.3. a) |- o0, 4[ b) 14, 6]

Pag. 126

1. (B) 2. (8 3. (D)
4. (D) 5. (© 6. (B)
7. (D) 8. (A 9. (D)
10. (© 1. (B) 12. (D) 13. (B)
14. (B) 15. (A) 16. (0 17. (0
18.1. 5={3} 18.2. 5={0, 3}
183. 5={2,1} 184. t=15In2=104
18.5. t=—¥ln2'-—2,3 18.6. S:{;—Iog,Z}
18.7. S={5} 18.8. S={-6}

18.9. s=]—l, 2[
4
18.10.5=10, {UJ4, +oo[ 18.11.S=}-00, In2[

18.12.5:]—%, 1;[\{0}

19.2. Cercade 907 aves. 19.3. Noano de 2009.
20.1. 15 pegas por hora. 20.2. Cercade 80 dias.
21.2. Teréo de decorrer, aproximadamente, 9 anos.
21.3. 332 milhares de euros.

22.2. E=7,08x 10" erg
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23.1. 10 milhoes 23.2. 16 anos
24.1. 409,37 gramas 24.2. 34,7 anos
25.1. No 9.° dia 0 nimero de pessoas infetadas atingiu 4000 .
25.2. Passadas duas semanas foram infetadas cerca de 9960

pessoas.
26.1. D=0, 1[
262. f': R— R com f~' ({) = —

e +1
27.0. f':]-00,3[— R
o 1 3 =X

com f'(x)=— Eln (T)

27.2. {0, lIn 2}
2

28.2. x=81
29.1. Aproximadamente, 7169 anos.
29.2. 11,4%
30.1. d=2% 30.2. 2,1cm
30.3. 4,3; sao necessarios 4,3 anos para que o diametro

médio do tronco de uma arvore duplique.
30.4. 15 anos.
31.2. 1623 anos.
32.1. 1809 €
32.2. Se nada investir vendera cerca de 119 bicicletas; se

32.3.

32.4.

33.2.

investir 3000 € vendera cerca de 397 bicicletas; no

caso de investir 30 000 € o numero de bicicletas

vendidas rondaré 621.

Compensa gastar 3000 € em publicidade (o lucro é de

16 850 €) mas nao compensa gastar 30 000 € (lucro de

1050 €).

a) L(p) é olucro obtido com avendade n bicicletas tendo
sido investido p milhares de euros em publicidade.

b) O lucro é maximo para um investimento de 4800 € .

As 12h 28 min.

1

1.1, —-= 1:2. —1- 13. -8
2 3
2.1. Nao existe. 2.2. +00 23. 0
24, +oo 25, —-oo 26. +0o 27. —oo
3.1. —-o0 32, —-o0
41. 0 42. 0
Pag. 139
51. —o0 52. 0 53. % 54. -2
6.1. - 2 6.2. —oo 6.3. 3
£ 5
6.4. Nao existe. 6.5. 3
& Pag. 140
7.1. +o0o 7.2. Nao existe.
= 1
£73. 2 74. —
b 1 16
£75. - 76. 0
£ 3
§7.7. + 00 7.8. Nao existe.
28.1. 1 82. +oo .

83. -
3

-
|
N W
"

ag. 141
9.1. 3 9.2. 1 93. -2 9.4.
2 3
95. 2 9.6. +o0 9.7. 0 9.8. +oo
99. 1 9.10. +o0 9.11. 0 9.12. —oc0
Pag. 142
9.13: 3 9.14. U 9.15. 1 9.16. 1
2 2 3
9.17. 1 9.18. 2 9.19. 1 9.20. —oc0
9.21. +o0 9.22. 4¢’ 9.23. 1+1In3
9.24. 1 9.25. 6
Pag. 145
10. f écontinuanoponto x=0.
Pag. 146
11. f é descontinua a esquerda e a direita no ponto x=0.
Pag. 148
12. f é definida pelo quociente, composta e soma de
fungoes continuas.
Pag. 149
13. h écontinuaem [0, 1]; h(0)>0 e h(1)<0.
Pag. 151
14.1. a) x=1e y=x+1
b) y=3x (quando x—» —o0)
<) x=0; y=—1 (quando x— —o0)
y=1 (quando x— +00)
d) x=0
e) y=0 (x—>—o0) e y=2 (x—>+00)
) x=3; y=0 (x—>—o0)
9) =33 (r—s+00); y == 3x+ 3 (x—~00)
14.2. a) y=3 (x— +o0)
y=x (x——00)
b) y=2x+1 (x— +00)
Pag. 152
15. (0 16. (A) 17. (0 18. (D)
Pag. 153
19.1. (B) 19.2. (D) 20. (A) 21. (A
Pag. 154
22. (D) 23.  Econtinua.
25. g écontinuaem IR.
Pag. 155
2. (@ ~~ 28. (D) 29. (©
30. (D) 31. (D) 32. (0 33. (B)
Pag. 157
saa. [1.2]
2 4
34.3. A(0,671; 0,450), B(1,854; 3,437), C(0,726; 0,852) e
D(0,574 ; —0,758)
35.1. k==1
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Solugoes

37. (A 38. (A) 39. (M)

Pag. 159

40.2. Com o decorrer do tempo, o nimero de leopardos
existentes na reserva tendera a estabilizar num nimero
préximo das 900 unidades. _

40.3. 2017 o

41.1. 5000 413. 7,21

41.4. 0; lim P(t)= 0 significa que, com o passar do tempo,

t—+o00
a populacdo de pinguins da ilha tende a extinguir-se,
dado que o nimero de individuos que nascem é inferior
ao numero de individuos que morrem.
Pag. 160

46. y=0

Pag. 161

47. y=-1 49. y=-3 5. y=0

Pag. 162

52. (© 53. (A) 54. (Q)

55. (A) 56. (C) 57. (B)

58. (A) 59. (B) 60. (B)

Pag. 163

61. (O 62. (A) 63. (B)

64.1. k=e 64.2. y=0; y=-3

64.3. 1,97

65.1. f é continuaem IR.

65.2. y=x+5 (quando x—» — o)

66.1. E descontinua.

66.2. Sao assintotas do gréfico de g as retas de equagoes
x=0, y=—x+3 (quando x— +00) e y=x-2
(quando x—» +00).

Pag. 164

1. (B 2. 3. (0 4. (A

5. (B) 6. (A 7.  (B)

' Pag. 165

8. (D 9. (A 10. (B)

1. (0 12. (A) 13. (A)

14. (B) 15. (D) 16. (B) 17. (D)

18. (D) 19. (0 20. (B)

: Pag. 167

21:3.. 3 21.2; ~3 213. -2 214. —oc0

21.5. +o0 21.6. + 00 21.7. —oco 218, -1

219. 0 21.10. —oco 21.11. 0 21.12. 0

22.1. lim f(x)=3; lim fx)=-2
x—1* x—1

222, lim f(x)= lim fx)=1
x—1 x—1

23.1. % 23.2. 0 233. 1 23.4. + o0

235. 0 23.6. In2 23.7. +o00 23.8. %

239. +00 2110, 0 23.11. —o00 n

24.1. f é continuaem RR. 24.2. 3
25.1. f é descontinuaem x=0 (continua a esquerda).
asa. 2
2
26.2. Adrvore nasceu hd 7 anos. Portanto, foi transplantada
hd 5 anos.
Pég. 168
27.  Sim. A soma de duas fungoes continuas em a é uma
fungao continuaem a.
28. f+g pode ser continuaem a. Por exemplo:
0 se x#a 1 se x#a
fx)= =
= (x? {1 se x=a e W {0 se x=a
f e g sao descontinuasem a e f+g é continuaem a.
29.  Falso. Por exemplo, se f é constante tal que f(x)=0 e
g édescontinuaem a, (fx g)(x) =0 é continuaem a.
30.  Nao. As fungoes do exercicio 28. sao descontinuas em a
e o produto é uma funcdo continuaem a.
31.2. f(-2)xf(0)<0 e f é continuaem [-2, 0].
31.3. Aretadeequagao y=x é uma assintota quando
X——00,
32.  Nao. Por exemplo, sendo f(x)=x*—1, f(~2)x f(2) >0
e f admite dois zerosem ]-2, 2[ .
35.1. y=0 352, x=0
353. x=1;y=0e y=x 354. x=-1;x=2; y=x+1
Pag. 170
1.1 =1 12, y=-x+4
2.1. 19m/s 22. 13m/s
Pag. 171
3.1. f(1)=2
3.2. a) k=e b)f(17)=2e f(1*)=1. Nao existe f'(1).
Pag. 172
4.1. a) f(0)=1
b) Toda a fungao com derivada finita num ponto é
continua nesse ponto. Logo, f é continuaem x=0.
42. b)g'(0)= ;—; g'(0")=- % Nao existe g'(0).
Pag. 175
6.1. f()=—124+12 6.2. g'(x)=10C+x
10 1
7.1. f'(X)=—0,06x— 04 — — —
X xVx
72. f)=6+ 2\ 73. f()=- Rpa i,
. 2 X S AV
74. f'()=-—=-
S oaVe
Pag. 176
81. FU=03¢+1)(Vx+1)+ B
2Vx
1
82 f()=1-2x——
X
X -3 1-x
9.1. f)="121 92. g'()=———
3¢ 2Vx(x+1)
Pag. 177
10. 15 o)
2(Vx+1
Tt f'(x)=—i 112 g'(x):u
X Vx
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2
na. hg=2%V
X
114, ') =x+1)(10x+ 1)
.
120, f(x)=
(x) "
122. g'(0)=x+1)x2"**xIn2
1
12.3. h'(x) = e;<1 - %) 124. i'(x)=(4x—4)e >
Pag. 179
B =t o g'0)=——
2X + ZX\/); xIn10
2
13.3. h'(x) = MEDY, flgads 0y
X 2
14.1. f é estritamente decrescenteem ]— oo, — 1] eem
[;—, + oo[ e estritamente crescente em [— )5 %]
14.2. f é estritamente crescenteem ]— oo, —2] eem
[0, + oo e estritamente decrescente em [—2, 0].
14.3. f é estritamente decrescenteem ]— oo, 3[ eem
13, 4+ 00[.
14.4. f é estritamente decrescente em ]0, 1] e estritamente
crescenteem [1, + ool .
14.5. f é estritamente decrescenteem ]— oo, — 1] eem
[1, + oo[ eestritamente crescenteem [—1, 1].
15.1. f é estritamente decrescente em [—2, 1] e estritamente
crescenteem |-oo, —2] eem [1, + oo[ .
f(~2)=5e"? é um méximo relativoe f(1)=—e éum
minimo relativo.
15.2. f é estritamente crescente em ]-2, 0] e estritamente
decrescenteem [0, 2[. )
f(0)= 1+ In 4 é um méximo relativo (e absoluto) de f.
15.3. f é estritamente decrescenteem ]— oo, —2] eem
[2, + oo[ e estritamente crescente em [-2, 2].
f tem um minimo relativo para x=-—2 e um maximo
relativo para x=2.
15.4. f é estritamente crescente em ]0, e] e estritamente
decrescente em [e, + oo[ .
f tem um méximo relativo para x=e.
15.5. f é estritamente decrescente em ]0, €] e estritamente
crescente em [e?, + oof .
f tem um minimo relativo para x = e’.
15.6. f é estritamente crescenteem ]— oo, 0] e

estritamente decrescente em [0, 1[ eem [1, + oo[ .
f(0)=2 e f(1) = 2 sdao maximos relativos de f.

16.1.

-
o
N

Concavidade voltada para baixo em ]0, 1] e voltada

paracimaem [1, +oo[ . (1, A4 é um ponto de
: & 2
inflexao do gréfico.

. Concavidade voltada para baixoem ]- oo, —1] e

voltada paracimaem [— 1, + oo . (- 1, €?) éum
ponto de inflexdo.

Solugdes

16.3. O gréfico de f tem a concavidade voltada para cima em
]- o0, 1] e voltada para baixoem [1, + oo .
O ponto de abcissa 1 é um ponto de inflexao.
16.4. O gréficode f tem a concavidade voltada para cima em
todo o dominio.
Pag. 187
17.  f(1) é um maximo relativo e f(2) é um minimo relativo.
Pag. 188
18.1. D,=R*
Monotonia e extremos
e + 00
+ 0 -
7 e’ N
Maximo
Concavidade e pontos de inflexao
X 0 e% +00
£ - 0 +
3
f —~ % @ | s
Pl
Assintotas: x=0 e y=0 (x — + c0)
Gréfico: Contradominio:
y . ] 1 ]
= [0, —
1 3
e r\
o] e X
18.2. D;=R
Monotonia e extremos
X — 00 0 2 + 00
f' + 0 + 0 -
f N | o 2 |a2] N
Minimo Méximo
Concavidade e pontos de inflexao
X |- |2-V2 2+4V2|  +eo
£ + 0 - 0 +
f ~ S R
Pl Pl
Assintotas:
y=0 (x — + 00)
Gréfico: Contradominio:
D;=[0, +oo[
X
Pag. 190
19.3. x=5m; y=54ﬁm
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20.1. 5€
20.3. O lucro é maximo decorridos 43 dias.

21. (A 22. (D) 23. (B) 24. (D)
e Pag. 193

25. (D) 26. () 27. (0 28. (D)

29. (A 30. (0

31. (D) 32. (A 33. (B)

34. (B) 35. (B) 36. (B)

Pag. 197

37.1. f é estritamente crescente.
37.2. y=0ey=1 37.3. Jo, 1[
2 1

37.4. a)y=§x+§ b) 2In2

37.5. Ogréficode f tem a concavidade voltada para cima em
]- 00, In 2] e tem a concavidade voltada para baixo
em [In2, +oo[.

O ponto de abcissa In 2 é um ponto de inflexao.

383. y= % (quando x — + o0) e y=— % (quando
X — — 00)

38.4. f éestritamente decrescente em ]— oo, 0] e é
estritamente crescente em [0, + oo[ . f tem um
minimo relativo para x=0.

385. S={-4In2, 4In2}

39.1. g éestritamente decrescente em ]— oo, 0] eem
[1, + oo[ e éestritamente crescente em [0, 1].
g tem um minimo relativo para x=0 e um méximo
relativo para x=1.

39.2. y=1 (quando x — + o) 393. S={-1,1}

40.1. f é estritamente decrescente em ]— oo, 0] e é
estritamente crescente em [0, + ool .

403. xE]-1, + o0 40.4. k=0,649
Pag. 199
410, y=4x-2
41.2. h'(x) >0, Vx €IR" = h é estritamente crescente
em R".

41.3. Como h é estritamente crescente em IR", h é injetiva
e, por isso, admite inversa.

414. h'(2)=1 415. a=054

42.1. Afungao g é estritamente decrescenteem J0, 1] e é
estritamente crescenteem [1, + oof .
A fungao tem um minimo relativo para x=1.

42.2. 2

432, x=—1e x=1

43.3. Ogréficode f tem a concavidade voltada para cima em
]-1, 0] evoltada para baixo em [0, 1[. O ponto de
abcissa 0 é um ponto de inflexao.

434, y=—2

44.1.
44.2.

443,

45.1.

45.2.

45.3.

46.1.
46.2.

Pag. 200,
y==x+3

f é continua no ponto 1 porque toda a fungao com
derivada finita num ponto é continua nesse ponto e
f(1)=-1 R )

O gréfico de f. tem concavidade voltada para baixo em
]— o0, 1] e tem a concavidade voltada para cima em
[1, + oo[ . Opontodeabcissa 1 é um ponto de inflexao.
f(0)=-1e f(0")=-o0

e(-1-x) se x<0
f'(x) =
®) In<§)+1 se x>0
A funcdo f é estritamente crescenteem |-oco, — 1] e

2 :
em [E’ B oo[ e é estritamente decrescente em

[— T ﬂ Afungdo f tem um méximo relativo para
x=—1 e um minimo relativo para x = Py
f()=0e f(19=5

f é estritamente crescente em ]— o0, 15] eem [1, 2];

f é estritamente decrescente em [l, 1} eem

[2, +00[. 2

f tem méximos relativos para x = L e para x=2 etem
um minimo relativo para x=1.

3 y=x+%(quando X — — 00)

47.1.
47.2.

47.3.

48.1.

48.4.

49.2.

49.3.

f é continua no ponto O.

f0)=ee f(0)=-2

f'(0") # f'(0)) = nao existe f'(0)

f é estritamente decrescenteem ]- oo, — 1] eem
[0, + oo[ e estritamente crescente em [~ 1, 0].

f admite um minimo relativo para x=—1 e um maximo
relativo para x=0.

1 1
f0)=—— 482, y=——x+2
(0) -2 y==3X

(-2

f(0)=e'-2ef(0)=1

f'(0%) # f'(0)) = nao existe f'(0)

f é estritamente crescente em [0, 1] e estritamente
decrescenteem [1, + oo[ .

f tem um méximo relativo para x=1.

49.4. y=0
Pag. 202
50. (A) 51. (€ 52. (0
53. (0 54.. (B) 55. (B)
Pag. 203
56. (A) 57. (D) 58. (B)
59. (0 60. (B) 61. (B)
Pag. 204
62.1. f é estritamente decrescente. Logo, f ndo tem extremos

62.2.

relativos.
Os pontos de abcissas — 1 e 0 sao pontos de inflexao
do gréfico de f.

Casa da Aula - Centro de Explicagbes - www.casadaaula.com

NAdD

rIONPH 0M0d & TIVIN



CPEN-MA12 @ Porto Editora

62.3.
63.1.
63.2.

63.3.

64.1.
64.2.

64.3.

64.6.

f(-1)=0 624. y=—4x+5
x=0
g é estritamente crescenteem [0, 1] eem [4, + oof

e é estritamente decrescente em [1, 4].

f tem um maximo relativo para x=1 e um minimo
relativo para x=4.

0 ponto de abcissa 2 é um ponto de inflexao.
y=—x+4In2-6

y=0 (quando x — — o)

g(0)=1 é oméximode f.

s (3

0 gréfico de g tem a concavidade voltada para cima em

} oo, — ;—] e voltada para baixo em [— ;— ¥ °°[ .

D;=]-o00, 1]

0 ponto de abcissa — 7 é um ponto de inflexao.

64.7. y= gx + 2
e e
65.1. 23,77 m 65.2. 8m
66.1. x=0; y=2x 66.2. y=5x-5
66.4. u(x)<0, Vx€10,1[ e u(x)>0, VxE ]1, +00[
66.6. f é estritamente decrescente em [0, 1] e estritamente
crescenteem [1, + oo .
f admite um minimo relativo para x=1.
66.7. D;=[3, + oo[
67. k=2
69.6. f é estritamente decrescente em ]0, o] e estritamente
crescenteem [, + ool .
Logo, f(cx) é o minimo (absoluto) de f.
73.1. O grafico da fungdo f, tem um Unico ponto, de abcissa
x=e """, onde areta tangente ¢é paralela ao eixo Ox.
73.2. Como f(e " ")=—e """ o ponto grafico de f, com
abcissa e "' tem ordenada — e " ". Logo, pertence
aretade equagdo y=—x.
73.3. R, temabcissa e ".
73.4. Como f'(e")=1, ¥Yn €N, atangente ao gréfico de
f. noponto R, é paralela a reta de equacao y = x.
Ve 1
74.3. y= TX - E
1. (B 2. (B) 3. (B) 4. (A
5; i{c) 6. (B) 7. (©) 8. (A
9. (B) 10. (A) 1. (©
Pag. 208
12. (D) 13. (A 14. (0
—
15. (A
16.1. (0, 0) e (4, —32) 16.2. (o,o)e(—z,iz)
e
163. (0, 3+1n4) 16.4. (e— 1, %)
10 32
17. y=- ?x + e

18.

19.1.

19.2.
21.1.

Solucdes

0,216; —0,024 . 20 minutos ap6s ter sido tomado, a
concentragao do medicamento no sangue cresce a uma
velocidade de 0,216 mg/I e, 3 horas apos ter sido
tomado, decresce a uma taxa de 0,024 mg/I.

x+1 U‘?
e >0
Pt % se X
2x se x<0
| P =2
e e 2In2
Nao existe (f'(1)=-2e f'(19)=2).

21.2. 1

22.

23.1.
23.2.
24.1.
24.2.

25.1.

25.2.

26.1.
26.3.

26.4.

. g éaderivadade f.

(8)

y=x+5

g é estritamente crescente em IR ; g nao tem extremos.
1

Concavidade voltada para cimaem ]- oo, 0] e voltada
para baixo em [0, + oo[ . O ponto do grafico de
abcissa 0 é um ponto de inflexao.

A reta de equacdo x=0 é a Unica assintota do gréfico
de f.

f é estritamente crescente em ]0, 2] e estritamente
decrescente em [2, + oo[ , logo f(2)=21In2 é o unico
maximo de f.

x=1

f é estritamente decrescenteem 10, 1[ eem 1, e[ ;

f é estritamente crescente em [e, + oo[ ; f(e) =e éum
minimo relativo.

Consideram-se as fungoes y, = .S Y, =4- -
In x 4

Determinou-se a intersecao dos dois gréficos tendo-se
obtido os valores seguintes (aproximados as décimas).

C

™

Logo, as solugées inteiras da inequagao f(x) < 4 — % sao
2,3e4.
27.2. f éaderivadade g.

28.1.

28.2.

fPis 211

A concentragao foi maxima 2 he 9 min apés a
substancia ter sido injetada.

Introduziram-se na calculadora as fungées y, = C(x) e
y, =2, obtendo-se os gréficos seguintes.
Calcularam-seas ¢
abcissds dos pontos
de intersecao dos

dois graficos 21
tendo-se obtido os 1
valores indicados. ;
Atendendo a que Olo;370
14,642 —0,370=14,272 e 14,272 h=14h 16 min,
podemos concluir que a concentragao de substancia no
sangue do animal foi superiora 2 miligramas por litro
de sangue durante cerca de 14 horase 16 minutos.

14,642 t
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Solugdes

29.1. Asretas definidas por x=0 e y=0 sao as tnicas
assintotas do gréfico de f.

29.3. Aéreado triangulo [OAP] é méxima para x=1.

30.1. 50000 30.2. 22h50min

30.3. Calculou-se a intersecdo dos gréficos de y, = N(x) e
y, =300, tendo-se obtido os valores indicados
(as décimas).

2 .
/\ o
27,3 828 X
O niimero de espectadores ultrapassou os 300 000
entreas 22 h 27 min eas 23 h 23 min.
(82,8 min=1h 23 min)

31.1. h é estritamente decrescente em ]0, 1] e estritamente
crescenteem [1, + oo .
h(1)=3 é o minimo absoluto de h.

Entdo, h(x) >3, VxER".
31.2. f'(x)>0, Vx € IR" = f é estritamente crescente.
31.3. —00; + 00 31.4. lim [f)-(x-1)]=0
X—*+ 00

31.5. Eopontode abcissa e.

Pag. 212

32. (208,33; 36 875,65)

Para x=208,33 milhares de euros, a velocidade de
crescimento R é maxima.
3
33: (—L,—£+ Z +d>
3a° 3a 274°

34.1. (14,67; 12765,26) 34.2. 108533 m/s

34.3. Avelocidade méxima é atingida para t=14,67s,
abcissa do ponto de inflexao.

35.  Nao. Por exemplo, (2, 0) é um ponto de inflexao do
gréfico da fungao f definida por f(x) =[x’ — 4| e £'(2)
nao existe.

36.1. 4,63cm 362. x=13-V26

37. 39cm

Pag. 213

38. Aretadeequacdo y= ;‘-x + % é tangente ao grafico h
no ponto de inflexao, ponto de coordenadas (0 i 15)

39.1. N(0)=0,01 < k=2 39.2. Noanode2001.

39.3. 245 castores/ano.

40. 1

41.1. a=-3 e b=1 41.2. y=—x-1

42. y=5x-3

Unidade 3: Trignometria e nimeros complexos

K V3 % <t
3 15
, Pag. 218
2% x=-§+Man=éth,kez

(e}
22. %,in,m} 23. x=Z+42%n, k€EZ %
2 2 5
24 x="= ez s
2 3
28, x=Zidvx=-2+2% rez §
2 3 -
28, {_ ELIN. 2.3 3_1:}
4’ 4'4' 4
Pag. 220
33. x=046
Pag. 222
4, dw=1m5+zng{——m—mjﬂ
Pag. 224
g1 2 33 2 53. 4 54. 0
- 2. < :
55. - % 56. 3 57. 1 58. 1
Pag. 226,
) i 3% .. [Tt
6.1. f'(x)=cosx—cos(2x) 6.2. h'(t)=—==sin|—
10 10
63. g'®=1+
cos?(2x)
7.2. A(0)=3
A(0) é a area do quadrilatero [PBCD] quando x=0.
Como, neste caso, P coincide com M, trata-se da érea do
trapézio [MBCD]. Esta drea também pode ser obtida por:
MB+DC><R.= 1 +2x2=3
2
13 L;4-%1
4
Pag. 228
8. (0 9. ©
Pag. 229
10. (B) 1. (A) 12. (A
Pag. 230
n 8\/5
13.2. — 133. ——
6 9
153. Se x=g, AC=2,AB=2V3eBC=4.
Pag. 232
. b4 3n
17.1. f é estritamente crescenteem |0, 3 eem > 2n
e é estritamente decrescente em [% 3?“] .
f tem minimos relativos para x=0 e x = %’t etem
maximos relativos para x = g e x=2m.
17.2. y=—4x+4n+1
17.4. O gréfico de f tem a concavidade voltada para baixo em

[0, %1:] eem [H?n’ Zn] e voltada para cima [%n ”Tn]
0 grafico de f tem dois pontos de inflexao, de abcissas
T n
6 6
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T
17.3.. =
2
18.1. O gréfico de f nao tem assintotas.
Pag. 233
19.1. g é estritamente crescente em {0, %] e estritamente
decrescente em [%' n].
g tem minimos relativos para x=0 e x =7 e temum
maximo relativo para x = g—
19.2. O gréfico dafungao g tem a concavidade voltada para
baixo em [0, g] e voltada para cima em [% n].
0 ponto de abcissa 3 é um ponto de inflexdao do grafico
de g.
19.3. 0,12
Pag. 234
21.1. (1) =2 212, y=2x+1 214. x=e
21.5. O gréfico de f tem a concavidade voltada para baixo em
11, 2] evoltada paracimaem [2, + oof .
0 ponto de abcissa 2 é um ponto de inflexao.
22.1. a =% 22.3. %
23.1. Ografico de f tem a concavidade voltada para cima em
[0, g] eem [%’E, n] e tem a concavidade voltada
ara baixo em [E 2—”]
P M7 i
; T 2%
Os pontos do grafico de abcissas 3 e 3 sao pontos de
inflexao.
T
232, —+1
2
Pag. 235
24. (B) 25. (A 26. (0
27. (B) 28. (B)
Pag. 236
29. (D) 30. (© 31. (D) 32. (A
33. (A 34. (D) 35. (A 36. (D)
37. (O 38. (D) 39. (B)
Pag. 237
40. (A 41. (B) 42. (0 43. (D)
44, (Q) 45. (D) 46. (A) 47. (D)
48. (0 49. (D)
: Pag. 238
50:.1. =
‘ 2n
50.2. ‘f é estritamente crescente em [0, g] eem [—3—, n] e
é estritamente decrescente em [g Z?n] s
5. g 2n i
f.tem minimos relativos para x=0 e x = 3 etem
maximos relativos para x = g ex=mx.
50.3. O grafico de f tem a concavidade voltada para baixo
T : n
em |0, 3 e voltada para cima em [-2—, n].
0 ponto do gréfico com abcissa g é um ponto de
inflexao.

1. .= 1 V3
4 y=——Xx+—= 50.5. b) |-, —
Wk =gty ) (2 2 )
51.3. Aéreado tridangulo [ABP] é maxima para x = g e,
para este valor de x, o perimetro também é méximo.
53. 6m
Pag. 239
54.1. x=0e x="= 543. a==
N > 3 i
54.4. 2V2+2 54.5. %
54.6. y=—§x+§
4" "4
55.1. D;=[1, x-1] 55.2. D,=[0, 1]
55.4. k= g 1 56.2. k=25
Pag. 240
n n
57.1. x=3 573. y=2x+2  57.4. d) =
2 . b4 3n
58.2. d é estritamente decrescenteem |0, 3 eem | =, 7
e estritamente crescente em B 37"] .
d tem maximos relativos para =0 e para o = 3%: e
tem um minimo relativo para o = g
Coordenadas de P: (4, 0) para =0, (0, 4) para
T 3n
a=—e(0,-4 ==
> ( ) para o 5
58.3. 3
59.2. f é estritamente crescenteem [— 7, 7] .
f(— 1) é o minimo absoluto de f e f(rr) é o maximo
absoluto de f.
59.3. D;=[-m, =]
59.4. a) Iimoh(x)= 0
X—
h(x) se x € [-=r, n]\{0}
b -
) 909 {O se x=0
Pag. 241
60.2. 14 min 60.3. 711 m 62.2. 0,181
63.4. g éestritamente crescente em ]0, g] e é estritamente
decrescente em [g, n[.
63.5. g tem maximos relativos para x = g epara x =— g e
tem um minimo relativo para x=0.
63.6. y=——x+£+1
2
Pag. 242
. @ 2. (D) 3. ()
4. (8 5. (0
Pag. 243
o fon
’ 6' 6
1
7.2. AQ0)=—
©=3

A(0) é a area do triangulo [AQP] quando x=0.

Neste caso, este triangulo coincide com o tridngulo [ABD]
cuja rea é igual a metade da area do quadrado, ou seja,
1

3
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1

73. A= 2 Para x= 0,6
8.  h(f)=1,605sin [g(r - 0,53)] +1,935
9.1. 6=225rad 9.2. 1800 cm’
9.3. AB=80sin(1,125rad) = 72,18 cm
9.4.  Aisos = 8005in(2,25) = 622,46 cm’
9.5. 0,462m’
Pag. 244
10.2. -Z— 10.3. Isdsceles
T
112 2 1.3. 4
3
12.2. g 123. 1; =06
Pag. 245
13.2. C(0)=60

Se x=0 o custo da instalacao é de 60 mil euros.
(Neste caso sao 2 km de cabo submerso e 2 km de
cabo subterraneo: 2 x 10+2 x 20=60.)

133. x=2
6
14.1. a) y=3
b) Concavidade voltada para baixo em ]1, 2] e voltada
paracimaem [2, + oo[ . (2, 4) é um ponto de
inflexao.
14.2. k=16
Pag. 246
15.1. g é estritamente crescente em [0, g] eem [ZTR n];
g é estritamente decrescente em [g Z?R]
g(0) e g(%t) sao minimos relativos;
n —_— .
g(g) e g(m) sdo maximos relativos.
T, e B o
4 4

Tangente no ponto de abcissa %: y=x+1

Tangente no ponto de abcissa 3Tn: y=x-1

15.3. AB=~2,519-0,623 =19
17:1—8 17.2. y=4x—6
18.1. Afungdo f é estritamente crescente em [0, ;—J eé
estritamente decrescente em [g n].
A fungao f tem um minimo relativo para x=0 e para
X =T e um maximo relativo para x = %
18.2. 1,00
1 3 T 3
19.1. k== 19.2. y== 193. fl—-=)=—-=
2 ¥=2 - < 2) 2
Pag. 250
1 3 1
1.1. —+— 12, ———= [ -3 -10i
207 10 i i 3 3-10i
14. -8i TS5 —2
Pag. 251
21. {-1+2i} 22. {3+2i,3-2i}
23. {1+45i,-1+5i} 24 {0.1.-1}
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25. {0,2-i,2+i} 2.6. {—1—3} %
4 3 3 £
% =2, 18V20 -3 :
H
Pag. 252
41. a=-1 42. a=1 - .
Pag. 254
5. 2z =3cisw 52. zz=\/£cisg
53. z3=2cis %n 54. 2z,=cis0
55. z;=dcism
Pag. 255
6.1. z =V2dsZ 6.2. zz=2ci52—1t
4 3
63. z,=2V2ds>F 64. z,=6 cis(— E)
4 6
65. 3 cis(— 2—") 66. 8cis 67. 6 cis(— E)
3 6 4
Pag. 256
70, z=2+2 72. z=-2+2V3i
73. z=-V3-i 7.4. z4=32ﬁ—%i
75. z,=3 76. . z,=2i
Pag. 258
8.1. 8i . #3 ~Va-i
b 2n 4m 51
9.1. {2, 2cis—, 2cis—, —2, 2cis—, 2cis —
{ CIs 3 Cis 3 ClIs 3 CIs 3 }
. . 5w
9.2 0, cis—, —1, cis—
o1 w7
Pag. 259
10.  Por exemplo:
I A I\ _2D; =2\ A C; =Z~_~B;
iz~ AE; iz~ AF; —iz\ G; —iz~ _H
Pag. 262
11.
Pag. 263
12.

2+ Re(2)
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Pag. 264
13.1. 13.2.
Im(2)
Re(z) Re(z)

14.1. |7< 1A %n < arg(z) < m (por exemplo)

142, z+1|<1A ogarg(z+1)<§v|z+1|>|z+i|

S

(por exemplo)

Pag. 266
15. (A) 16. (B) 17. (A) 18. (D)
Pag. 267
19. (B) 20. (B) 21. (D)
Pag. 268
2. (0 23. (D) 24. (B)
Pag. 269
25. (B) 26. (B) 27. (D)
Pag. 270
8. (0 2. (D) 304 ?
Pag. 271
311 |7]=2 312, -V3-i
1.1 1 1. 5n
32N §C§, ~CleR; s
{ZCIS3 2ClSTt 2CIS 3}
R ~Vixl
33.1. a) 82 b) |7 =V2
33.2. {2 cis%, 2cisz3—”, 2cis %", 2cis 53—"}
34. (B) 35. (A 36. (O
37. (A 38. (D) 39. (A
Pag. 273
40. () 41. (0
42.1. -3-i 422, w2=4\/2—cis§4£+1
3.. 5={cis§-, cism, ciss3—n} 432. b) 1
.
3 5w, 0 2
44 { iz 3 }
5 8t . 8m
£45.2. L 3
§ 5.2. 2cos 7 cis 7
346.1. VacsT 462 k=2Vk=-2  463.2
z
=
7472, a=-"1
& 3

T
2

48.1 ﬁcis(— 11_1:) 48.2 kit
4 12 24
1
M. ~
2
50.1. a) V2 -V2i
b)
Bl L
CIS2
513. |z-(1-1V3)|< V3
/\(0< (z— =
52.1. |z—(—1)|<2/\(—g<argzgov%n<argz<n)
522. z,=—V3+i
53.0. S={-2i, V3+i, - V3 +i}
55.2 {o V3_1 —ﬁ—li}
="z 2" 2 2
55.3.
Im(2)
A
N 1
=3 I 3 Re(
56.1. 7 =4cis~ 56.2. |z|=2¢e arg(z)=1—
57.1. w= 2cis<—5)
4
588 —1—I
T 5 Mn
582. $=10, 2cis|- =), 2cis ==, 2cis—~
{ CIS< 9) CIs 9 CIs 9 }
58.3.
A=2m-2V3
60.
61.1. - V3-i; V3-i
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Solugdes

61.2. a) 3\/3

b) Por exemplo:
O<arg(z+\/3_+ i)<§/\ Re(2) <0 AIm(z)<0
62.1. —4 +4i

622. a:—%+k1t,k€2
62.3.
Im(2) =
Re(2)
63.1. 6 63.2. a) 1 63.3. —565
63.4.
Pag. 276
1. (© 2. () 3. (0
4. (B) 5. (© 6. (0
Pag. 277
7. (© 8. (D 9.
10. (A) 1. (D)
Pag. 278
12.1. k= 22, k=-2
13.1. { , =275, 1+\/§|}
14.1, {0,2 V3i, 2+ V3i}
1 =n
2. —; =
i 32'6
15:3; {Zcus— 2cns”—n 2ci 1192”}

4—|\/_ 4+|\/_}

16.1.
13

17.1. 17.2. -2, =
1)

1
18. {0, cusE, cns7—n, cusBTn}

19.  Nao existe. 201. zz=-1€R
20.2. {4-3i, 4 + 3i} 20.3. n=3+6k, kEIN
211, £ = i al

w; 2c15— 2Cis—; 2cis—
3’ 6 3

21.2. 8\2 22.2. 3.°quadrante

4n 21 8
% M 2 - =
23 {0 cus( 9) 2 cis — 9" , 2Cis 9}

1 ( n)
—cis|— =
4 3

232. ); &t

241. a=-1Va=1 24.2.

24.3. £ =2 =409%
51 1n
& 10, -L), acis =, acis—=
24,5 { 4cus( 9) cis 9’ cis 9}
Pag. 280
25.1. || = 25.. 2cis(— %) 253. 4+2V2
26.1. 6+2V3 272 |4=
28.1. u=—;—i; Re(u)=0 A Im(u)#0
28.2. {cisg, csm, ciss?n} 283. z-(1-i|<V2
Pag. 281
29.1. |2|=3 29.2. w=32ﬁ+—| 293. 9
V3 o1 V3o,
2, —+ i - —+ i —
30.2 2 +2| 3 21 i
303. |z-2i|]=
31.1. 80
312. 3) =-3V3-3i b)6
32.1. {; ;u} 22 1=VEI 3288

33.1. w, = cis(— E); W)=
6
33.3. {0, cis(— %t), cis 4—“, cis %}

33.4.

-3*—2-1 | |o

Re(2)

34,

Re(2)

35.1. {2 CIS(— —) 2 c155—1t 2 cas"Tn}

9’
) 2

36. Porexemplo:

35.2.

<1 /\Ogargzgg/\lngé

z cisn
3

37.1. 1+

n 51
a) S= {2cns<—ﬁ) ZC'SE 2057}

b) S={i, —1+i} ) z=3+4i

37.2.
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Unidade 4: Geometria

12. (x-4'+(y-4'=32 15 P(0, 16)
Pag. 288
2.1. a) AF b) B o F
22. a=1e b=2
Pég. 290
31. (3,5 32. 5
2
3 65
83, -ily-2] =2
=17 +(y-2) -8
3.4. Asdiagonais de um retangulo sdo iguais e bissetam-se.
Logo, se [AC] é um didametro da circunferéncia, [BD]
também o é.
3.5. a) P(0, —2)ou P(0, 6) b) P(0, 1)
Pag. 292
4.1. a)2 b) -2
43. a) 24 b) 53,1°
Pag. 293
44, a)-18 b) 108,4° ;
45. a) k=8Vk=-8 b) k=8 .:)k=—ﬁ
Pag. 296
5.1. a) y=—1§x-2
b) x, y)=(=3, =1)+k(1, 3), KER
) 45° :
Pag. 297,
52. a) G(3,5,11)
b) (x,y,2=(8,4,0)+k(-2,6,3), kKER
8—x z
0,28, 12 d —=y-4==
0 (0, 28, 12) b=y T
e) 54,7° f) 51,8ua.
Pég. 299
51. a) (k=3 +(y-3 =25 Jy=2y_ 2B
3 3
52. a) x+y+z=0
b) Acondicio AP - AB define o plano que passa no
ponto A e é perpendicular ao vetor AB .
Pég. 300
70. x-y+2z2-2=0 72. b) 2x+y-z-1=0
Pag. 302
b2, k=~ %
3.3. Areta r é perpendicular ao plano f3.
3 4 9
M. (=, =, -=
(14. 7 1¢>
Pag. 305
2.1, Ostrés planos intersetam-se no ponto de coordenadas
(3,1,-2.
).2.

X

-_——_—=7

5 =7

A intersecao dos trés planos é a reta definida por:
Y

Solucdes

10.1. a) b) 260
Y
140"
2x+y =140
y-x=20
50
2}' X+ 2y=100
0 70 100 X
10.2. Para que o lucro seja maximo devem ser produzidas
30 mobilias do tipo A e 50 mobilias do tipo B.
Pag. 307
10.3. Para que o lucro obtido seja maximo, a empresa devera

comercializar 1200 kg de café damarca A e 1000 kg
de café da marca B.

1. (0 12.3. 144 13. (0
14. () 15. (B)
16. (A) 17. () 18. (B) 19. (D)

20. P(3,2,1)
212, y=-— %x+22—5
223. (3,7, 1) 224, g
Péag.311
23. (© 24. (B) 25. (© 26. (0
27.2. x=4 273. ¥+y’=25 28 11
29.1. 1(6, —2, —1). Asretas r e s sao concorrentesem /.
Logo, séo complanares.
29.3. 60°
Pag. 312
30. 22 31.1. (0,0, 3)
31.2. a) (x, y,2)=(7,8, -4 +k(2,1, -2), kKER
b) (-1,4, 4)
313. (x— 7' +(x— 8 +(x+4Y =129 31.4. tgor=3
32. AB-AG=AB-AC. Logo, AB-AG ndo dependede h.
33.2. Abase do prisma de volume maximo é um quadrado de

lado 8 eaalturaéiguala 4.

334. x,y,2=k(1,1,2),kER 33.5. B(4, 4, 8)
337. x=4Vx=4\V3+4
Péag. 313
1. A 2. (B 3. W 4. (D)
5.1. —g 52. (16, 0)
1
53. y=——x+—
y X+ 3
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Questoes de exame
essencials

Na ultima fase de preparacao para o Exame Final Nacional do 12.° ano,

o aluno depara-se com centenas de questoes e problemas que ja sairam em
exames oficiais.

Perante esta situacdo, surgem duvidas, tais como:

- Terei de resolver tudo isto para me sentir sequro?
- Terei tempo para resolver tudo?
- Sera que preciso de resolver todas as questoes?

Para ajudar o aluno selecionamos questoes de exame essenciais que deve
resolver, para se sentir seguro e confiante no dia do exame, divididas pelos
grandes temas:

1. Anélise combinatéria. Probabilidades
2. Funcgodes e trigonometria

3. Nameros complexos

Lembramos que as resolugoes detalhadas de todas estas questoes essenciais
encontram-se também disponiveis no site www.paraescolar.pt

Prepare o seu exame com seguranga e confianga.

Felicidades e boa sorte!
Os autores
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n Num grupo de nove pessoas, constituido por

seis homens e trés mulheres, vao ser
escolhidos trés elementos para formarem uma
Comissao.

Quantas comissoes diferentes se podem
formar com exatamente duas mulheres?

(A) °C, (B) 6 x°C,
(©) °A, (D)6 % °A,

Uma caixa contém apenas bolas brancas e
bolas pretas, indistinguiveis ao tato.

Todas as bolas estao numeradas com um utnico
numero natural.

Sabe-se que:

« duas bolas em cada cinco sao pretas;

+20% das bolas pretas tém um numero par;
+40% das bolas brancas tém um nimero impar.

2.1. Retira-se, ao acaso, uma bola dessa caixa.

Determine a probabilidade de essa bola ser
preta, sabendo que tem um numero par.

Apresente o resultado na forma de fragao
irredutivel.

2.2. Admita agora que a caixa tem n bolas.
Extraem-se, ao acaso, sucessivamente e sem
reposicao, duas bolas da caixa.

Determine n, sabendo que a probabilidade
de ambas as bolas serem brancas é igual a % .

Seja Q o espaco de resultados associado a
uma certa experiéncia aleatéria. Sejam A e B
dois acontecimentos (AC Q e BC Q).
Sabe-se que:

-

PO)=7
— =15
-P(Aut&r)_—16
=7
-P(AIB)-12

Determine P(A).

Considere a linha do triangulo de Pascal em
que o produto do segundo elemento pelo
penultimo elemento é 484 .

- Qual é a probabilidade de escolher, ao acaso, um
elemento dessa linha que seja superiora 1000 ?

15 6 17 8
we @ 0 ol

B Na figura esta representado um

1. Andlise combinatéria. Probabilidades

dado cubico, ndo equilibrado,
com as faces numeradas de 1

a 3, em que faces opostas

tém o mesmo numero.

Langa-se o dado uma Unica vez e
observa-se o numero da face voltada para cima.

Sejam A e B os acontecimentos seguintes:
A "sair nimero impar”

B: "sair nimero menor do que 3”

Sabe-se que:

. P(ZuE)—P(AnB):%

-P(BIA)=%

Determine a probabilidade de sair o nimero 3.

Seja Q o espaco de resultados associado a
uma certa experiéncia aleatoria e sejam A e B
dois acontecimentos (AC Q e BC Q).
Sabe-se que:

+P(A)=0,3

-P(ANB)=0,55

+A e B sao acontecimentos incompativeis.
Qual é o valorde P(A N B)?

(A) 0,85 (B) 0,25 (©) 0,15 (D)o

Numa turma com 15 raparigas e 7 rapazes, vai
ser formada uma comissao com 5 elementos.
Pretende-se que essa comissao seja mista e
que tenha mais raparigas do que rapazes.
Quantas comissoes diferentes se podem
formar?

(A) A, + A, (B) "G, x'C,+"PC,x7
O a'exvGx7 MG RYG

Uma empresa produz apenas dois tipos de

lampadas: lampadas fluorescentes e lampadas

LED (Diodos Emissores de Luz).

As lampadas de cada tipo podem ter a forma

tubular ou ser compactas.

Sabe-se que:

«55% das lampadas produzidas nessa
empresa sao fluorescentes;

- das lampadas fluorescentes produzidas nessa
empresa, 50% tém a forma tubular;

- das lampadas LED produzidas nessa empresa,
90% sao compactas.
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Questoes de Exame Essenciais

Determine a probabilidade de, ao escolher, ao
acaso, uma lampada produzida nessa empresa, ela
ser fluorescente, sabendo que tem a forma tubular.
Apresente o resultado com arredondamento as
centésimas.

Considere todos os numeros que se podem
obter alterando a ordem dos algarisfos do
numero 12 345.

Quantos desses numeros sao impares e
maiores do que 40000 ?

(A)18 (B) 30 (€) 120 (D) 240

Um saco contém quatro bolas com o niumero
0, uma bola com o nimero 2 e duas bolas
com o numero 3.

10.1. Retiram-se, simultaneamente e ao acaso,
duas bolas do saco.

Seja X a variavel aleatdria “produto dos
numeros das duas bolas retiradas”.

Construa a tabela de distribuicao de
probabilidades da variavel aleatéria X.
Apresente cada uma das probabilidades na
forma de fragao irredutivel.

10.2. Considere agora a experiéncia que consiste

em retirar, a0 acaso, uma a uma, sucessivamente e

sem reposicao, todas as bolas do saco.

Sejam A e B os acontecimentos seguintes.

A: "Nao saem bolas com o numero 0 em

extragbes consecutivas”

B: "A segunda bola retirada tem o nimero 2"

Determine P(B|A), sem utilizar a formula da

probabilidade condicionada.

Numa pequena composicao, justifique a sua

resposta. A sua composicao deve contemplar:

- o significado de P(B|A), no contexto da
situagao descrita;

« a explicagao da ordem de saida das bolas com
onumero 0;

- a explicagao do niimero de casos possiveis;

- a explicagdo do numero de casos favoraveis;

- a apresentacao do valor da probabilidade na
forma de fragao.

Os trés irmaos Andrade e os quatro irmaos
Martins vao escolher, de entre eles, dois
elementos de cada familia para um jogo de
matraquilhos, de uma familia contra a outra.
De quantas maneiras pode ser feita a escolha
dos jogadores de modo que o Carlos, o mais
velho dos irméaos da familia Andrade, seja um
dos escolhidos?

(n)8 (B) 12 (€)16 (D) 20

m Seja X uma variavel aleatéria com distribuicao

normal de valor médio u e desvio-padrdo o
(X~ N, o).

Sabe-se que:

‘u=5 <P(47 <X£5)<03
Qual dos nimeros seguintes pode ser o valor
de o?

(A)0,1 (B) 0,2 (€)o3 (D)0,4

Relativamente a uma turma de 12.° ano,
sabe-se que:
- 0 numero de rapazes é igual ao numero de
raparigas;
3
"2 dos alunos pretendem frequentar um curso

da area de saude e os restantes alunos
pretendem frequentar um curso da érea de
engenharia;

« dos alunos que pretendem frequentar um
curso da area de engenharia, dois em cada
sete sdo raparigas.

13.1. Escolhe-se, ao acaso, uma rapariga da
turma.

Qual é a probabilidade dessa rapariga
pretender frequentar um curso da area de
saude?

Apresente o resultado na forma de fracao
irredutivel.

13.2. Escolhem-se, ao acaso, dois alunos da
turma para estarem presentes nas
comemoragoes do aniversario da escola.

Sabe-se que a probabilidade de esses dois

.13
alunos serem rapazes e a .

Seja n o niimero de rapazes da turma.
Determine o valorde n.

Para resolver este problema, percorra as
seguintes etapas:

- equacione o problema;
- resolva a equacao sem utilizar a calculadora.

Seja Q o espaco de resultados associado a
uma experiéncia aleatéria.

Sejam A e B dois acontecimentos (A C Q e
BCQ).

Sabe-se que:

- P(A)=03 - P(B)=06

- P(ANB)=04
Averigue se os acontecimentos A e B sao
independentes.
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Seja Q o espaco de resultados associado a
uma certa experiéncia aleatéria e sejam A e B
dois acontecimentos (AC Q e BC Q).
Sabe-se que:

«A e B sao acontecimentos independentes;

s plAy=L -P(AUB)=%

10
Qual é o valorde P(B)?

W= ®= ©5 O

20

Para assistirem a um espetaculo, o Jodo, a
Margarida e cinco amigos sentam-se, ao acaso,
numa fila com sete lugares.

Qual é a probabilidade de o Joao e a Margarida
néo ficarem sentados um ao lado do outro?

W= @3 ©2 o2

Numa caixa com 12 compartimentos,
pretende-se arrumar 10 copos, com tamanho
e forma iguais: sete brancos, um verde, um azul
e um roxo. Em cada compartimento pode ser
arrumado apenas um copo.
De quantas maneiras diferentes se podem
arrumar os 10 copos nessa caixa?
(R) A, x 3! (B) A, x°C;

12 5 12 12
(©) "G, x°A, (D) G, x A,

Numa escola, realizou-se um estudo sobre os
habitos alimentares dos alunos. No ambito
desse estudo, analisou-se o peso de todos os
alunos.

Sabe-se que:

+55% dos alunos sdo raparigas;

+30% das raparigas tém excesso de peso;
+40% dos rapazes nao tém excesso de peso.

18.1. Escolhe-se, ao acaso, um aluno dessa
escola.

Determine a probabilidade de o aluno escolhido
ser rapaz, sabendo que tem excesso de peso.

Apresente o resultado na forma de fracao
irredutivel.

18.2. Considere agora que a escola onde o
estudo foi realizado tem 200 alunos.

Pretende-se escolher, ao acaso, trés alunos
para representarem a escola num concurso.
Determine a probabilidade de serem
escolhidos duas raparigas e um rapaz.

Apresente o resultado com arredondamento as
centésimas.

1- Andlise combinatéria. Probabilidades

m O cédigo de acesso a uma conta de e-mail é

constituido por quatro letras e trés algarismos.
Sabe-se que um cédigo tem quatro “a”, dois
“5" eum “2", como, por exemplo, o cédigo
2aa5a5a.
Quantos codigos diferentes existem nestas
condicoes?
(A) 105 (B) 210 (€)5040 (D)39
Numa certa linha do Tridangulo de Pascal, o
penultimo elemento é 111.
Escolhe-se, ao acaso, um elemento dessa linha.
Qual é a probabilidade de esse elemento ser
maior do que 10°?
3 53 2 35
A) — B) = C) — D)—=
()56 ()56 ()37 ()37

Seja Q o espaco de resultados associado a
uma experiéncia aleatéria e sejam A e B dois
acontecimentos (AC Q e BC Q), com
P(B)#0.

Mostre que P(ANBI B) = P(Z I B).

Uma sequéncia de algarismos cuja leitura da
direita para a esquerda ou da esquerda para a
direita d@ o mesmo nimero designa-se por
capicua. Por exemplo, 103 301 é capicua.
Quantos numeros com seis algarismos sao
capicuas?
(A) 729

(c) 810000

(B) 900
(D) 900 000

Considere um dado cubico, com as faces
numeradasde 1 a 6, e um saco que contém
cinco bolas, indistinguiveis ao tato, cada uma
delas numerada com um namero diferente:
0,1,2,3e4.

Langa-se o dado uma vez e retira-se, ao acaso,
uma bola do saco, registando-se os nimeros
que sairam.

Qual é a probabilidade de o produto desses
numeros ser igual a zero?

®Wo  ® ©3 O

Considere uma empresa em que:

+80% dos funcionarios apostam no
euromilhoes;

- dos funciondrios que apostam no
eurofilhdes, 25% apostam no totoloto;

+5% dos funcionarios nao apostam no
euromilhées nem no totoloto.

24.1. Determine a probabilidade de, ao
escolher, ao acaso, um funcionario dessa
empresa, ele apostar no totoloto.
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24.2. Considere agora que essa empresa tem
50 funcionarios.

Escolhem-se, ao acaso, oito funcionarios dessa
empresa.

Determine a probabilidade de, pelo menos,
sete desses funciondrios serem apostadores no
Euromilhoes.

Apresente o resultado com arredondamento as
centésimas.

Seja € o espaco de resultados associado a
uma experiéncia aleatéria e sejam A e B dois
acontecimentos (AC Q e BC Q).

Mostre que, se A e B sdo dois acontecimentos
independentes, entao:

P(AN B)+P(A)x (1 - P(B) = P(A).

Uma escola secundaria tem alunos de ambos
0s sexos em todos os anos de escolaridade.
Escolhe-se, ao acaso, um aluno dessa escola.
Sejam A e B os acontecimentos:

A: "0 aluno é do sexo feminino”

B: “O aluno esta no 12.° ano”

Qual das expressdes seguintes designa o
acontecimento “O aluno é do sexo masculino e
nao esta no 12.°ano”?

(A ANB (B)ANB (C)AUB (D)AUB

Uma caixa, que designaremos por caixa 1,
tem uma bola branca e duas bolas pretas.

27.1. Considere a experiéncia que consiste em
tirar, ao acaso, uma bola da caixa 1, observar
a sua cor e voltar a colocar a bola na caixa.
Efetua-se esta experiéncia cinco vezes.

Qual é a probabilidade de sair bola preta pelo
menos quatro vezes?

27.2. Outra caixa, que designaremos por caixa
2, tem trés bolas brancas e quatro bolas pretas.
Realiza-se a seguinte experiéncia: ao acaso,
tiram-se duas bolas da caixa 1 e colocam-se
na caixa 2; em seguida, tiram-se
simultaneamente duas bolas da caixa 2.
Sejam A e B os acontecimentos:
A: “As bolas retiradas da caixa 1 sdo da
mesma cor”
B: “As bolas retiradas da caixa 2 sao da
mesma cor”
Determine o valor de P(E | A), sem utilizar a
formula da probabilidade condicionada.
Numa pequena composicao, justifique a sua
resposta. A sua composicao deve contemplar:
« 0 significado de P(E | A), no contexto da
situagao descrita;

- a explicagao do contetdo da caixa 2 apds a
realizagao do acontecimento A;

- a explicagao do numero de casos possiveis;

+ a explicagdo do numero de casos favoraveis;

- a apresentacao do valor da probabilidade -
pedida.

Seja Q o espaco de resultados associado a
uma experiéncia aleatoria.

Sejam A e B dois acontecimentos
incompativeis (AC Q e BC Q).

Qual das afirmagdes seguintes é
necessariamente verdadeira?

(A) P(AUB)=P(ANB)

(B) P(A)+ P(B)=1

(©P(ANB)=0

(D) P(A N B)=P(A) x P(B)

O comprimento, em centimetros, das pegas

produzidas por uma maquina é uma variavel

aleatdria X com distribuicao normal, de valor

médio 6.

Sabe-se que P(X>7)=0,1.

Escolhe-se ao acaso uma pega produzida por

essa maquina e mede-se o seu comprimento.

Considere os acontecimentos:

A: "O comprimento da peca escolhida é
inferiora 7 cm”

B: "O comprimento da peca escolhida é
superiora 6 cm”

Qual é o valor da probabilidade condicionada
P(A|B)?

wi ®Ff I o

Uma turma de 12.° ano é constituida por
14 raparigas e 10 rapazes.

30.1. Os alunos da turma vao dispor-se em
duas filas para tirarem uma fotografia de grupo.

Combinaram que:

- 0s rapazes ficam sentados na fila da frente;

- as raparigas ficam na fila de tras, em pé,
ficando a delegada numa das extremidades e
a subdelegada na outra extremidade,
podendo cada uma destas duas alunas
ocupar qualquer uma das extremidades.

Escreva uma expressao que dé o numero de
maneiras diferentes de, nestas condicoes, os
jovens se poderem dispor para a fotografia.

Nota: Néo calcule o valor da expressao que
escreveu.
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30.2. Vao ser escolhidos aleatoriamente dois
jovens desta turma, para constituirem uma
comissao que participard num congresso.
Seja X o numero de raparigas que integram a
comissao.

Construa a tabela de distribuicao de
probabilidades da variavel aleatéria X.
Apresente as probabilidades na forma de
fragdo irredutivel.

Seja Q o espaco de resultados associado a
uma certa experiéncia aleatoria.

Sejam A e B dois acontecimentos (AC Q e
B C Q) independentes, com P(A)#0.

Qual das afirmagdes seguintes é
necessariamente verdadeira?

(R) P(A) + P(B) =1

(B) P(AU B)=P(A) + P(B)
(©) P(A) % P(B)
(D)P(BIA) = P(B)

O cédigo de um autorradio é constituido por
uma sequéncia de quatro algarismos. Por
exemplo, 0137.

Quantos desses codigos tém dois e s6 dois
algarismos iguaisa 77
(n)486  (B) 810

(€432  (D)600

Uma companhia aérea vende bilhetes a baixo
custo exclusivamente para viagens cujos
destinos sejam Berlim ou Paris.

33.1. Nove jovens decidem ir a Berlim e
escolhem essa companhia aérea. Cada jovem
paga o bilhete com cartdo multibanco, ou néo,
independentemente da forma de pagamento
utilizada pelos outros jovens.

Considere que a probabilidade de um jovem
utilizar cartdo multibanco, para pagar o seu
bilhete, éiguala 0,6.

Determine a probabilidade de exatamente seis
desses jovens utilizarem cartao multibanco
para pagarem o seu bilhete.

Apresente o resultado com arredondamento as
centésimas.

33.2. A companhia aérea constatou que,
quando o destino é Berlim, 5% dos seus
passageiros perdem o voo e que, quando o
‘destino ® Paris, 92% dos passageiros sequem
viagem. Sabe-se que 30% dos bilhetes a
baixo custo que a companhia aérea vende tém
por destino Berlim.

1 Andlise combinatéria. Probabilidades

Determine a probabilidade de um passageiro,
que comprou um bilhete a baixo custo nessa
companhia aérea, perder o voo.

Apresente o resultado na forma de dizima.

Os medicamentos produzidos num laboratério
sao embalados em caixas de igual aspeto
exterior e indistinguiveis ao tato. Um lote
contém 10 caixas de um medicamento X e
20 caixas de um medicamento Y.

Desse lote, retiram-se, ao acaso,
simultaneamente, quatro caixas para controlo
de qualidade.

Qual é a probabilidade de as caixas retiradas
serem todas do medicamento Y?

10C4 2°C4 4 D) 4
Wrg @5 O m@

A tabela de distribui¢ao de probabilidades de
uma varidvel aleatéria X é a seguinte:

xx |o|1|2]3|4]s

PX=x)|2a|a|b|b]|b]|—=

Sabe-se que:

+a e b sao numeros reais;
«P(X<1)=3P(X=5).
Qual éovalorde b?

WG ®t O O

Num determinado clube desportivo
praticam-se apenas dois desportos, futebol e
andebol. Dos jovens inscritos nesse clube, 28
jogam apenas futebol, 12 jogam apenas
andebol e 12 jogam futebol e andebol.
Escolhe-se, ao acaso, um dos jovens inscritos.

Qual é a probabilidade de o jovem escolhido
jogar andebol sabendo que joga futebol?

w; ®F ©5 O

Seja © o espaco de resultados associado a
uma certa experiéncia aleatoria.

Sejam A e B dois acontecimentos (AC Q e
B C Q) incompativeis.

Sabe-se que P(ANB)=0,3 e que P(A)=0,5.
Qual é o valorde P(B)?
(An)o,2 (B)O

(©o5 (D)o,4
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m Seja o espaco de resultados associado a

uma experiéncia aleatéria e sejam A e B dois
acontecimentos (AC Q e BC Q), com
P(B)#0.

Mostre que P(A NB| B)+ P(A | B)= i

Considere as 13 cartas do naipe de-copas: &s,
trés figuras (rei, dama e valete) e mais nove
cartas(do 2 ao 10).

39.1. As cartas vao ser dispostas, ao acaso,
sobre uma mesa, lado a lado, de modo a
formarem uma sequéncia de 13 cartas.
Determine o numero de sequéncias diferentes
que é possivel construir, de modo que as trés
figuras fiquem juntas.

39.2. Determine a probabilidade de, ao retirar,
ao acaso, 4 das 13 cartas do naipe de copas,
obter pelo menos duas figuras.

Apresente o resultado na forma de fracdo
irredutivel.

Um saco contém dezasseis bolas, numeradas
de 1 a 16.

Retiram-se, simultaneamente e ao acaso, duas
dessas dezasseis bolas e adicionam-se os
respetivos numeros.

Qual é a probabilidade de a soma obtida ser
iguala 77

1 1 1 1
(R) 35 (B) 20 © 25 (D) %0

A Ana dispde de sete cartas todas diferentes:
quatro cartas do naipe de espadas e trés cartas
do naipe de copas.

41.1. A Ana vai dispor essas sete cartas sobre
uma mesa, lado a lado, da esquerda para a
direita, de modo a formar uma sequéncia com
as sete cartas.

A Ana pretende que a primeira e a Ultima cartas

da sequéncia sejam ambas do naipe de espadas.

Quantas sequéncias diferentes, nestas
condigbes, pode a Ana fazer?

41.2. Admita que a Ana baralha essas sete
cartas e, em seguida, tira trés, ao acaso.

Qual é a probabilidade de, nessas trés cartas,
haver pelo menos uma carta de copas?

Apresente o resultado na forma de fracao
irredutivel.

41.3. As cartas de que a Ana dispoe sao:

+ 0 as, o rei,adama e o valete do naipe de
espadas;

- 0 rei, adama e o valete do naipe de copas.

Depois de introduzir as sete cartas num saco, a
Ana retira uma carta ao acaso.

Sejam A e B os acontecimentos:

A: “A carta retirada é do naipe de espadas”

B: “A carta retirada é um rei” -
Averigue se os acontecimentos A e B sao
independentes.

Seja Q o espaco de resultados associado a
uma certa experiéncia aleatoria.

Sejam A e B dois acontecimentos (AC Q e
BCQ).

Sabe-se que:

«P(B)=0,3

«P(AIB)=0,2

-P(A1B)=04

Determine P(B|A).

Apresente o resultado na forma de fragao
irredutivel.

Seja Q o espaco de resultados associado a
uma certa experiéncia aleatoria e sejam A e B
dois acontecimentos (AC Q e BC Q).
Sabe-se que:

«P(A)=30%

+P(AUB)=70%

+A e B saoincompativeis.

Qual é o valor de P(B)?

A)21% (B)40% (€)60% (D)61%

Num grupo de dez trabalhadores de uma
fabrica, vao ser escolhidos trés, ao acaso, para
frequentarem uma agao de formacao. Nesse
grupo de dez trabalhadores, ha trés amigos, o
Joao, o Anténio e o Manuel, que gostariam de
frequentar essa agao.

Qual é a probabilidade de serem escolhidos,
exatamente, os trés amigos?

1 3 1 3
(n) % (B) ;;; © @ (D) @

A tabela de distribuicdo de probabilidades de
uma variavel aleatéria X é a seguinte.

X; 0 1 2 3

1 1
P(X=x) 3 ) 2a a

Qual das igualdades seguintes é verdadeira,
considerando os valores da tabela?

(R)PX=0)=P(X>1)
(B)PX=0)=P(X=2)
(© PXx=0)=P(X=3)
(D)P(X<2)=P(X=3)
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m Dos alunos de uma escola, sabe-se que:

«a quinta parte dos alunos tem computador
portatil;

« metade dos alunos nao sabe o nome do
diretor;

- a terga parte dos alunos que nao sabe o nome
do diretor tem computador portatil.

46.1. Determine a probabilidade de um aluno
dessa escola, escolhido ao acaso, nao ter
computador portatil e saber o nome do diretor.
Apresente o resultado na forma de fracao
irredutivel.

46.2. Admita que essa escola tem 150 alunos.
Pretende-se formar uma comissao de seis
alunos para organizar a viagem de finalistas.
Determine de quantas maneiras diferentes se
pode formar uma comissao com, exatamente,
quatro dos alunos que tém computador
portatil.

Uma caixa contém bolas indistinguiveis ao tato
e de duas cores diferentes: azul e roxo.

Sabe-se que:

« 0 nimero de bolas azuis é 8;

- extraindo-se, ao acaso, uma bola da caixa,

a probabilidade de ela ser azul é igual a %

Quantas bolas roxas ha na caixa?

(A) 16 (B) 12 (] (D) 4

Considere todos os numeros de cinco
algarismos que se podem formar com os
algarismos 5,6, 7,8 e 9.

De entre estes numeros, quantos tém,
exatamente, trés algarismos 5?

(R) °C, x ‘A, (B) °C, x 42
(C) °A, x 42 (D) °A; x “C,

Na sequéncia seguinte, reproduzem-se os trés
primeiros elementos e os trés ultimos
elementos de uma linha do Triangulo de
Pascal.

L 15 105 = 105 15 1

Séao escolhidos, ao acaso, dois elementos dessa
linha.

Qual é a probabilidade de a soma desses dois

_ elementos seriguala 1057

OF (8) o5

© 5 (D)o

1- Andlise combinatéria. Probabilidades

Quantos numeros naturais de trés algarismos
diferentes se podem escrever nao utilizando o
algarismo 2 nem o algarismo 57

(A) 256 (B) 278 (c) 286 (D) 294

Um teste é constituido por oito perguntas de
escolha multipla.

A sequéncia das oito respostas corretas as oito
perguntas desse testeé AABDADAA.

O Pedro, que nao se preparou para o teste,
respondeu ao acaso as oito perguntas.

Qual é a probabilidade de o Pedro ter
respondido corretamente a todas as perguntas
sabendo que escolheu cinco opgées A, uma
opgao B e duasopgoes D?

W= B (-

1
(D)
56 112 168

224

Seja Q o espaco de resultados associado a
uma certa experiéncia aleatéria.

Sejam X e Y dois acontecimentos (X C Q e
Y C Q) de probabilidade nao nula.

Prove que:

P(XNY)=PX) x P(Y1X)+ P(X) - P(Y)

Seja Q o espaco de resultados associado a
uma certa experiéncia aleatoria.

Sejam A e B dois acontecimentos (A C Q e
BCQ).

Sabe-se que:

«A e B sao acontecimentos independentes;
+P(A)=04 e P(B)=0,5

Qual é o valorde P(AUB)?

(A) 0,6 (B) 0,7 (€©) o8 (D)0,9

Uma caixa tem seis bolas: trés bolas com o
numero 0 (zero), duas bolas com o nimero 1
(um) e uma bola com o numero 2 (dois).
Tiram-se, simultaneamente e ao acaso, duas bolas
da caixa e observam-se os respetivos numeros.

54.1. Sejam A e B os acontecimentos:
A: "Os numeros saidos sao iguais”
B: "A soma dos numeros saidos é iguala 1”

Qual é o valor da probabilidade condicionada
P(A|B)? Justifique a sua resposta.

54.2.""Sﬂeja X avariavel aleatéria “Produto dos
numeros saidos”.

Construa a tabela de distribuigao de
probabilidades da variadvel aleatéria X.
Apresente cada uma das probabilidades na
forma de fracéo irredutivel.
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55.1. Seja Q o espaco de resultados
associado a uma certa experiéncia aleatdria.

Sejam A e B dois acontecimentos
ACQeBCQ, com P(A)>0.

Prove que: - B
P(A)x [P(BIA)] - 11+ P(A U B) = P(A).

55.2. Num encontro desportivo, participam
atletas de vérios paises, entre os quais
Portugal.

Metade dos atletas portugueses que
participam no encontro sao do sexo feminino.
Escolhido ao acaso um atleta participante no
encontro, a probabilidade de ele ser
estrangeiro ou do sexo masculino é 90% .
Participam no encontro duzentos atletas.
Quantos sdo os atletas portugueses?

Nota: Se desejar, pode utilizar a igualdade do
item 55.1. na resolugao deste problema; nesse
caso, comece por explicitar os acontecimentos
A e B, no contexto do problema.

De um baralho com 40 cartas, repartidas por
quatro naipes (Copas, Ouros, Espadas e Paus),
em que cada naipe contém um As, uma Dama,
um Valete, um Rei e seis cartas (do Dois ao
Sete), foram dadas sucessivamente, ao acaso,
seis cartas a um jogador, que as coloca na méo,
pela ordem que as recebe.
Qual é a probabilidade de o jogador obter a
sequéncia 2 — 4 — 6 — 7 —Dama — Rei nas
cartas recebidas?

6 6
Mo B ©Op O

“Aq s “Aq “c,

Seja Q o espaco de resultados associado a
uma certa experiéncia aleatéria. Sejam A e B
dois acontecimentos(AC Q e BC Q).

Sabe-se que:

- P(A)=0,3
- P(B)=04
- P(AUB)=05

Qual é a probabilidade de se realizar A,
sabendo que B se realiza?

w: ®; ©F O3

De um bilhete de lotaria sabe-se que o seu
numero é formado por sete algarismos, dos
quais trés sao iguaisa 1, dois saoiguaisa 4 e
dois sdo iguaisa 5 (por exemplo: 1551414).
Determine quantos numeros diferentes
satisfazem as condi¢des anteriores.

@ Uma caixa contém bolas, indistinguiveis ao

tato, numeradasde 1 a 20. As bolas
numeradasde 1 a 10 tém cor verde e as
bolas numeradasde 11 a 20 tém cor amarela.
Considere a experiéncia aleatdria que consiste
em retirar, sucessivamente, duas bolas da caixa,
nao repondo a primeira bola retirada, e em
registar a cor das bolas retiradas.

59.1. Determine a probabilidade de as duas bolas
retiradas da caixa terem cores diferentes. Apresente
o resultado na forma de fracao irredutivel.

59.2. Na mesma experiéncia aleatdria,
considere os acontecimentos:

A: "A 1.7 bola retirada é verde”

B: "A 2.7 bola retirada é amarela”

C: "O nimero da 2.” bola retirada é par”

Qual é o valor da probabilidade condicionada
P(BNC)IA)?

A resposta correta a esta questao é:
5
P(BNQ)IA)=—.
ENOIA==

Numa pequena composicao, sem utilizar a
féormula da probabilidade condicionada,
explique o valor dado, comegando por interpretar
o significado de P((B N C)| A) no contexto da
situagao descrita e fazendo referéncia:

+a Regra de Laplace;

+ a0 numero de casos possiveis;

a0 numero de casos favoraveis.

A Maria gravou nove CD, sete com musica rock
e dois com musica popular, mas esqueceu-se
de identificar cada um deles.

Qual é a probabilidade de, ao escolher dois CD
ao acaso, um ser de musica rock e o outro ser
de musica popular?

74 1 2 7
WL ®; ©F O
Admita que um estudante tem de realizar dois
testes no mesmo dia. A probabilidade de ter
classificagao positiva no primeiro teste é 0,7,
a de ter classificagao positiva no segundo teste
é 0,8 e ade ter classificagao negativa em
ambos os testes é 0,1.

Qual é a probabilidade de o estudante ter
negativa no segundo teste, sabendo que teve
negativa no primeiro teste?

w: ®; ©3 ©

Uma certa linha do Triangulo de Pascal é
constituida por todos os elementos da forma 'C, .

Escolhido, ao acaso, um elemento dessa linha,
qual é a probabilidade de ele ser o nimero 147

WLt @ ©F O
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Uma certa linha do Triangulo de Pascal tem
exatamente nove elementos. Escolhem-se ao
acaso dois desses nove elementos.

Qual é a probabilidade de escolher dois
numeros cujo produto sejaiguala 87

(R)0 ®; © 2 o3

Efetua-se um unico lancamento de um dado
tetraédrico, com as faces numeradasde 1 a 4.
Considere que o “NUmero que sai” € o numero
que esta na face que fica voltada para baixo.

O dado néao é equilibrado, pelo que os quatro
numeros nao tém a mesma probabilidade de
sair.

Sejam A e B os acontecimentos seguintes:

A : “Sair nUmero impar”

B: “Sair niumero maior do que 2“

Sabe-se que:

.PANB)=04 -PA)=P(A) -P(AUB)=08
Seja X avariavel aleatéria “Numero saido no
lancamento efetuado”.

Construa a tabela de distribuicao de
probabilidades da variavel aleatéria X.

Nota: Apresente todas as justificacdes e todos
os calculos que efetuar na determinagao dos
valores das probabilidades.

Uma caixa A contém duas bolas verdes e uma
bola amarela. Outra caixa B contém uma bola
verde e trés bolas amarelas. As bolas colocadas
nas caixas A e B sao indistinguiveis ao tato.

1- Andlise combinatéria. Probabilidades

Lanca-se um dado cubico perfeito, com as
faces numeradasde 1 a 6. Se sair o nUmero
5, tira-se uma bola da caixa A; caso contrario,
tira-se uma bola da caixa B.

Qual é a probabilidade de a bola retirada ser
verde, sabendo que saiu o nimero 5 no
langamento do dado?

w: ® © o

66.1. Seja Q o espaco de resultados associado
a uma experiéncia aleatéria. Sejam A e B dois
acontecimentos possiveis (A C Q e BC Q).

Prove que P(A U B) = P(A) - P(B) + P(A U B).

66.2. Numa determinada cidade, das 160
raparigas que fizeram o exame nacional de
Matematica, 65% tiveram classificagao
positiva, e, dos 120 rapazes que fizeram o
mesmo exame, 60% também tiveram
classificagao positiva.

Escolhendo, ao acaso, um dos estudantes que
realizaram o exame, qual é a probabilidade de
o estudante escolhido nao ser rapaz ou nao ter
tido classificagao positiva?

Apresente o resultado em forma de dizima,
com aproximacao as centésimas.

Nota: Se o desejar, utilize a igualdade referida
em 66.1.. Neste caso, devera comecar por
caracterizar claramente os acontecimentos A e
B, no contexto da situagdo apresentada; no
entanto, pode optar por resolver o problema
por outro processo.

Solugoes
2 1
1 21. = 22. 25 ER
® 11 2
& © s g 6. © 7. @®
8. 0,86 9. (B)
101, PX=0)=2, PX=6)=2, P(X=9)=—
7 21 21
10.2. % 11.  (B)
12. (D) 13.1. g 13.2. n=14
14.  Nao sao independentes.
15.  (B) 16. (D) 17. (0
18
181, — 18.2. 0,41 19. (A
55 ®
20. (B) 22. (B) 23. (D)
24.1. 035 24.2. 0,49 26. (D)
a7, 2= 353, = 28. (0
243 2
29. (B) 30.1. 10!'x2!'x 12!
15 35 91
302. PX=0)=—,PX=1)==, PX=2)=—
=0 92 = 69 =) 276
31. (D) 3. (A 33.1. 0,25

33.2,

36.

39.1.

41.3.

42.

46.1.

48.
51.

54.2.

55.2.

58.

61.

64.

65.

0,071 34.  (B) 35. (D)
(8 37 (A
239500800 39.2. o 40. (B)
143
1440 m2 3
35

Nao sao independentes.

% 43, (B 4. (© 45 ()
% 46.2. 195671700 47. (C)

®) 49. (D) 50. (D)

© 53, (B) 54.1. 0
P(X=0)= %, PX=1)= 1‘—5 PX=2)= %

40 56.  (A) 57. (D)

210 59.1. % 60. (D)

© 62. (0 63. (B

P(X=1)=0,1; PX=2)=02;
P(X=3)=04; P(X=4)=03
(D) 66.2. 0,74
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2. Funcgoes e frigonometria

n Seja f afuncao, de dominio IR\{0}, definida

por f(x) = sini— x)- -.

Considere a sucessao de nimeros reais (x,) tal
1
ue x,=—.
q 0=

Qual é o valorde lim f(x,)?

(A)-1 (B)o (©1 (D) + o0

Seja f uma fungao de dominio IR". Sabe-se que
I Inx+f(x)

X — + 00 3x a

Qual das equagoes seguintes pode definir uma
assintota do grafico da fungao f?

(R)y=3x (B) y=2x
©y=x (D)y=3x

Considere a funcao f, de dominio IR\{0},

definida por:

€ -1 s x<0
fix)=¢e™ -1

xIn(x) se x>0

Resolva os itens 3.1. e 3.2., recorrendo a
métodos analiticos, sem utilizar a calculadora.

3.1. Estude a funcdo f quanto a existéncia de
assintotas verticais do seu grafico.

3.2. Seja g afungao, de dominio IR", definida
por g(x)=f(x) — x + In’x..

Estude a funcdo g quanto a monotonia e
quanto a existéncia de extremos relativos em
o, e].

Resolva o item 3.3., recorrendo a calculadora
gréfica.

3.3. Considere, num referencial o.n. xOy, a

representacao grafica da funcao g, de

dominio IR", definida por

gx)=fx) - x+In’x.

Sabe-se que:

+ A é o ponto de coordenadas (2, 0);

« B é o ponto de coordenadas (5, 0);

« P é um ponto que se desloca ao longo do
gréfico da fungao g.

Para cada posi¢ao do ponto P, considere o

triangulo [ABP].

Determine as abcissas dos pontos P para os

quais a area do triangulo [ABP] é 1.

Na sua resposta, deve:

- equacionar o problema;

- reproduzir o grafico da fungdo ou os graficos
das fungdes que tiver necessidade de
visualizar na calculadora, devidamente
identificado (s), incluindo o referencial;

- indicar as abcissas dos pontos P com
arredondamento as centésimas.

Considere a fungao g, de dominio ]— 12‘_ O[,
definida por g(x)=sin (2x) — cos x.
Seja a um numero real do dominio de g.

A reta tangente ao grafico da fungcao g no
ponto de abcissa a é paralela a reta de

equacao y=32(—+ 1

Determine o valor de a, recorrendo a
métodos analiticos, sem utilizar a calculadora.

Considere, para um certo nimero real a
positivo, uma fungdo f, continua, de dominio
[-a, d].

Sabe-se que f(-a)=f(a) e f(a)>f(0).

Mostre que a condicao f(x)=f(x+a) tem, pelo
menos, uma solugao em }-a, 0.

Sejam a e b dois numeros reais tais que
1<a<belog,b=3.

Qual é, para esses valores de a ede b, o valor

de log, (aS X \3/5) +a%%®?

(R)6+b (B)8+b (C)6+a® (D)8+d

Seja f uma funcdo de dominio [—e, 1].

Sabe-se que:

- f é continua no seu dominio;

f(-e)=1

f(1)=e

Qual das afirmagdes seguintes é

necessariamente verdadeira?

(A) A equacgao f(x)—1=0 tem pelo menos
uma solucdgoem J-e, 1[.

(B) A equagao f(x)=e tem pelo menos uma
solucagoem J-e, 1[.

(€) Aequacao f(x)=0 tem pelo menos uma
solugdoem J-e, 1[.

(D) A equagao f(x) = % tem pelo menos uma

solucdgoem J-e, 1[.
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B Sejam f' e ", de dominio IR, aprimeira

derivada e a segunda derivada de uma fungao f,
respetivamente.
Sabe-se que:
«a é um numero real;
+ P é o ponto do gréfico de f de abcissa a;
tim TO=A9)_,

x—a X-—a
« f'(@)=-2
Qualdasafirmagoes seguintes é necessariamente
verdadeira?
(A) @ é um zero da fungéo f.
(B) f(a) é um maximo relativo da fungao f.
(€) f(a) é um minimo relativo da fungao f.
(D) P é ponto de inflexao do grafico da

funcao f.

Na figura esta representada, num referencial
ortogonal xOy, parte do gréfico de uma
funcao polinomial g, de grau 3.

4
4

o 0 2 4x

Seja f uma fungao, de dominio IR, que
verifica a condicao f(x)=g(x —3).

Em qual das opgoes seguintes pode estar
representada parte do grafico da fungao f',
primeira derivada da fungao f?

(m) (B)
y y
4 4
2
=2 |02 6 X =6 0O 2x
=) -2
-4 -4
© (D)
y Y
4 4
2 2
-6 o0 2x -2 [0 6 X
-2 -2
4 -4

2 - Fungdes e frigonometria

Considere a funcao f, de dominio IR,
definida por:
xe* 4+ 2x
f)={1-Vx+sin(x—1)
1-x
Resolva os dois itens seguintes recorrendo a
métodos analiticos, sem utilizar a calculadora.

se x<1

se x>1

10.1. Averigue se a fungdo f é continuaem
x=1.

10.2. Mostre que o grafico da funcdo f admite
uma assintota obliqua quando x tende para
— 00,

Seja g uma funcéo, de dominio IR, cuja
derivada, g', de dominio IR", é dada por
g'(x)=In(e"+6e "+ 4x).

Estude a func¢do g quanto ao sentido das
concavidades do seu gréfico e quanto a
existéncia de pontos de inflexao, recorrendo a
métodos analiticos, sem utilizar a calculadora.

Considere, num referencial o.n. xOy, a
representacgao grafica da fungao f, de
dominio [-1, 2], definida por
fx)=—x-3""%*" 5 ponto A de
coordenadas (2, 0) eum ponto P que se
desloca ao longo do grafico da fungao f.
Existe uma posi¢ao do ponto P paraaqual a
area do triangulo [AOP] é minima.
Determine a area desse triangulo recorrendo a
calculadora gréfica.

Na sua resposta, deve:

- reproduzir o gréfico da fungdo ou os gréficos
das fungoes que tiver necessidade de
visualizar na calculadora, devidamente
identificado(s), incluindo o referencial;

- indicar o valor da érea do triangulo [AOP]
com arredondamento as centésimas.

Na figura estao representados, num referencial
o.n. xOy, otriangulo [OAB] eareta r.
Sabe-se que:

-areta r é definida por
x=-=3;

<0 ponto A pertence a
reta r e tem ordenada
positiva;

-0 ponto B é o simétrico
do ponto A em relacao
aoeixo Ox;

- o é a amplitude, em radianos, do angulo cujo
lado origem €é o semieixo positivo Ox e cujo
lado extremidade é a semirreta OA;
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Questoes de Exame Essenciais

T
. e—,
& ]2 ”[

-afuncao P, de dominio ]g n[, é definida

6
P(x)=—6tgx— .
por P(x) Lo

13.1. Mostre que o perimetro do triangulo
[OAB] é dado, em funcdo de o, por P(c).

13.2. Determine o declive da reta tangente ao
gréfico da funcao P no ponto de abcissa 261£

sem utilizar a calculadora.

Seja f uma fungao cuja derivada, f', de

dominio IR, é dada por f'(x)=(4 +x)’.

Qual das afirmagoes seguintes é verdadeira?

(A) O gréfico da funcéo f tem a concavidade
voltada para cimaem R.

(B) Afuncao f tem um méximo relativo em
x=—4.

(€) O gréfico da funcéo f ndo tem pontos de
inflexao.

(D) O gréfico da fungao f tem um ponto de
inflexao de coordenadas (- 4, f(- 4)).

Seja a um numero real positivo.

Considere o conjunto:
S={xER:In(e*-a)< 0}

Qual dos conjuntos seguintes é o conjunto S?
(A) ]-In(1+a), =Inal

B)[-In(1+a), —Ina[

(€) ]- 00, —=In(1 +a)]

(D) [-In(1 +a), +oo[

Considere a fun¢ao f, de dominio ]0, =[,
definida por f(x)=Inx+cosx—1.

Sabe-se que:

+A éum ponto do gréfico de f;

- a reta tangente ao gréfico de f, no ponto A,

o ap e
tem inclinagao r radianos.

Determine a abcissa do ponto A, recorrendo a

calculadora gréfica.

Na sua resposta, deve:

« equacionar o problema;

- reproduzir o grafico da funcao ou os graficos
das fungdes que tiver necessidade de
visualizar na calculadora, devidamente
identificado(s), incluindo o referencial;

«indicar a abcissa do ponto A com
arredondamento as centésimas.

m Considere, para um certo nimero real k positivo,

afuncéo f, de dominio IR, definida por:
3x

se x<0
1 =a*
fix)=<Ink se x=0 -
5—In<6—x> se x>0
2 x+1

Resolva os itens seguintes recorrendo a
métodos analiticos sem utilizar a calculadora.

17.1. Determine k de modo que:
Iim07 f(x) = f(0)
X =

17.2. Mostre que In (%) é um extremo

relativo da funcdo f nointervalo ]0, + oo .

Considere duas fungdes g e h, de dominio

IR*. Sabe-se que:

-aretade equagao y=2x—1 éassintota do
gréfico da fungao g;

1-[g)’

X2
Mostre que o gréfico da fungdao h tem uma
assintota horizontal.

-afuncao h é definida por h(x) =

Na figura estdo representados a circunferéncia
de centro no ponto C ederaio 1, asemirreta
CB, areta AD e o triangulo [ACE].

Sabe-se que:

+0s pontos A e B pertencem a circunferéncia;
«0s pontos D e E pertencem a semirreta CB;
-areta AD é perpendicular a semirreta CB;

« 0 ponto A desloca-se sobre a circunferéncia

e ospontos D e E acompanham esse
movimento de modo que DE=6;

+x é aamplitude, em radianos, do angulo ACB;

X E ]0, E[
2
19.1. Mostre que a area do triangulo [ACE] é
dada, em funcdo de x, por:
f(x)=3sinx + l—sin(Zx)

19.2. Mostre, sem resolver a equacgao, que
f(x) = 2 tem, pelo menos, uma solucdo em

[
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m Para um certo nimero real k, positivo, seja f

a funcao, de dominio |- oo, 1[, definida por:
Ink—x) se x<0
fo)=4, .. 1

2"+ — se 0<x<1
Inx

Sabe-se que f é continua.
Qual é ovalorde k?

(A)In2 (B) €* (©In3 (D)€’

Seja f afuncao, de dominio IR", definida por
f(x) = x* + a’In x (a é um nimero real maior
do que 1), eseja r areta tangente ao grafico
da funcdo f no ponto de abcissa a.

Qual é o declivedareta r?

A)a® '+ d (B) a® + &
(©a" '+a (D)a’ +a

Seja f uma fungdo de dominio IR e seja f" a

segunda derivada da fungao f.

Sabe-se que " tem dominio IR e é definida

por f'(x)=e *x*(x - 1).

Qual das afirmagoes seguintes é verdadeira?

(A) O gréfico da funcao f tem exatamente
quatro pontos de inflexao.

(B) O gréfico da funcao f tem exatamente trés
pontos de inflexao.

(€) O gréfico da funcao f tem exatamente dois
pontos de inflexao.

(D) O gréfico da funcao f tem exatamente um
ponto de inflexao.

Relativamente a figura sabe-se que:

+0 ponto B A
pertence ao
segmento de reta
[AC];

«ospontos Ae D
pertencem a
circunferéncia que
tem centro no
ponto B eraioiguala 4;

.0 segmento de reta [BD] é perpendicular ao
segmento de reta [AC];

«BC=2

Admita que um ponto P se desloca ao longo

do arco AD, nunca coincidindo com A nem

com D, e que um ponto E acompanha o

movimento do ponto P de forma que o

quadtilatero [PBCE] seja um trapézio

retangulo.

O ponto Q é aintersecao do segmento de reta

[PE] com o segmento de reta [BD].

D

2 - Fungdes e trigonometria

Para cada posi¢ao do ponto P, seja x a
amplitude do angulo EPB e seja S(x) a area do
trapézio [PBCE].

23.1. Mostre que S(x) = 8 sin x + 4 sin(2x)

(<31

23.2. Estude a fungdo S quanto a monotonia
e quanto a existéncia de extremos relativos,
recorrendo a métodos analiticos, sem utilizar a
calculadora.

Na sua resposta, deve apresentar:

- ofs) intervalo(s) em que a funcao é crescente;

- o(s)intervalo(s)em que a funcao é decrescente;

+ 0s valores de x para os quais a fungao tem
extremos relativos, caso existam.

Seja f afuncédo, de dominio IR, definida por:

3x+1—xe" se x<0

X + COs X se x>0

f(x) = {

Resolva os dois itens seguintes recorrendo a
métodos analiticos, sem utilizar a calculadora.

24.1. Determine f(%) recorrendo a definicao

de derivada de uma fungdo num ponto.

24.2. O gréfico da fungdo f tem uma assintota
obliqua quando x — — oo

Determine a equacao reduzida dessa assintota.

Seja a um numero real tal que a>e
(e - numero de Neper ou nimero de Euler).

Seja g afungao, de dominio IR™ definida por
g(x)=ax+Inx.
Mostre que a fungao g tem, pelo menos, um

: |
zero no intervalo |—, 3
a e

Para certos valoresde a ede b (a>1e b>1),
tem-se log,b=2.

Qual é, para esses valores de a ede b, o valor
de log,a + log, Vb?

(A);—+\/i

CFs ©3

(B)-2+V2

Seja (u,) a sucessao definida por u, =2+ %

De uma certa fungao f, sabe-se que:
lim f(u,) = + oo
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Questdes de Exame Essenciais

Em qual das seguintes op¢des pode estar
representada parte do gréfico da fungao f7?

(R) (8)

Considere a fungdo f, de dominio IR,
definida por:

e -1

fx)={ x-1
Inx se x=1

se x<1

Seja g uma outra fungao, de dominio R.
Sabe-se que a funcao fx g é continua no
ponto 1.

Em qual das seguintes opgoes pode estar
representada parte do gréfico da fungao g?

(A) (8)

Seja f afuncao, de dominio IR, definida por:

3x+3 se x<4
= —_— =
VX +9
f(x) =
In(3x—11)
x_a e x>4

Resolva os itens 29.1. e 29.2., recorrendo a
métodos analiticos, sem utilizar a calculadora.

29.1. Averigue se existe lim f(x).
Xx—4

29.2. O grafico da restricao da funcdo f ao
intervalo |- oo, 4] tem uma assintota
horizontal.

Determine uma equacao dessa assintota.

29.3. Considere, num referencial o.n. xOy, o

triangulo [OPQ] tal que:

-0 ponto P é o ponto de intersecao do gréfico
da funcdo f com o eixo das ordenadas;

-0 ponto Q é o ponto do grafico da fungao f
que tem abcissa positiva e ordenada igual a
ordenada do ponto P.

Determine um valor aproximado da area do
triangulo [OPQ], recorrendo a calculadora
gréfica.

Na sua resposta, deve:

« reproduzir, num referencial, o grafico da
funcéo f para x€[0, 10];

- desenhar o tridngulo [OPQ];

- indicar a abcissa do ponto Q arredondada
as milésimas;

- apresentar a area do triangulo [OPQ]
arredondada as centésimas.

Nota: Sempre que, nos célculos intermédios,
proceder a arredondamentos, conserve, no
minimo, trés casas decimais.

Considere que dois
baldes esféricos, que
designamos por balao A
- A
e por balao B, se .¥ b(t)

O

deslocam na atmosfera,
por cima de um solo
plano e horizontal.

a(t)

Num determinado instante, é iniciada a
contagem do tempo.

Admita que, durante o primeiro minuto
imediatamente a seguir a esse instante, as
distancias, medidas em metros, do centro do
baldo A ao solo e do centro do baldo B ao
solo sao dadas, respetivamente, por:

a(t)=e **-0,02t+3

b(t)=6e " -0,02t +2

A variavel t designa o tempo, medido em
segundos, que decorre desde o instante em que
foi iniciada a contagem do tempo (t €[0, 60]).

Resolva os dois itens seguintes sem utilizar a
calculadora, a ndo ser para efetuar eventuais
calculos numéricos.

Sempre que, nos calculos intermédios,
proceder a arredondamentos, conserve, no
minimo, trés casas decimais.
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m Na figura esta

30.1. Determine a B
distancia entre o O
centrodo baldao A e
ocentrodo balao B, A
cinco segundos apos ’
oinicio da contagem
do tempo, sabendo

que, nesse instante,a - 7m -

distancia entre as projegoes ortogonais dos
centros dos baldes no solo era de 7 metros.
Apresente o resultado em metros,
arredondado as décimas.

30.2. Sabe-se que, alguns segundos apés o
inicio da contagem do tempo, os centros dos
dois baldes estavam a mesma distancia do solo.
Determine quanto tempo decorreu entre o
instante inicial e o instante em que os centros dos
dois balées estavam a mesma distancia do solo.
Apresente o resultado em segundos,
arredondado as unidades.

representada,

num referencial

o.n. xOy, parte

do grafico de uma

funcéo g,

de dominio

[a, + o[, com
1

a<i==,
3

Para esse valorde a, afuncao f, continuaem
IR, é definida por:

1
T s 4
) = Ioga( X 3) se x<a
g(x) se x>a

/"’

Qual éovalorde a?

28 25
w-2 @-2

19 8
3 (C)—? (D)—§

m Na figura esté representada, num referencial

o.n. xOy, parte do gréfico de uma funcao f,
de dominio R.

1
—5-4—3—2-//\1 2

Sejam f' e ", de dominio IR, a primeira
derivada e a segunda derivada de f,
respetivamente.

2 - Fungdes e trigonometria
Qual dos valores seguintes pode ser positivo?

@  ®FE3) ©FE3) D)F()

Considere a fungéo f, de dominio IR,
definida por:

fx)= {

Resolva os itens seguintes, recorrendo a
métodos exclusivamente analiticos.

xIn(x+1)=xIn(x)+3x se x>0
xe' ™% se x<0

33.1. Estude a funcgao f quanto a existéncia
de assintotas ndo verticais do seu gréfico.

33.2. Determine a equacao reduzida da reta
tangente ao gréfico da funcao f no ponto de
abcissa x=-1.

Na figura esta representado um trapézio

retangulo [ABCD]. D

Sabe-se que:

«BC=1

-CD=1

« o éaamplitude, em
radianos, do angulo ADC;

T
s E ]E, n[

Resolva os itens seguintes recorrendo a
métodos exclusivamente analiticos.

34.17. Mostre que o perimetro do trapézio
[ABCD] é dado, em funcao de «, por:
—cosa

1
Plo)=3+
() sino
34.2. Para um certo nimero real 8, tem-se
que th=—\/§, com §<9<1t.

Determine o valor exato de P'(6).
Comece por mostrar que
; 1 - cos
P (a) = —2_a .
sin‘a

Considere a funcdo f, de dominio IR,
definida por:

__sinx @ %<0
1-V1-x*
fx)=141- e’ se x=0 comk€IR
. 4x
b se x>0
X

Resolva os itens seguintes, recorrendo a
métodos exclusivamente analiticos.

35.1. Determine k, de modo que:
Iim(r f(x) = £(0).
x>
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35.2. Estude a funcdo f quanto a existéncia de
assintotas verticais do seu gréfico.

35.3. Seja g uma funcao, de dominio IR,
cuja derivada, g', de dominio IR", é dada por

9'09= 19T

Estude a fungao g quanto ao sentido das
concavidades do seu grafico e quanto a
existéncia de pontos de inflexao.

Considere a funcao f, de dominio [-7, 0[,

definida por:

fx)=e"+In(x’)+3

Sejam A e B os pontos de intersecao do grafico

de f com a bissetriz dos quadrantes pares e

seja d adistancia entre os pontos A e B.

Determine d, recorrendo a calculadora grafica.

Na sua resposta, deve:

- reproduzir o gréfico da fungao ou os graficos
das fungdes que tiver necessidade de
visualizar na calculadora, devidamente
identificado(s), incluindo o referencial;

- assinalar os pontos A e B;

- indicar as coordenadas dos pontos A e B
com arredondamento as centésimas;

- apresentar o valor de d com arredondamento
as centésimas.

Na figura esta representado D
o quadrado [ABCD].

Sabe-se que:

-AB=4

«AE=AH=BE =BF = /
=CF=CG=DG=DH A B

+ x é aamplitude, em radianos, do angulo EAB;

-xG]O,E{
4

37.1. Mostre que a drea da regiao sombreada é
dada, em fungdo de x, pora(x)=16(1—tgx).

(@)

37.2. Mostre que existe um valor de x
) T X
compreendido entre 3 e 3 e paraoqual a

area da regiao sombreada é 5.

Se utilizar a calculadora em eventuais calculos
numeéricos, sempre que proceder a
arredondamentos, use duas casas decimais.

Na figura esta Y,
representada, num

referencial o.n. xOy, /h"
parte do gréfico de
h", segunda derivada O/ o
de uma funcao h, =
de dominio R.

Em qual das opg¢des seguintes pode estar
representada parte do gréfico da fungao h?

(A) vy B vy

~ | I
[N —

Q)

<
_
o
=
A2

m Sejam f e g fungdes de dominio ]0, + oof .

Sabe-se que:

- areta de equagao y=3 é assintota horizontal
do gréfico de f;

- f ndo tem zeros;

e -3
f(x)

Qual das opgdes seguintes define uma

assintota horizontal do graficode g?

(A)y=3 (B)y=e

(©y=0 (D)y=-1

9=

m Sejam a, b e c trés nimeros tais que

a€]1, +o0[, bER e cER".
Sabe-se que log, b=ce que log, Ve=3.
Qual das expressoes seguintes é equivalente a
log, Vbxc?
(A)c+3 B)c-3

C C
(© 3 +3 (D) 3~ 3

m Admita que a concentragao de um produto

quimico na dgua, em gramas por litro,

t minutos apds a sua colocagdo na dgua,
é dada, aproximadamente, por
Ct)=0,5t>x e %", com t>0.
Resolva os itens seguintes, recorrendo a
métodos exclusivamente analiticos.

41.1. Mostre que, durante os primeiros

15 minutos apos a colocagao desse produto
quimico na dgua, houve, pelo menos, um
instante em que a concentragao do produto foi
13 gramas por litro.

Se utilizar a calculadora em eventuais calculos
numéricos, sempre que proceder a
arredondamentos, use trés casas decimais.
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41.2. Determine o valor de t para o qual a
concentracao desse produto quimico na agua
é maxima.

Considere as fungdes f e g, de dominio IR,
definidas, respetivamente, por:

f(x)=—x + sin <§> e
f(x)

g0d=A x se x#0

e“—1 se x=0

com k€ R

Resolva os itens seguintes, recorrendo a
métodos exclusivamente analiticos.

42.1. Determine k de modo que a fungao g
seja continua.

42.2. Determine, em |- 2m, 5n[, as solugdes
da equacao 2f'(x) = (f(x) + e

Considere, num referencial o.n. xOy, o
gréfico da funcao f, de dominio IR" definida
por f(x)=e""+In(3x+1).

Seja P um ponto do grafico de f.

A distancia do ponto P a origem éiguala 2.

Determine a abcissa do ponto P recorrendo a

calculadora gréfica.

Na sua resposta, deve:

. equacionar o problema;

- reproduzir o grafico da fungéo ou os gréficos
das funcdes que tiver necessidade de
visualizar na calculadora, devidamente
identificado(s), incluindo o referencial;

«indicar a abcissa do ponto P com
arredondamento as centésimas.

Seja a um numero real maior do que 1 e seja
b=a".

Qual é o valor, arredondado as unidades, de
log, (@ x b'*)?

(A)138  (B)326  (C)1238 (D)3770

Relativamente a duas funcées, f e g, sabe-se

que:

. tém dominio [2, 3];

« sao fungdes continuas;

.f(2)-g(2)>0 e f(3)-g(3)<0

Qual dasafirmacées seguintes é necessariamente

verdadeira?

(A) Os gréficos de f e g intersetam-se em pelo
menos um ponto.

(B) A fungao f—g é crescente.

(C) Os gréficos de f e g nao se intersetam.

(D) A funcao f—g é decrescente.

2 - Fungoes e trigonometria

m Relativamente a figura, sabe-se que:

D

P

A C

2 B Q

.0 segmento de reta [AC ] tem comprimento 4;
-0 ponto B é o ponto médio de [AC];
- 0 segmento de reta [BD] é perpendicular a
[AC];
. 0 arco de circunferéncia CD tem centroem B.
Admita que um ponto P se desloca ao longo
do arco CD, nunca coincidindo com C nem
com D, e que um ponto Q se desloca ao
longo do segmento de reta [BC ] de tal forma
que [PQ] é sempre perpendicular a [BC].
Para cada posigao do ponto P, seja x a
amplitude, em radianos, do angulo CBP e seja
A(x) a area do triangulo [APQ].
Resolva os dois itens seguintes, recorrendo a
métodos exclusivamente analiticos.

46.1. Mostre que:
A(x) = 2 sin x + sin (2x) (x € ]0, %D

46.2. Mostre que existe um valor de x parao
qual a area do tridngulo [APQ] é maxima.

m De uma certa fungéo f sabe-se que:

. 0 seu dominio é ]1, +oo[;
. a sua derivada é dada por:

f‘(x)=xz—4x+%—4ln(x—1)

47.1. Na figura estao representadas:

. parte do gréfico da fungao f;

.areta r que é tangente ao gréfico da fungao f
no ponto A, de abcissa 2;

.areta s que é tangente ao grafico da funcao f
no ponto B.

Asretas r e s sao paralelas.

!

ol | 2 b X

Seja b aabcissa do ponto B.

Determine, recorrendo a calculadora gréfica,
ovalorde b.
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Na sua resposta, deve:

- equacionar o problema;

- reproduzir e identificar o(s) grafico(s) que tiver
necessidade de visualizar na calculadora para
resolver graficamente a equagao;

- assinalar o ponto relevante para a resolugao
do problema;

- apresentar o valor de b arredondado as
centésimas.

47.2. Tal como a figura sugere, o gréfico da
funcao f tem um ponto de inflexao.

Determine a abcissa desse ponto recorrendo a
métodos exclusivamente analiticos.

Seja f afuncdo de dominio IR definida por:
xe* - 2¢e’

fx)=¢ x-2
3¢ +In(x—1) se x>2

se x<2

Averigue se a funcao f é continuaem x=2.

Considere a sucessao (u,), definida por:

u,,=<1 +1—)
n

Seja f uma fungao continua, de dominio R".
Sabe-se que lim f(u,)=0.

Qual das seguintes expressoes pode definir a
fungéo f?
(A)1-Inx
(€©) x-Inx

(B) 1+Inx
(D) x+Inx

Para um certo valor de o e para um certo valor
de 3, é continua no ponto 0 afungao g,
definida por:

2x_
.2 L se x<0
X
g =1« se x=0
In(1 +x
ﬂ—(—x-) se x>0

Qual é esse valor de « e qual é esse valorde 37
(A)a=1e B=2 B)a=2e =3
(©a=1e f=3 (D)a=2e =1

Seja f afuncao, de dominio IR*, definida por
f(x)=2+log; x.

Resolva os trés itens seguintes sem recorrer a
calculadora.

51.1. Determine o conjunto dos niumeros reais
para os quais se tem f(x)>4 +log; (x—8).
Apresente a sua resposta na forma de intervalo
de numeros reais.

51.2. Determine o valor de f(36'%)— f(4'*).

51.3. Seja g afuncéo, de dominio IR",
definida por g(x)=x+f(x).

Mostre que 3c€ 1, 3[: g(c)=5.

Um virus atacou os frangos de um avidrio.
Admita que x dias ap6s o instante em que o
virus foi detetado, o nimero de frangos
infetados é dado aproximadamente por:
fx) = 200

1+3x2°7%"
(considere que x=0 corresponde ao instante
em que o virus foi detetado).
Resolva os dois itens seguintes sem recorrer a
calculadora, a nao ser para efetuar célculos
numéricos.

52.1. No instante em que o virus foi detetado,
ja existiam frangos infetados.

Passados alguns dias, o numero de frangos
infetados era dez vezes maior.

Quantos dias tinham passado?

52.2. Para tentar verificar se um frango esta

infetado, o veterinario aplica um teste que ou

da positivo ou dé negativo.

Sabe-se que:

- quando o frango estd infetado, a probabilidade
de o teste dar positivo é 96% ;

« quando o frango néo estéd infetado, a
probabilidade de o teste dar negativo é 90% .

Trinta dias apds o instante em que o virus foi

detetado, existiam no aviario 450 frangos nao

infetados. Nesse dia, de entre todos os frangos

do aviario (infetados e nao infetados), o

veterinario escolheu, ao acaso, um frango e

aplicou-lhe o teste.

O teste deu negativo.

Qual é a probabilidade de o frango escolhido

nao estar infetado?

Apresente o resultado na forma de dizima,

arredondado as milésimas.

Para cada valor de k, a expressao
k+xe* sex<0
f0)=92x+1
nx
— sex>0
define uma fungao, de dominio IR, cujo
gréfico tem:
- uma assintota horizontal, quando x— +c0;
- uma assintota horizontal, quando x — —oco.
Existe um valor de k para o qual as duas
assintotas sao coincidentes, ficando assim o
gréfico de f com uma Unica assintota horizontal.
Determine esse valor de k, sem recorrer a
calculadora.
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m Seja f uma fungao de dominio [0, +oo[ ,

definida por:

2’-9 se 0<x<5
fo)=01-¢"

x>5

Em qual dos intervalos seguintes o Teorema de
Bolzano permite garantir a existéncia de, pelo
menos, um zero da fungdo f?

(A)Jo, 1[ ®) 1, 4
©14, 6l D)6, 7

Qual é o valorde lim (1—2 sinz(g» ?

x— 0\ x

W+ @0  ©F; O3

Na figura esta representada, num referencial
o.n. xOy, parte do grafico de uma fungao
polinomial f de grau 3, de dominio IR.

y

_'/ (0] \/5 X
Sabe-se que:

+—2,2 e 5 saozerosde f;
- f' representa a fungao derivada de f.

Qual das afirmagdes seguintes é verdadeira?
() f'(0)xf(6)=0

(B)f'(-3)xf(6)<0

(©f(-3)xf0O)>0

(D)f'(0)x f'(6) <0

Num museu, a temperatura ambiente em graus
Celsius, t horas ap6s as zero horas do dia 1 de
abril de 2010, é dada, aproximadamente, por:
T()=15+0,1t>e >, com tE[0, 20]
Determine o instante em que a temperatura
atingiu o valor méximo recorrendo a métodos
exclusivamente analiticos.

Apresente o resultado em horas e minutos,
apresentando os minutos arredondados as
unidades.

Se utilizar a calculadora em eventuais célculos
numéricos, sempre que proceder a
arredondamentos use trés casas decimais.

m Na figura estd

2 - Fungdes e frigonometria

representada, num
referencial
o.n. xOy, parte
do gréfico da
funcéo f, de
dominio IR,
definida por
f(x)=4 cos (2x).
Sabe-se que:
+0s vértices A e D
do trapézio [ABCD] pertencem ao eixo Ox;

-0 vértice B do trapézio [ABCD] pertence ao
eixo Oy;

-0 vértice D do trapézio [ABCD] tem abcissa
T
6 ’
+0s pontos A e C pertencem ao grafico de f;
+areta CD é paralela ao eixo Oy.

Resolva os dois itens seguintes recorrendo a
métodos exclusivamente analiticos.

58.1. Determine o valor exato da area do
trapézio [ABCD].

58.2. Seja f' a primeira derivada da funcao f
eseja f" asegunda derivada da fungéo f.
Mostre que:

f(x) + f'(x) + f"(x) = — 4 (3 cos(2x) + 2 sin(2x)),
para qualquer nimero real x.

Na figura esta representada, num referencial
o.n. xOy, parte do gréfico de uma fungao
polinomial f, de grau 4.

y

{ /

Qual das expressoes seguintes pode definir a
funcao f", segunda derivada de f?

(A) (x- 3y (B) (x+3)
(©9-x (D)x¥-9

Para um certo nimero real positivo, k,
afuncdo g definidaem R por:

sin x

= >0

glx)={ 3x = é continua.
Ink—x) se x<0

Qual é o valorde k?

A Ve (B (© § (D) 3e
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m Considere a fungao f, de dominio [0, + oo,

definida por:
2-x
€ -1 w 0<x<2
X—2
f(x) =
In(x+ 1)

Resolva os trés itens seguintes recorrendo a
métodos exclusivamente analiticos.

61.1. Estude f quanto a existéncia de
assintotas verticais do seu grafico.

61.2. Mostre, sem resolver a equagao, que
f(x)=—3 tem, pelo menos, uma solucdo em

oy

61.3. Estude f quanto a monotonia em
12, +oo[.

Para a, b e n, nimeros reais positivos, considere
afuncao f, de dominio IR, definida por:

f(x)=a cos (nx) + b sin (nx)

Seja f" a segunda derivada da funcéo f.
Mostre que f"(x) + n’ f(x) = 0, para qualquer
numero real x.

Considere uma fungéao f, de dominio IR\{3},
continua em todo o seu dominio.

Sabe-se que:

« lim f(x)=1

X— + 00
. Iim3 f(x)=-2
. lim (f)+2x)=0
X — — 00
Em qual das opcdes seguintes as equacoes
definem duas assintotas do gréfico de f?
(A)x=-2ey=1
(B)x=3 e y=—2x
©y=-2xey=1
(D)y=2xe y=—-1

Na figura estao representados, num referencial
o.n. xOy, uma circunferéncia e o triangulo
[OAB] .
Sabe-se que: y
+ O éaorigemdo

referencial;
« a circunferéncia tem A o

centro no ponto O X

eraio 1;
+A é o pontode B

coordenadas

(=1,0);

+ B pertence a circunferéncia e tem ordenada
negativa;

«o0angulo AOB tem amplitude igual a Z?TE
radianos.

Qual é a area do triangulo [OAB]?

w¥e @ ©! oV

Para um certo valor real de k, admita que a
quantidade de combustivel, em litros, existente
no depésito de uma certa maquina agricola,

t minutos apds ter comecado a funcionar, é
dada aproximadamente por:

Q(t)=12+log, (81 —kt?), com tE[0, 20]
Considere que essa maquina agricola
funcionou durante 20 minutos e que, nesse

periodo de tempo, consumiu 2 litros de
combustivel.

Determine o valor de k recorrendo a métodos
exclusivamente analiticos.

Considere a funcao f, de dominio IR,
definida por:
x+1
fx)=¢1-¢e*"
a+2 se x=-1

+1 se x#-1

(a é um numero real)

Resolva os dois itens seguintes recorrendo a
métodos exclusivamente analiticos.

66.1. Determine a sabendo que f é continua
em x=-1.

66.2. Seja f' a primeira derivada de f.

Mostre, sem resolver a equacao, que f'(x) = %

tem, pelo menos, uma solucaoem 10, 1[.

Se utilizar a calculadora em eventuais calculos
numéricos, sempre que proceder a
arredondamentos use duas casas decimais.

Seja f uma fungao, de dominio IR, continua
nointervalo [- 1, 4].

Tem-se f(-1)=3 e f(4)=9.

Em qual das opgbes seguintes esta definida
uma funcao g, de dominio IR, paraaqualo
Teorema de Bolzano garante a existéncia de
pelo menos um zero nointervalo -1, 4[?
() g(0) = 2x + f(x)

(B) g(x) = 2x - f(x)

(€) gl =x"+f(x)

(D) g(x) =x" - fx)
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m Na figura esté o gréfico de uma funcao f cujo

dominio é ointervalo ]1, 3[.
A fungao f tem
primeira derivada ¥ f
e segunda
derivada finitas
em todos os
pontos do seu
dominio.

Seja x€ 11, 3[.
Qual das afirmagdes seguintes é verdadeira?
(A)fX)>0AFf'(x)>0
(B)f(x)<OAFf'(x)>0

(© fx)>0AFf'(x)<0

(D) f(x) <O Af'(x)<0

U R ——

©]

Seja f afungao, de dominio IR", definida por:

sin(x—1)
2+—— se 0<x<1
f(x)= ex—e
xe ¥+ 2x se x> 1

Resolva os trés itens seguintes sem recorrer a
calculadora.

69.1. Averigue se a funcdo f é continuaem
x=1.

69.2. O gréfico da funcdo f tem uma assintota
obliqua.

Determine a equacao reduzida dessa assintota.

69.3. Resolva, nointervalo [1, + oo[ , a

i X 5 2
equagao —=¢€"—=.
quag 7 3
Na figura esta representada uma circunferéncia

de centro no ponto O eraio 1.

Sabe-se que:

<0 ponto A pertence a circunferéncia;

«o0spontos O, A e B sao colineares;

<0 ponto A estd entre o ponto O e o ponto B;

+oponto P desloca-se ao longo da semirreta
;\B, nunca coincidindo com o ponto A;

+d é adistancia do ponto A ao ponto P;

« para cada posicao do ponto P, o ponto Q é
um ponto da circunferéncia tal que a reta PQ
é tangente a circunferéncia;

+x éaamplitude, em radianos, do angulo

rleeh3)

2 - Fungdes e frigonometria

Seja f afuncao, de dominio ]0 " ﬂ , definida
por f(x) = w .

sin x
Resolva os dois itens seguintes sem recorrer a
calculadora.

70.1. Mostre que d = f(x).

70.2. Considere a seguinte afirmacéao:

“Quanto maior é o valor de x, menor é o valor
de d

Averigue a veracidade desta afirmacao,
comegando por estudar a fungao f quanto a
monotonia.

Na década de 60 do século passado, uma
doenca infeciosa atacou a populagao de
algumas regides do planeta.

Admita que, ao longo dessa década, e em
qualquer uma das regides afetadas, o niumero,
em milhares, de pessoas que estavam
infetadas com a doenca, t anos apds o inicio
de 1960, é dado, aproximadamente, por

3e" . .
/()= ———, emque k e p sdo parametros
1+pe
reais.
Resolva os dois itens seguintes sem recorrer a
calculadora, a nao ser para efetuar calculos

numéricos.

71.1. Admita que, para uma certa regiao,
1

k=—ep=1.
> P

Determine o ano em que o nimero de pessoas
que estavam infetadas, nessa regiao, atingiu
2500.

Nota: Sempre que, nos célculos intermédios,
proceder a arredondamentos, conserve, no
minimo, trés casas decimais.

71.2. Numa outra regiao, constatou-se que
havia um milhar de pessoas que estavam
infetadas no inicio de 1961 .

Qual é, para este caso, a relagéoentre k e p?

Apresente a sua resposta na forma
k=-In(A+Bp), emque A e B sdo numeros
reais.

Na figura estd y
representada, num

referencial o.n. xOy,

parte do gréfico de uma lo)
funcédo f, continua, de 1 N
dominio J-oo, 1[.
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Questoes de Exame Essenciais

Tal como a figura sugere, a reta de equagao
x=1 éassintota do grafico de f.

Qual é ovalorde lim 3—X?
x—~1'f(x)

(A)—c0  (B)3 (©o (D) + o0

Seja g afuncao, de dominio -2, + oo,

definida por g(x)=In(x+2). -

Considere, num referencial o.n. xOy, um

triangulo [OAB] tal que:

- O é aorigem do referencial;

+A éum ponto de ordenada 5;

+ B é o ponto de intersecdo do gréfico da
funcao g com o eixo das abcissas.

Qual é a area do triangulo [OAB]?

®w: @ (2

In2
2

(D)

Na Internet, no dia 14 de outubro de 2009,
pelas 14 horas, colocaram-se a venda todos os
bilhetes de um espetaculo.

O ultimo bilhete foi vendido cinco horas apés o
inicio da venda.

Admita que, t horas apds o inicio da venda, o
numero de bilhetes vendidos, em centenas, é
dado, aproximadamente, por

N(t)=8log,(3t+ 1) —8log,(3t+1), tE€[0, 5]
Resolva os dois itens seguintes, recorrendo a
métodos exclusivamente analiticos.

74.1. Mostre que N(t)=16log,(3t+1), para
qualquer t€[0, 5].

74.2. Determine quanto tempo foi necessario
para vender 2400 bilhetes.

Apresente o resultado em horas e minutos.

Se utilizar a calculadora em eventuais célculos
numeéricos, sempre que proceder a
arredondamentos, use trés casas decimais,
apresentando os minutos arredondados as
unidades.

Considere a funcéo f, de dominio ]- oo, 2r],
definida por:

ax+b+e" se x<0
f(x) =< x — sin(2x)

——— se 0<x<2n

X

coma, beER
Resolva os dois itens seguintes, recorrendo a
métodos exclusivamente analiticos.

75.1. Prove que aretade equagao y=ax+b,
com a# 0, éuma assintota obliqua do gréfico
de f.

75.2. Determine o valor de b, de modo que f
seja continuaem x=0.

m Na figura estao

representados, num
referencial o.n. xOy,
uma circunferéncia e o

triangulo [OAB].

Sabe-se que:

- a circunferéncia tem
diametro [OA];

-oponto A tem coordenadas (2, 0);

-0 vértice O do tridngulo [OAB] coincide
com a origem do referencial;

<0 ponto B desloca-se ao longo da
semicircunferéncia superior.

Para cada posigao do ponto B, seja & a

amplitude do angulo AOB, com a € ]0, g{

Resolva os dois itens seguintes, recorrendo a
métodos exclusivamente analiticos.

76.1. Mostre que o perimetro do tridangulo
[0AB] é dado, em funcao de «, por

f(o) = 2(1 + cos & + sin @)

76.2. Determine o valor de o para o qual o
perimetro do triangulo [OAB] é maximo.

De uma fungao h, de dominio IR, sabe-se que:
«h é uma fungao par;
« lim (h(x)—2x)=0
X —* + 00
Qualéovalorde lim h(x)?

X— —00

(A)+00  (B)-2 ©o (D) - o0

Considere a fungao g, de dominio IR,
definida por:

(x)_{e‘ se x<0
Fens Inx se x>0
Considere a sucessao de termo geral u, = % .
Qualéovalorde lim g(u,)?

n— +o0o
(A)+oc0  (B)1 (©o (D) -0
Na figura esta representada, num referencial

o.n. xOy, parte do gréfico da funcéo f',
primeira derivada de f.

N\
0 a\x

Seja a € IR" um ponto do dominio de f, tal
que f'(a)=0.
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Qual das afirmagoes seguintes é verdadeira?

(A) Afuncao f tem um minimo para x=a.

(B) Afuncao f tem um ponto de inflexao para
X=q.

(€) Afuncao f écrescenteem J0, al .

(D) Afuncao f é decrescenteem IR.

Considere a funcéao f, de dominio IR,
definida por f(x)=—x +e* .

Resolva os dois itens seguintes, recorrendo a
métodos exclusivamente analiticos.

80.1. Mostre que f(x)= 1,5 tem, pelo menos,
uma solucdoem |-2, —1[.

Se utilizar a calculadora em eventuais calculos
numéricos, sempre que proceder a
arredondamentos, use trés casas decimais.

80.2. Determine a equacao reduzida da reta
tangente ao grafico de f no ponto de abcissa
x=0.

Um depdsito de combustivel tem a forma de
uma esfera.

As figuras representam dois cortes do mesmo
depdsito, com alturas de combustivel distintas.
Os cortes sao feitos por um plano vertical que
passa pelo centro da esfera.

>
B

A

Sabe-se que:

<o ponto O é o centro da esfera;

- a esferatem 6 metros de diametro;
-aamplitude 6, em radianos, do arco AB é

igual a amplitude do angulo ao centro AOB
correspondente.

A altura AC, em metros, do combustivel
existente no depésito é dada, em funcédo de 6,
por h, de dominio [0, nt].

Resolva os itens seguintes, recorrendo a
métodos exclusivamente analiticos.

81.1. Mostre que h(8) =3 — 3 cos(f), para
qualquer 8 € J0, n[ .

81.2. Resolva a condigao:
h@®)=3,6€]o, n[

Interprete o resultado obtido no contexto da
situagao apresentada.

@

2 - Fungoes e frigonometria

Seja g uma funcao continua, de dominio IR.
Qual dos seguintes conjuntos nao pode ser o
contradominio da fungao g?

(A)Jo, 2[ (B) R
(©) R (D) R\{0}
Seja a um numero real diferente de zero.
Qual é ovalorde lim —ez%?
x—0ax‘+a" x

1 1
A)— B) — C D
W @5  (©0 (D)oo

Considere a funcao f, de dominio IR,
definida por f(x)=3 +4x’e *.
Resolva os itens seguintes, usando
exclusivamente métodos analiticos.

84.1. Mostre que o grafico da fungao f tem
uma Unica assintota e escreva uma equagao
dessa assintota.

84.2. Mostre que a funcao f tem um unico
minimo relativo e determine-o.

84.3. Seja g afuncao, de dominio IR\{0},
definida por g(x) = x + In [f(x) — 3].
Determine os zeros da funcéo g.

51000
Qual é o valor de log; <?> ?

(A) 40 (B) 500 (c) 975 (D) 998
Seja g afuncao, de dominio [0, + oo,

definida por:
g(x)={3"—\/)_( se 0<x<2
x—5+log,(x—1) se x>2

Em qual dos intervalos seguintes o Teorema de
Bolzano permite garantir a existéncia de pelo
menos um zero da fungao g?

(A)Jo, 1[ ® 1, 3(
(© 13, sl ()]s, 9
Na figura esta y
representado o
gréfico de uma L et
funcéo f, 7
0} X

de dominio IR".
Tal como a figura
sugere, a reta de f
equacdo y=1 ¢é
assintota do gréfico de f.

Indique o valor de _|I'n;l [Inxﬁ - f(x)] .
(A)-1 (B)o (©1 (D) + o0
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Na figura esta

Questoes de Exame Essenciais

¥

representada
partedografico | /
de uma 2 :
funcdo h, de
dominio IR.
Seja (u,) a
sucessao de =
termo geral

m)
e

®)
IN
x

u,,=h<4—

Qual é o valor de lim (u,)?
(A)—c0  (B)1 (€2 (D)3

Seja f afuncédo, de dominio IR*, definida por:
X=2
FO) =4 x - V/2x

xe "+x+1 se x>2

se 0<x<2

Resolva, usando exclusivamente métodos
analiticos, os itens 89.1. e 89.2.

89.1. Averigue se a fungdo f é continua em
x=2.

89.2. O gréfico da fungao f tem uma assintota
obliqua.
Determine a equacao reduzida dessa assintota.

89.3. Seja g afuncédo, de dominio IR*, definida
por g(x)=3+In(x).

A equacao f(x)=g(x) tem exatamente duas
solugoes.

Determine essas solugdes, utilizando as
capacidades gréficas da sua calculadora.
Apresente as solucoes arredondadas as
centésimas.

Apresente os graficos que obteve na
calculadora e assinale os pontos relevantes.

Seja x um numero real positivo. Qual das
expressoes sequintes é igual a e*"* — 10?'29*?
(In designa logaritmo de base e; log designa
logaritmo de base 10.)

(A) In x* —log X* (B) x* + X
Q-2 (p) X"
log x

Para um certo numero real positivo k, é continua
afuncao f, de dominio IR, definida por:
log,(k+x) se x>0
f(x) =1 sin (2x)
X

se x<0

Qual é ovalorde k?
()1 (B) 2 ©3 (D)4

m Sejam f e g duas fungdes, ambas de dominio

IR*. Sabe-se que:
« lim (fx)—2x)=0
X— + 00

-afungdo g é definida por g(x)=f(x)+x*.
Prove que o gréfico de g nao tem assintotas
obliquas.

Sejam as fun¢des f e h, de dominios ]1, + oo
e ]-o0, 2[, respetivamente, definidas por
f(x)=log,(x—1) e por h(x)=log, (2 —x).
Determine, recorrendo a métodos
exclusivamente analiticos, o conjunto-solugao
da condicdo f(x)>1+h(x).

Apresente o resultado sob a forma de intervalo
real.

Sejam a, x e y trés numeros reais tais que
log,x=1+5log,y.

Qual das igualdades seguintes é
necessariamente verdadeira?

(A) x=ay’ (B) x=5ay
(€) x=5y (D)x=y

Seja f afuncao, de dominio IR, definida por
fo)=x>+1.

Seja g afuncao cujo gréfico é aretarepresentada
na figura.

Seja h=f+g.
Seja h' a fungédo
derivada da funcdo h. 9

O gréfico da funcao

h' é uma reta.

Sejam m e b, ol \X
respetivamente, o declive e a ordenada na
origem desta reta.

Qual das afirmagoes seguintes é verdadeira?
(AAm>0e b>0 (Bym>0e b<0
(€©m<0eb>0 (D)m<0eb<oO

y

De uma funcédo f, de dominio IR, sabe-se
que a sua derivada, f', é definida por:
f'(x)=(2x + 4)e"

Resolva os dois itens seguintes sem recorrer
a calculadora.

96.1. Seja A o ponto de intersecao do gréfico
de f com o eixo das ordenadas. Sabe-se que a
ordenada deste ponto é iguala 1.

Determine a equacao reduzida da reta
tangente ao gréfico de f noponto A.

96.2. Estude a fungao f quanto ao sentido das
concavidades do seu gréfico e quanto a
existéncia de pontos de inflexao.
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m Determine, sem recorrer a calculadora, o
conjunto dos nimeros reais que sao solugoes

da inequagao:

log ,(x—1)+log,(13-x)< 5
Apresente a sua resposta na forma de uniao de

intervalos de nimeros reais.

m De uma funcéao f de dominio [1, 2] sabe-se que:

. f é continua em todo o seu dominio;

Vx€, 2], fx)<0
«f(1)=31(2)

Seja g afuncao de dominio [1, 2] definida

por g(x)=2f(x)—f(1).

Prove que a fungdao g tem pelo menos um zero.

m Seja a um nimero real maior do que 1.

1
Qual dos seguintes valores é igual a 2 log, (a3) ?

8)-3

m Na figura esta representada parte do grafico
de uma funcéo f de dominio ]-oo, 2[.

y

f

Areta t, deequagao y=—x—1, éassintota
do gréfico de f quando x tende para —oo.

Qualéovalorde lim (f(x)+x+1)?
X —» — 00

-1 (B0

(©1 (D) + 00

m Seja f afungao de dominio [- 7, + oo[,

definida por:

—4x + 1

e se x>0

f(x) =4 3sin(x)
x2

se —nt<x<0

E3tude a funcdo f quanto a existéncia de
assintotas do seu gréfico, paralelas aos eixos
coordenados, escrevendo as suas equagoes,

caso existam.

2
(A)—2+;

1

2 - Fungdes e frigonometria

2} seja h afungio de dominio 1-1, + o[,

definida por h(x)=4 —x+In(x+ 1).
Resolva, usando métodos analiticos, os dois
itens seguintes.

Nota: A calculadora pode ser utilizada em
eventuais célculos intermédios; sempre que
proceder a arredondamentos, use, pelo
menos, duas casas decimais.

102.1. Estude a fungdo h, quanto a
monotonia, no seu dominio.

Indique os intervalos de monotonia e, se
existir algum extremo relativo, determine-o.

102.2. Justifique, aplicando o Teorema de
Bolzano, que a fungao h tem, pelo menos,
um zero no intervalo 5, 6[ .

Sabe-se que o ponto P(1, 3) pertence ao
gréfico da funcao f(x)=2"-1, a€ER.

Qual éovalorde a?
(n) 2 (B) 1 (©o (D)-2

Na figura estd representada parte do gréfico
de uma funcdo g, de dominio IR, continua

em IR\{-2}.
' b4
equacgoes : 1|

As retas de
x=—2ey=1""T"""""7" JRe

sao as unicas _21.‘ 0 2 %
assintotas .
do gréfico ;

de g. :
Seja (x,) uma sucessao tal que
lim g(x,)=+o0.

n— +00

Qual das expressoes seguintes pode ser o
termo geral da sucessao (x,)?

1
(B)-2-—

1
(D)1—;

m Considere a fungédo g, de dominio IR,

definida por g(x) = 2 + sin(4x).
Resolva, usando métodos analiticos, os dois
itens seguintes.

105.1. Determine g'(0), recorrendo a
definicao de derivada de uma fun¢ao num
ponto.

105.2. Estude a monotonia da fungao g, no
intervalo ]0, %[ indicando o valor dos

extremos relativos, caso existam, e 0s
intervalos de monotonia.
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Questoes de Exame Essenciais

Solugoes
1. (A) 2. (D)
3.1.  Naotem.

3.2.

Afungdo g é estritamente decrescente no intervalo

]0, 1] e estritamente crescente nointervalo [1, e].

A fungdo g tem um minimo relativo para x=1 e um

maximo relativo para x=e.
3.3. {031;061; 1,56; 2,52}

4, a=-Z

6
6. ()] 7. (D)
2. (A 10.1. Néaoé.

8. (B)

10.2. y=2&

11.  Ogréficodafuncdo g tem a concavidade voltada para

baixo no intervalo ]0, In(~ 2+V10 [ e voltada

para cima no intervalo ]In(— 2+V10), + 00[ :

0O ponto de abcissa In(— 2+°V10) é um ponto de

inflexao do gréfico da fungao g.

12 292 13.2. -12
15. (B) 16. 0,63
20.  (B) 21. (D)

4. O
17.1. k=e?
22. (D)

- . T
23.2. Afungdo S éestritamente crescente no intervalo ]0, g]

e estritamente decrescente no intervalo [ 3 A[ .

n T
oyt
2

2 gt : T
Afuncao S tem um maximo relativo para x = 3

24.1. 0 242, y=3x+1
27. (0 28. (A
29.2. y=-3 29.3. 2,95
30.2. 23s 3. (A)
33.1. y=3x+1 quando x — + oo
33.2. y=2ex+¢ 34.2,
351. k=—1+In5 35.2.

26. (D)
29.1. 3

30.1. 7,5m
32. (0

x=0

35.3. Ografico dafuncdo g tem a concavidade voltada para

cima no intervalo }0, %[ e voltada para baixo no

intervalo }l—, + 00[ O ponto de abcissa % é um

ponto de inflexdo do gréfico da fungao g.

36. 9,46 38. ()

40. (0 41.2. 20

42.2. {0, 4n} 43. 048

5. (A) 46.2. g

47.2. 3 48.  Econtinua.
50.  (B) 51.1. 18, 9]

39. (D)
42.1. k=-In2
44.  (B)

47.1. 44

49.  (A)

51.2. 2000

52.1.
54,

57.

60.
61.3.
63.

66.1.
69.1.
70.2.
74 1 13
72.

75.2.

78.

80.2.

82.

84.2.

86.
89.1.

89.2.
90.

94.
96.2.

97.
100.
102.1.

103.

105.2.

40 52.2. 0,995 53. k=2
(8) 55. (O 56. (D)
13h20min 58.1. % 59. (D)
()] 61.1. Naotem.
f é estritamente crescente. 9
64. 65. k=—
© ® N
a=-2 67. (D) 68. (O
Econtinua. 69.2. y=2x 69.3. {In3}
Verdadeira
1963 71.2. k=-In(3-p)
© 73. (A 74.2. 2h20min
b=-2 76.2. % 77. (A)
() 79. (O
1 T
=—X+- 12, =
y X+ : 8 3
(D) 83. (A 84.1. y=3
11
= 3. {-=, = 5.
f(0)=3 843 { 5 2} 8 (D)
© 87. (A 88. (B)

Néo. |imz_ fx)=2#f(2)

y=x+1 89.3. {072; 291}
© 91. (D) 93. [g 2[
()] 95.  (B) 96.1. y=4x+1

O gréfico da funcao f tem a concavidade voltada
para baixo no intervalo |- oo, — 3[ e voltada para
cimanointervalo ]- 3, + oo[ . O ponto de abcissa
— 3 é um ponto de inflexao do grafico da fungao f.

11, 5]U[9, 13[ 9. (D)

(8) 101. x=0;y=0
Afungao h é estritamente crescente no intervalo
]- 1, 0] eestritamente decrescente no intervalo
[0, +oo]. Afuncdo h tem um méximo relativo
iguala 4 para x=0.
()] 104. (B) 105.1. 4

i i 5 T
Afuncao g é estritamente crescente em }0, —] e

em [3?”' ; % [ e é estritamente decrescente no intervalo

[g, 3?11:] A fungdo g tem um maximo relativo igual
a 3 para x =g e um minimo relativoigual a 1 para
x=3E,

8
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3. NOmeros complexos

n Em C, conjunto dos nimeros complexos, n Seja C o conjunto dos numeros complexos.

considere z,=\/§+2cis?%r ez,=1+i.

Zy :
1.1. Sabe-se que — é uma raiz quarta de um
2,
certo numero complexo w.
Determine w na forma algébrica, sem utilizar a
calculadora.

1.2. Seja z;=cis .

Determine o valor de a pertencente ao
intervalo |- 2n, — n[, sabendo que z; + 2z, é
um numero real.

Considere,em C, conjunto dos numeros
complexos, z=2+ bi, com b<0.

; T
S e, .
eja o ] 5[

Qual dos nimeros complexos seguintes pode
ser o conjugado de z?

(A) %cis(a) (B) 3 cis(— o)

(€) 3 cis(a) (D) %cis(— )
Considere,em C, conjunto dos nimeros
complexos, a condigao:

%<|z—3+i[<3/\ggarg(z—3+i)<%7E

Considere como arg(z) a determinacao que
pertence ao intervalo [-m, n[ .
Qual das opg¢des seguintes pode representar,

no plano complexo, o conjunto de pontos
definido pela condicao dada?

() (B)
Im(2) Im(2)
0
‘ Re(2) o' —
© (D)
Im(2) Im(2) T
0o Re(2)

1+V3V g =
—+i“ e z=—.
2 iz,
Determine, sem utilizar a calculadora, o menor
nimero natural n tal que (z,)" é um nimero

real negativo.

4.1. Considere z, =

4.2. Seja o € [- &, ©[ . Mostre que:

cos(m — &) + i cos <E - a)

— =cis(n - 2a)
cos a +isin o

Em C, conjunto dos nimeros complexos,
. 2013
considere w=(1+i)" .
A qual dos conjuntos seguintes pertence w?
w{zec:|g4>z-1]
(B){z€C: }ZK\/E}
(©{zeC:z=1z}
(D){z € C:Re(2) = Im(2)}

Na figura estdo representadas, no plano
complexo, as imagens geométricas dos
numeros complexos: z, z,, z,, z; € z,.

Im(2)
z *z,
L]
(0] Re(2)
. Z4
230 .22

Sabe-se que w é um nimero complexo tal
que z=ixXw.

Qual é o numero complexo que pode ser igual
aw?
(R) z, €z,

(B) z, (D) z,

Em C, conjunto dos numeros complexos,
considere:

1+V3i

Z] =
A 2icis(5—">
- 6

7.1. Seja z=cis @, com O pertencente a
[0, 2n[.

12

ez= \/Ecis(l)

5 Z. ;
Determine 6 de modo que — seja um nimero
Z

real negativo, sem utilizar a calculadora.
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Questdes de Exame Essenciais

7.2. Asimagens geométricas de z, e do seu
conjugado, z,, sao vértices consecutivos de
um poligono regular. Os vértices desse
poligono sao as imagens geométricas das
raizes de indice n de um certo nimero
complexo w.

Determine w na forma algébrica, sem utilizar a
calculadora. -

Comece por calcular n.

a Em C, conjunto dos nimeros complexos, seja
z=cisO, emque 6 éum numero real

. 3n
pertencente ao intervalo i T .

Sejaw=2-2.
A que quadrante do plano complexo pertence
aimagem geométricade w?

(A) Primeiro quadrante
(B) Segundo quadrante
(€) Terceiro quadrante
(D) Quarto quadrante

a Seja C o conjunto dos nimeros complexos;
i designa a unidade imaginaria.
Resolva os dois itens seguintes sem recorrer a
calculadora.

.6 27
9.1. Determine o valor de '2+2' A

—i
Apresente o resultado na forma algébrica.

9.2. Mostre que o niumero 2 cis(%) é

solucdo da equagdo 2° x z=128i.

m Em C, conjunto dos nimeros complexos,
1+ 28i

2+i
10.1.Resolva a equacao z’ +z,=2z,, sem
recorrer a calculadora.

. "3
considere z,=(—2+1i) e z,=

Apresente as solu¢bes da equacao na forma
trigonométrica.

10.2.Seja w um numero complexo nao nulo.
1 " v

Mostre que, se w e — sao raizes de indice n
w

de um mesmo numero complexo z, entao
z=1o0ouz=-1.

m Seja k um nimero real e sejam z,=2+i e
z,=3 — ki dois niumeros complexos.
Qual é o valorde k paraoqual z, xz, éum
imaginario puro?
3

w:  ®-3 ©1  ®s

m Seja C o conjunto dos nimeros complexos.

12.1. Seja n um nimero natural.

V3 x "4 2cis<— %)

Determine , sem

of)

recorrer a calculadora. Apresente o resultado
na forma trigonomeétrica.

12.2. Seja a € E 5[

Sejam z, e z, dois nimeros complexos tais
% - T
que z,=ciso e z,= cns(a + —2—>.

Mostre, analiticamente, que a imagem
geométrica de z, +z,, no plano complexo,
pertence ao 2.° quadrante.

Sejam k e p dois numeros reais tais que os
numeros complexos z=1+i e
w=(k—1)+2pi'" sejam inversos um do outro.

Qualéovalorde k+p?

w-; ®; ©F ©F

Na figura estao representadas, no plano
complexo, uma circunferéncia, de centro na
origemederaio 1, eumareta r, definida

1
Re(2)=~.
por Re(2) 5

Im(2)

®)
|[—

1 Re(z)

Seja z, o numero complexo cuja imagem
geométrica estad no 1.° quadrante e é o ponto
de interse¢ao da circunferéncia com areta r.

Qual das opgbes seguintes apresenta uma
equacao de que z, é solugao?

Rz -1|=|z-i
(B) Im(z)=?
© |z- ;-’ =1
©)[1-2=V2
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m Seja C o conjunto dos nimeros complexos.
Resolva os itens seguintes, sem recorrer a
calculadora.

15.1. Considere o numero complexo
z=8V3-8i.

Determine as raizes de indice 4 de z.
Apresente as raizes na forma trigonométrica.

15.2. Seja w um niimero complexo ndo nulo.

Mostre que se o conjugado de w é igual a
metade do inverso de w, entdo aimagem
geométrica de w pertence a circunferéncia de

: . 2
centro na origem e de raio T .

m Na figura esta representado, no plano
complexo, o tridngulo equildtero [OPQ] de

altura \/5

Im(2)

Re(2)

Tal como a figura sugere, o vértice O coincide
com a origem do referencial, o vértice P
pertence ao eixo imaginario e o vértice Q
pertence ao 3.° quadrante.

Seja z o numero complexo cuja imagem
geométrica é o ponto Q.

Qual é a representacdo trigonométrica do
numero complexo z?

n
A) 3 cis —
(W) 3cis 7
(B) 3 cis 2%
3
n
€) 2 cis —
(© 2¢is 2
(D) 2cis A%
3
m Seja C o conjunto dos nimeros complexos;

i designa a unidade imaginaria.
Para um certo niumero inteiro k, a expressao

(\/2 i)3 X cis%

e designa um numero real.
+i

Determine esse nimero k.

3 - NOmeros complexos

m Na figura estao representadas, no plano
complexo, as imagens geométricas de quatro
ndmeros complexos z,, z,, Z; € z,.

Im(2)

Z, o Z, Re(z)

Qual é o numero complexo que,com n € IN,

pode serigual a i*" +i**" +i{*"*??

(R) z, (B) z, © 2z (D) z,

m Em C, conjunto dos nimeros complexos,
considere:

z,=1,.2="5I ez3=cis<%>,nEIN

Resolva os dois itens seguintes sem recorrer a
calculadora.

19.1. O complexo z, é raiz do polinémio
Z-2+16z-16.

Determine, em C, as restantes raizes do
polinémio.

Apresente as raizes obtidas na forma
trigonométrica.

19.2. Determine o menor valor de n natural
para o qual aimagem geométrica de z,x z;,
no plano complexo, esta no terceiro quadrante
e pertence a bissetriz dos quadrantes impares.

m Na figura esta representado, no plano
complexo, a sombreado, um setor circular.

Sabé-se que:

soponto A é aimagem geométrica do
numero complexo — V3 +i ;

+ 0 ponto B tem abcissa negativa, ordenada

nula, e pertence a circunferéncia de centro na
origem do referencial e raio iguala OA.
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Qual das condicées seguintes define,em C, a
regiao a sombreado, incluindo a fronteira?

(Considere como arg(z) a determinagao que
pertence ao intervalo [0, 27 .)

(A)|z|<2/\2?n< arg(z) < m
(B)|z|<2/\5?n< arg(z2<n
© |2|<4/\2?”< arg)<n

(O)<4 A< arg@<n

Na figura estao representadas, no plano
complexo, as imagens geométricas de seis
nameros complexos z,, z,, 23, Z;, Zs € Zg.

Im(2)
Zz L4 zz
Z z, [} z, Re(2)
.26

Qual é o numero complexo que pode ser igual
a(z,+2z)xi?

(A) z, (B) z, ©) z (D) z,

Seja C o conjunto dos nimeros complexos.
Resolva os dois itens seguintes, sem recorrer a
calculadora.

22.1. Considere z,=1+2i e w=
Wcis(%)
comb€R en€IN.

Determine o valor de b paraoqual w éum
namero real.

22.2. Seja z um numero complexo tal que
=",
Mostre que |1 +2[ +|1 -2 = 4.

Sejam k e p dois numeros reais e sejam
z,=Bk+2)+pie z,=3p—-4)+(2-5k)i
dois niumeros complexos.

Quais sao os valores de k e de p para os quais
z, éigual ao conjugado de z,?

(A k=-1ep=3

(B)k=1ep=3

(©k=0ep=-2

(D)k=1ep=-3

z] X i4n+3_b

m Considere,em C, um numero complexo w.

No plano complexo, aimagem geométrica de
w é o vértice A do octégono [ABCDEFGH],
representado na figura.

Os vértices desse poligono sao as imagens .
geométricas das raizes de indice 8 de um
certo nimero complexo.

I
m(z) A

B

H
(&
o G Re(2)
D
£ F

Qual dos nimeros complexos seguintes tem
como imagem geométrica o vértice C do
octégono [ABCDEFGH]?

A)-w B)w+1
©ixw (D) x w

Na figura, esta representada, no plano
complexo, uma circunferéncia de centro na
origem O do referencial.

(1
P

G

Im(2)

O ponto A é aimagem geométrica do nimero
complexo 3+4i.
O ponto C pertence ao eixo imaginario.

Oarco BC tem g radianos de amplitude.

Qual é o numero complexo cuja imagem
geomeétrica é o ponto B?

107 251
A) 5 cis — B) 5 cis —
(A) 5cis 5 (B) 5cis T
101 25w
C) 7 cis — D) 7 cis —
(€) 7cis - (D) 7 cis =

Seja C o conjunto dos nimeros complexos.
Considere aequacdo 22 - 22 +4z—-4=0.

Esta equacao tem trés solugoes em C, sendo
uma delas o numeroreal 1.

As imagens geométricas, no plano complexo,
dessas trés solucdes sao vértices de um triangulo.
Determine o perimetro desse tridngulo.
Resolva este item sem recorrer a calculadora.
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Em C, conjunto dos nimeros complexos,

considere z = 3 cis g— 9), com O ER.

Para qual dos valores seguintes de 8 podemos
afirmar que z é um numero imaginario puro?

®w-2 ® ©Ff oF

Na figura esta representada, no plano
complexo, a sombreado, parte do semiplano
definido pela condicdo Re(z) > 3.

Im(2)

Qual dos numeros complexos seguintes tem a
sua imagem geomeétrica na regiao
representada a sombreado?

(A)\/gcm<§> (B)3\/§cm<g>
(© V3 cis(g) (D) 3\V3 cis(%)

Em C, conjunto dos nimeros complexos,
s Nk -
considere z, = cns(;) ez,=2+i.
Resolva os dois itens seguintes, recorrendo a
métodos exclusivamente analiticos.

29.1. Determine o nimero complexo:
% 7
_3-ix(&)
7,
Apresente o resultado na forma trigonométrica.

29.2. Mostre que:
lz,+2[=6+4 cos(g) +2 sin(%)

Em C, conjunto dos nimeros complexos,
: . L
considere z, = \/icns(z> eZ,=3.

Resolva os dois itens seguintes, recorrendo a
métodos exclusivamente analiticos.

30.1. Determine o nimero complexo:
Z} + 4i

i
Apresente o resultado na forma trigonométrica.

30.2. Escreva uma condicdo, em C, que
defina, no plano complexo, a circunferéncia
que tem centro na imagem geométrica de z,
e que passa na imagem geométrica de z, .

3 - NOmeros complexos

Seja C o conjunto dos nimeros complexos;
i designa a unidade imagindria.
A+2)B+)-*+7

3i
recorrer a calculadora.

Determine , sem

Apresente o resultado na forma x + yi, com
xEReyER.

Seja z um numero complexo, em que um dos
¢ T
argumentos é 3

Qual dos valores seguintes é um argumento de
2i = :

=, sendo z o conjugadode z?

z

WE  ®3x ©O3x Ok

Seja b um numero real positivoe z, =bi um
numero complexo.

Em qual dos triangulos seguintes os vértices
podem ser as imagens geométricas dos
nimeros complexos z,, (z,)' e (z,) ?

(R) (B)
Im(2) Im(2)
Re(2) 0 Re(2)

(c

) (D)
Im(2) Im (2)
Re(z) (o] Re (Z)

Em C, conjunto dos nimeros complexos,

o | .18 . 5
considere z,=———i" e z,=cis| =m|.
1- 6
34.1. Determine z, naforma trigonométrica
sem recorrer a calculadora.

34.2. Determine o menor valorde n € IN, tal
que (-iz)' =-1.

Seja~k um nimeroreale z, = (k —i)(3 - 2i)
um numero complexo.

Qual é ovalorde k, paraque z,, sejaum
numero imaginario puro?

w-2 ®-2 ©f o
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No conjunto dos nimeros complexos, seja:

) <cis§>7 # @iy

4 cis(3—n>
2

Determine z na forma algébrica sem-recorrer a
calculadora.

Para um certo nimero real positivo p e para
um certo numero real o compreendido entre

T > ;
Oe 5+ 0 ndmero complexo p cis o tem por

imagem geomeétrica o ponto P, representado
na figura.

Im(2)
A, P
B.
o 0 Re(2)
D.

Qual é aimagem geométrica do nimero

complexo gcis(Za)?

Em C, conjunto dos numeros complexos,
considere z, =1 -V3ie z,=8cis0.

38.1. Mostre, sem recorrer a calculadora, que
(~ z,) é uma raiz cubica de z,. 1

38.2. No plano complexo, sejam A e B as
imagens geométricas de z, ede z, = z,i*,
respetivamente.

Determine o comprimento do segmento [AB].

Em C, conjunto dos nimeros complexos,
considere z,=1—1.

39.1. Sem recorrer a calculadora, determine o
2z, -i"®-3
valorde —————
1-2i

Apresente o resultado na forma algébrica.

39.2. Considere z, uma das raizes quartas de
um certo numero complexo z.

Determine uma outra raiz quarta de z, cuja
imagem geomeétrica é um ponto pertencente
ao 3.° quadrante. Apresente o resultado na
forma trigonométrica.

(A) Oponto A (B) O ponto B
(€) O ponto C (D) O ponto D
Solugoes
15 =i 13, =k 21. (9
2 221. b=3
2. (O ER () 23, (B)
4.1. n=6 24. (C)
5. (D) 6. (0 25.  (B)
7.1. ”T" 72. n=12; w=—64 26. 4+2\V5
5. (© 27. (D)
: 28.  (B)
.y [
3 4 29.1. V2cisZ
10.1. 2ci50,2c157,2cis?
.
n (O 30.1. 4\/§cusz 302. |z-3|=V5
1 . 13n 7.
—ls— 3. 2-%
12.1. 3 cis 10 3 I
13. (D) 14.  (B) 32. Ec;
33. (C
15.1. {Zcis”—n,Zcis?ﬁ,Zcis?’s—n,2cis47—n} \/5 T
24 24 24 24 341, —qis—= 342. n=3
16. (0 2 4
17. =-1 35. (0
1M 1.
18. (B) 36. = —4—+ ZI
19.1. {4cis3—“, 4cis’2—‘} 37. (8)
1 . 382. 4
20: . (8) 39.1. %—%n 39.2. \/iciss%t
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