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Apresentacao

Este livro destina-se aos alunos que pretendem fazer exame de Matematica A para concluir o
12.° ano ou aceder ao ensino superior.

A forma como esta estruturado permite:

= fazer uma revisao da teoria e da pratica dos contetidos dos 10.°, 11.° e 12.° anos;

= recordar estratégias e modelos de resolucao de problemas;

= avaliar a sua capacidade de resposta a questoes novas e idénticas as dos exames nacionais.

Um livro funcional

A primeira parte do livro estd organizada em 4 unidades que sintetizam os contetdos dos 10.°, 11.°
e 12.° anos contendo:

Teoria, Exemplos e Verifica (questoes diretas)
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Uma preparacao orientada

Como grande novidade este livro inclui um anexo com questoes de exame essenciais, criteriosa-
mente selecionadas e organizadas, que:

= focaliza os alunos nos exercicios mais representativos;

= contém as solucoes das questoes no final de cada tema.

Paginas
- destacaveis

Um estudo autonomo

As resolucoes detalhadas de todas as questoes propostas no livro estao disponiveis em
www.escolavirtual.pt permitindo o estudo auténomo e organizado do aluno.
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Unidade 1 - Probabilidades e estatistica

Temal

Andlise combinatoria. Tridngulo de Pascal.
Bindbmio de Newton

1. Principios fundamentais da contagem

A Ana vive numa margem do rio e a escola que
frequenta fica na outra margem. Para ir de casa
para a escola passa por uma ilha, como se observa
na figura ao lado.

©I0NPY 0UOd & TIVIN-NIdD

A casa esta ligada ailha A por trés pontese a
ilha B por duas. Por outro lado, para ligar as ilhas
a escola existem duas pontes a partirdailha A e
quatro a partirdailha B.

« Quantos caminhos diferentes tem a Ana para ir de casa para a escola passando pelailha A?
Para responder a esta questao pode-se fazer um diagrama em arvore.

(a, d)

(a, e)

(b, d)
Casa <

(b, e)

(c,

(c e)

A Ana tem seis caminhos diferentes para ir de casa para a escola pelailha A.

Para responder a mesma questao pode-se aplicar o principio da multiplicagao:

. Principio da multiplicacao
Se um processo é constituido por k etapas e se existirem n, maneiras diferentes de realizar a primeira
etapa e se, para cada uma destas, existirem n, maneiras diferentes de realizar a segunda etapa... ny
maneiras diferentes de realizar a etapa de ordem k, entao todo o processo pode ser realizado de
n, X n, X... X n, maneiras diferentes.

Casa-llha A lha A -Escola

3 2

3X2=6
A Ana tem seis caminhos diferentes para ir de casa para a escola pelailha A.
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Tema 1- Andlise combinatéria. Triangulo de Pascal. Binémio de Newton

- Quantos caminhos diferentes tem a Ana para ir de casa para a escola passando pelailha B?

Aplicando o principio da multiplicagao, tem-se:

Casa-llha B llha B -Escola

2 4
2x4=8

A Anatem 8 caminhos diferentes para ir de casa para a escola pelailha B.

« Quantos caminhos diferentes tem a Ana para ir de casa para a escola?

Para responder a questao pode-se aplicar o principio da adigao:

¥ Principio da adigio
- Seum processo é constituido por k etapas que se excluem mutuamente e se existirem n, maneiras de

~ realizar a primeira etapa, n, maneiras de realizar a segunda etapa,... n, maneiras de realizar a etapa de
~ ordem k, entdo todo o processo pode ser realizado de n, + n, +... + n, maneiras diferentes.

Casa -Escola

Pelallha A Pelallha B

6 8
6+8=14

A Anatem 14 caminhos diferentes para ir de casa para a escola.

D Exemplo 1 D Verifica 1

Para um almoco podemos escolher entre trés sopas (sopa de legumes, sopa A Luisatem 12 filmes policiais,
de peixe e canja), trés pratos de peixe, quatro pratos de carne e duas sobre- 10 de comédiae 7 de drama.

mesas (doce ou fruta). Vai selecionar dois filmes de
géneros diferentes para ver no

De quantas maneiras pode a Ana escolher a refeicao sabendo que € consti-  domingo.

tuida por uma sopa, um prato (carne ou peixe) e uma sobremesa e que, se De quantas maneiras pode fazer

escolher prato de peixe, ndo escolhe sopa de peixe? a escolha?

Resolucdc

Sopa - peixe — sobremesa ou Sopa - carne - sobremesa

2 3 2 3 4 2
2x3x2=12 3x4x2=24
12+24=36

A refeicao pode ser escolhida de 36 maneiras diferentes.
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2. Fatorial de um numero natural n

. Chama-se fatorial de um ntiimero natural n e representa-se por n! ao produto dos n primeiros niimeros

naturais.
n!=n(n-1)(n-2)X..x2x1

Aplicando a defini¢ao, vem: I
41=4x3%x2x1;5!'=5x4x3%x2x1=5x4!

Por convencgao, tem-se: 0l=1
D Exemplo 2 D Verifica 2
Resolva a equacdo em x: 2.1. Resolva a equagao:
" ' 2(x+2)! =17 (x+1)! =8x!
12(x—1)! +5x! = (x+1)! 2.2. Calcule.
100! — 99!
98!

12(x—1)!+5x! =(x+1)! <= 12(x=1)!+5x(x=1)!=(x+1)x(x—-1)!=0 <
S x=D12+5x-(x+1)x]=0 &

S X=1)!=0V 12+5x-x*-x=0 & xXED V x=6 V x=-2
Comoteradeser x—1>0, x>0 e x+1>0, S={6}.

3. Arranjos

Arranjos sem repeticao (arranjos simples)
De uma caixa com cinco bolas numeradasde 1 a 5, extraem-se sucessiva-
mente trés delas e colocam-se, lado a lado, da esquerda para a direita.

Quantas sequéncias diferentes é possivel obter?

Lugares a preencher 10 2° 3
5 3

N.° de solugdes por lugar —» 4

Resposta: 5x4x3=60

O numero 60 designa-se por arranjos sem repeticao de cinco, trés a
trés, ou arranjos simples de cinco, trés a trés, e escreve-se:

SA;=5%x4x3=60

De um modo geral:

' Dados n elementos quaisquer, chama-se arranjos sem repeticdo de n elementos p a p atodas as
sequéncias que é possivel obter com p elementos escolhidos arbitrariamente entre os n dados.

O numero de todas estas sequéncias designa-se por "A, (ler: “arranjos de n, p
"A,=n(n-1)(n-2)x...x(n—-p+1)comn, pEN, e n>p
Da definicao de fatorial deduz-se que:

n!
nA =
* (n-p)

ap’.

©I0NPY 0MOd & ZIVIN-NAdD
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» Exemplo 3 Sentar em fila

De quantas maneiras cinco pessoas se podem sentar numa fila de cadeiras  3.1. Nafinal da prova dos

onde existem oito cadeiras disponiveis? 100 m, em atletismo, participam
oito atletas.

De quantas maneiras podem ser
atribuidas as trés medalhas (ouro,
prata e bronze)?

3.2. Uma associagdo pretende
escolher a sua bandeira que sera
formada por trés faixas verticais
com trés cores diferentes.

Se estao disponiveis seis cores
diferentes, quantas bandeiras
tricolores é possivel obter?

3.3. Um saco contém 10 bolas,
numeradasde 0 a 9.

Desse saco retiram-se quatro
bolas, uma a uma, colocando-se
em fila pela ordem de saida,

formando, assim, um numero.
Trocando a ordem as pessoas estas Pe Quantos numeros diferentes é

ficam sentadas de maneira diferente. 6720 possivel formar?

Pretende-se, portanto, escolher
ordenadamente cinco lugares entre
oito possiveis.
O niimero de escolhas é dado por:
A, =8x7x6x5x%x4
=6720

Permutacoes
De quantas maneiras cinco pessoas se podem colocar em fila para tirarem uma fotografia?

Lugares = b 2° 3.° 4° 5.

N.° de solu¢des por lugar — 5 4 3 2 1
Resposta: 5x4x3x2x1=5!=120

Como se trata de escolher ordenadamente cinco lugares
entre cinco possiveis, a resposta também pode ser dada por:

A;=5%x4x3x2%1=120

Os arranjos de 5 elementos 5 a 5 também se designam
por permutacoes de 5 elementos.

Po="Ay =8l

De um modo geral:

Chama-se permutagoes de n elementos a todas as sequéncias diferentes que é possivel obter com os
n elementos.

O nuimero dessas sequéncias representa-se por P, (ler: “permutacées de n"):

Pi="A. =0
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Unidade 1 - Probabilidades e estatistica

b Exemplo 4 NOmeros

Quantos numeros impares de cinco algarismos diferentes se podem escrever
utilizando os algarismos do nimero 87 643 ?

L Podeser 3 ou 7
> Sequéncia dos quatro alga-
rismos restantes

4x3x2x1x2=48
Ou, 4! x2=48.
Logo, existem 48 numeros nas condi¢oes pedidas.

Arranjos com repeticao (arranjos completos)

D Verifica 4

Seis amigos vao ao cinema tendo
comprado bilhetes para seis
lugares seguidos. De quantas,
maneiras os seis amigos podem
ocupar os seis lugares?

Um teste tem cinco questoes de escolha multipla. Para cada questao existem quatro alternativas de

resposta.

De quantas maneiras pode um aluno dar resposta as cinco questoes de escolha multipla?

Questdes: — 12 2.2 32

Possibilidades de resposta — 4 4 4

Existem 4x4x4Xx4x4=4" possibilidades de resposta.

42 5.2

4 4

O ndmero 4° designa-se por arranjos com repeticao de quatro, cinco a cinco, e escreve-se:

4A;=45

De um modo geral:

' Dados n elementos quaisquer, a,, a,, ..., a, chama-se arranjos com repeticio de n elementos p a p a
todas as sequéncias de p elementos, sendo estes diferentes ou nao, que se podem formar, de modo que as
sequéncias diferem pelos elementos que as compdem ou pela ordem de colocagio.

O numero total de sequéncias representa-se por "A’,. E tem-se:
nav _ P
A,=n

Aos arranjos com repeticao também se chama arranjos completos.

) Exemplo 5 Contar nomeros

Quantos nimeros de cinco algarismos sao mdiltiplos de 5 ?

9 x"A} x 2 =9 x 10° x 2 = 18000
Loss Ha duas hipéteses para o algarismo das unidades (0
ou 5).
Numero de sequéncias de trés algarismos (iguais ou
diferentes).
Ha nove hipéteses para o primeiro algarismo (ndo pode
ser zero).

Existem 18 000 numeros de cinco algarismos que sdo multiplos de 5.

D Verifica 5

5.1. Quatro pessoas dirigem-se
ao balcao de uma pastelaria para
comprar, cada uma delas, um
bolo. Havendo seis tipos de bolos
diferentes, de quantas maneiras
pode ser feita a escolha?

5.2. Quantos niumeros naturais
entre 1000 e 100 000 sao
multiplos de 5 e tém todos os
algarismos impares?

©IONPY 0Lod @ ZIVIN-NIdD
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4. Combinacoes
Cinco pontos, A, B, C, D e E, sobre uma circunferéncia, quantos A
triangulos definem? i
Um tridangulo é definido pelos seus vértices. Neste caso, a ordem nao
interessa. [ABC] e [CAB] designam o mesmo triangulo. .
Os cinco pontos definem dez tridngulos:
ABC, ABD, ABE, ACD, ACE, ADE, BCD, BCE, BDE e CDE, h D
que correspondem aos subconjuntos de 3 elementos que é possivel definir no conjunto de 5 pontos.
O niimero de subconjuntos de 3 elementos que é possivel definir num conjunto com 5 elementos
designa-se por combinagdes de cinco trés a trés e representa-se por %G ou (g) :
Assim, °C;=10.
Repare-se que cada subconjunto de trés elementos da origem a seis 5Cs -
Sequéncias’pois P3=3!:6, i ...................................................
5
. A; 5x4x3
Entdo, ’C,;=—2=2="—==10
% =3 3x2
De um modo geral:

. Chama-se combinagdesde n, p a p, "C, ou (,','), ao nimero de subconjuntos com p elementos que se

podem formar num conjunto que tenha n elementos.

n' % n!

"C=—L ecomo "A,=—— , "C,=—— ,n,pEIN,en>p.
ary =gl = ™ gl R o
b Exemplo 6 Constituicao do jori D Verifica 6

6.1. Considere oito pontos
distintos (A, B, C,D,E,F,Ge
H) sobre uma circunferéncia.
a) Quantos triangulos definem?
b) Em quantos desses tridangulos
oponto A éum vértice?
6.2. Uma prova de Matemética é
. constituida por 12 questoes, das
quais é necessario responder a
oito (e s6 a oito), sendo quatro
obrigatoriamente escolhidas
entre as cinco primeiras e as
outras quatro entre as restantes.
De quantas maneiras pode o
aluno fazer a escolha?

Um jari é composto por quatro membros escolhidos numa lista de quatro
homens e seis mulheres. De quantas maneiras pode ser feita a escolha de
modo que o juri tenha tantas mulheres como homens?

Nao é feita qualquer exigéncia quanto a ordem.

Trata-se de escolher duas mulheres em seis e dois homens em quatro.
A escolha pode ser feita de °C, x *C,=15x 6 =90 maneiras diferentes.

13
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A soma dos trés tltimos elementos de uma linha do Triangulo de Pascal é

A soma dos trés tltimos elementos de uma linha do Triangulo de Pascal
é igual a soma dos trés primeiros: 1, a e b

Unidade 1 - Probabilidades e estafistica

5.Triangulo de Pascal

Os elementos que resultam do célculo dos valores de "C, (n, p €IN, e n>p) podem ser dispostos em

forma de triangulo. Ao esquema resultante chama-se Triangulo de Pascal:

n=0 —— 0G————— —— - 1 ——
n=1 e 16— 16 — - — 1

i
n=2 2 e - A
n=3 —— ¢, 66— 6 1 33 _—

) T NS NN

I Ry
n=>5 C—6—6—6—6—6—+—5—10——5—1

Observando o Triangulo de Pascal notamos de imediato algumas regularidades, das quais se destacam:

1.> Em cada linha, o primeiro e o ultimo elementos é 1:
==
2. Em cada linha, os termos equidistantes dos extremos sao iguais:
"C,="C,_pyn, pENyenzp

Por exemplo, °C,=°C,.

3. A soma de dois niimeros consecutivos de uma linha é igual ao nimero colocado abaixo, na linha
seguinte:

"C,+"Co1="""Cp1, N, PEN, @ N 3p

4° "Co+"C,+"C+...+"C,=2"

Um conjunto com n elementos tem exatamente 2" subconjuntos.

D Exemplo 7 Trigngulo de Pascal | D Verifica 7

7.1. O quarto nimero de uma
certa linha do Triangulo de Pascal

172
é 22100.

Qual é o terceiro elemento da linha seguinte? A soma dos quatro primeiros
Qual é o terceiro nimero da linha
seguinte?

7.2. Um conjunto tem
exatamente 128 subconjuntos.
Justifique que este conjunto tem

1 a b ... «— Trés primeiros elementos tantos subconjuntos de trés
\/ \/ elementos como de quatro
1 a+1 a+b ... «— Trésprimeiros elementos da linha sequinte €lementos.

1+a+b=172 &= a+b=171
O terceiro elemento da linha seguinte é 171.

Resposta: (B)

eI0Mp3 0U0d O TIVIN-NIdD
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6. Binomio de Newton

Os desenvolvimentos de (a+ by, (a+b)’, (a+b), ..., (a+b)' podem ser escritos com a ajuda de
combinagoes:
(a+b) 1
(a+b) la+1b
(a+by 1a*+2ab+1b*
(a+b)y 1a° +3a’b+3ab’ +1b°
(a+b) 1a* +4a’b + 6a’b* + 4ab’ + 1b*

Os coeficientes do desenvolvimento sao os nimeros do Triangulo de Pascal.

Observemos que:

- os desenvolvimentos sao polinémios completos e ordenados em a e b, de expoentes decrescentes

relativamente a a e crescentes relativamentea b;
- 0 grau dos monémios do desenvolvimento de (a+b)" é n.

De um modo geral, tem-se:

(@a+bf'="Coa"+"C,a" ' b+"C;a" *b*+...+"C,_,ab" ' +"C,b" ou

Esta formula é conhecida por formula do binémio de Newton.

Observemos que:
- o desenvolvimento de (a+b)" tem n+1 termos;

-otermodeordem p+1 é T,,,, sendo: T,.="C,d" "t

) Exemplo & Desenvolvimento de um binmio

Desenvolva o binémio (2x+2)*.

rResoiucao

2x+2)'=

=4C, (20" x 2°+4C, (2x)* x 2" +°C, (2% x 22 +*C; (2x) x 2° +*C, ()° x 2* =
=16x* +4X8X X2 +6 X4 x4+4(2x)x8+1x(2x)’x 16 =

=16x" + 64x° + 96xX° + 64x + 16

i Exemplo 9 Otermo indepel ) ldeﬂfe

6
No desenvolvimento de <\/_ - %) determine o termo independente de x.

. : . ,
(Vi-2)'= S e, v " x(-2]
X o X
6- p 18P -
Tp+,=°Cp(\/;) px(— %) =°Cp(x2) (-2xx "=
- _6 a-2 - 6 p 3-2-p
=%Cx Ix(-2PxxP="C,(-2Px 2

O termo independente de x é o termo em que aparece x°.

Entao: 3—;——p=0 & 3p=6 & p=2

MA12 © Porto Editora

T2.1=%C(-2P»" & T,=15x4 & T,=60
O termo independente de x é 60.

CPEN

(@+b)'= > "C,a" "

p=0

D Verifica 8

Use a férmula do binémio de
Newton para verificar que:

(2-V2) =232- 16412

D Verifica 9

No desenvolvimento de

2 5
it
X

determine o coeficiente do
termo em que aparece X .

15
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Resumo

Analise combinatoria

Numa ornamentacao usam-se modulos de 10 lampadas e médulos
de 4 lampadas decorativas. Dispomos de lampadas brancas, vermelhas,

azuis e amarelas. As lampadas apenas se distinguem pela cor.

Quantos moédulos diferentes é possivel formar (com dez lampadas
acesas), Nnos casos seguintes?

1. O médulo tem dez lampadas sendo trés lampadas de cores dife-
rentes (azul, amarela e vermelha) e sete lampadas brancas.
Lampadas: Vermelha Azul  Amarela
N.c de possiveis 10 9 8
lugares:
No conjunto dos dez lugares do médulo escolhemos i i
ordenadamente trés para as lampadas vermelha, Arranjos sem repeticao
azul e amarela. Como as trés lampadas sao de cores Numero de maneiras de escolher p
diferentes, interessa a ordem da escolha. elementos entre n elementos sabendo que:
i : . - - interessa a ordem dos elementos;
Os lugares nao escolhidos sao ocupados pelas lam- : i ’
padas brancas. » 0s elementos nao podem repetir-se. 3
. Ll " "A,=nn-1)x..x(n-p+1)=—
O ndmero de possibilidades de escolha é dado por (n-p)
YA;=10x 9 x 8=720
Ha 720 possibilidades diferentes.
2. O médulo tem dez lampadas e cada uma pode ser de qualquer
uma das cores disponiveis.
Posicao da lampada: 1.23456789 10
N.c de escolhas: 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4
No conjunto das quatro cores disponiveis pretende- ' Fany b
-se escolher uma sequéncia de dez cores, diferentes et 1o
ou nao. Numero de maneiras de escolher p
0 seu nimero & dado por "?A} = 10* = 10 000 e!ementos entre n elementos sabendo que:
« interessa a ordem dos elementos;
Ha 10 000 médulos diferentes. » 0s elementos podem repetir-se.
A, =n
3. O moédulo tem quatro lampadas todas diferentes.
Posicao da lampada: 1 2 4 %‘

2,
2

N.° de escolhas: 43 1
4

XIH2X T =A1=24

Numero de sequéncias de quatro lampadas diferen-

tes que é possivel definir com os quatro tipos de lam- ' Permutacdes de n elementos

padas existentes (as quatro cores disponiveis). Numero de sequéncias de n elementos que é
possivel definir com os n elementos dados.

O seu nimero é dado por P, =4! =24
P,="A,ou P,=n!

Ha 24 médulos diferentes.

4k
4

RIOHPT 0MOd @ TIVIN-NIAD
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4. O moédulo tem dez lampadas sendo trés lampadas vermelhas e
sete lampadas brancas.

No conjunto dos dez lugares do médulo escolhemos um subconjunto
de trés para as lampadas vermelhas (os lugares nao escolhidos sao ocu-
pados pelas lampadas brancas).

Como as trés lampadas sao da mesma ' Combinacdes (sem repeticao)
cor, ndo interessa a ordem da escolha. Combinagdes de n elementos p a p, sdo todos os subconjuntos de
; 3 p elementos que é possivel definir num conjunto com n elementos.
O seu numero é dado por:
£ » n\
0 seu numero, "C, ou (p), é dado por:

.0C3=‘°ﬁ= 10X9%8 _ o0
3! 6 "A !
A el Gy = e B L
g * pln—p)
Triangulo de Pascal.
Propriedades das combinacoes
B =" =1

«"C,="Cop,n, pPEN, e n3p
."Cp+n p+l=n+lcp+1: n, pEINo e n>p

"C+"C,+"G+...+"C,=2"
Um conjunto com n elementos tem exatamente 2" subconjuntos.

Binomio de Newton
o(@a+b)'="C,a"+"C,a" ' b+"C,d" *b*+...+"C,_,ab"" ' +"C,b"
ou
s(@a+by=> "Cc,a" "t
p=0
O desenvolvimento de (a+b)' tem n+1 termos.

Otermodeordem p+1 é T,,,, sendo:

Sim

e 1 vl R
Oselementos . -~ Oselementos ™.
- < 5

Tn="Cd "t
' é
Sintese
/’,/'— S et 7\\\
e Importa a A
| \\ ordem dos elementos? S |
NN e 2
b e Nao
!

podem repetir-se? | s “._ podem repetir-se? .
_—/ Nao P >
|
" Sim " . &
’————/\ todos os elementos >—‘
““._ nasequéncia?
Sim Nao

CPEN-MA12 © Porto Editora

na {7 Dh e o~ = n! " =” = n!
.@ [ Ap—n(n ")x".X(n p+1)-(n-p)!] [ Cp p! p!(n—p)!J
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Questoes tipo exame

Questoes resolvidas

-~

Capicua é uma sequéncia de algarismos ou letras cuja
leitura é a mesma quando feita nos dois sentidos.

Por exemplo, 532 235, RAPAR e 5A3A5 sdo capicuas.

Quantas capicuas existem que sao numeros impares de
sete algarismos em que 0s trés algarismos centrais sao
numeros pares?

(R) 6250 (B) 312500
(€) 1250 (D) 78 125
Resolugdo

1922 32 40 592 69 7.2

5 105 5 1 1 1 (nimero de opgoes)

l_—> Iguais aos 3 primeiros

Algarismos pares

(algarismos)

\

v

Qualquer algarismo (0 a 9)

» Algarismo impar
5x10x5%x5=1250

Resposta: (C)

@ De quantas maneiras distintas podem ficar sentados seis
rapazes e trés raparigas, num banco de nove lugares,
sabendo que:

11.1. as raparigas ficam em lugares seguidos;

(A) 30240  (B) 4320 (C) 8640 (D) 25920

11.2 asraparigas ficam todas em lugares separados (pelo
menos um rapaz entre duas raparigas)?

(R) 86400  (B) 12960  (C) 151200 (D) 25220

Resolucdo

11.1. 6! x 3! x7=30240

I-b Possibilidades de escolha de lugar para o grupo das
trés raparigas entre os seis rapazes ou no inicio ou no
fim da fila.

Numero de maneiras de as raparigas trocarem de
lugar entre si.

Numero de maneiras de os rapazes trocarem de lugar
entre si.

Resposta: (A)

11.2. 6! x 'C, x 3! = 151 200 ou 6! x A, = 151 200

L Possibilidades de escolha de 3 lugares entre os 7
lugares determinados pelos seis rapazes (entre os
rapazes, no inicio ou no fim da fila).

Resposta: (C)

Questdes propostas

m Quantas capicuas existem com 5

BIONPF 0O @ ZIVIN-NIAD

algarismos impares sabendo que
cada algarismo aparece duas vezes,
no maximo?
(A) 60

(€) 625

(B) 125
(D) 1200

Seja A={a,b,c,d,e,f, g, h,i,j.
Quantas capicuas é possivel formar
com cinco letras, escolhidas no
conjunto A, de tal modo que:

11.1. aletra a figure trés, e so trés,
vezes;

(A)81 (B)162 (€)18 (D)20
11.2. as trés primeiras letras sao
diferentes e a ultima letra é uma
vogal?

(A)42 (B)270 (€)126 (D)216

0 Joao selecionou, para ouvir nas
férias, trés CD de musica Rock, quatro
de Jazz e dois de musica classica. De
quantas maneiras pode arrumar os
nove CD numa estante, encostados
uns aos outros, de modo que:

12.1. os discos do mesmo tipo

de musica fiquem juntos;

(A)3!x 4! x2! (B)(3!) x 4! x 2!
(©°c, x°C, (D)°A, x °A,

12.2. osdiscos de Jazz fiquem juntos;
(A)4!'x5!x6 (B)3!x4!x2!'x6
(©) °c, x 5! (D)°A, x 5!

12.3. néo fiquem discos de musica
Rock juntos?
(A) 6! x A,
(€) 6! x 3!

(B) 4! x 2! x "A,
(D)6! x'C,

Pretende-se dispor, numa prateleira
de uma estante, seis livros diferentes,
dois dos quais sao de Matematica.
De quantas maneiras diferentes o
podemos fazer, de tal forma que os
livros de Matemadtica nao fiquem um
a seguir ao outro?

(A)720 (B)240 (C)480 (D)672



A12 © Porto Editora

=
Z

i
A
Q
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Questoes resolvidas

@ Considere todos os nimeros naturais de quatro algarismos
diferentes.
Em quantos destes nimeros nao aparecem o algarismo 4
nem o algarismo 5?
(A) 7 x°Ay (B) 8*

(©) 7xA, (D) ®A,

Resolugdo
Dispomos de oito algarismos (todos excetoo 4 eo 5).

Para o 1.° algarismo (o dos milhares) temos sete hipéteses de
escolha dado que este tem de ser diferente de 0. Para os res-
tantes temos uma sequéncia de trés algarismos diferentes
escolhidos entre sete, a qual pode ser escolhida de A,
maneiras diferentes.

Logo, temos 7 x ’A, possibilidades de escolha.

Resposta: (C)

@ Pretende-se colocar sobre um tabuleiro
quadrado dividido em 16 quadrados @
iguais, numeradosde 1 a 16, comoo .

9O
LA J

12

representado na figura, 10 pecas, das
quais quatro sao brancas numeradas

de 1 a 4 e seis sdo pretas. As pecas 13
pretas sao exatamente iguais entre si.

- 00~

15116

De quantas maneiras podem ser colocadas as 10 pecgas no
tabuleiro de modo que néo fique mais do que uma peca
em cada casa?

Resolucdo

Raciocinios diferentes podem conduzir a resolugdes diferen-
tes igualmente corretas. Nas possiveis respostas que a seguir
se apresentam atendeu-se a que, como as pegas pretas sao
indistinguiveis, ndo interessa a ordem pela qual sdo coloca-
das no tabuleiro.

No que respeita as brancas, como sao diferentes, interessa a
ordem pela qual sao colocadas:

« %A, x "*C, = 40360320

L Escolha de seis casas ou lugares para as pretas
entre os 12 restantes.

# Escolha ordenada de quatro lugares para as
pegcas brancas entre os 16 do tabuleiro.

ou
.1%¢, x °A, = 40360320
L » Escolha ordenada de quatro lugares para as bran-
‘ cas entre os 10 restantes.

» Escolha de seis lugares para as pretas entre os 16
do tabuleiro.

ou

+1%C;o x Ay = 40360320
L » Escolha ordenada de quatro lugares para as bran-
cas entre os 10 lugares selecionados.
As pegas pretas sao colocadas nos restantes seis
lugares por qualquer ordem.

» Escolha dos 10 lugares que vao ser ocupados.

As 10 pecas podem ser colocadas de 40 360 320 maneiras
diferentes.

_ Questdes propostas

m Considere todos os nimeros

naturais de cinco algarismos
diferentes.

Quantos destes nimeros:

14.1. se podem escrever sem usar o
algarismo 1 nem o algarismo 2;

(A) 5880 (B) 6720
(€) 28672 (D)32768
14.2. sao multiplosde 57
(R) 6048 (B) 5712
() 5376 (D)4704

Uma caixa tem 10 compartimentos
para colocar iogurtes. De quantas
maneiras diferentes se podem
colocar sete iogurtes nessa caixa,
sabendo que trés sao iogurtes
naturais (nao se distinguem) e os
restantes quatro sao de fruta (um de
ananas, um de morango, um de
maca e um de alperce)?

Pretende-se constituir uma lista de
cinco pessoas para se candidatar a
Direcao de uma associagao. Os
membros da lista serao escolhidos
entre os elementos de um grupo de
quatro mulheres e seis homens.
Sabe-se que um dos homens é
advogado.

De quantas maneiras pode ser feita
a escolha de forma que:

16.1. a lista seja constituida por
dois homens e trés mulheres;

16.2. da lista faca parte pelo menos
um homem e pelo menos uma
mulher;

16.3. a lista tenha pelo menos uma
mulher e 0 advogado também faca
parte?

Uma turma do 12.°ano tem 22
alunos: 12 raparigase 10 rapazes.
Para organizar um passeio,
pretende-se constituir uma comissao
de trés alunos: um presidente, um
secretario e um relagdes publicas.

Quantas comissdes mistas podem
ser formadas?

19



Questoes tipo exame

Questoes resolvidas

Um anagrama € uma palavra formada pela alteracdo da

- Questdes propostas

m Dispomos de nove bolas, sendo

BIONPF 0UOd @ ZIVIN-NIdD

duas amarelas, quatso vermelhas e
trés de diversas cores, todas
diferentes.

000000000

: As bolas apenas se distinguem pela
14.2. Quantos sao os anagramas da palavra BEBERETE, cor.
com ou sem significado? 3 De quantas maneiras diferentes é
possivel dispor as nove bolas numa
fila, encostadas umas as outras?

ordem das letras de outra palavra. Por exemplo, “/ROMA” é
um anagrama da palavra "AMOR”.

14.1. Quantos sao os anagramasda palavra AMOR, com
ou sem significado?

Resolucao
14.1. Palavra AMOR

1.2letra 2.2letra 3.2 letra 4.2 letra
4 3 2 1

4x3x2x1=24

m Um casal tem cinco filhos, sendo

i trés rapazes e duas raparigas.
A notagao FFMMM representa uma
possivel ordem do nascimento desses
cinco filhos, indicando que o primeiro

(possibilidades de escolha)

Com 4 letras diferentes é possivel formar P,=4! =24

sequéncias diferentes.

Com as letras da palavra AMOR é possivel formar 24 palavras
diferentes.

14.2. Palavra BEBERETE

Com 8 letras diferentes é possivel formar P, =8! sequéncias
diferentes.
As permutacgées das letras BB (2!) conduzem a resultados
iguais, o mesmo acontecendo com as permutacées das letras
EEEE (4!). Portanto, temos de dividir as 8! permutacdes por
2!x4!,
Com as letras da palavra BEBERETE é possivel formar

8!
2! x 4!
Este resultado pode ser generalizado da forma seguinte:

= 840 palavras diferentes.

' PERMUTACOES COM REPETICAO

a nascer foi uma rapariga (F),
seguiu-se outra rapariga, e assim
sucessivamente.

Neste sentido, quantas ordens

diferentes de nascimento dos filhos

do casal é possivel estabelecer?

m A equipa de andebol da escola do

Jo@o ganhou o tltimo campeonato

interescolas. Para tal, realizou 20 jogos

tendo obtido 14 vitdrias (V),

4 empates (E) e 2 derrotas (D).
Quantas sequéncias de resultados é
possivel estabelecer?

m Utilizando os oito algarismos do

namero 11122345, quantos
numeros podem ser formados?

Seentre n objetos dados houver k, dotipo 1, k, do tipo
2, ..., k, dotipo p, tal que ki +k;+...+k,=n, entdoo : a
nimero de permutagoes distintas dos n objetos é dado por

n!

O namero de série de um produto é
constituido por trés “X”, dois “T”
trés “2"” e dois “3".

Quantos cédigos diferentes existem
nestas condi¢oes?

k! X ky! X ... x k!

Outro processo a Um contribuinte recebeu a seguinte
: senha de identificacao de acesso ao

portal das Finangas na Internet:

8FR5FY8X85RY

Com as mesmas letras e os mesmos

algarismos:

O nimero de anagramas da palavra BEBERETE também pode
ser dado por:

%C, x *C, x 2! = 840

’ I—> Possiveis permutagées das letras diferentes Re T.
Escolha de 2 lugares, entre os 4 restantes para a

letra B.

23.1. quantas senhas diferentes é
possivel definir;

» Escolha de 4 lugares, entre os 8 lugares da sequén-

23.2. quantas senhas diferentes,
cia, paraaletraE.

com os numeros colocados antes
das letras e por ordem crescente, é
possivel definir?
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Questoes resolvidas

@ De quantas maneiras 12 bolas diferentes podem ser
colocadas em trés caixas diferentes de modo que cada
caixa fique com quatro bolas?

Resolucao
1.° processo

12!
4! x 4! x 4!

1» A ordem das bolas dentro de cada caixa nao inte-

ressa (como se se tratasse de bolas iguais).

=34650

2.° processo
2C, x C, x *C, = 34 650

De quantas maneiras 12 bolas diferentes podem ser
colocadas em trés caixas iguais de modo que cada caixa
figue com quatro bolas?

Resolucdo

|
_L:5775
4! x 4! x 4! x 3!

Nao ha distin¢ao entre as 3 caixas. Logo, temos
de dividir por 3!.

@ De quantas maneiras 12 bolas diferentes podem ser
colocadas em trés caixas iguais, de modo que uma das
caixas fique com seis bolas e as outras duas caixas fiquem
com trés bolas cada uma?

Resolugdo
12!
6! x 3! x 3! x 2!

!_p As caixas sao iguais. Logo, as duas caixas com o
mesmo numero de bolas nao se distinguem.

=9240

De quantas maneiras 12 bolas diferentes podem ser
colocadas em trés caixas de tamanhos diferentes, ficando
a caixa maior com seis bolas e as outras caixas com trés
bolas cada uma?

Resolugdo .

|
12! _ 18480
£6! x 3! x 3!
3
£0ou
:
2"%Ce x °C; x *C; =18 480

CPEN.

Questoes propostas

m Num centro comercial, 15 pessoas
aguardam por um elevador. Ao
mesmo tempo ficam trés elevadores
disponiveis. De quantas maneiras as
15 pessoas se podem dividir pelos
trés elevadores, entrando cinco
pessoas para cada um?

a Considere um baralho de cartas

completo.
De quantas
maneiras as
52 cartas
podem ser
repartidas
por quatro
pessoas de modo que cada uma
receba a mesma quantidade de cartas?

a De quantas maneiras um grupo de
15 pessoas pode ser dividido em:

26.1. trés grupos de 5 pessoas;
26.2. dois grupos de 6 pessoas e
um grupo de trés pessoas?

A avo do Jodo tem sete brinquedos

diferentes para repartir pelos seus
trés netos. De quantas maneiras o
pode fazer sabendo que pretende
dar trés brinquedos ao Joao, o neto
mais novo, e dois brinquedos a cada
um dos restantes?

m De quantas maneiras se podem
distribuir sete bolas diferentes por
trés caixas iguais de modo que duas
das caixas fiquem exatamente com
duas bolas cada?

m O departamento de
desenvolvimento de uma empresa é
constituido por oito colaboradores,
um dos quais é o diretor.

De entre estes oito colaboradores
pretende-se escolher um grupo
para o estudo de determinado
projeto.

De quantas maneiras pode ser feita
a escolha se do grupo fizerem parte:
29.1. quatro colaboradores, sendo
um deles o diretor;

29.2. pelo menos dois
colaboradores;

29.3. no maximo seis colaboradores?

21
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Questoes tipo exame

Questoes resolvidas

De quantas maneiras podemos distribuir cinco bolas
diferentes por duas caixas diferentes de modo que cada
caixa fique com pelo menos uma bola?

Resolucao -
1.° processo: Escolhidas as bolas para a caixa A ficam deter-
minadas as da caixa B:

°C,+°C,+°C+°C,=5+10+10+5=30
|—> Numero de maneiras de escolher quatro bolas
para a caixa A.
Namero de maneiras de escolher trés bolas para a
caixa A.
Numero de maneiras de escolher duas bolas para
acaixa A.

# Numero de maneiras de escolher uma bola para a
caixa A.

2.° processo

Para cada bola ha duas hipéteses: a caixa A ou a caixa B.

Bl B2 B3 B4 BS

2 2 2 2 2

2°-2=30
Excluem-se os casos em que as bolas ficam todas
na caixa A ou na caixa B.

. Repare-se que °C, + °C, + °C, + °C, + °C; = 2° é o ntimero
de subconjuntos que é possivel definir num conjunto com
cinco elementos.
2° — 2 =30 é o nimero de subconjuntos que é possivel
definir num conjunto com cinco elementos, excluindo o
conjunto vazio e o préprio conjunto.

No Triangulo de Pascal existe uma linha com 12 elementos.
Seja a o maior nimero da linha seguinte.
Qual éovalorde a?
(R) “C, (B) “G,

Resolugao

Alinha com 12 elementos é a correspondentea n=11.

A linha seguinte correspondea n=12.

O maior elemento desta linha é o elemento central, ou seja,

(© °G (D) °G,

o elemento correspondentea p = % =6.

Logo, a="C;.
Resposta: (A)

@ A soma dos trés ultimos elementos de uma linha do
Triangulo de Pascal é 81004 . Qual é o terceiro elemento
da linha seguinte?

(A) 81003  (B) 81407

Resolucao

A soma dos trés ultimos elementos de uma linha do Tridngulo
de Pascal é igual a soma dos trés primeiros.

(€) 80601 (D) 80602

Se 1, n e a sao os trés primeiros elementos dessa linha,
n+a é o terceiro elemento da linha seguinte.
Sabemosque 1+n+a=81004 < n+a=81003.
Logo, o terceiro elemento da linha seguinte é 81 003 .
Resposta: (A)

_Questdes propostas

m A representacao de uma escola

numa prova de atletismo vai ser
formada por pelo menos dois
elementos escolhidos entre oito
candidatos.

De quantas maneiras pode ser feita
a escolha?

w°c,
(©2°-1

(B)2°-2
(D)2° -9

Considere a linha do Triangulo de
Pascal que tem 13 elementos.

Qual é o quarto elemento dessa
linha?

", ®)"¢ ©", @)°G

O produto dos dois ultimos
elementos de uma linha do
Triangulo de Pascal é 55.

Qual é o maior elemento da linha
anterior?

(R)*Cs (B)™'C,; (€).Cs (D) C

A soma dos dois ultimos elementos
de uma certa linha do Triangulo de
Pascal é 25.

Qual é a soma dos trés primeiros
elementos da linha anterior?

(A)277 (B)326 (€)301 (D)276

O produto dos dois ultimos
elementos de uma certa linha do
Triangulo de Pascal é 200.

Quantos elementos dessa linha sao
maiores do que um milhao?

(A)6 (B)195 ()3 (D)198

Considere a linha do Triangulo de
Pascal cujos elementos sao da forma
398C

o

Sejam a, b, c e d, respetivamente,
os dois primeiros e os dos ultimos
elementos da linha seguinte.

Qual é o valor da soma
a+b+c+d?

(A)399 (B)800 (C)798 (D)400
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Unidade 1 - Probabilidades e estatistica

Questoes resolvidas

Tema 1 - Andlise combinatéria. Triangulo de Pascal. Bindmio de Newton

Questdes propostas

@ Sejam x e y, respetivamente, o segundo e o penultimo m Sejam x e y, respetivamente, o

elementos de uma certa linha do Triangulo de Pascal.
Sabe-se que xy =81.

Qual é a soma de todos os elementos da linha anterior?
(A) 2° (B) 2° (© 9 (D) 8°

Resolucdo
0 segundo e o penultimo elementos de uma linha do Triangulo
de Pascal sdo iguais. Entdo, xy = 81 <= xx =81 < x*=81.

Como xE€IN, x=9.

0 segundo elemento da linha em causa é 9. Trata-se da linha
dos elementos da forma 9C,, . Os elementos da linha anterior
séo da forma °C, easuasomaé 2°.

Resposta: (B)

@ Resolva, em IR, aequacdo (x+2)'=9x"+32x+16.

Resolucao
Na equacao (x+2)'=9x*+32x + 16 comecemos por desen-
volver (x+2)* aplicando a férmula do binémio de Newton:

(c+2)*=*Cox* x2°+°C, @ x 2' +'C, ¥ x 2 +°C X' x 2 +4C, X x 2 =
=x"+8x’+24x+32x+ 16

Substituindo a expressao obtida na equacao dada, vem:

(x+2)'=9x*+32x+16 &

& X +8x°+24x° +32x +16=9x*+32x+ 16

& X +8C+158% =0 <& xX*(xX*+8x+15)=0

& =0V X¥+8x+15=0

-8+tV64-4x15

& x=0V x= 2
& x=0V x=-5V x=-3

20
O desenvolvimento de <\/;' - Z) tem um termo da
X

forma kx’. Determine k.

Resolugdo

(o3 - Eret™ (3

X

20-p P
0 termo geral do desenvolvimento é *°C, x (\/);) (— l) ‘

XZ
*c, x (\/;)zop<— %)p =%C, % (x%)zo—P<— 2 X %)p =
p

p
I 2P x (Y =2C, x (- 2Px° Ixx ¥=
sp

1
— 2"Cp X X

. - P 2P
=2C, x (- 2Px° 2 2"=2°C,,><(— 2Px" 2

5
A expressao obtida é da forma kx* se, e s6 se, 10 — TP =5.

5
10—7”:5 & 20-5p=10 < 5p=10 & p=2

6 2C, x (- 2P X’ =760x".

tora
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R

o
-
m
o
3
o
Q.
o
=)
e
3
o

&Portanto, k=760 .

EN

segundo e o penultimo elementos
de uma certa linha do Triangulo de
Pascal. Sabe-se que xy = 121.
Qual é o terceiro elemento dessa
linha?

(A)220 (B)165 (C)66 (D)55

Considere duas linhas consecutivas
do Triangulo de Pascal das quais se
reproduzem os trés primeiros

elementos:
1 a b
1 X y

Qual das afirmacodes seguintes é
verdadeira?

a+b

(A)1+a+b=x+y e =1

(B)x—-a=1 e a+b=x+y

(€©1+2a+b=x+y e a;b=1

(D)a+b=y e se a="C,, entao
y=n+1c3.

ResolvAa, em IR, aequacao:
(x-=2)=12x*-32x+16

5

Escreva o nimero (2 - \/5) na
forma a+b\/2 comae b
numeros inteiros.

Relativamente ao desenvolvimento

15
1 .
de [x*— ——| determine, caso
X
exista:

40.1. o termo que ndo depende da
variavel x;

40.2. o termo da forma kx'°, com
k inteiro.

Qual das afirmacoes seguintes é
verdadeira, sendo a um nimero
natural?

(A)(@°+1) =a®+7a"+1
(B) (@ +1)=a"+1
©@°+1’>a®+9xa®+1

949 <a'®+1
(D)@’ +1) <a™+ 55
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Questoes para praticar

itens de selecdo

m De quantas maneiras se podem sentar trés

raparigas e quatro rapazes, num banco de nove
lugares, sabendo que os rapazes ocupam lugares
seguidos?

(A)1440 (B)8640  (C) 144 (D) 432
Os numeros de telefone de uma certa regiao tém
nove algarismos, sendo os trés primeiros 253
(por esta ordem).

Quantos numeros de telefone, com os
algarismos todos diferentes, podem existir nessa

regiao?

() 10° (B) "As ©7 (D) A
Num cubo [ABCDEFGH], H G
considere todas as retas |

definidas por dois dos seus ; 5
vértices. i

Quantas dessas retas nao b ---- v C
passam pelo centro do cubo? 4 B

(R) 24 (B) 26

(© 20 (D) 28

Pretende-se eleger o delegado e o subdelegado
de uma turma do 12.°ano com 22 alunos sendo
12 raparigas e 10 rapazes.

De quantas maneiras pode ser feita a escolha de
modo que pelo menos um dos alunos escolhidos
seja rapariga?

(A) 176 (B) 252 (€) 372 (D) 240

No Dia Internacional da Mulher, o Joado colheu

sete margaridas e cinco orquideas para fazer

dois ramos, um para oferecer a mae e o outro

para airma.

Atendendo ao numero de flores a usar, de

quantas maneiras pode fazer os dois ramos,

sabendo que:

« cada ramo tera seis flores;

« cada ramo tera pelo menos uma orquidea e
pelo menos uma margarida;

+ 0 ramo da mae tera mais orquideas do que
margaridas?

(A)’C, x°C,

G CRERYL,
0 Cix"C +7C, %%,
(D)’C, x°C, +7C, x °C,

Um atleta dispoe de uma vitrina com 12
prateleiras onde vai expor nove troféus: quatro
medalhas, trés tagas e duas salvas. As tagas sao
iguais e os restantes troféus sao diferentes.

De quantas maneiras pode o atleta arrumar as
nove pecas nas 12 prateleiras de modo que nao
fique mais do que um troféu em cada prateleira?
(A) °C; x 4! x 2! (B) A, x °C,

© o o 0 . (D) B A,

Numa turma com 12 raparigas e 8 rapazes, vao
ser escolhidos trés para desempenharem os
cargos de delegado, subdelegado e responsavel
pela seguranca.

De quantas maneiras pode ser feita a escolha de
modo que entre os selecionados haja pelo
menos uma rapariga e pelo menos um rapaz?
(A) A, x °A, + A, x °A,

) °C, % °%C +7C, %%,

(©) (P, x 8¢, + "¢, x ®C,) x 3!
O)(*G-"¢-°%C)x3

Numa turma com 25 alunos, vao ser escolhidos
trés para organizar uma viagem.

Os trés alunos vao desempenhar os cargos de
presidente, secretario e relagbes publicas.
Quantas comissoes se podem formar nas quais o
delegado da turma seja um dos elementos?

() 276 (B) 1656

(€) 552 (D) 13800

Um novo pais quer escolher

as cores da sua bandeira que

terd quatro tiras verticais.

De quantas maneiras podera

ser colorida a bandeira

sabendo que:

« estao disponiveis cinco cores diferentes;

« cada tira vertical é pintada de uma s6 cor;

« duas tiras vizinhas ndo podem ser pintadas da
mesma cor;

« serao usadas apenas trés cores?

(A)240  (B)320  (C) 1440

(D)120

Dispomos de cinco cores, azul, branco, castanho,
dourado e verde, para pintar as quatro faces de
um tetraedro regular, sendo uma face de cada cor.

De quantos modos se pode pintar o tetraedro?
(R)°A, (B) °A;
(€©)°Cc,x2 (D)°C,x3

®IONPT 0UOd @ ZIVIN-NIAD



Unidade 1 - Probabilidades e estafistica Tema 1 - Andlise combinatéria. Triangulo de Pascal. Bindmio de Newton

m Pretende-se pintar um painel quadrado dividido

CPEN-MAI12 © Porto Editora

wn
a

em quatro triangulos diferentes.

Estao disponiveis seis cores para pintar o painel.

Terao de ser respeitadas as seguintes condicoes:

» 0 painel tera de ficar completamente pintado;

« cada um dos quatro triangulos é pintado de
uma Unica cor;

« zonas com fronteira comum nao podem ser
pintadas da mesma cor.

De quantas maneiras pode ser pintado o painel?

(R) 480 (B) 360 (©) 120 (D)35
A soma dos dois ultimos elementos de uma
certa linha do Tridangulo de Pascal é 20.

Qual é a soma dos trés primeiros elementos da

linha seguinte?

(A) 121 (B) 151 (€) 181 (D) 211
Considere os dois primeiros elementos e os dois
ultimos de uma certa linha do Triangulo de
Pascal. O produto destes quatro elementos é
iguala 121.

Qual é o maior elemento da linha seguinte?

(A) 62 (B) 252 (€) 924 (D) 792
O terceiro elemento de uma linha do Triangulo
de Pascal é iguala 190. O terceiro elemento da
linha seguinte é igual a 210.

O segundo elemento da primeira dessas duas

linhas é:

A) 19 (B) 20 (©) 21 (D) 22
A soma dos dois ultimos elementos de uma

certa linha do Triangulo de Pascal é 31.
Qual é a soma dos trés primeiros elementos
dessa linha?

(A) 436 (B) 497 (€) 466 (D) 435

Uma linha do Triangulo de Pascal tem 12

‘elementos.

Qual é a soma de todos os elementos dessa
linha?
(A) 1024 (B) 2048

(€) 4096 (D) 8192

ZO'ISC S ZO'MC
B Aexpressio ];"I'Tm é igual a:
100
(Ao (B)1
(c) 2015C10| (D) 20‘4C|02

De uma linha do Triangulo de Pascal sabe-se que
o produto do segundo elemento pelo pendltimo
éiguala 169. Qual é o maior elemento da linha
seguinte?

(R) 1287 (B) 1716

(€) 3003 (D) 3432

abcdefghijkrepresentauma linha
completa do Triangulo de Pascal, onde todos os
elementos estao representados por letras.

Considere que os primeiros quatro elementos da
linha seguinteséo w x y z.

Qual das seguintes afirmagoes é falsa?
A)c+d=z (B)axbxjxk=0b’

&z="¢, (D)a+b+j+k=24

8
Relativamente ao desenvolvimento de (x - 1—)
pode afirmar que: X

(A) Tem oito termos.

(B) Os coeficientes dos termos sdo todos
diferentes.

(€) Tem um termo da forma kx*, com k€ Z .

(D) Tem um termo independente igual a 70.

Um dos termos do desenvolvimento (x +y)" é
daforma kx®y’. Ovalorde k é:

(A) 792 (B) 21 (€) 462 (D) 12
L

Sabe-se que (1 - \/5) =a+bV3 com

a,be.

Entao, os valores de a e b sao:
(A)a=76 e b=44
(B)a=76 e b=-44
(C)av_=«—76 e b=44

(D)a=76 e b=-26

m Um dos termos do desenvolvimento (x — ) é:

(A) 1140x"y*  (B)

(€) 680x°y"”

- 1140x"y?

(D) - 680x°y""

25
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Questoes para praticar

Itens de construcao

Uma prova de exame de Matematica tem oito
itens de selecao. Em cada item sao indicadas
quatro opgdes de resposta (A, B, C ou D) das
quais sé uma esta correta.

De quantas maneiras pode um estudante
responder aos oito itens de selegdo:

65.1. sem quaisquer restricoes;

65.2. de modo que cinco, e sé cinco, respostas
estejam corretas;

65.3. admitindo que o estudante sabe a
resposta a cinco das questoes e decide
responder ao acaso as restantes?

Na figura seguinte esta representado um
tabuleiro quadrado, dividido em 25 quadrados
iguais, numeradosde 1 a 25.

1 | 27 3§ 49

6171849110

152 1134 141 15

16 |17 |18 | 19 | 20

21| 22/|°'23:1 24| 25

Dispomos de 20 pecas, 8 brancase 12 pretas,
s6 distinguiveis pela cor, que pretendemos
colocar no tabuleiro, no maximo uma em cada
casa.

De quantas maneiras diferentes podemos
colocar as 20 pegas no tabuleiro:

66.1. sem quaisquer restricoes;

66.2. de modo que pelo menos uma das
diagonais fique totalmente ocupada com pegas
brancas;

66.3. de modo que pelo menos uma das
diagonais fique totalmente ocupada com pecas
pretas?

Seis amigos, quatro raparigas e dois rapazes, vao
ao cinema.

De quantas maneiras podem ocupar seis lugares
seguidos numa fila, nao ficando os dois rapazes
em lugares consecutivos?

Seja A o conjunto dos nimeros naturais nao
superioresa 20.

De quantas maneiras se podem escolher trés
elementos de A cuja soma seja um néimero par?

Considere o conjunto A={x € IN: x< 50}.
De quantas maneiras se pode escolher um
subconjunto de A com dois elementos nao
consecutivos?

Dispomos de quatro livros de Matematica, dois
de Fisica e trés de Biologia.

De quantas maneiras se podem arrumar numa
prateleira de uma estante, uns ao lado dos
outros, de modo que: - o

70.1. os livros de cada disciplina fiquem juntos;
70.2. os livros de Matematica fiquem juntos;

70.3. os livros de Biologia fiquem todos
separados?

O cédigo de abertura de um cofre é formado por
uma sequéncia de dez algarismos dos quais um
éiguala 1, doissaoiguaisa 2, trés sao iguais
a 3 equatro sao iguais a 4

(por exemplo, 1223334444).

Quantos cédigos diferentes satisfazem as
condigoes referidas?

0 balcdo de uma gelataria é formado por uma
fila de oito compartimentos iguais.

Num certo dia vao ser colocados nos
compartimentos gelados de cinco sabores
distintos: ananas, limao, morango, baunilha e
chocolate.

Trés compartimentos serao ocupados com
gelado de chocolate e dois com gelado de
baunilha. Cada um dos gelados de fruta
ocupara um compartimento.

72.1. De quantas maneiras podem ser
colocados nos compartimentos os gelados de
baunilha e chocolate?

72.2. De quantas maneiras podem os gelados
ser distribuidos pelos oito compartimentos?

De um conjunto de dez pessoas, 6 homens e 4
mulheres, vai ser escolhida uma comissao.

De quantas maneiras pode ser feita a escolha se:

73.1. a comissao for formada por dois
elementos, no minimo;

73.2. a comissao for formada por cinco
elementos, sendo pelo menos um do sexo
feminino;

73.3. a comissao for formada por trés membros,
com pelo menos um homem e pelo menos uma
mulher e com trés cargos diferentes atribuidos
aos seus elementos?
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Unidade 1 - Probabilidades e estafistica Tema 1 - Andlise combinatéria. Triangulo de Pascal. Bindmio de Newton

De um baralho de cartas selecionaram-se sete
cartas do mesmo naipe: as, rei, dama, valete,
oito, nove e dez.
v v
w
rv Mg

a%a,

[88

'y

Dispoem-se as sete cartas em fila.
Em quantas filas diferentes se podem dispor as
cartas de modo que:

74.1. as trés cartas com nameros fiquem
seguidas;

74.2. as trés cartas com numeros fiquem
seguidas e dispostas por ordem crescente;

74.3. o rei nao fique ao lado da dama;
74.4. nao fiquem duas cartas com nimeros

seguidas?

Uma autarquia convidou 15 peritos para
discutir e dar sugestoes sobre o tema “Medidas
para promover a poupanca de dgua”.

Para refletirem sobre o tema decidiram, numa
primeira fase, dividirem-se em trés grupos.

De quantas maneiras se podem dividir em trés
grupos, sendo:

75.1. formados por cinco pessoas cada um;

75.2. um grupo de sete pessoas e dois grupos
de quatro;

75.3. um grupo de seis, um de cinco e o outro
grupo com quatro pessoas?

Determine o termo independente do
desenvolvimento de:

o)

Um dos termos do desenvolvimento de
8
(Zx’y— ;—) é daforma kx°%' com kEZ e

i€IN.
Determine k e i.

Considere a palavra ARRAIAL.

78.1. Quantas palavras, com ou sem significado,

.€ possivel formar com as sete letras da palavra

dada?

78.2. Quantas dessas palavras comecam e
terminam pela letra A?

78.3. Em quantas dessas palavras nao ficam
duas letras A seguidas?

Determine o valor de n que satisfaz as

condigoes:
PN C. . ="C s

79.2.*'C,=5x"A,+3

De quantas maneiras 12 livros diferentes
podem ser divididos por cinco caixas iguais,
ficando duas caixas com trés livros cada e as
restantes trés caixas com dois livros cada?

De quantas maneiras 12 livros podem ser
divididos por cinco estudantes, recebendo o
Abel e o Bruno trés livros cada e a Carla, a Dora e
a Ema dois livros cada uma?

De quantas maneiras seis bombons
indistinguiveis podem ser distribuidos por
quatro pessoas de modo que cada pessoa
receba pelo menos um bombom?

Considere um poligono

N /l\ \ S,
regular com 10 lados AL

\KF
(decagono regular). ?"g".gg AR
av
83.1. Quantas diagonais <
tem o poligono? A

83.2. Quantos triangulos
sdo definidos pelos vértices
do poligono?

83.3. Quantos triangulos sao definidos pelos
vértices do poligono sabendo que um, e um s6,
dos lados do poligono também é lado do
triangulo?

83.4. Quantos triangulos sao definidos pelos
vértices do poligono sabendo que dois dos lados
do poligono também sao lados do triangulo?

83.5. Quantos triangulos sao definidos pelos
vértices do poligono sabendo nenhum lado do
poligono é lado de qualquer um dos triangulos?

Considere os oito vértices
de um cubo.

84.1. Quantos triangulos
definem?

84.2. Quantos triangulos
isdsceles, ndo equilateros,
definem?

84.3. Quantos triangulos definem, sabendo que
um dos lados é uma diagonal espacial do cubo?

84.4. Quantos triangulos equildteros definem?
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Unidade 1 - Probabilidades e estatistica

Tema 2

Calculo de probabilidades. Regra de Laplace

1. Experiéncia aleatoéria. Espaco de resultados

Nas experiéncias aleatorias, tem-se que:

« conhecemos todos os seus possiveis resultados;

- a experiéncia pode ser repetida em condi¢es andlogas;

- cada vez que é efetuada nao se conhece antecipadamente qual dos resultados possiveis vai ocorrer.

Espaco de resultados

' Ao conjunto de todos os resultados possiveis associados a realizacao de uma experiéncia aleatéria
chama-se espaco de resultados ou espaco amostral.

O espaco de resultados ou espaco amostral representa-se, normalmente,
por E, Sou Q.

Por exemplo:

Na experiéncia aleatéria de rodar o ponteiro da roda da sorte representada na
figura ao lado:

5={1;2; 3:,4:5:6: 7.8}

Acontecimentos

Acontecimento é um subconjunto do espago de resultados de uma experiéncia aleatéria.

Acontecimento elementar é o acontecimento que s6 tem um elemento do espago amostral.

2.
. Acontecimento composto é um acontecimento que tem mais do que um elemento do espago amostral.
' Acontecimento impossivel é o acontecimento que corresponde ao conjunto vazio.

Acontecimento certo é o acontecimento que corresponde a totalidade do espago amostral.
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Tema 2 - Cdlculo de probabilidades. Regra de Laplace

Por exemplo:

Na experiéncia aleatdria que consiste em langar um dado perfeito, com as
faces numeradasde 1 a 6, e anotar o nimero da face que ficou voltada para
cima, tem-se:

s={1,2,3,4,5, 6} 2

A: “Sair1”. A={1} é um acontecimento elementar.

B: “Sair numero primo”. B={2, 3, 5} é um acontecimento composto.
C:"“Sair7”. C={} é o acontecimento impossivel.

D: “Sair um nimero inferiora 7”. D=S é o acontecimento certo.

3. Acontecimentos complementares ou acontecimentos
contrarios

. Acontecimento complementar ou acontecimento contrario de um S
acontecimento A é o acontecimento constituido por todos os resultados
do espaco de resultados, S, que nao estao em A. Este acontecimento
representa-se por A.

Note-se que i =A.

>

4. Acontecimentos disjuntos, incompativeis ou mutua-
mente exclusivos

' Os acontecimentos A e B sao dois acontecimentos disjuntos, incompativeis S
ou mutuamente exclusivos quando A N B é o acontecimento impossivel.

A e B sao acontecimentos incompativeis <> ANB=J

5. Definicao frequencista de probabilidade

o

' Probabilidade frequencista (ou empirica)
Seja A um acontecimento associado a uma experiéncia aleatoria, que pode repetir-se, as vezes que
quisermos, sempre nas mesmas condigoes.

Quando o niimero de realizacdes desta experiéncia aleatéria aumenta muito (tende para infinito), a
frequéncia relativa do acontecimento A tende a estabilizar em torno de um certo valor. Por outras
palavras, a frequéncia relativa do acontecimento A converge para um valor, que é a probabilidade do
acontecimento A.
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Unidade 1 - Probabilidades e estafistica

» Exemplo 1 Durabilidade das lampadas D Verifica 1
Foi estudada a durabilidade, em meses, de 204 lampadas e registaram-se os  Langou-se 6000 vezes um dado
dados na seguinte tabela: cubico com as faces numeradas
de1aé. 1
Duragioemmeses | 10, 2] | 12, 41 | 14, 6] | J6, 8] |18, 10| J10, 12] Os resultados obtidos constam
da seguinte tabela:
f 2 10--1 80 60 50 2 W" : N.°de
X 'I éncias
1.1. Determine a frequéncia relativa de cada uma das observacgoes. n 960
1.2. Determine a frequéncia relativa do acontecimento: {2} 540
“A duracao de uma lampada é de menos de meio ano”. {3} 1080
1.3. Se, ao acaso, comprar uma destas lampadas, qual é a probabilidade de fa} 0
amesma durar entre 6 e 8 meses? {5} 1440
{6} 1140

1.1. Determine a frequéncia
11 relativa de cada um dos
Duracdoemmeses |0, 2]|12, 4]| 14, 6] | J6, 8] |18, 10]| ]10, 12] acontecimentos elementares.
1.2. Considere os acontecimen-

f 2 10 80 60 50 2
tos:
fr(=) 001 | 005 | 039 | 029 | 025 0,01 A: “Sair face impar”;
B: “Sair face multiplo de 3”.
1.2. 0,01+0,05+0,39=0,45. A frequéncia relativa pedida é 0,45 . Determine:
' P(A b)P(B
1.3. P=£,~0,29 a)P(4) )P(8)
P(ANB) d)P(AUB)

6. Definicao classica de probabilidade ou regra de
Laplace

' Regra de Laplace (Definigao classica de probabilidade)
Dado um espaco de resultados S, finito, a probabilidade de um acontecimento A é igual ao quociente
entre o niimero de casos favoraveis ao acontecimento e o nimero de casos possiveis quando estes sao
todos equiprovaveis (o0 nimero de casos possiveis é o niimero de elementos de S).

P(A) = Numero de casos favoraveis ao acontecimento A
Ntmero de casos possiveis

Da definicao de, probabilidade de um acontecimento A, P(A), deduz-se que:
«0<PA)K

«P(A)=0, seesése A éoacontecimento impossivel;

«P(S)=1, se S é o acontecimento certo;

. P(Z) =1- P(A). Esta propriedade aplica-se na resolugao dos problemas em que é mais facil calcular
P(A) do que P(A).

eloNpg ouod @ ZIVIN-NIdD



Tema 2 - Cdlculo de probabilidades. Regra de Laplace

I Exemplo 2 Lancamento de trés dados

Langaram-se trés dados equilibrados com as faces numeradasde 1 a 6.

epe

Qual é a probabilidade de a soma dos pontos das faces voltadas para cima
ser 47

Resolucai

Casos possiveis: 6 x6x6=216 1.°dado 2.°dado 3.°dado

Casos favoraveis: 3

BT, 1).01,2,10)e(1, < :
Logo, P 31 <
“216 72°
S 7

b Exemplo 3 Formar uma comissdo

Uma turma de uma escola secunda-
ria tem 20 alunos, sendo 13 rapari-
gase 7 rapazes.

O delegado de turma é uma rapariga.

Pretende-se formar uma comissao
para organizar um passeio. Acordou-
-se que a comissao sera formada por
seis elementos e que um dos ele-
mentos serd, necessariamente, a delegada de turma.

3.1. Quantas comissoes diferentes se podem constituir?

3.2. Seaescolha dos cinco elementos da comissao (para além da delegada)
for feita por sorteio, qual é a probabilidade de esta ser formada pelo
mesmo numero de rapazes e raparigas (apresente o resultado na forma
de percentagem arredondado as unidades)?

Resolucdo

3.1. Como um elemento ja esté escolhido trata-se de escolher um sub-
conjunto de cinco elementos de um conjunto com 19 elementos:
¥Cs=11628
Podem ser constituidas 11628 comissdes diferentes.

3.2. Numero de casos possiveis: 11628

Como o delegado é uma rapariga, o nimero de casos favoraveis é
o numero de maneiras de escolher duas raparigas em 12 e trés

rapazesem 7: e
Raparigas Rapazes
- R 7 «— N.° de elementos disponiveis

2 3 «— N.° de elementos a escolher

e, x'C,=2310

2310

Logo, babili didaé P= =~20%.
0go, a probabilidade pedida é 11628 o

D Verifica 2

Lancaram-se trés dados
equilibrados, com as faces
numeradasde 1 a 6.

Qual é a probabilidade de sairem
trés faces com niimeros
diferentes?

D Verifica 3

De um baralho de 40 cartas,
extraem-se, ao acaso, cinco
cartas.

Determine a probabilidade de:
3.1. extrair duas cartas pretas e
trés cartas vermelhas;

3.2. extrair um, e um so, rei.
(apresente os resultados na
forma de percentagem,
arredondado as unidades.)

Nota: num baralho de 40 cartas
existem 4 reis, 20 cartas pretas
e 20 cartas vermelhas.
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Questoes fipo exame

Questoes resolvidas

@ O Joéao vai colocar na sua estante sete livros diferentes,
sendo quatro de Matematica e trés de Biologia.
Supondo que os livros sao colocados uns ao lado dos
outros, de forma aleatdria, qual é a probabilidade de os
livros de Biologia ficarem juntos?

(Apresente o resultado na forma de fragao irredutivel.)

Resolucao

Namero de casos possiveis: P,=7!
Numero de casos favoraveis:
P;xP,x5=3!x4!x5

|—> Namero de possiveis posi¢oes a ocupar pelo grupo dos
livros de Biologia (no principio, no fim ou entre os 4 de
Matematica)

Namero de maneiras de ordenar os livros de Matematica
Namero de maneiras de ordenar os livros de Biologia
p_3!x4lx5_720 1
7! 5040 7

@ 0 Jodo acabou de receber um cartao multibanco novo
cujo coédigo, gerado ao acaso, é composto por 4
algarismos.

O cédigo do cartao anterior do Joao era 1015.

Qual é a probabilidade de o novo cédigo ser constituido
exatamente pelos mesmos algarismos
(dois algarismos 1, um algarismo 0 e um algarismo 5)?

(R) 00002  (B) 0,0024  (€) 0,0012 (D) 0,0001

Resolucao
« Nimero de casos possiveis:
1° 2° 3.° 4.° «—Algarismos
10 10 10 10 <«— Como osalgarismos se podem repetirha 10
hipéteses para cada um

10x10x10x10=10"
« Numero de casos favoraveis:

Ha “C, possibilidades de escolha das posi¢oes dos algaris-
mos 1 entre os quatro lugares possiveis.

Os dois algarismos diferentes podem ocupar os restantes
dois lugares de 2! =2 formas diferentes.

Ha, portanto, ‘C, x 2 =12 casos possiveis.

Logo, a probabilidade pedida é 11—;4 =0,0012.

Resposta: (C)

Questdes propostas

n Cinco amigos vao ao cinema e

sentam-se ao acaso em cinco
lugares seguidos. Dois dos amigos
sao namorados. Qual é a
probabilidade de estes ficarem em
lugares consecutivos?

(Apresente o resultado na forma de
fracao irredutivel.)

B Num jogo foram distribuidas cinco

cartas a cada jogador.

A Joana recebeu trés reis e dois
ternos.

A Joana vai, ao acaso, colocar as
cinco cartas lado a lado.

Qual é a probabilidade de os trés
reis nao ficarem em lugares
consecutivos?

B Trés casais, 0s Sousa, 0s Silva e 0s

Santos, vao ao cinema e sentam-se
ao acaso em seis lugares
consecutivos.

Qual é a probabilidade de os
membros de cada casal ficarem

juntos?
3 @)’ x3
@) 2! x 2! x 2! (®) 6!
@)’ x 3! 1
© 6! ©) @) x 3!

Uma instituicao financeira usa um

algoritmo para atribuir
aleatoriamente o cédigo dos
cartoes multibanco que emite.
Cada codigo é constituido por um:
sequéncia de quatro algarismos.
Qual é a probabilidade de que o
préximo coédigo gerado tenha
exatamente dois zeros e seja uma

capicua?
(A)0,0018 (B) 0,002
(€) 0,0162 (D) 0,0081



Unidade 1 - Probabilidades e estafistica Tema 2 - Calculo de probabilidades. Regra de Laplace

- Questdes propostas

Questoes resolvidas

@ Escolhem-se aleatoriamente trés
vértices distintos de um cubo.

Qual é a probabilidade de o plano
definido por esses trés vértices conter

uma face do cubo?
3 3
OF ® -
1 1
O+ @
Resolu¢do

« Nimero de casos possiveis: °C, = 56
» Nimero de casos favoraveis:
6x°'C,=6x4=24

;» Os quatro vértices da mesma face definem o mesmo
plano

Numero de faces do cubo

Portanto, a probabilidade pedida é P = % = % ;

Resposta: (A)

@ Um saco contém 15 cartoes, numeradosde 1 a 15.
Ao acaso, retiram-se simultaneamente cinco cartoes do saco.
Qual é a probabilidade de o menor dos nimeros inscritos
nesses cinco cartoes ser 9?

120 70 35 15
(m) % (8) % © ;;‘C‘S (D) %
Resolug¢ao

+» Nimero de casos possiveis: "°C

« Nimero de casos favoraveis: Para que o menor dos cinco
nlimeros seja 9 é necessario que, para além do cartdo com
onumero 9, saiam mais quatro cartdes com nimero supe-
riora 9. Como no saco ha seis cartdes com niimero supe-
riora 9, o nimero de casos favoraveis é °C,=15.

A probabilidade pedida é % ;

5

Resposta: (D)

Num saco estao 20 bolas de igual tamanho, numeradas
de 1 a 20.

Retiram-se, simultaneamente e ao acaso, quatro bolas do saco.

Qual a probabilidade de sairem quatro bolas numeradas
com numeros consecutivos?

17 5 C, 4! x 16!
(A wc, (8) %, (© %, (D) ~301
Resolucdo

« Ntmero de casos possiveis: 2°C,

: Numero de casos favoraveis: 17

; (os 17 subconjuntos {1, 2, 3, 4}, {2, 3, 4, 5},
i {3,4,5,6}, ..., {17, 18, 19, 20))

iA probabilidade pedida é % !

4

{Resposta: (A)

G | a Escolhem-se aleatoriamente trés

vértices distintos de um octaedro
regular.

Qual é a probabilidade de os trés
pontos escolhidos serem vértices de
um triangulo retangulo?

4 3 2 1
w: ® ©2 o

Um saco tem 12 bolas numeradas
de 1a12.

Retiram-se, simultaneamente e ao
acaso, duas dessas 12 bolas e
multiplicam-se os respetivos
numeros. Qual é a probabilidade de
o produto obtido seriguala 127

@W; ® © ©

Um saco tem 12 bolas numeradas
de 1 a12.

Retiram-se, sucessivamente e ao
acaso, duas dessas 12 bolas e
multiplicam-se os respetivos
numeros.

A primeira bola extraida é reposta
no saco antes de se extrair a
segunda.

Qual é a probabilidade de o produto
obtido seriguala 127

Wy ®5 O ©5

Um saco tem 25 bolas numeradas
de 1 a 25.

Ao acaso retiram-se
simultaneamente trés bolas do saco
e anotam-se os respetivos nimeros.

Qual é a probabilidade de obter trés
numeros consecutivos?

25 23
A) — B) —
wZ ®2
23 ZSC3
(c)q ( )%
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Questoes tipo exame

Questoes resolvidas

@ Considere a linha do Triangulo de Pascal em que a soma
dos quatro menores elementos é iguala 72.
Escolhem-se, ao acaso, dois elementos dessa linha.
Qual é a probabilidade de o produto destes dois elementos
ser inferiora 357 E

2 2 1 1
(A) s, (B) wC, © 5, (D) C,

Resolugao

« Ntimero de casos possiveis: *°C,
Se a soma dos quatro menores elementos é iguala 72, a
soma dos dois primeiros dessa linha é iguala 72:2=36.
Portanto, o segundo elemento da linha éiguala 36 —1=35.
A linha correspondente a n =35 tem 36 elementos entre
os quais sao escolhidos dois.

« Niumero de casos favoraveis: 1

Dos 36 elementos desta linha apenas dois (0 primeiro e o
altimo) sdo inferiores a 35 . Portanto, na escolha de dois
elementos da linha, ha apenas um caso em que 0 seu pro-
duto é inferiora 35.

A probabilidade pedida é % ;

2

Resposta: (D)

Uma turma do 12.° ano tem 24 alunos. Escolhendo ao
acaso um aluno da turma, a probabilidade de ser uma

s S
raparigaé —.
pangas

Quantos rapazes tem a turma?

Resolucao
Seja n o numero de rapazes da turma. Entao o numero de
raparigas da turma éiguala 24 — n. Logo 24—n_ %

242;n=%<:>24—n=9<=>n=24—9<:>n=15

A turma tem 15 rapazes.

@ Num saco estao trés bolas amarelas, quatro bolas brancas
e oito bolas pretas, indistinguiveis ao tato.

11.1. Extraem-se, ao acaso, quatro bolas do saco.

Qual é a probabilidade de:

a) entre as bolas extraidas haver pelo menos duas bolas
amarelas? Apresente o resultado na forma de fracao
irredutivel;

b) as bolas extraidas nao serem todas da mesma cor?
Apresente o resultado na forma de percentagem, com
uma casa decimal.

11.2. Admita agora que as 15 bolas sao extraidas
sucessivamente e colocadas em fila, umas ao lado das
outras.

Qual é a probabilidade de as bolas amarelas ficarem
seguidas? Apresente o resultado na forma de dizima com
aproximagao as milésimas.

~Questdes propostas

m O produto dos quatro menores

elementos de uma cetta linha do
Triangulo de Pascal é 144 .

Escolhem-se ao acaso dois
elementos dessa linha. Qual a
probabilidade de o produto desses
dois elementos seriguala 127

WZ ®% O3 OF

Uma linha do Triangulo de Pascal
tem n elementos. Escolhe-se ao
acaso um elemento dessa linha.

Qual o valor de n, sabendo que a
probabilidade de esse elemento ser
superior ao segundo elemento

dessa linha é igual a g ?

(n)6 (@®B)7 (€27 (D)28

Dentro de um saco estao 36 bolas
brancas e algumas bolas pretas.

Escolhendo ao acaso uma bola desse
saco, a probabilidade de ela ser preta

zi 1}
e =

3
Quantas bolas pretas estao no saco?
(A)12 (B)18 (€6 (D)24

Na figura esta representado um
solido formado pelo cubo
[ABCDEFGH] e pela piramide
[EFGHI].

Escolhem-se, ao acaso, cinco dos
nove vértices do sélido.

Qual é a probabilidade de pelo
menos quatro dos vértices
escolhidos serem da piramide?

i04pg 0Mod @ ZIVIW-NIdD
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Unidade 1 - Probabilidades e estatistica Tema 2 - Calculo de probabilidades. Regra de Laplace

Questoes resolvidas

Resolucao

11.1. Amarelas Outras Total
3 12 | 15
2 2 4
3 1 4

a) Numero de casos possiveis:
E o nimero de maneiras de no conjunto das 15 bolas esco-
lher-se um subconjunto de quatro bolas, que é dado por:
C, = 1365
Numero de casos favoraveis:
%G C+%G ¢ =210
[ TT—_» Numero de maneiras de escolher trés bolas ama-
relas e uma de outra cor.

L » Numero de maneiras de escolher duas bolas ama-
refas e duas de outra cor.

210 2

1365 13

b) Numero de casos possiveis: '°C, = 1365
Numero de casos favoraveis:
B¢, -*C,-°%C,=1294

L » Namero de maneiras de escolher quatro bolas
pretas.

Numero de maneiras de escolher quatro bolas
brancas.

Numero de casos possiveis.

1294

P=—""—=948%
1365
11.2. Amarelas Outras Total
3 12| 15

Numero de casos possiveis: 15!
Numero de casos favoraveis:
31x12!x13

Nimero de maneiras de escolher lugar para o
grupo das trés bolas amarelas (no inicio da fila, no
fim ou entre as restantes 12 bolas).

Numero de maneiras de ordenar as 12 bolas de
outras cores.

» Numero de maneiras de ordenar as trés bolas
amarelas.
_ 31213 1

p=22C 200 " 20,029
15! 35

Outro processo
Numero de casos possiveis: '°C, = 455

(Numero de maneiras de escolher a posi-
¢ao das trés bolas amarelas na fila de 15

- bolas.)
Numero de casos favoraveis: 13
(Numero de maneiras de escolher lugar
para o grupo das trés bolas amarelas.)
p=-13._1 o029
455 35

Questdes propostas

m Um saco tem dez bolas, sendo cinco
5 brancas, trés pretas e duas amarelas.
As bolas apenas se distinguem pela
cor.
Extraem-se simultaneamente e ao
acaso trés bolas do saco.
Qual é a probabilidade de obter:

16.1. trés bolas brancas;
16.2. trés bolas da mesma cor;

16.3. tantas bolas brancas como
amarelas;

16.4. pelo menos duas bolas
pretas?

m A Alice comprou oito bolbos de
gladiolos vermelhos e sete bolbos
de gladiolos amarelos. Os quinze
bolbos, que sao indistinguiveis,
foram embalados na mesma caixa.
Posteriormente, plantou os bolbos,
numa fila e ao acaso, no jardim de
sua casa.

Passados trés meses, ao observar o
belo canteiro com uma fila de oito
gladiolos vermelhos e sete
amarelos, a Alice observou:

- Que engracado! Foram plantados
ao acaso e na fila nao ha dois
gladiolos amarelos seguidos.

- Mais engracado, por ser menos
provavel, seria nao haver gladiolos
vermelhos seguidos - retorquiu o
pai da Alice.

Mostra que o pai da Alice tem razao,
calculando as probabilidades dos
acontecimentos referidos.

Um baralho de cartas completo tem
52 cartas, 13 de cada naipe (paus,
espadas, ouros e copas).

No jogo do King, cada jogador
recebe um conjunto de 13 cartas
de um baralho completo (a este
conjunto de cartas chama-se “mao”).
Qual é a probabilidade (na forma de
-~ percentagem com aproximacao as
décimas) de um jogador receber
uma “mao” com:

18.1. sete, e 50 sete, cartas do naipe
de paus;

18.2. sete, e so sete, cartas do
mesmo naipe;

18.3. os quatro ases;
18.4. pelo menos uma carta de paus?
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Questoes tipo exame

Questoes resolvidas

@ Um baralho de cartas completo é constituido por
52 cartas repartidas por 4 naipes (Espadas, Paus, Ouros
e Copas). Em cada naipe ha 13 cartas: um As, trés figuras
(Rei, Dama e Valete) e nove cartas numeradas de Dois a Dez.

12.1. Utilizando apenas o naipe de espadas, quantas
sequéncias diferentes de 13 cartas é possivel formar de
modo que:

* as nove cartas numeradas ficam dispostas por ordem
crescente de numeracao;

» ndo fiquem duas figuras uma ao lado da outra?

12.2. Retirando ao acaso, sucessivamente e sem reposicao,
cinco cartas de um baralho completo, qual éa
probabilidade de obter pelo menos um As?

Apresente o resultado na forma de dizima, arredondado as
centésimas.

Resolucdo

12.1. 56 existe uma escolha possivel para ordenar as cartas
numeradas. Entre as nove cartas numeradas, no inicio ou no
fim, existem 10 possibilidades de escolha de lugar para o As.
Para dispor as figuras temos de escolher ordenadamente trés
lugares entre os 11 determinados pelas restantes dez cartas
(no inicio, no fim ou nos nove lugares entre as 10 cartas).
Esta escolha pode ser feita de ''A, maneiras diferentes.

Portanto, o nimero pedido é 1x 10 x ''A,=9900.
12.2.

* Nimero de casos possiveis: *C,
(nas 52 cartas do baralho é escolhido
um subconjunto de cinco)

* Nimero de casos favoraveis:

Sao casos favoraveis todos os casos possiveis exceto aque-
les em que no conjunto das cinco cartas retiradas nao ha
qualquer As.
Portanto, o nimero de casos favoraveis é dado por:
52 4 48 52 48

G - "G x T C=%C; - ¢,
(*C, x**C, é o nimero de maneiras de escolher cinco cartas entre as 48 que
nao sao ases.)

2C. — 8¢

5.
A probabilidade pedida é % ~0,34.
5

@ 0 Joao esqueceu-se do cédigo de seguranca do seu
telemével. Sabe apenas que é formado por quatro
algarismos e que do mesmo faz parte o algarismo 1
seguido do algarismo 8.

A sequéncia 18 aparece uma Gnica vez como, por
exemplo, 0188.

Se 0 Jodo escrever o c6digo ao acaso qualéa
probabilidade de acertar?

298 300
A B) —
® 10°* ®) 10°*

© 355 ®) 555

- Questdes propostas

m O professor de Matemtica distribuiu

®IONPY 0Uod @ TIVIN-NIdD

aos seus alunos uma folha com 50
exercicios de probabiridades para que
estes fizessem revisdes para o teste.
Sabe-se que o Rui resolveu 40 desses
problemas e que o professor escolheu
quatro, ao acaso, para incluir na prova.
Sabendo que o Rui foi realizar o
teste, determine, na forma de
percentagem com aproximacgao as
décimas, a probabilidade de:

19.1. sairem quatro dos exercicios
que ja tinha resolvido;

19.2. sair pelo menos um dos
exercicios que ja tinha resolvido.

Na figura est4
representado um
s6lido com sete
faces.

Dispomos de cinco

cores (azul, bege,
dourado, vermelho e
preto) para pintar o sélido.

Admita que cada face foi colorida
de uma s6 cor escolhida ao caso.

Determine a probabilidade de:

20.1. trés e so trés faces ficarem
pintadas de vermelho;

20.2. trés e s trés faces ficarem
pintadas da mesma cor e as
restantes quatro faces ficarem
pintadas de cores diferentes;

20.3. as trés faces triangulares ficarem
pintadas de azul ou bege e as quatro
faces retangulares ficarem pintadas de
dourado, vermelho ou preto.

(Apresente os resultados na forma de
percentagem com aproximacgao as
décimas.)

O cédigo de um cofre é constituido
por uma sequéncia de seis
algarismos.

0O Jodo sabe que desta sequéncia
fazem parte os algarismos 1, 2 e 3 ,
por esta ordem, uma Unica vez

(por exemplo, 012312).

Escolhendo, ao acaso, um destes
codigos, qual é a probabilidade de
abrir o cofre?
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Questoes resolvidas

Resolucao
» Nimero de casos possiveis:

A sequéncia 18 pode aparecer no inicio, no meio ou no fim

do cédigo:
1.° caso 2.° caso 3.°caso
18 _ 18 18
10 10 10 10 10 10

Temos, portanto, 10°x 3 =300 possiveis cédigos em que
aparece a sequéncia 18.

Dado que a sequéncia 18 s6 figura uma vez temos de
excluir a solugao 1818 que aparece nos 1.° e 3.° casos.

Logo, o numero de casos possiveis é 300 —2 =298 .

« Nimero de casos favoraveis: 1

aps sz 1
A bilid didaé —.
probabilidade pedida é 398

O cédigo de acesso a um portal na Internet é uma
sequéncia com trés letras e trés algarismos (por exemplo,
0X8Y8X).

Qual é a probabilidade de um destes codigos, escolhido ao

acaso, ter dois 7 e as letras diferentes colocadas por
ordem alfabética (por exemplo, 7CE57X).

Considere o alfabeto com 26 letras.

Resolucao

Numero de casos possiveis:

5C; x A} x A} = °C, x 26° x 10°
L—» Namero de sequéncias de trés algarismos nos

trés lugares restantes.

Nimero de sequéncias de trés letras nos trés
lugares escolhidos.

» Numero de possibilidades de escolha dos trés
lugares para as letras entre os seis possiveis.

Numero de casos favoraveis:

o Ty
L Nuamero de maneiras de escolher o algarismo
diferentede 7.

Numero de possibilidades para colocar os 7

Numero de possibilidades de escolha das trés
letras

= —» Numero de possibilidades de escolha dos trés
lugares para as letras

UrEiN-iMALZ W POTTO EQIOTa

m Considera a figura.

- Questdes propostas

_Jc

D

P

Para definir um trajeto entre dois
pontos da figura apenas sao
permitidos dois movimentos: para a
direita (D) ou para cima (C).

Por exemplo, o trajeto assinalado
entre os pontos P e Q pode ser
definido pela sequéncia DCDDCD .

22.1. Justifique que existem °C,
trajetos entre P e Q.

22.2. Escolhido, ao acaso, um
trajetoentre P e R, qual éa
probabilidade de passar por Q?

O numero de série de um produto é
uma sequéncia de quatro letras e
trés algarismos, como, por exemplo,
AOP75ZA .

Escolhido um destes codigos ao
acaso, qual é a probabilidade, na
forma de percentagem arredondada
as décimas, de ter os algarismos
diferentes por ordem crescente e as
letras ocupando lugares seguidos
(por exemplo, 0APZA57)?

Considere o alfabeto com 26 letras.

Seja A o conjunto de todos os
numeros de quatro algarismos
diferentes, maiores de 4000, que
se podem formar com os algarismos
0,1;,2;3,4e5,

24.1. Mostre que A tem
120 elementos.

24.2. Escolhem-se, ao acaso, trés
elementosde A.

a) Qual é a probabilidade de pelo
menos dois desses elementos
serem multiplos de 57?

b) Qual é a probabilidade de esses
trés nimeros terem os algarismos
dispostos por ordem decrescente?

(Apresente os resultados na forma de
percentagem com aproximacao as
décimas.) 37
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Questoes para praticar

Itens de sele¢cdo

Uma certa linha do Tridngulo de Pascal é
constituida por todos os nimeros da forma "C,,
n€IN.

Escolhendo ao acaso um elemento dessa linha,
qual é a probabilidade de ele seriguala n?

Ok ® 1

© — (D) —2

n+1 n+1

Colocaram-se numa urna 10 bolas
indistinguiveis ao tato, sendo cinco brancas e
cinco pretas.

As bolas brancas sao exatamente iguais e as
bolas pretas sdo numeradasde 1 a 5.

Ao acaso tirou-se uma bola e verificou-se que a
sua cor era branca.

Essa bola nao foi reposta na urna.

Tirando, ao acaso, outra bola da urna, a
probabilidade de sair uma bola com um niimero
impar é:

2 3 3 1
A) = B) — = -
w2  ®> ©F (O
De um baralho de cartas completo (52 cartas,
13 de cada naipe) retiram-se 13 cartas, ao
acaso.
Qual é a probabilidade de obter sete cartas do

mesmo naipe?

i, 7 ol T o
W —5—* 8 ——
SZCI3 52(.-‘3
13 45 13 45

G, %G, 485G, % TG
B e —w——" Ly
© aC, (D) 7,

Um camiao foi carregado com 40 caixas iguais.
Em 25 das caixas foram embalados produtos
téxteis cujo transporte estava devidamente
autorizado. As restantes caixas continham
tabaco de contrabando.

Numa operacao policial foram selecionadas
quatro caixas, ao acaso, para verificacao do
conteldo. Se alguma destas caixas contiver
contrabando, o veiculo seré apreendido.

Qual é a probabilidade de o camiéo prosseguir a
sua viagem?

15
C, 15
1t .
i GOp=
ZSC 25
)4 =
© ©2

a 0 Jodo arruma, ao acaso, na prateleira de uma

estante, 13 livros encostados uns aos outros.
Entre os 13 livros ha trés de Matematica.

Qual é a probabilidade de os livros de
Matematica ocuparem, juntos, a posicao central
dafila, isto é, com tantos livros antes como
depois?

10
Ay 3! x5! x2
)33 T
31 x (51)° 31 x 10!
© 13! ©) 13!

Langam-se simultaneamente dois dados com as
faces numeradasde 1 a 6 e multiplicam-se os
dois niimeros saidos.
A probabilidade do acontecimento “o produto
dos nimeros saidos é 2"é:

1 1
®) 3¢ © 5

21
®)o ()2

Escolhem-se ao acaso dois vértices de um cubo.

Qual é a probabilidade de os dois vértices
escolhidos serem extremos de uma diagonal de
uma face do cubo?

Op

©

®);

©3

Numa turma com 10 rapazes e 12 raparigas
vao ser escolhidas quatro raparigas para
participarem numa peca de teatro.

Qual é a probabilidade de a Ana e a Teresa, duas
irmas alunas dessa turma, estarem entre as
escolhidas?

10 12
C, c,
()] rza (8) %
4 8 10
€% G C
n— C. (D) Q

Temos dois dados equilibrados. Um dado ctbico
com as faces numeradasde 0 a 5 e um dado
tetraédrico com as faces numeradasde 0 a 3.
Langam-se os dois dados. Considere-se que a
face que sai é a face que fica voltada para baixo.
Qual é a probabilidade de o produto dos
numeros obtidos nos dois dados seriguala 07?

w: ® ©f O

©I0MPH 004 @ ZIVIN-NAAD



Unidade 1 - Probabilidades e estafistica Tema 2 - Cdlculo de probabilidades. Regra de Laplace

m Um saco contém nove cartdes, indistinguiveis ao
tato, com os numeros 1, 2, 3,5, 7, 11, 13,
17 e 19.
Retiram-se, simultaneamente e ao acaso, trés
cartdes e multiplicam-se os respetivos nimeros.
Qual é a probabilidade de o produto obtido ser
divisorde 2107

D 5

O, ®) >

©5 ©

a O Jodo tem uma caixa com
6 lapis de cores diferentes.
Para pintar o desenho de
uma bandeira com duas
faixas verticais, escolheu
um lapis, ao acaso, e pintou
uma das faixas.

Depois de repor na caixa o lapis usado, voltou a
escolher uma cor, novamente ao acaso, para
pintar a outra faixa da bandeira.

Qual é a probabilidade de a bandeira ficar
pintada de uma sé cor?

QR ®)3
© OF
itens de construcdo

m Para pintar um dado ctibico com as faces
numeradas (com pintas)de 1 a 6, estdo
disponiveis dez cores, das quais fazem parte o
branco e o amarelo.

Cada face é pintada de uma s6 cor escolhida, ao
acaso, entre as nove cores diferentes do branco.
As pintas de cada face sao pintadas de branco.

36.1. Nao se repetindo as cores, qual é a
probabilidade de uma (e apenas uma) das faces
ficar pintada de amarelo?

Apresente o resultado na forma de fracao
irredutivel.

36.2. Se for possivel repetir as cores, qual é a
probabilidade de, no final, ficar uma face de cada
cor?

Apresente o resultado na forma de percentagem
com aproximacao as décimas.

Um saco contém seis cartoes, indistinguiveis ao
tato, com os nimeros 0, 0, 2, 2, 3, 3.
Retiram-se, sucessivamente e ao acaso, os seis
cartoes e alinham-se da esquerda para a direita,
pela ordem de saida, de maneira a formarem um
ndmero como, por exemplo,

[3][2]2]0]3]o],

Qual é a probabilidade de obter um niimero
maior do que 20 000 ?

Um exame de Matematica A tem oito itens de
selecao (escolha mdltipla). Em cada item sdo
indicadas quatro opgoes de resposta (A, B, C
ou D) das quais s6 uma esté correta.

A sequéncia das oito respostas corretas as oito
perguntas do exame é CBABDAAD .

O Alex, que ndo se preparou para o exame,
respondeu ao acaso aos oito itens tendo
escolhido cinco opgbes A, duas opcdes B e
uma opgao C.

Qual é a probabilidade de o Alex:

38.1. ter respondido corretamente a sete
perguntas;

38.2. ter respondido corretamente a seis
perguntas;

38.3. ter errado todas as respostas?

A Joana foi passar férias a Londres. Certo dia
comprou trés postais para enviar as trés
melhores amigas: a Ana, a Beatriz e a Carla.

A Joana é muito distraida pelo que, depois de
escrever os postais com textos personalizados
para cada uma das amigas, introduziu-os, ao
acaso, em envelopes ja enderecados e
colocou-os no correio.

Qual é a probabilidade de:

39.1. as trés amigas receberem os postais que
Ihes foram destinados;

39.2. apenas uma das amigas receber o seu postal;

39.3. nenhuma das amigas receber o postal certo?

Na figura esta representado

um hexagono regular F E
[ABCDEF].

Escolhem-se, ao acaso, dois  , D
vértices.do hexagono.

Determine a probabilidade

de os vértices escolhidos: B €

40.1. serem extremos de um lado do hexagono;

40.2. serem extremos de uma diagonal do
hexagono;

40.3. definirem uma reta que passe pelo centro
da circunferéncia circunscrita ao hexagono.

39



Questoes para praticar

m Na figura estao F E

representados um

hexagono [ABCDEF]

e um retangulo A D
[PQRS] .

Sabe-se que os
vértices do retangulo
sao interiores ao
hexagono e dos 10 vértices nao existem trés
colineares.

Escolhem-se trés dos 10 pontos ao acaso.
Qual é a probabilidade de os trés pontos
escolhidos serem vértices de um triangulo:

“B C

41.1. que tenha um, e um s6, lado comum com
o retangulo [PQRS];

41.2. com pelo menos um vértice em cada um
dos poligonos?

Quatro homens e quatro mulheres entram num
restaurante para jantar e sentam-se ao acaso

numa mesa retangular. A mesa tem trés lugares
em cada um dos lados de maior dimensao e um

lugar em cada um dos outros 'Y X )
lados, como esquematizado na

figura. o
Determine a probabilidade de: 000

42.1. nenhum homem ficar com uma mulher
em lugar contiguo;

42.2. cada mulher ficar a frente de um homem.

Dentro de um saco temos 16 bolas brancas e
algumas bolas pretas, indistinguiveis ao tato.

Na extracdo simultanea e ao acaso de duas
dessas bolas, a probabilidade de sairem bolas de
cores diferentes é 48% .

Quantas bolas pretas estao no saco?

Num tabuleiro quadrado, dividido em 16 casas

iguais, dispuseram-se, ao acaso,

oito pecas brancas e seis pecas 0Oeee
pretas, nao ficando mais do que @lee) |
uma peca em cada casa. As pecas 0)(@)©)
s6 se distinguem pela cor. ®Oe

Qual é a probabilidade de:
44.1. pelo menos uma das diagonais ficar
preenchida com pecas pretas;

44.2. uma diagonal ficar com pegas brancas e
outra com pegas pretas?

Escolhem-se, acaso, trés vértices de um
hexagono regular.

Determine a probabilidade de o triangulo
definido por esses trés pontos:

45.1. ser equilatero;

45.2. ter dois lados comuns com o hexagono.

Um baralho de cartas completo é dividido em
dois grupos: um com os naipes de ouros e copas
(cartas vermelhas) e o outro com os naipes de
espadas e paus (cartas pretas). Cada naipe tem
13 cartas. = ?
Retiram-se, ao acaso e sem reposic¢ao, duas
cartas de cada grupo.

Qual é a probabilidade de obter uma carta de
cada naipe?

Apresente o resultado na forma de percentagem
com aproximagao as unidades.

O cédigo de um cartao multibanco é uma
sequéncia de quatro algarismos como, por
exemplo, 0039.

47.1. Quantos cédigos diferentes existem com
um e um so6 algarismo par?

47.2. O Joao acabou de receber do seu banco
um novo cartdao multibanco. Admitindo que o
codigo de qualquer cartdo multibanco é
atribuido ao acaso, qual é a probabilidade de o
codigo desse cartao ter dois, e s6 dois,
algarismos iguais a 0?

Apresente o resultado na forma de dizima.

Uma turma do 12.° ano tem 25 alunos: 15
raparigas e 10 rapazes. O delegado de turma é
uma rapariga e o subdelegado é um rapaz.
Pretende-se constituir uma comissao para
organizar um passeio. A comissao deve ser
formada por cinco raparigas e trés rapazes.
Acordou-se que o delegado e o subdelegado
fazem parte da comissao.

48.1. Quantas comissoes diferentes se podem
constituir?

48.2. Admita que os oito membros da comissao,
depois de constituida, vao posar para uma
fotografia, colocando-se uns ao lado dos outros.
Supondo que eles se colocam ao acaso, qual é a
probabilidade de nao ficarem dois rapazes
seguidos?

Considere dois conjuntos

de retas: um com a
trésretas, a, b e c,
estritamente paralelas,

e o outro com
quatroretas, p, q,

r e s, também
estritamente paralelas.
Qualquer reta do primeiro conjunto interseta
qualquer reta do segundo conjunto num e num
s6 ponto.

Escolhidos, ao acaso, quatro desses pontos de
intersecao, qual é a probabilidade de que
definam um paralelogramo com os lados
contidos em quatro das retas dadas?

Pgo s
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Unidade 1 - Probabilidades e estafistica Tema 2 - Cdlculo de probabilidades. Regra de Laplace

m Um saco contém quatro bolas, indistinguiveis ao

tato, numeradasde 1 a 4.

Retira-se, ao acaso, uma bola do saco e regista-se
o respetivo numero. De seguida, repde-se a bola
NO saco e repete-se a experiéncia mais duas
vezes.

Qual é a probabilidade de o produto dos trés
nameros saidos seriguala 87

31 +1

Uma resposta para este problema é :
Numa pequena composicao explique porqué.
Na sua composicao deve fazer referéncia a Regra
de Laplace, explicar o nimero de casos possiveis
e o numero de casos favoraveis.

Na figura esta representado, Z

em referencial 0. n. Oxyz, o £ Dk\ G
cubo [OABCDEFG] de

aresta 2. HoR 9_,
O vértice O coincide coma X% Cy

origem do referencial.

Os vértices A, C e D pertencem aos semieixos
positivos Ox, Oy e Oz.

Estd também representada uma superficie
esférica tangente a todas as faces do cubo.

51.1. Escolhidos ao acaso dois vértices do cubo,
qual é a probabilidade de definirem uma reta:

a) tangente a superficie esférica;

b) que passa no ponto O;

¢) contida no plano de equacédo x+y+z=2;
d) perpendicular ao eixo Oy ?

51.2. Escolhem-se, ao acaso, trés vértices do cubo.
Qual é a probabilidade de:

a) o triangulo cujo vértices sdo esses trés pontos
estar contido no plano de equagao x=y;

b) aintersecdo da superficie esférica com o
plano definido por esses trés pontos ser uma
circunferéncia de raioiguala 1?

Considere um tabuleiro com nove casas
numeradasde 1 a 9, como o que estd
representado na figura.

TR P 5

00000
M 8 P
71809

Dispomos de cinco pegas brancas e duas pegas
pretas que apenas se distinguem pela cor.
Colocam-se as pegas no tabuleiro, ao acaso e
nao mais do que uma em cada casa.

Determine:

52.1. a probabilidade de as pecas pretas
ocuparem casas impares;

52.2. a probabilidade de as pecas brancas
ocuparem uma linha e uma coluna;

52.3. a probabilidade de pelo menos uma das
diagonais ficar ocupada com pecas brancas.

Numa gaveta estao seis pares de meias, cada par
de sua cor. As meias estao todas misturadas e
sao indistinguiveis ao tato.

Tirando da gaveta duas meias, sem ver e ao
acaso, qual é a probabilidade de que sejam do
mesmo par?

Num saco estdo 12 bolas, sendo quatro brancas,
quatro pretas e quatro vermelhas. As bolas
apenas se distinguem pela cor.

54.1. Retiram-se, simultaneamente e ao acaso,
duas dessas 12 bolas.

Qual é a probabilidade de as bolas serem da
mesma cor?

54.2. Extraem-se ao acaso, sucessivamente e
sem reposicao, as 12 bolas do saco e
colocam-se numa fila, encostadas umas as
outras.

Determine:

a)a probabilidade de as bolas da mesma cor
ficarem seguidas;

b) a probabilidade de as bolas vermelhas ficarem
seguidas;

¢)a probabilidade de nao ficarem bolas
vermelhas seguidas;

d) a probabilidade de as duas primeiras bolas da
fila serem de cores diferentes.

Seja A o conjunto dos numeros de quatro
algarismos.
Escolhe-se ao acaso um elementode A.

55.1. Determine a probabilidade de o nimero
escolhido ter exatamente dois algarismos iguais
a 9. Apresente o resultado na forma de dizima.

55.2. Determine a probabilidade de o nimero
escolhido ser uma capicua maior do que 5000 .
Apresente o resultado na forma de fracéao
irredutivel.

55.3. Determine a probabilidade de o nimero
escolhido ter os algarismos todos diferentes, ser
impar, com o primeiro algarismoiguala 1 ea
soma dos quatro algarismos ser par. Apresente o
resultado na forma de dizima com aproximagao
as centésimas.
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Unidade 1 - Probabilidades e estafistica

Tema 3

Axiomas e teoremas de probabilidade.
Probabilidade condicionada.
Acontecimentos independentes

1. Opera¢does com conjuntos
Seja S ouniversoe A e B subconjuntosde S.

Complementar do conjunto A Complementarde B em A
S S

A\B=ANB

O complementar de A, que se representa por A,é 0 complementar de B com A, A exceto B ou A menos B,
o conjunto formado por todos os elementos de S que se representa por A\ B, éo conjunto formado por todos

BIONPY 0WOd @ TIVIN-NIAD

que ndo pertencema A. os elementos que pertencema A e nao pertencema B.
A={xES:x& A} A\B={xES:xEAAXEB}
Intersecéo de dois conjuntos Unido de dois conjuntos
S S

“
Aintersecao de A com B, queserepresentapor | A ynidode A com B é o conjunto formado por todos os

AN B, éo conjunto formado por todos os elementos que pertencem a pelo menos um dos conjuntos.
elementos que pertencem aambos os conjuntos. | ; (xES:xEAV xEB)

ANB={xES:xEAAXEB}

2. Propriedades das operagoes com conjuntos

Seja S o universo e sejam A, B e C conjuntos nele contidos.

Propriedades Intersecao Uniao
Comutativa ANB=BNA AUB=BUA
Associativa ANBNC=ANBNCQO) (AUB)UC=AU(BUCQ)

Elemento neutro ANS=A AUD=A

Elemento absorvente AND =0 AUS=S
Distributivas ﬁ 8 Eg ﬁ gzg 8 g; z g 8 g))




Tema 3 - Axiomas e teoremas de probabilidade. Probabilidade condicionada. Acontecimentos independentes

3. Leis de De Morgan

.ANB=AUB

.AUB=ANB
D Exemplo 1 Leis de De Morgan D Verifica 1
Mostre que: A U (Z U B) =AUB Mostre que:

11. AUB=A\B
1.2. (ANnB)UANB)=8B

AU(AUB)-AU(ANE)-
~(AuA)N(AUB)=sN(AUB)=
=AU B (c.qm.)

4. Axiomas de probabilidades

' Seja S o espaco de resultados associado a uma experiéncia aleatoéria.
A cada acontecimento A C S faz-se corresponder um niimero real que se chama probabilidade de A e se
representa por P(A), tal que:

1. P(A) > 0, qualquer que seja o acontecimento A
2. P(5)=1
3. PAUB)=P(A)+P(B),se ANB=0

5. Alguns teoremas sobre probabilidades

. 1. P@)=0 2. PA)E [0, 1]
3. P(A)=1-P(A) 4. P(A)=1-P(A)
5. PAUB)=P(A)+ P(B)— P(AN B) 6. P(A\B)=P(A)—P(AN B) ou
7. Se ACB, P(A) < P(B) P(ANB)=P@A)-P(ANB)
D Exemplo 2 Para demonstrar D Verifica 2
Sejam S o conjunto de resultados associado a uma experiéncia aleatériae A Sejam S o conjunto de
e B dois acontecimentos (ACS e BCYS). resultados finito associado a uma
p ) experiéncia aleatériae A e B
roveque: subconjuntos de S.

P(A N B)=P(A)- P(B)+ P(AN B) - Sabendo que A e B sdo

equiprovaveis e que:
P(Z N E) = P(A U B)= (Leis de De Morgan) P(AUB)=2P(A)
prove que os acontecimentos
=1-P(AUB)= (Teorema 3) A e B sdo incompativesis.

=1-[P(A)+P(B)-P(ANB)] (Teorema 5)
=1-P(A)-P(B)+P(ANB)
= P(Z) -P(B)+P(ANB) (Teorema 3)

CPEN-MAI2 © Porto Editora
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Unidade 1 - Probabilidades e estafistica

D Exemplo 3 Probabilidade da reuniao
Seja E o espaco de resultados associado a uma certa experiéncia aleatéria.
Sejam A e B dois acontecimentos (ACE e BCE).
Tem-se que:
P(A)=03 e P(B)=0,5

Qual dos nimeros seguintes pode ser o valorde P(AUB)?

() 01 (B) 0,4
(©) 06 (D) 0,9
Resolucao

Atendendo a que:
P(AUB)>P(B), VA, BCE, tem-seque P(AUB)>0,5.

Por outro lado, como:
P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB), VA, BCE

tem-se que:
P(AUB)=0,3+0,5-P(ANB)

Ora,como P(ANB)>0, YA, BCE, podemos concluir que:
P(AUB)<0,8

Atendendo a que 0,5 <P(AUB)<0,8, o unico dos niUmeros apresenta-
dos que pode ser o valorde P(AUB) é 0,6.

Resposta: (C)

- Exemplo 4"" o

Uma caixa contém quatro bolas brancas, numeradasde 1 a 4, e n bolas
pretas, numeradasde 1 a n.

Retira-se, ao acaso, uma bola dessa caixa.

Sejam A e B os acontecimentos seguintes:

A “Sair uma bola branca”; B: “Sai uma bola com nimero par”
Sabe-se que P(AU B)— P(AN B) = %

Quantas bolas contém a caixa?

Resolucao

P(ZUE)—P(A(\B)z% YN P(W)—P(Anﬂ):% VRN

PR 1—P(AnB)—P(AnB)=§<:> 1—2P(AnB):§ =
N 2P(AnB)=1—§<:> 2P(AnB)=% P P(AnB)=%

Dado que o acontecimento A N B é “Sair uma bola branca com nimero

par’, tem-se que P(A N B) = % pois estao na caixa 4+ n bolas entre

+n’
as quais duas sao brancas numeradas com nimero par.
PANB) =1 2 -1 12-4+nen=8
6 4+n 6

Logo, ha 12 bolas na caixa, sendo quatro brancas e oito pretas.

D Verifica 3

Seja S o conjunto de resultados
(com um nimero finito de
elementos) assogiado a uma
certa experiéncia aleatoria.

Sejam A e B dois
acontecimentos, contidosem S,
nenhum deles impossivel nem
certo.

Sabe-seque ACB.

Indique qual das afirmagbes
seguintes é verdadeira.

(R) P(A)>P(B)

(B) P(ANB)=0

(© P(AUB)=1

(©) P(4) > P(8)

D Verifica 4

Na figura esta representado um
dado octaédrico nao equilibrado,
com as faces numeradasde 1 a
4 (cada numero aparece em
duas faces opostas).

Langa-se o dado uma Unica veze
observa-se o nimero da face que
fica voltada para cima.

Sejam A e B os acontecimentos
seguintes:

A: “Sair nimero par”

B: “Sair nimero primo”

Sabendo que:

P(A)-P(B)+P(AUB =%

determine a probabilidade de
saironumero 1.

RIONDT 0LI0T A 7TVIAN-NITAN



Tema 3 - Axiomas e teoremas de probabilidade. Probabilidade condicionada. Acontecimentos independentes

6. Probabilidade condicionada
(ou probabilidade condicional)

Dos 100 alunos que frequentam o 10.° ano de uma escola, 50 tém Matematica, 25 tém Fisicae 15
tém Matematica e Fisica.

No diagrama de Venn ao lado esta representada a situagao. c
M ={alunos que tém Matematica}
F ={alunos que tém Fisica}

C={alunos do 10.° ano da escola}

Encontra-se, ao acaso, um dos 100 alunos.

Qual é a probabilidade de o aluno ter Matematica e Fisica?

Tem-se:

15

Numa sala encontram-se os 25 alunos que tém Fisica; selecionando, ao acaso, um destes 25 alunos,
qual a probabilidade de este ter também Matematica?

Ou seja, qual é a probabilidade de ele ter Matematica sabendo que tem Fisica?

Para responder a questao aplica-se a definicao de probabilidade condicionada que se representa por

P(MIF).

#MNF)
_15_#MNF_—#c _PMNF)
PR ——%F #F PP
#C

De um modo geral, tem-se:

Dados dois acontecimentos A e B, sendo P(B)#0, chama-se pro- S
babilidade de A, se B, e representa-se por P(A|B), a probabilidade de A B
A se realizar sabendo que B se realizou.

P(A|B) é definida por:

P(A N B)
P(B)

P(A1B)= , P(B)#0

Probabilidade da intersecao de dois acontecimentos

P(A N B)

———— conclui-se que:
P(B) K

Da relacao P(A|B)=

P(ANB)=P(B)xP(A|B)
@
P(ANB)=P(A)xP(B|A)

CPEN-MA12 © Porto Editora



Unidade 1 - Probabilidades e estatistica

D Exemplo 5

De acordo com a estatistica de uma companhia de termas, a distribuigao dos
utentes por género e idade é a seguinte:

«72% dos utentes sao mulheres;
« a sexta parte das mulheres tém menos de 45 anos;
«20% dos utentes sao homens com 45 anos ou mais.

Escolheu-se, ao acaso, um utente destas termas. Sabendo que tem 80 anos
de idade, qual é a probabilidade de ser mulher?

Vamos preencher uma tabela de acordo com os dados do enunciado:

Menos de 45 anos 3
45anos (A) | oumais (A) 5 X072=012

M 0,08 0,20 0,28 s
F 0,12 0,60 0,72 ©1-0,72=0,28
0,20 0,80 1 0,28 -0,20=0,08

Sendo F o acontecimento “O utente escolhido é do sexo feminino”e A
o acontecimento “O utente escolhido tem menos de 45 anos’, pretende-
-se determinar P(F | A) .

P(FIZ)=M= e
P(A) 0,80

S

b Exemplo 6 A viagem do Jodo

O Joao utiliza, por vezes, o autocarro para ir de casa para a escola. Quando
ndo vai de autocarro desloca-se no automével do pai.

Sabe-se que usa o autocarro 40% das vezes e que, quando usa este meio de
transporte, a probabilidade de chegar atrasado é de 10% . Quando se des-
loca no carro do pai chega atrasado 20% das vezes.

Determine a probabilidade de o Jodo, num dia util escolhido ao acaso:
6.1. ir de autocarro para a escola e chegar atrasado;

6.2. chegar atrasado a escola;

6.3. irde autocarro para a escola, sabendo que chegou atrasado.

Consideremos os acontecimentos:
A: "0 Joao vai de autocarro para a escola”
C: “O Joao vai de automovel para a escola”
T: “O Jodo chega atrasado a escola”
E dado que P(A)=0,4, P(TIA)=0,1 e P(TIC)=0,2.

D Verifica 5

Uma escola do ensino basico é

frequentada por alunos do 2.° e

do 3. ciclos. Relativamente aos

alunos desta escola sabe-se que:

«48% dos alunos da escola sao
rapazes;

«no 3.° ciclo, ha tantos rapazes
como raparigas;

+30% dos alunos do 2.° ciclo séo
raparigas.

Escolhe-se, ao acaso, um aluno
desta escola.

Sabendo que o jovem escolhido
éumrapaz, qual éa
probabilidade de frequentar o
2.2 ciclo?

D Verifica 6

Considerando os dados do
Exemplo 6 determine a
probabilidade de o Joao ter ido
de carro para a escola sabendo
que foi pontual.

Partindo destes dados, vamos construir uma P(T|A)=0,1 T

arvore de probabilidades.
6.1. PANT)=P(A)xP(TIA)=
=0,4%x0,1=0,04=4%

6.2. P()=P(ANT)+P(CNT)=

A

P(A)=0,4

~0,04+0,6x0,2=0,16=16%
PANT) o,
63. pAIn="ANTD_004 c
P( 0,16

=0,25=25% P(T|C)=08

P(T|C)=0,2

P(T|A)=09 T

~|
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Tema 3 - Axiomas e teoremas de probabilidade. Probabilidade condicionada. Acontecimentos independentes

7. Acontecimentos independentes

Dois acontecimentos sao independentes quando a realizacdo de um deles nao interfere na probabili-
dade de realizagao do outro.

' Dois acontecimentos A e B sdo independentes se e s6 se:
P(AIB)=P(A)

Se A e B sao independentes, entdo é possivel substituir P(A|B) por P(A) naférmula:

P(ANB)=P(B)x P(AlB)
e obtém-se: P(ANB)=P(A)xP(B).

Assim sendo, também se pode definir acontecimentos independentes do seguinte modo:

. Dois acontecimentos A e B sao independentes se e s6 se:
P(ANB)=P(A)xP(B)

D Exemplo 7 Os aqudrios D Verifica 7

Langa-se um dado com as faces
numeradasde 1 a 6 euma
moedade 1 euro.

@ ®

Qual é a probabilidade de sair
“euro” e ndo sair o nimero 57

Tém-se dois aqudrios: A, e A,.

Dois peixes vermelhos Trés peixes vermelhos
Trés peixes amarelos Dois peixes amarelos

Tira-se, ao acaso, um peixe de cada aquario.

Qual é a probabilidade de serem ambos vermelhos?

Seja P(A,) a probabilidade de sair peixe vermelho do aquério /T,“'e
P(A,) a probabilidade de sair peixe vermelho do aquério A,.

Como os acontecimentos sao independentes:
P(A,NA)=P(A,)xP(A,)

2.3 6
P(A,ﬂA,_):ng:E

CPEN-MA12 © Porto Editora



Questoes-tipo exame

Questoes resolvidas

Seja Q o espaco de resultados associado a uma certa
experiéncia aleatdria. Sejam A e B dois acontecimentos
(ACcQ eBCQ).

Sabe-se que P(A)=0,3, P(AUB)=0,9 e P(AUB)=0,6.

Qual é o valor de P(B)?

(A) 03 (B) 0,4 (€) 05 (D) 06

Resolucéio
«P(AUB)=0,9 < P(ANB)=0,9 &
< 1-PANB)=09 < P(ANB)=0,1
«P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)
0,6=03+P(B)-0,1 < P(B)=
Resposta: (B)

@ Seja S o espaco de resultados associado a uma certa
experiéncia aleatéria. Sejam A e B dois acontecimentos
incompativeis (ACS e BCS).

Qual das afirmagdes seguintes é necessariamente
verdadeira?

(A) PAUB)=0
(©) P(AUB)=1

(B) P(AU B)=P(A) + P(B)
(D) P(A N B)=P(A) x P(B)
Resolucao

Se A e B sao dois acontecimentos incompativeis entido
ANB=O peloque P(AUB)=P(A)+ P(B).

Resposta: (B)

Seja S o espaco de resultados associado a uma certa
experiéncia aleatéria. Sejam A e B dois acontecimentos
(ACSseBCYS).

Sabe-se que P(A)=06.

Qual dos seguintes acontecimentos pode ter
probabilidade superiora 0,6 ?

R)ANB B)ANB (© AusB (D)AUB

Resolucdo

«ANBCA. Logo, P(ANB)<P(A) ou PANB)<0,6.
«ANBCA. Logo P(ANB)<P(A) ou P(ANB)<0,6.
-P(AUB)=P(ANB); (_)—1—06 04; ZnEgZ
Logo P(AN B)< P(A) ou P(AUB) <

Logo, P (TB)<0,6.

«ACAUB. Logo, P(A) <
Resposta: (D)

P(AUB) ou P(AUB)>06.

Questées propostas

a Seja S o espaco de resultados

associado a uma certa experiéncia
aleatéria. Sejam A e B dois
acontecimentos (ACS e BCYS).

Sabe-se que:

<P(B)=06

«P(ANB)=0,2

«P(ANB)=0,1

Qual é o valor de P(A)?

(n)o2 (B)03 (€)04 (D)0

Seja S o espaco de resultados
associado a uma certa experiéncia
aleatéria. Sejam A e B dois
acontecimentos (ACS e BCYS).

Sabe-se que P(A)=0,3 e P(B)=0,7.

Qual das afirmagoes seguintes é
necessariamente verdadeira?

(A) A e B sao contrarios porque
P(A)=1-P(8).

(B) A e B sao incompativeis porque
se P(A)+ P(B)=1 entdao
PANB)=0.

©PAUB+PANB)=1

©I0NPY 0H0d @ TIVIN-NAdD

(D) O acontecimento A U B é certo.

Uma turmado 12.° ano tem

24 alunos sendo 14 raparigas e
10 rapazes.

Escolhem-se, ao acaso, dois alunos
dessa turma.

Sejam A e B os acontecimentos:

A “Os alunos sao do sexo feminino”

B: “Os alunos sao do sexo masculino”

Qual das afirmagées seguintes é
verdadeira?

(A) A e B sédo contrérios.
(B) A e B sdo contrérios.

(€) A e B sao incompativeis mas
nao contrarios.

(D)P(A)+ P(B) > 0,5



Unidade 1 - Probabilidades e estafistica Tema 3 - Axiomas e teoremas de probabilidade. Probabilidade condicionada. Acontecimentos independentes

Questoes resolvidas

@ Num grupo de 20 turistas ha oito portugueses e
12 espanhdis. Neste grupo hd 14 pessoas que falam
inglés. Dos turistas que falam inglés seis sao portugueses.

Escolhe-se, ao acaso, um turista deste grupo.

Qual é a probabilidade de este turista nao falar inglés,
sabendo que é espanhol?

Resolucao

Trata-se de calcular a probabilidade de o turista escolhido
nao falar inglés, considerando que o espaco de resultados é o
conjunto dos turistas espanhdis.

Falam inglés Nao falam inglés
Portugueses 6 8-6=2 8
Espanhéis 14-6=8 6-2=4 12
14 20-14=6 20

Temos, assim, que:
» 0 nimero de casos possiveis € 12 (nimero de turistas espanhéis)
- 0 nimero de casos favoraveis é 4 (numero de turistas espanhéis

qua nao falaminglés)

. 4 1
A probabilidade pedida é —=—.
probabilidade pedida é 12-3

@ Seja S o espaco de resultados associado a uma certa
experiéncia aleatdria. Sejam A e B dois acontecimentos
(ACSeBCYS)

Sabe-se que A e B tém probabilidades iguais,
P(AuB)=08 e P(AUB)=0.2.

Qual é a probabilidade de se realizar B sabendo que A se
realiza?

(A) 0,2
Resolucao
.P(AUB)=08 < P(ANB)=08 &

& 1-PANB)=08 &
< P(ANB)=0,2

(8) 0,3 (©) 0,4 (D) 0,5

P(AUB)=0,2 < 1-P(AUB)=0,2 &
< P(AUB)=0,8
-P(AUB)=P(A)+P(B)- P(ANB)

Comao P(A)=P(B), temos:
0,8=P(A)+P(A)- 0,2 < 2P(A)=1 &

£ < P(A)=0,5
£ PANB) 02 2
Pl 02 04

3 ela) PA) 05 5
fResposta: (C)

Questdes propostas

Numa turma do 12.° ano, ha alunos
que frequentam a disciplina de
Geometria Descritiva e os restantes,
em alternativa, frequentam
Psicologia.

Na tabela seguinte apresenta-se a
forma como os alunos desta turma
se distribuem, por sexo e quanto a
opgao referida.

G. Descritiva | Psicologia
Raparigas 4 10
Rapazes 8 2

Escolhe ao acaso um dos alunos da
turma.

Considere os acontecimentos:
A: "0 aluno escolhido frequenta
Psicologia”

B: “O aluno escolhido é do sexo
feminino”

Qual é o valor da probabilidade
condicionada P(A|B)?

wW> ® © ©2

Seja Q o espaco de resultados
associado a uma certa experiéncia
aleatéria. Sejam A e B dois
acontecimentos (AC Q e BC Q).

Sabe-se que P(A)=P(B)=0,3 e
P(ANB)=02.

Qual é o valor da probabilidade
condicionada P(A|B)?

2 2 3 1
(C)) 7 (8) 3 © 7 (D)g

Seja S o espaco de resultados
associado a uma certa experiéncia
aleatdria. Sejam A e B dois
acontecimentos (AC S e BCS).
Sabe-se que:

PA)=3, PB)=03 e PBIA)=1.
Qual é o valorde P(A U B)?

®w: ®L ©F O
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Questoes tipo exame

Questoes resolvidas

@ Num saco ha apenas bolas brancas e bolas azuis. As bolas
brancas sdo dez.

Ao acaso, extraem-se, sucessivamente e sem reposicao,
duas bolas da caixa. -

Considere os acontecimentos:

A: “A primeira bola extraida é azul”

B: "A segunda extraida é branca”

Sabe-se que P(B|A) = E.

Quantas bolas azuis havia inicialmente no saco?

Resolucao
Bolas azuis: n
Outras bolas: 10

Totaldebolas: 10+n

P(B|A) designa a probabilidade de a segunda bola extraida
ser branca sabendo que a primeira bola extraida é azul.

Logo,

10

(apés ser retirada uma bola azul ficaram na caixa 9 +n
bolas sendo 10 brancas)

L eP(BIA):—S—,temos L =§.
n 7 7

SeP(B|A) = ~

10 _5 3 70=45+5n & 50=25 & n=5
9+n 7

Havia cinco bolas brancas.

Seja S o espaco de resultados associado a uma certa
experiéncia aleatdria. Sejam A, B e C acontecimentos
(ACS,BCS,CCS) com P(O)#0.

Mostre que, se AN B=, entao:
PAUBICO=PAIC)+PBIC)

Resolucao
Pl(AUBNC] Pl(ANQU(BNC)]
PO P(C)

NBNCO=ANCNBNC=
oNC=0,

PAUBI|C) =

Como (AN Q)
=ANBN([CNC=

temos, pelo axioma 3,
PLANQUBNQO]=PANC)+PBNC)

Portanto,
P(AuBlC):P[(AnC)U(BnC)]z
P(C)
_P(A nC)+P(BnC)_P(AﬁC)+P(BnC)_
- P(C) ) PC)

=P(AIC)+P(BIC)

 Questdes propostas
©

Num saco temos bolas de duas
cores: amarelas e pretas. As bolas
pretas sao quatro.

Ao acaso, retiram-se,
sucessivamente e sem reposicao,
duas bolas desse saco.

Sejam A, e A, os acontecimentos:
A, : “A bola retirada em primeiro
lugar é amarela”

A,: “A bola retirada em segundo
lugar é amarela”

Sabe-se que P(A,|A,) = 2
Quantas bolas amarelas havia
inicialmente no saco?

Um saco tem um certo nimero de
bolas numeradas, indistinguiveis ao
tato.

Relativamente a experiéncia que
consiste em extrair, ao acaso, uma
bola do saco, considere os
acontecimentos seguintes:

A: "A bola extraida tem um niimero
par”

B: “A bola extraida tem um nimero
multiplo de 3"

C: "A bola extraida tem um nimero
multiplo de 6"

Sabe-se que P(C) = % e P(BIA)= %

15.1. Determine P(A).

15.2. Se no saco estdo 36 bolas,
quantas bolas tém um nimero
impar?

Seja S o espaco de resultados
associado a uma certa experiéncia
aleatdria. Sejam A e B dois
acontecimentos (ACS e BCYS)
com P(B)#0.

Mostre que: P(A|B)=1-P(A|B)

Seja S o espaco de resultados
associado a uma certa experiéncia
aleatdria. Sejam A e B dois
acontecimentos incompativeis de
probabilidade ndonula (ACS e
BCYS).

O valor da probabilidade
condicionada P(A|B) é igual a:

) o "" (©)P()

(Ao (B)1 (c

BIONPT 0UOd @ ZIVIN-NIdD
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Unidade 1 - Probabilidades e estatistica Tema 3 - Axiomas e teoremas de probabilidade. Probabilidade condicionada. Acontecimentos independentes

Questoes resolvidas

@ Seja Q o espaco de resultados associado a uma certa
experiéncia aleatéria. Sejam A e B dois acontecimentos
possiveis (AC Q e BC Q).

15.1. Prove que:

P(AN B)=P(A) - P(B)+ P(A) x P(B| A)

15.2. Num determinado clube de futebol da primeira liga
portuguesa, dois tercos dos jogadores sao estrangeiros e

trés quartos dos jogadores falam inglés. Dos jogadores que
falam inglés, a terca parte sao portugueses.

a) Escolhendo, ao acaso, um jogador do clube, qual é a
probabilidade de este ser portugués e falar inglés?

b) Escolhendo, ao acaso um jogador do clube, qual é a
probabilidade de ser um estrangeiro que nao fala
inglés?

Se lhe for util pode usar a igualdade apresentada em
15.1. para resolver o problema.

Resolucado:
15.1.P(ANB)=P(AUB)=1-P(AUB)=
=1-[P(A)+P(B)-P(AN B)] =
=1-P(A)-P(B)+P(ANB)=
=P(A)- P(B)+ P(A)x P(B|A)
15.2. Sejam os acontecimentos:

A: "O jogador escolhido fala inglés”
B: “O jogador escolhido é portugués”

E dado que:
B) =2 _3 _1
P(B)-3,P(A) i P(B|A) 3

a) Pretende-se determinar P(A N B).

P(ANB)=P(A)x P(B| A) = =

H|=

1
x_
3

Alw

b) Pretende-se determinar P(A N B)
1.° processo (férmula de 15.1.)

P(AnB)=P(A)- P(B)+ P(A)x P(B|A)

_ 2 1
PB)=1-PB)=1-2=1 ¢
®=1-PF)=-1-2-1
3 1
PA)=1~Pl)=1 -2 =1
() W=1-3=7
PlAnE)= L-L 42l
4 37473
. . (7. .
4 33
2 1_1_1_
4 3 2 3
_3_2_1
6 6 6

Questées propostas

m Dos agregados familiares que vivem

numa determinada localidade,
sabe-se que:

- a terca parte vive em casa
arrendada e os restantes vivem em
casa propria;

+80% tém pelo menos um automovel;
« a quarta parte dos que tém pelo
menos um automovel vive em casa
arrendada.

Nesta localidade escolhe-se, ao
acaso, um agregado familiar.
Determine a probabilidade de esse
agregado familiar:

18.1. nado ter automovel e viver em
casa propria;

18.2. nado ter automovel sabendo
que vive em casa arrendada.

m Um virus atacou 40% dos coelhos

de uma reserva de caca.

Uma associagao de cacadores
dispde de um teste para verificar se
um coelho esta infetado.

Sabe-se que:

« se o coelho esta infetado, a
probabilidade de o teste dar
positivo é de 95% ;

« se 0 coelho nao esta infetado, a
probabilidade de o teste dar
negativo é de 92% .

Foi aplicado o teste a um coelho
desta reserva, escolhido ao acaso.
Sabendo que o teste deu positivo,
qual é, na forma de percentagem
com aproximacao as décimas, a
probabilidade de o coelho estar
infetado?

m Seja Q o espaco de resultados

associado a uma certa experiéncia
aleatéria. Sejam A e B dois
acontecimentos (AC Q e BC Q)
com P(A)#0.

20.1. Prove que:

P(A U B) - P(A) x P(B| A) = P(A)
20.2. Relativamente a populacao
com mais de 18 anos de um concelho
do interior do pais sabe-se que:
+60% é do sexo feminino;
+40% das mulheres ndo
concluiram o ensino basico.
Escolhido, ao acaso, um habitante
desse concelho, com mais de 18
anos, qual é a probabilidade de ser
do sexo masculino ou de néo ter
concluido o ensino béasico?

Nota: Se desejar pode usar a igualdade
apresentada na alinea 20.1.
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Questoes tipo exame

Questoes resolvidas

2.° processo

1 B = 2
3 P(B)=2
3 A _3
5 P(A)_4
B > P(ANB) 1
A
B > P(ANB)

P(BIA)=1-PBIA)=1-

wWIiN

1
P(E):P(AnE)+P(ZnE)3

%zP(A)xP(EIA)+P(Zﬂ§) P
2_3 2 2_2
&= §—4x3+P(AﬂB)<:> 2 4+P(AnB)
= %—%:P(Znﬁ)@ P(ANB)=—

Seja S o espaco de resultados associado a uma certa
experiéncia aleatodria.

Sejam A e B dois acontecimentos (ACS e BCS).
Sabe-se que A e B sdo acontecimentos independentes
tais que'

P(A) = 5 e P(ANB)==

Determine P(B).

Resolugdo

P(ANB)=P(A)- P(ANB)

Como A e B saoindependentes, P(A N B) =
Logo, P(A N B)=P(A) - P(A) x P(B).

P(A) x P(B).

Substituindo os valores dados, temos:

1.2 2 il i |
5= 3><P(B)<:>3 4-4xP(B) & P(B) .

@ Mostre que se A e B sdo acontecimentos independentes
associados a uma certa experiéncia aleatdria, entdo:

P(A U B) = P(A) + P(B) x P(A)

Sugestao de resolugdo

P(AUB)=P(A)+ P(B)-P(ANB)= Se A e B sio
—P(A)+P(B)-PA)XP(B)=  pamrs) = P8 P
=P(A)+P(B)x [1-P(A)] =
=P(A)+ P(B) x P(A)

Questées propostas

m Numa escola secundaria ha duas
turmas do curso profissional de
multimédia (as turmas A e B).

Relativamente a estas duas turmas,

sabe-se que:
*64% dos alunos sao rapazes;

» a terca parte das raparigas esta na

turma A;

«aturma B tem tantos rapazes
como raparigas.

21.1. Escolhe-se ao acaso um aluno
do curso profissional de multimédia

desta escola.

a) Qual é a probabilidade de esse
aluno ser um rapaz sabendo que

édaturma A?

b) Qual é a probabilidade de esse
aluno ser da turma B sabendo

que é uma rapariga?

21.2. Sabendo que a turma B tem
12 raparigas, quantos rapazes tem a

turma A?

a Sejam A e B dois acontecimentos

independentes associados a uma
certa experiéncia aleatdria.
Sabendo que P(Z)= 08 e
P(ANB)=

m Seja S o espaco de resultados
: associado a uma certa experiéncia

aleatéria.

Sejam A e B dois acontecimentos

(ACSeBCYS).
Sabe-se que:

P(A)=P(B)=08 e P(AUB) =084
Averigue se os acontecimentos A e

B sao independentes.

m Mostre que se A e B sao

acontecimentos independentes

associados a uma certa experiéncia

aleatoria, entao:
24.1.P(AUB)=1-P(A) x P(B)

24.2. A e B também sio
acontecimentos independentes.

Sugestao: Prove que se A e B sao

independentes,

P(A N B)=P(A)x P(B).

0,1, determine P(A U B).
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Questoes para pratficar

itens de selecao

a Um saco contém bolas azuis, brancas e pretas
indistinguiveis ao tato. As bolas brancas e as
bolas pretas sdo numeradasde 1 a n, sendo n
o nuimero total de bolas :
brancas e pretas. 059
Tira-se, ao acaso, uma bola
do saco.

Sejam os acontecimentos:

A: “A bola retirada é azul”

B: “A bola retirada é branca”

C: “A bola retirada tem um numero inscrito”
Qual das afirmagoes seguintes é falsa?

(A) A e C sao contrarios.

(B) A e B sao contrarios.

(C) A e B sao incompativeis.

(D) B esté contidoem C.

m Langa-se um dado com as faces numeradas de 1
a6.
Considere os acontecimentos:
A: “Sair face impar”
B: “Sair face com um nimero primo”
Qual é o acontecimento contrariode AUB?
(A) Nao sair aface 4 nemaface 5.
(B) Sairaface 4 ouaface 6.
(€) Sairaface 2, 4 ou 6.
(D) Sairaface 6.

Seja S o espaco de resultados associado a uma
certa experiéncia aleatéria.

Sejam A e B dois acontecimentos (ACS e BCYS).

Tem-se que

P(ANB)=0,2; P(A)=05; P(ANB)=0,1 .
Qual é o valor da probabilidade condicionada
P(AIB)?

Ww: ®; ©F O

a Seja S o conjunto de resultados associado a
uma experiéncia aleatoéria.
Sejam A e B acontecimentos (AC S e BCYS).
Sabe-se que P(AU B)—4P(ANB)=P(A).
Qual é o valorde P(A|B)?

w: ®F ©; O

a Seja S o conjunto de resultados associado a
uma experiéncia aleatoéria.

; Sejam A e B acontecimentos possiveis de S

! (ACS e BCS) taisque ACB.

f Qual é o valorde P((ANB)UA)?

- (Ao (B)1

L ©P®B (D)P(A)

Em cada uma das opgdes seguintes estao
representadas quatro figuras. As figuras sao
quadrados (]:[) retangulos nao quadrados
([__) e losangos nao quadrados (<>).

Em cada opcdo (A, B, C e D) escolhe-se
aleatoriamente uma das quatro figuras.
Relativamente a esta experiéncia considere os
acontecimentos:

A: “A figura escolhida é um quadrado”

B: “Afigura escolhida é um retangulo”

Em qual das opcoes se tem P(A|B)=—7?

(A)|:| ] (B)|:| B
B = B ¢

(C):' ] (D)|:| )
i & e G

Seja S o espaco de resultados associado a uma
certa experiéncia aleatéria. Sejam A e B dois
acontecimentos (AC S e BC S) com P(B)#0.
Se A C B, ovalor da probabilidade
condicionada P(A|B) é igual a:

W=

(Ao (B) 1
(c)% (0)P(A)

Seja S o espaco de resultados associado a uma
certa experiéncia aleatoria. Sejam A e B dois
acontecimentos (AC S e BC S) com P(A)#0.
Se A C B, o valor da probabilidade
condicionada P(B|A) é igual a:

()0 ®)1
(c)% (0)P()

Seja S o espaco de resultados associado a uma
certa experiéncia aleatéria. Sejam A e B dois
acontecimentos (ACS e BCS).

Sabe-se que P(A)= %, P(B) =% e P(AUB)=1.
Qual das seguintes afirmagoes é
necessariamente verdadeira?

(A) A e B sao compativeis.

(B) A esta contidoem B.

(C) P(BIA)=P(B)

(D) A e B sdao contrarios.
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Questoes para praticar

Considere:
= uma caixa com quatro bolas, indistinguiveis ao
tato, numeradasde 1 a 4;
« um dado equilibrado, com as faces numeradas
de1a6.
Lancga-se o dado e tira-se, ao acaso, uma bola da
caixa. Considere os acontecimentos:
A “Sair par no lancamento do dado”
B: “O produto dos dois nimeros saidos é
menor que 5"
Qual é o valorde P(B|A)?
1 1 1 1
(CY) ry (B) 3 © 3 (D) 3
Seja S o conjunto de resultados associado a
uma experiéncia aleatéria.
Sejam A e B acontecimentos possiveis de S
(ACSeBCYS).
Sabe-se que P(A)=0,6 e que os acontecimentos
A e B sdo equiprovaveis e independentes.

Qual é o valorde P(AN B)?

(A)0,36 (B)0,6 (€) 0,84 (D)o,16

Itens de construcdo

Seja S o espaco de resultados associado a uma
certa experiéncia aleatéria. Sejam A e B dois
acontecimentos possiveis (ACS e BCS).
Sabe-se que:

«P(ANB)=0,1

«P(AUB)=0,95

«P(AlB)=0,125

Prove que P(A)=3P(A).

Seja S o espaco de resultados associado a uma
certa experiéncia aleatoéria.

Sejam A e B dois acontecimentos (A C S e BC S).
Sabendo que P(A U B)=5P(A N B) e que

P(A) = 2P(B), determine o valor da
probabilidade condicionada P(B|A).

A caixa 1 tem quatro bolas pretas e duas bolas
brancas.
A caixa 2 tem apenas trés bolas brancas.

& 200

Caixa 1 Caixa 2

Considere a experiéncia que consiste em tirar
simultaneamente e ao acaso trés bolas da caixa

1 e colocé-las na caixa 2 e, em seguida, tirar, da
mesma forma, duas bolas da caixa 2.

Considere os acontecimentos:

A: “As bolas retiradas da caixa 1 tém a mesma cor”
B: “As bolas retiradas da caixa 2 tém a mesma cor”
Determine o valor da probabilidade
condicionada P(E | A) b

A respeito de um baralho de cartas incompleto

sabe-se que:

«a quinta parte das cartas sao do naipe de espadas;

» a décima parte das cartas séo_reis; :

» na extragao, ao acaso, de uma carta desse
baralho, a probabilidade de nao sair espadas
nem rei éiguala 0,75.

39.1. Mostre que o rei de espadas esta entre as
cartas do baralho.

39.2. Extrai-se, ao acaso, uma carta deste baralho.
Considere os acontecimentos:

R: “Sair um rei”

E: “Sair carta de espadas”
Determine P(RIE).

A respeito dos alunos de uma turma do 12.° ano,
sabe-se que:

« a quinta parte tem bolsa de mérito;

« metade sao do sexo feminino;

« a terca parte dos alunos do sexo feminino tem
bolsa de mérito.

40.1. Escolheu-se, ao acaso, um aluno da turma
e verificou-se que era do sexo masculino.
Determine a probabilidade de esse aluno nao ter
bolsa de mérito.

40.2. Sabendo que apenas um dos alunos do
sexo masculino tem bolsa de mérito, determine
o numero de alunos da turma.

Seja S o espaco de resultados associado a uma
certa experiéncia aleatéria. Sejam A e B dois
acontecimentos(A C S e B C S) tais que
0<P(A)<1e0<PB)<1.

Mostre que:

41.1.P(AUB)=1-P(A) x P(B|A)

41.2.P(B)+ P(A) + P(AUB)=2P(A) + P(AU B)
41.3.P(AUB)=P(A)- P(B) + P(AU B)
41.4.P(ANB)="P(A) - P(B)+ P(A| B) x P(B)
41.5.P(A1B)- P(B)x P(A| B) = P(A) x P(B| A)
41.6.1-P(A|B)x P(B)- P(A N B)=P(A)
41.7.P(A) x [P(BIA)- 1] + P(A U B) = P(A)
41.8.P(ANB)IB)=P(AIB)

P(B)-P(ANB)

41.9. ") =1-P(BIA)
PAUB) =  P@A)
41.10.W—P(A|B)_P(B)
1-P(B)
41.11.P(BIA) > 1 - )

41.12.P(AUB)<P(A|B) x P(B) &
& P(A)+P(B)<P(AIB)
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Unidade 1 - Probabilidades e estafistica Tema 3 - Axiomas e teoremas de probabilidade. Probabilidade condicionada. Acontecimentos independentes

m Um baralho de cartas completo é constituido
por 52 cartas, repartidas por quatro naipes de
13 cartas cada: espadas, copas, ouros e paus.
Cada naipe tem trés figuras: rei, dama e valete.

42.1. Retirando, ao acaso, seis cartas de um
baralho completo, qual é a probabilidade de,
entre elas, haver pelo menos um valete?
Apresente o resultado na forma de dizima, com
aproximacao as milésimas.

42.2. De um baralho completo extraem-se ao
acaso, sucessivamente e sem reposi¢ao, duas
cartas.

Sejam A, B e C os acontecimentos:

A: “A primeira carta retirada é de ouros”

B: “A primeira carta retirada é de copas”

C: “A segunda carta retirada é de paus”

Sem utilizar a formula da probabilidade
condicionada, indique o valor de P(CI(AUB)).
Numa pequena composi¢ao, com cerca de 10

linhas, explicite o raciocinio que efetuou. O valor

pedido devera resultar apenas da interpretacao
do significado de P(CI(A U B)), no contexto da
situagao descrita.

m Considere um dado tetraédrico, equilibrado, com

as faces numeradasde 1 a 4. No langamento
deste dado o “niimero que sai” é o nimero da
face que fica voltada para baixo.

Relativamente a experiéncia aleatdria que
consiste em langar trés vezes o dado e registar o
numero que sai em cada langamento, considere
0s acontecimentos:

A: “A soma dos numeros saidos nos trés
lancamentos éiguala 7"

B: “O produto dos niimeros saidos no trés
langamentos éiguala 12"

Determine o valor de P(BIA).

m O Rui joga um jogo que consiste em atirar setas
a um alvo.
O Rui dispde de duas setas para atirar ao alvo e
ganha o jogo se acertar em pelo menos um dos
* dois larrcamentos.
Os resultados obtidos em cada langamento sao

de o Rui acertar no alvo, de cada vez que joga
umaseta,é p, com0<p<1.

Mostre que a probabilidade de o Rui ganhar o
jogoé 2p —p*.

CPEN-MAI12 © Porto Editora

independentes uns dos outros e a probabilidade

m Na figura esta representado o hexagono regular
[ABCDEF], inscrito na circunferéncia de centro O.

Escolhem-se, ao acaso, trés destes sete pontos.
/
e
Considere os acontecimentos:
T: “Os trés pontos definem um triangulo”
R: "Os trés pontos definem um triangulo
retangulo”

Indique, justificando, o valor da probabilidade
condicionada P(RIT).

A D

m Numa escola foi feito um inquérito aos alunos
com telemovel.
Relativamente a este alunos, concluiu-se que:
«45% tém Internet no telemovel;
+40% sao clientes da rede MTN;
» a sexta parte dos alunos que néo sao clientes
da rede MTN tém Internet no telemovel.
Escolheu-se, ao acaso, um dos alunos com
telemovel.
Determine a probabilidade de este aluno:

46.1. ter Internet no telemovel sabendo que é
da rede MTN;

46.2. nao ser da rede MTN ou ter Internet no
telemovel.

Um saco contém nove bolas, indistinguiveis ao
tato, numeradasde 1 a 9. As bolas numeradas
de 1 a 5 sao vermelhas e as restantes sao azuis.

47.1. Retiram-se, simultaneamente e ao acaso,
duas bolas do saco.

Sejam A e B os acontecimentos:

A: “As duas bolas retiradas sao vermelhas”

B: “As duas bolas retiradas tém nimeros pares”
Verifique se os acontecimentos A e B sao
independentes.

47.2. Admita agora que se juntaram mais
algumas bolas azuis as bolas que estavam
inicialmente no saco.

Sabe-se que, na extracao simultanea e ao acaso
de duas bolas do saco, a probabilidade de serem

g 4
ambas azuis passou a ser de =

Quantas bolas foram introduzidas no saco?

Seja S o espaco de resultados associado a uma
certa experiéncia aleatéria. Sejam A e B dois
acontecimentos (AC S e BCS), com P(B)#0.
Mostre que P(AUB] B) = P(ZI B).
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Unidade 1 - Combinatéria e probabilidades

Tema 4

Estafistica. DistribuicGo de probabilidades

1. Estatistica

Medidas de localizacao

» Média aritmética ou moda

' Média

Chama-se média de um conjunto de dados numéricos ao quociente entre a soma dos respetivos valores e o
numero total de dados.

A média pode representar-se por X .

Chama-se moda de um conjunto de dados qualitativos/quantitativos discretos a categoria/classe com
maior frequéncia absoluta.

A moda representa-se por M, .

- Mediana

. Determinacao da mediana
« Se n é impar, a mediana corresponde ao valor central, isto é, ao valor do elemento de ordem - ; . da
sequéncia ordenada dos dados.
« Se n é par, a mediana corresponde a média aritmética dos dois valores centrais, ou seja, aos valores dos
elementos de ordens 12'- e —'2-'— + 1 da sequéncia ordenada dos dados.

A mediana pode representar-se por x ou por Me.
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Tema 4 - Estafistica. Distribui¢do de probabilidades

- Quartis
Determinagao dos quartis de um conjunto com um nimero par de dados numéricos

. Dada a sequéncia ordenada de um conjunto inicial de n dados numéricos (sendo n par), o primeiro quartil
(Q,) é amediana do subconjunto de dados de ordem inferior ou igual a g e o terceiro quartil (Q,) éa
mediana do subconjunto de dados de ordem superior ou igual a % +1.

0 segundo quartil (Q,) é igual a mediana, ou seja, é igual a média dos valores das ordens centrais, % e

g + 1 da sequéncia ordenada do conjunto inicial de dados.

Determinacgao dos quartis de um conjunto com um nimero impar de dados numéricos

. Dada a sequéncia ordenada de um conjunto inicial de n dados numéricos (sendo n impar), o primeiro
n+1

quartil (Q,) é a mediana do subconjunto de dados de ordem inferior a e o terceiro quartil (Q;) éa

mediana do subconjunto de dados de ordem superior a pd
n+1

0 segundo quartil (Q,) é igual a mediana, ou seja, é igual ao termo de ordem da sequéncia

ordenada do conjunto inicial de dados.

Medidas de dispersao

» Amplitude

. Chama-se amplitude, e representa-se por R (Range), de um conjunto de dados, X, X,, ..., X;; ..., X,,
a diferenca entre o maximo e o minimo desse conjunto de dados.

» Amplitude interquartis

. Amplitude interquartis é a diferenca entre o 3.° quartil (Q,) eo 1.° quartil (Q,), isto é,iguala Q;-Q,.

« Variancia
A variancia nao é geralmente utilizada como medida de dispersao mas é o suporte para o calculo do
desvio-padréo.

Existem duas expressdes para representar a variancia. Ambas sao obtidas a partir da soma dos quadra-
dos dos desvios relativamente a média.

Sao elas:
n
2
. - X — X
e R FaT e ST L
s = = > X =
g n-1 n-1,5 n -1
2
H " 2
° Xi— X
T U e I L L
E 62= n :;Z(X’—R): =
: =
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Unidade 1 - Probabilidades e estatistica

Quando se utiliza s*?

Quando x,, X, ..., X, representam uma amostra.

Quando se utiliza 67 ?
Quando x,, X, ..., X, representam a populacéo.

As duas formulas dao valores muito préoximos quando o nimero de dados é relativamente grande.

- Desvio-padrao

A interpretacdo do significado de variancia, em situagdes ¢ oncretas, levanta problemas. Por exemplo,
se estivermos a estudar a altura de um grupo de pessoas em centimetros, a média das alturas ainda se
exprime em centimetros, mas a variancia exprime-se em centimetros quadrados.

Por isso seria vantajoso ter-se uma medida de dispersao que se exprimisse na mesma unidade de me-
dida em que se exprimem os dados. O desvio-padrao é uma das medidas de dispersao que responde a
essa exigéncia.

O desvio-padrao representa-se por s ou ¢ conforme a variancia seja s> ou o’ e é igual a raiz qua-
drada positiva da variancia. Assim, temos:

P Exemplo 1 D Verifica 1
As tabelas seguintes referem-se ao nimero de mensagens recebidas, num O nimero de caixas de CD
determinado dia, pelos alunos das turmas 12.°Ae 12.° B. vendidas na loja X e Y durante
uma semana foi o seguinte.
12°A Loja X
% 26 .16 15018 .26.:15..17
Wi oe 10| 11| 12)13]14]15]16
mensagens recebidas Loja Y
N.° de alunos 1 2 4 12 3 2 1 10.:9 90 10 15 10 38
1.1. Para cada uma das lojas,
12.°B determine a média de caixas de
Numero de CD vendidas por dia da semana.
mensagens 6 7 9 10 11 12 13 15 16 17 18 19 1.2. Determine o desvio-padréo
recebidas relativo a cada uma das lojas.
aibad ilitals|1lelelgla|dla]i Use a férmula:
alunos

Determina as médias e o desvio-padrao para o numero de mensagens rece-
bidas por cada uma das turmas.
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Tema 4 - Estafistica. Distribuigéo de probabilidades

Para determinar as estatisticas pedidas, temos de ir ao menu estatistica
da calculadora e introduzir na lista 1 os valores de x; e na lista 2 os
valores de f;, para cada turma. Os valores obtidos sao:

Turma A Turma B
1-Var Stats
x=12.96 x=12.96
Ix=324 Ix=324
Ix2=4240 Ix2=4486

Sx=1.306394529
ox=1.28

Sx=3.45784133
ox=3.387978748

n=25 n=25
minX=10 minX=6
4Q1=12 1Q1=10
1] |
Ou seja,
Turma A Turma B
Média (x) 12,96 12,96
Desvio-padrao (s) 1,31 3,46

Dados bidimensionais

- Coeficiente de correlacao linear
Ao observarmos um diagrama de dispersao (figura seguinte), intuitivamente, verifica-se ou nao a exis-

téncia de associacao entre duas variaveis em estudo.

yi
0 X

Para quantificar o grau de associacao linear entre duas variaveis utiliza-se uma estatistica a que se da o
nome de correlagao linear ou coeficiente de correlacao linear, que se representa por r e é dado pela

férmula:

i (X;—)_()(yj—)_;j.

' Jéw-ﬁ S,

i=1

Sendo x; os valores das observacdes de uma das varidveis, y; os valores das observagbes correspon-
dentes da outra varidvel, x é a média das observacoes de x; e y é a média das observagdes de y;.

PEN-MA12 © Porto Editora
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Unidade 1 - Probabilidades e estatistica

« Reta de regressao

Quando duas variaveis estao fortemente correlacionadas os pontos do diagrama surgem em torno de
uma reta.

Ha muitas retas que se podem desenhar, mas um dos critérios mais comuns para definir essa reta é o
de tornar minima a soma dos quadrados dos desvios dos pontos em relagao a reta.

A essa reta chama-se reta de regressao ou reta dos minimos quadrados.
A reta de regressao pode ser definida por uma equacédo dotipoy =ax +b.

Prova-se que esta reta passa no ponto de coordenadas (x, y) e que o seu declive, a, esté relacionado
com o coeficiente de correlagao, tendo o mesmo sinal.

Normalmente, utiliza-se a maquina de calcular para obter a equacéao da reta de regressao.

D Exemplo 2 D Verifica 2
Registaram-se os alongamentos (y;), em milimetros, de uma mola provoca-  Representou-se os tempos de
dos pela colocagao de uma massa (x;) em gramas. prética de desporto (x) do Ruie

Os resultados sao os seguintes: as suas pulsacoes (y,).

Tempo | o | 5 |10]15(20
X, 10 20| 22 | 30|33|34]| 40 (":"‘)

N'd.e 70|80 100(110{111
¥ 3|6 |65|8]|10]12]132 pisagoas

Utilize a calculadora para

i o : o o determinar x, y, o coeficiente
Com a calculadora determina x, y, o coeficiente de correlagao e a equagao

- de correlagao e a equagao da
da reta de regressao. reta de regress3o.
Apresenta os resultados com aproximacgao as centésimas.

Resolucao

e L2 LS L3 2 2-Var Stats
20 =T o x=27 g=ax+b
2z |ss x=189 a=.3420127796
» 1% 3x2=5729 b=-. 8486307622
12 Sx=10.21436896 r2=.9479131426
g ox=9. 456668093 =+ 9736083107

n=7
| l y=8.385714286
429=58.7
L28)= L]

x=27;y~8,39; r=097
Reta de regressao: y = 0,34x — 0,85
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Tema 4 - Estatistica. DistribuigGo de probabilidades

2. Distribuicao de probabilidades de uma variavel

aleatoria

Variavel aleatoria

Suponhamos que se lanca duas vezes um dado equilibrado, com as faces numeradasde 1 a 6.

Designando por X o nimero de vezes que sai a face 6 nos dois langamentos, dizemos que X é uma

variavel aleatdria que toma os valores 0, 1 ou 2.

Definir a distribuicao de probabilidades da varidvel aleatéria X é definir a funcdo que a cada possivel

valor de X faz corresponder a respetiva probabilidade.

Seja A o acontecimento “Sair face 6 no langamento do dado”:

P(A):% e P(@:%

Para determinar as probabilidades de a varidvel aleatéria X assumir os valores 0, 1 ou 2, podemos

construir a seguinte arvore de probabilidades:

12 2°
lancamento  langamento
1
g
1
3 A
5~—7
6
1
5 6 A
6 Z<<:::::
3 A
6
PX=2)=P{AA)=1x1=1
66 36
~ (7m_1.5.5.1_10_5
Px=1)=P{(AR), (AA)}=1x24+2x1_19_>
(=1)=P{(AA), (AA)}=cx2+2xc=cp==0

—0)=plAaAN=2x3-25
P(x=0)=P{(AA) ==x2=2

Resultados Valores de X
AA X=2
AA X=1
AA X=1
AA X=0

A distribuicdo de probabilidades da varidvel aleatéria X é dada pela tabela:

X; 0 1 2
25 5 1
PX=x)=p, 36 18 36

' Variavel aleatéria

Variavel aleatéria X é uma fungao que a cada elemento de um espaco de resultados S, associado a uma

experiéncia aleatdria, faz corresponder um niimero real.

X:5—R

Uma variavel aleatdria diz-se:

o

« discreta se apenas assume um namero finito ou infinito numeravel de valores distintos;

» continua se toma todos os valores de um intervalo ou reunido de intervalos.

Geralmente as variaveis aleatdrias representam-se por letras maitsculas.
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Unidade 1 - Probabilidades e estafistica

' Distribuicao de probabilidades
Chama-se distribuicao de probabilidades de uma variavel aleatéria discreta X a aplicacao que a cada
possivel valor x; da varidvel X faz corresponder a respetiva probabilidade.

De um modo geral, para suportes finitos, tem-se:

X; X X, 5 X,

P(X=x,)=p, P P2 Pn

As probabilidades p,, p,, ..., p, devem satisfazer as propriedades:

0<p<
n
2 pi=1
i=1
b Exemplo 3 Sacos com bolas D Verifica 3
Um saco tem cinco bolas, sendo trés pretas e duas brancas. Uma caixa contém trés bolas
brancas e nove bolas pretas.
Tira-se do saco, ao acaso, uma amostra de trés bolas. Considere a experiéncia aleatéria
: ; i ue consiste na extragao
Considere que X designa a variavel: g ; 5
sucessiva, com reposigao de
“Numero de bolas brancas existentes nessa amostra” duas bolas.

Seja Y avariavel que representa
o niimero de bolas brancas
extraidas.

Represente, através de uma
tabela, a distribuicao de
probabilidade da variavel Y.

Defina a distribuicao de probabilidade da variavel X.

Os possiveis valores de X sao: 0, 1, 2.

2 3
G %G
P(X=0)= % =L (0 bolas brancas e 3 bolas pretas)
c, 10
2 3
C,:%°C,
PX=1)= ———'5 D3 (1 bola branca e 2 bolas pretas)
c, 10 5
2 3
G X€
P(X=2)= % = —1% (2 bolas brancas e 1 bola preta)

3

A distribuicao de probabilidades da variavel aleatéria X pode ser repre-
sentada por uma tabela ou por um gréfico de barras:

X; 0 1 2 06| --
()]
1 3 3 ]
B g 5 w0 | 2
® 03 |-
o
&

o

ei0Mpg 0M0d @ ZIVIN-NIdD



Tema 4 - Estatistica. Distribuicao de probabilidades

Valor médio e desvio-padrao de uma variavel aleatodria

' Valor médio de uma variavel aleatéria X: x,, x,, ..., x, com probabilidades p,, p,, ..., p, € o nimero
real:

n
B=XPy+ eee ¥ X, P= D XiP;
i=1

O valor médio também se designa por valor esperado ou esperanca matematica.

. Desvio-padrao de uma variavel aleatéria X: x,, x,, ..., X, com probabilidades p,, p,, ..., p, éo

namero real:
o=V, — ufpy + oo + (6 — P =1 | > (G~ 1} p,
i=1
b Exemplo 4 Os almogos na cantina D Verifica 4

Seja X avariavel aleatéria que representa o numero de vezes, por semana,  Na figura estao representados
que determinado individuo almoga na cantina da empresa onde trabalha. ~ um dado equilibrado e a

A distribuicao de probabilidade de X é a seguinte: respetiva planificacao.
X; 0 1 2 3 4 -1
P(X=x) 0,10 | 0,15 | 0,40 a b o |t 11ol11]o
4.1. Determine a e b sabendo que é tao provavel o referido individuo nao =

almogar na cantina durante a semana como almocar ai quatro vezes. F
Langa-se este dado duas vezes.
4.2, i valor médio (u) e vio-padrao (o) da varid leatdria X. : p 2ol
.2. Determine o valor médio (i) e o desvio-padrao (o) avel aleatéria Séja X 2 VoW AIustBra o

4.3. Qual é a probabilidade de o nimero de vezes que, durante uma semana,  representa a soma dos niimeros
o individuo almoca na cantina pertencer ao intervalo Ju — o, u+ ol ? saidos nos dois lancamentos.

4.1. Verifique que a seguinte
tabela representa a distribuicao

4.1. PX=0)=P(X=4) & b=0,10
de probabilidade da variavel X:

D> Pi=16 pi+p+ps+ptps=1 &
i=1

Xi P(X=x)
&~ 0,10+0,15+0,40+a+0,10=1 < a=0,25 3
2, — 7 o
42. u=> x,p;=0x0,1+1%x0,15+2x0,4+3x0,25+4x0,1=2,1 9
i=1 2
n 5 -1 5
o=,/ > 6—p) p=
i=1 1
2 2 2 5 2 0 3
:\/2,1 x01+1,1x015+0,17 x04+0,9°%x0,25+1,9°x0,1
2
=V1,19= 1,1 1 3
L1 L2 L3 Ly Ls 2 1
U I Al A R %=2.1 2 S
2 | 3x=2.1 ~t
y 1 §x2=5.6
------ x= .
r— ox=1.090871211 4.2, ‘Calcule_o valor médloeo
n=1 desvio-padrao da variavel
minX=0 Ari
) 10101, 5 alea‘torl.a X (use duas casas
£ Late)= n decimais).
£43. P(u-0<X<p+0)=P(21-109<X<2,1+1,09)
3 =P(1,01<X<3,19)=P(X=2)+P(X=3)
E =0,40+0,25=0,65 63



Unidade 1 - Probabilidades e estatistica
Distribuicao binomial

Lancando cinco vezes um rapa equilibrado, qual é a probabilidade de obter“R”
duas, e s6 duas, vezes?

S={R,7,D, P}
Em cada langamento tem-se: P (R)= % , P(R)= % !
Probabilidade de obter R no:
L 2 3 3 3
1.°langamento e no 2.°: P(RRRRR) = (—) X (Z)
o 2 3
1.°langamento e no 3.°: P(RRRRE) = <l> X (i)

, , > Ha °C, possibilidades.
1.°langamento e no 4.°: P(Ri—?ﬁR@= 1—) x<§)

2 3
4°lancamentoeno 5.°: P(RRRRR)= (l) X <§>

4) “\4
12 33 135
A probabili didaé P="C,(—| x(>| =—2~0,26.
probabilidade pedida é 2(4) x(4> 512
135,512
. 263671875

Repare-se que:
» esta experiéncia é constituida por n provas ou observacées (n=5);
« as observagoes sao independentes umas das outras;

« em cada observagao pode verificar-se um de dois resultados possiveis: sucesso (sair R) ou insucesso
(néo sair R);

« a probabilidade p de sucesso (p = l—) é constante de prova para prova.

' A variavel X que representa o niimero de sucessos nas n provas chama-se variavel aleatéria com
distribuicao binominal de parametros n e p, nota-se por X~B(n, p), e tem-se:

PX=k)="Cxp"x(1-pf*

eI0MPY 0MOd & ZIVIN-NIdD



Tema 4 - Estatistica. Distribuicao de probabilidades

) Exemplo 5 NOmero de rapazes

LrSiv-iviALZ @ FOTTO BQIOra

D Verifica 5
Zeja X a v:lrrl‘avel aleatdria que representa o nimero de rapazes nas familias 5.1. No lancamento de um dado
e quatro filhos. perfeito considere o

5.1. Defina a distribuicao de probabilidades de X (admita que a probabili-

5.2.

N

5.1.

Resc

dade de ser rapaz é igual a de ser rapariga).

Calcule o valor médio e o desvio-padrao de X.

A variavel aleatéria X tem distribuicdo binominal de parametros

1 3 1
4 e —, ouseja, X~B|4, —]|.
2 g ( 2)

2/ \2 16
X; 0 1 2 3 4
1 1 3 1 1
PU=x) | 6 | a | &8 | 3|
- 1 1 3 1 1
5.2. = Xipi=0X—4+1X—4+2X=4+3X—+4x—=2
H - P 16 4 8 4 16

0=,/ OG- pf pi=
i=1

=\/(0—2)2x%+(1—2)2x%+(2-2)2x%+(3—2)2x%+(4—2)2><l

=1

Numa distribuicao binomial B(n, p) tem-se:

u=np e o=Vnp(1-p).

Neste caso:
1
X~B|4, —
( 2)
1 1 1 1
=4x—=2 = /4X=1-=]=,/2x==1
u ><2 e o \/ 2( 2) \/ x2

acontecimento:
“Sair um nimero inferiora 3 ”

a) Calcule a probabilidade de,
em quatro lancamentos
consecutivos, 0
acontecimento se verificar
apenas uma vez.

b) Qual é a probabilidade de que
0 acontecimento se verifique
pelo menos trés vezes nos
quatro langamentos?

5.2. Uma caixa contém quatro
bolas brancas e seis bolas pretas,
indistinguiveis ao tato.
Retiram-se, ao acaso e de uma s6
vez, trés bolas da caixa.

Seja X avaridvel aleatéria
“namero de bolas pretas que
ficam na caixa ap6s a extracao”.

a) Defina por uma tabela a
distribuicao de probabilidades
da varidvel X.

b) Determine P(X>4).



Unidade 1 - Probabilidades e estafistica

Variaveis continuas. Distribuicao normal

No caso de a variavel ser continua, a representacao grafica de uma distribuicdo de probabilidade
chama-se curva de distribui¢do ou func¢ao densidade de probabilidade.

|

0 +rriogans
<o

A probabilidade correspondente ao intervalo Ja, b[ é P(a<X<b)=area A.

Tem particular interesse o estudo da curva de Gauss que representa uma distribui¢ao normal de pro-
babilidade.

Distribuicao normal

probabilidade

u variavel

A distribuicao normal caracteriza-se por:
- a curva de distribuicao tem a forma de um sino;
- & simétrica relativamente ao valor médio;
« 0 valor médio corresponde ao valor maximo;
. 0s valores mais afastados do valor médio tém menor probabilidade;

- quanto maior for o desvio-padrao mais achatada € a curva (é maior a dispersao relativamente ao
valor médio);

- uma distribuicao normal fica definida pelo valor médio e pelo desvio-padrao;

. se uma variavel aleatéria X tem distribuicdo normal de valor médio u e desvio-padrao o,
escreve-se X~N(u, o);

Pu-oc<X<u+o0)=06827 «P(u—20<X<u+20)=09545

[
(7]
i
2 3
2 o 95,45%
a (=%

" u-20 H Ll 2Gvariével

«P(u-30<a<pu+30)=09973



i6.3.

Tema 4 - Estafistica. Distribui¢do de probabilidades

Atendendo a simetria da curva de Gauss é imediato obter as sequintes probabilidades, se X~ N (u, o):

“P(X<)=P(X>p)=50%

0,6827
2

PU—-0<X<p)=PU<X<u+0)= =34,135%

,9545 — 0,6827
'P(ﬂ-26<X<u—cr)=P(,u+o<X<y+20)--05_68

1 —0,9545

PX<pu-20)=P(X>u+20)= =2,275%

=13,59%

[

©

[}

ke) H

= 34,135% 1 34,135% !

Q0 ’ '

S ' ‘

Q9 ' !

2 13,50% ! . | 13,59%

Q| 2275% 1 ' i 12,275%

H=20 p-0 U p+0 U+20 variavel

68,27%
95,45%

b Exemplo 6 Deslocagdo para o trabalho
Uma pessoa tem de se deslocar diariamente para o trabalho.

O tempo, em minutos, gasto diariamente, por essa pessoa, nessas desloca-
¢oes, segue uma distribuicdo normal N(45,15).

6.1. Num determinado dia, escolhido ao acaso, determine a probabilidade
de essa pessoa gastar mais de uma hora em deslocacées para o local de
trabalho.

6.2. Durante uma semana de cinco dias de trabalho, quanto tempo é de
esperar que esta pessoa gaste em deslocagdoes para o local de

trabalho?

6.3. Sabe-se que esta pessoa, durante um ano, se deslocou para o trabalho

durante 220 dias e que trabalhou sete horas por dia.

Comente a afirmacao:

E de esperar que a referida pessoa, durante um ano, gaste, em deslocacées
para o trabalho, mais tempo do que o correspondente a 20 dias de
trabalho.

)
®

Seja X avariavel tal que X~N(45, 15).

-

/6827
0.6827 _ 15.865%

6.1. P(X>60)=P(X>45+15)=P(X>u+0)~0,5—

6.2. Ede esperar que esta pessoa gaste U =45 min, diariamente, em
deslocagdes para o local de trabalho. Em cinco dias é de esperar

que gaste 5x45min=225min=3h 45 min.

Tempo que é de esperar que gaste em deslocagoes durante 220 dias:
220 x 45 min = 9900 min = 165 horas = 23,6 dias de trabalho.

Logo, a afirmacao é verdadeira.

D Verifica 6

Admita que, numa certa escola,
a variavel “Altura dos alunos do
12.° ano de escolaridade” segue
uma distribuigao
aproximadamente normal de
valor médio 175 cm e desvio-
-padrao 10cm.

6.1. Escolhe-se, ao acaso, um

aluno do 12.° ano dessa escola.

Qual é a probabilidade de a

altura desse aluno:

a) sersuperiora 195cm;

b) estar compreendida entre
155cm e 185cm?

Apresente os resultados em

percentagem, com uma casa

decimal.

6.2. Se aescola tiver 400 alunos
no 12.° ano, quantos alunos é de
esperar que tenham uma altura
inferiora 165 cm?



Questoes tipo exame

Questoes resolvidas

Questdes propostas

@ 0 Joao tem uma lista de quatro nimeros de telefone nao Num jogo de cartas, para decidir

identificados. Sabe que um desses nimeros é do telefone
da sua amiga Sara mas nao sabe qual é.

0 Joéao liga para um dos nimeros, escolhido ao acaso.

Se nao for o telefone da Sara, experimenta outro, escolhido
entre os restantes. Vai procedendo deste modo até
encontrar o telefone da sua amiga.

Admita que todas as chamadas efetuadas séo atendidas.

Seja X avariavel aleatéria “Numero de telefonemas
efetuados pelo Joao".

Defina, por uma tabela, a distribuicdo de probabilidades da
variavel aleatoria X.

Resolucao:

Os valores possiveis da variavel aleatéria X sao 1, 2, 3 e 4,
conforme o niimero da Sara seja escolhido em 1.°, 2.°, 3.° ou
4.° lugar.

Para definir a distribuicao de probabilidades da variavel alea-
toria X vamos recorrer a um diagrama de probabilidades em
arvore, onde S designa“a Sara atende o telefone”.

=
| “
wiN y
w| 7
N|—= N.
w| “
-
“|

3 0
2
1
Px=1)=1
x=1=-1
311
Px=2)=2x1=1
*=2=2%3"%
pR=B=d 2l 1
a°3°2 4
Pix=4)=3x2x1xi1=1
4°372° "2

Distribuicao de probabilidades da variavel aleatéria X:

X 1 2 3 4
1 1 1 1
D - | s | s | 3

quem é o primeiro a dar, procede-se
do seguinte modo:

« selecionam-se o as, o rei,adama e
o valete de um dos naipes;

« baralham-se as quatro cartas e
dispdem-se em fila, voltadas para
baixo sobre a mesa;

« cada um dos jogadores vira
sucessivamente uma das quatro
cartas até sair o as;

0 jogador a quem sai 0 s é o
primeiro a dar.

Seja X a variavel aleatéria “numero
de cartas viradas antes de sair o as".

Defina, por uma tabela, a
distribuicao de probabilidades da
variavel aleatéria X.

Numa caixa estao quatro bolas,
indistinguiveis ao tato, numeradas
de1a4.

Extraem-se ao acaso, e em
simultaneo, trés bolas da caixa.

Seja X a variavel aleatéria “menor
dos numeros saidos”.

Em qual das seguintes opgoes esta a
distribuicao de probabilidades da
variavel X?

(A)
X; 1 2
. HE
(8)
X; 1 2
P=R| 5 | 5
©
X; 1 2 3
Pc=n)| 5 | 5| 3
(D)
X ¥1 2] 3] 4
1 1 3 2
PX=x)| 75| 5 | 10| 5

0NPH 0Mod @ ZIVIN-NIdD

B



Unidade 1 - Probabilidades e estatistica Tema 4 - Estafistica. Distribui¢do de probabilidades

Questoes resolvidas

Uma variavel aleatéria X tem a seguinte distribuicao de
probabilidade:

X a

PX=x)

| o | O
| o | N

1
2

O valor médio desta variavel aleatéria é iguala 1.
Qualéovalorde a ede b?

(A)a=2eb=1 (B)a=1eb=%
(C)a=2eb=% (D) a=1e b=2
Resolucgdo
3 b 1 b
2 pe o=
PX=x)=1 8 2 8
1;( ) = A , &
=1 0x2 £2 % 2=
u x8+ax ><8
26 _1 _
P 8 2 PR o2 PN ‘ 24:»{”:2
g+2*1 §+i_:1 gz% =1
2 4

Resposta: (D)

@ A tabela de distribuicéo de probabilidades de uma variavel
aleatdria X é a seguinte:

X, 0ol2]4|s8
PX=x) |al|4a|26]|0b

Sabe-se que P(X > 0)=P(X < 8).
Determine o desvio-padrao da variavel aleatéria X.

Resolucdo
{P(X>0)=P(X<8) s {4a+2b+b=a+4a+2b
a+4a+2b+b=1 5a+3b=1
b=a 1 1
=—Ab=—
{5a+3b=1 {5a+3a_1 == 8
X, 0 2 4 8
1 1 1 1
B ¢ | 2 | 3| s
y=dx%+fx%+4x%+8x%=3
i
o= \/(o 3)x +@-3Fx 1 1+a- 3 ) T +8-3'x %
9 1 1 25
oS ==t =t —= S5
| 8 2 4 8 Vs

Quesfées propostas
o

Considere uma variavel aleatéria X
cuja distribuicao de probabilidades
é a seguinte:

X; 1.]-2.] 3
1 2 1
PO 3 |3 | &
Qual é ovalorde k?
w2 @®3 ©4 (@5

Na tabela seguinte apresenta-se a
distribuicao de probabilidades de
uma variavel aleatéria X cujo valor
médio éiguala 2.

X; 0 1 a 5
PX=x)| 2b | 3b | b | 2b

Qual é ovalorde a?

A2 (B)3 ©4 (D)6

A tabela de distribuicdo de
probabilidades de uma variavel
aleatéria X é a seguinte:

X 1| 2[3] 4
1 1 1 1
B 2 | s | b |3a

Sabendo que:
PX>2)=2xPX=1),
qual éovalorde b?
A2 @3 @©4 (s
A tabela de distribuicao de

probabilidades de uma variavel
aleatéria X é a seguinte:

X 0 4

PX=x)| a

HlWIN

a

Determine o desvio-padrao da
variavel aleatéria X.
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Questoes tipo exame

Questoes resolvidas Questdes propostas

Um dado equilibrado com as faces numeradasde 1 a 6 é m Efetua-se um unico lancamento de
langado quatro vezes. um dado tetraédrico, com as faces
A probabilidade de que a face com o nimero 6 saiapelo numgradas e 1”3 ,4 ’ .
menos Uima vez, & - Considere que o “ntimero que sai” é
4 4 4 4 o nimero que esta na face que fica
() (5-) B)1- <§> (©1- <l> (D) (l) voltada para baixo.
2 . " x 0 dado nao é equilibrado, pelo que
: 0s quatro nimeros nao téma

Resolugdo i mesma probabilidade de sair.

Seja X a variavel aleatéria “nimero de vezes que sai a face Seja X a variavel aleatoria “nimero

com o numero 6 nos quatro lancamentos”. saido no lancamento efetuado”.

Trata-se de uma variavel aleatéria com distribuicao binomial Admita que, para certos valores de

1 1 a ede b, atabelade distribuigao

de parametros n=4 e p= 5 ouseja, X~ B<4 , E) : 5 da variavel aleatdria X é:
sz X

A variavel X pode tomarosvalores 0, 1, 2, 3 e 4. ! . £ : 2

Rk \ i PX=x)| a |02| b [ 03
1\ (5 5
P(X;l):1—P(X:0)=1—"C0<€> (g) :1—<g) 13.1. Sabendo que
P(X=1)=4P(X=3) mostre que

Resposta: (B) a=04e b=0,1.

: 13.2. Considere agora que este
: dado é lancado cinco vezes.

@ A massa, em gramas, da canela contida numa embalagem Qual é a probabilidade de, nos cinco
de determinada marca é uma variavel aleatéria X com langamentos, sair a face com o
distribuigdo normal, de valor médio 100 . numero 2 pelo menos quatro vezes?
A canela de uma embalagem escolhida ao acaso é pesada. (Apresente o resultado na forma de

; : dizima com quatro casas decimais.)
Considere os acontecimentos:

A: “A massa da canela da embalagem escolhida é inferiora : m Ui testa de Matanibtica tem dinco

97 gramas” : questdes de escolha multipla. Cada
B: “A massa da canela da embalagem escolhida é superior questdo de escolha multipla tem

a 103 gramas” quatro op¢oes de resposta das quais
Sabe-se que P(A U B)=0,8. apenas uma esta correta.

Se um aluno responder ao acaso as
cinco questoes, qual é a
probabilidade de acertar em pelo

Qual é o valor de P(Z | E) ?

Resolucao: A
5 menos trés respostas.
P(A)=P(X<97) Apresente o resultado na forma de
P(B)=P(X>103) percentagem com aproximacao as
e 04/0,1/0,1/0,4 décimas.
Atendendo a simetria da curva de 97 100103 :

O didametro, em milimetros, dos
: parafusos produzidos por uma
Como P(AUB)=0,8 e A e B sao incompativeis, vem: determinada maquina é uma variavel
P(A U B)=P(A) + P(B) : aleatéria X com distribuicdo normal,
de valor médio 5. Escolhe-se, ao
0,8 =P(B) + P(B) <> 2P(B)=0,8 < P(B)=04 acaso, um desses parafusos.
: Considere os seguintes

Gauss relativamente ao valor médio, m
temos que P(A)=P(B). :

P(AnB) P(AUB) 1-PAUB)

P(AIB)= = Z = acontecimentos:
P(B 1-P(B) 1-04 A: "0 didametro do parafuso
: escolhido é superiora 5 mm”
ol 5 2’8 = g'z == % B: “O diametro do parafuso

escolhido é inferiora 5,1 mm”
Sabendo que P(X<4,9)=0,02,
determine P(A U B).

eI0NpF 0M0d © TIVIN-NIdD



Questoes para praticar

ltens de selecao

m A tabela de distribuicao de uma variavel
aleatéria X é a seguinte:

X, -2|w0 42
PX=x)| a |36 | b

Sabe-se que P(X=0V X=2)=0,64.

Qual é o valor médio de X?

(A)-04 (B)1,04 (€)-008 (D)0,08

Na figura esta representado um dado
equilibrado e a respetiva planificacao.

-1

0udils. B 1 RO 1 lE o

-1

Langa-se este dado duas vezes.

Seja X avariavel aleatdria “produto dos nimeros
saidos nos dois langamentos”.
Indique o valor de k tal que P(X=k)= g ;

(A)1 (B) 2 (© -1 (D)o

m Lanca-se duas vezes um dado equilibrado, com
as faces numeradasde 1 a 6.

Seja X o numero de vezes que sai a face com
ndmero superior a 4 nos dois lancamentos.

Qual é a distribuicao de probabilidades da

variavel X?
(A) X, o 1 1 3
4§ 1 411
i o | o | o
(B) X 0.4 2
4 | 4 2
e o | s |9
© X o f ..k
z 1 1 1
I s | 2 | 6
(D) X 0 1 2
1 1 1
e s | 3|3

Na tabela seguinte apresenta-se a distribuicao
de probabilidades de uma variavel aleatéria X
cujo valor médio é iguala 5.

X, PT 2138
PX = x) .

U LI )
21415

®|=(Q

Qualéovalorde aede b?

(A)a=12eb=8 B)a=12e b=

| =

(C)a=16eb=% (D)a=16e b=8
Langa-se 6 vezes um dado cubico, nédo viciado,
com as faces numeradasde 1 a 6. Qual éa
probabilidade, com aproximagao as milésimas,
de aface 4 sair pelo menos duas vezes?

(R) 0,737 (B) 0,201

(€) 0,062 (D) 0,263

Admita que numa certa escola a altura das

alunas do 12.° ano de escolaridade é uma

variavel aleatéria X com distribuicao normal, de

valor médio 165 cm.

Escolhe-se, ao acaso, uma aluna do 12.° ano

dessa escola.

Considere os acontecimentos:

A: “A altura da rapariga escolhida é superior a
165 cm”

B: “A altura da rapariga escolhida é inferior a
175 cm”

Sabe-se que P(BIA)=0,7.

Qual é o valorde P(X>175)?

(R)035  (B)02 ©o3 (D)0,15
Uma variavel aleatéria X tem distribuicao
normal com valor médio 50.

Sabe-se que P(a< X< b)=0,62.

Quais dos seguintes podem ser os valores de a

ede b?

(A)a=50 e b=112 (B)a=40 e b=55

(€©a=8e b=50 (D)a=55 e b=100
Uma variavel aleatéria X tem distribuicao
normal.

Sabe-se P(X < 20)> P(X > 30).
Qual dos seguintes pode ser o valor médio da
variavel aleatéria X?

(A) 28 (B) 26 (€) 25 (D) 21
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Questoes para praticar

itens de construcao

Numa tébmbola de beneficéncia existe um jogo
que consiste no seguinte:

m Uma caixa contém duas bolas brancas e duas . cada jogada custa 1 euro;

72

bolas pretas indistinguiveis ao tato. As bolas
pretas tém inscrito o nimero 0 e as bolas
brancas tém inscrito o nimero 1.

Considere a experiéncia de tirar, ao acaso, uma
bola da caixa. Se a bola for preta termina a
experiéncia; se a bola for branca, tira-se, também
ao acaso, uma segunda bola da caixa e termina a
experiéncia. As bolas retiradas nao sao repostas.
Seja X a soma dos numeros inscritos nas bolas
que, no final da experiéncia, estdo dentro da caixa.
Construa a tabela de distribuicao de
probabilidades da varidvel aleatéria X.
Apresente as probabilidades na forma de fracao.

Um saco contém trés bolas com o nimero 0,
uma bola com o nimero 1 e duas bolas com o
numero 2. Retiram-se, simultaneamente e ao
acaso, duas bolas do saco.

25.1. Seja X o produto dos nimeros inscritos
nas duas bolas que sairam.

Construa a tabela de distribuicao de probabili-
dades da variavel aleatéria X.

25.2. Considere os acontecimentos:
A: “O produto dos niimeros saidos é igual a 0"
B: “A soma dos numeros saidos é igual a 2"

Indique, justificando, o valor da probabilidade
condicionada P(B|A).

Num saco estéo sete bolas, indistinguiveis ao
tato, numeradasde 1 a 7.

26.1. Extraem-se ao acaso, uma a uma, cinco

bolas do saco. Cada bola extraida é reposta no

saco ap0s se observar o nimero nela inscrito.

a) Qual é a probabilidade de, nas cinco
extragoes, sair, pelo menos quatro vezes, uma
bola com um nimero primo inscrito?
(Apresente o resultado na forma de dizima
com duas casas decimais.)

b) Relativamente a esta experiéncia aleatoria,
defina um acontecimento cuja probabilidade
seja dada pela expressao:

(5] 6)-6)

26.2. Admita agora que do saco, com a sua

constituigao inicial, se escolhe uma bola, ao acaso.

Considere a variavel aleatéria X: “nimero de
divisores do niimero inscrito na bola escolhida.”
Construa a tabela de distribuicdo de
probabilidade da variavel aleatéria X e
determine o seu valor médio.

Apresente o valor médio na forma de dizima,
com aproximagao as décimas.

« uma jogada consiste em tirar, ao acaso, uma
bola de um saco onde existefn quatré bolas
pretas, seis bolas brancas e dez bolas
vermelhas;

« se sair bola preta recebe 2 euros, se sair bola
branca recebe 1 euro e se sair bola vermelha
nao recebe qualquer quantia.

O Pedro vai efetuar uma jogada.

27.1. Seja X a variavel aleatéria “quantia ganha
pelo Pedro nessa jogada”.

Defina, por uma tabela, a distribuicao de
probabilidades da variavel aleatéria X.

27.2. Determine o valor médio da variavel
aleatéria X.

Interprete o valor obtido no contexto do
problema.

27.3. Se o Pedro jogar 20 vezes, qual é o
resultado esperado em termos de lucro ou
prejuizo?

Aturma A do 12.° ano é constituida por 15
raparigas e 10 rapazes. A maior parte dos
alunos desta turma frequentam a disciplina de
Geometria Descritiva. Os restantes, em
alternativa, frequentam Psicologia.

Considere a experiéncia aleatéria que consiste
em escolher, ao acaso, dois alunos para
integrarem uma comissao que representara a
turma numa reuniao convocada pelo diretor da
escola.

28.1. Seja X avariavel aleatdria “nimero de
rapazes que fazem parte da comissao”.

Defina, através de uma tabela, a distribuicao de
probabilidades da variavel aleatéria X.

Apresente as probabilidades na forma de fragao
irredutivel.

28.2. Seja Y a variavel aleatéria “nimero de
alunos com Geometria Descritiva que integram a
comissao”.

Sabe-se que P(Y=1)= 15

Quantos alunos desta turma frequentam a
disciplina de Psicologia?

Seja X uma variavel aleatdria de distribuicao
normal de valor médio u e desvio-padrao o.

29.1.Se P(X<42)=15,865% e =45, qual é
ovalorde ¢?

29.2. Se P(X<42)=15,865% e o =3, qual é
ovalorde u?



Avaliacdo

n O cédigo de abertura de um cofre é constituido por uma sequéncia de 5 letras.

Em quantos cédigos figura uma e uma sé vogal (considere o alfabeto com 26 letras)?

(A) 5x21* (B) 25 x ”'A, (€) A xYA, (D) °A,x7'A,

a O pendltimo niumero de uma certa linha do Triangulo de Pascal é 22.

Qual é o terceiro niumero dessa linha?

(A) 1540 (B) 231 (C) 66 (D) 23

a Pretende-se colocar sobre um tabuleiro com 16 casas, como o representado na figura,
11 pegas, das quais cinco sdo brancas numeradasde 1 a 5 e seis sdo pretas. As pecas
pretas sao exatamente iguais entre si.

De quantas maneiras podem ser colocadas as 11 pecas no tabuleiro de modo que nao
fique mais do que uma peca em cada casa?

7 ) e oA e (B) '°C,, x "A; x 6! € “A.x"C, (D) "'C x5!

n Uma turma tem 20 alunos. Pretende-se constituir uma comissao formada por 4 alunos dessa turma
para organizar um passeio. Acordou-se que um dos elementos da comissdo sera o delegado ou o

subdelegado da turma, mas nao os dois.

Quantas comissoes se podem formar?

(A) 816 (B) 3060 (C) 1632 (D) 153

B Uma associacao pretende escolher uma comissdo diretiva de trés elementos entre 20 disponiveis, sendo
12 mulheres e 8 homens.

Os elementos da comissao ocuparao os cargos de presidente, secretario e tesoureiro.

Quantas comissoes mistas (com pelo menos um homem e pelo menos uma mulher) poderao ser
formadas?

(A) PA,x8+°%A,x 12
(B) ("*A,x8+°%A,x12)x 3!
(€) ’C,x8+°C,x12
(D) ("°C,x 8+°%C,x12)x 3!

a De quantas maneiras nove pessoas se podem distribuir por dois elevadores sabendo que cada elevador
leva no maximo cinco pessoas?

(A) °C,+°C, (B) °C,x°C,+°C; x°C,

CPEN-MA12 © Porto Editora

(€) °C,x°C, (D) °A, +°A,
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u A Vera esqueceu-se do nimero de telefone de uma amiga. Sobre esse
numero lembra-se apenas que:

« tem nove algarismos;

- aparece trés vezes o algarismo 2, quatro vezes o algarismo 3 e duas
vezes o algarismo 5;

e comeca por 253.

Quantos numeros existem nestas condigoes?

(A) 720 (B) 60
(C) 1260 (D) 12

u 2000C 00 + %%C,01 €éigual a:
(A) 2OO'IC'IOO (B) 2000C201 (C) 4000(“201 (D) 20O]C‘I(J'l

a A soma dos trés dltimos elementos de uma linha do Triangulo de Pascal € 211.

Qual é o terceiro elemento da linha seguinte?

(R) 171 (B) 190 (€) 210 (D) 232

m As faces de uma moeda sao face nacional e face europeia. Lanca-se essa moeda quatro vezes
consecutivas.

Seja A o acontecimento: “Sai face nacional nos quatro lancamentos”.
Qual é o acontecimento contrariode A?

(A) “Nos quatro lancamentos sai face nacional trés vezes.”

(B) “Sai face europeia nos quatro lancamentos.”

(C) “Nos quatro lancamentos sai face europeia pelo menos uma vez.

(D) “Nos quatro lancamentos sai face europeia quando muito uma vez.’

m Uma caixa contém 6 bolas brancas e 4 bolas pretas indistinguiveis ao tato.
Tiram-se ao acaso, sucessivamente e sem reposicao, duas bolas da caixa.

Qual é a probabilidade de sairem bolas da mesma cor?

12 2 2 4
(A) == (B) ¢ L T

m Asretas r e s sao paralelas. A, B e C saopontosde r; D, E e F sao pontos de s. Escolhendo trés
desses seis pontos ao acaso a probabilidade de que definam um tridangulo é:

(A) 0,9 (B) 1 (€) 0 (D) 0,5

m Sejam A, B, C, D, E e F seis pontos sobre uma circunferéncia. Considere todos os triangulos cujos
vértices sdo trés desses seis pontos.
Escolhido um desses triangulos ao acaso, a probabilidade de que tenha um vérticeem A é:
6 5 6
C,—1 C 5x4
2 (B) = € = (D) =
(& C

3 3 3 3

6
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Unidade 1 - Probabilidades e estatistica

m Considere todos os numeros da forma *°C, que figuram numa certa linha do Tridangulo de Pascal.
Escolhido um destes niumeros ao acaso, qual é a probabilidade de ele ser 99 ?

1 1 2 1
(A) 50 (B) 100 (C) % (D) %9

m Numa noite, cinco amigos decidem ir ao cinema juntos. Nessa noite estavam em exibicao, na localidade
onde residiam, seis filmes diferentes. Cada um dos amigos escolheu ao acaso um desses seis filmes.
A probabilidade de que nao tenham escolhido todos o mesmo filme é:
6 1 6'—1

W 1-2 B) 1- © =

6!
(D) P

m Sejam A e B dois acontecimentos associados a uma mesma experiéncia aleatéria tais que
P(A)=0,5 e P(B)=P(ANB)+0,4. Indique o valorde P(AUB).

(A) 0,9 (B) 0,8 (C) 0,7 (D) 0,6

Sejam A e B dois acontecimentos associados a uma mesma experiéncia aleatdria tais que
P(A)=0,7 e P(B)=04.

Pode-se afirmar que:

(A) A e B sao acontecimentos independentes.
(B) A e B sao acontecimentos compativeis.
(C) A e B sao acontecimentos elementares.

(D) A e B sao acontecimentos contrarios.

m A e B sao dois acontecimentos independentes associados a uma experiéncia aleatéria tais que
P(A)=0,3 e P(AUB)=0,58.

O valor de P(B) é:
(A) 0,174 (B) 0,88 (C) 0,40 (D) 0,28

m A e B sao dois acontecimentos independentes associados a uma experiéncia aleatdria tais que
P(A)=0,4 e P(B)=06.

Pode-se afirmar que:

(A) AU B é um acontecimento certo. (B) P(AIB)=0,6

(€) P(AUB)=0,76 (D) P(ANB)=0

m As faces de uma moeda equilibrada sao face nacional e face europeia. Essa moeda é lancada 10 vezes.

A probabilidade do acontecimento “A face nacional sai exatamente quatro vezes” é:

10
e (1 4
(A) C4(2> (B) 10
10 4
(€) > (D) 10
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m Lanca-se quatro vezes consecutivas uma moeda de um euro. No primeiro langamento sai “face nacional’,
no segundo sai “face europeia”.
Qual a probabilidade de nos quatro lancamentos sair tantas vezes “face nacional” como “face europeia”?

2 2
1 1 (1) « (1 1
(A) 6 (B) 2 (€) °G, <2> ><<2> (D) 5

©IONPY 0MOd @ ZIVIN-NIdD

a O treinador de um atleta fez um estudo estatistico dos tempos gastos ultimamente na corrida dos
100 metros por esse atleta e verificou que essa variavel segue uma distribuicao aproximadamente
normal, com valor médio de 10,50 segundos e desvio-padrao de 0,20 segundo.

Este atleta vai participar numa corrida de 100 metros.
22.1. A probabilidade de o atleta fazer um tempo entre 10,30 e 10,90 segundos &, aproximadamente:
(A) 0,683 (B) 0,136 (€) 0,819 (D) 0,954

22.2. A probabilidade de melhorar o seu recorde pessoal, que é de 10,10 segundos &,
aproximadamente:

(A) 0,977 (B) 0,023 (C) 0,159 (D) 0,954

a Admita que, numa certa escola, a variavel “classificacdo a Matemdtica obtida pelos alunos do 12.° ano no
1.° periodo" segue uma distribuicdo aproximadamente normal de valor médio 11 valores.

Escolhe-se, ao acaso, um aluno do 12.° ano dessa escola.
Relativamente a esse aluno, qual dos seguintes acontecimentos é mais provavel?

(A) A sua classificacdo a Matematica, no 1.° periodo, é superiora 14 valores.
(B) A sua classificagdo a Matematica, no 1.° periodo, é inferior a 14 valores.
(C) Asua classificagao a Matematica, no 1.° periodo, é inferiora 9 valores.

(D) A sua classificagdo a Matematica, no 1.° periodo, é superiora 9 valores.

m Lanca-se seis vezes um dado com as faces numeradas de um a seis.

Qual é a probabilidade de os niimeros saidos nao serem todos iguais?

6! 1 6! 1
" = B)1- ©1-5 (0 1-2

a Observe as curvas de Gauss seguintes e indique a afirmacao verdadeira.
(A) pp=pp N\ 0,<0y 4 o
(B) 1,<pug A 6,>0
(C) up=pz A 0,> 0y .

(D) 1y <[ty A G,< O, /\

5 5

a Para uma autarquia foram eleitas seis pessoas de cinco partidos, isto é, duas do partido A e uma de cada
um dos partidos B, C, D e E.

t+41 1t
C O NONCRONE

Pretende-se escolher uma comissao de trés autarcas sem que nela figurem, simultaneamente, duas
pessoas do mesmo partido.

De quantas maneiras se pode formar a comissao?



Unidade 1 - Probabilidades e estafistica

m Numa estante ha sete livros diferentes, trés de Matematica e quatro de Fisica.

De quantas maneiras diferentes é possivel arrumar os sete livros numa prateleira:
27.1. ficando juntos os da mesma disciplina;

27.2. ficando juntos os livros de Matematica?

m Uma prova de Matematica é constituida por 12 questdes das quais é necessario responder a oito
(e s6 a oito), sendo quatro obrigatoriamente escolhidas entre as cinco primeiras e as outras quatro
escolhidas entre as restantes.

Quantas opgoes tem o aluno?

a Numa turma de 25 alunos, 10 sao rapazese 15 sdo raparigas. Nessa turma ha dois alunos que sao
irmaos.
Quantas comissoes diferentes de seis alunos dessa turma é possivel formar:
29.1. sem quaisquer restricoes;
29.2. com quatro rapazes e duas raparigas;
29.3. fazendo parte da comissao, quando muito, um dos dois irmaos;

29.4. fazendo parte da comissao, simultaneamente, os dois irmaos?
m Quantos triangulos é possivel definir com os vértices de um hexagono regular?

m 0 cédigo de abertura de um cofre é constituido por uma sequéncia de cinco letras.

Em quantos codigos figura uma e uma sé vogal (considere o alfabeto com 26 letras)?

m Considere 10 pontos no plano dos quais cinco e s6 cinco sao colineares.

Quantos triangulos definem?

m O nucleo da maratona de um clube de atletismo tem
10 atletas praticantes desta modalidade. Neste conjunto
de 10 atletas ha trés iniciados que nunca participaram em
qualquer prova.
O treinador pretende escolher uma equipa de cinco
elementos para participar na maratona de Lisboa.

33.1. Quantos conjuntos diferentes é possivel constituir
para formar a equipa, sabendo que dela terdo de
fazer parte pelo menos dois dos iniciados?

33.2. Terminada a prova soube-se que os cinco atletas ficaram classificados entre os 10 primeiros
lugares. Partindo apenas desta informagéo, de quantos modos diferentes pode ser atribuida a
classificagao aos cinco atletas?
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m Considere o problema:
Utilizando os cinco algarismos do nimero 12 344 quantos nimeros podem ser formados?

F -
—P;S , °A, e °C, x P, sao respostas corretas.

2 » .
Numa pequena composicao explique o raciocinio que conduziu a cada uma das respostas.

35.1. Considere o problema:

O Joao e o Pedro colecionam selos. O Jodo tem trés selos diferentes que pode trocar. O Pedro tem sete
selos, diferentes entre si e diferentes dos selos do Jodo, que também pode trocar. De quantos modos
podem o Jodo e o Pedro trocar selos mantendo cada um o nimero inicial?

°C, xC,+°C,xC,+°C,xC, e '°C,— 1 sédo respostas corretas.

Numa pequena composicao explique o raciocinio que conduziu a cada uma das respostas.

35.2. Depois de efetuada a troca, o Pedro ficou com 12 selos - el
diferentes para arquivar numa capa com 15 divisérias [%) v @ || ®
distribuidas por trés linhas, como se mostra na figura. Sabe-se Tsellise sel[55¢
que quatro dos 12 selos sdo referentes ao tema “desporto”. W ®

o . 35€|[35€|[35€][35€
De quantas maneiras diferentes se pode arrumar os selos, D2lpallD1llD3

sabendo que em cada diviséria s6 pode ficar um selo e que os
quatro selos referentes a desporto ficam seguidos numa mesma
linha?

m Considere o problema:

O Joao foi a uma livraria e viu quatro livros que gostaria de comprar. De quantos modos pode fazer a escolha
sabendo que compra pelo menos um dos quatro livros?

‘C,+C,+C,+%C, e 2°—1 sdorespostas corretas.
1 2 3 4

Numa pequena composicao explique o raciocinio que conduziu a cada uma das respostas.

9
No desenvolvimento do binémio <x2 + l—) determine o valor do termo independente de x.

12
m No desenvolvimento do binémio (x + L) determine o termoem x°.
X

7
m No desenvolvimento de (\/_ = —1-) , x>0, determine, se existir, o termo em x *.
X

10
: . 5 X ;
m No desenvolvimento do binémio (% + lz) determine o termo que é constante.
X

m Considere o retangulo ao lado.

41.1. Quantos caminhos diferentes (o mais curtos possivel e
caminhando sobre as linhas) ha parairde A a B?

41.2. Escolhendo um desses caminhos ao acaso, qual é a probabilidade
de passar por C?

®IONPY 0MOd @ TIVIN-NIdD




Unidade 1 - Probabilidades e estatisfica

m Uma caixa tem nove bolas, indistinguiveis ao tato e numeradas de 1 a 9, sendo quatro brancas e cinco
pretas. Retiram-se ao acaso trés bolas, de uma s6 vez.

Qual é a probabilidade de:

42.1. uma (e uma sé) bola ser preta?

42.2. pelo menos duas bolas serem pretas?
42.3. as trés bolas terem a mesma cor?

42.4. a soma dos nimeros inscritos nas trés bolas ser um nimero par?

m Um jari é composto por quatro membros escolhidos ao acaso numa lista de quatro homens e seis
mulheres. Qual é a probabilidade de o juri:

43.1. ter pelo menos um homem;

43.2. ter representantes dos dois sexos?

m Para certo concurso, os candidatos terdo de preparar 60 temas, dos quais quatro, selecionados ao acaso,
sairao na prova.

Um candidato apresenta-se a prova tendo preparado apenas % dos temas.
Qual é a probabilidade de que tenha estudado sé trés dos temas que sairam?

Apresente o resultado em percentagem com aproximagao as décimas.

m Num saco estdao 10 moedas de igual aspeto exterior e indistinguiveis ao tato.
Sabe-se que quatro (e sé quatro) das 10 moedas sao falsas.

Tiram-se quatro dessas moedas ao acaso. Qual é a probabilidade de que pelo
menos uma moeda seja falsa?

m Numa caixa estdo 15 lampadas com igual aspeto exterior.
Sabe-se que cinco (e s6 cinco) dessas lampadas sao defeituosas.

46.1. Se tirarmos ao acaso quatro lampadas da caixa, qual é a probabilidade
de pelo menos uma ser defeituosa?

G0 |0 |
<0 | <UD | <D

<0 | <O | <
<0 <R | <O
AN | <CARRD) | <CUD

46.2. Dispondo as 15 lampadas em fila, por uma ordem qualquer, qual é a probabilidade de que as
lampadas defeituosas fiquem juntas?

Lancam-se simultaneamente dois dados equilibrados com as faces numeradasde 1 a 6 e
multiplicam-se os dois nimeros obtidos.

Qual é a probabilidade do acontecimento “O produto dos nimeros saidos é maior do que 20"?

m Sabe-se que, num grupo de 12 professores, oito lecionam Fisica e sete lecionam Quimica. Nesse grupo
sao escolhidos, ao acaso, dois professores. Qual é a probabilidade de os dois professores escolhidos
. lecionarem a mesma disciplina?

m Com os algarismos 1, 2, 3, 4 e 5 formaram-se todos os nimeros possiveis maiores do que 1000 e
menores que 3000 .
Escolhido ao acaso um desses numeros, qual é a probabilidade de ser par e ter os algarismos todos
diferentes?

CPEN-MA12 © Porto Editora
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@ Numa turma com 12 raparigas e 8 rapazes vao ser escolhidos quatro elementos para formar uma
comissao.

Admitindo que os quatro elementos sdo escolhidos por sorteio, qual é a probabilidade de que da
comissao facam parte pelo menos duas raparigas e que seja constituida por alunos dos dois sexos?

Apresente o resultado na forma de percentagem arredondado as décimas.

m A Ana recebeu um novo cartao multibanco.

Quando foi efetuar o primeiro pagamento usando o referido
cartao nao se lembrava do respetivo cédigo. Sabia apenas que
era formado por quatro algarismos dos quais faziam parte o
Zero e 0 nove, que apareciam uma so vez cada um, nao
necessariamente por aquela ordem.

Se a Ana tentar escrever o cédigo do seu cartao, qual é a
probabilidade de acertar a primeira tentativa?

a O cédigo de um determinado produto é formado por trés letras seguidas de trés algarismos (por
exemplo: BCB040).

52.1. Quantos cédigos diferentes se podem formar (considere 26 letras)?

52.2. Escolhido um cédigo ao acaso, qual é a probabilidade de que a primeira letra seja vogal e os
algarismos sejam diferentes e estejam por ordem crescente (por exemplo: ACR279)?

a Num concurso foram premiados quatro concorrentes.

A cada um dos quatro premiados sera atribuido por
sorteio um prémio entre trés possiveis. Qual é a
probabilidade de que ndo seja atribuido a todos o
mesmo prémio?

m Num saco havia seis bolas sendo quatro brancas e duas amarelas.
Depois de se terem introduzido algumas bolas pretas no referido saco verificou-se que, na extracao

. it 2
sucessiva de duas bolas, a probabilidade de pelo menos uma ser branca era de 3

Quantas bolas pretas foram introduzidas no saco?

a Um saco contém 11 bolas indistinguiveis ao tato, sendo cinco pretas, cinco brancas e uma amarela.
Retiram-se duas bolas ao acaso. Qual é a probabilidade de que as bolas retiradas sejam de cor diferente?

a Num saco ha 12 bolas indistinguiveis ao tato, sendo trés brancas, quatro pretas e cinco verdes.

Na extracao simultanea e ao acaso de duas bolas, qual é a probabilidade de que estas tenham a mesma cor?

Numa prateleira de uma estante foram arrumados, lado a lado e ao acaso, 15 livros, dos quais cinco sao
de Matematica.

Qual é a probabilidade de que pelo menos dois livros de Matematica tenham ficado juntos?

a Se escolher ao acaso trés vértices de um tetraedro regular, qual é a probabilidade de eles
pertencerem todos a mesma face?
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Unidade 1 - Probabilidades e estafistica

@ A aresta do cubo [OABCDEFG] mede quatro unidades.

Considere todas as retas que passam em dois vértices do cubo.

Escolhida uma dessas retas ao acaso, qual é a probabilidade de:

59.1. ser paralela ao plano de equagéo z=2; O - |C

59.2. estar contida no plano de equagao x=y;

59.3. conter uma diagonal espacial do cubo?

m Num dado viciado com as faces numeradas de 1 a 6, a probabilidade de sair 1 é dupla da de sair
qualquer uma das restantes faces.

Relativamente a um langamento deste dado:
60.1. Verifique que P((1})=2 e P((2})=P(3)=P((4})=P((sh=P(i6})=1.
(P({a}) designa a probabilidade de sair a face com o niumero a.)

60.2. Considere os acontecimentos:
A: “Sair um numero multiplo de 3”
B: “Sair um numero par”

a) Determine P(A|B).

b)A e B sao independentes? Justifique.

m Uma escola é frequentada por 1000 alunos do ensino
secundario que se distribuem por trés cursos: A, B e C.

Sabe-se que 40% dos alunos sao do sexo masculino.

Dos alunos do sexo masculino 60% frequentam o curso A,
25% frequentam o curso B e os restantes frequentam o
curso C. As alunas distribuem-se da seguinte forma: 45%
frequentam o curso A, 35% frequentam o curso B e as
restantes frequentam o curso C.

61.1. Um aluno da escola foi escolhido ao acaso. Qual é a
probabilidade de ser do sexo feminino, sabendo
que frequenta o curso A?

61.2. Na escolha aleatéria de um aluno da escola os acontecimentos:
F: “Ser do sexo feminino”
C: “Frequentar o curso C”

sao independentes? Justifique.

m Sabe-se que 5% das lampadas produzidas na fabrica LUX sao defeituosas. Todas as lampadas
produzidas nesta fabrica sao submetidas ao controlo de qualidade. Sabe-se ainda que, no controlo de
qualidade, 1% das lampadas defeituosas sao aprovadas e 3%das lampadas sem defeito sdao

reprovadas.

62.1. Escolhida ao acaso uma lampada produzida nessa fabrica, qual é a probabilidade de ser
defeituosa se foi reprovada pelo controlo de qualidade?

| Apresente o resultado na forma de percentagem com uma casa decimal.
62.2. Admita que, no Gltimo ano, a fabrica LUX produziu 1 milhdo de lampadas, tendo enviado para

5 reciclagem todas as lampadas reprovadas pelo controlo de qualidade. Quantas lampadas é de
esperar que esta fabrica tenha enviado para reciclar? 81
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Avaliacao

@ Um professor tem duas turmas,a A com 10 rapazese 15 raparigasea B com 10 rapazese 20
raparigas. Este professor encontrou na rua uma das suas alunas mas nao se lembra de que turma é.

Qual é a probabilidade de ser da turma B?

vIONPY OMOd & TIVIN-NAdD

m Um professor tem duas turmas,;a A com 10 rapazese 15 raparigasea B com 10 rapazese 20
raparigas. Este professor resolveu escolher, por sorteio, um aluno para desempenhar determinada tarefa.
Para isso, lan¢ou uma moeda ao ar para escolher entre aturma A ea B. Seguidamente, na turma
sorteada foi escolhido, também por sorteio, um aluno. Sabendo que, no final, foi escolhida uma aluna,

qual é a probabilidade de ser da turma B?

m Uma caixa contém seis bolas brancas e quatro azuis, indistinguiveis ao tato.

65.1. Se as bolas forem tiradas uma a uma e colocadas numa fila, qual é a probabilidade de as bolas
azuis ficarem seguidas?

65.2. Tiram-se ao acaso, sucessivamente e sem reposicao, duas bolas da caixa.

Considere os seguintes acontecimentos:
A, : "A bola retirada em primeiro lugar é azul”
B, : “A bola retirada em segundo lugar é branca”

Calcule o valor da probabilidade condicionada P(A, | B,).

m Numa fabrica de parafusos existem duas maquinas A e B. Sabe-se que a probabilidade de um parafuso
produzido pela maquina A ser defeituoso é 0,003 e a probabilidade de ser defeituoso se for produzido
pela maquina B é de 0,005 . Nessa fabrica 60% dos parafusos sao produzidos pela méaquina A, sendo

os restantes produzidos pela maquina B.
Da producédo de um dia foi escolhido, ao acaso, um parafuso.
66.1. Qual é a probabilidade de esse parafuso ser defeituoso?

66.2. Qual é a probabilidade de ser produzido pela maquina B, sabendo que é defeituoso?

m Uma caixa contém quatro bolas brancas e seis bolas azuis, indistinguiveis ao tato.

Tiram-se ao acaso, sucessivamente e sem reposicao, duas bolas da caixa.

Sabendo que sairam bolas de cores diferentes, qual é a probabilidade de que a
bola retirada em primeiro lugar seja branca? .

@ Um saco tem dez bolas, sendo quatro brancas e seis pretas.
As bolas sdo retiradas do saco uma a uma de forma aleatéria e colocadas em fila.
Considere os acontecimentos:
A “As bolas brancas ficam seguidas no principio ou no fim da fila”
B: “As bolas pretas ficam seguidas no inicio da fila”

68.1. Determine P(A).

Apresente o resultado na forma de fracdo irredutivel.

68.2. Indique, justificando, o valor das probabilidades condicionadas P(A|B) e P(B|A).



Unidade 1 - Probabilidades e estatistica

@ A figura representa um sélido [ABCDEFGHV] constituido por um cubo e uma
piramide. Os vértices E, F, G e H sdao comuns ao cubo e a piramide.

Escolhem-se aleatoriamente trés vértices do sélido. K

69.1. Qual é a probabilidade de os trés vértices escolhidos definirem um plano
que contenha uma das seis faces do cubo?

EL

69.2. Considere os acontecimentos:
A: "Os trés pontos escolhidos sdo vértices do cubo” D
B: "Os trés pontos escolhidos sao vértices da piramide”

\
i o= e b e o de ey

Determine a probabilidade condicionada P(A | B).

Seja S o conjunto de resultados associado a uma experiéncia aleatéria. Sejam A e B dois
acontecimentos (A e B séo, portanto, subconjuntos de S). Prove que:

70.1. P(AN B)=P(A)-P(ANB)

70.2. Se BC A, entio P(A N B)=P(A)-P(B).

70.3. Se BCA, entdo P(B)<P(A).

70.4. Se B é um acontecimento possivel, entdao P(A|B)+P(AIB)=1.
70.5. Se A e B sdo incompativeis e possiveis, entdao P(A|B)+P(BIA)=0.
70.6. Se A e B sdo independentes, entdo P(AUB)=1 —P(Z)XP(E).

70.7. Se A e B sdo independentes, entdo A e B também sio independentes.

Seja X avariavel aleatdria que representa o nimero de vezes que determinado individuo vai ao cinema
(por semana).

A distribuicao de probabilidades de X é a seguinte:

X; 0 1 2 3 4

P(X=x) | 010|045 |02 | a | b

71.1. Determine a e b sabendo que é tao provavel o referido individuo néo ir ao cinema durante a
semana como ir quatro vezes.

71.2. Determine o valor médio u e o desvio-padrao o (com aproximacgao as centésimas) desta
distribuigao.

71.3. Qual é a probabilidade de o nimero de idas ao cinema pertencer ao intervalo Ju—o, u+of?

Uma caixa contém seis bolas brancas e quatro bolas pretas, indistinguiveis ao tato.

Tiram-se, ao acaso e de uma s6 vez, quatro bolas da caixa. Seja X a varidvel aleatéria que representa o
numero de bolas pretas tiradas na extragao das quatro bolas.

72.1. Defina a distribuigao de probabilidades de X.

72.2. Calcule o valor médio e o desvio-padrao de X.

-

:l&) Seja X avariavel aleatéria que representa o nimero de raparigas nas familias de dois filhos.
73.1. Defina a distribuicdo de probabilidades de X.

(Admita que a probabilidade de ser rapariga é igual a de ser rapaz.)

CPEN-MA12 © Porto Edi

73.2. Calcule o valor médio e o desvio-padrao de X.
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Avaliaca@o

Quando o Pedro chegou a casa verificou que nao havia luz nas escadas.

Pegou, entao, no seu porta-chaves, com trés chaves indistinguiveis ao
tato e verificou que, para abrir a porta, teria de experimentar
sucessivamente e ao acaso cada uma das chaves, sem as repetir, até obter
éxito.

Seja X avariavel aleatdria que representa o nimero de tentativas que o
Pedro tera de fazer até abrir a-porta.

74.1. Defina a distribuicao de probabilidades de X.

74.2 Qual o nimero esperado de tentativas que o Pedro tera de fazer até encontrar a chave certa?

Um dado equilibrado é lancado quatro vezes.

Seja X a variavel aleatéria que representa o nimero de vezes que, nos quatro lancamentos, sai a face
com o numero 3.

75.1. Defina a distribuicao de probabilidades de X.

75.2. Calcule o valor médio (i) e o desvio-padrao (o) de X.

75.3. Determine P(u—o<X<u+o0).

Numa prova de Matematica a primeira parte é constituida por sete questoes de escolha multipla. Em
cada questao ha quatro opgdes para a resposta, das quais apenas uma é correta.

Se um aluno responde ao acaso as sete questoes qual é mais provavel: acertar apenas a uma ou acertar
em duas e s6 duas respostas? Justifique.

Num dado nao equilibrado, com as faces numeradas de 1 a 6, a probabilidade de sair a face com o
nimero 1 é 0,3, tendo as restantes faces igual probabilidade de ocorrer.

77.1. Mostre que, efetuando apenas um langamento deste dado, a probabilidade de "sair 2" é 0,14.

77.2. Lancando quatro vezes consecutivas o dado referido, qual é a probabilidade de se obter duas e s6
duas vezes “um numero par”?

(Apresente o resultado na forma de percentagem arredondada as unidades.)

Lanca-se dez vezes um dado equilibrado com as faces numeradasde 1 a 6.

Determine, com aproximacao as milésimas, a probabilidade de a face 2 sair, pelo
menos, trés vezes.

Um jogador de futebol tem, na marcacao de uma grande penalidade, uma probabilidade de éxito de 0,9.

Calcule a probabilidade de, em cinco grandes penalidades consecutivas, marcar exatamente trés golos.

m Sabe-se que um determinado medicamento tem uma probabilidade de sucesso de 60% .
Cinco doentes vao ser tratados com esse medicamento.
Seja X avariavel aleatéria que representa o nimero de doentes tratados com éxito.

80.1. Defina a distribuicdo de probabilidade de X (use trés casas decimais).

80.2. Calcule o valor médio e o desvio-padrao de X.

m Numa estufa existem 1200 plantas de determinada espécie. Sabe-se que as alturas das plantas dessa
espécie sequem uma distribuicdo aproximadamente normal, com valor médio 80 cm e desvio-padrao
5acm.

Qual é o numero dessas plantas que é previsivel terem uma altura inferiora 85 cm?
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m Uma caixa contém nove bolas, indistinguiveis ao tato, sendo seis bolas vermelhas e trés bolas brancas.
Considere a experiéncia que consiste em retirar bolas da caixa, uma a uma, até que saia uma bola branca.
Determine a probabilidade de que sejam extraidas pelo menos quatro bolas da caixa:

82.1. considerando que cada bola extraida é retirada e reposta na caixa antes de se extrair a seguinte;

82.2. considerando que nao ha reposicao das bolas extraidas.

m A Ana e a Beatriz realizaram um teste de selecao para um concurso.
O teste consta de apenas uma questao, escolhida, ao acaso, de uma lista de 20.

Relativamente a estas 20 questdes, a Ana estd em condicoes de responder corretamente apenasa 15 e
a Beatriz apenas pode dar uma resposta corretaa 10.

Sabendo que sé foi admitida uma destas duas candidatas, qual é a probabilidade de ter sido a Ana?

\ m Numa escola com 400 alunos do 12.°ano verificou-se que os seus pesos, em quilogramas, se distribuem
segundo uma normal de valor médio 70 e desvio-padrao 5.
84.1. Escolhe-se, ao acaso, um aluno do 12.°ano dessa escola.
Relativamente a esse aluno:
a) qual é mais provavel, pesar mais do que 73 kg ou pesar menos do que 68 kg ;
b) qual é a probabilidade de ter um peso compreendido entre 65kg e 80kg?
Apresente o resultado em percentagem, com uma casa decimal.

84.2. Quantos alunos do 12.°ano dessa escola é de esperar que pesem mais do que 75 kg ?

E Numa caixa estao cinco bolas, indistinguiveis ao tato, numeradasde 1 a 5.

Extraem-se, simultaneamente e ao acaso, duas bolas da caixa.

85.1. Seja X avariavel aleatdria “niimero de bolas extraidas com nimero
impar.”
Defina através de uma tabela a distribuicao de probabilidade da
variavel aleatéria X. Determine o valor médio e o desvio-padrao
dessa variavel aleatodria.

85.2. Considere a funcdo de dominio IR definida por f(x)=x"—x+2.

Determine a probabilidade de os nimeros inscritos nas duas bolas extraidas serem abcissas de
pontos do grafico de f em que a ordenada é o dobro da abcissa.

m Numa coelheira hd 20 coelhos sendo 5 brancos e 15 pretos. Abre-se a porta da coelheira e deixam-se
sair todos os coelhos um a um.

CPEN-MA12 © Porto Editora

Qual é a probabilidade de que saiam, pelo menos, dois coelhos brancos sequidos?
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2. Funcoes

Temal
Defini¢oes. Diferentes tipos de fung¢des. Operacoes
com funcoes. Sucessoes

Tema 2
Funcdo exponencial e fungdo logaritmica

Tema 3
Limites e continuidade

Tema 4
Derivadas




Tema 1

Definicoes. Diferentes fipos de funcoes.
Operacoes com fungdes. Sucessoes

1. Definicoes
Definicao de funcao

' Dados dois conjuntos A e B diz-se que uma correspondéncia f é uma fun¢ao de A em B se a cada
elemento de A faz corresponder um e um s6 elemento de B.

Sendo f uma funcado ou aplicacdo de A para B, escreve-se:
f:A—B
X~ y=f(
e tem-se:
«ao conjunto A chama-se dominio da fungéo e representa-se por Dy;
+ a0 conjunto B chama-se conjunto de chegada da funcao;
«acada elemento de A chama-se objeto e a cada objeto corresponde uma imagem;

« a0 conjunto das imagens chama-se contradominio da fungéo e representa-se por D;. E claroque o
contradominio de qualquer funcéo esta contido no conjunto de chegada, podendo ser iguais;

+narelacdo y=f(x), x éavaridvel independente e y é a variavel dependente.

Gréfico de uma funcéo é o conjunto de pontos (x, y) do plano cartesiano em que xED; e y=f(x).

Chama-se fungao real de variavel real a uma fungédo em que tanto o dominio como o contradominio
sao subconjuntos de IR.

Sentido de variacao de uma funcao

Seja f uma funcéo real de variavel real e / um intervalo contido no seu dominio.

Afuncéo f é crescente em |/ quando, para todos osreais a e b de /, se a<b, entao fa)<f(b).
A fungdo f é decrescente em / quando, para todos os reais a e b de /, se a<b, entao f(a)>f(b).

Afungéo f é estritamente crescente em / quando, para todos os reais™a e b de /, se a<b, entéo f(a)<f(b).

Afuncéo f é estritamente decrescente em / quando, para todos os reais a e b de /, se a<b,
entdo f(a)>f(b).

A fungéo f diz-se monétona em / se é crescente ou decrescente nesse intervalo.

CPEN-MA12 © Porto Editora
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Unidade 2 - Fun¢oes

Maximos e minimos de uma func¢ao

Seja f uma funcao real de variavel real.

Ao maior valor do contradominio da funcéao f, se existir, chama-se maximo absoluto.

' f(a) é o maximo absoluto de f se, paratodo o x €D;, f(a)>f(x).

Ao menor valor do contradominio da funcao f, se existir, chama-se minimo absoluto.

. f(b) é o minimo absoluto de f se, paratodo o xED;, f(b)<f(x).

' f(a) é um maximo relativo de f se existir um intervalo /, daforma /= o, B[ com a<a<p, tal que:

fla)>f(x), VXEIND;
Ao objeto a chama-se maximizante.

. f(a) é um minimo relativo de f se existir um intervalo /, daforma /=], B[ com a<a<}p, tal que:

fla)<f(x), VXEIND;
Ao objeto a chama-se minimizante.

Funcao injetiva
Uma funcéo f é injetiva se objetos diferentes tém imagens diferentes.
' f: A— B éinjetivaseesdse Vx,, x, € A, f(x,)=f(x,) = x,=x,

Uma reta paralela ao eixo Ox nao pode intersetar o grafico de uma
funcéo injetiva em mais do que um ponto.

Funcao par

. Uma funcéo f é par se f(—x)=f(x) paratodoo x ED;.
Uma funcgao par tem o gréfico simétrico relativamente ao eixo Oy .
Funcao impar

. Uma fungéo f é impar se f(—x)=—f(x) paratodoo x €D;.

Uma fungédo impar tem o grafico simétrico relativamente a origem do
referencial.
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Tema 1 - Definigdes. Diferentes fipos de funcoes. Operagdes com fungdes. Sucessoes

2. Transformacoes e simetrias do grafico de uma funcao
Conhecido o gréfico de uma funcéo f é possivel determinar o gréfico de outras fungdes resultantes das
seguintes transformagoes:

+ y=f(x)+a obtém-se do gréafico de f por um deslocamento vertical de a unidades, para cima
se a>0 ou para baixo se a <0 (translacio associada ao vetor (0, a)).

+ y=f(x+a) obtém-se do grafico de f por um deslocamento horizontal de a unidades, para a
esquerda, se a>0, ou para a direita, se a<0 (translagéo associada ao vetor (—a, O)).

« y=af(x) (a €R"\{1}) obtém-se do grafico de f por uma:
- expansao na vertical, sequndo o fator a, se a>1;
- contracdo na vertical, segundo o fator a, se 0<a<1.

« y=f(ax) (a €IR*\{1}) obtém-se do grafico de f por uma:
- expansao na horizontal, segqundo o fator a, se 0<a<1;

- contragao na horizontal, segundo o fator a, se a>1.

. y=|f(x)| obtém-se do gréfico de f mantendo os pontos de ordenada positiva ou nula e transfor-
mando os pontos de ordenada negativa por uma reflexao em relagao ao eixo Ox.

+ y=-f(x) obtém-se do grafico de f por uma reflexdo em relaco ao eixo Ox.

+ y=f(-x) obtém-se do gréfico de f por uma reflexdo em relacio ao eixo Oy .

3. Diferentes tipos de funcoes

Fun¢ao médulo

' Chama-se funcao mddulo a funcgéo real de variavel real definida por:
f:R—R

X sex>0
x s i={

-x sex <0

Para resolver algebricamente equagdes e inequagdes com modulos utilizamos as propriedades:

x| =a & x=-a V x=a,a>0

x| <a & —a<x<a & x>-a A x<a

x| >a & x<-aV x>a

Funcao quadratica

Uma fungao quadratica é uma funcao f definida por:
fx)=ax’+bx+c,a#0

a, b, ¢ sao nimeros reais.

O dominio de uma fungao quadrética é o conjunto dos nimeros reais.

O gréfico de uma fungdo quadrética é uma parabola.
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Unidade 2 - Fungoes

Funcao polinomial

Uma funcéo polinomial f é uma funcao definida, em IR, por:

1

fx)=ayx"+a;,x""'+...+a,_,x+a,, emque a,, a,_,,..., a, € d,
sao numeros reais, n é um numero inteiro nao negativoe a,#0.
Ovalorde n é o grau da fungao.
D Exemplo 1

Considere o polinémio A(x) = x* — 2x* —x + 2.

1.1. Determine o quociente e o resto da divisao do polinémio A(x) pelo
polinémio B(x) = x* — 3x.

1.2. Determine o resto da divisdo do polinémio A(x) por x + 1.

1.3. Justifique que A(x) é divisivel por x—2 e determine o respetivo
quociente.

1.4. Resolva,em IR, ainequacdo A(x)<O0.

1.1. Paradeterminar o quociente e o resto da divisao do polinémio A(x)
pelo polinémio B(x) vamos utilizar o algoritmo da divisao inteira
de polinémios.

xt =2 -X+2 ‘x2—3x
-x*+3x° X+x+3
' -x+2
-3+ 3%
+3x°—x+2
-3x*+9x
8x+2

Quociente: Q(X)=x*+x + 3

Resto: R(x) = 8x + 2

1.2. Para determinar o resto da divisdo do polinémio A(x) por x+ 1
vamos utilizar o:

' Teorema do resto
0 resto da divisdo de um polinémio P(x) por (x — ¢) é P(c).

AFD)=-1-2x1)P-1)+2=1+2+1+2=6

Portanto, o resto da divisao do polinémio A(x) por x +1=x—-(=1)

éA(-1)=6.

1.3.

. Consequéncia do teorema do resto
Um polinémio P(x) é divisivel por (x — &) seesése P(cx)=0.

ARQ)=2*-2%x2°-2+2=16-16+0=0
Logo, como A(2) =0 o polinémio A(x) é divisivel por x — 2.

D Verifica 1

Considere o polinémio:

AX) =x® +3x* + x> + 3x?

1.1. Determine o quociente e o
resto da divisdo do polinémio
A(x) pelo polinémio

B(x) = x>+ 2x.

1.2. Determine o resto da
divisdo do polinémio A(x) por
x+3.

1.3. Justifique que A(x) é
divisivel por x + 3 e determine
o respetivo quociente.

1.4. Resolva,em IR, ainequagao
Ax)>0.

BIONPF 0HOd @ TIVIN-NAdD



Tema 1 - Defini¢des. Diferentes tipos de fungdes. Operagdes com fungdes. Sucessoes

Para determinar o quociente de A(x) por x — 2 vamos usar a

regra de Ruffini.
/—‘ Coeficientes de A(x)
1 -2 0 -1 2
2 2 0 0o -2
Resto
E 00 -1| 0/
b9 Coeficientes do

quociente
0 quociente da divisao de A(x) por x—2 é x’ — 1.

Comooresto é 0, temos que A(x)=(x—2)(* —1).

1.4. Pararesolver ainequacao A(x) <0 vamos decompor o polinémio
A(x) num produto de fatores de grau nao superiora 2.

Sabemos que A(x) = (x — 2)(x* - 1).

Vamos usar novamente a regra de Ruffini, sabendo que 1 é um
zero do polinémio x> — 1.

X-1=x-1)0+x+1)
Portanto, A(x)=(x —2)(x = 1) +x+ 1).
Recorrendo a formula resolvente, determinamos os zeros do poli-
némio x* +x+ 1.
-1+V1-4 ~1+V-3

x2+x+1=0<:>x=—2—<=>x=f<:>x€®

Como o polinémio x* + x+ 1 nao tem zeros e dado que 1>0,
podemos concluir que x* + x + 1 > 0 qualquer que seja x € R.

Na tabela seguinte estudamos o sinal de A(x).

X — 00 1 2 + 00
xX=2 — = = 0 +
x=1 - 0 + - -

X+x=1 + + + + +
A(x) + 0 - 0 -

Temos, entdo, A(X) <0 <& x€[1, 2].

Funcgao racional

Uma fungéo racional é uma funcao real de variavel real definida por:

n(x)
fx)=—
i ) a0
onde, n(x) e d(x) sao polinémios e d(x) é diferente do polinémio nulo.

O dominio, Dy, de uma funcgéo racional, f, é o conjunto dos nimeros
reais que nao anulam o denominador, ou seja,

D;={x€R: d(x) % 0}

MAI12 © Porto Editora
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D Exemplo 2
Considere a funcao f, de dominio IR\ {1} definida por f(x)=1 + 1_4—x
Determine o conjunto de nimeros reais x tais que f(x) > 5 — x.

Apresente o resultado na forma de intervalo ou unido de intervalos.

A
Em primeiro lugar, vamos dar a inequacao f(x) > 5 — x aforma E% >
X

f(x)>5—x<=>1+T£—x>5—x<=>

4:>1+14 S5+x30 &

— %—4+X>0

4—4+14x)-:x—x2>0 s

h—f>o
1-x

g

De seguida, determinam-se os zeros do numerador e os zeros do
denominador:

S5x-x=0<< x(5-x)=0& x=0Vx=5
1-x=0&= x=1

Finalmente, recorrendo a uma tabela de sinais, investigamos o sinal de

5x — X
1-x
% — 00 0 1 5 + 00
5x — x* - 0 + + + 0 -
1-% + + + 0 - - -
2
X — X = 0 + n.d. = 0 +
1-x

Temos, portanto, f(x)>5-x < x€[0, 1[{ U[5, + oo .

Funcao irracional

Sao funcao irracionais, por exemplo, as fungoes reais de variavel real
feg:

f:x\/y=\3/)_( g:x ry=Vx+3
Nao sao fungdes irracionais, por exemplo, as fungoes h e i:

Vs

Nas funcoes irracionais a variavel independente encontra-se no radi-
cando.

h:x\/y=\/§+x i:x ry=

D Verifica 2

Resolva, em IR, asinequacdes
seguintes.

21 $ x<o0"
X

22X+ 1

22 -3<x
3-x
2 x+3
23. =
2—x> 2x
3+x-x>

24 —— 1
x=1

BIONPT O0HOd @ TIVIN-NIdD
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D Exemplo 3
Considere afuncao f, de dominio ]- oo, 6], definida por f(x) = V6 — x — x.
3.1. Determine os zeros de f, caso existam.

3.2. Determine as coordenadas dos pontos de intersecao do grafico da fun-
¢do f com aretadeequagao y=2x+12.

Resc
3.1. fx)=0 < V6-x—-x=0 = V6-x=x=
2
= (V6-x) =X & 6-x=xX < ¥ +x-6=0 &
(v _
s gos1tVIr24 125
2 2
& x=-3Vx=2

(=4

Dado que nao se pode garantir a equivaléncia entre as equagées

2
V6-x=xe (\/6 —x) =x*, énecessario verificar se os valores

obtidos sao solugdes da equacao inicial:

Verificacao

Sex=-3

V6-(-3)-(-3)=0 < V9+3=0
(Proposicao falsa)

—3 nao é um zero da fungao f.

Sex=2

V6-2-2=0 ¢ Va-2=0
(Proposicao verdadeira)

2 é um zero da funcgao f.

Conjunto dos zeros da funcao f: {2}

32 f)=2x+12 & V6-x—-x=2+12 &

2
SVe-x=3x+12 = (V6-x) =3x+12) &
& 6-x=9C+72x+ 144 &

& 9% +73x+138=0 &

= x=—3Vx=—196-

Verificacdao
Se x=-3
V6-(-3)-(-3)=2x(-3)+12 & V9+3=-6+12

(Proposicao verdadeira)

46
Se = —— —rn
X=77
46 46 46 10 46 16
B (O . ) VO (.. | . L PR
6(9)(9>2x<9>+ =g te 9

(Proposicao falsa)

— 3 éaunica solucao da equagao

f-3)=V6-(-3)-(-3)=6

O ponto de intersecao dos dois graficos tem coordenadas (- 3, 6).

D Verifica 3

3.1. Resolva,em IR, as
equagoes seguintes:

a) Vax-1=1-Vx-1
b) Vx+2-Vx+5+1=0

0 Vx*-36+3=0

3.2. Considere o trapézio
retangulo [ABCD] da figura
seguinte:

Sabe-se que:

«BC=CD=4

BA=xex >4

a) Mostre que o perimetro do
trapézio [ABCD] é dado, em
funcdo de x, por:

f)=Vx*—8x+32+x+8
b) Determine a 4rea do trapézio

[ABCD], sabendo que o seu
perimetro éigual a 20.
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4. Operacoes com fungoes

Duas funges f e g, reais de varidvel real, sao iguais se:

1.D,=D, 2.f(x)=g(x), V €D

Funcao soma i
(f+9)(x)=fx)+g(x) e D;,y=D;N D,
Funcao diferenca

(f-9)()=flx)-gx) e D;_y=D;ND,

Funcao produto
(fX g)(X) = f(X) X g(X) e Dixg = Dfn Dg

Funcao quociente
(£>(x)=LX) e Dr=D;,ND,N{x ER: g(x) = 0}
9 gx) 3
ou Dr=D;ND,\{x ER: g(x) =0}
g
D Exemplo 4

Considere a fungéo f, de dominio IR, definida por f(x)=x*—2x, ea

funcéo g, de dominio R\ {-2, 2}, definida por g(x) = 2X -
X pa—
4.1. Determine (f+ g)(1).
4.2, Caracterizeafuncao fxg.
4.3. Caracterize a funcao g
_ %2 L 1 4
41. (f+g)(1)=f1)+g(1)=1*-2+ i 1 e

42. D, ,=D,ND,=RN(R\{-2, 2})=R\{-2, 2}
X

X -4

(Fx g)(x) = f(x) x g (x) = (x* — 2x) x

_oxx=2)x 2
T (x-2)(x+2) x+2

fxg: R\{-2, 2} —R

X
\/x+2

X _ 0o x=0

4.3. =0 &
g(x) =

Di=D,ND,N{xER: gx)=0}=RNR\{-2, 2} nR\{0}=
g

=R\{-2, 0, 2}
(1)(x)=@:x’—2xXX(X—Z)(XZ—4)=(X_2)(X2_4)
9 g x x
; X -4

5:|R\{—2,0,2}—>IR

X (x=2)(*-4)

D Verifica 4

Considere a fungao f, de
dominio IR\ {1}, definida por

2
f(x)=);_+1x, eafungdo g, de

dominio IR \ {0}, definida por
x*-1

gx)= S

4.1. Determine (f—g)(-1).

4.2. Definaafungao fxg.

4.3. Defina a fungao 5

BIONDT OLIOA & 7TVIN-NITAN
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5. Composicao de funcoes

Dadas duas fungdes, f e g, acompostade f com g escreve-se fog (Ié-se: f apés g ou composta de

f com g) e é definida por:

(fog)(x) = flg(x)]

- (fog) (x) =flg(x)]

O dominio de fog é o conjunto de todos os niimeros reais que pertencem ao dominio de g tais que

g(x) pertence ao dominio de f.
Simbolicamente
Dr,={xER: xED, A g(x) ED}
A composicao de duas fungdes nao é comutativa mas é associativa.
(fog)oh =fo(goh), Vf,geh

Quando fog =geof, f e g dizem-se fungoes permutaveis.

D“E;érﬁplo 5

Considere a funcao f, de dominio IR; \{1}, definida por f(x)= : ;

eafungdo g, de dominio IR, definida por g(x)=x>. x|

Caracterize as fungdes fog e gof. Asfuncdes f e g sao permutaveis?

Resolucao

Fungédo fog

D;,={xER: xED, Ag(x) ED;}=
={xER:xERAXER;\{1}}=
={xER: ¥#1}=R\{-1, 1}

fog)(x) = F(g(x) = FOA)=—1— = 1 _
(o9 = flgt) =)= — =

fog: R\{-1, 1} — IR com (fog)(x)= L

x|-1

Fungao gof

D,={x€ER: xED,Af(x) ED,}=
1

x—1

={xe|R:xe|R;\{1}/\ elR}:

={xER:x>0Ax=1}=R; \{1} -

(gof)(X)=9(f(X)):a<W1_1>=<\&1_1>z=(\[x1_1)2

ngf: Ry \{1} — IR com (_qor')(x)=;2
: (Vx-1)
EAS fungdes f e g nao sdao permutaveis porque as fun¢ées fog e gof
gsao diferentes.

D Verifica 5

Sejam as fungdes f, g e h,

1

;l
g(x)=W e h(x)=)21— 1 de

dominios IR\ {0}, R; e IR,
respetivamente.

definidas por f(x) =

5.1. Caracterize as fungoes:
a) fog
b) foh
c) hog

5.2. Indique, entre as dadas, um
par de fungbes permutaveis, caso
existam.
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6. Funcao inversa

Sejam f e g duas fungoes tais que f[g(x)] = x, paratodo x € D, e g[f(x)] =x, paratodo x € D;.

Entéo, a funcdo g é chamada funcéo inversa da funcdo f e representa-se por f . .

Deste modo, f(f '(x))=x e f '(f(x) = x.

O dominio de f éigual ao contradominio de f ' e odominiode f ' é igual ao contradominio de f.

D Exemplo 6
Considere as funcoes f, de dominio IR\ {1} definida por f(x)=2 - x1T1'
g e h de dominio IR, definidas por g(x)=x* e h(x)=kx—1, (k ER).

6.1. Caracterize a fungao inversa da fungao f.

6.2. Justifique que a funcdao g nao admite inversa, indique uma restricao
de g que seja invertivel e caracterize a funcao inversa dessa restricao.

6.3. Determine o valor de k sabendoque h '(7)= 2.

6.1. f(x) =2 —ﬁ e D,=R\{1}
Expressao algébrica da correspondéncia inversa

Para x # 1, temos:
1 1
fix)=y =2 2-——=y ¢ ——-2+y=0 &
x)=y 1Y S y
1-2x+2+xy -
— Xy—y
x—1
S 1-2X+2+xy-y=0Ax%1

=0 &~

-3
S xy-xX=y-3 & xly-2)=y-3 & x=:?2
Utilizando x como variavel independente, temos f '(x) = %

D, =R\ {2}

Portanto, f ': R"\{2} — R
X x-3

6.2. Afuncdo g nao admite inversa porque nao é uma funcao injetiva
(neste caso, objetos simétricos tém a mesma imagem).

Por exemplo, a restricao i dafuncao g a R, éinjetiva:
i: Ry — R
XX
Expressao algébrica da correspondéncia inversa
iX)=y = xX¥=yAx20&& x:\/y
i) =VxeD, =R}
i': Ry — IR com i '(x) = Vx

63. h'(7)=2 < 7=h(2)
h(2)=7¢ 2k-1=7 & 2k=8 <= k=4

P Verifica 6

Caracterize a funcao inversa de
cada uma das funcoes fe g a
seqguir definidas:

X i
6.1. f(x) = —— ded

(x) eve e dominio

R\{3};
6.2. g(x)=Vx—-1-2de

dominio [1, + oo| .

o}’
—
>
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7. Definicao de sucessao

Definicao de sucessao

' Uma sucessao de nimeros reais, (a,), é uma fungao, f, em que o dominio é o conjunto dos niimeros
naturais e as imagens sao nimeros reais.

f:IN— R
n._~a,
—a,, fQ)=4a,, ....f(M=a;
«a,, a,, ..., @, sao os termos da sucessao;
«n éaordem do termo;
«f(n) = a, é o termo geral de sucesséo;

+(f(n)) ou (a,) representa a sucessao.

Definicao de uma sucessao por recorréncia

. Definir uma sucessao por recorréncia consiste em dar a conhecer o primeiro ou os primeiros termos e o
processo pelo qual se pode obter cada um dos termos seguintes através do(s) termo(s) anterior(es).

Por exemplo, seja a sucessao (u,) definida por recorréncia da forma seguinte:

W=2+u,;,'n>2 U,,,=2+u,, Vn€IN
Assim, temos que:
h=3;,U,=2+U;=2+3+5;u3=2+u,=2+5=7; ...

Neste caso é facil verificar que a expressao do termo geral é u, =2n + 1.

Sucessao monotona

' Uma sucessao (u,) é monétona decrescente se cada termo é menor que o anterior.

Uma sucessao (u,) é monétona decrescente em sentido lato se cada termo é menor ou igual ao
anterior.

Uma sucessao (u,) ¢ monétona crescente se cada termo é maior que o anterior.

Uma sucessao (u,) é monétona crescente em sentido lato se cada termo é maior ou igual ao anterior.

Sucessao limitada

. Uma sucessao é limitada quando o conjunto dos seus termos tem um majorante e um minorante, ou seja,
; o conjunto dos termos da sucessao é limitado.

De um modo geral, uma sucessao (u,) é limitada se e s6 se:
AL, MER:L<a, <M, Vn €N (osimbolo 3 |é-se "existe pelo menos um”)
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8. Progressao aritmética

Defini¢ao de progressao aritmética

' Uma sucessao (a,) é uma progressao aritmética (p. a.) se existe um nimero real r tal que:
-  U,.,—u,=r, Vvn€IN

®I0NPF 0M0d @ ZIVIN-NIdD

Ao niimero r chama-se razao da progressao aritmética.

Termo geral de uma progressao aritmética
O termo geral, u,, de uma progressao aritmética de razao r é dado por
u,=u,+(n-1)xr
ou u,=u,+n—-kxr

sendo u, um termo qualquer.

Soma de n termos consecutivos de uma progressao aritmética

Numa progressao aritmética (u,), asoma, S,, dos n primeiros termos é dada por:

u, +u,

Sn
2

Xn

9. Progressao geomeétrica

Defini¢ao de progressao geométrica

. Uma sucessdo (a,) de termos néo nulos é uma progressao geométrica (p. g.) se existe um numero real r, tal que:
u
2*1_r,VnEN ou u,,,=u,xr, Vn€N

u,

Ao nimero r chama-se razao da progressao.

Termo geral de uma progressao geométrica

Conhecido o 1.° termo e a razdo de uma progressao geométrica (u,), podemos conhecer o termo

geral.

u=uxr

Ou, conhecido um termo qualquer u, de uma progressao geométrica (u,) de razéo r, o termo geral é:
g, =i X
Soma dos n primeiros termos de uma progressao geométrica

Asoma, S,, dos n primeiros termos de uma progressao geométrica (u,) de razéo r, diferentede 1,
é dada por:
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10. Classificacdo de uma sucessao quanto a convergéncia

Quanto a existéncia e natureza do limite, as sucessdes classificam-se da forma seguinte:

Convergentes
(limite real)

Sucessoes

Propriamente divergentes
Divergentes (limite + co ou limite — co)
(ndo convergentes)

Oscilantes

11. Soma de todos os termos de uma progressao
geométrica

Seja (a,) uma progressao geométrica de razao r.

(S,) é convergente se e s6 se |r| € menor que 1 e, neste caso, a soma de todos os termos da progressao
geométrica (a,) é:

a
S=lims, = ——
T =r
P Exemplo 7 D Verifica 7
7.1. De uma progressao aritmética (u,) sabe-se que u,s =50 e u,; =95. 7.1. De uma progressao
aritmética (u,) sabe-se que
a) Determine uma expressao do termo geral de (u,). Uy =—70 e Uy =—130.
25
b) Determine Z u,. a) Determine uma expressio do
n=15 termo geral de (u,).
¢) Defina (u,) por uma férmula de recorréncia. b) Determine io: A,
n=20

7.2. De uma progressdo geométrica (v,) sabe-se que:
1 1

7.2. Trés termos consecutivos de

Wg=— € V= — uma progressao aritmética sao
2 32 dados, para um determinado
*(v,) € monétona. valorde x, por 5x — 10, x* e

5x+2.

a) Determine uma expressao do termo geralde (v,). J g
a) Determine esses trés termos.

b) Determine lim(v, + v, + v + ...+ v,). 1) Admitindo que o décimo

termo éigual a 22,
determine o termo geral da
sucessao.

7.3. Seja Q, oquadrado [ABCD] cuja medida do lado é 27.

A H D

7.3. De uma progressao
geométrica (v,) sabe-se que:

1 1
Ef Vo =— =—
K p=g ¢ =33

- *v,>0 paratodo n €N

G a) Determine uma expressao do
a termo geral de (v,).

b) Determine
B F ¢ lim(v, + vy + Vs +...4v,).

O quadrado Q,, [EFGH], foi obtido, tal como a figura sugere, divi- -
dindo cada um dos lados do quadrado Q, em trés partes iguais. De

um modo geral, cada um dos quadrados Q, foi obtido a partir do

quadrado Q,_, (n > 2) repetindo a construcao indicada.
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Seja b, a medida do lado do quadrado Q,. Sabemos, portanto, que
b,=27.

a) Determine b, e b,.

b) Mostre que (b,) é uma progressao geométrica e indique a respetiva
razao.

n-1

¢) Prove que para todo o nimero natural n, b,=3*"x5 * .

d) Seja (a,) a sucessao das areas destes quadrados. Mostre que (a,) é
uma progressao geométrica, indique razao e o termo geral.

7.1. a) (u,) é uma progressao aritmética de razao r; u,; = 50 e U, =95
u,=u,+n-—k)xr
Ups = Uyg+ (25— 16) X r <> 95=50+9r <> 9r=45 & r=5
u,=Ug+(N-16)xr < u,=50+(n—-16)x5 <
& u,=50+5n-80 < u,=5n-30

25

> a,+a
b) D U, =Ups+Ug+...+ Uy =55~ 51,= 5,,:%)(”
n=15
:u_‘ﬂz_sxzs_w_‘ix14: Calculo auxiliar
2 2 u,=5n-30
=_—252ﬁx25—1Mx14= u,=5x1-30=-25
=35x25-7,5x 14=770 MR O
Uys =5 x 25— 30 =95
u,=—25
c){ !
u,,,=u,+5,n€N
7.2. (v,) é uma progressao geométrica de razao r; vy = % e v, 31—2
a)v,=v, xr*
v,,:vsxr'2’8<:>1—=lxr“<=>r‘=2xl<ﬁr“ 1l s
32 2 32 16
or=til e r=lyvr=-1
16 2 2

Como a sucessao é monotona, teradeser r > 0. Logo r= l.
n-8 n-7
v,,=v8xr"‘°<=>v,,=—1—x<l> <:>v,,=(l> =
2 \2 2
=2 "SSv = xS v=18X2"
b) Como || < 1, temos:

vi _128x2'_64

1-r 1 1
7.3. b, =27

s 2
2 32
2 2
a) b,=EH=\AH +AE = (%b,) +<%b,>
2 2 2
:\K_XN) +<%x 27> -V187+ 9’ =

3

=1/405 = /81 x5 =95
2 2
by=TL=VEL +8 = (§b2> +<1—b2) »

3

:\/@xg\/;)l(%xm)l\/m=ﬁ=1s

=128

lim(v, + v, +v; +...+ v,)=limS, =

I

D Verifica 7

7.4. Os trés primeiros termos de
uma progressao geométrica sao
dados, para um determinado
valor de x, Bor x-5,x-1e
xX+5.

Determine o termo geral da
sucessao.

7.5. Na figura seguinte esta
representado um quadrado cujo
lado mede 1 unidade. Nesse
quadrado inscreveu-se um
quarto de circunferéncia com
centro num dos vértices e raio

igual ao lado.

Cada um dos quartos de
circunferéncia que se
construiram a partir do primeiro
esta inscrito num quadrado de
lado igual a metade do lado do
quadrado precedente.

Dando continuidade a este
processo, obteve-se a espiral que
se apresenta na mesma figura.
Seja (a,) a sucessao dos
comprimentos dos arcos de
circunferéncia que formam esta
espiral.

1

a) Justifique que (a,) é uma
progressao geométrica e
determine o comprimento
da espiral formada pelos
primeiros cinco arcos.

b) Determine o limite do
comprimento da espiral
constituida por n quartos de
circunferéncia, quando n
tende para +o0.

eI0Npg oMod @ TIVIN-NIdD
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2 2
[ 2 1 [4 2 1 2 [5 2
= = e = —b — — —_ =
bn+1 <3bn> +<3bn> 9 n+9bn 9bn
:\/5\/1? _ V5,
9 " 3 ¢
Como b, >0, qualquer que seja n € IN, temos que \/b_,z, =b,

Vs

peloque bn+1=\/_bnld d b;;’]:—s—.

Portanto (b,) é uma progressao geométrica de razao Ts 5

n-1 n-1
<) bn=b,x(¥> ¢:>bn:27x<é> =

& b,=3x(V5) ><(1>”ﬁ1 =

3
ln1
= b,,:33x3’"”x(52) =
n-1

& b=3Y %5 2

d) Area de cada quadrado = (lado)’

wcur o] ol

£ 3 g w5
Logo, (a,) é uma progressao geométrica de razao 9

12. Nimero de Neper

n
g 13 = 7 ; : Z 2
A sucessao (1 + —| € convergente para um numero irracional a que se d4 o nome de nimero de
n

Neper e que se representa por e.
Iim(1 + ,‘,—> —e=271828

u,
& s X
Se u,— oo e xE R, entao I|m<1 +—) = e
un

D Exemplo 8 D Verifica 8
Calcule os limites seguintes. Calcule os limites seguintes:
n+3 en+1 2n b
8.1. lim (“ = 2) 8.2. lim (1 + i) 8.3. Iim( e 2) 8.1. nm(3” £ 2)
n e 2n+1 3n
Resolucdo -1
; 8.2. |m(3" 2)
I|m< ) (1 +£) xlim(1+3) =e*x P =2 M
n n 2n
8.3. lim )
e"xe e 2"
8.2, lim (1 + iﬂ) =li ('I + %) =|:hm (1 + 1") :| =(e3)e = e
€ € . lim [C( ) ]
2n —
1920 j= 2 \3
3/2n — 2 2n—-2\; G 2n
I|m =lim =lim
2n+1 2n+1 1
14—
» 2n
)
lim - o 2 n2
n e 3 ( —5)3 a1
= = —1 =\e =e = —
1\" > e
5 e
lim|1+=
n
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Questoes tipo exame

Questoes resolvidas - Questdes propostas ¢
@ Nas figuras seguintes estao representacgées gréficas de duas a Nas figuras seguintes estao £
fungoes fe g. representacgoes graficas de duas 5
y y : funcoes fe g.
f; b 4

-10 1 x —)%:/2 X

-2

Qual das igualdades seguintes é verdadeira?

(R) g(x)=f(2x) - 2 (B) g(x) = 2f(x) - 2
© gt9=1(%)-2 () g00=1 9+ 2
Resolucdo

O grafico da fungédo g obtém-se do gréfico da funcao f por

uma dilatacao horizontal de coeficiente 2 (f(x) D, f(%))

seguida de uma translagao de vetor (0, — 2): Qual das igualdades seguintes é
( <x) (x) ) verdadeira?
fl= fl=]-2
2 2 F (gl =|flx-2)
Resposta: (C) (B) g(x) = ([x + 2|)
- ©gb)=]flx+2)
Na figura esta representada parte do grafico de uma (D) g(x) — |f(x) _ 2,
fungéo f.
y
4 m Considere a funcao f, ¢
21" de dominio IR; ,
: definida por

f0)=Vx+2ea

54l : funcéo afim g,
A representada 1
graficamente na 0
figura ao lado.
Seja g afuncéo, de dominio R, definida por g(x)=|x|. Indique o valor de f((gof)(4)).
Qual é o valorde (f 'og)(-2)? W1 B2 @©4 (D5
ORY 8) -2
(©1 (D) 2 m De uma fungao quadrética f sabe-se
) que:
R??olugoo | *2 e 6saozeros  «f(3)>f(2)
(Flog)(-2)=fYg(- 2)= Qual é o contradominio de f?
=F(-2)=F"2)=1 . Wl-oo, f(@)] (B)]-oc0, f2)]

102 Resposta: (C) (©) [f(4), + oo (D) [f(6), + o[



Unidade 2 - Fungoes Tema 1 - Defini¢des. Diferentes tipos de fungdes. Operagdes com fungdes. Sucessoes

- Questbes propostas

Questoes resolvidas

Admita que o ponto P se desloca ao longo do semieixo
positivo Ox.

P e b8

X

Seja f afungao que faz corresponder a abcissa x do ponto
P o perimetro do triangulo [OPA].

11.1. Mostre que:

f)=x+5+Vx*—8x+25

11.2. Determine a abcissa do ponto P de modo que o
perimetro do triangulo [OPA] sejaiguala 18.

Resolu¢ao
11.1. Perimetro do tridngulo [OPA] = OA + OP + AP
OA=\4132=5
0P = x
A4, 3) e P(x, 0)
AP=\/(x — 4} + (0 - 3)
=Vx'-8x+16+9
=Vx'-8x+25

Portanto:

fx)=x+5+Vx*-8x+25

11.2.f(x)=18 <& x+5+ V2 -8x+25=18 &
& VE-8x+25=13-x =
— (Vi—8x+25) =(13-57 =
= X —8x+25=169 - 26x + X* &
& 18x =144 &
& x=8

Verificacao:

8+5+V8 -8x8+25=18 &
j& 13+V25-18 &
§<=> 18 = 18 (proposi¢ao verdadeira)

iseo perimetro do tridngulo [OPA] éiguala 18,
& A ¥
ta abcissa do ponto P éiguala 8.

Considere a funcéo f, de dominio
[- 16, + oo[ , definida por:

fX)=Vx+16

12.1. Determine as coordenadas do
ponto, ou dos pontos, de intersecao
do gréfico da fungao f com areta
de equacéo:

12.2. No referencial da figura estao
representados os pontos A, B, C,
D, E e P bem como parte do
gréfico da fungao f.

'l

Sabe-se que:

« o gréfico da fungao f interseta o
eixo Oy no ponto A;

« P é um ponto de abcissa positiva
que se desloca ao longo do gréfico
da fungao f;

«0s pontos B, C e D tém abcissas
iguais a do ponto P;

«0 ponto B tem ordenada igual a
do ponto A;

+[OCDE] é um retangulo em que o
ponto E tem coordenadas (0, 1).

Seja g afuncao que faz
corresponder a abcissa x do ponto
P a érea do triangulo [ABP].

a) Mostre que:

g(x)=0,5xVx + 16 — 2x

~= b) Determine a abcissa do ponto P

sabendo que o triangulo [ABP] e
oretangulo [OCDE] tém a
mesma area.
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Questdes para praficar

itens de sele¢do

m Na figura estdo representadas parte dos graficos
de duas funcées reais de varidvel real fe g,

onde se assinalam as imagens de alguns pontos.

y

@)
N (G
x

Qual das sequintes afirmagoes é verdadeira?

(R)(fog)(2)=1 e (goH(2)=3
(B)(gof )3)=1 e (g 'oNH(1)=2
©@+n)=4 e (@xNE2)=4

(D) 'of N(1)=2 e (fog H(1)=1

m Considere as fungoes f e g tais que:

-afuncéo f esta representada graficamente na
figura seguinte;

-afuncdo g, de dominio R, é definida por:

=i
g=35-3
Qual é o valor de (fog)(4)— (g 'of)(2)?
(R)-2 (8)-1
(©o (D)1
B Considere as fungoes:
« f, de dominio IR, definida por f(x)=1— %;

g, de dominio IR \{%} , definida por:

_ 4
g =3"5,
Qual é o valor do numero real a tal que
(gof)a)=-17?
-3 ®)5

104 ©1 (D)o

m Seja f afungao de dominio |- oo, 2] definida

por f(x)=V2-x.

Qual é o valorde f'(2)?

eI04py 0uod @ TIVIN-NIdD

() -2
(8)0
(©)2
(D)-4
De uma funcédo quadratica f sabe-se que o
contradominio é o intervalo ]- oo, f(2)].

Qual dos seguintes conjuntos nao pode ser o
dominio da funcao g definida por g(x) = Vf(x)?

(A)[-1, 0]
(8) [2, 100]
(©) R
(D) {2}

itens de construcao
m Considere as funcoes reais de variavel real:
f:R\{2}—Reg:[-1,+o0o[—R

definidas por f(x) = 2—1— -1egl)=Vx+1,
respetivamente. P

18.1. Determine o conjunto de nimeros reais x
tais que f(x)>—2.

(Apresente o resultado sob a forma de intervalo
ou unido de intervalos.)

18.2. Caracterize a fungéo fog.
18.3. Caracterize a fungao inversade g.
m Considere a fun¢ao f, de dominio [0, 20],

definida por f(x)="\V/20x — x* eafungéo g,
de dominio IR, definida por g(x)=8 —x.

19.1. Determine os numeros reais x tais que
f(x)=x.

19.2. Determine as coordenadas do(s) ponto(s)
de intersecao dos graficosde f e g.

19.3. Caracterize a fungéo fog.

19.4. Determine os zeros da fungao fog.



Unidade 2 - Funcdes Tema 1- Defini¢des. Diferentes tipos de fungdes. Operagdes com fungdes. Sucessoes

m Considere a funcdo g, definidaem IR\ {- 2}

por g(x) = —x_..
X+2

No referencial xOy da figura esté parte da
representacao grafica da funcéo g.

Sabe-se que:

« B é um ponto de abcissa positiva que se desloca

ao longo do gréfico da fungéo g;

*0ponto C pertence ao eixo Oy e tem ordenada

igualade B;

s0 ponto A pertence ao eixo Ox e tem abcissa

igualade B.

Considere que a unidade de medida é o centimetro.

Seja P o perimetro do retangulo [OABC]
representado na figura.

20.1. Mostre que o perimetro do retangulo
[0ABC] é dado em funcdo de x, abcissa do
2>+ 14x

to B, P(x)=
ponto B, por P(x) -

20.2. Determine as coordenadas do ponto B
quando o perimetro do retangulo é 12 cm.

20.3. Determine as abcissas do ponto B para as
quais o perimetro do retangulo é ndo superior a

24cm.

20.4. Determine o perimetro do retangulo de
areaiguala 81 cm’.

m Seja f a funcdo, de dominio IR\{2}, definida
por f(x) = A
2—=X

21.1. Resolva analiticamente, em IR, a condicao

4x

f(x)<3_x.

21.2. Considere, a fungao g, de dominio IR,
‘definida; para cada numero real k, por
gx)=kx—3.

Determine o valor de k para o qual se tem:
a) (fog)(1)=-1

b) g'3)=2

a Considere a funcao f, de dominio IR\{2},

2
.—X.

definida por f(x)=1— =

22.1. Determine o conjunto de numeros reais x
tais que f(x) < 2.

Apresente o resultado na forma de intervalo ou
uniao de intervalos.

22.2. Seja g afuncao, de dominio IR, definida
por g(x)=x>.
Resolva, em IR, aequacdo (fog)(x)=x.

22.3. Justifique que a equacao f(x)=f'(x) é
equivalente a equacao f(x)=x.
Resolva as duas equacoes.

Na figura esta representada uma piramide
quadrangular regular construida sobre um cubo
com 2cm de aresta.

(R .

Sabe-se que:

« uma das faces do cubo esta contida na base da
piramide;

« 0s vértices da face do cubo paralela a base sao
pontos das arestas laterais da piramide;

« a base da piramide tem x cm delado (x> 2).

23.1. Mostre que a altura, h, da piramide é
dada por:

-2,

23.2. Mostre que o volume, V, da piramide é
dado por:
2x3

W= 3x—-6

23.3. Determine o volume da piramide cuja
arestd'da base éiguala 6 cm .

23.4. Sabendo que o volume da piramide é
igual a 36 cm®, determine os valores exatos das
possiveis medidas da aresta da base.

Sugestao: Tenha em conta a alinea anterior e use
a regra de Ruffini.

105



106

Avaliacdo

n Para cada valor real de k, a expressdo f(x) = x* — k define uma fungéo f, de dominio R .
Seja g afuncao de dominio IR\{0} definida por g(x) = %
O valorde k paraoqual (gof)(3)=2 é:
14

® - (8) 8 © 3 (0)-2

a De uma funcéo f, de dominio [-2, 1], sabe-se que o contradominio é [- 3, 2].

Qual é o contradominio da funcdo g definida por g(x)=2|f(x — 1)|+ 1?2

() [o, 6] ®) [1, 7] © [4, 6] () [5, 7]

a De uma funcao quadrética f sabe-se que o contradominio é |- oo, f(0)].

Qual das seguintes afirmagdes é necessariamente verdadeira?
(n) f(0)>0 B) f(1)<0
(© f=1)<f(1) (D) f é uma funcao par

n Considere as funcdes de dominio IR definidas por f(x) = x* —3x—2 e g(x)=x" - x> - 2x*.

4.1. Verifique que 2 é um zero da fungdo f e determine o conjunto de nimeros reais x tais que

fx)>0.

4.2. Defina afungao h sabendo que h = 5
0.

4.3. Resolve,em IR, ainequacao h(x)>

B Considere a funcao f, de dominio IR\ {4}, definida por f(x)= 44Tx -2.

5.1. Determine o conjunto de niimeros reais x tais que f(x)>—4.

Apresente o resultado na forma de intervalo ou uniao de intervalos.

5.2. Na figura estd representada, em referencial o.n. xOy, parte y
do gréfico da fungao f.

Também estao representados:

.asretas r e s, assintotas do gréfico de f;

BIONPT 0MOd @ ZIVIN-NIdD

- 0 quadrilatero [ABCD];

«A e D sao os pontos de intersecdo do gréfico de f com os :
eixos coordenados; '

B é o ponto de intersecdo da reta r com o eixo Oy;

«C éopontodeintersecaodasretas r e s.

Determine a area do quadrilatero [ABCD] .



Unidade 2 - Fungdes Tema 1- Defini¢des. Diferentes fipos de funcdes. Operagdes com fungdes. Sucessdes

a Num referencial xOy considere o ponto A de coordenadas (5, 12) e um ponto P que se move sobre
0 semieixo positivo Ox.

o
Nt-mmmmmmmmmman
>

6.1. Mostre que o perimetro do tridngulo [OPA], em funcéo da abcissa, x, do ponto P, é dado por:
fX)=x+13+Vx*-10x+ 169, com x ER*

6.2. Determine a area do triangulo [OPA], sabendo que o seu perimetro é igual a 90 .
6.3. Determine o perimetro do tridngulo [OPA], sabendo que é retangulo em P.

6.4. Resolva a equacdo x* =137+ (f(x) — x — 13)2 e justifique que, para o valor de x encontrado,
o tridangulo [OPA] é retanguloem A.

Na figura esta representado um triangulo retangulo isosceles cuja medida de cada um dos catetos é
iguala 16 unidades.

Os triangulos que se construiram a partir deste obtiveram-se, tal como a figura
sugere, tomando para medida dos catetos metade da medida da hipotenusa do
triangulo precedente.

7.1. Considere a linha poligonal formada pelas hipotenusas dos triangulos.
Seja (p,) a sucessao dos comprimentos dos segmentos desta linha poligonal.

Mostre que (p,) é uma progressdo geométrica e determine o comprimento da
linha poligonal caso esta tenha oito segmentos.

7.2. Considere a sucessao (a,) das areas destes tridngulos.
a) Justifique que (a,) é uma progressido geométrica.

b) Determine o limite, quando n tende para + oo, da soma das &reas dos n triangulos.

a Considere as fungoes f, de dominio R, definida por f(x)=4x -1 e g, de dominio J— oo, 1—},
_ 8
definida por g(x)="V'1 - 8x.

8.1. Caracterize as fungdes fog e gof.

8.2. Resolva a equacio (feg)(x)=(geof)(x).

8.3. Asfungoes f e g sdao permutaveis? Justifique.
‘8.4. Defina a funcao inversa da funcao g.

8.5. Determine os nimeros reais x tais que g '(x) = f(x — 3).

a Sendo u, ="C,, mostre que lim (M) _
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Unidade 2 - Fungoes

Tema 2

Funcdo exponencial e funcdo logaritmica

1. Fungao exponencial

' Chama-se fungio exponencial de base a € IR"\{1} afuncao definida

por f(x)=a*.

Propriedades da funcao exponencial de base a (a> 1)

Se a>1, afungao exponencial f definida por f(x)=a”* tem as propriedades seguintes:

« Dominio: IR

» Contradominio: IR*
ead’=1

« f éinjetiva

« f é estritamente crescente

Temos ainda:

ea*xa’=a*"’

(@ ="

Fungao exponencial de base e

Qualquer numero positivo diferente de 1 pode ser utilizado como base de uma fungao exponencial.

(@*>0, VXER)

(@*=a’ & x=y)
a‘<a’ & x<y
(

Contudo, algumas bases sao mais utilizadas do que outras.

Uma fungdo exponencial importante é aquela que tem como base o nimero e.

= |im<1 + %) ~2,71828

Yize™(X) Yize~("¥X)
/’ X
X=0 y=1 X=0
f: R— IR f:R—R
X -
X HN€ Xy e

108
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] Exempld 1 Eqﬁagées e inequo;éeé com exponenciais

Determine, em IR, a solucdo de cada uma das seguintes condi¢oes:

10, 3'=1 12 =8
9 2X—3
13. 2x3""+4x3 '=66 14, 2*34+227%*=33
5. 75%-4972<0 1.6. 3> +3>4x3"
1.1. 3"”=1§<=>3"”=%<:>3"”=3'2<:>x+1=—2¢>x=—3

3
1.2, #:\/54:)2““%\/27’4:»2“”:22 & —-x+3=

3 3
e x=3-3ex=32
% BT oA iy

N W

13; 25 F 143 =66 2x P x I A% FxT '=66 &

= 6x3"+ix3":66 =
® 3 3)
& 18x3+4%x3"=198 &

PN 22><3'=198<:>3'=]§95§<:>

& F=9F =3 x=2
14, 3492 %=33 & PP 4+22x27*=33 &
= 8><2"+4><lx:33 4
) 2 @
& 8x2¥+4=33x2" &
& 8x(2)-33x2+4=0 &

< 8y -33y+4=0 &

y=2"
_33+V33°-4x8x4

16
S y=4vy=g &

Sy =

<=;2“=2’v2‘=2‘34:>x=2Vx=—3
y:

15. 7V 749 <0 S T * <P S P X< &

(S 4-2X<2X-4 = - 4x<-8=>x>2

-

16. 3%+3>4x3" <& 39 -4x3+3>0

“ & Y -4axy+3>0 & Calculo auxiliar
= Y -8y+3=0

S y<1i1Vy>3

& F<3'VvIs3ll e
y=3"

& x<0VX>1T &
XxXE]-o00,0[U]1,+o00[

CPEN-MA12 © Porto Editora

—

&S y=1Vy=3

Tema 2 - Funcdo exponencial e fungao logaritmica

D Verifica 1

Determine, em IR, a solugao de
cada uma das seguintes
condigoes:

1Ll 352 =a0

12. =g

V2
13.. 271 =9r ' =0
14, 4" Bg3%2' " =50
18, 5% +1=26x5""
1.6. 3x3*+9x3*-28=0

1.7...5° <25

18. L _49'*>0

V7

19 > 1<y

7 X
1.10. =] >1
(5>

1.1 7 25"
1.12.3%-4%x3+3>0
113,57 451726
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Unidade 2 - Fungoes

2. Logaritmos

Resolver a equacao:

2=3

é determinar o nUmero x a que é necessario elevar 2 para obter 3;

x éologaritmo de 3 nabase 2.

2’=3 < x=log, 3

2=3 & x=log,3 = x=1,58

. 0 logaritmo de um nimero real positivo x, numa base a, é o expoente y a que é necessario elevar a
paraobter x (@>0e a#1).

Assim:

log,, 100=2,

1
log,—=-3,
0928

Iog;\/§=%,

log,s15=1,

log,1=0,

a’=x <& y=log,x

porque 10°=100
=g 1]
3=
porque -
1
porque 32 =13

porque 15'=15

porque 7°=1

Consequéncias da definicao:

log,a"=x a"=x

ou

ou

ou

ou

log,, 100 =log,, 10*=2
1 . =
log,—=log,27°=-3
8
3 1
Iog3\/§=log332=5

log,s 15=log,s 15' =1

log, 1=log, 7°=0

log,a=1 log,1=0

) Exemplo 2 Equagdes com logaritmos

Resolva cada uma das seguintes equagoes.

2.1. log;x=2

2.2, log,x=-3

2.1. log;x=2 < x=3* < x=9. Logo, asolucdo é 9.

2.2. log,x=-3 <& x=2"?% & x=%. Logo, a solugao é %

D Verifica 2
Resolva cada uma das equagoes.

2.1. log,x=3
2.2, log,,x=0
2.3. log;x=-1
24. log;x=1

25. log,ox=3

©I0upg 0uod @ ZIVIN-NIdD



Tema 2 - Fungdo exponencial e fungéo logaritmica

O logaritmo de x, nabase e, representa-se por Inx.
Se nada for dito em contrério, o logaritmo de x na base 10, representa-se por log x.

Para calcular o logaritmo de um niimero na base e ou na base 10 ¢ possivel usar a calculadora recor-
rendo as teclas e ou equivalente.

log,, x =log x log. x=Inx
log,, 100 =log 100 =2 log.e’=Ine’=3
lo9(100) ) 1n(e?) ,

Formula da mudanca de base

log,x Inx logx
| = == €R*; a, bE R\
thadl log,a Ina loga (x a 1y

Por exemplo: In(8)/1n(2)
T ——
In8 log8 | 3
log,8=—— ou log,8= I
In2 log 2

Propriedades dos logaritmos

Sejam x e y numeros reais positivos, a ER"\{1}, pEIR e n€EIN.
« log,(xxy)=log,x+log,y « log, (5) =log,x — log,y
. log,x”=plog,x

Casos particulares:

Ioga\'y; = 1;Iog,x e log 1; =—logx
D Exemplo 3 Propriedades dos logaritmos D Verifica 3
3.1. Transforme % log, u+ 3 no logaritmo de uma expressao. 3.1. Transforme

— 13-|oga+2Iogb—%(logc+3logd)

no logaritmo de uma expressao.

3.2. Sem recorrer 3 calculadora, determine o valor de:
a) log; 18 + log; 4 — 2 log, 8
b) log, (%) - %(Iogs 64 — log, 16)
3 3
c) log, 16" x V64
8° x V32

1
:3.3. Most log,a=——-, a, bER\{1}.
ostre que log, =S \{1}

MA12 © Porto Editora
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Unidade 2 - Fungoes

3solucac 1 D Verifica 3
“ —
38 2 log,u+3 =log,u*+3= > 5. 3.2. Sem recorrer a calculadora,
=log, Vu+ log, b* = 1022°=3 determine o valor de:
~log, (\fu % b3) a) 2log, 24 - log, 15+ log, 5.
log, 8 b) %Iog‘ 25 + log, %+ log, 32
3.2. a)log,18 +log,4 — 2log, 8 = log,{18 x 4) -2 —— =
log,; 9 9° x V81
log, 8 72 9 log, —7_—
=log;72 -2 93 =log, 72 — log, 8 = log; = 3V27
2 8 3.3. Mostre que:
=log;9 =log;3*=2 1 1

10g,s 12 10gs12
2 1 2 1 64
b) log; <§> - E(Iog5 64 — log; 16) =log; <§> ~5 logs <ﬁ)=

L
=logs2 —logs5 — log; 4> =logs2 — 1 —logs;2 =— 1

3 3
¢) log, BN Iogz(163 X \3/6—4) B Iogz(ss xV32)=
8° x V32

~log, (2*)" + log, (26)% - [|°92 (2% + log, (2”)%]

5
=Iogz2'2+Iogzzz—logzz's—logﬂz:12+2—15—%:—%
log, a 1
3.3. loga=—"— =
99= 09,6  log, b

3. Funcao logaritmica

. Chama-se fungao logaritmica de base a a fungao f definida por f(x)=log,x, a>0e a#1.

Propriedades da funcao logaritmicade base a (a>1)

Se a>1, afuncao f definida por f(x)=log,x tem as propriedades seguintes:
+ Dominio: IR*
(os numeros negativos e 0 nUmero zero nao tém
logaritmo, qualquer que seja a base a)

Contradominio: IR

« 1 éoUnicozerode f: log,1=0

®IONPT 0MOd @ ZIVIN-NIdD

f éinjetiva (log,x=log,y < x=y)

f é estritamente crescente (log,x<log,y < x<y)

Temos ainda que:

A funcao logaritmica de base a e a fungao exponencial de base a sao inversas uma da outra:
a'=y < x=log,y log,x=y & x=a

Em particular as fungdes exponencial e logaritmica de base e
sdo inversas uma da outra:

€=y < x=Iny Inx=y < x=¢




Tema 2 - Fungdo exponencial e fungao logaritmica

i?xgéplo 4 Equoqc');scom exponenciais D Verifica 4

Resolva as equacodes. Resolva as equacdes.

2-03x _ 03x-2 _
4.1. 2 +2=¢"+2¢? 4.1. 0,2¢ 0,2¢ 0

4.2, 1000=500(1+0,1) 42. 25(1-2%)=21

200
43. 2e%+e”=1 s P YR e
4.4. 2t3e_r= t3e— ot 4.4. 3e—0.2X+ 3e0.2X= 10
iy 1142
Resolucao 45, 3 =T

41, €2 +2=¢€"+2e* & e xe’-e"=2e’-2
< e (e?-1)=2(e*-1)
& e'=2
& x=In2

4.2. 1000=500(1+0,1) <> (1+0,1y=1200

500
Ei11)=2
& x=log,;2
In2

x=
In1,1
= x=7,27

4.3, 2% +e*=1 2(e*) +e*-1=0
> u=e*

20 +u-1=0

> aequacao e”=—1 éimpossivel

g 13100 0710°¢

2t%e -t "*=0
t’(2e —e =0
t’=0V 2e"'-e =0

— 0,6t
t=0 V e"(2—e ):o

4.4. 2t’e ‘=t "

e—l‘

t=0Ve'=0V 2-e"=0
t=0 V =2
t=0 V 0,4t=In2

In2

’

t=0 V t=

g 1000010101

CPEN-MA12 © Porto Editora
Nn o

t=0V t==In2 113
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» Exemplo 5 Equagoes com logaritmos | B D Verifica 5

Resolva as equagoes.

5.1.

5.2.

5.1.

5.2.

Resolva as equagoes.

Inx*=2In4 5.1. 3x—xInx=0

1-1In(2x) 8
52, ——=0
log, (%)+ log, ((x + 2) (x + 1)) = 2 x
5.3. log,(2x)=3—|og,(1 + %)
54. 2(Inxf-Inx=1
Inx’=2In4

Dominio: D={xE€R: x*> 0}=IR\{0}

Inx’=2In4 < Inx’=In4’> A XED
& =4 A xED
& x=4V x=-4
Como 4 e —4 pertencem ao dominio, {—4, 4} é o conjunto-solucao
da condigao.
Nota: Onde esta o erro na seguinte resolugao?
InX*=2In4 < 2Inx=2In4 A XED
&~ Inx=In4 A XED
& x=4

Iogz(itf>+logz((x+ 2)(x+1)=2

Dominio: Dz{xelR: x—1#0 A §+$>0 A (x+2)(x—1)>0}

=]—OO, —2[ L, ]1, +C>O[

Iogz(itf>+logz((x+ dx+1)=2 &

= Iogz<:,+/3,(x+2)(xz/f)>=2 A xEDg

< log,(x+2f=2 A XED

& x+2f=2> AXED

& x+2=2V x+2=-2) AXED
& (x=0V x=-4) A XED

Como 0EZD, asolu¢aoé x=—4.

Nota: Onde esta o erro na seguinte resolugao?

Iog,(it $)+Iog((x+ x-1)=2 <

< log, (x + 2) — log, (x—T) + log, (x + 2) + log2 (x—~T) = 2
A XED

& 2log,(x+2)=2 A XED < log,(x+2)=1 A xED
& x+2=2' AXED <& x=0 A XED

< x €D (equagao impossivel)

®IONPT 0UOd @ TIVIN-NIAD
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Tema 2 - Funcdo exponencial e fungdo logaritmica

i Exemplo 6 A carga da bateria D Verifica 6

Uma bateria vai perdendo carga mesmo quando néo é utilizada. Foi comprado um terreno
prevendo-se que se valorize 5%

6.1. Para um dado tipo de bateria, em cada més de ndo utilizacao a carga  aoano.
perdida éde 10% .

Designado por C, a carga inicial de uma bateria e por C(x) a carga da
bateria apés x meses sem utilizacdo, determine C(1), C(2) e C(3) para
concluir que C(x)=C,(0,9), x>0.

6.2. Quantos meses sem utilizagdo sao necessarios decorrer para que essa
bateria tenha apenas 5% da carga inicial?

Se as previsoes se concretizarem,
Apresente o resultado em meses com aproximagao as décimas. quanto tempo teré de decorrer

1 para que o valor do terreno
6.3. Determine t talque C(x+1)= 3 C(x), qualquer que seja x, einterprete  qyplique?

o resultado no contexto da situacdo descrita. Apresente o resultado,  Apresente o resultado em anos

em meses, com aproximagao as décimas. COMT Proxiffiacao as unidades.

Resolucao

6.1. Suponhamos que a carga original é C,.
Um més depois a carga sera:

C,—0,1C,=(1-0,1)C,=0,9C,

Dois meses depois a carga sera:

0,9C, - 0,1 x0,9C,=(1-0,1)x0,9C, = 0,9 x 0,9C, = (0,9)°C,

Trés meses depois a carga sera:

(0,9)%C, - 0,1 x(0,97C,=(1-0,1)x(0,9°C, = 0,9 x(0,9)°C, = (0,9)°C,

x meses depois a carga sera C,(0,9).

6.2. Pretende-se determinar x de modo que C,(0,9)=0,05C,.

C,#0
C,(0,9) =0,05C, & (0,9) = 0,05
& x=log,, 0,05
In 0,05
X=
In0,9

— x=28,4

Se nao utilizada, a bateria tera apenas 5% da carga original cerca
de 28,4 meses depois de ser fabricada.

6.3. C(x+t)=%C(x) = c(cx(x)t):%

2;x 09" 1

%09 2
< 09"*=0,5
- < 0,9'=0,5
& t=logy, 0,5

. In0,5

=t
In0,9

= t=6,6

Em cada 6,6 meses a carga de uma bateria nao usada reduz-se a
metade.

115



116

Unidade 2 - Fungoes

b Exemplo 7 O nOmero de arvores de um bosque

O nimero A de arvores de determinada espécie cresceu num bosque de
acordo com a férmula:

A()=100x 1,8

sendo t o numero de anos decorridos desde a primeira contagem.

7.1. Decorridos 10 anos apds a primeira contagem, verificou-se que, no

bosque, existiam 180 arvores dessa espécie.

Verifique que k=0,1.

) Alt+12)
7.2. Verifique que, para qualquer valor de t, —R)_ é constante.
t

Determine um valor aproximado dessa constante (arredondado as uni-
dades) e interprete esse valor no contexto da situacao descrita.

InA—-1In100

7.3. Exprima t em funcédode A e concluaque t=
01In18

A(t)=100x1,8"

7.1. A(10)=180 < 100x1,8*°=180
< 1,8'%=18
& 10k=1
& k=0,

7.2. A(t)=100x1,8""
A(t+12) 100 x 1,8%1t+12 B

Alt)  100x1,8"
Alt+12)

A(t)

Em cada periodo de 12 anos o nimero de arvores duplica.

01t+0,1x12-01t _ 4 @12 _
=1, ~

=2 < Alt+12)=2A(1)

7.3, A=100x1,8"" &> 1,8""=_A_
100
A
& 0,1t=I S
091,8<100>
i)
In| —
100
&= 0,1t=—
In1,8
o 0,”:InA—In‘loo
In1,8
=i t:InA—In100
0,1In1,8

D Verifica 7

Considere que o peso P (em
quilogramas) e o comprimento ¢
(em centimetros) de um animal
de determinada espécie,
existente num certo habitat,

é dado por P(c)=0,08 e"'*.

7.1. Qual é o comprimento de
um animal dessa espécie que
pesa 1,5kg, sabendo quea
relagao peso-comprimento
satisfaz a igualdade referida?

Apresente o resultado em
centimetros, arredondado as
unidades.

7.2. Verifique que, para qualquer
valorde c:
P(c+6)
P(c)
é constante.
Determine um valor aproximado
dessa constante (arredondado as

unidades) e interprete esse valor,
no contexto da situacao descrita.

©104pg 010d @ ZIVIN-NIdD
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Tema 2 - Fungdo exponencial e fungdo logaritmica

D Exemplo 8 O tarifario PV

Admita que a altitude h, em
quilémetros, de cada lugar da
Terra e a pressdo atmosférica p,
em quilopascal, estdo
C(t)=a+bint relacionadas pela equacao:

h(p)=38,47-833In(p)

Uma empresa de telecomunicagdes apresentou um novo tarifario para cha-
madas telefénicas de longa distancia em que o custo C, em euros, de uma
chamada telefénica com a duragao de t minutos é dado por:

8.1. Qual é a pressao
atmosférica de um lugar situado
ao nivel do mar?

(Apresente o resultado em
quilopascal, com duas casas

8.1. Sabendo que uma chamada com a duragéo de 1 min tem um custo de
0,50 € e uma chamada de 15 min custa 3,37 €, determine o valor
das constantes a e b, com duas casas decimais.

8.2. Um cliente desta empresa efetuou duas chamadas telefénicas com decimais.)
custos determinados por este tarifario. Sabendo que a duracédo de uma ;
h dsit sl dsd 20 d " | foi a dif d 8.2. Verifique que, para
chamada teve o triplo da duracéo da outra, qual foi a diferenca de cus- .10 er valor de p, a diferenca

?
tos das duas chamadas? h(0,75p)— h(p) & constante.

Determine um valor aproximado
dessa constante (com duas casas
decimais) e interprete esse valor

C(t)=a+bint no contexto do problema.
0,5 +bIn1=0,5
8.1.{() 4:»{“ A
c(15)=3,37 a+bln15=2337
{a 0,5
 —
05+bIn15=3,37
<:>{
n15 3,37-0,5
a=0,5
— 287
“Inis
{a 0,5
=
b=1,06

C(t)=0,5+1,06Int

8.2. C(3t)-C(t)=[0,5+1,06In(3t)]—[0,5+1,06Int]
=05+1,06In(3t)-05-1,06Int
=1,06[In(3t)-Int]

=1,06In (?)

=1,06In3=1,16

A diferenca de custos foide 1,16 €.
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Questoes fipo exame

Questoes resolvidas

Seja g uma fungao, de dominio A, definida por
g()=In(1-x|).
Qual dos seguintes podera ser o conjunto A?

A) I-e+1,e-1[ ®) -1, 1[
(© lo, +oo[ (D) -0, 1[
Resolucdo Calculo auxiliar

1-x>0 & |x|<1
&= x>-1 A x<1
= xel-1, 1

D={x€ER:1-|x|>0}=]-1, 1]
O conjunto A tera de estar contido ou ser
iguala D.

Resposta: (B)

Indique qual das expressdes seguintes &, para qualquer

ntmero real superiora 1, iguala a**2"%V5

(A) 5a° B)a’+5 (©) 54" (D) @’ + 5a
Resolucao
a2l V5 _ & % a"%* VB alog,(,\f's”f .

a’=a'xad
=a*xad*%°=a*x 5 =5a°

plog, x=log, x”

Resposta: (A)

@ Sejam a, b e ¢ trés nimeros reais tais que log,a=c.

Qual é o valor de log, (—Z-) ?

(m1-% (B) ©1-c (m%
Resolugao
log, (%) =log,a —log, b=
_ _|Og,,b=1_ 1 _ Iog,,b=|°9"b
log,a log,a log, a
1 log, x
oy L) porque log, x = ——
P log,a

Resposta: (A)

@ Sejam a, b e ¢ numeros reais positivos e diferentes de 1.

Qual das seguintes igualdades é equivalente a a"° = b"?
(A)a=>b B)a=c ©b=c (D) ab=c

Resolucao

alnb:bln(‘ = In alnb=|n blnc =
< Inbxlna=IncxInb &
& Ilna=Inhc<= a=c

Resposta: (C)

[Seb#1,Inb#0.

' Questdes propostas

a Seja f afuncao definida por:

f(x) = log, (x — x’)

Qual dos conjuntos seguintes pode
ser o dominio da fungdo f?

(A)]-o00, —1[ U0, + oo[
®)1-1,0f
© 1o, 1[
@ 1-1, 10

Considere a fungao f, de dominio
IR, definida por f(x) = e***, onde k
designa um certo numero real
positivo.

Indique qual dos seguintes pontos
pertence ao gréafico da funcao f.

(R) (- k, 0) B)(Ink, €
© (- Ink, %) (D) (k, 2¢

Seja a um numero real positivo
diferente de 1.

Qual das expressoes seguintes é

iguala g 2*%%V37
R a2+V3 (m%i
©-3 OF

m Qual das seguintes expressoes &, para

qualquer nimero real positivo a,

iguala e?*'"??
(A) 2a (B)2+a
(©e’*+a (D)e’a

. @B sejam a e b dois nimeros reais

positivos.

Qual das seguintes igualdades é
equivalentea 2lna=-1Inb?

R)a=-b (B)2a=-b

1

©d= 5

(D)a’b=0

©I0NPF 0U0d & ZIVIN-NIdD



Unidade 2 - Funcdes Tema 2 - Fungdo exponencial e fungdo logaritmica

Questoes resolvidas

@ Sejam a e b numeros reais positivos e diferentes de 1.

A expressao 0977 ¢ igual a:
log, Vb
(A) 1 (8) bVb (© 2Vb (D) aVb

Resolugao
log,b log,b 1

=292~ iog, b

log, @’ 2 2

log: b=

1
log, Vb = log, b* = %log‘, b

Logo:

1
log,: b =ilog‘,b:1

log, Vb 1 log, b
2 a

Resposta: (A)

Para um certo nimero real k, considere a fungao f, de
k

dominio IR\{0}, definida por f(x) = e .
Sabe-se que o grafico da fungao f interseta a reta de
equacdo y =x+ 1 no ponto de abcissa 2.

Qual é ovalorde k?
(A) €’In3 (B) 2¢’ (€©)In9 (D) In8
Resolucdo

0 ponto da reta de equagao y = x + 1 que tem abcissa 2 tem
ordenada y =2+ 1=3. Logo, f(2)=3.
k
f2)=3 <= e’=3 & §:|n3 & k=2n3 &
& k=In3’ < k=In9

Resposta: (C)

@ Sejam a e b dois nimeros reais positivos e diferentes
de 1.

In b

A expressao éigual a:

b1n a

® g ®) 2 ©1 ©-1

Resolucao
a"t = gh@™ ) =t | b=q"%®
— alogabxlna — (alogab)lna___
g =p"° | log,x*=plog,x

E aln b

§Como a"®=b"", tem-se que

bln a

%Resposta: (n)

. Questdes propostas

m Sabe-se que a=¢€".

Qual das seguintes expressoes é
igual a In(a?)?

(R) e (B)e”
(€) 2x (D) x*

m Sejam a e b ndmeros reais

positivos tais que log,a=b.

Qual das expressdes seguintes é
. a’

igual a log, (-Z)"

(A)6b - 1 (8) %

(©) 3b (D)3b -1

B Para determinado valor de &,

considere a fungao f, de dominio
]- k, + oo[ , definida por
fx)=In(x + k).

Sabe-se que, num referencial xOy,
o gréfico da fungao f interseta o
eixo Ox no ponto de abcissa — 2.

Qual é ovalordek?
(R)-3 (B)3
©-1 (D)e?

Na figura esté representada

graficamente uma fungéo f, de
dominio IR, definida para
determinados valoresde a e b por
f(x) = In(ax* - bx + b).

y

N f

0 N2 x

Tal como a figura sugere, o gréfico
de f interseta o eixo Ox nos
pontos de abcissas 1 e 2.

Qual éovalorde b?
(R)-3 (B)3
(€©) -1 (D)1
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Questoes tipo exame

Questoes resolvidas

Na figura esté parte da representacao grafica da fungao f,
de dominio IR*, definida por f(x)=logs x .

y

ol &=

P é o ponto do grafico de f, que tem de ordenada % 2

A é o ponto do eixo Ox que tem abcissa igual a de P.
Qual é a area do triangulo [OAB] sendo O a origem do
referencial e B um ponto de ordenada igual ade P.

1 1
®) 2 ® ©1 ©) !
Resolucao
1
f(x)=% = Iog,6x=% & x=16* & x=V16 & x=2

A abcissade P é 2. Logo, OA=2.

Se a base do triangulo [OAB] é OA=2, asuaaltura é %,
ordenada do ponto B.

2><1—
4

1
A = =—
[0AB] 2 4

Resposta: (D)

@ Sejam as funcées f e g, de dominios J—oo, 1[ e -2, 2[,
respetivamente, definidas por f(x)= 1 +1log,(1 —x) e
g(x) =log, (4 - x°).
Determine sob a forma de intervalo real o conjunto-solugao
da condicdo g(x) > f(x).

Resolucao

O dominio da condi¢do é |-o0, 1[N ]-2, 2[=]-2, 1[.
Para x € |- 2, 1] vem:

g(x) > f(x) < log,(4—x*) > 1 +log,(1 - x) <

| 4 —
M >log,2 +log,(1 —x) <
log, 4
log, (4 — x*
= ﬁz—(z——) >log,[2(1 -x)] &

& log, (4 - x%) > 2log, (2 - 2x) &
& log, (4 - %) > log,(2 - 2x) &

_— 4—x2>4—8x+4x2 — Calculo auxiliar

5 -8x=0 &

<:>5x2—8x<0<:>x€[0,%] 4:.,(:0\,,(:%
[o,ﬁ}n]—z,ﬂ:[o,ﬂ X /
3 0 8
gx)>flx) & x€(o, 1] 5

Questoes propostas

m Seja a um numero real positivo
diferente de 1. =

A expressao a"* —3"? éigual a:
®W3-a O
©32 (D)o
3
m Na figura esta parte da representagao

gréfica da fungao f, de dominio IR,
definida por f(x) = log, x .

Na figura também esta
representado o trapézio isdsceles
[ABCD] cujas bases, [AB] e [CD],
sdo paralelas ao eixo Ox.

Os pontos A e C pertencem ao
gréfico da funcéo f.

As abcissas dos pontos A e B sao
a e 9a, respetivamente. O ponto C
tem ordenada log, (8a).

Qual das expressoes seguintes

representa a area do trapézio
[ABCD]?

(A) 22,5a

(B) 21a

(€) 7a x log, (7a)
(D)7a(3 + log, a)

m Considere as fungoes reais de
variavel real f e g definidas por
fx)=log;(2x —x*+ 1) e
g(x)=2logy(7 —x*)—1.

Os dominios de f ede g sao os
conjuntos de nimeros reais para os
quais f(x) e g(x), respetivamente,
existemem IR.

20.1. Determine o dominio e os
zeros de cada uma das fungoes f

eg.
20.2. Determine, sob a forma de

intervalo de nimeros reais,
o conjunto-solugao da condicao

g() < flx).

BIONPY 0UOd @ TIVIN-NIdD



Unidade 2 - Fungdes Tema 2 - Fungao exponencial e fungdo logaritmica

Questodes resolvidas  Questdes propostas

Num lago onde néo havia peixes, introduziram-se, em m Foi feito um estudo de mercado, no

determinado momento, alguns peixes de uma espécie que
vamos designar por espécie A.

Admita que, t anos depois, 0 nimero de peixes existentes
1000

no lago é dado aproximadamente por P,(t) = —————,
1+19e ™

onde k designa um numero real.

18.1. Determine k sabendo que a populacdo de peixes duplicou
em cinco anos (apresente o resultado com aproximagao as
centésimas).

18.2. Admita agora que k=0,14.

Passados cinco anos foram introduzidos no lago alguns peixes

de uma nova espécie, a espécie B. Admita que t anos apés

este instante, o numero de peixes desta nova espécie existentes
2200

1424 %%’

Quantos anos passaram para que, no lago, existissem tantos

peixes da espécie A como da espécie B? (Apresente o

resultado aproximado as unidades.)

no lago é dado por Py(t) =

inicio do lancamento de uma
campanha publicitaria, a um painel
de opiniao composto por 1000
individuos. O nimero de pessoas P,
do referido painel, que adquiriam o
produto, t dias apds o inicio da
campanha é dado por:

400
Pt)=—————
1+4xe "
21.1. Qual a percentagem de
elementos do painel que ja
compravam o produto no inicio
da campanha?

21.2. A campanha devera terminar
quando o numero de pessoas, do
painel, que adquirem o produto for
superiora 200 . Quantos dias
devera demorar a campanha?

Resolucao
18.1. P,(f) = — 220 _

1+19e A intensidade da luz solar, x metros
P,(0) = 1000 _ 1000 _ 1000 _ ., abaixo da superficie da 4gua, é

1+19 ¥ 1+19¢° 20 dada, numa certa unidade de
. — kx
1000 medida, por I/(x)=ae ™, (x> 0)

PA(5)=2x P,(0) = T 100 onde a e k sao constantes positivas

< 1000 = 100(1 + 19¢ %)
& 10=1+19 * < 19e * =9
. 9 9
S et = —Sk:In<—
19 19
9

= k=—lln<—):> k=015
5 19

18.2. Quando decorreram t anos apos a introducao no lago
dos peixes da espécie B, decorreram t+5 anos apds a intro-
ducao no lago dos peixes da espécie A.

Portanto, temos de resolver a equacao Pyt) = P,(t +5).
2200 _ 1000

1+ 24e 0,14t 1+ 19e—0,14(t+5)

& 22(1+19e % %) = 10(1 + 24e *'*)
& 22+418e 19 =10+ 240e O
& 418e7 %07 _ 240 % =~ 12
& e '*(418e *7 - 240)= - 12
=
=

Py(t) = P,(t + 5) <=

e 0,14t = -12

418e % — 240

- 0,14t = In<¢)
418e °7 — 240

g

Pt ( ‘0172 >=>tz7
0,14  \418e *-240

%Decorreram sete anos ap0s a introducao no lago dos peixes
5da espécie B.

12 © Porto Editora

que dependem das condi¢oes em
que sao efetuadas as medicoes,
nomeadamente da hora e do local.

Num determinado lago e num
determinado instante foram
efetuadas algumas medicoes.

22.1. Sabe-se que essas medigcoes
permitiram concluir que

I(x+3)=151(x).

Interprete este resultado no
contexto da situacdo apresentada e
determine o valor de k para esse
instante e local. Apresente o
resultado com aproximacao as
centésimas.

22.2. Considere que para esse
instante e local se tem k =0,23.

Sabendo que a 3,4 metros de
profundidade se registou uma
intensidade luminosa de 2745
unidades, determine o valor de a
e diga qual é o seu significado.

Apresente o resultado aproximado
as unidades.

121



122

Questoes para praticar

itens de selecao

a Considere a fungao f, de dominiéu[%, \/5] ;
definida por f(x) = log, x .
Qual é o contradominio de f?

™|, 15] ®[-3, -2]
o o

m Sejam a, b e c trés numeros reais tais que
a€,+00[,bER" e cER".

Sabe-se que log,b=c.

Qual das seguintes expressoes é equivalente a

log, (b X \/Eg)?

3 ¢
(OFS ®5

3¢

(©c+ 15 (D)a?

m Qual é o valor de log, (\3/9 sabendo que

3
log;a==?
93 2

®w: ®-I ©-; ©O-;

m Considere a fungao f definida por f(x)=e***.
Sendo k uma constante real positiva, qual dos
seguintes pontos pertence ao gréfico de f?

(B)(Ink, K)
(D)(nk, 2+k)

(A)(Ink, k+¢€?)
©) (nk, ke?)

Considere a funcao f, de dominio IR, definida
por f(x)=e*.
Indique qual dos seguintes pontos pertence ao

gréfico da fungao f.
(R)A(1, 0) (8)B(In2, 4)

(©) C(, e (D)D(In 5, 10)

m Dado um nimero positivo x sabe-se que
log,x=e.
Ovalorde Inx é:

A)e
(€ eln2

(8)2
(D)2*

a Sabe-se que o ponto P(5, 6) pertence ao grafico
da funcéo f definida por f(x)=alog,(x - 1).
Qual é o valor do nimero real a?

@+  ®3 ©3 @ (©-3

m Seja f afungao de dominio IR" definida por
f(x) = e"%*,

Indique qual das expressoes seguintes também
pode definir f.

@« @ O © v

m Sabe-se que 1+ log,x=3log,y.
Qual das seguintes igualdades é necessariamente
verdadeira?

(B) x=ay’

(D)x=%3

(R) x =3y
@)

a Sejam as fungdes f e g, definidas em IR\{0}
por f(x)=log,x* e g(x)=2+log, x’.
Em qual das opgoes seguintes se apresenta o
conjunto das abcissas dos pontos de intersecao
dos gréficos das fungoes f e g?

A {2} ®){-2, 2}
(c) {_ 2 ’ 0 ’ 2}

(0){o, 2}

a Na figura estd
representada parte

do gréfico da funcao
f, de dominio R*,

N3dD
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definida por
f(x)=log,x (a éum
numero real superior a 1).

Na mesma figura estdao também representados o
ponto D e o triangulo [ABC].

Sabe-se que:

«0s pontos A e D pertencem ao gréficode f e
as suas abcissas sdao 3 e 3a’, respetivamente;

« 0 ponto B tem ordenada igual a do ponto A e
abcissa igual a do ponto D;

« 0 ponto C tem ordenada igual a do ponto D.

Qual é a area do triangulo [ABC]?
(A) (B)3a’-3

(©)(3a*-3)xa

(3a*-3)xa
2

(D)a* -1



m Considere as fun¢oes f e g, de dominio R",
tais que f(x) = log; (x) e g(x) = log, (x).
Qual das seguintes igualdades se verifica para
todos os elementos do dominio?

(R) g(x) = 2f(x) (B) g() = f(x)
(©) f(x) = 29(x) (D) g(x) = (F)’

a Sejam a, b e ¢ numeros reais positivos tais que
i=ac.

O valor de log, b + log, (%) é:

® (8) 3:(1 ~log, o

©1- %Iogac (D %— log, ¢

@ Seja @ o numero real tal que log, a = 4444 .

Qual é o valor de log, 1£6_ ?

(R) 4442 (B) 2220

© 11 (D) 4440

Sejam x um numero real maior do que 1.
1

X"* éigual a:
@Wx  @®e (@1 ()

m Sejam a e x numeros reais maiores do que 1.

Ina

x"* éigual a:

@x  ®e  (©a ©°
a Para todo o nimero real x, logs, 2* éigual a:

()5 (B) 5x © g (D) Vx

m Se a é um numero real positivo diferente de 1.

log, [Iog‘,(\/3 \3/5)] éigual a:

(A)2 (B)-2
(©) 21og, a (D)1 log, a
Itens de construcao

m Mostre que, para qualquer numero natural n,

diferentede 1, log, |log,

© Porto Editora

ém Sejam a, b e ¢ nimeros reais maiores do que 1.

EN

Mostre que log,a x log,c xlog.b=1.

e
Qo
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m Resolva em, IR, as seguintes equagoes:
43.1. log, [log, (log, x)] = - 1

43.2. log, [log, (log,, x)] =0

m Seja f afuncao definidaem ]2, + oo[ por
f(x):|og3(x—2)+Iog3(x+2)+log3(x2+4)—%I0939".

44.1. Mostre que f(x)=log, (x'—16)—2, para
qualquer xE€ ]2, +oo[ .

44.2. Determine os zeros de f .

m Para determinados nimeros reais a e b
maiores do que 1, sejam as fungdes f e g, de
dominios ]—-o0, 2[ e ]-4, +oo[,
respetivamente, definidas por f(x) = log, (2 — x)
e g(x)=log, (4 + x).

Sabendo que os graficos das fungdes f e g se
intersetam num ponto do eixo Oy, mostre que
b=d".

m O nivel N de um som, em decibéis, esta
relacionado com a sua intensidade /, através da

igualdade N()=10 Iogli, sendo /| medida em
0

watt por metro quadrado e /, a intensidade de
um som no limiar da audi¢do humana.

Considere /,=10">W/m’.
46.1. Mostre que N(/)=120+ 10log /.

46.2. Mostre que N(2/) — N(/) é constante.
Apresente o valor da constante arredondado as
unidades e interprete-o no contexto da situagao
em causa.

Admita que o nimero de pessoas residentes em
Portugal é dado, em milhdes, por

10,728

TR -
( 1+0,05x e %

sendo t o numero de anos decorridos ap6s o
final do ano 2000 (t = 0 corresponde ao final
do ano 2000).

47.1. Em que ano foi atingido em Portugal o
numero.de 10,5 milhdes de residentes?

Se nos célculos intermédios proceder a
arredondamentos conserve, no minimo, trés
casas decimais.

47.2. Em quanto aumentou o nimero de
residentes em Portugal desde o inicio do ano de
2001 até ao final do ano de 20077

(Apresente o resultado em milhares com
aproximacao as unidades.)
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Questdes para praticar

m Admita que o niumero de microrganismos

existentes em determinada cultura, t horas apoés
um certo instante inicial, é dado,

. kt +
aproximadamente, por M(t) = ae™, (t € IR;)
sendo a o nimero de microrganismos no
instante inicial e kK uma constante real.

48.1. Sabe-se que, para qualquervalor de t,

M(t+1)

—=16.
M(t)

a) Interprete este resultado no contexto do
problema.

b) Mostre que, com duas casas decimais, se tem
k=047.

48.2. Considere k=0,47 .

Sabendo que, 10 horas apés o instante inicial,
existiam na cultura um milhao de microrganismos,
determine o nimero de microrganismos que
existiam no instante inicial.

(Apresente o resultado arredondado as
unidades.)

Para obter o povoamento de coelhos de uma
determinada regiao foram ai libertados, no dia

1 de janeiro de 2014, alguns casais desta espécie.
Sabe-se que o nimero N de coelhos evoluiu de
acordo com o modelo N(t) = ae" sendo t o
numero de meses decorridos apés aquela data.

(Considere que 1 més =30 dias e admita que
este modelo se mantém durante pelo menos
um ano.)

49.1. Sabendo que foram libertados 30 coelhos
e que antes da data referida nao havia coelhos
na regiao, determine o valorde a.

49.2. No dia 30 de agosto de 2014 contaram-se
100 coelhos na regido.

Determine o valor de k (apresente o resultado
aproximado as centésimas).

49.3. Considere a=30 e k=0,15.

a) Determine a taxa de crescimento mensal da
populagao de coelhos.

Apresente o resultado na forma de
percentagem com aproximacao as unidades.

b) Num determinado instante verificou-se que
existiam n coelhos na regiao.
Quanto tempo terd de decorrer, depois desse
instante, para que o numero de coelhos seja
cinco vezes maior?

Apresente o resultado em meses com
aproximacao as unidades.

Segundo a lei do arrefecimento de Newton,
atemperatura T de um objeto t horas apés ter
sido colocado num local com temperatura
ambiente T,, é dada por
TO=T,+(T,-Tye ™
T, é a temperatura do objeto no instante t=0
e k é uma constante que depende das
caracteristicas térmicas do objeto.
Num determinado dia, para testar alguns
estudantes de investigagdo criminal, um objeto
foi deixado num local onde a temperatura
ambiente era constante de 22 °C.
As 10 horas desse dia mediu-se a temperatura
do objeto verificando-se que era de 30°C. De
imediato, o objeto foi movido para uma sala do
laboratério onde a temperatura ambiente era
constante de 5°C.

50.1. Justifique que, para determinado valor

de k, atemperatura do objeto, em graus Celsius,
t horas ap6s ter sido colocado nessa sala, pode
ser modelada pela equacdo T(t)=5+25e *'.
50.2. As 11 horas, ap6s uma hora na sala do
laboratério, verificou-se que o objeto estava a
uma temperatura de 20 °C.

Mostre que, com quatro casas decimais,
k=0,5108.

50.3. Do mesmo modo, a temperatura do
objeto no local onde foi deixado inicialmente,
pode ser modelada por uma equagao da forma
TO=T,+(T,—T,)e ** com k=0,5108.
Determine a que horas a temperatura do objeto,
nesse local, era 37 °C.

(Apresente o resultado em horas e minutos.)

Em varias regides do pais foi detetada uma
doenca que afeta os pinheiros, provocando o seu
apodrecimento.

Em qualquer uma dessas regides, o nimero de
pinheiros afetados, em milhares, t anos apés o

inicio do ano 2000, é dado, aproximadamente por:
PH)=—2—
pte

emque k e p sao parametros reais.

51.1. Admita que, para uma determinada
regido, setem k=0,5 e p=0,05.

Determine o ano em que o numero de pinheiros
afetados, nessa regiao, atingiu 100 mil.

51.2. Noutra regidao, mais a norte, verificou-se
que, no inicio do ano de 2001, havia

10 000 pinheiros afetados pela doenca.
Determine, para este caso, a relacdo entre k e p
apresentando o resultado na forma:

k=-1In(A + Bp)

®IONPH OMOd @ TIVIN-NIdD



Uma empresa realizou uma campanha publicitaria
para promover a venda de determinado artigo.
O numero de artigos vendidos por dia, em
milhares, ap6s terminar a campanha publicitaria
é dado por
vi)=3x27"

sendo t o numero de dias decorridos ap6s o
termo da referida campanha.

52.1. Sabendo que 50 dias ap6s o termo da
campanha eram vendidos 1500 artigos por dia,
verifique que k=0,02.

52.2. Quantos artigos se vendiam por dia,
10 dias apds o termo da campanha?

Apresente o resultado arredondado as unidades.

52.3. Verifique que, em percentagem, a variagao
diaria do numero de artigos vendidos é
constante. Determine o valor dessa constante
com aproximagao as décimas.

Se, nos calculos intermédios, proceder a

arredondamentos conserve, no minimo, trés
casas decimais.

52.4. Quando deve a empresa iniciar uma nova
campanha publicitéria sabendo que pretende
que o numero de artigos vendidos nao se situe
abaixo de 1200.

Apresente o resultado em dias com aproximagao
as unidades.

52.5. Exprima t em funcdo de v e conclua que

50
t=—-(n3-1Inv).
In2( )

A magnitude aparente (m) e a magnitude
absoluta (M) de uma estrela sao grandezas que
permitem calcular a distancia (d) a que essa
estrela se encontra da Terra.

M, m e d, estédo relacionadas pela férmula
M-m=5-5logd

(d é medida em parsec, sendo:

1 parsec = 3,26 anos-luz)

53.1. Sirius é uma estrela com magnitude
absoluta M = 1,45 e magnitude aparente
m=-1,44.

Determine, em anos-luz com aproximagao as
unidades, a distancia da Terra a Sirius.

53.2. Determine a que distancia se encontra da
Terra uma estrela cuja magnitude aparente é
igual a magnitude absoluta.

53.3. Prove que, para quaisquer m, M e d, se
tem d=10'*%2m-M

Unidade 2 - Funcdes Tema 2 - Funcdo exponencial e fung@o logaritmica

A intensidade de luz, /, medida numa certa
unidade, esta relacionada com a distancia, d,
da fonte de luz, em metros, pela relagao:
2In(d)=k-In())
(k é uma constante que depende das caracteristicas
da fonte de luz.)
Considere duas lampadas, com iguais caracteristicas,
que vamos designar por lampada A e lampada B.
Num determinado ponto verificou-se que a
intensidade da luz proveniente da lampada B
era, na unidade considerada, igual a 0,04 .
Sabendo qua a distancia da lampada B a esse
ponto é o triplo da distancia da lampada A,
determine, no mesmo ponto e na mesma
unidade, a intensidade da luz proveniente da
lampada A.

A temperatura T de um objeto, em graus Celsius,
t horas ap0s ter sido colocado num local com
temperatura ambiente T,, é dada por

T(t) S Ta + (To s Ta)e—kr

T, é a temperatura do objeto no instante t=0

e k é uma constante que depende das
caracteristicas térmicas do objeto.

Um peru foi retirado do frigorifico e colocado no
forno. O peru estava a 8 °C de temperatura e o
forno foi pré-aquecido a 180 °C. A partir desse
instante, a temperatura do forno manteve-se
constante.

55.1. Justifique que, para determinado valor
de k, atemperatura do peru, em graus Celsius,
t horas apos ter sido colocado no forno, é
modelada pela equacio T(t)=180—172e *'.

55.2. O peru foi colocado no forno as 9 horas.
As 10 horas e 45 minutos encontrava-se a uma
temperatura de 44 °C. A que horas o peru ficou
assado sabendo que tal acontece quando atingir
a temperatura de 80°C?

Apresente o resultado em horas e minutos, com
0s minutos aproximados as unidades.

Considere as funcdes f, de dominio ]2, +oo[ ,
definida por f(x)=4+2log,(2x—4) e g definida

em R por g(x)=18+27.
56.1. Caracterize a funcéo inversa de f.

56.2. Seja h=gof . Determine o dominio de h
e mostre que h(x)=8x+2.

56.3. Resolva, em IR, as seguintes inequagoes:

a) gx)—g(2x)+12>0

b) f(x)+ f(%)g 16 125
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Avaliacdo

n Considere a funcao f, de dominio IR*, definida por f(x)=In (%)
Qual dos seguintes pontos pertence ao grafico de f?
(A) <e, In ;—) B) (e, 1-In2) © (e, e-In2) (D)(e, ﬁ)

X2, se x<0

a Considere a funcao f, de dominio IR, definida por: f(x)={Iog e R
) ’

Seja (u,) a sucessao definida por u,= f(2\/r_1).
Indique qual das expressoes seguintes define o termo geral de u,,.

2+log,n
2

1+log,n

(©) 2log, Vn © —

(R) 4n (B)

B Sendo k uma constante real positiva e f a funcao de dominio IR definida por f(x)=e™, qual dos
seguintes pontos pertence ao grafico de f?

@) (ink, e +k) ®) (Ink, Vk) © (nk, ke’ ©) (ink, K¥)

n Sejam a e b nameros reais positivose a# 1.

Se log,(ab)=4, entdo o valorde b é:

(A) 1 (B) a ©3s3 () @
B Qual das seguintes expressdes é, para qualquer nimero real x, iguala e**'""*?
() ()" (8) (In2)e* (©) 2¢° (D) e*

B Sabendo que log,,x=a e log,,y=b, ;‘./ éigual a:
5 [
(R) log,,(a—b) (B) 10°°° (© 10 (D) 03,0 d
log,, b

Seja g: R*— IR afuncao definida por g(x)=e"%*.
Indique qual das expressoes seguintes também pode definir g.

(A) 3lnx (B) X (c) xl—ln3 (D) xln

w

n Considere a funcdo f definidaem IR\{0}, por f(x)=In(x?).
Indique qual dos seguintes pontos pertence ao grafico da funcéo f.

(A) (3, 2In3) (B) (3, 2+In3) (€©) (3, In6) (D)3, 2In9)

o Considere a funcdo h definida por h(x)=In (4x* + €?).
Indique qual dos seguintes pontos pertence ao grafico da fungao h.

A) (e, 7) (B) (e, 10Ine) (€) (e, 10) (D) (e, 2+In5)
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Qual das seguintes expressoes é, para qualquer nimero real x€ -3, +oo[, iguala 9'*"*

(A) 9Vx+3 (B) 9+2log; Vx+3 (€) 9x+27

m Sejam a, b €R"\{1} tais que Ioga\/a_b=2.

Entdo, log, a éigual a:

®3 OF ©3

e
X

(A) In (% 0 ex) (B) In (s) x In (ex) (€)1

Seja f afuncao definidaem IR* por f(x)=In(x). Entdo, f(—)+f(ex) éigual a:

m Sabendo que e"=u e & =v, x—y éigual a:
v |
@) e ®) In (%) © W

In(v)

m Sabe-se que g(x)=2log,x eque a, bED,.

Entédo, pode-se afirmar que:

g@_ .~ 2)=g(a)- -5-23
W2 g0-50 @ g<b)_g(a) 9 (© gla-0)=5

m Considere a fungéo f: IR"— IR definida por f(x)=|ogz\/2_x.

Indique qual das expressoes seguintes também pode definir f.

1. Inx 2 +log, x
LRLL 21
N+ ® — (©) V2log, Vx
m Considere a fungéo g definida por g(x)=€**?.

Qual dos seguintes pontos pertence ao gréfico da funcao g?

(A) (-2, 0) (B) (1, —2e) (© (In3, 3¢?)

Qual das seguintes expressoes &, para qualquer nimero real positivo a, iguala e ?  ?

(A) Va+e (8) "2—e (€) eVa
m Determine, em IR, o conjunto-solucdo de cada uma das seguintes condicoes:
18.1. 3% =9 18.2. 3*'i.—,3]—2x
18.3. 3*-12x3"=-27 18.4. "*=8
s —20 —==10 18.6. 3" -9'=10

1+ 2e
18.7. log,(x—1)=3-log, (x—3)

Vx+3

(D) 9+%(x+3)

3
(D) >
(D)2

(0) e

©) gla-6)=g

(D) 1+Inx

(D)(In3, 5)

Ina+1

(D) Vae

18.8. log, (x>~ 5x+6)—log, (2 —x)=2

18.9. In(x+1)+In (2 - X>>o 18.10. (log, x)* —log, x*>0

18.11. e*< 2¢"

18.12. 1+In|x|<0

?

a

b

)
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m No inicio do ano de 2000 (t=0) existiam seis mil aves de determinada espécie. A partir dai o nimero de

Avaliacao

aves decresceu, sendo dado, em milhares, por:
A(t)=log,(a—7t)
onde t é o numero de anos decorridos desde aquela data.

wIONPT 0UOd @ TIVIN-NAD

19.1. Verifique que a=64.
19.2. Quantas aves desapareceram durante o ano de 20077

19.3. Em que ano a espécie foi extinta?

Numa fabrica de componentes eletrénicos, o nimero N de pegas que um operador de determinada
maquina produz por hora depende do nimero t de dias de experiéncia. Essa relacao é dada por:

N(t)=50—35e %

20.1. Qual o nimero de pecas que é de esperar que um operario sem experiéncia produza por hora?

20.2. Um operério que produza mais de 300 pecas num dia recebe prémio de produtividade. Sabendo
que, nessa empresa, um dia de trabalho corresponde a sete horas, quantos dias de experiéncia é
de esperar que tenha um operdrio para comecar a receber tal prémio?

O valor, em milhares de euros, de um determinado equipamento é dado pela relacao:
V(t)=V,e"
em que V, é o valor na data da aquisicao e t o tempo (em anos) decorrido desde essa data.

21.1. Sabendo que no primeiro ano o equipamento sofreu uma desvalorizacao de aproximadamente
8% , verifique que, com a aproximacao as centésimas, k=—0,08.
Nas questoes seguintes considere k=—0,08.

21.2. Quanto tempo tera de decorrer apds a aquisicao para que o valor desse equipamento fique
reduzido a metade?
Apresente o resultado em anos com aproximacao as unidades.

21.3. Sabendo que, 15 anos ap6s a aquisigao, o valor do equipamento é de, aproximadamente,
100 milhares de euros, qual era o valor inicial?
Apresente o resultado em milhares de euros com aproximacao as unidades.

21.4. Verifique que em cada n anos de utilizagao este equipamento se desvaloriza cerca de
100(1 - %)% .

A expressao M= g(log,0 E-1 1,8) relaciona a quantidade aproximada de energia £, em ergs
(1erg=10"7 joules), libertada por um sismo de magnitude M, na escala de Richter.

1 1,
-lo 18+ SM'

22.1. Verifique que E=

22.2. Qual a energia libertada pelo sismo de Lisboa de 1755 sabendo que este teve uma magnitude de
8,7 na escala de Richter?

22.3. Verifique que um sismo em que a energia libertada é 10 vezes superior a de outro tem um
acréscimo de magnitude de apenas 0,67 (2 c.d.) na escala de Richter.

22.4. Verifique que a uma diferenca de magnitude de mais uma unidade na escala de Richter corresponde
uma energia libertada cerca de 32 vezes maior.
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O crescimento de uma populagao é modelado pela funcdo P(t)= T onde t é o tempo em
+5e *

anos e P(t) é a populacdo em milhdes.
23.1. Qual era, em milhoes, a populagao inicial?

23.2. Para que a populagao atinja os 30 milhdes, quanto tempo tem de decorrer?
Apresente o resultado em anos com aproximacao as unidades.

m Para uma particular substancia radioativa, a massa m (em gramas) no tempo t (em anos) é dada por
m=m,e *?', onde m, é amassa inicial.

24.1. Para uma massa inicial de 500 gramas, determine a massa residual ao fim de 10 anos.
Apresente o resultado em gramas com aproximacao as unidades.

24.2. Determine, em anos com aproximacao as décimas, o tempo que tera de decorrer de modo que a

massa inicial se reduza a metade.

a Uma pessoa portadora do virus da gripe visitou uma certa comunidade. Decorridos T dias o nimero x

de pessoas infetadas por aquele virus é dado por:
T(x)=-0,95In <1; = 0,0001)

25.1. Quantos dias foram necessérios para que fossem infetadas 4000 pessoas?

25.2. Passadas duas semanas quantas pessoas foram infetadas?

m Considere a fungao real de variavel real definida por f(x)=In G - 1).

26.1. Determine o dominio de f.

26.2. Caracterize a fungao inversa de f.

Considere as fungoes reais de variavel real definidas por f(x)=3—2e > e g(x)=e”.
27.1. Caracterize a funcdo inversa de f.

27.2. Resolva a equacao f(x)=g(x).

m Seja f afungao definida em IR* por f(x)=log, (§)+Iog3x2.

28.1. Mostre que f(x)=2+log, x, para qualquer x € IR*.

28.2. Determine a abcissa do ponto do grafico de f cuja ordenada é 6.

a Cada ser vivo tem uma quantidade constante de carbono-14. Apds a sua morte a quantidade de
carbono-14 existente nos animais e plantas vai diminuindo com o tempo. A quantidade Q de
carbono-14 que resta num féssil t milhares de anos apés a morte de um ser vivo é dada por:

Q(t)= CefO,'lZlI
(c é aquantidade de carbono-14 existente a data da morte.) .-~

29.1. Foram encontrados os restos de um esqueleto de um animal.
Dado que a descoberta suscitou interesse arqueoldgico,
foram efetuados testes laboratoriais, os quais revelaram que
se havia perdido 58% do carbono-14 existente quando
vivo. Ha quantos anos morreu o animal?

29.2. Em percentagem, qual é a reducao de carbono-14 em cada
1000 anos decorridos apds a morte do ser vivo? (Apresente
o resultado com aproximacao as décimas.)
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m Em determinada espécie de arvores destinadas a industria da madesira, o diametro médio d do tronco,
em centimetros, esta relacionado com o nimero T de anos decorridos apés a plantagao, através da
igualdade T(d)=—4,6+4,3log,d.

30.1. Exprima d em fungdode T.

EIONPY 0U0d & TIVIN-NAAD

30.2. Qual é o didmetro médio das arvores na altura da plantagao?
(Apresente o resultado com aproximacdo as décimas do centimetro.)

30.3. Verifique que, para qualquer valor de d, adiferenca T(2d)— T(d) é constante.
Determine essa constante e interprete o seu valor no contexto da situagao descrita.

30.4. Admitindo que as arvores sao cortadas quando o didmetro médio do tronco atinge os 25 centimetros,
determine o numero de anos, com aproximacao as unidades, que decorre entre a plantagao e o
corte das arvores.

m As substancias radioativas desintegram-se, com o decorrer do tempo, de acordo com a lei M=A e,
sendo A a quantidade inicial, M a quantidade existente decorrido o tempo t e k uma constante
positiva que depende da substancia em causa.

Uma amostra de 10 mg de radio (isétopo **°Ra) desintegra-se sequndo a lei:
M(t)=10e "
sendo t otempo expresso em milhares de anos.

31.1. Sabendo que decorridos 400 anos a massa da amostra se reduza 8,43 mg, verifique que, com
trés casas decimais, se tem k=0,427.

31.2. Chama-se periodo de semidesintegracao ao tempo necessario para que uma substancia
radioativa se reduza a metade.
Determine, em anos com aproximagao as unidades, o periodo de semidesintegracao do radio.

a Onamero N de bicicletas vendidas por um comerciante esta relacionado com o montante p, em
milhares de euros, gasto em publicidade, por:

N(p)=50+1001In(10p +2)

32.1. Que quantia terd o comerciante de investir em publicidade para vender 350 bicicletas?
Determine o resultado, em euros, arredondado as unidades.

32.2. Quantas bicicletas serdo vendidas se o comerciante nada investir em publicidade? E se investir
3 mil euros? E se gastar 30 mil euros em publicidade?

32.3. Se, sem despesas de publicidade, o comerciante tiver um lucro de 50 € por bicicleta, compensara
gastar 3000 € em publicidade? E serd que compensa gastar 30 000 € ? Justifique as respostas
apresentando os calculos convenientes.

32.4. Considere a expressao L(p)=0,05xN(p)—p.

a) Explique o significado da expressao no contexto da situacao apresentada.

b) Utilize a calculadora para determinar o montante, em euros, que deve ser investido em
publicidade para que o lucro obtido na venda de bicicletas seja maximo. Explique como
procedeu apresentando, na sua resposta, o grafico e outros elementos recolhidos na utilizagdo
da calculadora.

a As 9 horas da manha de um certo dia foram administrados a um doente dois medicamentos A e B.
A concentracao de cada um desses medicamentos, em miligramas por mililitro de sangue, t horas ap6s
ter sido administrado, é dada por:

Medicamento A: A(t)=2te ™ Medicamento B: B(t)=4te ™

33.1. Sabendo que, as 10 horas da manha desse dia, a concentragao do medicamento A era de
1,48 mg/ml, verifique que, com uma casa decimal, k=0,3.

33.2. Determine a que horas, depois de os medicamentos terem sido tomados, a concentragao do
medicamento A foi igual a concentracao do medicamento B. Apresente o resultado em horas
130 e minutos, sendo 0s minutos arredondados as unidades.
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Tema 3

Limites e continuidade

1. Nocgao intuitiva de limite

Considere-se a funcéo real de variavel real, f, sendo:

X2 -6
X+ 2

f:x~_ry=

O que acontece a variavel dependente y quando x se aproxima cada vez maisde 07

E cadavezmaisde —27?

Observe o grafico e as tabelas da funcao.

V£ X Y3
05 3.076 ~2.05 | 35.95
o4 3.06 -2.04 | 4596
03 3.045 -2.03 | 62.637
02 383 20z | 9598
01 -2.01 | 195.99
R h ERROR
o1 2.985 199 | -2
02 97 -1.98 | -104
03 2.955 -1.97 | -70.64
o4 2.94 -196 | -53.96
2.926 - -43.95
X=0 X=-2

Quando x se aproximade 0, y aproxima-se de —3.

Diz-se que o limite de f(x) quando x tende para zero é — 3 e escreve-se:

lim f(x)=-3

x—0
Quando x se aproxima de —2 o limite de f(x) ndo existe e escreve-se:

lim f(x) ndo existe.

X— -2

Assim, o limite de uma funcao num ponto pode existir ou néo.

No exemplo anterior verificou-se que:

2

. -6

lim X =-3; f(0)=
x—0 X+ 2 ()

0" -6
0+2

=-3

Em muitos casos o calculo do limite de uma fungdo num ponto pode obter-se
por concretizacao da varidvel independente.

Considere-se agora a fungao real de variavel real:

x*—4
fzx\}x+2

Qualéo lim f(x)?
xX—>=2
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Observando-se o grafico tem-se:
lim fix)=—4

xX—>—2

O valor — 4 nao pode ser obtido por concretizacao da variavel x na expressao da funcao f,

x’—4 : 2 0 - s
f(x)= —5" pois obtém-se o valor & que nao é um numero real.
X

Este exemplo sugere duas notas importantes:

' 1.0 limite de f(x) quando x se aproxima de ¢ nao depende do valor f(c). O limite, se existir, é apenas
dependente dos valores de f quando x#c¢ e x se aproximade c.

2. Para calcular o limite de uma fungao num ponto é importante conhecer técnicas de calculo de limites,
pois nem sempre a simples concretizacao da variavel independente resolve o problema.

2. Definicao de limite segundo Heine

Chama-se vizinhanca de centro a e raio & (nota-se por V() aointervalo Ja—&, a+d[ (6>0).

——t———o—
a-o a a+é

Seja C um subconjuntode IR e a um nimero real.

. Ponto de acumulagao
a diz-se ponto de acumulagéo de C se e s6 se em qualquer vizinhanga de a existe pelo menos um
elemento de C diferentede a.

' Ponto isolado
a diz-se ponto isolado de C se pertencea C e nao é ponto de acumulagao de C.

©IONPH 0MOod @ TIVIN-NIdO

Considere-se a funcao f representada graficamente: : ___________ .
.D,=1-4, 3]U{4} 1
« 4 é ponto isolado de Dy; :
«3 é ponto de acumulagéo de Dy; -4; 34 X
«—4 é ponto de acumulagao de Dy;
«[-4, 3] é o conjunto dos pontos de acumulagao de D;. ” S— -y

Repare-se que um ponto de acumulagao de um conjunto pode, ou ndo, pertencer ao dominio.
As funcdes que vamos estudar tém por dominio subconjuntos de IR sem pontos isolados.

Assim, o conceito de limite e de continuidade de uma fun¢ao num ponto diz apenas respeito a pontos
de acumulagao do dominio.

Em estudos mais avancados estudara os conceitos de limite e de continuidade de fungdes que tém
132 no seu dominio pontos isolados.
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' Defini¢ao de limite de uma fun¢ao num ponto (segundo Heine)
Seja f uma funcao real de variavel real e a um ponto de acumulagéo do dominio de f.

Diz-se que f tende para b quando x tende para a e escreve-se:
lim f(x)=b

X—a
se e s6 se a toda a sucessao de valores de x do dominio de f convergente para a, sendo os termos da
sucessao todos diferentes de a, corresponde uma sucessao de imagens por f convergente para b.

P —
.
= e
x >
oL 8
2 N
1 1
T T
4 j
1 1
' '
oz
] |
' ,
' |
e
i
'

i
b

3. Limites laterais

Consideremos a funcao f de dominio IR, definida por:

-1 sex<?2
X+2 sex>2

f(x)= {

Por observacao do gréfico de f verifica-se que:

+ quando x se“aproxima”de 2, por valores inferioresa 2, f(x)
aproxima-se de 3.
Escreve-se:

lim f(x)=3 <— Olimite lateral de f & esquerda noponto 2 é 3.

xX—>2"

« quando x se“aproxima”de 2 por valores superioresa 2, f(x)
aproxima-se de 4.

Escreve-se:

|im2+ f(x)=4 <— Olimite lateral de f a direita no ponto 2 é 4.
X =

Neste caso, como lim f(x)# lim f(x), ndo existe limite de f no ponto 2.
x— 2 x—2"

' Se existirem os limites laterais de uma fungao num ponto, o limite da funcao nesse ponto existe se e s6 se 0s
limites laterais sao iguais.

xli—'Pa f)=b & xm’f(x) =xm_f(x)=b
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4. Propriedades dos limites

Dada uma funcdo f, o conhecimento da existénciaounaode lim f(x), sendo a finito ou infinito,
" —a
pode ser formalizado aplicando as propriedades que se seguem. )

Limite de uma constante

O limite de uma fungao constante é a prépria constante.

B100pg 00 @ TIVIN-NAdD

se f(x)=k (kER), entao lim f(x)=k. 4
X—C k f
Exemplos: ;
. . o ¢ x
lim2=2e Ilim mn=m.
x—7 X—* + 00
Limite da funcao identidade
y f
Se f(x)=x, entdo lim f(x)=c.
X—cC c+
Exemplos: 0 ¢ x
im x=-3e lim x=+co.

x——3 X — + 00

Limite da soma

Se lim f(x) e lim g(x) existem e ndo sao infinitos de sinais contrarios, entao:

X—cC X—cC

lim [£0)+g(0]= lim f()+ lim g(x)

Exemplos:

Se lim f(x)=—oco, lim gx)=+oc0e lim h(x)=3:

X — — 0O X— + 0o X — — O

lim (x+ f(x))=—oc0—oco=-00
X—-oco Convencao:

atocc -too, exceto co—oc0,

lim (x+g(x))=+oo+oo:+oo

X — + 00

lim (h(x)+ f(x))=3—co=—00

X—r—00

e lim (—x+ f(x))=[+oo—oo

X— — 00 —

Nao se pode indicar o resultado.
oo —oo éum simbolo de indeterminacao.
Este caso sera estudado mais a frente.
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Limite do produto

Se lim f(x) e lim g(x) existem, sem que um deles seja infinito e o outro nulo, entéo:
X =% C X—>C
lim [f(x)xg(x)]= lim f(x)x lim g(x)
X=—t€ X ==L R

Exemplos:

Se lim f(x)=+oc0, lim g(x)=—o00, lim h(x)=—2 e lim i(x)=0,
X—C

X—C X—C X—cC
entao:
. XITC [f(x)x g(x)] =+ 00 x (- 00) =— 00 Convencao:

= #0.
o lim [f(x)x h(x)]=+ oo x(-2)=—o00 axco=00 se a
X—C

e lim [g)xh(x)]=-ocox(-2)=+00

X=—>C

e lim [i()x f(x)] = «— 0Xxoo também é um simbolo de indeterminagao.
x=%c Nao se pode indicar o resultado sem estudar o
produto das fungdes em causa.

Limite do quociente

Se lim f(x) e lim g(x) existem e ndo sao ambos nulos ou ambos infinitos, entéo:
X—C

X—cC

g . e I

m e —
x—cg(x) lim glx)

« Se lim f(x)=a#0 e lim g(x)=0, entéo:
X-—>.C

X—C
f(x) Convencao:
lim —=+o00 a
x—»cg(x) 6=00, se a#0.
Exemplos:
lim —2—=%=—oo e lim 2=£=+c~<>
x—0 X 0 x—0" X 0

« Se lim f(x)=a€R (a#to0) e lim g(x)=+o00, entéo:
X—C

X—cC
- f(x)_o Co:ven;éo:
x—c g(x) ;zo,seaioo.
Exemplos:
i 2=—2 =0 e Iim 2=—2 —o.
x— +00 X % x— —o0 X - o0

Nocasode lim f(x) e lim g(x) serem ambos nulos ou ambos infinitos surgem os simbolos de inde-
X—C X=—>C

terminagao -g— e g que serao estudados mais a frente.
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Limite de uma poténcia

lim [f(x)]":[ lim f(x)]" (nEN)

X—C

Exemplos:

. Se Iim1 flo=2; Iim1 [f(x)]3=23=8
X— N>

e lim x’=(+o00)P=+00

X — + 00

e lim xX’=(-oc0f=-00

X —» — 00

Limite de uma raiz

Se lim f(x) existe (finito ou infinito) entéo:

X—C

im VA =\t T ) e (I, 0920 se n par)

X—>C
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Exemplos:
. lim Vx=Va=2
x—4
Convengao:
.x—hvn:oo\/_z Li e v"oo=oo
e lim Vx=V-oco=-00
X——00
Sintese das convenc¢oes adotadas
Convengoes Indeterminagdes
Soma atoo=too (a#Fo0) 00— 00
Produto ax00=00 (@a#0) 0x oo
a_ 0
i (a#0) -
Quociente
g . 0 a#oo —
[e o] (o)
Poténcia oo =00 (PEIN)
Raiz Voo = oo (PEN)

Da aplicacao das propriedades enunciadas resulta que, nas funcées polinomiais, fungoes racionais,
fungdes exponenciais ou nas fungdes logaritmicas, o limite quando x—> a é igual aimagemde a.
136 Esta afirmacdo, como veremos mais tarde, é valida para todas as fungoes continuas.
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5. Calculo de limites. Indeterminacoes

D Exemplo 1 Calculo de limites D Verifica 1
Calcule os limites seguintes. Calcule os limites seguintes.
o Ax+ 1 O 11, lim &1
1.1. xh_n:\z - 1.2. xllns X=2 £ iie D
; 3x+4
Resolucao 1.2, i
: sAN T < ax

1.1, lim Xt1_4x2+1_9
TTax—2x-1 22-1 3

1.2, Iim3Vx’ -2=V3*-2=V25=5
X —

=3 13. lim (x—3)
X—

D Exemplo 2 Limites infinitos D Verifica 2
Calcule. Calcule.
; 1 . Xl li
2.1. lim X2 2.2. lim 2.1. lim
x—11-=x x—2 4 — x2 x—2x2_4
2200 2 4
23. lim (4x2+\/;+ 2) 24. lim (C+x+1) x_'ﬂ'oo(x )
X—>+ 00 X—>—00
2 2.3. lim >
25. lim (-xX*+x) 26. lim — X400 ] — x
x=r=ee x——-ocox“+ 5 .
24. lim (x*+x)
Resolucac X0
25. lim (x+1)
2.1, lim )1(+1 :0%=+oo X 1 X— —00
x—1 == a
F 26. lim Vx’+1
x+1_2 1—-x | + 0 - X—+00
x—1t1-x 0 :
27 lim 2+X
X—»—00
Nao existe lim X+1
x—11—x
B m Xt1o3 e i
x—24-x 0
i x+1 =i _
x—2 4-x 0
Nao existe lim x+1 :
x—24-x
3. lim (4X2+\[X+2):4(+oo)2+\/+oo+2
X—+ 00
=4 00

24. lim (C+x+1)=(-0c0f—oco+1 .

X —> — 00

25. lim (-x*+x?=(-(-c0f —oo)

2.6. lim
RdsiE 5 s 137
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Indeterminagao oo —o0

b Exemplo 3 Fungdes polinomiais

Calcule cada um dos limites seguintes.

3.1, lim (2 -3x*+1) “3.2. lim (3X+x+1)
X — + 0O X—*—00
2esol 10
(00— 0)
3.1. lim (2 -3x+1) =

X—+ 00 > Coloca-se em evidéncia a poténcia de x

3 | com maior expoente.
= lim f(z——+—>}:
X—+ 00 |: x3 XS

=+00x%x(2-0+0)=+00

Outro processo consiste na aplicacdo do seguinte teorema:

. 0 limite de uma fungao polinomial f, quando x— + 0 ou
quando x — — oo é igual ao limite do termo de mais alto grau do
polinémio f(x).

Entio lim (2-3x’+1)= lim (2x°)=+0c0.

X—* + 00 X —» + 00

(00— 00)
3.2, lim (3x*+x+1) = lim (3x%)=+o0

X— — 00 X — — 00

D Exemplo 4 Fungdes irracionais
Calcule.

a1, lim (Vx-Vx+1) 42. lim (Vx'+1+x)

X —>+ 00 X —> — 00

Resolucao

a1, lim (Va-Vxe1) 2™

b D > Multiplica-se e divide-se

( \/_ \/_1.) ( \/, \/__1_> aexpressao A—B pelo
-Vx+ x+Vx+

seu conjugado A +B.

= lim
=t VeaVaet )
2 2 (A-B)(A+B)=A*-B’
— liiiig (\[x) —(\/x+1) B
x—=+eo  \/x 4 \Vx+1
X+ Vx+Vx+1
-1 -1

= lim

— :0
x—=roo\/x 4 Vx+1 T
(00 — o0
42, lim (V@+1+x)=

X—— 00 X——00

= gy MR

Net=0BA Lo 1 —y TOO

(\/x2+1+x)(\/;(2+1 —x)=
VX +1-x

=0

D Verifica 3
Calcule.
3.1, lim (@x°-x*+1)

X—+—00

3.2, lim (x—x°

X—>+00

D Verifica 4

Calcule.

41. lim (, [2x+ l—@)
X— +00 2

42. lim (x+Vax'+1)

X—+—00
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Indeterminacio ==
©0

Tema 3 - Limites e continuidade

No caso de esta indeterminacao surgir no calculo do limite de uma fungéo racional quando x— * oo

pode aplicar-se o seguinte teorema:

' Se f é uma fungao racional definida por f(x)=:—()9 entao 'iT fx)=
X x—+o0o

:”—xn, sendo a,x" e byx"

x—»t oo o)("

o0s monémios de grau mais elevado dos polinémios A(x) e B(x), respetivamente.

B Exemplo 5 Calculo de limites de fum;ées racionais

Calcule cada um dos limites seguintes.

2 2

By, im X=X 532, lim X3 53. lim —X

X—» + 00 X2+7 PR 2X2 o 55 X ]
Resolucdo
51, lim X =% (X>=5

X— + 00 )84.7 X — 4+ 00 xz

osx43®) 0 sy 5 s

52. lim = lim == lim —= =0

X_L+°° 2)(2 X— + 00 x—lo+o<>2X + OO0
53. lim i(z_'f) lim (3—"2—>= lim (3—x>=—oo
" == 00201 x— —o00 \ 2X x— —o0o\ 2

0

Indeterminacao °

D Verifica 5

Calcule.
5x*+ x2+ 1

51, i
o PO, 9

X——00

2241

5

5.2. lim

X—++00 ¥ — X

3
PE ol . .
x—-00 3%° + X

54. lim

. .. 0 i s 5 T
Quando a indeterminagao o surge no calculo do limite de fungdes racionais resolve-se o problema

fatorizando o numerador e o denominador, simplificando a fragao.

D Exemplo 6 Fungdes racionais

Calcule cada um dos limites seguintes.

3

6.1. fim X+ 6.2. lim X =8

x—-1x°=1 x—2x2 = 2x
Resolucao

x4 0 (+T) 1
6.1. i = lim —= et

x—-1x* -1 X—*—"M(X—‘l) x—-1x-—1 2 =
6.2. lim X -8 (2

x—2x* - 2x

X +2x+4

:"mzw((x/d) ) 1 0O 0 -8

* X 2 4 8

=4+;+4=6 ‘ 1 2 4 0

D Verifica 6

Calcule cada um dos limites
seguintes.

3
6.1. lim X +27
x—-3 x*—9
2_
6.2. lim "——5"—’:6
X2 5(x = 2)
2
635 fiw 20X
x—0
4_
6.4. lim X 81
x=3 (x - 3)
3 2
o8 Atz 2

x—1  x*—1
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D Exemplo 7 Outras funcdes

Calcule.

Tl x'ﬂ'.‘; \/;%i/i 7.2. x"_r."z I’:___;'
Resolucao .

7.1, lim —X=3 9 i (x-3)(Vx+V3)

bl Py XLT3(\/;_\/;)(\/;+\/§)=
e E(VaVE)

x—3 (x~3)
=\/§+\/§=2\/§

0
—4(6 x—2)(x+2 axb|=|a|x|b
ra i = =2+ | laxbl=lal x|
X—+2 X— x—2 x—2 X=2 se x>2
x-2|=
\x—2|\x+2| -(x-2) sex<2

= lim
x—2 xX—2

lim W: lim :(X/"Z)—|X+?—I=|2+2|=4
x— 2" x—2 x—2" M
im P22l a2 o,
x—2" x—2 xX—2 (x,-’Z)
-4

Logo, nao existe lim ——.
x—2 X—2

Indeterminac¢ao 0Xxoo

Esta indeterminacao transforma-se, normalmente, numa das anteriores.

Calcule cada um dos limites seguintes.

8.1. lim (\%?xl)
x— 0" X
x2+1 1

—_—X
2 x*=1

(1 1. \eex0 . x+1 <:_°—?)
8.2. lim ( 2 X'XT‘I) | -

X—+ 00

D Verifica 7

Calcule cada um dos limites
seguintes.

7.1. lim
x—0x% + x

2
72 fim X =1
x—1|x—1|

7.3. lim =1
x—1|x]-1

7.4. lim —-—”2;"’2
sRIADX =4

nl. Xt 853
sl N

78, lim XX+

2=40, A/x

7.7. lim %
x—0 X

3/,,2

7.8. lim \/x_

x—0 X

D Verifica 8
Calcule.

2_
8.1. lim(lex } )

x—1 X

x -
8.2 lim (-2—>< x)
x— 0" \X
UE% G

1 8
8.3. lim (——
x'—»z<x—2 x’—s)
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6. Limites de funcoes envolvendo exponenciais e logaritmos

= y=log,x
¥ lim a=0 / lim log,x=—o00
Xr=i=00 x—0"
1
/ 0 1 X

0 b%

Para a>1:

lim a'=+o0 lim log,x=+00

X —>+ 00 X—+ 00

O levantamento de indeterminacdes em fungdes que envolvam exponenciais e logaritmos é feito,
geralmente, a partir dos limites notaveis seguintes.

Limites notaveis:

o &y lim & =+o0 (pER) im PO+ _, im BX_g
x—0 X X—+00 X x—0 X x—+oo X
D Exemplo 9 Calculo de limites com exponenciais e D Verifica 9
logaritmos
o9 Calcule.
Calcule cada um dos limites seguintes. 36 _3
9.1. Iim0
X _ 43 h+3 _ 3 50
9.1. lim £=° 92. lim =——F% P
x—0  2X h—o  h 9.2. lim
x—1 3X~3
1 X 2
93. lim [2n+1 (e"—T)] 94. lim XX DG .
n— +o00 ( ) x—+00 X+ 1 9.3. xh—rono 3x
1) 2 3x
95. lim —- 9.6. lim (x2 e‘) P N s
x——o00 X € x— 0" .
. € +3x-1
InGc+ 1 2 95. lim ————
b, iy T 9.8 lim X518 x—0 -1
x—0  2X x—3 In(x-2) N3
A 9.6. lim %:—;‘
nth+2)-In X=%%s0
9.9. lim ——(h— 9.10. lim [2x|n<1 +l>] .
=0 AL X 9.7. lim =
In (x + 6) il i
nx
9.11. lim 10X 13, fim ———r - Sm ¥
x—1x—1 x—-5 X+5 9.8. lim =
x—+00 @ —1
In(3x 2 _
9.13. | (39 9.14. lim (xInx) ) 9.9. lim L
x—+00 X x—0' N xrr=oo, @1
e -1 (x+ 1)e*—3¢? 9.10. lim (xel')
9.15. lim 9.16. m —— S g
x—0In(3x+ 1) x—2 x—2 ( ')
§ x+2)Inx—In16 In(x+3 9.11. lim \xe’
29.17. lim ( )x 5 9.18. lim (—\/) s
g X—>2 - X—>+00.9 L \/x _x
2 12 . T
; X =% — 00
29.19. lim [(2+1)(In(x* + x+ 1) = In ( + x))] (continua)
3] X—+ 00 141
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Resolucdo

31() 3x e—zx 1
9.1, lim €= Y jim 2 )
x—0 x—0 - 2x
..2x 1
= lim (-e¥)x lim =—1x1=-1
x—0 -2x—0 — ZX
h+3 3(— 3(ah
. el . e’(e"-1)
9.2. lim — = lim —=
h—0 h h—0 h
h
—e’x lim & 1=e3><1=e3
h—o h
1
(4o e
9.3. lim [2n+1\e"-1) = lim |[2n+1)x—=X =
n—s + 0o n— +00o n
; L
" n
= jim 2t g im E and 1
n—+00 N 1 0 ( 1 )
= n—+00 = ——0
29 " "
= lim —x1=2x1=2
n— + 00 ’f
el
§
9.4. X e X OO,
x—+00 X+ 1 x—+o00 1 " 1 0"
X X
9.5. lim 1x(°°=x°) jiin = Fazendo y=—x, vem x=—y.
X——00 X @ y—~+oo(—y)e y X— —00 — y—>+00
; 4
=— lim —=-o00
y—+oo Yy
1 » 2 1 1
9.6. lim (x’e‘)mx: ) liim [<l> e’]_ Fazendo, y=_ i 8=
x—0 y—+oo|\y X—0" = y—+00
= lim §=+oo
y—»+c>c:>y2
Inx+13(“ 3In(x+1
o7, i PE+1 i) g Mok )
x—0 2x x—0 2x
3, In(x+1) 3 3
== lim ———==x1==
2x—0 X 2 2
®
. xX-5x+60 . (x-3)(x-2) 1 -5 6
9.8. lm ———— = lm ——— = 3 3 _6
x—3 In(x-2) x—3 In(x-2)
v -2 o
= lim B i S lim (x-2)= y=x-3
x—3In(x-3+1) x—3 i b il
= lim Lx1:1
y—oln(y+1)
h+2 h
In In{=+1
. |n(h+2)—ln(2)(o) . ( 2 > 1 = (2 )
99. |lim ———— = lim —————=—lim
h—0 h h—0 h 2h—0 h
2
In(y +1 =i
=1 jim v )—1><1_1
2y—o0 y 2

D Verifica 9

In(3x+ 1)
.13, lim ——
o

| -
8k, B )
x—0 x?+2x

| =
e n(x+3)-In3
x—0 X

9.15.

9.36; lim J0X
x—1X—1

In(x+ 1)
9.17. lim __n(x )
x—0 3x

9.18. lim X=1

=1 1nVx

9.19. lim Xtinx

X—+00 X

: 1
lim
x—0'xInx

9.20.

9.21. lim (x—Inx)

X—*+00

s 2
922l 22
x—3 x-3

xInx—1In27

9.23. lim
x—3 x-3

9.24. lim [xIn(x+1)—=xInx]

X—+00

9.25. ﬂn:J3x’(|n0€+2)—|nx’)]

h—0 = y—0

BIONPF 0UOd @ TIVIN-NIdD



9.10.

9.11.

9.12.

9.13.

9.14.

9.15.

9.16.

. 1)\|(2x0)
lim |2xxIn|1+— =
X — + 00 X
In(1+1 1 1
: 1 x Ty
=8 s | Sy | x—rto0 =5 y—»0
x
| +1
e iy YD oy
y—>0 y
C x ©) L mE=1+1) y=x-1
Ilm Il = Xx—1 = _'0
x—1X— x—1 x—1 y
i In(y+1)
y—>0 b 4
@)
| In(x +6) \o lim In(x+5+1)
x—-5 5 T x—-5 X+5 - y—X+Z=> o
X— — y—
In(y +1
= lim _(y__)=
y—90 y
| In(3x)(%) | Iny
x—+00 X y— +00 ly y=3x & x:%y
I 3 — — —_—
=5 lim —X=3%0=0 AR OE S
y— +o0o y
5 Ox(-00) Va1
lim (xInx) = lim —In—-= i s I,
x—~0'( ) y—+o00y Y y= <:>X—y
o Iny"- x—0" = y—+o00
y—+oo y
—In In
= fim —Zee | Y_o
y—+o0o y y— +00 y
)
e . (e"—1 2% 3x )
im ——— = lim X —X —————|=
x—0Iln(B3x+1) x—o\ 2x 3k InBx+1)
I i 3x
==x lim X lim ———=
3 x—o0 2x 3x—0ln(3x+ 1)
=Zx1><1=Z
3 3

Fazendo y=x-2,

lim =
X—2 xX-2 vem x=y+2.
— lim (y+2+1)e’”2—3e2_ x—2 = y—0
y—0 y
_ lim (y+3)e’"?-3e"
y—0 y
= fim ye' 2 +3e7 -3¢’ —
y—0 y
e e+ 3e%(e’ - 1)
y—0 y
il =
= lim £ 13e?lim Lt
y—0 y y—0
= Iimoe’”+3e2><1=
y—b

=e’+3e’=4¢’

Tema 3 - Limites e continvidade
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2 | 16(9) Fazendo y=x-2
AT i EEDINE—IRTE vem x=y+2.
x—2 xX—2 x—2 = y—0
+2+2)I 2)—-In2*
=Iim(y )in(y +2) n2:
y—0 y
+4)1 2)—4In2
i WAy +2)-4n2_
y—0 y
i yin(y+2)+4In(y+2)-4In2
y—0 y
In(y +2 | +2)—In2
= lim y—(y )+4Iim —n(y )i =
y—20 y y—20 y
In(x+1) lIn<z+1>
4 : 2 . 2 2
=lim[In(y+2)]+4lim ——~=In2+4lim ——— =
y—20 y—0 y y—20 Z
2
In(u+1
izt PR s s Tzl
a=X u—~0
2
9.18. lim In(_x+i)(§) lim W—+3)= Fazendo y = Vx
K—akod. gy A fyr Fokes T4y temos x=y’.
3 X— +00 — y—» + 00
ln[y’<1+—>]
= him N YA
y— +o00 1+y
Iny2+ln(1+i>
lifn Y/ _
y— +00 T+y
2Iny+|n(1+1>
= lim yz =
y—*+00 1+y
3
In(1+—)
In
2_y+4L
= lim y y =
y—+o00 l+1
y Dado que
_2x0+0_ fim: X6
0+1 y—++o0
(00 —00)
9.19. lim [(2¢+1)(In(+x+1)-In(*+x)] =
X—*+00
e b L+x+1\|_ . 1 B
= lim |27+ 1)In|=———]|= lim |[(2*+1)In +1])|=
x—+oo| X +x )] x—too X+ x
InQ()1 +1>
= lim | (2*+1)x 1 % i =
x—+00 X +x 1
- X +x
1
In +1
" 27+ 1 . <x2+x ) Fazendo y =
=i x lim —————-= +x
X — + 00 + X X— + 00 1 X—’+°Oﬁy—'0
X+ x
| +1
= lim leim M=2x1=2
X—+ 00 xz y—0 y
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Tema 3 - Limites e continuidade

7. Continuidade de uma fun¢ao num ponto
Definicao
Considere a fungao f com a seguinte representagao grafica:

y Note-se que:

«afungao f nao estd definida para x=a, apesarde a ser
um ponto de acumulagao do dominio de f;

i

f(b)# lim f(x)

« lim f(x) ndo existe

X—C

o
'Y e
(oot S

. Iimd f(x) ndo existe
X =—b

A funcéo f é descontinua em cada um dos pontos b, ¢ e d e continua em todos os outros pontos do
dominio.

' Continuidade num ponto
Seja f uma fungéo definida num intervalo aberto Ja, b eseja c€ Ja, b[.
Entdo, f é continuaem c seesése lim f(x)=F(c).
X—C

D Exemplo 10 Continuidade de uma funcdo num ponto D Verifica 10

Verifique se a fungao f, a seguir definida, é continua no ponto 0. Verifique se a fungao f, a seguir
definida, é continua no ponto 0.
X 2
— se x>0 e =1
se x<0
)= Vx fl0)=
x“+x sex<g0 e”+1 sex>0

Resolucao

o lim f(x)= lim (+x)=0

X=—>0 x—0
(0)
X

lim f(x)= lim — = lim L\/—i—z lim ’(—\&:0
x—0* x—0* \/; x— 0" \/);\/; x—0" X

lim f(x)= Iin:r fx)=0 = Iimof(x)=0
X— 0

X—>0"

. f0)=0.

Como lim f(x)=f(0), f é continua no ponto x=0.
x—0
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Continuidade lateral

Se uma fungao nao é continua num ponto do seu dominio é descontinua nesse ponto.

Uma funcao pode nao ser continua num ponto ¢, mas, nesse ponto, ser continua a esquerda ou a direita.

y y
oj :
‘9\ ; E v E :
5 r o3 : Lo ! &
a of ¢ b x a of ¢ b x a o ¢ U %
f é continua a esquerdaem c. f é continua a direitaem c. f apresenta uma
lim f(x)=f(c) lim f(x)=f(c) descontinuidade
x—C x—c"

bilateralem c.

. Seja f uma funcéo definida num intervalo Ja, c].

f é continua a esquerdaem ¢ seesése lim f(x)=f(c).
X—>c

' Seja f uma funcéo definida num intervalo [c, b[ .

f é continua a direitaem ¢ seesése lim f(x)=f(c).
X=—C

Uma funcao pode ser apenas continua a esquerda (ou a direita) num ponto e ser continua nesse ponto.
Isso acontece se a funcdo nao esta definida a direita (ou a esquerda) desse ponto.

D Exemplo 11 Continvidade de uma fungdo num ponto D Verifica 11
Estude a continuidade lateral da funcdo seguinte no ponto x=0. B b e
& de f noponto x=0, sendo:
5 2 se x <0 I .
fo)= 1+ e+ 1) se x>0
In(3x+ 1) 0 ;
2x s po= 1 se x=0
x*+2 se x<0

X 0
lim f(x)= lim <e——2)=e—~2=l—2=—§—
2 2 2

x—0 x—0 2

In(3x + 1 In(3x+ 1
i, s iy, D) B g IMEET5 g8
x— 0" x—0' 2x 2 3x—0' 3x 2 2

Como lim f(x)# lim f(x), ndoexiste lim f(x).
x— 0 — 0" x—0

X

Logo, f é descontinua no ponto x=0.

eO

3 .
(0= T=—2 | f(x)=—
(0) 2 1 2exm:)_ (%)

N|W

Apesar de f ser descontinua no ponto x=0, f é continua a esquerda
naquele ponto, dado que Iin:]_ f(x)=£(0).
P e 4

®I0Npg 0U0d © ZIVIN-NID



Tema 3 - Limites e continuidade

Continuidade de uma fun¢ao num intervalo
Observemos a representacao grafica da funcao f de dominio [-6, 9].

Afuncéo f é descontinua nos pontos —3 e 3, mas
é continua em todos os outros pontos do seu dominio.

Néo podemos dizer que a funcdo é continua em
[-6, 0], porque f ndo é continuaem —3.

Mas, por exemplo, podemos dizer que f é continua
em }-3, 3[ eem [6, 9].

' Se uma funcao f é continua em todos os pontos de um intervalo aberto Ja, b[, entdo f é continua nesse
intervalo.

. Uma fungéo f é continua num intervalo fechado [a, b] se f é continuaem Ja, b[ e f é continua a direita
no ponto a e aesquerdano ponto b.

Se uma funcéo f é continua em todos os pontos do seu dominio dizemos, simplesmente, que a fungao f
é continua.

Propriedades das func¢ées continuas

' « A fungdo constante f(x)=c é continuaem R.
« A funcao identidade f(x)=x é continuaem IR.

Se f e g sao fungoes continuas em x=a, entao:
«f+g écontinuaem x=a
«fg é continuaem x=a

-5 é continuaem x=a (se g(a)#0)

Se f é continuaem x=a, entao:
«f" (n€IN) é continuaem a
«V/f écontinuaem a (n€IN e fla)>0 se n épar)

Se f é continuaem x=a e g é continua em f(a), entdo afungdo gof é continuaem a.
A funcéo exponencial f:IR — R (a€ R*\{1}) é continua. "
KN = a
A fungao logaritmica f:IR* — R (a €R*\{1}) é continua.
x ~_~ log,x
Usando as propriedades das funcoes continuas, é facil provar que:
« toda a fungao polinomial é continuaem IR ;
» toda a fungao racional é continua em todos os pontos do dominio.
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D Exemplo 12 Continuidade de uma fun¢do D Verifica 12
Indique os valores de x para as quais sdo continuas as fungoes reais de  Justifique que a funcao f, de
variavel real definidas por: dominio IR\{0}, definida por:
l-
12.1. f: R— R com f(x)=2¢+ 1 x+1 fx)=e 3 x*
/ é continua.

12.2. g: R— R com g(x)=In(*+1) =~

x*-3
123. h: R\{-2, 2}—R com h(x)==; 2

X —_

: 5 1
124. i: R"*— R com i(x)=——
Vx

12.1. Afuncéo f é continua em IR, pois trata-se de uma fungao
polinomial.

12.2. D,=IR. Afuncéo g é continua por ser a composta de fun¢Ges conti-
nuas (funcao polinomial e fungao logaritmica).

12.3. D,=IR\{-2, 2}. Afungdo h é continuaem [R\{-2, 2} por ser
uma fungao racional.

12.4. D;=IR". Afuncdo i é continuaem IR por ser definida pela raiz
quadrada e quociente de fungdes continuas (fungdes polinomiais).

Teorema de Bolzano-Cauchy ou teorema do valor intermédio

. Seja f uma funcao real de variavel real continua no intervalo fechado [a, b].

Se k é um niimero compreendido entre f(a) e f(b), entéo existe pelo menos um valor ¢ compreendido
entre a e b tal que f(c)=k.

Se: y
4141 IO
{f é continuaem [a, b] 2

fla)< k< f(b) ou f(b)<k<f(a)

2

entao: _/
fla)==o=== ;

existe pelo menos um c € Ja, b[ tal que f(c)=k.

Corolario f
F(b)f---=n==mmmmmmmmnee :
Se: 5
f é continuaem [a, b]
{f(a)x flb) <0 R i =
entao: fla)f------ /

existe pelo menos um c€ Ja, b[ tal que f(c)=0.

f(a)x f(b)< 0 significa que f(a) e f(b) tém

sinais contrarios.

rIONPY 0M0d @ ZIVIN-NIdD
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Tema 3 - Limites e confinuidade

v

f(b)

f(a) -

Observe que se f(a)x f(b)>0, f pode, ou ndo, ter zeros em Ja, b[.

yi
f(a)+------ \_9

0 fi" I ‘Ib X
10} E— N

Se f(a)x f(b)<0 e f naotemzerosem Ja, b[, entdo f nao é continuaem [a, b].

D Verifica 13

Considere a fungao f, de dominio IR, definida por f(x)=x+ log;, (xz + %) . Prove, usando o Teorema de

13.1.

13.2. Prove que a equagao f(x)=2 é possivel nointervalo ]1, 2[.

D,

Bolzano, que a equacao:
Prove que f admite pelo menos um zero no intervalo 10, 1[. p
tem pelo menos uma solugao no
intervalo 0, 1[.

Sugestao: Faca:
e¥=x & e'—x=0

fx)=x+ Iog3(x'2 + l); D;=R
3 e prove que a fungdo definida

f é continua por ser definida pela composta e pela soma de fungdes
continuas (fungdes polinomiais e fun¢ao logaritmica).
Logo, f é continuaem IR.

13.1.i) Como f é continuaem R, f é continuaem [0, 11CR.
In (ﬂ)
In

1 4 3
f(1)=1+lo (12+—)=1+Io (—)=1+Wz1,3
(1) 93 3 93 3 3)

i) F(0)=0+ Iogy,_(o2 + %)= log;37'=-1

r:
e h(x)=e*-x

tem pelo menos um zero em

10|

13.2,

f(0)xf(1)<0, pois f(0)<0 e f(1)>0.

Logo, de i) e ii), pelo Teorema de Bolzano, podemos concluir
que existe pelo menos um ponto x, dointervalo |0, 1[, onde
f(x)=0. -

i) fécontinuaem [1, 2]CR.

i) £(1)=1,3 In (E)
f(2)=2+log, 2’+;—)=2+Iogs?=2+

Como f é continuaem [1, 2] e f(1)<2<f(2), podemos concluir,
pelo Teorema de Bolzano, que existe pelo menos um x € 11, 2[
tal que f(x)=2.
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8. Assintotas do grafico de uma funcao

Verticais

' Areta de equagao x=a é uma assintota vertical do gréafico de uma fungao f se e s6 se:
it
lim fi)=toc0 ou lim f(x)=to0
X—a

X—a

lim f(x)=+o00 lim f(x)=+00 lim f(x)=—oc0
X—a X—a X—a
lim f(x)=—o00
Note que:

« a€D; e f édescontinuaem a;
ou

» a& D, e a éponto de acumulacdo de Dy .

Nao verticais
y ¥
A~ 'v—"“ﬁb
7 :

' A reta de equacdo y=mx+b é uma assintota do gréfico da fungio f, quando x— + 00 (ou x—» —0),

seesose:
lim [f)—(mx+b)]=0 ou lim [f(x)—(mx+b)]=0
sendo
- fx) . flx)

m= lim — m= |lim —

x—+00 X ou x——-00 X
b= lim (f(x)— mx) b= lim (f(x)—mx)

X — + 00 X— — 00

Para que exista assintota é necessario que existam m€IR e b €IR que verifiquem a condigao
anterior.

Nocasode m=0 e b€EIR, aassintota é horizontal. Neste caso, lim f(x)=bou lim f(x)=b.
X — — 00

X—*+00
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D Exemplo 14 Assintotas do gréfico de uma funcao

Estude, quanto a existéncia de assintotas do gréfico, as fungoes:

1

14.1. f(x)=x€e"

14.2. g(x)= I_ng

Resolucao
1

14.1. f(x)=x e"
D;=R\{0} e f é continua.

Assintotas verticais:
1

lim f(x)= lim xe*=0xe <=0

x— 0" x— 0

1 y
Iin}r f(x)= Iin'(nr (x e") = lim (l e’>= lim =400
X — X—

A reta de equagdo x=0 é uma assintota vertical do gréfico de f.

Assintotas nao verticais: y=mx+b
1

X
Xe'_ o

f(x) &

x—+o00 X X —* + 00 )(

b= lim (fx)—mx)= lim (xe%—x)z

X —» + 00 X — + 00

1
1 X _ _
= lim [x(e"— 1)]= =t porque lim E)/—1=1.
1 y—0 ¥

X— + 00 :1__’0

X
Quando x— — oo sdo obtidos os mesmos resultados.

Areta de equagdo y=x+1 é uma assintota do gréfico de f
quando x— too.

14.2. g(x):'";"

D,=IR"=]0, +oo[ e g écontinua.

Assintotas verticais:

lim g(x)= lim Inx 00
x— 0" x— 0" 2X o'

=—00

Areta de equacdo x=0 é uma assintota do gréficode g.

Assintotas nao verticais:

" Apenas poderao existir quando x— + oo pois D, é limitado
inferiormente.

" . Inx 1 . Inx 1
i Como lim x)= lim —==x lim —==-x0=0,
x—lo+oog() x— +00 2X 2 x—+00 X 2

E areta de equagao y=0 é uma assintota do gréficode g
quando x— +00.

Tema 3 - Limites e continuidade

D Verifica 14

14.1. Estude quanto a existéncia

de assintotas do gréfico cada
uma das fungoes seguintes.
X +1

x—=1

a) f(x)=

b) f(x)=3x+¢€"

¢) f(x)=e‘+1
e -1

d) f(x)=x-3Inx
e) f(x)=1 -

+ 3@ %

0 =25

g) f(x)="V9x* - 3x

14.2. Estude as seguintes
fungdes quanto a existéncia de
assintotas ndo verticais dos
respetivos gréficos:
3¢+ x2

X+ e

b) f(x)=xln(x:1)+2x

a) f(x) =

151
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Questoes fipo exame

Questoes resolvidas

-

@ Para um certo valor de a, é continuaem IR afuncao f m

definida por:

x+a se x<a

f)={ax-a’+In(x—a+1)
se x>a
x—a
Qual é ovalorde a?
(A) 1 (B) 2 ©3 (D) 4
Resolucao m

Se f é continuaem IR entado f é continua noponto x=a.
Logo, tera de ser lim f(x)=f(a).
X—a

« lim f(x)= lim (x+a)=a+a=2a="f(a)

xX—a X—>aq

ax—a’+In(x—a+1)

o lim f(x)= lim

x—a* x—a' X—a
2 _ :
= i (ax—a +|n(x a+1)>= Fazendo y=x-a, i
x—a' \ X—a xX—a se x—a',
I
. akx—a)  In(y+1) 4 :
= lim ———+ lim —(y—=a+1 :
x—a' a y—0'

Como f é continua no ponto x =a, tem-se 2a=a + 1 pelo
quea=1.

Resposta: (A)

Na figura estd representada parte y :

do gréfico de uma funcéo f de T — i 7
dominio IR.

A reta de equagdo x =2 éuma N
assintota do grafico da funcéao f. 0

Seja (x,) a sucessao de termo

2e"—n
e

geral x, =
Qual é valor de lim f(x,)?

(A) 1 (B) 2

Resolugdo

lim x, =lim

n n

e e e

s Y
+ 00

=|im(2—in>:2—o+ =2
e

Como x, tende para 2, por valores inferioresa 2,

lim f(x,) = I_|.m2 )= 1

Resposta: (A)

2¢"-n ,. (2" n fim 2 =fim L= m
——=lim —-—|= e’ e’
n

Questdes propostas

Para um certo valor de k, é continua
em IR afuncdo f definida por:

1 se x<0

e 1;( “_1) sex>0

Qual é ovalorde k?

A)-1 BO ()1 (D)2

Para um certo valor de k, é continua
em IR afuncao definida por:

ekx+x_ ex

fx)=¢ x*+kx
In(e*+ kx) se x>0

se x<0

Qual é ovalorde k?
W1 ®2 @©3 (D4

Considere a fungao f, de dominio
IR, definida por:

2x—ke ' se x<1
f(x)=
®) )2(|nx_k se x> 1

(k designa um numero real.)

Relativamente a continuidade da
funcao f, noponto 1, qual das
seguintes afirmacdes é verdadeira
para todo o numero real k?

(A) E continua a esquerda e
descontinua a direita.

(B) E continua a direita e descontinua
a esquerda.

(€) E continua.

(D) E descontinua a esquerda e a
direita.

Considere a funcao f definida em
R* por f(x)=2"*.
Seja (u,) asucessao de termo geral

2n
u,= (1 = 1—) .
n
Qual é o valorde lim f(u,)?

®W-2 ®V2 ©F ©)
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Unidade 2 - Funcbes Tema 3 - Limites e continuidade

Questoes resolvidas Questées propostas

@ Considere a fungao g, de dominio IR, definida por: m Nafigura esta parte darepresentacao

gréfica de uma fungao f de dominio

In(x + 1)2 B =5, = 9]
_ x>0

g(x) = X
x+e” se x<0

Seja (x,) uma sucessao de nimeros reais tal que

limg(x,)=2. X
Qual das expressoes seguintes pode ser o termo geral de
(x,)?
a In n 1 en)
A)2+e" (B)2+— (C In1——>
® ®) © < 2n © ) As retas de equagdes x =— 2,
- x=—5,y=0e y=x+1 sao
Resolucdo assintotas do grafico de f.
e lim2+eMN=2+0=2e Iim<2 wIVRY_ 5 0=2 19.1. Considere a sucessao de
n termo geral x,=e " - 2.
In(x+ 1) Z .
I|m g(x)= lim n(x+1) _ |_r12_9= 2In3 _ | 3.5 Qual é o valor de lim f(x,)?
== (A) + oo (B) - oo
| . © -2 (D) 0
« lim|In{1 ——> =0~ porque lim(1—-—|=1"
2n 2n 19.2. Seja (u,) uma sucessao tal
Iin'(n) gx)= lim (x+e™M=0+1=1%#2 que lim f(u,) =+ oo.
— 0 — 0
i ) Qual das expressoes seguintes nao
i) pode ser o termo geral da sucessao
« lim :Iimlne+ln"=lim<l+|n—")=0* (u,)?
n n n i
5 e"+n
In(x+ 1) 2In(x +1 A —)
lim g(x)= lim -n_(x_)z lim L(X———)z ( )In(1+n (B)n +1
x—0" x—0" X x—0" X
I 1
=2x lim M=2><1=2 o) In(n)
x—0' X
I z
Portanto, se x, = n(en) , temos lim g(x) =2 Na figura esta represent—ada
n graficamente uma funcéao f de
Resposta: (D) dominio IR .
Na figura esta representada
: 2 y
graficamente uma fungao f de
dominio IR\ {0}.
As retas de equagoes x =0 e
y =0 sao assintotas do gréfico 5 . Aretade equagao x =0 éuma
de f. Fr assintota do grafico da fungéo f.
Indique o valorde lim :’(x) ) O gréfico da fungao f interseta o
¥=HOE €= eixo Ox no ponto de abcissa 3.
A) 0 B) 1 fi
@ ®) Indique o valorde lim ® .
(€ —o0 (D) + o0 x—0" f(x + 3)
Resolugdo (R)—c0 (B)+oo (0 (D)1
§ hm fx)=+oc0 e lim (e-1)=0"
- X0 m Ovalorde lim é:
§Lo o, lim 4 120 ow T
9%, e o (Ao (B) 1
EResposta (@) (€ -o0 (D)+ o0 153
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Questoes fipo exame

Questoes resolvidas

Considere a funcao f, de dominio IR, definida por:

- X _ -3
xe —3e se x<3
f(x): x—3
(1-x)e* se x=23 .~

19.1. Estude a funcdo f quanto a continuidade.

X

19.2. Resolva, no intervalo [3, + oo[ , aequacao f(x)=e

Resolucao

19.1. No intervalo |- co, 3[, afuncao f é continua por ser
definida pela composta, produto, diferenca e quociente de
fungdes continuas (fungao exponencial e fungdes
polinomiais).

No intervalo |3, + oo[, afuncido f é continua por ser defi-
nida pela composta e produto de fungdes continuas (funcao
exponencial e fun¢ées polinomiais).

No ponto 3, f é continua se, e sé se, lim f(x) = f(3).

-X 3[.‘9.1 el
xe "—3e "'/

o lim f(x)= lim y=x-3 ¢ x=y+3

x—3 X—3 X_3
Sex—3,y—0

i (y+3)e'["3¥3e'3:
y—0 (y+3)-3
. ye—ry+3;+3e-(y+3)_3e—3
_yli’n':)_ y =
~iim ye'(’*3‘+3e"e‘3—3e’3:
y—0 y

— im ye'(’”’+3e'3(e"‘fl):
y—0 y

- lim (ye’f"'3J+3e'3(e”’—1)>:
y—0 y y

= lim €YY _3¢3 lim &=
y— 0" y—o0 -y

= e’-3e? lim €=

X==y x— 0" X

e ?-3e*x1=-2e"

o lim fix)= lim [(1 -x)e™*]=(1-3)e*=-2e?

x— 37 X—3

¢ f(3)=(1-3)e > =—-2e*

Como xln"; f(x)= ,’l.mg f(x)=f(3), afuncao f é continua no
ponto 3

Portanto, a funcao f é continuaem R.

19.2. fx)=e *AXE[3, + oo &
= (1-x)e"=e "AXE[3, +oo] &
= (1-xe*—e*=0AXE[3, +oo] &
S e1-x-1)=0AXE[3, +o0] &
e =0V -x=0AXE[3, +oo &
S x=0AXE[3,+00] <& xED

A equacao é impossivel porque 0 & [3, + oo .

Questoes propostas

Inx

a O valor de I_s’n'g T é:
(R)o (B)1
(€) - o0 (D)+ oo

a Seja h afuncao, de dominio IR,
definida por:

X—2
3-x
h=1,, 1
nvx- —-X se x>2
X—2

Averigue se a fungdo h é continua
no ponto 2.

m Considere a funcao f, de dominio
IR, definida por:

l—(e"”‘— 1) sex>0
fx)={-4 se x=0
se x<0

X
V4-x-2

Mostre que a fungao f é continua
em R.

a Considere a fungao g, de dominio
IR, definida por:

lIog3\/12—3x se x<3

3
X) =
90 1 (x+3
In
x—3 6

) se x>3

Estude a funcdo g quanto a
continuidade.

m Considere a fungao h, de dominio
IR, definida por:

X a
€€ se x<a
x-a

h(x)= 11 sex=a
Vx-Va
———— sex>a
x-a

(@ é um namero real nao negativo.)

Mostre que a fungao h é
descontinua no ponto a, qualquer
que seja o nimero real nao
negativo a.

eIONPT 0Mod @ TIVIN-NIdD



Unidade 2 - Fun¢oes Tema 3 - Limites e continuidade

Questdes resolvidas _ Questdes propostas

De uma fungéo f, de dominio [- 1, 1] e continua, De uma funcao f, continuaem IR,

LFEN-MALZ W FOTTO EQIOTa

sabe-se que:

« f é uma funcdo par;

«f0)=1¢e f(1)=-1

« f é estritamente crescente nointervalo [- 1, 0].
Quantas solugoes tem a equacao f(x)=07?

sabe-se que:
« f é uma funcao par;
fQ)=—1e f(4)=-3

Qual das seguintes afirmagoes é
necessariamente verdadeira?

wo (B) 1 © 2 (D)3 (A) A equacao f(x)=— 2 tem duas,
e s6 duas, solucdes.
S (B) A equacao f(x)=— 2 naotem

Atendendo a que f é uma funcao par:

(i) se f é estritamente crescente nointervalo [— 1, 0],
entdo é estritamente decrescente no intervalo [0, 1].

Logo, f admite, no maximo, um zero em cada um dos
intervalos [-1, 0] e [0, 1].

(i) F-1)=f(1)=-1
Como a fungéo f é continua nointervalo [- 1, 0], e
como f(— 1)< 0 e f(0) > 0, podemos concluir, pelo coro-
lario do Teorema de Bolzano, que nointervalo |- 1, 0[
existe pelo menos uma solucao da equacao f(x)=0.

solucao no intervalo [-2, 2].

(€) A equacao f(x)=— 2 tem pelo
menos duas solugoes.

(D) A fungéo f nao tem zeros.

Seja f uma funcao polinomial do
quarto grau, cujo grafico se encontra
parcialmente representado na
figura.

De igual modo, como a fungdo f é continua no intervalo y f
[0, 1], ecomo f(0) >0 e f(1)< 0, podemos concluir 3
que no intervalo ]0, 1[ existe pelo menos uma solucao
daequacao f(x)=0.
-1 0 1 x

Portanto, a equacao f(x) = 0 tem duas, e sé duas, solugbes.

Resposta: (C)

@ Seja f uma funcao continua, de dominio IR.

Qual dos seguintes conjuntos ndo pode ser o contradominio
de h?

O minimo da funcao f é
0=1f(-1)=f(1) e f admite um
maximo relativo igual a 3 para
x=0.

Seja g afuncéo definida por
gx)=Ff(x—1)-3.

Qual é o valor de k parao qual a

@ [0, 1] (®) -1, 10\ {0} equacao g(x) = k tem exatamente
(©) Jo, +oof (D) Jo, 1[ trés solugdes distintas?
Resolucéo (A)3 s
©-1 (D)o

Uma funcéo continua em IR, se passar de negativa para
positiva, tera de passar em zero (Teorema de Bolzano).

Entdo, -1, 1[\{0} nao pode ser contradominio de f.

Resposta: (B)

@ Seja f uma fun¢ao de dominio IR, continua no intervalo
(2, 4].
Tem-se que f(2) = % f(4)=4 e f(x) > 0 paratodoo x € R.
Indique qual das expressoes seguintes define uma funcao g,

de dominio IR, para a qual o Teorema de Bolzano garante
a existéncia de pelo menos um zero no intervalo ]2, 4[ .

De uma funcédo f, continua, de
dominio [- 2, 2], sabe-se que
f-2)=-3 e f(2)=3.

Qual das afirmagoes seguintes é
necessariamente verdadeira?

(A) O contradominio da funcéo f é
ointervalo [-3, 3].

B)f(1)>-3

(€) A equacao f(x) = x tem pelo
menos uma solugao em

() g(x) = VF(x) - x (B) g(x) = V/f(x) + x 143, 3f.
(©) g(x) = f(x) - log, x (D) g(x) = f(x) + log, x (D) f(0) < (1) 155
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Questoes tipo exame

Questoes resolvidas

Resolucao
() g(x) = VF(x)-x
_ e A 5 O
9@)= VAR -2=y[g-2=5-2=-5<0
g@)=\Vfa)-4=\V4-4=2-4=-2<0

(B) g(X):\@+x
9(2)=\/»Tz)+2:\/%+2:1_+2:§>0

2
g(@)=\Vf4)+4=\V4+4=2+4=6>0

(©) g(x)=f(x) - log, x
3

1
- —1| _——1===K
g(2) f(2) — log, 2 1 0

g(4)=f(4)-log,4=4-2=2>0
g é uma funcao continuaem [R" por ser a diferenca de
funcbes continuas em IR’ . Logo, g é continuaem [2, 4].

Como g(2)< 0 e g(4)> 0, oTeorema de Bolzano
garante a existéncia de pelo menos um zero de g no
intervalo |2, 4[.

Resposta: (C)

@ O gréfico da funcao f, de dominio IR, definida por

3x
f(x)= A% 2e1 , tem uma Unica assintota.

eX

Qual das condicdes seguintes é uma equagao dessa

assintota?

() y=0 (B) y=3 ©y=2 (D) y=1
Resolucdo

3x - 0o
lim f(x)= lim 37:2e = 3f2e = =3

X— —00 x—-oco € + 1 e “+1 1

A reta da equagdo y =3 é uma assintota (horizontal) do gra-
fico da funcéo f.

Resposta: (B)

Considere a funcao f, de dominio |- oo, 4[, definida
por f(x)=1+log, (8 — 2x).

24.1. Resolva a inequacao f(x) < f(1)—2.

24.2. Mostre que a equacao f(x) = x tem pelo menos uma
solucdo nointervalo ]2, 3[.

Resolucdo

24.1. f(x) < f(1)-2 &
& 1+l0g,(8-2x)< 1+l0g,(8-2)-2 AXE ]-00, 4[
& log,(8 - 2x)< log,6 -2 Ax E |- o0, 4[
<> log,(8 — 2x) < log, 6 —log, 4 A x € |- o0, 4]

& log, (8 — 2x) < log,(6:4) A x € |- o0, 4]

= 8—2x<%/\x€]—oo,4[ E—

Questoes propostas

m Seja f uma fungao de dominio IR",

continua no intervalo ['1— 1—] ’
9" 4|

1 1
a —|= —]=9.
Tem-se que f(g) 4 e f<4)

Indique qual das expressoes
seguintes define uma funcao g, de
dominio IR, para a qual o Teorema
de Bolzano garante a existéncia de
pelo menos um zero no intervalo

by

(R) g(x) = Vx +f(x)
(8) g(0) = Vx - f(x)
(©) 900 =+

(0)g() =~

Seja h afuncao, de dominio IR,
definida por:

2+ 2

h(x)=
®) x—Iogz(§+1) se x>2

Em qual dos intervalos seguintes o
Teorema de Bolzano permite
garantir a existéncia de pelo menos
uma solucdo da equagao h(x)=27?

(R)J-1, 0f ®)]o, 1[
© .2 (D) 12, 6[

se x<2

O gréfico da fungao f, de dominio
IR, definida por f(x) = x’e" tem
uma Unica assintota.

Qual das condigbes seguintes é uma
equacao dessa assintota?

A)x=0 B)y=-1
©y=0 (D)y=1

De uma funcado h, de dominio IR,
sabe-se que:

« h é uma fungao impar;
o lim [h()+3]=1

X ——00

lim h(x)?

X— + 00

A)-2 (B2 (©3

Qual é o valor de

(D)-3

©IONPH 0MO4 @ TIVIN-NIdD
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Questoes resolvidas

& 16-4x<3AXE -0, 4] &
S Ax>13AXE |-00, 4] &

13

= X>T/\x€]—00,4[ =

(= XE[E, 4[
4

24.2. Seja h afuncao definidaem |- oo, 4[ por

h(x)=f(x) - x.

A fungao f é continuaem |- co, 4[ por ser definida pela
composta e soma de fun¢des continuas (funcao logaritmica e
fungdes polinomiais).

Afuncdo h é continuaem |- oo, 4[ por ser definida pela
diferenca de funcées continuas (a funcdo f e uma funcao
polinomial).

Logo, h é continuaem [2, 3].

h(2=f2)-2=1+log,(8-2x2)-2=
=log,4-1=2-1=1

h(3)=f(3)-3=1+log,(8 -2 x3)-3=
=log,2-2=1-2=-1

Como a fun¢ido h é continuaem [2, 3] ecomo h(2)>0 e

h(3) < 0, temos, pelo Teorema de Bolzano, que a funciao h

tem pelo menos um zero no intervalo]2, 3[ .

Ora,como h(x)=0 < f(x)—x=0 < f(x)=x podemos

concluir que a equagao f(x) = x tem pelo menos uma solucao

nointervalo ]2, 3[.

@ Considere uma funcao f, de dominio IR\ {5}, continua
em todo o seu dominio.
Sabe-se que:

lim f(x)=2

X—> 4+ 00

lim [fx)—x]=0

X —» — 00

o lim f(x)==3
X—>5

Em cada uma das opgdes seguintes, estao escritas duas

equacoes, representando cada uma delas uma reta.

Em qual das opgdes as duas retas assim definidas sao as
assintotas do gréfico da funcao f?

(A) y=xe y=2 (B) y=2 e x=5
(€) y=xe x=5 (D) y=—3 e x=2
Resolucdo

Atendendo a que D;=IR\{5} e f é continua em todo o seu
dominio:

+se lim f(x)=- 3, ograficode f nao tem assintotas

x—5
verticais;
ese ﬂTmf(x) =2, areta de equagdao y=2 é uma assintota
do ;ra'fico de f quando x— +00;
.se Emm[f(x) —x] =0, aretade equacido y=x éuma
ass’i(ntota do gréficode f quando x— —oco.

Resposta: (A)

Unidade 2 - Funcoes Tema 3 - Limites e confinuidade

_Questdes propostas
L

Considere a funcao f, de dominio
]% + oo[, definida por
f(x)=2+log,(2x— 1).

34.1. Resolva a inequacao
fx) <f(4)-1.

34.2. Mostre que a equagao
f(x) = x* tem pelo menos uma
solucao nointervalo ]1, 2[.

34.3. Existem exatamente quatro
pontos do gréfico da fungao f em
que uma das coordenadas é o
quadrado da outra.

Determine as coordenadas desses

pontos, recorrendo a calculadora

gréfica.

Na sua resposta deve:

« reproduzir, num referencial,
o gréfico das fungdes que
visualizar na calculadora,
devidamente identificados;

« indicar o valor das coordenadas
dos pontos com arredondamento
as milésimas.

Considere a funcdo h, de dominio
IR; , definida por:

In(x—-1)
_ se x> 2
k(x —2)

h(x) =S k se x =2
%_—8+2k se 0g<x<?2

35.1. Determine o numero real k
para o qual se pode aplicar o
Teorema de Bolzano a fungao h no
intervalo [1, 3].

35.2. Considere k=—-1.

Mostre que a equacao h(x)=-0,6
é possivel no intervalo |3, 4[ .

Considere a fungao g, de dominio

s

]% + oo| , definida por:

2
g(x)=2log,(13x — 10) — |°92<§+ 1)

Mostre que o gréfico de g interseta
” 5X
aretade equagao y = = num

ponto cuja abcissa pertence ao
intervalo 11, 2[.

157
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Questoes tipo exame

Questoes resolvidas

Seja h uma funcao continua de dominio IR .

Sabe-se que:
- o grafico de h tem uma assintota obliqua;
2h(x) + 4x + Inx_o -

« lim

X—> + 00 X
Qual das seguintes afirmagoes é necessariamente
verdadeira?

(A) h(0)=0 e lim h(x)=-o0
(B) h(0)=xli_rI\0h(x) e :ErT:\:h(x)z— 4
(©) h(0)=0 e ﬂTmh(x):O
(D) h(0)=xliT0h(x) e :ﬂTmh(x)=-oo

Resolu¢ao
« Se f é continuaem IR; , entao é continuano ponto x=0.

Logo, Iimo h(x)=h(0).

2h(x)+4x+|nx_0

lim
X — + 00 X
2h
& lim ( (x)+4—x+—'"x>=04:>
X —» + 00 X X X
2h
o tim 2.4y gim X o
x—+00 X x—+00 X
. h
&~ 2 lim -x—+4+0=0<:>
X — + 00
h h
&~ 2 lim —(i)=—4<=> lim ﬁ:—z

x—+00 X x—+00 X

Portanto, a assintota obliqua do gréfico da funcao h tem
declive negativo.

Logo, como o dominiode h é IR; tem-se

lim h(x)=-o0.

X — + 00

Resposta: (D)

@ Uma certa quantidade de agua, inicialmente a temperatura

de 10°C, foiaquecida durante 10 minutos, usando uma
fonte de calor. Seguidamente foi deixada em repouso, a
arrefecer, num local onde a temperatura ambiente é
constante.
A temperatura da agua, em graus Celsius, t minutos depois
de ter sido colocada a aquecer, é dada, para certos valores
de A ede B, por:

. _{8t+A se 0<t<10

©=122+ 8501 5o ¢>10

27.1. Determine os valoresde A e B.

27.2. Determine

lim T(t) einterprete o resultado no contexto

t— + 00

da situagao apresentada.

27.3. Sabendo que a fonte de calor foi desligada as 12 horas,

a que horas a temperatura da dgua atingiu os 27 °C (apresente
o resultado em horas e minutos com os minutos arredondados
as unidades).

Questoes propostas

De uma fungao f, de dominio IR

BIONPY OMOd @ TIVIN-NEdD

sabe-se que: -

« f é uma fungao par;

.paracada x€ER, f(x)<0;

«aretade equacdo y=0 éuma
assintota do grafico de f.

Qual é ovalorde lim He &5

X — — 00 f(x)
(A)+ o0 (B)—c0 (€)0 (D)1

Seja f uma fungao de dominio IR,
continua e estritamente crescente.

Sabe-se que:
«f(0)=—-1
- asretas de equagoes y=x+2 e
y = 2 sao assintotas do gréfico de f.

Qual é o contradominio de f?

(A)]-o00,2[  (B)]2, +o00[
@1+l @[-1,2

Na figura ao lado y )
esta representada "
parte do gréfico

de uma funcéo f,

de dominio IR.

Sabe-se que a
funcao f é impare
continua em todo
o seu dominio.

’
.
.
.
’
’
.

Areta r é a Unica assintota do
gréfico da funcéo f.

Em qual das figuras seguintes pode
estar representada parte do gréfico
da funcao g definida por

g(X)=@?

(A) (B)




Questoes resolvidas

Resolucao
27.1. Inicialmente, a temperatura da dgua erade 10°C.
T(0)=10 < 8x0+A=10 < A=10

A temperatura da agua varia de forma continua.
Logo, sendo T uma fungao continua, temos:

lim T(t)= lim T(t)
t— 10" t— 10"

lim T()= lim (8t+10)=8x 10+ 10=90
t— 10" t— 10"

lim T(t)= |im (22+Befo,usufw‘))=
t— 10" t—

—22+Be 005%0 22 + B

22+B=90 <~ B=90-22 < B=68
Logo,temos A=10 e B=68.
27.2. lim T()= lim (22 +68e *®" '9)=

t— + 00 t— + 0o
=22 +68e ©=22+68x0=22

Com o decorrer do tempo, a temperatura tende a estabilizar
em 22 °C. Podemos, portanto, concluir que a temperatura
ambiente é iguala 22°C.

27.3.T(f) =27 & 22 +68e ** 19=27 &

68e—005(r 0_5 ¢
—o,os(r—m)zi —
68

=
& e

P —0,05(t—10):ln65—8 &
=

: X Ini =
0,05 68

t—10=-
= t—20><ln65—8+10 = t=62,2

A temperatura da agua atingiu os 27 °C aproximadamente
62 minutos depois de ter sido colocada a aquecer.

As 12 horas ja tinham decorrido 10 minutos. Como
62 — 10 = 52, podemos concluir que a 4gua estava a 27 °C
as 12 horas e 52 minutos.

Sejam f e g duas fungdes, ambas de dominio IR*, sendo
g(x)=ax+ b, com a e b nimeros reais.
Mostre que se o gréfico da fungao f tem uma assintota
obliqua entao o grafico da funcao f+ g também tem uma
assintota obliqua.

Resoluc¢do

Seja y = mx + 3 aequagao da assintota do gréfico da funcao f.

Sabemos que - lim @ =me I|m [fx) —mx] =p.

x—+o00 X X—>+

Seja h(x)=(f+ g)(x) =
. hix

lim —=

x—+00 X

fx)+ax+b

f(x)+ax+b
lim
X — + 00 X

® i (e 5es)-
f(x)

. . b
= lim —+a+ lim —=m+a+0=m+a

Unidade 2 - Funcdes Tema 3 - Limites e continuidade

Questées propostas

m No inicio de 1995 contaram-se,
numa determinada reserva natural,
15 leopardos de uma espécie
considerada em perigo de extingao.
A partir dessa data foram tomadas
medidas de protecao tendo o
numero de leopardos aumentado
continuamente.

Contagens posteriormente
efetuadas permitiram concluir que o
numero aproximado, N, de
leopardos existentes nessa reserva,
t anos apos o inicio de 1995, é dado,
para determinado valor de A, por:

A
N(t) = —m8 ™ ———
® 1459 o™

40.1. Mostre que A =900.

40.2. Calcule lim N(t) edéuma
t— + 00

possivel interpretagao do resultado
obtido, no contexto do problema.

40.3. Os bidlogos responsaveis sao
da opinido que, quando a
populacao de leopardos atingir as
300 unidades, deixarao de ser
necessarias medidas especiais de
protecao da espécie. Em que ano tal
ocorrera?

m Numa determinada ilha, o numero,
P, de pinguins, t anos apds o inicio
de 1980, esta relacionado com as
constantes N e M (taxa de
natalidade e taxa de mortalidade,
respetivamente) pela expressao:

(N=M)t=-10+ 2,5 log,,(2P)

41.1.Se N=M, qual é o nimero de
pinguins existentes nessa ilha?

41.2. Mostre que:
P(t) = 5000 x 10°4" Mt

41.3. No inicio de 2005 verificou-se
que a populacdo de pinguins era

.. metade da que existia no inicio de
1980. Determine a taxa de
natalidade, sabendo que a taxa de
mortalidade é de 7,24.
Apresente o resultado aproximado
as centésimas.

41.4. Sabendo que N <M, calcule
lim P( t) e interprete o resultado

t—+

obtldo, no contexto do problema.
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Questoes tipo exame

Questoes resolvidas

_Ii.m [h(x)—(m+a)x] = _IEm [f(x)+ ax + b — mx — ax] =
= lim [(f(x)—mx)+b]=
= _IEm (f(x)_—wmx) +b=pB+b

Portanto, se a reta de equagao y = mx + 3 é uma assintota do
gréfico dafuncéo f, aretadeequacéo y=(m+a)x+f+b é
uma assintota do grafico da fungao f+g.

Seja f uma funcéao continuaem [a, b] C IR, tal que
fla)<a<b<f(b).

Mostre que o gréfico da fungao f interseta a reta de
equacao y=x em pelo menos num ponto cuja abcissa, ¢,
pertence ao intervalo [a, b].

Resolucao

Consideremos a funcao h definida no dominio de f por
h(x)=f(x)—x.

« h é continuaem [a, b] por ser definida pela diferenca de
duas fun¢des continuas neste intervalo: a fungao f e a fun-
¢ao identidade.

1171 :

flO)=cd--mmmmems

fla)t-A-

« h(a)=f(a)—a
Como f(a)<a, temos f(a)—a<0 peloque h(a)<O0.
h(b)=f(b)-b
Como b<f(b), temos f(b)—b>0 peloque h(b)>0.

Logo, h(a)xh(b)<O0.

Pelo corolario do Teorema de Bolzano, temos:

{h é continuaem [a, b]

h(a)x h(b)< 0 —> 3c€E€ Ja, b[: h(c)=0

Como h(c)=0 <= f(c)— ¢ =0 & f(c) = ¢, podemos concluir
que o grafico de f interseta a reta de equacao y=x num
ponto cuja abcissa pertence ao intervalo Ja, bl .

Questoes propostas

m Sejam a, b, ¢ e d nimeros reais

taisque a<b<c<d.
Seja f uma funcdo de dominio
[a, d] e contradominio [b, c].

Mostre que a equagao f(x)=x tem
pelo menos uma solugao.

Seja g uma fungao continuaem R
tal que g(3)>g(2).
Prove que a equagao:

e 9(2)29(3)

tem, pelo menos, uma solugao no
intervalo ]2, 3[.

Considere uma fungao, de dominio
IR, continua e de contradominio
R*.

Sejam a e b numeros reais tais que
a<b e f(a)=4f(b).

Seja g afungao, de dominio IR,
definida por g(x) = 3f(x) — 2f(a).

Prove qua a fungao g tem pelo
menos um zeroem Ja, bl .

Sejam f e g duas fungodes tais que:
«f e g tém dominio R";
o lim [fx)+3x—1]=0

X—* + 00

f(x) + e"
X

cg(0)=

Mostre que o grafico da fungao g
nao tem assintotas obliquas.

De uma fun¢ao h, de dominio IR",
sabe-se que a reta de equagao

y= ’il;l é uma assintota do seu
gréfico.

Considere a fungao g, de dominio
IR* , definida por:
_h(x)xInx

g -
X

Mostre que o gréfico de g tem uma
assintota horizontal.

rIONPF 0MO0d @ ZIVIN-NIdD



Questoes resolvidas

Considere uma funcao f, de dominio IR", relativamente a
qual se sabe que:

«f(x) # 0 paratodo o x do dominiode f;
«areta de equagao y =x+ 5 é uma assintota do grafico.
Considere ainda a funcdo g, de dominio IR*, definida por
x> —x

fl)
Prove que a reta de equacao y = x — 6 é uma assintota do
gréfico da funcao g.

g(x) =

Resolu¢do
Se areta de equacao y = x + 5 é uma assintota do gréfico da
fungao f, tem-se:

lim M=1
X—+00 X

o lim (fx)—-x)=5

X—* + 00
Logo,
X —x
im 9% jm X _
x—+00 X x—+00 X
B x(x—1)
x—+o00 x X f(x)
g X 1
= lim ——x
x—+oo f(x) x—+oo X
- L i LR I L flx)
xllf?oo f(x) x x—IlToo<1 X) x—llon‘:‘ooT.—1
X
1
=—x(1-0)=1
1
_ X =x >_
x—IlToo(g(X) X x—|’+oo< f(x) B
i X = x—xf(x)
X — + 00 f(x)
_ Ok x(x—1-f(x)
—teo £
e e 1)
5 =—1x| lim (f(x)—-x)+1}=
X — + 00
§ =—(5+1)=-6 [ o [Re)—x]=5
§.Porta'nto, a re.ta de equacao y = x — 6 é uma assintota do gra-
gfico da funcéao g.

Unidade 2 - Funcdes Tema 3 - Limites e continuidade

- Questdes propostas

De uma funcdo h, de dominio R",

sabe-se que a bissetriz dos
quadrantes pares é uma assintota
do seu gréfico.

Considere a fun¢ao g, de dominio
IR*, definida por:
In(e*+ x)
X) = ———
9() e

Mostre que o grafico de g tem uma
assintota horizontal.

E m Considere a fungao f, de dominio

IR*, definida por:
f)=Ine*-1)-1

Mostre que a reta de equagao
y =2x—1 éuma assintota do
gréfico da fungao f.

m Sejam g e h duas fungoes de
dominio IR".
Sabe-se que:
caretadeequacdo y=—3x+2 é
uma assintota do grafico da funcao
g,
In x + xg(x)
X2

ch(x)=

Mostre que o gréfico de h tem uma
assintota horizontal.

m Sejam f e g duas fungdes tais que
«f e g tém dominio IR”;
caretadeequagdo y=2x+1 é

uma assintota do grafico da funcao
f;
cg)=fl)+e”
Mostre que o gréfico de g nao tem
assintotas obliquas.

m De uma fungédo h, de dominio IR",

~“ sabe-se que a reta de equacao

y =2x—1 é uma assintota do seu
gréfico.

Considere a funcao g, de dominio
IR*, definida por:
_h(

gw—X€

Mostre que o gréfico de g tem uma
assintota horizontal.
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Questdes para praticar

Itens de selecao

Considere a funcdo g definidaem IR\ {0} por

-1
gl)=2"—-.
&1

Indique qual é o valor de Iimo‘ g(x).
X—

(€)oo

(A)o ()2 (D)+ o0

Considere a sucessao de termo geral:

u =|Og ( 1)
n 2
n

Indique o valor de limu, .

(o (B)-cc (01 (D)+00
Seja g afuncao definidaem }-1, +oo[ por
g(x)=x+log,(x+1).

O Teorema de Bolzano permite-nos afirmar que
aequacao g(x)=4 tem pelo menos uma

solucdo no intervalo:
I, 1
©12. 3

® 0, 2
D)13, 4

De uma funcao h, de dominio IR, sabe-se que

aretade equacao y= & é assintota do seu

grafico.
Qual é ovalorde lim ix) ?
x—+00 X
2 1
w-2 ®-2 © O
Seja g afuncao definidaem IR por:
e +5
X)= ———
9% 3+In(*+1)
Considere a sucessao de termo geral u, = L +2 ] :
Indique ovalorde lim g(u,). 4
n— + 00
(n)4 (8)3 (©2 (D)1

Seja f uma fungao de dominio IR, contradominio
11, 4], continua e estritamente crescente.

Seja a= lim f(x).
x—0

Qual das afirmacées seguintes é verdadeira,
relativamente ao valorde a?

(A) a pode ndo ser um nimero real.
(B)a-f(0)=0

(€) a pode seriguala 1.
(D)a+f(0)=0

a Na figura seguinte esta desenhada parte da
representacao gréfica de uma funcao f, cujo
dominio é R\{1}.

.\L

(0]

Ve

A reta de equacao x=1 é uma assintota vertical

do gréficode f.

: y 1
Considere a sucessao de termo geral x,=1-—.
n

Seja u,=f(x,).

Qual das afirmacdes seguintes é verdadeira?

(A) lim u,=+00 (B) lim u,=—o0
(€) limu,=1

a Na figura seguinte esta representada
graficamente uma fungdo f, de dominio IR".

YN\ f

o7 0 X

(D) Nao existe limu,,.

RIONPY 004 & ZIVIN-NIdD

Areta s, que contém os pontos (-2, 0) e (0, 1),

é assintota do gréfico de f.
Qual das seguintes afirmacoes é verdadeira?

(A) lim f(i)=—2

x—+00 X

(B)xﬂTm[f(x)— %— 1] =0
(© x—liToo [f(x) + %X] =1
(D)xﬁTw[f(x)— §+ 1] =0

m Seja g uma funcao de dominio IR™.
Sabe-se que:
- 2x
« lim ﬂ— =
X—> — 00 X
« o gréafico de g tem uma assintota obliqua.

Qual das condicdes seguintes pode ser uma
equacao dessa assintota?

A)y=x+2
©y=x-2

0

(B)y=2x
(D)y=-2x



m Considere a fungao f, de dominio IR*, definida
por:
Inx
= 2
x*+1 se 0<x<1

se x>1

Seja (u,) uma sucessao de nimeros reais, de
termos positivos, tal que lim f(u,)=0.

Qual das expressoes seguintes pode definir o
termo geral da sucesséao (u,)?

W2 @®-1 ©1+1 ©@1-1

@ Considere duas fungées f e g de dominio IR" .
Sabe-se que as retas de equagdes y=4x—1 e
y=—2x+ 1 sdo assintotas dos gréficos das
funcdes f e g, respetivamente.

f(x) —
i [0-9()

X—*+ 00 X

©o

Indique o valor de

(R)6 (B) 2 (D)-2
m De uma funcao g, de dominio IR™, sabe-se que

aretade equagdo y = 3x — 6 é uma assintota do

seu grafico.
; y 3x?
Indique o valorde lim -—].
=o' g
(A) 2 (B)-2 ()18 (D)-18
itens de construcao
m Considere a funcao f, de dominio IR, definida
por:
I_n(lﬂ_ se x < 0
1-V1-x
f)=4-5+Ink se x=0
In(e*—x) - 4
w se x> o

64.1. Determine o valorde k, de modo que f
seja continuaem IR.

64.2. Para o valor de k determinado na alinea
anterior, estude a fungao f quanto a existéncia
de assintotas do seu grafico.

64.3. Sejam A e B os pontos do gréfico de f

com ordenada — 3,5 e C um ponto do eixo Ox.

Determine a area do triangulo [ABC],

recorrendo a calculadora grafica.

Na sua resposta deve:

« reproduzir o grafico ou os graficos das fungdes
que tiver necessidade de visualizar;

« assinalar os pontos A e B e indicar as suas
abcissas (com arredondamento as milésimas);

« apresentar a area do triangulo [ABC] com
arredondamento as centésimas.

Unidade 2 - Fungdes Tema 3 - Limites e continuvidade

Considere a fungao f, de dominio IR, definida

por:
f(x)={x+ 5+xe"
5+xInx

se x<0
se x>0

65.1. Estude a fungao f quanto a continuidade.

65.2. Determine as equagdes das assintotas do
gréfico da fungao f.

65.3. Mostre, que o gréfico da funcéo f interseta
uma das suas assintotas num ponto cuja abcissa
pertence ao intervalo ]2, 3[.

Considere a funcdo g, de dominio IR, definida
por:
In(e*-x)+3 sex<0
g ={ x>+ Inx
xX+2

se x>0

66.1. Verifique se g é continua no ponto 0.

66.2. Estude a fungao g quanto a existéncia de
assintotas do gréfico.

Considere duas fungodes, f e g, continuas num
intervalo [a, b].

Sabe-se que:
«fla)<g(a)
- 9(b)<f(b)

Mostre que os graficos de f e g se intersetam
em pelo menos um ponto.

Seja f uma fungao impar, de dominio IR, cujo
gréfico admite como assintota, quando
x— + 00, aretadeequagdo y=3x+2.

Prove qua a reta de equagao y = 3x — 2 também
é uma assintota do grafico da fungao f.

Seja f uma fungao sem zeros de dominio IR*.

Mostre que se a bissetriz dos quadrantes pares é
uma assintota do gréafico de f entdo também é
assintota do grafico da funcao g definida, em

2
X

R*, por‘ g(x) = 0

Seja f uma fungao continuaem IR tal que
f(3)>f(1) e f(1)=1(5).

Prove que existe um nimero real ¢ no intervalo
11, 3[ talque f(c)=f(c+2).

Sugestao: Considere a fungao g, de dominio IR,

definida por g(x) = f(x) — f(x + 2). 163
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Avaliacdo

n Considere a funcdo f, de dominio IR, definida por:

f(x) ={

x+1 sex<2
x—1 sex>2

Seja (u,) a sucessao definida por u,= f(z - 1;)

Indique qual das expressdes seguintes pode definir o termo geral de (u,).

1 1 1
@1-1 ®)3-+ ©4-1

1
a Considere a funcao f definidaem IR\ {0} por f(x)=xe".
Seja (u,) a sucessao de termo geral u,=— % :

Qual é o valor de lim f(u,)?

()0 B8) 1 (€) -0

2 Inx
a Ovalorde lim &

x—0 e —1

()1 (8)0 (€) —o0

n Ovalorde lim [xln(l;)] é:

X —» + 00

(A) —o0 (B) + o0 (©o

1

X

e x’

B Seja f uma fungao real de variavel real tal que f(x)=

Quantoao lim f(x) pode afirmar-se que:
X — — 00

(A) é +o00; (B) é —oo; (€)éo;

a Para um certo valor de k, é continuaem IR afungédo f definida por:
e —-1+2x

f(x)= X
k+In(1+x) sex>0

se x<0

Qual é ovalorde k?

(A)3 (B) 2 ©1

Para um certo valor de k, é continuaem R afuncdo g definida por:

k—e* se x<0

gx) = X

se x>0
Inx

Qual é ovalorde k?

()0 (8) 1 (© -1

© -~

(D) + o0

(D) + o0

(D) 1

(D) nao existe.

(D)o

(D) 2



Unidade 2 - Fun¢des Tema 3 - Limites e confinuidade

) . . X242
n Seja h afuncao definidaem IR por h(x)=x+log, I A

O Teorema de Bolzano permite-nos afirmar que a equagao h(x)=2 tem pelo menos uma solucao no
intervalo:

R 12, -1[ (B) -1, o © o, 1[ o)1, 2

Seja f uma funcao continuaem [a, b] tal que f(a)=1 e f(b)=2.
Entao, pode concluir-se que:

(A) f pode ter, ou nao ter, zeros em Ja, bl ;
(B) f tem zerosem Ja, bl ;
(€) f ndotem zerosem Ja, bl ;

(D) f tem pelo menos um zero em Ja, bl se, e s6 se, existir um ponto ¢, em Ja, b[, tal que f(c)<0.

De uma funcédo f, continua e estritamente decrescente no intervalo [2, 5], sabe-se que f(2)=9 e
f(5)=3.
Qual das afirmagdes seguintes é necessariamente verdadeira?

(A) A equacao f(x)=6 pode ter duas solucdes no intervalo ]2, 5[ .
(B) A equacédo f(x)=1 éimpossivel no intervalo ]2, 5[ .
(€) Afuncao f admite pelo menos um zero no intervalo 2, 5[ .

(D) O contradominio de f é o intervalo [3, 9].

De uma funcédo f, de dominio IR, sabe-se que:

o lim f(x)= lim f(x)=+o0
X—>+00

x—+—00
«f(0)=-1

Qual das afirmacgdes seguintes é necessariamente verdadeira?

(A) f tem dois e s6 dois zeros. (B) f admite pelo menos dois zeros.
(€) f pode nao ter zeros. (D) f tem um numero par de zeros.

Seja f uma fun¢ao de dominio IR, continua e estritamente crescente.
Sabe-se ainda que f(3)=0 e f(5)=3.

Qual das afirmacodes seguintes é necessariamente verdadeira?

(A) f(x) <0, qualquer que seja xE ]-o0, 3.

(B) A equacao f(x)=2 pode ter duas solu¢des no intervalo J3, 5[ .

(€) Aequagao f(x)=2 admite pelo menos uma solu¢do no intervalo 10, 3[.

(D) O contradominiode f é IR.

Na figura esta parte da representacao gréfica de uma funcao g.,~
polinomial do terceiro grau.

A funcdo, g admite um minimo relativoiguala 1 para x=0 e admite
um maximo relativo iguala 2 para x=1.

Qual é o conjunto dos valores de b para os quais a equacdo g(x)=b
tem duas e sé duas solugoes?

w {1, 2} ® 11, 2[
(© R\[1, 2] @)1, 2]
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Avaliacao

m Sabendo que lim [h(x)+2x—1]=0 pode afirmar-se que:
X— + 00
(A) aretade equagdo y=2x—1 é uma assintota do graficode h;

B) lim —=-2

X—* + 00

(© _Ii.m h(x)=+ o0

(D) _Iim h(x)=0

m f é uma fungao de dominio IR".
Admita que a bissetriz dos quadrantes pares é uma assintota do gréfico de f.

f(x)
Qual éovalorde |lim —7?
x—+o00 X

(A) + o0 (B) 0 ©1 (D) -1

m Seja f uma funcao de dominio IR".
Sabe-se que:
) f(x) + x
o lim =
X—>+ 00 X

« o gréafico de f tem uma assintota ndo vertical.

1

Qual das seguintes equagdes pode definir essa assintota?

(R) y=x (B) y=2 (© y=-x (D) y=2x+1

m A respeito de uma fungao f sabe-se que:

«D;=R"

« f é continua e estritamente crescente;

«f(2)=0

. areta de equacdo y=1 é a Unica assintota do gréfico de f.

Pode-se afirmar que lim it
x—+00 | — f(x)

(A) 1 (B) 0 (€©) +o0 (D) — o0

m Considere que h é uma funcao par, de dominio IR\ {0}. Admita que h é negativa e que a reta de
equacao x=0 é uma assintota do seu gréfico.
h
Ovalorde lim XLX) é:
x—0 e —1
(A) 1 B)o (€) —o0 (D) + o0

m Considere uma fungdo g de dominio [0, +oo[, continua em todo o seu dominio.

Sabe-se que:
« 0 grafico de g tem uma Unica assintota; e lim g(x)=+oc0
X — + 00
Ovalorde lim @ pode ser:
x—+00 X
(A) +o00 (B) -2 () 2 (D)o

m f é uma funcao de dominio IR*. Admita que f é negativa e que o eixo Ox é uma assintota do seu grafico.

. 5 X
Qual éovalorde lim —7?
)

(A) + oo (B) — oo ©o D) 1
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m Calcule cada um dos limites seguintes.

3
214, lim X323
x—0
214. lim 1=3%
x—17 1 — x?
21.7. lim —Z%
=1 A/ =ix?
21.10. lim In(3x)
x— 0"

a Calcule Iimr f(x) e

21.2. lim X!
x—=1x2 1
1-3x

2

21.5. lim
x—1" 1 -x

21.8. Ilim

X — + 00

1=

1
21.11. lim (xe x)

x—0

lim f(x), sendo:

x—1

x> —3x+2

Unidade 2 - Funcoes Tema 3 - Limites e continuidade

x> —8x+ 15
x—3

21.3. lim

x—3

21.6. lim ——Z%

x— =1

1-x°

2
219, fim X+l

X— — 00 X

=X

21.12. lim
x—+o0 |n (3x)

X8 Ex x+3Vx-1 sex>1
22.1. f(x) = Inx 222, 6= .
-3+ se x <1 1-(1-x)e" sex <1

a Calcule cada um dos limites seguintes.

In(3x + 1 1
23.1. lim Ini(e+1) 23.2. lim (¥e™) 23.3. lim (xe"—x)
x—0 4x X—+00 X——o00
i : o 9E ]
23.4. lim 23.5. lim (xIn(2x) 23.6. lim
x—'+00|n(3x) x— 0* x—0
I +1 * 4+ X2
23.7. lim (=) 23.8. lim 129026+ 1) 23.9. lim &%
P sr x—» 0 X x—+00 X+ 1
In(x+3
NG (i | ets) 23.11. lim [In(x+1)—x]

x—+00 X+ 1 X — 400

et

se x< 1
m Seja f afuncéo, de dominio IR, definida por f(x)=1{ 3y — 3 — |n x

se x> 1
x—-1

24.1. Utilizando métodos exclusivamente analiticos, estude a fungao f quanto a continuidade.

24.2, Calcule lim f(x).
X— +00
In(x+1)+3
M se x> o
a Considere a funcao f de dominio IR definida por f(x)={ 0 se x=0
1
x(e" - 1) se x<0

Utilizando métodos exclusivamente analiticos, resolva as duas questoes seguintes.

25.1. Estude a funcdo f quanto a continuidade no ponto 0.
(No caso de f nao ser continua no ponto 0 deve indicar, justificando, se é continua a esquerda,
ou a direita, nesse ponto.)

25.2. Determine lim f(x). -

X — + 00

m Determinada espécie de drvores é semeada em viveiros sendo transplantada dois anos ap6s o rebentamento.
A altura média das arvores desta espécie, em metros, t anos depois do rebentamento, é dada, para um

25 s se 0K<t<2
102 x 299 Tse ¢35 2

26.1. Atendendo a que h é uma fungédo continua, mostre que k=9.

certo valor de k, por h(t)={

26.2. Quanto tempo decorreu desde o transplante de uma arvore sabendo que a sua altura é de 5,5 metros? 167
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Avaliacao

28
29]
30

Sejam f e g funcdes continuas em a. Acerca da funcao (f+ g) pode-se concluir que é continuaem a?
Justifique.

Acerca das funcoes f e g sabe-se que sdo ambas descontinuas em a. Pode-se concluir que a funcao
f+g é descontinuaem a? Descreva o seu raciocinio.

Supondo que f é continuaem a e que g é descontinuaem a, pode-se concluir que fxg é descontinua
em a? Justifique a sua resposta.

Supondo que f e g sdo duas fungdes descontinuas em a, pode-se concluir que a funcao fxg é
descontinua em a? Justifique a sua resposta.

Considere a funcéo f, de dominio IR, definida por:
X+ € se x<0
f) =
T4+In(x+1) se x>0
31.1. Verifique que f é continua no ponto x=0.
31.2. Justifique, usando o Teorema de Bolzano, que f admite um zero no intervalo }-2,0[.

31.3. Estude f quanto a existéncia de assintotas do grafico.

Sabe-se que:
«afuncao f é continuaem IR; « fla)x f(b)>0
Pode concluir que a funcao f nao tem zeros em Ja, b[ ? Justifique a resposta.

Seja f uma funcao continua de dominio [0, 1] e contradominio D;C ]0, 1[.
Prove que a funcdo h definida por h(x)=f(x)—x tem pelo menos um zero.

Seja f uma fungao continua de dominio [0, 3] e contradominio [1, 2].
Prove que o grafico da funcdo f interseta a bissetriz dos quadrantes impares em pelo menos um ponto.
Sugestao: Recorra ao Teorema de Bolzano.

Determine as assintotas do grafico de cada uma das fungoes seguintes.
X

x*+3

35.2. f: R"— R com f(x)=x+1+Inx

35.1. f: R— R com f(x)=

se x<1
35.3. f: R— R com f(x)={x—1
x+e ¥ sex>1
3
35.4. f: R— R com f(x)= ————
X —x-2

De uma funcao f, de dominio ]0, +oo[ , sabe-se que a reta de equagéo y=2x+3 € uma assintota do
seu grafico. 1-4f(x)
Considere a funcdo h, de dominio ]0, +oo[ , definida por h(x)=——.

Prove que o grafico de h admite uma assintota paralela ao eixo Ox.

Sejam f e g duas fungoes reais de variavel real, de dominio IR .
Sabe-se que as retas de equagdes y=ax+b e y=cx+d, com a#0 e c#0, sao assintotas dos
gréficos de f e g, respetivamente, quando x — +00.

f
Prove que lim &=g.
x—~+oog(x) C
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Tema 4 - Derivadas

Tema 4

Derivadas

1. Definig¢oes e conceitos iniciais

Taxa média de variacao

' A taxa média de variacao de uma fungao f numintervalo [a, b], contido no dominio de f, é dada por:

f(b) — fa)
t.m. S
m v’[d, b] b =
Geometricamente, a taxa média de variagao de uma fungéao f y

num intervalo [a, b] é o valor numérico do declive da reta secante

f(b
PP sendo: ©

f(a)
Po~_r(a, f@) e P~ _~(b, f(b)).

Derivada de uma fun¢ao num ponto

. Chama-se derivada de uma fun¢éo f num ponto x,, ou taxa de variagdo de f em x,, e representa-se
por f'(x,) ou (%) ao limite, quando existir:

it f'(x,)= lim flx) - fix)

x—x, X—12X,

f'(Xo)=h|i_ﬂ’lo f(xo i ’2 i3 f(xo)

« Geometricamente, f'(x,) € o declive da reta tangente ao gra- y
fico de f no ponto de coordenadas (x,, f(x,)-

« Sendo s=f(t) a equacdo do movimento de um ponto em
funcdo do tempo t:

f(xo0)

- a taxa média de variagao do espaco relativamente ao tempQ.
em [a, b] representa a velocidade média no intervalo 0 Xo X

[a, b];

- a taxa de variacao do espaco relativamente ao tempo em a,
ou seja, a derivada da funcao f no ponto a, f'(a), repre-
senta a velocidade instantanea ou velocidadeem a.

« Uma funcéo f diz-se derivavel em x, € D; se existe f'(x,).

CPEN-MA12 © Porto Editora
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Unidade 2 - Fun¢oes

) Exemplo 1 Derivada e declive da tangente

x—1

Considere a funcao f, de dominio IR, definida por f(x)=1+2e
1.1. Determine, usando a definicao, a derivada de f no ponto x=1.

1.2. Determine uma equacao da reta tangente ao grafico de f no ponto de
abcissa 1. .

1.1. f(x)=1+2e""

f(1 + h)—f(1) (1+2e"" )-(1+2e')

f'(1)= lim = lim
(1) h—0 h h—o0 h
. 2e"-2 o i@l
= lim =2 lim =2:xi1=2
h—o h h—o h

1.2. Ponto de tangéncia:
P~_~»(1,3); f)=1+2"""=1+2x1=3
Declive:

m=Ff(1)=2

Seja y =mx+ b uma equagao da reta pedida:
3=2x1+b (y=3,m=2e x=1)
b=1

y=2x+1 é uma equacao da reta tangente ao gréfico de f no
ponto de abcissa 1.

) Exemplo 2 Velocidade instanténea

A distancia, em metros, percorrida por um moével ao longo de uma linha reta,
t segundos depois de partir, é dada pela fungao:

f(t)=2t*, 0<t<10
2.1. Calcule a velocidade média do mével no intervalo [1, 5].

2.2. Calcule, usando a definicao de derivada de uma fungdo num ponto,
a velocidade instantanea do mével quando t=1.

2.1. fH=2¢
Vi, 5=t M.Vepy 5=

f(5)-F1) 2x25-2x1_
5-1 4 B
50-2 48
===
=12
A velocidade média do mével no intervalo [1, 5] éde 12m/s.

f(1 + h)—f(1) 20 +h?-2x1?

2.2. v(1)=Ff'(1)=1li =i
wf=E{) hh—n?o h hh—n:‘o h
. 21+2h+h)-2 . h(4+2h)
= lim = lim
h—0 h h—0 h

= lim (4+2h)=4
h—0

A velocidade do mével noinstante t=1 é 4m/s.

D Verifica 1

Considere a fungao g, de
dominio IR*, definida por
g)=3-Inx. _

1.1. Determine, usando a
definigdo, a derivada de g no
ponto x=1.

1.2. Determine uma equagao da
reta tangente ao gréfico de g no
ponto de abcissa 1.

D Verifica 2

Adistancia e(t), em metros,
percorrida por uma particula ao
fim de t segundos é dada por:

e(t)=3t"+t

2.1. Determine a velocidade
média da particula no intervalo

[1,5].

2.2. Determine a velocidade da
particula no instante t=2.

©IONPF oMo ® ZIVIN-NIdD



Derivadas laterais

Tema 4 - Derivadas

. Seja f uma fungao real de variavel real e x, um ponto do dominio de f. Diz-se que:

« f éderivavel a esquerda no ponto x, se existe:

e f(x) — f(x,)
X=X,

ou

X— X5

i T+ )~ flx0)
h—0" h

a que se chama derivada lateral a esquerda no ponto x, e se representa por f' 5);

« f é derivavel a direita no ponto X, se existe:

lim f() — f(x,)
X —X,

X— X3

f(x, + h) — f(x,)
h—0" h

a que se chama derivada lateral a direita no ponto x, e se representa por f' (3);

« existindo e sendo iguais as derivadas laterais de f no ponto Xx,, afuncao f é derivavel nesse pontoe o
valor desta derivada é igual ao valor comum das derivadas laterais.

f(xg) = F'(x5) = F'(x;)

Geometricamente, a derivada a esquerda no ponto x,
representa o declive da semitangente a esquerda e a deri-
vada a direita no ponto x, representa o declive da semi-

tangente a direita no ponto do grafico de abcissa x; .

) Exemplo 3 Derivadas laterais
Considere a funcéo f, de dominio IR, definida por:

e se x< 1
1+4Inx sex>1

f(x) = {
Averigue se existe f'(1).

Resolucao

f1)=1+4In1=1+4x0=1

e o FA+h)=F1) 'R _q
=t = Wi R
- e’ 1 e"-1_

h—o h ~-h—o0o —h

f(1+h)—f(1) 1+4In(1+h)-1

(1) = lim = lim

W h— 0" h h—0* h
g In(1+h

§ =4 |Im —( ):

2 h— 0" h

£

3 =4x1=4

3

&

Como f'(1)#f'(1%), nao existe f'(1).

Cl

y
Semitangente

a esquerda
m=f'lxg)
0 Xo Semitangente x
. adireita
m=f'(xg)
D Verifica 3

3.1. Considere a fungao real de
variavel real, de dominio IR,
definida por:

x*=1 se x<1
X)=
) {zlnx sex>1

Verifique se existe f'(1).

3.2. Considere a fungao f
definidaem R por:
xe~1se x< 1

e {In (kx) se x>1

a) Determine o valor de k,
sabendo que f é uma funcao
continua.

= b) Verifique se, para o valor de k

encontrado, existe derivada da
fungédo f noponto 1.
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Unidade 2 - Funcoes

2. Derivabilidade e continuidade

Observe que uma fungao pode ser continua num ponto x=a e nao ser derivavel nesse ponto.

Q4--=-====

No entanto, é valido o seguinte:

. Teorema

Toda a fun¢ao com derivada finita num ponto é continua nesse ponto.

RIONPY 0MOd & ZIVIN-NAdD

Deste teorema também se pode concluir que se uma fungao é descontinua num ponto, entao, necessa-

riamente, ndo é derivavel nesse ponto.

) Exemplo 4 Derivabilidade e confinvidade

Considere a fungao f, de dominio IR, definida por:

X2

fel= {\/;

Verifique que f é continua, mas nao derivavel, no ponto x=0.

lim f(x)= lim X¥*=0
x— 0" x—0

f(0)=\0=0

se x<0
se x>0

= lim f(x)=0
lim fx)= lim Vx=0 x—0
X —> X =—b

Como lim f(x)=£(0), f é continuaem x=0.
x—0

< @)=l 1D

P-Vo . R

h—0" h " h—o h
= lim h=0
h—0
fO+h)—f
£(0)= lim TOtN-fO_ .
h— 0" h h—0*
h

Nao existe f'(0), porque f'(0*) ndo é um niimero real.

D Verifica 4

4.1. Seja f afungédo de
dominio IR definida por:

)= {e" se x<0
T lx+1 sex>0

a) Prove que f é derivavel no
ponto x=0.

b) Justifique que f é continua
no ponto x=0.

4.2. Considere a fungao g
definidaem IR por:

3-V1-x se x<0
gk =

e 241 se x>0
a) Mostre que g é uma funcio
continua no ponto x=0.
b) Verifique se existe derivada da
funcdo g no ponto 0.



Tema 4 - Derivadas

3. Funcao derivada

. Seja f uma fungéo e D o conjunto dos pontos do seu dominio onde f é derivavel.

Chama-se fungdo derivada de f a fungdo f' que faz corresponder a cada elemento x € D o ndmero real
f'(x):
f:D— R

x~_» fx

' . ' . df
Para a derivada de uma funcdo f também se usam, entre outras, as notagdes — e D;.

dx
) Exemplo 5 Definir a fun¢do derivada D Verifica 5
Considere a funcdo f de dominio IR definida por f(x)=x>. Considere a funcéo f, real de
variavel real, definida por:
5.1. Caracterize f', funcdo derivada de f, usando a definicao de derivada )= 35

de uma fungao num ponto.
5.1. Verifique, usando a

5.2. Calcule f'(1) e interprete geometricamente o resultado. definicao de derivada, que
f'(x)=6x .
Resolucac
5.2. Considere a fungdo g
5.1. f(x)=x" definidaem IR por g(x)=xe".
f(x, + h) — f(x ica
f'(x,)= lim M «— definicao de derivada Mo.stre, MRS & deﬁrllqao o
h—0 h derivada de uma fungdo num
de f no ponto x=Xx,
ponto, que:
Substituindo x, por x, vem: g'(0)=(x+1)e"
f(x + h) — f(x) (x+h? - X
f'(x)= lim ————= lim ———=
00 h—0 h h ! 0 h
o X +2hx+h - X h(2x + h)
= lim = lim —=
h—o0 h h—0 h
= lim (2x+h)=2x
h—0
f:R— R
X S 2x
5.2. f'(x)=2x
f(1)=2x1=2

Geometricamente, dizer que f'(1)=2 significa que a reta tangente
ao grafico de f no ponto de abcissa 1 tem declive 2.

y -

CPEN-MA12 © Porto Editora
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Unidade 2 - Fungdes
4. Regras de derivacao

Derivada da funcao constante

' A derivada da fun¢ao constante é igual a zero.

y=¢c = y'=0
Se f(x)=cER:
f(x)_hlﬂo h _hl—»o h —hlanO—O

Derivada da funcao afim

. A derivada da funcao afim é igual ao declive da reta que representa a fungéo.
(ax+b)=a

Se f(x)=ax+b:

r’(x+h)—f(x)= _ a(x+h)+b—(ax+b)=

lim

f'(x)=hlim

—0 h h—0 h
. gk+ah+PB—-agx—-B . ah .

= lim = lim =—= lim a=a
h—0 h h—0 h h—o

Derivada de uma funcao quadratica

’ Se f é uma funcéo quadratica definida por f(x)=ax’+bx+c (a, b, cER e a#0) entéo f'(x)=2ax+b.

Se f(x)=ax’+bx+c:
= 2 _ i
F(0 = lim fx+h) =) _ . alc+h) +b(x+h)+c—(ax’ +bx +c)
h—0 h h—0 h
- a(x* + 2hx + h?) + bx + bh + c — ax* — bx — ¢
" h—o0 h

_ i 2ahx+ah*+bh _ . H(Qax+ah+b)
=lim &= T _ |jm T
h—0 h h—0 h

=2ax+b

Derivada da funcao x<__~ax", n€IR

' Para qualquer nimero real n, tem-se:

n-1

(ax™)' = nax

Exemplos:
1 L =X
f)=2¢, Ff(x)=2x5x"=10x"; fix)=4x2, f'(x)=;—x4x2 2oy
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Derivada da soma de fung¢oes

' Se duas fungdes f e g sdo derivaveisem Ja, b[, afuncio f+g é
derivavel em Ja, b[, e:

(f+9) (0=[f0x) + g0)]' =F(0)+g' ()

De igual modo:

(f—g) 00=[f(x) - ()] =F'(x)—g' ()

;Exemplo 6 Derivada de fum;ées polinomiais
Escreva uma expressao da fungao derivada de f, sendo:
6.1. f(x)=x+3

6.2. f(X)=x*—2x+1

6.3. f(x)=—3x>+ X?Z+ 3x—7

6.4. f()=x"-3¥-\2

Resolucao

6.1. f'(x)=1

6.2. f'(X)=(*-2x+1)=2x-2

6.3. f'(x)=<— 3x3+%x2+3x—7>'=—9x2+x+3

6.4. f'(x)=(x"—3x - V2] =8x - 21x°

3 Exemalo 7 Derivada de fun;ées irracionais

Escreva uma expressao de fungdo derivada de g, sendo:
1

gi)=x2+ %+ L

X' 2Vx

Resolucdo

1 1 =
g(x)=x2+3x’2+—2—x 2

1 1 1 3

o) =12 “am1 ] ( 1) A Wi JUPYRCUR Wi
X)=—x* +3x(-2 +=X|-= =—X"-6x "——x “=
g% =3 R R g =gk 5

_ 1 6 1

2Vx ¥ aVy

Derivada do produto de funcdes

' Se f e g tém derivada em todos os pontos do intervalo Ja, b[, fxg
é derivavelem Ja, b, e:

(Fx g) () =F"(x)x g (x) + fx)x g"(x)

Tema 4 - Derivadas

W+v)=u'+v

D Verifica 6

Escreva uma expressao da
funcao derivada de:

6.1. f()=—4x>+12x—1

5X X

6.2. ==+=
9)="-+3
D Verifica 7
Escreva uma expressao da
funcéo derivada de:
L de
10 Vx

f(x)=—0,03x* — 0,4x + — + ——
X X

7.2. f()=20+V¢

73. f9=2-1

t ti

3
2Vs

ok

7.4. f(s)= % +

(uv)=u'v+uv'
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Unidade 2 - Fungoes

i ékérﬁblo 8 Derivada do produto de fum;ée; D Verifica 8

Determine uma expressao de f'(x), sendo: Determine uma expressao da

A derivada de cada uma das
B )= (x * 1)\/; fungdes seguintes: .

8.2. f(x)=x(x—2)(x*+3) 8.1. 0= +x)(Vx +1)
8.1, F(0)=("+1) Vx+(+1) (V) =
il =

=4 Vx+(x*+1)

8.2. f(x)=(x + %)(1 —x)

X —
1

2Vx

8.2. Aregrada derivada do produto pode ser generalizada para trés ou
mais fatores.

=43 Vx+(x*+1)x

Para o produto de trés fatores tem-se:
(fxgxh)=Ffxgxh+fxg xh+fxgxh'

Logo:
f')=x'(x—2)(>+3)+x(x—2) (x*+3)+x(x —2) (x> + 3)' =
=(x—2)(x*+3)+ x(x* + 3) + x(x — 2) 3x>

Derivada do quociente

' Se f e g tém derivada em todos os pontos do intervalo Ja, b[, ese g

nao se anula neste intervalo, —gt é derivavelem Ja, b[, sendo: <£>' _uv-uw
v v?
f\' Fi(x) x g(x) — f(x) x g'(x
(_) =10 x00) (z) 9% =0
g [g()]
b Exemplo 9 Derivada do quociente de funcdes D Verifica 9
Escreva uma expressao analitica da derivada da funcdo de f, sendo: Determine uma expressao da
1 derivada de cada uma das
9.1. fl)= X+ 1 fungbes seguintes.
2_1 _xX*+3
9.2. f(x)=% . 9.1. f)="5"
Vix
9.2 g(X)—m
9.1 f'(X)=(1)'(x+ 1)_1 X(X+ 1)': 0-1
(x+1)? (x+ 1)
—_
(x+1)7?
. f,(x)_(xz— ) xx-0(F-1)xx 2xxx-(*-1)

X X
X +1
'
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Derivada da funcao composta

' Seja fog afungdo composta das fungbes fe g e x, €D,

Tema 4 - Derivadas

Se g éderivavel em x, e se f é derivavel em g(x,), entdo fog é derivavel em x,, e:

(Fog) (x)=F{gx0)] xg'(x)

bExemplolO "Derivada da fungao compostdw |

Sejam f e g duas fungdes reais de variavel real tais que:
f(x)=3x*, VXER e g(x)= =Vkx, Vx€IRg
Calcule (fog) (4).

Resolu
f'(x)=3x

g(x)="Vx

=be) =1y io 1
g(x)_<xz) EX 2\/—
(f°9)'(X) =(flgx)) =F(g(x)x g'(x)

(fog)' (4) =f'(g(4))x g'(a)

=f'(\/i)><

Derivada de uma poténcia

' Aplicando a regra da derivada da fungao composta verifica-se que,
sendo v uma funcédo de x:

WY =nu""u' (NER)

IExempIo nDenvado de uma poténcia

3
Determine f'(x) sendo f(x)=(§3;—1) ;

{4 25

A

g _3<2x_1>2x2(3x)—(2x—1)x3_ (g) u'v — uv'
: 3 (3 .
2 2 2

@-1 3 _@x-1)

Bx'  (Bx° N

D Verifica 10

A respeito das fungoes f e g,
de dominio IR, sabe-se que

f'(x)=5x" e g(x)=3x—

Determine (fog) (0).

n-1

W) =nu

D Verifica 11

i i

xu' (n€R)

Determine uma expressao da
derivada de cada uma das

fungdes seguintes.

m.1. f(x)=<1;)s

11.2. g(x)=(\/);+ 1)4

11.3. h(x)=(1 + %)3

11.4. i()=x+1)'x
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Derivada da funcao exponencial

Seja f(x)=€".

fix + h) — fx) eth— e
Fi(x) = li =i =
() hTo h hlno h
X h_-l h _
= lim i——z= lim e*x lim £ L
h—0 h h—0 h—o0 h
=e"x1=¢"

Por aplicacdo das propriedades operatorias das exponenciais e da regra da derivada da funcao com-

posta é possivel deduzir as restantes regras de derivagdo com exponenciais.

Assim:

(e =u'e"

(@) =u'xa"xIna , a€R\{1}

Calcule uma expressao da derivada de f, sendo:
12.1. f(x)=e*""

12.2. f(x)=2 2

12.3. fi)=xe™*

12.1. () =(e* ") =(3x—1) e ' =3e*"’

12.2, f'(x)=(2A5> :(— %) x2 2xIn 2=—|—nz—2x2”5

12.3. £ (0)= (e > =(x) e >+ xHe ¥ =
=2xxe *+x’x(-2x) e ¥=
=2xe ¥-2’e ¥=

=(2x-2) e

Derivada da funcao logaritmica

Seja f(x)=Inx.
In<x+h)
— fi h)—1
F00= lim f(x + h) (x)= - In(x + h) nx_, X )
h—0 h h—0 h h—0 h
1 h
-ln<—+1>
i 2 e M iy SR
h—0 h h—0X y—0 Y
>
=l><1=l
X X

D Verifica 12

Determine uma expressao da
derivada de cada uma das
fungdes seguintes.

121 f(x)=ew

12.2. g(x)=2"2*"
1

12.3. h(x)=xe"

1-2x
PR

12.4. i(x)=

ly:%,h—»O:)y—»O
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Tema 4 - Derivadas

Pelas regras operatdrias dos logaritmos e pela regra da derivada da composta pode-se concluir:

(In x)'=)1—( (In u)':%'

\ 1 J
|0 X) = =
( ga ) X |n a (l°gn u)

D Exemplo 13 Derivada de fun¢des logaritmicas
Calcule uma expressao analitica da derivada de f, sendo:

13.2. f(x)=log, (x+3)

13.1. f(})=In(x*+1)
13.3. f(x)=x-3xIn (\3/);)

Resoluca
13.1. f(x)=In(x*+1)
(+1) 2
f' ==
ol X+1 X +1
13.2. f(x)=log, (x + 3)
; x+3)

=(x+3)|n2_(x+3)ln2

13.3. f(x)=x—3xIn (\3/;)
fl(x) =x"'- [(3x)' InWx + 3x(ln \3/;)]' =

3 \J
=1—3In\3/;—3x><(ix)=1—3ln\3/;—3xx X
\3/_ 3

X
o
=1-3InVx-3xx3—

x
=1-3InVx-xxx"=1-3InVx-1=
=-3InVx

Regras de derivacao

. e(utv)=u'+v'
e(uxv)=u'v+uv'
.(g>'=u'v—uv'

v v
«W=nu""u' (MER)
«(Fou) ()= [Au(0)] =u’ () x £(u(x)
o(e)=ute"
«(@=u'a"lna (a€R\{1})

+(In u)'=";

«(log, u)'=$ (@a€R\(1))

uxlina

=1—3In\3/;—3x><%><x7

, a€R\{1}

D Verifica 13

Determine uma expressao da
derivada de cada uma das
fungdes seguintes.

13.1. f(x)=In (W + x)

13.2. g(x)=log <%)
13.3. h()=(1+Inx}
13.4. i()=x(1 - In V)

wIiN
W=

at™
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5. Aplicacoes da derivada de uma funcao

Intervalos de monotonia e sinal da derivada de uma fungao

Seja f uma funcao real de variavel real, derivavel em x,, e m o declive da reta tangente ao grafico

de f no ponto de abcissa X, .

Observemos cada um dos trés casos seguintes.

y m>0
f'(xo) > 0

m<0
f'(x) <0

A observacao do declive da reta tangente sugere-nos o seguinte:

' Teorema

Seja f uma fungio continuaem [a, b] e derivavel em Ja, b[:

f'(x0)=0

l

=
{ T e R e A
&

P N

«se f'(x)>0 paratodoo x€ Ja, b, entéo f é estritamente crescente em [a, b];

«se f'(x)<0 paratodoo x€ la, b, entéo f é estritamente decrescente em [a, b];

«se f'(x)=0 paratodoo x€ Ja, b[, entdo f é constanteem [a, b].

Note-se que uma funcdo f pode ter derivada nula num ponto e ser estritamente crescente ou estrita-

mente decrescente num intervalo que contenha esse ponto.

y

;
i
i
i
i
i
i

a

0

Xo

f'(x,)=0 e f é estritamente
decrescente em Ja, b[

Por exemplo, a funcao f, definidaem IR por f(x)=x*, tem derivada
nulaem x=0 e, no entanto, é estritamente crescente em qualquer inter-

valo que contenha o zero.

X 0

Xo b X

f'(x,)=0 e f é estritamente
crescenteem Ja, bl

Q
e
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) Exemplo 14 Infervalos de monotonia
Determine os intervalos de monotonia da funcdo f, de dominio IR*, defi-
nida por:

fx)=(1 +In xy
Resolucao

Para determinar os intervalos de monotonia vamos aplicar o teorema
anteriormente referido.

fx)=(1+Inx?; D,=R"
f()=21+Inx)(1+Inx) =
=2(1+In x);l—(:

~2(1+Inx)
- X

ffx)=0 < 21+Inx)=0 A xER" &
& 1+Inx=0 A xXER" &
S Inx=-1 &

& x=e!
X 0 @’ + 00
I - 0 +
f i v

Logo, f é estritamente decrescente em }0 5 1—] e f é estritamente cres-

cente em |:1;, + OO[ .

Extremos relativos e derivada de uma funcao

Tema 4 - Derivadas

D Verifica 14

Determine os intervalos de
monotonia da fungao f definida
por:

14.1. f(xX)=—4C -3 +6x+1,
em R

14.2. f(x)=x*e*, em R

X+2
=3’ em IR\{3}

144. f(x)=x(2Inx—1), em R*
(x+1)

X ’

14.3. f(x)=

m IR

14.5. f(x)=

Seja ¢ um ponto do dominio de uma fungéo f tal que f'(c)=0 ou f'(c) ndo existe e admita-se que f é
derivavel num intervalo aberto E contendo ¢, com a possivel excecao de poder ndo ser derivavel em c:

1.°caso: f é continuaem ¢

. «Se f' muda de positiva para negativa em ¢, entdo f(c) é um maximo relativo.

Y - y
X c
f(c)"“/T\ f(c) "'7\ £ 4 =
| § f £ f(o) N\
0 ¢ X 0 ¢ X 1
Méximo
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' «Se f' muda de negativa para positivaem ¢, entao f(c) é um minimo relativo.

f(o) _v

o
Afssuacss
>

. «Se f'(x)>0 ou f'(x)<0 paratodo o x dointervalo E, exceto para x=c, entdo f (¢) ndo é um extremo

relativode f.

y

)

®

~— {
F
.
)
:
.
<
.

f'(c)=0

o
Afssssews
x

X C
F o "
f N f(c) P

i

X

f'(c)=0

2.° caso: f é descontinuaem ¢

Neste caso, a existéncia de extremos relativos depende da mudanga de sinal das derivadas laterais no

ponto c.
S
: 7/
-
0 c X
f'(c)>0
f'(c)=—o0

f(c) é um maximo relativo.

f(c)=—o0
f'(ch>0

A+------

f(c) é um minimo relativo.

Minimo

f'(c) nao existe

fi(c)=—o0

f'(ch<o0

f(c) nao é um extremo
relativo.

©IONPY 0MOd @ TIVIN-NIdD
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) Exemplo 15 Monotonia e extremos relativos D Verifica 15

Estude as funcdes seguintes quanto a monotonia e quanto a existéncia de  Estude as funcoes seguintes
extremos relativos. quanto a monotonia e quanto a
existéncia de extremos relativos.
15.1. f()=In(1-x?)
15.1. f(x)=e* (x>~ x—1)
SR ) 4
15.2. f)=x"e 15.2. f()=1+In(4-x?)
3
x'—3 sex<2 2 4
15.3. f(x) = { Frone

153 Kxj=
(x-3) sex>2 ®

15.4. f(x)=3x?—2x*Inx

15.5. f(x)=—12-(ln x=2)

Resolucao

15.1. f{x)=In(1-x?); D;=xER:1-x*>0}=}-1, 1[

(1-2) _ —2x
1-x 1-X

f'(x)=0 4:)1_—2"=0 A XED; &
S-2x=0 AxE,1[ &

& x=0

2=x* se x<1

15.6. f(x) =
(x) {% se x> 1

f'(x)=

a®

Vi=In(i-R5)

x | -1 0 1 P

I + 0 =

f / 0 \ ;}:l:.xlnum \

Y=o

Maximo
« f é estritamente crescente em |- 1, 0] e estritamente decres-

centeem [0, 1[;

+f(0)=0 é um maximo relativo (e absoluto) de f.

15.2. f(x)=x’¢*; D,=R
f'(x)=2x "+ x%e* =" (x> + 2x)
f(x)=0 < e*(x*+2x)=0 &

e*#0
= x(x+2)=0 &
& x=-2V x=0

f' + 0 - 0 % e Y /

f / Ny v |
jagmen v=54134

- Maximo Minimo

« f é estritamente crescente em ]-oco, —2] eem [0, +oo[ e estri-
tamente decrescente em [-2, 0];

o f(-2)= iz é um maximo relativo de f e f(0)=0 é um minimo
e

CPEN-MA12 © Porto Editora
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X¥-3 sex<2
(x—37 sex>2’
lim f(x)= lim (x*-3)=8-3=5
xX— 2" xX—2

153 ix)= { D=

Lmz f(x)= I_l*m2 (x-3¢=(2-3¢=1

Nao existe Iim2 f(x). Logo, f é déscontinuaem x=2 e, conse-
quentemen);;néo derivavel neste ponto.
,(x)_{3x2 se x<2
T l2x-37 sex>2
f(x)=0 & Bx*=0Ax<2)V(2(x-3)=0AXx>2) &
&~ x=0Vvx=3

Como f é descontinua em x=2 é necessario estudar o sinal das
derivadas laterais neste ponto para avaliar a existéncia de

extremo.
o o fR+R)-fQ2) @+h-3-1_
f(z)‘h'l'.‘} h ‘h'l'.'})- h -
4
=—=—00
=
v FRW)-FR) (2+h-3]-1_
PO = W &
. h-2h+1-1
— l - =
hl':no‘ h
. Hh-2)
_hm‘ Ko 4

As derivadas laterais no ponto 2 nao mudam de sinal.
Logo, f(2) nao é um extremo.

X — 00 0 2 3 + 00
3% % 0 +
2(x-3) - 0 +
f' + 0 + - 0 +
f 2 f=a] 1 Ny ol| /
Minimo

y
5 T .

/ ¥=2 y=1

« f é estritamente crescenteem |-oo, 2[ eem [3, +oo[;
« f é estritamente decrescenteem [2, 3];

184 «f(3)=0 é um minimo relativo .
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6. Aplicacoes da segunda derivada de uma funcao

Chama-se segunda derivada de uma fungao f (ou derivada de ordem dois) a funcao derivada de f'.
Nota-se por f".

Exemplos:

«Se f(x)=x>+x vem f'(x)=3x’+1 e f"(x)=6x.

«Se f(x)=e”+x* vem f'(x)=2e*+2x e f"(x)=4e> +2.

Veremos de seguida algumas aplicagdes da segunda derivada.
Concavidades e pontos de inflexao do grafico de uma funcao

' O ponto (c, f(c)) do gréfico de uma fungdo f é um ponto de inflexdo se séo verificadas as seguintes
condigoes:
«f é continuaem c;

« existe um intervalo aberto la, b[, contendo ¢, de tal modo que o gréfico de f tem a concavidade
voltada para baixo em Ja, d e a concavidade voltada para cimaem Jc, b[ ou vice-versa.

y y . y
t
Concavidade . Pl
voltada para PI Concavidade
cima voltada para
{ .
. i baixo Pl
)
|
i
i
i
E
0 X 0 > ) - 5 >

. Seja f uma funcéo derivavel em E=Ja, b[ . O gréficode f tem:
« a concavidade voltada paracimaem E, se f' é crescenteem E;
« a concavidade voltada para baixo em E, se f' é decrescenteem E.

A monotonia de uma fungdo f, num intervalo em que f é derivavel, esté relacionada com o sinal de f'
nesse intervalo e, consequentemente, a monotonia de f' esta relacionada com o sinal de f".

' Se a segunda derivada de f, f", existe num intervalo aberto E= Ja, b[, entdo o graficode f:
« tem a concavidade voltada para cimaem E, seesése f'(x)>0, VxEE;
« tem a concavidade voltada para baixo em E, seesése f"(x)<0, VxEE.

CPEN-MA12 © Porto Editora
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b Exemplo 16 Concavidade do grafico D Verifica 16
Estude as seguintes fungdes quanto ao sentido da concavidade do graficoe  Estude as fungées seguintes
quanto a existéncia de pontos de inflexao. quanto ao sentido da

3 . concavidade do gedfico e quanto
16.1. f(x)=(x*—3x+4)e a existéncia de pontos de

2 inflexao.
16.2. f()=%—Inx - 8 2

2 16.1. f(x)=—’%—+lnx

- 3Sta0 de reso ) 162.f(x)=x-;2
16.1. f(x)=(x*-3x+4)e*; D,=R .

16.3. f(X)=(-x—1)e'™*

f'(x)=(x*-3x+4) e +(x*-3x+4)(e) = 164, F)=(=1)In o= 1)—x

=(2x-3)e"+(x*—3x+4)e* =
=(2x-3+x’-3x+4)e*=
=(x*-x+1)e

(x2—x+1) e +(x2—x+1)(e") =
(2x-1)e*+(*-x+1)e*=
(2x-1+x-x+1)e"=

(x*+x) &

f"(x)

I

f'0)=0 < (x*+x)e*=0 &
& x(x+1)e" =0 &
&S x=0Vx+1=0Ve'=0 &
& x=0Vx=-1

X — 00 -1 0 + 00
fis + 0 - 0 +

8 /N
f N E 4 s

« A concavidade do grafico de f é:
« voltada paracimaem ]-oco, —1] eem [0, +oo[ ;

- voltada para baixoem [-1, 0].
« Pontos de inflexao: <— 1y %) e (0, 4.

16.2. f(x)= %2 —Inx; D;=R’

f'(x)>0, VxEIR" = aconcavidade do grafico de f é voltada
para cima em todo o dominio.

O gréfico de f nao tem pontos de inflexao.

186
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Combinando os sinais de f' e f" tem-se:

Tema 4 - Derivadas

Sinalde f' ede f" | Propriedades de f e do seu gréfico Forma do gréfico

f'(x)>0 f é crescente

f'(x)>0 Concavidade voltada para cima ./
f'(x)>0 f é crescente

f"(x)<0 Concavidade voltada para baixo /-
f'(x)<0 f é decrescente

f'"(x)>0 Concavidade voltada para cima k
f'(x)<0 f é decrescente

f'"(x)<0 Concavidade voltada para baixo \

Teste da segunda derivada

Observem-se as seguintes representagdes graficas:

“S f(0)=0 o
//fi\\{ f() }\‘;,/4
1 E 1 E i f'l(C) = 0
o a ¢ b X o a ¢ b X
f'()=0; f'(c)<0; f'(c)=0; f'(c)>0;
f(c) é maximo relativo. f(c) é minimo relativo.
. Supondo que f é derivavel num intervalo aberto E=Ja, b[ contendo c e f'(c)=0:
+se f"(c)<0, entdo f tem um maximo relativoem c;
«se f"(c)>0, entao f tem um minimo relativoem c.
D Exemplo 17 Teste da segunda derivada D Verifica 17

Determine os extremos relativos
da funcao de dominio IR",
definida por:

Determine os extremos relativos da fungao f, definidaem IR por:
f(x)=x*—3x

usando o teste da segunda derivada. g

f)=x—=-3Inx

Resolucdo af

[ VIERIR usando o teste da segunda
Tem-se: / 2
. / derivada.

f)=x>-3x; f'(x)=3x>-3 N Jm

f'(x)=0 & x=—1V x=1 N~/

" (x)=6x )

f'-1)=-6<0 feifmen v=2
g f(-1)=2
§ f'(1)=6>0
E f(1)=-2
gLogo, 2 é um maximo relativo de f e —2 é um minimo relativo de f. 187
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7. Estudo de funcoes

O gréfico de uma fungao é muito util para visualizar as propriedades dessa fungao.

A observacao do grafico permite-nos compreender, integrar e sintetizar as informagoes obtidas no.
estudo parcelar de aspetos ligados as fun¢cdes como monotonia, continuidade, assintotas, etc.

Para representar graficamente uma fungao, normalmente seguem-se os seguintes passos:

' Estudo de uma fungao

1) Obter o gréfico usando a calculadora gréfica.
A imagem obtida vai ajudar a compreender e a dar sentido aos valores que se obtém analiticamente.

2) Determinar o dominio, se nao for dado.
3) Estudar a continuidade.

4) Determinar as coordenadas dos pontos de intersecao do gréfico com os eixos coordenados (zeros e
ordenada na origem).

5) Estudar as simetrias do grafico (verificar se a fungao é par, se é impar ou se nao é par nem impar).
6) Estudar a monotonia e determinar os extremos.

7) Estudar o sentido da concavidade do gréfico.

8) Determinar as equacdes das assintotas.

9) Confrontar os dados obtidos analiticamente com o gréfico obtido com a calculadora gréfica e indicar o
contradominio.

P Exemplo 18 Estudo de uma fungao D Verifica 18
Faca o estudo da funcao f, definidaem IR\{0} por f(x)=<- Faca o estudo gréfico de cada
X uma das fungdes seguintes.
No seu estudo, nao deixe de contemplar os seguintes pontos: 18.1 f(x)=|—n—x
« Simetrias do grafico ):
LA
» Monotonia e extremos 18.2. )=
« Concavidades e pontos de inflexao do gréfico
« Assintotas
« Esboco do gréfico
« Contradominio
IUCAO ViR
f)==; D=R\{0} Y
X
« Simetrias do grafico
Ao a8 '.
—iX X %=1 ¥=2.71828

Temos que, para algum x € D;, f(—x)#f(x) e f(—x)#—f(x).
Logo, a funcao f nao é par nem é impar.

188 « f é continua (quociente de fun¢des continuas)
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« Monotonia e extremos

p =e"><xfe"x1:ex(X—1)
¥ " "
flx)=0 < x=1

X — oo 0 1 + oo

£ - - 0 +

f N\ N\ e /"
Minimo

« Concavidade do grafico e pontos de inflexao

F) = [e(x - 1)]% — e (x - 1)(x*) _

()
_ [e*(x—1)+e"]x* —e"(x—1)x 2x
x* -
(xe*— e + €)X’ —xe"(2x-2) xe* (¥ —2x+ 2) e(xX-2x+2)
- x* - x*! - X

f"(x)=0 < x*—2x+2=0 (equagao impossivel)
Como x*-2x+2>0, VxED,, osinal de f* depende do sinal de x°.

X — 0o 0 +oco
fll — +
f ’_\ ~

O grafico de f tem a concavidade voltada para baixo em |-oo, 0[,
voltada para cima ]0, +oo| e ndo tem pontos de inflexao.

+ Assintotas

Verticais (f é continuaem R\{0})

X X
lim f(x)= lim e—:l_z—m; lim f(x)= lim LA RPN
x— 0 x—o x 0 x— 0" x—0" X 0

A reta de equacido x=0 é uma assintota vertical do grafico de f.

Nao verticais

Quando x— —oc0: )
lim f)= lim £=-2 -0

X—+ — 00 x——oc0o X — o
Areta de equagdo y=0 é uma assintota do grafico de f.

Quando x— +oo (y=mx+b):
flx . e
m= lim Q: lim —=+o0
x—+00 X X—* + 00

Dado que m & R, o grafico de f nao tem assintota quando x— + oo,

-

» Grafico: « Contradominio: -
;:]_ool O[U[er +OO[

i
R
-

>

Jo = mob <

Tema 4 - Derivadas
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8. Problemas de otimizacao

Muitas vezes, na resolucao de problemas de otimizagao é necessario encontrar a expressao analitica que
define a funcao a otimizar, tal como se pode verificar no exemplo seguinte.

b Exemplo 19 O volume da caixa..

Observe a caixa representada na figura ao
lado.

A soma do comprimento da caixa com o
comprimento da fita que, como é suge-
rido, faz o contorno é 108 cm .

19.1. Mostre que o volume, V(x), da caixa
é dado pela expressao:
V(x)=x*(108 - 4x), x€ 0, 27[.

19.2. Sem ajuda da calculadora, determine o valor de x para o qual o
volume da caixa é maximo.

19.3. Usando a calculadora gréfica, determine o valor de x de modo que o
volume da caixa seja 10 000 cm®= 10 dm? (apresente o resultado em
centimetros com duas casas decimais).

19.1. O volume da caixa é dado pelo produto: V=x?xy sendo y o
comprimento da caixa em centimetros.

Por outro lado, tem-se que y+4x=108 <= y=108 —4x.
Logo, V(x)=x*(108 — 4x).

Terddeser x>0e y>0.

Como:

y>0 < 108-4x>0 <= 4x<108 <= x<27
temos que x€ 10, 27[.

19.2. V(x)=x?(108 — 4x)
V'(x) = 2x (108 — 4x) + x> x (— 4)=— 4x*> — 8x* + 216x =
=—12x*+216x=12x(-x+18)

V'(x)=0 < 12x(-x+18)=0 A x €10, 27[ <> x=18

X 0 18 27
V' + 0 -
v P g N

Maximo

V(18): maximo do volume

v(18)=182(108 —4 x 18)= 11 664

O volume méximo é 11 664 cm’ para x=18cm.
y

19.3. V(x)=10dm?
G 10 000 N

x2(108 — 4x)= 10 000 cm?

O volume da caixa sera 10 dm?
se x=13,72cm ou x=21,68cm.

13,72 21,68 X

D Verifica 19

Considera o triangulo [ABC],

retangulo em B tal que:

<AC=10

<0 angulo BAC tem amplitude
30"

B

Pretende-se inscrever neste
triangulo um retangulo, de
dimensao x e y, conforme
sugerido pela figura.

19.1. Verifique que:

4\/3
3

19.2. Verifique que a area do
retangulo é dada por:

V3

A(x =T(‘|0x—x2)

y+x=10

19.3. Determine as dimensoes
do retangulo de modo que a sua
drea seja maxima.

(e}
o}

©IONPF 0M0d @ TIVIN-N3,



D Exemplo 20 O comprimento do cabo
0 comprimento C, em metros, de um cabo elastico, sob a acdo de uma forca
de tracdo a partir do instante t=0, é dado por:

C()=10+t% " (t>0, em segundos)

20.1. Determine, com aproximagao aos centimetros, 0 comprimento
maximo atingido pelo cabo.

20.2. Determine lim C(f) e interpreta o resultado obtido.
t

— 4+ 00

20.3. Recorrendo a calculadora gréfica determine durante quanto tempo o
comprimento do cabo foi superiora 12m.
Apresente todos os elementos recolhidos na utilizagao da calculadora,
nomeadamente o grafico ou graficos obtidos, bem como as coordena-
das dos pontos cuja determinacao for necessaria a resolugao do pro-
blema. Apresente os valores em segundos arredondados as décimas.

Resolucao
20.1. C()=10+t%e **
C'(t) =04 (tz)'e— oAt tz (e' 0,41)' —2te 04t 0,4t2e’ 0,4t
=e %*t(2-0,41)
C'(t)=0 & e *t(2-041)=0 < t=0V2-0,4t=0 &
& t=0Vit=5

t 0 5 + 00
C" 0 + 0 -
£\l 10 / 1338\
Minimo Maximo

C(5)=10+5"xe ****=13,38m=1338cm

O comprimento méaximo atingido pelo cabo foi cerca de
13,38 m=1338cm.

s . _oar) (2 %0) ; s
lim C@®)= lim (10+fe®) = 10+ lim

t— + 00 t— + 00 t—+o00 @

20.2.

0,4t

Fazendo y=0,4t, temos t= Y

’

& t=25y e t—+00 = y—r+00

2 2,5y)
PR AP I L S WL, e
t—v+ooe°"" y—+oo .
lim —
6,25 y— +oo y?

=10+——=10+0=10
+ 00

lim C(t)=10 significa que, com o decorrer do tempo, o

t— + 00

comprimento do cabo tende a retomar o valor inicial de 10 metros.

Portanto,

20.3. Calculando a interse¢do dos graficos de y, =C(t) com y,=12
obtiveram-se os seguintes valores:

C(t) T=10+RRe ()
12 //\ —— ————
0 2:2 9:6 t =2.. 216 y=12

CPEN-MA12 © Porto Editora

9,6 —2,2=7,4; o comprimento do cabo foi superiora 12m
durante cercade 7,4s.

Tema 4 - Derivadas

D Verifica 20

As acdes de uma sociedade

anénima foram colocadas hoje

na Bolsa de Valores.

Estudos de mercado preveem

que o valor de cada agao, em

euros, decorridos t dias, seja

dado por:

In (0,04t + 1)
0,04t + 1

20.1. Qual é em euros, o valor

de cada agdo no instante em que
é colocada no mercado?

V(t)=5+10x%

20.2. Mostre que:
0,4[1 - In (0,04t + 1)]
(0,04t + 1Y

V'(t)=

20.3. Se uma pessoa comprar
hoje 1000 agbes desta empresa,
e admitindo que este modelo se
mantém valido, ao fim de
quantos dias as deve vender de
forma que o lucro obtido seja
maximo?

Nota: se nos célculos
intermédios proceder a
arredondamentos, conserve,
no minimo, trés casas decimais.
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Questoes tipo exame

Questoes resolvidas

-

@ Seja f afuncao definidaem IR* por f(x) = (ZX)

0 declive da reta tangente ao gréfico de f no ponto de
abcissa % éigual a:

(m) 0 (B) 4 © -4 ©) %
Resolucao
f'(X) = (ln(j)d)l = (In(2x)) X xx: |n(2X) X X' _
—(—zz—f():xx—ln(zx)_ 1 —In(2x)
: » X

Resposta: (B)

@ Na figura esté representada, y p
em referencial Oxy, parte do
gréfico de uma fungao f, de

dominio IR, definida por: 7

fx)=e*""-1
(k é um namero real ndo nulo.) ) X
——t
Areta r interseta o eixo Oy ) 7
no ponto de ordenada —2 e /
é tangente ao graficode f no
ponto onde este interseta o
eixo Ox.

Qual é ovalorde k?
(A) 2 (B) 1 (€) -2 (D) -1

Resolucdo
=0 " 1=0 M '=12"="=
S kx-1)=0=x=1
k#0

Temos entao que a reta r passa nos pontos de coordenadas

(0, -2) e (1, 0), pelo que o seu declive é m,=(1)+g=
f'(1)=m,=2
f'(X) (k(x—l o )'___(k(x 1)) ek(x 1) _ kek(x 1)

f()=ke" V=ke’=k
f(1)=2&k=2
Resposta: (A)

 Questdes propostas |

m Seja f uma fungao derivavel em IR

tal que:

« f(0)=1

s f'(x)=2f(x), VXER

Qual é a equacgao da reta tangente ao
gréfico de f no ponto de abcissa 07
(A)y=2x+1 (B)y=2x-2
©y=-2x+1 (D)y=2x+2

m Na figura esta uma representagao
gréfica de uma funcdo g e de uma
reta t, tangente ao graficode g
nos pontos de abcissas a e a+1.
Sabe-se que g(a)=1 e gla+1)=3.

: i
i i
[¢) /aV a+1 X

O valor de g'(a) é:
OF ®)a

©3 (D)2

a Seja g: IR— R afungao definida
por g(x)=2e*
No gréfico da fungéo g existe um
ponto onde a reta tangente é
paralela a bissetriz dos quadrantes

pares.
Qual é a abcissa desse ponto?
(A)-1In2 (B)In2
©o (D)2In2

m Considere a fungéo h de dominio
IR e contradominio IR* tal que
h(1)=1 e h'(1)=2.

Sendo g(x)=In(h(x), o valor de
g9'(1) &

1 1
w4+ ®; ©5 @2

BIONPT 0MOd & ZIVIN-NIdD



Questoes resolvidas

@ Na figura esta parte da representacao grafica de uma
funcao f.

o) X

Indique o valor de f(07), derivada lateral esquerda de f

no ponto 0.

(o (8) 1

(€2 (D) + o0
Resolucao
F0)= tim 0RO

x— 0" x-0
=2 _=1_ies
0 0

Resposta: (D)

Sabe-se que a reta de equagao y = x — 2 é tangente ao
grafico de uma fungédo f, derivavel em IR, no ponto de

abcissa nula.

Qual é o valor de IimO 2 ?

() -2 ()0
©1 (D)2

Resolugdo

O ponto da reta de equagao y = x — 2 com abcissa nula tem
ordenada y=0-2=-2.

Logo, o ponto de tangéncia tem coordenadas (0, — 2) pelo
que f(0)=-2.

Assim:

lirm f(x)+ 2 il f(x)— (- 2)=

x—0 X x—0 X
i [0 =0
—x—vO x—0
=f'(0)

Ora, f'(0) é o declive da reta de equagao y=x— 2.
:

i fix)+ 2
:Portanto, lim &) =
H x—0 X

1.

L

<

;Resposta: (C)

!
)

Unidade 2 - Funcoes Tema 4 - Derivadas
Questoes propostas

E Na figura estao representadas:

« parte do grafico da func¢ao f, de
dominio IR", definida por
fix)=1-1In(2x);

«umareta r, tangente ao grafico
de f, no ponto de abcissa a.

Sabendo que ainclinacao dareta r
é 135°, indique o valorde a.

WL ®! ©2 ©

3

a De uma fungao h, de dominio IR,
sabe-se que a segunda derivada é
dada por:

g"x)=(e"-1)(x-2, VxER

Seja A o conjunto das abcissas dos
pontos de inflexdo do gréfico g.
Em qual das seguintes op¢oes esta
o conjunto A?

) {0} ) {2} (© {0, 2} (@) {1}

Seja f uma funcao de dominio IR.
Sabe-se que a sua derivada, f', étal
que f'(x)=4-x*, VXER.

Relativamente a funcao f, qual das
afirmacoes seguintes é verdadeira?

(A) f é decrescente em ]-o0, 0].
(B) f é decrescenteem [-2, 2].
(€) f tem um minimo para x=-2.

(D) f tem um minimo para x=2.

a De uma funcao f, de dominio IR
sabe-se que a sua derivada é a

..~ fungao definidaem IR" por
ff(x)=Inx.
Qual das seguintes afirmagoes é
verdadeira?

(A) f é estritamente crescente.
(B) f é estritamente decrescente.
(€) f tem méximo absoluto.

(D) f tem minimo absoluto.
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Questoes tipo exame

Questoes resolvidas

@ Seja g uma funcao de dominio IR com primeira e
segunda derivadas em todo o dominio.

Sabe-se que o gréfico de g tem um ponto de inflexao de
abcissa 1. -

Qual dos seguintes graficos podera ser o da primeira
derivada da fungao g?

(R) (B)

© (D)

>
>

Resolucao
Apenas o grafico apresentado em (C) pode ser o da primeira
derivada de g, isto é, pode ser o gréficode g'.

A justificacdo apresenta-
-se na tabela ao lado onde * L
se relaciona monotonia de g > N
g' com o sinal de g" eo g
sentido da concavidade do g k4 .
graficode g. g wat EL |
Resposta: (C)
Seja f afungao definidaem IR y

por f(x)=¢e* e a um numero

real positivo. 2

Considere afuncao g cujo grafico g

é areta representada na figuraea

funcdo h talque h=f+g.

Qual das seguintes equagoes o)
define a reta tangente ao gréfico

de h no ponto de abcissa nula?
(A) y=—2x+2a

(€ y=—x+1+2a

a\ X

B) y=—x+3
(D)y=-2x+2

Resolucao

Equacao dareta r, gréfico dafuncao g:

Areta r passa nos pontos de coordenadas (a, 0) e (0, 2a).
2a-0

éiguala 2a. Portanto, y = — 2x + 2a é uma equacao que

Logo, o seu declive é m = = — 2 eaordenada na origem

define areta r pelo que g(x)=—2x+ 2a.

Questoes propostas

a Na figura seguinte esté representado

1PH oMod @ TIVIN-NIdD

o grafico de g", segunda derivada
de uma certa fungéo g.

y gu

Ol/ X

Qual dos graficos seguintes pode
ser o dafungao g?

(R)

(B)

©

(D)

/O

m Considere uma fungao f, de
dominio IR, tal que a derivada de f
é dada por f'(x)=(x-5)*.

Qual das afirmagoes seguintes é
verdadeira?

(A) A fungdo f tem um extremo

relativo para x=5.

(B) A fungao f tem um extremo

©

relativo para x=-5.

O gréfico da fungao f temum
ponto de inflexdo para x=5.

(D) O gréfico da fungao f tem um

ponto de inflexdo para x=-5.



Questoes resolvidas

h(x) = f(x) + g(x) <= h(x) = e* — 2x + 2a
h'(x)=(e*—2x+2a) =e" -2

Equacao reduzida da reta t, tangente ao grafico de h no
ponto de abcissa 0:

Declive: m=h'(0)=e’-2=-1

Ordenada na origem: b=h(0)=e’-2x0+2a=1+2a
dado que areta t passa no ponto de tangéncia.
t:y=—x+1+2a

Resposta: (C)

@ Seja f uma funcao derivavel em IR. A respeito de f',
derivada de f, sabe-se que:

f(Q=0
. f' é estritamente decrescente

Qual das seguintes afirmacoes é necessariamente
verdadeira?

(A) A funcao f tem um unico zero.

(B) A funcdo f tem no maximo dois zeros.
(€) Afuncao f nao tem zeros.

(D) f(2)>0

Resolucao

Se f' é estritamente decrescente e f'(2)=0 entao f'(x)> 0
para x<2 e f'(x) <0 para x> 2:

Na tabela resume-se o
4 ) X —o0 2 + o0
sinal da derivada e a
consequente variacao £ + 0 -
da funcao f.
e f 7 .
Como f é estritamente

crescente em |- oo, 2] e estritamente decrescente em
[2, + oo , tem, no maximo, um zero em cada um dos
intervalos.

Portanto, a funcao f tem no maximo dois zeros.

Resposta: (B)

Seja f uma funcdo de dominio IR com primeira e segunda
derivadas finitas em todo o dominio.

Na figura encontra-se parte y

do graficode ", segunda

derivada de f. \ -

Sabe-se ainda que g 4 X

£(0)=f(4)=0. y

Qual pode ser o valor de

f(1)?

A -2~ (B) -1 ©o (D)1
Resolugao

Da analise do grafico de f" verifica-se que f"(x) < 0 em todos
os pontos do intervalo ]0, 4 . Logo, podemos concluir que a
funcao derivada de f, f', é estritamente decrescente em

[0, 4].

Unidade 2 - Fungbes Tema 4 - Derivadas

- Questdes propostas

m Na figura estd uma representacéo

gréficade g", segunda derivada
de uma certa fungao g.

y

Qual das seguintes podera ser parte
da representacao gréfica da fungéo g?

@) ®)

y y
(o] X 0 X
© )
¥ b 4
N pd
[e} X w _/ X

m Na figura estd representada parte
do gréfico da funcéo f, de dominio
IR, definida por f(x)=e* eareta t,
tangente ao grafico da fungao f no
ponto de abcissa nula.

V4
t

f
O| \ X
Sabe-se que areta t interseta a

bissetriz dos quadrantes pares no
ponto de abcissa 1.

Qual é ovalorde k?

- ®W-2 ®-1 (1 (D)2

a De uma funcéo f, de dominio R,
sabe-se que a sua primeira derivada

édadapor f'(x)=€* .

Quantos pontos de inflexao tem o
gréfico da fungéo f?

(Ao (B)1 ©2 (D)3
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Questoes tipo exame

Questoes resolvidas

Ora, se f'(0)=0 e f' é estritamente decrescente em [0, 4],
entdo f'(x) <0 nointervalo |0, 4[ pelo que afuncao f tam-
bém é estritamente decrescenteem [0, 4].

X 0 4 -y

F - “"‘f\

f' 0 \ o 1I 4 X
f N 0

Se f é estritamente decrescenteem [0, 4] e f(4)=0, entao
teradeser f(1)>0.
Entre os valores apresentados, apenas 1>0.

Resposta: (D)

a De uma funcao f, derivavel em IR, sabe-se que
f2)=f'(2)=3. (fof)(2) éigual a:

(R)3xf(3) (B)3xfB) (€) 2f(3) (D) 2f'(3)

Resolucao
(Fof) (x) = [FFO)]" = £ (x) x £'(F(x)
(Fof) (2) = F'(2) x F'(f(2)) =3 x f'(3)

Resposta: (A)

Considere a funcéo f, de dominio IR", definida por
Inx
fx)=1-—-.
X

30.1. Determine a equagao reduzida da reta tangente ao
grafico da fungao f no ponto de abcissa 1.

30.2. Estude a fungdo f quanto:

a) a monotonia e quanto a existéncia de extremos relativos;

b) ao sentido da concavidade do grafico e quanto a

existéncia de pontos de inflexao.

30.3. Na figura estdo representados:

« parte do gréfico da fungéo f;

«um ponto P do gréfico de f e o ponto Q do eixo das
abcissas tal que o tridangulo [OQP] é isésceles, sendo O a
origem do referencial.

Y,

(0} Q X

Seja A a fungao, de dominio IR", que faz corresponder a
abcissa x do ponto P aarea do triangulo [OQP].

a) Mostre que A(x)=x—Inx.
b) Determine o valor minimo que a area do triangulo [oqr]
pode assumir.

Questoes propostas

m Seja f uma fungao derivavel em R.

(R)

ol # =

Sabe-se que a reta de-equacao
y =— 2x — 3 étangente ao grafico

da funcdo f no ponto de abcissa 1.

Qual das seguintes afirmagdes é
necessariamente verdadeira?

@ lim ¥

x—+00 X

=2
(B) x“_T1 f)=-5
(©) f(2) < f(0)
(D)f(0)> -3

De uma funcao h, de dominio IR,
com primeira e segunda derivadas
finitas em todo o dominio, sabe-se
que h(x)x h"(x) < 0 paratodo o
numero real x.

Em qual das figuras seguintes pode
estar representada parte do grafico
dafuncao h?

N\ . ©

©IONPY 0UOd @ ZIVIN-NIdD

@ Sejam f e g duas fungoes derivaveis

em R.
Sabe-se que:

.f(x) > 0 qualquer que seja x € R;

F2)=2ef(2)=1

.g(x) = f(x) x In [f(x)], paratodo
xER.

Qual é a equacao reduzida da reta
tangente ao gréfico de g no ponto
de abcissa 27

(R)y =2x
(©)y=4x

(B)y=2x-4
(D)y=4x-8



Questoes resolvidas

Resolugdo
' ] - I i
30.1. f'(x)=<1 _'"_X) _o_ X xx—(Inx)xx' _
X X
1
—xx-Inx
o _—1+Inx
X X
Ponto de tangéncia: (1, 1), dado que

f(1):1-'“T1=1—o:1.

-1+In1
1) = 1—2:
Substituindo em y=mx+b, temos:
1=—1x1+b & b=2
Portanto, y=—x+2 é aequacao pedida.

Declive: m = f'( -1

30.2.

a)f'(x)=0<:>_1;ﬂ=0<:>—1+lnx=0 =

& Inx=1 ¢ x=e

b ¢ 0 e + o0

f' - 0 +

f N a
Minimo

f é estritamente decrescente em |0, e] e estritamente cres-
centeem [e, +o9f.

f tem um minimo relativo para x=e.
b) f"(x):<_ - 'nx)' _E 1+ — (= 1+ Inx)oc)
X x*
%xx’—(—1 +Inx)x 2x

x—(=1+Inx)x2x

x* x*
_x(1+2—2|nx)_3—2|nx
x* X
F'(x)zO@%{=0<:>3—2lnx=0 =

3

= Inx=%<:>x=e5<:>x=\/g

X 0 Ve + 00
fll i 0 ey
f - ~

Pl

O grafico de f tem a concavidade voltada para cima em
]0 , \/e_s] e voltada para baixo em [\/_3, + oo[ . O ponto
: deabcissa \/e® éum ponto de inflexéo.

i —
:30.3. a) Tomando OQ = 2x para base do triangulo [OQP], a
ésua altura é a ordenada do ponto P, ou seja, a altura é

, fix)=1 _In_x_
X

Unidade 2 - Fungdes Tema 4 - Derivadas

Questdes propostas

Considere a fungdo f de dominio IR,
E definida por f(x) =

e
e +2’
37.1. Estude a funcéo fquanto a
monotonia.

37.2. Mostre que o gréafico da
funcao f tem duas assintotas
horizontais.

37.3. Indique, justificando, o
contradominio da funcéo f.

37.4. Seja t areta tangente ao
grafico da funcdo f no ponto de
abcissa nula.

a) Determine uma equacao da
reta t.

b) Existe um ponto do gréafico da
funcéo f, onde a reta tangente
é estritamente paralela areta t.
Determine a abcissa desse
ponto.

37.5. Estude a fungao f quanto ao
sentido das concavidades do seu
gréfico e quanto a existéncia de
pontos de inflexao.

m Seja f afungao de dominio IR,
definida por f(x) = In(l + e_f) + %

38.1. Mostre que:

X

f)=In(1 +e) -7
qualquer que seja x ER.

38.2. Mostre que f é uma funcgao
par.

38.3. Estude a fungdo f quanto a
existéncia de assintotas do seu
gréfico.

38.4. Estude a fungao f quanto a
monotonia e existéncia de extremos
relativos.

38.5. Seja g afungao, de dominio IR,
definida por g(x)=2e™ - 5.

Determine os zeros da funcéo g.
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Questoes tipo exame

Questoes resolvidas

Portanto, a area do triangulo [OQP] é

2x<1 - '“—")
X

A(x):———=x<1 —ln—x)=x—lnx
2 X )
b) A() = (x—Inx) =1 -+ =X=1
X X
A'(x):0<=>x;1 0> x-1=0&> x=1
X 0 1 + o0
A' o - 0 +
A : 5 Fa

Minimo
A drea é minima para x=1 pelo que o valor minimo que a
area do triangulo [OQP] pode assumiré A(1)=1-In1=1.

@ Na figura estdo representados:

« parte do grafico da fungéo f, de dominio IR, definida
por f(x)=x(Inx — k) ;
(k é uma constante real.)

. areta r, tangente ao grafico de f no ponto de abcissa 1.

OT 1 \ X

Sabendo que a funcao f admite primeira e segunda
derivadas finitas em todo o dominio, determine o valor
de k.

Resolugao

Por observacao do grafico verifica-se que existe um intervalo
la, b[ tal que:

«1€]a, bl

«em Ja, 1[ aconcavidade do gréfico é voltada para baixo
(o gréfico esta abaixo de r);

«em ]1, b[ aconcavidade do grafico é voltada para cima
(o gréfico esta acima de r).

Logo, o ponto do grafico com abcissa 1 é um ponto de inflexao.
Como existe f"(1) tera de ser f"(1)=0.

f'(x)=x(Inx -k + x[(Inx — k*]'=
=(Inx -k +xx2(nx - k)(Inx — k)

=(Inx—k)2+2x(|nx—k)><1;=(Inx—k)2+2(lnx—k)

Questoes propostas

a Seja g afungao de dominio IR,

definida por g(x) =x*e > +.1.

39.1. Estude a fungdo g quanto a
monotonia e quanto a existéncia de
extremos relativos.

39.2. Mostre que o gréfico da
funcdo g tem uma Unica assintota
e escreva uma equagao dessa
assintota.

39.3. Seja h afungao de dominio
IR, definida por:

h(x)=In (Fg(x_)_>

+e "
Determine as abcissas dos pontos
de intersecao do grafico da fungao
h com a bissetriz dos quadrantes
impares.

Considere a funcao f, de dominio
IR, definida por f(x)=¢e*—x—1.

40.1. Estude a funcdo f quantoa
moriotonia.

40.2. Justifique que f(x) > 0 para
todo x €ER.

40.3. Para que valores de x se tem
In(x+1)<x?

40.4. Sabe-se que In x < f(x) para
todo x € R".

Para determinado valor de k, a
funcao g, de dominio R",
definida por g(x)=Inx + k,
interseta o grafico da funcéo f num,
e num s, ponto cuja abcissa
pertence ao intervalo 0, 1[.
Recorrendo a calculadora gréfica,
determine o valor de k.
Na sua resposta deve:
-equacionar o problema;
- reproduzir, num referencial,
o gréfico da fungédo ou os gréficos
das fungdes que visualizar na
calculadora, devidamente
identificado(s);

« indicar o valor pedido com
aproximagao as milésimas.
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Questoes resolvidas

') = [(Inx — k?] + [20nx - k)]'=
=2(Inx - k)(Inx — k) + 2 x J—(:

=2nx-K1+2=20nx-K+2=2(nx—k+1)
X X X X X

f"(1)=f—(ln1—k+1)=2(0—k+1)=2—2k
f'1)=0¢2-2k=0=2k=2= k=1

@ Considere a funcao f, definidaem IR por f(x)=e *—x.

32.1. Determine a equacao reduzida da reta tangente ao
grafico da fungao f no ponto de abcissa 0.

32.2. Justifique que a funcao f é estritamente decrescente.

32.3. Justifique que a funcao f admite inversa.

32.4. Mostre que existe um valorde x € ]0, 1[ tal que:
f) = f"(x)

Resolucdo

321. f'(X)=(e*—x)=—e"-1

Ponto de tangéncia: P(0, 1) porque f(0)=e’-0=1
Declive da reta tangente:

f0)=—-e’-1=-2

Equacao da reta tangente:

y-1=-2(x-0) ¢ y=—2x+1

y=-2x+1 éaequacao pedida.

32.2. Dadoque —e “—1<0 paratodo x € R, vem
f'(x) <0 em todo o dominio de f.

Portanto, f é estritamente decrescenteem IR.

32.3. Atendendo a que f é estritamente decrescenteem R,
f éinjetiva. Logo, f tem inversa.

32.4. Os gréficos de f ede f ' sdo simétricos relativamente
areta de equagdo y=x. Logo, os pontos x tais que f(x) =
satisfazem a condicao f(x)=f '(x).

Seja h afuncao definidaem IR por h(x)= f(x) —

A funcao h é continua por ser a diferenca de fungdes conti-

nuas (uma fungao polinomial e a fungao f que, por ser deri-

vavel, é continua).

h(0)=f(0)-0=1>0

W=F1)-1=e'—q - 1=28 120
@ e

<0

Como'a funcad h é continua no intervalo [0, 1],

ecomo h(0)>0 e h(1) <0, podemos concluir, pelo corola-
£rio do Teorema de Bolzano, que, no intervalo 0, 1[, existe
gpelo menos uma solucéo da equagao h(x)=0.

]
EPortanto, existe pelo menos um valorde x € ]0, 1[ tal que
gf(x) = x e, consequentemente, f(x)=f '(x).

Unidade 2 - Fungdes Tema 4 - Derivadas

Questées propostas

m Considere a funcao h, de dommlo

IR*, definidapor h(x)=1+ x>+ Inx.

41.1. Determine uma equagao da
reta tangente ao gréfico da funcao
h no ponto de abcissa 1.

41.2. Mostre que a funcao h é
estritamente crescente.

41.3. Justifique que a funcéo h
admite inversa.

41.4. Qual é ovalorde h™'(2)?

41.5. Sabe-se que existe um
numero real positivo a para o qual
setem h(a)=h '(a).

Recorrendo a calculadora gréfica,
determine o valorde a.

Na sua resposta deve:

. equacionar o problema;

. reproduzir, num referencial, o
grafico da funcédo ou os graficos
das funcdes que visualizar na
calculadora, devidamente
identificado(s);

-indicar os valores pedidos com
aproximacgao as centésimas.

Seja g afuncao de dominio IR*,
definida por g(x)=In(x*+ 1) = Inx.

42.1. Estude a funcdo g quantoa

monotonia e a existéncia de
extremos relativos.

42.2. Calcule lim @

x—+oo InXx "

Considere a funcao f, de dominio
1- 1, 1[ definida por:

f(x) = In(: ;j:)

43.1. Mostre que f é uma funcao
impar.

43.2. Mostre que o grafico da
funcao f tem duas assintotas.

43.3. Mostre que o gréfico de f tem
um ponto de inflexao.

43.4. Seja r areta de declive
maximo tangente ao gréfico de f.
Determine a equacao reduzida da
reta r.
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Questoes fipo exame

Questoes resolvidas

@ Considere a funcao f, continuaem IR, definida por:

x—In(2-x) se x<1
f(x) = 1-x
Xx+1-e se x>1

33.1. Averigue se existe f'(1).

33.2. Resolva a equagao f(x)=x.

Resolugdo

33.1. Sabemos que f'(xo)zhnm M
—0

h
f(1+h)—
£(1)= lim f +h)- 1) _
h— 0" h
. (M+h-m[2-(1+h)]-1
= lim =
h—0 h
h—In(1-h In(1-h
= im PEO=D b gy MO
h— 0 h h—0 h— 0" h
o In(1+x)
=1- lim ——= Fazendo x=—h, vem
x—0" =X h=-xese h— 0
1 entido x — 0" .
=1+ lim LnE+_x)z
x—0* X
=1+1=2
f(1+h)-F(1)
f(1")= lim ————=
(") hm* h
(R 11— 0
= lim —
h—s0* h
~ lim 1+hue’2"”'z:
h— 0" h
h eh(*l*h}_‘l
= l- —_— i _————
hﬁno*h hllr-r:r h
hfﬂl—hj_
=1- lim (—Z*h)xe——‘l}_
h— 0 h(-2-h)
_ . .ooe -1 x=h(-2-h)
=1- 1 -2 - =
pim, 2 -h)x lim = Se h—0'
:1_(_2))(1_3 entao x — 0" .

Como f'(17)# f'(1"), nao existe f'(1).

33.2. Se x<1:

fx)=x &= x-In2-x)=xAx<1 <
&= In2-x)=0Ax<1 &
& 2-x=e"Ax<1 &
= 2-x=1TAx<1 = x=1

Se x>1:

f)=x < x+1-e" “=xAx>1 &
& 1-e F=0AX>1 &
S e F=1AX>1 &
S 1-X¥=0AXx>1& xED

Conjunto-solugao: S = {1}

Questoes propostas

() = xe™”

De uma certa fungao f: R— R
sabe-se que: -

«f(1)=2
- asua derivada, f', é definida por
f(x)=—xe'*.

44.1. Escreva uma equagao da reta
tangente ao gréfico de f no ponto
de abcissa 1.

44.2. Poderé concluir-se que f é
continua para x=17 Justifique a
sua resposta.

44.3. Estude a funcao f quanto ao
sentido das concavidades do seu
gréfico e a existéncia de pontos de
inflexao.

Considere a funcao f, de dominio
IR, definida por:

—-xe* se x<0
0 se x=0

- xln(%) se x>0

45.1. Mostre que f é continua mas
nao derivavel no ponto 0.

45.2. Defina a fungao f', derivada
de f.

45,3, Estude a funcao f quantoa
monotonia e quanto a existéncia de
extremos relativos.

Considere a fungao f, de dominio
IR, definida por:

1

2 se x<1

2lnx—2x>+7x-5 se x>=1

46.1. Mostre que f é continua mas
nao derivavel no ponto 1.

46.2. Estude a funcao f quantoa
monotonia e quanto a existéncia
de extremos relativos.

46.3. Estude f quanto a existéncia
de assintotas do seu grafico.
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Questoes resolvidas

@ Considere, para cada @ € R", afuncao f, de dominio R,
definida por f(x)=In(e*+ ox) — x.
Mostre que, qualquer que seja o valorde o € R":

34.1. omaximode f éiguala In<1 +%>;

34.2. o eixo Ox é uma assintota do gréfico da funcéo f.

Resolucdo
34.1. f'(x) = [ln(e"+ax)—x]'=w— 1=
e+ ax
_ €+ _1:¢'+a—e”—ax=
e* + ox e* + ax
o1 —x)
T e+ ax

Osinal de f' depende apenasde 1 — x dado que «, x e €
sao positivos.

o(1 - x)
e* + ax
S 1-x=0= x=1

fl(x)=0 < =0AX>0 &

X 0 1 + oo

f - 0 -

f / N
Maximo

Concluimos que a fungao f atinge o valor maximoparax=1.

fl)=Infe+a)—1=In(e+ @) —Ine=

(egnf)

Logo, o méximo de f éigual a In<1 + %).

(00 —00)

34.2. lim f(x)= lim [In(e*+ax)—x] =

X —* + 00 X—+ 00

= lim [In(e*+ ax)—Ine*]=

X — + 00
. e* + ox
= lim In|—F—|=
X — + 00 e
- X
= lim In(1+ax=|=
X— + 00 e
=In(1+ax0)=0
g
2 i i e = " X
dado que,se lim —=+o00, entdao lim ==0.
x—+o00o X X—+00 @

ZPortanto, a reta de equacao y =0, ou seja, o eixo Ox, é uma
&assintota do grafico da funcéao f .

N-MA12 @ Porto Edi

Unidade 2 - Fungdes Tema 4 - Derivadas

Questoes propostas

Considere a fungéo f, de dominio

IR, definida por:
0=

1+x

1+ xe se x<0
1T-x—In(x+1) se x>0

47.1. Verifique se f é continua no
ponto 0.

47.2. Verifique se f é derivavel no
ponto 0.

47.3. Estude a funcdo f quantoa
monotonia e quanto a existéncia de
extremos.

m Seja f afuncao, de dominio
]-1, + oo[ definida por:

4

In se —1<x<0

f(x) = x+1

X

2—32—x+xe‘ se x>0

48.1. Mostre que f é derivavel no
ponto x=0.

48.2. Determine uma equacao da
reta tangente ao gréfico da fungéo f
no ponto de abcissa nula.

48.3. Mostre que o grafico da
fungao f tem um ponto de inflexdo
de abcissa 2.

48.4. Mostre que a reta de equagao
y=2- 32_x é uma assintota do
gréfico da fungéo f.

m Considere a fungéo f, de dominio
IR, definida por:
f( )_{x(e"" -2) se x<0
“lIn(1+xe™ se x>0

49.1. Mostre que f é continua no
ponto x=0.

~= 49.2. Averigue se existe '(0).

49.3. Estude a funcédo f quanto a
monotonia e quanto a existéncia de
extremos relativos em [0, + ool .

49.4. Estude o gréfico de f quanto
a existéncia de assintotas paralelas
aos eixos coordenados.
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Questoes para praficar

ltens de seleqao m De uma fungéo f, de dominio IR, sabe-se que
L 3 f(X)
m Na figura seguinte estd a representacéo grafica f0)=0e xh—To T 1.

de uma fungéo h edasretas a, b, c e d, Qual das seguintes afirmagoes é necessariamente £
tangentes ao gréfico de h nos pontos A, B, C verdadateay 3

e D, respetivamente.

ouod @ ZIVIN-N3IdD

" (A) A fungéo f é continuaem IR.

(B) O gréfico da fungao f tem uma assintota
paralela a bissetriz dos quadrantes impares.

(© |i_np0 f(x)=0

(D)f'(0)=0
0 X

m Na figura seguinte estao representados, num
e Bk o referencial o.n. xOy:
AR50 WP 2 NRgSowyatlipite Rmeitse . parte dos gréficos de duas fungoes, f e g, de
segunda derivadas em todos os pontos. dorniner B
tEm ?,l('a)l gc:)s pofrlt(oi,_Ao, 7B’ Frow D, sapaden .uma reta r, tangente ao grafico de f no ponto
wid e de abcissa a e tangente ao gréficode g no
(A)A (B)B ©c (p)D ponto de abcissa b.

" g
m Na figura esta representada parte do grafico de

uma funcéo polinomial g bem como parte da /_\ -

reta t, tangente ao grafico de g no ponto de

coordenadas (2, 2).

Areta t interseta o eixo Oy no ponto de a
ordenada 1.

O
=1 -
X

- : Qual das seguintes afirmagoes é verdadeira?
el (W)@ <g®) (8)f(@)-g'6)=0
B 1 ot 2 1 (© fl@)xg'(b)<0 (D)f'(@)+g'()=0

" : e a Na figura estao
;)ual_da(sj e)fprgssges se79umtes pode definir g', representados, num
e referencial xOy:
®)>+1 a2l . parte do gréfico da fungao
2 2 h, de dominio IR,
(©) - % - % (D)—;— e % definida por:
h(x)=1+4In (g)

a De uma funcao f, derivavel em IR, sabe-se que .areta t, tangente ao
areta de equacdo y =2x+ 1 é tangente ao seu gréfico de h no ponto de
gréfico no ponto de abcissa 1. abcissa 2 e que interseta o eixo Oy no ponto

(001" - 3f(x) de ordenada b.
y - L)) —3fx)
SN pamortie i 2 . Qual é ovalorde b?
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m Seja f uma fungao cujo gréfico tem um ponto de

inflexdo de abcissa nula.

Em qual das seguintes figuras podera estar parte
do grafico da derivada de f?

(A) (B)

© (D)

/O X

Na figura esta uma representacao graficade g',

derivada de uma fungéo g.

y

L

0| X

Em qual das figuras seguintes pode estar uma
representacao grafica da fungao h', derivada da
fungao h definida por h(x)=1-g(x)?

(R) (B)

© (o)

0 4 Y

oy

Unidade 2 - Fungoes Tema 4 - Derivadas

Sejam f e g duas fungoes derivaveis, de
dominio [0, 3]. Na figura seguinte estdo
representadas graficamente as fungées f' e g',
derivadas das fungoes f e g, respetivamente.

Sabe-se que f(0)=g(0) e f(2)=g(2).

O conjunto-solugdo da condicao f(x) > g(x) é:
(A) 12, 3[

(8) 12, 3]

© 1, 3[

()11, 3]

Seja h uma fungao tal que h" é uma fungao
quadrética de contradominio ]-oo, 1].

Qual das seguintes afirmagoes é necessariamente
verdadeira?

(A) A fungao h tem quatro zeros.

(B) O gréfico da funcdo h tem a concavidade
voltada para baixo.

(€) O gréfico da fungao h tem dois pontos de
inflexao.

(D) A funcéo h', derivadade h, é estritamente
decrescente.

Para um certo nimero real a e um certo nimero
real b, aretade equagdo y = 6x — 3 é tangente

ao gréfico da funcao f, de dominio IR, definida
por f(x)=ae®*~", no ponto de abcissa 1.

Qual éovalorde b?
(n)-3 ()2

©3 (D)6

Seja f uma funcao de dominio IR, com
derivada finita em todos os pontos do dominio
e seja_g afuncao definidaem IR por:

g(x) = 2x x f(e™)
Qual é o valor de g'(0)?
(Ao
(B) 2f(1)
(© 2r(1)
(D) 2/(1) + 6f'(1)
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Questdes para praticar

Itens de construcao

m Um cabo de transporte de energia elétrica
encontra-se suspenso entre dois postes.
@ Considere a funcao f, de dominio IR, definida

204

por:
f(x) = (2x* + 6x + 5)e >

62.1. Estude a fungdo quanto a monotonia e
existéncia de extremos relativos.

62.2. Mostre que o grafico da funcao f tem dois
pontos de inflexao.

62.3. Justifique que a tangente ao gréfico de f
num dos pontos de inflexao é paralela ao eixo Ox.

62.4. Determine uma equagao da tangente ao
grafico de f no ponto de abcissa 0.

Considere a fungdo g, de dominio IR", definida
por:

2
g(x)=4|nx+52——5x

63.1. Estude a funcdo g quanto a existéncia de
assintotas do gréfico.

63.2. Estude a fungdao g quanto a monotonia e
quanto a existéncia de extremos relativos.

63.3. Mostre que o grafico da funcdo g tem um
ponto de inflexao e determine uma equacao da
reta tangente ao grafico nesse ponto.

Considere a funcdo f, de dominio IR, definida
por:

g(x) = e — 2xe*

64.1. Estude o grafico da funcéo g quanto a
existéncia de assintotas paralelas aos eixos
coordenados.

64.2. Mostre que a fungao g admite um
maximo e determine-o.

64.3. Indique, justificando, o contradominio da
funcéo g.

64.4. Determine os zeros da fungéo g.

64.5. Justifique que a fungao g nao tem
inversa.

64.6. Estude a funcdao g quanto ao sentido da
concavidade do gréfico.

64.7. Determine uma equacao da reta tangente

ao grafico da fungao g no ponto de abcissa — % ;

A distancia ao solo, em metros, do ponto do fio
situado x metros a direita do poste mais baixo

10-x x=10
é dada por d(x)=4(e B e, ® )
A distancia entre os dois postes é de 23 metros.

65.1. Qual é a distancia entre os pontos dos
postes onde se liga o cabo. Apresente o
resultado em metros, com aproximagao as
centésimas.

65.2. Determine a distancia minima do cabo ao
solo.

Considere as funcées u e f, de dominio IR",
definidas por u(x)=2x*+Inx—2 e

f(x)=-1~—xln5+2x.

66.1. Estude a funcdo f quanto a existéncia de
assintotas do gréfico.

66.2. Determine uma equacgao da reta tangente
ao grafico de u no ponto de abcissa 1.

66.3. Justifique que a funcdo u é estritamente
crescente.

66.4. Tendo em conta o valor de u(1), deduza
o sinal da funcdo u em todo o dominio.

66.5. Mostre que f'(x) = if) :
X

66.6. Justifique que o sinal de f' depende do
sinal de u e estude a fungao f quantoa
monotonia e quanto a existéncia de extremos.

66.7. Indique, justificando, o contradominio da
funcéo f.

Determine o numero real k para o qual os
graficos das fungdes f e g, de dominio IR,

2
definidas por f(x)=e*"* e g(x)= )—52——x+ i,

tém a mesma reta tangente no ponto de abcissa
x=k.
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Considere, para cada o € IR, afuncéo f,, de
dominio IR, definida por f,(x) = (x — &x)e*.

68.1. Mostre que para cada o € R afuncéo f,
admite um minimo para x=a — 1.

y

68.2. Mostre que, para cada o € IR, o ponto
do grafico correspondente ao minimo de f,, ou
seja, o ponto de abcissa x =o — 1, pertence ao
gréfico da funcdo g definida por g(x)=—e”.

Considere as funcbes g e f de dominio IR,
definidas por: g(x) = x*>+In(x) e
f(x) = x* + (In x)’

69.1. Mostre qua a fungao g admite pelo menos

: 1
um zero no intervalo |:—, el.
e

69.2. Mostre que a fungdo g é estritamente
crescente.

69.3. Justifique que o zero de g, cuja existéncia
foi garantida no ponto 1, é Unico. Designe esse
zero por «.

69.4. Justifique que g(x) > 0 para qualquer
XE lo, +00[.

69.5. Mostre que, para qualquer x € R*,
2
fl(x) - g(x) ¢
X

69.6. Justifique que o minimo da funcéo f é f(c).

Prove que, para qualquer funcéo quadratica g,
existe um s6 ponto do gréfico onde a reta
tangente é paralela a bissetriz dos quadrantes
impares.

Seja f uma funcdo de dominio IR, com derivada
finita em todos os pontos do dominio, e crescente.
Sejam a e b dois quaisquer niUmeros reais.
Considere as retas r e s, tangentes ao gréfico de
f nos pontos de abcissas a e b, respetivamente.
Prove que as retas r e s nao podem ser
perpendiculares.

Unidade 2 - Funcdes Tema 4 - Derivadas
Seja f uma funcao impar derivavel em IR .
Prove que:
72.1.f(0)=0

72.3. A derivada da fungao f é uma fungao par.

Considere, paracada n € IN, afungao f,, de
dominio IR, definida por f(x)=nx+xInx.

73.1. Mostre que, para cada valorde n € IN,
o gréfico de f, admite um unico ponto, Q,,
onde a reta tangente é paralela ao eixo Ox.

73.2. Mostre que esses pontos pertencem todos
a bissetriz dos quadrantes pares.

73.3. Mostre que, para cada valorde n € IN,
o graficode f,, interseta o eixo Ox num Unico
ponto, R,, e determine a sua abcissa.

73.4. Mostre que a tangente ao gréafico de f, no
ponto R, é paralela a bissetriz dos quadrantes
impares, qualquer que seja o valorde n € IN..

Para cada valorde n € IN existe um niimero real
nao nulo o para o qual os gréficos das fungoes f
e g, de dominio IR*, definidas por f(x) = ax" e
g(x) = In x, tém a mesma tangente, t, no ponto
de abcissa k.

y

@]

74.1. Mostre que k" = 1—.
no

74.2. Mostre que o = L.
ne

74.3. Determine uma equacao reduzida dareta t,
sen=2.
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Avaliacdo

n Considere a funcdo h tal que h(x)=xInx. Ovalorde h'(e) é:
(A) e (B) 2 (€)1 (D)e+1

a Seja f uma funcao derivavel em IR tal que f(1)=1 e f(1)=2 e h afungao definida por:
h(x) = f(x) + In (f(x))
Ovalorde h'(1) é:

A 3 (B) 4 (€) 2 (D) 2+In(2)
. ) - . . . | "
a Se f é afuncao de dominio IR definida por f(x)=x+e*, entdao ||m0 ot
(A) 1 (B) 2 (€)1+e (D)o

n Para um certo nimero real a o gréfico da funcdo h definida por h(x)=xIn (ax) tem, no ponto de
abcissa 1, uma reta tangente com declive 2.

Ovalorde a é:

(A) e (B) 1 (©) € (D)o

a Seja f uma fungao de dominio IR.
Sabe-se que, para qualquer x€R, f'(x)+f"(x)=0.
Uma expressao analitica da fungao f pode ser:

(A) —¢" (B) e* (€) e (D) Inx

a Sabe-se que h é uma funcéo real de varidvel real tal que:

i he=h(1) _
x—1 x-1

0

Qual das seguintes afirmacoes é necessariamente verdadeira?
(A) h'(0)=1 (B) h é continua no ponto x=1.

(€) h(1) é um extremo relativode h. (D) h(1)=0

a Seja b um numero real e g a funcao real de variavel real definida por g(x)=e*.
Qual das seguintes equagbes pode definir uma reta tangente ao graficode g?

(A) y=b (B) y=—x+b (€) y=x+b (D) x=b

a A figura representa graficamente a funcao f definidaem IR por f(x)=Inx. y
Areta r é tangente ao gréfico de f no ponto de abcissa a e passa no ponto

de coordenadas (0, - %)

o
Qf-mmmm

Ovalorde a é: /1
() Ve (8) 2 © < OF
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Unidade 2 - Fun¢des Tema 4 - Derivadas

a Sabe-se que h é uma funcao derivéavel em IR com um méximo relativoem x=1.

Qual das seguintes figuras pode apresentar parte da representacao graficade h', funcdo derivadade h?

(R) (8) © (D)
y y y y
N N

0 1 X 0 1\( 0/1 X o/1\x

m Na figura ao lado esta uma representacao gréfica de f', derivada de uma certa /\

funcao f, de dominio IR.

Em qual das figuras seguintes podera estar parte da representacao grafica da 0 X
fungéo f? / \
(m) (8)
£ y
0 X 6] X
© (D)
p 4 y

/ 0 X 0 X

m Na figura apresenta-se o gréafico de uma fungéo f, real de variavel real, derivavel em IR.
Y

4
Sabe-se que:

« f(a) é q unico maximo relativo de f;
« f(c) é o Gnico minimo relativo de f;
«(b, f(b)) é o unico ponto de inflexao do gréfico de f.

Q
o

Entéo, pode afirmar-se que:
(A) VxEJ-o0, d, f(x)f'(x)>0 (B) Vx€E€la, b[, f(x)f'(x)<0
(€ vxe€lb, d, Fx)f'(x)<0 (D) VxEJc, +o0[, f(x)f'(x)<0 207



Avaliacdo

m Na figura sequinte esta uma representagao de f", segunda derivada de uma certa fungao f.

y

0/1 X

/

Qual das seguintes figuras pode apresentar parte do gréfico de f?

®) ® © ©)
y y y y
\ s \ \ |\ /D
0 1 X 0 1 X NC A \" /o ‘ x

Seja f uma funcao de dominio IR, estritamente crescente.

Qual das seguintes afirmagoes é necessariamente verdadeira?
(A) A fungao f nao pode ter mais do que um zero.

(B) f(x)>0 paratodo xER.

(€) O gréfico de f nao tem pontos de inflexao.

(D) A fungéo f nao é par nem impar.

m f é uma funcao real de variavel real que admite primeira e segunda derivadas no ponto a.

Sabendo que f'(a)f"(a)<0, o gréfico dafungao f pode ser:
(R) (8)

>
&)
[ .
>

0
© (D)
y y t

[ N

(0]

Nota: A reta t é tangente ao grafico de f no ponto de abcissa a.
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Unidade 2 - Fungoes Tema 4 - Derivadas

m Na figura estd uma representacao gréaficade g", segunda derivada de uma certa funcéo g,
de dominio IR.

Qual das seguintes afirmacgoes é verdadeira?

(A) O ponto de abcissa b é um ponto de inflexao do gréficode g.

(B) O ponto de abcissa a é um ponto de inflexao do grafico de g.

(€) Afuncao g', derivada da funcao g, é estritamente crescente em IR.

(D) Nointervalo [0, a] o grafico de g tem a concavidade voltada para baixo.

m Determine o ponto ou os pontos do grafico da funcao f cuja tangente é uma reta horizontal, sendo:

16.1. f(x)=x> - 6x 16.2. f(x)=x%e"

16.3. f(x)=3+In(4—-x) 16.4. f(x)zln(x+1)

Determine uma equacéo da reta tangente ao grafico da funcao f, definida por f (x)= 22x , No ponto
de abcissa x=2. x“=1

m A concentragao de um certo medicamento, em miligramas por litro de sangue, t horas depois de ser
tomado por uma pessoa, é dada pela funcao:

c(t)= 0,3t

2+ 1
Calcule C '(%) e C'(3) einterprete os valores obtidos.

m Dada a fungao f definida por:

-1
x

f(x) = x2e se x>0
X

se x<0
19.1. Caracterize a funcao derivada de f.

19.2. Escreva uma equacao da reta tangente ao grafico de f no ponto de abcissa 1.
m f e g sao funcdes reais de variavel real tais que f'(x)=3x, VxER e g(x)=log, (%)
Calcule (fog) (4).

itora

m Calcule, caso exista, recorrendo a definicao de derivada de uma funcao, a derivada de f nos pontos
indicados:

21.1. f(x)=|¥*~ 1], noponto x=1; 21.2. f(x)=xInx, noponto x=1.

CPEN-MA12 © Porto Edi
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Avaliagao

m Qual dos graficos seguintes pode representar uma fungdo f que satisfaz as condigoes:
f(1)=3; f'(1)=0 e f(x)>0 em J-oo, 1[ U1, +00[?

(A) y (B) © y

R

2

7 0

r 0

a Considere a fungdo g, definidaem IR por g(x)=e*(x*—4x+5).
23.1. Determine uma equacao da reta tangente ao grafico de g, no ponto de abcissa zero.

23.2. Estude a funcdo g quanto a monotonia e quanto a existéncia de extremos relativos.

m De uma funcdo g, de dominio IR, sabe-se que a sua derivada g' esta definida, também em IR, por:
g')=01+x)e”

24.1. Determine o valorde lim g(x—)—;ﬂ

x—0
24.2. Estude a funcdo g quanto ao sentido das concavidades do seu gréfico e determine as abcissas
dos pontos de inflexdo, caso existam.

a Considere a funcao f, de dominio IR*, definida por f(x)=2-x+2Inx.
25.1. Estude f quanto a existéncia de assintotas do grafico.

25.2. Estude a fungdo f quanto a monotonia e conclua que f tem um Unico maximo.

m Considere a funcao f, definidaem IR*\{1} por f(x)=ﬁ.

26.1. Estude f quanto a existéncia de assintotas do gréfico.
26.2. Verifique que f'(x)= I_n_)%
(Inx)
26.3. Estude afuncdo f quanto a monotonia e quanto a existéncia de extremos relativos.
26.4. Recorrendo a sua calculadora, determine as solugdes inteiras da inequacao f(x)<4— % .
Explique como procedeu.

Em cada figura estao representadas graficamente duas fungdes, f e g.
Uma das fungdes é a funcdo derivada da outra.
Indique qual é a funcédo derivada em cada caso.

7.3 7.3, y

f AN
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Unidade 2 - Fungdes Tema 4 - Derivadas

m Injetou-se uma substancia no sangue de um animal.

Admita que a concentracao dessa substancia, em miligramas por mililitro de sangue, t horas ap6s ter
sido injetada, é dada por:
~10In (0,8t + 1)

= t>0
c® 08t+1 ( )

28.1. Recorrendo a derivada da funcdo C, determine o instante em que a concentracdo da substancia
no sangue do animal foi maxima. Apresente o resultado em horas e minutos.

28.2. Utilize a calculadora para determinar, com aproximagdo aos minutos, durante quanto tempo a
concentracao da substancia no sangue do animal foi superior a 2 miligramas por mililitro de sangue.

Apresente todos os elementos recolhidos na utilizagdo da calculadora, nomeadamente o grafico
obtido bem como as coordenadas dos pontos considerados relevantes.

m Considere a funcao f, de dominio IR", definida por:

CPEN-MAIZ @ Porto Editora

f(x)=1 +I2nx
X

29.1. Estude f quanto a existéncia de assintotas do gréfico.

29.2. Mostre que f(x)>0 <= xEJe™", + oo .

29.3. Na figura estd representada, em referencial o.n. xOy, P
uma parte do gréfico da funcao f. f
Na mesma figura estd também representado o
triangulo [OAP], retanguloem A. 0 A X

O ponto O é a origem do referencial e o ponto A,
de abcissa xE Je™', + oo, pertence ao eixo Ox.

O ponto P pertence ao gréfico de f.

Recorrendo a métodos exclusivamente analiticos, determine a abcissa de P para a qual a area do
triangulo é maxima.

m Um estudo sobre audiéncias televisivas revelou que o nimero de telespectadores de determinado canal

variou, entre as 22 horas e as 24 horas de determinado dia, de acordo com a fungéo:
N(t)=50+t> e *%*

sendo N o nimero de telespectadores, em milhares, e t o tempo, em minutos, decorrido apds as 22 horas.

30.1. Qual era o nimero de telespectadores as 22 horas?

30.2. Recorrendo a processos exclusivamente analiticos determine a hora a que o nimero de
telespectadores foi maximo.

30.3. Durante um determinado periodo de tempo o niimero de telespectadores ultrapassou os 300 mil.
Recorrendo as capacidades gréficas da sua calculadora, determine o intervalo de tempo (hora
inicial e hora final) em que tal facto se verificou (apresente o resultado em horas e minutos e
indique, sumariamente, como procedeu).

m Considere as fungoes reais de variavel real, h e f, definidasem IR" por:

h(x)=x*+2-2Inx e f(x)=x_1+2|xﬂ

31.1. Estude h quanto @ monotonia e conclua que h(x)>3, VxER".

h(x)

31.2. Verifique que f(x)=—-, VxER" ejustifique que f é uma funco estritamente crescente.
X

31.3. Determine lim f(x) e lim f(x).

x—0" X— +00
31.4. Mostre que a reta de equacao y=x—1 é assintota do grafico da funcéo f.

31.5. Mostre que o gréfico representativo da fungao f tem um ponto em que a reta tangente é paralela
a assintota de equagao y=x-1.
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Avaliagao

m O rendimento anual, R, de uma empresa esta relacionado com o investimento, x, em marketing pela
seguinte fungao:

R(x)=— 0,002+ 1,25x* + 2x + 200, onde 0 < x <500

x e R sao dados em milhares de euros. -

Determine as coordenadas do ponto de inflexdo do grafico de R e discuta o seu significado.
(Apresente o resultado com duas casas decimais.)

m Mostre que o gréfico da funcao f, definidaem IR por:
fx)=ax’ +bx* +cx+d, a#0

tem um e um s6 ponto de inflexdo e escreva as suas coordenadas, em funcdode a, b, c e d.

m A altitude (em metros) de um foguetéo, t segundos depois de ser lancado, € dada por:
f(t)=— >+ 44t* + 440t + 2

34.1. Determine, com duas casas decimais, as coordenadas do ponto de inflexado da curva
representativa do gréfico da funcao.

34.2. Qual é a velocidade maxima atingida pelo foguetao?
Apresente o resultado, em metros por segundo, com aproximagao as centésimas.

34.3. Relacione a velocidade méxima atingida pelo foguetdo com o ponto de inflexao do gréfico de f.

E Seja f uma fungao real de variavel real de que (a, f(a)) é um ponto de inflexdo do grafico.

Afuncdo f' tem necessariamente um extremo relativo para x=a? Justifique a resposta.

m Numa cartolina retangular de 30 cm por 26 cm cortam-se quatro cantos quadrados de lado x de
modo a construir uma caixa sem tampa.

X X

26 cm

30cm

36.1. Determine x, com duas casas decimais, de modo que o volume da caixa seja maximo.

36.2. Determine o valor exato de x sabendo que x#2 e que a caixa tem a mesma capacidade
daquelaem que x=2.

Uma empresa pretende embalar sumo de fruta em latas cilindricas. A quantidade de sumo por lata deve

serigual a 0,36 litro.

Determine, em centimetros e com uma casa decimal, o raio da base da lata cilindrica de modo a
minimizar a quantidade de material usado na construgao da lata.

®IONPT 0MOd & TIVIN-NAD



Unidade 2 - Fun¢des Tema 4 - Derivadas

eX
X

Considere a funcao h definidaem IR por h(x):1 pprt
e

Verifique que a reta de equacao y = §+1E é tangente ao gréfico de h num ponto de inflexao.

Em 1990 (t=0), a populacao de castores na vizinhanca de determinado lago era constituida por
10 unidades.

O numero N, em milhares, de elementos dessa populagao cresceu, desde entao, segundo a lei:

k
Nl=———
® 1+ 199¢e >

sendo t o numero de anos decorridos desde aquela data.
39.1. Verifique que k=2.
39.2. Em que ano a populagdo de castores atingiu as 1000 unidades?

39.3. Indique um valor aproximado da velocidade de crescimento do nimero de castores 10 anos
apo6s a contagem inicial.

O vértice B do retangulo [OABC] é um ponto do 1.° quadrante e pertence
ao gréfico da funcao f definida por f(x)=e".

P

Os vértices O, A e C pertencem aos eixos coordenados, como se mostra
na figura.

Determine o valor de x (abcissa do ponto A) de modo que a area do
retangulo [OABC] seja maxima.

0 A0 X

bx—1

Considere a funcao f, de dominio IR, definida por f(x)=(x+a)e™ ' (a e b designam nimeros reais).

Na figura estao representados em referencial xOy:
« parte do grafico da fungao f;
«umareta r, paralela a bissetriz dos quadrantes pares.

X
~

Sabe-se que:
« f admite primeira e segunda derivadas em todo o dominio;

.areta r é tangente ao grafico de f no ponto de abcissa 1.
41.1. Determine os valoresde a ede b.

41.2. Determine uma equacao da reta r (se nao resolveu a alinea anterior, considere a=—-3 e b=1).

Sejam f e g duas fungdes, de dominio IR", tais que:
«f(x)—g(x)=Inx, VXER" \
. aretade euacdo y=4x—2 étangente ao grafico de g no ponto de abcissa 1.

Determine uma eauacao da reta tanaente ao arafico de f no ponto de abcissa 1.
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3. Trigonometria
e nUMeros
complexos

Temal
Trigonometria

Tema 2
NOmeros complexos




Tema 1

Trigonometria

1. Radiano

' Um radiano (rad) é a amplitude de um angulo que define em qualquer circunferéncia,

com centro no seu vértice, um arco de comprimento igual ao raio.
2nrad=360° ou mrad=180°

2. Funcoes trigonométricas

Funcao periddica

CPEN-MA12 © Porto Editora

Uma funcdo f é peri6dica se existe um nimero real positivo p tal que:

VxED;, x+p ED;s e flx+p)="f(x)

Ao menor valorde p chama-se periodo positivo minimo da fungao.

As funcdes trigonométricas sao fungoes periddicas.

Funcao seno

X f(x) = sinx

« Representacao gréfica

L Df = |R
v DI": [_ 1 ’ 1 ]
« A funcéo seno é continuaem IR.

-

«sin(x + 2km) = sinx, k € Z, ¥x € D; (Afungao seno é periédica e 27 ¢ o periodo positivo minimo.)
«sin(- x}=—sinx, ¥x € R (A fungao seno é uma fungao impar.)

« A fungao seno tem valor maximo 1 para x = g +2kn, kEZ.
« A funcao seno tem valor minimo —1 para x = 37n +2kn, kEZ.

« A funcéo seno tem zeros para x=kn, kE Z..
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Unidade 3 - Trigonometria e nOmeros complexos

Funcao cosseno
X 9(x) = cos x
- Representacao grafica

-D,=R

D;=[-1,1]

« A fungao cosseno é continuaem IR.

-cos(x + 2km) = cos x, k € Z, ¥ x € D, (Afungao cosseno é periddicae 2r € o periodo positivo minimo.)
«cos(—x) = cosx, Vx € IR (Afunc¢do cosseno é uma fungao par.)

« A funcao cosseno tem valor maximo 1 para x=2kn, kE Z.

« A funcao cosseno tem valor minimo — 1 para x=n+2kn, kE Z.

« A funcao cosseno tem zeros para x = ; +kn, kEZ.

Funcao tangente
x rh(x)=tgx
« Representacao grafica

-Dh:|R\{§+kn, k€ Z}

D} =R

» A funcao tangente é continua em todo o seu dominio.

tg(x + km)=tg x, k € Z, Vx € D, (Afuncio tangente é periddica e T é o periodo positivo minimo.)
-tg(-x)=—-tgx, Vx € D, (Afuncao tangente é uma fungao impar.)

- A fungao tangente tem zeros para x =kn, k€ Z.

T T T
3.Valoresem —, — e —
6 4 3

> T T T

6 em radianos 7 3 3

sin 6 % ? ?

cos 60 _\/_§ ﬁ 1

2 2 2

tg 6 ? 1 V3
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4. Equagoes trigonométricas

y
Equacoes do tipo sin x = sin &

o sinx=sino &

N

Equacodes do tipo cos x = cos o

COSX =Cos @ &
S x=o+2knVx=—oa+2kn, kEZ

y t
i Equacdes do tipo tg x = tg o
n+ 0o
o tgx=tga <
0 X
L/ & x=a+kn, kEZ

5. Formulas trigonométricas

S x=o+2knVx=n—-o+2krn, kEZ

Tema 1 - Trigonometria

¥

O quadro seguinte apresenta as férmulas trigonométricas mais utilizadas.

' Férmulas trigonométricas

sin0+cos’6=1 cos(a+b)=cosacosb—sinasinb

tg@:SinG cos(a—b)=cosacosb+sinasinb
cos 6 sin(a+b)=sinacosb+sinbcosa
LA e, sin(a—b)=sinacosb—sinbcosa
tg’0 sin’@
tga+tgb
P o O tg(a+b)=——————_
9 ol 1-tgatgb

i Exein”plro 1 Wl');ié&h'ihogéo do valor de expressoes
trigonométricas

1.1. Sem recorrer a calculadora, determine o valor exato de:

sin7—n+cosﬂ—t iz
6 3 97

-

1.2. Sabendoque o € J32_1t Zn[ eque cos(m—o)=— % , determine o valor

exato de sin (Tt + @)+ cos <3?n - a>+tg (t-0o).

CPEN-MAI2 © Porto Editora

tg(a-b)= -1%‘—19;;?—9%
cos(2a)=cos’a—sin’a
sin(2a)=2sinacosa
2tga

tg(2a)=———
9(2a) 1-tg’a

D Verifica 1

1.1. Sem recorrer a calculadora,
determine o valor exato de:
5n 5n n

cos—3—+tg ?+sin?
1.2. Sabe-se que:
xG]—E, o[
2

e que COS<E+X>_£
9 2 5’

Determine o valor exato de:

cos(m+x)+ sin(—321t- 4 x>+ tg(+x)
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Unidade 3 - Trigonometfria e nimeros complexos

1.1.

1.2.

P Exemplo 2 Rresoiluq&o'de equacoes |

- —4n Vi | T 47
—+ ——tg—=35 +—]+cos—-—t 27[__ =
sin 3 cos g 2 m(n 6) 3 g( >

3

1 T T
=———cos—+tg—=———=+1=0
2. gy

-cos(n—a)=—% A 0EAL’Q =>—cosa:—% A 0EAL’Q
:>cosa=%
Atendendo a que sin’ o+ cos’ox=1:
2
sin2a+<§> =1 & sinfa=1-> < sinfa=18 &
5 25 25
L= sina=i%
Como o €4.°Q, tem-se sina=—§.

-sin(n+a)+cos(§2£—a)+tg(1t—a)=—sina—sina—tga=

. sino
=—2sina— =
co

Resolva,em IR, as equagodes:

2.1.
2.2,
2.3.
24.
2.5.
2.6.

2.1.

2.2,

2sinx—1=0

2 cos’x+cosx=0
2cos’x+sinx—1=0

cos (2x)+ cos x=0
sinx+cosx=0 em [0, 2r]

\/gtgx+1=0

2sinx—-1=0 & sinx=% p— sinx=sin% P
= x=§+2kn v x=n—§+2kn, kEZ =

= x=§+2kn \Y4 x=%’£+2kn,kGZ

2cos’x+cosx=0 < cosx(2cosx+1)=0 &
& cosx=0V 2cosx+1=0 &<

= x=§+kn \V4 cosx:—%, keZ &
= x:§+kn vV cosx=cosz?1t =
I x=12t—+k1t \Y% x:z?n+2kn: Vv

Vv x:—z?n+2k1t, ke”Z

D Verifica 2

Resolva as equagoes seguintes.

2.1. 2sinx+1=0
(em IR)
2.2. sin’x—sinx=0
(em [0, 2r])

2.3. cos’x+2sinx=2
(em IR)

2.4. cos(3x)—cosx=0
(em IR)

2.5. cos(2x)+sinx=0
(em IR)

2.6. tg’x=1
(em =, nf)

N AT
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2.3. 2cos’x+sinx—1=0 <
& 2(1-sin’x)+sinx—1=0 &

PEN-MA12 © Porto Editora

> cos’x+sin’x=1

& 2-2sin’x+sinx-1=0 &
& 2sin’x—-sinx—1=0 &

& 27—

y-1=0 & .> y=sinx

= y=1 Vy=—% =

& sinx=1V sinx=—% =

T

= X=§+2k1t \V4 sinx:sin(— g>, keEZ &

= x=§+2k1t \% x:—§+2k1r \Y x=n+%+2kn, keZ <

= x:§+2kn \Y x:—§+2kn \V4 x=7?n+2kn, keZ

2.4. cos(2x)+cosx=0 & cos(2x)=—cosx <

¢ cos(2x)=cos (T —x) &
& x=n-x+2kn V 2x=—(n—x)+2kn, kEZ
& 3x=n+2kn V 2x=—n+x+2kn, kEZ =

= x=§—+% V x=—n+2krn, k€E”Z

2.5. sinx+cosx=0 <

& sinx=—Cosx < sinx=sin<3?n— ) =

P x:37n—x+2k1t A\ x:n—(%—x>+2k1t, keEZ &=

3n

& x="2+2kn V 0=~g+2kn, kEZ &

= x=:%n+k1t, keZ

Solugdes no intervalo [0, 27]

0<x<2n & o<34—"+kn<2n o

& 0<3n+4kn<8n &~
& -3n<dkng 51 &=

3 5 kEZ

k=0 = x=—
X=7a

2.6. \/?:tgx+1 =0 & tgx=—

3n
3n n
k=1 = x=—+n1=—
xR
Conjunto-solugao: {B—R, E—}
4 4
1 -
— =
V3
V3
L — th=—T L —4

= tgx=tg<— g) =

PN x=—%+kn, kEZ"

Tema 1- Trigonometria

B S ud
2 6
0

I . I
2 6

cos (mt—x)=—cos x
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Unidade 3 - Trigonomefria e nOmeros complexos

6. Resolucao de problemas usando fungoes

trigonométricas

As funcoes trigonométricas utilizam-se na resolugao de muitos problemas em contexto real.

b Exemplo 3 A construgdo do deposn‘o

Pretende-se construir um depoésito com a forma de um prisma reto como o
apresentado na figura seguinte e que obedega as seguintes condicoes:

- A base do prisma é um trapézio [ABCD] em que:

~Aaltura DE do prisma mede 4m.

3.1.

3.2

3.3.

3.4.

3.1.

«AB=CD=05m

«BC=1m

+BC<AD

« o é a amplitude (em radianos)

oS

B C

do angulo CBA.

Prove que o volume do depésito é dado, em fungéo de o, por:

V(e)=2sin ot —0,5 sin (2a), ae[g, n[

Determine V(%) e interprete o resultado obtido referindo a forma do

depdsito para a=%.
]zz sn
3'6

[ para o qual
V()= V(%) (sugestao: recorre ao Teorema de Bolzano).

Mostre que existe pelo menos um valor de o €

Recorrendo a calculadora gréfica determine a altura h do deposito
‘ T

sabendo que o seu volume é igual a 2m’ e que a # 3 Apresente o

resultado em centimetros, com aproximacao as décimas.

- Area do trapézio

-7-;---- g

. /Q

>
Ak--Feeqz

O triangulo [ABM] é 1

retanguloem M. —
Vrisma = Apase X altura = A, .., X DE

fh—:cos(a—g) =
AB ) cos(— 6)=cos(0)
= h :cos<£—a) &< h=0,5sinco
0,5 2
ﬂzsm(a——)@
AB sin(— 6)= —sin(0)
= OXS :—sm<——a) & x=-0,5cosa

AD=2x+MN=2(-0,5cosa)+1=1-cos

_AD +BC
trapézio — 2 X

h-=1 —cosax+ 1

>

x0,5sina=

:%(2 —cos )X 0,5 sin ¢=0,25 (2 — cos &) sin &

D Verifica 3

Na figura abaixo tem-se:

lw)
)

..........................

N\

-[ABCD] é um retangulo.

<AB=2e BC=1.

« DE é um arco de circunferéncia
de centroem C, sendo E um
ponto de [AB].

«O ponto P desloca-se sobre o
arco DE e, em consequéncia, 0
ponto Q move-se sobre [AE]
de tal modo que [PQ] L[AE].

+x é aamplitude, em radianos,
do angulo DCP.

)

3.1. Mostre que a drea do
trapézio [QBCP] é dada, em
funcao de x, por:

a(x)=2 cos x—sin (2x)

3.2. Considere o triangulo [BCE].

Prove que a sua area ainda é
dada por a(x) para x = %

3.3. Recorra a calculadora para
determinar os valores de x para
0s quais a area do trapézio
[QBCP] éigual a drea do
triangulo [ABC].

Apresente todos os elementos
recolhidos na utilizagéo da
calculadora, nomeadamente o
gréfico ou gréficos obtidos, bem
como as coordenadas dos
pontos cuja determinagao for
necessaria a resolugao do
problema. Os valores devem ser
arredondados as centésimas.

BIONPT 0UOd & TIVIN-NAdD
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3.4.

o Vorisma = Avrapézio X DE=0,25 (2 - cos @)sin o x 4
=(2—-cos a)sin o
=2sino—sinxcos
=2sin a—%x (2 sin  cos )
=2sin—0,5sin (20)

Atendendo a que BC<AD, a € %, n[.

V<E>=25inE—0,Ssin<2xE>=2x1 -0,5sint=2-0=2
2 2 2
Se a=§, o volume do depésito é de 2 m*.

Neste caso o depésito tem a forma de um paralelepipedo de
dimensoées 1; 0,5; 4, sendo:
V=1x0,5x4=2

A fungao V é continua no seu dominio, dado que é definida pela
composta, produto e diferenca de fungdes continuas (fungao seno,
fungao cosseno e funcdes polinomiais).

Logo, a fungdo V é continua em [211: 5—“] - [E. n[ :

3’6 2
V(z—n>=2$in2—n—lsin(2xz—n)=ﬂz2,17
3 3 2 3 4
V(s—n)=25in5—n—1—sin<2x5—n>=ﬁ+1--1,4
6 6 2 6 4

Portanto, V(E) <2< V(S_n) .
3 6
Pelo Teorema de Bolzano, podemos concluir que existe pelo menos

um valor de « do intervalo ]Zn %n{ paraoqual V(a) =2, ouseja,

V(o) = v(g) 3

Calculando a interse¢ao dos graficos das fungoes
Y, =2sinx - 0,5sin(2x) e Y, =2, nointervalo E, n[ obteve-se

o = 2,290 rad.

[ V22 —

RISSs ve
Como h =0,5sin «, temos, para este valorde «:
h = 0,55sin(2,290) = 0,376 m = 37,6 cm

Tema 1 - Trigonomelria
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7. As funcdes trigonométricas como modelos

de fenomenos reais

Na vida real encontram-se muitos fenémenos que se podem traduzir por variagoes periédicas: compri-

mento do dia ao longo do ano numa determinada localidade, altura das marés ao longo do dia, fases da

Lua, receitas em negocios sazonais, etc.

Para modelar estes fenémenos sao muitas vezes utilizadas fun¢oes do tipo:

y=asin[k(x-b)]+c

cujo gréfico (para a, b, ¢ e k positivos) tem a forma:

4

c+a

Periodo
p "

i o o e o e

A linha que representa o grafico desta fungao chama-se sinusoide.

b Exemplo 4 A altura da maré

Durante o dia 6 de maio de 2012 um navio encontrou-se atracado no porto
de Viana do Castelo.

A distancia h de um ponto do casco do navio ao fundo do mar variou com a
maré entre um valor minimo de 10,5m e um valor mdximode 13,5m.

Sabe-se que, as 10 horas e 30 minutos, essa distanciaerade 11,8 m equea
maré estava a subir.

Sabendo que o gréfico de h é aproximadamente sinusoidal, determine uma
expressdo para h (note que os valores das marés se repetem de 12 em
12 horas, aproximadamente).

h édotipo h(t)= asin[k(t—b)]+c

O minimo da funcao é 10,5m.

O maximo da funcéo é 13,5m.

O contradominiode h é [10,5; 13,5].

Podemos, assim, concluir que:

13,5-10,5
«amplitude: a=——= - 1,5
2 2
. 10,5+ 13,5
- deslocamento vertical: c= — =12
3 2n k>0 4
« periodo: p=12 < m=12 & 12k=2n & k=g

D Verifica 4

Segundo dados do Observatério
Astronémico de Lisboa,

o comprimento do dia (tempo
que decorre entre o nascer e

o por do sol) em determinada
cidade portuguesa variou, no
ano de 2011, entre um valor
minimo de 9 horas e

25 minutos e um valor méximo
de 14 horas e 53 minutos no
dia

20 de junho.

Sabendo que a variagéo do
comprimento do dia ao longo
dos 365 dias do ano se ajusta
aproximadamente a uma curva
sinusoidal, determine uma
expressao de uma fungéo que
modele a situagéo.

©IONPF 0MOd @ ZIVIN-NIdD
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Substituindo em h(t), vem:
h(t)=1,5sin [g(t - b)} +12
Para determinar o valor de b (deslocamento horizontal) sabemos que

h(10,5)=11,8 e que numa vizinhanca de 10,5, afuncdo h é crescente
(a maré estava a subir).

h(10,5)=11,8 &

= 1,55in[§(10,5—b)]+12=11,8 PN

& 1,55sin [%(10,5 - b)]=—0,2 =

2
< sin [E(‘IO,S—b)]z—o -
6 15
em]-n, nf
= g(1o,s—b)—-—o,1337 v §(10,5—b)-~n+0,1337 =

P 10,5—b:—0,1337><% v 10,5—b:(n+0,1337)% VRN

< b=10,76 V b=4,24

«Para b=10,76, h,(t)=1,5 sin [%(t s 10,76)]+ 12.
«Para b=4,24, h()=1,5sin [%(t - 4,24)] w12

Representando graficamente as duas fungées, verifica-se que:

b=10,76 b=4,24

Y1=1.5%sin((m)e6X(X-10.76))+12 Y1=1.5%sinCCm)s6X(X~-4.24))+12

PTG

X=10.5 Y=11.796427 %=10.5 Y=11.796427

As 10 h 30 min a maré esta a subir. As 10 h 30 min a maré esta a descer.
Da anaélise dos graficos podemos concluir que:

h(t)=1,5sin [%(t - 10,76)]+ 12

8. Limites de funcoes trigonométricas

: i o sin X
Considere-se a funcao real de variavel real f: x<__»f(x)="—.

Y1=sintX)’X

A fungao nao esta definida para x=0. O limite da funcdo quando x s
tende para zero existe e, tal como o gréfico sugere, tem-se: ;

X=0 Y=

Este é mais um limite notavel a partir do qual é possivel levantar algumas indeterminagées em limites
envolvendo fungdes trigonométricas. 223
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) Exemplo 5 Caleulo de limites

Calcule.
o) o
s i 202 52 fim 2L
x—0 X x—0 X3
tg (2x =
5.3. lim 9 5.4. lim 1=€osXx
x—0 X x:»O X
55. lim X 5.6. lim [Esin(zx)]
x—o0e —1 x—0|X
57, Jim 22X 58. Ilim [n sin (2—7‘:)]
x—nX—T n— +oo n
50 iy <t
x—0 x + sin (2x)
sin2x<%) sin x
5.1. lim = lim —=x lim sinx=1x0=0
x—0 X x—0 X x—0
sinx(%.) sin x 1 1
5.2. lim — = lim —x lim —=1x—=+00
x—0 x—0 X x—0
o sin (2x)
tg (2x) \o sin (2x
5.3. lim M 0, lim _C_()S_(E)_z lim #:
x—0 X x—0 X x—0 x cos (2x)
sin (2x
~ iy OB 2 oo
2x—0 2X x—0 cos (2x)
0
. 1—cosx (3) . (1 =cosx)(1 + cos x)
54. lim ———— = i =
x—0 X Xx—0 x(1 + cos x)
1-cos’x . sin’ x

" x—0x(1+cosx) x—0x(1+cosx)
sinx _ . sin x

= lim —=x lim —————=1x0=0
x—0 X x—0 1+ cos x

@ .
5. lim S0X 2 i (_ x )=

x—0e" — x—0\ X e -1
= lim 3%y jim =X —=1x1=
x—0 X x—o0e —1
(00x0) sin (2x
5.6. lim [Ssin(ZX)] = lim [Ze ( )]=
x—0| X x—0 2x
sin (2x
= lim ( ):2ex1=29
2x—0 2X
sin x (%) sin(mt+y) —siny siny
5.7. lim = lim = lim =— lim —==
x—nX—T y—0 y y—o0 Yy yi=0: Y
o[- 2T0
(axc) o sin T
58. lim [nsin(gﬂﬂ — lim A
n— + 00 n n— +o00 ’1 <2TC)
n
5 (Zn)
sin| —
" n .
=2n lim ——=2nx lim
n— +o00 27 x—0

n
=2 x%1=2%

sinx

D Verifica 5

Calcule.
~sin(5x)
S5il. xh_rp() &

5.2. lim M
x—0 sin (5x)

5.3. lim M
x—+0_ X

. 1-cosx
54. lim ———
x—0 sinx

Cos X

5.5. lim ———
x—t 2T

sa da X + sin (2x)
X

-0

. X+ 3x?
5.7. lim ———
x—0 sinx

5.8. lim [x sin (1—)]
X— +00 X

Y=X—-MX=T+Yy
x—n=—=y—0

i
n

X

n—+00 = x—0




sin x . sinx
. ) 1+ 1 lim ——
59, lim Xtsinx ° X x—0 _1+1 2
x—0x+sin(2x) x—o _ sin(2x) . sin(x) 1+2 3
1T+————= 142 lim
X 2x—0 X

9. Derivadas das func¢oes trigonométricas

Funcao seno

Seja f(x)=sinx e h#0. Paratodoo xEIR, tem-se:
fix + h)—f(x) lim sin(x + h) —sinx

f'(x)= lim
) h—0 h h—0 h
— lim sin x cos h + sin h cos x — sin x _
h—0 h
. sinx(cosh— 1)+ sin hcos x
= lim =
h—0 h
=sinx lim M+cosx lim SinA
h—0 h h—o0 h

1 —cosx cosh—1_

Ja vimos anteriormente que lim

h—0

h
Portanto:
f(x)=sinxx0+cosxx1 ou f(x)=cosx.

Pela regra da derivada da fungao composta:

(sinu)=u'cosu

Funcao cosseno
Seja f(x)=cosx.

f’(x):(cosx)'=[sin(§— )}.:(g— )I cos(g— )=—5inx

Logo, se f(x)=cosx, f(x)=—sinx.

Pela regra da derivada da funcao composta:

(cosu)=—u'sinu

Funcao tangente
Seja f(x)=tgx.

sinx ) (sinx) cos x — sin x(cos x)'
flx) =(tgx) = = =
=9 =( 3] -
_cosxcosx—sinx(=sinx) cos’x+sin’x 1

cos’ x cos’ x cos’ x
Entao, se f(x)=tg(x), f'(x)= 12 , pelo que:
cos’ x
o u
(tgu) =—;
cos’u

=0. Logo, lim ————=0.
9 h—0

Tema 1 - Trigonomelria
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) Exemplo 6 Derivadas de fungoes trigonométricas
Calcule y', sendo:
6.1. y=sin(3x—m)

6.2. y=cos(2x)x tg(3x)

6.1. y'=[sin(3x—-m)]' =
=(B3x-mn) cos(3x—m)=
=3 cos(3x—m)

6.2. y'=[cos(2x)xtg(3x)] =
=[cos (2x)] tg (3x) + cos (2x) x [tg (3x)] =

=—(2x)" sin (2x) tg (3x) + cos (2x) x B _
cos®(3x)
——2sin(20)tg (3 + 222
cos’(3x)

b Exemplo 7 Concavidades e a area do triangulo
Considere a funcéo f, de dominio [0, =], definida por:

f(x)=x+1+sin(2x)

7.1. Estude a funcdo f quanto ao sentido das concavidades do grafico e
quanto a existéncia de pontos de inflexéo.

7.2. Nafigura estao representados:

- o gréfico da funcédo f; y ”
-areta r, de equagao y=x, tangente ao #

gréfico de f noponto A; A
- o triangulo [OAB] em que O é a origem

do referencial e B é o ponto do gréfico de B

abcissa nula.

o X

Determine a area do tridngulo [OAB].

7.1. f(x)=x+1+sin(2x)
f'(x)=1+0+(2x)' cos (2x)=1+ 2 cos (2x)
f"(x)=0—2 x(2x)' sin (2x)=— 4 sin (2x)
f"(x)=0 < -2sin(2x)=0 A x€[0, ©] &
< sin(2)=0 A x€[0, n] &
& 2x=kn, kEZ N xE[0, 1] &
= x=k7”, k€EZ A x€[0, ] &

& x=0V x=§ V X=7

D Verifica 6

Determine uma expressao da
derivada de cada uma das
fungdes seguintes.

6.1. f(x)=sinx— % sin (2x)

6.2. h(t)=5+3 cos (%)

6.3. g(x)=x+1tg(2x)

D Verifica 7

Na figura esta representado a
sombreado o quadrildtero
[PBCD].

Sabe-se que:

- [ABCD] é um quadrado de
lado 2;

«M e N sao os pontos médios de
[AB] e [AD], respetivamente;

« MN é um arco de circunferéncia
de centro A;

-0 ponto P move-se ao longo
desse arco;

- x designa a amplitude, em
radianos, do angulo MAP.

(v<le-3D

7.1. Mostre que a drea do
poligono [PBCD] é dada, em
fungao de x, por:

A(x)=4—sinx—cos x
7.2. Determine A(0) e
interprete geometricamente o
resultado obtido.

(continua)

©IONPH 0MOd @ TIVIN-NIdD
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T
X 0 5 b
£ 0 - 0 + 0
f 7N Pl N7

O gréfico da fungao f tem a concavidade é voltada para baixo em

[0, g] e voltada para cima em [g, n] :

O ponto de abcissa g é um ponto de inflexao.

Determinacao das coordenadas do ponto A.

A é o ponto do grafico de f onde a reta de equacao y=x é
tangente.

Logo, a abcissa de A tera de verificar a condicao f'(x)=1.
fx)=1<>1+2cos(2X)=1 Ax€E[0, n] &

& cos(2x)=0A2xE [0, 2n] &

= 2x=§V2x:3?n P

=Xi1+1=
4

+2
Como f(%) # %, areta de equagao y=x nao é tangente ao

grafico de f no ponto de abcissa % :

3n)\_3¢m . 3m) _
f(T)— 2 +1+sun(2x 4)—

=3_Tt+ 1-1 =20
4 4
Como f<§4£> = %Tn e f'(%‘) =1, aretade equagdo y=x é

tangente ao grafico de f no ponto de abcissa 34—” .

Logo, A tem de coordenadas (%' %Tn)

Considerando o lado [OB] para base do triangulo [OAB], temos

OB =f(0)=1 easuaaltura éigual a 34—” , abcissa do ponto A.

Area do triangulo [OAB]:

Tema 1 - Trigonometria

D Verifica 7

7.3. Determine o valor de x
para o qual a area do poligono
[PBCD] é minima e calcule essa
area.
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Questoes fipo exame

Questoes resolvidas

Na figura estdo representados, em
referencial o.n. xOy, o circulo
trigonométrico e o triangulo [OPA].
Os pontos A e B tém coordenadas
(=1,0)e (1, 0), respetivamente.
P é um ponto da circunferénciae o
¢é a amplitude do angulo BOP,

sendo o € O,g .

A

ANY

-O/Bx

Qual das expressoes seguintes da a area do triangulo

[OPA], em funcdo de o ?
(1 + cos @) X sin o

®) : () <25
(C) sn;a (D) COZS o
Resolucao
AO =1

Relativamente a base [AO], a altura
do triangulo [OPA] é h =sin «, logo:
1X sino _sino

A PA] =
reade [OPA] 5 =

Resposta: (C)

@ Na figura estd representado, num
referencial o.n. xOy, o circulo
trigonométrico e o ponto A de
coordenadas (2, 0).

)cosaxsina

Y

A

y

-

(2
N

Considere que o ponto P se
desloca sobre a circunferéncia.

o é aamplitude, em radianos, do
angulo AOP (x € [0, 2r[).

segmento de reta [AP]?
(A) V5 -4sina

(€©) 2-cosa+sina

Resolucao

Dado que OP =1, as coordenadas do
ponto P sao(cos o, sina).

Como o ponto A tem coordenadas
(2, 0), vem:

1/ 7

Qual das expressoes seguintes dd o comprimento do

(B) V5-4cosa

y

p

(D) V3 + cos’c + 2 cos

©

L

o

AP = \/(cos a — 2)* + sin*a =

=Vcos’a — 4cos a + 4 + sin’o =

el

1 A X
c0s &/ gin o

=V/cos’x + sin*e) + 4 —4cosa=\V1+4-4cosa=

=V5-4cosu

Resposta: (B)

Questdes propostas

Na figura esta

representado, num

referencial o.n. xOy, o y
circulo trigonométrico.

As coordenadasdos P
pontos A e B sao 7z

A(1,0) e B(O, 1). 0 A X

Considere que um \/

ponto P se desloca ao

longo do arco AB, nunca

coincidindo com o ponto B.

Para cada posi¢do do ponto P,

sabe-se que:

- [QP] é a corda da circunferéncia
paralela ao eixo Ox;

- o é aamplitude, em radianos, do
angulo AOP.

A area do triangulo [PBQ] é igual a:

(A) sin (1 — cos @)

®) cos oz(l2 sin @)

(€) cosa —sinacos &
(D) sin a cos o

®I0NPF 0MOd @ ZIVIN-NIAD

Na figura esté representado,
num referencial o.n. xOy: Y
<o circulo
trigonométrico; ;
-ospontos A e B o
de intersecao da A 0 8 ﬂ
circunferéncia
como eixo Ox;
- uma semirreta r, paralela ao
eixo Oy, com origem no ponto B;
-um ponto P pertencente a
semirreta r.
o é aamplitude, em radianos, do
angulo BOP.
Qual das expressoes seguintes da a
area do triangulo [AOP]?
sin(2a)
OES
tg(20)
&) L2

tga
© -

(D)tg &




Unidade 3 - Trigonometria e nimeros complexos Tema 1 - Trigonometria

Questodes resolvidas Questées propostas

Seja f uma fungdo continua em IR de contradominio m Seja f afuncao, de dominio R \ {0},

i
Qual dos seguintes podera ser o valor de:
f(x) x sin(3x)

lim
x—0 X
(o (8) 2 ©>s (D)7

Resolugao

. f(x) x sin(3x)

lim —m8m—=
x—0 X

in(3
Ilmof(x) X I|m gni ) =
sin(3x) Como f é uma funcao continuaem R,
=f(0)x 3 lim lim f(x) = f(0).
3x—0  3X x—0

=f(0)x 3 x 1 =3f(0)

Dado que o contradominiode f é [1, 2], temos que
1<f0)<2¢<>3<3f0)<6

Logo, o tnico valor possivel para o limite apresentado é 5.
Resposta: (C)

@ Considere a funcao f, de dominio [0, x], definida por
f(x) = cos x.
Existe um nimero real b para o qual uma das seguintes
equacoes define uma reta tangente ao gréfico de f.

Identifique-a.
@A) y=- %x +b

V2

(B)y=—‘2——X+b
(€© y=x+b

(0)y=V2x+b

Resolucdo
f'(x) = (cos x) = — sinx
0KxET = 0<Ksinxg1 =
= -1<-sinxg0=
—1 F (X) \
Portanto, se y=mx+ b é uma equacao da reta tangente ao
grafico de f num ponto de abcissa o, vira m = f'(a), pelo
gque —1<m<O0.
2 . :
gApenas na opcao (A) se apresenta uma reta com declive no

<
<

5
-
o
o
<
o
)
=
=
n
o
aQ
)

‘Resposta: (A)

CPEN-MA12 © Pol

definida por f(x) = S 2

Seja (x,) uma sucessao tal que
limf(x,)=0.

Qual das expressoes seguintes pode
ser o termo geral da sucessao (x,)?

OF OES
1 T
© 1+ = (D) .

Considere a fungao f, de dominio
T T ;

]— i Z[' definida por

fx) = tg(2x) —

Qual é o declive da reta tangente ao
grafico de f no ponto de abcissa g ?

()3 (B)1
©2V2-1 (D)V2-1

Na figura esta representado, num
referencial o.n. xOy, o circulo
trigonométrico.

y

AQ
Os pontos A e B tém coordenadas
(=1, 0) e (0, 1), respetivamente.

B X

™
/

P é o ponto da circunferéncia tal
que a amplitude do angulo BOP,
em radianos, é igual a «.

Qual é o perimetro do triangulo

[AOP] se a = 235 ?

(R)3
V3

(B)2+T

©%

Al
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Questoes tipo exame

Questoes resolvidas

(12) Na figura: K

«[ABCD] é um quadrado
delado 1; D
«[AEF] é um triangulo g
retangulo em que: :
-0 ponto B pertence

ao lado [AE]; A B
-oponto D pertence ao lado [AF];
- oponto C pertence ao lado [EF];

« x designa a amplitude do angulo FEA (x € }0, %D

12.1. Mostre que a area do tridngulo [AEF] é dada, em

fungao de x, por:
AR=1+—

sin(2x)

12.2. Determine o valor de x para o qual a drea do

triangulo [AEF] é minima.

Resolugdao

121. 8 gx = L —gx = BE= 1
BE BE tg x

FCD = FEA = x

FD FD

—=tgx <= —=tgx &= FD = tg x
DC 1

/_\E=E+EE=1+$;E=E+D_F=1+1:9X

AE x AF _

Area do triangulo [AEF]= 5

<1 +L>(1 +tg x)
_\ tgx _1(1 1 )_
= =—|1+tgx+—+1]=
2 2 tgx

1 sinx cosx)| 1 sin’ x + cos’ x
=—{2+ = =2t ==
2 cosx sinx 2 cos x sin x

1 1
_ =1+
2 sin x cos x sin(2x)
1
sin(2x)

Portanto, A(x)=1+

12.2. A'(x) = (1 + =
sin

(2x) sin?(2x)  sin’(2x)
AX) =0 & —2e082N) e
sin’(2x)

¢ —2c0s(2x) = 0 <= cos(2x) =
Como XGJO, g[, 2x € ]0, n[, pelo que:

cos(2x)=0<-——>2x=§<:>x=%

1 >' _= (sin(2x)) _ —2cos(2x)

Questées propostas

m Na figura esta representada uma

semicircunferéncia de centro O e
raio 1.

[}

il
'
1
'
1
r
1
1
1
'
'
1
1
i

AS

o
-
>+ ]

[AB] é o diametro da

semicircunferéncia e [0Q] é um

raio perpendicular a [AB].

Considere que o ponto P se

desloca sobre o arco BQ.

Os pontos R, S e T acompanham

o movimento do ponto P de tal

forma que:

«[RP] é uma corda que permanece
paralelaa [AB];

.S e T sao os pontos de [AB] tais
que [PRST] é um retangulo;

- para cada posicdode P, x éa
amplitude, em radianos, do angulo

weleers)

13.1. Mostre que a drea do
pentagono [PQRST] é dada, em
fungao de x, por:

sin(2x)

ax)=———+Cosx
0="5

13.2. Determine o valor de x para
o qual a area do pentéagono [PQRST]
é maxima.

13.3. Determine a drea do
pentagono [PQRST], sabendo que
o triangulo [PQR] e o retdngulo
[PRST] tém é&reas iguais.

Prove que a area de
um tridangulo
is6sceles é dada por:
1 2
A= 2 a‘sin@
sendo a a medida
de cada um dos dois
ladosiguaise 0 a
amplitude, em

radianos, do angulo formado por
esses lados.

®IONPF 0HOd @ ZIVIN-NIdD
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Unidade 3 - Trigonometria e nOmeros complexos Tema 1 - Trigonometria

_Questdes propostas

Questoes resolvidas

T T
o 9 4 2
A’ - 0 +
A \. /
Minimo

z cx T n
A area do triangulo é minima para x = 2

@ Na figura esta representado,
num referencial o.n. xOy, o
circulo trigonométrico.

A e C sao os pontos de
intersecao da circunferéncia

wnin <

com 0s semieixos positivos Ox o
e Oy, respetivamente.

O ponto B é o ponto da

circunferéncia que pertence ao

primeiro quadrante e a reta r, bissetriz dos quadrantes

impares.

Considere que o ponto P se desloca ao longo do arco AB,
nunca coincidindo com o ponto A nem com o ponto B.

Para cada posicao do ponto P, sabe-se que:

-0 ponto Q pertence areta r e tem ordenada igual a de P;
« 0 ponto R pertence ao arco BC e tem abcissa igual a

de Q;
o ponto S pertence aoeixo Oy e SRLOS;
«oponto T pertence ao eixo Oxe PT_LOT;
+ o éaamplitude, em radianos, do angulo AOP

(«e)o. 3)

13.1. Mostre que a area do hexadgono [PQRSOT] é dada,

em fungdo de o, por f(er) = sin(2a) — sin’ .

13.2. Mostre que a area do hexdgono é maxima para o

valorde « tal que tg(2a) = 2.

13.3. Mostre que a drea maxima do hexagono é
Resolugdo
13.1. Area do triangulo [OTP]: y

ﬁ=sina; OT = cos &

sin o cos o
A, =Aomp = =

\/5—1'

Area do triangulo [OPQ]:

A ordenadade Q é cos  porserigualade P.
A abcissa de Q é igual a ordenada porque o ponto
pertence areta de equagao y =x.

Na figura:

C

A P B

- o triangulo [ABC] é retangulo
em A;

- o triangulo [APQ] é retangulo
em P;

-P€E€[AB] e Q€ [BC]

« x designa a amplitude, em
radianos, do angulo CBA

(r<]o-5)

15.1. Mostre que a 4rea do
triangulo [ABC] é dada, em funcao
de x, por:

1 3tgx
f(x) = + +V3
®) 2tgx 2 V3
15.2. Mostre que:

oy
f(x) = 4‘5|r21 X :
2sin” x cos” x
15.3. Mostre que se a drea do

triangulo [ABC] é minima, entao
BC=4.

Na figura esta
representada
uma
circunferéncia
de centro O.
Tal como a
figura sugere:
-[PQ] é uma
corda da circunferéncia com
20 cm de comprimento;
-oarco QP tem 24 cm de
comprimento;
-0 angulo QOP tem uma amplitude
de 260 radianos.

Mostre que:

== 2 . 560
1601.0 = 1602- 6=_
Q ) sin &
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Questoes tipo exame

Questoes resolvidas

Logo,
Base do triangulo [OPQ]: QP = cos & — sin &
Altura do triangulo [OPQ]: TP = sin o
(cos o — sin @) sin &
2 o
Como a reta de equagao y = x é um eixo de simetria do hexa-
gono [PQRSOT], vem:
=2x(A, +A)=

A, =A(opq =

A [PQrsOT| —

i <sin ocoso (cosa— sina)sin a) =
2 2
=sin o cos o + (cos & — sin @) sin o =
= sin @ cos o + sin o cos & — sin“o =
=2 sin ¢t cos o — sin’o = sin(2a) — sin’o
Portanto, f(o) = sin(20) — sin’cr.

13.2. f'(@) = 2 cos (2a) — 2 sin & (sin &)=
=2 cos(20) — 2 sin ax cos o = 2 cos(2c) — sin(2a)
f'(a)=0 < 2cos(2x) — sin(2) =0 < Como
cos(2a) sin(2) 20 € }o, E[
_ - 3
cos(2a) cos(20) cos(20)# 0
< 2-t9g2a)=0 < tg(2e)=2
Logo, f' tem um zero no ponto a tal que tg(2a)=2.
0 E
a 4
+ 0 -
f / N
Maximo

Portanto, a area do hexagono é maxima para o valor de « tal
que tg(2a) =

13.3. Trata-se de calcular f() = sin(20) — sin’a, sabendo
que tg(2a)=2.

1+4= _1—cos<(2:a;¢0 cosz(2a) _ 1 1+1tg*(20) = -
cos? @ a) 5 cos’(2a)

. cos’(20) = ; & 1-sin’(2a) = <:> sin’(2a) = . s

sin(2a) > 0

& sin(2a) = % < sin(2a) = 2—\5/—5
5
s(2a) >0
. cos’(2a) = 1; < cos(2a) = 1 & costa-sinta= —52
&> 1 —sin’a—sin2a=¥ &
V5

= —25in2a=—1+T =

= sin’azl_ﬁ
2 10
f(c) = sin(2c) — sin? a__zi_l \[
2 10
_4V5-5+V5 _ 5\/5—5_\/5—1

% 10 2

_Questdes propostas

Considere a fungao f, de dominio

[0, 2n], definidapor:
f(x) = 4 sin x + cos(2x)

17.1. Estude a funcdo f quanto a
monotonia e quanto a existéncia de
extremos relativos.

17.2. Determine uma equagao da
reta t, tangente ao gréfico da
funcao f no ponto de abcissa .

17.3. Mostre que existe uma reta,
paralelaareta t, que é tangente ao
gréfico da fungao f num ponto de
abcissa pertencente ao intervalo

4
4" 3
17.4. Estude a fungao f quanto ao
sentido da concavidade do grafico e

quanto a existéncia de pontos de
inflexao.

17.5. Na figura esta representada,
num referencial o.n. xOy, uma
parte do gréfico da funcéo f.

Os pontos A, B
e Cpertencem
ao grafico de f.
Sabe-se que B e
C tém amesma
ordenada,

A pertence ao
eixo Oy e B

A

BIONPY 0MOd @ ZIVIN-NIdD

temordenada O
5m

e

Determine a area do triangulo.

Seja g afungao de dominio
[0, 4n], definida por:

g(x)=1+ cos %

18.1. Sejam r e s asretas
tangentes ao grafico de g nos
pontos de abcissas a e b,
respetivamente.

Prove que, sea + b = 2, entao as
retas r e s sao paralelas.

18.2. Considere a fungao f, de
dominio [0 4m] \ {2n}, definida
1-cosx

gl

Estude esta fungao quanto a
existéncia de assintotas do seu
gréfico.

por f(x)=
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Questoes resolvidas

Considere a funcdo g, de dominio [0, nt], definida por

g(x) = x + cos (2x).

14.1. Utilizando a definicao de derivada de uma funcao

[T
num ponto, calcule g (-2—>

14.2. Em alguns pontos do gréfico de f, areta tangente é
paralela a bissetriz dos quadrantes impares. Determine as

abcissas desses pontos.

14.3. Estude a funcdo g quanto ao sentido da

concavidade do grafico e quanto a existéncia dos pontos

de inflexao.
Resolucao

1a3.9(5)- jim, M
(5)-<olelyn)-G-)

= lim =
h—0 h

£+h+cos(n+2h)—§+1

= lim =
h—0 h

h—cos(2h)+1 _

= lim
h—0

i o i S 0s(2)
“=snih = b=%0 h
ey (1 -cos (2h))(1 + cos (2h)) _
h—0 h(1 + cos (2h))
o 2
b B o)
h—0 h(1 + cos (2h))
. 2
=1+ lim .k @ =
h—0 h(1 + cos(2h))
_ 1+ fim sm(Zh)>< . sin (2h) _
h—o h h—0 1 + cos(2h)

. sin(2h)
=1+2 lim
2h—o0 2h

—_1+2x1x0—1
2

14.2. A bissetriz dos quadrantes impares tem declive 1.
g'(x)=x"+(cos (2x))’ = 1 — 2sin(2x)
g')=1=1-2sin(x)=1&
& —2sin(2x)=0 < sin(2x) =0
Se x E [0, n]., entdo 2x € [0, 2x].
%sin(Zx)z 0A2xE [0, 21n] &
§¢=> 2Xx=0V 2xX=V 2x =21 <=

i x=0Vx=2Vx=n
Z 2
5

Questées propostas

m Seja afuncao g, de dom:mo [0, =],

definida por g(x) = e *sinx.

19.1. Estude a fungdo g quanto a
monotonia e quanto a existéncia de
extremos relativos.

19.2. Mostre que o grafico da
funcdo g tem um ponto de
inflexao.

19.3. Recorrendo a calculadora
gréfica, determine um valor
aproximado as centésimas da area
do triangulo [ABC], em que:

- A é o ponto do gréficode f, de
abcissa a, em que a reta tangente
ao grafico nesse ponto tem declive
iguala a;

+B é um ponto do eixo Ox;

- C é o ponto do gréfico de f com
ordenada igual a do ponto A.

Na sua resposta deve:

- apresentar a justificacdo dos
processos que levaram a
determinagao das coordenadas
dos pontos;

- reproduzir, num referencial,

o grafico das funcoes que
visualizar na calculadora,
devidamente identificados, bem
como as coordenadas dos pontos
relevantes para determinar o
resultado pedido;

- utilizar trés casas decimais nas
coordenadas dos vértices em que
é necessario fazer
arredondamentos.

Considere as fungoes f e g,
definidasem [0, + oo[ por:
f(x) = 2x + cos x
g(x) = sinx + x

20.1. Mostre que f é estritamente
crescente.

20.2. Justifique que f(x) > 1 para
todo x €ER.

20.3. Mostre que g'(x) = f(x) para
todo x € IR e concluaquea
fungao g também é estritamente
crescente.

20.4. Justifique que o
contradominio de g é o intervalo
[0, +oof.

233
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Questoes tipo exame
Questoes resolvidas

14.3. g"(x) = (1 — 2 sin(2x)) = — 4 cos (2x)
g'x)=0<> -4cos(2X)=0AX€E [0, nt] &
< cos(2x) =0 A2x€E [0, 2n] &

i e T S G B iy e Wi, S
2 2 4 4
g 3n
X 0 4 T b
g" — 0 + 0 -
g 0 ZEEN N N

O grafico da funcao g tem a concavidade voltada para

baixo em [0, %] eem ["%, n] e voltada para cima em

3
4’ 4|

Os pontos de abcissas % e %t sao pontos de inflexao.

@ Considere as fungdes f e g definidasem [0, nt], por
fx)=x+sinx e glx)=1+¢€"""
Mostre que a reta tangente ao gréfico da fungao g no

ponto de abcissa 1 também é tangente a gréfico de f.

Resolucao
f(x)=1+cosx e g(x)=e"""
Equacao dareta t:
Ponto de tangéncia:
(1, 2) porque g(1)=1+¢e°=2

Declive:
m=f(1)=e"""=1
t:y-2=1x(x-1) = y=x+1
Vamos provar que a reta t também é tangente ao grafico
de f.
ffx)=1¢=1+cosx=1 &

& cosx=0 & x=zt—
x€lo,n] 2

ny_m, . T_T
f(—)=—+sm—=—+1
2/ 2 2 2

() o5 e
(2> e o ponto ( > f > pertence areta t

de equagdo y=x+ 1, porque f<§)=§+ %

Portanto a reta t é tangente ao grafico da funcédo g no
ponto de abecissa 1 e é tangente ao grafico da funcéo f

no ponto de abecissa g 5

Questées propostas

m Seja f afuncao, de dominio

[0, + oo , definida por:

f()_{2x—cos(1cx) se 0<x<1
T lx+2)Inx—x+4 se x>1

21.1. Mostre que f é derivavel no
ponto 1.

21.2. Determine uma equacao da
reta tangente ao grafico de f no
ponto de abcissa 1.

21.3. Mostre que f é estritamente
crescente no intervalo [0, 1].

21.4. Resolva a equagéao f(x) =

21.5. Estude a fungdo f quanto ao
sentido da concavidade do gréfico
nointervalo ]1, + oo[ .

Considere a funcéo f, de
dominio R, danlda por:

f(x) = a(sin x — cos x)°

(a é uma constante real ndo nula.)

22.1. Sabendo que:
f(x) = sin (x - —) Vx €R

determine o valorde a.
22.2. Mostre que:

1 —sin(2x
f(x) = 1-sin(29)

22.3. Sabendo que, para um certo
numero real 6, setem tg6 =— l,
com %< 6 <, determine f(6).

,Vx€ER

De uma funcao f, de dominio
[0, n], sabe-se que:

f'(x) = 2 (x + sin x) + sin(2x)
23.1. Estude a fungao f quanto ao

sentido da concavidade e quanto a
existéncia de pontos de inflexao.

23.2. Sabendo que f (%) =0;

f(x)
determine lim .
n2X—T
2
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Questoes para praticar

ltens de SQ'GGOO m Na figura esté representado um circulo de centro O.

m Na figura esta
representado um circulo

de centro O eraio 1
Sabe-se que:

-[AB] é um diametro da
circunferéncia;

+ 0 ponto P move-se
sobre o arco BA;

- para cada posigdo do ponto P, [PQ] é um
didametro da circunferéncia e o é a amplitude,
em radianos, do angulo BOP (& € 10, «[). *M é o ponto médio de [0B];

«0ponto P move-se sobre o arco BA;

Sabe-se que:
-[AB] é um didametro da circunferéncia;

A area do quadrilatero [AQBP] é igual a: Y —

(A) sin a (B) 2sinax -areta PM interseta a circunferéncia nos
. O a pontos P e Q;

C)2cosa D)sin —cos — :

© ©) 2 2 - o é aamplitude, em radianos, do angulo

BMP ( € ]0, n[).
a Na figura esté representada uma

o foCs . Seja f afungao que, a cada valorde «
semicircunferéncia de centro O eraio 1.

pertencente ao intervalo ]0, x|, associa a area,
f(er), do quadrildtero [AQBP].

Q
; Qual dos seguintes pode ser o gréfico de ',
R ; funcao derivada de f?
heaty () (8)
P \a y y
AS (0]
[AB] é o diametro da semicircunferéncia e [0Q] 5 /a
é um raio perpendicular a [AB]. 0 = /
Considere que o ponto P se desloca sobre o
arco BQ. (© (D)
Os pontos R, S e T acompanham o movimento y y
do ponto P de tal forma que:
«[RP] é uma corda que permanece paralela a \
[AB];
.S e T sao os pontos de [AB] tais que [PRST] é Y \ia 0 o

um retangulo;

~Par cadapasichaide 11, 8 ampiitude, em Indique a expressao que define uma fungao

radianos, do angulo BOP (a = }0, %D impar de dominio IR .
Pretende-se determinar o valor de o para o qual (R) x—sifi(x) (B).x° +sinx
a area do triangulo [ABP] é igual a area do (€) X* +cos x (D)1 +¢*
retangulo[PRST] .
Qual das equagbes seguintes traduz este m Uma funcao f tem dominio IR e contradominio
problema? IR; . Qual das seguintes pode ser a expressao
(A) sin & = sin (2c) (B) sin & = sin & cos & analitica da funcao f?

: . (A) e~ (B) In(x*+1)
sin o sin o

C =sin (2 D)—=2sin(2o

© 2 Ga) ) 2 o (€) sin(e") (D)Inx

CPEN-MA12 © Porto Editora
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Questdes para praticar

m Considere a sucessao de termo geral:

nm
u,=1 +cos<—)
4

Indique qual das afirmagdes seguintes é
verdadeira.

(A) (u,) é crescente.
(B) (u,) é decrescente.
(€) (u,) é um infinitamente grande.
(D) (u,) é limitada.
m Seja f afungao, de dominio }E, E[, definida
por f(x)=tg(4x). 5.5

Qual é o declive da reta tangente ao gréfico da
funcao f no ponto de abcissa — %?

(R) 4
©8

(B)-4

(D)2

m Acerca de uma funcdo f sabe-se que a derivada,
f', é uma funcdo impar de dominio IR.

Qual das seguintes expressoes pode definir a

funcao f?
®) (8)x
(€) sinx (D) cos x

m Qual das expressoes seguintes define uma
fungao injetiva de dominio IR ?

(A) x + sin @) (B) §+ sin x
(€) x* cos x (D) C(;j

@ Seja f afuncao, de dominio ]—g, g[ definida

por f(x)=tgx e g uma funcao de dominio IR
tal que g'(x) = cos (mx).

Qual é o valorde (go f)'(%) ?

(8) V2
(D)2

(R)-2
©o

m Considere a funcao f definida em }%, g[ por
f(x) =e"*.

Qual é o valor de f'(%) ?
(B) V2e

(D) 2e

(A) e

©2

; i Inx—1
a Qual éovalorde |lim ————?
x—0* 1 —cosx

() - o0 (B)+ o0

©o 1"

m Na figura esta uma representacao grafica da
funcao f, definida nointervalo [0, ] por
f(x)=2sin(2x) + 2.

4

Sabendo que f(k) = f(%t) , qual é ovalorde k?

V4 4
(OF ®

17 ort
0 (0) 5

Considere a sucessao de termo geral:

-
u,=nxsin|=
n

Qual das seguintes afirmacgoes é verdadeira?

(A) (u,) é um infinitamente grande.

(B) (u,) ndo é mondétona.

(€) (u,) é convergente.

(D)u;>n

Uma funcgao real de variavel real f é tal que
f'(=x)=f'(x) paratodo o nimero real x.

Indique qual das expressoes seguintes pode
definir a funcéo f.

(A) e« (B) cos x
(€) e (D) sin x
m Para um certo valor de k é continua a fungao m
definida por:
sin (3x) s
m(x)= X
log;(x+k) sex>0
Qual é ovalorde k?
(A)1 (B) 27
©9 (D)3

I0NPY 004 @ TIVIN-NIAD



m Para um certo nimero real k afuncéo g
definida por:

se x<0
gx) = X + sin x
InNVx+k se x>0

é continuaem IR.
Qual é ovalorde k?

(A) € (B) (©) Ve (D)1

m Para um certo numero real k afuncéo f, de
dominio ]- 1, + oo[ , definida por:

eslnx e 1

sin(2x)

se —1<x<0
f(x)=
%(x+e") se x>0

é continuaem |- 1, +oof .
Qual é ovalorde k?
(A) 2 (B)In2

© % (D)-In2

m Considere a fungao f definidaem ]0, + oo
por f(x)=sin(Inx).

Qual é o valor de f'(e")?
(R)-1 (8)0
(€ -e" (D)€"
m Areta de equagao y =x + 2 é tangente ao

gréfico de uma certa fungao f, de dominio IR,
no ponto de abcissa nula.

Seja g afungao de dominio IR, definida por
g(x)=e*x f(sinx).

Qual é o valor de g'(0)?

(n)o (B) 1

©2 (D)3

Considere a fungdo g definidaem [0, 2n] por
g(x) = cos(2x).

Sabe-se que as retas r e s sao estritamente
paralelas e tangentes ao gréficode g.

Aequagdo y=-—2x+ g defineareta r.

Qual é a ordenada do ponto de intersecao da
reta s com o eixo Oy?

5 3
OFS ® 3

5 7
©>5 ©5

.

Unidade 3 - Trigonometria e nimeros complexos  Tema 1 - Trigonometria

m De uma funcao f sabe-se que f(x) + f"(x)=0
para qualquer x € IR.

Qual das seguintes nao pode ser a expressao
analitica da fungao f?

(A) cos x

(B) sin x

(€) sinx — cos x
(D) cos(2x)

m Seja a funcdo g, de dominio [0, 2], definida
por g(x) = sinx — 2x.

Qual é o contradominio de f?
(A) [~ 4r, 0]

(8) [0, 4n]

(©) [0, 2r]

(D)[- 2=, 0]

Para determinado nimero real k, seja f a
funcao de dominio IR definida por:

f(x) = k cos (kx)
Sabe-se que f'(m)=0 e f'(r)<O0.
Qual das seguintes afirmagoes é verdadeira?

(A) O gréfico da fungao f tem a concavidade
voltada para baixo em [0, 2x].

(B) f(m)< 0

(€) A fungéao f tem um minimo relativo para
X

(D) A fungao f tem um maximo relativo para
X=m.
m De uma fungéo f, de dominio ]— 1—;— g[ i

sabe-se que f(0)=0 e f'(x) =2 + tg x, para todo

T T
gL
¢ ]22[

Qual é ovalorde lim

X —>

(a)o (B) 1 (©2

X
(D)+ 0o

[T seja f afuncao de dominio - m, n[ definida

por . &%
f(x)=x+tg (%)

Considere a sucessao de numeros reais (x,) tal
T
que x,=n X In(1 +;,->.

Qual é o valor de lim f(x,)?

(Ao (B)1 (©-c0  (D)+oo



Questoes para praticar

ltens de COI'IS"TUQOO m Um ponto P desloca-se sobre a g
semicircunferéncia de centro O e diametro S
m Considere a fungao f, de dominio [0, nt], [AB]. g;
X + sin(2x, E
definida por f(x) = ——# 2 g
2 P
50.1. Determine f'(%), recorrendo a.definigao
de derivada de uma fungao num ponto. X
A (0} B
50.2. Estude a funcdo f quanto a monotonia e
quanto a existéncia de extremos relativos. Seja x aamplitude, em radianos, do angulo BOP

(xe€ o, =[).

50.3. Estude a funcdo f quanto ao sentido da i
Sabe-se que AB=2.

concavidade e quanto a existéncia de pontos de

inflexdo do gréfico. v
Hodoy 51.1. Mostre que o comprimento do segmento

50.4. Determine uma equacao da reta tangente de reta [AP] é dado, em fungéo de x, por:

X
ao gréfico de f no ponto de abcissa % : fx) =2 cos 53

51.2. Mostre que o comprimento do segmento

50.5. Nafi ta tad
P P dereta [PB] é dado, em funcdo de x, por:

semicircunferéncia de centro no ponto O e

g X
diametro [AB] de comprimento igual g(x)=2sin 5
a2 51.3. Mostre que o perimetro do triangulo
Q [ABP] é méaximo quando a 4rea é maxima.
P
5 \ B Na figura esta representado um circulo de
centro O eraio r.
x A
A 0 B
[0Q] é um raio perpendicular a [AB]. N
Considere que o ponto P se desloca sobre o B
arco BQ.

O ponto R acompanha o movimento do ponto

P sobre o arco QA de tal forma que a corda [RP] A e B sao dois pontos da circunferéncia tais que
permanece paralelaa [AB]. i

Seja o a amplitude em radianos do angulo
BOA (0<a<m).
= Sabe-se que a area do triangulo [OBA] é igual a
(x € JO '3 D . metade da area do setor circular BOA.
Mostre que sina = 2.
a) Mostre que a area da regido colorida é dada, 2
em funcao de x, pela restricao a

Para cada posicdao do ponto P, seja x a
amplitude, em radianos, do angulo BOP

O ecra de uma sala de
cinematem 9m de

da funcdo f ao intervalo ]0, E[.
2 altura e esta colocado

b) Considere o referencial xOy em que as num plano
semirretas OB e OQ sao os semieixos perpendicular ao plano
positivos Ox e Oy, respetivamente. onde se encontram 0s
Nesse referencial, determine as coordenadas espectadores, 3m
do ponto P, sabendo que a regido colorida acima da linha dos seus :
tem area maxima. olhos. Linha dos olhos

A que distancia do plano do ecra é méximo o
angulo de visibilidade?
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m Na figura esta representado, num referencial

CPEN-MAI12 © Porto Editora

o.n. xOy, o circulo trigonométrico.

y
N
B
7 B
o Q
Q

Os pontos A e B sao os pontos de intersecéo da

circunferéncia com os semieixos positivos Ox e

Oy, respetivamente.

Considere que um ponto P se desloca ao longo

do arco AB, nunca coincidindo com o

ponto A nem com o ponto B.

Para cada posi¢ao do ponto P, sabe-se que:

.areta r é tangente a circunferéncia no ponto
P;

-oponto Q é o ponto de intersecao da reta r
com o eixo Ox;

-0 ponto R é o ponto de intersecao da reta r
comoeixo Oy;

. o0 é aamplitude, em radianos, do angulo AOP

ek t)

Considere a fungao f, de dominio ]O, g[

4 1
definida f(x)=——.
efinida por f(x) @)

54.1. Estude a funcdo f quanto a existéncia de
assintotas do grafico.

54.2. Mostre que a area do triangulo [OQR] é
dada por ().

54.3. Determine o valor de o parao qual a area
do triangulo [OQR] é minima.

54.4. Determine o perimetro do triangulo
[OQR] de area minima.

54.5. Para um certo valor de 6 pertencente ao
intervalo ]0, g[ sabe-se que:

3
4190 - ———=-1
- tg(6 — m)

Determine f(6).

54.6. Determine a equacao reduzida da reta r

quando a abcissa de P éigual a %

Unidade 3 - Trigonometria e nimeros complexos Tema 1 - Trigonometria

m Considere as fungoes f e g, de dominio

[0, n], definidas por:
f(x)=x + cosx
g(x) = sin x

55.1. Determine o contradominio da fungao f
comecando por fazer o seu estudo quanto a
monotonia e quanto a existéncia de extremos.

55.2. Determine o contradominiode g e
conclua que g(x) < f(x), qualquer que seja
x€lo, «n].

55.3. Mostre que:
- T
cosx+sinx=V2 cos(x - Z)
qualquer que seja o nimero real x.

55.4. Para determinado nimero real k seja h a
funcao, de dominio [0, ©t], definida por
h(x)=gk) +k.

Determine o valor de k, sabendo que os
graficos das fungoes f e h se intersetam num
unico ponto.

Considere as fungdes f e g, definidas
em IR* por:

f(x) = 2x + cos x
gx)=Inx

56.1. Mostre que existe a € ]g, g—[ tal que as

retas tangentes aos graficosde f e g, nos
pontos de abcissa a, sao paralelas.

Sugestao: Considere a fungao h, definida em
R* por h(x)=f'(x)— g'(x).

56.2. Tendo em conta o resultado da alinea
anterior, justifique que existe um niimero real k
tal que os gréficos das fungdes f e i, sendo i
definidaem IR* por i(x) = g(x) + k, tém uma
reta tangente comum e, recorrendo a
calculadora gréfica, determine o valor de k.

Na sua resposta deve:

- reproduzir, num referencial, o grafico das
funcdes que visualizar na calculadora
devidamente identificados, bem como as
coordenadas dos pontos relevantes para
determinar o resultado pedido;

. utilizar pelo menos duas casas decimais nos
calculos intermédios;

- apresentar o resultado pedido com
aproximagao as décimas.
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Questoes para praticar

m Considere a fungao f de dominio ]— % %[

definida por f(x) = %_c-%-.

57.1. Estude a fungao f quanto a existéncia de
assintotas do grafico.

57.2. Mostre que a fungao f é estritamente
crescente.

57.3. Determine uma equacao da reta tangente
ao grafico de f no ponto de abcissa nula.

57.4. Na figura esta representado, num
referencial o.n. xOy, o circulo trigonométrico.

Sabe-se que:

.ospontos A, B e C tém coordenadas (0, 1),
(0,-1)e (1, 0), respetivamente;

«0 ponto P move-se sobre o arco BA;

-areta AP interseta a reta de equagao y =—1
no ponto R;

-0 ponto Q pertence ao eixo Oy etema
mesma ordenada que o ponto P;

- para cada posicao do ponto P, 6 e 3 saoas
amplitudes, em radianos, dos angulos COP e
OAP, respetivamente, sendo:

T T T
0E |-—, = e, =
] 2" [ = ] 2[
a) Mostre que o comprimento do segmento
[BR], em funcdode @, é dado por f(6),

4 b4
ara ——<6<-—.
Dl 2

Sugestao: Comece por justificar que os
triangulos [QPA] e [BRA] sao semelhantes.
T

b) Mostre que B = %+ i

¢) Mostre que BR=2tg (g - %)

d) Determine o valor de 6 para o qual se
tem BR=2V3.

m Na figura esta representado, num referencial
o.n. xOy, a circunferéncia definida pela
equacao x’ +y’ = 16.

O ponto A é o ponto de intersecao da
circunferéncia com os semieixos positivos Ox .

O ponto B tem coordenadas (0, 3).

Considere que o ponto P, partindo do ponto A,
se desloca sobre a circunferéncia, dando uma
volta completa no sentido positivo.

Para cada posicao do ponto P, ¢ é aamplitude,
em radianos, do angulo AOP (x € [0, 2x[).

Seja d afungdo que, a cada valorde o, associa
a distancia, d(c), do ponto P ao ponto B.

58.1. Mostre que d()=V25—24sin.

58.2. Estude a fungdo d quanto a monotonia e
quanto a existéncia de extremos relativos.
Indique as coordenadas de P nas posi¢oes
correspondentes aos extremos.

58.3. Determine BP sabendo que a € ]0, ﬂ
eStga= 2V5.

a Considere a fungéo f, de dominio [- =, nt],
definida por f(x) = sin x — x cos x .

59.1. Mostre que f é uma funcao impar.

59.2. Estude a fungao f quanto a monotonia e
quanto a existéncia de extremos relativos.

59.3. Indique, justificando, o contradominio da
funcéo f.

59.4. Considere a fungao h, definidaem

()

[-m, =]\{0} por h(x)=—

a) Mostre que o grafico da fungdo h nao tem
assintotas.

b) Defina, caso exista, um prolongamento da
funcdo h a [-, ] que seja uma fungao
continua.
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m Um atleta encontra-se na margem de um canal

(no ponto A) destinado a prética de desportos
néuticos e pretende deslocar-se para um
ponto C, naoutra margem.

O canal tem uma largura constante de 500
metros.

A situacéo é apresentada no esquema da figura
seguinte.

S

-+ 500 m—]

>=]

1000 m '

« B é o ponto da margem opostaa A, sendo
AB L BC.

-Oponto P estaentre B e C.

« Adistancia entre B e C éde 1000 metros.

O atleta vai deslocar-se de barco, em linha reta, a
uma velocidade de 4 km/h, do ponto A até ao
ponto P.

Seguidamente, vai caminhar até ao ponto C,
a uma velocidade de 8 km/h.

A amplitude, em radianos, do angulo BAP é
designada por 6.

Seja T afuncao que, a cada valor de 6, associa
o tempo, T(8), em horas, gasto pelo atleta na
deslocagao de A até C.

60.1. Mostre que:

2+2cosf —sinf

T0)= 16 cos @

60.2. Qual o tempo minimo que o atleta pode
gastar no trajeto?

Apresente o resultado em minutos com
aproximacao as unidades.

60.3. Se o atleta fez o percurso no tempo
minimo, que distancia percorreu a pé?
Apresente o resultado em metros com
aproximagao as unidades.

Para cada nimero real a considere a fungao f,
de dominio IR, definida por f(x) = (cos(ax))’ .

Sejam f' e f" a primeira e a sequnda derivadas
da fungao f, respetivamente.

Mostre que f'(x) x f"(x) = a’ sin(4ax), para
qualquer nimero real x.

Unidade 3 - Trigonometria e nomeros complexos Tema 1 - Trigonometria

@ A figura representa o esquema de um depésito

de forma cilindrica destinado a colocar 4gua no
frigorifico.

O cilindro tem 20 cm de alturae 10 cm de raio
da base.

O nivel de liquido no depdsito é representado
pelo segmento [AC].

A amplitude, em radianos, do arco ABC é
designada por x.

Seja V afuncédo que, a cada valor de x, associa
ovolume, V(x), em litros, da d4gua existente no
deposito.

62.1. Mostre que V(x)=x —sinx.

62.2. Determine, em litros com aproximacao as
centésimas, o volume de dgua existente no
depésito, se a superficie do liquido tiver a forma
de um retangulo com 10 cm de largura.

Considere a funcao g, de dominio ]-m, n[,
definida por g(x) = cos x + (sin X .

63.1. Mostre que a fungdo derivada de uma
funcao par é uma funcao impar.

63.2. Mostre que se uma fungao par é derivavel
no ponto 0, entdo f'(0)=0.

63.3. Mostre que a funcao g é uma funcgao par.

63.4. Estude a fungao g quanto a monotonia
nointervalo 10, [ .

63.5. Indique os extremos relativos de g no
intervalo |- rt, «[ .

63.6. Seja r areta tangente ao gréfico da
funcdo g no ponto de abcissa g Determine a

equacao reduzida dareta r.

63.7. Justifique que a reta tangente ao grafico

da funcdo g no ponto de abcissa — g é
perpendicularareta r .

63.8. Seja afungao h, de3 dominio |- =, n[,
definida por h(x)=[g(¥)] .

Mostre que h'(0)=0.
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Avaliacdo

n A equacdo sin(2x)=0 tem, no intervalo [-50m, 50nt], o mesmo nimero de solugdes que a equagao:

sin (2x) _

5 0 (B) sin“x=0 (€) sinx=0 (D) 2sinx=0

(A)

a Sabe-se que f é uma funcéo real de variavel real, de dominio IR, tal que:
f-x)=—f(x), VxER
Entdo, pode-se afirmar que:

(A) f(x)=cos x (B) f(x)=sinx  (C) f éumafuncdopar. (D) f éuma funcao impar.

B Qual das seguintes figuras pode representar parte da representacao grafica da funcao h definida por:
h(x)=3 x sin <§)+ a, (@€RY)
(A (8) © (D)

n Considere num referencial o.n. xOy a circunferéncia de equagao:

y
X+y'=16 -
P
Admita que um ponto P se desloca, a uma velocidade constante, sobre :
a circunferéncia, no sentido contrario ao dos ponteiros do rel6gio. No i
instante t=0, o ponto P partede A, efetuando duas rotagoes "

completas em cada segundo. @ ax
Seja a(t) a abcissa do ponto P, t segundos apds a partida.

Uma expressao de a(t) pode ser:

(A) 4cos(t) (B) 4 cos (4nt) (€) 4 cos(2nt) (D) 4 cos (g)
B Relativamente a figura sabe-se que: /
P
-[0B] L[OA]
cOA=0B=1 B

-0 ponto P desloca-se sobre uma semirreta com origem em A e paralelaa OB;

- ¢ designa a amplitude do angulo AOP (a € ]0 , gD

o
A area do trapézio [OAPB], em funcéo de «, é: 0] A
A) lx(1+ 1 ) (B)1+cosa © lx(1+tga) (D)1+sina
242 2 tgo 2 2 2
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Unidade 3 - Trigonometria e nOmeros complexos Tema 1 - Trigonometria

a Mostre que a equagdo 15 cos (2x)=47 sin (—x)— 16 pode ser escrita como uma equacao do 2.° grau em

sin x e resolva esta equacgao para 0 < x< 2m.

Na figura esté representado um quadrado [ABCD] delado 1.

UPEN-MA1Z & FOTTO EQITOTA

A 1 D
X

P

B Q C

O ponto P desloca-se sobre o lado [CD] e o ponto Q desloca-se sobre o lado [BC], de tal forma que se
tem sempre PD =QB.

Para cada posicao do ponto P, x é a amplitude em radianos do angulo PAD (x € ]0 ; %D ;
7.1. Mostre que a area do tridangulo [AQP] é dada, em funcao de x, por:

A(x)=%x(1 —tg’ x)
7.2. Determine A(0) e interprete geometricamente o resultado obtido.

7.3. Recorra a calculadora para determinar os valores de x para os quais a area do triangulo [AQP] éa
quarta parte da 4rea do quadrado [ABCD].

Apresente todos os elementos recolhidos na utilizagao da calculadora, nomeadamente o gréfico ou
graficos obtidos, bem como as coordenadas dos pontos cuja determinacao for necessaria a
resolucdo do problema. Apresente os valores arredondados as décimas.

a No dia 8 de outubro de 2006, no porto de Aveiro, a maré alta (preia-mar) ocorreu as 3 h 32 min atingindo

uma altura de 3,54 m. Na baixa-mar que se seguiu, a altura atingida pelo nivel da 4gua foide 0,33 m.

Admitindo que estes valores se repetem de 12 em 12 horas (o0 que em rigor nao é verdade) e que a
altura h, em metros, das marés pode ser dada, em funcdo de t, sendo t a hora do dia (0 < t<24), por
uma expressao do tipo:

h(t)=asin[k(t—b)]+c

determine uma expressao da fungdo h que nos dé aquela altura no porto de Aveiro e no dia referido.

n Um barril de petréleo com a forma cilindrica flutua como se mostra na figura.

O barril tem de base 80 cm de didametro e o arco AB tem 90 cm de
comprimento. O angulo AOB tem 6 radianos de amplitude.

9.1. Determine a amplitude do dngulo 6 (apresente o resultado-em
radianos, com duas casas decimais).

9.2. Calcule a area do setor AOB (o que tem parte dentro de 4gua).

9.3. Determine o comprimento da corda [AB].
9.4. Calcule a drea do triangulo [ABO].

9.5. Se o barriltem 1,2 m de comprimento, calcule o volume da parte do barril que esta fora de dgua.
Apresente o resultado em metros cubicos, com trés casas decimais.
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Avaliacao

() A figura representa um semicirculo de diametro [AB] e um triangulo
[ABC] nele inscrito.
Sabe-se que:

- x éaamplitude do angulo BAC;

<AB=10
10.1. Prove que a area do triangulo [ABC] é dada, para qualquer
T
€ (0, —|, por:
¥ ] 2[ ?

A(x)=25 sin (2x)

10.2. Determine o valor de x para o qual a drea do triangulo é méxima.

10.3. Paraovalorde x encontrado em 10.2. classifique, justificando, o tridngulo [ABC] quanto aos
lados.

m Considere o triangulo [ABC] em que:
«x é aamplitude do angulo BCA;
«[BD] é a altura relativa ao vértice B;

«AD=BC=2

11.1. Prove que a area do tridngulo [ABC] é dada, para qualquer x € ]0 y g[ , por:
A(x)=2 sin x + sin (2x)
11.2. Determine o valor de x para o qual a drea do triangulo é méaxima.

A
11.3. Calcule lim g

x—0

m Na figura esta representada uma circunferéncia de centro O eraio 1. B

Sabe-se que:

«[AB] é um didmetro da circunferéncia; "
-acorda [CD] é perpendicular ao diametro [AB]; ‘

+ x designa a amplitude do angulo BOD.

12.1. Mostre que a area do triangulo [ACD] é dada, em fun¢do de x, por:

A(x)=sinx+-;-sin(2x) x€lo, n))

12.2. Determine o valor de x para o qual a area do triangulo é maxima.

12.3. Determine A(%) . Sabe-se que existe um valor de o € ]O ; g[ para o qual Ala)= A<ZZE)

Recorrendo a calculadora, determine o, com aproximagao as décimas.
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Unidade 3 - Trigonometria e nimeros complexos Tema 1 - Trigonometria

m Uma central elétrica C e uma fabrica F situam-se em margens opostas de um rio de largura constante.

Pretende-se instalar um cabo de alta tensao que ligue a fabrica a central elétrica, de acordo com os

dados da figura.
2km

« O cabo, partindo da central C, deve seguir submerso e em linha reta até um determinado ponto P, e
dai deve seguir em vala subterranea, ao longo da margem, até a fabrica F.

A é o ponto da margem oposta a central mais préximo desta.
- x é aamplitude, em radianos, do angulo ACP.
« A distancia da fabrica ao ponto A éde 2 km. A distancia deste ponto a central é, igualmente, de 2 km.
+ O custo de instalagao do cabo é de:
- cabo subterraneo: 10 mil euros por quilémetro;

— cabo submerso: 20 mil euros por quilémetro.

13.1. Mostre que o custo da instalagido do cabo, em milhares de euros, é dado, em funcao de x, por:

(9= 20+ 20— 20sinx <xe[0, ED
COS X 4

13.2. Calcule C(0) e interprete o resultado obtido referindo o comprimento e o custo do cabo instalado,
quer submerso quer subterraneo.

13.3. Recorrendo a métodos exclusivamente analiticos determine o valor de x para o qual o custo da
instalagao do cabo é minimo.

m Para cada numero real k, a expressao

CPEN-MAI12 © Porto Editora

1+42sin(2x) se 0<x<k
f(x)=
® x2+8ln<§) se x>k

define uma funcéo f, de dominio IR; .

14.1. Nasalineas a), b)e c) considere k=1.

a) O gréfico de f admite, no intervalo [0, 1], uma Unica reta tangente de declive nulo.
Determine uma equagao dessa reta.

b) Utilizando métodos exclusivamente analiticos, estude f, nointervalo ]J1, +oo[ , quanto ao
_ sentido da concavidade do gréfico e a existéncia de pontos de inflexdo.

¢) Recorrendo ao Teorema de Bolzano mostre que a equagéo f(x)=10 f(%) tem, no intervalo
13, 4[, pelo menos uma solugao.

14.2. Existe um numero real positivo k para o qual a fungdo f é continuaem [0, + oo[ . Recorrendo as
capacidades da sua calculadora, determine um valor aproximado (as décimas) desse nimero k.

Explique como procedeu.
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Ay WaTe
Avallacao

m Considere a funcéo g, de dominio [0, &t], definida por g(x)=x+sin (2x).
15.1. Estude g quanto a monotonia e quanto a existéncia de extremos relativos.
15.2. Verifique que existem dois pontos do grafico de g onde a reta tangente ao gréfico é paralela a
bissetriz dos quadrantes impares.

Determine a equagao da reta tangente ao grafico num desses pontos.

15.3. Na figura esta representado o grafico da fungéo g. y
A, P e B sao pontos do grafico de g com a mesma ordenada. g
P é um ponto de inflexdo do graficode g.

Recorrendo a calculadora e aos métodos analiticos que julgar A P B
necessarios, determine um valor aproximado para a distancia de
A a B (apresente o resultado arredondado as décimas).

Explique como procedeu apresentando os procedimentos
analiticos efetuados, bem como o gréfico, ou gréficos, que usou

3 PRSI R e RO Ry

na resolucao do problema. 0

m Considere a fungao real de variavel real definida por f(x)=x+sinx.

Prove que, qualquer que seja a €IR, a equacdo f(x)=a tem sempre uma e uma sé solugao.

m f e g sao fungoes derivaveisem IR .

Sabe-se que:
-f(1)=-2 -f(1)=4
-9(0)=1 -9'(0)=-3

17.1. Sendo h afuncao definida por h(x)=f(x+g(x)), determine h'(0).

17.2. Determine uma equacao da reta tangente ao gréfico de f no ponto de abcissa 1.

m Considere a funcdo f de dominio [0, rt], definida por f(x) = e “sinx.

18.1.Estude a funcao f quanto a monotonia e quanto a existéncia de extremos relativos.
18.2. Determine a area do trapézio [ABCD] em que:

- C é um ponto de inflexao do grafico de f;

« B é o ponto do gréfico de f com ordenada maxima;

«A e B sao os pontos do eixo Ox com as mesmas abcissas dos pontos D e C, respetivamente.

m Considere a funcao f, de dominio [-m, + ool , definida por:

00 = sinx+;—cos(2x) se —t<x<0
k+xIn(x+1)—xIn(x) se x>0

k é o numero real para o qual f é uma funcdo continua.

19.1.Determine o valor de k.

19.2.Estude a funcdo f quanto a existéncia de assintotas do grafico.

19.3. Mostre que f admite um Unico minimo no intervalo [-m, 0] e determine-o.
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Tema 2

NUmeros complexos

1. Defini¢oes

Numeros complexos

Considere-se a equagao X’ =—1.
Em IR, a equacao é impossivel. Ndo existe nenhum numero real que elevado ao quadrado sejaiguala — 1.
Para que a equagao tenha solu¢des ampliou-se o conjunto dos numeros reais a um novo conjunto, o0

conjunto dos numeros complexos, que se representa por ,

Designou-se por i uma das solugdes da equacao x*=—1. Aeste novo nimero i, talque ’=-1,

chama-se unidade imaginaria.

Atendendo a que:

iP=(i)xEi)=it=-

aequagao x*=—1 tem duas solugoes: i e —i.

. De um modo geral, tem-se,em C:

« i éaunidade imaginaria: i’ =—1
AN-1=+i ;
-se a€ER", (i\/c;) =i’x(\/—) —a,( ﬂ —(—n)’x(ﬂ ~—a, entio V- a=%iVa.

Em C, todas as equacdes do 2.° grau sao possiveis.
Em R, aequacdo X’ +2x+3=0 éimpossivel, masem C tem duas solugoes:

-~/ [ Vi=RI+2R+3
$+2X+3=0 & x=12—i24—'12 =
& x=—1tVo2 & =
= s a0 | PameT=N21 [ i
X=-1 ¥=2

As solugbes da equagao sao os nimeros complexos: — 1+ Vo o V2i.

. Chama-se niimero complexo a todo o nimero da forma a +bi com a, bERei’=-1.

CPEN-MAI12 © Porto Editora

C={z:z=a+bi,a, bER ei’=-1}

C é o conjunto dos nimeros complexos.

Seja z=a+ bi um nimero complexo.

Tem-se:
-a éapartereal de z e escreve-se a= Re(z);
- bi é a parte imaginariade z;

. b éo coeficiente da parte imaginaria de z e escreve-se b= Im(2);

.i éaunidade imaainaria. 247
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Unidade 3 - Trigonometria e nOmeros complexos

Imaginario puro

z=a+ bi é umimaginario puro <= a=0 A b#0 < Re(z2)=0 A Im(2)#0

—IONPH 0MOd @ ZIVIN-NIdD

Exemplos:
i,—2i, \/2i sdo imaginarios puros.
Ha autores que designam por imaginario puro um nimero complexo cuja parte real é nula (a=0).
Segundo esta definicdo, o nimero zero é imaginario puro.

Numero real

z=a+bi éumnimeroreal <= b=0 < Im(z) =0
Todo o numero real é um niimero complexo: IRCC.

Numeros complexos conjugados

Dois nimeros complexos dizem-se conjugados quando tém partes reais iguais e partes imaginarias
simétricas.
Conjugado do niimero complexo z=a + bi é o nimero complexo z=a—bi.

Exemplos:
«Z,=2+3i z,=2-3i
«z,==3i Z;=3i
©z,=7 Z,=7

Igualdade de dois nimeros complexos

a=c¢

.
a+bi=c+ '@{b:d

Exemplo:
x+yi=3-4i <> x=3 ey=—-4

2. Representacao geométrica de um niumero complexo

Considere-se, no plano, um referencial o.n. xOy .

A cada nimero complexo z=a+ bi pode associar-se um e um so
ponto P de coordenadas (a, b).
+ Ao ponto P chama-se afixo ou imagem geométrica do nimero
complexo z.
- Ao plano chama-se plano de Argand ou plano complexo. bt------- 1y
- Ao vetor OP chama-se imagem vetorial do numero complexo z. b
« Chama-se médulo do nimero complexo z, e representa-se por |z, a }
distancia do ponto P, imagem de z, a origem do referencial. Zixo }ea| he@®

lzZl=p=Va’ + b’
- Todo o nimero real x+ 0i~__~(x, 0) tem imagem no eixo Ox que se designa por eixo real.

- Todo o nimero imaginario puro 0+yi~__~»(0, y) temimagem no eixo Oy que se designa por eixo
imaginario.

Im(2)
'«—— eixo imaginario




3. Opera¢des com numeros complexos

Tema 2 - NOomeros complexos

Adicao e a multiplicacdo em C sao extensoes das operacoes homoénimasem R.

Adicao e subtracao

B+i)+(1+2)=4+3i

........

Multiplicacao
Q+i)(3-5)=6-10i+3i—5’=6-7i+5=11-7i
N o

Outro exemplo:

(1 —%i>(4+6i)=4+6i—2i—3i2=4+4i+3 —7+4i

O produto de dois numeros complexos conjugados € sempre um namero real.

Sendo z=a+ bi:
zxz=(a+bi)x(a—-bi)=a’—(biy=a’+b’ER’

Aplicaremos esta propriedade na divisao de dois nimeros complexos.

Divisao

Para dividir dois nimeros complexos, multiplicam-se os termos da fragéo pelo complexo conjugado do

denominador.

Exemplos:
2+3i_(+3)(0+1) _2+2i+3i-3_-1+5i__1 5,
1-i (-)a+i) 1+¥-7+1 2 2 "2

3-2i_(3-2)(4-5)_12-15i—8i+10i" _
4+5i (4+5i)(4-50) 4 _ (5
_12-23i-10_2-23i_2 23,
16+ 25 41 4 4

Poténcias de base i e expoente inteiro

0 - 1 2 3

=1 i"=i i‘=-1 iT==i

.4 .5 . -6 7

| =i ir=-1 i"'=-=1

-4 An+1 _ s :4n+2 :4n+3 P
=9 ] i"tt=-1 it =—i

CPEN-MA12 © Porto Editora

G+i)-(1+2)=@B+i)+(1-20)=2-i

(2431)/(1-i)»Frac

1+5
.......................................... N
(3-21)/(4+51)»Frac
2 23
y
i'=i
iz:_]f N

Qualquer poténcia de base i e expoente inteiro serdiguala 1, i, -1 ou —i.

3=
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Unidade 3 - Trigonometria e nimeros complexos

Sendo n€IN, n=4g+rcomgE€Nere{0, 1, 2, 3}:

"= =% x i = (i = 19xi =1 wils
roq
n=4q+r

Logo:

i"=i", sendo r o resto da divisao inteirade n por 4.

Exemplos:
225 .1 . 25 4 yiBS..33 . % 183 4
=1 =l @ 6 I =r=-i 45
P =f=—1 AL P=P=1 1
@ 16 © 18
26 __ 26428 _ 2 _
=i =i"==1 Se, numa poténcia de base i, adicionarmos ao expoente

um multiplo de 4 nao alteramos o seu valor.

Raiz quadrada de um numero real negativo

Ja foi referido anteriormente que:

Se a€R’, V-a=V-1xa=V-1Va=+iVa

Exemplos:
V-36=iV36=6i
-V-7=-iV7

» Exemplo | Operagdes em € D Verifica
Calcule. 1.1.( 2_)217 )
; : 3—-4i)(1-i
1, (—2_1')(2.”') ERTLE rar
. TG TRE
00T 2o
g 2-4)Q2+30) _4+6i-8i-12i i i
ol 141 = 1+i = -12i=12 B (1—i3)3+2_(2+2i)‘
_(16-2i)(1-i) _ W Py
A+)(1—-i e
T R (\/5—\/5i)2+(\/§,+\/§i
_14-18i_14-18i _ V2+Vai| \V3-Vii
1-(-1) 2
=7-9i
1.2. (2i%-i%? =(2i'-i%= s ol
=(-1+2if=
=(- 12— 4i+(2ip= Ds @n

1-4i+4i°=1-4i-4=
250 =-3-4i

)2
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Tema 2 - NOomeros complexos

. Exemplo 2 Equagées em C ' Verifica 2
Resolva, em C, as equagdes seguintes. Resolva,em C, as equagoes.
1. (2—-i)z=5i
2.1. X¥-2x+10=0 oy
2.2. 7-6z+13=0
2.2. Z+4iz-13=0 23. 72-10zi-26=0
o 24. 7+2z=0
2 EliE=sl 2.5. 72— 47°+52=0
2.6. 2iz=1-2
NS A~
2.1. ¥-2x+10=0 & x=3;24—4°4:>
2+\V-36 As solugdes de uma
= X=—2—<=> equacao do 2.° grau de
coeficientes reais sao
P 2+ 6i PN sempre ndmerc.)s
2 complexos conjugados.
& x=1+43i V x=1-3i.
As solucdes sao 1+3i e 1-3i.
—4i £ V(4i) + 52
2.2, Z+4iz-13=0 & z= ; Y &=
—4i+
= z=i‘2—\/i‘6 =
—4i +
& z= 4'2—6 =
& z=3-2i Vz=-3-2i
As solugbes sao 3 —2i e —3-2i.
23. z+2iz=3i &
. A 5 ) >Seja z=x+Yyi
& (x+yi)+2i(x—yi)=3i &
& x+yi+2i—2yit=3i &
& (x+2y)+(2x+y)i=0+3i <&
x+2y=0 xX=-2
{ =0, o { y
2x+y=3 -4y +y=3
Xi=:2 .
L= & x=2-i
y==1
) Exemplo 3 Determinar os zeros de um polindmio D Verifi
Sabe-se que i é um zero do polinémio complexo: Considere o polinémio:
Z-z+6

A@R)=2"-22+67-2z+5
. = Determine analiticamente os
Aplicando a propriedade: seus zeros em C, sabendo que

“Se z, é um zero de um polinémio P(2) de coeficientes reais entao U™ delesé —2.

também Zz, é um zero de P(2)”

12 © Porto Editora

Zdetermine os outros zeros do polinémio e decomponha-o em fatores do

§1° arauem z. 251
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Unidade 3 - Trigonometria e nimeros complexos

aestdao de resol
VS oiG UT 15oVIR

A(2)=2'-22+627-2z+5

Como A(z) é um polinémio de coeficientes reais, se i é zero do poliné-

mio também —i é zero de A(z). Aplicando a Regra de Ruffini, vem:

1 -2 6 -2 5
i i =2i-1 2%5F -5
1 -2+i -2i%5 5i( 0
=} ~i % -5
1 -2 5 0

Entao:
A@2) =(z-i)(z+i)(F-2z+5)

Como:
2-2245=0 & z=1-2i V z=1+2i

os zeros do polindmio A(z) sao:
—i,i,1+2ie 1-2i.

Finalmente, vem:
Az) =(z-i)(z+i)(z=1-2i)(z—1+2i)

Calculo auxiliar
Z-2z+5=0 &
_2+V4-20
- 2

& z=1-2i V z=1+2i

—~ z ~

b Exemplo 4 NOmeros imagindrios puros e nOmeros reais B Verifica 4

Considere o nimero complexo z= % ,kER.
Determine k de forma que:
4.1. z sejaimaginario puro;
4.2. z sejaum numero real.

sacttin e raenli icfan
4T ./v @ L ~ coVIV .\?.t

z=k+i=(k+i)(2—i):
2+i (2+1)@2-i)

2k —ki+2i—i_
T a=
_(k+1)+(2-k)i
= z =
=2k+1 ﬂ,

5 5

4.1. Determine a €R sabendo
que o nimero complexo

s € um imagindrio puro

1+i 4

4.2. Determine a € IR sabendo

2 +ai , AN
que P é um imaginario

puro.

4.1. z éimaginariopuro < Re(2)=0 A Im(2)#0 &

o %+l _ga2-k,0 o
5 5
& 2k+1=0 A 2-k#0 &
& k=-1
2

2-k

42. zER < Im(2)=0 & —5——:0 & k=2

BIONPH 0UOd @ ZIVIN-NIdD



Tema 2 - NOmeros complexos

4. Representacao trigonométrica de um nimero complexo.

Operacoes com complexos na forma trigonométrica

Médulo e argumento de um nimero complexo

Seja z=a+ bi um nimero complexo. Im@)

No plano complexo corresponde-lhe o ponto P~__~(a, b) eo

vetor v=(a, b). b4 g
\1'\
Ovetor v tem um determinado comprimento e a sua represen- 0
tacao faz um determinado angulo com a parte positiva do eixo Ox. 0 a Re(2)

' Chama-se médulo do nimero complexo z=a+ bi e representa-se por |z| ou p ao comprimento do vetor
v=(a,b).

el=p=Va +0’

' Chama-se argumento do numero complexo z=a + bi a qualquer das amplitudes, em radianos, do angulo
que OP faz com a parte positiva do eixo real.

O argumento genérico do niimero complexo z representa-se por arg(z).

Sendo @ um argumento de z, também 6+ 2kn, k€ Z é argumentode z.

' Chama-se argumento principal (ou simplesmente argumento) ao representante 6 do argumento que

verifica a condigao:
-n<OLK™m

' Chama-se argumento positivo minimo ao representante 6 tal que 0<6<2rm.

O complexo 0+ 0i tem médulo nulo e argumento indeterminado. i)
i m(z

Exemplo:

% - L [ S zZ

Seja z=1+i: :
2 Z=V1?+12=V2 z
s }
° o 1
g T
arg(2)=15

253
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Forma trigonométrica de um niumero complexo

Seja z# 0 talque z=a+bi~_~P(a, b).

Im(2)
Observando a figura, vem: s
sin9=2<=>b=psin0 o :P
P p/
cos0=2 ¢ a=pcosb g .
P o a Re(2)

b
tgf=—, se a#0
9 a

Se, na expressao z=a+ bi, substituirmos a e b pelos valores encontrados, vem:

z=pcosO+ipsin6 ou z=p(cos O +isin 6).
' A representagdo z=p(cos 6 +isin 6) chama-se forma trigonométrica de z.
' A representacdo z=a+ bi chama-se forma algébrica de z.

A expressao cos 0+ isin @ representa-se abreviadamente por cis 6 ou E@©).

Assim, z=p(cos @ +isinB), z=pcis@ ou z=p E(P) sao formas de representar o nimero complexo z.

b Exemplo 5 Representar na forma trigonométrica D Verifica 5
Represente na forma trigonométrica. Escreva na forma trigonométrica.
51.2z,=-3
5.1. z;,=3 g
5.2. z,=V2i
52. z,=-2i 53. z;=-2i
54. z,=1
Y 5.5. z;=-1
5.1. z,=3
|z,|=3 e arg(z)=0 0 §x
z,=3cis0
5.2, z,=-2i

|zl=2 e arg@)-3

y
. 3m /
22=2CIS7 ! X
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) Exemplo 6 Representar na forma trigonométrica

Represente na forma trigonométrica os niumeros complexos seguintes.

6.1, z,=-2-2V3i
62. z,=V2-V2i

63. z,=—V3+i

6.1. z,=—2-2V3i

|lz,|=V(- 2P +(-2V3f=Va+12=4

Seja 6, um argumento de z,:

-2V3

tg 0, =

6,€3°Q

3

z,=4¢:is4?7t

n_4n ;
= n+§=—eumargumentode z,. :

62. z,=V2-V2i

|2,|=V(V2) +(- V2P =Va=2

Seja 6, um argumento de z,:

/2
t992=—%—
7Q

0, € 4.

T .
= - a é um argumento de z,.

z,=2cis (— %)

63. z,=—V3+i

|| = V(- V3 172

Seja O; um argumento de z;:

1

V3

‘lo,€2°Q

tg 0, =

T

3
= =3

=-1

V3

3

= n-—-= 5?11: é um argumento de z;.

6

z3=2cisf%t

Tema 2 - NOmeros complexos

D Verifica 6

Escreva na forma trigonométrica:

6.1. z,=1+i
62. z,=—1+V3i
6.3. z,=—2-2i

6.4. z,=3\V/3-3i

6.5. z;

6.6. z,=—4\V/3+4i

67. z,=3V2-3V2i

a tga
T V3
6 3
L 1
4

g V3
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Unidade 3 - Trigonometria e nomeros complexos

b Exemplo 7 Escrever na forma algébrica

Escreva na forma algébrica os nimeros complexos.

7N 2= 2055—7t 7.2. zz=\/5ciss—1t
6 4
7.3. z3=3ciss?7t 74. z,=7cisTt
7.5. z;=cis (— E—)
2
Sugestao de resolugao
7.1. z,—20s—= (cos—+|sm5—6n—>=

(2°Q)

( +2i)=-V3ui

7.2 zzz\/iciss—nz\/2<coss—n+|5m5_n>=
4 4 4
(3°Q) a -
=V2|-——-—i|=—1-i
2 2

753 z3:3ci55—n=3<coss—n+lsms—n)=3<1——ﬁi>_§——3\/§

3 3 3 2 2 2 2

4°Q) & -
7.4. z,=7cist=7(cosm+isinm)=7(-1+0i)=-7

AT A TR B ) PO
7.5, zs—ms( 2) cos( 2)+|sm( 2) 0—i i
- Conjugado na forma trigonométrica
Forma algébrica: y
z=a+bi

Z=a-bi

D Verifica 7

Escreva na forma algébrica:
7. z,= 2V2cis %

7.2. z,=4cis )
3

n

7.3. z;=2cis —
z;=2cis 3

T

7A4. z,=3cis|-—
z, |s( 6)
7.5. z;,=3cis0

T
7.6. z,=2cis—
8 2

a cose | sina
n V3 1
6 2 2

E | M )
T 1 V3
3 2 2

Forma trigonométrica: 0 —0

z=pcis6O
z=pcis(-0)

- Simétrico na forma trigonométrica

Forma algébrica: y
z=a+bi besaaaaas

—z=—a-bi

Forma trigonométrica:

z=pcis6 -b
—z=pcis(t +0)

256

A imagem geométrica do
conjugado de z obtém-se da
imagem geométrica de z por
uma reflexao relativamente
ao eixo real.

A imagem geométrica do
simétrico de z obtém-se da
imagem geométrica de z por
uma rotacao de centro na
origem e amplitude n
radianos.
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Tema 2 - NOmeros complexos

- Igualdade de nimeros complexos na forma trigonométrica

Sejam:
+Z,=p, Cis O,
*Z,=p,Cis 0,

p1=p2 y

p: Cis 6, =p, cis 0; {91=92+2k1t,k€Z S

ou 0 %

P1=Pa

' is 0. =0, ci &
p1Cis6,=p,cis 6, {,9‘_92=2k1't,kEZ

Dois nimeros complexos sdo iguais se tém o mesmo modulo e a diferenga dos argumentos € um mdal-
tiplo inteiro de 2m.

Operacdes com numeros complexos na forma trigonométrica

As férmulas seguintes vao permitir efetuar calculos com nimeros complexos de uma forma simples.
As férmulas usam-se para a multiplicagao, divisao, potenciagao e radiciagao.

' Multiplicacao
Se z,=p,cisO, e z,=p,cCis6,, entdo z,Xz,=p, Xp, cis(0,+6,).

' Potenciac¢ao (Férmula de Moivre)
Sendo z=pcis@ e nE Z, entdo z"=(p cis O)' = p" cis (n6).

. Divisao

Se z,=p, cis0, e z,=p,cisO,#0, entdo g &cis(e,—ez).
z, p; s

. Radiciagao (Férmula de Moivre generalizada)
Sendo z=pcis@, entio V/z="Vpcis6 = V/pcis . +n2k1c’ k€, ..., n—1}.

CPEN-MA12 © Porto Editora
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Unidade 3 - Trigonomefria e nomeros complexos

Representagao geométrica das raizes de um nimero complexo

As imagens geométricas das n raizes de indice n de um complexo z=pcis 0 estao todas sobre uma

258

. ~ . . . . n s . ~ . . .
circunferéncia de centro na origem do referencial e raio \/;—) e dividem a circunferéncia em n partes iguais.

Sendo z,=2cisg, zz=5cis§ e z3=10cis-;£, calcule:

z
8.1. —xz 8.2. (z)
Z;
& 2cis 2
8.1. —xz;= x10cis£=—cis<£—E)xlOcisE=
z, - 4 5 °\2 3 4
5cis —
3
=3><10cis(5-£+E):4ci55—1t
5 2 3 4 12

3
8.2. (z,) =<s cis g) =5%cis (3 X §>= 125cism=—125

b Exemplo 9 Resolver equagoes
Resolva,em C, cada uma das equagbes seguintes.

9.1. Z*+16=0 9.2. (z2)'-4z=0

Sugestao de resolucao

9.1. 2'+16=0 <& 2'=-16 & z=*V-16 & z=*V16cisn

As solucdes da equacao, z,, sao as raizes de indice 4 de 16cism.

7=V 16css"+4—2"", kE, 1,2, 3}

. T . 3n
-k=0,zo=ZC|sz -k=1,z,:ZC|sT

AL

-k=2,zz=2cis£TE k=3, z,=2cis—
4 4

3n n

As solugdes da equagao sao {2 cis %, 2cis—, 2cis 5—“, 2cis —}

4 4 4
9.2. (z2°-4z=0. Seja z=rcis6. Entao z=rcis(-0).
(2P =4z < (rcis(-0)P =4(rcis6) < r’cis(-36)=4rcis6 &
r=4ar {r’—4r=0
-30=60+2kn, kEe”Z —-40=2kn, kE”Z

{
{r(r2 -4)=0

—

r=0vr=4

km

=
0=—,keE”Z 0=—,k€E”Z
2 2
r=0 r'=2

- r=0Vr=2
~ ~ Vv
0=Xt ez =k B:l%t,kel

2 2

— krt

Logo, S={0, 2cisO, 2cis§, 2cisT, 2cis37n}.

D Verifica 8

Sendo:
T n
z,=4cis- e z,=2cis—
: i 6
calcule, apresentando o
resultado na forma algébrica.

7 3
8.1. (-‘)
Z;

(z 1)2 X (22)3
8.2- 'T

D Verifica 9

Resolva,em C, as equagoes.

9.1. -64=0
9.2. *+z=0

r=0 = z=0
k=0 = 6=0

k=1=> =1
2
k=2 = 6=n

k=3 =Sipmas
2
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Tema 2 - NOmeros complexos

O numero i como fator na rotacao de 90°

Se z=pcis @, entao:

iz=ci512t—xpcise=pcis(9 + g)

0+

N3

A imagem geométrica de iz, no plano complexo, obtém-se daimagem geométrica de z por uma
rotacdao de 90° com centro na origem.

DExemplo 10 Oper;;oes com numeros complexos - D Verifica 10

Seja C o conjunto dos nimeros complexos; i a unidade imaginaria. Na figura esté@o representados, no
plano complexo, dois retangulos.

Na figura estao representadas as imagens geométricas de cinco nimeros
complexos: o, z,, z,, z; e z,.

Im(2) w

0 Re(2)
Z.® 8z

« Os eixos do referencial bissetam
os lados do retangulo [ABCD].

« O retangulo [EFGH] foi obtido
do retangulo [ABCD] por uma
rotacao de 90° com centro na

Qual é o nimero complexo que pode seriguala —iw?

Sugestao de resolucao
origem.

1=z, (Rotagdo de 90°, com centro na origem, daimagem de ®.) ’

o «Oponto A éaimagem, no

in=2z,=2z, (Aimagem geométrica de z obtém-se da de z por uma reflexao plano complexo, de um nimero
g relativamente ao eixo real.) el complexo z.
g S— . -~
g 10} =—2Z3=2Z, (A imagem geométrica de —z obtém-se da de z por uma rotagao de E)fprlma, em funcéo de .z +:08
3 180° em torno da origem do referencial.) numeros complexos cujas
§ imagens no plano sdo os pontos
%Resposta: z, B,C,D,E,F,GeH (por

exemplo, se A éaimagemde z,
D éaimagemde 2).
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5. Dominios planos e condi¢des em variavel complexa

Circunferéncia e circulo

A circunferéncia caracteriza-se por ser o lugar geométrico dos pontos do plano equidistantes deum
ponto fixo. :

A distancia de um ponto cjualquer da circunferéncia a C (centro da circunferéncia) é igual r (raio).

Escreve-se:

|P—C| =r ou PC=r
H—I
distanciade P a C

No plano complexo consideremos a variavel complexa z=x+yi.

Vejamos como representar, por uma condigao, uma circunferéncia, um circulo e os pontos exteriores a
circunferéncia.

©IONPH 0UOd @ TIVIN-NAdD

Circunferéncia de centro na Circulo de centro naimagem Pontos do plano exteriores a
imagemde 1+i eraio 1 de 1+i eraio 1 circunferéncia de centro na
imagemde 1+i eraio 1

Im(z) Im(2)

0 1 Re(2)

lz-(+i)|=1 lz-(1+0)]<1 lz—(+i)]>1

Para obtermos a equacao algébrica da circunferéncia recorre-se a substituicdo de z por x +yi e
simplifica-se a expressao:

lz-(+i)|=1 & |x+yi-(+)|=1 &
S| x-n+y-1il=1 &
= V-1 +(y-17=1 &
S =17+ -1°=1

gy

Circunferéncia de centroem C~__»(1, 1) eraio 1. Im(2)
Resumindo:
|z —Z | i .
0 Re(2)

260 define a circunferéncia de centro na imagem geométrica de z, eraio r.



Tema 2 - NOmeros complexos

|z—2z,|<r lz-z|>r
Im(2)
0 Re(2)
Circulo fechado de centro naimagem Exterior do circulo de centro naimagem geo-
geométrica de z, eraio r. métrica de z, eraio r (excluindo a fronteira).
. -
Mediatriz A

A mediatriz de um segmento de reta [AB] caracteriza-se por ser o lugar geomé-
trico dos pontos equidistantesde A ede B.

|P—A|=|P—B| mediatriz  Np
Vejamos como se define por uma condigao em C a mediatriz de um segmento de reta, representada

no plano complexo, bem como os semiplanos por ela definidos.

Mediatriz do segmento de reta Semiplano definido pela mediatriz | Semiplano definido pela mediatriz
definido pelas imagens de do segmento definido por do segmento definido por
z,=iez,=2 P (0,1 eQ_~(2,0 Pa_~(0,1) e Q. _~(2,0)
ao qual pertence Q ao qual pertence P

Im(2)
P
£ .a
0/ 2 Re(2) Re(2)
/
|z—i|=|z—2| |z—i|>|z—2| |z—i|<|z—2|

Para determinarmos a equacao da reta substitui-se z por x+yi e simplifica-se a expressao.

Ix+yi—i|=|x+yi-2| & |x+-1il=|lx-2+yi| &

& X+y-1V7=x=-27+y &

& P+y -+ 1= -Ax+4+y &

& 4x-2y-3=0 &

= y=2x—%
!

Equacdo da mediatriz do segmento de reta definido por:

CPEN-MA12 © Porto Editora

261



262

Unidade 3 - Trigonomefria e nimeros complexos

Resumindo

IZ—ZO|=|Z—Z1 |

define a mediatriz do segmento de reta cujos extremos sao as imagens geométricas de z, e de z,.
Im(2)
“iaz
0 Re(2)

|2-2|>|2-2]

Semiplano definido pela mediatriz do segmento de reta cujos extremos sao as imagens geométricas
de z, ede z,, ao qual pertence aimagemde z,.

Im(2)

p Exemplo 11 Dominio no plano complexo D Verifica 11

Represente, no plano complexo,
o conjunto de pontos definido
pela condicao:

Represente no plano complexo o conjunto de pontos definido pela condicao

seguinte.
lz-1-il<1 Alzl<|lz-1-i]
lz|2|z-1+2i] A

. ugao Alz=1428lc2
z-1-il<1 & |z-(1+i)|<1

Circulo de centroem A~__~(1, 1) eraio 1.

z|<|z-1-i| & |z—(0+0i)|<|z—(1+1)]

Semiplano definido pela mediatriz do segmento de reta [0A], sendo
O aorigem do referenciale A~__~(1, 1), e pela origem.

O conjunto de pontos definido pela condigao é a intersegéo dos dois
conjuntos referidos. .

Im(2)

Re(2)

©I04Pg 0MOd @ ZIVIN-NIID



Semirreta

arg(z—z,)=o

Tema 2 - NOmeros complexos

representa uma semirreta de origem na imagem de z, e formando com o semieixo positivo Ox

um angulo de amplitude «.

Im(2)

Y Re(2)
Exemplos:
Im(2) Im() -
/ \ 3
T
. Re(2) -1 0 Re(@) 13-----° —
0 1 Re(2)
_E - =E 2 ] 5 =3_n
argz=7 arg(z—-(-1)) i arg(z—-(1+1) -

b Exemplo 12 Dominio no plano complexo

Represente no plano de Argand o conjunto de pontos definido por:

T 52T
Zgarg(z—1 —|)<? A
Sugestdo de resolucao

.l
4

z-1-2i|<1 & |z-(1+2i)| <1
C._~(1, 2); raio: 1

|z-1-2i| <1

CPEN-MAI12 © Porto Editora

0 1 2

<arg(z—1 —i)<2?" & F<argz—(1 +i»<23—"; A_r(1,1)

D Verifica 12

Represente no plano complexo o
conjunto de pontos definido
pela condicéo:

1 RO - -
z<arg(z—2|)< = A

Alz-2ilg2

263



264

Unidade 3 - Trigonometria e niomeros complexos

Retas paralelas aos eixos

Reta paralela ao eixo Oy (eixo imaginario)
Exemplo:
Re(z—1+i)=2 < Relx+yi—-1+i)=2 &
& Relx=1)+y+1)il=2 &
t=4 x—1’=2 =
— x=3

Reta paralela ao eixo Ox (eixo real)
Exemplo:
Imiz=1+i)=2 < Imx+yi—-1+i)=2 &
< Im[x-D)+y+1)i]=2 <
S y+1=2 &
~ y=1

) Exemplo 13 Representar no plano complexo

Im(2)

O 1 2 |3 Re@

Im(2)

(0] Re(z2)

D Verifica 13

Represente no plano complexo os conjuntos de pontos definidos pelas Represente no plano complexo

condigoes.

13.1. |z-2i|<2 A Im(z+3i)<6
13.2. Re(%); 1V ]z|g2
Sugestdo de resolugdo

cada uma das condigées seguintes:

13.1. Re(z+2)<3 V |z]<2

n n
13.2. —Iéarg(z—ﬂgz A
A Im(iz-i)<1

13.1. A condigao |z— 2i | < 2 define um circulo de raio 2 e centro na

13.2.

imagem geométrica de z,=2i.
A condicao Im(z +3i)< 6 define um semiplano.
Seja z=x+yi.
Im(z+3i)<6 < Im(x+yi+3i)<6 &
< Imx+(y+3)i)<6 &
& y+3<6 &= y<3

0 semiplano é definido
pela condigdo y<3.

=IONPY 0Mod @ TIVIN-NIdD

0 conjunto de pontos definido pela condigao esta representado a

cor na figura. ‘

Re(‘}‘—)% v |z|<2
z X+yi
-Re721<:>Re-i—21<:>

(x +yi)x (i)

= Re( ix(-1) )21 =

—Xi+y
(:)Ref>1<:>

<> Rely—xi)21 &
~y=1



z|<2

Circulo de centro (0, 0) e raio 2.

Trata-se da reuniao dos dois conjuntos referidos.

) Exemplo 14 Definir uma regiao do plano por uma

condicagoem C

Defina por uma condi¢do em € o dominio plano colorido em cada figura.

14.1.

Im(2)

Re(2)

14.3.

Im(2)

ola

Re(2)

Sugestao de resolugao
14.1.1<|z[<3 _

14.2. -2<Re(2)<2 A —2<Im(z)<2

14.3. arg(2)= % V arg(z)= -23—"'

MAI2 © Porto Editora

CPEN.

14.2.

14.4.

144.]z-1|<2 A (0 < arg(z)g%v n<arg(2) <

Im(2)

Im(2)

5n
4

%)

Tema 2 - NOmeros complexos

D Verifica 14

Defina, por meio de uma
condicadoem C, azona
sombreada, incluindo a fronteira.

14.1.

« A éoafixode cis—56£;

« AB é um arco de circunferéncia
com centro na origem do
referencial;

« 0 ponto B pertence ao eixo das
abcissas.

Im(2)
A

N

B 0 Re@

14.2.

« A circunferéncia tem centro em
A, afixode — 1, e passana
origem do referencial;

« 0 ponto B é o afixo do nimero
complexo V2 s %Tn.

Im(2)

&
\ s
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Questoes fipo exame

Questoes resolvidas

: : T
@ Seja z um numero complexo de argumento 3

Qual podera ser um argumento do simétrico de z?

o 15T 7 7 17
w=r ®-F ©OF (0) ¢~
Resoluc;&o'

i T
z=rcis -
8

= 0t
—Z=-rcs—=
8

>—1=cisn

—cisnxrcisE
8

=rcis<n+£>
8

. 9
=rCis —
8
o |
'y é um argumento de —z.

Logo, 9—8“- —2n=— L também é um argumento de —z.

Resposta: (B)

Na figura, estao

representados, no plano i R
complexo, as imagens w,
geomeétricas de cinco e
nimeros complexos: . P g g

Im(2)

&\"

W, iy Tyl 2y €525

\
N
N,
/
’
'
\

Qual é o nimero complexo ;'{
que pode ser igual a L
ix|wxw?

(R) z,

Resolucao

Seja w=pcisf e z=i x|w|xw.

Observando a representacao geométrica de w podemos
concluirque 1<p<2e 0<o<Z,

(B) Z, (C) Z3 (D) Z,

z=i ><|w|><W=cisgxpxpcis(—9)=p’cis<§—0)

Se p>1, teradeser p’ > p (o médulo de z é maior do que
o médulo de w).

Como 0< 6 <g temos que O<g—9 <§, ou seja,
0<argz< g

Portanto, apenas z, pode serigual a i x |w|x w

Resposta: (D)

Questdes propostas

m Seja z um numero complexo de

131
argumento -

Indique um argumento de -z,
simétrico do conjugado de z.

8
(OF ®7

6
©> ©)-7

m Em C, conjunto dos nimeros

. LT
complexos, considere z= 3 cis 7

Qual é o valor de ;12— ?

(A) % cis ﬁ (B) % cis (— 27")
© % cis :1% (D)% cis <Z_>

Em C, conjunto dos nimeros

complexos, considere z=cis 6,
T

com 0<O<~—.
4

Qual dos seguintes nimeros

complexos pode ser a representacao
trigonométrica de iz°?

(A) cis 1415 (B) cis %t-
(©) cis 147—5 (D) cis ;—t

- B Nafigura estao representados, no

plano complexo, as imagens
geométricas de seis nimeros
complexos: u, v, z,, 2,, Z3 € Z,.

Im(2) z,
u
Zl. L4
. @ Re(2)
v
.23
22'

Qual é o niumero complexo que
pode seriguala u—v?

(A) z, (B) z, ©z (D) z,

wIoNpY 0Mod @ ZIVIN-NEdD
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Questoes resolvidas

@ Considere, no plano complexo, trés pontos, P, A e B, tais

que:
-0 ponto A é aimagem geométrica do niumero complexo
V5 - 2i;

«0 ponto B pertence a parte negativa do eixo imaginario;

-OP = OA = 0B (O é a origem do referencial);

-0 ponto P pertence ao terceiro quadrante e o angulo
POB tem 10 graus de amplitude.

Qual dos seguintes nimeros complexos tem por imagem o
ponto P?

(A) 2\/5 dis 2% (B) 2\/5cis m

3n

(©) 3cis 4? (D) 3 cis 19

Resolugdo Im(2)
A éaimagem do nimero
complexo z = N2,
Seja w o numero complexo
cujaimagemé P.

OP = 0B=0A=|7|=

V(2 +(V5)=Va+5=3 A

Logo,

0, Re(2)

w|=3

10X T d n d 180° 7t rad
= rad=—ra o
180 18 i .

0O angulo POB tem %rad de amplitude.

_13n 5 137

3n w
, umargumento de w é 9 "

Logo, —_———
go, como T

Portanto, w = 3 cis % .

Resposta: (D)

Na figura estdo representados, no Im(2)
plano complexo, os pontos A, B
eC. G
Sabe-se que [OABC] é um B
retangulo e que A e C sao as

imagens geométricas dos nimeros 0 Re(2)
complexos w e z, respetivamente. A

Qual das afirmacgdes seguintes é
necessariamente verdadeira?

A)z=iw

(B) % é um numero real

(©) |z|=2w|

(D) |z +w|=|z-w|

CPEN-MA12 © Porto Editora

Questées propostas

m Seja w um nimero complexo
diferente de 0, cujaimagem
geométrica, no plano complexo,
pertence a bissetriz dos quadrantes
pares.

Na figura estdo representadas, no
plano complexo, as imagens
geomeétricas de quatro nimeros
complexos: z,, z,, z; € z,.

Im(2)

Z, Re(2)

Z,

Qual deles pode ser igual a
wX(—w)?

Rz Bz ©z Oz

. D) Na figura esto representados, no

plano complexo, os pontos P e Q,
imagens geométricas de dois
numeros complexos z e w,
respetivamente.

Im(2)
Q

o Re(2)
P

Sabe-se que o triangulo [OPQ] é
isdsceles e retanguloem O.

Qual das seguintes afirmacoes
seguintes é verdadeira?

AZ-w=0
B)Z+w =0
©|z-w|>|z+w|
(D)[z +w|= 2|+ |w]

m Seja z=—"— com aE]O, E[.
ciso 2

Qual dos nimeros complexos
seguintes é o conjugado de z?

(A) cis (g - ) (B) cis (g - a)

(©) cis <371c - ) (D)cis (37“ ks a)
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Questoes tipo exame
Questoes resolvidas

Resolucao

Como [0OC] L [OA], z=k x iw com k> 0.

Logo,

.z=iw apenas se k = 1(ndo é dado que OA = OC.)

S E i KRN oo
w w

z|= 2lw| apenas se k = 2 (néo é dado que OC = 20A.)

«[OABC] é umretanguloe A e C sao asimagens geométri-
cas dos numeros complexos w e z.

Logo, o ponto B é aimagem geométricade w + z pelo que
z+w|=0B e|z-w|=AC.

Como as diagonais de um retangulo sao iguais, temos que
OB =AC.

Portanto, |z + w|=|z — w|.
Resposta: (D)

. Relativamente ao setor Im(2)
circular AOB, representado
na figura, sabe-se que [AB]
€ um dos lados do poligono
regular cujos vértices sao as
imagens geométricas das
raizes de indice 7 da
unidade.

Re(2)

Qual a area do setor circular AOB?

wZ @ ©Z o

14

Resolucao
No plano complexo, as imagens geométricas das raizes de
indice 7 de um nimero complexo ndo nulo sao os vértices
de um heptagono regular com centro na origem do referen-
cial. Logo, o arco de circunferéncia compreendido entre dois
i . 5 ; 2n z
vértices consecutivos tem amplitude igual a > eaareado
setor circular correspondente é igual a sétima parte da area

do circulo com o0 mesmo raio.
r=0A=V1=1

Areadocirculoderaio OA: txP=ntx12=n

Area do circulo de raio OA _T
7 7

Area do setor circular AOB=
Resposta: (B)

Considere, no plano complexo, dois pontos, A e B,
imagens geométricas de duas das raizes de indice n de
um certo numero complexo z.
Sendo O a origem do referencial, sabe-se que a amplitude

do angulo AOB éigual a g

Qual é o menor valorde n?

(A) 2 (B) 5 (© 10 (D) 20

Questbes propostas

m Considere o nimero complexo

rs-NB=l, = -
Na figura estéo representados, no
plano complexo, uma circunferéncia
centrada na origem do referencial.
Os pontos A e B pertencem a essa
circunferéncia.

Im(2)

0 Re(2)

O ponto A é aimagem geométrica
de z.

Oarco AB tem 10 graus de
amplitude.

Qual dos seguintes numeros
complexos tem por imagem o
ponto B?

(A)2cis% (B)2cis—5;:—t

1in _43n
) 2cis 0% D)2 cis BT
(€) 2cis 5 (D) 2 cis =

Seja w um numero complexo cuja
representacao geomeétrica pertence
a parte negativa do eixo imaginario.

As representagoes geométricas das
raizes quadradas de w pertencema
uma das retas abaixo indicadas.

A qual delas?

(A) Eixo real

(B) Eixo imaginario

(€) Bissetriz dos quadrantes impares
(D) Bissetriz dos quadrantes pares

Em C, conjunto dos numeros
complexos, considere z=2cis 6.

Para qual dos seguintes valores de
0 é que o nimero complexo (iz)° é
um numero real negativo?

O ®)

2 3
©% ©)7

©I0NPH 0MHod @ TIVIN-NIdD
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. Questdes propostas

Questoes resolvidas

Resolucao

0 poligono, cujos vértices sao as imagens geométricas das
raizes de indice n de um complexo z, é regular, tem n lados
e centro na origem do referencial. Assim, o arco de circunfe-
réncia compreendido entre dois vértices consecutivos tem

amplitude igual X e a amplitude de um arco de circunferén-
cia compreendidonentre dois vértices quaisquer é um multi-
plo de Zn_n . Logo, neste caso, tera de ser:
T gx 2T
5 n
Portanto, n pode tomar os valores 10, 20, 30, ...

<> n=10k, com n, k €N

O menor valorde n é 10.
Resposta: (B)

@ Considere que os pontos A, B, C e D sao asimagens, no
plano complexo, das raizes quartas de um nimero
complexo z. Sabe-se que B éaimagemde —2+i.
Relativamente aos restantes trés pontos, quais sao as
coordenadas do que esta no primeiro quadrante?

R 2,1 ®) (.2 ©0. 1y @@ 2

Resolugao
[ABCD] é um quadrado de centro na origem do referencial.

Cada vértice pode ser obtido do precedente Im()
por uma rota¢ao de 90° em torno da ori-

gem, o que corresponde a multiplicar por i B

o niumero complexo de que é imagem: =
B éaimagemde —2+i. )
C éaimagemde (-2+i)xi=—1-2i. D
D éaimagemde (—1-2i)xi=2-1i. C
A éaimagemde (2—i)xi=1+2i.

Logo, o ponto do primeiro quadrante tem coordenadas (1, 2).
Resposta: (B)

Re(2)

@ Qual das seguintes condi¢des nao define uma
circunferéncia, no plano complexo?

(R) z+1]=]i] B)|iz+i|-[1+i]=0
©|z-i|+]i|=0 (D) 2jz-1|=|z-1]+1

Resolucao
z+1=|i| @ +1=1 = z+1]=1
& z+1]=1
iz+i-[1+i=0=]iz+1)-V1+1=0 <
& ilx|z+1|=V2 & [z+1]=V2
z-i|l+]il=0 = [z-i+1=0 <

-

=1,li|=1
W=Z+W
[2]

z

ot

2|

A— 12 - i|= -1 (condigao impossivel)
g2z-1|=z-1]+1 & 2z-1]-z-1=1 &
g & lz-1]=1
2A condigéo |z - i|+|i|= 0 é impossivel. Cada uma das res-

gtantes condi¢des define uma circunferéncia.
&Resposta: (C)

Na figura estao representados, no
plano complexo, cinco pontos:

A, B,C,DeP.
Im(z)
D
A C
o Re(z)
P.
s B

Sabendo que o ponto P €a
imagem geométrica de um numero
complexo w, qual dos pontos
seguintes pode ser aimagem
geométrica do nimero complexo
ix(w+w)?

mA @®B (©Cc @D

Na figura estd representado um
quadrado [ABCD] cujos vértices
sao as imagens geométricas, no
plano complexo, das raizes de
indice n de um determinado
namero complexo z.

Im(z)
A

T\
\/ DD Re(z)

C

Sabe-se que:

-0 quadrado tem dreaiguala 2;

-areta BD faz com o eixo real um
angulo de amplitude g radianos.

Qual dos seguintes numeros
complexos éiguala z?

(R)cis T (B) cis 4?"

(©) cis 2?“ (D) 16 cis 4?“

Qual das seguintes condi¢des define
um ponto no plano complexo?

(m)arg(2)=m (B)|z=3
©lz=lz+i]  (D)(z-1)=0
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Questoes fipo exame

Questoes resolvidas

@ Em C, conjunto dos numeros complexos, considere
zZ,= 2\/5 cis %E .

23.1. Determine o menor valor de n&€ IN para o qual a
imagem geométrica do nimero complexo (z,)' pertence a
bissetriz dos quadrantes pares.

23.2. Resolva,em C, aequacdo z2 —z. =0.

Resolucgdo

23.1.(z,) = (2\5 cis %) =(2V2)" dis (n x %") -
:( 2)" cis (S?Tn)

Im(z)

A"

Re(z)

A imagem geométrica de (z,)" pertence a bissetriz dos qua-

drantes pares se e s0 se
S—ZTE:i—n+kn, KEZ <> 5n=3+4k, kEZ <

& 5n=3+4k, kEZ &=

:3+4k

&< n ke ”Z

O menor valor de n € IN que se pode obter da expressao

n:3+4k =3+4><3=

5 3.

,kE€Z,én

2
23.2 f—ﬁ:oq:pi—(z\ﬁcisi—“) =0&
= 2=(2 22cis(2x54—n)<:>

= z’=8ci557n<:>z= 38ci552—n<=>

5_rc+ 2kn

@z:\s/gciszT, kEf0, 1, 2} =

51 + 4km

& z=2cis ,ke{0,1, 2} =

13nt

<=>z=2ciss—an:2cisg—n\/z=2cis—
6 6 6

Questdes propostas

. EB) sabe-se que z é um nimero

oypg ouod @ TIVIW-NAdD

complexo nao nulo cujo-quadrado é3
um imaginario puro.

Entdo, pode afirmar-se que:

(A.)iE é um argumento de z.
(B) Re(2) =Im(2)

() |Re(2)| =|Im(2)|

(D) |z +1|=|z-1]

- B qual das seguintes condicdes

define, no plano complexo, um
semiplano?

A)|z-i|<|3+4i] (B) iﬁ’ <1

©F-1l=k-2  ©[2<

m Em C, conjunto dos nimeros

complexos, considere:

c-cno 0. 5

Na figura esta representado, no
plano complexo, o losango [OABC].
A é aimagem geométricade z e B
pertence ao eixo imaginario.

Im(z)
B
C A
0 Re(2)

30.1. Mostre que C éaimagem
geométrica do nimero complexo
-z

30.2. Mostre que B é aimagem
geométrica do nimero complexo
2isin@.

30.3. Mostre que a area do losango
¢é dada por sin(26).

30.4. Determine a area do losango,
sabendo que (iz)’ é um namero
real.
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Questoes resolvidas

Em C, conjunto dos nimeros complexos, considere
-
z,=16.cis—.
4
Sem recorrer a calculadora, resolva as duas alineas

seguintes.
24.1. Mostre que z, é solucao da equagao iz=— Z",

24.2. Determine a area do poligono cujos vértices sao as
imagens geométricas, no plano complexo, das raizes
quartas de z, .

Resolucdo
24.1. z,=16cis~
4

Substituindo z por z,, na condigao iz=-z vem:
i<16cis£>=—16cis(— E)«:»
4 4
& cisE<16cisE)=—16cis<— E) &
2 4 4
= 16cis<£+£)=16cis<1t—£) =
2 4 4

L — 16cns<3 ) 16cns(3 )
4 4

é uma igualdade verdadeira.

Portanto, z, é, de facto, solugdo da equagao iz=— Z;

24.2. As imagens, no plano complexo, das raizes quartas de
z, séo os vértices de um quadrado.

0 médulo de qualquer uma das raizes quartas de z, é
V16=2.

Assim, o quadrado esta inscrito numa circunferéncia de raio
2.

Logo, a sua diagonal mede 4.
Sendo / o lado do quadrado, a sua area é I°.

£Tem-se entao, pelo Teorema de Pitagoras:
=2"+2’

—
N
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A area do quadrado é 8.

Questées propostas

m Na figura seguinte esta
representado, no plano complexo,
um triangulo equilatero [ABC],
inscrito numa circunferéncia
centrada na origem do referencial.

O ponto A é aimagem geométrica
de 2i.

31.1. Escreva uma condi¢ao em C
que defina a referida circunferéncia.

31.2. Determine, na forma algébrica,
o nimero complexo w cujaimagem
geométrica é o ponto B.

m De dois numeros complexos z, e z,

sabe-se que:

< T
-um argumento de z, é 5
«omodulode z, é 2.

32.1. Resolva,em C, aequacao:

(2\/505 19n> =2

12 |Zl|

32.2. 7, e z, sao duas das raizes
cUbicas de um certo nimero
complexo z.

Sabendo que, no plano complexo, a
imagem geométrica de z, pertence
ao segundo quadrante, determine
z, na forma algébrica.

m Em C, conjunto dos nimeros

complexos, considere z, =16 cis 6.

33.1. Seja [ABCD] o poligono cujos
vértices sao as imagens
.. geométricas, no plano complexo,

das raizes quartas de z,.

a) Determine o perimetro do
poligono [ABCD].

b) Defina por uma condicaoem C,
a circunferéncia inscrita no
poligono [ABCD].

33.2. Determine as raizes quartas

de z, sabendo que 6 = Z?n 271
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Questoes para praticar

itens de sele¢do

Seja w um nimero complexoe z=w’.

m Seja z um numero complexo diferente de 0,

cuja imagem geométrica, no plano complexo,
estd no primeiro quadrante e pertence a bissetriz
dos quadrantes impares.

Im(2)
B o .A
o Re(2)
C. .D

Qual dos quatro pontos representados na figura
(A, B, C ou D) pode ser aimagem geométrica
de 7?

(A) Oponto A
(€) Oponto C

(B) O ponto B
(D) O ponto D

Em C, conjunto dos nUmeros complexos,
considere z = 2i cis(G - %)

Para qual dos valores de 6 seguintes podemos
afirmar que z é um ntimero real negativo?

7 13 17 25
W= W WS

Na figura estao representados, no plano
complexo, os pontos A, B, C, D, O, P e Q.

Im(2)
D

o Re(2)
o

Sabe-se que:

-[0PDQ] é um retangulo, sendo OP =1 e 0Q = 2;

-0 ponto P é aimagem geométrica do nimero
complexo u;

«oponto Q éaimagem geométrica do nimero
complexo uxv.

Qual dos pontos seguintes pode ser aimagem
geomeétrica do nimero complexo v?

() A (B)B ©c (0)D

Em qual das figuras seguintes podem estar
representadas, no plano complexo, as imagens
geométricasde w e z?

CY) (8)
Im(2) Im(2)
\ 0 /" TRe 0 ,/" Re(2)
z w
© (D)
Im(2) Im(2)
\ 0O  /MRem O /1 Rel@

@ Seja z um nimero complexo diferente de 0,

cuja imagem geomeétrica, no plano complexo,
pertence ao terceiro quadrante e a bissetriz dos
quadrantes impares.

Sabe-se que Z’, com n € IN, é um nimero real
positivo.

Qual dos seguintes pode ser o valorde n?
()2 (8) 4 ©6 (D)8

a Na figura estao representados, no plano

complexo, os pontos A, B e C.

Im(2)

o) \/ Re(2)

A

Sabe-se que:

«[OABC] é um quadrado e o ponto O éa
origem do referencial;

-oponto A é aimagem geométrica de um
namero complexo z.

Qual dos nimeros complexos seguintes tem
como imagem geomeétrica o vértice B?

Aza+i) @B ixz (€z+z (D)z+1



m Considere,em C, acondicao
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m Em C, conjunto dos nimeros complexos,

considere z = ,com B ER.

e
s v
cis[=-06
(5-°)
Para qual dos valores de 8 seguintes podemos
afirmar que z é um nimero imaginario puro.

3n 13n 171 1
A) — B) — C) — D)—
Wy eF oFf o}

1 +1- % 1
z

Em qual das figuras seguintes pode estar

representado, no plano complexo, o conjunto de
pontos definido por esta condi¢ao?

(A) (8)
MO Re(2) OT\/ Re(2)
(© (D)
lm(z)' Im(2) 1
‘ O' Re(2) ‘ o] Re(2)
Itens de constru¢ao

m Em C, conjunto dos nimeros complexos,

considere w=1+2i.

na forma

7
42.1. Determine (W; 1) X %
algébrica. T+

42.2. Averigue se o quadrado de w é, ou ndo,
4\/5 cis ‘%’t +1.

Seja C o conjunto dos numeros complexos.
43.1. Resolva,em C, aequacdo 2 +1=0.

43.2. Seja k uma raiz ctibica nao real de — 1.
a) Mostreque kK’ =k — 1.
b) Calcule (1 —k)°.

Seja C o conjunto dos nimeros complexos.
Considere o polinémio:

: P@2)=22'-52 + 42 - 52+ 2

44.1. Mostre que se w é um zero de P(z) entdo
% também é um zero deste polinémio.

44.2, Resolva,em C, aequacdo P(2)=0
sabendo que 2 é uma das solugodes.

Considere o nimero complexo z =1 + cis(2a)
com € R.

45.1. Mostreque z=2cosacis .
45.2. Escreva z naforma trigonométrica,

sabendo que o = 87n .

Em C, conjunto dos nimeros complexos,
: il
considere z, = cis 2

46.1. Determine, na forma trigonomeétrica, o
13

1+22
46.2. Para um certo nimero natural k, a

namero complexo +i.

(k + 4i)cis L.
expressao
k—i

Determine esse numero k.

46.3. Determine o menor valorde n € IN, tal
- .
ue [—| =-i.
5 (21) :

Em C, conjunto dos numeros complexos,
. , = %
considere z, =cis e z, =cis 3

47.1. Mostre que o nimero complexo:

V3i

Z;
é umaraiz cibicade 1.

1-

47.2. Determine o valor de o pertencente ao

: T T ;
intervalo ]— 5" 5[, sabendo que z, +z, é um
ndmero real.

47.3. Mostre que o inverso de um nimero
complexo de médulo 1 éigual ao seu
conjugado.

Em C, conjunto dos nimeros complexos,

N3 1

¢ =070 A .
considere z, =dsg. 22=T+5| ez =cisa.

48.1. Calcule L——
(1-2i)-9cisn

Apresg_rlte o resultado na forma trigonométrica.
48.2. Determina o valorde o, pertencente ao
intervalo [0 . %] , sabendo que aimagem

geométrica do nimero complexo Z; x z, é um
ponto da bissetriz do 2.° quadrante.

48.3. Mostre que |z, + 2, = 2 + 2 cos %

- designa um namero real.

273
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stoes para praticar

m Seja C o conjunto dos nimeros complexos.

49.1. Seja n um numero natural.

BTy 2cis<—5>
4
"
. TG
1+i X|cis—
6

Apresente o resultado na forma algébrica.

49.2. Seja o € [0, 2n[ .

sino +icos o o
Mostre que ——— == s>+ 20
(cos a —isin @) 2

Determine

Seja C o conjunto dos nimeros complexos.

. y L
50.1. Considere o niimero complexo z, = 2 cis 3

: |z1 +V3 - i|
a) Determine S apresentando
i
o resultado na forma algébrica.

b) Represente, no plano complexo, o conjunto
definido pela condigao:

lz-z|<2Alf>]z-2z|A
/\ggarg(z—zl)éht

50.2. Sejam u e v dois niumeros complexos
nao nulos e simétricos.

Mostre que u e v nao podem ser raizes cubicas
do mesmo nimero complexo.

Considere os nimeros complexos:

= zz=2ciss—1t

=" ¢
<~ 1N/3 3

zZ,+z

51.1. Calcule 2
1

na forma trigonométrica.

Z

e apresente o resultado

51.2. Mostre que z, e z, sao raizes de indice 6
do mesmo numero complexo e verifique que
esse numero é real.

51.3. Na figura (diagrama de Argand) A é o
centro da circunferéncia e representa aimagem
geométricade 1—i V3.

Im(2)

O] €

Re(2)

A circunferéncia é tangente ao eixo real no
ponto C.

AB é paralela ao eixo real.

Determine em C uma condicdo que defina a
regiao colorida (incluindo a fronteira).

@ A circunferéncia Im()

tem centroem A,
afixo — 1 eraio 2.
O ponto B é
imagem

geométrica do A O Re(2)
nimero complexo

z, cujo argumento
il

5
52.1. Defina por uma condicdao em C aregidao
colorida, incluindo a fronteira.

52.2. Determine z, naforma algébrica,
sabendo que é solugao da equacao:

(\/i—i)z‘+16cis43—"=o

Seja C o conjunto dos nimeros complexos.

53.1. Considere os nUmeros complexos:

: 1 —8i
=(1+2if e z=
z,=( i) ez T
= =
Resolva a equagao =2,.

1
Apresente as solugdes na forma algébrica.

53.2.Seja a € ]0, g[ Mostre que:

1+ cis(2o .
f—(—) =2 cos acis(r + 2a)
isino—cosa

: > z
Considere o nimero complexo w = = com
; Z+i
zeC\{o, —i}.
Mostre que se w é um numero real nao nulo,
entdao z é um imaginario puro.

Em C, conjunto dos nimeros complexos,
considere:
L 2
z=ds e z=7%.

3
I

55.1. Verifique que (z,—2,)°=-1.

55.2. Resolva a equacgdo 7 z,=Z.
Apresente as solugdes na forma algébrica.

55.3. Represente, num diagrama de Argand, o
conjunto de pontos definido por:

Im@2)>1A %t <arg(z-3z)< %n

Considere o numero complexo:
z2=V2+V3+V2-V3i

56.1. Calcule Z apresentando o resultado na
forma trigonomeétrica.

56.2. Determine o médulo e um argumento
de z.
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Seja C o conjunto dos nimeros complexos.

CPEN-MA12 © Porto Editora

ble . 3‘4n+3
57.1. Considere w = (——I)——'—

L
14 2¢cis—
2
Escreva w na forma trigonométrica.

57.2. Considere z, =ciso.

Mostre que a imagem geométrica, no plano
complexo, do niumero complexo u =2z, —iz,,
pertence a bissetriz dos quadrantes pares.

Considere em C os nimeros complexos:

zz=1—\/3i e z3=2\/£cis1t

z -cis—n—
1 12’

) z
58.1. Determine o valor de = x z;.
Z;

Apresente o resultado na forma algébrica.
58.2. Resolva,em C, aequacdo Z2=2X z,.

58.3. Represente, no plano complexo, a regiao
definida pela condicao

|z - z|<|z| A 0<argz<37n
e determine a sua area.

Na figura estd representada, no plano complexo,
uma circunferéncia centrada na origem
O do referencial.

Im(2)

3/

B Re(2)

Os pontos A e B, imagens geométricas dos
nameros complexos z e w, respetivamente,
pertencem a essa circunferéncia.

Sabe-se que AOB = Z?E

Mostre que a imagem geométrica do numero
complexo z+ w também pertence a
circunferéncia.

Seja C o conjunto dos nimeros complexos.

Sabe-se que:

«u e v sao raizes cubicas de um nimero

*complexo z;

- aimagem geométrica de u, no plano
complexo, é um ponto do terceiro quadrante
que pertence a uma circunferéncia de centro na
origem e raio 2 ;

w=-—Uu

Determine z, naforma algébrica.

m O ndmero complexo 2i é uma raiz cibica de um

numero complexo z.

61.1. Determine, na forma algébrica, as
restantes raizes ctbicas de z.

61.2. Considere o triangulo cujos vértices sao as

imagens, no plano complexo, das raizes ctbicas

de z.

a) Determine a sua area.

b) Defina, por meio de uma condicdgoem C, a
parte do triangulo que esté contida no
terceiro quadrante (eixos nao incluidos).

Considere os nimeros complexos:
w,=—1-i e w,=cise, xER
1

62.1. Calcule Wi
1+

W,

e apresente o resultado na
forma algébrica.

62.2. Determine os valores de o que verificam
a condicao:
WaW, = V2 w,

62.3. Represente no plano de Argand o
conjunto definido pela condi¢ao:

2| <3/\(3Tn<arg(z+w,)<1t\/lmz glmw1)

Em C, conjunto dos nimeros complexos,
; g s .
considere z, =i, z,=cis T e z;=Ccis0O

Sabe-se que z, e z, sao raizes de indice n de
um numero complexo w.

63.1. Determine o menor valorde n.

63.2. Seja P o perimetro do poligono cujos

vértices sao as imagens geométricas das raizes

de indice n do nimero complexo w.

a) Determine o valor minimo de P.

b) Justifique que P < 2m, qualquer que sejao
valorde n.

63.3. Determine o valor de 6 pertencente ao
Z3

intervalo ]- mt, ], sabendo que é um

namero real negativo.

1 2

63.4. Represente, no plano complexo, a regiao
definida pela condicéo:

Z>1Az+220A2z-2(z+2)<3

Seja w_um nimero complexo nao nulo.
Mostre que:

64.1.se w e w sao raizes de indice n deum
mesmo niimero complexo z, entdo z é um
numero real;

64.2.se w e —w sao raizes de indice n deum
mesmo nimero complexo z, entdo n € par.
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: ; 61
Seja z um nimero complexo de argumento 5

Qual podera ser um argument6 do nimero complexo —z?

T 47 on 4
A) — B) — C) — D) - —
OF: ®) % © % © -3
. . T
a Seja z um numero complexo de argumento 5
Qual podera ser um argumento do niumero complexo iz ?
3n T n 131
A) — B) - — C) — D) —
OF ®) -3 © 72 © >
a .Considere o numero complexo z =2 cis (g)
Um argumentode -z é:
T T 4T 61
A) - = B) — C) — D) —
® - % ®) % © % © <
: 5 o VIme .
n Considere o nimero complexo z=2 cis i
O médulo de z éigual a:
(A) 1 8) V7 © Vs (D) 3

B Na figura esta representado, no plano complexo, um quadrado cujos vértices
sao as imagens geométricas de quatro nimeros complexos: z,, z,, z; € z,.

Qual das figuras seguintes pode representar, no plano complexo, o quadrilatero
cujos vértices sao as imagens geométricas dos niumeros complexos iz, , iz,,

©IONPY 0M0d @ ZIVIN-NID

izy e iz,?

(A (B) © (D)

a Sabe-se que u e v sdo raizes de indice n de um determinado nimero complexo z.
Entéo, pode-se afirmar que:

(A) arg(u)=arg(v) (B) Z'=u © lul= (D) u=-v

276
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Na figura esta representado, no plano complexo, um triangulo equilatero ﬁ
[ABC] inscrito numa circunferéncia de centro na origem. O ponto A éa B
imagem geométrica do nimero real 2. Qual dos numeros complexos
seguintes tem por imagem geométrica o vértice B?
(A)\/icisz?” (B)Zcis%t © -1+V3i D) - V3 +i 0 A
c

a Sejam z, e z, duas das raizes de indice n de um ndmero complexo z.
Sabe-se que as imagens geométricas de z, e z, pertencem a0 mesmo quadrante (eixos nao incluidos).

O valor de n pode ser:

(R) 2 (B) 3 © 4 (D) 5

a Qual das figuras seguintes pode ser a representacao geométrica, no plano complexo, do conjunto:

{ZGC:IZ—1|=1 A%garng%}?

(CY) (B) © (D)

| |

adh N T
RSP L

m Qual das figuras seguintes pode ser a representacao geométrica, no plano complexo, do conjunto:

{zeC:d<2ARe(2)=1 Alz+ 1|3z +i]}?

(A) (8) © (D)

m Qual das figuras seguintes pode ser a representacao geométrica, no plano complexo, do conjunto:
{zeC:lz|ls V2 Alz|=lz+1+ i}

®) (®) © - - ©
, N

N A N
R

CPEN-MA12 © Porto Editora
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m C é o conjunto dos nimeros complexos; i a unidade imaginaria.

Seja:
z=(1+i)(k+2i) com kER

Determine k de forma que:
12.1. z seja um imagindario puro;

12.2. z=Z

m Seja C o conjunto dos nimeros complexos; i a unidade imaginaria.

13.1. Considere o polinémio P(z)=2'+8.

Verifique que —2 é um zero de P(2).

Determine analiticamente os restantes zeros de P(z) simplificando-os o mais possivel.

13.2. Seja z um numero complexo.
Mostre que:

se z=z, entdao zER.

m Seja C o conjunto dos numeros complexos e i a unidade imaginaria.

14.1. Resolva,em C, aequagio zZ2— 47 +7z=0.
Apresente as solu¢oes da forma mais simples possivel.

14.2. Mostre que: e
iz+£ éumnumeroreal, Vz€C
i

m Seja C o conjunto dos nimeros complexos.

15.1. Verifique que (—1+i)=—8(1+i).
. .\ 10
15.2. Determine o médulo e o argumento positivo minimo de (ﬁ)

1+1V3)

15.3. Resolva,em C, aequagao:

2+4V2=4\/2i

m C é o conjunto dos nimeros complexos; i é a unidade imaginaria.

16.1. Sendo z,= +cis t, verifique que z, é um imaginario puro.

1-i®

16.2. Resolva,em C, aequacdo Z2—8z+18=0.

V3

Considere o niumero complexo w= % + Ti ;

17.1. Exprima na forma algébrica w'>.

17.2. Resolvaem C aequacdo 27 +3iz+2=0.

" =
m Resolva,em C, aequagdo Z’ =cis 3%

®IONPF OUOd @ ZIVIN-NIdD
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m Considere o conjunto dos nimeros complexos.

Sendo z=(% + ? i) , verifique se existe algum n € IN para o qual z é um imaginario puro.

m C é o conjunto dos complexos.

2i
.25

- AT - 7 ;
20.1. Sendo z, = —cis (5) , verifique se z, é um nimero real.

20.2. Resolva,em C, aequagdo zZ2—8z+25=0.

20.3. Sendo z= <? + %l) , verifique se existe algum n € IN para o qual z é um imaginario puro.

m Considere os nimeros complexos:
. 4m ;
w= 1605-3— e z =V3-i
21.1. Verifique que z, é uma das raizes quartas de w e determine as restantes.

21.2. Determine o perimetro do poligono cujos vértices sao as imagens geométricas, no plano
complexo, das raizes quartas de w.

m Em C, conjunto dos nimeros complexos, considere z, =2 +i.

22.1. Verifique que (z, —iz,)° é um imaginario puro.

22.2. Seja z,=ciso com ae]n, %[

Indique, justificando, em que quadrante se situa aimagem geométrica de

| N

a C é o conjunto dos nimeros complexos; i a unidade imaginaria.

Considere o numero complexo @ = 2 cis (4?“) .

23.1. Resolvaem C aequagao:

Z-zZXxw=0

3
23.2. Determine o mddulo e o argumento de (g + 1) ;

8

—1+\/§i.

24.1. Sabendo que z, é uma raizquadrada de um imaginério puro, determine a.

aglr—if

3

m Considere os nimeros complexos z,=a—i (@€R); z,=2- 2V3iez-=

24.2. Calcule e apresente o resultado na forma trigonométrica.

@)

24.3. Verifique que z, e z, sdo raizes de indice 6 do mesmo nimero complexo e verifique que esse
namero é real.

24.4. Verifique que z +(z,)'=2"""" cos ("Tn) ,VnEN.

24.5. Resolva,em C, aequagao 222 -Z=0.

CPEN-MA12 © Porto Editora

279



AvaliacGo

a Na figura esta representado, no plano complexo, um quadrado [ABCD], inscrito numa circunferéncia C
centrada na origem O do referencial.

Im(2) .

O ponto A é aimagem geométrica do nimero complexo z,=1+ V3i.
25.1. Escreva uma condicao em C que defina a referida circunferéncia.
25.2. Determine, na forma trigonométrica, o nimero complexo cuja imagem geométrica é o ponto D.

25.3. Seja P um ponto da circunferéncia C.

Sabendo que P é aimagem geométrica de um niimero complexo w e que S é aimagem
geométrica do nimero complexo —iw, determine o perimetro do tridangulo [POS].

a Seja C o conjunto dos numeros complexos.

26.1. Considere no plano complexo os pontos A, B e O, em que:
A é aimagem geométricade z,=2cisa, ® €[0, 2r];
« B é aimagem geométrica de V3 iz,;
- O éaorigem do referencial.

Determine o perimetro do triangulo [AOB] .

6n+3
) éum

26.2. Prove que qualquer que seja o nimero natural n, o niumero complexo (\/§ + i
imaginario puro.

¥4 Em C, conjunto dos nUmeros complexos, considere z, = 16 cis (%)

27.1. Mostreque —iz,=2,.

27.2. Defina, por meio de uma condi¢ao em C, a circunferéncia inscrita no poligono cujos vértices sao
as imagens geométricas, no plano complexo, das raizes quartas de z, .

m Em C, conjunto dos numeros complexos, considere z,=1—i.

:35
. , z, +
28.1. Justifique que o nUmero complexo u = 61+ 3

; i

é um imaginario puro.
28.2. Resolva a equacao:
;T
cs=-z2=1
2 1

28.3. Defina, através de uma condicao em C, aregiao do plano interior a circunferéncia que passa na
origem do referencial e que tem centro na imagem geométrica de z, .

280
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Unidade 3 - Trigonometria e nimeros complexos Tema 2 - NOmeros complexos

a Na figura esta representado, no plano complexo, um tridngulo equilatero [ABC], inscrito numa
circunferéncia C centrada na origem O do referencial. O ponto A é aimagem geométrica de — 3i.

29.1. Escreva uma condicdo em C que defina a referida circunferéncia.
29.2. Determine, na forma algébrica, o nimero complexo w cuja imagem geométrica é o ponto B.

29.3. Seja P um ponto da circunferéncia C. Sabendo que P é aimagem geométrica de um nimero
complexo z, eque S é aimagem geométrica do nimero complexo 2iz,, determine a drea do
triangulo [POS].

. , o 2
Em C, considere os nimeros complexos z, = cis 3 ez==.
i

30.1. Sem recorrer a calculadora verifique que (z,—z,)'°=-1.
30.2. Calcule, na forma algébrica, as raizes ctibicas do nimero complexo z, .

30.3. Escreva uma condicao em C que defina, no plano complexo, a circunferéncia que tem centro na
imagem geométrica de z, e que passa na origem do referencial.

m De dois nimeros complexos z, e z, sabe-se que:
27

-um argumento de z, é 3

+2,=3iz,

4 3
31.1. Calcule T L1 .
# Iz,|

31.2. Sejam A e B asimagens geométricas, no plano complexo, de z, e de z,, respetivamente.
Seja O aorigem do referencial.

Sabendo que z, é uma raiz cibicade 8:
a) determine z, na forma algébrica;

b) determine a area do triangulo [AOB] .

m Em C, conjunto dos nimeros complexos, seja z,=1—1i.

32.1. Resolvaaequacdo zxz,=i'""+2z,x2,. i
2
- Z+ (\/5 cis ?—;)
32.2. Determine 3 apresentando o resultado na forma algébrica.
. 31
cis —
2

32.3. Seja w=82;.

Determine a area do poligono cujos vértices sdo as imagens geométricas, no plano complexo, das
raizes quartas de @.
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Avaliacdo

m C é o conjunto dos numeros complexos; i a unidade imaginaria.

Sejam: )

V3-i

. LT .
= +|“3,w2=\/iusz e w;=2+yi

33.1. Represente @, naforma trigonométrica e prove que @,” é um nimero real.

33.2. Mostre que:

@5, . - . . L.
Se — é um numero real, entdo @, ®; é um imaginario puro.
@,

33.3. Resolvaem C aequacao:

LT
z‘+zcus§=0

33.4. Represente graficamente (diagrama de Argand) o conjunto definido pela condi¢ao em C:

z=1=]z+2| A Jz+3]22 A |arg(z+3)|<%

m Seja C o conjunto dos nimeros complexos e i a unidade imaginaria.

Represente graficamente (diagrama de Argand) o conjunto definido pela condicido em C:

z—1+i<1 A |arg(z+i)|<% A z-2+2i|>|Z

t

m Seja C o conjunto dos nimeros complexos.

35.1. Resolva aequacao i(Z' —4)= AVED Apresente as solugdes na forma trigonométrica.

35.2. Seja z=cis@ , 0ER.

a) Mostre que |z+ 1] =2+ 2cos6.

RIOHDT NINT M 7 TUIA-ATT I

b) Sabendo que, no plano complexo, aimagem geométrica de z pertence ao primeiro quadrante

eque tgl = ]5—2 determine o valor exato de |z + 1 |

@ Na figura (diagrama de Argand):
« O é a origem do referencial;
«A éaimagem geométrica de z, =cis g;
- a circunferéncia tem centroem A e passaem O, B e C;

« B pertence ao eixo real;
« AC é paralela ao eixo real.

Defina por uma condicao em C a regido colorida (incluindo a fronteira).

Em C, conjunto dos niumeros complexos, considere z, =1 —1i.
z; - 2i"

z)(z, - 3)

Apresente o resultado na forma algébrica.

37.1. Determine o valor de

37.2. Resolva,em C, as equagoes:
a) 7 - 42 z, =0 Apresente as solu¢bes na forma trigonométrica.
b) zz + z = z, Apresente as solucdes na forma algébrica.

_ T
282 c)|z|+z—4—4\/50sz




4. Geometria




284

Unidade 4 - Geometria

1. Distancia entre dois pontos. Lugares geométricos
no plano e no espaco

Distancia entre dois pontos no plano e no espaco

' Férmula da distancia entre dois pontos
A distancia d entre dois pontos, num referencial cartesiano ortogonal e monométrico (0. m.), é dada por:

No plano, se A(x,, ¥,) e B(x,, y), d=AB= \/(x1 <) & (v, - vy
No espago, se A(X,, Yo, Z,) € B(x,, y,, 2,), d=AB= \/(x1 = "o)2 +( - }’o)2 +(z, ~ zo)2

©I0NPT 0MOd & ZIVIN-NIAD

Circunferéncia e circulo

. Num referencial 0. m. xOy, a circunferéncia de centro C(x,, y,) eraio r é
definida pela equacao:

(X_xo)z“’()"YO)z:"z

. Num referencial 0. m. xOy, o circulo de centro C(x,, y,) eraio r é definido

pela condicao: '
(x_xo)2+(y_70)2<’2

Superficie esférica e esfera .
. Num referencial 0. m. Oxyz, a superficie esférica de centro C(x,, ¥,, Z,) eraio r ’

é definida pela equagao:
(x_"o)z*'(}"}'o)2 +(z—zo)2='2

’ Num referencial 0. m. Oxyz, a esfera de centro C(x,, y,, 2,) eraio r é definida

pela condigao:
(X‘xo)z'*'(y—)'o)z ‘*’(Z’Zo)2 <r

Mediatriz e plano mediador de um segmento de reta

. A mediatriz de um segmento de reta [AB], sendo, num referencial 0. m. xOy,

A(x,, ¥o) e B(x,, y,), é o conjunto de pontos P(x, y) equidistantes de A e 37 Ny
de B. 4 Mediatriz
/; ~ del[AB]

Equacio da mediatrizde [AB]:
PA=PB < ﬁ2=§§2 = (X_xo)z+(Y_Yo)2=(x_x1)z+(y_Y1)z
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' 0 plano mediador de um segménto dereta [AB], sendo, num referencial

o.m. Oxyz, A(X,, ¥, ) e B(x,, y;, 2,), é 0 conjunto de pontos P(x, y, 2)

equidistantes de A ede B.
Equacéo do plano mediador de [AB]:

PA=PB <> PA =PB <
= (x‘xo)z‘*‘(Y‘Yo)z+(1"zo)2=(x_x1)2+(y_71)2+(z”z1)2

Considere um referencial 0. m. Oxyz e a condicao:
X*+y +2-8x-2y+5=0

1.1. Mostre que, nesse referencial, a condi¢do dada define uma superficie
esférica de centro no ponto C de coordenadas (4, 1, 0).

1.2. Mostre que o ponto A(2, 3, — 2) pertence a superficie esférica.

1.3. Seja a o plano mediador do segmento de reta [AC]. Mostre que
X —y+z=0 éuma equacgao que define «.

1.4. Ospontos R e S pertencema « e tém ordenada nula. Sabe-se que
RC=5C=29. Determine as coordenadasde R ede S.

Resolucdo

1. P+y+2-8x-2y+5=0 < (*-8x)+(’-2))+2+5=0
S P-8x+16)- 16+ -2y+1)-1+2+5=0
S x-4+y-1)+2=12
Trata-se da superficie esférica de centro C(4, 1, 0) e raio \V/12.

1.2. Vamos substituir x por 2, y por 3 e z por — 2:
@-"+B-1+(2'=12 < 4+4+4=12 & 12=12

A igualdade obtida é verdadeira. Logo, o ponto A pertence a
superficie esférica.

1.3. A(2,3,-2);C(4,1,0). Seja P(x, y, z) umpontode «.
=2+ -3 +@+2 =(x-4’+(y -1 +(@z-0)
S X -4x+4+y -6y+9+2 +4z+4=
=X -8x+16+y* —2y+1+2
— 4x-4y+4z=0<= x-y+z=0
Portanto, a: x—y+z=0

1.4. Designemos por P os pontos de « taisque y=0.
Entdo, P(x, y, z2) com y=0AXx-y+2z=0 &
y=0AXx-0+z=0<¢ y=0Az=-x, ouseja, P(x, 0, =Xx).

) Preten_demos determinar P tais que PC=9.
PC=9 < V(x-4+(0-1+(-x-07=9
& X -8x+16+1+x =81
< 2¢-8x-64=0
~ x=8Vx=-4

Portanto, R(8, 0, — 8) e S(—4, 0, 4) ou vice-versa.

Unidade 4 - Geomelria

D Verifica 1

Considere, num referencial

o.m. xOy, acircunferéncia que
tem centro no ponto A e que
passa pela origem do referencial.
Sabe-se que o ponto A tem
ordenada igual a 4 e pertence a

bissetriz dos quadrantes impares.

1.1. Justifique que o ponto A
tem abcissa 4.

1.2. Determine uma equacio da
circunferéncia.

1.3. Seja C o ponto da
circunferéncia de ordenada nula
e abcissa positiva.

Mostre qua a abcissade C é
iguala 8.

1.4. Seja r a mediatriz de [AC].
Mostre que r pode ser definida
pela equacéo:

y=x-4

1.5. Determine as coordenadas
do ponto da reta r, com abcissa
positiva, cuja distanciaa A é
iguala 20.
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Unidade 4 - Geometria

2. Vetores livres no plano e no espaco

Vetor livre

. Chama-se vetor livre ao conjunto de todos os segmentos de reta orientados que tém a mesma diregao,
o mesmo sentido e 0 mesmo comprimento.

T s
i

v,
A l7>B

ﬁl
|
|
z|

%1
%l
?l

Norma de um vetor

' Chama-se norma de um vetor U e representa-se por ||Ti|| amedida do comprimento de qualquer
segmento de reta que represente o vetor u .

F. E D
ot e % = [l 5. [
P aman siaee o, sy [aF]=1; 48] =2; [ac|=4

O vetor de normaigual a 0 chama-se vetor nulo e representa-se por 0.

©IONPT OMOd & i!vaHdD

Ao vetor que tem a mesma direcao, o mesmo comprimento e sentido contrario ao do vetor U chama-se

vetor simétrico de U e representa-se por — U .

Soma de um ponto com um vetor

. Dados um ponto A e um vetor U, chama-se soma do ponto A com o vetor u ao ponto B tal que

AB=1.



Unidade 4 - Geomelria

Adicao de vetores

' Dados dois vetores U e V taisque U = AB e v = BC, chama-se soma de U com Vv aovetor U + V

talque'6+7=ZE.

u s
Pafign v o
\ A e AB + BC =AC
u+v C
Regra do triangulo

A adicéo de vetores é comutativa, associativa, tem elemento neutro (o vetor nulo) e para cada vetor U existe

P - sk - e = —_
o vetor simétricode U, — U, talque U +(-U)=-u+u= 0 .

Subtracao de vetores

. Para calcular a diferenca entre os vetores U e V calcula-seasomade u com o simétrico de V.

Multiplicagdo de um nimero real por um vetor

. Dado um nimero real k # 0 e um vetor U # 0, oprodutode k por U éovetor ku , que tem:
-adiregdode U ;
« norma: [ku| =|k| x [ul;

.osentidode U se k>0 eosentidode —u se k<0.

Se k=0,ki=0.

Vetores colineares

B At Wit et
Dois vetores nao nulos, U e v, sao colineares se, e s se, existe um numero real k=0 talque v =ku.

Vetores colineares tém a mesma diregao.

<l
N
<

Y

— -t +
, 287
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Unidade 4 - Geometria

Dexempo2

Na figura, [ABCD] é um retangulo decomposto em 12 quadrados, geome-
tricamente iguais, de lado 1.

2.1.

2.2

2.2,

2.3.

D T. S R &

Q 0 M

L L
E G B

Complete as expressoes seguintes usando a designagao de um ponto
ou de um vetor, de modo a obter afirmagoes verdadeiras.

a) A+ EN=... b)..+2KF =1

c)%7+5=... d) MJ— 2SN =... *
Determine:

a) [48] b) | BC| 9 |Ac|

. Determine os niUmeros reais a e b tais que aOM +bPS = AC.

.a) A+EN=A+A0=0 (EN = A0)
b) ...+ 2KF =1 & T+ T =1 (2KF =)

[9) %’rT+Eé=ﬁ5+Eé=ﬁ+&:rT

d) MJ 25N = MJ — SH = M] + HS = MJ + JD = MD

a) [AB|=4|AE|=4ax1=4
b) ||?C||= 3“@": 3x1=3

TREE S, R R (S |
o l|Aac| =[a8[ +[8c]|

(Teorema de Pita'goras)

lacl> 0

|ac| =42+ 3¢ < [ac] =25 “S° [ac| =5

OM e EC =3EJ =3PS
Portanto, _A—C'=A_E'+E_.=;—a’d+3g.

Logo,a=%eb=3.

] Verifica 2

Considere o cubo [ABCDEFGH],

representado na figura seguinte.

As diagonais [AG] e [BH]
intersetam-se no ponto O.

2.1. Complete as expressoes
seguintes usando a designacao
de um ponto ou de um vetor,
de modo a obter afirmagoes
verdadeiras.

a)...+ FH =BG
b) E+OC-BO=...

) B+2A0+CD-FG =...

2.2. Determine os numeros reais

a e b tais que:

aAB +bOH = BG

eIONPF 0UOd @ ZIVIN-NILD



Unidade 4 - Geomelria

3.Vetores em referenciais cartesianos do plano e do espaco

Dado um referencial o. n. (O,_f, 7) do plano ou (07 7, k) do es- y
paco, qualquer vetor, do plano ou do espaco, pode ser decomposto na soma
de multiplos dos vetores unitarios referidos. ﬁzf
Por exemplo, na figura temos: = =
- P - — J I
u=3i+2j; 3i e 2j saoascomponentesde u. g .
i

As coordenadas do vetor U sao (3, 2) eescreve-se U =(3, 2).

Igualdade de vetores

. No plano:

Seu=(,u)ev=(,v),entdo U=V & u,=v, AU, =V,.

No espaco:
Se u=(u, uy, u) e Vv=_v;, v, v3), entdo U=V < U, =V, AU, =V, AU = V3.

Vetor como diferenca de dois pontos

Dados, num referencial 0. n. xOy, dois pontos A(x,, y,) e B(x,, y,), se U = AB,
entdo U =B—A=(X,— X, ¥ — Yo)-

Esta relacao também é valida no espaco.

Adicao de vetores e produto de um nimero real por um vetor

. Num referencial 0. n. xOy:
«Se U= (u, u)ev=(v,v),entdo U+ v=(u,, u)+vy, v) = +v,, t+vy).
«Se k€ER e u=(u, u,), entio ku = k(u,, u,) = (ku,, ku,).

Estas opera¢des definem-se no espago de forma analoga.

Norma de um vetor

Noplano: Se U =(u,, u,), entdo |4 =Vl + u2.
No espago: Se U = (u,, u,, u;), entdo [u] = Vu? + v} + u3.

Coordenadas do ponto médio de um segmento de reta

. Seja M o ponto médio do segmento de reta [AB].

. Xo+ X, YotV
Noplano: Se A(x,, o) e B(x, y,), entao M(°—2—1, °—2-——1) ,X/M/‘B

<Xo+x1 Yot )i zo‘*'zl)

No espaco: Se A(X,, Yo, 2o) € B(x,, y;, 2,), entdio M A

CPEN-MA12 © Porto Editora

289



290

Unidade 4 - Geometria

D Exemplo 3
Na figura esta representado, em referen-
cial 0.n. Oxyz, um prisma quadrangular

regular [ABCDEFGH] (o vértice D nao é
visivel).

Admita que as coordenadas dos pontas-~
A, B, C e E sao (16, -3, 10),

D Verifica 3

Na figura esté representado, em
referencial 0.n. xOy, um
retangulo [ABCD].

@0, 1,3),(12, 2, - 1) e (14, 13, 18),
respetivamente.
3.1. Determine as coordenadas do vetor AE .
3.2. Prove que as coordenadas do ponto G sao (10, 18, 7).
3.3. Determine o volume do prisma. Sabe-se que os pontos A, B e C
tém coordenadas (— 3, 2),
3.4. Escreva uma equacdo que defina a superficie esférica de diametro (=1, —2)e (5, 1),
[AE]. respetivamente.
3.1. Determine as coordenadas
Resolucdo doponto D.
3.1. AE=E-A=(14, 13, 18)- (16, - 3, 10)= 3.2. Determine ﬁ-%ﬁ?“.
-(14-16,13+3, 18-10)=(- 2, 16, 8)
S 3.3. Escreva uma equacao que
AE =(-2, 16, 8) defina a circunferéncia de
diametro [AC].
3.2. G=C+ iG, 3.4. Justifique que [BD]
=C+ AE também é um didametro
=(12,2,-1)+(-2, 16, 8)= da circunferéncia.
=(12-2,2+16,-1+8)=(10, 18, 7) 3.5. Seja P um ponto do eixo
Oy.
Portanto, G tem coordenadas (10, 18, 7). Dietsnniwis ikidnartar da o
. sabendo que:
33. AB=B-A=(20,1,3)-(16, -3, 10)= B 1
=(20-16,1+3,3-10)=(4, 4, - 7)
b) o triangulo [ABP] é isésceles,
"Té" =Va&+4+ - 7)2 =V16+16+49=\81=9 sendo o lado [AB] diferente
dos outros dois.
A base do prisma é um quadrado de lado 9.
AE =(- 2, 16, 8)
|AE|=V/(= 2} + 16* + 88 =4 + 256 + 64 =\/324 = 18 .
A altura do prisma é iguala 18.
Virisma = Apase X altura=9x9x 18 = 1458 u.v. .. ™ A
3.4. A(16,-3,10); E(14, 13, 18) 5, 2
O centro da superficie esféricaé M, ponto médio de [AE]. A ’ - v N
M(16+14l—3+13'10+18) y g
2 2 2 T,

Logo, o centro é M(15, 5, 14).

4l _1s _
2 2

Equacao da superficie esférica: (x — 15) + (y — 57 +(z—14) =81

Raio da superficie esférica: r = Wvll = 9

RIONPH OMOd @ ZIVIN-NIdD



Unidade 4 - Geometria

4. Produto escalar de dois vetores

Angulo de dois vetores

' Angulo de dois vetores u e v, nao nulos, é o angulo convexo o
formado por dois segmentos de reta, seus representantes, )
com origem no mesmo ponto.

<!
<l

A amplitude do angulo de dois vetores U e Vv representa-se por TV oupor v Ui e0°<u v<180°.

Produto escalar de dois vetores

. Dados dois vetores & e v, nao nulos, do plano ou do espaco, o produto escalarde U e v é o nimero
real que se representa por U - v eédado por:

- —o/\—.)

v =[] x|v]xcos(a"Vv

. Produto escalar expresso nas coordenadas dos vetores

Dados dois vetores U e v, nao nulos, definidos pela suas coordenadas num referencial o. n., o produto
escalar u - v édado por:

Noplano: UV =(u,, u):(vy, v)) = v, + UV,

Noespago: U -V =(u,, Uy, uy)-(vy, vy, V3) = Uy + Uy, + UsVs

. Consequéncias da defini¢do de produto escalar de dois vetores

Seu#0 ev#0, entdo:

ecos(u V)= TU—V—:
@l [vl

Propriedades do produto escalar de dois vetores:

«U-V=V-U, quaisquer que sejam os vetores U € V;

, (au)-

—_—

“U-(V+W)=1U-V +U-w, quaisquer que sejam os vetores U, Vv € W.

= a4 - V), quaisquer que sejam os vetores U € V ;

PEN-MA12 © Porto Editora
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Unidade 4 - Geometria

¥ Exempl6 4

4.1.

4.2,

4.3.

4.4.

4.5.

Considere o triangulo [ABC], retangulo em B, tal que AC=6 e
AB=3.

A

B C
Determine AB - AC .

Considere o retangulo [ABCD] em que AB= 2BC e M é o ponto
médio de [DC].

D M C

A B
Mostre que AC - AM = 3||:4751|2

Considere o paralelepipedo retangulo [ABCDEFGH] representado na
figura.

a) Mostre que AB - AG = ||A_B.||2
b) Sabendo que [BCGF] é um quadrado e que AB-AG=9 e

GA - GB = 2, determine o volume do prisma.

Num referencial 0. n. Oxyz considere os vetores:

—t

u=@2,1,-3,v=0,0,2)ew=0,-2,-1).
a) Calcule (2v)-(d - w).

b) Calcule a amplitude, em graus com aproximagao as décimas, do
angulo dos vetores U e w.

Num referencial 0. n. xOy considere os vetores
u=k-1,3)ev=_(-3,2).

Determine k sabendo que:

a) [d]=>5

b) U e V sdo colineares;

¢) U e v sdo perpendiculares.

D Verifica 4

4.1. Considere um triangulo
[ABC], equilatero, de lado 2.
Determine:

a) AB-AC
b) AC- CB

4.2. Seja [ABCDEFGH] um cubo
dearesta a.

M e N séo os pontos médios das
arestas [BF] e [DH],
respetivamente.

NEY

Mostre que AM - AN =

4.3. [ABC] é um triangulo cuja
areaéiguala 16.

(@

A 8 B

AB=8e AC=5.
a) Determine AB - AC .

b) Determine, em graus com
uma casa decimal, a
amplitude do angulo BAC.

(continua)
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Resolucao

4.1.

4.2.

4.3.

CPEN-MAI2 © Porto Editora

4.4.

“AC = [AB]| x |AC| x cos (4B AC)=

=3x6xé_g=18x§=9
AC 6

>
=)

Unidade 4 - Geomelria

AC - AM = (AB + BC)-(AD + DM)=
7570+ 75 DM+ BC-AD+BC-DM  |ML D,
. AB = 2DM,
=0+ (2DM)-DM + AD - AD + 0 T,
_2|om[ + |aD| = 2|40 + [aD| = 3]ap|" % OV
a) AB - AG = AB - (AB + BC + CG)=
—AB-AB + AB-BC + AB - CG =
— 48[ + 0+ 0 =[AB[
—F = id |aB|>0 — S
b)AB-AG=9 < [AB[ =9 & [4B|=3 | AB - AG = | AB|
GA-GB =(GB + BA)- GB =
-GB-GB + BA-GB =
—|[G8[ + 0 =GBl
GA-GE=2 < |GB| =2
Area do quadrado [BCGF]=
- |8¢| x Gl =8¢ x [BC|=[BE[ |Iacl=Ical
R ST N T?orema de
Iac|+[cal =[Gl gl
2 s |sc|~lcc] e
2f8cl -2 e [acl =1 -
Portanto, a 4rea do quadrado [BCGF] =||B—(:||2 =1. 44, :um ’efe:"da' o.n. X0y
considere os vetores:

V,isma = area da base x altura =||?f|\2 X HTEH =1%3=3 uv.

a)@v)-(u-w)=[2x(1,0,2][2,1,-3)-(1,-2,-1)]=
=(2,0,4:01,3,-2)=
=2X1+0x3-4%x2=-6

b) cos(i"w)= _‘”'W_. =(211:—3)'(1,—2,—1) e
[Glx|wl Va+1+9xVi+a+1
=2—2+3= 3
V1ax6 84

Se cos(u w)= _3 _, entdo i w=70,9°.
84

u=(1,2,v=02,-3)e
w=(=1,-1).

a) Calcule (2v)-(d - w).

b) Calcule aamplitude, em graus

com aproximagao as décimas,
do angulo dos vetores U e w.

4.5. Num referencial 0. n. Oxyz
considere os vetores:

U=(-2k, k, 2)e
v=(-8,4,1).
Determine k sabendo que:
a) [[al=[2v]

b) U e V séo colineares;

UeVsa diculares.
¢) U e Vv sao perpendiculares 203
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a5. a)|ul=5 & Vk-1+9=5 &
& (k-11+9=25 &
& k-17=16 &
S k-1=-4Vk-1=4 &
& k=-3Vk=5_

bu=Av & (k-1,3)=1(-3,2) <
< k-1,3)=(-31,21)

7
Logo, k=——.
go, 2

JQulv &S uv=0&
= k-1,3)(-3,2=0&
< -3k+3+6=0<¢ -3k=-9 & k=3

5. Retas no plano e no espaco

Equacao vetorial de uma reta

. Dados um ponto A e um vetor nao nulo, do plano ou do espaco, existe
uma Unica reta r que passa no ponto A e tem a direcao do vetor u .

Uma equacao vetorial dareta r é:

P=A+ku,kER
P é um ponto qualquer da retae u é um vetor diretor da reta.

Considerando as coordenadas dos pontos P e A e as coordenadas do vetor U, a equagao vetorial dareta r
tem a forma:

Noplano: (x, y)=(x, yo) + k(u,, u)), kKER
Noespaco: (x, y, 2)= (X, Yo, 2o) + k(u,, u,, u5), kER

Do mesmo modo, também se pode definir vetorialmente uma semirreta e um segmento de reta:
Semirreta AB: P=A+kAB, kER}

294 Segmentodereta [AB]: P=A+ kAB, k€ [0, 1]



Equacao reduzida de uma reta no plano

No plano, a equagéo reduzida de uma reta r, nao vertical, é do tipo:
y=mx+b,comm, b€R

*m éodeclivee b éaordenada naorigem.

«Se A(x,, yo) e B(x,, y,) sao pontos dareta r, entao:
Yi— Yo

X; =X

i g 4 u
+Se U = (u,, u,) é um vetor diretor dareta r, entdo m = u—z
1

+Se o éainclinagao dareta r (angulo nao negativo que
a reta faz com o semieixo positivo Ox), entao m=tga.

« Uma equacao da umareta r de que se conhece um ponto
A(x,, y,) eodeclive m & y — y,=m(x — x,).

«Se m (m # 0) é o declive de umareta r, entdo m' = — —1";
é o declive de qualquer reta perpendicular areta r.

« Uma reta vertical nao tem declive definido. E definida por
uma equacao do tipo x = X, .

Equacoes cartesianas de uma reta no espaco

Unidade 4 - Geomelria

y
B “r
A
b
/ 0 X
: 4
0} Xo X

Equagdes cartesianas da reta r que passa no ponto A(X,, ¥,, Z,) € que tem a direcao do vetor

U=(u,u, u)comu,#0, u, #0 e u; #0:

x’“xo=y_)'o=z_zo —AX, Yor 2o - Ponto da reta

u, u, u; <«—u=(u,u,u) -Vetordiretordareta

+Seu=(0,u,, u), comu,#0eu,;#0,r:x=x, =
2

«Seu=(0,0,u;), comu; 20, r:x=XAy=y,.

AY—Yo=z"zo.

Angulo de duas retas. Retas paralelas, retas perpendiculares e retas
complanares

. Sejam T e s vetores diretores das retas r e s, respetivamente.

CPEN-MA12 © Porto Editora

«Se o é o angulo formado pelas retas r e s, entao:

—~t™

! 7111

orf/s<>T//s < IkER: T =ks
or s @ T UUS ¢HF 5 =0

Duas retas r e s, do espaco, sdo complanares se, e s6 se, r//s ou r e s sao concorrentes.
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D Exemplo 5

5.1.

5.2.

5.1.

Considere, num referencial o.n. xOy:

-areta r quepassaem A(—2, 6) e B(8, 1);

-areta s, perpendicular a reta r e com a mesma ordenada na
origem;

- areta t definida pela equacao(x, y)=(4, 3)+k(2, 1), kER.

a) Escreva a equagao reduzida dareta r.
b) Escreva uma equagao vetorial dareta s.

¢) Calcule a amplitude, em graus com aproximacao as décimas, do
angulodasretas r e t.

Considere, num referencial 0.n. Oxyz, asretas r e s definidas por:

2_
X+ _27Y s es:(x,y,2)=(20,4,-8)+k(1,2,-2),kER

8 4
a) Defina areta r através de uma equacao vetorial.
b) Mostre que as retas r e s sao concorrentes.

¢) Defina, através de equagbes cartesianas, a reta que passa na origem
do referencial e é paralela areta r.

a)A(-2,6)e B(8, 1); seja y=mx+b aequacaodareta r.

1-6 _-5 1
m= = —_—— - —
8+2 10 2
r:y—6=—l(x+2)<=>y=—lx—1+6 Usou-se a formula
. 2 2 Y= Yo=mx—xo)
r:y=——x+5
¥==2
b) O declive dareta r é m=—15.
Logo, o declive dareta s, perpendicularareta r, é
m'=—1—=2.
m

Seareta s temdeclive m'=2, entio s =(1, 2) é um vetor
diretor dessa reta.

Se areta s tem a mesma ordenada na origem, b=5, queareta r,

entao o ponto de coordenadas (0, 5) pertenceareta s.

Portanto (x, y)=(0, 5)+k(1, 2), k €ERR é uma equagao veto-

rialdareta s.

¢) Seja o aamplitude do angulodasretas r e t.

Odeclivedaretar é m= —%. Logo, r =(2, — 1) é um vetor
diretor dareta r.

t =(2, 1) é um vetor diretor dareta t.
7-t] @, -1-@2, 1) _|a-1]_3

IFI<IEl Va+ixVa+1 5 5

Cos O =

Se cosa=%, entao o = 53,1°.

D Verifica 5

5.1. Considere, num referencial
o.n. xOy, ospontos A(-3, — 1)
eB6,-4). - Y

a) Escreva a equagao reduzida da
reta r que passaem A e B.

b) Escreva uma equagao vetorial
dareta s que passa no ponto
A e é perpendicularareta r.

©) Calcule aamplitude, em
graus, do angulo das retas
s e t, sendo t definida pela
equacao y =— 2x.

(continua)

©IONPY OMod ® ZIVIN-NIdD



5.2. a)r
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2= -2
:x+1=__y:z:>ﬁ_1=y_=
8 4 8 -4

=
1

Areta r passanoponto A(—1, 2, 0) e tem a direcao do vetor
T=(8,-4,1).

r:(x,y,2=(-1,2,0+k@8,-4,1), kER

b) Seja R um ponto genérico dareta r:

x,y,2)=(-1,2,0)+k(8,-4,1),kER &
& (x, y,2=(-1,2,0+(8k, -4k, k), kKER &
& (x,y,2)=(-1+8k,2-4k, k), kER

Portanto, R tem coordenadas (— 1+ 8k, 2 -4k, k), kER.

Seja S um ponto genéricodareta s:

x,y,2=(0,4,-8+A(1,2,-2),LER <
& (x,y,2=0+1,4+21,-8-21), LER &

Logo, S tem coordenadas (20 + 1, 4 +24, — 8 - 20), L ER.

Asretas r e s sdo concorrentes se existirem numeros reais k e A
tais que:

(-1+8k,2—-4k, k)=(20+1,4+24,-8-21), k, LER

(-1+8k, 2-4k, )=(20+1,4+21, -8-20) &

~1+8k=20+41 k=—8-~21

& 1{2-4k=4+214 {-1+8(-8-21)=20+1 &
k=-8-21 2-4k=4+21
k=-—8-21 k=2

& {-1-64-161=20+1 & {A=-5
2-4k=4+21 -6=—6

O sistema é possivel sendo a suasolugdo k=2 AA=-5.

Para k=2,
(~1+8k, 24k, k=(-1+16,2-8, 2)=(15,-6, 2).

Asretas r e s sao concorrentes no ponto de coordenadas
(15, -6, 2).

-

¢) A reta em causa passa no ponto 0(0, 0, 0) e tem a diregao do

vetor r=(8, -4, 1).

Logo, pode ser definida pelas equagdes:

Unidade 4 - Geomelria

D Verifica 5

5.2. Considere o cubo
[ABCDEFGH], num referencial
o.n. Oxyz (o ponto D nao esta
representado na figura).

Admita que as coordenadas dos

pontos A, B e H séo (8, 4, 0),

6,10,3)e(5,-1,8),

respetivamente.

a) Determine as coordenadas
do ponto G.

b) Determine uma equagao
vetorial da reta AB.

) Determine as coordenadas do
ponto de intersecao da reta
AB com o plano yOz.

d) Defina, através de equagoes
cartesianas, areta AG.

e) Calcule aamplitude, em graus
com aproximagao as décimas,
do angulo das retas AB e AG.

f) Determine a area da seccao
produzida no cubo pelo plano
[PBC] em que P é o ponto de
[EF] tal que PF=24.

297
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6. Conjuntos de pontos definidos por condi¢ées no plano
e no espaco

Mediatriz do segmento de reta [AB]

. Dados dois pontos A e B, do plano, a mediatriz do segmento de reta [AB] Plx, y)} B
: junto de pontos P(x, y) do pl tisf: digao:
é o conjunto de pontos P(x, y) do plano que satisfazem a condicao = N

MP- AB =0, sendo M o ponto médio de [AB]. A

Plano mediador do segmento de reta [AB]

. Dados dois pontos A e B, do espaco, o plano mediador do segmento de reta [AB] iy
é o conjunto de pontos P(x, y, z) do espaco que satisfazem a condicao:

>
=

MP- AB =0, sendo M o ponto médio de [AB].

Circunferéncia de didgmetro [AB]

P
. Dados dois pontos A e B, do plano, a circunferéncia de diametro [AB]
é o conjunto de pontos P(x, y) do plano que satisfazem a condigao: A B
PA-PB=0
Superficie esférica de diametro [AB]
. Dados dois pontos A e B, do espaco, a superficie esférica de diametro [AB] A
é o conjunto de pontos P(x, y, z) do espaco que satisfazem a condigao: A B
N
B <o AW 4

Reta tangente a uma circunferéncia

. Sendo A um ponto de uma circunferéncia de centro C, aretatangente A
a circunferéncia no ponto A é o conjunto de pontos P(x, y) que P
satisfazem a condicao:
AP -AC =0

Plano tangente a uma superficie esférica

' Sendo A um ponto de uma superficie esférica de centro C,
o plano tangente a superficie esférica no ponto A éo
conjunto de pontos P(x, y, z) que satisfazem a condigao:

AP-AC =0

BIONPF 0M0d @ ZIVIN-NEAD
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D Exemplo 6 D Verifica 6
6.1. Considere, num referencial 0.n. Oxyz ospontos A(4, 0, 1),B(2, =2, 1)  6.1. Considere, num referencial
eCR,-1,2). o.n. xOy, ospontos A(- 1, 0),

a) Determine uma equagao da superficie esférica de diametro [AB]. R Bre il 0.

a) Determine uma equacdo da
circunferéncia de diametro
) Mostre que o plano de equagao x =2z é tangente a superficie [AB].
esférica no ponto C.

b) Mostre que o ponto C pertence a superficie esférica.

b) Mostre que o ponto C

6.2. Considere, num referencial o.n. xOy, os pontos A(—3, 1) e B(5, — 3). pertence a circunferéncia.

¢) Determine uma equagéo da

a) Determine uma equacao da mediatriz do segmento de reta [AB]. ; :
reta tangente a circunferéncia

b) Identifique o conjunto de pontos P do plano, definido pela condicao no ponto C.
AP-AB=0. 6.2. Considere, num referencial
o.n. Oxyz, ospontos A(3, 0, 0)
Resolucd eB(1,-2,-2).
6.1. a) A superficie esférica de diametro [AB] é o conjunto de pontos a) Determine uma equacio do
P(x, y, z) do espaco que satisfazem a condicdo PA-PB =0. plano mediador do segmento

— dereta [AB].
PA=A-P=4,0,1)-(x,y,2=4-x,-y,1-2)
b) Identifique o conjunto de

PB=B-P=(2,-2,1)-(x,y,2=Q2-x,-2-y,1-2) pontos P do espaco, definido
PA-PB=0 & pela condicao AP - AB =0.

S @-x,-y,1-22-x,-2-y,1-2)=0 &

S @-02-0+yE2-y)+(1-2(1-2=0 =

S 8-Ax-x+X+2y+y+(1-2=0 &

S -6+ +2))+z-1+8=0 &

& (P-6x+9) -9+ +2y+1)-1+(z-1+8=0 &
& -3 +y+1)+Ez-17=2

Trata-se da superficie esférica de centro D(3, — 1, 1) eraio V2.

b)C(2,-1, 2)
2-3"+1+10+2-1=21+0+1=2 & 2=2
Logo, o ponto C pertence a superficie esférica.

¢) O plano tangente a superficie esférica de centro D, no ponto C,
é o conjunto de pontos P(x, y, z) que satisfazem a condigao:

CP-CD=0

CP=P-C=(x,y,2-(2,-1,2)=(x-2,y+1,2-2)

c=D-C=(3,-1,1)-(2,-1,2=>1,0,-1)

CP-CD=0 < (x-2,y+1,z-2)-(1,0,-1)=0 &
&S x-2-2+2=0 x=2

=238 1_3>, ou seja, M(1, —1).'

6.2. a) Ponto médio de [AB]: M( 5 He g

Séja P(x,”y) um ponto genérico da mediatriz de [AB]. Entao:

PEN-MAI12 © Porto Editora

MP-AB=0 < (x—1,y+1):(8,-4)=0 & B
& 8x-8-4y-4=0<= 8—-4y—-12=0
& 2x-y-3=0& y=2x-3
] b)ﬁ-?é=0 define a reta qua passa em A e é perpendiculara AB. A P 299
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7. Equacao cartesiana de um plano

. Uma equacgao cartesiana do plano que passa no ponto

A(Xy, Yo, 2,) € é perpendicular ao vetor n =(a, b, ¢) é&

a(x—xo)+b(y—yo)+c(z—;:)=0

ou
ax + by + cz + d = 0 (equagao geral do plano)

D Exemplo 7
7.1. Determine uma equacao do plano que passa pelos pontos A(2, 0, — 1),
B2, 1, 1)ec(,-2,-3).

7.2. Considere asretas r e s definidas por:
r:(x,y,z)=0,1,-1)+k(1,0,2),kER

x—2=
2

a) Mostre que as retas r e s sdo concorrentes no ponto /(2, 1, 3).
b) Determine uma equagao do plano 3 definido pelasretas r e s.

Resolucao

7.1. Precisamos de determinar o
vetor n =(a, b, c) perpendi-
cular ao plano o pedido.

O vetor n tera de satisfazer
as condigoes:

n-AB=0en-AC=0
AB=B-A=(2,1,1)-2,0,-1)=(0,1,2)

AC=C-A=(0, ~2,-3)=(2,0,-

n-AB=0 i (@, b,c-(0,1,2)=0
n-AC=0 b (

b+2c=0 b=-2c
—-2a-2b-2c=0

b=-2c =-2c
= =
a-2c+c=0 a=c¢

Exprimimos b e a em fungao de c.

Assim, n =(c, — 2c, c¢) define a familia de vetores perpendicula-
res ao plano «.

Por exemplo, para c=1 obtemos n=(1, -2, 1).

3|

D Verifica 7

7.1. Determine a equagao do
plano que passa pelos pontos
A(1,1,1),B0,2,2e
c-1,-1,7).

7.2. Considereasretas r e s
definidas por:
S g A

7
s:(x,y,2=(2,0,3)+

+k(-4,1,-7), kER

a) Justifique queasretas r e s
sao estritamente paralelas.

b) Determine uma equacao do
plano B definido pelas retas
res.

®IONPY OUOd @ TIVIN-NID
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Substituindo estes valores na equacdo ax + by + cz+d =0, obtemos
x-2y+z+d=0.

Finalmente, para determinar d, substituimos x, y e z pelas coordenadas
de um ponto do plano, por exemplo, do ponto A(2, 0, — 1).

2-2x0+(-1)+d=0&= d=-1
Logo, a equacao do plano o podeser x —2y +z—-1=0.
7.2. a) Substituindo k por 2 naequacao dareta s obtemos o ponto /:

x,y,2=0,1,-1)+2(1,0, 2)=
=(0,1,-1+(2,0,4=(2,1,3)

T=(1, 0, 2) éum vetor diretor dareta r.

- - _ =i _
>4 2:1_y:z 3<:>x 2=y _Zz 3
2 5 2 -1 5

s:

Areta s passanoponto /(2, 1, 3) etem adirecao do vetor
s=2,—-1,5).

As retas r e s tém direcdes diferentes e passam as duas no
ponto /. Logo, sdo concorrentes neste ponto.

b) Seja n =(a, b, c) um vetor perpendicular ao plano f3.

Entao:
2-L=0C> (@, b,0)-(2,-1, 5=0
n-s=0 (@, b,0-(1,0,2)=0

{Za—b+5c=0 {2><(—2c)—b+5c=0
L —4

a+2c=0 a=-2c
{bzc

=
a=-2c

n=(-2,c,0

Parac=-1,temos n=(2, -1, -1).
B:2x-y-z+d=0

Como /(2, 1, 3) éum pontode 3, vem:
2x2-1-3+d=0&d=0

Portanto, f: 2x -y —-z=0.

8. Posicao relativa de retas e planos

Paralelismo e perpendicularidade de retas e planos

Consideremos dois planos « e f3 e os respetivos vetores normais n, e 71',,:
o:ax+by+cz+d=0; n,=(a, b, ¢

B:ax+by+cz+d=0; Tng=(a',?b, )

. b H
Chia » 11marataa r 1im uatar diratar da r
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Planos paralelos Planos perpendiculares
. a//B < n,//n; < IkER: n,=kng ' alBen,lng < n, ng=0

. —
Ny
Reta paralela a um plano Reta perpendicular a um plano
' PO D T LA 6 T n,s0 . rlLas>Tr//n, &> 3kER: T =kn,
r r
Ny
D Exemplo 8 D Verifica 8
Num referencial o.n. Oxyz, considere os planos o, f e y eareta r defi-  Num referencial o.n. Oxyz,
nidos pelas condicoes: considere os planos &, B e y e
o:x—-2y+z-1=0 B:2x—4y-z+2=0 areta r definidos pelas
condigoes:
Y:x—z=0 rr=x=z-1Ay=1
a:x—-2y—-3z-1=0
8.1. Verifique se o plano « é paralelo ao plano 3. B:2x—4y—-6z-3=0
8.2. Mostre que: y:4x—ky—2kz=0
; : . s GO 5
a) o plano y é perpendicular ao plano «; 57 G e

b) areta r é perpendicular ao plano y;
) P P % 8.1. Mostre que o plano « é

¢) areta r é paralela ao plano «. paralelo ao plano B.

8.3. Determine o ponto de interse¢ao da reta r com o plano . 2.8 Ditintiresvaorde &

sabendo que o plano y é
perpendicular ao plano a.

n,=(1,-2,1),n;=2,-4,-1)en,=(1, 0, — 1) sao vetores per- 8.3. Verifique seareta r é

pendiculares aos planos «, 8 e y, respetivamente. perpendicular ao plano S.

ri—-x=z-1Ay=1 <:>L=Z_1/\y=1 8.4. Determine o ponto de
=1 1 intersecdo da reta r com

Areta r passano ponto (0, 1, 1) etem a direcao do vetor oplano a.

=0 s

8.1. a//f < 7,//7,
n,=(1,-2,1),7,=(2,-4,-1)

Como %= % # _1—1, n, e ng nao sao colineares.

302 Logo, o plano o nao é paralelo ao plano f3.
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8.2. a) fi,on,=(1;0,-1)(1,-2,1)=1+0-1=0

Como n,-n, =0, oplano y é perpendicular ao plano .

b) T=(-1,0,1)en,=(1,0,-1)

Como T e n, sao colineares (n,=— T), areta r é perpendi-
cular ao plano y.

9 r=(-1,0,0en,=(1,-2,1)
T-n,=(-1,0,1)-01,-2,10)=-1+0+1=0

Como r-n,=0, areta r é paralela ao plano o.

8.3. Areta r passanoponto (0, 1, 1) etem adirecao do vetor

CPEN-MA12 © Porto Editora

T=(-1,0,1).

Logo, (x, y,2=(0,1, 1)+k(-1,0,1), kKER é uma equacao
vetorial dareta r.

Seja R um ponto genéricodareta r.
Entdo, R(-k, 1, 1+k), kER.

Pretendemos determinar k € IR de modo que RE f3.

Substituindo x, y e z em 2x — 4y — z + 2 = 0 pelas coordenadas
de R, obtemos:

2x(-k-4x1-(1+k+2=0 &
& —-2k-k-4-1+42=0¢ -3k=3 & k=-1

Substituindo k por —1 em R, obtemos (1, 1, 1-1)=(1, 1, 0).

Portanto, o ponto de intersecao da reta r com o plano B tem
coordenadas (1, 1, 0).

9. Intersecao de planos

Intersecao de dois planos
Dois planos podem ser concorrentes ou paralelos:

Planos concorrentes Planos paralelos

[ | |

Estritamente paralelos Coincidentes

e

A intersecao é uma reta. A interse¢ao é o conjunto vazio. A intersecao é um plano.
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Intersecao de trés planos

A intersecdo de trés planos pode ser um ponto, uma reta, um plano ou o conjunto vazio.

eIONpF 0M0d & TIVIN-NIdD

Dadas as equagdes gerais de trés planos o, 3 e y recorremos a resolugao e interpretagao do resultado
do sistema formado pelas trés equagdes dos planos para avaliar a sua posigao relativa.

Varias situagoes podem ocorrer:

e 4
S>> Sl
y A Ay 4

Sistema impossivel. Sistema impossivel. A intersecao é um plano.

Sistema possivel indeterminado.

* Dois (e s6 dois) dos trés planos sao paralelos.

2

Sistema impossivel. A intersecao é uma reta.

Sistema possivel indeterminado.

® Nao ha planos paralelos.

A intersecao € um ponto. Aintersecao é uma reta. Sistema impossivel.

304 Sistema possivel determinado. Sistema possivel indeterminado.



D Exemplo 9

Em cada um dos seguintes casos indique, justificando, a posicao relativa dos
trés planos o, B e y. Se necessério resolva o sistema de equagoes para
determinar a intersegao dos trés planos.

9.1. a:3x-y+2z-1=0
B:—6x+2y—4z+3=0
Y: 2x—-y=0

9.2. a:3x+2y-z+1=0
B:2x-y+z-5=0
Yix+y+z—=2=0

9.1. Osplanos o e 3 sdo estritamente paralelos porque:
3 -1 2 -1

6 2 -4 3
O plano v interseta os planos o e f
segundo retas paralelas.

O sistema resultante é impossivel.

9.2. Como entre os trés planos dados nao ha planos paralelos, é neces-
sario resolver o sistema para avaliar a posicao relativa dos trés
planos.

Vamos usar o método de substituicao.

3x+2y-z+1=0 X=—y—2z+2
2X-y+z-5=0 <& (3(-y-z+2)+2y-z+1=0
xX+y+z-2=0 2(-y-z+2)-y+z-5=0
X=—y—2+2 X=—y—-2Z+2
— \-y-4z2+7=0~ (y=—-4z+7
-3y-z-1=0 -3(-4z+7)-z-1=0
X==y-z+2 X=—-y-z+2
—\y=—4z+7 S \y=—-4%x2+7
11z2-22=0 z=2
x=—(-1)-2+2 x=1
—=y=-1 —Jy=-1
z=2 z=2

Os trés planos intersetam-se no ponto de coordenadas (1, — 1, 2).

10. Programacao linear

Nos mais diversos campos de atividade, em particular no dominio da
economia, a programacao linear permite encontrar a solugdo 6tima para
um determinado tipo de problemas.

* rurnu cunora

Apresentamos de seguida a resolu¢ao de problemas tipicos de progra-
¢macao linear onde se abordam os passos essenciais para a compreensao

n

7

:do método utilizado.

Unidade 4 - Geomelria

D Verifica 9

Considere os trés planos que a
seguir se definem através das
respetivas equacoes.
Determine a intersecao desses
planos e interprete
geometricamente o resultado.

91.a: x+3y+2z2-2=0
B:2x-y+5z+5=0
Y:=3x+2y+2+9=0

9.2. : x—52=0
B:2x+y-3z=0
Y: 5x+3y—4z=0
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Unidade 4 - Geometria

10.1.

Na figura estd representada a regidao y
admissivel de um problema de progra-
macao linear. Esta regiao corresponde

ao sistema:

Qual é o valor minimo que a fungao objetivo z=20x + 35y pode
alcancar nesta regiao?

10.2. Um agricultor dispde de uma érea de 40 hectares para semear milho

10.1.

e centeio.

Para que se possa candidatar a um subsidio de apoio a produgao tem
de semear, pelo menos, cinco hectares de centeio.

Cada hectare de milho envolve custos de produgao de 1000 euros e
da um lucro de 500 euros.

Cada hectare de centeio tem custos de producdo de 600 euros e da
um lucro de 380 euros.

Sabe-se que o agricultor esta limitado a um investimento méaximo de
30000 euros.

Quantos hectares de cada tipo de cereal deve o agricultor semear de
modo que tenha o lucro méximo?

Coordenadas dos vértices ydD c
+y=60
Vértice A: {x y < (x, y)=(40, 20)
x+4y =120 A "
ol X
xX+4y =120
Vérti : Y= , 10
értice B {x o< < (x, y)=(80, 10)

Vértice C: (x, y)=(80, 50)

x+y=60

Vértice D: {
y=>50

< (x, y)=(10, 50)

Valores de z=20x + 35y nos vértices da regido admissivel:

Vértice z=20x+ 35y
A(40, 20) 1500 «— Minimo de z
B(80, 10) 1950
C(80, 50) 3350
D(10, 50) 1950

O valor minimo da fungao z=20x+ 35y é 1500 para
x=40Ay=20.

D Verifica 10

10.1. Considere o seguinte
sistema de restrigoes:

y-x<20
2x+y< 140
X+2y>100

a) Represente geometricamente
a regiao admissivel definida
pelo sistema dado.

b) Qual é o valor méximo que a
fungao objetivo, definida por
z=4x+y, pode alcancar
nessa regiao?

10.2. Uma fébrica de mobilias
encontra-se a produzir mobilias
de quarto de

dois tipos.

Para produzir uma mobilia do
tipo A sao necessarias 8 horas
na montagem e

20 horas na secgao de pintura e
acabamento.

Para produzir uma mobilia do
tipo B sao necessdrias 16 horas
na montagem e 10 horas na
secgao de pintura e acabamento.

A empresa dispoe, por semana,
de 1040 horas na seccao de
montagem e de 1400 horas na
seccao de acabamento.

Sabe-se que cada mobilia do tipo
A da um lucro de 7500 euros e
cada mobilia do tipo B da um
lucrode 10000 euros.

Sabe-se ainda que, por motivo de
armazenamento, a empresa nao
pode produzir mais de

80 mobilias por semana.
Quantas mobilias de cada tipo
deve a empresa produzir por
semana para que o lucro obtido
seja maximo?

(continua)

®IONPY 0HOd @ TIVIN-NAdD
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10.2. Sejam:

x: o numero de hectares de milho
y: o niumero de hectares de centeio

Restri¢oes do problema:

x>0 (O nimero de hectares de milho é nao negativo.)
(Tem de semear pelo menos 5 ha de centeio.)
y=25 (Dispée de uma area de 40 ha para semear milho
x+y<40 e centeio.)
(Esta limitado a um investimento maximo de
+ <
1000x + 600y < 30000 30000 € )

Funcao objetivo: L(x, y)=500x+ 380y (Cada hectare de milho da um
lucro de 500 € e cada hectare de
centeio da um lucrode 380 € .)

Regiao admissivel:

y
20 x+y=40
P ‘ |y
0 40
( 40 0

1000x + 600y = 30 000

10 it
5 — X y
A b * E\ \ 0 50
0] 10 30\ 40 X
x+y=40 30 | 0
1000x + 600y = 30 000

Coordenadas dos vértices B e C:

1 600y = 30 000
{ il 4 & (x, y)=(27, 5)

y=5

100 600y = 30 000
{ 000x + 600y & (x, y)=(15, 25)

x+y=40

Valores de L(x, y)=500x+ 380y nos vértices da regiao
admissivel:

Vértice L(x, y)=500x + 380y

A(0, 5) 1900

B(27, 5) 15 400
c(15,.25) 17 000 «— Méximo de L
D(0, 40) 15200

O valor maximo da funcéo objetivo é 17 000 €, obtido no vértice C.

Para que o lucro do agricultor seja maximo devera semear
15 hectares de milho e 25 hectares de centeio.

Unidade 4 - Geometria

D Verifica 10

10.3. Uma empresa comercializa
uma linha de produtos
designada por “Sabores da
Lusofonia”

Desta linha constam duas marcas
de café, A e B, obtidas a partir
da mistura de café proveniente
de Timor com café oriundo de
Angola.

A marca A é obtida misturando
um quilograma de café de Timor
por cada trés quilogramas de
café de Angola.

A marca B obtém-se misturando
dois quilogramas de café de
Angola por cada trés
quilogramas de café de Timor.
Semanalmente, a empresa
dispoe de, no méximo, 900 kg
de café de Timore 1300 kg de
café de Angola.

Por razées de presenca no
mercado, a empresa devera
produzir, semanalmente, pelo
menos 600 kg de café da
marca A e 400 kg de café da
marca B.

Cada quilo de mistura da marca
A ddumlucrode 5 € ecada
quilo de mistura da marca B da
um lucrode 6 €.

Sabendo que todo o café
colocado no mercado é vendido,
quantos quilogramas de cada
uma das misturas devem ser
produzidos semanalmente para
que o lucro obtido seja maximo?
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Questoes tipo exame

Questoes resolvidas

@ Relativamente ao quadrilitero D
[ABCD] da figura, sabe-se que:
«[ABD] é um triangulo
isdsceles e retangulo em A;
«[BCD] é um tridngulo
Eénguloim B; &
«AB=2e BC=1.

Qual é o valor do produto escalar CD-CB?

GTe e

(A)o (B) 1

Resolugao

BD =AB +AD’
=\Va+4a=\/8

CD’ =BD +BC

cD=V8+1=3

cos(CDAa) 8.2

o 3

CD - CB =|/cD| x| CB|cos(cD " CB) = 3><1><‘§:1

Resposta: (B)

@ Num referencial o.n. Oxyz, qual das seguintes condi¢oes
define uma reta paralela ao eixo 0z?

(R) x=2A2=0
(B) (x,y, 2)=(1,
(€) z=1

D) x=yAz=0

1,1)+k(0,0,2), kKER

Resolucao
k=(0, 0, 1) éum vetor com a diregéo do eixo Oz.

Um vetor diretor da reta definidapor x=2 A z=0 é
=0, 15:0).

Como T e k nao séo colineares, pois, qualquer que seja
AER, A0,0,1)=(0,0,4)#(0, 1, 0), aretadefinida
por x =2 A z=0 nao é paralela ao eixo Oz.

Um vetor diretor da reta definida por
x,y,2=01,1,1)+k(0,0,2),kER&és=(0,0,2).

Como s =(0, 0,2)=2(0, 0, 1)=2k, osvetores s e k
sao colineares. Logo, esta reta é paralela ao eixo Oz.

Resposta: (B)

Questdes propostas

m [AB] é um diametro de uma

®IONPH OMOd & ZIVIN-NIID

circunferéncia de centro O eraio 2.
Qual é o valor do produto escalar
BO-BA?

-4 B4 (@©8 (D)-8

Na figura, estd representado um
triangulo [ABC], retanguloem C.

O segmento
dereta [CD]
é aaltura

relativa a , R
hipotenusa. A D B

Sabe-se que AC=15 e AB=25.

12.1. Justifique que os triangulos
[ADC] e [ABC] sao semelhantes.

12.2. Mostre que cD=12.

12.3. Determine o valor do produto
escalar CD- CB.

Num referencial o.n. Oxyz, qual das
seguintes condi¢des define uma
reta paralela ao eixo Ox?

A)(x,y,2=0,1,1)+k(0,1,1),

ke R
B)x=1
©y=0Az=1
(D)x=0Ay=z

Num referencial o.n. Oxyz, qual das
seguintes condi¢oes define uma
reta perpendicular ao eixo Oy?

R)2x=zAy=1
B)x=1Az=0
©y=0

(D)(X, y12)=(1:
ke R

1,1)+k(0,1,0),

m Qual dos seguintes pontos pertence

a reta de intersecdo dos planos
concorrentes o e f3, definidos por
x+y—-z=1e 2x—-5y—-2z=2?
@@, -1,0 (@00 -1

©a0, 1,1 ()(1



Questoes resolvidas

@ Para determinado numero real o, considereareta r eo
plano B, definidos num referencial o.n. Oxyz,

respetivamente por gz yT =ze3x—-oay-z=2.

Sabe-se que areta r é paralela ao plano f.

Qual éovalorde o?

(A) -3 (8) -1 © 1 (D) 2
Resolugdo
x_y-1_ x_y-1_z
a- 2 29 eTT2 7

T =(x, 2, 1) éum vetor diretor dareta r.
u=(3, —a, - 1) é um vetor perpendicular ao plano S.

Areta r é paralela ao plano f3 se, e s6 se, 0s vetores r e u
forem perpendiculares, ou sejase 7 -u =0.
T u=0 & (,2,1):3@,-0,-1)=0&

&~ 3a-20-1=0=> a=1

Resposta: (C)

Num referencial o.n. Oxyz, aintersecao da superficie
esférica de equacio x? + (y — 4)’ + Z2 = 25 com o plano
x0z é:
(A) um ponto;
(B) o conjunto vazio;

(€) uma circunferéncia de raio 4;

(D) uma circunferéncia de raio 3.

Resoluc¢do
A superficie esférica de equacdo x* + (y — 4)° + 2 = 25 tem
centro no ponto C de coordenadas (0, 4, 0) eraio 5.

O SN\> N

A intersecao da superficie esférica com o plano xOz é uma
gcircunferéncia de raio r = OA, sendo AC =0C +0A .

2_ a2 2I>0 _
Portanto, 5°=4"+r" ' < r=3.

§
2
4
&
e
a
<
2
&
]

Resposta: (D)

Unidade 4 - Geomefria

Questdes propostas

’ m Considere num referencial o.n. Oxyz,

a reta definida por
x=1=1-zAy=2.

Qual das equagoes seguintes define
um plano perpendicular a esta reta?
A)x-z=3 ©x-y=3
B)x+z=3 (D)x+2y-z=3

Num referencial o.n. Oxyz, considere
um ponto P que pertence a reta

definida por:
{x -2y=0
z=1
eovetor u de coordenadas
(1;3:5):

Sabendo que os vetores OP e U
sao perpendiculares, qual é a
abcissa do ponto P?

A)-2 B2 (©-1 (D)1

Num referencial o.n. Oxyz, considere:

« a esfera E definida pela condigao
x-1+@y-1V+2=9

«areta r definida pela condicao
X=3-yAz=0

A intersecao da esfera E com areta

ré

(A) um segmento de reta de
comprimento 3;

(B) um segmento de reta de
comprimento 6;

(€) o conjunto vazio;
(D) um ponto.

Considereduasretas r e s,
distintas, perpendiculares auma
mesmareta t.

Qual das seguintes afirmacoes é

necessariamente verdadeira?

(A) As retas r e s sao concorrentes.

(B) As retas r e s sao paralelas.

(€) Existe um plano & que contém
asretas r e s, talqueareta t é
perpendiculara o.

(D) Existem planos « e B que
contémasretas r e s,

respetivamente, tais que areta t
é perpendiculara o ea f3.
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Questoes tipo exame

Questoes resolvidas

@ Na figura, esta representado, num
referencial o.n. Oxyz, o cubo
[ABCDEFGH] (o ponto D nao esta
representado na figura).

Sabe-se que:

«0 ponto H tem coordenadas
(5,-1,8);

«ovetor HG tem coordenadas (-2, 6, 3).

15.1. Escreva uma condicdo cartesiana que defina cada um
dos seguintes conjuntos de pontos.

a) Plano ADE b) Reta HG
¢) Superficie esférica de centro no ponto H a qual pertence
oponto G.

15.2. Sabe-se ainda que a equagao 3x—2y+6z—16=0
define o plano ABC.

Determine, sem recorrer a calculadora, as coordenadas do
ponto D.

Resolucdo
15.1.
a) O vetor HG é perpendicular ao plano ADE.

Logo, a equagao deste plano é do tipo
—2x+6y+3z+d=0.

Como(5, — 1, 8) pertence a este plano, temos
-2x5+6%x(-1)+3x8+d=0¢>d=-8

Portanto, — 2x + 6y + 3z — 8 = 0 é uma equacao cartesiana
do plano ADE.

b) Equacées cartesianas da reta HG:
x=5_y+1_z-8
-2 6 3
¢) Centro da superficie esférica: H(5, — 1, 8).
Raio da superficie esférica:

IHG|=V(- 27 + 6>+ 3°=\Va9 =7
Equacao da superficie esférica:
x-5F+(y+17+(z-8P=49

15.2. O ponto D éaintersecao dareta HD com o plano ABC.

Areta HD passano ponto H e tem a direcao do vetor de coor-
denadas (3, —2, 6), vetor perpendicular ao plano ABC.

Portanto, HD: (x, y, z)=(5, -1, 8)+k(3, -2, 6), kER.
Seja P um ponto genérico dareta HD.

As coordenadas deste ponto podem ser obtidas a partir da
equacao vetorial: P(5+3k, —1—-2k, 8+6k), kER.

O ponto D é o ponto da reta que satisfaz a equacao do
plano: 3x-2y+6z—-16=0.

Entdo, 3(5+3k)—2(-1-2k)+6(8 +6k) — 16 =0 <
& 49k +49=0 < k=—1
D(5-3,-1+2,8=6)

O ponto D tem coordenadas (2, 1, 2).

Questoes propostas

104 @ ZIVIN-N3dD

2
8

m Num referencial o.n. Oxyz, considere
os pontos A e B de-coordenadas:
(1:2,1)e4,2; 7).

P é o ponto do segmento de reta
[AB] tal que AP = 2PB. Quais sdo
as coordenadas do ponto P?

m Considere, num referencial o.n. xOy,
uma circunferéncia de centro na
origem e raioiguala 10 e o ponto A
de coordenadas (0, 6).

Admita que B é um ponto do
primeiro quadrante que pertence a
circunferéncia e que areta AB tem

declive igual a %
21.1. Mostre que o ponto B tem
coordenadas (6, 8).

21.2. Determine uma equagao da
reta t, tangente a circunferéncia
no ponto B.

21.3. Seja or aamplitude, emradianos,
do angulodasretas t e AB.

Mostre que tg o = %

m Na figura, esta representada, num
referencial o.n. Oxyz, uma
piramide quadrangular regular
[ABCDV].

Sabe-se que:

*Ospontos A, Be C 4
tém coordenadas
8,-3,6),(8,5,0
e(-2,5,0),
respetivamente.

* 11y — 2z=55 é uma equagao do
plano BCV.

« O ponto E é o centro da base da
piramide.

22.1. Mostre que o ponto D tem

coordenadas (-2, — 3, 6).

22.2. Mostre que o plano ABC
pode ser definido pela equagao
3y+4z=15.

22.3. Determine as coordenadas do
ponto V.

22.4. Considere que V tem
coordenadas (3, 7, 11).

Seja o a amplitude, em radianos,
do angulo BVA.

Determine o valor exato de sin’c.



Questdes para praticar

itens de sele¢ao

m De um triangulo [ABC] sabe-se que:

PEN-MAI2 © Porto Editora

«AB-AC =15

AB|=5

B cos(AB AC) = %
Indique qual das afirmagdes seguintes é verdadeira?
(A) O triangulo [ABC] é retangulo.

(B) O triangulo [ABC] é obtusangulo.

(€) O triangulo [ABC] é is6sceles nao equilatero.
(D) O triangulo [ABC] ¢é equilatero.

Na figura esta H G
representado um

cubo [ABCDEFGH] E
de aresta a.

Qual é o valor do
produto escalar . .
AB - AG?
(R)a (B) &

(©) 2a (D)o

Na figura esté representado, num referencial
o.n. Oxyz, o cubo [OABCDEFG].

z
D G
E ; £
e O =
0 cy
A B
X

Os pontos A, C e D pertencem aos semieixos
positivos Ox, Oy e Oz, respetivamente.

O ponto G pertence a reta definida por:
x=0Ay=6-2z

Qual é a medida da aresta do cubo?

(A)1 (B) 2 ©3 (D)6

Considere, num referencial o.n. Oxy, areta r eo

- plano &, definidos, respetivamente, por:

x,y,2=@m,4,-1)+k(1, m,-1), kER
e 2x+4y—-mz=0

Sabendo que a reta r é paralela ao plano «,
qual é o valorde m?

wW-2 @1

©-2  ®2

Itens de construcao
Na figura esta Y1
representada, num x

referencial xOy,
umareta r eum

ponto P. P
«Aretar é
definida pela f(x)
equagao
4x+3y=25. 0 o ¥

- O ponto P, deabcissa x, pertenceareta r.
Considere a funcao f, de dominio IR, definida

por f(x) = %sz —8x+25.

27.1. Mostre que a distancia do ponto P a
origem do referencial, em fungdo de x, é dada
por f(x).

27.2. Estude a fungao f quanto a monotonia e
indique a abcissa do ponto P paraaquala
distanciade O a P é minima.

27.3. Escreva uma equacao da circunferéncia
com centro na origem do referencial e tangente
areta r.

Na figura, esta representado um prisma
triangular regular [ABCDEF], de alturaigual a 3
e aresta da base iguala 2.

Determine o valor exato de AE - AF .

Considere, num referencial o.n. Oxyz, duas retas
r e s, definidas por:

1-y 1-z
rix—-5=—==—=
3 2

s:(¢;y,2=B,0,-2)+k(-3,2,-1),kER

29.1. Mostre que as retas r e s definem um
plano.

29.2. Mostre que o plano 8, definido pelas
retas r e s, é perpendicular ao plano o
definido pela equagdo 2x—y—-z=0.

29.3. Determine, em graus, a amplitude do
anaulo formado pelasretas r e s.
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Questoes para praticar

m Na figura esta representado, num referencial

o.n. Oxyz, o cubo [OABCDEFG].

4
D G
E 5 £
i o O ey
0 cy
A B

X

Os pontos A, C e D pertencem aos semieixos
positivos Ox, Oy e Oz, respetivamente.

O ponto F pertence ao plano definido pela
equacao x—2y+3z=4.

Determine a area do triangulo [OBD].

Na figura, esta representada, num referencial
o.n. Oxyz, a piramide quadrangular regular
[ABCDV].

Sabe-se que:

*aequacgao 2x +y — 2z + 6 = 0 define o plano
ABC;

«0ponto A pertence ao eixo Oz;
« 0 ponto V tem coordenadas (7, 8, —4).

31.1. Determine as coordenadas do ponto A.

31.2. Sabe-se que o ponto E é o centro da base
da piramide.

a) Definaareta VE por uma equacao vetorial.
b) Determine as coordenadas do ponto E.

31.3. Escreva uma condigao cartesiana que
defina a superficie esférica de centro no ponto V
e que passa na origem do referencial.

31.4. Sejam X e Y os pontos de intersecao do
plano ABC com os eixos Ox e Oy,
respetivamente.

Sabe-se que o é a amplitude, em radianos, do
angulo XAY.

Determine tg o .

a Seja [ABCDEFGH] um paralelepipedo retdngulo.

H G
R
: h”
)
A B

Mostre que o valor do produto escalar AB - AG
nao depende da altura, h, do paralelepipedo.

a Na figura esta representado um referencial

o.n. Oxyz.

aooDe Y e

EQIENGST RO B T

o
=

X

Areta r é definida pela condicdo x=y=12-2z.

O ponto P desloca-se sobre a reta r de tal
modo que é sempre vértice de um prisma
quadrangular regular, em que os restantes
vértices pertencem aos planos coordenados.
A cotade P variaentre 0 e 12.

33.1. Mostre que o volume do prisma é dado,
em funcao da abcissa x do ponto P, por:

V(x)=12x* = x*, com x € ]0, 12[

33.2. Determine as dimensodes do prisma de
volume maximo.

33.3. Seja o o plano definido pela reta r e pelo
ponto A de coordenadas (0, 24, 0).

Mostre que o plano o pode ser definido pela
equacao x +y+2z=24.

33.4. Seja s areta que passa na origem do
referencial e é perpendicular ao plano «.
Determine uma equagao vetorial da reta s.

33.5. Seja B o ponto de intersecao dareta s
com o plano . Determine as coordenadas do
ponto B e verifique que este ponto pertence a
reta r.

33.6. Verifique que, quando o ponto P tem as
coordenadas do ponto B, o volume do prisma
éiguala 128.

33.7. Resolva a equacdo V(x)=128.

Sugestao: Tenha em conta o resultado da alinea
anterior e aplique a regra de Ruffini.
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Avaliacdo

n Na figura, esta representado um retangulo [ABCD]. D C
Sabe-se que ;\_B=ae§E=%a. 5
—a
O produto escalar AB - AC éigual a: #
(A) & (B) %az © %az (D) %az g B

a Considere, num referencial o.n. Oxy, asretas r e s, definidas, respetivamente, por:
ri3x-2y=14 e s:(x,y)=3,4)+k(, -5),kER
Qual é a amplitude, em graus, do angulo das duas retas?

(A) 90° (B) 45° (©) 67,6° (D) 3,2°

9 Considere, num referencial o.n. Oxy, a circunferéncia definida pela equacao x*+yr=1.

Areta r é tangente a circunferéncia no ponto de coordenadas @, %) ;

Qual das equacdes seguintes define areta r?

3. .8 3,6 4 8 4 -5
A) y=—=x+= B) y=—=x+2 € y=——k+— Dy=—-x+3
B y=-3x+3 () y==gx+c ©y=-3x+3 (D) y=-3x+3
n Num referencial o.n. Oxyz, considere areta r:x=%=—§—eoplano o:x+2y+3z=14.

Indique qual das afirmagoes seguintes € verdadeira.

(R) Areta r é estritamente paralela ao plano o.

(B) Areta r esta contida no plano ¢.

(€) Areta r interseta o plano & na origem do referencial.

(D) Areta r interseta o plano & no ponto de coordenadas (1, 2, 3).

B Considere, num referencial o.n. xOy, os pontos A(-2, 6), B(- 3, 3) eovetor U =(4, - 3).
5.1. Seja o a amplitude do angulo dos vetores U e AB. Determine cos(20).
5.2. Determine as coordenadas do ponto C, do eixo Ox, sabendo que o triangulo [ABC] é retanguloem A.

5.3. Usando o conceito de produto escalar de vetores, determine a equacao reduzida da mediatriz do
segmento de reta [AB].

B Na figura, esta representada, num referencial o.n. Oxyz, uma piramide quadrangular regular [ABCDV].
Sabe-se que:
. abase [ABCD] esta contida no plano xOy;
<0 ponto A pertence ao eixo Ox;
.0 ponto B pertence ao eixo Oy;
«oplano ABV é definido pela equacao 18x + 30y +17z2—-90=0;
«oponto E é o centro da base da piramide;
«aordenada de D é negativa.

6.1. Mostre que A e B tém coordenadas (5, 0, 0) e (0, 3, 0), respetivamente.

6.2. Mostre que D tem coordenadas (2, =5, 0).

PEN-MA12 © Porto Editora
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Prova-modelo 1

Grupo |

Na resposta aos itens deste grupo, selecione a opc¢ao correta. Escreva, na folha de res-
postas, o nimero do item e a letra que identifica a op¢ao escolhida.

CPEN-MAI2 © Porto Editora

. Quantos nimeros naturais pares, com quatro algarismos diferentes, se podem escrever?

(A) 2296 (B) 2520 (c) 2016 (D) 3600

. Seja S o espago de resultados associado a uma experiéncia aleatéria e sejam A e B dois acon-

tecimentos possiveis (ACS e BCS).
Sabe-se que P(A)=5P(ANB) e PAUB)=2P(B).

Qual é o valor da probabilidade condicionada P(A|B)?

® 3 ® 3 © 1 © 1

. Seja f uma funcdo de dominio IR, derivavel em todos os pontos do dominio, tal que:

e f(x)>0, VXER
ef(1)=Ff'(1)=e
Considere a fungdo h, de dominio IR, definida por h(x)=f(x)x In [f(x)] .

O valor de h'(1) é:

A e (B) 2e (c) ¢ (D) o

. Seja f afuncdo, de dominio R*, definida por f(x)=In(2x).

Areta de equacdo y=2x+b é tangente ao gréfico da fungéo f.

Qual é o valorde b ?

@ 2 8) 1 © 3 () -1

. Seja (u,) asucessao definida por recorréncia do modo seguinte:

{u1=1Q0
u,,1+1=u,, Vvn€N

A soma dos k primeiros termos de (u,) € igual a zero.

O valorde k é:

(A) 100 (B) 101 (©) 200 (D) 201

Cotagoes

5
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5 6. Na figura esta representada, num referencial o.n. xOy, uma circunferéncia de centro O eraio 2.

Sabe-se que:

* 0 ponto A pertence ao semieixo positivo Ox ;
¢ 0 ponto B tem coordenadas (0, 1);

* o ponto C pertence a circunferéncia;

e o é a amplitude, em radianos, do angulo AOC , com o € ]0 ; g[ >

Qual das expressdes seguintes representa, em fungéo de o, o comprimento do segmento de reta
[BC]?

A) Vs5-4sinae (B) V5-4cosa (C) V2-2sina (D) V2-2cosa

5 7. Seja a um numero real ndo nulo.

Considere, num referencial o.n. Oxyz , areta r e o plano pB definidos, respetivamente, por
x,y,2=(1,0,1)+k(4-3a,0, 1), kER e x+az=1.

Sabe-se que areta r é paralela ao plano S .

Qual é o valorde a ?

® 2 (8) 1 © 3 () -3

5 8. Na figura estdo representadas, no plano complexo, as imagens geométricas de cinco numeros
complexos: z, z,, Z,, Z3 € Z,.

.. -

Qual é o nimero complexo que pode seriguala z+2 ?

316 @ z ®) z ©) z (D) z,



Grupo |l

Nas respostas aos itens deste grupo, apresente todos os calculos que tiver de efetuar e
todas as justificagcoes necessarias.

Quando, para um resultado, ndo é pedida a aproximacao, apresente sempre o valor exato.

CPEN-MA12 ® Porto Editora

. Em C, conjunto dos nimeros complexos, considere z =

U
\/Ecis%—1

Determine o menor numero natural n tal que z' é um numero real negativo.

Num saco estdo seis bolas brancas e quatro bolas pretas, indistinguiveis ao tato.

2.1. Extraem-se ao acaso, sucessivamente e sem reposicao, as dez bolas do saco.

Determine a probabilidade de as quatro bolas pretas nao sairem todas seguidas (sair pelo

menos uma bola branca entre duas bolas pretas).
Apresente o resultado na forma de fragao irredutivel.

2.2. Admita agora que, tomando como ponto de partida a constituigao inicial, se colocaram mais

algumas bolas pretas no saco.

Considere a experiéncia aleatéria que consiste em retirar, sucessivamente e sem reposicéao,

duas bolas do saco, e em registar a cor das bolas extraidas.

Relativamente a esta experiéncia aleatéria considere os acontecimentos:
A : “A primeira bola retirada € branca”;
B : “A segunda bola retirada é preta”.

Sabendo que o valor da probabilidade condicionada P(BIA) é
bolas pretas que foram posteriormente colocadas no saco.

NI

, determine o numero de

Cotagoes

15

15

15
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15

15

15

15

10

15
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3. Na figura esta representado um referencial o.n. Oxyz .

Os pontos A e B tém coordenadas (6, 6, 0) e (0, 0, 3), respetivamente.

{
{
{
i
{

O ponto P desloca-se sobre areta AB de tal modo que é sempre vértice de uma piramide em que:

a base é um quadrado contido no plano xOy . A medida do lado do quadrado é igual a abcissa do}
ponto P eacotade P variaentre 0 e 3.

<y

3.1. Mostre que o volume da piramide, em fungé@o da abcissa x do ponto P, € dado por
V(x)=x2—%3, com x€ 10, 6[.

3.2. Determine a altura da piramide de volume maximo.

3.3. Seja C o ponto do eixo Oy para o qual o triangulo [ACB] é retanguloem A.
Determine a area do tridangulo [ACB] .

4. Seja f afuncdo, de dominio IR, definida por:

et se x<0
f(x) =
®) xln(x;1)+3x se x>0

4.1. Determine f'(~ 1) recorrendo a definicdo de derivada de uma fungédo num ponto.

4.2. Seja t areta tangente ao grafico de f no ponto de abcissa — 1.

a) Mostre que a equacéo reduzidadareta t é y=—x.

b) Mostre que existe um ponto do grafico da fungdo f, cuja abcissa pertence ao intervalo

1

Fae= }[ , em que a reta tangente ao grafico nesse ponto é paralela areta t.

X € ]
Sugestao: Recorra ao Teorema de Bolzano.

4.3. O gréafico da fungdo f tem uma assintota obliqua quando x — +oo.
Determine a equagéo reduzida dessa assintota.



5. Considere a fungdo f, de dominio IR, definida por f(x)=¢e".

CPEN-MAI12 © Porto Editora

Na figura estéo representados, num referencial Oxy , parte do grafico da fungdo f e o triangulo
[ABC] .

S

(0] X

Sabe-se que:
* o ponto A tem coordenadas (0, 1);

* o ponto B pertence ao grafico da funcao f e tem abcissa no intervalo
10, 2[;

* o ponto C pertence ao eixo Oy e tem ordenada igual a do ponto B ;
* [CD] é a altura do triangulo [ABC] relativa 4 base [AB];
«CD=1

Determine a abcissa do ponto B, recorrendo a calculadora gréfica.

Na sua resposta deve:

— equacionar o problema;
- reproduzir, num referencial, o grafico da fungao ou os graficos das fungées visualizadas, devida-
mente identificados;

—indicar a abcissa do ponto B com arredondamento as centésimas.

FIM

15
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Sugestdo de resolucdo

Grupoll E
g
1.. 12A 2°A 3°A 4°A 7 §
9 8 7 1 Numeros cujo algarismo das unidades é 0. £
El
8 8 7 4 Numeros cujo algarismo das unidades é 2, 4, 6 ou 8.

IX8X7X1+8x8x7x4=504+1792=2296

Resposta: (A)

2. P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)
2P(B)=5P(ANB)+ P(B)— P(AN B) & P(A)=5P(AN B) e P(A U B)=2P(B)
& 2P(B)-P(B)=5P(ANB)—P(ANB) &

PANB) 1

< P(B)=4P(ANB) & PG 4

<=>P(A|B)=%

Resposta: (C)

3. h(x)=f(x)xIn[f(x)]
h'() = [£0) x In(f)] =
=F'(x) x In[F(x)] + f(x) x [In(f(x)] =
=f'(x) x In[f(x)] + f(x) x f;(x—)=
f(x)
=f'(x) x In[(F(x)] + f'(x)
Como f(1)=f'(1)=e, entao:

(M) =Ff1)xIn[f()] +f(1)=exIlne+e=ex1+e=2e

Resposta: (B)

4. f(x)=In(2x)

O declive da reta de equacdo y=2x+b é 2. Logo, esta reta é tangente ao gréfico da funcao f num
ponto de abcissa x tal que f'(x)=2.

- gL

fix)=2 < loro o |
X 2

1 1
fl=]=In{2x<]=In1=
(2> n( X 2) n 0
O ponto de tangéncia tem coordenadas (15, 0). Este ponto pertence a reta de equagao y =2x +b.

Logo,0=2x%+b & b=-1.

Resposta: (D)
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6.

{u1 =100 {u1 =100
U; s+ 1 =4, YVnEN U,,—u,=-1,vnE€N

(u,) é uma progressao aritmética de razdo — 1 sendo u, = 100.
Logo, u,=100+(n—-1)x(-1) &

&~ u,=100-n+1

& u,=101-n

L « k= 100+101 —k ><k=(2o1—k)k

2 2 2

201 — k) k

Sk=0  —4 %:O

< (201 -kk=0

kEN

& 201-k=0V k=0 k=201

Resposta: (D)

Sejam (a, b) as coordenadas do ponto C.

=COSO &< a=2coso

=sina & b=2sinax

NS N

C(2cosa, 2sina)

B(0, 1)

BC=V(2cosa—0F +(2sina — 1)

=\/4 cos’a + 4 sino. — 4 sin ot + 1

=V4(cos’c + sin’e) + 1 — 4sina

=V4x1+1-4sina=V5-4sina

Resposta: (A)

r:(x,y,2=0,0,1)+k(4-3a,0,1),kER
T=(4-3a, 0, 1) é um vetor diretor da reta r.
B:x+az=1

u=(1,0, a) é um vetor perpendicular ao plano f.

Seareta r é paralelaaoplano f entdio ¥ L u, peloque 7-u =0

T Uu=0¢&>@4-3a,0,1)-(1,0,d=0 &

& (4-3a)x1+1xa=0 -

&~ 4-3a+a=0

"= 4-2a=0

&~ 2a=4

&~ a=2
Resposta: (A)

u,=u,+(n=1)xr

Somiitln g,
2
y
C
85 /!
o fb
o a Al X
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Sugestdo de resolugdo

Como |z|=1, |Z|=1
arg(Z’) = 3arg(2)

De entre os nimeros complexos representados, podemos concluir
(regra do paralelogramo) que z + Z sé pode serigual a z,.

Resposta: (D)

Grupo ll

Vg—il‘ '\/g_i4)(2+3

Z= =

\/ECiS%:-—1 \/i(cos%+isin5)—1

4
V3¢ V3-()
\6(%+%i)—1 1+i-1
\/§+i=(\/§+i)x(—i)
i i x(=1i)

Wk - IR0

1
l4=V12+(-V3)'=V1+3=2

Seja & um argumentode z.

-V3
tane——l————\/g _— 1

-3 é um argumentode z.

0E4°Q

e=2ci(-3)
o-pal-3) - al-5)

z" é um numero real negativo <= —%=1t+2k1[, keZ &
& -n=3+6k, kEZ &=

& n=-3-6k, kEZ

O menor nimero natural n é 3 e obtém-se para k=—1.

wIONPY 0MO0d & ZIVIN-NID

2.1. Comecamos por calcular a probabilidade do acontecimento contrario (as quatro bolas pretas sairem

todas sequidas).
Numero de casos possiveis: 10!

Numero de casos favoraveis: 4! x 6! X 7

p— 4 x6!'x7 _ 1
10! 30

A probabilidade de as quatro bolas pretas nao sairem todas seguidas é:
N
30 30



2.2. Seja n o numero de bolas pretas posteriormente colocadas no saco.
Bolas brancas: 6
Bolas pretas: 4+n

Total: 6+4+n=10+n

6
P(A) =
@ 10+n
P(BIA) = ; I Z (ap6s ser retirada uma bola branca ficaram na caixa 9+ n bolas sendo

4+n pretas)

P(BIA)=§ e A0 _3 oy 16+4n=27+3n < n=11
4 9+n 4

Foram colocadas no saco 11 bolas pretas.

3. A(6,6,0);B(0,0,3)

CPEN-MAI2 © Porto Editora

3.4. AB=B-A=(0, 0, 3)-(6, 6, 0)=(~6, —6, 3)=—6(1, 1, —%)

RetaAB: (x, y, 2)=(0, 0, 3)+k<1, 1,—;—), kER

Um ponto da reta AB é daforma (x, y, z)=(k, k, 3—%), k€ R

Se x éabcissa do ponto P, as coordenadas de P sao (x, x,3- %) com x€ Jo, 6[ .

A medida da aresta da base da piramide é x eaalturaé 3 — % . Logo, o volume é dado por:

V(X)=1—><X2><<3—£)=x2—x—3 com x € ]0, 6[
3 2 6' : ’ .
3\' 3 1
3.2. V'(x) = 2_"_)=2x__ poaw. L
® (x 6 6" 2

V'(X)=0 < 2x—%x2=0 >
= x(Z—%x)=O =
e x=0\/2—%x=0 —

& x=0Vx=4

Como x€ ]0, 6[, vem x=4.

X 0 4 6
V' + 0 -
Vv /I Max |\

O volume é méaximo para x=4.
Se x=4, aaltura da piramide é 3 — %= 2

A altura da piramide de volume maximo é iguala 1.
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Sugestdo de resolucdo

3.3. A6, 6, 0)
AB=(-6,-6,3)

c(,y, 0
AC=C-A=(0,y,0)-(6,6,0=(-6,y-6,0) i

AC L AB <= AC-AB=0 <> (-6,y-6,0):(-6,-6,3)=0
& 36-6(y—6)=0 < 36-6y+36=0 <
S oy=72 &= y=12

AC=(-6,12-6,0)=(-6, 6, 0)
[ABl=V/(6f +(=6)+3*=\/36+36+9=\81=9
[ACl= V(- 67 +(6) +0*=V36+ 36 =36 x 2= 6\/2

Como o triangulo [ACB] é retanguloem A, temos:

AB x [AC 9Ix6V2
AM:II ||2|| I_ xzxf —y -

= - I{— b 2 (C1+h+1 _
4.1.f'(-1)= lim 1+ B =K 1)___ Iim( 1+h)e 1

h—0 h h—0 h

2 h 2 h
— — - 1 —
o R (h=1)¢ 1= lira (F*=2h+1)e" =1
h—0 h h—0 h
2 h h _ h(h -2 h b -
g S =E 8 Y GBS | s
h—0 h h—0 h h—o0 h

=hIimo[(h—2)e"] +1==2+1=-1

4.2. a) A reta tangente ao grafico de f no ponto de abcissa — 1 tem declive iguala f'(-1).
Como f'(-1)=-1, a équagéo reduzidadareta t édaforma y=—x+b.
O ponto de tangéncia tem coordenadas (- 1, 1) porque f(-1)=1.
Substitu;ndo naequacido y=—x+b, temos 1=—(-1)+b < b=0.
Logo, a equagdo reduzidadareta t é y=—x.

b) Qualquer reta paralela a t tem declive — 1.

Pretende-se provar que existe x € ]— ;—, - %[ tal que f'(x)=—1.

No intervalo ]- oo, 0[ a funcao f' é definida por:
F()=0e"*") =
= 2xex+'l +x2ex+1=
=xe*""(2+x)
- f' é uma fungdo continuaem ]- oo, O[ por ser definida pelo produto e composta de fungoes
1 1

continuas (fungdes polinomiais e fungao exponencial). Logo, f' é continua em [— 7'~ Z] -
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( 2)_< z)e; <2 2) 1,24

LA T ) e BT S I P

f( 4>_( 4)e4 (2 4)~ 0,93
~1,24<-1<-093, ouseja, f'(— ;—><- 1 <f'<— %)

Entéo, pelo Teorema de Bolzano:

f' é continuaem [—1—, —l]
2" 4

e

) xln<x11)+3x
43. |m —= lm ——— =
x—+o00 X X—++00 X

= lim [In(x+ 1>+3]=
X —> + 00 X

= lim In(1+%)+3=ln1+3=0+3=3

X—>+ 00

1 LI e S
=>3x€] E, Zl:f(X)— 1

lim [f(x)-3x]= lim [xln<x+1>+3x—3x}=
X — + 00 X—+ 00 X

= lim [xln<1+1—]=
X—+ 00 X 1

=1
1 y=;<:>x-y
=y|LT0[;|n(1 +y)]= Se x—+00,y—0
In(1+
= lim __n( y)=1
y—0 y

Logo, areta de equagao y = 3x + 1 é uma assintota obliqua do grafico de f quando x — + co.

5. A0, 1)
B(x, ) com x€ ]0, 2[
c(, &
D=1
AC=le*~1|=e"~1, porquese x>0, e~ 1>0.
E=|x—0]=x, porque x>0.

AB=Vx*+(e-1)

A érea do triangulo [ABC] pode ser calculada por dois processc;;:

BEx AC _x(e - 1)

A[ABC] = 2 2
AB x CD X+ -17x1 Vxl+(e-1)7
A =——— = 2 N 2

CPEN-MA12 © Porto Editora
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Sugestdo de resolugdo

x(e* - 1)= V2 +(e - 1)
2 2

A abcissa do ponto B tera de ser solugdo da equacao

"("'xz")= : "Z’LZ(ex“‘) & x@—-1)=Vx +(@Ee-1)

Na calculadora gréfica, fazendo:
<Y, =x(e-1)

Y, =Vx +( -1y

determinou-se a abcissa do ponto intersecdo dos respetivos gréficos.

Y Y,

@ 1,14 2 X

A abcissa do ponto B é aproximadamente iguala 1,14.

nointervalo x € 10, 2[.

BT mins m TrunraTT I



Prova-modelo 2

Grupo |

Na resposta aos itens deste grupo, selecione a opg¢ao correta. Escreva, na folha de res-
postas, o numero do item e a letra que identifica a op¢cao escolhida.

1. Considere os dois primeiros elementos e os dois ultimos de uma certa linha do Triangulo de Pascal.

CPEN-MA12 © Porto Editora

. Seja (x,) a sucessio de termo geral x, =

Sabe-se que o produto desses quatro elementos € igual a 441 .
Qual é o terceiro elemento da linha seguinte?
(A) 1540 (B) 231

(©) 1330 (D) 210

Um saco tem 10 bolas, numeradas de 1 a 10 . Extraem-se, ao acaso, duas dessas bolas e
multiplicam-se os respetivos niumeros.

Qual é a probabilidade de o produto obtido ser iguala 12 ?

1 2
@ % s
1 4
© 3 ©) 3

. Seja f uma fungdo, de dominio ]-1, + oo , com derivada finita em todos os pontos do seu do-

minio. Sabe-se que f', afungao derivada da fungédo f, é definida por f'(x)=In(x + 1)+ %xz -X.

Quantos pontos de inflexdo tem o grafico da fungao f?

(A) Zero (B) Um
(C) Dois (D) Trés
n+1

n
Seja f uma funcao, de dominio IR".

De uma fungao f sabe-se que limf(x,)=1.

Em qual das opg¢des seguintes pode estar definida a funcao. £?

(A) D,=R\{0} e f(x)=x(e;_— 1)

B) D,=R\{0} e f(x)= ="
(C) D,=R' e f(x)= '"(XX+ 1)

() D=R' e fo)="%

Cotagoes

5
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Provas-modelo
5 5. Qual das expressdes seguintes € o termo geral de uma progresséo aritmética decrescente?

(A a,=log,2" (B) b, =log, (15)"

©) c,=¢" (D) d,=e?® -

5 6. Na figura esta representada, num referencial o.n. Oxy, uma circunferéncia de centro O eraio1l.

Sabe-se que: y

e o ponto A pertence ao semieixo positivo Ox ; ¢

* 0 ponto B tem coordenadas (-1, 0);

e o ponto C pertence a circunferéncia; : 7}

e o é a amplitude, em radianos, do angulo ABC, com « € ]0 ; %[ ; g ° 43

Qual das expressdes seguintes representa, em fungéo de « ,
a area do triangulo [OCB] ?

@ Si;a (B) sin a cos «
(©) sin(a) ) cosz(2a)

5 7. Na figura esta representado, num referencial o.n. Oxyz, o cubo [OABCDEFG] de aresta 3.

z
D G

Os pontos A, C e D pertencem aos semieixos positivos.

Sejam:

e a o plano que passa no ponto B e é perpendicular a OF ;

P, Q e R os pontos de interse¢éo do plano o com os eixos Ox, Oy e Oz, respetivamente.
Qual é o valor do volume da piramide [OPQR] ?

A 45 (B) 36 (c) 72 (D) 108

5 8. Na figura esta representado, no plano complexo, um segmento de reta.

Qual das condigdes seguintes pode definir, em C, esse conjunto de pontos?

(A arg(z—2)=:;—“/\[z—1 -i|< 1 Im(z)
B) argz-2)=FAlz-1-i<V2
4

©) arg(z—1)=34—n/\lz—1 i<

_3_7t s (0] R
328 (D) argz-1)= - Alz-1 ||<\/§ e(z)
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Grupo Il

Nas respostas aos itens deste grupo, apresente todos os calculos que tiver de efetuar e
todas as justificacoes necessarias.

Quando, para um resultado, nao é pedida a aproximacao, apresente sempre o valor exato.

Cotagoes

, , . 2-iP-9
1. Em C, conjunto dos nimeros complexos, considere z = %— . 15
2V2i
Determine as raizes cubicas de z.
2. Numa escola secundaria, relativamente aos alunos do 12.° ano que realizaram o exame de Mate-
matica A no ano letivo anterior, verificou-se que:
* 96% dos alunos com classificagdo positiva no exame de Matematica A obtiveram colocag¢éao no
ensino superior, na 1.2 opgao de candidatura;
* 90% dos alunos colocados no ensino superior na 1.2 opgao de candidatura obtiveram classifica-
¢do positiva no exame de Matematica A;
¢ quatro em cada cinco alunos foram colocados no ensino superior, na 1.2 opg¢éo de candidatura.
2.1. Escolhido um desses alunos ao acaso, qual é a probabilidade de ter obtido classificagcao po- 15
sitiva no exame de Matematica A?
2.2. Admita que dos alunos dessa escola colocados no ensino superior na 1.% opgéo de candida- 15
tura apenas 16 nao obtiveram positiva no exame de Matematica A.
Quantos alunos do 12.° ano realizaram o exame de Matematica A nessa escola?
3. Na figura esta representada em referencial o.n. Oxyz a pirdmide quadrangular regular [ABCDV] .
Sabe-se que:
e a base [ABCD] esta contida no plano xOy ;
* o ponto A tem coordenadas (1, 1, 0);
* o ponto C tem abcissa positiva e igual a ordenada; =4
* AC-AV =16
3.1. Determine uma equacéo do plano o que passa no ponto A e contém o eixo Oz. 15
3.2. Determine as coordenadas do ponto C. 15

CPEN-MA12 © Porto Editora
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4. Considere a fungcao f, de dominio IR, definida por:

X se x<0
X+3

f(x)= € (k € um namero real)
3Inx+1)+2x—-1 se x>0 =

BIONPH 0MOd @ TIVIN-NALD

15 4.1. Sabe-se que a reta tangente ao grafico da fungcado f no ponto de abcissa — 3 passa na ori-
gem do referencial.

Determine o valor de k.

15 4.2. Verifique se o gréafico da fungao f admite uma assintota quando x — + co..

10 4.3. Estude a fungdo f quanto ao sentido das concavidades e quanto a existéncia de pontos de
inflexdo no intervalo ]0, +oof .

5. Na figura esta representada, num referencial o.n. Oxy , a circunferéncia de centro na origem do
referencial e raio 1.

O ponto A é o ponto de intersegao da circunferéncia com o semieixo positivo Ox .
O ponto B tem coordenadas (1, 1).

Considere que o ponto P, partindo do ponto A, se desloca sobre a circunferéncia, dando uma
volta completa no sentido positivo.

Para cada posigdo do ponto P, seja o aamplitude, em radianos, do angulo AOP (a elo, 21t[).

Seja d afungéo que, a cada valor de «, associa a distancia, d(«), do ponto P ao ponto B.

15 5.1. Mostre que d(@)=V3-2cosa-2sinc.

15 5.2. Estude a fungdo d quanto a monotonia e a existéncia de extremos relativos.
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6. Considere a fungdo f, de dominio R*, definida por f(x)=1Inx . 15

Na figura estdo representados, num referencial Oxy , parte do grafico da fungado f e o paralelo-
gramo [OABC].

0/1 A 5 X

Sabe-se que:

* 0 ponto A pertence ao eixo Ox ;

e 0 ponto B pertence ao gréfico da fungéo f e tem abcissa no intervalo |1, 5[ ;
* o ponto C pertence a bissetriz do primeiro quadrante;

¢ [OABC] é um paralelogramo de area igual a 3.

Determine a abcissa do ponto B, recorrendo a calculadora gréfica.

Na sua resposta deve:

- escrever uma expressao da area do paralelogramo [OABC] em fungao da abcissa do ponto B ;

- equacionar o problema;

- reproduzir, num referencial, o grafico da fungdo ou os graficos das fungdes visualizadas, devida-
mente identificados;

- indicar a abcissa do ponto B com arredondamento as centésimas.

FIM

CPEN-MA12 © Porto Editora
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Sugestdo de resolucdo

1.

Grupo |

Em qualquer linha do Triangulo d& Pascal o primeiro elemento e o Ultimo sdo iguaisa 1.

Por outro lado, o segundo elemento é igual ao penultimo. Seja n o segundo elemento da linha em causa.
Temos, entdo: 1x nx nx1=441 <> n’ =441 & n=21

Trata-se da linha correspondentea n=21.

A linha seguinte é a correspondentea n=22.

O terceiro elemento da linha sequinte é igual a *C, = 231.
Resposta: (B)

Numero de casos possiveis: '°C, = 45
Ndmero de casos favoraveis:
Os divisores de 12 menores ouiguaisa 10 sdao 1,2, 3,4 e 6.

Portanto, ha dois casos favoraveis: 2x6 e 3x 4.
-2
45

Resposta: (B)

() = In(x + 1)+1§x2—x

3 T+x+1)(x—1 2 2
f"(X)=(In(x+1)+1—x2—x>=L+x—1= e Dix )=1+X Vo 2
2 x+1 x+1 x+1 x+1

2
f'()=0¢ X =0Ax>-1< x=0
X+ 1

O unicozerode " é 0. No entanto, para x#0, f"(x)> 0.

Logo, o gréfico de f nao tem pontos de inflexao.

Resposta: (A)
+ 1 1+:1— 1+1F 1+711_ 1+0
lim x, =lim L =lim =lim =lim = =+ 00
Vo Va n 1 @
n n2 n
limf(x,)= lim f(x)=1
X—>+ 00
Opgao A:
1
1 x -
lim f(x)= lim [x(e"—1)]= lim &1 = | u=1
X—+00 X—+00 X400 | “y=cy=»0 Y
X
Opcao B:
lim )= lim £='= |im (e——l)=+oo—o=+oo
X—*+00 x—+00 X x—+00 \ X X
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6‘

Opgao C: 1 1
i % 9) In [x(1 +;)] Inx+ In(1 +;>
lim fx)= lim ——= lim ———= lm ——=
X—>+ 00 X—+00 X X—>+ 00 X X—>+ 00 X
In(1+%)
= Hm I_M+ lim =0+ . =0
x—4+00 X X— + 00 X + 0o
Opgao D:
lim f(x)= lim lr—‘1=0
X— 4+ 00 x—+00 X
Resposta: (A)
a,=log; 2"

n+1

a,.,—a,=log;2"*" - log, 2" = log, =log, 2

2n
(a,) é uma progressao aritmética de razdo r =log; 2. Como r> 0, a progressao aritmética é crescente.

1Y 3
b,,=|og3(3) =log, 2

-n-1

b.i=b,=log, 7"V -logy "= Ioga—z—z_—n= log; 2™ ' =—log; 2

(b,) é uma progressao aritmética de razdo r=—log; 2. Como r <0, a progressao aritmética é decres-
cente.

Resposta: (B)

Se ABC = a, entio AOC = 2.

CD =sin(2e)
0D = cos(20)
BOxCD 1xsin(2 i :
Ko D) 1 % sin20) _2sinacosar _ g o o
2 2 2
Resposta: (B)

FB3,3,3); OFG, 3, 3)
O plano « é definido por uma equagao do tipo 3x+3y+3z+d=0.
Como B(3, 3, 0) pertenceaoplano o, vem 3x3+3x3+3x0+d=0 ¢ d=-18
Equagdodoplano o: 3x+3y+3z—-18=0
Intersecao do plano @ com o eixo Ox:
{3x+3y+3z—18=0 {3x—18=0 {x=6
y=0Az=0 y=0Az=0 y=0Az=0
P(6,0,0) e OP=6
Intersegao do plano a com o eixo Oy:
{3x+3y+3z-—18=0 {3y—18=0 @{y=6
x=0Az=0 x=0Az=0 x=0Az=0
Q(0, 6,0) e 0Q=6 &
Intersegao do plano « com o eixo Oz:
{3x+3y+3z—18=0@{3z—18=0 {z=6
x=0Ay=0 x=0Ay=0 x=0Ay=0
R(0,0,6) e OR=6
1]
1 1 _6X%X6
V=§Ab,s,xaltura=§-x—2-x6=36

Resposta: (B)
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8. arg(z—2)=%Tn/\|z—1—i|<1

’

0 1 |~

~
N\

—
<
~

ik

|
y i Y.
of o] [x 0
Resposta: (A)

Grupo Il
; z=(2—i)3—9i" ;(Z—i)zx(z—i)—Qi‘X7*3=
) 2V2i 2V/2i
_(4-4i+P)x-0)-97 _(3-4)Q-i)+9i _
2V2i 2V2i
. [7m
_6-3I-8i-4+9i _2-2i _2\/505(7)

2

=cis (7_11: =
4

Calculo auxili

E) =cis ..
2 4
ar:

Seja u=2-2i e 6 umargumentode u.

lu=V22+(-2f=Va+4=2V2

-2
tanf =—<=-1
an 2

0e4r’

== —? é um argumento de u.

Q

u= 2\/icis74—n

5—7t+2k1t

Vz=2 cis%=%cis—43—r k€{0,1,2}=

=cis 22 kefo, 1, 2}

Para k=0, w°=ciss—n.

Para k=1, w, =cis
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51t+81c=dsﬂ
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Para k=2, w,= cisM=ci521—n= cis7—n.
12 12 4
As raizes clbicas de sao cis %t- , Cis 11—3;- e cis 74—“
2. Sejam M e C os acontecimentos:
M: “O aluno escolhido obteve classificacdo positiva no exame de Matematica A’
C: "0 aluno escolhido foi colocado no ensino superior na 1.2 opgao de candidatura.”
E dado que:
«P(CIM)=0,96
«PMIC)=0,9
4
. P = -
O=x
2.1. Pretende-se determinar P(M).
Sabemos que: .
PMN C)=PM)x P(CIM) e PMN C)=P(C)x PMIC)
Entao,
P(M) x P(CIM)=P(C) x P(MIC)
Substituindo os dados, vem:
4
4 ' g X 0,9
P(M)x 096 =2 x 0,9 & PM) =" & P(M)=0,75
A probabilidade de o aluno ter obtido classificagao positiva no exame de Matematica A éiguala 0,75.
2.2. Seja n o nimero de alunos do 12.° ano que realizaram o exame de Matemética A nessa escola.
Como dos alunos colocados no ensino superior na 1.2 opgao de candidatura apenas 16 néo obtiveram
positiva no exame de Matematica A, temos que P(C NnM)= %
Por outro lado,
P(cAM)=P(O)-PMN C)=g——%x 0,9 =008
ou
P(c N M)=P(C) x P(A_Alc)=f;-x(1 ~09)=0,08
16 _ 0,08 <> 16=0,08n <> n=—12 &> n=200
n 0,08
Realizaram o exame de Matemdtica A nessa escola 200 alunos.
3. A3 10

3.1

Ovetor e;=(0, 0, 1) tem a diregdo do eixo Oz.

0A=(1,1,0)

™

Cemo O é um ponto do eixo Oz, o plano o tem a direcdo dos vetores OA e e,.

Seja n =(a, b, ¢) um vetor perpendiculara «. Entéo, o vetor n é perpendicular aos vetores OA
e e,, pelo que:

{OA -n=0 {(1, 1,0):(a, b, c)=0(:’{a+b=0‘:}{b=—a

€, -n=0 0,0,1)+(a, b, =0 c=0 c=0
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Qualquer vetor da forma n =(a, —a, 0) é perpendiculara o.
Para, por exemplo, a= 1, temos n =(1, , 0). Logo, uma equacdode o édaforma x—y+d=0.;

Como a origem do referencial pertence ao plano temos d=0.

B10MDT (10T ;P UTATT I

Portanto, x — y = 0 é uma equacao do plano «.

3:2. Clx, x,.0), x>0 e

Seja E o centro da base da piramide.

O ponto E é o ponto médio de [AC]:

1 x+1
(X1 x+1 )
(2 2 y

A altura da piramide é h=EV .

O vértice V tem abcissa e ordenada iguais as de E:

v(x+1'x+1 h)
2 2

AC=C-A=(x,x,0-(1,1,0=(x-1,x-1,0)

T Xt e oxird x+1 x+1 x-1 x-1
7y, e : ,0)= i<t RO I ey ,h
AV=V-A ( > 5 ) (1 0) ( 3 > 1 h) ( 3 )

—_— = 5 8 SN (=1 (x—1) i
AC-AV=(x-1,x- 0)( - s ,h)— 5 + 5 +0><~h-
(x 1)’

=(x—1y

R-W=164:>(x—1)2=164:>
S x-1=4
S x-1=4Vx-1=-4
&~ x=5Vx=-3

Como x>0, temos x=5 e C(5, 5, 0).

g S
4 )= et
3Inx+1)+2x-1 se x>0

se x<0

4.1. Seja y=mx + b a equacao reduzida da reta t, tangente ao grafico da fungao f, no ponto de ab-
cissa — 3.

Sabemos que:
m=f'(-3)
b=0, dado que areta t passa na origem do referencial.

Em ]-oo, O] vem:

e | e S Ut NP ok

(x+3)2 (e,,+3)2 I ex+3
R R
m= f( 3)—— _3*3 —?——4
fe3) =k B2 ik +duke3
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5.

Ponto de tangéncia: (-3, k+ 3).
Equacdoreduzidadareta t: y=—4x (m=-4e b=0)
0 ponto de tangéncia, de coordenadas (- 3, k + 3), pertence a reta de equagdo y = — 4x.

Portanto, k+3=—-4x(-=3) ¢ k=12-3 & k=09.

4.2. Seja y = mx + b a equacao reduzida da assintota do gréfico da funcéo f quando x — + oo, caso

exista.
fi 3Inx+1)+2x—1 3In(x+1
i - i By S D) = T (_n(x__ng_l):
x—+00 X X —> + 00 X X—>+ 00 X X X
3In(x+1 In(x+ 1 (2
o g PP, (2—l)=3 o A
X— + 00 X X— + 00 X X—>+ 00 X
1 1
In [x<1 + —)] Inx+ In(1 + —)
” X " X
=3 lm ———+2=3 lm ——+2=
X — 4+ 00 X X—+ 00 X
In(1+1;>
=3] m X, — Y 0=
x—+00 X X —*+ 00 X

=3x<o+'“—1)+2=3(0+o)+2=2
+ 00

b= lim [f(x)—mx]= _Iip [B3In(x+1)+2x-1-2x]=

X—>+ 00

= lim [3In(x+1)-1]=+0c0-1=+00

X —*+ 00
Como b & R, o gréfico da fungado f ndo tem assintota quando x — + 00
4.3. Em 0, + oo, temos:
ff)=[BInk+1)+2x-1]'=3[In(x+1)]'+(2x-1)'=
-I U
3 X(X_+l+2—i

= = +2
x+1 x+1
3 |l 3
f--(x)=(_+z): il
X+1 (x+1) (x+ 1)
~Bd 0, YXE, 400
(x+1)

Como f"(x)< 0, Vx € ]0, + oo[ , podemos concluir que o grafico da funcao f tem a concavidade
voltada para baixo em ]0, + oo . Logo, o gréfico da fungao f nao tem pontos de inflexdo neste
intervalo.

Dado que o ponto P pertence a circunferéncia de centro na origem do referencial e raio 1, as suas coor-
denadas séo (cos «, sin ).

P(cos o, sin @) —
B(1, 1)

5.1. BP=V(1 —cosaf + (1 —sina) = V1 — 2 cos a + cos’et + 1 — 2 sin & + sin’a =

=\/2+(cosza+sinza)—2cosa—25ina=\/2+1 —2cosax—2sina=

=\/3—2cosa—2$ina

d(@)=V3-2cosa—2sina
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1 ]

5.2. d'(a)=(\/§—2cosa—2$ina) =[(3—2cosa—25ina)2]
1

—_—1 -

=%(3—2cosoz—25inoz)2 x(3—2cosa—2sina)

1
=15(3—2cosa—25ina)_3><(25ina—2cosa)

-

1

15 -x 2(sin o - cos @)
(3-2cosa—2sina)
sin @ — cos o

\/3—2cosa—25ina

sin o — cos o
V3-2cosa-2sina

d(@=0 =0Aa€[0, 2n[

& sina—cosa=0Aa € [0, 2n[

& sina=cosa Ao €[0, 2n[ & oz=§\/oz=%t
s 51
o 0 2 3 2n
d' = 0 + 0 =
d 1 N 7 b ”
Max. Min. Max.

A fungao d é estritamente decrescente em [0, %] e em [%‘, Zn[ e estritamente crescente em
[z S_R]
4 4.
; ; : 51 i - T
d admite maximos relativos para =0 e a = T e um minimo relativo para a = g

6. Seja x aabcissa do ponto B.
B(x, Inx) com x€ ]1, 5[

C pertence a reta de equacdo y =x e tem ordenada igual a de B porque, sendo [OABC] um paralelo-
gramo, areta CB é paralela ao eixo Ox.

C(lnx, Inx)

BC =|x—Inx|

A altura de paralelogramo é igual a In x, ordenada do ponto B.
Ajossc) = base x altura =[x — In x| x In x

Pretende-se resolver a equagao Ao =3 < |x—Inx|xInx=3.

Ao recorrer a calculadora gréafica obteve-se a abcissa do ponto de intersecao do grafico de
Y, =|x—Inx|x Inx com o gréficode Y,=3.

y

w
\

(7,1 TESUC A
x

(0] 1 3,62

A abcissa do ponto B é aproximadamente igual a 3,62.
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Indique de forma legivel a versao da prova.

Utilize apenas caneta ou esferografica de tinta azul ou preta, exceto nas respostas que impliquem construgdes,
desenhos ou outras representacdes, que podem ser, primeiramente, elaborados a lapis e, a seguir, passados

a tinta.

E permitido o uso de régua, compasso, esquadro, transferidor e calculadora grafica.

Nao é permitido o uso de corretor. Deve riscar aquilo que pretende que nao seja classificado.

Para cada resposta, identifique o grupo e o item.
Apresente as suas respostas de forma legivel.
Apresente apenas uma resposta para cada item.

A prova inclui um formulario.

As cotagbes dos itens encontram-se no final do enunciado da prova.
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Formulario

Geometria

Comprimento de um arco de circunferéncia:

ar (@ — amplitude, em radianos, do dngulo ao centro; r— raio)

Area de um poligono regular: Semiperimetro x Apétema

Area de um sector circular:

2
a'Tr (@ — amplitude, em radianos, do dangulo ao centro; r— raio)

Area lateral de um cone: 77 g (r— raio da base; g — geratriz)

Area de uma superficie esférica: 477> (r — raio)

1

Volume da pirdmide: ~ x Area da base x Altura

3
Volume do cone: % X Area da base x Altura
Volume da esfera: %77}”3 (r — raio)

Progressoes

Soma dos 7 primeiros termos de uma progressao (un):

~ el s U+ u
Progressio aritmética: —— "

Xn
1—r"

Progressio geométrica: u; X =

Trigonometria
sen (a+ b)= sena cosb+ senb cosa

cos(a+ b)= cosa cosb—sena senb

tga + tgb
tgla+b)= 1§tgagtgb

Complexos

(ocis@)' = p"cis(n0)

”«/pcisﬁz”ﬁcis(%) (ke{0,...n—1} e neN)

Probabilidades

H=Dixg+ o+ PpXy
0=y pi(x— P+ oo+ Py, — 1)

Se X é N(u, 0), entdo:
Plu—o<X<pu+o)=0,6827
P(y—20<X<pu+20)=0,9545
P(u—30<X<u+30)= 09973

Regras de derivagao

(u+vy=u+v
uvY=uv+uv
(%>= u’v—zuv'
v
W =nu""'u (neR)

(senu) = u' cosu

(cosu) =—u" senu
’
(tgu) = —
cosu
(eu)’: u et

(@) =u a*Ina (a€R\{1})

U
(Inu) = p

(log,u) = ulfﬁ (aeR*\{1})

Limites notaveis

lim(l + %)n =e (neN)

senx _ 1

lim 10X _ o
X—+o00 X

lim € = eR
Jm S =+o (pER)

Prova 635.V1/1.2 F. ¢ Pagina 5/ 15



GRUPO1

Na resposta aos itens deste grupo, selecione a opcao correta. Escreva, na folha de respostas, o nimero do
item e a letra que identifica a opgao escolhida.

1. Dois rapazes e quatro raparigas vao sentar-se num banco corrido com seis lugares.

De quantas maneiras o podem fazer, de modo que fique um rapaz em cada extremidade do banco?

(A) 12 (B) 24 (C) 48 (D) 60

2. Seja Q, conjunto finito, o espacgo de resultados associado a uma certa experiéncia aleatoria.

Sejam A e B dois acontecimentos (A C Q e B C Q).

Sabe-se que:
e P(A4)=04
e P(B)=0,7

e P(AUB)=0,5
Qual é o valor de P(ZU E) ?

(A) 0,6 () 0,7 () 0.8 (D) 0,9

3. Qual das seguintes expressdes é, para qualquer nimero real k, iguala logs (3) ?

9
&) & (B) k-2 © & (D) k-9
2 9
4. Considere a funcdo f, de dominio R*, definida por f(x)= %
Considere a sucesséo de termo geral u,, = n?
Qual é o valor de lim f(un) ?
(A) 0 (B) 1 (€) e (D) +oo
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5. Na Figura 1, esta representado o circulo trigonométrico. y4 D

A
Sabe-se que:
e oponto 4 pertence ao primeiro quadrante e a circunferéncia;
a -
e 0 ponto B pertence ao eixo Ox o B |C «x

o ponto C tem coordenadas (1, 0)

o ponto D pertence a semirreta 04

e ossegmentos dereta [ AB] e [ DC] sao paralelos ao eixo Oy

Figura 1

Seja @ aamplitude do angulo COD (a e ]O, %D

Qual das expressdes seguintes da a area do quadrilatero [ABCD], representado a sombreado, em
fungdode a ?

tga  sen(2a)

(A) =5 >

B) tgzcz B senfa)
(C) tga—%za)
(D) tga—%m

6. Considere em C, conjunto dos nimeros complexos, a condigao
z+4-4i|=3 A T <arg(z)< 3T
2 4
No plano complexo, esta condi¢do define uma linha.

Qual é o comprimento dessa linha?
(A) T

(B) 21

(C) 3w

(D) 41
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7. Na Figura 2, esta representado, num referencial o.n. xOy , um triangulo equilatero [ ABC ]

v

Figura 2

Sabe-se que:
e oponto 4 tem ordenada positiva;
e os pontos B e C pertencem ao eixo Ox

e oponto B temabcissa 1 e oponto C tem abcissa maior do que 1

Qual é a equacdo reduzida da reta AB ?

(A) y=+v2x-v2
B) y=vV2x+v2
€) y=v3x+v3
D) y=v3x-v3

8. Seja a um numero real.

Considere a sucessao <un) definida por

m =a

U, 1 =-3u,+2, vne N

Qual é o terceiro termo desta sucessao?
(A) 6a+4
(B) 9a—4
(C) 6a—4
(D) 9a +4
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GRUPO II

Na resposta aos itens deste grupo, apresente todos os calculos que tiver de efetuar e todas as justificacoes
necessarias.

Quando, para um resultado, ndo é pedida a aproximagéao, apresente sempre o valor exato.

—2+42i19

V2cis @

Determine os valores de @ pertencentes ao intervalo ]0, 27[[, para 0s quais z € um numero imaginario
puro.

1. Em C, conjunto dos numeros complexos, considere z =

Na resolucao deste item, n&o utilize a calculadora.

2. De uma empresa com sede em Coimbra, sabe-se que:
e 60% dos funcionarios residem fora de Coimbra;

e 0s restantes funcionarios residem em Coimbra.

2.1. Relativamente aos funcionarios dessa empresa, sabe-se ainda que:
® 0 numero de homens é igual ao niumero de mulheres;

® 30% dos homens residem fora de Coimbra.

Escolhe-se, ao acaso, um funcionario dessa empresa.
Qual é a probabilidade de o funcionario escolhido ser mulher, sabendo que reside em Coimbra?

Apresente o resultado na forma de fragao irredutivel.

2.2. Considere agora que a empresa tem oitenta funcionarios.
Escolhem-se, ao acaso, trés funcionarios dessa empresa.

A probabilidade de, entre esses funcionarios, haver no maximo dois a residir em Coimbra é igual a

Elabore uma composicao na qual explique a expressao apresentada.
Na sua resposta:

® enuncie a regra de Laplace;

e explique o numero de casos possiveis;

e explique o numero de casos favoraveis.
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3. Na Figura 3, esta representado um recipiente cheio de um liquido viscoso. P

Tal como a figura ilustra, dentro do recipiente, presa a sua base, encontra-se
uma esfera. Essa esfera esta ligada a um ponto P por uma mola esticada.

Num certo instante, a esfera é desprendida da base do recipiente e inicia
um movimento vertical. Admita que, ¢ segundos apds esse instante, a
distancia, em centimetros, do centro da esfera ao ponto P é dada por

d(t)=10+(5-1)e %" (t>0)

3.1. Sabe-se que a distancia do ponto P a base do recipiente ¢ 16cm

Determine o volume da esfera.

3

Apresente o resultado em c¢m”, arredondado as centésimas.
Figura 3

3.2. Determine o instante em que a distancia do centro da esfera ao ponto P é minima, recorrendo a
métodos analiticos, sem utilizar a calculadora.

4. Seja f afungao, de dominio IR, definida por

e*—ve 1

1 se x<2
f(x)=

(x+1)Inx se lef

Resolva os itens 4.1. e 4.2. recorrendo a métodos analiticos, sem utilizar a calculadora.
4.1. Averigue da existéncia de assintotas verticais do gréfico da fungdo f

4.2. Estude a fungdo f quanto ao sentido das concavidades do seu gréfico e quanto a existéncia de

pontos de inflexao, no intervalo ]%, +oo[

Na sua resposta, apresente:

e 0o(s) intervalo(s) em que o grafico de f tem concavidade voltada para baixo;
e 0o(s) intervalo(s) em que o grafico de f tem concavidade voltada para cima;
e as coordenadas do(s) ponto(s) de inflexdo do gréfico de f
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4.3. Mostre que a equagao f(x) =3 é possivel em ]1, e[ e, utilizando a calculadora gréfica, determine
a Unica solugao desta equacao, neste intervalo, arredondada as centésimas.

Na sua resposta:

e recorra ao teorema de Bolzano para provar que a equagao f(x) =3 tem, pelo menos, uma
solugdo no intervalo |1, e[

e reproduza, num referencial, o(s) grafico(s) da(s) funcao(6es) que visualizar na calculadora,
devidamente identificado(s);

e apresente a solugao pedida.

5. Considere, num referencial o.n. Oxyz, os pontos A(0,0,2) e B(4,0,0)

5.1. Considere o plano @ de equagdo x—2y+z+3=0

Escreva uma equagao do plano que passa no ponto A e é paralelo ao plano «

5.2. Determine uma equagéao cartesiana que defina a superficie esférica da qual o segmento de reta
[AB] € um diametro.

5.3. Seja P o ponto pertencente ao plano xQOy tal que:
e asua abcissa € igual a abcissa do ponto B

® a sua ordenada € positiva;

qp =T
o BAP—3

Determine a ordenada do ponto P

6. Sejam f e g as fungdes, de dominio R, definidas, respetivamente, por

f(x)=1-cos(3x) e g(x)=sen(3x)

Seja a um numero real pertencente ao intervalo ]g, 72[[

Considere as retas 7 e s tais que:
e areta 7 étangente ao grafico da fungdo f no ponto de abcissa a

e areta s étangente ao gréafico da fungdo g no ponto de abcissa a + us

6

Sabe-se que as retas 7 e § sao perpendiculares.

Mostre que sen(3a)= —%

FIM

Prova 635.V1/1.2 F. ¢ Pagina 13/ 15



Pagina em branco

Prova 635.V1/1.2 F. ¢ Pagina 14/ 15




COTAGOES

GRUPO 1
1.8 8 (8 x5 poNntos) ....ceeveviiiiiiiiiiiienn. 40 pontos
40 pontos
GRUPO 1I
L ot ————————————————— 15 pontos
2.
2. e et aa e 15 pontos
27 PPERR 15 pontos
3.
B SRR 10 pontos
B 0SS 15 pontos
4,
e PSR 15 pontos
e a e e e e e e 15 pontos
O PPSR 15 pontos
5.
B e e aa e e e e 5 pontos
LS 10 pontos
B3 e e e aaaaaaas 15 pontos
< PR 15 pontos
160 pontos
TOTAL ..o 200 pontos
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Indique de forma legivel a versao da prova.

Utilize apenas caneta ou esferografica de tinta azul ou preta, exceto nas respostas que impliquem construgdes,
desenhos ou outras representacdes, que podem ser, primeiramente, elaborados a lapis e, a seguir, passados

a tinta.

E permitido o uso de régua, compasso, esquadro, transferidor e calculadora grafica.

Nao é permitido o uso de corretor. Deve riscar aquilo que pretende que nao seja classificado.

Para cada resposta, identifique o grupo e o item.
Apresente as suas respostas de forma legivel.
Apresente apenas uma resposta para cada item.

A prova inclui um formulario.

As cotagbes dos itens encontram-se no final do enunciado da prova.
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Formulario

Geometria

Comprimento de um arco de circunferéncia:

ar (@ — amplitude, em radianos, do dngulo ao centro; r— raio)

Area de um poligono regular: Semiperimetro x Apétema

Area de um sector circular:

ar?
2

Area lateral de um cone: 7rg(r— raio da base; g — geratriz)
Area de uma superficie esférica: 471> (r — raio)

Volume da pirdmide: L drea da base x Altura

3
1

Volume do cone: — X Area da base X Altura

3

Volume da esfera: %71'}’3 (r — raio)

Progressoes

Soma dos 7 primeiros termos de uma progressao (un):

U+ u,

Progressao aritmética: Xn
~ S 1—r
Progressiao geométrica: u; x =

Trigonometria
sen (a+ b) = sena cosb+ senb cosa

cos(a+ b)= cosa cosb—sena senb

tga + tgb
tglatb)= 1—gtga gtgb

Complexos

(ocis@) = p"cis(n0)

"«/pcisé’:"ﬁcis(m#> (k€{0....n—1} e neN)

(@ — amplitude, em radianos, do dangulo ao centro; r— raio)

Probabilidades

H=D1X+ oot DXy
0=yp(x— 1P+ o+ palx,— 1)

Se X é N(u, 0), entéo:
Plu—o<X<pu+o)=0,6827
Plu—20<X<u+20)=0,9545
P(y—30<X<u+30)=0,9973

Regras de derivagao

(u+v)y=u+v
(uv)Y=uv+uv

’ ’ ’
(l); uv—uyv
1% V2

W) =nu""'u (neR)

(senu) = u' cosu

(cosu)=—u" senu
’
(tgu) = —
cos?u
(e") =u et

(@) =u a*Ina (aeR\{1})
(lnu)':%,

(loggu) = —%— (aeR*\{1})

ulna

Limites notaveis

nm(l + %) —¢ (neN)

lim S€0X _ 4
x—0 X

lim

x—0

m In(x+ 1)
X

x—0

e'—1_
x

=1

lim 10X _
X—+o00 X

lim € =+ (peR)
x—+o0 xP
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GRUPO1

Na resposta aos itens deste grupo, selecione a opc¢ao correta. Escreva, na folha de respostas, o numero do
item e a letra que identifica a opgao escolhida.

1. Atabela de distribuicdo de probabilidades de uma certa variavel aleatéria X é

X 1 2 3
P(X=x;) a 2a | 04

(a designa um numero real)

Qual é o valor médio desta variavel aleatéria?

(A) 2,1 (B) 2,2 (C) 23 (D) 2,4

2. Um saco contém nove bolas indistinguiveis ao tato, numeradas de 1 a 9. As bolas numeradas de 1 a 5 séo
pretas e as restantes sao brancas.

Retira-se, ao acaso, uma bola do saco e observa-se a sua cor e o seu numero.
Considere os seguintes acontecimentos, associados a esta experiéncia aleatéria:

A «a bola retirada é preta»

B: «o ndmero da bola retirada é um nimero par»

Qual é o valor da probabilidade condicionada P(A|B) ?

() £ ®) © 3 ©) >

3. Paracertos valoresde a ede b (a>1e b>1), tem-se logya= %
Qual ¢, para esses valores de a e de b, ovalorde log, (a’b) ?

) 3 ®) > (©) 2 D) 5
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4. Para um certo nimero real k, é continuaem R afungdo f definida por

2+ ¥tk se x<0

f(x)=
2x+In(x+1)
X

se x>0

Qual é o valorde k?

(A) 0
(B) 1
(C) In2
(D) In3

5. Seja f afungdo, de dominio R, definida por f(x)=3sen?(x)
Qual das expressdes seguintes define a fungdo "', segunda derivada de f ?

(A) 6sen(2x)cos(x)
(B) 6sen(x)cos(2x)
(C) 6¢cos(2x)
(D) 6sen(2x)

6. Na Figura 1, esta representado, no plano complexo, um triangulo equilatero [OAB]

Sabe-se que:

>

e oponto O é a origem do referencial; Im(z) 1

e oponto 4 pertence ao eixo real e tem abcissa igual a 1

e 0 ponto B pertence ao quarto quadrante e é a imagem
geométrica de um complexo z

) ~ . . o >
Qual das afirmacgdes seguintes € verdadeira® Re(2)

(A) z= \/gcis”T7t

(B) z= cisHTTC B

5 Figura 1
m)z:vﬁbm7§

m)z=cm%§
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7. Considere, num referencial o.n. xOy, a circunferéncia definida pela equagao

x2+(y—17%=2

Esta circunferéncia intersecta o eixo Ox em dois pontos. Destes pontos, seja 4 o que tem abcissa
positiva.

Seja r a reta tangente a circunferéncia no ponto A4

Qual é a equacéo reduzida da reta 7 ?

(A) y=x+1
(B) y=x-1
(C) y=2x+2
(D) y=2x-2

8. Qual das expressdes seguintes é termo geral de uma sucessdo monoétona e limitada?
(A) (-1)"
(B) (-1)".n
1
C — =
(C) "

(D) 1+ n?
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GRUPO II

Na resposta aos itens deste grupo, apresente todos os calculos que tiver de efetuar e todas as justificacoes
necessarias.

Quando, para um resultado, ndo é pedida a aproximagéao, apresente sempre o valor exato.

1. Em C, conjunto dos nimeros complexos, seja z; =

-1+

is 7L
V2 cis B

4

Determine os numeros complexos z que sao solugdo da equacao z" =z, sem utilizar a calculadora.

Apresente esses numeros na forma trigonométrica.

. Um cubo encontra-se em movimento oscilatério provocado pela forga elastica exercida por uma mola.

A Figura 2 esquematiza esta situagédo. Nesta figura, os pontos O e A4 s&o pontos fixos. O ponto P
representa o centro do cubo e desloca-se sobre a semirreta OA

A
 Ivivivivjelvivivivieiv]viele,

Figura 2

Admita que nao existe qualquer resisténcia ao movimento.

Sabe-se que a distancia, em metros, do ponto P ao ponto O é dada por

141 T
dit)=1+ 2sen<7tz‘+ 6>

A variavel ¢ designa o tempo, medido em segundos, que decorre desde o instante em que foi iniciada a
contagem do tempo (7 € [0, +oo|).

Resolva os itens 2.1. e 2.2. sem recorrer a calculadora.

2.1. No instante em que se iniciou a contagem do tempo, o ponto P coincidia com o ponto A

Durante os primeiros trés segundos do movimento, o ponto P passou pelo ponto A mais do que
uma vez.

Determine os instantes, diferentes do inicial, em que tal aconteceu.

Apresente os valores exatos das solug¢des, em segundos.

2.2. Justifique, recorrendo ao teorema de Bolzano, que houve, pelo menos, um instante, entre os
trés segundos e os quatro segundos apds o inicio da contagem do tempo, em que a distancia do
ponto P ao ponto O foiiguala 1,1 metros.
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1+ xe* se x <3

3. Seja f afuncdo, de dominio R, definida por xX)=
/ S(x) {1n(x—3)—ln(x) se x >3

Resolva os itens 3.1., 3.2. e 3.3., recorrendo a métodos analiticos, sem utilizar a calculadora.
3.1. Estude a fungdo f quanto a existéncia de assintotas horizontais do seu grafico.

3.2. Resolva, em |-o0, 3], a condiggo f(x)—2x>1

Apresente o conjunto solu¢ao, usando a notagao de intervalos de nimeros reais.

3.3. Determine a equagao reduzida da reta tangente ao gréfico da fungdo f no ponto de abcissa 4

4. Seja f:R — R uma fungéo tal que:
e f tem derivada finita em todos os pontos do seu dominio;
e f7(0)>0
e f"(x)<0, paraqualquer x € |-o0,0[

Nenhum dos gréaficos a seguir apresentados & o gréfico da fungdo f
Grafico A Grafico B Grafico C

4 e BZ

ﬁv: ~_/ A

Elabore uma composi¢ao na qual apresente, para cada um dos graficos, uma razao pela qual esse grafico
n&o pode ser o grafico da fungéo f

H"
=v

5. Seja {2, conjunto finito, o espaco de resultados associado a uma certa experiéncia aleatoria.

Sejam A4 e B dois acontecimentos (A cQe BC Q) com P(A4)#0

Prove que P(AUB)—1+P(B)=P(A)xP(B|A)
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6. Na Figura 3, esta representado, num referencial o.n. Oxyz, o poliedro
[ NOPQRSTUV'| que se pode decompor num cubo e numa piramide

quadrangular regular. Sabe-se que:

1
/
/
e o vértice P pertence ao eixo Ox /
1
1
/
!
/
/
/

e ovértice N pertence ao eixo Oy

e o vértice T pertence ao eixo Oz
e o vértice R tem coordenadas (2,2,2)
e oplano POV é definido pela equagéo 6x +z—12=0 /:

6.1. Determine as coordenadas do ponto V'

6.2. Escreva uma equacgao cartesiana do plano que passa no
. . . P
ponto P e é perpendicular a reta OR

Figura 3

6.3. Seja A um ponto pertencente ao plano QRS

Sabe-se que:
e oponto A tem cota igual ao cubo da abcissa;

e osvetores O4 e TQ sé&o perpendiculares.
Determine a abcissa do ponto A, recorrendo a calculadora grafica.

Na sua resposta:

e equacione o problema;
e reproduza, num referencial, o(s) grafico(s) da(s) fungéo(des) que visualizar na calculadora e que

Ihe permite(m) resolver a equagéo, devidamente identificado(s) (sugere-se a utilizagdo da janela
de visualizagdo em que x €[-4,4] e ye[-2,7]);
e apresente a abcissa do ponto 4 arredondada as centésimas.

6.4. Dispoe-se de sete cores diferentes, das quais uma é branca e outra é azul, para colorir as nove faces
do poliedro [ NOPQRSTUYV |. Cada face vai ser colorida com uma unica cor.
Considere a experiéncia aleatéria que consiste em colorir, ao acaso, as nove faces do poliedro,
podendo cada face ser colorida por qualquer uma das sete cores.

Determine a probabilidade de, no final da experiéncia, o poliedro ficar com exatamente duas faces
brancas, ambas triangulares, exatamente duas faces azuis, ambas quadradas, e as restantes faces

coloridas com cores todas diferentes.
Apresente o resultado na forma de dizima, arredondado as décimas de milésima.

FIM

Prova 635.V1/2.2 F. ¢« Pagina 13/ 14



COTAGOES

GRUPO 1
1.8 (8 x 5 pontos) .....cevevviiiiiieiiiiinn. 40 pontos
40 pontos
GRUPO 11
L SRR 15 pontos
2,
2 PRSPPI 10 pontos
2. e e e e e e e e e e e e e anas 15 pontos
3.
B USRS 15 pontos
i e aaaaaaaaaaaes 15 pontos
R R SRS USRTRRRR 15 pontos
B e e e et ——————— 15 pontos
L P PEERRRR 15 pontos
6.
e SRR 5 pontos
B. 2. i e aaaaaaaaaaaaaaaes 10 pontos
2R TSRO USPPTRRRR 15 pontos
B, e e e e e e e e 15 pontos
160 pontos
TOTAL ..o 200 pontos
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30. (D) 31. (B) 32. (B)
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50. (A) 51. (O 18.1. 09%  18.2. 35% 183. 03%  18.4. 987% 367



368

Solucdes
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47.1. 2500 47.2. 0,0486
48.1. 36036 48.2. £l
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49. —
55
Pég. 41
50. Segundo a regra de Laplace, a probabilidade de um

acontecimento é igual ao quociente entre o nimero de
casos possiveis e 0 nimero de casos favoraveis, se estes
forem todos equiprovaveis.

O ntimero de casos possiveis é igual a 4> pois, atendendo
aque hé reposicao de cada bola extraida, em cada extracao
existem quatro possibilidades. Assim no conjunto das
trés extracbes existem 4 x 4 x 4=4’ resultados possiveis.
Para determinar o nimero de casos favoraveis a que o
produto dos trés nimeros obtidos seja igual a 8, temos de
considerar duas possibilidades: ou saem as bolas numeradas
com 1, 2 e 4 ou sai trés vezes a bola com o nimero 2.
O primeiro caso pode verificar-se de 3! maneiras
diferentes (nimero de permutacdes dos trés elementos).
No segundo caso, 2—2 -2, existe apenas uma
possibilidade. Assim, o nimero de casos favoraveis é
dado por 3!+1.
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Portanto uma resposta para este problema é 3 ;
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Loja Y: 0= ?:9,70
2. x=10ey=942;r=096
y=224x+718
Pag. 62
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Pag. 63
42. pn=0;0=1,15
5 : Pég. 65
51. a) = b) -
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CARNERE R
1
b) —
)3
Pag. 67
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&% X 0 1 2
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25.1'. % 5 4
4 1
PEED 5 | 5| TS
1
25.2. —
2
26.1. a) 0,29

b) Por exemplo, “sair no maximo trés vezes, uma bola

com um ndmero primo inscrito”.

26.2.

X 1 2 3 [ 4
TR
u=23

by i g > " 1
wn| 3|5}
27.2.—%

E de esperar que a tobmbola tenha uma receita média de
0,30 € por jogada.
27.3. Em 20 jogadas é de esperar que o Pedro perca 6 € .
28.1.

X | 0 \ 1 | 2
Pit=x) | 5 ‘ > ] =
28.2. 5
29.1. 0=3 29.2. pu=45
Péag. 73
1. (B P ()] 3. (0
4. (0 5. (D) 6. (A
 Pig. 74
7. (B) 8. (D 9. (0 10. (Q
1. (D) 12. (A) 13. (B)
14. (A 15. (0 16. (A) 17. (B)
18. (O 19. (0 20. (A)
Pag. 76
21. (D) 22.1. (0) 22.2. (B) 23. (B)
24. (B) 25. (© 26. 16

27.1. P,xP,xP,=288

272. P,xP,=720

28. °C,’C,=175

29.1. ®C,=177100

29.2. °C,*C,=22050

29.3. ’C,BC,+7C,=168245

29.4. PC,=8855

30. 20 31. 4862025 32. 110
33.1. 126 33.2. 30240

:

Ps T g .
34. . 5 : P, é 0 numero de sequéncias que é possivel formar
2
com cinco algarismos diferentes. Estas sequéncias

aparecem em duplicado porque ha dois algarismos

iguais. A solugao é, portanto, Fs ’
2

+°A,=60 é o nimero de maneiras de escolher
ordenadamente lugar na sequéncia de cinco elementos
para os algarismos diferentes 1, 2 e 3.

+°C,x P,=60; °C, é o nimero de maneiras de escolher
lugar na sequéncia para os dois algarismos iguais; P, é
o nimero de maneiras de os trés algarismos diferentes
ocuparem os restantes lugares na sequéncia.
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35.1. «Primeira solugao:
6+ 76G+67G=119
L———) Trocam trés selos. O Joao
escolhe trésem 3 e o Pedro
escolhe trésem 7.

— Trocam dois selos. O Jodo escolhe dois

(em 3)e o Pedro escolhe dois (em 7).
— Trocam um selo. O Jodo escolhe-0 em 3 e o Pedro

em 7.
« A outra solugdo corresponde a:

- juntam-se os 10 selos;

- 0 Jodo escolhe qualquer subconjunto de 3 selos no
conjunto de 10 selos (*°C,) exceto o subconjunto que
corresponde aos seus trés selos (C,=1).
°C,-1=119

35.2. 41x2x3x""A;=958 003 200
36. «Num conjunto de quatro livros, o Joao escolhe um
subconjunto de um, dois, trés ou quatro livros. Esta escolha
pode ser feitade *C, +C,+C, +“C, maneiras diferentes.
« Para cada um dos quatro livros, o Jodo tem duas
possibilidades: escolhe o livro ou ndo escolhe o livro.
Ha, assim, 2x2x2x2=2" possibilidades. Excluindo o
caso em que 0 Jodo rejeita todos os livros, ha 2*—1
possibilidades de escolher pelo menos um dos quatro livros.
37. 8 38, 264 39. 70V2x?
45
40. —
256 35
41.1. 3003 41.2. —
143
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130
26 7
53. — 54, 4 o =
27 a3 1
19 11
56, — = i 1
66 57 3 58
Pag. 81
3 3 1
59.0..= 59.2. — 9.3, =
7 14 ? 7
60.2. a) % b) Nao. P(A| B)#P(A)
61.1. % 61.2. Nao. P(FNA)#=P(Ax P(A)
62.1. Z—; =~635%  62.2. 78000
Pag. 82
63 g 64 10
7 19
1 4
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71.1. a=0,15; b=0,10 71.2. u=17;0=1,14
71.3. 65%
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B o | | 2| 3 | s
8 3 4 1
i ﬁ}ﬁ‘?lﬁ‘m
72.2. u=16;0=08
73.1. X | 0 | 1 | 2
1 1 1
o | a ‘ 2 ‘ a
73.2. u=1; G=%=O,71
74.\. g g i K s
1 1 1
PO 3 | 3 | 3
74.2. p=2; duas tentativas.
751, X 0 1 2 | 8| &
625 | 125 25 5 1
PO=X) | 1206 | 384 | 216 | 34 I 2%
75.2. u=§; 6=0,75 753. 86,8%
76. A probabilidade é a mesma (cerca de 31%).
77.2. 36%
78. 0,225 79. 00729=7%
6.. NN o | 1 | 2| 3| 4|5
P(x=x) | 0010 | 0077 | 0230 | 0346 | 0.259 | 0078
80.2. u=3;0=V12=1,
81. Cercade 1010 plantas.
82.1 B 82.2 2,
27 .
2
83. -
3
84.1. a) P(X<68)>P(X>73) b) 81,9%
84.2. Cercade 63 alunos. 1
8. U o | 1 | 2 852 o
3 3
i ’ 5 ‘ 0
u=12;0=06
232
. —=—=72%
" 5 2
Unidade 2: Fungoes
Pag. 90
1.1. Quociente: X*+3x—1; Resto: —=3x¥+2x 1.2. 0
1.3. Seoresto dadivisdo de A(x) por x+3 éiguala 0,
entdo A(x) é divisivel por x+3.
Quociente: x* +x?
14. S=1-3,0[U]o, +oo[



Pag. 92
21, S=1]-2,0[ U2, + 00
22. S=1-4,2[U13, +00[
23. s=[-6,0[U[1, 2
24. S=[-2,1[U[2, +0o[
31, a)s={1} b) S={-1} ¢ s={-3, 3}
32. b) 22
41. 0
42. D,,=R\{0, 1} e (fxg)()=(x+1)
—R\{_ Py ¥
43. Dé—IR\{ 1,0,1}e(g)(X) ==
: Pag. 95
51. a) D,=R" e (fog)()=—
a) e (fog)(x) ¥
b) = R\(2} e (o) (0= 25
Vi

5.2.

) Dyng =R € (hog) () =2~ 1

Entre as funcdes dadas nao existem duas que sejam
permutdveis.

6.1. f:R\{1}—R
" 3x
e
62. g ':[-2,+00o[ =R
XX +4x+5
Pag. 99
71. a)u,=5-3n b) —3100
72. a)10,16e22 ou -5,1e7.
b) a,=6n-38
73. a)y,=3"" b) 1093,5
! Pag. 100
74. a,=8x|(=
7.5. a) (a,) é uma progressao geométrica de razao l,
sendoa:E' S=31—7t ;
1 2 ’ L] 32
b)
Pag. 101
81. Ve 82 e 83. e 84. Cxe"
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9. (0 10. (D) 1. ()
Pag. 103
12.1. (12, 2) 12.2. b) 20
! Pag. 104
3. (B) 14. (0 15. (B)
6. () 17. (0
i18.1. ]- o0, 2[ U[3, +oo[

1

18.2. (fog)(x)=—————-1e
2-Vx+1
Dlog=[—lr 3[U]31 +°°[
183. g ': [0, +oo[ — R
X rx’-1
19.1. s={0, 10} 19.2. (2,6)
19.3. fog: [-12, 8] — R
X V-xX—4x+9

19.4. S={-12, 8}

Pag. 105

20.2. B(3, 3) 203. x€]0, 8]  20.4. 45cm

21.1. ]— 1, %[ ul2,3[

21.2. a) k=2 b) k=3

22.1. J-o0, 2[ U[4, +oo[

23 5={-1,0,2}

22.3. Os gréficos das fungées f e f~' sao simétricos
relativamente a reta de equacao y=x. Portanto, os
pontos de intersecao destes gréficos, quando existem,
pertencem aquela reta. Por isso, as equacdes f(x) = x,
f'(x)=x e f(x)=f'(x) sdo equivalentes; S ={0, 3}

233. 36cm’ 234. 6cm e (3V/3-3)m

Pag. 106,

1. (B) 2. (B) 3. (D

41. {-1}U[2, +oo[

42. h:R\{-=1,0,2}—R

X+ 1
XN
X
43. ]-1,0[uU]o, 2[ U ]2, +oo[
51. ]-o00,4[U[6, +oo[ 52: 5
Pag. 107

6.2. 240 6.3. 30 6.4. 338

7.1.  (P,) é uma progressao geométrica de razao 72
S, =30V2+30

7.2. a) (a,) é uma progressao geométrica de razao %

b) 256

8.1. fog: ]—00, %]—» R; (fog)(x)=4V1—-8x—1
gof: ]- oo, 312}—. R; (gof)(x)= V9 — 32x

8.2. s={0} 8.3. Nao, porque fog # gof .

84. g":R;—R

% 1-x?
oA )
8.5. S={3}~~
Pag. 109

1. {1} 12. {%} 13, 45

14. {%} 15. {-1,1} 16. {-1,2}

1.7. J-o0, 3 1.8. ]-‘5;,+00[ 19. J]-1,1[

1.10. R* 111, R”

1.12. ]-o0, 0[ U 1, +00o[ 1.13. [-1, 1]
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Pag. 110
21. {8} 22. {1} 23 {%}
24. {5} 2.5. {1000}
op Pag. 111
3.1. log
o’ -
Pag. 112
32. a)3 b) 3 c)%
Pag. 113
4.1. {?} 42. {1-1log,5} 423. {10;"3}
44. {5I3,-5In3} a5. {in2V3+1)}
Pag. 114
1 {e 3 3}
5 {e’} 5.2 {2
B
53. {2} 5.4. {e’,e}
Pag. 115
6. Cercade 14 anos.
Pag. 116

1.1.
7.2,

24 cm
A um aumento de 6 cm do comprimento de um animal
corresponde a duplicagéo do seu peso.

Pag. 117,
8.1. 101,32kPa
8.2. 2,40. Aumareducaode 25% da pressao atmosférica

corresponde um aumento de altitude de 2,4 km .

Pag. 118
9. (0 10. (0 11. (D)
12. (D) 13. (0
Pag. 119
14. (0 15. (D) 16. (B) 17. (B)
Pag. 120
18. (D) 19. (B)
201, D= 1-V2, 1+V2[; zerosde f: {0, 2}
Dg=]—\/7—,\/;[; zerosde g: {-2, 2}
20.2. [1, 2]
Pag. 121
21.1. 8% 21.2. 14 dias
22.1. Aintensidade daluza 3 metros de profundidade é
metade da intensidade da luz a superficie; 0,23
22.2. 6000; A intensidade luminosa a superficie do lago é de
6000 unidades.
Pég. 122
23. (D) 24. (A 25. (D) 26. (0
27. (B) 28. (0 29. (B) 30. (D)
31. (D) 32. (B) 33. (B)

34. (0 35. (M) 36. (B) 37. (B)
38. (0 39. (0 40. (B)
43.1. S={4} 43.2. S={10000}
442. x=\/5 .
46. 3; Quando aintensidade / duplica, o nivel N sofre um
acréscimode 3dB.
47.1. 2007 47.2. 284 mil
48.1. a) O ndmero de microrganismos existentes nessa
cultura aumenta 60% por hora.
48.2. 9095
49.1. 30 49.2. k=0,15
493. a) 16% b) 11 meses
50.3. 8h46 min
51.1. 2003 51.2. k=-=In(21-p)
Pag. 125
52.2. 2612
52.3. O numero de artigos vendidos decresce 1,4% por dia.
52.4. Anova campanha deve ser iniciada durante os primeiros
66 dias que decorrem ap6s o termo da campanha
anterior.
53.1. 8,6 53.2. 10 parsec
54. 0,36
55.2. 13 horase 2 minutos.
56.1. f': R— R
WY Y
56.2. D, =12, +oo[
56.3. a) |- oo, 4[ b) 14, 6]
Pag. 126
. ® 2. (8 3. (D)
4. (D) 5. (© 6. (B)
7. (D) 8. (A 9. (D)
Pag. 127
10. (Q) 1. (B) 12. (D) 13. (B)
14. (B) 15. (A) 16. (0 17. (0
18.1. S={3} 18.2. S={0, 3}
18.3. s={2, 1} 184. t=15In2=104
18.5. t=—%ln2z—2,3 18.6. S={%Iog32}
18.7. S={5} 18.8. S={-6}
18.9. S=:] —l, 2[
4

18.10.5=10, 1{U 4, +oo[

18.11. S=]-00, In2[

18.12.5:] —17, %[\{0}

19.2.
20.1.
21:2.
21.3.
22.2.

Cerca de 907 aves. 19.3. Noano de 2009.
15 pecas por hora. 20.2. Cercade 80 dias.
Terdo de decorrer, aproximadamente, 9 anos.

332 milhares de euros.

E=7,08x10*erg



23.1. 10 milhoes 23.2. 16 anos
24.1. 409,37 gramas 24.2. 34,7 anos
25.1. No 9.° dia 0 nimero de pessoas infetadas atingiu 4000 .
25.2. Passadas duas semanas foram infetadas cerca de 9960
pessoas.
26.1. D,=10, 1[
262. f': R— R com ' (x) = ——.
e +1
27.. f'i]-00,3[ — R
com f'(x)=— L (3—_{>
2 2
27:2. {0, 1—In 2}
2
28.2. x=381
29.1. Aproximadamente, 7169 anos.
29.2. 11,4%
30.1. d=2% 30.2. 2,1cm
30.3. 4,3; sao necessarios 4,3 anos para que o diametro
médio do tronco de uma érvore duplique.
30.4. 15 anos.
31.2. 1623 anos.
32.1. 1809 €
32.2. Se nada investir venderd cercade 119 bicicletas; se
investir 3000 € vendera cerca de 397 bicicletas; no
caso de investir 30000 € o numero de bicicletas
vendidas rondard 621.
32.3. Compensa gastar 3000 € em publicidade (o lucro é de
16 850 €) mas nao compensa gastar 30 000 € (lucro de
1050 €).
32.4. a) L(p) éolucro obtido com avendade n bicicletas tendo
sido investido p milhares de euros em publicidade.
b) O lucro é méximo para um investimento de 4800 € .
33.2. As 12h 28 min.
L, A 12 1 13. -8
2 3
2.1. Nao existe. 22. 400 23. 0
24, +oo 2,5, —oo 26. +oo 27. —oo
Pag. 138
3.1. —-oo 32, —-o0
41. 0 42. 0
5.1. —-o0 52. 0 53, % 54. -2
6.1. —% 6.2. —oo 6.3. 3
6.4. Nao existe. 6.5. %
T
7.1. +oo 7.2.  Nao existe.
3 1
% 7 5 ? 7.4. T
£75. 3 76. 0
2‘7.7. +00 7.8.  Nao existe.
58.1. 1 82. +o0 8.3. %

|
N w
pary

Pag. 14
9.1. . 9.2, 1 93. -2 9.4.
2 3
95, 2 9.6. +o0o 97. 0 9.8. +oo
99. 1 9.10. + o0 9.11. 0 9.12. —o0
Pag. 142
3 1 1
9.13. = 9.14. — 9.15. - 9.16. 1
2 2 3
9.17. 1 9.18. 2 9.19. 1 9.20. —oco
9.21. +o0 9.22. 4¢’ 9.23. 1+1In3
9.24. 1 9.25. 6
Pag. 145
10. f écontinuano ponto x=0.
11.  f édescontinua a esquerda e a direita no ponto x=0.
Pag. 148
12.  f édefinida pelo quociente, composta e soma de
fungdes continuas.
Pag. 149
13. h écontinuaem [0, 1]; h(0)>0 e h(1)<0.
Pag. 151
14.1. a) x=1e y=x+1
b) y=3x (quando x— —o0)
¢) x=0; y=—1 (quando x— — o)
y=1 (quando x— + o)
d) x=0
e) y=0 (x——o00) e y=2 (x—+00)
f) x=3; y=0 (x— —0)
9) y=3x—3 (x—>+00); y=—3x+3 (x——o0)
14.2. a) y=3 (x— +00)
y=x (x——00)
b) y=2x+1 (x— + 00)
15. (0 16. (A) 17. (0 18. (D)
19.1. (B) 19.2. (D) 20. (A) 21. (A
Pag. 154
22. (D) 23. Econtinua.
25. g écontinuaem RR.
Pég. 155
27. () - 28. (D) 29. (0
30. (D) 31. (D) 32. (0 33. (B)
Pag. 157,
19
341, =, =
k-l
34.3. A(0,671; 0,450), B(1,854; 3,437), C(0,726; 0,852) e

35.1.

D(0,574; —0,758)
k=—1
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37. (A 38. (A) 39. (A)

Pag. 159

40.2. Com o decorrer do tempo, o nimero de leopardos
existentes na reserva tendera a estabilizar num nimero
préximo das 900 unidades. )

40.3. 2017 =

41.1. 5000 413. 7,21

41.4. 0; lim P(t)=0 significa que, com o passar do tempo,

t— +00
a populacdo de pinguins da ilha tende a extinguir-se,
dado que o nimero de individuos que nascem é inferior
ao numero de individuos que morrem.
Pég. 160

46. y=0

Pag. 161

47. y=-1 49. y=-3 51. y=0

Pag. 162

52. (0 53. (A 54. (0

55. (A) 56. (C) 57. (B)

58. (A) 59. (B) 60. (B)

Péag. 163

61. (0O 62. (A 63. (B)

64.1. k=e 64.2. y=0;y=-3

64.3. 1,97

65.1. f é continuaem IR.

65.2. y=x+5 (quando x — — o)

66.1. E descontinua.

66.2. Sao assintotas do gréfico de g as retas de equagoes
x=0, y=—x+3 (quando x—>+00) e y=x—2
(quando x— +00).

Pég. 164

1.  (B) 2. A 3. (0 4. A

5. (8) 6. (A 7. (B)

, Pag. 165

8. (D) 9. (A 10. (B)

1. (© 12. (A) 13. (A

Pag. 166

14. (B) 15. (D) 16. (B) 17. (D)

18. (D) 19. (0 20. (B)

Pag. 167

21,1, 3 21.2; —% 213. -2 214. —oco

21.5. + o0 21.6. +o0 21.7. —o0 21.8. -1

219. 0 21.10. — oo 21.11. 0 21.12. 0

22.1. lim f(x)=3; lim f(x)=-2
x—1* x—1"

22.2. lim f(x)= lim f(x)=1
x—1* x—1

231, % 23.2. 0 23.3. 1 23.4. +o0

235. 0 23.6. In2 23.7. +o00 23.8. il—z

239. +o0  21.10. 0 23.11. -0 L

24.1. f é continuaem R. 24.2. 3
25.1. f é descontinuaem x=0 (continua a esquerda).
3
25.2, =
2
26.2. Aarvore nasceu ha 7 anos. Portanto, foi transplantada
ha 5 anos.
Pag. 168
27.  Sim. A soma de duas funcées continuas em a é uma
funcao continuaem a.
28. f+g pode ser continuaem a. Por exemplo:
0 se x#a 1 se x#a
f = =
*€ (x? {1 se x=a 99 {0 se x=a
f e g sao descontinuasem a e f+g é continuaem a.
29. Falso. Por exemplo, se f é constante tal que f(x)=0 e
g édescontinuaem a, (fx g)(x)=0 é continuaem a.
30. Nao. As fungdes do exercicio 28. sao descontinuas em a
e o produto é uma fungdo continuaem a.
31.2. f(-2)xf(0)<0 e f écontinuaem [-2, 0].
31.3. Aretadeequacdo y=x é uma assintota quando
X— —o00,
32.  Nao. Por exemplo, sendo f(x)=x*—1, f(-2)x f(2) >0
e f admite dois zerosem |- 2, 2[.
35.1. y=0 35.2. x=0
353. x=1;y=0e y=x 354. x=—-1;x=2;y=x+1
Pag. 170
1. =1 1.2. y=—x+4
2.1. 19m/s 22. 13m/s
Pég. 171
3. f(1)=2
3.2. a) k=e b)f(17)=2e f(1*)=1. Naoexiste f'(1).
Pag. 172
41. a) f(0)=1
b) Toda a fungdo com derivada finita num ponto é
continua nesse ponto. Logo, f é continuaem x=0.
42. b) g'(0)= ;—; g'(0")=- % Nao existe g'(0).
Pag. 175
6.1. f()=—12¢+12 6.2. g'(x)=10¢+x
10 1
7. f'(x)=-0,06x—0,4 — ——
X uVx
72. FO=6£+2VF  73. rE=-2+ L
. 2 3 £ Ve
74. f(s)=——-
LAV
; A X +x
81. F)=0¢+1)(Vx+1)+
2Vx
1
82. f(X)=1-2x——
XZ
¥ -3 1-x
9.1. f(x)=——= 92. g'0)=———
3¢ 2Vx(x+ 1)
Pag. 177
10. 15 \/_ 3
2 +1
M. Pl)==2 1.2. g-(x)=u
X Vi
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2
11.3. h'(x)=1le1—)
X
11.4. i'(0)=2x+ 1 (10x + 1)
oV Pig. 178
121, F(x) =
2V
122. g'(0)=x+1)x2"**xIn2
1
12.3. h'(x)=e’(1 -‘;) 124, ') = (4x - 4) e >
Pag. 179
13.1. f'(x)=ﬂ 13.2. g'0)=- !
20+ 2Vx xIn10
3(1+Inx) -
13.3. h'(x)=(—+xﬂ 13.4. i'(x)=%

14.1.

14.2.

14.3.

14.4.

14.5.

f é estritamente decrescenteem |-oo, — 1] eem
[—;— + oo[ e estritamente crescente em [— 1% %]
f é estritamente crescente em |— oo, — 2] eem

[0, + oo[ eestritamente decrescente em [-2, 0].

f é estritamente decrescente em ]— oo, 3[ eem

13, +o0[.

f é estritamente decrescente em 0, 1] e estritamente
crescenteem [1, + oo .

f é estritamente decrescente em ]— oo, — 1] eem
[1, + oo[ e estritamente crescenteem [—1, 1].

15.1.

15.2.

153.

15.4.

15.5.

15.6.

f é estritamente decrescente em [—2, 1] e estritamente
crescenteem ]-oco, —2] eem [1, + oo[ .
f(-2)=5e? éummaximo relativoe f(1)=—e éum
minimo relativo.

f é estritamente crescente em |-2, 0] e estritamente
decrescenteem [0, 2[. )

f(0)= 1+ In 4 é um méximo relativo (e absoluto) de f.
f é estritamente decrescenteem |- oo, —2] eem

[2, + oo e estritamente crescenteem [-2, 2].

f tem um minimo relativo para x=—2 e um maximo
relativo para x=2.

f é estritamente crescente em ]0, e] e estritamente
decrescente em [e, + oo[ .

f tem um méximo relativo para x=e.

f é estritamente decrescente em 0, e?] e estritamente
crescente em [e?, + ool .

f tem um minimo relativo para x = e’.

f é estritamente crescente em ]— oo, 0] e
estritamente decrescenteem [0, 1[ eem [1, + ool .
f(0)=2 e f(1) = 2 sdo maximos relativos de f.

16.1.

—_
o
N

Pag. 186,
Concavidade voltada para baixo em ]0, 1] e voltada

para cima em [1, +oof. (1 , l) é um ponto de
] » 2
inflexao do gréfico.

. Concavidade voltada para baixoem ]-oco, —1] e

voltada paracimaem [ 1, + oo[. (-1, €’ éum
ponto de inflexao.

Solucdes

16.3. O gréfico de f tem a concavidade voltada para cima em
]- o0, 1] e voltada para baixoem [1, + oof .
O ponto de abcissa 1 é um ponto de inflexao.

16.4. O gréfico de f tem a concavidade voltada para cima em

todo o dominio.

17.  f(1) é um méaximo relativo e f(2) é um minimo relativo.

18.1. D,=R*
Monotonia e extremos
e + 00
+ 0 =
Z e’ N
Maximo

Concavidade e pontos de inflexao

B

3
o2

Assintotas: x=0 e y=0 (x — + c0)

3
—e
2

Pl

Niw

Gréfico: Contradominio:
y . } 1 ]
= o, —
1 [
el 77
'
(0] e X
18.2. D,=R
Monotonia e extremos
X — 00 0 2 + oo
+ 0 + 0 -
N\ 0 Pl ae? | N
Minimo Méaximo
Concavidade e pontos de inflexao
B - |2-V2 2+4V2|  +oo
+ 0 - 0 +
f ~ = Nss
Pl Pl
Assintotas:

y:o (x-—'b-f-OO)

Grafico:

Contradominio:
D;=[0, +oo[

5V3

193. x=5m; y=——m

4
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Solucdes

20.1. 5€

20.3. O lucro é maximo decorridos 43 dias.

21. () 22. (D) 23. (B) 24. (D)

- Pag. 193

25. (D) 26. (A) 27. (0 28. (D)

29. (A) 30. (O

Pag. 195

31. (D) 3. (A 33. (B)

34. (B) 35. (B) 36. (B)

37.1. f é estritamente crescente.

37.2. y=0e y=1 37.3. Jo, 1[

37.4. a)y=2x+l b) 2In2

9 3

37.5. Ogréficode f tem a concavidade voltada para cima em
]- o0, In 2] e tem a concavidade voltada para baixo
em [In2, +oof.

O ponto de abcissa In 2 é um ponto de inflexdo.

383. y= % (quando x — + o0) e y = — % (quando
X — — 00)

38.4. f éestritamente decrescenteem |- oo, 0] eé
estritamente crescenteem [0, + oo[ . f temum
minimo relativo para x=0.

385. S={-4In2, 4In2}

39.1. g éestritamente decrescenteem ]— oo, 0] eem
[1, + oo[ eéestritamente crescente em [0, 1].

g tem um minimo relativo para x=0 e um méximo
relativo para x=1.

39.2. y=1 (quando x — + o) 393. S={-1,1}

40.1. f é estritamente decrescente em |— oo, 0] eé
estritamente crescente em [0, + oof .

403. x€E ]-1, +o0[ 40.4. k=0,649

410, y=4x-2

41.2. h'(x) >0, Vx €EIR" = h é estritamente crescente
em IR*.

41.3. Como h é estritamente crescente em IR*, h é injetiva
e, por isso, admite inversa.

41.4. '(2)=1 41.5. a=054

42.1. Afuncdo g é estritamente decrescenteem 0, 1] e é
estritamente crescenteem [1, + oo .

A fungao tem um minimo relativo para x=1.

42.2. 2

43.2. x=—1e x=1

43.3. O graficode f tem a concavidade voltada para cima em
]-1, 0] e voltada para baixo em [0, 1[. O ponto de
abcissa 0 é um ponto de inflexao.

434, y=—2%

44.1.
44.2.

45.1.

45.2.

45.3.

Pag. 200
y=—x+3
f é continua no ponto 1 porque toda a fungao com

derivada finita num ponto é continua nesse ponto e
f(1)=-1

. O gréfico de f. tem concavidade voltada para baixo em

]- o0, 1] e tem a concavidade voltada para cima em
[1, + oo . O pontode abcissa 1 é um ponto de inflexao.
f0)==1e f(0)=—-o0
e(-1-x) se x<0
f'(x)=
® In(§)+1 se x>0
Afungo f ¢ estritamente crescenteem ]-oo, —1] e

2 2o ik
em [— , + 00| e éestritamente decrescente em
e .

[— 1 %] A funcdo f tem um maximo relativo para

x=—1 e um minimo relativo para x = =.
e

46.1. f'(1=0e f(1)=5

46.2. f é estritamente crescente em ]— oo, %] eem [1, 2];
f é estritamente decrescente em [l, 1] eem
[2, +o0. 2
f tem maximos relativos para x = 1 e para x=2 etem
um minimo relativo para x=1.

46.3. y=x+ % (quando x — — o)

47.1. f é continua no ponto O.

47.2. f'(0)=ee f(0)=-2
f'(0%) # f'(07) = nao existe f'(0)

47.3. f é estritamente decrescenteem |-oo, — 1] eem
[0, + oo[ eestritamente crescenteem [-1, 0].
f admite um minimo relativo para x=—1 e um maximo
relativo para x=0.

48.1. f(0)=—+ 48.2. y=—1—x+2

2 2

48.4. lim [f(x) - (2 - 3—X)} =0
X—>+00 2

49.2. f(0)=e"'=2e f(0)=1
f'(0") # f'(07) = nao existe f'(0)

49.3. f é estritamente crescente em [0, 1] e estritamente
decrescenteem [1, + ool .
f tem um maximo relativo para x=1.

49.4. y=0

50. (A) 51. (© 52.. (0

53: (0 54.. (B) 55. (B)

56. (A) 57. (D) 58. (B)

59. (0 60. (B) 61. (B)

62.1. f é estritamente decrescente. Logo, f ndo tem extremos
relativos.

62.2. Os pontos de abcissas — 1 e 0 sao pontos de inflexdo

do gréfico de f.

N#dD
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623. f'(-1)=0 624. y=—4x+5
63.1. x=0
63.2. g é estritamente crescenteem [0, 1] eem [4, + oo
e é estritamente decrescente em [1, 4].
f tem um maximo relativo para x=1 e um minimo
relativo para x=4.
63.3. O ponto de abcissa 2 é um ponto de inflexao.
y=—x+4In2-6
64.1. y=0 (quando x — — o)
64.2. g(0)=1 éomaximode f.
64.3. D= ]- o0, 1] 64.4. s:{%}
64.6. O gréfico de g tem a concavidade voltada para cima em
}— 0o, — ;—] e voltada para baixo em [— 15 + oo[ :
0 ponto de abcissa — 3 é um ponto de inflexao.
2 3
64.7. y="x+=
y=eXte
65.1. 23,77 m 65.2. 8m
66.1. x=0; y=2x 66.2. y=5x-5
66.4. u(x)<0, Vx€10,1[ eu(¥)>0, VXE |1, + oo
66.6. f é estritamente decrescente em ]0, 1] e estritamente
crescenteem [1, + oo .
f admite um minimo relativo para x=1.
66.7. D;=[3, +oo[
67. k=2
Pag. 205
69.6. f é estritamente decrescente em ]0, «] e estritamente
crescente em [, + ool .
Logo, f(cx) é o minimo (absoluto)de f.
73.1. O grafico da fungao f, tem um tnico ponto, de abcissa
x=e """, onde areta tangente é paralela ao eixo Ox .
73.2. Como f(e""")=—e """ oponto gréfico de f, com
abcissa e "' temordenada — e " '. Logo, pertence
aretade equagdao y=—x.
73.3. R, temabcissa e ".
73.4. Como f'(e")=1, ¥n € IN, atangente ao gréfico de
f, noponto R, é paralela a reta de equacao y = x.
743. y= z_elx |
e 2
Pég. 206
1. (B 2. () 3. (B 4. (A
5. (© 6. (B) 7. (© 8. (A
Pag. 207
9. (B) 10. () 1. (©
Pag. 208
12. (D) 13. (A) 14. (0
. - Pag. 209
15. () %
16.1. (0, 0) e (4, —32) 16.2. (o,o)e(—z,—z)
e
16.3. (0, 3+In4) 16.4. (e— 1 %)
10 32
17. y=——x+= -
Ve,

18.

19.1.

19.2.
21.1.

Solucdes

0,216; —0,024. 20 minutos apos ter sido tomado, a
concentragao do medicamento no sangue cresce a uma
velocidade de 0,216 mg/I e, 3 horas ap6s ter sido

tomado, decresce a uma taxa de 0,024 mg/I.
x+1 -}
—e e x>0

flx)= x =
2x se x<0

y=2x-1 y L

e e 2In2
Nao existe (f'(1)=-2e f'(1")=2).

21.2. 1

22.

23.1,

232,

24.1.

24.2.

250

25.2.

26.1.
26.3.

26.4.

27.1.

(8)

y=x+5

g é estritamente crescente em IR ; g nao tem extremos.
1

Concavidade voltada para cimaem ]— oo, 0] e voltada
para baixo em [0, + oo[ . O ponto do grafico de
abcissa 0 é um ponto de inflexao.

A reta de equacao x=0 é a Unica assintota do gréfico
de f.

f é estritamente crescente em ]0, 2] e estritamente
decrescente em [2, + oo, logof(2)=21In2 é o Unico
maximo de f.

x=1

f é estritamente decrescenteem 0, 1[ eem 11, e[;

f é estritamente crescente em [e, + oo[ ; f(e)=e éum
minimo relativo.

Consideram-se as fungoes y, = X e y,=4- =
In x 4

Determinou-se a interse¢ao dos dois gréficos tendo-se
obtido os valores sequintes (aproximados as décimas).

C

Logo, as solugdes inteiras da inequagao f(x) < 4 — % sao
2,38 4,

g éaderivadade f. 27.2. f éaderivadade g.

28.1.

28.2.

A concentragao foi maxima 2 h e 9 min apés a
substancia ter sido injetada.

Introduziram-se na calculadora as fungoes y, = C(x) e
y, =2, obtendo-se os gréficos seguintes.
Calcularam-seas ¢
abcissds dos pontos
de intersegdo dos

dois graficos 4 :
tendo-se obtido os 1 :
valores indicados. : :
Atendendo a que Ojo:370
14,642 —0,370=14,272 e 14,272h=14h 16 min,
podemos concluir que a concentragao de substancia no
sangue do animal foi superior a 2 miligramas por litro
de sangue durante cerca de 14 horase 16 minutos.

14,642 t
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Solugdes

29.1. Asretas definidas por x=0 e y=0 sao as Unicas
assintotas do grafico de f.

29.3. Aéreado triangulo [OAP] é maxima para x=1.

30.1. 50000 30.2. 22h50min

30.3. Calculou-se a intersecao dos gréficos de y, = N(x) e
y, =300, tendo-se obtido os valores indicados
(as décimas).

¥ _—
/\ y =300
27,3 828 X
0O numero de espectadores ultrapassou os 300 000
entreas 22 h 27 min eas 23h 23 min.
(82,8 min=1h 23 min)

31.1. h éestritamente decrescente em 0, 1] e estritamente
crescenteem [1, + oo .
h(1)=3 é o minimo absoluto de h.

Entdo, h(x) >3, VX ER".
31.2. f'(x)>0, Vx €EIR" = f é estritamente crescente.
31.3. —oo; + 00 314. lim [fx)-(x-1)]=0
X—+00

31.5. Eopontode abcissa e.

Pag. 212

32. (208,33 36875,65)

Para x=208,33 milhares de euros, a velocidade de
crescimento R é maxima.
3
33. (——b—,—E+ — +d)
3a 3a 274°

34.1. (14,67 ; 12765,26) 34.2. 1085,33m/s

34.3. Avelocidade maxima é atingida para t=14,67s,
abcissa do ponto de inflexao.

35.  Nao. Por exemplo, (2, 0) é um ponto de inflexdo do
gréfico da fungao f definida por f(x)=|x* — 4| e f'(2)
nao existe.

36.1. 4,63cm 362. x=13-V26

37. 39cm

Pag. 213

38. Aretadeequacdo y= l—x + % é tangente ao gréfico h
no ponto de inflexdo, ponto de coordenadas (0 7 %) 3

39.1. N(0)=0,01 & k=2 39.2. Noanode 2001.

39.3. 245 castores/ano.

40. 1

41.1. a=-3 e b=1 412, y=—x-1

42, y=5x-3

Unidade 3: Trignometria e nimeros complexos

1.3. —ﬁ 1.2 —ﬁ
3 15
: Pag. 218
2.1; x=—g+2k1|:\/x=?n+2k1t, keZ

22, %,;n,m} 23. x=§+Mmk€Z
l&x:%JEZ
T T 2km
25 x=—+2%nVx=—-=+—,kEZ
X=3 TV X i 4
26. {-— Lo 315}
4' 4'4' 4
33. x=046
5 Pag. 222
n
4, d(n)=12,15+ 2,73 sin| —(n — 78,75
(n) 2,73'sin [365 (n )]
51, 2 53 2 53. 4 54. 0
2 5
5.5. —% 56. 3 57 i 58. 1
i : 3n . ([t
6.1. f(x)=cosx—cos(2x) 6.2. h'(t)=— el
63. g'(=1+
cos?(2x)
72. A(0)=3
A(0) é a area do quadrilatero [PBCD] quando x=0.
Como, neste caso, P coincide com M, trata-se da area do
trapézio [MBCD]. Esta érea também pode ser obtida por:
MB+DC><B—= 1 +2)<2=3
2 2
Pag. 227
18, —;4="2
4
Pag. 228
8. (0 9. ©
Pag. 229
10. (B) 1. (A) 12. (A
Pag. 230
na =X 13.3. 8v2
6 9
Pag. 231
153.Sex=g,Ac=z,AB=zv§eBC=4.
Pag. 232
. 4 3n
17.1. f é estritamente crescenteem |0, 3 eem > 2n
e é estritamente decrescente em [g, 3?1{] '
f tem minimos relativos para x=0 e x = 3?7[ etem
maximos relativos para x = g e x=2m.
17.2. y=—4x+4n+1
17.4. O gréfico de f tem a concavidade voltada para baixo em

6 6
0 gréfico de f tem dois pontos de inflexao, de abcissas
T, n
6 6

[0, 7—“] eem [H?n Zn] e voltada para cima [7—:-, 1—1“:-]

©IONPF 0MOd & ZIVIN-NID



CPEN-MA12 © Porto Editora

m
1725. =
2
18.1. O gréfico de f nao tem assintotas.
19.1. g é estritamente crescente em [0, %] e estritamente
decrescente em [%, n].
g tem minimos relativos para x=0 e x =T e tem um
maximo relativo para x = %
19.2. O gréfico dafungdo g tem a concavidade voltada para
baixo em [0, %] e voltada para cima em [g n].
0 ponto de abcissa g é um ponto de inflexao do gréfico
de g.
19.3. 0,12
21 F(1)=2 212, y=%+1 214. x=e
21.5. O grafico de f tem a concavidade voltada para baixo em
11, 2] e voltada para cimaem [2, + oo .
0 ponto de abcissa 2 é um ponto de inflexao.
221. a= 1 223; %
23.1. O gréfico de f tem a concavidade voltada para cima em
[0, g] eem [2?" n] e tem a concavidade voltada
; [n Zn]
parabaixoem | —, —|.
2° 3
; . 2%
Os pontos do grafico de abcissas 3 e 3 sao pontos de
inflexao.
T
23.2. —+1
2
Pag. 235
24. (B) 25. (A) 26. (0
27. (B) 28. (B)
Pag. 236
29. (D) 30. (0) 31. (D) 32. (A
33. (A 34. (D) 35. (A) 36. (D)
37. (© 38. (D) 39. (B)
Pag. 237
40. (A) 41. (B) 42. (0 43. (D)
44, (0) 45. (D) 46. (A) 47. (D)
48. (0 49. (D)
3 Pag. 238
50.1. Fl
50.2. ‘f é estritamente crescente em [0, g] eem [2?1: n] e
é estritamente decrescente em [g 3371] .
i i 21 i
f. tem minimos relativos para x=0 e x = = etem
maximos relativos para x = % exX=Tm.
50.3. O graficode f tem a concavidade voltada para baixo
T : n
em (0, ) e voltada para cima em [3' n].
0 ponto do gréfico com abcissa g é um ponto de
inflexao.

1. .= 1 V3
504. y=——x+= 5. =, =
T 50.5. b) (2 i )
51.3. Adreado triangulo [ABP] é maxima para x = g e,
para este valor de x, o perimetro também é méximo.
53. 6m
Pag. 239
54.1 x=0ex=2 54.3 et
1. 5 .3; v
54.4. 2\/2+2 54.5. %
3 5
546. y=——x+-—
Y="3" %
55.1. D;=[1, ®-1] 552. D;=[0, 1]
55.4. k= g 1 56.2. k=25
Pag. 240
T T
57.1. x=3 573. y=2x+2  57.4. d) =
" ’ b4 3n
58.2. d é estritamente decrescenteem |0, 3 eem > T
e estritamente crescente em [g— —323] .
d tem maximos relativos para oc=0 e para o = %n e
tem um minimo relativo para o = 3
Coordenadas de P: (4, 0) para @=0, (0, 4) para
b4 3n
a=—e(0,-4 ==,
5 ( ) para o 5
58.3. 3
59.2. f é estritamente crescenteem [— 1, m].
f(— 1) é o minimo absoluto de f e f(rr) é o maximo
absoluto de f.
59.3. D;=[-m, n]
59.4. a) Iimoh(x)= 0
X =
h(x) se x € [-mn, n]\{0}
b) g(x)= { -
0 se x=0
Pag. 241
60.2. 14 min 60.3. 711 m 62.2. 0,181
63.4. g é estritamente crescente em ]0, ﬂ e é estritamente
decrescente em [g n[.
63.5. g tem maximos relativos para x = g epara x =— g e
tem um minimo relativo para x=0.
636. y=—x+=+1
2
Pag. 242
1. @) 2. (D) 3. A
4. (B 5. (0
Pag. 243
6 {7_n H_n}
’ 6' 6
1
7.2. A(0)=—
=3

A(0) é a area do triangulo [AQP] quando x=0.
Neste caso, este triangulo coincide com o triangulo [ABD]
cuja area é igual a metade da area do quadrado, ou seja,

>
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Solucdes

73. A= % para x = 0,6
8.  h(f)=1,605sin [g(t - 0,53)] +1,935
9.1. 6=225rad 9.2. 1800 cm’
9.3. AB=80sin(1,125rad) = 72,18 cm
9.4.  Ajos = 8005in(2,25) = 622,46 cm’
9.5. 0,462m’
Pag. 244
10.2. % 10.3. Isdsceles
a2 113. 4
3
12.2. g 123. 1; =06
Pag. 245
13.2. C(0)=60

13.3.
14.1.

14.2.

Se x=0 o custo da instalagao é de 60 mil euros.
(Neste caso sdao 2 km de cabo submersoe 2 km de
cabo subterraneo: 2 x 10+2 x20=60.)

T
x==
6

a) y=3

b) Concavidade voltada para baixo em ]1, 2] e voltada
paracimaem [2, + oo[ . (2, 4) é um ponto de
inflexao.

k=16

15.1.

15.2. x

. . T 2
g é estritamente crescente em [0, ;] eem [?n' n];

n 2n
g é estritamente decrescente em [5 ?J,

g(0) e g(?n) sao minimos relativos;

T e :
g(;) e g(m) sao maximos relativos.

=1t-v 31t
4 4

Tangente no ponto de abcissa %: y=x+1

Tangente no ponto de abcissa '%n: y=x-1

15.3. AB = 2,519-0,623 =19
17.1. -8 17.2. y=4x-6
18.1. Afungao f é estritamente crescente em [0 5 %] eé
estritamente decrescente em [g, n].
Afuncao f tem um minimo relativo para x=0 e para
X =T e um maximo relativo para x = %
18.2. 1,00
1 3 n 3
19.1. k== 192, y== 19.3. ==
2 =3 (( 2)” 72
Pag. 250
1 3 = 1. 7 :
1.1, —+— 12, ———= 13. =-3-1
1010 575 =10
14. -8i 15. -2
Pag. 251
2.1, {-1+2i} 22. {3+2i,3-2i}
23. {1+5i,-1+5i} 24. {0,i,-i}

25. {0,2-i,2+i} 2.6. {—%—%}
B =2, 1&%aL 1=
Pag. 252
41. a=-1 42. a=1 = .
Pag. 254
5.1. z =3cdsn 32, 4=\6cb§
5.3. —2(5%; 54. 2z,=cis0
55. z,=cism
Pag. 255
6.1. =V6ck£ 6.2. —20527—t
4 3
6.3. —2\/505— 6.4. z4=6cis(—§)
’ 2n . 51 [ ®
6.5. 3cis|—-— 6.6. 8cis— 6.7. 6cis|——
as( 3) cis 3 as( 4)
Pag. 256
70, z=2+2 72. z=-2+2V3i
73. z=-V3-i 74. z,= %—%
75. z=3 76, . z=2
Pag. 258
8.1. 8i . B2 —\/_—i
9.1. {2 205 2c52 -2, 2cm ZCBEE}
3’ 3’ 3 3
9.2. {0,cis£,—1 cuss—"}
- 3 3
Pag. 259
10. Por exemplo:
2 A I\ D =2\ A C; =2~ _~B;
iz~ E; iz~ AF; —iz\ G, —iz~ _H
Pag. 262
1.
Pag. 263
12.

2> Re(2)

RIONPT OMOd & TIVIN-NILD



Pdg. 264 V2 .(_111:) w15

13.1. 13.2. oL e ey 2%
Im(2)
Pag. 274
1
97, —
913
i Re 50.1. a) V2-V2i
b)
Im(2)
Pag. 265 %
141, [4<1 A 5—:—< arg(z) < m (por exemplo)
. s Y “\
14.2. [z+1|<1 /\(Ogarg(z+1)<EV|z+1|>|z+|l>
(por exemplo)
Pag. 266N RE %cisg 512. Z=£=64ER
15. (A) 16. (B) 17. (A 18. (D)
513. |2-(1-1V3)|l< VB A
Pag. 267 :
19. (B) 20. (B) 21. (D) /\(Ogarg(z—(1 —i\/i))ggvm(z)go)
Pag. 2630 TR lz-(-1)<2 /\<—£<argz< oV 5_7t< argz < n)
22. (0 23. (D) 24. (B) 2 6
522. z,=-\V3+i
Pag. 269
25. (B) 2. (B) 27. (D) 53.0. S={-2i, VB3+i, - V3 +i}
Pag. 270 RS {0, ﬁ—;—i, i, —?—%i}
28. (0 29. (D) 30.4. V3 55.3.
2 Im(z)
il Pig. 271 A
31.1. |7]=2 N2 -V3-i
32:1. {%cisg, ;—cisn, %cis%’t} _____ —
322. - V3 +i
g 0 :
33.1. 2) 812 b) |=V2 2 ! ¥ el
56.1. 7 =4cis~ 56.2. |7=2e arg(z) = ~
332, {2cis£, e el AL 2ci55—“} 6 g 900 =13
6 3 6 3
34. (B) 35. (A) 36. () 57.1. w=7V2 cis(— Z)
37. (A 38. (D) 39. (A 58.1. —1—i
Pag. 273 [T PY s={o, 2cis(— g) 2cis%", 2cis"T"}
40. (0 41. (© -
AL, —3= 422. w1=4\/icis%"+1
43.1. s={cis§, cist, ciss?n} 43.2. b) 1
L
M2, 5=, 2
{ il }
£ 8t . 8m
£45.2. 2 cos == cis —
§4 cos 7 cis 7
246.1. 2\/5cis§ 462. k=2Vk=-2  463.2 A=m-2\3
5‘.472 B 60. -8i
gis 8=y 611 = V3=1; V3 =i 381
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Solucdes

75 =7, = 4096

5n 1n
4 i , 4cis —
{0 cns( 9) 4 cis — 9’ cis ) }

Pag. 280
l7=2 25.2. 2 cis(— g) T253. 4+2V2

6+2V3

;—i; Re(u)=0 A Im(u)#0

27.2. |7|=

u=-

{cisg, cisT, cis STN} 283. |z-(1-i|<V2

=3 292, w—zﬁ%. 293. 9
V31, V31, .

— i =+ =i; =i

2 2 2 2

lz-2i|=2

80

a)z=-3V3-3i b)6

{% ;|} 322 1="V3I 323.8

61.2. a) 3\/3 24.3.
b) Por exemplo:
" 24.5.
0<arg(z+\/§+i)<§/\Re(z)<0/\lm(z)<0
62.1. — 4 +4i
633 == iin kEZ
o (=il 25.1.
62.3.
Jeits) - 26.1.
b 28.1.
28.2.
Re(2)
29.1.
30.2.
63.1. 6 63.2. a) 1 63.3. —5?" 30.3.
63.4. 31.1.
Im(z) 31.2.
32.1.
=4 Re(2) 33.1.
33.3.
334,
Pag. 276
1. (© 2. (A 3. (©
4. (B) 5. (© 6. (0
Pag. 277
7. (© 8. (D) 9.
10. (A) 1. (D)
Pag. 278
12.1. k=2 122, k=-2
3L 1=2, 1=-NG1+VEi) 34,
14.1. {0, 2-V3i, 2+ V3i)
1 =
152, —; =
32" 6
1Mn 191t
15.3. ¢ 2cis —, 2 cis — —_
53 { c|s4 cis 2 , 2Cis 12}
16.1. {4-iV2, 4+iV72}
17.1. 1 17.2. {-2i, %u}
b n 131
18. {0 cnsa, cns?, cnsT}
35.1.
Péag. 279
19.  Nao existe. 20.1. zy=—-1€R 35.2.
20.2. {4-3i, 4+3i} 203. n=3+6k, kEIN
51 4n 36.
21.1. Z=w; 2cis=; 2cis =—; 2 cis—
1 z w; cns3 CIS6 cis 3
21.2. 8\2 22.2. 3.°quadrante
23.1. {o 2cns<—4?) 2cns%" 2cus%"} 232 1;n 31
: . 37.2.
241. a=-1Va=1 4.2, —cis|—- =
a a 2 4cns< 3)

w,—cus( 6) wy =1

{0 cis(—z—n> cis4—7t cisﬁ}
! 9) 9’ 9

Im(2)

-3'v2-1 O  Relz)

5m 1n
2cis|——], 2cis—, 2 cis—
{ cns( ) |59 cis 9}

)2

Por exemplo:

V3

<1Ao<argz<§/\lmz<7

z cis1t
3

1+i

n 51
— i — _
a) S {2 CIS( ) ) 2cis 1 , 2cis }

b) S={i, —1+i} Q) z=3+4i

3
P
¢
¢
g
£
€
tl



Unidade 4: Geometria

Pag. 285
12 (x-4'+(y-4'=32 15 P(0, 16)
Pag. 288
21. a) AF b) B QF
22, a=1eb=2
Pag. 290
53 6.5 32. 5
2
3 65
33, - ily-2] =2
-1 +(y-2) =8
3.4. Asdiagonais de um retangulo sdo iguais e bissetam-se.
Logo, se [AC] é um didmetro da circunferéncia, [BD]
também o é.
3.5. a) P(0, —2)ou P(0, 6) b) P(0, 1)
Pag. 292
41. a)2 b) -2
43. a) 24 b) 53,1°
Pag. 293
44. a)-18 b) 108,4° 1
45. a) k=8Vk=-8 b) k=8 c)k=—Ta
Pag. 296
51. a) y=—%x—2
b) (x, y)=(=3, =1)+k(1, 3), kKER
c) 45° :
Pag. 297
52. a) G(3,5,11)
b) (x,y,2=(8,4,0)+k(-2,6,3), kKER
8—x z
0,28, 12 d —=y-4==
9 ( ) By 7
e) 54,7° f) 51,8ua.
Pag. 299
51. a) (k=3 +(y-3)/=25 9} y=§x—23—8
52. a) x+y+z=0
b) Acondicdo AP - AB define o plano que passa no
ponto A e é perpendicular ao vetor AB .
Pég. 300
1. x-y+2z-2=0 72. b)2x+y-z-1=0
Pag. 302
7 — :
3.3. Areta r é perpendicular ao plano S.
1. (1, 4 _ %)
14. 7 1
Pag. 305
1.1, Os trés planos intersetam-se no ponto de coordenadas
(3,1,-2).
).2.

A intersecao dos trés planos é a reta definida por:
X _ Y

_—_—=7

3 =

i

Pag. 30
1041, a) b) 260
y
140"
y—-x=20
90t ---=---------
50
2}' x+2y=100
0 70 100~ X
10.2. Para que o lucro seja maximo devem ser produzidas
30 mobilias do tipo A e 50 mobilias do tipo B.
Pag. 307
10.3. Para que o lucro obtido seja maximo, a empresa devera

comercializar 1200 kg de café da marca A e 1000 kg
de café da marca B.

Pag. 308
1% (©) 12.3. 144 13. (0
14. (A) 15. (B)
Pag. 309
16. () 17. () 18. (B) 19. (D)
Pag. 310
20. P(3,2,1)
21.2. y=—i—x+§
223. (3,7, 1) 22.4. g
Pag.311
23. (0 24. (B) 25. (0 26. ()
27.2. x=4 273. ¥+y'=25 28 11
29.1. (6, —2, —1). Asretas r e s sao concorrentes em /.
Logo, sdao complanares.
29.3. 60°
Pag. 312
30. 2V2 31.1. (0,0, 3)
31.2. a) (x,y,2)=(7,8, -4 +k(2,1, -2), kER
b) (1,4, 4)
313, (x— 7' +(x—8 ' +(x+4 =129 314. tga=3
32. AB-AG=AB-AC. Logo, AB-AG ndo dependede h.
33.2. Abase do prisma de volume méximo é um quadrado de
lado 8 edalturaéiguala 4.
334. (x,y,2=k(1,1,2), kKER 33.5. B(4, 4, 8)
33.7. x=4Vx=4V3+4
Pag.313
1. 2. (B 3. (A 4. (D)
5.1. —-g 52. C(16, 0)
1
53. y=——x+—
4 x1+3
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Questoes de exame
essenciais

Na ultima fase de preparagao para o Exame Final Nacional do 12.° ano,

o aluno depara-se com centenas de questoes e problemas que ja sairam em
exames oficiais.

Perante esta situacao, surgem duvidas, tais como:

- Terei de resolver tudo isto para me sentir sequro?
- Terei tempo para resolver tudo?

- Sera que preciso de resolver todas as questdes?

Para ajudar o aluno selecionamos questoes de exame essenciais que deve
resolver, para se sentir seguro e confiante no dia do exame, divididas pelos
grandes temas:

1. Andlise combinatoria. Probabilidades
2. Funcgoes e trigonometria
3. Numeros complexos

Lembramos que as resolucoes detalhadas de todas estas questoes essenciais
encontram-se também disponiveis no site www.paraescolar.pt

Prepare o seu exame com seguranca e confianca.

Felicidades e boa sorte!
Os autores




n Num grupo de nove pessoas, constituido por

seis homens e trés mulheres, vao ser
escolhidos trés elementos para formarem uma
comissao.

Quantas comissdes diferentes se podem
formar com exatamente duas mulheres?

(LN (B) 6 x°C,
(©) °A, (D)6 x A,

Uma caixa contém apenas bolas brancas e
bolas pretas, indistinguiveis ao tato.

Todas as bolas estdao numeradas com um Unico
numero natural.

Sabe-se que:

« duas bolas em cada cinco sdo pretas;

+20% das bolas pretas tém um numero par;
+40% das bolas brancas tém um nimero impar.

2.1. Retira-se, ao acaso, uma bola dessa caixa.

Determine a probabilidade de essa bola ser
preta, sabendo que tem um numero par.

Apresente o resultado na forma de fracao
irredutivel.

2.2. Admita agora que a caixa tem n bolas.
Extraem-se, ao acaso, sucessivamente e sem
reposicao, duas bolas da caixa.

Determine n, sabendo que a probabilidade
de ambas as bolas serem brancas é igual a 2—%

Seja Q o espaco de resultados associado a
uma certa experiéncia aleatéria. Sejam A e B
dois acontecimentos (AC Q e BC Q).
Sabe-se que:

pll
“P(B)=x
AuB)=13
-P(AUB)—16
o
-P(AlB)_12

Determine P(A).

Considere a linha do triangulo de Pascal em
que o produto do segundo elemento pelo
penultimo elemento é 484 .

. Qual é a probabilidade de escolher, ao acaso, um
elemento dessa linha que seja superiora 1000 ?

w2 @ ©I O

1. Andlise combinatéria. Probabilidades

Na figura esta representado um
dado cubico, ndo equilibrado,
com as faces numeradas de 1

a 3, em que faces opostas

tém o mesmo numero.

Langa-se o dado uma Unica vez e
observa-se o nimero da face voltada para cima.

Sejam A e B os acontecimentos seguintes:
A "sair nimero impar”
B: "sair nimero menor do que 3”
Sabe-se que:
. P(ZuE)—P(AnB):%
2
- PBIA)==
®1A=3

Determine a probabilidade de sair o nimero 3.

Seja Q o espaco de resultados associado a
uma certa experiéncia aleatéria e sejam A e B
dois acontecimentos (AC Q e BC Q).

Sabe-se que:

+P(A)=0,3

-P(ANB)=0,55

+A e B sao acontecimentos incompativeis.
Qual é o valorde P(AN B)?

(A) 0,85 (B) 0,25 (€) 0,15 (D)o

Numa turma com 15 raparigas e 7 rapazes, vai
ser formada uma comissao com 5 elementos.
Pretende-se que essa comissao seja mista e
que tenha mais raparigas do que rapazes.
Quantas comissoes diferentes se podem
formar?

(A) A, + A, (B) °C, x'C,+¥C,x 7
© " c,x'cx¥c,x7 (D)*C XY

Uma empresa produz apenas dois tipos de

lampadas: lampadas fluorescentes e lampadas

LED (Diodos Emissores de Luz).

As lampadas de cada tipo podem ter a forma

tubular ou ser compactas.

Sabe-se que:

+55% das lampadas produzidas nessa
empresa sao fluorescentes;

- das lampadas fluorescentes produzidas nessa
empresa, 50% tém a forma tubular;

- das lampadas LED produzidas nessa empresa,
90% sao compactas.

385
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Questoes de Exame Essenciais

Determine a probabilidade de, ao escolher, ao
acaso, uma lampada produzida nessa empresa, ela
ser fluorescente, sabendo que tem a forma tubular.
Apresente o resultado com arredondamento as
centésimas.

Considere todos os numeros que se podem
obter alterando a ordem dos algarismos do
namero 12 345.

Quantos desses numeros sao impares e
maiores do que 40 000 ?

(A) 18 (B) 30 (€120  (D)240

Um saco contém quatro bolas com o numero
0, uma bola com o nimero 2 e duas bolas
com o ndmero 3.

10.1. Retiram-se, simultaneamente e ao acaso,
duas bolas do saco.

Seja X a variavel aleatdria “produto dos
numeros das duas bolas retiradas”.

Construa a tabela de distribuigao de
probabilidades da variavel aleatéria X.
Apresente cada uma das probabilidades na
forma de fragdo irredutivel.

10.2. Considere agora a experiéncia que consiste

em retirar, a0 acaso, uma a uma, sucessivamente e

sem reposicao, todas as bolas do saco.

Sejam A e B os acontecimentos seguintes.

A: "Nao saem bolas com o numero 0 em

extracoes consecutivas”

B: "A segunda bola retirada tem o ndmero 2"

Determine P(B|A), sem utilizar a formula da

probabilidade condicionada.

Numa pequena composicao, justifique a sua

resposta. A sua composicao deve contemplar:

- o significado de P(B|A), no contexto da
situacao descrita;

- a explicagao da ordem de saida das bolas com
onumero 0;

« a explicagao do niimero de casos possiveis;

- a explicacdo do niumero de casos favoraveis;

- a apresentacao do valor da probabilidade na
forma de fracao.

Os trés irmaos Andrade e os quatro irmaos
Martins vao escolher, de entre eles, dois
elementos de cada familia para um jogo de
matraquilhos, de uma familia contra a outra.
De quantas maneiras pode ser feita a escolha
dos jogadores de modo que o Carlos, o mais
velho dos irmaos da familia Andrade, seja um
dos escolhidos?

(A)8 (B) 12 (€16 (D) 20

m Seja X uma variavel aleatéria com distribuicao

normal de valor médio u e desvio-padrao o
(X~ N, 0).

Sabe-se que:

su=5 «P(47<X£5)<03
Qual dos nimeros seguintes pode ser o valor
de o?

()0, (B)0,2 (€)o3 (D)o,4

Relativamente a uma turma de 12.° ano,

sabe-se que:

- 0 numero de rapazes é igual ao numero de
raparigas;

3
"2 dos alunos pretendem frequentar um curso

da drea de saude e os restantes alunos
pretendem frequentar um curso da érea de
engenharia;

- dos alunos que pretendem frequentar um
curso da area de engenharia, dois em cada
sete sao raparigas.

13.1. Escolhe-se, ao acaso, uma rapariga da
turma.

Qual é a probabilidade dessa rapariga
pretender frequentar um curso da drea de
saude?

Apresente o resultado na forma de fracao
irredutivel.

13.2. Escolhem-se, ao acaso, dois alunos da
turma para estarem presentes nas
comemoracoes do aniversario da escola.

Sabe-se que a probabilidade de esses dois

.13
alunos serem rapazes e § .

Seja n o niimero de rapazes da turma.
Determine o valorde n.

Para resolver este problema, percorra as
seguintes etapas:

« equacione o problema;
- resolva a equacgao sem utilizar a calculadora.

Seja o espago de resultados associado a
uma experiéncia aleatéria.

Sejam A e B dois acontecimentos (AC Q e
BCQ).
Sabe-se que:

- P(A)=0,3

- P(ANB)=04
Averigue se os acontecimentos A e B sao
independentes.

. P(B)=06



m Seja Q o espaco de resultados associado a

uma certa experiéncia aleatéria e sejam A e B
dois acontecimentos (AC Q e BC Q).
Sabe-se que:

«A e B sao acontecimentos independentes;

= 7 3
-P(A):ﬁ .P(ALJB):Z
Qual é o valorde P(B)?

5 9 9 1
(R) 1 (B) 14 © % (D) %

Para assistirem a um espetdculo, o Joao, a
Margarida e cinco amigos sentam-se, ao acaso,
numa fila com sete lugares.

Qual é a probabilidade de o Jodo e a Margarida
nao ficarem sentados um ao lado do outro?

wZE @2 ©2 o2

Numa caixa com 12 compartimentos,
pretende-se arrumar 10 copos, com tamanho
e forma iguais: sete brancos, um verde, um azul
e um roxo. Em cada compartimento pode ser
arrumado apenas um copo.

De quantas maneiras diferentes se podem
arrumar os 10 copos nessa caixa?

(R) A, x 3! (B) A, x°C;

(©) *c, x°A, (D) *C, x A,

Numa escola, realizou-se um estudo sobre os
habitos alimentares dos alunos. No ambito
desse estudo, analisou-se o peso de todos os
alunos.

Sabe-se que:

+55% dos alunos sao raparigas;

+30% das raparigas tém excesso de peso;
+40% dos rapazes nao tém excesso de peso.

18.1. Escolhe-se, ao acaso, um aluno dessa
escola.

Determine a probabilidade de o aluno escolhido
ser rapaz, sabendo que tem excesso de peso.

Apresente o resultado na forma de fracao
irredutivel.

18.2. Considere agora que a escola onde o
estudo foi realizado tem 200 alunos.
Pretende-se escolher, ao acaso, trés alunos
para representarem a escola num concurso.
Determine a probabilidade de serem
escolhidos duas raparigas e um rapaz.
Apresente o resultado com arredondamento as
centésimas.

1. Andlise combinatéria. Probabilidades

m O cédigo de acesso a uma conta de e-mail é

constituido por quatro letras e trés algarismos.
Sabe-se que um cédigo tem quatro “a”, dois
“5" eum “2", como, por exemplo, o cédigo
2aa5aba.

Quantos codigos diferentes existem nestas
condigoes?

(A) 105 (B) 210 (€)5040 (D)39
Numa certa linha do Triangulo de Pascal, o
penultimo elemento é 111.

Escolhe-se, ao acaso, um elemento dessa linha.
Qual é a probabilidade de esse elemento ser
maior do que 10°?

3 53 2 35
(R) %6 (8) % © 37 (D) 37

Seja Q o espaco de resultados associado a
uma experiéncia aleatéria e sejam A e B dois
acontecimentos (A C Q e BC Q), com
P(B)#0.

Mostre que P(m | B) = P(/_\ | B).

Uma sequéncia de algarismos cuja leitura da
direita para a esquerda ou da esquerda para a
direita dd o mesmo nimero designa-se por
capicua. Por exemplo, 103 301 é capicua.
Quantos numeros com seis algarismos sao
capicuas?

(A) 729 (B) 900

(€) 810000 (D) 900 000

Considere um dado cubico, com as faces
numeradasde 1 a 6, e um saco que contém
cinco bolas, indistinguiveis ao tato, cada uma
delas numerada com um numero diferente:
0,1,2,3e4.

Lanca-se o dado uma vez e retira-se, a0 acaso,
uma bola do saco, registando-se os numeros
que sairam.

Qual é a probabilidade de o produto desses
numeros ser igual a zero?

1 1 1
(A)o (B) — © 30 (D) 3

15

Considere uma empresa em que:

+80% dos funcionarios apostam no
euromilhodes;

- dos funciondarios que apostam no
euromilhdes, 25% apostam no totoloto;

+5% dos funcionarios nao apostam no
euromilhdes nem no totoloto.

24.1. Determine a probabilidade de, ao
escolher, ao acaso, um funcionario dessa
empresa, ele apostar no totoloto.
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24.2. Considere agora que essa empresa tem
50 funciondrios.

Escolhem-se, ao acaso, oito funcionarios dessa
empresa.

Determine a probabilidade de, pelo menos,
sete desses funciondrios serem apostadores no
Euromilhoes.

Apresente o resultado com arredoridamento as
centésimas.

m Seja Q o espaco de resultados associado a
uma experiéncia aleatéria e sejam A e B dois
acontecimentos (AC Q e BC Q).

Mostre que, se A e B sao dois acontecimentos
independentes, entao:

P(ANB)+P(A)x(1-P(B)=P(A).

m Uma escola secundaria tem alunos de ambos
0s sexos em todos os anos de escolaridade.
Escolhe-se, ao acaso, um aluno dessa escola.
Sejam A e B os acontecimentos:

A: "0 aluno é do sexo feminino”

B: “O aluno esta no 12.° ano”

Qual das expressoes seguintes designa o
acontecimento “O aluno é do sexo masculino e
nao esta no 12.°ano"?

(A)ANB (B)ANB (C)AUB (D)AUB

m Uma caixa, que designaremos por caixa 1,
tem uma bola branca e duas bolas pretas.

27.1. Considere a experiéncia que consiste em
tirar, ao acaso, uma bola da caixa 1, observar
a sua cor e voltar a colocar a bola na caixa.
Efetua-se esta experiéncia cinco vezes.

Qual é a probabilidade de sair bola preta pelo
menos quatro vezes?

27.2. Outra caixa, que designaremos por caixa
2, tem trés bolas brancas e quatro bolas pretas.
Realiza-se a seguinte experiéncia: ao acaso,
tiram-se duas bolas da caixa 1 e colocam-se
nacaixa 2; em seguida, tiram-se
simultaneamente duas bolas da caixa 2.
Sejam A e B os acontecimentos:
A: "As bolas retiradas da caixa 1 sao da
mesma cor”
B: “As bolas retiradas da caixa 2 sao da
mesma cor”
Determine o valor de P(E | A), sem utilizar a
férmula da probabilidade condicionada.
Numa pequena composicao, justifique a sua
resposta. A sua composicao deve contemplar:
- 0 significado de P(E | A), no contexto da
situacdo descrita;

- a explicagao do conteudo da caixa 2 apds a
realizacdo do acontecimento A;

- a explicagao do nimero de casos possiveis;

+ a explicagao do numero de casos favoraveis;

« a apresentacao do valor da probabilidade -
pedida.

Seja Q o espaco de resultados associado a
uma experiéncia aleatoria.

Sejam A e B dois acontecimentos
incompativeis (ACQ e BC Q).

Qual das afirmagobes seguintes é
necessariamente verdadeira?
(A)P(AUB)=P(ANB)

(B) P(A)+P(B)=1

(©)P(ANnB)=0

(D) P(A N B)=P(A) x P(B)

O comprimento, em centimetros, das pegas

produzidas por uma maquina é uma variavel

aleatéria X com distribuicao normal, de valor

médio 6.

Sabe-se que P(X>7)=0,1.

Escolhe-se ao acaso uma peca produzida por

essa maquina e mede-se o seu comprimento.

Considere os acontecimentos:

A: "O comprimento da peca escolhida é
inferiora 7 cm”

B: “"O comprimento da peca escolhida é
superiora 6 cm”

Qual é o valor da probabilidade condicionada
P(AIB)?

w: ® ©f o

Uma turma de 12.° ano é constituida por
14 raparigas e 10 rapazes.

30.1. Os alunos da turma vao dispor-se em
duas filas para tirarem uma fotografia de grupo.
Combinaram que:

- 0s rapazes ficam sentados na fila da frente;

- as raparigas ficam na fila de tras, em pé,
ficando a delegada numa das extremidades e
a subdelegada na outra extremidade,
podendo cada uma destas duas alunas
ocupar qualquer uma das extremidades.

Escreva uma expressao que dé o nimero de
maneiras diferentes de, nestas condicoes, os
jovens se poderem dispor para a fotografia.

Nota: Nao calcule o valor da expressao que
escreveu.



30.2. Vao ser escolhidos aleatoriamente dois
jovens desta turma, para constituirem uma
comissao que participard num congresso.
Seja X o numero de raparigas que integram a
comissao.

Construa a tabela de distribuicao de
probabilidades da variavel aleatéria X .
Apresente as probabilidades na forma de
fragao irredutivel.

Seja Q o espaco de resultados associado a
uma certa experiéncia aleatoria.

Sejam A e B dois acontecimentos (A C Q e
B C Q) independentes, com P(A)#0.

Qual das afirmagdes seguintes é
necessariamente verdadeira?

(R) P(A) + P(B) =1
(B) P(AU B) = P(4) + P(B)
(©) P(A) = P(B)

(D) P(BIA)=P(B)

O cédigo de um autorradio é constituido por
uma sequéncia de quatro algarismos. Por
exemplo, 0137.

Quantos desses cddigos tém dois e s6 dois
algarismos iguaisa 7?
(A) 486 (B) 810

(€)432  (D)600

Uma companhia aérea vende bilhetes a baixo
custo exclusivamente para viagens cujos
destinos sejam Berlim ou Paris.

33.1. Nove jovens decidem ir a Berlim e
escolhem essa companhia aérea. Cada jovem
paga o bilhete com cartdo multibanco, ou nao,
independentemente da forma de pagamento
utilizada pelos outros jovens.

Considere que a probabilidade de um jovem
utilizar cartao multibanco, para pagar o seu
bilhete, é iguala 0,6.

Determine a probabilidade de exatamente seis
desses jovens utilizarem cartdo multibanco
para pagarem o seu bilhete.

Apresente o resultado com arredondamento as
centésimas.

33.2. A companhia aérea constatou que,
quando o destino é Berlim, 5% dos seus
passageiros perdem o voo e que, quando o
"destino ® Paris, 92% dos passageiros seguem
viagem. Sabe-se que 30% dos bilhetes a
baixo custo que a companhia aérea vende tém
por destino Berlim.

1 Andlise combinatéria. Probabilidades

Determine a probabilidade de um passageiro,
que comprou um bilhete a baixo custo nessa
companhia aérea, perder o voo.

Apresente o resultado na forma de dizima.

Os medicamentos produzidos num laboratério
sao embalados em caixas de igual aspeto
exterior e indistinguiveis ao tato. Um lote
contém 10 caixas de um medicamento X e
20 caixas de um medicamento Y.

Desse lote, retiram-se, ao acaso,
simultaneamente, quatro caixas para controlo
de qualidade.
Qual é a probabilidade de as caixas retiradas
serem todas do medicamento Y?
4
2
D)=
( )(3)

10, 20,
G, Gy 4
(R) ﬁ (B) % (© %
A tabela de distribuicao de probabilidades de
uma variavel aleatéria X é a seguinte:

X; o|1(2]3|4]s
PX=x)|2a|a|b|b]|b 11—0
Sabe-se que:

«a e b sao numeros reais;
«P(X<1)=3P(X=5).
Qual éovalorde b?

WG ®% O ©F

Num determinado clube desportivo
praticam-se apenas dois desportos, futebol e
andebol. Dos jovens inscritos nesse clube, 28
jogam apenas futebol, 12 jogam apenas
andebol e 12 jogam futebol e andebol.
Escolhe-se, ao acaso, um dos jovens inscritos.

Qual é a probabilidade de o jovem escolhido
jogar andebol sabendo que joga futebol?

w; ®F ©L O

Seja Q o espaco de resultados associado a
uma certa experiéncia aleatodria.

Sejam A e B dois acontecimentos (A C Q e
B C Q) incompativeis.

Sabe-se que P(ANB)=0,3 e que P(4)=0,5.
Qual é o valorde P(B)?
(A)0,2 B)o

(© 05 (D)0,4
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m Seja Q o espaco de resultados associado a

uma experiéncia aleatéria e sejam A e B dois
acontecimentos (AC Q e BC Q), com
P(B)#0.

Mostre que P(A NB| B) - P(A | B) =

Considere as 13 cartas do naipe de*copas: as,
trés figuras (rei, dama e valete) e mais nove
cartas(do 2 ao 10).

39.1. As cartas vao ser dispostas, ao acaso,
sobre uma mesa, lado a lado, de modo a
formarem uma sequéncia de 13 cartas.
Determine o niumero de sequéncias diferentes
que é possivel construir, de modo que as trés
figuras fiquem juntas.

39.2. Determine a probabilidade de, ao retirar,
ao acaso, 4 das 13 cartas do naipe de copas,
obter pelo menos duas figuras.

Apresente o resultado na forma de fragao
irredutivel.

Um saco contém dezasseis bolas, numeradas
de 1a16.

Retiram-se, simultaneamente e ao acaso, duas
dessas dezasseis bolas e adicionam-se os
respetivos nimeros.

Qual é a probabilidade de a soma obtida ser
iguala 77

W3 ®% O O

A Ana dispoe de sete cartas todas diferentes:
quatro cartas do naipe de espadas e trés cartas
do naipe de copas.

41.1. A Ana vai dispor essas sete cartas sobre
uma mesa, lado a lado, da esquerda para a
direita, de modo a formar uma sequéncia com
as sete cartas.

A Ana pretende que a primeira e a ultima cartas

da sequéncia sejam ambas do naipe de espadas.

Quantas sequéncias diferentes, nestas
condicoes, pode a Ana fazer?

41.2. Admita que a Ana baralha essas sete
cartas e, em seguida, tira trés, ao acaso.

Qual é a probabilidade de, nessas trés cartas,
haver pelo menos uma carta de copas?

Apresente o resultado na forma de fracao
irredutivel.

41.3. As cartas de que a Ana dispde sao:

+ 0 4s, o rei, adama e o valete do naipe de
espadas;
- 0 rei, a dama e o valete do naipe de copas.

Depois de introduzir as sete cartas num saco, a
Ana retira uma carta ao acaso.

Sejam A e B os acontecimentos:
A "A carta retirada é do naipe de espadas”
B: “A carta retirada é um rei” -

Averigue se os acontecimentos A e B sao
independentes.

Seja Q o espaco de resultados associado a
uma certa experiéncia aleatodria.

Sejam A e B dois acontecimentos (AC Q e
BCQ).

Sabe-se que:

«P(B)=0,3

+P(AlB)=0,2

-P(AIB)=0,4

Determine P(B|A).

Apresente o resultado na forma de fragao
irredutivel.

Seja Q o espago de resultados associado a
uma certa experiéncia aleatéria e sejam A e B
dois acontecimentos (AC Q e BC Q).
Sabe-se que:

«P(A)=30%

+P(AUB)=70%

+A e B saoincompativeis.

Qual é o valorde P(B)?

A)21% (B)40% (€)60% (D)61%

Num grupo de dez trabalhadores de uma
fabrica, vao ser escolhidos trés, ao acaso, para
frequentarem uma agao de formacao. Nesse
grupo de dez trabalhadores, ha trés amigos, o
Joao, o Anténio e o Manuel, que gostariam de
frequentar essa agao.

Qual é a probabilidade de serem escolhidos,
exatamente, os trés amigos?

1 3 1 3
(R) q (B) % © gc—g (D) @

A tabela de distribuicao de probabilidades de
uma variavel aleatéria X é a seguinte.

X; 0 1 2 3

1 1
P(X=x) 3 5 | 2a | a

Qual das igualdades seguintes é verdadeira,
considerando os valores da tabela?

(RA)PX=0)=P(X>1)
(B)PX=0)=P(X=2)
(©) PX=0)=P(X=3)
(D)P(X<2)=P(X=3)



m Dos alunos de uma escola, sabe-se que:

«a quinta parte dos alunos tem computador
portatil;

« metade dos alunos ndo sabe o nome do
diretor;

- a terca parte dos alunos que nao sabe o nome
do diretor tem computador portatil.

46.1. Determine a probabilidade de um aluno
dessa escola, escolhido ao acaso, nao ter
computador portatil e saber o nome do diretor.
Apresente o resultado na forma de fragao
irredutivel.

46.2. Admita que essa escola tem 150 alunos.
Pretende-se formar uma comissao de seis
alunos para organizar a viagem de finalistas.

Determine de quantas maneiras diferentes se
pode formar uma comissao com, exatamente,
quatro dos alunos que tém computador
portatil.

Uma caixa contém bolas indistinguiveis ao tato
e de duas cores diferentes: azul e roxo.

Sabe-se que:

« 0 numero de bolas azuis é 8;

- extraindo-se, ao acaso, uma bola da caixa,

a probabilidade de ela ser azul é igual a % )

Quantas bolas roxas ha na caixa?

(A) 16 (B) 12 (€8 (D)4

Considere todos os nimeros de cinco
algarismos que se podem formar com os
algarismos 5,6, 7,8 e 9.

De entre estes nimeros, quantos tém,
exatamente, trés algarismos 57

(R) °C, x “A, (B) °C, x 4
(€) °A, x 47 (D) %A, x *C,

Na sequéncia seguinte, reproduzem-se os trés
primeiros elementos e os trés ultimos
elementos de uma linha do Triangulo de
Pascal.

T 15 105 . 105 15 1

Sao escolhidos, ao acaso, dois elementos dessa
linha.

Qual é a probabilidade de a soma desses dois

_ elementos seriguala 1057

A) 1 (8) o

© 55 (D)o

1- Andlise combinatéria. Probabilidades

Quantos numeros naturais de trés algarismos
diferentes se podem escrever nao utilizando o
algarismo 2 nem o algarismo 57

(A)256  (B)278  (€)286  (D)294

Um teste é constituido por oito perguntas de
escolha multipla.

A sequéncia das oito respostas corretas as oito
perguntas desse testeé AABDADAA.

O Pedro, que nao se preparou para o teste,
respondeu ao acaso as oito perguntas.

Qual é a probabilidade de o Pedro ter
respondido corretamente a todas as perguntas
sabendo que escolheu cinco opgdes A, uma
opgao B e duasopgoes D?

Wz G ©=

1
D) —
112 168 )

224

Seja Q o espaco de resultados associado a
uma certa experiéncia aleatoria.

Sejam X e Y dois acontecimentos (X C Q e
Y C Q) de probabilidade nao nula.

Prove que:

P(X N Y)=PX) x P(Y|X)+ P(X) - P(Y)

Seja Q o espaco de resultados associado a
uma certa experiéncia aleatodria.

Sejam A e B dois acontecimentos (AC Q e
BCQ).

Sabe-se que:

«A e B sao acontecimentos independentes;
+P(A)=04 e P(B)=0,5

Qual é o valorde P(AU B)?
(A)0,6 (B)0,7 (©os8 (D)oo

Uma caixa tem seis bolas: trés bolas com o
numero 0 (zero), duas bolas com o nimero 1
(um) e uma bola com o numero 2 (dois).
Tiram-se, simultaneamente e ao acaso, duas bolas
da caixa e observam-se os respetivos nimeros.

54.1. Sejam A e B os acontecimentos:
A: "Os nimeros saidos sao iguais”
B: "A soma dos numeros saidos é iguala 1"

Qual é o valor da probabilidade condicionada
P(A | B)? Justifique a sua resposta.

54.2."'S‘eja X avariavel aleatéria “Produto dos
numeros saidos”.

Construa a tabela de distribuicao de
probabilidades da variavel aleatéria X.
Apresente cada uma das probabilidades na
forma de fragdo irredutivel.
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55.1. Seja Q o espaco de resultados
associado a uma certa experiéncia aleatéria.

Sejam A e B dois acontecimentos
ACQeBCQ, com P(A)>0.

Prove que: - B
P(A) x [P(BIA)] - 1]+ P(A U B) = P(A).

55.2. Num encontro desportivo, participam
atletas de vérios paises, entre os quais
Portugal.

Metade dos atletas portugueses que
participam no encontro sao do sexo feminino.
Escolhido ao acaso um atleta participante no
encontro, a probabilidade de ele ser
estrangeiro ou do sexo masculino é 90% .
Participam no encontro duzentos atletas.
Quantos sdo os atletas portugueses?

Nota: Se desejar, pode utilizar a igualdade do
item 55.1. na resolucao deste problema; nesse
caso, comece por explicitar os acontecimentos
A e B, no contexto do problema.

De um baralho com 40 cartas, repartidas por
quatro naipes (Copas, Ouros, Espadas e Paus),
em que cada naipe contém um As, uma Dama,
um Valete, um Rei e seis cartas (do Dois ao
Sete), foram dadas sucessivamente, ao acaso,
seis cartas a um jogador, que as coloca na mao,
pela ordem que as recebe.
Qual é a probabilidade de o jogador obter a
sequéncia 2 — 4 — 6 — 7 —Dama — Rei nas
cartas recebidas?

6 6
Wa B Oz O

As ke o KA, ®C.

Seja Q o espaco de resultados associado a
uma certa experiéncia aleatéria. Sejam A e B
dois acontecimentos (A C Q e BC Q).

Sabe-se que:

- P(A)=03
- P(B)=0,4
- P(AUB)=0,5

Qual é a probabilidade de se realizar A,
sabendo que B se realiza?

w: ®; ©F O3

De um bilhete de lotaria sabe-se que o seu
numero é formado por sete algarismos, dos
quais trés sao iguaisa 1, dois saoiguaisa 4 e
dois sdo iguais a 5 (por exemplo: 1551414).
Determine quantos numeros diferentes
satisfazem as condigdes anteriores.

@ Uma caixa contém bolas, indistinguiveis ao

tato, numeradasde 1 a 20. As bolas
numeradasde 1 a 10 tém cor verde e as
bolas numeradasde 11 a 20 tém cor amarela.
Considere a experiéncia aleatéria que consiste
em retirar, sucessivamente, duas bolas da caixa,
nao repondo a primeira bola retirada, e em
registar a cor das bolas retiradas.

59.1. Determine a probabilidade de as duas bolas
retiradas da caixa terem cores diferentes. Apresente
o resultado na forma de fragao irredutivel.

59.2. Na mesma experiéncia aleatoria,
considere os acontecimentos:

A: "A 1.7 bola retirada é verde”

B: “A 2.7 bola retirada é amarela”

C: "O niimero da 2. bola retirada é par”

Qual é o valor da probabilidade condicionada
P(BNC)IA)?

A resposta correta a esta questao é:
5

P(BN C)IA)—E.

Numa pequena composicao, sem utilizar a

formula da probabilidade condicionada,

explique o valor dado, comegando por interpretar

o significado de P((B N C)| A) no contexto da

situacdo descrita e fazendo referéncia:

- a Regra de Laplace;

+ a0 numero de casos possiveis;

«ao numero de casos favoraveis.

A Maria gravou nove CD, sete com musica rock
e dois com musica popular, mas esqueceu-se
de identificar cada um deles.
Qual é a probabilidade de, ao escolher dois CD
ao acaso, um ser de musica rock e o outro ser
de musica popular?

7 1 2 7
R 3¢ ®) ©3 (©) 5
Admita que um estudante tem de realizar dois
testes no mesmo dia. A probabilidade de ter
classificagao positiva no primeiro teste é 0,7,
a de ter classificagao positiva no segundo teste
é 0,8 e ade ter classificagao negativa em
ambos os testes é 0,1.
Qual é a probabilidade de o estudante ter
negativa no segundo teste, sabendo que teve
negativa no primeiro teste?

1 1 1 1
A)—- B) - C) - D)—
Wy ®: ©3 O
Uma certa linha do Triangulo de Pascal é
constituida por todos os elementos da forma 'C, .
Escolhido, ao acaso, um elemento dessa linha,
qual é a probabilidade de ele ser o nimero 147

wLt ®L © O
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Uma certa linha do Triangulo de Pascal tem
exatamente nove elementos. Escolhem-se ao
acaso dois desses nove elementos.

Qual é a probabilidade de escolher dois
numeros cujo produto seja iguala 87

®: ©3 ®F

(R)o 9
Efetua-se um Unico lancamento de um dado
tetraédrico, com as faces numeradasde 1 a 4.
Considere que o “Numero que sai” é o numero
que esta na face que fica voltada para baixo.

O dado nao é equilibrado, pelo que os quatro
numeros nao tém a mesma probabilidade de
sair.

Sejam A e B os acontecimentos seguintes:

A “Sair niGmero impar”

B: “Sair numero maior do que 2”

Sabe-se que:

.P(ANB)=04 -P(A)=P(A) -P(AUB)=08
Seja X avariavel aleatéria “Numero saido no
lancamento efetuado”.

Construa a tabela de distribuicao de
probabilidades da variavel aleatéria X.

Nota: Apresente todas as justificacdes e todos
os calculos que efetuar na determinagéo dos
valores das probabilidades.

Uma caixa A contém duas bolas verdes e uma
bola amarela. Outra caixa B contém uma bola
verde e trés bolas amarelas. As bolas colocadas
nas caixas A e B sao indistinguiveis ao tato.

1- Andlise combinatéria. Probabilidades

Lanca-se um dado cubico perfeito, com as
faces numeradasde 1 a 6. Se sair o nimero
5, tira-se uma bola da caixa A; caso contrario,
tira-se uma bola da caixa B.

Qual é a probabilidade de a bola retirada ser
verde, sabendo que saiu o nimero 5 no
lancamento do dado?

w: ® © o3

66.1. Seja Q o espaco de resultados associado
a uma experiéncia aleatéria. Sejam A e B dois
acontecimentos possiveis (A C Q e B C Q).

Prove que P(A U B)=P(A) - P(B) + P(A U B).

66.2. Numa determinada cidade, das 160
raparigas que fizeram o exame nacional de
Matemaética, 65% tiveram classificacao
positiva, e, dos 120 rapazes que fizeram o
mesmo exame, 60% também tiveram
classificagao positiva.

Escolhendo, ao acaso, um dos estudantes que
realizaram o exame, qual é a probabilidade de
o estudante escolhido ndo ser rapaz ou nao ter
tido classificagao positiva?

Apresente o resultado em forma de dizima,
com aproximagao as centésimas.

Nota: Se o desejar, utilize a igualdade referida
em 66.1.. Neste caso, deverd comecar por
caracterizar claramente os acontecimentos A e
B, no contexto da situagao apresentada; no
entanto, pode optar por resolver o problema
por outro processo.

Solugdes
2 1
1. 21, = 2:2. 3. -
(B) = 25 5
s, (© s g 6. © 7. @®
8. 0,86 9. (B)
101, Px=0)=2, PXx=6)=2, P(X=9)=—
7 21 21
1
10.2. — 1 B
5 ®
12. (D) 13.1 g 13.2. n=14
14.  Nao sao independentes.
15.  (B) 16. (D) 17. ()
18
18.1. — 18.2. 0,41 19. (A
5 Q)
20.  (B) 22.  (B) 23. (D)
24.1. 035 24.2. 049 26. (D)
- 112 - 1
27.1. — 27.2. — 28. (C
243 2 ©
29. (B) 30.1. 10!'x2!x 12!
15 35 91
302. PX=0)=—, PX=1)==, PX=2)=—~
be=) 92 =1 69 o= 276
31. (D) 3. (A) 33.1. 0,25

33.2.

36.

391,

41.3.

42.

46.1.

48.
=3 1

54.2.

55.2.

58.
61.
64.

65.

0,071 34. (B) 35 (D)
(B) 37.  (A)
239500800 39.2. 2> 2. (8)
143
1440 m2 3
35

Nao sao independentes.

% 43. B 4 (Q 4. (B)
% 46.2. 195671700 47. (C)
(®) 49. (D) 50. (D)
© 53.  (B) 541. 0
4 1 2
PX=0)=2, PX=1)= 15, PX=2)=5
40 56.  (A) 57. (D)
210 59.1. % 60. (D)
© 62. (O 63. (B)

PX=1)=0,1; PX=2)=0,2;
P(X=3)=04; PX=4)=03
(D) 66.2. 0,74
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2. Fungoes e trigonometria

n Seja f afuncao, de dominio IR\{0}, definida

por f(x) = sini— x)' e

Considere a sucessao de nimeros reais (x,) tal
1
que x,=—.
SEh

Qual é o valor de lim f(x,)?

(A)-1 (B)O ©1 (D) + o0

Seja f uma funcao de dominio IR". Sabe-se que
) Inx + f(x)
lim —=1

X—*+ 00 3x

Qual das equacoes seguintes pode definir uma
assintota do gréfico da fungao f?

(R)y=3x (B)y=3x
©y=x (D)y=3x

Considere a funcao f, de dominio IR\{0},

definida por:

e4 ~1 s x<o0
fx)=¢e™ -1

xIn(x) se x>0

Resolva os itens 3.1. e 3.2., recorrendo a
métodos analiticos, sem utilizar a calculadora.

3.1. Estude a fungdo f quanto a existéncia de
assintotas verticais do seu grafico.

3.2. Seja g afuncgao, de dominio IR", definida
por g(x) = f(x) — x + In’x.

Estude a fungdo g quanto a monotonia e
quanto a existéncia de extremos relativos em
o, e].

Resolva o item 3.3., recorrendo a calculadora
gréfica.

3.3. Considere, num referencial o.n. xOy, a

representacao grafica da funcao g, de

dominio IR", definida por

g(x)=f(x) = x+In’x.

Sabe-se que:

+ A é o ponto de coordenadas (2, 0);

+ B é o ponto de coordenadas (5, 0);

« P é um ponto que se desloca ao longo do
gréfico da funcéo g.

Para cada posicdo do ponto P, considere o

triangulo [ABP].

Determine as abcissas dos pontos P para os
quais a area do tridngulo [ABP] é 1.

Na sua resposta, deve:

- equacionar o problema;

« reproduzir o gréfico da fungao ou os gréficos
das fungbes que tiver necessidade de
visualizar na calculadora, devidamente
identificado (s), incluindo o referencial;

«indicar as abcissas dos pontos P com
arredondamento as centésimas.

Considere a fungao g, de dominio ]— g 0[,
definida por g(x)=sin (2x)— cos x.
Seja a um numero real do dominio de g.

A reta tangente ao grafico da fungao g no
ponto de abcissa a é paralela a reta de

- X
equagao y = 5+ s

Determine o valor de a, recorrendo a
métodos analiticos, sem utilizar a calculadora.

Considere, para um certo nimero real a
positivo, uma fungao f, continua, de dominio
[-a, d].

Sabe-se que f(-a)=f(a) e f(a)>f(0).

Mostre que a condicdo f(x)=f(x+a) tem, pelo
menos, uma solucdo em J-a, Of .

Sejam a e b dois numeros reais tais que
1<a<belog,b=3.
Qual é, para esses valores de a ede b, ovalor

de log,(a® x Vb)+a*t?

(R)6+b (B)8+b (€)6+a” (D)8+a’

Seja f uma funcdo de dominio [-e, 1].

Sabe-se que:

- f é continua no seu dominio;

«f(-e)=1

f(1)=e

Qual das afirmagodes seguintes é

necessariamente verdadeira?

(A) A equacgao f(x)—1=0 tem pelo menos
uma solucdoem J-e, 1[.

(B) A equacao f(x)=e tem pelo menos uma
solucdoem J-e, 1[.

(€) Aequacao f(x)=0 tem pelo menos uma
solucioem J-e, 1[.

(D) A equagao f(x)= % tem pelo menos uma

solucdoem J-e, 1[.



B Sejam f' e f", de dominio IR, aprimeira

derivada e a segunda derivada de uma fungao f,

respetivamente.

Sabe-se que:

«a é um numero real;

+ P é o ponto do gréfico de f de abcissa a;

. lim f(x) — f(a) _
x—a X-—a

- f'(a)=-2

0

Qualdasafirmagoes seguintes é necessariamente
verdadeira?

(A) a é um zero da fungao f.
(B) f(a) € um maximo relativo da fungao f.
(€) f(a) é um minimo relativo da fungao f.

(D) P é ponto de inflexdao do gréfico da
funcéo f.

Na figura esta representada, num referencial
ortogonal xOy, parte do grafico de uma
funcao polinomial g, degrau 3.

4
4

-4 o 2 4x

Seja f uma fungao, de dominio IR, que
verifica a condicdo f(x)=g(x —3).

Em qual das opgoes seguintes pode estar
representada parte do grafico da fungéo f',
primeira derivada da fungao f?

(R) (B)
4 y
4 4
2
=2 0% 6 X =6 O 2x
-2 -2
-4 -4
© (D)
y Y
4 4
2 2
-6 0O 2x -2 [0 6 X
-2 -2
4 -4

2 - Fungdes e frigonometria

m Considere a fungao f, de dominio IR,

definida por:
xe ¥ 4 2x se x<1
f0)={1-Vx+sin(x—1)
T —x se x>1

Resolva os dois itens seguintes recorrendo a
métodos analiticos, sem utilizar a calculadora.

10.1. Averigue se a fungdo f é continua em
x=1.

10.2. Mostre que o grafico da fungao f admite
uma assintota obliqua quando x tende para
— 00,

Seja g uma fungdo, de dominio IR*, cuja
derivada, g', de dominio IR*, é dada por
g'(x)=In(e"+6e "+ 4x).

Estude a fun¢ao g quanto ao sentido das
concavidades do seu gréfico e quanto a
existéncia de pontos de inflexao, recorrendo a
métodos analiticos, sem utilizar a calculadora.

Considere, num referencial o.n. xOy, a
representacgao grafica da funcao f, de
dominio [-1, 2], definida por
fx)=—x-3""%*" o5 ponto A de
coordenadas (2, 0) eum ponto P que se
desloca ao longo do grafico da fungao f.
Existe uma posi¢ao do ponto P paraaquala
area do triangulo [AOP] é minima.
Determine a drea desse triangulo recorrendo a
calculadora gréfica.

Na sua resposta, deve:

- reproduzir o grafico da fungdo ou os graficos
das fungoes que tiver necessidade de
visualizar na calculadora, devidamente
identificado(s), incluindo o referencial;

«indicar o valor da 4rea do triangulo [AOP]
com arredondamento as centésimas.

Na figura estao representados, num referencial
o.n. xOy, otriangulo [OAB] eareta r.

Sabe-se que:

-areta r é definida por
x=-3;

-0 ponto A pertence a
reta r e tem ordenada
positiva;

-0 ponto B é o simétrico
do ponto A em relacéo
ao eixo Ox;

- o0 é a amplitude, em radianos, do angulo cujo
lado origem € o semieixo positivo Ox e cujo
lado extremidade é a semirreta OA;

395



396

Questdes de Exame Essenciais

ca € ]E, n{
2
-afuncao P, de dominio ]%, n{, é definida

6
P(xX)=-6tgx — ——.
por P(x) s

13.1. Mostre que o perimetro do tridangulo
[OAB] é dado, em funcdo de ¢, por P(c).

13.2. Determine o declive da reta tangente ao
gréfico da funcdo P no ponto de abcissa 5?7[

sem utilizar a calculadora.

Seja f uma funcdo cuja derivada, f', de

dominio R, é dada por f'(x)=(4 + x)’.

Qual das afirmagoes seguintes é verdadeira?

(A) O gréfico da funcéo f tem a concavidade
voltada para cimaem IR.

(B) A fungao f tem um méximo relativo em
x=-4.

(€) O gréfico da funcédo f ndo tem pontos de
inflexao.

(D) O gréfico da funcdo f tem um ponto de
inflexao de coordenadas (- 4, f(- 4)).

Seja a um numero real positivo.

Considere o conjunto:
S={xER:In(e*-a)< 0}

Qual dos conjuntos seguintes é o conjunto S?
A)]-In(1+a), —Inal

B)[-In(1+a), —Inal

(€) ]-00, —=In(1 +a)]

(D) [-In(1 +a), +oo[

Considere a funcao f, de dominio 10, n[,
definida por f(x)=Inx+cosx—1.

Sabe-se que:

+A é um ponto do gréfico de f;

« a reta tangente ao grafico de f, no ponto A,

i e M
tem inclinagao r radianos.

Determine a abcissa do ponto A, recorrendo a

calculadora gréfica.

Na sua resposta, deve:

- equacionar o problema;

- reproduzir o grafico da fungao ou os graficos
das fungbes que tiver necessidade de
visualizar na calculadora, devidamente
identificado(s), incluindo o referencial;

«indicar a abcissa do ponto A com
arredondamento as centésimas.

Considere, para um certo nimero real k positivo,

afuncao f, de dominio IR, definida por:
3x

se x<0
1-e*
fx)=4Ink se x=0 =
5—In( 6X) se x>0
2 X+ 1

Resolva os itens seguintes recorrendo a
métodos analiticos sem utilizar a calculadora.

17.1. Determine k de modo que:
IimO» f(x) = f(0)

17.2. Mostre que In (—\;—é) é um extremo

relativo da funcao f nointervalo ]0, + oof .

Considere duas fungdes g e h, de dominio

IR*. Sabe-se que:

-aretade equacao y=2x—1 éassintota do
gréfico da fungédo g;

1-[ge)"

-afuncéo h é definida por h(x) = ————
X

Mostre que o gréfico da fungdo h tem uma
assintota horizontal.

Na figura estdo representados a circunferéncia
c!e centro no ponto C ederaio 1, asemirreta
CB, areta AD e o triangulo [ACE].

Sabe-se que:

«0s pontos A e B pertencem a circunferéncia;
«0s pontos D e E pertencem a semirreta CB;
-areta AD é perpendicular a semirreta CB;

-0 ponto A desloca-se sobre a circunferéncia
e ospontos D e E acompanham esse
movimento de modo que DE=6;

+x é a amplitude, em radianos, do angulo ACB;

T
«XE |0,
w3
19.1. Mostre que a area do triangulo [ACE] é
dada, em fungao de x, por:
f(x)=3sinx + %sin(Zx)

19.2. Mostre, sem resolver a equacao, que
f(x) = 2 tem, pelo menos, uma solucdo em

e



m Para um certo nimero real k, positivo, seja f

a funcédo, de dominio ]- oo, 1[, definida por:
Ink—x) se x<0
f(x)=

2e‘+L se 0<x<1
Inx

Sabe-se que f é continua.
Qual é ovalorde k?

(A)In2 (B) &? (€©)In3 (D)€’

Seja f afungao, de dominio IR*, definida por
f(x) = x*+a’Inx (a é um nimero real maior
do que 1), eseja r areta tangente ao gréfico
da fungdo f no ponto de abcissa a.

Qual é o declive dareta r?

A)a® '+ d (B) a° + a*

(©a* '+a (D)a° +a

Seja f uma fungao de dominio IR e seja f" a

segunda derivada da funcéo f.

Sabe-se que f" tem dominio IR e é definida

por f"(x)=e *x*(x - 1).

Qual das afirmacdes seguintes é verdadeira?

(A) O grafico da fungao f tem exatamente
quatro pontos de inflexao.

(B) O gréfico da funcao f tem exatamente trés
pontos de inflexao.

(€) O gréfico da funcao f tem exatamente dois
pontos de inflexao.

(D) O grafico da fungao f tem exatamente um
ponto de inflexao.

Relativamente a figura sabe-se que:

+oponto B A
pertence ao
segmento de reta
[AC];

«ospontos Ae D
pertencem a
circunferéncia que
tem centro no
ponto B eraioiguala 4;

-0 segmento de reta [BD] é perpendicular ao
segmento de reta [AC];

. BC=2

Admita que um ponto P se desloca ao longo

do arco AD, nunca coincidindo com A nem

com D, e que um ponto E acompanha o

movimento do ponto P de forma que o

quadrilatero [PBCE] seja um trapézio

retangulo.

O ponto Q é aintersecao do segmento de reta

[PE] com o segmento de reta [BD].

D

2 - Fungoes e trigonometria

Para cada posicao do ponto P, seja x a
amplitude do angulo EPB e seja S(x) a area do
trapézio [PBCE].

23.1. Mostre que S(x) = 8sin x + 4 sin(2x)

[<k-30)

23.2. Estude a funcdo S quanto a monotonia

e quanto a existéncia de extremos relativos,

recorrendo a métodos analiticos, sem utilizar a

calculadora.

Na sua resposta, deve apresentar:

- o(s) intervalo(s) em que a funcao é crescente;

- o(s)intervalo(s)em que a funcao é decrescente;

- 0s valores de x para os quais a funcao tem
extremos relativos, caso existam.

Seja f afuncédo, de dominio IR, definida por:

3x+1—xe* se x<0
X + COS X se x>0

f(x) = {

Resolva os dois itens seguintes recorrendo a
métodos analiticos, sem utilizar a calculadora.

24.1. Determine f(g) recorrendo a definicao

de derivada de uma fungao num ponto.

24.2. O gréfico da fungdo f tem uma assintota
obliqua quando x — — oo

Determine a equagao reduzida dessa assintota.

Seja a um numero real tal que a>e
(e = numero de Neper ou nimero de Euler).

Seja g afuncao, de dominio IR* definida por
g(x)=ax+Inx.
Mostre que a fungao g tem, pelo menos, um

R LA |
zero no intervalo |—, — .
a e

Para certos valoresde a ede b (a>1e b>1),
tem-se log,b=2.

Qual é, para esses valores de a ede b, o valor
de log, a + log, Vb?

(A)%+\/5

©1 OF

(B)-2+V2

Seja (u,) a sucessao definida por u, =2+ %

De uma certa fungao f, sabe-se que:
lim f(u,) = + oo
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Em qual das seguintes op¢des pode estar
representada parte do gréfico da fungao f?

(R) (8)

Considere a fungao f, de dominio IR,
definida por:

e -1
fxX)=4 x—1

Inx se x>1

se x<1

Seja g uma outra fungao, de dominio IR .
Sabe-se que a fungao fx g é continua no
ponto 1.

Em qual das seguintes opgoes pode estar
representada parte do grafico da funcéo g?

(R) (8)

Seja f afuncao, de dominio IR, definida por:

3x+3 se x< 4
gy =
VX' +9
flx) =
In(3x —11)
“x—a e x>4

Resolva os itens 29.1. e 29.2., recorrendo a
meétodos analiticos, sem utilizar a calculadora.

29.1. Averigue se existe lim f(x).

x—4

29.2. O grafico da restricao da funcéo f ao
intervalo ]- oo, 4] tem uma assintota
horizontal.

Determine uma equacdo dessa assintota.

29.3. Considere, num referencial o.n. xOy, o

triangulo [OPQ] tal que:

<0 ponto P é o ponto de interse¢ao do gréfico
da funcao f com o eixo das ordenadas;

-0 ponto Q é o ponto do gréfico da fungédo f
que tem abcissa positiva e ordenada igual a
ordenada do ponto P.

Determine um valor aproximado da area do
triangulo [OPQ], recorrendo a calculadora
gréfica.

Na sua resposta, deve:

« reproduzir, num referencial, o grafico da
funcao f para x €[0, 10];

- desenhar o triangulo [OPQ];

- indicar a abcissa do ponto Q arredondada
as milésimas;

- apresentar a area do triangulo [OPQ]
arredondada as centésimas.

Nota: Sempre que, nos calculos intermédios,
proceder a arredondamentos, conserve, no
minimo, trés casas decimais.

Considere que dois
baldes esféricos, que
designamos por baldao A 4

e por baldo B, se .¥ Jm

O

deslocam na atmosfera,
por cima de um solo ait)
plano e horizontal.

Num determinado instante, é iniciada a
contagem do tempo.

Admita que, durante o primeiro minuto
imediatamente a seguir a esse instante, as
distancias, medidas em metros, do centro do
baldo A ao solo e do centro do baldo B ao
solo sdo dadas, respetivamente, por:

a(t)=e " -0,02t+3

b(t)=6e " -0,02t +2

A variavel t designa o tempo, medido em
segundos, que decorre desde o instante em que
foi iniciada a contagem do tempo (t €[0, 60]).

Resolva os dois itens seguintes sem utilizar a
calculadora, a nao ser para efetuar eventuais
calculos numeéricos.

Sempre que, nos calculos intermédios,
proceder a arredondamentos, conserve, no
minimo, trés casas decimais.



m Na figura esta

30.1. Determine a B
distancia entre o ’
centrodo balao A e
ocentrodobaliao B, A :
cinco segundos apds ’
oinicio da contagem |
do tempo, sabendo : :

que, nesse instante,a /M ——=

distancia entre as projegoes ortogonais dos
centros dos baldes no solo era de 7 metros.
Apresente o resultado em metros,
arredondado as décimas.

30.2. Sabe-se que, alguns segundos apds o
inicio da contagem do tempo, os centros dos
dois balées estavam a mesma distancia do solo.
Determine quanto tempo decorreu entre o
instante inicial e o instante em que os centros dos
dois baloes estavam a mesma distancia do solo.
Apresente o resultado em segundos,
arredondado as unidades.

representada,
num referencial
o.n. xOy, parte
do grafico de uma
funcédo g, '
de dominio ;

[a, +oo[, com 5 0 X

1
a<——,
3

Para esse valor de a, afuncao f, continuaem
IR, é definida por:

1
fii= Iog;(—x—;) se x<a

g(x) se x>a

Qual éovalorde a?
28 25
RN-—= (B~
W-2 @-%

19 8
©-2 ©-2

m Na figura estd representada, num referencial

o.n. xOy, parte do gréfico de uma funcao f,
de dominio IR.

1
—5—4—3—2-/V\1 2

Sejam f' e f", de dominio IR, a primeira
derivada e a sequnda derivada de f,
respetivamente.

2 - Fungdes e trigonometria

Qual dos valores seguintes pode ser positivo?

@@ ®FE3) (©F(E3) D)F()

Considere a fungao f, de dominio IR,
definida por:

f(x) = {

Resolva os itens seguintes, recorrendo a
métodos exclusivamente analiticos.

xIn(x+1)—xIn(x)+3x se x>0
xe' ¥ se x<0

33.1. Estude a funcdo f quanto a existéncia
de assintotas nao verticais do seu grafico.

33.2. Determine a equacao reduzida da reta
tangente ao gréfico da funcdo f no ponto de
abcissa x=-1.

Na figura esta representado um trapézio

retangulo [ABCD]. D c
Sabe-se que:
«BC=1
«CD=1
B

« o é aamplitude, em
radianos, do angulo ADC;

%
. E—'
< }2 "[

Resolva os itens seguintes recorrendo a
métodos exclusivamente analiticos.

34.17. Mostre que o perimetro do trapézio
[ABCD] é dado, em funcao de «, por:
— cos

1
Pla)=3+
() sin o
34.2. Para um certo nimero real 8, tem-se
que tge=—\/§, com §<9<n.

Determine o valor exato de P'(6).

Comece por mostrar que

; 1—-cosa
Plo)=—5-=.
sin“o

Considere a funcao f, de dominio IR,
definida por:

__sinx se x<O0
Vo
fi)= 71— ! se x=0 comkE€IR
ax
=6 se x>0
X

Resolva os itens seguintes, recorrendo a
métodos exclusivamente analiticos.

35.1. Determine k, de modo que:
Iin}r f(x) = £(0).
X—’
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35.2. Estude a funcdo f quanto a existéncia de
assintotas verticais do seu gréfico.

35.3. Seja g uma funcao, de dominio IR,
cuja derivada, g', de dominio IR", é dada por

900 =)~ .

Estude a fungao g quanto ao sentido das
concavidades do seu gréfico e quanto a
existéncia de pontos de inflexao.

Considere a fungao f, de dominio [-7, 0[,

definida por:

f(x)=€e"+In(x’)+3

Sejam A e B os pontos de intersecao do grafico

de f com a bissetriz dos quadrantes pares e

seja d adistancia entre os pontos A e B.

Determine d, recorrendo a calculadora grafica.

Na sua resposta, deve:

« reproduzir o grafico da fungdo ou os graficos
das fungdes que tiver necessidade de
visualizar na calculadora, devidamente
identificado(s), incluindo o referencial;

- assinalar os pontos A e B;

- indicar as coordenadas dos pontos A e B
com arredondamento as centésimas;

- apresentar o valor de d com arredondamento
as centésimas.

Na figura esta representado D
o quadrado [ABCD].

Sabe-se que:

-AB=4

- AE=AH = BE = BF = Y
=CF=CG=DG=DH A B

«x é aamplitude, em radianos, do angulo EAB;

'XG]O,-T{
4

37.1. Mostre que a drea da regiao sombreada é
dada, em fungéo de x, pora(x)=16(1—tgx).

0

37.2. Mostre que existe um valor de x

. m N
compreendido entre 2 e i3 e paraoquala

area da regiao sombreada é 5.

Se utilizar a calculadora em eventuais calculos
numeéricos, sempre que proceder a
arredondamentos, use duas casas decimais.

Na figura esta y
representada, num

referencial o.n. xQOy, /h"

parte do gréfico de &

hn . X
; segundawdenvada /

de uma funcéo h, ==

de dominio R.

Em qual das opgdes seguintes pode estar
representada parte do grafico da fungao h?

(A) vy (B) vy

/)\/x —_of #

<@ vy D) vy

o) X I I5) X

m Sejam f e g fungdes de dominio ]0, + oof .

Sabe-se que:

- areta de equacao y =3 é assintota horizontal
do gréfico de f;

- f nao tem zeros;

e*-3
f(x)

Qual das opgodes seguintes define uma

assintota horizontal do graficode g?

(R)y=3 (B)y=e
©y=0 D)y=-1

cg)=

m Sejam a, b e c trés nimeros tais que

a€ 1, +oo[, bER e cER".
Sabe-se que log, b=ce que log, Ve=3.
Qual das expressoes seguintes é equivalente a
log, Vbxc?
(A)c+3 (B)c-3

' (4
© ot 3 (D) I8 3

m Admita que a concentragao de um produto

quimico na dgua, em gramas por litro,

t minutos apo6s a sua colocagdo na agua,
é dada, aproximadamente, por
C()=0,5t>x e ", com t>0.
Resolva os itens seguintes, recorrendo a
métodos exclusivamente analiticos.

41.1. Mostre que, durante os primeiros

15 minutos apds a colocacao desse produto
quimico na agua, houve, pelo menos, um
instante em que a concentragao do produto foi
13 gramas por litro.

Se utilizar a calculadora em eventuais calculos
numeéricos, sempre que proceder a
arredondamentos, use trés casas decimais.



41.2. Determine o valor de t paraoqual a
concentragao desse produto quimico na agua
é maxima.

Considere as funcdes f e g, de dominio IR,
definidas, respetivamente, por:

f(x)=—x+sin (32(—) o

909 = %‘2 se x#0

e“—1 se x=0

com k€ R

Resolva os itens seguintes, recorrendo a
métodos exclusivamente analiticos.

42.1. Determine k de modo que afungao g
seja continua.

42.2. Determine, em |- 27, 5n[, as solucoes
da equacao 2f'(x) = (f(x) + s

Considere, num referencial o.n. xOy, o
grafico da funcao f, de dominio IR" definida
por f(x)=e*™+In(3x+1).

Seja P um ponto do gréfico de f.

A distancia do ponto P aorigem éiguala 2.

Determine a abcissa do ponto P recorrendo a

calculadora gréfica.

Na sua resposta, deve:

- equacionar o problema;

- reproduzir o grafico da fungao ou os graficos
das fun¢des que tiver necessidade de
visualizar na calculadora, devidamente
identificado(s), incluindo o referencial;

«indicar a abcissa do ponto P com
arredondamento as centésimas.

Seja a um numero real maior do que 1 e seja
b=a".

Qual é o valor, arredondado as unidades, de
log,(a?xb'®)?

(A)138  (B)326  (€)1238 (D)3770

Relativamente a duas fungdes, f e g, sabe-se

que:

- tém dominio [2, 3];

. sdo fungdes continuas;

-f(2)-g(2)>0 e f(3)-g(3)<0

Qual dasafirmacoes seguintes é necessariamente

verdadeira?

(A) Os graficos de f e g intersetam-se em pelo
menos um ponto.

(B) Afuncao f—g é crescente.

(€) Os gréficos de f e g nao se intersetam.

(D) A funcao f—g é decrescente.

2 - Fungoes e trigonometria

m Relativamente a figura, sabe-se que:

D

P

A C

2 B Q

.0 segmento de reta [AC] tem comprimento 4;
.0 ponto B é o ponto médio de [AC];
. 0 segmento de reta [BD] é perpendicular a
[AC];
. 0 arco de circunferéncia CD tem centroem B.
Admita que um ponto P se desloca ao longo
do arco CD, nunca coincidindo com C nem
com D, e que um ponto Q se desloca ao
longo do segmento de reta [BC] de tal forma
que [PQ] é sempre perpendicular a [BC].
Para cada posigao do ponto P, seja x a
amplitude, em radianos, do angulo CBP e seja
A(x) a area do triangulo [APQ].
Resolva os dois itens seguintes, recorrendo a
métodos exclusivamente analiticos.

46.1. Mostre que:
A(x) = 2 sin x + sin (2x) (xe ]0, -;ED

46.2. Mostre que existe um valor de x parao
qual a area do triangulo [APQ] é maxima.

m De uma certa fungao f sabe-se que:

.oseudominioé ]1, +oo[ ;
. a sua derivada é dada por:

f'(x)=x2—4x+%-4ln(x—1)

47.1. Na figura estao representadas:

. parte do gréfico da fungao f;

.areta r que é tangente ao grafico da fungao f
no ponto A, de abcissa 2;

.areta s que é tangente ao grafico da funcao f
no ponto B.

Asretas r e s sao paralelas.

y

ol | 2 b X

Seja b a abcissa do ponto B.
Determine, recorrendo a calculadora gréfica,
ovalorde b.
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Na sua resposta, deve:

- equacionar o problema;

- reproduzir e identificar ofs) grafico(s) que tiver
necessidade de visualizar na calculadora para
resolver graficamente a equacao;

« assinalar o ponto relevante para a resolucao
do problema;

- apresentar o valor de b arredondado as
centésimas.

47.2. Tal como a figura sugere, o gréfico da

funcao f tem um ponto de inflexao.

Determine a abcissa desse ponto recorrendo a
métodos exclusivamente analiticos.

Seja f afungao de dominio IR definida por:
xe* — 2¢e’

fx)=¢ x-2
3¢ +In(x—1) se x>2

se x<2

Averigue se a funcao f é continuaem x=2.

Considere a sucessao (u,), definida por:

un=<1 +1—>
n

Seja f uma fungao continua, de dominio IR".
Sabe-se que lim f(u,)=0.

Qual das seguintes expressoes pode definir a
fungao f?
(A)1-Inx
(€©) x-Inx

(B) 1+Inx
(D)x+Inx

Para um certo valor de « e para um certo valor
de 3, é continua no ponto 0 afungao g,
definida por:

2x_
2 ] se x<0
X
g =S a se x=0
In(1 + x
[3—% se x>0

Qual é esse valor de & e qual é esse valorde 3?
Aa=1e =2 B)a=2e =3
(©Qa=1e p=3 (D)a=2e =1

Seja f afuncao, de dominio IR*, definida por
f(x)=2+log; x.

Resolva os trés itens seguintes sem recorrer a
calculadora.

51.1. Determine o conjunto dos nimeros reais
para os quais se tem f(x) >4+ log; (x—8).
Apresente a sua resposta na forma de intervalo
de numeros reais.

51.2. Determine o valor de f(36')—f(4'").

51.3. Seja g afuncao, de dominio R,
definida por g(x)=x+f(x).

Mostre que 3c€]1, 3[: g(¢)=5.

Um virus atacou os frangos de um aviario.
Admita que x dias ap6s o instante em que o
virus foi detetado, o numero de frangos
infetados é dado aproximadamente por:

F(x) = 200

LS . il

(considere que x=0 corresponde ao instante
em que o virus foi detetado).

Resolva os dois itens seguintes sem recorrer a
calculadora, a nao ser para efetuar calculos
numéricos.

52.1. No instante em que o virus foi detetado,
ja existiam frangos infetados.

Passados alguns dias, o nimero de frangos
infetados era dez vezes maior.

Quantos dias tinham passado?

52.2. Para tentar verificar se um frango esta

infetado, o veterinario aplica um teste que ou

da positivo ou da negativo.

Sabe-se que:

« quando o frango esta infetado, a probabilidade
de o teste dar positivo é 96% ;

- quando o frango ndo esta infetado, a
probabilidade de o teste dar negativo é 90% .

Trinta dias ap6s o instante em que o virus foi
detetado, existiam no aviario 450 frangos néo
infetados. Nesse dia, de entre todos os frangos
do aviario (infetados e nao infetados), o
veterinario escolheu, ao acaso, um frango e
aplicou-lhe o teste.

O teste deu negativo.

Qual é a probabilidade de o frango escolhido
nao estar infetado?

Apresente o resultado na forma de dizima,
arredondado as milésimas.

Para cada valor de k, a expressao

k+xe* sex<0

f0) =1 2x + Inx P
define uma fungao, de dominio IR, cujo
grafico tem:

- uma assintota horizontal, quando x— +00;
- uma assintota horizontal, quando x — —oo.
Existe um valor de k para o qual as duas
assintotas sao coincidentes, ficando assim o
gréfico de f com uma Unica assintota horizontal.
Determine esse valor de k, sem recorrer a
calculadora.



m Seja f uma fungao de dominio [0, +oo[,

definida por:

2-9 se 0<x<5
fix)=41 -
® i se x>5

Em qual dos intervalos seguintes o Teorema de
Bolzano permite garantir a existéncia de, pelo
menos, um zero da fungao f?

(A Jo, 1( (8) 11, 4
(©1a, 6 (D)J6, 7L

Qual é ovalorde lim (1—2 sinz(g-)) ?

x— 0\ x

W4+ @0 ©; (O

Na figura esta representada, num referencial
o.n. xOy, parte do gréafico de uma fungao
polinomial f de grau 3, de dominio IR.

y

_/ i \f x
Sabe-se que:

+—2,2 e 5 saozerosde f;
- f' representa a fungao derivada de f.

Qual das afirmagoes seguintes é verdadeira?
(An)f'(0)xf'(6)=0

(B)f(-3)xf(6)<0

(©f(-3)xfO)>0

(D)f'(0)x f'(6)<0

Num museu, a temperatura ambiente em graus
Celsius, t horas apos as zero horas do dia 1 de
abril de 2010, é dada, aproximadamente, por:
T()=15+0,1t>e ", com tE[0, 20]
Determine o instante em que a temperatura
atingiu o valor méximo recorrendo a métodos
exclusivamente analiticos.

Apresente o resultado em horas e minutos,
apresentando os minutos arredondados as
unidades.

Se utilizar a calculadora em eventuais célculos
numéricos, sempre que proceder a
arredondamentos use trés casas decimais.

m Na figura esta

2 - Fungdes e frigonometria

representada, num
referencial
o.n. xOy, parte
do gréfico da
fungéo f, de
dominio IR,
definida por
f(x)=4 cos (2x).
Sabe-se que:
- 0s vértices A e D
do trapézio [ABCD] pertencem ao eixo Ox ;

-0 vértice B do trapézio [ABCD] pertence ao
eixo Oy;

-0 vértice D do trapézio [ABCD] tem abcissa
T
6 ’
+0s pontos A e C pertencem ao gréfico de f;
«areta CD é paralela ao eixo Oy .

Resolva os dois itens seguintes recorrendo a
métodos exclusivamente analiticos.

58.1. Determine o valor exato da drea do
trapézio [ABCD].

58.2. Seja f' a primeira derivada da fungao f
eseja f" asegunda derivada da fungao f.
Mostre que:

f(x) + f'(x) + f'(x) = — 4 (3 cos(2x) + 2 sin(2x)),
para qualquer nimero real x.

Na figura esta representada, num referencial
o.n. xOy, parte do gréfico de uma fungao
polinomial f, de grau 4.

y

\ /

Qual das expressoes seguintes pode definir a
fungao f", segunda derivada de f?

(A) (x -3y’ (B) (x+3)
(©9-x (D)x¥*-9

Para um certo nimero real positivo, k,
afuncéo g definidaem R por:
- sin x
glx)=9{ 3x
Ink—x) se x<0
Qual é ovalorde k?

A Ve (B¢ (© § (D) 3e

se x>0 i
€ continua.
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m Considere a funcao f, de dominio [0, + oo,

definida por:
2-X _
% se 0g<x<2
fx) =
L X>2
In(x+ 1)

Resolva os trés itens seguintes recorrendo a
métodos exclusivamente analiticos.

61.1. Estude f quanto a existéncia de
assintotas verticais do seu grafico.

61.2. Mostre, sem resolver a equacao, que
f(x)=—3 tem, pelo menos, uma solucédo em

oy

61.3. Estude f quanto a monotonia em
12, + oo .

Para a, b e n, numeros reais positivos, considere
afuncéo f, de dominio IR, definida por:

f(x)=a cos (nx) + b sin (nx)

Seja f" a segunda derivada da funcéo f.
Mostre que f"(x) + n’ f(x) = 0, para qualquer
numero real x.

Considere uma fun¢ao f, de dominio IR\{3},
continua em todo o seu dominio.

Sabe-se que:

. lim fx)=1

X—+ 00

< lim f(x)=-2

x—3

lim (f(x)+2x)=0

X——00
Em qual das opgdes seguintes as equacoes
definem duas assintotas do grafico de f?
(A)x=-2ey=1

(B)x=3 e y=—2x

©y=-2xey=1

(D)y=2xe y=-1

Na figura estao representados, num referencial
o.n. xOy, uma circunferéncia e o triangulo
[OAB] .
Sabe-se que: y
+O éaorigemdo

referencial;
« a circunferéncia tem n 0

centro no ponto O X

eraio 1;

+A éopontode B
coordenadas
(- 1 ' O)r

+ B pertence a circunferéncia e tem ordenada
negativa;

+0angulo AOB tem amplitude igual a Z?Tt
radianos.

Qual é a area do triangulo [OAB]?

W @l ©; ©V3

Para um certo valor real de k, admitaquea
quantidade de combustivel, em litros, existente
no depésito de uma certa maquina agricola,

t minutos ap6s ter comecado a funcionar, é
dada aproximadamente por:

Q(t)=12+log, (81 —kt?), com tE[0, 20]
Considere que essa maquina agricola
funcionou durante 20 minutos e que, nesse
periodo de tempo, consumiu 2 litros de
combustivel.

Determine o valor de k recorrendo a métodos
exclusivamente analiticos.

Considere a funcao f, de dominio IR,
definida por:
X+
fx)=¢1-¢e"'
a2 se x=-1

+1 se x#-—1

(a é um numero real)
Resolva os dois itens seguintes recorrendo a
métodos exclusivamente analiticos.

66.1. Determine a sabendo que f é continua
em x=-1.

66.2. Seja f' a primeira derivada de f.

Mostre, sem resolver a equacao, que f'(x) = %

tem, pelo menos, uma solucdoem 0, 1[.

Se utilizar a calculadora em eventuais calculos
numéricos, sempre que proceder a
arredondamentos use duas casas decimais.

Seja f uma funcao, de dominio IR, continua
nointervalo [-1, 4].

Tem-se f(-1)=3 e f(4)=9.

Em qual das opgoes seguintes esta definida
uma funcéo g, de dominio IR, paraaqualo
Teorema de Bolzano garante a existéncia de
pelo menos um zero no intervalo -1, 4[?
() g(x) = 2x + f(x)

(B) g(x) = 2x - f(x)

(€) g()=x"+flx)

(D) g(x) =x* - f(x)



@ Na figura estd o gréfico de uma fungao f cujo

dominio é o intervalo ]1, 3[.
A funcao f tem
primeira derivada
e segunda
derivada finitas
em todos os
pontos do seu
dominio.

Seja x € ]1, 3[.
Qual das afirmagoes seguintes é verdadeira?
(A)fX)>0Af'(x)>0
(B)f(X)<OAf'(x)>0

(©) F)>0Af'(Xx)<0

(D)) <O0OAf'(x)<0

Seja f afungao, de dominio IR", definida por:

sin(x—1
# se 0<x<1
f(x) = ex—e

xe ¥+ 2x se x> 1

Resolva os trés itens seguintes sem recorrer a
calculadora.

69.1. Averigue se a fungao f é continua em
x=1.

69.2. O gréfico da funcdo f tem uma assintota
obliqua.

Determine a equacao reduzida dessa assintota.

69.3. Resolva, nointervalo [1, + o[, a

f(x) 2
equagdo —=¢€"—=.

quag 7 3
Na figura esta representada uma circunferéncia

de centro no ponto O eraio 1.

Sabe-se que:

«0ponto A pertence a circunferéncia;

«ospontos O, A e B sao colineares;

«oponto A esta entre o ponto O e o ponto B;

+0 ponto P desloca-se ao longo da semirreta
AB, nunca coincidindo com o ponto A;

+d é adistancia do ponto A ao ponto P;

- para cada posi¢ao do ponto P, o ponto Q é
um ponto da circunferéncia tal que a reta PQ
é tangente a circunferéncia;

-x é aamplitude, em radianos, do angulo

woeeh 1)

2 - Fungdes e frigonometria

Seja f afuncédo, de dominio JO, g{ definida
1—sinx
or f(x) = ———.
Pt i) sin x
Resolva os dois itens seguintes sem recorrer a
calculadora.

70.1. Mostre que d = f(x).

70.2. Considere a seguinte afirmacéo:

“Quanto maior é o valorde x, menor é o valor
de d!

Averigue a veracidade desta afirmacao,
comecando por estudar a funcéo f quanto a
monotonia.

Na década de 60 do século passado, uma
doenca infeciosa atacou a populagao de
algumas regides do planeta.

Admita que, ao longo dessa década, e em
qualquer uma das regides afetadas, o nimero,
em milhares, de pessoas que estavam
infetadas com a doenca, t anos apds o inicio
de 1960, é dado, aproximadamente, por

3e" . A
I(t)= ———, emque k e p sao parametros
1+pe
reais.
Resolva os dois itens seguintes sem recorrer a
calculadora, a nao ser para efetuar calculos

numéricos.

71.1. Admita que, para uma certa regiao,
1

k=—ep=1.
2 p

Determine o ano em que o niumero de pessoas
que estavam infetadas, nessa regiao, atingiu
2500.

Nota: Sempre que, nos calculos intermédios,
proceder a arredondamentos, conserve, no
minimo, trés casas decimais.

71.2. Numa outra regiao, constatou-se que
havia um milhar de pessoas que estavam
infetadas no inicio de 1961 .

Qual é, para este caso, a relagao entre k e p?

Apresente a sua resposta na forma
k=-In(A+Bp), emque A e B sao nimeros
reais.

Na figura esta y
representada, num

referencial o.n. xOy,

parte do gréfico de uma 0
funcédo f, continua, de

dominio J-oo, 1[.

G R Sy
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Tal como a figura sugere, a reta de equacgao m Na figura estao
x=1 éassintota do grafico de f. representados, num
; <. 3K referencial o.n. xO
Qual éovalorde |im —7? i . .k
x— 1" f(x) uma circunferéncia e o

triangulo [OAB].

Sabe-se que:

- a circunferéncia tem
diametro [OA];

-0 ponto A tem coordenadas (2, 0);

- o vértice O do triangulo [OAB] coincide
com a origem do referencial;

(A)—c0  (B)3 ©o (D)+ 00

m Seja g afuncao, de dominio -2, +oo[,
definida por g(x)=In(x+2). -
Considere, num referencial o.n. xOy, um
triangulo [OAB] tal que:

+ O é aorigem do referencial;

- A é um ponto de ordenada 5; o ponto B desloca-se ao longo da
+ B é o ponto de intersecao do gréfico da semicircunferéncia superior.
fungcao g com o eixo das abcissas. Para cada posigao do ponto B, seja o a
o % i 5
Qual ¢ a érea do triangulo [OAB] amplitude do angulo AOB, com o € ]0, E[ .
®w:  ®  (©202 @t - | .
) 2 2 P Resolva os dois itens seguintes, recorrendo a
métodos exclusivamente analiticos.
m Na Internet, no dia 14 de outubro de 2009, 76.1. Mostre que o perimetro do triéngulo
pelas 14 horas, colocaram-se a venda todos os [0AB] é dado, em funcao de o, por

bilhetes de um espetéculo.

fla) = 2(1 + cos ax + sin &
O ultimo bilhete foi vendido cinco horas apés o =2 )

inicio da venda. 76.2. Determine o valor de o para o qualo
Admita que, t horas apés o inicio da venda, o perimetro do triangulo [OAB] é méximo.
numero de bilhetes vendidos, em centenas, é
dado, aproximadamente, por m De uma fungao h, de dominio IR, sabe-se que:
N(t)=8log, (3t + 1)’ - 8log,(3t+1), tE[0, 5] «h é uma funcéo par;
Resolva os dois itens seguintes, recorrendo a - lim (h()-2x)=0
métodos exclusivamente analiticos. X—+00

Qualéovalorde lim h(x)?
74.1. Mostre que N(t)=16log,(3t+1), para Xx—-o0
qualquer t€[0, 5]. (R) + 00 (B) -2 ©o (D)-o0

74.2. Determine quanto tempo foi necessario

para vender 2400 bilhetes m Considere a funcéo g, de dominio R,

) definida por:
Apresente o resultado em horas e minutos. ) 0
Se utilizar a calculadora em eventuais célculos glx)= {e ik
numéricos, sempre que proceder a Inx se x>0
arredondamentos, use trés casas decimais, Considere a sucessao de termo geral u, = g .
apresentando os minutos arredondados as Qual & il " 32 n
unidades. daveavalorge  TIN S
(A)+o0  (B)1 (©o (D)-o0
m Considere a funcdo f, de dominio |- oo, 2r],
definida por: m Na figura esta representada, num referencial
ax+b+e" sex<O0 o.n. xOy, parte do gréfico da funcao f',
f(x) =4 x — sin(2x) primeira derivada de f.
—— se 0<x<2n
com a, bER ¥
Resolva os dois itens seguintes, recorrendo a N
métodos exclusivamente analiticos. \
75.1. Prove que areta de equagao y=ax+b, 0 a\x
com a # 0, é uma assintota obliqua do gréfico
de f.
75.2. Determine o valorde b, de modo que f Seja a € IR" um ponto do dominio de f, tal
seja continuaem x=0. que f'(a)=0.
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Qual das afirmagoes seguintes é verdadeira?

(A) Afuncéo f tem um minimo para x=a.

(B) Afuncao f tem um ponto de inflexao para
X=a.

(€) Afuncao f écrescenteem 10, al .

(D) Afuncao f é decrescenteem IR.

Considere a funcao f, de dominio IR,
definida por f(x)=—x + e ',

Resolva os dois itens seguintes, recorrendo a
métodos exclusivamente analiticos.

80.1. Mostre que f(x)=1,5 tem, pelo menos,
uma solucdoem ]-2, —1[.

Se utilizar a calculadora em eventuais calculos
numéricos, sempre que proceder a
arredondamentos, use trés casas decimais.

80.2. Determine a equacao reduzida da reta
tangente ao grafico de f no ponto de abcissa
x=0.

Um depdsito de combustivel tem a forma de
uma esfera.

As figuras representam dois cortes do mesmo
deposito, com alturas de combustivel distintas.
Os cortes sao feitos por um plano vertical que
passa pelo centro da esfera.

>
B

A

Sabe-se que:

<o ponto O é o centro da esfera;

- a esferatem 6 metros de diametro;

-aamplitude 6, em radianos, do arco AB é
igual a amplitude do angulo ao centro AOB
correspondente.

A altura AC, em metros, do combustivel

existente no depdsito é dada, em fungao de 6,

por h, de dominio [0, n].

Resolva os itens seguintes, recorrendo a

métodos exclusivamente analiticos.

81.1. Mostre que h(0) =3 — 3 cos(0), para
qualquer 8 € ]0, n[.

81.2. Resolva a condigao:
h@)=3, 6 € ]o, nf

Interprete o resultado obtido no contexto da
situagao apresentada.

51000
m Qual é o valor de logs (——) ?

m Na figura esta y

2 - Fungoes e trigonometria

m Seja g uma funcao continua, de dominio IR.

Qual dos seguintes conjuntos nao pode ser o
contradominio da fungao g?

A)Jo, 2 (B) R
© R (D) R\{0}

m Seja a um numero real diferente de zero.

e™ -1
Qual é ovalorde lim ﬁ?
x—0ax’+a’x

W  ®5 ©0 (D)oo

m Considere a funcao f, de dominio R,

definida por f(x)=3 + 4x’e *.
Resolva os itens seguintes, usando
exclusivamente métodos analiticos.

84.1. Mostre que o grafico da fungao f tem
uma Unica assintota e escreva uma equagao
dessa assintota.

84.2. Mostre que a funcdo f tem um unico
minimo relativo e determine-o.

84.3. Seja g afuncao, de dominio IR\{0},
definida por g(x)=x + In [f(x) - 3].
Determine os zeros da funcéo g.

25
(A) 40 (B) 500 (c) 975 (D) 998

m Seja g afuncao, de dominio [0, + 00|,

definida por:
g(x)={3"—w se 0<x<2
x—5+log,(x—1) se x>2

Em qual dos intervalos seguintes o Teorema de
Bolzano permite garantir a existéncia de pelo
menos um zero da funcao g?

() lo, 1[ ® 1, 3

(© 13, 5 (D15, 9

representado o
grafico de uma

fungao f,
de dominio IR". 0 el
Tal como a figura
sugere, a reta de f
equacao y=1 é
assintota do gréfico de f.

Indique o valor de _Iim [%X—) - f(x)} .
(R)-1 (B)o @1 (D) +o0
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Na figura esta

Questoes de Exame Essenciais

y
representada
parte do gréfico 1 — /

de uma )
fungao h, de
dominio IR.
Seja (u,) a
sucessao de -
termo geral

o
N
>

n
Qual é o valor de lim(u,)?
(A)—c0  (B)1 (€2 (D)3

Seja f afuncao, de dominio IR", definida por:
x—2
fx) =4 x — V2x

xe"+x+1 se x>2

se 0<x<2

Resolva, usando exclusivamente métodos
analiticos, os itens 89.1. e 89.2.

89.1. Averigue se a fungao f é continua em
x=2.

89.2. O gréfico da fungao f tem uma assintota
obliqua.
Determine a equacao reduzida dessa assintota.

89.3. Seja g afuncao, de dominio IR*, definida
por g(x)=3+In(x).

A equacao f(x)=g(x) tem exatamente duas
solugoes.

Determine essas solucoes, utilizando as
capacidades gréficas da sua calculadora.
Apresente as solugoes arredondadas as
centésimas.

Apresente os graficos que obteve na
calculadora e assinale os pontos relevantes.

Seja x um numero real positivo. Qual das
expressdes sequintes é igual a e*'""* — 102'°9*?
(In designa logaritmo de base e; log designa
logaritmo de base 10.)

(A) In x* —log X (B) x* +
(© x-x (p) X
log x

Para um certo nimero real positivo k, é continua
afuncéo f, de dominio IR, definida por:
log,(k+x) se x>0
f(x) =1 sin (2x
® L se x<0
X
Qual é ovalorde k?

(A)1 (8) 2 ©3 (D)4

m Sejam f e g duas fun¢des, ambas de dominio

IR*. Sabe-se que:
. lim (fx)—2x)=0

X—*+ 00
-afuncao g é definida por g(x)=f(x)+x*.
Prove que o grafico de g nao tem assintotas
obliquas.

Sejam as fun¢des f e h, de dominios ]1, +oo[
e J-o0, 2[, respetivamente, definidas por
f(x)=log,(x—1) e por h(x)=log, (2 —x).
Determine, recorrendo a métodos
exclusivamente analiticos, o conjunto-solugao
da condicdo f(x)>1+h(x).

Apresente o resultado sob a forma de intervalo
real.

Sejam a, x e y trés numeros reais tais que
log,x=1+5log,y.

Qual das igualdades seguintes é
necessariamente verdadeira?

(A) x=ay’ (B) x=5ay
(€) x=5y (D)x=y’

Seja f afuncao, de dominio IR, definida por
f)=x>+1.

Seja g afuncéo cujo gréfico é aretarepresentada
na figura.

Seja h=f+g.
Seja h' a funcao
derivada da funcao h. J

O gréfico da fungao

h' é uma reta.

Sejam m e b, ol \x
respetivamente, o declive e a ordenada na
origem desta reta.

Qual das afirmacgodes seguintes é verdadeira?

(AAm>0e b>0 Bym>0eb<0
(©m<0eb>0 (D)m<0eb<oO

Y

De uma funcéao f, de dominio IR, sabe-se
que a sua derivada, f', é definida por:
f'(x)=(2x + 4) e

Resolva os dois itens seguintes sem recorrer
a calculadora.

96.1. Seja A o ponto de intersecdo do grafico
de f com o eixo das ordenadas. Sabe-se que a
ordenada deste ponto éiguala 1.

Determine a equacdo reduzida da reta
tangente ao gréfico de f no ponto A.

96.2. Estude a funcdo f quanto ao sentido das
concavidades do seu grafico e quanto a
existéncia de pontos de inflexao.



Determine, sem recorrer a calculadora, o
conjunto dos nimeros reais que sao solugdes
da inequagao:

log ,(x—1)+log,(13-x) <5

Apresente a sua resposta na forma de uniao de
intervalos de niumeros reais.

De uma funcéo f de dominio [1, 2] sabe-se que:

- f é continua em todo o seu dominio;
Vx€E[, 2], fx)<0

«f(1)=31(2)

Seja g afungao de dominio [1, 2] definida
por g(x)=2f(x)—f(1).

Prove que a fungao g tem pelo menos um zero.

Seja a um numero real maior do que 1.

1
Qual dos seguintes valores é igual a 2 log, <a3) ?
2
A==
-2

©3 ()3

®)-3

m Na figura esta representada parte do grafico

de uma fungao f de dominio J-oo, 2[.

y f

Areta t, de equagdo y=—x—1, é assintota
do gréfico de f quando x tende para —oo.

Qualéovalorde lim (f(x)+x+1)?
X— —00

R)-1 (B)O ©1 (D) + o0

m Seja f afungao de dominio [ 7, + oo,

definida por:
e™!  sex>0
f(x) =1 3si
) __sm_(x) se —nt<x<0
b's

E3tude a funcao f quanto a existéncia de
assintotas do seu grafico, paralelas aos eixos
coordenados, escrevendo as suas equagoes,
caso existam.

2 - Fungdes e trigonometria

m Seja h afuncéo de dominio ]- 1, +oo[,

definida por h(x)=4 —x+In(x + 1).
Resolva, usando métodos analiticos, os dois
itens seguintes.

Nota: A calculadora pode ser utilizada em
eventuais calculos intermédios; sempre que
proceder a arredondamentos, use, pelo
menos, duas casas decimais.

102.1. Estude a fungéo h, quanto a
monotonia, no seu dominio.

Indique os intervalos de monotonia e, se
existir algum extremo relativo, determine-o.

102.2. Justifique, aplicando o Teorema de
Bolzano, que a funcao h tem, pelo menos,
um zero no intervalo 15, 6[ .

m Sabe-se que o ponto P(1, 3) pertence ao

gréfico da fungao f(x)=2"-1, a€R.
Qual éovalorde a?

(n) 2 (B) 1 (©o (D)-2

m Na figura esta representada parte do gréfico

de uma fun¢do g, de dominio IR, continua
em R\{-2}.

As retas de -/ p Y g
equagoes 1
X=—27@y=1 " B /

sao as unicas 2 0 5] X
assintotas :
do gréfico '

de g. !
Seja (x,) uma sucessao tal que
lim g(x,)=+o00.

n—+00

Qual das expressdes seguintes pode ser o
termo geral da sucessao (x,)?

2 1
W-2+2 |8)-2-1

1 1

m Considere a fungdo g, de dominio IR,

definida por g(x) = 2 + sin(4x).
Resolva, usando métodos analiticos, os dois
itens seguintes.

105.1. Determine g'(0), recorrendo a
definicao de derivada de uma fungao num
ponto.

105.2. Estude a monotonia da funcéo g, no
intervalo ]O, %[ indicando o valor dos

extremos relativos, caso existam, e 0s
intervalos de monotonia.
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Solugoes

1. ® 2. (D)

3.1.  Nao tem.

3.2.  Afuncao g é estritamente decrescente no intervalo

3.3.

12.

15.
20.

23.2.

24.1.

27.

29.2.
30.2.
33.1.
33.2.

35:1.
35.3.

36.
40.

42.2.

45,

47.2.

50.

10, 1] e estritamente crescente nointervalo [1, e].

Afuncao g tem um minimo relativo para x=1 eum
maximo relativo para x=e. -

{031; 061; 1,56; 2,52}

e

6
() 7. (D) 8. (B
() 10.1. Naoé. 10.2. y=2x

O gréfico da funcao g tem a concavidade voltada para
baixo no intervalo ]0, In(— 2+V10 [ e voltada

para cima no intervalo ]In(— 2+V10), + oo[ :

0 ponto de abcissa In(— 2 +V10) é um ponto de
inflexao do gréfico da fungéo g.

2,92 13.2. =12 4. O
(8) 16. 0,63 17.1. k=e?
(8) 21. (D) 22. (D)

Afuncdo S é estritamente crescente no intervalo ]0 ; g]

e estritamente decrescente no intervalo [g , E[ .

2 g ; T
A funcdo S tem um maximo relativo para x = 3

0 242. y=3x+1 26. (D)
© 28. (A 29.1. 3
y=-3 293, 295 30.1. 75m
235 3. () 32. (0
y=3x+1 quando x — + oo

y=2e"x+¢’ 34.2. %
k=—1+In5 35.2. x=0

0 gréfico da funcao g tem a concavidade voltada para

. . 1 .
cima no intervalo ]0 i Z{ e voltada para baixo no

intervalo ]% + oo[. 0 ponto de abcissa % é um

ponto de inflexdo do gréfico da fungéo g.

9,46 38. (A 39. (D)
© 41.2. 20 421. k=-1In2
{0, 4n} 43. 048 44,  (B)
A 46.2. g 47.1. 414
3 48.  Econtinua. 49. (A)
(8) 51.1. 18, 9] 51.2. 2000

52.1.
54,

57.

60.
61.3.
63.

66.1.
69.1.
70.2.
71.1.
72.

78.

80.2.
82.

84.2.

86.
89.1.

89.2.
90.

94.
96.2.

97.
100.
102.1.

103.

105.2.

40 52.2. 0,995 53. k=2
(B) 55. (O 56. (D)
13h20min 58.1. % 59. (D)
(A) 61.1. Nao tem.
f é estritamente crescente. 9
C 64. A 65. k=—
© ® o
a=-2 67. (D) 68. (0
Econtinua. 69.2. y=2x 69.3. {In3}
Verdadeira
1963 71.2. k=—In(3-p)
© 73. (W) 74.2. 2h20min
b=-2 76.2. % 77. (A
(o) 79. (O
1 b4

=—X+- 81.2. —
4 X e 2
(D) 83.  (A) 84.1. y=3

11

f(0)=3 843. {— =, = 85.

o 1.4 ©
© 87. (A 8s.  (B)

Nao. Iimz_ fx)=2#f(2)
X —

y=x+1 89.3. {0,72; 2,91}
© 91. (D) 93. B 2[
n) 95.  (B) 96.1. y=4x+1

0 grafico da fungao f tem a concavidade voltada
para baixo no intervalo ]— oo, — 3[ e voltada para
cimanointervalo ]- 3, + oo[ . O ponto de abcissa
— 3 é um ponto de inflexdo do gréfico da fungao f.

1, 51U (9, 13[ 99. (D)

(B) 101. x=0;y=0
Afuncao h é estritamente crescente no intervalo
]-1, 0] e estritamente decrescente no intervalo
[0, +oo]. Afuncdo h tem um méximo relativo
iguala 4 para x=0.
(A) 104. (B) 105.1. 4

Afungao g é estritamente crescente em ]O, g} e

3 P .
em [_n E[ e é estritamente decrescente no intervalo
8 2
n 3n - - .
rideyls A fungao g tem um méximo relativo igual
T i s
a 3 para x= 5 e um minimo relativo iguala 1 para
3n
xX==.
8
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3. NOmeros complexos

n Em C, conjunto dos nimeros complexos, n Seja C o conjunto dos nimeros complexos.

considere z,=\/§+2cis%1c ez,=1+i.

Z :
1.1. Sabe-se que = é uma raiz quarta de um
Z;

certo numero complexo w.
Determine w na forma algébrica, sem utilizar a
calculadora.

1.2. Seja z;=cis .

Determine o valor de o pertencente ao
intervalo ]-2n, — nt[, sabendo que z, + z, é
um numero real.

Considere,em C, conjunto dos nimeros
complexos, z=2+ bi, com b<0.

Seja ae]o, E[
2

Qual dos numeros complexos seguintes pode
ser o conjugado de z?

(A) %cis(a) (B) 3 cis(- @)

(€) 3cis(x) (D) %cis(— )
Considere,em C, conjunto dos nimeros
complexos, a condicao:

%<|z—3+i]<3/\ggarg(z—3+i)<2?n

Considere como arg(z) a determinacéo que
pertence ao intervalo [- =, n[ .
Qual das opgdes seguintes pode representar,

no plano complexo, o conjunto de pontos
definido pela condicdo dada?

() (B)
Im(2) Im(2)
O’ Re(2) O| Re®)
© (D)
Im(z2) Im(2) T
o Re(z)

&8

Re(2) .

1+T\/§I+i22 e Zz-:___l

iz,
Determine, sem utilizar a calculadora, o menor
nGmero natural n tal que (z,)" é um nimero
real negativo.

4.1. Considere z, =

4.2. Seja o € [- nt, n[ . Mostre que:

. T
cos(m — ) + i cos (E - a)

— =cis(n - 2a)
cos o+ isino

Em C, conjunto dos numeros complexos,
. 2013
considere w=(1+i)" .
A qual dos conjuntos seguintes pertence w?

w{zec:|g>z-1]
(8){z€ C: 1< V2}
(©{zeC:z=2}

(D){z € C:Re(2) = Im(2)}

Na figura estao representadas, no plano
complexo, as imagens geométricas dos
numeros complexos: z, z,, z,, z; € z,.

Im(2)
z °z,
0] Re(2)
.zd
Zzo 'Zz

Sabe-se que w é um nimero complexo tal
que z=ixXw.

Qual é o numero complexo que pode ser igual
aw?

(R) z, (B) z, © z (D) z,

Em C, conjunto dos nimeros complexos,
considere:

z =1+—\/§'i e zz=\/5cis(£>

1
12
O+ 2icis<—5n>
- 6

7.1. Seja z=cis@, com O pertencente a
[0, 2n[.

. S )
Determine 6 de modo que — seja um nimero
Z

real negativo, sem utilizar a calculadora.
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7.2. Asimagens geométricas de z, e do seu
conjugado, z,, sao vértices consecutivos de
um poligono regular. Os vértices desse
poligono sao as imagens geométricas das
raizes de indice n de um certo nimero
complexo w.

Determine w na forma algébrica, sem utilizar a
calculadora. o

Comece por calcular n.

B Em C, conjunto dos nimeros complexos, seja
z=cis6, emque 6 éum numero real

: 3n
pertencente ao intervalo i M .

Sejaw=2-2.
A que quadrante do plano complexo pertence
aimagem geométricade w?

(A) Primeiro quadrante
(B) Segundo quadrante
(C) Terceiro quadrante
(D) Quarto quadrante

a Seja C o conjunto dos nimeros complexos;
i designa a unidade imaginaria.
Resolva os dois itens seguintes sem recorrer a
calculadora.

i°+2i

9.1. Determine o valor de

Apresente o resultado na forma algébrica.

9.2. Mostre que o numero 2 cis(%) é

solucdo da equagdo z° x z=128i.

m Em C, conjunto dos nimeros complexos,
1+ 28i

2+i
10.1. Resolva a equacdo Z’ +z,=2z,, sem
recorrer a calculadora.

. o3
considere z,=(-2+i) e z,=

Apresente as solugdes da equacdo na forma
trigonométrica.

10.2. Seja w um nimero complexo néo nulo.
1, ” i

Mostre que, se w e — sdo raizes de indice n
w

de um mesmo nimero complexo z, entdao
z2=10uz=-1.

m Seja k um numero real e sejam z,=2+i e
z,=3 —ki dois niumeros complexos.

Qual é ovalorde k paraoqual z, Xz, éum
imagindrio puro?

®w:  ®-3 ©1 ®

m Seja C o conjunto dos nimeros complexos.

12.1. Seja n um numero natural.

V3 x "6 4 2cis<— g)

Determine , sem

of)

recorrer a calculadora. Apresente o resultado
na forma trigonométrica.

. T T
12.2. S € =, :
eja o L 5[

Sejam z, e z, dois nimeros complexos tais

o 2 T
que z,=ciso e 22=C|s<a+5).

Mostre, analiticamente, que a imagem
geométrica de z, +z,, no plano complexo,
pertence ao 2.° quadrante.

Sejam k e p dois numeros reais tais que os
numeros complexos z=1+i e
w=(k— 1)+ 2pi"" sejam inversos um do outro.

Qualéovalorde k+p?

®w-; ®; ©> ©F

Na figura estao representadas, no plano
complexo, uma circunferéncia, de centro na
origem e deraio 1, eumareta r, definida

1
Re(2)=-.
por Re(2) 5

Im(2)

o)
|—=

1 Re(z)

Seja z, o numero complexo cuja imagem
geométrica esta no 1.° quadrante e é o ponto
de intersecao da circunferéncia comareta r.

Qual das opc¢des seguintes apresenta uma
equacao de que z, é solugao?

() [z—1|=[z~ il
(B)Im(z)=%
© z—;—’=1

©)1-2=V2



m Seja C o conjunto dos numeros complexos.
Resolva os itens seguintes, sem recorrer a
calculadora.

15.1. Considere o nimero complexo
z=8V3-8i.

Determine as raizes de indice 4 de z.
Apresente as raizes na forma trigonométrica.

15.2. Seja w um numero complexo nao nulo.

Mostre que se o conjugado de w éigual a
metade do inverso de w, entdo aimagem
geométrica de w pertence a circunferéncia de

: . 2
centro na origem e de raio T .

m Na figura esta representado, no plano
complexo, o tridngulo equiladtero [OPQ] de

altura \/§

Im(2)

Re(2)

Tal como a figura sugere, o vértice O coincide
com a origem do referencial, o vértice P
pertence ao eixo imaginario e o vértice Q
pertence ao 3.° quadrante.

Seja z o numero complexo cuja imagem
geométrica é o ponto Q.

Qual é a representacao trigonométrica do
ndmero complexo z?

n
A) 3 cis —
()3 cis 2
(B)3cis43—7t

n
C) 2 cis —
(€) 2cis .
(D)2cis4?n

m Seja C o conjunto dos nimeros complexos;
i designa a unidade imaginaria.
Para um certo numero inteiro k, a expressao

(\/f i)3 X cis%

i designa um numero real.
i

Determine esse nimero k.

3 - NOmeros complexos

m Na figura estao representadas, no plano
complexo, as imagens geométricas de quatro
numeros complexos z,, z,, z; € z,.

Im(2)

3 o Z, Re(2)

Qual é o numero complexo que, com n € IN,
pode serigual a i +i*"*" +i{**??

(A) z, (B) z, © 2z (D) z,

m Em C, conjunto dos nimeros complexos,
considere:

. . [(nm
Z; =1,.25=5i ez3=C|s<E),nGIN

Resolva os dois itens seguintes sem recorrer a
calculadora.

19.1. O complexo z, é raiz do polinémio
Z-Z+16z-16.

Determine, em C, as restantes raizes do
polinémio.

Apresente as raizes obtidas na forma
trigonométrica.

19.2. Determine o menor valor de n natural
para o qual aimagem geométrica de z,x z;,
no plano complexo, esta no terceiro quadrante
e pertence a bissetriz dos quadrantes impares.

m Na figura esta representado, no plano
complexo, a sombreado, um setor circular.

Sabé-se que:

+oponto A é aimagem geométrica do
numero complexo — V3 +i ;

-0 ponto B tem abcissa negativa, ordenada

nula, e pertence a circunferéncia de centro na
origem do referencial e raio iguala OA.
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Qual das condi¢oes seguintes define,em C, a
regiao a sombreado, incluindo a fronteira?

(Considere como arg(z) a determinagao que
pertence ao intervalo [0, 27 .)

(A)|<2 A%’k arg)<n

(B)]zng/\S?ng arg(z)<n
(©) |z|<4/\2?n< arg(z)<m
(D)|z|<4/\5?n< argz)<n

Na figura estao representadas, no plano
complexo, as imagens geométricas de seis
nameros complexos z,, z,, z3, Z;, Zs € Z.

Im(2)

z z 0 Z Re(2)

L4

Qual é o niumero complexo que pode ser igual
a(z,+z)xi?

() z, (B) z, (©) z (D) z,

Seja C o conjunto dos nimeros complexos.
Resolva os dois itens seguintes, sem recorrer a
calculadora.

22.1. Considere z,=1+2i e w=
Wcis(%)
combERen€IN.

Determine o valor de b paraoqual w éum
numero real.

22.2. Seja z um nimero complexo tal que
8=t
Mostre que |1 +2[ +|1 -2 = 4.

Sejam k e p dois numeros reais e sejam
z,=(Bk+2)+piez=03p—4)+(2-5k)i
dois nimeros complexos.

Quais sao os valores de k e de p para os quais
z, éigual ao conjugado de z,?
(Ak=-1ep=3

B k=1ep=3

(€ k=0ep=-2

(D)k=1ep=-3

Z1 X i4n+3_b

m Considere,em C, um nimero complexo w.

No plano complexo, aimagem geométrica de
w é o vértice A do octégono [ABCDEFGH],
representado na figura.

Os vértices desse poligono sao as imagens .
geométricas das raizes de indice 8 de um
certo numero complexo.

I
m(z) A
B
H

C

o G Re(2)

D
5 F

Qual dos nimeros complexos seguintes tem
como imagem geomeétrica o vértice C do
octégono [ABCDEFGH]?

A)-w B)w+1
©ixw (D) xw

Na figura, esté representada, no plano
complexo, uma circunferéncia de centro na
origem O do referencial.

(1
NP

(c

Im(2)

O ponto A é aimagem geométrica do nimero
complexo 3 +4i.
O ponto C pertence ao eixo imaginario.

Oarco BC tem —195 radianos de amplitude.

Qual é o numero complexo cuja imagem
geométrica é o ponto B?

(A) 5 cis % (B) 5cis 215—;
(€) 7 cis 0% (D) 7 cis 215—81£

Seja C o conjunto dos numeros complexos.
Considere a equacdo 2 - 22 +4z-4=0.

Esta equacao tem trés solugoes em C, sendo
uma delas o nimeroreal 1.

As imagens geométricas, no plano complexo,
dessas trés solugdes sao vértices de um triangulo.
Determine o perimetro desse triangulo.
Resolva este item sem recorrer a calculadora.



Em C, conjunto dos nimeros complexos,

considere z=3cis g— 9), com B ER.

Para qual dos valores seguintes de 6 podemos
afirmar que z é um numero imaginario puro?

T T 51
w-> ®; ©F ©OF

Na figura estd representada, no plano
complexo, a sombreado, parte do semiplano
definido pela condi¢ao Re(z) > 3.

Qual dos numeros complexos seguintes tem a
sua imagem geométrica na regiao
representada a sombreado?

(A) V3cis (g) (8)3V3 cis<§>
© V3 cas@) (D)3V3 cis@)

Em C, conjunto dos nimeros complexos,
s . (m ;
considere z, = cns(7> ez,=2+i.

Resolva os dois itens seguintes, recorrendo a
métodos exclusivamente analiticos.

29.1. Determine o nUmero complexo:
. 7
3-ix(z)
7,
Apresente o resultado na forma trigonométrica.

29.2. Mostre que:

lz, + ) =6 + 4 cos| | + 2sin( =
’ 7 7

Em C, conjunto dos nimeros complexos,
. ol
considere z, = V2 cus(z) ez,=3.

Resolva os dois itens seguintes, recorrendo a
métodos exclusivamente analiticos.

30.1. Determine o numero complexo:
Z + 4i

i
Apresente o resultado na forma trigonométrica.

30.2. Escreva uma condicao, em C, que
defina, no plano complexo, a circunferéncia
que tem centro na imagem geométrica de z,
e que passa na imagem geométrica de z, .

3 - NOmeros complexos

Seja C o conjunto dos nimeros complexos;

i designa a unidade imagindria.

A+2)@+i)—i°+7
3i

recorrer a calculadora.

Determine

’

Apresente o resultado na forma x + yi, com
xERey€ER.

Seja z um numero complexo, em que um dos
(T
argumentos é 3

Qual dos valores seguintes é um argumento de
2i = ’

=, sendo z o conjugadode z?

z

WE:  ®F ©Ox Ok

Seja b um numero real positivoe z, = bi um
nimero complexo.

Em qual dos tridngulos seguintes os vértices
podem ser as imagens geométricas dos
nimeros complexos z,, (z,)’ e (z)'?

(A) (B)
Im(2) Im(2)
Re(z) o Re(2)

(c

) (D)
Im(2) Im (2)
Re(z) O Re(@

Em C, conjunto dos numeros complexos,

2 i 18 < {5
considere z,=———i" e z,=cis| =m .
1=l 6

34.1. Determine z, naforma trigonométrica
sem recorrer a calculadora.

34.2. Determine o menor valorde n € IN, tal
que (-iz)' =-1.

Seja~k um numeroreale z, = (k —i)(3 — 2i)
um numero complexo.

Qual é ovalorde k, paraque z,, sejaum
namero imagindrio puro?

w-2 ®-3 ©F O

N W
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No conjunto dos nimeros complexos, seja:

) (cis—77£>7 sl i)

. [3m
4 =
CIS( )

Determine z naforma algébrica sem-recorrer a
calculadora.

Para um certo numero real positivo p e para
um certo numero real @ compreendido entre

T 3 :
Oe 5+ O numero complexo p cis o tem por

imagem geométrica o ponto P, representado
na figura.

Im(2)
A. .P
BC
c* 0 Re(2)
D.

Qual é aimagem geométrica do nimero
complexo gcis(Za)?

(A) Oponto A
(€) O ponto C

(B) O ponto B
(D) O ponto D

Em C, conjunto dos numeros complexos,
considere z,=1-V3ie z,=8cis0.

38.1. Mostre, sem recorrer a calculadora, que
(- z,) é umaraiz cibicade z,. 2

38.2. No plano complexo, sejam A e B as
imagens geométricas de z, ede z, =z, i*,
respetivamente.

Determine o comprimento do segmento [AB].

Em C, conjunto dos nimeros complexos,
considere z,=1—1.

39.1. Sem recorrer a calculadora, determine o

2z,-i"%-3
valorde —/—— =
1-2i

Apresente o resultado na forma algébrica.

39.2. Considere z, uma das raizes quartas de
um certo nimero complexo z.

Determine uma outra raiz quarta de z, cuja
imagem geométrica é um ponto pertencente
ao 3.° quadrante. Apresente o resultado na
forma trigonométrica.

Solugoes
1.1, -1 1.2. wilt
2
2. (© 3. (N
41. n=6
5. (D) 6. ©
y 412 ”?n 7.2 n=12; w=-64
8. ©
9.1. ~i
10.1. {2ciso, 2cis3—n, 2cisi1£}
2 3

1. (D)
2 b 1—ci L

2 10
13. (D) 14.  (B)

. n 231 35n 471

15.1. —, 2Cis——, 2cis——, 2Cis —

{Zas n 2 cis N cis n 2 cis 24}
16. (0
17. =-1
18.  (B)
19.1. {4cisi7£, 4 cis E}

2 2

19.2. 30
20.  (B)

21.
22.1.
23.
24,
25.

26.
27.
28.

29.1.

30.1.

31.

32.
33.

34.1.
35.
36.

37.
38.2.

39.1.

302. |z-3|=V5

342. n=3
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