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Introducao

No ano letivo 2015/2016 entrou em vigor o novo Programa de Matematica A para o 10.° ano de
escolaridade, e as respetivas Metas Curriculares. Tratando-se de documentos orientadores
fundamentais para o planeamento da atividade letiva do 12.° ano, transcrevem-se neste Caderno de
Apoio ao Professor as Metas Curriculares para o Secundario.

Considerando o numero de aulas previstas no Programa para cada tema, apresenta-se uma
planificagao semanal para cada periodo letivo.

O projeto M¥T 12 apresenta, complementarmente ao Manual e ao Caderno de Exercicios, um
Simulador de Exames e um conjunto de recursos multimédia. O Simulador de Exames estara
disponivel para todos os alunos em www.matl2.te.pt. Apresenta-se neste Caderno de Apoio ao
Professor um guia com sugestoes de exploragdo para os recursos multimédia que estardo
disponiveis em . Destacam-se, entre estes, as resolu¢des animadas de exercicios
com grau de dificuldade diversificado.

Para facilitar ao professor a gestdao do tempo, nomeadamente agilizando a correcdo de exercicios
em sala de aula, o projeto M¥T 12 disponibiliza ao professor, em setembro de 2017, as seguintes
propostas de resolugao:

— propostas de resolucdo de todos os exercicios e das propostas «Serd que...?» do Manual;

— propostas de resolucdo de todos os exercicios do Caderno de Exercicios.

Todas estas propostas estardo disponiveis, em formato projetdvel, em [ LNl [c]yr\Y .

Para apoiar o professor no trabalho de avaliacdo, o projeto M¥T 12 disponibiliza seis testes, duas
provas-modelo de exame (que serdo fornecidas assim que o IAVE publicar a informacdo-prova para
o ano letivo 2017/2018) e 20 questdes de aula pensadas para uma duracdo aproximada de 30
minutos. Todas estas propostas estardo disponiveis, em formato editavel, em FIXNIEIN.

Disponibiliza-se ainda ao professor um banco de questdes, ferramenta util para construir as suas
proprias fichas e testes. Este banco de questdOes estara disponivel, em formato editdvel, em
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Programa e Metas Curriculares — Matematica A

Ensino Secundario

Nas paginas 3 a 70 apresentam-se transcricdes do Programa e Metas Curriculares de Matemdtica A — Ensino Secunddrio,
de janeiro de 2014. A versao completa do documento pode ser consultada no sitio da Dire¢ao Geral da Educagao.

Contetdos de 12.° ano

Dominio | Conteldos
CC12  Propriedades das operagdes sobre conjuntos

18 - Propriedades comutativa, associativa, de existéncia de elemento neutro e elemento
aulas absorvente e da idempoténcia da unifo e da intersecio e propriedades distributivas da
unido em relagao a intersegdo e da interse¢ao em relagdo a uniao;
- Distributividade do produto cartesiano relativamente a unido.

Introducdo ao cdlculo combinatério

- Conjuntos equipotentes e cardinais; cardinal da unido de conjuntos disjuntos;

- Cardinal do produto cartesiano de conjuntos finitos;

- Arranjos com repeticdo;

- Namero de subconjuntos de um conjunto de cardinal finito;

- Permutagdes; fatorial de um nimero inteiro ndo negativo;

- Arranjos sem repeticao;

- Numero de subconjuntos de p elementos de um conjunto de cardinal n; combinagdes;

- Resolucgdo de problemas envolvendo cardinais de conjuntos, contagens, arranjos e
combinacgdes.

Tridngulo de Pascal e Bindmio de Newton

- Férmula do binémio de Newton;
- Triangulo de Pascal: definigdo e construcao;
- Resolugdo de problemas envolvendo o tridngulo de Pascal e o bindmio de Newton.

PRB12  Espagos de probabilidade

20 - Probabilidade no conjunto das partes de um espago amostral finito; espaco de
aulas probabilidades;

- Acontecimento impossivel, certo, elementar e composto; acontecimentos
incompativeis, acontecimentos contrarios, acontecimentos equiprovaveis e regra de
Laplace;

- Propriedades das probabilidades: probabilidade do acontecimento contrario,
probabilidade da diferenca e da unido de acontecimentos; monotonia da
probabilidade;

- Resolugdo de problemas envolvendo a determinagdo de probabilidades em situages
de equiprobabilidade de acontecimentos elementares;

- Resolugdo de problemas envolvendo espagos de probabilidade e o estudo de
propriedades da funcdo de probabilidade.

Probabilidade condicionada

- Probabilidade condicionada;

- Acontecimentos independentes;

- Teorema da probabilidade total;

- Resolugdo de problemas envolvendo probabilidade condicionada, acontecimentos
independentes e o Teorema da probabilidade total.
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| FRVR12  Limites e Continuidade

34 - Teoremas de comparagdo para sucessoes e teorema das sucessoes enquadradas;
aulas - Teoremas de comparacio envolvendo desigualdades entre funcGes e os respetivos
limites;

- Teorema das fungdes enquadradas;

- Utilizagdo dos teoremas de comparagdo e do teorema das fun¢des enquadradas para
determinar limites de fungdes reais de varidvel real;

- Teorema dos valores intermédios (Bolzano-Cauchy);

- Teorema de Weierstrass;

- Resolugdo de problemas envolvendo os teoremas de comparac¢do para o calculo de
limites de sucesstes e de fungdes e a continuidade de fungdes.

Derivada de segunda ordem, extemos, sentido das concavidades e pontos de inflexdo

- Derivada de segunda ordem de uma funcgio;

- Sinal da derivada de segunda ordem num ponto critico e identificagdo de extremos
locais;

- Pontos de inflexdo e concavidades do grafico de fungdes duas vezes diferencidveis;

- Interpretagdo cinematica da derivada de segunda ordem de uma fungdo posigio:
aceleracdo média e aceleragdo; unidades de medida de aceleragdo;

- Estudo e tragados de graficos de fungBes diferenciaveis;

- Resolugdo de problemas envolvendo propriedades de fung&es diferencidveis.

Aplicagdo do calculo diferencial a resolugdo de problemas

-Resoluc¢do de problemas de otimizagdo envolvendo fungdes diferencidveis;

- Resolugdo de problemas envolvendo fungdes posicdo, velocidades médias e
velocidades instantdneas, aceleragdes médias e aceleragdes instantaneas e mudangas
de unidades de aceleragdo;

- Resolugdo de problemas envolvendo a resolugdo aproximada de equagdes da forma
f(x) = g(x) utilizando uma calculadora grifica.

TRI12  Diferenciacio de fungdes trigonométricas

26 - Férmulas trigonométricas da soma, da diferenca e da duplicagéo;
aulas s . . sin(x)
- Limite notavel Iln‘cl'T;
x—.
- Diferenciabilidade das fungées seno, cosseno e tangente;
- Resolugdo de problemas envolvendo o estudo de fungdes defiridas a partir de fungdes
trigonométricas.

Aplicacdes aos osciladores harménicos

- Osciladores harmdnicos: amplitude, pulsacdo, periodo, frequéncia e fase;

- Estudo das fungbes definidas analiticamente por a sin(bx + ¢) + d, a cos(bx + ¢) + d,
atg(bx +c) +d, (a # 0);

- Os osciladores harménicos como solugGes de equacdes diferenciais da forma f'' = —w?f;
relagdo com a segunda lei de Newton e com a lei de Hooke;

- Resolugdo de problemas envolvendo osciladores harmodnicos.
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FEL12  Juros compostos e Nimero de Neper

40 - Calculo de juros compostos;
aulas - Resolugdo de problemas envolvendo juros compostos.

n
- Sucessdo de termo geral u,, = (1 + %) e relagdo com juros compostos; capitalizagdo
continua de juros e definigdo do nimero de Neper.

Fungdes exponenciais

- Propriedades da fungdo definida nos niimeros racionais pela exprassdo f(x) = a”, (a > 0):
monotonia, continuidade, limites e propriedades algébricas;

- Extensdo ao caso real: definigdo das fungGes exponenciais de base a e respetivas
propriedades;

n
- Fungdo exponencial e* e relagio com o limite da sucess3o de termo geral (l + »E) ,x€ER;

X
TG i , e =1 g 5 .
- Limite notavel ]m(l)—x e derivada da funcdo exponencial.
x—’

Fungdes logaritmicas

- Fungdo logaritmica de base a # 1 enquanto bije¢do reciproca da fungdo exponencial de
base a; logaritmo decimal e logaritmo neperiano;

- Monotonia, sinal, limites e propriedades algébricas dos logaritmos;

- Derivadas das fungdes logaritmicas e da fungdo a*, a > 0;

- Derivada da funcdo x%, a real, x > 0.

Limites notaveis envolvendo fungdes exponenciais e logaritmicas

X
-Limites lim e—ke lim 28
x=4+00 X*  x—to X
- Resolugdo de problemas envolvendo o estudo de fungdes definidas a partir de fungdes

exponenciais e logaritmicas, as respetivas propriedades algébricas e limites notaveis.

Modelos exponenciais

-Aequagdo f' = kf, k € R, enquanto modelo para o comportamento da medida de
grandezas cuja taxa de variacdo é aproximadamente proporcional a quantidade de
grandeza presente num dado instante (evolugdo de uma populagdo, da temperatura de
um sistema ou do decaimento de uma substancia radioativa);

- Solugdes da equagdo f' = kf, k € R;

- Resolugdo de problemas de aplica¢do, envolvendo a equagdo f' = kf, k € R.

PCI12  Primitivas

20 - Primitiva de uma fun¢do num intervalo; familia das primitivas de uma dada fungdo num
aulas intervalo;

- Primitivas de fun¢des de referéncia: 1, x® (a € R\{0,—1}), i ,e*,sinx ecosx;
- Linearidade da primitivagdo;
- Primitivas de fungBes da forma u'(x)f(u(x)).

Célculo Integral

- Definicdo intuitiva da nogdo de integral de fungdes continuas ndo negativas ou ndo
positivas num intervalo limitado e fechado; extensdo a fungdes continuas que alternam
de sinal um nimero finito de vezes;

- Origem histérica do simbolo de integral;
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- Teorema fundamental do célculo integral e Formula de Barrow;
- Linearidade e monotonia do integral definido; aditividade do irtegral em relagédo ao
dominio.

Resolugdo de problemas

- Resolugdo de problemas envolvendo o calculo de medidas de érea de regides do plano;

- Resolugdo de problemas envolvendo a primitivagdo e a integragdo de fungdes
continuas;

- Resolugdo de problemas envolvendo fungdes posicdo, velocidade e aceleragdoe a
primitivagdo e integracgdo de fungdes.

NC12 | Introdug¢do aos niumeros complexos

26 - A féormula de Cardano e a origem histérica dos nimeros complexos;
aulas - Motivagdo da definigdo dos numeros complexos e das operagdes de soma e produto de

numeros complexos;

- Propriedades das operagdes (a,b) + (c,d) = (a+c,b+d)e
(a,b) x (c,d) = (ac — bd, ad + bc) definidas em R?: associatividade,
comutatividade, distributividade de X relativamente a + e respetivos elementos
neutros; definigdo do corpo dos nimeros complexos C, enquanto R? munido destas
operagdes;

- R enquanto subconjunto de C; a unidade imaginaria i = (0,1);

- Representagdo dos nimeros complexos na forma z = a + ib, a,b € R. Parte real e
parte imaginaria dos nimeros complexos; o plano complexo e os eixos real e
imaginario; ponto afixo de um nimero complexo.

Complexo conjugado e médulo dos nimeros complexos

- Conjugado de um numero complexo; propriedades algébricas e geométricas; expressido
da parte real e da parte imaginaria de um nimero complexo z em funcdo de ze Z;
- Médulo de um nimero complexo; propriedades algébricas e geométricas.

Quociente de nimeros complexos

- Inverso de um nimero complexo ndo nulo e quociente de nimeros complexos.

Exponencial complexa e forma trigonométrica dos nimeros complexos

- Complexos de médulo 1; a exponencial complexa e = cos() + i sin(f), 0 € R, e
respetivas propriedades algébricas e geométricas; argumento de um nuimero complexo
e representacdo trigonomeétrica dos nimeros complexos;

-Férmulas de De Moivre.

Raizes n-ésimas de nimeros complexos

-Solugdes das equagdes da forma z™ = w, n € New € C; raizes em C de polinémios
do segundo grau de coeficientes reais.

Resolugdo de problemas

- Resolugdo de problemas envolvendo propriedades algébricas e geométricas dos
nimeros complexos, a respetiva forma trigonométrica, raizes n-ésimas de nimeros
complexos e as formulas de De Moivre.
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Niveis de desempenho

Os descritores especificados na tabela seguinte, que dizem respeito a propriedades que os alunos devem
reconhecer, a procedimentos que devem efetuar ou a problemas que devem resolver, foram assinalados, nas
Metas Curriculares, com o simbolo «+». Para estes descritores especificaram-se, no Caderno de Apoio,
diferentes niveis de desempenho, materializados em exemplos de complexidade variada que poderdo ser
propostos aos alunos. Os exemplos que no Caderno de Apoio se encontram assinalados com um ou dois
asteriscos correspondem a desempenhos progressivamente mais avancados que ndo serdo exigiveis a
totalidade dos alunos, estando os restantes associados a um desempenho considerado regular. Pretende-se
assim estabelecer, para estes descritores, um referencial que permita ao professor apreender o grau de
exigéncia requerido.

LTC10 1.16, 2.19,3.1, 3.2.
ALG101.1,1.2,1.11,2.1,2.2,2.4,25,3.1,4.2,45,4.11,5.1,5.2,5.3.

10.° ano GA101.2,1.4,1.10,1.11,2.1,35,3.6,4.1,6.1,6.2,6.3,7.5,7.6,10.1, 11.1, 11.2.
FRVR101.11,2.6,2.7,2.8,2.10,4.8,6.1,6.2, 6.3, 6.4.

EST103.2,3.3,5.1,5.2.

TRI111.6,8.1,9.1,9.2,9.3,9.4.
GA114.1,4.2,4.3,4.4.

11.° ano SUC113.3,5.2,5.3,6.3,7.1,7.2,7.3, 7.4.
FRVR114.1,4.2,4.3,4.4,4.5,7.13,9.1,9.2,9.3.
EST111.3,2.1,2.2,2.3.

CC122.4,2.5,2.8,2.10,3.3,3.4,4.1,4.2,4.3.
PRB123.1, 3.2, 3.3.
FRVR123.1,5.1,5.2,5.3,5.4,5.5.

12.° ano TRI121.1,1.2,2.1,4.1,4.2.
FEL124.3,6.1,6.2,6.3, 6.4.
PCI121.7,3.1,3.2,3.3.
NC121.3,4.3,5.1,6.1,6.2,6.3,6.4,6.5, 6.6.

Por outro lado, alguns descritores (LTC10 2.9; ALG10 1.4; GA10 1.9, 8.3; TRI11 1.4; GA11 2.8, 2.9, 3.8; SUC11
6.8, 6.29, 6.30; FRVR11 7.8, 7.11; CC12 2.3; FRVR12 4.3, 4.4; FEL12 1.4, 2.1, 2.2, 2.3, 3.11, 4.1), relativos a
propriedades que os alunos devem provar, encontram-se igualmente assinalados, nas Metas Curriculares, com o
simbolo «+». Entende-se, neste caso, que embora todos os alunos devam conhecer o resultado em causa e saber
aplica-lo, a elaboracdo da respetiva demonstracdo é facultativa, ndo sendo portanto exigivel aos alunos.
Finalmente, nos dominios LTC10, ALG10, SUC11, FRVR11, FRVR12, CC12, PRB12 e FEL12 encontram-se
assinalados com o simbolo «#» alguns descritores relativos a conjuntos de demonstragdes muito semelhantes
entre si, ficando ao critério do professor quais devem ser tratadas como exemplo.
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Indicagdoes metodologicas

Tendo em consideragdo, tal como para os niveis de desempenho, as circunstancias de ensino (e, de modo
muito particular, as caracteristicas das turmas e dos alunos), as escolas e os professores devem decidir quais as
metodologias e os recursos mais adequados para auxiliar os seus alunos a alcangar os desempenhos definidos
nas Metas Curriculares.

A experiéncia acumulada das escolas e dos professores constitui um elemento fundamental no sucesso de
qualquer projeto educativo, ndo se pretendendo, por isso, espartilhar e diminuir a sua liberdade pedagdgica nem
condicionar a sua pratica letiva. Pelo contrario, o presente Programa reconhece e valoriza a autonomia das escolas
e dos professores, ndo impondo portanto metodologias especificas.

Sem constituir ingeréncia no seu trabalho, nota-se, contudo, que a aprendizagem matematica é estruturada
em patamares de crescente complexidade, pelo que na pratica letiva devera ter-se em atenc¢do a progressao dos
alunos, sendo muito importante proceder-se a revisdes frequentes de conteudos ja lecionados com vista a sua
consolidacdo, incluindo alguns ja conhecidos do Ensino Basico.

Utilizagao da tecnologia

As salas de aulas estdo, em geral, dotadas de determinados equipamentos que podem constituir uma mais-
valia para a pratica letiva. A tecnologia no Ensino Secunddrio deve, portanto, ser aproveitada para ajudar os
alunos a compreender certos conteldos e relagdes matemadticas e para o exercicio de certos procedimentos;
essa utilizacdo deve, no entanto, ser criteriosa, jd que, caso contrdrio, pode condicionar e comprometer
gravemente a aprendizagem e a avaliacao.

Os professores e os alunos tém ao seu dispor, por exemplo, um vasto conjunto de recursos que facilitam o
calculo, as representacdes geométricas e a representacdo grafica de fungbes, mas importa que os alunos
adquiram capacidade critica para reconhecer as situagdes em que a tecnologia ndo permite sé por si justificar a
adequacdo dos resultados encontradas ao problema proposto ou ilustrar devidamente os conceitos e
procedimentos matematicos envolvidos.

A utilizacdo da tecnologia ndo pode, pois, substituir a compreensao conceptual, a proficiéncia no cdlculo e a
capacidade de resolver problemas. Assim, os alunos devem dominar procedimentos como operar com
polindmios, efetuar representacGes de graficos de funcgdes, resolver equagdes, calcular limites e derivadas sem
necessitarem de utilizar recursos tecnoldgicos (calculadoras, computadores, etc.) que substituam algumas das
capacidades matemdticas inerentes a esses procedimentos. Apenas a memorizagao e a compreensdo cumulativa
de conceitos, técnicas e relagGes matemadticas permitem alcancar conhecimentos progressivamente mais
complexos e resolver problemas progressivamente mais exigentes.

Em particular o professor deve alertar os alunos para as limitagdes das calculadoras e computadores, sublinhando
sempre a importancia de relacionar quer as representacdes graficas observadas, quer os valores encontrados,
com o conhecimento tedrico que permite atribuir o devido significado a essas representacdes e valores. E um
erro grave, por exemplo, pensar que a simples consideracdo de resultados obtidos através de uma calculadora
permite verificar se um nimero é irracional (ja que esta apenas apresenta uma aproximac¢do de um dado nimero
como dizima finita até determinada ordem), concluir que uma func¢do definida numa infinidade de pontos é
mondtona (teria de calcular-se o valor da funcdo em cada ponto do respetivo dominio, e ndo apenas num
subconjunto finito do mesmo, que é o que na realidade qualquer calculadora faz, alids em geral apenas com
determinado grau de aproximacdo), se uma sucessdo é convergente, ou, de maneira geral, deduzir qualquer
propriedade do gréafico de uma fungdo que necessite do conhecimento dos valores da fungdo numa infinidade de
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pontos do dominio (continuidade, diferenciabilidade, limites, assintotas, resultados positivos de concavidade e
monotonia, extremos, etc.). No entanto, o conhecimento prévio de propriedades analiticas de uma fungéo ou
fungbes pode, em muitos casos, permitir uma utilizacdo adequada das potencialidades da calculadora para
visualizar partes particularmente interessantes dos respetivos graficos, obter valores aproximados de solugGes de
equacdes, de extremos e pontos de extremo, etc. As propriedades que, em cada caso, serd necessario
estabelecer antes de se poderem extrair conclusdes justificadas a partir do que se observa na calculadora ou
computador dependem, evidentemente, da questao que se pretende resolver, podendo mesmo resumir- -se, em
certos casos, a simples continuidade; apenas em casos em que o conhecimento de um numero finito de pontos
do grafico permite extrair alguma conclusdo segura (situa¢cdes de inexisténcia de monotonia ou de sentido
determinado de concavidade em determinado intervalo, por exemplo) é possivel praticamente prescindir de um
conhecimento prévio de alguma propriedade analitica da fun¢do em estudo.

Como é evidente, a calculadora grafica pode sempre ser utilizada para ilustrar propriedades de graficos de
funcdes adequadamente escolhidas pelo professor, ou para que o aluno teste o resultado de variacbes de
parametros em classes de fun¢des de que ja tenha algum conhecimento tedrico e, de maneira geral, para uma
abordagem experimental ao estudo de func¢des, desde que devidamente controlada e acompanhada de uma
analise critica da validade de conjeturas que essas experiéncias possam induzir.

Neste sentido, considera-se que no Ensino Secunddrio a tecnologia, e mais especificamente a calculadora
grafica, deve ser utilizada em sala de aula e consequentemente em certos instrumentos de avaliagdo (na
resolucao de problemas requerendo calculos de valores aproximados de solugdes de determinado tipo de
equacdes ou de fungbes envolvendo, por exemplo, razdes trigonométricas, logaritmos, ou exponenciais) mas que
se deve evitar a sua utilizacgdo em outras provas de avaliagdo em que os conteldos e capacidades envolvidas
claramente o nao justifiquem ou mesmo o desaconselhem.

Avaliacao

O Decreto-Lei n.° 139/2012, de 5 de julho, alterado pelo Decreto-Lei n.° 91/2013 de 10 de julho, estabelece os
principios orientadores da organiza¢do, da gestdao e do desenvolvimento dos curriculos do Ensino Basico e do
Ensino Secundario, bem como da avaliagdo dos conhecimentos adquiridos e das capacidades desenvolvidas pelos
alunos do Ensino Bdsico ministradas em estabelecimentos escolares publicos, particulares e cooperativos.

Os conhecimentos a adquirir e as capacidades a desenvolver pelos alunos do Ensino Secundario, na disciplina
de Matematica A, tém como referéncia o programa dessa disciplina e as respetivas Metas Curriculares definidas
por ano de escolaridade. E este documento que permitird cumprir a funcdo de regulacdo do percurso de
aprendizagem que a avaliacdao do desempenho dos alunos deverd assumir.

Os resultados dos processos avaliativos (de carater nacional, de escola, de turma e de aluno) devem contribuir
para a orientacdo cientifico-pedagdgica do ensino, para que se possam superar, em tempo util e de modo
apropriado, dificuldades de aprendizagem identificadas e, simultaneamente, reforgar os progressos verificados.
Todos estes propdsitos devem ser concretizados recorrendo a uma avaliacdo diversificada e frequente,
contribuindo para que os alunos adquiram uma maior consciéncia do seu nivel de conhecimentos e valorizem a
avaliagdo como um processo promotor de melhores desempenhos.

A classificagdo resultante da avaliag¢do interna no final de cada periodo, guiada pelos critérios de avaliacdo da
disciplina de Matematica A definidos em cada agrupamento de escolas/escola ndo agrupada, deverd traduzir
com fidelidade o nivel de desempenho do aluno no que se refere ao cumprimento do programa e das respetivas
metas curriculares.
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10

Metas Curriculares para o Ensino Secundario — Matematica A

O presente documento descreve o conjunto das metas curriculares da disciplina de
Matematica A que os alunos devem atingir durante o Ensino Secundario. Os objetivos gerais,
completados por descritores mais precisos, encontram-se organizados em cada ano de
escolaridade, por dominios e subdominios, segundo a seguinte estrutura:

Dominio
Subdominio
1. Objetiva geral
1. Descritor
2. Descritor

Os diferentes descritores estdo redigidos de forma objetiva, numa linguagem rigorosa
destinada ao professor, devendo este selecionar uma estratégia de ensino adequada a
respetiva concretizacao, incluindo uma adapta¢ao da linguagem, sempre que seja necessaria.
O significado preciso de certos verbos com que se iniciam alguns descritores («identificar»,
«designar», «referir», «representar», «reconhecer», «saber», «provar», «demonstrar»,
«justificar») encontra-se definido no paragrafo intitulado «Leitura das Metas Curriculares».

A pratica letiva obriga, naturalmente, a frequentes revisdes de objetivos gerais e
descritores correspondentes a anos de escolaridade anteriores. Estes pré-requisitos nao se
encontram explicitados no texto, devendo o professor identifica-los consoante a necessidade,
a pertinéncia e as caracteristicas proprias de cada grupo de alunos.

Optou-se por formar uma sequéncia de abjetivas gerais e de descritaores, dentro de cada
subdominio, que corresponde a uma progressdo de ensino adequada, podendo no entanto
optar-se por alternativas coerentes que cumpram os mesmos objetivos e respetivos
descritores. De um maoado mais geral, as Metas Curriculares ndo devem ser entendidas como
um sumdrio sequencial dos contetdos a lecionar, podendo em particular ser proveitoso o
tratamento em simultdneo de descritores pertencentes a objetivos gerais ou mesmo a
dominios distintos. Existem mesmo circunstancias em que se torna necessario um tal
procedimento; com efeito, a arrumagdo dos tdpicos por dominios tematicos, e
simultaneamente respeitando dentro de cada dominio uma determinada progressao, a isso
pode levar, dada a prépria natureza e interligacdo dos contetdos e capacidades matematicas.

Sao também disponibilizados aos professores Cadernos de Apoio as presentes metas
curriculares {um por ano de escolaridade) contendo, em alguns casos, suportes tedricos aos
objetivos e descritores, bem como exemplos de concretizacdo de alguns deles. Nesses
documentos, os niveis de desempenho esperados foram objeto de especificagao.
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Leitura das Metas Curriculares

«ldentificar»/«Designar»/«Referirn/ O aluno deve utilizar corretamente a designacdo
referida, sabendo definir o conceito apresentado como se indica ou de forma equivalente.

«Reconhecer»: O aluno deve apresentar uma argumenta¢do coerente, ainda que
eventualmente mais informal do que a explicagdo fornecida pelo professor. Deve, no entanto,
saber justificar iscladamente os diversas passos utilizados nessa explicagao.

«Saber»: O aluno deve conhecer o resultado, mas sem que |lhe seja exigida qualquer
justificagdo ou verificagdo concreta.

«Provarn/«Demonstrar»: O aluno deve apresentar uma demonstracio matemadtica tdo
rigorosa quanto possivel.

«lustificarn: O aluno deve justificar de forma simples o enunciado, evocando uma propriedade
ja conhecida.

Certos descritores encontram-se assinalados com o simbolo «+».

e Relativamente aos que correspondem a propriedades que os alunos devem
reconhecer, a procedimentos que devem efetuar ou a problemas que devem resolver,
especificaram-se nos Cadernos de Apoio diferentes niveis de desempenho.

¢ Quanto aos relativos a propriedades que os alunos devem provar, entende-se que,
embora todos devam conhecer o resultado em causa e saber aplica-lo, a elaboracao da
respetiva demonstracao € facultativa, ndo sendo portanto exigivel aos alunos.

Por outro lado, certos grupos de descritores de um mesmo objetivo geral, relativos a

conjuntos de demanstra¢des muito semelhantes entre si, encontram-se assinalados com o
simbolo «#», ficando ao critério do professor quais devem ser tratadas como exemplo.
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10.° ano

Logica e Teoria dos Conjuntos LTC10

Introducdo a Légica bivalente e a Teoria dos conjuntos

1. Operar com proposi¢coes

1.

10.

11.

12.

13.

Designar por «proposi¢cao» toda a expressao p suscetivel de ser «verdadeira» ou «falsa»
e designar estes atributos por «valores légicos».

Saber que uma proposi¢cdo nao pode ser simultaneamente verdadeira e falsa e designar
esta propriedade por «Principio de ndo contradi¢ao».

Saber, dadas proposigdes p e g, que «p € equivalente a g» € uma proposi¢ao, designada
por «equivaléncia entre p e g», que € verdadeira se e somente se p e g tiverem o
mesmo valor logico e representa-la também por «p < g».

Saber, dada uma proposic¢do p, que «ndo p» é uma proposi¢ao, designada por «negac¢ao
de p», que € verdadeira se p for falsa e é falsa se p for verdadeira e representa-la
também por «~p».

. Justificar, dada uma proposi¢do p, que ~(~p) < p, designando esta propriedade por

«lei da dupla nega¢aon.

. Saber, dadas proposicdes p e g, que «p e g» € uma proposi¢do, designada por

«conjuncdo de p e g», que € verdadeira se e somente se p e g forem simultaneamente
verdadeiras, e representd-la também por «p A g».

. Saber, dadas proposi¢cdes p e g, que «p ou g» € uma proposi¢do, designada por

«disjuncdo de p e g», que é falsa se e somente se p e g forem simultaneamente falsas,
representa-la também por «p V g» e justificar que p V ~p € uma proposi¢do verdadeira,
designando esta propriedade por «Principio do terceiro excluido».

. Saber, dadas proposi¢des p e g, que «p implica g» € uma proposigao, designada por

«implicacdo entre p e g», que é falsa se e somente se p for verdadeira e g for falsa,
representa-la também por «p = g», designar p por «antecedente» e g por
«consequente» da implicagdo e recanhecer, dada uma proposi¢do r, que se p > g e
g=>rentaop=>r.

Saber que, por convencdo, em qualquer sequéncia de operacoes logicas, a menos de
utilizacdo de parénteses, se respeitam as seguintes prioridades: nega¢do; conjunc¢io e
disjunc¢ao; implicacdo e equivaléncia.

#Provar, dadas proposi¢des p e g, que a proposicdo ~(p = q) € equivalente a
proposi¢ao p A ~q.

#Provar, dadas proposi¢des p e g, que a propasi¢do p < g € verdadeira se e somente
se p=> g e g = p forem ambas proposi¢des verdadeiras e designar esta propriedade
por «principio da dupla implicacdo».

#iProvar, dada uma proposicao p e representando por V (respetivamente F) uma
qualquer proposi¢do verdadeira (respetivamente falsa), que pAV & p, pvV &V,
pVF & pepAF & F.

#Provar, dadas proposicoespe g, que ~(p Aq) © ~pV ~geque ~(pVq) & ~p A~q
e designar estas equivaléncias por «Primeiras Leis de De Morgan».

Fotocopiadvel © Texto | MVT 12



14.

15.

16.

#Provar, dadas proposicdes p,q e r, que (pAQAr @ pA(GQAT), pAg=qAp e
que (pAg)Vvr e (pvr)A(gVvr), bem como as que se obtém permutando em todas
as ocorréncias os simbolos «A» e «V», e designd-las respetivamente por
«associatividade», «comutatividade» e «distributividade».

#Provar, dadas duas proposicbes p e g, que a proposicao p = g € equivalente a
proposigao ~g = ~p, designar esta ultima implicagao por «implicagao contrarreciproca
da implicacdo p = g».

+Simplificar expressées envolvendo operacdes com proposi¢des, substituindo-as por
proposi¢cdes equivalentes envolvendo menos simbolos, e determinar o respetivo valor
l6gico sempre que possivel.

2. Relacionar condi¢cdes e conjuntos

1.

Designar por «expressdo proposicional» ou por «condi¢do» uma expressdo p(x)
envolvendo uma variavel x tal que, substituindo x por um objeto a, se obtém uma

proposi¢ao p(a).

. Saber, dada uma condi¢do p(x), que «qualquer que seja x, p(x)» é uma proposicao que

é verdadeira quando e apenas quando se obtém uma proposicido verdadeira sempre
que se substitui x em p(x) por um objeto arbitrario, representa-la por «Vx,p(x)», e
designar o simbolo «¥» por «quantificador universal».

Identificar uma condi¢do p(x) como «universal» se Vx,p(x) for uma proposi¢do
verdadeira e reconhecer que a disjun¢do de qualquer condicdo com uma condicdo
universal € uma condi¢do universal.

Saber, dada uma condigao p(x), que «existe x tal que p(x)» € uma proposigdo que é
verdadeira se e somente se, para pelo menos um objeto a, p(a) for verdadeira,
representa-la por «3x: p(x)» e designar o simbolo «3» por «quantificador existencial».
Identificar uma condi¢do p(x) como «possivel» se Ix:p(x) for uma proposi¢do
verdadeira, como «impossivel» se ndo for possivel e reconhecer que a disjun¢do de
gualquer condigao com uma condi¢do possivel € uma condi¢do possivel e a conjungdo
de qualquer condi¢do com uma condi¢do impossivel € uma condi¢do impossivel.

. Saber, dada uma condicdo p(x), que a negacdo da proposi¢do Vx,p(x) € equivalente a

proposi¢ao JIx: ~p(x) , que a negagao da proposigao Jx:p(x) € equivalente a
proposi¢ao Yx, ~p(x), designar estas propriedades por «Segundas Leis de De Morgan»,
reconhecendo-as informalmente em exemplos, e justificar que a negacdo de uma
condi¢ado universal € uma condi¢ao impossivel e vice-versa.

. Representar, dada uma condigdo p(x) e um conjunto U, a proposicao Vx, x € U = p(x)

por «Vx € U,p(x)», e, no caso de ser verdadeira, designar p(x) por «condi¢do universal
em UU».

Representar, dada uma condi¢do p(x) e um conjunto U, a proposicdo x:x € U Ap(x)
por «3x € U:p(x)», no caso de ser verdadeira designar p(x) por «condicdo possivel em
U» e, no caso contrdrio, por «condi¢do impossivel em /».

+Reconhecer, dada uma condicdop(x) € um conjunto/, que a negacdo da
proposi¢do Vx € U, p(x) é equivalente a proposi¢do 3 x € U: ~p(x), que anegacdo da
proposigao 3 x € U: p(x) € equivalente a proposi¢ao Vx € U, ~p(x) e designar um
elemento a € U tal que ~p(a) como um «contraexemplo» para a proposi¢do
vx € U, p(x).
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10.

11.
12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Representar, dada uma condi¢do p(x), por «{x: p(x)}» um conjunto A tal que
Vx,x € A © p(x), designando a igualdade A = {x: p(x)} por «definicdo em
compreens3do do conjunto A pela condi¢do p(x)».

Saber, dados conjuntos A e B, que A = B seesomenteseVx, x EA © x € B.
Designar, dado um objeto a e um conjunto A, a por «elemento de A» quando a € A,
dados objetos a,,...,a; (k € N), representar por «{a,,..,a;}» o conjunto A cujos
elementos sdo exatamente a,,..,q; e designar a igualdade A ={a,,..,a;} por
«definicdo em extensdo do conjunto A de elementos a4, ..., ax».

Identificar, dada uma condigdo p(x) e um conjunto U, o conjunto {x : x € U Ap(x)}
como «conjunto definido por p(x)em U» (ou «conjunto-solugdo de p(x)em U») e
representa-lo também por «{x € U : p(x)}».

Identificar, dados conjuntos A e B, o «conjunto unido (ou reunido) de A e B» e o
«conjunto intersecdo de A e B» respetivamente como AUB={x:x€A Vx € B}e
ANB={x:x€A Ax € B}.

Identificar, dados conjuntos A e B, A como estando «contido em B» («A € B») quando
Vx, x€A = x € B e, nesse caso, designar A por «subconjunto de B» ou por «uma
parte de B».

Designar, dados conjuntas A e B, por «diferenca entre A e B» o conjunto {x € A : x & B}
e representéd-lo por A\B ou simplesmente por B quando B C A e esta notagio nio for
ambigua, designando-o entdo por «complementar de ¥ em A».

Justificar, dadas condicoes p(x) e g(x), que a proposigao Vx,p(x) © g(x) é
equivalente a proposicdo Vx, (p(x) = q(x)) A(g(x) = p(x)) e designar uma
demonstra¢do da segunda proposicdo por «demonstracdo por dupla implicacdo» da
primeira.

Reconhecer, dados conjuntos A e B, que A=B se e somentese ACBeBCA,e
designar esta propriedade por «principio da dupla inclusao».

+Reconhecer, dadas condicbes p(x)e g(x), que a negagdo da proposi¢do
«Vx, p(x) = g(x)» é equivalente a proposi¢do «Jx:p(x) A ~g(x)», isto é, que essa
proposi¢do é falsa se e somente se existir a tal que p(a) é verdadeira e g(a) é falsa.
Justificar, dadas condi¢does p(x)e g(x), que a proposicio Vx,p(x)=g(x) é
equivalente a proposicao Vx,~g(x) = ~p(x), designar a segunda proposi¢ao por
«contrarreciproca» da primeira e uma demonstragdo da segunda proposi¢dao por
«demonstracdo por contrarreciproco» da primeira.

3. Resolver problemas

1. +Resolver problemas envolvendo operagoes ldgicas sobre proposigoes.

2. +Resolver problemas envolvendo aperag¢des sabre condi¢des e sobre conjuntos.
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Algebra ALG10

Radicais

1. Definir e efetuar operacdes com radicais

1.

10.

11.

+Reconhecer, dados dois numeros reais @ € b e um niumero n € N impar, quese a < b
entdoa”™ < b™.

+Reconhecer, dados dois ndmeros reais @ e b e um ndmero n € N par, que se
0<a<bentdo0<a®<bhese a<b<0 entdoa™ > b" = 0.

Saber, dado um nudmero real @ e um nimero n € N impar, que existe um namero real b
tal que b™ = a, provar que é unico, designa-lo por «raiz indice n de a» e representa-lo
por «Va».

+Saber, dado um nimero real positivo a e um nimero n € N par, que existe um numero
real positivo b tal que b™ = a, provar que (—b)™ = a e que n3o existe, para além de b
e de - b, qualquer outra soluc¢do da equagdo x™ = a, designar b por «raiz indice n de a»
e representa-lo por «Va».

Justificar, dado um ndmero natural n, que 0 € o Unico ndmero real cuja poténcia de
expoente n € igual a 0 e, por esta razdo, representa-lo também por «V0» («raiz indice n
de O»).

ftProvar, dados numeros reais n3o negativos @ € b e um numero n € N par, que

Va x Vb = Va x b e reconhecer que, param € N, (T{/E)m = Va™m.

. #Provar, dados nimeros reais a € b e um namero n € N impar, que Va x Vb=%axb

m
e reconhecer que, param € N, (Va) = Va™.
#Provar, dados numeros reais a e b (respetivamente nimeros reais a e b nio
negativos), b # 0, e um nimero n € N impar (respetivamente um nimero n € N par),

que % = “J% e justificar que param € N, (m_m = Vb ™.

ftProvar, dados numeros naturais n e m (respetivamente nimeros naturais impares n e
m) e um numero real ndo negativo a (respetivamente um numero real a), que
n

}'nva — m%.

N - a a a . -, '
Designar também por «fragdo» a representacdo «=» do quaciente entre nameros reais
a e b (com b=+0), a e b, neste contexto, respetivamente por «numerador» e
«denominador» e identificar duas fragdes como «equivalentes» quando representam o
mesmo numero.

+Racionalizar denominadores da forma a%, ou avh + c¢Vd (a e ¢ nimeros inteiros,
b,d, n numeros naturais, n > 1).
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Poténcias de expoente racional

2. Definir e efetuar operacdes com poténcias de expoente racional

1.

5.

+Reconhecer, dado um namero real ndo negativo a e um numero racional ndo negativo

r
m m . 5 5
glg#0sea=0),g= —=— (sendo m,n,m’ e n' numeros inteiros, m,m' = 0 e

’
n n '
nn = 2),que Va™ = Ja™.
+ldentificar, dado um nimero real ndo negativo a e um ndmero racional ndo negativo

qg= % (m e n ndmeros inteiros, m = 0en = 2), g # 0 se a = 0, a «poténcia de base a

e de expoente g», a?, como Ya™, reconhecendo que este nimero ndo depende da
fracao escolhida para representar g, e que esta definicdo € a unica possivel por forma a

. [ . . e
estender a propriedade (a”) = aP¢ a expoentes racionais positivos.
Identificar, dado um numero real positivo @ e um ndmero racional positivo g, a

- . - 1
«poténcia de base a e de expoente —g», a9, como il reconhecendo que esta
b

definicdo € a Unica possivel por forma a estender a propriedade a b+c

Xat=a a
expoentes racionais.

+Reconhecer que as propriedades algébricas previamente estudadas das poténcias de
expoente inteiro (relativas ao produto e quociente de poténcias com a mesma base,
produto e quociente de poténcias com 0 mesmo expoente e poténcia de poténcia)
podem ser estendidas as poténcias de expoente racional.

+Simplificar expressdes envolvendo radicais e poténcias.

3. Resolver problemas

1.

+Resalver prablemas envolvendo operag¢des com radicais e com poténcias.

Divisdo inteira de polinémios

4. Efetuar operagdes com polinomios

1.
2.

Designar um palinémio P com apenas uma variavel x por «P(x)».

+Reconhecer, dados polinémios ndo nulos A(x) e B(x), que o grau do polinémio
A(x)B(x) é igual a soma dos graus de A(x) e de B(x).

Saber, dados polindmios A(x) e B(x), B(x) ndo nulo, que existem dois unicos
polindmios Q@(x) e R(x) tais que R(x) ou € o polindbmio nulo ou tem grau inferior ao
grau de B(x) e A(x) = B(x) x Q(x) + R(x), e designar, neste contexto, A(x) por
«polinémio dividendo», B(x) por «polinémio divisor», @(x) por «polindmio quociente»
e R(x) por «polindmio resto» da «divisao inteira» (ou «divisdo euclidiana») de A(x) por
B(x).

Determinar, dados polindmios A(x) e B(x) , B(x) ndo nulo, as formas reduzidas dos
polindmios quociente e resto da divisao inteira de A(x) por B(x).

. +Reconhecer, dado um polinémio P(x) € um numero a € R, que aplicando a «regra de

Ruffini» se abtém o quociente e o resto da divisdo inteira de P(x) por x — a.
Provar, dado um polindmio P(x) e um nimero a € R, que o resto da divisdo inteira de
P(x) por x — a € igual a P(a) e designar esta propriedade por «Teorema do Resto».
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7. Designar, dado um polindmio P(x), por «raiz do polindmio» (ou «zero do polindmio»)
qualquer nimero real a tal que P(a) = 0.

8. Identificar um polinémio P(x) como «divisivel» por um polindmio @(x) ndo nulo se o
resto da divisao euclidiana de P(x) por Q(x) € nulo.

9. Provar, dado um polindmio P(x) de grau n € N & um numero real a, que a € uma raiz
de P(x), se e somente se P(x) for divisivel por x —a e que, nesse caso, existe um
polinémio Q(x) de graun — 1 tal que P(x) = (x — a)Q(x).

10. Identificar, dado um polindmio P(x) e uma raiz a de P(x), a «multiplicidade de a»
como o maior nimera natural n tal que existe um polinédmio Q(x) com
P(x) = (x — a)™Q(x), justificar que nesta situacdo Q(a) # 0 e designar a por «raiz
simples» quando a respetiva multiplicidade € igual a 1.

11. +Reconhecer, dado um polindmio P(x) de grau n € N cujas raizes (distintas) x;, x,,...,. X3
tém respetivamente multiplicidade ny, n,,...,n, , que ny + n, + .-+ n;, < n e que existe
um polinémio Q(x) sem raizes tal que P(x) = (x — x; )™ (x — x,)"2 ... (x — x; )" Q(X),
tendo-se n; + n, + -+ + n, = n se e somente se Q(x) tiver grau zero.

12. Reconhecer, dado um polindmio P(x) de coeficientes inteiras, que o respetivo termo de
grau zero € multiplo inteiro de qualquer raiz inteira desse polinémio.

5. Resolver problemas

1. +Resolver problemas envolvendo a divisdo inteira de polinédmios e o Teorema do resto.

2. +Resolver problemas envolvendo a fatorizacdo de polindmios de que se conhecem
algumas raizes.

3. +Resolver problemas envolvendo a determinagdo dos zeros e do sinal de fungdes
polinomiais de grau superior a dois.
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Geometria Analitica GA10

Geometria Analitica no plano

1. Definir analiticamente conjuntos elementares de pontos do plano

1.

10.

18

Designar por «referencial ortonormado» um referencial ortogonal e monométrico de
um dado plano, tal que a unidade de comprimento comum aos eixos coordenados
coincide com uma unidade de comprimento pré-fixada e, dados nimeros reais a, e a,,
designar por «A(a,, a,)», o ponto A de abcissa a, e ordenada a, nesse referencial.

+Reconhecer, fixada uma unidade de comprimento, dado um plano munido de um
referencial ortonarmado e pontos A(ay,a,) e B(hy, b,) pertencentes a esse plano, que

a medida da distancia entre A e B é igual a \/(b; —a;)? + (b, — a,)?, e representa-la
por « d(A, B)».

Demonstrar, dada uma reta numérica e dois pontos A e B de abcissas a e b
respetivamente, que a abcissa do ponto médio do segmento de reta de extremos A e B

- a+hb
éigual a -~
+Reconhecer, utilizando argumentos geomeétricos baseados no Teorema de Tales ou em

consequéncias conhecidas deste Teorema, que, dadoe um plano munide de um

referencial ortonormado e dois pontos A(a;, @,) e B(by, b,) pertencentes a esse plano,
ay+by a2+b2)

as coordenadas do ponto médio do segmento de reta [AB] sdo ( S

. Designar, dado um plano munido de um referencial ortonormado, por «equagdo

cartesiana» (respetivamente por «inequacdo cartesiana») de um conjunto € uma
equagao (respetivamente inequacao) cujas solugdes sdo as coordenadas dos pontas de (.
Determinar, dado um plano munido de um referencial ortonormado e dois pontos
A(aq, ay) e B(by, by) desse plano, uma equagao cartesiana da mediatriz do segmento de
reta [AB] naforma y = mx + b (equacdo reduzida da reta) ou na forma x = c.

. Justificar, fixada uma unidade de comprimento, dado um plano munido de um

referencial ortonormado, um ponto A(a,, a,) pertencente a esse plano e um nimero
r>0, que a equagdo (x—a,)*+ (y—a,)*> =r? é uma equac¢do cartesiana da
circunferéncia de centro A4 e de raio r, e designa-la por «equacao (cartesiana) reduzida
da circunferéncia».

Designar, fixada uma unidade de comprimento e um plano, dados dois pontos A e B

. 1-+ . .
pertencentes a esse plano e um numero a > EAB' por «elipse» o conjunto de pontos

P do plano tais que d(P,A) + d(P,B) = 2a, por «focos da elipse» os pontos A e B, por
«centro da elipse» o ponto médio do segmento de reta [AB], e por «eixo maior da
elipse» o numero 2a (e a por «semieixo maior da elipse»), interpretando-o
geometricamente.

+Demonstrar, dada uma elipse de focos A e B e de eixo maior 2a, que a mediatriz de
[AB] interseta a elipse em dois pontos C e D equidistantes do centro da elipse e que

tomando b = % CD se tem b =Va? —c2, onde ¢ = i@ , designando 2b por «eixo

menor da elipse» (e b por «semieixo menor da elipse»).
+Reconhecer, fixada uma unidade de comprimento, dado um plano munido de um

x

2 Az
referencial ortonormado e 0 <b <a que a equac§0§+%= 1 é uma equacio
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11.

12.

13.

cartesiana da elipse de semieixo maior a e semieixo menor b que tem focos A(—c, 0)
e B(c,0), ondec = m, e designa-la por «equacdo (cartesiana) reduzida da
elipse».

+Reconhecer, dado um plano munido de um referencial ortonormado e uma reta r do
plano de equac¢do reduzida y =ax + b (a,b € R), que os dois semiplanos abertos
(respetivamente fechados) determinados por r tém por inequac¢des cartesianas
y>ax+b e y<ax+b (respetivamente y = ax+b e y < ax+ b) e designa-los
respetivamente por «semiplano superior» e «semiplano inferior» em relagdo a retar.
Reconhecer, dade um plane munido de um referencial ortonormado e uma reta r do
plano de equacdo cartesiana x =c¢ (c € R), que os dois semiplanos abertos
(respetivamente fechados) determinados por r tém por inequagdes cartesianas x > c e
x < ¢ (respetivamente x = ¢ e x < ¢) e designa-los respetivamente por «semiplano a
direita» e «semiplano a esquerda» daretar.

Justificar, fixada uma unidade de comprimento, dado um plano munido de um
referencial ortonormado, que a inequagdo (x —a)* + (y — b)* <r? (a,b € R, r > 0)
é uma inequacao do circulo de centro C(a, b) e deraior.

2. Resalver problemas

1.

+Resolver problemas envolvendo a nogdo de distancia entre pontos do plano, e
equacdes e inequacgdes cartesianas de subconjuntos do plano.

Calculo vetorial no plano

3. Operar com vetores

1.

Identificar, fixada uma unidade de comprimento e dado um vetor ¥, a «norma do vetor
7» como a medida do comprimento de um segmento orientado representante de v e
representd-la por «||7||».

Identificar, dado um vetor ¥ e um niimero real (também designado por «escalar») A, o
«produto de ¥ por A» («AvU») como o vetor de norma |A|||77]] (fixada uma mesma
unidade de comprimento para o célculo das normas), com a dire¢do e sentido de v se

7+0eA>0ecoma dire¢do de ¥ e sentido contrério ao de v se U # 0eld<0,
justificar que AV ndo depende da unidade de comprimento fixada e que (—1)v = =1,
vetor simétrico de v.

lustificar, dado um vetor ¥ n3o nulo, que um vetor U é colineara v se e apenas existir
um numero real A tal que u = A, e que, nesse caso, A € Unico.

Justificar, dados vetores U e ¥, que existe um e somente um vetor w tal que w + v = 1,
provando que w = 1 + (—¥), designar w por «diferenca entre i e U» e representa-lo
por «i — V».

+Reconhecer, dado um vetor © e nimeros reais A e u, que (A + p)v = Av + uv.
+Reconhecer, dados vetores & e U e nimeros reais A e p que A(u+v)= AutAve

AQuii) = ().
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4. Operar com coordenadas de vetores

1.

+Reconhecer, fixada uma unidade de comprimento, um plano munido de um referencial
ortonormado de origem O e um vetor ¥ do plano que, sendo X(1,0), Y(0,1), &; = 0X e

e, = 01‘;, existe um e somente um par ordenado (v,,v,) de nimeros reais tais que
U = v, €, + 1,85, por esse motivo designar o par ordenado (€, €,) por uma «base do
espaco vetorial dos vetores do plano», (v1,v,) por «coordenadas do vetor v (na base
(e;,€,) )» e representar por «¥(v,, ,)» 0 vetor ¥ de coordenadas (v4, 72).

Identificar, fixado um plano munido de um referencial ortonormado de origem O e dado
um ponto A, o «vetor-posi¢ao do ponto A» como o vetor 04 e justificar que as
coordenadas do vetor posicao de um dado ponto coincidem com as coordenadas do
ponto.

Justificar, fixado um plano munido de um referencial ortonormado e dados vetores
u(uy,uy) e v(vy, v,) € um namero real A, que o vetor i + U (respetivamente ¥ — v)
tem coordenadas (u, + v;,u, + v,) (respetivamente (1, — v,,u, —v,) ), que o vetor
Au tem coordenadas (Auy,Au,), que o vetor simétrico do vetor u(uy,uy) tem
coordenadas (—u,, —u,) e que dois vetores ndo nulos sdo colineares se e somente se as
respetivas coordenadas forem todas ndo nulas e os quocientes das coordenadas
correspondentes forem iguais, ou as primeiras ou segundas coordenadas de ambos o0s
vetores forem nulas.

Justificar, fixado um plano munido de um referencial ortonormado e dados pontos
A(ay,a,) e B(b,,b,) que o vetor AB tem coordenadas (b, — a;, b, — a,), comecando
por justificar que AB = OB — 0A , identificar, a «diferenca entre os pontos B e A»
como o vetor Alf, representa-la por «B — A» e justificar que, para todo o vetor ¥ e para
quaisquer pontos Ae Bdoplano,B—A=v < B=A4+ 1.

Justificar, fixado um plano munido de um referencial ortonormado e dado um ponto
A(ay,a,) e um vetor ¥(vy,v,) desse plano, que o ponto A+ U tem coordenadas
(a, + vy, a0, + v2).

Justificar, fixada uma unidade de comprimento e um plano munido de um referencial

ortonormado que para qualquer vetor U(v,,v3), ||7]| = Vv1? + 122

5. Conhecer propriedades dos vetores diretores de retas do plano

1.

Identificar, dado um vetor ¥ ndo nulo e uma reta r, ¥ como «tendo a dire¢do de r»
quando r tiver a direcao das retas suporte dos segmentos orientados que representam .
Designar por «vetor diretor» de uma dada reta r qualquer vetor ndo nulo com a mesma
dire¢ao do quer.

Provar, fixado um plano munido de um referencial ortonormado e uma reta r n3o vertical
de declive m, que o vetor v(a, b) é vetor diretor de r se e somentesea + 0em = E, e

que, em particular, o vetor de coordenadas (1, m) € vetor diretor da reta r.

Justificar, fixado um plano munido de um referencial ortonormado, que os vetores
diretores das retas verticais sdo os vetores v(0,b), b # 0.

Justificar, fixado um plano munido de um referencial ortonormado, que dada umaretar
de vetor diretor ¥, os pontos de r sdo os pontos P=A+tv, t ER, onde A é um
qualquer ponto de r, e designar esta equagao por «equag¢ao vetorial da reta r».
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6.

Justificar, fixado um plano munido de um referencial ortonormado e dados
a4, 2,71,V € R, que um ponto P(x,y) pertence a reta r de vetor diretor v(v,, v,)
passando pelo ponto A(a,,a,) se e somente se existir £ € R tal que x = a; +tv; A
y = a, + tv,, e designar este sistema por «sistema das equacdes paramétricas da reta r».

6. Resolver problemas

1.
2.
3.

+Resolver problemas envolvendo a determinagao das coordenadas de vetores do plano.
+Resalver prablemas envolvendo a colinearidade de vetares do plano.

+Resolver problemas envolvendo equacbes vetoriais, paramétricas e cartesianas de
retas do plano.

Geometria Analitica no espago

7. Definir referenciais cartesianos do espago

1.

Identificar um «referencial (cartesiano) ortonarmado do espac¢o» (ou simplesmente
«referencial cartesiano») como um terno ordenado de retas numéricas que se
intersetam nas respetivas origens, duas a duas perpendiculares e com unidades de
comprimento coincidentes com uma mesma unidade de comprimento pré-fixada,
designar a origem comum das trés retas por «origem do referencial», a primeira reta
por «eixo das abcissas», a segunda por «eixo das ordenadas», a terceira por «eixo das
cotas», genericamente cada uma delas por «eixo coordenadao» e, se for representada
por «0O» a origem do referencial, representar estes trés eixos respetivamente por
«0Ox», «0y» e «0z» e o referencial por «Oxyz».

Designar, dado um ponto P e uma reta r, por «projecdo ortogonal de P sobre r» como
o préprio ponto P quanda P pertencer a r e como o pé da perpendicular tragada de P
para r no caso contrario, reconhecendo que € a interse¢do com r do plano normalar
passando por P.

Designar, dado um referencial ortonormado e um ponto P de projecées ortogonais
P, no eixo das abcissas, Py, no eixo das ordenadas e P,, no eixo das cotas, por
«abcissa de P», «ordenada de P» e «cota de P» respetivamente a abcissa de P, de
P, e de P, nas respetivas retas numéricas, e o terno ordenado destes trés valores por
«coardenadas de P».

Designar por «planos coordenados» os trés planos determinados por dois dos eixos
coordenados, representd-los por «xQOy», «xOz» e «yOz» consoante 0s eixos
coordenados que contém, e reconhecer que sdo perpendiculares dois a dois.
+Reconhecer, dado um referencial ortonormado e um terno ordenado de nimeros
reais (x,y,z), que existe um e apenas um ponto P com essas coordenadas e
representa-lo par «P(x,y, z)».

+Reconhecer, dado um referencial ortonormado e um ponto P(a,b,c) de projecdo
ortogonal P’ no plano x0y, que, nesse plano, munido do referencial constituido pelos
eixos Ox e Oy, P' tem coordenadas (a, b) e enunciar resultados analogos para os
planos x0ze y0z.
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8. Definir analiticamente conjuntos elementares de pontos do espago

1.

Justificar, dado um referencial ortonormado do espago e a E R, que x = a € uma
equacao cartesiana do plano paralelo ao plano coordenado y0Oz que interseta o eixo das
abcissas no ponto A(a,0,0) e determinar as equag¢des dos planos paralelos aos planos
coordenados x0z e xQy.

Justificar, dado um referencial cartesiano do espacgo e a,b € R que o conjunto dos
pontos P(x,y,z) cujas coordenadas satisfazem o «sistema de equagbes cartesianas»
X = aAy=h éaretaparalela ao eixo das cotas que interseta o plano coordenado xOy
no ponto A(a, b, 0) e determinar sistemas de equagbes cartesianas de retas paralelas ao
eixo das abcissas e ao eixo das ordenadas.

+Provar, fixada uma unidade de comprimento e dados um referencial ortonormado do
espaco e pontos A(ay, @y, a3) e B(by, by, b3), que a medida da distanciaentre Ae B é
iguala /(by — a;)? + (by — az)? + (hs — a3)? e representa-la por «d (4, B)».
Determinar, dado um referencial ortonormado do espa¢o e as coordenadas de dois

pontos A e B do espago, uma equagdo do plano mediador do segmento de reta [AB] na
forma ax+by+cz+d=0,ab,c,d €ER.

. Justificar, fixada uma unidade de comprimento e dados um referencial ortonormado do

espago, um ponto A(a,,a,,a;) e um nimero r >0, que (x —a;)* + (y —a,)* +

(z—ag)? =r?

€ uma equagao cartesiana da superficie esférica de centro A e de raio r,
e designa-la por «equacgao (cartesiana) reduzida da superficie esférica».

Justificar, fixada uma unidade de comprimento e dados um referencial ortonormado
do espago, um ponto A(a,,a,az;) € um nimero r>0, que
(x—a;,)> +(y—a,)*>+(z—a3)*> <r? é uma inequagdo cartesiana da esfera de
centro A e de raio r, e designa--la por «inequacgao (cartesiana) reduzida da esfera».

Célculo vetorial no espago

9. Definir vetores do espago

1.

2.

Designar um par de segmentos orientados do espaco por «equipolentes» quando sao
complanares e equipolentes num plano que os contenha.

Saber que um «vetor do espago» fica determinado por um segmento orientado do
espaco de tal modo que segmentos de reta equipolentes determinam o mesmo vetor e
segmentos de reta ndo equipolentes determinam vetores distintos.

Estender do plano ao espaco a definicdo de norma de um vetor, de adicdo de um ponto
com um vetor, de translagdo de um dado vetor e as opera¢des de subtracdo de dois
pontos, de adi¢do e subtragdo de vetores, de multiplicagdo de um vetor por um escalar e
as respetivas propriedades geométricas e algébricas.
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10. Operar com coordenadas de vetores do espagco

11

1.

+Reconhecer, fixado um referencial ortonormado no espaco de origem O e um vetor ¥ que,
sendo X(1,0,0), ¥(0,1,0), Z(0,0,1), ¢, = 0X, é, = oY e ey = 0Z, existe um e somente
um terno ordenado (v,,7v,,73) de nimeros reais tais que U = v,€; + 1,8, + V365,
designar o terno ordenado (é,, 8,, €3) por uma «base do espaco vetorial dos vetores do
espaco», (v, 15, V5) por «coordenadas do vetor ¥ (na base (¢é,,¢é,,65))» e representar
por «(, Uy, V3 )» 0 vetor U de coordenadas (v, v,, v3).

Estender do plano ao espa¢o a defini¢do do vetor posicao de um ponto e a identifica¢do
das respetivas coordenadas, as férmulas para o calculo das coordenadas da soma e da
diferenga de vetores, do produto de um vetor por um escalar, do simétrico de um vetor,
da diferen¢a de dois pontos, da soma de um ponto com um vetor e da norma de um
vetor, e o critério de colinearidade de vetores através das respetivas coordenadas.
Estender do plano ao espago a definicdo e propriedades das equagdes vetoriais e
sistemas de equagdes paramétricas de retas.

Resolver problemas

1.

2.

+Resaolver problemas envolvendo a noc¢do de distdncia entre pontos do espaco,
equagdes e inequagdes cartesianas de subconjuntos do espaco.
+Resolver problemas envolvendo calculo vetorial no espaco.
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Func¢oes Reais de Variavel Real FRVR10

Generalidades acerca de fungtes

1. Definir a composicdo de funcbes e a fungGo inversa de uma fun¢do bijetiva

1.

10.

11.

12.

13.

Identificar, dados conjuntos A e B, o «produto cartesiano de A por B» como o conjunto
{(a,b) :a€ AANDb € B} dos pares ordenados (a,b) tais que a e b pertencem,
respetivamente a A e a B e representa-lo por «A X B».

Reconhecer que um conjunto & € A X B é o grafico de uma funcdo de A em B quando
e apenas quando para todo o a € A existir um e somente um elemento h € B tal que
(a,b) €G.

Identificar, dados conjuntos A e B, uma fun¢do f : A — B e um conjunta (, a «restri¢ao
de faC»comoafungdo f|.:CNA— Btalque, VxE€CNA, f|.(x) = f(x).
Identificar, dados conjuntos A e B, uma fun¢do f: A—> B e € C A, o «conjunto
imagem de C por f» como o conjunto f(C)={y€B:3Ix€C: y=f(x)} das
imagens por [ dos elementos de €, representa-lo também por «{f(x) : x € C}».
Identificar, dados conjuntos A e B, uma funcdo f : A = B como «injetiva» se para
todos os x; e x, pertencentes a A, x; #x; = [(x;) # f(x;) (ou, de modo
equivalente, f(x;) = f(x;) = x; = x,) e designar também uma tal fungdo por «inje¢do
de Aem B».

Identificar, dados conjuntos A e B, uma fun¢do f : A = B como «sobrejetiva» se para
todo o y pertencente a B, existir um elemento x pertencente a A tal que y = f(x) e
recanhecer que uma fungao é sobrejetiva se e somente se coincidirem os respetivos
contradominio e conjunto de chegada e designar também uma tal funcdo por
«sobrejecdo de A em B» ou por «fun¢do de A sobre B».

Identificar, dados conjuntos 4 e B, uma fungdo f: A = B como «bijetiva» se for
simultaneamente injetiva e sobrejetiva e designar também uma tal fun¢ao por «bije¢do
de A em B».

Identificar, dadas fun¢des f : Dy > Ae g: D, — B, a «fun¢do composta de g com f»
como a fungdo gof : Dyor — B, tal que Dgor ={x € Df: f(x) € Dy} & Vx € Dyyp,
gof(x) = g(f(x)) e designa-la também por «g composta com [», «g apds [» ou
«f seguida de g».

Designar, dado um conjunto A, por «funcdo identidade em A» a funcdo Id, : A — A tal
que Yx € A, Id,(x) = x e justificar que se trata de uma func3o bijetiva.

lustificar, dados conjuntos A e B e uma fungao f : A — B bijetiva, que para todo o y
pertencente a B existe um e apenas um elemento x pertencente a A tal que f(x) =y
e, representando-o por x,, , designar por «fungio inversa de f» a fun¢do f~1: B — A
talque vy € B, 7' (y) = x,.

+Reconhecer, dada uma fungdo f : A — B bijetiva, que /™" é bijetivaeque (f 1) ' = f
e designar também f~! por «bijec&o reciproca de f».

Reconhecer, dada uma fun¢do f : A — B, que f € bijetiva se e somente se existir uma
fungdo g : B — A, talque V(x,y) EAX B,y = f(x) & x = g(y).

Justificar que uma fungdo f : A — B € bijetiva se e somente se existir uma fungao
g:B - Atalque gof = Id, e fog = Idy e que, nesse caso, g = [~ 1.
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Generalidades acerca de fungtes reais de varidvel real

2. Relacionar propriedades geomeétricas dos grdficos com propriedades das respetivas fungoes

1.

Designar por «funcdo real de variavel real» uma fun¢do cujo dominio e conjunto de
chegada estdo contidos em [R.

Saber, dada uma expressao f(x), que se convenciona, quando nada for indicado em
contrario, que essa expressdo representa a fun¢do f com conjunto de chegada igual a R
e dominio constituido por todos os nimeros reais a para os quais fica representado um
numero real pela expressao que se obtém substituindo todas as ocorréncias de x em
f(x) por um simbolo representando o nimero a, designar, nesse caso, a expressao
f(x) por «expressdo analitica de f» e este processo de caracterizar f por «defini¢ao
(analitica) de f pela expressao f(x)».

Identificar uma fung¢do real de variavel real f como «par» se, para todo o x € Dy,
—x € Dre f(—x) = f(x).

Identificar uma fungdo real de variavel real f como «impar» se, para todo o x € Iy,

—x € Dy e f(—x) = —f(x).

5. lustificar, dada uma funcéo real de variavel real impar f, que, se 0 € Dy, entdo f(0) = 0.

10.

11.

12.

+Reconhecer, dado um plano munido de um referencial ortogonal, que uma dada
funcdo € par se e somente se o eixo das ordenadas for eixo de simetria do respetivo
grafico cartesiano.

+Reconhecer, dado um plano munide de um referencial cartesiano, que uma dada
funcdo é impar se e somente se o respetivo grafico cartesiano for «simétrico
relativamente a origem O do referencial», isto €, se e somente se a imagem do grafico
pela reflexdo central de centro O coincidir com o proprio grafico.

+Reconhecer, dada uma fun¢do real de varidvel real bijetiva f e um plano munido de um
referencial monométrico, que os graficos cartesianos das fungdes f e 1 sdo a imagem
um do outro pela reflexdo axial de eixo de equagdo y = x.

Reconhecer, dados uma fung¢do real de variavel real f, um namero real ¢ e um plano
munido de um referencial cartesiano, que o grifico cartesiano de uma fun¢do g definida
em D, = D¢ por g(x) = f(x) + ¢ é aimagem do grafico cartesiano de f pela translagao
de vetor 1(0, ¢).

+Reconhecer, dados uma fungdo real de variavel real f, um niimero real ¢ € um plano
munido de um referencial cartesiano, que o grafico cartesiano de uma fung¢ado g definida
por g(x) = f(x—c) no conjunto Dy ={x+c: x€ Dy} é a imagem do grafico
cartesiano de f pela translacdo de vetor (¢, 0).

Designar, dado um plano munido de um referencial ortogonal € um nimero 0 <a <1
(respetivamente a > 1), por «contracdo vertical (respetivamente dilatacdo vertical) de
coeficiente a» a transformacao ¢ do plano que ao ponto P(x,y) associa o ponto ¢(P)
de coordenadas (x, ay).

Reconhecer, dados uma func¢do real de variavel real f, um nimero 0 <a<1
(respetivamente a > 1) e um plano munido de um referencial ortogonal, que o grafico
cartesiano de uma funcdo g definida em D, por g(x) = af (x) € a imagem do grafico
cartesiano de [ pela contragdo vertical (respetivamente pela dilatagdo vertical) de
coeficiente a.
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13.

14.

15.

16.

Designar, dado um plano munido de um referencial ortogonal e um nimero 0 < a <1
(respetivamente a > 1), por «contracdo horizontal (respetivamente dilatacdo
horizontal) de coeficiente a» a transformacao ¢ do plano que ao ponto P(x,y) associa
o ponto ¢ (P) de coordenadas (ax, y).

Reconhecer, dados uma func¢do real de variavel real f, um nimero 0 <a<1
(respetivamente a > 1) e um plano munido de um referencial ortogonal, que o grafico

cartesiano de uma funcdo g definida em D,_ {% X € Df} por g(x) = f(ax) é a
imagem do grafico cartesiano de f pela dilatacdo horizontal (respetivamente pela
contragao harizontal) de coeficiente i

Reconhecer, dada uma fun¢do real de variavel real f e um plano munido de um
referencial ortogonal, que o grafico cartesiano de uma fungao g definida em D, = Dy
por g(x) = —f(x) € aimagem do gréfico cartesiano de [ pela reflexdo de eixo Ox.
Reconhecer, dada uma fun¢do real de varidvel real f e um plano munido de um
referencial ortogonal, que o grafico cartesiano de uma func¢do g definida em
D, = {—x P X E Df} por g(x) = f(—x) é a imagem do grafico cartesiano de f pela
reflexao de eixo Oy.

3. Identificar intervalos de monotonia de funcdes reais de variavel real

1.

Identificar, dada uma fungao real de varidvel real f e A C Df, | como «(estritamente)
crescente em A» (ou simplesmente «(estritamente) crescente» se A = Df) se para
quaisquer dois elementos x; e x, de 4, se x; < x, entdo f(x;) < f(x,).

Identificar, dada uma fungdo real de varidvel real f e A C Df, | como «(estritamente)
decrescente em A» (ou simplesmente «(estritamente) decrescente» se A = Df) se para
quaisquer dois elementos x; e x, de 4, se x; < x, entdo f(x;) > f(x,).

Identificar, dada uma fungdo real de varidvel real f e A C Dg, f como «crescente, em
sentido lato, em A» (ou simplesmente «crescente, em sentido lato» se A = Df) se para
quaisquer dois elementos x; e x, de A, se x; < x, entdo f(x,) < f(x2).

Identificar, dada uma fun¢do real de variavel real f e A C Dy, f como «decrescente, em
sentido lato, em A» (ou simplesmente «decrescente, em sentido lato» se A = Df) se
para quaisquer dois elementos x; e x, de A, se x; < x, entdo f(x,) = f(x,).
Identificar, dada uma fung¢ao real de varidvel real f e A C Dy, f como «(estritamente)
mondtona em A» (ou simplesmente «(estritamente) mondtona» se A = Df) se for
(estritamente) crescente ou (estritamente) decrescente em A e f como «mondtona, em
sentido lato, em A» (ou simplesmente «mondtona, em sentido lato» se A = Df) se for
crescente ou decrescente, em sentido lato, em A.

. Identificar, dada uma fun¢do real de variavel real f, um «intervalo de (estrita)

monotonia de f» como um intervalo I € D¢ tal que f|; € (estritamente) mongtona.
Identificar, dada uma fungao real de varidvel reale A C Df , | como «constante em A»
se para quaisquer elementos x; e x, de 4, [ (x;) = f(x;).

Demonstrar que uma fungao afim definida por f(x) = ax + b é estritamente crescente
(respetivamente decrescente) em R se e somente se @ > 0 (respetivamente a < 0).
Demonstrar que, dada uma fung¢do quadratica da forma f(x) = ax?, se a > 0 entdo [ é
decrescente em | — o0,0]| e crescente em |0, +oo| e que, se a < 0, entao [ € crescente
em | —co,0] e decrescente em [0, +oof.
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4. ldentificar extremos de funcées reais de variavel real

1.

Designar, dada uma fungédo f de dominio D e valores em R, um numero real M como
«majorante de f» (respetivamente «minorante de f») quando Vx € Dy, f(x) <M
(respetivamente  Vx € Dy, f(x) = M), referindo a fungdo f como «majorada»
(respetivamente «minorada») quando admitir um majorante (respetivamente um
minorante).

Designar por «limitada» uma funcao simultaneamente majorada e minorada.

Designar por «minimo absoluto» (respetivamente por «maximo absoluto») de uma
fungdo real de varidvel real um valor f(a)do contradominio de f tal que
Vx € Dy, f(a) £ f(x) (respetivamente Vx € Dy, f(a) = f(x)) e designar por
«extremos absolutos de f» os maximos absolutos e 0os minimos absolutos de f.
Designar, dados um ndmero real x; € um ndmero real positivo r, por «vizinhanga r de
Xp» ointervalo Jxy, — 1, xy + r[ e representa-la por «V,.(xy)».

. Referir que uma func¢do real de varidvel real «atinge um minimo relativo {(ou local)»

(respetivamente «atinge um maximo relativo (ou local)») em a € Df quando existe
r >0, tal que, Vx € Df N V.(a), f(a) < f(x) (respetivamente, Vx € D N V.(a),
f(a) = f(x)) e designar f(a) por «minimo relativo (ou local)» (respetivamente
«maximo relativo (ou local)») de f e a por um «minimizante» (respetivamente por um
«maximizante») de f.

Identificar, dada uma fung¢do real de variavel real f, o grafico de f como «tendo a
concavidade (estritamente) voltada para cima» (respetivamente como «tendo a
concavidade (estritamente) voltada para baixo») num dado intervalo I c D¢ se dados
quaisquer trés pontos P, @ e R do grafico, de abcissas em [ tais que xp <Xy < Xg, 0
declive da reta PQ é inferior (respetivamente superior) ao da reta @R.

. Saber que uma func¢do real de variavel real tem a concavidade (estritamente) voltada

para cima (respetivamente para baixo) num dado intervalo I € Dy se e somente se
dados quaisquer dois pontos P e @ do grafico, de abcissas em [, a parte do grafico de f
de abcissas estritamente situadas entre as abcissas de P e @ ficar “abaixo”
(respetivamente “acima”) do segmento de reta [PQ].

+Reconhecer, dado um nimero real ndo nulo a, que o grafico da fungdo f definida pela
expressdo f(x) = ax? tem, em ]—oco, +0o], a concavidade voltada paracimase a >0 e
voltada para baixo se a < 0.

5. Estudar fungbes elementares e operagdes algébricas sobre fungdes

1.

Esbocar o grafico de fungdes quadraticas, comegando por representa-las por expressoes
da forma a(x —b)*+ ¢ e identificando os intervalos de monotonia, o extremo
absoluto, as eventuais raizes e o sentido da concavidade dos respetivos graficos.
Identificar uma fungdo f : Dy — R para a qual sdo dados um numero natural n > 1,
uma parti¢do 4,, 4,, ..., A,, de D¢ e n expressoes f;(x) (1 < j < n) tais que para todo o
j e para todo o x €4; f(x)=fj(x) como «estando definida por ramos pelas
expressdes f;(x), respetivamente nos conjuntos 4; (1 < j < n)».

. Esbocar o grafico de fung¢des definidas por f(x) =alx—b|+c¢ (a,b,c € R,a#0)

interpretando geometricamente os valores a, b e c.
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1.

. Justificar que a fun¢do f: R} — R{ definida por f(x) = x? é bijetiva e que para todo o

x €RE, F7Hx) = V.

Justificar que a fun¢do f:R — R definida por f(x) = x* & bijetiva e que para todo o
x€R, f1(x) = Vx.

Determinar o dominio e esboc¢ar o grafico de fun¢des definidas analiticamente por
fx)=aVx—b+c (a,b,c€ R, n€ {23}, a+0).

Identificar «fung¢ado polinomial» como uma fungdo que pode ser definida analiticamente
por um polindémio com uma sé variavel.

Esbocar o grafico de fungdes definidas por ramos envolvendo fungdes polinomiais até ao
3.2 grau, modulos e radicais quadrados e cubicos.

. Identificar, dadas fun¢des f: Df - R, g:Dg —= R, um ndmero real & e um numero

racional r, as fungdes f + g:Df N D, — R («soma de f com g»), fg:De N Dy = R,
(«produte  de f por g»), é: Df - R («quociente de f por g» onde
g

Df=Df 0 {x €EDyiglx) # 0}), af:Df > R («produto de f pelo escalar a») e
Hq

fT:Dgr — R («poténcia de expoente r de f», onde D¢ € o conjunto dos nimeros reais
X para os quais esta definido f(x)" ), como as fun¢gdes com os dominios e conjunto de
chegada indicados, definidas, para cada elemento x do respetivo dominio,

respetivamente por (f + g)(x) = £(x) + g(x), (fg)(¥) = f()g(x), L =12
(af Y(x) =af(x) e fT(x) = f(x)", podendo utilizar-se, para representar as poténcias
de expoente racional, as notagdes envolvendo raizes.

. Resolver problemas

+Resolver equagdes e inequagdes envolvendo as fungdes polinomiais e a composigao da
funcao mddulo com fungdes polinomiais.

. +Resolver equacdes e inequagdes envolvendo as fungdes raiz quadrada e raiz cabica.
. +Resolver problemas envolvendo as propriedades geométricas dos graficos de fungdes

reais de variavel real.

. +Resolver prablemas envolvendo as fung¢des afim, quadratica, raiz quadrada, raiz cubica,

mddulo, funcdes definidas por ramos e a modelacao de fenémenos reais.

. +Resolver problemas envolvendo a determinagao do dominio de fung¢des obtidas por

aplicacdo de operacoes algébricas a fun¢des dadas.
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Estatistica EST10

Caracteristicas amostrais

1. Manipular o sinal de sematdrio

1.

Designar, dado p € N e uma sequéncia de numeros reais (xl,xz,...,x,p), a soma
X, +x; ++-+x, por «somatério de 1 a p dos x;» (ou por «soma dos p termos da
sequéncia», quando esta designa¢do ndo for ambigua), representa-la por «Zfﬂ X;»,
designar o simbolo «X» por «sinal de somatdrio» e, para 1 <m < p, representar
também por («Ef:m Xi» @ SOMA Xy + Xy yq + o + X, («SOmatorio de m a p dos x;»).
Reconhecer, dados p € N, A € R e uma sequéncia de nimeros reais (xl,xz, ...,xp), que
a igualdade ¥ (Ax;)) =A3XF | x; representa, no formalismo dos somatdrios, a
propriedade distributiva da multiplicagdo relativamente a adi¢ao aplicada ao produto
de A pela soma das p parcelas x4, X, ..., Xp-
Reconhecer, dados p € N, uma sequéncia de numeros reais (xi,xz, ...,xp) e um
namero natural n tal que n <p, que a igualdade Zfﬂxi =¥r.x +Z?=n+1 X;
representa, no formalismo dos somatdrios, uma aplicagdo da propriedade associativa da
adicao a soma das p parcelas xy, x3, ..., Xp.

Reconhecer, dado p € N e sequéncias de nimeros reais (X;)1<izp € (Vi)1<izp, que a
igualdade 7 (x; + v;) = 3XF_, x; + ¥, y; representa, no formalismo dos somatérios,
uma aplicagdo das propriedades associativa e comutativa da adi¢do a soma das p
parcelas x; +y1, %2 + Y2, s Xp + Y.

2. Utilizar as propriedades da média de uma amostra

1.

Interpretar uma dada varidvel estatistica quantitativa em determinada popula¢do como
uma fun¢do numérica definida na populac¢ao, cujo valor em cada unidade estatistica é o
valor que mede a caracteristica em estudo nesse elemento da populagao.

Representar, dada uma varidvel estatistica quantitativa x em determinada popula¢do e
uma amostra A de dimensdo n € N dessa populagdo cujos elementos estdo numerados
de 1 a n, por «x;» o valor da variavel x no elemento de A com o numero i, por «x» a

sequéncia (xy,%5,...,X,), designd-la por «amostra da varidvel estatistica x» ou
simplesmente por «amostra» e por «valores da amostra» os valores x; ,1<i<n,
sempre que estes abusos de linguagem nao forem ambiguos.

Representar, dado n € N e uma amostra x= (%, %5, ..., X,,) de uma variavel estatistica,

1
L{:l Xi
n r

por «X» a média designando-a igualmente por «média da amostra x» sempre

que este abuso de linguagem nao for ambiguo.
Representar, dado n € N eumaamostra x = (x;, x5, ..., X,,) com m valores (1 < m < n),

por «X¥» o conjunto dos valores da amostra, por .?c'_l,;?c'z, ...,me 0s elementos de X, por
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«n» (1 <j<m) o cardinal do conjunto {i € {1,..,n}: x; = f}.}, designar n; por

it
. T

5. n - . . - z ;111' J
«frequéncia absoluta do valor X, e justificar que Z}’L, n=n equex= —’ﬂ—
designando esta ultima igualdade por «férmula da média para dados agrupados».
Representar, dado n € N, uma amostra x = (x,, x5, ..., X,,) € niumeros reais h e a, por
«ax + h» aamostra y = (ax; + h,ax, + h, ..., ax,, + h) e justificar que ¥y = ax + h.

Interpretar, dado n € N e uma amostra x = (x;,x5,...,X,), a média de x como a

abcissa do centro de gravidade de um segmento de reta no qual se colocou, para cada
valor :Tc'j. da amostra, um ponto material no ponto de abcissa i:'j. de massa igual a

respetiva frequéncia absoluta n;.
Reconhecer que o valor da média de uma amostra x = (x;, X5, ..., X;,) nUNca se mantém

quando, paraumdado i € {1, ...,n}, se altera o valor x; , e referir, por essa razao, que a
média é uma caracteristica amostral «com pouca resisténcia».

Definir e conhecer propriedades da variéncia e do desvio-padréo de uma amostra

1.

Designar, dado n € N, uma amostra x = (x;, x5, ..., X,,) e i € {1, ...,n}, por «desvio de x;

em relagdo a média» a quantidade x; —X , representa-la por «d;» e provar que
n —_
i=1 di - 0.

+Representar dado n € N e uma amostra x = (x,X,,...,X,), por «SS,» a soma

3 (x; — x)* dos quadrados dos desvios dos x; em rela¢do & média e reconhecer que
58y = E?:l xiz — nx?,

+Reconhecer, dado n € N e uma amostra x = (x;, X5, ..., X,, ), que € possivel calcular d,,

em fun¢do de dy,ds,...,d,_1 mas que d, so fica determinado se for conhecida a
totalidade desses n — 1 desvios, e referir, por esta razdo, que «55, tem n — 1 graus de
liberdade».

Justificar, dado n € N e uma amostra X = (x,%5,...,%,), que 5SS, = 0 se e somente se

X1 = X2 = .= Xp.

. Justificar, dado n € N, uma amostra x = (xy, x5, ..., X,) € numeros reais h e a, que se

y = x + h (respetivamente y = ax) entdo SS,, = SSy (respetivamente SS,, = a?SS,).
Justificar, dado n € N e uma amostra x = (X1, X2, ) Xp), Que SSy = X704 (X; — X)°n;,
onde :Tc'_l,it'z, ...,Zt:'m representam os m valores da amostra x e n; a frequéncia absoluta

de X ..
i

i 5SS
Designar, dado n € N (n > 1) e uma amostra x = (X}, X5, ..., X,), Sy° = - ’; por

s . 55. . =
«variancia da amostra x» e s, = ’n *l por «desvio-padrao da amostra x».
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8.

Justificar, dado n € N(n > 1) e uma amostra x = (x;,X,,...,X,), que s, =0 se e

somente se x; = Xp = - = X,

9. Justificar, dados n € N (n > 1), uma amostra x = (x;, X3, ..., X, ) € nUmeros reais h e a,

10.

11.

12.

quesey = x + h (respetivamente y = af] entao sy, = sy (respetivamente sy, = || sy).

Reconhecer, dada uma variavel estatistica quantitativa x em determinada populagao,
uma amostra A de dimensdon > 1 dessa populagao e sendo x = (x,, x5, ...,x,) uma

amostra correspondente da variavel estatistica x, que paratodo o k > () a percentagem
dos elementos da amostra A nos quais os valores da variavel estatistica tém desvios em

= . . . = < . 1 .
relacdo & média superiores a k desvios-padrdo é inferior a =z e interpretar este

resultado como tradugdo quantitativa da afirmagdo segundo a qual o par (X, s, ) reflete
a distribuicao dos valores da amostra x em termos de “localiza¢do” e de “dispersao”.

Reconhecer que para comparar a “dispersao” dos valores dos elementos de duas ou
mais amostras em torno da média, faz sentido comparar as respetivas variancias (ou os
respetivos desvios-padrao), sempre que a caracteristica quantitativa em anadlise seja a
mesma nas diversas amostras e que a respetiva medida esteja calculada na mesma
unidade.

Saber, dada uma populagdo, que existem critérios que conduzem a recolha de amostras
cujas médias e desvios-padrao sao consideradas boas estimativas da média e do desvio-
-padrao da populagao.

4. Definir e conhecer propriedades do percentil de ordem k

1.

Designar, dado n € N e uma amostra x = (x.l, X5, ...,xn), por «amostra x ordenada» a

sequéncia (x[1),x[2), ...,x(n)) tal que x¢1) < X2y < -+ < X(n), com 0s mesmos valores

que a amostra x , cada um deles figurando na sequéncia um niamero de vezes igual a
respetiva frequéncia absoluta enquanto valor da amostra x.
Designar, dado n € N, uma amostra x = (x4, X, ...,X,) € um numero natural k do

intervalo ]0,100], por «percentil de ordem k» o valor maximo da amostra se k = 100, a

P Kk kn Kk
média dos elementos de ordem Too e Too + 1 na amostra ordenada se k #+ 100 e To0

. . kn
for inteiro, e nos restantes casos, o elemento de ordem [ﬁ + 1 na amostra ordenada,

(onde, para x € R, «[x]» designa a «parte inteira de x», ou seja, o0 maior numero
natural inferior ou igual a x) e representa-lo por « P, ».
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3.

1.
2.

Reconhecer, dado n € N e uma amostra x = (x,, x5, ..., X,, ), que Pz, € igual a mediana
de x e saber que também ¢ usual definir o primeiro e o terceiro quartil de modo a

coincidirem, respetivamente, com P, e Fys.

Designar, dados numeros naturais n e k, k < 100, uma sequéncia crescente de

numeros reais (a; a,,...,&4y, ) € um conjunto de dados quantitativos organizados nos

intervalos de classe [a;, a;; 1 [, que se supdem de igual amplitude h > 0, por «percentil de
. L-1 __k vm

ordem k», o nimero x tal que ;27 (@41 — a)n; + (x —apn, = mzizi(aiﬂ —a;)n,

. — khn s A s
ou seja, tal que h¥ i ln, + (x —a))n, = onde n; é a frequéncia absoluta do

kn

intervalo de classe [a;, a;4 [ € L é o maior nimero natural tal que Y1~ n; < -

5. Resolver problemas

+Resolver problemas envolvendo a média e o desvio-padrao de uma amostra.
+Resolver prablemas envolvendo os percentis de uma amostra.
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11.°ano

Trigonometria e Funcoes trigonométricas TRI11

Extensdo da Trigonometria a dngulos retos e obtusos e resolu¢do de tridngulos

1. Definir as razdes trigonométricas dos dngulos retos e obtusos e resolver tridngulos

1.

Provar, dado um triangulo acutangulo [ABC], de angulos internos a = Bfi(.’,ﬁ =ABCe
y = ACB e de lados de medida a = BC, b = AC e ¢ = AB, fixada uma unidade de

sina  sinff  siny
b ¢’

comprimento, que e designar estas igualdades por «Lei dos senos»

ou «Analogia dos senos».

Estender a definicdo do seno aos dngulos retos, tomando sin @ = 1 quando o dngulo a
€ reto, reconhecendo que esta definigdo € a unica possivel por forma a estender a Lei
dos senos a triangulos retangulos.

Estender a definicdo do seno aos dngulos obtusos tomando, para um angulo a obtuso,
sin @ =sin a', onde a’ é suplementar a @, reconhecendo que esta defini¢do é a tnica
possivel por forma a estender a Lei dos senos a triangulos obtusangulos.

+Provar, dado um triangulo [ABC], de lados de medida a = BC, b = AC e ¢ = AB,
fixada uma unidade de comprimento, e sendo agudo o angulo interno em A, que, se
a = BAC, a? = b? + ¢* — 2bccosa, e designar este resultado por «Teorema de
Carnot» ou «Lei dos cossenos».

Estender a definicdo do cosseno aos angulos retos, tomando cos @ =0 quando o
angulo a é reto, reconhecendo que esta definicdo € a Unica possivel por forma a
estender a Lei dos cassenos ao caso de um angulo interno reto, reconhecendo que neste
caso se reduz ao Teorema de Pitagoras.

. +Estender a definicdo do cosseno aos angulos obtusos tomando, para um angulo a

obtuso, cos @ = —cos a', onde a’ é suplementar a a, reconhecendo que esta
definicdo € a unica possivel por forma a estender a Lei dos cossenos ao caso de um
angulo interno obtuso.

Estender a todos os angulos convexos a propriedade segundo a qual, dados angulos a e a'
com a mesma amplitude & = @', 0 seno e o cosseno de & s3o respetivamente iguais ao
seno e ao cosseno de a' e designa-los também respetivamente por seno e cosseno de @&.
Determinar, dado um triangulo [ABC], fixadas unidades de comprimento e de
amplitude de angulos e conhecidas as medidas dos comprimentos dos trés lados (LLL),
as medidas do comprimento de dois dos lados e da amplitude do dngulo interno por eles
formado (LAL) ou as medidas do comprimento de um dos lados e das amplitudes dos
dois angulos internos que lhe sdo adjacentes (ALA), as medidas dos comprimentos dos
restantes lados e as medidas das amplitudes dos restantes angulos internos do
tridngulo, designar este procedimento por «resolucdo do tridngulo [ABC|» e obter
valores aproximados destas medidas na forma de dizimas finitas até uma dada ordem,
utilizando uma maquina de calcular.
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Orienta¢do de dngulos num plano e rotagdes

2. Definir angulos orientados e as respetivas medidas de amplitude

1.

Identificar «angulo orientado» como um angulo ndo nulo nem giro no qual se fixa um
dos lados para «lado origem», designando o outro por «lado extremidade».

Identificar um angulo orientado de um plano como tendo «orientagdo negativa»
quando, imaginando os movimentos dos ponteiros de um relégio cujo mostrador se
supde situado nesse plano m, 0s ponteiros podem descrever o dngulo comec¢ando no
lado arigem e terminando no lado extremidade, identificar um angulo orientade como
tendo «orientagao positiva» no caso contrario, e afetar do sinal «—» as amplitudes dos
primeiros enquanto angulos orientados, bem como as respetivas medidas.

3. Definir rota¢des sequndo Gngulos orientados

1.

Designar, dados dois pontos O e M e um angulo orientado a em determinado plano, um
ponto M’ por «imagem do ponto M pela rotacdo de centro O e de dngulo orientado a»
quando OM = OM’ e OM' for o lado extremidade do angulo orientado de lado origem
OM e com a mesma amplitude de @ enquanto angulos orientados.

4. Definir Gngulos generalizados

1.

Identificar um «angulo generalizado» (ou «angulo trigonométrico») como um par
ordenado (&, n), onde a ¢ um angulo orientado ou um angulo nulo e n € um ndmero
inteiro, que é positivo ou nulo se a tiver orientacdo positiva e negativo ou nulo se a
tiver orientacdo negativa, interpretando-o intuitivamente como o resultado de rodar o
lado extremidade do angulo « (ou, no caso de a ser nulo, o unico lado, coincidente com
a), realizando |n| voltas completas, no sentido determinado pelo sinal de n.

Designar o lado origem (respetivamente extremidade) de um &angulo orientado «
também por «lado origem (respetivamente extremidade) dos angulos generalizados
(a,n)» e um angulo nulo @ também como «lado origem e extremidade dos angulos
generalizados (w, n)».

Identificar, fixado um angulo unidade e sendo g a medida de amplitude dos angulos
giros, a medida de amplitude do angulo generalizado (a,n) como a + ng, onde a € a
medida de amplitude do angulo orientado ou nulo «.

Reconhecer que dois angulos generalizados (@, n) e (a¢',n") tém a mesma amplitude se
e somente a e @ tiverem a mesma amplitude e n = n’ e justificar, fixado um angulo
unidade que, dado um numero real x e fixada uma semirreta para lado arigem, existe
um e apenas um angulo generalizado cuja medida de amplitude € igual a x.

Identificar, fixado um ponto O e um angulo generalizado (a, n), a «rotagao de centro O
e angulo generalizado (a,n)», no caso de a ser um angulo nulo, como a aplicagdo
identidade no plano e nos restantes casos como a aplicacao do plano sobre si préprio
que a cada ponto distinto de O associa a imagem desse ponto pela rotacdo de centro O
e angulo orientado a e ao ponto O associa o préprio ponto 0.

Reconhecer, dado um ponto O e angulos generalizados (a,n) e (a',n"), a,a’ angulos
orientados, que as rotagdes de centro O e angulos generalizados (a,n) e (a,n')
coincidem se e somente se « e @' tiverem a mesma amplitude ou se tiverem sentidos
contrarios e os valores absolutos das respetivas amplitudes tiverem soma igual a8 medida
de um angulo giro.
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5. Definir as razbes trigonométricas dos Gngulos generalizados

1. Designar um referencial ortonormado num dado plano como «direto» quando o
primeiro quadrante, considerado como angulo orientado de lado origem coincidente
com o semieixo positivo Ox e lado extremidade coincidente com semieixo positivo Oy,
tem orienta¢ado positiva.

2. Designar, dado um referencial ortonormado em dado plano, a circunferéncia centrada
na origem e de raio 1 desse plano também por «circunferéncia trigonométrica» (ou, por
abuso de linguagem, por «circulo trigonométrico»).

3. Identificar, dado um referencial ortonormado direto em dado plano e um angulo
orientado a desse plano, o «seno de a» (respetivamente o «cosseno de a») como a
ordenada (respetivamente a abcissa) do ponto P, interse¢do da circunferéncia
trigonométrica com o lado extremidade do angulo orientado de lado origem coincidente
com o semieixo positivo Ox e de amplitude igual a a, representa-lo por sin(a), sen(ea),
sin a ou sen a (respetivamente por cos(a) ou por cos a), reconhecer que este valor ndo
depende da escolha do referencial, e que esta defini¢do estende a definicdao de seno
(respetivamente de cosseno) de angulos geométricos convexos, se o identificarmos com
o seno (respetivamente cosseno) de um angulo arientado com a mesma amplitude.

4. |dentificar, dado um referencial ortonormado direto em dado plano, e um angulo
orientado a desse plano de lados ndo perpendiculares, a «tangente de a» como a
ordenada do ponto P, interse¢do da reta de equacdo x = 1, tangente a circunferéncia
trigonométrica no ponto de coordenadas (1,0), com a reta suporte do lado extremidade
do angulo orientado de lado origem coincidente com o semieixo positivo Ox e de
amplitude igual a «, representa-la por tan(a), tg(a), tana outg a, reconhecer que

tana = % e que esta defini¢cdo estende a defini¢cdo de tangente de um dngulo agudo,

se a identificarmos com a tangente de um angulo orientado com a mesma amplitude.

5. ldentificar, dado um angulo generalizado 8 = (a, n), o «seno de &», o «cosseno de » e
a «tangente de @» como, respetivamente, o seno, o cosseno e a tangente de «.

6. Justificar, dados angulos generalizados @ e 8’ com a mesma amplitude 8 = e, que o
seno, 0 cosseno e a tangente de @ sdo respetivamente iguais ao seno, ao cosseno € a
tangente de 6" e designa-los também respetivamente por seno, cosseno e tangente de 6.

6. Definir medidas de dngulos em radianos

1. Designar por «radiano» a amplitude de um angulo ao centro de uma circunferéncia que
nela determina um arco de comprimento igual ao raio e reconhecer que o radiano ndo
depende da escolha da circunferéncia, aproximando o comprimento do arco de
circunferéncia por comprimentos de linhas poligonais inscritas.

2. Efetuar conversdes de medidas de amplitude de dngulos de graus para radianos e de
radianos para graus, comecando por justificar que um &ngulo giro tem amplitude 2m
radianos.
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7. Definir fungdes trigonométricas e deduzir propriedades

1.

10.

Identificar, dado um numero real x, a «tangente de x» (respetivamente o «seno de x» e
0 «cosseno de x») como a tangente (respetivamente o seno e o cosseno) de um angulo
generalizado de medida de amplitude igual a x, em radianos, sempre que esse valor
esteja definido, e designar a fun¢do assim determinada nesse conjunto de nimeros reais
e com conjunto de chegada R por «(fun¢do) tangente» (respetivamente «{fun¢ao)
seno» e «({fungao) cosseno»), representando-a por «tan» ou «tg» (respetivamente por
«sin» ou «sen» e por «cos») e o respetivo valor num ponto x do dominio também por
tan x ou tg x (respetivamente por «sin x» ou «Sen x» e por «Cos x»).

Identificar, dado um ndmero P > 0, uma fungao [ como «periddica de periodo P» ou
«P-periddica» se paratodoox €Ds, x+P €Dre f(x + P) = f(x).

Designar, dada uma fungéo f, o nimero P, > 0 por «periodo fundamental de f ou por
«periodo positivo minimo de f» se f for Py-periddica e ndo admitir outro periodo P
inferior a P,.

. Justificar que as fun¢bes reais de varidvel real seno e cosseno tém dominio R,

contradominio [—1,1] e periodo fundamental Py = 2m.
Provar que as zeros da fungao seno (respetivamente da fungdo cosseno) sdo as nimeros

da forma km, k € Z (respetivamente da forma %+ km, k € 7).

. Justificar que a fung¢do seno (respetivamente a fun¢do cosseno) admite extremos locais nos

pontos de abcissa da forma §+ km, k € Z (respetivamente da formax= kr , k € Z).

Provar que para todo o x € R, cos® x + sin” x = 1, reconhecendo que esta igualdade
generaliza a formula fundamental da Trigonometria, e referi-la igualmente por essa

designagao.
Justificar que, para todo o x € R, cos (—x) = cosx, sin(—x) = —sinx, cos (x + ) =
—cosx, sin (x + ) = —sinx, cos (x i%) = +sinx e sin (x + E) =+ cosx.

Justificar que a fungdo real de varidavel real tangente tem dominio
Dign = R\{x: x =%+ km ,k € Z}, contradominio R, periodo fundamental Py =m e

que os respetivos zeros sdo 0s numeros da forma km, k € Z.
Justificar que as fun¢des seno e tangente sdo impares e a fun¢do cosseno € par.

8. Definir fun¢bes trigonométricas inversas

1.

+Reconhecer que as fun¢des sin: [—g,g] - [-11], cos:[0,m] = [-1,1] e

tan :] — E,E[ — [R, obtidas por restri¢do respetivamente das fun¢ées sin, cos e tan aos
22

intervalos indicados e tomando para conjuntos de chegada os respetivos
contradominios, sdo bijetivas e designar as bije¢bes reciprocas por «(fun¢do) arco-
-seno» (arcsin ou arcsen), «(fun¢do) arco-cosseno» (arccos) e «(fun¢ao) arco-tangente»
(arctan ou arctg), respetivamente, sabendo que sdo valores aproximados destas fun¢des
que as calculadoras fornecem, associados as teclas, respetivamente, sin™!, cos™! e
tan~1, desde que esteja selecionado o radiano para unidade de medida dos angulos.

Reconhecer, dados nimeros reais x e @, que cos x = CO0S & se e somente se existirk € Z

talquex = a + 2kmroux = —a + 2km.
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3. Reconhecer, dados numeros reais x e @, que sinx = sin « se e somente se existirk € Z
talquex = a+ 2kroux =m — a + 2km.

4. Reconhecer, dados numeros reais x e a do dominio da funcdo tangente, que tanx = tan
se e somente se existir k € Z tal que x = a + k.

5. Resolver equagdes daformasinx = a,cosx =aetanx=a,a € R.

. Resolver problemas

1. +Resolver problemas envolvendo a resolucdo de tridngulos.

2. +Resolver problemas envolvendo a determinacdo de distincias utilizando dngulos e as
respetivas razdes trigonométricas.

3. +Resolver equagdes trigonométricas e prablemas envolvendo férmulas trigonométricas
e a determinagdo de razoes trigonométricas.

4. +Resolver problemas envolvendo fungbes trigonométricas.
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Geometria Analitica GA11

Declive e inclinagdo de uma reta

1. Definir ainclinacdo de uma reta

1.

3.

Identificar, fixado um plano munido de um referencial ortonormado de origem O e dada
uma reta r que passa pela origem e € distinta do eixo Ox, a «inclinagdo de r» como a
amplitude do angulo convexo formado pelo semi-eixo positivo das abcissas e a
semirreta OP, onde P é um qualquer ponto de r de ordenada positiva, e identificar a
inclina¢do do eixo das abcissas como a amplitude nula.

Identificar, fixado um plano munido de um referencial ortonormado de origem 0, a
inclinagdo de uma reta r como a inclina¢do da reta paralela a r que passa por 0.
Justificar, fixado um plano munido de um referencial artonormado, que o declive de
uma reta ndo vertical é igual a tangente trigonométrica da respetiva inclinacdo.

Produto escalar

2. Definir e conhecer propriedades do produto escalar de vetores

1.

o N W

10.

Identificar, fixada uma unidade de comprimento, dados vetores ndo nulos % e ¥, o
«produto escalar (ou interno) de & e ©¥» como o nimero OP X O_Q' (respetivamente o
nimero — OP x 0Q') onde, fixado um ponto 0, P=0+1u, Q=0+9, Q é a
proje¢do ortogonal de @ na reta OP, se w e OP tiverem o mesmo sentido
(respetivamente se tiverem sentidos contrdrios), reconhecendo que este valor
independente da escolha do ponto 0, identificar o produto escalar de vetores U e
como nulo se um dos vetores for nulo e representar o produto escalar de vetores 1 e ¥
por «u . U».

ARy + Y

Identificar, dados vetores ndo nulos u e ¥, «angulo dos vetores i e U» como qualquer

angulo convexo, nulo ou raso POQ tal que & = OP e ¥ = 0Q, reconhecendo que tém

todos a mesma amplitude, designar também essa amplitude por «angulo formado pelos
vetores u e U» quando essa designacao nao for ambigua, e representa-la por « [ﬁ?ﬁ)».
Provar, dados vetores % e ¥ ndo nulos, que i . & = ||%|||| 7| cos (&, D).

Identificar vetores 1 e ¥ como «perpendiculares» quando um deles for nulo ou quando,
nao sendo nulo nenhum dos dois, forem perpendiculares duas retas de vetores diretores
respetivamente iguais a 1 e a U , e indicar que U e ¥ sdo perpendiculares escrevendo
«l L v».

Justificar, dados vetorestie ¥, que i . V=0 uU L V.

Justificar, dado um vetor U, que 1.1 = ||i]|%.

Justificar, dados vetores i e ¥, que i .UV = ¥.U .

+Provar, dados vetores 1 e ¥ e um numero real A, que (Aw) .U = A(u . V) .

+Provar, dados vetores i, vew ,que (U + V) . w=u.w+v.w .

Justificar, fixado um plano munido de um referencial ortonormado e vetores % (u,,u,) e
v(vq, 1), que .U = u v, + Uy, , comecando por justificar que e;.e; = e;.e; =1e
e.e; =0.
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11.

12.

Provar, fixado um plano munido de um referencial ortonormado, que duas retas de
declives respetivamente iguais a m e a m' sdo perpendiculares se e somente se
mm' = —1.

Justificar, fixado um referencial ortonormado do espaco e dados vetores (i, us, u3) €
v(vy, V9, v3) do espago, que U. U = u vy + uy vy + uz vy, comegando por justificar que

6.6 =€.6; =€3.63=1ee).¢; =¢,.63=e.63 = 0.

3. Determinar equag¢des de planos no espaco

1.

Identificar um vetor ¥ como «normal a um plano a» se for nulo ou, ndo sendo nulo, se
as retas de vetor diretor  forem perpendiculares a « .

. lustificar, dados planos a e f§ e vetores v"a e ﬁﬁ nao nulos, normais respetivamente a @ e

B, que a e 8 sdo (estritamente) paralelos ou coincidentes se e somente se 7, e ﬁﬁ
forem colineares e a e f sdo perpendiculares se e somente se U, e ﬁﬁ- forem
perpendiculares.

. lustificar, dado um vetor ndo nulo ¥ normal a um plano a e um ponto P, € a, que para

todo o ponto P do plano, P € a & PTﬁ. v=0.

Reconhecer, fixado um referencial ortonormado do espa¢o e dado um vetor ndo nulo
v(vq,2,73) € um ponto Py(xo, Vo, Zo), que existe um Unico plano @ que passa por
Py tal que ¥ é normal a « e provar que P(x,y,z) €Ea se e somente se

v (x — %) + v, (y — yp) + v3(z — 7)) = 0.

. Justificar que as equagbes da forma ax+by+cz+d =0, onde a,b,c,d ER,

(a,b,c) # (0,0,0), sdao equagdes de planos e, reciprocamente, que qualquer plano
admite uma equacgdo cartesiana daquela forma.

. Justificar, dados a, b,c,d € R, (a,b,c) # (0,0,0), que o vetor de coordenadas (a, b, c)

€ normal ao plano de equagdo ax + by + cz +d = 0.
Identificar, dado um plano @, um vetor U como «paralelo a a» se ¥ for nulo ou, nio
sendo nulo, se for vetor diretor de uma reta de «.

. +Provar, dado um plano @, um ponto P, € @ e dois vetores # e ¥ ndo colineares

paralelos a a, que para todo o ponto P do espago, P € a & 3As,t E R, P = Py + su + tv
e designar esta equacao por «equacdo vetorial do plano a».

. Justificar, dado um plano @, um ponto P, (x,, vy, 2p) € a@ e dois vetores 1(u,, 1, U,) €

(v, 5, v3) nado colineares paralelos a a, que para todo o ponto P(x,y,z) do espaco,
PeEao=as;teRx=xy+suyy vy Ay=ygtsu, +ivaAz=2zp+sus+tvy e
designar este sistema de equac¢des por «sistema das equag¢des paramétricas do plano a».

4. Resolver problemas

1.
2.

+Resolver problemas envolvendo a no¢ao de produto escalar de vetores.
+Resolver problemas relativos a determinacdo de equacbes de retas do plano em
situagdes diversas envolvendo a nogao de perpendicularidade.

. +Resolver problemas relativos a determina¢do de equacdes de planos em situagdes

diversas envolvendo a nogao de perpendicularidade e de paralelismo.

. +Resolver problemas envolvendo equagdes de planos e de retas no espago.
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Sucessoes SUC11

Generalidades sobre sucessdes

1. Caracterizar o conjunto dos majorantes e dos minorantes de um conjunto de numeros reais

1.

Identificar um subconjunto A de R como «majorado» quando existe um namero real M
tal que Va € A,a < M e designar M por «majorante de A».

Identificar um subconjunto 4 de R como «minorado» quando existe um nimero real m
tal que Va € A, a = m e designar m por «minorante de A».

Identificar um subconjunto A de R como «limitado» quando for majorado e minorado.
Designar por «maximo» (respetivamente por «minimo») de um subconjunto A de R um
majorante (respetivamente um minorante) de A pertencente a A e justificar que se
existir & anico.

Estudar propriedades elementares de sucessoes reais

1.

Identificar uma «sucessao real» (ou simplesmente «sucessao» quando esta designagao
nao for ambigua) como uma fungdo u de dominio N e de conjunto de chegada R, e
representar por «u,», dito «termo geral da sucessdo», aimagem u(n)den € Nporue
por «(1, )nen» (ou simplesmente por «(u,)», ou ainda por «u,» quando estas
notagoes nao forem ambiguas) a propria sucessao u.

Identificar uma sucessdao (u,) como «crescente» (respetivamente «decrescente»)
quando o for como funcdo real de variavel real, ou seja, quando para quaisquer
P, P2 €N, p, > p, = u, >u, (respetivamente p; > p, = wu,, < u,,)ereconhecer
que (u,) é crescente (respetivamente decrescente) se e somente se para todon € N,
Upiq > Uy (respetivamente ty,,q < Uy).

Identificar uma sucessdo (u,) como «crescente (respetivamente decrescente) em
sentido lato» quando para quaisquer p;,p, € N, p; > p, = u, 2 u,,, (respetivamente
P> p2 = Uy, Sup,) e reconhecer que () €& crescente (respetivamente
descrescente) em sentido lato se e somente se para todo n€N, u,,, =u,
(respetivamente u,, 1 = Uy).

Identificar uma sucessdao (u,) como «majorada» se o conjunto {u,:n € N} dos
respetivos termos for majorado e designar os majorantes deste conjunto também por
«majorantes da sucessao».

Identificar uma sucessdo (u,) como «minorada» se o conjunto {u,:n € N} dos
respetivos termos for minorado e designar os minorantes deste conjunto também por
«minorantes da sucessaon.

Designar por «limitada» uma sucessado (u,,) simultaneamente majorada e minorada.

Principio de Indugdo matematica

3.

Utilizar o principio de indugdo matematica

1.

Saber, dada uma condigdo T'(n), que a proposicdo Vi € N, T(n) é verdadeirase T(1) for
verdadeira e se, além disso, para todo o n €N, T(n)= T(n+ 1), designar este
resultado por «principio de inducdo (matematica)», T(n), enquanto antecedente da
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3.

implicaggo T(n) = T(n+ 1), por «hipotese de inducao» e a proposi¢ao Vn € N,
T(n) = T(n + 1) por «hereditariedade» da propriedade T(n) e saber que o principio de
inducdo pode estender-se, mutatis mutandis, fixado um nimero inteiro p e uma condicao
T(n), a demonstragéo da proposigdo Vn € N,, T(n),ondeN, ={n€Z: n = p}.

. Saber, dada uma funcdo f:4A — A e a € A, que existe uma Unica sucessdo (u,)

de elementos de A tal que u, =a e YvnEN, u, ., = f(1,), referir que estas
condicdes definem a sucessdo (u,) «por recorréncia» e saber que estes resultados
podem estender-se, mutatis mutandis, a definicao de funcbes de N, em A, onde
N, ={n €Z: n = p}, também designadas por «sucessdes (indiciadas em N )».

+Utilizar o principio de indugdo para efetuar demonstragdes.

Progressoes aritméticas e geométricas

4. Calcular o termo geral de progressées aritméticas e geomeétricas

1.

Designar, dados a,r € R, por «progressao aritmética de primeiro termo a e razao r» a
sucessao definida por recorréncia por u; = a e, paratodoon € N, U4 = u, +r.

. Justificar que o termo geral da progressao aritmética de primeiro termo a € R e de

razior € Rédadoporu, =a+ (n—1)r.

Designar, dados a,r € R, por «progressao geométrica de primeiro termo a e razdo r» a
sucessao definida por recarréncia poru; = aeparatodon € Nt = 4y X 1.
Justificar que o termo geral da progressdao geométrica de primeiro termo a e razdo r

ndo nula é dado por u,, = ar™ 1.

5. Calcular a soma de um numerao finito de termas de progressées aritméticas e geométricas

1.

Designar, dado N € N, por «progressdao aritmética (finita) de comprimento N»
(respetivamente «progressdo geométrica (finita) de comprimento N»), a sequéncia
(uy,uy, ..., uy) «dos N primeiros termos» de uma progressdao aritmética
(respetivamente geométrica) (1,).

. +Reconhecer, dado N € N, que a soma dos termos de uma progressdo aritmética de

. « . o
comprimento N, (uy,u,, ..., uy), édadapor S = 3N u; =% X N.

+Reconhecer, dado N € N, que a soma dos termos de uma progressdo geométrica de

comprimento N, de primeiro termo u; e de razido r diferente de 1, é dada por

1-rN

S=u1 1"

Limites de sucessées

6. Definir o limite de uma sucesséio

1.

Identificar, dada uma sucessao (u,,) , um namero real [ como «limite da sucessédo (u,)»
ou como «limite de u,, quando n tende para +co» quando, para todo o nimero real
3 > 0, existir uma ordem p € N tal que Yn€ N,n > p = |u, — 1| < 9, referir, nesta
situagdo, que «u, tende para I» («u, — I»), e designar a sucessdo (u,) por
«convergente» quando um tal limite ! existe e por «divergente» quando nio for
convergente.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Provar que uma sucessao convergente (1, ) admite um unico limite e representa-lo por

« lim 1,», «lim w,,» ou simplesmente por «lim wu,, ».
=400 n

+Reconhecer que as sucessdes convergentes sdo limitadas.

Saber que uma sucessao crescente (respetivamente decrescente) em sentido lato e
majorada (respetivamente minorada) é convergente.

Identificar uma sucessdo (u,) como «tendo limite 4+oo» { lim u,, = oo, liTrln U, = +oo

T4 o0
ou limu, = +00) quando, para todo o L > 0, existir uma ordem p € N tal que

vn € N,n=p = u, > L, referir, nesta situagdo, que «u, tende para +oo» («u, —

+con) e reconhecer que uma tal sucessao € divergente.

Identificar uma sucessao (1, ) como «tendo limite —co» { lim u, = —oo, limu,, = —o
n—+co n

ou limwu, = —oo) quando, para todo o L > 0, existir uma ordem p € N tal que
VvneEN,n=>p=u, <-—L , referir, nesta situa¢do, que «u, tende para —co»
(«1y, — —oon) e reconhecer que uma tal sucessdo € divergente (e nao tende para +0).
Reconhecer, dada uma sucessao (u,,) com limite [ € R ou tendendo para +co ou para
—oo (respetivamente sem limite), que qualquer sucessao (v,) que possa ser obtida de
(u,,) alterando apenas um numero finito de termos, tem o mesmo limite
(respetivamente nao tem limite).

. +Provar, dada uma sucessdo (u,,) limitada e uma sucessdo (u,,) com limite nulo, que

limu,v, =0.
Provar, dados nimeros reais a, b, ¢ e d e utilizando a definicdo de limite, que o limite da

sucessdo de termo geral u, = % (cn + d # 0 para todo o n) € igual a % sec+0,a
4o, se c =0 e%>0, a—ocosec=0 e%<0 e a%, se a=c =10, ou seja, em
particular, que o limite de uma sucessdo constante € igual & propria constante.

Pravar, utilizando a defini¢do de limite, que, dado um ndmero racional p, lim n? = oo
sep>0elimn? =0sep < 0.

Provar, dadas duas sucessdes (u,,) e (v,) convergentes, com limites respetivamente
iguais a [, e [,, que a sucessao (u,, + v,) € convergente e que lim (u,, + v,,) = {,+1,.
#Provar, dadas duas sucessdes (u,) e (v,) convergentes, com limites respetivamente
iguais a [, e [, que a sucessao (u, v,) € convergente e que limu,v, = ;1.

#Provar, dada uma sucessio (u,,) convergente de termos nao nulos, com limite [; ndo

11 . -
nula, que hmzzt_ e justificar que se for também dada uma sucessdo (V,)nen
i 1

n [

convergente, com limite [, entdo a sucessdo (Z_n) é convergente e lim:“—" =
#Provar, dada uma sucessdo convergente (1) € um nimero real a, que a sucessio de
termo geral au, € convergente e que lim (aw,) = alimu,,.

ftProvar, dada uma sucessao convergente (1,,) € um numero racional r, que, se r € N,
ou se os termos da sucessdo forem todos nao negativos e r for positivo, ou ainda se os
termos da sucessdo forem todos positivos, entdo a sucessao de termo geral (u,)" €
convergente e lim (u,)" = (limu,)".

Provar, dadas sucessoes (u,) e (v,), com limites respetivamente +o e [ € R (ou
ambas com limite +co0), que lim(w, + v,,) = +co e representar esta propriedade por
«+00 + [ = 4oco» (ou por «+0o + (+00) = 4oon).

ftProvar, dadas sucessoes (u,) e (v,), com limites respetivamente —co e [ € R (ou
ambas com limite —oo), que lim(u,, + v,,) = —co e representar esta propriedade por
«—co + [ = —con (ou por «—co + (—o0) = —con).

Fotocopiadvel © Texto | MVT 12



18.

19.

20.

21.

22.

23.

24,

25.

26.

27.

28.

29.

Justificar, dadas sucessoes (u,) e (»,), que apenas da informacdo limw,, =+ e
lim v, = —oe nada se pode concluir acerca da existéncia de lim(u,, + v,,) e referir esta
situacdo por «indeterminacio do tipo (+o0) + (—o0)».

#Provar, dadas sucessdes (u,), com limite +oo, e (1,) com limite { € R* ou +co
(respetivamente com limite [ € R~ ou —o0), que lim(u,v,) = +oo (respetivamente
lim(u,v,) = —o0) @ representar estas propriedades por
«(+0) X [ = +oon e «(+00) X (+0o0) = +oo» (respetivamente por «(+00) X [ = —oon
e «(40e0) X (—co0) = —con),

#Provar, dadas sucessdes (u,), com limite —oo, e (v,) com limite [ € R*
(respetivamente com limite [ € R~ ou —o0), que lim(u, v,) = —co (respetivamente
lim(u,v,) =+w) e representar esta propriedade por «(—o0) X[l = —oco»
(respetivamente por «(—o0) X [ = +oo» e «(—00) X (—o0) = +oon).

#iProvar, dada uma sucessdo (u,) com limite +co e de termos ndo negativos
(respetivamente com limite —co) e um numero racional r positivo (respetivamente
r € N), que a sucessao de termo geral u,] tem limite +oo (respetivamente tem limite
+oo se r for par e limite —oo se r for impar) e representar esta propriedade por
«(400)" = +0on (respetivamente por «(—0)" = 40o» se r for par e por «(—)" = —co»
se r for impar).

Justificar, dadas sucessdes (u,) e (v,) que apenas da informag¢do limu, = +oo (ou
limu,, = —o0) e lim v, = 0 nada se pode concluir acerca da existéncia de lim(u,v,) e
referir esta situa¢do por «indetermina¢ao do tipo co X O».

#Provar, dada uma sucessdo (v,,) de termos ndo nulos, positiva a partir de certa ordem,

- . .1 .
com limite nulo («lim v, = 0% »), que hmv— = 4o e representar esta propriedade por
mn
1
== +can,
#Provar, dada uma sucessao (v,,) de termos ndo nulos, negativa a partir de certa ordem,

. . - L1 .
com limite nulo («lim v, = 07 »), que lim— = —oo e representar esta propriedade por
Ty

1
Y— = —0ONn,
0—

#Provar, dada uma sucessdo (v, ) de termos ndo nulos e a tender para +oo ou para —oo,

que limvl = ( e representar esta propriedade por «& = O».

n

Justificar, dadas sucessbes (v,) e (v,), que apenas da informacdo limu,, = tco e
limwv, = oo (respetivamente limu,, = limw,, = 0, onde (v,,) ndo se anula) nada se

. PP . . . w . . =
pode concluir acerca da existéncia do limite lim—= e referir esta situacdo por

vT(
. . = . e} . " . = . 0
«indeterminac¢do do tipo —» (respetivamente «indetermina¢do do tipo E”)'

Justificar, dado um polindmio P(x) de grau superior ou igual a 1, que a sucessio
(P(n) pey € tal que lim P(n) = +oo se o coeficiente do termo de maior grau da forma
reduzida de P for positivo e que lim P(n) = —co no caso contrario.

Calcular, dadas sucessdes (P(n) )pen € (Q(1) )yen, onde P(x) e Q(x) sdo polindmios,
Q(x) sem raizes naturais, o limite lim% e relaciona-lo com os graus de P(n) e @(n)
e com os coeficientes dos termos de maior grau das respetivas formas reduzidas.
+Provar, dado um nimero real @ > 0, que lima™ = +owsea > 1 e quelima™ =0 se

a<1.

Fotocopiadvel © Texto | MVT 12

43



44

30.

31

+Provar, dado um numero real a > 0, que lim Va = 1, comecando por observar, no
n
casodea > 1, que 1 sas(l +5) )
n

Saber de memédria os limites das sucessdes de termo geral n? (p € Q), a™ e Va (a > 0).

7. Resolver problemas

1.

+Resolver praoblemas envolvendo o estudo da monotonia e a determinacdo de
majorantes e minorantes de sucessdes.
+Resolver problemas envolvendo progressdes aritméticas e geomeétricas.

. +Calcular, por meios algébricos, o limite de sucessdes em situagdo indeterminada e

referir esse calculo como um «levantamento da indeterminag¢do».
+Resolver problemas envolvendo a nog¢ao de limite de uma sucessao.
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Funcgoes Reais de Variavel Real FRVR11

Limites segundo Heine de fun¢des reais de varidvel real

1. Definir limite de uma fung¢éo num ponto e estudar as respetivas propriedades fundamentais

1.

Identificar, dado um conjunto A C R e a € R, a como «ponto aderente a A» quando
existe uma sucessdo (x,,) de elementos de A tal que limx,, = a.

. ldentificar, dada uma fun¢do real de varidvel real f e um pontoa €R,

b € R como «limite de f(x) quando x tende paraa» quando a for aderente ao
dominio D de f e para toda a sucessdo (x,) de elementos de Dy convergente
paraa, lim f( x,) = b, justificar que um tal limite, se existir, € tinico, representa-lo por
«j]ti_rf}lf(xj», referir, nesta situagdo, que «f(x) tende para b quando x tende paraa» e

estender esta defini¢do e propriedade ao caso de limites infinitos.

Identificar, dada uma fungéo real de varidvel real f e a € R, b € R como o «limite de
f(x)quando x tende para a por valores inferiores a a» quando
b= chi_gr& f j-co,a[(X), representar b por xh{f}_f (x), designa-lo também por «limite de

f(x) a esquerda de a», referir, nesta situacdo, que «f (x) tende para b quando x tende
para a por valores inferiores a a» e estender esta definicdo ao caso de limites infinitos.

Identificar, dada uma fungéo real de variavel real f e a € R, b € R como o «limite de
f(x)quando x tende para a por valores superiores a a» quando
b= chi_gr& f ha,+oo[(X), representar b por xljglj(x)’ designa-lo também por «limite de

f(x) a direita de a», referir, nesta situacdo, que «f(x) tende para b quando x tende
para a por valores superiores a a» e estender esta definicdo ao caso de limites infinitos.

. Saber, dada uma fun¢do real de variavel real f e um ponto a aderente ao respetivo

dominio Dy, que se a & Dy e se os limites lim f(x) e lim f(x) existirem e forem iguais,
X x—at

entdo existe o limite }Cﬂf(x) e que, nesse caso, ;lcl_rgf(x) = xll,'f}-f(x) = Jfél+f(x)'

. Saber, dada uma funcao real de varidvel real f e um ponto a € D¢, que se os limites

x]_i'rél_f (x) e xli’I;I[’lq_ f(x) existirem e forem ambos iguais a f(a), entdo existe o limite
}:i_r)téf(x) € que, Nesse €aso, ‘!Ci_r)léf(x) = xli]“lll_[(x) = x]ir.lzl*r[(x)'

Identificar, dada uma fungao real de varidvel real f cujo dominio ndo € majorado como
«limite de f(x) quando x tende para mais infinito» quando para toda a sucessdo (x,) de
elementos de Dy com limite +co, lim f( x,,) = b, justificar que um tal limite, se existir, é
unico, representa-lo por xl_i,Tmf(x)' referir, nesta situa¢do, que «f(x)tende parab

quando x tende para mais infinito» e estender esta definicdo e propriedade ao caso de
limites infinitos.

Identificar, dada uma funcdo real de variavel real f cujo dominio ndo € minorado como
«limite de f(x) quando x tende para menos infinito» quando para toda a sucessao (x,)
de elementos de Dy com limite —oo, lim f(x,) = b, justificar que um tal limite, se
existir, € unico, representa-lo por xl_l;nlof(x), referir, nesta situagao, que «f(x) tende
para b quando x tende para menos infinito» e estender esta definigdo e propriedade ao
caso de limites infinitos.
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9.

10.

11.

Justificar que os limites da soma, do produto e do quociente de fun¢des f: Dy > R e
g: D, = R e do produto por um escalar a e da poténcia de expoente racional r de uma
fungao f: Df — IR, se calculam, em pontos aderentes aos dominios respetivamente de

fta fg , af e f7 a partir dos limites de f e g nesse pontos de forma analoga ao

caso das sucessﬁes, recanhecendo que se mantém as situagdes indeterminadas.
lustificar, dada D C R, fungdes f:D - Re g:D — R e um ponto a aderente a D, que se
limf(x) = 0 ese g élimitada entdo lim[f(x)g(x)] = 0 e estender este resultado ao caso
Xl Xl

de limites por valores superiores ou inferiores a a bem como ao caso de limites em +co.
Justificar, dadas func¢des reais de varidvel real f e g e um ponto a aderente a D, que
selimf(x) =h € Re llmg(x) = ¢ € Rentdo lim(gnf)(x) =c.

X—a

2. Definir a nogdo de continuidade e as respetivas propriedades fundamentais

. Justificar, dada uma funcao real de variavel real f e um ponto a do respetivo dominio

que se o limite lim f(x) existe entdo é igual a f (a).
X=a

Designar, dada uma fun¢ao real de variavel real f e um ponto a do respetivo dominio, a
fungdo f por «continua em a» quando o limite lim f (x) existe.
X—a

. Designar, dada uma funcdo real de variavel real f de dominio Dy, a fun¢do f por

«continua no conjunto A € Dg» quando f € continua em todos os pontos de A e
simplesmente por «continua» quando € continua em todos os pontos de Dy.

Saber que se uma funcao real de varidvel real f de dominio D for continuaem a € D¢ e
f(a) # 0 (respetivamente f(a) > 0 ou f(a) < 0) entdo existe uma vizinhanga V de a
tal que f nao se anula (respetivamente f é positiva ou f € negativa)em V N Dy.

. Justificar que se as funcdes reais de varidvel real f:Df - R e g: D, — R sdo continuas

num ponto a, entao as fungdes f + g, [ — g e [ X g sao continuasem a e, se g(a) # 0,
a fungdo L ¢ continua em a.

q
Designar por «funga‘m racional» uma fungdo real de varidvel real dada por uma
() onde P e Q sao polinédmios.

( x)’
Justificar que as fung¢bes polinomiais e racionais sdo continuas.

expressao da forma =22

8. lustificar que as poténcias de expoente racional sdo continuas.

10.

11.

. Saber que as fungdes seno e cosseno sdo continuas e justificar que a fungdo tangente é

continua.

Justificar, dadas funcdes reais de varidvel real f e g e a € Dy,f, que se f € continua em
a e g € continua em f(a) entao a fungao composta gof € continua em a.

Justificar a continuidade de fun¢des obtidas por aplicagdo sucessiva de operagdes de
adi¢do algébrica, multiplicacdo, divisao e composicdo de funcdes «de referéncia para a
continuidade»: fungbes polinomiais, poténcias de expoente racional e as fungbes
€0Sseno, seno e tangente.
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3. Definir assintotas ao grafico de uma funcio

1. Identificar, dado um referencial cartesiano, uma funcdo real de variavelreal fea € R, a
reta de equagdo x = a como « assintota vertical ao grafico de f» quando pelo menaos
um dos limites laterais de f no ponto a for infinito.

2. Designar, dada uma funcdo real de variavel real f e um referencial cartesiano, a reta de
equagdo y = mx + b (m, b € R) por «assintota ao grafico de f em +0o0» (respetivamente
por «assintota ao grifico de f em —o») se xEIPm(f(x) —(mx+b)=0

(respetivamente se lim (f(x) — (mx + b)) = 0) e designa-la, quando m = 0, por
Y——co

«assintota horizontal».

- L. . - . (x
3. Provar, dada uma fungdo real de variavel real f, que a condicdo lim j(—)=m
x—=+00 X
. . f(x) . - = . -
(respetivamente lim - = m) € necessdria (mas ndo suficiente) para que exista uma
X—=—0

reta de declive m que seja assintota ao grafico de f em +o (respetivamente em —o).

4. Resolver problemas

1. +Resolver problemas envolvendo o estudo de fun¢des racionais.

2. +Calcular, por meios algebricos, limites de funcdes reais de variavel real em situacdo de
indeterminacdo e referir um desses calculos como um «levantamento da
indeterminacdo».

3. +Resolver problemas envolvendo a nocao de limite e de continuidade de uma fungao
real de variavel real.

4. +Resolver problemas envolvendo a determinacdo das assintotas e da representacgdo

. " S - . b
grafica de fungdes racionais definidas em R\{c} por f(x) = a + P
5. +Resolver problemas envolvendo a determinacio de assintotas ao grafico de fungdes

racionais e de func¢des definidas pelo radical de uma fungdo racional.

Derivadas de fung¢des reais de varidvel real e aplica¢bes

5. Definir a nogdo de derivada

1. Identificar, dada uma func¢do real de varidvel real f e dois pontos a e b do respetivo
fb)-f(a)

dominio, a «taxa média de variacdo de f entre a e b» como
=il

2. lustificar, dada uma func¢do real de varidvel real f e dois pontos a e b do respetivo
dominio, que o declive da reta secante ao grafico de f nos pontos A(a,f(a)) e
B(b, (b)) € igual a taxa media de variacdo de [ entrea e b.

3. ldentificar, dada uma fungdo real de variavel real f e um ponto x, do respetivo dominio,

- a I - . f{x)=f(xp)
a «taxa instantdnea de variacdo de f no ponto xy» como o limite lim T(”J,
XXy ]

quando este existe e é finito, designa-lo por «derivada de f no ponto x;», representa-lo
por «f'(xy)» e, nesse caso, identificar a funcdo f como «diferencidvel em xy» ou
«derivavel em xp».

4. Justificar, dada uma func¢do real de variavel real f e um ponto x; do respetivo dominio,

que o limite lim fG)=f(%0) fCeo+h)—f(x0)
X=X, X—Xg A

existe se e somente se o limite ‘l‘lln‘rl] existir e
-
que, nesse caso, ambos os limites sdo iguais.
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5.

Identificar, dada uma fun¢do real de variavel real f diferencidvel em x, € Dy e um
referencial ortonormado, a «reta tangente ao grafico de f no ponto P,(x, f(xy))»
como a reta de declive f'(x,) que passa por P, e justificar, representando por M(x),
x € Dy, o declive da reta secante ao grafico de f que passa pelo ponto P, e pelo ponto

P(x,f(x)), que lim M(x) = f'(xo)-

6. Aplicar a no¢do de derivada & cinemdtica do ponto

1.

Identificar, fixados um instante 7, para origem das medidas de tempo, uma unidade de
tempo T, uma reta numeérica r com unidade de comprimento L e um intervalo I, uma
fungao p: I — R, como «fun¢do posi¢do de um ponto P que se desloca na reta r
durante o intervalo de tempo I'», se, para cada t € I, p(t) for a abcissa do ponto de r
que representa a posi¢do que P ocupa, t unidades de tempo T depois de 7, set > 0, ou
|t] unidades de tempo T antes de 7, se { < 0, designando também por «instante»,
neste contexto, cadat € [.

Identificar, fixados um instante 7, para origem das medidas de tempo, uma unidade de
tempo T, uma reta numérica r com unidade de comprimento L, um intervalo /, a fun¢ao
posicdo p de um ponto P que se desloca na reta r durante o intervalo de tempo [, e

dados dois instantes £; < t, de [, a «velocidade média de P no intervalo de tempo

pltz)-p(ty)
ta—ty

e, para t € I, a «velocidade instantanea de P no instante ¢ na unidade L/T» como a

derivada de p em ¢, p'(t), caso exista.

[t1,t;] na unidade L/T» como a taxa média de varia¢do de p entre t; e ¢, ,

7. Operar com derivadas

1.

Designar, dada uma fungdo real de variavel real [, a «fungdo derivada de f» como a
funcdo de dominio Dy = {x € Dg: f é diferenciavel em x} que a cada x € Dyx faz
corresponder f'(x).

Identificar uma funcao real de variavel real como «diferenciavel num conjunta A»
quando € diferencidvel em todos os pontos de A.

. Justificar que se uma funcao real de variavel real f € diferencidvel num conjunto A e é

crescente (respetivamente decrescente), no sentido lato, nesse conjunto, entao para
todoox € A, f'(x) = 0 (respetivamente f'(x) < 0).

Provar, dada uma fung¢ao real de varidvel real / e um ponto a do respetivo dominio, que
se f é diferencidavel em a, f é continua em a e justificar que a reciproca ndo é
verdadeira.

Provar, dado um conjunto D C R e fung¢des reais de variavel real f:D - R, g:D - R
diferencidveis num ponto a de D e um numero real k, que as fungbes f + g e kf sdo
diferenciaveis em a e que se tem (f + g)'(a) = f'(a) + g'(a) e (kf) (a) = kf'(a).
ftProvar, dado um conjunto D c R e funcGes reais de variavel real f:D - R, g:D = R
diferenciaveis num ponto a de D, que a fun¢ao fg € diferenciavel em a e que

(f9) (@) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a).
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10.

11.

12.

13.

. #Provar, dado um conjunto D c R e fungdes reais de variavel real f:D = R, g:D = R

diferencidveis num ponto a de D, com g(a) # 0, que a fungdo g é diferencidvelem a e

N\ o\ _ fl@gla)-f(a)g'(a)
que (g_) (@) = (g(a))? :

. +Provar, dada uma fungdo f: Dy — R diferenciavel num ponto a € Dy e uma fungao real

de varidvel real g: D, — R tal que Dy c D, , diferencidvel em f(a), que a funcdo

composta gof é diferenciavel em a e que (gof) (a) = f'(a) x g’(f(a)).

. Calcular, utilizando a definicido, uma expressao analitica para os valores das funcbes

derivadas das «funcBes de referéncia (para o calculo de derivadas)» definidas por

2 21 L.
x,x2, xj,; e v/x, ou constantes, e saber de memaoria estes resultados.

Provar, dado um nuamero naturaln (respetivamente dado um numero inteiron
negativo), que uma fungdo real de varidvel real f de dominio R (respetivamente de
dominio R\{0}) definida por f(x) = x™ é diferenciavel e que, para todo ox €
D, f'(x)= nx™"1, considerando também estas fun¢des como «funcdes de referéncia
(para o calculo de derivadas)» e saber de memaria este resultado.

+Provar, dado um ndmero natural par n (respetivamente dado um nudmero natural
impar n > 1), que uma fungio real de variavel real f de dominio R* (respetivamente de

dominio R\{0}) definida por f(x)="x é diferencidvel e que, para todo o
1

X € Df,f’(x) - =

Provar, para todo o numero racional &, que uma fungdo real de variavel real f de
dominio R* definida por f(x)=x% é diferencidvel e que, para todo o x € Dy,
f'(x) = ax®"", considerando também estas funcdes como «fun¢des de referéncia
(para o calculo de derivadas)» e saber de memdria este resultado.

+Determinar, utilizando as regras de derivagao e as derivadas das fungdes de referéncia,
uma expressdo analitica para as derivadas de fungdes obtidas por aplicagdo sucessiva de
operacbes de adicdao algébrica, multiplicacdo, divisio e composicdao a funcbes de
referéncia.

8. Aplicar a nocdo de derivada ao estudo de funcoes

1. Provar, dada uma fungdo real de variavel real f com dominio contendo um intervalo

I =|a,b|, (a < b), e diferenciavel em x; € I, que se f atinge um extremo local em x;
entdo f'(x,) = 0 e dar um contraexemplo para a implicag&o reciproca.

. Saber, dada uma fungao real de variavel real f continua em |[a,b] , (a<b), e

, . . . ‘(b)-f(a) .
diferencidvel em |a,b| que existe ¢ €]a, b| tal que f'(c) =I[;+(HJ, interpretar

geometricamente este resultado e designa-lo por «Teorema de Lagrange».

. Justificar, utilizando o Teorema de Lagrange, que se uma fun¢do real de varidvel real f é

continua num dado intervalo I de extremo esquerdo a e extremo direito b, diferenciavel
em |a, b[e, Vx €]a, b[,f'(x) > 0 (respetivamente ¥x €]a, b[ ,f'(x) < 0) entdo [ é
estritamente crescente (respetivamente estritamente descrescente ) no intervalo [.

Justificar, utilizando o Teorema de Lagrange, que se uma fungdo real de variavel real [ é
continua num dado intervalo [ de extremo esquerdo a e extremo direito b, diferenciavel
em Ja,b[e Vx €la,b[, f'(x) = 0 (respetivamente ¥x €la, b[ ,f'(x) <0) entdo [ é
crescente em sentido lato (respetivamente descrescente em sentido lato) no intervalo [.
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5. Justificar que se uma func¢ao real de variavel real fé continua num dado intervalo I de

extremo esquerdo a e extremo direito b, diferencidvel em |a, b[ e, Vx €]a, b[, f'(x) =0,
entdo f é constante em /.

9. Resolver problemas

1. +Resolver prablemas envolvendo a determinacgdo de equacdes de retas tangentes ao
grafico de fungdes reais de variavel real.

2. +Resolver problemas envolvendo fungdes posigao, velocidades médias e velocidades
instantaneas e mudancgas de unidades de velocidade.

3. +Resolver problemas envolvendo o estudo de funcbes reais de varidvel real, a
determinacdo dos respetivos intervalos de monotonia, extremos relativos e absolutos.
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Estatistica EST11

Reta de minimos quadrados, amostras bivariadas e coeficiente de correlagdo

1. Determinar as parGmetros da reta de minimos quadrados

1.

Designar, fixado um referencial ortogonal num plano e dados um numero natural n,
uma sequéncia (Py(xy, 1), Po(X2,¥2), ..., B (X5, ¥ )) de pontos desse plano e uma reta
t de equagdo y = ax + b (a, b € R) por «desvio vertical do ponto P;(x;, ¥;) em relagdo
areta t» (i € {1,...,n}) a quantidade y; — ax; — b, interpreta-lo geometricamente e
representa-lo por «eg;».

Provar, fixado um referencial ortogonal num plano e dados um ndmero natural n, uma
sequéncia (P (x1,y1), Po (X2, ¥2)s ., By (X5, ¥)) de pontos desse plano e uma reta t de
equa¢io y=ax+b (a,b €R), que as condiches Y ,e; =0 e b=y —aX sio
equivalentes, onde x = E%lﬂ ey = E%:ﬁ

+Reconhecer, fixado um referencial ortogonal num plano e dados um ndmero natural n,
uma sequéncia (Py(xy,¥1), Po(22,¥2), ., Pa(Xn, ¥n)) de pontos desse plano, ndo
pertencentes a uma mesma reta vertical, e uma retat de equagdoy =ax+ b,
ondea € Re b=y —ax,ouseja, tal que € nula a soma Ei\;l e; dos desvios verticais
da sequéncia de pontos em relagdo a retat, que a fun¢do definida emR pela
expressdo f(a) =3, ;> =3 (v; —ax; — b)? atinge um minimo absoluto no

1 Py
i—q XVi—NX . . .
ponto a = éﬂ% e designar a retat com esse declive (e ordenada na origem
'

igual ay — aX) por «reta de minimos quadrados» da sequéncia de pontos.

Identificar, dadas duas varidveis estatisticas quantitativas x e y em determinada
popula¢do e uma amostra A de dimensdo n € N dessa populacao cujos elementos estdo
numerados de 1 a n, a «amostra bivariada das varidveis estatisticas x e y» (ou
simplesmente «amostra de dados bivariados (quantitativos)») como a sequéncia

(e, ¥ )0 (2, V2D woey (60 Y )), representa-la por «(x,y)» e designar por «dimensao da

amostra bivariada» o ndmero natural n.

Determinar, em casos concretos de amostras de dados bivariados, qual das variaveis
estatisticas deverd ser tomada como independente e qual deve ser tomada como
dependente, utilizando argumentos que envolvam o conhecimento empirico das
condicionantes fisicas (ou outras) que poderao ter determinado a estrutura de relacao
entre as duas varidveis estatisticas.

Designar, dada uma amostra de dados bivariados, a varidvel considerada dependente
por «variavel resposta» e a varidavel considerada independente por «variavel
explicativa».

Designar, fixado um referencial artonarmado num plano, n € N e uma amostra de
dados bivariados quantitativos (x, ¥) = ((x1,¥1), (X2,¥2), .., (Xn, ¥ )), POr «nuvem de

pontos» o conjunto {(P;(xq,v1), P2 (X2, ¥2)s oo, Pa(%, )} € saber que uma analise
visual e intuitiva da nuvem de pontos poderd permitir argumentar se serd ou ndo
adequada a interpreta¢do da relagdo entre as duas variaveis estatisticas através do
ajustamento da reta de minimos quadrados.
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8. Determinar, dada uma amostra de dados bivariados quantitativos e apés a escolha da
varidvel resposta e da varidvel explicativa e, ainda, da avaliagdo empirica da possivel
existéncia de relacdo linear entre as duas variaveis estatisticas mediante a observacao
da representacdo grafica da nuvem de pontos, o declive e a ordenada na origem da reta
de minimos quadrados.

9. Designar, dado um numero natural n e uma amostra de dados bivariados quantitativos

Yii (- D) (i-)

(x,y), por «coeficiente de correlagdo linear» o quociente — , representa-lo
—_— - Iy

55 , . P
por «r» , reconhecer quer =a 55—’ onde a € o declive da reta de minimos quadrados,

hd
justificar que r e a tém o mesmo sinal e saber que |r| é sempre menor ou igual a 1,

tomando o valor 1 unicamente nos casos em que todos os pontos P;(x;,y;), 1 < i <n,
estdo alinhados e referir que a «associacdo linear entre as varidveis estatisticas» é
positiva (respetivamente negativa) se r > 0 (respetivamente se r < 0) e que € tdo mais
«forte» quanto mais perto de 1 estiver |r|.

2. Resolver problemas

1. +Resolver problemas envolvendo a determinagao da reta de minimos quadrados.

2. +Resolver problemas cujo contexto seja o da andlise de dados bivariados, envolvendo a
identificacdo da varidvel resposta e da variavel explicativa e a andlise empirica do
ajustamento da reta de minimos quadrados.

3. +Resolver problemas envolvendo o calculo e interpretagao do coeficiente de correlagao.
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12.° ano

Calculo Combinatorio CC12

Introdu¢do aoc calcule combinatério

1. Conhecer propriedades das operacdes sobre confuntos

1.

ftProvar, dados conjuntos A e B, que A € B se e somente se A N B = A e se e somente
se AU B = B e que o conjunto vazio esta contido em qualguer conjunto.

. Justificar, dados subconjuntos A e B de um conjunto [/, que A C B se e somente se

B c A.

#Provar, dados conjuntos A, B e (€, que sdo verdadeiras as igualdades
AnB)NnC=An(BnC), AnNB=BnNA, AnB)uC=MAUVONMBUC) e
ANA=A, bem como as que se obtém permutando em todas as ocorréncias os
simbolos «N» e «U» , e designa-las respetivamente por «associatividade»,
«comutatividade», «distributividade» e «idempoténcia» .

. #Provar, dado um conjunto U, que, para quaisquer subconjuntos A e B de U,

ANB=AU Be AUB = AnB, e designar estas igualdades por «Leis de De Morgan
para conjuntos».

. Provar, dados conjuntos A, B e C, que (AUB)XC=(AXC)U(BXC() e que

CXAUB)Y=(CxAU(C xB).

2. Conhecer factos elementares da combinatdria

1.

Saber, dados conjuntos A e B, que #4 = #I se e somente se existir uma bijecdo de A
sobre B e nesse caso identificar os conjuntos A e B como «equipotentes».

Saber, dados conjuntos Ae Btaisque ANB = @, que #(AUB) = #A + #B.

+Provar, dados conjuntos A e B de cardinais respetivamente iguaisan € Neam € N,
que o cardinal do produto cartesiano A X B éigualan X m.

. +Reconhecer que existem exatamente n? sequéncias de p € N, elementos, nao

necessariamente distintos, escolhidos num canjunto de cardinal n € N, designar esse
numero por «arranjos com repeticdo de n elementos p a p» («™A",») e reconhecer que,
dados n objetos, existem exatamente “A’p formas distintas de efetuar p extracdes
sucessivas de um desses objetos, repondo o objeto escolhido apds cada uma das
extragdes.

. +Designar, dado um conjunto E, por «conjunto das partes de £» o conjunto formado

pelos subconjuntos de E, representa-lo por P(E) e reconhecer que se E tiver p € N,
elementos (#E = p) entdo P(E) tem 2P elementos (#P(E) = 27).

Reconhecer que existem exatamente n X (n—1) X (n—2) X..X 2 X1 formas de
ordenar os elementos de um conjunto de cardinal n = 1, designar este numero por
«(namero de) permutagoes de n elementos» e representa-lo por «n!» («n fatorial»).

. Saber que, por convengao, 0! = 1, reconhecendo que esta defini¢do € a unica para a

qual a igualdade n! = n(n — 1)! vale também paran = 1.
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8. +Reconhecer que existem exatamente nX(n—-1D)X.xX(nh—-p+1)=

9.

10.

n!
(n-p)!
sequéncias de p € Ny elementos distintos escolhidos num conjunto de n>p
elementos, designar este numero por «(nimero de) arranjos (sem repeticdo) de n
elementos p a p» («"4,,») e reconhecer que, dados n objetos, existem exatamente ™A,
formas distintas de efetuar p extra¢des sucessivas de um desses objetos, sem repor o
objeto escalhido apds cada uma das extragdes.

n

g . A
Justificar que um conjunto de n € N; elementos tem exatamente p—f’zm

subconjuntos de p elementos (0 < p < n), e designar este ndmero por «(numero de)
combinagbes de n elementos p a p», reconhecendo que, dado n € N objetos, existem

"

A .
exatamente p—lp formas de escolher p (p < n) de entre eles e representar este ndmero

n!

n
por «™C,y», por «C;» ou por « (p)», reconhecendo que se trata de um ndmero natural.

+Simplificar expressées envolvendo fatariais, arranjos e combinag¢des.

3. Conhecer o triGngulo de Pascal e 0 binomio de Newton

1. Justificar, dados nimeros naturais n e p, p < n, que "C, = "(,_, de dois modos
distintos: utilizando um célculo algébrico e um argumento combinatério.

2. lustificar, dado n € N, que XY}_,"C, = 2", interpretando esta igualdade a luz do
namero de subconjuntos de um conjunto de n elementos.

3. +Reconhecer, dados ndmeros naturais n e p, p <n, que "*1Cyy; ="Cy 4+ "Cpyq
utilizar esta igualdade para construir, progressivamente, o «triangulo de Pascal», no qual
figuram, na n-ésima linha, os nameros *Cy, *Cy, "C,, ..., "C,_, € *C,,, por esta ordem.

4. +Reconhecer, dado n € N, a igualdade entre polindmios nas variaveis x e vy,
(x + y)n = x4+ nc1xn—1y1 + nczxn—zyz 4.0+ nC,,__1x1y“‘1 + },n — ZE:{} anxn_kyk,
designando-a por «bindmio de Newton», e por esta razao, designar os numeros "C,
igualmente por «coeficientes binomiais».

4. Resolver problemas

1. +Resolver problemas envolvendo operac¢des sobre conjuntos e cardinais de conjuntos.

2. +Resolver problemas de contagens envolvendo arranjos e combinagoes.

3. +Resolver problemas envolvendo o tridngulo de Pascal e o bindmio de Newton.
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Probabilidades PRB12

Definicdo de probabilidade

1. Definir espacos de probabilidade

1.

10.

Identificar, dado um conjunto finito E, uma «probabilidade no conjunto P(E) das partes
de E» como uma fungdo P de dominio P(E) e de valores ndo negativos tal que
P(E) =1 e, para A, B € P(E) disjuntos, P(AU B) = P(A) + P(B), designar, neste
contexto, o conjunto F por «espago amostral» ou «universo dos resultados», P(F) por
«espaco dos acontecimentos», os respetivos elementos por «acontecimentos», P(A),
para A € P(E), por «probabilidade do acontecimento A» e o terno (E,P(E), P) por
(um caso particular de) «espaco de probabilidade».

Designar, dado um conjunto finito £ e uma probabilidade P no conjunto P(E), o
conjunto vazio @ por «acontecimento impossivel», o conjunto E por «acontecimento
certo», dois acontecimentos por «incompativeis» ou por «mutuamente exclusivos» se
forem disjuntos, por «complementares» ou por «contrarios» se forem disjuntos e a
respetiva unido for igual a E e por «equiprovaveis» se tiverem a mesma probabilidade.

. Designar, dado um conjunto finito £, uma probabilidade P no conjunto P(E) e um

acontecimento A C E, por «casos favoraveis a A» os elementos de A e por «casos
possiveis» 0s elementos do espago amostral E.

Designar, dado um conjunto finito £ e uma probabilidade P no conjunto P(E), um
acantecimento A por «elementar» quando #4 = 1 e por «composto» quando #4 = 2.

. Justificar, dado um conjunto finito £, que a fun¢do P de dominio P(F) definida por

vA € P(E),P(A) = i—‘;é a unica probabilidade em P(E) tal que os acontecimentos
elementares sdo equiprovaveis e designar esta defini¢do da fungao de probabilidade por
«definicao de Laplace».

Provar, dado um conjunto finito E, uma probabilidade P no conjunto P(E)e um
acontecimento 4 € P(E), que P(4) = 1 — P(A) e que P(®) = 0.

Provar, dado um conjunto finito E, uma probabilidade P no conjunto P(E) e
acontecimentos A, B € P(F), que se A € B, P(B\A) = P(B) — P(A), justificando que
P(A) < P(B), e designar este ultimo resultado por «monotonia da probabilidade».
Justificar, dado um conjunto finito £ e uma probabilidade P no conjunto P(E), que
VA € P(E), P(A) € [0,1].

Provar, dado um conjunto finito E, uma probabilidade P no conjunto P(E) e
acontecimentos 4, B € P(E), que P(AU B) = P(A) + P(B) — P(ANn B).

Saber que se podem considerar espagos amostrais E infinitos, podendo-se definir, nessa
situacdo, uma funcdo de probabilidade P cujas propriedades generalizam as que
caracterizam este conceito no caso em que E € finito, desde que se defina de forma
apropriada a classe de acontecimentos, subconjunto de P(E), que constitui o dominio
de p.
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2. Definir probabilidade condicionada

1.

Reconhecer, no quadro de uma experiéncia aleatdria em que o universo dos resultados
é finito, que, se se souber que um dado acontecimento B ocorreu, 0 nimero de casos
possiveis da experiéncia aleatéria é #B e o numero de casos favoraveis de um
acontecimento A é dado por #(ANB), e justificar que, se 0s acontecimentos

elementares forem equiprovaveis, a probabilidade de ocorrer A sabendo que ocorreu B
#(ANB) _ P(ANE)
#8 P(B)
Designar, dada uma probabilidade P e dois acontecimentos A e B, com P(B) # 0, por
«probabilidade de A se B», por «probabilidade condicionada de A se B» ou por
(ANR)

«probabilidade de ocorrer 4 sabendo que ocorreu B» a quantidade PPT

-la por «P(A|B)».

#Provar, dado um conjunto finito E, uma probabilidade P no conjunto P(E) e um
acontecimento B € P(E), com P(B) # 0, que a fun¢do P definida pela expressdo
Pg(A) = P(A|B) é uma probabilidade em P(E).

Justificar, dada uma probabilidade P e dois acontecimentos A e B que
P(ANB) =P(A)P(B) se e somente se P(B) =0 ou P(B) #0 e P(A|B) = P(A), e
identificar os acontecimentos A e B como «independentes» quando € verdadeira uma
destas condi¢des equivalentes.

éigual a em que P representa a probabilidade no espaco inicial.

e representa-

#tProvar, dado um conjunto finito £, uma probabilidade P no conjunto P(E),N EN e
uma parti¢do {E;, E,, ..., Ey } de E constituida por acontecimentos de probabilidade nio
nula, que para todo o acontecimento A € E, P(A) = P(A|E,)P(E,) + P(A|E,)P(E,) +
-+ P(A|EN)P(Ey) e designar este resultado por «Teorema da probabilidade total».

3. Resolver problemas

1

+Resolver problemas envolvendo calculo combinatério e a determinacdo de
probabilidades em situagdes de equiprobabilidade de acontecimentos elementares.
+Resolver problemas envolvendo espac¢os de probabilidades e a determinacdo de
propriedades da funcao de probabilidade.

. +Resolver problemas envolvendo probabilidade condicionada, acontecimentos

independentes e o Teorema da probabilidade total.
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Fung¢des Reais de Variavel Real FRVR12

Limites e Continuidade

1. Utilizar teoremas de compara¢@o e os teoremas das sucessoes e fung¢bes enquadradas

1. #Provar, dadas sucessdes convergentes (u,) e (v,), que se, a partir de certa ordem,

u, <v,entdo limu, <limuv,.

2. #Provar, dadas sucessoes (u,) e (v,) , que se, a partir de certa ordem, u, < v, €

limu, = +co entdo lim v, = +co.

3. #Provar, dadas sucessdes (u,) e (v,) , que se, a partir de certa ordem, u, <v, e

limwy, = —e entdo limu,, = —co.

4. #Provar, dadas sucessoes (u,) e (v,) convergentes com o mesmo limitel & uma
sucessao (w;,) tal que, a partir de certa ordem, u, < w,, < v,, que (w,,) é convergente
elimw, = I, e designar este resultado por «Teorema das sucessdes enquadradas».

5. #Provar, dadas fungOes reais de varidvel real [ e g de dominio D e a € R um ponto
aderente a D que, se paratodoox €D, f(x) = g(x) e :]cl{rcle g(x) = +oo (respetivamente

X—a

este resultado ao caso de limites por valores superiores ou inferiores a a bem como ao

caso de limites em +oco.

6. #Provar, dado um numero real [, fun¢des reais de variavel real f, g e h de dominio D
ea€R, queselimg(x) =limh(x)=1leseparatodoox € D, g(x) < f(x) < h(x),
x—=a xX—=a

entdo lim f(x) = [, estender este resultado ao caso de limites por valores superiores ou

X—>(

inferiores a a bem como ao caso de limites em +co, e designar este resultado por

«Teorema das fun¢des enquadradas».

2. Conhecer propriedades elementares das funcbes continuas

1. Saber, dada uma func&o real de variavel real f continua num intervalo I = [a, b], (a < b),
que para qualquer valor k € R do intervalo de extremos f(a) e f(b) existe ¢ € [ tal
que f(c) = k e designar esta propriedade por «Teorema dos valores intermédios» ou

por «Teorema de Bolzano-Cauchy».

2. Saber, dada uma fungao real de variavel real f continua num intervalo [a, b], (a < b),
que [ admite maximo e minimo absolutos e designar este resultado por «Teorema de

Weierstrass».

3. Resolver problemas

1. +Resolver problemas envolvendo os teoremas de comparagado e das sucessdes e funcdes
enquadradas para o calculo de limites e o estudo da continuidade de fun¢bes reais de

variavel real.
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Derivadas de fung¢des reais de varidvel real e aplica¢bes

4. Relacionar a derivada de segunda ordem com o sentido da concavidade do grdfico de uma

funcio e com a nacdo de aceleracdo

1.

Designar, dada uma func¢do real de varidvel real f diferenciavel num intervalo [ tal que a
funcdo derivada f” é diferencidvel num ponto a € I, a derivada (f*)'(a) por «derivada
de segunda ordem de f no ponto a» e representa-la por «f"'(a)».

Identificar uma fungdo real de varidvel real [ como «duas vezes diferencidavel» num
dado intervalo I se f"'(a) existir paratodooa € I.

+Provar, dada uma fung¢do f duas vezes diferenciavel num intervalo [ =]a,b[, a < b, e
¢ €la, b[ tal que f'(c) = 0, que se ["(¢) > 0 (respetivamente [ (c) < 0) f admite um
minimo (respetivamente um maximo) localem c.

+Provar, dada uma func¢do f diferencidvel num intervalo I, que f tem a concavidade
voltada para cima (respetivamente voltada para baixo) em I se e somente se f’ for

estritamente crescente (respetivamente estritamente decrescente) em [.

. Justificar, dada uma fungdo [ duas vezes diferencidvel num intervalo I de extremo

esquerdo a e extremo direito b, que se para todo o x €la,b|, f'(x)>0
(respetivamente f"'(x) < 0), o gréfico da fun¢io f tem a concavidade voltada para cima
(respetivamente voltada para baixo) no intervalo [.

Justificar, dada uma func¢do f duas vezes diferenciavel num intervalo [, que se o grafico
da fun¢do f tem a concavidade voltada para cima (respetivamente voltada para baixo)
no intervalo I ent3o, paratodoo x € I, f"'(x) = 0 (respetivamente f"'(x) < 0).
Identificar, dada uma fungdo f de dominio D, o ponto (c, f(r,)) onde ¢ € D, como
«ponto de inflexdo do grafico de f» se existirem nimeros reais a < ¢ e b > ¢ tais que
|a, b] € D e a concavidade do grafico de f no intervalo |a, c| tem sentido contrario a
concavidade do grafico de f no intervalo [c, b] e, nesse caso, referir que «o grafico de f
tem ponto de inflexao em c».

Justificar, dada uma func¢do f duas vezes diferenciavel num intervalo [, que se o grafico
de f tem ponto de inflexdo em ¢ entdo f"'(¢) = 0.

Identificar, fixado um instante T, para origem das medidas de tempo, uma unidade de
tempo T, uma reta numérica r com unidade de comprimento L, um intervalo [ c R,
nao vazio nem reduzido a um ponto, dada a fungdo posicdo p de um ponto P que se
desloca na reta r durante o intervalo de tempol e dois instantest; <t, del, a

«aceleragdo média de P no intervalo no intervalo de tempo [t;,t,] na unidade L/T?%»

pi(tz)-pr(ty)

como a taxa média de variacio dep’ entret, et,, , e, parate€l, a

ta—ig
«aceleracdo instantdnea de P no instante ¢ na unidade L/T2 » como a derivada de

segunda ordem de p em t.

5. Resolver problemas

1.
2.

+Resolver problemas envolvendo propriedades das funcdes diferenciaveis.

+Esbocar o grafico de fungdes definidas analiticamente comegando por determinar o
respetivo dominio e, sempre que possivel, os zeros, os intervalos de monotonia, os
extremos locais e absolutos, o sentido das concavidades, os pontos de inflexdo e as

assintotas ao respetivo grafico.
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3. +Resolver problemas de otimizacdo envolvendo fun¢bes diferenciaveis.

4. +Resolver problemas envolvendo fun¢bes posi¢do, velocidades médias e velocidades
instantaneas, aceleragdes médias e aceleracfes instantaneas e mudangas de unidades
de acelerac¢ao.

5. +Resolver problemas envolvendo a determina¢do de valores aproximados de solugdes
de equagoes da forma f(x)= g(x) (f e g fungdes continuas) utilizando uma
calculadora grafica, em casos em que é possivel justificar, através da leitura das
informacdes fornecidas pela calculadora, que determinados valores coincidem, até a
casa decimal indicada, com solugbes da referida equagdo, utilizando propriedades
conhecidas das fun¢des continuas, como o Tearema dos valores intermédios, ou outras
propriedades analiticas das fungdes f e g, previamente estabelecidas.
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Trigonometria e Fungoes Trigonométricas TRI12

Diferencia¢do de fungdes trigonométricas

1. Estabelecer formulas de trigonometria

1. +Reconhecer, dados éangulos @ e B cuja soma € um angulo convexo, que
cos(a + ) = cos(a) cos(f) — sin(a) sin(f) esin(a + B) = sin(a) cos(B) + cos(a) sin(f).

2. +Reconhecer, dado um angulo a convexo de amplitude superior a de um angulo £, que
cos(a — f) = cos(a) cos(f) + sin(a) sin(f) e sin(a — f) = sin(a) cos(f) — cos(a) sin(f),
onde & — [ € um angulo cuja soma com f§ € igual a a.

3. Saber que, para todos os x,y€R, cos(xty)=cosxcosyFsinxsiny,
sin(x + y) = sinxcosy * cosxsiny, estendendo-se assim as formulas ja conhecidas
envolvendo apenas medidas de amplitude de dngulos geométricos convexos e justificar
que sin(2x) = 2 sin x cos x e cos (2x) = cos” x — sin? x.

2. Calcular a derivada de fun¢des trigonométricas

T . . sinx
1. +Reconhecer que para todo o x € [0,;[, sinx < x < tanx e provar que llmT =1,
x—0

referindo este limite como «limite notavel».

2. Provar que as func¢Ges seno e cosseno sdo diferencidveis e que para todo o x E R,
sin x = cosxecos'x = —sinx.

3. Provar que a fun¢do tangente ¢ diferenciavel no respetivo dominio D, e que para todo

1
ox € D, tan’x = 1 + tanx = .
tan cos? x

3. Relacionar osciladores harmaonicos e a sequnda lei de Newton

1. Designar por «oscilador harmdnico» um sistema constituido por um ponto que se
desloca numa reta numérica em determinado intervalo de tempo [, de tal forma que a
respetiva abcissa, como funcdo de t €1, seja dada por uma expressao da forma
x(t) = Acos(wt + @), onde A>0, w >0 e ¢ €[0,2n[, designar estas constantes,
respetivamente, por «amplitude», «pulsagao» e «fase», justificar que a fungao x é
periddica de periodo T = %T e designar f = % por «frequéncia» do oscilador harménico.

2. Esbogar o grafico de fungdes definidas por f(x)=asin(bx+c)+d,
f(x)=acos(bx+c)+d ef(x)=atan(bx+c)+d,ondeqa,b,c,d €ER,a,b #0.

3. Saber, dado um ponto material P de massa m colocado na extremidade de uma mola
cuja outra extremidade se encontra fixa, que tomando por origem da reta numérica em
que P se desloca o respetivo ponto de equilibrio, a abcissa x(¢) da posigao de P no
instante ¢ satisfaz a equagdo mx”'(t) = —ax(t) (a > 0), intepretando o termo —ax(t)
como a forga exercida pela mola sobre P («lei de Hooke»), designar a igualdade desta
forca com o produto da massa pela aceleracdo de P por (um caso particular da)
«segunda Lei de Newton» e resolver problemas envolvendo sistemas massa-mola com
estas caracteristicas.
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4., lustificar, dado a >0, que as fun¢bes definidas por uma expressdo da forma
x(t) = Acos (Wat +b), onde A e b s3o constantes reais, satisfazem a equagio
diferencial x"" = —ax, saber que todas as solucdes desta equacio sdo dessa forma, e
reconhecer que um sistema constituido por uma mola e por um ponto material P
colocado na respetiva extremidade constitui um oscilador harmdnico.

4. Resolver problemas

1. +Resolver problemas envolvendo a utilizacdo de férmulas trigonométricas, o estudo de
fungbes definidas a partir de fun¢bes trigonométricas, a determinagao dos respetivos
intervalos de monotonia bem como os extremos relativos e absolutos.

2. +Resolver praoblemas envolvendo derivadas de fun¢des trigonométricas e osciladores
harmonicos.

Fotocopiadvel © Texto | MVT 12

61



62

Fungdes Exponenciais e Fungoes Logaritmicas FEL12

Juros compostos e nimero de Neper

1. Operar com juros compostos e definir o numero de Neper

1.

Designar, dado um numero real r , uma unidade de medida temporal Te n € N , por
«aplicar juros compostos a taxa de r% a T durante n periodos de tempo T» a um dado
capital disponivel em certo instante inicial £;, a operacao que consiste em calcular um
juroigual a r% do capital disponivel no inicio de cada periodo de tempo com duragado
igual a T e adiciona-lo ao capital findo esse periodo, comecando este processo a partir
do instante t, e levando-o a cabo n vezes seguidas.

Provar, dado um capital inicial £y, que, aplicando-se juros compostos a taxade r% aT,

T
o capital disponivel ao fim de n € N periodos de tempo T € igual a G, = (1 + 1%) :

Justificar, dado um numero real r, um ndmero natural n e um capital C, disponivel no
inicio de um determinado periodo de um ano, que dividindo esse ano em n periodos
. . . . . s r

iguais de medida temporal T e aplicando juros compostos a taxa de ;% a T durante

esses n periodos ao capital inicial ;, o capital disponivel ao fim do ano é igual a

Cn = Co (1 + u;m)n.

" 1\ ., . s
. +Provar que a sucessdo de termo geral u,, = (1 +—) é crescente, majorada, justificar
.

que €& convergente, designar por «numero de Neper» («e») o respetivo limite,
interpretar todos estes resultados a luz da no¢do de juro composto e saber que ¢ é um
numero irracional.

Func¢des exponenciais

2. Definir as funcbes exponenciais e estabelecer as respetivas propriedades principais

1.

+Provar, dado um ndamero real a > 0, que a fun¢do definida no conjunto dos nimeros
racionais por f(x) = a* é crescente se @ > 1 e decrescente se a < 1.

+Provar, dado um numero real a > 0, que a fung¢ao f definida no conjunto dos niumeros
racionais por f(x) = a* satisfaz LI_I;I;I_] f(x) = 1 ejustificar que f é continua.

+Provar, dado um numero real a > 1, que a fungao f definida no conjunto dos numeros
racionais por f(x) = a* satisfaz _lim f(x) = +oo, utilizando o limite ja conhecido

lima™ = +ooe o facto de f ser crescente.

Justificar, dado a € R, que a fungao [ definida no conjunto dos numeros racionais por
4 1 i — i —

f(x) = a” satisfaz_lim_f(x) = Oquandoa > 1, e ,quando0 <a <1, x]_lﬂlm f(x)=0

e lim f(x) = +oo.

Saber, dado um numero real a > 0 e um numero irracional x, que se (g, ),ey € Uma

qualguer sucessdo de nimeros racionais de limite x, a sucessdo de termo geral @ é

convergente e o respetivo limite depende apenas de x e de a, e que, representando
esse limite por «a”*», se estende a fungao definida por f(x) = a* em @ ao conjunto R,
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obtendo-se por este processo uma fun¢do continua nesse conjunto, designada por

«fungdo exponencial de base a», que mantém a monotonia, os limites em o0 e as

propriedades algébricas de f em @Q: para todos x,y €E Re b >0, a* xa’ =a**?,

a x

Ny _ oaxy L —x a* _ x=y X _ XX ¥ _a
@) =a s==aTh, = =a ,(ab)* = a*b e(;) =

. Saber que, tal como no caso em que b € (), mais geralmente quando b € R a fungéo

definida em R* por f(x) = x? é continua.

y
Saber que a fungdo definida em R\[—1,0] por f(y) = (1 + i) tem por limite e em

n
+0o0 e justificar, dado x € R, que lim('l +%) =e*.

Designar a fungdo exponencial de base e simplesmente por «fun¢do exponencial» e

representa-la também por «exp».
h

. e =1 . _— _— .
. Saber que J[llma - = 1, referindo este limite como um «limite notavel».
-

10.

Provar que a funcdo exponencial & diferencidvel em R e que para todo o x € R,
exp’(x) = exp(x).

Funcdes logaritmicas

3. Definir as funcdes logaritmicas e estabelecer as respetivas propriedades principais

1.

11.

12.

. #Provar,dadosa,b > 0,a+ 1eb # 1,que log,(x) =

Reconhecer, dado um nuimero real @ > 0, a # 1, que a funcdo f : R — R* definida por
f(x) = a* é bijetiva e designar a respetiva bijeg¢do reciproca, f" : R* > R, por
«logaritmo de base a» , representa-la por «log, », e justificar que Vx € R*, a'08a(*) = x
evx € R,log,(a*) = x.

. Designar o logaritmo de base 10 por «logaritmo decimal», representando-o também por

«log» e designar o logaritmo de base e por «logaritmo neperiano», representando-o

também por «In».

. Justificar que a fun¢do logaritmo de base a é crescente se a > 1 e decrescente se

0<a<l.

. Justificar que x = 1 & o unico zero da fungdo logaritmo de base a > 0, a # 1, e que, se

a > 1 (respetivamente se 0 < a < 1), ¥x € R¥,log,(x) > 0 < x > 1 (respetivamente
vx € R, log,(x)< 0= x> 1).

. Justificar, dado a > 1, que lil’I(l) log,(x) = —eque lim log,(x) = +oo.
Yoy X—+00
. Justificar, dado 0 < a < 1, que lirré log,(x) = +0 e que li[fl log,(x) = —o0.
X—> X—+00

. #Provar, dado a>0, a#1, e xy€R", que log,(xy)=log,(x)+log,(y),

loga (3) = —loga(¥), loga (Z) = loga(x) — loga(y) e loga(x*) = yloga (x).

logy(x)
logy(a)’

. Justificar, dadoa > 0 e x € R, que g* = e*In(@),
10.

Justificar, dado a > 0, que a func¢do exponencial de base a é diferencidvel e que a
respetiva derivada € dada, em R, pela express3o In(a) a*.

+Provar, dado a > 0, a # 1, que log, € diferencidavel e que para todo 0 x € R*,
11

log:l'. (x) = ln(a) x'

Justificar, dado « € R\(Q, que a funcdo x“ é diferenciavel para x > 0, de derivada

ax® 1, estendendo-se assim o caso ja conhecido correspondente a « racional.
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Limites notaveis

4. Conhecer alguns limites notaveis envolvendo funcbes exponenciais e logaritmicas

1.

2.
3.

. e*
+Provar que lim — = +oo.
X—=o+4o X

Justificar que lim ) _ g,
X—+00 X

+Calcular limites de fun¢des e sucessdes envolvendo logaritmas e expanenciais.

Modelos exponenciais

5. Estudar modelos de crescimento e decrescimento exponencial

1.

. Justificar, dado um numero real k, que as fungdes f(x) = ce

Saber que a evolucdo de determinadas grandezas, como a massa de uma substdncia
radioativa, a temperatura de alguns sistemas ou o numero de individuos de certas
populagdes, pode ser modelada por uma «equagao diferencial de 1.2 ordem» da forma
f'=kf, que traduz o facto de, em cada instante, a taxa de variagdo ser
aproximadamente proporcional a quantidade de grandeza presente.

kx onde ¢ é uma constante
real, sdo solugdes em R da equacgdo diferencial ' = kf e que todas as solugdes desta
equacdo sdo dessa forma, mostrando que dada uma qualquer solu¢do f, tem derivada

nula a fungio e ¥ f (x).

6. Resolver problemas

1. +Resolver problemas envolvendo juros compostos.

2. +Resolver prablemas envolvendo as propriedades algébricas das funcdes exponenciais e

logaritmicas.

. +Resolver problemas envolvendo o estudo de fungdes definidas a partir de fungdes

exponenciais e logaritmicas, a determina¢do dos respetivos intervalos de monotonia
bem como os extremos relativos e absolutos e a existéncia de assintotas ao respetivo
grafico.

. +Resolver problemas envolvendo a modelagdo de sistemas por equagdes da forma

vy =ky keR.
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Primitivas e Calculo Integral PCI12

Noc¢do de primitiva

1. Definir a nogdo de primitiva

1.

Designar, dada uma funcdo f real definida num intervalo /, uma func¢do F por «primitiva
de fem I» quando F é diferencidvel em I, e, para todo o x €1, F'(x) = f(x) e
designar [ como «primitivavel em I'» quando f admite uma primitiva nesse intervalo.

. lustificar, dada uma fun¢do f primitivavel num intervalo I e F e G duas primitivas de f

nesse intervalo, que a fungao F — (G é constante em /.

. Justificar que se f é primitivavel num intervalo I, entdo as primitivas de f nesse

intervalo sdo as fung¢des definidas pelas expressoes F(x)+c, ¢ € R, onde F € uma
qualquer primitiva de f em I, representar esta expressdo por « Pf » ou por « [ f(x)dx»
e designar as constantes ¢ por «constantes de primitivagdo».
lustificar, dado um intervalo I, um ponto a € I, b € R e uma fun¢do f primitivavel em
I, que existe uma unica primitiva de F em [ tal que F(a) = b.
Calcular e conhecer de memdria as primitivas das funcdes «de referéncia para a

primitivagao»: 1, x* (a € R\{0, —1}), i ,e*,sinx e cos x.

. lustificar, dadas fung¢@es f e g primitivaveis num intervalo / e k € R, que f + g e kf séo

primitivaveis em I, que a soma de uma primitiva de f com uma primitiva de g é uma
primitiva de f + g e o produto de uma primitiva de f por k € uma primitiva de kf e
representar estes resultados, respetivamente, pelas expressoes
() + g())dx = [ fx)dx + [ glx)dx» e «[kf(x)dx =k [ f(x)dx», quando
estas notacgdes ndo forem ambiguas e designa-los conjuntamente por «linearidade da
primitiva¢ao».

. +Calcular primitivas de fun¢oes dadas por expressoes da forma u' (x)f(u.(x)), sendo

conhecida uma primitiva de f.

Noc¢do de integral

2. Abordar intuitivamente a nogdo de integral definido

1.

Identificar, dado um referencial cartesiano e uma fun¢do f continua e ndo negativa num
intervalo [a, b] (a < b), o «integral de f entre a e b» (_[:’f(x)dx) como a medida, na
unidade quadrada associada a unidade de comprimento desse referencial, da area da
regido do plano delimitada pelas retas de equac¢do x = ae x = b, 0 eixo das abcissas e 0
grafico de f.

Conhecer a origem histdrica da expressao «f;f(x)dx», representando o simbolo « f »

uma “soma” e «f(x)dx» a medida da area de um “retangulo” com lados de medida
f(x)e “dx”, sendo esta ultima “infinitesimal”.

= b . .
Saber que na expressao « L f(x)dx», o simbolo «x» pode ser substituido por qualquer

outro e designar, por esta razao, a variavel x como «muda».
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10.

Reconhecer, dadas fungbes [ e g continuas & nao negativas num intervalo [a, b],
(a < b), que se para todo o x € [a, b], g(x) < f(x), entdo f;g(x)dx < fabf(x)dx e
designar esta propriedade por «monotonia do integral definido».

Reconhecer, dada uma fun¢do f continua ndo negativa num intervalo [a,b], (a < b),
que a fungdo F, definida em [a, b] por F;(x) = f;f(t) dt é a primitiva de f no intervalo
|a, b] nula em a e designar este resultado por «Teorema fundamental do célculo
(integral)».

Provar, dada uma fungdo f continua ndo negativa num intervalo |a, b|, (a < b),
que _f:f(t)dt =[F(x)|2, onde F é uma qualquer primitiva de f no intervalo [a,b]
e [F(x)|2 = F(b) — F(a), e designar este resultado por «Férmula de Barrow».

. Saber, dada uma fun¢ao f continua nao negativa num intervalo [ e dois pontos a e f§ de |

tais que a < f8, que, por convengao, f;f(x)dx = - fff[x)dx e justificar que com esta
convenc¢ido, dados quaisquer pontos a,b e cde I, se tem f; fx)dx = f: fl)dx +
j; b f(x)dx, designando este resultado por «relagao de Chasles».

Identificar, dado um referencial cartesiano e uma fungao [ continua num intervalo |a, b|
(@ < b) tal que f(x) <0 para x € [a,b], o «integral de f entre a e b» {fabf(x)dx)
como o simétrico da medida da area da regido do plano delimitada pelas retas de
equacdo x = ae x = b, o eixo das abcissas e o grafico de f e reconhecer que se tem

b b
[, FGdx = — [ —f(x)dx.
Reconhecer, dadas fun¢des f e g continuas e ndo negativas ou ndo positivas num
intervalo [a,b] (a <b), que f;(f(x) + g(x))dx = f;f(x)dx + _fabg(x)dx e que
fub kf(x)dx =k f; f(x)dx e designar o conjunto destes resultados por «linearidade do
integral definido».
Identificar, dada uma fun¢édo f continua de dominio [a, b] (a < b) para a qual existe
k€ NU{0} e cp,Cq, s Crpq » COM @ =¢Cp <€ < < Cpyq =h, tal que f € ndo
negativa ou ndo positiva em cada um dos intervalos [¢;, ¢;44] (0 < j < k), o integral de

b . - ,

fentreaeb, [ f(x)dx, comoasoma f(;‘ f)dx + j-: FGdx + -+ _[';:”‘ f(x)dx,
reconhecendo que este valor ndo depende da sequéncia (cy, ...,c;) e saber que se
podem estender a esta categoria de fun¢des a propriedade de monotonia do integral, o
Teorema fundamental do cédlculo, a férmula de Barrow, a relagdo de Chasles (com a

mesma convengao relativa a inversdo dos extremos de integragdo) e a propriedade de
linearidade.

3. Resolver problemas

+Resolver problemas envolvendo o célculo de integrais definidos.

. +Resolver problemas envolvendo fungdes posicdo, velocidade, aceleragdo e a

primitiva¢do e integracdo de fun¢des reais de variavel real.

. +Resolver problemas envolvendo a determinacdo da medida da area de regides do

plano delimitadas por graficos de fun¢des.

Fotocopiadvel © Texto | MVT 12



Numeros Complexos NC12

Introdugdo aos numeros complexos

1. Conhecer o contexto histdrico do aparecimento dos numeros complexos e motivar a
respetiva constru¢@o

1.

Saber que, em meados do século XVI, Girolamo Cardano apresentou uma formula, dita
«formula resolvente para equagdes do terceiro grau», que permite obter uma solugao
real de equagdes do terceiro grau da forma x> + px + g = 0 em funcio dos nimeros
reais peq.

. Saber que ao substituir formalmente p e g por certos valores na féormula de Cardano

esta passa a apresentar o simbolo «v—1» e que, operando formalmente com este

simbolo, considerando em particular que «w/=1xV-1= —1», se obtém efetivamente
uma solugio real da equa¢io x* +px+ g =0, e que este facto estd na origem da
motivacdo para se definir adequadamente um “ndmero” cujo quadrado é igual a —1.
+Reconhecer que se existir um conjunto € contendo R, munido de duas operagdes «+»
e «X» que estendem respetivamente a opera¢do de adicdo e de multiplicacdo de
nuameros reais, mantendo os mesmos elementos neutros, que sdo associativas,
comutativas, tais que «X» é distributiva relativamente a «+», e tal que € contém um
elemento i que satisfaz i X i = —1, entdo, para a,b,c,d € R, tem-se necessariamente
em C a equivaléncia a+bi=c+di=a=cAb=d bem como as igualdades
(a+bi)+(c+diy=a+c+(b+d)i e (a+bi)x(c+di)=ac—bd+ (ad+ bc)i,
notando, em particular, que os resultados das operag¢bes «+» e « X » sobre elementos
de C daformax + yi (x,y € R) tém essa mesma forma.

2. Definir o corpo daos nameras complexos

1.

Definir em R? uma operacdo aditiva «+» por (a,b) + (c,d) = (a+¢,b+ d) e uma
operag¢ao multiplicativa «X» por (a,b) x (c,d) = (ac — bd,ad + bc) ((a, b), (c,d) € R?),
designar o conjunto R?, quando munido destas duas operagdes, por «corpo dos
nameros complexos» e representa-lo por C.

. Justificar que as operacdes «+» e «X», definidas em R?, s3o associativas, comutativas,

que (0,0) e (1,0) sdo respetivamente os elementos neutros de «+» e «X» e que «X» &
distributiva relativamente a «+».

Justificar que, dados a,c € R, (a,0) + (¢,0) = (a+¢,0) e (a,0) X (c,0) = (ac,0) e,
por esta razao, identificar R com um subconjunto de €, associando a cada x € R o par
ordenado (x, 0) € C e representando, portanto, o nimero complexo (x, 0) por «x».
Representar o numero complexo (0,1) por «i», designa-lo por «unidade imaginaria» e
provar que i? = —1.

Provar que, dado um numero complexo z, existe um unico nimero real a e um unico
namero real b tais que z = a + bi, observando que z &, por defini¢do, um par ordenado
(a,b) € R? eque (a,b) = (a,0) + (0,b) = (a,0) + (b,0)(0,1) = a + bi.
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10.

Designar, dado um nimero complexo z = a + hi (a,h € R), a por «parte real de z» e b
por «parte imaginaria de z», e representa-las respetivamente por Re(z) e por Im(z).

. Justificar que um nimero complexo z é real se e somente se Im(z) = 0 e designar por

«NUMeEros imaginarios puros» 0s numeros complexos nao reais tais que Re(z) = 0.

. Justificar, dados a4+ bi,c+di€eC, que(a+bi)+(c+di)=a+c+{b+d)i e

que (a + bi) X (¢ + di) = ac — bd + (ad + be)i.

Designar, dado um plano munido de um referencial ortonormado direto e ¢, h € R, o
ponto M de coordenadas (a,b) como o «afixo do nimero complexo z = a + bi» e
reconhecer que se podem assim representar os numeros complexos no plano,
designando, neste contexto, o plano por «plano complexo» ou «plano de Argand», o
eixo das abcissas por «eixo real» e o eixo das ordenadas por «eixo imaginario».
Justificar, dados numeros complexos z =x+yi e z, =a+ bi, x,y,a,b €ER, que o

afixo de z + z, € a imagem pela translag3o de vetor i (a, b) do ponto M, afixo de z.

3. Operar com numeros complexos

1.

3. lustificar, dado um niamero complexo z, que Re(z) = % eque Im(z) = —

10.

. Justificar, dados nimeros complexos zew ,quez+w =7 +w ,Zw =ZWwe
4

Designar, dado um numero complexo z = a + bi, a, b € R, por «conjugado de z» o
nuamero complexo a — bi, representando-o por Z, e justificar que o ponto afixo de 7 é a
imagem pela reflexao de eixo real do ponto afixo de z.

N
Il
N

-z
2i°
Justificar, dado um numero complexo z # 0, que z € um numero real (respetivamente

um numero imaginario puro) se esomente se z = Z (respetivamentez = —2Z).
Designar, dado um numero complexo z, por «médulo de z» a medida da distancia, no
plano complexo, entre a origem e o ponto afixo de z, representa-lo por «|z|», justificar

que se z=a+ bi, a,b € R, |z| = Va? + b?, que o médulo de um nimero complexo
estende a nocdo de moédulo de um numero real e que se tem a equivaléncia
|z =0 =2z =0.

Provar, dados pontos A e B afixos respetivamente dos nimeros complexos z; e z,, que
AB = |z, — z4|.

Justificar, dados numeros complexos z e w, que |zw| = |z||w|, |z| =|Z], |z
|z + w| < |z| + |w|, designando esta ultima propriedade por «desigualdade triangular».
Designar, dado um nimero complexo z ndo nulo, por «inverso de z» um nimero z' tal

?=zze

. . . P » 1 .
que zz' = 1, justificar que existe e é Unico, representa-lo por «=» & provar que o inverso
£ 1 _
de z é igual aﬁz.
Designar, dados numeros complexosz e w,z # 0, 0 «quociente de w por z» como o

numero complexo pelo qual se tem de multiplicar z para obter w, representa-lo por
w ' e w 1
« —» e justificar que— = w X -
Z = Z

ope . w w w
Justificar, dados nimeros complexas z e w, z # 0, que |;| = % e que (E) =

N | 5

Fotocopiadvel © Texto | MVT 12



4. Definir a forma trigonométrica de um numero complexo

1.

Designar um numero complexo z de modulo 1 por «unitario» e justificar, dado um
numerao complexo z, que z € unitario se e somente se existir um namero real a tal que
z = cos a + i sin a, designando «, nesse caso, por um «argumento de z» e justificar que
dois argumentos de um mesmo namero complexo diferem por 2km, k € Z.

. Justificar, dados numeros complexos  unitdrios z; =cosa +isina e

Zp =cosf+isinfl, a,fER, que z7z, =cos(a+p)+isin(lea+p) e que

z—l = cos(a — ) + isin(a — B), representar, para 6@ € R, o numero complexo
z

cos @ + isin@ por «e?y, designando esta expressao por «expanencial complexa de if»
ela

e motivar esta notagdo observando que se tem ei%e?f = gila+h) e = eilaf),

. +Reconhecer, dado um numero complexo z # 0, que existe um Unico numero positivo r

e um unico nimero complexo unitario w tais que z = rw, que r = |z| e se 8 for um
argumento de w, designar igualmente @ por um «argumento de z», interpretando
geometricamente r e f.

Designar a representagdo de um nimero complexo z # 0 na forma |z|e'?, onde 8 é um
argumento de z, por «forma trigonométrica» (ou «forma polar») de z, e justificar, dados
numeros complexos nao nulos z e z' de argumentos respetivamente iguaisa 0 e a ',
que z=12 se e somente se |z| = |Z'| e existir k€Z tal que 8 =8"+ 2km,
interpretando geometricamente esta equivaléncia.

. Justificar, dado um numero complexo z # 0, que existe um unico argumento de z no

intervalo | —m, |, designa-lo por «argumento principal de z» e representa-lo por
«Arg(z)».

. Justificar, dado um ndmero real 8, que se M é o afixo de um nimero complexo z, o afixo

do numero complexo e?

generalizado de medida 6.

z € a imagem de M pela rotagdo de centro O e angulo

. Justificar, dado um ndmero complexo z, # 0 , que se M € o afixo de um ndmero

complexo z, o afixo do nimero complexo z,z € a imagem de M pela rotagdo de centro
0 e angulo orientado de medida @, argumento de z;, composta com a homotetia de
centro O e razdo | zy|.

. Justificar que @ € um argumento do nimero complexondonuloz =a + bi,a,b € R, see

somente se cos(#) = ﬁe sin(#) = vﬁ e que, nesse caso, se a # 0,tan(f) = %.

Provar, dado 8 € R e n € N, que (cos @ + isin 8)" = cos(n@) + i sin(né) e designar
este resultado por «Férmula de De Moivre».

5. Extrair raizes n-ésimas de numeros complexos

1.

+Reconhecer, dado um nimero complexo w #= 0 e um numero natural n = 2, que a

equacdo z™ = w tem exatamente as n solu¢des z; = Wei(%%), k=01...n—-1,
onde a é um argumento de w, e designar estes numeros por «raizes n-ésimas de w» ou
«raizes de ordem n de w».

Reconhecer, dados a,b,c € R, (a # 0) que se A = b? — 4ac < 0, as raizes da equagao

= —b+ivaac—b? —-b-ivdac—b?
az? + bz + ¢ = 0, em C, sdo dadas por z, =TL ez =——.

Fotocopiadvel © Texto | MVT 12

69



70

6. Resolver problemas

1.

+Resolver problemas envolvendo nameros complexos e as respetivas propriedades
algébricas.

. +Resolver problemas envolvendo a representagdo, por numeros complexos, de

isometrias do plano (transla¢des, reflexdes e rotagdes) ou outras transformacgdes do
plano, como as homotetias.

. +Resolver problemas envolvendo a representagdo trigonométrica de numeros

complexos.
+Resolver problemas envolvendo a representa¢do de conjuntos de pontos definidos por
condic¢Bes sobre numeros complexos.

. +Resolver problemas envolvendo equagdes da forma z™ = w, (n € N, w € () e vértices

de paoligonas regulares enquanto afixos de numeras complexas.

. +Resolver problemas envolvendo polindmios de segundo grau.
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OrientacOes de gestao curricular

l. Introdugdo

De acordo com o Despacho n.° 15971/2012, de 14 de dezembro, na sua atual redacdo, o novo
Programa e Metas Curriculares da disciplina de Matematica A dos Cursos Cientifico-Humanisticos
entrou em vigor no 10.° ano de escolaridade em 2015/2016 e, sequencialmente, nos anos seguintes,
nos 11.° e 12.° anos.

A adogdo do Programa e Metas Curriculares de Matematica A do Ensino Secundario suscitou um
conjunto de questdes e a sinalizacdo de varios problemas por parte das Escolas e dos Professores,
pondo em causa a exequibilidade destes documentos.

Os principais problemas sinalizados prendiam-se com a extensdo do Programa (que ndo
potenciavam a consolida¢do das aprendizagens pelos alunos), com a antecipa¢do de conteldos e
com a inadequacao de alguns conteldos as faixas etarias.

Para dar resposta as inumeras solicitacdes dirigidas aos diversos Servicos Centrais do Ministério da
Educacdo, bem como para salvaguardar o interesse dos alunos foi constituido o Grupo de Trabalho
de Matematica A para o Ensino Secunddrio, com vista a producdo de orientacdes de gestdo dos
documentos curriculares em vigor.

O Grupo de Trabalho integrou elementos da Sociedade Portuguesa de Matematica, da Associacdo
de Professores de Matematica e foi coordenado pela Direcdo-Geral da Educacdo.

Deste modo, as presentes Orientagdes visam constituir-se como um documento orientador para a
lecionacdo da disciplina de Matematica A e regem-se pelo Programa e Metas Curriculares de
Matemdtica A. Pretende-se igualmente com estas Orienta¢des que todos os alunos tenham acesso a
uma educagdo matemadtica de elevada qualidade, que todos os intervenientes, no processo de
ensino/aprendizagem, possam trabalhar em conjunto de forma a criar salas de aulas onde os alunos,
das mais variadas proveniéncias socioculturais e com as mais diversas competéncias, consigam
trabalhar com os professores, aprendendo e compreendendo importantes no¢gdes matematicas, em
ambientes equitativos e desafiadores.

As presentes Orientacdes de gestdo curricular ndo se pretendem, naturalmente, substituir-se ao
Programa, o qual permanece integralmente vinculativo nos objetivos, conteidos e conceitos que
define. No entanto, em funcdo da abertura que caracterizou a orientacdo de fundo da sua
elaboracdo, o Programa e as Metas Curriculares de Matemdtica A optou por deixar indeterminada a
abordagem de cada dominio e respetivos subdominios, em termos dos recursos e das estratégias
metodoldgicas.

Nestas Orientacdes de gestdo sdo identificados, relativamente ao documento curricular em vigor:

e descritores cuja abordagem pode aproveitar a natureza particularmente transversal do
respetivo contelddo e cuja aprendizagem pode, assim, ser progressivamente consolidada ao
longo dos trés anos deste ciclo de estudos;

e descritores que podem ser eventualmente abordados em ano diferente daquele em que
aparecem elencados nos documentos;

e dominios que poderao ser considerados, pontualmente, de carater facultativo, no caso de os
professores, tendo em conta as limitagdes naturais induzidas pela aplicacdo de um novo
curriculo, ndo tenham comprovadamente tempo para tratar o Programa no seu todo.

Deste modo, em cada dominio, que mereceu objeto de analise e propostas de gestdo pelo Grupo de
Trabalho de Matematica, é apresentada a identificacdo dos descritores de acordo com a
enumeracdo anterior, bem como a orientacdo sobre um determinado conteldo ser considerado
facultativo e a respetiva duracgao.
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Os dominios que constam no documento curricular Programa e Metas Curriculares de Matemdtica A
gue n3ao merecem destaque no presente documento orientador devem ser trabalhados pelos
professores de acordo com as orientacdes dadas no documento curricular Programa e Metas
Curriculares de Matemdtica A.

12.° ANO
Dominio: Probabilidades (PRB12)

Os descritores 2.4. e 2.5. (relativos a probabilidade condicionada) podem ser considerados
facultativos se n3o houver tempo para lecionar todos os contetidos do 12.° ano.

Dominio: Fungdes Reais de Variavel Real (FRVR 12)

Devem ser abordados os descritores de FRVR11, a saber: conclusdo de 4.5,, 6.1., 6.2. € 9.2. e ainda
7.11.e7.12., de acordo com o que foi especificado em FRVR11.

Dominio: Trigonometria e Fungdes Trigonométricas TRI12
Modela¢ao Matematica e Osciladores Harmoénicos

Uma possivel abordagem da sequéncia de descritores relativa ao Objetivo Geral 3 é a de se iniciar
pelo descritor 3.2. para o estudo genérico das fun¢des das familias indicadas, associando-se os
valores de alguns parametros a certas caracteristicas das funcGes como, por exemplo, o
contradominio ou o periodo. Depois, ap6s a identificacdo do que se entende por oscilador
harmonico, abordar-se as nog¢des a ele associadas (descritor 3.1.), aplicando os conhecimentos ja
adquiridos no descritor 3.2. a familia particular de fun¢des definidas por x(t) = acos(wt+®) que, tal
como se estabelece em 3.4., embora num caso particular, verificam a relacdo x”’(t) = —w’x(t). Por fim,
e utilizando a informacgao contida no descritor 3.3., verifica-se que um sistema constituido por uma
mola e por um ponto material colocado na respetiva extremidade constitui um oscilador harmodnico.

O descritor 3.3. pode ser considerado facultativo, aconselhando-se a sua lecionacdo numa
perspetiva interdisciplinar com a disciplina de Fisica para os alunos do Curso de Ciéncias e
Tecnologias. No entanto, ao nivel da resolucdo de problemas de aplicacdo dos osciladores
harmadnicos, aconselha-se que este exemplo seja um modelo privilegiado, ou seja, se nao for tratado
como um contelddo em si, deve ser apresentado como um dos problemas a resolver pelos alunos.

Dominio: Primitivas e Calculo Integral (PCl)

Dadas as dificuldades e atrasos inerentes a implementacdo de um novo Programa, o dominio PCl
podera ser considerado facultativo, a titulo excecional, nos anos letivos 2017/2018 e 2018/2019. O
periodo de excec¢do de dois anos resulta essencialmente pelo facto de que, sé a partir do préximo
ano letivo, os professores irdo comecar a organizar as suas planificacdes desde o 10.2 ano de
escolaridade, tendo em conta o presente documento. Deste modo, é necessdria uma maior
estabilizacdo do mesmo para que, no futuro, seja possivel o cumprimento integral do Programa e
Metas Curriculares de Matemdtica A.

Contudo, chama-se a atencdao dos professores para a importancia de trabalhar o dominio PCI
também nesses anos letivos de excegdo, sempre que seja possivel e ainda que o tempo apenas
permita fazé-lo parcialmente. Com efeito, o estudo dos conteldos desse objetivo geral podera
trazer uma importante consolidacdo de outros conteudos centrais do Ensino Secundario (nocdo e
estudo de fungdes, diferenciabilidade...). Por outro lado, uma primeira abordagem da nocdo de
primitiva e de integral ao nivel do Ensino Secunddrio poderd ser uma mais-valia para um
prosseguimento de estudos de sucesso no Ensino Superior.
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PlanificacOes

Apresenta-se, aqui, o nimero de aulas previstas no Programa (184, no total) para cada dominio
(isto é, para cada tema do Manual). Nestes tempos ndo se incluem as aulas dedicadas a testes,
avaliagdes, visitas de estudo ou outros extras que possam surgir.

Calculo Combinatoério 18 aulas

Propriedades das operagdes sobre conjuntos
Introducdo ao calculo combinatério
Triangulo de Pascal e bindmio de Newton

Probabilidades 20 aulas

Definir espagos de probabilidade
Definir probabilidade condicionada

Fungdes Reais de Variavel Real 34 aulas

Limites e continuidade
Derivadas de fungGes reais de variavel real e aplicacdes

Fungdes Exponenciais e Fungoes Logaritmicas 40 aulas

Juros compostos e nimero de Neper
Fungdes exponenciais

Funcdes logaritmicas

Modelos exponenciais

Trigonometria e Fungdes Trigonométricas 26 aulas

Férmulas trigonométricas
Limites e derivadas de fun¢Ges trigonométricas
Osciladores harmdnicos e a segunda lei de Newton

Primitivas e Calculo Integral 20 aulas

Nocgdo de primitiva
Nocdo de integral

Numeros Complexos 26 aulas

Introdugdo aos numeros complexos

Operar com numeros complexos

Forma trigonométrica de um nimero complexo
Raizes de um numero complexo

184 aulas

Disponibiliza-se, em seguida, uma planificacdo semanal para o 1.° periodo. As planificacdes para
os restantes periodos serdo disponibilizadas aos professores adotantes do projeto MVT 12 em
setembro de 2017.
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Guia de exploracdao dos recursos multimédia

O L\VwYIlclV\8 ¢ uma ferramenta inovadora que possibilita, em sala de aula, a facil
exploragao do projeto MV T 12 através das novas tecnologias. Permite o acesso a um vasto conjunto
de conteudos multimédia associados ao manual:

e Resolugbes de exercicio passo a passo

Estes recursos sdo resolugdes passo a passo de alguns exercicios do Manual, de diferentes niveis
de dificuldades.

Sdo compostos por diversas seccles: a primeira apresenta o enunciado do exercicio e as
restantes os diferentes passos da resolucgdo.

Permitem uma exploracdo interativa dos exercicios, rentabilizando o tempo em sala de aula.

e Simuladores (GeoGebra®)

Estes recursos permitem uma exploragcdo dindmica dos conteudos, facilitando a compreensdo e
interiorizacdo de conceitos abstratos.

Abrangem conteudos trabalhados em todos os dominios.

e Resolugdes projetaveis de todos os exercicios do Manual e do Caderno de Exercicios

Estes recursos apresentam as resolucdes de todos os exercicios do Manual e do Caderno de
exercicios, agrupadas por dominios.

e Banco de questées

Este recurso contempla cerca de 250 questdes dos diferentes conteudos programaticos. Estd
num formato editavel, permitindo ao professor a sua utilizacdo e adaptacao para diversos materiais.

e Simulador de exames

Esta ferramenta permite ao aluno gerar um exame modelo e personalizar o seu estudo, filtrando
os conteudos que pretende exercitar. Todas as questdes apresentam solucdes ou propostas de
resolucdo.

Estd disponivel em http://www.mat12.te.pt
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. RESOLUCOES RESOLUCOES BANCO
DOMINIO PASSO A PASSO SIMULADORES PROJETAVEIS DE QUESTOES
e Exercicio 32 e Geogebra: e Exercicios
da pégina 24 Diagonais de um de «Propriedades
(resolugdo passo poligono (pag. 34) das operagdes sobre
a passo) conjuntos» (pag. 6)
e Geogebra:
e Exercicio 44 da Construcdo do e Exercicios
pdagina 32 triangulo de Pascal de «Introdugdo ao
(resolugdo passo (pag. 40) calculo combinatério»
Calculo

Combinatério

a passo)

e Exercicio 176
da pagina 57
(resolugdo passo
a passo)

e Geogebra:
Propriedades
do triangulo
de Pascal (pag. 40)

e Geogebra: Padrdes
no triangulo
de Pascal (pag. 40)

(pag. 14)

Exercicios de «Triangulo
de Pascal e binémio
de Newton» (pag. 40)

Exercicios
de «+ Exercicios
propostos» (pag. 52)

30 Questodes

Probabilidades

e Exercicio 5
da pagina 67
(resolugdo passo
a passo)

e Exercicio 68
da pagina 90
(resolugdo passo
a passo)

e Exercicio 82
da pagina 104
(resolugdo passo
a passo)

e Geogebra:
As diagonais
do prisma (pag. 72)

Exercicios de «Definir
espagos

de probabilidades»
(pag. 60)

Exercicios de «Definir
probabilidade
condicionada»

(pag. 85)

Exercicios de
«+ Exercicios
propostos» (pag. 107)

25 Questodes

Fungdes Reais
de Variavel Real

e Exercicio 19
da pagina 19
(resolugdo passo
a passo)

e Exercicio 41, alinea
f) da pagina 29
(resolugdo passo
a passo)

e Exercicio 66
da pagina 37
(resolugdo passo
a passo)

e Exercicio 108,
alinea c)
da pagina 67

e Geogebra: Estudo
de uma fungao
(pag. 46)

e Geogebra:
Assintotas ndo
verticais (pag. 50)

e Geogebra:
A central elétrica

(pdg. 58)

e Geogebra:
O triangulo de area
minima (pag. 77)

Exercicios de «Limites
e continuidade»

(pag. 6)

Exercicios de
«Derivadas de fungdes
reais de variavel real

e aplica¢Oes» (pag. 31)

Exercicios
de «+ Exercicios
propostos» (pag. 68)

30 Questodes
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. RESOLUCOES RESOLUCOES BANCO
DOMINIO PASSO A PASSO SIMULADORES PROJETAVEIS DE QUESTOES
e Exercicio 73 e Geogebra: e Exercicios de «Juros
da pagina 113 Transformagdes compostos e numero
(resolugdo passo de graficos de Neper» (pag. 80)
a passo) de fungdes
exPonenuals e Exercicios de «Fungdes
e Exercicio 152 (pag. 92) exponenciais» (pag. 88)
da pagina 152
(resolugdo passo ® Geogebra: Limites |, Exercicios de «Funcdes
a passo) notdveis (pag. 100) logaritmicas»
(pag. 108)
e Exercicio 273 e Geogebra:
da pagina 185 A exponencial e Exercicios de «Modelos
(resolugdo passo e a reta tangente exponenciais»
a passo) (pdg. 101) (pag. 143)
* Geogebra: . e Exercicios
Transf?r'magoes de «+ Exercicios
dos graficos propostos» (péag. 162)
de fungdes
logaritmicas
(pag. 114)
Fungoe?' . e Geogebra:
Exponen~C|a|s Derivada 50 Questdes
e Fungoes da funcio
Logaritmicas a tung .
exponencial
e derivada
da fungao
logaritmica
(pag. 120)
e Geogebra:
Derivada
da funcao

inversa (pag. 120)

e Geogebra: Modelo
logistico (pag. 150)

e Geogebra:
Exercicio 1
(pag. 162)

e Geogebra:
Exercicio 2
(pag. 162)

88
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. RESOLUCOES RESOLUCOES BANCO
DOMINIO PASSO A PASSO SIMULADORES PROJETAVEIS DE QUESTOES
e Exercicio 20 e Geogebra: Seno e Exercicios

Trigonometria
e Fungoes
Trigonométricas

da pagina 11
(resolugdo passo
a passo)

e Exercicio 26
da pagina 17
(resolugdo passo
a passo)

e Exercicio 53
da pagina 40
(resolugdo passo
a passo)

e cosseno da soma
(pag.7)

e Geogebra:
Derivada da funcdo
seno e derivada
da fungdo cosseno

(pdg. 14)

e Geogebra: Funcgses
trigonométricas
(pdg. 24)

e Geogebra:
Transformacgdes
dos graficos
de fungdes
trigonométricas
(pag. 24)

e Geogebra: Amola
(pag. 28)

e Geogebra:
O péndulo (pag. 28)

e Geogebra:
Exercicio 3 (pag. 43)

e Geogebra:
Exercicio 4 (pag. 43)

de «Férmulas
trigonométricas»

(pag. 6)

e Exercicios de «Limites
e derivadas de fung¢oes
trigonométricas»

(pag. 12)

e Exercicios
de «Osciladores
harmanicos
e a segunda lei
de Newton» (pag. 23)

e Exercicios
de «+ Exercicios
propostos»

(pag. 43)

55 Questdes

Primitivas
e Calculo
Integral

e Exercicio 8
da pagina 76
(resolugdo passo
a passo)

e Exercicio 16
da pagina 87
(resolugdo passo
a passo)

e Exercicio 24
da pagina 100
(resolugdo passo
a passo)

e Geogebra: Integral
(pag. 80)

e Geogebra: Integral
— Polinomial
de 3.° grau

(pag. 80)

e Geogebra: A drea
(pag. 80)

e Exercicios de «Nogdo
de primitiva» (pag. 66)

e Exercicios de «Nogdo
de integral» (pag. 80)

20 Questoes

Editavel e fotocopiavel © Texto | MYT 12

89



. RESOLUCOES RESOLUCOES BANCO
DOMINIO PASSO A PASSO SIMULADORES PROJETAVEIS DE QUESTOES
e Exercicio 26 e Geogebra: Forma e Exercicios
da pagina 124 trigonométrica de «Introducdo
(resolugdo passo de numeros aos numeros
a passo) complexos complexos» (pag. 105)
(pag. 128)
e Exercicio 69 e Exercicios de «Operar
da pagina 159 e Geogebra: com numeros
(resolugdo passo Circunferéncias complexos» (pag. 114)
a passo) e circulos
(pdg. 134) e Exercicios de «Forma
e Exercicio 85 trigonométrica
da pagina 162 e Geogebra: de um numero
(resolugdo passo Mediatrizes complexo» (pag. 126)
a passo) e semiplanos
(pdg. 134) e Exercicios de «Raizes
de um ndmero
e Geogebra: Angulos complexo» (pdag. 142)
e semirretas
(pag. 134) e Exercicios
de «+ Exercicios
e Geogebra: propostos» (pag. 164)
Multiplicagao
., de complexos
Cﬁ:::le::;s na forma o 40 Questdes
trigonométrica
(pag. 136)
e Geogebra:
Rotacgdes,

translacgdes
e homotetias
(pag. 137)

e Geogebra:
Poténcias em C
(pag. 140)

e Geogebra: Soma
das raizes de um
numero complexo
(pag. 142)

e Geogebra:
Radiciacdo
em C (pag. 142)

920
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Materiais disponiveis através de QR Codes

Apresentam-se, de seguida, todos os materiais do manual disponibilizados através de QR Codes.

As respostas aos itens seguintes t&m um ou mals erros.
Descobre todos os erros!

n De guantas maneiras se podem dispor em fila quatro bolas brancas
e duas bolas amarelas?

Resposta de um aluno:

Ao todo sao seis bolas; portanto, 6!=720.

ﬂ Quantos niimeros pares de cinco algarismos diferentes se podem escrever?
Resposta de um aluno:

O namero ndo pode comegar em zero, tem de terminar em 0, 2, 4, 6, ou 8 e tem de ter os
algarismos diferentes. Portanto, a resposta é:

9x9x8x7x5=22680

ﬂ Numa turma de 25 alunos vai ser constituida uma comissdo com presidente, tesoureiro
e vogal. A Teresa ¢ aluna dessa turma. Quantas comissdes se podem constituir de que a Te-
resa faga parte?

Resposta de um aluno:

Como a Teresa tem de fazer parte, s6 é preciso escolher mais dois alunos e, como as fungoes
N ; 7 T
sao diferenciadas, é arranjos: A, .

n De um baralho de 52 cartas, tiram-se sucessivamente trés cartas (sem reposigio) e co-
locam-se numa mesa pela ordem de saida, da esquerda para a direita. De quantas maneiras
se pode obter uma sequéncia com exatamente dois ouros?

Resposta de um aluno:
Posso comegar por tirar dois ouros e depois uma carta que ndo é de ouros: 13x12x39.
Mas, como podem sair por uma ordem qualquer, tenho de multiplicar por 3! .

13x 12 x 39 x 3! =36 504

B De um grupo de cinco rapazes e trés raparigas vao escolher-se quatro jovens. De quan-
tas maneiras pode ser constituido esse grupo de quatro jovens com pelo menos dois rapazes?
Explica a resposta que apresentares.

Resposta de um aluno:

Ha 10 (5(}2) maneiras de escolher dois rapazes de entre os cinco. Para cada uma destas 10
escolhas, temos de escolher dois elementos, rapazes ou raparigas, o que pode ser feito de °C,
maneiras. A resposta € 10x15=150.
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Erros cacados!

1

6! ¢ o nimero de permutagdes de seis objetos diferentes. Neste caso, o nimero de maneiras de
dispor em fila as bolas é o niimero de maneiras de, dos seis lugares disponiveis, escolher quatro
para colocar as bolas brancas (ou escolher dois para colocar as bolas amarelas): °C; (ou °C,).

. A resposta apresentada sugere que o aluno idenrifica nove possibilidades para o algarismo das

dezenas de milhar (ndo pode usar o 0) e nove possibilidades para o algarismo dos milhares
(ndo pode usar o algarismo que utilizou na primeira opgio, mas ja pode usar o 0). As cinco
possibilidades para o algarismo das unidades refletem o facto de o nimero ter de ser par. Re-
para, no entanto, que, se ¢ escolhido o 2 para algarismo das dezenas de milhar ou dos milhares,
esse algarismo ja nio faz parte das opgoes para algarismo das unidades. Vice-versa, se € esco-
lhido o 2 para algarismo das unidades, o algarismo das dezenas de milhar nio pode ser nem 0,
nem 2, ficando o nimero de opgoes reduzido a 8.

A contagem deve ser feita considerando os niimeros pares cujo algarismo das unidades é 2.4,6
ou 8 e os nimeros pares cujo algarismo das unidades é 0.

Ha 8 x 8 x 7 x 6 nimeros de cinco algarismos diferentes terminados em 2: o algarismo das
dezenas de milhar ndo pode ser 2 nem 0 (8 hipéreses); o algarismo dos milhares ndo pode ser
nem 2 nem o algarismo das dezenas de milhar (8 hipoteses); para o algarismo das centenas ha
7 hipoteses e para o algarismo das dezenas ha 6 hipoteses.

E facil perceber que também ha 8 x 8 x 7% 6 nimeros de cinco algarismos diferentes termi-
nados em 4, 6 ou 8.

Vamos agora contar aqueles cujo algarismo das unidades é 0.

Ha 9 x 8 x 7 x 6 numeros de cinco algarismos diferentes terminados em 0: o algarismo das
dezenas de milhar ndo pode ser 0 (9 hipéteses) e, para cada um dos algarismos dos milhares,
das centenas ¢ das dezenas hd menos uma opgio do que na fase anterior.

Portanto, uma resposta correta é: 8 x 8x7x6x4+9x8x7x6=13776

. E verdade que s6 temos de escolher mais dois alunos ¢ também ¢ verdade que as funcdes desses

dois alunos sdo diferenciadas. No entanto, a resposta apresentada seria a resposta, por exemplo,
ao problema: «Quantas comissoes se podem constituir, nas quais a Teresa seja presidente?».
Ora, a pergunta é mais geral, pois a Teresa pode fazer parte da comissiao desempenhando qual-
quer um dos cargos.

Uma resposta correta é A, % 3 .

Nota: A resposta correta também pode ser obtida recorrendo ao acontecimento contrario:
W
A, - BA,;.

. O produto 13 x 12 ja contempla a ordem de saida das duas cartas de ouros. Portanto, o pro-

duto 13 x 12 x 39 deve ser multiplicado por 3 (e ndo por 3!), considerando que a carta que
nio ¢ de ouros poderi sair em primeiro, em segundo ou em terceiro lugar.

A resposta correta é: 13 x 12x39x3=18 252,
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5. Na contagem deste aluno, ha grupos que estio contados mais do que uma vez, nomeadamente
os grupos que incluem mais do que dois rapazes,

Vamos designar os rapazes por A, B, C, D ¢ E e as raparigas por F, G ¢ H.
Tem-se, por exemplo:
O grupo {A, B, C,F} surge quando comegas por escolher os rapazes A e B e depois escolhes

os jovens C e F, mas também surge quando escolhes os rapazes A e C e depois escolhes os jo-
vens B e F, tal como surge quando escolhes os rapazes B e C e depois os jovens A e F.

Portanto, o mesmo grupo esta considerado trés vezes.

Uma resposta correta pode ser obtida contando, separadamente, os grupos com dois rapazes
¢ trés raparigas, com trés rapazes € uma rapariga € Com quatro rapazes:
S e 3G %3 +0C =65
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96

Teste 1 +

Pags. 48 e 49
Grupo |

1. Recorda as propriedades das operacdes sobre conjuntos que envolvem a relacio de inclusao.

2. Repara que, como o delegado e o subdelegado tém de fazer parte da comissio, é necessirio esco-
lher dois alunos, entre 18, para a completar.

3. Comeca por pensar no nimero de maneiras de escolher as posicoes onde se vao colocar os algaris-
mos 4.

4. Repara que, como a soma dos dois dltimos elementos da linha em causa é 15, o peniltimo elemen-
. . 4
to dessa linha & 14, pelo que se trata da linha que contém os elementos da forma "C, .

5. Recorda a relagio entre "A, e “C, e as propriedades das combinagoes que se relacionam com o
triangulo de Pascal.

Grupo Il
1. a) Recorda as leis de De Morgan.

b) Recorda as propriedades associativa ¢ comutativa da conjungio.

2.a,) Repara que:
- cada conjunto de albuns da mesma banda forma um bloco;
« 0s trés blocos podem permutar entre si;
- em cada bloco, os albuns que o constituem também podem permutar entre si.

Repara que:

—

ay
- existem seis escolhas possiveis para o dlbum que vai ocupar a posigio central;

+ escolhem-se quatro das sete posi¢oes a esquerda da posi¢do central para colocar os dlbuns
dos Xutos;

- 0s restantes albuns podem permutar entre si.

b) Repara que a Teresa pode levar dois dlbuns dos Xutos e trés dos U2, ou dois albuns dos Xutos,
um dos Muse ¢ dois dos U2,

3. a) Norta que cada um dos referidos segmentos de rera tem de estar contido numa das bases do
prisma.

b) Nota que, em cada um dos triangulos pretendidos, um dos lados tem de ser uma aresta lateral
do prisma.

4. Recorda a formula do desenvolvimento de um bindmio.,

5. Comega por designar por n o referido segundo elemento e por exprimir, em fungdo de » , os
restantes elementos referidos no enunciado.
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Resolucio do teste1 5i5

Grupo |

1. (0
Como BCA,vem ACB, peloque AUB=B.
2. (A)
]sC3= 153
3.(B)
SCyx 5 x 4=200
4.(A)
He, = 3432
5. (C)

mAw

99!

T '”C]m = mC” 3 ’WC]{I} = IlJI!lEICm':I = lmﬂcm

Grupo Il
1. a) Tem-se:

AUB=U&< ANB=USANB=0
b) Tem-se:
ANB=@=ANCNBNC)=(ANBNICNC)=@NC=0
A reciproca ndo ¢ verdadeira.
Por exemplo,se A={1,2,3,4}, B={4,5,6} ¢ C={2,6},tem-se
ANC=12} e BNC=1{6},peloque ANC e BN C sio conjuntos disjuntos.

No enranto, os conjuntos A e B nao sio disjuntos, pois AN B =14} .

2.2) 31 x4 x5 x6! =12 441 600
a,) 6x Ay x 10! = 1,83 x 10"
b) ‘Ci% 5 xC,+1C % C; =570

3.a) 2x°C,=30
b) 2x6x5=60

4.(x+2) =xt+8x’ +24x7 + 48 &
Ext+dxadx2+6xx2 x 2 +4xax P +2 =21+ 8x° + 2427 + 48 &
x4 80+ 247+ 32x + 16 = x4+ 8x7 + 243" + 48 &=
= x+16=48=x=1
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5. O segundo elemento da linha do tridngulo de Pascal que contém os elementos da forma
"Cy (nz3)éiguala n.

O peniiltimo elemento dessa linha é igual ao segundo, pelo que também € ignal a n.

Assim, o produto do segundo elemento pelo pendltimo é igual a #* .

O terceiro elemento dessa linha é igual a "C, .
O terceiro elemento da linha seguinte é iguala "*'C, .
Portanto, temos de provar que:

@ 1 C= "
Tem-se:

n weie Ay "MA nln—1) nln+1) _P—nenttn_
S C2_2_!+ 21 i 2 =%
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Teste 2 5+5

Pags. 78 e 79

Grupo |

1. Comecga por ver quantas hipdteses existem para a primeira e para a dltima letra. Recorda rambém
o conceito de permutagio e o nimero de permutagoes de n elementos.

2. Identifica o acontecimento A N B , no contexto do problema.

Para ral, recorda que a intersecio estd associada a conjungio (N — e).

3. Recorda:
+ que o niimero de maneiras de escolher £ elementos, de entre n,é "C,;
- o tridngulo de Pascal e as suas propriedades;
+ a regra de Laplace.
4. Recorda o termo geral do desenvolvimento do bindmio de Newton.
5. Comega por notar que o niimero pode ter quatro ou cinco algarismos.
Tendo em conta que todos os algarismos tém de ser impares, tenta responder as seguintes questdes:
» Qual tera de ser o primeiro algarismo, se 0 nimero tiver quatro algarismos?

+ Quais terdo de ser os dois primeiros algarismos, se 0 nimero tiver cinco algarismos?

- Quantas hipérteses existem para cada um dos restantes algarismos?

Grupo Il

-

a) Recorda:
- que o nimero de maneiras de escolher %k elementos, de entre n,é "C, ;
-a regra de Laplace.

Nota ainda que, como a Rita e a Filipa tém obrigatoriamente de fazer parte da comissio,
é necessdrio escolher mais trés elementos para a completar.

b) Nota que, como a Rita e a Filipa devem ficar uma ao lado da outra, podemos pensar que elas
formam um bloco.

2. a) Tenta responder as seguintes questoes:
+» Quantas sdo as faces disponiveis para colocar o segundo niimero 2?

+ Depois de termos colocado o segundo nimero 2, de quantas maneiras podemos escolher as
faces onde vamos colocar os dois niimeros 3 que faltam colocar?

« Depois de cumpridas as etapas anteriores, de quantas maneiras podemos numerar as restan-
tes faces?
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b)

3.a)

b)

Recorda a regra de Laplace e tenta responder as seguintes questoes:
+ Escolhendo, ao acaso, um vértice em cada base do prisma, quantos sdo os casos possiveis?

+ Para os dois vértices escolhidos definirem uma reta perpendicular ao plano xOy , esses dois
vérrices terdo de ser os extremos de qué?

Recorda:

- as leis de De Morgan;

- a propriedade relativa a probabilidade do acontecimento contririo;

- a propriedade relativa a probabilidade de uma unido de acontecimentos.

Relativamente ao sorteio de uma viagem entre os funcionirios do banco, nota que o aconteci-
mento «a viagem sai a uma mulher licenciada» € a intersecio dos acontecimentos «a viagem
sai a uma mulher» e «a viagem sai a um funciondrio licenciado». Designa por A um dos acon-
tecimentos, designa o outro por B, traduz simbolicamente as informagoes do enunciado
e utiliza a igualdade da alinea anterior.

4. Recorda o desenvolvimento de uma poténcia de um binémio.

5. Comega por tentar responder a seguinte questio:

Para a equagio ax’+bx +¢=0 ser impossivel, que relagio deve existir entre a, b e ¢?
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Resoluciodoteste2 5i5

Grupo |

1. (D)
3x6!%x5=10800

2. (D)
Tem-se A={1,3,5} e B={5,6},peloque AnB={5}.
Portanto, o acontecimento A N B € «sair a face 5».

Logo, o acontecimento contrario de A N B € «nao sair a face 5».

3. (B)
A linha em causa é a linha que contém os elementos da forma '*C, , linha essa que tem 17 ele-
mentos. Portanto, tem-se:
Numero de casos possiveis: 'C, = 136
Nimero de casos favordveis: 4

Apresentam-se a seguir os quatro casos favoraveis:

1 1‘6 S
£ ®
ii e S o
Probabilidade pedida: T

4.(D)
O termo geral do desenvolvimento de (2x + )7 é "C,(2x) " .
Em todas as opgoes, a parte literal é x%° . Portanto, k=35 .
Vem, entdo:
TC(2x) = 21 x 4x%y’ = 84x%y
5. (A)
Os niimeros em causa tém de ser da forma 9___ou11___.
Porranto, a resposta é 2 x 5' =250 .

Grupo Il

1. a) Nimero de casos possiveis: 2'C; = 2024
Niimero de casos favordveis: ''C, = 165

s oo, 165
Probabilidade pedida: 2004 0,08

b) 4! x2=48

2.a) 7x%°C,x°A,=37800
b) Nimero de casos possiveis: 8 x 8
Niimero de casos favoraveis: 8

i ol 0y
Probabilidade pedida: i

0|
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3. a) Tem-se:
P(ANB) +P(A)=P(AUB) + P(A) =
=1-P(AUB)+P(A)=
=1- [P(4)+ P(B)- P(AN B)| +P(A4) =
=1-P(A)- P(B) + (AN B) + P(A) =
=1-P(B)+P(ANB)=P(B) + (AN B)

b) Relativamente ao sorteio de uma viagem entre os funciondrios do banco, sejam A ¢ B os

acontecimentos:

A: a viagem sai a uma mulher

B: a viagem sai a um funciondrio licenciado
Tem-se: P(A) = 0,48 ; P(B)=0,3; P(ANB) =04
Pretende-se determinar P(A N B) .

Utilizando a igualdade da alinea anterior, vem: 0,4 + 0,48 =0,7 + P(AN B) .

Portanto,

Assim, a probabilidade de a viagem sair a uma mulher licenciada ¢ 18%.

4.(x+1)‘—x4=4x(x2+%")+13 =

P(ANB)=04+048-0,7=0,18

S att At bxt+4x + 13 —x4=

=4x'+6x24+413 S 4x+1=13 S x=3

5. Uma equagio do tipo ax2 + bx + ¢ =0 é impossivel quando b* - dac <0 .

No nosso caso, tem-se a=1.

Portanto, a equagio é impossivel se e somente se b* —4c < (0, ou seja, se e somente se b’ < 4c,

Na tabela seguinte apresentam-se os casos possiveis e assinalam-se os casos favordveis.

4] 4 | 8 | 12 | 16 | 20 | 24
i (1,4) | (1,8) |(1,12) | (1,16) | (1,20) | (1,24)
4 | (4,4) | (4,8) | (4,12) | (4,16) | (4,20) | (4,24)
9 (9,4) | (9,8) | (9,12) | (9,16) | (9,20) | (9,24)
16 | (16,4) | (16,8) |(16,12) | (16, 16) | (16, 20) | (16,24)
25 | (25,4) | (25,8) |(25,12)|(25,16)(25,20)|(25,24)
36 | (36,4) | (36,8) |(36,12) (36, 16)|(36,20)| (36, 24)
Vem, entdo:

Numero de casos possiveis: 6 x 6 = 36

Nimero de casos favoraveis: 17

Probabilidade pedida: %.;4

102
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As respostas aos itens seguintes t&m um ou mals erros.
Descobre todos os erros!

ll Langa-se duas vezes um dado cibico, com as faces numeradas de 1 a 6,
e somam-se os nimeros das faces voltadas para cima.
Qual é a probabilidade de obter 7?

Resposta de um aluno:
Nao da para obter 1 e vai até 12. Portanto, ha 11 casos possiveis. Entao, pela regra de
Laplace, a probabilidade é % :

ﬂ Num dado cibico nao equilibrado, com as faces numeradas de 1 a 6, a probabilidade
de obter face par ¢ % . Langando esse dado trés vezes, qual é a probabilidade de nio sair
sempre face par?

Resposta de um aluno: )

E a probabilidade de sair sempre face impar: %x 3% %:

il
27

ﬂ Um saco tem dez bolas numeradas de 1 a 10, Tiram-se simultaneamente, ao acaso, trés
bolas do saco. Qual é a probabilidade de, nas trés bolas retiradas, haver apenas uma bola
com nimero par? Apresenta a probabilidade na forma de fragio irredutivel.
Resposta de um aluno:

Casos possiveis: '"Cy=120 Casos favordveis: ‘C, =5 Probabilidade: 1—25—0 = EL‘T

n Numa turma, todos os alunos jogam voleibol ou basquetebol. Sabe-se que, escolhido
um aluno dessa turma ao acaso, a probabilidade de jogar basquetebol é 80% e a probabili-
dade de jogar voleibol é 30%. Qual é a probabilidade de que um aluno dessa turma que
jogue basquetebol também jogue voleibol? Apresenta o valor pedido em percentagem.
Resposta de um aluno:

O pedido ¢ P(Bn V) . Como rodos jogam uma coisa ou outra, tem-se P(BUV)=1 .
Entdo, P(BAV)=0,8+0,3-1=0,1=10% .

H De um saco com cinco bolas brancas e trés bolas verdes, tiram-se trés bolas, ao acaso.
Qual é a probabilidade de as bolas retiradas serem todas da mesma cor?
Resposta de um aluno:

g, Sx4x3+1_ 61
Probabilidade: 8x7x6 336

ﬂ Considera todos os nimeros de trés algarismos diferentes que se podem escrever com
algarismos do conjunto {1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9] . Sorteando um desses niimeros ao acaso,
qual é a probabilidade de a soma dos algarismos desse niimero ser par?

Resposta de um aluno:

Para a soma dar par, podem ser todos pares ou dois impares e um par:

= Ax3x2+5x4x4_104_13
Probabilidade: — ow9%7 . 504 63
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Erros cacados!

1. 1. A regra de Laplace ndo pode ser utilizada, pois os casos possiveis ndo sdo equiprovaveis.

2. Nilo sair sempre face par nio ¢ 0 mesmo do que sair sempre face impar, Por exemplo, o resul-
tado (2,4, 5) pertence ao acontecimento «ndo sair sempre face par» e nio pertence ao acon-
tecimento «sair sempre face impars».

Uma forma de responder corretamente ao problema ¢ recorrer & probabilidade do aconteci-
mento contririo: «sair sempre face par».

s 3X 3N LT
Probabilidade: 1 rargen

3

A experiéncia consiste em retirar trés bolas do saco; portanto, um resultado dessa experiéncia
€ um conjunto de trés bolas. Assim, os acontecimentos, «sair 2», «sair 4», ....«sair 8», ndo sio
resultados dessa experiéncia.

O acontecimento de que se pede a probabilidade é o acontecimento cujos resultados sio os
conjuntos com uma bola com namero par e duas bolas com nimero impar.

Portanto, a resposta deve ser:
Niimero de casos possiveis: '"C,=120
Niimero de casos favordveis: *Cy x*Cy =50

il L 90 _ 5
Probabilidade: B0

4. O uso da palavra «também» nio deve ser associado, neste caso, @ «conjuncio». E uma frase de
uso corrente cujo contetido pode ser expresso, de forma equivalente, por:

= Escolhendo, ao acaso, um aluno de entre os que jogam basquetebol, qual é a probabilidade
de que ele jogue voleibol?

ou por

* Escolhendo, ao acaso, um aluno, qual é a probabilidade de ele jogar voleibol, sabendo que
joga basquetebol?

Considerando os acontecimentos:

B: o aluno joga basquetebol V: 0 aluno joga voleibol
a resposta correta ¢ P(V|B) =ﬂ$ :
Dado que P(BNV)=0,8+0,3-1=0,1=10% , tem-se P(VIBJ:E%:%: 12,5% .
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5. A resposta

" el 3 : :
pode ser escrita na forma g que evidencia que se considera-
3
ram sequéncias, na contagem dos casos possiveis e dos casos favordveis, a retirar trés bolas
brancas. Ja no que se refere a possibilidade de retirar as trés bolas verdes, foi considerado o

conjunto constituido por essas bolas.

Sx4x3+1
8§x7x6

A resposta correta pode ser obtida considerando sempre conjuntos, ou considerando sempre
sequéncias (neste caso, as bolas seriam identificadas, por exemplo, como B,, B,, B;, By, B;,
Vl L] Vl s V3]=

G+’ Sx4x3+3x2x1_ 66 _11

Edade: —2 o 1 o SxaxI+axix]l 66 11
Probabilidade: s, 56 ou 8% 7 %6 336-56

O erro esta na parcela correspondente aos nimeros com dois algarismos impares e um algaris-
mo par que considera apenas uma posi¢do para o algarismo par na sequéncia dos trés algaris-
mos.

Uma resolugiio possivel é:

s D Ax3x2+5x4x4x3_264_11
Probabilidade: XEx7 = 1
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A| Ajuda ]

-

Teste 3 5+5

Pags. 102 e 103

Grupo |

1. Recorda:

« a formula que relaciona P(AIB) com P(ANB) ¢ P(B);
« as leis de De Morgan;
- a propriedade relativa a probabilidade do acontecimento contririo;

- a propriedade relativa a probabilidade de uma unido de acontecimentos.

2. Comega por identificar os acontecimentos CU D e AN B, no contexto do problema.

Para ral, recorda que a unido estd associada a disjungio (U — ou) e que a interse¢io estd associa-
da a conjungio (N — e).

3. Utiliza a propriedade relativa a probabilidade do acontecimento contrario e recorda a regra de Laplace.
4. Recorda a regra de Laplace e o niimero de permutagoes de n elementos.

5. Repara que existem duas hipéteses em alternativa: escolher dois dos cinco vértices do pentagono

e um dos seis vértices do hexdgono ou escolher dois dos seis vértices do hexdgono e um dos cinco
vértices do pentigono.

Grupo Il

Recorda a regra de Laplace ¢ que o nimero de maneiras de escolher & elementos, de entre n,é "C, .

2. Organiza a informagao do enunciado para construir uma tabela de dupla entrada.

3. Recorda:

- as leis de De Morgan;

«a propriedade relativa a probabilidade do acontecimento contririo;

« a propriedade relativa a probabilidade de uma unido de acontecimentos;
- a formula que relaciona P(AIB) com P(ANB) e P(B).

4.a) Recorda o conceito de acontecimentos incompativeis e o terceiro axioma da axiomadrica de

Kolmogorov.
b) Recorda:
-arelagio de P(A N B) com P(A) e P(B) quando A e B sio acontecimentos independentes;

-a propriedade relativa a probabilidade de uma uniao de acontecimentos,

5. Comeca por pensar nos diferentes resultados possiveis e determina, para cada um deles, o nimero

de registos que podem ocorrer.
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Resolucao do teste 3

Grupo |
1. (B)
Tem-se:
P(ANB) =04 < P(AUB) =04 <
< P(AUB) =06 &
& P(A)+ P(B)- P(LANB)=0,6 &
< 02+PB)-0,1=06< P(B)=05

Portanto,

paip)=PANB) _01_1_,,

2. (A)
P(CUDIA N B) éa probabilidade de a segunda carta ser uma figura ou ser de copas, saben-
do que a primeira carta foi o rei de paus.

Portanto, tem-se:

Nitmero de casos possiveis: 51 (apds a extragio de uma carta, ficaram 51 cartas no baralho)
Nuamero de casos favoraveis: 21 (13 cartas de copas + 9 figuras dos outros naipes — rei de paus)
Probabilidade pedida: 21 = Z

EL 7
3. (C)
«Q produto obtido é igual a 0» ¢é o acontecimento contrdrio de «o produto obtido é diferente
de 0».
O produro é diferente de 0 se e somente se 0s nimeros saidossforem todos diferentes de 0.
Tem-se, portanto, que a probabilidade pedida é iguala 1- % = 29T16 :
4.(A)
e e L e
Probabilidade pedida: T TR T
5. (D)

Niimero pedido: °C, % 5 +°C, x 6 = 135

Grupo Il

1. Probabilidade pedida: % T
5

2. Seja A o aconrecimento «o aluno chega atrasado».
Seja B o acontecimento «o aluno vai a pé».

Tem-se: P(A)=0,2; P(B)=0,7; P(AIB)=0,1
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Tem-se, entdo, que: P(A N B) = P(B) x P(AIB)=0,7 x 0,1 =0,07

Tem-se, entdo, a seguinte tabela:

EN N E T
A | 007 [ 013 | 02
- A | 063 | 017 | 08
B o7 [ o3 | 1
Vem, entdo:
a) P(AIE)-M-E-Q b) P(BIA)

r(B) 0,3 30

. Vamos resolver este item por dois processos.
1.° processo:
PENE) - P(A) _
P(B)
_ .. P(auB) -P(a) _
=11 +—P(B) =
T N [
P(B)
14+ 1-PAUB-1+P4) _
P(B)

_1+=HAUB)+PA) _
P(B)
=1+—[PL4)+P(B)—P(AnB)]+PC4)=
P(B)

_ 4 =P~ P(B) + AN B) + PlA) _
P(B)

_1,.-PB+PANB) _
BT
—1+=PB) _ PANB) _
=) B
=1+(=1)+ P(AIB) = P(A|B)
2.° processo:
P(AnB) - P(A) _

P(B)
_1_P@A-PANB)

P(B)

__P@AnB) _

P(B)
=1-P(AIB) =
=P(AIB)

1+

1+
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4.2)

b)

Se A e B sdo incompativeis, entio P(A U B) = P(A) + P(B) , pelo que 0,7=10,24 + P(B) .
Vem, entdo:
P(B)=0,7 - 0,24 = 0,46

Se A e B sido independentes, entio P(A N B) = P(A) x P(B) , pelo que
P(A U B) = P(A) + P(B) - P(A) x P(B) .

Vem, entdo:
0,7 =0,24 + P(B) - 0,24 x P(B) &

< 0,46 =0,76 P(B) &

@P(B)-OJGﬁP{B)_as

5. Suponhamos que a equipa vencedora ¢ a equipa A.

Entdo, o registo terd cinco letras A e a ultima letra registada tem de ser A. Tém-se as seguintes
hipéreses:

Vitoria por 5-0: registo com zero letras B — 1 registo possivel

Vitéria por 5-1: registo com uma letra B — 5 registos possiveis

Vitéria por 5-2: registo com duas letras B — °C, registos possiveis

Vitéria por 5-3: registo com trés lerras B — "C; registos possiveis

Vitéria por 5-4: registo com quatro letras B — *C, registos possiveis

Portanto, no caso em que a equipa vencedora ¢ a equipa A, temos 1+ 5 +°C, +'C; + *C; regis-
tos possiveis, ou seja, temos 126 registos possiveis.,

De igual modo, no caso em que a equipa vencedora ¢ a equipa B, temos 126 registos possiveis.

Portanto, a resposta é 2 x 126 , ou seja, 252 registos.
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Caca aos erros!

As respostas aos itens seguintes tém um ou mais erros.
Descobre todos os erros!

n Determina, caso exista, lim  (x sen x) .
it

Resposta de um aluno:

Sabe-se que Vx,senx = -1 ;entdo, x senx 2 —x .

Como lim (-x)=+c0, por comparagio, conclui-se que lim (x sen x)=+oco.
X=—r=a0 Ay

ﬂ Acerca de uma certa fungio [, sabe-se que:

= é continua em [—2, 5] : «fi-2)=1 «fi5)=-3
Comenta a seguinte afirmagio: «A equagio flx) =-4 ndo tem solugio no intervalo ]-2, 5[ .»
Resposta de um aluno:

A afirmagao € verdadeira.

De acordo com o teorema de Bolzano-Cauchy, a fungio ndo toma o valor —4, pois —4 nao
estd entre 1 ¢ —3.

ﬂ Sejam a e b nuimeros reais,sendo a<b.

Define, se possivel, uma fungdo f que seja continua em [a, b] , que tenha um zero em Ja, b[
¢ tal que fla)xfib)>0.

Se nao existir qualquer fungao nas condigoes pedidas, explica porqué.

Resposta de um aluno:

Uma fungao como pedem nao existe porque, sendo a fungao continua, para que existisse
um zero era preciso que fla) x f{b) <0, o que ndo acontece.

II Seja f uma fungdo continua, de dominio [0, 5] e contradominio [3,4] .
Seja g a fungdo, de dominio [0, 5], definida por g(x) = fix) - x .

Prova que a fungdo g tem pelo menos um zero.

Resposta de um aluno:

A funcdo g é continua porque € a diferenga de duas funges continuas.
20)=£0)-0=3-0=3 e5)=f5)-5=4-5=-1

Como 0 estd entre 3 e — 1, tem-se g(5) <0 < g(0) . Entdo, o teorema de Bolzano-Cauchy diz
que g tem pelo menos um zero em [0, 5] .

“ Uma fungdo g tem dominio [a, 5] mas nio é continua ne dominio,

Comenta a afirmagao seguinte: «Como a fungiao nao € continua, o teorema de Weierstrass
permite concluir que a fun¢do ndao rem maximo absoluto ou ndo tem minimo absoluto.»

Resposta de um aluno:

A conclusdo ndo estd bem. Se a fungdo fosse continua, o teorema de Weierstrass garantia
que a fungio tinha minimo e maximo. Assim, conclui-se que ndo tem nem uma coisa nem
outra.
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Erros cacados!

1. De senx -1 ndo se pode concluir que xsen x =—x . Essa conclusao seria vilida no caso de

4

X ser um nimero positivo.

Este limite ndo existe.

Seja flx) =xsenx e sejam (u,) ¢ (v,) as sucessdes definidas por u,=—nn ¢ v, =k
Ambas tendem para —oo ¢ as sucesses (f(x,)) ¢ (f(v,)) tém limites diferentes: lim(f(x,)) =0
e lim(f(v,)) =-oco.

. O reorema de Bolzano-Cauchy permite concluir que, nestas condigoes, a fungao toma todos os

valores entre —3 e 1, mas ndo afirma que a imagem de [-2,5] é [-3,1]. A fungdo pode to-
mar valores para além dos que estdo entre -3 e 1.

. O que se sabe ¢ que, sendo a fungdo continua em [a, b] , a condigio fla) x f{b) <0 é suficien-

te para que exista um zero em Ja, b[ , mas ndo é condigio necessaria.

Por exemplo: a fungio f definida por fix)=(x~2)* é continua em [0, 3], tem um zero em

10, 3[, pois fi2)=0,eétal que fi0)xf(3)>0,pois fi0)xf3)=4x1=4.

Do facto de o dominio da fungdo f ser [0, 5] e o contradominio ser [3, 4] , ndo se pode con-
cluir que f{0)=3 ou que f(5)=4 . Portanto, nio se pode afirmar que g(0)=3 ou que
2(5)=-1. Pode-se concluir que:

= g(0)>0, pois g(0)=£0) e fi0)E [3,4] 3

* 2(5) <0, pois g(5)=fi5)-5 ¢ fi5)-5€[3-5,4-5].

Ora, de g(5)<0<g(0),sendo a fungio g continua em [0, 5], pode-se entdo concluir, recor-
rendo ao teorema de Bolzano-Cauchy, que a fungao g tem pelo menos um zero.

. E verdade que a conclusdo ndo estd correta. Mas a conclusio de que a fungio ndo tem nem

miximo nem minimo também ndo estd correta. Da informagio do enunciado, nada se pode
concluir acerca da existéncia de extremos absolutos da fungao.
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A Ajuda
Teste1 5—|—5

Pags. 26 e 27

Grupo |

=

L]
. Relaciona 3,"C; com a soma dos elementos de uma linha do triangulo de Pascal.

=

2. Comega por obter um enquadramento para 2-cosx e, em seguida, obtém um enquadramento

; 1
ol pp—_

3. Comega por mastrar que o dominio da fungio g ndo é o intervalo [-5, 5].

4. O numero de sequéncias com duas vogais € 25 e, portanto, manifestamente insuficiente. Deves averi-
guar qual ¢ o nimero de sequéncias de vogais com trés vogais, ...

5. Recorda uma propriedade relativa a probabilidade da interseciao de acontecimentos independentes.

Grupo II
1. a) Resolve,em IN,a condi¢io u,>2.
b) Compara a sucessao (w,) com a sucessio de termo geral 2",

¢) Comega por identificar a menor e a maior parcela do somatario.

2. a) Para provares que a equagdo flx)=1 & impossivel, tens de provar que a equagio ¢ impossivel
em ]-%,2] ,em ]2,5] eem ]5,+[.

b) Averigua se estas em condigoes de aplicar o teorema de Weierstrass.
3. Estuda o sinal de f{-1) % f{1) no intervalo indicado.

4. Considera a fungio g definida por g(x)=flx) - flx + 1) e aplica o teorema de Bolzano-Cauchy.
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1. (B)
E C,=2" e, portanto, [m: I—lirn 2 I=l
i=o AT
2.(C)

vxeR,-1<-cosx< 1 e, portanto, Vx€R,2-1€2-cosxg2+1.

Entio, VxelR,1<2-cosx<3 e ¥xeR —;l

’2—-cosx” 3°

Dado que ¥x €R".fix) >0, pode-se concluir que VxR, fl) )

22— costT-

3. (D)

Dado que a fungio f é continua em [-5,5] e que f(-5) <=2 <f(5), o teorema de Bolzano-
-Cauchy permite concluir que 3x€]-5,5[: flx)=-2.

Entdo, -2¢ D, e,sendo g uma fungio racional, a rera de equagdo x=-2 ¢ uma assinrota
vertical ao grifico da fungio g.

4. (B)

O niimero total de sequéncias de quarro vogais é 5*. Ora, 5*=6235 e, portanto, as sequéncias
de quatro vogais ndo permitem identificar rodos os alunos.

O nimero total de sequéncias de cinco vogais é 5° e 5°=3125.

5. (D)
Dado que os acontecimentos A ¢ B sdo independentes, sabe-se que:

P(AU B) = P(A) + P(B) - P(A) x P(B) = -+l-lx

1.2
GTABE

Grupo Il

1. a)u, >24:r130” 1185>21=-10n 15> 6n+36<4n>51 < n>1275

Entio, YVneN,n213 = u,>2
b)¥neN,n>13 = (u,)" >2".

Como lim 2" =+, conclui-se quc lim 2o, =42,

2 2 2
c VnEN,——— —=_XnE——=Xn
. Vén?+ :-21 v4ﬂ1+t Védni+1 S Vén?

- 2 e n
lim xn)=lim==1
(\/4,,2 ) 2n

2n =lim

(4—%_” X rz) =lim \{nz(4 1 ) ,Je; 1 =lim ¢42+% - ‘/22 =

Portanto, o teorema das sucessoes enquadradas permite concluir que lim e, =1.

lim
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_0-7x0+13 _13 _V5=1=1_1,
2. a)ﬂU)—————-————4_0 =y f(5}——-—————5_2 —3,portanto, fis)<1<f{0).

=162 (278 og px o) v (VEL1og pocgs) v

vi(—2=3 214 >5)
(x1-7x+10 ¥

x=-7x+13
4-x

=lAx€2 = xi-6x+9=0Ax<2 & x=3Ax<2 (impossivel)
——'xx_lz-l=lA2cx<5<=>Vx—l=x—lA2(x<54=>
S (x=2Vx=1)A2<x<5 (impossivel)

_x=35 = 2 = =3V a= i il
=72 110 IAx>5 = x2-8x+15=0Ax>5 (x=3Vx=5)Ax>5 (impossivel)

b) A fungio ¢ continua em [3, 5[ e em |5, 6] ; portanto, é continua em [3, 6] se for continua
em 5.

: =asy=
Jim ﬂxi—ﬂ51—3

[
‘ 5 x-5 5. e 1
e B e T e gy i B e

Dado que a fungdo é continua em 5, conclui-se que é continua no intervalo [3, 6] ¢ o teo-
rema de Weierstrass permite afirmar que a fungdo, nesse intervalo, admite minimo e miximo
absolutos.

3. A fungiio é continua em [-1,1] pois, qualquer que seja o valor de & ¢é sempre uma fungio
polinomial. Se f{-1) % f{1) <0, o teorema de Bolzano-Cauchy garante a existéncia de um zero
no intervalo ]-1,1[.

fi-Dxfil)<0=(1-k+2)x(1+k+2)<0= 3-k)x(k+3)<0=k<-3vEk>3

Portanto, se k € ]-=,-3[U]3,+%[ , o teorema de Bolzano-Cauchy garante que a fungio f

tem pelo menos um zero em -1, 1[.

4. Aequagdo flx)=flx+1) éequivalente a equagdo flx)-flx+1)=0.
Seja g a fungio definida por glx) =flx) - flx+1).
A fungio g € continua em [a,a+ 1] porque é diferenga de fungdes continuas.
gla)=fla) - fla+ 1)=-fla+1)
gla+l)=fla+1)-fla+2)=fla+1)

Como fla+1)#0, conclui-se que gla) x gla+1) <0 e o teorema de Bolzano-Cauchy permite
concluir que a fungdo g tem pelo menos um zero no intervalo ]-1, 1[ .

Como glx)=0&fix)-flx+1)=0,esta provado o pedido.
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5. a)'’C,=210

b) Niimero de casos possiveis: 4! =24

Os casos favordveis sdo as sequéncias:
(8,5,2,4), (8,5,4,2), (2,8,5,4), (4,8,5,2), (2,4,8,5) e (4,2,8,5)

Nimero de casos possiveis: 6

1l ida: i = l
Probabilidade pedida: 74

¢) Niimero de casos possiveis: '°Cy=210
Niimero de casos favordveis: "C; =84
Probabilidade pedida: %
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A | Ajuda]
Teste 2 5‘|‘ 5

Pags. 44 € 45

Grupo |

1. Deves comegar por reconhecer o que representa o limite apresentado.

2. Determina a equagio reduzida da reta r para obteres f(0); f(0) é o declive da reta r e o valor de
f" em 0 esta relacionado com o facto de haver mudanca no sentido da concavidade do grifico.

3. Dado que a fungdo ¢ duas vezes diferencidvel, as abeissas dos pontos de inflexdo sdo zeros da segunda
derivada, mas tem de haver mudanga de sentido da concavidade. Para além de determinares os zeros
de [", deves estudar a variagio de sinal.

4. Recorda a regra de derivacio da composta de fungées: (fog)(a)=gla) x flgla)) .

5. Mais uma vez, tens de aplicar o facto de, dada uma funcao diferencidvel, o declive da reta tangente ao
grifico da fungido num ponto ser o valor da derivada na abcissa desse ponto.

Grupo Il

1. Tem em consideragio que o grafico de uma fungdo f tem a concavidade voltada para baixo num
ntervalo [ contido no seu dominio se ¢ 6 se, dados quaisquer dois pontos A ¢ B do grifico
de f, de abcissas, respetivamente, @ ¢ b, pertencentes a [, a parte do grifico de abcissas estrita-
mente situadas entre a e b ficar acima do segmento de reta [AB] .

2. a) Dado que a fungio ¢ diferencidvel, é necessirio que (1) =0.

b) O estudo pedido deve ser feito recorrendo a primeira e a segunda derivada.

3. Representa a assintota e interpreta a monotonia da fungao derivada em termos da concavidade do
grafico da fungdo.

4.a) De acordo com o enunciado, o tempo que o carro demora a chegar a meta € o tempo que de-
mora a atingir a velocidade mdxima.

b) Recorda o conceito de aceleragio média e aceleragdo na pédgina 42.

¢) O miximo de uma fungio diferencidvel pode determinar-se recorrendo a sua fungio derivada.
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Resolucio doteste2 <5

Grupo |

1 (8)
lim ﬂi_}i}-"lﬂ < fla)=0

E—ra X

Portanto, tem-se f'a)=0 e f"(a) <0, o0 que permite concluir que f atinge um méximo rela-
tivoem a .

2. (a)
A equagdo reduzida dareta r é y=—x+1; portanto, fill)=0+1=1.

Por outro lado, f1(0) € o declive da reta rangente ao grifico de f no ponto de abcissa 0 ¢, por-
tanto, ¢ o declive da reta r, ou seja, (0)=-1.

Por fim, como a concavidade do grifico da fungido muda de sentido no ponto de abeissa 0, esse
ponto ¢ ponto de inflexdo do grafico.

A0+ (0)+f(0)=1-1+0=0

3. (B)
Tem-se f'(x)=0=>x=0Vx=1,
A fungio [" tem dois zeros. No entanto, um dos zeros (o 0) é raiz dupla e, portanto, ndo ha
mudanga de sinal. O outro zero (o 1) é um zero de multiplicidade 1, ocorrendo, assim, mudanga
de sinal. Podes construir um quadro de sinais para confirmar estas afirmagoes.

O grifico da fungdo tem apenas um ponto de inflexao de abcissa igual a 1.

4.(D)

(f=£)(1)=g(1) x f(g(1))
Tem-se f'{x)=3x2-6 e, portanto, f{0)=-6.
Entdo: (fog)(1)=g'(1) xf'{g(1))=2x(-6)=-12

5. (D)
O declive da reta tangente ao grifico de f no ponto de abcissa a éiguala f(a).
fl(x) =(x*+a2x)'=ax+1+a? e, portanto, f'(a) =aa"'+a=a'+a*.

Grupo Il
1. O declive da reta que passa nos pontos do grifico de abcissas =2 ¢ 4 é 45_;_12} =-§- .
A equagao reduzida dessa reta é y=%x -I-% 5

Dado que o grifico da fungio tem a concavidade voltada para baixo no intervalo [-2,4],
o grafico da restri¢do da fungiio a esse intervalo estd acima da reta. Portanto, f(-=1) tem de ser
maior do que a ordenada do ponto da rera que tem abcissa —1.

Como %xt—}]+%-%, fi=1) nio pode ser

[PHEN
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2. a) Para que a fungao atinja um extremo em 1 tem de ser [(1) =0,
fix)=3x2=2kx+5
Portanto, f(1)=04=3-2k+5=0= k=4

b)Para k=4, tem-se f"(1) <0 e, portanto, a fun¢io atinge uma miximo relativo em 1.
f1x)=0>3x2-8x+5=0 &> x=1Vx=3

|
+
8

# - 1

+ 0 - 0 +

Max. e, Min. Y

/7 relative relativo

A fungdo é crescente em ]-2, 1] eem [§,+m[ ¢ é decrescente em [1, %] .

fil)=1 é maximo relativo e f(%) =%§7~ € minimo relativo.

f'(x)=6x-8

£'(x) =04=I6x—8=01=bx=%

O grafico tem a concavidade voltada para baixo em ]—00, %] e tem a concavidade voltada

para cima em [%, +oo[ ; o ponto de coordenadas (%, %—;) é ponto de inflexio do grifico.

3. Por exemplo:

4. a)v'=0¢=>-12+6t+3=0
A solugio positiva desta equagio ¢ 3+2v3 =6,5.
Como a derivada a esquerda € positiva e a direita € negativa a fungao v atinge um maximo
relativo em 3+2V/3 .

A velocidade méxima é v(3+2V3) = 54,7 mfs .

b) A aceleragio média ¢ ta'[ZI;Z;u[Cl)= 23—3 =7,7 m/s* ¢ a aceleragio ao fim de um segundo ¢
v()==1*+6x(1)+3=8m/s’.

Q) v =052 +6=0&>1=3
Como ¢" passa de positiva a negativa, ' atinge um maximo em 3.

A aceleragdo é maxima ao fim de 3 segundos.
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5. A afirmagio | é falsa.
O dominio de b' é R, portanto:
hx)=0=fix)=0¢=>x=-2Vx=3

No quadro seguinte apresenta-se o estudo da varia¢io de sinal de b’ .

3 >
+ 0 -
+ + +
+ 0 -
Mix.
relativo ~

A fungdo b s6 tem um extremo relativo (atinge um maximo em 3).
A afirmagao Il é verdadeira.

() = fix) x(x2+1) —zﬂx] x2x
(x2+1)

f(=2)x(4+1) - fi-2) x (-4) )

Portanto, h"(-2) = @+ 1)
+

Dado que -2 é zero de f,tem-se f{-2)=0 e como f ¢ diferencidvel e tem um extremo relativo em
-2, conclui-se que f{-2)=0.

Assim, b"(-2) n%ﬂn%-

A afirmacao III é falsa.

Dado que 1[_er h(x) =3 , conclui-se que a reta de equagio y=3 é assintota ao grifico de b em +=.

Portanto, a reta de equagio y+ 3 =0, ou seja, a reta de equagdo y=-3 , niio ¢ assintota ao grifico da
fungao b em += .,

Fotocopiavel © Texto | M¥T 12 119



A | Ajuda]
Teste 3 5‘|‘ 5

Pags. 62 € 63

Grupo |

1. Relaciona o sinal da primeira derivada com a monotonia da fungio e o sinal da segunda derivada
com o sentido da concavidade do grifico da fungio.

2. Os pontos de inflexao do grafico de f sao pontos onde muda o sentido da concavidade do grafico.
Sendo a fungido duas vezes diferencidvel, para que o ponto de abcissa ¢ seja ponto de inflexado €
necessario que f"(c) =0 . Mas, atengdo, esta condigdo ndo ¢ suficiente para que o ponto seja ponto
de inflexio.

3. Uma equagdo da reta tangente ao grifico da fungdo g no ponto de abcissa 1 é:

y=g'(1)x-1)+g(1)
4. Determina g(1) e determina g'(1) , depois de calculares g'(x) .

5. Tem em consideracio que so admitimos dois valores logicos.

Grupo Il

1. O grafico apresentado € o grifico da fungdo derivada. Identifica os zeros e estuda a variagao de
sinal de f' para tirares conclusoes acerca da monotonia e existéncia de extremos da fungao f.
Estuda a monotonia e existéncia de extremos de ' para tirares conclusoes acerca do sentido da
concavidade do grafico de f e existéncia de pontos de inflexao.

4. Exprime a altura de qualquer desses triingulos em fungio de AC, recorrendo ao teorema de Pitd-
goras. Podes, em seguida, obter uma expressao da drea dos tridngulos em fun¢io de AC e estudar
a monotonia da fun¢io correspondente recorrendo a fungao derivada.
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Resolucio doteste3 5i5

Grupo | | |
1. (A)

A fungio é crescente e, portanto, a derivada é positiva; o gréfico tem a concavidade voltada
para cima e, portanto, a segunda derivada é positiva.
2. (B)
Tem-se:
flx)=0&x-4=0Vx2+3=0V(x+1) =0 x=-2Vx=2Vx=-1
A fungdo f" tem trés zeros, mas s6 muda de sinal em -2 e em 2.

Portanto, o grafico da fungio f tem exaramente dois pontos de inflexdo.

2. (0)
Uma equagao da rera rangente ao grifico de g no ponto de abcissa 1 é:
y=g(1) x(x—-1)+g(1)
gx)=2xflx) +(2x— 1) % f'(x)
m=g(1)=2xf{1)+(2x1-1)xf(1)=3
g)=2x1-1)xf{1)=1
y=3x-1}+1=>y=3x-3+1=y=3x-2

4.(¢)
Na opgao (D) nao existe derivada no ponto 0 e, portanto, a fungao nao é diferenciavel.
Na opg¢ao (A), a derivada em 0 é negartiva e, na opgao (B), a concavidade do grafico estd voltada
para cima no intervalo ]-%,0] e, assim, nesse intervalo, a segunda derivada é positiva.

5. (A)

Dado que s6 existem dois valores 16gicos, hd duas possibilidades para indicar o valor logico de
cada proposicao e s6 hd uma maneira de errar o respetivo valor légico. Portanto, a probabilida-

T I B e B I
de pedida é dada por TG T AR e

Grupo Il

1. A fungdo f ¢ decrescente em ]—W,—%] , porque Vx & ]—W,—%], flx) €0, ¢ é crescente
em [—%,Mﬂ[ , porque ¥x & [—%, +oo[ . f'(x) 20 ; portanto, a fun¢do f atinge um minimo no

ponto de abcissa —% ¢ nio tem mAximos.
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O grifico da fungio f tem a concavidade voltada para cima em |-z, -%] e em [2,+%,
porque a fungiio f é crescente em cada um desses intervalos.

O grifico tem pontos de inflexio nos pontos de abcissas —% ¢ 2, pois nesses pontos muda
o sentido da concavidade do grifico.

2. a) A fungdo atinge um maximo no ponto de abcissa 1 se f(1)=0 e (1) <0.
flx)=3kx2-2k°x +5 e f"(x) = 6kx - 2k
fF()=06> 3k-2k"+5=06> k=-1Vk=3

Se k==1,tem-se /(1) ==6-2=-8;se k=3, rem-se f"(1]=15—2x~2£-=—;—.

Portanto, se £ =-1,a fungdo aringe um maximo em 1.

b)fix) = —x* — x* + 5x — 5 ; portanto, f(x)=-3x-2x+5.

f'{x)=0<=>—3x1—2x+5=0<=>x=—§\fx=l

5
x -0 _E 1 +
- 0 + 0 -

Min. Miix.
N / relativo N

relativo

A fungdo é decrescente em ]—m, —%] eem [1,+2[ e é crescente em [—%, 1] 5

f(_%) = '% ¢ minimo relativo ¢ f{1) =-2 ¢ miximo relativo.
f(x)=—6x-2
f"fx]=0<=>—6x—2=0<=>x=—%

O grifico tem a concavidade voltada para cima em ]-oD, -%] e tem a concavidade voltada

para baixo em [—%, +0°[ ; o ponto do grifico de abeissa —% ¢ ponto de inflexio.

3. D= IH\{—\/E V3 } ; 0 grifico interseta os eixos na origem do referencial.

x2(x2-9)
flx) T
f é crescente em ]-,-3] eem [3,+%[ e é decrescente em [-3,-V3[,em |-V3,V3][ e
em ]v@, 3] .
fi=3) =—% ¢ maximo relativo e f[3}=% ¢ minimo relativo.
. x(6x2+54)
f'(x) o3
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O gréfico tem a concavidade voltada para baixo em |-, - V3| eem [0,V3] e tem a concavidade vol-
tada para cima em ]—\@, 0] e ]\/3_;, +oo[ :

O ponto de coordenadas (0, 0) é ponto de inflexdo; as retas de equagdes x=-v3 ¢ x=3 sio assin-
totas verticais e a reta de equagdo y=x ¢ assintota ndo vertical em —% ¢ em +% .,

4.4V2

5. A afirmagdo I € falsa pois, dado que a reta de equagdo x=0 ¢ assintota ao grafico da fungio, a fungio
nio é continua no ponto 0, pelo que ndo é continua no intervalo [-5, 3] . Entdo, o teorema de Bolzano-
-Cauchy nio permite garantir, no intervalo ]-5, 3[, a existéncia de pelo menos um zero da fungio f.
A afirmacao Il é falsa pois, da igualdade xl_i.n:l_ |fix) +3x] =0, pode concluir-se que a reta de equagio
y=-3x ¢é assintota ao grifico da fun¢ido em —=, pelo que o grifico nio admite uma assintota horizon-
ralem —o,

éiguala f'(x),tem-se que ¥x € R\{0}, f'(x)>0

mas, deste resultado s6 se pode concluir que a fungio é crescente em |-, 0] e em ]0,+[ .

A afirmagdo I1I é falsa pois, dado que lunow
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Demonstracao facultativa (pig. ss)

Teorema

n
A sucessdo (u,) de termo geral u,= (1 + l) € crescente.
"

Demonstragao

Comecemos por provar, recorrendo ao método de indu¢do matematica, que, se
a€[0,1],entdio VnEIN,a"€[0,1].

Se a=0, entio, para qualquer nimero natural 7, tem-se @"=0"=0, de onde
se conclui que V2 €IN,a" € [0, 1] .

Vamos agora provar que, se a € )0, 1], entdo, Vn €IN,a" €10, 1] .
Para n=1,tem-se a'=a e, portanto, a' €0, 1] .

Seja # um qualquer nimero natural e suponhamos que a" €0, 1] .
Vamos provar que a" €10, 1] = a1 €]0, 1] .
0<agiAnl<a"'€<l = 0xa"<axa"<1xa"

Entio, dado que 4"< 1, conclui-se que a"€]0,1] = 0<a' < 1.

Estamos agora em condi¢des de justificar que:

Sel x& [0: ]] ,entdo (1 _I)HP 1-nx*. * Este resultado é um
caso particular da desi-
Para x=0 e para x=1,a desigualdade é trivial. gualdade de Bernoulli.

Analisemos o caso em que x €]0, 1] .
NOTA

n=l+1+1+0+1 21+ (1=x)+(1=2)2+ e + (1 —x)"" x€lo.1[ e
e —— i
n parcelas ¢=}1—XE]D.1|

A soma destas n parcelas pode ser feita recorrendo a formula que permite cal-
cular a soma de # termos consecutivos de uma progressio geométrica. Neste
¢aso, o primeiro termo € iguala 1 e arazioé 1-x,

1-(1-x)" _1-(1-x)

1-(1-x) X

1T+(1-x)+(1-x)P++(1-x)""=1x

Entio, n>2 u s

< nxz1-(1-x)",conclui-se que (1-x)">1-nx.

Dado que 73 g

Estamos, agora, em condi¢des de provar que a sucessao (u,) de termo geral

1 n
U= (1 + —) ¢ crescente.
n
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Comeca por observar que, dado que se trata de uma sucessao de termos positivos:

“!I
U, >, <=?—“+—'> 1

"

un+|=(l+n}-1)ﬂl=(:I%)’M=::%x(:Izll)u=n+2x(ﬂ(n+2})u
N " N 2
T

Tem-se n(n+2)=n2+2n=(n+1)y>" -1 5 portanto:
an+2)\" ((n+17-1Y 1y
= =(1-
(n+1)* (n+1)* ( (n+1)‘)

: 5, obtém-se:

+1)

Uy _n+2 il "nt2f,_ 1
i, 'n+1x(1 [n+1)2) 3,,+1(1 nx{n+1)2)

Aplicando a desigualdade de Bernoulli, com x=

Ora,

n+2(, 1 nt2 nn+2) (n+2)(n+1’-(n+1)+1
- x 3 — —_ l= T —
n+1( l:n+1)) n+l  (n+1) (n+1)

=[ﬂ+1)2[[?3+2]—1]+1=(n+1)2(n+1]+1_(H+1]"+1=1 |

(n+1)° m+1}  (m+1) (n+1)’
My 1 . My »
Portanto, ——> 1+ - , de onde se conclui que ¥ €N, —=> 1, ou seja,
u, {?2 l) u,

a sucessao de termo geral u, = (1 + -3;) ¢ crescente.,
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Teorema

"
A sucessio (u,) de termo geral u,= (1 +l) ¢ majorada.
n

Demonstragao
Comecemos por provar que, V2EIN, n23 = n!>2"",
Para n=3,tem-se 3!1=6 e 2°7'=27=4,

n=1

Portanto, a condigdo n!>2""" ¢é verificada por n=3.

Vamos agora provar que, sendo # um qualquer natural maior ou igual a 3,
se tem:
nM>2"'= (n+1)1>2"

> 2 = (1) x>+ 1) x 21 = e ] e

pois n=3.
= m+1)I>2x2" ' = (n+1)1>2"
Entdo, como a condicio ¢ vilida para n=3 e € hereditaria, o principio de indu-
¢io matematica permite concluir que é verificada por qualquer namero natural
maior ou igual a 3.
Recorrendo ao desenvolvimento pelo binémio de Newton, podemos escrever:
" LI r " -1 =2} -fH+1
(1+1) &S C‘,(l) =En(rt Jn=2)-(n-p+1)
n =0 n =0 plnf

Ora, para 2 p<n, tem-se:
nn=1)(n=2)(n-p+1 = i n—p+l % *YpEN,2<pgn,

(n—=1)( 1);: (n—p ]=l1x£xn Lg#=2,, " gl' n-’;-{-l p<n

pin pl n n n n p! 2 <1

Entdo, podemos concluir que:
i

i"C (l)p=§1‘,"c (l)P+ Se (l) =1+nxls Eﬂl"C (l)pg2+ i‘,i
fAn b L e R £ oo T\E map!

p=0
Portanto, (1+1)"g2+ i—1—.
n j':-lp!
Dado que, VnEIN,n23 =>n!>2"" tem-se Yn €N, n>3 = i%g S %_
p=2P? 2

Aplicando a formula que permite obter a soma de termos consecutivos de uma
progressdo geométrica, obtém-se:

n=1
L 1_(%) 1
P i L =1-(3)
2
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L " n=1
Finalmente, VR €EIN,n >3 = (1 +%) <2+ E%QJH 1- (%) < 3 e,dado
p=0P:

que os dois primeiros termos da sucessio sao iguais, respetivamente, a 2 e a
2,25, conseguimos provar que 3 é majorante da sucessio de termo geral

u,= (1 +l) .
n

5 1y Lo
Portanto, a sucessdo de termo geral u,= (1 +,) € crescente e é majorada.
Logo, é convergente.

O limite desta sucessio é um nimero irracional designado por nimero de
Neper e representado por ¢ .

Fotocopiavel © Texto | MVT 12

127



Demonstracao facultativa (pig. 90)

Comecemos por notar que a fungio raiz de indice »n ¢é crescente em IR' pois, para

xER'", tem-se (\"/J_C) =+ e VxER', —
nvx! A i

>0.

Ja provimos que, sendo n e m nimeros naturais esendo a>1, n<m = a"<a".

Pretendemos estender este resultado ao caso de expoentes racionais. Comecemos por
considerar o caso em que o0s expoentes sdo racionais positivos.

Sejam, entdo, r e s numeros racionais positivos e tais que r= % e 5 =2 , com
m, n, p, g EIN e suponhamos que r<s. 1

q L q
r<s=>%<§=>mq<np=:>a“""<a"”=>\/a"“'<\/a"”=>a’"<\/a'*=>

m £

=\ 7 "
=< (Vo) S Va <V =>a"<a' = a<a.
Portanto, em Q' tem-se r<s=>a"<a‘.

Consideremos agora o caso em que os dois racionais tém sinais contrarios. Suponha-
mos, por exemplo, que r<0 e s>0. Tem-se, portanto, r<s e vamos provar que
ar<at.

Ora, dado que a>1, conclui-se que a">1, pois —r>0, e também a*>1.

Entdo, @’ =L <1<a.
a

Consideremos agora o casoem r<s, sendo r e s nimeros racionais negativos.
r<s=y -s<-r e dadoque —r e —s sdo nimeros racionais positivos, tem-se:
r<s— —$<—r=>a"<a"=:>alj<$=> ai<q

Nocasode r<s,sendo r=0,tem-se a*> 1, pois s>0 e, portanto, a* > a" dado que
a’=a’=1.

No caso de r<s, sendo s=0, basta atender a que r é negativo e, portanto, a"' <1,
para concluir que a"<a*,pois a*=a"=1.
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Demonstracao facultativa pig. o)

Seja f afungdo definida no conjunto dos niumeros racionais por f(x) = a*.

Vamos provar que a fungdo f ¢ continua em 0, ou seja, dado que a” = 1, pretendemos
provar que lim a*=lim a*=1.
x=—ei" x=—=0

1
No 11.° ano, provdmos que limV/a = 1. Sabemos, portanto, que lima"=1.

1
Entio, dado 6 >0, existe uma ordem p, €N talque Vn €EIN,n 2 p, = |a"— 1|<6.
1

Tem-se, em particular, que 1-8<a" <1+0 e se a>1, pode ainda afirmar-se que
1

1<a"<1+38.

Comecemos por ver o caso a > | . Consideremos, agora, uma qualquer sucessao de
numeros racionais positivos, (q,), que tenda para0.

Dado que g,— 0 e que os termos da sucessdo sdo positivos, sabemos que existe uma
ordem p,€IN tal que VhEN,n>p, = 0<q,,<PL.
1

Entdo, sendo p o maior dos niimeros p, e p,, e dado que a fun¢do definida por a*,

com a>1,écrescenteem Q, tem-se:
1

VhEN,nzp = 1<a*< a” <1+ 8, de onde se pode concluir que lim a%=1.

Nocasode 0<a<1,aconclusio éidénticapois a’ =

- €, dado que %Dv 1,tem-se:

a
limg*=——— ey
18 =l
lim ——)
a
O que fizemos até agora, permite concluir que lim a*=1.
x—s0"

Para atingir o objetivo a que nos propusemos, falta provar que lim a*=1.

x—0
Seja (g,) uma qualquer sucessido de niimeros racionais negativos, que tende para 0.
Entdo, lim a’ =_—1—_ =1=1.
1

Concluimos, portanto, que a fungio f definida no conjunto dos niimeros racionais
por flx) = a* é continua em 0.
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A | Ajuda|

Teste 4 5—|—5

Pégs. 102 € 103

Grupo |
8,05

1. Uma situagao como a descrita pode ser associada a uma progressiao geométrica de razdo 1+ 100

2. Recorda o que aprendeste sobre o numero e e sobre o limite da sucessao de termo geral u,=a",
com 0<a<l ecom a>1.

il

3. Se o ponto P(x, %) pertence ao grafico de f,entdo flx)= 3

4. Considera a fungio g como composta da fungdo exponencial de base 2 com a fungao r, identifi-
ca o contradominio da fun¢io r e atende a que a exponencial de base 2 ¢ uma funcio continua
€ crescente.

5. Observa as expressoes que definem as fungdes: duas das fungdes sio fungdes exponenciais, uma
outra ¢ fungiio afim e outra ¢ fungio quadratica. Recorda o que sabes acerca da monotonia das

fungdes destas familias.

Grupo Il

1. Comega por identificar o capital que o sr. Antonio tem disponivel para depositar.
2. Para resolveres as condigoes das alineas c) e d), sugerimos que uses uma mudanga de variavel.

3. a) Recorda que a reta de equagio y =05 é assintota horizontal ao grifico de [ se ¢ 56 se
lim flx)=b ou lim flx) =5 e uma reta de equagio x =a ¢ assintota vertical se ¢ s6 se
Xt = X o=
lim flx)=%% ou lim flx)=x%w,
E i) X—ag

¢) Recorda que o declive da reta tangente ao grafico de uma fungio (diferencidvel) num ponto
¢é igual a derivada da fungio na abcissa desse ponto.

4.d) Determina a drea do triangulo tomando [BC] para base.

. gl =
5. Usa lim (l +—) num processo e 0s teoremas de comparagao no outro.
n

Fotocopiavel © Texto | MVT 12



Resolucio doteste4 <5

Grupo | |
1. (©)
Seja p(n) a percentagem de utilizadores de internet, » anos apos 2005,

Tem-se p(n)=p,x 1,0805",com n€IN,,sendo p, a percentagem de utilizadores no inicio de
2005.

97
1,0805°

Dado que p(3)=p,x1,0805" e que p(3)=92,7, conclui-se que p,= TR

2. (D)

"

O nimero e ¢ um nimero irracional, que é o limite da sucessio de termo geral (I +l) .
Portanto, as afirmagdes das opgoes (A) e (B) sdo proposigoes verdadeiras. 4

Sabe-se que lim(a")=0 ¢ lim(a")=+oo ,consoante 0<a<1l ou a>1.

Arendendo a que ¢=2,72 [ tem-se lim(e")=+o0 e lim{e“"]:li.m(%) =0.

Portanto, a afirmagio da opgio (C) € verdadeira.

3. (p)

A equacio flx) =% ¢ equivalentea 97 =% :

9"‘-%@3‘1*-3‘%:-2::-—1 ¢=>x-%

4.(8)
Tem-se D\=]-00,2] ¢ lim 2°=27=0.

Como a fungio exponencial de base 2 ¢ continua e crescente, o contradominio da fungio g

¢ 10,g2)) =10, 2’| =]o,4].

5. (C)

A fungao f ¢ uma funcao afim decrescente e a fun¢io g ¢ uma fungio quadridtica, que é cres-
cente em |00, 0] e decrescente em [0,+co[ ; a fungdo h ¢é decrescente, pois ¢ uma fungio
exponencial com base entre 0 e 1 ¢ a fungdo r é crescente, pois é uma fungdo exponencial com
base maior do que 1.

A experiéncia consiste em escolher duas de quatro fungées, o que pode ser feito de *C, formas
diferentes. Como s6 ha duas fungdes decrescentes, existe apenas um caso favordvel: a escolha
das fungoes f e b.

Portanto, a probabilidade pedida é %=% 3
2
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Grupo Il

1. O sr. Antdnio receben 25 000 x 0,8 =20 000 (euros) e ¢é este montante que vai depositar.,

Dado que a taxa de juro do depdsito ¢ 1,9%, o capital acumulado decorridos n anos ¢ dado
por 20000 1,019".

A resposta ao problema é o menor valor natural de # para o qual 20 000 x1,019" > 25 000 .
20000 1,019"> 25 000 < 1,019" > 1,25
Tem-se 1,019"=1,230 ¢ 1,019u== 1,253,

Portanto, o depésito tem de durar, no minimo, 12 anos.

2.2) 1007=0,001 & 107 =10" &> 2x=-3 ﬁx:—%

b) §5'+57 =150 5" x5+ 5 x5 =150 & 5(%4,%) =150 <

o5 xf=150e 5 =B o 52625 & 5= 5" o x=4

c) 9’+3‘"=4<=(3’)2+3)<3'=4;seja 3=y,
y+3y-4=0=y=-4vy=1
Portanto, (3*Y +3x3" =4 F=—4Vv3F=1>x=0

equagio
impossivel

d) 2x3"‘—3'“<5¢=>2x3x3’—%<5<=&6x3"—%<5;seja F=y.

2 Sy—
elgnas -
y ¥

0= 6y2-5y-1<0

Calculos auxiliares

6y2—5y—1=04=}y=5i— "'125"'24@

1
=—=WVy=1
Y=g

Portanto, GyZ—Sy—lg()i:by;—%Aycl.

6x3’—%§5ﬁ3’>—%/\3’<1@3’<1 S x<0

condigin
universal
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3. a)

b)

c)

4,2a)

1L
li—rp_wﬂx):,ﬁ_f_fl_we":e"“:en:-l

Portanto, a rera de equagio y=1 é assintora ao grifico da fungio f (em —c).
lim flx)=lim (e*—e¢*)=er*-e*=t+0-0=+0c0
Nio existe assintota horizontal em +oco .
A fungdo f é continua em R\{0} ; portanto, s6 a reta de equagio x=0 poderi ser assintota ver-
tical.
1

iy L
Iimu_ﬂx)=]imu_f‘=e‘r=e'°°=0 e limoﬂx}=lim (e*—e™) =e'—e=1-1=0
x—s x— a— x=0"

Assim, ndo existem assintotas verticais ao gréfico da fungio f.

L]
- = 2X -
[ A2 e B, eletel)
x=—=0" X r=—el)* X x=—el X =) =l

=e¥%2x1=2

e =1
2x

1
e i DY SN |
x<0=> flx)=-Lxe; m-f‘( 5)' 4od & f( -2-)—e-1—e2.
A equagdo reduzida da reta tangente ao grifico da fungio f no ponto de abcissa ——% é
yoty 1
e’ et

O grifico da fungio [, que é uma fungio exponencial, estd representado a verde, portanto o grifico
da fungio g € o representado a azul.

b) glx)=-3=5-2"=-32"=8 =22 S 2-x=3 S x=-1

c)

d)

E a reta de equagio y=35, pois ,!i_rpm[5—21",\=5 -2"=5-0=5.

Tomando [BC] para base, a base ¢ a altura do tridngulo sdo, respetivamente, a ordenada e a abcissa
do ponto B.

A abcissa do ponto B ¢ a solugio positiva da equacgdo flx)=glx) .

flx) = glx) :pz’=s-2='*<:»2"=s-%; seja 2=y .

y=5-%4=by2-5y+4=01=by=1 Vy=4

Portanto, 2’=5—%=§2'=1 V2 =4é=x=0Vvx=2.

A abcissa do ponto B € 2 e a ordenada é f(2) =2'=4,

Entilo, a drea do tridngulo [ABC] é 1)2(—2= 4 (u.a.).

Fotocopiavel © Texto | M¥T 12 133



5. 1.” processo

|i1n("2‘;1)"=1im [(%)(";1)"] =lim [(%)(1»’1;)"] =0xe=0

2.° processo

nt+l _3 n+1Y éu
VnelN,, 0< 5 <4,p0rtanto, VﬂEN;,U(( T )((4) .

Dado que lim (%) =0, o reorema das sucessoes enquadradas permite concluir que lim(”z':! ]) =0.

134 Fotocopiavel © Texto | M¥T 12



A | Ajuda|

Teste 5 5—|—5

Pégs.118e 119

Grupo |

1. Atendendo a que em todas as opgoes a abcissa € igual a 1, podes comegar por obter uma expressao
da fungdo inversa de f para, em seguida, determinar a imagem de 1 por essa fungio.

2. Se o ponto P(x, %) pertence ao grifico de f,entio fix)=

| =

3. Aplica propriedades algébricas dos logaritmos.
4. A abcissa do ponto A é o zero da fungdo f e a ordenada do ponto C é fle) .

5. Recorda que os termos do desenvolvimento de (3x+2)' sdo da forma *C,(3x)"""2" .

Grupo Il

1. e) Os pontos do grifico da fun¢io [ cuja ordenada ¢ igual A abcissa sio os pontos em que o
grafico interseta a reta de equagao y=x.

2. O estudo da monotonia da fungao, a que deves acrescentar o cdlculo dos limites em +o0 ou em

—co , vdo permitir-te obter o contradominio da fungo.

3. a) Do enunciado concluis que b é 8 quando T é 2.

4. Comega por identificar lim &lx) e lim [g(x)-2x] .
T—r+e0 X

s
5.a) Comega por identificar quantas misicas portuguesas devem ser escolhidas de modo a respeitar

a proporgio de 2 para 1.

b) Recorre ao acontecimento contrdrio.
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136

1. (€)
x ¥ x
2logi(x+4)=y = Iog.(x+4}=% Sx+d=4 = x=4"—4 ;entio, [(x)=4"-4.
1
Assim, {'(1)=4*-4=V4-4=2-4=-2,

2. (D)

A equagio flx) =% ¢ equivalente a log,(x) = i

2
1
log;{x}=%=bx=2’=bx=\/5

3. (D)
In(a®)=6k < 3In(a) =6k < In(a) =2k
In(ab)=k <= In(a) +In(b)=k < In(b)=k —In(a)
Como In(a) =2k ,conclui-se que In(b)=k-2k=-F.
Entio, ln(g) =In(a)-In(b)=2k - (—k)=3k .

4.(c)

A abcissa do ponto A é igual a 1, porque € o zero da fungio logaritmo; a ordenada do ponto
C éiguala In(e), porque C é o ponto do grifico de f que tem abcissa c.

Entio, ABxBC=(c—1)xIn(c)=In(c-1).

5. (B)

Os termos do desenvolvimento de (3x+2)* sio da forma *Cy(3x)*™2 e o termo cuja parte
literal é x* é aquele em que k=1.

Tem-se: *'C,(3x)"'2' =4 x 3 xx3%2=216x3,

Grupo Il

Iﬂ

1.a) 1+In(3x)=0Ax>0 3x=ecl & x= ¢ o Gnico zero da fungio f,

1 Y
38’

[

e

1+In(3x) _1-00__
e

o %

b) lim
x—s0"
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3
1+0n(3) _1+ln(3)-Ine) _1+In(3)-1

=eln(3)=In(3")

d i i 1
e

(4 e

Tem-se ]im( -%)"=lim(1 +%)"=a'l=l.

e
Como a fungio f ¢ continua e a sucessdo (u,) tende para % , conclui-se que

lim f{s,) =f(l) =In(3).

e
d) xflx)2In(e-ex) <= 1+In(3x)=In(e=ex) & In(e) +In(3x) 2 In(e - ex) &=

= In3ex)zInle—ex)= Jexze—-exAx>0Ae-ex>0=

d=4ex;eAx>0Ax<1mx;e-l-Ax>0Ax<1

4
Gsi= [T
- [4’1[

e) Recorrendo a calculadora, comegamos por determinar as coordenadas dos pontos de inter-
secao do grafico da fungio f com a reta de equagao y=x.

O lado do quadrado de diagonal [AB] ¢ a diferenga entre as abcissas dos pontos B ¢ A .
(1,603 -0,125)*=1,478 =22 .

O valor pedido é 2,2 (u.a.).

2. fi(x)=2xe* — 2ex

flx)=02x(ev —e)=04=2x=0Ve'=eé=x=0Vaxi=1=x=0Vx=-1Vx=1

-o -1 0 1 +o0
- - - 0 + + +
k3 1] - o o 0 +
- 0 + 0 - 0 +
Min. Mix. Min.
~ rel. 4 rel. ~ rel. 7
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lim flx)=lim [xl(fﬁ—e—;)] = lim y(g—’—e—;)] =+ooX(+oo—e=0}=+0c0
x—ston x—+too y y

x? x? el y———n

fi-l)=e—e=-2==-2 ¢ f(l)=e—e-2==-2
Como a fungido f & continua, podemos concluir que D'y=[-2,+oo[ .

Portanto, a equagio f{x)=k éimpossivel se k€ J-oc0,-2[.

3. a) 8=2logz(A£2)<=>4—lag1(A22) "2;2=2 AT=16=)A 34

A temperatura ambiente é 34 °C.

b) b= 21032(”) b < log(47) &= b =2log(4) + logs(T)] <=

& h=2[2+logy(T)] & h=4+log,(T%)

4. Dado que a reta de equagio y=2x-3 ¢ assintota ao grafico de g , sabe-se que ,!'gn‘mg{x] =+co esabe-se

também que l@mi—x}=2 e lim [g(x)-2x]=-3.

by Ol el el ol sl ek =i Un
L [ﬂx}_"‘] s ";1? ‘%"] i [g(x]l 2 ]

=%'li_“3ngf S Jim_gfx) - -2 =g-gxdx(-3)=2

A reta de equagio y-%x +% ¢ assintota ao grifico da fungio f.

5.a) Dado que vao ser escolhidas nove masicas, tém de ser seis miisicas portuguesas e trés musicas estran-
geiras, de modo a respeitar a proporgao de 2 para 1.

Tem-se 20x0,4=8§ ; portanto, ha 8 pedidos de musicas portuguesas e 12 pedidos de musicas estrangeiras.
O niimero de escolhas possiveis é *C,x'*Cy=6160.
b) Recorrendo ao acontecimento contrario: «nenhuma das musicas pedidas pelo Pedro é escolhida»,

|.1C3 % scs ~ 1 .2_2

a probabilidade que se pretende calcular é 1 - G x C, = C‘ Se
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As respostas aos itens seguintes tém um ou mais erros.
Descobre todos os erros!

ﬂ Resolve as equagdes:

l) 8x+3=2x43x~1 bi 2x+i+2x+1=64

Resposta de um aluno:

)82 x4 = 88 x4 3=3x- 1 & =4 & x=2
b) 2"”+2”2=64¢$2‘+'+2"+2=2"<=>x+1+x+2=6¢=>2x=3<=>x=%

dx-1 ]
ﬂ Resolve a condicdo (%) > (%) e apresenta o conjunto-solugao usando a nora-

¢ao de intervalos de niameros reais.

Resposta de um aluno:

(%)M-I; (%)“I.::; (%)4x-l> (%)jx”{:} dx-1>3x+3¢>x>4

O conjunto-solugio é 4, +cof .

H Determina o conjunto-solugio de cada uma das condigoes.

a) log(x) <2 b) log,(2x) <log,(x) + 3 cgxIn(l-x)=2x
Resposta de um aluno:
a) log(x) <2 & x < 10% ; C.8.=]-co, 100[
b) log,(2x) < logy(x) + 3 <= log,(2x) <log,(x) + log,(8) &=
S e<x+8Ax>0Sx<8Ax>0; CS.=]0, 8]
gxln(l-x)>2x & In(1-x) ;fc::» In(l-x)>1<
S l-xzei=-—x2e-1xg -6
O conjunto-solugio ¢ ]-w,1-¢] porque estd contido no dominio, pois se 1-x &

maior do que e, também ¢é maior do que 0.

Determina os limites seguintes.

In(x) ex—1

li b) li
*) \rlgln X ).\'"—To]m

Resposta de um aluno:

a) lim I~11~(3-’c~)~= 0 (¢ um limite notavel)
x—0 X

b) lim 21 w2l g3 (€ um limite notavel, fazendo 3x=1y)
X—a0 x X0 3x
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Erros cacados!

1. a) O erro estd na substituigio de 2x4™" por §%7'.
Uma resolucio correta pode ser:
§=2x47 1 o (20 =25 (29 &

— 23l’x+3} =2x% 22[3:-1! = 23::“3: = 21+2{3x-ll — 3{.‘{ i 3} =1 2(3": ol 1) —
S 3x+9=1+6x-2-3r=-10x=10

b) O erro estd na equivaléncia 2" +2""?=2°¢<> x+1+x+2=6 que nio ¢ vilida porque
pEteosil nag e ipual apattlitel

Uma resolugao correta pode ser:

242 =642 427 2 =64 & 2 x3=64 & 2 =% =

=x+1 =Iogz(%) =bx=logz(63—4) =il

4x-1 3x+3
2. O erro desta resolucao estd na equivaléncia (%) = (%) S dx-1>3x+3.

Dado que a fungio exponencial de base % ¢ decrescente (pois 0 <%< 1), a resolugdo correta
4x=1 x4
¢(3) >() ewn-1xox<a

O conjunto-solugio é, portanto, |-co, 4| .

3. a) Nesta resposta nio foi considerado o dominio da fungio logaritmo. Atendendo a que s6 ha
logaritmo de niimeros positivos, deve ser:

log(x) <2 ¢ x<10PAx>0&x<100 Ax>0
C.$.=]0, 100[

b) Dado que a soma de logaritmos nio € igual ao logaritmo da soma, a equivaléncia
log,(2x) <log,(x) + log, (8) <= 2x < x + 8 estd errada.
Deve ser:
log,(2x) <log,(x) + log, (8) <= log,(2x) < log,(8x) <
S22 <8 AX>0E -6x<0Ax>0= x>0
CS.=]0,+00

¢) O erro estd na equivaléncia xIn(1-x)>x <= In(1-x) af .

A segunda condicdo obtém-se dividindo os dois membros da primeira condi¢io por x ;
portanto, a equivaléncia so € valida para valores positivos de x ; no caso de x ser negarivo,
teria de inverrer-se o sentido da desigualdade.
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Podiamos considerar, separadamente o caso de x ser positivo e o caso de x ser negativo,
mas, tal como fazemos em situagoes idénticas, vamos criar condigoes para elaborar um quadro
de sinais.

xln(l-x)px=xIn(l-x)-x20=x[In(1 -x)-1] >0

Calculos auxiliares
x[In(1-x)-1]=0=x=0Vin(l-x)=1<=x=0V1-x=e >
Hax=0Vx=1-e

Vamos agora construir um quadro de sinais, tendo em consideracao que o dominio da con-
dicio é IxER: 1-x>0}=]-00, 1[.

1-e 0 1
- - - 0 +
+ 1] - & -
et 1] + 0 —
CS.= [1-¢,0]

Nio se trata de um limite notdvel. Este limite estd, provavelmente, a ser confundido com

. In (x)
lim :
K=t X
25 . S : Lo Inlx) —ce
O limite em causa ndo é uma situagdo de indeterminagao: lim = 0 =—00
x=—s(]
b) Este limite envolve um limite notdvel, mas estd, provavelmente, a ser confundido com
. oek—1]
lim
x—=i)

O limite em causa é uma situagio de indeterminagio do tipo g :

. SE o, . 3 . ¥
lim ugllm €2 _lim l=3)~<]|m €20 = 3xlim £ =3x+c0=+00
K—to X K—etod X A=t X it 3X Jrmy Tyt Y
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A | Ajuda|

. Identifica o valor de lg_nm@ tendo em consideragio que a reta de equagao y=

Teste 6 5‘|‘ 5

Pégs. 134 e 135

Grupo |

x+3 € assintota

ao grafico da fungio "f :

.Se fi-1)xf{1) é menor do que 0, entdo o teorema de Bolzano-Cauchy garante que a fungio f rem
pelo menos um zero no intervalo |-1,1[.

- Recorda que (g<f){1)=£1(1)xg'(f(1)).

. Procura relacionar o limite pedido com Iim(l +£) ;
H

Grupo Il

. b) Designa a concentragio de ides H;O" no leite por x e exprime em funcio de x a concentra-

o de ides H;0" no café e o pH de cada uma das bebidas.

. O estudo da monotonia ¢ feito recorrendo a primeira derivada e o estudo do sentido das concavi-
dades é feito recorrendo a segunda derivada.

.a) Deves utilizar a expressio f'a)=lim ﬂi%;@ 2
b=
b) Sendo x a abcissa dos pontos A ¢ B, tem-se m,=f"(x) ¢ m,=g'(x). O facto de as retas r
e s serem paralelas permite relacionar f(x) com g'(x).

. Comega por obter expressoes para as coordenadas dos pontos A e B em fungio de a3 em seguida,

obtém uma expressdo do declive da reta AB e escreve uma equagio que traduza a situagdo descrita.

Fotocopiavel © Texto | MVT 12



Resolucio doteste6 <5

Grupo | i

1. (B)
3

A rera de equagio y =% € assintora ao grifico da fungio f. Como esta reta tem declive

positivo, conclui-se que Ii_r_nmﬂx] =+00 ¢,como o declive é % , conclui-se que lim“@= 1
Assim:
L !

x+e” e S
!‘1_““ ) !:'anﬂx;u L{_n}wﬂ——z = =2+0=2

2. (B)

fi-l)=el+a e fill)=e+a

ﬂ—l]xﬂ1)<01=)[e-'+a](e+a}<0!=)a€] , __[

Entdo, se a € ] —e, —%[ , 0 teorema de Bolzano-Cauchy permite concluir que f tem pelo menos

um zero em -1, 1[5 para valores de @ em qualquer dos outros intervalos, fi-1)xf(1)>0 ¢
[ € estritamente crescente.

3. (D)
Sabe-se que (g f)(1)=/£(1)xg'(f(1)).
Determinemos [(1), fi1), glx) e g(fi1)).
s f1(1) é o declive da reta de equagio y=-2x+5 ; portanto, f(1)=-2;

¢ fll)=-2x1+5=3, porque o ponto A pertence i reta de equagio y=-2x+5;
2'In(2)
"= Ty
* g(fi1)=g3)=2'=

Entdo, (gef)(1)=Ff(1)xg'f(1)=-2x8=-16.

4.(0)

5. ()
Nimero de casos possiveis: "Cs

Niimero de casos favordveis: *C,

__£=i
Probabilidade pedida: C, 126 42

Fotocopiavel © Texto | M¥T 12 143



Grupo Il

1 a) 74=-log(x) & 74 =log(x) = 107" =x

Recorrendo a uma calculadora, obtém-se x=4x 107,

b) Seja x a concentragio de ides H;0" no leire.
Entdo, a concentragio de ides H;O" no café é 3x .

pH(x) - pH(3x) =-log(x) - I— log [3x)] =log(3x) - log(x) = log(a?x) =log(3)=0,5

2.D,=R"; glx)=2xIn(x)+x=x[2In(x)+1] ;

gx)=0=(x=0V2In(x)+1=0) Ax>0<=>ln(x)=—%¢>x=e-%
0 o teo
- + +
- +
= 0 +
N Min. 7

A fungdo é decrescente em ]0, e-%] e € crescente em [e“;, +oo[ : g(e-%) = —é é minimo
absoluto.

g"(x]=2|n[x)+2xx%+1=2]n(x]+2+1=21n(x]+3
-3
g"(x]=0<=>21n[x)+3=0Ax>0<=>ln{x)=-%f\x>0<=>x=e &

0 ‘-- + o
= 0 +
- 0 -
Vs PI. S

o
O grafico da fungao tem a concavidade voltada para baixo em ]0, e E] e tem a concavidade
3 s s i
voltada para cima em [e *,+o0| ; 0 ponto de coordenadas (e z,g(e 1)) = (e z’_%)

€ ponto de inflexdo do grifico.

144 Fotocopiavel © Texto | MVT 12



3.a)

b)

c)

x<0=gx)=e"+4ex-3

g'x)=0¢= e +4ex-3=0
Seja y=e*.

y+ay2-3=0¢>dytty-3=0> y="1EV1+48 "8“434:»3:--1 Vy-%

Eritat, e dei=c A= 0= =1 Ve"=%4=lrx=ln(%).

equagio
impossivel

y+dyr-3>0¢y<-1 Vy>%

Entio, e*+4e*-3>0¢> e*<-1 Vs‘>%<ﬁx>]n(%).

condigin
impossivel
No intervalo ]-oo0, 0[ , 0 grifico da fungio g tem a concavidade voltada para baixo em ]—m, ln(%)]

e tem a concavidade voltada para cima em [ln (%), 0[ . O ponto de abcissa In (%) € ponto de in-

flexdo do grafico da fungio g.

A fungdo g' € continua; portanto, s6 a reta de equagio x =0 poderi ser assintota vertical;

]imrg'(x}=limﬁ(e‘+281"—3x]=e°+2)<e°—3x0=1+2—0=3

()

; o oxie).  In(x) ; ; - e Infy)

ll_r-nu.g'{x)-!l_n'nu_[xln(xl] T e 1 y=1 B y Jim y o
= 3

Naio existem assintotas verticals,

oy B Sy S iZe a T el T

x—s-co X N—b-go &'y Kb x ¥—b-co A

_f'”‘l‘lﬂ“” —3=0+2X0 —3::1—3-:0—3-:—3
-0 —o0 -

lim' [g'{x) - [—3x)] = Iirnv (e¥+2ex—3x+ 3x) = |irr1 (e¥+2ex) =0
A reta de equagio y=-3x é assintota ao grifico de g',em —oo .

tim &%), i 2]

x—rtem X F—rion

=lim In(x)=+co
X400
Nio existem assintotas nao verticais ao grafico de g' em +o0 .

Portanto, o grifico da fungio g' tem uma Gnica assintota, que ¢ a reta de equagio y=-3x.
Da informagio disponivel ndo é possivel concluir que a fun¢io nao seja continua em 0, porque ha

fungdes que ndo sdo diferencidveis em pontos em que sdo continuas, como, por exemplo, a fungio
definida por f(x)=|x|.
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fil +!:’}—ﬂ1) T 2ett—3(1+h)—(2e-3) lim 26t =3h-2e _

4 = l"u_‘t.lu h—s0 b h—0 h

3b _gelim #=1_3-2¢x1-3=2¢-3
b h—0

=lim 7

=0 h h—0
b) A abcissa dos pontos A e B é solugdo da equagio f(x)=gl(x).

flx)=g(x) < 2e"- 3= 3 2(e") + 26" — 3ot — 3 =4e" &>

4e
e+1

& e -5 —3=0¢ r=IEV25+24 "i—‘*z“ﬁ e’:—% Ve'=3 & x=In(3)

equagiio
impessivel

O ponto A tem coordenadas (In(3), 6-3In(3)) e o ponto B tem coordenadas (In(3),4In(4)) .

5. Determinemos as coordenadas dos pontos de interse¢io do grifico de f com os eixos coordenados.
fil)=In(a) e flx)=0&=>x=1-a

Portanto, os pontos A e B sio os pontos de coordenadas (0,In(a)) e (1-4,0).

O declive da reta AB ¢é m”=-1]r1[:] A
=In(a) 1
Portanto, N
=In{a) _1 . In(a) _1 5
=== ==<=>2lnfa)=a-1=In(a})=a-1 at=e*!
1l-a 2 a-1 2
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A | Ajuda|

Teste 7 5—|—5

Pégs. 156 e 157

Grupo |
1. Aplica propriedades algébricas dos logaritmos.

2. Designa por a o coeficiente do termo de grau 2 de f{x) e escreve uma expressao, em fungao de a,
que possa definir a fungdo [, tendo em conta os seus zeros.

3. Identifica o dominio da fungio geof e o contradominio da restricio da fun¢io f ao dominio
de gof.

05
100

4. A situagio descrita pode ser associada a uma progressao geométrica de raziao 1 -

5. Recorre ao acontecimento contririo.

Grupo Il
1. a) Uma fungdo ¢ continua num ponto do seu dominio se existir limite nesse ponto.

b) Tem em consideragio, na caracterizacao da fun¢ao [', que a fun¢io nido é continua em 0 e
recorda que uma equagao da reta tangente ao grafico de [ no ponto de abcissa a é:

y=f'a)(x-a) + fla)
2. Recorda qual é a familia de fungoes que sartisfazem a equagao diferencial f'=kf.

3. a) Obtém uma expressio de N' e uma expressio de N(120-N) em fungio de ¢.

b) Deves resolver a equagao N(#)=M(z) .

5. Dado que existe uma assintora nao vertical ao grafico de f+g, o seu declive é l1n1ml'{—-—‘3M :

Deves calcular este limite. O conhecimento da equagdo reduzida da assintora nio vertical ao grifico

2 . {x)
de g, permite-te obter lim <
X=X
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Resolucio do teste7 =5

2.

Grupo |
(A)
a i = =, =
Iogﬁ(czﬁ)—lo&,[a} log,(¢?) log(,(\/i!_a)
St S0 DO (R U TR
—mg 2’0&(!‘:] ]Ogl,(b)— 5 2)(2 2— 7 1 2— 2
©

O facto de o gréfico da fungdo passar na origem do referencial significa que 0 é um zero da
fungdo. Também sabemos que 1 é zero de f e que o grifico de f tem a concavidade voltada
para baixo. Entdo, flx)=ax(x-1),com a<0.

. . -1) . .
| fix) - ax(x e & s e
x]in-ll e -1 xlE’O e -1 ax:EO E‘*—lxx]{n-l](x ]
=axﬁx}m{x—1]=ax%x(—l)=—a

x—sl} X

Dado que a é um nimero negativo, o limite pedido é um nimero positivo. S6 a opgio (C)
apresenta um numero positivo.

. (0)

Tem-se D, ={x€D;:flx) ED,}={xED;:flx)>0}=]-2,2[
f(1-2,2[)=]0,2]

Como a fung¢do logaritmo de base 2 é crescente, é continua e limologl (x)==c0, 0 contradomi-
nio da fungio gef é |-co, log,(2)] =]-c0, 1].

(8)

Seja v(n) o valor do produro, decorridos » semestres. Tem-se v(»n)=1000 x (1 - %) 5

Como 10 anos sdo 20 semestres, o valor do produto decorridos 10 anos é

- Vel ¥
v(20) = 1000 x = =1000x% 0,995 = 904,61 (curos) .

- (0)

O acontecimento contririo de «ndo chamarem todos o mesmo fisioterapeuta» é «chamarem
todos 0 mesmo fisioterapeuta», Como ha quatro fisioterapeutas, ha quatro casos favordveis a
este acontecimento. O nimero de casos possiveis ¢ 4°, pois cada um dos scis utentes magoados
pode chamar qualquer um dos quatro fisioterapeutas.

A probabilidade pedida é 1 —%: 1 —% .
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Grupo Il

1. a) limo_ fix) =1im0'log.,_$[1 —x)=log,s(1)=0

mﬂx)-lm‘(xln(%)—l)-x]m.(xln(%))—l-x]ﬂl -1

= 2lim lnﬁ—l:ZxO—l:—l

,-.i y—t= g

Como os limites laterais sdo diferentes, ndo existe lim f(x) e, portanto, a fungio nio é
) —)
continua no ponto 0. :

b) Como a fungdo nao é continua em 0, sabemos que nao é diferencidvel em 0.
S
{1-x)In(0,5) (x-1)In(2)

(loges(1-x))'=

(x in(2)- l)‘=ln(%) +xx%—0=ln(%) +xx=L=in(2)-1

x
I
(x=1)In(2)

Il'l(%)—1 se x>0

se x<0
Entio: f(x)=

O declive da reta rangente no ponto de abcissa 2 é:
m=f“(2]=ln(%)—1=ln(1)—1=0—1=—1

Como f(2) !2]11(%) -1=2x%In(1)-1=2x0-1=-1,uma equagio da reta tangente é

y=-1{x-2) + (1) que éequivalentea y=-x+1.

2.a) Sabemos que M(t)=ce* ¢, dado que a semivida é 30 anos, sabemos também que

M(30) = %—M“ . . (%)

30

M{30)=%M,, = Muem=%Mu = em=% & 30k =]n( ) e p

1
2

Entio, M(t) =Moem£;)'= ﬂ("l“&))ﬁ=M"(%)3i '

M, 1)% M. /1301 1ﬁ(1l
b My<g e m(3) <o (3) <ge=(3)"<(3) =
s >
L2160
Mais de 60 anos.
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¢) Quando ja se desintegrou 10% da massa inicial, a massa existente ¢ 0,9M, e, quando falta desinte-
grar 10% da massa inicial, a massa existente é 0,1M, .

b)

Sejam t; e t, os instantes em que ocorrem essas situagoes.

Temse M0 =22 (1Y710(1) ; poranto, M1 =-Ln( Lo

~ 0 =L " =L l
Entio, Mt 301:;( )x0,9M., e Mt 30ln( )><0,1M.,.

1
2 2
M'(t,) _ 09
M)~ 0,1
10% da massa inicial, é 9 vezes superior a taxa de desintegragio, quando falta desintegrar 10% da
massa inicial.

Portanto,

=9, de onde se conclui que a taxa de desintegragdo, quando se desintegrou

_=120x7 x(=0,2) x e

N ]
(1470

o 120 o 120 Y 120 e
N(120 N)‘1+7e,»-wfx(120 1+7e-'u') 1+7e-mx(] 1+7e'“~2')

o 120" 7e%* _120°x7e %
1+7e®2 1472 (147002

Entio, N'=120"x0,2N(120 - N)
&

2 150 _ 120 5 _ 4
M{”'N{”‘:"nsoe-iw T#7e9% < 14 50e0% 1+ 7¢3%

> 5(1 + 7e %) = 4(1 + 50e-%%) &= 20004 = 3504 -1 =0 =

Jask
e poa 35 EV3S"+800 e 02 = 0,025 V ¥ =02 St = In(0,2)
200 g’ =5
equagio
el

No dia 9 de margo de 2015.

1
1 =
lim f{x)=lim (er*) "2 2xlim & = 2xlim £=2x(+o0)=+0o
x—0 x—0 x— l ,.=% y—ttew g
X

Portanto, a reta de equagao x =0 ¢ uma assintora ao grafico da fungio f.
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T AR P
—sbor N x—eho

!
2xe*
x

1
=2%lim e"=2xe'=2x1=2
X—4400

lim _[fix) - 2x] = l@m(he%—h) =lim _ [2:;(@%- 1)] -

=

0
=2xlim €=l = 2xlm €=1=2x1=2
x=—vtm ] y=1 y—
X

Portanto, a reta de equagio y=2x+2 ¢ assintota ao grifico da fungio f.

b) Seja A(x) adrea do tridngulo [OPA],sendo x a abcissa do ponto P.

1
e 1
Entdo, A(x)= %= 2x2¢" . Vamos estudar a variagio da fungio recorrendo a derivada.

I 1 1 1 1 1
Allx) = 2(x3e’) =4xe* +2x2x (—%) xe'=4xe*—2e =2e"(2x-1)

A'[x)=0ﬁle%(lx—l)=0=b2x—l=01=bx=%
|0 : voo
z‘;ﬁ; + + +
gzg%qp = 0 +
aﬁ - 0 +
*K \. Min. )

A drea ¢ minima para x =-% e a drea minima é A(%) =2 x% xet=e! (n.a.).

5. Dado que sabemos que existe uma assintota nao vertical ao grifico da fungio f+g , o seu declive
2l (f+g)(x) )
X—etoo x

A reta que contém a bissetriz do segundo quadrante tem declive - 1.

Temos, portanto, de mostrar que L@mgfi= -1.

A reta de equagdo x+2y=0 tem declive —% e, dado que é assintora ao grifico da fungio g, pode-se

1 S
X

concluir que L:mm -
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(F+g)x)
—=—

Vamos agora calcular lim

r—rton

fix)

lim ——+lim gx_ i et Al
A—tm X A—tm X K=t x 2

(f+8) () _
X

Elamas )

- it
=T M—%:—%]im [xln(l+%)]—%=—%]n[lim (1+1)] -1.

X—+00 2 b0

el Sl e Ll e
M=o Rlns sy =g =1
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As respostas aos itens seguintes tém um ou mais erros.
Descobre todos os erros!

II Sabendo que sen(4x) =—% , determina sen(2x) cos(2x) .

Resposta de um aluno:

Como sen(2x)=2senx cosx , tem-se sen(4x)=4senx cosx .

Entdo:

sen(dx) = -2 < dsenx cosx = -2 $=» SENX COSX = —1—22- = —% €, portanto,

3 3
scn{Zx}=25€nxcosx=%=i.

3

sen?(2x) +cost(2x)=1 &= (%)-+ cost(2x)=1 4+ cost(2x)=1 =i L—

9
< cos?(2x) =% < cos(2x) =ﬁ
Entao, sen(2x) cos(2x) =% x@ = @ 3

[ 2 | Sejam f e g as fungdes, de dominio IR , definidas por flx)=x+sen(x?) e glx)=sen’x .
Caracteriza as fungoes ' ¢ g'.

Resposta de um aluno:
As fungoes f'e g' tém dominio R .

fix)=1+cos(2x) e g'(x)=2cosx

B Considera a fungao [, de dominio ]0, Zn[ , definida por f{x)=sen(2x)+2x .

Indica, justificando, o valor légico da afirmagdo seguinte: «A fungdo f ndo tem extremos
relativos.»

Resposta de um aluno:
filx) =2cos (2x) +2

2c0s(2x) +2=0 > cos(2x)=-1¢> 2x=n+2kn & x=2 + kn, hEZ .

2
k=0 — x:%
k=1 — x:sTﬂ

A derivada tem dois zeros no intervalo 0, 2a[ , logo, a fungio tem dois extremos.

Portanto, a afirmagdo ¢ falsa.
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Erros cacados!

1. Nio é verdade que sen(4x)=4senx cosx . Por outro lado, ms1(2x)=% ¢ equivalente a

cos[h]:i@ e ndo ha informagio no enunciado que permita decidir acerca do sinal de
cos(2x) .

O facto de sen(2x) serigual a 2senxcosx decorre de sen(2x)=sen(x +x).
Portanto, sen(4x)=sen(2x + 2x) = 2sen (2x) cos (2x) .

Entio, sen(4x) =% ¢ 2sen(2x) cos(2x) =% < sen (2x) cos (2x) =% :

2

E verdade que as fungdes f' e g' tém dominio IR , mas as regras de derivagio, nomeadamen-
te no que diz respeito a derivada da fungio composta, niio estdo bem aplicadas.

fx) = (x+sen(x2)) =1+ (x2) sen'(x2) = 1 + 2x cos (x2)

glx)= (senzx)'= ((senxll)' =2sen'x(senx)' = 2cosx senx

3. A fungio derivada e os seus zeros estio obtidos corretamente. Dado que a fungdo é diferencia-
vel e 0 seu dominio é um intervalo aberto, os extremos s6 podem ocorrer em pontos em que a
derivada seja zero. No entanto, o facto de a derivada se anular nao é condigio suficiente para
que a fungdo arinja um extremo.

Neste caso, Vx € ]0, 2::[, f(x) 20 e,como a derivada anula apenas em dois pontos, conclui-se
que a fungdo € estritamente crescente no dominio. Logo, ndo tem extremos.

A afirmagdo é verdadeira.
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A | Ajuda|

Teste1 5—|—5

Pags.38e39

Grupo |

1. Comega por recordar a formula de sen(2x) ,em fungio de senx ede cosx.

2. Nota que, como a fung¢io f € continua em IR, a fungao [ € continua, em particular, no ponto 0,

tendo-se, portanto, lim flx)=lim f{x).Recorda também o limite notdvel lim il
=¥ i

=l X

3. Recorda que o declive da reta tangente ao grafico de uma fungao £, no ponto de abcissa a , € igual

a fla).

4. Podes descobrir o valor légico das proposicaes I e I através da determinagio do contradominio da
fungio d e podes descobrir o valor logico da proposigao Il através da determinagao do periodo
fundamental da mesma fungio.

5. Recorda a relagdo entre o periodo e a frequéncia de um oscilador harménico.

Grupo Il
1. Repara que, designando por o o angulo orientado cujo lado extremidade é a semirreta OP |

a abcissa do ponto O éigual a cos(a +2—:) ;

2.a) Recorda a férmula que relaciona tg o com cos o .
b) Recorda a defini¢ao de derivada de uma fun¢iao num ponto.

c) Recorda a relagao entre o sinal e os zeros da segunda derivada de uma fungao e o sentido das
concavidades do grafico dessa funcdo e pontos de inflexao.

d) Comega por determinar as abcissas dos pontos P e Q e por desenhar o tridngulo [OPQ)] .

3. a) Comega por ver se haverd assintota horizontal, quando x tende para —oo . Em seguida, justi-
fica que nio tem sentido procurar outras assintotas nio verticais, Depois tenta responder a
seguinte questao: tendo em conta o dominio da fungio e eventuais pontos de descontinuidade,
quais sdo as retas candidatas a assintotas verticais?

b) Recorda a relagdo entre o sinal e 0s zeros da derivada de uma fungdo e a monotonia e extremos
relativos dessa fungio.

4, Comega por dividir ambos os termos da fragio por x .

5.a) A Marta vai levar x livros de aventuras, v de ficgdo cientifica e z policiais.
Comega por analisar as diferentes possibilidades para x, ¥ ¢ z, de modo a que ela leve pelo
menos trés livros de ficgdo cientifica.

b) Recorda a regra de Laplace.
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Resolucio do teste1 5i5

Grupo |
1. ()
Tem-se sen(2x) = 2senx cosx .
1
Como senlx + cosix =1, vem (%) +costx=1,pelo que cosix=1 —%:g .
Como x € ]g, %ﬂ ,vem que cosx <0, pelo que cosx= —@ = —% :
Portanto, sen(2x) =2senx cosx=2 x% % (—%) = —# ;

2.(C)
Como a fungio f € continua em IR, a fungdo f € continua, em particular, no ponto 0.

Portanto, tem-se Iimo’f(x] =limo_ fix) .
Ora, lim flx)=k-cosO=k-1 e lim fix)=lim Mﬂim (ﬁ.,.%) =
e x—e0 x—0 X X -4

x—0'

=1+limM S 1E3ilim
x—0 3x y=3 y—0' Y

=1+3x1=4,

Tem-se, portanto, k—1=4,de onde vem k=35 .

3. (A)
Tem-se [(x)=3x2 xsen(4x) X 4cos(4x) =12 x 2sen (4x) cos(4x) = 12sen (2 x 4x) =
=12sen(8x) .

Assim, o declive da reta tangente ao grifico de f no ponto de abcissa % (-5
21 EY12sen(E)=12x 1=
f(48) sen (8 ) = 12sen(%) = 12x 3 -6
4.(D)

O contradominio da fungio d ¢é [1,5], pelo que a fungdo d nunca toma o valor 0.

Assim, a reta r ndo ¢ tangente a circunferéncia, pelo que a proposigao I ¢ falsa.

Sendo a distincia maxima do ponto P a reta igual a 5 e a distancia minima igual a 1, vem que o
didmetro da circunferéncia é igual a 4, pelo que o comprimento da circunferéncia é igual a 4r .

Assim, a proposi¢ao Il é verdadeira.

A funcdo d é periddica, de periodo fundamental —%% ,ouseja, d ¢é periodica, de periodo funda-
mental igual a 4. %

Portanto, o ponto P demora 4 segundos a dar uma volta completa, pelo que a proposi¢io 111
é verdadeira.
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5. (8)

A fungio d ¢ periddica, de periodo % you seja, d ¢ periédica, de periodo

1
3

Portanto, a frequéncia do oscilador harmoénico é 3.

Grupo Il

1. Seja o o dngulo orientado cujo lado origem coincide com o semieixo positivo Ox e cujo lado
extremidade € a semirreta OP .

Como o ponto P tem ordenada % , fem-se sen o =% 5

A abcissa do ponto Q € igual a cos(a+2T“) 2

Tem-se: cos(a+%) =coso. c:c:rsz—z'It —sen sen% .

Ora,

scostoa=1-sento=1- (%)1= 1 —%:% , pelo que msm:%

. cos%=cos(n—%) =—cos§ = —%

. sen%‘:sen(n—%)=sen%=§

Portanto, cos(u-t-%) - msucoszs—“— sen usen‘g—E-Tsx(—%) —% x% __ﬁ+62_\/§ .

2.a)

b)

Tem-se 1+rgo=

2
A pelo que 1+ ( 2) , de onde vem cos*a 3

Portanto, flo) =1+ 3cos? (x)=1 +3x%

z fix) -f(%) 1+3cos?x— [1 + 3cosz(§)]
Tem o f'(_) =lim o =
2 ,_.;. x—% x--% x_%
3cm1(5+ )
= lim 1t3cos?x—1_ . 3cos’x lim i o
‘_'g x—E x—*% x_% y=x—’2‘ y—=0 y

2
3 |cos (E+ y)] 2
=lim 2 <l 25 _ i sty g
y—0 y y—0 y—0 Yy y—0

(?xseny)=3xlx0=0
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c)

d)

3.a)

Tem-se: ['(x)=[1+3cos?(x)]'=3% 2 xcosx X (~senx) =—3sen (2x)

pelo que f(x)=—-6cos(2x) .

Como x €]0,n[, tem-se que 2x € |0, 2a[, pelo que:

[(x) =0 cos(2x)=0 (=)2x=%v2x=32—“-l=>x=%\f‘x=i—x
Tem-se, entdo, o seguinte quadro:
x 0 z i n
i - 0 + 0 -
f F= PL O PL P

P.I. = panta de inflexio

Portanto, o grifico da funcio f tem a concavidade voltada para baixo nos intervalos ]0, %]

e 3—‘:‘-, '.lt[ e tem a concavidade voltada para cima no intervalo %, '%“ :

Os pontos de abcissa % e ‘1—“ sdo pontos de inflexio do grifico da fungio f.

Tem-se: ﬂx]=14—3<=>1+30052x=%<=>3c051x=173—1 = %
ul\r )
4=b3cos2x=21=)coszx=éi=)cosx=ﬁ\fcosx=—ﬁ1=b 2 Yoo
4 4 2 2 . v
1=>x=%\fx=% (pois x€]0,n[) ; A '
Vem, entio: | mw X
Sn_m
: _6 6,13 _4n 13 13
Area do tridngulo [OPQ] = o

Tem-se: lim_g(x) = lim_(1+x%?) "= 71&_131“(1+(-y)*e-*)=

o 9 . 1 1
=1+Ilm —==1+4+lim —=1+—=1+0=1
y—+io0 g7 y—teo g +o0

yZ
Portanto, a reta de equagao y =1 € assintota horizontal do gréfico da fun¢io g, quando x — -0 .

Uma vez que o dominio da fungdo g ¢é majorado, o grifico desta fungio nao tem mais assintotas nio
verticais.

Quanto as assintotas verticais, apenas as retas de equagio x =0 ¢ x =7 poderio ser assintotas
verticais do grifico da fungio g.
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Tem-se:
1 =l 2p) = =
ll_r.rlo_g{x) En.o_(l +x2e%)=1+0=1

: S 2=cosxa 1o
113.10_3(::)—1210_ seny  (F fee
- “lim 2=cosx =3 0
a]rl—qirg{x)_alfl—qlr seny (1} 00

Portanto, as retas de equagido x =0 e x =n sdo assintoras verticais do grafico da fungao g.

b) Tem-se:
) = (2 - msxj= (2 —cosx)' senx — (senx)' (2~ cosx) _
g senx senx
_senx senx —cos x(2 —cosx) _senx — 2cosx +cos?x _ 1—2cosx
sen’x sen?x sen’x
Em |0, n[ , tem-se:
glx)=0=1-2cosx=0&= cosx=% = x=%
Tem-se, entdo, o seguinte quadro:
x |0 3 x
@* = V] +
g B Min. /
Portanto, a fungao ¢ decrescente no intervalo ]0, %] ¢ ¢ crescente no intervalo %, 'n:[ .
A fungdo tem um minimo relativo para x =§ 5
24 sen’x
4. ljm 2xtsenlx _ x _2+0_,

s—dw X+ lnx x—ie 1+lnx 1+0

5.a) Se a Marta leva pelo menos trés livros de ficcao cientifica, ela pode levar:

» 2 de aventuras, 3 de ficgdo cientifica e 1 policial, ou
= 1 de aventuras, 3 de ficgio cientifica e 2 policiais, ou
e () de aventuras, 3 de ficgio cientifica e 3 policiais, ou
* 2 de aventuras, 4 de fic¢do cientifica e 0 policiais, ou
* 1 de avenruras, 4 de ficgdo cientifica e 1 policial, ou

= () de aventuras, 4 de ficgao cientifica e 2 policiais.
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Portanto, o nimero de maneiras de a Marta fazer a selegio é:

(60 ate el el e e e e sl el e e S e e e Tl el el e B e e o o =
=1x4%6+2x4x15+1x4x20+1x1x1+2x1x6+1x1x15=
=24+120+80+1+12+15=252

b) Nimero de casos possiveis: 6! =720
Nimero de casos favordveis: 31 x 21 x 21 x 21 = 4§

lidade pedida: 48 = L
Probabilidade pedida: 55015
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A | Ajuda|

Teste 2 5‘|‘ 5

Pags. 96 e 97
Grupo |

1. Recorda a defini¢ao de primitiva de uma funcio.

2. Recorda uma propriedade que relaciona duas primitivas da mesma fungao num intervalo ou usa o
conceito de primitiva de uma fungio num intervalo.

3. Comega por representar graficamente a regido cuja drea se pretende determinar.
4. Comega por determinar o contradominio da fun¢do d e interpreta-o no contexto do problema.

5. Recorda a regra de Laplace.

Grupo Il
1. a) Substitui cos?x —senx por uma expressao equivalente.

b) Comega por escrever o polinémio (1 + 2x)’ na forma reduzida.

2. Considerando um eixo vertical, orientado de baixo para cima, com origem no ponto de langamento
do projétil, comega por traduzir simbolicamente cada um dos dados do problema.

3. Comega por representar graficamente as fungoes definidas por y=x" e y=2x-x* em [0, +oco[;
em seguida, determina as abcissas dos pontos de interse¢ao desses graficos e avalia o sinal da dife-
renga das fungdes entre as abcissas dos pontos de intersegio.

4. Recorda o teorema fundamental do cilculo integral (pigina 83).

5. a) Comega por determinar o valor de k , recorrendo a informagio acerca da semivida.

b) Comega por equacionar o problema, considerando k =-=0,002567 . Na escrita da equagdo tem
atengdo as unidades de massa envolvidas no enunciado.
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Resolucio doteste2 <5

Grupo |
1. (A)
Tem-se:
[(x2+ Der| =2+ Vet + (32 + 1le) = 2xe" +(x2 + e = e (2x + 32+ 1) =
=e(x?+2x+ D=elx+ 1) =(x+ e
2. (D)

Apresentamos duas resolugdes.
* A diferenga entre duas primitivas da mesma fungdo é uma constante.

Na opgao (D) estao definidas duas fungoes cuja diferenga é uma constante, o que nao acon-
tece nas outras opgoes, como podes verificar.

In(2x)=1In (x)=1n(2)+In (x) = In (x)=1n (2)

¢ Na opgao (D) estao definidas duas fungdes cujas derivadas sao iguais, o que nao acontece nas
outras opgoes, como podes verificar.

') =1 e [:n(zx)]'=%)'=i=1

3.(8)

As abcissas dos pontos de interse¢do das duas pardbolas sdo as solugdes da equagdo:
=xi+3x+8=xt=x+2

Tem-se:
—x2+3x+8=x2-x+2 S 22-4dx-6=0=x-2x-3=0&
ﬁx:—Zi ";"’12 ¢=&x=—2§4-¢=bx=—lvx=3

A parabola definida por y=-x2+3x+8 tem vértice no

ponto A (5, T) ¢ tem a concavidade voltada para baixo.
A pardbola definida por y=x2-x+2 tem vértice no pon-
to B(%, %) ¢ tem a concavidade voltada para cima.

A representacio grafica das duas parabolas evidencia que, no

yaxi-x+2

y=-x'+3x+8

intervalo ]-1, 3[ ,a paribola de equagio y=-x*+3x+8
estd sempre acima da paribola de equagio y=x*—x+2.

A regido cuja area se pretende determinar € a regido colo- H ‘
rida de verde na figura. I i |0 !

A drea desta regido ¢ JS{—x2+3x+ S)Jx—r(xl—x+2)d.x=l"(—2x2+4x+6}dx 4
-1 -1 -1
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4.(8)

Dado que ¢ € [0, +%[, a funcio definida por cos(2nt) assume o seu valor maximo.

Entdo, o maximo da fungdo 4 € 116+ 24 x 1.

A distincia maxima do centro da esfera ao chio da sala é, portanto, 116 + 24 (cm), ou seja, é
1.4 m.

Portanto, a distincia minima do centro da esfera ao teto da sala é 2,5 — 1,4 (m), ou seja, é 1,1 m.

- (B)
Numero de casos possiveis: 6x6 =36
Niimero de casos favordveis: 2x2x4=16 (sai 5 ou 6 num dado e 1,2, 3 ou 4 no outro dado)

Probabilidade pedida: 1—2=%
Grupo I
. a) [ [er+sene(cos? x — sen?x)] dx = I [e1+sn2cos (2x)] dx = % J [2 cos (2x)et+en29)] d =

- % I [{1 + sen (2‘!)}.21 H’"“'] dx =%gl+ml2xl +¢, ¢ €ER

b) I(1+2xljdx=ll+3(2x)+3(2x)z+(2x)3dx=.[] e
x x ¥

=Jl(%+6+12.x+8x1)dx=lnlx|+6x+6x2+%+c.ceﬁ

. Consideremos um eixo vertical, orientado de baixo para cima, com origem no ponto de langa-
mento do projétil. O projétil desloca-se sobre este eixo. Seja p(t) a posicdo do ponto P no
instante ¢ . Consideremos que a distincia é medida em metros, que o tempo é medido em se-
gundos e que o instante zero coincide com o instante em que o projétil € langado.

Tem-se p"(t)=-10 (como o eixo estd orientado de baixo para cima, a aceleragio da gravidade
tem sentido negativo),

Portanto, tem-se p'(t)=—10t+¢ (c ER).

Como o projétil é disparado verticalmente, de baixo para cima, com uma velocidade de 30 m/s,
tem-se p'(0)=30.

Vem, entdo, p'(t)=-10¢+30.

Portanto, p(r}=—10%2+ 30t+k=-5+30t+k (k€ER).

Como a origem do ¢ixo orientado coincide com o ponto de langamento do projétil, tem-se
p@=0.

Assim, p(t) ==5¢+30t.
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Queremos saber ao fim de quanto tempo, depois de ter sido disparado, ¢ que o projétil atinge o mar.

Tem-se:
—5P+30t=-80¢=> 5> -30t-80=0¢= 1’ -6t-16=0

36 —-dx(-
6+4/36 24x( 16]‘:'

—it=

ﬁr-'sizﬁﬁt-—lvr-s

Portanto, é 8 segundos depois de ser disparado que o projétil atinge o mar.

3. Tem-se:

=2x- 3 +x2-2x=0 2 x(x2+x-2)=0 =

=1+4/1-4x(-2)

3 —

—ax=0Varl+x-2=0=x=0Vx=

Wx=0\fx=%<=>x=0\fx=—2\fx=l

y=x'

A representagiio grifica evidencia que, no intervalo 0, 1],

o e e p=2x - %
o grafico de y =2x —x” estd acima do grifico de y=x". Vratnt

Portanto, a drea pedida é:

1 1
Il(2x—x1)dx—‘|' x3dx=f (2x—x2—x¥)dy = [xz_ﬁ_x_‘ =l 1.4 5
i} 0 0

4. Tem-se:
3
-F{3)=L Ve +16de=0
e Filx)=vx2+16 , pelo que F(3)=V3*+16=5.

o« Flx) = , pelo que F'(3) =%.

25 x
2Vxi+16 Vx2+16

Portanto, P(3)+1~"(3}+F"(3}=0+5+%=%.
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5. a)

b)

Consideremos que a massa ¢ medida em gramas e que o tempo é medido em milhares de anos.

Tem-se mf(t) = 1xelt =gk,
Como a semivida do uranio-235 é de 270 mil anos, tem-se m(270) =—;— :

Ora,
In(2)
270

m{270}-%<=b el?‘“-%'l:b 270k-ln(%) & 270k=-In(2) & k=-

Portanto, k=-0,002567 , pelo que mi(t) = g 00235671

Vem, entdo, que a massa de urinio-235 que permanece numa amostra de 1 grama, apés 100 mil anos,
€ m(100) = 02567 = 0,773 600 .

Tem-se 0,773 600 g=773,6 mg .
Portanto, a resposta ¢ 774 mg,

Tem-se 100 mg=0,1¢g.

In(0,1)

- 0025671 — 2 = =—
mlt)=0,1 & e 0,1 < -0,002567t=In(0,1) &>t ~0,002567

Assim, t=896,99 .
Portanto, a resposta é 897 mil anos.
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As respostas aos itens seguintes tém um ou mais erros.
Descobre todos os erros!

n Seja @ um nimero real e seja z=(a—2i)(3 +4) um nimero complexo.
Determina @ de modo que z seja um real negativo.

Resposta de um aluno:

z=(a-2)(3+i)=3a—-6i+ai—2i*=3a+2 - 6i+ai

Entdo, z € real negativo se 3a+2 <0 a<—% i

[ 2 | Escreve o nimero 3 —2(1—2i)* na forma x+yi (x,y €R).

Resposta de um aluno:

3-2(1-2i)2=3-(2-4i)*=3—-(4-16i+4:*)=3-(4-16i—-4)=3 +16i

3.4
=
= Seja z=2e’ um nimero complexo.

Escreve na forma trigonométrica os nimeros —z, 2z e z2.
Resposta de um aluno:

i(3)

= j;E
—z=2e *, 2z=4e ° e 2=4e

n Escreve na forma trigonométrica o niimero -3vV2 +V6i.

Resposta de um aluno:

I-3v2+ V6il=V(3v2)' + (Vi) +=VIB—6=V2

_ V6 __V3xV2_ V3

gl —_V3xV2
BETe T A 3

arctg (—?) = —% , portanto, —3V2+ V6i= \/ﬁe' (_;)‘

—_— 2 . ’ .
ﬂ Mostra que a condigao lz=2|"+|z+ 2| < 10, z € C, define, num referencial o.n.,
o circulo de centro na origem e raio 1.

Resposta de um aluno:

|z—2|2+|z+2|2g 10 22-424+44422442+4<10 2222 S 21 & 2l 1
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S
ﬂ Seja z=V2 e¢*® um nimero complexo. Determina os valores naturais de # para os
quais o afixo de 2" pertence a reta que contém as bissetrizes dos quadrantes pares.

Resposta de um aluno:

SR
" f?
Zi=v2 e
. . ; ; A nn_3n
O afixo esta na bissetriz dos quadrantes pares se e 56 se T q Mg

b

< n=-2 ¢éimpossivel

8 4
nn _ 3n =24 -
g =n 3 &n=6
Es606.

Resolve, em C,aequagio z3xz7=-2.
Resposta de um aluno:
Seja z=rem, r>0 e a€ER.

XTI ==2 ¢ rie xrein=2pgm ¢ righla =D pim

{r“=2 r=v2
2a=x a=%
%
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Erros cacados!

1.

. Osimétricode z & 2

Nesta resposta confunde-se «ser um real negativo» com «ter a parte real negativa»,
Tem-se z=3a+2—-6i+ai=3a+2+(-6+a)i.
Entdo, z ¢ um nimero real negativo se e sé se —6+a=0A3a+2<0.

—6+a=0A3a+2(04=hz=6Aa<—%

Portanto, nio existe a de modo que z seja um real negativo.

. O primeiro erro da resolugio estd na substituicio de 2(1-2i)* por (2—-4i)*. Esta expressio

¢ equivalente a [2(1-24)]" , ou seja, 4(1-2i).

O segundo erro estd na parcela 4% que deveria ser (4i)”.

Uma resolugao correrta é:
3-2(1-2i=3-2(1-4i+(2i))=3-2x(1-4i-4)=3-(-6-8i) =9 +8i
2

af

Aex ‘-SI _l-4l ix
g )=2e'5'=2e ¥ 2p=de g g2=de .

. O médulo do nimero complexo a+bi é Va2+b® endo Va2+(bi) .

Portanto, -3vZ + VGil=V(-3v2) + (V6) = VIs+6 =24 .

Por outro lado, dado que o afixo de —3V2 + V6 i pertence ao 2.° quadrante, um argumento

V3 St

deste nimero é arctg (_T) +n=—%+n:=T :

(5
Portanto, —3V2 +V6i=v24e © .

. A resolugio apresentada confunde lz=2* com (z-2)* (izi»ZI2 com (z+2)* e |zI> com zZJ,

o que nem faz sentido, pois nio se escrevem inequagdes com nimeros complexos, uma vez que
em C ndo esta definida uma relagio de ordem.

Uma resolugao correrta é:
Seja z=x+yi (x,yER).
lz-2P +1z4+2° €10 & |x +yi-2[ +|x +yi+2[ < 10 &

2 2
=) (\/{x—2f+y1) +(\/[x+2)z+y1) <0 (x-20+y2+(x+2)+y2 < 10 &
S al-4x+4+yi+x2+4x+4+y2< 10 = 222+ 2922 = 2 +y2

A condigdio x2+y2< 1, x, yER , define o circulo de centro na origem do referencial ¢ raio
iguala 1.
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6. O erro nesta resposta estd na afirmagao de que «o afixo estd na bissetriz dos quadrantes pares

7

. #N_ & nr_3n
seesdse —=—= ou == »,
8 4 8 4
e e mr_3m . ; e i
A condigio ==gion —§~=%~ ¢ suficiente, mas nio ¢ necessaria.

Uma resolugao correta é: o afixo de 2" pertence a reta que contém as bissetrizes dos quadran-
tes fmpares se e s6se nEN e =Xy pr hEZ .

8 -
hr__ % =
8 4+k1:<:=>n 2+ 8k

Todos os nimeros da forma -2 + 8k, k €IN sio solu¢io do problema.

O erro da resolugao esta na aplicacdo do critério de igualdade de niimeros complexos na forma
trigonométrica.

ri=2 =
Deve ser: {2a=x+2kn,k€zi:’ u=§+kﬂi keZ

A equagdo tem duas solugdes distintas que se podem obter atribuindo a & os valores 0 e 1.

i an
Tem-se 23X F=-2¢Sz=v2e Vz=V2e 2.
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A Ajuda

Teste 3 5+5

Pags. 156 e 157

Grupo |

1. Comega por escrever z na forma trigonométrica, designando o seu madulo por p (por exemplo),
¢ determina £

2. Comega por determinar o raio da circunferéncia e a abcissa do ponto B . Repara que o ponto B é um

dos pontos de intersecio da circunferéncia com o eixo Ox .

3. Repara que, consoante o nimero termine, ou nao, em zero, existem diferentes hipoteses para o alga-
rismo das centenas.

4. Comega por traduzir simbolicamente as duas informagoes dadas no enunciado.

5. Recorda o conceito de log, (b) e as propriedades operatorias dos logaritmos.

Grupo Il

1. a) Comega por justificar que as tnicas assintotas que podem existir sio assintotas verticais e, no
que diz respeito a estas, em que pontos podem surgir.

b) Recorda a derivada das fungdes seno e cosseno e a regra de derivagio de um quociente.

¢) Recorda a relagio entre a derivada de uma fungdo num ponto a do seu dominio e o declive da

reta tangente ao grafico dessa fungdo no ponto de coordenadas (a, fla)) .

d) Recorda a relagao entre a monortonia e extremos de uma fungio e os zeros e sinal da sua deri-
vada,

e) Recorda a relagio entre o sentido das concavidades e pontos de inflexdo do grifico de uma
fungio e os zeros e sinal da segunda derivada dessa fungio.

2. Comega por traduzir simbolicamente a informacio de que o carbono-14 tem uma semivida de
5730 anos e uriliza essa tradugdo simbélica para determinar o valor da constante b . Em seguida,
para determinares a massa de carbono-14 presente no fossil daqui a 500 anos, considera o dia de
hoje como sendo o instante inicial.
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3.a) Recorda as operagoes com nimeros complexos, na forma x + v/ (x,y € R) e na forma trigo-
nométrica. Comega por calcular w® . Para obter zw deves escrever z na forma algébrica.

b) Recorda as propriedades relativas ao conjugado e ao simétrico de nimeros complexos, na forma

trigonométrica, bem como o critério de igualdade de nimeros complexos escritos nessa forma.

4.a) Recorda que os afixos das raizes cibicas de um nimero complexo sao vértices de um triangulo
equildtero inscrito numa circunferéncia centrada na origem do referencial.

b) Recorre ao conceito de raiz ciibica de um nimero complexo.

5. Recorda que, quando as solugdes de uma equagdo do segundo grau sao nimeros imagindrios,
entao sao numeros complexos conjugados.
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1. (A)

Grupo |
ix iﬁ Ll
Tem-se z=pe ’ , w=V2e s ¢ i=e?, pelo que:
iE i3n jlix
f_e’xpe’ _pe™ _p 3
w 2% P
iao v 2

13n
20

Logo, Arg (5) - —% .

Como — pertence a -7, m] , tem-se que —v% ¢ o argumento principal de ’—uf :

.(8)

A circunferéncia de centro em A(4,3) e que passa na origem do referencial tem raio igual
a V4 +3%, ou seja, igual a 5.

Portanto, uma condigio que define em C o circulo limitado por esta circunferéncia é

lz—(4+3)<5.

Tem-se:
(x-4+(y-3)"=25 Ay=0= (-4 +9=25 Ay=0= (-4'=16 Ay=0
S x-4=-4Vx-4=H Ay=0=(x=0V x=8) Ay=0

Portanto, B tem coordenadas (8,0).

Assim, uma condi¢io que define o semiplano definido pela mediatriz de [AC| e que contém o
ponto B é lz=8l<|z=(4+3i)|.

Portanto, uma condigao que define a regido colorida, incluindo a fronteira, é:
le= (4430 <5 A lz—8l< |z =4+ 3i)
que é equivalente a condigio:

le—4-3il<5 A lz-8l<lz—4-3i

- (A)

Existem nimeros pares que terminam em zero € nimeros pares que nio terminam em zero.
Existem 9x8x1 ndmeros pares que terminam em zero, nas condigdes do enunciado.

Existem 8 x 8 x4 nimeros pares que terminam em dois, quatro, seis ou oito, nas condicées do
enunciado.

Portanto, existem 9x8x 1+ 8x 8 x4 nimeros nas condi¢des do enunciado.
Tem-se: 9x8x1+8x8x4=328
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4.(B)

Tem-se P(AUB)=0,8 ¢ P(AIB)=0,4.

Dagqui vem P(AnB)=0,8 e P(ANB) =04.

P(B)
e\ _ 0,2 _
De P(ANB)=0,8,vem P(ANB)=0,2 , pelo que 25~
202
Portanto, P(B)= DA 0i5:%
5.(C)

a‘b = - = i—l:

Tem-se log, (ﬁ)—]og,(aé)ﬂog,{b) log, (Va) (:’.+2 5 8.

Grupo Il

1. a) Como o dominio da func¢io f ¢ limitado, apenas poderio existir assintotas verticais ao seu
grafico.

Dado que a fungdo é continua em todo o seu dominio, apenas as retas de equagoes x =—=

7
ex =% podem ser assintotas verricais.
Tem-se:
elim  f(x)=lim '%= % =+oo (observa o grifico de y =cosx para melhor
= () = reconheceres que x—* (—%) = cosx — ()
. Iirn( ) fla) = ]im( ) 2 ;:::x =% =+00 (observa o grifico de y =cosx para melhor reco-
x— E x— E .

nheceres que x— (%) = cosx — 0')

Portanto, as retas de equagoes x=-> e x =% sd0 assintotas verticais ao grifico de f.

3=

B) Tems=e Pl)= (2 ;osse;-lx)'= (2 —senx) cowg;s;(i— senx)(cosx) =

_ (—cosx)cosx — (2 - senx)(=senx) _ —cos’x +(2 - senx) senx _
cos’x cos’x

_ —cos?x + 2senx —sen?x _ 2senx —sen’x — cos?x _ 2senx — (sen?x +cos?x) _
cos?x cos?x cos?x

= 2senx 1
cos’x
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c)

d)

e)

Tem-se f'(0)=01;1=—1 e f(0)=;;—0=2.

Portanto, a reta tangente ao grifico de f no ponto de abcissa 0 tem declive —1 e ordenada
na origem igual a 2. A sua equagio reduzida ¢, portanto, y=-x+2 .

Para x€ ]—%, %[ , tem-se:

f6)=0 &> 2senx-1=0 ¢ senv =7 > x =1
Tem-se:
B § 3
of - 0 +
F L5 Min. g
Portanto, f é decrescente no intervalo ]—g,% e € crescente no intervalo %, g[ s

A fungdo atinge um minimo que ¢ minimo absoluto para x =% € tem-se:

f(z

) Z—Wn% 2-

1
=—=_2=\/§

cos
6

>l
S

Temse ()= (2 senx — 1 ) _ (2senx 1) cos?x — (2senx - 1)(cos?x) _
cos’x costx

a 2cosx xcostx —(2senx — 1) 2cosx(—senx) _ 2cos?x — (2senx — 1) 2 (—senx) _
costx cosx

_2cos?x +(2senx — 1) 2senx _ 2cos?x +4senx — 2senx _
cosix cosix

_ 2cos2x +2senx + 2sen?x — 2senx _ 2(cos2x +sen2x) + 2sen?x — 2senx _
cosix cos’x

—2+2sen’x—2senx
cos’x

A equagdo 2sen?x—2senx+2=0 éimpossivel em R, pois (-2 -4x2x2<0.

Portanto, a fungio " ndo tem zeros, pelo que, sendo continua em ]—%, %[ , tem sempre 0

-

mesmo sinal. Como f"(0) =2, podemos concluir que a fungao f" é sempre posiriva.

Portanto, o grifico de f tem a concavidade voltada para cima e nio tem pontos de inflexao.
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2. Como o carbono-14 tem uma semivida de 5730 anos, tem-se 1 (5,73) =-;-a ;

Ora,

m(5,73)=1a > ac=ta e =1 = 573b= ln(%) =

~In(2)

& 573b=-In(2) = b= 573

Portanto, b=-0,12 .
Vem, entdo: m(0,5) =3,76¢-012x05 = 3,54

Portanto, a massa de carbono-14 presente nesse fssil daqui a 500 anos serd aproximadamente
igual a 3,54 gramas.

3. a) Tem-se:
i ik
-ws=(s/fs”) =8¢ 2=8i
% % iE j(H.'.A) jin
ez=-2+V12i=4e ° ,pelo que zw=4e * xV2e T=4V2e '’ =4V2e ‘=
= I ean 3T V2 -\/E)__ ;
—4\/5(cosT+tsenT)—4\/i( Sl = 4 +4i

74i T+i o T+i _ 7+i_ (7+)B-4i) _
wi—zw—1 8i-(-4+4)-1 Bi+4-4i-1 3+4i (3+4)(3-41)

S21-28ir3ind 25-05i .y
9+16 25 ’

Portanto,

-iE i[-E+ i
b) Tem-se w=v2e ", pelo que —E=\/Ee( 12 ;)=\/:7:e s

Al
Portanto, pe=—1w & pee=v2e > &p=V2 A a=M+2kn, LeEZ.

12
Como se pretende o € [-2m, 0] , vem a:%—Zn:—% -

Portanto, p=v2 e u=~1—1332-13.

4.a) Oponto A(3,2) € o afixo do niimero complexo 3 +2i, que é uma das raizes ciibicas de z.
O poligono cujos vértices sdo as raizes ciibicas de z ¢é um tridngulo equildtero inscrito
numa circunferéncia centrada na origem do referencial e raio igual a |3 + 2 , ou seja, raio
igual a V13 . Trata-se, portanto, de determinar a drea de um tridngulo equildtero inscri-
to numa circunferéncia de raio V13 .

N
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Tal como se evidencia na figura anterior, tem-se:

-eosSW—ﬁ de onde vem y=v13 x cos30°=v13 x §=@,pelo que a base do
tridngulo é 2 x£ V39
® sen 30"—ﬁ , de onde vem x=v13 xsen30°=v13 x %=§ , pelo que a altura do
tridngulo ¢ V13 + Y22 ‘/_ 2
Vg X313
A area do tridngulo ¢, portanto, igual a 3 2 __3 = 3

b) Tem-se:
2=(3+20)’ =3+ 3x 3 x 2+ 3x3x (2 +(20)’ =27+ 54i - 36 - 8i=-9 + 46i

5. Tem-se w=2,pelo que |—| | | -IEI-_
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Teste de Avaliacao 1

Nome N.° Turma Data / / /

Avaliacao Professor

Grupo |
Os cinco itens deste grupo sdo de escolha multipla. Para cada um deles escolhe a tnica opgdo correta.
1. Seja Q o espaco de resultados associado a uma experiéncia aleatdria. Sejam 4 e B dois acontecimentos
(AcQ e BCQ).Sabe-se que P(A()B) =% . Qual é o valor de P[ZU(A ﬂﬁ)] ?

(A) 0 (8) % (©) % (D) %

2.Sejam A e B dois quaisquer acontecimentos de um espaco finito €. Considera as proposicdes seguintes:
. Se P(A)+ P(B)=1,entdo A e B sdo acontecimentos contrarios.
Il. Se P(AUB)=1,entdo A e B sio acontecimentos contrarios.
lll. Se A e B sdo acontecimentos contrérios, entdo P(A(1B)=0.
Quanto ao valor légico, podemos dizer que:
(A) as trés proposicGes sao verdadeiras.  (B) as trés proposicdes sao falsas.

(C) so6aproposicdo lll é verdadeira. (D) so as afirmacdo Il é falsa.

3. Quantos sdao os numeros naturais impares de cinco algarismos que tém exatamente dois algarismos iguais a

zero?
(A) 405 (B) 1215 () 1680 (D) 2430
1000
4. O nimero 1000& é igual a:
100
(A) 100! (B) 800! (€) 900! (D) 1000!

5. Seja €2, conjunto finito, o espaco de resultados associado a uma certa experiéncia aleatdria.
Sejam A e B dois acontecimentos (A< Q e BcC Q).
Sabe-se que:

e P(A) =04 e P(B)=0,5 e P(A|B) =0,2
Qual é o valor de P(AUB)?

(A) 0,6 (8) 0,7 (c) 0,8 (D) 0,9
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Grupo |l

Na resposta a cada um dos itens deste grupo, apresenta todos os calculos que efetuares, explica os raciocinios

e justifica as conclusodes.

1.

Queremos colocar no tabuleiro representado ao lado seis botdes
brancos, todos iguais, e quatro botdes de cores diferentes (um verde, A B G D

outro amarelo, outro vermelho e outro azul). Cada botdo ocupa uma
casa e em cada casa nao se pode colocar mais do que um botao.

a) De quantas maneiras diferentes podem os botdes ficar dispostos no

tabuleiro?

b) De quantas maneiras diferentes podem os botdes ficar dispostos no

tabuleiro, se os botdes que nado sdo brancos ficarem todos numa mesma fila?

O casal Rocha tem dois filhos e o casal Costa tem trés.

Num certo dia, os dois casais e os respetivos filhos juntam-se num jantar e, no fim, dispdem-se ao acaso, lado
a lado, para tirarem uma fotografia.

a) De quantas maneiras se podem dispor, de modo que os elementos de cada familia figuem juntos?

b) Determina a probabilidade de os dois elementos de cada casal ficarem juntos na fotografia. Apresenta o
resultado na forma de fragdo irredutivel.

Os 20 alunos de uma turma do 12.° ano, 12 rapazes e oito raparigas, vao fazer teste de Matematica.

a) A professora fez trés versdes do enunciado do teste: sdo seis enunciados da versdo 1, seis enunciados da
versdo 2 e oito enunciados da versdo 3. Os enunciados vao ser distribuidos ao acaso.
a;) De quantas maneiras podem ser distribuidos os enunciados dos testes pelos alunos?

a,) Qual é a probabilidade de todas as raparigas receberem testes da versdo 3?

b) A «fila da janela» tem seis mesas individuais. De quantas maneiras pode ser ocupada, ficando duas
raparigas nos dois primeiros lugares?

4. A soma dos dois primeiros elementos de uma linha do triangulo de Pascal com os dois ultimos elementos

dessa mesma linha é igual a 40.

Qual é a soma de todos os elementos da linha seguinte?

12
Um dos termos do desenvolvimento de (;+x2) ,com x %0, njo depende de x.
X

Determina esse termo.
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6. Uma caixa tem seis bolas: duas bolas com o nimero 2 e quatro bolas com o numero 3.
Tiram-se, simultaneamente e ao acaso, trés bolas da caixa e observam-se os respetivos nimeros.
Sejam A e B osacontecimentos:
A : os trés numeros saidos sdo todos iguais
B : a soma dos trés nimeros saidos é um nimero impar

Qual é o valor da probabilidade condicionada P(B|A) ?

Justifica a tua resposta.

7. Considera uma escola em que:

e 75% dos alunos tém computador;
o % dos alunos que tém computador também tém tablet;
® 5% dos alunos ndo tém computador nem tém tablet.

Escolhe-se um aluno desta escola, ao acaso. Qual é a probabilidade de ele ter computador, sabendo que tem
tablet?

Apresenta o resultado na forma de fracdo irredutivel.

8. Na figura estd representado um octaedro regular. A face [ABC] do octaedro esta
numerada com o nimero 1, como se pode observar na figura. Pretende-se
numerar as restantes faces do octaedro com os nimeros 2 a 8 (um numero
diferente em cada face).

De quantas maneiras se podem numerar as restantes sete faces de modo que a
soma dos numeros das faces concorrentes no vértice A seja um ndmero impar?

9. Considera o jogo seguinte, que envolve um dado cubico, equilibrado, com as faces numeradas de 1 a 6, e uma
caixa com oito bolas, indistinguiveis ao tato, sendo seis bolas azuis e duas bolas verdes.

Em cada jogada, lanca-se o dado e, em seguida, retiram-se duas bolas da caixa. Se no lancamento do dado sair
uma face com nimero maior do que quatro, retiram-se as duas bolas da caixa, repondo a primeira antes de
tirar a segunda; caso contrdrio, as duas bolas sdo retiradas simultaneamente.

Sempre que, numa jogada, as bolas retiradas tiverem a mesma cor, o jogador ganha um ponto. Se as bolas
retiradas tiverem cor diferente, o jogador ndo ganha qualquer ponto.

Qual é a probabilidade de, realizando duas jogadas, ganhar exatamente um ponto?

Apresenta o resultado arredondado as milésimas.

Cotagoes

1|2 (3|4 |5 |1a)|1b)|2a)|2b)|3.a)|3a)|3b)| 4 |5|6 |7 8|9
10/10|10|10|10| 10 | 10 | 10 | 10 10 10 10 (10| 15| 10| 15| 15| 15
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Teste de Avaliacao 2

Nome N.° Turma Data / / /

Avaliacao Professor

Grupo |
Os cinco itens deste grupo sdo de escolha multipla. Para cada um deles escolhe a tnica opgdo correta.

1. Seja (u,) uma sucessdo. Em qual das opgdes seguintes esta definida uma sucessdo (v,) que permite
concluir que limu, = +oo, sabendo que Vne N,u, >v,?

2

_ (1Y (1) __Tn _m—n
(A) v,,—(n) (B) v, =(n—1) (v, s (D) v, p

2
2x" -2 sex<l1
2. Para um certo valor real de k , a funcdo f definida por f(x)={ X—1 é uma funcdo

Vax?+k sex>1

continua.
Qual é esse valorde k?
(A) 4 (B) 8 (€) 12 (D) 16

3. Seja / uma funcdo duas vezes diferenciavel em R eseja f”(x) = (x—2)(x—1)*(x* —4).
Quantos pontos de inflexdo tem o gréfico da fungdo f?

(A) Zero (B) Um (C) Dois (D) Quatro

n . . - . 1000
4. No triangulo de Pascal, considera a linha constituida pelos nimeros da forma Cp. Quantos elementos

. N . 1000
dessa linha sdo maiores do que "~ Cj,?

(A) 979 (B) 980 (C) 981 (D) 990

5. O Tiago tem um dado equilibrado, de forma cubica, em cujas faces estdo gravados os numeros 0, 1, 2, 3,4 e 5.
Lanca-se trés vezes esse dado e multiplicam-se os nimeros das faces que ficam voltadas para cima. Qual é a
probabilidade de o produto obtido ser zero?

A L (B) 25 (c) oL (D) 125
216 216 216 216
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Grupo |l

Na resposta a cada um dos itens deste grupo, apresenta todos os calculos que efetuares, explica os raciocinios
e justifica as conclusodes.

1. Considera a sucessdo (v,) definida por v _ 3n+l e seja (u,) uma sucessdo tal que

n
n*+2
—n
Vne Ny, <u,<v,+37".

Justifica que a sucessdo (u, ) é convergente e determina o seu limite.

2
%x sex <1

2. Seja f afungdo definida por f(x)=1{" +3
ﬂ sex>1

x—1
a) Prova que a fungdo é continua para x =1.
b) Justifica que a fungdo atinge minimo e mdaximo relativos no intervalo [—-2, 2] .

c) Estuda a restrigdo da fungdo f ao intervalo ]—00, 1] relativamente aos seguintes aspetos:

e intervalos de monotonia e existéncia de extremos relativos;
e sentido das concavidades do grafico e existéncia de pontos de inflexao;
e existéncia de assintotas ao grafico.

d) Escreve a equacdo reduzida da reta tangente ao grafico de f no ponto de abcissa 4.

3. Na figura estd representada, num referencial o.n. xOy, parte do gréfico de yT
uma funcdo polinomial de grau 3. Seja # uma fungdo, de dominio R, cuja
X
funcdo derivada, 4’ , é definida por 4’(x) = fz( )l .
X"+

2 0 \3 x
Mostra que a fungdo /4 atinge um extremo relativo em 3 e indica se esse
extremo é maximo ou é minimo.

4. Seja b um numero real positivo e seja f uma funcio real de variavel real, continua no intervalo [0, Zb] , tal

que f(0)=/(2b) e f(0)# 1 (D).
Prova que ce |0,5]: f(c)= f(c+b).
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5. Seja f uma funcdo impar, de dominio R .
Prova que, se a reta de equagdo y =mx+b é assintota ao grifico de f em +oo, entdo a reta de equagdo

y=mx—Db éassintota ao graficode f em —co.

6. Determina o numero de vértices de um poligono convexo, sabendo que, escolhendo dois dos seus vértices ao
acaso, a probabilidade de que definam uma diagonal é 99%.

Cotagoes

1 (2|3 |4|5|12a)2b)|2¢|2d)|3|4|5]6
1010|1010 |10 |20| 15 | 10 | 20 | 15 | 20|20 | 15 | 15
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Avaliacao Professor

Teste de Avaliacao 3

Nome N.° Turma Data / / /

Grupo |

Os cinco itens deste grupo sdo de escolha multipla. Para cada um deles escolhe a tnica opgdo correta.

1.

O Jodo abriu um negdcio em 2017. O estudo que encomendou a uma firma garante-lhe que a receita desse
negdcio vai crescer a taxa anual de 6 % durante oito anos. Se em 2017 a receita foi 21 000 euros, qual se
espera que seja a receita em 2024, em euros, arredondada as unidades?

(A) 31571 (B) 31576 (C) 31581 (D) 31586

Seja (x,,) a sucessdo definida por x, = (1+%) eseja (,) asucessdo definida por y, =1—In(x,).

Qual é o limite da sucessdo (y,)?

(A) —o0 (B)O @1 (D) oo

3.Sejam a, b e ¢ trés nimeros reais maiores do que 1 e tais que logc (g) =-3.

b

| & 0 valor de | (i)?
Qual é o valor de log. Py
_1 b
(A) =3 (B) 3 €1 (b) 5

Seja f afuncdo definida por f(x)=2""" eseja g afuncio definida por g(x)= log, (x).
Qual das expressdes seguintes é equivalente a (f o 2)(x)?

(A) x+1 (B) x+2 (€) 2x (D) x*

A Leonor e o Tiago vao a um concerto com mais seis amigos e ocupam uma fila de oito lugares.
De quantas maneiras podem ocupar os oito lugares, sabendo que a Leonor e o Tiago ndo ficam juntos?

(A) 15120 (B) 20 160 (C) 30240 (D) 40320
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Grupo |l

Na resposta a cada um dos itens deste grupo, apresenta todos os calculos que efetuares, explica os raciocinios
e justifica as conclusodes.

x
1. No referencial o.n. xOy estdo representadas graficamente as fungdes f e g definidas por f(x)=7e* -1 e

g(x)=2+2log,(x), respetivamente, sendo @ um nimero real maior do que 1, e o retangulo [O4BC] ,

cujos vértices 4 e B pertencem aos graficos das fungdes [ e g, respetivamente. Os vértices 4 e C

pertencem aos eixos coordenados.

b4

(J/ C x

a) Determina a, sabendo que o retangulo [OABC] tem area 30.

b) Tomando para conjunto de chegada o contradominio da fung¢do f, caracteriza a fun¢do inversa de f .

2. Seja [ a fungdo definida por f(x)=10g2(x2 —1)—log,(8—x) e sejam g e h as fungBes definidas por
g(x)=2""e h(x)=2""+21(5).

Resolve os itens seguintes sem recorrer a calculadora.
a) Mostraque f(5)=3.

b) Sejam A, B e C, respetivamente, os pontos de interse¢do dos graficos das fungdes g e & e os pontos
de intersecdo de cada uma destas fun¢des com o eixo das ordenadas.

Determina a area do tridngulo [ABC] .

c) Resolve a condigdo f(x)=—-1.
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e —x—1 se x<0

(x—D)In(x) se x>0

a) Estuda afungdo f quanto a existéncia de assintotas ao seu grafico paralelas aos eixos coordenados.

3. Seja f afungdo definida por f(x)z{

b) Determina limM.
x—0 X

c) Escreve a equacdo reduzida da reta tangente ao grafico de f no ponto de abcissa —In(2) .

4. Na escala de Richter, a magnitude M de um sismo exprime-se em funcdo da energia libertada segundo a
log(E)—5,24
1,44
Mostra que existe um nimero real x tal que M (xE)= M (E)+1,5, qualquer que seja o valor de E'.

formula M = , sendo a energia E expressa em joule.

Apresenta o valor de x arredondado as unidades e interpreta-o no contexto descrito.

5. Na figura estd representado um quadrado dividido em nove quadrados iguais. Sobre os lados do quadrado
estdo marcados oito pontos. Considera todas as retas distintas que podem ser

definidas por esses pontos.

Escolhendo, ao acaso, duas dessas retas, qual é a probabilidade de que sejam
paralelas a uma das diagonais do quadrado?

Apresenta a probabilidade na forma de fragdo irredutivel.

Cotagoes

1|2 (3|45 1la)|1lb)|2a)|2b)|2c)|3.a)|3.b)|3c)| 4|5
10(10|10|10|10| 15 | 15 | 15 | 15 | 15 | 15 | 15 | 15 | 15| 15
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Teste de Avaliacao 4

Nome N.° Turma Data / / /

Avaliacao Professor

Grupo |

Os cinco itens deste grupo sdo de escolha multipla. Para cada um deles escolhe a tnica opgdo correta.

n_2)2n ,

1. Qual é o limite da sucessdo (u,) definida por u, = ( o

(A) 1 (B) e () e (D) +oo

2. Seja g a fungdo definida por g(x)=In(e" +1) e seja ae R . A reta tangente ao grafico da fungdo g no

. . . ~ X .
ponto de abcissa a é paralela a reta de equagdo y == .Qual éovalorde a?

3

(A)0 (8) —% (©)—In(2) (D) In(2)

3. Seja f uma funggo diferencidvel em R tal que f'(x)=2""+log, (x+1).
2

Qual é o valor de limw?
x—l X _1
_1 1 _
(-1 (8) 1 (© -1 (0) 1

4. Qual das expressdes seguintes define a fun¢do derivada de uma fun¢3o, de dominio IR, crescente e cujo
grafico tem um Unico ponto de inflexdo?

(A) e“(x+1) (B) e*(x* +1) (€ e +e™* (D) e —e*

5. O desenvolvimento de (x4 —2)" pela férmula do binémio de Newton tem 13 termos. Um dos termos é kx",

para um certo valor de k.
Qual é esse valor de £?
(A)-112 640 (B)—220 (C) 220 (D) 112 640
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Grupo |l

Na resposta a cada um dos itens deste grupo, apresenta todos os calculos que efetuares, explica os raciocinios
e justifica as conclusoes.

1
1. Seja f afungao, de dominio R\{0}, definida por f(x)= x(1-e®) sex<0
In(x)—In(x+1) se x>0
a) Estudaafuncdo f quanto a existéncia de assintotas ao seu gréfico e escreve equagdes das assintotas que
identificares.
X
5

Apresenta o conjunto-solucdo usando a notacdo de intervalos de niumeros reais.

b) Resolve, em |-o,0[, a condigdo f(x) <

2. Admite que a intensidade da luz solar, x metros abaixo da superficie da agua, é dada, para x>0, numa

bx

certa unidade de medida, por /(x)=ae "~ , sendo a e b constantes positivas que dependem do instante

e do local onde é efetuada a medigao.

a) Medicoes efetuadas, num certo instante e em determinado local do oceano Atlantico, mostraram que a
20 metros de profundidade a intensidade da luz solar era metade da sua intensidade a superficie.
Determina o valor de b para esse instante e local. Apresenta o resultado arredondado as centésimas.

I(x+2)
1(x)

Apresenta o valor da constante arredondado as centésimas e interpreta o seu valor no contexto descrito.

b) Considera agora b =0,05. Mostra que é constante.

3. Durante um certo periodo, o niumero de ursos numa reserva natural é dado por P(¢) , onde ¢ é o tempo, em

anos, decorrido a partir do dia 1 de janeiro de 2010.

100
_4t°
1+ 4de 5

Admite que P(t) = Ae R.

a) Determina o valor da constante A4 em fungdo da populagdo inicial, B, (£ = P(0)).
b) Qual é a evolugdo da populagdose £, =1007?

1
125
d) Considera agora ) =10 e determina em que més de que ano é que a taxa instantanea foi maxima.

P(t)(100 - P(1)).

c¢) Mostra que a fungdo P satisfaz a equagdo diferencial P’(¢) =

Adaptado de Caderno de Apoio, 12.° ano
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4. Seja [ uma funcdo diferencidvelem R .
Seja A o ponto do graficode f, deabcissa a, com a #0,eseja r aretatangente ao graficode f no

ponto A .

Areta r interseta o eixo Ox num ponto B, de abcissa 2a .
Seja g afuncdo definida por g(x)=xf(x) .

Mostra que g'(a)=0.

5. Seja {2 um espaco de resultados finito e sejam A e B (AcCcQ e BCQ),com P(B)#0 .
a) Provaque P(A|B)=1-P(A|B).

b) Admite que P(4|B)=0,3 e que P(B)=0,6 .Determina P(AUB).

Cotagoes

1|2 |3 |4/|5 1a)|1b)|2a)|2b)|3.a)|3.b)|3c)|3d)]| 4|5
1010|1010 |10| 15 | 15 | 15 | 15 | 15 | 15 | 15 | 15 |15 15
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Teste de Avaliacao 5

Nome N.° Turma Data / / /

Avaliacao Professor

Grupo |

Os cinco itens deste grupo sdo de escolha multipla. Para cada um deles escolhe a tnica opgdo correta.

x—1
1. Seja a um ndmero real positivo e seja f afungdo definida por f(x)= € se f(2)=b, qual das

a
expressdes seguintes é igual a In(a)?
(A) (B)1—In () (© + (D) 1-b
In (b) b

2. Seja g uma fun¢do de dominio R e contradominio ]—00,0[. Qual é o conjunto-solucdo da condicdo

g(x)log,(x) <2g(x)?
(A) & (B) |0, 4] (©) ]o, 4] (D) [4, +o9

cos’ (4x)

3. Seja f afuncdo definida por f(x)= 3

Qual é o declive da reta tangente ao grafico da fungdo f no ponto de abcissa g?

(A)

L (8) 2 033 o) 32

4 4 8 2

4. Um ponto desloca-se sobre uma reta numérica de tal modo que a sua abcissa, ¢ segundos apds um certo
instante inicial, é dada por x(¢) = %cos(47n‘+ 2).

Qual é a frequéncia deste oscilador harmodnico?

(A) 1 (B) 2 @3 (D) 4

5. Seja f uma fungio de dominio R".

L - . . osen(x)+ f(x
L ¢ assintota ao graficode f. Qual é ovalorde lim M ?
X

Areta de equagdo y =
2 x—>too

(A - (8) 0 ©1 3
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Grupo |l

Na resposta a cada um dos itens deste grupo, apresenta todos os calculos que efetuares, explica os raciocinios
e justifica as conclusodes.

1. Seja f afuncdo definida por f(x)=1-2cos(mx+1).

a) Determina o periodo positivo minimo da fungdo f .

b) Determina o contradominio da fun¢do f e uma expressdo geral dos maximizantes.

2. Um ponto P desloca-se numa reta numérica, no intervalo de tempo I=[O, 60] (medido em segundos), de

tal forma que a sua abcissa, no instante ¢, é dada por x(¢) = sen(zt).

2

a) Determina os instantes em que a distdncia do ponto P & origem é igual a 1, durante os primeiros 10
segundos.

b) Prova que se trata de um oscilador harménico, ou seja, prova que x(¢) se pode escrever na forma

Acos(ax + @), com A>0, >0 e pe[0,27] .

3. Na figura esta representada, em referencial o.n. xOy, a circunferéncia y
trigonométrica. -
Os pontos 4 e B pertencem a circunferéncia. O ponto A tem abcissa 3 eo 5
9] X"
o B

angulo AOB tem radianos de amplitude.

6

a) Determina o valor exato da ordenada do ponto B.

b) Considera agora que um ponto P se move sobre a circunferéncia no segundo quadrante e, para cada

posi¢do do ponto P, seja [APCD] o trapézio retangulo cujos vértices C e D pertencem ao eixo Ox .

S

Designando por x a amplitude, em radianos, do angulo DOP (xe }%, n[ e por o a amplitude, em

radianos, do angulo DOA, mostra que a area do trapézio é dada, em fungdo de x, por

sen(x+a)— %sen(Zx) + %
> e determina, em funcdo de o, o valor de x para o qual a drea do triangulo é
maxima.
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4. Considera as funcdes [ e gdefinidas, respetivamente, por f(x)=sen (2x) e g(x)=2cosx—1.

a) Determina g'(%) recorrendo a defini¢do de derivada de uma fung¢ao num ponto.

b) Sejam A e B dois pontos com a mesma abcissa.
Sabe-se que a abcissa dos dois pontos pertence ao intervalo }—%n, —n[ e que a reta tangente ao grafico

de f noponto A e aretatangente ao grafico de g no ponto B sdo paralelas.

Determina as coordenadas dos pontos 4 e B.

Sen x

—===— se x<0
1-1-

5. Seja f afuncio, de dominio R\{0}, definida por f(x)=4 |, * ,a#0.
¢ . se x>0

a) Determina os valores de a para os quais existe lim f(x).
x—0

b) Considera agoraque a =1 eseja b um numero real. A reta de equagdo y =b interseta o grafico da
funcdo em dois pontos, um de abcissa negativa e outro de abcissa positiva, que vamos designar,
respetivamente, por A e B e que sdo tais que AB=2.

Determina a abcissa de cada um dos pontos 4 e B e determina b, recorrendo a uma calculadora
grafica.
Apresenta os valores pedidos arredondados as centésimas.

Equaciona o problema e reproduz os graficos que visualizaste na calculadora, devidamente identificados.

Cotagoes

1|2(3|4]|5|1a)|1b)|2a)|2b)|3.a)|3.b)|4a)|4b)|5.a)]5.b)
10[10|10|10|10| 15 | 15 | 15 | 15 | 15 | 15 | 15 | 15 | 15 | 15
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Teste de Avaliacao 6

Nome N.° Turma Data / / /

Avaliacao Professor

Grupo |

Os cinco itens deste grupo sdo de escolha multipla. Para cada um deles escolhe a tnica opgdo correta.

1. Do desenvolvimento de (x3 —2)9 pelo binédmio de Newton resulta a forma reduzida de um polinémio.

Qual é o termo de grau 15 desse polindmio?

(A) =2016x" (B) 2016x" (€) —126x" (D) 126x"

2. Sejam n e k numeros naturais taisque 0 <k <n.

o . . . ~ N n n+l
A qual das expressdes seguintes é equivalente a expressdo "C,_; +"C, + " C,,?

(A) "'C,,y (8) "'C,., (©) "*Cpy (D) "*Cpss

. . . i .
3. Seja @ um numero real e seja w= um numero complexo.
i

Qual é o valor de a para o qual w é um namero real?

() -3 8) -2 © -2 (0) 2

. 0 3n . . 2
4. Seja z=¢",com O¢e }—, n[, um ndmero complexo e seja w=—z"—2.

4

A que quadrante, no plano de Argand, pertence o afixo do nimero complexo w?

(A) 1.° (B) 2.° (€) 3.° (D) 4.°

. , . , . 3w
5. Em C, conjunto dos nimeros complexos, considera os nimeros w = \/§+2z ez="—.
w

Seja o um argumento de w. Qual dos nimeros seguintes é iguala z ?

——a 3a+3—n]
2

(A) 015 (8) 0cl5) (©) o3 (D) ()
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Grupo |l

Na resposta a cada um dos itens deste grupo, apresenta todos os calculos que efetuares, explica os raciocinios
e justifica as conclusdes. Resolve os itens de 1 a 4 sem recorrer a calculadora.

371

_1'6+2e[7 4 21\/5 ig

1. Em C, conjunto dos nimeros complexos, considera os nimeros w = 7 ( )2 e w, =—2ie 6
-1 1-i

a) Escreve w; na forma trigonométrica.

b) Determina uma expressdo dos valores de n€ N para os quais (Wz)" é um numero real positivo.

2. A circunferéncia representada na figura ao lado tem centro no ponto C e é Im (

definida pela condigdo |Z+2—2i| =4, sendo z um nimero complexo.

a) Define, por meio de uma condi¢cido em z€ C, a regifo colorida (incluindo
a fronteira). c

A 0|
b) O ponto A é o afixo do numero complexo w. \_/{/

Determina o nimero w e apresenta-o na forma trigonométrica

.
e
3. Seja z; =2e 3 um numero complexo.

a) Seja z, um outro numero complexo com médulo igual a 4 e argumento principal 0. Considera a regido do
plano de Argand determinada pela condicgao:
|zl| < |z| < |zz| A Arg(z,) < Arg(z) < Arg(z,)
Determina z,, sabendo que a drea da regido é 3m.

Apresenta z, naforma a+bi, sendo a e b nimeros reais.

b) Considera agora um niimero complexo z; cujo afixo pertence ao 2.° quadrante. Determina z,, sabendo

que z, e z3 sdo raizes de indice 5 do mesmo nimero complexo.

~ 2 .
4. Resolve,em C, aequagdo z" —4z+4-2i=0.
Apresenta as solugdes na forma a + bi, sendo a e b nimeros reais.
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5. Num saco estdo dez cartGes indistinguiveis ao tato. Em quatro dos cartGes estdo escritos numeros reais
diferentes de zero e, nos outros seis, estdao escritos nimeros imaginarios puros.

a) Retiram-se, ao acaso, dois cartées do saco e multiplicam-se os nimeros que estdo escritos nos cartdes.
Qual é a probabilidade de ter tirado dois cartdes com ndmeros reais, sabendo que o produto é um nimero

real?

b) Supde agora que se retiram, ao acaso, trés cartdes e se multiplicam os trés nimeros obtidos. O que é mais
provavel: obter um nimero real ou obter um imagindrio puro?

c) Os dez cartdes vao ser colocados em fila sobre numa mesa. Admite que os niUmeros sdo todos diferentes.
c1) Quantas filas diferentes se podem formar de modo que os cartes em que esta escrito um numero
imaginario figuem juntos na fila?

¢;) Quantas filas diferentes se podem formar de modo que nao fiquem cartdes com numeros reais lado a
lado na fila?

Cotacdes

1|2(3|4]|5|1a)|1b)|2a)|2b)|3.a)|3b)| 4 |5.a)|5.b)|5.c)|5c)
10|10 |10 [10|10| 20 | 15 | 15 | 15 | 15 | 15 [15| 10 | 10 | 10 | 10
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Respostas dos testes de avaliacao

Teste de avaliagao 1

Grupo |

. (D)
P[AU4NB)|=P[(AUHN(AUB)]= P[QN(AUB)]=
=P[(AUB)]=P(ANB)=1- -1-2_3
=P[(AUB)]=P(ANB)=1-P(4NB)=1 S=%
. (0)
A proposicdo | é falsa; considera, por exemplo, no espago Q={1,2,3,4}, 0s acontecimentos

A={1,2} e B={2,4}; tem-se P(A)+P(B):%+%=l e, no entanto, 4 e B ndo sdo

acontecimentos contrarios.

A proposicdo |l é falsa; considera, por exemplo, no espaco Q={1,2,3, 4}, 0s acontecimentos

A:{1,2} e B={2,3,4}; tem-se AUB=Q e, portanto, P(AUB)=1; no entanto, 4 e B

ndo sao acontecimentos contrarios.

A proposicdo Il é verdadeira, o que decorre do facto de dois acontecimentos contrarios serem
incompativeis.

. (B)

O algarismo das dezenas de milhar nao pode ser 0 e o algarismo das unidades tem de ser 1, 3, 5,
7 ou 9; entdo, os algarismos 0 tém de ocupar duas de trés posicdes possiveis.

Existem OXIXIX9OXS5+9IXIXIXIX5+9XIXIXIX5=9%x9x 5% 3C2 nas condigBes pedidas.

IX9Ix5%°C, =1215

. (€)
100014900 ~ 1000C900><900! ~ 1000C100x900! ~ '
10000100 - 1000C100 - 1000 00 =900!
. (A)
= P(ANB) _ P(ANB) _ .
P(A‘B) =02 i 0,2 = 05 =0,2< P(ANB)=0,

P(AN B) = P(4)- P(ANB)=0,4-0,1=0,3
P(AUB) = P(A)+ P(B)— P(ANB)=0,4+0,5-0,3=0,6

Grupo Il

1. a) PC,x %4, =332640 b) 3x4% *C, =2016
_ TX2x2 _ 1

2. a) 4X5X2=5760 b) =55 =1
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20 14 _ 1 1
3. a;) TCyx "Cex1=116396280 a,) 20C8_125970

b) %4, x4, =4112640
4. 1+n+n+1=40=n=19

. . . . 20 20
A linha seguinte é a que contém os elementos da forma Cp e ZZOCP =220 —1048576 -

p=0
2 o\ Gna 2\ su B 12k 124k , 2k
5. (—+x) => ck(—) (x*) =D 0, x2P T xx? =
X =0 X =0

12
— z 12Ck X212—k Xx—12+3k
k=0

O termo que n3o depende de x é o termo em que —12+3k =0.
-1243k=0= k=4
0 termo pedido é °C, x2° =126720.
6. No contexto descrito, P(B| A) é a probabilidade de a soma dos trés nimeros saidos ser um

numero impar, sabendo que os trés numeros saidos sdo iguais. Dado que os nimeros sdo iguais,
as bolas retiradas tém de ser bolas com o nimero 3 e, como 3+3+3 =9, conclui-se que a
probabilidade pedida é igual a 1.

7. Seja C': «ter computador» e seja 1 : «ter tablet».

- 1
Tem-se P(C)==, P(T|C)—— e P(CNT)= 100 35
Pretende-se caIcuIar P(C| T) .
P(TﬂC) P(TNC) _ _
4
P(CﬂT)— @P(CUT)— <:>P(CUT)_20

P(CUT)— c>P(C)+P(T) P(CﬂT)——(:)
1 _19

l
Entdio, P(C|T)= P(If(—r;)T):% %
10

8. Para que a soma dos numeros das faces concorrentes no vértice A seja um ndmero impar, a
soma das trés faces ndo numeradas tem de ser um numero par. Para que isso aconteca, ou os
trés nimeros sdao pares, ou um nimero é par e os outros dois sdo impares.

Para a primeira opgdo existem 4A3 possibilidades e, para a segunda, existem 4><3><3A2

possibilidades.
Portanto, o nimero de maneiras de se numerar as restantes faces, nas condi¢cdes pedidas é

S A, XA AX3X 7 A, x M =2304 .
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9. Para ganhar exatamente um ponto, o jogador tem de retirar duas bolas com a mesma cor numa
jogada e duas bolas com cor diferente na outra.

Seja A : «as bolas tém a mesma cor» e seja B : «o nimero saido no dado é maior do que 4».
Calculemos a probabilidade de tirar duas bolas com a mesma cor:

P(A)=P(ANB)+P(ANB)=P(B)xP(A|B)+P(B)XP(A|B) =

6 2
=zx(éxé+zxz)+ﬁx(&+g}§

6 \8 8 8 8 6 Scz 8C2_56
Entdo, a probabilidade pedida é %x(l —%)x2 = %, ou seja, é, aproximadamente, 0,484,

Teste de avaliagao 2

Grupo |
1. (B)
Para concluir o pretendido, a sucessdo (v,) tem de tender para +eo. Tem-se:
n 2
tim{ L)' =0; tim(r—1)" = o0 lim T~ limE= = —oo.
T n+l

Portanto, v, =(n—1)".
2. (Q)

A funggo é continua em R\{1} e é continua para x =1 se e sé se lim /'(x) = f(1) -
x—1

lirgf(x) =f()=v4+k
0

2 0 —
=20 4 200D g i (1) =4
x—=1 x5 X— x—1°

lim £(x) = lim 2

Va+k =4 4+k=16 k=12

3. (B)
) =0 (x-2)x-1)*(x*-4)=0=x=—2vx=2vx=I
X —oo -2 1 2 +oo
f - 0 + 0 + 0 +
O grafico tem um Unico ponto de inflexdo, que tem abcissa -2.
4. (A)

A linha que contém os elementos da forma IOOOCP tem 1001 elementos. Os elementos menores

ou iguais a 1000C10 s3o os numeros da forma IOOOCP com p=0,1,2,.,10 ou com
2 =9990,9991,9992,...,1000.

Portanto, o numero de elementos maiores do que 1000C10 €1001-2%x11=979.
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5. (C)

O produto obtido é zero se sair zero em pelo menos um dos langamentos. Vamos recorrer ao

acontecimento contrario, que se realiza sempre que nenhum dos nimeros saidos é zero.

5 91

A probabilidade pedidaé 1 -2 =_2Z°_.

6 216

Grupo Il

1. Dado que lim(37™") = lim(g

n
1) =0, a sucessdo (1, ) é convergente desde que a sucessdo (v,)

seja convergente.

lim

3n+1

e )

Portanto, a sucessdo (u,) é convergentee limu, =3.

a)

b)

c)

198

lim
x-1 x

1
= I0=3=5

peox=yx (Vo)) X —x
e x=1 sl (x=1)(x+/x) x—)l (x— 1)(x+f)
x(x-1) ~ lim 1 _1

gt (x=D(x+~/x) = x+[ 1+1 2

Dado que existe lim f'(x), a fungdo é continua para x=1.
x—l1

2

A funcdo é continua em [—2,2]; assim, o teorema de Weierstrass permite concluir que a

funcdo atinge minimo e maximo relativos nesse intervalo.

[2x J 4x(x* +3)-2x"x2x _ 12x () =0Ax<1 e x=0;
243 (2 +3)> (2 +3)

S é decrescente em ]-,0] e é crescente em [0,1]; f(0)=0 é minimo relativo e f(1)== &

1
2
maximo relativo.

’

12x 1x(x® +3)? —xx2x2x(x* +3) _ 5 x* +3—4x7 3—3x?
=12 127 ;=125
(x +3) (x +3) (x*+3) (x*+3)

f(x)=0Ax<lex=-1vx=1

O grafico tem a concavidade voltada para baixo em ]—00,—1] e tem a concavidade voltada
para cima em [—1, 1]; o ponto de abcissa —1 é ponto de inflexdo.
A funcdo é continua em ]—<><>, 1] e, portanto, ndo existem assintotas verticais;

2 2
lim ?;x = lim 2x° 2 ;assim, a reta de equagdo y =2 é assintota horizontal.

¥o—eo x© 43 xo—e x
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(x=1)—(x—x)x1

d) [xx—_\/lz j,_£12\1/;) Iy

(1—l)x3—(4—2)x1_%_2

e\ 4 1 _4-4_2
A equacdo y —% = %(x—4) define a reta tangente ao grafico no ponto de abcissa 4.
x , . 1 5
A duzida d t =—x+>.
equagdo reduzida dessareta & y = —cx+3
, 3) 0 g X)) X+~ f(x)x2x
3. h(3)=]:()=—=0;h(x)=(f;( )j:f() ( - ) 2f()
3+1 10 x +1 (x*+1)
h'(3)= S (3)X11008f(3)><6 = f (3)71)(())_())(6 = flg’); como a fungdo s é decrescente numa

vizinhanga de 3, conclui-se que 77(3)<0.
Portanto, & é duas vezes diferencidvel em 3, 4'(3)=0 e 4"(3)<0, de onde se conclui que a
funcdo /4 atinge um maximo relativo para x =3.

. Seja ha fungdo definida por A(x)= f(x)— f(x+b); a funcdo f ¢é continua em [0,5] e,

portanto, a fun¢do # também é continua em [O, b] .

h0)=1(0)= f(0+b) = f(0)=f(b); h(b)=f(b)—= f(b+D)= f(b)— f(2b) = f(b)— f(0).
Como f(0)# f(b), conclui-se que A(0) e h(b) tém sinais contrarios.

Entdo, o teorema de Bolzano-Cauchy permite concluir que a fun¢do 4 tem pelo menos um zero

em ]O, b[ e, dado que A(x)=0 f(x)—f(x+b)=0¢& f(x)=f(x+b), tem-se que

Jee J0,b]: f(c)=f(c+Db).
. Sabemos que Vxe R, f(=x)=—f(x) e que lirﬂo(f(x)—(mx+b))=0.

Jim (/)= (mx=b)) = _lim (f(=3)~(-my~b))=
Jim (< () + (my+)) == im (£(3)=(my +£)) =0
Entdo, lirP (f(x)—(mx—b))=0 de onde se conclui que a reta de equagdo y=mx—b €

assintota ao grafico de f em —oo.
. O segmento de reta definido por quaisquer dois vértices do poligono é uma diagonal ou é um
lado. Seja n o numero de vértices do poligono. Recorrendo ao acontecimento contrdrio e tendo
em consideracdo que o numero de lados do poligono é igual ao nimero de vértices, a
probabilidade de que os dois vértices definam uma diagonal é: {__n_.
I’ICZ
- 2099 =00le 2 =L «200=n-1cn=201
"C, n(n—1) n—1 100
2

O poligono tem 201 vértices.
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Teste de avaliagao 3

Grupo |

1. (B)
6 7

2. (B)

lim(x, ) = lim(l +%) =e; entdo, limy =1-In(e)=1-1=0.

3. (A)
log, (%) =log, (b) ~log, (ac?) =log, (h) —log,(a) ~log (c*) = log, (%) 2=
1 1 7
oefg)
4. (Q)

(f o 2)(x)=f(g(x)) = f(log, (x)) =2"80 =210 57l = yx 2 =2

5. (C)
Recorrendo ao acontecimento contrario, 8 —7!x2=30240 .

Grupo Il

a) Oponto A tem coordenadas (0, /(0)) = (0, 6) ; portanto, O4=6.
Entdo, oCc=5 e, portanto, as coordenadas do ponto B sdo (5, 6).
2(5)=6 < 2+2log,(5)=6 = log,(5)=2=a’ =5

Dado que a >1, conclui-se que a :\/g .

x x
b) f(x)=yoTet —l=y et =yT+1<:>%:ln(yT+1J<:>x:4ln(yT+lj

fol =14, D. =R e f‘l(x)=41n(x+1)

7
2.
_ 1o (24— 1og 8) -
a) (5)=1og,(24)log, (3) = logs (22 =log, (9) =3
b) g =h(x) 2 =2 1602x2 =S 160 2y=8 160

y=2' Y

&2y -6y-8=0y=—lvy=4e 2°=-1 v2'=4ox=2

equagio impossivel
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O ponto A tem abcissa igual a 2.
A ordenada do ponto B é g(0)=2 e a ordenada do ponto C é h(0)=14.

(14-2)x2

Entdo, a drea do triangulo é >

=12 (u.a.).

) f(x)2-1log,(x* —1)—log,(8 —x) = —1 & log, (x* —1)+12log, (8 —x) &
< log, ()c2 -1)+log,(2) 2log, (8 —x) < log, (?_)c2 -2)2log,(8—x) &

&2x* —228-xAx’—1>0A8-x>02x* +x—10>0Ax€ Joo, - [U]L, § &

<:>(x£—%vx22)/\xe]—oo,—l[U]l, |

a) A funcgdo é continua em R\{O} ; portanto, so a reta de equagdo x =0 podera ser assintota
vertical.

Como lim ((x—l)ln(x)) =—1X(—o0) =4c0, conclui-se que a reta de equagdo x=0 é assintota
x—0"

ao grafico da funcao.

lim (¢ —x=1)=0+co—l=+c e lim ((x —D)In(x)) =+eox (+o0) =+oo ; portanto, ndo
X—>—oco X—>too
existem assintotas horizontais.

0

_+_10
b) lim L) = fim Xl im €=l im X = ox1-1=1
x—=0" X x—0" X x—0" X x—=0" X

) (¥ —x—-1Y=(02x) > -1-0=2¢> -1

er 2x _ 1

m=2e20D) 12 (M) _jZox02 = 2><%—1 :—%

F(-In(2)=e"? +1n(2)-1=22+In(2)-1=1n(2) —%

Uma equacdo da reta tangente ao grafico de f no ponto de abcissa —In(2)é
y—(In(2)— %) - —%x (x+1n(2)).

A equagdo reduzida dessa reta é y :—%x+ln(\/§)—%.

log(xE) —5,24 _ log(£)-5,24
1,44 1,44

< log(xE) —log(E) =1,5%1,44 < log(x) +log(E) —log(E) =2,16 &

log(x) =2,16 < x=10*1°

x =145

A diferenca de 1,5 graus de magnitude corresponde a uma libertacdo de energia 145 vezes

superior.

4. M(xE)=M(E)+1,5< +15
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5. O numero de retas definidas pelos pontos assinalados é 8C2 =28 ; existem 28C2 maneiras de

escolher duas dessas retas e, dado que hd quatro retas paralelas a cada uma das diagonais,

existem 4C2 maneiras de escolher duas retas paralelas a cada uma das diagonais. Portanto, a

2 4
probabilidade pedida é X zl.
28C2 63
Teste de avaliacao 4
Grupo |
1. (B)
n 2 n 2
2\ _2 lim( —;) 2\2
hm(n ) lim| —2% = :(E_J =) =e®
1+ 1 ~ ( )” ¢
n lim(1+—
2. (C)
g'(x)= (ln(ex +1)) =(e* +1)'x I __e ; 0 declive da reta tangente no ponto de abcissa «

e +1 e +1
éiguala g'(a) e, dado que as retas sdo paralelas, tém o mesmo declive.

g'(a)=%<:>eaej_l=%<:>3ea=e”+1<:ea:%<:>a=ln(%)(:)a=—ln(2)
3. (C)

SO SO e (fO=SO x=1)_ e G =Dxx+D)

i L0 L0, 3oL g DXCeh

=(2—l Tlog, (1+1)]x11m(&+1)=(1—1)x2=—1
B x—l 2

4. (C)
As opcdes (A) e (D) devem ser rejeitadas, pois definem fun¢des que tomam valores negativos (a

primeira em ]—oo, —l[ e a segunda em ]—00, O[ ) e, portanto, as fun¢des de que sdo as derivadas
ndo sdo crescentes em todo o dominio.

A opc3o (B) deve ser rejeitada pois (¢* (x> +1)) =¢*(x* +1)+¢e* x2x=¢*(x+1)* e, portanto, o
grafico da fung¢do ndo tem pontos de inflexdo, pois a segunda derivada ndo muda de sinal.

A expressdo da opcdo (C) define a funcdo derivada de uma funcdo crescente, pois sé toma
valores positivos, e cujo grafico tem um Unico ponto de inflexdo, no ponto de abcissa 0.
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5. (A)
Como o desenvolvimento tem 13 termos, sabemos que n=12 e, portanto, k é o coeficiente do

termo de grau 12. Dado que x? = (x4)3, o termo de grau 12 é 12Cg(x4)3(—2)9 =—-112640x"2.

Grupo Il

a) Afuncgdo é continua em ]—<><>, 0[ eem ]0, +<>0[; portanto, s a reta de equagdo x =0 pode

ser assintota vertical ao grafico da funcdo.
1
lim [x(I-e*)]=[0x(1-¢e7)]=0x(1-0)=0

x—0"

lin3+[ln(x)—ln(x+1)]:+oo—1n(l):+<><>—0:+<><>

A reta de equagdo x =0 é assintota ao grafico da fungdo pois lim f(x)=+4cc.
x—0"

1

1
— pX 2
lim £ = jim 2D i (_ex)=1—d =1-1=0
x——o X X——o0 X X—>—o0

1
. . Loex0 g ox 1—e’ oV
lim f(x)= lim [x(1-e*)] = lim = lim —% =—lim
X—>—o0 X—>—co x——co 1 y_l y—0 Y y—0 Y
X

A reta de equagdo y=-—1 é assintota ao grafico da fungdo f em —oo,

-1_

X
p SO @) =G m@+J:g@:JL

x>+ X X—>Foo X X—>+oo X +oo +oo

=0

lim f(x)— hm [ln (x)—ln(x+1)] _ lim In (L) :1n[ lim } In(1)=0
X—>Foo x—teo \X+1 X—>+o0 X
A reta de equagdo y =0 é assintota ao grafico da fungdo f em oo,
1
b) f(x)S%/\xe J-ee, O @x(l—ex)S%/\xe oo, O &
1 1

1-et 2 are o e shave fo oo Lem(L) are o, o

Nl»—

S l12xIn(5|Axe o, 0 & 12—xIn(2) Ax€ |- 0[<:>——_x/\xe] o, O

In(2)
1
c.s.{ Yo O[

a) 1(0)=a

l\.)|>—‘
==

_ 206 _a . 206 _1 . _5op 1 (1 _In(2)
1(20)= <:>ae 2<:e —2@ 20b—1n(2)<:>b— 20

b= 0,03
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b) I(x+2) ae %030+2) — o ~0.05x-01+0,05x _ -0l

I(x) 4 005x
e ™'~0,90
Quando a profundidade aumenta 2 metros, a intensidade da luz diminui 10%.
3.
100-F,
a) P= 1000@1302100 H_A_IOO A= 0
1+ Axe 1+4 By By
b) Se £, =100, tem-se 4 =0 e, portanto, a populagdo é constante.
4 5 4t
0-100x AX|[——=|xe 5
g | 100 ( 5) 1, 100 4de
4| T 4 \2 5 _g 4t
1+ de 5 (1+Ae_5) l+4e 5 1+de 5
_4
4 100{ 14+ 4e > [-100
1 100+1004e > —100 _ 1 _
125><P(t)>< T 125><P(t)>< T =
1+ 4de 5 1+ de 5
4
100 1+ Ae 3
1 100 1
125><P(t)>< TR — 125><P(t)><(100 P(1))
1+ de 5 1+ de 5

d) Para =10, tem-se 4=9.

Vamos determinar P’(¢) recorrendo & expressdo de P’(¢) obtida na alinea c).

P'(t)= [P(t)(lOO P(t))] [P (1)(100 - P(2)) - P(t)P'(1)] =
125

125

ZEP "(1)(100—2P(t))

P'(H)=0 P(t)=0v100-2P(t)=0 < P(t)=0v P(t)=100 v P(t) =50
condigdo impossivel

Atendendo a que V¢,0< P(1) <100, conclui-se que V,P’(1)>0.

Entdo, P"(1)>0 se P(t)<50 e P"(t)<0 se P(t)>50.

A taxa instantdnea é maxima no instante ¢ para o qual P(¢)=50.

& 1,4 5
—50149% 5 =2&e S =§@§t=1n(9)<:>t=zln(9)

P(6)=50 @L

14+9e 5
t=2,45

A taxa instantanea foi mdxima em junho de 2012.

204 Editavel e fotocopiavel © Texto | MVT 12



4. Areta r passanos pontos A(a,f(a)) e B(2a, 0).
O vetor AB tem coordenadas (a,— f(a)) e, portanto, o declive da reta r éigual a —@.
Ento, f'(a):—%.
Como g'(x)=xf(x)+x/"(x) = f(x)+x/'(x) , tem-se:

g(a)= f(a) +af (@) =f(a)+a(—Mj=f(a)—f(a)=0

a

P(ANB)+P(ANB) _

a) P(A|B)=1-P(A|B) P(A|B)+P(4|B) =1 o)

le
P(ANBUMANB)] _, PI(AUANB] _
= P(B) —1@—})(3) =1

b) Recorrendo a alinea a), podemos concluir que P(A4|B)=1-P(4A|B)=1-0,3=0,7
P(ANB)
P(B)
P(AUB)=1-P(AUB)=1-P(ANB)=1-0,28=0,72

=4

=1 (verdade)

P(A|B)=0,7 <

=0,7 < P(ANB)=0,4x0,7 < P(A B)=0,28

Teste de avaliagao 5

Grupo |

1. (B)

= e _ _e 5
f(2)—b<:a bsa b.Entao.

In(a) = 1n(§) =In(e)—In(b)=1-In(b)
2. (D)
Dado que Vxe R, g(x) <0, tem-se g(x)log,(x)<2g(x) < log,(x)=2.

logz(x)22<:>x222 S x4

3. (D)
O declive da reta tangente é igual a f'(%) .
’ 2
f(x)= 3(cos (4)% cos” (4x) _ —4sen (4x)cos> (4x) ; assim:
= 1) = sen(4T)eos? (A1) = _gn[ B3 (_1)2_£
m—f(3)— 4sen( 3 )cos (3 )— 4><( > Jx 7] =7
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4. (B)

A frequéncia é igual ao inverso do periodo. Como o periodo é igual a % (i—;) , a frequéncia é

igual a 2.
5. (A)

O declive da assintota é igual a _1 e, portanto, lim &:—l.

2 X—>too X 2
lim sen(x)+ f(x) - lim sen(x) + lim f(x)

X—>+oo X X—>+to X X—+o X

Ora, atendendo a que Vxe R,—1<sen(x) <1, tem-se: Vxe Rﬂ—% < %(x) Sé .

Ent3o, lim &(x): 0, pois lim (—l) = lim (—l) =0.

X—>+oo X X—>+o0 X X—>+o0 X
Portanto: lim sen(x)+ /(x) = 0—l =1 .
X—>+oo X 2 2
Grupo Il
1.
, . . . 2T _
a) O periodo positivo minimo é 7—2 .
b) Tem-se f(x)=-2cos(mx+1)+1.
Portanto, o contradominio da funcdo f é [l -2, 1+ |—2|] =[-1,3] .

Os maximizantes da func¢do sdo as solugdes da equagdo f(x)=3.
f(x)=3<1-2cos(mx+1)=3 < 2cos(nx+1)=-1 ’:>cos(1r.x+1)=—%<:>

om+l=2E ke Zyv me+1=—28 4 dkmke 7 <

3 3

ox=2_1ioprezvx=—2_Liokkez
3 x 3 x

a) |x(|=1e

sen(%t)‘=1<:>%t=%+k’n,ke Zest=1+2% ke

Nos primeiros 10 segundos, a distancia do ponto P a origem é igual a 1 nos instantes 1's,
3s,5s5,75e9s.

b) x(¢)= sen(%t) = lcos(%t +37n) .
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2cos(l+h)—1—(2cos(l)—1) 2cos(l+h)—1—2><l+1
() 3 371 3 2
a) g (; =lim =lim =

h—0 h ) h

2cos(£+h)—1% 2[cos£cosh—senlsenh}—1%

o 3 o 3 3
=jm 7 =lim 7
Z[écosh—\/jsenh}—l . h

—1 _ i cosh—1 . osenh _
=iy 7 = T m

. (cos h—1)(cos h+1) . 1=cos*h

w0 h(cos ht1) V3 W50 (cos h+1) V3

2
sen”h V3 . senh ¢ senh 0

=—lim—-——>==-] | -3 =-1x=—+3=-

h—0 h(cosh+1) 2 hli% h ><hlg(l)cosh+1 3 ><2 B3=—3

b) Dado que as retas sdo paralelas, os seus declives sdo iguais.
f(x)=(sen(2x))" =2cos(2x) e g'(x)=(2cosx —1) =—-2sen(x)
Portanto, sendo a a abcissa dos dois pontos, tem-se f'(a)=g’(a).

2cos(2a) =-2sen(a) < cos(2a) =—sen(a) < cos(2a) +sen(a) =0 <

-1+ J1-4x(-2)x1

& 1-2sen’ (a)+sen(a) =0 < sen(a) =

& sen(a) = —% vsen(a)=1

—4
3 T - ~ ~ . 5
Dado que ae —En, ~3 a Unica solucdo desta equacdo é —gn .
As coordenadas do ponto A4 sdo (—%n, f(—%n)) = (—%n, gj

e as coordenadas do ponto B s3o (—%n, g(—%n)j = (—%n, —\/5—1) .

0

. _..osen(x) © .. sen(x)(1++1-x)
A im0 = I = I e i)

— lim sen(x)(1++1-x) _ lim sen(x)(1++1-x) _
X

x—0" 1- (1 - X) x—0"

— 1im 39 5 fim (14 T= %) = 1x2 =2
X

x—=0" x—=0"

0

2. 2.
eax_l eax_l

0
lim f(x)=lim =a’x lim > =a’xl=a’
x—0" x—0" X Px=0" gt x
. . 2 . \/’
hmf(x) existe se e somentese a” =2 , 0U seja, se e somente se a =— 2 0u a=+2
x—0
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b) Seja x aabcissa do ponto A . Ent3o, a abcissa do ponto B é x+2 e a equacdo

senx  _ et -1

1-JT—x  x+2

permite resolver o problema.

]

/

A 3T 064 |O =

O valor —2,37 ndo é solugao do problema porque —2,37+2 é um numero negativo. Entdo, a

abcissa do ponto A, arredondada as centésimas é —0,64 e a abcissa do ponto B,
arredondada as centésimas, é 1,36 ( —0,64+2).

O valor de b arredondado as centésimas é 2,13.

Teste de avaliacao 6

Grupo |

1. (B)
Atendendo a que xS = (x3)5 , 0 termo de grau 15 é 9C4 (x3)5(—2)4 e 9C4(—2)4 =2016.
2. ()

n n n+l _ n+l n+l _ n+2
Crat+ Gt C=""6C+7 Cy="Crn

3. (C)
_2-3i_(2-3i)a—1) _2a-3ai-2i+3i* _(2a—3)+(-3a-2)i
a+i  (a+i)a—i) a® +12 a +1
w érealseesdse -3a—2=0.
—3a—2:O<:a=—%
4. (B)
Um argumento de 22 é 2x Arg(z) e, portanto, hd um argumento de 22 gue pertence ao
intervalo }2><??Tn, 27{. Como }ZX??TE, 211:[ = :l%t, 275[, conclui-se que o afixo de z? pertence

ao 4.° quadrante. Entdo, o afixo de —7? pertence ao 2.° quadrante e, como a adi¢do do nimero
—2 corresponde, geometricamente, a aplica¢do da transla¢do definida pelo vetor de
coordenadas (-2, 0), o afixo de w pertence ao 2.° quadrante.
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5. (C)
3l 3x3

=32 = i 17

As opcoes (A) e (B) podem ser rejeitadas porque apresentam nimeros que ndo tém maodulo igual
al.

Sendo o um argumento de w, o também é argumento de 3w e um argumento de W é —2a

. . . T .
Dado que KL argumento de i, conclui-se que a—(——Za) é argumento de z .

2 2

(3a—%
1(30( 5

T _ T _ ) , , ) i[3a+7] A
Como a-— 5—2(1 =3a—=, tem-se z=e . Este numero é igual a e pois

2

3n
3a+2 (3(1 2) 21.

Grupo Il

i +2e 2 21[ _i —21 2i\3 _—1—2i+ 2i\3

2= (1—1) 2=0 1_ye 2-i 1-2i-1

a) w =

Q-h2+i) 2 22 +1?

3 =i =(3) + (-1 =4 =2

tg(Arg(w)) —T \/J e Arg(w)e } 72{' entdo, Arg(w,) = —%t,

_(F1=20)2+0) | 203 _ —2—41‘—1‘—21’2_\/§=—2—55i+2_\/§:_i_\/_=_\/§_i

57[

Assim, w; = 2e 6 .

b) Seja o um argumento de (w,)"; (w,)" € um ndmero real positivo se e somente se

dkeZ:a=2kn.
; PRI ] i(3n+£) Asn
w=—21e6—2eze6—2e 6/ =2¢ 3
Snn
(wy)" =2"¢ 3 ;5%7[:2k7r<:>n:gk.

Os numeros naturais que satisfazem esta equacdo, sendo & um numero inteiro, sdo os

multiplos naturais de 6, que podem ser representados pela expressdo 6m ,com me N.

a) |z+2-2i<4n gﬁArg(z)S%[
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b)

a)

b)

Dado que o ponto A4 pertence a parte negativa do eixo real, tem-se Arg(w)=m.

Omédulode w é OA.

A circunferéncia pode ser definida pela condicdo (x+2)2 +(y—2)2 =16 (x,y€ R).

O ponto A é o ponto da circunferéncia que tem ordenada igual a 0 e abcissa negativa.
(x+2)>+(0-2)* =16 & (x+2)* =16—4= (x+2)’ =12 &
ox+2=—2vx+2=J2 o x=2-V12vx=-2+12

Portanto, OA=2++/12 e w=(2++/12)e™.

A regido do plano definida pela condicdo |21|S|Z|S|zz| é uma coroa circular determinada

pelas circunferéncias de centro na origem e raios 2 e 4. Essa coroa tem area 16m—4n=12x.

~ . x - - L 1 . .
Entdo, a 4rea da regido definida pela condicdo dada é igual a T da area desta coroa circular e,

portanto, o angulo determinado pela condi¢do Arg(z,)< Arg(z)<Arg(z) tem g radianos

de amplitude.

Entdo, o argumento principal de z, é _E_z__5m .

3 2 6

sn
Zy = 4e 6 =4 coss?7t + zsen%) = 4[—@ + ZEJ =-2/3+2i

Dado que z; e z3 sdo raizes de indice 5 do mesmo numero complexo, sabemos que tém

maodulos iguais e que a diferenca dos argumentos é um multiplo de 2—57[

Como o afixo de z; pertence ao segundo quadrante, o argumento principal de z; pertence

ao intervalo }%, [ O numero da forma —§+k25n, com ke 7, que pertence a esse
137t
intervalo é _%+6?n_1135n Portanto, z3 =4e 15 .

4. Tem-se z° —4z+4-2i=0& (z—-2)* =2i

Ent3o, as solugbes sdo os nimeros complexos z tais que z—2 é raiz de indice 2 de 2i.

LT LT .
i — ; i =
Ora, 2i=2¢ ? e, portanto, as raizes de indice 2 de 2i sdo os nimeros \/Ee 4 e \/Ee 4

s
Z—2:\/5€l4 <:>z:2+\/§(cos%+isen%):2+1+i=3+i

z=2= \/_64 & z= 2+\/_(cos—+lsen%t) 2—1—-i=1-i

As solucBes da equagdo sdo os nimeros 3+i e 1—1i.
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5.

a)

b)

O produto, quer de dois numeros reais, quer de dois nimeros imaginarios puros, é um
numero real. J4 o produto de um ndmero real ndo nulo por um niimero imaginario puro nao é
um numero real (sabemos que é um imaginario puro). Tem-se, entdo, que a probabilidade
pedida é dada por:

4
_ % _6_2
4o 100 21 7
G, +7C,
Pensemos nos casos favordveis a que o produto dos trés nimeros seja um numero real. Ha
duas hipdteses: ou os trés numeros sdo reais, ou um numero é real e os outros dois sdo

imaginarios puros. No primeiro caso, ha 4C3 possibilidades; no segundo caso, ha 4><6C2
possibilidades. Entdo, a probabilidade de o produto dos trés nimeros ser um numero real é
O +4x°C, 64 8

dada por: 10C3 =120-15

Assim sendo, dado que o produto de nimeros reais e nUmeros imaginarios puros é sempre
um numero real ou um nuimero imaginario puro, podemos concluir que é mais provavel que o

. . . , . . .8 1
produto seja um numero real do que seja um nimero imagindrio puro, pois 15 >§.

Se tivéssemos comecado por calcular a probabilidade de o produto ser um ndmero imaginario
puro, considerariamos as seguintes possibilidades: ou os trés nimeros sdo imaginarios puros,
ou um numero é imaginario puro e os outros dois sdo numeros reais. Entdo, a probabilidade

de que o produto dos trés numeros seja um numero imagindrio puro é dada por:
°C,+6x°C, 56 7 : 5 , .
——— = =——=— 0 que confirma a conclusdo que obtivemos acima.
10C3 120 15
c1) 5X6!=86400
;) Entre os cartGes que tém numeros reais tem de existir pelo menos um cartdo com um
numero imaginario puro. Entdo, os quatro cartdes com numeros reais tém de ocupar
guatro dos sete lugares indicados no esquema abaixo, onde a letra | designa um nimero
imaginario puro.
1121314151617
Existem, portanto, 7A4 x6!=604 800 filas em que os numeros reais ndo estdo lado a

lado.
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Questao de aula 1

30 minutos

Conteudos em avaliagdo

e Propriedades das operagGes de interse¢do e reunido de conjuntos.
e Leis de De Morgan para conjuntos.
e Propriedades que envolvem o produto cartesiano de conjuntos.

1. Sejam A e B conjuntos contidos num universo U .

Simplifica as expressoées:
a) ANBU A

b) (ANB)N(AUB)
) (AUB)N(BU A)

2. Sejam A, B e C trés conjuntos contidos num universo U .

Mostra que, se (AXC)U(AXB)=AxC,entio CC B.

3. Sejam A e B dois conjuntos contidos no universo U .

Indica, justificando, o valor légico da afirmacao:

«Se AUB=U ,entio B=A.»
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Questao de aula 2

30 minutos

Conteudos em avaliagdo

e Principio geral da multiplicagdo e principio geral da adigao.
¢ Arranjos com repeticdo. Permutagdes.

1. O Asdrubal estd a responder a um inquérito sobre a qualidade dos servicos da biblioteca, do

refeitdrio, do bar e da reprografia (por esta ordem) da escola.

A classificacdo deve ser feita com os niveis 1, 2, 3 e 4.

a) De quantas maneiras pode o Asdrubal responder ao inquérito:
a;) com os niveis todos diferentes?
a;) semniveis 1 e 4?
a3z) ndo colocando dois niveis iguais seguidos?

az) com pelo menos um nivel 4?

b) O Asdrubal ja respondeu ao inquérito. A soma dos niveis que atribuiu é superior a 13.

Quantas respostas diferentes existem nestas condi¢cdes?

2. Considera todos os numeros de seis algarismos diferentes que se podem escrever com os

algarismos de 1 a 6. Quantos destes numeros:

a) sdo multiplos de 5?

b) tém o algarismo das centenas de milhar e o algarismo das unidades ambos impares?

c) sdo pares e superiores a 400 000?

d) sdo inferiores a 350 0007?
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Questao de aula 3

30 minutos

Conteudos em avaliagdo

e Arranjos. Combinagdes.

1. Queremos colocar no quadro ao lado seis botdes brancos
indistinguiveis e quatro botdes de cores diferentes (um verde, outro
amarelo, outro vermelho e outro cor-de-rosa).

De quantas maneiras diferentes podem ficar dispostos os botdes no
tabuleiro, se cada botdo for colocado numa Unica casa e ndo pudermos
colocar mais do que um botdao em cada casa?

2. Os 20 alunos da turma'Y, 12 rapazes e oito raparigas, vao fazer teste de Matematica.

a) A professora fez trés versdes do enunciado do teste: sdo cinco enunciados da versdo 1, sete
enunciados da versdo 2 e oito enunciados da versao 3. De quantas maneiras podem as trés
versdes do teste ser distribuidas pelos alunos?

b) O teste tem cinco perguntas de escolha multipla com as op¢des A, B, Ce D.

O Mario respondeu a trés perguntas com a opg¢do A e respondeu as outras duas com duas
opcOes diferentes. Quantas respostas as cinco perguntas de escolha multipla estdo nestas
condicdes?

c) A «fila da janela» tem seis mesas individuais. De quantas maneiras pode ser ocupada,
alternando rapazes e raparigas?

3. No jogo da sueca utiliza-se um baralho de 40 cartas (dez cartas de cada um dos quatro naipes) e
chama-se mdo a um conjunto de dez cartas. Quantas mdos tém:

a) cinco cartas de espadas e cinco cartas de ouros?
b) cinco cartas de um naipe e cinco cartas de outro?
c) seis cartas de um naipe e quatro cartas de outro?

d) pelo menos duas cartas de cada naipe?
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Questao de aula 4

30 minutos

Conteudos em avaliagdo

e Triangulo de Pascal.
e Bindmio de Newton.

1. Considera a linha do tridangulo de Pascal que tem 11 elementos.
a) Qual é o segundo elemento dessa linha?
b) Qual é o maior elemento dessa linha?

c) Qual é a soma de todos os elementos da linha anterior?

2. O oitavo e o nono elementos de uma linha do tridangulo de Pascal sdo iguais.

Determina o valor do quarto elemento dessa linha.

3. A soma dos trés ultimos elementos de uma linha do tridngulo de Pascal é 23 221. Qual é o
terceiro elemento da linha seguinte?

12
4. No desenvolvimento pelo bindmio de Newton de (x2 +2) existe um termo cuja parte literal é x.
X

Determina esse termo.
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Questao de aula 5

40 minutos

Conteudos em avaliagdo

e Espacos de probabilidade e propriedades da fungdo de probabilidade.

1. Sejam E um conjunto finito e P uma probabilidade definidaem P (E).
Sejam Ae Be P(E) tais que P(4)=0,3, P(B)=0,3 e P(ANB)=0,2.

Determina P(A N B).

2. Seja £ o espaco de resultados, finito, associado a uma experiéncia aleatdria.
Sejam A e B dois acontecimentos (A CQ e BcC Q).
Indica, justificando, o valor légico da proposicao:

«Se P(A)+ P(B)=1, entdo 4 e B sdo acontecimentos contrarios.»

3. Sejam E um conjunto finito e P uma probabilidade definidaem P (FE).
Sejam Ae Be P(E).
a) Mostra que P(ANB)+P(B)=P(A)+P(ANB).
b) Utilizando a igualdade anterior, resolve o seguinte problema:

Colocaram-se num saco bolas indistinguiveis ao tato. Todas as bolas estdo numeradas com
um numero natural. Algumas dessas bolas sdo amarelas.

Considera a experiéncia que consiste em retirar, ao acaso, uma bola do saco. Admite que:
e aprobabilidade de a bola retirada ser amarela é 50% ;
e aprobabilidade de o nimero da bola retirada ser impar é 40%;

e aprobabilidade de a bola retirada ndo ser amarela e ter um numero par é 20%.

Prova que ha pelo menos uma bola amarela com ndmero impar no saco.
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Questao de aula 6

40 minutos
Conteudos em avaliagdo
e Probabilidade. Regra de Laplace.
1. Considera uma grelha quadriculada como a da figura. Nessa grelha vao
ser colocadas oito fichas, todas iguais, ndo mais do que uma por ! 2 3 4
quadricula. S el 7| s
Supondo que as fichas sdo colocadas ao acaso, qual é a probabilidade de:
9 [ 10| 11| 12
a) as duas diagonais ficarem preenchidas?
. . 13 | 14 | 15 | 16
b) ficarem preenchidas exatamente duas colunas?

c) ficar preenchida pelo menos uma diagonal?

Apresenta as respostas na forma de fragdo irredutivel.

. Considera ainda a grelha do exercicio 1 e admite agora que se vao colocar na grelha, ao acaso,

cinco fichas brancas, uma ficha azul, uma ficha verde e uma ficha rosa, ndgo mais do que uma por

quadricula.

Determina a probabilidade de as fichas coloridas serem colocadas em quadriculas com ndmero

par e as quadriculas dos quatro cantos ficarem ocupadas com fichas brancas.

. O casal Paciéncia tem dois filhos e o casal Boavida tem trés filhos. Num certo dia, os dois casais e

os respetivos filhos juntaram-se num jantar e, terminado o jantar, dispuseram-se, lado a lado, ao

acaso, para uma fotografia.

a) Determina a probabilidade de os dois filhos do casal Paciéncia ficarem, cada um deles, numa

das extremidades da fila.
b) Determina a probabilidade de os dois elementos de cada casal ficarem juntos.

Apresenta a probabilidade na forma de fragao irredutivel.

Editavel e fotocopiavel © Texto | MVT 12

217




4. Na figura esta representado um octaedro regular. A face [ABC] do
octaedro esta numerada com o numero 1, como se pode observar
na figura.

a) Escolhendo, ao acaso, trés vértices do octaedro, qual é a C
probabilidade de esses trés vértices definirem um plano paralelo
ao plano [ABC]?

b) Pretende-se numerar as restantes faces do octaedro com os
numeros de 2 a 8 (um numero diferente em cada face).

Supondo que se numeram as faces ao acaso, qual é a probabilidade de que a soma dos
numeros das faces concorrentes no vértice A seja um numero par?
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Questao de aula 7

40 minutos

Conteudos em avaliagdo

* Probabilidade condicionada.
e Acontecimentos independentes.

1. Numa turma com 24 alunos, a probabilidade de um rapaz ter olhos castanhos é % Sabendo que

nessa turma ha trés rapazes com olhos castanhos, determina quantos rapazes ha nessa turma.

2. Considera uma escola em que:
e 75% dos alunos tém computador;
. % dos alunos que tém computador também tém tablet;
e 5% dos alunos ndo tém computador nem tém tablet.
Determina a probabilidade de um aluno dessa escola, escolhido ao acaso, ter tablet.

Apresenta o resultado na forma de percentagem.

3. Seja E um espaco de resultados finito e sejam C e D dois acontecimentos (C c E e DC E).

Provaque P((CND)|D)=P(C|D).

4. Lanca-se um dado nao equilibrado, com as faces numeradas de 1 a 6.

Acerca deste dado, sabe-se que a probabilidade de sair qualquer das faces com nimero maior do
que 4 é o dobro da probabilidade de sair qualquer das outras faces.

Sejam A e B os acontecimentos:
A : «sair um numero multiplo de 3»
B : «sair um nimero maior do que 3»

Averigua se os acontecimentos 4 e B s3o independentes. Justifica.
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Questao de aula 8

25 minutos

Conteudos em avaliagdo

e Teoremas de comparagao.
e Teorema das sucessdes enquadradas.

: x +1 . «
1. Seja (v,) a sucessdo de termo geral V =1 e seja (u,) uma sucessdo tal que

" n

Vne Nyu, +v, <1.

Prova que a sucessdo (u,) ndo é convergente.

2. Determina, recorrendo ao teorema das sucessdes enquadradas, o limite da sucessdo (u,)

n
- 2n
definida por u, = E .
" k:0k+n2

3. Seja f* a funcdo representada graficamente e sejam (u,) e (v,)

duas sucessdes tais que lim f(u,) =—co e limy, =+oo.
Seja (w,) uma sucessdo talque Vne N,u, <w, < f(v,).

Justifica que a sucessdo (w,) é convergente e indica qual é o seu
limite.
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Questao de aula 9

25 minutos

Conteudos em avaliagdo

e Teorema de Bolzano.

1. Seja f afuncdo de dominio R por f(x)=2x"—3x>+x—4.

Sem recorrer a calculadora, justifica que existe, no intervalo ]2, 3[ , pelo menos um objeto cuja

imagem por f éigual a 10.
2. Seja a um numero real maior do que zero.

Justifica que a fung¢do % definida por h()c)=x3—)c2+x+a2 tem pelo menos um zero

pertencente ao intervalo ]—a,a[ .

b

]

3. Seja k um numero real diferente de zero e seja f uma fun¢do continua de dominio [—|k

cujo grafico interseta a bissetriz dos quadrantes impares nos pontos de abcissas —k e k.

Mostra que o gréfico da fungdo f também interseta a bissetriz dos quadrantes pares.
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Questao de aula 10

25 minutos

Conteudos em avaliagdo

¢ Derivada de segunda ordem e aplicagGes.

1. Seja f uma funcdo duas vezes diferencidvel em R . Sabe-se que f'(-1)=0 e que

2
” X +2x
X)=—"—=
S (x> +2x+2)*

Justifica que a funcdo f atinge um extremo em —1 e indica se esse extremo é um maximo ou é
um minimo relativo.

2. Seja g uma funcdo duas vezes derivavel em R . 7
No referencial ao lado estd representada graficamente a ] .
funcdo ¢’ . R
% e ) x
Quais as conclusdes que podes apresentar acerca do sentido F//z ________________ 2\ :
das concavidades do grafico da funcdo g e existéncia de

pontos de inflexdo? Justifica.

x
.
x -4

Por processos analiticos, estuda o grafico da funcdo f quanto ao sentido das concavidades e
existéncia de pontos de inflexao.

3. Seja f afungdo definida por f(x)=

222 Editavel e fotocopidvel © Texto | M¥T 12



Questao de aula 11

25 minutos

Conteudos em avaliagdo

e Juros compostos.
e Numero €.

1. A Miquelina e o Asdrubal depositaram, em regime de juros compostos, cada um deles,
12 500 euros.

A Miquelina negociou uma taxa nominal de 2,1%, sendo o juro capitalizado anualmente.

O Asdrubal aceitou uma taxa nominal que, sendo os juros capitalizados semestralmente, lhe vai
permitir acumular 14 169 euros em 6 anos.

a) Qual é o capital acumulado pela Miquelina se o depdsito se prolongar por seis anos?
Apresenta o valor arredondado ao euro.
b) Qual é a taxa nominal anual que o Asdrubal aceitou?

Apresenta a taxa em percentagem, arredondada as décimas. Se em célculos intermédios
fizeres arredondamentos, conserva, no minimo, quatro casas decimais.

2. O Anténio fez um depdsito em regime de juros compostos a taxa anual de 1,8%. Decorridos
11 anos foi saber qual era o capital acumulado e o banco informou-o de que dispunha de
18 800 euros.

Determina o capital que o Anténio tinha depositado.

Apresenta o valor arredondado as unidades.
+1 n n+l
3. Sejam (x,) e (y,) as sucessdes definidas por x, :(n_) e por y, =(1+—) eseja (u,)
n n

uma sucessdo tal que Vne N, x, <u, <y, .

Justifica que a sucessdo (u,) é convergente e determina o seu limite.
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Questao de aula 12

40 minutos

Conteudos em avaliagdo

e Funcdo exponencial.

1. Resolve as condigOes seguintes e apresenta o conjunto-soluc¢ao de cada uma.

g2 1
a) g

l2x (l)x2

b) (2) < >

0 32 _4x3¥-45=0
d) 3+ -3+ <8

2. O carbono-14 é uma substancia radioativa.

Seja m(t) =3,28€_0’12t , em que ¢ é o tempo, medido em milénios, decorrido desde um certo

instante inicial #=0. A fungdo m da a massa de carbono-14, em gramas, presente num
determinado féssil, decorridos ¢ milénios depois de um instante inicial.

a) Qual é a massa de carbono -14 presente no féssil, decorridos 2000 anos depois do instante
inicial?
Apresenta o resultado na forma de dizima, com duas casas decimais.

m(t+5,8) , .
b) Mostra que (—’) é constante. Determina o valor dessa constante arredondado

m(t)

as décimas e interpreta esse valor no contexto descrito.
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Questao de aula 13

40 minutos

Conteudos em avaliagdo

e Funcdo logaritmica. Logaritmos.

1. Resolve as condigOes seguintes e apresenta o conjunto-soluc¢ao de cada uma.
a) log;(2x+3)+1=0
b) 2log,(3—x)<2+log,(x)

) logy(1-2x)~ 1 = log; (x)

1-1In(x)

N o, G-x)—1°

=0

2. Seja (u,) uma progressdo geométrica de termos positivos e razdo igual a e e seja f afuncio

de dominio R" definida por f(x)= ln(\/;).

Considera a sucessdo (v,) definida por v, = f(u,).

Prova que a sucessao (vn) € uma progressao aritmética e indica a sua razao.
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Questao de aula 14

45 minutos

Conteudos em avaliagdo

e Funcoes derivadas das fungdes exponenciais e logaritmicas.
e Limites notaveis.

1. Determina cada um dos seguintes limites.

. e3x -1
a) lim
x—0 X

3x
X—>+oo X

o lim 2+ 3In(x)

X—>+oo x—1

d) lim(x%e*™")

X——oo

x—e™*

x—1
2. Seja k um numero real e seja f afungdo definida por f(x)=<k se x=1
In(x)

xX—

se x<1

se x>1

a) Mostra que, qualquer que seja o valor de £, a fungdo ndo é continua para x=1.

b) Caracteriza a funcio derivada da funcio f .
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Questao de aula 15

30 minutos

Conteudos em avaliagdo

e Estudo de uma fungdo.

X

1. Considera afuncio f definidapor f(x)= N
In(x*)

Faz o estudo da fun¢do f e do seu grafico, por processos analiticos, sem recorrer a calculadora.
No teu estudo, deves referir os seguintes aspetos:

¢ dominio da funcdo e existéncia de zeros;

e equacles das assintotas ao grafico;

e intervalos de monotonia e extremos.
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Questao de aula 16

35 minutos

Conteudos em avaliagdo

¢ Modelos exponenciais.

Na desintegracdo radioativa, a taxa de variacdo da massa de isdtopo existente num instante ¢ é
diretamente proporcional a massa de isdtopo existente nesse instante. Desigha-se por semivida o
tempo necessdrio para que a massa se reduza a metade.

1. O fésforo-32 é um isétopo radioativo. A massa () existente ao fim de ¢ dias, a partir de uma
massa inicial Q,, é dada por Q(f) = Qoe_0’0462t .
a) Uma amostra continha inicialmente 8 gramas de fésforo. Que massa de fésforo vai conter
daqui a 10 dias?
Apresenta o resultado em gramas, arredondado as unidades.

b) Determina a semivida do fosforo. Apresenta o resultado em dias, arredondado as unidades.

2. O carbono-11 é um isotopo radioativo usado em medicina, na drea de imagiologia. A taxa de
desintegracio Q'(f) da massa Q(f) de carbono-11 existente numa amostra decorridos ¢

minutos é diretamente proporcionala Q(?).
As imagens sdo recolhidas decorridas cinco semividas depois da amostra do produto contendo

carbono-11 ser injetada. Qual é, nesse instante, a percentagem de carbono-11 da amostra que
ainda nao se desintegrou?

3. Um copo com &gua acabada de ferver (estando, portanto, a temperatura de 100 °C) é deixado a
arrefecer numa sala a temperatura ambiente de 25 °C. Sabendo que ao fim de 1 minuto e 15
segundos a temperatura da agua atinge 87 °C, determina ao fim de quanto tempo atingird a
temperatura de 45 °C.

Apresenta a resposta em minutos, arredondados a unidade.
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Questao de aula 17

35 minutos

Conteudos em avaliagdo

e Formulas trigonométricas e limites.

1. Na figura estd representada, em referencial o.n. xOy, a circunferéncia
trigonométrica. Os pontos A e B pertencem a circunferéncia.

O ponto A tem abcissa 3 e o angulo AO0B tem 5—nradianos de

5 6

amplitude.

Determina o valor exato da ordenada do ponto B.

2. Considera a fungdo f definida, em R, por f(x)=sen(2x)+x.

a) Estuda o gréafico de f quanto a existéncia de assintotas.

b) Calcula llmf(gc)

x—0 X

c) Mostra que, se a+b=T1,também f(a)+f(b)=T.

d) Seja /i(x)= f(x)—x. Determina o valor exato de /(0) sabendo que

e {E,n}.
2
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Questao de aula 18

35 minutos

Conteudos em avaliagdo

e FuncOes trigonométricas.
e Derivadas de fungBes trigonométricas.

1. Na figura esta representada uma circunferéncia de centro no ponto O e raio 1. O ponto 4
pertence a circunferéncia e o ponto P desloca-se na semirreta OA, sendo sempre OP >1.

Para cada posigdo do ponto P, o ponto O é um ponto da circunferéncia tal que a reta PQ ¢é

tangente a circunferéncia e d é a distanciade P a 4.

Seja x a amplitude, em radianos, do angulo OPQ (xe }0,%D e seja f a fungdo, de dominio

T - _1—senx
}0, 2[, definida por f(x)= “senx

a) Mostraque d = f(x).
b) Determina o valor de x para o qual OP=2.
¢) Prova que, quanto maior é o valor de x, menor é o valor de d .

d) Mostra que a area do tridangulo [AQP] é dada, em fungdo de x, por:

2cosx —sen(2x)
4senx

A(x) =

e) Mostra que A'(x) = senx—senxczos(Zx)—2 .
4sen” x
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Questao de aula 19

25 minutos

Conteudos em avaliagdo
e QOperar com numeros complexos.
e Forma trigonométrica de um ndmero complexo.

, ) 51° —(2+i)’
. Escreve naforma a+bi (a,be R)onumero %

— 2zl
(2a—i)i—3i

. Seja @ um numero real. Determina a de modo que o afixo do nimero pertenca a

1—ai
bissetriz do 3.° quadrante e n3o coincida com a origem.

. Escreve na forma trigonométrica os nimeros:

a) 2i°

)3e +’+\/_e4

Editavel e fotocopiavel © Texto | MVT 12 231




Questao de aula 20

25 minutos
Conteudos em avaliagdo
e Representagdo de conjuntos definidos por condi¢Ges sobre nimeros complexos.
¢ Radiciagdo no conjunto dos nimeros complexos.
Sn ” .
1. Sejam z;=2¢ ¢ e z,=pe'", com pe R" e 0€[0,2x[, dois lf"lzﬂ
; -1,1) 48
numeros complexos. /\_
N
. . . \
Determina o conjunto dos valores de p e de 0 para os quais o N\

-

(@] Re (z
- . 2= s ix s . e (z)
afixo do nimero (z;)”XZ, pertence a regido colorida, incluindo a \

sua fronteira.

T —17n
I— 1
Os afixos dos nimeros complexos w, = J5e12 e w, = J5¢ 12 sdo vértices consecutivos de

um poligono regular inscrito numa circunferéncia com centro na origem do referencial.
Determina:
a) os numeros complexos cujos afixos sdo os restantes vértices desse poligono;

b) o perimetro do poligono.

-TC

fud
3. Sejam w, =-1+i e w, =\/§e 6 dois nimeros complexos. Mostra que existe um nimero

232

natural 7 tal que w; e w, sdo raizes de ordem n do mesmo numero complexo.
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Respostas as questoes de aula

Questao de aula 1

a) ANBUA=(AUB)UA=4U(Bud)=AU(4AnB)=(AuA)\UB=UUB=U
b) (ANB)N(AUB)=(ANB)N(ANB)=T
) (AUB)N(BUA)=(AUB)N(AUB)=AU(BNB)=AUD =4
2. (AXC)U(AXB)=AxC = Ax(CUB)=AxC=CUB=C=BcC=CcB
3. A afirmacado é falsa.
Sejam, por exemplo, U={1, 2,3, 4, 5}, A ={1, 2,3, 4} e B:{3, 4, 5}.

Tem-se AUB=U e, noentanto, B# A4 , pois Z={5}.

Questao de aula 2

a;) 41=24
a)) 4, =2"=16
asz) 4x3x3x3=108
a)) ‘4, -4, =4"-3" =175
b) Sao trés as situacGes que podem ter ocorrido:
e quatro niveis 4 (1 resposta nestas condi¢des)
 trés niveis quatro e um nivel 2 ou 3 (4X2 respostas nestas condi¢des) ;

 dois niveis 4 e dois niveis 3 ( 6 respostas nestas condi¢des).
H& 15 respostas nas condi¢des do enunciado (1+8+6).

a) 5!=120

b) A4, x4!=144

c) Existem 4! X2 numeros pares com o algarismo das centenas de milhar igual a 4, existem
4! X2 numeros pares com o algarismo das centenas de milhar igual a 6 e existem 4! x 3

numeros pares com o algarismo das centenas de milhar igual a 5.
Ao todo sdo 168 nimeros (4X2x2+41x3=168).

d) Satisfazem a condic¢do todos os nimeros cujo algarismo das centenas de milhar é iguala 1 ou
2 e aqueles cujo algarismo das centenas de milhar é igual a 3 com o algarismo das dezenas de
milhar inferior a 5 (e diferente de 3).

Ao todo sdo 168 nimeros (2X5H+1x3x4!=192).
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Questao de aula 3

1. PCyx %4, ="4,x°C, =332 640
2.
a) Por exemplo, °C; x °C, =99 768 240

b) °C;x >4, =60
) 2x 24, x4, =887 040

a) '°Csx'°Cy =63 504
b) '°C,x'°C, x *C, =381024
) "C,x"°C,x*4, =529200

@) (1°C,) (°C,) x*Cy +1°C, (G, ) x4 = 251505000

Questao de aula 4

1.
a) 10
b) '°Cs =252
) 2°=512

2. "C, ="Cy = n=15, portanto, o nimero pedido é °C; = 455.
3. A soma dos trés ultimos elementos de uma linha é igual a soma dos trés primeiros. Portanto:
"Cy+"C+"Cy=23221 "C, +"C, =23220 < "'C, = 23220

O terceiro elemento da linha seguinte é 23 220.
12 12 12—k [ A\K
4. (x2 +2) = leCk(xz) (2)
b b
k=0
12-k (\F
¢ (xz) (g) =120, ok o 24-2kk _ 20 ok o 243k
X

Tem-se: 24-3k=9< k=5
Ent3o, o termo pedido é 12C5 x23xx’ =25344.
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Questao de aula 5

1. P(ANB)=P(AUB)=1-P(AUB)=1-(P(A)+P(B)-P(ANB))=
=1-(0,3+0,7-0,2)=1-0,8=0,2

2. A proposicdo é falsa.

Sejam, por exemplo, Q2 = {1, 2,3, 4, 5}, A= {1, 2, 3} e B= {3, 5} .

Tem-se P(A) :% e P(B) :% e, portanto, P(A)+ P(B)=1.No entanto, Ae B n3o sdo

acontecimentos contrdrios, pois A= {4, 5}.

a) P(ANB)+P(B)=P(A)+P(B)-P(AUB)+P(B)=
— P(4)+ P(B)+ P(B)~ P(AUB) = P(A)+1— P(AU B) =
= P(4)+ P(AU B) = P(A) + P(A B)

b) Seja A o acontecimento «a bola retirada é amarela» e seja B o acontecimento «o nimero da

bola retirada é par».

Tem-se P(4)=0,5, P(B)=0,4 e P(An B)=0,2. Ent3o:
P(ANB)+P(B)=P(A)+P(ANB) < 0,2+0,4=05+P(ANB) <
<0,2+0,4=0,5+P(ANB) < 0,1=P(ANB)
Ora P(AN B) é a probabilidade de a bola retirada ser amarela e ter um niimero impar;

como essa probabilidade é maior do que 0, podemos concluir que ha pelo menos uma bola

amarela com nimero impar no saco.

Questao de aula 6

1
b2 e T 1270
6A3><9 1
2. 6. x 1, 4004
2x7 1
3. a) ol —%
L _1
4. a) S 20

b) G __6 __1
6c, 12870 1245
Tx2x2 1
TS
b)yxm+3x3x4A2x4p_lg
7! 35
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Questao de aula 7

1. Seja C: «ter os olhos castanhos» e seja R: «ser rapaz».

Tem-se P(C|R):% e P(RmC):%:%.

1

1 pPCnR) 1. 8 _1 _

Dado que §><24 =15, concluimos que ha 15 rapazes na turma.

8
2. Seja C': «ter computador» e seja T : «ter tablet».

Tem-se P(C):— P(T|C)——eP(CmT) 100 210
P(T|C)= % %ZE@M 3<:>P(TmC)——
4
P(CmT)— <:>P(CUT)— <:>P(CUT)—20
P(CUT)——@P(C)+P(T) P(CmT)— <:> +P(T)———;(9)<:)P(T)——
P(T)=70%
o _ . P((CuD)nD)
3. P((CAD)|D)=P((CuD)|D)= 5 -
_P(ChD)U(DND)) P(CND)UD) P(CND) _
P(D) - P(D) ~ P(D) =P(CID)

4. Seja Xx a probabilidade de cada uma das faces com nimero menor ou igual a 4.

Tem-se x+x+x+x+2x+2x =1, portanto x:%.

Seja P, a probabilidade de sair a face com o nimero i; entdo, F =P =P =P, =%
A={3,6), B={4,5,6) e AnB =16}
P =P+P=1+123 py=p+p+p=1+1:1_3 ¢ pynp=p =1
8 4 8 8 4 4 8 64
Tem-se P(A)XP(B) —é 3_15 e P(Ar\B):l:&'portanto os acontecimentos 4 e
8 8 064 4 64’ '

B n3o s3o independentes.
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Questao de aula 8

1. limy, —11mn+1—hm(—+ j_lim£ﬁ+L]:+°°+L:+oo+0:+oo

N, Nn  /n n Foo
u, +v,<lesu, <l-v,
Dado que v, — +oo, pode concluir-se que a sucessdo de termo geral 1—v, tende para —.
Assim, recorrendo aos teoremas de comparagdo, tem-se que limu, = —co . Portanto, a sucessdo

u, ) ndo é convergente.
(u,)

VneN, 2n(n+l)<z 2n <2n(n+1)

n+n*  Sk+n® 0+n’
. 2n(n+1 . 2n(n+1 N .
Como lim ( 3 ) =lim ( 5 ) =2, pelo teorema das sucessdes enquadradas, conclui-se
n+n 0+n
n
que lim 2n >=2.
J=0 k+l’l

3. Dado que lim f'(u, ) = —oo, conclui-se que u,, — 2~ e dado que limv, =+oo, conclui-se que

f(v,)—=2.
Recorrendo ao teorema das sucessdes enquadradas pode, entdo, afirmar-se que a sucessao

(w,) éconvergentee limw, =2.

Questao de aula 9

1. Afungdo f é continuaem R, pois é uma funcdo polinomial, logo, é continua em [2,3] . Tem-se
f(2)=2 e f(3)=26, entdo, dado que f(2)<10< f(3), o teorema de Bolzano-Cauchy
permite concluir que Jce |2,3[: f(c)=10.

2. Afuncdo /1 é continuaem IR, pois é uma funcdo polinomial, logo, é continua em [—a,a].
h(=a)=(-a)’ —(—a)* —a+a’ =—a’ —a e, portanto, h(—a) <0, pois @ é um nimero
positivo.

h(a) = a*—a’+a+a’ =a’+a e, portanto, h(a) >0, pois a é um nimero positivo.
Entdo, o teorema de Bolzano-Cauchy permite concluir que Jce ]—a, a[ :h(c)=0, ouseja, a
funcdo / tem pelo menos um zero em ]—a,a[.

3. O gréfico da fungdo [ interseta a bissetriz dos quadrantes pares se a equagdo f(x)=—x tiver

pelo menos uma solugdo.
Tem-se f(x)=—x& f(x)+x=0.
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k

2

Sendo 4 afungdo definida por /(x) = f(x)+x, tem-se que /& é continua em [— k|] e 0s

zeros da fun¢do /4 s3o as solugdes da equacdo f(x)=—x, nesse intervalo.

O facto de o grafico da fungdo [ intersetar a bissetriz dos quadrantes impares nos pontos de
abcissa —k e k, permite concluir que f(—k)=—k eque f(k)=k.

Tem-se, entdo:

h(—k)= f(—k)—k =—k —k =2k hk)= f(k)+k=k+k=2k
Dado que k # 0, os nimeros —2k e 2k tém sinais contrarios e, portanto, o teorema de
Bolzano-Cauchy permite concluir que a func¢do / tem pelo menos um zero entre —k e k, ou

seja, o grafico da fungdo f interseta a bissetriz dos quadrantes pares.

Questao de aula 10

o (-1 +2x(-1) 1 s e F(—1)= " Ui
. (=D (C2 12X 1) 22) 1; entdo, dadoque f(—-1)=0 e f"(-1)<0, conclui-se

que a fungdo f atinge um méximo relativo em —1.

. O grafico da fungdo g tem a concavidade voltada para cima em ]—00, 0] , pois a funcdo g'

é crescente nesse intervalo, e tem a concavidade voltada para baixo em [0,+<><>[ , pois a fungdo

g' é decrescente nesse intervalo. O ponto de abcissa 0 é um ponto de inflexdo do gréfico da

fungdo g.

; o grafico da funcdo tem a

LRV, iy S o o 225 +12)
. D, =R\{-2,2}; f(x)—(x2_4)2 e [7(x) 2 —4)

concavidade voltada para baixo em ]—00,—2[ eem [O, 2[ e tem a concavidade voltada para cima

em ]—2, 0] eem ]2,+0<>[; o ponto de abcissa 0 é ponto de inflexdo do gréfico da fungdo f .

Questao de aula 11

2,1
100

A Miquelina acumulou, aproximadamente, 14 160 euros.

6
a) 12500X(1+ j =~14160
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12
B ,[14169
b) 12500><(1+100 2) = 14169 & 14505 =Yoo &
14169
— 12 — =
o 200( 500 1]@? 21

O Asdrubal aceitou uma taxa nominal de 2,1%.

2. Cox( 13) — 18800 < C, = 19590 o, ¢ ~15450.
100 1,018"

O Antdnio tinha depositado, aproximadamente, 15 450 euros.

3. limx, —hm(n+1) lim(l+l) =e
n n

9

1 n+l 1 n 1 1
limx, = 1im(l+—) - lim(1+—) xlim(1+—) —exl=e
n n n
Entdo, aplicando o teorema das sucessdes enquadradas, pode concluir-se que a sucessdo (u,) é

convergente e limu, =e.

Questao de aula 12

a) 4 = o2 =2V e 4x="3ox=

ol
g

= ](),

-blm

%) o>t e 2x—x* >0 x>0Ax<2

45<:>

5 3=9=x=2

() 3 —4x3 -45=03"(3*-4)=453" =
cs.={2}

d) 3)‘—32‘)‘S8<:>3x—§—iﬁ83<:>y—%—8£0<:>y2—8y—930

t=y

Calculos auxiliares:

y'-8y-9=0y=-1vy=9
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Portanto:
3¥-377<8& 3F>—1 A3F<9&=x<2
—

condigdo universal

C.S.= |-<0,2]

a) m(2)=328xe "% =258

Aproximadamente, 2,58 gramas.

m(t+538) _ 3,28¢ M2+ _ 012358
m(?) 3,28¢ %1%

reduz-se a metade, ou seja, a semivida do carbono-14 é aproximadamente 5800 anos.

b) =~(,5; a cada 5800 anos, a massa de carbono-14

Questao de aula 13

a) log;(2x+3)+1=0=2x+3=3" = x=

ot

b) 2log,(3—x)<2+log,(x) & log,(3—x)* <log,(4)+log,(x) A3—x>0 <

o log,(3-x)* <log,(@x)Ax<3 & (B-x)’ <dxAx<3Arx>0&

_4
3

& 9-6x+x"—4x<0Axe 0,3 & x* -10x+9<0Axe 0,3 &

Sx21Ax<9Axe ]0,3[ S xe [1,3[

cs=[13
e logs(1-24) 1 _
c) logy(1—-2x) > =log;(x) & log, (9) 5 =log;(x) &
o 280729 1 _ 105, (1) & logy (1~ 22)~1 = 2logy (1) &

< logy(1-2x) = log3(3)+log3(x2)/\x >0 logy;(1-2x) = log3(3x2)/\x >0

<::>1—2x=3x2/\1—2x>0/\x>0<:>(x=—1\/x=%)/\x<l/\x>O<::>x=l

2 3
e
C.S.—{3}
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d)

1-In(x)
log,(5—x)-1

Construindo um quadro de variagao de sinal, tendo em considerag¢ao que o dominio da

>0

expressdo é 0,5 \13; e que 1 e 3 sdo, respetivamente, os valores que anulam o numerador e
b

o denominador, obtém-se:

c.s.=10,e]UJ3,9

2 = =) ) = -

2. v,
A sucessdo (v, ) é uma progressdo aritmética de razdo %
Questao de aula 14
1.
3 0 3
X _ 0 X _
a) lim&——1=3x lim &~ =3x1=3
x>0 X 3x—0 3x
b) lim € =123y fim €5 lim L= =3X(+o0)—0 =400
X—>o0 X 3x— oo 3)(,' X+ X
g lim 253D 2 2 i [ X )4 30x1)=0
X—>+o0 x—1 X—>+o0 X — X—>+o0 X x—1
. 0 Xl - .y’ e’! e’!
d) lim(x*¢") =e'Xlim=— = e'Xlim—=—F——=5—=0
X—>—o0 x——0 @7 y=—x Yy—rtoo @) lim e’ Hoo
y—>teo y2
2.
1 0
-x 0 —e 7 -y _
a) hmf(x)—hm& 2 im X  m Y im =l
ol x—1 y=x-1 y—>0~ y y—=0" )Y y-0 Y
=1+ lim&lo141=2
z=—y z0" Z
0
0
lim f(x) = lim —== In(x) 2 r ! =1
vl X =1 y=in(x) y>0" ¥ —1 lim e’ —1
yo0" Y

Dado que os limites laterais em 1 sdo diferentes, a funcdo nao é continua no ponto 1.
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b) Dado que a fungdo ndo é continua no ponto 1, conclui-se que ndo é diferenciavel nesse ponto.

l—x_l
, )Ei‘——l)z se x<1
S= x—1-xIn(x) e x>1
x(x—1)?

Questao de aula 15

e D=R \{—1, 0,1} ; a funcdo n3o tem zeros.
e A funcdo é continua; portanto, sé as retas de equa¢des x=—1, x=0 e x =1poderdo ser

assintotas verticais.

_-1 x 1
Iim f(x)= lim =—oc0; hm x)=lim — =400
x—— 1'f( )= x—>—1" ]n( ) ()+ f( )= -1 In(x ) ()+
hm f (x)=lim =0 _ 0

x—0 ln(x ) —=

Assim, concluimos que as retas de equag¢des x =—1 e x =1 sdo as Unicas assintotas verticais.

S(x) _ 1 1

lim 2= —=—=
X—to0 X x—>+oo ln(x ) +oo

Il 818

= +oo

x 1 1 11
xlir-ll:loof(X) _xli>n+loo ln(x ) x—)I-{loozln(X) 2X lim IH(X) a 2XO+

x>t X

N3o existe assintota ndo vertical ao grafico da funcdo em +oo e, de modo analogo, se mostra
gue ndo existe assintota ndo vertical ao grafico da funcdo em —oo (nesse caso,

In(x?) = 2In(-x)).

. [ j 1><1n(x2) zxxi;‘ —ln(fz)z_z
In(x?) In“(x7) In“(x7)
=0 In(x?)-2=0Axe Do x* =’ Axe D x=—evx=e
X —o0 | —e -1 0 1 e too
In(x*)-2 |+ 0 - - - nd. | — - - 0 +
lnz(xZ) + + + + + nd. |+ + + + +
f + 0 — nd. | — nd. | — nd. | — 0 +
S/ _¥ | Méx. | ™S | nd. | ™S | nd. | ™ | nd. | A | Min. | ¥
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Afungdo f é crescente em ]—w,—e] eem [e,+<><>[ e é decrescente em [—e,—l[, ]—1,0[ ,

]O, 1[ eem ]1, e] .

—e e ., . . e e , . .
—e) = =—— émaximorelativoe f(e)= =— é minimo relativo.
=153 f@=15=3
Questao de aula 16
1.
a) Q@ 00462X10 _ gy 0462 _ 5
Aproximadamente 5 gramas.
—0,04621 _ . _ _ In(0,5)
b) e =05 0,04621‘—ln(0,5)<:>t——_0’0462
t=15
A semivida do fosforo é 15 dias.
o (1211 1 1 1
2. 3,125% ((1 >~ 473 16 32)><100)
3. 1min15s=1,25min= %min
- 87-25 k& 6D
4 — 4 _ 02
87 = 25+75e ‘e 73 Se 75@
5 62
& hxg =l ( ) (75)
4
62) 4,(62 ln( )
%k 20 _ (5 ﬂ(@)_(i) _ s/ s
45=25+75¢° 75 =e <:>51n 75t—ln 15 <:>t—1 (62)X4
n
75
t=9

Ao fim de, aproximadamente, 9 minutos.

Questao de aula 17

1. Seja a = arccos%.
5w

A ordenada do ponto B é Sen(a+?)

sen((x + %) =Sen (XCOSS—TE +sen 5—TCCOS (0

6 6
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Tem-se cosa, =% e, dado que o ponto A pertence ao 1.° quadrante,

_ / f 4
sena=,(1— -
Snt 4

Entdo, sen(a+—) —SCH(XCOSS—+SGH—COS(1 X(—

6 6 6 5 2 10

£)+%x%: 3-443 :

a) Afuncdo é continuaem R e, portanto, ndo existem assintotas verticais ao seu grafico.

lim L&) f(x ) _ lim sen(2x)+x _ lim sen(2x) +lim X

X+ X X—>+oo0 X X—>+oo0 X X—>+o0 X
Dado que, Vxe ]RJr,—l < sen(2x) — eque lim (—l) = lim (1) 0, conclui-se que

X X T x x40\ X X400\ X

lim SS9 _ ¢

X—>+oo X
Entdo, lim ——= J) =0+1=1.

x>t X
hm ( f(x)—x)= hm (sen(2x) +x—x)= lim sen(2x).

X—>Foo

Ora, como n3o existe lim sen(2x), conclui-se que ndo existem assintotas no verticais ao
X—>+oo

gréfico de f em +oo e, de modo analogo, se conclui que ndo existem assintotas no verticais ao

gréficode f em —co.

f(x) Sen(Zx) +3 % sen(zx)
b) lim—oL = fim—— 3/ 3 Lo V37 1
x—0 Sx x—0 S5x 5 x=s0 X 15
2x
sen
B & TR
_5X3X2?rfo 2 15 1557
3

c) f(a)+ f(b)=sen(2a)+a+sen(2b)+b =sen(2a)+sen(2b)+n =
=sen(2a)+sen(2(n—a))+n=sen(2a)+sen(2n—2a)+n =
=sen(2a)+sen(—2a)+n=sen(2a)—sen(2a)+n=mn

d) /(0)=sen(20)+60—0=sen(20)

c08(4) = % > 2¢05(20)—1 = & c0s’(20) =2

x 2 2_1 1
=1-%2= + =
Entdo, sen”(20) =1 33 ¢ sen(20) = 3

Dado que Q€ [E,

> ﬂ:} , tem-se que 20 € [n, 271] e, portanto, sen(20) =—, /= =—=—.
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Questao de aula 18

1
senx

a) senx:O_—Qasenx:;@ﬁ:
0) oP

= = 1 1—senx
d=0P-0 senx senx S )

b) O_P:2<:>a’=1c>l_sﬂ=1<:>senx=l
senx 2

_1 z _Z
senx—Z/\xe}O,z[@x G

., (1—senx\ _ (I-senx)senx—(l-senx)(senx) _
o f(x) —( Senx ) = s =

__ —cosxsenx —(l—senx)cosx _ —cosx

Sel’l2X Sel’l2X

2

Conclui-se, entdo, que [ é decrescente. Assim, quanto maior é o valor de x , menor é o

No intervalo }0 E[, tem-se cosx >0 e, portanto, nesse intervalo, f”(x)<0.

valorde d .
dxy
2

d) A drea do triangulo é dada por 9 , sendo Yo @ ordenada do ponto Q.

POQ = %—x e, portanto, a ordenada do ponto Q é sen(E—x) =COSX.

2
Entdo:
1—senx
A(x) = —Senx X cosx _ COSX—SENnxcosx _ 2¢0sx —2senxcosx _ 2€0sx —sen(2x)
2 2senx 4senx 4senx
&) A'(x)= 2cosx—sen(2x) | _ 1, (2cosx —sen(2x))'senx — (2cosx —sen(2x))(senx) _
4senx 4 sen? x
1, (=2senx —2cos(2x))senx — (2cosx —sen(2x))cosx _
4 sen” x

1 y —2sen” x —2cos(2x)senx — 2cos” x + sen(2x)cosx _
4 sen” x

—2(sen” x + cos” x) — cos(2x)senx + sen(2x)cosx — cos(2x)senx _

1
==X
4 sen’ x

_ lx —2—cos(2x)senx +sen(2x—x) —2—cos(2x)senx +senx

4 sen’x 4sen’ x
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Questao de aula 19

50— (2+i)° _5i—(2+0)’X(2+0) _ Si—(4+4i-D)x(2+i) _5i—(3+4)X(2+i) _

S =2 12 =2
_Si=QA11) _ g 6 _ (2=6)1+2) _10-10i _,_o;
12 1—2i ~ (=2)(1+2i) _ 1+4

2. O afixo deste numero pertence a bissetriz do 3.2 quadrante e ndo coincide com a origem se e sé
se a parte real e a parte imagindria sdo iguais e negativas.

Qa-i)i-3i _1+Q2a-3)i _(1+QRa-3)i)(1+ai) (1-2a°+3a)+(a+2a-3)i _
l—ai  l—ai (-a)(+ai) 1+ a2 B
_(1-2a* +3a)+(Ba-3)i
1+a°

1-2a*+3a=3a-3A3a-3<0=2d* =4 ra<l s
Sa=-R2va=V2)ra<lea=-2

—iﬁ
a) 2i°=-2i=2¢ 2

i . isl _ . iz
b) —3ei+’+\/§e 4 :—3;”+\/§(—72—i§j:3i+l—l—i:2i:2e2

Questao de aula 20

l'si . i(sl—e)
1. (Zl)2><72 =4e 3 xpe ™ =4pe '’

. 2= N VST 7
O afixo de (z,)” XZ, pertence a regido indicada se e s se

0<4p£x/§/\3keZ:%+2an5Tn—0Sn+2kn.
0<4p§ﬁ@0<psg

Z i 2km <3 —0<3" 4 2w o ~E 4 2kn >~ 40> -8 4 2
2 =377 S

T 11xn
- >0>—=
& c +2kn>02 B +2kn

Portanto, p€e }O,Q} e e [& 7—71}

4 1276
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—17=n

a) W2=\/§€[T=\/7€ 12 _felz

In_ m
12 122

137r n

\/’(12 2) \/’el%t

b) O poligono é um quadrado, cuja diagonal mede Zx/g. Entdo, o lado do quadrado mede

% = \/ﬁ e 0 seu perimetro é 4\/5 .

. W, e w, sdo raizes de ordem n do mesmo nimero complexo se ()" =(w,)".

( ) 131
portanto os outros vértices sdo os afixos dos numeros \/_e 122 \/_e 12 e

3nn Snm

(9)" = ()" [ﬁi‘] i (ﬁ%] = (2]t ()

3nn PRY

(\/E)nelT =(\/§) elT seesdse dke Z:?’Zn 52n+2k7r
3’}7“ 52n+2kn<:>9n—10n+24k<:>n——24k

Entdo, w, e w, sdo raizes de ordem 7 do mesmo numero complexo se 7 for maltiplo natural
de 24.
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Banco de questodes

Pergunta 1
Das expressoes seguintes, qual ndo esta correta?

(A) J3eR\Q

1 43

— =2 \Z
(B) {2’5’7}CQ
(© {ile N
o) VoeQ

Resposta correta: (C)

Pergunta 2
Dados os conjuntos A={ne Z:némiltiplode 3] e B={neZ:|n—-2[<5}, os conjuntos

AN Be B\ A s3o, respetivamente:
(A) {—3, 0, 3} e {—2, -1 1,2, 4}

8 {-3,0,3,6} e{-2,-1,0,1,2,4,57)
© {-3,0,3,6) e{-2,-1,1,2,4,5,7)
0 {0,3,6} e {-2,-1,1,2,4,5)

Resposta correta: (C)

Pergunta 3
Considera, em R, os subconjuntos 4 e B definidos da seguinte forma:

A:{%:ne N} e B=[0,1]

e as afirmacdes seguintes:

I ﬁe B\ 4
2
. AcB
Qual das opgdes é correta?
(A) lellsdoambas verdadeiras.
(B) |é verdadeira e Il é falsa.
(C) Iéfalsaelléverdadeira.
(D) e llsdoambas falsas.
Resposta correta: (B)
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Pergunta 4
Considera o universo U dos numeros naturais ndo superiores a 20. Sejam A, B e C os seguintes

subconjuntos de U :
A={ne U :n é primo}
B={ne U :n édivisor de 18}
C ={ne U :n ¢ quadrado perfeito}
Entdo B\(AUC), CU(ANB) e A\(BNC) sdo, respetivamente:
(a) {6}, 11,2,3,4,9) e {6,8,10,12,14,15,18, 20}
8) {6},{2,3,4,9,16) e {4,6,8,10,12,14,15,16,18, 20}
(© {6,18}),{1,2,3,4,9,16) e {6,8,10,12,14,15,18,20}
() {6,18}, {1,2,3,4,9,16} e {4,6,8,10,12,14,15,16,18, 20}

Resposta correta: (D)

Pergunta 5
Considera, no universo IR, os seguintes subconjuntos:
Az{xeR:xz—Sx—24SO} B={xeR:|x|21} C={xeR:|x|=4}

Entdo, (4N B)UC, A\C e B\(ANC) sdo, respetivamente:
(A) [-3,-1]U[1,8]u{-4}, ]-eo, =3[\ {4} U8, +oo] e |-L 1]
8) [3,~1]U[L8], J-eo, —3[U]8, + o[ € |-L1[
(© [-3,-1]U[L,8], [-eo, =3]U[8,+o[ e [-3, - 1] U1, 4]
(D) [-3,-1]U[L, 8]u{-4}, |-ee, =3[ \{-4} U8, +oo[ e [-3,-1]U[L, 4]

Resposta correta: (A)

Pergunta 6

Sejam A e B subconjuntos de um universo U tais que 4N B = . 0 que podes concluir?
(A) AcB
(B) AuUB=U
(C) B\A4=J

(D) (A\B)U(B\A4)=U

Resposta correta: (A)
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Pergunta 7
Sejam A e B subconjuntos disjuntos de um universo U . O que podes concluir?

(A) ANB=AUB

(8) ANBNB=B

(€ ANB=0

(D) (4\B)U(B\4)=U

Resposta correta: (B)

Pergunta 8
Sejam A, B e C subconjuntos de um universo U . Qual a propriedade da interse¢do de conjuntos

que permite escrever AN BN C com o mesmo significado de (A N B) NC?

(A) Comutativa
(B) Associativa
(C) Transitiva
(D) Distributiva
Resposta correta: (B)

Pergunta 9
Sejam A e B subconjuntos de um universo U . Qual dos seguintes conjuntos ndo é

necessariamente iguala U ?

(A) AnA

(B) Eu(ﬂmﬁ)

() Er&AmB)

(D) (4\B)u(B\A4)u(ANB)

Resposta correta: (D)
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Pergunta 10

Sejam A, B e C subconjuntos de um universo U . Considera as afirmag&es seguintes:

(N (AUB)\BzA\B

I A\(BUC)=(4\B)(4\C)
Indica a op¢ao correta.

(A) lellsdoambas verdadeiras.

(B) |é verdadeira e Il é falsa.

(C) Iéfalsaelléverdadeira.

(D) 1ellsdoambas falsas.
Resposta correta: (A)

Pergunta 11

Num inquérito feito a 200 pessoas, 58 consideraram-se apreciadoras de José Saramago, 65 de

Fernando Pessoa e 70 de Eca de Queirds. 24 gostam de Saramago e de Pessoa, 14 de Saramago e de

Eca, 10 de Pessoa e de Eca e 4 gostam dos trés escritores. Os restantes inquiridos confessaram nao

apreciar nenhum deles. Quantos inquiridos gostam, no maximo, de um destes escritores?

(A) 160

(B) 109

(C) 113

(D) 193
Resposta correta: (A)

Pergunta 12

Quantos numeros naturais existem que sejam multiplos de cinco e que tenham menos de quatro

algarismos todos diferentes?
(A) 155
(B) 164
(c) 154
(D) 145
Resposta correta: (C)
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Pergunta 13
Um conjunto tem exatamente 32 768 subconjuntos. Quantos desses subconjuntos tém cardinal

maior ou igual a 4 e menor do que 6?

(A) 16C5

(8) C,+"°C,

(© C,+°C+"C,
(D) "C+"°C,

Resposta correta: (A)

Pergunta 14
Num baralho de cinquenta e duas cartas, quantos conjuntos de seis cartas sdo constituidos por trés

ases e pelo menos duas figuras?
(A) ‘C,x"C,
(B) ‘C,x"C,+*C,x"C,
() 144 °C,+4 “C,
(D) *‘C,x"”C,x36

Resposta correta: (C)

Pergunta 15
Quantas diagonais tem um heptadecagono (poligono de 17 lados) regular?

(A) 136

(B) 272

(C) 265

(D) 119
Resposta correta: (D)

Pergunta 16
O numero de anagramas das palavras FLORA e MORDOMO é, respetivamente:

(A) 60e420

(B) 120e 420

(C) 120e5040

(D) 5e7
Resposta correta: (B)
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Pergunta 17
Doze bonecos — cinco cdes, quatro gatos e trés patos — vao ser colocados na montra de uma loja de

brinquedos, numa prateleira com divisérias formando 15 compartimentos iguais. Em cada um
desses compartimentos cabe um e um sé boneco. Os cdes sdao todos iguais entre si, 0 mesmo
acontece com os gatos e com os patos. Com quantas aparéncias diferentes pode ficar a prateleira,
sabendo que ficam vazios os compartimentos para os quais ndo ha boneco?

(A) 12612600

(B) 75675600

(C) 103680

(D) 70980
Resposta correta: (A)

Pergunta 18
Um clube vai apresentar-se a uma prova de atletismo com 40 dos seus 200 atletas. Nesse clube ha

dez treinadores, cinco massagistas, dois médicos e trés enfermeiros. De quantas maneiras diferentes
pode ser feita a escolha da equipa, sabendo que, além dos atletas, tém de ir massagistas (4),
treinadores (pelo menos 3 e no maximo 5) e um médico ou um enfermeiro?

(A) 14550°"4,,

(B) 14550°"C,,
200

(c) 180000 **C,,

200
(D) 180000 **4,,

Resposta correta: (B)

Pergunta 19
Tomando sete pontos distintos de uma circunferéncia, quantos poligonos convexos se podem

formar com vértices nesses pontos?
(A) 1+°C,+°C,
(B) "A+'A,+7 A+A,+'4,
© 5

7
@ > 'C,
p=2

Resposta correta: (A)
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Pergunta 20
p ”Cp+”Cp+1 +p"'C +"'C

A expressdo - - Ak ”_ (onde n e p sdo inteiros absolutose n> p ) é igual a
C,+n"C,
qual das expressdes?
n+1
(A)
p+1
p+1
(B)
n+l
1
(@
n+1

(0) "'C,.,

Resposta correta: (D)

Pergunta 21
O antependltimo elemento de uma linha do triangulo de Pascal é 210. Qual o terceiro elemento da

mesma linha?

(A) 1

(B) 210

(c) 1140

(D) 1330
Resposta correta: (B)

Pergunta 22
Uma linha do triangulo de Pascal tem 80 elementos. Qual a soma dos trés primeiros elementos

dessa linha com os dois ultimos da linha seguinte?
(A) 3240
(B) 3242
(C) 3323
(D) 6323
Resposta correta: (B)
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Pergunta 23
Qual o numero de subconjuntos com cardinal menor ou igual a 5 de um conjunto com 10

elementos?

(A) 428

(B) 637

(C) 638

(D) 1024
Resposta correta: (C)

Pergunta 24

n
Sendo n e p numeros naturais (n > p), Z”Cp é igual a qual das expressdes?

p=l1
(a) 2’
(B) 2" -1
(C) 2n-1
(D) 211—1

Resposta correta: (B)

Pergunta 25
A soma de todos os elementos de uma certa linha do tridangulo de Pascal é 65 536. Qual o quarto

elemento da linha seguinte?
(A) 120
(B) 560
(C) 680
(D) 2380
Resposta correta: (C)
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Pergunta 26
Considera as duas afirmacdes seguintes:

I. Se o produto dos dois ultimos elementos de uma determinada linha do tridangulo de Pascal é
15, entdo a linha tem 15 elementos.
Il. Existe uma linha do tridngulo da Pascal tal que a soma de todos os seus elementos é igual a
196 608.
Entdo, quanto ao valor légico destas afirmacgdes, o que se pode dizer?
(A) lellsdoverdadeiras.
(B) |é verdadeirae Il é falsa.
(C) 1éfalsaelléverdadeira.
(D) Iellsdo falsas.
Resposta correta: (D)

Pergunta 27

Sendo n e p numeros inteiros ndo negativos (n > p+2),

2r1+1C +ncp+nc +nC

n
p+2 p+2 p+l + Cp+3

é igual a qual expressao?
(A) n+3(:vp+2

(8 "C,,

() n+2cp+1

(D) n+3cp+3

Resposta correta: (D)

Pergunta 28
O polinédmio que resulta do desenvolvimento, pelo bindmio de Newton, de (x5 +1)" tem:

(A) grau n e n+1 termos.

(B) grau 5n e n+1 termos.

(C) grau 5n e n termos.

(D) grau n e n—1 termos.
Resposta correta: (B)
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Pergunta 29

8
1
No desenvolvimento, pelo bindmio de Newton, de (—xz +T , 0 termo de grau 9 é:
X

(A) 56x°

(B) —x’

(C) —x
1
32
Resposta correta: (B)

(D)

Pergunta 30

6
O numero de solugdes reais distintas da equagdo, em X, (x3 -3x° +3x—1)(26cpx”J= 0 é:
p=0

(A) 2
(B) 3
(€) 6
(D) 9
Resposta correta: (A)

Pergunta 31
Consideremos a experiéncia aleatdria que consiste no lancamento de uma moeda quatro vezes e na

anotacdo das faces que ficam voltadas para cima. Nesta experiéncia aleatdria, qual o cardinal do
espaco amostral?

(A) 2

(B) 4

(C) 8

(D) 16
Resposta correta: (D)
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Pergunta 32
Consideremos a experiéncia aleatéria que consiste no lancamento de dois dados equilibrados e na

anotacdo do numero de vezes em que o numero total de pintas é par e, simultaneamente, pelo
menos num dos dados também o numero de pintas é par. Qual o cardinal do espaco amostral desta
experiéncia?

(A) 6

(B) 18

(C) 27

(D) 36
Resposta correta: (A)

Pergunta 33
Consideremos a experiéncia aleatdria que consiste no lancamento de um dado equilibrado e na

anotagdo do numero da face que fica voltada para cima. Sejam A, B e C os acontecimentos
seguintes:
A sair um ndmero primo
B : sair um nimero par
C : sair um divisor de 6
Qual a afirmacdo verdadeira?
(A) AN B éoacontecimento impossivel.
(B) Au B éoacontecimento certo.
(C) BN C éum acontecimento elementar.
(D) AuBUC éoacontecimento certo.
Resposta correta: (D)

Pergunta 34
Consideremos a experiéncia aleatdria que consiste no langamento de dois dados e na anotac¢do dos

numeros das faces que ficam voltadas para cima. Qual o cardinal do acontecimento «sair um
numero par em pelo menos um deles»?

(A) 9

(B) 18

(c) 27

(D) 36
Resposta correta: (C)
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Pergunta 35
Na experiéncia aleatdria que consiste na extracdao de uma carta de um baralho completo, qual a

probabilidade de se «extrair um rei ou um valete»?

W
® =
© 5
o -

Resposta correta: (B)

Pergunta 36
Um ladrdo pretende assaltar o cofre da empresa em que é funcionario e sabe que o cédigo é

constituido por quatro letras distintas do alfabeto portugués (vinte e seis letras). Descobriu, ainda,
gue a primeira e a ultima letras sdo vogais e que as outras duas sdao consoantes. Qual é a
probabilidade de o ladrao conseguir abrir o cofre, a primeira tentativa?

1
A) ———————
4x5%x20x21
B) 1
1
C
(€ 52 %x21°
1
D -
() 5%21

Resposta correta: (A)

Pergunta 37
Um saco tem seis cartdes tendo, cada um, uma das letras A, E, U, G, R e S. Tirando sucessivamente

os cartdes e dispondo-os seguidos, qual é a probabilidade de consoantes e vogais ficarem em

posi¢des alternadas?

(A) 2L0
(B) %
(€ ﬁ
(D) ?10

Resposta correta: (B)
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Pergunta 38

De um baralho de 52 cartas extrairam-se, simultaneamente e ao acaso, cinco cartas. Considera os
acontecimentos seguintes:

F: as cartas sdo todas figuras

R: das cinco cartas, trés sao reis e duas sdo damas

P: pelo menos uma das cartas é de paus

As probabilidades de F, de R e de P sdo, respetivamente:

12A5 4A34A2 1_39A5

(A) 52145 ’ 52C5 ’ SZAS
5 12A5 4c3 4C2 1_ 39C5
( ) 52 ? 52C ? 52C
AS 5 5
© 12 *4,%4, - ¥ A
52C5 ? 52A5 ’ 52A5
(D) 12C5 4143 4A2 l:icv1 39c4
SZCS 2 52A5 2 SZCS

Resposta correta: (B)

Pergunta 39

Uma caixa contém 15 bolas brancas e dez bolas pretas indistinguiveis ao tato. Tiram-se, ao acaso e
sem reposicdo, trés bolas da caixa. Qual é a probabilidade de a terceira bola ser branca, sabendo
que as duas primeiras sairam pretas?

3
A —
(A) 5
15
B _
(B) »
109 15
(C) —X—X—
25 24 23
10 9 15
(D) —X—X—
25 25 25

Resposta correta: (B)
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Pergunta 40
De um baralho de 52 cartas retirou-se uma carta ao acaso. A probabilidade de esta carta ser de paus
ou uma dama é:

17
A R
" -
B) =+
52 51
4
C J—
© -
1 1
D) —X—
(o) 4 13

Resposta correta: (C)

Pergunta 41

Colocaram-se numa urna 20 bolas indistinguiveis ao tato, numeradas de 1 a 20. Retirou-se uma bola
da urna, registou-se o numero e repds-se a bola na urna. Tirando outra bola da urna, qual é a
probabilidade de esta bola ter um nimero primo, sabendo que a bola inicialmente retirada tinha o

ndmero 77
(A) 210
(B) %
(€ %
(D) %

Resposta correta: (B)

Pergunta 42

A Carlota acha que a probabilidade de acertar uma questdo de escolha multipla é de 90%. Amanha
haverd um teste em que terd de responder a sete dessas questdes. Nessas condi¢des, a
probabilidade de acertar as cinco primeiras e errar as outras duas é:

(A) 0,9°x0,1°

(8) 0,9°+0,1°
(€) 5x0,9+2x0,1
(D) 0,09’

Resposta correta: (A)
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Pergunta 43
Lanca-se cinco vezes um dado equilibrado. Qual a probabilidade de sair, pelo menos quatro vezes, a
face com trés pintas voltada para cima?

(A) %
(B) %
(€ 6L4
(D) ?

Resposta correta: (B)

Pergunta 44

O Jodo e o Augusto, dois adeptos do jogo do pica-pau, vao defrontar-se amanha no café central da
vila em que vivem. Qualquer deles pode ganhar ou perder; o empate também é possivel.
Estatisticas, feitas pelos apostadores do costume, revelam que a probabilidade de o Jodo ganhar é
tripla de empatar e que a probabilidade de empatar é dupla da de perder. Nestas condicdes, a
probabilidade que o Augusto tem de ndo perder é:

(A) é
(B) %
(€ %
(D) %

Resposta correta: (D)
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Pergunta 45

Langam-se dois dados viciados. Num dos dados, a probabilidade de sair a face com duas pintas é g

e qualquer das outras faces tem a mesma probabilidade de sair. No outro, a probabilidade de sair a
face com cinco pintas é dupla da de qualquer outra face, tendo estas igual probabilidade de sair. A
probabilidade de que a soma do nimero de pintas das faces saidas nos dois dados seja 7 ou 8 é:

(A) %
(B) é
(€ %
(D) %

Resposta correta: (A)

Pergunta 46
Lancou-se um dado equilibrado com as faces numeradas de 1 a 6. Qual é a probabilidade de ter

saido uma face com um numero primo, sabendo que a face que ficou voltada para cima tem um

numero impar?

1
A) —
(A) 3
() 1
1
(€ )
2
(D) 3

Resposta correta: (D)
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Pergunta 47
A Marta e a Judite, alunas da disciplina de Fisica e Quimica , vao fazer uma prova pratica que pode

ser de Fisica ou de Quimica. A entrada da sala estd uma caixa com sete cartdes: quatro tém a letra F
e trés a letra Q. As letras indicam o tema da prova (F — Fisica e Q — Quimica). A Judite retira um dos
cartdes ficando com ele na mao e, a seguir, a Marta tira outro cartdo. Qual é a probabilidade de sair
um Q a Marta, sabendo que a Judite saiu F?

W 2
o
o L
o

Resposta correta: (D)

Pergunta 48
A Ana fez um teste de matemadtica com quatro questGes independentes. A probabilidade de a Ana

errar as questdes é 0,2; 0,4; 0,3; 0,36, respetivamente. A probabilidade de a Ana errar apenas uma
guestado é:

(A) 0,12096

(B) 0,14336

(C) 0,21504

(D) 0,41024
Resposta correta: (D)

Pergunta 49
Numa empresa, 160 funcionarios tém conhecimentos de informatica e 40 ndo tém conhecimentos

nessa darea. Tendo em vista reestruturar a empresa e com base nas necessidades desta, o
departamento de recursos humanos prop0s renovar o contrato a 64 dos primeiros e a 12 dos
segundos. Escolhendo um funcionario ao acaso, qual é a probabilidade de este ndo ter
conhecimentos de informatica, sabendo que estd proposto para a renovacao do contrato?

W =
(B) %
©
(D) 5%

Resposta correta: (B)
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Pergunta 50
Lancam-se dois dados equilibrados com as faces numeradas de 1 a 6. Qual é a probabilidade de

nenhuma das faces voltadas para cima ter o nimero 3, sabendo que o produto dos nimeros dessas
faces é multiplo de 3?

W o
©
(© g
o 2

Resposta correta: (B)

Pergunta 51
O Bernardo, que gosta muito de culinaria e sonha vir a ser um cozinheiro famoso, ficou apurado

para um concurso que o pode tornar conhecido. A concorréncia é grande e o Bernardo tem
consciéncia de que seria muito bom frequentar previamente uma a¢do de formacgdo. Surgiu uma
oportunidade; o Bernardo tem 50% de probabilidade de conseguir frequentar essa agdo. No caso de
frequentar essa acdo, a probabilidade de ganhar o concurso é 90%, sendo de 40% no caso de nao
conseguir frequentar a acdo. O concurso terminou ontem e o Bernardo ganhou. Qual é a
probabilidade de ter frequentado a acao de formacao?

W
@ -
(© %
o

Resposta correta: (C)
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Pergunta 52
Numa turma de trinta alunos, dezoito tem olhos castanhos, nove usam 6éculos e seis tém olhos

castanhos e usam o6culos. As probabilidades de «nem ter olhos castanhos nem usar dculos» e de
«ter olhos castanhos, sabendo que usa 6culos» sdo, respetivamente:

(A) 0,3e —

(B) 0,7e

(C) 03e

W Lo W W

(D) 0,3e —

Resposta correta: (A)

Pergunta 53
Numa mesa estdo duas caixas com bolas. Uma é azul e a outra é branca. Na caixa azul estdo

15 bolas vermelhas e 10 bolas pretas e na caixa branca estdo 14 bolas vermelhas e 10 bolas pretas.
Vai ser sorteada uma bola escolhendo ao acaso uma caixa e retirando uma bola da caixa escolhida.
Sabendo que a probabilidade de ser escolhida a caixa azul é tripla da de ser escolhida a caixa branca,
qual é a probabilidade de a bola sorteada ser vermelha e ter saido da caixa azul?

(A)

(B)

(€

—

O

—
Do g|\o AW LW

Resposta correta: (C)

Pergunta 54
Sejam A e B dois acontecimentos independentes de um mesmo espaco amostral. Qual das

afirmacgdes seguintes é necessariamente verdadeira?
(A) P(4)+P(B)=1
(8) P(4)+P(B)=1

1

(€) P(AUB)—P(4)xP(B)

(D) P(AUB)+P(A)xP(B)=1

Resposta correta: (D)
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Pergunta 55
Uma fabrica produz dois tipos de rolhas de cortica: rolhas para garrafas de champanhe e rolhas para

garrafas de vinho do Porto. Estudos de andlise de qualidade revelaram que a probabilidade de uma
rolha ser defeituosa se for de champanhe é de 0,003, enquanto se for de vinho do Porto é apenas de
0,001. Num contentor encontram-se misturadas 500 rolhas dos dois tipos. Sabe-se que 300 s3o de
champanhe. Tirando deste contentor uma rolha ao acaso, qual é a probabilidade de essa rolha ter
defeito?

(A) 0,0019

(B) 0,0020

(c) 0,0022

(D) 0,0023
Resposta correta: (C)

Pergunta 56

1 1
Considera a sucessdo real (un) . Sabe-se que u, =5n+1 se n <1000 e que 5——<u,  <5+— se
n n

n>1000. O que se pode concluir?

(A) (un) ndo tem limite.

B) (u,)—5

(€ (u,)—>+eo

(D) Nada de se pode concluir quanto a existéncia de limite de (un) .

Resposta correta: (B)

Pergunta 57
Sejam (un) e (vn) as sucessdes reais seguintes:
2  senpar 2 sen<1000
u, = v, =
" |-2 sen impar " =2 sen>1000

Qual das afirmacdes é verdadeira?

(A) (un) e (v,) sdo divergentes.
(B) (un) e (vn) sdo convergentes.
(C) (un) é convergente e (vn) é divergente.

(D) (un) é divergente e (vn) é convergente.

Resposta correta: (D)
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Pergunta 58
Considera as sucessoes reais:

u, = Cos(ﬂj v, =(-1)"x
3 2"

(A) (u,) e (v,) sdo divergentes.
(B) (u,) e (v,) sdo convergentes.
(€) (u,xv,) édivergente.

(D) (u,xv,) élimitada.

Resposta correta: (D)

Pergunta 59
Sejam (un) e (vn) sucessdes reais. A sucessdao (vn) é convergente para 1, sabendo-se ainda que

n2300=u,<v,.
Qual das afirmacdes é verdadeira?

(A) (un) é convergente e limu, <1.
(B) (un) pode ser divergente.
(C) Se (un) for convergente, entdo limu, <1.

(D) (un) pode convergir para 2.

Resposta correta: (B)

Pergunta 60
Considera as duas afirmacdes seguintes a respeito de sucessdes reais.

I.  Asoma de duas sucessdes divergentes é necessariamente divergente.
Il. A soma de uma sucessdo convergente com uma sucessdo divergente é necessariamente
divergente.
Das afirmagGes anteriores:
(A) lellsdoverdadeiras.
(B) |é verdadeira e Il é falsa.
(C) Iéfalsaelléverdadeira
(D) Iellsdo falsas.
Resposta correta: (C)
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Pergunta 61
Considera as duas afirmacdes seguintes a respeito de sucessdes reais.

I. O produto de duas sucessdes divergentes é necessariamente divergente.
Il. O produto de uma sucessdo convergente por uma sucessdo divergente é necessariamente
divergente.
Das afirmag¢Ges anteriores:
(A) 1ellsdoverdadeiras.
(B) |é verdadeirae Il é falsa.
(C) Iéfalsaelléverdadeira
(D) lellsdo falsas.
Resposta correta: (D)

Pergunta 62
Considera as duas afirmacgdes seguintes a respeito de sucessdes reais.

I. A sucessdo dos modulos de qualquer sucessdo ndo limitada é um infinitamente grande
positivo.
Il. Toda asucessdo convergente é mondtona (em sentido lado).
Das afirmacGes anteriores:
(A) 1ellsdoverdadeiras.
(B) |é verdadeira e Il é falsa.
(C) I1éfalsaelléverdadeira
(D) lellsao falsas.
Resposta correta: (D)

Pergunta 63
2x-5
x—3

Seja f uma fungdo, em R, definida pela expressdo f(x)=

Qual das afirmacdes é verdadeira?

(A) Ef(“%)} — oo, (f(3—%n — e (f(3+(—1)" %D é divergente.

(B) (f(nz))—>2, (f(—nz))—>—2 e [f(3+lDe+oo

© (f(n*))=2,(f(-n"))>—2e [f(3+(—1)"%D—>—oo
© (1)) s, () o= e [ [3+2] |3

Resposta correta: (A)
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Pergunta 64

Seja f uma fungdo real de variavel real de contradominio [—5, 10] , entdo:

S (x)

(A) lim —F"—=
ot X2 2x +1

(B) pode ndo existir lim &

xove x2 4 2x+1
(€) lim EACON

5 pode ser 10.
¥t xT 4+ 2x 41

, - . X
(D) n3o ha dados suficientes para calcular lim zf(—)
xo+e xT +2x+1

Resposta correta: (A)

Pergunta 65

6x° +5x+1

x*—6x+9

Considera uma fungdo g, real e de dominio R \{3} , tal que g(x)— f(x)=0,Vxe R\{3} . Qual

Seja 1 a fungdo real de varidvel real definida por f(x) =

das opc¢les é verdadeira?
(A) limg(x)=6

(B) lim g(x)=+oo
(© lim(g—/)(x)=0
(D) lim g(x) =~

Resposta correta: (B)

Pergunta 66
Seja f: [—2,2] — R uma fungdo continua. Entdo, o contradominio de f pode ser:

(A) [-8,8]\{0}
(8) R\{0}
(€ [-8,8]
(D) |-8,8

Resposta correta: (C)
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Pergunta 67
Considera uma fungdo f:[—2,2]eR tal que f(—2)=—5, f(2)=5 e que ndo tem zeros.

O que se pode concluir em relagdoa f?
(A) f pode serimpar.
(B) f édescontinua.
(C) f énegativaem [—2,0[ e positiva em ]0,2].
(D) f é positivaem [—2,0[ e positiva em ]0,2].

Resposta correta: (B)

Pergunta 68
Seja f:R =R talque f(1)=1 e f(-2)=-5.0 que se pode garantir?

(A) f tem pelo menos um zero em ]—2,1[.
(B) f n3otem zerosem ]—2,1[ )
(C) f pode ser constante.

(D) Se f for continua, entdo existe um nimero real cuja imagem, por [, é-3.

Resposta correta: (D)

Pergunta 69
Considera as duas afirmacgGes seguintes a respeito de fungdes reais de variavel real continuas.

I.  Uma fungdo f:]—2,2[ — R pode ser sobrejetiva.

Il. Umafungdo f:R — R pode ter contradominio R\ {0} .

Entdo:
(A) 1ellsdoverdadeiras.
(B) |é verdadeira e Il é falsa.
(C) Iéfalsaelléverdadeira
(D) lellsdo falsas.

Resposta correta: (B)

Editavel e fotocopiavel © Texto | MVT 12 271



Pergunta 70
Seja D um subconjunto de R e f: D — R uma funcdo continua e sobrejetiva. O que se pode

dizer a respeitode D?
(A) D pode ser [—1,1].
(B) D pode ser ]—1,1[.
() D temqueser R.

(D) D tem que ser um intervalo.
Resposta correta: (B)

Pergunta 71
Acerca de uma fungdo [ polinomial de grau 3 sabe-se que f(-1)=-3, f(0)=5, f(1)=7 e

que lim f(x) = —oo. O que se pode afirmar?
X—oo

(A) f tem, pelo menos, um zero em ]—2,1[.

(B) f tem pelo menos dois zeros mas n&o se pode saber se tem mais algum.
(C) f tem exatamente dois zeros.

(D) f pode ter apenas um zero.

Resposta correta: (A)

Pergunta 72
Seja f uma fungdo real de varidvel real continua, de contradominio [—5,10] . Entdo:

1
(A) o contradominiode — é [—l,i}
f 510

(B) pode aplicar-se a — o teorema de Bolzano-Cauchy.

1
(C) pode aplicar-se a — o teorema de Weierstrass.

(D) l n3o toma o valor 0,01.

Resposta correta: (D)
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Pergunta 73
Considera a familia de fung¢des reais (fk )ke]R , de dominio [2,10] , tais que, paracada ke R :

x*=5x+6
———— Sex#3
fk(x) =9x" —4x+3
k sex=3
A qual das opgOes se pode aplicar o teorema de Weierstrass?
(A) A f.
2
(B) AS,.
i)
(c A f,.

(D) A nenhuma.
Resposta correta: (A)

Pergunta 74
Considere f e g fungBes reais de varidvel real, de dominio [—6,6]. Sabe-se que f+g é uma
fungdo continua, que (f +g)(—6) <0 e que (/+g)(-6)>0.Qual das op¢des é a correta?

(A) Pode concluir-se que f e g tém pelo menos um zero.

(B) Pode concluir-se que f ou g tem pelo menos um zero.

(C) Pode concluir-se que nem f nem g tém zeros.

(D) Nada se pode concluir sobre a existéncia de zeros nem de f nemde g.

Resposta correta: (D)

Pergunta 75
Sejam f e g fungdes reais de variavel real, continuas, de dominio [—6,6]. Sabe-se que f(—6),
/(6) e g(6) s&o positivos e que g(—6) € negativo. O que se pode concluir?

(A) f e g tém zeros.

(B) f +g tem pelo menos um zero.

(C) fxg tem pelo menos um zero.

(D) i ndo tem zeros.
8

Resposta correta: (C)
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Pergunta 76

3x*+x sex<l
Seja f definidapor f(x)=9 4 sex=1
1
— sex>1
X
Entdo, f'(x) é definida por:
6x sex<l
(A)
—— sex>1
X
6x sex<l
(B) |1
— sex>1
X
6x+1 sex<l
(€) 1
—  sex>1
X
6x+1 sex<l
(D)
-— sex>l1
X
Resposta correta: (D)
Pergunta 77
x*+1 se x<0
Seja f definida por f(x)=49 1 sex=0
X +1 se x>0
Entdo, f'(x) é definida por:
3x? sex<0
(A) 1 sex=0
2x sex>0
3x* sex<0
(B)
2x sex>0
3x* sex<0
(€)
2x sex=0
3x? sex<0
(D) 0 sex=0
2x+1 sex>0

Resposta correta: (C)
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Pergunta 78
Seja f:R—> R ,tal quef'(x) =x" —6x+5 . Entdo:
(A) f atinge um maximo relativo em 3.
(B) o graficode f tem um ponto de inflexdo com abcissa 3.
(C) f édecrescente em |—oo,3].
(D) o grafico de f tem a concavidade voltada para cima em |-, 3] e a concavidade voltada

para baixo em [3, +oo[ .
Resposta correta: (B)

Pergunta 79
Considera as duas afirmacdes seguintes a respeito de funcdes de R em R .
I.  Se uma funcao é diferencidvel num ponto, entdo é continua nesse ponto.

Il. Toda afungdo continua em [—1, 1] ¢é diferenciavel em ]—1, 1[.

Entdo, quanto ao valor ldgico destas afirmacées, pode-se dizer que:
(A) lellsdoverdadeiras.
(B) |é verdadeirae Il é falsa.
(C) 1éfalsaelléverdadeira.
(D) lellsdo falsas.
Resposta correta: (B)

Pergunta 80
Seja f:IR — R uma fungdo diferenciavel. Sabe-se que f(3)=5 eque f'(3)=2.

x)=5
Acerca do limite limzf(—)
=3 x7 —8x+15

(A) Nao se pode calcular por falta de dados.
(B) Na&o existe.
() E-1.
(D) EO.
Resposta correta: (C)

, qual das afirmacdes é verdadeira?
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Pergunta 81
Seja f : R — R duas vezes diferenciavel. Sabe-se que f(1)=1 eque f (1)=2.

Acerca do limite lim X 29 +15x -7 , qual das afirmacdes é verdadeira?
x—l f (x) -1
(A) Nao se pode calcular por falta de dados.
(B) Na&o existe.
(c) E-3.
(D) EO.
Resposta correta: (D)

Pergunta 82
Acerca de uma fungdo f', polinomial de grau 3, sabe-se que:

e o ponto de coordenadas (0, 0) pertence ao graficode f;
e odeclive da reta tangente ao grafico de f no ponto de coordenadas (0, 0) é 4;
e o ponto de coordenadas (2, -8) é ponto de inflexdo do grafico de f .
Entdo, o polindmio que define f :
(A) tem coeficiente de grau 3 igual a 1 e coeficiente de grau 1 igual a 4.
(B) tem coeficiente de grau 2 igual a -6 e termo independente igual a 1.
(C) tem coeficiente de grau 3 igual a 1 e coeficiente de grau 2 igual a 0.
(D) tem coeficientes de grau 2 e de grau 1 iguais a -6.
Resposta correta: (A)

Pergunta 83
A figura representa um vitral formado por dois tridngulos equilateros e um

retangulo. O perimetro do vitral € 20 metros. Indica a afirmacdo verdadeira.
(A) Quando a largura do vitral € 5 m, a area do vitral € maxima.

4041043
13

(C) A expressdo que representa a area do vitral é 10x —x* +x/§x2.

(B) A dreaé maxima parax=

(D) Quando a largura do vitral € 5,5 m, a area do vitral é maxima.
Resposta correta: (D)
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Pergunta 84
Considera as duas afirmacdes seguintes a respeito de funcdesde R em R.
I.  Afuncdo mddulo de uma qualquer fungdo diferenciavel é diferenciavel.
Il. A funcdo mddulo de uma qualquer fungdo nao diferenciavel é nao diferenciavel.
Entdo, quanto ao valor logico destas afirmacdes, pode-se dizer que:
(A) lellsdoverdadeiras.
(B) 1é verdadeira e ll é falsa.
(C) |éfalsaell éverdadeira.
(D) Iellsdofalsas.
Resposta correta: (D)

Pergunta 85

x’—4
Seja f afuncdo definidaem R pela expressdo f(x)=—F—F5—.
x"—=5x" +6x

Qual das afirmacdes é verdadeira?
(A) f tem apenas um zero e as retas de equagbes x =0 e x =23 sdo as Unicas assintotas

verticais ao graficode f .

(B) f tem dois zeros e as retas de equagdes x =0 e x =3 sdo as Unicas assintotas verticais ao
graficode f .

(C) f tem ndo tem zeros e as retas de equagdes x =0, x =2 e x=23s3o as Unicas assintotas
verticais ao grafico de f .

(D) f tem dois zeros e as retas de equagbes x=0, x=2 e x=3 sdo as Unicas assintotas
verticais ao graficode f .

Resposta correta: (A)

Pergunta 86
Quando o Francisco nasceu, o avo abriu-lhe uma conta e depositou 800 euros, a taxa anual de 3%.

Supondo que a taxa se mantém, qual sera o capital acumulado quando o Francisco completar
18 anos?

(A) 961,95 euros

(B) 1261,95 euros

(C) 1322,28 euros

(D) 1361,95 euros
Resposta correta: (D)
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Pergunta 87
Qual a taxa anual de um depdsito que triplicou ao fim de 20 anos?

(A) 4,79%

(B) 5,02%

(C) 5,65%

(D) 6,56%
Resposta correta: (C)

Pergunta 88
Considera um depésito de 2000 euros a taxa anual de 3,3%, em regime de juro composto, em que os

juros foram pagos quadrimestralmente e capitalizados. Quanto rendeu ao fim de um ano?
(A) 50,21 euros
(B) 66,73 euros
(C) 67,23 euros
(D) 89,46 euros
Resposta correta: (B)

Pergunta 89
Quando o Jodo fez 15 anos, a tia Helena depositou-lhe numa conta 5000 euros. O depésito foi feito

em regime de juros compostos pagos anualmente e capitalizados. Ao completar 18 anos, o Joao
tinha na conta, que nunca movimentou, 5591,93 euros. Qual a taxa anual aplicada a esse depdsito?
(A) 3,2%
(B) 3,8%
(C) 4,5%
(D) 5,8%
Resposta correta: (B)
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Pergunta 90
A Sofia dispde de 10 000 euros para investir. Quatro bancos apresentaram-lhe as seguintes

propostas, todas com juros compostos capitalizaveis, para um depdsito de 4 anos:
Banco A —juros pagos mensalmente a taxa anual de 2,0%
Banco B — juros pagos trimestralmente a taxa anual de 2,5%
Banco C —juros pagos quadrimestralmente a taxa anual de 2,8%
Banco D — juros pagos anualmente a taxa anual de 3,0%
A Sofia analisou as propostas e decidiu-se pela mais favoravel. Qual foi a opcdo da Sofia?
(A) Banco A
(B) BancoB
(C) BancoC
(D) BancoD
Resposta correta: (D)

Pergunta 91
A que corresponde o numero de Neper?

(A) A2,718.
(B) A27,18.

(C) Ao limite da sucessio de termo geral

n+l1
(D) Ao limite da sucessao de termo geral | ——

Resposta correta: (D)

Pergunta 92

n
. s x 1 . }
Em relagdo a sucessdo u, = (1 +— | , qual das opg¢Ges esta correta?
n

(A) u, ndo é estritamente mondétona mas é limitada.
(B) u, ndo é limitada mas é estritamente mondtona.
(C) u, tem limite irracional.

(D) u, converge para 1.

n

Resposta correta: (C)
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Pergunta 93
Em relacdo ao numero de Neper, o que se pode afirmar?

(A) Eum nUmero racional entre 2,71 e 2,72.

(B) E um nUmero irracional entre 2,72 e 2,73.

(C) Eum nUmero irracional entre 2 e 3.

(D) E numero que se pode representar por 2718x 1073,
Resposta correta: (C)

Pergunta 94
Seja f afungdo definida, em R, por:

2 2
X —e€

J(x¥) =7 e-x

—2e sex=e

sex#e

Considera as duas afirmacdes seguintes:

I. Odunicozerode [ é —e.
Il. f édescontinuaem e.

Entdo, o que podes dizer em relagdo ao valor ldgico das afirmagées?
(A) lellsdoambas verdadeiras.
(B) |é verdadeira e Il é falsa.
(C) Iéfalsaelléverdadeira.
(D) 1ellsdoambas falsas.
Resposta correta: (B)

Pergunta 95
1

X—e

Seja f afungdo definida, em R, pela expressdo

1 n
Considera a sucessdo u, = (14——] . O que podes dizer sobre f(un) ?
n

(A) Tende para e.
(B) Tende para —co .
(C) Tende para +oo.
(D) Tende para L
—e
Resposta correta: (B)
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Pergunta 96

Sabendo que a é um numero real tal que 3“ =7, qual o valor da expressio 9_a

9

(A) 79
148

(B) 29
3

(€) 20
442

(D) Ty

Resposta correta: (C)

Pergunta 97

, ~ 4
Sendo A um numero real tal que 2***' =10, qual o valor da expressdo 2* +1?

a) 1035
(8) 1+535
4

(€ 5°
(D) 1+5V5

Resposta correta: (B)

Pergunta 98

Em IR, a equacdo 7‘)‘ - =49 ¢ equivalente a que opgdo?
(A) x=1vx=2

3-17 34417
VX=

B) x=

(®) 2 2

(€) X=3_;/ﬁvx=1vx:2

(D) x:3_;/ﬁvx=3+;/ﬁvx=1vx=2

Resposta correta: (D)
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Pergunta 99

Qual o conjunto-solucdo, em R, da inequacdo 52 <1252
(A) [-15]
(B) ]—oo,—1] L[5, 40|
€ <
(D) |-L35[

Resposta correta: (A)

Pergunta 100
Indica o dominio da func3o definida, em R, por:

V=2 +10%2" -16
f(x)= 5
x -4

(A) [4,8]
() [2,8]\{2}
(© ]2,3]
(o) [1,3]\{2}

Resposta correta: (C)

Pergunta 101

o B dn+1Y" (2n+1Y (n+1Y)" . )
Os limites das sucessoes , e sao, respetivamente:
2n+3 4n+3 n+3

(A) 0,+ccce™.
(B) +o0,0ce™.
(C) +oo,0cé’.
(D) +e,0ce.

Resposta correta: (B)
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Pergunta 102

n—l}ﬁ . n’ +3n+1
n

Os limites das sucessdes (— >
n +1
(A) lee?
(B) leé’
(€ 0eé’
(D) lee
Resposta correta: (B)

Pergunta 103
Considera, para cada k€ R, a fungdo f, definida,em R, por:

1-e sex#0
fi(x)=1 4x
k sex=0
Para que a fungdo seja continua em 0, o valor de & tera de ser:
3
(A) ——
4
3
(8) —
4
() 3
(D) 1

Resposta correta: (A)

Pergunta 104
Considera a fungdo real f, de dominio IR, definida por:

X

e sex<O0
f(x)=70 sex=0

1

e’ sex>0
Quais sdo as assintotas paralelas aos eixos do grafico?
(A) x=0vy=0
B) x=0vy=1
(€@ y=0ey=l1
(D) x=0,y=0ey=1

Resposta correta: (D)
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Pergunta 105
O que se pode dizer em relagdo ao grafico da funcao definida pela seguinte funcdo?

5
S = e

(A) N3ao tem assintotas.

(B) Tem duas assintotas horizontais.

(C) Tem uma assintota obliqua.

(D) Tem uma assintota vertical e outra horizontal.
Resposta correta: (B)

Pergunta 106
In(x+2)-1

x*-3

e —e

Qual o dominio da fungdo definida, em R, por f(x)= ?

(A) |-2,2[ U]2,+e|
(B) ]2,+

(€) |2,

(0) R\{-2,2}

Resposta correta: (A)

Pergunta 107
Qual o dominio da fungdo definida, em R, por f(x)= ln(‘x2 - SX‘ - 6) ?

(A) |-oo,—1]U[2,3]U[6,+e]
(B) J-oo,—1[U]2,3[ L ]6,+ed[
(€ ]-16]
() ]2,3

Resposta correta: (B)
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Pergunta 108
Seja f afungdo definida,em R, por f(x)= ln(x2 —9).
Qual das afirmacdes é verdadeira?

(A) E estritamente decrescente.
(B) f tem exatamente trés zeros.

(C) O gréficode f ndo tem assintotas.
(D) O gréficode f tem duas assintotas verticais.

Resposta correta: (D)

Pergunta 109
Sendo f a fung¢do definida, em R, por f(x)=—3—ln(x+l), a fungdo inversa de f pode ser
definida por qual expressao?

(A) e -1

(B) e’ -1

(C) _3+ln(x+l)

1

®) 3+In(x+1)

Resposta correta: (B)

Pergunta 110
Os limites lim ln(l6—x2) e lim [ln(x+2)—ln(8x+3)] sdo, respetivamente:

(A) —oe —In(8)
(B) —coe In(8)
() O0e In(B)

(D) 0e —In(8)

Resposta correta: (A)
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Pergunta 111
Seja f afungdo definida, em R, por:

In l+e_xLz sex#0
o=

0 sex=0

Considera as afirmacdes seguintes:

I.  f édescontinuaem 0.
Il. Aretadeequagdo y=In2 éa Unica assintota do graficode f .

Entdo, a respeito do valor légico das afirmacgdes, o que se pode dizer?
(A) 1ellsdoverdadeiras.
(B) |é verdadeirae Il é falsa.
(C) lellsao falsas.
(D) |éfalsaell éverdadeira.
Resposta correta: (D)

Pergunta 112
Sendo f afuncgdo real ,de dominio R, definida por:

In(x—1)
———= sex>2
X —x-2
1
f(x)= 3 sex=2
x—2
¢ ! sex<?2
3x—6

Considera as afirmacdes seguintes:
I. Dado um intervalo fechado e limitado qualquer, pode aplicar-se o teorema de Weierstrass a
restricdo de f aesse intervalo.

Il. Aretadeequagdo y =0 éassintota do graficode f .

Entdo, a respeito do valor légico das afirmacgdes, o que se pode dizer?
(A) lellsdoverdadeiras.
(B) 1é verdadeira e Il é falsa.
(C) lellsdofalsas.
(D) |é falsaell é verdadeira.
Resposta correta: (A)
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Pergunta 113
1—x
Qual das seguintes afirmagdes a respeito da fungdo f* definida pela expressdo f(x)=1In (—J é
X+
falsa?
(A) O unicozerode f é0.
(B) f éestritamente decrescente.
(C) O gréficode f ndo tem assintotas.
(D) (0, 0) é ponto de inflexdo do gréficode f .

Resposta correta: (C)

Pergunta 114

Em relagdo a fungdo real f talque f(x)= ln(|lnx

), considera as afirmagdes seguintes:
I.  Odominiode f é R\{l}.
1

xln(x)'

1
lll. O gréficode f tem um Unico ponto de inflexdo: o ponto (—,Oj.

Il. [ édiferenciavele f'(x)=

e
IV. O gréficode f tem apenasuma assintota vertical.

Quais sdo as afirmacdes verdadeiras?

(A) lell
(B) llelv
(€ lielv
(D) el

Resposta correta: (D)

Pergunta 115

Considera a fungdo real de varidvel real f talque f(x)= ln(‘x2 —1‘) e as afirmagdes seguintes:

. f tem um maximo relativo em 0 com valor 0.
Il. [ tem trés zeros.

lll. O gréficode f tem duas assintotas verticais.
IV. f éestritamente decrescente em ]—00,—1[ U]O,l[.

Quais sdo as afirmacdes verdadeiras?

(A) lell
(B) llelv
(© 1Luel
(D) I, llelV

Resposta correta: (C)
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Pergunta 116
Uma loja de bicicletas fez uma campanha publicitdria para promover a venda de bicicletas.

O numero de bicicletas vendidas em cada dia, t dias apds terminada a campanha publicitdria, é

b(t)=32+58¢""

modelado, aproximadamente, pela funcao
(A) Ao fim de 10 dias, a loja vendeu 15 bicicletas.
(B) 18 dias apods o fim da campanha publicitaria, a loja vendeu, nesse dia, mais de 40 bicicletas.

. Qual das opgdes esta correta?

(C) Noinstante em que terminou a campanha publicitdria, a loja vendeu 32 bicicletas.
(D) Se ndo houver mais nenhuma campanha publicitdria, a loja tendera a vender diariamente 32
bicicletas.
Resposta correta: (D)

Pergunta 117
O lucro L, em euros, obtido com a venda de uma bicicleta depende do numero X de unidades
produzidas mensalmente pelo fabricante. Considera que a funcdo que representa esta relacdo é

L(x)=1In(950x" +1) . Qual das opgdes esta correta?

(A) Se aproducdo mensal for de 500 bicicletas, entdo o lucro unitario serd, aproximadamente, 9 €.
(B) Parater um lucro unitario de 20 €, devem ser produzidas mensalmente 140 bicicletas.
(C) Se em algum més ndo houver producdo, a empresa tem prejuizo.
(D) A empresa terd 12,4 € de lucro unitdrio se produzir, aproximadamente, 16 unidades
mensalmente.
Resposta correta: (D)

Pergunta 118
Admite que o numero de formigas existentes num formigueiro é dado por uma fung¢do da familia de

F(t)=1log,(a+bt),com t emdiase F(¢) em milhares de formigas. No inicio da contagem
existiam 3000 formigas no formigueiro e, passados nove dias, o numero ja tinha triplicado. Quais sao
osvaloresde a e b?

(A) a=3, b=3

(B) a=9, b=1

(€) a=27, b=21

(D) a=27, b=2184

Resposta correta: (D)
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Pergunta 119

O pregario de um parque de estacionamento é modelado pela fungdo P(z)=1,2+ 2,11n(t2 ) , onde

t representa o nimero de horas de estacionamento e P o valor a pagar em euros. Qual o preco
de uma hora de estacionamento?

(A) 1€

(B) 1,1€

(C) 12¢€

(D) 1,3€
Resposta correta: (C)

Pergunta 120
A valoriza¢do de uma certa joia é dada pela fun¢do V' (x)=7500x%1,04", em que V' é o valor da

joia ao fim de X anos apds a sua criacdo. Ao fim de quantos anos, apds a criacdo, o valor da joia é
superior ao triplo do valor inicial?

(A) 10 anos

(B) 14 anos

(C) 20anos

(D) 29 anos
Resposta correta: (D)

Pergunta 121

. T T 117 S
Qual o valor exato da expressdo 2sen 3 —3cos o —-sen| — [+tg| — | ?

6
14343
2

33

2

1+3\/§

2

33
2

Resposta correta: (C)

(A)

(B)

(€

(D)
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Pergunta 122

3 1
Sendo € }O,E[ e Sen(—a—%[j =§ , qual o valor da expressdo tg(e+ ) —cos(o—37)?

(A) %wi
B) 1-22
3
(© %+2\/§

(D) %—ﬁ

Resposta correta: (C)

Pergunta 123
1
Qual o contradominio da fungdo f definidaem R por f(x)= 5+3sen (%j ?

57
® 122
11
122

Resposta correta: (B)

Pergunta 124
Quais os zeros da funcio g definidaem R por g(x)=sen’x—1?

(A) %+2k7z,keZ
(B) %+k7r,keZ

(©) %+2k7r, keZ

(D) w+kr, ke Z

Resposta correta: (B)
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Pergunta 125
Qual o periodo fundamental da fungdo /4 definidaem R por A(x)=1+cos(3x)?

T
(A) B
(B) 2«7

2
c -
(c) 3
(D) 7w

Resposta correta: (C)

Pergunta 126

T T
Qual o valor exato de sen (gjxcos (g) ?
(A)

(B)
(€
(D)

eln =l IS

Resposta correta: (B)

Pergunta 127

1
Qual o valor exato de cos’ (%J ——7

2
3
(A) —T

V3
(B) B3

© 3
NG

(D) e

Resposta correta: (D)
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Pergunta 128
1

T

Qual o valor exato de

VR

N | =

€ 2
(D) 1

Resposta correta: (B)

Pergunta 129

2
Sabendo que cos 2— =_1+\/§,qualovalorexato de | sen z +Cos z ?
5 4 5 5
) 4++10-25
4
1+\/§

4

4++/10+2/5

+

© ————

o) 14++10-25
4

Resposta correta: (C)

(B)

Pergunta 130

. . 2sen(2x)
Qual a expressao equivalentea —————?
1+ cos(2x)
(A) 2tgx
(B) tgx
(€ tg(2x)

(D) 2tg(2x)

Resposta correta: (A)
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Pergunta 131

3 3
Sabendo que cos(&) = -3 e que %< a< Tﬂ , qual o valor exato de cos(2¢)?

7

25
7

25

(A)
(B)

7
(C) 5

7
(D) 3

Resposta correta: (B)

Pergunta 132

2
Qualovalorde 1+| ————=< | ?
‘)

(o) 1

Resposta correta: (B)

Pergunta 133

Quais sdo as solu¢des da equagio (2+ 2cos(2x))senx =Ccosx,em [O, 27[[ ?

T S 137 177
(A) x=—VX=—VX=——VX=—

12 12 12 12

T Sr T 137 RY/4 177
(B) x=—VX=—VX=—VX=——VX=—TVX=—m

12 12 2 12 2 12

T T Sr T 117 RY/4
(C) x=—VX=—VX=—VX=—VX=—-VX=—o-

6 2 6 6 6 2
(D) x=£vx=3—”

2 2

Resposta correta: (B)
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Pergunta 134
Qual o valor da drea de um triangulo retangulo, em que a hipotenusa tem 100 metros e um dos
angulos agudos tem 15° de amplitude?

(A) 750 m’
(8) 1000 m’
(€ 1250m’
(p) 1500 m’

Resposta correta: (C)

Pergunta 135

13 11
Qual ovalorde sen| —x |+cos| —x |?
12 12

2-3 2443
4

4

(A)

(D) —

Resposta correta: (B)

Pergunta 136
Qual dos seguintes limites nao existe?

. sen
(A) lim ad
x—0 X
(B) lim
x=0sen x
. COoS
(C) lim al
x—0 X
(D) lim
=0 Ccos x

Resposta correta: (C)
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Pergunta 137

._sen’(3x)
Qual o valor de 11m2— ?
x—0 tg (5)6)

3
A) =
(A) 5

9
B) —
(B) 55
(c) 1

(D) Nao existe.

Resposta correta: (B)

Pergunta 138
Considera, para cada k€ R, a fungdo f, definidaem R por:

2
—sen( ») sex#0
fi(x)=1  4x
k sex=0
Para que a fungdo seja continua em 0, qual o valor que & tera de tomar?
1
(A) —
2
(B) 1
© 2
(D) 4

Resposta correta: (A)

Pergunta 139

2
1-cos” (x) ,

A que limite corresponde lim >

x—0 X
2

. sen’x
(A) lim

x—0 X

. l—cosx
(B) 11m—2

x—0 X

. senx
(C) lim

x—0 X

. senx
(D) lim

=0 cos x

Resposta correta: (C)
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Pergunta 140

1—cos(7x)
—————— toma, em

O Unico prolongamento continuo da fungdo real definida, para x# 0, por 2
X

zero, qual valor?

" o
©
@ %
o =

Resposta correta: (D)

Pergunta 141
Considera a familia de fungdes (fk )ke]R definidas em R por:

8sen’ (;j
fi(x)= Yz
k-5 sex=0

sex#0

A qual das fun¢bes da familia pode aplicar-se o teorema de Bolzano-Cauchy em [—271', 27[] ?

A f,
(B) /£
© f
(D) f

Resposta correta: (C)
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Pergunta 142
Sejam f e g fungdes definidas, em R, respetivamente por:

X
cos(2x)—1 tg (J
_— #0
=122 Y o g=1—2 x>0
sen x
-1 sex=0

-1 sex<0
Considera as afirmacdes seguintes:

I.  Pode aplicar-se o teorema de Weierstrass a restricdo de f a [—271', 27[] .

21 275}

Il. Pode aplicar-se o teorema de Bolzano-Cauchy a restricdo de g a {T, — .

3

Entdo, em relacdo ao valor légico das afirmacdes, o que se pode dizer?
(A) lellsdoverdadeiras.
(B) 1é verdadeira e Il é falsa.
(C) lellsdo falsas.
(D) |é falsaell é verdadeira.
Resposta correta: (B)

Pergunta 143

Y/
Indica o niumero de assintotas ao grafico da fungdo f : }—5,5[ — R tal que:

fx) = %ﬁ)_l#[gx sex#0

1 sex=0
(A) 0
(B) 1
(€ 2
(D) 3

Resposta correta: (D)
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Pergunta 144
Indica as assintotas ao grafico de [, fungdo real de dominio R, tal que:

X sen[lj sex>0
X

sex=0

fx)=

sex<0

0
1
R

(A) y=0ex=0
B) y=0,y=1ex=0
(€) y=0ey=1
(D) y=1ex=0

Resposta correta: (B)

Pergunta 145

Considera a familia de fungdes (fk )ke reais, de dominio ]2—7[, 2[ , tais que:

R
X’ =5x+6
T sex<?2
sen (2—x)
VkeR_ f, (x)= k sex=2

cos(mwx) sex>2

Indica a opcdo correta.

(A) f écontinuaem 2 se e somente se k foriguala 0.
(B) f écontinuaem 2 se e somente se k foriguala 2.

(C) f édescontinuaem 2 qualquer que seja o valor de k.
(D) f écontinuaem 2 se e somente se k foriguala 1.

Resposta correta: (D)
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Pergunta 146

Considera a funcdo definida, em R, por cos(2x)+x—1. Quantas s3ao as retas tangentes

horizontais ao grafico da funcdo, em que o ponto de tangéncia tem abcissa em [—27[, 275] ?

(A) 4
(B) 6
() 7
(D) 8
Resposta correta: (D)

Pergunta 147
Na figura estd representada parte do grafico de uma fungdo f . A reta ¢ é tangente ao gréfico de f

no ponto (-3, 2) e a reta p, que tem ordenada na origem -2, é a reta perpendicular a reta # no

ponto de tangéncia.

N

Ovalorde f° (—3) é:

W =
® -
© 3
o -3

Resposta correta: (A)
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Pergunta 148
A derivada da funcdo definida por sen’ (2x) é definida por:

(A) 6sen’(2x)

(B) 3sen(4x)sen(2x)
(€) 6sen(4x)sen’(2x)
(D) 3sen’(2x)

Resposta correta: (B)

Pergunta 149
Seja f a fungdo definida em R pela expressdo senx+cosx. O conjunto das solugdes da equagdo

Resposta correta: (A)

Pergunta 150

1
Senx cosx — 5

O lim é
s X 7
., -
2 8
(A) 1
(B) -1
(C) oo
(D) O

Resposta correta: (D)

300 Editavel e fotocopidvel © Texto | M¥T 12



Pergunta 151
Considera a fungdo f definidaem R por:

4x —sen(3x) sex<0
x—cos(3x)+1 sex>0

A reta tangente ao gréfico de f no ponto de abcissa O € a reta de equagdo:

(A) y=x
(8) y=0
@ y=-1
(D) y=-2

Resposta correta: (A)

Pergunta 152
Sendo f a fungdo definida, em R, por Senx—\/gCOSX,OS zeros de f'(x)—l sdo 0s numeros

reais da forma:
(A) 2krm, ke Z

(B) 2kr. ke Ze %’szn,ke 7
() %+2k7z,keZ

(D) 2krm. keZe %+2k7z,ke Z

Resposta correta: (B)

Pergunta 153

Os pontos de inflexdo do gréafico da funcdo real de dominio IR definida por: x+cos(2x) sdo os
pontos de coordenadas da forma:

T kr @

—+—, —+2kr |, ke Z

2 2 2

7[+k—7[, £+k—”j,ke 7

(")
(®) 2 4 2

4

7
Q) | =+—, =+—
(@) >

z

(D)

+/m,f+k;zj,kez
4 4

Resposta correta: (B)
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Pergunta 154
Uma equacado da reta tangente ao grafico da funcdo definida pela expressao:

senx + cosx
tgx

. T,
no ponto de abcissa — é:

(A) y=—2\/§(x—%j

© y= 2352 )2
(€) y=2ﬁ(x+%]+ﬁ
©) y= 23243

Resposta correta: (D)

Pergunta 155
2
Uma fungdo f toma o valor B3 em % A derivada de f é definida por: 1+tg’ (x)—senx.

Entdo uma expressdo que define f é:

(A) tgx—cosx
() tgx—cosx+g—1

_ 2
© senx —cos” (x) +£
COSX 2
(D) tgx+cosx—1

Resposta correta: (D)
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Pergunta 156

3
Indica o periodo positivo minimo da funcdo definida, em R por 7sen (ng

10
3
10
B) —7x
()3

(c) 7

(A)

(D) %75

Resposta correta: (B)

Pergunta 157
Indica o periodo positivo minimo da func¢io definida, em R, por 200s(—5x+ 371') +8.

(A) —%7[
8

(B) gﬂ

(€ %75

(D) 7«
Resposta correta: (C)

Pergunta 158

Indica um dos periodos da func¢io definida, em R, por cos(4x) + sen(Zx) +tg (%J .

Resposta correta: (D)
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Pergunta 159
Indica como se obtém, a partir do grafico da funcdo cosseno, o grafico da funcdo definida, em R,

T
por cos (x +§j )

T
(A) Através de uma translagdo horizontal associada ao vetor [5,0}

8
(B) Através de uma contragdo horizontal segundo o fator —.
T

T
(C) Através de uma dilatagdo horizontal segundo o fator g .

T
(D) Através de uma translagdo horizontal associada ao vetor (—g,Oj .

Resposta correta: (D)

Pergunta 160
Indica como se pode obter o grafico da fungdo y =cosx a partir do grafico da fungdo y =senx.

p ~ X /4
(A) Através de uma translagdo associada ao vetor (E,Oj.

p o . V4
(B) Através de uma translagdo associada ao vetor (0,—5)

T
(C) Através de uma translacdo associada ao vetor (E,Oj, seguida de uma reflexdo no eixo das

abcissas.
(D) Através de uma reflexdo no eixo das abcissas.
Resposta correta: (C)
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Pergunta 161
Considera a fungdo real f , de dominio R , tal que f(x)=a sen(x+b)+c ,onde a,b,ce R e

a#0. Sabe-se que o grafico de f se pode obter a partir do grafico da fungdo seno através

(sucessivamente) de:

~ . T
e uma translagdo associada ao vetor g,O ;

1
o uma contracdo vertical de fator — ;

e uma translacdo associada ao vetor (0,—3) .
Entdo, f(x) pode ser:

(A) lsen x—£ -3
2

(B) lsen x+Z -3
2 5

(C) lsen x—z +3
2 5

V.4 1

(D) —3sen| x—— |+—

5 2

Resposta correta: (A)

Pergunta 162
T
Indica o dominio e o contradominio da funcdo real de variavel real definida por —3sen (Sx ——j -1.
T
(A) D:R\{E} e D'=[-3,0]

() D=Re D'=[-2,4]
() D=Re D'=[-4,2]

(D) D:R\{%Hm,ke Z} e D'=[4,2]

Resposta correta: (C)
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Pergunta 163

Indica o dominio e o contradominio da funcdo real de variavel real definida por —tg(Zx—%jJr 2.
@ D=R\Z k% kezleD=R
12 2
(B) D:R\{%+kﬁ,ke Z} e D'=R
(€0 D=R e D'=]-,2|

(D) D:R\{£+k£,ke2} e D'=]-c0,2]
22

Resposta correta: (A)

Pergunta 164
O grafico da func3o definida, emIR , por tg(O, 4x+6) pode obter-se a partir do grafico da funcao

tangente de que forma?
(A) Através de uma dilata¢do horizontal segundo fator 2,5, seguida duma translagcdo associada

ao vetor (15,0) .

(B) Através de uma dilatagdo horizontal segundo fator 2,5, seguida duma translagdo associada
ao vetor (—15,0).

(C) Através de uma dilatagdo vertical segundo fator 2,5, seguida duma translagdo associada ao
vetor (—6,0) .

(D) Através de uma dilatagdo vertical segundo fator 2,5, seguida duma transla¢do associada ao
vetor (6,0).

Resposta correta: (B)
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Pergunta 165
Considera a fungdo real f, de dominio R, tal que f(x)=a Cos(bx+c)+d ,onde a,b,ce R e
a#0. Sabe-se que o grafico de f se pode obter a partir do grafico da fungdo cosseno através

(sucessivamente) de:

1
e uma contrac¢do horizontal segundo fator Z;

3
e uma translagdo associada ao vetor (—Z,O ;

e uma dilatac3o vertical de fator 2;

e uma translacdo associada ao vetor (O, —7) .
Indica a opcdo correta.

(A) a=2,b=4,c=-3ed=7

3

(B) a:2,b=4,c=—zed=—7
1
2
(D) a=2, b=4,c=3ed=-7

Resposta correta: (D)

() a=—, b=4, c=3ed=-7

Pergunta 166
Um ponto desloca-se sobre uma reta numérica de tal modo que a sua abcissa x(¢) é dada por

7cos(47rt + 1) , T segundos apds um certo instante inicial. A pulsacdo e a frequéncia deste oscilador

harmaénico sdo, respetivamente:
1
A) 4re —
(A) 2
(B) 4mre?2
(C) 7e2
1
D) 7e —
(D) 2

Resposta correta: (B)
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Pergunta 167

Considera o movimento de um ponto P numa reta numérica, no intervalo [0,6], como sendo um

T
oscilador harmodnico de amplitude 5, pulsacdo 2 e fase ? Os instantes, com aproximacdo as

centésimas, para os quais a abcissa de P é -5 sdo:
(A) 1€{1,67;3,67}

(B) re{0,67;2,67;4,67)
(© re{1,054,19)
(D) 7€{2,09;5,24}

Resposta correta: (C)

Pergunta 168
O movimento de um ponto P numa reta numérica, no intervalo [0, 4] , € um oscilador harménico de

. , T . T " .
amplitude 4, periodo 2 e fase g Os instantes, com aproximagdo as centésimas, para os quais a

abcissa de P é nula s3o:
(A) te {0,83; 1,83; 2,83, 3,83}

(8) r€{0,33;1,33;2,33}
() re{1,83;2,83;3,83,4,83}
(D) re{1,33;2,33;3,33}

Resposta correta: (A)

Pergunta 169
Um ponto desloca-se sobre uma reta numérica de tal modo que a sua abcissa x(¢) é dada por

T T
cos(gthrsen(gtJ, t segundos apds um certo instante inicial. Qual das seguintes afirmacdes é
verdadeira?

T

1
(A) Trata-se de um oscilador harménico de amplitude \/5 , frequéncia E e fase T

1 T
(B) Trata-se de um oscilador harmdnico de amplitude \/5 , frequéncia E e fase _Z .

1 ¥
(C) Trata-se de um oscilador harménico de amplitude 1, frequéncia 5 e fase —.

(D) N3ao se trata de um oscilador harmonico.
Resposta correta: (A)
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Pergunta 170
Um ponto P desloca-se sobre uma reta numérica. Trata-se de um oscilador harménico de amplitude 5,

3 4
frequéncia g e fase Eﬂ'. A abcissa de P, ¢t segundos apds um certo instante inicial, pode ser dada,

para todo o 7, pela expressdo:

1 (37[ ﬁj
(A) —cos t+—
5 6

4
(B) 5COS(3—ﬁt—£
4 6
(C) SSen(3—ﬁz‘—Z
6
1 (375 ﬂj
(D) —sen| —t——
5 4 6

Resposta correta: (C)

Pergunta 171

T T
A abcissa x(¢) de um ponto que se desloca sobre uma reta numérica é 2cos’ (ZH_?)_I'

t segundos apds um certo instante inicial.
Qual das seguintes afirmacdes é verdadeira?

T
(A) Trata-se de um oscilador harménico de amplitude 2, periodo 8 e fase ?
. - . , 2r
(B) Trata-se de um oscilador harménico de amplitude 1, periodo 4 e fase T

2r T
(C) Trata-se de um oscilador harménico de amplitude 2, frequéncia T e fase §

(D) Na&o se trata de um oscilador harmanico.
Resposta correta: (B)
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Pergunta 172

V2+42

T -
Sabendo que COS(_j:— e que um ponto se desloca sobre uma reta numérica de tal

3
modo que a sua abcissa x(¢) é dada por (\/2+\/5)cos(3t)+(\/2—\/§)Sen(3t), ¢ segundos apds
um certo instante inicial, qual das seguintes afirmacdes é verdadeira?

2 T
(A) Trata-se de um oscilador harménico de amplitude 4, periodo ? e fase g

2 157
(B) Trata-se de um oscilador harménico de amplitude 2, periodo T e fase ?

2r T
(C) Trata-se de um oscilador harmadnico de amplitude 2, periodo T e fase g .

(D) N3&o se trata de um oscilador harmanico.
Resposta correta: (B)

Pergunta 173
Uma solugdo da equacdo diferencial f"(x)=—4f(x) é f(x), onde f(x) ¢ definida por qual das

opcoes?
(A) —6cos(2x)sen(2x)
(B) —6cos(2x)—3sen(2x)
(C) 6cos(2x)sen(2x)
(D) 6cos(2x)+3sen(2x)

Resposta correta: (D)

Pergunta 174
Um ponto P desloca-se numa reta numérica, no intervalo de tempo [0,8]. Para cada fe [0,8], a

abcissa de ¢ é dada por 5005(%t+§j. Os valores de ¢ para os quais a abcissa de P dista 2,5
unidades da origem sdo:

(A) te {1,2,3,4,5}

(B) e {1,2,3,4,5,6}

(C) re {0,1,2,3,4, 6}

(D) te {0,1,3,4,6,7}

Resposta correta: (D)
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Pergunta 175
Uma mola encontra-se suspensa numa extremidade. Na outra extremidade tem um corpo C. Apds

ter sido alongado na vertical, a mola inicia um movimento oscilatdrio no instante ¢t =0. A distancia,

em metros, do corpo C ao solo é dada, em cada instante ¢ (em segundos) do intervalo [0,18[ por

V4
D(t)=5+2cos [Et +7z'j . Em que momentos esta C a 6 metros do solo?

(A) Aos4,8,12e 16 segundos.

(B) Aos4, 8 e 16 segundos.

(C) Aos 4,10 e 16 segundos.

(D) Aos 6 e 12 segundos.
Resposta correta: (B)

Pergunta 176
A derivada de uma certa fungdo f* é dada pela expressdo f'(x)=6x+5. Sabendo que a fungdo f

se anulaem 1, qual é ovalorde f(—1)?

(A) -10
(B) -2
(© -1
(o) 0

Resposta correta: (A)

Pergunta 177
Uma primitiva da fungdo f* tal que f(x)=cos(2x)+senx toma o valor 2 em 7. Que valor toma
essa primitiva para x=07?
(A) -1
(8) 0
© 1
(D) 7
Resposta correta: (B)
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Pergunta 178
- « . 1 - x+9
Uma primitiva da fungdo f*, de dominio R\{1} e definida por f(x)= Y toma o valor 5
x_

quando x =2.Qual é o valor dessa primitiva no ponto e+1?
(A) 3
(B) e+4
(c) 14
(D) e+14
Resposta correta: (D)

Pergunta 179

Uma primitiva da fungdo f, de dominio ]—1,+<><>[ e definida por f(x)= , toma o valor

X +3x+2

ln(2) em 0. Que valor toma essa primitiva quando x=17?

2
A) —In| —
(A) n(sj

(B) 0
() —In(3)+In(8)
(b) —In(3)

Resposta correta: (C)

Pergunta 180

A familia das primitivas da funcdo definida por xln(x) é:

1o,

A) —(x"In(x)-1)+C, CeR

(A) (" In()-1)

() (x’In(x)-1)+C, CeR
10, X

C) —|x In(x)—-=|+C, CeR

(€ 2( (x) 2}

(D) l(len(x)—lj+C CeR
2 2) 7

Resposta correta: (D)
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Pergunta 181

3
I2x dx representa a drea de qual dos poligonos convexos cujos vértices (num referencial
2

ortonormado) sdo os indicados?
(A) (2,0), (3,0), (2,4) e (3,4)
(B) (2,0), (3,0), (2,4) e (3,6)
(€) (0,0), (3,0)e (3,6)
(D) (2,4), (3,4) e (3,6)
Resposta correta: (B)

Pergunta 182

1 6
Seja f uma fungdo ndo negativa. Sabe-se que Jf(x) dx =7 .Indica o valor de If(x—S) dx .
-1 4
(A) 2
(B) 7
© -7
(D) Nao ha dados suficientes para o calcular.
Resposta correta: (B)

Pergunta 183
2 1

Seja f uma fungdo ndo negativa. Sabe-se que J.f(x) dx =9 . Indica o valor de If(—x—l) dx .
1 0

(A) -9

(B) 1

(@ 9

(D) Nao ha dados suficientes para o calcular.
Resposta correta: (C)
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Pergunta 184
Seja f uma fungdo real continua em [-5,5] e g a func¢do definida por 2f(x)+5 . Sabendo que

5 5
_[ f(x) dx =4, indica o valor de _[ g(x)dx.
-5 -5

(A) 13

(B) 8

(C) 58

(D) 43
Resposta correta: (C)

Pergunta 185

Indica o valor de | sentcostdt.

Oy n |y

(A) ——

(B) ——

(€

(D)

Resposta correta: (D)

Pergunta 186

Indica o valor de

N'—.g\.};

(2cos2 t—l)dt.

(A) -1
(B) O
(€ 1
(D) 2
Resposta correta: (C)
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Pergunta 187
3

Indica o valor de _[ ‘tz —4‘dt.

0

23
(A) BEY
(B) 3

23
(C) 3
(D) 13

Resposta correta: (B)

Pergunta 188
4

Indica o valor de J. (|t—2|+|t+2|)dt.

-4
(A) 13
(B) 24
(€) 32
(D) 40
Resposta correta: (A)

Pergunta 189
A medida da drea delimitada pela bissetriz dos quadrantes impares e o grafico da funcao definida

pela expressao x® é:
(A) O
(B) 1

(€

A|— |~

(D)

Resposta correta: (C)
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Pergunta 190

. I . . n T
A medida da area delimitada pelo eixo das abcissas, pelas retas de equagbes x = —5 exX=rme

pelo grafico da fungdo cosseno é:
(A) 1
(B) 2
(C) 3
(D) 4
Resposta correta: (C)

Pergunta 191
Seleciona a opgdo correta.

Do ponto de vista histdrico, os (hoje) chamados nimeros complexos surgiram:
(A) na Escola Pitagoérica.

(B) no século XVIII para dar solucdo a equagdo x’=-1.

(C) no século XVI a propdsito da resolucdo de equagdes de terceiro grau.

(D) noinicio do século XIX, depois dos trabalhos de Robert Argand.
Resposta correta: (C)

Pergunta 192

Qual é o nimero complexo z tal que Re(z) = —2\/5 e Im(z) =—2—ﬂ-?

J3

(A) 242 - “132”1‘

(B) —242 —@m’

3

© 22-E

B

(D) 2\/§+%n’i

Resposta correta: (B)
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Pergunta 193

. . e . . .
O médulo e o conjugado de —71 sao, respetivamente:

-T2
272
B e -
272
© T
2 2
o -Ze Xy
2 2

Resposta correta: (C)

Pergunta 194

O ntimero complexo (x” —16)+(1—y")i é um imaginario puro se:
(A) x=4AyeR\{1}
(B) x=14AyeR\{1}
(€ x=4AyeR\{-11}
(D) x=14AyeR\{-L1}

Resposta correta: (D)

Pergunta 195
Qual o conjugado do simétrico do inverso de 2+3i?

(A) %+%i
2 3.
® 575
2 3.
(€) E_El
2 3.
(D) _E+Bl

Resposta correta: (B)
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Pergunta 196
Considera as afirmacdes seguintes:

I.  Asomadeum nimero complexo com o seu conjugado é sempre um numero real.

Il. O produto de um nimero complexo pelo seu conjugado nem sempre é um numero real.
Entdo, em relacdo ao valor légico das afirmacgdes, o que se pode dizer?

(A) 1ellsdoverdadeiras.

(B) |é verdadeira e Il é falsa.

(C) lellsao falsas.

(D) |éfalsaell éverdadeira.
Resposta correta: (B)

Pergunta 197

—\2 —
Seja z =a+bi um ndmero complexo. A expressdo (Z+ Z) +zz é equivalente a qual expressdo?

(A) 5a°+2abi+b’

(B) S5a*—2abi+b’

(€) S5a*-b

(D) Sa*+b’°
Resposta correta: (D)

Pergunta 198
Sendo 7 um numero natural, qual o valor da expressdo i"" +i"*"' +2i""'?
(A) 4i
(B) —i
(€ 0
(D) Depende de n.
Resposta correta: (C)
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Pergunta 199
O que se pode dizer em relagdo ao afixo de um complexo z tal que Re(z)xIm(z)<0?
(A) Pertence ao primeiro quadrante ou ao terceiro quadrante.
(B) Pertence ao segundo quadrante ou ao quarto quadrante.
(C) Pertence ao eixo real ou ao eixo imaginario.
(D) Pertence ao primeiro quadrante.
Resposta correta: (B)

Pergunta 200

Qual é o conjunto dos afixos dos complexos z tais que |Z| <1?
(A) Um quadrado.
(B) {-1L1}
(C) {—1,—1', 1, i}

(D) Um circulo.
Resposta correta: (D)

Pergunta 201
Considera os seguintes nimeros complexos:

V2 W2 5
=—+—i, z,= -,
2 2 3+4i
Quais sdo os complexos unitarios?

T . T T . T

z, Z, =COS—+isen— € z, =Ccos——isen—.
6

(A) z ez,

(B) z,z,¢ z,

(C) z,zy¢e z,

(D) z ez,

Resposta correta: (B)
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Pergunta 202
Qual dos valores indicados ndo é argumento de 1—\/§i ?

) 3%

(B) -

@ —

Iz
3
Resposta correta: (A)

(D)

Pergunta 203
Na forma trigonométrica, o complexo 2(sen0—icos 9) pode representar-se por qual expressao?

w o

(B) ei(¢9+§j

,9+£J

(€) Ze{ 2

(D) 2e{9_9

Resposta correta: (D)

Pergunta 204
Os complexos, ndo nulos, com afixo na bissetriz do terceiro quadrante tém argumento principal igual

a que valor?
w 5
4

RY/4

B) ——
(B) 1
Iz
c =
(€) 1
T

D) -2
(D) 2

Resposta correta: (C)
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Pergunta 205

26

~ " 4. Jo4

Uma representacdo na forma trigonométrica de 3—3 E 1 e:
k=0

(Tx
(A) 3e{7]
(B) 3\/§ei(
(€) 3\55(

Resposta correta: (B)

Pergunta 206

2
%)
Qual pode ser a representac3o algébrica do complexo e °/?

(A) (\/§—I)+( 5+\/§)i
(8) (\/3—1)—(\/5#3)1'
V51 55

(€

4 4
51 5445 .
(D) 2 + y 1

Resposta correta: (D)

Pergunta 207
Qual é o valor de Arg(—\/g—\/ﬁi) ?

w 2
@
(© —%”
o -2

Resposta correta: (D)
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Pergunta 208

(1047
No plano de Argand, o afixo do nimero complexo el( > ) estd em que quadrante?
(A) Primeiro quadrante.

(B) Segundo quadrante.

(C) Terceiro quadrante.

(D) Quarto quadrante.

Resposta correta: (B)

Pergunta 209

61
i— . zZ, XZ
Sendo z, =2¢ 5 e z, =—1++/3i, qual o valor de Arg(%)?
i

W T
® -~
© -
o X

Resposta correta: (C)

Pergunta 210

(1+\/§ )7
R )
(A) 43 —di
(B) 43+4i

€ 4+43i
(D) 4—4/3i

Resposta correta: (A)

O valor de é igual a que valor?
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Pergunta 211
Uma raiz quadrada do nimero complexo z=—7+24i é 3+4i. 0 que podes concluir?

(A) Outraraizquadradade z é 3—4i.

(B) Outraraizquadradade z é —3+4i.

(C) Outraraiz quadradade zé —3—4;

(D) z ndotem mais nenhuma raiz quadrada.
Resposta correta: (C)

Pergunta 212
Considera as afirmagdes seguintes:
I. Em IR, qualquer nimero tem uma e uma sé raiz quadrada.
. Em C, qualquer nimero diferente de 0 tem duas raizes quadradas.
Identifica a opcdo verdadeira.
(A) lellsdoverdadeiras.
(B) |é verdadeira e Il é falsa.
(C) lellsdo falsas.
(D) |é falsaell é verdadeira.
Resposta correta: (D)

Pergunta 213
Qual o perimetro do poligono convexo cujos vértices, no plano complexo, sdo os afixos das raizes

guartas de um complexo unitdrio?

(a) 2
42

®

€ 4
(D) 42

Resposta correta: (D)
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Pergunta 214

/4 . T
COS| — [—1sen| —
(7) (7) ,

Quais as raizes cubicas do seguinte complexo ?
sen (jﬂ'cos (j

NN

(A) ———i -~ ——jei
2 2 2 2
(B) —£+li,£+li e —i
2 2 2 2
1 3.1 B
(C) ———i,————i e i
2 2 2 2
o LB, 1 B
2 2 2 2

Resposta correta: (A)

Pergunta 215
Qual a 4rea do poligono convexo cujos vértices, no plano complexo, sdo os afixos das raizes sextas

da unidade?

33

2

33

4

2
(D) &

Resposta correta: (A)

(A)

(B)

Pergunta 216

Uma das raizes cubicas de um nimero complexo é \/g —1.Quais sdo as outras?
(A) B+ie —3+i
(B) 3+ie —2i
€ —B3-ie2i
(0 —3-i,3+ie2

Resposta correta: (C)
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Pergunta 217
Sabe-se que 1, i e 2i sdo raizes de um certo polindmio. Qual pode ser o polindmio?

(A) z*—2iz+1
(B) z’+(-3i-1)z"+(3i-2)z+1
(© z'+(-3i-1)2+(3i-2)z" +2z

(D) z'=2iz" +z
Resposta correta: (C)

Pergunta 218

Qual é o conjunto-solucdo da equacdo z° |z| +8iz=0,em C?

(A) {2 -2i,—2 ++2i]
8) {0.42-2i,—2++/2i}
(© {0.42-+2i]

(0) {0.v2-+2i,~2 -2}

Resposta correta: (B)

Pergunta 219
Qual é o conjunto-solugdo da equacdo z° +(—3i—2)z2 +6iz=0,em C?

(A) {0,1,3}

(B) {0, 2,3ei2}
(©) {O,—2,3ei2}
(D) {1, 2,3ei2}

Resposta correta: (B)

Editavel e fotocopidvel © Texto | M¥T 12 325



Pergunta 220

N

Seja z = —64\/5—12871' .

Considera as afirmacdes seguintes:
I. Asraizes de ordem 7 de z sdo, no maximo, sete e os seus afixos distam duas unidades da
origem.
Il. As raizes de ordem 7 de zsdo, no minimo, sete e o argumento principal de uma delas é
27
-—7
28
Seleciona a op¢do verdadeira.
(A) lellsdoverdadeiras.
(B) |é verdadeira e Il é falsa.
(C) Iellsdo falsas.
(D) 1éfalsaell éverdadeira.
Resposta correta: (A)

Pergunta 221
Qual das seguintes condi¢cGes na variavel complexa define uma semicircunferéncia?

(A) 2|z|=8 A Re(z)<-1
(B) 2[z|<8 A Im(z)<0
(€ 2|z|=8 A Im(z)<0
(D) 2|z[<8 A Re(z)<-1

Resposta correta: (C)

Pergunta 222
No plano de Argand, o conjunto dos afixos dos complexos z tais que H >4 corresponde a qual das
z

opcgoes?

(A) O circulo fechado de centro em (0, 0) e raio % .

(B) O circulo fechado de centro em (0, 0) e raio % .

(C) Um circulo fechado exceto o conjunto formado por um ponto.
. ] . 1
(D) A parte do plano exterior ao circulo aberto centrado na origem e de raio Z .

Resposta correta: (C)
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Pergunta 223

Considera condi¢do, em C, 8+ 2|z| < 8.0 que define esta condi¢3o no plano de Argand?

(A) O conjunto vazio.

(B) Um conjunto singular.

(C) Um circulo fechado.

(D) O prdprio plano.
Resposta correta: (B)

Pergunta 224
Qual das condig¢des seguintes pode definir o subconjunto do plano complexo representado a azul na
figura?

Im (z)

Re (z)

(A) |z|<1 v Arg(z):l"T’r, ke (Zn[-3,4])
(B) |z[<1 A Arg(z)z%”, ke (Zn[-3,4])
© |74<2 v Arg(z)=kT7z, ke (Zn[-2,2])

(D) |z[<2 A Arg(z):%", ke (Zn[-2,2])

Resposta correta: (A)
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Pergunta 225

Qual das condig¢des seguintes pode definir o subconjunto do plano complexo representado a azul na

figura?
Im (z)
%(Z)
(A) (1<]z+2|<2

(1
(B) (1<|z+2|<2
©
(D) (1<|z-2|<2

1<|z-2|<2

<
/—\/\A/—\
—
| IA
N
|
2
A\
N
~—

Resposta correta: (D)

Pergunta 226

Qual das condig¢des seguintes pode definir o subconjunto do plano complexo representado a azul na

figura?

Re (z)

1) A(
—1|) ARe(2)2 0 A Im(2) 20
|z|21 A |z l|>|Z 1|)/\ (Re(z)xIm(z) 2 0)

(D) (|Z|21) (|Z l|<|Z 1|)/\Re(z)>0/\Im(z)>0

Resposta correta: (A)
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Pergunta 227
Qual das condigdes seguintes define, no plano de Argand, um segmento de reta?

(A) |z+2-2i|<2A(]z-2|<|z-2i])
(B) |z—2-2i|<2A(|]z-2|=|z-2i])
(€) Re(z)21AIm(z)=0

(D) Arg(z—i)=x

Resposta correta: (B)

Pergunta 228
Considera as afirmagdes seguintes:

. A condi¢do, em C , —%SArg(z—i)S%/\Re(z)Sl define, no plano de Argand, um

triangulo retangulo isdsceles.

Il. Acondigdo,em C, Re(z)| < IA‘IH’I(Z)‘ < 2 define, no plano de Argand, um quadrado.

Seleciona a op¢do verdadeira.
(A) 1ellsdoverdadeiras.
(B) |é verdadeirae Il é falsa.
(C) lellsdo falsas.
(D) 1éfalsaell éverdadeira.
Resposta correta: (B)
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Pergunta 229
Qual das condig¢des seguintes pode definir o subconjunto do plano complexo representado a azul na

figura?

Im (z)

(€ (1<]iZ<2) A (Re(z)xIm(z) ) =0

(5
(B) (1<]7<2) v(
(
A

(D) (1<|iZ/<2)A(Re(z)<SOAIm(z)20 )

Resposta correta: (A)

Pergunta 230

A condigdo, em C, (—ﬂ'SArg(z+i)S—%V%SArg(z+i)Sﬂ' j/\Re(z)Z—3 define, no

plano de Argand, qual das opgdes?
(A) Um angulo com vértice no afixo de —i.
(B) Um angulo com vértice no afixo de 1.
(C) Um tridangulo ndo equilatero.
(D) Um angulo com vértice no afixo de -3.

Resposta correta: (D)
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