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Tema 1 | Calculo Combinatdrio

1. Propriedades das operagoes sobre conjuntos

1.
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2.
a)

b1)

b2)

al)
b1)

b2)

b)

c)

b)

pla)= —10& 3a®* +a*—19a+5 = —10@3a3+a2—19a+15=0?

3 1 —-19 15
1 3 4 =15
3 4 =15 0

Sa-1)Ba*+4a-15)=0a—-1=0V 3a2+4a—-15=0<

—4+/16—4x3x(—15)

Sa=1V a= 5 @aleaz%@

S a=1 \/azg Va= —3

A={-3,1,2

_ 3x1-1 __ . _ 3x2-1 __ 5 . _ 3x3-1 __ _ 5
Uy = 1+1 —1,U2— 241 =3, U3 = =2 B_{17§72}

c==3;{=3,L3}n{-3133}={-313}; AcC

BcCj;c=2

ANB=A< ANB=A< AUB=A

ANC=A a2) BuUC=C
A\B CA CAUB CC(C, donde A\B C C
Eimediatoque C =U = AUB C C. Vejamos a implica¢do reciproca desta:
AUBcCcC= CCAUB=CUCC(AUBUC=UcCC=0C=U
AUBCC=AcCcC=CCA
Como ANB =, tem-se,paraqualquerz € U: x € B=x¢ A=z c A
AUBCC=(AUB)NACCNA= (ANA)U(BNA)cCnNA=
=0U(BNA) cCNA=BNACCNA=BCCNA=BCC\A=C\ACB
BU(BUA)=(BUB)UA =UUA=U

AN(BNA) =AN(ANB)=(ANANB=ANB



d)
e)

f)

g)

h)

a)

b)

b)

c)

10.

b)

AN(BNA)=(BNA)NA=BN(ANA) =BnNH=10

[(ANB)NBJ]UA=[AN(BNB)]JUA=(ANPUA=PUA=A

AU(BNA)=(AUB)N(AUA)=(AUuB)NU=AUB

(ANB)ND =10

(BNA)U(BNA)=Bn(AUA)=BNU =B

AN (BNA)|ud=[an(Bu4)]
=[(ANB)UAJ]UA= (ANB) U (

Falsa.

U
A

A
U

=[(ANB)U(ANA)|UA=
A)=(ANB)uUU=U

Contraexemplo:se A = {1,2,3} e B = {3,4},vem
AU(B\A) = {1,2,3} U{4} = {1,2,3,4} # B

ANBNC=(ANnB)NC=(ANnB)uC = (AUB)U

AxB={(-3,-2),(-32),(0,-2),(0,2), (1, —2), (1,2)}

N3o. Por exemplo, o objeto — 3 teria duasimagens: — 2 e 2.

C:{<274)a (276)7 (374)7 (376)7 (576)}

D= {(271)7 (376)}

{(2,1), (3,4), (5,6), (5,4)}

2x2 2x3
2 + 2

E

(ANB)UB]NB=[(ANB)UB]NB = [(AmB)mE} NB=(ANB)N(BNB) =

= AUBUC : verdadeira.

A\BxC=(AUB)xC=(AxC)u(BxC)

(AxBJU(AxB)=(AUA)xB=UxB

w



c) E imediatoque A = B = A x C' = B x C. Vejamos a implicacdo reciproca desta:
Tem-se, para qualquer pertencentea U, t € A= VyeC, (z,y) e AxC &
sVyel, (r,y) e BxC s rzeRB

d) (AxC)U(BxC)=AxC & (AUB)xC =AxC & AUB=A< BCA&

11. Provarque Ax B=0 < A =0 V B = ( equivale a provar que:

AXB#£0e A#ODANB#0D

Ora, AxB#(0 < dz,yeU:(r,y) e AxB&
Sdo,yeU: v € ANye B& A£DANB#D.

2. Introdugao ao calculo combinatério

];;i——ZH:\/Z:ZENO,Iogo—éleA; M:\/g¢NO,Iogo—3¢A
M=ﬁ¢NO,Iogo—2¢A; M:ﬁzleNO,logo—leA
\/W:\/a:0EN0,IogoO€A; M:ﬁzleNo,logoleA
Mzﬁ%Ng,log02¢A; \/Ez\/ggéNo,logoiigéA
VAl =V4=2€N;,logo4 € A

A={—-4, —1,0,1, 4}

a) #(A) =5

bl) #(B)=#(AUB)—#(B)=8—-5=23

b2) #(ANDB)=#(AUB)=#U)-#AUB)=9-8=1

c) #AXC)=#(A) x#(C) 20 =5 x #(C) & #(C) =1

13,
al)  Temse: #(A)=#(ANU)=#[AN (BUB)] = #[(ANB)U(ANT)]

=#(ANB) +#(ANB)
(x)Tem-se (ANB)N(ANB)=(ANA)NBNB)=AN0=1.
a2) Tendo em conta a alinea anterior, tem-se: #(ANB) = #(A) — #(AN B)

Tem-se A\B=AnN B e, como B C A, tem-setambém ANB=1B.
Portanto, #(A\B) = #(A) — #(B) .



b)

14.

15.

16.

17.

18.

a)

b1l)

b2)

19.

20.

21.

b)

c)

d)

f)

g)

#A) x #(A) =48 & #(A) x [16 —#(A)] =48 & — (#(A))* + 16#(A) —48 =0 &

o H(A) = VIO (o g g) = 1528 o #(A) = 4V #(A) = 12

Logo, vem que #(A) =12 e #(A) =4.

6 x 8 =48

4x5x3=60

4 x 4 (par, par) + 4 x 5 (par, impar) + 5 x 4 (impar, par) = 56
3x3x3x3=81

TxT7Tx7=343

3 (escolha da posig¢ao do algarismo impar) x 3 (escolha do algarismo par) x 3 (escolha do
algarismo par) x 4 (escolha do algarismo impar) = 108

7TxT7Tx4=196

7' =5040

6xXxH5x4x3x2x1=6'=T720

12! = 479001 600

3 x 11! = 119750400

3 x4 x 10! = 43 545 600

5 x4 x 10! = 172576 000

4! x 8! = 967680

3! (ordenacdo das colegdes) x 5! x 4! x 3! = 103 680

10 x 9! x 31 = 10! x 3! = 21772800



h)

22.

b)

c)

23.

24.

25.

b)

26.

121 — 11 x 10! x 2 =121 — 11! x 2 = 399 168 000

12! — 5 x 4 x 10! (os dois do meio serem da cole¢do Uma Aventura) —
— 4 x 3 x 10! (os dois do meio serem da colegdo Os Cinco) —

— 3 x 2 x 10! (os dois do meio serem da coleg¢do de Julio Verne) =

= 341107200

4l x 6! = 17280

5! (ordenagdo de cinco blocos: clube A, clube B e cada um dos outros trés
jogadores) x 4! x 3! = 17280

4! (ordenacgdo de quatro blocos: clubes e cada um dos outros trés jogadores) x 4! (ordenacgdo
dos jogadores do clube A) x 3! (ordenagdo dos jogadores do clube B) = 3456

Nota: os sete jogadores dos clubes A e B terdo de ficar dispostos da seguinte forma: Jogador do
clube A ; Jogador do clube B ; Jogador do clube A ; Jogador do clube B ; Jogador do clube A ;
Jogador do clube B ; Jogador do clube A.

4] x 24 = 384
a) 15! =15 x 14! b) 16! x 17 =17!
C) 5?': 5>;4! — 4! d) g_:: 9>§!8! —9

e) I = =7x6=42

;f%:(b;') F s 6n?=T120+n2 & 502 =720 n’ =144 & n = 12
© (6!

(n+1)!—n! (n+1)xn!—n! n!(n+1-1) 9
e = 09 & s = 09 © g =09 ¢ o5 = 10 (?)
< 10n=9n+ 18 < n =18 (*)Ouniverso éN

1
Para n =1 tem-se: ) % =1- % < 0 =0, oque éverdade.

k=1

k—1 __ 1

n
Hipotese de indugdo: )
=1



Tese de inducdo: > *-L =1 - L

P k! (n+1)!
TL+1 k- 1 n k 1 1
m 3a0: i il S E : ~=1 n _ n
Demonstraggo: P t o =1 (n+D! —

=1-0r + gl =1 -
b) Para n =1 tem-se: (1+1)!>2! < 2> 2,0que éverdade.
Hipétese de indugdo: (n + 1)! > 2"
Tese de indugdo: (n + 2)! > 21
Demonstragdo: (n+1)!>2"= (n+2)(n+1)!>(n+2)2" = (n+2)! > (n+2) 2" =
= n+2)!>2x2"= (n+2)! > on+1

27. 8X7X6:8A3:336

28. SA3+0%4, =420

a) 4% (ntmeros de dois algarismos) + 43 (nimeros de trés algarismos) = 80
b) ‘A, +'A3=36

c) 2x(3x14+3x2x1)=18

d) (42 +4%) — (*Ay +143) =44

30.

a) 7Tx6x5="4;=210

bl) 3 (posicdo do algarismo impar) x 3 x 2 x 4 =72
b2) 4 (algarismo das unidades) x 6 x 5 =120

31.

a) 26° x 10> = 1188137600

b) 26 A5 x 104, = 710424000

) 21°x10x 1=40841010



d)

f)

34.

35.

36.

b)

37.

53 x 26% x 3% = 760500
5! x 102 = 12000
26° x 12 (os algarismos sé podem ser as permutac¢des do 7 e 0 6, ou as permutacdes do 7 e 0 8,

ou as permutacdes do 8 e 0 9, ou as permutacdes do 9 e 0 6, ou as permutacdes do 9 e 0 4, ou as
permutagbesdo8eo05) = 142576512

5 (o primeiro algarismo tem que ser maior ouiguala5) x 7° = 1715
5 x %43 =600

5 X7 — 5x64;=1115

4 x 9 A3 (primeiro algarismo inferior a 5) + 5 x 8 Ay(primeiro algarismo 5 e segundo inferior
a5)+ 5 x 7 (numeros daforma 56_ ) = 2331

4 x 93 (primeiro algarismo inferior a 5) + 5 x 9%(primeiro algarismo 5 e segundo inferior
a5)+ 5 x 9 (numeros daforma 56_ ) + 9 (numeros da forma 565 ) = 3375

4 x 10 x 1 x 1 (primeiro algarismo inferiora5) + 6 x 1 x 1 (primeiro algarismo 5 e segundo

inferior ouiguala 5) + 1 x 1 (nimeros da forma 56_ ) = 47

4 (ntmeros com um algarismo) + * A4, (nimeros com dois algarismos) + A3 (ntmeros com trés
algarismos) + 4! (nimeros com quatro algarismos) = 64

10 45 (nGmero de maneiras de sentar os idosos) x A (nimero de maneiras de sentar as
mulheres) x * A5(nimero de maneiras de sentar dois dos quatro homens ndo idosos nos dois
lugares disponiveis) = 21 772 800

4 (nimero de imagens que o 1 pode ter) x 4 (numero de imagens que o 2 pode ter) x
X 4 (niumero de imagens que o 3 pode ter) = 64

4x3x2="%45=24

20y =924



d)

41.

42.

43,

44,

45.

46.

47.

10

5Cy = 10
°Cly = 10
4y =3003
0Cs =210
"Cy =35
6Cy, =15

"C3 — 5 (entram em simultaneo a Sofia e o Artur) = 30

"Cy —*C4 (s6 rapazes) — 1(s6 raparigas) = 30

10 45 (canetas) x °C5(lapis) = 30240 ou °Cs(lapis) x °A; (canetas) = 30 240

00 x 0, = 139838160

5! x 5! = 14400 b) 5Cy =10

>(C3(escolha das trés irmas que levam brincos iguais) x %4, = 300

Por exemplo '?C’5(escolha das cinco criancas, de entre as doze, que vdo usar as mascaras de
palhaco) x "C, (escolha das quatro criangas, de entre as sete sobrantes, que vdo usar as
mascaras de Arlequim) x 3! (distribuigdo das mascaras de principe pelas trés criangas
sobrantes) = 166 320

6Cy x A4 (nimeros que comegam por 5) + 9C5 x 8 x 8 A3(ndmeros que n3o comegam
por 5) = 99120

00 x 505 x 10Cy x °Cy = 1,17 x 1019



b1l)

b2)

48.

49,

b)

51.

52.

53.

220 = 1048576
220 — 219 = 524 288

95 — 9 (todas as bolas na mesma caixa) — ? A, x 5C (cinco bolas numa caixa e uma bola noutra
caixa) = 531000

20, x4 =1980

9Cy x 19C5 (duas figuras que ndo sdo de espadas, trés espadas que n3o sdo figuras) +

+3 x 9 x Cy x 30 (uma figura de espadas, uma figura que n3o é de espadas, duas espadas
que ndo sdo figuras e uma carta que n3o é de espadas nem figura) + 3Cy x 10 x 3°C, (duas
figuras de espadas, uma carta de espadas que ndo é figura e duas cartas que ndo sao de espadas
nem sdo figuras) = 53 820

12C5 — 3 x 6 (nUmero de arestas) = 48

2 x 5Cy — 12 (ntmero de arestas das bases) = 18

2x0C, x 6=180

Designemos as bases por b; e by e as faces laterais por [y, ls, I3, l4, I5 € lg,sendo [y

paralelaa Iy, [y paralelaa [5 e [3 paralelaa l5. O niumero de maneiras de pintar o sélido é
6 x 1 (paraasbases) x5 x4 x 3 x1x1x 1(paraasfaces lateraisly, lo, I3, l4, [5elg) = 360

"Cy—n=204 oy —n =206 "0 =206 M o n =20

enlon—2n-40=0&n?—3n—40 =0 n=2OCI0 o, 418 o

&En=8 Vn= —5
O poligono tem 8 lados, o seu perimetroé 3 x 8 = 24.

din+1)—d(n) = [""'Co— (n+1)] — ("C; —n) = ("271)” —n—1-— 7"("2*1) +n=

_ 2+*(2*) __ 2n _
==L R

2" =4096 < 2" = 2!2 & n =12, o conjunto tem 12 elementos. O nimero de subconjuntos
com seis elementos é 1206 =924 .

11



3. Triangulo de Pascal e binomio de Newton

54, 2"=1024< 2" =20 pn =10
a) 1e10 b) 11 c) VoL =252

55.

33649 +100947 =b b = 134596
100947 + a = 346 104 a = 245157

56. l1+n+n+1=26<n=12.0 terceiro elemento dessa linha é *C, = 66.

57. 7Lcrp= 2017C81 o 2016080 = 7chp= 2016C80 + 2016081 o 2016080 o
& "C,= 00 < n=12016; p=2_81

58. 180() =1= 18018 3 18C1 =18 = 18017 3 1802 =153 = 18016 3 1803 = 816 = 18015 )
BC, =3060 = ®Cyy
186’5 = 8568 = 18013 , logo dos 19 elementos, 10 sdo inferiores a 4 000, portanto 9 sdo
superiores.

59. No esquema apresentado a seguir, apresentam-se os quatro primeiros elementos de duas linhas
consecutivas do triangulo de Pascal (utilizam-se letras para designar alguns destes elementos).

1 a b k
1 a-+1 a+b b+ k

Tem-se:
l+a+14+a+b+b+k=24+2a+2b+k=2+2a+2b+2k -k =
=2(1+a+b+k)—k=2s—Fk

60. "Cyg = "Css & n=59+38<n=097 ; 98C2 = 98096 = 4753

61. A soma de todos os elementos da linha do triangulo de Pascal que contém os elementos da
forma "Cp ¢ 2". Estalinhatem n + 1 elementos, sendo o uUltimo igual a 1. Portanto, a soma
dos n primeiros elementos desta linha é iguala 2" — 1.
A soma de todos os elementos das linhas anteriores é igual a:
142422428+ 42t =1x 12 =971
Portanto, a soma dos n primeiros elementos da linha do tridngulo de Pascal que contém os
elementos da forma "C), é igual a soma de todos os elementos das linhas anteriores.

12



62.

b)

d)

63.

64.

65.

66.

Gr+2P=1x 5z x2°+3x Bx)?x2'+3x 5a)! x22+1x (5z)"x 23 =
=1252% +1502% + 60 + 8

Br+1D'=1xBx)'x1"+4x Bz x1'+6x (32)?2x12+4x 3z)! x 13+
+1xBx) x1* =812 +1082% + 5422 + 122+ 1

(-4 =1x2"°x (=4 +5xat x (=)' +10x 23 x (—4)2+10x 22 x (—4)3+
+5xatx (—4)' +1x2%%x (—4)° =25 202! +1602° — 640 2% + 1280z — 1024

(2x—%>6=1x<2x>6x<—%) x (22)° x (=)' +
F15x 22) x (= 1) +20x 22)3 x (= L) +15x 22)2x (- L)'+
+6x (22)! x(—%)5+1x(2x) x(_%)ﬁ_

— 4 _ 160 2
= 64125 — 64 2° +T:c—7:13 +—:v——:v+m

(2+\/5)5:1><25x(\/§)0+5><24><(\/§)1+10><23><(\/§)Q+10><22><(\/5)3+

+5x 20 x (v/3)4 + 1 x 20 x (v/3)7 = 32+ 801/3 + 240 + 1201/3 + 90 + 91/3 =
= 362 + 209+/3
a=362; b=209

(2z + 1)t =162" + 302° + 192° + 5z + 1 &
SIxRe)x1%94+4x 22 x 1M +6x 22)?x124+4x 22)! x P +1x (22)" x 14 =
= 162' + 302 + 1922 + 5r + 1 &

& 162 +322° + 2422 + 82 + 1 = 162* + 302° + 1922 + Sz +1 &

222 +522+32 =0 2222 +52+3)=02=0V222+5r+3=0%&

@szszW@xzov,@— Bil Sr=0Vz= —i\/:v— -1

9C,(3a*)"(— 1)" = 126 x 2430 x L = 306184

O termo geral do desenvolvimento de (22 + = )8 5 8Ck(2x2)87k(%)k =

]\ 3— )
— SCk X 28—k X xlﬁ—?k x?) 80 % 28 k % 3k .761‘3]\‘ —

=80, x 287k x 3k x p10-2k=3k — 80« 287F x 3k x 100k . 16 —_Bk=1<k=23

’

O termo é 8C5 x 2873 x 33 x 210773 = 48384 x, o seu coeficiente é 48 384.
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(2% + 62 +9)° = [(z 4+ 3)2]” = (z + 3)!°. O termo geral do desenvolvimento de (z +3)10 &
00 x 107k x 3k =100 x 38 x 210k 10—k=6k=41

00, x 3% x 21974 = 1701025, o seu coeficiente é 17010.

10
S 00, x50k x 3 =9 o (54 3)0 =2 e 80 =2 (29) =2 &
k=0

o 20 =927 = n =30

i 120 % 612k = (\ﬁ) o 6+1)2= (\ﬁ)” - 712 _ (ﬁ)” PN

k=0

&[] = () o ()= (V) =

14 14 14 14 14—k
Z Chr x 32872]C =nM e Z Cip x (32) x 1F = nlt =
k=0 k=0

14
e Y MO, x M P x TP =pM"e @+ D) =n" s 10" =n" < n=10
k=0

n k n k )
S0, x 4T =00 & 30, x (45) —9

k=0 k=0

"Cl x 177k x 2k = (32)° o (142)" =310 & 3" =316 o =16

=
s

@é”% X (\/A_L)k =9 o

=
k=0

2n 2n
Z()anp( — 2)1’ — 202ncp « 12n—p X ( _ 2);0 — (1 _ 2)2” — ( _ 1)2n —1
p= p=

14



Tema 2 | Probabilidades

1. Definir espagos de probabilidade
1.
a) E ={e,c,o,p}

b)  P(E) = {0, {e}, {c}, {0}, {p}, {e; ¢}, {e, 0}, {e, ). {c, 0}, {e, p}, {0, p}, {e, ¢, 0}, {e, ¢, p},

{e,0,p},{c,0,p},{e,c,0,p}}

c) {e, p}

a) E={(11),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(23),(3,1),(3,2),(3,3)}

bl)  {(1,1),(2,2),(3,3),}

b2)  {(1,2),(2,1)}

b3)  {(1,3),(2,3),(3,1),(3,2)}

bd)  {(1,3),(2,3),(3,1),(3,2),(3,3)}

c) 29 — (1 (acontecimento impossivel) + 9 (acontecimentos elementares)) = 502
a) PA)=1-P(A)=1-0,4=0,6

b) P(B)=1-PB)=1-0,5=0,5

¢) P(ANB)=P(A)+P(B)—P(AUB)=0,6+0,5—0,8=0,3

d PAUB)=P(ANB)=1-P(ANB)=1-0,3=0,7
el P(ANB)=P(A)— P(ANB)=0,6-0,3=0,3

f) P[AU(ANDB)=P(A4)+
=0,7-P(BNB)=0,7—

P[AN(ANB)=0,4+0,3-P[(ANA)NB]=
=0
a) P(AUB)+P(ANB)=P(AUB)+P(AUB)=P(AUB)+1-P(AUB) =1

b) P(AUB)-P(AUB)=P(ANB)—-[P(A)+P(B)—-PANB)] =
=1-P(ANB)—-P(A)—P(B)+P(ANB)=1-P(A) — P(B) = P(A) — P(B)
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d)

a)

b)

c)

a)

b)

a)

b)

16

P(AUB\(ANB)] = P[(AUB)N (ANB)] =
P(AUB)+ P(ANB) - P[(AUB)U(ANB)] =
P(AUB)+1-P(ANB)-P[(AUB)U (AUB)] =
P(A)+ P(B)— P(ANB)+1—P(ANB) - P[(BUA)U(AUB)] =
(
(
(

P(A)—P(ANB)+1+P(B)—P(ANB) - P[BU(AUA)UB] =
P(ANB)+1+PBNA)—P(BUEUB)=P(ANB)+1+PBNA)—P(E)=
P(ANB)+14+P(BNA)—1=P(ANB)+ P(BnA)=P(A\B) + P(B\A)

P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB) < P(A)+ P(B) porque P(ANB) >0
12 _ 6

22 11

10C¢2 4_5 15

20, ~ 231 0

1— 2oy419Cy 1 340 _ 60

20, - 1540 — 77

SCy x?1C3 665 0.20
)

26C, T 3289
21
1 -zt ~ 0,69

Seja x o numero de raparigas, x — 3 é o niumero de rapazes, 2x — 3 é o numero total
de jovens.

2;1;—3:%<2>6CE—9:5$<:>$:9

Na festa estavam 9 raparigas, 6 rapazes, e um total de 15 jovens.
Para que as raparigas fiqguem todas juntas o nimero de maneiras é 7! x 9! = 1828915200 .



10.
a)

b)

11.

b)

12.
al)

a2)

a3)

b)

Os casos possiveis equiprovaveis sdo 6 x 6 = 36.
Nos casos favoraveis temos: branco-azul, azul-branco, branco-amarelo, amarelo-branco,
azul-amarelo, amarelo-azul. O nimero de casos favoraveis é assim: 2 x 1 x 3 (branco-azul e

azul-branco) + 2 x 1 x 2 (branco-amarelo e amarelo-branco) + 2 x 3 x 2 (azul-amarelo e
11
18’

7

amarelo-azul) = 22 . A probabilidade pedida é 2= =

Os casos possiveis equiprovaveis sdao 6 X 6 = 36 .

Nos casos favoraveis temos: branco-azul, azul-branco, branco-amarelo, amarelo-branco,
azul-amarelo, amarelo-azul, mas nestas duas ultimas situagées apenas podem sair o 3 e 0 6.
O numero de casos favordveis é assim: 2 x 1 x 3 (branco-azul e azul-branco) + 2 x 1 x 2
(branco-amarelo e amarelo-branco) + 2 x 1 x 1 (6 azul-3 amarelo e 3 amarelo-6 azul) = 12.
A probabilidade pedida é 2 = <.

Os casos possiveis equiprovaveis sdo 6 X 6 = 36 .

Nos casos favoraveis temos: branco-branco, azul-azul, amarelo-amarelo, mas como o nimero 4
nao é divisor de 30, o numero de casos favoraveis é assim: 1 x 1 (branco-branco) 4+ 2 x 2 (azul-

-azul) + 2 x 2 (amarelo-amarelo) = 9 . A probabilidade pedida é & = -+

36~ 4

Os casos possiveis sdo 8 !.

Nos casos favoraveis temos: ® A3 (para os atletas da equipa Os Gazelas) x 5! (para os restantes
5A;;><5! _ i
8T — 28"

atletas). A probabilidade pedida é

Os casos possiveis sdo 8 !.

Nos casos favoraveis temos: 2C, (escolha dos dois atletas da equipa Os Gazelas que vdo ocupar
as pistas 1 e 2) x 2 (distribuicdo das pistas 1 e 2 pelos dois atletas escolhidos) x 5 (nUmero de
pistas que o outro atleta da equipa Os Gazelas pode escolher) x 5! (distribuicdo das restantes

pistas pelos restantes atletas). A probabilidade pedida é % =2

- 4.4 6!x31 3
A probabilidade pedida é SX! = 55-

A probabilidade pedida é M%ATAG ~ 0,29.

e . ; 33 A
A probabilidade pedida é 1 — ﬁ ~0,71.
Nos casos favoraveis, uma vez que o nimero 10 tem que entrar, vamos comecar por escolher os
restantes cinco numeros, de entre os 30 maiores do que 10. Escolhidos os seis numeros, eles

podem permutar entre si. A probabilidade pedida é assim m%—jf' ~0,04.

0 o L

A p}:obabllldade de ganhar o prémio com uma aposta & w5 = 353
1

3838380 > 9 <~ k > 1919 190

O jogador terd de gastar mais de 1919 191 euros.
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13.

14.

15.

16.

A probabilidade pedida é 0——66,0 _

IS

Os casos possiveis sdo 9 !.

Nos casos favoraveis temos: C'; (escolha de dois grupos de trés rapazes cada) x 3! (distribui¢do
dos trés grupos pelos trés carros) x 3! (nimero de maneiras de sentar trés pessoas em trés
lugares, no primeiro carro) x 3! (nimero de maneiras de sentar trés pessoas em trés lugares, no

segundo carro) x 3! (nimero de maneiras de sentar trés pessoas em trés lugares, no terceiro

)
carro). A probabilidade pedida ¢ ~€sx(3)° _ 1

91 14
A probabilidade pedida ¢ 2x4x6L — L
Existem tantos subconjuntos de A quantas as sequéncias (b bs, ..., b,), com n elementos,

onde cada elemento b; da sequéncia é 0 ou 1. Isto porque, designando por B o conjunto das
sequéncias, a fungdo f : P(A) — B que a cada subconjunto X de A faz corresponder a

sequéncia (b by, ..., b,) de acordo com a regra:
bi = 0, se a; ¢ X
b=1, seaq; € X

Assim, por exemplo, o conjunto vazio corresponde a sequéncia de n zeros, o conjunto A

Paracada i € {1,2,....,n}, tem-se: { é uma bijecéo.

corresponde a sequéncia de n uns, o conjunto {1, 3} corresponde a sequéncia

1010000....0.
n — 3 zeros

Como cada elemento da sequéncia pode tomar um de dois valores, existem 2" sequéncias.
Os casos possiveis sdo assim 2".
Casos favoraveis ao subconjunto conter o nimero m : Todos os outros elementos da sequéncia

podem tomar os valores 0 ou 1, o elemento m apenas pode tomar o valor 1. Existem entdo
271—1 o 1

2 T 2

2"~ ! casos favordveis. A probabilidade pedida &, ent3o,

Outro processo de resolugao:

Casos possiveis: #(P(A)) =2"
Casos favoraveis ao subconjunto conter o nimero m:
Subconjuntos com 1 elemento — 1 (o conjunto {m})
Subconjuntos com 2 elementos — n — 1 (os conjuntos {m, i} com i € A\{m})
Subconjuntos com 3 elementos — "~1C, (os conjuntos {m, i, j} com i, j € A\{m})
Subconjuntos com 4 elementos — "~!(C} etc.
Subconjuntos com n elementos — 1 (o conjunto A)
Os casos favoraveis sdo assim "~ 1Cy + " 1C, +"1Cy + ... + " 1C,_; = 2" ! (soma de todos
os elementos da linha do triangulo de Pascal que contém os elementos da forma ”*IC;C).
2nt 1

A probabilidade pedida é, entdo, =5~ = 5.
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2. Definir probabilidade condicionada

17. P(Bs|B;) designa a probabilidade de a bola retirada em segundo lugar ser branca, sabendo
gue a bola retirada em primeiro lugar era branca. Ora, se foi retirada uma bola branca, aquando
da segunda extracdo, restam apenas 7 bolas na caixa, das quais 3 sdo brancas, os casos possiveis

s30 7 e os favoraveis s&0 3, pelo que P(By|B;) = 2.

18. P(B|A) designa a probabilidade de o nimero saido ser maior que 1/ 50, sabendo que é par.
Ora, se o numero saido é par, temos 6 casos possiveis (2,4, 6,8,10e 12),ecomo /50~ 7,1,
desses 6 apenas 3 sdo maiores de que /50 (8, 10 e 12). Temos, assim, 6 casos possiveis e 3

casos favoraveis, pelo que P(B|A) = 2 = .

19.  Designemos por x o numero de fichas brancas que estavam inicialmente no saco. P(B|A)
designa a probabilidade de a ficha retirada do saco ser branca, sabendo que no langcamento do
dado saiu o nimero 4. Ora, se no lancamento do dado saiu o niumero 4 significa que foram
colocadas no saco 4 fichas azuis. O saco fica entdo com x bolas brancas e 4 azuis.
PBA)=3e- YL =2&3r=20+8&2=38
O numero de fichas brancas que estavam inicialmente no saco é 8.

200 P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB)<0,6=0,3+0,4—P(ANB) &
< P(ANB)=0,1

P(ANB 0,1
P(BlA) = P50 = 35 = &

21. Designemos por A e B o0s acontecimentos:
A : o aluno escolhido é do sexo feminino
B : o aluno escolhido frequenta o ensino secundario
Sabe-se que P(A) =0,55, P(B)=0,45 e P(ANB)=0,25.
P(Zﬂ?) =0,25< P(AUB)=0,25<1—P(AUB) =0,25< P(AUB) =0,75 <
< P(A)+ P(B)—P(ANnB)=0,75<0,55+0,45— P(ANB)=0,7< P(ANB) =0,25
E pedidaa P(A|B) .

P(ANB
P(A|B) = 1(3(2)) = 045 =

t

t
© | ot

22.

al) Ao extrair ao acaso uma bola da caixa B, a probabilidade de sair uma bola azul é dupla da
probabilidade de sair uma bola branca. Portanto, o nimero de bola azuis é o dobro do numero
de bolas brancas. Assim, designando por b o nuimero de bolas brancas, o nimero de bola azuis
é 2b . Portanto, o total de bolas azuis e bolas brancas é 3b, ou seja, ¢ um numero multiplo de
3. Se a bola verde nao tivesse transitado da caixa A para a caixa B, as treze bolas que ficavam
nesta caixa eram apenas bolas azuis e bolas brancas, o que é absurdo pois 13 ndo é multiplo de
3. Logo, a bola verde foi uma das bolas que transitaram da caixa A para a caixa B.
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a2)

b)

23.

24.

25.

26.

a)

b)

20

Pela alinea anterior concluimos que depois da transferéncia das duas bolas (da caixa A para a
caixa B), a caixa B ficou com b bolas brancas, 2b bolas azuis e 1 bola verde, num total de 13
bolas.

b+20+1=133b=12<b=4

A caixa B ficou entdo com 4 bolas brancas e 8 bolas azuis.

Inicialmente a caixa A tinha 6 bolas (3 brancas, 2 azuis e 1 verde) e a caixa B tinha 11 bolas (x
brancase 11 — x azuis), portanto das 17 bolas que foram colocadas no saco, x 4+ 3 sao
brancas, 13 — x sdo azuis e 1 é verde.

Como P(Y|X) =32 ,temosque 42 =3 o rp+2=6&2=4.

Estavam inicialmente 4 bolas brancas na caixa B.

Pelo factode A C C, sabemos que AN C = A. Pelo facto de os acontecimentos B e ('
serem incompatl'veis sabemosque BNC =10.

P(AUB|C) = Au(g;m(;) _ P((Amlcj’gé()BmC)) _ PI(;(%)@) _ J;Eéxg
1 P(ANB) 1
P(A|B) = 5 o PB) 2 &
P(AUB)=3P(ANDB) P(A)+ P(B) — P(ANB) =3P(ANB)
1
P(AN B) = < P(B) P(ANB) = EP( )
PA) 1 P(B) = 4P(ANB) | P(A) + P(B) = 2P(B) { P(4) = P(B)

Logo, os acontecimentos A e B sdo equiprovaveis.

Designemos por A e B os acontecimentos:
A : abola é retirada da caixa A
B : abolaretirada é branca

Uma vez que apenas a caixa A tem bolas brancas vem que:

P(B)=P(BNA)=P(A) x P(BJA) =% x 3, =3 =0,

Designemos por A e B os acontecimentos:
A : o trabalhador escolhido é do sexo feminino
B : otrabalhador escolhido é licenciado
Sabe-se que P(A) = 4 e que P(B|A) = +.
P(BNA)=P(A) x P(B|A) = % X % = %

A probabilidade de ser escolhida uma mulher licenciada é % .

Sabe-seque P(A)=1—-P(A)=1—-21 =1 eque P(BNA) =1

2 2
P(BNA) _ 1 _ 1
(BlA) P(A) - % - 92
A probabilidade pedida é =



27.

28.

29.

b)

30.

Designemos por A e B os acontecimentos:
A :aturmaescolhidaéo12.2A
B : sdo escolhidos sdo dois rapazes e uma rapariga

Sabe-se que P(A) = % e que P(B|A) — mCﬁéjCl — %

A probabilidade pedida é P(BN A) = P(B|A) x P(A) = 223 X 55 = 5.

Designemos por A, B e C' os acontecimentos:
A : sai nUmero 4 no lancamento do dado

B : sai nimero 6 no lancamento do dado

C' : o dado escolhido é viciado

Sabe-se que P(C) = 3, que P(B|C) = 5 eque P(A|C) = & = 2.

U!|t~|w

A probabilidade pedida é:
P(A) = P(A|C) x P(C)+ P(A|C) x P(C) = £ x L+ +

@|,_.

Designemos por A, B, C e V os acontecimentos:
A : abola é retirada da caixa A

B : abola é retirada da caixa B

C' : abola é retirada da caixa C

V' : abolaretirada é verde

Sabe-se que P(A) = ¢, que P(B) = 2 eque P(C) = 2.

L
6 6

Sabe-se ainda que P(V|A) = 2, que P(V|B) = g eque P(V|C) = 12_0
A probabilidade pedida é P(V) = P(V|A)P(A)+ P(V|B)P(B)+ P(V|C)P(C) =

1, 6 2 4 2 3 277
Xgt+g X5+ X5=m ~0,38.

oo

Designemos ainda por D o acontecimento «sai nimero 2 no lancamento do dado».
6y 1
A probabilidade pedida é P(D|V) = £L0V) — PUVIDIPD) _ 5%5 — 80 ~ () 289 .
720

PV) P(V) 277

Designemos por A e B os acontecimentos:
A : o aluno escolhido é do sexo feminino
B : o aluno escolhido teve nota positiva no teste

Sabe-se que P(A) =0,6,que P(B) =0,8 eque P(A|B) =0,75.
Sabe-se ainda que P(A) = P(A|B) P(B) + P(A|B) P(B).

Logo, 0,6 = P(A|B) x 0,8 +0,75 x 0,2 < P(A|B) = 20-005x02 _ 9

A probabilidade pedida é P(B|A) = P}?Q)A) = P(AJDI?X;(B) _ X 3,
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31.

32.

33.

34.

35.

Designemos por A e B os acontecimentos:
A : o jogador escolhido é estrangeiro
B : o jogador escolhido tem mais de 25 anos

Sabe-se que P(A) =0,4,que P(B)=0,56 eque P(B|A) = %.

Mas se P(B|A) = £ vemque P(B|A)=1— %2 = 2.

Sabe-se ainda que P(B) = P(B|A) P(A) + P(B|A) P(A) .
. _3
Logo, 0,56 = P(BJA) x 0,4+ 2 x 0,6 < P(B|A) = 222208 — 1,

A probabilidade pedida é P(AN B) = P(B|A)P(A) = 5 x0,4=0,2 = +.

A e B sdo acontecimentos independentes, pelo que P(AN B) = P(A) x P(B).

Se P(A) = 1,vemque P(4) = 3.
Vem, entdo, 2 = 3 x P(B) < P(B) = 1.

P(AUB)= 2% & P(A)+ P(B)—P(ANB) = 3 &

& P(A)+ P(B) - P(B) x P(A|B) = 2

o P(A)+ 28— 2l 4 — 2

& P(A)+ 24 P4 5 o 8P(A) +4P(A) —2P(A) =5 10P(A) =5 &
& P(A) =+

Como P(A|B) = P(A), os acontecimentos A e B sdo independentes.

Designemos por A, B, C' e D os acontecimentos:
A : abolaretirada da urna U é azul

B : abolaretirada da urna U é branca

C' : abolaretirada daurna V é azul

D : abolaretiradadaurna V é branca

Sabe-se que P(A) =4 =+, que P(B) =3 =2 ,que P(C) =31 =32 eque P(D) =

5

Como os acontecimentos A e D sdo independentes, P(D|A) = P(D) = 2.

Como os acontecimentos A e D sdo independentes,

P(DNA)=P(D)x P(A)=32x1=2

P(BNC)+P(AND) =P(B) x P(C)+ P(A)x P(D) = 2 x 3 + L x 2 = 1L

O acontecimento contrdrio de «sair pelo menos uma bola verde» é «nunca sair bola verde».
Assim, a probabilidade de nunca sair bola verde (ndo sair bola verde na caixa A e ndo sair bola
verde na caixa B) é % Designemos por v o numero de bolas verdes que existem na caixa B.

9 9—v __ 1 9—v _ 1 oy _
Ix T =c ot =169-—v=4c0v=>5

Existem 5 bolas verdes na caixa B.
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36.

37.

b)

38.

39.

40.

41.

Designemos por A, Be R os acontecimentos:

A : a peca escolhida cumpre os requisitos do teste A

B : a peca escolhida cumpre os requisitos do teste B

R : a peca escolhida é rejeitada R=AUB

Se A e B sdo independe_ntes, AeB tam_bém 0 sdo. B B

P(R) = P(A U B) P(A) + P(F) — P(AN F) = P(A) + P(F) — P(A) x P(E) =
1

= -+
4

L
4 5

Cﬂl)—‘
SN

Designemos por A e B os acontecimentos:
A : a Ana ultrapassa a marca de 55 metros
B : a Barbara ultrapassa a marca de 55 metros

Sabe-se que A e B sdo independentes, que P(A) = 0,8 e que P(B) =0,85.

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B) = P(A) + P(B) — P(A) x P(B) =
=0,8+0,85—0,8x 0,85 = 0,97

Se A e Bs3oindependentes tambémosio A e B, e Ae B.
A probabilidade pedida é P(ANDB) + P(ANB) = P(A) x P(B) + P(A) x P(B) =
=0,8x(1-0,85)+(1-0,8)x0,85=0,29.

P(A)=4=1; P(B)=% = +; P(4) x P(B) =
AN B : sai nimero impar e menor do que 3

AN B :saionuimero1

P(ANB) = 4 .Como P(AN B) = P(A) x P(B), os acontecimentos A e B s&o

independentes.

1
X G -

L1
2 © 3

P(AUB) = P(A)+ P(A) x P(B) &

& P(A)+P(B)— P(ANB) = P(A)+ P(A) x P(B) &

& P(B) - P(ANB) = P(A)x P(B) < P(B) - P(ANDB) = (1 - P(A)) x P(B) &
< P(B)— P(ANB)=P(B)—P(A) x P(B)< P(ANB) = P(A) x P(B)

Logo, os acontecimentos A e B sdo independentes.

Sabe-se que os acontecimentos A e B sdo independentes, peloque A e B, eAeB

também o sdo.

P(AUB) - P(AUB) = P(A)+ P(B) - P(ANB) — P(A) — P(B) B)
= P(B) — P(A)P(B) — P_(B) P(A)P(B) = P(B)(1 - P(A)) — P(B)(1 - P(A)) =
= (1 - P(A))(P(B) - P(B)) <f)1><P<B> L+ P(B)) = P(A)(2P(B) — 1) =

P B

+
( =
=2P(A)P(B) — P(A) =2P(An P(A)

P(AUE)=P(A)+P(E)-PANE)& PE)=P(A)+P(E)-P(ANE) &
< P(ANE)=P(A) < P(ANE)=P(A)x1< P(ANE)=P(A) x P(FE)
Logo, A e E s3o acontecimentos independentes.
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42,

24

Se A e B fossem independentes, ter-se-ia P(ANB) = P(A) x P(B).

Ter-se-ia entao:

P(AUB)=P(A)x P(B)+ P(B) &

< P(A)+ P(B)—P(AnB)=P(A)x P(B)+ P(B) &

< P(A) — P(A) x P(B) = P(A) x P(B) &

< P(A)—2P(A)x P(B) =0«

& P(A)(1-2P(B))=0& P(A) =0V 1-2P(B)=0& P(A)=0 V P(B)= 3,0
que contradiz a hipdtese.

Portanto, os acontecimentos A e B ndo sdo independentes.



3. Fung¢oes Reais de Variavel Real

1. Limites e continuidade

1. a)Seja & um numero real positivo.

2 1-2n 2 3—-6n+6n+2 5
un—(—§)<5@‘3n+l+§<5@—9n+3 <5@‘9n+3<5@
5/'_/
positivo
5 5-9nd-30 5-30
<:>9n+3<5<:> on 13 <05-90-30<0=n> 95
5,.—1
positivo
~ , . 5-30 .
Entdo, sendo p um ndmero natural maior do que 05 tem-se:

VneN,n>p=

u, +% <0, de onde se conclui que limu, = —%.

5-39

b) Neste caso 0 =0,001, pelo que n > 9% ; logo:
5-3x%0,001 4997 4997 _
950,001 Sn> 5 e 5 =~ 555,22

A menor ordem a partir da qual os termos da sucessao pertencem a vizinhanga é 555, exclusive.

2. a)Seja L um numero real positivo.

v, >L & 0,1n* =200 > L & n* > 10L+2000 < n>+/10L+2000

Entdo, sendo p um numero natural maior do que +10L+2000 , tem-se:
Vne N,nz p=v, > L, de onde se conclui que limv, =+eo.

b) Neste caso L=1000, pelo que n>+/10L+2000 ; logo:
n>10x1000+2000 < 1n>2030 e 20+/30 =109,54

A menor ordem a partir da qual os termos da sucessdo (v,) sdo maiores do que 1000 é 109,
exclusive.

3. a)Seja L um numero real positivo.

w, <—L & 50-2n° <—L<:>n>13[L+TSO

Entdo, sendo p um numero natural maior do que 13[L+250 , tem-se:

Vne N,n2 p=w, <-L, de onde se conclui que limw, =—oo.
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b) Neste caso L=1500 , pelo que n> 43[L+TSO ;logo:

n>,3lw@n>§/775 e 3775 =919

A menor ordem a partir da qual os termos da sucessdo (w,) sdo menores do que —1500 é nove,
exclusive.

Seja L um numero real positivo.

2n-n>L&n>L e 2n+n>L<:>n>%

Entdo, sendo p um numero natural maior do que L, ele também é maior do que % e, portanto:
Vne N,n=p=u, > L, de onde se conclui que limu, =+oo.

Se n épar, u,=2n+n=3n.

Para n par, u, <1000 < 3n <1000 & n < 10300 e 10??0 ~33333.

Significa que nas condicdes pedidas temos tantos termos de ordem par quantos os numeros pares

inferiores ou iguais a 333, isto &, £22 =166.

Se n éimpar, u, =2n-n=n .
Para n impar, u, <1000 < n <1000.
Significa que nas condicGes pedidas temos tantos termos de ordem impar quantos os numeros

impares inferiores a 1000, isto &, 228+1 =500. Temos, assim, 166+500 = 666 termos da sucessao

inferiores a 1000.

_u,+v, lim(u,+v,) limu,+limv, 2-4 2 1
a) lim—"—"=— = - T =5 =2 =
u, hm(un ) (limu,) 2

W=

b) lim(u, xv,)3 = (lim(u, XVn))% = (limu, xlimv, )% =(2x (—4))% =3(-8==2

a) limu, = 1im (1 +2n) = +oo + (+e0) = 4o
b) limv, =1im(3+L) =3+0=3
n+1

c) lim(1-2n—u,) =lim(1-2n—n* —2n) =lim (—n" —4n+1) = —oo+ (—c0) +1=—c0
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d) lim[(nz + 2n)><(1 —3—%)} = lim[(nz +2n)><(—2—

= (oo + (+00) )X (-2 —0) = —o0

n’>+2n _ +oo

n+l1
2 2
_ 3+—=—-3
f) lima2—> = lim— 2+l — —jjm—ntl -0 _g
—u, 1-n"—2n l-n"-2n —°°
. . ) 1
g) lim =lim =lim — =—o0
o 3-3- 2 2 0
n+1 n+1
342

h) lim—2— = lim—2+1 _3+0__3 _

l-u, l1-n*=2n —° —

a) lim (10n* —0,01° +10) = )1im[n3(m—0,01+—3

SI+oo+

n

10

nilﬂz

H:Jroox(o—o,ono):—oo

b) im(n—n+2) = im =2 tn+2) =2

Slteot (<o) Jn+n+2

—2 —2

=lim——=—==
\/;+ n+2 te

Jnidn+t2

240 2 2 2
<) lim(«/n2+2—n) _ lim(\/n +2 n)(\/n +24n) oot +2-n" _

Shoot(~o) N +2+n

2 -2 _p

\/n2+2+n_+°°

=lim

1
. 2n—-1 _ . n(2 n)_. 2
d) hmﬁ = lim =lim
n+ Slz n(3+n

2 2
e) lim2~ =" =D _ iy

n’—n’>+2n-1 -1

2-0_2

_1
__n_ —
2) 342 340 3
n

3n+2 3n+2

N2 +2+n
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1 1
r-1 1
"( n) 2= 2.0 2
m = = =
2

i) lim{ 212+ = jyp2ntt2n e
nZ+1 2 JSioxe

n+l 1 2n+2-2n+1 3

2n—1 2 _q: 4dn—-2 o d4n=2 _ 1. 3n+6
I I Py S L VD R

n+2 n+2 n+2 °

j) im

=lim

n+2 _
8n—4513




TR S T~ R T A S LA e~ _
i (4" 3] 2] (3 +(3 42 |0 041
n ; " 3 n
22 43 4" 43" ) {H(“) } 1+(4) 140 1
m) lim—— - = lim—- -=lim =lim = =—
2 pgrtlge gt ] 2V 1\ 40+1) 4
e 4 () +1 4 () +1
4 2
n+l
” 1_(1) 1-0 _2
. l—k_ . _ _ — —
n)llm;2 =lim| 2X I —2x1_l_1_4
2 2 2
)llmzl+2k—llm > 1+2k hm 3+3)_F(’/L_szxn}:
+1 n +1 k:I 2
2 2 2
I+= £
it 2n ”( n) T _140
=lim—; =lim —hm =130 =1
n-+1 n2(1+12j 1+
n n

8. a) lim(n+tg2n) = +oo; por comparagao pois Vne N,n+tg°n>n e limn=+oo
—
>0

—oo ; por comparacdo, pois Vne N, cosn<l < —cosn>-1< 3—-cosn=>2

2—n
b) li =
) 1m3 cosn
2—n 2—n . 2—n
< = —00
Pelo que T cosn = 2 e lim 2 .
c) lim(snn:;) =+o0; por comparacao, pois Vne N,5n+1>5n epara n>3, n+3<2n

E quer 5n+1 quer n+3 sdo positivos.
ntlyon g 1im(§) = oo,

> I2nT.
Logo, Vne N, n>23= po >
3 3
n(2+) 2+2
9. limunzlim2n+3:1im = lim—2 = 2+ O:2'portanto, se a sucessao (v ) for
n+1 1 1 140 "

convergente, tem-se limv, <limu, ; portanto, limv, <2.
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10. limu, =lim(n+cosn)=+eo, pois Vne N,cos n=>—-1 ;logo, Vne N, n+cosn=>n—-1e
lim(n—1) =40
limv, =lim(senn—n)=—c0, pois Vne N,senn<1 ;logo, Vne N,senn—n<l-n e

lim(1—n) = —oo

2
11. limy, =, pois Vne N.v, <-u, e lim(-u,) =lim—22 =1 =
n+2
nz(_z_lz) n(—Z—lzj too(—2—0
—lim 1L = lim—— 1 = 5 - ) _
(1+2) 1+2 +
n n
12. limv, =—oo, pois Vne N, u" >1au,<0=Vne Ny <u, e limu, =—o.

n

13. limu, = +eo, pois Xxn=2+n e lim(2+n)=+oo,

Zn:2k2+n>2><12+n
- n

k=1

14. a) limunzlimW:%pois, Vne N,—1<cos(2n) <1, pelo que
VneN, 2n—1 2Vl+COS(2”)S2n+1 o limzn_lzlim2n+1=2.
n+l — n+1 n+1 n+1 n+1

2n—1_ .. 2n 2n+l1 .. 2n
=1 =lim=—

Nota que lim—— m=2 =1lim2 = 2 e que lim——- =lim2=2
n+l n n+ n

b) limv, = limL:l; pois, Vne N,-1<senn <1, pelo que
2n—senn 2
< n n li n__y n :l.
Vne N S sann San ] © Mg,y = imy =3
2n—5\"

c) limwn=lim( ) =0; pois Vne N, n>23 =0<2n-5<2n e

3n+1

Vne N,3n+12>3n, peloque Vne N,n=23=0<w, <(§Z) e lim(%) =0.

15. Tem-se Vne Ny, <v <-2.Como limu, _hmln+2{1

sucessdes enquadradas permite concluir que a sucessao (v,) é convergente e limv, =-2.

-2n

=lim—== p —hm( 2)=-2, o teorema das
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16. Tem-se Vne N, nxu, +1>0& Vne N, nxu,>-1<Vne N, u, >—; , pelo que

Vne N,—%<un <0.

. 1 ~ . . ~
Como hm(—— =0, o teorema das sucessdes enquadradas permite concluir que a sucessdo (u,,)

é convergente e limu, =0.

n
2”"'; - 2n+21+ 2n+§ oot 2n+; . Uma vez que, para cada valor de n
e k+n” 14+n° 2+n n+n

17.

(com ne N), a sucessao (vk) definida por v, = . % é estritamente decrescente,

+n

n n n
entao, 2n+§ < 2n+l < 2n+21 . Dado que:
k:1n+n k:1k+n k:11+n

n 2 2 2

. 22n+§:2n+;><n:2n +2n o hmZn +2n:hm2112 )
i n+n n+n n+n n+n n
S2n+1 2n+1 2n* +n 2n’+n 2n?

° > = TXn= - e lim 5 =lim > =2
l+n” 1+n I+n I+n n

n
o . . . 2n+1
o teorema das sucessdes enquadradas permite concluir que lim P =2,
k=1 ktn

2n 2 2 2 2 2
n+k_n+n+ n+n+l + n+n+2 et n“+2n _

18. T = 3 - - :
S 2%k+n’ 2n4n’ 2nttn’ 2An+2)+n 2x2n+n
= n*+n  n’+n+l + n’+n+2 +'___|_nz+2n (%)
P +2n nP+2n+2 0’ +2n+4 n® +4n
2n 2 2n 2 2n 2
Entdo, para n>2 ,tem-se ”3_4‘”_ n +k3 < n3+2n.
o +2n (52k+n” (S, +4n

Dado que:
(n2+n)(n+1):n3+2n2+n .
n®+2n n’+2n

2n

2 2
rg tn _ rg tn X(2n—n+1)=
e +2n n’+2n

3 2 3
.1 +2n +n:1imn_3:1

lim 3
n +2n n
2
(n +2n)(n+1)_n3+3n2+2n .
n’ +4n n’+4n

2n 2 2
n3+2n:n3+2nx(2n_n+1):
e +4n  n+4n
n

3 2
hmiigiﬂzzmm7:1
n +4n n

3

2n 2
ntk

o teorema das sucessdes enquadradas permite concluir que lim YR
k=n +n
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(*) Nota que, para cada valorde n , com ne Ne n>2, asucessdo (v,) definida por

2

v, = n +k3 é estritamente crescente, pois:

2k+n

o nt+k+l nPk  2kn* 42k +2k+n’ +kn’ +0° —2kn® —2k* —2n* —2k—n’ —kn® _
vk+l Vk - 3 3 3 3 -

2k+2+n° 2k+n (2k+2+n7)(2k+n")
(2k+n3) (2k+2+n3)

B B _on? _ n*(n-2) _ n’ n-2)

positivopara n >2

(2k+2+n3)(2k+n3) (2k+2+n3)(2k+n3) (2k+2+n3)(2k+n3) —

positivo

19. Tem-se 14 = nx(n=-Dx(n=2)x---x2x1 _nyn-l n-2 2,1
n NXNXNX- X NX1N n n n n’n

n
n fatores

Atendendo a que n-1ea gue os fatores n_l, n_z,... ,g designam numeros menores do que 1,
n n n n

. n _1
conclui-se que Vne N,—n <=
n n

! . . .
Entdo, Vne N,OS%S% e, dado que hm%:O, o teorema das sucessdes enquadradas permite
n

. o _ n! . n!
concluir que a sucessdo (u,) definida por u, =—- é convergente e hm—n:O.
n n

20. Seja (x,,) uma sucessao que tende para 2 e tem os termos diferentes de zero.

2 . 2
) _ox, =4 (imx,) -4 22_4
lim f (x,) =lim X = Timx, = 5=

0

Portanto, lim f(x)=0.
x—2

Seja (u,) uma sucessdo que tende para +eo e tem os termos diferentes de zero.

lim f (u,) =lim

2 2
i 4=1im[”L—i]=1imun— 4 e o 0=
u limu,, +o0

Portanto, lim f(x)=+oo.

X—>+oo

21. Sejam (u,) e (v,) as sucessdes definidas por u, :—1—% ev, :—1+% . Tem-se

limunzlim(—l—l):—l e nmvn:lim(—nl):—l e
n n

limf(u,) =+e e limf(v,) =2, de onde se conclui que ndo existe lim f (x).

x—l1
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2 2
22. a) lmM hm%: limziz—l
voree (2x+1)7 xovedx® +dx+1 woredy 2

1
2lx—=)(x+1
2+ x—1_ . (x 2)(x T
b) hm3— lim =1 > = =-1
-1 x7 +1 ool (x+D(xF —x+1) -1t —x+1 14141

—1+./1- - _
2% +x-1=0 x= ! 1= 4x2x( 1)<:>x— 143 1

1 _—4 @XZEVX:—I

1
2x2 +x—1=2(x—§)(x+1)

e et = )(m+3) =1( —2x)(V2x+5+3)

~ lim 2x—4 _ lim—2*=2) —lim——2 =
2(x? = 2x)(V2x+5+3) 2x(x-2)(V2x+5+3) 2x(V2x+5+3)
2 _1
2(Va+5+3) 6
x2(1+12)—3x B 1+i2—3x
d) lim \/_BX = lim ad = lim X -
i — o X[H \/;] o x[1+ : j
X X
x( ,1+12—3j /1+i2_3
= lim L= limi X _ =
XYoo x£1+ \/T J o \/T
X X
2 _ —1)(x+1
e) lim—<_—1 ~fim )(xz ) _ fimtL
l(x=1)? =1 (x=1) 1 x—1
2
mEHl_2 _ . 1jmi:£:_m- logo, ndo existe lim—> ml
o1t x—1 ()Jr =l x—1 0 x—)l(x 1)
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T e B O O CRa) =Pt
T O N e | R R SN e

— lim X2 =2x+1-x-1 — lim x?—3x — lim x(x—=3) _
x—0 (x+1)(x 1- \/x+) x—0 (x+1)(x 1- \/x+) x—0 (x+1)(x 1- \/x+)
— lim x=3 0-3 _3
0+ 1)(x=1-x+1) (o+1)(0—1—\/0+1) 2
1-3x+4x _
o) lim T L Sl Brde Tl Tx g
x—>+oo |x 3| X—>+oo X— X—>too X — x—>too X
1-3x se x<l
=34 {1—3x se 1-3x>0 =3
— X = =
—1+3x se1-3x<0 143 sex>%
| 3| x—3 se x—320 x—3 sex=3
x— = =
—x+3 sex—3<0 |—x+3 sex<3
1-3x+4x
h) lim¢= lim =32 t4x _ o X+l X
X—>—o0 |x—3| x—— —X+ +3 x——o—X+ +3 x——oc0o—X
—3x . x(x=3) .. x(x=-3) .. x 3
i) lim = lim = lim =lim ===
)x—>3+ 6— X| x—3" 2x-6 x—3*" 2()6-3) x—>3+2 2
“3x_ o xx=3)_ . x(x=3) .  x _ 3
,lff; |6 23] =lim e - IM Sy ~im 5=
|6 24_ 6—-2x se 6—2x=>0 3 —2x+6 se x<3
T |-6+2x se 6-2x<0 | 2x—-6 sex>3
2
Logo, nFo existe lim = = 3x
x—3 6—2)C|
23. lim f(x) =—oo; por comparagdo, se Vxe R\{l}, f(x) < - 32 e se limX—>_——2
x>l (1-x) 11— x) 0*
lim £ (x) = oo
2
24. lim f(x)=-oo; por comparac¢do, atendendo a que se Vxe]—oo,Z[,f(x)zl):zx e se
X——o0 —
2 2
lim 12257 _ fim 22X _ Jim (—2x) = 400, entlio lim f(x) = 4o .
X0 X—2 x—— X X—>—00 X—>—oc0
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25. lim f(x)=+co, pois Vxe R, cosx<1< cosx—3<-2, pelo que para x<0 tem-se
X—>—o0

Vxe R, f(x)=-2x"e hm( 2x%) =400 , entdo lim f(x)=oo.

X—>—o0
lim f(x)=—oo, pois Vxe R, cosx <1< cosx—3<-2 , pelo que para x>0 tem-se f(x) <-2x%e
X—>Fo0
lim (-2x7) = —e0
X—>+oo

26. lim g(x) = —oo; por comparagdo, uma vez que Vxe R\{0},g(x)< f(x) e atendendo a que

hmf(x) =—oo, logo hm gx)=

x—0

27. lim f(x)=+e; por comparagao, uma vez que Vxe R, f(x)=g(x) e atendendo a que se

X—y—oco

g tem dominio R~ e aretade equagdo y=-2x+1 é assintota ao seu grafico entao

lim g(x)=+oo

X——o0

Peloque lim f(x)=+co.

X—>—co

<I.

28. a) hm[(x 3)sen

1 }:0 porque para x#3 vem que —1<sen
x—

-3

Quando x =3 ,vem que —(x—3)< (x—3)senx

£3Sx—3 e como

lim (—x+3) = lim (x—3) =0, vem que hrg{[(x—3)senx1 }:0_
xX—

x—3" x—3" -3

<—(x-3), pelo que

Quando x =3~ , vem que x—3$(x—3)senx£3

lim (—x+3) = lim (x-3)=0, vem que lingl[(x—S)senx1 3}:0.
xX— -

x—3" x—3"

. 1]
Logo, }gg[(x 3)sen P 3} =0.

b) lim x/;+senx l

oo x4l

Vx[l —1j 1-
Vx—1 1
e lim = lim —————<« -
X—>+o0 2«/)6 +1 x—>+oo\/7(2 1 ) x—>+o<=2+ 1 2

x| 2+—

\/;(Hlj 1+ L
lim ——— \/;_H = lim

x—>-|<>02\/;+1 x—>+oo\/;(2+ lj x—>-|<>02+i
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2x 2

lim —<X  — <
c) xlgloo 3x+cosx 3
e lim 2x = lim ﬁ—ge lim 2x = lim 2x 2

X—>—o0 3X + 1 x—>—3X 3 x——003X—1  x——oo 3x 3

d) lim vsenx+5+x 1

ol 2x+1 2 Poraue
—1<senx<1<4<senx+5<6 <= 2<+/senx+5 Sx/g,pelo que
lim 2+x _ =1 x_1 e lim \/6+x = lim x_1

Yoo 2X + 1 oo 2X 2 x—stoo 2X+1 xoteo 2X 2

29. lim h(x)=—6, pois Vxe D, , f(x) < h(x) < g(x)

x—-3

lim g(x)= lim (x +7x+6) -6 e

x—-3 x—-3
2
. X =9 (x=3)(x+3) —_6
;}51—13](()6) —xhrg x+3 _xli>—3 x+3 xl—gl (x=3)
30. lim f(x)=—1, pois Vxe R", h( Y] < f(x)<g(x) e, como areta de equagdo y=—1 é assintota ao
X—>Foo

grafico da fungdo g, vem que hm g(x)=-1

X—>+oo
Sabemos também que a reta de equagdo y=—x+2 é assintota ao grafico de %, pelo que
. h
lim LUEY] =-1.
x—to0 X

31. D, = ]—3,+oo[ ; para —3< x <3, afuncdo é continua por ser o quociente de duas funcdes continuas;

para x >3, a fungdo é continua por ser o quociente de duas fungdes continuas.

llmf(x)—hm li G-  _ (3 X —1 j
x*ngf;_ &N (EETSTERE R WOy

) I : ( 1 j ( 1j
= lim X =lim|+v3—xX =0x|—=1=0
x—3" 3—x \/3+x x—3 ./3+x \/g

6x+9 (x-3)° x=3_0
hm L f(x) = hm— lim lim ==

153 2x% =5x -3 x—>3*2(x+1)(x_3)_x1_>3+2x+1_7

=0

E, como f(3)=0, podemos concluir que a fungdo f também é continua para x=3.
Logo, a fungdo f é continua em todo o seu dominio.

D, =R ; para x<2, a funcdo é continua por ser a diferenca e quociente de func¢des continuas;
para x>2, afuncdo é continua.
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—2)(x—2++2- ~2)(x—2+2-x
lim g(x)= lim—*=2___ — lim (x-2)(r-2+V2-3) i )(x—2+ x):

X2 =2 x—2—+/2-x )HT(X—Z—E)(X—2+\/E) =2 (x—2)2—(2—x)
(x—2)(x—2+\/ﬁ) (x—2)(x—2+\/ﬁ) (x—2)(x—2+\/ﬂ)

2 xr—dx+4-2+x X2 x*=3x+2 X2 (x=2)(x=1)
— lim X—=2+~N2—-x _2-2+~N2-2 :Q:()
X2 x—1 2-1 1

lim g(x)= lim+/x—1=1, ndo existe limite no ponto 2, logo ndo é continua para x=2.
x—2" x—2"

A fungdo g ndo é continua para x=2.

- (\/x2+3—2)(\/x2+3+2) )
. _ 1 x"+3-2_ .. T x"+3-4
32. lim f(x)= hm_l—— lim = lim

p _
- lim x =1 ~ lim (x—D(x+1) — lim x+1

PV +342) eV +342) (a2 +342)

-2 __1
V)

lim—x+1 2 _ 1

x—>1*_( /x2+3+2) -4 2

f(1) =k, logo para que a fungdo f seja continua k= —%.

33. a) A fungdo & é continua em [O,l],h(O) =—1 e h(1)=2. Dado que h(0)<0<h(l), o teorema de

Bolzano-Cauchy permite concluir que 3ce |0,1[: h(c) =0.

b) /'(x)=4x" +6x>; portanto, Vxe 0,1[,h’(x) >0 , de onde se conclui que h é crescente em [0,1].
Assim, hndo pode ter mais do que um zero em 0,][ .
11

c) h(%) =16 <0 e h(1)>0; o zero referido em b) pertence ao intervalo }%l[ )

34. A fungdo g é continua em [—1,4] por ser a diferenca de duas funcdes continuas nesse intervalo;
g(-D)=1-f(-1)=-2 e g(4)=16—f(4)=7.Dado que 2¢ |g(-1),g(4)], o teorema de Bolzano-
-Cauchy permite concluir que JIxe |-1,4[: g(x)=2.

35. A fungao f é continua e, portanto, é continua no intervalo fechado de extremos a e —a.

f@)=a’+a e f(-a)=—a’—a.Como a#0, f(a) e f(—a) s3o nimeros simétricos, portanto, o
teorema de Bolzano-Cauchy permite concluir que existe pelo menos um zero de f entre a e —a.

37



36. A fungdo g é continuaem [—2,5] por ser a diferenca de duas fung¢Ges continuas nesse intervalo;
* g(-2)= f(-2)+2e[-1+23+2], ou seja, g(-2)e[1.5];
* 2(5)=f(5)-5e[-1-53-5], ou seja, g(5)e [-6,-2];
Dado que g(-2)>0 e g(5)<0, o teorema de Bolzano-Cauchy permite concluir que
Jdce ]-2,5[: g(c)=0, logo a fungdo g tem pelo menos um zero.

37. Por exemplo, a fungdao f representada graficamente tem
dominio [-2,5], é continua, f(-2)=6 e f(5) =2 e tem dois 2

zeros no intervalo |-2.9[ . | \

38. Seja g a fungdo definida por g(x)=h(x)—x. A funcdo g é continua em [a,b]e uma solucdo da
equacdo h(x)=x é um zero da fungdo g.
e gla)=h(a)—a
* g(b)=hb)-b
Dado que h(a) >a e que h(b)<b , sabemos que
h(a)—a>0< g(a)>0 eque h(b)-b<0 < g(b)<0
Entdo, o teorema de Bolzano-Cauchy permite concluir que a fungdo g tem pelo menos um zero em
la.b[, ouseja, Ice Jab[: h(c)=c.

39. A reta que contém as bissetrizes dos quadrantes impares é a reta de equagdo y = x.Vamos provar
que Ixe |-L1[: f(x)=x.
Seja g afungdo definida por g(x) = f(x)—x. Entdo, f(x)=x < g(x)=0.
Tem-se:
e g(-D=f(-D-(-D=k-k+1=1
o g()=f()-1=k—k—-1=-1
Portanto, g(1)<0< g(—1) e, dado que a fungdo g é continua em [—1]1], pois a fungdo f é uma

funcdo polinomial, o teorema de Bolzano-Cauchy permite concluir que Jxe ]—1,1[: g(x)=0.

40. Dado que a fungao g é continua em [a,b] e g(a)xg(b)<0, o teorema de Bolzano-Cauchy permite

concluir que a fungao g tem pelo menos um zero. Seja cum zero de g . Entdo, ce ]a,b[ ece¢D,.
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41. Seja g afuncdo definida por g(x)= f(x)—x+1.Afungdo g é continuaem [f(a).a] e

42,

43,

44,

45.

f(x)=x-1< g(x)=0.
e g2(a)=f(a)—a+1;como f(a)<a-—1, conclui-se que g(a)<O0;

e g(f(a)=f(f(a)-fla)+1=a—f(a)+] e tem-se:
fla)<a-1=—-f(a)>—a+1=a+1-f(a)>a+1-a+1= g(f(a))>2.

Entdo, g(f(a))>0.
Dado que g(a)<0 e g(f(a)) >0, oteorema de Bolzano-Cauchy permite concluir que

dxe ]f(a),a[:g(x) =0, ou seja, dxe ]f(a),a[:f(x)zx—l.

Dado que a fungdo é continua no intervalo [a,b], o teorema de Weierstrass permite concluir que a

funcdo admite maximo absoluto e, portanto, o contradominio é majorado.

A fungdo h é continua e tem dominio [a.b] pois a fun¢do g ndo tem zeros. Entdo, o teorema de

Weierstrass permite concluir que a fung¢dao admite minimo e maximo absolutos.

A fungdo g admite minimo, m, e maximo, M, absolutos (teorema de Weierstrass). Se k <m ou
k> M ,aequagdo g(x)=k é uma equagao impossivel.

D, :[—6,6]; para —-6<x<1, a fungdo é continua por o quociente de fung¢bes continuas; para

1< x<6, afuncdo é continua por ser o quociente de fungdes continuas.

3 3
lim f£(x)= limX 3 -1 +3_
x>l orxt+1 17 +1

(x-D(2Vx+3+4)  (x-1)(2Vx+3+4)

Iim f(x)= lim—2— = lim = lim
x—>1+f o' x+3 -4 x—>l+(2‘/x+3_4)(2‘/x+3+4) 1 4(x+3)-16

(x=1)(2x+3+4)  (x-1)(2Vx+3+4)  (x-1)(2Vx+3+4)

= e Taoie . dx—4 B T}
zlimZ\/x+3+4=2><2+4=2
x—-I* 4 4
3
f(l)—1+3 2

2+1
Logo, a fungdo é continua em [-6.6].

O teorema de Weierstrass permite concluir que a fun¢do tem minimo e maximo absolutos porque a
func¢do é continua e o seu dominio é um intervalo fechado (Df = [—6,6]) :
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2. Derivadas de fungdes reais de variavel real e aplicagoes

4_ —(*= 4 T2 B R
46. f»(l):hn}x Sl =3X14D) o =3x42 L (=D H X +x-2)
x—

x—1 -l x—1 x—l x—1
1 0 0 -3 2
1 1 1 1 -2
|1 1 1 —2 0
=lim(x +x*+x-2)=1

x—l1

2+h)—(-3
47, L 8CHD+3 . 82+ —( )Zh. 0[ 1
-

Xg<2+h>—g<2>}_
: - -
h—=0  h2+2h -0 (h+2)h

h+2 h

e 1 82+M)—g(2) 1 1,
=l im I =3x8 2)=5x4=2

48. lim f(x) =1, pois, dado que a fungao f é diferencidavel em a, sabemos que é continuaem a.
X—a

49. y= f'(x,)(x—x,)+ f(x,) ;logo y=-3(x-2)+1< y=-3x+7

50. 2x+3y=4&y :—%x+%. O ponto da reta de abcissa 1 pertence ao grafico da funcdo; portanto,

f(1)=—%x1+%:% . f’(1) é o declive da reta tangente ao gréfico de f no ponto de abcissa 1;

assim, f'(1)= —%.

’

2
51. a) f‘(x):(2x3+x—+x—\/§] = 6x> +x+1

2
b)
, Poog) (x3—2x),><(2x—3)—(x3—2x)><(2x—3)’ (3x2—2)x(2x—3)—(x3—2x)><2
_6x° —9x" —4x+6-2x" +4x _ 4x’ —9x° +6
(2x-3)° (2x-3)
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) f'(x)= [(x2 +3x)5]' =5(x" +3x)* x (x* +3x)" =5(x" +3x)* x (2x +3) = (10x +15)(x” +3x)*

d)

f’(x):[\/}x(x%l)]'=(\/§)’><(x2+1)+\/§x(x2+1)’:ﬁx(x2+1)+\/}><2x:x;j;%zx\/_:

_ X 41+4x° _ 5x°+1

2Wx 2dx

’

3
52. f7(x) =£%—%x2 +7x—1) =%><3x2 —%X2x+7 =2~ Tx+7

A bissetriz dos quadrantes impares tem equagdo y = x, logo o seu declive é 1.
’ + 4/ — +
f (x):1c>x2—7x+7:1c>x2—7x+6:0@xz%@x:%@levx:6
A equagdo f'(x)=1 tem duas solu¢des, 1 e 6, que s3o as abcissas dos pontos em que as retas
tangentes sdo paralelas a bissetriz dos quadrantes impares.

1 7 17 6 7
D=——=+7-1=— e Ff(6)=——-—x6*+7x6—-1=-13
f 272 6 f(6) 3732

As equacdes reduzidas dessas retas sdo, respetivamente, y = x—l+% S y= x+% e
y=x-6-13 y=x-19.

53. a) g(l):%zl, g'(x) = 23-0)—-2xx(=1) _6-2x+2x__ 6

3-1 (3-x) G-x>  (-x)
Areta r tem declive mz%z—l ,logo, f'(H)=-1.
b) (fxg)Y(D) = f/(xg()+ f1)xg (1) =—1x1+2x . 6 ___1+3=2

1Y IO
2lim= = =4
c)(fj() (f)? 4 4

d) (g D=8 (fMxf =g 2)x(-)= (3_62)2 xX(=1)=-6

e) (f3),(1) =3(£ ()X £/(1) = 3x4x(~1) =12

6

’ ’ 2
. ho &M _G-D’_3
) (Ve ) AR
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54.a) D, =R ;f'(x):(2x3—4x2+5) =6x> —8x
4

f'(x)=0<:>6x2—8x=0<:>(6x—8)x:0<:>6x—8:0vx:0<:>x:§vx:0

X —oo 0 i +oo
3

X - 0 + + +
6x—8 — - — 0 +
Sinal e zeros de f’ + _ 0 +
Monotonia e ya 5 Ny 71 ya
extremos de f 27

A fungdo f é crescente em ]—oo,O] eem %,+oo e é decrescente em [O%}; f(0)=5 é maximo
. 4 _T71 .. .

relativo e f(3) =57 € minimo relativo.

2

2x(x* —1)—x*x2x 3 3
b) Dg:R\{—l,l} g'(x)=( X jz ( ) _2x"=2x=2x" . 2x

2 2 2 2
x =1 (xz—l) (xz—l) (x2 —1)
g(N)=0—2_ -0 -2r=0rxz-lrxzle x=0
x =1
X —co -1 0 1 +o0
—2x + + + 0 - - _
(x* =1y + 0 + + + 0 +
Sinal e zeros de g’ + n.d. + 0 - n.d. -
Monotonia e /! n.d. ya 0 Ny n.d. Ny
extremos de g

A fungdo g é crescente em |-oo—1[ e em |-1,0] e é decrescente em [0]] e em |l 4o ;

2(0) =0 é maximo relativo e ndo existem minimos relativos.

¢)D,=R ; h'(x)=((x—1)3),(x—3)+(x—1)3(x—3)':3(x—1)2(x—3)+(x—1)3:
=(x—D*[3(x=3)+(x—1)] = (x—1)*(4x—10)

W(x)=0& (x—1)2(4x—10):O(:>x—1=0v4x—10=0<:>levx:%
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X —oo 1 5 +o0
2

(x-1)’ + 0 + + +

4x-10 - _ 0 N

Sinal e zeros de i/’ — 0 - 0 ¥

Monotonia e Ny 0 Ny 27 Ve

extremos de A 16

50 B & 5] e s gm.z_gf(g_)_ 27
A fungdo h é decrescente em} ,z}eecrescente em [2,+ [,h(z)—(z 1) > 3= 16e

minimo relativo e ndo existem maximos relativos.

55. A fungdo f é decrescente em |-e 1] porque Vxe |-oo.l[,f(x) <0 , sendo que s6 anula, neste
intervalo, em —2 . Afun¢do f é crescente em [1,+o| porque Vxe |l 4+oo[,f'(x)>0.

A func¢do atinge um minimo relativo em 1 e ndo existem outros extremos.

56.a) f(x)= (2x V2x' +3j (2x V25 +3) (2—3J§x2)

£(x)= [ (2-3v2x )} :%(_6\5)6):_6_\5?

b) f'(x)= [(3 - 2x)3] =3(3-2x)2(3-2x) =—6(3—2x)°

F(x) = [—6(3— 2x)2]' = —6x2(3—2x)Xx (3= 2x) = 24(3—2x) = 72— 48x

’

=2
¢) f'(x)= (x +J —(xzji)z

’

| =2 2 +1) + 2052 +1)x2x (¥ +1)(2(x +1)+8x7)
X) = = = =
(3624-1)2 (x +1) (x2+1)
—2x" —2+8x _ 6x° -2
(x2 + 1)3 (x2 + 1)3

’

d) f7(x) :(m) 2

2\/x2+1 - \/x2+1
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b e 2x 2 X’ x*+1-x?
f”(x)=( 2 J: 2 x* +1 VP +1 _ Nx? e+l

\/x2+1 -

1

(¢ +1Wx 41

2 2 - 2 -
( /x2+1) x“+1 x“+1

57. Afungdo f’ é crescente em [a.c] e em [e+oo| porque afungdo f” é positivaem Ja,d| e
em lJe,+oo ; a fungdo f”é decrescente em ]—,a] e em [c,e] porque afungdo f” é negativa

em |-l eem Jec.¢.

58. A fungdo f atinge um minimo relativo em x=1.Logo, f(1) é um minimo relativo.

59. 2a+b-1=0b=1-2a
Portanto, f’'(x)=ax’ +(1-2a)x* —4 e f"(x)=3ax> +2(1-2a)x.
Entdo:
e 'Q)=ax2’+(1-2a)x2*-4=8a+4—-8a—-4=0
e (2 =3ax2*+2(1-2a)x2=4a+4=4(a+1); assim, £7(2)<0, pois a<-1.
Tendo em consideracdo que f'(2)=0 e f”(2)<0, conclui-se que a fun¢do atinge um maximo no

ponto 2.

60. A funcdo atinge minimos em —2 e em 3 porgue nesses pontos a primeira derivada é zero e a
segunda derivada é positiva e atinge um maximo em 0 porque nesse ponto a primeira derivada é
zero e a segunda derivada é negativa.

61. O grafico da fungdo tem a concavidade voltada para cima em ]—.,b] e em [d,+oo porque a fun¢do

f’ é crescente nesses intervalos e tem a concavidade voltada para baixo em [b,d] porque a funcao

f’ é decrescente nesse intervalo; os pontos de abcissa b e d s3o pontos de inflexdo do grafico da

funcdo dado que nesses pontos muda o sentido da concavidade.
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62. A afirmacdo é falsa, pois o grafico da funcdo f tem a concavidade voltada para baixo em R e,

portanto, a fungdo f é decrescente em R*.

63. A funcdo f’é crescente em ]—oo,O], pois o grafico da fungao f tem a concavidade voltada para
cima nesse intervalo e é decrescente em [0,+<>o[, pois o grafico da fungdao f tem a concavidade

voltada para baixo em [0+ .

64. Dado que o grafico da fungdo f tem a concavidade voltada para baixo, a funcdo f~ é decrescente.

65. O grafico da fungdo f tem dois pontos de inflexdo, um em 0 e outro em 2.

X | —oo 0 2 3 +oo
x2 = 2x + 0 _ 0 + + +
x2+1 + + + + + + +
(x-3) + + + + + 0 +
Sinal e zeros de f” + 0 _ 0 + 0 | +

Concavidades e

pontos de inflexdo \_“ | Pl | /| P NS
do graficode f

66.a) D, =R ; f'(x):(x4—3x2+1) =4x> —6x ; f”(x)=(4x3—6x) =12x* -6

f”(x)=0<:>12x2—6=0@2x2—1=0@2x2=1@x2=%@x=i\g@x=i§

I~ & & =
2 2
Sinal e zeros de f” + 0 _ 0 |+

Concavidades e

pontos de inflexdo N P.I. /7 N\ | Pl S
do graficode f

) een 2

A concavidade esta voltada para cima em }—oo,—— —= 4o e aconcavidade esta

2 2
voltada para baixo em {—g,\/;]' os pontos de abcissas —72 e % sdo pontos de inflexdo.
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’ 3 Y 3 (x=D)-x" 333222 247 3%
b) D, =R\{l}; ():("j: = -
(N V) T O
e 2453 —3)2c2 , _ (6x2 —6X)(x—1)2 —(2);3 —3x2)><2(x—1) _

() )
(x—l)[(6x2—6x)(x—1)—(2x3—3x2)><2} :6x3—6x2—6x2+6x—4x3+6x2 _
= (1)

_ 2x° —6x% +6x _ 2x(x* =3x+3)
- el

3+/9—4x3 o 3+J-3
2

xX= > Equacdo impossivelem R .

X -3x+3=0x=

1 +oo
2x _ 0 + + +
x* =3x+3 + + + + +
(x—1)° _ _ - 0 +
Sinal e zeros de f” + 0 _ n.d. +

Concavidades e

pontos de inflexdo N P | /7 \ L
do graficode f

A concavidade estd voltada para cima em |-,0] e em ]I+ e a concavidade esta voltada para

baixo em [0,]] ; o ponto de abcissa 0 é ponto de inflexdo.

67. 100km =100000m ; 1h=3600s

100000 m 3600s

xm 1s
= 100000 @
3600 9

250,

Aceleracdo média= 928 = 9,9 m/s’

’
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1195000 325

68. Ao fim de 3 segundos a velocidade é —X = m/s.
2 3600 12
325
10 35 )
A aceleracdo média nos 3 primeiros segundos é ZT = % =9,0m/s".
1 1
Ao fim de 8 segundos a velocidade é 2>< 95000 :E m/s.
10 3600 4
195_325
A aceleracdao média entre os 3 e os 8 segundos é :% :§ =4,3m/s%.

Ao fim de 15 segundos a velocidade é 2 X 195000 = 429 m/s.
100 3600 8

429 195
A aceleracdo média entre os 8 e os 15 segundos é =% =§ =0,7m/s’.

69.a) p'(t)=(26'—61"+9) =6r" 12t ; p’(t)=(6¢"—12t) =12t ~12
p'(2)=12x2-12=12

A aceleracdo da particula noinstante =2 é 12 m/s”.

2+ 4—4x(-8
b) p'(t) =48 = 61> —121=48 = 61> —12t-48=0 = 1> -2t-8=0 1 = 5 X8

@t=2i26(:> =2 vt=4

p’(4) =12x4-12=36 m/s’

c) pP'H)=24=12t-12=24=1=3
p(3)=2x3"—6x3*+9=9

Foi no instante r =3 e a abcissa da posi¢do da particula é9.

70.a) D=R; f'(x)=-2x"-3x"+1;

F()=0 2% -3 +1=0 (x+)(2x* —x+1) =0 x+1=0v-2x" —x+1=0 &

-2 =3 0 1
—1 2 1 -1
| -2 -1 1 0
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1+ /1-4x(=2)x1
(=2) <:>x:—1vx:1i3

oo 143 e fvx=dyx=—
S x=—1lvx= 7%(=2) ) & X 1vx 2vx 1

—1 éraizduplade f e % é raiz simples;

4
1
BT G A NP | (1)__Q_(1)3 1,,_75
f(=D= 5 (-1 1+2—2 e f 5= > +2+2—32
—o0 l “+oco
X -1 2
x+1 _ 0 + + +
-2x" —x+1 _ 0 + 0 —
Sinal e zeros de f’ + 0 + 0 _
Monotonia e 3 75
extremos de f 2 4 32 N

f é crescente em }—oo,%} e é decrescente em [%,4_00[; f(%) =§—§ € maximo absoluto e ndo

existem minimos relativos.

f"(x)=—6x2—6x; f”(x):0<:>—6x2—6x:0<:>—6x(x+1):0c>x:—1vx:0

X | —oo -1 0 +oo
Sinal e zeros de f” B 0 + 0 B
Concavidades e
pontos de inflexdao 7\ % L 2 /7~ \

do graficode f

O grafico tem a concavidade voltada para baixo em |-,~1] e em [0+ e tem a concavidade

voltada para cima em [—1,0]; os pontos de abcissas —1 e 0 sdo pontos de inflexdo do grafico
de f.
4
f(0)=2 e f(x):O<:—%—x3+x+2=0<:—x4—2x3+2x+420<:(x+2)(—x3+2):0<:>
-1 -2 0 2 4
2 0 0 -4

| -1 0 0 2 0

S X+ +2)=0 x+2=0v-x +2=0 x=2v =2 x=-2vx=32

Os pontos de coordenadas (0,2) , (-2,0) e (%/E,O) sdo os pontos de intersecdo do grafico com

os eixos coordenados.

O grafico da funcdo ndo admite assintotas verticais porque a fung¢do é continuaem R.
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- —x"+x+2 3
fim LX) _ fim 2 =1im(—%—x2+1+gj=—oo+1+0=—oo

Xt x X—>+oo X X—>Foo X

O grafico da funcdo ndo admite assintota ndo vertical quando x — +oo .

X—>—ee X—>—o0 X X—>—o0

T XY x+2
s 3
tim £ — fim 2 i (3‘2 2 zj

3
= lim —x——x2+1+z = lim xS(—l—l +1+z +1=—oc0X —l—() +140 =+co
X0 2 X X0 2 x X 2

O grafico da fungdo ndo admite assintota ndo vertical quando x — —oo .

Logo, ndo existem assintotas ao grafico.

© 3(2x% +1)=3xx4x 2
b) D=R; g,(x):( 3x ): ( ) _ —6x7+3

227 +1 (2 +1) @ +)?
, —6x% +3 2 2 _ 1 J2 V2
=0——==0-6x"+3=0x == x=—"="Vvi="=
§ Qx> +1)° 2 2 2
3{—ﬁj 3\f 3 \Ej 32
Y T 3 M S O . R Y
2 2 1 48727 > 1., 4
) 2 41 2><2+1 ’ 2 L1 X5+l
2 2
J= [z & -
2 2
(2x* +1)° + + + + +
Sinal e zeros de g’ _ 0 + 0 _
Monotonia e 32 32
extremos de g N T4 / 4 N

2 2 272

g é decrescente em }—w,—ﬁ} eem {ﬁﬁo{ e é crescente em {——2 —2}; g(—@) =—

2)-38 tmsime

é minimo e g(

) 6243 ) —12x(2x2+1)2—(—6x2+3)><2(2x2+1)><4x
gx)= Qx2+1)?2 ) 2x* +1)* B

32

4

) 4x(2x° + 1)[—3(2x2 +1)— (—6x2 + 3)>< 2} ) 4x(—6x2 —3+12x% — 6) ) 4x(6x2 - 9) ) 12x(2x2 - 3)

x> +1)* B 2x% +1)° X +1)

2x* +1)°
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12x(2x* -3)
2x* +1)°
<:>x=0vx2=§<:> x:vaz—\/va:\/E(:)x=0vx:—£vx:£<:>

2 2 2 NRRNG)
J6 J6

@x:OVXZ—TVX:T

c=220: o[- 2= 3[_‘D ‘3\[ 6
1 (\@ 2[_@2“ 2x3 +1 \f

(8- W) f 36

=0 =0 12x(2x* -3) =0 12x=0v2x* -3=0<

X - _ﬁ 0 ﬁ Foo
2 2
12x _ _ _ 0 + + +
2x* -3 + 0 _ _ _ 0 +
(2x* +1)° + + + + + + +
Sinal e zeros 0 + 0 0
deg” - - +
Concavidades e 3J6
pontos de 3J6 8
inflexdo do N - g S 0 N S
graficode g
O grafico tem a concavidade voltada para baixo em }—w,—@} e em {0,@} e tem a
concavidade voltada para cima em [—@,0} e em {@&o{; os pontos de abcissas —@, 0Oe

J6

7550 pontos de inflexdo do grafico de g . Os pontos de inflexdo tém coordenadas
J6 3[ J6 36
( 7 , (00) e g |
3x
2x% +1

gx)=0& =0=3x=0=x=0
O grafico interseta os eixos coordenados na origem do referencial.

N3o existem assintotas verticais porque a fung¢do é continuaem R .
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. . 3x . 3x .3
xlg—loog (X) xlg—loo 2_x2 +1 xlg—loo 2x2 xirf—loo 2x

. 1 3x o 3x g3
xllgloog ()= xllgloo 2_x2 +1 B xllgloo 2x2 xllgloo 2x 0

A reta de equacdo y =0 é a assintota horizontal ao grafico da fungao g em —o e em +oo.

o) D=R\[-/5.5} ; h’(x):( x—ZJ,: (¥ =5)~(x-2px2¢ 25 2 sdx _—+dr-s
o X -5 (2-3) (@osf @

2
H)=0o X5 0?1 4x-5-0axe D,
(x"=3)

-4+, /16 —4X(—=1)x (=5 _A4++/—
\/ DX (5) @x:M Equacdo impossivelem R .

2 _ _
X" +4x-5=0=x= ) -

K’ ndo tem zeros.

—x*+4x-5<0,Vxe D, e (x*-5)*>0,Vxe D, logo h(x)<0,Vxe D, , pelo que
h é decrescente em ]—oo,—\/g[ , em ]—\/g,\/g[ eem ]\/§,+oo[; ndo existem extremos relativos.

y Cpdx—s)  (2x+A) =5 =4 +4x—5)x2x(x* ~5)x2x
(x)—( (x2—5)2 J_ (x2—5)4 -

2 2 2
_ =) (e )x* - 5) = (= +4w=5)xdx] _ 203 +10x+4x% — 20+ 4x> — 1627 +20x _

(x*=5)* (x> -5)°
_2x°—12x* +30x-20
(x* =5)°
3 2
W(x)=0¢e 2 2120 +30x=20 _ 5,3 12,2 130x-20=0rxe D, ;

(x*-5)°
& 2x°—12x* +30x-20=0Arx€ D, & (x—l)(2x2 —10x+20) =0Axe D, &

2 —12 30 —20
1 2 —10 20

| 2 —10 20 0

J100 =
<:>(x—1:Ov2xz—10x+20:0)/\xeDh<:>[x:1vx:10i 100 —4x2X20 AxeD, &

4

Slx=lvx=

10 ++/-60
4

impossivelem R

AxeD, & x=1

X —12x% +30x =20 _ (x—1)(2x* —10x+20) 12 1
= h(1) = =7

’ 2
h =
) (x*=5)° (x> =5)° 1>-5
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X | —o° /5 1 J5 Foo
x—1 _ _ _ 0 + + +
2x> —10x+20 + + + + + + 4
(x2 —5)3 + 0 - _ _ 0 +
Sinal e zeros + n.d.
de gll _ n.d. 0 _ +
Concavidades e n.d.
pontos de 1
inflexao do /\ n.d. N 4 /\ N A
graficode g

O grafico tem a concavidade voltada para baixo em }—oo,—\/g[ e em [l,\/g[ e tem a concavidade

voltada para cima em }—\/g,l} eem }\/§,+oo[; o ponto de coordenadas (l,i) é ponto de inflexao

do graficode h.

0-2 2
h(()):O2 =

25 h=0e==2

2
X

=0 x=2

O grafico interseta os eixos coordenados nos pontos de coordenadas (2,0) e (0%) .

lim A(x)= lim xz—2 = \/g__z =—c e lim h(x)= lim 2 = _\/§+_2 =—o0

x%x/g x%\/g x° =5 0 x—)—x/g+ x—— \/—+X —5 0

lim h(x)= lim =2 = lim < = lim L =0 e lim h(x)= lim 2X=2 = lim < = lim +=0
X—>—o0 X—>—o0 _x2 -5 xo— x2 x——c0 X X—>+oo X—>+oo _x2 —5  xoe x2 X400 X
As retas de equacgbes x=—/5 e )C:\/g sdo as assintotas verticais do grafico da funcdo e a reta

de equagdo y =0 é a assintota horizontal ao grafico da fungdo 7 em —oo e em +oo.

2
2x><(x+2)—(x _1) _ 2 +4x—x"+1 _ X +4x+1

(x+2)° (x+2)  (x+2)

2 7
d) D=R\{-2}; j(x)= ( +21j—

2 I —
j'(x):O'{:L"XH:O@x2+4x+1:OAxE D, o x="2EN1624  p o
(x+2)° g 2 g

C}XZM/\XE Dj(:}x:#/\xe Dj<:>x:—2—\/§\/x:—2+\/§

(-2-V3)’—1_4+443+43-1_ 6+4/3 _ 63412 _
2-3)= - - - 2J3-4
j(=2-+3)= 7312 3 7 3 V3-
(2+\/-)_(2+f) —1_4-43+3-1_6-43 _ 6\/_ 12_, /4
24342 J3 NE)
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al B 2-\3 —2 —2++/3 +oo
x* +4x+1 + 0 B ~ } 0 N
(x+2)* + + + 0 + + +
Sinal e zeros
de j/ + 0 _ n.d. _ 0 4
g?:eor;%r;ﬁ: J /" 23-4 | N\ n.d. N | 243-4 J

j € crescente em J—oo,—2—\/§] e em [—2+\/§,+oo[ e é decrescente em [—2—\/3,—2[e em
}—2,—2+\/§};—2\/§—4 € maximo relativo e 2\/5—4 € minimo relativo.

-ﬂu):fﬁ+4x+q::Qx+4Xx+D2—OQ+4x+QX2u+2):

(x+2)*

(x+2)*
(x+2{Qx+4xx+2y—Q?+4x+gx2}

_2X° +4x+4x+8-2x"-8x-2 __ 6
(x+2)* (x+2)° (x+2)°
j” ndo tem zeros.
X | —o0 -2 +o0

Sinal e zeros de j” _ n.d. +

Concavidades e

pontos de inflexdo /7 \ n.d. N

do graficode j

O grafico tem a concavidade voltada para baixo em ]—oo,—2[ e tem a concavidade voltada para

cima em |-2,+o9[ ; ndo existem pontos de inflex3o.

. 0°-1_ 1 . . x* -1 2 2
j(0) 052 5 Jj(x) O<:>x+2 0= x"-1=0AxeD; & x" =laxe D; & x=1%I
O grafico interseta os eixos coordenados nos pontos de coordenadas (—1,0), (1,0) e (0,—%) .
lim jor)= lim £=lo4=1__
x—-2" x> X+2 0

A reta de equacdo x =-2 é a Unica assintota vertical ao grafico da funcao.

/ -1 x+2
7{ —2x x—2
25 -1
2% +4

3
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2
oo xT =1 3
J)= x+2 = 2+x—2

=0

) 3
xllgl[ Jx)—(x— 2)]— llm xX— 2+—2—x+2 _xligoox—

A reta de equagdo y =x—2 é assintota ao grafico da fungao j em —co e em +oo.

33 3 3 3 3 9 9
71.a) u E + + > + + = Logo, ——<u,.
) us = 18+k 10 V20 2l V21 N2l 2l 21 B ot

b) Vne N, seja (v,) a sucessdo de termo geral v, S —
\2n® +k

2 2
n n n\/2n +k— n\/2n +k+1 _ (\/2’1 +k—\/2n +k+1)

e \/2n +k+1 \/2n +k \/(2n +k+1)(2n +k) \/(2n2+k+1)(2n2+k)

positivo

V22 4k —2n? 4k +1<0 V22 +k <2n +k+]l @ 202 +k <2 +k+1 < 0<1

positivo positivo

A condicdo \/2n2 +k —\/2n2 +k+1<0 éuniversalem N, pelo que a sucessdo (vk) é
decrescente.

n

> n __n o
2t +k  =N2nt+n 2n°+n
B TNl Wer it
2 2

Logo, Vne N,u, =

2 n n n o0

lim—2 =lim =lim =lim =12 = joo.
Von? 4 n2(2+1) 11\/2+1 \/2+1 2
n n n
c) Se existisse uma assintota obliqua ao grafico de f, entdo lim f(x) =+ ou hm f(x) =—00,0

X—>+oo

que ndo é compativel com o facto de lim f(u,) =1, pois (#,) é uma sucessao que tende para +oo.

72.a) Afuncdo f écontinuaseesdse lim f(x)= lim f(x)= f(3). Tem-se:
x—3" x—3"

o limf()=/G =1
x—3
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73.

2 _ kx(x=3)+x-3 —3)(kx
o pimll=dra=3 gy RS a3 (oD e kel 3k
x3" x* =9 =3 (x=3)(x+3) w3 (x=3)(x+3) 13 x+3 6
3k+1_1 ., 2
*T6 29773
b)
T-2x
2 se2sx<3 —x+% se2<x<3
X)= = =
80 %XZ_SX%X+X_3 M se3<x<4
5 se3<x<4 3(x=3)(x+3) =
x =9
—x+z se2<x<3 7 7
2 —x+§ se2<x<3 —x+§ se2<x<3
3 = =
2(x+)
ZM se3<x<4 §x+g se3<x<4 %—3 39 se3<x<4
3 (x<3) (x+3) e X

bl) A fungdo g é continua no intervalo fechado [2,4], logo, o teorema de Weierstrass, permite

concluir que a fungdo admite minimo e maximo absolutos.

b2) O grafico da fungdao g é a reunidao de um segmento de reta com parte de um ramo de uma

hipérbole. O maximo absoluto é g(2) :% e 0 minimo absoluto é g(3) :%—% :% .

Dado que o dominio € R e que a reta de equagdo x=—1 é assintota ao grafico de g, pode-se
concluir que a funcdo ndo é continua em —1; portanto, ndo é possivel afirmar que, «porque

g(—2) e g(0) tém sinais contrarios, a fungdo tem pelo menos um zero no intervalo ]—2,0[ ». No

entanto, também ndo pode afirmar-se que a funcdo ndo tem zeros nesse intervalo.

Nos referenciais seguintes apresentam-se duas situa¢des: na da esquerda, a fungdo g ndo tem

zerosem |-2,0[ e na da direita a fungdo tem um zero nesse intervalo.

1x

Logo, nenhum dos alunos estd a pensar corretamente.
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74. Seja g a fungao definida, em R, por g(x) = f(x)—2:x4 +kx-5.
Entdo, g(x)=0¢& f(x)=2.
Tem-se g(-2)x g(1) <0 & ((-2)* =2k =5)x(1* +k=5) <0 & (11-2k)x(k—4) <0 &

k —o 4 u +oo
2

11-2k + + 0 -

k-4 - 0 + + +

(11-2k)x(k —4) — 0 + 0 -

ke odU }1—21 ,+oo[

Portanto, ke ]—oo,4[U}1—21,+oo[:>g(—2)><g(1)<0 e, como a fungdo g é continua em [-2,1], por

ser a diferenca de duas func¢des continuas, o teorema de Bolzano-Cauchy permite concluir que a

fungdo g tem pelo menos um zero em ]—2,1[, ou seja, a equagao f(x)=2 tem pelo menos uma

solugdo no intervalo |-2.][ .

75. Suponhamos que a é o maiorzerode f’ eque b e ¢ sd3ozerosde fcom a<b<c.

Tem-se f(b)= f(c) e, portanto, o teorema de Lagrange permite concluir que

dxe b : f(x) =% =0, o que contraria a hipétese de que a é o maior zero de f’.

76. As fungdes definidas por f(x)=x ou f(x)=x4 s3o exemplos em que f”(0)=0 e em que f ndo

tem um ponto de inflexdo em 0; logo, f”(a)=0 n3o é condi¢do suficiente para que o grafico de f

tenha um ponto de inflexdoem a.

oo [k ke x ,_3k2x2 2kx 1 _k* 2 2k .1
77.a)f(x)—(6 3+6 I]— ¢ 3+6—2x 3x+6

2
=0k 2k 100k gk+1=0c k=3T3 422
27376 6 6
@k=%@k=—vk=
Se k=l,vem que f'(x)zO@ixz—%x+l:O<:>x2—4x+3:O<:>x:4i— “16_4X3<:>
3 8" "9*"s 2
_4%2 _ —3. 1 1.1 ., 25 =27 4.3 4__
or=2ex=lvi=3; fO)=g-g+i-l=-2 | fO=20-1+2-1=-1
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X | —oo 1 3 +o0
Sinal e zeros de f’ + 0 _ +
Monotonia e 25
extremos de f 7 27 N -1
A fung¢do atinge um maximo —% para x=1.
Se k=1,vemque f'(x)=0¢< éxz—2—3kx+%—0<:>3x2—4x+120<:>x=4i— “166_4X3<:>
_A4x2 1o, 1t 1. 1, .1 1. 1 ,__79
er=—g-ex=zva=l j)=g-3+5-1= 1'f(s) 62 27 18 TRl
—00 l oo
X 3 1
Sinal e zeros de f” + 0 _ 0 +
Monotonia e 79
extremos de f 7 81 N -1
A fungdo atinge um minimo —1 para x=1.
Logo, a fungdo f atinge um maximo em 1 para k =%.
k2o 2k, 1 s 2k
b) " (x)= [ : +6] =kx-
f”(l):O@kz—%—O@k(k——) O<:>}’//6vk——
Tem-se k #0 porque se k=0 a funcdo seria uma funcdo afim que ndo admite pontos de
inflexao.
4 2
4,..4_4. -9 3.1 ,_.5
F=grg=gliml) i f0=g-F+g-1=—5
X —oo 1 400
Sinal e zeros de f” _ 0 +
Concavidades e pontos de 53
inflexdo do grafico de f 2 54 NS
O grafico da fungdo f tem um ponto de inflexdo em 1 para k :%.

78.a) p'(r) = (2t3 —15¢% + 241 + 4) =612 =301 + 24

P(1) =60 & 617 =301+ 24 =60 < 612 =30 —36=0 =1 -5t —-6=0 <

5+./25-4x(-6
= x( )@t=y@ ~1vet=6

2 2
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p”(t):(6l‘2—30t+24) =12¢t-30 ; p”(6):42;

A aceleracdo da particula, no instante em que a velocidade é 60 m/s, é 42 m/s’.

3 2
b) p”(t)=0<:>l2t—3020c>t:% ; p(i)zz(i) —15(5) +24x2 1 4=

3 _
2 2 2 2 5_1’5

Como p(0) =4, a particula esta 1,5 m a direita da origem do eixo, ou seja, 2,5 m a esquerda da
posicao inicial.

Estudemos a monotonia da fungdo p:

p’(t):o@6t2—30t+24:0@t2—5t+4:o@t:w

p(1) =2x1° —15x1> +24x1+4 =15; p(4) =2x4> —15x4> +24x4+4=—12

t| O 1 4 +o0
Sinal e zeros de p’ + + 0 _ 0 +
Monotonia e Va
extremos de p 4 15 N -12

p(O):4 e p(1)=15 e a fungdo é crescente no intervalo [0,1] ; logo, do instante r =0 até ao

instante ¢t =1 ela percorreu 15—4 =11 metros.
5 . . 5 i
p(H=15 e p(z):l,S e a fungdo é decrescente no intervalo I,E ; logo, do instante r =1

. 5
até ao instante t=§ ela percorreu 15—-1,5=13,5 metros.

Logo, no total, ela percorreu 11+13,5=24,5 metros.

79.2) D={xe R:x’ =120} = oo ~1]U[1+=<[

X —o0 -1 | too

2 2 2
;o 2x o Jeo X [ xoxHl
f’(x)z(\/xz_ll 2 x2 -1 Vat -1 _ x2 -1 _ 1
X

f’ n3o tem zeros;

Vxe |0 ~1[, f'(x)>0, f(=1) ndo existe e f(~1)=0;logo, f é crescente em |-co,—1]
Vxe Jl+oo[, f(x)>0 , f'(1) ndoexiste e f(1)=0 ;logo, f é crescente em [l,+oo ;
f(=1)=0 é maximo relativoe f(1)=0 é minimo relativo.
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—2x(x2 - 1) —x°
;- 2xVx2—4r+x2:LxJ NN &
o= —A—| = ( ) S S e R
i x? -1 x4(x2—1) x4(x2—1) x4(x2—1)
_ —2x° +2x—x° _ 3x2 -2
x4(x2—1) xr -1 x3(x2—1)\/x2—1

3x*+2

3 xz—l)\/xz—l

e 2 =2 nre ot Ullae] & x= 22 nre T U]Lod

f(x)=0&

=0 3> +2=0Ax€ [0~ [ U]l 4o &

Como nem \/%nem —\/% pertencem a |-oo,—1[ U]l+e9[ , podemos concluir que f” ndo tem

zeros.
X | —oo -1 1 +oo
—3x° +2 — — — -
X _ _ + +
X -1 + 0 0 +
X -1 + 0 0 +
Sinal e zeros de f” + n.d. n.d. _
Concavidades e
pontos de inflexdo do N 0 0 7\
graficode f

O grafico tem a concavidade voltada para cima em ]—oo,—l] e tem a concavidade voltada para

baixo em [1,+eo| ; ndo existem pontos de inflexdo.

N3o existem assintotas verticais porque a funcdo é continua em todo o seu dominio que é

= lim ( sz =-1
X——o0 X

J-oo,~1JU 149 .

5 U
lim f(x)= lim —— i

=lim-+———>=lim —~= lim ——=—

X—r—00 X—>—o00 X—>—o00 X X——o00 X——o00
e (%) Wl—

lim f(x)= lim = lim ————~= lim ————= lim ————

X—>oo X—>+oo X—>oo X—>+oo X—>too

ies
=3

= lim
X—>o0

5

As retas de equagles y=—1 e y =1 sdo assintotas ao graficoem —o e em +oo, respetivamente.
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2x?

’ ——— sex<-2

b) D=R\{-2}; f(x):;ﬁ: X 22
2x” se x>-2

x+2

’ 4x(—x—2)—2x*x(~1 4% 2
2x° se x<-2 X(=x=2) x2 ( )sex<—2 4x 8x+22x se x<—2
—-x—2 (—x—-2) (—x—-2)
f,(X): = = =
, 2 2 2
252 4x(x+2)-2x 4x°+8x—2x se x>-2
=Y | ose x>=2 > se x>-2 - 2
x+2 (x+2) (x+2)
2
(x+2)
5,2
2x—+82x se x>-2
(x+2)

x<-2, f'(x):0<:>2x2+8x=0<:>2x(x+4)=0<:>x:—4\/,;v—/0<:>x:—4
x>-2, f'(x)=0<:>2x2+8x=0<:>2x(x+4)=0<:>)>z—/4vx=0<:>x20 '

_32_ _0_
f(h="F=16 e f(0O)=5=0
X | —oo —4 -2 0 +oo

—2x> —8x - 0 +

(x+2)° + |+ | 4+

2x* +8x - +
(x+2)° + |+ +
Sinal e zeros de f’ - 0 + - 0 +
Monotonia e

extremos de f N 161 /7 N 0 /

f é decrescente em |-e0,—4] e em ]-2,0] e é crescente em [—4,-2[ e em [0+ ; f(—4)=16 e

f(0)=0 sdo minimos relativos (0 é minimo absoluto).
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02 rsx) (4x+8)(x+2)" — (27 +8x)x2(x+2)
————| sex<-2 se x<—2
7 (x+2) (x+2)*
X)= = =
2 ’ (4x+8)(x+2)> — (2 +8x)x2(x+2)
2x +8x se x>-2 ( 7] ) se x>-2
(x+2)? (x+2)
A(x+ 2)[(x+2)(x+ 2)—(x2+4x)} 4(x% +dx+4—x —4a)
se x<—2 se x<—2
_ (x+2)* ~ (x+2)° ~
4(x+ 2)[(x+2)(x+2)—(x2+4x)} 4(x +4x+4—x" —4x)
se x> -2 3 se x>—2
(x+2)* (x+2)
__16 T sex<-2
] (2
16 3 se x>-2
(x+2)
f” ndo tem zeros; se x<-2, f'(x)=- 16 >0;se x>-2, f'(x)= 16 >0
' ’ (x+27° ’ (x+2)°
%,_/ | S —

negativo positivo

O grafico tem a concavidade voltada para cima em |-,—2[ e em |-2,+o[ ; ndo existem pontos

de inflexao.
2x*
se x<—2
2x° _J-x-2
f(x):|x12| = 2
22X se x>-2
X+
lim f(v)= lim 25 -8 _ o lim f(o)= lim 2 -8 _
x—>-2" —>-2"x+2 of x—-2" -2 —x=2 0

A reta de equagdo x =-2 é assintota vertical ao graficode f.

%/ -x—2
72% —4x -2x+4

M +8

8
%/ x+2
% —4x 2x—4
4%
e +8
8
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2

o 2y2 B se x<—2: —2x+4+_x_2 se x<-2
|x+2| 22 B B
== se x>-2 2x 4+x+2 se x>-2

lim [ £ (x) - (=2x+4)] = lim (—2x+4+ L. 2x—4) = lim
X—y—oo X——oo 2

—X— X—oo—X —

=0

A reta de equagdo y=-2x+4 é assintota ao grafico de f quando x tende para —oo

' L L8 . 8
Tim [£ () - (2x 4)]—)5{;(29“ pae— 2“4)‘}5&“2‘0

A reta de equacdo y=2x—4 é assintota ao grafico de f quando x tende para +oo

1
80. f(x)=—
x yl\
As coordenadas de P sao (x,izj com x>0 ; RS =2x f
1 ) y ¢
e PS=—.
x2 X
, n , R 0 Ky
O perimetro do retangulo é dado por:
p(x) = 2x2x+2x— = 2(2x+%j
X X
Procuremos o minimo da fungdo perimetro.
P(x) = 2(2x+i2j - 2(2+i4xj - 4(1 —%)
X by by
p’(x)=o@4(1—%):0@1—%:0@1=i3@x3 —lex=1;p)=2(2+1)=6
X X X
x| 0 1 +o0

453 -4 _ 0 +

X + + +

Sinal e zeros de p’ ~ 0 +

Monotonia e

extremos de p N 6 /

Logo, o perimetro é minimo para x =1, as dimensdes desse retangulo sio RS =2 e PS =1 .
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81.

2 2 / 2
2 [x) _ 2 _ 1 X — _X
a +(2) =16 = a” =16 T Sa 16 )

[ 2
X 16—%
A(x):T,comO<x<8 "
_X 5 )
_1/__ /__ S R U (P S S
A'(x) 2[ 16 4j 16 +x\/7x2 2 16 ) \/7)62
2 16—7 4 16—7

o)
_ 4 —x*—x? 32— x* _ 32—x*
2 2 2 2
X~ X~ X~ 2\/64—x
8,16-% 8\/16 2 \/16 :
2
A(x)=0 < 32‘x2 —0e -0 =32 r=32 o x=42
2 64 —x

positivo para 0<x<8

424/16- (4\5)

A(42) = 5 4 =2x/§1f16—%=2\/§\/§=2\/§x2\/5=8

X 0 42 8
32—x2

264 —x*

Sinal e zeros de A’
Monotonia e
extremos de A

N+
© o+ |o
+

O triangulo tem drea méaxima quando AC = 4\/5;

42 +42=32= (4\/5)2

47
Logo, o tridngulo é retangulo.



82.a) f'(x)=(x"—3x" - 1)' =3x> —6x=3x(x-2)
Vxe |0,2[, f(x) <0, portanto, f é decrescente em [0,2];
g'(x)= (x2 —5), =2x
Vxe J0,400[,g’(x) >0, portanto, g é crescente em [0,4+9[ , de onde se conclui que é crescente
em [0,2].

(f-8) = f - g <0vxep)]

negativaem [0,2[  positivaem 0.2

Logo, a fungdo f — g é decrescente nesse intervalo.

b) A funcdo f —g é decrescente em ]1,1;1,3[ e, portanto, ndo pode ter mais do que um zero.
A fungdo f—g é continuaem [1,1;13].
(f—g)LD =11 —g(l,]) = (1,13 —3x1,1? —1)—(1,12 ~5)=0,491>0 e

(f-8)13)=f(1.3)-g(13)= (1,3’ =3x13* ~1)-(1,3° =5 =-0,563 <0, concluimos que f g
tem pelo menos um zero em |1,1;1,3[ . Portanto, f — g tem exatamente um zero em |1,1;1,3[, ou
seja, os graficos das fungdes f e g intersetam-se num Unico ponto de abcissa pertencente ao

intervalo J1,1;1,3] .

e |
M

[ ="
k=
I 11
u
1 4
n

LXECT
#=1. 193936566  'Y=-3.5TUSISUHTS

Recorrendo a uma calculadora, concluimos que esse ponto tem coordenadas (1,2;—3,6), com

aproximacao as décimas.
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4. Fungoes Exponenciais e Fungdes Logaritmicas

1. Juros compostos e numero de Neper

1. a) 0,04x60000 = 2400 euros

b) 72000 =60 000+ 5x2400 ; portanto, a Beatriz estava a pensar que o lucro do Antdnio ia ser o

mesmo todos os anos, o que ndo acontece. Repare-se, por exemplo, que no segundo ano o lucro

do Anténio é 4% de 62 400 euros que ndo é o mesmo que 4% de 60 000 euros.

5
C, =60 000(1+i) =72999,17414 . O Anténio vai ter 72 000 euros e mais uns bons «trocos».

100
Vai ter 72999,17 euros.

5
¢) 0.04x60 000(1+ﬁ) = 72099.17414%0.,04 =2 919,97 euros

d) C,—60 000 =2919,97 & 60 000(1+ﬁ)—60 000=2919,97 <

& 60 000(1+%— ): 2919,97 < 600k = 291997 < k = 4.867 %

1,8
100

20
2. C,, :10000(1+ j =14287,48 euros

L5 2 Vo, 2,4Y
3. c20:100000(1+100j (”ﬁ) (”100) —144265 euros

0,8
100

10
4. 5 anos corresponde a 10 semestres, logo C,, = 2500(1+ j =2707,36 euros

12 12
5. 1,24x12500 =15500 ; 012:15500@12500(1+L) :15500@(1+L) =3l

100 100 25

& 1+L — 31 < k=100 13[% —100 < k =1,8; portanto, a taxa anual aplicada foi 1,8 %.

100 25
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6.a) 500000—-0,05x500000 =475000 ; 475000—-0,05x475000 =451250
Daqui a um ano vale 475 000 euros e daqui a dois anos vale 451 250 euros.

- _i)"
b) C, _500000(1 =

2,4

7. a) 1 ano tem 2 semestres, logo C, :50000(1+ T00%2

2
j =51207,20 euros.

2,4
100x12

¢) 1 ano tem 365 dias, 1 dia tem 24 horas, 1 hora tem 60 minutos, logo 1 ano tem

12
b) 1 ano tem 12 meses, logo C,, :50000(1+ ) =51213,29 euros.

525600
_ , _ 2,4 _
365%x24x60 =525600 minutos. Logo, Cs,s _50000(1+—100x525600j =51214,52 euros.

8. Calculemos a taxa de juro trimestral.

L) =
20 225,23(1+ 100 20376,92

k) K\ 20376,92 k2037692
20225,23(1+ 100) =20376,92 & (1+ 100) = S035535 © a5 = 3055533 © £ =0.7500

%zk(:)r:4k :logo, r =4x0,7500 = 3%.

3n n 3
9. a) 1im(1+l) :nm[(ul” _ o
n n

) lim(1+l)_ =lim{(l+l) } —et=l
n n e
3-2n 3 172
d) lim(1+l) :lim[(l+l) {(Hl) } ]:13><e2 —e¢? :i2
n n n e

e) 1im(”—+1) :1im(1+l) —e
n n
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) lim(%)n :hm{z"x(#)n}zlim{z"x(”T“)_n}:Hm{znx(pr%)_"}

3 3n)|\3

1-2n 1-2n 1
o in[ 4154 (4, 2) zlim[(ﬂ+i) B

2
=1im(§+—)xlim+ =i><ﬁm( 1 )=

FooXe

ity

2-n -2+n -2
i) lim( 2n ) =1im(5”+2) =1im(5”2—+2) xlim(

Sn+2 2n

2 2 5n

_(3)" 524 ooy =
_(2) x(+ Xe j_zsx(+ )=+

2. FungOes exponenciais

10.a) 27 = (%)4

1
1. a) 45 = ¥4 b) (%)2=35=J§

4
3

—x0=0

2

-2 n -2 n —
:1im(§+l) th(ix(nl)) :1im(§+l) xlim (i) x| 1+2
n n n




- 4
L I S .

13.a) f(0)=2 = cx3"" =2 ¢=2; como f é crescente vem que k >0 .
b) f(0)=1cx3"" =1 c=1;comof édecrescente vem que k <0 .

¢ fO) =2 ex30 =D ce=-2; como f € crescente vem que k <0 .

14. Para que a funcdo seja crescente 3—a>1< a<2;logo, ac ]—00,2[ .

k* =2 k* =2 k* =2
PRI k >0 T >0 T >0
15. 0< T <le ) =S ) =S 5
k22 k2-2 k2—k-2
A <1 i 1<0 . <0
k —oo -2 0 J2 oo
kK2-2 | + 0 _ _ _ 0
k - - - | 0| + |+ +
2
k™=2 — 0 + n.d — 0 +
k
k*-2
k >O<:>ke}x/§,0[u}/§,+oo[
k —o0 -1 0 2 +o0
KP—k-2 | + 0 -1 - 1o
k - - | - | 0| + |+ +
2
k"=k=2 | _ 0 + |nd| = | O +
k
1+ J1-4x (=2
K —k-2=0e k= ZX( )@kz%@kz—lvkzz
2
%< 06 ke Jeo—U0.2

Tem-se G—\/E,O[ U }/E&oo[) A (]—oo,—l[ U ]0,2[) = }—\/5 ,—l[ U }/5,2[

O conjunto dos valores de k para os quais a fungao g é decrescente é ]—\/E,—l[u]\/z,Z[.
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16.a) lim (3x +2—X) = lim

X—>+oo X—>+oo

[3"+(%) j:+oo+0:+oo

X—>—00 5 Yy=—Xy—>+too

1 1 ' —X — : 1 - Y |l— 1i y Yy — _
b) lim|(=| +47*| = lim|(2] +4°|= hm(s +4 )_+oo+oo_+oo
5 y—>too

X

B xl—i>Too \/52 J3 - iﬂ{%{ﬁﬂ B %

X

. 2
1
) xigloo \/§x+l

X—>too X—>+eo

d) lim 3" x2%) = lim (l) x2* |= lim (2) ~0
3 X—>+oo 3

T 2 \/5
) \/— - 1 - 1 =2
2 25 25

e
J2 J24
(37) %2 B G I T S Y SN BN

b) - _ _
18. a) 2 =28 x2* =5x3=15 b) 2‘S=%=% ¢) 21 =2k 2 =5%2 =10
2 s
d) 2% =(2") =5*=25 e)2> =32 =33 f) 6° =2°x3° =3x4=12
g) (Z) 2 _ 2 _3_3
K 2 2
9 (32) (3s) 4% 16
1 1 1 _1_ 1 _1_1
2752725




1
19.2) 9* =3 & 32 =32 <:>2x=%<:>x=%

. ~ 1]
C to-sol ==
onjunto-solugdo {4J

b) 1000° =0,01 <10 =102 < 3x=—2 & x = _%

Conjunto-solucao :{_%}

c) ?+5><5x =130 & 5" +25%5" =650 = 26x5 =650 &5 =25 =5 =5 o x=2

Conjunto-solugdio ={2}

d) xx2'™ :4x<:>x><21_x—4x:0<:>x><(21_x—4):0<:>x:0v21_x—4:0’;>

Sx=0v27 =4 x=0v2" =22 x=0vl-x=2x=0vx=—1;

Conjunto-solugdo ={-1,0}

X 2
e) 9 =108-3* @%=108—3x 3% =972-9x3" @(:V) +9x3°-972=0

0+ [R1—dx(— _
_DOENBITAX(ITD) 963 L 3 503 207 535 =3 e x =3

&3 > >

Conjunto-solugdo ={3}

2 —
f) 22 =3x2x2" -8 & (2) —6x2" +8=0 e 2" S OENIO=DB (50 022

&25=2v2 =42"=2v2 =2 x=1vx=2

Conjunto-solugdo ={1,2}

2—x X 22 X 4 X X x2 x2 X
g) 27 +3=2 4:»2—x+3:2 4:»2—x+3:2 & 4+3x2 =(2) @(2) 3% 4=0
3+./0—4x(—4
e 2% = - ( )@2)6:%@ LT V2 = e 25 =02 e x =2

Conjunto-solugdo ={2}
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X 35 N 2x
20. a) 44 5 2 o axat 527 o 4x2¥ 507 o 251

<:>%x>—2<:>x>—4

Conjunto-solugdo = |4 ,+oq

X —2x
b) 025" <8 (%) <8x8' 4 <8x2 02 B2 oI <D o

& 27 <93 <:>—2x—3x£3<z>—5x$3<:>)c2—§

Conjunto-solucdo= [—% ,+oo[

1\" 1
) (2) <2<:>x>1

Conjunto-solugdo= [+

— ,+oo
2

3% —x=06 x(2x-1)=0 x=0v2x—1=0 x=0vx=1

d) 4% >2° <22 52" o247 >x<:>2x2—x>0<:>xe]—oo,0[U}l [

X —o0 0 +o0

o=

2x7—x |+ 0 -

Conjunto-solucdo= ]—°° ,0[ U }% ,+oo[

3
4+ 16— 4x(3)x1 _
A s dx i 1520 e o HENIOZAXEIXIS 414

e) 81" 2275 = 3% > 3 4307 —15 @ 322 +4x+1520 & xe [—%}

Conjunto-solucao= [—%,3}

3 1

2x—=x _ =X _
] >Z(:>2 2522522 32 o
—X
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X —oo "%‘ 3 oo
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f)2°-1=02"=12"=2"=x=0;2"-1>0=2">1=2">2" = x>0

X —oo 0 3 +oo
2" -1 - 0 + + +
3—-x + + + 0 -
2" -1

— 0 n.d. -
3—x *

2" - >
20 xe0]

Conjunto-solugdo=[0.3[

2
g) 3X+3“x24@3X+3%24@32X+324x3x@(3)‘) —4x3°+320 o Y -4y+320o

seja y=3"

4£16-4x3 452 g3

2 = =
vy —4y+3=0&y > >
y —o0 1 3 oo
y:—4y+3 + |0 -0 +

3 =3'v3 =3 x=0vx=1
S y<lvy23e3<1vi 233 <3°v3 23 o x<0va] ;

Conjunto-solugdo = |—0,0] U [1,+o9

h) 341 =¥ x3' 20 3x3 -’ x3" 20 3 (3-17) 20 3-1 20 xe [543

>0
x —oo -3 V3 oo

—x*+3 - 0O |+] 0 -

Conjunto-solugao= [—\/5,\/5}

o X 5 AX 3\ 3\ _(3)°
> =1 > =1 2= <
i)3' >4 @(4) _1(:)(4) _(4) < x<0

Conjunto-solugdo = |-0]

j) (4)‘—2)(3%—3)20@(22)‘—2)(1?—?3}6]20@ >0 &
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22x—2:0<:>22x=2<:>2x=1<:>x=%
(2”—2)(1—3“1)20@

220502 52! <:>2x>1<:>x>%

1-3""=03"=13"=3 s x+1=0 x=-1

1-3"">023"<1e3" <3 o x+l<0s x<-1

1
22x_2 _ _ _ 0 N
_3x+l+1 " 0 B B B
2x x+1
(2% -2)(1-3") ) ol 1ol
1
@XE[ 1,§:|
; 5 1
Comunto—solugao-[—li}
k) x(l)x S4x<:>x(l)x—4xg()<:>x (l)x_4 <0
(%) —4=02"=2o-x=2x=-2
(%) 45027 > o —x>2&x<2
X oo —2 0 oo

ERMERGEEE
){(%)x—q ~ lo|+|0] -

& xe |0, 2] U[0, 409

Conjunto-solugdo = J-e0,—2]U[0,+9[

21. a) lim(1+%) =¢’



n+l n
b) lim(l —2) = lim(l —2) xlim(l —2) —elxl=e?
n n n

2
. 2 2n+1_ . ( 2 )2}1 . ( 2 )_ . ( 2 )n 3
c) hm(1+n+3) =lim lJrn+3 X lim 1+n+3 = lim| 1+n+3 X1=
2
T L’M- ( L)_3 {2043\ _ 4
—(hm(l+n+3) hm1+n+3 —(e x1 ) =e
1% n(1+2) lim(l+) )
d) lim(n+5) =1 ’; = = =¢7
”(1+n) hm(1+) ¢
1-3n 1-3n —3n
1 1 1 1
e) lim(§n+é) 1 2n — lim 23” — lim 23” x 23”
n- 2n(1—3) -3 -3 -3
2n 2n 2n 2n
3n 3n
3><é %
3n 3n lim| 1— lim| 1—-—=
1_2; 1+2L lim(1—23n) . 2n><% 3n 5 9.3
=lim 1” x lim 3n: 3”XI: = ” 3 =e? Z=p¢
1+7 "o lim(1+21) 1x3 3 e?
n lim| 1+ 23 lim| 1+?%
2n><§ n
2 n n n n n n
Jim| =2 =1im(”‘3><”—+3) =1im(”‘3) 1im(”+3) =1im(1—§) 1im(1+§)
f) n’ n n n n n n
=e’xe’ =’ =1
2n é v 2n
g) 1im(2+i) —1im| 2| 1+—2—|| =lim 22"(1+ > ) -
n+l1 n+l 2n+2
2042 ) 2042 )
1 2n 5 5 T 2n . . 5
—hm{2 (1+ 2n+2) (1+ 2n+2) }—hm(Z )Xhm(1+ P ) ><11m(1+ 2n+2)
= toox e’ X1 =+oo
N R
h) lim(;g) =lim| ——Y | =lim| (-1) g =lim| (-1)" "~
n+ n(1+) 1+= 1+3)
n n n

Este limite ndo existe porque:

A sucessao de termo geral (—1)" ndo tem limite (os termos desta sucessdo sdo, alternadamente,

iguaisa —1 eal).
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(1_2j lim(l—zj ) (1+3j lim(1+3j 3
) n n e s ) n n e 5
lim = =——=¢"° e lim = =—=¢

n n 3 n n -2
(1+3j lim(1+3j ¢ (1—2j lim(l—zj ¢
n n n n
-2
Non/

Se existisse lim| (—1)" — |, entdo, também existia lim| (-1)" —X p
[+ 2 (=3
n n n
(-2 (3
Mas (-1)"~—2= —X n - =(-1)" que n3o tem limite.
S
n n
" _”(1_2) 1)" (1_2) 1)’ hm(l_z)
i) llm(—) =lim n lim (——) n hm( -
e+l 3n(1+1) . (1+1)n 11m(1+1)n
3n 3n 3n
1" hm(l_) L
zlim{(—l)"(g) U fim| (1) (§) € =0xe 3 =0
J 1 limitada &= e3
liml 1+ % infinitésimo

2x-1 2x+4 -5 x+2 2
. 3 L 3 . 3 _ 3 _
22. a) lim (1 +2) = lim (1 +2) X lim (1 2) lim [(1 ) } x1

X—>+oo X X—>+oo X X—>oo X+ X+2—>+oo0 x+2
2
:(e_3) :e_6
1 x-3
L [y lim 1-2
2 1 =3 ZX(l—z) lim (1_2) e X
b) lim(x_) = lim | ——2X | Zxomel LX) =
x—o—o\2X+3 X——o0 3 . 3 x=3 3 x=3
2x( 1+ lim (1+) =
2x - 2x ) 2
= Iim|1+=
X—>—o0 X
1 1"
lim|[1-2 | x lim |1-2
X—>—o0 X X—>—o0 X 1 |3
_ _e’xl_ 55 _
- x -3~ 3 =€ =€
é é 62 Xl
lim [ 1+2 | x lim |[1+2
X—y—o0 X X——o0 X
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¢) lim (1+ xz‘lj = lim (1+ x—1 j
X—>+oo x =1

) 1\
— X | = lim(1+——] =
i R YR XHIL( x+1)

1 x+1 1 -1 1 x+1
= lim (1+—) xlim(1+—) = lim (1+—) xl=e
X—>oo x+1 X—>+oo x+1 X+1—oo x+1

1 y
d) lim (1+x)r = lim (1+l) —e
x—0"

e) lim 2+x)* =

1Y 1Y
= lim (2+——1j = lim (]+—j =e
x——1" y=$ y——oo y
fﬂ

yo—ee y

2x 2x 2x
. —1_, (2 e -1 2. e"—-1_2 2
23. l € :l =X =— :—Xl:—
3-a) InTsy xli%(s 2x j 5200 2x 5. 5
2x 2x 2x 2x
b) lim1=¢— = _fim<4—=L — _jim| 2-x€ =1} _jim—2_x lim &€=
-0 x?+3x  —0x(x+3) w0 x+3 0 2x x—0X+3 2050 2x
X 2x —€x €x—1 X
¢) lim&—¢— =1lim ( ):lim(—ex)xlime —l_ ix1=21
x—0 X x—0 X x—0 x—0 X
2( 2y
2% _ 2 23+ _ 2 2542 _ 2 ele”” —1
d) im&“——% = [im< € —lim& € —lim ( )—
ol x—1 y=x-1 y—>0 y y—0 y y—0 y
x=y+1
Zy_
=2¢? lim £-—1

=2’ x1=2¢?
2y50 2y

2 2 e’ —1
e) lim | x| ex —1 lim[—(ey—l)}:Zlim
X—>oo y:z y—=0| Yy

=2x1=2
y—=0 Y
w2
y
. e(e <1
f) lim-< —61 =—lim =—e
x-ll—e x—l |
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2x 2 2(y+D) _ 2 2y42 2 2y 2_ 2
g) lim¥¢_=¢" _ i Q¥De ¢ 0D (y+DePe -’
x—l 1 X /{:)ycj y—0 -y y—0 -y y—>0 y
(y+1)e2y —1le? 2y 2y, 2y
—hm[ :| = —2@2 hmM — —262 lim ye - te 1 _
y—0 y y—0 2y y—0 2y

2y 2y 2y 2y
_ o 2uml e e =1 e’ —1|__ 5 2(1 23 _ a2
=-2e ilg(l)( > + 2y j e ulg(l) > +21;Ln0 2y j 2e (2+1) e ><2 3e

h) lim Y€ Ve e’ 1

.1 . et —1
_1 = i —><1 = lim ——=X,[ 1 =4oo X4/l =+4c0
0 XEEJ;X[ o x ooV x ane . Vasor x Vi
Jx-2 y_ y_ y_
)limée——1 - fm— =l jm el il cime =il
=4 X=4 y=r2 y0y244y+d—4 yo0(y+4)y y-0y+4 -0y 4
\/;:y+2
x=y +4y+4

’

24. a) f,(x)=(x3e_x+%j =3x%¢ " +x7(—e )+Ze =3x%™" x3e‘x+%

(x+1) (1) ()

b) £(x) = (;Zo,ulj’ Ol le(x +1) Ol s x ~ eo,lx[(),l(xz +1)—2x} i 60,1x<0’1x2 _2x+0’1)

’

2 2 2 2 ’ 2 2 i) 2 2 2
c) f(x) =(x2exJ =2xe* + x’e* X(;) =2xe* +x’e* X— =2xe* —2e¢* = (296—2)e)C
X

25. f'(x)=e +xe" =" (1+x); f'D)=2e; f()=1xe' =¢
y =2ex+b, como a reta passa pelo ponto (1, f(1)) =(l,e) ,vemque e=2e+b=b=—¢

Logo, a equacdo reduzida da reta tangente ao grafico da fungdo f no ponto de abcissa 1 é
y=2ex—e .

26.a) f'(x)=—Ixe*+(1-x)e* =(-1+1-x)e* =—xe* ; f(x)=0&x=0
Tem-se ¢* >0, Vxe R.

Se x<0,vemque —x>0; logo, f'(x)>0. Se x>0, vem que —x<0; logo, f'(x)<O.

Assim, f é crescente em ]—oo,()] e é decrescente em [O,+c>o[; f(0)=1 é maximo.

’

F7(x) = (—xex) =—1Ixe' —xe* =(-1-x)e* ; f(x)=0 x=—1
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Tem-se ¢* >0, Vxe R.

Se x<—1,vemque —1-x>0;logo, f"(x)>0.

Se x>-1,vemque —1-x<0; logo, f"(x)<O0.

Assim, o grafico tem a concavidade voltada para cima em |—o,—1] e tem a concavidade voltada

para baixo em [~1od . f(=1)=(1+1e’ :%. O ponto de coordenadas (—1,%) é ponto de

inflexao do grafico.

’

b) £'(x) = (e"‘z) = x(2x)=2x¢" ; f(x)=0x=0
Tem-se ¢ >0,VxeR.
Se x<0,vemque —2x>0; logo, f'(x)>0.
Se x>0, vem que —2x<0; logo, f'(x)<0.
Assim, f é crescente em ]—00,0] e é decrescente em [O,+o<>[. f(0)=1 é maximo.

’

f(x)= (—2xe_x2 ) = 2xe ™ —2xe " x (=2x) = (=2 +4x* )e_x2

| 2

/(=0 2+4x"=0 == x=13¥=

2 2
J= [z 2 =
2 2
e + + + + +
4x* =2 0 - 0 +
Sinal e zeros de f” + 0 _ 0 +
Concavidades e
pontos de inflexdo do | \__/ P.I. /7 N\ | Pl N
graficode f
O grafico tem a concavidade voltada para cima em }—oo,—,izz} eem [\,/25&00[ etema
concavidade voltada para baixo em {—g,g} .
(A2 ’ 1 N2 ’ 1
(- -t ()

_1 _1
Os ponto de coordenadas (—ﬁ,e 2} e (—z,e 2] sao pontos de inflexdo do gréfico.
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7] —— —_— _ _
<) Df :R\{O} 5 f’(x):[xe xj =e *+xe xx%:e Y +e xxl:e X(1+1)_ x X
X
Xl
f(X)=0 e~ XXT=0<:>X=—1, f(-)=—e

positivo ;:E)
= + + + +
e X
x+1 — 0 + +
x — - — +
Sinal e zeros de f~ + 0 — +
Monotonia e e —e N n.d. s
extremos de f

f é crescente em |-o0,—1] e em |0,4+9[ e é decrescente em [-1,0[; f(—1)=—e é maximo relativo.

f'(x) = {6%(1 +%)] = e%f xé(l +%) + ef’]‘ (-éj = e%c [é(l +%) —x—12

1
I . . .
—5 ¢ =0 Equagdo impossivel, logo f” nido se anula.
X positivo

/=0

Para x<0,vemque f"(x)<0.Para x>0, vemque f"(x)>0.

1
2

.l
X

1
2

}:

|

e

O grafico tem a concavidade voltada para baixo em ]—oo,O[ e tem a concavidade voltada para

cima em |0,4+9[ ; ndo existem pontos de inflexdo no gréfico.
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3. Fungoes logaritmicas

_ 1 _ | S |
27. a) Df—{xeR.l 3x>0}—{xe]R.x<3J } ,3[

b) D, ={xe R:25-x7 >0} ={xe R:—x2+25>0} 525]_5’5[
x=15

condicdo universal

c) D, ={xe R:(x+1D)*>0A x*+1>0 }z{xe R:x+1#0}={xe R:x#-1}=R\{-1}

d) D, ={xe R:[l--3>0} ={xe R:[l-x >3] ={xe R:1-x<-3vI-x>3} =
={xe R:x>4vx<-2}=]-c0=2[ U 4+e

e) D, ={xe R:3-x>0A1-x>0} ={xe R:x<3ax<lj={xe R: x<I} =]-eo,|

3—x
D, = R:=—=>0=|-c0.1 +o0
fD, {xe 1_x>0}¢] OBt
X —o 1 3 +oco
3—x + + + 0 —
1-x + 0 — — _
3__x + n.d. — 0 +
1-x
x-1 x—1
28. f(X)=%;Df =D =R; y=2_3 S4y=2-3""o3"'=dyt2o

S x-l=log;(2-4y) & x=log;2-4y)+1 &

o Ty =logy2—-4y)+1 e f7'(x) =log;(2—4x)+1
D, =D} ={xe R:2—4x>0}={xeR:x<%}=}—oo,%[
1]
2
g(x)=1-3In(x~2); D, =D ={xe R:x-2>0} ={xe R:x>2} =2+~

Logo, D, =}—°<>, [, D},l =R e f‘l(x):1+log3(2—4x)

_ Iy -y
y:1—3ln(x—2)<:>1n(x—2)=lTy<:>x—2=e 3 ox=el’ 2

Iy I=x
Sg'(M=el 20 g (x)=e3 +2

D,=D_ =R

X

1-x
Logo, D, . =R, D;_, =240 e gl (x)=e3 +2.

29. 0<a-2<le2<a<3oac 2]

80



30. Seja & afuncdo definida em R por h(x)=In(x).Seja f uma fun¢do continua, de dominio R e

contradominio 0.]] .
g=hof ; D,=D,, :{xe R:xe D; A f(x)€ Dh} :{xe R:f(x)e ]R+} =R
0< f(x)<l=In(f(x))€ |- . Logo, D, =R e D), =] 0[.

31. a) limlog, (x) =—c0
x—0

b) lim log, (x) =—co
X—>Foo e

logy, (x—1) _ oo

c) lim—————— =—— =+
x—l X 1
2
d) lim2 log(x®) .. 2-2log(x) _ .. —2y+2:_2

1100 310g(X) +1  xote0 3108() +1 y=logx y—s4ee 3y +1 3
32. a) log,(3") b) 2'°%:() c) In(e”) d) 10"7

33.a) 37105 =32 308 —gx2 =18

b) eZIH(S) :eln(S ) :52 — 25

c) log5(2—15) =log; (5%) = 10g5(5_2) =-2logs(5)=-2

d) log(2*x47) = 10g(24 x(zz)_z) = log(2*x2™*) =log(2") = log(1) =0

34. a) log;(9%x37") =log;(3* x37") =log; (3> ™) =(2-x)log;(3) = (2—x)x1=2—-x

x x 2 2
b) In| £= |=1In _e2 :h{e 3]=x——
3 2 2 3

e 63

0 gl-log, (V*+1) _ <32)1‘1°g3(”2“) _ 32-2log, (¥ +1) _ 32 32 9

3210g3(\/x2+1) B 310g3(\/x2+1)2 x* +1

35. a) log,(6)—log, (2) = log3(g) =log,3=1
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b) log, (32) +%10g4(8) =log,(2’)+log,(/8) =log, (2’ ) +log,(2) =log, (2° ) = log, (4’) = 3

36. a) log(4)+2 =log(4)+ log(lOZ) =log(4) +1og(100) =1og(400)

b) 2log, (4)—1=log,(4>) —log,(3) = log3(%)

In(9)
2

In(4)

_1
C) ln(ez) 2

+log . (4) = 2In(9) + In(9) +11n(4) = 2(In(9) +In(4)) = 21n(36) = In(+/36) = In(6)

37. a) log,(uv) =log,(u)+log,(v)=5+3=8

b)log, (u*) =4log, (1) =4x5=20

c) log, (%) =—log,(v)=-3

_log,(u) 5

“log,(v) 3

d) log, (1)

1 = = ===6
e) log - (v) log, (a) log (aéJ 3

log,(v) 3 3
1

1

f) 1oga(%J =log, (¥v)-log, (au) = loga(V3J—(loga(a) +log, (1)) =

au

= %loga (v)—log,(a)—log,(u) = % -1-5=-5

38. a) In(12) =In(2x6) = In(2) +In(6) =a+b
b) In(36) =1In(6”) =2In(6) = 2b
¢) In(3) = 1n(g) =In(6)-In(2)=b-a

d) In(24) = In(2% x6) = In(2?) + In(6) = 2In(2) + In(6) = 2a +b
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39. (—2.4) pertencer ao grafico de f 'significaque f'(-2)=4 & f(4)=-2.
fy=-1 c+log, (1)=-1 c+0=-1 c=-1 c=-1
= = = =
f@==2"" |c+log,(4)==2 " |c+log, (4)=-2

—1+log, (4)=-2 log, (4)=-1
c=—1 c=-1 c=-1
o e &
k— =4 E=4 k =

40.a) lim [log,(2x+1)—log,(x)]= lim |:log4(2x+1):|:log4|: lim (2“1)}_10&[ lim (23‘)}:
X—>+oo X—>+oo X X x—+oo\ X

X—>oo
1
=log,(2) :log4[42j:

o=

b) hm [logz(x 2)—log, (x* —4)] [log{ 24)} —logz[hm (x—_zﬂ =
= logz[ lglzl(x}-2)} = logz(i) = 10g2(2—2) =2

=2\ (x=2)(x+2)

d) lim [ln(e +2)— x] = hm [ln(e +2)—In(e* )] = lim {ln(ex .l_ ZH - h{ lim (ex + ZH =

e X—>+oo
- h{ lim (Mﬂ - ln[ lim (lﬂ ~In(1)=0
y=e" y—>too y y—teo\ Y

e) lim {logl (Ing(x))} [hm (log2<x))} .

=log, [logz(l )} =log, ( )

[log2 (lim (x))]

081
2

f) lim log(2x+1) - lim log(2x+1) —log(x) +log(x) _ - Lm log(2x+1) —log(x) 41
x>+ 10g(X) X—>+oo log(x) X—>oo log(x)
log 2x+1 lim | log 241 log| lim |2+ 1
. X X—>too| X X—>+oo0 log(z)
= lim +1|= - +1= +l=—"2+1=0+1=1
xteo|  lOg(x) lim [log(x)] log(+eo) +oo
X—>+oo

41.a) 3" =8 & x=log,(8)

Conjunto-solugdo = {log,(8)}
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b) In(x)=—l< x=¢"'

Conjunto-solucdo = {e‘l}

1
o) logg(x)=%<:>x=83 or=Pox=2

Conjunto-solugdo = {2}

d) log(x* —2)=log(1-2x) & x> —2=1-2xAx*-2>0A1-2x>0 &

<:>x2+2x—3=0/\x2—2>()/\x<%

2+ J4—4x(=3) 044

X +2x-3=0 x= > S x= > S x=1lvx=-3

. 1 _ ~ . e -
1 n3o é menor que 5 ; logo, ndo é solugdo. Vejamos se —3 verifica a condi¢do x> —=2>0.

(=3)’=2>0<7>0, o0 que é verdade. Logo, a Unica solugio é o —3.
Conjunto-solugdo={-3}

e) log,(x+1)+log,(x—1)=log,(3) & logz[(x+1)(x—1)]:10g2(3)/\x+1>0/\x—1>0<:>

S -1=3Ax+1>0Ax-1>0 x> —1=3Ax>-1rx>l x> =d4rx>1lx=2
Conjunto-solugdo={2}

f) logs (x)+logs(x—5) =2 & loge (x> —5x) =logs (6 ) Ax >0 A x—5>0 &

5+4/25-4%(-36) .

> x>5e

& X’ =5x=36Ax>0Ax-5>0 x> -5x-36=0Ax>5c x=

5+13
2

Conjunto-solugdo= {9}

S X =

Ax>5& (x=9vx=—4)Ax>5&x=9

g) log(2x—1) =2log(3x)—log(5x+2) &
= log(2x—1) =10g((3x)2)—10g(5x+2) A2X—1>0A3x>0A5x+2>0

9x?
5x+2

<:>10g(2x—1):10g( j/\2x—1>0/\3x>0/\5x+2>0<:>

2
o 2x-1=2X A 2x—150A3x>0A5x+2>0
S5x+2
<:>(2x—1)(5x+2)=9x2/\x>%/\x>0/\x>—%<:>10x2+4x—5x—2:9x2/\x>%<:>
1+ /1-4x(=2
<:>x2—x—2:()/\x>%<:>x: 2X( )/\x>%<:
@x:%/\x>%<:>(x:2vx:—1)/\x>%<:>x:2

Conjunto-solugdo={2}
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h) log;(x) +logy(x—8) =2 < log;(x) +

i)

log,(x—8)

=2
log,(9)

N~

< log;(x)+ %log3 (x—8) =2 log;(x) + log{(x -8)

-2

& log,(x)+log(vx—8) =log,(3*) & log,(xvx~8) =log; (9) &

@xm:9/\x>0/\x—8>0<:>x2(x—8):81/\x>8<:>x3—8x2—81:0/\x>8<:>
1 -8 0 —81
9 9 81
|1 1 9 0
S (x-9X*+x+9)=0Ax>8=x-9=0vx’ +x+9=0Ax>8 &
—1+1-4x9
2

impossivel em R

Conjunto-solugdo={9}

9

S x=9vx= AX>8&x=9

1og6(x+4)—1og6(x—1):1@1og6(%‘1‘)=1og6(6)Ax+4>0Ax—1>0@
& );tél‘=6/\x+4>0/\x—1>0<:>x+4=6x—6/\x>—4/\x>1<:>x=2/\x>1<:>x=2

Conjunto-solugdo={2}

2In(x) =In(3)+In(x+1,2) & In(x*) = InGx+6) Ax>0Ax+12>0 <

& X’ =5x+6Ax>0Ax+12>0
5+,/25-4%(-6
<:>x2—5x—6=0/\x>0/\x>—1,2<:>x= X( )/\x>0<:>x=5%7/\x>0<:>

2

S(x=—1lvx=6)Arx>05x=6

Conjunto-solugdo = {6}

5

k) 3% =51 @(32)x =5%x5" @z—ﬁS@ (2) =5 x=log,(5)
5

42. a)

Conjunto-solucdo= {log9 (5)}
5

2x
2

oy x_3=1<:>x=1v2x—3=0<:>x=1vx=%

X3

Conjunto-solugdao= {1%}

10g2(2x—3)Slog2(x)<:>2x—3£x/\2x—3>0/\x>0<:>xS3/\x>%/\x>O<:>
<:>xS3/\x>%<:>xe :l%,?):l
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b) log,(x—1D <log,(4-x) & x—-124-xAx-1>0A4-x>0&
3 3

<:>x2%/\x>1/\x<4<:>xe [%,4[

) 2log, (x* ~)~1<0 & log, (x> 1) < % & log,(x* -1)<log,(2) &
S X —1L2Ax =150 x> -350A X2 -1>0&
x2—3:0<:>x=i\/§ ; ¥ -3<0© xe [—\/g,\/g]

X =1=0x=1%1; ¥’ ~1>0 & xe Joo~1[ U]l+o9

& xe [—\/g,—l[ Uj|1,\/§:|

d) 10g(7x—12)—210g(x)SO<:>10g(7x—12)Slog(xz)/\7x—12>0/\x>0<:>
<z>7x—12£x2/\7x—12>0/\x>0<:>x2—7x+1220/\x>2/\x>0<:>

7
<:>x2—7x+1220/\x>%<:>

X -Ix+12=0=x= TE ”492_4X12 <Z>X=%<3x=4vx:3
K —Tx+1220 < xe ]—oo,3]u[4,+oo[
& xe }%,3})[4,%0[

e)l-In(x)=0e=Ih(x)=lex=c; 1-In(x)>0=h(x) <l x<earx>0=0<x<e
e —1=0=e¢'=1x=0;e'-1>0=2e >l x>0

X 0 e +oo
1—-In(x) + 0 -
e -1 + + +
1-In(x) + 0 -

e —1

MZO@XG]O,@]

e’ —1

f) log, (x—2)> >log, (x* +3) & (x=2)* < * +3A(x=2)*>0n x*+3>0 &
: % o

condi¢do universal em R

<:>x2—4x+4<x2+3/\x¢2<:>x>%/\x¢2 @xe}%,Z[U]Z,ﬁo[

log,(5—x)

log,(2—x)—1<log,(5—x) < log,(2—x)—log,(2) <
g) log,( ) 24( ) 25 ( ) 2,(2) log, (4)
Sllogz(S—x)/\2—x>0/\5—x>0<:

2—x)
2

= Ing(T

= 2log2(2;2x)Slogz(S—x)/\2—x>0/\5—x>0<:



2
<:>10g2(2—2x) Slog,5—-x)Ax<2Ax<5&

2
o 4—4Z+x <5-xAXx<2S4—4x+x* <20-4xAx<2 S

X’ -1650Ax<2 & -4<x<4rx<2 e xe |42

h)xlogl(3+x)+3x£0<:>x(logl(3+x)+3]£0c>
2 2

-3
logl<3+x>+3=0<:>10g1<3+x>=—3@10g1(3+x):10g1(%) o

3
<:>3+x:(l) A3+x>034+x=8Ax>-3 x=5Ax>-3x=5

2

-3
logl(3+x)+3>0<:>10g1(3+x)>—3<:>10g1(3+x)>10g1(%) N

-3
<:>3+x<(%) A3+x>034+x<8AX>-3 x<5Ax>-3-3<x<5

X -3 0 5 +oo
x - 0 + + +
log, 3+x)+3 + + + 0 —
2
— 0 + 0 _
x| log, 3+x)+3
2

S xe |-3,0]U[5,409

’ — X ,_ X 1
43. a) f'(x)=(2" +log,(x)) =2 In2)+-5
’ _ 32x+l ’_ 1 (22x+1 ,_ 1 2x+1 _ 2x+1
b) f(x)_(lnG)J reLt ) = x2xInG) =2x3
’ og, (x ¢ og, (x ’ 0g, (x log, (x) In(3
€) £(x)=(3°2) =320 x (log, (x)) xIn(3) = 3= >><xln;(2)><1n(3):3 - XIEEZ;:

_ 3" Wlog, (3)
X
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44. f'(x)= (xlog3(x)) =log;(x) +x——— i (3)—1 g3(x)+1 3

. o 1
a) O declivedaretaé f'(1)= log3(l)+—l 3 —ln(3) .
_ _ _ ___1
A reta passa pelo ponto (1, f(1)) . f(1)=1xlog,(1)=0. Logo, 0= —l 3 +besb )"

1 e 1 ln(e) _In(e)
m3)" 3 " Y TG ()’

ou seja,

A equagdo reduzidadaretaé y=

y =log;(e)x—log;(e).

b) Para que a reta seja paralela ao eixo das abcissas, o seu declive tera de ser 0.

In(e)

nG) =0 < log;(x)+1log;(e) =0 &

£(0) =0 & log, (x) +ﬁ =0 & logy(x) + 8

(:)log3(ex):O<:>ex:1(:>x:%

1 1 1 1 . .
L) = Le, (L) = -4 denad .
f(e) p 0g3(e) p 0g;(e) é a ordenada na origem
In(e)
Logo, a equacdo reduzida daretaé y= —@ S y= _In®) S y= _elnl(3) .

’ ’

45.2) /() = (I x(x+2)*]) =(InCx)+In((r+2)*)) = (Inx)+4In(x+2)) =

=l+4>( 1 =l+
X x+2 x

N

b) f,(x)=(ln(45¢5x—2)), ( In(5x — 2)) 5 1

55x25x2

46. a) D, =R"; f'(x)= (x2ln(x)), = 2xIn(x) +x° x% = 2xIn(x) + x = x(2In(x) +1)

1
Ff(x)=0 x(2ln(x)+1)=0 < 2In(x) +1 O@ln(x)——%@xzez'{:
e e
2
Je ) (e Je)_ e 5! 1( 1) 1
f(e e In e —ezlne - 2 2e
X 0 ﬁ +o0
e
x + + +
2In(x)+1 - 0 +
Sinal e zeros de f” — 0 +
Monotonia e extremos de f Ny —2%3 Va
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f é decrescente em }0,%} e é crescente em {%&o{; f(%j = —é € minimo.

f1(@)=0 & (x2I(0)+D) =0 & 2In(x) +1+xx2 =0 & 2In(x) +3=0 &

3 ﬁ

3
Sh) = rx=e? o x=—k=x=
ef

2
2 1
o[]S mf Lo |- ol 7 |- (3) -
e e e e e\ 2 2e
0 e
Sinal e zeros de f” _ 0 +

Concavidades e ;
pontos de inflexdo / N\ | — \_/
do graficode f

Je

O grafico tem a concavidade voltada para baixo em }0, 3 } e tem a concavidade voltada
e

Je 3

para cima em {ize,ﬂx{ o ponto de coordenadas (— —2—j é ponto de inflexdo do grafico.
e e e

, 1
ln(x)—xx; In(x) -1

(n(»)*  (In(x))’

b) D, ={xeR: x>0 Aln(x)#0} =R"\{l} ; f'(x)= (ln(X))

f(x)=0& 1n(x)_21 0o h(x)-1=0oh(x)=1ox=c ; fle)=—%—=

(In(x) In(e)

X 0 1 e +oo

In(x)—1 - - - 0 +

(In(x))’ + 0 + + +

Sinal e zeros de f~ - n.d. - 0 ¥

Monotonia e Ny e

extremos de f N n.d /

f € decrescente em [0,]] e em ]l.e] e é crescente em [e,+o9[; f(e)=e é minimo relativo.

’ 1 2 1
_ —(In(x))” — (In(x) —1)xX 2In(x) X —
=0 | BT o (InG)”=( 4) Yoo
(In(x)) (In(x))
1
o ~In(x)[ In(x) - (2In(x) - 2) oo™ -2n@+2 o —n+2
(In(x))* x(In(x))’ x(In(x))’
S-Inx)+2=0=In(x)=2 < x=¢’; f(e)—ln(z)=§
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X 0 1 e’ oo
—In(x)+2 + + + 0 _

X + + + +

(ln(x))3 - 0 + +

Sinal e zeros de f” _ n.d. + 0 _
Concavidades e pontos "/ é

de inflexdo do grafico /7~ \ n.d. 2 7\

de f

O gréfico tem a concavidade voltada para baixo em [0.]] e em [ez ,+oo[ e tem a concavidade

voltada para cima em ]l,ez}; o ponto de coordenadas (ez’ez

J é ponto de inflexdo do grafico.

2
2x ex X 2
47.a) lim € _— lim ( ) = lim [1(67) j=l><(+oo)2 = +oo

X—>+oo0 3_)(;2 X—>+oo 3_)(;2 X—>too| 3 3

1
In(x) In(x) lim n(x) .
b) lim —=~ = lim —X =22t X :T:O
x—to X+ € x—o+0 X+ € lim (1+e)
X—>+oo X
1
1 X y
c) lim(xe®)=lim| 4| = lim & =+
x—0" x—0" l y:l Yt Y
x X
e A e (1 + 2) lim (1 + xj
d) lim £-2¢ _ jim e) _ =\ et) 1+0 _

A L 2+0x0 ?
im |24 Lx L ol
)}1}1}10 2+2X€2x 2,11—1;1-:00 2x

2x
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e) lim [In(x)—x]= hm [ln(x) In(e” )} = lim {ln(%ﬂ = ln{ lim (ix):| -
X—>+oo X—>+oo e X—>too\ e

=In| —— |=In(0*) =~

Inet]
. logs(x) .. In(B) _In®S)
M e e 0) log, (5)
In(5)

4. Resolugao de problemas e modelos exponenciais

48.
2
1n[(1+h)] In(1%) 1[(1+h)2}9
rn e 8+ —g) 1+h 1 _..0 0
3) g ()= im h =im h ==
—1im—2}1l‘(‘1(lJ:rh})’)l = 2lim—2Y = - ? -2 =2
h—0 n(1+h) y y—0 —1
e ( ) lim&—*xlime”

y—>0 Y y—0

b) D, =R\{O} ; como g é continua em todo o seu dominio, apenas a reta de equagao x=0 podera

In(x*) —oo

ser assintota vertical ao grafico de g. hm g(x)=lim = =—oo , Uma vez que tal acontece,

=0t x 0"
podemos imediatamente afirmar que a reta de equagdo x =0 é assintota vertical ao graficode g.
g _ G _ Iy

= lim =—= >
X—too X X—>teo  x y=x'y—oteo Y

2
b= lim g(x)= lim 2 _ 5 jjy IV

X—>oo Xt X Xt X
A reta de equagdao y =0 é assintota horizontal ao grafico de g, quando x tende para +co .

=2x0=0

g0 _ () _ Ik

= lim =—=
x——o X X——o0 ) y=x"y—teo Y
2 In(—y)’ In(y)’ In
b= lim g(x)= lim ") _ im PO O) ) i PO 560
X——o0 x——0 X y=—x y—oteo —Y y—oteo Y Yyt Y

A reta de equagdo y =0 é assintota horizontal ao grafico de g, quando x tende para —oo .
As assintotas ao grafico de g sdo as retas de equagdes x=0 e y=0.
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2x

, 2x. . 2
g o= _ I
8 - X - 2 - 2
_ 2
g’(x)=o@&y)zo@2—1n(x2)=o@1n(x2)=2@x2=e2@x:ie
X
2
) 2 _In((=¢)) @ _ 2 2
gle)= e e’ §(-0)= - @ —e —e e
X —o0 —e 0 e +oo
2—In(x%) — 0 + n.d. + 0 —
x’ + + + 0 + + +
Sinal e zeros de g' — 0 + n.d. + 0 —
Monotonia e 2 2
extremos de g N e /| nd 4 e ~

g é decrescente em |-o,—¢| e em[e,+od| e é crescente em [—¢,0[ e em ]0,¢]; g(—e) =—% é minimo

. 2 . L. .
relativo e g(e) == é maximo relativo.
e

) :(2_lnz(x2)j' _ —?sz —(24—1n(x2))><2x _ —2x—(2—lzl(x2))><2x _
X X X
2x(1+2-In(x))  2(3-In(x))  _42mm(x?)
X4 X3 X3
¢0=00 320D o 6 om0 ) =30 = o x=te o x=tele

o _Inede) @) 3 3e _In(eve))) _In(e) _ 3 _3Ve
8 e\/g) —eve —eve eve e g(e\/g) ede ee ele &

X —oo —eve 0 eve +o0
—6+2In(x%) + 0 — n.d. — 0 +

X’ - - - 0 + + +
Sinal e zeros de g” - 0 + n.d. _ 0 N
Concavidades e

pontos de inflexdo | /~ \ —# __/ |nd| /7 \ # N
do graficode g € e

O grafico tem a concavidade voltada para baixo em :|—°°,—€\/; eem ]O,ex/;] e tem a concavidade

3x/2j .

voltada para cima em [—ex/;,o[e em [e e,+oo[; os pontos de coordenadas (—e e~

e e

j sao pontos de inflexdao do grafico.
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49.
a) Df =R ; como f é continua em todo o seu dominio, o seu grafico ndao admite assintotas verticais.

f(x): lim In(e +2): lim In(e +2)—x+x: .

m= lim lim {ln(e +2)—In(e’) + 1} =
X—too X X—>+oo X X—>+oo X X—>+oo X
lnexjc_2 ln(l+zxj
— lim | —€—+1|= Iim A | (U Ve
X—>+oo X X—>+oo X 5%
b= lim (f(x)—x)= lim (ln(ex +2)—1n(e")) = lim (m ¢ + j: lim (m (1+2D =
X—>+o0 X—>+oo X—>+o0 e’ X—>+oo e’

- ln( lim (1 +1D —In(1)=0
X—>Foo e

A reta de equagdo y =x é assintota obliqua ao grafico de f, quando x tende para +c.

SO _ I +2) _In@)_

m= lim
x——oo X X—>—c0 X —o0

b= lim (f(x))= lim (ln(ex + 2)) = ln( lim (e* + 2)) =1In(2)
X—>—o0 X—>—o0 X—>—o00

A reta de equagdo y =1In(2) é assintota horizontal ao grafico de g, quando x tende para —eo.
As assintotas ao grafico de g sdo as retas de equagdes y=x e y=In(2).

b) Seja a a abcissa do ponto A. Tem-se:
fl@=2ae (e +2)=2a o ¢ +2=¢* & (') —¢' ~2=0 o

1+1-4%x(=2 +
a _ m@eaz—lg:sﬁ/ea/—zlvea=2<:>a:1n(2)

2
As coordenadas de A s3o (In(2),2In(2)) = (In(2),In(2%)) = (In(2),In(4)).

e

X ln(2) 2 1

a) £ = (ln(ex * 2)), B exe+ 2 0T fn2) = ehiz) 2 2+2 2

f(In(2)) =In(e™® +2) =In(2+2) =In(4) =2In(2) ; 2In(2)= %111(2) +bs b= %m(z)

A equagdoreduzidadaretar é y :%x+%ln(2).
¢2) As coordenadas do ponto B sdo (O%In(Z)).

_1,..3 —_
0= 2x+ 21n(2) < x=-3In(2)

As coordenadas do ponto C'sdo (-3In(2)0).

3In(2)x21n(2)

A area do triangulo [OBC] sera % = %(ln(2))2 (u.a.).
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d) A(In(2),In(4)) = (In(2),2In(2)) P
_2In@) 2; o =arctg(2) A

/4
O<a<§ tgor = e 2 =
O_A:\/(2ln(2) ln(2) \/4ln (2)+In*(2) = \/Sln (2) =~/51n(2) /ﬁ ai

A area do setor circular DOA é: o| m2 |D x
2
arctg Q)X(V5102))  Saretg (2)x1In’ (2)

1,33 (u.a.
5 5 (u.a.)

50.
(x) = (cl __¢
1= elog, () =1
Designemos por b a abcissa do ponto de tangéncia.
— £’ b) = C
== @
Uma equacdo da reta ¢ tangente serd da forma y = = c( )x+d . Como (0,0)e t,vem
n(a
_
que y= bln(a)x'
Mas (b, f((b))et e f(b)=clog,(b) ,istoé, (b.clog,(b))e t. Logo:
1, In(d)_ 1
log, (b) =—S—xb < log, (b) = & = shbh)=leb=
clog,(0) =35 oy*b S loe, b =5 @ oy =10y < In) ¢
51.
a) D, :{xe R:x>0 /\lnz(x)—lzo}:{xe R:x>0 A(xslvxZej}: }O%}U[e&w[
e

In*(x)-1=0=h’(x)=leh(x)=tlx=evir=e S x=eV le
e

1
s 2In(x)x—=
b) /() =(yIn* (-1} = Xy I

2\In%(x) -1 xyIn>(x)—1

M _pe In(x)=0Axe }0%[ Uletod] & x=1Axe }0,5[ U Jetoo]

f(x0)=0 —m—2—
xy/In%(x)—1

Como 1 n3o pertence a }0 1[ le+e[, £’ ndo se anula.

#(E)= () -1=y (e ) -120 5 f(e) =P (e)=1 =y (m(e))* -1 =
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X 0 l ¢ +oo
e
In(x) - - N ;
x + + +
JInZ(x) -1
Sinal e B 3 + +
zeros de f’
Monotonia \ 0 0 A
e extremos

A fungdo é decrescente em }O,l} e é crescente em [e,+o9 ; 0 & minimo absoluto e é atingido em 1e
e e

em e.

c) Designemos por a e b as abcissas dos pontos no grafico de f que tém ordenada k.
f(a@)=+In*(a)—1 =k =/In>(b)~1= f(b)
JIn?(@)—1=4/In%(b) -1 & In*(@) -1 =In(b)—1 & In*(@) =In>(b) & In*(@)—In>(b) =0 &
& (In(a) —Ind))(In(a) +1n(b)) =0 & In(a) —In(b) =0 v In(a) + In(b) =0 &
& In(a)=In(b)vin(ab) =0 & a=b vab=1 axb=1

f) =k eI -1=k o n’(x)-1=k> o h’x)=k*+lehx) =tk +]l &
+k7+1 Vi1 Ve

S x=e S x=e vxi=e

52.
_ X _ A—Xx+5 X _ X _32 X 2 x _
a) f()=g(x) 2" -4=2" 2" 4="_2 —4_?@(2) —4x2°-32=0

4+.,/16—-4x(-32
&2 = x( )@2":4i12@}}4v2)‘:8<:>x:3

2 2
f3)=2"-4=4

As coordenadas do ponto P sao (3,4) .

2—x+5

2" —4
bi) D, ={xe R:2* 40} =R\{2}

b) h(x) =

Y 4=02"=2>=x=2

by) D, = R\{Z} ; como h é continua em todo o seu dominio, apenas a reta de equacdo x =2 poderd

ser assintota vertical ao grafico de h.
—x+5 23

lim A(x) = lim =—
x—2" x—2" 2x —4 0+

Uma vez que tal acontece, podemos imediatamente afirmar que a reta de equacdo x =2 é assintota
vertical ao gréfico de /.

= 4o
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2—x+5 0
lim A(x) = lim =2 -0
X—>oo x—t0 Q¥ 4 oo

A reta de equagdo y =0 é assintota horizontal ao grafico de &, quando x tende para +oo .

2—x+5
P 5 5
m=tm ™ im 24 m—2 - im 2 =
x——oo X x——o X x—)—oo(zx _4)x><2x X;ii; ( )y—>+oo_(]_4jh’l(y)x]
TGy y i@y
In(2)
5 5 _ 5 _ 5
i 2 iy > ___ 1n(2)><% _ x|
H“"(l— ) 1 In(y) lim (1—4j>< lim 1) (~4)%0 0
y In(2) y y—+eo\ Y y—oteo Y

O grafico da funcdo ndo admite assintotas quando x tende para —co .
As assintotas ao grafico de 4 sdo as retas de equagdes x=2 e y=0.

, ps Y =27 In(2)(2°-4) -2 X2 ) -2 1n(2)[2x —4+ 2"]
bs)h(x):[ - )= 3 = 2 =
= ) )
_2—x+5 ln(2)(2x+l _4)
= 2
(27-4)
_2—x+5 ln(2)(2x+l _4) 1 1 )
H(x)=0 < - =02 4=0s2"=2 o x+1=2c x=1
(27-4)
2
h(l) =577 =8
. B 1 2 —
—27"1n(2) - - - - -
2+l _ 94 - 0 + + +
X 2
(2 —4) + + + 0 +
Sinal e zeros de i’ + 0 — n.d. —
(I;/Io;otonla e extremos /| _8 \I n.d. \I
e

h é crescente em ]—oo,l] e é decrescente em [1,2[ eem ]2,+<>o[; h(l) =—-8 é maximo relativo.

96



53.

2—x 2 2—x 2 2—x 2
-x"+3_ .. e T -1-x +3+1=1im(e -1 x —4j=
x—2
e -1 24

a) lim f(x)= lim%

x—2" x—2"

2-x _ x+2 y_

- lim m Ao €0l DD el
x—2" x—=2 x—=2t x—2 x—2" 2—X x—2" )x,Zf y=2-x y—0~ Y
f(2)=3+In(2-1)=3+0=3; portanto, f(2) é diferente de lim f(x), de onde se conclui que a

x—2"

fungdo ndo é continuaem x=2.

b) lim f(x)=f(2)=3 e lim f(x)=-5, logo a reta de equagdo x =2 ndo é assintota ao grafico da
x—2" x—2"
funcao.
Como a funcao é continua, quer para xe ]1,2[ guer para x> 2, podemos concluir que, a existir
alguma assintota vertical, tal apenas podera acontecer no 1.
lim f(x)= 1im(3+ln(x—1)):3+(—<>o) = —oo, Uma vez que tal acontece, sabemos que a reta de
x—l* x—1*
equagdo x =1 é assintota vertical ao graficode f.

Uma vez que o dominio de f é limitado inferiormente, a existir assintota ndo vertical, tal s6 podera
acontecer quando x tende para +c.

2—x 2 2—x 2 2—x 2
) X ) — ) — . . _
m=11m&= hmez—M=hm 26 —); 3 = lim -£ — lim X 3 =
x40 X Xt x° —2x x—=teo\ x°—=2x  x°—2x

x—>+mx2 —2x )c—>+mx2 —-2x

2—x 2
= lim —&%—— limx—:L—l:—l
X—>+oo 2( 2) x—>+oo_x2 +ooX 1
X 1—;

X—>+too X—>+oo x=2 X—>+oo x=2 X—>+oo x=2

2—x 2 2—x 2 2 Iy
b=1lim [f(x)+x]= lim (6——x+3+xj: lim (e -x +3+x —ij: lim (e +3—2xj:

2-x 2—x
= lim(e +3‘2xj= lim €+ lim3=2* =0 | iy =2X_g_2=_2

xstool X—2 x—2 Xtoo X —2  xteo X—2 400 x5t X

A reta de equagdo y=—x—2 é assintota obliqua ao grafico de f, quando x tende para +oo.
As Unicas assintotas sdo as retas de equagdes x=1e y=—x—2.

‘ -

c) Sel<x<2, f(x)=3+In(x—1). Logo, f’(x)=(3+1n(x—1))’=ﬁ,pequue f'(%): =2.

-1

N | W

f(%) =3+ln(%—1) =3+ln(%) =3-1In(2). Uma equacdo da reta ¢ sera daforma y=2x+b .

Como o ponto de coordenadas (%,3—1n(2)) pertence a reta ¢, vem que:

3-In(2) = 2><§+b & b=-In(2)

Uma equagdaodaretat é y=2x—1In(2).
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In2)

0=2x—-In(2) & x= S x= 111(\/5). As coordenadas de P sdo

(1n(ﬁ),o).

—in(ﬁ)

[n(\/f)

As coordenadas de Qsdo (0,—In(2)).
As coordenadas de Rsao (—ln(\/z),—ln(2)). "G

54,

/P
—In(2)

a) D, :R\{O} ; como f é continua em todo o seu dominio, apenas a reta de equagdo x =0 podera

ser assintota vertical ao graficode f.
lim f(x)=lim (xIn(2x)) = lim [ x(In(2) +In(x)) | = lim (xIn(2) + xIn(x)) =
x—0* x—=0" x—0" x—=0"

-1
= lim (xIn(2))+ lim (xIn(x)) =0— lim In() |_ 4| InG) |
x—0* x—0" *—0* l 0t l
X X
1
In (j
1
= —lim| —*/ | = hm( n(y)jzo
x—0" l y:ln y—>+o0 y
x X
lim f£(x) = lim| —— |= 0 _ 0 _
x—0" x—0" 1+ex 1+e 1+O

Portanto, podemos afirmar que a reta de equagdo x =0 ndo é assintota vertical ao grafico de f .

Logo, o grafico de f ndo admite assintotas verticais.

f(x) xln(2x)j = lim (In(2x)) = +oo
X

X—>+oo

= lim
X—>+o0

m= lim ——=
X—>Foo X

O grafico de f ndo admite assintotas ndo verticais, quando x tende para +eo.

m=1lim L g | — 2| | L |22t
X—>—00 X X—>—o0 .X(1+€x) X—>—o0 1+ex 1+e 2
=
* x|1—e*
bzlim(f(x)—lszlim( . x] lim | 2X=% fe Ll m
X—>—c0 2 X—>—oc0 1+ e* 2 X—>—oc0 2(1+€x) D x——oo 14 e*

1
lim| €1
y _
. o 1 . hm(e 1) .
y—0~
:__X—xl :1__x%:__x1:__
2 lim(1+ex)y—x 2 2 4 4

~ 1 1

Aretad ==Xx—=
reta de equagdo y R
para —o. Logo, é a Unica assintota ao grafico da fungdo f.
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b) Se x>0, f'(x):(xln(Zx))’ :ln(2x)+x><2£:ln(2x)+1.
x

f'(x)=2<:>1n(2x)+1=2<:>1n(2x)=1<:2x=e<:x=§

f{szfln(2£j=§. A equagdo reduzida da reta é da forma y=2x+b e passa no ponto de

2) 2 2

b

coordenadas (E Ej . Logo, §=2x§+b<:>§=e+b(:>b=—§. Portanto, a equacdo reduzida

, e
dessaretaé y= 2x—5.

) f)—x=1le f(x)=x+1
As coordenadas de A sdo (—2,49; —1,49) .
As coordenadas de B sdo (2,16 ; 3,16).

AB=J(~2,49-2,16)" +(~1,49-3,16)’ ~6,6 /

55.
a) Se x<1, f(x)=xe"+2x—e.

f(x)z%x—e@xe"+2x—e =%x—e<:>2xex+4x =5x &
& 2xet —x =0<:>X<2€x—1) =0

(=

S x=0v2e"-1=0=x=0v2e =1 <:>x=0vex:%

(:)szvlen(%j & x=0vx=-In(2)

lim(xe'”+2x—e)=e+2—e=2

Veox_ (Yo (Vs D

b) liIE f(x)=

lim £ (x) = lim 2% = lim = lim — _lim -
ol =t x=1 e (x—l)(x/;+x) A (x—l)(\/;+x) ol (x—l)(\/;+x)
—lim—— =1L

o fx4x 2

Logo, a funcdo f ndo tem limite, quando x tende para 1.

o) m = lim £ = jim [M j: lim (e-*+2—e— j:o+2—o=2

X—>—eo  y X—>—co X X——o0 X
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b= lim (f(x)—2x)= liri(ng+2x—e—2x )= lim (xex—e ) = lim (—ye’y—e ):

X—>—o0 X—>—00 Y=—X y—>+oo

) 1 1
= lim —l_—e =— te |=—|—+e |=—e.
yo+e\  @? . oe +oo
lim —
yote y

A equacdo reduzida da outra assintota nao vertical ao grafico da fungdo tem por equagao y=2x—e .

56.

_ 2 2
a) h(—)=¢® —e—l1=1-e—1=—¢ e h(e—1)=Me1+D"_In(e)” _ 2

e—1 e—1 e-1
Portanto, h(—-1)<0 e h(e—1)>0.
Logo, h(—-1)xh(e—1)<0.

b) A argumentacdo ndo é correta, pois ndo se pode aplicar o teorema de Bolzano-Cauchy no intervalo
[—1,e—1] dado que a fungao ndo é continua nesse intervalo.

N3o é continua em O, pois:

2
hO)=e' +0—1=e—1 e lim h(x)= lim 2EFD" o In*D 5120

x—0" x—0" X x—0" X

c) Para x<0, afuncdo & é continua; para x>0, a funcdo 4 também é continua.
Como limh(x)=2 e como limh(x)=e—1, podemos afirmar que o grafico de & ndo admite

x—0" x—0~
assintotas verticais.
2
lim A(x) = lim 2D o i (ln(x—“)xx—“j = lim PEHD i X+
X—>Foo0 X—>Foo X X—>Foo x+1 X400 X+ x—4o0 X
—2 1im PO im £ = 2 0im PO Z awox1 =0

x—>teo X+ x—too X y=x+1 y—teo Y

Portanto, a reta de equagdo y =0 é assintota horizontal ao grafico de & quando x tende para +oo.

1+x I+x
m=tim 2% _ fim [ﬂ j: lim(e +e—lJ=0+e—0=e

X—o—e  x X—>—o0 X X—>—o0 X X

bleirgo(h(x)—ex)leirg(em+ex—1—ex)= lim (61”—1):0—1:—1

X—>—o0

A reta de equagdo y =ex—1 é assintota obliqua ao grafico de & quando x tende para —eo.

57.
a) lim () = lim (3+In(3-x)) =3+In() =3+0=3, lim g(x)= lim(¢*2+2) =’ +2=1+2=3 e
x—2" x—2" x—2"

x—2F
g(2)=3, logo é continua no ponto 2.
Para que a fungao tenha derivada em 2 tera de existir um nimero real que seja igual a
i 8082
x—2 _x_2
lim £H=8Q) _ 3+I0G=0=3 _, IG=0 Y im— =]
x—2" _x—2 x—2" _x—2 x—2" _x—2
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_ x=2 _ x=2 y _
limwzlimﬂzlime I _ lim & 1:1
x—=2+ x—=2 x—2" x—=2 x=2t x =2 y=x-2y-0" y
. —-g2
Nao existe hrrzlw. Logo, a funcdo nao é diferenciavel em 2.
X—> X—
’ ’ -1 1 ~
b) Se x<2, g'(x)=(3+In(3-x)) =3~ 3., duendose anula.
Tem-se: x<2&& —x>2& —x+3>243 —x+3>1=>—x+3>0=> 3>0:>—3—<0
—x+ —-X

Logo, para x<2 , g'(x)<0.

Sex>2, g'(x):(ex_2+2) =¢*2. Logo, para x>2 , g'(x)>0.

A fungo é decrescente em |-=0,2] e é crescente em [2,+o9[ ; g(2) =3¢ minimo absoluto.

c) A condi¢do In(2—x)+4 < g(x) apenas estd definida para x<2 porque 2—x>0< x<2.Vem
entao:
In2-x)+4<g(x) ©In2-x)+4<3+InB-x) ©In(2-x)+1<In(3-x) &
SIn2-x)+In(e) £InB3—x) ©InRe—ex)<In(3—x) & 2e—ex<3—xA2-x>0A3-x>0&
<:>x—exS3—2e/\x<2A)C<3<:>)C(L—£)S3—26A)C<2<:>

<0

@xzﬂ/\x<2<:xzuxxx<2<:>xe 26_3,2
1-e e—1 e—1

O conjunto-solucdo da condicdo é o intervalo [2:__13 ,2[.
d) x220x-220@e¢ 72" @2l e +221+2 < g(x) =3 . Logo, B=[3,+oo[.
Como h é crescente em [2.4+9[, h é bijetiva.

y=e' P42 y-2=¢"? o x-2=n(y-2) o x=In(y-2)+2 < h ' (y)=2+In(y -2)
Vem, entdo: A~ :[3,+00] = [2,400[, h™' (x) =2+In(x-2)

58.
a) D, ={xeR: x=1£0 A x>0} =R"\{1}

b) Uma vez que a fungdo f é continua em todo o seu dominio, apenas as retas de equagdo x=0 ou
x =1 poderdo ser assintotas ao seu grafico.

lim £ =1im 2 = fim Y= jim— =] e
x—1* -1t x—1 y:lr:_(x) yo0" e? —1  y—o0" ¥ —1
y
. . In(x) . y . 1 ~ .
Iim f(x)=1lim = lim = lim =1, pelo que a reta de equac¢do x =1ndo é assintota
x>~ = x—1 yflr;(X) y=0" el =1 y=0m ¥ —1
y

ao graficode f .
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In(x) —oo N . . -
" =—— =400, pelo que a reta de equagdo x =0 é assintota vertical ao gréfico
x_ —

lim f(x)= lim
x—0" x—0"

de f.
Uma vez que o dominio da fungdo é limitado inferiormente, a existirem assintotas nao verticais ao
seu grafico, tal apenas podera ocorrer quando x tende para +co.

In(x) In(x)
In(x) xll)I-Ee 0
lim f(x)= lim =lim %= X _—_=0, peloque a reta de equagdo y=0 é
e X y—]  xoe X—1 .X 1
-_— lim —
X x—teo y

assintota horizontal ao grafico de f quando x tende para +oo.
Assim, o grafico de f admite duas assintotas de equagdes y=0 e x=0.

ln(x)> 1 +
c) 1 _—x_l/\xeR 1} &

In(x)-1=0=In(x) =1 x=¢

lnix%ZO/\ xe R\ {1}

X 0 1 e +o0

In(x)—1 - - - 0 +

x—1 - 0 + + +

In(x) -1 + n.d. - 0 +
x—1

Logo, xe 0. U[e,+o[ .

‘:

S|+

—
—
+

d) limu, :lim(n+1) =lim
n+2

)
S |+

&)
SN

1
In[~] qn(e™
: — T . In(x) (6) n(e ) -1 e e
hmf(un)—)lcmif(x)—)l(lmlx =7 = =T, = =

Q
Q
Q

In(a)
a—1

e) [f(a)— fF(Q)]x(a-1)= { ln(2)}><(a —1)=In(a)-In(2)x(a-1)=

=1In(a)—aln(2) +In(2) =In(a) +In(2) —In(2) = In(2a) — In(2%) = ln(%j

59.
a) A funcdo f é crescente em R, pois a fun¢do f’é positiva. O gréfico da funcdo tem a concavidade

voltada para cima em |- ,0] e tem a concavidade voltada para baixo em [0,+o[ , pois a fungdo f’é

crescente em |-,0] e é decrescente em [0+ .
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b) limZ D=1 i S (x):g @) _ £7(2). £"(2) é o declive da reta representada na figura.

x=2 X—2 x—2 X
Essa reta passa pelos pontos de coordenadas (2,1) e (0,1+1n(4)), logo o seu declive é

I+ln(@)-1_ 1 B =1 (1)
OT_ 2><1n(4)_1n(4 j_ln[ﬁ) 1n(2) In(2)

Logo, fimd D=1 _ F£7(2)=—In(2).

x—2 x=2
60.

Designemos as coordenadas do ponto P por (x,f(x)). Designemos por vl

A afuncdo que nos da a drea do triangulo [AOP] em funcdo da abcissa x o, A =

do ponto P. " . |
_2X(=f () _ _ (4—x) 1%

A(x)= 3 =—f(x)=—(x+1In ) +2 /‘ 3

O que se pretende é encontrar o minimo da funcdo A. N f

[EXE]:Show coordinates
V16=-(xc+1)In ((Fx+A)a(2+x))+2,[-1,2]

d¥/dX=0
¥=-0.04310083

A drea minima, arredondada as décimas, é 1,3 (u.a.).

61.
-2 | . 1 _ 0 2 _ 1.
a) f(-D=e"—=(-1) :6—2—1 ; A(—l,e—z—lj e f(0O)=e -0"=1; B(O,l)
%—1—1 1
m=f——=——42=2-¢"
-1-0 e

b) A fungdo f é continua e diferencidvel em R, em particular é continua em [—1,0] e é diferencidvel em

]—1,0[; portanto, o teorema de Lagrange permite concluir que dce ]—1,0[ :fl(c) = 2—¢%.Num

ponto do grafico cuja abcissa seja um desses valores, a reta tangente é paralela areta AB.

c) fl(x)= (ezx —x? ), =2¢> —2x

fl(x)=2-e? 2" —2x=2—-¢"

WI=Zd—e -2 WI=Z—p™i -2

Vd=Zet 2K =2 l Yad=Ze™(ZHi-2H nj
ISECT ISECT

%=- 0. ETI020B50U = |+ BEUEELTI'T %=-0.0191324283 V=14 BEYEELTI

A abcissa desse ponto poderd ser —0,67 ou —0,08.
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d) £"(x)= (2e2x - 2x), =4¢* -2

f () =0 4e* -2=0 &** =%<:) 2x=1n(%)(:} 2x=-In(2) x=—%1n(2) =3

crofe)erg)er

f(0)>0 46 =250 ™ > 1 e 2x> ln(%) & 2x>-In(2) & ¥>-1n(2) &

x> h{ﬁj & x> 1{%} & x> 1{@}
1

f(0) <06 46 ~2<0 & e <5 e 2x< 1n(5) &2x<=In(2) & ¥ <—2In(2) &

o x< h{zﬂ & x< 1%%} & x< h{%}

)= = () -4

O grafico tem a concavidade voltada para baixo em }—oo,ln[—ﬂ e tem a concavidade voltada para

[\S)

2
2
cima em {ln(ﬁj&w[; o ponto de coordenadas (ln(—zj%(ln(ﬁjj } é ponto de inflexdao do

2 2 2

grafico da funcao.

62.

1 , .
a) f(0)=¢'+e' =e+—=3,1.A altura do poste da esquerda é, aproximadamente, 3,1 metros.
e

b) f(4)— f(0)=¢"+e' —¢' —e™' =0. A diferenca das alturas dos dois postes é 0 metros.

5
e &’ 1

c) F()—fO) =15+ " —e—e' =15 ot —e——=15
e e e

2 2
2 0,5 2 05 0,5 0,5 0,5 2 05 0,5 0,5 2
Se +(e”‘) —ee’x—e”‘:l,See’X@(e”‘) —e‘ e —e" =1,5¢ee’ +e" =0

41415t (- ~1-15¢) —4xe’
=

= (60’5”)2+(—ez—1—1,56)60’5”+e2 =0 =

2
05 EH1HL5ex et +&2 +1,56 + ¢ +1+1,5¢+1,5¢ +1,5¢ +2,25¢* —4x¢’
sSe = o
2
(:)eo’s"—ez+1+1’56i\/€4+3€3+0,2562+3e+1
2
2 e 3 >
o 0.5x21n] ¢ +1+1,5et4/e +23e +0.25¢ +3e+1j<:>
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d)

& +1+1,5e+Je* +3¢° +0,25¢° +3e+1
< x=2In \%

2

2

© x=4,943395734 v x=-09433957339 < x=5.

A distancia entre os dois postes é, aproximadamente, 5 metros.

& +1+1,5e—+Je' +3¢°+0,25¢° +3e +1
vx=2In &

Para a equagdo f(x)=k ser possivel é necessario que k >0 (umavez que f(x)>0, Vxe R).

0.5
e x

_ 1-0,5x 0,5x-1 _
fx)=kse +e —k@ﬁ+

e
. kerNke’—4xe’ vs. keteJki—4
= St =———— S
2 2
k+~k* -4 kK —4
2 < 2 <

\2 i

——kc>e2+(e°’5“‘) ke’ =0
2

<:>(eo'5x) —kee’ +e' =0 ™

05x ekin2_4
2

S e =

< 0,5x= lnLex

2 2
PN x=2[ln(e)+ln[¥n PN x:2[1+ln[¥n PN

ktvk>—4 kK —4
Y |® =242 ———

X = ZIn(ex

<:>x=2+21n£

Por um lado tem de acontecer >( para que existam solugdes; por

2
+Vk* -4 k—~k*>—4
5 >0A >

outro lado, k*—4>0 para que existam duas solucdes; finalmente, é necessério que

(k+\/k2—4] k—\/k2—4]>0
2 2 -

2+2In 20/\2+2ln(

k*—=4>0 ke |-o0,—2[ U]2,4c[, mas como k>0 ,vem que k >2.

[12 _ 2 _
= ]2€ 4‘>0/\k 2k—4>0<:>k+\/k2—4>0/\k— K*—4>0Vk>—4>—-k Ak -4 <k

Como k >2,vem que Vk>—4 > :]2 é uma condicdo universal e Vk*—4 <k também é universal
—

+

porque vk’ -4 <k ok’ —-4<k’ ©-4<0.

2 2
ktVk -4 ”2‘4> [“— “;‘4]>0:»2+21n >0.

Como k>2,vem 1=2+2In

(k+\/HJ
2

[2
Para 2+21n(%} >0, é necessario que:
T Lt P DN Sk ¥, e SN IR S DR FE Ty S RN
2 2 e e e

—
positivo para k>2
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2
@k2—4s(k—3j Y it SNy SN DINL DL PRGN S
e e e e e e e e

Portanto, ke JZ,e + e_l} .
Outro processo de resolugao:

4
f’(x) — (61—0,5)( _l_eO,Sx—l) — _0’561—0,5)( +0’560,5x—1 — _0’5(61—0,5)( _eO,Sx—l
f'(x) =0 —0,5(6170’5)‘ _€O,Sx—l)=0 & 0 055l () oy l705E — G05 T
&1-0,5x=0,5x-1=x=2 ; f(Q)=e"+e’=2
f'(x) S0 e —0,5(6170’5)‘ _60,5x—1) S0 05 05 () iy 705 < 05T oy
< 1-0,5x<0,5x -1 x<2
f'(x)<0 PN _0’5(61—0,5x _eO,Sx—l)<0 & 0 o055 S () oy 05T 5 Q05T oy
<1-0,50>0,5x-1=x>2
Como x>0, a fungdo é decrescente para xe [0,2] , crescente para xe [2,+|,

1

tendo um minimo absoluto 2 para x=2.Umavez que f(0)=e+e ', a equagao

f(x)=k tem duas solugdes ndao negativas, quando k e }2,e+e_1] .

63.
a) Representa, em milhares, o n.2 de litros que a empresa vende num més, ao prego de 1,5 € por litro.

b) E o preco de venda de cada litro de sumo que proporciona a venda mensal de 10 000 litros.

¢) L(x) = IOOOXQ(x)Xx—IOOOxQ(x)X% = 1000><Q(x)><(x—%) = 1000><(1,4+e4x)><[x—%j

d) Q) =NKx) S Ld+e " =1+ 2 04=e"""—e"" = 0,4=¢""e " —c'e " &

0,4 0,4 0,4
&04=(e?—e')e " @ e =— (:)—x=ln( ’ )@x=—ln( : )4:)
( ) 64’2 _ e4 64’2 —64 64’2 _ 64

42 4

—¢ J<:>x==3,4

@len(e

b

O preco de venda do litro de sumo para o qual se vendem tantos litros de uma qualidade de sumo
como da outra é, aproximadamente, 3,4 euros.

64.
a) P(1,8)=30x107"%%% =23 8
4
4 4 log (15)
b) P(h) =8 & 30x107°"%" =8 & 107" = — < —0,056xh = log (—j sSh=—""&o
15 15 —0,056

& h=10,251km
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log()
) P(h) <5 & 3010770 < 5 <5 107005 < 1 e 20,056xh< log (lj oh>—0
6 6 -0,056
< h>13895,55 metros

No minimo, a 13 896 metros.

d) P(h+1) = k.P(h) & 30x10 P = k x30x107000% & 100000056 = 5] 0000
& 10707 %107 =k x10"" <10 =k < k= 0,88
Vem que P(h+1)=0,88 P(h)=(1-0,12)P(h)=P(h)—0,12P(h) , isto é, a pressdao atmosférica
diminui 12% por cada quildémetro de aumento de altitude.

65.

Seja (u,) a sucessdo que nos dd a quantia, em euros, que a Esperanga tem ao fim de n meses.
u, =20000x1,006"

Seja (vn) a sucessdo que nos dda a quantia, em euros, do preco do carro ao fim de n meses.
v, =24800x(1-0,008)" =24800x0,992"

u, 2v, < 20000x1,006" >24800%0,992" & 1,006 > 24800 = 03 22 =
0,992" 20000 496 25

(31j
@n210g5032@n2i@n215,349
e 25 ln(503j
496

A Esperanca podera comprar o automovel ao fim de 16 meses.

66.

4000 _ 4000
a) v(0) = =222-800
)0 1+4¢° 5

_ 4000 4000 _ —02x —02r _ 5 ., _ —1nS
b) v(x)—1500<:>—1_|_4€_02x—1500<:>—150O 1+4e Se 12<:> 0,2x ln(12)<:>
5
ln(12)

@XZTQ@Xz4,377

As vendas atingiram o milhar e meio no decorrer do més de maio.

o _ —0.2x —02x
0 v’(x)z( 40()_(32xj _ 40004 % ( 0,22)e _ 3200e ., 0<x<I2
I+de™ (1+4¢70%) (1+4¢70%)

’

2
3200002 | 3200%(<0,2)e™0% (144707 ) " =3200¢ 0% x2(1+ 47" | x4x(<0,2)e 0%

"(x)=
o (1+4e‘°2)‘)2 (1+4e‘°’“)4
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3200 (—0,2)e 02" (1 +4e70% )[1 + 40702 8e_0’2x] —640 702 (1 - 4e*’”)

(1 + 4e_0’2x)4 (1 + 4702 )3

—640¢ ™7 (1-4¢70%) . a1 1
V() =0 —— =0 l-4" =0 2x=1@—0,2x:1n(z)<:>
(1+4e70%)
@
S x= 02 S x=
_4,-02x 1 1 —In(4)
1—4e >0 e <4<:>—0,2x<1n(4)<:>x> ) S x>7
4,-02x 1 1 —In(4)
1—4e <0 4<:>—02x>ln(4)<:>x< ) S x<T
_ _

Se 0<x<7,vem que v”(x):Lx(l—%‘o’“)ZO .

(1+4€_0’2x) f

%/—/

+

” —640 6_0’2x —02x
Se 7<x<12,vem que V'(x) =——————{(1-4¢ ") <0 .
(1+4e_0’2x)

—
+

Se 0<x<7 , a concavidade do grafico estd voltada para cima, se 7<x<12, a concavidade do
grafico estd voltada para baixo. Para x =7, o gréfico tem um ponto de inflexdo.
O valor de x para o qual o ritmo de vendas comecou a diminuir é 7.

+

67.
54

a) %log(E) ~29=43 log(E) = 5?4 = E=105

54

o 5 _ 0% _ 105
0x1,6x10° =10° &M;=——
1,6 x10

54

L %1057 & M, =0,625x10° & M, =0,625x10°x10°* & M, = 4x10°

1,6

b) %:glog(Ez)—2,9 [Zlog(E) 29}@—: Zllog(E,) —log(E,)| &

4_2, (Es E) ot B o g
e3= 3log( 1){::»2—105;(151}310 —El<:>E2—100E1

68. (1) = (20e4)’°“) = 20><(—0,01t)' xe M =20 (0,0 xe " = —0,01x20e %" =—0,01f(¢)

108



69.
_ —kt . _ —k _ Hh= 22 o f=In|2222
a) m(t)=50¢™" ; m(1)=49.975 & 50¢* =49.975 & ¢F =255 & —k 1n(2000)

1n[ 1999 1n[1999) Y ' 2
m(t) 50¢ (2000) _50[6 (2000)} :50(%) : m(2):50(%) =4995 gramas

1 1999\ _ 1 1999\ 1, _ 1)
b) m(r) = ><50<:>50(2000) —4><50<:>(2000) = <:”—10231999(4 Ad
1
ln(4)

_1 (1999)
2000

&t = 2772 anos

70.
ﬂnm1$=lWﬁém&4ukZLMﬁié““:l¢:—ﬂ3hﬂ%l%:kzggl@%z006
’ 2 2 2 ’ 2 11,3 ’
Logo, m(t) = moe”’%’, sendo m, a massa no instante inicial.
m(t+1) ~ moe—0,0G(tH) _ e—0,0ét—0,06 _ —006t><e 06 o6 .
b) ) %e4’°6’ B T =e =094 ; m(t+1)=094m(r)

A cada dia, a massa de radio-223 reduz-se a 94% da massa do dia anterior, ou seja, perde 6% da

massa que tinha.

71.
) m(t+—575) =1 S m(t+5,75) :lm(t) , isto é, a semivida do rddio-228 é 5,75 anos.
m(r) 2 2
b) m(t +5.75) =%m(t) PN moe—k(z+5,75) :%moe—kt e o k1=575k :%e—kz e ok 35k :%e—kt PN
575k 1 _ (1 _ ln(2)
Se —2(:) 5,75k—ln(2)<:)k—5,75
—ln—zt - ln(2) x23 12
m(t)=mye > , entdo m(23)=12 & mye > =12 my =— 5 — & my =192
-3 75><23
e

72.
L ln(é)
a)4=12¢ 2k :—1<:> k =2In(3); entdo,
2

-2
M (1) =12x e 2" zlzx(elnm) L Ax3x3 2 = 432
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M1)-M(©O ~
b) vioy) :%()()ZM(D—M(O)=4><3 1—4><3:§_12:_3_32
_MO=MO _ o vt s o d 42
Yo =5 =M= M()=4x37 —4x3 = m -2 =5
1
Logo, V5 :§><v[0 1"

) M'(t) = (4>< 3—2”1) = 4x(=2)x3 ¥ xIn(3) = —8In(3)x 32!

M’(1,5) ==8In(3)x3 21 = _8In(3)x3 7?2 = —%ln(3)

M’(3) =-8In(3)x372°" = 8In(3)x3™ = —%ln@)

d) M'(r)=—-8In(3)x3 > Vt,M'(t) <0 , pelo que a taxa de desintegracio é negativa.

M’(t) = (—81n(3) X 3—2“1) =—8In(3)x(-2)x32* xIn(3) = 16(In(3))> x372*'; Vt,M”(t) >0, pelo que a

taxa de desintegracao estd a aumentar.
Uma vez que a taxa de desintegracdo estd a aumentar e, como é negativa, significa que a
desintegracdo vai sendo feita de modo cada vez mais lento.

73.
a) P(t)=Pe""; P(0)=41790 A P(10)=47917
Logo:
n(47917
_ 10k _ ok _ 47917 41790
P(10)=47917 © 41790e ™ =47917 e =27790 Sk= 10
47917 47917 47917
1“(41790jt 1“(41790)><5 ln(41790)
P()=41790e¢ '© , peloque P(5)=41790e 1© =41790e¢ 2  =44748,759
A populagdo em 1925 seria de 44 749 habitantes.
In 47917
) (4110790)@ B (is)  (47917)
b) P(20) =41790e¢ =41790e = 11790 = 54942 304
52143

A percentagem de erro do modelo em relacdo ao valor real foi de, aproximadamente, 5%.

74.
a) A taxa de mortalidade anual é, aproximadamente, de 1,5 para cada 100 habitantes, isto é, a taxa de

natalidade por habitante é 0,015.

A taxa de natalidade anual é, aproximadamente, de 2 por cada 100 habitantes, isto &, 0,02 por cada
habitante. Todos os anos chegam ainda ao pais cerca de 100 000 novos imigrantes.

Logo, P(t+1)=P(t)+0,02%x P(t)—0,015P(t)+0,1 =1,005P(t)+0,1.
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b) P(t+ Ar) = P(t)+0,02AtP(t) —0,015AtP(t) + 0,1At = P(¢) + 0,005AtP(t) + 0,1At

_ P45 +0.005AtP(1) +0.1A —B(F
o Pin="L (”AA? P@) _ B0 A(t) %:0,00SP(t)+O,1<:>

& P'(1)=0,005P()+0,] & P'(t)==—=P(1) +

200

d) P'(1) = 555 P(1) + 15 =505l P()+20] =2150(1)

Como Q(t)=P(t)+20 ,vemque Q'(t)=P'(t)+0=P'(1).

Ent3o, Q(t)—Z—OOQ(t) e, dado que P(0) =35, tem-se Q(0) =55 e, portanto, O(t) = 55e200 .

e) O(t)=P(t)+20 < P(t)=Q(t)—20 , peloque P(t)= 556ﬁ -20 .

o o o
P(1) = 2x P(0) < 55¢200 —20 = 2% 35 &5 5567200 =90 e ¢200 =18 1 __ 1n(§) PN
11200 ™11
(:)t—200><ln(ﬁ) 1 ~98.495

Ao fim de aproximadamente 99 anos a populacao duplicara.

75.
a) T(0)=20+55¢" =75
A temperatura do liquido no instante em que foi colocado a arrefecer é de 75 °C.

~0.55t o 55—20 e g 0155 < 1y —0.155¢ < ln(l

< 0155t
b) T(1) <55 < 20+55¢ <55&e 55 1 1

7
ln(ll)
-0,155

Tem de esperar pelo menos 3 minutos.

Je

St 2 sr23

¢) lim T(t) = lim (20 +55e—‘“55’) —20+55%0 =20

t—>+oo t—+oo
A temperatura ambiente é 20 °C.

76. T(t)=T,+(T, —Ta)e_kt, ke R, T, é a temperatura no instante r=0 e T, é a temperatura
ambiente.
T(t)=25+(100—-25)e" =25+75¢7"
Como ao fim de trés minutos a temperatura da dgua atinge 72 °C, vem:

TR =72 25+75¢ *F =2 = ¢k =

n(53)

T(t)=25+75¢ 3

75 ¢ =7 )‘:’k
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75 75
T(t)=5525+75¢ 3 =55 e ? ’:557‘525@6 3 ’:%@
47
o]
75, _ (2 47\, _ 312
1= 3 t—ln(5)<:>ln(75)t—3ln(5)<:>
3ln(§)
ot = 47 Str=6
ln(75)

Ao fim de aproximadamente 6 minutos atingira a temperatura de 55 °C.
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Tema 5 | Trigonometria e Fungdes Trigonométricas

1. Férmulas trigonométricas

air _ T T) ud o s s
1. sen —sen(3+4)_sen3cos +sen4c053

2. senZ senT =sen(4F — T)sen(§ — &) =
( nT cosT —sen’ 2

= (

(

4

se s
sen(m — %) cosT — senZ cos(m — %))
n

V3o V2

3

X

2

2

2

(
sent cosT —senT (— cos.—)) (senf cosT —senZ c

[N}
%

X
—_—

|
l\3|>—t
~—
N——
/

[N}
w

o X
=

(4
(

3. Tem-se sen’a + cos?> o = 1, pelo que sena=1— (

13

Como a € [0, %], vem senav = 45

Tem-se, entdo:
cos(%+ + a) =cos & cosa — sen = sena =

:fxi%\/__xls_g 13 _ 4 _

2 14 14 — 28 28 28

1

o)) = (B - () -

L
7

2

4, Tem-se 1 +tg?a = , pelo que cos® a =

cosz

v

5 e Cosa =

Como a € [%, 7], vem sena =

Tem-se sen’3 +cos’3 =1, peloque cos’3 =1 —

Como 3 € [0, %], vem cos 8 = <.

11
Tem-se, entdo:
cos(aw — ) = cosa cos 3 + senc sen f =

L0y VAL VAL

5 11 55 55

5. Tem-se sen’a + cos? v = 1, pelo que cos?

Como o € [Z, 7|, vem cosav = — /= = —%

3

sen(2a) + cos(2a)) = 2sena cosa + cos’ o — sen

2/ 18 2 6y/2 1 2¢/2
o TF ~ B

L
3

1+tg2a
Tem-se sen’a +cos’a =1, pelo que sen’a =1 —

a=1-—

—
o | o
ﬁ‘»—lm o cn|"’>

9

w|wﬁ‘m
=

ot

__ 100
o121

3 —1—

_|_

D) X

27

196

&l

169
196 *
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S5\ — 5 1y 1
6. sen(arcsen—2-) = 2 e cos(arccos+) = +.
Designemos por a: 0 arcsen—2.

7
Tem-se sen® v 4 cos> v = 1, pelo que cos?a =1 — 22 = 24

49 49 *
Como « € [0, %] ,vem cosq = @ — %

N 2/6
Vem, entdo, que cos(arcsen->-) = T\[
Designemos por (3 o arccos--.

5
Tem-se sen’3 + cos? 3 =1, pelo que sen’ 3 =1 — % = %-
21 2/6
Como 3 € [0, 5], vem senf3 = ‘/5— = ‘g—
Vem, entdo, que sen(arccos+) = Q‘ég :
sen(arcsen-2>- + arccos+) = sen(arcsen-2-) x cos(arccos+) +
+ sen(arccos+) x cos(arcsen-2-) =
5 1 2./6 26 _ 1 24 _ 29
STXE Ty X T Tt E T

7.
a) sen(a+0)—sen(a—F) __ senacos 3 +sen 3 cos a — (sen a cos 3 — sen [3 cos )
cos(a+f)+cos(a—3) ~  cosacosl —senasenF+cosacosB+senasenfS
senacos3 +senffcosa—senacosff +senffcosae _ 2senffcosa _  senf t ﬂ
cosacos3 —senasen3+cosacos3+senasenS ~  2cosacos3 ~ cosf g
b) sen cosa __ senacosf +senfBcosa __ sen(a+fB) _ 2sen(a+fB) __ 2sen(a+f)
sen 3 cosfS sen (3cos 3 " senffcos ~  2senfcosB ~  sen(20)
1 + tg%0
c) sen(20) 8L = 2senf cosf ;L = N0 — tg¢
2
d) (cosa — sena)” = cos’a — 2senacosa + sen’a = 1 — sen(2a)
e) 1+ 1—sen(2a) _ cos(2a)+1—sen(2a) _ cos’a—sena+1—2senacosa __
cos(2a) T cos(2c) - cos? a — sen? -
_ 2cos’a—2senacosa __ 2cos o (cos o —sen ) _ _ 2cosa
- cos? a —sen? « T (cosa—sena)(cosa+sena) ~ cosa+sena
) sen3z —cos’z __ sen’z .senz—coslz.cosz __ (l—cos’z).senz—(1—sen’z).cosz __
senx —cosxt senx —Ccos T - senx —cosw -

senz — cos’>x . senx — cosx + sen’x.cosz

senxr —Cosx

senxz — cosx + senz.cosx — cos’x . senx 1+ senx.cosz — cos’z . senx
senz — cos senz — Cos

— 1+ sen x cosx (senx — cosx)

= — 1
senx —cosx =1+ senzcosx =1 + QSen(QZL‘)
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g)

h)

a)

b)

b)

senx

sen

—

C T €T
21) _ 2sen £ cos £ z

T
sen 3

WIS

= 2cos

sen 3 2

cos(3x) = cos(2x + x) = cos(2x) cosx — sen(2x) senx =

= (cos?z — sen’z) cosz — 2senz cosxsenT =

3

x —sen®xcosx —2sen®zcosz =

= cos
= cos’z — 3 sen’x cosx = cos’z — 3 (1 —cos’x) cosx =
= cos’x —3cosz + 3cos*r =
= 4cos’r — 3cosx
1 21 2, 2, 2
+cc;s( ) _ 1-i-cosyc2 senx 2c0253c :COS2$

Tem-se COSZ:%T _ 1+c052(2><'%) _ 1—0—;05%“ _ 1+COS§7T—%) _
1 — cosZ 1 V2 _ 2—4/2
= =z = 2 4‘/§,peloque cos3T = 2\/—
us S \/i s _ \/5
cosx.cost —senz.sent = Y= & cos(m+§) ==&
Sr+g=Tt2krVot+g=-T+2kmkels
Sr=—-g+Tt2knVe=—-5F-T+2kmkels
@x:%+2k7r\/x:—‘%+2k:7r,kez
senx + 3cosx:1®%senx+§cosx:%®
& cos%senx +sen% cosx = % & senxcos% +sen% cosx =
i _ 1 T T T o T
ﬁsen(l‘ﬂ—g)—7@(1?—{—?—?—}—2]{?7(\/{174—?—7{'—?
Sr=—-3+§ t2krVr=—3F +5T7T +2km, kel <
Sr=—¢ +2krnVarx=F +2km, k€l

1
5 <

+2km ke Z &
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d)

e)

f)

g)

3senx — \/gcosa: = \/E & Jsenz — \/gcosa: :2\/3 &

1
2

_ B 3v/3 1 _
<:>2fsen:c 2\/§COS.’E—1<:> senx cosr =1 &

= ésenx —%cosx =1 < cosZsenz —senZtcosz =1 &

6 6

&senzcost —senfcosr =1 esen(z— %) =1 o—L =3 +2kmkels

6

@m:%+%+2kﬂ,k62®x—%+2kﬁ keZ

senz +cosz +/2=0<&senx +cosz = — \/(:) senx—i—\[cosx:—l(:)
@Qsenx—l—gcosx:—l@

& senisenx +cospcosr = — 1< coscosr +sentsenr = —1&
@cos(%—x):—l ST -—rv=rm+2kmkels

& —r=—-F+n+2km kel s
@x:%—ﬂ—Zkﬁ,keZ@x———-l—er keZ

_ — /6= _ _ _ 2 _ V6
2senx —2cosw \/6 0& 2senx —2cosz = f<z> \[senx 2ﬁcos:p—%ﬁ@

1 — L — ¥
ﬁﬁsenx ﬁcosx

3
& costsenx —senl-cosx = e & senzcost

4

& sen(x

—ﬁﬁgsenx—gcosxzﬁﬁ

2 2

T _ con VE
] D) 1 sen4cosx—2<:>

~f)=Yer-g

T =% +t2knVr— =1—% +2km kel s

4

Gr=T 4+ 42knrVae==2 4+ 42km kel

e
= T = B

+2krVao=4T +2km, ke’

3x 3x 3x 2 3£

1 —sen(5z) = (sen® — cos—) & 1—sen(5z) =sen?2 —2sen? cos¥ + cos?3 &

2 2 2

& 1—sen(bz) =1 —2sent cos®t < sen(5z) = sen (3z) &

Shr=3r+2knVdr=n—-3x +2km, kel &

& 2x =

1+

sen?

o 10

& sen?

_
& 2r = 5

116

sen?xcos?x

2knV8r=nm+2km, kel s x=knVxr=-= +k7f,k€Z

B

1
cos’x

2, 2, 2, 2.
+ 1 4 =0 & cos” x + sen” x—4sen” x cos” x =0 &

cos?zx senx cos’x

=4 &

sen2

sen z cos z)° 1—sen?(2x)

sen? x cos? x

(2r) =1 A senz #0 A cosz #0 < sen(2x) =+1 A senx #0 A cosz #0 <
+thkr AN #5 keZeov=2+5 kel

=0 & =0 < 1-sen’(2z) =0 Asen’zcos’z #0 <



h)

10.

b)

11.

b)

cos(2z) + 3cosx + 2[cos(2x) + 2sen’x] = 0 <

& cos(2x) + 3cosx + 2cos(2z) + 4sen’x = 0 < 3cos(2x) + 3cosz + 4sen’x =0 &

& 3(cos’z —sen*z) + 3cosx + 4(1 —cos’x) =0 &
& 3(cos’z — 1+ cos’>x) + 3cosz + 4(1 —cos’z) =0 &
& 6cos’r —3+3cosz+4 —4cosPr =0 &

& 2cos’r+3cosr+1=0 & cosz = 3iW & cosy = 2 &

Scoszx= —3 Vceosz=—1&

@xz%r +2km \/:U:%T +2knVrx=n+2km, ke’

2sen (E_$> —COsT =3 & 2sen TcosT — 2SeNTCOS & — CosT = 5 &

e

6 6

&2 X Lcosz —2senz Y V3 _ cosg =3 & cosz —\/3senz —cosz =
& —y/3senz =3 Ssenzy = —% &seny = —3%6/5 &seny =
ST = —F +2k:7r\/x———+2k7r kel <
@x:—%”\/a::—%\/x:%’r Vo= 57“

2
S22 =% +2knV2r=242km k€l s

senx.cosxzé o 2senz.cosa = L2 & sen (2) :é &

=’ :%—kkw\/x:l—kkﬂ keZ<
<:>a::—HT”\/:E———\/:U———\/:Jc———\/a:—%\/x:%\/

_ In — An
VI=-45Vr= -3

cos(2x) +3senx = 2 < cos’z —sen’s +3senz =2 &
& 1—senz —sen’s +3senz =2 & —2senz+3senz—1=0<

& senp = = 92_X4(X_§)_2)X(_1) & senx = 3i1 & senx—l\/senx—%@
Sr=5+2krVr=¢+ 2k7r\/x——+2k7r kel <
Sr=-vVve=-3Fvrg=-TVve=Ivez=IVve=5T

2 2 2

cos (2a) = cos’a —sen’a = cos’a — (1 — cos® ) = cos>a — 1+ cos? a = 2cos?a — 1

2cos’(x) — 1 = sen(m— Z) & cos(2z) = sen(z — %) < cos(2x) = cos(§ —z + §) <

Sr=F-—rv+g+2krV2r=—-F+tor— 5+ QkW,kEZ@
& 3 = 8+2k7r\/m———+2k:7r kels
Sr=04+2 v g= -2 42%r, kel
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12, |senz.cosx| < 4 < —Z<senx cosT < = ——<2$enx cosx<—
& — 1 <sen(2r) < 5 &
<:>—%+2k57r<2w<—+2k:7rV5”+2/<:7r<2x< +2km, kel &
& —Ltkr<z<S+kr VI tkr<z<I +k:7rk;eZ

k=0—(-5S<z<fZ VI <z <T)NO<z<rme
S0<z <L VIZ<cz<in

k:1—>(—12+7r<x<ﬁ+77 \/——|-7T<:E<—+7T)/\O<.r<7r(:)

s(F<e<Brvii<es<IIANO<z<rme

117
@?<ZC <7

Solugdo: 0, 5[ U |52, 2 U X 7]

13.  cos(A) cos(B) +cos(C') =sen(A)sen(B) < cos(A) cos(B) — sen(A)sen(B) = — cos(C) <
& cos(A+ B) = —cos(C) < cos(m— C) = — cos(C'), oque é verdade

14.
sena—%@h—ﬁsena
b
2 2 — —
V2 Cosa = —= & cosav = 2\[ & b=2y2cosa
A A\ Area _ bxh __ 2 2cosa><\/§seno¢_
b - 2 2 -
5 = 2sen acos o = sen(2q)
15.
or _ h — sm
senr1—2—1;1<:>h—45enr12
or _ b — oT
) ; cos 15 = 7 < b =4cos 33
1
< _ bxh __ 4cos—><4sen 5 5m 5w
Area = >+ = —F15—" =8sen {5c0s 35 =
= 4sen(X) =4x 1 =2
16.

Designemos por b as medidas dos dois lados iguais e por ¢ a medida do terceiro lado do triangulo.

(sen T _n
12 b
- c
~ . . . A . T—27 e 5
Os angulos internos iguais tém amplitude —*~ = {5, de onde concluimos que { cos 5= %
cxh
=9
. 2

118



Comecemos por determinar o valor de sen 75 e posteriormente o valor de cos 75

sen%:sen(g—%):sengcos—— z :
_ Ve V2
=1 )

T I T T s s I 1 2
cosﬁ:cos(g—I):cosgcosz—l—sen?senI:g><T—i—
NG 6
=-1 t°1

(
, (V6 V2
V6 V2 h_(4_4>><b
4 4 b
Vem, entao < 2_|_ 6:£ &< e= ﬁ+—6 X b
4 4 2 2 2
CXh 2 6 6
5 =9 (T+T)X T T
\

senicosﬂzéx é—gxl—

M‘E
X

12°

2

“f5

c=3vV2+3V6

b=6

O perimetro do triangulo é, entdo, 6 + 6 + 3<\/§ + \/6) =12+ 3<\/§ + \/é)

Outro processo de resolugao:

cos%:%@)a:6cos%©a:6x§:3\/§ e h=%=3

A=h*+(a+0)? & c?

SA2=9+93+4/3+4) &

S =T2+36\/3cc2=36(2+/3) = c=61/2+/3
O perimetro do triangulo é, entao, 6 +6 + 64/2 + \/5 =12+64/2+ \/§

=324+ (33462 2=949(/3+2)?2 <
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Vejamos que 64/2 + \/5 = 3\/§+ 3\/6.

61/2+1/3=3vV2x2x1/24+/3=3V2x1/4+2/3=3V2x/1+2/3+3=
:3\/§x,/<1+\/§)2:3\/§x (1+V3) =3v2+36

Outro processo de resolugao:

senE:%@h:bsengﬁhzé

6 2
. b
Area =9 b= 9o P2 9gu Vo 9gu 2= 36b= 6

Pela lei dos cossenos, vem que: ¢? = b% 4+ b> — 2 x b x b cosT & ¢? = 2b? — 2b? cosT &

& =202(1-cosT) & c2=72(1+%§) &2 =T72+36/3 < =362+ 3) &

comob =06
Se=6y/2+/3
O perimetro do triangulo é, entdo, 6 + 6 + 64/ 2 + \/§ =12464/2+ \/§

17.

Pela lei dos cossenos vem que: 18 — \/§:x2+4—2 X 2 X x cos165° &
& 18 — /3 = 2% + 4 — 4z cos (180° — 15°) < 18 — /3 = z + 4 + 4z cos (15°) <
S a2+4cos(15°)x+4—18+/3=0< 22 +4cos(15°)z — 14+ +/3=0

Sabemos que:

cos(15°) = cos(45° — 30°) = cos45°cos 30° + sen45°sen 30° = @ X @ +
_ V6 V2

=1 o1

2

X

o

L
2

Logo, x2+4cos(15°)x—14+\/520@352-1—4(@-1—@)95—144—\/5:0(:)

&+ (\/6+ \/5) r— 14+ \/_ =0 x= \/éﬁi\/(\/g+\/2§> 74X1X<7l4+\/§) &
V62 /6424212 456-4,/3 -y —6—/2 % /644413 —41/3 -

2 2

= T =
Sr= 4_\/6_2\/§i8

Comox >0,vemzx = w.
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18.

P(cos a,sena) ; Q(cosa,0) ; R(0,sena); OQ =cosa ; OR = sen «

Area da coroa circular = 7 cos’a — msen? a = 7(cos’a — sen® @) = 7 cos(2a)

2. Limites e derivadas de fungdes trigonométricas

19.
V2 2
a) lim m(senz+cosx)  m(senf4cos ) ”<T+T> _2v2 \/5
pi 4x - 4x I - T -2
. cos(x+m) _ cos(0+7) _ cosm __ -1 _ 1
b) xhino x4+r 04+ = T - T
x ™ _ T _
c) xl_1>n;1r7 senx sen(7=) ~— 0t + oo
d lim T—T7 T—T 0 — 0 =0
) r — g l—cosz 1—cosm 1-(-1) 2
e lim L =T __ — T =1 =+
) & — g ltcosz 1+cosm 1+ (-1)* ot
f lim X =—_ 2 __—_2 —
) xﬂ(%)i tgx tg((g) ) +00
lim - =— 2 =3 —
tgx 7\t —
r— (5)" BT w((3)") *
Logo, Iim - =0.
’IH% tgx
20.
: 3z+senxz __ 13 3z senz '\ _ 1; senz '\ __ : senx __ _
a) lim =220 L = |Jim (== + =) = lim (34+>=2%)=3+1lm =L =3+1=4
z—0 z z—0 7T z z—0 z z—0 <
b) lim b6r—3senz __ lim (GL _3senx) — lim (6 _3senx) — 6 — 3lim ez —
z—0 z z—0 7T z z—0 z z—0 7
=6—-3x1=3
: 8x+2senx : 8z 2 senx 8 2 senzx
c lim SET=80E — [ijm (£ + 2 x =2 ) = [im (% 4+ £ X =
8 2 o fiy Senz _ 8 | 2 .7 _ 10 _
=75 5xxl£110m—5+5x1—5—2
. 22 4 3z 11m(m+3)
: $2+3£C — 11 I% __z—=0 _ ; _
d) im ST =lim i = Tmer T T T 3
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e)

f)

g)

h)

i)

k)

21.

a)

b)

d)

122

) 1~ cos(2 . o2 2 . 2 ) 2
lim cxozs( ) — lim 1—cos ;L‘ZJr e’z _ 1im 25;;1 T — 9w lim (se;;r) —
z—0 z—0 z—0 z—0
2
=2 (Jim =)’ —2x12 =2
z—0 T
. 6 . 6sen(6 . 6 .
lim =262 — 1im %z(ith Se'zj(—x): 6 xlim =2 =6x1=6
z—0 z z—0 x z—0 CE y—0 ¥
. S8z . 2 8 . 8 .
lim ”1&: lim w:2th Se?g(—”): 2xlim £ =2 x1=2
z—0 * z—0 r =0 STl g y—0 Y
lim 8 —lim b =lim =L oo Lol
x— 0 sen( m) x— 0 3z x— 0 3 Tll_l"no 32 ylin()T
I sen(6z) 1i Seng(ﬁw) 1i 2sen (6z) 2xlim Senﬁ(rm)
m —-= =Ilim 22— =Ilim %
7 =0 sen(3:L‘) =0 sensidr) 7 —0 seng(ij)
im senz
_ M g 9
= Sy =
y—0 Y
lim sen(z—3) __ li sen(z—3)  _ Lljm seny L g1 -1
s —3 226 s —3 2 3) QyHO y 2 2
z m. Yy ¥
lim 2 - lim <) g S
T — 37 Fy:m—Sﬂ;w:y+3w| y— 0 y— 0
. Lsent . sen 4 .
:—hm%:—%hm = —%hm SE”Z:—%X1:_1§
y— 0 2 y— 0 2 z— 0 z
. _ . 3 . 3 . 3 . 1x 6y
lim Sz — li 4 =lim —=4~ =lim =%~ =1lim 2 — =
r— I sen(6z) y—0 sen(6(y+%)) y—0 sen(6y+2m) y—0 sen(6y) y—0 sen(6y)
_ 1 li 6y _ 179 1 _ 1 1 _ 1 1 _ 1 _ 1
=slim %~ =5 lim o5 = 5 X —=wr ‘ sx1=5
(6y) : (6y) senz
2y_)0 sen(6y) 2y_)0 % 2 yh—r»nU% =ty 2 zhino . 2 2
; . sen - ; senx : senx
lima, = M=o —  |im -2 — 9fjm ST — 9y ] — 9
n ; z— 0 2 z— 0 z
3
. . sen . . .
limb, = lim—2—_ = lim 2% = lim =5~ :%hm %:%xl:
5n z—0 53 z— 0 15 z— 0
3z
. . . sen= .
Ilmcn:hm(nsenl):hm - S8L —92lim 2L =2x1=2
n o 2 z— 0 z
sen[ ()] _
()" <+




22.

a) Como o dominio é um conjunto limitado, a existirem assintotas do grafico de f, elas s6 poderdo
ser verticais.
Como a fungdo é continua em todo o seu dominio (por ser o produto, quociente, diferenca e
composicao de funcdes continuas), apenas as retas de equacdo x = 0 e x = 7 poderdo ser
assintotas do seu grafico.

. T zsenzw T x sen z [14-cos(2z)] T x sen z [1+cos(2z)]
:L.h_r,no f(x) _xlir%+ 1—cos(2x) _xlir%Jr [1—cos(2x)][14cos(2x)] _xlin’éJr 1—cos?(2x) -
1 x senz [14cos(2z)] _ q: T senzx . -
_xlir%+ sen?(2x) —$lil’l(l)+ sen(2z)xsen(2x) Xxlir%+[1 + COS(2$)] -
rsenx lier%
—lm i X2 = e X2 =
(2z) _ sen(2x) . sen(2x) . sen(2z)
r— 0t 2r X 2r IEHOI‘F 2 ><LEH()1+ 2 y =2z
o ,I‘}O#» x o ZX o L
= T g = X 2= i X 2= 3
y— 0t y— 0t
: _ 1 rsenx  __1; senx _ 1 : senx _
;vlgnw f(.fl?) _xlin}r‘ 1—cos(2z) _xlin}r‘ |:33' % 1—cos(2x) ] _;Elln}r‘ v X;r/lin}r‘ 1—cos(2z)
. . . . sen (y + ) _ : —sen y _
=7 xlim —L _ = xlim —p2 - =7 xlim —— 24—~ =
> n— 1—cos(22) P y— 0- 1—cos(2(y +)) y— 0~ 1—cos(2y + 2m)
_ : sen y _ . sen y [14+cos(2y )] -
- T Xylin’(%_ 1—cos(2y) — T Xylin’(%_ [1—cos(2y )][14-cos(2y )]
_ . seny . _ . sen y _
= —rxlim —55~ xIlim |1 cos(2 = —7mxlim —5Z+ x2=
y— 0- 1—cos?(2y) y— 0_[ + ( y)] y— 0~ sen?(2y)
seny
- _ ; sen y - _ ; 4y? —
= 21 Xyl_l)nai sen(2y)xsen(2y) 2T xyl—l}la’ senz(zy) ><sen2(2y) -
y Y
_ 2 i]/lj{},g Xylﬂml}& 2 7 X(=o0) x 1 _ 40 __
= T AT X A e T X i ey == i T

z

. . sen(2 -
im z—l X lim # B " -
y— 0~ Y y— 0" Yy z=2y z— y—

O graficode f tem apenas uma assintota vertical, de equagcdo = = 7.

b) Tem-se:
s s s . e s 5
e f écontinua em todo o seu dominio, logo é continua em [% , %] .
s T T 1
o f(2)= 2% — 6%2 — T qgueémenordoquel
f(G) I—cos % -1 1 6 a
= 57 gen 2 LLSVE 5
] o7 = 6 6 prg 6 2 = o A i d 1
= 1 que é maior do que 1.
f( 6 ) 1—cos 3% 1—5 6’

Logo, pelo teorema de Bolzano-Cauchy, a equagdo f(x) = 1 tem, no intervalo [% 5
pelo menos uma solugdo.

23.
a) lim g(z)=lim —% — =lim ——20rosD _ _jip | 2 (] 4 cosa)| =
0~ g r—0- 1=cosz TG (l—cosz)(ldcosz) T (- 1—cos?x
2
T 22 . T 22 o1 5 o1 1
= Nim ey X lim (14 cosw) = lim — oo x 2 =21lim — =21lim —- =
=2 x —L1 =2

( hm senz)
z—0— T
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b)

24.

a)

b)

lim g¢(z) = lim

z— 0t

x— 0F

br+tgx

=lim % 4+ lim 8%
z—0t ¥ zoot T

=1lim b+ lim <= —
r— 0t r— 0F

— b4lim (202 % L) = p4lim 2 xlim L —p4+1x1=b+1

x— 0F

9(0) =a

a=2
b+1=a

S a=2

xT cos

e b=1

xz— 0F z— 0+ 08T

Como o dominio é um conjunto limitado, a existirem assintotas do grafico de g, elas sé poderao
ser verticais.
Como a funcdo é continua em todo o seu dominio (por ser a soma, diferenca e quociente de

fun¢Bes continuas), apenas as retas de equagdor = — 27 e x = § poderdo ser assintotas do
seu grafico.
lim g(z) = lim Tttgr _ %*tgr((%)i) _ %*(TJFOO) — 400
2= (5) e (57 : :
: 1 z? __4x? _ 4n® _
o e 9D 2N e T = T T A
O grafico de g tem duas assintotas verticais, de equa¢des v = — 21 e = = 3.
TtHeeT 4
Tem-se g(%) =41 =1+ 2 ~23.

Tem-se, também:
e g écontinua em todo o seu dominio, em particular é continua em [ —

) g( %
¢ g(0) =2, que é menordo que g(%) .

472

27

472

T) - 1—cosg(—

e YR

9 _ 8

~ 2,9, que é maior do que g(7%).

™

Logo, pelo teorema de Bolzano-Cauchy, a equagdo g(x) = g(—) tem, no intervalo

[_

f(z+4m) = 2cos? (£ 4 2m) — (z +4m) = 2cos? (%) —z — 4dm = f(z) — 4n

2

3

{y=2c052<%> -

y=—=

“{

124

2 £>:0
cos(2

y= -1

, O] , pelo menos uma solugao.

4

()N X
0

Comecemos por determinar as coordenadas de P ede Q.

—x=2c052(£> —x 2c052<£>
= 2 = 2

y=—=

i)

y=—=

x T
- = Vi
5 2+k7r,k€

y= -z

0

“{

=

r=7n+4+2km ke
y= -1



c)

d)

25.

a)

Comozx € [ —2m,27|,vemque z =7V oz = — .

Peloque P(—m,m) e Q(m, —m),logo R pertence a bissetriz dos quadrantes impares.
Designemos por (a, a) as coordenadasde R,com a > 0.

PQ = \/(7r+7r)2+(—7r—7r)2 = /812 =2\2n

PR=2/21 6 /(a+ 1)’ +(a—1 = VB & (a+ 1)+ (a—n)’=8r &
sSa?+2ar+ 71 +a?-2ar+ 71t =8m < 2a> -6 =0 a? - 31° =0 & a® = 372
Como a > 0,vema = \/§7T.As coordenadas de R sdo (\/§7r, \/gw) .

Tem-se:

e [ écontinuaem R, em particular é continuaem [%, Z].

e f(3)=2cos*(}) -2 =2x 3 - z ~ 0,45, que é maior que 0.
T

e f(3)=2cos?(5) —3=2x2 - 2=1- 2~ —0,57, que é menor do que 0.

Logo, pelo teorema de Bolzano-Cauchy, a equagdo f(x) = 0 tem, no intervalo

[% ) g] , pelo menos uma solugao.

2 ( 22 2
. _ e 2ed(2)
Dy =R g(z) = T z
Como o dominio € um conjunto limitado inferiormente, a existirem assintotas do grafico de g,

elas poderado ser verticais ou ndo verticais (quando z tende para + o0).

Como a fungao é continua em todo o seu dominio (por ser a diferenca, produto, quociente e
composicao de fungdes continuas), apenas a reta de equagao x = 0 poderd ser assintota
vertical do seu grafico.

hm (w) . hm 2C0$2<%)—l’2 _ 2C052(0) _ 2 _ +OO
z— 0t g z— 0T z 0* 0"

A reta de equagdo x = 0 é assintota vertical ao graficode g.

2 Qﬁ—xz
m=lim 22 — jim %:nm [%chosQ(“"—z)— ]:

r— 400 T xr— +00 T — +00

— lim [ixzcos2(f—2)]—1:0—1:—1
z— +oo LT 2 1l
jlx) =2 cosQ(%) é uma fungdo limitada entre O e 2 ;IILm+OO _,L%:O
) . 2c052(é> —2? . 1 of 22

bzll}rgoo[g(x)—i-x]zrlmjoc - +x ::EEIEOO[EXQCOS (%)—x—i—az]:
= lim [%chosQ(g)] =0

x— +oo L7
Areta de equagdo y = — x é assintota ao graficode g.
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1\ i 95 FR)—g(§) _ . cos(f4h)—cosT .  cosfcosh—senfsenh—cosf
b) 9'(§) = lim 2 = hhino 7 = ,}Eno 7

— lim (cos%cos h—cosf ~ senfsen h) — lim cosjcos h—cosT lim sen’sen h

: o 1—cosh nh 2 1. (1—cos h)(14cos h) V2
= —cosZ lim —=" —senZ = — Y lim———F——~+— — Y2 x 1=
4,50 h 4 50 b 2 150 h (1+cos h) 2

2 2 2 4. 2 2
__ihmlcosh_i:_ihm(senh h)_%:

- 2 2 gh(1+cosh) 2 2 g\ B2 14cos h
_ _ 2 h h 2 _ _ /2 V2 W2
= = 2 lim S lim oy - = = G I x 0 = -
26.
T\ _ i JEHR)-F(F) sen(m+3h)—sen(w) _ 1.~ —sen(3h)—0 __ . sen(3h) __
) 1'(%) _hh_{no% _hlﬁo h _hhinoT N —hh_r)no he
= —3lim =B —  _3lim e = _3x1=—3
h—0 3h‘ y— 0 Y
b) m=f(5)=—-3; y= —3x+b
A reta contém o ponto de coordenadas (%, /(%)) -
f(%) =senT=0
Substituindo, vem 0 = — 3 x % + b < b = m.Aequacdo reduzida da reta é, entdo,
y= —3r+m.
27.
a) (2+x+senz) =14 cosx
b) (4—3z+522 —6cosz) = —3+10x + 6senx
c) (rcosz) = cosx — zsenx
d) (senzcosx)’ = cosx x cosx +senx( — senx) = cos’x — sen’r = cos(2x)
e) (Zsenztdcose)' — L(9seny 4 3cosz) = L(2cosz — 3seny) = Zeoszodsens

f) (tgx—m)/zw—l—tg r+1—-1=tg’zx

g) %6—7 +2x—4+xtgx) :%(wﬁ)/—%(aﬁ”‘), +2-0+tgr+T X —H =
=1+ x62° -+ x4’ +24+tgr+arx =20 —203+2 +tgr+ %
h) (m—&-;osx)’ :%x(l—senx): 1—;enx
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i)

k)

p)

q)

t)

/
(W) = % X (2x+4cosx) =x + 2cosx

(sen?z) = 2senx x (senx) = 2senx cosx = sen(2x)

!/
(3senz —sen®*z) = 3cosx — 3sen’z X (senx) = 3cosx — 3sen’z X cos T =

= 3cos z(1 — sen’z) = 3cos x x cos’xr = 3cos® x

!/
(sen'z 4 cos*z)" = 4 senz cosz + 4 cos’z( — sen ) = 4 sen®z cosx — 4 cos’z sen z =

2 2

= 4senxcosz(sen’xr — cos’z) = — 2 x 2senx cos z(cos’T — sen’z) =

= — 2sen(2x)cos(2z) = — sen(4x)

(senx)’ _ COSTXT—SenT __ xCOST —Senz
x 22 22
( z )/ _ cosx —x(—senx) _  cosz fxsenz
cosx cos? cos?
(a;+cosx)/ _ (I—senz)(1+senz)—(r+cosz)xcosx _ 1—senz—xcosz—cosie __
1+senx (1+senz)? (1+senx)”
_ 1—-1-zxcosz __ T CoST
= 7 = 2
(1+senx) (1+senz)

( 1 )’ _ senx
1+cosz (1+cosac)2

"' o _—senz _ _ _senz
<2 COSCL’) =2 2\/cosz \/cosz

(sen(3z — 1)) = 3cos(3z — 1)

(cos* (1)) = 2cos () (cos (1)) = 2cos () (—sen (1)) (3) =

= — 2cos(L)sen(L1)(— &) = 5 x 2cos(L)sen(+) = Lsen(

8=
8 =

SR\

)

/
(xco;(?m)) _ % % (COS(QQS) +x(—2sen(2x))) _ cos(2x)—§msen(2:1:)
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28.

a)

b1)

b2)

29.

b)

. ) . z + + sen(2z)—sen 0+sen 0 . 2
Tem-se: thﬂ):hm 2 (,) :hm[l—i—senzﬁ}:1+1:2
z—0~ z= x—0~ z x—0~ z

. — f(0) . sen(3x)—sen z—sen 0+sen 0 . sen(3x) senx

lim L2 =1O — jim = lim | —— — =% | =
z—0* z—0 x—07" z x—0" z x

. 3 . 3 .
= lim [3 X —Se?,,( 2 _ —Se””"] =3 x lim Lf;)( D _ im0 —
z—0F x x z—0F z z—0+ %
. 3 .
=3xlim =00 _ 1 3xlim = —1=3x1-1=2
z—0* 3 y =3z y—0* Y

Portanto, f'(0) =2.

Se x>0, f'(x) = (sen(3z) — senx) = 3 cos (3z) — cos .
m = f'(2r) = 3 cos (6m) —cos (2m) =3 —1=2
y=2x+b

O ponto de coordenadas (2, f(27)) pertence a reta.

f(27) = sen(67) — sen (27) = 0

Substituindo,vem (0 =2 x 27 +b < b= —4r.

A equagdo reduzidadaretaé y=2xr —A4r.

Se —27<x<0, fl(z)=(z+ %sen(Zm))/ =1+ 5 cos(2z) x 2 =1+ cos(2z) .
Para as retas serem paralelas os declives tém de ser iguais.
l+cos(2x) =2 cos(2z) =12 =2km, k€ Z<rc=knm ke’

Logo, z = — 7.0 ponto P tera coordenadas ( — m, f( —7)).
f(—=m)= —m+ gsen(—2m) = — 7
As coordenadas de Psdoentdo (—m, — ).

VI’GD]“, f(—._'E) — —z —sen (—x) _— _—xr+senx _ _ x—senx __ —f(ﬂ?)

1+cos (—x) 1+4cosxz 1+cosx
f é uma fungdo impar.

Como o dominio é um conjunto limitado, a existirem assintotas do grafico de f, elas sé poderdo
ser verticais.
Como a funcdo é continua em todo o seu dominio (por ser a soma, diferenca e quociente de

funcdes continuas), apenas as retas de equacdo x = — m e x = m poderdo ser assintotas do seu
grafico.
; 1 r—senx __ —m—sen(—m) __ T _ T
x_}lglﬂy f(:b') I—_)ll(lzlﬂﬁ l+cosz ~ 1+cos((-m)7) ~ 1+(-1)" — 0 o0
: _1: r—senxr __ W—Sen(ﬂ) _ s _ m
ZILH}T, f(:L’) _Tlin;lr, I+cosz ~— 14cos(m™) — 14+(-1)F — 0F — + o0
O grafico de f tem duas assintotas verticais, de equagbes t = — 7 e z =7
f/(ZC) — ( T —senz )’ _ (1—cosx)(l+cosw)—(m{—senm)(—senx) _ 1 —cos? z+x senag—senQ:p _
I+cosz (1+cosz)’ (1 + cos z)*
— T senx
(1+cosx)2
Nointervalo | —m,7[, f'(z) =0 22 =0 rsenc=0<2z=0V senz =0 &
(1+cosz)
Sx=0
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30.

-7 0 s
T nd. | — 0 + n.d.
senx nd. | — 0 | + |nd.
(1+cosz)’|nd | + | + | + [nd
f(x) nd. | + 0|+ |nd
f(zx) nd. | / /" | nd.
f é crescente em | — m, [ e ndo tem extremos relativos.

f'(z) =3+ 2senx

g(r)=4+4senx

f'(a)=¢g(a) & 3+2sena =4+ 4sena <
&2sena= —l&sena= —3 &S a= —F

F(-7) =3 +2sen(~5) =3 1=2=¢( )
O declive dasretas r e s é 2.

Areta r contém o ponto de coordenadas (— %, f( — F)) eareta s contém o ponto de
coordenadas.

(~59(=%)
F(=5)=VB+3(=§) —2c0s(~§) =B -§-2x %= -3
o(=5)=2VB (=) ~deos(~§) =23 -F -ax =¥

Relativamente a reta r sabemos, entdo,que tem declive 2 e contém o ponto de coordenadas

™ ™
(-3 -3).
y = 2x + b, substituindo vem:
—f=2(-f)rbeb= -3
Uma equacdo dareta r € y=2x — ¢ .Areta r interseta o eixo Oy no ponto de

ordenada — %

Areta r interseta o eixo Ox no ponto de abcissa 75

Relativamente a reta s sabemos que tem declive 2 e contém o ponto de coordenadas

(-5 -%).

y = 2x + b, substituindo vem:

Uma equacdodareta s é y =2z — 3.
Areta s interseta o eixo Oy no ponto de ordenada — Z.

6

Areta s interseta o eixo Oz no ponto de abcissa %.

2r-3=0&x=%
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b)

32.

A area pretendida é a diferenca entre as areas dos dois tridngulos.

h(x)=0< acosz —bsenx =0 acosz =bsenz <
%: senx /\ x#%@

cos T
gr=3 N x#3
W(3)=acosy —bsen = —b#0
Para x € [%,W] , g < O.Como% > 0, concluimos que A’ n3o se anula.
Para z € [§,7]|, acosz <0 e —bsenz <0,logo h'(z) <0, Vz € [5,7].

h édecrescenteem [%, 7.

Portanto,

¢ 0 mdaximo da funcdo é h(g) =aseng+bcosg=a+0=a.

e ominimo da fungdo é h(r) =asenm+bcosT=0—b= —b.
Tem-se:

e h écontinuaem [% , ﬂ por ser a soma e produto de fungbes continuas.
* h(%) =, que é maior do que 0.

e h(m) = — b, que é menor do que 0.

Logo, pelo teorema de Bolzano-Cauchy, a fungcdo h tem pelo menos um zero.

Como h é decrescente em [, 7|, o zero da fungdio h € dnico.

Para a =b,tem-se h(z) =0< bsenx +bcosx =0« b (senz + cosz) =0 <

& senz+ cosz =0 senz = — cosz & tgr= — 1< x= 2", peloque C(2,0).

Tem-se P(3,a) e Q(w, — a), donde PQ = (2, —2a).
O declive dareta PQ é assim —2¢ = — 4
2

T "

y= — %x + b .Como a reta contém, por exemplo, o ponto (), vem:
—a=—-Lxr4+bsb=3a
Pelo que areta P() temequagdo y = — %x + 3a.
da

Como 0= — & X %f + 3a, tem-se que o ponto C' pertence areta P(Q .

f'(xz) =2senz cosz

Portanto, f'(a) = 2sena cosa, pelo que areta r tem equagdo y = (2senacosa) .
Como A(a,sen’a) vem: sen’a = (2sena cosa)a < sena = 2a cosa, que é equivalente a

tga = 2a .
Logo, a é solucdo da equacdo tgx = 2x .
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b)

Yy
____________ AAT T
i
]
]
:
]
B | X
O i} g .L’
Sabe-se que tga = 2a < a = £,
asenza _ St xsen’a _ 7@ xsen’a _ senlq
Area do triangulo [0AB] = = 5 = 5 = Sena

33.
a) Para — 4 <z <0, f € continua por ser a soma de duas fun¢Bes continuas.
Para 0 < x < 7, f é continua por ser o produto e composi¢ao de fungdes continuas.
lim  f(z) =lim (5 + cosz) =0+cos0=0+1=1
_ _ _ 1 _
:CIIan f(z) = lim (2sen(F — z)) =2sen(£) =2 x 3 =1
f(0)=0+cos0=0+1=1
Logo, f é continua em todo o seu dominio.
b) Para — 2 <z <0, f(z)=% +cosz ; fl(z)=7 — senz
f(z) =04 1 —senz =04 senz = +
N&o existe nenhum valor de = pertencente ao intervalo [ — %,0[ cujo seno seja %, portanto,
no intervalo [ — %, 0[, a derivada de f ndo se anula.
Para 0 <z <, f(z) =2sen(§ — z).
f'(z) = —2cos(& — )
f(z)=0& —2cos(F —2)=0& cos(F —z) =0&
S5 —r=5tkmkele
Sr=%F-F+kmkelos=—-F +kmkclers=2"
2 f(=%) == +cos(-
: -3 0 = " = - I40=-%
T F(ZF) = 2sen(s — %) =
_2(;05(%_;1;) — 0 + + :2XSGH(—%):—2
7 (@) + | £ — 10 [+ |+ f(m) =2sen(§ — 7) =
f(x) Tl N2 /T =2xsen(= ) = —1
f écrescenteem [— Z,0] eem |2, 7] e édecrescente em [0, 27 ] .
J tem minimo relativoem — 7 eem %”

Independentemente de f ter ou ndo derivada no ponto 0, sabemos que é continuaem 0 e

que f tem maximo relativo em 0. Em 7 também existe maximo relativo.
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d)

34.

b)

c)

Tem-se:
e [ écontinua, em particular é continuaem [— %, 0] .
s _ ™ 4
e f( = 3)= — Z,que é menordo que 0.
e f(0) = 1, que é maior do que 0.
Logo, pelo teorema de Bolzano-Cauchy, a fungao f tem pelo menos um zeroem [ -5, O} .
Como f é crescente neste intervalo, este zero é Unico.

A equacdo reduzida dareta r é daforma y = (% — sen a)ac + b . Como o ponto de
coordenadas (a,0) pertencea r,vemque 0 = (3 — sena)a+b< b=a(sena — 3).
A equacdo reduzidadareta r é y= (5 — sena)z +a (sena — ).

A ordenada do ponto de intersecdo desta reta com o eixo Oy é a (sen a — %) .

Como a é zeroda fungdo f vem f(a) =0, peloque § 4 cosa = 0, que é equivalente a
a= —2cosa.
Portanto, a ordenada do ponto de intersecdo da reta » com o eixo Oy é

—2cosa(sena — 3),queéiguala cosa —sen(2a) .

Para 1 < x < 2, f é continua por ser a soma e composi¢do de fungdes continuas. Para
2 < x <8, f écontinua por ser a soma e composicao de fungdes continuas.

Iim2 f(z) = Iim2 B4+ In(z—1)=3+In1=34+0=3

Tr— Tr— 4

Iim2+ f(z) = Iim2+ (x +cos(r—2))=2+cos0=2+1=3

f2)=2+cos0=2+1=3
Logo, f é continua em todo o seu dominio.

Uma vez que o dominio de f é um conjunto majorado e minorado, o grafico de f ndo admite
assintotas ndo verticais. Uma vez que f é continua em |1, 8], o seu grafico, a admitir assintota
vertical, tal apenas poderd ocorrer para x = 1.

Iim1+ f(2) :Iim1+ B+In(zx—1)=34+In(0")=3+(—00)= —

O grafico de f tem uma assintota vertical, de equagdo = = 1.

Para x €12,8], f'(z) = (x +cos(x —2)) =1 —sen(z — 2).
fllz)=0&1-sen(z-2)=0 osen(z-2)=12-2=3+2km, kel &
Sr=2+5+2km, kel

No intervalo |2,8], f'(x) apenasse anulapara z =2+ 7.

x |2 2+ 5 8
f(x) + 0 + +
flx) |3 /~|2+5 | / |8 +cos6

Independentemente de f ter ou ndo derivada no ponto 2, sabemos que é continua em 2, e que,

no intervalo dado, f tem minimo relativo para = = 2.
f écrescenteem [2,8].
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d)

35.

a)

b)

3|

) =tim [2— =] =

L
n y=1

lim w,, = lim [2 — nsen(

— lim (2—Se"y) 9 1- =1+
y— 0t Y !

senx
T

e

-2 =1 1] 1 2 3

Grafico de g(z) =

lim f(u,) = ivlanﬁf(x) =lim B34+ In(z—1)=3+I0")=34+(—00)= —0

r— 1t

Para z € ]1,2[, fll@)=0@B+In(z-1)) =2

Tr—

vem f(2) =3+ In(2-1)=3+1In(3)=3-1In(2)
3-In2=2x3+bsb= —In2

A equacdo reduzida dareta t seraentdoy = 2z — In(2) .

As coordenadas de @ sdo (0, —In(2)).
0=2r-@2)e22=h2ecr="Bor=1nQ) sz=In(2).

As coordenadas de P sao (In (\/5), O) .

O P

/

R Q

As coordenadas de R sdo entdo ( — ln(\/§), —1In(2)).

Iimofg(x)zlimof (e"—z—a)=1-0—a=1-a
x“an g(x) :;E“an (2 —sen(2x)) =0—sen0 =0
g0)=1-0—-a=1-a

logo, 1 —a=0&a=1.

Tem-se g(—1)=1+1-1=1%0,37 etem-se

€
® g é continua em todo o seu dominio, em particular é continua em

Ty x _ 3

¢ g(£) =% —sen(%) =% — Y%= ~0,18, que é menor do que
* g(%) = m—sen(m) = m, que é maior do que L.
Logo, pelo teorema de Bolzano-Cauchy, em [ﬂ , %] ,aequagdo g(z) =g(—1) tem pelo

6
menos uma solugao.

T3l

Q= —
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3
» 72
Como o dominio é um conjunto majorado, apenas poderd existir uma assintota n3do vertical do
grafico de g quando = tende para — oco.

c) A fungdo é continua em } — 00 }, logo o seu grafico ndo admite assintotas verticais.

lim ) —jjm  ferel—gim (€ 1oL = 0 L —
T — —00 Tr— —00 T — —00
lim (g(z)+2z)=lim (e'—z—-1+z)=Ilm (e*=1)=0-1= -1
O grafico de g tem uma assintota obliqua, de equagdo y= —x — 1.
d) Para £ <0, d(z)=(e* —2—1) =e* —1
2
g(n(3) =) 1= 3 1= -4
Para 0 <z < 3L, ¢/(z) = (22 — sen(2z))’ = 2 — 2 cos(2z) .
d(a) =2—2cos(2a) e ¢(a) = — -+ = 3, vem entdo que 2 — 2cos(2a) = 3 &
3
& 2cos(2a) = —1&cos(2a) = — 5 < 2a=2n+2kn V 2a=4n+2km kEL &
Sa=5 +knV az%w—i—kw,kEZ
Como a € [0, %] ,vemquea = %.
36. fl(z)=2x+4senx ; f"(x) =2 +4cosx

f'(2)=0&2+4cosz=0&cosz = — 4+ o=

T 0 2% s

f"(x) | n.d. + 0 - n.d.

f(:I:) n.d. U Pl /—\ n.d.
O graficode f tem a concavidade voltada para cima no intervalo }O, %’T] e voltada para baixo
no intervalo [QT“, 7T[ . O ponto de abcissa 277’ é ponto de inflexao do gréfico de f.

’ 1 Lo _ —2cosz(—senz) _ 2senx
37' g <1’.) T cosiy - 1 ) g (CE) - costx ~ cos’w

2 cos3z

Paraxe]—ﬂ,g[, J'(r) =0 20 —)ssenr=0&2=0.

x -5 0
g"(z) | nd. - 0 + n.

g(x) | n.d. /\ P.l. v n.d.

O grafico de g tem a concavidade voltada para baixo no intervalo ] -5 0} e voltada para

a [~

cima no intervalo [0, 5 [ O ponto de abcissa 0 é ponto de inflexdao do grafico de g .

38.

al) P(cos a, sena) ; Q(—cosa, sena); PQ = —2cos
altura = sen«
f(a)=(—2cosa) xsena = — sen(2a)
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a2)

a3)

b1)

b2)

39.

b)

fla)=1« —sen(2a):1<:>sen(§a): —ls2a= -5 +2km kel s

Sa= - tkmkelea=2

ae]5 5[ fla)= £ o —sen(za) = L« sen(za) = - L &
S20=—-F+2krV 2a= - +2km kel s
Sa=—g+krVa=-L+kmnkelsa=%
OP=RQ=1; PQ= —2cos%’r: —2(—%):1

O perimetro é entdoiguala 2+2 =14.

OR=PQ = —2cosa, logo SR =4+ (—2cosa)
altura = sen «

gla) = AE2eosa) & (22050)  sen o = (2 — 2cos ) sen @ = 2sen a — sen(2a)

g(a) =2sena —sen(2a) ; ¢'(a) = 2cosa — 2 cos(2a)

g (a) =0« 2cosa — 2 cos(2a) = 0 < cos(2a) = cosa <

S2a=a+2kn V 2= —a+2km,keZ s a=2kn V 3a=2kn, kel &

Sa=2km V az@,kEZ

Como ae]%,w[,vemque a:%”.ParaaE]%,%”[,g’(a)>O e para ae]%ﬁ,w[,
~ s . _277—

g (a) <0, logo afungdo g tem maximo para o = .

SR=4+(—2cosa) ; RQ=1; PQ= —2cos«

S(—4,0); P(cosa, sena) ;

S—P:\/(cosa+4)2+sen2a:\/c052a+8cosa+16+sen2a:

=+/8cosa+ 17

Perimetro = SR+ RQ + QP + PS =

:4+(—QCOS%W)—|—1—2cos%“+,/8cos%”+17:

—ak (-2(= ) H1-2 (= D (=P T

—44+1+14+1+/—4+17=7+/13

sen«
cosa ’

CosS «x

P(cos a, sen ), o declive dareta OP é pelo que o declive dareta ¢ sera —

t: y= — 2322410

sena

Como P €t,vemque sena = — 2% cosa+b &
_ cos® o __ sen’a+cos® a _ 1

& b=sena+ sen v b= sen « <:>b_sen04

A equacdoreduzidadareta t é y= — &2 4 Lo OB=_1

senq senq sena °

Determinemos a abcissa do ponto de interse¢do da reta ¢ com o eixo Ox :

_ 1 _ 1 A 1
0= — ;Igrs‘g T+ sen a = x = cosa ’ Iogo OA = cosa *
C01504 X se#a 1
f(Oé) - 2 — sen(2a)
-2 2
Fla) = s
fll@) =06 =SP4 =0 & cos(20) =0 20 = 5 +km, k€ Z &

— Ty kr _
Sa=r+T5, k€l a=]
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40.

b)

41.

b)

v [0 B =
fi(x) | nd. | — 0| + |[n.d
f(x) [ nd. | N\, 1| /7 | nd.

A adrea é minima para o = % e, hesse caso, a area é 1.

d(0) =10+ L cos0+ 0 x sen0 =10+ + ~ 10,3

d'(t) = =F sen(nt) + sen(wt) + 7wt cos(nt) = mt cos(mt)
d'(t)=0& 7tcos(nt) =0 t=0Vcos(nt) =0&t=0Vrt==4+km, kecZs
<:>t:0vt:%+k keZ@t_O\/t:%\/t:%
d(4) =10+ L cos(%) + 4 sen(5) =10+ 4 = 10,5
d(%):10+—cos(7ﬂ) 2 sen(Zf )—10———85
d(2) =10+ + cos(27) + 2 sen(2m) = 10 + +
x 0 = 3 2
a0 0 F 1o | = ]0 |+ n
d(t) |10+ Lt ~103| 7 [10,5| \, |85| / |10+1 ~103

A distancia maxima foi atingida no intante 0,5 e foi de 10,5 m.
A distancia minima foi atingida no intante 1,5 e foi de 8,5 m.

dfy)

¥
f

a~1,06; b~1,86; b—a~0,8minutos; 0,8 x 60=48

Durante 48 segundos a distancia entre A e B foi inferiora 9,5 m.

, im d(t) = ,im (1404 e %' sent) =1 10,4 lim (e"992! sent) T 14+0,4x0=1

Tem -se que a funcdo definida por e~%%! tende para 0, quando ¢ tende para + oo .
Como a funcdo definida por sent é limitada, a funcdo definida por e %% sent tende paraO,
quando t tende para + oo . Logo, tliT d(t) =

— TOQ

Interpretacdo: com o passar do tempo, a distancia da esfera ao chdo da sala tende aigualar 1
metro.

dt)=11+04 e "% sent =104 e "2 sent =0 &

e "2 sent=0=sent=0t=kn,kcZ

20
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c)

d)

k=0 —-t=0;k=1 -t=n;k=2 — t=271m; k=3 — t=37
k=4 — t=47n ¢0,10]

Durante os primeiros dez segundos, a distancia da esfera ao chao da sala foi igual a 1 metro por
4 vezes.

d'(t)=0 < (1+04 e "2 sent) =0

&0+ (0,4 e 092 sent + 0,4 e 02 (sent) =0 <
& —0,4x0,02e92tsent + 0,4 ¢ "2t cost =0 <
& 0,4e70020 (—0,02sent + cost) =0 <

& —0,02sent + cost =0«

< 0,02sent = cost(? sent ﬁ & tgt =50

cost

os valores de t que anulam cos ¢ ndo sdo solugdes da equagdo

arctg (50) € ]0,3[ e é o Unico valor que anula a derivada no intervalo | 0, 3 [ uma vez que

arctg (50) + 7 ¢]0,3[ e arctg(50) — 7w ¢ ]0,3].

A funcdo d tem derivada finita em todos os pontos do seu dominio e como é dito que no
intervalo ]0,3[, afungdo d tem um maximo relativo, o valor de ¢ para o qual esse maximo é
atingido é arctg (50) ~ 1,55.

3. Osciladores harmonicos e a segunda lei de Newton

Df=[=3-16], =3+16]]=[-9,3]

O periodo positivo minimo igual a % =2.

f(z)=0&6sen(mz— ) —3=0&sen(mrz— ) = &

Srr— T =X 42kr Vrz— 3 =3 +2kr kel

Snr=7n+4+2km \/7rm:577r+2k7r,kEZ<:>m:1+2k: \/:r:z%—i—?k,kEZ

Comoz € [0,4] ,vemz=1Va= 2 V=3 vz= 1.

f(3)=6sen(3f — ) —3=6sen(— %) —-3=6x(—5)—-3=—6
O ponto de interse¢do tem coordenadas (2, —6) .
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f)

43,

b)

c)

d)

e)

138

b Q

=y

GEBE

T=2;2x|f(x)|=6&|f(x)|=3& f(z)=3 V f(z)= -3«
& 6sen(mz— X)) —3=3 V6sen(rz— ) -3= -3 &
<:>sen(7r$—5%):1v sen(mc—%”) =0&

<z>7r:10—%”z%+2k:7r \/7?3:—%”: km k € Z <

emx=24+2kr Vrz=+knkelor=54+2kVe=2+kkels

Como z € [0,1], vem que z = .

D, = [5—[10],5+[10]] = [ - 5,15]

Periodo positivo minimo = ‘2—7|T =

d(z) = (10cos(2x +¢c) +5) = —10sen(2z +¢) x 2+ 0 = — 20 sen(2z + c)
g (%)= —-10& —20sen(mr+¢c) = —10 & sen(r+c¢) = 3 <

Srt+ce=F+2km Vv 7T+C:5T”+2k7r,k€Z(:>

Sc=F—7n+2km V c=%—7r+2k:7r,k:€Z<:)

Se=—22L4+2kn Ve= —E+2km kel

Comoc €[4, 2], vemque c = IT.

g(z) =0& 10cos(2z + LX) +5=0<cos(2z 4+ 1) = — 5 &
S22+ T =20 4 2k V 220+ T =4 42k k€L &
= —T42kn V2= E42km kel s
Srv=—-T+krVr=35+kr kel
Comoz € [0,27] ,vemque z ==L V =3 v g=131 v p= 11

T = m . Designemos por x (com x € [0, 7]) a abcissa do ponto A .
As coordenadas de A sdo, entdo, (z,g(x)) .

As coordenadas de B sdo, entdo, (z + ,g(x)) .

A base [AB] mede 7 e a altura do tridangulo mede |g(x)| .

Apop) = 1 & ZBEL — 151 o 16(2)| = 15 & |10 cos (22 + 1) +5| =15 &
& 10cos(2z+ I2) +5=15 Vv 10cos(2z + X)) +5= — 15
Scos(2z4+ ) =1V cos(2z+ )= -2 Scos(2z+ ) =1«

Condigéon possivel
@2x+%=2k7r,k:€Z(:)3:= —71—§+k7r,k:€Z

51

Como z € [0,7],vem que = = <.



44,

b)

d)

45,

b)

c)

d)

Dy={zeR:%& 4+ % £ X+ kn kel}

L+ =Ttk Sdr+br=06r+12kredr=n+12kr o =T + 3kr
(@) ®  (12)

Dy={z€R:zx# T+ 3km, keZ}

D/ =R

Periodo positivo minimo = ﬁ =37

3

57 / i
W(w) = (ate(5 + 35) +b) = ax Goptmy 0= smuirm
! — — — — — —
h(w)—Q@SCOSQ(?%JF%) —2<:»3cojggf—2@3(_“22)2—2@%—2@a—3

h(m)=3tg(% + 22)+b=3tg3X +b=3(—-1)+b=0b-3
A reta de equagdo y = 2z + 1 — 27 passa pelo ponto de coordenadas (7, (7)) ,donde vem
que b—3=21+1-2n&b=4.

T =3m
h' (x4 3m) = 3 = L = L

3cos? (LE3T 4+ 27 cos?(m+ £ + 27 [—cos( £ + 2)]? -
_ _ 3 _ G & mart 5 7
= G TE) T a1y T h'(z) logo 3w também é periodo da fungdo h

[

v(0) = 0,45 — 0,37 cos0 = 0,45 — 0,37 = 0,08 dm?
v(1) = 0,45 —0,37cos = 0,45 — 0 = 0,45 dm?

Periodo positivo minimo = |2T”| =4
2

Significado: o tempo entre duas inspiracdes consecutivas é 4 segundos, ou seja, um ciclo
completo inspiragdo/expiracdo demora 4 segundos.

D) =1[0,45—|—-0,37|; 0,45+ | —0,37|] = [0,08,0, 82]

v(t) = 0,08 < 0,45 —0,37cos 2 = 0,08 & cos Tk =1 <

s L =2kmkeZet=4k kel

v(t) =0,82< 045—0,37cos % =0,82 & cosh = — 1 L =r+2km kel &
St=24+4k, ke Z

Uma inspiracdo demora 2 segundos.

0,82 — 0,08 = 0,74 dm®

o(t) > 0,265 At € [0,4]

0,45 — 0,37 cos - > 0,265 < cos’y < 5 <

& —7r—|—2/<:7r<7r7t< — 5 +2km \/%—l—2k7r<”7t§7r+2k7r,kez<:>
& 142k <L < -3 42k V3 +2k<Li<142k,keZs

& —2+44k <t< —2+4k VE+4k<t<2+4k, ke’
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46.

b)

d)

47.

a)

— 244k <t< — 244k V2 +4k<t<2+44k,k€Z Nte[0,4]

® o © ® ] © ®
0@ & - © L
_9 2 0 2 9 0 4 14 6
3 3 3 3
tels, 3l

0 2 _ 8
3 5 = 5 ~ 2,7segundos

L= [6—2,6+2=[4,8

A profundidade da dgua do mar, nesse dia e nesse local, quando ocorre uma maré alta
é 8 metros.

h(t)=8<6+2cos(fFt+ %) =8&cos(Ft+%)=1 Tt+2=2km, kecl&
S it+l=2kkeZeot=—-2+12k ke’
Como t € [0,24[,vemque t =10 V ¢t =22.

A primeira maré alta ocorre as 10 horas.

h(t)y=4<6+2cos(Ft+%)=4&cos(Ft+3)=-1e ft+i=n+2kmkels
S4t+i=1+2k, k€eZ & t=4+12k kel
Comot € [0,24],vemque t =4 V t=16.

A segunda maré baixa ocorre as 16 horas.

h(t)>5< 6+2cos(5t+5) >5cos(5t+35)> — 5 &
& - T 42kn< Ft+ i< T 42km kel
& —242k < tt+3<242k, k€Ze —4+12k<t+2<4+ 12k, kE€Z &

1
3
& —6+12k<t<2+12k ke

0 2 4 B B 10 12 14 18 18 20 22 24

Comot € [15,5; 24[, nesse dia, o barco podera sair do porto a partir das 18 horas.

O dia 26 de maio é o 146.2 dia do ano (31 + 28 + 31 + 30 + 26).
f(146) = 12,16 + 2,16 sen(0,017 x 146 + 4,893) ~ 14,0769

O tempo que decorre do nascer ao por-do-sol, no dia 26 de maio é, aproximadamente, 14 horas
e 5 minutos.

O nascer do Sol, nesse dia, ocorre as 7 horas e 3 minutos (21 horas e 8 minutos — 14 horase 5
minutos)

140



10,5

30,22 318,14

Os dias do ano, em que o tempo que decorre do nascer ao por-do-sol é inferior a 10 h 30 min
sao:

e do dia 1 ao dia 30 (inclusive) — 30 dias (30 — 1 + 1)
e do dia 319 ao dia 365 (inclusive) — 47 dias (365 — 319 + 1)

48.

b)

c)

d)

O total é de 77 dias (30 + 47).

t= 5 (m—

0,0167senm) = =0

= % . Quando x = m, a Terra acabou de descrever metade

da drbita, o que demorou meio ano.

D/, = [149,6 — 2,4983; 149, 6 + 2,4983] = [147,1017; 152, 0983]

Distancia maxima: 152,1 milhdes de quilémetros.
Distancia minima: 147,1 milhdes de quildmetros.

152,1 +147,1=299,2

152,1- 147,1 =5

Q

147,1

152,1

Eixo maior: 299 milhdes de quildémetros

Distancia entre os focos: 5 milhdes de quilémetros

Do dia 4 de janeiro as 14 horas ao dia 25 de fevereiro as 20 horas vao 52 dias e 6 horas, isto &,

52, 25 dias.
lano — 365,24 dias
t anos — 52, 25 dias
52,25
t = 35521 ANOS
2225 L (3~ 0,0167sen )
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49,

b)

50.

b)

c)

d)

f)

Recorrendo a calculadora grafica, vamos resolver esta equacgao.

1 ;
y=5- (x — 0,0167 sin x)

52,05

365,24

0,9121 i 2n

d=149,6 — 2,4983 cos 00,9121 ~ 148, 1

A distancia a que a Terra se encontrava do Sol as 20 horas do dia 25 de fevereiro desse ano era
de 148,1 milhdes de quildmetros.

. . N T . o7
Amplitude: 6 Pulsagdo: ¢ Fase: &
Periodo: 2% =16  Frequéncia: 15
8
Amplitude: 8 Pulsagdo: ¢ Fase: &
Periodo: 2% = 12 Frequéncia: 15
6
z(0) =8cos T =8 x 5 =4
z(t)= —4 < 8cos(Ft+5)= —4d&cos(Ft+ 5)= — 5 &

ST+ I =2 42kn V T+ EF =4 42km kel &
Sit+T=2+2kV {t++=%3+2k, keZ &

St+2=4412k Vt+2=8+12k, kcZ &

St=2412k V t=6+ 12k, ke Z

Como ¢t € [0,20], vem que os instantes em que a abcissa do ponto P é igual a — 4 sdo:
2,6,14 e 18 (segundos).

=E

z(t)=0&8cos(Ft+ %) =0&cos(Et+5)=0& T+ =5 +kmkels
Sit+l=14k keZeot+2=3+6k, k€Zeot=1+6k ke’
Como t € [0,20], vem que o ponto P passa pela origem 4 vezes (nos instantes: 1,7, 13 e 18).

D' =[-8,
z(t) =+8 = 8cos(Ft+ ) =48 cos(Ft+ ) =tl e Lt+EF =km kel

Sit+r=k k€Zst+2=0k, kcZst=—-24+6k, kcZ

Como t € [0,20], vem que os instantes em que a distancia do ponto P a origem é maxima sdo:
4, 10 e 16 (segundos).

CD|>~
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g)

h)

51.

b)

()<0<:>8cos( t+ )<0<:>cos(ﬂt+£)<0<:)
& 4 +2Im<7ft+—< 5 t2km kel &

s 1 +2k<1t+ <3 +2k:,k:eZ<:>
<:>3—|—12k:<t—|—2<9-|—12k:,k€Z<:>

S 1412k <t< 7+ 12k, ke Z

Como t € [0,20], vem que os intervalos de tempo em que o ponto P tem abcissa negativa sdo:

11,7] e ]13,19[.
z'(1) = hmw i SO+ 5) Scos(F+5)
h—0 h—0 h

cos(Z4+Ih4 1) cos(Z+T) -3 limcos(%Jr )—cosZ
)

= 8 lim
h—0
. — sen Ih_
= & lim h6
h—0

2'(t) = (8cos(Zt+ =) = —8sen(Zt+ T) x T
:c’(t)>0<:>—4T’rsen( t+3)>0& sen(Ft+ %) <0<
Sr+2kr< Ft+ 5 <27+2km kel &

S 142k < tt+ 4+ <242k, k€Ze6+12k <t+2<124+12k,keZ &
S4+12k <t <10 +12k, k€ Z

Como t € [0,20], vem que os intervalos de tempo em que a velocidade do ponto P é positiva

sdo: |4,10] e ]16,20].

Periodo: 4

S 4=

Pulsagao Pulsagao

z(t) = Acos (5t + ¢)

Periodo = & Pulsagdo = 5

{x(O):—A {Acos¢>:—A {cos¢>:—1 {cos¢>:—1
= = = ~

z(2)=6 Acos(m+¢) =06 —Acos ¢ =6 A=6

o=
& Fase: 7 Amplitude: 6
A=6

Tem-se z(t) = 6 cos(5¢+ 7). Portanto,

z(t+2)=6cos[5(t+2)+ 7] = —6cos[L(t+2)] = —6cos(Ft+m) = — x(t)
2'(t) = (6cos(Zt+ 7)) = —6sen(Zt+m) x T = —3msen(Zt+m)
a'(t) = 2a(t) & —3msen(Lt+7) = L2 YEL x 6cos(5t+m) <
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& sen(Zt+m) = —/3cos(Zt+7) T} tg(Zt+7)= -3 &

porque os valores de t para os quais cos(%t + 7r) = 0 ndo sdo solugdes, uma vez que nao anulam sen(%t + 7r)

S It+n=—IT+kn,k€eZ & 4t+1=—1+k k€l &
Sit=—-31+k ,k€eZ &3t=—-8+6k  keZ et=—5+2k, ke’
As solugdes sdo os valores de t que verificam: ¢ = —%4—2]@ keZ N te]0,8]

Ouseja:t:%Vt:%\/t: %Vt: %

52.
a) Periodo_12—5—7 A=2
Periodo = 2T <:>7—T“<:> :27”
f(t) = %COS(thJrqﬁ) HOES
Vem, entao:
Jeos(E+9) =5 e cos(r+9) =1 Ut ¢p=2km, keZ &
& o= - +2km kel
Como ¢ € [0,2n[, vem que ¢ = 4T
A expressdo analitica da fungo f &, assim, f(t) = 5 cos(2Xt + 4X) .
b) Amplitude: > Pulsagdo: <& Fase: & Periodo: 7 Frequéncia: +
53.
a) Tem-se z(t) = 12sen(Zt+ &) =12cos(Zt+ & + 2F) = 12cos( Lt + 1) .
Portanto, trata-se de um oscilador harmanico.
b) Amplitude: 12 Pulsagdo: < Fase: ?” Periodo = l = 10
Frequéncia: 15
54.
VMZEN?
a) M cos(wt) + N sen(wt) = T:NQ[M cos(wt) + N sen(wt)] =
N
=/ M?+ N? [Wcos(wt) + Wsen(wt)] =
=/ M? + N?[cost.cos(wt) 4+ sen).sen(wt)] = \/ M? + N2 cos(wt — 1)
b1) cos ) = \/ﬁ :# e senz/zz\/% :#, logo ¢ = - +2km,k € Z
V2 cos(wt) + v/2sen(wt) = /2 + 2 cos(wt — - + 2) = 2 cos(wt — T + 27) =
= 2 cos(wt + )
b2) coswz\/llTl :% esen@b:\/% :—#, logo v = — - +2km,k €Z

cos(wt) — sen(wt) = /1 + 1 cos(wt + =) = ﬁcos(wt + =)

144



b3) cosy= il = — 1 e seny= ¢£ = = logo ¢ = AT 4 2k k€T
— cos(wt) — v/3sen(wt) = /1 + 3 cos(wt ) =2 cos( )
b4) coszb:\/% = —# e semp:ﬁ:#, logo ¢ = 2 + 2km,k € Z

— cos(wt) + sen(wt) = /1T + 1 cos(wt — 3T + 27) = /2 cos(wt + 2I-)

cl) coszbzﬁ:% esenwzﬁzlg,Iogo1/1~0395+2k:7rk:€Z
12 cos(3t) + 5sen(3t) = /144 + 25 cos(3t — 0,395 + 27) = 13 cos(3t + 5, 888)

€2) cosy = m =32 e senw:\/gli16 = — 21 logo ¥~ —0,927+2km k €Z
3cos(mt) — 4dsen(mt) = /94 16 cos(wt + 0,927) = 5 cos(nt + 0,927)

55.
a) cosw:\/% :% e seny = Ty 2 , logo Y= — - +2km k €Z

2
#(t) = v/2cos(31) — V/2sen(5t) = /212 cos (5t + ) = 2cos(zt + )

Portanto, trata-se de um oscilador harmonico.

E

[\V]

b) Amplitude: 2 Pulsacdo: = Fase: & Periodo = 2?” = 16  Frequéncia: 1
c) 2/'(t) = —2x Zsen(5t+ I-) = — %;en(gt—i— =)
2"(t) = — § x Feos(§t+ 4) = — fcos(§t+ 1)
2(t)=0& — ”—;cos(gt—i— ) = 0<:>cos(§t+ )=0&
e+ T =2 tkmkele i+t =St +k kel
St+2=448k, k€eZ <t=2+8k, ke’

Como t € [0,12],vemque t = 10.Para t € [0,10[, 2"(t) > 0 e, parat € |10,12], 2"(¢t) < 0.
Logo, «’ é crescente no intervalo [0, 10], decrescente no intervalo [10,12] e tem um maximo
para t =10.

O instante em que a velocidade do ponto P atinge o seu valor maximo é aos 10 segundos.

56.
a) cos ) = \/22+—12 % e seny = W \/—, logo ¢ = 0,46 + 2km,k € Z

o(t) = 2cos(3,2t) + sen(3,2t) = /5 cos(3,2t — 0,46 + 27) = /5 cos(3,2t + 5, 82)
Logo, trata-se de um oscilador harménico.

b) Frequéncia = 32 ~ 0,51

57.

a) m=2;k=T72;a=L=2=36
Logo, vem z”(t) = — 36 x(¢) .
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d)

f)

g)

h)

i)

k)

58.

b)

c)

d)

x(t) = Acos(6t + ¢) ;

7' (t) = (Acos(6t + ¢)) =

2(0)= —

18

— 6 A sen(6t + ¢)

z(0)= —4< Acos p = — 4

2(0)= —18< —6Asenp= —18 < Asen¢p =3

Acosp = —4 = A%cos’ p = 16 com cos¢ < 0
Asen¢ =3 = A’sen’¢ = 9 com sen¢ > 0

Sabemos, entdo, que 5 < ¢ < 7 e que Acos’¢ + A?sen’¢ =16 +9.
A? (cos’ ¢ + sen?¢) =25 < A? =25 e,como A > 0,vemque A=5.

z(t) = 5cos(6t +¢) com T < <

Sabemos, também, que 5sen¢ = 3, isto é, sen¢p =

Pelo que x(t) = 5cos(6t 4 2,5) .

Amplitude: 5 Pulsagdo: 6

Periodo =

27

6

~
~

Fase: 2,5

1,047 Frequéncia = % ~ 0,955

d(0) =10+ 8sen 3 =10+ 8 x £:10+4\/§z 16,9 cm

2

d(t) =6 < 10+ 8sen(Zt+ %) =

@%t-i—l%
<=>gt—|—§

Tem-se que a funcdo d é continua em todo o seu dominio, em particular é continua no

6 <
——-|—2k:7r Y ”t-l—%:
1=

$+2k Vv it+
St+2= —1+12k v t+2—7+12k kel<&
et= 3412k V i=5+12k, ke

Como t € [0,20],vemque t =5 Vt=9 V t=17.

intervalo [7, 8]. Tem-se que d(7) = 10 + 859”(% +
d(8) =10+ 8sen(%F + %) =10+ 8sen IF = 10+8(— i) = 10—4\/§~3,1,

pelo que d(7) < 2,5 < d(8).
Portanto, pelo teorema de Bolzano-Cauchy, 3¢ € [7,8] : d(c) = 2,5.

DZz = [10—8,10+8] = [2,
Distancia minima: 2 cm
Distancia maxima: 18 cm

Ponto de equilibrio —

z(t) =d(t) — 10 = 8$en(

Amplitude:
Periodo =

146

8
27

T
6

Pulsacdo: £
12

2408 _

18]

+ %) =8cos(ft+ F +
117

6

en(i+ 5) =~ 3o
+2km kel <
+2k keZ &

ﬂ) = 10+85en

2

=10 —

%,peloque p~m—0,64~2,5.

8=2 e



Tema 6 | Primitivas e Calculo Integral

1. Nogao de primitiva

a) Tem-se, para qualquer z pertencentea R:
Flle)=[(z-1)e] =(@-1) e+ () (-1) =
=e"t+ef(x—1)=e"+rxe’ —e’ =xe’ = f(x)

b) Como Vz € R, F'(x) = f(x), diz-se que F é uma primitiva de f,em R.

2. F(z) =2 (porexemplo), porque F'(z) = (z3) =322 = f(x)

4. Odeclivedareta r é F'(1) = f(1) = 2= =3, areta r édotipo y = 3z + b e passa
no ponto A .

5=34+b< b=2,logoaequacgdoreduzidadareta ré y=3z+ 2.

5. Seja f uma fungdo impar, primitivavel em R e seja F' uma primitiva da fungdo f.
Tem-se, entdo, para qualquer z real:
[F(z) = F(-2)] = f(z) = (—2) f(—2) = f(z) = (= 1) f(~2) =
=f@)+ f(—=z)=f(z) - f(z) =0
Como, para qualquer z real, [F(z) — F(— )] = 0, concluimos que a fungdo definida em R
por F(x) — F( — x) é constante.
Portanto, existe um nimeroreal ¢ talque Vz € R, F(x) — F(—z) =c.
Em particular, para x =0,vem: F(0) — F(—-0)=c< F(0)—F(0)=c<0=c
Portanto, Vo € R, F(z) — F(—x) =0, peloque Yz € R, F(—z) = F(x).
Concluimos, assim, que F' é uma fungdo par.

6.
a) Tem-se, para qualquer x pertencentea R:
Fliz) = (ze ™ +¢c) =(xe™) +(c) =(ze™) +0=
=(ze ") =eT+rzet(—1)=eT—ze T =e"(1—-2x)
b) F(l)=0se'+c=0&c=— +
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/ /
o / _ 2 (2243 20 . . .
a) Tem-se:  F'(z) = ( v 3) o2V 2V Ve
T/ 2243 . X/ 2243 oz 243 — f(.:lj)

= VersJa4s <\/x2—+3> T a3
Como F'(xz) = f(x),vemque F éuma primitivade f.

22 ! T
b)  Temse: G'(z) =[In(a?+3)] = LB = 2 = g(x)

Como G'(z) = g(x),vem que G é uma primitiva de g¢.

C) fh( d:z:—f 5z /2243 +4zx dx f 5z 22+3 dx +f 4z dox =

R B 72+3
=5 VIS dpt2f afgdx_m/x? 3+2In(2®+3) +¢, ceER

pelas alineas anteriores

a) P(B)=bxz+c, ceR

b) P(4z+3)=4P(x)+ P(3)=4x L +3x+c=22"4+3z+¢, ceR

3 2

c) P(62? —8x+1) =6P(2?) —8P(x)+ P(1) =6 x & —8x L +z+c=
=223 —4a*+x+c, ceR

N P = 3) = P(E) - P(3) = P(ed) - P(3) = fi — Fobe=
2 m?’—ix#—c:M—%x—l—c,cER
g) (5\f+9\/_)—5P(\/7)+9P(€/—4):5P(x%)+9p(x%):

=5 X ;;;5 x°—|—c_

—5><3\/7+9><5\‘77+c—3:c\/7+5:c\/7+c ceR

n o P(E) =p(2) +P(L) = P(a ) +P(gf%) _
_ p(z} el I A AR x% _
P(x)+P(x) + +c + 2 fc=

+c

T

= 2[—#—2[4—0 CER
S e B e

+/ (z+ /) (2 - /2) 2
R e R A

148



a)

b)

f)

g)

h)

i)

2 .

:P[(‘T—;ﬁ) = P(S2) = P -2ym+ 1) =
1 * ]

:P(x)—ZP(x§)+P(1): 5 =2 %2+1 +r+4+c=

3
= %—QX%—HL’-I-CZ %Q—QX% B+r+c=

) 2

= %—%xﬁ—kx—l—c, ceR
P55 +3)%) = 28 Lo ceR
P2x(2® — 5)°] = (xQES) +c,ceR
P[(32% + 4z — 1) (2 4+ 222 — 2 — 3)%] = T3+2x277$ D 4e,ceR
Pl6z(2? —8)%] = 3P2x(a2 — 8)¥] =3 x B 1 ¢ ceR
P[5z° (w10+3)14] = 5 X P[102%(z"" 4+ 3)"] = 4 x (10+3) +c=

= (Im+3) +c, ceR

18

X

p{M}_pr

:(‘/Z%)H+c, ceR

b

(2°49224+-272+30)18

(2v20+1) = P (2( 2x+1%

:%XP(Q:B:B +1)°

X
8
[\
_|_
—_
[a)
~—
[\
—~
8
[\ ot
_|_
—_
(=)
~
[\

54

3)(x® + 922 4 27z + 30)'"] = P[(«* 4 62 + 9)(2® + 92* 4 27z + 30)"7]

+

x P[(32 + 182 +27) (a° + 92 + 27z + 30)'T] =
3

X

18
(2°4+92°+272+30) +eo= +ec,ceR

12
(V42| 2 B e =
(2241)7! _ (2x+1)% _
) ] +c=—5——+c=
2m+1 4= (4z+2) \/2$+ +e eR

+2)

P[Qa: (z* + 10)%] =
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k)

1)

o)

p)

q)

10.

150

4] =L x Pper(ser —4)T] = L x Gt 4o

3
=4 x = x/(z2+1)
:%x(:z:Q—}—l) 241

1+yz . 2

P( NG 3\/E+7)
()

A
=2x %Jfl +c=2x
4 (o
P [e"(5e" —
=5 x (5" —4)P® +¢, ceR

P[12(e" + P

:%XP[(76”’+7356)(76 +a:)%} =12 x

_ 12 (7e
= = X

= (7ex+9:

p('n_(@”)):

T

12
+:z: 0T

7

)y

P (5

5

P (cosx.sen’x) =

P (cosx.sen

) =

+933)9} :7(41,) +c, ceR

+c=

e+ ] = x Pl7(e +a") (7er +aT)f | =

(7e"+27) F1

7 241 Te=

[(Ter +2T) 4+ ¢ =

(7Ter +27)° +¢, ceR

(sen x)?

X In(z)) =

+

2
—(In(g)) +c = '”(x +¢, ceR

6

P(cosx.(senx)S):M—kc:%ﬁ”’%—c, ceR

6

c= Se”"’:—i—c ceR

1 1
1 )+ (senz)2

p (%Z;; ) =P (cosx(sen :c)_i) = —(Sei’%”ll to= "S- +tce=
=2x4/senz+c, ceR

1

P

4sen?y

4 cos?

= P(cos (2z) (sen (2z)) %)

1 (sen (22)) 2™

:TX

—2+1

- )+C CER

2sen(

P(4e® — 823 + 122%) =

=4P(e") —
=4e¥ —8 X

8P(

) +12
4+ 12 x

— 1
+c—2><

P(z

£L

r—sen’z | _ (22) —
Zn2xzis2:p ) - P((SZ:S(2J:))2 ) B

o) = P(g

= 1 x P(2cos (2z) (sen (2z)) %) =
(sen (230)) 4o =

P(4e” ) P(8z3) + P(122?) =

?) =

+e=4e* —2x* + 413 +c, ceR



b)

c)

d)

f)
g)

h)

i)

11.

b)

d)

f)

g)

P@Be*?)=e24c, ceR
P($36x4+1) =1 x P(4x36‘”4+1) =1 x e“tlyec, ceR

P2e )= —2P(—e )= —2e"+c¢, ceR

P(4I2J;\/; e$2+\/5) =2 X P(LQL\/E e$2+\/§) =

:2><P((2x—|— \2/5)6$2+\/E):2XP((2$—|— \/—)e$2+\/5):
=2e" VT4, ceR

P(e*"*cosx) =e*"" +¢, ceR

Pl1+tg?z)e®"| =P [ L% =e®"+¢, ceR

cos?x

P(2el7% seng) = 2P (el 7% senx) = 27" 4 ¢, c € R

P[esenxcosxcos(2x)] - P [esenmcosx % % % (SGH(QZL’))/] =
—p [esenxcosx (% sen(2x))/] =

= P [es""57 (senzcos z) | = e OT 4 ¢, c€R

3 3
P [ese” T sen(2x) sen x} =P [ese” T 2senx cos T sen :c] =
3 3.
=P [ese” ‘”2$en2xcosx} =2 xP [ese” 13sen2:vcos:v] =

3
=%><ese"x+c, ceR

P(h— ) =P () ~P(¥) = 4P (1)~ 1P() =
3x T te=3mlz] -3 xa?+c, ceR
5 X3

P(l+i)={3(l)+P(—)_2P( ) +3P(z7%) =2 In|z| + 3%

| -2 +¢, ceR

P[M] :p(xz—loist) =P(zr—10+ 2) = P(z) — P(10) + 25 P(%) =

x T

2

=5 —10z+25In|z[+¢c, ceR

P(5%5) =In|32" +5|4+¢ =In(32> + 5)+c¢,ceR

3 —6x—5

P(f;{):%xP( 306 )z%xln]xg—&v—a—l—c, ceR




h) P(%):%xP(%):%xln e fe ¥ e =

621+6 4z 621’+6 4

=L xIn(e®+e*)+¢, ceR

1

) P(sh) =P(s) =hlnz+c ceR

zlnx ln:r:

i) Pt ) = Lo p(2=ent) — 1 xin|z? +2cosz| +c =

2 +2cosx 2 2 +2cosx

y=-2cosx
2?2 é sempre maior do que — 2 cos x, pelo que 2% + 2cosz > 0, Vo € R

=+ xIn(z? +2cosz)+¢, c€R

k) P(l1+2tgz) =P (1) —2P(=222) =z —2In|cosz|+¢, cER

cosx

1+2t 1+2tgx 1 . 1
g‘E _— CDSQI J— xT CDSQ.’I? J—
I) P [cos2 (1+tgx +tg? CL’)] =P 1+tgz +tg2a | P 1+tgx +tg2a -

=In|l+tgx + tg?x|+¢, cER

m)  Pltg(3z)) =P [Se“@w)] _

cos (3x)

% P [fSSen(&r) } _

1
3 cos (3x)

= — & xInlcos(3z)| +¢, c€R

2z 2 2z
n) P [—lizz(n@)x) }=% x P [71+°;’Zf](2;) ]:% x In |1+ sen(2z)| +¢c, c€R

o) P senz +sen(2zx) +2sen(2z)cos’x | p —senx — sen(2z) — 2sen(2z) cos? z
cos z+ cos? x+ cos? - cos z+ cos? x+ cos? -
- _pP —senx —2cos xsenz —2x2cos rsenxcos’y | __
- cos x+ cos? z+ cos? -
- _p —senx —2cos xsenz —4cos® rsenx _
- cos z+ cos? x+ cos? -
= — X X X Cc, C
In|cosx + cos?x + costz|+¢, c €R
12.
a) p(I=t) = p(L) — LP(senz) = Lo+ Scosz+c¢,c R

b) P(Qcos:r—i—senx )=%P(COSZL‘)—|—

- P(senz) = 2senx — tcosxz+ ¢, c € R

L
3 3 3

c) Pl4z® —6sen(3z)] =4  P(2%)+2P[—3sen(3z)] =4 x L +2cos (3z) + ¢ =
=a'+2cos(3z) +¢, ceR

a)  P(SFE) =P () 5P (beoss) = datdsenghe, ek

e) P(cos'z — sen*z) = P((cos® z — sen? z)(cos? z + sen? z)) = P(cos’ z — sen® z) =

= P(cos (2z)) = 4 P(2cos (2z)) = §sen(2z) + ¢, c€R
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f)

2

2. Nogao de integral

cos’z) = P (cos’w cosz) = P ((1 — sen’z) cosz) = P (
= P (cosz) — P (sen’z cosz) = P (cosz) — + P (3sen’z cosz) =
=senz — ysen*z+¢, c€R

COST — Ssen“x cosx

13.
a) b)
yﬂ f yﬂ f
1 1
0O x> ol 1 x>
¢ [° f(x)dz =3x6=18
14.
a) b)
vA y yA y
;/ , ;/ ,
1 X 1 X
/| /|

15.
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16.

A
}]
2 m+§
8 m+8
y=mx+8
O 2 8 x

po|—

SmA82miS o G — 33 & (5m +8) x 6 =33 30m +48 =33 & m = —

17.
3 Tx32 T
f_3\/9—x2 dr = X23 92
18.
A
.], r
5 o
h 4
O 35 7«x f37g(x)dx:4x5—%22:20—27r
19.
a) Tem-se:

br— 28 < fr)edr—% <o+ 2 >0 (z—3)">0,0queéverdade

para qualquer nimero real x .
flx)<br -6 22 <br—6c 2> —5x+6<0 T):BE 2, 3]

22 =5z +6=0 & g = 2EVAxIXE W@xz%@sz\/sz

Portanto, Vz € [2,1;2,9], 5z — 2 < f(z) <5z —6.

b) Vo€ [2,1;2,9], bz — 2 < f(z) <5z — 6, pelo que
2 (pr— BYde < [ fla)de < [} (52— 6)da
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20.

21.

22.

b)

d)

e)

f)

Y y=i\¥25;’4 y )=5x-6/
8,25} ----1 8,51
425 --- a5|---

0 /2,1 29 x 0 /2,1 29 x

2 (5r— B)de = 3B w0 8=5  [2 (52— 6)dr = 21D 0,8 =5,2

Logo, 5<f21 z)dr <5,2.

Arredondado as unldades, vem f22’19 f(x)dr=5.

Tem-se, para qualquer = pertencente ao intervalo [1, + oo[,

[f(z)—g(2)]) = f'(z)—g'(z) =Inz— [IxIn(z)+zx L —1] =In(z) = In(z) =0

1+senx 2 ! 2 /
fl(a) = ( In (e + ¢ —1)dt) —In(e+ (1+senz)?—1) x (1+senz) =

=1In(e+ (1+senz)® —1) x cosz

(e
f(m)=In(e+ (1+senm)’ —1)xcost=In(e) x (—1) = —1

m

473 ) .
S} 2a(a? + 1)y = [ | B B0 9500 — 4 = 2496

11 2
2 0
w3 72 2
| 0= | _ [ _og_ 3] = [_2 — 3)31° _
—ax | o w)]o [—2/@==F);

3
2

2
- [—2(9—m3)\/9—x3}0: —2(9 — 23)/9— 25 +2(9 — 0%)y/9 — 03 =
= —242x9x3=52

2 1 4 + 7 bt
i xge d:v—f1 372e d:z::[—e = —¢e +e =e—. /e
1

[{itde=[[1+1de=[z+In|z]]f{=e+In(e)—1—In(l)=e+1-1-0=c¢€

[ LEBE g = finfain (#)])2 = In [ In (¢)] — Infeln (e)] = In el — p £xclol)

=In(e’)=¢eln(e)=ex1=c¢

fog sen(2z) coszdx = fog 2senx cos’y dr = W
:fo% —2(—senxcos’x)dr = [_2 % %}; _

= —2X

3
cos’5 cos’0 1 2
T+ 2X S =2X 5 =3
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cos *tlg

wl|x

g) f()% senzT  Jo. — fo% senrcos 2zdr = fol‘ — ( — Sent”ECOSiQfE) dr = |:_ —2+1

cos? x
- “1,0% _[_1 7% _ _1 11 _ .
- [COS 33]0% - [cosx}od T cost  cosO I l1=2-1=1
h) fo% cos(2x)senz dx = fo% (cos’z — sen’z)senz dr =

= [ (cos’x — 1 4 cos’z) senzdx = [} (2cos’x — 1) senz dr =

NI

= J," (2cos’zsenz — senx) dw:[ 2550 | cosx| =

0
:_2C°524+cos —|—2C°50 cos 0 =
3
:_%x(§)+i+2x%—1=
IS SRR RS. SN, R, 1, S
= = "% 2 3 6 =
_2\/_2_\/_1
=~% ~ 3
23.
. 6 ‘ .
a) foG(ZL”z—Q:C—I-Q)dCE:[%_w2+2x]0:%5_62—}_12_0?3—}_02_0:48

b) ff cos(2x) dx = ff L x 2cos(2z)dx = [%sen(%x)]i =

c) [{ tdz=[n|z]]j=In(e)—In(1)=1-0=1

d) f(;n W v dy = [e]p ™ =@ 0 =4 _1=3

o sen. In |cos :c|]§

[-
= —In|cos | +In |cos 5| = —In (%)+In (#):In(g):ln(ﬁ)

e) f; tg:zcda::f%{l senz d:c_ff — —senz g

f) [ sen xdx—f Acos@) g —

cos (2z) = cos’ z — sen2 r=1-sen’r —sen’z =1-2sen’x
cos (2z) = 1 — 2sen < sen® z = -1
=JZ (%—%cos(%z))daz—f (4 — 4 x 2cos (22) )dz =
_ 4 1 T
= [go— 1 xsen(22)]: =
_ 7 1 s b 1 mTo_ T 1 s 1 \/g _
= U Xseny -ty XxXseny=x -7 -gptr X5 =
3 6 2m 3v3 _ w+3/3-6
24 T 24
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24,

a) P=\rert=rert-2=0c20"-1)=0c2=0V2-1=0&

sr=0Vrr=1er=0Vr=1

yl\

T y=Ix

10) 1 Xr

2 x%+1 23 ! 2 .3 ! 23 !

frea = ) ada = fy ot do = [57] - [5] = [5el] - [5] =
_ 243 _ 243 _ 18 0 2 1 _ 1
=3l -30-gt+y=3-3=3

b) 5 — 22 :93+3(:>w2+x—220@w:_1i”1_24X1X(_2)(:)w:%@

Sr= -2V zec=1
yl\
y=5-x>

Area = [, (5—x2)d:c—f_12 (x+3)dx
=5-+4+10+ 3> -5 —-3+5 6=

25. f24 5/—5{2_02 dr — f24 2 dr=5In(3) &

<:>f24 V2a x5 x (5x—2)_%dm—f243>< —L_dz=5m(3) <

z—1

a1
s |V2a x %} —BxInlz—1]; =5mIn(3) <
L 2 2

- 114
s [V2ax2x (5x—2)5]2—[3><ln z—1[]: =51n(3) &

r 4
& 2v2axV5r—2] —[Bxhnjz—1]i=5n@3) <
9 2

& 2v/2ax V18 —=2/2a x /8 =3 xIn(3)+3 x In(1) =5In(3) <
& 12a—8a—-3xIn(3)+0=5In(3) &

< 4a—-3In(3) =5In(3) < 4a=8In(3) & a=2In(3) < a=1n(9)
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26.

b)

27.

28.

29.

158

-4 -a O a mw/4 x

A(a, cosa) ; B(—a, cos(—a)) =(—a,cosa), coma € |0, F]

base — 2a ; altura — cosa , logo 2‘”% =0,4< acosa = 0,4.

Vamos resolver esta equagdo com recurso a calculadora grafica.

IZECT
f=0.U4y26E1H129 Y¥=0.4

Vem que a =~ 0,443 .

N

=
o
~

Nl ————

-n/4 -a O /4 X

A drea do retangulo formado pelos pontos de coordenadas ( — a,0), (a,0), (a, cosa) e
(—a, cos a) é o dobro da area do tridngulo [OAB] , isto é 0,8. A drea pretendida é, entdo,

0,443
f0443f )dr —0,8.

0,443 0,443 B 0,443 _
[ 0,413 f(z)dr —0,8 = o3 COs T dr — 0,8 = [sen 2 ]7) 443 — 0,8 =

=sen 0, 443 —sen(—0,443) — 0,8 = 2sen 0,443 — 0,8 = 0,06

S AS () + g(@)] da = [ 4f (x) da + [ glx) dx =
=4[ f(x)dz + [ g(x)dz =4 x 8+2 =34

Area referida = f; f(x)dx — ff g(x)dx = fab f(x)dx + ff — g(z)dx
= J, [F(@) = g(@)) da

[ f(@)dz = — [} f(z)dz = —10



30.

31.

32.

33.

34.

35.

I o — Jf B = ~aff Lar = ~2inlo -
= —2x(In(e)=In(1)) = —2

fl —|—xdx—|—f15f dx—f1 d90+f1$d50+5f1
_f1$d90+6f1 r)dr = [72] — 6y f(x)dz =
:3—2—1—2—6X(—6)=%—% 36 = 40

83
fO x+edm + f ;r+e = fO eredw - [In ’ZE+€H
=Inle3 —e+e|— In|0+e|:In(e3)—ln(e)—3—1—2

f )dx—f f(z da:—i—fo dm—flxda:—l—fo 2z + 1)dz =
= [ + [P +aly=e— e+ (424 4) — (0240) =21 - 1

1 xt
o =/4 =2 ~
fo dx—fo d:U—i—ff Ydx =
—fo senxdx—i—f coswdr = [—cosx]g—i—[senx]% =
_ _ 2 2 _
= —cosy+cosO+seng —senf = — 5 +1+1—-5 =2—
d h
ol 1 e2| x

1 (z)de = [} h(@)de+ [ h)de = [} 322%de + [ (3+ ML)y =

_ fo 3x2dx+f1 (3+ %In(w))dw = [;,;3]0+ [3m+ M]f =

2 (2 2 2
:13_03+362+In2(e)_3_In2(1) 1+36+(Ine) _3:
=1+3e*+2-3=23¢

x:
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36.

2 0 3 X

2

s P 2r
J25 (L +senfz]) dz = [P Ldz + [ sen|z|dz =

2r 21
— (3 0 3 —
ffg ldx + f_% sen( —z)dx + [,* senxzdr = 2

2 2 2z 2n
:fjgldx—k f?% —sena:dx+f023 senxdxr = [w]jg—l— [cosx]gg—k[—cosx]o“ =

=2+ 72+ cosO—cos(—2)—cosZ+cosO =2+ 4+ 1-0+1+1=

37.
a) b) Area do triangulo [PQR] = 52 =9
yh . yﬂ
N\ R NP o/,
-3 (0] 3 x -3 (0] 3 x
3 RY 3

c) -9
38.

1

. 136
a) f436 (% — 3\/5) dr = 436 (% — 33:%) dr = [%x—?)‘gill L =

1 o413 1 3736 1 36
- [533—3%]4 - [gx—zmh — Lo —22/z] =18 - 432 -2+ 16 = — 400

b) ff’(e—ex)dx:[ea:—ex]?:5e—65—e+e:56—85
o flilztde= (L -1)dz=[nlz|—z]  =In@)—4—In(1)+1=1In(4)—3

X

‘@ W) ne)t

a) [ e = [ L) de = [T ] =m0 G o e
2m 21 2m

e) [Tsenzdx = — [[" — senzdr = — [cosz ] =
= —cos(2m)+cosTr=—1—1= —2

f) f:cosm dz =[senz]; =senm—sen 3 =0-1= —1
2

160



39.

40.
Designemos por a a ordenada do ponto P .
— [P (2 —z—6)dz+ 3 =25 & —[I—S 2G| 425
-2 2 3 2 9 2
T R E = i [ T L
slB o Bey=B saz]
41.
M
-3 e-1
0 X
e
f

Area = —f33 (22 + 22 — 8) dx — 06_1 (%H — 9)dz =
0

= — [“"TS +m2—8x] 3—[|n|x+1|—9w]8_1:

— 0 (—3)24+24—In(e)+9(e—1) +In(1) =
= —04+9+24—14+9 —9=14+9

Fotocopiavel © Texto | MVT 12
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42,
a) f(z) = 2> — 1 anula-se no — 1 e no 1, mudando de sinal. Logo:

[Po@ =V de= [ (2= V) da+ [}, (&> —1)da+ [} (2 —1)dz =

= - (-3 + 8 - 2(33—3—3)—(#—(—3))212

Notaque:ff’g(:vQ—l)d:zzz [‘”T —m]33: <3T3 —3) - <% —(—3)) =12

o o
3

b) fﬁ%(l —tgr)de = [ (1+ 225 ) de = v+ Ineos ], =

=]

:%+In|cos§\+%—ln\cos(—%)|:%-Hn%—ln(%g):%—Hn(%) =
2

=%+In(%):§+In(\/§)_1=%—|n(\/§)

43. Tem-se [/ coszdx=[senz]; =senm—sen0=0—0=0
Interpretacdo: Seja A = ff cos z dz = Area da regido do plano compreendida entre os eixos
coordenados e o grafico da fungao definida em [0, %} por y = COSxT .

Tem-se [ coszdx = [,/ coszdr+ [Tcoszdr = A+ (—A)=0.
2

Ay

P
y’ | I
2 T
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Tema 7 | Nimeros complexos

1. Introdug¢ao aos nimeros complexos. Operar com nimeros complexos

b)

c)

d)

f)

g)

h)

d)

g)

Re(3 + 4i) = 3, ou seja, a parte real de 3 + 47 é 3.
Im(3 4 4i) = 4, ou seja, a parte imaginaria de 3 + 47 é 4.

Re(\/§—7ri) = \/2, ouseja, apartereal de /2 — i é /2.

Im(\/§ — mi) = — 7, 0U Sseja, a parte imaginaria de \/5 -1 é —T.
Re(4+ + i) = 1, ouseja, aparterealde + + i é 1.
Im(% + z) = 1, ou seja, a parte imaginaria de % + 1 é 1.
Re(— 25_¢§ — %z) = — 253,ouseja,aparterealde — %ﬁ — %z é — %
Im(— % — %z) = — %,ouseja,aparteimaginériade — 2‘5/3 — %i é — %
Re(9¢) = 0, ou seja, a parte real de 9i é 0.
Im(97) = 9, ou seja, a parte imaginaria de 9i é 9.
Re(—1¢) =0, ouseja, aparterealde —i é 0.
Im( —i) = — 1, ouseja, aparteimagindriade —i é — 1.
Re(7) =7, ou seja, a partereal de 7 é 7.
Im(7) = 0, ou seja, a parte imagindriade 7 é 0.
Re(—+) = — 1, ouseja, aparterealde — 1 é — 1.

J J J J
Im(— +) =0, ou seja, a parte imagindriade — + é 0
Imagindrio b) Imagindrio c) Imagindrio puro
Real e) Imagindrio puro f) Real
Real h) Imaginario puro

_ 8 4 _ 8 _ 4

Re(z) + Im(2)=5% ©a+ 3= ©a=—+

<:>$2+7$—18:0<:>x:77i\/m<:>x:—7ﬁ:§/ﬁ<:>w_

—7;:11 o
sr="Clor=2Vr=-9
Como x designa um numero real positivo, vem que z = 2.
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Sejaz=a+bi,coma<0e b<O0.

a=2b - a=2b - a=2b - a= —10
a xb=50 262 =50 b2 = 25 b= —5

Logo, z= — 10— 5.

B={-5 —2+3i, 5i}

— 24 3¢ e 5i sdoimagindrios, sendo 5¢ imagindrio puro.

Im(:z) =02 -dz=0z2(1*-4)=02(z-2)(z+2)=0&
Sr=0Vr-2=0Vr+2=0&2r=0Ver=2Vr= -2

Seja z=ux+ (2% — 4x)i,com z € R, um elemento de A.

Se z ndoéreal,entdo = # — 2 Az # 0Ax #2, pelo que, em particular, se tem x #0.
Portanto, z ndo é imaginario puro.

r=-1—2=-1+f(-1)i=-1+0i= -1

r=0 — 2=04+f(0)i =0+3i=234

z=1— z2=1+f1)i =1+6i

31 b) 1+ 6¢ c) —1
[Re(z) —2|[Im(z) +3] =0< Re(z) —2=0 V Im(2) +3 =0«
< Re(z) =2 V Im(z) = —3

z=2 b) z= —3

z2=2+51, 2=2-3i, z=1— 3i (por exemplo)

VT2im2a-3+bBie 08 o= a=3
a 1 =20 — 3+ 1 <= \/E:b\/g<:> b:\/i <:>{b:2

Logo, z = 3+ 2:.

=

2 +y=1 —1-2
2x+y+(x—2y)i:1—7i<:>{ Ty @{y ’

r—2y=—"T r—2(1-2z)= —7

y=1—-2x y=1-2zx y=3
(:){x—2+4x: -7 @{5:6: -5 < r= —1
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b)

12.

f)

g)

h)

i)

k)

,  fr=—y T=—y
+2i= —y+ (P +16)i & &
T -t Yy (y )Z {$3:y3+16 { N3

r=-Y r= -y rT= -y T =2
-y =y +16 2y° = — 16 y' = —38 y= —2

reR\{0, —1};a,beRev=a+1bi

T +3c+1, L1 3 T
z = 1 =
r+ 1 z 3a — 2bi = il+$ i r +
9. _ op: x x
w = 3a — 2bi = . o1 S g ”
Re(z) =Im(z) =
w— 2 z + 1 x =2 2041
( _1
3a = 2 ( _ 1
-3 +1 3a= -1 “=3
1 _
14 —2= —1 1
= _ 2 = == = —
—2b = —2+ 1 50 5
2 r= — = 1
1 2 r= -
r= — =
( 2 )
Logo, v = — %—i—%z

(84+9i)+(—34i)=8+9i—3+i="5+10i
(—6+4i)+(—4—i)—2i= —6+4i—4—i—2i=—10+i
(4—5i)—(6—2))=4—5i—6+2 = —2—3i

1 1.\ 1 1, _ 15 1 .
8- (3 - 3i)=8—-3+3i=7% + 3i

(4-3)+(G-4)- (G -f) =% -si+3-ti-f+hi-H -
2x(—3i)= —61

8i x (— 7i) = —56i% = 56

—3(4+9i) = —12—27i

—6i (8 —9i) = —48i+454i> = — 54 — 48

(5—2i)(3+4i) =15+20i —6i—8i> = 154200 —6i +8 = 23+ 14i
(3+8i)(3 — 8i) =32 — (80)2=9— 6442 = 9+ 64 = 73

3 4 )(§+ 12i)=%+% 12i + 3/3i + /364% =

=B 43 xoBi+3V3i-6=L +3/3i+3/3i-6= -3 +4/3i
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(2—3i)2(3—i) —3i(3+10i) = (4 —12i +942)(3—14) —9i —30i2 =
=(4-12i-9)3—-i)—9i+30 = (—-5—-12i)(3 i) —9i+30 =
= —154+5i—36i+12i>—9i+30 = —15+5i— 367 — 12— 97+ 30 =3 — 404

2%z +yi) — (2—31)= —10+9i < 20 +2yi® —243i= —10+9i
S 200 —2y—243i=—-10+49 < (—2y—2)+ 2z +3)i= —104+ 9 &

—2y—2= —10 y=4
<:>{2x+3=9 <:>{x=3

(5 —4i)(x —yi)+2i(6 —i) =5(—4+1i) &
SdSr—0yi —4wi —4y+121+2= -20+51 &
Sr—4y+2= —-20

& br—4y+2)+(—by—4x+12)i = —20—|—5Z<:>{ by —4dz412=5 &

244y
@{5;1:—43,_—22 - TE Ty -
A — By — 92244
dx — dy 7 —4XJ—5y=—7
5
—22—|—4y 9224 dy
r=—>
& B & 5 &
58 16y By= —7 88 — 16y — 25y = — 35
_22—|—4y 2412 {.1::—2
& & 5 S5y =3
—41y——123 y=3 y=

203 -3t =2x(—i)—3= —3—2i
i(4i—3)—i®= —4—-3i—"M = 4 -3i—i= —4—4i

i27—i3(i—2i13) :i27—i4+2i16=i4><6+3—1+2i4X4+0:i3—1—|—2i0:
= —i—142=1—i

37;7 o 5i10 + 72'13 o 9i15 — 3i4><1+3 o 5i4><2+2 + 72'4><3+1 o 9Z'4><3+3 —
=3 —524+7i' -9 = —3i+5+7+9 =5+ 131

(92'17 + 2i42) <4i28 + 32'35) — (92'4><4+1 + 2i4><10+2) (42'4><7+U + 3i4><8+3) —
— (97 — 2)(4+3%) = (9i — 2)(4 — 3i) = 367 + 27 — 8 + 6 = 19 + 427

(14 4d)® — (7i% — 8i%T) =
=134+ 3x12x 4i+3x 1 x (4i)% + (40)° — (742242 — gidx9+1) —
—14+127—48 — 647 — (7P — 8i') = — 47— 520+ 7+ 8i = — 40 — 44

(1+20)%(2—-30)° = (14+4i—4)(4—12i —9) = (= 3+ 4i)(—5—12i) =
— 15+ 367 — 200+ 48 = 63 + 164
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hy  (1-20)'=1"44x13x(—=2)+6x12x (=2 +4x1x(—2)"+(-2i)"=
—1-8i—24+32i4+16= —7+24i

i) (14 30)%(1 + 3i)3(1 — 3i)° = (14 3i)5(1 — 3i)° = [(1 + 3i) (1 — 3i)]° =
=[1— (392" = (1+9)° = 10° = 100000

i) [+ (=9 = (1 +)°0 - = [(1+)(1 - )" =
=(1+1)""=210=1024

W @+’ 6+)" x i = [+ )6+ x i =
= (6+2i+3i—1)°x 2 = (5+5i)° x 2

(1+i) +ip — .

18 -6 8 -6 58 (141)°x 570
= [5(1+ )] xﬁ:?x(l—l— i)” X (15”)5 = ((;L+i))5 —
=52 x (140’ =25x (P+3x12xi+3x1xi+i%) =
—25x (1+3i—3—i) =25 x (—2+42i) = —50+50i

16.
A
C
|4
D 1__ l vG .
1 L 2
F B
E.
17.
5
a) /6 b) 0 8 d =

18.
a)‘ﬁ+3i‘:\/(ﬁ)2+32: VT+9=1/16=4

b)]—8—6i|:\/(—8)2+(—6)2:\/64+36:\/100:10

O |- [(E) + - - B
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d) ‘3i—(2\/§+4z’)‘:’3i—2 2—41":‘—2\/5—@":\/(—2\/5)2+(—1)2=\/ﬁz?)

e) [(2—i)2+5i|=[4—4i—1+5i =3+ i =+/32+12=+/10

19.

Im (z)“

P

0 \ Re@ _ .
OP+7+7=20 0P =6

Logo, o médulo de z é 6.

20. |22+ 2i2|=0 & |2(2+2i)| =0 & |2z +2i| =0 & 2| =0 V [2+2i|=0 &
S2z2=0V2+21=0&2=0Vz2= -2

21.
a) |27 —dz] = a(2® — )| =2l |22 — 4 = 2| [(z + 2)(z = 2)| = |2] [ + 2| |2 — 2|

b) 2% =z x 2| = [2] x |2] = |2

22.  |z-wl=lz+ (-w) <[zl +| = w[ =[] + vl

23,
a) 9-5i b)  —10++/3i o 3
d) — i el 8 f) V542
24,

d) 2+3)(5+ 49)=2+3)5 — +i)=10—i+15i+ 3 = 2 1+ 144
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e)

f)

g)

25.

b)

26.

b)

(4+90) (4+93) - (V5 Fi) (V5 - %) 44902 = |v/5 - %\—
:(\/m)2_< 2

=16+81 —5— 4 = %L

~
=
N—
_|_
—~
=
~—
[\
|
=~
[\
_l_
Nej
[\
/N
VR
B
N—
+
—~
C»D|>~
\/
v

(14302 (—8+6i) = (1+6i—9) (—8+6i) =(—8+6i) (—8+6i) =
== 8+46i]> = (/(—8)2+62)" = (—8)2+62 =64+ 36 =100

B (VT4 ) (Vi) - B Vet -
-2 () < B (vE) ) -

20 20
Z(Qk—1+1)zz(2) k_2><1+220><20:420
k=1 k=1

;

z=2—6—4ri— (x+2%i) = 2> — 6 — dwi — (v — 234) =
=2 —6—dvi—x+23i= (2> —2—6)+ (— 4z +23)i

z éumnumerorealseeséselm(z) =0
—dr+P=0z2(*-4)=02x-2)(z+2)=0&
Sr=0Vzz-2=0Vr+2=02=0V =2V o= -2

z é um numero imagindrio puro seeséselm(z) #0 A Re(z)=0.

Re(z2) =0&a?—z—6=0eg= VDO

@m—@ﬁx—?) V r= —2
()%O@w;«éo ANx#2Nx#£ —2
Logo,x:i%.

24 yi+ (3 —4i) =8—-9i2+yi+3z+4i=8+9% &

243z =8 r=2
2+ 3 4)i =8+ 9i
S (24 3z)+ (y+4)i +z<:>{y+4:9 {y:5

i22 + 2 (z— 3yi) :3i51(\/§+2i)(\/§+2i) o4 2 (x + 3yi) :3@3‘\/§+2¢‘2@

2 2
& 14 22+ 6yi = —3i‘\/§+2i‘ & 14 22+ 6yi = —37;<(\/§) +22) =

—1+22=0 =

<:>—1+2m+6yz:—21z<:>{6y:_21 & 7
2

y= —
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d)

27.

b)

c)

c4yi+(z—yi) =2 -3 +2x (24+5i)) e z+yi +o+yi =2°—-3 +2x (2-5i) &
2r =z +1
2y = —10

P —2x+1=0 (x—1)2 =0 r—1= x =
= = = =
y= -5 y= -5 y= -5 = =9

(x+yi)’ +8y+12i =8+ (x+yi)(z+yi) &
& a4 20yi — 2 + 8y + 12i = 8+ |z + yi|* &

&2 +i=12-3+4-10i & 2z +2yi:x2+1—10¢<:>{

2 2 _ 2 2
-y +8y=8+x"+vy PN

S22+ 8y+ 2ry+12)i =8+ 22+ &
20—y + 8y + (2zy + 12)i zty 2uy +12 =0

2 _ 2 _ 92 _
o 2y" —8y+8=0 w1y dy+4=0 - (y—2)*=0
zy+6=0 zy+6=0 zy+6=0

y—2=0 y=2 y=2
<Z>{:cy+6=0 @{2w+6:0 <:>{a3: -3
Seja z =a + bi (a,b € R).
3Z249=6i<3(a—bi)+9=6i<3a—-3bi+9=06i <

@3a+9—3bi:6i@{3a+9:0 {a: -3

—3b=6 b= —2
Logo,z= —3 —21.

2 4+2745i=12a+bi+2(a—bi)+5i=12<
Sa+bi+2a—2bi+5i=12c

. 3a =12 a=4
@3a+(—b+5)z—12<:>{ b5 =0 @{b:5

Logo, z =4+ 51.

244z —(22)=8(—1+2i) < (a+bi)* +4(a+bi) — (a+bi)’ = —8+16i <
s a’4+2abi—b2>+4a+4bi —a2—b2+2abi= —8+16i &
Sa’+2abi—b*+4a+4bi — (a®> —b?> —2abi) = — 8+ 16i &
Sa’+2abi—b*+4a+4bi —a>+b*+2abi= — 8+ 16i &

) . 4da = — 8 a= —2
< da+ (4b+4ab)i = _8+16Z®{4b+4ab:16 ®{4b—8b:16 &
o lo= -2
b= —4
Logo, z = —2 —4z1.
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28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

w= —44+3i; w=—-4—-31; z=a+61

base — PQ =6 altura — a+14 area — 36
TIm(z)
........ 6 altura R
P .‘4: 3 i
3 0 4 Re(z)
(1) . 3
Oatd) — 36 6a+24=T2a=38

2

(—2)=(—1x2)=(—-1) x(2)=—1xz= —%
A mediatriz do segmento de reta [PQ] é o eixo real, que passa pela origem do referencial.

Z4+w|=|z4+wl|=|z+w|

(z+2)? — (2 —2)2 = [2Re(2)]* — [2i Im(2)]* = 4 [Re(2)]* — 4i2 Im(2)]* =
= 4 [Re(2)]* + 4[Im(2)]” = 4 ([Re(2)]> + [Im(2)]) = 42|
(121 + [2D)* = (2] + |21)* = (2]2])* = 4]2[* = 42=

z+iP=(z+i)(z+i) =(+0)(z+i)=(z+9)(Z—i) =27 —iz+iz—i’=
=P +iZ-2)+1=2zP+ix[=2im(z)]+1=]2]>=2%Im(2) + 1 =
= [2]? +2Im(2) + 1

Tem-se z=a —ai,com a € R.Portanto, zi = (a + ai)i = ai + ai’ = —a+ ai .
O afixo de — a + at pertence a bissetriz dos quadrantes pares.

Seja z=a+bi(a,b € R).

Tem-se:

z=Zi<a+bi=(a—0bi)i & a+bi=ai—bi’e
Sa+bi=bt+aisa=0

Portanto, o afixo de z pertence a bissetriz dos quadrantes impares.
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35.

36.

b)

37.

a)

b)

f)

38.

Seja 2=a+bi (a,b €ER e a#b). Tem-se zi = (a — bi)i = ai — bi* = b + ai.

Assim, P tem coordenadas (a,b) e () tem coordenadas (b, a).

A mediatriz do segmento de reta [PQ] é a reta perpendicular a [PQ] que passa no ponto médio
de [PQ] .

O ponto médio de [PQ)] tem coordenadas (<t , 2t2), pelo que o ponto médio de [PQ)] tem
coordenadas iguais.

Por outro lado, tem-se PQ = Q — P = (b,a) — (a,b) = (b—a,a—0).

Portanto, um vetor perpendicular a ﬁj éovetor v (a —b,a —b), que é um vetor de
coordenadas iguais.

A reta que passa num ponto de coordenadas iguais e tem a direcdo de um vetor de coordenadas
iguais é a bissetriz dos quadrantes impares.

Seja r o raio da circunferéncia c.

Como a circunferéncia ¢ esta centrada no ponto O, tem-se |z| = |w| =1

Como [zZ| = |z| e |w| = |w]|,tem-se |Z| = |w| = r, pelo que os pontos R e S pertencem a
circunferéncia c.

Seja z=a+bi eseja w=c+di.

P tem coordenadas (a,b) e ) tem coordenadas (¢, d).Como o segmento de reta [PQ] é um
didmetro da circunferéncia ¢, o ponto médio de [PQ] é a origem do referencial.

Assim, tem-se 455 =0 e % =0.

Por outro lado, tem-se Z=a — bi e w = c — di, pelo que o ponto R tem coordenadas

(a, —b) eoponto S tem coordenadas (¢, —d).

O ponto médio de [RS] tem coordenadas (5%, =t=2) = (&£ — ) = (0,0).
Portanto, o ponto médio de [RS] é a origem do referencial.

Assim, o segmento de reta [RS] é um didmetro da circunferéncia c.

el _ 1k _ 1 1y
- — (0—0(+) 12 — 2 — 2 723
1 24 o2 24 24 _1-2i _ 1 _ 1,
4 (2+4)(2—4)  4-162  4+16 . 20 10 10 5
1 V2+2i V22 V2t V2 Ny
V-2 (Vo) (Vo) 2+4 6 6 T3
1 Tyl _oaowo_oaowi o p 336 _ 48,
1 1 - 1 1 1 1 - - 1 1 - 25 - 25 2F -
T3l (4+39) (1—%7) 6t i1 TaE i 2 2
1 831
3i Bix(—3i) 9
1o 3 _ 35
L T TZixzi L T et
1,1 z w z w = A S — —
Tt v =T tur =T 1T = 4Z+4w=4(Z+ w) =4(z + w)
4 4



39.

40.
a)

b)

f)

g)

41.

b)

42.

6i  _ _ 6i(2-3i) _ 12i+18 _ 18+12i _ 18 4 12,
243 (2+3i)(2—-3i) 4+9 13 13 T 13
5-4i _ (5-4i)(=3i) _ —15i-12 _ —12-15i _ _ 12 _ 15, _ _ 4 _ 5,
3 Bix(—3i) 9 =9 = 9 9t= 73 73
345 _ (3450 (1-30) _ 3-9itbi+l5 _ 18-4i _ 18 _ 4, _ 9 _ 2,
1+3i — (1+30)(1—-3i) 1+9 — 71 T 10 10°T5 5
240 _ _(240)(=3+40)  _ —648i=3i-4 _ —1045i _ _ 10 4 5, _ _ 2 + L
347 (—3—di)(—3+4i) 9+16 =T 25 T T35 TaatT T5F5 T3
5—6i—T7i2—8i3 __ 5—6i+7+8i __ 1242i _  (12420)(=2-6i) _  —24-72i—4i+12 __
14243247 142i—3+4i  —2+6i  (—2+46i)(—2—6i) 4136
_ Z12-76i 12 76, _ _ 3 _ 19,
=T 40 T T 10 T 40 10~ 10
__8i(2+i) . 16i—8 . 84161 .8 16 ; .
= aojery T2= gg t2i= 5 2= o5+ it 2=
_ 8 26,
5 T 5¢
5—i %421 (5-4)° 24210 25-10i—1 _  —1+2li
5+i 13 ~ G+i)6-1) 3 2541 13
24-10i  —1+21i _ 24 10, , 1 _ 21 _ 12 _ 5. L2l 1o
% 13— 26 2 3 BT 13 13t + i =1-21
_ x+2 e (w42 (A48 _Es) . ztxi42i—2 _Es) —
S (1= 59) = “=ham (1= 51) = =45 (1= 50) =
—2 2)i : _
:W (=) =22 4214 5i=52 14524 5,=
_ x—2-2 z+24+10, _ x—4 r+12 ;
=" tT3 o= Tt
z € um ndmero imagindrio puro <> Re(z) =0 A Im(2) #0& 52 =0 A 2 £ 0 &
Sr=4Nzc# —-12& =4
. , 9:+12 _
z éum numero real & Im(z) =0 & =0 r= —12
. _ . ccm z—i _ atbi—i _ a+(0=1)i _ [a+(b=1)i][a—(b+1)i]
Seja z =a+bi.Tem-se = = -~y = gy = P+ (b41)] =
a®—a(b+1)i+a(b—1)i+ (b-1)(b+1)  a®>—a(d+Di+a(db-1)i+b>—-1
- a2+(b+1)? - a2+(b+1)* -
@ —=(bH1+b—1)ai + 021 2 —2aqi+b2—1 _ (a®+b>—1)—2ai
- a2+ (b+1)? T @2+0+1)° T a2+0+1)* T
— a2+62—1 _ 2a i
a2+(b+1)2  a2+(b+1)>
Como ==L é um numero real, tem-se — —2¢ 5 =0<a=0.Como z = 0, concluimos
a’+(b+1)

gue z éimagindrio puro.
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2. Forma trigonométrica de um numero complexo

43.
5 5
a) o b) ST 4 2%k keZ
W b= A ) tan= T
) o= -
44,
T __ 4rm
a) ™ b) ™= 5 = 5
s 5 T Vs _ 737
0 "5 % =m i ow —2T=-
45,
a) z b) - I g -3
A A A
T
4
0 g OM/' y'
LT /3T
2 4
46.
a) -
b) I + 2kn, keZ
C1) %_*_271_:15%
Cz) %"‘471':297”
R
47.
s %
2
O d -5
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48.

49,

50.

51.

a)

b)

f)

< cos?f =

29 _ 1 16 _ 1 25 _ 1 9
1+tg H_COSQH &1+ 9 " cos20 < 9 " cos2d 25

sen’ @ + cos? =1 < sen? + 5 =1 < sen’§ = 10
Como 0 € |m,2n[ e tgf > 0,vem que O pertence ao terceiro quadrante, pelo que quer o seu
SeNo quer 0 seu cosseno sao negativos.

3 4

c059=—3 e senf = -3

2=cosf +isenf = —% —%i

N3o, pois os nimeros complexos ndo nulos que tém os seus afixos pertencentes a bissetriz do

primeiro quadrante tém argumento principal igual a 7 e os nimeros complexos ndo nulos que

tém os seus afixos pertencentes a bissetriz do terceiro quadrante tém argumento principal igual
3

a—T.

Tem-se, para um certo nimero natural k, o« = [+ 2kx. Portanto, a;ﬂ = 2b1 — oF que é

b =
um numero natural par.

.

™

2 . Es . T se i
+ =5 1=C0s, +isen-- =cis =e€

M‘E

. —iG , s . ,
—i= e °. Defacto,omddulode —i é 1 e o seuargumento principal é — 5 -

i
™ 5

cost —isenf =cos(— L) +isen(— L) =e

i0 i

de’ b) e

12¢" d 9¢°

oy

3+3i= 32",

De facto, tem-se:

o 343i|=/32+3 =18 =32

e sendo € um argumento de 3 + 3¢, tem-se tgfh = % =1.

e como o afixo de 3 + 3i pertence ao primeiro quadrante e tgf = 1, nestas condi¢des, o valor
de 6 que pertence aointervalo | — m, | é =

I-
—24/12i = 4e’

De facto, tem-se:

—2+\/Ei‘:\/(—2)2+(\/ﬁ)2 — /16 =4
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g)

f)

54.

a)

b)

e sendo 6 umargumentode — 2+ 4/12i,tem-se tgf = — @ = — # = — \/§
e como o afixode — 2+ /127 pertence ao segundo quadrantee tgf = — \/3_ nestas

2

condigdes o valor de 6 que pertence ao intervalo | — 7, 7| é 5

3-i=2¢
De facto, tem-se:

VB il = (- VE) H (-1

Vi =2

e sendo 6 um argumento de — \/§ —1i,tem-se tg =

e como o afixode — \/5 — 1 pertence ao terceiro quadrante e tgf =
valor de 6 que pertence ao intervalo | — 7, 7]

iT

7 [T — s ; s
6e® =6xcis 5 =6x (cos 5 +isen )

o
N":i

i

5e

VA

5T

6

e__

=6 x (041i) = 6i

=5 xcis 2 =5 x (cos 2 +isen 3L) =5 x (0 —

i)= —5i

3¢" =3 xcisT=3x% (cosm+isenm)=3x (—1+0)= —3

\/ge%:\/gxcis%=2 2x(cos%+isen%):2\/§x(TQ+Tzz')=2+2i
Qei%—ZXC|s§:2x(cos%%—isen%):Qx(%—F@i)zl%—\/éz’
,'77r
3¢’ =3xcis - =3 x (cos = +isen ) =3 x (—cos & —isen =) =
— \/g | O 3\/_ 3 .
—3><(—T—52 = -5 3l
1+i . (44 x(=2) _ 2-2 _ 1 _ 1y
2 2ix(—2i) 4 2
1 1 1)2 1
‘7—?’L|—\/(5)+ (- %) =\J1tT =3 \/ 2
1
e Sendo # um argumento de % — —z tem-se tgf = — 3+ =
2
e Como o afixo de % — %z pertence ao quarto quadrante e tgf = — 1, nestas condicdes, o
valor de 6 que pertence ao intervalo | — 7, 7] é — .
Logo, % - 2’L:£ et
—2 _ —2ix(1-i) 22 _ 22 _ | _,
i+1 — (+)x(1—) — 1+ — 2 —

l=1-il = (- (-1 = V2

e Sendo A umargumentode — 1 —1,tem-se tgf = 1T =1.
e Como o afixo de — 1 — ¢ pertence ao terceiro quadrante e tgf = 1, nestas condicGes, o valor

de 0 que pertence ao intervalo | — 7, 7]
i
Logo, —1—i=+/2¢ *.
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d)

55.

56.

2414 ( 1) X(341) _ 64+2i+3i—1 __ o+o7 _
3—1 —i)x(3+i) 9+1 -

S

1
e Sendo # um argumento de % + 514, tem-se tgf = 5+ =
2

e Como o afixo de % + %z pertence ao primeiro quadrante e tgf = 1, nestas condicdes, o

l\J»—A

l\J|>—A

valor de 0 que pertence aointervalo | — 7, 7] é 7.
1,1 i ’4
Logo, 5+ 2 7= .

(i—2)°—9i=3(—2)0+3%(—2)'+3i'(—2)2+4%(—2)*—9i
— — i +6+120i —8—9i= —2+2i

o[ —2+2i=1/(-27+22 =8 =22
2

e Sendo ¢ umargumentode —2+ 2i,tem-se tgf = — 5 = — 1.
e Como o afixo de — 2 + 2¢ pertence ao segundo quadrante e tgfl = — 1, nestas condicbes, o
valor de 6 que pertence ao intervalo | — m, 7| é 37”.

i3i
Logo, — 24 2i = 2¢/2¢*

- (VVorvB Vo Va 1) =
Vo4 VE -2 x Vi VB x VB VB i+ (VB VB) x
— o+ B -2 [(Vo+ VB) (VB - V) i (VB- V)

=6+v3 -2x/6-3 i—/6+3=
=2v/3 —2/3 i

3—2ﬁi‘:\/(2ﬁ)2+(—2ﬁ)2 — /12112 =24 =26

e Sendo 6 um argumento de 2\/5 —24/3 i,tem-se tgh = — % = —1.
e Como o afixo de 2+/3 —24/3 ¢ pertence ao quarto quadrante e tgf = — 1, nestas

™

condigdes, o valor de f que pertence ao intervalo | — w, | é — T

Logo, 2v/3 — 2¢/3i = 21/6e *.

|z\:4<:>\/(Re(z))2+ —4<:>\/Re — /3 Re(2) )z &
@\/(Re(z))2+3(Re(z)) =45 1/4Re(2)’ =44 21/ (Re(2))’ =4 <
(Re(2))? =2« (Re(2))* =4 < Re(z) =2 V Re(z) = —2

Mas como Im(z) <0< — /3 Re(z) <0< Re(z) > 0;logo, Re(z) =2 e

Im(z) = —/3 x2= —2/3.

Vem, entdo, que z = 2 — 2\/§i .

. 2—2\/52":4
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57.

58.

b)

59.

60.

61.

e Sendo f um argumento de 2 — 2\/§i , tem-se tgf = — \/5

e Como o afixo de 2 — 2\/52' pertence ao quarto quadrante e tgf = — \/g, nestas condigdes,

ovalorde ¢ que pertence ao intervalo | — 7, 7] é — %
_7%

Vem, entdo, que z =4e

Se « é o numero real pertencente ao intervalo [ — 7, 0] tal que tga = %, o afixo de z
pertence ao terceiro quadrante, peloque x <0 e y < 0.
Setga =<, entdo L = > o y=2uz.

Se |z| = \/—2 entéo\/:n2+ = /52, pelo que x2+y2:52@x2+(%x)2:52<:

&+ o :c—52<:> 3 12 =52 22 =36
Como x<0,vemque r=-6ey==2 x(—6)=—4.
Logo, 2= —6—41.

z = ﬁei(%#) =—_Locis(Z — 0) = —L [cos(£ — 0) +isen(Z — )] =

cosf cosf

= L (senf +icosf) = 38 <S8 —tgf 4 g

cos 6 cos

2+z2—2+(tg9+i)2—2+tg29 +2itgh —1=1+1tg%0 +2itgh =

_ senf __ 2senfcosf __ 1 . sen(26)
- 00529 + 21 cosf 00526 +1i cos? 6 T cos?f + cos?f
= —L-[1 +isen(20)]
. 1 —tgl — i — 2‘223 — i1cosf —senf — —senfl+icosf _

i+tgb i+% icosf +send senf +icosf
__cos (% +6)+isen(Z+0) _ei(%w) . f[%*‘)*(%*oﬂ 98
" cos (L —0)+isen(Z-06) lﬁ(%—f)) =€ =€

e

5(cos H* + isen 1) = 5(cos (F — 27) + isen (1T —2m)) =
:5(cos— + isen 3%) :561%
p=5 A 9—3%

2
12d] = \/( —6)°+ (\/12) = /36112 =48 =4/3
e Sendo # um argumentode — 6+ /1214, tem-se tgf = — @ = — QT‘/‘;’ = — @ .
e Como o afixo de — 6+ /127 pertence ao segundo quadrante e tgf = — @
condigbes, o valor de 6 que pertence ao intervalo | — 7, 7] é 5% .

. 0 b B 5
Vem, entdo, que pe'’ =44/3 e ° logo p—4\/§ N 0= +2km, kel.

Como se pretende 6 € [3m,57[, vem que 0 = 5T + 47 = 2T,
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62.

a)

c)

e)

63.

a)

b)

64.

a)

6e =6e”’ b) 6e °
3 177 j4n i _ 3w i2r
(6><3)€(5Jr )_1865 d) %6(15 0)2%615
i i S ft(%?ﬁ i X
T U D f) e =243e
e °

Tﬂ+
_ \/— 1
_4X( 5 T 31

puaveel

Vi = (-

4t 4237

4 % (cos 3™ +isen 2T) +21/3 x (cos 2T + isen 2F)

2v/3 +2i + /3 - 3i =
=4 =2

Y

2

=/3+1

):

e Sendo 6 um argumento de — \/5 — i, tem-se tg = % = @ .
e Como o afixode — \/5 — 1 pertence ao terceiro quadrante e tgf = L—
valor de  que pertence ao intervalo | — 7, 7] é — 2T,

Logo, w =2e °

wh = 9t T =160

21
i3

16e ° =16cis 2%

Vem, entdo, que w

(V-1 -

)

— 16¢

—8+8+/3i.

6

,l'27r
=16e *

=16><(cos%’r+isen%ﬂ):16><(—%+
4 _

(\/— 21 —

Vimil =y (Vi)'

e Sendo 6 um argumento de \/5 — i, tem-se tgh = —

Logo, /3 —i = 267{%, pelo que (\/§ _ Z‘)E’ 5,
5”) =32 x (cos ( —

—16+/3 — 16i

—is
32e

o) = (Vi)

:\/3+1

=4 =2

™

E.

ST

o-) +isen (— 56

7=
e Como o afixo de \/5 — 1 pertence ao quarto quadrante e tgf =
valor de 6 que pertence ao intervalo | — m, 7| é —

(vi-3)

“I%

V3

3o

, hestas condicdes, o

==, nestas condic0es, o
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b) (_1— 375) (_1_ 37./) l
\/gz‘—\/—l +(—\/§)2 :m:\/z:2

e Sendo 6 umargumentode — 1 — \/gz , tem-se tgf = \/é
e Comoo afixode — 1 — \/gz pertence ao terceiro quadrante e tgf = \/5, nestas condigdes,

ovalor de § que pertence ao intervalo | — m, 7] é — 2.
T 8 ) 2 8 8 (8
3 i( -5+ iL iTx8 8T i( -2 iZL
:(26,-24):(6( )):(63)263 :63:6’( ):83
2¢ 3
;2T
i . 3.
e’ = cis 2F =cos 2T +isen &T = —%—i—T\[z

65. 2z—i3=3—4i+i=3—23i

o |3-3i]=/32+ =/9+9 = \/§_3\/

e Sendo 6 um argumento de 3 —3¢,tem-se tgf = — g = —1.

e Como o afixo de 3 — 3i pertence ao quarto quadrante e tgfl = — 1, nestas condigGes, o valor

™

de ¢ que pertence aointervalo | — m, 7] é — 7%
Logo, z — i3 =3 —3i =3y2¢ '
Poroutrolado, —3=3¢".

() =3¢ x 26 x 3v/2e T =18 /2 = 1826 T
Para que 18\/7@ seJa um imaginario puro a + 4—§—|—k7r,k:€Z.
a+E=ZtkrkeZesa=—-2L+I+knkeZesa=—T+knkEL

Como o € [0,27],vemque a = — T +7 = V a= — F +27 = .

p eia p efia

P e—ia P el

66. Designando o médulo de z por p, tem-se %
2a) + isen( — 2a)] =

— plic _ o—2ia _ cos(2a) + isen(2a) — [c 5(2
= cos(2a) + isen(2a) — [cos(2a) — isen(2a)] =
= cos(2a) + isen(2a) — cos(2a) + isen(2a) =

= 2sen(2a) ¢
67. z=1 — i
1 3 12 3)2 1 3

‘1z ~ TZ‘_\/(?) "‘(_T) =y1t1 =vli =1
V3

e Sendo # um argumento de % — @i, tem-se tgf = — 4+ = — \/§
2

e Como o afixo de % — @z pertence ao quarto quadrante e tgf = — \/?T, nestas condigdes,

ovalorde ¢ que pertence aointervalo | — 7, 7] é — % .
T
7

Logo, z = ¢
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As parcelas da soma z + 2% + 23 + 24 + 2° + 25 estdo em progressdo geométrica de razdo z .

6
—i
L 1—( ‘)
_ .6 —i-
Portanto, z + 224+ 22 4+ 24 + 22 4+ 20 =2 x L2 = P x — /2 _ =

1—z 1 V3 .
- _ 2w —i% —if
:edx%\/&:edx 11\/1; :6'5XO:O
1*5‘# 5 1 f‘l’ T’L

|- pi]=y (- o ﬁ A

1
e Sendo # um argumento de —i =1 ,tem-se tg@——%:—%:—g.
e 3
e Como o afixo de — # + %z pertence ao segundo quadrante e tgf = — # , hestas
condigdes, o valor de # que pertence ao intervalo | — m, 7] é ‘%.
Logo, — @ +5i= et
2
1 V3 12 /3,1 _ _
. _7‘—\/<_T>+(_5) =yi1t1 =vl =1
1
e Sendo # um argumento de — @ — i, tem-se tgf = 2 = % = @ .
f 3
e Como o afixo de — @ — %z pertence ao terceiro quadrante e tgf = @, nestas
condigdes, o valor de 6 que pertence ao intervalo | — 7, 7] é — %r.
Logo, — @ —5i= e’ v,
12n4-3 12n4-3
Tem-se, para qualquer n natural, (— @ + 5 z) — (— 4 -3 z) =
( )12n+3 ( isé-r)12n+3 iﬁOnﬁ6+157r i 60117.'6+157r
= e = e — e =
. i(10n7+137) . ~i(10n7+137) _ ei(snx‘zﬁ%) _ e—i(snmﬁ%) _
S SR G B =i—(—1i)=2i
. ;3T i(g+3T
pe? x8e” :8pe(+7>
2 2
—\/é—ﬁi‘:\/(—\/@ +(—\/§) — /858 =/16 =4
e Sendo 6 um argumento de \/— \/gz tem-se tgd = % =
e Como o afixode — \/_ — \/gz pertence ao terceiro quadrante e tgf) = 1, nestas condicdes,
ovalorde 6§ que pertence aointervalo | — 7, 1] é — 3%.
77',34
Logo, —\/——\/gz':éle L.
(o+37 3
pe' X86 :—\/g—\/gz<:>8pe+)—4e e
S8=4 N 0+% = -2 42kn, kels
Sp=35 N 0= -3 -4 2kr kel
Sp=%1 N 0= -3 4 2kn kel
Como 6 € [2m,4n[,vemque 6 = — 3T 4 4 7= D1
Logo, p = % e 0= 79”
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70.

71.

b)

2 2
. \/§+\/§z" - \/(\/5) + (ﬁ) — /212 =4 =2
* Sendo f um argumento de \/54— \/52', tem-se tgf = \Lf— =1.
e Como o afixo de \/5 + \/52 pertence ao primeiro quadrante e tgf = 1, nestas condicdes, o
valor de 6 que pertence aointervalo | — m, 7| é T

o 4
Logo, /2 + v/2i=2¢ '

i T

(\/—I—\/iz)z _1667@26% (pew) —16eTW<:>26% p3ei39:16617w<:>

;Im
s

200 (3130 = 16e ' ©20°=16 A T4+30=""42kr,keZ &

SpPP=8 AN30=C+2kn, k€Zsp=2 AN 0=5+2kn, kel

Como 0 € [r,%] ,vemque § =% +2m =L,

2
Logo, p=2 e §=Ir.

o~

Sejaz = pe'l.
2] 2% = — 16 @p(pei9)3=16e” s pple’? =16e™ o ple??! =16 <
Spt=16 AN 30=1+2kn,k€Z p=2 A 9—§+3k:7r,k€Z

Para £k =0, vem 02%.

Para £k =1, vem 9:%+2§7r:7r.
Para k=2,vem =% + L m=3m.
As solucdes sdo: 2¢°, 2¢™ e 2¢

2 =9z @(pei) =9pe™ & pPeld? =9pe o

SpP=9p A 30= —04+2kn, kel &

SpP—9p =0 AN 40=2km, k€Z& (P> -9)p =0 AN =1 LkeZs
S(pP—9 =0 Vp =0 A 0= keZs

S (pP=9 Vp =0 A 0==E keZ

Como p >0,vemque p=3 V p =0.

Para k=0,vem 6§ =0.
Para k=1,vem 0 =% .
Para k=2,vem 0 = 7.
Para k=3 ,vem 0 = 3¢

5]

= v

T

. j3m
As solucBes s30: 0, 3¢, 3¢, 3¢™ e 3¢ °
)

25— —8|Z|2 ﬁ(peiﬁ) _86mpp6 —i6 <:>p5 259_8p2 i(m—0) o
SpP=8p> ANbl=m—0+2kn, kcZ &
SpP—-8pP=0 N60=1+2kn, kel &
S (PP-8)p'=0 AN =1+ LeZ e
2 _ 3 _ _ km
(p 0V p?—8= 0)/\ 0= 5+T,kEZ®

S(p=0Vp=2A 0=F+%5 keZ
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Para k=0, vem 9:%.

Para k=1,vem 0 =%+ 3 = 7.

Para k = 2, vem :%4—%:%

Para k = 3, vem :%+7r:%.

Para k=4,vem 6 =2 + 4T = 31

Para k=5,vem =2 + 3% = Lix

As solugdes sdo: 0, 267%, 2¢7 4 ¥ . .

d) #=30E)e (pew)3 =3¢’z (,oe_i‘g)2 s pledl =3eiple 2 o
o pPedl =3p21G20) o pP =392 A 30=35—-20+2kn, kel <
SpP=3p" =0AN 50=F+2kn, kecls
S(p=3)p =0A 0=Z+227 keZs
S(PP=0Vp-3=0A 0=F5+2" keZs
S(p=0Vp=3)A =L+ Lc7

Parak:O,vemézl—’B.
_ —_ T 4 2n _ 71
Para k=1, vem —10+45—29
_ _ 1 oy 4w _ 97
Para kK =2, vem 9—104—65 —%g
_ —_ 4 6r _ Br
Para k=3,vem 0 = 104—85 _1170
_ 4 87 _ lin
Paral<:—4,vem9—10—|—5—10

N . i i 7
As solugdes sdo: 0, 3¢, 3e”, 3e

3. Raizes de um numero complexo

i 0+ 2kn
72.  z=y/pe ", k=0,1,..,n—1

67 3
5+ 2k 6 + 10k
)

o=+v/64e °  =4de © | k=0,1,2

67

e 2
Para k=0,vem 2y =4e ” =4e’

i

i 61 -i—rlt)ﬂ' . l?g

Para k=1,vem zy =4e =~ =4e "

Para kK =2,vem 2o =4e¢ =~ =4e -
6% 27 ;161 ;26m

As raizes clbicas de 64 e ° s3o: de °, 4de © e 4de

73.

S8 MG = s1(— 4+ )| =181 x| - 4 + %2

2
:81x\/(—%)2+(@) =81x/l+3 =81

¢ Sendo 6 um argumento de —82—1 + %i,tem-se tg = — & = —\/5.
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e Como o afixode — 8—21 + 812\/§ i pertence ao segundo quadrantee tgf = — /3 , nestas

condigdes, o valor de 6 que pertence ao intervalo | — 7, 7] é 2?” .
s
Logo, — &L + 812\/§i:81€T
6’+’72/s
zk:(/ﬁe , k=0,1,...n—1
) 7;277"12]471 [271' +‘6k77 iﬂ+63k:ﬁ
2z, =/8le =3e © =3¢ , k=0,1,2,3
IL . .
Para k=0,vem z) =3¢ ° =3cis - =3 x (cos = +isen ¥) =
. V3 1:) _ 33 3 .
—3X(T+§’L —T+§Z
i % 2 2 : 2
Para k=1, vem 21:36 =3e :3C|s§:3x(cos§+zsen§):
7’+67r [lﬁc . 7 7 . 7
Para k=2,vem 2z, = 3¢ =3e " =3cis - =3 x (cos T +isen IT) =
_ VA TN I W 1V5 -
—3><( 5 22)— 5 5l
;T 9T jOT . .
Para k=3,vem z3 =3¢ ° =3¢’ =3cis ¥ =3 x (cos 4 +isen ) =
_ 1B\ 3 _ 3B,
—3><(2 5 z)- 5 21
1 n
As raizes quartas de — &L + 8;/52 s3o:
3\/_ 3 3 3v/3 . 3v/3 3 3 3v/3 .
Tt —y Tl Ty — gt e 5 - T
P=UoA=16A24£0 &
i0+'2k ik
sr=V16e ' ,k=01,2,3o2=2¢",k=0,1,2,3
i0
Para Kk =0,vem z=2¢ .
Para k=1,vem z = 2¢
Para k£ = 2, vem z=2e"
Para k=3,vem z=2¢ *-
s - 3T
n Y . iz . Jan
As solucdes da equacdo sdo: 2¢e, 2e’, 2em e 2e

25—zi=0®z(z4—i):0(:>z:0 Vii=0ez=0V 2i=zie

2 +2k'r

Sz=0V z=+/1¢ , k=0,1,2,3 <
r+4k7r

Sz=0Vz=¢ ° ,k=0,1,2,3

Para k=0,vem z=¢

Para k=1,vem z=¢

Para k=2,vem z—=¢

Para k=3,vem z=¢

o
oo‘:,
=]
o$
—
e
N

oo\‘!

As solucdes da equacdo sdo: 0, e e , e e e
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d)

75.

i3 i3 in i3 i
B46de’ =0e22= —64de’ < 23=64e e’ <23 —646( )<:>
BT 4 2k 87 + 10k

jSW I—F—
S B=01e’ ©z=64ie * k=012 <z=4e , k=0,1,2

Para k=0,vem z =4e

Para k=1,vem z=4e © =4e ° .

Para k=2,vem 2z =4e

As solugdes da equacdosdo: e, e’ e e °

(2249)(2*-8)=0224+9=0V ) -8=0&22= -9V 2*=8«

i+ 2km 1:0+2k'/7r
sz=y9¢ ? ,k=0,1Vz2z=y8e ° | k=012¢
i+ 2km 2k7r

sz=3e¢ ? ,k=0,1Vz=2e" ,k=012%

Para kK =0, vem z-3e

= E

Para k=1, vem z—3e
Para k' =0, vem z=2¢"

w";( .

Para k' =1, vem z—2e
4

Cﬂ‘g

Para k' =2,vem z = 2¢
i ;3T . Z-27r l-47r
As solugbes da equacdosdo: 3e’, 3e ’, 2e, 2¢’ e 2e°

Uma vez que ndo conseguimos escrever — 21 + 207 na forma trigonométrica, porque nao

conhecemos o valor exato do angulo cuja tangente é — % , vamos trabalhar na forma algébrica.

Vejamos quais os valores reais de = e de y para os quais (z + yi)2 = —21420¢.

~ N2 ,
x ndo pode ser zero porque se tal acontecesse (z + yi)” era um nimero real.

(x4 yi)* = — 21 +20i & 22+ 2zyi — 2 = — 21 + 200 <
s -+ 2yi= —21+20i &

gjz—y2:—21 $2_y2:_21 $2—y2:—21

?— 10 = —21 2t —100 = — 2122 2t +212% =100 =0
= _ 10 A 10 < 10

Y= Y= Y=

y_l_O

2 _ =50
V =

&
I
roloo

10 = condi¢do impossivel <

g2 — 21 /PP X (Z100) R 1 VAT
= 2 =S 2 N
y =
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Se x=2,vemque y=5.
Se x= —2,vemque y= —5.
As raizes quadradas de — 21 + 207 s3ao: 245t e —2—051

76. Sabe-se que existem n raizes indice n de um complexo e que todas tém o mesmo médulo e os
seus agumentos estdo em progressado aritmética de razao %’“
As raizes indice 6 de w sdo 6, todas elas com mdédulo %

S L ®  2rn _ 7 __ 8 8t m _ 13«
Os seus argumentos sdo = , - s —F T3 =15 15 T = 95
Br , = _ 67 6r 4 m _ 23w 28r  m _ 287
5 T3=5%5 5 T3=T » 953 15
| i | il | i | % | %
As restantes raizes sextas de w sao 3 € ’, g€ ’, g€ >, 3 € ’e 3 € 7

_ 2 i iz -
77 W 8e ° _ _ 8e __ 8e _ l613
. —4w T i - i(ﬁ,‘ZTﬂ‘) - 39 |
4e” x8e 32e e

As raizes quadradas de 4le 7 s3o:

&+ 2km

1e 7 ,comke{0,1}=1e

T+ 6k

® ,com ke {0,1}

i

— 1) 1o 1 T4 iean L) —
Parak—\O/vemZ—Q\/e =5 cis T =3 x (cos £ +isen T) =
1 3.1\ _ V3 1.

—5X(T+5Z)—T+ZZ
T

_ 1. ' _ 1 o Tm 1 Ty
Parak—l,\\ﬁmz—ge —5C|s7—5><(cos—+zsen )—
_ 1 3 1.\ _ 3 1,
—ix(—T—i’b)——T—zZ
As raizes quadradas do numero complexo @ sdo:

s s
1 ’@_\[ 1,056 V3 1.
ge =Y+ i ege’ = —4i
78 Loy ztw 1 X5—\/6i_\/é+5i: 1 X5_\/6+(5_\/6>Z:
' V2 -G V2 5-V/6 V2 5-\/6

_ _1 N 1 1
—Wx(l‘FZ)—W—FWZ— 5 T 5t

P | =[P+ = [E| x4l = L x VEFTE = x /2 =1

el
e Sendo € um argumento de ﬁ + iz tem-se tgf = 2 =1.
2
e Como o afixo de QL \fz pertence ao prlmelro quadrante e tgf = 1, nestas condicbes, o
valor de 6 que pertence ao intervalo | — m, 7| é
Logo, # + #z =,
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79.

b)

iZ

As raizes clbicas de e ' s3o:

4 + 2km

jm 4 8km
V1e 7 ,com ke{0,1,2} = e e ,com k € {0,1,2}

1

&

Para k=0,vem z=c¢

e

oS
o

N

i i2q
Para k=1,vem z=¢ ~ —=e

Para k=2,vem z=¢

il
=~
58

As raizes cubicas do nimero complexo WX s sdo: e’, e’ e e
5

jllm (1w m .3
12 2(—12—*)) i 2 2 .
21 e _ _ 1 37 3T
Tty =e ' = cis 2 =cos I +isen T V= g
iE . 3 .
z =€’ = cis & =cos & +isen —\é— + 41

i _ () (5o4)

2 iin (e Z) I
NV
() +(3” o

Trabalhando na forma trigonométrica:

=2+ /2
2":\/§x|1+i|:\/§x\/12+12 = /2x2 =2

* Sendo # um argumento de \/§—|— \/52 , tem-se tgf = V2

=

e Como o afixo de \/5 + \/52 pertence ao primeiro quadrante e tgf = 1, nestas condicdes, o
valor de 6 que pertence ao intervalo | — m, 7| é ©

Logo, \/5 + \/51 =

y _ 2e0 o TE) Lo b _guem _ _

ERE :% =2e¢ =2e"” =2cis 55 =2 x (cos 5 +isen & )I()

@zcos% = cos (2 x 75) = cos® &5 —sen® & = cos® 75 — (1 — cos® %) =

_ 2

=2cos” 5 — 1

Mas se QCOSQ%— = \[ , vem que 4 cos’ 15— 2= f@ cos 12 = +4‘/§.

2+ +v/3+3
Como cos; € p05|t|vo logo cos % \/ QJ”[ \/ V3 \/ ‘/ 2 —

JWEAT i i (e

272  22xv2
_ /62
1
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2 3 9 3
Como cos? 75 = 25/ e sen E+C0521—’;=1<:>sen21—’;+ *f:1<:>

2 3 4—9—
& sen’ 5 =1 2% & sen? %— 23 o gen? 2

Como sen{s € positivo, logo sen 75 — /= \/— \/2 f \/——\f+2 B
:W:\/g_\/g:%f% \/_1_(\/—71)><\/§
2 2 D)

2\[ ) 2><ﬁ
_ iy
4

—_

(1) 2 x (LER2 4 ooz - oy VA,

d) Pela alinea a), sabemos que i—; = — 4 + 42 .
Pela alinea c), sabemos que - ﬁ = \/6*\/5 \/5—\/5Z- _
Z = Zl+ﬁ:—\é§+\/—z+\/—+\/— \/—\/_

_f+\/—\f \f\f+f \/ \/

e) 24:w
p= V04 VY
o2 S B A - 4 VTR i T
12 24/3
v V3

* Sendo € um argumento de ﬁ + 4@ ,tem-se tgd = =1.

ol oIS

e Como o afixo de L— ‘égz pertence ao prlmelro qguadrante e tgf = 1, nestas condicbes, o
valor de 6 que pertence aointervalo | — m, 7| é

Logo, @—I—@i: \/gei%,
T 4 4i£>< i

f) Zzé—f—@iew:—g
.Im(z)
S
M i
-9 0 \/’E Re (z)
2
6
Base — QO =9 Altura — 4 Aopg = 25 = %g
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80.

, , . . - ,[:(9+,;2kﬂ'
a) As raizes indice n de pe’ sdodaforma z = Ve , ke{0,1,...,n—1}.
j 0+ 2(k+ 1) O+ 2k+1)T 9t U%r
Zhkt1 7\7/561 ! Z( " - ) i3 i
Ora, = T — € =e¢ ", o0que prova o pretendido.
We n
, ;s 0 ~ ~ P ~ i
b) Como as raizes de indice n de pe' estdo em progressdo geométrica de razao e " , tem-se:
1— eln>n 1_gm 1-1
20 +21 + ... F2p—1=%20 X 3 T A X T =2 X 720
1—e " 1—e ™ 1—e ™
0 1 0+2 i0+2(71—1)7r
c) Zp X 21 X ...><Zn71=(/ﬁen X y/pe " X..xype " =

0 4 —1)x2
0+ O+(n=l)x2r 0+ 042(n—1)r
I 17271’ Xn

= (y/n)"e Tﬂei—z— =pe =

Soma dos n primeiros termos de uma progressdo aritmética de primeiro termo 6 e razdo 27
. 26042(n—1)m
i n—1

— pef — pei[9+(n—1)7r] — (pew) % ei(n—l)ﬂ — (pew) > (eiﬂ') —
—wx(-1)""'=(-1)""w

JOO+2m)+ .+ [6+2(n—1)7]

n

81.
a)
2

. \/5-1—2" = (\/5) +12 =+/3+1 =/4=2

e Sendo € um argumento de \/§+ 1,tem-se tgf = % = @ .

e Como o afixo de \/§+z’ ertence ao primei drant t 9—£ t di¢d

p primeiro quadrante e tgfl = 5=, nestas condi¢bes, o
valor de  que pertence ao intervalo | — 7, 7] é .
. iT

Logo, /3 +i= 2e".

Sabe-se que existem n raizes indice n de um complexo e que todas tém o mesmo médulo e os

seus agumentos estdo em progressao aritmética de razao Qn—”

As raizes indice 5 de w sdo 5, todas elas com moédulo 2.

s T o4 2 _ 17w 17r 4 2m _ 29n

Os seus argumentos sao S’ 61T % = 30 30 = = 35

297 | 2r _ 4lx 4l 4 2r _ 53¢

30 5 — 30 7 30 5 — 30

. . ~ i i i i 5

As raizes quintasde w sd3o: 2e°, 2e 7, 2e 7, 2e e 2e

b) Seja | a medida do lado do pentdgono regular.

T 2 — 1L
sen = = 5 = ;
o

Logo, [ = 4sen <
Perimetro do pentdgono = 5[ =5 X 4sen

l\Dlm\~

= 20sen L

Cﬂ|:]
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2
rct=ale2=a?> < %@c:%@
a . . 4 y
kit 4 = — e — i
; ; & Va 5 e a (\/5) Sa=%&
Fi, ¢ Fr Ja o3 o3 o3
sa(l-9)=061-5=061=4«
= = <:>a3:4<:>a:\?/z

Outro processo:
i2m .
a=ae ,com amaior do que 1.

" i27r+2L77r iWJrk,ﬂ
Vae” =ae ' comke{0,1,2,3} = /ae * comke€{0,1,2,3}

T

Parak =0,vem \/a e # = /ai cujoafixo é o ponto de coordenadas (0, /a) .

Parak =1,vem /ae = — /a cujo afixo é o ponto de coordenadas (— \/a,0) .

3z . . . ;
Parak =2,vem {Jae ° = — \/ai cujoafixo é o ponto de coordenadas (0, — /a) .
Parak = 3,vem \/a e’ = V/a cujo afixo é o ponto de coordenadas (y/a,0) .

(Va)' + (Va)’ = a & fa+ Ja=a & 2/a=a e (2/a) =

Sda=ad'sda-a'=054-a*)a=04-a*>=0V a=0 & 1a3:4<:>
como a >
sa= V4

O hexdgono é formado por seis triangulos equildteros; portanto, a drea de cada um deles é \/§ .
Designemos por p a medida dos lados de cada triangulo e por a a sua altura.
cos%:Q@—\/g :Q@a:—\/g”

N

Vem, entio, que /3 = 2 2 N 3—”X‘[p<:)\/_p =43 pP=4e p=2.
3ﬂ'

Entdo, uma raiz indice 6 de z é 2¢ !

57'><b

i3\ 6 i iZ
Logo,z:(2e4) — 260 T —6de ’ =6de T =64
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84.
a) b? —4ac=36—-4x18= —36<0

62418 =0 ez =0V 33565 = SHIVI g4y

b) b —dac=4—-4x5x2= —36<0

B2 422 42=0 ez =20V o L8 o 5= Z2EIVI 143y
c) b>—4ac=3—-4x7= —25<0

z2+\/§z+720(:>

@zl:M: _ VB 5 . z2:M: —§+%i

2 2 2

85. Tem-se (—2)*+6x(—2)+20=0,peloque —2 éuma raiz do polinémio.
Dividindo o polinémio 2% + 6x + 20 por x4+ 2, vem:

1 0 6 20
-2 -2 4 =20

|1 -2 10 0

23+ 62 + 20 = (z + 2)(2? — 22 + 10)
22 —2x+10=0 b2—dac=4—-4x10= —36<0

Gy =200 3 e gy = 2HIVI gy

As restantes as raizes do polinéniosdao 1+3i e 1 —37.

4. Operar com numeros complexos e transformagoes geométricas.
Condicoes em C e sua representagao no plano complexo

86.
a) b) c) d)
A Z A z
z z+2 ;Z \ !
o—po | g
. z-1 R i & ” —_— >
> > I " z+1 -3
o > * I ._
- Z
e) f) g)
A JZ A 0 x
iZ o[ .e‘\:"\ z
; \'Z ) \.Z
.-Z > >
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i) )E42=—iz+2

h)
) A ' A
o A A
z P oZ z
» ; '
-Z-1
> t > [N »
w | | >
Y
Z
e
; -iz+2
® -z _l-Z *—Ppe
k) ) (1—-2i)=2—2iz= —2iz+2
A
LA T
o2 A 1z ] .
°2Z \.Z
z
. A -
Z -iz* iz +z
27 ' /
=21z
87.
7 R
1 --1: -------- P 3
ol 2 7 9
T+i 4+24+61=9+T71
88.
7o R
(L - 4
S -
| 00
3 ol 1 1
a) 90°

b)w=1i4+4+3i))= —3+4i; z2+w=4+3i—-34+4i=1+4+7i
c) |2]> =42 +32=125
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89.

|2l

EARE]
2

=8&[2°=16 < |2| =4

b) lz+Z2P+]z—Z>=|2Rez|? +[2Imz2|? =4Re?z +4Im? 2 =
=4[z)> =4x16 =64

90.

Y
Y

c) 2+zZ=8<2Rez=8< Rez=4
A

Y

d) e)

Y
y
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f) 2z;2E: _4@%: —de i =—-1simz= -1

Y

g)

Y

h) | —3Re(2)] <6 Alilm(2)] <3< 3|Re(2)| <6 Alil|llm(2)] <3 &
& |Re(2)] <2 Allm(z)] <3< —2<Re(2) <2 A —3<Im(z)<3
A

A 4

91.
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b) 2|z—3+i|+5=9<|z2—3—1i)|=2

A 1IN
/ \
\ /
N /

T I TN
NL | A

d)

e)lz—(0+i)| <3 A [z—(—1+0i)|<3

L~ ™~
AT N AT D
/8 \‘ f D
\
N 17 AN J
N NE A NC Y
N | |

Fotocopiavel © Texto | M¥T 12 195



f) |2+ 144 <2ARe(z)

1 lz—(—1—9) <2ARe(z) = —1

A N

7 A

Z | RIS
/

R T

\
\WAS /

—T

AT TN

v

92.

Lo b

196

h(z—i)(z—i) =9 z—i>=9&|z—i =3 ]z— (0+i)] =3
A 1
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b) [z — (83 —4i)| <z — (=3 -1

7
!
7

4

[
!

7

/

I

c)|z+2+2i| >z A |2/ <3 A Re(z) xIm(z) >0«
Slz—(—2-20)|>]z—= (040 A |z—=(0+0§)| <3 A
A[(Re(z) > 0AIm(z) >0) V (Re(z) <0AIm(z) <0)]
T TN B
/ N\ \\
X /
™ e
93.
a) b)
/ |
/
/\n/3 ;
' ! /6
™~
=T
T ANRe(z) <4 &

c) |Arg(z)| < Arg(3+3i) A Re(z) <4 & |Arg(2)] <
& — T <Arg(z) < 7§ ARe(z) <4

Fotocopiavel © Texto | MVT 12
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d) Arg(8i) < Arglz — (3+2i)] < 2L A Im(2) <4<
& I <Arglz— (3+2i)] <25 A Im(z) <4

2arid

Y
/R

@ 0<Arg(z— (—140)< T A |z—(443)] > |z — (0+0i)

|

LT TN . ]
VAN 7N
| RN T TATN
| /NS |\ \
HE Yy

f) (£ <Arg(z) <3 A 1< |2/ <3) V
V(|z= (0400 >|z—(2+2i)] AO0<Re(z) <2AIm(z) <4)

|~
/ § X
AN

h

Y

£
\
7]

4

94. Por exemplo:
a)  |r—(3+2) <1V (2<Re(2)<4 A —3<Im(z)<2)

b)  (|2] <3 ARe(z) >0AIM(2) <0)V (2] < |z — (= 3+30)| A Re(2) < 0AIm(z) > 0)

95.

a)  |a— 2| =|5+6i —13—122’|:|—8—6i|:\/(—8)2+(—6)2:\/64+36:10
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2 —i 53 | — | i _ 546Gi—i 5\/3 S
b) — _—+Z2+§_ﬁ_7+13_122+§_
_ 545i 53 1. 52T 5B S
_%—T+13—12z+71—ﬁ6% — == + 13—-12i + 51

—5e" — 33 4 1312 + Li=5(cos T +isen ) — 2V 4 1312 + Li=

(&
=5(Y+di) - 312+ 5= 5 - 2P 413120+ i =

= 2i +13-12i ++i=13—-12i+3i=13—9i

c) As raizes indice 4 de zf sdo 4, sendo uma delas z, e os seus afixos sao os vértices de um
quadrado centrado na origem.

21| = |5 + 6i] = /5% + 62 = /25 + 36 = /61

A drea do quadrado & 4 x YVl 95 61 = 1922,

d)

P

[
>

>
AN
Y

[Re(z) >0 A Im(2) >0 A |z — (5+6i)| < |z — (13 +120)| A |z — (5 + 6i)| > 5] V
V |z — (134 12i)] < 5 A Re(z) < 13]
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