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Propostas de resolucao dos exercicios do Manual

Tema 1 | Calculo Combinatorio

1. Propriedades das operag¢des sobre conjuntos

Pag. 6

Sera que...? Inclusdo de conjuntos

1.
a) Verdade.
b)AnNB=1{1,2,3}=A4; AuB={1,2,3,4,5} =B

2.
a) Verdade.
b)ANB=1[2,5|=A4A; AUB=][l, +[=B

3. a) Falso.
b)AnB=1{4,5}; AUB=1{3,4,5,6, 7, 8}

Pretende-se que o aluno refiraque: Se A C B entdio ANB=Ae AUB=1B.
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1. Comecemos por provarque AC B= AUB=15B.

Suponhamos, entdo, por hipotese, que A C B e provemos que AUB = B , ou seja, que
BC AUB (i) eque AUB C B [ii).

() reB=>x€cAVvereB=2c AUB

(i) rec AUB=a2xcAVeeB=xeBVaeB=xecB

Vamos agora provarque AUB=B=ACB.
Suponhamos, entdo, por hipétese, que AU B = B e provemosque A C B.
Tem-se r€ce A==zrx € AVe e B=x€c AUB=z€B.

Pag. 8

2. Comutatividade da unido
Tem-se, para qualquer x € U:
recAUBsrcAVeeBsreBVereAs e BUA



Associatividade da unido

Tem-se, para qualquer =z € U:

r€(AUB)UC & z€ AUBVze(C &

S (xeAvVveeB)VeeC & xeAV(reBVrel) e
sSreAVzezeBUC & xeAU(BUCQO)

Idempoténcia da uniao
Como AC A,tem-seque AUA=A.

Elemento neutro da uniao
Como ) C A, tem-seque AUD = A.

Elemento absorvente da uniao
Como A C U, tem-seque AUU =U .

Distributividade da unido em relagdo a intersecao

Tem-se, para qualquer x € U:

r€AU(BNC) wxcAVezeBnNnCerxeAV(zeBAzel) e
S(reAvezeB)AN(zeAVeel) (€ AUB) AN(ze AUC) &
sxe(AUB)N(AUC)

Sera que...? Completando igualdades

1.
a)AnB={1}; AUB=1{1,2, 3, 5}

b) ANB=1{2,3,4,5 6} ; AUB= {4, 6}
) A={3,4,56}; B={2 4, 6}

2.a)ANB

Pretende-se que o aluno refira que sim.

Pag.9

3. Tem-se, para qualquer = € U:
r€AUBs ¢ AUBS ~(r€ AUB) &

& ~(x€eAvVrzeB)e ~(xe AN ~(xeB)&
srcANrEBerc ANB

4. Tem-se, para qualquer = € V' e para qualquer y € U :
(z,y) eCx(AUB)erzec(CANyc AUB &
sreCNyeAVyeB) <
SxeChryecA)V(zeCAryeB)<

& (r,y) €eCxAV (z,y) eCx B

& (z,y) € (Cx A)U(C x B)
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5.a) (AUB)UA= (BUA)UA=BU(AUA)=BUU=U

b)(ANB)UA=(AUA)N(BUA)=UN(BUA)=BUA

o)BN(AUB)=Bn(ANB)=Bn(BNA)=(BNB)NA=0nA=10

d(AUB)N(AUB) =(ANA)UB=0UB=B

6.(A\AB)NB=(ANB)NB=AN(BNB)=An0=10

7.Como A C B,tem-se AUB = B,dondevemque (AUB)NB=BNB=§0.

Pag. 11

8. (AxC)U(BxC)=(AUuB)xC=(ANB)xC
Como A C B,tem-se AN B = A, donde vem que (AOB) xC=AxC.

9.a)Como A C B, tem-se, paraqualquer r €U, r€ A= x € B.
Portanto, t e AUC =z AVae(C=>2xeBVzeC=z2zeBUC.

b) Como A C B,tem-se BC A,peloque BUBC A UB,ouseja, U C A UB.
Como AUBCU,temse A UB=U.
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10.a) AN B = {z : = é multiplo de 6 e divisor de 30}
Multiplos de 6 — {6, 12, 18, 24, 30, 36, ... }
Divisores de 30 — {1, 2, 3,5, 6, 10, 15, 30}

AN B = {6,30}

b) AU B = {z : x é mdltiplo de 6 ou divisor de 30}
AUB=1{1, 2,3, 5,6, 10, 12, 15, 18, 24, 30, 36, 42, ...}
C={r:2<20}

(AuB)NC =11, 2, 3, 5, 6, 10, 12, 15, 18}

c) BNC = {x: = édivisor de 30 e maior do que 20} = {30}
(BN C) x{1,2} = {30} x {1, 2} = {(30, 1), (30, 2)}



d) ANC = {x: z émltiplo de 6 e menor ou igual a 20} = {6, 12, 18}
BN C = {z: x édivisor de 30 e maior do que 20} = {30}
(ANC) x (BNC) = {6,12,18} x {30} = {(6, 30), (12, 30), (18, 30)}

N3=r’+2re*-2>-2r=0r(1*-2-2)=02=0Vesi-2-2=0&
1+4/1-4x1x(—2)
=

n 2x1
<:>szsz73<:>1’:0\/1’: —1Vvzxr=2

A={-1,0,2}

Sr=0Vx=

£2+2sc§15<:>x2—|—2x—15§0<?:£€[—5, 3]

—24,/4—4x1x(—15)

2 1R — _
T+ 2x 125j:g0<:>x— %1 &
sc:_2 Sr=—-5Ver=3

y=a’+2z—15

B=[-5,3]
2sen:c§1/\0§x§7r<?a:€ [0,%]U{%7r,77}

2senz =1&senx = %(:):L’: %+2k7r\/x: %W—I—%mkez




V2erilt+l=ze 2o+l=c-16(V2+1) =@-1>A20+1>0Az—-1>0x
©2w+1:x2—2x+1/\<x2 —%/\le)@xQ—élx:O/\le@
sSzrr—4)=0Nzx>1s (z=0Ve=4H) Az >1 =4

D= {4}
a) AUB ={—-1,0,2} U[-5,3] = [-5,3]

aanc—1-10mn (o 5] o [3n]) -0
9BnC=[-53n([0,5]u[gm]

dBuC=[-530 (o, 5]u [%w,w}

e) BNC = (] — o0, —5[U]3, —I—oo[)ﬂ([(],%] U [%w,wD =3,

)AUD ={—1,0,2} U {4} = { —1,0,2,4}

(AUuD) x {5,6} ={(-1,5), (=1, 6), (0, 5), (0, 6), (2, 5), (2,6), (4, 5), (4, 6)}
g) D x D={(4,4)}

h) (A\N) x (BNN) = { — 1,0} x {1, ? ?(}) —

={(=1,1),(-12),(=13), (0, ,2), (0,3)}

12.1,‘2225<:>$2—2520<:>(SC—5)(1’+5)ZO?{L‘G]—OO, — 5] U[5, + oo

]

-5 0|5 X

B=]-5,5[
ANB={-4, —1,0,1,4}
13.
a) (AUB)\B = ( B)N (AmE)U(BmE):(AmE)Uv):AmE:A\B
b) (A\B)\C = )m@ N(BNC)=An(BUC) =A\(BUQO)

c) (A\B)UB = ( B)U (AUB)m(EUB):(AUB)mU:AUB



1. A\B=A ANB =A < ACB & BCA
15.5¢e AC B,entdo ANB=A.Como ANB=0,vem A=90.

16. Tem-se, para qualquer = € V e para qualquer y € U,
(r,y)eCx(ANB)srzeCAhNycANBsrzeCAN(ye ANyeB) &
SxeChzeC)ANyeANyeB)s (reChye AN(zeCANyeB)=
& (z,y) €eCxAN(z,y) eCxB&(z,y) € (CxA)N(CxB)

17. Vamos provar que:

() AUB=U=BCA

(i) BCA=AUB=U

(i) AUB=U=(AUB)NB=UNB= (ANB)U(BNB)=B= (ANB)Ul=B =
= ANB=B=BCA

(i) BCA=BUBCAUB=UCAUB=AUB=U

18. Vamos provar que:

(i) A=0= existe um conjunto B contidoem U talque B = (ANB)U(ANB)
(ii) existe um conjunto B contidoem U talque B= (ANB)U(ANB)= A=
Tem-se:

(i) Se A = (), tem-se, para qualquer conjunto B contido em U':
(ANB)U(ANB)=(0NB)U(UNB)=0UB =B

(ii) Admitamos agora que existe um conjunto B contidoem U talque B = (A N E) U (Z NB).
Vamos provar que A = 0.

Comecemos por mostrar que,se B= (ANB)U(ANDB),entdo BC ANB.
Tem-se, para qualquer x € U:

reB=xz€(ANB)U(ANB) = z€ ANB V z€ANB = z€ANB

impossivel, pois * € B

Como se tem, para qualquer z € U, 2 € B= z € AN B, estd provadoque BC ANDB.
Por outro lado, tem-se sempre ANBcC B.

Conclui-se, assim, que ANB=RB , peloque B C Z, dondevem A C B.

Vem, entao:

B=(ANB)U(ANB)& B=AU(ANB) & B=(AUA)N(AUB) &
&B=UN(AUB) ©B=AUB < ACB

Concluimos, assim, que A C B eque A C B,dondevem A C BN B,ouseja, AC.
Como @ C A,vem,finalmente, A =10.



2. Introdug¢ao ao calculo combinatorio
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Sera que...? Casadas e casados

Pretende-se que o aluno refira que o numero de mulheres casadas é igual ao numero de homens
casados.

Pag. 16

19.2 x 6 =12
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20.3 x2x4=24

21.a) 6 x5 x4x3=2360

b) 6 x6x6x6=1296
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22,

a) 10 x 10 x 10 x 10 x 10 = 100000
b) 10 x9 x 8 x7x6=230240

c) 3x10x 10 x 10 x 7= 21000

23.

a) 9x10x10x 10 x 10 x 10 x 10 = 9000 000

b) 9Xx9Xx8x7x6x5x4=>544320

) 8Xx8XxTx6x5Hx4x5=268800- o ultimo tem de ser impar, o primeiro tem de ser
escolhido de entre os quatro algarismos pares (2, 4, 6, 8) ou os restantes quatro algarismos
impares, o segundo digito pode ser escolhido de entre os oito algarismos sobrantes, etc.

24. 7 x 9 x 8 x 7 (com quatro algarismos, sendo o primeiro escolhido de entre os sete que sdo
superiores ou iguais a 3)+1 x5 x 8 x 7 x 6 (com cinco algarismos, sendo o primeiro o0 1, o
segundo escolhido no conjunto {0, 2, 3, 4, 5}, o terceiro escolhido entre os oito restantes,
etc.)+1x1x4x7x6 (com cinco algarismos, sendo o primeiro o 1, o segundo o 6, o terceiro
escolhido no conjunto {0, 2, 3, 4}, o quarto escolhido entre os sete restantes, etc.) = 5376
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25. 3 x 5 (anel e pulseira) + 3 x 7 (anel e colar) + 5 x 7 (pulseira e colar) = 71
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26. %A}, = 3% = 1594323

27. %A, = 2% = 256

28.94), = 6'° = 60466 176

Pag. 21

Sera que...? Cardinal do conjunto das partes de um conjunto
a) A={a,b}; P(A) ={0, {a},{b},{a,b}} ; #P(A) =4

b) B = {a’ b,C} ) P(B) = {Q)’ {a}v {b}’ {C}v {avb}’ {aac}v {b,C}, {avbac}} ) #P(B) =38

c)C ={a,b,c,d};

P(C) = {0, {a},{b}, {c},{d},{a, b}, {a, c},{a,d},{b,c}, {b,d}, {c,d}, {a, b, c},
{a,b,d},{a,c,d},{b,c,d},{a,b,c,d}} ; #P(C) = 16

Pretende-se que o aluno refira que se o cardinal de um conjunto é n, o cardinal das partes desse
conjunto é 2" .
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29. A={2,3,5,7}; #A=4; #P(A)=2' =16

30. B ={1,2,3,5,6,10,15,30} ; #B =8 ; #P(B) = 2°
Subconjunto com 0 elementos é apenas o conjunto vazio; subconjuntos com um elemento sdo 8,

logo o nimero de subconjuntos do conjunto B que tém pelo menos dois elementosé
28 1 —-8=2471.

Sera que...? Um estudo da universidade de Cambridge

Pretende-se que o aluno refira que a palavra «grande» pode escrever-se de 24 maneiras
(Ix4x3x2x1x1).
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31.
a) 9! = 362880

b) 4! x 5! = 2880

c) 4! x 5! 4+ 5! x 4! = 4! x 5! x 2 = 5760 (primeiro os do Astérix e depois os do Tintim ou primeiro
os do Tintim e depois os do Astérix)

d) 6! x 4! = 17280 ( 6! para ordenar o bloco dos livros do Astérix e os cinco livros do Tintim, 4!
para ordenar os quatro livros do Astérix)

e) 4! x 5! = 2880 (como sdo cinco livros do Tintim e quatro do Astérix, tem de comegar e acabar
com um livro do Tintim, os livros do Astérix podem ficar colocados de 4! maneiras e os do Tintim de
5! maneiras)

Pag. 24
32.
a) 8! = 40 320

b) 2 x 4! x 4! = 1152 (rapazes do lado direito da mesa e raparigas do lado esquerdo ou vice-versa)

c) 4! x 4! x 2* = 9216 (4! para ordenar os rapazes, 4! para ordenar as raparigas, cada par rapaz-
rapariga pode trocar 2 x 2 x 2 x 2)

d) 8! —4 x 2 x 6! = 34560 (todas as possibilidades menos aquelas em que a Ana e o Rui ficam um
em frente do outro)
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33.a) 5! =120
b) 3! + 3! x 2 = 18 (3! para os comegados por 4, 3! x 2 para os comegados por 5)

34.a) 5! =120
b) 2! x 3! = 12 (a ordem das consoantes e das vogais € fixa: consoante - vogal - consoante - vogal -
consoante, 2! para ordenar as vogais, 3! para ordenar as consoantes)

35.a) 302! = 302 x 301 x 300!

b) (n—3)!x(n—2)=(n—2)!

10



Pag. 26

36.
a) 100!  _ 100x99x98! __ 100x99x98! __ 100x99 — 99
99!'498! ~ 99x98!'+98!" ~ 98!(99+1) 100
1 1 Al+7 77 Al 7! 7! 24+7
b) (g7 +37) * 7'+ A, — ol TR T TE T Oxexml TExn T @ T
1 1 31 _
— 7 tg ity !
(n4+2)!—n! (2n+1)!  (n+2)(n+1)n!-—n! (2n+1)(2n)!
VoDl T Co)ltl) (nr1)! ~ @n)(ntl)
ol [(n+2)(n+1)-1]  2p41  (n+2)(nt+1)-1  2n41
(n+1)n! - on+l T n+1 on+l T
_ n’4nt2n42-1-2n—1 _ n’4n _ n(nt+l)
B n+1 — nt+l T n+l
1 _ _
37. Para n = 1 tem-se: /;1 k—,l :1—% @% =1—1<«0=0,0que éverdade
Hipétese de inducio: i L S
= k! n!
. .. n+1 k—1 B 1
Tese de inducio: 1?:31 = 1-— 1)

ntl g1 "ok—1  n4l-—1 1 n n 1

Demonstragdo: kZ—:IW =3 ot (41! :1—m+m:1+m_n! -

k=1
_ n ntl n—n—1 _ =1 . 1
=1 G T ! T T Tl TN el T G
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38. 2604, = 358800

Pag. 28

39.1x 545 =120

40. 3 x 5! x 10A3 = 259200 (3 - escolha da fila horizontal, 5! - permutagéo dos tons de azul,
10A3 - escolha dos trés quadrados que ficam pintados com as outras trés cores)

11



41.”2 A5 = 132600
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42.

a) 2Cy =924 b) °Cy x *Cy x 3Cy = 180
) °c, =210 d) Cs = 28

e) 3C, x °C, (dois de José Saramago) + *C x ?C5(trés de José Saramago) = 462
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43. Bcy x 'y (quatro homens e uma mulher) + Cj5 x C, (trés homens e duas mulheres) =
=11011

Pag. 32

a4. 8Cy x 124, = 220540 320

45, 52013 X 39013 X 26013 X 13013 ~ 5,36 X 1028

46.2" =512 = 2" =20 = n=9; 'C; + °Cy + °Cy = 46
Pag. 33

47.

a) 'Cy x 'Cy = 140

b) 5C5 x 3Cy = 60 (o algarismo das unidades tem de ser 2)

48. %C; (letra i) x °C, (letra n) x 3! = 3360

49. "C, x 3C5 (quatro empates, trés vitérias da Barbara) + 'Cy x >Cy(quatro empates, duas

vitdrias da Barbara, uma vitéria do Afonso) = 140

12
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50. Designemos por n o cardinal de A e por m o cardinal de B, vem que ™A, =60 e

mcnzlo.
I?TL:an<:>6—?:10<:>n':6<:>n:3
n! n:

mA?,:60<:>m(m—1)(m—2):60®m3—3m2+2m—60:0?

1 -3 2 —60
5 5 10 60
2 12 0

Sm-5)m>*+2m+12)=0& &m-5=0Vvm? +2m+12=0&m=>5

De B em A existem AL = 3° = 243 fungdes .

51. Quando se unem dois quaisquer vértices de um poligono obtém-se uma diagonal ou um lado.

Logo, o nimero de diagonais de um poligono com n lados é "Cy —n..

n(n—1)

|
"Cg—n:104<:>( L —n=104 &

n—2)!x2!

Pag. 36

52.5 x 10 x 21 = 1050
53.8 x 6 x4 =192

54.5 x 10% = 5000

55.28% x 252 x 23 x 22 = 694 232 x 10*
56.4 x 3 x2=24

57.10% x 5 = 500

58.5x 6 x 2 =060

59.8 x 10 x 9 x 7 = 5040

—n=10d=n2—-3n—-208=0<n=16

13



60. 10 x 93 = 7290

61.10° x 9 = 9000

62.1 x1x10x 10 x4 =400

63.1 x10x10x1x1x1=100

64.a) 1 x 25 x 24 = 600

b) 3 x 25 x 24 = 1800

65.1 x 5 x 4 (impar - par - par) + 1 x 5 x 4 (impar - impar - impar) = 40

66.4 x 8 X 7 X 2 =448 ;
5 x 8 x 7 x 1(terminam em zero) +4 x 8 x 7 x 1 (terminam em 5) = 504

Pag. 37

67. 4 x 3 (dois programas de meia hora) + 6 x 5 x 4 (trés programas de 20 minutos) = 132

68. 641, =260 ~ 1,4 x 10"

69.n° > 1000000 < n > v/1000000 < n > 15,85 . 0 ndmero minimo é 16.

70.9A4% = 9° = 59049

71.524) = 52* = 7311616

72.A={a, b, c} ; P(A) ={0, {a}, {b}, {c}, {a, b}, {a, ¢}, {b, ¢}, {a, b, c}}

73.2° = 32

14



74. Seja n o numero de elementos do conjunto.
2" — 1 (conjunto vazio) — n (nimero de subconjuntos com 1 elemento) = 4083

W1=2"8—-1-5
V2=d4@a33 oy
IZECT

w=lg Y=yoBe3 n—=12
75.
A 2" =g 2" =g 2" =g —
2M = 8z S =8x2" & 2M=Bx M= S d{m=3+n &
m+n=21 m-+n =21 m+n=21 m+n=21 m+n =21
Sn=m—-3 &<<n=m-3 S{n=m-—-3 & —

m+n=21 m+m—3=21 2m = 24 m =12

76. (a, b, ¢), (a, ¢, b), (b, a, ¢), (b, ¢, a), (¢, a, b), (c, b, a)

77. Por exemplo: (1, 2, z, vy, 2), (1, 2, =, 2z, y), (2, 1, x, y, z) ; B! =120

78.5! =120

79.
a) 3+ 7 =6+ 5040 = 5046 # 10! = 3628800

b) 2x3!'=2x6=12# 6! =720

c) 3! x4l =6 x 24 =144 # 12! = 479001 600
80.

a) 1 X6 xHx4x3x2x1x1=6!=720

b) 5 x4x1x3x2x1x1x1=5'=120

Pag. 38
81.
a) 8! = 40320

b) 2 (escolha da prateleira onde sdo colocados os livros de Matemitica) x 4! (ordenagdo dos livros
de Matematica) x 4! (ordenacdo dos restantes livros) = 1152

15



c) 3! (ordenacdo das disciplinas) x 4! (ordenagdo dos livros de Matematica) x 2! (ordenacdo dos
livros de Quimica) x 2! (ordenagdo dos livros de Biologia) = 576

82.4! =24

9! 200! 13! (n+1)!
83.a) & b) Tg71 <) o1 4 o)
84. a) 7A3 b) 100143 C) 201144 d) n’Ag
e) 14, f) F1A, g) YAy h) 1 Ag,
85.

a) 20 x 19 x 18 x 17 (notaque20 — 17+ 1 = 4)
b) rx(r—1)x(r—2) (notaque r—(r—2)+1=23)
c) 100 x99 x ... x 52 x 51 (notaque 100 — 51 4+ 1 = 50)

86. °A; (nimero de maneiras de sentar as raparigas) x 7! (nimero de maneiras de sentar os
rapazes) = 302400

87.

a) 84 = 20160

b) 1 x A5 = 2520

c) 6 (nimero de maneiras de escolher a face que fica pintada de verde) x 7A; (restantes
faces) = 15120

88.

a) 3 A; = 154440

b) 1 x A, =11880

c) °A; (nimero de maneiras de escolher os lugares das figuras) x 14, (nimero de maneiras de
escolher as cartas que vao ocupar os dois lugares sobrantes) = 5400

89.

a) 2 (o primeiro digito s6 pode ser 1 ou 2) x YA, = 6048

b) 2 (escolha do primeiro digito) x 8 A3 x 2 (escolha do Gltimo digito) = 1344
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c) YA, (para os que comecam por 2) + 1 (comegam por 1) x 4 (ndmero de maneiras de
colocar 0 2) x 845 = 4368

Pag. 39

90."4>+3n+1=100=n(n—1)4+3n—-99=0n>—n+3n—-99=0<
—Qi\/4—4x1x(—99)<$

Sn2+2n—-99=0&n= 5
@nz#@n:Q(porque n € N)
91.

a) 2C5s = 15504
b) 2C5 (escolha dos rapazes) x 8C5 (escolha das raparigas) = 6160
92. °Cy;, (nimero de maneiras de colocar as dez pegas brancas nos 20 lugares

disponiveis) x 1A (nimero de maneiras de colocar as cinco pecas coloridas nos 10 lugares
sobrantes) = 5587021 440 .

93. 20y =220

94.90C; x 10y = 116531800

95.

a) 52013 ~ 6,35 X 1011

b) 3Cs (ndmero de maneiras de escolher cinco copas de entre as 13 copas) x *°Cys (numero de
maneiras de escolher as restantes oito cartas de entre as 39 cartas que ndo sdo de
copas) ~ 7,92 x 100

c) *Ci3 (nitmero de «m3os» sem paus) + 13 x 3?C}, (nimero de «m3os» com apenas uma carta
de paus) + BCy x 3°C}; (ntmero de «m3os» com duas cartas de paus) ~ 1,90 x 10!

d) %C; (nimero de maneiras de escolher trés dos quatro reis) x ‘C5 (nimero de maneiras de

escolher dois dos quatro ases) x “*Cg (nimero de maneiras de escolher as restantes oito cartas de
entre as 44 cartas que ndo sdo reis nem ases) = 4 253 583 048

96. °C,, (nimero de maneiras de colocar os algarismos «3») x 3C5 (nimero de maneiras de colocar
os algarismos «2») x 1 = 30
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97. 5C (nimero de lotes que ndo tém meias azuis) + 4 x °C;5 (nimero de lotes que tém um par de
meias azuis) = 95

98. 3C5 x ?Cy (dois livros de Isabel Allende ) + 3C5 x °Cj (trés livros de Isabel Allende) = 462

99. 8 x 8C5 (nUmero de maneiras de colocar as duas torres, numa das oito filas) x 54, (nimero de
maneiras de colocar o rei e a dama num dos 64 — 8 = 56 lugares das outras filas) = 689 920

B n! _ n(n=1)(n=2)! _
100.7C; =91 < G gyix21 =N T gz e

n(n—1)

5 =91len-n-182=0«<
1£4/1—4x1x(—182
R ER T e 2
nz%@nzlél(porqueneN)

18



3. Triangulo de Pascal e Bindmio de Newton

Pag. 42

101. Sejam a e b o segundo e terceiro

elementos de uma linha do tridngulo de 1 a b
Pascal. Tal como se pode observar na figura 1 1+a a+b
junta, o terceiro elemento da linha seguinte é

a+b. Ora, uma vez que 1+a+b=u=z,

vem a+b=x— 1.

102.9%C g3 + 2 x 98C1yy + 980195 = 98Ca3 + P8 Cas + 98 C124 + 9%Cho5 =

— 9909y + 99095 = 1000C

103. Como o primeiro elemento da linha é 1, o segundo elemento dessa linha é 50, trata-se da linha
que contém as combinag¢des da forma *°C}, . A linha anterior é a linha que contém as combinagdes
da forma *°C}, . O terceiro elemento da linha anterior é *°Cy, = 1176 .

104. Designemos por n o segundo elemento da linha, o penultimo elemento dessa linha também
én.

n? = 676 < n = 26 . Trata-se da linha que contém as combinag¢des da forma 25C), que tem

27 elementos.

|
105.1—|—n+”C’2:154<:>1—|—n+m — 154 &

~1) (n—2)! 1
e ltn+ n((z_2))(,7;2) :154<:)1+n+w2):154©

S242Mm+n?—-n=308<n’2+n—-306=0<

—14+4/1—-4x1x (=306
I e

@nz#@nzl? (porque n € N)

A linha que contém as combinagdes da forma !7C) tem 18 elementos, e os maiores elementos
dessa linhasdo '"Cg e 17Cy .
Cy + 17Cy = 48620
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Serd que...? Soma dos elementos de uma linha do tridngulo de Pascal

Linha 011234 |5 |6 |7
Somadosseuselementos | 1 [ 2|4 | 8| 16| 32| 64| 128

Pretende-se que o aluno refira que a soma dos elementos da linha de ordem n é 2".

8
106. > 3Cy = 2% = 256
k=0

Pag. 44

107. Trata-se da linha de ordem 84, que tem 85 elementos, sendo o maior deles o 8Cy5 .

Sera que...? Poténcia de um bindmio

Pretende-se que o aluno refira que:
(a+b)' =1a%" +4a3" + 6a?b* + 4a'b® + 1 a"b*

Pag. 46

108.
a) (4z +3)% =1 (42)%3° + 3 (42)*3' + 3 (42)'3% + 1 (42)°3? = 643 + 14422 + 108z + 27

b) Ba—1)*=13a)"(—1)°+43a)*(—1)' +6(3a)*(—1)2+43a)' (- 1)3+1(3a)’(—1)* =
=8la*—108a®+54a%> - 12a+1

c) (3a+2b)5 = 1(3a)®(2)° 4 5 (3a)*(2b)* + 10 (3a)*(2b)2 4 10 (3a)*(2b)* + 5 (3a)" (2b)* +
+1(3a)"(2b)° =
= 243a® + 810a*b + 1080a®b? + 720ab® + 240ab* + 326

109. (3 +21/5)% = 1 x 33(2\/§)O+3 x 32(2\/3)1+3>< 31(2\/3)2+1 x 30(2\/3)3 -

= 27+ 541/5 + 36 x 5 + 40/5 = 207 + 94\/5

110. 2C; x (32)27" x (= 2)" =12C; x (3x)° x (—2)" = — 24634368 2°

k

111. 70y, % (2a)7F x (_ %) — O x aTF x 27k x (— 272)k =

= (= 1DFxTCr xa™F x 2Tk x 2728 = (— 1)F x 7Oy x 27F=2k x oTF =

20



= (= 1)k x 70y x 2773 x o7k
Para que o expoente de a seja 4 vem:

T—k=4k=3 - (-1 x703 x 2733 x gt = —34—50,4
O coeficiente de — ?21—5a4 é — 34—5

112.Tem-se: (1—-1)"=0"=0
Por outro lado, desenvolvendo (1 —1)", tem-se:
(1-1)"="Cy ="C, +"Cy ="C5 +"Cy —"C5 + ...
Portanto, "Cy — "Cy +"Cy — "C3 +"Cy —"Cs + ... = 0, donde vem:
"Co +"Co+"Cy +...="C1+"C3 +"C5 + ...

O primeiro membro dé a soma do nimero de subconjuntos com 0, 2, 4, ... elementos.

O segundo membro da a soma do niumero de subconjuntos com 1, 3, 5, ... elementos.

Portanto, o primeiro membro dé o nimero de subconjuntos com um ndimero par de elementos e o

segundo membro dé o numero de subconjuntos com um nuimero impar de elementos.

Como o primeiro membro é igual ao segundo membro, estd provado que qualquer conjunto de

cardinal n (n € N), tantos subconjuntos com um nimero par de elementos como com um

numero impar de elementos.
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113. (241 =1x a3 x 1" +3x a2 x 1" +3x a2 x " +1x2"x 1" =23 + 322 4+ 32 + 1

114.
a) "Cy ="Cy<=20=n—-8&n=28

b) %0Cy = C, & p=50—2 & p =48

115.

a) 1502 + 1503 — 1603

b) 2006 + QOC7 — 2107

c) Cy — ¥ Cy =¥ Cly

116.

a) 10005 + 19003 = "C) & Wicy, = "Cp e n=101 A (p=31V p="70)

b) 1580p + 1580174'1 — nc40 = 1590p+1 — nc40 =

Sn=159A(p+1=40 V159 —p—1=40) < n=159A (p=239 V p=118)

C) 40020 — 39020 = nCp = 39019 = nCp S n=39A (p =19 Vv p= 20)



117.
a)"Cy="Cla e 12=n—-5&n=17

b) °C; =2C, < p=3Vp=20—-3p=3Vp=17
c) 00y, 1 =C;5,,&5+p=2p—1V5+p=100—2p+1 & p=6V3p=96<&

Sp=6Vp=32

118.
a) 51 elementos, trata-se da linha que contém as combinagdes da forma *°C},.. O maior elemento
dessa linha é 0Cy; .

b) O maior elemento da linha que contém as combinagbes da forma 24Cp é (., pelo que
p=12.

|
119. Tem-se: 14 n+"Cy + 19600 = 20876 < 1 +n + m —1276 =0 <
n(n—1)

<:>1+n—|—T—1276:()<:>2—|—2n+n2—n—2552:0<:>n2+n—255020<:>
—1+4/1-4x1x(—2550 _
Sn= \/ 5 ( )@n:%@n:m(porqueneﬁl)

O terceiro elemento da linha seguinte é °'C, = 1275.

120. A soma dos elementos da linha seguinte é 2M e a soma dos elementos da linha anterior
oM
5 -

121. a) O termo geral é "Cia”*b*, portanto o valor da soma dos expoentes em cada parcela é

k+7T—k=7.

195—kbk

b) O termo geral é '%Cja , portanto o valor da soma dos expoentes em cada parcela é

k4195 -k =195.

122.a)8+1=9 b) 5+1=6 ) 20+1=21
123,
5 y\° 1 y\!
a) 1.2 termo: 1 x (z?) x(—;) =2'%; 2.2termo: 5 x (2?) x(—;) = —52Ty;
) 3 y\? 4,2 . 2)2 AN 3
3.2termo: 10 x (z°) x(— m) =102y ; 4.2termo: 10 x (z°) x(— m) = —10xy

22



6 0 6 5 1
i) <—£> :w—6;2.9termo:6x(£> x(—£> =
Y z y2 Y z

T

b) 1.2termo: 1 x ( X
4 2
£) X <—£> =15 =5 ; 4.2termo: 20 x
Y z Y

32 termo: 15 x (

c)1.2termo: 1 x 2 10 = 10%4 :
Yy Yy
9 5120 . /7
2.2termo: 10 x 2 x 11 = 54120 = 5f :
VY VAT Y
8
2 11520
3.2t 4hx | = | x 12 = —=——
ermo (\/ﬂ "
7
4.2 termo: 120 x 2 x 13 = 12 360 _ 1 368 \/§
Yy Y /Y Yy
d)1.2termo: 1 x 2% x (—¢2)" = 2% ; 2.2termo: 5 x 2t x (— %) = — 5aty? ;

3

3.9termo: 10 x 23 x (— y?)* = 1023y* ; 4.2termo: 10 x 22 x (—y?)* = — 1022 y°

Pag. 51
124.
7
a) Ultimo termo: 1 x (2y2)" x <_ %) _ %
6
Penultimo termo: 7 x (2y%)" x <_ %) _ ;_11 :
5

b) Ultimo termo: 1 x 2° x ( —a2)"” = — a3
Pendiltimo termo: 15 x z! x ( —a2)" = 154% 2
Antepenultimo termo: 105 x 22 x (—a?) " = — 105a*° x

Ante antepenultimo termo: 455 x % x (— a2)12 =455a*" x

S
< |8
N—
w

X
S

|
NS
N—
w

I

|

[\

(e



126.
(a+b)* — (a— b)* = (a* + 4ab + 6ab® + 4ab® + b*) — (a* — 4a’b + 6a2b* — 4ab® + b*) =
= 8a’b + 8ab® = 8ab(a® + b?)

127.2 + /3)° =
— 25 1 5% 20 x /3410 x 28 x <\/§>2+10x22>< <\/§>3+5x2x <\/§>4+(\/§)5:

— 324 80/3 480 x 3 + 40 x 3v/3 + 10 x 9+ 91/3 = 362 + 209+/3

k

128."C), x " 7F x (\/g)k:”Ckx:L”“kXyi
k

De "Cj x 2" F x y2 =282 vemque "C, =28en—k==6e % =1

k=2en=8 e 8C, =28.logo, n=8§.

129. (B)

Termo geral: 6C), x 20=% x 2%
6—k=4<k=2

6C, x 2* x 22 =60 2!

k
130.3C}, x 5% x (%) =80, x a8k =80 x 82

8—2k=2k=3
Eotermo 8Cs x 22 = 5622.

k 11—k 11—k
11—k 1 _ e Sl _ 11—k+—5——4k
131. ''Cy, x (z+/x) x (—x4) U x 2P F x 72 x g =10, x 212 _

33—11k
:HCkX.’E 2

=0&k=3
Eotermo ''C3 = 165.

33—11k
2

132. 00, x 20 F xa*; 10—-k=8< k=2
00, x 2192 x g2 =902° < 4528 x a> = 9028 < a? =2 & a = +/2

133.9(a) =g((a—1)+1) = ((a = 1)+ 2)* = (a + 1)* = a* + 4a® + 64> + 4a + 1
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+ Exercicios propostos

Pag. 52

134. (D)
AUB=ANDB=1{9, 10, 11, 12, 13, 14, .} n{1, 2, 3, 4, 6, 12} = {12}
ANB={z:x€ZN/|r|éracional Az €] -5 5}={—-4,—1,0,1, 4}

135. (C)
(A\_B>UB: (AHE)UB: (AUB)UB=AU(BUB)=AUB

136. (A)
A=ANU=AN(BUB)=(ANB)U(ANB)=(ANB)UA
Se A=(ANB)UA,vemque ANB=10.

137. (A)
NUmero de bandeiras que ndo tdm nenhuma tiraazul: 8 x 7 x 6 x 5 x 4 = 8 A5
NGmero de bandeiras que tém uma tira azul: 5 (escolha da tiraazul) x 8 x 7 x 6 x 5 =5 x 84,
Ndmero de bandeiras que tém duas tiras azuis: (°Cy —4) (escolha das duas tiras
azuis) Xx 8 x Tx 6 = (°Cy — 4) x 8 A3
Numero de bandeiras que tém trés tiras azuis: 1 (com trés tiras azuis elas tém obrigatoriamente de
seral?, 32edltima) x 8 x 7=1x 54,

8A5 +5 x84, + (OCy —4) x 8A3+1 x 845 = 17192

138. (D)
5 (impar) x 5 (impar) x 5 (impar) x 5 (par) = 625

139. (A)
5 (posi¢do do algarismo 9) x 8 x 8 x 8 x 8 = 20480

140. (B)

Numeros com dois algarismos: 9 x 9 = 92

NUmeros com trés algarismos: 9 x 9 x 8 = 92 x 8

NUmeros com quatro algarismos: 9 x 9 x 8 x 7 =92 x 84,
NUmeros com cinco algarismos: 9 x 9 x 8 x 7 x 6 = 92 x 845
NUmeros com seis algarismos: 9 x 9 x 8 x 7x 6 x 5 =92 x 84,
924+ 92 x 8492 x 84y +92 x 843 + 9% x 84, = 168561
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141. (B)
3! x9!=2177280

142. (D)

4! (ordenacdo dos casais) x 2 (troca de posicdes de um casal) x 2 (troca de posicdes de outro
casal) x 2 (troca de posi¢des de outro casal) x 2 (troca de posi¢cdes de outro casal) =

=4!x2" =384

143. (D)
5! (ordenacdo de 5 blocos - 1 casal e 4 filhos) x 2 (troca de posi¢des do casal) = 240

144. (C)
3 (condutor) x 2 (lugar ao lado do condutor) x 3 x 2 x 1 = 36

145. (C)
1x3! x945 = 3024

146. (C)
20, =66

147. (A)
6C, (escolha da posicdo dos zeros) x ? A4 = 45360

Pag. 54

148. (A)

Se a linha tem nove elementos ela é formada pelos elementos da forma ®C}, ; o quarto elemento
48

e Cg .

149. (C)
O ultimo elemento é 1 e o pendltimo é 16. A linha é formada pelos elementos da forma 5Cy, .
A soma dos trés primeiros é 1+ 16 + °Cy, = 137.

150. (C)
A linha tem 1001 elementos, 10 dos quais s30 menores ou iguais a '*’C, (os 5 primeiros e os
5 Ultimos), logo 1001 — 10 = 991 sdo maiores do que ¢, .

26



151. (A)
Se a linha tem 15 elementos ela é formada pelos elementos da forma *C}, , o maior elemento é o
que ocupa a posicdo central, é (5.

152. (D)
200001 00 + 2000001 = 2001y

153. (A)
1771 +a =10626 < a = 8855 ; 8855433649 =0 < b = 42504

154. (D)
(x+1)P =2°+52t + 1022 + 1 &
S +5xt 1023 + 1022+ 52+ 1 =2+ 528 + 1022+ 1 < 1022 + 52 =0

155. (D)
1001126 = (1000 + 1)'26 = 1000'%6 4 126 x 1000'% + ... + 1 > 1000'2¢ + 126000

156. (A)
n=6+8=14

P4g. 55
157.A={—-2,-1,0, 1,2, ..}
B={234,..}
AB={-2-1,0,1}

P4+ —6r=0&z(2*+2-6)=02=0Va’+2-6=0&
—144/1-4x1x(—6)
=

Sr=0Vx=

Sr=0Vx= _1;:5 Sr=0Ver=2Vzez= -3
C={-3,0,2}

BnC ={2}

(A\B)U(BNC)={-2, 1,0, 1, 2}

a) AUT=ANT ={1,2,3,4,5,6,7,8, 9 N{z: zépar} = {2, 4, 6, 8}

b)I[UP=1INP={r: xépartN{z: zéprimo} = {2}
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159. (Ax C)U(Bx C)=(AUB) x C =1,5] x [2, 4]
A\y

4 ______

160. Vamos provar que: (i) B=0 = AUB = A\B (i) AuUB=A\B= B=1

() B=0=AUB=A AN AAB=A= AUB = A\B
(i) AUB=A\B = AUB=ANB = (AUB)N(AUB)=(AnB)N(AUB) =

= (ANA)uUB=[(ANnB)NAJU[(ANB)NB] =
= QuB=[(BNnA)NAJU[An(BnB)] =

= B=[Bn(AnA)Ju(4n®) =B= (BNl ubd =B=0U0 =B=10

161.a) 1 x 10 x 10 x 10 = 1000
b)1 x9x9x9=729

c) *C5 (nimero de maneiras de escolher os lugares para onde vdo os algarismos «2») x 9 = 36

162. 2 (o algarismo das centenas s6 pode sero2ouo03) x 5 x4 =40; 1 x 4 x 2(o algarismo das
centenas é2) + 1 x 4 x 3 (o algarismo das centenas é 3) = 20

163. 3! (ordenacdo das cores) x 12! (ordenacdo das bolas brancas) x 13! (ordenagdo das bolas
azuis) x 14! (ordenagdo das bolas amarelas) ~ 1,56 x 10%

164.9 x 8 x 7 ="YA5 = 504

Pag. 56

165. 20C, = 190
166. 2C5; = 220

167. 4 x 3 (com um ponto em cada reta) + 2 = 14
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n! n! n(n—1)

2_
en?-n="5" 44356 m> —m=n?—n+870en>—n—870 =0
1+4/1-4x1x(—870
&Sn = \/ 5 ( )(:)n:H;—w@n:SO(porqueneNenzZ)

169. Os divisores de 210 sdo:

1 — 1 divisor

2,3,5,7 — 4divisores
2x3=6,2x5=10,2x7=14,3x5=15,3x7=21,5x7=35 — 6divisores
2x3x5=30,2x3x7=42,2x5x7 =70,3x5x7=105 — 4divisores
2x3x5x7=210 — 1divisor

Existem tantos divisores quantos os subconjuntos do conjunto {2, 3, 5, 7}, logo existem 2¢ = 16
divisores.

170.

a) Apenas de uma maneira.

b) De duas maneiras.

c) De 3! = 6 maneiras.

d) De °C, (escolha dos lugares das letras r) x 3! = 60 maneiras.

e) De (5 (escolha dos lugares das letras i) x 8C, (escolha dos lugares das letras n) x 6! =
= 3326 400 maneiras.

171.

a) 2z +3=9—-2V2r+3=12-9+2)AN20+3<12A9—-2<12z=2Ve=0
b) 2r+1=2x+3V2r+1=40-2x—-3)A2x+1<40AN22+3<40<x=9

Q) 2Cop = 2Chi12 + 2 Crin1 & 21Coy = 21Chio

2r=x+4+12V2x=21—-2—-12)A2x <21 Az+12<2le (z=12Vez=3)Azx <9 &
Sr=3

172. 602+603+7C4+805 :703+7C4+805 =80, +8Cs =2Cs in=9e p=5oup=4
173.) "Cr =>."Cy —"Cp=2" -1
k=1 k=0

174.n’> = 144 < n = 12, trata-se da linha em que cada elemento é da forma 2C}, .
O quarto elemento da linha anterior é "'C5 = 165 .
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175.2" =512 & 2" = 29 & n =9, trata-se da linha em que cada elemento é da forma ?C}, .
O maior elemento da linha seguinte é '°Cy = 252.

Pag. 57

176. (°Cy +°C1) + (°Co +9C3) + (°Cy 4-°C5) +°C = 20 & TCL + TC3 + 05 + 9Cs = 20 &

S04+ 703+ 7C5+7Cr =25

Logo, n =6.
177.
21\3
a) °C; x 10 x (7) = 67243

2a
— 100, % (%)k w al0F 5 g TF Z 100 (%)k
10-2k=6<k=2
Vem, entdo, 'Cy x (%)2 w b = 44_5a6

k k k
b) Termo geral: '°C), x !9~ x ( 1 ) =100, x (%) x ql0=F % (%) —
X

a1072 k

178. (1+ 2+ (1 —2)  =1+4+3z+ 322 + 2° + 1 — 3z + 32? — 2% = 2 + 627

179.
3 3

a)603><<\/2a> X(_\/127a> = -6y = —-20

n "oy g (2n)! W (2n)! o,
b)QCnxl X T :mx = (n!)zx
180.

12—k 2 \F 12—k 1\ F

a) Termo geral: 2Cy, x (/) x(—;) =20, x (=2)F x a2 X(E) —

12 k 12-k —k & 2=k
=0 x(=2)fxz" 2 xz "=VBC,x(—-2)fxz 2
122_’“—15:0«:»12—1@—%:0@1{:4

O termo independente é 2Cy x ( —2)* = 7920.

o) Termo geral: . x (2) ™ x (= 3)1 = 2hx (252”5 x (§)' =

T
-k _, 12k,
=20 x (=2 xz27 2 xa "=2Cx(—-2)fxa 2

—122_k —k=2&12—-k—-2k=4k= % ¢ N, logo ndo existe termo em x2.
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As 9 cartas de espadas podem permutar entre si.
Escolhem-se quatro dos dez espacos (representados por _) para colocar as quatro cartas de copas.
Resposta: 9! x 4, = 1828915200

182. Pecas quadradas | Pecas retangulares | Total de pegas | NUmero de configuragdes

14 0 14 1

12 1 13 e

10 2 12 2c,

8 3 11 e

6 4 10 e,

4 5 9 °)C;

2 6 8 8Cs

0 7 7 1

1+ BC + 20, + Moy +1°Cy + °C5 + 8C + 1 = 610

183. 5! (com os algarismos 1,2,3,4,5) + °C, x 3! (com os algarismos 1,1, 4, 5,6) + °Cs x 3! (com
os algarismos 1,1, 3,5, 8) + 56’3 X 2 (com os algarismos 2, 2,2, 3,5) = 260

184. 2n+103 + 271,-&-104 . 2n+3C5 + 2n+20n+1 — 0 o 2n+103 + 2n+lc4 + 27L+20n+1 — 277,-"-305 o
o 271,+204 4 2n+20n+1 — 2n+305 o 271,+204 4 2n+20n+1 — 2n+204 + 2n+205 =

M0, L =0 en+1=5Vn+1l+5=2n+2 @n=4Vn=4 & n=4

185. De acordo com o enunciado, seja x o terceiro elemento de uma linha do triangulo de Pascal.
Seja a o segundo elemento dessa linha. Tem-se, entdo, que os trés primeiros elementos dessa
linha e os trés primeiros elementos da linha seguinte sdo:
1 a T
1 a+1 a+x

Ainda de acordo com o enunciado, tem-se:

l+at+z=y e

l1+4a+1+4+a+ 2z =2 (em qualquer linha do tridangulo de Pascal, a soma dos trés ultimos
elementos é igual a soma dos trés primeiros elementos).

Vem, entdo:

l+at+zrz=y&a=y—z—1
l+a+l4+a+r=zz=c+2a+2z2=04+2y—2z—-1)+2&2=2y—x
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n
186. Para n > 3, tem-se: (1 + %) =

n —1 1 ! n -2 1 2 1 n
=14"Cy x 1" X(?) + "Cy x 1™ x(7> —i—...—i-(?) =

_ 1 o=l 1 1
_1—i—n><n+ D) Xzt +on=
n(n—1) 1 n—1 1
=1+14+ —57 +"'+n":21+ on +"'+1n"
Portanto, para n > 3, tem-se: (1 + ?> > 24 n;

Vamos mostrar que, para n > 3,setem 2+ n2_nl > 2,3

Tem-se, para qualquer n natural:

o+ =L Sog0 L s 1S5 06ne04n> 1o n>25
2n 2n

n n—1
e 2+ o > 2,3

2n

n
Conclusdo: para n > 3, tem-se: (1 + %) > 2+

n
Portanto,se n > 3 entao (1 + %) > 2,3.

187. Provar que 2" > n equivale a provar que, sendo A = {1, 2, 3,...,n} esendo P(A) o
conjunto dos subconjuntos de A, setem #P(A) >n  (pois #P(A) = 2").

Ora, #P(A) = #({w, (1}, {2}, ..., {n}, }) >n+1>n.
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Tema 2 | Probabilidades

1. Definir espacos de probabilidade

Pag. 60

Sera que...? Um problema de probabilidades

Na tabela da pagina 60 pode observar-se o espaco de resultados e os casos correspondentes a vitoria

da Inés.

Entdo, dado que os resultados possiveis sdo todos equiprovaveis, a probabilidade de a Inés vencer

uma jogada é igual, de acordo com a regra de Laplace, a:

Numero de casos favoraveis a que a Inésvenca 15

Nudmero de casos possiveis 36

Pag. 63

1. a;) {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}
a,) Por exemplo: {5}

a;) Por exemplo: {1,4,9}

a4) O cardinal do espago de resultados é iguala 12, pelo que o cardinal do espago de
acontecimentos é igual a 212, ou seja, 4096.

b,) {1,2,3}

b,) {3,6,9,12}

bs) {6,7}

bs) @

1) Sair nimero impar (por exemplo).

;) Sair nimero multiplo de 4 (por exemplo).
¢3) Sair nimero primo (por exemplo).

¢;) Sair nimero maior do que 7 (por exemplo).

d))BUA
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d,) «Sair 10 ou 12» equivale a afirmar «Sair nUmero par maior ou igual a 10», o que se pode
expressar por BN A.

ds) «Sair 11» equivale a afirmar «Sair niUmero impar maior ou igual a 10», o que se pode expressar
por BNA.

e) Por exemplo: {1,2,3,4} e {5,6,7,8,9,10,11,12}, ou, em linguagem corrente, por exemplo:
«Sair nimero par» e «Sair nUmero impar».

f) Por exemplo: {1,2,3,4} e {9,10,11,12}, ou, em linguagem corrente, por exemplo: «Sair
nuimero quadrado perfeito» e «Sair nimero maior do que 10».
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2. a){(Lp),(1,€),(2,p), (2,€), B, p), (3,€), (4, p), (4, €),(5,p), (5,€), (6,p), (6,)}
by) {(6,p), (6,€)}

ba2) {(2,€), (4, ), (6,€)}

bs) {(L,p), (1,€),(2,p), B,p), (4,p), (5,p), (6,p)}

¢,) Sair face europeia e nimero menor do que 3.

¢,) Sair nimero maior do que 4.
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3.a)P(AUB) =P(A) +P(B) —P(ANB) = | P(B)=1-P(B)=0,7
=04+07-03=0,8

b)P(ANB)=P(AUB)=1—-P(AUB) = | P(A) =1—-P(A) =06

=1—[P(A)+P(B)-P(ANB)]=1-(064+03-02)=1-0,7 =03

4.a)
PLANB)+PAUB)=P(ANB)+P(ANB) =
=P(ANB)+1-P(ANB)=1

b)

P(A)+ P(AUB) =P(B) + P(AUB) <
¢ P(A)+P(A) + P(B)-P(ANB) =
=P(B)+ P(A) + P(B) - P(ANB) &
< 1+P(B)-P(ANB)=
=1+P(A)-P(ANB) &

< 1+P(ANB)=1+P(ANB)
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5.

a) O minimo valor de P(A U B) ocorre no caso em que B c A, pelo que, como neste caso se tem
AUB=A4, vem P(AUB) =P(A) =0,7.

Por outro lado, como P(A) + P(B) > 1, A e B ndo podem ser incompativeis. Entdo, o maximo
valorde P(AU B) ocorrenocasoemque AUB =E .

Neste caso, tem-se P(AUB) =P(E)=1.

Entdo, 0,7 < P(AUB) < 1.

b) Como P(ANnB) = P(A) + P(B) —P(AUB) =1,1—-P(AUB), tem-se que o maximo valor de
P(A N B) ocorre no caso em que P(A U B) é minimo e vice-versa.

Entdo, 1,1—-1<P(ANB)<11-0,7,0useja, 0L1<P(ANB)<04.

6.Tem-se P(A)=1—-P(A)=1-0,6=0,4.

O maximo valor de P(A N B) ocorrenocasoemque A C B .

Neste caso, tem-se P(ANB) = P(A) =0,4.

Por outro lado, como P(4) + P(B) = 0,9, A e B podem ser incompativeis, caso em que
P(ANB)=0.

Entdo, 0 < P(ANB) <04.
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7.

Trata-se de provar, por inducio, que, sen-
do A,,A,, .., A, acontecimentos tais que,
dados quaisquer dois, a sua intersecdo é vazia,
se tem:

P(Al UAEU...UA") -

=P(A;) +P(A,)) +...+ P(A,)

Para n=1,vem P(A,)=P(A,),que é verdade.
Hipotese de indugido: sendo A, , A, , ..., A,
acontecimentos tais que, dados quaisquer dois,
a sua intersecdo € vazia, tem-se:
P(AJUA,U..UA )=

=P(A,) +P(A;) + ...+ P(A,)

Tese de indugdo: sendo A,,A,,...,A,,, acon-
tecimentos tais que, dados quaisquer dois, a
sua intersecdo € vazia, tem-se:
P(AJ,UAU..UA UA, )=

=P(A,) + P(A;) +..+P(A,) +P(A,.1)
Demonstracio:

P(A;UA,U..UA,UA,,,)=
=P[(A;UA,U..UA,)UA,, |=
=P(A,UA,U..UA,) +P(A,,,) =
=P(A,) +P(A)) +...+ P(A,) +P(A,,,)
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“Estamos a admitir que A,, A, ,..., A, ; sd0
acontecimentos tais que, dados quaisquer dois,
a sua intersecdo € vazia. Portanto,

(AJUAU.LUA)NA,, =
=(A1NA,,)U(ANA,)U.U(ANA,,,) =
=@UPU..UD=0

Vem, entdo, pelo axioma 3 da axiomatica de
Kolmogorov, que:
P[(AJUA,U..UA,)UA,,,|=
=P(AJUA,U..UA ) +P(A,,,)

~Aplicando a hipotese de inducio.
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8. Nuimero de chaves possiveis: *°Cs x 3¢,
Numero de chaves favoraveis a que uma dada aposta simples coincida com a chave
vencedora: 1

Probabilidade pedida: L

49C x 13 24789492

9. H4 63 possibilidades diferentes para os nimeros observados nos dados das trés pessoas.

a) Nimero de casos possiveis: 63
Numero de casos favordveis: 10 (trés possibilidades, saindo 1, 1 e 4, seis possibilidades, saindo

1, 2 e 3 euma possibilidade, saindo 2, 2 e 2)
10 5

Probabilidade pedida: —< = —
63 108
b) Nimero de casos possiveis: 63

Numero de casos favoraveis: 6
1

Probabilidade pedida: % =—
63 36

¢) Nimero de casos possiveis: 63

Numero de casos favoraveis: 6 X 5 X 4

Probabilidade pedida: x>t 3

63 9

d) NUmero de casos possiveis: 63
Numero de casos favordveis: 15 (as cinco possiveis escolhas de um numero diferente de 6 para

cada um dos trés dados)

Probabilidade pedida: % ==
63 72
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10. H4 10° diferentes cddigos.

a) Nimero de casos possiveis: 10°
Numero de casos favoraveis: 14,

10
Probabilidade pedida: —& = 0,1512

106

b) Nimero de casos possiveis: 10°
Numero de casos favordveis: 6C2 x 9% (para cada escolha das duas posi¢des ocupadas pelos dois
zeros, ha 9 diferentes sequéncias de quatro algarismos escolhidos de entre nove)

- . 6c,x9*
Probabilidade pedida: T 0,098 415

¢) Nimero de casos possiveis: 10°

NUmero de casos favoraveis: 10® — 9° (a diferenca entre o nimero total de c6digos e o nimero

daqueles que ndo tém qualquer zero)

o . 106-9°
Probabilidade pedida: ——— = 0,468 559

11. H4 7! maneiras diferentes de os sete amigos ocuparem os sete lugares.

a) Nimero de casos possiveis: 7!
Numero de casos favordveis: 2 X 3! X 4! (o grupo de raparigas pode ficar a direita ou a esquerda do
grupo de rapazes e, para cada um desses casos, as trés raparigas, bem como os quatro rapazes,

podem permutar entre si)
2x3Ix4! 2

Probabilidade pedida: —— = —

7! 35
b) NUmero de casos possiveis: 7!
Numero de casos favoraveis: 5 X 3! X 4! (o grupo de raparigas tem cinco diferentes maneiras de
escolher as suas trés cadeiras e, para cada um desses casos, podem, bem como os quatro rapazes,
permutar entre si)

Probabilidade pedida: CLEE S

7!

¢) Numero de casos possiveis: 7!

Numero de casos favoraveis: 3! X 4! (existe uma Unica maneira de escolher as cadeiras onde ficam
as raparigas e as cadeiras onde ficam os rapazes, sendo que as trés raparigas, bem como os quatro
rapazes, podem permutar entre si)

Probabilidade pedida: s L
7! 35

d) NUmero de casos possiveis: 7!

Numero de casos favoraveis: 7! — 6 X 2! X 5! (a diferenga entre o nimero total de diferentes
maneiras de os sete amigos ocuparem os sete lugares e o nimero de diferentes maneiras de os sete
amigos ocuparem esses lugares ficando a Ana e a Barbara ao lado uma da outra)

Probabilidade pedida; Z—SX#X5! _ 5

7! 7
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12. H3 13A6 diferentes sequéncias que se podem obter.

a) Numero de casos possiveis: 34,

Numero de casos favoraveis: 1 x 3! x °4,

. . 1x3!x %4 1
Probabilidade pedida: —z—— 2= —
Ag 2860

b) NUimero de casos possiveis: 34
Numero de casos favoraveis: 4,

10
Probabilidade pedida: % = %
6

c) Numero de casos possiveis: 13A6
Numero de casos favoraveis: 9C6 X 1 (para cada escolha de seis das nove cartas numeradas, s
existe uma maneira de as ordenar por ordem crescente da esquerda para a direita)
9
7

Probabilidade pedida: % = 102960
6

13. Um prisma pentagonal tem 10 vértices.

a) Numero de casos possiveis: 1062
Numero de casos favoraveis: °C, x 2 (as diferentes maneiras de escolher dois vértices
pertencentes a mesma base do prisma)
°C,x2 4

Probabilidade pedida: —5 — =7
2

b) Nimero de casos possiveis: °C;
Numero de casos favordveis: 5 X 86‘1 (dois dos trés pontos escolhidos tém que pertencer a

mesma aresta lateral do prisma e o terceiro ponto pode ser qualquer um dos outros oito vértices)
5x 8¢, 1

Probabilidade pedida: oo =3
3

¢) Nimero de casos possiveis: 52
Numero de casos favordveis: 10 (o prismatem 10 diagonais faciais, pelo que existem 10
diferentes maneiras de escolher um vértice em cada base de modo que estes dois pontos definam
uma diagonal facial do prisma)
10 2

Probabilidade pedida: — ==
52 5
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14.

Provar que no saco ha pelo menos uma
bola azul com o nimero 1 equivale a provar
que, ao tirar ao acaso uma bola do saco, é pos-
sivel 0 acontecimento «a bola extraida é azul e
tem o nimero 1».

Em relacdo a experiéncia aleatoria «tirar, ao
acaso, uma bola do saco», sejam os aconteci-
mentos:

A: a bola é azul

B: a bola tem o niimero 1

Sabe-se que P(A)=0,7 e P(B)=0,4.

Como P(ANB)<1,tem-se:

P(A) + P(B) - P(AN B)< 1, ou seja,

0,7+ 0,4 - P(ANB)<1,donde vem
P(ANB)=0,1.

Como P(A N B)=# 0, o0 acontecimento A N B

é possivel, ou seja, é possivel o acontecimento
«a bola extraida € azul e tem o nimero 1».

Portanto, no saco ha pelo menos uma bola azul
com o ntumero 1.

Pag. 74

15.

a) Seja n o numero de vezes que se espera que saia a face 6. Como a probabilidade de, num

. L. 1 n 1
lancamento, sair a face 6 é igual a o tem-se 00~ pelo que n = 1000.

b) Seja n o nimero de vezes que se espera que saia face com nimero par. Como a probabilidade

. . ;. 1 n 1
de, num lancamento, sair nimero par é igual a > tem-se 00~ 35 pelo que n = 3000.

c) Seja n o numero de vezes que se espera que saia face com nimero maior do que 4. Como a

e . ’ . ;. 1 n 1
probabilidade de, num lancamento, sair nimero maior do que 4 é igual a 3 tem-se 00~ 3 pelo
que n = 2000.
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16. Seja n o numero de vezes que se espera que o Bruno ganhe a aposta. Como a probabilidade de,

L 4 n 4 .
numa aposta, o Bruno ganhar é igual a 37 tem-se — = —, ouseja, n = 80, pelo que se espera

740 37’
qgue o Bruno ganhe em 80 das 740 apostas.

Para apostar 740 vezes, o Bruno gasta 7400 euros.

Em cada aposta em que ganha, o Bruno recebe 90 euros; portanto, em 80 apostas ganhas, recebe
7200 euros.

Entdo, é de esperar que, no final, o Bruno tenha perdido 200 euros.
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17. a){1,2,3,4,5,6,7,8}

b) {1,2,3,4,5,6,7,8}; ha oito bolas no saco e a bola com o nimero 5 pode sair 3 primeira ou a
oitava bola.

c) {1,2,3,4,5,6}; hacinco bolas com nimero impar no saco, pelo que podera ser necessario
extrair até seis bolas antes de sair a primeira bola com ndmero par.

d) {(5,5), (5,N), (N, S), (N, N) }

e){(A,B,C), (A CB),(B,AC),(B,CA),(CAB),(CBA)}

18. Tem-se, no espaco de resultados E ={1,2,3,4,5,6}:

a) A = {1,4}
b) B = {1,2,4}
¢) C ={3,6}

19. Seja p o acontecimento «sair face portuguesa num langamento» e seja e o acontecimento
«sair face europeia num langcamento».
Entdo, tem-se A = {(p,e,p),(e,p,e)}.

20. Seja M o acontecimento «O filho é rapaz» e seja F o acontecimento «O filho é rapariga».
Entao, tem-se:

a)

A= {(M,M, M, F), (M, M, E M), (M, E, M, M), (E, M, M, M)}

b)

B = {(M, I“rl, F, F), (M, F, I\vl, F)., (I\f.[, F, E I\fl], (F: M, M, F)-: (F'J I\"ls F} M)u [F: Fs I\’L M}}
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21. a) O acontecimento nao é elementar porque é formado por mais do que um elemento do espago
amostral: aquele que traduz o caso em que saem duas bolas azuis e aquele que traduz o caso em que
saem duas bolas verdes.

b) O acontecimento é elementar porque é formado por um Unico elemento do espago amostral:
aquele que traduz o caso em que saem a bola amarela e a bola vermelha.

¢) O acontecimento é elementar porque é formado por um Unico elemento do espago amostral:
aquele que traduz o caso em que saem a bola amarela e uma das duas bolas verdes.

22. No espaco de resultados das somas possiveis, ou seja, para E = {2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12},
tem-se A ={4,8,12} e B = {6,12}. Entdo:

a)AUB =1{4,6,8,12}

b)AnB = {12}

23.

E uma afirmacio falsa. Por exemplo, no
lancamento de um dado, os acontecimentos
A={1,2} e B={4,6} sdo incompativeis,
mas pode nio se realizar nem A nem B (se
sair, por exemplo, 3).

24. Num espag¢o E , se ao acontecimentos A e B sdo contrdrios, a ndo realizagdo de A implica a
realizacdo de B .
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25. Por exemplo, A ={1,2} e B ={3,5,6}, ou, por exemplo, A :sairn.°pare B :sair3ou5;
tem-se, em ambos os casos, que A e B sdo incompativeis, pois AN B = @, mas ndo sdo
contrdrios, pois AUB # E.

26.Tem-se A ={(1,1,1),(2,2,2),(3,3,3),(4,4,4),(5,5,5),(6,6,6)} ; portanto:
a) (2,5,6) & A peloque (2,5,6) € A.

b) (3,4,4) ¢ A peloque (3,4,4)€EA.

27.Tem-se A =1{2,4,6} e B ={1,2}; portanto:
a) B ={3,4,5,6}
b)AUB ={1,2,4,6}, peloque AUB = {3,5}.

¢)ANB ={4,6},peloque ANB =1{1,2,3,5}.
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d) B\A = {1}, pelo que B\A ={2,3,4,5,6}.

28.a)ANB=@¢.Se ANB=0, tem-se AC B, peloque,como A\B=ANB, vem A\B=A4.

b)AcB.Se AcB, tem-seANB =@, peloque,como AA\B=ANB, vem A\B=0.

29.a)ANB = | Leis de de Morgan

=AUB= | Acontecimento complementar do complementar
=AUB = | Comutatividade de U

=BUA

b)ANBNC = | Associatividade de N

=(ANB)nC = | Leis de de Morgan

=ANBUC = | Leis de de Morgan

=(AuB)uUC = | Associatividade de U

=AUBuUC

b)
ANn(BUA)=(ANBU(ANA)=
=@GUd=00

31.Como P(AUB) = % e P(A)+ P(B) = %+ % = %, tem-se, neste caso,
P(AUB) + P(A) + P(B), pelo que, pelo axioma 3, A e B ndo sdo incompativeis.

32.a) Paraque A e B sejam incompativeis, tem de se ter P(AUB) = P(A) + P(B).
Tem-se P(AUB) = P(4) +P(B) & 2= (1-2)+P(B) © P(B) =2 -1 = P(B) = 5.

b) P(A) + P(B) = §+ (1 — l) =243= %, pelo que, como g > 1, P(A) + P(B) ndo pode ser

) T34
iguala P(AUB).

33.Como ANB =0, tem-se P(AUB) = P(A) + P(B), pelo que:
P(AUB)=1-P(AUuB)=1-[P(A)+P(B)]=1-P(A) — P(B) = P(A) — P(B)

34.Sejam A e C os acontecimentos «sair as» e «sair copas», respetivamente.
Tem-se:

4 13
.P(A)ZE .P(C)ZE
® P(A N C) = P(«sair as de copas») = %

Portanto, P(«sair asou copas») = P(AUC)=P(A)+P(C)—P(ANC) = % + 5 - é
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35.a) P(AUB) =P(A)+P(B)—P(ANB)=04+(1-03)-03=08

b) P(AUB) = P(A)+ P(B) —P(ANB) ©09=06+07—P(ANB) &
& P(ANB) = 0,4; portanto, P(AUB) =P(ANB)=1-P(ANB)=1-0,4=0,6

36.

a) O minimo valor de P(A U B) ocorre no caso em que B c A, pelo que, como neste caso se tem
AUB=A, vem P(AUB) =P(4) =0,7.

Por outro lado, como P(A) + P(B) > 1, A e B ndo podem ser incompativeis. Entdo, o maximo
valorde P(AU B) ocorrenocasoemque AUB =E .

Neste caso, tem-se P(AUB) =P(E)=1.

Entdo, 0,7 < P(AUB) < 1.

Como P(ANB) =P(A)+P(B)—P(AUuB) =1,1—-P(AUB), tem-se que o maximo valor de
P(A N B) ocorre no caso em que P(A U B) é minimo e vice-versa.
Entdo, 1,1—-1<P(ANB)<11-0,7,0useja, 0,1<P(ANB)<04.

b)Tem-se P(A)=1—-P(A)=1-0,6=0,4.

O maximo valor de P(A N B) ocorre nocasoemque A C B .

Neste caso, tem-se P(ANB) = P(4) = 0,4.

Por outro lado, como P(4) + P(B) = 0,9, A e B podem ser incompativeis, caso em que
P(ANB)=0.

Entdo, 0 < P(ANB)<04.
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37.a)

P(ANB)+P(AUB) =
=P(ANB)+P(ANB) =
=P(ANB)+1-P(ANB)=1

b)P(AUB) + P(B) =P(A)+P(AUB) &

© P(A)+P(B)-P(ANB)+P(B)=P(A)+P(AUB) &
& P(B)-P(ANB)+P(B)=P(AUB) &
©1-P(AnB)=P(AUB) &

& P(AnB)=P(AUB)

38.P(AUB) =P(A)+P(B)—P(ANB) &

& P(AUB)=0,6+07—-P(ANB) &

< P(AnB)=13—-P(AUB)

Como P(AUB) <1, tem-se, neste caso, P(ANB) > 0,3,peloque ANB+# Q.
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39.
P(A) +P(B)<1+P(AUB) &
¢ 1-P(A)+1-P(B)<1+1-P(AUB) &<
< -P(A)-P(B)g-P(AUB) =
& P(A)+P(B) = P(AUB) <=
& P(A)+P(B)-P(AUB) =0 &
< P(AnNB) =0, o queé verdade.

40. a) A tabela ao lado é a que traduz a + 1 2 3 4 5 6
experiéncia que consiste no langamento de 1 2 3 4 5 6 7
dois dados equilibrados e adicionar os 2 3 4 5 6 7 8
ndmeros saidos. 3 4 5 6 7 8 9
pP= % = % 4 |5 |6 |7 [8 |9 qo
5 6 7 8 9 10 |11
b) P = 18 _ 1 6 7 8 9 10 {11 a2
36 2
c) A tabela ao lado é a que traduz a X 1 2 3 4 5 6
experiéncia que consiste no langamento de 1 1 2 3 4 5 6
dois dados equilibrados e multiplicar os 2 2 4 6 8 [10 12
ndmeros saidos. 3 3 6 9 {12 {15 {18
pP= 34_6 = % 4 |4 |8 12 16 PO P4
5 5 10 {15 RO R5 BO
d)P = 27 _3 6 6 [12 [18 R4 BO B6
36 4

41. H4 63 possibilidades diferentes para os nimeros observados nos trés dados.

a) Nimero de casos possiveis: 63
Numero de casos favoraveis: 6 (sair 1 nos trés dados, ou sair 2 nos trés dados, ..., ou sair 6
nos trés dados)

Probabilidade pedida: % =—
63 36
b) Nimero de casos possiveis: 63

Numero de casos favoraveis: °A,

6

. . A 6X5%4 20 5

Probabilidade pedida: — = ==
63 63 36 9

42. Ha 15C2 ,ou seja, 105 possibilidades diferentes para as duas bolas tiradas.

a) Numero de casos possiveis: 105
Numero de casos favoraveis: 4 (sair 1e9, ousair 2e 8, ousair 3e7,ousair 4e6)

Probabilidade pedida: 2
105
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b) NUmero de casos possiveis: 105
Numero de casos favoraveis: 7C2 + 8C2 (a soma é par se ambos os nimeros forem pares ou se
ambos forem impares)

7 8
Probabilidade pedida: Gt G 19 _ 7

105 105 15

¢) Numero de casos possiveis: 105

Numero de casos favoraveis: 3 (sair 1e 12, ousair 2e 6, ousair 3e4)
1

Probabilidade pedida: 3 =L
105 35

d) Nimero de casos possiveis: 105

Numero de casos favoraveis: 6 (sair 1e2,ousair 1e3,ousair 1e5,ousair 1e 7, ousair

lell,ousair 1e13)

. . 6 2
Probabilidade pedida: — = —
105 35
e) Numero de casos possiveis: 105
Numero de casos favoraveis: 8 (sair 9 e qualquer outro nimero entre 1 e 8 inclusive)

Probabilidade pedida: 3
105

43. Ha 7! possibilidades diferentes de distribuir os sete bilhetes pelos sete jovens.

a) Nimero de casos possiveis: 7!
Numero de casos favoraveis: 4! X 3! (sé existe uma maneira de escolher os quatro lugares que
vao ser ocupados pelas raparigas)

Probabilidade pedida: sl _ 1
7! 35

b) Nimero de casos possiveis: 7!
Numero de casos favoraveis: 2 X 4! X 3! (existem duas maneiras de escolher os quatro lugares
gue vao ser ocupados pelas raparigas: os quatro lugares da esquerda ou os quatro lugares da
direita)

- . 2x4!x3! 2
Probabilidade pedida: — =%

¢) Nimero de casos possiveis: 7!

Numero de casos favordveis: 5 X 4! X 3! (existem cinco maneiras de escolher os trés lugares que

vao ser ocupados pelos rapazes:

Probabilidade pedida: w = %

d) NUimero de casos possiveis: 7!

Numero de casos favordveis: 7! — 6 X 2! X 5! (existem 6 X 2! X 5! maneiras de os sete amigos

ocuparem os sete lugares de modo que a Ana e o Bruno fiquem juntos)

Probabilidade pedida: w = ;

Fotocopiavel © Texto | MVT 12

45



44. Ha 10* codigos de multibanco diferentes.

a) Nimero de casos possiveis: 10*
Numero de casos favoraveis: '°4,

10
- . A 10X9X8X7
Probabilidade pedida: — = ————
10 10000

= 0,504

b) Nimero de casos possiveis: 10*

Numero de casos favoraveis: *C, x 92 (existem *C, maneiras de selecionar os dois lugares
ocupados pelos dois algarismos 5 e, para cada uma delas, existem 92 diferentes maneiras de
escolher os restantes dois algarismos, ambos diferentes de 5)

. . 4, %92
Probabilidade pedida: ——— = 0,0486
¢) Nimero de casos possiveis: 10*

Numero de casos favordveis: 10C4 (os algarismos tém de ser todos diferentes; para cada escolha
de quatro algarismos diferentes existe uma Unica forma de os colocar por ordem crescente)

10
Probabilidade pedida: —=* = 0,021

104

45. H3 1266 diferentes equipas de seis daqueles doze elementos. Constituida uma delas, outra
fica também determinada.
12

. C . Lo .
Existem, portanto, Ts diferentes modos de dividir o conjunto de doze elementos em duas
equipas de seis.

. , . ¢
Numero de casos possiveis: -~

Numero de casos favordveis: 1 (s6 existe uma maneira de repartir aqueles doze elementos em

duas equipas em que uma é sé de rapazes e a outra é sé de raparigas)
2 1

Probabilidade pedida: % = Tr T 7es
6

2

46. Ha 263 x 10* cédigos de acesso diferentes.

a) Nimero de casos possiveis: 263 x 10*
NUmero de casos favoraveis: (263 — 26) X 10 (existem 26 sequéncias de trés letras iguais, pelo
que existem 263 — 26 sequéncias de trés letras com pelo menos duas letras diferentes)

Probabilidade pedida: w = 0,000 9985
263x10

b) Nimero de casos possiveis: 263 x 10*

NUmero de casos favoraveis: 3 X 252 X 4C2 x 92 (existem 3 lugares diferentes que podem ser

ocupados pelo K, 25 maneiras diferentes de escolher uma letra para cada um dos outros dois

lugares, 462 maneiras diferentes de escolher os dois lugares preenchidos com 1 e 9 maneiras

diferentes de escolher um algarismo para cada um dos outros dois lugares)

2y 4 2
Probabilidade pedida: 222 2% _ 0 005 1846
26°X10
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47.Ha 9 X 9 X 8 X 7, ou seja, 4536 niUmeros naturais que se escrevem com quatro algarismos
diferentes.

a) Nimero de casos possiveis: 4536
Numero de casos favordveis: 9 X 8 X 7X 1+ 8X8X 7 X 1 (existem 9 X8 X 7 X1 desses
ndimeros terminados em 0 e existem 8 X 8 X 7 X 1 desses nimeros terminados em 5)

- . 9X8XT7X1+8X8X7X1 _ 17
Probabilidade pedida: =—
4536 81

b) NUmero de casos possiveis: 4536

Numero de casos favoraveis: 5 X5 X4 X3 +3 X (5 X4 X4 x3)

® se o algarismo impar for o dos milhares: 5X 5 X 4 X 3

® se o algarismo impar for o das centenas, ou o das dezenas, ou o das unidades: 5 X 4 X 4 X 3

. ., 5X5x4x3+3x(5x4x4x3) _ 1020 _ 85
Probabilidade pedida: = ===
4536 4536 378

¢) Numero de casos possiveis: 4536

Numero de casos favordveis: 1 X 3 X8 X7 4+3X9x8x7
® se 0 numero for maior do que 4000: 1 X3 Xx8X7

® se 0 numero for menor do que 4000: 3 X9 X8 X7

s . 1X3xX8X7+3X9x8X7 _ 1680 _ 10
Probabilidade pedida: = =—
4536 4536 27

48. Hd 9 x10x 10 x 1 X 1, ouseja, 900 capicuas de cinco algarismos.
Numero de casos possiveis: 900

Numero de casos favoraveis: 5 X5 X 5x1x 1

Probabilidade pedida: B5_3
900 36

49. H4 15 X 14 X 13 modos diferentes de extrair, sem reposi¢ao, trés bolas.

Numero de casos possiveis: 15 X 14 x 13

Numero de casos favoraveis: 5 X 4 X 3 + 8 X 7 X 6 (para que as trés bolas tenham a mesma cor,
é necessario que sejam todas vermelhas ou todas brancas)

. . 5X4X3+8X7X6 _ 66
Probabilidade pedida: ———— = —
15x14x13 455

50. Ha 40 x 39 diferentes sequéncias de duas cartas que se podem obter.

a) Numero de casos possiveis: 40 x 39
Numero de casos favordveis: 4 X 3

Probabilidade pedida: 2 -1
40x39 130

b) NUumero de casos possiveis: 1560

Numero de casos favoraveis: 40 X 30

. ., 40x30 _ 30 _ 10
Probabilidade pedida: =—=—=
40x39 39 13
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51. H3d 15 x 14 X 13 diferentes sequéncias de trés das quinze bolas.

a) Nimero de casos possiveis: 15 X 14 x 13
Numero de casos favordveis: 5 X 4 X 3 4+ 10 X 9 X 8 (as trés bolas sdo da mesma cor se forem

todas vermelhas ou, em alternativa, todas azuis)

Probabilidade pedida: Sx4x3+10x9x8 _ 2

15X14x13 7

b) E impossivel as trés bolas serem de cores diferentes, pois s6 hd bolas de duas cores.
Probabilidade pedida: 0

¢) Nimero de casos possiveis: 15 x 14 x 13

Ndmero de casos favoraveis: 3 X (5 X4 X 10+ 10 X 9 X 5) (a bola da cor diferente das outras
duas pode sair em qualquer uma das trés extracGes; em alternativa, podem extrair-se duas bolas
vermelhas e uma azul ou duas azuis e uma vermelha)

. . 3x(5x4X10+10X9x5) _ 5
Probabilidade pedida: ¢ )5
15x14x13 7

52. e Ganhando se as bolas tiverem cores diferentes:
Extracdao sem reposicao

Ha 6 X 5 X 4 diferentes sequéncias de trés das seis bolas.
Numero de casos possiveis: 6 X 5 X 4

Numero de casos favoraveis: 3 X 2 X 1 x 3!

Probabilidade pedida: 3x2x1x3t _ 3
6X5X4 10

Extracdo com reposicao
Ha 6 X 6 X 6 diferentes sequéncias de trés das seis bolas.
Numero de casos possiveis: 6 X 6 X 6

Numero de casos favoraveis: 3 X 2 X 1 x 3!

Probabilidade pedida: P 1
6X6X6 6

3 1, . . . i
Como E > E , e malis favoravel extrair sem reposicao.

e Ganhando se as bolas tiverem a mesma cor:

Extracdao sem reposicao

Ha 6 X 5 X 4 diferentes sequéncias de trés das seis bolas.

Numero de casos possiveis: 6 X 5 X 4

Numero de casos favoraveis: 3 X 2 X 1 (saida das trés bolas verdes)

Probabilidade pedida: a1
6X5x4 20

Extragdao com reposicao

Ha 6 X 6 X 6 diferentes sequéncias de trés das seis bolas.

Numero de casos possiveis: 6 X 6 X 6

Numero de casos favoraveis: 3 X 3 X 3 4+ 2 X 2 X 2 4+ 1 (saida, em alternativa, de trés vezes uma

das bolas verdes ou de trés vezes uma das bolas brancas ou de trés vezes a bola amarela)

. . 3x3x3+2x2x2+1 1
Probabilidade pedida: ———— = -
6X6X6 6

1 2 . . . . .
Como E > 5 , €mais favoravel extrair com reposicao.
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53. Ha °24; = 52 x 51 x 50 diferentes sequéncias de trés das 52 cartas.

a) Numero de casos possiveis: 52 X 51 X 50
Numero de casos favoraveis: 13 x 12 X 11 (ha 1345 diferentes sequéncias de trés cartas de

copas)
Probabilidade pedida: el _ 1L
52x51x50 850
b) NUmero de casos possiveis: 52 X 51 x 50
Numero de casos favordveis: 3 X 39 X 13 X 12 (ha trés diferentes posi¢cdes para a carta que ndo
é de copas e 39 cartas que ndo sdo de copas; para cada uma destas opgbes, hd 13 X 12

sequéncias de duas cartas de copas para as duas restantes posicdes)

- . 3x39x13x12 _ 117
Probabilidade pedida: ———— = —
52X51x50 850

c) O acontecimento «sairem ndo mais do que duas copas» é o acontecimento contrario de
839

ou seja, —.
7 J ’ 850

, N - i 11
«sairem trés copas» pelo que a probabilidade pedida é iguala 1 — 350

54. Numero de casos possiveis: 6!
Numero de casos favordveis: 3! X 2! X 2! X 2! (ha 3! maneiras de ordenar os trés casais e, para

cada uma delas, hd 2! maneiras de cada casal se sentar nas respetivas cadeiras)
3Ix21x21x2! 1

Probabilidade pedida: — = —
6! 15

55. H4, na escola, 60 raparigas e 20 rapazes.
Ha 8°C, diferentes escolhas de 4 dos 80 alunos

a) Numero de casos possiveis: 2°C,

Numero de casos favoraveis: ¢°C, x 2°C,
6OCZXZOCZ

Probabilidade pedida: —sog— ~ 0,21
4

b) Ndmero de casos possiveis: 8°C,

Numero de casos favordveis: 60C3 X 2061 + 6°C4 (hd mais raparigas do que rapazes no conjunto

dos quatro alunos se houver trés raparigas e um rapaz ou se houver quatro raparigas)
60 20 60
C3x2%c,+%°¢,

Probabilidade pedida: —w,  ~ 0,74
4

56. Ha 28C, diferentes escolhas de 3 dos 28 alunos.

a) Numero de casos possiveis: 28C;
Numero de casos favoraveis: *°C, x 2¢;

16 12
- . c,x1?c 40
Probabilidade pedida: % =
3

b) Ndimero de casos possiveis: 28C,
Numero de casos favordveis: 26 (ha 26 diferentes escolhas para o aluno que é escolhido para
além do Tiago e da Leonor)

Probabilidade pedida: % =2
3

126
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57.a) Ha 9C5 diferentes formas de distribuir as cinco pegas vermelhas no tabuleiro. Para cada
uma delas, as quatro pegas amarelas podem ficar colocadas de modo Unico nas quatro casas
restantes.

b;) NUumero de casos possiveis: 96'5
Numero de casos favordveis: 2 X 6 (ha duas escolhas para a diagonal que fica sé com pecas
amarelas e, para cada uma delas, ha seis escolhas para a casa onde ficara colocada a peca amarela
restante; para cada uma delas, as cinco pecas vermelhas podem ficar colocadas de modo Unico
nas cinco casas restantes)

2x6 _ 2

Probabilidade pedida: 5o = o
5

b,) Niumero de casos possiveis: 9C5

Numero de casos favordveis: 2 X 6C2 — 1 (escolhida uma diagonal a preencher com trés pegas
vermelhas, ha 662 modos de escolher as duas casas a ocupar com as duas restantes pecas
vermelhas)

60 _
Probabilidade pedida: X el 2

°%s 126

58. a) Ha SCZ retas que se podem definir escolhendo dois dos vértices do cubo.

Para além destas, hd 6 retas que se podem definir escolhendo o ponto I e um vértice do cubo,
ha 6 retas que se podem definir escolhendo o ponto / e um vértice do cubo, hd 6 retas que se
podem definir escolhendo o ponto L e um vértice do cubo e hd asretas I] e IL.

Total deretas: 8C, +3x6+2 =48

b) NUmero de casos possiveis: 1163

Numero de casos favoraveis: 67

Ha 4C3 escolhas de trés pontos que definem um plano que contém a face [ADEF].

Ha 4C3 escolhas de trés pontos que definem um plano que contém a face [DCHE].

Ha 4C3 escolhas de trés pontos que definem um plano que contém a face [EFGH].

Ha 5C3 escolhas de trés pontos da face [ABCD] ; destas, uma corresponde a escolha de trés
pontos colineares, pelo que ndo define um plano. Portanto, ha 563 — 1 escolhas de trés pontos
que definem um plano que contém a face [ABCD].

Ha 6C3 escolhas de trés pontos da face [BCHG] ; destas, 4C3 , ouseja, 4, correspondem a
escolha de trés pontos colineares, pelo que ndo definem um plano. Portanto, ha 6C3 -4
escolhas de trés pontos que definem um plano que contém a face [BCHG].

Ha 7C3 escolhas de trés pontos da face [ABGF] ; destas, 1 + 4C3 , ouseja, 5, correspondem
a escolha de trés pontos colineares, pelo que ndo definem um plano. Portanto, ha 763 -5
escolhas de trés pontos que definem um plano que contém a face [ABGF].

Total de planos: 3x *Cs+ (°C3—1)+(°C3—4)+(7C3—5) =67

Probabilidade pedida: 17~ = —-
3
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59. Na figura, esta representado o prisma
[ABCDEFGHI]] nas condi¢cdes do enunciado.

a) Numero de casos possiveis: 1°C,
Numero de casos favoraveis: “C, (hd quatro vértices

gue pertencem ao plano y0z)
4
Probabilidade pedida: 10& =2
c, 15
b) NUmero de casos possiveis: 5 X 5
Numero de casos favoraveis: 4 (as retas FE, FB,
HE e HB)

Probabilidade pedida: %

c) Nimero de casos possiveis: °C;

Numero de casos favoraveis: 5C2 X 2 X 2 (paracada
escolha de dois vértices em qualquer das

duas bases, ha dois vértices na outra que permitem definir, cada um com aqueles dois, um plano

perpendiculara x0y)
SCx2x2 1

Probabilidade pedida: —5— =2
3

d) NUumero de casos possiveis: SCZ X5

Numero de casos favoraveis: 4 (as escolhas dos pontos E,B,F ou E,B,H ou

¢,D,] ou C,D,I)
2

Probabilidade pedida: 5C4><5 =
2

60. a) Numero de casos possiveis: 8 X 6

Numero de casos favoraveis: 4 (as escolhas dos pontos I,B ou I,D ou

N,H ou N,F)

Probabilidade pedida: 2 -1
8x6 12

b) Numero de casos possiveis: 14C3

Numero de casos favoraveis: 12 (ha dois ternos de pontos colineares em cada face do cubo)

Probabilidade pedida: % = 93—1
3

v
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2. Definir probabilidade condicionada

P4g. 85

Sera que...? Bolas numa caixa

Sabemos que a primeira bola retirada era preta. Como esta bola ndo foi reposta na caixa, ficaram,
para a segunda extracdo, seis bolas brancas e trés bolas pretas na caixa.

Entdo, na segunda extracdo, existiam nove casos possiveis, dos quais seis sdo favordveis ao
acontecimento «a segunda bola extraida ser branca».

Entdo, a probabilidade pedida é igual a g, ou seja %

Pag. 87

61. Tem-se: P(A|B) = 0,4 < Pl(jégf) =04 = P(frs”” — 04 < P(ANB) = 0,2
Como P(A) =P(ANnB)+P(ANB), vem:

P(A) =P(ANB)+P(ANB)<=03=02+P(ANB)= P(AnB)=0,1

Pag. 88

62. Dadoque Ac B,tem-se ANB =@, peloque P(ANB) = P(®) =0 e, portanto,
B4y _ P(BNA) 0

P(B|A) = ) P 0.

63.2) P(N) = b) P(i) = 0,58 ¢) P(M N N) = 0,07

d) P(M|N) = 0,65 e) P(N|M) =§

64. a)

P(AUB)=P(ANB)=1-P(ANB)=

=1-Pa)x PA0D _ 4 _ pa)x MBlA)

b) Sejam A e B os acontecimentos:
A : o atleta pratica futebol
B : o atleta pratica voleibol

Tem-se, P(A) =§ e P(B|A) = %

O acontecimento «o atleta ndo pratica pelo menos um destes dois desportos» pode ser traduzido
por AU B.

De acordo com a igualdade da alinea anterior, tem-se P(AUB) =1 — % X % = % .
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65.

P(Y1X) é a probabilidade de, no final da
experiéncia, ficarem mais bolas na caixa A do
que na caixa B, sabendo que saiu o nimero 3
no primeiro langcamento do dado. Ora, se saiu o
nimero 3 no primeiro lancamento do dado,
foram transferidas trés bolas da caixa A para a
caixa B. A caixa A ficou com trés bolas e a
caixa B ficou com onze bolas. Seja x o
numero saido no segundo lancamento. Dizer
que, no final da experiéncia, ficam mais bolas
na caixa A do que na caixa B, equivale a dizer
que 3+x>11-x,ouseja, x>4.

A probabilidade de, ao langar um dado, sair

um niimero maior do que 4 é igual a % .

Portanto, P(Y1X) =% )

P4g. 90

66. Seja b o numero de bolas brancas existentes inicialmente na caixa.
Sejam B; e B, os acontecimentos:
B, : a primeira bola extraida é branca
B, : a segunda bola extraida é branca

Sabe-se que P(B; N B,) = 6—2.

b _b-1_ b%-b
Tem-se: P(B; N By) = P(B,) X P(By|B3) =X =
2_
Ora, 22 =5 = 68b2 — 68b — 1360 =0 & b2~ b~ 20 =0 b= —4Vbh =5

Portanto, existem inicialmente na caixa, cinco bolas brancas.

67.Sejam B e V osacontecimentos:
B : tirar uma bola da caixa B
V : tirar uma bola vermelha

Tem-se:

P(V)=P(VNnB)+P(VNnB)=PWVnB)=P(B) x P(V|B) =§x§=%
0

68. a)

Tem-se AN BCA, pelo que:
P(AN B)< P(A)
Como P(ANB)>0,vem P(A)>0.

Fotocopiavel © Texto | MVT 12
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b)

PANBNC)=P[(ANB)NnC| =
=P(ANB)xP(CIANB)=

= P(A) x P(BIA)x P(CIA N B)

c)Sejam A, B e C os acontecimentos:

A : a primeira bola extraida é branca

B : a segunda bola extraida é branca

C : aterceira bola extraida é branca

Pretende-se determinar o valorde P(ANBNC).

Ora, P(A) = % P(B|A) = % e P(CIANB) = %
De acordo com a igualdade da alinea anterior, tem-se:
P(ANBNC) = P(A) x P(B|A) x P(C|AN B) =§x§x§=—

20
Pag. 91
69. Sejam E e V os acontecimentos:
E :oiogurte estd estragado
V : oiogurte esta no prazo de validade
Tem-se:
P(EY=P(ENV)+P(ENV)=PWV)XP(E|V)+P{V)xP(E|V)=0,0075+ 0,175 = 0,1825
3 0,01 1 0,7
4 4
Pag. 92
70. Sejam 0, e 0, os acontecimentos:
0, : a primeira carta é de ouros
0, : a segunda carta é de ouros
Tem-se:
P(0;) = P(0, N 0,) + P(0; N 01 ) = P(01) X P(0,]0,) + P(0,) X P(0,|0,) =
13 12 39 13
1,13 1 52 5t 52 5t
RN

71. Sejam V e S os acontecimentos:
V : o dado é viciado

S :aface obtida é 6

Sabe-se, entdo, que P(V) = % e P(S|V) = % e pretende-se determinar o valor de P(V|S).
Tem-se:

P(VNS) _ P(SIV)XP(V) P(SIV)XP(V) 5

P(S) ~ P(SNV)+P(SNV) ~ P(S|V)XP(V)+P(S|7)xP(V) §x§+éx§

PV|S) =

O RO~
I
N | R

(A
+
X

wlN
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72.Sejam A, B, C e D osacontecimentos:

A : a peca é produzida pela maquina A

B : a peca é produzida pela maquina B

C : a peca é produzida pela maquina C

D : a peca é defeituosa

Sabe-se, entdo, que P(4) = %, P(B) = %, P(C)
P(D|C) = 0,03.

a) Pretende-se determinar o valor de P(D).

Tem-se, de acordo com o teorema da probabilidade total generalizado:

P(D)=P(DNA)+P(DNB)+P(DNC) =

= P(A) x P(D|A) + P(B) x P(D|B) + P(C) X P(D|C) = % x 0,015 + % x 0,02 + % x 0,03 =

= 0,0075+ 0,005 + 0,0075 = 0,02

b) Pretende-se determinar o valor de P(C|D) .
Tem-se:

1
__P(CcnD) _ P(C)xP(D|C) _ 3%X0,03
PEID) =56y == 30y~ ooz = 0375
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73.Sejam H e A os acontecimentos:
H : o funcionario é homem

A : o funcionario vai de automdével
Vamos preencher a tabela seguinte:

=2, P(D|A) = 0,015, P(D|B) = 0,02 e

H H Total
A
A
Total 1

Saber que o numero de homens é o dobro do nimero das mulheres permite-nos obter o seguinte

preenchimento:

H H Total
A
A
Total 2 1
3 3

Para além disso, saber que metade dos funciondrios vai de automaovel para o trabalho permite-

-nos obter o seguinte preenchimento:

H H Total
A 1
2
A 1
2
Total 2 1 1
3 3
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Para além disso, saber que dos funciondrios que ndo vdo de automdvel para o trabalho, 60% sdo

mulheres permite-nos obter o seguinte preenchimento: |0,6 X % = %
H H Total
A 1
2
A 3 1
10 2
Total 2 1 1
3 3

Pode agora obter-se, entdo, a seguinte tabela totalmente preenchida:

H H Total
A 7 1 1
15 | 10 2
1 1 3 1
5 | 10 2
Total 2 1 1
3 3

Pretende-se determinar o valor de P(H|A).
P(HNA) _ 75 _ 14

Tem-se P(H|A) = ) 13 -
2

Sera que...? Langamento de um dado e de uma moeda

P(F|E) significa probabilidade de sair face 4 no langamento do dado, sabendo que saiu face
europeia no langamento da moeda.

Ora, a probabilidade de sair face 4 no langamento do dado é igual a %, qgualquer que tenha sido

o resultado do langamento da moeda, pelo que P(F|E) = % .

De outro modo:

O espaco de resultados, S, associado a experiéncia é:

S ={{N,1},{N,2},{N, 3},{N,4},{N,5},{N, 6}, {E, 1},{E, 2}, {E, 3}, {E, 4}, {E, 5}, {E, 6}}

Tem-se: E = {{E,1},{E, 2},{E, 3},{E, 4},{E,5},{E,6}} e FnE ={{E, 4}}

P(FNE)
P(E)

1
Portanto, como P(F|E) = , tem-se P(F|E) =& =~-.
12
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74.

P(ANB)=PA)-P(ANB) =
= P(A) - P(A)x P(B)= P(A) [1 - P(B)] =
=P(A)x P(B)
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75.a) Sejam A e B os acontecimentos:

A :sair 5 no dado

B : sair a bola com o nimero 7

Pretende-se determinar o valor de P(A N B).

Ora, os acontecimentos A e B sdo independentes, pois a ocorréncia de um deles ndo influencia
a probabilidade de realizagdao do outro.

Portanto, tem-se P(ANB) = P(A) X P(B) ==X — = —

12 72°

[N

b) Sejam A e B os acontecimentos:

A : sair nimero par no dado

B : sair a bola com niimero primo

Pretende-se determinar o valorde P(ANB).

Ora, os acontecimentos A e B sdo independentes, pois a ocorréncia de um deles ndo influencia
a probabilidade de realiza¢do do outro.

Portanto, tem-se P(ANB) = P(A) X P(B) = 153

5
X — ==

3 —
6 12 72 24°
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76.
P(AIB)+P(AIB) =1 &
& P(AIB)=1-P(AIB) &
< P(AIB)=P(AIB) &

e PAnB _PlAnB)

P(B) r(B)
o PANB)_PA)-PANB) _,
P(B) p(B)

& P(B) x P(ANB)=
= P(B)x P(A) - P(B) x P(AN B) <
& P(B)x P(ANB)+P(B)x P(AN B) =
= P(B) x P(A) &
& P(AnB) x [P(B) + P(B)] =
= P(B) x P(A) &
< P(ANB)x1=P(B) x P(A) <
< P(ANB)=P(B) x P(A)
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77. a) No saco existem quatro bolas brancas num total de oito bolas, pelo que a probabilidade de
. . 1
a primeira bola ser branca é igual a 7

b) Ora, se a primeira bola extraida era branca, apds a primeira extragao, ficaram, no saco trés
. o 4
bolas brancas e quatro bolas pretas pelo que a probabilidade pedida é igual a >

c) De acordo com o exposto na alinea anterior, conclui-se que a probabilidade pedida é igual a .
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78. a) A probabilidade de uma rapariga da turma jogar ténis é 8%.
b) A probabilidade de um aluno da turma ser rapaz dado que esse aluno joga futebol é 90%.
c¢) A probabilidade de um praticante de natacdo ser uma rapariga é 50%.

79. Seja n o numero de bolas com nimero impar existentes inicialmente no saco.

Dado que a primeira bola extraida tinha um nimero impar, apds a primeira extracdo ficaram no
saco n — 1 bolas com nimero impar.

Para que na segunda extracdo a probabilidade de a bola ter nimero par ser %, tinham de estar
no saco tantas bolas com ndmero par quantas as bolas com ndmero impar. Portanto, n—1 =7,
ouseja, n =8.

Entdo, inicialmente havia 15 bolas no saco.

80.Tem-se: S ={2,4,6}, M ={5,6} e R ={2,3,5}.

1
P(SNR s 1
a) PSIR) = i = & =3 ISR = {2}
6
1
P(RNM 5 1
b) P(RIM) = 500 = £ = 2 | RN M = {5}
6
1
P(MNS s 1
0 P(MIS) =00 = & = | MnS={6)
6

81. Comecemos por preencher totalmente a tabela referente a popula¢do descrita:

H M Total
F 18 5 23
F 12 15 27
Total 30 20 50

18
P(FNH) _ 55 _ 18 _ 3

P(H) % 30 5

a) P(F) == e P(F|H) =

5
P(MNF) =3 5
b)P(MlF)= P(F) =;:(3)=E
50
_ 15
= P(MNF) T 15 5
)PMIF)=— 7" =5=5=5
50

82.Sejam D e S osacontecimentos:
D : os numeros saidos serem diferentes
S : asoma dos nimeros saidos ser par

a) Pretende-se determinar o valor de P(S|D).

Comecemos por construir a tabela que traduz a experiéncia que consiste no lancamento de dois
dados e registar a soma dos niumeros saidos e por deixar visiveis somente as células
correspondentes ao acontecimento «os nimeros saidos serem diferentes».
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1 2 3 4 5 6
1 3 4 5 6 7
2 3 5 6 7 8
3 4 5 7 8 9
4 5 6 7 9 10
5 6 7 8 9 11
6 7 8 9 10

12
P(SND) _ 35 _ 12 _ 2

Tem-se: P(S|D) = POy % =37z

b) Pretende-se determinar o valor de P(D|S).

Comecemos por construir a tabela que traduz a experiéncia que consiste no lancamento de dois

dados e registar a soma dos nimeros saidos e por deixar visiveis somente as células
correspondentes ao acontecimento «a soma dos numeros saidos ser par».

1 2 3 4 5 6
1 2 4 6
2 4 6 8
3 4 6 8
4 6 8 10
5 6 8 10
6 8 10 12

12
P(DNS) _ 35 _ 12

p(s) ~ B 718
&) e

Tem-se: P(D|S) =

[SSI I ]

83.a) P(AN B) = 0,02
b) P(A|B) = 0,1

¢) P(B|A) = 0,005
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P()?)—P()?ﬂ?) _ P(XNY) 1-P(X)—-P(XUY) _ P(XﬂY)+1—P(X)—[1—P(XUY)] _
84. P(X]Y) + P(Y) TP P(Y) - P(Y) -
_ PXNY)+1-P(X)-1+P(XUY) _ P(XNY)-P(X)+P(X)+P(Y)-P(XnY) _ P(Y) _ 1
- P(Y) - P(Y) T PY)

85. Tem-se P(A|B) = P,(:Z;f) < 0,25 = % .

P(AUB)=P(A)+PB)—P(ANB)=08=P(A)+04—-01< P(4A)=0,5
Portanto, como P(A) =1 — P(4), vem P(A) = 0,5, pelo que setem P(4) = P(A).

< P(B) = ERPEN P(B) = 0,4, pelo que:
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86. P(B|A) significa probabilidade de ficarem pelo menos dez bolas na caixa, sabendo que saiu 4
no primeiro langcamento. Dado que saiu 4 no primeiro langcamento, tiraram-se quatro bolas da
caixa, pelo que ficaram oito bolas na caixa antes do segundo langamento.

Para que figuem pelo menos dez bolas na caixa apds o segundo langcamento, tém de colocar-se na
caixa pelo menos duas bolas. Como sé se colocam bolas na caixa se sair nUmero impar, tem de

sair 3 ou 5. A probabilidade de sair3ou 5 é %, ou seja, é .

87.Sejam A, A,, Vi e V, osacontecimentos
A4 :aprimeira bola é amarela

A, : asegunda bola é amarela

V; : a primeira bola é vermelha

V, : a segunda bola é vermelha

a,) Dado que a primeira bola extraida é reposta, os acontecimentos A; e V, sdo independentes,

pelo que setem P(4; NV,) = P(A;) x P(V3) =§X%=£
5 5 25
5 3 3 5 30 15
5 3 15
by) P(A1 NV;) = P(A1) X P(V;|A;) = S X - = —
5 4 20 5

bs) P(A; nV,) + P(Vy N Ay) = P(A;) X P(V,]41) + P(Vy) X P(Ay|Vy) =
5 3 3 5 30 15

~8%778%7756 128

88.Sejam N e C os acontecimentos:
N : ter namorada
C : pensar casar

Tem-se P(N N C) = P(N) x P(C|N) =§x%: L.

89. Sejam A, U; e U, osacontecimentos:

A : tirar bola amarela

U; : tirar bola da urna U,

U, : tirar bola da urna U,

1

a)P(A) =P(ANnU))+P(ANU,) =PUy) xP(A|Uy) + P(U,) X P(A|U,) = 13—2 =3

1 2 1 1

2 6 2 6

b) P(4) = P(U1) X P(A|Uy) + P(Up) X P(A|Uz) =

2
6

6 6 6
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90.
P(A)=1-0,6=0,4
P(BIA)=1-0,2=0,8
P(ANB)=0,4%x0,8=0,32
P(ANB)=0,4x02=0,08

— = 0,42

P(BIA)=—===0,7
) 0,6

P(BIA) =03

P(BNA)=0,6x%03=0,18
Pag. 106

91.Sejam C, A e B osacontecimentos:
C : ter pouco contraste
A : a maquina A fazer o trabalho

B : a maquina B fazer o trabalho
P(BNC) P(B)xP(C|B) 0,68x0,06
P(B|C) = = =
P(C) P(B)xP(C|B)+P(A)xP(C|A) ~ 0,68x0,06+0,32x0,02
Portanto P(B|C) ~ 86% .

~ 0,86

92. Comecemos por construir a tabela que traduz a experiéncia que consiste no langamento de
dois dados e registar a soma dos nimeros saidos e por colorir as células correspondentes ao
acontecimento S.

1 2 3 4 5 6
1 2 3 4 5 6 7
2 3 4 5 6 7 8
3 4 5 6 7 8 9
4 5 6 7 8 9 10
5 6 7 8 9 10 | 11
6 7 8 9 10 | 11 | 12

As células correspondentes ao acontecimento D sdo as da diagonal principal da tabela.

P(DNS)
P(S)

2 _1 __ P(DNS) _
-=3 e P(SID) =——==

a) P(DIS) = o

HEHD
[
HEEIS

b) Tem-se P(D|S) =§ e P(D) = % = ﬁ. Portanto, D e S ndo sdo independentes.

1

=ce P(B) =%. Portanto, B e D sdo independentes.

P(BND) _

c) Tem-se P(B|D) = %)

HEE
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93.Sejam A e B osacontecimentos:

A : ganhar o prémio A

B : ganhar o prémio B

O acontecimento «ganhar pelo menos um prémio» é o acontecimento AU B .
Tem-se:

P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANnB)=P(A)+P(B)—P(A) xP(B) =
=0,12+0,03-0,12 x 0,03 = 0,1464

94. Sejam M e C osacontecimentos:

M : acertar na idade da Maria

C : acertar na idade da Cristina

O acontecimento «acertar apenas na idade de uma das duas raparigas» é o acontecimento

MnC)uMncC).

Como os acontecimentos M N C e M N C sdo incompativeis, tem-se:
PIMNCO)UuMNnCO)]=PMnC)+PMnNC)

Entdo, como os acontecimentos M e C sao independentes, tem-se:

PIMNOOUuMNnCO)]=PMnC)+PMnC)=PM)xP(C)+P(M)xP(C) =

=06x%x04+04x%x06=048

95.P(ANB)=01<P(AUB)=0,1< P(AUB) =09
a)P(AUB) = P(A) + P(B) © 0,9=P(A) + 0,4 < P(4) = 0,5

b) P(AUB) = P(A) + P(B) —P(ANB) & P(AUB) = P(4) + P(B) — P(4) x P(B) &
& 0,9=P(A)+0,4—P(A) X 0,4 < 0,5=0,6P(A) = P(A) = 3—2 & P(A) = %
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+Exercicios Propostos

Pag. 107

96. (B)

97. (C)

P(AUB) =P(A)+P(B)—-P(ANB) = P(AUB)=0,7+09—-P(ANB) &

< P(AUB)=1,6—-P(ANB)

Portanto, como P(AUB) <1, P(ANB) = 0,6 ; portanto as opgdes (A) e (B) estdo excluidas
Tem-se P(ANB) <0,7, pois P(AN B) < P(A) ; portanto a opgdo (D) esta excluid.

98. (D)
Como sempre ficam a vista uma pagina par e uma pagina impar, o produto dos nimeros das duas
paginas é, de certeza, par.

99. (A)
NUmero de casos possiveis: 10 X 10 x 10 x 10 = 10*
Numero de casos favoraveis: ‘c, X °4’, =6X9X%X9 =468
[—— [——]
n.2 de possiveis n.2 de sequéncias
escolhas para os dois de dois algarismos
lugares ocupados escolhidos de entre
pelos dois zeros os restantes nove
s . 486
Probabilidade pedida: —— = 0,0486
10 000

100. (A)
NGmero de casos possiveis: *°C, = 1365
Numero de casos favordveis: 1 X 1163 = 165 (sair o nimero 12 e outros trés menores ou iguais
all)
165 _ 11

Probabilidade pedida: — = —
1365 91

101. (C)
Numero de casos possiveis: 6!

Numero de casos favoraveis: 6! — 5 X 2 X 4!

“w “w ()
escolhas de dois maneiras de a maneiras de os res—
lugares juntosde Anaea Barbara tantes amigosocu—

entre os seis OCUparem esses  parem os restantes
dois lugares quatro lugares

6!-(5x2x4!) _ 480 _ 2

Probabilidade pedida:
6! 720 3
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102. (C)

Dado que a soma dos dois primeiros elementos é 10, o segundo elemento é 9, pelo que esta linha
tem dez elementos.

Numero de casos possiveis: *°C, = 45

Numero de casos favoraveis: 5 (existem, nesta linha, cinco pares de elementos iguais)

Probabilidade pedida: 2 =1
45 9
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103. (D)

Numero de casos possiveis: °C; = 20

Numero de casos favoraveis: 6 X 2 = 12 (tal como a figura abaixo pretende ilustrar, para cada
par de vértices consecutivos, por exemplo, os vértices E e F, existem dois outros, neste caso B
e C, que definem, cada um deles com os outros dois, um tridngulo retangulo; assim, os

tridngulos [EFB] e [EFC] sdo retangulos).
A B

Probabilidade pedida: 2_3
20 5

104. (A)
Numero de casos possiveis: 1062 = 45 (um prisma pentagonal tem dez vértices)
Numero de casos favoraveis: 15 (um prisma pentagonal tem quinze arestas)

Probabilidade pedida: L1
45 3

105. (A)

P(Y|X) é aprobabilidade de sair uma bola amarela sabendo que sai face com niimero par no
langcamento do dado. Ora, se sai nUmero par, ndo sai 1, pelo que a bola é extraida da caixa B.
Como h3, na caixa B, uma bola verde e trés bolas amarelas, a probabilidade de sair bola amarela é

iuala3
g 2"

106. (A)

Seja n o numero de bolas pretas existentes inicialmente na caixa.

P(B,|B,) é a probabilidade de a bola retirada em segundo lugar ser branca sabendo que a bola
retirada em primeiro lugar é branca. Ora, se a bola retirada em primeiro lugar é branca, ficam, na
caixa, antes da segunda extracdo, quatro bolas brancas e n bolas pretas, pelo que a

. . L. 4
probabilidade de sair bola branca é igual a s
4 1

—=-=n=238
4+n 3
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107. (D)

P(B|A) é aprobabilidade de a bola retirada da caixa 2 ser branca sabendo que as bolas retiradas
da caixa 1 tém a mesma cor. Ora, se as bolas retiradas da caixa 1 tém a mesma cor, sdo ambas
pretas, pelo que ficam, na caixa 2, antes da segunda extracdo, duas bolas brancas e duas bolas

. . L 1
pretas e, portanto, a probabilidade de a bola retirada ser branca é igual a >

Pag. 109
108. (D)
Os dados do problema permitem preencher a seguinte tabela:
A A Total
Ser rapariga Ser rapaz
B
Ter 15 anos 15 d 24
B
Ter 16 anos 3 3 6
Total 18 12 30

15
Tem-se, entdo, P(B|A) = PBNA) _ 50 15 _5

P(4) _;—0_18_6 :
109. (B)
2
Tem-se P(A|B) = P(%;)B) =77 | AN B : «abola extraida ter o nimero 8 ou o niimero 9»
2 n
PUND) 1 5 12 1o,y
PB) 3 T3 n-7 3
110. (D)
P(AUB) =P(4) + P(B) —P(AnB) = ™2 4+ P(B) = P(4) + P(B) ~P(ANB) =
=20 = p(4)~P(ANB) = P(ANB) =2P(4)
Entdo, P(B|A) = 2C00 _ D _2
ntao, TP @ 3

111. (D)
Sejam T; e T, os acontecimentos:
T; : conseguir realizar a primeira tarefa
T, : conseguir realizar a segunda tarefa
Tem-se: P(T;) =06, P(T,) =07 e P(T;NT,) =0,2
eP(T,NT,) =02 P(T,UT,) =02 P(T,UT,) =08
e P(T;UT,)=08< P(Ty)+P(T,)—P(T1)nT,) =08<=06+07—-P(T;NT,) =08 <
< P(TynT,)=0,5
_P(TnTy) _ 05 _5

Entdo, tem-se P(T,|Ty) = ) “ e e
1 )
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112. (B)
Sejam R e C os acontecimentos:
R : serem escolhidas duas raparigas
C : serem escolhidos dois alunos da turma C
105 _ 21 1

Tem-se, P(R N C) = P(C) X P(R|C) =§><ﬁ =—-==.

113. (A)

Sejam N e S os acontecimentos:
N : a bola extraida ser preta

S : abola ser extraida do saco

Tem-se, P(N) =P(NNS)+P(NNnS) = 1:@ x P(N|S) + 13@ x P(N|S) =

_|_

N -
N
N

6 7 6 7
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114. (B)
P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(ANB) = P(A) + P(B) — P(4) x P(B) =
=0,2+04—0,2%0,4=0,52

115. (B)

Como A e B sao acontecimentos independentes tem-se
P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANnB)=P(A)+P(B)—P(A) xP(B)

Como P(A)#0 e P(B)#0, P(A) xP(B) +# 0, peloque P(AUB) # P(A) + P(B)
Portanto, a afirmacgéo (B) é falsa.

b,)
{{1,2},{2,3}, (3.4}, {4,5}, {5 6}, {6, 7}}

b,)
{34}, 3.5}, 3.6}, 3, 7}}

bs)
(11,3}, (1.5} 1.7}, 3.5}, 3.7 (5.7})

117.

Como A e B sio incompativeis, tem-se
que P(AUB)=P(A) + P(B).

Portanto, tem-se:
P(AUB)=4P(B) & P(A) + P(B) = 4P(B) &
& P(A)=3P(B)
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118.
Tem-se:
e P(A) = P(B)
eP(ANB)=3P(ANB),peloque P(AUB) =1-3P(ANB)
eP(B)=P(BNA)+P(BnNA) =4P(ANB), peloque P(B)=1—4P(ANB)
Portanto, tem-se:
P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB)=1-3P(AnB)=2P(B)—P(ANB)
< 1-2P(ANB)=2P(B)1—-2P(ANnB)=2%x[1—-4P(ANnB)]
(:»1—2P(AnB)=2—8P(AnB)<:>6P(AnB)=1<:>P(AnB)=%

1

Ent3io, P(A)=P(B)=1—4P(AnB)=1—4><%=1—§=§.

119.
PAnB)+P(A) <1 &

& P(ANB)<1-P(A) & P(ANB) < P(4),
o que é verdade, pois ANBCA.
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120. H4 100 numeros de trés algarismos comegados por 2.

a) Nimero de casos possiveis: 100
Numero de casos favordveis: 2 X 5 X 5 (para que a soma dos algarismos seja impar, tem de ser o

das dezenas impar e o das unidades par, ou vice-versa)

Probabilidade pedida: 20 -1
100 2

b) NUumero de casos possiveis: 100

Numero de casos favoraveis: °4,
9
- . A;  9x8 72
Probabilidade pedida: — = — = — = 0,72
100 ~ 100 100
¢) Numero de casos possiveis: 100
Numero de casos favoraveis: 3 (para que a soma dos algarismos seja superior a 18, a soma dos
algarismos das dezenas com o das unidades tem de ser superior a 16; tal s6 acontece no caso dos
numeros 289, 298 e 299)

Probabilidade pedida: — = 0,03
100

121. NGmero de casos possiveis: °As
Numero de casos favoraveis: 3 X 2 (para cada algarismo impar existem duas maneiras de sairem

os dois algarismos pares)

. . 3x2 3%2 1
Probabilidade pedida: — = ——=—
A 5x4x3 10
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122. NUmero de casos possiveis: SA'4 = 5% = 625 (diferentes listas que traduzem as possiveis
escolhas dos filmes)

NUmero de casos favoraveis: 5% — 5 (diferenca entre o nimero de todas as diferentes listas que
traduzem as possiveis escolhas dos filmes e o nUmero de casos em que os quatro amigos
escolhem todos o mesmo filme)

. . 625-5 620 _ 124
Probabilidade pedida: —— = — = —
625 625 125

123. Ndmero de casos possiveis: 1 X 5 X 8A2 (o algarismo dos milhares é sempre 1, o das
unidades pode ser escolhido de entre os cinco algarismos pares e, para cada uma destas escolhas,
existem 8A2 sequéncias de dois algarismos diferentes escolhidos de entre os oito restantes)
Numero de casos favordveis: 4 (para que a soma dos quatro algarismos seja 6, o algarismo das
unidades, sendo par, sé pode ser 0, 2 ou 4. Se for 0, os nimeros nas condi¢ées enunciadas
sdo 1230 e 1320; sefor 2, sdo 1032 e 1302 ; sefor 4, ndo existe nenhum)

Probabilidade pedida: s L

1x5% 84,  5x8x7 70

124. H3 5! alinhamentos diferentes dos cinco cartdes (as letras dos cartdes sdo todas diferentes)

a) Nimero de casos possiveis: 5!
Numero de casos favoraveis: 1 (s6 ha um alinhamento que corresponde a palavra AMIGO)

Probabilidade pedida: =L

507 120
b) NUumero de casos possiveis: 5!
Numero de casos favordveis: 3! X 2! (a sequéncia tem de ser VCVCV, pelo que existem 3!
modos de as trés vogais ocupares os seus trés lugares e 2! modos de as duas consoantes
ocupares os seus dois lugares)

Probabilidade pedida: 222 = 22 = 1

50 120 10

125. Numero de casos possiveis: 6!

Numero de casos favoraveis: 4 X 3! X 3! (existem 4 diferentes escolhas das trés cadeiras onde
se sentam os trés amigos referidos; para cada uma delas, esses trés amigos podem ocupar essas
trés cadeiras de 3! maneiras diferentes e os restantes trés amigos podem ocupar as restantes

trés cadeiras de 3! maneiras diferentes)

4x31x3! 1

Probabilidade pedida: e T

126. a) Ha 9A3 diferentes maneiras de distribuir as pecas no tabuleiro (sdo as sequéncias de trés
algarismos diferentes, dos nove algarismos que designam as casas do tabuleiro)

b) NUmero de casos possiveis: 9A3
Numero de casos favoraveis: 3!+ 5A3 (as pegas podem ficar na segunda fila, de 3! maneiras
diferentes, ou na terceira fila, de 5A3 maneiras diferentes)

. . 31+7°4 66 _ 11
Probabilidade pedida: —5— = — = —
A; 504 84
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c) Dado que se sabe que a soma dos numeros das casas que as pe¢as ocupam é par, entado as
pecas ocupam trés casas pares ou, alternativamente, uma casa par e duas impares. Como h4, no
tabuleiro, quatro casas pares e cinco casas impares, existem, entao, 4A3 +4 X% 5C2 X 3! casos
possiveis.
Destes, o numero de casos favoraveis a que as pecas fiquem na fila de baixo é 362 X 2 %X 3!

3¢, x2x3! 36 3

Probabilidade pedida: T eoal 261" 22
3 2 .

127. NUmero de casos possiveis: 43

Numero de casos favoraveis: 6 (sdooscasos: 1,1,2; 1,2,3; 1,3,4; 2,1,3; 2,2,4; 3,1,4)

Probabilidade pedida: % =2
43 32
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128. NUmero de casos possiveis: A’
Numero de casos favoraveis: 3A’2 + 4A’2 (os vértices escolhidos pela Ana e pela Teresa podem
pertencer ambos ao tridngulo ou, em alternativa, ao quadrado)

A+ *Ar, 32447 25

Probabilidade pedida: N =72 T
2

129. NGmero de casos possiveis: 2C;

. e 4 . .
Nudmero de casos favoraveis: 6 X “C3 (existem seis faces no cubo e, para cada uma delas,
existem *C; diferentes escolhas de trés os seus quatro vértices)

4
Probabilidade pedida: Sx G _2_3

8¢, 56 7

130.

P(BI1A) significa «probabilidade de a
Catarina e o Diogo se sentarem ao lado um do
outro, sabendo que a Ana, a Barbarae a
Catarina estdo sentados em lugares
consecutivos, com a Barbara no meio». Assim,
existem cinco lugares possiveis para o Diogo
se sentar, dos quais apenas um fica ao lado da

Catarina. Portanto, P(BlA)= % .
131. a) Tem-se P(B|A) = Pf:gf) <04 = % < P(A) =0,5, peloque

P(AUB) =P(A)+P(B)—P(ANB) © 0,6 =05+ P(B) — 0,2 < P(B) = 0,3

b) Tem-se P(AUB) =P(A)+P(B)—P(ANB) ©4P(ANB)=2P(A)—P(ANB) &

P(AnB) = EP(A) = E = 0,4
P(B) P(A) 5

& 5P(ANB) =2P(A) & P(ANB) = %P(A) , pelo que P(A|B) =
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c) Tem-se:

e P(A|B) = Pi‘égf) =02= P(g‘“B) & P(ANB) = 0,06
e P(A|B) = P;‘gf) =04 = P(A”B) &= P(AUB) = 0,28 & P(AUB) = 0,72, pelo que

P(AUB) = P(4) + P(B) — P(A NB) < 0,72 = P(A) + 0,3 — 0,06 = P(A) = 0,48

Portanto,
_ P(4nB) _ 0,06 _ 1 _
P(B|A) = P(A) o048 5 0,125

132. a)

P((nB)i1B)=P((4UB)IB) =
_P((auB)nB) P(AnBU(BNB))
- P(B) - P(B) -
P(ANBUD) _P(ANB)
P(B) P(B)

=P(AIB)

b)

—~P(AIB) x P(B)-P(ANB) =
=1-P(ANB)-P(ANB) =
—1-[P(AnB)+P(ANB)]| =
=1-P(A)=P(A)

c)

P(AUB) _P(A)+P(B)-P(ANB) _

P(B) P(B)
_PA)+P(AnB) _PA) PAnB)_
B P(B) “p(B) P(B)
_PA) | p(F1p)

P(B
d)

P(ANBIB) + P(AIB)=
=1-P(ANBIB)+P(AIB)=
P((AnB)NB)

=1-—————— "+ P(AIB)=
P(B)
_1_PANB)  piap) -
P(B)

=1-P(AIB) + P(AIB) =
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e)
P(BIA)=1- % =
- igi

P(AnB) + P(B)
P(A)

ANB)+P(B) > PA) <
ANB)+1-P(B)>PA) &
< P(ANB)-PB)-PA)2-1 =
< -P(ANnB)+P(B)+PA) <1 =
& P(A)+P(B)-P(ANB) <1 &
& P(AUB) < 1,0 que é verdade.

— —

=
= >1<

= P(
&= P(

133.a)

P(A)x [P(BIA)-1] =P(A) - P(AUB) &
P(ANB) _

& P(A) x N 1] =

—1-P(A)-P(AnB) &
& P(ANB)-P(A)=

=1-P(A)- [1-P(ANB)| &
& P(ANB)-P(A)=

=1-P(A)-1+P(ANB) &

& P(AnB)-P(A)=P(AnB)-P(A),
o que é verdade.
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b)

Sejam A e B os acontecimentos:
A: o jovem escolhido é rapaz

B: o jovem escolhido é portugués
Tem-se:

= dos rapazes participantes no encontro, 10%
sio portugueses, ou seja, P(BIA)=0,1;
» a probabilidade de ser estrangeiro ou do

SeXo feglinino é 0,94, ou seja,
P(AUB)=0,94.

Pretende-se determinar a probabilidade do
jovem escolhido ser do sexo masculino, ou
seja, P(A).

Aplicando a igualdade da alinea anterior,
vem:

Fotocopiavel © Texto | MVT 12
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P(A)x (0,1 — 1)=P(A) — 0,94 &
& —0,9P(A)=1- P(A) - 0,94 &
& 0,1P(A) = 0,06 & P(A)=0.6

Portanto, a probabilidade pedida é 0,6.

134. Sejam H e L os acontecimentos:

H : o funcionario ser homem

L : o funciondrio ser licenciado

Os dados do problema permitem preencher a seguinte tabela:

H H Total
L 0,1 0,2 0,3
L 0,49 | 0,21 0,7
Total 0,59 | 0,41 1

P(LNH) _ 02 _ 20

P(H) ~ 041 41"

Tem-se, entdo, P(L|H) =

135. Sejam F e E osacontecimentos:
F : a moeda lancada é falsa
E : aface saida é a face europeia

P(F|E) = P(FNE) _  P(F)xP(E[F) P(F)XP(E|F) __ 03 03 _6
T P(E) ~ P(ENF)+P(ENF) P(F)xP(E|F)+P(F)xP(E|F) T 7034025 055 11
0,5 0,6 0,5 0,5

136. Seja p, p €]0,1], a probabilidade P(A4) .

Tem-se:

eP(B)=p

eP(ANB)=P(A) XP(B) =p Xp =p?

e P(AUB) =5P(ANB) = 5p?

Portanto:

P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB)=5p’=p+p-p*’ = 6p’-2p=0
Spp-2)=0=p=0vp=7

Comosetem p # 0, pode concluir-se que p = %

137. Tem-se:
e Determinacdo de P(A):
Um numero é multiplo de 5 se e so6 se o seu algarismo das unidades for 0 ou 5. Como, neste

. ~ 1
caso, o algarismo ndo pode ser 0, tem-se P(4) = 3
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e Determinacdode P(B):

Numero de casos possiveis: °A%

Numero de casos favoraveis: °A;

DAy _ 9xBx7 _ 56

%4 7 93 T 92

® Determinacdode P(ANB):

AN B é o acontecimento «o nimero escolhido é multiplo de 5 e tem os algarismos todos

Probabilidade pedida:

diferentes».

Numero de casos possiveis: °Aj%

Numero de casos favoraveis: 8A2 (o algarismo das unidades pode ser escolhido de modo unico
(tem de ser 5) e os algarismos das dezenas e das centenas ndo podem ser 5)

8
. . . Ay _ 8X7 _ ﬁ
Probabilidade pedida: Al
Entdo, tem-se P(4) X P(B) = % X 3—2 = g =P(ANB), peloque A e B sdoindependentes.

138. Seja p, p € [0,1], a probabilidade P(A).

Tem-se P(ANB) =P(A) X P(B) © 02=pXxP(B) & p(B) = %2 e, entdo,
P(AUB) = P(4)+ P(B) — P(ANB) < 0,7 =p+°72—0,2 <=>p+°§—0,9 -0
©p?-099+02=0p=04Vvp=0,5

Para p =0,4,vem p(B) = % =2= 0,5 ; portanto, 0,4 ndo é solugdo do problema.

4
0.2 é = 0,4 ; portanto, P(4) = 0,5.

Para p =0,5,vem p(B) = ==
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«Os trés mais»

139.
Sejam A e B os acontecimentos:
A: a resposta esta certa

B: o aluno sabia a resposta

Tem-se:
p(g1A)~ PANB) _ PANB) _ _
P(A)  P(ANB)+P(ANnB)

_ P(B) x P(AIB) _

P(B) x P(AIB) + P(B) x P(AIB)

m w1 m

_ " _ n _

m, . n—-m_1 m n-—-m

m.q 1 m_ _n—-m

?1>< N n ><4 ?I+ 4n

m m

_ n —_n__m,_ 4n _

4m n—m n+3m n n+3m

In 4n 4n
__4m

n+ 3m
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140. O esquema seguinte pretende ilustrar a experiéncia traduzida no enunciado:

) ) )

1.2 extracdo 2.2extracdo 3.2extracdo 4.2 extracdo

Numero de casos possiveis: 2C, x °C, x *C, X %C, (hd BC, possiveis escolhas de duas da oito
bolas para a primeira extragao, ha, para cada uma delas, para a segunda extracao, 6C2 possiveis
escolhas de duas das seis bolas restantes, ha, para a terceira extracéo, 462 possiveis escolhas de
duas das quatro bolas restantes e uma sé possibilidade para as duas ultimas bolas)
Numero de casos favoraveis: 4 x 3C, x °C, x *C, X ?C, (4 é o nimero de maneiras de
escolher a extracdo em que saem duas bolas pretas; 3C2 é o numero de possiveis escolhas de
duas das trés bolas pretas saidas nessa extragdo; °C, X *C, x 2C, é o nimero de maneiras de
realizar as restantes trés extracdes)
Numero de casos favoraveis: 4 x 3C, x °C, x *C, x 2C,

4x 3% °Cox *Cx 2C,  4x3C,  4x3 3

Probabilidade pedida: = =72 _2
P 8C,x 6Cyx 4Cyx 2¢, 8¢, 28 7

141.

Deve dizer-se o que sdo os acontecimen-
tos A, B, C e X deacordo com a
sugestdo.

Tem-se P(A)=P(B)= P(C:}:% )
palx) = PANX) _

P(X)

P(A N X)

" PANX) +PBNX) +P(CNX)
_ P(A) x P(X1A)
PlA) % P(X1A) + P(B) x P(XIB) + P(C) x PIXIC)

1.1
- 3 2 _1
1.1, 1. 4.1 3
3><2+3><1+3><0
p(Ix) = PBNX) _
P(X)
P(B N X)

" PANX)+PBNX)+P(CNAX)

_ P(B) x P(X1B) .
P(A) x P(X1A)+ P(B) x P(X1B) + P(C)x P(XIC) ~

x 1

— L.ld||—'-

2
1.1, 1, 4.1 3
3 2+_J><1+3><0

Como P(BIX) > P(A1X) , o concorrente nio
deve manter a escolha inicial.

J

Apo6s a intervencio do apresentador, é duas vezes
mais provavel que o automovel esteja atrds da
porta B do que atris da porta A.
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* O concorrente comeca por escolher a porta A.
Portanto, tem-se:

- se 0 automoével estiver atrds da porta A,
o apresentador pode abrir a porta B ou a

porta C, pelo que P(XIA) =% :
- se 0 automével estiver atrds da porta B,

o apresentador tem de abrir a porta C,
pelo que P(XIB)=1;

- se o automovel estiver atris da porta C,
o apresentador tem de abrir a porta B, pelo
que P(X1C)=0.

Fotocopiavel © Texto | MVT 12
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Tema 3 | Fung¢des Reais de Variavel Real

1. Limites e continuidade

Pag. 7

1. a)

Seja & um qualquer numero real positivo.

-1 3| 5

2nss 2
611—2—631—15‘
4n+10
-17 17
4n+10 <6 41+ 10

— 1—;<4H+10<:>@<4?1<:>

— <b—=

<b =

—

17105
45
Portanto, sendo p um numero natural

maior do que 17-105 , tem-se:
45

—n>

VYnelNnzp—=

3 .
— | <b, a,
u, 2| ou seja

. 3
| =2
im u,

b)

Seja L um qualquer nimero real positivo.

ﬁ§_1>L<:> VIn>3L+1&

<:=:~:1>M
V2

Portanto, sendo p um numero natural

ar -
maior do que 3L+1 , tem-se:

vnelN,nzp = v,>L,ouseja,

limv,=+c0.

c)

Seja L um qualquer nimero real positivo.
%«:—L & S5-3n<-2L &
2L+5
3

S n-5>2L=n>

Portanto, sendo f um nuimero natural

2L +5
3

maior do que , tem-se:

VYneN,n>p = w,<-L,ouseja,

lim w,=—o0o .

76
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2. a)lim(1 — 2n?) = lim(1) — lim(2n?) = 1 — (+) = —©

b)lim( 1 )= lim) _ 1 _

2n+3 lim(2n+3) +00

c)lim[(2n — 1)(3 —n)] =1lim(2n — 1) X lim(3 — n) = +o0 X (—w) = —

d)hm( 3)—11m(2—i)—11m(2)—11m( i3)—2— _lim(s) =2-2=2-0

+3 lim(n+3) + o0

Pag. 8

00 —00

3.a)lim(10n — 2n?) 2 lim(-2n?) = -

_ B °°; i (EF3-2VR) (VanFS+2vm) _ . 4nt3-an
b)lim(vV4n + 3 — 2vn) = NFrr=ION llmmﬂf
. 3 _ 3 _
o hm\/4n+3+2\/ﬁ T 4o 0

) lim3" — 21 —5") = lim (3" —x2n - sin) = lim [3n (1 —3x (E)n ~

3
=+oo><(1—§><0—o = 4oox1= 400

*
2.1 2 2n? 2
d) lim 2l = im—=lim-=—=0
n3+3n+10 n3 n +00
*
o]
- 2n 2 2 2

e) lim ——— 2 = im—22— =lim = =
> = = I —2
Vonstan Von? /1+% 3n 1+in 3 /1+$ 3vi+0 3

15™m

)| =

—_— 3\ 1 n
f)1li i i nxat 4"[(1) _E] i G) -3 0—
im=——— = lim = = lim = =-=
22n43n+1 4M43x3" 4n[1+3x(§)"] 1+3X(§)" 1+3x0 2
4 4
0
1 o
1 n n
lim 2L 21im (== x ) = lim———— = lim
g) yn+10 Vn+1 ~ +n+10 Vn2+11n+10 \/n2+11n+1 n2+11n+10

*©
(oo}
. n2 . n?
= llm—g llm— =1
n2+11n+10 n2

2 0Xoo 3 2 0 3
. 2n“-1 n+1 e 2N°H2N“—N—1 4. 2N 1
h)1 = lim————=1

—_— = l1m
n3+10 4 4n3+40 4n3 2

o0
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Sera que...? A afirmagao falsa

A afirmacdo falsa é a apresentada na alinea a).

Provemos a proposicdo enunciada na alinea b).

Tem-se, por hipétese:

edp,eEN:n>p, >v,>u, e

oVL>0,dp, EN:n>p, > u, >1L

Entdo, sendo, paracada L > 0, p = max{p,,p,}, tem-se, para esse valor de L,
n>p=v,=>u,>1L.

Portanto, VL > 0,3p € N : n > p = v, > L, o que significa que limv, = +oo.

Para completar a hipétese da afirmac¢do apresentada na alinea a) de modo a obter uma proposi¢do
verdadeira, basta acrescentar a condi¢do «(v,,) € uma sucessdo convergente».

Pag. 9

< —_
2+1 n2 n2+1

Portanto, como Vn € N,n? + 1 > n?, a proposi¢do dada é verdadeira.

4. a) Tem-se <n—<=)n +1>n?

b) Tem-se nn—+1< eont+l<2nen>1.

Portanto, como a proposicao «¥n € N,n > 1» é falsa, a proposi¢ao dada é falsa.

n+1 n n+l 1., 3n+3-2n-1 n+2
= == — >0
2n+1 ~ 3n 2n+1 3 6n+3 6n+3

Portanto, como Vn € N 3 > 0, a proposic¢do é verdadeira.

c) Tem-se >0

1 1 -2n+1
5. a) Tem-se L <l iont 0
2n—-1 n n(2n-1) n(2 1)

Ora, o menor valor naturalde p paraoqualsetem VneENn=>p=n>1 é 2.

<0 -n+1<0e=sn>1.

b) Tem-se nn—+5<—<=>n+5<3n<=>n>—

5 .
Ora, o menor valor naturalde p paraoqualsetem VneNn=>p=n> ;€ 3.

2n n+4 2 n?+4n-2n2-2 -n?+4n-2
c) Tem-se <= <-——<le——<0e
2+1 n2 n2+1 n n3+n n3+n
on-4n+2>0 In?—4n+2=0=n=2—-V2Vvn=2+2
(neN)

en<2-V2vn>2+yV2 8 n<1lvn>3<n>3
Ora, o menor valor naturalde p paraoqualsetem VneENn=>p=n>3 é 4.
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Seja p, €N tal que
VneN,nzp, — u <v,_ eseja L um qual-
quer nimero real positivo.

Dado que lim v,=—c0 , existe p, €IN tal que
YnelN,nzp,— v, <-L.

Entio, se p=maximo{p,, p,} , tem-se:
VneEN,nz2p = u,<v,<-L,ou seja,
YnelN,nzp—=u,<-L,

de onde se conclui que lim #, =—co .
7.

limy =—co,pois VeeEN, v <—u_e
—U,—*—0 .

8.a)Tem-se: —1<cosn<leo -1<-cosn<le1<2—-cosn<3 <

S n<n(2-cosn)<3n

Portanto, como setem Vn € N,n(2 —cosn) = n e limn = +o, pode-se concluir que
lim[n(2 — cosn)] = 4.

b) Tem-se (Znn+1)n = (2 + %)n > 2"

2n+1

n
Portanto, como se tem Vn € N,( ) > 2™ e lim 2™ = 40, pode-se concluir que

n
lim (znnH) =400,

3n+2 1 . ~ 3n+2
c) Tem-se = 3 — ——, pelo que se pode concluir que a sucessao de termo geral — é
n+1 n+1 n+1

estritamente crescente e portanto, todos os seus termos sao maiores ou iguais ao primeiro, que é igual

5
a_
2

3n+2\" 5\" . (5\" .
Portanto, como se tem Vn € N,( ) > (E) e lim (E) = 400, pode-se concluir que

n+1

. (3n+2\"

llm( ) = 400,
n+1

3n—-1 3n—-1-2,8n-5,6
9.a)Tem-se —>1,4-(=)—>0(=)
2n+4 2n+4 2n+

Portanto, Vne€N,n >34 = u, > 14

@>O=}O,2n—6,6>0=>n>33

3n—-1
2n+4

n
b) Como se tem, para n = 34, ( ) > 1,4™ e lim 1,4™ = 4+ o0, pode-se concluir que

. (3n—-1\" _
lim (2n+4) =t
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n
7

n? . 2
10.a) Vne N Z\/ — \/n — ehmm—+oo,portanto hmz\/n__'_

1= _
n+k

=) . n(=n)
kS 2n

b) Vne N zl ; portanto, hmz

k=1

Pag. 13

2n—-1 2 1 1 1

11. a) Tem-se =-——=>-——, pelo que se pode concluir que:
) 4n 4 4n 2 4n’ P q P q

~ 2n-1 , . ~
® 3 sucessdo de termo geral T e estritamente crescente e, portanto, todos os seus termos sdo

mailores ou 1guais ao primeiro, que e |gual a Z,‘

oVnENzn !

<_

1\ 2n-1\" 1\ . (1\" . (1\" .
Portanto, como se tem Vn € N, (Z) < ( ) < (—) e lim (Z) = lim (E) = 0, pode-se concluir

n 4n 2
que lim (ZZ:) =0.

n+cos?n
b) Tem-se 0 < cos?’n <1 & n <n+ cos? n<n+1(=):<TS1.
Portanto, como se tem Vn € N,— < nicos’n <1lelim—-=liml=1 , pode-se concluir que
n+1 n+1 n+1
. _n+cos’n
lIim———=1.
n+1
1 n 1 ~ n 1
c)Tem-se =1 <senn <1 @—jﬁ se2n Sj entdo, senn Sg.
senn L 1y enn
Portanto, como setem Vn €IN,0 < ‘ < —) ehm<7> 0, conclui-se que hm‘ ‘ =0
senn |" sen n n
Dado que ) ’ :‘< D) ) conclui-se também que lim <—> =0 e, portanto,
. senn \ _
hm( D) > =0.
1 2 1 1 1 _1 2 101
d)Tem-se —1<cos(Zn)<1lée —s<@W 1 1 11, cosCn 1,1,
3 3 3 2 372 3 2 3

o () < ey < ) n
Portanto, como se tem Vn € N, (% " < G + @) < (g)n e lim (%)n =lim (Z)n = 0, pode-se
costm)” _ g

. . 1
concluir que lim (5+ .
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12. a) w,, é asoma de n parcelas, das quais a menor é aquela em que i toma o valor n, ou seja,

2n . , . . n
——, eamaioré aquela emque [ tomaovalor 1, ouseja, ——.
3nZ+ 5 3nZ2+1
n
Entao tem-se n X —— <Wn<n>< R
3n“+1
2 2 . 2n? . 2n?
Portanto, comosetem Yn € N——<w,, < —— e lim =lim pode se concluir
3nZ+n 3n2+1 3n2+n 3n 2+1

i 2
que limw, =
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b) w, éasomade 2n+ 1 parcelas, das quais a menor é aquela em que k toma o valor 2n, ou seja,

5 5 5

———, e amaior é aquelaem que k tomaovalor 0, ou seja ==,

Vian’ q q )3, 3—— 310 1

Entdo, tem-se (2n+1 X—SW <(2n+1 ><—.

) ( ) T Sn ( ) < 5 5

10n+ 10n+ . 10m+ . 10n+

Portanto, comosetem Yn € Ns——<w, < e lims = lim = 10, pode-se
n3+2n n Vn3+2n n

concluir que limw,, = 10.

13.
a) Seja (u#,) uma qualquer sucessdo que tende para 2.

1-3u, 1-3limu, |- 3X2 _ ¢ Portanto, hm1 3.

lim
(u,)*+1 ﬂhnu02+l 4+1 2 x2+1

b) Seja (1,) uma qualquer sucessdo que tende para —co.

lim[u, —3(u,)? ] =limu, —3(limu,)? = —c0 —3X (+00) = —oo

Portanto, lim (x—3x?)=—oo

X—>—o0

Pag. 15

14. Tem-se:

o ox(x+2) x4+ 2x @ x? _
lim —————~ = lim ———Z2 lim — = lim x = +o
x>+ x+1 x->+0 x + 1 x—+00 X X—+00

Portanto, de acordo com o teorema das fun¢des enquadradas:
lim f(x) =400

X—+00

Pag. 15

15. Vxe D,0<2cosx <1, portanto, Vxe D, 1= < S ) < 147 .Como
"2cosx  2cosx ~ 2cosx

) _1

— 2 . 2 . .
l-x _ lim 1+x =l, conclui-se que lim .
x50 2COSX 10 2COSX 2 x>0 2cosx 2

16.a) Como VX € R, x>+ 1> 0,tem-se m< f(x) < M & — sz(x)S ;VI
x“+1 x“+1 x“+1

proposicdo é verdadeira.

, pelo que a

b) A proposicdo é falsa, pois, por exemplo, para x = —2, obtém-se

1 1 1 . -
—3ms —gf(x) < _EM’ que é uma proposigdo falsa.
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17. Tem-se:

pelo que:

18.Para x > 1,tem-se x+senx >0, x—1>0e x+ 1> 0, pelo que, como
x—1<x+senx<x+1,vem —<——<—>—

L L X x+1 ~ x+senx — x—1
Entdo, de — < <—edex—1<x-senx <x+ 1, pode concluir-se que, para x > 1,
x+1 x+senx x—1

x—1 xX—senx x+1
setem — < <—.
x+1 x+senx x—1

Portanto, como:

x—1 x—1
lim = lim =1
x-o+ox +1 x-o+0ox+1

pode concluir-se que:

. X —senx
lim ——=1
x—+00 X 4+ Senx

Pag. 17

Sera que...? Arrefecimento de um pudim

Sim, dado que é razoavel admitir que a temperatura do pudim passou continuamente de 70°Ca 12 °C,
ha-de ter ocorrido um instante em que ela era 65 °C .

Sera que...? Missao possivel ou missdo impossivel?

1. 2.

3. Nao.

N3o, ndo é possivel. Tal impossibilidade sobressai dos graficos esbocados em 1 e 2.
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19. A fungdo f é continuaem R, pelo que é continuaem [—1,0] eem [0,2].
f(-1)=141-1=1, f(0)=0-0—-1=-1e f(2)=16—-8-1=7

Portanto, dado que f(0) <0< f(—1) e f(0) <0 < f(2), o teorema de Bolzano-Cauchy permite
garantir que f tem pelo menos um zeroem | — 1,0[ e tem pelo menos um zero em ]0,2[.

20. Afungdo f é continuaem R, pelo que é continua em [0,%] .

O teorema de Bolzano-Cauchy permite concluir que f tem pelo menos um zero em }0,%[ se e sé se

f(=1) e f(0) tém sinais contrarios, ou seja, se e s6 se f(—1)x f(0)<O0.

Ora, f(=1)X f(0)<0 < (a—1+a)xa <0 (2a—1)xa <0< ae }0,%[.

21.

Seja [ a fungdo definida por
flx)=sen x —tg x ; f é continua em [%Tn, T,
V2

fim)=0 e f(%)=7+ 1.

Portanto, fir)< 1 gf(%[) .
Assim, o teorema de Bolzano-Cauchy permite

3n
3"

concluir que Ix €

rsenx—tgx=1.

Pag. 20
22,

Seja f a funcdo definida por
flx) =w ;a funcdo [ da a drea do
tridngulo [APB] em fungio da abcissa x do
ponto P.
Tem-se:

fi2) =% e fi3)= V2 ; portanto, f(2) <1< f(3).

Dado que a fungdo [ € continua em [2,3],0
teorema de Bolzano-Cauchy permite concluir
que 3xe]2, 3[ flx)=1.

Fotocopiavel © Texto | MVT 12
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23.
Seja b a funcdo definida por
h(x)=f(x)- g(x); a funcio b € continua
em [a, b] porque ¢ diferenca de duas funcdes
continuas.

h(a)=fla)-gla) ; portanto, h(a)< 0, pois
fla)<gla) .

h(b)=f(b)—g(b) ; portanto, h(b)> 0, pois
fib)>g(b) .

Entdo, h(a)<0< b(b) e o teorema de Bolzano-
-Cauchy permite concluir que:

dcela,b[: hlic)=0
Dado que h(c)=0 flc)=g(c) , conclui-se
que os graficos de f e g se intersetam no ponto
de abcissa ¢.

24.
Por exemplo:

)r

A fungdo tem dois zeros e f(a)X f(b) >0.
Pag. 21

25. Dado que a fungdo f é continuaem [a,b], afun¢do g também é continua em [a,b] .

O teorema de Bolzano-Cauchy permite garantir que g tem pelo menos um zero em ]a, b[ se e sé se
g(a) x g(b) <0.

Ora, g(a) x g(b) <0< [2f(a) — k] x[2f(b) —k]< 0= 4—-k)(-10-k) <0 &=

o k €] —10,4]

26.

Seja g a funcdo definida por
2(x)=f(x) - 2x; a funcgio g é continua em
[0,1].

_1 -_2
g0)=1 e g(1)=-2

Portanto, g(1)<0<g(0) e o teorema de Bol-
zano-Cauchy permite concluir que

3ce]0,1[: g(c)=0, ou seja,

ce]0, 1] fic)=2c.
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27.

flly=1, f(1)=-3 ea funcio f é conti-
nua em [0, 1] . Portanto, o teorema de Bolza-
no-Cauchy permite concluir que a funcio f
tem pelo menos um zero em ]0, 1] .
Por outro lado, f'(x)=-3x2-3; entdo, f €
negativa em IR e, portanto, f € decrescente.

Assim, ndo pode ter mais do que um zero.

28. De acordo com o método da bisse¢ao descrito no manual:
e f(1)= —1 e f(1,2) = 0,328 ; portanto, o zero de f pertence ao intervalo ]1;1,2[;

1+1,2
[ J

=11 e f(1,1) = —0,369; portanto, o zero de f pertence ao intervalo ]1,1;1,2][.

Entdo,como 1,2—-1,1=0,1 e oé—l = 0,05, 1,15 é um valor aproximado do zero de f a menos de
0,05.
Pag. 23

Sera que...? Maximos e minimos

1. a) b)

2.a)

b)
y y
o ‘I i

3. Nao é possivel apresentar exemplo para qualquer das alineas.

Ndo, ndo é possivel para a situacgdo 3.

Fotocopiavel © Texto | MVT 12
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29. Como a fun¢do é continua em [a,b] U [¢,d], é continuaem [a,b] eem |[c,d]; logo, pelo teorema
de Weierstrass, conclui-se que a fungdo f tem maximo e minimo absolutos quer em [a,b] , quer em

[c,d]. Portanto, o maior destes maximos e o menor destes minimos sdo, respetivamente, maximo e

minimo absolutos da fungdo f .
Pag. 24

30. a) O valor procurado é o valor de k parao qual f éuma fungdo continuaem 1, ou seja, o valor de
k para o qual se tem:
lim f(x) = lim f(x) = f(1)
x—1 x—1
Tem-se:
olir?_f(x):f(l): 1+3—-k=4-k
X—
_ ) x?—x ] x(x—1)(2+Vx +3)
o lim f(x) = lim ———= lim =
X1 =102 —yx +3 =1 (2 —vx +3)(2 +Vx + 3)
i x(x — 1)(2 +vVx + 3) i x(x — 1)(2 +Vx + 3)
= 1um = lim =
o (2-Vx+3)(2+Vx+3) 1t 4-(x+3)
_ x(x—l)(2+\/x+3) )
g ey U CAA R
o4 —fk=-4=k=28

b) f'(x) = (x®*+3x—k) =3x%2+3
Entdo, Vx €] — 2,1, f'(x) > 0, peloque f écrescenteem [—2,1].
Portanto, f(—2) = —14 — k é minimo absolutoe f(1) =4 — k é maximo absoluto.

Pag. 28
31. a)
_2mn+1)-1 257 _
Ut =W =3 r 1) 42 3ne2
_2n+l 2dn-1_
3n+5 3n+2
_(2n+1)(3n+2)- 2n-1)(3n+3) _
(3n+5)(3n+2)
= 7
(3n+45)(3n+2)
7
VneN, ————>0
e BT Bt 2)
Portanto, (#,) € mondtona crescente.
v1=—% , v3=% e v3=—%;portanto,

V<, AV, > Uy,

Logo, (v,) ndo é monotona: ndo € crescente,
nem é decrescente.

2271 — Jim 22 = 2. portanto (u,) é convergente
3n+2 an 3P n 8 :

b) limu, = lim

. . 1\ .
limv, = lim (— E) = 0 ; portanto (v,) é convergente.
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¢) Ambas as sucessGes sdo limitadas, pois qualquer sucessdo convergente é limitada.

32. a) p = q : «Se uma sucessdo é mondtona, entdo é limitada»
A proposicao é falsa: por exemplo, a sucessdo de termo geral n é crescente e ndo é limitada.

b) r = p: «Se uma sucessdo é convergente, entdo é mondtona»

S = 1, s 2
A proposicdo é falsa: por exemplo, a sucessdo de termo geral (—1)" X ~ € crescente e ndo é
mondtona.

c)p Aq = r: «Se uma sucessdo é mondtona e limitada, entdo é convergente»
A proposicao é verdadeira.

d) ~ g = ~ r: «Se uma sucessdo ndo é limitada, entdo ndo é convergente»
A proposicdo é verdadeira: a proposicdo é equivalentea r = q : «Se uma sucessdo é convergente,
entdo é limitada».

e)~r = (~pV~q): «Se uma sucessdo ndo é convergente, entdo ndo é mondtona ou ndo é
limitada»
A proposicdo é verdadeira: [~r=(~pV~qg)le[~r=~pPAQ] =S [pAqg=T]

. 1-n+n?-n3 . 1 1 1 1 . 1
33.a) 11m—=11m(———n+—n2——n3) = llm(——n3) = —
2 2 2 2 2 2
(oo}
. (1—n2)2—n"’ OO:-\OO . 1-2n%4n*-n* L o1-2n2 2 _an?
b)lim~————— = lim = lim =1 =-2
nZz+1 nZz+1 nZz+1 n2

m (Vn2+2n—vn2+1) (Vn2+2n+vn2+1)

: Z 2 o
olim(vnZ+2n—+vn2+1) 2 li T

1
2n-1 2= 2

n [1+2+n 145 [1+2+ [1+-5
n n n n

=1im[2x(§)n]=2xo=o

3818

n?+2n- (n?+1) . 2n—-1

= hnl———————————-—lun———————————
VnZ2+2n+vn2+1 VnZ+2n+vn2+1

=lim

=)

L
d) lim =~ =lim

00— 0o

e) lim(23" — 32™") 2 lim(8" — 9™) = lim

(@) - 1]| = #oox 0 -1 = -

x
. |100-n|+2n 2
f) llmW= |Para n > 100, tem-se |100 —n| =n — 100
. n—-100+2n . 3n-100 3n
=1 lim =lim=—==
2n+5 2n+5 2n
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g) Tem-se:

2":4k—1_ 1 in:(‘lk ot x(3+4n—1x )_2n2+n
k_1n2+1_n2+1 o] T n24+1 2 )T

Entdo:

 w~4k—-1 . 2%+n . 2n?
hmzn2+1=hmm=hm7=2

= X3x(1-0)=2
3 (1-0)

h) _;ﬂ _;n
nmzn:(l>k im| 2 1<32> 2 : <13> _2
3 3

34.

Seja u,, omenortermo da sucessdo (u,) .

Dado que se tem u,"™ = up" , se lim up" = 400, pode concluir-se, de acordo com o teorema das
sucessdes enquadradas, que limu," = +x.

Ora, limu,™ = +o0 seesése a>1.

35. Nas condi¢des enunciadas, tem que se ter limv, = —o.
Ora, a Unica op¢do em que se tem limv, = —oo é a a opgdo (D).

36. Tem-se lim(3 —v,) = 3 — (—o) = +0, pelo que, de acordo com o teorema das sucessdes
enquadradas, se pode concluir que limu, = +o.

37.

2 2
cosn—n’ 1 n’ . 1-n . cosn—n
= —co ; portanto, lim—— = —oo,

a) Vne N, im
3n+2 3n+2 3n+2 3n+2

3 n 3 n
b) VneN,n22:>3n+123—ne S . —> 400 (porque§>1).
n+2 2n 2n 2 2

. (3n+1Y
Portanto, lim = +oo
n+2

)Z I elim”*/;zlim%:m,

ln+z n+n 2n

Portanto, hmz \/_

lll/l+l

=00,

88



38.Sejam a € R e b € R os limites das sucessdes (v,) e (u,), respetivamente.

Tem-se:
lim(v, + u,) =5 a+b=5 20 =6 a=3
{lim(vn—un)=1(:){a—b=1(:){a—b=1(:){b=2

lim(u, +2) =limu, +2=4 e lim(v,+ 1) =limvy, +1 =4
Portanto, de acordo com o teorema das sucessGes enquadradas, limw,, = 4.

Pag. 29

1 COS(?)
39. a) Tem-se, Vn € N, —1<cos( )<1 peloque Vvn €N, — < <

3n+2
1 . 1 .
Portanto, como lim (— 3n+2) = hmm = 0, pode concluir-se, de acordo com o teorema das
os("2")
sucessdes enquadradas, que lim—=2<+ = 0.
3n+2
2n+1 2 2 _2n+1 _2 1
= - << < = -
b) Dado que o 5+ , tem-se,Vn € N, S S o _5+5,peloque
+
vnen, (2) < (%) <)
3
Portanto, como lim (5) = lim (E = 0, pode concluir-se, de acordo com o teorema das sucessées
. (2n+1
enquadradas, que 11m( o ) =0.
. ~ . 2n+1
c) Seja (u,) asucessdo definida por u, = a0

2n+1 _ 2 23/3

Tem-se =103 3 , pelo que, para n > 4, (u,) édecrescentee u, > 0.
2n+1 25

Entdo, como u;;, = —, tem-se Vn =12, 0 < ( ias ) < (—
3n-10 26

25\ . ~
Portanto, como lim (E) = 0, pode concluir-se, de acordo com o teorema das sucessées

n
enquadradas, que lim (27;1) =0.

d) Seja (w,) a sucessdo definida por w, = Y- On2+l

w, éasomade n+ 1 parcelas, das quais a menor é aquela em que i tomaovalor n, ou seja

, pelo que

L 2 L . .
o que éigual a —, €amaioré aquela em que i toma o valor 0, ou seja,

Entdo, tem-se (n+ 1) xi <w,<(n+1) X%.

2n+2 2n+2 .
Portanto, como setem ¥n € N,—— Y <w,< — e lim

2n+2

limw, = 2.

e) Seja (w,,) asucessdo definida por w, = (\/7 — W) X (\/f — i/i) X .. X (\/7 —

, . , 3 . ,
w,, é o produto de n fatores, todos menores do que 1, dos quais o menor é V2 — /2 e o maior é

\/E _ 2n+W )
Entdo, tem-se (V2 — i/f)n <w, <(V2- 2"*{/5)"

= lim
1

2n+2

Ora, Vn €N, ™/2 > 1, pelo que Vn € N,—*""¥2 < —1 e, entjo,

vneN,V2-""V2<vV2-1.

Portanto, como se tem Vn € N, (\/f — W)n <w,< (\/7 — 1)n e
lim(\/f - W)n = lim(\/i - 1)n = 0, pode concluir-se que limw,, = 0.

; n2+n
o que éigual a .

= 2, pode concluir-se que

’
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2 2
. xX“+3x 246 10
40. a) llmx_)z m = 32 = ?

b) lim,_,_;Vx +5=+4 =2

. x343x o
c) lim,_,_q S =T, =~
2 2 2
d) lim = =—=0
R x(3-x)  +oox(—0) —oo
e) lim x3-3x 1-3 -2
=1 (x—1)2 ~ ot ~ o+t
x+1 3
f) lim ==
) lim, 2-x 0
Determinemos os limites laterais:
lim 1_3 — 4 e lim o3 - o
XL _ 2 R L R—
X020 5 x +1o+ X227 9 x T 0"
~ . . . . X
Portanto, ndo existe o limite lim,,_,, P~
3x 6 N
; %X 6 _ o T (4 22) — 0t —ll Ny
g)lim,_,, puw il +o0 | Tem-se: lim,_,,-(4 —x2) =0 7
xX+3 4
h) lim ——— =-=00
) limy .y (x-13 "~ 0
Determinemos os limites laterais:
lim X3 : oo e lim X3 : 400
—_—— = — b — =
*—=1" (6 1)3 T o- *x—=1" (x—1)3 ~ o+
~ . .. . x+3
Portanto, ndo existe o limite lim,_,4 myER
it it
2 o0 2 o0 2
41. a) lim XX o im XX o im X — lim 1_1
-a X2+ (gx41)2 7 T XTF® yp2 4 gp T XTOFO g2 T X 0 Ty
0
2 0
. X“—=2X rm
b) lim,_,, g | Tem-se:
1 0 0 —8
2 2 4 8
1 2 4 0=R
= lim XD iy * -zl
T2 ()2 42x+4) | X T2 x240x44 12 6
0 o
o) lim VXZ-3x-2 o lim (7=32-2)(Va2-3x+2) _ 1 x2-3x-4
x—=1 2y x—-1 (x2-1)(VxZ-3x+2) x—-1 (x2-1)(Vx2-3x+2)
(x+1)(x—4) x—4 -5 5

= e DV Brr2) — M1 o (Vse2) — “oxd 8

)

© 2(1-2 _ , _2 _[1=-2
d) i \/xz—sz. x(l x)_l x:lx_l. 1x_—l—O_ 1
Mimysoo = =limy oo S = = iMoo — = = limy o = — = ——=—7
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[ce]
00— 00 o0

li x%-3x =W x%-3x-x%-x _ li —4X li —4x 4
e limy oo (= %) = DMy == = iMoo o S limye == = —
©
2 (oo}
. x2-2x|
f) lim,_, _ | = Para x <0, tem-se x2—2x>0e x—3<0
) X——00 |x_3|><x | ’
it
= lim s SR Xt -2x Zlim ¥
- X2 (_xi3)xx XD _y243x” XTI 2 T
o
1
2x2-x-1 (227 —x-1)(VE+VZZ-T) _ 2(x-1)(x+3)(Vx+v22-1)

B limy .y e = My e e v~ a1 x—(2x-1)
2(x—1)(x+%)(\/§+\/ 2x—1)

: — T _ 1 —1)| = -2 x3 - _
= lim,_,, r— = lim,_,; [ 2 (x + 2) (Vx +V2x 1)] =—2X>X2 6
— < —
h) Tem-se: |x+3|={ (x+3) se x=-3
x+3 se x>-3
Portanto,
0
. x2+3xé . x(x+3) . o
lim,_,_3- e - iMyo3- = = lim, ,_3-—x=3 e
0
li x2+3xé1. x(x+3) _ li - _3 | ~ it limite 1i x%+3x
iy, g+ oy Slimy g+ = =limy | gex = , pelo que n3o existe o limite lim,, 5~ —=".
e x2(14:7)-V2 —x 1455 —V2
42, a) limx_>_oo f(X) = limx_>_oo Tg limx_>_oo T = limx_>_oo T =
142
. 2% —vito-o
= hmx—>—oo 1 = =-1
1—= 1-0
X
~ . .. . XTT
b) Ndo existe o limite lim, sen -~
o
O limy e Fx) = limy_ Ay, (AVDEERING a2
x—1 - x—1 x-1 x—1 (x-1)(Vx2+1+v2) - *—1 (x—1)(VxZ+1++2) -
= lim,_,- — D&Y XL 2 _1_ V2
Tl e(VRZei+y2) T Tl VRZreyz T 2v2 T V2 2
NG

1 : XTT T
lim,_,;+ f(x) = lim,_,+ sen—- =sen =

Portanto, como lim, ;- f(x) = lim,_,+ f(x) = \/;, tem-se lim,_,; f(x) = g

43. a) Tem-se:
Vx € R,0 < cos?x <1, peloque Vx ER,3 <3+ cos?x <4 e, portanto
Vx € R,3x? < x2(3 + cos?x) < 4x2.

i 3x2 x2(3+cos? x 4x2
Entdo, para x > —50, tem-se < ( ) <

x+50 x+50 — x+50°
2 2 2
x2(3+cos? x 3x
Portanto, como, para x > —50, setem ( ) >
x+50 x+50

. 3x2 . 3x2 . .
lim,, 4o e limy 400 - = lim,_, ;4 (3x) = +00, pode concluir-se que
x%(3+cos?x)

lim =400,
X=+ x+50 +
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b) Tem-se:
Vx € R,0 < cos?x <1, peloque Vx € R,3x% < x?(3 + cos? x) < 4x?

. 4x? x?(3+cos? x 3x2
Entdo, para x < —50, tem-se < ( ) < .
x+50 x+50 x+50
2 2 2
x“(3+cos“ x 3x
Portanto, como como, para x < —50, se tem ( ) <
x+50 x+50
. 3x2 . 3x2 . _ .
limy_,_q Tl lim,_,_ - = lim,_,_(3x) = —oo, pode concluir-se que
lim x%(3+cos?x) o
X—m—o0 x+50 - ’
c) Tem-se:

Vx ER,—1<senx<1,peloque Vx ER,—1—-2x <senx—2x <1-—2x e,

< ! ! elo que
1-2x ~ senx-2x — —-1-2x '’ P q

~ 1
entao, para x > 5, tem-se
2 2 2

3x 3x 3x
< < .
1-2x senx—2x —-1-2x 2 5
1 3x 3x
Portanto, como para x > =, setem <
2 senx—2x —1-2x
. . 3x? . 3x .
lim,,_ 4 e limy 00— =1limy_, (— —) = —oo, pode concluir-se que
—1-2x —2x 2
X2+ genx—2x ’
44, a) Tem-se:
X X COSX X
Vx € RY,—x < xcosx < x, pelo que Vx € R, — < < .
x24+1 x2+4+1 x24+1
P t t l _ X _ l X _ O d I . l X COsSX
ortanto, como limy, o ——— = lim,, ;o —— = 0, pode concluir-se que limy_, o ———

b) Tem-se:

=0.

Vx € R,—1 < —sen(2x) < 1, peloque Vx € R,3x? — 1 < 3x%2 —sen(2x) < 3x? + 1 e, entdo,

3x2—1 _ 3x%-sen(2x) _ 3x2%+1

Vx ER, x245 — x245 2_ x245 ° , ,

. 3x°-1 . 3x°+1 . . 3x“—sen(2x)
Portanto, como lim,_,_, s lim,_,_o s 3, pode concluir-se que lim,_,_, = =
c) Tem-se:
eVxeER -1+ (x—-1)<cosx+(x—1)<1+ (x—1),ouseja,
VxERx—2<x+cosx—1=<x. (1)
oVxeER -1+ QR2x+2)<—cosx+ (2x+2)<1+ (2x+ 2), ouseja,
VxeER2x+1<2x—cosx+2<2x+3. (2)

Para x > 2, todos os termos das expressdes (1) e (2) sdo sempre positivos, pelo que se tem
1

Vx €]2,+[, < < e, portanto,
2X'53 ZX—COSX':II-Z 2x+1
X— X+CoSx— X
Vx €]2,+[, < < .
2x+3 2X—Ccosx+2 2x+1
Portanto, como lim =2 = lim *_ 1 bode concluir-se que lim x+cosx-l
’ X2+0 543 X2+0 o412 P q X2+ oy cosx+2
2 2
. x“+x—2 . x“+2x—1 . . f(x)
45. Como lim +—— = lim +————— = —2, pode concluir-se que lim + =
Xo=1" x40 x->-1 x+42 P a Xo=1" y24q
portanto, lim,_,_;+ f(x) = —4.

92

1
=3

—2e,

3.



46. Tem-se:

0
2 0
. 2x2-3X—2 pm )
olim, ,,+ — - | Calc. aux.
2 -3 -2
2 4
| 2 1 0=R
. 2x+1)(x—2 .
= lim,,_,,+ (x—z(z) =lim,_,,+(2x+1) =5
9
. 3x2—7x+2 o )
o llmx_)2+ 2 = | Célc. aux.
3 -7 2
2 6 -2
|3 -1 [0o=R
. 3x—1)(x—2 .
= lim,,_,,+ % =lim,_,,+(B3x—1)=5
. 2x%-3x-2 . 3x2-7x+2 . .
Portanto, como lim,._,,+ —, = lim,._,,+ — = 5, pode concluir-se que lim,_,+ g(x) =5.

47. Para garantir que a fungdo f é continua, resta assegurar que se tem:
f(2) = lim f(x) = lim f(x)
x—2~ x—2t
Ora,
o f(2)=2k?>—-4
olim,_,,- f(x) = lim,_,,-(k?x —4) = 2k? — 4
0

. . 4—x2 . @2-x)@2+x) _ . -(2+x) _ -4
olim, o+ f(x) = lim,_,+ S——=lim,_,+ o = My === =2

Portanto: f(2) =lim,_,,- f(x) =lim,_,+ f(x) ©®2k?-4=-2k?’=1k=-1Vk=1

48.

A funcio é continua em ]—oo,—'l[ porque
é uma funcdo racional e é continua em
]— 1, +oo[ porque € o quociente entre uma fun-
¢do polinomial e a diferenca entre uma funcio
constante e a raiz quadrada de uma funcio po-
linomial e é continua em —1, pois:

|

lim flx)=lim flx)=fi-1)=

x——1 x—+-1

Pag. 30

49. (B)

A fungdo g é continuaem R, pelo que é continua em qualquer intervalo fechado de nimeros reais.
eg(-3)=(-3)*+(-3)-1=-31<-8

0eg(-2)=(-2*+(-2)-1=-11<-8

eg(-D=(-13*+(-1)-1=-3>-8

eg(0)=-1>-8

eg(H)=13+1-1=1>-8
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Portanto, s6 na opgao (B) é que se tem —8 pertencente ao intervalo fechado cujos extremos sdo as
imagens dos extremos do intervalo referido nessa opg¢ao. Logo, s6 nessa op¢ao é que o teorema de
Bolzano-Cauchy permite garantir, no intervalo dado, uma solugdo da equagdo g(x) = —8.

50. (A)

Em qualquer das opgdes, a fungdo g é continuaem [—2,2] . Tem-se:

® Opgao (A):

g(=2)==2+f(-2)=—2+1=-1<0

g(2)=2+f(2)=2+3=5>0

® Opcdo (B):

g(=2)=—2—-f(-2)=—2-1=-3<0

g(2)=2-f(2)=2-3=-1<0

e Opcao (C):

g(=2) = (=2)*+f(-2) =4+1=5>0

g(2)=2"+f(2)=4+3=7>0

® Opcdo (D):

g(=2)=(=2)"-f(-2)=4-1=3>0

g(2)=2"-f(2)=4—-3=1>0

Portanto, s6 na opg¢do (A) é que se tem 0 pertencente ao intervalo fechado cujos extremos sdo g(—2)
e ¢(2) . Logo, sé nessa opgdo é que o teorema de Bolzano-Cauchy permite garantir a existéncia de um
zero nointervalo | —2,2[.

51. Seja g a fungdo definida por g(x)=f(x)—x—1. A equagdo f(x)=x+1 ¢é equivalente a
equagdo g(x)=0.

Tem-se g(1)=f()—-1-1=-1 e g(2)=f(2)—2—-1=2.Dado que a fungdo g é continua em [1,2]
eque g(1) <0< g(2), o teorema de Bolzano-Cauchy permite concluir que Ixe ]1,2[ 1g(x)=0.

52. Qualquer que seja o valorde k, afungdo f é continuaem R, pelo que é continuaem [—1,k] .
Entdo, uma condigdo que traduz o problema é f(—1) X f(k) <O.

Tem-se:

ef(-1)=(-13-3x(-D+k=k+2

ef(k)=k3—-3k+k=KkKk>-2k

Portanto, f(—1) X f(k) = (k +2)(k® = 2k) = k(k + 2)(k? - 2).

Tem-se o seguinte quadro de sinais:

— —2 —/2 0 V2 +00
k - - - - - 0 + +
k+2 -1 o0 + + + + + +
k?—2 + | + + 0 - — - 0
f(=1) x f(k) +]1 0 - 0 + 0 - 0
Portanto, f(—=1) x f(k) <0 < k €] — 2,—/2[U]0,V2[.
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53.

A fun¢io g é continua em [1,2] porque
resulta de operacoes algébricas sobre funcdes
continuas.

g(1)=2f(1)-f(1) =f(1) e
2(2)=2f(2)-f(1)=2f(2) -3f(2)=-f(2)

Dado que [ é negativa em [1, 2], sabe-se que
fil)<0 eque —f(2)>0.

Entdo, o teorema de Bolzano-Cauchy permite
concluir que 3x €]1,2[: g(x)=0.

54.
Seja g a funciio definida por g(x)=f({x)—x.
g(-1)=f(-1)-(-1) ; portanto, g(-1)<0,

pois fl-1)<-1.
2(3)=f(3) -3 ; portanto, g(3)>0, pois
fi3)>3.

Dado que g é continua em [-1, 3], o teorema
de Bolzano-Cauchy permite concluir que
Elf:e]l, 3[ : glc)=0 e glc)=0 é equivalente
a fle)=c.

55.

Seja g a funcio definida por
glx)=flx) —flx+a) .
A fungdo g é continuaem [-a,0] e
gl~a)=fl-a)-fl-a+a)=fla)-f(0) ; portanto,
g(—a)>0,pois fla)>fl0).
£(0)=1(0)-fla)
Portanto, g(0)<0, pois fla)>f(0).
Entdo, o teorema de Bolzano-Cauchy permite
concluir que 3c€]-a,0[: g(c)=0 e, assim, a
equacdo f(x)=flx+a) tem pelo menos uma
solugio no intervalo ]-a, 0[.

56.

Dado que a fungdo f é continua em [a, b]
eque 0e€[-1, 3], o teorema de Bolzano-Cau-
chy permite concluir que 3c € Ja, b[ : fic)=0.
Entdo, ¢c€ D, .

Fotocopiavel © Texto | MVT 12
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57.

Temos de provar que:
Ixe(1,5]: fix)=x2

Seja g a funcio definida por g(x)=flx)-x2;
g écontinuaem [1,5],
gll)=fl1)-1"=2-1=1e
2(5)=f(5)-5"=4-25=-21.
Portanto, 3x € |1, 5[ : g(x)=0, ou seja,
Ixe]l, 5[ : fix)=x2.

58.

E, necessariamente, uma fung¢io nio con-
tinua como, por exemplo, a fungio que repre-
sentamos graficamente.

59.
Nio; por exemplo, a fun¢io definida por:

_1 _
L s xe[-2,0[

1
55 ¢ X€ 12, 4]

é continua e nio tem MAXimo nem tem minimo
absolutos.

Y b

22 0O
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2. Derivadas de fungoes reais de variavel real e aplicagoes

Pag. 31

60.a) A, B e C sdo trés pontos do grafico de f tais que a abcissa de A é menor do que a abcissa de
. . . 5-3 7-5
B e esta é menor do que a abcissa de C e tais que myg = P 2 e mge = e 1; portanto, como

myp > mpc , 0 grafico de f ndo pode ter a concavidade voltada para cima.

b) Ndo. Para tal é necessario garantir que myp < mpg. , para qualquer ponto C do graficode f cuja
abcissa seja maior do que a abcissa de A e menor do que a abcissade B .

Pag. 32

1

V2—; 1 1
61.a)m=l_é=—1; y—\/f=—1(x—5)<=>y=—x+\/§+z

2

b)

Dado que o grafico de [ tem a concavidade
voltada para cima no intervalo %,\/5} ,0
grafico fica abaixo da reta que passa nos
pontos do grifico de abcissa é e V2.
A proposicao é falsa porque a ordenada do
ponto da reta de abcissa 1 é -1 +\/§+%

que é um numero menor do que 1.

62. a) Representa a derivada da fungdo f no ponto 2.
b) Representa a derivada da fungdo f no ponto —1.

Pag. 33

63. a) _
ﬂhzhm(1+bf—m1+m+1—ka}=

b—0 h

= lim hz;‘zb:lim (h-2)=-2

h—0 h—0
b) f(1)=12—4+41=-2;y—(-2)=—2(x—-1) @ y=—2x+2—-2&y=—2x

Pag. 36

64.0 f'(x) = (x*—3x3+ 1) = 4x3 — 9x?
f"(x) = (4x3 —9x?)" = 12x% — 18x
(1) =12—18 = —6
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eg (x)=[Q2x—-1)3]"=302x—-1)?2x—-1) =312x—1)?2x 2 =6(2x — 1)?
g'x)=[62x—1)?"=6x22x—-1)Q2x—1) =6Xx2(2x —1) X 2 = 48x — 24
g"'(1) =48—-24 =124

, _(2x) _ @0)'(x+D-2x(x+1) _ 2(x+D)-2x _ 2
°h (x) - (x+1) - (x+1)2 T x+D2Z T (x+1)2
wen (2 N\, 2a+)?=2[x+1)?] | —22(e+D(x+1)'] | —a(x+1) | -4
h (x) - ((x+1)2) - (x+1)4 - (x+1)* - (x+1)* - (x+1)3
)= —2_ - _2__1
h"(1) = a+13 -~ 8 2
Pag. 37

65. f'(x) = (6x —x3 + 1) = 6 — 3x? ; portanto, f’(\/f) =6—-3%x2=0
f"(x) = (6 —3x?%)" = —6x ; portanto, f"(\/f) =—-6vV2<0
Entdo, como f’(\/?) =0e f”(\/i) <0, f atinge um maximo em V2.

66.Para a=0:

Tem-se g(x) = x? + 2, caso em que a fungdo g n3o atinge um minimo no ponto —% (o graficode g
€ uma parabola de eixo vertical e concavidade voltada para cima e cujo vértice é o ponto de
coordenadas (0, 2)).

Para a #0:

g'(x) = (ax3® + x? + 2)" = 3ax? + 2x
g’(x)=O<=>3ax2+2x=0(=)x(3ax+2)=0(=)x=OVx=—:—a
Portanto, a fungdo g atinge um extremo relativo no ponto —g seesésea=1.

Vejamos, nesse caso, se 0 extremo é um maximo ou um minimo.

Para a =1, tem-se g'(x) = 3x2 + 2x .

Entdo, g"'(x) = (3x% + 2x)' = 6x + 2, peloque g"” (—g) =6X (—%) +2=—-4+2=-2<0.
Portanto, para a = 1, afungdo g atinge um mdaximo relativo no ponto —%.

Portanto, ndo existe qualquer valor real de a para o qual a fungdo g atinja um minimo relativo no

2
ponto —=.

Pag. 38

Sera que...? Concavidade do grafico da fungdo e monotonia da derivada

1. Sejam m,, mg e m, os declives das retas tangentes, respetivamente, nos pontos A, B e C.
Graficol — fungdo g
Grafico Il — fungdo j
Grafico lll — fungdo f
Gréfico IV — funcdo h

Justificagado:

Grafico I: tem-se 0 < my < mp < m, condigdo que soé é verificada pela fungdo g .
Grafico Il: tem-se my > mp > m¢ > 0, condigdo que s6 é verificada pela fungdo j .
Grafico lll: tem-se 0 > my > mg > m , condigdo que so é verificada pela fungdo f .
Grafico IV: tem-se my < myp < m¢ < 0, condi¢do que sé é verificada pela fungdo h .
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2. a) (...) cima (...) crescentes/decrescentes

Sim, as conjeturas sao compativeis com o teorema.

b) (...) Il e lll (...) ereseentes/decrescentes

Pag. 39

67. Para que a fungdo derivada seja decrescente basta garantir que a segunda derivada seja negativa, ou
seja, que o grafico tenha a concavidade voltada para baixo. Por exemplo:

S

y

-

c X

v

0]
Pag. 40
4 3 !
0.1/ = (5242 1) = et 3+ 20 a2 42
fr@) = (3% =322 4 2x) =x*—3x+2

f'fx)=0=x2-3x+2=0x=1vx=2
Tem-se o seguinte quadro de sinais de f':

| Sinal e zeros de f"

+

— 0 [+

Portanto, o gréfico de f tem a a concavidade voltada para cimaem | —o0,1] eem [2,+oo].

Pag. 41

69. Tem de se ter g"’ G) =0.

2 !
g' )= (kx5 —xz+ 1) = Skx* —%x
1

g"(x) = (Skx4 —%x), = 20kx® — 2

R R [

Pag. 42

Sera que...? Uma viagem de automével

O Tiago esta a pedir ao pai para aumentar a velocidade do automovel.
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70.v(0) = 0km/h =0m/s

v(2,46) = 100 km/h = 100 000 m/h = m/s = 27,77 m/s

~ ;- 27,77 m/s—0m/s 27,77
Aceleragdo média em [0;2,46] = 2:65 /s T m/s? ~ 11,3 m/s?

100 000

v(0,01)-v(0) _ 3 v(0,01)—1000
0,01-0 0,01

71. =3 & v(0,01) — 1000 = 0,03 < v(0,01) = 1000,03 m/s

72.Tem-se s'(t) = (2+3t+5t2) =3+ 10t e s"(t) = (3+ 10t)' =10.
Portanto, como s’ (t) = 10, a aceleragdo é constante, pelo que o movimento se diz «uniformemente
variado».
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Sera que...? Nem tudo o que parece é!

Relativamente a funcdo definida por a(x) = xx—_zl :

e 0 dominio ndo é R, mas, sim, R\{1}.

® a fungdo ndo é impar; basta notarque —1 € D,, mas 1 € D, .

e a funcdo nao é crescente; basta notar de que a reta de equacdo x = 1 é assintota vertical ao grafico

de a e quesetem lim,_,;-a(x) = —o0.

Relativamente a fungdo definida por b,(x) = sen(—40x):
® 0 grafico de b, pode ser obtido a partir do grafico de b; por meio de uma reflexdo de eixo Oy

~ . . 1 , .
composta com uma contragao horizontal de coeficiente e pelo que o periodo de b, éa

quadragésima parte do periodo de b;.

Relativamente a fungdo definida por c(x) = x — 40:
® 0 grafico de ¢ é areta cuja equacgdo reduzida é y = x — 40, que ndo é uma reta paralela ao eixo Ox
e, portanto, a fungdo ¢ ndo é uma fung¢do constante.

Relativamente a funcdo definida por d(x) = x> + 10x? :
e a fungdo d ndo é uma fungdo quadratica, pelo que o seu grafico ndo é uma parabola. A funcdo d

ndo é par porque n3o se tem, por exemplo, d(—1) = d(1).

N3o; como se viu, nenhuma das conclusdes sugeridas é correta.
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73. E provével que se esteja a utilizar um referencial ndo monométrico como, por exemplo:

y
94

8+

74.
(A) [-100, 100] x [~ 100, 100]
(€) [-0,5; 0,5] x [ 100, 100]
(0) [-1, 1] x[-3,1; 3,1]

Pag. 48

75. @ Dominio
Tem-se D; =R, pois Vx ER, x> +1#0
® Pontos de intersec¢do do grafico com os eixos coordenados

f(@0) = 2 =0 , pelo que o gréfico interseta ambos os eixos no ponto de coordenadas (0,0) .

0+1
® Intervalos de monotonia e extremos relativos

f’(x) _ ( x )' _ x’(x2+1)—x(x2+1)’ _ x%+1-2x2  —x%41
T \x241) T (x2+1)2 T2+ 1)2 T (x2+1)2
2
f’(x)=0<=)(xf+;1z=0<=)—x2+1=0/\x2+1¢0<=>x=—1Vx=1
X —o0 —1 1 +o0
—x*+1 - 0 + 0 -
(x? + 1)? + + + + +
Sinal e zeros de — 0 + 0 —
fl
Variag¢3o e N Min. 7 Max.. N
extremos de f relativo relativo
. 1 . 1
f(—ll——g f(.l)—a

f édecrescenteem | —oo,—1] eem [1,+[ e é crescente em [—1,1].

. . L 1 . (- L 1
f atinge um minimo relativo igual a —5 em —1 e atinge um maximo relativo igual a S em 1.
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® Pontos de inflexdo e sentido das concavidades do grafico

fll(x) — ( 1—x2 )’ _ (1—x2)’(x2+1)2_(1—x2)[(x2+1)2]’ _ —ox (x2+1)2—(1—x2)[2(x2+1)ZX] _

(x2+1)? (x2+41)4 (x2+1)*
_-2x (x2+1)2—(1—x2)4x(x2+1) _ —2x (x%41)—(1-x%)4x _ —2x3-2x —4x+4x3 _ 2x3-6x
- (x2+1)* - (x2+1)3 - (x2+1)3 T (x24+1)3
" 2x3-6x 3 2 2
f(x)=0<=>(x2+1)3=0<=>2x —6x=0Ax*+1#0=2x(x*-3)=0<
&x=0Vx=-/3vx=+3
x — 3 3 +o
2x - - 0 + + |+
x2 -3 + 0 - - — 0 +
(x*+1)3 + + + + + + +
Sinal e zeros 0 + 0 — 0 +
de f!l
Sentido da P. 1. P. 1. P. 1
concavidade N S a A
de f
F(—3) = foy=o0 f(\’@ =
_ \»3 _ \.’;3
R e

O gréafico de f tem a concavidade voltada para baixo em ] — o, —/3] e em [0, \/§] etema
concavidade voltada para cima em [—+/3,0] eem [V3,+oo][.

Os pontos de inflexdo do grafico sdo os pontos de coordenadas (—\/g, —\Q—g) , (0,0) e (\/§, \i—g) .
® Assintotas ao gréfico

Assintotas verticais: a fungdo tem dominio R e é continua, pelo que ndo existem assintotas verticais
Assintotas ndo verticais:

. . x . x . 1

limy 40 f(x) = limy 40 g My e = limy 40— =0

Portanto, a reta de equagdo y = 0 é assintota horizontal ao gréficode f em —co eem +oo

® Esboco do grafico

y
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76. @ Dominio

Tem-se D = {x ER: 2 —x # 0} = R\{2}

® Pontos de intersec¢do do grafico com os eixos coordenados
f(0) = % = 0, pelo que o grafico interseta ambos os eixos no ponto de coordenadas (0,0) .
fx)=0& xzz__xx =0=x>—x=0Ax#2e x=0Vx =1, pelo que o grafico também interseta
o eixo das abcissas no ponto de coordenadas (1,0) .

@ Intervalos de monotonia e extremos relativos

, _ (x%—x ! _ (xz—x)’(z—x)—(xz—x)(z—x)’ _ @x-1D)-0)-(x2-x)(-1) _ —x%+4x-2
fre) = (z—x) - (2-x)2 - (2-x)2 T (2-x)2

—x244x—
f’(x)=0<=>%:;‘22=0=)—x2+4x—2=0/\2—x¢0<=)x=2—\/§Vx=2+\/7
x — 2—42 2 2+42 +oo
—x?+4x -2 - 0 + + T 0 _
(2 —x)? + + + 0 + + +
Sinal e zeros — 0 + n.d. + 0 _
de f'
Variagdo e N Min. A n.d. 2 Max.. N
extremos de f relativo relativo
f2-v2) = f2+42) =
=2y2-3 =-242-3

f édecrescenteem | — 00,2 — V2] eem [2 + V2, +0o[ e é crescente em [2 —V2,2[ eem
12,2 ++2].

f atinge um minimo relativo igual a 2v/2 — 3 em 2 —+/2 e atinge um méximo relativo igual a
—2vV2 -3 em 2++2.

® Pontos de inflexdo e sentido das concavidades do grafico

F(x) = (—x2+4x—2)' _ (—xz+4x—2)’(2—x)2—(—x2+4x—2)[(2—x)2]’ _

(2-x)? (2-x)*
_ (m2x+4)(2-x)% - (—x%+4x-2)[-2(2-x)] _ (—2x+4)(2-x)2+2(-x%+4x-2)(2—x) _
B (2-x)* B (2-x)* B
_ (—2x+4)(2-x0)+2(-x2+4x-2)  —4x+2x%+8-4x—2x2+8x—4 _ 4
- (2-x)3 - (2-x)3 T (2-x)3
f”(x)=0<=>(2_4x)3=0<=>4=0/\2—x¢0<=>x€®

fl)<0eR-x3P<0e2—-x<0eox>2
") >0 R—x)3>092-x>0x<2
O graficode f tem a concavidade voltada para baixo em ]2,+o0o[ e tem a concavidade voltada para
cimaem ]| —oo,2[.
O grafico ndo tem pontos de inflexdo.
® Assintotas ao grafico
Assintotas verticais: a fungdo é continua, pelo que sé a reta de equacdo x = 2 podera ser assintota
vertical ao seu grafico.
. . x%-x 2 . . x%-x 2
lim,_,,- f(x) =lim,_,,- S T or = T e limy ;¢ f(x) =lim,_,,+ T T @
Areta de equagdo x = 2 é assintota vertical.
Assintotas ndo verticais:
xz—x
2—x

13818

iz_l

—x2

x%—x

= llmx_)+oo m = llmx_)+oo

f&x)

lim,_,, o . =lim, ;e
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. . x2—x . x?—x+2x-x2
lim, o[ f(x) — (—1) X x] = limy,_, ;o [E + x] =limy_, ——=

2—x
5]
X E
lim, 00— Py llmx_)Jroo =-1
Portanto, a reta de equagao y = —x — 1 é assintota ao graficode f em +4oo.
De modo analogo se prova que a reta de equagdo y = —x — 1 é assintota ao graficode f em —oo.

® Esboco do grafico

Pg. 53

77. @ Dominio

Tem-se Dy = R, pois VX ER, x> +4>0.

® Pontos de intersecdo do grafico com os eixos coordenados

f(0)=3—-+v02+4=3—-2=1, pelo que o gréfico interseta o eixo das ordenadas no ponto de
coordenadas (0,1).

f)=0=23-Vx2+4=0=2Vx2+4=3=x*+4=9= x=—/5Vx =—/5,peloqueo
grafico interseta o eixo das abcissas nos pontos de coordenadas (—\/_, 0) e (\/_, O) .

® Intervalos de monotonia e extremos relativos

, _ _ 5 N o ’__(x2+4)’__ 2x _ —x
fre=0B-Vx2+4) =(Val+4) =~ o= =~ om = oy

f(x)—0<=)\/_—0<=> —x=0AVx?+4#0=x=0
f(x)<0(=)\/_<0<=> —-x<0s x>0 |Tem-se: Vx2 + 4 > 0,Vx € Dy
f(x)>0<=)\/_>0<=> —x>0=x<0

f é decrescente em [0, +oo[ , é crescente em | — o0, 0], atinge um maximo absoluto iguala 1 em 0
e ndo tem minimos relativos.
® Pontos de inflexdo e sentido das concavidades do grafico

£ _( x ) (=)' Vx2+4-(- x)(\/x2+4) —Vxitdtx /;M _ -4
T \Vx?+2 (VxZ+4)’ x2+4 T (x2+4)VxZ+4

Portanto, como se tem f"'(x) < 0,Vx € Dy, pode concluir-se que o gréfico de f tem a concavidade
voltada para baixo e ndo existem pontos de inflexao

® Assintotas ao gréfico

Assintotas verticais: a fungdo tem dominio R e é continua, pelo que ndo existem assintotas verticais
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Assintotas ndo verticais:

o f o 3—VxZ+4e  3—-Vx2+4 3 VxZ+4
lim —= lim ———= lim ———— lim —_—— | =
x—+oo X X—+00 X X—+00 1/:)CZ X—+00 ,/xz ,/xz

= limy_ 00 <\/%— 1 +%> =0-vit0=-1
—00+00

limy 4 o[f(X) — (1) X x] =limy_ 43— VX2 +4+x] = limy_,o[3+x—Vx2+4]=

= lim,_, o (3+x—VxZ+4)(3+x+Vx2+4) = lim,_, o (3+x)2—(\/m)2 — limy_, o 9+6x+x2-x2—4
3+x+°3/m 3+x+VxZ+4 x 3+x+Vx2+4
) 5
=lim,_, ot = 1imx_>+oo6x—+5 =lim,_, O &0 _
3+x+Vx2+4 3+x+x\/:%2 %+1+\/E 0+1+V1+0
Portanto, a reta de equagdo y = —x + 3 é assintota ao graficode f em +oo.

De modo analogo se prova que a reta de equagdo y = x + 1 é assintota ao graficode f em —oo.
® Esboco do grafico

Pag. 55

2] _JZHZ se x<2Ax#0
78. Tem-se: f) === ",

2x o sex=2
® Dominio

Tem-se Dr = {x € R: 2x # 0} = R\{0}.
® Pontos de intersecdo do grafico com os eixos coordenados
Dado que Dy = R\{0}, o grafico de f ndo interseta o eixo das ordenadas.

-2
f0) =022
no ponto de coordenadas (2,0).

e Intervalos de monotonia e extremos relativos

Para x <2Ax #0:

P = (22 = (242 = () =2

=0 |x—2|=0Ax# 0 x =2, pelo que o grafico interseta o eixo das abcissas

Para x > 2:
ey = (222 = (L) () =L
f(x)_(Zx)_(Z x)_( x)_x2
Para x = 2:
F-f(2) —=2-0 —(x-2) 11
. fQO-f@ _ . T Y B Y -1 1
lim,,_,,- o lim,_,, o lim,_,, P —2) lim,_,, ~ "
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xX=2

. fO-f@ _ . 2 0 X=2 1.1
lim,_,,+ = lim,_,,+ = lim,_,, D) lim,_,, v
Portanto a fun¢do ndo é diferenciavel no ponto 2.
Concluindo:
1

—= se x<2Ax#0
frfee)=4."

= sex> 2

Como, Vx €] — 0, 2[\{0},f'(x) <0 e Vx €]2,+oo[, f'(x) > 0, pode concluir-se que a fungdo é
decrescente em | —00,0[ eem ]0,2[ e que é crescente em ]2, +oo].

f atinge um maximo absoluto iguala 0 em 2.

@ Pontos de inflexdo e sentido das concavidades do grafico

Para x <2Ax#0:

fre=(-2) = -l oz

x* x* x3
Para x > 2:
1\ -(x?) 2x 2
rrw=(z) ===-%=-%
Concluindo:
, o osex <2Ax*+0
f (x) = 2
—= se x>2
X
x —o0 0 2 +co
33 — n.d. +
X
2 _
X3
Sinal e zeros de f" n.d. + n.d.
Concavidade e n.d. P.l.
pontos de inflexdo /—\L '\\_/f' "/—\.

O grafico da fungdo tem a concavidade voltada para baixo em | —0,0[ eem ]2,+oo[ etema
concavidade voltada para cimaem ]0, 2.

O ponto de coordenadas (2,0) é ponto de inflexdo do grafico.

® Assintotas ao gréfico

Assintotas verticais: a fungdo é continua, pelo que sé a reta de equagdo x = 0 podera ser assintota

vertical ao seu grafico.

[x=2] 2 [x=2] 2

limx_,o— f(X) = limx_)o— % o= = —0 e limx_)0+ f(X) = limx_>0+ ox ot = 400
Areta de equacdo x = 0 é assintota vertical.
Assintotas ndo verticais:
*

|x—2] x=2 o x 1
. _ . - _ . - m . _
limy 0 f(x) =limy_ ;0 > : lim, 400 el lim,_, 100 =3
Portanto, a reta de equagdo y = 3 é assintota horizontal ao graficode f em +oo.

*

x—2 X+2 x 1
. . - . - IR -
limy,_,_o f(x) =limy,_,_o =lim, ,_o——=lim,_,_o—=—=

) 2x 2x 2

Portanto, a reta de equagdo y = —3 é assintota horizontal ao gréfico de f em —oo.
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® Esboco do grafico

44

Pag. 56

79.
A funcio f' ¢ continua em [1, 3] porque
¢ diferenciavel (pois [ € duas vezes diferenciavel).

Entao, dado que f'(1)xf'(3) <0, o teorema de
Bolzano-Cauchy permite afirmar que:

dce ]1, 3[ : f(e)=0
Portanto, visto que f"(c) <0, conclui-se que a
fung¢io f atinge um mdximo em c .

Pag. 57

80.
Seja b a fungio definida por

hix)=flx) - glx)=x3+2x2-1.

A fungio b é continua em I—Z, —é] \

h(-2)=—1 ch(—%)z%.

O teorema de Bolzano-Cauchy permite, por-
tanto, concluir que

HCE]—Z,—%I : ble)=0 e
h(c) =0 fle)=gle) .

Entao, os graficos de f e g intersetam-se num

3

ponto de abcissa entre —2 e E

Fotocopiavel © Texto | MVT 12
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Esse ponto € Unico, pois h' ¢é positiva em

—2,-3| e portanto, a fungio b é crescente
] 2 3 3

nesse intervalo,

A abcissa do ponto, arredondada is décimas,

é—1,6.

b
Vi=x"[3) 427 —— ‘

¥2=1-x2 :

f INTSECT]
K=-1.8180339 T=-1.5618033988

Pag. 58

81.Seja x = AC ,para x > 2.
Desighemos por P o ponto médio de [AC] .

~ —-— X — AC-DG x-2
Entdo: AP == e AD =—"—-="=
2 2 2
AP BP
Tem-se — = —.
AD ED .
AP BP 5 BP x BP == 2x
Ora,:=:(:)%=—(:)—=—(:) P =——
AD ED =5 2 x—2 2 x-=2
ACXBP _ XX 2
. .n Y—2 X
Portanto, drea do triangulo = = ; 2= por
(xz )’ _ 2x(x-2)—x% _ x?-4x
x=2) T (x=2)2 T (x-2)2
X 2 4 4w
)(.2 _4‘3[ _ 0 +
(x—2)° + + |+
xidx n.d. — nd. |+
(x—2)*
Variagdo e n.d. N Min 2
extremos da drea

A 4rea do triangulo é a menor possivel quando AC = 4.

82.

Suponhamos que a fungio tinha dois ze-
ros. Entdo, pelo teorema de Lagrange, podia
concluir-se que a derivada tinha, pelo menos,
um zero entre os dois zeros da funcio.
Ora, isso € absurdo, pois a derivada da funcio
ndo tem zeros. Portanto, a fungio nio pode ter
dois zeros, ou seja, tem, no Maximo, um zero.

P4g. 64

6—2
83. Tem-se myp = P 1 emg:=

&
[}

[

[
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1) = 1 FO-FCD _ - ((3T2-1)(VFZ+1) _
84.f'(—1) =lim,_,_4 D = limy_,_———=1lim,_, 4 D)
x+1 . 1 1
=l )~ M1 5 ~ 2
2 2 2 2+h-2
(L+h)— CTehD3 g k=2 i h
g'()= 11111 =lim 2 —= = lim lim =lim =
h—0 h h—0 h h—=0 h h—=0 h h—=0 h(h —
IR S
=lim =—=
h=0 fj —2 2

f(2+0)-f(=2) _ 1

. f(=2+0)—-f(-2) _ 1 ' 3
85. lim,_,, o sXlimp_y=————=:-Xf (-2) = <
g+1 _ .. g)-(-1) _ g)-g1) _ gx)-g1) 1] _
86.2) limy 1 =7 = hmx—ﬂm =l Mt G lim,—y [ x ] =
= lim,_,, 90-6@) limy ,; —=g "(1) >< -

x-1 2

b) Tem-se que o declive da reta é iguala g'(1) e que a reta passa no ponto de coordenadas (1,—

pelo que a reta é definidapor y — (—1) = g'(D(x —-1).
y—-(D=g9g'DNDx-1)e=ey+1=-3x-1)=y=-3x+2
A equagdoreduzidadaretaé y=—-3x+2.

87.

fl1+h)—f(1) _
im —————=3&f'(1)=3
h—10) h
dado que a fungio f € par, a funcio f' € im-
par e, portanto, f'(-1)=-3.

De outro modo:

- — f(—1) (épan —h) — (k=—h) -
F1(=1) = mﬂ 1+h;)1 fEDYTEW AP —fOYIY A+ - f)

C = F(D) h—0 h k—0 —k
1+k)-f(1 ,
% =-f )=~

= — limk_)o

88.a) f'(x) = (1 —3x)' = —

b) f'(x) = 3x? —x3+n*) = 6x — 3x2

o) f'(x) = (x4—25x+\/f) (et —2;{+\/—) 4x5—2

d) £ (z) = (V2 +¥/3z +V4z) = (V22) + (/3z) + (Vdz) = \/7 3\/%_,_@

e) f'(x) = (x2+1)’ _ (x2+1)’(5x—3)—(5x—3)’(x2+1) _ 2x(5x-3)—-5(x%+1) _ 10x2—6x—-5x2—5 _ 5x2—6x—5

5x—3 (5x—3)2 (5x—3)2 - (5x—3)2 T (5x-3)2

f) £ (x) = [2x + 1D = 4(2x + 1D3(2x + 1)’ = 8(2x + 1)3

D,
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07 =[] 5@ () -3 (23 @) ()=

b fi) = (Ve FT) =G o2 x

2VxZ+1  2VxZ+1 VxZ+l

i)f'(x) =[x+ 1DGBx+1D*) =2x+1)'Gx+ D*+ 2x + D[Bx + 1*] =
=2C@x+D*+Q2x+ 1) x4Bx+1)3Bx+1) =2C@x+D*+ 2x+1) x12(Bx + 1) =
=2C@x+1)3[Bx+1)+6(2x+ 1] =2Bx+ 1)3(15x + 7)

o) =[P+ 1)) = () (2 + 1)° + 22 [(x* + 1)) =
=2x(x?+1)3 +x2x3(x2 + 1D)2(x?2+ 1) = 2x(x? + 1)3 + 3x2(x? + 1)2(2x) =
=2x(x? + 1D?[(x? + 1) + 3x?] = 2x(x®> + 1)?(4x%2 + 1)

2x—1)' _ (2x-1)'(3-x)-(3-x)' (2x-1) _ 23-x0)-(-1)(@2x-1) _ 5

3—x G-x)? G-2)? T G2’

89.a) f'(x) = (
1

portanto f'(—2) = % =<

g'(—2) = m, ; como areta r passa nos pontos de coordenadas (—2,2) e (0,5), tem-se

' _ 5-2 3
g (_2) - 0_(_2) - 2"
b) (f xg)'(=2) = f'(=2) xg(=2) + f(=2) x g'(=2) = | f)=-2=-1 ¢ g(-2)=2
_1 xi=_1
=sX2+ (=D x5 =-1 1 o
(5)’ (=2) = LEDX9ED-TCDx0'CD) _ SV st _ 19
g B lg(-2)12 T 22 T 4w
o) (=2 =g'(-2)xf'[g(-2)] = % X f'(2) = 175 If'@=5=5
Pag. 65

90.a) f'(x) = (x? —x3 + 1) = 2x — 3x?
f’(x)=0(=)2x—3x2=0<=>x(2—3x)=0(=)x=OVx=§

x —o0 0 2/3 4o
Sinal e zeros de — 0 + 0 _
f]'
Variagdo e Ny Min. Vi Max.. N
extremos de f relativo relativo
floy=1 f(z2/3) =
=31/27

. 2 ) 2
f édecrescente em | —0,0] eem [E’ +00[ e é crescente em [O’E] .

2

. . L . s L 31
f atinge um minimo relativo iguala 1 em 0 e atinge um maximo relativo igual a >, em <.

, C(a243\ | (x243) (e42)—(x243)(x42)  2x(x+2)—(x2+3) _ 2x%+4x—x2—3 _ xP+4x—3
b) f'(x) = (x+2) - (x+2)2 - (x+2)2 T (x+2)2 T (x+2)?
2 -
f'(x)=o<=>"(;f;‘)23=0<=>x2+4x—3=0/\x¢—2<=>x=—2—\/7Vx=—2+\/7
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X —C0 -2 —\j‘? -2 —_7 _‘_.\.’?1 +o0
x244x -3 1 0 _ _ _ 0 +
(x+2)? + + + 0 + + +
Sinal e zeros de + 0 _ n.d. _ 0 +
7
Variagédo e A Max. N n.d. N Min. 2
extremos de f relativo relativo

f édecrescenteem | —2—+/7,—2[ eem | —2,—-2 ++/7][.
f écrescenteem | —o0,—2 —\7[ eem | —2 ++/7,+00][.
f atinge um maximo em —2 — V7 e atinge um relativo minimo relativoem —2 ++/7..

' o ox ) 0 (x2-9)-x(x?-9) _ x%-9-—xx2x _ —x?-9
91. Tem-se f (X) - (x2—9) - (x2-9)2 - (x2-9)2 - (x2-9)2

Entdo, dado que
Vxe D,—x2—9<0A(x2=9)*>0,
tem-se Vx & Dy, f'(x) <0.

A funcio f é decrescente em ]-oo0,—3[, em
|-3,3] eem ]3,+00[ , mas nio é decrescente
no dominio. Repara que, se [ fosse decrescente
no dominio, ter-se-ia:

Va,be Dy, a<b = fla) >f(b)

No entanto, por exemplo, —4 ¢ menor do que 4
e f(—4) também é menor do que f(4) .

92. Partindo do quadro apresentado no enunciado, podemos acrescentar-lhe uma linha referente a
variagdo e extremos de f .

X — o 1 2 3 + oo
f - o + 0 - lo]-
Variacdo e N Min. Va Max. N N
extremos de f relativo relativo

f é decrescenteem | —o0,1] eem [2,+o0[ e é crescente em [1,2]
f atinge um minimo relativo em 1 e atinge um maximo relativoem 2.

/ _ 3x2+x4—6x)' _ (3x%+x*-6x) _ 6x+4x3—6
93.a)f(x)_( : == e
6x+4x3-6\ _ (6x+4x3-6) _ 6+12x2
£ (%) =( ) = =

_ 2
5 5 > =3+ 6x

b) f'(x) =[(2x + 1)3]) =3(2x + 1)?(2x + 1)’ = 6(2x + 1)?
f'(x)=[62x + 1)?] =122x + 1)(2x + 1) = 24(2x + 1) = 48x + 24

o) f'(x) = (L), — —2(x-1)' -2

x—1 (x-12 ~ (x-1)2
I (=2 —[x-1?] | 2x2(x-D(x-1) _ 4(x-1) 4
f (x) - ((x—l)z) - (x—1)* - (x—1)* T (x-1* T (x-1)3
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ren _ f x \ _ x'(2x-3)-x(2x-3)' _ 2x-3-2x _ -3
d) f'(x) = (2x—3) - (2x—3)2 T (2x-3)2 ~ (2x-3)2
" _ -3\ _ —(—3)[(2x—3)2]' _ 3x2(2x-3)(2x-3)" _ 12(2x-3) _ 12
freo = ((2x—3)2) - (2x-3)% - (2x-3)% T (2x-3)* ~ (2x-3)3
, _(3x) _ G)'(x+1)-3x(x+1)" _ 3(x+1)-3x _ 3
94'f (x) - (x+1) - (x+1)2 T (e+1)?2 T (x+1)2
p _ 3\ -3[a+?] | —3x2(e+D(e+1) | —6(x+1) _ —6
freo = ((x+1)2) T Tt et Dt ()3

A reta passa no ponto de coordenadas (1,f’(1)) , ou seja, no ponto de coordenadas (1,%) e tem

decliveiguala f"(1) = —g = —%, pelo que é definida por y — % = —%(x -1).
3 3 3 3 3 3 3

y—Z=—Z(x—1)@y—Z=—ZX+Z@y=—ZX+E

A equacdo reduzidadaretaé y = —%x + %

95. Tem-se f'(x) = (ax3 + bx? —3)' = 3ax? + 2bx e f"(x) = (3ax? + 2bx)’ = 6ax + 2b

3
{f’(—1)=0 (Ba-2b=0 b=z @{b%a o
f'-1)<o0 —6a+2b<0 —6a+2x§a£0 —6a+3a<0
_3 _3
(:){b Sa (:){b—za
—3a<0 a=0

96.a) f""(c) <0

b) f(c) é minimo relativo da fungdo.

97. Para que a fungdo derivada seja crescente basta garantir que a segunda derivada seja positiva, ou
seja, que o grafico tenha a concavidade voltada para cima. Por exemplo:

98.a) Dy =R

'(x) = (x2+3)' _(x243) (x241)—(x2+3)(x2+1) _ 2x(x2+1)—(x2+3)2x _ 2x3+2x—2x3—6x _
frx) = x2+1) (x2+1)? - (x2+1)? - (x2+1)? -

—4x

T (x2+1)2

"(x) = ( —4x )’ _ (—4x)'(x2+1)2—(—4x)[(x2+1)2] _ —a(x®+1) +ax[2(x?+1)x2x] _
f " 2_ (zxz+1)z 2_ 2 (x2+12)4 2 j 2 (xz+1)24 B
_ 4P H) +16x?(x?41) _ —4(x?+1)[(x?+1)—4x?] _ —4(=3x2+1) _ 4(3x%-1)

(x2+41)* (x2+1)* (x2+1)3 (x2+1)3

" _ 4(3x2_1) _ 2 _ 1 — 2 — _\/_E = \/_E

f(x)—0<=>(x2+1)3—0<=)3x 1=0Ax"+1# 0= x=-—-Vx ==

112



x —oo 3 7 oo
3 3
3x2 -1 + 0 — 0 +
(x* 4+ 1)° + + + + +
Sinal e zeros + 0 — 0 +
de f"
Sentido da P. 1. P. 1.
concavidade '\_/"' fﬂ\ '\_/"'
de f
O grafico de f tem aconcavidade voltada para cima em ]—00, —g eem [\g_g’ +00[ etema
concavidade voltada para baixo em [—\/3—5,\/3—5] .
b) Dy = R\{-Vv2,v2}
' e (xz)’(xz—z)—xz(xz—z)’ _2x(x?-2)-x%x2x _ 2xB—4x—2x% _  —ax
f1ea) = (x2—2) - (x2-2)2 - (x2-2)2 T (k222 (x2-2)?
"(x) = ( —4x )’ _ (—4x)'(x2—2)2—(—4x)[(x2—2)2] -4 (x2—2)2+4x[2(x2—2)><2x] 3
f xX)= (x2-2)2) — (x2-2)4 - (x2-2)* -
a4 (x2-2)’+16x2(x2-2) _ —4(x2-2)[(x2-2)-4x?] _ -4(-3x2-2) _ 4(3x%+2)
B (x2-2)* B (x2-2)* S @23 (22
2
f"(x)=0<=>4(S‘2"_2+)23)=0<=>3x2+2=0/\x2—2¢0<=>xeq)
x —o0 -2 V2 +co
3x% +2 + | + + + |+
(x2 —2)8 + 0 — 0o |+ |0 sinal de (x? — 2)® é igual ao sinal
de x%2 -2
Sinal e zeros + | n.d. — nd. | +
de fH
Sentido da n.d. n.d.
concavidade '\_/ ‘/_\"- ‘\_/"
de f

O grafico de f tem a concavidade voltada para cimaem | — o0, —V2[ e em V2, +oo[ etema
concavidade voltada para baixo em | —+/2,v2].

Pag. 66

99. (C)

Se fosse h''(x) = (x — 1)? ou h"'(x) = (x + 1)?, ter-se-ia h"'(x) = 0,Vx € R, pelo que o gréfico da
funcdo h teria a concavidade voltada para cima em R ; isto exclui as opgoes (A) e (B).

Se fosse h'”(x) =1 —x?, h" teria dois zeros, —1 e 1, e seria positiva no intervalo ] —1,1[, pelo que
h teria a concavidade voltada para cima no intervalo [—1, 1] ; isto exclui a opgdo (D).

O estudo do sinal da funcdo definida por x? — 1 permite confirmar que se pode ter
h'(x) =x*-1.

100.
Tem-se flx) =ax’+bx+c,sendo a, b
e ¢ numeros reais, com a0 .

Entio, f"(x)=2a e, portanto,
VxeR,f"(x) >0&a>0.
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101. a) Como o ponto de coordenadas (2, —3) pertence ao graficode f, tem-se f(2) = —3.
Como o gréficode f tem um ponto de inflexdo para x = 2, tem-se f"(2) =0.

Ora, f'(x) = 2x3+ax?+2b+1) =6x*+2ax e f"(x)=(6x?+2ax) =12x + 2a.
Portanto,

f(2)=-3 __(16+4a+2b+1=-3 __ (4a+2b=-20 _ (2b =28 b =14
{f”(2)=0 {24+2a=0 ‘:’{a=—12 ‘:’{a=—12‘:’{a=—12

b) Tem-se f"(x) = 12x — 24.

f'lx)=0=12x—-24=0=x=2

f'lx)<0e=12x-24< 0= x <2

f'lx)>0=12x—-24=0x>2

Portanto, o grafico de f tem a concavidade voltada para baixo em ] — o, 2] e tem a concavidade
voltada para cimaem [2,+4oo[.

102. (B)

Dado que a primeira deriva é positivaem R, afuncdo é crescente; dado que a segunda deriva é
negativaem R~ e é positivaem R, o gréfico da fungdo tem a concavidade voltada para baixo em R~
e tem a concavidade voltada para cima em R™. Somente o grafico da opcdo (B) estd nestas condicdes.

103. Para que a fungdo atinja um extremo em 1 iguala 6 temdeseter g(1) =6 e g'(1) =0.

Para que o grafico da fungdo tenha um ponto de inflexdo com abcissa igual a 3, tem de se ter

g'3)=0.

Ora, g'(x) = (x®*+ax?+bx+c) =3x*>+2ax+b e f"(x)=((Bx?>+2ax+b) =

= 6x + 2a

Portanto,
g(1) =6 1+a+b+c=6 (a+b+c=5 (-9+b+c=5 (c=-1
g(1)=0 &i3+2a+b=0 ®{2a+b=—3 @{b:ﬁ (:>{b=15
g'(3)=0 18 +2a=0 a=-9 a=-9 a=-9

104. (C)
O ponto A é um ponto de inflexdo do grafico de f, peloque f""(4) =0.

105. a)

A fung@o ¢ continua porque ¢ diferenciavel
e atinge dois extremos relativos porque a de-
rivada tem dois zeros onde muda de sinal.

b)

Existe ¢ € ]0, a[ tal que a fu¢dao derivada
¢ crescente em [0, ¢] e decrescente em
[c, a] ; portanto, o grafico de f tem um ponto
de inflex@o no ponto de abcissa c .
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106.

A funcio f atinge um minimoem x=-2,
pois f' anula em —2 e passa de negativa a po-
sitiva. O grafico de f tem dois pontos de infle-
xdo: um de abcissa —1 e outro de abcissa 1
pols, nestes pontos, f' atinge, respetivamente,
um maximo e um minimo relativos.

107. (C)

Tem-se g'(x) = 0,Vx € R, pelo que a fungdo g é crescente; isto exclui as opgdes (A) e (B).
Tem-se g"(x) =[(x +3)?]' =2(x+3)(x +3) =2(x +3).

g x)=0=2x+3)=0=x=-3

g’ X)<0=2c+3)<0e=x< -3

g x)>0=2(x+3)>0= x> -3

Portanto, o grafico de g tem a concavidade voltada para baixo em ] — oo, —3], tem a concavidade
voltada para cima em [—3,4+0oo[ e tem um ponto de inflexdo com abcissa iguala —3.

108. a) ® Dominio
Df={xE]R:2x+1¢0}=]R\{—%}
® Pontos de intersec¢do do grafico com os eixos

2
f@=0e I 2l oot 1=0Ac#—F o @t 1) =0Az#—gor=-1

O gréfico interseta o eixo Ox no ponto de coordenadas (-1, 0) .

_0%+0+1
f(O) = 2x0+1 1

O grafico interseta o eixo Oy no ponto de coordenadas (0,1) .
® Intervalos de monotonia e extremos relativos

,()_<f+2x+1)_(ﬁ+2x+1¥x@x+1}—@”+mﬂq)x@x+1y_
PO =\"e1 )= (2r+1) -
_ 2z+2)(22+1)—2(z*+22+1) _ A+ 6z +2— 22 — 4 —2 _ 2r* + 21
(2z+1)* (2z+1)* (2z+1)?
, _ 22+ 2 2 _ 1 _ 1 _ _
f (x)—0®7(2$+1)2 =0 2z +2:v—0/\x7é—2 @2x(x+1)—0/\w7é—2 Sr=0ver=-1
X | —o0 -1 —% 0 +00
2x*+ 2x + 0 - — - +
(2x + 1)? + + + 0 + + +
Sinal e zeros de f’ + 0 - n.d. - +
Variagdo e extremos de f /| Méx. rel. N n.d. N Min. rel. |/
f e crescenteem | — oo, — eem |0,+oo| eédecrescenteem |—1,—5| eem
1 é 1 1] eem [0, o[ eéd 1, -5

|-4.0].

£ atinge um maximo relativo em x=-1 e atinge um minimo relativoem x=0.

Fotocopiavel © Texto | MVT 12
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# Pontos de inflex3o e sentido das concavidades do grafico

" )_< 22’ + 2 )’_ (20" +22) x 2z +1)"— (22" +22) x[ (22 +1)*] _

PO =\Te+1)?) = 2+ 1) -

L Az +2)x (224+1)°— (22" +20) x[2(22+1) x 2] 2(22+1) x (20 +1)*— (22" + 2z) x [4(2z+1)]

N (2z+1)" B (2z+1)" N
Qe+ 1D)[2Qe+1)°—4(22°+20)] 2142’ +4x+1) 425" +20) 8P+ 8r+2-82 8 _ 2

B (22+1)" h (22 +1)° - (22+1)° (22 +1)°

f”(x)ZO@ﬁZO@xEQ

f”(x)<0<:>(23:+1)3<0(:>x<—%

F@)>0o (2x+1)3>0®x>—%
O gréfico de f tem a concavidade voltada para baixo em ] — oo, — %[ , tem a concavidade voltada para

. 1 ~ . ~
cimaem | — > +oo[ e ndo tem pontos de inflexdo.

® Assintotas ao gréfico
Assintotas verticais:

A funcdo é continua; portanto, sé a reta de equagdo x = —% podera ser assintota vertical ao seu
2 1
- . - . T +2x+1 4
grafico. Tem-se  lim,(-1j f(z) = lim,(-}] 5,57 = o= ™
Portanto, a reta de equagdo x = —% é assintota vertical ao grafico de f .
1
) L
. ; . L. T +2rx+1 4
Tem-se, ainda: lim, (-]’ f(z) = hm%(%)*W =0 = +oo
Assintotas ndo verticais:
' +2r+1 =
POPACO I V=25 O e L W= S A |
e I N e x 750 2x2 +z 7500 21'2 2
lim [F (&) — ma] = lim +2+1  x ~ lim ' +4r+2—22"—2
S PR WP I P TR
3z +2 2 3x _ 3

ey~ Moy =7y

De modo idéntico, se obtém lim,_, % = % e lim,_ o[f(x) —mx] = %.

~ 1 . , .
Portanto, a reta de equagdo y = oX +% é assintota obliqua ao graficode f em —oo eem 400,

® Esboco do grafico

1+
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b) @ Dominio
Dr={x€R:(x—1?=#0}=R\{1}
® Pontos de intersecdo do grafico com os eixos

f(x)=0<=>(xij)2=0<=>3x=0/\x¢1<=>x=0

O gréfico interseta o eixo Ox e o eixo Oy no ponto de coordenadas (0,0) .
e Intervalos de monotonia e extremos relativos

, _ 3x Y\ _ (3x)’x(x—1)2—3xx[(x—1)2]' _ 3(x-1)2-3xx2(x-1) _ 3(x—1)-6x _ —3x-3
f1ea) = ((x—1)2) - (x-1)% - (x-1)* T -3 T (x-1)3
f’(x)=0(=)(_x3_xl_;=O<=>—3x—3=OAx¢1(=)x=—1

—o0 -1 1 4o
—3x—3 +] 0 - - =
(x — 1) - = — 0 |+
Sinal e zeros de f' — 0 + nd. | —
Variago e extremos de f N | Min. rel. 7 nd. | v

A fungdo é decrescente em | — o0, —1] eem ]1,+o[ e é crescenteem [—1,1].

f(-1) = —% € minimo relativo e ndo existem maximos relativos.
® Pontos de inflexdo e sentido das concavidades do grafico
men _ (=3x=3\ _ [ 3x43 ) _  (Bx+3)'x(x-13-Gx+3)x[@-1)?] _
fre) = ((x—1)3) - ( (x—1)3) - (x-1)6 -
__ 3(x=1)3-(Bx+3)x3(x-1)*(x-1)" _  3(x-1)°-(Bx+3)x3(x-1)* _  3(x-1)-(3x+3)x3 _
- (x-1)¢ - (x—1)¢ - (x—1)* -
_ _3x—3-9x-9 = —6x—-12 _ 6x+12
- (x-D* T (x-1D* T (x-1)*
f”(x)=0<=>(6;:1)i=0<=>6x+12 =0Ax £l x=-2
—w —2 1 +oo
6x + 12 -1 0 + + |+
(x —D* + | + + 0 |+
Sinal e zeros de f"' — 0 + nd. | +
Sentido da concavidade e i d
p.i. n.d.
pontos de inflex3o de f -’/—\“., \\_/" U

O gréfico tem a concavidade voltada para baixo em ]| — o0, —2] e tem a concavidade voltada para cima
em [—2,1] eem ]1,+oo].
2\ | . ~ -
O ponto de coordenadas (—2, - E) é ponto de inflexao do grafico.
® Assintotas ao gréfico
Assintotas verticais:
A funcdo é continua; portanto, sé a reta de equagdo x = 1 podera ser assintota vertical ao seu grafico.

lim FGo) = lim — == = 4
= —_— = [ole)
xl—>n11—f X x1—>n11‘ (x—1)2 ot
Portanto, a reta de equagdo x = 1 é assintota vertical ao grafico de f .
. . . 3x 3
Tem-se, ainda: lim,_,;+ f(x) = lim,_,+ G o= +o00
Assintotas ndo verticais:
i i
I - i 3x ;1‘ 3x ;1‘ 3x I 3 3 —0
x—l>r§oof(x) T e (x — 1)? T lexZ—2x+1 xotwx?  xtewx  —oo
3
li = lim —=—=0
x—lg-loo f(x) x—lg-loo X EaCe)

Portanto, a reta de equagdo y = 0 é assintota horizontal ao graficode f em —oo0 eem +o.
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® Esboco do grafico

c) e Dominio
Df={xE]R:x2—1¢0}=]R{\{—1,1}

® Pontos de intersecdo do grafico com os eixos
f) =0 Z==0=2x=0Ax#-1Ax#1=x=0

O gréfico interseta o eixo Ox e o eixo Oy no ponto de coordenadas (0,0) .
® Intervalos de monotonia e extremos relativos

, T x(x2-1)-xx(x2-1) _ (x%-1)-xx(2%)

F'(x) =( s ) = = =
x?-1 (x2-1)? (x2-1)?

(x2-1)-xx(2x) _ x%2-1-2x2  -x2-1 _ _ x2+1
I I e N O N OO
f’(x)=0(=)—%=0<=) x2+1=0Ax#*—-1Ax#+1Sx€EQD

eq. impossivel

Tem-se f'(x) <0, Vx € Dy pelo que a fungdo é decrescenteem | — oo, —1[ , em | —1,1] eem

11, 4oof .
A funcdo ndo tem extremos
® Pontos de inflexdo e sentido das concavidades do grafico

o ey ) x(e-1) (e (x2-1)Y]
[ = (_ (x2—1)2) - (x2-1* -
_ _Zx(xz—1)2—(x2+1)><2(x2—1)x2x _(x*-1) [2x(x®-1)—4x(x®+1)] _ 2x(x®-1)-4x(x®+1) _
B (x2-1)* B (x2-1)* B (x2-1)3 B
_2xd-2x—4xP-ax _ -2x3-6x _ 2x3+6x _ 2x(x*+3)
@2-1)3 @213 (x2-1)F 0 (x2-1)°
2
f”(x)=0<=>2(9;(2x—_:)33)=O<=>2x(x2+3)=0/\x¢—1/\x¢ ="

<=><x=0vx2+3=0>/\x¢—1/\x¢1<=>x=0

N ———
eq. impossivel
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—oo —1 0 1 +oo
2x i - 0 + + |+
x2 43 +| + + + + + |+
(x> —1)3 +] 0 - _ _ 0 |+
Sinal e zeros de f" — | n.d. + 1] — nd. | +
Sentido da concavidade e
pontos de inflexdo de f /_\. n.d '\_/' Pl /—\ nd '\_/"

O gréfico tem a concavidade voltada para baixo em | — oo, —1[ eem [0,1] e tem a concavidade
voltada paracimaem | —1,0] eem |1, +oo[.

O ponto de coordenadas (0,0) é ponto de inflexdo do grafico.

® Assintotas ao gréfico

Assintotas verticais:

A funcdo é continua; portanto, s6 as retas de equagdes x = —1 e x = 1 poderdo ser assintotas
verticais ao seu gréfico.

X -1
lim x)= lim ——=—F=—00
x——1" f() x—-1"x%2—1 0t
Portanto, a reta de equagdo x = —1 é assintota vertical ao grafico de f .
. . . -1
Tem-se, ainda: lim,_,_+ f(x) = lim,_,_;+ ﬁ ===t
x 1

xll{Iil_ f(X) - xh—>Ir11— x2—1 = 0_— =7

Portanto, a reta de equagdo x = 1 é assintota vertical ao grafico de f .

Tem-se, ainda: lim,_,+ f(x) = lim,_,+ ﬁ = 0% =+
Assintotas horizontais:
)
li li = li ! ! ! 0
A ) = g =, IS 0T
o X
li ( li E li ! ! ! 0
x—lgloof x) = x—1>r£loox2 — 1_x—1>r£loox_l_ w—0 oo

X
Portanto, a reta de equagdo y = 0 é assintota horizontal ao graficode f em —o0 eem +o.
® Esboco do grafico

a

|
s
'I_..
ba -
L
.

14

31
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se x <2

X
d) Tem-se f(x) = —— = f(x) = {2
) f) ===t iz e x> 2

® Dominio
Df={x €R:|x—2|#0}=R\{2}
® Pontos de interse¢do do grafico com os eixos

f(x)=0<=>|x’_‘2|=0<=>x=0/\x¢2<=>x=0

O gréfico interseta o eixo Ox e o eixo Oy no ponto de coordenadas (0,0) .
® Intervalos de monotonia e extremos relativos
Para x < 2:
! ! !

, _ X X X(=x+2)—xX(=x+2)" _ —x+2+x _ 2
fe) = (—x+2) - (—x+2)2 T (=x+2)2 ~ (—x+2)2
Tem-se que, para x < 2, f' é sempre positiva, pelo que f é crescenteem | — oo, 2][.
Para x > 2

! ! !

’ _ (. x\ _ x'x(x=2)-xx(x-2)" _x-2-x _ -2
f (x) - (x—Z) - (x—-2)2 T (x=2)2 ~ (x-2)2
Tem-se que, para x > 2, f' é sempre negativa, pelo que f é decrescente em ]2, +oo[ .
Nao existem extremos.
® Pontos de inflexdo e sentido das concavidades do grafico
Para x < 2:
F7(x) = ( 2 )’ _ —2x[(—x+2)2]' _—2x2(—x+2)(—x+2) 4

(-x+2)2 -

(—x+2)% (—x+2)% T (—x+2)3
Tem-se que, para x < 2, f'" é sempre positiva, pelo que o grafico de f tem a concavidade voltada
paracimaem | — oo, 2[.
Para x > 2:
" 2\ 2x[x-2)?]  2x2(x-2)(x-2)' 4
f (x) = ((x—Z)Z) = ([x—2)4 ] = ((x—z))(4 ) = (x—2)3
Tem-se que, para x > 2, f'' é sempre positiva, pelo que o grafico de f tem a concavidade voltada
para cimaem |2, +oo] .
N3o existem pontos de inflexdo do grafico.
® Assintotas ao gréfico
Assintotas verticais:

A funcdo é continua; portanto, sé a reta de equagdo x = 2 podera ser assintota vertical ao seu grafico.
X 2
lim f(x) = lim =—=+40m
x—2~ f( ) x—2-—x+2 0f
Portanto, a reta de equagdo x = 2 é assintota vertical ao grafico de f .

. . . 2
Tem-se, ainda: lim,_,,+ f(x) = lim,_,,+ xxTz =5 = to.
Assintotas ndo verticais:
)
@ x
lim f(x) = lim 2 lim —=-1
x—>—oof( ) x——0—X+2 x——00—X
Portanto, a reta de equagdo y = —1 é assintota horizontal ao grafico de f em —oo.
)
. . x 2 .. X
lim f(x) = lim = lim —=1

xX—+00 x—+0o X —2 x—+0oX
Portanto, a reta de equagdo y = 1 é assintota horizontal ao gréficode f em +oo.
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® Esboco do grafico

e) e Dominio

Df ={x €R:x*—1> 0} =] — oo, —1[U]1, +0o]

® Pontos de intersec¢do do grafico com os eixos

Dado que 0 & Dy, o grafico ndo interseta o eixo Oy .

f(x)=0<=>\/%=0<=>x=0/\\/x2—1¢0<=>x6¢

Dado que a fungdo ndo tem zeros, o grafico nao interseta o eixo Ox .

e Intervalos de monotonia e extremos relativos

2 2 2
’ ]_2_ _ X [_2_ X xX“=1-x
£(x) :( x )' =x'><\/x2—1—xx(\/x2—1) _ X1 xxz\/x2_1 ol VaZo1 _ xZ-1 -1
Vx2-1 x%-1 x2-1 x2-1 x2-1 (x2-1)Vx2-1
' -1
x) =0 —F+——=0=x¢€
£ (x2-1)Vx2-1 0
—w -1 1 +o
—3 _ —
xZ—1 + +
x? -1 + +
Sinal e zeros de f' — —
Variagdo e extremos de f v N

A fungdo é decrescenteem | — oo, —1[ eem ]1,+oo[.
N3o existem extremos.

® Pontos de inflexdo e sentido das concavidades do grafico

f"(x) = ( -1 ), — [(x?-1)vx2-1 — [(x2-1)Vx2-1] _ (x2-1) VxZ—1+(x?-1)(Vx2-1) _

(x2-1)Vx2-1

[(xz—l)mz (x2-1)%(x2-1)

PP W G S S N, . i) It . i)

(x2-1)3

2lx?1 GPa _ P 3x(x*-1) 3x
(x2-1)3 - (x2-1)3 T (-3 T x2-1)3VxP-1 (x2-1)2Vx?-1
f"(x)=0 e—F 0o 3x=0Ax €] —o0,—1[U]l,+0[=x ED

(x2-1)2vVx2-1

3x —

(2= 1) x? — 1 +

-1

1

+oo

Sinal e zeros de f"' _

Sentido da concavidade e

pontos de inflexdo de f "/—\'\.

<+++
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O gréfico tem a concavidade voltada para baixo em | — o0, —1[ e tem a concavidade voltada para cima
em ]1,+oo[.

N3o existem pontos de inflexdo do grafico.

® Assintotas ao gréfico

Assintotas verticais:

A funcdo é continua; portanto, s6 as retas de equagdes x = —1 e x = 1 poderdo ser assintotas
verticais ao seu gréfico.

X -1
lim x)= lim ——=—=—w
x——1" f( ) x—-1"4/x2 — 1 (0
Portanto, a reta de equagdo x = —1 é assintota vertical ao grafico de f .
X 1
= + o0

L Sy S

Portanto, a reta de equagdo x = 1 é assintota vertical ao gréfico de f .
Assintotas ndo verticais:

x 2
X o % 1 1
lim M= lim 212 |y ———=— =90
x——00 X X——00 X X——00 ,/xZ _ 1 Eee)
. . . x 2. x
lim, o [f(x) — 0x)] = limy_,_, f(x) = lim,_,_ - lim,_,_ —2( ==
x4(1 xz)
= lim H_w;=lim oo ! =-1
* -x [1-= * 1-5
Portanto, a reta de equagdo y = —1 é assintota horizontal ao grafico de f em —oo.
x X
X = X 1 1
lim &= lim Y12 iy ———=-—"—=90
X—t00 X x—+00 X x—+04[3y2 =1 +o0
. . . X 2 . X
limy 4o [f () = 0x)] = limy 4o f (%) = limy 4, ﬁg llrnx—>+oo—1 =

1

— i x — i
=limy 00 ——==limy_, 00 —
X 1——2 1——2
X X
Portanto, a reta de equagdo y = 1 é assintota horizontal ao graficode f em +oo.

e Esboco do grafico

=1
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109. a) Dado que a primeira derivada é sempre positiva, a fungdo f é crescente e dado que a segunda

derivada é sempre nula, a primeira derivada é constante.

Um possivel grafico da fungdo f é:
1
—AOI—;

b) Dado que a primeira derivada é sempre positiva, a fungdo f é crescente e dado que a segunda
derivada é sempre positiva, o grafico da fungdo f tem a concavidade sempre voltada para cima.
Um possivel grafico da fungdo f é:

y x'

c) Dado que a primeira derivada é sempre negativa, a fungdo f é decrescente e dado que a segunda
derivada é sempre positiva, o grafico da fung¢do f tem a concavidade sempre voltada para cima.
Um possivel grafico da fungdo f é:

r 9

y

-

110. a) Tem-se:

e f(—1)= (__11);1 = —2, peloque A é o ponto de coordenadas (—1,—2) .
e f(0) = (:)3T_21 = —%, pelo que B é o ponto de coordenadas (0, —%) .
b)

A funcio ¢ diferenciavel e continua em
[-1, 0] ; portanto, o teorema de Lagrange
permite concluir que: A0) - fict)
. . (0)-fi=1) _3
dce ]—1,0[ : f(c'}=w=z
No ponto de abcissa ¢, a reta tangente tem
declive igual ao da reta AB.

c) Uma condigdo que traduz o problema é f'(x) = % Ax€]—10].
Tem-se:

F10x) = (x3—1)’ C(3-1) a#2)—(x3-1)(x+2)) _ 3x2(x+2)—(x3-1) _ 3x3+6x2-x3+41 _ 2x3+6x2+1
X)= x+2/) (x+2)2 - (x+2)2 - (x+2)2 T (x+2)2
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Com auxilio da calculadora grafica, pode obter-se a solu¢do da condi¢do, conforme ilustrado na figura
seguinte.

V=5

-

111.

Entre dois zeros de P ha pelo menos um
zero de P' (¢ uma consequéncia do teorema de
Lagrange). Portanto, P' tem, pelo menos, qua-
tro zeros € nio pode ter mais do que quatro

zeros porque a fungio ¢ definida por um poli-
nomio de grau 4.

112.

Suponhamos que ¢ ¢ o maior zero da
fungio derivada e suponhamos que a e b sio
zeros da funcio, ambos maiores do que ¢ .
Entio, entre @ e b tem de existir um zero de
f' e esse zero é maior do que ¢, o que € absur-
do, pois ¢ € o maior zero da fungio f'.
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+Exercicios Propostos

Pag. 68
113. (C)
Tem-se:
2 2
o lim 2L = lim 2 = lim (— 2) = —oo ; este resultado permite excluir a opcdo (A).
1-2n —2n 2
oo1-2n_ oooo-2n o 2 . . ~
e lim S lim = = llm( n) = 0 ; este resultado permite excluir a opg¢do (B).

.1\ .1 1 . . ~
e lim (E) = llmz—n == 0 ; este resultado permite excluir a opgao (D).

. (1\T" . . .
e lim (E) = lim 2" = 40, pelo que, como Vn € N,u,, = x,,, se pode concluir que limu,

114. (C)
Dado que lim f(x,) = —oo, pode concluir-se que limx, = +, pelo que, como
vn € N,u, = x,, se pode concluir que limu,, = +o.

115. (C)
Tem-se — 1< —cosx <1< 1<2-cosx <3, peloque Vx € R, 2—closx Zé.
Ora, para f(x) >0, tem-se 21@&2@.
2—C0S X 3 2—CO0SXx 3
Como, Vx € R™, f(x) > 0, a opgdo correta é (C).
116. (D) T
O teorema de Bolzano-Cauchy permite concluir ’

que a afirmacdo da opgdo (D) é verdadeira.

Na figura ao lado esta representado o gréfico de

uma fungdo f nas condi¢des do enunciado, para
a qual as afirmacdes das opgdes (A), (B) e (C) sdo

falsas. 1+

0 »
Pag. 69
117. (A)

Dado que a fungdo f é continua, tem-se lim,_,o- f(x) = lim,_,o+ f(x) = f(0) .
Ora,

}olo

olim, ,5- f(x) =lim,_,,- — X 2im,_,,- *(3+9-%) = lim,_,q-
x—0 x*—=0" 3 Vo—x =07 (3-y9=x)(3+V9—x) x—0 x

=lim,_-(3+vV9—x) =6
olim, o+ f(x) = lim,_,5+[k(x — 2)] = =2k = f(0)
o 2k=6=k=-3

x(3+V9-x) _

+oo.
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118. (D)

e Opcdo (A)
Afungdo f é continuaem [—2,—1].
f(=2)=-8+24+1=-5<2 f(-D=-1+1+1=-1<2

O teorema de Bolzano-Cauchy ndo permite garantir que a equagdo f(x) = 2 tem pelo menos uma
solugdoem | —2,—1J.

e Opcao (B)

lim,_,o- f(x) =lim,_o-(x3>—x+1) =1

f(0O)=04+0+3=3

A fungdo f ndo é continuaem [—1,0].

O teorema de Bolzano-Cauchy ndo permite garantir que a equagdo f(x) = 2 tem pelo menos uma
solugdoem ] —1,0[.

e Opcdo (C)

£(0) =3

lim,_,o+ f(x) =lim,_,g+(x3+x+3) =3

Afungdo f é continuaem [0,1]

f(0)=3>2 f)=1-1+5=3>2

O teorema de Bolzano-Cauchy ndo permite garantir que a equagdo f(x) = 2 tem pelo menos uma
solugdoem ]0,1].

e Opcdo (D)

Afungdo f é continuaem [1,2].

f()=3>2 f(2Q)=2-8+5=-1<2

O teorema de Bolzano-Cauchy permite garantir que a equagdo f(x) = 2 tem pelo menos uma solugdo
em ]1,2[.

119. (B)
L@t g -() | [s@-g(=2) 1 ]| _
x——2 x2—4 x——20x+2)(x-2) x--2| x—(=2) x—2|

. -9(-2) _ . 1 , 1 1\ _ 1
= hmx_,_zM Xlimy_,_,—=g'(=2) x5 = -2 X (— Z) =7

x—(-2) x—2

g'(-2)

120. (B)

Nas figuras abaixo estdo representados os graficos de duas fungdes nas condi¢des do enunciado.

Na figura 1 esta representado o grafico de uma fung¢do que permite concluir que as opgoes (A) e (C) sdo
falsas.

Na figura 2 estd representado o grafico de uma fungdo que permite concluir que a opgdo (D) € falsa.

Figura 1 Figura 2
Na verdade, se uma fungdo tem derivada finita (em particular, derivada nula) num ponto, entdo é
continua nesse ponto.
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121. (C)

Na figura abaixo estd representado o grafico de uma fung¢do nas condi¢des do enunciado e que permite
concluir que as opgdes (A), (B) e (C) sao falsas.

Pag. 70

122. (C)

e Opcdo (A)
Tem-se f'(a) >
e Opcéo (B)
Tem-se f'(a) <
® Opcdo (C)
Tem-se f'(a) >
e Opcdo (D)
Tem-se f'(a) >

123. (C)

0e f'"(a) =0, pelo que
0e f'"(a) <0, peloque
0e f'"(a) <0, peloque

0e f'"(a) >0, peloque

[P

f'@. f"(a)=0.
f'@. f"(a)>0.
fl@. f"(a) <0.
fl@. f"(a)>0.

Tem-se g(a) >0, g'(a) <0 e g'(a) <0, peloque g(a). g'"(a) <0

124. (B)

Para n=1,vem f'(x) =x — 1, pelo que se tem o seguinte quadro de variagdo de f :

X —o0 1 + oo
Sinal e zeros de f'(x) — 0 +
Variac8o e extremos de [ N, | Min.abs. | ~

Paran=2, vem f'(x) = (x —1)?, pelo g

ue, se tem o seguinte quadro de variagdo de f :

X —® 1 +oo
Sinal e zeros de f'(x) + 0 +
Variacio e extremos de f Ve A

As opcoes (A) e (

D) estdo excluidas.

Ora, f"(x)=[(x—D"" =n(x-1D)"(x-1) =n(x -1
Paran=2,vem f'(x) = 2(x — 1), pelo que se tem o seguinte quadro de sentido de concavidades

do graficode f:

X —0o0 1 +oo
Sinal e zeros de " (x) _ 0 4
Sentido de concavidades e P. 1 "\_J,f

pontos de inflexdo do grafico

de f

N

127



Para n =3, vem f"(x) = 3(x — 1)?, pelo que se tem o seguinte quadro de sentido de concavidades
do graficode f:

X —GCO 1 +co
Sinal e zeros de f"'(x) + 0 +
Sentido de concavidades e "\_/.-'l "\uf
pontos de inflexdo do grafico
de f

A opcdo (C) esta excluida.

125. a) O teorema 2. de comparagado para sucessdes permite concluir que a proposi¢do é verdadeira.

b) A proposicdo é falsa.
Tem-se, por exemplo, para a,, =n? e u, = —n: lima, = +o e Vn €N, u, <a,, mas u, nio
tende para +oo.

c) A proposicdo é falsa.
Tem-se, por exemplo, para b, =—n e u,=-n+1: limb, =—-o e YneN, u, > b, ,mas u,
tende para —o .

d) O teorema 3. de comparagdo para sucessées permite concluir que a proposicao é verdadeira.

Pag. 71

126. a) A proposicdo é falsa.

_1\n
Tem-se, por exemplo, para a, = 1+%, b, = —1—% e c, = ;) :a=1,b=-1eVneN,
a, < cp < b,, mas (c,) ndo é convergente.
b) A proposicdo é falsa.
Tem-se, por exemplo, para a, = 1+%, bn=—1—% e c, = 1—%: a=1,b=-1,VneN,

) : —1+1
a, <c, <b,, (c,) éconvergente mas limc, # - = 0.

c) O teorema 1. de comparagdo para sucessdes permite concluir que a proposi¢do é verdadeira.

3n+1

. . 3n
127. a) lim =lim— =3
n+3 n
3n+1 8 ~ 3n+1 , ~
b) Tem-se —— = 3 — —— pelo que a sucessdo de termo geral —— é crescente; entdo, tem-se
n+3 n+3 n+3
3n+1 _ 3x2+1 7
ym=2, —=2= ==
n+3 2+3 5

3n+1\" 7\ . 7\ .
Portanto, como setem vn = 2, ( ) > (—) e lim (E) = 400, pode-se concluir que

n+3 5

. 3n+1\"

hm( ) = 400,
n+3
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n+senn n-1
c¢)Tem-se senn>—-1<n+senn=>n-—1 @TZT.
n+senn n—-1 . n—-1 .
> = — € llmT = 400, pode-se concluir que

Portanto, como setem Vn € N,

1. n+senn

=+,
. n?+1 . n? 1
d) lim—— =lim—— = —-
. 2Mlyg .o2x2™ .. @ . 2\" .
e) lim = lim +11m—=11m[2><(—)]+11m—=2><0+0=0
3n 3n 3n 3 3n
f) Tem-se:
n i n
2i—3 1 2(2_ 3 1 (—1+2n—3 ) n? —2n
= X — = X X =
Lo +1" mi+1 L ' 2n? +1 2 ") T a1
L= i=
Entdo:
" zn:Zi—3 i n2—2n_l_ n? 1
Ml mrr1 Mmzr1 on? 2

n

g) Seja (w,,) asucessdo definida por w,, = XX, —al

w, éasomade n+ 1 parcelas, das quais a menor é aquela em que i toma o valor n, ou seja, —von

;. 1 . . . . n L 1
, oque éigual a ——+ €amaioré aquela em que i tomaovalor 0, ou seja, 7, 0queé igual a -

~ 1 1
- _—< < -
Entdo, tem-se (n+1)><n+2_wn_(n+1)><n.

n+1 n+1 . n+1 . n+1 .
" <w, < - e lim— =1 m——= 1, pode-se concluir que

Portanto, como se tem Vn € N,

n+2

n+2
limw, =1.
h) Tem-se:
1+cosn 2 1+ cosn\" 2\"
—1Scosn£1@0S1+c05n§2@0STS§=}OS<T) S(E)

n n n
Portanto, comosetem Yn € N,0 < (1+C3osn) < (g) e lim0 = lim (g) = 0, pode-se concluir que
lim (1+c3osn)n 0.

n?+1

i)Como 1 —2n?<0,vn €N, tem-se = <0VneN
2 2
n2+1 1 3/2 1 3/2 N n2+1
Por outro lado, tem-se =—= 2 _ 1 32 , pelo que a sucessao de termo geral
1-2n2 2 1-2n2 2 2n2-1 1-2n2
2
. ~ n<+1 5
é crescente; entdo, tem-se Vn>2, — > —=.
1-2n2 7
5 n?+1 o n?+1 5
Portanto, Vn > 2,—= < <0 eentio, Vn=2,[—=[ <-=.
7 1-2n2 1-2n2 7

" < (g)n e lim G)n = 0, pode-se concluir que

n?+1
1-2n2

Portanto, comosetem Vn = 2, 0 <

n2+1 |t

1-2n2

. 241\"
= 0 e, portanto, llm(n +2) =0.
1-2n

lim
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j) Tem-se:

'[\/j:
)
0| N3
Il
)
S
M:

.~
Il
=]
~
Il
o
-~
Il
=]

Ora,
1 i
6

0
. — ~ . S , (1 .
é asoma dos n + 1 primeiros termos da progressdo geométrica cujo primeiro termo é (E) =1 ecuja

n
i—0

~

L 1
razao éigual a > pelo que:

1n+1 2 1
Q]

n n .
; 2" ; n A} ; n 1 ; n+1
llmZ? = lim| 2 ' (E) = lim [2 (2 — 2_”)] = lim(2 —1) =+

e, portanto,

2 n 2 n
128. Tem-se 2">n2 =L < o < (3)

3n = 3n 3n =
n? n . 2\" . . n?
Portanto, comosetem Vn =>4, 0 < P < (5) e lim (5) = 0, pode-se concluir que 11m3—n =0.

129.
De f(x)=

e lim f{x,) =+o00 , conclui-se

==

que x,— 0".

Entio, dado que VYnelN, 0<u,< x, , 0 teore-
ma das sucessdes enquadradas permite con-
cluir que lim #,=0.

o0

o]
. 2x3—X+1 4, 2x3 :
130. a) llmx_)+oo 21 = llmx_)+oo e = llmx_)+oo 2x =+

x%+1 1+1 2

b)hmx—>—1(x+_1)z:0_+:0_+= +o00

3olo

x%2-9

. . +3)(x-3 .
c)lim, .3 ar lim,_,5 Gt3)x-3) _

x(x-3)

d) lim,_,_, P lim,_,_ — = lim,_,_o

g x2(2+= —x (24—
V2x24+1 ( xz) . . x2 _ limx_>_oo <_ 2 +i> _ _\/7
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0 0
)i 1—/2x- 1&1 (1—v2x—1)(1+V2x-1) _ li 1-(2x—-1) él' -2(x-1)

€M1 sy T MMty (yzeet) R o (1vzae1) R ) (14vzem1)

I -2(x-1) — i -2 _ 2 _ 1
= MM O G D (e 1) Xl G D(14v2ZR1) | 3x2 3

. 2
f) lim,_,,- 4_x7 =F =t
Pag. 72
131.

Dado que a fungdo f ¢é limitada, existe
M>0 tal que Vx €RR, |fix)|< M

Ifix)| < M = [fix)| x |g(x)| < M x |g(x)| <=
= [flx) x glo)] < M |g(x)

Seja b a funcio definida por h(x)=M x |g(x)| .
Tem-se |f(x) x g(x)| < b(x) , ou seja,

—h(x) < flx) x g(x) < b(x) com

lim h(x) = lim (Mx [g(x)]) =

;Mx}i_.g? lg(x)|=Mx0=0.

Por aplicacdo do teorema das funcdes enqua-
dradas, conclui-se que:

lim [fix) x g(x)] =0

132.3)
. 2y 2y 2x? 2x? 2x?
Vx <0, < e lim ——= lim — = lim (Zr) —o, portanto, lim =—
X+senxy r—1 ==y —]  a—e-w oy A== T==E Y4 Sen X
b)
. xX— 1 _x+senx _x+l1 ) . X+senx v+1 x—1
vy > 1. = centdo, llm ———=1 pois lim —— = lim —— =1
x+1 x+cosxy x-1 TPy 4 COS X xovm y—]  xoe y 4]

133. a,) Por aplicagdo do coroldrio do teorema de Bolzano-Cauchy, pode-se concluir que g tem pelo
menos um zero em |a, b|.
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a,) Tal como a figura ao lado pretende ilustrar, y
nada se pode concluir relativamente ao nimero

de zeros da fungdo: as fungbes g, g2 € gs

estdo, todas, nas condi¢es do enunciado e, em P /

la,b[, g, ndotem zeros, g, temum zeroe g3 of ,V Mb X
tem quatro zeros. :

b,) Por aplicagdo do corolario do teorema de Bolzano-Cauchy, pode-se concluir que g tem pelo menos
um zero em ]a, b[ ; por outro lado, como a fungdo g é injetiva, ela tem, no maximo um zero no
intervalo. Portanto g tem um e um s6 zeroem Ja, b[ .

b,) Como a fungdo g é injetiva, tem que ser g(a) # g(b) ; suponhamos, por exemplo, que se tem
0<g(a) <g().

Se, neste caso, g admitisse um zero, x,, em ]a, b[, entdo, por aplicagdo do teorema de
Bolzano-Cauchy, poder-se-ia concluir que existiria pelo menos um ¢ € ]x, b[ para o qual se teria
g(c) = g(a), o que é absurdo pois g é injetiva. Portanto, g ndo tem zerosem Ja, b| .

134. a)

Dado que g(1)=-2, g(2)=3 e que a fun-
¢do é continua em |1, 2], o teorema de Bol-
zano-Cauchy permite concluir que a funcio
tem pelo menos um zero no intervalo ]1,2[ .

Dado que g'(x)=3x2—2 ,a derivada é po-
sitiva em [1, 2] e, portanto, a fun¢do nido
pode ter mais do que um zero no intervalo
11, 2] .

b)
2(1,5) =-0,625 ; portanto, o zero da fun-
¢do pertence ao intervalo ]1,5; 2[ ;

2(1,7) =0,513 ; portanto o zero da funcio
pertence ao intervalo ]1,5; 1,7[ . Entdo, 1,6
€ um valor aproximado do zero de g com
erro inferior a 0,1.

132 Fotocopiavel © Texto | MV/T 12



135. a)

Seja g a funcido definida por

g(x) =x-"—x—% . A funcio g é continua
em [1,2], g(l)=—1 e g{2)=j12—1;p0rran—
to, o teorema de Bolzano-Cauchy permite
concluir que Ix e]l, 2[ : glx) =0, ou seja,
axel,2[: fix)=1.

x
b) Esbogcando, sobrepostos, os graficos da fungdo f e da fungdo h , definida por h(x) = % , pode

obter-se a abcissa, x,, do ponto de intersegdo; tem-se x5 = 1,3 .

T
\/ - 2

136.

Seja b a funcdo definida por

h(x)=g(x) —x—1.Tem-se:
«hla)=gla) —-a—-1>0,pois gla)>a+1
- h(g(a)) =g(gla)) - gla) -1=a-g(a) -1<0,

pois gla)=a+1 = gla)-a>1=

— —gla)+a<-1=—-gla)+a-1<-2
Como a fun¢do b ¢ continua em [a, g(a)] , 0
teorema de Bolzano-Cauchy permite concluir
que 3x €]a,gla)| : b(x) =0, ou seja, a equa-
c¢io g(x) =x+1 é possivel no intervalo
|a, gla)] .
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137.

O teorema de Weierstrass permite con-
cluir que a fun¢io atinge um maximo e um mi-

nimo em |0, X

, =|, pois € continua nesse inter-
valo.

Com efeito,

-a fungio é continua em e em

pois resulta de operacdes entre fun-;oes con-
tinuas;

P - ¥/ .
»a flll'l(;ﬂD € continua em E » POI1s

T

lim _f{)—llm _ as _+to:0€
™ ()

lim  fix) =f(%) =sen 0=0

—(3)

Pag.73

138.a)
- 1 q
f'{—3}=1_i£1_‘—“;+"32’=‘

= lim —Vi-x _
I—'*Zvl xx+3}

=lim

b ?2V1 x
—Vl—x}x{2+\f1—x}=

x lim
== (x+3)x(2+V1-x)
1 4—(1-x)
== lim
=3 (x-3)x(2+V1- x]
1 34+ x
=—x lim
J—”(x+3]>< (2+v1- x]l
—1><]1m — 1>-<1—l

4 x—+3 2_'_1,,.'1 x) Z 1_16

b) Tem-se f(-3) =
m=f'(=3) =1
Y= =D — R ey—s=r @+ ey=raty

1 1 1
TRl pelo que a reta passa pelo ponto de coordenadas (—3,5) .
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139. a) @ Tem-se f’(x)=(x3—§) =3x2—2(%) =3x2—2x(—x—12)=3x2+%,pelo que
Fl)=3+2=5.

e O ponto de coordenadas (1,g(1)) pertence a reta de equagdo y = g—g; portanto,

1 s
g() =5—--=-2.
® g'(1) é o declive da reta de equagdo y = g—;; portanto, g'(1) = %

b) (f X 9)' (1) = F/ (X g +fW) xg' (D) =5%x (=2) + (- x3=-10-7=-=

0 (¢°)' (1) =3g*(W) x g'(1) =3 % (-2)*x; =6

25

d) (Fog) (D) =g W) xf gl =g W) xf'(-2)=5x(12+3)=6+:=2

140.a) f'(x) = (5x23_x3), = (gxz —§x3)’ =—x—x

f(x) = (?x —xz)l ?— 2x

b) f'(x) = (

Z_x)’ _ (20 (e+D)-2x(x+1) _ 2(x+1D)-2x 2
x+1)

(x+1)2 T (x+1)2 T (x+1)2
" 7 2 7 —2[ee+0?] | —2x2(x+1) 4
fre = [(x+1)2] T x+D* T (e+D* T (x+1)3

of'(x)=(a?+1) = (2+1) _ ax x

2VxZ+1  2vVxZ+1  VxZ+1

4 X2+ 1— XX Vx2+1 %2 22412
f”(x) _ ( x )' _ x!(VaZ+1)-x(VxZ+1) 21 [Z+1 _ Jx2+1 1
T \VxZ+1/ (m)z - x2+1 - x2+1 T ox241 T (x2+1)VxZ+1
, _(3-x\ _ B-0)'(x2+1)-G-0)(x2+1)  —(x2+1)-2x(3—x) _ —x?-1-6x+2x? _ x?—6x—1
d) f1(x) = (x2+1) - (x2+1)? - (x2+1)? - (x2+1)2 T (x2+1)2

oo rrmex—1y _ (xP-6x-1) (x2+1)*~(x2-6x-1)[(x241)"]
fre) = ((x2+1)2) - (x2+1)* -

_ (2x-6)(x?+1)" - (x?—6x-1)[2(x?+1) (x?*+1) | _ @x-6)(x*+1)°~(x2—6x-1)[4x(x?+1)] _

(x2+1)* (x2+1)*
_ (2x=6)(x?+1)—4x(x?—6x-1) _ 2x3+2x—6x2—6-4x>+24x2+4x _ —2x3+18x%+6x—6
- (x2+1)3 - (x2+1)3 - (x2+1)3
141.
a) Por exemplo:
}.‘
of 1 3 6%

135



b) Por exemplo:

c)

Nio é possivel, pois entre dois zeros da fun-
¢do teria de existir pelo menos um zero da
derivada.

d) Por exemplo:

uuuuu

142. P'(x) = (18x® — 3x* + 0,1)’ = 108x° — 12x3

P(x))=0=108x° - 12x3=0=12x3(9%?> - 1) = 0= 12x3=0VvI9x?’ -1=0
<=>x=0Vx=—%Vx=§

Quadro de variagdo e extremos de P em E,%] :
x 1 1
3 2
12x3 + + +
9x% —1 0 + +
Sinal e zeros de 0 + +
PI
Variacdo e Minimo absoluto Vs Maximo absoluto
extremos de P
1 1
P(g) = —§+0,1 >0

, 11 1 - 11
Como P é crescente em [— —] e P(E) > 0, P ndotem zerosem [5’5] .

3’2
f'()=0
f1D =1
Ora, f'(x) = (ax®+bx? —3x+1) = 3ax?+2bx—3.
Portanto, tem-se:

! 1 = 0 —_ —_ = — — - —
{f() (:){Ba 2b—3 0(:}{3a 2b=3 {Sa 2b =3

143. a) Uma condigdo que traduz o problema é {

F-D=1"lca+b+4a=1 " lea+b=-3 T 3¢+3p=-9
b=-6
b=—6 b=—6
‘:’{—a—6=—3 ‘:’{a=—3
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b) e Intervalos de monotonia e extremos relativos

f'(x) =-9x?—-12x -3

f’(x)=0<=>—9x2—12x—3=0<=)x=—1Vx=_§

. 1 . 1
f édecrescenteem | —o0,—1] eem [_5’ +oo[ e é crescente em [_1, _5] .

. . Lo . (s L 13 1
f atinge um minimo relativo iguala 1 em —1 e atinge um mdximo relativo igual a 5 em —z.

® Pontos de inflexdo e sentido das concavidades do grafico
f"(x) =(—9x%—-12x —3)' = —18x — 12

f!l()(j):()(ﬁ—1836'—12=()<=>x=_5

2

f”(x)<0<=>—18x—12<0<=>x>—§

f”(x)>0<=>—18x—12>0<=>x<—§

x —co -1 _1 +co
Sinal e zeros de — 0 03
f
Variacdo e N Min. Max.
extremos de f relativo relativo
f(-1)=1

- . . 2 .
O gréfico de f tem a concavidade voltada para baixo em [_5’ +00[ e tem a concavidade voltada para

. 2
Cima em ]—w,—g] .

2 1

f (— —) =0 ponto de coordenadas

3 9

Pag. 74

144. D, = R; g é continuaem R pelo que o seu grafico ndo admite assintotas verticais.

2x%+1

gx) =

x2+1
horizontal ao gréfico de g, tanto em —oo quanto em +oo, tendo-se, para além disso,

x2+1

Vx ER,g(x) < 2.

Ora:
9'(x) = (2 -
gx) =0

g <0
gx) >0

1 )’_
x2+1)

2x
(x2+1)?

2x
(x2+1)2 <0

2x
(x2+1)?

2 11\ | . ~ .
(— 5’?) é ponto de inflexdo do grafico.

, pelo que, como lim,_,1 g(x) = 2, aretade equagdo y = 2 é assintota

() =~ (

=0=22x=0Ax*+1=x=0

2x

_(x2+1)’> -

(x%2+1)2

(x2+1)>0, vxeR

~
=

x2+1)2

2x<0e=x<0

>0=2x>0x>0

g é decrescente em | — 0, 0] e é crescente em [0, +oo].

g atinge um minimo absoluto iguala 1 em 0.

Portanto, tem-se Dg = [1,2].
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145.a) f'(x) 2 0 & x €] — 00,0] U [4, 400

b)
X —00 0 2 6 +00

Sinal e zeros — 0 - — - 0 +

de f
Sinal e zeros — — - 0 + + +

de fll
Sinal e zeros + 0 + 0 — 0 +
de fxf"

f)Xf'"(x) 20 x €] —0,2]U[6,+x[

146. a) Dos pontos assinalados, aquele que tem maior ordenada é x; , pelo que, de entre esses valores,
é para x; que h' toma o maior valor.

b) Dos pontos assinalados, aqueles em que se tem h' se anula, trocando de sinal, sdo x, e xg¢ .

c) Dos pontos assinalados, aqueles em que h'’ é positiva, sdo aqueles em que a reta tangente ao
grafico de h' tem declive positivo, ou seja, x4 € x; .

147.

O grifico da func¢do tem um ponto de in-
flexdo com abcissa igual a 2, pois 2 é zero da
funcdo f"e f" muda de sinal em 2; f' é cres-
cente em ]—oo, 2] e é decrescente em [2,+oo[ :
portanto, [ tem, no maximo, um zero em
cada um destes intervalos. Assim, a funcio f
ndo pode ter mais do que um minimo relativo e
um maximo relativo (pode nio ter nem mini-
mo nem maximo).

Pag. 75

5000m s~ 1-1000ms~1
0,001s

=4 000 000ms2=4x10°ms?

148. a) A aceleragao é dada por

b) e = vyt +5at? = 1000m s x 0,001 s+ x 4 x 10°m s~2 x 0,0012 s =
= (1000 X 0,00) m+2Xx 10X 10 m=1m+2m=3m
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149. a) e Dominio

Tem-se Dy = R, pois f € uma fungdo polinomial.

® Pontos de intersecdo do grafico com os eixos coordenados

f(0) = %— 0 + 4 = 4, pelo que o grafico interseta o eixo Oy no ponto de coordenadas (0,4) .

y=x2 y=x?
f(x)=0<=>%x4—2x2+4=0 S %y2—2y+4=0<=>y=4 Sxt=4
& x =—-2Vx =2, peloque o gréfico interseta o eixo Ox nos pontos de coordenadas (—2,0) e (2,0).

e Intervalos de monotonia e extremos relativos

f'(x) = Gx4 —2x%+ 4) =x3 — 4x
ff)=0ex}—-4x=0xx*-4)=0ox=0Vvx=-2Vx=2
x —00 -2 0 2 +co
x - - - 0 + + +
x* —4 + 0 - — - 0 +
Sinal e zeros de — 0 + 0 — 0 +
Fr
Variagdo e N Min. VA Max. N Min. V4
extremos de f absoluto relativo absoluto
f(=2)=o0 fl0)=4 f2)=0

f édecrescente em ] — o0, —2] eem [0,2] e é crescente em [—2,0] eem [2,+oo].

f atinge um minimo absoluto iguala 0 em —2 eem 2 e atinge um maximo relativo iguala 4 em 0.
® Pontos de inflexdo e sentido das concavidades do gréfico

f'(x)=(x%—4x) =3x%2 -4

f”(x)=0@3x2—4=0@x=—¥Vx=¥
* - _ns 23 +00
3 3
Sinal e zeros + 0 _ 0 n

de fH

Sentido da \_/ P.I. N P.I.

concavidade

de f
2v3 2v3

"(-5)- (5)-

B 28 B 28

9 9
O graficode f tem aconcavidade voltada para cima em ]—00, —%5] eem [%g’ +00[ etema
concavidade voltada para baixo em [—:ﬁ,?}
Os pontos de coordenadas (—%5,%8) e (%5’2_98) sdo pontos de inflexdo do grafico.

® Assintotas ao gréfico
f é uma fungdo polinomial de grau superior ao primeiro, pelo que ndo existem assintotas verticais ao
grafico.
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® Esboco do grafico

b) e Dominio
Tem-se Dy = R, pois Vx ER, x*+1#0.

® Pontos de intersec¢do do grafico com os eixos coordenados
4x0

f(0) = o= 0, pelo que o gréfico interseta ambos os eixos no ponto de coordenadas (0,0) .
® Intervalos de monotonia e extremos relativos
, o ax \' (@) (x24+1)-ax(x2+1)  ax?+4-8x? _ —axP+4
f1e) = (x2+1) - (x2+1)2 To(2+1)? T (x2+1)2
7 _ —4x%+4 _ _ 2 _ 2 _ _
f(x)—0<=)(x2+1)2—0<=) 4x*+4=0Ax"+1#0Sx=-1vx=1
X —00 -1 1 +o0
—4x* + 4 — 0 + 0 —
(x2 4+ 1)* + + + + +
Sinal e zeros de — 0 + 0 —
fl
Variacdo e N Min. 7 Max. N
extremas de ]c relativo relativo
f(=1)=-2 fy=2

f édecrescenteem ] —oo,—1] eem [1,+oo[ e é crescenteem [—1,1].
f atinge um minimo relativo iguala —2 em —1 e atinge um maximo relativo iguala 2 em 1.
® Pontos de inflexdo e sentido das concavidades do grafico

"x) = ( 4-4x? )’ _(4-ax?) (22 41)° - (4-?)|(22+1)°] | g (x241)° - (4—ax?)[ 2(x2+1)2x] _
@) =Gae) = (1) = (Zt1)? -
_—8x (x241) —(4—4x)ax(x2+1) _ —8x (x2+1)—(4—4x)ax _ 8x3-24x
- (x2+1)* - (x2+1)3 To(x2+1)3

3_
£ (x) =o=>i;+j;*;‘=o=>8x3—24x= 0AXx2+1#08x(x2-3)=0c

oSx=0Vx=—3vx=+3
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X —c0 -3 0 V3 +00
8x - - - 0 + + +
x* -3 + 0 - - - 0 +
(x* +1)° + + + + + + +
Sinal e zeros - 0 + 0 - 0 +
de "
Sentido da P.l. P.I. P.I.
concavidade {-\ \_/" /_\ \_/”
de f
f(=V3) = flo)=0 f(¥3) =
=-V3 =3

O grafico de f tem a concavidade voltada para baixo em ] — o, —/3] e em [O,\/g] etema
concavidade voltada para cima em [—v/3,0] eem [V3, +oo[.

Os pontos de coordenadas (—\/§, —\/§) , (0,0) e (\/§, \/§) sdo pontos de inflexdo do grafico.

® Assintotas ao gréfico

Assintotas verticais: a fungdo tem dominio R e é continua, pelo que ndo existem assintotas verticais.

Assintotas ndo verticais:

. . 4x . 4x . 4

limy 400 f(x) = limy_, 40 = imy e =limy 40— =0

Portanto, a reta de equagdo y = 0 é assintota horizontal ao gréficode f em —oco eem +oo0.
® Esboco do grafico

y
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c) e Dominio

Dr ={x € R:x*—4 >0} =] — o0, —2[U]2, +0o[

e Pontos de intersec¢do do grafico com os eixos

Dado que 0 & Dy, o grafico ndo interseta o eixo Oy .

x2
= o — = = = 2 _ =13
fx)=0 e 0=ox=0AVx?—4#0=x€P
Dado que a funcdo ndo tem zeros, o grafico ndo interseta o eixo Ox .
o Intervalos de monotonia e extremos relativos

3
f’(x) _ ( x? )’ _ (xZ)IX\/xz—4—x2><(\/x2—4) _ xvx XX T, _ VX [x2—a

VxZ-4 x2-4 x2-4 x2-4
2x(x%-4)-x3
Jxz—a _ x3-8x _ x(x?-8)
T x2—4 (x2-a)0VxZ—4  (x2-4)VxZ—4
, _ x(x2-8) 2 oy o
f (x)—O@—(xz_4)m—O<=>x(x 8) =0Ax €] —o0,—-2[U]2,+0[ &
Sx=-2V2vx=2V2
— —2v2 —2 2 242 400
x — — - + + +
x?—8 + 0 — — 0 +
x* —4 + + + + + +
x2 — 4 + + + + + +
Sinal e zeros de — 0 + — 0 +
ff
Variagéo e N Min. 7 N Min. 2
extremosde f abs. abs.
f(-2v2) = F(2v2) =
=4 =4

A funcdo é decrescente em ] — o0, —2v2] e em ]2,2v2] e é crescente em [—2v2,—2[ eem
[2V2, oo .

A fungdo atinge um minimo absoluto igual a 4 em —2v2 eem 2v2.

® Pontos de inflexdo e sentido das concavidades do grafico

!

r0 = () =

_ (x3 —Sx)’(xz —4)VxZ—4—(x3—8x)[(x2-4)VxZ—4 |

(x7-4)?

= %(x2 —4)% x (2x) = 3xVx2 —4
_ (3x%-8)(x2—4)Vx2—4—(x3—8x)(3x Vx2-4) _ x2—4x[(3x%-8)(x%-4)-3x(x3-8x)]

(x2-4)3 (x2—4)3
_ VxZ-4x(4x?+32)  4x?+32
T @93 (- V-
" . 4x%+32 2 _ P
f"(x)=0 S v 0=4x*+32=0Ax€]—00,-2[U]2,+0[=xED

f"(x) >0 x € Df

= [ - vxT = 2] =[x _4)3]' -

O grafico tem a concavidade voltada para cima no seu dominio e ndo existem pontos de inflexao do

grafico.
® Assintotas ao grafico
Assintotas verticais:

A funcdo é continua; portanto, s6 as retas de equagdes x = —2 e x = 2 poderdo ser assintotas

verticais ao seu gréfico.
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x? 4

Aim, f(x) = Emz—m or -t
Portanto, a reta de equagdo x = —2 é assintota vertical ao graficode f .
X2
4
1 = li =
1mf(x) Jim, —— _2_ o =+

Portanto, a reta de

equagdo x = 2 é assintota vertical ao graficode f .

Assintotas ndo verticais:

2 =2 *©
(5] )
flx . Jx2—a . x . 1
lim,_,_ ) = limy oo 22 lim,_,_ g ﬂ11mx_>_oo— =lim,_,_——=—1
X VX 4 4
—x [1-% - 1-=
X X
xz 00 —00
. . .
lim,_,_o[f(x) — (—D)x)] = lim,__[f(x) + x)] = lim,_,_ Nl x] =
x% x% 4
) o oo;\oo . < —x2_4+x)< —x2_4—x> . x§_4_x2
=lim,_,_ m+x = lim,_,_s = = llmx_)_mT=
x2_a X 22 X
4x2 16
4+
L i a2 . 4t0 4
=lim,_,_ = lim,_,_o = lrvesrawes el 0
2o X 2 4 X
X“—4 xX“—4
Portanto, a reta de equagdo y = —x é assintota horizontal ao grafico de f em —oo.

De modo idéntico se pode concluir que a reta de equagdo y = x ¢é assintota horizontal ao grafico de f

em +oo,

® Esboco do grafico

d) e Dominio

Tem-se Dy = {x ER: 2 —x # 0} = R\{2}.
® Pontos de intersecdo do grafico com os eixos coordenados

f(0) = % =
f) =

1 e . 1
— =, pelo que o gréfico interseta o eixo Oy no ponto de coordenadas (O ——) .

—0<=>x —1=0Ax#2S x=—-1Vvx=1,peloque o gréfico interseta o eixo

das abcissas nos pontos de coordenadas (—1,0) e (1,0).
e Intervalos de monotonia e extremos relativos

(a2 —1) (2-x)—(x2-1)(2—x)’ 2x(2 x2)—(x2-1)(-1) _ —x2+4x-1

Fre0 = (522) =

(2-x)? (2-x)? T (2-x0)?
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—x2+4x—1

fl) =0 === =0 —x24+4x—1=0A2-x#20x=2—-V3Vvx=2++3
X —o 2-3 2 2++3 +00
—x% +4x -2 — 0 + 4 0 —
(2 —x)? + + + 0 + + +
Sinal e zeros — 0 + n.d. + 0 —
de f'
Variagdo e A Min. Ve n.d. A Max. N
extremosde f relativo relativo
f2—3) = f(2+v3) =
=2V3—-4 =-2vV3-4

f édecrescente em | — 00,2 — /3] eem [2 ++/3,+00[ e é crescente em [2 —+/3,2[ eem
12,2 ++/3].

f atinge um minimo relativo igual a 2v/3 —4 em 2 —+/3 e atinge um méximo relativo igual a
—2v3—4 em 2++3.

® Pontos de inflexdo e sentido das concavidades do grafico

" _(—x%+ax-1\ (—xz+4x—1)’(2—x)2—(—x2+4x—1)[(2—x)2]’ _
f (x)_( -2 ) - @-x)* =

_ (m2x+4)(2—x)% - (—x%+4x-1)[-2(2-x)] _ (—2x+4)(2-x)2+2(-x%+4x-1)(2—x) _

(2-x)* (2-x)*
_ (—2x+4)(2-x)+2(-x2+4x-1) _ —4x+2x%+8-4x—2x2+8x-2 _ 6
- (2-x)3 - (2-x)3 T (2-x)3
n 6
f (x)=0<=>(2_x)3=0<=)6=0/\2—x¢0<=)x€®

fl)<0e R2-x3P<0e2—x<0eox>2
fl)>0=2-x32>002—x>0x<2

O graficode f tem a concavidade voltada para baixo em ]2,+0o[ e tem a concavidade voltada para
cimaem | —oo,2[.

O grafico ndo tem pontos de inflexao.

® Assintotas ao gréfico

Assintotas verticais: a fungdo é continua, pelo que sé a reta de equagdo x = 2 podera ser assintota

vertical ao seu grafico.

2 2
. . x%2-1 _ 3 . . x2-1 _ 3
lim,_,,- f(x) =lim,_,,- S T or = T e limy, ;¢ f(x) =lim,_,,+ ST @
Areta de equagdo x = 2 é assintota vertical.
Assintotas ndo verticais:

x%2-1

f(x) . 7= . x%-1 . x?
= lim,_,, T" =lim,_, ep—=lim, , (n—=-1

lim — =lim
Xt i 2x—x2 —x2

13818

x2-1+2x-x2

. . x%-1 .
limy, o[ f(x) — (1) X x] =limy_, ;o [Z + x] =lim,_, -

)

—1+2x,13lim 2 _ _,
2—x X0 _p

Portanto, a reta de equagdo y = —x + é assintota ao graficode f em +oo.
De modo andlogo se prova que a reta de equagdo y = —x — 2 é assintota ao gréficode f em —oo.

=lim,_, .
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® Esboco do grafico

10
=11
=12
=13
=14

e) e Dominio

Tem-se Dy = {x € R: (2 —x)* # 0} = R\{2}.

® Pontos de intersecdo do grafico com os eixos coordenados
2x03

f(0) = o027 = 0, pelo que o grafico interseta ambos os eixos no ponto de coordenadas (0,0) .

® Intervalos de monotonia e extremos relativos

, _( 2x® ! _ (2x3)’(x—2)2—2x3[(x—Z)z], _ 6x2 (x—2)%2-4x3(x—2) _ 6x? (x—2)—-4x% _
fie) = ((x-z)Z) - - =

(x—2)* (x—2)*
_6x3-12x2-4x3  2x3-12x2 _ 2x%(x—6)
(-2 x-23 = (x-2)®
2(x—
f’(x)=0@zfxf;):)=O<=)2x2(x—6)=0/\(x—2)3 #0=x=0vVx=6
X —co 0 2 6 +0co
2x> + 0 + + + +
xX—6 — — — — 0 +
(x = 2)3 — — — 0 + +
Sinal e zeros de [’ + 0 + n.d. 0 +
Variagdo e /7 7 n.d. Min. Vs
extremosde [ relativo
F(6) =27

f écrescenteem | —,2[ eem [6,+0[ e é decrescente em ]2,6].

f atinge um minimo relativo igual a 27 em 6 e ndo admite maximos relativos.

® Pontos de inflexdo e sentido das concavidades do grafico
weon _ (2x3-12x2\ _ (2x®-12x2) (x-2)3—(2x%-12x2)[(x-2)%] _
fre = ( (x-2)3 ) - (x-2)6 -

_ (6x%-24x)(x—2)3-(2x3-12x2)x3(x-2)? _ (6x%-24x)(x—2)—(2x3-12x%)x3 _

(x-2)8 (x-2)*
_ 6x3-12x2-24x2+48x—6x3+36x2 _  48x
B (x-2)* T (x-2)*
f"(x)=o=>(x4_8;‘)4=o=>48x=0/\x—2 #0ex€0

f'l(x)<0=48x<0Ax—2#0=2x<0Ax#2ox<0
f'"xX)>0=48x>0Ax—-2#0=x>0Ax+2
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O gréfico de f tem a concavidade voltada para baixo em ] — o0, 0] e tem a concavidade voltada para
cimaem [0,2] eem ]2,+oo].

O ponto de coordenadas (0,0) é ponto de inflexdo do grafico.

® Assintotas ao gréfico

Assintotas verticais: a fungdo é continua, pelo que sé a reta de equacdo x = 2 podera ser assintota

vertical ao seu grafico.

. . 2x3 16 . . 2x3 16
lim,_,,- f(x) =lim,_,,- G o +oo e lim,_,,+ f(x) =lim,_,,- G? o= +o00
A reta de equagdo x = 2 é assintota vertical.

Assintotas ndo verticais:

[ce]

2x3 P
li fx) _ li 2% _ | 2x% li 2x2 =g 2x? 2
e S = 1Moo P55 = i 0 £ = W0 o BNy S =
. . 2x3 . 2x3
llmx_>+oo[f(X) - ZX] = llmx_)+oo [(x—_Z)Z - ZX] = llmx_)+oo (m - ZX) =

[oe]

— ki 8x2—8x zl. 8x2
= Moy~ Maston Sy = 8

Portanto, a reta de equagdo y = 2x + 8 é assintota ao graficode f em +oo.
De modo analogo se prova que esta reta também é assintota ao graficode f em —oo.
® Esboco do grafico

f) @ Dominio
Tem-se Dy ={x ER:2+x? # 0} = R.
® Pontos de intersec¢do do grafico com os eixos coordenados

2
f(@0) = 2302 = 0, pelo que o grafico interseta ambos os eixos no ponto de coordenadas (0,0) .
o Intervalos de monotonia e extremos relativos
, _ [ x? ! _ (xz)’(2+x2)—x2(2+x2)’ _2x (2+x%)-x%(2x) _ 4x
f1e0) = (2+x2) - (2+x2)2 h (2+x2)2 T (24x2)2
’ _ 4x _ _ 2 —
f (x)—0<=)—(2+x2)2—0<=)4x—0/\2+x #0e=x=0

fl(X) <02 4x<0A24+x2#20=x<0
fl(x) >0 4x>0A24+x>#0= x>0
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f édecrescente em | — o, 0] e é crescente em [0, +oo[ .
f atinge um minimo absoluto iguala 0 em 0 e ndo admite maximos relativos.
® Pontos de inflexdo e sentido das concavidades do grafico

" )_( 4x ) @0 () ax |22 a(24a?) -axf2(242%)x(20)] _
fr = (2+x2)? (2+x2)* T (2+x2)* -

_ 4(4+4x?+x*)-16x2(2+x%) _ 16+16x%+4x*-32x%-16x*
- (2+x2)* - (2+x2)*

—12x*-16x2+16 _
(2+x2)* -
|—12a2—16a+16=04:)a=—2Vx=§

_ —12(x2+2)(x2—§) _ —12x%+8
- (2+x2)* T (2+x2)3
" . -12x%+8 _ 2 _ 2 _ |2 _ ]2
f(x)—0<=>—(2+x2)3—0<=> 12x*+8=0A2+x*# 0= x = \/;Vx—\/;
X —co —/2/3 J2/3 +oo
—12x2 + 8 - 0 + 0
(2 +x?2)2 + - ~ +
Sinal e zeros — 0 + 0
de f!f
Sentido da P.I. P. 1
concavidade m U /"\\
de f
f (_\"Im) = f (\fm) =
=1/4 =1/4

O gréfico de f tem a concavidade voltada para baixo em ]—00, —\/g] eem [\E’ +00[ etema

. . 2
concavidade voltada para cima em [—\/;,

Os pontos de coordenadas <—\/E

® Assintotas ao gréfico

1

3’4

il

> e <\E’Z> sdo pontos de inflexdo do grafico.

Assintotas verticais: a fun¢do é continuaem R, pelo que o grafico ndo admite qualquer assintota

vertical.
Assintotas ndo verticais:
sl
. . x2 2. x2
limy_ 40 f(x) = limy_, 40 oz o imy e 5 =1

Portanto, a reta de equagdo y = 1 é assintota ao gréficode f em —oo eem

e Esboco do grafico

400,

-1
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150. e A fungdo tem que ser continua no ponto 2, pelo que tem de ser

lim,— - £(0) = limy_p+ f(2) = £(2).

Ora,

lim,_,,- f(x) =lim,_,,-(x2—b)=4—b

lim,_,+ f(x) =lim,_,,+(ax —3) =2a -3

f(2) =2a-3

Portanto, lim,_,,- f(x) =lim,_,,+ f(x)=f2) = 4—-b=2a-3<b=7-2a.
® Para que exista derivadade f em 2 temqueser f'(27) = f'(2%).

Ora,
f’(Z_) — lim flO-f(2) - lim x%-b—(2a-3) - lim x%2—(7-2a)-2a+3 _
x—2~ X—2 x—2t x=2 x—2% x=2
o
. ox2-a
- xll{rzl‘*‘ x—2 =xll>n21+(x + 2) =4
f’(2+) — llm w — hm L(Za—:ﬁ’) — 1 ax__za — 1 a(x_z) — llm a=a
x—2t  x-2 x—2t x=2 x—2t x=2 x—2t x-2 x—2%

Portanto, f'(27)=f'QY) = a=4.
Como b=7—2a, tem-se b=-1.

151.a)x* —x?—1=kox*—-x>-(1+k) =0 (x?)?-x*-(1+k) =0

1+ 1+4(1+k 1++v4k+5
o x2 = BEIHAD o 1EVERES

2 2
5 ~ 1+Vak+5 . . .
Para k > — 7+ aexpressdo ———— representa um numero real positivo, pelo que a condicdo
2 1+vV4k+5 | ;
x° = ——— é possivel

2
Portanto, a equagao é impossivel para 4k +5 < 0, ouseja, para k € ]—00, —;[ .

b)x*—x?-1>ae=x*—x>-1+a)>0

Para cada valor real de a, afun¢do g definida por g(x) = x* —x% — (1 + a) é uma fungdo
polinomial de grau 4 e é uma fungdo par.

Portanto, o conjunto solugdo da condigdo g(x) > 0 é a reunido de trés intervalos disjuntos se e so se
o seu grafico for de um dos seguintes dois tipos:

081 081

Ou seja: tal acontece se e sé se g tem exatamente dois zeros ou exatamente quatro zeros.

‘g(x)=0‘E”‘At_xz—(1+a)<=>x2=1J_r;E

, pelo que:
. P . p 5
® g tem exatamente dois zerosse e sése 4a +5 =0, ouseja, seesdse a = —
. . , 5
® g tem exatamente quatro zerosseesdse 0 <4a+5 <1, ouseja, seesdse 3 <a<-1.

Portanto, a € [—;,—1[.
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152. a)

fla-1)=1-3(a- 1)" e g'la) =6a’;

as retas r e s sdo perpendiculares se e s6
se fla—1)xg(a)=-1;
fla-1)xg'a)=—1&

& 6a2—18a(a—-1)=-1.

Seja b a funcio definida por
h(a)=6a*—18a*(a— 1) + 1

bh(1)=7 e h(2)=-47

Dado que a fungio b ¢é continua em
[1, 2] , o teorema de Bolzano-Cauchy per-
mite concluir que a equagdo h(a) =0 tem
solucio no intervalo |1, 2] .

b) h(x) = 6x%2 — 18x%2(x — 1)2 +1

53 fy
9.0 +
221
751
68+
60 +
524
45 1
38+

30T

Pag. 76

153.

Qualquer reta que passe em A e esteja
nas condicoes do enunciado admite uma equa-
¢ido do tipo y=m(x—-4)+2,com m<0;as
intersecoes das retas desta familia com os eixos
sdo os pontos de coordenadas (0,—4m +2) e

(74”;; 2, 0) . A drea dos tridngulos referidos no

(4m—2)*
enunciado é dada por A(m)=—-—"—"—" que

. o 1 2m
atinge o0 minimo em B

Fotocopiavel © Texto | MVT 12
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Portanto, a reta correspondente tem declive

—% e ¢ paralela a reta que passa nos pontos de

coordenadas (0, 2) e (4, 0), pois essa reta

também tem declive —% (m:u:_l)_

4 2

154. Tem-se, de acordo com a figura abaixo:
Area da janela= SR x PS
Seja x = SH e, para cada valor de x, designemos por A(x) a drea da janela.

A

______________________ _a______________________

Tem-se:
o SR =2x

PS b PS b PS 2b a 2b — 2b

= =7 a—=7(=)a—=—<=)PS=(——x)—(:)PS=b——x

BS = ——X - ——X a 2 a a

2 2 2 2

Ora,

OA(X)=ﬁXﬁ=2x x(b_%x)zsz_%xZ

e A'(x) = (be —%xz) =2b —%x
8b a

oA’(x)=0<=>2b—:x=O(=)x=Z

Portanto, as dimensdes da janela que tem drea maxima sdo:
= a
®eSR=2X Z =
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«Os seis mais»

155.
il .
i 1 2 n
Tem-se W, = - = +———+---F——.
" énzﬂf i+l ni+2 n+n
n .

e e e S L e Tt et e S
n-+n n-+n n-+n  Snt+i n+l ono+1 n-+1
lig Yr

1 .~ 1.1 2
vo=—d Si=—1 R/ AP | e
n+1 < n-+1 2 2n-+2
H .
u,x>i= 1 len, g, n_+n
~ n+n 2 2n-+2n
2 2
Entdo, Wne N, <y < AN
2n-+2n 2n-+2
E. dado que lim-Lt 2 = iy -2 = (i D —L1 4 teorema das sucessdes enquadradas
2n-+2n 2n-+n 2n- 2

. . . 1
permite concluir que limw, = >

156.

Seja t a hora do dia e sejam f, e f, as
fungdes que ddo a distincia do montanhista ao
abrigo A no primeiro e no segundo dia, respeti-
vamente. Pretende-se, portanto, provar que:

Ate |8, 14[ : fi(t)=f,(1),

que € equivalente a

Ate |8, 14[ : fi(t)—f,(1)=0.

Seja f a funcio definida por f(t)=f,(t) - f>(1) .
A fungdo f € continua em [8, 14] e tem-se:

f(8)=1i(8) —12(8) =0 —f,(8) =—/1(8) ; portanto,
f8)<0.

fl14) =f,(14) - f,(14) =f,(14) - 0=f,(14) ;
portanto, f(14)>0.

Por aplicacdo do teorema de Bolzano-Cauchy,
pode concluir-se que 3t € ]8,14[ : f(t)=0, que
é equivalente a 3t€ 8, 14[ : f,(t) =f,(t) pois
flt)=0= f,(t) - f,(t) =0.

Fotocopiavel © Texto | MVT 12
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157. a)
Sejam f{x,) e f(x;) dois valores positivos e
suponhamos que f(x,) <f(x,) .

flaey) < flay) &=
= flxy) x flxy) <flx)) xflx;) =
& (fixy) < flx,) xfix,) &

& flag)<Vflx) X flxs,)

flx1) <flx:) &=

& fla ) x flx,) <flx,) x flx,) &
& flxy)xflx,) < (fix,))’ &

&= Vix) % flx,) < flx,)

A funcio é continua em [x1, xz] e

flay) <y/flx,) X flx,) <flx,) .

entdo, o teorema de Bolzano-Cauchy per-
mite concluir que:

dce ]xhxz[: fle) = v/flx,) x f(x,)

b)

Basta aplicar o resultado de a), atendendo a
que a solucdo positiva da equacdo é a mé-
dia geométrica de dois valores da funcdo,
ambos positivos.

158.

_ 1 (1)) .. E(
Seja v=—:se x > 0".entdo ¥ =+ etem-se lim L.\‘EL—J = lim E@)
X r—=0* X yoem P

De acordo com o enunciado. sabe-se que E(V) < v< E(y)+1.

E(‘r)g Y SE('}‘)+]. ou seja. 1= A =1+ ! . Se ¥y —>+w, também
E(v) E(») E(v) E(v) E(y)

E(1)+1— +w e, portanto. E(1) — +o0.

Entdo.

I \
Assim. lim | 1+ L :1+L:1+0:1.
y—w E(v) +o0

Entdo. por aplicacio do teorema do limite das funcdes enquadradas. conclui-se que

{..\’E{l\‘\l:l.
X))

lim =1 e. portanto. lim

Y+ E(J!) a0 \
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159.

Qualquer reta que passe em A e esteja
nas condi¢oes do enunciado admite uma equa-
¢do do tipo y=m(x—a) +b ,com m<0 ;as
intersecdes das retas desta familia com os eixos
sio os pontos de coordenadas (0, b—am) e

(#520)-

A area dos tridngulos referidos no enunciado é
2
(am — b)

dada por A(m)=- que atinge o mi-

nimo em _b .
a
Portanto, a reta correspondente tem declive

m= _b e € paralela a reta que passa nos pontos
a

de coordenadas (0, b) e (a, 0), pois essa reta

também tem declive —é (m e b =—é).
a a->0 a

A reta r interseta os eixos nos pontos de coor-
denadas (2a,0) e (0, 2b) ; os tridngulos refe-
ridos no item sdo tridngulos retingulos cujos
catetos medem a e b .

}l‘ -
2b

Ala, b)

-

1

160.a) f'(x) = G)’ =—-=

x2

= () =-(3) -~ (2) =2
! _ —2(x3) _ —6x? 6

e =(5) =S =T s

Fotocopiavel © Texto | MVT 12
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(-1)™*n!
xn+1

b) E compreensivel produzir a seguinte conjetura: f™(x) =
Demonstracao de que a igualdade é valida para todo o nimero natural n:
Para n=1, obtém-se a proposicio

U (x) == 1_]};1! , que é verdadeira pois
—Ix1!'_ 1 1y _ 1
MERT (E,)__E'
o _ n !
Hipotese de inducdo: f'(x) =¢
x!?+

L oy |
Tese de indugio: f""'(x) =%

Seja # um qualquer nimero natural.
An+l) An \ — 1}"?!! "
£ = (") = ({ )=

yn+1
n 1
=(— — =
(' 1} n.(xarﬂ)

(=1)" - n! (x—=-1)'=
(—1)"ml e (—n—1)x—=-2=
(1) (=1) - ml(m+ 1)L =

xir+3

(=1)"" - (m+ 1)1
xn+l
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Tema 4 | Fungdes Exponenciais e Fungoes Logaritmicas

1. Juros compostos e nimero de Neper

Pag. 81

Sera que...? Juros compostos

Decorrido um ano, o capital é igual aC, +0,02xC, euros, ou seja:

C, =C,(1+0,02) = C, x1,02

Decorridos dois anos, o capital € igual a C, +0,02XC, , ou seja:

C, =C,(1+0,02) = C,x1,02 = C,x1,02x1,02 = C, 1,02

Decorridos trés anos, o capital é igual a C, +0,02XC, , ou seja:

C, =C,(1+0,02) =C,x1,02 =C,x1,02* x1,02 = C,x1,02’

Decorridos n anos, o capital é igual a C, +0,02XC, , ou seja:

C,=C, (1+0,02)=C,  x1,02=C,x1,02"" x1,02 = C, x1,02"

1. Ao fim de um ano, o capital acumulado é iguala 500 x 1,025.

Ao fim de dois anos, o capital acumulado é igual a (500 x 1,025) x 1,025 = 500 x 1,0252 .
Ao fim de trés anos, o capital acumulado é iguala (500 x 1,025) x 1,025 = 500 x 1,0252.
Ao fim de quatro anos, o capital acumulado é igual a 500 x 1,025% ~ 551,91 euros .

Pag. 82

2. a) 800 x 1,019 = 815,20 euros
b) 800 x 1,019 — 800 ~ 46,47 euros
c) 800 x 1,019 ,n € N,

d) 800 x 1,019™ > 1000 < 1,019™ > 1,25
Tem-se 1,019 = 1,230 e 1,019'? = 1,253, pelo que a resposta é «Ao fim de doze anos.»

3. Decorreram exatamente dois anos, pelo que uma condig¢do que traduz o problema é

2400 X (1+t)? =2521,5,t>0.

Tem-se: 2400 X (1 +t)? = 2521,5 © (1 +t)?2 = 1,050625 © 1 +t = 1,025 & t = 0,025
A taxa foi de 2,5%.
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4.Co X 1,020 > 2Co & 1,02" > 2
Tem-se 1,023% ~ 1,999 e 1,023° =~ 2,039, pelo que sdo necessarios 36 anos

Sera que...? Dividindo uma taxa anual

Vejamos o capital acumulado ao fim de um ano com a taxa de 4% ao ano:
4 \!
C; =1000 x (1 +m) = 1000 x 1,04 = 1040
Portanto, neste caso, teria acumulado 1040¢€.

Vejamos o capital acumulado ao fim de um ano com a taxa de 1% ao trimestre.

No fim do primeiro trimestre teria acumulado:
1 \!
C, = 1000 x (1 +W) =1000 x 1,01 = 1010
No fim do segundo trimestre teria acumulado:
1 2
C, = 1000 x (1 +m) = 1000 x 1,012 = 1020,10
No fim do terceiro trimestre teria acumulado:

1 3
C; = 1000 x (1 +m) =1000 x 1,013 ~ 1030,30
No fim do quarto trimestre teria acumulado:
1 \*
C, = 1000 x (1 + m) = 1000 x 1,01* ~ 1040,60

Concluimos, assim, que a proposta da Beatriz é a mais vantajosa, ainda que seja uma vantagem muito
pequena.

P4g. 83

5.0,15% x 12 = 1,8%

12 2
6. Tem-se 10 000 x (1 + %) ~ 10 201,84 eurose 10000 x (1 + %) ~ 10 211,10 euros,

pelo que a segunda modalidade é mais vantajosa.
Pag. 84

40
7.a) 7500 x (1 + %) ~ 8975,51 euros

20
b) 7500 x (1 + %) ~ 8971,90 euros
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Sera que...? Taxa de juro ao segundo

1ano tem:
e 2X6 meses
e 12 meses
e 365 dias
e 365 x 24 =8760 horas
e 8760 x 60 =525 600 minutos

e 525600 x 60 = 31536 000 minutos

100 \?2
100 x 2
100 \*?

* 100 x 12
100

C2=100x<1+

C&z:= 100 X (1

2

1
) =1OOX<1+E) =225

2

1
=100 x (1 —) ~ 261,30
) * 12

365

1
Cags = 100 X (1 +m) =100 x (1 +—) ~ 271,46

100 >8760

Careo = 100 X (1 +—_—
8760 100 x 8760

100 >525600

C =100 x (1 I
525600 100 X 525600

C31536000 = 100 X (1 100 x 31536000
31536000

=100 x (1 ~ 271,83

1
+ 31536000)

Podemos, entdo, preencher a tabela:

100 )31536000

365
8760

= 100)((1 +—)

8760

=100><<1+

~ 271,81

525600

525600)

~ 271,83

Capital disponivel no fim do ano
T n (em euros, arredondado ao céntimo)
6 meses 2 225
1 més 12 261,30
1 dia 365 271,46
1 hora 8760 271,81
1 minuto 525 600 271,83
1 segundo 31536000 271,83

Da observacgao da tabela, aparentemente, os 100 euros depositados pela Beatriz pelo periodo

de um ano nunca chegam a atingir os 272 €.
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8. lim [100 (1 + %)n] =100 x lim (1 + %)n = 100e ~ 271,83

9.a)lim (n+1)n = lim (1 + %)n =e

n
2-n tim(14)"

: 1 n
b) lim (1 + ;) = —lim(1+%)n = ;

olim(2+2)" =2+
Pag. 87

10. (D)
O capital acumulado ao fim de n anos é dado por Cy X 1,013™, termo geral de uma progressao
geométrica de razdo 1,013.

2
11. a) 1000 x (1 n "zﬂ) = 1081,60 euros

6
b) 1000 x (1 + %) ~ 1082,71 euros

12
¢) 1000 x (1 +%) ~ 1083,00 euros

12.C0x (1+D® =20 = (1+D¥ =2 1+t="V2eot="VZ-1
Portanto t = 0,039.
A taxa foi aproximadamente iguala 3,9%.

13. Uma condigdo que traduz o problema é C, x (1 —0,02)" = 0,8C, .
Co X (1= 0,02)" = 0,8C, < 0,98" = 0,8
Tem-se 0,981 ~ 0,801 e 0,98'2? ~ 0,785, pelo que deve decorrer um pouco mais do que 11 anos.
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14. Seja n o numero de carregamentos procurado.
Uma condicdo que traduz o problema é 130 X (1 — 0,1)20 < 24,
120 X (1 — 0,1)20 < 24 < 0,920 < 0,1846

320

321
Tem-se 0,920 ~ 0,1853 e 0,920 =~ 0,1843, pelo que a bateria pode ser carregada até
320 vezes.

12
15. Uma condi¢do que traduz o problema é Cy X (1 + 1—2) = 2Cy .

£ \12 _ t\12 _ t _ 12 _ 12
Cox(1+5) =20e(1+5) =2e1+-=%2ot=12(%2-1)
Dado que 12 (1§/§ - 1) ~ 0,7136, o valor minimo procurado é 72%.

16. a) lim (1 + %)311 = lim [(1 + %)n]g =e3

. 1\~ " 1 1 _
b)lim (1 +7) Sl e
-1

De outro modo: lim (1 + %)_n = lim [(1 + %)n] =e?!

tim ()" = him (22)" < i (142)" 7 2 20 e

n+l im(1+2) 1

d) lim ("—“)" - (1)+°° —0

2n 2

n+1
e) lim (3+n3n) =3t® =4

2n-3 1im(1+%)2n lim[(1+%)n]2 o2
= > = 3 =T

f) lim (1 +2) o

lim(1+3)
17. (A)
Tem-se limu, = lim (1 + %)n =e" .

Ora, s6 para a fungdo da opgdo (A) é que se tem lim,_,,- f(x) = 400,
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2. Fungoes exponenciais

Pag. 89

18.2)37 = (1)’ 0 (2) =)

1
19.a) 5z = /5

20. a)\/g — V3 T1=37:
Pag. 90

21.2) 16 = 42
3
d)8=23=V& =42

_4 _ 1 _1_ 2
f)0’04_100_25_52_5

Pag. 92

b)8 =23 = (l)_3

b)2i = Y23 = 48

) =vE =4

e) 0,01 = — = — =102
100 10

c)1=(-2)°

Sera que...? O numero 27

1. us=3,14159 e vg = 3,14160
2,

x, =23 ~8,57419

x, = 231* ~ 8,81524

x3 = 2311 ~ 8,82135

x4 = 231415 ~ 882444

x5 = 2314159 ~ 8,82496

xe = 23141592 ~ 8,82497

y, = 2%2 ~9,18959

y, = 2315 ~ 8,87656
y3 = 23142 ~ 8,82747
y, = 231416 ~ 8,82502
ys = 2314160 ~ 882502

ye = 23141393 ~ 882498

Como as sucessdes (u,) e (v,) sdo sucessdes de nimeros convergentes para 1, as
sucessGes (x,) e (y,,) sdo convergentes para 27 .

22. A fungdo é decrescente para 0 < 2 —k < 1, ouseja, para k €]1,2[.
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23.a) 4V2 = (22)V2 = 22V2Z = 2V8 ; portanto, 4V2 > 2V5 .

b) 8V8 = (23)V8 = 23V8 ; portanto, 237 > 23V8  pois © > /8.
G 1

) (reparaque 0 < 3< 1).

2
1 1 1 1
c)== (—) ; portanto, = < (—
9 3 9 3

Pag. 93

24, a) Fungdo f : gréfico azul; fungdo g : grafico verde ; fungdo h: grafico vermelho
b,) f(x) = g(x) & x = 0; conjunto-solugdo = {0}
b,) f(x) < g(x) & x = 0; conjunto-solugdo = [0, +oo[

bs) h(x) < g(x) & x < 0; conjunto-solugdo =] — o, 0]

Pag. 94

X
25.Tem-se g(x) = G) = 27 = f(—x) ; portanto, o grafico de qualquer uma das fungdes pode
obter-se aplicando ao grafico da outra a reflexdo de eixo Oy .

26.a) 4Tl =4 x4 =6x4=24

— 4% 6 3
b)4* 2 ===—==
42 16 8

c) 4% = (4%)% = 62 = 36
d) 2% =V4 = 4% =6

e) 4= (4"t =671 ==

27.a) 2"t =1l 2 =20t x+1=4x=3
b) 8%+1 = 4% & (23)%+1 = (22)F © 233 = 22X & 3x +3 = 2x & x = —3
c)sx=o,o4<=>5X=%<=>5x=5-2=>x=—2

1
d)5><5"=\/§<=>5x+1=55<=>x+1=%<:>x=_%

Q4 - = s@E-)=2ot =82 =Dox="

f)12x3* -3 =27 —(39)2+12x3*-27=0 = 13 = y

-y +12y-27=0ey="""""

& 3*=3Vv3*=9=x=1vx=2

y=3Vy=9&
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g)23+x—21_x=6@8X2x—22—x—6=0@8)((23‘)2—2—6X2x=0@

©8y?—6y—2=0ey="2000
<:>2x=—%v2x=1<=>x=0

eq. imp.
P4g. 96

(:)y=—%Vy=1<:>

28.3)31" >90=31F >3 sl1-x>2ox< -1

X X
b)2x23x<=>2—21<=>(3) <lex<0
3% 3

c)z-x“>43x<=>2-x+1>26"<=>—x+1>6x‘=’x<%

X
d)5*> L o5*l>5 o x+1>-Sox>-2
V5 2 3

3" <9 o3 <3 o xl<2x o

Sx2-2x<0=2x>0Ax<2

Calc. aux:
*-2x=0=2x(x-2)=0<
Sx=0vx=2

1 1
f)2¥g4(:)2¥§22<=>%32<=>
1-2x

(:)%—ZSO@ <0

1
<=>x<OVx25

1-3%
gli5=0=

Sx<0vx>3

29.2,)3*=10-3"*=3*-10+=

© (3%)?2-10%x3*+9=0&
©y?-10y+9=0y=

10+v100-36
2
S 3*=1v3*=9=x=0vx=2

[2¥ =y
2
Calc. aux:
—00 0 1 —00
2
1-2x +| + + 0 | —
x -1 0 | + | + |+
1-2x — | nd + 0 |-
X
Calc. aux:
—00 0 3 —00
1-3* +1 0 — —
2¥ -8 - - — 0
1-3* -l 0 + | nd
2*—8
[3¥ =y

oy=1Vy=9«

Como f(0) =3%°=1 e f(2) =32 =9, os pontos de intersecdo dos graficos das duas fun¢des sio os

pontos de coordenadas (0,1) e (2,9).
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2
) f(1) 2 g(x) ©3*210-32F =3 - 10+ 20 =
= (3)2-10x3"+9>0 o 3 = y
©y2—-10y+9=0
y<lvy=>29e Calc. aux:

y2—10y+9=0Sy=1vy=9
\* | | | | I | | '/ |

©3*<1v3i*>29=x<0vx =2
Conjunto-solugdo =] — o0, 0] U [2, +oo]

as)
Pag. 97
30.1+§>0=>y7“>0<=> Calc. aux:
—o00 -1 0 —o00
y+1 N + + |+
y - - — 0 |+
y+1 +1 0 — | nd |+
y

Sy<-1vy>0
Conjunto-solugdo =] — o0, —1[ U]0, +oo[ = R\[—1, 0]

Pag. 98
31.a)lim (1 - %)n = lim (1 + _73)11 =e 3

b) lim ( 1 +%)n =1im(1+3/2)n — 2 =e3

n
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tim(1+2)" =tim|(1+2)" x (1+2) | =tim(1+2) " x1m (14 2) =

2 2 .

2\" 2 5 2
=1im[<1+%>] xlim(1+§) =(e§) X1=es3

o 1+—)n 11m(1+—)n e?
e) lim (% — 1)2n = lim [(% — 1)2]n = [Note que a? = (—a)?
= lim [(1 - i) ] = lim [(1 - %)n]Z =(e3)i=e"
Pag. 99

32. 1.° processo

lim (3n+1)n - lim [3n(1+$)]" im (E)n « l%m(1+%)n B

n-1 2n(1-3)

e3 5
=+oo><—1:+oo><eez+oo

e 2
2.° processo

1

5
Tem-se -t =3 2 | Célc. aux:
2n-1 2 2n-1
3n+1 2n—1
—3n 3/2
+ 3/2
5/2
n n
Portanto, Vn € N, ntl > 3, pelo que Vn € N, (3n+1) > (3) .
2n-1" 2 2n—-1 2

o . 3\ . N . 3n+1\"
Entdo, como lim 3) = +o00, pode-se concluir, por comparagdo, que lim 1) = 400,

33. 1.° processo

lim ( nt3 )n = lim [n(H%)

2n+2 2n(1+%)

n . n" lim(1+i)n e3
=lim(3) x——2z=0x<=0

2.° processo

Seja (a,) asucessdo de termo geral 21;+2 .
Tem-se:
evneN,aq,>0
n+4 n+3 2n?4+10n+8-2n%-10n—12 -12 ,

®an+1 = n = iy T onrz (2n+4)(2n+2) T 2n+4)(2n+2) <0,vn €N, peloque (an) é
decrescente.

5 +3 5 +3\" 5\"
Como a, ==, vem Vn € N3,0 < o L2 e, portanto, Vn € N3,0 < (n ) < (—) .

6 2n+2 6 2n+2 6

. (5\" . o .
Como lim (g) = 0, pode-se concluir, pelo teorema das sucessdes enquadradas, que llm(
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. (3-nm\" . n o (n=N\" S . .
34. lim (—) = lim [(—1) X (—) ] Este limite ndo existe; na verdade, para que exista
n+1 n+1
lim[(—1)™ a,,] é necessério que lima, =0.

Ora, tem-se:
—3\"
ozt ()| e
m =lim|————F|=—=¢
n+1 14 1) e
n
Pag. 100
o
. e3-121 e’*-1 1., e3%—1 3. e3%—1 3 e¥-1
35.a) lim,_,, = "% llmx_>0 = ghmx—>0 (? X 3) = ghmx—m = = 3 lim,_, =
3 3 3x=y
= —X ]_ = —
5 5
o
b) lim x_l_l o lim,_,g—o—t = limy_ =L = lim,_,g—t =
x—1 - Y20 y+1-(y+1)2 Y0 _y2y Y=0y(-y-1)
x—1=y
e¥-1 1
= lim [ x——|=1x(-1=-1
y—0 y —y-1 ( )
o
0
eX—ed o . y+3_g3 . e3(e¥-1) 3 e¥-1 3 3
c) hmx_)3 = = llmy_)OT = llmyHOT =e’lim,_,, =e°X1l=e
x—=3=y
0
0
. eX—e % e *(e?*-1) . 2e7*(e2%-1) . 2e 2(e¥-1)
d) lim,_,, — = lim,_,, — = lim,_,, ™ = lim,,_,o "
2x=y

= lim,,_,o [Ze 2 X Tl] =lim,_,q (2e %) X limy_)oeyy—_1 =2x1=2

[1}ore

e*-1

e) limxﬁoT [Como x >0, tem-se eX —1 >0, peloque e* —1 =./(eX — 1)2

= lim,_,, —(ejzl)z lim,_, \/(ex Dk \/llmx_)o — L (e* — 1)] Vix0=0

oo><0

e¥-1
f) hmx_>+oo[ (ex - 1)] = hmy_)o[ (e¥ — 1)] = limy,_,o—— S = 1
17
;—y
g)
9
0
xe*—2e% . (y+2)eYt2—2e2 . (y+2)eY e?—2e% . yeYe?+2eYe? —2e%
limy_,——— £ limy_, = limy,_,g == lim,,_,, . =
x—2=y

limy,_,o [eye2 +

=1xe?+2e?x1=23e?

20— y_
M] =limy_,o [eye2 +2e2x2 1] =
y y
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36.a) f'(x) = (xe?) = (x)' xe¥+x X (e?*) =e* +x x 2 X e? = (1 + 2x)e?*
fe)=0el+2)e¥ =0 1+2x=0x=—;

b) £’ o x ) (0 xe%2%—xx(e02%)  g02%_xx02xe02%  e02X(1-02x) _ 1-02x
)f x) = 02x) — 0,222 = 0,4x = 0,4x — _o2x
e (e%%%) e e e
' _ 1-0,2x __ _ _
f(x>—0(=>607—0(=>1—0,2x—0<=>x—5

o) f/(x) =[(e3* —1)?] =2(e3* —1)(e3* — 1) = 2(e3* — 1) x 3e3¥ = 6e3*(e3¥* — 1)
flx)=0=6e3(e3*-1)=0=2e¥*-1=0=3x=0=2x=0

I 3 3 3

d) f'(x) = (xe%)l = (x)’e% +x (e%)l = e% +x (%) ex=ex+x (— %) ex =

3 3 3 3 3 x-3
_ex—; ex_ex(l—;)—ex XT
’ 3 x—3 xX—
f'(x) =0 ex X—=0—=0x=3
, _ r 1 x r_ e
37.f'(x) = (Ve* + 1) ——me(e +1) =
1 V2 V2

") = ——— = — =¥ x . . _ V2
f'(0) REV- reinEN A , pelo que a equacgdo reduzida da reta é da forma y = " x+b.

Como f(0)=vVe®+1= V2, a reta passa no ponto de coordenadas (O, \/7) , pelo que
b=+2.
7

Portanto, a equacgdo reduzidadaretaé y = sz ++2.

Pag. 104

wa@ =@ wee() o) -
39, a)2i = 12 b) 37 = V33 = V27 c)(l)_%=2§=‘</§
40. a) 3\/% E (%)l =47 VZE=(2%)i=2"2  e=t=as

1
41. a) 162 =V16 =4
2
b)27: =272 =336 =32=9

3
)95 =92 =93 =36 =33 =27
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2a() ()" we=()’ aw=es()

2@ =] =" er-ev-1e=(2)°

3E12 _ c2 _ a4 _ e2y2 — ge2 _ (1) 72
A5 =53 =5%= (522 =25% = (5
_ 93 _ a2 _ (172
43. a)8 =2 b) 16 = 42 = () 3
=8 -1 _1_g5-3 —l_1_ 1 _1_ (1)
€)0008 =0 =5 =5 = > d)0125=5=%= VE g (4)
44. (C)
(Ba)bzgab

. . 2k-1
45. f é crescente se e sé se = > 1.

Tem-se Z"T‘1>1@%—1>o=>%>o<=>k(k—1)>o=>k<ovk>1

O conjunto é | —,0[ U |1, +oo] .

Pag. 105
46. a)5%* = (5%)2=22=14 b) 57 = (5%)~1 = 21 =%
€)52 = (5%): = 22 = V2 d) 257% = (52%)"1 = (5%)~2 = 22 :%

e)5*tl =5 x5=2x%x5=10

47. a)3**1 =6 = 3" x3 =6 < 3% = b)32%¥ = (3%)2 =22 =4

X 1 1
)3z =(3%)2=2:=+2 d)3"‘+1=3‘x><3=3ix><3= X 3

N | =
I
N w

48. a) 5**1 — 5% = 5¥(5 — 1) = 4 x 5%

1x
b) (E) 217X = 27X 4 Q17X = 27X¥(1 4+ 2) =3 x 27F

x+1 3x—2 _ o3x 3x o 1 _ 93x 1\ _ 53x 33 _ 53x 33 _ 3x—2
€) B 42372 = 2% x 84+ 23 x 2 =2 (8+4)—2 xZ =23 x 2 =33x2

d) 4% + 251 = 22% 4 241 = 2%(2% + 2)
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1-x
49. a) 2% = 0,1251% & 2% = (g) S22 =N T2 =23 o x=3+3x &

3 . ~ 3
Sx =, conjunto-solugdo = {E}

3x
b)4* <(VB) @22 <2z o2 <L o m?-3x<0ox@r-3)<0 o

2
Sx=>0Ax S% ; conjunto-solugdo = [O, ]

€)3*+3*1 - 12=023*+3x3*-12=0=4x3*-12=0=23*=3x=1;
conjunto-solu¢do = {1}

S w

3*=y
d)9** 1 432 =4 29X 9*  +9X3¥ —4=0=29x3%4+9x3 -4=0 S
S99 +9y—4=0eoy=—Ivy=;o3=-v¥=—oxr=-1;

N————
eq. imp.

conjunto-solu¢do = {—1}

2¥=y
e)22"‘+3s2x(=>24—x—2x+3s0(=>4—(2")2+3><2xso S —y2+3y+4<0e
-G+ -H<0oy<-1vy>4o2X<-1Vv2¥ >4 x> 2;
eq. imp
conjunto-solugdo = [2, +oo[

x x x x>0 x<0
f) x x 2 0>8x(=)(;c><2 8x > 0 < x(2 8)>0<=>{2x_8>0v{2x_8<0
x>0 (x< AU
(:){x>3v{x<3(:>x>3Vx<0,comuntosolugao-] 00,0[ U |3, +oo[

g)xzx“=x4<=)x=OVx=1V(2x+1=4/\x>0)<=>x=OVx=1Vx=§;

conjunto-solugdo = {0,1,%}

50.a) ® Dy = R
of(x)=0=23*-3=0=x=1

b) ® Dy = {x € R:3* — 9**1 # 0}

Ora, 3* -9l =00 =3*=9"1 o3¥ =32 o x=2x+2 = x = -2
Portanto, Dy = R\{-2}.
ef(X)=0 2 0o x+2=0A3"-9* 20 x=-2Ax%-2<xEQD

3X_gx+1

c) e Dy = {x € R: (4* — 1)(27* - 2) = 0}

| Calc. aux.
—oo | —1 0| 4+
4* —1 - | = =10+
27% -2 +]1 0 i el
4*-1)2™*-2) -1 0 + | 0| —

Portanto, Dy = [—1,0]

of(X)=0=, /@ -1)QR*-2)=04"-1=0vV2*-2=0
S4¥=1v2*=2x=0vx=-1
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51.a) Tem-se, Vx € Dy, f(—x) = 20?3 — px*-3 f(x), peloque f épar; ograficode f é, por

isso, simétrico em relagdo ao eixo das ordenadas.

b)f(x)2g(x)(=)2xL324x(=)2x2‘3222x(=)x2—322x<=>x2—2x—320(=)
S x+1)x-3)=20= x<-1Vx = 3; conjunto-solugdo =] — o0, —1] U [3, 400

52.a) Seja N o ano corrente; o tempo, em anos, que decorreu desde t =0 é N — 1950.
Portanto, o numero de habitantes no corrente ano é dado por 15 x 20.04(N=1950) 5 1000 .

b) 15 x 20:04WN=1950) — () & 20,04(N=1950) — 4 « (0,04(N — 1950) =2 & n — 1950 = 50 &
< N = 2000 ; portanto, foi no ano 2000.

n(t+1) 15%20,04(t+1) 20,04t+0,04
) n(t) ~ 15x2004t 004t
populagdo da freguesia aumenta cerca de 3% .

= 20904 ~ 1,03 ; este resultado significa que a cada ano, a

Pag. 106

53.2)i(0) = ——=2 = 2% _ g portanto, havia oit infetad do o virus foi
. l = 146x22-01x0 = 116x4 = ; portanto, havia OIto perus infetados quando O Vvirus 1ol

detetado.

i(t) =10 x i(0) = % =80 & 1+6x22701 =25 2701t = % =

S2-01lt=-2=t=40
Tinham passado 40 dias.

200 200
= S 1+6x22701 =143 x227005 o
b) 1+6x22-01t  143x22-005t + +

& 6 X 22701t — 3 5 22-0,05t y 2 5 22-0,1t — 22-0,05t y 93-0,1t — 22-0,05t
©3-01t=2-005t=01lt=-1t=20

54, a)lim (1 + ﬁ)nﬂ = lim [(1 + %)Mg X (1 + L)_Z] =
=1im (1 +%)n+3 xlim (1 +ﬁ)_2 —eZx1=e?

9lim(3+2)" =1im[3(1+ )] =tim[37 (1 +2)"] = tim3" x1im (1 +2)" =
=400 X e =+

oy GR) e el
d)hm(sn—z) = lim @ —hm(g) Xm— Oxe_—g_ 0
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. (2n-1\* 2”(1— in)
e) lim (3_2n) = lim [W‘zzin)

— lim(—l)‘”‘ X lim(l_%)lm — lim[(l—%)n] — = _;
tim(1-22)"™" tim| (1-22)"

4n 1
] = lim [(—1) (1=5)

f) lim (L—f)” = lim (w)n = lim(n — 1"

n+ n+1
Seja (a,) asucessdodetermogeral n—1.

Tem-se Vn € N3,n—1> 2, peloque Vn € N3, (n — 1)" > 2",
Entdo, como lim 2™ = 40, pode-se concluir, por comparagdo, que lim(n — 1)" = +.

0
0
. 1-e2% 1 e?*-1 1 e?*-1 e?*—1
55. a) 11mx_>07g —3limy g = - hmx_)o( X 2) = —3lim, o —
2x
2 e¥-1 2 2
= —=lim —=—=X1=-=
3 Y0y, 3 3
0
b) lim e R lim -1 lim L —lim et _
2 ax? o Y70 4-(y+2)? Y20 _y2ay T Y0y (y-a) T
xX—=2=y
lim [ey—l 1]—1><( 1)_ 1
=0 —y—4 T4
0
. 2o_y ° e2X_q o e2X_q
. —e _ . e " — ~ . x _ . 2x
c)lim,_,, P —lim,_,, Tl limy,_,o == —lim,_, —3xe3x_1 =
y X X
02X _q . eY-1
- 2 w2 Wy 2 1 2
T3 X0 8% 37 |ime=t ~ 3717 3
x t—o0 t
0
5 ° y+1\2  y+1 y+1\2_ y+1 1 5
d)lim ==X 2 |im Co) % = lim (o) % = lim 0°)
x—)E e2x—1_1 - y—0 ey— y—0 ey— y—0 ey-1
2x—1=y
1,. yy+1) 1., y 1 1
==l — — =-lim — X +1)|==Xx1x1=-=
20 Y70 ey T 20 ey o+1) 2 2
0
0
. 1o, (e)2-1 _ .. (e*-1)(e*+1) _ .. eX-1 e +1] _ 1
e) 11mx_>07— 11mx_>07 = llmx_>()x—2 = lim,_,, [ . . ] =1x 5
li e*—1 _e*+1] _ 1 li e*—1 _ e*+1 1
Ora, como lim,_,o- =1x == —% e lim,_,q+ o
. . . e?*—1
existe o limite hmx—>0x_z'
2 X0 2 e¥-1
f) lim,_,, o [3x (ex - 1)] = "lim,_, [3 X =(e¥ — 1)] =6 X lim =6%Xx1=6
v y y—0 Y
2/x=y
0
0
. eX l-x .~ . eY—(y+1) . eY-1 y
g) lim,_,, 7 % hmy_’OT = lim,,_,o [T — ;] =1-1=
x—1=y
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0
0 2 2 2
xe¥re S (y-1)e~D"te . ye D7 _eO-D% 1,
h) lim = lim ~—— = l]im =
) x— —1 +1 x.;f—y y—0 y y—0 y
. ye(y_l)z e(y_l)z_e . (y_l)Z . ey2_2y+1_e
= lim,,_, — " = lim,y,_,o (e ) —lim,_,, =
2 =e 2
. e¥ "2V-1 . eY "2V-1 _ y2-2y
=e—elim ———=e¢—elim X =
y—>0 y y—>0 ( y2_2y y
2 2 _
. ey iT2y—q ey -
=e—e X llmy_)oﬂ x limy,_,(y —2) =e—e X llmy_)oy— (-2)=
0
e¥i-2vog 2 et
=e+ 2e Xllmy_)ow = =e+ 2e Xlim;_,,— loe+2e x1=3e
y2-2y=t
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56. a) f'(x) =[e*Bx—1D]' =(€*)'Bx—1)+e*Bx—1) = (e*)(Bx—1) + 3e* =
= (e®)(3x + 2)
ff)=0= ()Bx+2)=0=2e*=0V3x+2=0=x=—=

eq. imp.

, 2241\’ ex +1) (x—1)- ex +1(x—1)’ ex2+1 (2x)(x—1)—ex2+1
770 = () = J - =

(x-1)2 - (x-1)2
(e"2+1)(2x2—2x)—e"2+1 _ (ex2+1)(2x2—2x—1)
- (x-1)? - (x-1)2
X241 2x2—2x—1
f’(x)=0<=)(e ) -2x )=0<=)(ex2+1)(2x2—2x—1)=0/\x¢1<=>

(x-1)?
o ()22 -2x-1)=0Ax# 1 2x2—2x—1=0Ax #1

2+V4+8 _ 2k2 1-v3 1443
S x = 4+ ANx+lex 4‘/_ x=T\/_Vx= +2\/—

Of () = [ + De*]’ = (22 + 1)'e* + (2% + 1) x (%)’ = 2xe™ + (x* + 1)e* =
= (x% +2x + De* = (x + 1)%e*
ff) =0 @x+1)?e* =0 (x+1)?2=0x=-1

x ' (e (x+2)-xe *(x+2) _ [x'eX+x(e™)|(x+2)—xe™*
d) f'(x) = (x+2) - (x+2)? - (x+2)? h
_ [e*—xe *](x+2)-xe™* e *(1-x)(x+2)—xe * e ¥(-x2-x+2)-xe™* e ¥(-x2-2x+2)
- (x+2)2 - (x+2)2 - (x+2)2 - (x+2)2
f’(x)=0(=)w—0(=)e"(x—2x+2)—OAx;t -2

(x+2)2
& —x2-2x+2=0Ax#*-2x=-1—-V/3vx=—-1++3

y=e
57.f'(x) =g'(x) ® (e +x) = (%) @ e +1=2e" 2% -e¥*-1=0 S
TS y=e*
S2y2-y-1=0y = 1fvita <=)y=—lVy=1§ex=—lVex=1<=>x=0
2 2
eq. imp.
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58.Seja a, a > 0, a abcissa do ponto B.

As coordenadas do ponto A sdo (a,e?).

O declive dareta r éiguala f'(a), ouseja, éiguala e®.

Portanto, a reta r é definida pela condigdo y —e® = e%(x — a) .
Tem-se y—e*=e%(x—a) ®y=e%x —ae*+e“.

Como a ordenada na origemdareta r é 0, tem-se —ae®+e%=0.
Ora, —ae?+e?=0=e(—a+1)=0=—-a+1=0<=a=1.
OBxAB _1e! e

2 2 2"

Entdo, drea do tridngulo [AOB] =
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3. Fungoes logaritmicas

Pag. 108

59.2) 3% = 9 & 2 = log4(9) b)logs (3) =—1e:=5"1 04" =1 0=log,(1)
Pag. 109

60. a) 2 = logs(52) b) 2 = 5l085(2)

61. a) 5171085(3) — 5 x 51085s(3) = 5% 3 = 15 b) 3210854 = (3logs)” = 42 = 16

c) log(1000) = log(103) = 3 d) log,(21°) =log,(4%>) =5

e)ln (e%) =In(e %) =-3
Pag. 110

62. Afungdo f é crescente se e s se a fungdo definida por log;_,(x) for decrescente, ou seja, se e sé
se0<3-ax<1.

Ora,0<3—a<1<=>{3_a>0(=){a<3

3—a<1Slg>p S €23l

63. Considerando sempre ndmeros positivos e logaritmos com a mesma base:
a) A soma dos logaritmos de dois nimeros é igual ao logaritmo do produto desses nimeros ou,
abreviadamente, a soma de logaritmos é o logaritmo do produto.

b) O logaritmo de um nimero é o simétrico do logaritmo do inverso desse niumero.

c) A diferenca dos logaritmos de dois niUmeros é igual ao logaritmo do quociente desses nimeros ou,
abreviadamente, a diferenca de logaritmos é o logaritmo do quociente.

d) O logaritmo da poténcia de um numero € igual ao produto do expoente pelo logaritmo da base da
poténcia.

64. a) log;(6) + log;(2) = logz(6 X 2) =log;(12)

b) log,(9) —log,(3) = log,(9 + 3) = log,(3)

c) 5 x log(2) = log(2%) = log(32)

d) 1 + log;(4) =log3(3) +log3(4) =logs(3 x 4) =log3(12)
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e)In(5) — 2 = In(5) —In(e?) = In (%)

f) logz(s) +1log(3) = %log(S) + log(3) = log (5%) +1log(3) = log(\/g) +log(3) = log(3\/§)

Pag. 111

65. a) log,(8) +log,(2) = log,(16) = 2
b) In G) =1n(1) —In(e) = —In(e) = -1
c) log(v20) —log(v2) = log( ) log(v10) = log (10%) =%log(10) =%
log, (u") _ xlog, (u)

log,(a") X
Aplicando a propriedade, tem-se: log ;(4) = log(ﬁ)2 (4*)=log,(2")=4.

66. Tem-se log .(u")=

=log, (u) ; portanto, log, (u) =log .(u").

67. a) log(6) = 0,77815 = 0,78

b) In(20) ~ 2,99573 ~ 3,00

¢) logs(100) = “‘“"0) ~ 2,86135 ~ 2,86
d) log;(24) = “‘(24)) 2,892789 ~ 2,89
Pag. 112

68. Fungdo inversa de f :

e D; = R ; portanto, o conjunto de chegada de f1éR.
2e¥7%2+1 _ 1

3

0¥ ?>0 =2 ?>0 =22 ?%+1>1

Portanto, Dg-1 = D'y = ]1 +00[
xX—2 —
'263“—}’(:)26"2+1—3y<=>ex2—3yT<=)x—2—ln(gyzl)@x=2+ln(3yz—1)

Entdo, f71(x) =2+1In (3x 1).

Portanto, f~ ']5’ +oo[ — R é a fungdo bijetiva definida por f~(x) =2 +1In (3x2_1) .

Fungdo inversade g :
oD, ={x€R:1-2x>0}= ]—00,%[; portanto, o conjunto de chegadade g~! é ]—00,%[.
° Dg—1 = D'g =R
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1-103Y-3
2

.@4—1=y<=>10g(1-2x)=3(y_1)c>1_2x:103y_3 S x =
1_103x—3

Entdo, g~ 1(x) = .

1-103*-3
2

Portanto, g 1:R — ]—00,%[ é a fungao bijetiva definida por g71(x) =

69.a) D, = {x ER: f(x) >0} = {x e R:9 —x? >0} =]-3,3[

Determinagdo de D'fjj_3 3 :

Na figura ao lado esta representado o grafico da
fungdo f|]-3,3[.

Tem-se D'f_3 51 =10,9] .

b) Seja h afungdo real de variavel real definida por f(x) = logs(x) .

O contradominio da fungdo g é o transformado do conjunto ]0,9] pela fungdo h.
Tem-se:

e D, =10,+0o0[, peloque 10,9] c D,

® h(9) =logz(9) =2

o lim, o+ h(x) = lim,_,y+logs(x) = —0

e h é continua e crescente no dominio, pelo que é continua e crescente em ]0,9] .
Ent3o, o transformado do conjunto ]0,9] pela fungdo h é ]—,2].

Portanto, D'y = ]—00,2].

70. a) log,(32) =log,(2°%) =5
b) log (1) = log ;3 (\/70) =0

c) 10g2 (\/LE) = logz (2_%) = —%

d) logs(0,04) = logs (%) = logs (2—15) =logs(572) = -2

1
) loga(2) = log,(¥2) logz(Zs) 1

log,(4) - log,(22) T2 6
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71.a)log(9) = log(3?%) = 2log(3) = 2d

b) log(200) = log(2 x 100) = log(2) + log(100) =c+ 2
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c) log(18) = log(2 x 32) = log(2) + log(3%) = c + 21og(3) = ¢ + 2d

d) log(15) = log(10 x 1,5) = log(lO X %) =log(10) + log(3) —log(2) =1+d —c¢
72. 5% = 5logs(4)xlogs(3) — [510gs(4)]1°g4(3) — 4log.(3) — 3

73. Tem-se, para a € |0, +o[\{1}, log,(x —2) =0 &= x -2 =1 & x = 3, pelo que a abcissa do
vértice que pertence simultaneamente ao gréfico de f e aoeixo Ox éiguala 3 e, portanto, o
comprimento do lado do retangulo contido neste eixo é igual a 2.

O comprimento de um lado vertical do retangulo é iguala f(5) = log,(5 — 2) =log,(3).

Portanto, a 4rea do retangulo é igual a 21log,(3) .

Tem-se: 2log,3)=8=log,3)=4=a*=3=a=13
74.a) Df = {x ERix + 2 > 0} = |2, +oo[
b) Dy ={x e R:ix*+2>0} =R [x2+2>0ox2>-2ox€eR

¢) Dy = {x € R:|x — 3| > 0} = R\{3} [lx—3|>0=x-3#0x %3

d)Df={x€[R§:1+logl(x—2)20/\x—2>0}
2

Ora:

1+1logi(x —2) >0 logi(x —2) = —1 1\t

{ gilx—2) @{gi( ) @{o<x—2s(g) c0<x—2<26
x—2>0 x—2>0 x—2>0

S2<x<4

Portanto, Dy = ]2,4] .
e)Df = {x e Ri4 —x% >0} =]-2,2[

f)Df={xe]R§:i—:>0}
Ora, jz—t;>0<=>(x+1)(x—2)>0(=)xe]—00,—1[u]2,+00[.
Portanto, Dy = |—o00,—1[ U ]2, +oo] .
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75.a)e Df ={x ERix+2>0Ax—1>0}
x+2>0 x> =2

Ora, Griso=2d

Portanto, Dy = |1, +oo[.

oD, ={xeR:(x+2)(x—1) >0}
Ora, (x+2)(x—1)>0& x € ]—00,—-2[U]1,+00].
Portanto, Dy = ]—o,—2[ U ]1, oo .

sSx>1
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b) ® D = {x € R:x* > 0}
Ora, x>0 x#0.
Portanto, Dy = R\{0}.
oD, ={x €R:x >0} =R"

1 1
76. a) lim,_,+ lnix) = lngf) - 1“((;°°) =12

= 400

b) lim, [x log: G)] = 400 X log: (fm) = 400 X logi1(0*) = 400 X (+®) = +o0
2 2 2

1
1 24+—— 1
2In(x)+1 _ 1i n(x)( ln(x)j _ 2+ 4oo 240 _

= = =2
In(x)+3 xi)r{lw (1+ 3 j 1+ 3 1+0

c)lim,_,,
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77. a) Comecemos por determinar o dominio da expressao:
D={xeR:x+3>0A1—x>0}

x+3>0 x> —3
Ora, {1—x>0 {x<1 S -3<x<1

Portanto, D = ]-3,1].

Para x € D, tem-se:

log,(x +3) =log,(1—x)eox+3=1-x=x=-1
Ora —1 € D . Portanto, o conjunto-solucdo é {—1}.

b) Comecemos por determinar o dominio da expressao:
D={xeR:2—x>0Ax—4>0}
2—=x>0 x <2
S
Ora, {x—4>0 {x>4
Portanto, D = @ e, portanto, o conjunto-solucdo é @ .

SxXxED

¢) Comecemos por determinar o dominio da expressao:
D={xeRix—6>0A3—x>0}
x—6>0 x>6
Ora, G ole=liss
Portanto, D = ]—o0,3[ U ]6, +o0] .
Para x € D, tem-se:
log,(x —6) + 1 =1log,(3 —x) & log,(x — 6) +1log,(2) =log,(3 —x) &
= log,(2x —12) =log;3—x) = 2x—12=3—-x e 3x=15<x=5
Ora 5 ¢ D . Portanto, o conjunto-solucdo é @ .

S x<3Ax>6

d) Comecemos por determinar o dominio da expressao:
D={xeR:ix>0Ax—8>0}
x>0 {x >0

Ora, {x—8>0 x>8
Portanto, D = |8, +oo] .
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Para x € D, tem-se:
logzx +logz(x —8) =2 = log;(x?—8x) =2 x’-8x=9x’-8x-9=0&

8+64+36
=%=>x=—1Vx=9

Ora —1 & D e 9 € D. Portanto, o conjunto-solucdo é {9}.

=X

e) Comecemos por determinar o dominio da expressdo:
D={x€eRx+4>0Ax—1>0}

x+4>0 x> -4

Ora, {x—1>0(:){x>1

Portanto, D = |1, +oo] .

Para x € D, tem-se:

logg(x +4) —logg(x — 1) =1 & logg(x + 4) =logeg(x — 1) + loge 6 &

S logg(x +4) =logg(bx —6) ®x+4=6x—6=5x=10=x =2

Ora 2 € D . Portanto, o conjunto-solucdo é {2}.

sSx>1

f) Comecemos por determinar o dominio da expressao:
D={x€eRx+4>0Ax—1>0}
x>0 x>0
Ora, Gr12>0=05 12
Portanto, D = R*.
Para x € D, tem-se:
2Inx =In5+In(x+1,2) ©n(x®*)=In(5x+6) @ x>=5x+6 = x* -5x—-6=0 =

5+V25+24
<=>x=T<=>x=—1Vx=6

Sx>0

Ora —1 € D e 6 € D. Portanto, o conjunto-solucdo é {6}.
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78. a) Comecemos por determinar o dominio da expressao:
D={x€eR:x>0}=Rt

Para x € D, tem-se:

log,(x) <log,(5) & x <5

Ora ]—o0,5[ N D =]0,5[ . Portanto, o conjunto-solugdo é ]0,5] .

b) Comecemos por determinar o dominio da expressao:
D={x€eR:x>0}=R*

Para x € D, tem-se:

logi(x) <logi(5) & x >5

2 2
Ora ]5,+o[ N D = ]5,4[ . Portanto, o conjunto-solucdo é |5, +oo] .

¢) Comecemos por determinar o dominio da expressdo:
D={xeR:1—x>0}

Ora, 1—-x>0&=x<1.

Portanto, D = |—oo, 1] .

Para x € D, tem-se:

logs;(1—x)<21-x<9<x>-8

Ora [—8,+o[ N D = [-8,1] . Portanto, o conjunto-solugdo é [—8,1[.
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d) Comecemos por determinar o dominio da expressado:
D={x€eRx+2>0Ax+3>0}

x+2>0 x> =2

Ora, {x+3>0=){x>—3

Portanto, D = ]—2,+oo] .

Para x € D, tem-se:

log(x + 2) +log(x +3) >log12 © log(x?> + 5x + 6) > log12 ©® x2+5x+ 6 > 12 &

Sx2+5x-6>0(x+6)x—-1)>0ox<-6Vx>1

Ora (]—o,—6[ U ]1,4+»[) N D = ]1,+oo[ . Portanto, o conjunto-solucdo é |1, +oo[ .

S x> =2

e) Comecemos por determinar o dominio da expressdo:
D ={x € R:x? > 0}
Ora, x>0 x#0.
Portanto, D = R\{0} .
Para x € D, tem-se:

1
logg,(x?) St = x> <Blz = x2 <9 -3<x <3
Ora [—3,3] n D = [-3,3]\{0} . Portanto, o conjunto-solugdo é [—3,0[ U ]0, 3] .
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79. a) Comecemos por determinar o dominio da expressao:
D={xeRix—1>0A2—x>0}

x—1>0 x>1
= =
Ora, {2—x>0 {x<2 I1<x<?2

Portanto, D = ]1,2[.
Para x € D, tem-se:
log,(x —1) = 1 +1og,(2 —x) & log,(x — 1) =1og,(2) +log,(2 —x) &

<=>log2(x—1)210g2(4—2x)<=>x—124—2x<=>3x25<=>x2§

Ora E, +00[ NnD= E, 2[ . Portanto, o conjunto-solugdo é E, 2[ .

b) Comecemos por determinar o dominio da expressao:
D={xeRix—1>0A13 —x > 0}

x—1>0 x>1
Ora, {13—x>0(:){x<13(:)1<x<13

Portanto, D = ]1,13].

Para x € D, tem-se:

log,(x —1) < 5—1log,(13 —x) © log,(x — 1) +log,(13 —x) <5

S log,(—x2+14x—13) <5 —x2+14x-13<32© x4+ 14x—-45<0

S -—-(x-5x-99<0s5x-5x-9=>0x<5vx=>9

Ora (]—,5]U[9,4»[)nD =]1,5] U [9,13[ . Portanto, o conjunto-solucdo é |1,5] U [9,13].

¢) Comecemos por determinar o dominio da expressdo:
D={xeR:x+1>0Ax>0}
x+1>0 x>-1
=
Ora, {x >0 {x >0
Portanto, D = R*.

Sx>0

179



Para x € D, tem-se:
2loga(x + 1) < loga(x) — 1 & logi[(x + 1)] < log(x) — logs () &
1 4 4 4 *

X

< loga[(x + 1)?] Slogl<7>=)(x+1)2 >4x o x’+2x+124xeox?-2x+1>20
4 4\ 7

Sx-1)2=20ox€eR

Ora RN D = R* . Portanto, o conjunto-solucdo é R* .

d) Comecemos por determinar o dominio da expressao:
D={x€eR:2—x>0}

Org, 2—x>0&=x<?2.

Portanto, D = |—o0, 2] .

Para x € D, tem-se:

xIn2—-x)=>2x = xIn2-x)—-2x=>0< x[In2-x)-2] =0

e x[In(2—x) —In(e?)] >0 © xIn (Ze;zx) >0

L ~ 2—-x
Elaboremos, para x € D, um quadro de sinais da expressdo x In (e—z) :

2—x 2—x
ln(e—2)=0<=)e—z=1<=>2—x=e2(=)x=2—e2
—00 2 —e? 0 2
X — - - 0 +
2—x — 0 — — —
ln( e? )
(Z—x) + 0 + 0 - n.d.
xIn 5
e

Portanto, o conjunto-solucdo é [2 — e?,0].

e) Comecemos por determinar o dominio da expressdo:
D={x€eRix>0Alogx #0}=1]0,1[U]1,+oo
Elaboremos, para x € D, um quadro de sinais da expressao % :

0 1 2 +00
2—x + + 0 |-
log x — + + |+
2—x | nd - n.d. + 0 |-
log x

Portanto, o conjunto-solucdo é ]0,1[ U ]2, +oo] .

f) Comecemos por determinar o dominio da expressao:
D={xeR:x+1>0A6—-3x>0}
x+1>0 x>—1
Ora, 6 ss0=022
Portanto, D = ]—1,2][.

S -1<x<?2
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Elaboremos, para x € D, um quadro de sinais da expressdo log,(x + 1).log,(6 — 3x) .

-1 0 5 2
3
log,(x + 1) — 0 + + +
log, (6 — 3x) + + + 0 —
log,(x +1).log,(6 —3x) |nd.| — 0 + 0 — | nd.

Portanto, o conjunto-solugdo é ]—1,0] U E, 2[ .
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80. a) Tem-se D = R.
f'(x) =% +27%) =2*xIn(2) + (—x)' X 27™* x In(2) = In(2) (2* — 27%)
ff) =0=on)R¥-2F)=0=22"-2*=02"=2"ox=-xox=0

b) Tem-se Dy = R\{0}.
1 !

f'(x) = (xx3§), = (x)’x3§+x><(3§) = 3§+xx(%),x3%><ln(3) =
=3%+xx(—x—1z)x3§xln(3)=3%(1—m)

X

1
f=0e3(1-"2 =0 3x =ov1-"0 =01 o r=n@)
eq imp.
o
0
81.3) o lim,, ln(xl) % limy_g y-1 - 1T % =1
y=In(x) limy o
0
0
xX+2 ~ . (e¥Y=3)+2 e¥-1
[ ] llmx_) zln(x—+3) = llmy_)o =1 y—0 5 =1
y=In(x+3)
0
0
b) e llmx_>1 ln(x) % limy_>0 ln(3;+1) -1
y=x—1
0
x+2 ° y 1 1
e lim 2T =2 lim N = =-=1
X2 In(x+3) yeTt2 Y=01n(y+1) limy_om2*) 1
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82.a) Seja g afungdo definida por g(x)=In(x) ;vem, g’(x) :% e 2 (f(x)) :—f(lx) .

o~ Y ’ o L _ f,(x)
Tem-se, entdo, (In(f(x))' = f(x)xXg (f(x)=f(x)x 0 o)
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1

b) Seja g a fungo definida por g(x)=1log,(x);vem, g’(x)= _1 e g(f(x) :W.

xIn(a)
1 _ f®
f(In(a)  f(x)In(a)

Tem-se, entdo, (log,(f(x))' = f'(xX)xg'(f(x)) = f'(x)x

83.a) Tem-se Dy = R*\{1}.

, o ox ) ln(x)—xxi _In(x)-1
f (x) - (ln(x)) T In2(x) | In%2(x)

f’(x)=O(=)%=O(=)ln(x)—1=0/\ln2(x)¢O<=>ln(x)=1/\1r12(x)¢0<=>x=e

b) Tem-se Dy = R.
f'x) =(n(e* + 1)) =

(e*+1)’ +1)) ¥
eX+1  eX+1

f'(x)= x+1=0<=>x€@

c) Tem-se Dy = R*

£10) = (1 1og<x)) (1-log(x))' xx-(1-log)x(x)" _ ——xx1§<lo)xx—1+l°g<x> ~ Tty 1+log(®) _
x2 x2 x2

__ —log(e)-1+log(x)
= e
f'x)=0 @Wz 0 < —log(e) —1+log(x) Ax € Df &

& log(x) =log(e) + 1 Ax € Dy & log(x) = log(10e) Ax € Df & x = 10e
d) Tem-se D = R*.
Fl(x) = lnz(x)) (lnz(x))’xx—lnz(x)x(x)’ 21n(x)>< xx—In?(x) _ 2In()- lnz(x)

x2 x2 x2
_ In()(2-1In(x))
T Xz

fr0) =000 g o (In(x) =0v2—In(x) = 0) Ax € Dy &

Sx=1vVx=e?
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84.a) Tem-se (¢ —x)' =e*—1.
Ora, no intervalo [1,+<><>[ ,tem-se ¢ —1>0 e, portanto, f é crescente nesse intervalo. Entdo,

e"—1>¢ —1, de onde se pode concluirque Vx>1,¢" —x>0 .

’

2
b) Tem-se |e* =2 | =¢* —x.
2
2
Atendendo a conclus3o obtida em a), tem-se que a fung¢do definida por e —=— é crescente no intervalo

2
2

2
[1,+f><>[ e, portanto, e” —% > e—%, de onde se pode concluir que Vx>1,¢e* —% >0
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2
c) Tem-se, atendendo a conclusdo obtida em b), Vx>1,e" —% >0.

>0:~———>0:>

2
Ora, " -2 >0Ax>1—= >X
2 X x 2 2

X
Entdo, dado que lim %:+°°, conclui-se que lim £ = +oo .

X—>+oo0 x—+oo X
k
1
Kk
X

&

P“'*l R
{in38l8
8
<
|
+
8
/N
(3]
<
N——
&
Il

X
. e” . 1 [ ek 1 ..
d) hmx_)+oox—k =lim, ;e ﬁ(T) = ﬁllm,c_>4,oo <
k

b
=1

1 . ek 1 K
= e X (hmy_)+007) = ok X (40)* = 400
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i
. ex+e_x,; . e e*\ _ .. e* | 1. e
85.a) limy_,, =limy 40 M + - )= lim,_, ;0 7 +lim,_, ;0 - -
0
=400 +— =40
+ oo
*
b) Ii ex+1 :iil e*+t li e e e
1m =I11m —~ — lImn = =—=8€
) X0 px g X—+oo (1+eix) Xt 1+eix 1+limx_>+°oeix 1+0
o0
x 2 1 x? 1 1 1 1
. fata) . . .
c) lim ——==-X lim ==X lim s =-X lim —7=
) XF®2e01x T 2 7y b0 e1¥ T 27 x Y e T2 Ty i (i)o'l
x %20
1,111,
=2%7 ER el
llmx—>+oo(xz_o)
*
. In(x+1)2 ; . 2 In(x+1) In(y)
DMt Dpr — Mmoo iy S 2% My 5=
y=x+
. In(y) y 1
=2 X lim [ X—]=2><( —)=
y—to |y 2y—-1 2
2\1 5% ()
e) lim,_,,+ [x In (;)] 2 limy_ 400 [ X ln(y)] = 2limy_, 0 yy =2x0=0
2

V==

X

00— 00

f)lim, i 00o[x —In(x)] = limy_ 40 [x (1 _ In(x)

)]=+00><(1—0)=+oo

10gq X e lim ll’l(x)x 1 ~0
x x>+ X In(a)

g) liInx—>+oo
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N X0 x 1 )
86. ) lim, o o ()] B i = = L 20 ) ve o rsotdo2
) X—>+00 > _ X—+00 3% T % T | (%) Vé exercicio resolvido 2.a)
y==

X

In(x)
x

L 3 lln(x)
b) Tem-se xx = ") = ex =e
1 In(x)

1 In(x)
Portanto, lim,_, (xx) =lim,_, ;€ *

x =e’=1.

— elimx—>+oo

87. lim(xny" ) — elim(y,,ln(xn)) — elimy,,xln(limyn) — ebln(a) — (eln(a) )b — ab

88. Tem-se:

li n+2 _1
2n+3 2

.1im2”‘1:
n+3
n+2

oVn,2n+3>0

Portanto, tendo em conta o resultado do exercicio 87, pode concluir-se que o limite pedido é igual a

1\2 1
5) souseja, 7.

2t limﬂ —00
g5.1im (227 = (im 222)"™ = (4 =0
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90.a) Tem-se Dy = R.

° f’(x) — [2(60’5x + e—O,Sx)]l — Z(eO,Sx + e—O,Sx)I — 2(0’5 eO,Sx _ 0’5 e—O,Sx) —
=2 0’5 (eO,Sx _ e—0,5x) — eO,Sx _ e—0,5x

fl(x) =0 = e%* — 705 = 0 = 0% = 0% & 05x = —0,5x ©x =0

° f”(x) — (eO,Sx _ e—O,Sx)I — 0’5 eO,Sx + 0’5 e—O,Sx — 0,5(e0,5x + e—O,Sx)

f'x) =005 +e ") =0 ="+ =0=x€@

b) Tem-se Dy = R.
o f'(x) = [3xe™9%*] = 3[(x) e "% + x(e™%?*)'] = 3(e79?* — 0,2xe~*%¥) =
= 3e702%(1 - 0,2x)
fl(x) =023 %*(1-02x) =0 = e " =0v1-02x=0=x=5
eq. imp.
o f"(x)=(3e7%*(1 - 0,2x))’ =3[(e"*)'(1—-0,2x) + e7%?¥(1 - 0,2x)'] =
= 3[—0,2 e~02%(1 — 0,2x) — 0,2 e~%2¥] = 3¢=02X[—0,2 + 0,04x — 0,2] =
= 3e792%(0,04x — 0,4)
f"(x) =0 < 3e7%2%(0,04x — 0,4) =0 = e %2* =0V 0,04x - 04 =0 x =10

eq. imp.
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c) Tem-se Dy = R*.
. f’(x) _ (ln(x))' _ [In(x)]" xx—(x)" xIn(x) _ %xx—ln(x) _ 1-In(x)

X

x2 x2 x2

f’(x)=0<=>1_ln(x)=0<=> 1 —1In(x) = 0 A x? #0Ax€EDF S x=¢
wrs (1= _ [1-In@)) xx2—(x2) x(1-In(x)) _ —px*2-2xx(1-In(x))
o100 = (552) = - = - -
__ —3x+2xIn(x) _ -3+2In(x)
- x4 - x3
_ 3
f”(x)=0@%n(x)=0<=>—3+21n(x)=0/\x3 #O0AxEDr & x=e2

d) Tem-se Dy = ]R+\{%} .

" 1n(2x)—x><22—x __ In(2x)-1

' _ X
°f (x)_(ln(Zx)) T mn2(2x)  In%2(2x)

f'x)=0& l?gé);)l =0=In(2x)—1=0AIn?(2x) #0AX € Df & x =§
e In(2x)-1\"  [In(2x)—1]'xIn2%(2x)—(In2(2x) ’x[ln(Zx)—l]
° f (x) - ( In2(2x) ) = ln4((2x) : =
Zz—xxan(Zx)—Z1n(2x)><22—x><[1n(2x)—1] _ %xan(Zx)—f—Cln(Zx)x[1n(2x)—1] _
- In*(2x) - In*(2x) -
_ x[In?@0-21n?@0+2In(2x)] -~ In2@x)+2In(2x) _ 2-In(2x)
- In*(2x) - x In*(2x) ~ x In3(2x)
of'"x)=0& 2-In2x) _ 0= -In(2x)+2=0AxIn>(2x) # 0OAX €EDf & x = e’
x In3(2x) f 2

91. a) e Dominio

e Monotonia e extremos

flx)=[e*(x?—x)]'=(e*) x (x2 —x)+e*x (x? —x) =
=e*X(x?—x)+e*xRx—-1D=e*(x*+x-1)

ff) =0 e*(x?+x-1)=0=x*+x—1 =0<=>x=_1;/§Vx=_1;”/g
e RN
2 2
x+x-1 + 0 — 0 +
Sinal e zeros de f’ + 0 — 0 +
Variacdo e extremos 7' | max. rel. N min.rel. | /7
de f
f écrescenteem | — oo, _1_\@] eem [_1;\5, +oo[ e é decrescente em [_1;/§, —1;\/5] .
-1—5 —-1+V5

f atinge um maximoem x = e atinge um minimoem x = .

2
e Sentido das concavidades e pontos de inflexao

') =le*(x?+x—1D]) =CE*)' xx?+x—1)+e*x(x2+x—-1) =
=e*(x?+x—1)+e*2x + 1) = e*(x? + 3x)
') =0 e*(x*+3x)=0=x*+3x=0=x=-3Vvx=0

—0o0 -3 0 +oo
x%+3x +] 0 — 0 |+
Sinal e zeros de f" +| 0 - 0 |+
Concavidades e pontos de “\_/’ P.l. /‘\ P.l. '\_/‘r
inflexdo do grafico de f
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O grafico de f tem a concavidade voltada para cimaem |—o,—3] eem [0,+[ e tem a concavidade
voltada para baixo em [—3,0] ; tem pontos de inflexioem x = -3 eem x =0.

® Assintotas

Assintotas verticais:

A funcdo é continua em R, pelo que o seu grafico ndo tem assintotas verticais.

Assintotas ndo verticais:

vty
0Xoo yZ y yz
. — . x 2 2 . -y 2 — . — . —
A f0) = Jim 67 =0] 2 lim e 07+l = lim == i, e
y=—x vz
— 1 —
==
Portanto, a reta de equagdo y = 0 é assintota ao graficode f em —oo.
X(a2_
limy,_, 40 %x) =limy_ ;0 # = limy_, ;[ (x — 1)] = 40 X (+0) = 40

Portanto, o grafico de f ndo tem assintotaem +oo.
e Contradominio
Do estudo anterior e de se ter lim,_, o f(x) = lim,_, o [e¥(x? — x)] = 400, pode concluir-se que

D'y = [f (#E)HD[ = [e%h/g x (2 =+/5), +00[.

b) @ Dominio
Dy ={x € R:x# 0} =R\{0}
® Monotonia e extremos

flx) = (xe%)’ = (x)' X (ei)+x X (e%)’ =
=e%+x><(—x—1z)><e%=eg‘lc_%e,‘lcze,—lc(l_%)

1
f’(x)=0:»ez(1—§)=0<=>1—§=0/\x¢0/\xepf<=>x=1

—00 0 1 +0oo
1 + | nd. + + |+
ex
L +| nd - 0 |+
X

Sinal e zeros de f’ + | nd. — 0 +
Variacao e extremos 7 n.d. N min. | 2

de f rel.

f écrescente em ]—oo0,0[ eem [1,+oo[ e é decrescente em ]0,1] .
f atinge um minimoem x =1.
e Sentido das concavidades e pontos de inflexdao

f(x) = [e?lc(l—i)]’ = (e%)l x (1—§)+e%x (1_%)’ _
:_x_lzxe%x(1_%)+9%Xx—12=€%(—x%+$+xiz)=e§xi:£
1

x 1
f”(x)=0<=>%=0(=)ex=0/\x¢0/\xEDf<=>xE®
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e% + | nd |+
x3 - 0 |+
Sinal e zeros de f" —| nd |+
Concavidades e /\ \_/
pontos de inflexdao do
graficode f

O gréafico de f tem a concavidade voltada para baixo em ]—o0,0[ e tem a concavidade voltada para

cimaem ]0,+oo] .
® Assintotas
Assintotas verticais:

A fungdo é continua em R \{0}, pelo que somente a reta de equagdo x = 0 pode ser assintota vertical

ao graficode f .

1
limy,_,o- f(x) = lim,_,o- (xei) =0Xe *=0x0=0
. . L OX,-»-\OO . 1 . e¥
lim, o+ f(x) = lim,_,y+ (xex) ; limy,_, (; ey) =limy_, 40 5= +o0
y=1

X

Portanto, a reta de equagdo x = 0 é assintota vertical do grafico de f .

Assintotas ndo verticais:
1

v 1
. X . xex . =
lim,_,_ %) = lim,_,_ - = lim,_,_,ex=e%=1 |Em 400 o resultado é idéntico
1
lim (f(x) —1Xxx) = lim (xef — x) =

X——00 X——00

1 X0 1
=i —1)] = 1§ Liey — ] =

lim,_,_ [x (ex 1)] 1 lim,,_,o [y (e 1)
Y=

s e¥-1 A
= llmy_)o - = 1 |[Em +oo o resultado é idéntico
Portanto, a reta de equagdo y = x + 1 é assintota ao grafico de f em —o eem +o.
e Contradominio
Do estudo anterior pode concluir-se que:

D'y =]-00,0[ U [f(1), +oo[ = ]—00,0[ U [e, +oo]

c) e Dominio

Df=R

e Monotonia e extremos

Fl(x) = ( 3 )’ _ (3)'x(1+2e72%)-3x(1+2¢72%)' _ T3xex(=2)xe™® _ 12¢7%
1+2e72% (1+2e72%)2 (1+2e72%)2 (1+2e72%)2

f’(x)=0@%=0@123_2":0/\1+23_2x¢0<=)x€®

Tem-se que f' é positivaem R, pelo que f écrescenteem R e f ndo tem extremos.
e Sentido das concavidades e pontos de inflexdao

!

" 12¢72¢ 1/ (12€_Zx),X(1+Ze—2x)2_129—2xx[(1+2e_2x)2]
60 = [croee) e
—24e "% x(1+267%)" ~12e" 2 x2(142¢")(14267) _

(14+2e~2x)4
246 2%x(142¢72%) ~12e 2% x2(142e2%) (—4e72%) _ (1+2¢7%%)[-24e 72X (14+2e72%)~12e2¥x2(~4e2¥)|
- (1+2e-2%)* - (1+2e-2%)* -
_ —24e72%—48e % +96e ™  —24e72X+48e™¥  24e72%(2e72%-1)
- (1+2e72%)3 T (142e72%)3 T (142e72%)3
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Fro) =02 @Y g e 2x | a1 420 20 e =ty = DO
(14+2e-2%)3 2 2
— In(2) +o0
2
24e™%* + + |+
2e7%% —1 + 0 —
(1+2e72%)3 +| + |+
Sinal e zeros de f" + 0 —
Concavidades e \_/ P.l. /\
pontos de inflexdao do
grafico de f
O graficode f tem aconcavidade voltada para cima em ]—m,@] e tem a concavidade voltada para

In(2)
-t

. In(2 . ~
baixo em [%, +00[ ; tem um ponto de inflexdoem x =

® Assintotas
Assintotas verticais:
A funcdo é continua em R , pelo que o seu grafico ndo tem assintotas verticais.

Assintotas ndo verticais:

. , 3 3

llmx_)_oo f(X) = llmx_)_oo m = 1_'_—00 =0

Portanto, a reta de equagdo y = 0 é assintota ao graficode f em —oo.
. . 3 3

lll’I’lx_)_|_oo f(X) = 1IIT1x_)_|_oo T+2e-2% = I+o =3

Portanto, a reta de equagdo y = 3 é assintota ao graficode f em +oo.
e Contradominio

Do estudo anterior pode concluir-se que D's = ]0,3[.

d) e Dominio
Df={x €R:x>0AIn(x) —1+# 0} =R"\{e}
® Monotonia e extremos
" 200 x(nG0)-D-2xx((n()-1) _ 20n)-D-2xx3  2(n()-1-2 _

’ _ 2x
f (x)_(ln(x)—l) - (In(x)—1)2 - (In(x)—1)2 T (In(x)-1)2
_ 2(In(x)-1-1) _ 2(In(x)-2)
~ (n(-1?  (>n(x)-1)2

f'(x)=0 @%=OAxEDf =hx)-2=0AInx)-1)?#0Ax €D & x=¢e?
0 e e? 400
2(In(x) — 2) n.d. - - - 0 +
(In(x) — 1)? n.d. + 0 + + +
Sinal e zeros de f' n.d. - n.d. - 0 +
Variagdo e extremos n.d. N n.d. N min. | /7
de f rel.

f édecrescente em ]0,e[ eem Je, e?] e é crescente em [e?, +oo] .

f atinge um minimo, iguala 2e?, em x = e?.
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e Sentido das concavidades e pontos de inflexdao

e~ _ (2(n(0)-2)\" _ In(x)-2 \' _ (In(x)-2)'x(In(x)-1)2-(In(x)-2)x[(In(x)-1)?]
freo = ((ln(x)—l)z) - ((ln(x)—l)z) =2x (In(x)-1)4
%x(ln(x)—l)z—(ln(x)—z)xz(ln(x)—l)x% B %x(ln(x)—l)[(ln(x)—l)—(ln(x)—z)xz] B

!

=2x (nGo-D* =2x (InGo-D*
—2x 3-In(x) _ 2(3-In(x))
- x (n(x)-1)3 ~ x (In(x)-1)3
17 _ 2(3-In(x)) _
') =0 Z-rms=0Ax €D &

&3-In(x) =0Ax(In(x) -1} #0Ax €D = x=¢>

0 e e3 +o0

2(3 —In(x)) n.d. + + + 0 —

X 0 + + + + +

(In(x) — 1)3 n.d. - 0 + + +

Sinal e zeros de f" n.d. — n.d. + 0 —

Concavidades e n.d. /\ \_/ P.I. /\
pontos de inflexdo do

gréfico de f

O gréficode f tem a concavidade voltada para baixo em ]0,e[ e em [e3,+o[ e tem a concavidade

voltada para cima em Je,e3]; tem ponto de inflexdoem x = e3.
® Assintotas
Assintotas verticais:

A funcdo é continua em R* \{e}, pelo que somente as retas de equacdes x = 0 e x = e podem ser

assintotas verticais ao graficode f .

lim, o+ f(x) = lim,_,o+ (Z—x) =% _p

In(x)-1 —00
Portanto, a reta de equagdo x = 0 ndo é assintota vertical do grafico de f .
limy, - f(x) = limy_,,- (Z—x) A
x—e *—€" \In(x)-1 0-
. . 2x 2e
llmx_>e+ f(X) = llmx_>e+ (m) = o =+

Portanto, a reta de equagdo x = e é assintota vertical do grafico de f .
Assintotas ndo verticais:

2x

: fx) _ 4. In(x)-1 _ 7: 2 2
limy oo == = iMoo 5= = iMoo s = 70 =0
)
2x ® 2 2 2
lim oo (f () = 0 X 2) = Ty oo () = iMoo o s Sl g5 = 55 = 5 = ©

X X

Portanto, o grafico de f ndo tem assintotaem +oo.
e Contradominio
Do estudo anterior pode concluir-se que D'f = ]—o0,0[ U [2e2, +oo .

e) e Dominio
_ . 1 _ o+
Df—{xE]R-x+x>0/\x¢O}—]R \{e}

x%+1

Tem-se:x+%>0<=) >0=x>0
Portanto, D = R™.
® Monotonia e extremos

60 = (in(x+2)) = (+)) 1w

x+s x+2 x(x2+1)
X X

x2-1
x(x2+1)

flx)=0& OAxED; = x*—1=0Ax#0Ax€ED = x=1
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0 1 +00
x*—1 - - 0 +
x(x2+1) 0 + + +
Sinal e zeros de f’ n.d. — 0 +
Variagao e extremos n.d. N min. 7
de f abs.
f édecrescente em ]0,1] e é crescente em [1,+o[.
f atinge um minimo, iguala In(2), em x =1.
e Sentido das concavidades e pontos de inflexdo
" x2-1 x2-1\ x2-1) x(x3+x) = (x2=1)x(x3+x)
fra) = (x(x2+1)) - (x3+x) - ( = (x3+§c)2 = ) -
o 2aex(x34x)—(x2-1)x(3x2+1) _ 2x*+2x2-3x*—x2+3x2+1 _ —x*+4x2+1  —x*+4x?+1
(x3+x)2 (x3+x)2 (x3+x)2 [x(x2+1)]2
" —x*+4x%+1 4 2 3 2
f(x)=0<=>w=0/\xEDf<=>—x +4x*+1=0A(x>+x)*+0Ax €Dy
y=x? y=x?

Tem-se —x*+4x24+1=03S —y?+4y+1=02y=2+/5 S x?*=2+/5<
Sx=—y2+V5vx=v2++5

Portanto, f"(x) =0 = x =v2+5.

(0]
0 /2 +5 ’
—x*+4x2+1 + + 0 -
[x(x? + 1)]? 0 + + +

Sinal e zeros de f" n.d. + 0

Concavidades e n.d. '\_/ P.l. /“\
pontos de inflexao

do grafico de f

O gréfico de f tem a concavidade voltada para cima em ]0, v2+ \/§| e tem a concavidade voltada

para baixo em [ 2 +/5,+00| ; tem ponto de inflexdoem x =+/2 + V5.
® Assintotas
Assintotas verticais:
A funcdo é continua em R*, pelo que somente a reta de equacdo x = 0 pode ser assintota vertical ao
grafico de f .
. . 1
lim,_,y+ f(x) = lim,_,y+In (x + ;) = In(+00) = 4o
Portanto, a reta de equagdo x = 0 é assintota vertical do grafico de f .
Assintotas ndo verticais:

ln( )

T

1
- .1
() n(ety) el
lim = lim = lim T =
T—+00 T T—+00 T T—+00 — 1
Tt
In (z + %) 1
Iim I lim n(y)
et a4 L e Y 0o _,
=T hm — 2 - 2 N
T—toe T4+ oo T2 41
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limy i 0(f(x) =0 X x) =limy_,,0 f(x) =limy_,,In (x + %) =In(+o +0) = 4+

Portanto, o grafico de f ndo tem assintotaem +oo.
e Contradominio
Do estudo anterior pode concluir-se que D' = [In(2), +oo.

f) @ Dominio
Df={x€R:e*—1>0}=R"
® Monotonia e extremos

_(e*-1) _ e*

f') =[n(e* -V =F—F=7=

f'x)=0& e? =0AXxEDs & xED

eX—1

f'(x) >0 x € Dy, pelo que f écrescente em R .

o Sentido das concavidades e pontos de inflexao

e* 1\
£ = (ex - 1) =

_ (e)'x(e*-1)—-(e¥)x(e¥-1)" _

B (ex-1)2 B

_e*x(e*-1)-(eF)xe* _
(e*-1)2

_ e2X_pX_p2X _ —e

(ex-1)2 (e*-1)2

X

—eX

f"x)=0& I

f'x)<0e=x€ Dy, pelo que o grafico de f tem a concavidade sempre voltada para baixo.

® Assintotas
Assintotas verticais:

=0AX€EDf & —e*=0Ne*—1#0AxEDF &S xED

A funcdo é continua em R*, pelo que somente a reta de equacdo x = 0 pode ser assintota vertical ao

grafico de f .
lim,_, o+ f(x) = lim,_,y+ In(e* — 1) =In(0) = —o0

Portanto, a reta de equagdo x = 0 é assintota vertical do grafico de f.

Assintotas ndo verticais:

In(e®—1) —In(e®) + In(e”)

I N ) N
Iim ——— = lim ————— = lim
T—+00 T r—+00 T T—+00
et 1 1
| m( = )+$ | ]n(l—e—z) i
= lim = lim +
T—+00 T T—+00 T €T
1
=) I O R
a +oo Tl=7Fe =
0 o o
=~ Too +1=0+1=1
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lim (f(x) —x) = xl_i)riloo[ln(ex -1 —x]=

X—+00

=lim,_,,,[In(e* — 1) — In(e¥)] =

e*—1

=limy,_, 0 [ln (e—x)] = lim,_, ;o [ln (1 - eix)] =In(1)=0

Portanto, a reta de equagdo y = x é assintota obliqua ao grafico de f em +oo.

e Contradominio

Do estudo anterior pode concluir-se que D’f =R.

g) @ Dominio
Df={xE]R:x—%>0Ax¢0}

Tem-se : x —% >0 x2x—1 >0 Célc. aux:
—0o0 -1 0 1| 4o
x?—1 +] 0 — 0|+
X - | = 0 + |+
x? -1 -1 0 n.d. 0|+
X
S x€]—10[U]1,+oo
Portanto, Dy =] — 1,0[ U |1, +oo[.
e Monotonia e extremos
, 1\ x—i , 1+xi x%+1
Fo=(n(x-2)) =B o
f0=0e 2t —0nxeD ex’+1=0AxeD o xeD
-1 0 1 +o0
x*+1 + + + + +
X - - 0 + |+
x?—1 0 - - 0 |+
Sinal e zeros de f’ n.d. + n.d. nd. | +
Variagdo e extremos | n.d. n.d. nd. | 72
de f

f écrescenteem ]—1,0[ e é crescenteem |1,+oo[.
e Sentido das concavidades e pontos de inflexao

won [ X*H1 '_ x2+1’_
fre = (x(x2 -1/ <x3 —x) -
_ (24) % (x3-0) - (x4 1)x(x3 %) _
(x3-x)2

22X (-0 -+ D) xBx2-1)

(x3 —x)?
C2x*—2x? —3x*+x*-3x*+1
o7 =)
C—xt—Ax?4+1
o7 =2

_ —x*—ax?+1
T x(x2-1))2
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—x*-4x?+1

f”(x)=0@m=0/\xEDf@—x4—4x2+1=OAx(xZ—l);tOAxEDf(z)

& —x*—4x*+1=0Ax €Dy
y=x? y=x?
Tem-se —x*—4x24+1=03S —y?—4y+1=02y=-2+/5 S x*=-2+/5

Sx=—-2+V5Vvx=+/-2++5

Portanto, f”(x) =0e=x=—-2+ \/g | (\/ —2 ++/5 nio pertence a Df)
-1 0 1 +o0
- /—2 +v5
—x*—4x*+1 - — 0 + + - |-
[x(x* — D]? + + + + 0 0 |+
Sinal e zerosde f'" | n.d. — 0 + n.d. nd. | —
Concavidades e nd. | /7 P.I. NS n.d. nd. | /7
pontos de inflexao
do grafico de f

O gréfico de f tem a concavidade voltada para baixo em ]—1, — =2+ \/§| eem ]1,4+oo[ etema
concavidade voltada para cima em [—\/ -2 ++/5, 0[ ; tem um ponto de inflexdo em x = —/—2 ++/5.

® Assintotas

Assintotas verticais:

A funcdo é continuaem ] — 1,0[ U ]1,4oo[, pelo que somente as retas de equagdes x =—1, x =0 e
x =1 podem ser assintotas verticais ao grafico de f .

. . 1

lim,_,_;+ f(x) =lim,_,_;+In (x — ;) =1In(0) = —o0

Portanto, a reta de equagdo x = —1 é assintota vertical do grafico de f .
. . 1

lim,_,- f(x) =limy_,p-In (x - ;) = In(4+) = +o0

Portanto, a reta de equagdo x = 0 é assintota vertical do grafico de f .

. . 1

lim,_,;- f(x) = lim,_,;-In (x — ;) =In(0) = —

Portanto, a reta de equagdo x = 1 é assintota vertical do grafico de f .
Assintotas ndo verticais:

]n(a: — l)
x

. f(=z) . B
lim = lim =
T—+00 T T—+00 T
ln(z—%) ) ln(:r—%)
1 lim 1
1 r— 7 gote T —
— 11m _ . _
r—+00 = 1 ]_L‘L'Il L 1
r— 7 Tore T — o
]ﬂP lnéy) .
y—+oo
r—+oo .’I:2 — 1
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limy L 0(f(x) =0 X x) =limy_,,0 f(x) =limy_,,In (x — %) =In(+o +0) = 4+
Portanto, o grafico de f ndo tem assintotaem +oo.

e Contradominio

Do estudo anterior pode concluir-se que D' = [In(2), +oo.

Pag. 127

92. e Dominio
Df =] — 0, 1]
e Continuidade
A funcdo pode nao ser continua no ponto 0.
lim,_,o- f(x) = f(0) =03xe®=0

X

In(x)

. , 0
lim,_, o+ f(x) = lim,_,y+ [Zx + ] =0+—=0
A funcdo é continua no ponto 0.

A funcdo é continua.
e Monotonia e extremos

(x3e*) = (x3) e* + x3(e¥) = 3x%e* + x3e* = (x3 + 3x2)e* = x%2e¥(x + 3)

x 1 _ In(x)-x X% _ In(x)-1
[Zx + ln(x)] =2+ In2(x) In2(x)
Vejamos se existe f'(0).
— 3,X
lim,,_,o- % = lim,_,o- % =lim,_,o-(x%e*)=0x1=0
. FC-FO) _ 1. 2t _ . W U _
lim, _, o+ = lim, o+ P lim, _, o+ (2 + ln(x)) =2+—=2+0=2

N&o existe f'(0).

x2e*(3+x) sex<0

Entdo, tem-se f'(x)= _
S 2+—ln(;c) 1seO<x<1
In“(x)
f’(x)=0(=)[xzex(x+3)=O/\x<0]v[2+l?§2;)1=O/\0<x<1]<=)

In(x)-1 _
In2(x)

<=>[(x=—3Vx=0)/\x<0]v[ —2/\0<x<1]<=>

Sx=-3v[2In’(x)+In(x) —-1=0A0<x<1]

Calc. aux:

2In’(x)+In(x)-1=0&

< In(x) = _1i41+8 =
-1+v1+8

< In(x) =—7 — ©

< In(x)=-1vinlkx) = % =

S x= EVx =+e

<=>x=—3v[(x—1Vx=\/E)/\O<x<1](=)x=—3Vx=§

e
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—0o0 -3 0 l 1
e
x2e*(x + 3) -1 0 +
. In(x) —1 + 0 -
In?(x)
Sinal e zeros de f' - 0 + n.d. + 0 -
Variacdo e N | Min. 7 7 Max. | N
extremos de f rel. rel.

, , 1
f é decrescente em ]—00,—3] eem [l,l[ e é crescente em [—3,;] .
e

f(—=3) é minimo relativo e f G) é maximo relativo.

o Sentido das concavidades e pontos de inflexao

[(x3 +3x2)e*] = (x3 +3x2)'e* + (x3 + 3x2)(e¥) =

= (3x2 + 6x)e* + (x3 + 3x2)e* = (x3 + 6x% + 6x)e* = xe*(x? + 6x + 6)

!

In(x)-1\’ In(x)-1\’ In(x)—1]" x In?(x)—[In(x)—1]x[In?(x
o+ - () - et v
_ %X lnz(x)—[ln(x)—1]><2ln(x)><,—1€ _ %[lnz(x)—zmz(x)+21n(x)] _ —In?()+2In(x) _ 2-In(x)
In*(x) In*(x) x In*(x) x In3(x)
xe*(x?+6x+6) se x<0

Entdo, tem-se f"'(x) ={2-In(x)
x In3(x)
2—In(x)

17 — X (52 =
£7() = 0 [xe (% + 63+ 6) = 0 Ax < 0] v (252

s [(x=0vx=-3-v3vx=-3+V3)Ax<0]v
VI2—In(x) =0AxIn3(x) #0A0<x < 1] &
ex=-3-V3vx=-3+V3v(x=e?A0<x<1)e=x=-3-V/3vx=-3++3

eq. impossivel

se 0<x<1

=0/\0<x<1)<=)

—00 -3-v3 -3+43 0 1
xe* — — — — —
x> +6x+6 + 0 — 0 +
2 —In(x) —
x In3(x)
Sinal e zeros de f" - 0 + 0 - n.d. -
Concavidades e I/\ P.I. '\_/‘r P.l. /‘\ /‘\
pontos de inflexao
do grafico de f

O graficode f tem a concavidade voltada para baixo em ]—00, -3 - \/§] , em [—3 + \/§, O[ eem
[0,1[ e tem a concavidade voltada para cima em [—3 —+3,-3+ \/§] ; tem pontos de inflexdo em
x=-3—-+V3 eem x=-3++3.

® Assintotas

Assintotas verticais:
A funcgdo é continua em | — oo, 1], pelo que somente a reta de equagdo x = 1 pode ser assintota

vertical ao gréficode f .

. . x 1

lim,_,;- f(x) =lim,_,;- In (2x + m) =In (2 + o_—) =2—00 =—00
Portanto, a reta de equagdo x = 1 é assintota vertical ao gréafico de f.
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Assintotas ndo verticais:
Como o dominio de f é um conjunto majorado, sé pode existir assintota ndo vertical em —oo.

coX0 y3
lim f(x)= lim (x3¢¥) =" lim (y3¢™)= lim |=|=
xX——0o xX——00 y:-/_xy—>+oo y—+oo \ ¥
1 1

= = 0

. y

llmy_>+°°(;_3) )
Portanto, a reta de equagdo y = 0 é assintota horizontal ao gréfico de f .
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93. O grafico obtido com uma calculadora ndo é elucidativo, nomeadamente, acerca do sentido das
concavidades do grafico.

94. a) Comecemos por determinar o dominio da func¢do.
Dp={x€R:x?+1>0Ax>0}=R"

Tem-se, para x € Dy, :

h(x) >In(2) ©In(x?> + 1) — In(x) > In(2) ©In(x?> + 1) > In(x) +In(2)
Shx?+1D)>h@y) eox?+1>2x x> -2x+1>0

k-1 >0=x#1

CS.= R\{1} nR* = R*\{1}

Vs ) B b2+ ax 1 ax® a1 xP-1
b) '(x) = [In(x + 1) = In(x)]" = x%+1 x  x2+1 x x(x2+1)  x(x2+1)  x(x2+1)
1) — x?-1 _ 2_1— 2 _
h(x)—O(z)x(xzﬂ)—O(:)x 1=0Ax(x*+1)Ax€EDy, =>x=1
0 1 +oo
x?—=1 - 0 |+
x(x? +1) + + |+
Sinal e zeros de | n.d. - 0 |+
hl
Variagdo e n.d. N min. | 7
extremos de h abs.

h é decrescente em ]0,1] e é crescente em [1,+oo].

c) Como a funcdo é continuaem R", sé a reta de equacdo x = 0 pode ser assintota vertical do grafico
de h.
00 —00

lim,_,o+ h(x) = lim,_o+[In(x? + 1) = In(x)] £ lim,_,y+In (xz;l) =1In (0%) = In(4+o0) = 40

Portanto, a reta de equagdo x = 0 é assintota vertical do graficode h.
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d) De acordo com os resultados obtidos nas alineas anteriores, pode-se concluir que
D,h = [h(l), +OO[ = [11’1(2) ’ +OO[ .
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95. a) Comecemos por determinar o dominio da funcdo:
Dy = {x € R:x? > 0} = R\{0}
1] ’ 1] ’ 2x
f'(x) = [xIn(x?)] = x"In(x?) + x[In(x?)]" = In(x?) + x == In(x?) + 2

f’(x)=0<=>ln(x2)+2=0<=>ln(x2)=—2<=>x2=eiz/\xEDf@x=—§Vx=§

—00 1 0 1 +o0
e e
Sinal e zeros de f’ +| 0 — n.d. — 0 |+
Variacdo e 7' | max. N n.d. N min. | /
extremos de f rel. rel.

, -1 -1 . -1 -1
f é decrescente em [—e ,0[ eem ]0,6 ] e é crescente em ]—W,—e ] eem [e ,+<><>[.

f (— é) = S é maximo relativoe f G) = —S é minimo relativo.
b) Tem-se:
0Xxoo
. . ~ e 1 1 . -2 1n(y)
o lim,_,,+ f(x) = lim,_,y+[xIn(x?)] 31 lim,,_, o [; X In (}7)] =limy_, ;0 = 0
Y=y
0X oo 1 1
e lim,_,o- f(x) = lim,_,o-[x In(x?)] = lllmy_,Jroo [—; X In (37)] =
Y=y
T 2 In(y)\ _
= llmy_)+oo( — ) =0
elim, , o f(x) =lim,_,_,[xIn(x?)] = —0 X (+) = —0

elim, .o f(x) =limy_ e[xIn(x?)] = +o0 X (+00) = 400
De acordo com estes resultados e com a alinea anterior, pode-se concluir que um esbogo do grafico de

f é:

N S
NP

~ . - I 2
Entdo, os valores de k para os quais a condi¢do f(x) = k tem exatamente duas solugbes sdo — = 0
2
e -.
e
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c) ® Pontos de inflexdo
2 " 2y =2 _2
InGe?) + 21" = InGe)) = 55 =
f”(x)=0<=>;=0<=)x€®
f'x) <0 % <0 e x <0, pelo que o grafico de f tem a concavidade voltada para baixo em
] =, 0[.
f'x) >0 % >0 < x >0, pelo que o grafico de f tem a concavidade voltada para cima em
10, 400 .
0 & Dy
O grafico da funcdo ndo tem pontos de inflexao.

® Assintotas

Assintotas verticais:

A fungdo é continua em R\{0}, pelo que somente a reta de equagdo x = 0 pode ser assintota vertical
ao graficode f .

Ja vimos, na alinea anterior, que lim,_,- f(x) = lim,_,o+ f(x) = 0.

Portanto, a reta de equagdo x = 0 ndo é assintota vertical ao gréfico de f.

Assintotas ndo verticais:

2
lim,_,_ %x) =lim,_,_q xlnT(x) = lim,_,_, In(x?) = o0

Portanto, ndo existe assintota ao grafico de f em —oo.

2
lim,_,, o %x) = lim,_,, xIn(x?)

Portanto, ndo existe assintota ao grafico de f em +oo.

= limy_, ;0 In(x?) = +o0
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96. a) f(5) = 50(e™%3%5 — ¢72%5) = 50(e~ 15 — e71%) = 11,2 mg/I

b) f'(t) = [50(e™ %3t — e~21)]" = 50[(e~%3t) — (e72)'] = 50(—0,3e703t 4 2¢72%)
—-0,3t 2

') =0 50(=03e 3t 422 =0 =03 M =2 2t il =" o

e~2t 03
20 20 10, (20
sel'="=17t=1n (—) St==—In (—)
3 3 17 3

0 10 20 +o00
— In (—)
17 3
Sinal e + 0 -
zeros de
fl
Variagaoe | 0 7 max. abs. N
extremos
de f
. . . s 10, (20
A quantidade de medicamento atinge o valor maximoem t = Eln (?) .

Ora gln (?) ~ 1,116 h.

Portanto, foi ao fim de aproximadamente 1 h 7 min.
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1n(130)

ln(130)
c) A fungdo é continua e é crescente em |0,——=—| e é decrescente em

1,7 1,7

,+o9| .Recorrendo a

calculadora grafica, conclui-se, tal como ilustrado na figura abaixo, que a quantidade de medicamento
no organismo é superior a 5 mg/l durante, aproximadamente,
7,6 horas (entre os instantes 0,063 e 7,675).

w

0.063 7675
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97.
Sejam xy, x, € [a, b] .
x, < x, = f(x,) > flx,) , pois f é decrescente;
xy < x3; = g2(xy) < glx,) , pois g € crescente;
entdo, x; <x; = —g(x;) > —g(x2) .
Portanto,
xy < xp = floy) = g(xy) > flxy) - glovy) =
= (f-2)x1) > (F- g)lxy)

Conclui-se, assim, que a funcdo f— g é decres-
cente.

98. a) @ Fungdo f
Comecemos por determinar o dominio da fungao:

Df={xE]R:2x2—1>0}=]—oo,——[u] +oo[

00 = Inza? - 0y = 2 -

fla)=0e2—=0AxeD; ©&x=0A22>-1#0AxED; S xEP
Para x € ]—2,—1[, tem-se 4x <0 e 2x2—1> 0, pelo que, neste intervalo f’ é negativa.

Portanto, f é decrescente no intervalo |—2,—1[.
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® Fungdo g

D, =R

g'(0) = [2— ™D = —[(x + D2 @D’ = —(2x +2) eCHD* = —2(x + 1) eV’
Para x € |-2,—1[,tem-se x + 1 < 0, pelo que, neste intervalo g’ é positiva. Portanto, g é
crescente no intervalo |—2,—1].

b) A alinea a) permite concluir que a funcdo f —g ¢é decrescente em ]—2,—1[; logo, tem, no maximo um

zero. Assim, os graficos das restricdes de fe g ao intervalo ]—2,—1[ intersetam-se, no maximo, num

ponto. Recorrendo a calculadora grafica, conclui-se, tal como ilustrado na figura abaixo, que as
coordenadas desse ponto, aproximadas as centésimas, sdo (—1,31;0,90)

F

¥

\/g
--------- 0.90
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99.a) h(0,4) = 2010g (=) = 20log(2,5) ~ 8 km

1
0,4

b) h (g) — h(p) = 20log (%) — 20log (%) =20 [log (%) —log (%)] =20 [log (% =+ %)] =
= 201log(2) = 6 km ’
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100. a) 7 = 2!°82(7) b) 7 = log (107) )7 =71
d)7= 1010g(7) e)7 = \/4_ = 49% f)7 = logﬁ (\/57)

101.a) 3* = 8 & x = logz(8)

b)ln(x)=-1ox=¢!
1
c)logs(x)=§<=>x=85<=)x=§/§(=)x=2

d)e* = 3,6 © x =1n(3,6)

1 1
=S x==

1
e)log4(x)+%=O<=)log4(x)=—%<=>x=4_5(=>x=\/Z >

)27 = 12 & —x = log,(12) & x = —log,(12) = x = log, (<)
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102. a) log, (2‘/— 2‘/—“) = log, (2‘/5) —log, (2‘/§+1) =V3-(V3+1)=-1

b) logs (5V7% x 5¥3) = logs (5V12) + logs (5¥%) = VIZ+ V3 = 2V3 +V3 = 3V3

c) 210g2(5)+10g2(3) — 210g2(15) =15

Outro processo:
21082(5)+10g>(3) — 21082(5) w 21082(3) — 5 % 3 = 15

d) 308s(V6)-logs(v2) = 3logs(V3) = /3

Outro processo:

3108:(v6)-logs (VZ) — 3l0g5(V6) - 3logs(v2) — % ~-3
2

&) log; (157 + 5V7) = log; [(15)f] =log; (37) = V7

Outro processo:

logs (15‘/— 5‘/—) log; (15‘/7) —logs (5‘/7) =7 log;(15) — V7 log;(5) =
= V7[log3(15) — log3(5)] = V7 logz(3) = V7

f) 23logy (1) — Zlogz(ﬂ:3) =73

Outro processo:
231082(m) = [2log2(M]* =

103. a) log(9) + log(3) = log(9 x 3) =log(27)

b) 310g,(5) — 0,510g,(25) = log, (5°) — 10g,(25°%) = log,(5*) — log,(5) = log, () =

= log,(52) = log,(25)

c)log; (3) —log; (55) = log, (5 + =) = logz(x),x > 0

d) log, (3) X logs (6) = log,(3) X 12222 = log, (6)

e) 1+ In(x) = In(e) + In(x) = In(ex)

1)1E2 _ 2 = Log(x) — log(102) = log(vx) — log(100) = log(\/—) x>0

104. (C)
log3(9a?) = logs(9) + 2logs(a) 2 + 2x

log(xy) _ log(xy) _
105. a) ( ) Tlogtoy)
Xy

log(x?)+log(x) _ log(x?xx) _ log(x3®) _ 3log(x) _
10g(3’)+10g($) log(yx%) log(%) —log(x)
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106. a) log,(15) = log,(3 X 5) =log,(3) +log,(5) =a+b

b) log,(25) = log,(52%) = 2log,(5) = 2b
) log,(25) = log; () = loga(5) — logz(2) = b~ 1

d) log,(120) = log,(23 x 3 X 5) = log,(2%) +log,(3) + log,(5) =3 +a+b

1 1

log,(5) b

e)logs(2) =

1 (5) b
f) logs(5) = —lzjj 5=z

107.a) ® Dy = ]—1,+oo[ ; portanto, D's-1 = ]—1, +oo[ .

° Df—l = D'f =R

elog,(x+1)=yeox+1=2V=x=2Y-1

Entdo, f~1(x) =2*—1

Portanto, f~1:R — ]—1, +oo[ é a fungdo bijetiva definida por f~1(x) =2*¥ —1.

b) ¢ D = ]-1,7]; portanto D’f—1 =1-1,7]

e Como a fungdo f é continua e injetiva, tem-se:

x€]-171 x+1€]08] & log,(x + 1) € | —x,3]

Entdo, tem-se Dg-1 = D'y = ]—00,3]

e Portanto, f~1:]—,3] — ]—1,7] é afungdo bijetiva definida por f~1(x) =2*—1.

108. a) ® D, = R\{—4}; portanto, D’j-1 = R\{—4}.
o %0 & 35 €10, +o0[\(1} & —37+3 € ]—00, 0[\{~1} & 2 — 3745 € |0, 2[\(1}

Portanto, Dy-1 = D'y = ]—o0,2[\{1}.
1

=log3(2—y)<=>x+4=;<=>

1
02— =y m=2-y o827
(2

1
x+4

T gz
Entao, g_l(X) = m -
Portanto, g~1:]—o0,2[\{1} — R\{—4} é a funcio bijetiva definida por

“1(,) — —

97 =g
b) @ D, = ]—o0,—4[; portanto, D' ;-1 = ]—o0, —4[.
e Como a fungdo g é continua e injetiva, tem-se:

1
xE]—oo,—4[(=}x+4e]—oo,0[(=}ﬁ€]—oo,O[(=)3m6]0,1[(=)

1 1
o 3mie]-10[ o 2 — 3w e ]1,2[
Entdo, tem-se Dg-1 =D’y =]1,2[.
1

logs(2—x) h

e Portanto, g~1:]1,2[ — ]—o, —4[ é a funcao bijetiva definida por g~1(x) =
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109.a) D = {x ER:1—x > 0} = |—oo, 1]

b)Dg={xE]R:9x2—1>0}=]—00,—§[UE,+00[ 9MZ-1>0ex<—TVr>3

¢)D,={x eR:ix>0A(x—1)2 >0} =]—00,0[\ {1} [x—1)2>0=x %1

_ X+
me_&eRwﬁ>o}
x+1

Ora, E>O(=)(x+1)(x+5)>0(=)xe]—00,—5[u]—1,+00[
Portanto, D, = ]—o0,—5[ U ]—1, +oo[

e)D,={xeR:2—-log(3—x)#0A3—x>0}
Ora, 2-logB—x)#0=logB—x)#2=3—-x+100 = x # —97
Portanto, D,, = |-, 3[\ {—97}.

f) D,, = {x € R: (x — 3)? # 0} = R\{3} |(x—3)2>0c x #3

110.a) Tem-se Dy = {x € R:x + 3 > 0} = |3, +oo[
fX)=0=1-log,(x+3)=0=log,(x+3)=1=x+3=2x=-1

b) Tem-se Dy, =R.
gx)=0o2+n(x?+1)=0=hx?*+1)=-2x*+1=e?ox?=e2-1
Dado que e™? — 1< 0, aequacio x? = e~2 —1 éimpossivel, pelo que g nio tem zeros.

c)Tem-se D, ={x e Rix+1> 0} =]-1,+o0[
x+1

h(x)=Oﬁx—xlog3(7)=0@x[1—log3(

<=>x=0vx7+1=3<=>x=0Vx=5

x+1
2

x+1
2

)]=0<=)x=0v1—10g3(

d) Tem-se D, = {x € R:log(x —2) # 0Ax — 2 > 0} = ]2, +oo[ \{3}
r) =01 =0 x—1=0Ax€ED, &x=1Ax€ED, SxEQP

log(x—2)
Portanto, r ndo tem zeros.

111. Uma condigdo que traduz o problema é f(a) =5.
Ora, f(a) =5elog,(a+1)=5a+1=2°><=a=31.

112.Tem-se f(a) = 6.
Ora, f(aA) =6 =23 =6 a—3=1log,(6)  a=23+1log,(6).

Portanto o ponto A tem coordenadas (3 +log,(6),6) e, entdo, o ponto simétrico do ponto A em

relagdo a reta de equagdo y = x tem coordenadas (6,3 + log,(6)) .

113. (B)
Uma condigdo que traduz o problemaé f(3) =1.

Ora, f(3)=1<=)10g2(3a)=1<=>3a=2(:)a=§.

J=0e
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114. (A)
Tem-se:

o—§=—1, peloque a =e
ef(0)=2=In(ax0+e)+b=2=In(e)+bh=2=1+b=2=b=1
115. a)lim,_,;-In(1 = x?) =In(1 —17) = In(0*") = -

b) lim,_, ;4 logi(x + 1) = logi(+00) = —c0
2 2

logy (%) _ loga(0) _ -

c) lim,_,, ) -~ — = 400
2 1 1
. In(x2)-1 2 . 2In(x)-1 _ .. ln(x)[z—m] T 2"ty _ 2-0 _
d) lim,_,, 3100 =lim,_ ;0 3 n) lim,_,, o —ln(x)[ﬁ—ll = hmx_>+ooln3('x)_1 =553 = 2
. o 8x+1
) lim,—yoo[l0g5 (8x + 1) ~logy (x + 2)] 2 lim,—. o logs (575) = logz(8) =3
ln(x+2)g In(x+2)-In(x)+In(x) _ . ln(xTJrz)‘l'ln(x) _

In(x) =limy— o0 In(x) limy— o0 In(x)

. ln(XTH) In(1) 0

f) lim,_,, o
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116. Comecemos por determinar o dominio de f :
Df = {x € Ri4e —x > 0} = |—0, 4e|

a) f(0) =In(4e —0) — 1 =In(4e) — 1 =In(4) + In(e) — 1 =In(4)

Portanto, o grafico interseta o eixo das ordenadas no ponto de coordenadas (0,In(4)) .
fx)=0=In(4de—x)—1=0=Inde—x)=1=4e—x=e = x=3e
Portanto, o grafico interseta o eixo das abcissas no ponto de coordenadas (3e,0) .

b) A funcdo é continua em ]—oo,4e][, pelo que s6 a reta de equacdo x = 4e pode ser assintota vertical
ao gréaficode f .

lim,_,4.-[In(4e —x) —1] =In(0*) -1 = -

Portanto, a reta de equagdo x = 4e é assintota vertical ao grafico de f .

117. a) Comecemos por determinar o dominio da expressdo:

D ={x € Rix? — 6x — 2 > 0}
Ora, x2—6x—2>0=x<3—-V11vx>3++11.
Portanto, D = ]—00,3 - \/ﬁ[ U ]3 + \/ﬁ,+00[.

Para x € D, tem-se:
logS(x2_6x_2)=1<=>x2—6x—2=5(=)x2—6x—7:0<=>x=62£(:)
Sx=—-—1vx=7

Ora —1 €D e 7 € D . Portanto, o conjunto-solucdo é {—1,7}.
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b) Comecemos por determinar o dominio da expressao:
D={x€eR:i4x+1>0A5x—2>0}
1

>__
{4x+1>0<=> x>

Ora, 5x-2>0" |52

Portanto, D = ]§,+00[.
Para x € D, tem-se:

log,(4x + 1) —log,(5x —2) =0 < log,(4x + 1) =log,(bx —2) @ 4x+1=5x -2 <= x =3

Ora 3 € D. Portanto, o conjunto-solu¢do é {3}.

c) Comecemos por determinar o dominio da expressdo:
D={xeRix+4>0Ax—1>0}
x+4>0 x> —4
=
Ora, {x—1>0 {x>1
Portanto, D = |1, +oo] .
Para x € D, tem-se:

sSx>1

loge(x + 4) +logsx— 1) =1=logg[(x+H)x—-D]=1osx+4H)x-1) =6

©x2+3x-10=0x —3T<=><=>x——SVx—2
Ora =5 €& D e 2 € D . Portanto, o conjunto-solucdo é {2}.

d) Comecemos por determinar o dominio da expressao:
—{xE]R:Sx—1>O/\x—2>O}

Ora {5x—1>0(:) x>5<=>x>2
! x_2>0 x>2

Portanto, D = ]2, +oo] .
Para x € D, tem-se:

1
logg1(5x — 1) —logg: (x — 2) = 7 & logg (5x — 1) = logg, (x — 2) +logg:(9) &
=) log81(5x —1) =logg;(9x — 18) ©5x—-1=9%—-18=x = E

17
Ora T € D . Portanto, o conjunto-solucdo é {T} .

e) Comecemos por determinar o dominio da expressdo:
D={x€eR:9x —5>0Alog,,(9x — 5) > 0}

5
5 x>=
Ora, {9x 5>0 {x> 9

2
log16(9x—5)>0@ ° < 29X >3

9% —-5>1 X>§

Portanto, D = ]§,+00[.
Para x € D, tem-se:

1
log,(log16(9x — 5)) = —2 & log,4(9x — 5) = % ©Ix-5=160=29%-5=2
7

S X ==
9

7 . R
Ora 3 € D . Portanto, o conjunto-solugdo é {5} .

f) Comecemos por determinar o dominio da expressao:
D={x€eR:x+3>0Ax?+8x+ 15> 0}
Ora {x2+ 3>0 {x > =3
! x“+8x+15>0 x<-5vx>-3
Portanto, D = |—3,+oo] .

S x> -3
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Para x € D, tem-se:

2
log;(x + 3) —logg(x? + 8x + 15) = 1 & logz(x + 3) _ logs (<2 +8x+13) _ 1

logz(9)
2
& logs(x + 3) _M =1 2logs(x +3) —logs(x2+8x+15) =2

< logz(x? + 6x+9) — 2 =logz(x? + 8x + 15)
& logs(x2 + 6x + 9) — log3(9) = logs(x% + 8x + 15) <

2 2
= 10g3 (x +6x+9) = 10g3(x2 + 8x + 15) = xTHox+9 = xZ +8x+ 15 &
Sx?2+6x+9=9x?>+72x+135 < 8x2+66x+126 =0 <= x = —525Vx = —3
Ora —5,25¢& D e —3 & D . Portanto, o conjunto-solucdo é o conjunto vazio.

118. a) Comecemos por determinar o dominio da expressdo:
D={xeR:2—x>0A2x+1>0}

2-x>0 x <2 1
{2x+1>0‘:’{x>—§‘:’_5<x<2

Portanto, D =]—%,2[.
Para x € D, tem-se:
log,(2—x) =2log,2x+1)=2—x>22x+1e=2—x22x+1ex <

Ora,

(SRS

Ora ]—w,ﬂ NnD = ]—%,ﬂ . Portanto, o conjunto-solucdo é —%,%] .

b) Comecemos por determinar o dominio da expressao:
D={x€eR:x>0}=Rt

Para x € D, tem-se:

log,(x) <3< x<8

Ora ]—o0,8[ N D =]0,8] . Portanto, o conjunto-soluc¢do é ]0, 8] .

c) Comecemos por determinar o dominio da expressdo:
D ={x€R:l>0/\L>O}
X x+1
Ora, =>0A—=>02x>0Ax+1>0x>0Ax>-1x>0.
Portanto, D = R*.
Para x € D, tem-se:

f)—1=f(x+1) < log, (%) —1>log, (ﬁ) = —logy,(x) —1= —log,(x+1) &
< log,(x +1) = log,(x) + 1 © log,(x + 1) = log,(x) +1og,(2) &

o log,(x+1) =>log,2x) o x+1=22x = x<1

Ora |]—o0,1] N D =]0,1] . Portanto, o conjunto-solugdo é ]0,1] .

d) Comecemos por determinar o dominio da expressdo:
D = {x € R: |x| > 0} = R\{0}
Para x € D, tem-se:
logilx| > 1< 0 < |x] <§<=>—§<x<§/\x¢0
3
11 11 . T 11
Ora ]—5,5[\{0} NnD= ]—5,5[\{0} . Portanto, o conjunto-soluc3o é ]—5,5[\{0} .
e) Comecemos por determinar o dominio da expressao:
D={x€eR:(x—2)2>0Ax%+3 >0}
(x—2)2>0 X+ 2
S

Ora, {x2+3>0 {xeR
Portanto, D = R\{2}.

S x #E2
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Para x € D, tem-se:

log[(x —2)?] <log(x?+3) o (x—2)?’<x?+3 x>’ —4x+4<x*+3

<:>—4x+1<0<=>x>%

Ora E, +00[ NnD = E, +00[\{2} . Portanto, o conjunto-solugdo é E, +00[\{2} .

f) Comecemos por determinar o dominio da expressdo:
D={x€eR:2—x>0}

O, 2—x>0=x<?2.

Portanto, D = |—o0, 2[ .

Para x € D, tem-se:

xIn2-x)<xeoxn2-x)—x<0=x[In2—-x)—-1]<0

Elaboremos, para x € D, um quadro de sinais da expressdo x[In(2 —x) — 1] :

InR-x)—1=0=h-—-x)=1o2—-x=e=Sx=2—¢

—00 2—e 0 2
x — — - 0 +
In2-x)-1 + 0 - - -
x[In(2 —x) — 1] -1 0 + 0 - n.d.
Portanto, o conjunto-solugdo é ]—o0,2 —e] U [0, 2.
g) Comecemos por determinar o dominio da expressao:
D={xeR:x>0A1-In(x) # 0}
Portanto, D = ]0, +oo[\{e}.
Elaboremos, para x € D, um quadro de sinais da expressao %:
0 1 e +oo
In(x) - 0 + + +
1—In(x) +| + + 0 -
In(x) - 0 + n.d. -
1—In(x)

Portanto, o conjunto-solucdo é [1,¢e] .

h) Comecemos por determinar o dominio da expressdo:
D={xeRix—1>0Ax+5>0}
x—1>0 x>1
Ora, {x+5>0 {x>—5
Portanto, D = |1, +oo] .
Para x € D, tem-se:

sSx>1

2

logi(x —1) — 1 > logi(x + 5) & logi(x — 1) — log: (1) >logi(x +5) &
2 2 2 2 2

= logi(2x —2) 2 logi(x+5) = 2x-2<x+5e=x<7
2 2
Ora |]—o0,7] N D =]1,7] . Portanto, o conjunto-solugdo é ]1,7].

i) Comecemos por determinar o dominio da expresséo:
D={xeRix—1>0A3—x>0}

x—1>0 x>1
= =
Ora, {3—x>0 {x<3 1<x<3

Portanto, D = ]1,3].
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Para x € D, tem-se:

log,(x —1) —log,(3—x) <1< log,(x—1)<1+log,3—x) &

< log,(x — 1) <log,(2) +1log,(3 —x) & log,(x — 1) < log,(6 — 2x) &
7

<=>x—1£6—2x<=>x£§

Ora ]—OO%] NnD = ]1,%] . Portanto, o conjunto-solugdo é ]1,%] .

j) Comecemos por determinar o dominio da expressdo:
D={x€eR:x>0A2-0,1x > 0}

x>0 x>0
Ora, {2—0,1x>0 {x<20<=>0<x<20

Portanto, D =]0,20].

Para x € D, tem-se:

2log(x) < 1+1log(2 —0,1x) & 2log(x) <log(10) + log(2 — 0,1x) &
Slog(x?) <log20—x) ©®x?2<200—x = x?+x-20<0&S -5<x<4
Ora [-5,4] n D =]0,4] . Portanto, o conjunto-solucdo é 10, 4] .

k) Comecemos por determinar o dominio da expressao:
D={x€eR:x>0}=Rt
Para x € D, tem-se:
y=In(x)
In?2(x) >2—In(x) @ In?(x) +In(x) —2>0 S y?’4+y-2>0
y=In(x)
oy<-2vy>21 S hx) <-2vihx)>1leox<e?vx>e
Ora (]—o0,e 2] U [e,+o[) N D =]0,e72] U [e, +oo] .
Portanto, o conjunto-solugdo é ]0,e72] U [e, +o] .

1) Comecemos por determinar o dominio da expressdo
D={xeR:x+4>0A2x+5>0}

x+4>0 x> —4 5
{2x+5>0 {x>—§‘:’x>_5

Portanto, D =]—§,+00[.

Para x € D, tem-se:

logs(x +4) <log,(2x+5) % <log,(2x +5) & <log,(2x+5) &
& log,(x + 4) < 2log,(2x + 5) © log,(x + 4) < log,(4x? + 20x + 25) &
Sx+4<4x?+20x+25 42 +19x+21 20 x< -3V = -2

Ora,

log, (x+4)
2

Ora (]—00,—3] U [—%, +00D NnD = [—Z, +00[. Portanto, o conjunto-solugdo é [—Z, +00[.

119. a) A(45,2) = —0,52 + 0,55In(45,2) = 1,576 m

A altura que se espera é 158 cm .

b) A(2p) — A(p) = —0,52 + 0,55In(2p) — [-0,52 + 0,55 In(2p)] =
= 0,55In(2p) — 0,55In(p) = 0,55 In (27”) =0,55In(2) ~ 0,38

Tal resultado significa que a altura esperada de uma crianga com o dobro de massa corporal de outra é
superior, em 38 cm, a altura desta.
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c)e D', =D, =[e?3,e*]

e Afungdo p é continua e injetiva, pelo que, como A(e?3) = —0,52 + 0,55In(e?3) = 0,745 e
A(e*') = —-0,52 4+ 0,55In(e*!) = 1,735, se tem D, = D'y = [0,745;1,735] .
eA=-052+055In(p) < A+0,52=0,55In(p) < Inp) = Ag°5'552
Esta funcdo exprime o peso esperado da crianga em fun¢do da sua altura, para criangas com altura
compreendida, aproximadamente, entre 75 centimetros e 1,74 metros.

A+0,52
= p —= e 055

log(6,3x101°)-5,24

120. a) log(6,3 X 101%) = 1,44M + 524 & M = v

; portanto, M = 8.

Pag. 139

by) log(E) = 1,44 X 6,2 + 5,24 = 14,168 ; portanto, E = 10*168 joule.

b,) log(183 000 x 101*168) = 1,44M + 5,24 < log(1,83 x 101%168) = 1,44M + 5,24 &
log(1,83x1019168)—5,24
1,44

S M=

; portanto, M = 9,9 .

121. Tem-se, nas condigBes do enunciado, f'(a) = g'(b) .
1 1

Ora, f'(a)=g'(b) & e* =, ea= ln(z) s a=-In(b) < a+In(b)=0 .

122.a) Em |—o0,0[ eem ]0,+oo[, f é continua, pois é, em ambos os casos, uma fungdo exponencial.
limy_,o- f(x) =limy_o-(2%) = 1; lim,_ o+ f(x) =lim,_,+(3%) =1 ; f(0) =2°=1.Entdo, f

é continua em 0.
Portanto, f é continua.

b) Parax < 0: f'(x) = (2%)" = 2¥In(2)
Parax > 0: f'(x) = (3%)' = 3*In(3)
Parax =0:

o y h _ 20’% ; eln@h _q | y eln@h _ 1 t=h,l(,2)h
ren = in S in =@ In won ST

t_
= In(2) x lim,_o- == =1n(2) x 1 = In(2)
0

0
h_20 -

3 eln(3)h_1
0+ = 1 ; —
f'(07) =limy_, o+ — = limp,_, o+

= - =1In(3)
2*¥In(2) se x<0
3*In(3) se x>0

Entdo, tem-se: Dy = R\{0} e f'(x) = {

123. a) f’(x) = [ln(x3)]/ — (xg), — 3x?

x3 x3 x

1 —
x1n(2) -

b) f'(x) = [In(2) xlog,(x)]" = In(2) x [log,(x)]" = In(2) x

RlR
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(9x) 9 1
(9x)In(3) (9x)ln(3) - x1n(3)

c) f'(x) = [log3(9x)]" =

2%1n(2)

d) f'(x) =[2°2] = (x — 2) x2* 2 x1In(2) = 2¥2In(2) = ”

124. a)Df =R

fr) =[(x—2)?2%]" = [(x —2)*]" 2" + (x = 2)* 2¥)' =
=2(x—2)2%+ (x—2)22*In(2) = 2*(x — 2)[In(2) x + 2 — 2In(2)]
f{x) =0 2*%(x —2)[In(2)x +2—-2In(2)] = 0Ax € Dy &
<:>x—2=0Vln(2)x+2—21n(2)=0(:)x=2Vx=2—ln§2)=

2241\ (x241) e —(x241) (™) _ 2x e F+(x2+1)e* _ e~*(2x+x? +1)
f ( ) ( ) (e—%)2 - e—2x - e—2%

ff)=0=e*(x*+2x+ 1) =0Ax€ED; = x*+2x+1=0=x=-1

e*(x®*+2x+1)

)Df={x €R:x>0}=R"
f'(x) =[xIn(x)]" = x"In(x) + x[In(x)]" = In(x) + x x%= 1+ In(x)
f’(x)=0<=)1+ln(x)=O/\xEDf@ln(x)=—1/\x>0<=>x=§

d)Df={x €ER:x>0}=R"
[ =1Ix 10gz(x)]' = x"logy(x) + x[log, (x)]" =
= 10g(x) + X 7 = 1082 (%) + 15 = 55 = 12 = logy ()
= log,(x) + log,(e) =
f'(x) =0 log,(ex) =0Ax €EDf & ex = 1Ax>0(=)x=§

e)Df ={x ER:x>0Alogy(x) >0} ={x ER:x >0Ax>1}=]1,+oo[

1
’ _ I [Ing(x)]l _ xIn(2 __ 1
f1&) = [In(loga CoDT' = 55, 65" = o, = Togat0 xin@
flx)=0 @m= OAx€E€EDf & x€Q; f' ndotem zeros.
2

f)D;={xeR:x>0Ax*>#0}=R*
f (x) = [ln(x)] [ln(x)]'x3—1n(x)(x3) —>< x3-In(x)(3x2) xz—ln(x)(3x2) _ x%[1-3In(x)] _ 1-3In(x)

(x3)2 X6 x6 X6 - x4

1
=O/\xEDf(=>ln(x)=§Ax>0(=)x=e§(=)x=%

flx)=0

1-31n(x)
x4

! ’ 2-3 ' 2
125.2) 00 = [InGe? - ) = = - 2
"(x) = [ ] _ 20/ (x2-3)-2x(x?-3)" _ 2(x?-3)-2xx(2x) _ 2x?—6-4x _ _ 2x2+6
f - x2-3 - (xz_g)z - (x2_3)2 - (x2_3)2 - (x2_3)2

b) f'(x) = [x2e*] = (x?)'e* + x?(e¥) = 2xe* + x%e* = (2x + x?)e*
() =[x +x?)e*] = 2x +x2) e* + 2x + x2)(e¥)’ =
=2+ 2x)e* + 2x + x?)e* = (x? + 4x + 2)e*
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O f'(x) = [e2*.In()]' = (%) In(x) + e*[In(x)]' = 26 In(x) + 7% = (2In(x) +7) >

f"(x) = [(21n(x) + %) er]' = (2 In(x) + %)’ e?* + (2 In(x) + %) (e?®)' =
= (2 X % - xi) e?* + (2 In(x) + %) (2e%*) = (2’;1 + 41In(x) + )Z—C) e2* =

= (4x_1 + 412n(x)) e = (4 4 4ln(x)) e?*

x2 x x

d) /() = [[In0?)" = 2In(2x) [In(2x)]' = 2In(2x) x = = 2 x 22

2

' ' x— ! -In(2 _
f"(x) = (2 M) =2 (@) — 9% [In(20)]'x-In(2x) ()’ _ 2 % 5%~ In(2x) _ o x 1-In(2x)

x x2 x2 x2

e)Parax < 0: f'(x) = (—2x?> +4x) = —4x + 4
Parax > 0: f'(x) = (x?)" = 2x

Parax =0:
o
—2x24+4x—0 2
£1(07) = lim,_g- =22 lim, o~ (—2x + 4) = 4
0
2.0
f(0%) =1lim,_,y+ xTOE lim,_,q+x =0

N&o existe f'(0).
Entdo, tem-se: f'(x) = {;ix t4 zg i i 8

Parax <0: f"(x) = (—4x+4)' = -4
Parax >0: f"(x) = 2x)' =2

s emse )= 1 5 £
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126. f'(x) = [x + In(ax)]' =1 +a% =1 +% ; portanto, f'(1) =1 +%= 2 qualquer que seja o valor

de a.

127. a)

xlif?mlog:(x) = lim- h;m % m&,l) =0
b)

Sendo a a abcissa do ponto de intersecao
visivel na representagao, tem-se que 3b > g
tal que flx) > g(x) em Ja, b] .

Como lim [x - log, (x)] =

1 :
= lim [x(l _ Og;l{ﬂﬂ =+o00 (1-0)=+00,

K—too
conclui-se que Je> b tal que f(x) < g(x)
em [c,+o0f.

Portanto, dado que as funcgdes [ e g sio
continuas, Ix >a: flx) =g(x) , ou seja, os

graficos tém de se intersetar pelo menos
mais uma vez.
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)

[ee]
. e* +In(x) m ;. In(x) . ex . In(x)
128.a) limy,_, oo———=1im, , (7 T) =lim, ;e —+ lim, , 00—==
=40+ 0 =4
x
X
b) li e +x ;1 e’ (1+e_x) —
My — 00 In(x)+2e* M—+o0 e (—ln(x)+2) B
ex
1+% 140 1 In(x) In(x)
= llmx_>+oo W = m = E |11mx_)+oo o llrl’lx_)_'_Oo é
e X
e* +x 1+0 1
c) lim = =—=0
) X200 n(x)+2e* ~ —w+2 -0
0
0
. In(142x) ~— . In(1+2x) In(1+t) 1,. In(1+t¢t) 1 1
d) lim ———"="]im ——— =lim ==lim ==-Xx1==
) lim,—q o - X0 4y =0 5 2 X0 2 2
=2x

00— 00

e) limx_)+oo[X[ln(x +1)— ln(x)]] jau limy, ;e [x In (x:gl)] =lim,_, ;4 In [(XTH)X] =
=lnle) =1

: e* r?»: é + 00
f)lim,_, 0 — oo Slimy sy gy = =-—=+o

. 1-3x OOXO xz ,L . xz . xé
g)lim,_,, . (x%e ) 2 limy_ i (m) = lim,_ ;o (W) =elim,_, e s

y=3x—1
=ex03=0
0x00 m(i)

. ~ s 1 2\1 _ +: v In(2)-In(y) _

h) lim,_,,[x In(2x)] =) limy_, ;e [;ln (;)] =limy,_, ;0 [T] = llmy_)JrooT =
Y=x
T In(2) IO\ _n_n—
=limy 4o (B2 -22) =0-0=0
i) lim, 00 [In(x) —4x] = limy,_ e [ (ln(x) 4)] =+4+0X(0—4)=—
100% :‘ ln(100x) ) ex1n(100) . (€X)ln(100)
]) llmx_)+oo o llmx_)+oo W = llmx_)+oo W =My 400 W =
In(100)

I e +
= 1m 7 = T+

am - 100

¥EE\ 00y

2 In(x)

. logg,5(X) = 1. m(05) _ 1: Inx) _ 1 .. In(x) _

k) limy,.co x Mxodeo = limy o In(0,5)x ~ In(0,5) M—+c0 -
1

=——=X0=0

In(0,5)
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2n+1

129. a) lim (‘;Z;;) n

130.a) g'(x) = (1 + 3x%e7*) = (3x%e™*) = (3x?)'e ™ + 3x%(e™) =

= 6xe ¥ —3x%e™* = (6x — 3x%)e™*

n—1

b) lim (

3n+2

2n+1

gx) =0 (6x—3x)e*=0=6x—-3x’=0=2x=0Vx =2

)n2+1 - (_

3

)°=1

—00 0 2 +00
e™* + + + +
6x — 3x? — 0 + 0
Sinal e zeros de g’ - 0 + 0
Variagdo e extremos N | min. 7 max.
de g rel. rel.
g atinge um minimoiguala 1 em x = 0 e atinge um maximo iguala 1 + 12e™2
1
131.a) lim,_,yp- g(x) =limy_,p-ex=e"* =0
lim,_,o- g(x) =limy_,o-[x —In(1 +x2)]=0—In(1) =0
9(0) =0
Portanto, a fungdo g é continua em 0.
1 1
rra—=N s e0+h —1 .. eh-1 _e™™®-1_ -1 _
g'(07) =limy_,,- — = limp_ - —— = T Tt
Portanto, a fungdo g ndo é derivavel em 0.
, Ny 2 101 ex
b)Parax <0: g'(x) = (ex) = (;) ex=——er=——.
-y _ _ 2N _(1+x2)’ _ 4 2x _ 1+x2-2x _ (x—1)?
Parax>0: f'(x) =[x —In(1+x%)]' =1 e =1 T i T a2
ex
- se x<0
Entéo, tem-se: Dy = R\{0} e g'(x) = x2
(x_ll se x>0
1+x

emx=2.

Estudo da monotonia e dos extremos relativos

1
ex

1
= =0 ex=0<x€Q; para x <0 afungdo g' ndotem zeros.

(x_l)z . ’
e =0 x=1;como 1€]0,+0[, 1 ézerode g'.
1
ex
-—
(x —1)?
1+ x?
Sinal e zeros de g’ — n.d. + 0 +
Variagdo e extremos \ min. 7 7
de g abs.

g € decrescente em ]—oo,0] e é crescente em [0, +oo[ .

g(0) = 0 é minimo absolutode g .

Fotocopiavel © Texto | MVT 12
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132.a) Dy ={x ER: 2+ x—x*> 0} =]-1,2|

b) lim,_,_+ f(x) =lim,_,_;+In(2 + x — x?) = In(0) = —
lim,_,,- f(x) = lim,_,,-In(2 + x —x2) =In(0) = —

, _ Ny (2+x—x2), _1-2x
) f'(x) = [ln(zl-l;x X)) = 24x-x2 12+x—x2
! _ —aX — =
f(x)—0(=)2+x_x2—0AxEDf<=>x—2
-1 1 2
2
1—2x + 0 -
2+x—x?2 + + +
Sinal e zeros de f’ + 0 -
Variagdo e extremos | n.d. 7 max N n.d
de f abs.
f écrescente em ]—1,%] e é decrescente em %, 2[ .

f G) =In G) é minimo absoluto de g .

. . 9
Portanto, dos resultados anteriores, pode concluir-se que D'f = ]—00, In (Z)] .
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133.a) e D; = R

o f'(x)= (xexz)’ = (x)' X (exz) + x X (exz)’ =

=e* + x(xz)’(exz) =e* + x(2x)(ex2) = e** (1 + 2x2)

o f'"(x)= [exz(l + 2x2)]’ = (exz)’ X (1+2x2) 4+ e** x (1 +2x2) =
=2xe* (1 +2x2) + e x 4x = e*"(2x + 4x3 + 4x) = e** (4x3 + 6x)
ef'X) =0 e (4x*+6x) =0 x(4x2+6)=0=x =0

—0 0 +0oo
e* +| 4+ |+
X -1 0 |+
4x% +6 +1 + |+
Sinal e zeros de f" - 0 |+
Concavidades e /‘\\ P.I. '\_/
pontos de inflexdo do
graficode f

O gréfico de f tem a concavidade voltada para baixo em ]—o0,0] e tem a concavidade voltada para
cimaem [0, +oo] .

of () =[(t—3)e ] =(t—-3)x(eN+(t—-3)x(e) =e" +(t-3)(e") =
=et(1+t—-3)=el(t—2)

ef"M) =[eft—2)] =) x(t—2)+ex(t—2) =el(t—2)+ef =
=el(t—-2+1)=et(t—-1)
ef"M)=0=c(t—-1)=0t-1=0t=1
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—o0 1 +0oo
et + + [+
t—1 -1 0 |+
Sinal e zeros de f" - 0 [+
Concavidades e /‘\ P.l. '\_/‘r
pontos de inflexao do
graficode f

O grafico de f tem a concavidade voltada para baixo em ]—o0,1] e tem a concavidade voltada para
cimaem [1,+oo][.

1
90y = o]
Tem-se: f(t) =In(t) +In (Zt + %) =In(2t?2 + 1)

2 !
=ty =Gl o

!
o (1) = ( 4t )’ _ (40 x(2e2+1)-4ex(26241) _ 4(2t7+1)-4txat _ 4t?+4
2t2+1 (2t2+1)? (2t2+1)2 (2t2+1)2

o f'"(t) >0, Vte ]0,%] ; portanto, f tem a concavidade sempre voltada para cima.

134. a) e Dominio

Dy =R

e Paridade

g(=x) = (—x)3e~(%) = —x3eX  pelo que n3o se tem g(=x) = g(x),Vx € D, , nem se tem
g(=x) = —g(x),Vx € Dy .

Portanto, a fun¢do ndo é par nem impar.

e Continuidade

A fungdo é continua por ser o quociente de fungdes continuas: a fungdo polinomial definida por y = x
e a fungdo exponencial definida por y = e* .

® Pontos de interse¢do com os eixos

g(0) = 0; portanto, o grafico interseta ambos os eixos na origem do referencial.

® Assintotas

Assintotas verticais:

A funcdo é continua em R, pelo que o seu grafico ndo tem assintotas verticais.

Assintotas ndo verticais:

. g(x) . x3e™¥ . _
limy o == = limy o —— = lim,_,_ o (x%e7%) = 400

3

Portanto, o grafico ndo tem assintota obliqua em —oo.
: : R w8
A, 9() = lim (Fe™) 2 lim = =0
Portanto, a reta de equagdo y = 0 é assintota ao grificode g em +oo.
® Monotonia e extremos
g @) =x3e™) =@ e +x3(e™) =3x%e* —x3e¥ = e ¥(3x% — x3)
gx)=0=e*Bx?-x)=0=x*B-x)=0=x=0vx =3
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—00 0 3 +oo
e ™ + + + + +
x%(3—x) + 0 + 0 —
Sinal e zeros de g’ + 0 + 0 —
Variagao e extremos 7 7 max. N
de g abs.

g € crescente em | — oo, 3] e é decrescente em [3, +oo[ .

27 .
g3) = — € maximo absoluto.

e Sentido das concavidades e pontos de inflexao

g'x)=[e*Bx?—=x¥)] = *)Bx?—x3) +e*(Bx?—x3) =

=e *(=3x%2 +x3) + e ¥(6x — 3x2) = e *(x3 — 6x2 + 6x)

g' ) =0se*x3-—6x2+6x)=0=x3—6x’+6x=0=x(x*-6x+6)=0
Sx=0Vx?—6x+6=0=x=0vx=3—-V3vx=3++3

3-43 34++3 +00
+ + +
0 — 0
0 0

x —
x> —6x+6 +
Sinal e zeros de —

12

g
Concavidades e /\ P.l.

pontos de
inflexdo do
graficode g

o+ oo

< + [+ |+
0

< + [+ |+

/\ P.l.

O gréafico de g tem a concavidade voltada para baixo em ]—o0,0] e em [3 —3,3+ \/§[ etema
concavidade voltada para cima em [0,3 - \/§] eem [3 +4/3, +00[; tem pontos de inflexdoem x =0,

emx=3—-+v3 eem x=3++3.
e Contradominio

Do estudo anterior, pode concluir-se que D’g = ]—OO,E—Z] .

b) e Dominio

D,=R

e Paridade

r(—x) = 217(0% = 21=2% — 1 (x) , Vx € D,

Portanto, a funcdo é par.

e Continuidade

A funcdo é continua por ser a composta de fungdes continuas: a funcdo exponencial definida por
y = 2% e a fungdo polinomial definida por y =1 — x? .

® Pontos de interse¢do com os eixos

r(0) = 2179 = 2; portanto, o grafico interseta o eixos das ordenadas em (0,2) .

rx) =0 21 20 xEQ; portanto, o grafico ndo interseta o eixo das abcissas.
® Assintotas

Assintotas verticais:

A funcdo é continua em R, pelo que o seu grafico ndo tem assintotas verticais.
Assintotas ndo verticais:

limy ,_ 2™ =272 =0

Portanto, a reta de equagdo y = 0 é assintota ao grafico de r em —oo.
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limy 4027 =272 =0
Portanto, a reta de equagdo y = 0 é assintota ao grafico de r em +oo.
® Monotonia e extremos

() = (217%°) = (1 — x2)'217* In(2) = —21n(2) x 217" = —In(2) x 22°*°
P(x) =0 —2In(2Q)x21 =0 x=0v2l™* =0 x =0

—00 0 400
—In(2) x + 0 —
22-x? + + +
Sinal e zeros de r’ + 0 —
Variagdo e extremos 7 max. \
de r abs.

r é crescente em | — ,0] e é decrescente em [0, 4o .
r(0) = 2 é méaximo absoluto.
e Sentido das concavidades e pontos de inflexdao

(%) = [-In(2) x 227%°] = [~ In(2) 2] (227*") + (- In(2) x) (227*") =

= —1In(2) 227" + (= In(2) x)(=2x) 227" In(2) = —In(2) (227*°)[1 + x (-2x) In(2)] =
= —1In(2) (227°)[1 - In(4) x?]

r"(x) =0 & —In(2) (22 )1 -In(@)x*] =0 = 1 - In(4)x* =0 =

PN _ 1 v _ 1
X = In(4) X = In(4)

—% 1 1 +oo
In(4) In(4)

—In(2) (227) - - - - |-

1 —1In(4) x? — 0 + 0 —
Sinal e zeros de + 0 - 0 +

,rll
Concavidades e NS P.l. /\ PL |8
pontos de
inflexdo do
graficode r

- . . , 1 ’ 1
O grafico de r tem a concavidade voltada para cima em ]—00, - m] eem [ Ok +00[ etema
. . ’ 1 f 1
concavidade voltada para baixo em [— oL m] .

e Contradominio
Do estudo anterior, pode concluir-se que D', =]0,2].

c) e Dominio

e Paridade

f(=x) = e *[(—x)? — x] = e *(x? — x), pelo que ndo se tem f(—x) = f(x),Vx € D¢ nem se tem
f(=x) =—f(x),Vx € Df .

Portanto, a fun¢do ndo é par nem impar.
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e Continuidade

A funcgdo é continua por ser o produto de fungBes continuas: a fungdo exponencial definida por y = e*
e a fungdo polinomial definida por y = x? + x .

® Pontos de interse¢cdo com os eixos

f(0) =e%x 0 = 0; portanto, o grafico interseta ambos os eixos na origem.

® Assintotas

Assintotas verticais:

A funcdo é continua em R, pelo que o seu grafico ndo tem assintotas verticais.

Assintotas ndo verticais:

0Xco y2 -y
lim [e*(x?+x)] = lim [e™Y(y?—-y)] = lim > =

X——00 y:-l_x y—+00 y—+00 e

yi-y 1.1
=i X =i Y= =90
= 1my_)+oo = lmy_)+oo v = +_oo =

¥z ¥z

Portanto, a reta de equagdo y = 0 é assintota ao graficode f em —oo.
. eX(x%+x) _ . x
lim, ;o — = lim,_,;0oe*(x +1) = +o0

Portanto, o grafico de f ndo admite assintota em +oo.

e Monotonia e extremos

1) = (e*(x* + x))’ =) (x?+x)+e*(x?+x) =e*(x?+x)+e*(2x+1) =
=e*(x?+3x+1)

f’(x)=0(=)e"(xz+3x+1)=0(=)xz+3x+1=O<=)x=_3_\/§Vx=_3;”/g
—o0 -3-+5 -3++5 +oo
2 2
e* + + + + +
x*+3x+1 + 0 - 0 +
Sinal e zeros de f' + 0 - 0 +
Variagdo e extremos 7 | max. rel. N min.rel. | /7
de f
f écrescente em ]—00, _3;/3 eem [_3+\/§, +00[ e é decrescente em [_3;@, _3;”/?] :
—3++/5

f (_3;\@) é maximo relativo e f(
o Sentido das concavidades e pontos de inflexao

') =[e*(x?*+3x+ 1)) =(*)(x*+3x+ 1) +e*x?+3x+ 1) =
=e*(x?+3x+1)+e*2x+3) =e*(x?+3x+1+2x+3) =e*(x? +5x + 4)
f'fx)=0=e*(x?+5x+4)=0=x>+5x+4=0=x=—-4vx=—1

) € minimo relativo.

—0 —4 -1 +o0
e* + + + + +
x?+5x+4 + 0 — 0 |+
Sinal e zeros de + 0 - 0 +
fll
Concavidades e "\_/" P.l. /\ P.I. '\_/"
pontos de
inflexao do
graficode f

O grafico de f tem a concavidade voltada para cimaem |—o,—4] eem [—1,+[ etema
concavidade voltada para baixo em [—4,—1] .
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e Contradominio

Tem-se f( 3;\/_) < 0 pelo que se pode concluir que f(
Dy = [£(57) +|

d) e Dominio

Dj={x ER:x >0Ax # 0} =R"

e Paridade

Como D; = R* a fung¢do n3o é par nem impar.

e Continuidade

A funcdo é continua por ser o quociente de fun¢Ges continuas: a funcdo logaritmica definida por
y = In(x) e afungdo afim definida por y = x .

® Pontos de interse¢do com os eixos

0 & D;, pelo que o grafico ndo interseta o eixo das ordenadas.

jx)=0¢& @ =0 In(x) =0Ax # 0 < x = 1; portanto, o gréfico interseta o eixo das abcissas
no ponto de coordenadas (1,0).

® Assintotas

Assintotas verticais:

A fungdo é continua em R*, pelo que somente a reta de equacdo x = 0 pode ser assintota ao seu
grafico.

345\ ., . .
) é minimo absoluto e, portanto,

In(x) _ —oo
lim +—= = = —
x—0 x 0+

Portanto, a reta de equagdo x = 0 é assintota vertical ao graficode j .

Assintotas ndo verticais:
In(x) —0

Portanto, a reta de equagdo y = 0 é assintota horizontal ao graficode j em +oo.
® Monotonia e extremos

(x) (ln(x)) [In()]'x x =In(x)xx" = X x — In(x) _1- In(x)

lim,_, 4o —=

x2 x2 x2
j'(x)=0 1_ir21(x)=0(=>1—1n(x)=O/\x¢0/\x€Dj<=>x=e
0 e +o0
1—In(x) + 0 _
x? + + +
Sinal e zeros de j' n.d. + 0 -
Variacdo e extremos | n.d. 7 max. N
de j abs.
j écrescenteem ]0,e] e é decrescente em [e,+oo[ .
j(e) = i é maximo absoluto.
e Sentido das concavidades e pontos de inflexdao
oy _ (1-In(x)\ _ [1-In(®)]'xx? -[1-In(x)] x (xz)’ _ —ix x? —[1-In(x)] x 2x _
](x)_( x? )_ x4 - x* -
_ —x—2x[1-In(x)] x[ 1-2+2In(x)] _ 2In(x)-3
- x4 x4 - x3
j”(x)=0=>%=0<=>21n(x)—3 =0Ax#0Ax €D o x =+el
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0 \/E +o0

2In(x) —3 — 0 +
x3 + + +
Sinal e zeros de j"' n.d. — 0 +

Concavidades e pontos | n.d. /ﬂ\ P.l. \_/‘

de inflexdo do grafico
de j

O grafico de j tem a concavidade voltada para baixo em ]0,\/63] , tem a concavidade voltada para

cimaem [\/e3, +00[ e tem um ponto de inflexdo com abcissa igual a vVe3 .
e Contradominio

. , 1
Do estudo anterior, pode concluir-se que D'; = [Z’ +00[ .

e) e Dominio

Dp={xeR:In(1—-x)#0A1—x>0}=]—00,1[\{0}

e Paridade

Como Dy, = |-, 1[\{0}, a fungdo ndo é par nem impar.

e Continuidade

A funcdo é continua por ser o quociente de fun¢des continuas: a fungao afim definida por
y = x — 1 e a composta de uma fung¢do logaritmica com uma fungao afim.

® Pontos de interse¢do com os eixos

0 & Dy, , pelo que o grafico ndo interseta o eixo das ordenadas.

x-1
h(x) =0s In(1-x)

eixo das abcissas.
® Assintotas
Assintotas verticais:
A fungdo é continua em |—oo, 1[\{0}, pelo que somente as retas de equagdes x =0 e x = 1 podem
ser assintotas verticais ao seu grafico.
x—1

lim 1 _ 1L _1_ % e lim = 400
Xx=0" n(1-x) In(1Y) o+ x—=0" Ina —x)

Portanto, a reta de equacdo x = 0 é assintota vertical ao graficode h .
iy = L

=1 1n1-x) ~ In(0t) -
Portanto, a reta de equagdo x = 1 ndo é assintota vertical ao grafico de h .
Assintotas ndo verticais:

=0=x—1=0AIn(1—-x) # 0 & x € @ ; portanto, o grafico ndo interseta o

x—1
. In1-x) __ 1: x—1 1 x-1 1 ) _ 1
lim,_,_o,,———==1lim,_,_4 ThaD lim,_,_ (—x X mao) = 1x == 0
)
()
. x—1 s X=1 . -y 11
lim,_,_ [ln(l—x) 0 x x] = lim,_,_q rremsti limy,_, o oy = limy,_, ;o By T 5= ®

y:]_—x y
Portanto, ndo existe assintota ndo vertical ao graficode h em —oo .
e Monotonia e extremos
B (x) = ( x—1 )' _ (x=1)'xIn(1-x) —(x—-1)X[In(1—x)]" _ In(1-x) —(x—1)x(—%) _In(1-x)-1
Y =na-n) T TIESIE = TRESIE = In(-n)P2
In(1—-x)-1

m=0(=)ln(1—x)—1=0/\ln(1—x)¢0/\x€Dh<=)x=1—e

hx) =0
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+o0 1—e 0 1
In1—x)—1 + 0 - -
[In(1 — x)]? + + + +
Sinal e zeros de h' + 0 — nd — nd
Variagdo e extremos 7 max. N n.d. N n.d.
de h rel.

h é crescente em ]—o0,1 —e] e é decrescenteem [1 —e,0[ eem ]0,1].
h(1 —e) = —e é maximo relativo.
e Sentido das concavidades e pontos de inflexdao
e _ (In(1-x)-1 ! _ [In(1-x)-11"x [In(1-x)]? —[In(1-x)-1] x ([ln(l—x)]z)’ _
' (x) = ([ln(l—x)]z) - [In(1-x)]* -

—ﬁx [In(1-x)]? —[In(1-x)—1] x(z ln(l—x)x%) [ln(11_—;c)]2 | Zln(l_x)l[l_r;(l_x)_l] _
- [In(1-x)]* N [In(1-x)]* N
In(1-x) , 2[In(1-x)-1]
_ 1o ] o _ —In(1-x)+2In(1-x)-2 _  In(1-x)-2
[In(1-x)]3 T @-»Mn@-vB T @-0In@-0P3
" In(1-x)-2 3
h'(x)=0s =0en(l-x)—-2=0AA-x)[In(1—-x)]°#0Ax €D, &

(1-x)[In(1-x)]3
Sx=1-e?

+o00 1—e? 0 1
In(1—x)—2 + 0 - -
1—x + + + +
[In(1 —x)]3 + + + -
Sinal e zeros de h" + 0 — n.d. + n.d.
Concavidades e '\_/" max. /\ n.d. "\_/" n.d.

pontos de inflexao rel.
do graficode h

O grafico de h tem a concavidade voltada para cimaem ]—o0,1 — e?] eem ]0,1[, tem a concavidade
voltada para baixo em [1 — e?,0[ e tem um ponto de inflexdo com abcissa iguala 1 — e? .

e Contradominio

Do estudo anterior, pode concluir-se que D'}, = |—o0,—e] U ]0, +oo[ .

f) @ Dominio

D;={x€R:2—In(x?) #0Ax?>0}= 2-In(x?)=0=x*=e?ox=+e
= R\{—e,0,¢e}
e Paridade
—-X —-X X
S(=0) = oo s S rmen =z — S (), Vx € Ds

Portanto, a fungdo é impar.

e Continuidade

A fungdo é continua por ser o quociente de fungdes continuas: a fungdo afim definidapor y=xea
diferenga entre uma func¢do constante e a composta de uma fungdo logaritmica com uma fungao
quadratica.
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® Pontos de interse¢do com os eixos
0 & Dy, pelo que o gréfico ndo interseta o eixo das ordenadas.

s(x)=O@#(xz)=0=)x=0/\2—ln(x2)¢O/\x¢0<=>x€@;portanto,ogréficonéo

interseta o eixo das abcissas.
® Assintotas
Assintotas verticais:

A fungdo é continua em R\{—e, 0, e}, pelo que somente as retas de equagdes x = —e, x =0 e
x = e podem ser assintotas verticais ao seu grafico.

. X —e —-e . X —e —e

limy—, e~ 2-In(x?) - 2-In(e?)* o~ too e limy - 2-1In(x2) - 2-In(e?)~ ot T

Portanto, a reta de equagdo x = —e é assintota vertical ao grafico de s .

Como a fungdo é impar, pode concluir-se que a reta de equagdo x = e também é assintota vertical ao

graficode s.

limy g = ==
x—0 2—-In(x?2) 2—(—) +00

Portanto, a reta de equacdo x = 0 ndo é assintota vertical ao grafico de s .

Assintotas ndo verticais:

X

2-In(x2) X 1 1

iy == = iMoo ooy = iMoo s 57 = 575 = O
I a 0 x ] = i = i SR
5% |2~ In(x2) T o2 In(x?) ~ x%w2 —2In(x)
1

=limy 4003
X

Portanto, ndo existe assintota ndo vertical ao graficode s em +co.

Como a funcdo é impar, pode concluir-se que também n3do existe assintota nao vertical ao gréafico de s
em —oo,

e Monotonia e extremos

Como a fungdo é impar, vamos estuda-laem R*\{e} e, em seguida, deduzimos as suas propriedades
em R™\{—e}.

Tem-se, em R*\{e}, s(x) =

20~ 0-2x0 @
X

X _ X _1 x
2-In(x2) ~ 2-2In(x) 2  1-In(x)"
, _ (1 x "1 x "1 x'x[1-In()] —xx[1-In(x)]" _ 1 1-In(x) —xx[— %] _
s'(x) = (E x 1—1n(x)) _(1—ln(x)) =3 [1-In(x)]2 ) 1-ln()]?

T2
_ 1 1-In(x)+1 _  2-In(x)

T 27 [1-In()]2 ~ 2[1-In(x)]2

1 _ 2-In(x) _ _ _ _ + — 52
s(x)—O(z)—z[l_ln(x)]z—O(z)Z In(x) =0A1—-In(x) #0AxeR"\{e} > x=¢
0 e e? 400
2 —In(x) + + 0 -
2[1 —In(x)]? + + + +
Sinal e zeros de s’ + n.d. + 0 -
Variagdo e n.d. 7 n.d. 7 max. |\
extremos de s rel.
Portanto, como a fungao é impar, tem-se:
—00 —e? —e 0 e e? +00
Variagdo e N mino|Z2(nd | 2|{nd |2 |nd |2 max |\
extremos de s rel. rel.
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s é decrescente em ]—0,—e?] eem [e?,+oo[ e é crescente em [—e?,—e[, em ]—e,0[, em ]0,e[ e

em Je,e?].

2 ez , ;. . 2 ez , s . .
s(—e®) = ~ € minimo relativoe s(e“) = — €émaximo relativo.
e Sentido das concavidades e pontos de inflexdao
Tem-se, em R*\{e}:

ey (2= ' _ 1 2-In(x) \' _ 1 [2-In()]'x [1-In()]* ~[2-In(x)] x ([1-In(x)]?)
s"(x) = (2[1—ln(x)]2) =2 ([l—ln(x)]z) =3% [1-InGo)]*

!

_ X [P —2-m@)]x2f-n@l(-3) 1 [1 - InGo)] x Aonel-Lolmelxe
2[1-In(x)]* x 2[1-In(x)]*
1 1-In(x)—4+2In(x) _ ~  Inx)-3 _  3-In(x)
x 2[1-In(x)]3 2x[1-In(x)]3 2x[1-In(x)]3
s"(x) =0 @% =0 3—In(x)=0A(1—x)[n(1 -] #0Ax € R*\{e} =
Sx=ed
0 e e3 +00
3 —In(x) + + 0 | —
2x + + + +
[1—-1In(x)]? + - -
Sinal e zeros de s"’ n.d. + n.d. - 0 |+
Concavidades e pontos | n.d. \_/‘ n.d. /ﬂ\ P.l. \_/"
de inflexdo do grafico
de s

Portanto, como a fungdo é impar, tem-se:

—o —e3 —e 0 e e3 | +o
Concavidades /\ P.l. \_/‘ n.d. /\ n.d. \_/‘ n.d. /ﬂ\ P.l. \_/"
e pontos de
inflexao do
graficode s

O grafico de s tem a concavidade voltada para baixo em ]—o,—e3], em ]—e,0[ eem Je,e3], tema
concavidade voltada para cimaem [—e3,—e[, em ]0,e[ eem [e3, +o[ e tem pontos de inflexdo
com abcissas iguaisa —e3 e e3

e Contradominio

Do estudo anterior, pode concluir-se que D' = R..

g) ® Dominio

D, =R*

e Paridade

Como Dy = R*, a fungdo n3o é par nem impar.

e Continuidade

A funcdo é continua por ser o quociente de fungGes continuas: a composta de uma fungao logaritmica
com uma fungdo quadratica a fungdo afim definida por y = x .

® Pontos de interse¢do com os eixos

0 € D;, pelo que o grafico ndo interseta o eixo das ordenadas

2
tx)=0& @ =0 (In(x))> =0Ax # 0 © x = 1; portanto, o gréfico interseta o eixo das

abcissas no ponto de coordenadas (1,0) .
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® Assintotas
Assintotas verticais:
A func3o é continua em R*, pelo que somente a reta de equacdo x = 0 pode ser assintota vertical ao

seu grafico.

(In(x))? _ +oo
li x_’o+T_ oF =+

Portanto, a reta de equacgdo x = 0 é assintota vertical ao grafico de t
Assintotas ndo verticais:

OO

L@y @)\ InG) N LCON
x—1>n-|:looT_x—l>Too< ﬁ) _<x—>+oo \/_> <y—l>r£loo y ) -

2 ln(y))2 -0

= (limy_,Jroo
Portanto, a reta de equagdo y = 0 é assintota horizontal ao graficode t em +oo.
e Monotonia e extremos

2y’ 2% x - 2x(x) _ 2In(x)x3xx —(In(x))? -
t'(x) = ((ln(;C)) ) _ [anGe)?] xx ~(n@)?x()’ _ 2In@)xxx ~(n(x)” _ In(x)[2 ~In(x)]

x2 x2 x2

t'(x) =0<=>1n(x)[i—z_ln(x)]=0 Sh(x)[2 -In(x)]=0Ax#0Ax€ED, & x=1Vx=e?
0 1 e? 400
In(x) - 0 + + +
2 —In(x) + + + 0 —
x? + + + + +
Sinal e zerosde t’' | n.d. — 0 + 0 —
Variagdo e n.d. N min. 7 max. |\
extremos de t abs. rel.

t é decrescenteem ]0,1] eem [e?,+oo[ e é crescente em [1,e?[.

o 4 L .
t(1) = 0 é minimo absoluto e t(e?) = — € maximo relativo.

e Sentido das concavidades e pontos de inflexdao

t”(X) [ln(x)(z ln(x))] — |[ln(x) (2 —ln(x))] 2— Zln(x)
_ Z_ZJIC—H(X) —[In(x)(2 —In(x))] x (xz), _2x-2xIn(x) —[2In(x)-(n(x))?] x 2x _
= — = = =
_ 2-2In(x) —-[2In(x)-(n(x))?]| x2 2—21n(x) —-4In(x)+2(In(x))? _ 2[(In(x))?-31In(x)+1]
- x3 x3 - x3
2_
£(x) = 0 e 2LeD xf“‘(")“] 0 (In(x)2—3In(x) +1=0Ax #0Ax € R*\{e} =
34435 3—/5 3+5
<=>ln()=—A #0Ax€eRN\{e}o>x=e"2 Vx=¢e 2
0 3-5 3+/5 400
e 2 e 2
(In(x))? = 3In(x) + 1 + 0 - 0 +
x3 + + + + |+
Sinal e zeros de t"’ + 0 — 0 +
Concavidades e pontos | n.d. | %/ | P.L /\ PL [N S
de inflexdo do gréfico
det
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3—/5 3+V5
O grafico de t tem a concavidade voltada para cima em ]0, e 2 ] eem [e 2, +00[ etema

3—V5  3+/5 3—/5
concavidade voltada para baixo em [e 2 ,e 2 ] e tem pontos de inflexao com abcissas iguais a e
3+5
e e 2

e Contradominio
Do estudo anterior, pode concluir-se que D', = [0, +oo[ .

h) e Dominio

Di={xeR:1+In(x]) #0A|x] >0} = [1+4In(|x]) =0 & |x| =§<=>x=i§
1 1
= R\{-2,0.
e Paridade
—-X —-X X
{(=%) = 5 = Trmaep =~ Tomaep — L&), VX € Ds

Portanto, a fungdo é impar.

e Continuidade

A fungdo é continua por ser o quociente de fungdes continuas: a fungdo afim definidapor y =x ea
composta de uma fungdo logaritmica com a fungdgo mddulo.

® Pontos de interse¢do com os eixos

0 & Dy, pelo que o gréfico ndo interseta o eixo das ordenadas.

I[(x) =0 m =0=x=0A1+In(|x]) # 0 & x € @ ; portanto, o grafico ndo interseta o

eixo das abcissas.
® Assintotas
Assintotas verticais:

A fungdo é continua em R\ {—é, 0,3 , pelo que somente as retas de equagbes x = —i, x=0 e

x = é podem ser assintotas verticais ao seu gréfico.

lim = TYe _ U % e lim X = THe _Zle_ L,
x—=g 1+n(x])  1+m(1) ot x——2" 1+In(|x|) 1+1n(§+) 0

Portanto, a reta de equacdo x = —i é assintota vertical ao gréficode .

s 1 . = 1 o .
Como a fungao é impar, pode concluir-se que a reta de equacdo x = - também é assintota vertical ao

graficode [.

lim * -2 -2 9
X014 n(x) ~ 14(-0) -0

Portanto, a reta de equagdo x = 0 ndo é assintota vertical ao grafico de [ .

Assintotas ndo verticais:

X

1 1

: 1+In(|x]) _ 1 — —

lim,_, ;o — = limy, e 0D~ 1o = 0

. x . . 1 1
- X = _— —_— = — =00

im0 [1+1n(|x|) 0 x] limy— 4 o0 1+In(x) limy 40 1,In() " o40

X X

Portanto, ndo existe assintota ndo vertical ao gréficode [ em +oo .

Como a funcdo é impar, pode concluir-se que também ndo existe assintota ndo vertical ao grafico de [
em —oo,

e Monotonia e extremos

Como a fungdo é impar, vamos estuda-laem R*\ E} e, em seguida, deduzimos as suas propriedades
_ 1
em R \{— Z}' 1
- + —_ =
Tem-se, em R \{e}, 1(x)

X _ x
1+In(jx]) ~ 1+Iln(x)
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l'(x) — ( x )' _ x'x[1+4In(x)] —xX[1+In(x)]" _ 1+In(x) —xx% _1+ln()-1 _ In(x)

1+1In(x) [1+1n(x)]2 T [1+In(x)]? [1+In(x)]2 ~ [1+In(x)]?
/ _ In(x) _ 1 _
I'x)=0& TSI =0=In(x)=0A1+In(x) #0AXxER \{e}@x— 1
0 1 1 +00
e
In(x) - - 0 |+
[1 4 In(x)]? + + + |+
Sinal e zerosde I' | n.d. - n.d. — 0 |+
Variagdo e n.d. N n.d. N min. | /7
extremos de [ rel.
Portanto, como a fungao é impar, tem-se:
—oo0 -1 1 0 1 1 400
e e
Variacdo e Zimax. [N |nd [N nd [N|nd | Y| min | /2
extremos rel. rel.
de [

, , 1[ 1 1
[ é crescenteem ]—o0,—1] eem [1,+oo[ e é decrescente em [—1,—; , em ]—;,0[,em ]O,;[ eem

1

e’ ]
-1
[(—1) = —1 é maximo relativoe [(1) =1 é minimo relativo.
e Sentido das concavidades e pontos de inflexdao

Tem-se, em R*\ {i}
1" (x) = ([ In(x) )' _ [In(x)]’x [1+In(x)]? —[In(x)] x ([1+ln(x)]2)’ _

1+1In(x)]? [1+In(x)]*
_ 2 [1+In(@)]? = [In(x)] x 2 [1+In(x)]x _ [14In()]? —[In(x)] x 2 [1+In(x)] _
[1+In(x)]* x[1+In(x)]*
__ 1+In(x)-2In(x) _ 1-In(x)
x[1+In(x)]3 x[1+In(x)]3
I"(x)=0 @%& =0=1-In(x)=0Ax[1+In(x)]*#0Ax€ R+\{§} =
Sx=e
0 1 e 400
e
1 —In(x) + + 0 | —
x + + + |+
[1+In(x)]3 - + + |+
Sinal e zeros de s”’ n.d. - n.d. + 0o | —
WA | P /\

Concavidades e pontos | n.d. n.d.
de inflexdo do grafico /-\
de s
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Portanto, como a fungao é impar, tem-se:

—o0 —e 1 0

)
amlm

Concavidades \_/‘ P.l. /\ n.d. \_/‘ n.d. /\ n

e pontos de
inflexdao do
graficode s

\_ 4| P N\

(e . . 1 1
O gréfico de s tem a concavidade voltada para cimaem ]—o0,—e], em ]—;, 0[ eem ]Z' e] ,tema
. . 1 1
concavidade voltada para baixo em [—e, —;[ , em ]O,;[ eem [e,+oo[ .

Os pontos de inflexdao sdo os pontos de coordenadas (—e, —g) e (e, g) .

e Contradominio
Do estudo anterior, pode concluir-se que D'; = R\{0}.

135. ) ' (x) = (2L _ i) in(x) + 2] =

_ %[[ln(x)]’(ln(x) n 2) n ln(x) [ln(x) n 2],] _ 1 [ln(x)+2 n ln(x)] _ 1 [2 ln(x)+2] _ In(x)+1

2 X X 2 X X
Tem-se h(1) =0 e h'(1) =1, pelo que uma equagdo da reta referidaé y — 0 = 1(x — 1),
ouseja, y=x—1.

b) h”(x) _ (ln(a;)+1)' _ [In(x)+1]"x x —[In(x)+1]xx" _ ,—ICXX—[IH(X)+1] _ 1-In(x)-1 _  In)

x2 x2 x2 x2

h”(x)=0<=)—lr;¥=0<=)ln(x)=0/\x¢0/\xEDh<=>x=1
0 1 400
—In(x) + 0 —
x? + + +
Sinal e zerosde g" | n.d. + 0 -
Concavidades e pontos | n.d. "\_/" P.I. /\
de inflexdo do grafico
de g

O grafico de g tem a concavidade voltada para cima em ]0,1] , tem a concavidade voltada para baixo
em [1,+oo].
O ponto coordenadas (1,0) é ponto de inflexdo do gréfico.

136.d'(t) = (25 + 6t — 25e7171) = 6 — 25 X (—1,7)e V7t = 6 + 42,517t
d"(t) = (6 +42,5e 7Y =425 % (—1,7)e 17t = 72,25~ 17t
d’(3)=7225%xe 173 ~ —0,44 ms~?
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137.¢,'(t) = (2te™%3)" = (2t) x €7 O3t + 2t X (e793t)" = 2¢703t 4 2¢ x (—0,3e703) =
= 2¢703t — 0 6te~03t = ¢~03t(2 — 0,6¢)
') =0=e 032 -06t) =22-06t=0=t= %

0 10 4o
3
1-0,6t + 0 -

e~ 03t + + +

Sinal e zeros de ¢’ n.d. + 0 — Tem-se
iaca d. 7 AX. |\ 10 10 _,4,10

Variagao e extremos n.d max o (_) R

de ¢, abs. 3 3

=2~ 245
3e

¢, (t) = (t2e700) = (t2)" x 706t + 2 x (e7061)" = 2te 06t + ¢2 x (—0,6e~2t) =
= 2te~ %0t — 0,6t%2e 06t = =06t (2t — 0,6t2)
/() =0 e %2t - 0,6t2) 2t - 0,6t =0 t(2—-0,6t) =0 &

(:)2—0,6t=0<=>t=?
0 10 40
3
2t — 0,6t> 0 + 0 -
e~ 0.6t + + +
Sinal e zeros de ¢,’ n.d. + 0 — Tem-se:
Variagdo e extremos | n.d. 7 max. \ (10) 100 _jexl0
Gl—=—)|=—xe 73 =
de ¢, abs. 3 9
= L‘S ~ 1,5
9e

Portanto, pode concluir-se que a concentracdo mdaxima é superior para o primeiro medicamento.

25
25 = 300
—) =—22  ="" ~ (0,39 metros
12 (E) 41 769
12

138. a) Tem-se: 2mine 5seg =2+ %min =§ min ; d(

ven (Y (62 +1)-t(241) 241262 1-£2 25
b) d'(t) = (t2+1) N (t2+1)2 T2+ T (¢2+1)27 O=st=5
) — 1-t? 42 2 2 25 _
d(t)—0<=>(t2+1)2—0<=>1 tr=0AC"+1D)*#0A0sts-=t=1
0 1 25
12
1—t? + + 0 — —
(t? + 1) + + + + +
Sinal e zeros de d’ + + 0 - -
Variagdo e extremos 7 max. \
de d abs.

1 A L . , ) .
d(1) = Zm, pelo que a distdncia maxima foi 50 centimetros e ocorreu ao fim de um minuto de prova.
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Pag. 142

e 02t —0,2t

139. v(t) = d'(t) = [55 (¢ + Of’: )- 275]' =55(c+ 0: ) =55[r' + L (e0y] =
55 [1 + é x (—0,2)(3‘0'“)] = 55(1 — e~02t) = 55 — 55002t

v'(t) = (55 — 55e792t)) = —55(¢702t)" = —55 x (—0,2)e ™92t = 11702t
Tem-se 11e~%%t > 0,Vvt € [0,5] ; portanto, v é crescente, pelo que o maximo é igual a

v(5) = d'(5) = 55 — 55 02%5 = 55 — 5;5 ~348ms 1.

e

140. a) A altura ideal para comprar as a¢des é quando atinjam o menor valor.

3In(t + 1)\ In(t + 1)\ In(t+ D] (+1)—In(t+1)(t+1)
v't)=(5———=) =3[—————= =3 X% =
t+1 t+1 (t+ 1)?
_3 ZpXE+D-In(E+1)  qoIn(e+1)
=9X (t+1)2 - (t+1)2
, 1—-In(t+1) 5
17(t)=0<=>3xW=O<=)1—ln(t+1)=OA(t+1) #O0ANt=20st=e—-1

Ora, e—1= 1,72, pelo que, como 0,72 X 30 = 21,6, pode concluir-se que é daqui a um més e
22 dias a altura em que se deve comprar as a¢des.

b)

E falsa; mesmo comprando as ac¢des ao
pre¢o minimo ¢ vendendo-as ao prego
maximo nunca teria ganho esse montante.

O valor minimo das agdes é v(e— 1) que,

arredondando por defeito, ¢ 3,89 € ¢ o

valor das a¢Oes nunca ultrapassa 5 euros.

Portanto, no maximo , poderia ter ganho 1000 X (5 — 3,89) = 1110 euros.

141. a) e Assintotas verticais
A fungdo é continua em R, pelo que ndo existem assintotas verticais ao grafico de g .
® Assintotas ndo verticais

TeF _ 1 1) _ 1 1_0 .
=My 7m) T T T VTP T

Portanto, ndo existem assintotas ao graficode g em —oo.

eX

lim,,_,_e

+ oo

llmx—>+oo(1_ex—x)=llmx_)+oo<1—eix>=1—L=1

X

Portanto, a reta de equagdo y = 1 é assintota horizontal ao graficode g em +oo.

b) Comecemos por determinar Dj:

Dp={xeRix€DsAf(x) €Dy} ={x € Rix >0AIn(x) € R} =R*
1 1

h(x) = g(f(0) = gn(x) = 1 — g = 1 - 25

h'(x) = (1 _ ln(x))' _ (_ln(x))' __ [In(x)]’ xx—In(x)x (x)’ _ _ixx—ln(x) _

x x x2 x2
_ 1-In(x) _ In(x)-1
- T T 2 T T x2
, In(x)-1 2
hMx)=0& = =0=ohx)—-1=0Ax*#0AxED, & x=¢
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0 e +00
In(x) -1 - 0 +
x? + + [+
Sinal e zerosde h’ | n.d. - 0 +
Variagdo e extremos | n.d. N min. 7
de h abs.
h é decrescente em ]0,e] e é crescente em [e, +o] .
h(e) =1-— é = e; € minimo absoluto (1)
. . In(x) ™
Tem-se, ainda, lim,_,q (1 - ) =1——5 =+ (2)

Portanto, de (1) e de (2) e do facto de h ser continua, pode concluir-se que D'}, = [E, +00[ .
e

c) ® Coordenadas do ponto A
fx) = % = In(x) = % & x = e ; portanto, tem-se A (\/E,%) .
e Equacdodareta r

f'(x) =[In(x)]" = %; portanto, m, = f’(\/E) = %

Entdo, tem-se y —% = \/ig (x - \/E) ; portanto, a equacdo reduzida da reta r é

1 1 . 1 1
y=5x - 1+5,ouseja, y=5x—3
e Coordenadas do ponto C

1 1
O=—=x—-—-©x= E; portanto, tem-se C (ﬁ, O) .
Ve 2 2 2
Ve 1
— Ve-Y&)x2
‘ n CBxAB . .
® Area do tridangulo = : = ( 22) 2= g unidades de area
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4. Modelos exponenciais

Pag. 144
142. Tem-se:
x? '
f'(x) = (7—x+1> =x—-1
ffx)=Gx-1)"=1

Portanto, f'(x)+ f"(x) = (x —1) + 1 = x , pelo que a fungdo é solugdo da equagdo.
Pag. 145

143. a) f'(x) = (e3%)' = 3e3¥

fl(x) =kf(x) ®3e3* =ke* k=3

b) f'(x) = (2e7%%) = 2 x (—5e7°%) = —10e~5*

f'(x) =kf(x) ® —10e™* =2ke ™ = 2k=-10 =k = -5

ey — (L,-025x) — _ 1 -025x) — _ -0,25
o) f'(x)= (Ee x) = —0,25 X (Se x) = —0,05e x
f'() = kf (x) & —0,05e70%5% = £¢7025% & 2= —0,05 & k = —0,25

Serad que...? A equagdo diferencial f' = kf

a) Dado que g é solugdo da equagdo f' = kf , por defini¢do de solugdo de uma condigdo tem que se
ter g'(x) = kg(x) .

b) /() = [e g (0] = (™) g(x) + e g’ (x) =
=—ke *g(x) + e *g'(x) =
= —ke ®g(x) + e kg(x) =0

c) Dado que se tem Vx € R, h'(x) = 0, pode concluir-se que a fungdo h ¢é constante.

Vimos que a fungdo h é constante.
Seja h(x) =c,c€R.

Tem-se:
h(x)=c=e®™gx)=ce

C
Sy =——e

e g(x) = cek*

Portanto, toda a solucdo da equagdo f' = kf édaforma f(x) = ce®*.
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Pag. 146

144. a) Designemos essa diferenca por d .

Tem-se:

P'(t) =d P(t) © 10(—0,01e7901%) = 10de 291! &
< —-0,1=10d & d =-0,01.

145. a) n é definida por uma expressdo da forma n(t) = c e*t.
1 ekt+21k 1
n(t +2,1) = =n(t) & cekt+21k = _ ekt o ==
(t+21) =5 Fee o —m =3
& o2tk = % s 21k=-InQ2)
k=22
2,1

_In@),
b)n(t) =ce 21" ; ¢ =n(0)

Seja T otempo, em minutos, necessario para que se desintegre 3 da quantidade de atomos.

Tem-se:
7 _ln(z)t 7
nt+7T) :§c<=>ce 21 =§c<=>
ln(Z)t l (7)

= — = -l

21 "8

—2,11n(Z
L, 2an()

In(2)
Tem-se t = 0,4 min, pelo que sdo necessdrios, aproximadamente, 24 s.

Pig. 148

146. f é definida por uma expressdo da forma f(t) = ce®t, c = £(0).
Tem-se f(2) = 2c.
fQ)=2c=sce**=2c =
set=2s
In(2),
Portanto, f(t) =ce z ~.
In(2),
f)=3ce=ce 2 =3ce=
In(2)

S e 2

In(2)

t=3 o

t=1In3)
_ 2In(3)
~ In(2)
Tem-se t = 3,1699 h, pelo que sdo necessarios, pelo menos, aproximadamente, 3 h 10 min.
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147. a) T(0) = 21 + 65¢%16X0 = 21 4 65 = 86 °C

24

1
b) T(t) < 45 & 21 + 65e 016 < 45 < e 16 < 22 o —0,16t < In (g) ot _ ()

0,16
)

0,16
7 minutos .

Tem-se ~ 6,227 , pelo que sera necessario aguardar, pelo menos, aproximadamente,

Pag. 149

148. a) Seja h o tempo necessario para que a temperatura baixe 2 graus a partir do instante t.
T(t+h) =T(t) — 2 & 18 + 72e~012(t+h) = 18 4 727012t _ ) o

= 726_0’12(t+h) — 726,—0,121,L ) RSN 726—0,12(t+h) _ 726_0’12t =2
0,12t 0,12t
© 72701 [0 _ 1] = 2o e 0 =1 - — o —012h=In(1-—)
36 36
e0.12t
ln(l— " )
S h = = portanto, h nao é constante.
De outro modo:
T-18
In
=

Tem-se T(t) =18+ 72¢ %1% < (T)= 012

Assim, para a temperatura passar, por exemplo, de 70 °C para 68 °C sdo necessarios, aproximadamente,
20 segundos, mas para a temperatura passar, por exemplo, de 30 °C para 28 °C sdo necessarios,
aproximadamente, 91 segundos.

b) Seja T, atemperatura ambiente.

Tem-se T, = lim;_, o T(t) = lim;_, (18 + 72e7%12t) = 18 °C

Uma igualdade que traduz a rela¢do de proporcionalidade enunciada é 18T_—(Tt()t) =K, KeR
T'(t) = (18 + 72e7%12t) = 72(e7012t) = 72 x (—0,12)e~ %12t = —8,64¢0:12¢

T'(t) _  -864e %12t _g8e4e 012t _gg4 ) .
6T — 18-(164720-0030 — _7ze0m — 73 = 0,12 ; portanto, 0,12 é a constante de

proporcionalidade.

149. Seja T(t) aexpressdo que da a temperatura, T, em cada instante t .

Tem-se:

o T'(t) = k[T(¢t) — 20] e T(0) = 90 o T(5) = 40
Seja f afungdo definida por f(t) = T(t) — 20.

Tem-se:

o f'(t) = (T(t) —20) =T'(t) = k[T(t) — 20] = kf(t) ; portanto, f(t) = ce*t.
e f(0) =T(0) — 20 = 70, pelo que ce**® =c=70.

In(?
e f(5) =T(5) — 20 = 20, pelo que 70e°* = 20 & 5k = ln(%) k= n£7).
2 2

Portanto, f(t) =70e s °,peloque T(t) =20+ 70e s .
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Pag. 151

150. a) Tem-se N(0) = % =5, peloque N(0,5) =1,25%x5=6,25.
- 20 _ -05k _ 11 - 1
N(05) =625 —21 2 =625 e =2 o k= —2In(3)

Portanto, k =~ 0,62.

!
20 )’ _ —20(1+43e7 k) eokeKt

— = - ; portanto, V¢ >0,M’(¢) >0, de onde se conclui que
1+3e (1+3e7kt) (1+3ekt)

b) N'(¢) = (

afungdo N é crescente.
Estudemos a variacdo do crescimento:

6oke=kt 7' ekt 1 (e_kt)l(1+3e_kt)2‘e_kt[(1+3e‘kt)2],
N"(t) = |—— :60k|:_] = 60k X _
® (1+3€_kt)2] (1+3e~kt)? (1+3e-K0)"
—ke kt(1+3e7Kt)’ ekt [2(1+3e7KE) (1+3e7K¢)’ _ ~kt_[2(—3ke—kt
= 60k x — (1+3e7kt) (16 : [k(t)4 e™)(1+3¢ )]: 60ke-Kt x k(1+3e(1 3 [i§)33ke )
+3e” +3e-
= 60ke Kt x KSkeTHOeT o) ookt 5 ThESKeTH  gop2ekt 5 i3

(1+3e~kt)? (1+3e-kt)? (1+3e-kt)?

N"(t) = 0 & 60k2e™*(—1+3e¥) = 0 A (1+3e7*)* 2 0Ax € Dy =

o -1+3eM=0AxEDy &t =1
k
60k2e "kt 0 + + +
—1+ 3ekt + + 0 —
(1 + 3e7kt)’ + 4+ + 0+
Sinal e zerosde N 0 + 0 —
Variacio e extremosde N’ | n.d. 7 max. rel. N
. o In(3) . T e
O crescimento comeca a diminuir quando ¢ :T (abcissa do ponto de inflexdo do gréfico
de N).
In(3) 20 20 20 . ~
N ( nk ) = » —k‘“,g” = 53010 — Trad 10, pelo g, nesse instante, a populagao tem 10 000
e 3
individuos.
Pag. 152

In(>
151.a) P(5) =20 = 200(1—e ?) =20 =1 - = %@ e =2 o p= —M
Portanto, b = 0,021 .

b) P(10) = 200(1 — e~%021x10) = 200(1 — e~%?1) =~ 37,88 ; devera decorar 38 palavras.
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In(X
Q)P(t) =180 & 1 — 0021t = 2 5 ¢ = —M' portanto t =~ 109,65

10 0,021’
200(1 — e71096) = 160 & e 710955 = 0,2 & b = — 2

Portanto, b = 0,015.

152. a) 101og(10%21) = 10[log(10'2) + log(1)] = 10[12 + log(1)] = 120 + 101log(I)

b) Seja 12 = 50]1 .
N(I,) = N(I,) = 120 + 101log(l,) — [120 + 101log(l,)] = 101log(l,) — 10log(l,) =

= 10[log(l,) —log(l;)] = 10log (;—j) = 101log (%11) = 101log(50) = 17
¢) N'(1) = [120 + 10log(1)]’ = 10[log(1)]’ = 10 x 7 = =2
V= () =2

N
d) N =120 + 10log(I) < 10log(I) = N — 120 & log(I) = - — 12 & I = 1010

Pag. 153
1 m(+29) 1 m 23529 23t g 1
153.a) m(t +29) =-m(t) e e =R — —=-o2"1==
2 m(t) 2 mOZ_ﬁt 2 2~ 35t 2

m(t+29) = %m(t) significa que a semivida do estréncio-90 é 29 anos.

1 _ —it ,_ my —it
b)m(t)—(mOZ 29) =—52 ®

" myIn(2) - Lt ! meIn(2) (.- Lt " om In%2(2) - L¢ ”
= —-—_" = 0 =9 . >
m''(t) ( o 2 ) ” (2 29 ) ~97 2 2 ;portanto, Vt>0,m (t) >0 ,de

onde se conclui que a taxa de desintegracdo é crescente e, atendendo a que a taxa de desintegracdo é
negativa, isso se significa que a desintegracao se vai fazendo de modo mais lento.

Pag. 158

1 1 1 1 1
154. f(x) +x2f'(x) =e*+ xz(—%jex =e* —e* =0; portanto, a fungdo definida por e~ é solugdo
X

da equacgado.

5 5

155.a) M(5) =03 = AXe 25 =03 < A =0,3 Xez25; portanto A = 0,366.
0

M(0) = A X e 25 =A, pelo que a massa inicial é, aproximadamente, 366 mg.

2 -t -t 2 t 2
b) M(t) ==% 0,366 = 0,366 Xe 25 =0244 e 25 =-"=——=In(=) &
3 3 2

25
2

o t=-25In(2)

Portanto, t = 10,14, pelo que a resposta é: 1014 anos.
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156. a) Tem-se m(0) = 50, m(1) = 49,9785 e, dado que m'(t) = k.m(t), m(t) = ce**
Entao:

{m(O) =50 o {cekxo =50 {c =50 - {c =50 -
m(1) = 49,9785 ~ lce¥*! = 49,9785 50e* = 49,9785 ~ le* = 0,99957

{i Z i?(o 99957) ; Portanto, m(2) = 50 x e!n(099957)x2 — 50 x (0,999572 ~ 49,957 g .

b) Tem-se m(t) = 25 & 502957t = 25 < 0,99957" =~ & t = 1080 999575

Portanto, t = 1612 anos.

157. Seja P afunc¢do que da a populacdo nessa regido (em milhdes) em funcdo de t.

a) Tem-se P(0) = 40, P(15) = 56 e, dado que P'(t) = k.P(t), P(t) = ce**
P(0) =40 ce**® = 40 c =40 c=40 c =40
{P(15) =56 {cekX15 =56 {4Oe15k =56 {151\: =In(1,4) < |k = 20D

15
In(1,4) ¢
Portanto, P(t) = 40e 15 ~.

41n(1,4)

In(1,4)
b) P(20) = 40e 15 %20 — 40e” 3 ~ 63 , pelo que a resposta é 63 milhGes de anos.

In(1,4) In(1,4)
c)Tem-se P(t) =80 & 40¢ 15 ‘=80 = e 15 t=2@%

Portanto, t = 30,9 anos, pelo que tal deverd ocorrer em 2031.

151In(2)

t=In(2Q) et= (L4

158. Dado que C(t) = a + be™ %%t e lim,_, ., C(t) = a, a temperatura ambiente, em graus
Celsius, éiguala a.
Tem-se C(0) =75 e C(15) =50.
= ~0,04x0 _ _
{C(O) 75 (:){a+be =75 {a+b—75

C(15) =50 a + be~%04x15 = 50 a+ be %6 =50
-0,6 ~ . .~ f(a+b=75
Dado que e =~ 0,549, podemos considerar a condi¢do {a +0,549b = 50
a+b=75 b=75-a b=75-a .
Ora, {a +0,549b =50 < {a +0,549(75—a) =50 < {a = 2825 ;portanto, a = 19,6°C.

159. Seja t, oinstante em que o café estava a temperatura de 80 °C.
{C(to) =80 {25 + be~*to = 80 {be—kto =55 { be kto = 55
Cto+5) =50 " (254 pe "ot =50 " lpe~kto=5k = 25 ~ " pe~Ktoe™5k = 25

- {be_kto =55 {be"“o =55 {be—kto =55

_ = _ 5\ & 1 5 ; portanto, k =~ 0,158.
55¢~5k =25 |~Sk=In(=) T |k =—-2In(3)

=
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160. Seja T afungdo que da a temperatura, em graus Celsius, do bolo, em fungdo do tempo t, em

horas, a partir do instante em que o bolo foi colocado no forno.

a) Tem-se T(t) = 220 + be ™kt .

{T(O) =20 {220 +be X0 =20 (b =-200 {b = —200

1 =3 k (:){ k = R T A TR
T(3)=120 " (220 4 be s =120  -200e74=—100 | 7* =3

b = —200

< {k = —4In (%)
Portanto, T(t) = 220 — ZOOe“n@t e, entdo
T(l) = 220 — 200¢*"G)% = N o =i (L) = 1n (:

2) = | 4mn(3) x5 =2mn(;) =mn(3)

L

— 220 — 200¢™G) = 220 — 200 x % =220 —50 = 170

ain(d)e am(3)e _ 1 In(5)
b) Tem-se T(t) =200 & 220 — 200e 2" =200 ¢ 2/ = E St = " (1)
nf*
2
Portanto, t = 0,83 horas, ou seja, cerca de 50 minutos.
20
9(0) =20 faxelort =20, fae =20 =7
161.a){g(2) _ 14@ O 14(:){an]‘+1 — 14(:) Qezml — 14(:)
e
Q=2 g2
And ‘14 °
2k _ 14 = In(+/
et =— k= ln( 0,7)

b) g(t +2) = 0,5g(t) & a x ekt+D+1 = 0 5g x ekt+1 & gkt+2k+1 — ( 5ekt+l o
——

(a#0)
ekt+2k+1

<=>—=1<=>e2k=o,5<=>k=§1n(o,5)<=>k=1n( 0,5)

ekt+1

162. a) A quantidade de agucar no recipiente é iguala M(0) = 50.

A massa de agucar n3o dissolvido ao fim de meia hora é iguala M(30) = 50e
=50e7%6 ~ 27,441 .

Portanto, a massa de agucar dissolvido ao fim de meia hora é igual a 50 — 27,441 =~ 22,559 ¢g.

-0,02x30 _

b) M'(t) = (50e7992t)" = 50 x (—0,02)e~ 002t = ——002t
M,(t) _ e—0,0Zt _
M(t) ~ 50e-002t

1 L .
~ " pelo que M’ é diretamente proporcionala M .

i) Tem-se, (Vt = 0,e %02t > 0) = (Vt > 0,35e7 %%t > 0) = (Vt > 0,35e7%92t + 10 > 10),

0 que prova o pretendido.

c2) M(£) = My(t) & 5067002t = 3567001 1 10 & 50e 7002t — 3507001t 10 =0 &

x=g—001t
3543225 35+4/3225 35+56,789
& 50x?—-35x—10=0 & x = ——"= ¢ x = ——: portanto, x *~ ——— = (,918..
100 = 100 100
x>

x = 0,918 & ¢ %01t = 0918 < —0,01t = In(0,918) & t = —1001n(0,918)
Portanto, t = 8,56, ouseja, 8 min 34s.
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163.a) Tem-se m(0) =2 e m G) =1.

m0)=2=ae’=2=a=2
1 k

m(§)=1<=)2e_§=1<=>—§=ln(%)<=>k=31n(2)

b) 2¢~3In@t — Z(eln(z))_3t — 9 x 23t — p-3t+1

1-log, (—3t+1)

)23 =02 -3t+1=logy,(-3t+1)=t= .

Portanto, t ® 1,1 h, ouseja, t = 1 horae 6 minutos .

164. C’(t) — (tze—O,St)r — (tz)re—o,st + t2 (e—O,St)r — Zte—o,st _ 0,8t26_0’8t —
= (2t — 0,8t2)e 08¢
) =0 2t—-08t)e % =0=2t-08t’=0=t=0vt=25

0 2,5 +00
2t — 0,8t3 0 + 0 -
e~ 08t + + + +
Sinal e zerosde ¢’ 0 + 0 —
Variagdo e extremos de ¢ A max. abs. | N,

O momento ideal para tomar o medicamento &, portanto, 2,5 horas antes das 18 horase 10 minutos,
ou seja, as 15 horas e 40 minutos.

t
e 1 1 1/2 1 1
165. =—= _=+;portanto,a=—,b=1ec=—.
1+2et +2 2+et 1+E€_t 2 2
e

a
166 {f (0) =004 _ {—Hbeo = 0,04 {a = 0,04(1 + b)

f(96) =5 @ _5 T 10,04(1 +b) = 5(1+e~2%8p)

a =0,04(1 + b) a =0,04(1+b) a=0,04(1+b)
{0,04 +0,04b = 5 + 57288}, {b(0,04 —5e7%8) = 50,04 {b = o
Portanto, b = 124 e a= 5.

167. a) Tem-se A(0) = _20 __ 2—0 = 13% e B(0) =

1+2xe0

30 30 .
== =15 foi a novela B.
1+e0 2

40 30
b >
) 142701t 7 14¢-01t

& —0,1t < In (%) &t >101n(2)

Como 101In(2) = 6,9 e como 6,9 semanas sdo cercade 6 semanase 6,3 dias, ou seja,
aproximadamente, 48,3 dias, foi a partir do dia 18 de novembro.

& 404 40e7 %1t > 30 4+ 60e %1 & 10 > 20e 01 & 701 < % =
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o) 4-0_01t>35<=>1+ze—0,1t<ﬂ<=>e_0'1t<i(=>t>10111(14)
1+2e-0, 35 14

Como 101In(14) = 26,39, conclui-se que, ao fim de cerca de 26 semanas e meia, a novela A ultrapassa
os 35 000 espetadores didrios.

30 _ 30 _ 1 L .

— >335 14+e 0 <« == e 0t < —2 0 que éimpossivel.

1+e~ 01t 35 7

d) A'(x) = ( 40 )’ _ —40(142¢701)"  _40(2x(=0,1)e™01)  ge=0at
T 1420701 T (142270102 T (142e7016)2 T (142e701¢)2

., ge-01t 1/ (86_0'”)’x(1+26_0'”)2—8e_°'1t><[(1+2e‘°'1t)2],
A"(x) = [(1+2e‘°'1t)2] - (1+2e~018)4 -
_ —08e701(142¢01) 8o ~01¢[2(14+2e01)(142¢701E) |

(1+2e-018)4

_ —0,8¢701E(142¢7016) _ge01tx2(142¢701)(=0,2¢701)  —0,8¢"0LE(142¢01)—ge~Oltx2(—0,2¢01E)
- (1+2e-01t)4 - (1+2e-01t)3 -
_ —0,8e 01—16e7026432702t  _08e01l1+] 6702t  —0,8e701(1-2¢7021)

- (1+2e-01t)3 T (1+2e701)3 T (1+2e-01t)3

—0,8e %1t + 1,670
(1 + 2e-010)3
& —0,8e70(1 — 2701 = ) & 701 = % & t=101In(2)

A"() =0 =0 —08e7 0% + 1,660 =0A1+2e 0 £ 0 &

0 101n(2) +00
—0,8e 01t - - |-
1—2e" 0% + 0o |-
(1+ 2e7%15)3 + + |+
Sinal e zerosde A" + 0 -
Variag8o e extremos de A’ Va max. abs. | N\,

Como 101n(2) = 6,9, conclui-se que foi no final da sétima semana.
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=50 1+ 14e706t = g e 06t = L oy — 1000

168. a) 60
70 0,6

1+14e-0.6t
Portanto, t = 7,1 minutos .

b) Dado que inicialmente as duas situacGes foram testemunhadas pelo mesmo nimero de pessoas, tem

60
de ser = — g, portanto, a = 14.

1+14  1+a
Dado que decorrido o mesmo tempo houve sempre menos pessoas a testemunhar a segunda situagao,

60 60 . _ _ -

tem-se — < — ,ouseja, 1+ 14e7%6'1 + 14706t > 1 4 14¢7Pt  peloque b < 0,6,

1+14e706t ~ 14+14¢7bt
com b >0.

ge0,5t

8e05t 205t 8

169.a) 10+e05t 10 e05C T 10e=05t41
20.5E T 50,58
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—8x10x(=05)e™ %" 407
(1+10e707")? (1+10e7071)? '
a fungdo r é crescente.

Como, para além disto, se tem lim,_,,, 7(t) =8 e r(t) <8, Vt € R, pode concluir-se que o maior
valor da parte inteirade r(t) é 7.

b) r'(t) = portanto, Vie D_,r'(1) >0, de onde se conclui que

e 40e705t ' (—206‘0'5t)(1+10e_°'5t)2—(406‘0'“)(1+10e‘°'5t)(—10e_°'5t) _
c)r(t) = ((1+10e‘°'5t)2) - [(1+10e-05t)2]2 -
_ (1 4+10e7%9)[(=20e” %) (1 + 10e%%") — (40e~%51)(=10e~*%)]

B [(1 + 10e05t)2]2 -

_ (=20e7%°) (1 + 10e7%%) — (40e~258)(=10e %)

B (1 + 10e705)3 -

—20e™%%t —200(e~%%)? +400(e~*")?  —20e~%5 + 200(e~*>*)?
(1 + 10e-05¢)3 N (1 + 10e-05t)3

") = 0 —20e%% 4+ 200(e~%%)? 0
= Lt = (=1
r (1 + 10e-050)3

& —20e7 %%t +200(e™%%)2 = 0A (14 10e 953 2 0 &
1
= e_O’St(—ZO + 2006_0'5t) =0 e_0v5t =—ot=2 ln(lO)

10
0 21n(10) 400
e—O,St + +
—20 + 200e %5t + 0
(1 + 10e~055)3 + +
Sinal e zeros de r”’ + 0
Variagdo e extremos 7 max.
de r’ abs.

Como 21In(10) = 4,6, conclui-se que a taxa de variacdo de r toma o maior valor aos 4,6 minutos.

d) r(20) = m =~ 4,39 ; portanto, o numero de reagdes corretas é 20.
170. 2) 0,67 log(E) — 3,25 = 9,1 & log(E) = 22 & log(E) = 18,4328

Portanto, E ~ 2,7 x 1018 .

b) M, = M; +1 < 0,67 log(E,) — 3,25 =0,67log(E;) —3,25+1 <
E 1 E L
& 0,67[log(E,) —log(E;)] =1 < log (E—j) = E—j = 10067
1
como 10%%7 =31, pode concluir-se que a energia libertada num sismo com mais um grau de

magnitude do que outro é cerca de 31 vezes superior.
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+Exercicios Propostos

Pag. 162

171. (B)

C x1,025™ > 1,3C < 1,025" > 1,3
Ora, tem-se:

© 1,025 ~ 1,28 < 1,3

© 1,025 ~ 1,31 > 1,3

172. (B)
1000 x 1,1® = 1771,56

173. (C)

lim (”T“)Znﬂc = lim [(1 + %)n]

174. (A)
lim (2 +§)_n =2 =0

175. (B)
limh(u,) = 4+ seesése limu, =1 ou limu, =e*.
Ora, tem-se:
. n+1 2 42
e lim (T) =1=1
n+1 1\" —
e lim T) =11m(1+;) =e

Pag. 163

176. (B)

Tem-se 5_% = (\/g)_l = \/ig = g e —5V5 = \/5—3 X (=25) # \/5—3
177.(C)

41X =4 x4¥ =4 xq
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178. (C)

f(0)=2<:>8-a=2<=>2-3a=2<=>—3a=1<=>a=—§

179. (D)

1 1
f(_%)=0<=>2—4_E+“=0<=>(22)_E+a=2<=>2_1+2a=2<=>—1+2a=1<=>a=1

180. (A)
Tem-se:
—4)=10"% — -1 _
f(=4) =10 1000 = 3000 1000 <0
f(=1) =10"1 = 1000 = 1—10— 1000 < 0
£(0) =10°-1000 =1 — 1000 = —999
f(1) =10 - 1000 = 10 — 1000 = —900
f(4) = 10* — 1000 = 10000 — 1000 = 9000
O segmento de reta interseta o eixo das abcissas se e sé se um dos dois pontos escolhidos for o ponto

de abcissa 4.
= % == =04
181. (C)
Nas condigdes do enunciado, tem que ser f(1) X f(2) <O0.
Tem-se:

fOXf@) <0 @a-e)a-e)<0=2(a-f)x2(a-2)<0e

=(a-5)(e-F)<0=ackg

182. (B)

2_
f)=0oiZ-0oxl-x=0ne*-120=x(x—1)=0Ae* %1

eX—1
S x=0vx=1]Ax#0x=1

Pag. 164

183. (A)

Afungdo f écrescenteseesdse a?—2a+1>1.

Tem-se:

a’?-2a+1>1<a’-2a>0=a(a—2)>0< a€]-o,0[U]2, +o0o]
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184. (A)

eX+xg(x) gx)

. . (x)
lim,,_,_e e -1 hmx_)_oo[ + & ] =-1<lim,_,_ 3 + lim,_,_o 5 =-1l&
=0
< lim,_,_ mg(x) -l lim,,_,gx) =—
185. (A)
1-x
lim,_,; e&-3? —eo+ =e ®=0
186. (C)
X —00
lim,_,_ (g) = (g) =0 [Tem-se 0 < g <1
187. (B)
lim, L 0[f(x) —e™*+2x] =1 & limy_, oo [f(x) + 2x] — limy_,, e =1
N———— —
=0
& limy o [f(x) — (—2x)] = 1; portanto, a reta de equagdo y = —2x + 1 é assintota ao grafico
de f.
188. (D)
lim,_,_o[f(x) —e*] =1 = lim,_,_o f(x) —lim,_,_,e* =1 & limy,_,_,, f(x) = 1; portanto, a
=0
reta de equagcdo y = 1 é assintota ao graficode f .
189. (B)
41 3
2)(
190. (C)
. 1\* .. 1/2\* 1
lim,_, 40 (1 + Z) =limy_ 10 (1 + T) =ez=+le
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191. (C)
0
li ea"—lél. e3¥-1 — ali e¥*-1 li e¥-1 _
imy_o——=1limy_,o (——Xa) = alim,_,,—— = alim,_,, =axXxl=a
ax=y
192. (A)
0
0
. e *-1 . eY-1 . ev-1
lim,_,, — = lim,_,,——= —11my_)07 = —1; portanto, k = —1.
a-x=y
193. (D)
0
lim e o lim e = —lim 1 _ _im [ey_lx ! ]
R =0 (2-y)2-2(2-y) Y=0y(y-2) ~ =0y Ty-2
2—x=y
= —lim ﬁ><lim - —1><(—l) £
y—0 y y—->0y_2 2

lim,_,,+ 2%~% = f(2) = 2274
X—2

~ . , _ 1
Para que a funcdo seja continua, tem de ser 227% = >

Ora, 22‘“=%(=)2—a=—1<=>a=3.
194. (C)
Tem-se:
sl
e +1 g T 140 _

e lim —Z=1lim —a = =
X+ ox 1 g X—+oo 1+% 140

Portanto, em 400, o grafico da fungdo admite a assintota de equagdo y = 2.

o lim e*+1 _ 0+1 _ 1
X=X exyq

0+a a
- ~ . , - 1
Portanto, em —oo, o grafico da fungdo admite a assintota de equagdo y = -
~ 1
Entao, a = 7"

195. (A)
a4+log4(3) =q%x aloga3 =a%x3=3qg%

196. (B)
g2)=3 e

eZl

=3 & a =< ;portanto, In(a) = ln( ) =1In(e) —In(3) =1 —1In(3).

e
a 3’ 3
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197. (D)
log,(4 X 27*) =log,(4) +log,27*) =2+ (—x)=2—x

Pag. 166

199. (B)

Tem-se loga(ﬁ) =2& %loga(y) =2 & log,(y) = 4, pelo que vem:
lOga(xZ Xy)= loga(xz) + logq(y) = 2log,(x) +log,(y) = 2b + 4

200. (B)
In(x) —In(2) = In(y) & In (g) =In(y) g =y x =2y

201. (C)
log,(9a?) =log,(9) +log,(a?) =log,(a??)+2=2b+2

202. (C)

logc(b)
clogc(a) = CIOga(b)

203. (B)

, 1 IR T _ 6k—3 3
logz < ﬁ) = logz [(82k 1)2] = 510g2(26k 3) = T = 3k — E

204. (C)
1

logq(2) _ _ _ )
logz(a) loga(2) X logy (@) logq(2) X log,(2) = [log,(2)]

205. (B)

log(2) +log(§) +log(§) + ---+log(nT+1) = log(Z x%x%x o X
loglm+1)=2=n+1=100 n =99

n+1

) =log(n+1)

n

206. (A)
g(0) = 2log,u(4 —0) = 2log,(4) = 2 X 1 = 2; portanto, o ponto de coordenadas (0,2) pertence ao
grafico de g, pelo que o ponto de coordenadas (2,0) pertence ao gréfico da fungdo inversa de g .
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207. (B)

(feg)x) =0 flg(x)] =0 <=>f<10g%(x)) =0 lOg%(x) = —1V10g§(x) =le
<=>x=G)_IVx=%(=)x=2Vx=%<=>x=2Vx=2_1

208. (D)

fX)=3oe*=3=2x=I@B)eox= %ln(B) = ln(\/g) ; portanto, as coordenadas desse ponto

sdo (ln(\/g) , 3) .

209. (C)
(f e 9)(x) = flg(x)] = fllogy(x)] = 2!0820)*1 = 21082(0) x 21 = x 2 = 2x

210. (D)

flkx) =2+ f(x) © In(kx) = In(e?) + In(x) < In(kx) = In(e?x) < kx = e?x

Portanto, k = e?.

211. (A)
f(a) =In(ea®) =1In(e) +In(a®) =1+3In(a) =1+3b

212. (B)

Nas condigdes do enunciado, tem de ser f(1) X f(2) < 0.

Tem-se:

f()Xf(2) <0< [log,(1) +2a] x[log,(2) +2a]l < 0= 2ax(1+2a) <0

Sa E]—%,O[
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213. (D)
x+1

f(x)=0<=>1n(x)=0(=)x+1=0/\ln(x)¢0/\x>0<=)x=—1/\x¢1/\x>0(=)

SxED

214. (D)
Dy ={x€Ds:f(x) EDg}={x e R*: f(x) <1} ={x e R*:0 <x <2} =1]0,2[
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215. (D)
Tem-se, para todo o natural n, u, <0.

216. (A)
Dfog = {x €Dy g(x) € Df} ={xeRgx)>2}={x€eRix <0} =]-,0[

Pag. 169
217. (B)
. eZ “In(2) _ €2 ea . €2 ea . eZ .
f(ln(z>)—7@ea n()—?@m—7@7—7@a—2
218. (D)
2 2 a 2 a 2 2 2
f(ln(2))=%<=>ea‘l“(2)=%@ﬁ=:@e—=e—@ea=e—=}a=ln(%)

In (%) = In(e?) ~ In(2) = 2~ In(2)

219. (C)

lim xIn(x) _ li

X0 y240x T

x>0 y42 2

220. (C)
lim,_, ;o |logi(x) + log, G)] = logi(4+) +1log,(0") =0 — 00 = —0
2 2

221. (C)

-1
logl(x)+1<0<=>10g3(x)<—1(=)x>(%) Ax>0x>2
2 2

222. (D)
Tem-se lim,_,, f—(x;:{(l) =f'(1).
Ora, f'(x) = (2*)" =In(2) x 2*; portanto, f'(1) =1In(2) X 2 =1In(4) .

223.(C)

Tem-se limhﬁom%)_f(z) =f'(2).

Ora, f'(x) =[In(x)]' = %; portanto, f'(2) = %
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224. (B)

1_'_ln(x)

. x+In(x) . 1+0
Tem-se lim =1 — ="=1
XD+ 4y X—+00 1+% 140

225. (D)

. e*—1 . e* 1
Tem-se lim,_, o — = limy,_, ;o ~ =)= 400 —0 =400,
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226. (B)
. e*-1 _ 0-1
Tem-se lim,_,_ prraviairerd 1
227.(C)
f&) : f) . f(x)
. x+f(x) . 1+== 1+ limy 00— 1+ limy s po0™—
- =5 —x =3 — X —_3 & — X
Tem-se limy_, oA In(0) 3o limy o 1+1n;(,x) 3 1+limx—>+ooln)(CX) 3 0
@ _ 5

= limy o —~

228. (D)
Afungdo f é crescente em [0,6], pelo que somente a afirmagdo da opgdo (D) é verdadeira.

229. (C)
-2 -1 0 1 2
Sinal e zeros de f nd. | — 0 + | nd | — 0 + | n.d.
Variagdo e extremos de N min. Vs max. N min. 2
f rel. rel. rel.
Pag. 171
230. (B)

e g(0)>0e g'(0) <0;portanto, g(0) —g'(0) >0.
eg"(1)<0 e g(1)>0; portanto, g""(1) —g(1) <O0.

e g'(1,5) <0 e g"(1,5) <0; portanto, g'(1,5) x g""(1,5) > 0.
e g'"(0)>0e g'(0) <0;portanto, g""(0) —g'(0) >0.
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231. (D)
Dado que f"'(x) é sempre negativa, a fungdo f' é decrescente, pelo que f'(2) < f'(1) ; portanto,

£1(2)<0.

232.(C)
Tem-se f"'(a) =In(2%) = aln(2) < 0; portanto, f'(a) =0 e f"(a) <O.

233. (A)
f'"(x) =0 x%2e7190%(x —100)3 =0 = x2=0v(x—-100)3 =0 x=0Vvx =100

—o0 0 100 400
x? +| 0 + + |+
e—100x ¥ T T T n
(x — 100)3 — — _ 0 +
Sinal e zerosde f" -1 0 — 0 +
Concavidades e pontos de Pl \/'
inflexdo do grafico de f /-\ /\

O gréfico de f tem um ponto de inflexdo em x = 100.

234. (B)

() = [(x = 20)*e*]" = [(x — 20)*]'e* + (x — 20)*(e**)' =

= [4(x — 20)3(x — 20)"]e?* + (x — 20)*(2e?¥) = 4(x — 20)3e?* + 2(x — 20)*e?* =
=2e**(x —20)3(2 4+ x —20) = 2e?*(x — 20)3(x — 18)

f'(x) =0 2e**(x—20)3(x—-18) =0 x=20vx =18

—00 18 20 +0o0
2e** +| + + + |+
(x —20)3 - - - 0 |+
x—18 - 0 + + +
Sinal e zerosde f" + 0 — 0 +
Concavidades e pontos de \/ Pl /\ P. I \/
inflexdo do grafico de f

O graficode f tem pontos de inflexdioem x =18 eem x = 20.
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235. (B)
Dado que f'(x) é positiva e crescente em R, afungdo f é crescente e o seu grafico tem a
concavidade sempre voltada para cima.
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236.a) 10 000$00 x 1,362 = 18 496$00
b) 10 000$00 x 1,03%* = 20 327$94

c) 10 000$00 x x*? = 10 000$00 x 1,36 < x? = 1,36 = x = '{/1,36
Ora, '¥/1,36 =~ 1,026
A taxa mensal é aproximadamente igual a 2,6%.

d) e A taxa de 36%:

Co X 1,36™ = 2Cy & 1,36" = 2 & n =log; 36 2 ; portanto, n =~ 2,254 .
Dado que o capital é pago anualmente, sdo necessarios 3 anos.

o Ataxa de 1,6%:

Co X 1,016™ = 2Cy & 1,016™ = 2 & n = logy 916 2 ; portanto, n ~ 43,667 .
Dado que o capital é pago anualmente, sdo necessarios 44 anos.

237.a) 4 +47 = (2" +27)? —2x2¥ %2 =52 —2=23

221 _ (29212 _ (AR ) ) _

2X41  2%+1 2% 11

b) 2% 1

g l=2 _(A-27)x2" 2" _2'-1
1+27°  (14+27)x2° 2°+2° 241
Outro processo:

1 2°-1
1—2_x_1_2_x_ PES _2x_1
- 1 2¥41 7 2x

1+2 L4 2t 2*+1
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238. a)
{Q(O)=4096=212 {c=212 {c=212 (:{c=212
Q(a) = 1024 =210~ (212 2705a = 210 =~ {27052 = 272 " " (g = 4

Portanto, a =4 e ¢ =4096.

b)
Tem-se Q(t) = 212 x 2705t = 21205t

t+1) _ 2127050+ ~0,5t—0,5— - - ,
Qé(t)) = e = 21270SET0STIZH0S = 2705 0,7 ; tal significa que ,a cada hora, a quantidade de

substancia se reduz, aproximadamente, em 30%.

12 12

239.a)i(0) = — = = = 2,4 ; portanto, havia 240 cobaias infetadas no inicio do tratamento.
4420 5

O aumento foide 90 cobaias, o que corresponde a um aumento de 60%.

12
44205t

b)i(t) =15 < 1,5 & 4 + 295t = 8 & t = 4 ; foi ao fim de quatro dias.
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12

c)i(6) = 4+20 27505 — 3.8 — L. portanto, havia 100 cobaias infetadas no sexto dia, pelo que se tem
{n(O) =1
n(3) =2
n(0) =1 {axb°=1 a=1 {azl .
Ora, {n(B):Z@ axb3=2@{b3=2@ b=37 entdo, n(t)—\/_ =23
d) (C)
. . . . 12 . 12 12 12
limy s yo0 f(X) = limy 400 i(—x) = limy 400 412050 limy_, 4o 442-05%  492-% 440 3

Pag. 174
g(0) =160 {5 x 2kx0+m = 160 2™ =32
240. a) {9(10) = 5120 5 X 2k><10+m =5120 {210k+m =1024 =

=5
={Toks5-10 {k=§

b) g(t+1) _ 5X2k(t+1)+m _ 2kt+k+m _ 2"
g (t) 5% 2kz+m 2kt+m

g(t+1) — 0,5
) g(©) 2
aproximadamente, 40%.

=+/2 =14 ; tal significa que, a cada dia, o nimero de caracéis aumenta,

a x ebX0 =10 a=10 a=10 a=10
241. al){ obX12 _ & {1Oeb><12 T {eb“Z —o05 © {b _ In(05)
’ 12

1n(0,5)
Portanto, tem-se M = 10e 12 t ,sendo M a massa existentes, em mg, decorridos t dias.

1n(0,5)

2808, In(0,5), 1 121“( )
a)lle 2 "=1 Q0 t= In (R) St= Tnos) ; portanto, t = 39,863, pelo que foi ao longo
do 40.° dia.

b,) @ Plutonio-240

1

_ 1 In(=

0’00011t=—(=>t: ()
2 0,000 11

e
® Plutdnio-242

; portanto, t = 6301 anos.

ln(l)

_ 1
e~00000018t — ~ s t = ———22__ - portanto, t ~ 385082 anos .
2 0,000 0018
—0,000 11t —0,000 0018t e”000011t 0,01 —-0,000 1082t _
bz) 0,2@ ’ = 0,01@ ' @mZH@ e 005 (="
In(0,05)
&t =————;portanto, t = 27 687 anos.
0,000 1082

242. A funcdo c¢ é continua em [2;2,25] , ¢(2)=0,21 e ¢(2,25) =0,18; portanto, dado que
c(2,25)<0,2<¢(2), o teorema de Bolzano-Cauchy permite concluir que dxe ]2;2,25[ c(x)=0,2,

ou seja, existiu um instante entre as 10:00 e as 10:15 em que a concentragao de medicamento no
sangue tomou o valor 0,2mg/I.
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_ 2,-08t _ 2,-0,6t 3t2e”%8t _ -0,2t _
243. ay) f(t) = c(t) & 3t°e = 1,5t%e S Tsmeoa = 1 & 2e =le
) t#0
In(=
St = —ﬁ; portanto, t = 3,466 horas, ou seja, cerca de 3 horas e 28 minutos. Portanto, tal

0,2
ocorreu pelas 14 horas e 58 minutos.

a,) As solugdes da condigdo |f(x) —c(x)| =0,5 no intervalo [0,6] sdo, aproximadamente, 0,95, 2,36 e

5,04 ; portanto, os momentos pedidos sdo 12:27, 13:52 e 16:32.
i

" \/

Ol o095 236 504 6%

P

b) A primeira frase foi proferida pela Maria:

O analgésico da Maria nunca chegou a atingir a concentrac¢do de 2,5mg/| e, portanto, nunca chegou a
nao ter qualquer dor; ja o analgésico da Leonor ultrapassou a referida concentracdo durante algum
tempo.

A segunda frase foi proferida pela Maria:

O analgésico da Leonor ultrapassa a concentragdo de 1,5 mg/l em menos tempo.

A terceira frase foi proferida pela Leonor:

A concentracdo do analgésico da Leonor ¢é inferior a 1,5 mg/l quando ainda ndo decorreram 5 horas
depois da toma.

: P )
L5

@] 6 x
Pag. 176
. g(x) . 3x2%e~08% . _ _
cl) llmx_)+mm = hmx_)+oo ToxZo—06x = hmx_)+oo(2e O,Zx) =2e =0
08 3x2 xz

. T 2,-08x 13 _ . _
c) limy_, 0 g(x) = limy_,, 3x°e = limy_ 400 —ggy = 3 X limy 40055 = 0

244.a) T(0) = 20 + 60e~%1*0 = 20 + 60 = 80 °C

b) T(15) = 20 + 60e~%1%1> = 20 + 60e~ > = 33,4 °C; portanto, o café ja ndo esta a gosto do
Antdnio pois estd a, aproximadamente, 33 °C.

O T(£) < 50 & 20 + 60e ™01 < 50 = e <2 —0,1¢ < In (%) o t>-10In (%)

1 . .
Tem-se —101In (E) =~ 6,93 minutos. Portanto, tem de esperar, pelo menos, cerca de 7 minutos.
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d) Como lim;_,,, T(t) = 20, pode concluir-se que a temperatura ambiente era de 20 °C e, portanto,
o café estava a 30 °C.

—01t _ —01t _ 1 — 1
20 +60e 01 =30 @ eV =t = 101n(6)

Tem-se —101In (%) ~ 17,92 minutos. Portanto, tinham passado, aproximadamente, 18 minutos.

e) a é atemperatura ambiente e b é a diferenga entre a temperatura inicial do corpo e a temperatura
ambiente.

245.a) 0 g(x)+2>20=2*-4*4+22>20

Sy-y+220e | —y?+y+2=0oy=-1vy=2

y=2%

Sy=>2-1Ay<22¥>-1A2%¥ <2 & x < 1;portanto, o conjunto-solugdo é |—oo,1].
—————

x€R

e h(x) —h(4—x) =21 log,(x) —log,(4 —x) 21 & log,(x) = log,(2) +log,(4 —x) &
@logz(x)zlogz(S—Zx)<=>x28—2x/\x>0/\x<4<=>x2§/\x>O/\x<4<=>

8 . ~ . [8
S x> 5/\ x < 4 ; portanto, o conjunto-solugdo é [5,4[.

b) (hog)(x)=h(2* —4%) =log, (2" —4") = 10g2[2x(1— 2X)] =

=log,(2%)+log,(1-2%) = x+log, (1-2%)
Dpog ={x €Dy g(x) € Dp} = {x € R:2¥ — 4" > 0} = |2 —4*>0=2">4" = x<0
= ]—O0,0[

¢) Dp.g € o transformado de ]—00, ﬂ N [0, +oco[ por meio da fungdo h.

h (]0, ﬂ) = ]—00,—2] |h(3) =log, (3) = -2

Portanto, D;’,og =]—<>0,—2] .

n+l

dy) v, —v, = h(zx"™") = h(z") =log,(x"") ~log, (x") :1og2(” - jzlogz(ﬂ).
T

Portanto, (v,) é uma progressdo aritmética de razdo log, (7).

d) S, = log, (7) +210g2(7z ) n— log, (7) +2nlog2(7z) n— logz(irz)(l +n) n—

1
- %Ingmxnz +n) = (n" +mlog, (72) = (n* +n)log, )

Pag. 177

) n(2)
—22; portanto, tem-se Q(t) = e zs

t
25 ’

246.2,) Qe 5 =20y e B = ok = -

2 Q) = 2005 0@ = (2) o; 03 = (2) @i 2w = (2)" o
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in(3) in()
22 pelo que Q(t) = 200 ez3103

t
23103 '

b) Tem-se Q,e 23103 kk= = %QO Sk=-

In

_ o) , _ n(;) . 3 _
Q(t) = 150 & 200 ez10s = 150 & —2 -t =In (Z) ot=

23 103ln(%)

In(;)

Portanto t =~ 9589 anos.

900 =2 e =2t -laFrois=nQ) ok

_In(2)
2 2 2 s

247.a) d(5) = 50(e™? — e™*) ; portanto, o protétipo A tinha percorrido 25 + 50(e~? — e~*) metros,
ou seja, cerca de 30,85 metros.

b) d(t) = 12,5 & 50(e 0% — e™08) = 125 @ e ™0 — 0 = o
(y €—0,4t)

(:)4y—4y2—1=0(=)4y2—4y+1=0(=>(2y—1)2=()(:)y=%
) _, , _ @

——=; portanto, t = 1,73 segundos.

ot=- ;
0,4 0,4

c)

[
|

c1)

A afirmacio é verdadeira, porque

vt e [0,10],d(t)> 0 e, portanto, em cada
instante f o prototipo A percorreu mais
metros do que o protétipo B .

¢,) A afirmacdo é falsa, pois, a partir de um certo instante, a fungdo d é decrescente, ou seja, comega a
diminuir, a partir desse instante, a diferenca entre o nimero de metros percorridos pelo protétipo Ae o
numero de metros percorridos pelo protdtipo B.

Pag. 178

248.a) D, = {x e R:[x — 1| > 0 Alog,|x — 1| > 0}

Tem-se:

elx—1|>0=x#1
elog,lx—1>0=x—-1>1eox-1<-1Vvx—-1>1x<0vx>2
Portanto, Dy, = ]—o0,0[ U ]2, +oo[.

b) Tem-se, para x € Dy:
h(x)+1 >0 logi(logzlx — 1) = -1 = loglx—1| <2 |x—-1| <4 &
2

& —4<x-1<4 -3<x<5
Portanto, o conjunto-solugdo é [—3,5] N Dy, , ouseja, [—3,0[ U ]2,5].
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dmmﬁoh&)—mweob&ﬂ%ﬂx—ﬂ)—M&U%ﬂﬁ)—bﬁm)—+w
lim,_,+ h(x) = lim,_,,+ logl(logzlx -1 = logl(logz(l)) = logl(O) = +o0
limy 4o h(2) = limy 10 10g1(1082|x -1 = 10g1(1082(+°°)) = 10g1(+°°) =-
limy,_,_o h(x) = lim,_,_ log1(log2|x -1 = log1(log2(+00)) = log1(+00) = —

X
S . a . .
249. 0 limite é 4o, porque lim — = 400, sendo a* uma exponencial de base maior do que 1
X—>teo x

(o que é o caso).

-1

1
250. O limite é 0 porque lim [f(x)Xg(x)]: lim f(x): lim 8(x) = (+<><>)_1 =0 (repara que
X—>+oo xotoo 1 X—>+oo f(X)

g(x)
g é uma exponencial de base entre 0 e 1 e, portanto, 1 € uma exponencial de base maior do que 1,
8

aplicando-se, assim, o limite notavel referido no item 15.

251. a) Dy = R\{—1}
e Assintotas verticais:

A fungdo é continua em R\{—1}, pelo que somente a reta de equagdo x = —1 pode ser assintota ao
seu grafico.
2 -X
. x%(1+e 1(1+e
lim,_,_, ( ) _ 1(a+e) _
1+x 0
Portanto, a reta de equagdo x = —1 é assintota vertical ao graficode g .
e Assintotas ndo verticais:
i
()
fx) x2(1+e™) 1. 1+e™ 140 _
lll’I’lx_>_|_oo P 1IIT1x_>_|_oo W—llmx_H_oo F = m =1
X
2 —X 2,—X —-X
. . x“(1+e™%) . x“e ™ *-x . xe *-1
lim, 4o [f(x) — x] = limy_, ;o [T - x] =limyyoo——— = limy 400 =
X
x
= lim el _o0ol =-1
T ot 1 T
X
Portanto, a reta de equagdo y = x — 1 é assintota obliqua ao gréfico de f em +oo.
)
()
fx) . x2(1+e™%) mm 4. 1+e ™ 1400
lim = lim ———=lim —F =—=+40
Xm0 XD=0 24y X—=0 4,1 1+0 +
X

Portanto, o grafico de f ndo admite assintota em +oo.

b) Dy = {x € Rix?* —1> 0} = ]—00,—1[ U ]1, 400[
® Assintotas verticais
A funcdo é continua em ]—oo,—1[ U |1, +oo[, pelo que somente as retas de equagbes x = —1 e

x = 1 podem ser assintotas ao seu grafico.
2x -2
lim,_,_4- ==
Portanto, a reta de equagdo x = —1 é assintota vertical ao graficode g .
li 2x 2
lmx_>1+\/=_1—o—+_ +o0
Portanto, a reta de equagdo x = 1 é assintota vertical ao graficode g .
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® Assintotas ndo verticais:

(o]
©
im g(x) = lim 2 lim = lim
xXx—— oo,/xZ X——00 X——00
- — -x [1-— —2
X
=lim,_,_p———= ==
1__
Portanto, a reta de equagdo y = —2 é assintota horizontal ao grafico de g em —oo.
)
0
. s 2X . 2x T 2xX . 2 2 _
limy 00 g(x) = limy_, 4o Nromce lim,_, 400 —_—= lim,_, 100 == lim,_, 400 —=1= 2
xz(l—x—z) X l—x—z l—x—z

Portanto, a reta de equagdo y = 2 é assintota horizontal ao graficode g em +oo.

c)D, ={x ER:2e* +e* -3 >0}
Tem-se:
262x+ex—3>0432y2+y—3>0<=> |2y2+y—3=0(=>y=—§Vy=1
y=e¥
Sy<-—IVy<l e ef<-iver>1ox>0
y=e*
Portanto, D, = R*.
A funcdo é continua em ]0,4+o[, pelo que somente a reta de equacdo x = 0 pode ser assintota ao
seu grafico.
lim,_,o+ In(2e?* + e* — 3) =In(0) = —
Portanto, a reta de equagdo x = 0 é assintota vertical ao graficode h .
® Assintotas ndo verticais:

N
cond. imp.

_ 2 2y — 2 2 _3)] =
Tem-se h(x) = In(2e“* + ex 3)=In [Ze x (1 Ly eZX)] =
=1n(2) +In(e?) +1n (1 +—- e—) In(2) + 2x + In (1 + @ - e%)
Portanto, lim,_,,[h(x) — (2x —1In(2))] =lim,_, ;0 In (1 + % - e%) =0, pelo que aretade

equagdo y = 2x —In(2) é assintota obliqua ao grificode h em +o.

252. a) A proposicdo verdadeira é «O grafico de f pode ter assintotas verticais».
2 +% se x*+0

Basta considerar, por exemplo, a fungdo f definida por f(x) = {
0 se x=0

b) A proposi¢do verdadeira é «O grafico de f pode intersetar a reta de equagdo y = 2».
sen(x)

Basta considerar, por exemplo, a fungdo g definida por g(x) =2 +

c) A proposi¢do verdadeira é «O grafico de f ndo pode ter uma assintota obliqua».
Se, em +oo, o grafico admite uma assintota horizontal, entdo, em 4o, o gréfico ndo admite qualquer
outra assintota; idemem —oo .

3

253.Tem-se f(2) =3 e f'(2) =%=%,

a) (ef(x))l = f'(x)ef™ ; portanto, o valor pedido é f'(2)ef® = §e3
5
ff@ _ 3 _ 5

b) [ln(f(x))] = );(( )) ; portanto, o valor pedido é —= D 3" 12
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) () = /()2 @ In(2)
Portanto, o valor pedido é f'(2)2/® In(2) = % x 23 x1In(2) = 10In(2).

r_ ffo ) 5
d) [log3(f(x))] = e portanto, o valor pedido é NOOBETTTOR

Pag. 179

254, a) e Estudo da continuidade

lim,_o- f(x) =limy_,o-[2e*(x+1)]=2X1Xx1=2

lim, o+ f(x) =lim, _,p+[2—x+In(1+3x)]=2-0+1In(1) =2
£(0) =2

Portanto, f é continua no ponto 0 .

e Estudo da derivabilidade

- h —
f'(07) =limp_0- M = limp_,o- MTH)Z = 2limp_,o-

— DT ho, et-1) _ _
= 2limy_o- (e" + =) =2x (1+1) = 4

f’(0+) _ limh_>0+ f(0+h;—f(0) _ limh_>0+ 2—h+ln(hl+3h)—2
T . In(1+3h)\ _ . _
= limg_or (-1+3x252) = —1 43 x 1 =2

Portanto, como f'(07) # f'(0%), f n3o é derivavel em 0.

hel+el-1 _
o =

= lim,,_,q+ (—1 + “‘(“3*1)) _

b) Para x < 0:
f1G) = [2e"(x + DI = (2¢¥)' (x + 1) +26(x + 1)" = 2™ (x + 1) + 2¢* = 2¢¥(x + 2)
) =02 x+2)=0x=-2

Para x > 0:
() = [2 — r_ 4, @430 3 _ 2-3x
fio =12 itln(l + 3%)] _2 1+ 1+3x 1+3x  1+3x
! _ —3X — Z
f(x)—0(=)1+3x—0(=)x—3
—00 -2 0 2 +00
3
2e*(x + 2) - 0 +
2 —3x + + 0 —
14 3x
Sinal e zeros de f' -1 0 + n.d. + 0 |-
Variagdo e extremos N | min. 7 7 max. |\
de f rel. rel.

. 2 , 2
f édecrescente em |—o0,—2] eem [5' +00[ e é crescente em [—2,5] .

f(—=2) é minimo relativoe f (E) é maximo relativo.

255. a) lim,_,;- g(x) = limx_)l—(4 —Vx% + 3) =4—+4=2
g(1) =2 , ,

- . X

llmx_>1+ g(X) = llmx—>1+ m = 0—+ = 400

Portanto, g ndo é continuapara x = 1.
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b)Para x <1:

li ! ’ x2+3)’ 2 —x
g'(x) = (4 —Vx? + 3) = _(sz + 3) = _gvx2'+3 T T Vx?+3  Vxi13

Para x > 1:
'(x) = ( 2x )' _ (%) In(x)-2x[In(x)]" _ 21n(x)—2x><i —2x In(x)-1
9= e/ = InGo)T? T T mer T P
—-X
— se x<1
Entdo, tem-se: g'(x) = xzﬁ(x)_l
InGOP? x>1
c)Para x < 1:
! — —_x — —
g(x)—0<=>\/m 0=x=0
Para x > 1:
, _ In(x)-1 _ _ _
g(x)—O@ZX[ln(x)]Z—0(=)ln(x)—1<=>x—e
—00 0 1 e +oo
—x +1 0 -
Vx?+3
In(x) — 1 — 0 |+
2X —————
[In(x)]?
Sinal e zeros de g’ +| 0 - n.d. - 0 |+
Variagdo e extremos 7 | max. N N min. | 7
de f rel. rel.

g écrescente em ]—0,0] eem [e, +oo[ e é decrescenteem [0,1] eem ]1,e].
g(0) é maximo relativoe g(e) é minimo relativo.

256. a) e Assintotas verticais:
A funcdo é continua em R, pelo que o seu grafico ndo tem assintotas verticais.
® Assintotas ndo verticais

— 1-x
B0 22 = limy s op e = iy yep (2 — 3¢") =2 -3 X 0= 2
. T 1—x OOQXO . 3ex\ _ . X\ _ _
limy_ 4o [f(x) — 2x] = lim,_,, o, —3xe = limy_ 400 (— 7) = —3elim,_ 4 (e—x) =-3ex0=0

Portanto, a reta de equagdo y = 2x é assintota ao gréficode f em +oo.

2x—3xel™*

fx)

limy oo == = limy,_o =limy,_,_(2 —3e?™¥) =2 — 3 X (+0) = —o0

Portanto, o grafico ndo tem assintota em —oo .

b) f'(x) = (2x — 3xel™)" = (2x)' — (Bxel™)" =2 —3(xel™) =2 - 3[xel™* + x(el™)] =
=2-3lel™ +x(—el™)]=2-3[el*¥ —xel™*]=2—-3el™*(1 —x) =2+ 3™ (x - 1)

c)Tem-se f(1)=2—-3e’=—1 e f'(1) =2+ 3e% X 0 = 2, pelo que uma equacio da reta é
y — (—1) = 2(x — 1) ; portanto, a equagdo reduzida é y = 2x — 3.

d)f"(x) = 2+ 3" (x — 1)) =3(* ¥ (x — 1))’ =3[(*) (x— 1) + (x — 1)'e! ] =

=3[l (x — 1)+ e ¥] =3el7*(2 — x)
f"(x) =0 3(2 —-x)el™ s x=2
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—00 2 +co
2—x + 0 —
3el™* +| + |+
Sinal e zeros de +/ 0 | —
f”’
Concavidades e U P.I. /\
pontos de
inflexdo do
graficode f

O gréafico de f tem a concavidade voltada para cimaem |—o,2] e tem a concavidade voltada para
baixo em [2,4+oo[; tem ponto de inflexdoem x = 2.

257.a) f'(x) = (e*x — 5x2)" = (e*x)' — (5x2)' = (e¥)'x + e* x' — 10x =
=e*x+e*—10x =e*(x+1) — 10x
Tem-se f(0) =e®x0=0 e f'(0) = e® = 1; portanto, a equagdo reduzida é y = x .

I+h _ 2 _ 1+h 1+h 2
h—0 h h—0 h h—0 h h—0 h
1+h 1+h 2
—time h e —e 1. 10h+5h" _
= M im Ty
h
— lime"™" + elim &=L _ Jjm 200+ 51 =e+ex1—-1lim(10+5h) =2¢—-10
h—0 =0 h h—0 h h—0

of'"(x)=[e*(x+1)—10x]" =[e*(x+1)]' —10=(*)(x+ 1) +e*(x+1) —10 =
=e*(x+1)+e*—-10=e*(x+2)—10
Vamos recorrer a calculadora grafica para esbogar o grafico de f'' e resolver a equagdo f''(x) =0.

10
o1
8
74

A abcissa do ponto A é aproximadamente igual a 1,154?77
Tem-se f(1,154) = e¥*5 x 1,15 -5 x 1,15% ~ —2,999 .
Portanto, A(1,15;—3,00).
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d) O valor pedido é a solugio da equagdo f (x)= g'(x) que pertence ao intervalo ]1,3[ .

Tem-se f'(x)=e"+e'x—10x e g'(x)=2"In(2).
Vamos recorrer a calculadora grafica para esbogar, sobrepostos, os graficosde f' e g’ no intervalo
11,3[ eresolver a equagio f'(x)=g"(x) .

O valor de a é aproximadamente igual a 2,033.
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258. Tem-se N(t) = 25 x e1386t

a;) N(0,5) = 25 x ¢1386%X05 = 25 x 0683 ~ 49,9926 ; portanto, ao fim de meia hora, serdo 50
bactérias.

ay) N(3,5) = 25 x e1386%35 = 25 x ¢4851 ~ 3196,7048 ; portanto, ao fim de trés horas e meia, serdo
3197 bactérias.

In(128)

b) N(t) = 3200 & 25 x e1386t = 3200 & 1380t = 128 = t = o

aproximadamente 3 horas e 30 minutos.

; portanto, é ao fim de

N(t+0,5) _ 25xel386(t+05) 1,386+0,693—1,386¢ 0,693
c) NGO —  zswetseet ¢ ’ POt = e%%%% ~ 1,999 ; portanto, k ~ 2.

Isto significa que o niUmero de bactérias duplica a cada meia hora.

d) N'(t) = (25 x e13868)" = 25 x (e13868)" = 25 x 1,386 ¢1386¢ = 1,386 N(t)
Portanto, N’ é diretamente proporcionala N .

259. e Assintotas verticais:

A fungdo é continua em R\{0}, pelo que somente a reta de equagdo x = 0 ¢é candidata a assintota
vertical ao grafico.

lim,_,o- f(x) =limy_,p-In(e™ — 1) =In(0) = —©

lim, o+ f(x) = lim,_,y+ In(x) = —o0

Portanto, a reta de equagao x = 0 é assintota vertical ao grafico.
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® Assintotas ndo verticais:

-x_) % In(=-1 In 1;;x
Y T o AL ) T - O
limx—>—oo In(1—e ;—ln(e ) _
= lim, o, ["2 — 1] = Jim,_,_, 21 =B g =g

X X
lim,_,_o[f(x) + x] = lim,_,_,[In(e™™ — 1) + In(e¥)] = lim,_,_,, In[(e ¥ — 1) X e*] =
=lim,_,_,In(1—e*)=In(1) =0
Portanto, a reta de equagdo y = —x é assintota ao grafico de f em —oo.
O grafico ndo tem assintota em 40 porque, para x > 0, afungdo é definida por f(x) = In(x) .

260. Tem-se:

o f'(x) = (ekx)’ = ke'*

of"(x)= (ke"x)’ = k(ek")’ = k2ek*

o f"(x) —6f'(x) +9f(x) = k?e** — 6ke** + 9e** = e**(k? — 6k + 9) = e**(k — 3)?
Portanto, Vx E R, f"'(x) — 6f'(x) +9f(x) =0 & VxeR,e*(k-3)?=0=k=3.

261. g'(x) = [x2f ()] = (xB)'f(x) + x*f'(x) = ZXJT(X) +x2f"(x)

9" () = [2xf(x) + x*f' ()] = (2xf (x) + x2f'(x)) = [2xf ()] + [x2f' ()] =
= (2x)' f(x) +2xf'(x) + () f' () + x*f" (x) =

=2f(x) + 2xf"(x) + 2xf'(x) + x2f"(x) = 2f (%) + 4xf'(x) + x%f""(x)

262. g"(x) = [(ax + b)e*]' = (ax + b)'e* + (ax + b)(e*)' = ae* + (ax + b)e* =
= (ax+a+ b)e*

9'(0)=3 {be°=3 b=3 b=3
{g”(0)=0=’ a+b=0=’{a+3=o ‘:’{a=—3

263. f'(x) = [xe®™] =x'e™ + x(e™) = e™ + axe™ = (1 + ax)e™
f'")=[A+ax)e™]' =1 +ax)e™ + (1 +ax)(e™) =ae™ +a(l + ax)e™ =
= (a+a+ a*x)e®™ = (2a + a’x)e?*
f”(x)=0<=>(2a+a2x)eax=O<=)2a+a2x=0<=)x=—§ ,a#0

- R . ~ . 2
Portanto, todos os graficos tém um ponto de inflexdao com abcissa — =
2

2
Tem-se — = =3 S a=—-.
a 3
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264.a) D; = 10, 3[
CP xAC _ xx(0A-0C) _ x[f(3)—f(x)] _ x[7-(2*-1D)] _ x[8-2*] _ 8x—xx2*
- 2 - 2 - 2 -2 2

Area = =4x —x x 2*71

b)t'(x) = (4x —x X2 1) = (4x) — (x x2* V) =4 —[x' x 2* V) +x(2* V)] =
=4-21—xIn(2)2* 1 =4-2*1[1+xIn(2)]

Basta encontrar um intervalo de amplitude 0,2 para o qual a imagem do minimo, por meio de t', seja

positiva e a do maximo seja negativa.
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Tem-se:

t'(1)=4-[1+In(2)] = 231>0

t'2)=4-2[1+2In(2)] = -0,77< 0

t'(1,8) =4 —2%8[1+1,8In(2)] = 0,09 > 0

Portanto, a abcissa referida pertence, por exemplo, ao intervalo ]1,8; 2] .

Dado que t'(1,7) = 0,46 > 0 et’'(1,9) = —0,32 < 0, um outro intervalo a indicar como resposta
poderia ser ]1,7; 1,9] .

15-3
4-2

c1)g(2) =2%2—-1=3 e g(4) =2* — 1 = 15; portanto, o declive da reta é igual a =6.

TeaN — — —_° - _5
gx)=6=In2)2* =6 2*= NG & x = log, (m(z))

y=2%
Q) gx) =h(x) &2 —1=3x27 442 —5-6x2 =0 & y—5—§=o=>
S Y2 —5y-6=0Ay#*0y=—1Vy=62¥=—-1V2* =62 =6 < x = log,(6)

g(log,(6)) = 20826 _1=6—-1=5
Entdo, o perimetro do retdngulo é igual a 2log,(6) + 10.

c) W' (x) = (3 x 27¥1 4 4)’ = 3(27*+1)’ = —3In(2) 27!
1; - 1
R (logz(6)) = —31In(2) 27 98O+ = —31n(2) x 2 = — 20 =
g'(log,(6)) = In(2) 2!°82(%) = 61n(2)
Dado que h'(log,(6)) # —

—1n(2)

m , as retas ndo sao perpendiculares.

d) (C)

elim, ,,h(x)=1lim,_,,,(3x27*"1 +4)=3x%x0+4 =4, pelo que a afirmac3o da opcdo (A) é
verdadeira.

h(x) . 3x27%+1l4g 4

olim, , . 0 = lim,_, o T T e 0, pelo que a afirmacdo da op¢do (B) é verdadeira.
—x+1

e lim,_,,- rx) _ lim,_,q- 3X2x—+4 = ;—(_) = —oo, pelo que a afirmagdo da opgdo (B) é verdadeira.

Pag. 182

1

, _ N/ _ N/ _ 1\ 1 1) 1 ex
265.a) f'(x) = (Z—ex) = —(ex) = —(;) ex = —(—;)ex ==
f' é positiva em todo o dominio, pelo que f é crescente em |—o0,0[ e em ]0,+[ e ndo tem

extremos.

b) e Assintotas verticais:
A fungdo é continua em R\{0}, pelo que somente a reta de equagdo x = 0 é candidata a assintota

vertical ao grafico.
1

limx—>0_ f(x) = limx—>o— (2 - e;) =2—e®=2
1
limx_>0+ f(x) = limx_>0+ (2 — e;) =2 —et® = _o
Portanto, a reta de equacdo x = 0 é assintota vertical ao grafico.

® Assintotas ndo verticais:
1

lim,_,_ f(x) = lim,_,_, (2 - ei) =2-e% =2-1"=1%

. . 1 ot + -
limy 0 f(x) =limy_ ;0 (2 - ex) =2—-e" =2-1"=1

Portanto, a reta de equagdo y = 1 é assintota ao grificode f em —oo eem +oo.
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c) Dos resultados anteriores, pode concluir-se que D'y = ]—o0,2]\{1}

di) Dy = D'y = ]—0,2]\{1}, Dg = Dy = R\{0} e as retas de equagdes x =1 e y = 0 sdo assintotas
do graficode g .

1 1

= = 1 1
dz)Z—ex—y@ex—2—y<=);—ln(2—y)@x—ln(z_y)
) B o !
Portanto, g é afuncdo tal que Dy = |—,2]\{1} e g(x) = e
1\ ' e% ,xz_(xZ)’e% 1 1\ 1 1 1 1
" _fex\ _ _ exx(— x_z)x —2xex  _ex—2xex _ —ex(1+2x)
e) f (X) Az T o - x4 - x4 - x4
1
17 —ex(142x) 1
= S — = L = ——
f"(x)=0 por 0e=x >
—co 1 0 +o0
2
T y p— S I
—ex
1+2x -1 0 + + |+
x? + + + 0 +
Sinal e zeros de [’ + 0 - n.d. -
Concavidades e pontos U P.L.
de inflex3o do grafico /\ /\
de f

- . . 1] .
O graficode f tem aconcavidade voltada para cima em ]—00, —5| tem a concavidade voltada para

baixo em [—%, 0[ e em ]0,+oo[ e tem um ponto de inflexdo de abcissa igual a —%

f) Dos resultados anteriores, pode concluir-se que um esbogo do grafico de f é:

¥

-

@] log,(e) x

b=

g8) (A)
O gréfico de h é o transformado do grafico de f por meio da translagdo associada ao vetor de
coordenadas (—1,2).

h)

Por exemplo, qualquer sucessio convergente
para a,com a € IR\[0}, ou uma sucessio
que tenda para 0 por valores negativos.

i)

Por exemplo, qualquer sucessdo que tenda
para 0 por valores positivos ou com uma
infinidade de termos quer positivos, quer
negativos.
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i)
Por exemplo, qualquer sucessio que tenda
para —co Ou para +oo .

1
k) Dado que f' é uma fungdo continuaem [1,2], que f'(1) = i—z =e>1 eque
1
’ ez \/E
ff@)=5==
0 que é equivalente a provar o pretendido.

< 1, pode concluir-se, pelo teorema de Bolzano-Cauchy, que 3¢ € ]11,2[: f'(c) =1,

1 1 —
I)f(x)2f(1)<:>2—e§22—e(=>e¥Se<=>§S1@%—1S0<=>1x—xS04=>

& x € ]—00,0[U[1,+oof

m) (C)
Tem que ser j(0) = lim,_,o- j(x) = lim,_,o- f(x) = 2.

n) (D)
Di={x€eRix €D Af(x) # 0} =
f

| Calc. aux:
1 1
If(x)=04:)2—e§=0<:>e§=24:)x=%<:>x=log2(e)

={x € Rix # 0 Ax # log,(e)} = R\{0,log,(e)} "

Pag. 183

266.3) g'(t) = (eo,4t—0,o1t2)' = (0,4t — 0’01t2)reo,4t—0,01t2 = (0,4 — 0,02t)eo'4t‘°'°1t2
gt)=0<= (04— 0,02t)e°'4t‘°'°”2 =0<04-002t=0=1t=20

0 20 +co
0,4 — 0,02t + 0 -
e04t—0,01t2 + + +
Sinal e zeros de + 0 -
gf
Concavidades e 7 max. | N
pontos de abs.
inflex3o do
graficode g

Tem-se g(20) = e0#4X20-001x20% _ o4 ~ 54 598 : portanto, a percentagem era de, aproximadamente,
55%.

b) g(22) = e04x22-001x22* — £3.96 ~ 52 457 : portanto, a percentagem neste dia era de,
aproximadamente, 52%.

Entdo tem-se:

e No 20° dia havia 54,598% de pessoas doentes, ou seja, 5460 pessoas.

® No 22° dia havia 52,457% de pessoas doentes, ou seja, 5246 pessoas.

Por isso, como ainda adoeceram 20 pessoas, deixaram de estar doentes (5460 + 20) — 5246 pessoas,
ou seja, 234.
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c) g(2) = e04x2-001x2* — 5076 ~ 2 138 ; portanto, no segundo dia havia 214 pessoas doentes.

g(3) = e04x3-001x3* _ ,111 & 3034 ; portanto, no terceiro dia havia 303 pessoas doentes.

Entdo, no terceiro dia adoeceram 89 pessoas.
Entdo, a probabilidade de que uma pessoa doente no terceiro dia tenha adoecido nesse dia é igual a

2 ~03.
303

£04t—0,01¢t2 )
d) d(t) = 10 000 X “——— = 100 e*-001¢

d'(t) = (100 eo,4t—0,o1t2)' _ 100(60,4t—0,01t2)' = 100(0,4t — 0,01t2)'e04t=001¢* _

= 100(0,4 — 0,02t)e%*~0.01¢*

Entdo, como d’(5) = 100(0,4 — 0,02 x 5)e?*#*5-001x25 — 1090 x 0,3 x e>7% ~ 172,638, no quinto
dia, o nimero de doentes estava a aumentar a taxa de cerca de 173 doentes por dia.

3e0,5t
1+0,2e05¢t

267.a) Tem-se I(t) =

e = (-2 (3¢°5)' (1+0,2¢%5t)-3¢05 (140,2¢°5t)'

) I'(t) = (1+0,Ze°'5‘) - (1+0,2e95t)2 -
_3%0,5%xe%5¢(1+0,2e%5¢)-3e%5¢ (0,2x0,5xe%5t)  1,5e%5t+0,3et-0,3et 1,505t
- (1+0,2¢05¢)2 T (1+0,2e%56)2 T (1+0,2e05t)2
Portanto, I' é sempre positiva, pelo que I é crescente.

3 0,5t
a) ————— =5 3e%t = 5 + %% & 205t = 5 = %5 = 2,5 & t = 2In(2,5)
1+0,2e%
Portanto, t = 1,83258, pelo que tal ocorreu ao fim de cerca de 1 ano e 10 meses, ou seja, no inicio de

novembro de 1961.

a3) A epidemia comeca a ser controlado no momento em que a taxa de variagdo do nimero de doentes
comeca a diminuir.

!

[ 1505t \'  (1,5€%5) (140,26%5¢)°~1,5%5¢ [(1+0,2¢05%)°]
t) = ( - ) = =
(©) (1+0,2e05¢)2 (1+0,2e05t)4
0,75e%5¢(140,2¢%5t)%~ 1,565 x2(1+0,2¢%5)x(0,1%5¢) _ 0,75¢%5¢(1+0,2¢%5¢)—0,3¢"
- (140,2¢0.5t)4 - (1+0,2e05¢)3 -
_0,75e%5t+0,15et-0,3e® _ 0,75¢%5¢—0,15e¢ _ 0,15e%5¢(5-05¢)
- (1+0,2€9:5)3 T (1+0,2¢956)3 T (1+0,2e05t)3
1" =0 0,15¢%3¢(5-¢%5%) _ 0 0.15e%5t(5 05t) = 5 0,5t — = 21In(5
(t)— @W— <~ 0,1oe ( —e )— S o0—e€ =0t = n()
0 21n(5) +oc0
0,15¢%3* - - |-
5 — %5t — 0 +
(14 0,2e%°)3 + + |+
Sinal e zeros de "’ + 0 -
Variacdo e extremos 7 max. N
de I abs.

Portanto, como t = 3,2189, tal ocorreu ao fim de cerca de 3 anos e 2,6 meses, ou seja, ao longo do
terceiro més do terceiro ano, o que quer dizer, ao longo do més de margo de 1963.

_ gek k _ k k _ .k k_ 1
b)I(l)—1<=>1+pek_1<:>3e =1l+pe“* =3 —pe“=1=ce _3_p<:>

<:>k=ln( ! )<=>k=—ln(3—p)

3—
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268. a) x> = x+1 ndo tem raizes, portanto, Vxe R, f'(x)>0.
b) Tem-se a = f'(l), portanto, b = —%1 =—e; —¢ é odeclive de qualquer reta perpendicular a reta
e

tangente ao grafico da fungdo f no ponto de abcissa 1.

c) O grafico da fungdo f tem a concavidade voltada para baixo em ]—00,1] eem [2,+0<>[ etema

concavidade voltada para cima em [1,2]; existem dois pontos de inflexdao, um com abcissa 1 e um com

abcissa 2.

1+x
269.a) Dy = {x ER:1= > o} =1-11[
1+x\/ 1-x-(-1)(1+x) 2

Fro=frmE) =Gl -y =2 2

1-x 1+x  (1-x)(1+x)  1-x2

1-x 1-x

Como, para x € |—1,1[, f' é sempre positiva, f é crescente.

1+1-m
1-(1-m)

)=2<=>ln(2_7m)=04=>2_7m=1=>2—m=m<:}

b) f(1-m)=22+In(

Sm=1

" _ 2\ _—2(=2x) _  4x
c)e fr(x) = (1—x2) T (1-x2)2 T (1-x2)2

f'x)=0=x=0

-1 0 1
4x — 0 +
(1 —x2)? + + +
Sinal e zerosde f" — 0 +
Concavidades e pontosde | n.d. P.l. n.d.
inflexdo do grafico de f /—\ U

O grafico de f tem a concavidade voltada para baixo em ]—1,0] , tem a concavidade voltada para
cimaem [0,1[ e tem um ponto de inflexdo com abcissa iguala 0

e O grafico de f ndo tem assintotas ndo verticais porque o dominio da fungdo é majorado e minorado.
A funcdo é continua em ]—1,1[, pelo que somente as retas de equacgbes x = —1 e x = 1 sdo
candidatas a assintotas verticais ao grafico.

lim,_,_y+ f() = lim,_,_y+ [2+1In(T=)] = 2+1n (ﬂ) — o

2
Portanto, a reta de equagao x = —1 é assintota vertical.
i =1 | = 2\
lim,_,1- f(x) = lim,_,4- [2 +In (1_x)] =2+In (0+) =+

Portanto, a reta de equacdo x = 1 é assintota vertical.
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e™  J1-x-1

270.2) @ lim,,_g- f(x) = lim, o~ (5= + ) = limy g~ + lim,_o- “——

X

ww

1, (Vi-x-1)(Vi—x+1) _ —x -1 1 1 _
=5 tlimy_o- x(Vi—x+1) + limy—o- x(Vix+1) + limy—o- Vix+1 2 2 0
. . X 0
® llmx_)0+ f(X) = llmx_>0+ —Ii= Tret® =0
1+ex
ef(0)=0
Portanto, f é continua em O.
F&) s iR . 1 1 1
b) lim, _, ;o — = =limy_, e = limy 400 —3 = Tt =3
b
. 1.7 _ 4. X X\ = 1 1] . 2-1-e¥
im0 [f(x) - Ex] = limy 00 <1+e% 2) - limy [y(1+ey) Zy] = limyo [2y(1+ey)
I [ 1-¢Y ] 1 [ey—l 1 ] 1 " e’ —1 " 1
= — | = —=lim X = ——X lim X lim =
y—>0 2y(1 + ey) 2y—0l y 1+4+eY 2 y-o0 y y—01+eY

———><1 —=
2 4

~ 1 1, (e -
Portanto, a reta de equagdo y = Sx—3 ¢ assintota ao grafico da restricdo de f a R*.

271. a)f(x)_ez+e 2
f(x)—4<=>ez+e 2—4(=>e2+—_—4<=> lez =y
ez
Sy+i=4gy-ay+i=0oy = A1
Y20

oei=2-V3Ver=2+V3 oo x=2In(2—V3)Vx=2In(2 +3)
Portanto, a distancia, em metros, entre os pontos é iguala 2 1n(2 + \/§) -2 1n(2 - \/§)
Tem-se:

2In(2++v3)-2In(2-+v3) =2[In(2 +v3) = In(2 - V3)] =
=2In (zig) = ZN_ = (2+3)’
= 2In(2+V3)" = 4In(2 + V3)

©y=2-V3vy=2+V3o
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xy\/ 1 %X 1 _x

0= (et =11

’ 12 1 _Z _x x x
f(X):O@—BZ——e =) ezz=e 2= —S"=x =
2 2 2 >
Sinal e zeros de [’ — 0 T
Variagdo e extremos N min. 7
de f abs.

]:
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af s _2
0 f(25) =50 = (e +e e ) =50

25 25
Esbogando, sobrepostos, os graficos das fungdes definidas por y = g(eY + e_7) e y=50,

obtém-se:

y

90 1T
801

70+

=¥y

Os pontos de interse¢dao tém abcissas _(¥os valores de a procurados) aproximadamente iguaisa 11,75 e
42,42,

af 50 _50
d)f(50)— f(0) =10 =2 (ew +e a)—a=10

50 50
Esbogando, sobrepostos, os graficos das fungdes definidas por y = g(eY + e_7) —x e

y = 10, obtém-se:

y

x
I I I I I I I I I I I I I I |

O ponto de intersecdo tem abmc_i:c,sa (o valor de a procurado) aproximadamente igual a 126,63.
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272. O problema pode ser traduzido pela condi¢3o e3x 11 =(x+25)In(x+25)Ax<0e b=f(x).
e p—

Esbogando, sobrepostos, os graficos das fungdes definidas por y = :T__ll
y = (x+2,5)In(x + 2,5) , obtém-se:
B [EXE]:Show coordinates

'|"l=lffﬂ"x}l—ll Jalle™(3x))-1)
Y2={x+2.8)Iln (x+2.8)

S — ol

INTEECT
X=-0.9564816628 Y=0.6666784072

O ponto de intersecdo, a abcissa do ponto B, arredondada as centésimas, é —0,97 e a abcissa do

ponto A, arredondada as centésimas, €, portanto, iguala —0,97 + 2,5, ou seja, 1,53.

O valor de b, arredondado as décimas é iguala f(—0,97) = f(1,53) = 0,7.
X—2,5 _1

A2

O problema poderia igualmente ter sido traduzido pela condicado

b=f(x).

=xIn(x)Ax>0e

273.Seja x > 0 aabcissado ponto A.Adrea, S, do retdngulo é dada por S(x) = 2xe™*"
e Determinemos o valor de x que corresponde ao retangulo de drea maxima:

S'(x) = (er‘xz)’ =(2x) e + Zx(e‘xz), =2e* —4x2e™*" = (2 — 4x2)e™™"

S’(x)=0<=>(2—4x2)e-x2=0<=>2—4x2=0<3x:\/2_7

x>0
0 V2 +o0
2
Sinal e zeros de S’ + 0 -
Variacao e extremos 7 max. | v
de S abs.

. L. 2
Portanto, a abcissa do ponto A éigual a \/7—

Como f é uma fungdo par, OB = CO , pelo que a abcissa de o ponto C é igual a —\/2—7.
e Determinemos as abcissas dos pontos de inflexdo do grafico de f :
@) = () = (=x?ye™ = —2xe™ = -5(x)

Portanto, f"'(x) = —S'(x), pelo que se tem, para x > 0, o seguinte quadro de sinais de f"'(x) :
0 NG +00
2
Sinal e zeros de [ — 0 +

Variacdo e extremos /\ P.L \_/
de f
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\/_E 2

Como f é uma fungdo par, pode concluir-se que os pontos do grafico cujas abcissas sdo — €5 sdao
pontos de inflexao.

. o . V2 2 ) ,
Portanto, os pontos de inflexdao do grafico sdo os pontos de abcissas —=— e ——, que sdo também os

2 2

vértices do retangulo que tem drea maxima.

274.3) e f'(x) = (xekx)’ = x’(ekx) + x(ekx)’ = ek + kxe®* = (1 + kx)e**

o f(x) =[(1+kx)e™]) =1+ kx)'(e™)+ (1 + kx)(ekx)’ = ke** + (1 + kx)ke** =

= 2k + k?x)e*™* = k(2 + kx)e**

o f"(x) = [k(2 + kx)e®] = [(2k + k*x)e**]' = (2k + k?x)'(e**) + (2k + kzx)(ekx)’ =
= k?e** + 2k + k*x)ke** = (3k + k?x)ke** = k?(3 + kx)e**

b) Conjetura: Vne N, £ (x) = k" (n+kx)e™

Verificacdo da validade da conjetura.

Seja P(n) acondicio £ (x)=k""(n+kx)e™ .

e P& fl(x)= k0(1+kx)ekx s fl(x)= (1+kx)ekx, que é uma proposic¢do verdadeira.
eSeja n um qualquer nimero natural.

Hipétese de indugdo: f™ (x) = k" (n+ kx)e™

Tese de inducgo: "V (x) = k" (n+1+kx)e™

Fr =] e (x)]' =[k"(n+ kx)ekx]' =k (n+ kx)eﬂ' =
=" x[ke’“ + ke (n+ kx)] = ! xkek"[kek"(H n+kx)] = k"™ (n+1+ kx)

A condigdo é vdlida para n =1 e é hereditaria, logo, é uma condig¢do universal.

P4g. 185

«Os seis mais»

275.

a|nl!’.‘: — b’.r.l.;l F— IOg:, (a|n|:'rl} — log“‘ {.I[)'_nl.;:} =
. L " In(b) o
& In(b) =In(a) x log,(b) &= —— = log, (b)
In(a)
Esta tltima afirmacédo corresponde a aplicacio
da formula de mudanca de base para passar da
base a paraa base e e é, portanto, verdadeira.

276. Tem-se g'(x)=— ; portanto, Vxe R™,g’(x) <0 , de onde se conclui que a fungdo g

K (x+1)

é decrescente. Como lim g(x) =0, pode-se concluir que Vxe R*,g(x) >0, ou seja,
xX—>+oo

Vxe R" ,l > ln(x—H) )
X x

270



277.2)  f'(x) = [In(x)]' =
@=L ==L

x2 x2
177 ! —1x(x?2 ' 2 2
o) =(-%) =_%=x_§=5
@) = (2) 2226 _ e 6
f (x) ( ) x6 - x6 x4
—1)!
b) Conjetura: £ (x)= (—1)"_1(’1—”1)'
X
|
Ter-se-3, de acordo com esta conjetura, f(s)(x) (- 1)4 4l 2—? .
’ / 3
ora =1 <[ | =2
X X X
—1)!
¢) Seja P(n) a condicio " (x)= (—1)"_1(’1—,11)'.
X
e P& f(x)= (—1)0 & f'(x) =—, que é uma proposi¢do verdadeira.
® Seja n um qualquer nl]mero natural.
1)
Hipétese de indugdo: £ (x) = (—l)”_l(n—nl)'
Tese de indugdo: "V (x)=(-1)" n+l

Fr =[] {( s D} —(—D"‘l(n—l)!(i,,j

n—l

= 1 e Xty Dy
.X

=(-1)"xnX

_ n n
2n n+l ( ) xn+1

A condigdo é valida para n =1 e é hereditaria, logo, € uma condi¢io universal.

1
x In(x)

1 1n<xx> 1
278, a) f(x) =XxXx=e — exXlI’l(x) =e x

b) f(x) = (e

1 —In(x)
x2

x x2

1

[1 — In(x)]

1

f’(x)=0(=)x—2[1—ln(x)]=0<=)§—§=0V1—1n(x)=0AxEDf<=>

ehx)=1leox=e

ln(x))’ (ln(x))' @ [In(x)] xx—In(x)xx’ &
X =|—) e x = e x
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= + +
X2
1 —In(x) + 0 -
Sinal e zeros de f' + 0 —
Variacdao e extremos 7 max. |

de f abs.

Afungdo f écrescente em ]0,e] e é decrescente em [e, +oof .

b,) e Assintotas verticais:
A func3o é continua em R*, pelo que somente a reta de equacdo x = 0 é candidata a assintota
vertical ao grafico.

In(x) _x©
lim, o+ f(x) =lim,_,p+e x =e 0=e""=0
Portanto, grafico ndo tem assintotas verticais.
® Assintotas ndo verticais:

. . In(x) lim In(x) 0
limy 0 f(x) =limy_,,0e x =€ " x =’ =1
Portanto, a reta de equagdo y = 1 é assintota ao gréfico de f em +oo.

279. Seja a a abcissa do ponto P .
e Equacdo dareta AB

Tem-se:

P(a,In(10 — a))

I I} 1 ’ 1 1
£'() = In(10 = 0 = =15, peloque f'(@) = — o= = 7
Portanto, a reta AB ¢é definida pela condigdo y —In(10 — a) = ﬁ (x — a), pelo que a equacgdo
reduzida da reta tangente é y = a_llox+ln(10—a)+ 10a—

e 0A
—_1 _ a
0= —5X +In(10 —a) + =S T

<=>x=—(a—10)1n(10—a)—a(1%—__?)

Sx=(10—a)ln(l0—a)+ae=x=a—(a—10)In(10 — a)
Portanto, 0A = a — (a — 10) In(10 — a) .
e OB

1
y=mx0+ln(10—a)+10a_a=ln(10—a)+

a
10—-a

x=—In(10—a) —

a
10—a

e Area do triangulo

In(10—a)+; O“_ —Jla-1n(10-a)(a-10)]
2

Uma expressdo da area do triangulo é, portanto,

272



[ln(lo—a) +ﬁ [a—(a—10)1In(10—a)]
2 7

Esbogando o grafico da fungdo definida, em [0,9], por y =
obtém-se:

X
| | | | | | | | |

O ponto em que a fungéo atinge o minimo tem abcissa aproximadamente igual a 5,87.

—RNWAUNAI0O

Pag. 187

280. a) Seja ¢ a abcissa do ponto P.
A equacio reduzida da reta tangente ao grafico de fno ponto P é y = ke x+ (1—ck)e®.

. . . . ck -1
Esta reta interseta o eixo das abcissas no ponto de abcissa .

Atendendo a que o ponto V estd sempre a direitade T, quer k seja positivo, quer k seja negativo,
tem-se:

— ck—1 1 . A .
TV =c— = ; , de onde se conclui que a distancia entre os pontos V e T é constante.

b) Seja g(x)= e k20 e seja ¢ aabcissa do ponto P.

A equacdo reduzida da reta tangente ao grafico de g noponto P é y = kekex + (1- ck)ekc .

. . . . ck -1
Esta reta interseta o eixo das abcissas no ponto de abcissa .

Tem-se, portanto:

_ck—1|_|l

TV =

c

1
,ouseja, a=|—|.
k

Entéo,a:2<:>k:lvk=—l.
2 2
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Tema 5 | Trigonometria e Fungoes Trigonométricas

1. Fdrmulas trigonométricas

Pag. 6

Sera que...? cos(a—fB)

s Vs s
a) cos (———) = cos— =
2 3 6

1
b)cos( )—cos( ) O——— —-=
2 2

N3ao, tal como decorre dos resultados anteriores em que se verificou que

cos (5 = cos(£) eos(5).

V3
2

T T T T T T 1 2 3
1.cos( )—cos(———)—cos—cos—+sen—sen—= X =+ X ==
12 4 6 4 6 4 6 2 2

Pag. 7

2.a)
sen (x —y)=sen [x + (—y)] =

=senx cos(—y)+ sen(—y) cosx =
=Ssenx cosy —seny cosx

b)

cos(2x)=cos (x +x) =

= COSX COSX —senx senx =

2 )
=COoS"X —sen x

3.a)sen?fB +cos?f =1 (z)i+coszﬁ =1 cosp = \/_
Entdo, tem-se sen(2B) = 2senfcosf =2 X l X (— E)

e cos(2f3) = cos? B — sen? B‘_‘E=£ -

274

; portanto cosf =
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1 1
cos(2a) = = cos’a —sen’a = - —cos? a + sen
b) 4 = 4 &

sen‘a 4+ cos’a=1 cos’a+sen‘a=1

2 2., _1 2., _3 3
cos“a +sen“a = —- 2sen‘a == = |2
@{ 4(:){ 4 = sena \/;

cos?a+sen*a=1 , . 2 2
T T o<a<;\cos“a+sen‘a=1

1

cos?a + sen’a

3
Portanto, sena = \/;.

71T T T 71T 71T
4, Tem-se —=7><(———) .
12 4 6 4 6
Vs Vs Vs T T Vs
Portanto, sen— + cos— = sen (— — —) + cos (— - —) =
12 12 4 6 4 6

T Vs T T Vs Vs T T
= Ssen—-Ccos—— sen—Ccos—+ cos—cos— + sen—sen— =

4 6 6 4 4 6 4 6
2 T 2 T 2 T 2 T 2 T
=£cos——£sen—+£cos—+£sen—=2><£cos—=2><
2 6 2 6 2 6 2 6 2 6
Pag. 8
5.a)

- BS o
Como cosx=——, vem BS=4cosx,

4
pelo que DC=3+4cosx .

Como senx = % ,vem CS=4senx .
Portanto, A(x) =w X 4dsenx=
_6 +42COSI o 4 sen x =

=(3+2cosx)x4senx=

=12senx+4x2senx cosx =

= 12senx +4sen(2x)

b)

TTY_ - T _
A (7) = 12561‘1§+4sen‘m—

=12x14+4x0=12

1 -etacAa AFr1ca e and T
nterpletagao gﬁ‘O[‘[lﬁ'l’llCd. quando x= Z N

o ponto C coincide com o ponto O e o
ponto D coincide com o ponto P, pelo
que o quadrilatero [ABCD] coincide com
o retangulo [ABQP] , cuja area é
Ix4=12.

Fotocopiavel © Texto | MVT 12

cos?a + sen? a

~ [
N | =

N
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1 V3 1 T n 1 bud T
6. a)zcosx—7senx =2 € C0S7COSX —Senzsenx = - ¢ cos (3 +x ) = cosS <

®§+x=g+2knvg+x=—g+2kmkEZ@x=2anx=—2?n+2kn,kEZ

1 V3 T n
b) senx ++3cosx = 2 & Zsenx +—-cosx = 1 coszsenx +senzcosx =1 &

sen(x+§)=1<=>x+§=§+2krr,kEZ@x=%+2kTr,kEZ

Pag. 9

7. cos(2x) —3semx = 2 & cos?x —sem?x —3semx = 2 &

& 1-2senx—3senx—2=0<

- -8 1

<=>25en2x+35enx+1=0(=>senx=‘T<=>senx=—1Vsenx=—5
~ - N 5

As solucdes desta condicdo em |—m, [ s3o —?”,—g e —%.

Pag. 10

8. @ sen(105°) = sen(45° + 60°) = sen 45° cos 60° + cos 45°sen 60° =
V2 VZ V3 _ V246

= XX =
® c0s(105°) = cos(45° + 60°) = cos 45° cos 60° — sen45°sen 60° = \/; X % — \/; X ? =
o tg(105°) = sen(105%) @ _V2+Ve . (V2+V6) 8+VIZ _ 8+2V3 _ 23
5 T Cos(105%) | VZe | Va6  (V2—vo)(2e) | z-6 -4
2
9. a) Tem-se:

4 V5 V5
osen2a+cosza=1<=>—+cosza=1<=>cosa=i—;portanto,cosa=—.

3

15 15
e sen’ f + cos? f = 1 & sen? ﬁ+——1<=>senﬁ ig,portanto senﬁ—g.
~ 2 —245V3
Entdo, tem-se: sen(a + ) = sena cosf + cosasenff = 3% (_Z) + \g X \/4_ 12\/—.
b) Tem-se
2 __1 25 _ 1 2 144 _E
o tg a+1—Cosza<=>144+1—cosza(=)cos a = 5, portanto, cosa = — .
144 25 5
sen2a+coszcx=1<=>sen2a+E=1<=)sena'=1—;portanto sena = .
9 4
o tg? ,8+1—wszﬁ E+1—Coszﬁ<=>cos ﬂ——,portanto cos,B——E.
16 9 3
sen? 8 + cos? ,8=1(=)sen2ﬁ+—=1<=>senﬁ=—;portanto senf = —=.

Entdo, tem-se: sen(a + ) = sena cosfS + cosa senf =2 x (—3) + (—E) X (—3) ="

13 5 13 5

276
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10. Tem-se:

1 1 1
etgla+1= ©9+1= & cosla ==
cos?a cos? a 10
2 24 = 24+ L= 2g=2
esen“a + cos“a =1 & sen a+10—1<=>sen a=_
~ 1 9 8 4
Entdo, tem-se: cos(2a) = cos’a —sen*a=———=——=—- .
10 10 10 5

11. a) sen 23°cos 37° + sen 37° cos 23° = sen(37° + 23°) = sen 60° =

|3

b) cos 20° cos 25° — sen 20° sen 25° = cos(45°) = \/7?

c)sen15°cos 15° = % X (2 X sen15°cos 15°) = %sen 30° =

Lol

12,
a)

sen (x—y)
Cosx Cosy

SENnX COSYy—seny cosx

COsSX COosYy

SCNX COSYy seny Ccosx

COSX COSYy COSXx Ccosy

senx seny
- =tgx—tgy
cosx  cosy

b)

senx | senvy
+

tgx+1tgy Ccosx cosy

tgx—tgy senx seny

COosXx COosy

senx Cosy + sen Yy COsX

COSX cosYy

SENX COSY— SENny cosx

COSX cosYy

seénx cosy + sen Yy cosx

SENX COSy —seny cosx

Fotocopiavel © Texto | MV/T 12 277



<)

sen(3x)=sen(2x +x) =

=sen(2x) cosx + senx cos(2x) =

= 2senx cosx cosx + senx (cos2x — sen2x) =

=2senx(1 —sen2x)+senx(1—2sen2x)=

=2senx—2sen3x +senx —2sendx =

= 3senx—4sen3x

d)
cos(4x) = cos [2x (2x)] =

= cos2(2x) —sen2(2x) =

= cos2(2x) — ['1 —cos? (Zx)] =
=2cos2(2x)- 1=

= 2(cos?x — sen? x)Z -1=

=2 [cos2x — (1 - cos2x)] 1=
2cos?x — 1)2— 1=

4costx—4coslx+1)—1=

2(
2(

Scostx—8cos2x+1

13.
a)
1-cos(2x) _1- (cos?x —sen2x)
sen (2x) 2senx cosx

_1-cos?x+sen?x_ _ 2sen?x _
2senx cosx 2senx cosx

_senx

CcOS X

=tgx

oo 1=cos(2x15°) 1-=cos(30°)
tg 15° = = =
sen(2x 15°) sen(30°)

=(1—V§)x2=2—V§

278
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14.

a)

cos 15°=cos(45°-30°) =
=c0s45°cos 30" +sen45” sen 30" =

_V2 V3 V2 1 _V6+V2
2 3 T2 %37 4

b)

1 +cos(2x) _ 1 +cos?x—senx _
2 2

_1—sen?x+costx _ 2cos?x
2 2

=cosZx

1-cos(2x) _1—(costx —senZx) _
2 2 -

_1-cos?x+sen?x _ 2sen’x

a 2 2

=senx

<)
1 —cos(2x7,5°)

Tem-se sen?7,5%= =

2
_1_\/E+ﬁ
_1—-cos15° _ 4 74*\/57\/2
- 2 a 2 B 8
pelo que sen7,5°= 4_\/5_\/5%0,131 .

1+cos(2x7,5°
Tem-se cos?7,5°= cos { ) =

2
1 Ye+V2
_1l+cosl5"_ 4 :4+\/g+\/z
2 2 8
pelo que cos7,5°= 4+\fg+\/z ~ 0,991 .

15.
(senov+senB) (cos o +cosPB) =

=(seno+ cosa)(coso + sena) =
2

=(seno.+ cosa) =

=sen2o + 2send cosd + cos2o =

=1+senQo)

Fotocopiavel © Texto | MVT 12
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3 4
16. a) cos |arcsen (— E) + arccos¢| = | Calc. aux:

X y
Tem-se, para x € ]—%,O[ eyE ]0,%[:

3\2 2. _ _4
(_E) + cos J:—l@cosx—s
2 LA =3
sen y+(5) —14:)seny—5
= COSXCOSy — Ssenxsen —éxi—(—i)xi—g+i—1
- y Y=3573% 5/ 75 25 25
T 4
b) sen g—arctgg = | Calc. aux:
N——
y
Tem-se, paray € ]0,%[:
2, - _1 16 _ 1 _3
1+tg y_coszy@1+9 _coszyﬁcosy_s
2 3\2 4
sen y+(g) =14:)seny=g
A A 1_3 V3 4 3 2V3 _ 3-43
=sen—cosy—cos—seny=—x—— — | X-=—=——=
6 6 2 5 2 5 10 5 10
3 ,
c) sen 2arctg(—z) = | Célc. aux:
N —————
x
Tem-se,paraxE]—%,O[:
2. _ S __1 =2
1+tg x—czoszx@1+16—coszx<:>cosx p
sen2x+(§) =1(=>senx=—§
3 4 24
=25enxcosx=2><(——)><—=——
5 5 25
Pag. 11

17.a) 2sen’x + sen(2x) = 0 & 2sen’x + 2senxcosx = 0 & 2senx (senx + cosx) = 0
< senx =0Vsenx+cosx=0<senx =0Vsenx = —cosx &
<=>x=krer=—%+krc,k€Z

2 2

1
b) cos? x =Esen(2x) & C0S“X = Senxcosx & cos“x —senxcosx =0 &

< cosx(cosx —senx) =0 cosx =0Vcosx —senx =0 &
s s
<=>cosx=OVcosx=senx<=>x=5+krth=Z+krr,kEZ

c) cos?(2x) = cos x + sen?(2x) < cos?(2x) — sen?(2x) = cosx < cos(4x) = cosx &
2km 2km

<=>4x=x+2k7rv4x=—x+2kn,k€Z<=}x=TVx—T,kEZ
d)senx + cosx =1 = (senx + cosx)? =1 < sen’x + 2senxcosx + cos’a =1 <
<=>sen(2x)=0(=)2x=kn,k€Z(=)x=kz—n,k€Z

Verificagdo das solugbes:
Para x =2km,k €Z: senx+cosx=0+1=1
Para x=§+2kn,kEZ: senx+cosx=14+0=1
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Para x =m+ 2kn,k €Z: senx +cosx =0+ (—1) = -1
Para x=37n+2kﬂ,kEZ: senx+cosx =—1+0=-1

Portanto, as solugGes da equagdo sdo dadas por x = 2kn V x = g + 2km, k € Z

e)35enx+\/§cosx=3<=>senx+\/3—§cosx=1(:)senx+tg(g)cosx=1(=)
sen(g)
COS(%)

UAWRE] T_x L
(:)sen(x+g)— . <=>x+6—3+2k7TVx+6—7T 3+2kﬂ,k€Z<=>
(:)x=%+2anx=§+2kn,kEZ

b b4 b
< senx + Xcosx =1 & cos (g) senx + sen (g) COSX = CosS (g) =4

se®)

f) 2senx —V12cosx = —2 & senx —V/3cosx = —1 & senx — (n) Xcosx =—-1&<
Ccos|—
T b3 b3 s 1
& cos (5) senx —sen(;) cosx = —cos(;) s sen(x —;) =—se

(:)x_gz—g+2anx—g=T[+%+2kﬂ,kEZ(:)

<=>x=%+2anx=3?”+2kn,kEZ

=4

|G

3 3
18.senx cosx = i—_ & 2senx cosx = ‘/2—_ < sen(2x) =
T 2 T T
<=)2x=;+2knv2x=?+2krr,k€ Z@x=g+k7TVx=§+kn,k€ Z
Para k=0 — x = %V X = g; ambos os valores pertencem a [0, 27] .
7 4
Para k=1 — x = ?HVx = ?”; ambos os valores pertencem a [0, 27] .
Para k=2 — x = g+ 2TV x = g + 21 ; nenhum dos valores pertence a [0, 27] .
5 2
Para k=-1 — x = —?”Vx = —?n; nenhum dos valores pertence a [0, 27] .
Para qualquer outro valor de k , nenhuma das correspondentes solu¢Bes pertence ao intervalo [0,27] .
n U 41'[}

Portanto, o conjunto-solucdo é {E’E’?’?

19.[2 + 2cos(2x)|tgx =1 [2+2(-1+ 2cos?x)]tgx = 1 &

senx

1 1
& 4cos?x =1 4senxcosx =1 2senxcosy =5 & sen(2x) =5

CosXx

<=)2x=%+2krtv2x=5?ﬂ+2krr,k€Z@x=1—n2+k7TVx=i—72T+krr,kEZ

T 5w T T
Para k=0 — x = va =1 ambos os valores pertencem a ]_E’E['
T 51 T T
Para k=1 — x = E+7TVx = E-{-TL’,‘ nenhum dos valores pertence a ]_E’E['
T 5w T T
Para k=-1 — x =E—7TVx =T, nenhum dos valores pertence a _E’E['

Para qualquer outro valor de k, nenhuma das correspondentes solu¢Ges pertence ao
. T T
intervalo ]——,—[.

272

. ~ - (m 57
Portanto, o conjunto-solugao e E'E .
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20.4D = —“E AB U

cos(2a) 1-2cos?a 1—2><(§)

224 . ,
= =4, unidades de area

21.a) Area=DA X AB=2 X 0A X AB =2 X cosa X sena = sen(2a)

b) Area = sen (2 X 1—”2) = sen (g) = %

22.
a)
sen(x + )
tg(x+y) = - =
cos(x +y)

SENX COSY + seny cos x

COSX COSY — senx sen 'y

Sse€nx Cosy s€ny Cosx
<+ J

COSX COSY  COSX COSY tgx +tgy

cosx cosy senxseny |-—tgxXxtgy

COsXx cosy COSXx cosy

b) Tem-se, de acordo com a alinea anterior:

1

=0

V2+tgh-1+v2tgh
1-/2tgh

__ tga+tghb _ \V2+tgh V2+tgh _
tgla +b) = 1-tgatgh T 1-2tgh 1-V2tgh
tgb(1+vV2)+v2-1 _ 1 = -
C = m - 0eeth(1+V2)+V2-1=0A1-V2tgh#0 =
o tgh =1;—gl\tgb qt%(:)tgb =24/2-3
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2. Limites e derivadas de fung¢des trigonomeétricas

Pag. 13
0
0
23. a) limx_)o 3x—sem(2x) =~ limx_)o [3 _ sem(Zx)] —3_ limx_)o sem(2x) _
sen(2x)
=3—-2 lim =3-2=1
2x—0  2x
0
0
b) lim,,_,o “E X 2 i, [“ﬂ—“ﬂ] = 3limy_o 2 — 2lim,_, =2 =3-2=1
0
senx é senx (1+V1—x) senx (1+V1-x)

c) hmx—>01 T My (1_m)(1+mf“mx—>° 1-(1-x)

|=

1—x

x—>0 [

1—-x)=1x2=2

= hmx_,o

senx sen(y+m)

—seny
d) lim,_,
) XD o

seny __
= lim,_,q — = = lim,_,o——

lim,_,,
s

>|l{ 3ol

<

24. a)
lim f(x)=lim A-dcosx _

x— 0 x—0 x(x+senx)

— lim 4(1-cosx)(1+cosx) _

x—0 x (x +senx) (1 + cos x)

=lim 4 x lim
x—0 1 +cosx  x—0 x(x+sen \)

—— 4 xlim
]. +COSO x—+( '\(‘\ + sen ‘\)

. senx
=2xIlim x lim
a— 0 X r—0 X 4+ sen '\

1 —costx _

sen?x

senx

SENnXx

=2x1xlim —* =
x—0"| | senx

lim f(x)=sen0+cos0=0+1=1

x—0"

Como lim f(x)=lm f(x)=£(0), [ ¢é
x— 0

x—0

continua no ponto 0.
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b) e Para x < 0:

f(x)=O®w=O(=)4—4cosx=0/\x(x+senx)¢O/\—37T<x<0<=)
x(x+senx)

Scosx=1N-3n<x<0&Sx=-2m

e Para x > 0:

fx)=0=senx+cosx=0N0<x<2mr <= senx =—cosx N0 <x <21 &

ex=2vx=T

~ ~ 3 71T
Portanto, os zeros da funcao sao —2m, - €.

Pag. 16

25.a) (4senx — cos(3x))’ = (4senx)’ — [cos(3x)]" = 4 cosx + 3sen(3x)
b) (xsenx + cosx)’ = (xsenx)' + (cosx)’ = senx + x cosx —senx = x COS X

cosx(1+cosx)—(senx)(—senx) _

)( senx )' _ (senx)’(1+cosx)—(senx)(1+cosx)’

1+cosx (1+cosx)? (1+cosx)?
__cosx(1+cosx)—(senx)(—senx) _ cos x+cos? x+sen? x __ cosx+1 1
(1+cosx)? (1+cos x)? (1+cosx)? 1+cosx

d) (sen?x)’ = 2senx (senx)’ = 2senx cosx = sen(2x)
e) (sen3 x cosx)’ = (sen3x)’ cosx + (sen>x)(cosx)' =
= 3sen? x (senx)’ cosx + (sen3 x)(—senx) = 3sen? x cos? x — sen* x

1

f)( 1 _L)'z( 1 )'_(L)'=_(senx)'+(tgx)'=_cosx+m=

senx tgx senx tgx sen2x tg2x sen2x = tglx
1
_ cosx cos?x _ COs X 1 _ 1l-cosx
sen?yx  senx sen?2x  sen2x sen2 x
cos2 x
! ! !
) (1+sen x+cos x) __ (1+senx+cosx)’ cosx—(1+senx+cosx)(cosx)
cosx cos2x

__ (cosx—senx)cosx+(1+senx+cosx)senx _ cos®x—senx cosx+senx+sen®x+cosxsenx _ 1+senx

cosZx cos2x cos2x

h) (—COS(ZW) +x sen(an)) = (—COS(ZW)) + [xsen(2mx)]’ =

2T 2T

== [cos(2mx)]" + x' sen(2mx) + x(sen(2mx))’ =

21

= % [-2m sen(2mx)] + sen(2mx) + x[2m cos(2mx)] =

= —sen(2mx) + sen(2mx) + x[2m cos(2mx)] = 2mwx cos(2mx)
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26. a) Tem-se:
f(x) = area do quadrilatero [OPQR] = &rea do trapézio [SPQR] — area do tridngulo [OSP] =
RQ+SP, < OSSP
2 2
_ 1+cosx % (1 + sen x) __senx xcosx _ (1+cosx)(1+senx)—senx cos x _
2 2 2
_ 1+senx+cosx+Ccosxsenx—senx cosx _ 1+senx+cosx
- 2 - 2
14senx+cosx)’ 1 , 1 , , 1
b) (T) = 5(1 +senx + cosx) = 2 [(senx)" + (cosx)'] = E(cosx —senx)

Vs
f’(x)=0:}cosx—senx=0<=>cosx=senx/\0Sx<5<=>x=

L]

0 s
4 2
Sinal e zeros de f' + 0 —
Variagdo e extremos 7 max. N
de f abs.

. . .. T

A area é maxima para x = Z .
1+sen0+cosO0 1+0+1

€) f(0) = IR0 —

Quando x = 0, o ponto P coincide com o ponto B e, portanto, o quadrilatero [OPQR] coincide

=1

com o quadrado [OBQR], pelo que a sua drea éiguala OB?> = 1.

li — ki 1+senx+cosx _ 1+Sen§+cosg 14140 1
1mx_>§f(x) = lim,_x . = . =—=

A . . ;. 77.' .
A medida que x toma valores cada vez mais proximos de 5, 0 ponto P aproxima-se do ponto A e,

portanto, o quadrildtero [OPQR] tem uma forma cada vez mais semelhante a do tridngulo [AQR],

pelo que a sua area tem um valor cada vez mais proximo da drea deste triangulo, que é igual a
RQXRS _ 1x2 _ 1
2 2

Pag. 18

27. f'(x) = (x? — cos(2x))’ = (x2)' — [cos(2x)]" = 2x + 2sen(2x)

f"(x) = (2x + 2sen(2x)) = (2x)" + [2sen(2x)]" = 2 + 4 cos(2x)

f'"(x)=0=2+4cos(2x) =0A0<x <7 & cos(2x) = —%/\0 <x<nmte
<=>2x=2?”+2an2x=4?”+2kn/\0SxSn(z)x=§+anx=2?”+kn/\OSx£n

Para k=0—>x = gv x = 2?”; ambos os valores pertencem a [0, 7] .

Para k=1—>x = g+ TVx= 2?7[ + 7 ; nenhum dos valores pertence a [0, 7] .

Para k=—-1—>x= g— TVX= 2?” — 1 ; nenhum dos valores pertence a [0, 7] .

Para qualquer outro valor de k , nenhuma das correspondentes solu¢des pertence ao intervalo [0, 7] .

. ~ - (m 2m
Portanto, o conjunto-solut;ao e {g,?} .
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2+ 4 cos(2x) +

Sinal e zeros de +

f”

ololwl sy
oow“}f

Concavidades e '\_/

pontos de
inflexdo do
graficode [

PN P.I. \_/

A concavidade do grifico estd voltada

: : T n
para cima nos intervalos (0,3 e [Z5, 7| e
2 o
. : - T 2n
estd voltada para baixo no intervalo [? T] .
]

Existem dois pontos de inflex

. T . Z
abcnssa — € outro com Z‘IIJCISS'd

3

Pag. 19

28. Tem-se:

a0: um com

<K
3

o f'(x) = (1 +sen(2x) cosx)’ = (sen(2x))' cosx + sen(2x) (cosx)’ =
= 2 cos(2x) cos x — sen(2x) sen x

® f'(0) =2cos0cos0 —se
e f(0)=1+sen0cos0 =
Entdo a equacdo reduzida da

n0sen0 =2
1
retaé y=2x+1.

Pag. 20
9
HOF ), snG) G) G)
sen sen sen sen sen
: 3/ 213 3 3/| — 3 :
29. a) llmx_)OT— lim,_,, [ X = lim,_,, — | % lim,_,, =
X X
o [ [e@] s
3 mx_,, x 3 mx_,, X T 373 9
3 3 3 3
o
. x s . x V1+cosx . x+y1+cosx . xvJ1+cosx
b) lim,_, g+ ——2% =1lim,_,j+ ————==1im,_,j+ ——= = lim,,_,j+ ——— =
V1-cosx V1-cosxvitcosx V1-cos?x Vsen? x
xvJ1+cosx

. . xV1+cosx . x
—llmx_)0+m—llmx_)0+w—hmx_)0+(a>< 1+COSX)—1X\/§—\/§

c)lim,_,; [(1 —x) tgnz—x] :=; lim,,_,o [—y tg ”(y;l)] = —lim,_, [y tg (nz—y + g)]

= — 1imy_)0

2
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senx

)11m seny(1+cosy)
XDT 1tcosx

3ol

. sen(y+m) .
hmy_>0— Treosord) = llmy_>0—
s

—seny

— — lim =
+cos(y+m) 1-cosy Y—0" (1—cosy)(1+cosy)

S{l3ero

<

seny(1+cosy) seny(1+cosy) lim 1+cosy 2 +oo
Sl — Y- = — =

seny 0~

= - limy_)o — llmy_,o

1-cos?y sen2y

0

tgx— senx,-»-, 1 1 1 1-cosx\] _
e)llmx_)ox— hmx_)o —senx m—l —hmx_)o ssenx|(——=)| =

= lim L senx x (l_cosx)(1+cosx)] lim [ senx X
- x>0 |3 cos x(1+cosx) x—0

1-cos?x ]_
cosx(1+cosx)

sen? x

[ 1
= lim —senx X —] = lim [
x>0 |3 cos x(14cos x) x—0

sen3 x 1 ] _
x3 cosx(1+cosx)

RN [C R S P
x—>0_ x cos x(1+cosx) 1x2 2

li 1—2(cosycosg—senysen§)
= lim =
y—0 seny

1-2 cos(y+§)
seny

1-2cosx

sen(x—z)
e 3

1—2(% cos y—gsen y)

seny

{I3e1e

f) 11m limy_,o

s
=X——
y 3

. 1-cosy++/3sen 1—cos
= lim,_,g 1-cosytviseny _ imy_,o (—y + \/§) =

= lim
y—0 seny seny

(1—cosy)(1+cosy)
seny(1+cosy)

2
=3+ 1imy_)05en—y =3+ lim,_, 1seny \/§+g= V3

=+v3+lim
V3+ y—0 seny(1+cosy) cosy

g)lim, _,+ (cosx.tgg) =-1Xxtg (§)+ =—1X(—) =+

h)llm 3 =—=0

X—5 tgx o

T T
ZXE—SED(ZXE) 77:—sen(77:)

S T

b) A funcdo é continua em ]0,7[, pelo que somente as retas de equacdes x = 0 e x = m poderdo ser

assintotas verticais ao graficode f .
0

) (2 ) 0 2x sen(2x) sen(2x)
. T x—sen(2x) pm ;. 2% 2x 1 T ox
o lim, o+ f(x) = lim, o+ ————=1lim, o+ enz— = limy_o+ Tsenx =
2x 2 X
1—1i sen(2x)
_ 2 lmzx—>0+ 2X — 2 0 — . ~ _ ~ e , .
=2 X - seie— = 2 X — = 0 ; portanto, a reta de equacdo x = 0 ndo é assintota vertical ao
lim, .+ 1

graficode f .

. . 2x—sen(2x 2m—sen(21 2T ~ ,
olim, .- f(x) =lim,_, - (22) _ 2m) _ — = +00; portanto, a reta de equagdo x =1 €

senx sen(m™) 0
assintota vertical ao grafico de f .
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sen( )+sen(2") BB

T 22 _
3L.a)f(3) = e 2v3
senx+sen(2x) T
b)f(x) =0 T eosx =0 < senx +sen(2x) =0Acosx #0Ax € [0, ]\{ﬂ@

< senx = —sen(2x) Ax € [0, n]\{g} & senx = sen(—2x) Ax € [0, 7]\ {g} =
Sx=-2x+2knvx=m+2x+2km,k € ZNxE [0,71]\{%}(:)

o 3x=2knV—x=nm+2kn,k€ZAxE [0,71]\{%} =

Sx =2kT7TVx =-n+2knm,k€ZAxE [O,n]\{%} =

Para k=0—>x=0Vx = —m;somente 0 pertencea [0, n]\{%} .

2
Para k=1—ox = ?an = 17 ; ambos os valores pertencem a [0, n]\{g} .

Para k=2 — x = %’TVx = 3m ; nenhum dos valores pertence a [0, ﬂ]\{%} :

2

Para k=-1—>ox= —FHVx = —37 ; nenhum dos valores pertence a [0, n]\{g} .

Para qualquer outro valor de k, nenhuma das correspondentes solugdes pertence ao intervalo
Vs

0,7\ {3}.

~ 2T
Portanto, os zeros sao 0, ? e .

c) Tem-se:

1
elttg?a=——

1 1
1+4= 2a =<
+ cos?a 5

Como tg(a) é positivoe a € [0, n]\{%} , pode concluir-se que cos(a) e sen(a) sdo positivos.

1
Portanto, cosa = \/;
2

1 4
osen2a+cosza=1<=>sen2a+§=1<=>sen a=c

4
Portanto, sena = \/;

Entao, tem-se:

f(a) = Senatsen@a) _ f”xff <\/_+2><\/_ f>_2+2x2x£—1°+‘”_

cosa

d) A fungdo é continua em [0, 7]\ {g} , pelo que somente a reta de equagdo x = g podera ser

assintota vertical ao grafico de f
sena+sen(2a) 1+0

limx_)(g)— f(x) = limx_)(g)— —— =— =4

cosa (\s

lim n +f(x) — lim - sena+sen(2a) _ i_o _ _
x—>(z) x—>(E) cosa 0

Portanto a reta de equagdo x = m é assintota vertical ao grafico de f .
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32.a)

2m 1
f(z_n)=2cos(?)=2x§=3
3 A _roor
3 3
b)f(x)=O(z)znc_ozsjz0<=>2cosx=OAx¢§(=)x=g+krr,kEZ/\x;#%(:)

<=>x=§+kn,k € Z\{0}
Procuremos as solucBes que pertencem a [, 37]:

Para k=—-1—>x= —g; este valor n3o pertence a [m, 3] .
3

Parak=1—>ox= ?n; este valor pertence a [m, 3] .
5

Para k=2 > x = 7”; este valor pertence a [m, 3] .

7 ~
Para k=3 > x = —  este valor n3o pertence a [m,37] .

Para qualquer outro valor de k , nenhuma das correspondentes solu¢Bes pertence ao intervalo [, 37].

~ 3 51
Portanto, OS zeros sao 7 e 7 .

o

0 T

. 2C0SX . 2cos(y+;) . 2seny seny
c)lim__ = = lim ——2 =lim = lim —— =1;portanto, k =1.
) X m-2x . y—0 oy y—0 oy y—=0 P ’
y=x—

3.9 f (D) =1+2cos(Z) =1+2xZL =142

b) Tem-se, para x € [1,6] :

fx)=0= 1+ 2cos(mx) =0A x € [1,6] & cos(nx) = —%A x €[1,6]
= X =2?"+2annx = —2?”+2k7'r,k EZA x€E[16] =
Sx=+2kvx=-2+2kk€LA x€[L6]

Para k=0—>x = %Vx = —%; nenhum dos valores pertence a [1,6] .

Para k=—-1—>x= —%Vx = —g; nenhum dos valores pertence a [1,6] .
Para k=1—>ox = §Vx = %; ambos os valores pertencema [1,6] .

Para k=2 — x = 13—4V x = ?; ambos os valores pertencem a [1,6] .

Para k=3 > x = ?Vx = %; somente% pertencea [1,6].

Para qualquer outro valor de k , nenhuma das correspondentes solu¢Bes pertence ao intervalo [1,6] .
8 10 14 _ 16

!
Portanto, os zerossdo -, =, —, — e —.
373’ 3’ 3 3
°
sem(x—1) 2 semy semy 1
. . - ~” . .
c) lim - f(x) =lim -———= = =lim -—— =lim —(—x—)=
) limye5- £(x) X210 2 3542 o . Y0 yy-1) y—0 y y-1
y=x-

=1x(-1)=-1
lim, .+ f(x) =lim,_,;+[1 +2cos(nmx)] =1+ 2cosm=1—-2= -1
Portanto, f é continua no ponto 1.
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34. f’(T[) _ limh_)o f(77:+h’)1—f(77:) _ 1imh_)0 3(7T+h)+senr(12n+2h)—377: _ limh_)o 3h+S(:ln(2h) _
T sen(2h) \ _ . sen(2h) _

—hmh_)o(3+ o )—3+2><11m2h_)0 o =34+2%Xx1=5

Pag. 21

35.a)[2senx + cos(3x)]’ = (2senx)’ + [cos(3x)]" = 2 cosx — 3 sen(3x)

b) [sen? x + cos(2x)]" = (sen?x)’ + [cos(2x)]' = 2senx cosx — 2 sen(2x) =
= sen(2x) — 2sen(2x) = —sen(2x)

—senx(1+senx)—CcoSxcosx __

)( cosx )' __ (cosx)'(1+senx)—(1+senx)’ cosx

1+senx (1+senx)? (1+senx)?
__ —senx-sen’x-cos’x _ —senx—1 _ 1
(1+senx)? (1+senx)? 1+senx

d) [sen(2x) cos(3x)]’ = (sen(2x))’ cos(3x) + sen(2x) (cos(3x))’ =
= 2 cos(2x) cos(3x) — 3 sen(2x) sen(3x)

e) [senx cos® x]' = (senx)’ cos3 x + senx (cos3 x)' =

= cosx cos3 x + senx X 3 cos? x (—senx) = cos* x — 3 sen? x cos? x

f) [xsenx + cosx]’ = (xsenx)’ + (cosx)’ = x"senx + x(senx)’ —senx =
=senx + X COSX — Senx = X COSX

1 ! 1 ! 1
g) (gtg3 x—tgx+ x) = (gtg3 x) —(tgx) +1=tg?x (tgx)' — —-+t1=
— g2 (Yo te2e Ll 52 o2 ( _ ) — o2 2.0 _ toh
=tgtx cos? x (coszx 1) tg" x cos?x tghx =1tg"x cos?x 1 g7 x X tghx =tg"x
senx \' _ (senx)’(2cos?x)—(2cos? x)’senx __cosx(2cos?x)-4cosx(—senx)senx _
) (2 cos? x) - 4cos*x - 4cos*x -

__ 2cos®x+4cosxsen?x _ cos?x+2sen?x _ l+sen®x

4cos*x 2cos3x 2cos3x

36. Tem-se f'(x) = Esenz(3x)] = g X 2sen(3x) X [sen(3x)]" =
= g X 2 sen(3x) X 3 cos(3x) = 4sen(3x) cos(3x) = 2sen(6x)
Portanto, f' (%) = 2sen (6 X %) = 2sen (%) = 1, pelo que, como o declive da reta referida é igual

. . ~ , T
a 1,asuainclinacdo é e

37.a) £(1) +14f(§) =1+ sen(n) + 14 [§+sen(%”)] =1+0+12+14x% (—%) =6
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b) O dominio de f é inferiormente limitado, pelo que o gréfico de f s6 poderd admitir assintota ndo
verticalem +oo.

T

lim,_,, o %x) = lim,_,, er%n(x) = limy_, 4 o0 <1 + %) —

x
T

sen(—)
X =

X

s
1 sen{—> 1 . 1 . 1
|Tem-se: —=< (") <-elimy_, e (— —) =lim,_,,,,=-=0
X X X X P

=1+1limy, , e
=1+0=1
lim, L o[f(x) — 1 X x] = limy_, 4o [x + sen (g) - x] = lim,_,,, Sen (g) =sen0 =0

Portanto, a reta de equagdo y = x é assintota obliqua ao grafico de f .

c) Tem-se:

of'(x)= [x+sen(§)], = 1+(§)’cos(§) = 1—%cos(§)
‘f’(2)=1—%cos(§)=1_0=1
'f(2)=2+sen(g)=2+1=3

Entdo, umaequacdodaretaé y —3 = 1(x — 2)
Ora, y—3=1(x—-2) & y=x+1, peloque aequagdo reduzidadaretaé y=x+1.

38. a) Tem-se:

e f'(x)=(x*+4senx) =2x +4cosx

e f'(0) =0+4cos(0) =4

e f(0)=0+4sen(0) =0

Entdo, a equagdo reduzida daretaé y = 4x.

b) f""(x) = (2x+4cosx) =2 —4senx

1
f”(x)=0<=>2—4senx=O/\—nSxSn(z)senx=E/\—nSxSn<=>

T 51
Sx==-VX=—
6 6

X [

ol X
oc\|§'

Sinal e zeros de + +
f"'(x)
Sentido de \_/ PL N P.L \_/

concavidades e

pontos de inflexdo

do gréficode f

A concavidade do grafico estd voltada para

: : 5
cima nos intervalos [-m, & e |2, T[] e
6 6
, . : 5
esta voltada para baixo no intervalo %, ?n .

Existem dois pontos de inflexdo: um com

. 1 . Sn
abcissa € e outro com abcissa 2= .
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39. a) A fungdo é continua em ]0,7[, pelo que somente as retas de equacdes x = 0 e x = m poderdo

ser assintotas verticais ao grafico de f .

. . 1+senx 1+0 ~ 7 ,
o lim, ,,+ f(x) =1lim,_,,+ ~enx " o0F = 400 ; portanto, a reta de equacdao x = 0 é assintota
vertical ao gréficode f .
1+senx _ 1+0

= — = 400 ; portanto, a reta de equagdo x = m é assintota
senx ot

o limy ;- f(x) = limy -

vertical ao gréficode f .

, __ (1+senx ! _ (14senx)’ senx—(senx)’'(1+senx) __cosxsenx—cosx(1+senx)
b) f'(x) = ( = = =

senx sen2 x sen2x
_ cosxsenx—cosx—cosxsenx _ CosXx
- sen2x T sen?x
, cosx T
f (x)=0@—Sen2x=0/\0<x<7t<=)cosx=O/\senxth/\0<x<n(=>x=E
X 0 T T
2
Sinal e zeros de - 0 +
f'(x)
Variacdo e extremos | n.d. N | min. 7 n.d.
de [ abs.

A fungao € decrescente no intervalo ]O,E]

g[

. ~ .- T
A fung¢ao tem um minimo para x =3

e é crescente no intervalo

<)

Tem-se:

- a funcao € continua no intervalo

Ao

(%)= 342V3 5 45

T
=y
2

T
43
2,41 ;

Y

(]

2
3

(8]

- 2,15<2,3<241
Portanto, pelo teorema de Bolzano-Cauchy,

cfle)=2,3.

T T

tem-se que dc € |-, =
43
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d) Na figura ao lado estd ilustrada a situagdo descrita.
® Seja d aabcissade D ; tem-se:

f(d)=3<=>1::relr;d=3<=>1+send=35end<:>
osend=-od="yvqg=2"
2 6 6

. 5
Dado que d > g, conclui-se que d = ?n.
— 5
Portanto, AD = XTI
6 3 2

® Tem-se:

3 XT _2(V3+6)m _ (V3+6)m

V3

T\ _ 1+Sen(§) _ I+ 24343 —= _ 243+3
fl=)= = = pelo que AB =

3 sen(z) NE] ! 3

3 2
BE+AB 34 2v3+3 2v3+12

~ z _ T T

Entdo, vem: Area = S X AD = 23 X-= ”

Pag. 22

40.
Tem-se f'(x)=—senx .

Por outro lado, tem-se que
a+b=n<=b=mn-a.

Portanto,

- o declive da reta 7 é f'(a)=—sena;

« o declive da reta s ¢
f(b)==senb=—sen(m—a)=—sena

Logo, as retas 7 e s tém o mesmo declive,
pelo que sdo paralelas.

41. a)
Area da regido azul =
= Area do triangulo [ABP] +
+ Area do triangulo [BCP] =

_ABXEP  BCxFP _
2 2
:1><senx+1><(1—cosx):
2 2
:S€;A+l Eos.\:
_l+senx—cosx
2
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b) Tem-se:
2 -1 44 _ 1 2 =25
el+tg 'B_coszﬁ(ﬁl-l_zs_coszﬁ(ﬁcoS '8_169

Como B € ]O, g] , pode concluir-se que cos(a) e sen(a) sdo positivos.

5

Portanto, cosf = o

25 144

esen?f + cos?f = 1(:)sen2ﬁ+m= 1(=)sen2,8=E
12

Portanto, senf§ = o

Entdo, tem-se:
1+senf B 1+2-2 50 10
_ senff—cosff _ 1T 373
a(B) = =

= — = —unidades de area
2 2 26 13

s s

c) a (E) _ 1+sen(z)—cos(z)
4 2

Interpretacdo geométrica do valor obtido:

1. .
=3 unidades de area

T
Quando x==,0 ponto P pertence ao

4

segmento de reta [AC], pelo que a regiao
colorida a azul ¢ o triangulo [ABC] cuja
drea & 5.
d)

Perimetro da regido azul =
=AB+BC+AP+PC=
=1+1+1+PC=3+PC

Tem-se PC =PE +EC , donde vem:
P_Clz (1 —cosx)2+ (1- senx)2 =
<=>P7CZ= 1-2cosx+

+costx +1—2senx +sen?x <

= P_CZ= 3—2cosx—2senx &

= P_CZ: 3-2(senx+cosx) <&

= P_Cz\/?:— 2(senx + cosx)

Portanto, o perimetro da regido colorida a

azul éigual a 3 +v/3 - 2(senx + cosx) .

Vs Vs Vs
apg)_3+J3—2@a(ﬁ+mm(ﬁ)_3+ 3-2(1+0)=3+1=4
Interpretacdo geométrica do valor obtido:

Quando x=§ ,0 ponto P coincide com o
ponto D , pelo que a regiao colorida a azul

¢ o quadrado [ABCD] cujo perimetro ¢ 4.
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_ [3—2(senx+cosx)]’ _ —2(cosx—senx)
2\/3—2(senx+cosx) 2J3—2(senx+cosx)

f)p'(x) = (3 + \/3 — 2(senx + cosx))’

Senx—cosx
+3-2(senx+cosx)

Senx—Ccosx

p(x)=0s =0Axe]0,§]<=)

\/3-2(senx+cos x)

& senx — cosx = 0/\\/3—2(senx+cosx) ¢0/\x€]0,§] <=>x=%

X 0 T —
4 2
Sinal e zeros de - 0 +
p'(x)
Variacao e extremos | n.d. N min. 7
de p abs.

, . e 1
0] perimetro € minimo para x = Z .

295



3. Osciladores harmanicos e a segunda lei de Newton

Pag. 25

42. a) O periodo positivo minimo é igual a ZTn , Ou seja, 12.
6

b) O contradominio é o intervalo [1 — 2,1+ 2], ouseja, [—1,3].

Jf@=0e1-2c0s(Z+I) =0 cos(Z+l)=1e
B I v E I Iy dkmkeZ o
6 3 3 6 3 3

@%=2knv%x=—2?"+2kn,kez<:>x=12ka=—4+12k,kez

X s X s
d)f(x)=3(:>1—2cos(?+§):3@COS(?+§):_1@
‘:’%4’%:”"'2]‘”"‘6Z@%=%ﬂ+2kﬂ,kEZ@x=4+12k,kEZ

i i

e)f(x)=—1<:)1—2cos(%x+5)=—1@cos(%x+5)=1(:)

@%+§=an,kez@’%":—§+2kn,kez<:>x=—2+12k,kez

f)

43. O contradominio é [—5,3],peloque d =—1 e |a| = 4.
O periodo fundamental é igual a 8 — (—4), ou seja, 12 ; portanto, IZBTHI =12, pelo que |b| = %.
Consideremos, por exemplo, a =4 e b = %.
Dado que f(0) = —3, tem-se 4cos(g X0+ c) —1=-3&cosc= —%.
. 2T
Consideremos, por exemplo, ¢ = 5

Portanto, tem-se, por exemplo, f(x) = 4 cos (%x + 2{) - 1.
Pag. 26

44.a)d(0)=7+2cos”(OT+4)=7+2cosz?n=7—1=6metros
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b) O contradominiode d é [7 — 2,7 + 2], ou seja, [5,9]; portanto, a distancia é 9 metros.

cd(t) =57+ 2cos”(t+4) 5 o cos B — 1 o TR =n+2kmkel e
(:)t+4—6+12k,k€Z<:>t—2+12k,kEZ

Para k =0 — t = 2 ; este valor pertence a [0,24].

Para k =1 — t = 14 ; este valor pertence a [0,24].

Para k =2 — t = 26 ; este valor ndo pertence a [0,24].

Para k = —1 — t = —10 ; este valor n3o pertence a [0,24].

Para qualquer outro valor de k , nenhuma das correspondentes solu¢des pertence ao intervalo [0, 24].
Portanto, nas primeiras 24 horas, a maré baixa ocorreu as 2 horas e as 14 horas.

Pag. 27

45.2) " 2 Tt kmk €L @ x+1%#3+6k k€L x#2+6kkeZ

Portanto, Dy = {x ER:x #2+ 6k, k €Z}.

b)D's =R

, ey . ;. s .
c) O periodo positivo minimo é igual a =, ou seja, 6.
6

d)f(O)=3+\/§tg§=3+\/§x‘/§=3+1=4

n(x+1)

e)f(x) =0 e 3++/3tgm O@tg”(x“) \/§<:>”(me=—§+1<71,}(€2@
(:)x+1——2+6k,k€Z@x——3+6k,kEZ

m(x+1)

f) lim,_,- f(x) = lim,_,,- [3 ++/3tg ] =3+ ﬁtgg_ =34+V3 X (+0) =+

+
g) lim,_,_,+ f(x) = lim,_,_,+ [3 +3tg ”("6“)] =3++3 tg(— g) =3+V3x (—®) = —w

[/

h)
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Pag. 28

46. a) x(0) = 2cos0 = 2 ; portanto, a abcissade P era 2.

b) O contradominio de x é [—2,2]; portanto, a menor abcissa é —2 e a maior é 2.

c) x(3) = 2cos (32—7[) =2X0=0;aofimde 3 segundos, a abcissade P era0.

ZCOS(%t)=0<=>cos(%t)=0<=>%t=§+kn,kez<=>t=1+2k,kez

Para k=1—t=3;para k=2 —t=>5;aofimde 5 segundos, a abcissa de P era novamente 0 ;
tal ocorreu, portanto, passados 2 segundos do instante t = 3.

it it 1 2T it 2T
d) Tem-se 2cos(7)——1<=)cos(?)——5@7—?+2knvy——?+2kn,kez<=>
St= +4kVt=—Z+4kk€EL
Ora, 0<2+4k<60AkELe —Z<k<15-AkELSkE(0,1,2,..,14}

e 0<—+4k<60AkELS<k<15+: k€L ke(L2,..,15)

Portanto, tal ocorre 30 vezes ao longo do primeiro minuto.
Pag. 30

47. a) O contradominio é [—4,4], peloque A =4.
O periodo fundamental é igual a 6 ; portanto, 27” =6, peloque w = g
b 41
Dado que f(4) =4, tem-se 4cos(§x4+¢>) =4 cos(?+¢) =le
o +p=2kmkele¢=—"+2knkeL
Para k=0—>o ¢ = —4?”; este valor n3o pertence a [0,27] .
Parak=1—>¢ = Z?H; este valor pertence a [0,27] .
Portanto, tem-se, f(t) = 4cos (gt + %n) .

. L. ~ g T . ;. 2 . .
b) A amplitude é igual a 4, a pulsagdo é igual a 30 periodo é igual a =, ou seja, 6, e a fase &
3

. 2T
igual a <
Pag. 31

48. a) Tem-se x(t) = sen(mt) = cos (nt + 3?71) , pelo que se trata de um oscilador harmanico.

. ;. g , ;. 21 . A g
b) A amplitude é igual a 1, a pulsagdo é iguala m, o periodo é igual a — , ouseja, 2, afrequéncia é

. 1 ;. 3m
igual a 3 e afase éigual a >
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Pag. 32

49, a) Tem-se x(t)—SSen( )+\/§cos( ) \/_[\/§sen( )+cos(m)]=

=23 [?3 sen (”Tt) + %cos (”Tt)] =23 [sen (73[) sen( ) + cos( )cos (nrt)] =
= 2+/3 cos Gt - g) = 2v/3 cos Gt - g + 27‘[) = 2v/3 cos Gt + ?n) , pelo que se trata de um oscilador

harmonico.

. A 1 .
b) A amplitude é igual a 2v/3, o periodo é igual a Tn ou seja, 8, afrequéncia é igual a g ea fase é
4

. 51
igual a 3

930 = [oVBeos (e + )] =205 s (1 + )] = 205 Suen (21 +2)] -

= —@sen(zt+5—”)
2 4 3

0 = [ Een(F+ 2| = L sen e+ )] = - [Feon 31+ ) -

2
. \Ecos(zt +5—”)
8 4 3

2
x”(t)=0(=)—ﬂcos(zt+5—n)=O<=>cos(£t+5—”)=0(=)Et+5—n=z+kn,kEZ<=>
8 4 3 4 3 4 3 2

<:%t=—%+kmkeZ¢¢t=—§+4kkeZ

Para k=0—>ot = —%; este valor n3o pertence a [0,20]

Para k=1—>t= —£+ 4= —g ; este valor ndo pertence a [0, 20] .
Para k =2 — t = ——+4 8 = —; este valor pertence a [0,20].

Para k=3 >t = ——+ 12 = == ; este valor pertence a [0, 20] .
Para k=4 —>t=—— + 16 = —; este valor pertence a [0,20] .
Para k=5—>t = —?+ 20 = 4?; este valor pertence a [0,20] .
Para k=6 >t = —E +24 = % ; este valor pertence a [0, 20].
Para k=7 —>t=—— + 28 = —; este valor ndo pertence a [0, 20] .

Para qualquer outro valor de k, nenhuma das correspondentes solugdes pertence ao intervalo [0, 20].

~ . . 10 22 34 46 _ 58
Portanto, a aceleracdao de P é nula nos instantes <333 &5

Pag. 34

50. Tem-se f'(x) = (cosx +senx)’ = (cosx)' + (senx)’ = —senx + cosx, pelo que
f'(x)+ f(x) = (—senx + cosx) + (cosx + senx) = 2cosx
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Pag. 35

51.

Seja x(#) a abcissa do ponto P no ins-
tante f e seja d a distancia do ponto P ao
ponto de equilibrio. Como o ponto P tem ab-
cissa positiva, tem-se d=x(z) .

Como o ponto P esta a direita do ponto de
equilibrio, a for¢ca F exercida pela mola sobre
P tem sentido negativo. De acordo com a lei
de Hooke, 0 modulo desta forga é proporcional
a distancia d a que P se encontra do ponto
de equilibrio.

Tem-se, portanto, F=—kd ,onde k ¢éa
constante de proporcionalidade. Vem, entio:

F=-kd=-kx(t).

De acordo com a segunda lei de Newton, esta
forga € igual ao produto da massa m pela
aceleracao do ponto P, ou seja, F=mx "(¢) .

Portanto, mx"(t)=—kx(2).

Pag. 36

52. a) Pretende-se determinar k tal que mx''(t) = —kx(t) .

Ora,

mx"(t) = —-kx(t) ® = 5x"(t) = —-kx(t) [x"(t) = —=9x(t)
& —45x(t) = —k x(t)

Portanto, a constante de proporcionalidade é igual a 45.

b) Tem-se:

e x(t) = Acos (\/Et+b) ea =%=45—5= 9, pelo que x(t) = Acos(3t+ b) .
o x(0)=-2

e x'(0)=3

Ora, x'(t) =[Acos(3t + b)]' = A x 3[—sin(3t + b)] = —3Asin(3t + b) .
Entao, tem-se:

{x(0)=—2 {Acosb=—2 {Acosb=—2 — A2 cos?h + A2sen?h = 5 =

x'(0) =3 —3Asinb =3 Asinb = —1
(A>0)
= A2%(cos?b +sen?b) =5= A2 =5 S A =+/5; portanto, x(t) =+/5cos (3t + b).
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Determinemos, agora, o valor de b .

2
cosb = ——=

Tem-se \{g , peloque b € ]n,g—n[ . Portanto, b = 3,6.
sinb = % 2

Entdo, x(t) = /5cos (3t +3,6) .

Pag. 40

m(x+2,5) m(x+2,5) 1

m(x+2,5)
E & sen—— =

53.a) f(x) =0 1—2sen =0 < sen

n(x+25) _w

—g+2knv”(x;2'5)=%ﬂ+2kn,ke 7 =

S2n(x+25) =n+12knv2n(x+2,5) =5n+ 12kn,k € Z &
S2nx+5n=n+12knVv2nx+5n =5n+ 12kn,k € Z <
S 2nx = —4n+ 12knv2nx = 12kn k€ Z & x=-2+6kVx =6k, k€Z

b
seng (=

m[(x+P)+2,5] TX+TP+2,5T

b) f(x +P)=1—2sen 1—2sen

=1-—2sen [—”(x+2'5) + E]

3
, e - . , P :
O periodo positivo minimo P é o que se obtém para % =2m,ouseja, P=6.

c)—1 <sen S1@—2SZSEHMSZ@—ZS—ZS(%DTE(%Z'S)SZ@

m(x+2,5)

m(x+2,5)
3

< —-1<1-2sen <3

Portanto o contradominio da fungdo f é [—1,3].

d)f(0) =3 1-25en™ 20 =3 o 5en ™2V = g

m(x+25) _ 377T+ 2kmk€Z ©2n(x+25) =91+ 12km,k € Z &

S 2x+5=9+12kkk€eZ =x=2+6k,k€eZ

e)f(x)=—1<=1—25en@=—1=)sen

S 2x+5=3+4+12k,k€eZ=x=—-1+6k kel

m(x+2,5) 1 =

f)

54. a) e Dominio

D,=R

e Contradominio

-1< sen%x <leo<l+ sennz—x < 2; portanto, D', =[0,2].
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® Zeros

a(x)=0<=)1+senn2—x=0(=)sen”?x=—1 (=)7t2—x=—§+2kr[,kEZ(:)x=—1+4k,kEZ
® Minimizantes

Os minimizantes de a sdo os zerosde a.

® Maximizantes

a(x)=2<=>1+senn2—x=2(=)sen”7x=1<=>n2—x=§+2kr[,kEZ(:)x=1+4k,kEZ

® Grafico

CNLNTNENLNTN,

b) e Dominio
Db - ]R
e Contradominio

—1Scos(£x+£)£1(=)—4S4c05(£x+£)£4<=)—2S4cos(£x+£)+2S6;portanto,
6 3 6 3 6 3
D’b= [—2,6]
® Zeros
T T T T 1
b(x)=O<=>4cos(gx+§)+2=O<=>cos(gx+§)=—5(=)
@%x+§=2§+2knv%x+§=—2?”+2k1r,k€Z<=>
@%x=§+2knvgx=—n+2kn,k€Z(=)x=2+12ka=—6+12k,k€Z
® Minimizantes
Vs Vs Vs Vs
b(x)=—2(=)4cos(gx+;)+2=—2(=)cos(gx+;)=—1<=)
(:)%x+§=n+2kn,kEZ@%x=2?n+2kn,kEZ@x=4+12k,k€Z
® Maximizantes
b(x)=6<=>4cos(%x+§)+2=6<=>cos(%x+§)=1<:)
@%x+§=2kn,kEZ@%x=—§+2kmkeZ@x=—2+12k,k€Z
e Grifico
}!A
v O

\
1 \/ x

Y
L

c) e Dominio

D, ={xe R:%x+§¢§+kmk EZ} = {x € R:x # 4k, k € 7}
e Contradominio

D'.=R

® Zeros

c(x)=0<=>2tg(%x+§)+1=O@tg(%x+§)=—%(=)

T (-046-2)4
<=>Zx+;z—O,46+krr,k€Z<=)xzT+4k,k€Z<=>xz—2,6+4k,kEZ

302



® Assintotas verticais
Tem-se, para qualquer k € Z :

limx_,4k—2tg(%x+§)+1 =2tg(
limx_)4k+2tg(%x+%) +1= 2tg(§+kﬂ+) +1=2x(-0)+1=-—00
e Grafico

%+hf)+1=2xﬁﬂ0+1=+w e

w

55. Tem-se, em qualquer dos casos:
® o0 contradominio da fungdo é igual ao intervalo [—a + d,a + d];

. ;. 2m
® 0 periodo fundamental é igual a >

L , T c+2km
e qualquer maximizante é da forma ZT,k EZ .
—a+d=-2 d=2
° S
a) {a+d=6 {a=4
o Zosop=2
b 5
E—C+2k7'l.' T 3T B
. ZT=5(:)E —c+2kn=2n< c=—7+2k7r;portanto, um valor de ¢ é, por
s 3
exemplo, -5
—a+d=-3 d=2
° S
b) {a+d=7 {a=5
Z-2eop==
b 10
T c+2km T T B
e Zi——=5 & o — ¢+ 2kn = & ¢ = 2km; portanto, um valor de ¢ &, por exemplo, 0.
10
—a+d=1 {d=3
c)e S
)2 {a+d=5 a=2
v Vs
T c+2k
U %=23@§ - c+2k7‘r=253—:(=)c=%+2k7‘r;portanto, um valor de ¢ é, por
50
exemplo, %

56. a) O periodo fundamental é igual a 12.
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c) Tem-se:

® o0 contradominio da funcio é igual ao intervalo [—a + d,a + d] ;
. L 2

® o periodo fundamental é igual a Tn;

e , - c+2k o ,

® qualquer maximizante é da forma s n, k € Z ; um maximizante de f é5;

—a+d=-6 {d =-1
° =

{a +d=4 a=>5

° 27" =12 b= g

- c+2k 5 5 ,

C:r_r T-5o —c+2kn= ?n Sc = —?n + 2km ; portanto, um valor de ¢ é, por exemplo, 7?”

6

Entdo, uma expressdo analitica para a fungdo f é 5cos (%x + 7?”) —-1.
Pag. 41

57. @ O periodo fundamental é 6, peloquesetem%=6;portanto,b=%.
® Tem-se, dado o dominiode f, bx+c = % +nm,neEZ.
gx(6k)+c=§+nrr,keZ,nEZ(z)krr+c=§+nrc,kEZ,nEZ(=>
Sce = % + (n—k)n, k € Z,n € Z; portanto, um valor de ¢ é, por exemplo, %
3n T

f(3) =2 atg(?+5)+d=2 atgr+d =2 d=2 d=2
{ 15) =4 L5t m Slagrd=a=1 g b
f(;)— atg(‘7+5)+d=4 ath‘}‘ = —a+2=4 a=-2
Portanto, tem-se f(x) = —2tg (%x + g) +2.

58.a) f(44) = 12,2 + 2,64 sen(0,017 x 44 + 4,893) = 10,61878
Entdo, o sol poés-se as 7,5 + 10,61878 = 18,11878, ou seja, as 18 horas e 7 minutos.

b) Esbocando, sobrepostos, os graficos de f, temos uma boa perce¢do do problema proposto:

Tem-se:
f(n) =145 = 12,2 + 2,64 sen(0,017n + 4,893) = 14,5 < sen(0,017n + 4,893) =

Portanto, sen(0,017n + 4,893) = 0,87 .
Ora, arcsen 0,87 =~ 1,055.

)

2,64
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Entdo:
0,017n + 4,893 = 1,055 + 2kn v 0,017n + 4,893 = 7w — 1,055+ 2k, k € Z <
< 0,017n = -3,838+ 2knr v 0,017n =m—5948 + 2k, k € Z <

-3,838+2kn T—5,948+2km
ens= 0,017 n= 0,017 Ly

As duas solugdes procuradas sdo as que se obtém para k = 1, ou seja,

n ~ 143,83 e n = 204,52, pelo que o primeiro dia em que f(n) > 14,5 é o 144.° diadoanoeo
altimo é 0 204.°.

Portanto, tal acontece durante 61 dias.

59. Designemos por h a func¢io definida por h(t) = acos(bt+c)+d, a>0, b >0 e c € [0,2n].
Tem-se, de acordo com o enunciado, D', = [4,3;7,9], o periodo fundamental é 27,
h(5) =43 e h(11) =7,9.

0

a).{d—a=4,3 {2d=12,2 (:){d=6,1
d+a=179 d+a=179 a=18
21

eL-—12=p==
b 6

e h(11) =7,9 & 1,8cos (% X 11+ c) +6,1 =79 < cos (117”+ c) = 1; portanto, ¢ = %.

1

b)h(t)=6<=>1,8cos(%t+%)+6,1=6<=>cos(%t+%)=—ﬁ

Portanto, cos (gt + g) ~ —0,056.
Ora, arccos(—0,056) = 1,627 .
Entdo:
Vs Vs Vs Vs
Et+g =1,627+ ZkTL'VEt +g =-1,627+ 2km,k € Z <
1,627 — =+ 2km -1,627 — =+ 2k
= n6 = n6 :k S/
6 6
~ , . -1,627-Z+2m _

A solugdo procurada, o menor valor de ¢ que é maiordo que 7, é ———=>——, ou seja,

6
aproximadamente 7,893.

Portanto, precisou de esperar, aproximadamente, 0,893 horas, ou seja, 54 minutos.

Pag. 42

T 2m 21
60. a) x(0) = 8cos(g>< 0 +?) = 8cos?— —4
b) O menor valor que cos (%t + 2{) pode tomar é —1, pelo que a menor abcissa que o ponto P pode
ter é —8.
O maior valor que cos (%t + 2{) pode tomar é 1, pelo que a maior abcissa que o ponto P pode ter
é 8.

c) Amplitude: 8 ; pulsagdo: % ; fase: % ; periodo: ZTR= 12 ; frequéncia: %
6
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61. a)
M sen (Bt) + Ncos(Bt) =

_VM'+ N
\/J\T-o—N
VM + N2

[Msen (Br) +N<.05(Br)]
= __sen(Bt)+
\/R/I +N? '

__Los(Br)}

\/—+N

= \/_2+ N2 [— sen(C) sen (Bz) +
+cos(C) cos Bt)] =

:‘VMZTI\?COS(BI+C)
b,) Tem-se:
eM=3,N=3, w=2 e também, A =+18.
3 A 3 NG 7
® cos ¢ === sen¢=—ﬁ=—?,peloque ¢=Tn

Entdo, 3sen(2t) + 3 cos(2t) = V18 cos (Zt + %) .

b,) Tem-se:

eM=1,N=-1, w=m e, também, A =2 .
1

o1\ __i__\ e
ocosd)—ﬁ——?e sen¢ = N A , pelo que ¢ = e

Entdo, sen(mt) — cos(mt) = V2 cos (nt + %) )

bs) Tem-se:

oeM=-2, N=—12, w=3m e, também, A =V16 =4.
_viz_ _ 3 —_2_1 _5r

® cos¢ = R e sen¢ = 4—2,peloque¢—6.

Entdo, —2sen(3nt) — V12 cos(3mt) = 4 cos (31‘[t + 5{) .

b,) Tem-se:
oM =—-/48, N=4, w=1 e, também, A =v64=8.
ocosq'):g:%esen(l)——T\/_ V3 pequued)——

Entdo, —/48sent + 4 cost = 8cos (t+§).
bs) Tem-se:
eM=3,N=4, w=8 e também, A =+25=5.

® cos ¢ =§ e seng = —%, pelo que ¢ =~ —0,64 + 2 = 5,64 .
Entdo, 3sen(8t) + 3 cos(8t) = 5cos(8t + 5,64) .

62. a)% = 2—6 =9, pelo que setem x"(t) = —9x(t) .
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b) Tem-se:
e x(t) = Acos (\/Et+b) ea =%= 4?5= 9, pelo que x(t) = Acos(3t+ b) .
o x(0) =—-4
e x'(0)=-9
Ora, x'(t) =[Acos(3t+ b)]' = A x 3[—sin(3t + b)] = —3Asen(3t + b)
Entdo, tem-se

x(0) = —4 Acosb = —4 Acosh = —4
{x’(O) =-9 < {—3A senb = -9 < {A senb =3
= A?(cos? b +sen? b) = 25 = A% =25 = A =5;portanto, x(t) = 5cos (3t +b)..

= A% cos?h + A®sen’h = 25 =

(4>0)
Determinemos, agora, o valor de b :
4
cosbh=—- n
Tem-se 3 5 , peloque b € ]—,n[. Portanto, b = 2,5.
sinb = z 2

Entdo, x(t) = 5cos (3t + 2,5) .
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+Exercicios Propostos

Pag. 43

63. (A)
Tem-se: OC = —tga e OA=1.
Portanto, o perimetro é dado por —2tga +2 =2(1—-tga).

64. (C)

Seja yp aordenada do ponto P .

Tem-se: yp =sena , RQ = —cosa e OR = sena ..

Portanto,

Area = RQ X (OZR +yp) _ Ccosax (sezna +sena) _ -2 coszasena _ —%sen(Za) _ %sen(Za + T[)
65. (C)

f(x) = sen (%) cos (%) = %[2 sen (%) cos (%)] = %sen (2 X %) = %sen (g)

66. (A)
f(x) =1 —[cos(50x) —sen(50x)]? = 1 — [cos?(50x) — 2 cos(50x) sen(50x) + sen?(50x)] =
=1—[1-2cos(50x)sen(50x)] = 2 cos(50x) sen(50x) = sen(100x)

Pag. 44

67. (B)
imig (£ 7) =18 (5o ") = a(E-07) = 6 (2) = 4o

68. (A)
logi(x +2) logi2 1
lim H = Z -~ = —w
x—0*t  senx sen0t 0t
69. (C)
0

o sene* é o Seny _oosemy [seny>< 1 ]=1x1=—

x——o e2% 4 5e¥ o Y0 y2+5y y—oty(y+5) y—otl y ~y+5 5 5

70. (A)
1 senx 1
Tem-se —1<senx<1 & -——S<——<—
e e e
. 1 . 1 . . senx
Como limy_, 1o (— ;) =0 e limy_,, ~ = 0, pode concluir-se que limy_, o —~=0.
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71. (D)

Dadas as sucessdes (a,) e (b,) definidas por a, = % +2nm,neN e b, = —E +2nm,n €N,
tem-se lim(a,) = +o e lim(b,) = +o, mas lim> m;" = oi = 400 e lim Senl:ln = ;—+1 = —o0o0,
pelo que ndo existe lim,_, Seeilxx =0.
72.(C)
0
sen(ax +a) 2 i seny i seny a_  seny a a
1mﬁ 3 llmW=hmb— blll’I}) :EX1:E
x——1 X+ y=ax+ay_)ob (T) +b y—>0_ —b+b y—0 y
73. (D)
l ) I senx_ll‘ senx_lxl_l
S = i T A T ==
e
l . ez’“—l_ll ) e?* —1 _21_ e?*—1 2 1_2
=o- f&) = x-30- kx _EZxEH)— % 2x _EZxEH)— 2x _Ex Tk
Ora, 2lok=4.
k2
Pag. 45
74. (B)
Tem-se, para x # a:
0
sen(a —x) 2 sen sen
limg(x)=lim¥ % = lim =Y~ im 2
x—a x—a X —a y=a-x y—0 =y y—0 y
Portanto, k = —1.
75. (B)
Tem-se, para x # 0 :
3n 0
605(7—96)51 ~ —senx _ senx
llm f(x) = lim —=—==lim = — lim =-1
x—0 X x—0 X x—0 X
Portanto, a+2=-1,peloque a=-3.
76. (B)
p _(_1 ) _ txsenx-ix(senx)’ _  (senx)’ _  cosx
Tem-se f (x) - (senx) - sen2x - sen2x  sen?x
T cos(E) NE}
Portanto, o declive da reta é iguala f' (—) =— 6L =2 =_23.
6 sen?(%) i

309



77. (B)

O limite enunciado é iguala f' G) .

x
/ li _ ! tex ————

x x' Xtgx—xx(tgx g 2
Tem-se Fl(x) ( ) g (tgx) cos?x

tgx tg2x tg2x
m_ &) i
w}) -oam -1
porno, () = -
78. (C)
- fx+n) o fx+mW)-f0O)
L N A

Tem-se f'(x) = [sen(2x)]’ = 2 cos(2x) .
Portanto, f'(0) =2cos0 = 2.

79. (D)

Analisemos, uma a uma, as op¢oes apresentadas.

* Opcgdo (A): h'(x) = [senx + cosx]’ = cosx —senx
Nesta opgdo, tem-se, Vx € E,n[, h(x)<0.

* Opcgdo (B): h'(x) = [senx — cosx]' = cosx + senx
6 2 2

e Opc¢do (C): h'(x) = [cosx —senx]' = —senx — cosx

Nesta opgdo, tem-se, por exemplo, h' (

Nesta opc¢do, tem-se, por exemplo, h' (2?”) = —\/z—g - (— l) <0.
* Opgdo (D): h'(x) = [—senx —cosx]' = —cosx + senx

Nesta opc¢do, tem-se, Vx € E,T[[, h'(x)>0.

Pag. 46
80. (D)

! ' ! 1 1
f'(x) = [In(senx)] = EREL = S8 L .

Ccosx

81. (D)

Tem-se:

o f'(x) = (tgx)' = Co; pelo que f’(%) =

YORE

Portanto, uma equagdo daretaé y—1 =2 (x - %) ,ouseja, y =2x —§+ 1.

=2.

VIR R

Ora, dos pontos apresentados, somente o da opgao (D) pertence a reta.

82. (D)

Tem-se:

e D's = [—1,1], o que exclui a opcio (A).

e f'(x) = cosx, peloque —1 < f'(x) <1, o que exclui as opgdes (B) e (C).
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83. (A)

f'(x) = [sen(2x)]" = 2 cos(2x)

f"(x) =[2cos(2x)]' = —4sen(2x)

f'"(x) =0 —4sen(2x) =0 =sen(2x) =0 = 2x=kn,k€EZ & x = k%,k EZ

Para todos os valores de k tais que k € {1,2,...,29}, os correspondentes valores de x sdo zeros de

f' pertencentes a ]0,157[ e, nesses pontos, f'' troca de sinal. Portanto, nesse intervalo, o grafico

de f tem 29 pontos de inflexdo.

84. (D)

f (2x+n) =f (gx + g) , pelo que o periodo fundamental é igual a ZTH =3m.
3

3

85. (D)
1
_ 2-sen(50x) cos(50x) __ 2—;sen(100x) _2 1 _ V2
fx) = 7 = 7% =5 2\/Esen(lOOx) =2 5 sen(100x)
[T gy ] [ sv2

Portanto, D —[\/E 4,\/§+4]— . 4].
86. (D)
Tem-se
ey <l I Ty P T X B T P X 3T

2 2 4= 2" 4 4 272 274 2 472 27 4
Portanto, tem-se, para —I<x SE, ES sen (E+E <1, ouseja, D’g = [Q,ll.

2 2’ 2 2 2 2

Pag. 47
87.(A)
Tem-se, para %stz?n, —%S cosxsf,e, portanto, OSCOSZXS%.
Entdo, D'), = [0,%]
88. (B)

A amplitude é 2 ; isto exclui as opgdes (C) e (D). A pulsagdo é m ; isto exclui a opgdo (A).

89. (B)
Como a amplitude é %, as opc¢oes (A) e (D) estdo excluidas.

1 wt+1 1
Tem-se Ecos( 5 )

frequéncia é igual a —=2=1
T o o4l

N

90. (A)

~ g . - 2n . A g 1
Se a pulsagdo é igual a , o periodo é igual a — . Ouseja 2, pelo que a frequéncia é igual a 7

= - cos (gt + g) , pelo que, no caso da opgado (B), se tem que a fase é ge gue a
T
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senx

3 s 1
91.a)cos(g)cosx— =—1<=>cos(g)cosx—gsenx=—1<=>

(:)cos(%)cosx—sen(%)senx=—1<=>cos(%+x)=—1<=>%+x=n+2kn,k€Z<=>

<=>x=5?n+2krr,kEZ
b)cosx—sen§+2=0<=>coszg—sen2§—sen§+2=O<=>1—25en2§—sen§+2=0<=>
— 2X _ d = 2X X _3= 2 —3=
= ZSen2 sen2+3 0<=>25en2+sen2 3=0 S}(Zy +y—3=0¢&
y=senz
y=—EVy=1 = senf=—3Vsenf=1<=>senf=1(=)E=E+2krt,kEZ<=>
2 N 2 2 2 2 2 2

Y=Sen; eq.impossivel

Sx=n+4kn, k€l

c) sen(4x) = 2sen(2x) © 2sen(2x) cos(2x) — 2sen(2x) = 0 <
< 2sen(2x) [cos(2x) — 1] =0 sen(2x) =0Vcos(2x) =1 2x =knV2x = 2knm,k €Z
S x = kz—n, keZ

92. sen(m + x) sem (3x + g) + sem(3x) cosx = % < —sem x cos(3x) + sem(3x) cosx == &

W

1
S sen(3x —x) = 3 < sen(2x) ==

Por outro lado, sen?(2x) + cos?(2x) = 1 G) + cos?(2x) = 1 © cos?(2x) =
1
9

Logo, cos(4x) = cos?(2x) — sen?(2x) = g ——=

93.a)Df={x€]R:tgx;&OAx;&%+kﬂ,kEZ}={xE]R{:xikg/\x;&g+krr,k62}=
={xeR:x¢k§,keZ}

b)

Para x € Dy, tem-se:
| _senx 4 Cosx _ senx +costx _

tgx +—— =
tgx cosx senx SEN X COSX

1 _ 2 2

senx cosx 2senxcosx sen(2x)

Alfl <4<

<4 < [sen(2x)| > = /\x;t OAx #= SAXF TS
sen(2x) |sen(2x)|

1 1
< |sen(2x)| > ;e sen(2x) > EV sen(2x) < -5
5 11

© 24 2km < 2x < T4 2km VI 4 2km < 2x < =F 4+ 2kmk € Z &
oltkn<x<ZtiknvZtkn<x<ZLtknkel

12 12 12 12 !

5 . ~ .

Para k=0 — %<x <£VZ—72T<x <111—2”;ambos os intervalos est3o contidos em [0, 7] .

Para qualquer outro valor de k, nenhum dos correspondentes intervalos tem elementos pertencentes
s

7 11
a [0, 7] . Portanto, o conjunto-solucdo é ]E E[ ] = ”[
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94. a)
flo) = ﬁXR_Q: (1 —cosa)(tgo—sena) _
2 2
_ tgOl—Senol— senol +seno cosol
= 5 =
_ 2tgo—4seno+2senoicoso
= 1 =
_ 2tgo.—4seno+sen (2a)
4

b) tg(2x) = | Exercicio 22.a)
2tgx

1-tg2x

PN
34 1
=-eo4-4tg’x=6tgx & 2tg’x +3tgx -2 =0 tgx = -2Vigx =

3 1
Portanto, como x € ]n,;n[ , tgx = 7

Tem-se:
e1+tg’x= 12 @1+l=—12 <=)coszx=i<=)cosx=—iEVcosx=ig
Ccos“ x 4 cos“ x 5 5 5
Portanto, como x € ]7‘[3?”[ , COSX = —%_
-sen2x+coszx=1<=>sen2x+§=1<=)sen2x=§(=)senx=—§Vsenx=?5
Portanto, como x € ]rr,3—”[ , senx = _\/?g.
Entdo, tem-se:
2><1—4>< V5 +2x \/E 25
) 2tgx —4senx + sen(2x) 2 5 5 5 9+ 45
X) = = —
4 4 20
95.a)
o 3°C
561157 5 <:>2A( ABXsenj'{:}

& AC=2ABx sen%

b) Pode-se considerar o referido poligono decomposto em n tridngulos como os da figura, em que

5 . . . P 2T
AB =1 (por ser igual ao raio da circunferéncia) e em que a = —

21
Assim, tem-se p, = n X AC = n X 24B sen (g) =n X 2sen <%> = 2nsen (g) :
<)

llm(’ﬂzsen ) "2 1im
n

:.6‘11E 0

n

T
S€n—

=2nlim—2=2gx1=2
T

n
- - T

pois a sucessao de termo geral = tende
iz

paraOe lim 22X —1

x—0 X
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Este limite ¢ o perimetro do circulo de raio 1,
que € o limite da sucessio dos perimetros
dos poligonos regulares inscritos numa
circunferéncia de raio 1, quando o numero
de lados tende para +oo .

96.3)

Y
i sen(x +2) 2 i seny . seny _ seny
xl)n—lzx2+x—2yg y1—>mo(y 2)2+y—-2-2 y£n>0y2—3y_y£n>oy(y—3)_

=

_ i [seny>< ]—1><( 1)_ 1
=y Ty =3l 3/ 73

b)
0 esenx -1 esenx -1 senx __ 1
esenx _ 1 0 e lim lim ——— 1

. ~ 7 senx x—0 senx senx—0 senx

lim — = lim % = X = X =-—=1
x>0 X =0 — lim lim 1

senx x—0 Senx x—0 Senx
c)
0

. tgx 2 tg(y +m) tgy

lim = 1 = =1
XTI =X Y v—0 =Y y=0y
d)

0 T T

iy SERX — cosx 02 i sen (3’ + Z) — Cos (y + Z)

im——— = lim =
r—T 4x -7 il y—>0 4y

4 y=x -

seny cos (%) + cosysen ( ) [COS}I CosS (%) —senysen (%)]

= lim =

y—0 4y
. \/_5eny V2 Seny_\/f
Ty T ATy, T
Pag. 49

97.a) Tem-se:

—V1—x0 (1-V1-x)(1+V1-x)

X

. llm _f(x) = lim

x—>0- e —1 x—>0‘ (e** — 1)(1 + \/Tx) xl;’o (e** — 1)(1 +vl- x)

x 1
— 4x —
o e (1+\/1—x) 411rr%)_e 7 ! lirgl_(1+\/1—x) Ix(1+1)
X—> X—
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1- cos(ax)i " [1 — cos(ax)][1 + cos(ax)] _ 1 — cos?(ax)

) len(}* f&) = xll%l+ x? X0+ x?[1 + cos(ax)] = X0+ x2 [1+ cos(ax)] -
- lim sen?(ax) — lim sen(ax) o sen(ax) o 1 Caxax 1 _ a_2

x—0*x2[1 4+ cos(ax)] x—o0* X X 1 + cos(ax) 2 2
Portanto, existe lim,_,, f(x) se e so se a?z = %, ouseja,seesdse a = —% oua= % .

98. a)
. OR+PO —
Area = ————XRQ=
%+%—cosa

senol—sen ol coso

=== Xsent= =
2 2
_ 2seno.—2seng coso, _ 2seno—sen (2o)
- 4
i
T Zsen(g)—senn 1 o T L

b) f (E) =—s =3 tal significa que, quando x = >0 ponto P coincide com o ponto A eo

quadrilatero [OPQR] é um retangulo de largura igual a % e altura igual a 1.

4
%[2 cosa — 2cos(2a)] = %[cos a — cos(2a)]

o) f'(a) = (w)’ = %[2 sena — sen(2a)]’ = %[(2 sena)’ — (sen(2a))'] =

l[cosa—cos(Za:)] =0 cosa=cos(a) ®a=2a+2knva=-2a+2knkel

<=>—oc=2knv3a=2kﬂ,kEZ(:>a=2ana=§kn,k€Z

[\

Portanto, f'(a) =0 & a = 2?71

a T 2 T
2 3
f'(a) + + 0 — —
f(a) 7 Max. N

. o1z . . 2T
A area do quadrilatero é maxima para x = 5

99.a) f'(x) = [sen(2x) + x]' = [sen(2x)]" + x’ = 2 cos(2x) + 1

2cos(2x) + 1 =0 < cos(2x) = —%@2x=2?n+2an2x= —2?”+2krt,k €l S
(:)x=§+anx=—§+kn,k€Z

Para k=0 — x = §Vx = —%; ambos os valores pertencem a |—m, 7| .

Para k=1 — x = %an = Z?H; somente 2?71 pertencea |—m,m|[.

Para k=—-1 — x = —Z{Vx = —4?”; somente —2?” pertencea |—m, 7.

Para qualquer outro valor de k , nenhuma das correspondentes solu¢des pertence ao intervalo |—m, 7|.

X —TT 2 _ E 2m T
Y 3 3 3
f'(x) +| 0 - 0 + 0 - 0 |+
f(x) 7| méx. N min. 7 max. N min. | 7
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No intervalo |—m, [ :

f ¢é crescente em —Tl:,—g ,em |-E T
3 33
e em [2—75 nt| ; f € decrescente em
_2n & T 2n
B 3} eem |3 3] ;
(2m\_V3 2n (B g
f(a)‘z 3 e N3)=7+3 s

maximos relativos e

(8)--5 < )55

sao minimos relativos.

b)
0
X sen(2x) +x 9 sen(2x sen(2x
llmﬁ—l ¥§llm[ ( )+1]=2 lim < ( )>+1=3
x—0 X x—>0 X x—0 X 2x—0 2x
c)

fla)+ flb)=sen(2a)+a+sen(2b)+ b=

=sen(2a)+sen(2b)+m=

) (
=sen(2a)+sen(2(m—a))+m=
=sen(2a)+sen(2m—2a)+m=
=sen(2a)+sen(—2a)+m=
=sen(2a)—sen(2a)+m=n

d) Tem-se h(x) = sen(2x) + x — x = sen(2x) , pelo que se pretende determinar sen(26), sabendo
que cos(40) = %
Ora, cos(48) = % & cos?(20) — sen?(20) = = (=) 1—2sen?(26) == (=) sen?(20) = %

& sen(20) = —\/% V sen(26) = \/;

Portanto, como 26 € [m, 2], sen(26) = —\E.

Pag. 50

100. a) O preco de colocagdo da conduta é dado, para cada posi¢do do ponto B, por
15000 x FB + 25000 x BC, com FB e BC em km.

cos(FE’C) = —g = cos(AE’C) = g S sen(AEC) = |1 —% =

@sen(AEC)z?@%:@@ﬁz%
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AB — 14x6 12

6(:) 6 B =
7 i T i3 Vi3’

12
pelo que FB = 4 -

Entdo, o prego de colocagdo da conduta é, neste caso, iguala 15 000 X (4 - \/—_) + 25000 x F ,ou

3l

Portanto,

seja, aproximadamente, 107 149,52 euros.

1 a1 — ,
b) x = arctg (E) =3 =3 < AB = 4 ; a conduta, neste caso, é o segmento de reta [FC].

(9}

c) Tem-se senx =é<=>BC =2 e tgx =é<=>AB =— peloque FB = 4——
BC senx AB tgx

Entdo, o preco de colocacdo da conduta, em milhares de euros é dado por:

I5FB +25BC =15 (4 — =) 25 - = 60 = 22 4 2= 60 + 22

senx senx senx senx

_ ! _ ! _ ! — —
d) (60+50 30cosx) _ (50 30cosx) _ (50—30cosx)’ senx—(50 30cosx)(ser1x)1=

senx senx sen? x

30senxsenx—(50—30cosx)cosx _ 30sen? x—50cos x+30cos? x __30-50cosx

sen2 x sen? x sen? x

30-50cosx

3
> =0ecosx =
sen< x 5

' ;) G
arctg > darccos 5

30 —50cosx — — 0 +

+ (oS

sen? x
50 —30cosx N Min. 7

60 +

Senx
~ C 3
Portanto, o preco de colocagdo da conduta é minimo para cosx = .

101. f'(x) = (e5°"* —senx)’ = (senx)'e3"* — cosx = cosx e5*"* — cosx = cosx (e5"* — 1)
f'(x) =0 cosx=0Vves*"*  —1=0Ax€[0,2n] &

3
& cosx=0Vsenx =0Ax € [0,2n] © x =§Vx =7an =0vVx=mVx=2m

x 0 n i1 3n 21
2 2
f'x) 0 + 0 — 0 + 0 _ 0
f(x) 1 2 e—1 N 1 2 11 N 1
e

Portanto, D'y = [1,e —1].

102.
{ l T
- 1 <0
f ( H)5 5 ¢
(0)=0-0+1>0
A fungao f € continua em [f%, O} e
f(,%) <0< f{0), portanto, o teorema de

Bolzano-Cauchy permite concluir que a
funcio f tem pelo menos um zero em

]—%, o{.
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fl{x)=cosx+2;assim, VxER, [ (x)>0 e,
portanto, a funcao [ € crescente, de onde se
conclui que nao pode ter mais do que um zero.

Como ndo pode tem mais do que um zero,
conclui-se que tem exatamente um zero que

. T
pcrtence ao llltﬁl'V‘dlD :|—Z, O [ .

103.a)
) , hy+r+h-0-=
) =] sen (T + _
fm P h
~lim (‘Se“’”’ +2)==1+1=0
h—s0 b b
b) Tem-se:

e f'(x) =(senx +x) =cosx+ 1, peloque f'(2r) = cos(Qn) +1=2.

e f(2m) = sen(2m) + 2w =271

Portanto, uma equagdo dareta é y — 2m = 2(x — 2m) , pelo que a sua equagdo reduzida é
y=2x—2m.
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<)

Seja g a fungio de dominio |0, x|,
definida por g(x)= w

A fun¢do g dd adrea do triangulo [OPQ] .

&S

y
1
~0,91f-===---=» K
:
1
O 1 =2,03 Tx

O valor de x , arredondado as centésimas,

é 2,03.

104. a)

g0 —g@+g' ) | glx)—g0) +x+2senx

lim = lim =
x—0 X x—0 X

x)—g(0 X senx
= limM+ lim—+2lim——=g'(0)+1+2x1=3
x—0 X x—0X x—0 X

b)g"(x) =(x+2senx) =1+ 2cosx
1 2 2
g'xX)=0=1+2cosx=0Ax € [-m, 1] © cosx = —EAx El-mrleox=——VXx=—
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x —TT 2T 2T T
3 3
g''(x) — — 0 + 0

g(x) ~ P ./ | P ~
T 2T

- . . 2 .
Portanto, o grafico tem a concavidade voltada para cima em [— ?,?] , tem a concavidade voltada

para baixo em [—n, _2?7'[] eem [2?1'[, n] e os pontos de inflexdo sdo os pontos de abcissa — %ﬂ e %ﬂ .
105. a) f(x) = h(x) < sen(2x) cosx = senx < 2senx cos’x —senx = 0 &
& senx (2cos?x—1) =0 senx =0V cosx = i\/z—iﬁx =kmnVx =%+k2—”,k EZ
b) f(a) = sen(2a) cosa = 2senacos?a
Ora, h(a+§) = —%(E) sen(a+§) = —§<=> cosa = —g, pelo que
cos’a+sen’a=1< sen’a =§<=) sena = —\/?ngena:\/?g.
Portanto, como a € |mr, 2n[, sena = —\/?g.
Entdo, f(a) = 2senacos?a = 2 X (—E) xio 85

3 9 27
c) Tem-se:
e f'(x) = (sen(2x) cosx)’ = [sen(2x)] cosx + (cos x)’' sen(2x) =

A

= 2 cos(2x) cosx — senx sen(2x) , peloque f' G) = 2cos (g) cos G) — sen G) sen (E) =——=

2
+f(7) = sen(§)eos(3) = 5
Vi_ 2

Portanto, uma equagdo daretaé y — S =5 (x - %) , pelo que a sua equacdo reduzida é

2
y=—§x+%+‘/§.

106.a)

A fungao € continua.

1+

lim  Ax)=1+ -0 ¢

—@

lim  flx)=1+ I +_0
3 0
= (7)

=—o00

. ~ i n .
As retas de equagoes x = 5 € x=== sdo

2
as Unicas assintotas verticais.
Nio ha assintotas nao verticais porque o
dominio é um conjunto limitado.

1A 1A ! !
b)f’(x) —(1+ 1+cosx _ 1+cosx _ (1+cosx)’ cosx—(cosx) (1+cosx) _
2
cosx cosx cosZx
__ —senxcosx+senx(1+cosx) _ —senxcosx+senx+senxcosx _ senx
cos?x cosZ x cos2x
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ffx) =0 Senzx =0/\xE]E,z[@senx=OAcosx;&O/\xE]E,3—" Sx=7
cos? x 2’ 2 2’ 2
X n i 3n
2 2
f'(x) + + 0 - —
f(x) 7 Max. N

Portanto, o maximo de f éiguala f(m), ou seja, 1.

c) Na figura abaixo estd representado o tridngulo [ABC] referido no enunciado.

h
A 57 gl :1 B
5]

Determinemos as abcissas dos pontos A e B :

1+cosx w 31 1+2cosx m 31 1
fx)=0=1+ =O/\x€]—,— =O/\x€]—,—[<=)cosx=——<=)
cosx 2° 2 cosx 2° 2 2
a1

21
S x=—VXx =—
3 3

Entao, tem-se:

Area = %[ﬁ X f (5?”)] = % x 2 x (2 - i) = g X (6_5\5) = 671_;@” unidades de &rea
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107.a) Assintotas verticais:
A fungdo é continua em [—2m,0[, em ]0,1[ eem [1,+o[, pelo que somente as retas de equagdes

x =0 e x =1 poderdo ser assintotas verticais ao grafico de f .
0

. 2x+senx§ i senx
-11m—=llm(2+ )=2+1=3
x—0~ X x—0 X
) x ot
e lim (3x+—) =0+—=
x—0+ Inx —00
Portanto, a reta de equagdo x = 0 ndo é assintota vertical ao grafico de f .
lim (3x+--) =3+ LI S
x—1~ Inx/ 0~ -

Portanto, a reta de equagdo x = 1 é assintota vertical ao gréficode f .
Assintotas ndo verticais:
N3o ha assintotas ndo verticais em —oo porque o dominio é um conjunto inferiormente limitado.

o f) ) 1—xe™ + 2x _ 1

lim —= lim (————— )= Ilim (——e‘x+2)=0—0+2=2
xX—+oo X X—+00 X X—+00 \X

X

lim [f(x)—2x]= lim (1—-xe™*+2x—2x)= lim (1—-xe™®)=1-— lim (—x) =

X—+ 00 X—+00 X—+00 xX—+o00 \e
1 1
=l-———=1-—=1-0=1
lim (—) +oo
x—+oo \ X

Portanto, a reta de equagdo y = 2x + 1 é assintota obliqua ao grafico de f .
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b) Seja ¢ a abcissa desse ponto.

Dadoque 10y —x=0&y= %x , uma condi¢do que traduz o problema é f'(c) = 110.

’ 2x+senx\’ senx)’ senx)’ (senx)'x—xrsenx X Ccosx—senx
f (x) =—) =(2+ = = > = >
X X X X X
ccosc—senc _
c? T 10°
Vamos resolver esta equacdo recorrendo a uma calculadora gréfica:

Entdo, f'(c) = 1—10 S

L 0

-_— >
-4,1

f—4,066)= 1,8

A reta tangente ao grafico da fun¢ao no
ponto A(—4,1; 1,8) ¢é paralela a reta de
equagao 10y—x=0.

108. Tem-se, neste caso:

_ oy _ 4,9x2 _V3_ 49 4 2 _ V3 196 5
y = xtg(30°%) 4572052309 3 % 208849 3% 3 62,6547
Portanto,

, (\E 19,6 2)' V3 392
y =—x———x°) =——-——

3 62,6547 3 62,6547
y'=0= ¥3_ _392 xS x= M; portanto, x =~ 0,9228.
3 62,6547 117,6
(0,9228) = 2 % 0,9228 — 25« 0,02282 ~ 0,2663982
3 62,6547

A altura maxima atingida pela ra foi, aproximadamente, 0,266 metros.

| f'(—E):—mz<o e f(0)=1>0

A fungao f' € continua em e

T
-5 0

f(—%) <0< f(0), portanto, o teorema de

Bolzano-Cauchy permite concluir que a
func¢io f' tem pelo menos um zero em

18
]‘5’0

f'(x)=2—cosx ;assim, VxER, f"(x)<0 e,
portanto, a fungio f' ¢é decrescente, de onde

se conclui que ndao pode ter mais do que um
zero.

Como ndo pode ter mais do que um zero, con-
clui-se que f' tem exatamente um zero que

pertence ao intervalo ]—E, 0[ e que € abcissa
2

do tnico extremo relativo da fungao f.

Fotocopiavel © Texto | MVT 12
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110.a)
A fungdo é continua em ]—g, 0[ e em [0, +oo[, pelo que somente as retas de equagbes x = —% e
x = 0 poderdo ser assintotas verticais ao grafico de f .
) tgx o}
e lim —=-—F%=+»
mt X _=
—(-3) 2 .
Portanto, a reta de equagao x = — > é assintota vertical ao grafico de f.

e lim In(2e¥* —x) =2e°—-0=2
x—0~

Portanto, a reta de equagdo x = 0 ndo é assintota vertical ao gréfico de f.

b)

lim |f(x) —x| = lim |[In(2e*—x)—x| £ lim |In(2e* —x) —In(e¥)| =
x—+00 x—+00 x—+00

= lim, oo [ (2555)] = limy oo [In (2 - )

= In(2)

Portanto, pode concluir-se que a reta de equagdo y = x + In(2) é assintota obliqua ao grafico de f
em +oo.

c) Tem-se:
1 1 T —T+2
, _ (tgx ! _ (tgx) x—x"tgx _ coezxXTt8X ' n) _ WX(_Z)'H _ T, __1l6-8m
.f (x)_ ( x) - x2 - x2 , pelo que f a) (_E)Z I
4 16
T 1 4
° —_— ) = ==
f( 4-) —% b3
~ , 4 16—-8m 4 ~ . .
Portanto, uma equagdo daretaé y — —= (x + Z) , pelo que a sua equacgdo reduzida é

16—-8m 8-2m
X+ .
T

111. a) Assintotas verticais:
A funcdo é continuaem ]—1,1[ , pelo que somente as retas de equacdes x = —1 e x = 1 poderio

ser assintotas verticais ao grafico de f .
+

. x_1>i(r111)+ [x —tg (%)] =—-1—-tg (— g) =—1—(—) =+4»
Portanto, a reta de equagao x = —_1 é assintota vertical ao graficode f .
i o ()] = 1G] =1 =

Portanto, a reta de equagdo x = 1 é assintota vertical ao grafico de f .
Assintotas ndo verticais:
N3o hd assintotas nao verticais porque o dominio é um conjunto limitado.

b) ¢ Monotonia e extremos

fe=[x-w@) =1- (_()—) T

cos?

T
2

cos? (%)

TX\ T
=OAxE]—l,l[@cosz(T)=E/\xe]—1,1[<=>xe@

eqg.impossivel

f'x)=01-
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Tem-se:

NIE]

T
2

0 < cos? (2)<1<=>01 >l L

. —E— - ——=——<
cos?(7) cos?() T2 cos?() T
Portanto, Vx € Df,f’(x) < 0, pelo que se pode concluir que f é decrescente. A fungdo ndo tem
extremos.

e fl)s1-7

¢ Concavidades e pontos de inflexao

") = bim’:_im’z_z;m]’:_z (o (2)
o= | =[] il -

2

_r % 2 cos(%)[— sen(%)x%] __T % 2 cos( 2 )sen( 2 )x% __r % sen(nx)xg __ 72 sen(mx)
2T s 2T con(Z) 2 Ceost(Z) T ot (%)
17 _ _TL’ sen(mx)

f'x) =0 —4COS4(2) =0Ax€E]-1,1[ &

(:)sen(nx)—O/\cos( )¢0/\x€]—1,1[<=)x=0

X -1 0 1
" (x) + 0 -
fx) |nd |\ | PL M |
Portanto,

o grafico tem a concavidade voltada para
cima em ]— 1, 0] e tem a concavidade
voltada para baixo em [0, 1[ ; o ponto de
coordenadas (0, 0) é ponto de inflexao.

112.a) Assintotas verticais:
~ , , ~ T ~
A funcdo é continua pelo que somente as retas de equagdes x =0, x = Sex=m poderao ser

assintotas verticais ao graficode f .
4 4

4
* xl_)0+ esen(2x) _ 1 eo+ 1 = 0 =t
Portanto, a reta de equagdo x = 0 é assintota vertical ao gréfico de f .
) 4 4 4
* llrri%—esen(Zx)_l =eo+_1=0—+—+oo
—(2)
y 4 4 4
) = = — = —00
im e

_)(%)+ esen(Zx) -1 ed” —1

Portanto, a reta de equagao x = g é assintota vertical ao grafico de f .
4 4 4

* xli)n esen(Zx) -1 eO‘ -1 = 0_— =-®

Portanto, a reta de equagdo x = m é assintota vertical ao grafico de f .

Assintotas ndo verticais:

Ndo ha assintotas nao verticais porque o dominio é um conjunto limitado.
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b) ' (x) = ( 4 )' _ _4(ese“(2x)—1), _ _4ese“(2x)(sen(2x))’ _ _4ese“(2x)[2 cos(2x)] _
esen(zx) _1 (esen(zx)_l)2 (esen(zx)_l)z (esen(zx)_l)2
8 cos(2x)esen(zx)
=

8 cos(2x)esen(zx)

(esen(zx) _1)2

fl) =0 — =0/\xe]o,n[\{§}=>

< cos(2x) =0Asen(2x) #0Ax € ]0,71[\{%} S x = %Vx = %n
x 0 T T 3 T
4 2 4

f'(x) - 0 + + 0 —

f(x) N | min. 7 n.d. 7 max. | N
A funcdo é decrescente em ]O,E] eem [3_11, n[ e é crescente em [E,E[ eem ]E,g—n] .

4 4 4’2 2’ 4
Tem-se:
T 4 ;o . 3w\ _ . . .
f (Z) = ——; € minimo relativode f e f (T) = —=g—; € maximo relativo de f .
. . . 1 4 4
Do que foi visto anteriormente, pode concluir-se que D = ] 00, —6_1_1] U [e_l,+00[ .
113.a) Tem-se, para qualquer x € R:
flx + 2m) =sen (x + 21) + cos (x + 27) =
= senx + cosx = f(x)
b) Seja h arestrigdo de f aointervalo [0,2m].
h'(x) = (senx + cosx)’ = cosx —senx
h'(x) =0 cosx =senxAx €[02n] & x = %Vx =%ﬂ
x 0 T 51 21
4 4
h'(x) + 0 — 0 |+
h(x) 7| max. N min. | /

f € crescente em {0, ﬂ

St o, . n 5w
eem |[=—, 2m| e é decrescente em |-, ——| ;
- 4 4
T .
f(Z) =12 ¢ méaximo absoluto e
'St .
f(T) =—v2 ¢ minimo absoluto da

restricao de f ao intervalo [0, ZTE] .

Dado que 27m € periodo da fungao f,

o seu contradominio é [—\/E, \/5] .
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com, =f' (%n) = cos(%n) —sen(

3w

4

)= -L-La

Portanto, pretende-se determinar a € [—m,0[ talque f'(a) = —

V2 V2

V2 V2
f'(a) = € cosa—sena=— ¢ —-Cosa——_sena =&

1

T T 1 T 1
@COS(Z)COSQ—SEH(Z)SGHCL =E<=> cos(z+a) =E(=>

<=>E+a=—E+2knvz+a=z+2kn,kEZ<=>a=—7—n+2ana=l+2k7T,kEZ
4 3 4 3 12 12

Portanto, como a € [-m,0[, a = _1_727,
d) f"(x) = (cosx —senx)’ = —senx — cosx

f'"(x) =0 —senx —cosx =0 < —(senx+cosx) =0 <= senx+cosx =0 f(x) =0

Portanto, os zeros de f'' coincidem com os zeros de f .

Ora,

f'(x)=0=flx)=0= x=

4

M okn, hEZ

Como f" muda de sinal nestes valores, eles
sao as abcissas dos pontos de inflexao.

114. ¢ Funcdo f
A fungdo é continua.

B

I~

S

A fungdo é periddica com periodo fundamental igual a 2m, pelo que vamos estudar o gréfico de f, por

exemplo, em [0, 2] .

, senx \'  (senx)’ (2+cosx)—(2+cosx)’ senx
0= (o) = -

2+cosx (2+cos x)?
__cosx(2+cosx)—(—senx)senx _ 2cosx+cos?x+sen’x _ 1+2c0Sx
- (2+cos x)? (2+cos x)? T (2+cosx)?
1+2cosx 1 21 41
ff)=0o—==0Scosx=—-Sx==—Vx=—
(2+cos x)? 2 3 3
X 0 21 A 21T
3 3
() + 0 — 0 +
fx) 7 max. Y min. 7

3,

5
. |

absoluto e f(iﬁ)
3,

Portanto, pode concluir-se que D'y = [—

* Fungao g

I £]
}f(“_n) = V3 & maximo

3

Dy = R\{x € R:x = 2km, k € Z}

A fungdo é continua.

A fungdo é periddica com periodo fundamental igual a 47, pelo que vamos estudar o grafico de g,

por exemplo, em 10, 4m[\{27} .

5

—
v,
=——— ¢é minimo absoluto.
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Assintotas verticais:

li > > +

e IIM —=—= o0

()0

Portanto, a reta de equagdo x = 0 é assintota vertical ao graficode g .
5 5

e lim ——<=—=+40

i) T

5 5

lim ——=—=-
x—2m)* sen (%) 0~
Portanto, a reta de equagdo x = 2m é assintota vertical ao gréaficode g .
5 5

(@) 0

Portanto, a reta de equagdo x = 4m é assintota vertical ao gréficode g .

Monotonia

g’(X) = Sx 2(X - 2(%
=) T )
' ECOS(E) x X X
gx)=0s _zenZé‘) =0 COS(E) = Ol\sen(z) +#0 o cos(g) =0

) - el el

<=>§=§+kﬂ,kEZ=>x=n+2kn,kEZ

Para k=0 — x =m € ]0,4n[\{2r}

Para k=1 — x =3m e 3w € ]0,4n[\{27}

Para qualquer outro valor de k, nenhuma das correspondentes solu¢Ges pertence ao
intervalo 10, 4m[\{27}.

X 0 T 21 3T 41
g'(x) - 0 + + 0 -
g(x) n.d. N min. 7 n.d. 7 | max. N n.d.
g(m) =5 é minimo relativoe g(3m) = —5 é maximo relativo.

Portanto, pode concluir-se que D’y = |-, —5] U [5, +-oo[ .
Pag. 54

115. As fungdes tém igual dominio, contradominio e periodo fundamental. Também atingem os
extremos nos mesmos pontos, mas, no caso do grafico A, o minimo é atingido em pontos em que ndo
existe derivada e, no caso do grafico B, o minimo é atingido em pontos em que a derivada é 0.

O grafico A corresponde a fungdo g e o grafico B corresponde a fungdo f .

1 ! l 1 T
116. a) h'(x) = (e 4cosx) = ( ) e4cosx = 4(-senx) — senx
4cosx 16 cos2 x 4cos?x
3 3
h(x) =0 ==X =O/\x€]£,—n[<=>senx=O/\cosx;tOAxE]E,—n[(:)x:n
4cos“x 272 272
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X T T
2 2
h'(x) + 0 —
h 7l max. |\

e

1
Portanto, o maximo de h éiguala h(m), ouseja, eacosm =e

b) Assintotas verticais:

~ 7 , T 31 ~ T 3T ~
A fungao é continua em ]— ?[, pelo que somente as retas de equacgoes x = ; e x = ? poderao ser

2 ’
assintotas verticais ao graficode h .
1 1

e lim e4cosx =e0- = =0
=)’

X 2 -

Portanto, a reta de equagao x = > ndo é assintota vertical ao graficode h.
_1 1

e |lim edcosx=e0 = =0

(%)

2

~ 3m .~ ; . cp
Portanto, a reta de equacao x = — haoé assintota vertical ao gréaficode h.

N3o existem assintotas verticais.
Assintotas ndo verticais:
N3o hd assintotas nao verticais porque o dominio é um conjunto limitado.

1

c) De acordo com os resultados obtidos nas alineas anteriores, pode concluir-se que D';, = ]0, e_Z] .

1

1 1 1 1 1
d) h(X) < \/_E & e 4cosx

< —&&ercosx < e 2 &
=7 =

<—%<=>—2S4cosx<0(:)

4cosx
1
= _ES cosx <0

1
—EScosx<0

Ora,

oy E]n 271] [4-71 3

s 3 PRy _’_[
Tey<m 2’3 3’2
2 2

117.a) Tem-se senl = %, peloque h =~ 8,4147 e cosl = %, pelo que ED ~ 5,4030.
(10+2x54030)+10 o 8 4147 ~ 129,61 m? .

Portanto, A(1) =

b) Tem-se ED = 10cosa e h = 10sena e, portanto, vem:
(10+2x10cosa) + 10
2

=(10+10cosa)x 10sena=

Alo) = X 10seno =

=100senc+ 50x 2sen0 cosdl =

= 100seno + 50sen(20t)

A'(a) = [100sena + 50sen(2a)]’ = (100sena)’ + [50sen(2a)]’ = 100 cosa + 100 cos(2a) =
= 100[cos a + cos(2a)]

A'(a) =0 e 100[cosa + cos(2a)] = 0 © cosa = —cos(2a) < cosa = cos(m — 2a) <
Sa=n—2a+2knva=-n+2a+2kn,k€EZ &
S3a=n+2knv—a=-n+2km kel a g+

ZanVa=T[+2th,kEZ

T

Portanto, como a € ]0,%[ y &=
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a 0 T T
3 2
A'(a) + 0 —
A Vs

Portanto, a drea é mdxima para a =

wia |3
R
x
e

c)
lig%)_[mo sena + 50sen(2a)] =100 x 14+ 50 x 0 =100
a— ?
Interpretacdo geométrica:

% , 0 ponto D

desloca-se para F e o ponto A desloca-se

Quando o tende para

para G . Portanto, o trapézio tende para o
quadrado [GBCEF], que é um quadrado de
area 100 porque tem lado 10.

B C

d)

k]

- . , T
A fungio A € continua em [— =

6’5
T\ m_
A(—5)~106 e A(_G) 93.

Dado que A(%) <100< A(%) , 0 teorema
de Bolzano-Cauchy permite concluir que
T T Alg) =
30{6]5, 6[./1{0{} 100 .
Pag. 55

118.3)
Este limite é g'(m)=2.
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b)g"'(x) =[2 —senx] = —cosx
Para x € [0,2m], tem-se:

9" (%) =0<=>—cosx=0<=>x=§\/x=37ﬂ
x 0 r 31 21
2 2
9" (x) — - 0 + 0 _ _
g /\ P.1. U n.d /\

Portanto, o grafico tem a concavidade voltada para cima em

Jm 3w .
5,?[ , tem a concavidade voltada para

. T 3w . m 3T . . ~ e
baixo em ]0’5[ eem ]?, 27'[[ e os pontos de abcissas 5 €~ sdo pontos de inflexdao do grafico.

c)

A afirmacio traduz que g € crescente em R,
o que ¢ verdade, pois YxE€ R, g'(x) >0
(recorda que senx € [-1, 1]).

d)

Como o declive da reta tangente ao grafico
de g num ponto é o valor da derivada na

&

abcissa dt‘SSt‘ ponto, vamos representar a

o

funcio ¢' eareta y=

A resposta é a abcissa do ponto em que os
graficos se intersetam e que tem maior

abcissa negativa: x =—3,9 .

[EXE]:Show cocrdinates

Y1=27sin () ¥
7

¥2=443
INTSECT
¥=-3,87139031 ¥=1.333333333 %

119.3)
Assintotas verticais:
A funcdo é continua em |—m, [, pelo que somente as retas de equagBes x = — e x = 7 poderdo
ser assintotas verticais ao grafico de f .
e lim In(cosx+ 1) =In0*t = —o0
x—-—mt
Portanto, a reta de equagdo x = —m é assintota vertical ao grafico de f .
e lim In(cosx+ 1) =In0" = -0
X—TT

Portanto, a reta de equagdo x = m é assintota vertical ao grafico de f .

Assintotas ndo verticais:

Ndo ha assintotas nao verticais porque o dominio é um conjunto limitado.
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_ (cosx+1) senx

b) f'(x) = [In(cosx + 1)]’

cosx+1 cosx+1
Para x € |—m, o[, tem-se:
, _ __senx _ _
ff{x) =0 Cosx+1—0(=)x—0
X -7 0 T
—senx + 0 —
cosx + 1 + + +
f'x) +] 0 |-
f 7l max. | N

O maximo de f éiguala f(0) =1In(2).
Portanto, de acordo com os resultados anteriores, pode concluir-se que D’f = ]—00,In(2)] .

c)f”(x) _ [ senx ]' _ (senx)’(cosx+1)—senx(cosx+1)’ _ cosx(cosx+1)-senx(—senx) _
- cosx+1] (cosx+1)2 - (cosx+1)2 -
cos?x+cosx+sen®x 1+cosx 1
(cosx+1)2 (cosx+1)2 cosx+1

f" nao tem zeros; como a fungao ¢ duas
vezes derivavel no dominio, nao ha pontos
de inflexao.

120.a) A fungdo é continua por ser a soma de duas fungdes continuas.

cosx+cosx se xE€ [0,%] U [32—7[, 27'[]
b) Tem-se glx) = T A , OU seja,
—CoSx +cosx se xe]g,?[

2cosx se xE[O,%]U[%”,Zn]
x o]
2’ 2

glx) =
se xE]

c) g é positiva e crescente no intervalo ]37”, 27‘[].
d) D’y = [0,2]

e)

¥
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121.a) Tem-se:

AP=1-cosa e h=seno.

Portanto,
) (1 —cosa) xXseno
Area = =
2
_ senol  cosd seno, _
== 3 =
_seno _2coso sen0, _ seno. _ sen(20)
2 4 2 4

sena sen(2a)

,ae]f,n[
2 4 2

b) Seja S afuncdo definida por S(a) =

sena sen(2a)
2 4

S'(a) = [ ] = %(sen a)' —%[sen(Za)]’ = %cosa’ —%X 2cos(Ra) =
1 1

= Ecosa—zcos(Za)

S'(a)=0=cosa =cosQQa) @ a=2a+2knva=—-2a+2kn,k€Z &

(:)—a=2k7rv3a=2kn,k€Z=>a=2ana=%,k€Z

Dado que « E]g,n[, S'(@)=0=a :2?"

a T 2m n
2 3
S'(x) + 0 —
S 7 | max. N

O maximo de S é, portanto, igual a S(

%)
sen(z?") sen(%n) BB V3 V3 33 . .
— 2 2 =_—"4 — === unidades de area
2 4 2 4 4 8 8

G|y

Ora, S(a) =

c) Seja B ainclinagdo dareta OA.
Tem-se tgf = 0,6 & ";—A =0,6 = YTA =06y, =06
A
Portanto, a ordenada do ponto P éiguala 0,6, pelo que, neste caso, sena = 0,6 .

Entao,
sena sen(2a) __sena 2senacosa

S(a) = = | Calc. aux:
2 4 2 4
sena senacosa 2 5
= > > = 0,6+ cos“a=1< cosa =+10,8;

s
como a € ]5‘”[’ cosa = —0,8

=20 96x09) _ (310,24 = 0,54 unidades de drea
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122.3) * Dominio
Df={xE]R:tgx¢ 1/\(EIkEZ:x¢§+kn)}={xE]R:(EIkEZ:x¢%+kn/\x¢g+kn)}

e Zeros
fx)=0=senx=0Ax€Df = x=knm,k €EZLAx€EDf & x =km,k EL
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b) ¢ Dominio

Df ={x € Ricosx # 1} = {x € R: 3k € Z:x # 2km)}

e Zeros
f)=0=sinx=0Ax€Df = x=km,k €EZLANx € Df & x =1+ 2km,k €ZL

c) * Dominio

s s s
Df={xE]R:tgx¢—1/\(EIkEZ:x¢;+krr)}={xEIR{:(EIkEZ:xqt—Z+krt/\x¢;+kn)}
e Zeros
f(x)=0<=>cosx=0/\xEDf<=>x=%+kn,kEZ/\xEDf<=>xE®; f ndo tem zeros.

123. Fung¢do g :
*D'y=[-2+32+3] =2[1, 5]
1

¢ Periodo fundamental = T = 2m

¢ Transformacgdo que permite obter o grafico a partir do da fungdo seno:

Translacdo de vetor (%, 0) ,
seguida de dilatacdo vertical
de coeficiente 2, seguida de

translagao de vetor (0, 3)

Funcdo h:

D'y =[-1,1]

e Periodo fundamental = 2?” =7

e Transformagdo que permite obter o grafico a partir do da fungdo seno:
Translagdo de vetor
(—%, 0) , seguida de

contragao horizontal de

coeficiente 1
Fungao 7:
ro_ |11
.DT_[ 2’2]

, 21T
¢ Periodo fundamental = 5

¢ Transformacgdo que permite obter o grafico a partir do da fungao seno:
Translacao de vetor

(—%, O) , seguida de
contragao horizontal de
coeficiente é , seguida de

contragio vertical de

coeficiente %

Fungdo s:
eD'i=[1-2,1+2]=[-1,3]
¢ Periodo fundamental = % =4m
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¢ Transformacgado que permite obter o grafico a partir do da fungao seno:
Dilatacdo horizontal de

coeficiente 2, seguida de
dilatacio vertical de
coeficiente 2, seguida de
reflexdo de eixo Ox
seguida de translacao de
vetor (0, 1)

a+b=7

a_bzl,ouseja,a=4eb=3.

124.a) Tem-se ZTH = 2 ,o0useja, c =1 e, porexemplo, {
b)) h(x) =0 < 1+ 2cos(2x) = 0 & cos(2x) = —%@ 2x = iz?n+ 2km,k €7 <
<=>x=i§+2krr,k€2

b)h(x) =0 [14+2cos(2x)] =0 —4sen(2x) =0=sen(2x) =0 2x=km,k€Z &
o x = kz—”,k S/
22
Tem-se ]—5071,271[ = ]—%,3—” .
3 2 72

11 , 991 . , 7T
Portanto, 0 menor zero que pertence a —507‘[,?7'[ e _T € 0 maior e 7 .

125.a) D'y, = [a — b,a + b] . Portanto, tem-se:
607 _
{N(60) =13 a—bcos(E) =13 (:){a—bcos(Bn) =13 (:){a+b =13 (:){a— 8
a—b=3 a—b=3 a—b=3 a—b=3 b=5
b)8—5cos(n—t) = 10,5 (:»cos("—t) =l T knkel ot =+2 1 40kn ke T
20 20 2 20 3 3
Portanto, a fila atinge pela primeira vez 105 pessoas, ao fim de ? minutos apds as 9 h 30 min, ou seja,

aproximadamente as 9 h 43 min.

126.a) D'y, = [9 — 2,9 + 2] = [7,11] . Portanto, a profundidade da dgua na maré baixa é 7 metros.
Tem-se:

9—2cos(%t) =7<=)cos(%t) = 1@%=2krt,k€Z<=)t= 12k, k €Z
Portanto, para k = 0, vem t = 0, pelo que esta provado que a primeira maré baixa ocorreu
as 0 horas.

, L 2 . .
b) O periodo fundamental é igual a H—;T() ,ouseja 12, pelo que o tempo que decorre entre duas marés

baixas é 12 horas.

)9 — 2cos(’§) =10At € [0,24] & cos(%t) =>Aatef024][ &
<=>"§= +242kmk € ZAt€[024[ & t = +4+ 12k k € ZAt € [0,24]
Portanto, a profundidade da dgua é 10 metros para t € {4, 8, 16, 20}.
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Tem-se, de acordo com as alineas anteriores, o seguinte quadro de monotonia de h:

0 6 12 18 24
Maré 7 Maré N Maré 7 Maré hY Maré
baixa alta baixa alta baixa

Entdo, pode concluir-se que a profundidade da dgua é pelo menos 10 metros entre as 4 horas e as
8 horas e entre as 16 horas e as 20 horas.
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127. Designemos por h a funcdo definida por h(t) = asen(bt+c¢)+d,a>0,b>0 e c € [0,2n][.
e O periodo fundamental de h éiguala 2, pelo que 27” = 2 e, portanto, b =1 .

¢ Tem-se, relativamente a figura do enunciado, que a distancia da cadeira n.° 10 ao solo é igual a
d+a=13
d—a=3
*h(0)=8<5sen(mnx0+c)+8=8<=sen(c) =0=c=0
Portanto, a =5, b=m,c=0e d=28.

3 metros, pelo que D', = [3,13]; portanto, { ,peloque d=8e a=>5.

128. De acordo com a sugestdo, comecemos por determinar uma expressdo analitica para a fungdo g,
cujo grafico tem a mesma forma do de f mas estd representado num referencial cuja origem estd no
ponto de coordenadas (8,8;4) do referencial da figura.

* O periodo fundamental de g éiguala 18 — 5,6 = 12,4, pelo que 27” = 12,4 e, portanto, b = 0,5.
d+a=2
d—a=-2
*g(0)=0<=2sen(0,5x0+c)=0<=sen(c) =0=c=0

Portanto, g(x) = 2sen(0,5x) .

Como grafico de f se pode obter a partir do grafico de g pela translagdo associada ao vetor de
coordenadas (8,8;4), tem-se:

f(x) =g(x—88)+4=2sen[0,5(x —8,8)] + 4 = 2sen(0,5x — 4,4) + 4

Portanto, a=2, b=05,c=—-44ed=4.

* D'y = [-2,2]; portanto, { ,peloque d=0ea=2.
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129. Fungdo f :
¢ O periodo fundamental é igual a 2m, pelo que ZTH = 27 e, portanto, b =1.

d+a=2
d—a=0
-f(g)=0(=)cos(§+c)+1=O<=>cos(§+c)=—1<=}§+c=n(=)c=g

* D's =[0,2] ; portanto, { ,peloque d=1ea=1.

Portanto, f(x) = cos (x + g) +1.
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Fungdo g:

¢ O periodo fundamental é igual a 2m, pelo que ZTH = 2m e, portanto, b =1.
d+a=3
d—a=-1
*g(0)=—-1=2cos(0+c)+1=-1=cos(c) =—-1e=c=nm
Portanto, g(x) = 2cos(x+m) + 1.

* D', = [-1,3]; portanto, { ,peloque d=1ea=2.

Funcdo h:
¢ O periodo fundamental é igual a 7, pelo que %n:n e, portanto, b = 2.
11 d+a=% L
*D'y = [——,—];portanto, ;.peloque d=0ea==.
2’2 deag=—21 >
2
T 1 1 T 1 b T 3n
-h(—)=—<=>—cos(2><—+c)=—<=>cos(—+c)=1<=>_+c=2n(:cz_
4 2 2 4 2 2 2 2

Portanto, h(x) = %cos (Zx + 3771) .

Fungao j :
¢ O periodo fundamental é igual a 41, pelo que 27” = 41 e, portanto, b = %

d+a=3
d—a=1
Oj(n)=3@cos(%xrc+c)+2=3(=)cos(§+c)=1(=)§+c=2n(=)c=32—n

 D'; = [1,3] ; portanto, { ,peloque d=2ea=1.

Portanto, j(x) = cos (g + 32—7[) +2.

130.a) D', = [20 — 8,20 + 8] = [12, 28]
89 _ ) MBI T okmkel o

_ n(t-8,3)
A(t) =28 < 20+ 8sen > > >

=t—83=6+24kkeZ=t=143+ 24k, k€ Z
Dado que t € [0,24[, t = 14,3 ; portanto, foi as 14 horas e 18 minutos.

=28 & sen

n(t-17,6) n(t-17,6) 1

2
=i§+2kn,kez(:»t—17,6=i4+24k,kez=>

St=13,6+24kVvt =216+ 24k,k€Z

Portanto, a temperatura da dgua era 11 °C as 13,6 horas e as 21,6 horas.
(t—17,6) (t—17,6)

b) M(t) =11 & 10+ 2 cos
n(t—17,6)

=11 < cos

Ora, M(t) =12 < 10 + 2 cos =12 < cos =le
@ﬂkmkez@t—17,6=24k,kez<=>t=17,6+24k,kez

S t=13,6+24kvt =216+ 24k keZ
Portanto, a temperatura da dgua era maxima as 17,6 horas.

Portanto, podemos concluir que, entre as 13,6 horas e as 21,6 horas a temperatura da agua era

superiora 11°C.
Entdo, tal ocorreu durante oito horas.
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c) Pretende-se determinar o maximizante da fungdo A(t) — M(t) .
Na figura esta representado o grafico dessa fungdo e o ponto correspondente ao seu maximo.

Y

10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 2

o =4
w 4
a4
- =4
g
o 4
o -
© -4

O ponto tem coordenadas (13,45;16,87), pelo que a diferenga era maxima para t = 13,45 ; foi,
portanto, aproximadamente as 13 horas e 27 minutos.

131. Tem-se:
e §'(t) = [msen(kt) + ncos(kt)]’ = m[sen(kt)]’ + n[cos(kt)]’ =

= mlk cos(kt)] + n[—k sen(kt)] = km cos(kt) — knsen(kt)
¢ S"(t) = [kmcos(kt) — knsen(kt)]’ = km[cos(kt)]’ — kn[sen(kt)]’ =
= km[—k sen(kt)] — kn[k cos(kt)] = —k*m sen(kt) — k?n cos(kt)

S"(t) -k msen(kt)-k?ncos(kt) —k?[msen(kt)+n cos(kt)] 2
° = = = ——k
S(t) msen(kt)+n cos(kt) msen(kt)+ncos(kt)
P4g. 59
132. Tem-se:

mt
e lim f(t)=12<=>tlirJrrl [a+be‘°’1tcos<7)]=12<=)a+0=12<=>a=12

t—+o

*f(0)=18=12+be’cos0=18<=b =6

N — -0,1t Ty _ -0,1t Ty _ -0,1t — T\ _
ft) =12 = 12+ 6e cos(c)—12<=>e cos(c)—0<=>e —OVcos(C)—O<=>

Tt

@cos(n?t)=0<=>?=g+krr,kel\lo (=)§=%+k,k€N0(=>t=§+ck,k€No;ent§o, c=3.
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133.a)

—2sen (r—%) =

=-2 (seufcosﬂ_f SE]‘IE_ Cosz‘) =
8

2

=-2 (sern"x ﬁf%cos f) =

=—v/3sent+cost

= 8()

b) Tem-se que, para t € [0,27[ , —1 < sen (t —g) <1,peloque —2<6(t) <2.

A maior distancia a que o ponto estd da origem é 2.

c) Dado que —2 < 6(t) <2, tem-se D' =[-2,2].

134. a) Tem-se 4 cos (?x‘t) = 4 cos (16)(%) = 4 cos (4?”) =4 X (—%) =-2.
b) Tem-se OStS4=)OS4?ntSan=>—1Scos(%nt) < 1<=>—4S4cos(4?nt) <4

Portanto, a distancia maxima do ponto a origem é 4, distancia atingida quando a abcissa do ponto P é
igual a 4 ou igual a —4.

Tem-se 4cos(4—nt) =i4<=)cos(4—nt) =i1(=)4—nt=krr,kEZ(:>t=3k,kEZ.
3 3 3 4
Ora,para k€ Z, 0S%kS4(=)0£k£%(=)k€{0,1,2,3,4,5} .

A distancia do ponto a origem é maxima por seis vezes.
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A .. 3 p , 4 2 4 3
135.a) Dado que a frequéncia é 20 periodo é 3 pelo que se tem — =73 e portanto, w = —-.

A abcissa pedida é igual a 4cos(32—n>< 1+g) = 4cos(3?”+§) = 4seng=4><\/2—§= 24/3.

li

b) [4cos(3?”t+g)]’ =4[cos(3?”t+g)]’ =4(32—nt+§), [—sen(%nt+g)] = —6nsen(3?nt+g)
—6nsen(3?nt+g) =0(=)sen(3?nt+g) =0@%t+g=krr,kez=)t=§k—g,kez

O menor valor de t pertencente ao intervalo [0, 8] é aproximadamente igual a 0,44 ; tal significa que
ao fim de 0,44 s o ponto P inverte, pela primeira vez, o sentido em que se desloca.

136.a) * A amplitude é igual a 0,5.
¢ O periodo éigual a 1.

2 ~ L
¢ Dado que f =1, tem-se que a pulsacdo, w, éiguala 2m.

e Tem-se x G) =05.
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Ora, x()—OS@OScos(an +¢)—05<=>cos( +¢>)=1<=)§+¢=2kn,kez<=>
<=>¢=—;+2kn,kEZ

Dado que ¢ € [0,27[, tem-se que a fase, ¢, é igual a 3?”
3
b) x(t) = 0,5 cos (2nt + ?)

c) Tem-se 1 min15s = 75 s, pelo que uma condi¢do que traduz o problema é x(t) = x(75).
3 31T
x(75) = 0,5cos (1507‘[ + ?) = 0,5cos (?) =0
1,3 ,5

x(t) = 0 = 0,5 cos (27Tt +37") —0Ate[04] = te {0,5,1,5,2,5,3,2,4}

Osinstantessdo 0s, 0,5s, 1s, 1,5s, 2s, 2,55, 3s, 3,5s e 4s.

137.a) x(t) = sen (gt) + cos( ) = \/E[ﬁsen (gt) +‘/?Ecos (gt)] =

—\/_[5en() n(%t)+cos(7:)c (%t)] \/_COS( t—%)=\/§cos(§t—%+2n)=
= 2cos( t+%n)

b) x'(£) = [VZ cos (5 ¢ 7”)] =Vv2(3t+ 7—”)'[—sen(§t+%”)]=—@sen(§t+%’r)

0= [ o5 ] = (50 T con (e 2) < 2 s (01
Portanto, x''(t) = —kx(t) seesése k = —%2 .

Pag. 61

138.a) Tem-se 1—%Sd(t)£1+%(=)%£d(t)£%.

d(t)=l<=>1+lsen(rrt+z)=l<=>sen(rrt+z)=—1<=>1rt+£=3—”+2krr,kEZ(:>
2 2 6 2 6 6 2

ont="T+2%dmnkelet=1+2kkel

Portanto, foi no instante t = %

@ =[1+2 N =2 (e +Z) m_= 4
b)d(t)—[1+zsen(nt+6)] —2(7Tt+6) cos(nt+6)—2cos(ﬂt+6)
d’(t)=0(=)cos(rct+%)=0<=>nt+g=g+kn,kEZ<=>nt=g+krr,kEZ(:)
St=i+kkel
Tem-se, para t € [0,1] :
cd(t)=0ot=3
-w@)>0c¢te@é[

-w&)<0c$teEJl
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A afirmacao ¢é falsa porque a funcio é

crescente €m

1 .
0,=| mas ¢ decrescente

em {7, 1| . Portanto, durante o primeiro
3

segundo, o ponto P s6 se afasta da origem
no primeiro terco de segundo.

) h'(t) =[d(t) +b] =d'(t) = gcos (nt +%)

h''(t) = E cos (rrt + g)]’ =— %zsen (rrt + %)

—m?h = —m? [1 +%sen (rrt +%) + b] =-m?(1+b) —n?zsen (rrt +%)

Portanto, h''(t) = —m%h seesése —m?(1+b) =0,ouseja,seesdése b =—1.

139.a) A figura ao lado pretende ilustrar a situagdo descrita. YT

Seja xp aabcissado ponto P. P

Tem-se: /\9

® Xp = _m >
o o L A O 3 x

0cos(n—6)=ﬁ<=>—cost9=?(=)0 = —3cos0

Portanto, xp = cos@ .

b) Dado que o ponto P parte de um ponto pertencente ao semieixo positivo das ordenadas, tem-se

que, ao fim de 8 segundos, 8 = %T + g

3cos(8—n+E) = 3cos(2—n+z) = 3cos(7—n) =3 X (—\/—E) =3B
12 ' 2 3 2 6 2 2
c) Dado que o ponto P parte de um ponto pertencente ao semieixo positivo das ordenadas, tem-se
que, ao fim de t segundos, 8 = 1£t + g

n s_n] . %t+§=5_”(:)t=24,tem—se t €1[0,24].

Dado que 96[2, > >

d) x(t) = 3 cos (lt + E) , pelo que se pode concluir que x é um oscilador harménico, por x(t) ser
12 2

]
da forma Acos(wt + ¢),com A>0, w>0e ¢ € [0,27].

A amplitude, A, éigual a 3.

~ ;. Vs
A pulsacdo, w, éigual a o

O periodo, T, éigual a 2{ =7 = 24 .

s . s
Afase, ¢, éiguala >
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140.a) Uma condicdo que traduz o problema é x(t) = x(0) At € ]0,10] .

T T T Vs Vs T
x(t)—x(0)<=)3+25en(§t+g)—3+25en(g)<=>sen(§t+g)—sen(g)ﬁ
ot+ =4 dkmkeZvit+i=Z42kmkel &

3 6 6 3 6 6
olt=2kmkeZVit=""4+2kmk €L t=6kk€LVt=2+6kkeZ

Para k=0—>t=0Vt=2;somente 2 pertencea ]0,10].

Para k=1—t =6Vt =8;ambos os valores pertencema ]0,10] .

Para k =2 — t =12Vt = 14; nenhum dos valores pertence a ]0,10] .

Para k= —-1—>t=—6Vt=—4;nenhum dos valores pertence a ]0,10].

Para qualquer outro valor de k , nenhuma das correspondentes solu¢des pertence ao intervalo ]0,10] .
Portanto, os instantes sdo 2s, 6se8s.

b)
A funcao x é continua em |3, 4
% bl b ]

x(3)=3+256n(n+%)=3—2sen(g)=2 e
.\‘{:4}:3-{-25611(4—]14-2):3+ZSE?I](3—TE):1 .
3 6 2

Dado que x(4)<1,5<x(3), 0 teorema de
Bolzano-Cauchy permite concluir que
Fe]3, 4 :x(1)=1,5.
c) O ponto de equilibrio é o que corresponde a x(t) = 3.
Portanto, a expressdo seria dada por x(t) —3 =3 + 2sen (gt + %) —3=2sen (gt + %) =
T T 3T T 51
= 2cos(§t+g+7) = 2cos(§t+?).
d) A amplitude, A, éigual a 2.
A pulsacdo, w, éigual a g
Afase, ¢, éiguala 5{
2T

O periodo, T, éigual a %:T:6-
3

a . 1
A frequéncia, f, éiguala .
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«Os sete mais»
141.

A area total € igual a soma da area
lateral com a area da base.

Tem-se 2ABF +% + o= 2m , portanto,
Sr_3dm o
ABF==22-2,
4 2

AB=2x 4cos(%— E) e, designando por b a

2
3]1:_g)
3

altura de uma face, tem-se b= 4sen(

Entao, a area de cada face é dada por:

2 X4LOS(3ﬂ: Ot) X dser (Eu%)

4 2 4
2
o 7><4cc::s(TTE %)x4sen(3’4n—%)u
ra, =
2
3

—16cos[3E_0 3n_o)_
*16(:05(4 2)56[1(4 2)—

Portanto, a area de cada face é —8cosa. .

Area da base = E‘z: 64 cosz(:o’drﬂ_g) -

2
=32x 2c052(34n —%) .

De cos(2x)= 20052 x—1, conclui-se que

2cos?x =cos(2x

entio, 2cos? (

=Cos [ZX(%A{E—%)

3n Dt)

+1=

Fotocopiavel © Texto | MVT 12
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Portanto,

Area da base = 32(—seno.+ 1) =32 - 32sena
e a area total é dada por:

32—32senc+4 X (—8coso) =

=32 - 32(senc + cosol)

Pag. 63

142.
Vx E€R,cos(2x)=2cos?x — 1, portanto,

Vx € |R,c05x=2<:osz(%)f 1.

Ora, cosx=2cos? (%) -1
< cosx + 1 =2cos? (%) =

st +1_ o2 (%) =

X 1+cosx
. X\ _4,/1tcosx
(:)Los(z)—i 3

143.
sen A
tgA _sen?A — cosA _ sen?A
tgB  sen?B sen B sen?B

cos B
2 2
—s senAsen’B _ senB sen?A
cosA cosB

senB _ senA

cosA  cosB
= senB cosB=senA cosA =
— 2senBcosB=2senA cosA =
—>sen(2B)=sen(2A)
Como o triangulo é escaleno, nao pode ser
2A=2B.
Entao, 2B=mn—2A . Esta equagao ¢ equiva-
lentea A+B=2L de onde se conclui que

c=I.
2

Portanto, o triangulo € retangulo em C.
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144.
asen (2x)+ bcos(2x) =

=b [% sen (2x) +cos(2x)] =

=b [tgx sen (2x) + cos (2x)] =

=b [wsen(Zx) +cos(2x)] =
Ccosx

_b [senx sen (2x) + cosx cos(2x)]
cos X
cos(2x —x
( ):bxcosx:b
cosXx cosXx

=bx

145.

Vamos comecar por verificar que:

f (arctg%) =0

f'(x) :leicosxweiscnx:ei(lcosx-—sen:::)
2 2
g ])
arctg— | =
f (111 85
em:rgl
e ? (%cos (arcrg%) —sen (arcrg%))
Seja arct l:v- '1rctg1:v<:>r 1
ja < gl.ath_ gy 7
De tg?y+1= , com yE]O,E[,
cos?y 2

Entdo cos(arctcr .l)“COSy“ -
cally DE - "W
- _ 2 .
gy—;/\cosy—ﬁﬂscny-—ﬁ,

portanto, sen (Ell'L‘[g%

RAELEE,
]

seny =

—
wn

Entao,
arctgl

| '1) ) (l 2 1 )
f'larctg=)=e °= [(=x——=-—)=0.
( 2 2 V5 Vs
Para concluir que a fungio atinge o extremo e
identificar se ¢ maximo ou minimo, calculemos

a segunda derivada de f em arcrg% .

Fotocopiavel © Texto | MVT 12
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]

)= [ez(%uosx~senx ] =

i %
1 3/1 A [ 1
=5¢" (5cosx —senx +e”|—=senx—cosx

[\.)

1 1

x
51
= —COsSX — SsEnx ——
1 2

SENXx — COS.X) =

:ej( %LOS'&—‘SEI}Y)

1
arctgi
” 1) =2 ( 3. 2 1
arctg— | =e — =X =
f(asere (-3F%)

Entao, f" (arctgl) < 0, de onde se conclui

2

que / atinge um maximo relativo em arctg> .

146.a)
Seja x € ]0, n[ :

X . X
2 rsen (E)X?’QOS (E)

a(x)=7— 3 x 2 =
_x—rz_rlx')sen(%)cos(;)_
=5 ; _
:x_ﬂ_rZXSetlx:?’z(X—Sellx)

2 2 2
Seja x=m

Tl f‘z(n—senn) 2(m-0) qs
a(x)_T e 2 2 7

Seja x € Im, 2] .

alx)=nr2—a(Qn-x)=

2 e — _
:nrz—r [ZTE X ;en(Zn x}]:

i

r2 [Zn — 2w+ x+sen (—x)]

2

r2(x —senx)
2
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2
V2

b) Dado que, para r = V2, a drea de metade da base do cilindro é igual a = 1T, 0 Caso em que

2

a(x) =5 é o que estd ilustrado na figura 3 do enunciado.

Seja h a altura que a agua atinge no depdsito.

Tem-se, de acordo com a figura ao lado,
h=+v2++V2sena

Ora,para r=+2, a(x) =5 & x —senx =5.

Utilizando calculadora grafica, podemos concluir

V2 sen a

2

que o valor de x para o qual
x —senx = 5Ax €]0,2r] , é aproximadamente ‘B
igual a 4,153.

Entdo, como a =

N R

—g, a =~ 0,506, pelo que h ~ V2 ++/2sen(0,506) ~ 2,099 ~ 2,1 m.

147.
tg(arctgx) =x => (rg(arctgx)) =1 =
— arctg'x X tg'(arctgx) = 1

Como tg'(x) = — , tem-se:
cos?x
tg'(arctgx) = I = l) .
cos? (arctgx) *“&*= cosly

Dado que:

scarctgx =y &~ x=tgy

ctgty+ 1= 13

. cos-y
conclui-se que x2+ 1= 1j .
costy

Entdo,
tg'(arctgx) = B S
- cos?(arctgx)
_ 1 =x2+1.
costy

Finalmenre,

arctg'x x tg'(arcrgx) =1 <

Sarcrg'yx (x2+1)=14&
1

x2+1

< arctg'x =
Entao,

sreto x4 arcro L] =
arctgx +arctg—| =
x

=arctg'x + (arctgl) =
_ x
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__ 1 1 1 _
S 1 +x2 xle_i_l
x2
11w
T+x2 x2 x2+1
1

T2 142

Dado que a fungio derivada é nula em R,
a funcido é constante.

l_n.,.m -
Como arctgl +arctg—=-+===, conclui-se

¢ 1747472
o o l_m
que Vx €R', arctgx +arcrg— =5
x
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Tema 6 | Primitivas e Calculo Integral

1. Nogao de primitiva

Pag. 66

Sera que...? Fungao cuja derivada é...

Uma fungdo cuja derivada é 2x + 4 é afuncdo g definida por g(x) = x? + 4x ..

Pag. 67

1. As funcgdes definidas pelas expressdes x3, x3 + 1 e x3 + 2 s3o primitivas da funcdo f definida
por f(x) = 3x2.

Na verdade, tem-se (x3)' =3x2, (x> +1)' =3x2 e (x3+2)' =3x2 .

Pag. 68

2. Uma primitiva de f é afungdo G definida por G(x) = senx.
Tem-se F(x) =G(x)+2—G(m) =senx+ 2 —senm =2 +senx.

Pag. 70
3'a)f(5x3)dx=5fx3dx=5xj4+C=STX4+c, ceR

-5
b)f%dx=fx‘6dx=x_—5+c=—$+c, ceR

5 1z 712
c)f7\/x5dx=fx7dx=%+c=71§ +c,c€ER
7
d#Ld—fgd—é+-ﬁwa- eER

) = x=|x X é c=— c, C
s 7 %3 270
e) [(x ﬁ)dx=fx2dx=?+c= —+tc, cER
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g) [(10x* —3x2+6x—5)dx =10 [x*dx -3 [x?dx+ 6 [xdx— [5dx =
=10%5—3);—3+6x72—5x+c=2x5—x3+3x2—5x+c, ceER

h) f (a5 — ¥+ 4vx) dx = 7 [ (35 )dx—fJVM+4f{ux—
=7[x" 4dx—fx3dx+4fxzdx_7l_xT3+ XTE ¢ =28%x% — SJF

+c,c€R

4 3
i)f[x(1+x3)]dx=f(x+x4)dx=fxdx+fx4dx=x;+x?5+c, ceR

i) [I(1+x)?2(3 —2x)]dx = [[(1 +2x + x*)(3 — 2x)]dx =

= [(3—2x+6x—4x? +3x%2 = 2x3)dx = [(—2x3 —x* +4x +3)dx =

[ dr [x? IR _

=-2[x%dx— [x*dx+4[xdx+[3dx=-2-—-F+45+3x+c=
x4

3
=—7—%+2x2+3x+c, ceR

k)f%dx=f(i+i—i+i)dx=
= [Sdx+3[dx—4[—dx+5[—dx=
=[x 2dx+3[x3dx—4[x*dx+5[x 5 dx =

x~1 x~2 x~3 x4 1 3 4 5
—_—1+3_—2—4_—3+5_—4+C——;—m'i'ﬁ—mﬁ'c, ceR
Pag. 72
4.a) [[2x(x? + 1)*°]dx = | (* + 1) =2x
@+ c,ceR
b) f(cos3x .senx)dx = — [[cos3x .(—senx)]dx = | (cosx)’ = —senx
= —COS 4+ c,ceR
1
o) [[2x+ 7)Vx2 +7x+5]dx = [ [(Zx +7)(x? +7x + 5)5] dx = | (2 4+7x+5) =2x+7
—(x +7§x+5) (x + 7x + 5)2 = —2V(x2+37x+5)3 +c¢c,c€ER
2
d) [[x?(4x3 +7)°]dx = 11—2f[12x2 (4x3 + 7)) dx = | (4x3 +7) = 12x2
3 10 3 10
=ix(4x +7) =(4x +7) +c, ceR
12 10 120
)f(eX+1)3 dx = [[e*(e* +1)73]dx | (e* +1) =e*
_ e+ 1
== 2(ex+1)2+c, ceR
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1

f) [[e**V3 + e?*|dx = %f[Zezx\/B +e?|dx = %f [Zezx(3 + ezx)i] dx = | (3 + e2¥) = 2¢2%
3

2 2R 134 gaxy; - JOEET

3 3 +c,c€ER
2
g) [[(1 + cosx)?. senx]dx = — [[(1 + cosx)?.(—senx)]dx = | (cosx)’ = —senx
= ——(1+Cgsx)3 +c,c€eR
Pag. 73
5.a) f(x3 ) dx = —f(4x3ex )dx = | () = 4x3
= —+ c,ceR

2Vx®

3

. 3
b)f(\/x+4ex)dx=fxidx+4fexdx—T +4e* +c =

2

c)f(——\/_e )dx=fidx—f\/_exdx=lfx‘5dx—\/§fexdx=
————\/—e +C————\/_e +c, ceR

2 -4
d) [[12e*(e* + 4)° — 15e™>*] dx =
=12 [[e*(e* + 4)°]dx + 3 [(—5e™>¥) dx = (e +4) =e* e (—5x) = —
— 12 (e¥+4)°

+3e ¥ +c=2(*+4)°+3e>*+c, ceER

‘f(cosz Xetgx)dx+12f [2x (x? + 7)3] dx = (tgx) = —i= e (2+7) =2x
=etgx+12@+c=etgx+3(x2+7)4+c,CE]R
f)f[&—(3x+1)2]dx—f\/_dx—f(3x+1)2dx—

—2f(—><e )dx——f3(3x+1)]dx— (V%) =5z e Gx+1)'=3

3
=2e‘/§—§x(3x;1) =2e‘/_—@+c, ceER

Pag. 74

6 a)f(l+i+ex)dx=fldx+fx‘2dx+fexdx=ln|x|+x—_1+ex=
' x  x2 x -1
=1n|x|—%+ex+c, ceR
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b)f4+x3dx=fidx_}_fxzdx:4fldx+fx2dx=4ln|x|+£+c ceR
x x x 3 ’

X _1 2x _ 2 !
C)fxz+7dx _Efxz+7dx - (G5 7 =2

2 2
=M C=M+C, c€ER

2 2

sen 3x 1 -3 sen3x
d)f1+cos3x dx = _Ef 1+cos 3x dx = [ (cos(3x))" = =3 sen(3x)
_ _1n|1+cos(3x)|+c, c€R

3

e)fx2+3x—1dx=f(x+1_%)dx=fxdx+f1dx_3fﬁdx=

x+2

2
=x7+x—31n|x+2|+c, ceR
Pag. 75

7.a)f()2—c+36x+cosx)dx=2f%dx+3fexdx+fcosxdx=
= 2In|x| +3e*+senx+c, ceER

b) [[e* cos(e* + 2)] dx = [(e* +2) =e*
=sen(e*+2)+c, ceR

c)f@dx = fxdx+f[§><cos(lnx)] dx |(nx)' =~

2
= x?+ sen(In(x)) +c, ceR

d) [[(x + 1) cos(x? + 2x)] dx =

= %f[(Zx + 2) cos(x? + 2x)] dx = [(x? + 2x) = 2x + 2
2
=sen(x2+2x)+c, CER
1
1 =
e)f@dx=fgdx+fsemxdx =fx_5dx+fsemxdx=xT2—cosx+c =
2

=2Jx—cosx+c, ceR

f) [[x?sen(4x> + 5)] dx = %f[le2 sen(4x3 +5)] dx = [(4x3 +5)' = 12x2
_ 3
=1—12[—sen(4x3 +5)]+¢ =w+c, ceR

g) [[e?*(1 + sen(e?))] dx = [[e** + e** sen(e?*)] dx =
= [e*dx + [[e** sen(e?*)] dx =
= %I(Zezx) dx + %f[(Zezx) sen(e?¥)] dx = [(2x)' =2 e (%) = 2e?*

1 1 2x_ 2x
=-e?* — Ecos(ezx) 4o = Emeose™)

> +c, c€R
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Pag. 76

8. Tem-se:

f senx dx = f(sen x sen’x) dx = J[sen x (1 —cos?x)] dx =

= f(sen X — sen x cos?x) dx = f sen x dx + f(—sen x cos?x) dx =

1
= f sen x dx + j[(cos x)' cos?x] dx = — cosx + §cos3x +c

Entao:

2
Portanto, F(x) = %cos

2 3
x—cosx+4.

2
3

9. Tem-se:
_ 3
x2-5x+6  (x=2)(x—-3) "

ex?2—-5x+6=0=x=2Vx=3,peloque
e Para qualquer x € R\{2,3}:

3 _ A
x—-2)(x—-3) x—-2 x-3
< ((A+B)x—3A—2B=3,peloque A+B=0¢e —34—2B =3.

G ap=a=ls apmsoloos= (325

—-3A-2B=3
Portanto:
-3 3 1 1
FOO = [ gt = [ (4 15 de = =3[ 5 dv+3 [ Sdx =

—31n|x—2|+3ln|x—3|+c=3(1n|x—3|—1n|x—2|)+c=31n|§|+c
Ora, F(1)=3<=>31n|§|+c=3<=>31n(2)+c=3<=>c=3—31n(2)

Portanto, F(x) = 31In |i—:2| +3-3In(2).

Pag. 77

10. a) Temos duas escolhas possiveis:
1L.u'(x) =x e v(x) =cosx
2.u'(x) =cosx e v(x) =x
Hipdtese 1:

2
u'(x) =x, v(x) =cosx, u(x) = x? e v'(x)=—senx

2 2
Portanto, [(x cosx)dx = x?cosx - [x? (—sen x)] dx .

Obtivemos, assim, uma expressao para primitivar mais complexa do que a original.

F(z)=4<=>—cosz+1cos3(z)+c=4<=>0+0+c=4(=)c=4

B
+ &3=A(x-3)+B(x-2) = Ax—3A+Bx—-2B=3 &
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Hipodtese 2:

u'(x) =cosx, v(x) =x, u(x) =senx e v'(x)=1

Portanto, [(xcosx)dx =senx.x — [senxdx = xsenx — (—cosx) + ¢ =
=xsenx+cosx+c, ceER

b) Temos duas escolhas possiveis:
1Lu'(x) =x e v(x) =In(x)
2.u'(x) =In(x) e v(x) =x
Hipdtese 1:

u'(x) =x, v(x) =Inx), ulx) = xz—z e v'(x) =%

Portanto, [(xIn(x))dx = —ln(x) - f( )dx =

2 52 2
xln(x) f dx xln(x) %xx?q_(;:%—%ﬂ-c,CER.

Nao neceSS|tamos, portanto, de utilizar a segunda hipdtese.

c) Temos duas escolhas possiveis:
Lu'(x)=x?>ev(x)=e™™*
2u'(x)=e* e v(x) = x?
Hipodtese 1:

—-X —-X

ul(x)=x2, v(x)=e , u(x)zx?3 e ’U’(x):-e
Portanto, [(x%e™™)dx = ’“3_33—96 —f [%3 (_e—x)] do .

Obtivemos, assim, uma expressao para primitivar mais complexa do que a original.

Hipdtese 2:
Wx)=e™*, v(x)=x%, ulx)=—e* e v'(x) =2x

(*)
Portanto, [(x?e™)dx =—e*x?— [(—e™*2x)dx=—e*x?2+2[(xe™*)dx =

J(x.eMdx=—-xe ™ - [(—e™*)dx =
v(x) u'(x)
—xe*—e™*+c, ceR

Sl
R

13

—eXx?2+2(—xe¥—e ) +c=—e*x?—2xe ¥ -2e*+c=
—e¥(x?+2x+2)+c, c€ER

Pag. 78

11.a(t) =3 < v'(t) = 3, peloque se tem v(t) =3t + ¢y, ¢; € R.
Como v(0) = 4, pode concluir-se que ¢; = 4 ; portanto, v(t) =3t + 4.

2
v(t) =3t+4 < p'(t) =3t + 4, peloque setem p(t) =3 %+4t+c2, c; ER.

2
Como p(0) = 0, pode concluir-se que ¢, = 0 ; portanto, p(t) = % + 4t.

3X5 | Ax5=575.

Entdo, p(t) =
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2. Nogao de integral

Pag. 80
Sera que...? Calculo de uma area
a) b)

yAL f yAL f

B
A
/ /
1 = O ip ¢«

A regido referida é o trapézio [ABCD] da figura da alinea b).

A sua drea é dada por:

BOAAD 7 = SOH@ (4 ) =

9%5 X 2 = 14 unidades de area

Pag. 81

) . o _y L. 4
12. a) Na figura estd representada a regido do plano cuja area é o integral fo xdx .

yAL

44

Tem-se f04x dx = % =8.

KW
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b) Na figura esta representada a regido do plano cuja area é o integral ff 2dx.

¥

Tem-se f162 dx=5%2=10.
Pag. 85

13. a) (flxet2+1 dt)’ — ¥+l

b) (7" In(1 + %) dt) =In[1+ Gz +2)*] Bx +2)' = 3In[1 + (3x + 2)°]

Pag. 86
14. a) ff(3x2 +4x +5)dx = [x3 +2x% + 5x]3 =60 —8 =52

b) foln3(2ex) dx = Zf;nsex dx=2x[e*]lP3=2x (e -e%)=2x(3-1)=4

15. Na figura estd representada a regido do plano definida pela condi¢do do enunciado.
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A area desta regido é:

2 A 2 5 19
fl(x3+1)dx=[7+x]1= S
Pag. 87

16. Na figura estd representada a regido do plano definida pela condi¢do do enunciado.

DY A S R

Tem-se 12 —x2=2x4+9 < x>+ 2x—3=0< x = -3V x =1, pelo que a drea desta regido é
1 1 37t
f_3(12—x2)dx—f_3(2x+9)dx=[12x—%] — [x% +9x]t, =

=[5 - 27| -1o-(-18]=3

Pag. 88

' . i . . 2
17. a) Na figura esta representada a regido do plano cuja érea € o integral fo "lsenx| dx .

¥

Tem-se, para x € [0,27], senx =0 x=0Vx=nVx =2m.
Portanto:

2T

21 b4
f [sen x| dx=f senx dx+f senx dx =
0

0 T
= [~ cosx]¥ + [— cos x]2" = (—cosm + cos0) + (—cos2m + cosm) =2+ 2 =4
0
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. p in . L. 5
b) Na figura estd representada a regido do plano cuja area é o integral f_llx —2|dx.

Tem-se: x—2=0=x=2ex-2>0=x>2.
Portanto, fs |x—2|dx=f_21(2—x) dx+f5(x—2) dx =

o] s I o R G R G B S

18. Tem-se, Vx <0, 1+ cosx >0 e Vx>0, 1+e* >0, pelo que

f_lnf(x) dx = f_on(l + cosx) dx + fol(l +eX)dx =[x +senx]’, + [x + e*]} =
=[0-(—m]+[1+e—-(D)]=m+e

Pag. 90

19. Tem-se, Vx € E,n], cosx <0, pelo que

fg”cosx dx = —fgn—cosx dx = —[— senx]g = - [— senm — (— Seng)] =—(0+1)=-1
Pag. 98

5
20.a)P(x4—1)=P(x4)—P(1)=x?—x+c, ceER

1 1 _3 1 _3 1_x 2 1_x2 2 1
b)P—_9x3—P(—x 2)—§P(X 2)—5)(_§+1+C—§X_—%+C——§Xﬁ+c—
=—7+C ceR

) P(x3 +2)% = P(x® + 4x3 + 4) = P(x6) + 4P(x3) + P(4) = +4( )+4x tc=

7
=x7+x4+4x+c, ceR

d)P’CZ;—\/’sz(%—%+%)=P%—P\/_+P\/_ P(xg)—P(x§)+3P(x‘§)=

8 5 2
x3  x3 x3 33 33 93
=T—T+3XT+C=§VX8—EVJC5+EVX2+C, ceR
3 3 3
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e)P\/x+2—P[(x+2)]—(x”)2 —V()?-Z)3+C,CE]R
f) (senxcosx) = sen’ x

+c,c€eR
g) sen(8x) = =P[8sen(8x)] = %[— cos(8x)]|+c=— cosx) 4 ¢ ,CER
h) P cos(5x) = =P[5 cos(5x)] = —sen(Sx) +c= Sen(sx) +c,c€eR

1 3 _1 _ 1n|3x 7|
x=7 3 P (3x—7) ln|3x 7| te

+c,ceER

j)(x—\/})=P(x)—P(x%) ’ xi—%

0P (x=5)

=P(x2=145)=P() - P + 2P = —x+1xT 4 o=

?—x——+c ceR

)(x+1)° = (x+1) +c¢,c€R

n) Px ex—l

m) (e +2x—3)—P(ex)+2P(x)—P(3)=ex+2£—3x+c—e +x“—3x+c,c€eR

P("—x—) P(e®) —P(x"?) =e* ——+C—e +- l4+c,cER
o) P(e**3 +2)=P(*3)+PR2)=e*"3+2x+c, c€ER

1 -1
P =P ()

_ _ psen(5x-7)
q)Ptg(5x —7) =P cos(52=7)

—Injll—x|+c¢, ceR

—5sen(5x—7)
5

_ _1n|cos(5x—7)|
cos(5x-7) 5 tc, ceR
[ P cosx

V2senx+1 -

1
) 1
—P[cosx(Zsenx+1) 2]=%P[2cosx(25enx+1) ] %x(zsenlx+1)z+c
=+2senx+1+4+c,c€eR

2

tg3x
s)PCOSZ =P tg x X

cos2 x|
e
(tgx)'

t) (xWW) =1p

[4x3(x + 1)z ]

3
L3 .
%x(‘x;l)z =w+C,CER
2
u) (xVx2 — )——P[Zx(x ] (x _1)2 —V(xz_l)3+c, ceER
2
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v) (e3* %) = P(3e3x H = ey c,c€ER

xz
w) P(xex2+1) = %P(erxzﬂ) &0 c,ceR
x) P(Vxe?V%) = §P(3\/§e2xﬁ) = |(20v7) = (265) = 3xf = 34%
ezxﬁ
+c, ceR

3
y)—= In” (x) P[ (In(x)) ] —(ln(x)) +c= In® xO +c,c€eR

1 1 (tgx— 1)
z) P =P X (tgx—1) ————+c=2/tgx—14+c, c€eR
cosZx./tgx—1 [co 2x ] E
Pag. 99
21. a) P[sen(Zx) esen’ x] = esen’x +c,c€ER |(sen? x)’ = 2senx cos x = sen(2x)
b) P[ex2+4x+3(x +2)] = %P[ex2+4x+3(2x +4)] = | (2 +4x+3) =2x+ 4
X2 +ax+3
= +c,c€eR

2

c) P[e>* + x(x% + 1)*] = P(e5*) + P[x(x? + 1)*] = P(5 5X) 4 = P[Zx(x + 14 =

e 1 (x2+1)° (x?+1)°
—5+2>< S +c—5+ o +c,c€eER
d) ez’; _ lP 2e%% _ In|3+e2%| to= In(3+e%¥) +c ceR
3+e2x 2 3+e2x 2 2
sen(2x) [ 2 —l] _ 2.\ — - _
e) P—\/m = P |sen(2x) (1 4+ cos®x) z| = |(1+ cos?x) = —2cosxsenx = —sen(2x)

1
1 2 2
=-P [—sen(Zx) (1+coszx)_§] = —M+c =—-2Vl+4+cos?x+c,c€eR

2

f) P[sen(mtx) + cos(2mx)] = %P[n sen(mx)] + iP[Zrt cos(2mx)] =

sen(2mx)—2 cos(mx)

= —%cos(nx) + %sen(an) +c= - +c,ceER
g) [x cos(x? + 4)] = =P[2x cos(x? + 4)] = M +c,c€eR
COS3 X CosXx 1—Sen2 X CosXx COoSXx Sel’l2 X — —
hyP——=P S(en4x ) =P_———P———— = Plcosx(senx) 4] — P[cosx (senx)~?] =
-3 -1
=(senx) _(senx) teo=— 13 n 1 +c, ceR
-3 -1 3sen®x senx
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)Px+3x5 P(x+2—L)= |x2+3x—5=x+2_L

x+1 x+1 x+1

2
=P(x)+P(2)—7Pﬁ=x7+2x—7ln|x+1|+c, ceR

1 — 1 gy _ D2
22, )f LGy X = Pamm =P+ D3 =5t c=—s—+c, ceR
- [ ]2__1_(_1)_1
Tl o202l T 18 8/~ 72
4 1 3 E—
b) fo (x\/xz + 9) dx = |P[xVx? +9] = %P [2x(x2 + 9)5] = % X (xzzg)z +c= (x23+9)3 +c¢,c€eR

2

4
_ [V&2+9)3]" 125 27 98
- 3 T3 3

) ff [xsen(x;)] dx = |P[xsen(x?2)]——cos( )+c ceR

= [— cos (xz—z)]l = —cos8 — (— cos%) = cos%— cos 8

1+cos(2mx)
2

101 1 1
=P [E +5 X 2 cos(2nx)] =P (E) + EP[ZTL’ cos(2mx)] =

d) Tem-se cos?(mx) = , pelo que

1+cos(2mx)

P[cos?(mx)] = P .

x 1
E+Esen(2nx)+c, ceER

1 os? S Yo (Y o=t
Portanto, fo cos“(mx) dx = [2 + o sen(an)]o = (2) 0= >

e) Tem-se P(sen®x) = P(senxsen?x) = P[senx (1 — cos? x)] = P senx — P[senx cos? x] =

3
= Psenx + P[(—senx) cos? x] =—cosx+¥+c , CER

T 3 [ cos3x]”_ N 1\ _ 4
Portanto, fo sen xdx—[ cosx + 3 0—(1 3) ( 1+3)—3

ln(3) e2In(3)
In(3 2x 19 1 x
f)fn() 2% dx = |2 ] —;=5;75;=4% |P(eZX)=§P(2eZX)=%+c,ceR

0 - 2

g) J; 7 == dic = [Injx + 1J§™ = In(e) — In(1) = 1

cos X T .
)fo2 srsony 4% = [In|3 + senx[]§ = In |3 +sen— | In|3 +sen 0| = In(4) — In(3) = In (g)
) [R@ e g p—t = _1p 2T _ 11 24 9|4¢, ceR

In(2) —ezrrg X T —g = 5 F g = —5Inl—e c,c

- [+ olf", =~tnes)+ () =2n@) =n(2)

2
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23. a) Na figura esta representada a regido do plano definida pela condi¢do do enunciado.

A area desta regido é:

5
f_55(25 —x?)dx = [25x - %3]_5 = szo - ( 250) = % unidades de area

b) Na figura esta representada a regido do plano definida pela condigdo do enunciado.

Tem-se x> =4 & x = —2V x = 2, pelo que a 4rea desta regido é:

2
f_224 dx — f_zzxz dx = [4x]%, — [?3]_2 =(8+8) - (g + §) = == unidades de area

X 32

3 3

c) Na figura esta representada a regido do plano definida pela condigdo do enunciado.

7 M : ! 7

Tem-se x? =8—x? o x> =4 < x =—-2Vx = 2, pelo que a drea desta regido é:
2 2
2 (g _ 42 2 2de = lax —F1T Z[E]7 = (4020 _(88) =% i .
Jo,8—x*)dx—[" x dx—[8x 3]_2 [3]_2—(3+3) (3+3)—3 unidades de érea
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d) Na figura esta representada a regido do plano definida pela condi¢do do enunciado.

x
1 1 |
T T 1
1 2 H

' 5 . i~
Tem-se 2x2 =5x = 2x?-5x=0=x=0Vx = 5 pelo que a drea desta regido é:

5 5
5 5 = 2
> > 5x2]2 2x3]2 125 125 _ 125
2 — |2 2 2 = [_] —_ _] - T =" nl 'r
fO(Sx) dx fo( x“) dx 2, 7, = 5 = 22 Y dades de drea

e) Na figura estd representada a regido do plano definida pela condi¢do do enunciado

Tem-se 7—x’=x+1<x>+x—-6=0< x=-3Vx =2, pelo que a area desta regido é:

207 —xdx— [ (x+ 1) dx = [7x - ";]: - ["2—2 + x]2_3 = ("’3—4 + 12) —(4- g) =2 unidades

de area

f) Na figura estd representada a regido do plano definida pela condi¢do do enunciado.

¥

A area desta regido é:

1 1 x4t x?  x3 3 1 7 . ,
Jo @x=x®)dx — [ (x —x*)dx = [xz - T]o - [7 - ?] =, —==; unidades de drea

1
0o 4
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g) Na figura esta representada a regido do plano definida pela condi¢do do enunciado.

¥

X ) g i X ™ "
Tem-se - = Vx © x =0V x =4, pelo que a area desta regido é:

[T e,

4
X

2
16 4 !
[_] = — — 4 = - unidades de area
4]y 3 3

4

0

h) Na figura esta representada a regido do plano definida pela condigdo do enunciado.

A drea desta regido é igual a soma da area do triangulo [ ABC] com a drea da porgdo de plano
compreendida entre o eixo coordenado das abcissas e o grafico da fungao definida por

T T
=COSXAXE [—— —] .
y 2’2
Portanto, a drea desta regido é:
ACXAB z TTXTT z ? 2 +4
——+ [2zcosx dx = ——+ [senx]?r = =~ + 2 = —— unidades de 4rea
2 2

24, Tem-se:

e f(0) = foo[(t2 + 1) In(2t + e)]dt = 0, pelo que a reta passa pela origem do referencial.

e f'(x) = (x?2+1)In(2x + e) e, entdo, f'(0) = (0°+ 1) In(2x0+e)=Ine=1.

A equacio reduzida da reta que tem declive igual a 1 e que passa pelo ponto de coordenadas (0,0) é
y=Xx.

t ! x
25.3) f'(x) = (flxte_—l dt) = ﬁ .Ora, Vx € |1, +oo[, f'(x) > 0, pelo que f é crescente em todo o

seu dominio, isto é, em ]1,+oo] .
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" _ (e ! _ (@) (x-1D-e*(x-1)" _ eX*(x-1)-e* _ e*(x-2)
b) f7(x) = (x—l) - (x—1)2 T x-1)2 T (x-1)2

Portanto, como Vx € ]1,+[, e* > 0A (x —1)?> > 0, osinalde f"" éomesmodoqueode x —2.

Portanto, pode concluir-se que o grafico de f tem a concavidade voltada para baixoem ]1,2] ea

concavidade voltada para cima em [2, 4o .

26. a)
Tem-se, para qualquer x real:
. - . 0 ”
flex)= | “etdt=—[ e+rdt
0 —x
Como a fungao definida por y=e-# ¢ par,
o seu grafico é simétrico em relagdo ao eixo

Oy , pelo que fu'e—f:dtz one—flrfr :

=X

Portanto, para qualquer x real,

flex) == etdr=— [ edt=—f(x)

—X
Concluimos, assim, que [ €é uma funcgio
impar.
b)
Tem-se:

tz2l=z>t=-<-t=
:}ta—ﬂge—r

Tem-se, também, que Vi€ER,-2<0,
pelo que Vi€, e e, ou seja,

VieER, e 1.
Vem, entao:

Se 0<xgl1,
flx) = [0 e-dt < jo ldr< 1
Se x>1,
flx)= ng et'dt=
= Lerdt + [Terdr<
0 1
1 x X
: t : _ ] —
gfﬂ 1 dl‘+fl ctdt< 1+ [-e ]l

=l+(—e*+el)=1l4el—e* 1 +e!
Portanto, tem-se:

x20=flx)<1+e!
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Por outro lado, tem-se:
VtER,e">0

X
pelo que, para qualquer x>0, I e*'dt
. 0
designa uma darea.

Portanto, tem-se:
x>20=flx)>0
Concluimos, assim, que:
x20=20<flx) <1 +e!
Como a fun¢ao f é impar, tem-se:
xL0=-1-e1<fx)<0
Portanto,

VxER,-1-e1gfix)<1+e!

Logo, a fungao f é limitada.

c)
Tem-se: ,

filx)= (J.: e—fza't) =

Portanto, tem-se Vx €R, f'(x) >0, pelo
que [ ¢é crescente.

Tem-se, também:
FiE)=(e")=—2e™ ,
pelo que f'(x)=0<x=0.

a7 —0o0 0 +00
r + 0 -
f U p.i. N

Logo, o grafico de f tem a concavidade

(]

voltada para cima no intervalo -0 , 0]
tem a concavidade voltada para baixo no
intervalo [0, +oo[ .

O ponto de abcissa 0 € ponto de inflexao

do grafico de f.

d)
O =[fetdt=0
frO=e=1

Portanto, a reta passa na origem do referencial e tem declive igual a 1, pelo que a sua equacdo reduzida
éy=x.
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e)
Como ja vimos, tem-se VIER, e 1.
Portanto, tem-se, Vx € R*

flx)= J‘Uxeffidz‘ < J‘”x | dt=x

Portanto, Vx € R', flx) < x .

27. Tem-se, do enunciado, x(0) =8, v(0) =0 e v(1) = 30.

a) P[a(t)] = P(A — 6t?) =At—6><t3—3+c =At—2t3+c, ceR

Portanto, v(t) édaforma At —2t3+c, A>0, c€R.

Como v(0) = 0, pode concluir-se que ¢ = 0, peloque v(t) = At —2t3, A>0.

Como v(1) = 30, tem-se A—2 =30, peloque A4 = 32 e, portanto, v(t) = 32t — 2t3 .

Ora, 32t -2t3=0=2t(16-t?) =0 t=0Vt=—-4Vt=4;comosetem t > 0, conclui-se
que v(t) =0 t=0vt=4.

2 4 4
b) [v(t)] = P(32t — 2t3) = 32 x%—z ><%+c1 = 16t2 —%+c1, g €R
4
Portanto, x(t) é daforma 16t% — Ly ¢, ¢1 ER.
2

4
Como x(0) = 8, pode concluir-se que ¢; = 8, pelo que x(t) = 16t2 — % +8.

4 4
Portanto, x(4)=16><16—47+8=136 e x(6)=16><36—%+8=—64.

Tem-se a seguinte tabela de variacdo de sinais de v no intervalo [0, 6] e as abcissas do ponto material
nosinstantes t=0,t=4et=6.

t 0 4 6
(1) 0 + 0 —
x(t) | 8 136 —64

Entdo, a distancia percorrida pelo ponto quando decorreram 6 segundos foi igual a:
(136 —8) + [136 — (—64)] = 128 + 200 = 328 metros

P4g. 101

-1
3500 _ 3c00px—2 = 35(&)9:

x2

28.P[CMg(x)] =P +c¢=-3500x"1+c, ceR
Portanto, C(x) é daforma —% +c, ceNR.

Entao, C(llOO) - 6(1000) = —m+ Cc— m +m ~ 0,318 € .

3500 ( 3500 )_ 3500 = 3500
1000 -

365



29.Seja T afungdo que da a temperatura, em °C, do liquido no instante t (t em minutos).

Tem-se P(—e~016t) = 2% p(_0 16¢-016t) = %e‘o'lét +c, c€ER,peloque T(t) édaforma

16
100 _
T 016t L ¢ ceR.

Como T(0) =95, pode concluir-se que % +c =95, ouseja, c = 88,75, pelo que

T(t) = %e-mt + 88,75 e, portanto, T(2) = %3"0'32 +88,75 ~ 93°C.

30.a) Na figura abaixo estdo representados os graficos das restricdes das fungdes f e g aointervalo

11 D . n .
[O,Tn] ,0ponto P, em que os dois graficos se intersetam, e duas regides do plano, A e B, cujas

areas pretendemos adicionar.

Comecemos por determinar a abcissa do ponto P :

1 7 11m
f(x)=g(x)<=)senx+2=1—senx<=>senx=—E@x=?+2anx=T+2kn,kEZ

Portanto, a abcissa do ponto P é 7?”.
e Area da regido A:

71T 71T 7T
JoIf ) =gl dx = [ (1+2senx) dx = [

m mo e
_ 6 _ 6 — /T v
= [x]y +2[-cosx]; = S +2(2

e Area da regidio B :

7T
ldx+2[¢senx dx =

+ 1) = %ﬂ + /3 + 2 unidades de rea

11 11T 11T 11T
St [g(x) = f()] dx = [o [-1—2senx]dx = [;# (—1) dx — 2 [;x senx dx =
6 6 6 6
111 111
= [—x]é - 2[- cosx]é = (_11?71 + 7?”) -2 (—\/2—§ - \/2—5) = —Z?H + 2+/3 unidades de area

Portanto, a area da regido delimitada pelos graficos das duas funcdes é igual a:

(%ﬂ +/3+ 2) + (—2?” + 2\/§) , OuU seja, §+ 3v/3 + 2 unidades de area
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b) Na figura abaixo estdo representados os graficos das restri¢des das fungdes f e g ao intervalo
[0,27] , o ponto P, em que os dois graficos se intersetam, e duas regides do plano, A e B, cujas areas
pretendemos adicionar.

Comecemos por determinar a abcissa do ponto P :
fx)=g(x) & senx+2=cosx+1<cosx—senx =1=

= (cosx —senx)? =1 cos?x —2cosxsenx + sen’x =1 < —sen(2x) = 0 &
o2x=kn k€l < x = kz—n, k € Z ; destes valores, os que pertencem a |0, 2rt[ s3o %, T e 3771
Tem-se:

. seng +2= cosg + 1 é uma proposicdo falsa, pelo que % nao é solucdo da condicdo.

esenm+ 2 =cosm+ 1 é uma proposicao falsa, pelo que m nado é solugdo da condigdo.

o sen32—n + 2= cos%ﬂ + 1 é uma proposicdo verdadeira, pelo que 32—7[ é solucdo da condigdo.
Portanto, a abcissa do ponto P é 3?”

e Area da regido A:
31T

3 3

2[f(x) —g(x)]dx = [2(senx — cosx + 1) dx = [ cosx —senx + x]
0 g 0
=(0+1+32—n)—(—1—0+0)=32—n+2 unidades de area

e Area da regido B :

2
0

J[f () — g(0)] dx = fix'(—senx + cosx — 1) dx = [cosx + senx — x5 =
2 2 2

=(1+0-2m)— (0— 1 —32—7[) =2 —g unidades de drea
Portanto, a drea da regidao delimitada pelos graficos das duas fungdes é igual a:

(32—” + 2) + (2 - g) ,ouseja, ™+ 4 unidades de drea

31. a) * Dominio

Df=R

e Zeros
f=0=ox}—6x?+8x=0=x(x?-6x+8)=0=x=0vx2—-6x+8=0<
Sx=0vx=2vx=4

e Assintotas

f é uma fungdo polinomial de grau 3, pelo que é continuaem R.
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N3o existe qualquer assintota ao seu grafico e tem-se:

lim f(x)=—00 e lim f(x)=+4o
X——00 X—+0o

* Monotonia e extremos
fl(x) = (x®—6x?+8x) =3x2—-12x +8

fla) =0 3x?—12x +8 =0 x = 2By, = <28
x —o0 6—2V3 6 +2V3 +oo
3 3
f'(x) + 0 — 0
f 7 | max. rel. N min. rel.
f € crescente em ]— oo,%]
2

c cm eé dﬁ‘Cl‘ﬁ‘SCﬁIlfﬁ‘ cm

6+§\/§’+m[

[6 ~2V3 6+2V3 ] _
3 ’ 3 ’

¢ Concavidades e pontos de inflexao do grafico

f"(x)=(Bx?—12x+8) = 6x — 12

f'lx)=0=6x—12=0=x=2, f'fX)<0=x<2e f'"X)>0x>2

O gréfico tem a

concavidade voltada para baixo

em ]— 00, 2] e tem a concavidade voltada
para cima em [2,+oo[ ; o ponto de
coordenadas (2, 0) é ponto de inflexao
do grafico.

b)

(e — T
B 4

3 _ (3,.3 2 o [x* 7xB 23_
o) [If () — 9G] dx = [ (x = 7a? + 122) dx = |- — - + 6x ]0_
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d) Na figura abaixo esta representada a regido delimitada pelos graficos das fungbes f e g,
entre 0 e 3, decomposta em trés regides, designadas por A, B e C.

F N

y

mmmmmmm =

e

Ora,

. fozf(x) dx éigual a area da regido A.

. foz[—g(x)] dx = — fozg(x) dx éigual a drea da regido B .

. fzg[f(x) — g(x)] dx éigual a érea da regido C .

Portanto, a soma dos trés integrais é igual a area da regido delimitada pelos graficos das fungdes f e g,
entre 0 e 3.

Calculo da érea:
e Area daregido A:

s 2
foz f(x)dx = foz(x3 — 6x2 4 8x) dx = [x— —2x3 + 4x2] =4 — 16+ 16 = 4 unidades de area
4 0

e Area da regido B :

foz[—g(x)] dx = foz(—xz +4x) dx = [—x; + 2962]0 = —§+ 8= % unidades de drea

e Area da regiso C:

BU@ - g dx = [FG - 70 + 120) du = [= = 4 6x2]z =

= (i—l — 63+ 54) — (4 — ? + 24) = g unidades de area
Areatotal: 4 + % + g = 4:5 unidades de area

e) Os valores sdo iguais.
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Tema 7 | nimeros Complexos

1. Introdug¢ao aos nimeros complexos

Pag. 104

1.Tem-se p=6e qg=-2.

Portanto, (%)2 + (2)3 = m= V9 = 3 e, entio,
x=V1+3+¥V1-3=V4+V-2=V4-32

Verificagao:

(2-32)" +6(Va-32)-2=

= (V8) +3(3Y8)° (-V2) + 3VaA(-¥2)" + (-32) + 6V — 632 — 2 =
=4-3V25+3V2%-2+6Y22 - 612 -2 =
=—3x2V22+3x2V2+6¥22-632=0

Pag. 107

Para quaisquer nimeros reais a, b, ¢, d,
e e f,tem-se:
c(a,b)+(c,d)=(a+c,b+d)=(c+a,d+b)=
=(c,d)+(a,b)
(@) +(c.d)] + (e ) =
=(a+c,b+d)+ (e, f)=
=((a+c)+e,(b+d)+f) =
=(a+(c+e), b+(a’+f))
(a,b) + (c+e, a'+f) (a,b) + [[c d)+ ]]

+(a,b) x (e, d) + (e, f)] =

:(a,b) (c+(.’,d+f)

_ (L.(({._.Jre)_ b(d+f),a(d+Ff) +b(c:+e]) =
(

= (

=(ac+ae—bd—-Dbf,ad+af+ bc+ be) =
ac—bd, ad + bc) + (ae — bf, af + be) =
=(a,b)x (¢,d)+ (a,b) x (e, f)
Portanto, a operagao + € comutativa e
associativa e a operagao X ¢€ distributiva,
relativamente a operacao +.
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3.

Tem-se, para qualquer (a, b) pertencente
a R%, (a,0)+(0,0)=(0,0) + (a,b) =
=(a+0,b+0)=(a,b) .
Portanto, (0,0) ¢é efetivamente elemento
neutro da operagao +.

Pag. 110

4.a) -2 b) 7 c)3 d)1 e)—6
)0 g)o h) 5

5.z=-7+8i

6.

Numeros reais: z;5 € Zg
Numeros imaginarios: 2;, 2,, 23, 24, % € 27

Numeros imaginarios puros: z,, 23 € 2

Pag. 111

_ . ) 2x =y 2x =y 2x =y y =2
7.z=w < 2x + (3y S)l_y+x“:){3y—5=x@{6x—5=x@{x:1 @{le
8.2i76 4 3103 — j265 — |76 =4x19+0; 103 =4X25+3; 265 =4 X 66+ 1

=2{9433—-i1=2-3i—i=2—4i

9.(-1+4i)(5-2i)—(2-3i)>=-5+2i +20i —8i? — (4 —12i + 9i?) =
=—-5+4+22i+8—4+12i+9 =8 + 34i

Pag. 112
10.

2=3+2i; 5=-3+3i; 5=—1-3i;

24=1-2i5 z,==23 zs=i
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11.E z, .
A abcissa do afixo de z; ndo é igual a soma das abcissas dos afixos de u e de w ; portanto, z; ndo

pode seriguala u+w.
A ordenada do afixo de zz ndo é igual a soma das ordenadas dos afixos de u e de w ; portanto, z;

nado pode seriguala u+w.

Pag. 113

12. a) O conjunto dos nimeros complexos que verificam esta condi¢do é o conjunto dos nimeros

complexos da forma (x,2),com x € R.
A representagdo geométrica deste conjunto é:

Im ()

-

b) O conjunto dos nimeros complexos que verificam esta condigdo é o conjunto dos nimeros
complexos (x,y),emque x e y sdonUimerosreaistaisque —2<x<4e 1<y<3.

A representagdo geométrica deste conjunto é:
Im|(2)

rFs

o] Rel(z)

13. Na figura esta representado o conjunto dos nimeros complexos (x,y),emque x e y sdo
ndmeros reaistaisque 2<x <4 e -3<y<-1.
Uma condigdo em C que define este conjuntoé 2 < Re(z) <4A-3<Im(z) < -1.
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2. Operar com numeros complexos

Pag. 114

14.a)1+51=1-15i b)2—-31=2+3i
J-14+1=-1-i d—4-31=-4+3i
e)6=6+01=6—-0i=6 f)—51=0—-51=0+5i =5i
Pag. 115

15.2+0)B-i)?+31-2i(5+1) =2 -9 —6i+i%) —3i—10i — 2i%? =

=(2-0)(8-6)—13i+2=16—12i—8i—6—13i+2 = 12 — 33i

Pag. 116
16. Na figura ao lado, esta ilustrada a situacdo . Im () T
descrita.
Sejaz=c+di,comc<0ed<0.
—2dx(=c) _ m_—d R

Tem-se ————= =4+/3 e g == z o Reld

dc =43 dc =43
Ora, {a v3 & N

=" d=—c¢ A d

c 3 3

V3 o
Y22 = 4+/3 C2 =12 (c<0)
PR @{ = {C:_z"?’

3
_B, 8
a=f, Tla=Fe T la=-

Portanto, z = —2v/3 — 2i .

Pag. 117

17.a)|-7| =7
b)|i| =1
c)|-2i| =2

18.a) |5 — 12i| = \/(=5)2 + (=12)2 =25 + 144 = 13

b) |1 +V3i| = (12 4+ V3 =VI+3 =2
c) |2 —5i| =+/22 + (=5)%2 = V4 + 25 = /29
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19.Sejaz=a+bi,coma>0e b<O0.
Tem-se:
ez+7=8<=(a+bi)+(a—bhi)=8=2a=8=a=4

(b<0)
~

o|z| =5 |4+bi|l=5V42+b2=5<b>’=9 & b=-3
Portanto, z =4 — 3i.

20. Tem-se

(z+i) (z=i)=(z+i) (Z+i) =

=(z+i)(z+i)=|z+i

Pag. 120

21. Na figura ao lado, estd ilustrada a situagdo Im (2) T A
descrita. 6
Sejaz=c+di,comc>0ed>0.

Dado que o triangulo é equilatero, tem-se 0O Re (Z)‘
AB=0A=6,peloque d =3.

Entdo, tem-se c? + 3% = 62, pelo que

c=+/27 = 3v3.
Portanto, z = —2+/3 — 2i .

Pag. 121
22.a) |z + 1| = 4 seesbseoafixode z pertence a circunferéncia de centro no ponto de coordenadas

(—1,0) eraio 4.
Representacdo no plano de Argand:

Im Z)‘ -
// \\
/ N
/[ \
of 1] Jrdz
\ /
N )4
N rd
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b) 1 < |z| < 3 seesdseo afixode z pertence a coroa circular definida pelas circunferéncias de

centros na origem e raios 1 e 3.
Representacdo no plano de Argand:

N

cJeTem-se |z+i|=|z—1| e |z— ()| =|z—-1]

Portanto, |z + i| = |z — 1| se e so se o afixo de z pertence ao semiplano definido pela mediatriz do

segmento cujos extremos sdo os pontos de coordenadas (0,—1) e (1,0) e que contém este dltimo.

® Re(z) < 3 seesodseo afixode z pertence ao semiplano esquerdo definido pela reta paralela ao eixo

imagindrio que interseta o eixo real no ponto de abcissa 3.

e Im(z) < 2 se e s6 se o afixo de z pertence ao semiplano inferior definido pela reta paralela ao eixo

real que interseta o eixo imaginario no ponto de ordenada 2.

Portanto, a conjungdo daquelas trés condicGes define o conjunto de pontos comuns aos trés conjuntos

descritos.
Representagdo no plano de Argand:

=

Pag. 122

23.a)——||2(1) T=—

= I3lI2 (3 = —( 3i) =

)_—21—| 21|2X( 21)——(21)——
1 1 N_ 2 3.
d)ﬁ |2+3z|2( 2+30) = Ji3* (2_30_13 13!

e) L =
1-i |1-i2

_— 1 . 1 1.
(1—l):E(1+l):E+El

Fotocopiavel © Texto | MVT 12
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24.Seja z=a+ai,com a>0.
1 1 _ 1 . a a . 1 1.
Tem-se - = —=7=——(a—ai))=———i=———1.
z  |z|? a2+a2( ) 2a%2  2a? 2a  2a

Portanto, o ponto B pertence a bissetriz do quarto quadrante e, ent3o, o tridngulo [AOB] é retangulo,

A Vs
tendo-se AOB = >
. i . oaxoB _ Vx| 1 .
Entdo, a drea do tridngulo é dada por =, = unidades de area.

Pag. 124
25.3) 3+2i _ (3+2)(2-5i) _ 6-15i+4i+10 _ 16 1,

*owsi T (245)(2-50) 4+25 T 29 29

13 13(5+12i) 65+156i 65 156, 5 12,

b) - = - — = =—+—i=—+4—=i

5-12i  (5-120)(5+12i)  25+144 169 @ 169 13 ' 13
0 12i _ 12i(3-4i) _ 48+36i _ 48 36,

3440 (3+40)(3-4i)  9+16 25 ' 25
d) (7+8i)(2—-5i) _ 14—35i+16i+40 _ 54—19i _ (54—19{)(5+12i) _ 270+648i—95i+228 _ 498 + 553 ;

5-12i 5-12i T 5-12i  (5-120)(5+120) 25+144 T 169 ' 169

e) 3 1 3(3+40) 3-4i _ 9+12i | 3-4i _ 12+8i _ 12 , 8 i

3—4i  3+4i  (3—-40)(3+4i) = (3+40)(3-4i)  9+16 = 9+16 25 25 = 25

26.5eja z=x + yi.
z—1—-i x+yi—-1-i (x-D+@-1Di [x-D+@-Dilx+1)—-@+Di]
z+1+i x+yi+1+i (@+D+@+1Di [x+D+@+Dilx+1)-@+1Di]

x-Dx+D+@-Dr+1) G-D&x+D)-@F+Dx-1)
G+ D2+ (y + 12 x+ D2+ (y+ 1?2 L=

x2+y2 -2 2y — 2x _
TGT DIt A Gt D2+ DE
Portanto, ::i é imagindrio purose esése x2+y2 —2=0A2y —2x # 0, ou seja, se e s se
x24+y2=2Ay#x.
A esta condicdo corresponde a circunferéncia de centro na origem e raio V2, excluindo os pontos dessa
circunferéncia que pertencem a reta que contém as bissetrizes dos quadrantes impares.

Representacdo no plano de Argand:
Imiz) T

e
N
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3. Forma trigonométrica de um niumero complexo

Pag. 127

27.a)i=0+i= cos% +i sen%; portanto, g € um argumento positivo de i .

T 5 , s .
> + 2 = — € outro argumento positivo de i .

3w . .

%— 21 = —% é um argumento negativo de i .

b) -1 = —1+4 0i = cosm + isenmw ; portanto, ™ é um argumento positivode —1.
T — 21T = —m € um argumento negativode —1.

T — 4m = —3m é outro argumento negativode —1.

V2 2. T T T, . , -
¢) -+ -i=cos, +isen; portanto, - é um argumento positivo de i, pelo que uma expressgo

2 2
geral dos argumentos de \/2—5 + \/Z—Ei é %+ 2km,kEZ.

Pag. 128

28.a) e?™ = cos(2m) + isen(2n) =1+ix0=1
.37

b)e'z = cos(32—n)+isen(37n) =04+ix(—-1)=—i

W2TC
et 2T . 2 1 V3.
cJe's = cos(—)+Lsen(—) =—4=i
3 3 2 2

29.
ef" _ cosoLtisend
e cosB+isenp
=cos(0—B) +isen(o—P) = e'* B = gio-iP

Pag. 130

.31

30. a) O afixo de —6i é o ponto de coordenadas (0,—6), pelo que se pode concluir que —6i = 6e'z .

b) O afixo de 7 é o ponto de coordenadas (7,0), pelo que se pode concluir que 7 = 7e%.

¢) O afixo de 9i é o ponto de coordenadas (0,9), pelo que se pode concluir que 9i = 9¢%z .

d) O afixo de —12 ¢é o ponto de coordenadas (—12,0), pelo que se pode concluir que
—12 = 12¢e'™ .
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e) O afixo de —\2—+2i éo ponto de coordenadas (—\/Z —\/i) , pelo que se pode concluir que um
argumento de —/2 —+/2i é %.

5T
Como |—\/§ - \/§L| =+/2 + 2 = 2, pode-se concluir que —2 —\2i=2e"% .

f) O afixode 5 — 5i é o ponto de coordenadas (5,—5), pelo que se pode concluir que um argumento
7

de 5—5i é —.
4

7T
Como |5 — 5i| = /25 + 25 = v/50, pode-se concluir que 5 — 5i = v/50e"s .

31.a) 10e%™ = 10[cos(2m) + i sen(2m)] = 10(1 +i x 0) = 10

b) Seig = 5(cos§+ iseng) =50+ix1)=>5i
c)\/ﬁei%T = \/ﬁ(cos%”+ isen%) = m[_\/?ﬁ_}_ i X (—%)] =—-3—+/3i
Pag. 131

32. Em cada uma das alineas seguintes, seja @ um argumento do respetivo nimero complexo.

a) Tem-se:
o|1+3i|=V1+3=2

e tga = /3 ; entdo, como o afixo de 1 ++/3i estd no primeiro quadrante, um valor para a é g

Portanto, 1+ /3i = 2e's .

b) Tem-se:
o|-Vi2-2i|=Vi2+4=14
e tga = % = \/;; entdo, como o afixo de —V/12 — 2i estd no terceiro quadrante, um valor para a
5 Im
o

7T
Portanto, —V12 — 2i = 4e's .

c) Tem-se:
o |-V18 +V6i| = V18 + 6 = V24

e tga = _L\/% = —\/g = _\g_g; entdo, como o afixo de —/18 + V6i estdno segundo quadrante, um

, 5w
valor para a é -

.51
Portanto, —V18 + V6i = v24e's .
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d) Tem-se:
o |—2+5i| =V4+25 =129

5 ~ . . . .
e tga = -5 entdo, como o afixo de —2 + 5i estd no segundo quadrante, um valor para a é
5
arctg (— E) + .

Portanto, —2 + 5i = \/Eei[amg(_g)m] .

Pag. 132

33. Tem-se:

o|1-+3i|=Vv1+3=2

® tga = —V3; entdo, como o afixode 1 — V3i estdno quarto quadrante, um valor para a é 5?7[

.5T
Portanto, 1 —+/3i = 2e's .
Ora,
. . P
pel*=1-V3Bicepel® =23 =
<=>p=2/\a=5?”+2kn,kez

. , 51 . 23m
Ovalor de a pertencentea [6m, 81| obtém-se para k = 3 ; esse valor é 5 + 61, ou seja, —

Pag. 133

34. a) Seja @ um argumento do numero complexo 3 + V3i .
3 ~ ) , . L
Tem-se tga = \/3—_; entdo, como o afixo de 3 + V3i estdno primeiro quadrante,

. Vs
Arg(3 ++3i) = -
b) O afixo de —i é o ponto de coordenadas (0,—1), pelo que se pode concluir que Arg(—i) = —g .
c) O afixo de —1 é o ponto de coordenadas (—1,0), pelo que se pode concluir que Arg(—1) =m.

d) Seja @ um argumento do nimero complexo —2 —V12i.

—V12 ~ ) , . .
Tem-se tga = l/—_ = \/§; entdo, como o afixo de —2 —+/12i esta no terceiro quadrante,

Arg(—2 —V12i) = -

35.5eja z=x+yi.
Tem-se 2<z+zZ<6=2<(x+yD)+(x—yi)<6=2<2x<6=1<x<3.
Portanto, a condigdo 2 <z+Z<6A0<Arg(z) < % corresponde o trapézio representado, no plano

de Argand, na figura seguinte da pagina seguinte.

379



Tim ()

>
14

1 3 Re(2)

. e 3+1 . .
A area deste trapézio é igual a - X 2 = 4 unidades de area.

Pag. 134

36. Tem-se OSArg(Z—l—i)S%@OSArg[z—(1+i)]S%.

Portanto, a condigdo 0 < Arg[z—1—i] < gA Re(z) < 3 corresponde o tridngulo [ABC]

representado, no plano de Argand, na figura seguinte.

Tim () /.
ar
3
g1 2L
ol 1 Re (2)
BC -
Tem-se == tgg & BC = 23.
. " . 2x2v3 . .
Portanto, a area do tridangulo é igual a ><2\/_ = 2+/3 unidades de &rea.
Pag. 135

37.) —2¢%5 = 2¢/G*™) = 265 = 2¢(5727) = 26(-%)

o) e = e!(57) = o = (52 = o
¢) 2¢% = 2¢/°%)

d) 7 = o5 = ol 15em) i

Pag. 136

T LATT )
38.a) 4e's x 6e's = 24e'™ = —24 = —24 4+ 0i

3

T T 3m b3 . 6T .31
b) —3e's x V2e's = 3el(§+”) X \/fel( T = 3v2e's =3v2e's =32 (—£+

2
= —3+3i
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Pag. 138

39.Seja z =2 —5i.

Pretende-se determinar, geometricamente,
o afixo, W ,de (4 + 3i)z .

A figura ao lado pretende ilustrar a resolugdo

Im (z)

pedida.
Tem-se (4 + 3i)z = 4z + 3iz.
Seja Z oafixode z,seja Z' oafixode 4z e

L 4

IS1E)

seja Z'" o afixo de 3iz.

Z' é aimagem de Z pela homotetia de centro
na origem e razao 4.

Z'" éaimagem de Z pelarotacdo de centro na W
origem e amplitude g, composta com a

homotetia de centro na 7

origem e razao 3.

W éaimagemde Z" pelatranslacdo associada ao vetor 07" .

Da figura, parece poder concluir-se que W é o ponto de coordenadas (23,—14), pelo que, assim
sendo, se deverater z = 23 — 14i.

De facto, (4 + 3i)(2 —5i) =8 —20i + 6i + 15 = 23 — 14i.

7T 3T AT I
40.a) 4e's:e's =4e's =4e2 =4i=0+4i

L7

8e'1z "
b) = [Tem-se [VZ+V2i| = 2 e Arg(VZ +VZi) =%
7T
_8e T D) o alcos® 4 isen®] < 4 (ta 1) = -
—Zei%—éle(lz 4)—463—4[c053+lsen3]—4(2+12)—2+2\/§l
Pa'g.139

41.Tem-se,para p >0 e 0 € |—m, 7] :

1+i . E _ i \/Eei% _ i E i(— E) _ i _ \/_E __r
—pew—Zl 7 = Pe (:)—Zei%—pe e el ¢ =pe (:)p—z/\H— "
Vs
42. Tem-se,para p >0 e 6 € [O’E] :
60\ (_ N\ o N _ 5w
(pel )( V3 + l) =-2 |Tem-se |—V3+i| =2 e Arg(—V3 +1) ==

& (pe'?) (Zeis?n) =2e" & Zpei(9+5?n) =2e" =20 =2A0= % Sp=1A0 =%
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Pag. 140

5
11

8v2i eif_z L i— (11T 3T T
( : 3) _ 8V2e zne 2= 8vze = = 4e‘(7'T) =4e'%s =4 [cosE+ isenE] =

(1+1) (ﬁeiz) ZﬁelT 6 6
=4(‘/—§+1i) = 2v3 + 2i

2 2
Pag. 141
44. (peie)z(l + \/§L) =42 -42i = |Tem-se |1+ V3i| =2 e Arg(1+V3i) =§ e tem-se

|-4V2 — 4V2i| =8 e Arg(—4v2 — 4V2i) = -
.TT . 3 . T 3
& p2el x 2¢'5 = gel(=%) o 2p261(29+?) —g.!- %) o
p>0

S22 =8A20+5=-Z+2UnkeZS p=2A0=—-""+km k€L
Ovalorde 6 talque 08 € [O,%] obtém-se para k =1 eéigual a 121—:.
45,
" +l”= (c?—f“)”+—l =TI 4 pin® =

< (e-ie

=cos(—na) + isen(—no) + cos (no) + isen (no) =
=cos(no) —isen (n0L) + cos (na) + isen (nol) =

=2 cos (no)
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4. Raizes de um numero complexo

Pag. 145

46. Tem-se 32i = 32¢'z , pelo que as cinco raizes de indice 5 de 32i sdo dadas por:
.E+2kn
V32e" 5 ke{0,1,2,3, 4}

_E+2kn:

Ora, V32 e s = 2ei(ﬁJrT .
Entdo, tem-se:

Para k=0—>2e%
Para k=1—>2ei(%Jr 5
Para k=2—>2ei(%
Para k=3 —>2ei(%+

[T

i(—+
Para k=4—>29(10 5
Representacdo, no plano de Argand, do poligono cujos vértices sdo os afixos destes nimeros:

Im (z) 1 k2z'

N
\____/Rud

Pag. 146

.TT
47. a) O niimero complexo cujo afixo é o vértice que pertence ao eixo imaginario é V2 e'z .

[T 2T .29T
, . , i(=+5X— . i—
Portanto, o nimero complexo pedido é V2 e (2 9 ) ,ouseja, V2e 18 .

N
b) Esse numero é igual a (\/i el?) .

N 9T .
ora, (VZe'z) = (V2) ez = 16VZ e’z = 16vZi = 0 + 16vZi .
Pag. 147

48.a)z* +2 =—J12ieszt =-2-V12i |Tem-se |—2 —V12i| = 4 e Arg(—2 —V12i) = —Z?H
2?11 27 an) .(_E+kz_n)

<=>Z4=4ei(_ )(=)2=Wei(_EJrT,k6{0,1,2,3}@Z=\/§el 6
. T T 51T AT
<=>Z=\/§el(_E)VZ=\/§el§VZ=\/§eL?VZ=\/§el?

kef{0,1,23} =
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b)z°=z25—2z2=0=2z2z*-1)=0=2z=0vzi=1oz=0vzi=e"=

2km km
&z=0vz=e"4,k€e{0,1,23}=22z=0vz=¢"2,k€{0,1,2,3} &

, m . an
oSz=0Vz=e%vz=e2vz=e"Vvz=¢"2 ©2z=0Vz=1Vz=iVz=—-1Vz=—i
2 8i z3+8i 3 . 3 . 3 i3—n
c)z +;=0<=) =0=2°+8i=0Az+0=2°=-8i2°=8e2 <
(31  2km (T 2Kkm
o722 ) ke0,1,2) o 2=2G"5) ke(01,2) =

i L'7_7T ill_”
Sz=2ez2Vz=2e6Vz=2e 6 &

. 71T . 71T 11w . 11w
S z=2iVz=2 [cos?+ lsen?] Vz=2 [cosT+ lsenT] =

<=>z=2iVZ=2(—?—%1’)Vz=2(§—%i)<=>z=2in=—\/§—iVZ=\/§—i

Pag. 148

49.Seja z=x+yi,comx+0ey#0.
zZ2=-5-1Rie(x+y)=-5-1Riox?-—y?’+2xyi=-5-12i =

x2—y2=_5 {xz—y2=—5 x*?—==-5 {x4+5x2—36=0
P -
X

S 6 =
- _ — _ 6 =_°
2xy = —12 y= y=-: y X
x? = 1% x?=-9vx?=4 Xx=—-2Vx= x=-2 (x=
s 6 &1 6 .6 = _6V 6
y=-3 y=-z Y=z Y x x
(:)x=—2vx=2
y=3 " ly=-3
Portanto, as raizes quadradas de —5 — 12i sdo —2+3i e 2 —3i.
Pag. 149
5o.a)zz+17=22(:»22—22+17=0<=>z=2“2‘64<=>z=%*“<:>

Sz=1—-4ivz=1+4i

b)z3-622+13z2=0=2(z?-62z+13)=0=2z=0Vvz?—-6z+13 &

6+V—16 6+4i
=z=0vz= . =z=0vz= >

Sz=0vz=3-2ivz=3+4+2i

c)z4—522=36(:)Z4—522—36=0(:)22=¥(=)22=w

& 72=—4Vz°=9&=7=-2iVz=2iVvz=-3Vvz=3

Pag. 151
Z+w=6 w=6-2z w=6-—2z w=6-—2z
51'{zw=13 {z(6—z)=13 {—z2+6z—13=o‘:’{zz—6z+13=o‘:’

w=6-2z w=6-2z = i = ]
. w=6-2z (W=6—2z w=3+2i ,(w=3-2i
‘:’{ le ‘:’{Z=% = v S U S D5
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De outro modo, tendo em conta a nota:
Os nimeros procurados s3o as solugdes da equagdo z2 — 6z + 13 =0.

Ora,zz—6z+13=0<=>z=6iv_16<=>z=6i;4i<=)z=3—2in=3+2i.
Pag. 158

0 . i(1-i) 14 . 1,1. 3 3.
52.a)1+z+m—1+z+—(1+i)(1_i)—1+z+ > —1+l+2+21—2+21

b)i**(1+3)2=i3(14+6i—9) =—i(—8+6i) =6+8i

.31
c) % = {31 = j7x4+3 — {3 = _j
_ C643ini _ (c6+20(1420) _ —6-12i42i-4 _ _, .
T o1-2i  (1-20@+2) 5 -

. (4-30)2 . 16-24i-9 . (7-240)(-D) , , .
d)21+f=21+—,=21+T=21—24—71=—24—51

23 2ti 23 _ i5x4+43 _ ;3 ;

e) L - = 1“2 =1 =i>=—i

. (2+i)(1+1Q) . 2+43i—-1 . 1 3. 1 1.
=—l+——=—l+—=—l+-+-l=-+=i

(A-i)(a+i) 2 2 2 2

V24140 4 27

f) @+D)"+i" 46177 = |40 = {10%440 = j0 = | @ 27 = j6%X4+3 = 3 = _;
1+2i
_ draizitio6i _ (4-20(1-20) _ 4-8i-2i-4 _ .
- 1420 T (a+20)(1-20) 5 -
P N\ 2 :43
g) 3-2i+(3-2i)%+2i _ (43 = 10443 — 3 =
—8i
3-2i+9-12i—4-2i 8—16i0 (—=1+42i)(-0) .
= - = — = —— =241
—8i —8i i(-i)
; 8 15

h) (1+21)(3-::)+L i {15 = j3x443 = 3 = _
_ 3tiH6iz2+1-i _ (2460)(=3D _ 18-6i _ , 2,
- 3i T o3i(-3) 9 3

53.2(p+qi)=q—-pi—-2(1—-i)=2p+2qi=q—pi—2+2i

, , 2p=q—2 =2p+2
<=>2p+2ql=(q—2)+(2—p)z<=>{22=g_p@{g(2pi2):2_p@
6
- q=2p+2 q=-
@{q 2p+2@{ 5

2 (=1
5p=_2 p=_§ p:—%

54.(a+i)2-bi))=7—-i=S2a—abi+2i+b=7-i&

] ] 2a+b=7 b=7-2 b=7-2a
<:>(2a+b)+(2—ab)l=7_“:’{2a_abz_1<:){ab=3 a@{a(7—2a)=3@
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_ b=7-2a b=7-2a _
b=7-2a b=7-2a
@{2a2—7a+3=0@{ _ 7+/49-24 (:){a % V{ =

b=6 —
@{ _1v{b_1
a=3 a=3

55.(1+)?+a(l+id)+bhb=0=2i+a+ai+b=0=(a+b)+(a+2)i=0
Sa+b=0Na+2=0a=-2Ab=2

(—3+42i)%2+3+4i3°

56.a) ————— = i35 = (8%x4+3 — ;3 — _
4e"2
9—-12i—4+3-4i (8—16i) 4i 64+32i .
—4i (—4i) 4i 16

5
b)(3-4i-3) =(@-4i+0)°=
=(3-30)°= [Tem-se |3 — 3i| = V18 = 3v2 e Arg(3 — 3i) = —%

= (3\/§ei(_%)> = 35/25¢" (_T) = 972\/_[cos (— —) +isen (— %)] =
= 972\/_[—— + ] = —972 +972i

T\ 9

T, m\? . iy 3 2; 23 .

(6055+lseng) +(2+0)3 (e 9) +2743X27 1+ 3X217 4L e 4+8+12i—6—i —1+2+11i  (1+11i)(~i) ,
c) = = = = =11-1i
i i i i i(=0)

i
57.a —2ie'6= |Tem-se |1+ 3i| =2 eArg(1++3i) ==
1++/3i 3
.3m T
2072 o6 _ j(m4I_T)_ pm
= —=e'\z ' & =e'3
2e'3
TN\ 7
. = .
4‘<€ 7) 8 4ielmig  (—4i+48)(3—i)  —12i-4+24-8i _
b)) M CHOGD) -
3+i 3+i (3+i)(3-1) 10
20-20i .
=~ =2-2i= |Tem-se |2 —2i| = 2v/2 eArg(2—2i)=—%
. T
= Zﬁel(_ Z)
FE 117w | 117 —2v/3+4 ﬁ—li fEL 13
_2\/§+4e 6 —2\/§+4 (COST‘FlSEI’lT) 2 2 _2\/§+2\/§_2i 2e" 2 l_ﬂ:
C) N = T = N = T =—7 = 2e 10
e's e's e's e's e's
Zy 13—1-[ 1+i ) . T
58. z; +—= 2 + = = |Tem-se |1+l|=\/§eArg(1+l)=Z
VZe's
VZe's i , i(— .
=i+ =—itel™=-1—
VZe'd
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59. Tem-se z = 2v/3 eiZ = 2\/§(cosz + isenz) =23 (£+li) =3++3i.
6 6 2 2

Portanto,

zw _ (3+v3i)(-3+3V3i)

—9+9vV3i-3v3i-9 _ (-18+6V3i)(-4v3i) _ (-18+6V3i)(-4v3i)

zZ+w 3+v/3i—3+3V3i 4V/3i 4y/3i(—4v3i) 48

_72472V3i _ 3 | 3V3. _ 3 33| _ [o, 27 _ 3,33\ _n

BEETEE ITemse >+ 521 = [F+5 =3 earg(3+270) =35
T

= 33L3

Pag. 159

60. Seja Arg(z) =a, z#0.
.37
Tem-se Arg (3) =a- E, pelo que Arg (i) =loa==Z e, portanto, tem-se z = |z|e' s .
w 4 w 2 4
fEL n i2Zn 3n 4k
Ora, Z"E]Rc)(lzle 4) ER e |z|"e = E]R@Tn=kn,kez<=>n=?,k€2.

Para k = 3, obtém-se n = 4, que é o menor numero natural que satisfaz a condicao.

61. Tem-se W X z = e x (1 + i) = e!D 2e% = ﬁei(_”Z) )
Ora, \/Eei(_aJ'Z) ER™ & —a+%=n+2kn,k Eloa= —%n+2kn,k EZ.

. , 5
Para k = 1 obtém-se ovalor de a pertencente a [0, 27] que é Tn.

a+(1+20)i% ) ) ] ]
62. Tem-se ————— = [i83 = j20X4+3 — ;3 =
VZe'r
_a+@+20(=) a+2-i _a+2-i _  a+2-i _ (a+2-0)(1-i) _
- 5T can®®) V2 iz\ | —1-i P N1—i)
ﬁ(cos Hisen— ) ﬁ(_7_7) 1-i 1+ (1+D(@-i)
a-ai+2-2i-i-1 _  1+a+(-a-3)i _ 1+a n a+3l.
- 2 - 2 - 2 2
a+(1+20)i8 , . . .
Portanto, — =37 € um numero imaginario puro se € so se a = -1.
V2e's

63.Tem-se (a+i)2=a?+2ai—1=(a?-1)+ 2ai.
Ora, para que se tenha, (a + i)? = z, é necessério que Arg[(a + i)?] = Arg(z) , pelo que tem de se

ter 2a _\/§.

az-1
aiil=\/§(=>2a=\/§a2—\/§<=>\/§az_2a_\/§=O@aZ_\gjva:ﬁ
Tem-se:
2
.( ‘/§+i) _ 1 243, 2

2V3 . - ~
-3 =5- 5 i- 1= —3 — 3 L;portanto, como o argumento principal deste complexo ndo

. T . V3oL ~
€ 3, 0nlmero real —5 hdoé solucdo do problema.
2
. (\/§ + i) = 3 4 2+/3i — 1 = 2 + 2+/3i ; portanto, como o argumento principal deste complexo é g,
o nimero real V3 é solugdo do problema.
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_iZ

V2e '8
.TT
e's

& sena—cosa+ bi = \/f[cos(—%) + isen(—%)] =

. T
< sena —cosa+ bi = \/fel(_?) =

64.sena —cosa + bi =

sena —cosa =1

@sena—cosa+bi=\/§[\/2—i—i\/2—§]@sena—cosa+bi=1—i<=>{b__

Vamos resolver, em ]0,7[, a condicdo sena — cosa = 1.

sena —cosa =1 = (sena —cosa)? =12 © —2senacosa = 0 & sen(2a) = 0 &
km

(:)2a=kﬂ,kEZ<=)a=?,kEZ

7 s , T
Para k = 1 obtém-se o Unico valor de a pertencentea ]0,7[, que é 5

s
Ora, g satisfaz a condi¢do sena — cosa = 1, pelo que a solugdo do problema é {a T2
b=-1

ia i(sa) i _r
65. Tem-se Q =i 7= lel(sa 2)-

3i 3e'z

ia
( )e]RU:) (5“ )ER@Sa—E—knkEZ@a—E+k?n.k€Z
Para k = 0, obtém-se o Unico valor de a pertencente a ]O,%[ , que é %.
i\ 2

66. Tem-se (3e'*)” x (2 ++12i) = |Tem-se [2+V12i| = V4 +12 =4 e Arg(2 +V12i) = 3

= 9¢i2®) x 4¢'5 = 36el(2a+§)
O afixo deste numero complexo pertence a bissetriz do terceiro quadrante se e sé se

2a+§=%ﬂ+2krr,kEZ,ouseja,seesése a=121—4n+krc,k€Z.

. .. T , 11m
Para k = 0, obtém-se o Unico valor de a pertencente a ]0’5[ ,que é —-.

67.Seja z = 2e'? = 2[cos@ + isenf] = 2cos@ + 2isenh .

Tem-se:

lz+ 1|12+ |z—1|> =|2cos8 + 2isenB + 1|?> + |2cosO + 2isenf — 1|?> =
=1|(2cos@ + 1)+ (2senB)i|?> +|(2cos O — 1) + (2senB)i|? =

= (2cosf +1)?> + (2senB)? + (2cosd —1)?> + (2senBh)? =
=4cos?0+4cosf+1+4sen®f +4cos?f —4cosh +1+4sen’6 =
=8cos?0 +8sen?H +2 =8(cos?0 +sen?0)+2=8+2=10

68.5eja z=x + yi.
Tem-se:
|z+ 16| =4|z+ 1| & |(x + 16) + yi| = 4|(x + 1) + yi| &
= Jx+16)2+y2=4/(x+1)2+y2 @ x% +32x + 256 + Y2 = 16(x* + 2x + 1 + y?) &
& 15x%2 +15y? =240 = x? +y?2 =16 & |z| = 4
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2 2 2
s V3 5 . 2 -2 5 V6
(*) _ NO _ Neol _ |04 2 2 _ _ V3 Vo6
Temse|2 21| 4+4 2 e g 3,pequueArg(2
w=1-i= Zei(_Z) [Tem-se |1 —i| =2 eArg(l—i) = —
T
U - . T T
b)i = ﬁe.( fr) = el(_E+Z) = elf_z
ZeL(_Z)
V6-vzi , , , , .
z > V6—2i _ (V6—v2i)(2+20) _ 2v6+2v6i-2v2i+2vV2 _
w o 1-i 2-2i  (2-20(2+2i) 8 -
_ 2\/E+2\/§+ 24/6-2v2 . \6+y2 n V6—V2 .
8 s ' a P
T _
c) Da alinea anterior, tem-se e'iz = \/g+\/7 + \/ET‘EL' , €, portanto,

n _VoHZ VoI,
4

Vs .
coOs—+isen— =
12 12 4

70. Tem-se:

|z = 1] = |exe—1| = |cos(20:) +isen(200) - 1| =
= |cos(20) = 1 +isen (20)| =

= \/(COS(ZG) - 1)Z +sen?(20) =

= Vcos?(2a) - 2 cos(2a) + 1+ sen? (201) =

=\/2—2CDS(20‘.)=\/2—2((30520'.—561120-) =

= V2 —-2cos20,+ 2sen?0. =

= \/2 (1-costa)+2senZa =

=V2sen2ot+ 2senoe = V4senZoo=2|senal =

=2seno (note-se que, como o€ ] 0, %[ ,

tem-se seno > 0)

71.

1+ cos(20) + isen (20) B
1+ cos(20) — isen (20t

) [1 +cos (20:)] ’ +senz(2a) -

Fotocopiavel © Texto | MVT 12

. Vs
i, pelo que se pode concluir que Cos— =——
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B 1+ cos(20r) —isen(20t) _
" 1+2cos (20) + cos2(2a) + sen2 (201 B
_ 1+cos(2a) —isen(2at) _
- 2+2cos(20) -
_ 1+cos(2a) —isen(2a) _
- 2 [1 + cos2a)] -

_1 1 +cos(20t)—isen(20t)=
2 1+4cos(2a)
_1 1+ cos 20£ . sen(2a) _
2 {1+cosQo) 1+cos(20t)
1(1 . 2seno. coso )=
2 1+(:os2 —sen?q
l(l Zsen(xcos(}t) l(l lﬂq)
2 2 cos? 2 cosQl
%( —itga)

72. a)

A condicdo |zl =|z-3i| define, no plano
de Argand, a mediatriz do segmento de reta
cujos extremos sdo a origem do referencial
e o ponto de coordenadas (0, 3) . Esta

mediatriz tem equagao yz% . Portanto,

todos os nimeros complexos que verificam a
condi¢ao |z|=|z— 3/ tém parte imaginaria

- 3
< l [ _—_—
iguala 5

b)

Tem-se z=x+ %f ,com x>0 . Portanto,

_3V3
2

Logo, sendo 6=Arg(z) , tem-se tgh=
pelo que, como o afixo de z esta no

HERE=" ~c2+Z 9 & x

V3
3

primeiro quadrante, se tem Arg(z) ==

T
"

390 Fotocopiavel © Texto | M¥T 12



73.

2l + leol” = 2= 10l =
=27+ww- (z-w)(z-w) =
=724+ww-(z-w) (z-w) =
=27+ww—- (z7-zw-Zw+ww) =

=zZw+zw

74.
T4z= (e—irx)'; + pitt — p-3itt } pitt —
= e-io( -2 4 plict) —
= e |cos(=20) + isen (—20t) + cos (2ar) +
+isen(20)] =
=gt [cos (20) —isen(2ar) + cos (20) +
+isen (2(1)] =

=2 cos(20) e

Pag. 160

75.
1+z+22=1 +ef“+(ef“)2= 1 + ei® 4 g2ic =
=1+ cosa.+iseno + cos(20) + isen(20) =
=1+ coso+iseno+ cos?o— seno +
+i2seno coso =
=coso+2cos2o+i(seno+ 2senol cos0) =
=coso(l+2cosa)+isena(l +2 cosor) =

=(1+2coso)(cosa+isena)=(1+2 cos ) e®
Como &E]O,%[ ,tem-se 1 +2cosa>0, pelo

que (1 + 2cosa) e é a forma trigonomeétrica
de 1+z+2.

Portanto, o0 € o argumento de 1+ z+22.

Fotocopiavel © Texto | MVT 12
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76.

Tem-se z=coso +iseno e

w= cos(% + (x) + isen(—TZE + C() =—senQ +1icosd

Portanto,

Ztw= (COSC( — s€n C() + f(S(f'.'IlO’. + cos C()

Como a & } 0, % { ,tem-se seno.> 0, cosa >0

e coso >send , pelo que coso—seno >0
e seno+cosa>0.

Logo, o afixo de z+w pertence ao primeiro

TT
0,E .

quadrante, pelo que Arg(z+w) €

i3_"_ 3 . 3 _ \/7 \/7 _ .
77. Tem-se V8e'# —\/§(cosT+Lsen7) —\/§(—?+71) =-2+4+2i.

Portanto, AB = |(1 + 6i) — (=2 + 2i)| = |3+ 4i|V32+42=+/9+16=5.

78.Seja z = pe'®, a € ]0,%[.
3

Tem-se w = —3iZ = 3ei37n/W = 3ei(_ )pei(_“) = 3pei(_§'“) )

Ora, 0<a<§<=>—§<—a<0<=)—7t<—%—a<—%,peloque Arg(w)=—§—a.

79. A figura ao lado pretende ilustrar a situagdo
descrita.

ABxBC
Tem-se

= 24, pelo que, como

Im (z)

4

AB =8,setem BC =6.
Portanto, A, afixode z, é o ponto de
coordenadas (3,4) e, portanto, z =3 +4i.

80.a)Tem-se zZ=|z|? =4 e gzﬁz

T

_ 6
Portanto, z Z + (%)6 =4+ [el(_?)] =44e2M=441=5,

392 Fotocopidvel © Texto | M¥T 12
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b) A figura ao lado pretende ilustrar a situagao

descrita.
0Zx
2
0Z =2,setem OW =6.

Dado que WO0Z =§ e Arg(w) = —%, pode

S
g

Tem-se = 6, pelo que, como

concluir-se que Arg(z) = g
Portanto:

Z=2ei§=2(cos§+iseng)=2(%+\/2—§i)=1+\/§i e

4

Im (z)

O

W=6ei(_%) =6[cos(— %)+isen(— E)] = 6(?—%i) =3v/3-3i

6

81.a) Tem-se z = \/E(cosg + iseng) = \/Eeig , pelo que

T\ D 5T 5T
w=z>= (\/Eelg) =+25¢"s =42 e"s .

A figura abaixo pretende ilustrar a situacao descrita.

Im (z)

ol

ooy N

A~ 51 T 41T
Tem-se ZOW =———-=—=—,
8 8 8 2

0ZXOW _ 2x42
2 2

= 4 unidades de area.

b) Area do triangulo =

Pag. 161

82.a) O afixo de Z é aimagem do afixo de z pela reflexdo em relagdo ao eixo real do referencial.

Im (z)

A
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b) O afixo de —z é aimagem do afixo de z pela reflexdo em relagdo a origem do referencial.
Im (2)

e) O afixo de —iz é a imagem do afixo de z pela reflexdo em relagdo a origem do referencial composta

~ . . Vs
com a rotacdo de centro na origem e amplitude -5

Im (z)

f) Tem-se (1 +;i)z =z +§iz.
Portanto, o afixo de (1 + %l) z é aimagem do afixo de z pela rotagdo de centro na origem e

. T . . ~_ 3 ~
amplltude E , composta com a homotetia de centro na origem e razao E ,e composta com a translagao

associada ao vetor 0Z ,sendo Z o afixode z.
Im (z) 4

[ ]
)
+
l\2|".~

| w

— -

Re (z
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83.a)Seja z=x+yi,com x,y ER.

Tem-se:

ZZ<9INz+Z< -2 x> +y’ <9Ax+yi+x—yi<-2x2+y?<9Ax<-—1
Representagdo, no plano de Argand, da regido definida pela condigdo:

Im )T
T TN
[ N\
O Re Z]=
N /
N L

b) Tem-se |z—3i|<|z+2+i|ARe(z) <4AIm(z) <0 &
S|z-—0+3)|<|z—(—2—-0)|ARe(z) <4AnIm(z) <0
Representagdo, no plano de Argand, da regido definida pela condigdo:

F N

Im (2)

c)Tem-se |z—3—=2i|<1AIm(z) =2 |z—B3+2)|<1AIm(z) =2
Representacdo, no plano de Argand, da regido definida pela condigdo:

Im (z) T
4R
NI/
o] 1 Re (z)

d) Representacdo, no plano de Argand, da regido definida pela condicdo:

Im ()T
r/ ™ N
g
IINA TN Y
O Re (ZE)
\ ARV
Pl |1

Fotocopiavel © Texto | M¥T 12 395



e)Tem-se |iz| <4A|z|=|z+2-2il=|z|<4A|z—(0+0))]| = |z— 2+ 20)].
Representacdo, no plano de Argand, da regido definida pela condigdo:

rFS

Im (z)
P

4

o
&
B

f) Tem-se:

o|lz-2-il<sV5e|z+2+i|<V5e|z—(-2-0)| <5
©0<Argz+1+)<Z e 0<Arglz—-(-1-D] <2

®eRe(z) < -1AIm(z) < -1

Representagdo, no plano de Argand, da regido definida pela condigdo do enunciado:

Im (2)1

w

84. Tem-se:

e O semiplano esquerdo definido pelo eixo imaginario (incluindo a fronteira) pode ser definido pela
condicdo Re(z) <0.

e O semiplano superior definido pela reta r (incluindo a fronteira) pode ser definido pela condigado
|z—(0+0i)| = |z— (3+4i)|,ouseja, |z| = |z—3 —4i|.

e O circulo de centro C e que passa na origem do referencial (incluindo a fronteira) pode ser definido
pela condicdo |z — (3+4i)| <5, ouseja, |z — 3 — 4i| < 5 (o raio da circunferéncia é igual a

VETE =5).

Portanto, a regido do plano de Argand colorida no enunciado (incluindo a fronteira) pode ser definida
pela condicao:
Re(z) <O0A|z| = |z—3—4i|A|z—3—4i| <5

Pag. 162

85. a) Tem-se 64i = 6de’z , pelo que as raizes sextas de 64i sdo dadas por:

et oliz+6) = 2 0i(T27) , k€{0,1,2,3,4,5}
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Entdo, as raizes sextas de 64i sdo:
. TT
ePara k=0— z;, =2e'2

e Para k=1—>zz=2ei(ﬁ+5)=265

i(£+2_”) Rl L
e Para k=2—>23=23 12' 3/ =212 = Qe 4
s 137
i(=+m =
® Para k=3—>Z4=23(12 ):Zelu
(T, AT 177
W=+ 5
® Para k=4—>Z5=Ze(12 3)=Ze 12
i(l+5_”) 211 i
ePara k=5—> zs=2e\12'3) =2e 12 =2e 4

b) E o hexdgono regular [ABCDEF] inscrito na circunferéncia com centro na origem do referencial e

.. . 2 . . ~_ e 77.'
raio igual a 2, tal que a semirreta OA tem inclinacgdo igual a o

-~

E

c) Dado que o hexagono é regular, tem-se AB = OA, pelo que o perimetro é igual a 12.
A drea de um poligono regular é dada por semiperimetro X apétema.
0 apétema deste hexdgono é a altura, por exemplo, do tridngulo equildtero [0AB], ou seja,

gxﬁ=ﬁ.
Ent3o:

area do hexdgono [ABCDEF]| = semiperimetro X ap6tema = % X v/3 = 63 unidades de area

86. Esse poligono é um quadrado inscrito na circunferéncia com centro na origem do referencial e raio
. 4 .
iguala V36, ouseja, V6.

Portanto, trata-se de um quadrado cuja diagonal é igual a 2V6, pelo que o lado desse quadrado é igual
a izg, ou seja, 2/3.

A area desse quadrado é igual, portanto, a 12 unidades de area.
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87.
Apresentamos duas resolugoes.

* 7 e w sao raizes quintas de um mesmo numero
complexo se e s6 se tiverem o mesmo modulo e a

diferenga entre um argumento dﬁ‘ W ¢ um

I T
argumento de z for um multiplo inteiro de =

.
i
Tem-se z=V2e *.

Portanto, |z]=lwl=V2 e
2In_wm_2ln_ Sm_ '167:_@:2X7n

20 4720 200 20 5 5

Logo, z e w sao raizes quintas de um mesmo
namero complexo.

® 2z e w sdo raizes quintas de um mesmo

numero CO[IIPIE‘XO se e sO se Zj =w.
2in

5 AL 5 i
=V2e* ew=V2e* ; dado que
2 ) :
2In _Sm_ 167 _ 5 o on , conclui-se que

4 4 4

88.z=(3-i)3=33-3x%x32%xi+3x3xi?—-i3=27-27i—9+i=18—26i

89. Os afixos das restantes trés raizes quartas sao os restantes trés vértices do quadrado com centro na
origem do referencial e em que o vértice conhecido é o ponto de coordenadas (2,3) .

F'S

Im (z)

34

e

Tal como ilustrado na figura, esses restantes trés vértices sdo os pontos de coordenadas (—3,2),
(-2,-3) e (3,-2).
Portanto, as restantes trés raizes quartasde z sdo —3+2i, —2—3i e 3 —2i.
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2xy = 24

xt=—=7 {x4—7x2+144=0 {x2=16vx2=_9
= = 12 = 12

X

N x=—4v x =4
{y=—3 {y=3

Portanto, as raizes quadradasde 7 + 24i sdo —4 —3i e 4+ 3i.

91.z5+¥=0(=>25—321=o<=>z5=32i(:>25=32e"3<=>

o z=332 e(lo )ke{01234}
Entdo, as solu¢des da equacgdo sao:

. TT
ePara k=0— z=2¢'10

eParak=1—>2z=2 ei(£+2?n) = Zeig

eParak=2—>o2z=2 el(loJ’%n) = Zeij_g
ePara k=3—> z=2 ei(%'e?n) = 2.9‘113_07r
eParak=4—> z=2 el(lLrs?n) = 2.9‘117_07r

92.z;, =(2—-0)3=23-3x22xi+3x2x%xi%?-
74390  (7+39i)(3—i) 21-7i+117i+39  60+110i
ZZ = — = - - = =
3+i (3+i)(3-1i) 10 10
Entao, tem-se:

=6+11i

B—z=z,023=z1+tz,o2°=8 73 —8e‘X°<=>2—\/_e( )ke{012}

Entdo, as solu¢des da equagdo sao:
ePara k=0— z=2¢0 =2

ePara k=1— Z:Zei(23_n)=2(C052?n+sen2?n)=2(_

ePara k=2— Z=2€i(43_n)=2(COS4?T[+5en4?T[)=2(_

\/_H o23=1-3ie

. T T
=73 = 2el(_5) Sz = \/Ee i(-5+
Entdo, as solu¢cdes da equacgao sao:

93.iz3—i=V3 =23 =

%)
3 ),k €{0,1,2}

ePara k=0— z=132¢" ( ) ; ora, o afixo de /2 e" ( 5) nao pertence ao segundo quadrante.

eParak=1— z= i/iei(_?"T) =
qguadrante.

3=8-12i-

x=—-4Vx=
= 12
Y=
6+i=2-—-11i e

=—1++3i
)=—1 V3i

\_/
Il

| Tem-se |1—\/_L|—2 e Arg(l—\/_L)———

5T
3 L— . 3 —
V2e 9o ;ora, oafixode V2 e 9 pertence ao segundo
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11m

. T 4T 11 .
eParak=2— z= i/fel(_ 5+?) =32 e ;ora 0afixode ¥2e' @ n3o pertence ao segundo
quadrante.
Portanto, a solugao daquela equacao, cujo afixo pertence ao segundo quadrante do plano de Argand, é

.57

V2e'o .

94. Seja z = pe'“®.
z2+27=0 (pei‘")2 = —2(pe'®) & p2eiR0) = _2pei-®) o p2pi2a) = 2ppi(n-0)

Spl=2pN2a=n—-a+2knk€el = p?-2p=0A3a=n+2kn k€l S
c:p@—z)=0Aa=§+%?¢e{ame:p=0v(p=2Aa=§+%?¢e{aLn)=>

T i 5T
©z=0Vz=2e3Vvz=2e"vz=2e"3 ©2z=0vz=1+V3ivz=-2vz=1-+3i
Outro processo:
Seja z=x+yi.
z22+22=0 (x+yi)?’+2(x—yi)=0=x2—y2 + 2xyi+2x —2yi = 0 &

2 _ .2 _ 2 .2 _
C$&2—ﬁ+2@+{my—zwi=0=%} y24+2x =0 ? Y2+ 2x = 0

2xy—2y =0 2y(x—1) =0
- xz—y2+2x=O(:){xz—y2+2x=Ov{xz—y2+2x=0(:)
y=0vx=1 y=0 x=1
2 - = —
o [x + 2x Ov{y2=3@{x—0Vx— Zv{y=—\/§Vy=\/§=,
y = x=1 y=0 x=1
1T V{xi_ZV{yz_\/§V{y=\/§<=>Z=OVZ=—2VZ=1—\/§iVZ=1+\/§i
y=0"=0 "(x=1 x=1
95. Seja z = pe'“®.
Atz =0c (peia)4 = —pel® o pteild®) = _peit o ptpildd) = [ei(M+a) o

Spt=pra=n+a+2kmk€e€l<p*—p=0A3a=n+2kmkEl

<@p@3—ﬂ=0Aa=§+%ikemﬂjhﬁp=ov@=1Aa=§+%ik€@ﬂ2»c:
T . 5T
<=>z=OVZ=el5V2=e”TVZ=elT<=>z=OVz=%+\/7§in=—1VZ=%—\/7§1'

96. Seja z = pe'® .

z'-7=0& (pe"”‘)4 =pel® & ptellt® = peil-®) o pt = pAda = —a+2kn k€L =

¢$p4—p=0A5a=2MLkEZc$p@3—1%=OAa=%?kE{QLZ&Q¢$

2km
(:)p=OV(p=1/\(Z=T,k€{0,1,2,3,4})(=>

2T AT .61 .81

Sz=0Vz=eX0vz=¢'svz=es5Vz=e'svz=¢"5
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97.Seja z = pe'®.
(1- 0z =22 & v2e' e = (pei)? o vZpel(=5~9) = p2ie®) o

(:)\/Ep=p2/\—%— a=2a+2km,k€Z < p*—\2p=0A —3a=%+2kn,k€Z<=>

T 2km

@p(p—\/i):()/\ a=—E+T,kE{O,1,2}<=>

<=>p=0v(p=\/7/\a=—l+y(—”,ke{0,1,2})<=>
12 '~ 3

i(-2) 7 o
oz=0vz=2e\"12/vz=V2e'2 vz =12e"%

T

. 7T 5T
~ ~ ~ W= I— —
Portanto, as solu¢des ndo nulas sdo v2e ( 12) , V2e'1z e \J2e 4 .

98.a)x’=—4 o x=—V4ivx=Vii & x=—-2iVx=2i

b)x24+9=0=x2=-9=x=—9%Vvx=V%ex=-3ivVx=3i

x2+13=6x o x2 —6x+13 =0 < x = 23052 V326‘52<=>x=6i2‘16<=>x=%‘”=>

Sx=3-2iVx=3+2i

d)x3+25x=0=x(x>?+25)=0=x=0Vx>’=-25x=0Vx=-5iVx =>5i

e) Tem-se, de acordo com o célculo auxiliar, x3 —3x%2+4x —2= (x — 1)(x? —2x + 2)

| Calc. aux:
1 -3 4 -2
1 1 -2 2
| 1 -2 2 | o
x3-3x?+4x=2x3-3x*+4x-2=0= (x-1)(x*-2x+2) =0
Sx-1=0vx’-2x+2=0exr=1vr="""c

24—4 2420
Sx=1vx =

Sx=1vx = Sx=1vx=1—-ivx=1+i

~21+V841 ~21429
= sxl="s

f)x* +21x% =100 & x* + 21x%2 — 100 = 0 & x?2 - -

S x?=-25Vx? =4 x=-5iVx=5iVx=-2Vx=2
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44/16-32 4+V=16 4+4i
99.a)x2—4x+8=0(=>x=T<=>x= S x =

Sx=2-2iVvx=2+2i
Portanto, como o afixo de z pertence ao primeiro quadrante, z = 2 + 2i e, consequentemente,
w=2-2i.

zt _ (2+20)* _ (Zﬁe Z) — (2@485(“1)) = (zﬁ)zei(ﬁ‘*g) = 88[.3; = BQi(_ E)

Tem_se - = >
2 T YA . 2 = L
w (2—-21) [2 29'“(7%)] (242) Zel( 2x3
z w2420  2-20  1+i  1-i N ﬁei(_%) i i(— E)
b)_+—:—+—:—+—: — + - :elz-}-e 2 =l+(_l):O
w oz 2-2i 2420 1-i 1+i ﬁel(—z) Vel

T\ N N
c)z"elRw:»(\/ie‘Z) E]R@\/EnelTe[Ri(:r;—nzkn,kEZ@n=4k,kEZ

Portanto, o menor valor natural de n é 4.

100'{Z+W=8 {W=8—Z {W=8—Z {W=8—Z

=

w = 25 z28-2)=25 T l-22+87-25=0" 122—82+25=0

w=8-2z w=8-—2z _

) w=8—-2z w=8-—2z

‘:’{z=8ﬂ2‘36‘:’{z=% ‘E’{z=4—3iv{z=4+3i‘:’

{w:4+3iv{w=4—3i

z=4-3i z=4+3i
Portanto, os numerossdo 4 —3i e 4+ 3i.
De outro modo, tendo em conta a nota da pagina 151:

Os numeros procurados s3o as solucdes da equacdo z2 —8z+25 =10

Ora, zz—8z+25=o<=>z=8i—vz‘36<=>z=%6i<=>z=4—3iw=4+3i.
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+Exercicios Propostos

Pag. 164

101. (D)

Sejam z; =a+bi e z, =c+di.

Tem-se: z,z, = (a + bi)(c + di) = ac — bd + (ad + bc)i .

Portanto, Re(z,z,) = Re(z;)Re(z;) @ ac—bd =ac = bd=0=b=0vVd=0<
= z1ERVzZ ER

102. (B)

Seja z=a+ bi.

Re(iz) = —Im(z) & Re(ai — b) = —b & —b = —b, que é uma proposi¢ao verdadeira.
103. (C)

1-0D2=1-2i—-1=-2i

104. (C)
Seja z=0bi, b+ 0.
1+bi=1-bi=1+2

105. (D)
1 2-2i _2-=2i _1 1
2420 (2420)(2-20)) 8 4 L
106. (C)
z _ x+yi _ (x+yD)(1-i) _ x—xityity _ x+y | —x+y . X ~ ~ ;
=== N 5 == L portanto, a afirmacdo da opgao (A) é falsa.

e z2 = (x +yi)? = x2 — y2 + 2xyi ; portanto, a afirmacdo da op¢do (B) é falsa.
ozw=(x+yi))(A+i)=x+xi+yi—y=(x—y)+ (x+y)i;portanto, a afirmagdo da opgdo (C) é

verdadeira.

Pag. 165

107. (A)
Seja w=a+ bi.
Tem-se w +w = (a + bi) + (a — bi) = 2a ; portanto, o afixo de w + W pertence ao eixo real.
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108. (D)
Seja w = a + bi.
Tem-se w —w = (a + bi) — (a — bi) = 2bi ; portanto, o afixo de w + W pertence ao eixo imaginario.

109. (A)

Seja w=a+ bi.

Tem-se ww = (a + bi)(a — bi) = a? — (bi)? = a? + b? ; portanto, o afixo de wiw pertence ao
semieixo real positivo.

110. (C)
Seja w = —a,a € Rt
Tem-se x> = w < x = —/ai V x = Vai ; portanto, os afixos das raizes quadradas de w pertencem

ao eixo imaginario.
Pag. 166

111. (D)

i%z = iz, pelo que o afixo de %z, ou seja, o ponto P é aimagem do afixo de z pela rotacdo de
centro na origem do referencial e amplitude g .

Portanto, o afixo de z sé pode ser o ponto S .

112. (C)

Seja z=a+ bi.

Tem-se Re(iz) > 0 & Re(ai —b) >0 < —b > 0 & b < 0; portanto, o afixo de z pertence ao
terceiro ou ao quarto quadrante.

113. (D)

® Se ¢ = 2m,um argumento de z é 7?”; neste caso, z nao é um numero real negativo.
eSe a = —%, um argumento de z é 0 ; neste caso, z ndo é um numero real negativo.
®Se ¢ =m,umargumentode z é 4?”; neste caso, z ndo é um numero real negativo.

21 . . . .
eSe a = ?, um argumento de z é T ; neste caso, z e um numero real negativo.

114. (B)
e i3 =—i;ora, —i éum nimero imaginario puro.
elm 1 1 ., . . .
® —- = —-;0ra, —> ndo é um nimero imaginario puro.
115. (C)

Seja z = pe“9 .
Tem-se 3z = 3pe'? e, portanto 6 é um argumento de 3z.
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116. (A)
.31
Seja z = pe's .

31 7T

. . 3m
= i\—= i(——+2m = mo, =
Tem-se Z = pe ( 5) = pe ( 5 ) = pe's e, portanto ~ € umargumento de 7.

117. (C)
Arg(_Z) = —g = Arg(z) = —§+ R Arg(z) — 6777:

Pag. 167

118. (B)

A afirmacdo | é falsa pois, se a é argumentode z, —a é argumentode Z endode —z.

A afirmagdo |l é falsa pois, se, por exemplo, a = —1, tem-se w = —1 + i, caso em que Arg(w) = %n.

119. (B)
Tem-se iz = i(5 — 2i) = 5i + 2 = w, pelo que o afixo de w é aimagem do afixo de z pela rotagdo
de centro na origem do referencial e amplitude g; portanto, um argumento de w pode ser a + g

120. (A)
O afixo de w é aimagem do afixo de z pela homotetia de centro na origem do referencial e razdo 3,
pelo que pertence ao mesmo quadrante do que o afixo de z.

121. (B)
Tem-se z2i° = 2zi, pelo que o afixo de z2i° é aimagem do afixo de z pela rotagdo de centro na
origem do referencial e amplitude g composta com a homotetia de centro na origem do referencial e

razao 2.
Ora, aimagem de Z por meio desta transformacdo geométrica sé pode ser o ponto Q .

122. (D)
Seja @ um argumento de z.
Tem-se que um argumentode zw é a + 6.

5
T<a<Z

Ora, =>1T+§<0(+9<¥+%T(=>32—n<0(+9<2ﬂ

3n
4
Portanto, o afixo de zw pertence ao quarto quadrante.

T<o<
2
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123. (B)
Seja Arg(z) = a e Arg(w) = [ .Tem-se zw = |z||w|ei@+h)

T<a<¥®
Ora, {2 tsS-o<a+pf<m
0<p=<- 2
4

Portanto, a + B = Arg(zw) , pelo que g < Arg(zw) <m.

124. (B)
Seja Arg(z) = a e Arglw) =f.
se 2=V ita-p _B & z
Tem-se v = wl e , peloque o — B é um argumento de e
I<as<nm I<as<m .
Ora, {? - z =-<a—-f<nm
0sp<- ——-<—-£<0 4
4 4
125. (A) Im (2)]
Tem-se z2 = |z|2¢!29) _ A figura ao lado pretende B
ilustrar a situacao descrita.
Tem-se AOB =6 .
26 A
0 >
o Re (2)

126. (C)
_ 7 _ i\/_i _ x/iei%g _ \/Eeii _ lei(_%) _ lei(—%+2n’) _ lei%1
(z1)3  (1+0)3 (x/iei%) el 2 2 2
127. (B)

Seja @ um argumento de z .Tem-se que um argumento de z? é 2« .
Portanto, o afixo de z2 sé pode ser o ponto Q .

P4g. 169

128. (B)
i in N2 me i T
Tem-se z = V5e'® . Portanto, iz? = ez (V/5e'*)” = ez[5¢!?¥] = 5el?aty)

129. (A)
Tem-se z = e'® .
Entdo, vem: z" + — = i@ 4 1
’ : Zn ei(na)
= cos(na) + i sen(na) + cos(—na) + i sen(—na) =
= cos(na) + i sen(na) + cos(na) — i sen(na) = 2 cos(ha)

— ei(na) + ei(—na) —
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130. (B)
Seja w araiz cibica de z a que se refere o enunciado. Seja &« um argumentode w.
1 51
Tem-se z = w3 = |w|3¢/®? | com, por exemplo, 7 < a < ”
157
Ora, 7T<(Z<—(=)37T<30!<T

Portanto, o afixo de z pertence a regido do plano de Argand representada na opgao (B) .

131. (B)
Temse = —Z=32_=T .Ora, 2m +—=8, peloque z; e z, sdo duas raizes de indice 8 de w.
12 3 12 4 4
2
Portanto, w = (z;)® = ( ) =2%"s = 16e's .
Pag. 170
132. (C)

Seja @ um argumento de w .
. Vs .
Tem-se w? = |w|2e!2%  pelo que, como Arg(w?) = =, pode concluir-se que

2a=%+2k7r,kEZ,ouseja, a=1n—2+k7r,kEZ.

~ , us
Entdo, para k = 0, obtém-se a = o
133. (B)
—\/3+i V3 1, 5T . 51 s 7T Sm_2m _ W
Tem-se =——+-i=cos—+isen—=e6 € ———=—=—
2 2 2 6 6 6 6 6 3’
bis —/3+i 2T
Ora, 2m: 3= 6, pelo que e e's s3o duas raizes de indice 6 de w.
e -
Portanto, w = (e 6) = elM) = pim = _1
134. (B)
s . Vs
w=e's =cos§+lsen§
L2TC
g 21 . 21 b4 . T
w2 =¢e"s =cos=+ lsen?= —cos§+ Lseng
L
wd=e's =" =—-1
4 i4—” 41T . 41 s . T
w*=¢e3 =cos?+lsen?= —cosy—iseny = —w
.51
2= 51 . 5w T . T
wi=e'3 = cos=-+isen—-=cosz —isen; = —w?

Portanto, 1 +w+w? +wi+w*+w=1+w+w?—-1-w—-w?=0.

135. (B)
1 1 ) 1 . ,
® (—| = =; portanto, o afixo de —z pertence ao referido circulo.
i— 2 i—
2e 4 2e 4
iz iz
® (2e'+| = 2 ; portanto o afixo de 2e '+ nao pertence ao referido circulo.
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136. (D)
Tem-se z =2 + cos%i =2+ \/Z—Ei e, portanto:

’ 1 5 i ~ n
o|z|= [2+ 3= \/; , pelo que o afixo de z ndo pertence a qualquer das regides do plano complexo

definidas pelas condicGes das opgdes (A) e (B).
vz
o tg[Arg(2)] = % = %, pelo que o afixo de z pertence a regido do plano complexo definida pela

condicdo da opgao (D).

137.(B)

Tem-se, também:

e a condigdo Arg(z) = g define o semieixo imaginario positivo.
® a condi¢do |z| = 0 define a origem do referencial.

® acondigdo |z —i| = |z + i| define o eixo real.

Pag. 171

138. (C)

e A condicdo |z + 1| < 3 define o circulo, incluindo a fronteira, com centro em (—1,0) e raio 3.

o |[Arg(z)| = % < Arg(z) = —%V Arg(z) = %, pelo que a condi¢do |Arg(z)| = % define as bissetrizes

do primeiro e do quarto quadrantes.
o|z+2i|=|1+i| © |z—(=2i)| =2, pelo que a condicdo |z + 2i| = |1 + i| definea
circunferéncia com centroem (0,—2) e raio V2.

139. (D)
® A condigdo |z + 3i| = 4 pode ser representada graficamente por:
Im () T
1
of 1 Re (z)>

e Acondigdo 0 < Arg(z+1) < % pode ser representada graficamente por:

Im(z) T

4

/

Portanto, a conjuncdo das duas condi¢des anteriores pode ser representada graficamente pela regido
apresentada na opc¢do (D).
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140. (D)
A condigdo |z + 1| = |z — i| defineareta t, que contém as bissetrizes dos quadrantes pares.

e A condicdo Re(z) = % define uma reta perpendicular ao eixo real, reta que ndo é perpendiculara t.
e A condicdo Im(z) = % define uma reta perpendicular ao eixo imagindrio, reta que ndo é
perpendiculara t.

® A condicdo |z— 1| = |z + i| defineareta t.

® A condigdo |z| = |z — 1 + i| define a mediatriz do segmento de reta cujos extremos sdo a origem do
referencial e o ponto de coordenadas (1,—1), reta que é perpendiculara t.

141. (C)

_ L‘E_ T . T\ _ E l _E Q
W—\/ies—\/f(cosE+Lseng)—\/§(2+21)—2+21
Portanto, Im(w) = \/2—5 < /2, 0 que exclui a op¢do (B).

Lo VB (V2N VB V242
wti=- 3 iti=- 51
Entdo, Re(w+i)=§z 1,22 e, portanto, Re(w +1i) < 2.
Pag. 172
142. (B)

A regido do plano colorida na figura do enunciado é igual ao conjunto dos pontos comuns as duas
regides do plano representadas nas figuras abaixo.
-~
Im (2)

3

14

)
14

(0] Re (z)

Esta regido pode ser definida pela condi¢do Im(z) = 3, o que é equivalente a
Im(z—2i)=>1.

'S

Im (2)

1

)
14

O Re (2)

Esta regido pode ser definida pela condigdo 0 < Arg(z —i) < % .
Portanto, a regido do plano colorida na figura do enunciado pode ser definida pela condi¢do
Im(z—2i) 21A0<Arg(z—1i) S%.

409



143.

a)2t=0<t=0

b) —(t+1)=0&t+1=0t= —1

)t? —t=0At#£0tt-1)=0At#£0& (t=0Vt=1)At#0&t=1
d) (ti)’ = -2 2= —25e —t2= —25 &2 =25 &t= —5Vi=>5

e)sent<0/\cost:O<:>t:377r + 2k

144.1 —2cos(2z) =0 & cos(22) = 3 & 2= + & +2%km k€L &
Sr=+F +tkmkel

1

145. z é imagindrio puro = 1 —3cosz =0 = cosz = 5 =
=scoslz=g5= b =9=

S l4tgr=9=tgr=8=2— 82 —(0= 2 éreal

146.

a)22+10=0&22= —10& 2z = +/10i
b)z2—2z+4:0<:>z:2i—24716<:>z:@<:>
o= 20 o143

! —81=0& (22-9)(2?+9) =0 2>=9V2’= -9 &
Sr=+t3Vr==£3

d)x[(x—3)2+1]:0<:>1:20\/ (z-3°+1=0s
srz=0V z-3)7= -1
Sr=0Vx—-3=tiscr=0Ve=3=L1

)2’ +2:=0& 2(22+2) =0 2=0V 22= -2&2=0Vz= £+/2i

f)z—4)249=0e (z—-4)7= -9 z2-4=43i2=4+3

g) Como — 1 é um zero do polindmio 4z> + 13z + 17, este é divisivel por = + 1.

Facamos a divisao, utilizando a regra de Ruffini:

4 0 13 17
—1 —4 4 -17
|4 —4 17 0
Portanto, 473 + 13z +17=0% (z+1)(42?> — 42+ 17) =0 2+ 1=0V4z? — 42 + 17 = 0.
_ _ 444/16—-4x4x17 _ _ 44+/-256
<:):E——1V:1:——‘8XX Sr=—-1Ver= "6
Sr=—-1ve=r s r=—-1Vo=5+2
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147.

)2+ 1)+ (y—2)i=4—ie2+l=4Ay—-2=—-loz=3 Ay=1
b) 2z —y+2)+(y—2)i=3is2x—y+2=0Ay—z=3&

Sy=2r4+2N2z+2—-zz=3zx=1Ny=4

148.

a)2+3i(2—1i) — (1+20)?=2+6i —3i>? — (1 +4i+4i®) =2+ 6i +3— (1 +4i —4) =

=54 6i— (—3+4i)=5+6i+3—4i) =8+ 2

B) (2 —20)2 —1=(—1-2)2 —1= —2 — 4 1= —2i+4—1=3—2

c)(ﬁ—i)2(1—ﬁi)2:<2—2 2i+i2>(1—2 2i+2i2>:

:(1—2 21')(—1—2 2¢>:(—1—2 21)(1—2 2i>:
(1+2ﬁz)(1—2 ):—[12—(2 2@')2]:—(1—8@'2):—(1-1-8):—9

d) (V3+i) x ([=2) = (V3—i) x (-2—i) = —2/3—/Bi+2i+i =

= 2 3—1+<2—\/§>i

. 2 . . .
e) (cosx + isenx)” = cos’x + 2icoswsenx + i’sen’x = cos’x — sen’xw + 2icosxsenT =

= cos(2x) + isen(2x)

149.

a)(5+xi) — (y+3i)=2-5ieb+ai—y—3i=2-5i<5—y+(z—3)i=2—5i&

S5H—y=2Nr—3=-5&zr=—-2ANy=3

1) (% 7 2 .
b) 32 =4 — 31@% 4 - 3i ¢ WL 3
o Bl g _Bie BB g2 = 3

@3y—3$:4y2~|—36/\9+$y: — 3y - 27T &

& —3r=-3y+4P2+36 A9+ay= -3y’ —27T&

<:>x_—3y WS N fzy= — 32— 27T <
o g — 3= 4y =36 A 94 3u= 4y 36><y: —3y2—27®
o p= B0 ) gy WP 32 97 &
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3y—4y°—36

3 27 +3y? — 4y — 36y = —9y* -8l &

>

=T =

3y—4y°—36

3 — 43 4+ 12y — 36y + 108 =0 <

>

=T =

Gop= W0 N B 3219y 27— 0o

3y—4y°—36
3

>

ST = V(y—3)+9y—-3)=0&

3y—4y°—36
3

>

Sr= (y—3)(1*+9) =0«

@x:%f‘%/\y—3:0v P +9=0 @:c:%%%/\y:?)@
N———

Impossivel em R
@xzw Ny=3&xz=—-21Ny=3
Azl +1+(y+3)i=2i(1-i)ez?+1+(y+3)i=2i—-2i’<
Srl+1+@y+3)i=2+2icr’+1=2Ay+3=2r=+t1Ay= —1
d) (z —i)(5—yi)=4—-1Ti & br —ayi — i+ yi’ =4 — 17i &
Sbr—y—(ry+5)i=4-1Tiedbr—y=4ANzy+5=17T%
Sy=br—4Nay+5=1T<y=5xax—-4Nzbx—-4)+5=17T<

Sy=5br—4Abr’—dz-12=0y=5r—4AN(r=—-12Ver=2)&
S y=br—4Nz=—-12)V(y=dbr—4Nx=2)&
S(r=—-12Ny= —-10)V(x=2Ay=6)

150. 2+ w=3a—2i+3—bi=3a+3+(—2-10)i
zw = (3a — 2i)(3 — bi) = 9a — 3abi — 6i + 2bi* = 9a — 2b + ( — 3ab — 6)i

z+w éumnumeroreal & —2-b=0b= —2

zw é um numero imaginariopuro < 9a —2b=0A —3ab—6 #0<&
9% +4=0AN6a—6#0&a= —%

Portanto, a= — + A b= —2.

9

151.Seja z = x 4+ yi.Tem-se Z =x — yi . Portanto, 2 + 2 = 2z .
a)2x =6 x=3,peloque z=3+yi, y e R.
b)2xr = -5 = —%,peloque z = —%+yi, y€eR.

152.Seja z =a+bi.Temse —a’?—b>= — (a®>+b?) = — |z~

Como a® +b> # 0, tem-se |z| # 0, peloque z # 0.

Portanto, pretende-se encontrar os complexos w tais que wz = — |z|?.
Tem-se: wz= — |zl cw= -1 x ]z w= —mxkPewv=s-7e
sw=—(a—b)sw= —a+b

Portanto, a expressao pedidaé — a + bi.

. 9 (14 o oo )
a) 2 — i(144) 2042 _ 242 _ _ ] 4

- — =00+ — 1-22 2
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1 s di g dei o 1ei s 1o, 1, 1,3
b)i — 7 =1 i) — ¢~ 1e=t!—73 =t—3 tygi=—5+ 3¢

1 _ 1 _ =i —1—i - g zl=i_ sy 1 1,1 _ 1.
I e Mty Rl oo v v wry Ml 3 — —ltgtgi=3 2 !
d) L, — L 1 86 __ 86 _ 2 _ 3,

B+ OF6itE T ®+6i . (3H6)(3-6) 100 _ 25 50
e) (6-30)(2+20) _ , _ 12412i-6i=6:> _ ; _ 18+6i _ ; __ 3(6+2) _

330 = 3-3i = 353 3(1-1) =

i . 6--2i) (1+i . i 2i19;2 . i . .. .
— 6+2 (+z)(+z)_2: 6+6i+2i+2i° _ ; _ 4;81—1224-42—7,:24-32

=i (=) (1) 2
1-i 1 1 - 1-i I o S | 1, 5

Nemcen t i =y Ty =21 =5 —i= -5 tyi-i=
_ _ 1 4

= -5 " 3¢

)2 i 2 (2449)(=3441)  _ —6+8i—3i+di® _ —1045i _

8) iy T w—arl T T—a T (-d)(—3+d) 9+16 = o5 =

_ 2 1

= 3 + g’L

Pag. 174

154. 22 = (x + 20)° = 22 + 20 + 4i> = 22 — 4 + 2ui

Portanto, z? é imaginario puroseesése > —4=0A22 A0 x=2Vr = —2.
2z _ ox42i _ (x420)(1—yi) _ z—ayi+2i+2y _ rR2y+(Q2-ay)i 242y + 2—xy -

w 14y T (I4yi)(A-yi) T 1+y? - 1+y2 14y T4y ¢

Portanto, z? é imaginario puroseesése = +2y =0A2—zy #0.
Sex=2,vem: 24+2y=0 A2—2y#0,dondevem y= —1.
Sex= —2,vem: —2+4+2y=0 A2+2y#0,dondevem y=1.
Portanto,tem-se (z=2Ay= —1)V (z= —2Ay=1).

155.

; R : i(3430) S 3i43i2 _ S 3431
3)3—3Z—ﬁ—3—3Z—m—3—32— 9779;2 —3—3Z—TZ—
=3-3i— " =3-3i+4—4i=2 1%

b) Ji(d+gi') 34— g0) 12i-4i® 44120 (A+120)(=2+i)
—i+2™ T T —i—2 T T —2—i T —2—i T (—2=i)(—21)
_ —8+4i—24i+12i* _ —20-20i __ :
— 24—1'22 [l = i 4 — 44
_ 11— _1-i 1 1
=t =mmoag -z -7 3!
Pot = —iz+F=—iz—z=—i(3 — 39— (3 — 59 =
——im g f+dio -

—3i i . 65 —352 . _5 . 5—5%)(1—21 .
d) % +2i=EE0F + 2= P + 2= ((10—&-20@'))((11—22@")) +2i =

= S=lOEBRIOR 4 9j — =52I0L 4 95— 1 - 3i+2i= —1—3i
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3-2i44i-3 | og; _ 3=2i-3-di _ —6i _ _—Gi-14) _ 6i=6 _ 6+6i _ 3 4 3;

1-¢2 = 2

e) i i - (C1=)(—1+0)

156.

a)zi=3l G 2i(l-i)=32+1zi—2'=32+1&zi+2=32+1&

<:>zi—2z:1(:>z(i—2):1<:)z:ﬁ@zzi(_#g(__%_i)<:>z:_%_i<:>

@z:—%—%i

b)z’lo-l—z:%Q(:)—1+z:%2<:>—2+2z:,22<:>z2—2z+2:0<:>z:212478<:>

@z:%—ﬁ@z:%@z:l-i-i\/z:l—i

)= —die (z+yi)’ = —dior?+2yi+yiil= —dic -y +2yi= —4ie

S22 - =0AN2vy= -4 @+y(z—y)=0Aay= -2 &

Sr=—-yVe=yAay= -2 & (= —-yANzy= —2)V(ez=yAzy= —2) &

S@=—-yAN —y*=-2)V|z=yn y*= -2 sSr=—-yN —y¥=-2&
( ’ ’ ) ylmpzc/)ssivel em R ’ ’

sr=-—yANyY=2cr=—yA (y:—ﬁ\/y:ﬁ)@

@(mzﬂ/\yz—ﬁ)\/(a;:—ﬁ/\y:\/a>

Portanto,z:f—ﬁi V 2z = —\/§+\/§z’.

157. Tem-se, por exemplo:

Tem-se: z=a+bi, Z=a—-bi, — 2= —a—bt, —Z= —a-+bi

a)la| =[b[ Na#0

b) 2|a| x 2|b| =10 & |ab| = 2,5

c)4la| +4p| =p & |a| + b = &

158, = — atbi _ (04bO(+2%) _ a+2aithi+2bi? _ a=20+(Qatbli _ a=2b | 2a+b ;

w o 1=2 . (1—20)(1+2) 1472 5 5 5
a) O afixo de = pertence ao eixo imaginario se e s se a — 2b = 0 ,ou seja, a = 2b.

b) O afixo de = pertence a bissetriz dos quadantes pares se e s6 se % = — %

Tem-se %: —%(:)a—%: —2a—-b&b=3a.
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159. Na figura esta representada uma solucdo do problema.
-~ _-l

So

C

Tem-se D=A+ BC .0Ora, BC=C—-B=(0, —5)— (-3, —-2)=(3, —3).
—_—

Portanto, D = A+ BC' = (3,2)+ (3, —3)=(6, — 1) .

Assim, o ponto D éo afixode 6 —i.

160. Por exemplo, os numeros complexos 2 —¢, 241, —2—1i, 241, \/31 e — \/5 tém

maddulo \/5

Pag. 175
161.
a) % - ng :cos(— %) —|—isen(— %) = eii% . Portanto, b = — % + 2km, k€ Z.

b) ¢® é um ndimero complexo de médulo 1.
Tem-se: a4+ fi|=1&/a*>+ =1 d+1=1cd=3ca= i@

- — @ + 5 i =cos(3) +isen(2) —

. @ + 3i=cos(%) +isen() = et

Portanto, (a= — Y A b="2F + 2km ke Z)V(a= A b=F + %n keZ).
) 242 — R0 U+) _ Q20 (4D _ 242420427 _ 4 _ 95 907

I =) (+) — (=)(+) I—22 2
Portanto, a =2 N b= 5 + 2km, ke Z.

162. w? = [(a — 2) + ai]> = (a — 2)? + 2(a — 2)ai + a%i® = a® — 4a + 4+ 2(a — 2)ai — a? =
=4 —4a+2(a—2)ai
7 éargumentode w? & 2a(a—2)=0 A 4—4a<0 & (a=0Va=2)Aa>1sa=2

163. w? = (a + 2i)? = a® + 4ai + 4i*> = a®> — 4 + 4ai

T éargumentode w? & a?—4=0 A 4a<0 & (a= —2Va=2)Aa<0 Sa= —2

164. 2 =2 — z + 2%i
F<Agz)<T e 2-z>0N?>2—c8x<2ANP+2—-2>0

Tem-se x2+x—2:0¢)m:%\/ﬁ®x:%®x: —2Vz=1.

Portanto, 2’2 + 12 —-2>0& < —2Va > 1.

Entdo, x <2 A2’ +z2-2>0z<2A(z< —2Vz>1)&ze]—oo0, —2[UJL2[.
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165.

(3 L 8461)(2 o
a) +z) _ 9 9+26j_rz _9_ 82+6Lz _9_ ((2+ i 2:)) 9 16+814+71Z_gz+61 _9_

:—10”(“ 2= 24 di—2=di=4e”

5

24 378"35 . 23 3 22 . 3x2 _5\2 i 378,'3 .
b)( Ll)il +3Z: +3x27%( L)+i<:<( 1)°+(—1) i ‘|‘3Z:
_ 8—12i—6+i+8i 2-3i . (2—3i)(1+1) 2492i—
- 1—i +3i = 1—i +3i= (1—2)(1+44) + 31 = 1— L2 +3Z
_ 5—i+6i __ 54bi _ 5 5. 5y2 i
=5 =3 =3 T gi1=-—75¢

167. Tem-se 261%/7:2(005— + isen?t )—2(—% - L )z —1+/3i.

Substituindo, na equacdo, z por — 1+ \/gz, vem:

(1—22'\/3)(—1—1—\/5’&)—5—32'\/3:0@—1+\/§z’+2i\/§—6i2—5—3i\/§:0@
—1+3if+6—5—3i 3=0 < 0=0,o0que éverdade.

Portanto, 2¢ ° é solugdo da equacdo.

'2
168, _EE 1 _ VB-i _ (\/5—1) _ 3-2Bivi? _ 2-23i _
| otgy i Vit (Va+i)(VE-i) 3 4
—t-gi=e

169. Tem-se |1 + 2i| = /12 + 22 = \/5 . Vem, ent3o: 1+2i:\/3< L 4 \%z)

Portanto, tem-se:

B

a)sen&:% b)cosﬁ—%
c)sen (20) = 2sen f cos O = 2 x \?3 X —= =+

T\ __ T T _ 2 1 \/§ 1 2+\/§
d)sen(@—i-g)—senﬁcosg—i- gcosﬁfﬁxi—i—Txﬁf N
Pag. 176
170.

i(- L i 491

a) Os numeros complexos 2e %) e 2¢ ° tém o mesmo médulo (2) e adiferenca entre os seus
argumentosé — I — BT = — 5T — _107r = — 5 x 2.

Portanto, os nimeros complexos sdo iguais.

if%) i (— Usx

b) Os nimeros complexos \/§€< e 2e %) tém o mesmo mddulo (ﬂ) e a diferenca

entre os seus argumentos ¢ — T — (— T) — _ ATm 4 Udm _ 90m — 195 — 6 x 27,

Portanto, os nUmeros complexos sdo iguais.
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171.
a)pe

;T
"3

=26 ©p=2 NO=7% + 2km, kel

3T i(0-%
b) et = /2¢" )@pQZ\/a/\%”:G—%-l—ka,kGZ o
Sp=vV2A0=" 2% kel

c)p%i(ﬁy =20 o p? =20 NO+ T =30+ 2k, kEZL &
Sp=2 AN —-20=—Z +2km, k€Z ©p=2 A —20=— % +2%knm, k€L &

Sp=2N0=75 —km, kel

172. Na figura esta representado o triangulo [ABC].

A
A
il
o,.16 |D
0
p p
Ce B

Tem-se: OD = pcosf e AD = psenf
Portanto, BC' =2pcosf e AB=2psenf

Vem, entdo, que a drea do triangulo [ABC] é dada por:

2pcosfx 2psend

. = 2p*senfcosf = p?sen (20)

173.
i(-4 (-4 i(-4x (-4
a) Z 26( ‘;) — Zel( ‘S) — 26( ‘;) — 26( ‘5) —
z+2 26i4{+2 2 (cos¥+isenT) +2 2(—%—@@')-&-2 —1-+/3i+2
apr: i 4x
— 26( 3) _ 2e 3> :e—iﬂ'_em
1-/3i 5 %)
An )
e i(4 -9
b)% — 2;:61_9 — %6 3

Portanto, = éimaginario puro <
e =2 tkrk€Z & —0=F - T 1kr kel &
&S — 0= —%-l—k:Tr,kGZ @92%—1{:77,1{:62

Fazendo, por exemplo, kK = 0, obtém-se 6 = % .

. ~ ’ Ve 7M
Assim, uma solucdo possivel é w =3¢ °.

¢)z— —1—\/§z‘;A<—1,—\/§)
T= —1+/3i; —2:1—\/§i;B<1,—\/§>
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Area do tridngulo [AOB] = 2X2\/§ =3

174.
i7 2 (eoed s can T (143 i L ;
a) o iz, _ 31'6? _ 31(cos§+?sen§) _ 32(%+'2 l) _ 3’%(1+4\/§1) _
29 1+ 1+i 144 1+

30 (14v31) 343032 —av/E4ai _ (—3V3+3i)2-2)

2(1+1) = T 2+2 T T 2+ 2+ 20)(2— 27)

3-3v/3+ (3\/§+3>i

4—44? 8 4

 —6\3+46/3i+6i—62 6*6\/§+<6\/§+6>i

3-3/3 3v/3+3
T T 1

;5T

=

iz 3¢2¢" 3¢ 3 5 32 i1z

CNFE B 2

[

i I _ .
b) Da alinea anterior, podemos concluir que 3/2 el =23 3v/3 + 3+Z’\/§ 7.

% . . o
Tem-se: —35/5 el =23 i‘/g + ‘”‘Z‘/g TER=S

& 3/2 (cos% + isen”) — 33Y3 + 3+i"/§ 1 &

2 12 4
34/2 7 _ 3-3\3 342 T 3+3V3
< —5— COSy = 1 N —S—senqg = —F— <
& cosE = 72(3_3\/5) A senif = 72(3+3\/§) =
12 4x34/2 12 4x34/2
T 3-3V3 Tr _ 3+3V/3
<:>coslz—2x3\/5 /\59”12——2X3\/§ =
T 1-4/3 Tn 143
@cole—Qﬁ Asen12—2ﬁ

175. 221 (20 — %) =2 x £ (2= 3i + i) = € (2 — 2i) = 2€™ (1 — i) = 2™ x ﬁei(iﬂ =

= 2\/5 ej({k 7

Portanto, 2z (2o — i°) é imagindrio puro < a — T=5tkmkeZ & a= ?{f +km, keZ.
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cosa—isena cos(—a) +isen(—w)

cos(—a) +isen(—a)

176.

sen(a—%) +isen(m—a) ~ cos[T—(a—7T)] +isen(r—a) cos (m—a) +isen (T—a)
—_ 6’11((7;(2) _ ez[ (m—a)] e~ im — eim
Pag. 177
177.
— ./ _ 1 _ _ 1
a) |Z| - tg20 +1= \/ “cos26 | cosf | " |cos |

b)A reta de equagdo y = @x passa na origem do referencial e a sua inclinagdo & ¢ (tg <

Seja a = Arg(z) .

O afixo de z pertence a reta de equagdo y = @SE seesése a= ¢ V a=

Em qualquer dos casos, tem-se tga = @ .

_ 1 3 _ T
Ora, tga = =7 pelo que tgh = = \/§.Portanto, O0=+% +km keZ.
-2
-/ 3 5
178.Tem-se z; = — 5 +ZT\/— =cos¥ + isenZ =¢ .
-2
. 3 ;101 i Wz
Portanto, G *L _ (GO S P T
Y Y R ) R &)
2¢ 3 2e ’ ) 2e
_ %_24 _ e’(*?) :ie'g
(%) (%) 2
2e 2e

179.

T i ;3T
a) (21)° +4= (\/Eei) =T A= a2 Tt a=A(—1— i)+ A= —di=de

b) wz = e x \/56% = \/Eej('/im)

wz €imagindriopuro & T + a= 3

SIVCRVCT

iSr
= <2 e’

=g

—6de ' —2 [cos( — —) +isen( — ?)] —6461% -2 (cosg —isen ?) =

.3
155 . 3
=64e’ — 2(cos5—”—zsen5—“):—64z—2 _ B
6 6 2
25m
_ im i wm=g9
b) w = 3 - ,~57T36 BT 3;8257( - % € ( )
1z 2¢ 1 x 260 4o 12

t+kmkeZlZ & a=7

261(_ %) =

5T

+ km ke

_ %i): —64i +\/3+i=1+/3—63i

i(- %) 3 i
(& = Te
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w" éreal positivo < U =2k k€ Z & llnr=24kmk€Z ©n=23E kel

n énatural < k é multiplo de 11

O menor valor de n ¢ portanto igual a 22211 = 24 .

181. Tem-se (14 i)° =1+ 2i + %> = 2i, pelo que:

o 1+’ =(14i)°(1+i)=2i(14i)= —242

e (140’ =141+ =2i(—-2+2i)= —4—4

Vem, entdo:

—d—dita(—2+2)+b=0& —4—4i—2a+2ai+b=0<
Sb—2a—44+2a—-4)i=0<b—-2a—4=0AN2a—4=0 &
Sb=2a+4Na=2a=2Nb=8

182.

i i 2 127
a)zy =pe’ e z= p€>—p263
Portanto, AOB = 2 % = % ,peloque o triangulo [AOB] é equildtero se e s6 se pr=p.
Como p >0, tem-se pr=pp=1
Assim, o tridngulo [AOB] é equildteroseesdse |z;| =1.

w3

N

Do

b) Sendo zlzpei%, tem-se Re(z1) =2 pcos g =2 Spxg =2 sp=4

Portanto, z, = 4e ',

183 (cosa—isena)® _ [cos(—a)+isen(—a)]® [6"(_")]3 o i(~3a-F +a) _
senaticosa cos(f—a)+isen(§—a) ~  i(§-o) — i(F-a) € -
e €
_ e'i(—%—?@) _ el‘(*%*?ﬂ‘#lﬂ') . i( % —20)
184.

a) ()" = (%) _ (ﬁ)" _

Interpretacdo: qualquer que seja o numero natural n, o afixo de (
coordenados.

n .
1£2)" pertence a um dos eixos

;T
Ty

b)(1+i)'=(1-i)"e ()" =1lee’ =1 Y =2knkcZen=4k kel

Portanto, o menor nimero natural n que satisfaz o pretendido é 4.

Pag. 178

185.

Al tu=0e"= —w et = — (2€i%><:>z3: _ (26’(5)>@
i(—§+~) i —+2I.-r

& 2= 2e @z—Qe @z—\/_e k€{0,1,2}<:>

<z>z-fe , ke {0,1,2} @z—\/_ed\/z—\/_egv,z—\/_e
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b)w":<26ig) —onet
w" é um numero real negativo & % =7+ 2knm,k€Z & nrn=3n+ 6km,k€Z <

3
Sn=3+ 6k, keZ
Como se pretendeque n € N, vem n =3+ 6k, k € Ny.

186.
JIn
a)O afixode 2e¢ ° éoponto A.
-z i3
O ponto B é o afixo de 26( 7) =2e ™.
O ponto C é o afixo de 2€< £%) =2e -
I 6 ,% j21lm i DT

b)w=(2¢7) =64¢ =64 " =64¢" = 64(cos +isen ) =
:64(—ﬁ—i> —32/2 —32/2i

2

187.
a)z = \/591% /3 (cosT+isenZ ( él) é_;,_% _
1 — [ =
9_¢'3 2— (cosT+isen T ( Tsl) _%_\/TSZ

=1

1

2

14y

Vs Basi (\/—+3Z)(3+\/—7) _ 3B 4349 + 332 _ 124
i 3-VB T (3B (3 vBi) § =5t 12

b) Os afixos das raizes quartas de ¢ sao vértices de um quadrado inscrito numa circunferéncia
centrada na origem do referencial e raio 1 (o raio é igual a 1, pois, como |i| = 1, as raizes quartas
de i tém todas médulo igual a 1).

Portanto, o poligono em causa é um quadrado cuja diagonal mede 2.

Seja [ oladodo quadrado. Tem-se 2+ 2 =22 <22 =4 2=2&1=1/2.

Portanto, o perimetro do quadrado é 4\/5 .

cJTemse - =2 & 21 =2 X2 & n=e X 2.
Sejam A e B osafixosde z; e zo eseja O aorigem do referencial.
Como 2z =e "’ x zg,tem seque AOB =1

Vem, entdo, que n = 2= =6.
3

Portanto, w =i =4 = — 1.
188.
a)z= — i20-2i% %092 223 142 _ (=1+20)(3+1%) _  —3—i46i4+2i> __

= -3 " 3-¢ — 3-¢ - 3-i "~ " (3-03+) e =
_ =545i _ 1, 1. V2
=~ — —2t3t=-75¢€

. ; " 3 NS 7 i3
b) Seja w = pe’ . Vem, entdo: wPw = 2" & (pe)” peil = (i ! )

. 4 4
& pledil peill=f) = <§> 3T o ple?it = (#) em & p= i 20=7m+2km, k€l &
@p:§/\ 0=%+km kel
i% i3

Portanto, tem-se w = #67 = 41 Vo ow= TQe = — #z
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189.
a) Tem-se |w; | = /3% + (—4)2 = 5. Portanto, tem-se w; = 5e'.

;3m . i(3F -
Vem, entdo: 4—3i= —i(3+4i)= —iw;=e " X 5eit-0) — 5 F )

b) (a + bi)* = 3 — 4i < a® + 2abi+ b2i2 =3 — 4i < a® — b2 + 2abi = 3 — 4i <

Sa? =3 AN2ab= -4 a?-0>=3 Nb= —%<:>
@aQ—(—%)Q:?) ANb=-2 sad-5=3ANb=-2&
sSat—4=3d> N b= —% sat—3a? -4=0A b= —%@
<:>a2:@/\b:—%© a> = —1 Vat=4 /\b:—%<:>

Impossivel em R
s =4Nb=-2 s @=-2Va=2)A b= -2 &
Sa=—-2Ab=1) V (a=2Ab= —-1)
Portanto, as raizes quadradasde 3 — 47 sdo —2+i e 2—1.
c) Comecemos por observar que 0 é solugio da equagdo, pois é verdade que 0° = %

Vejamos as solucBes ndo nulas. Seja z = pew, com p>0.

- _ . i(—0) . 7‘—6—%
Vem, entdo: 2% = = (pele)3 = p;—; s pletil =4 e( ) &
<:>p3:%/\39:—0—%+2k77,k:€Z <:>,02:%/\49:—%+2k7r,k:6Z<:>
@pz%/\@z—f—o—i—%ﬂ,kez
i ,gi i 9 1197 1297
As solucdes da equagdo sdo: 0, ge( ‘°>, TQeW, 7267‘7 e TQeW
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190. A condigdo |z — z1| < |z1| define, no plano de Argand, o circulo de centro no afixo de z; e
raio igual a |z;|. Como o circulo tem centro no afixo de z; e raioiguala |z;|, a circunferéncia que o
limita passa na origem do referencial.

Tem-se z; = \/gei% = v/3(cos?T +isen’r) = \/§<— @—i— %z) =—- 3+ \/ng

Assim, a representacdo pedida é:

\ 4
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191.
a) Tem-se:

T o 2
(21)° + (e7) +e‘—0<:>(e"> +(—1)%+cos% +isent =0«
el 4(-N+ L2+ Bicoe oL (—n+LliBige

< 0 =0, oque éverdade.

. i il 2

(x2)2+(e”r)3-|—e —0@( 6) +(—1)*+cost +isent =0«

Jlm - "T G
el 1 (- + L+ Lizoe H(—)+ L+ Li=0e
@%_ézq-(—l)—i-%—i—@ =0« 0=0, oque é verdade.

ibm i

b) Tem-se: xlzeT:—QﬂL%i e 96226_6_:#—%1'
Portanto, a condi¢do |z — x1| = |z — x2| define a mediariz do segmento de reta de extremos
A<_ @7 %) e B(@, — %),que se representa a seguir.

CIN
\

Acondigdo |z —z1| = |z —x2| A 1< |z| <2 define ainterse¢do desta coroa circular com a
referida mediatriz, ou seja, define os segmentos de reta a seguir representados.
A

/

192,
a) 2 = \/ie%w = \/2(cos® + isen®r) = \/5(- #-I— §2> = —1+i

Tem-se, entdo, que os pontos A, B,C,D,E e F sdo os vértices do hexagono regular
representado a seguir.
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R

B B
c

Vem, entdo:

Numero de casos possiveis: °Cj = 20

Numero de casos favoraveis: 2

Probabilidade pedida: - =

;181 9

imy 6 6 jlsr 9 i3
b)w:<\/§e4) :<\/§) e =23¢’ =8¢’ =8i

c) O afixo de ¢ pertence ao circulo de centroem A eraiolseesdse |t—z|<1.

_ 3 jir _ 3
Tem-se tfze = 5

Vem: [t—z|=| -4 —(—1+d)|=|-3+ +1-i|=|- 4 —i|= %+1:§

Como \/73 > 1, o afixo de ¢ ndo pertence ao circulo de centroem A eraio 1.

d)|z— (—1+4) =2

193.
a) |z — (1—2i)| >3

b) Tem-se 4£_= 4,56,)=26‘%:22' 12— (1—2)| = | —1+4i| = /17 > 3

1—/3i 261(—’37‘

194, —z+2+i| >26 |2 —2—i|

>
0<Arg(iz) <32 & — I <Arg(z) < T

424



Pag. 180

195.
a) z; = 3% = 3 =3¢t =30
,22:\/§(cos%7r +isen‘rﬂT’T):\/§(—§ —4@'): —1—i

(1+2)°=@Bi—-1—i)=(—1+20)°=1—-4i+4i>= —3—4i

(21 22)" € umnumero real se e s6 se 7’}7” =km kel.

7%:14577 &S Tnr=4kn < m=4k & n = 471“
O menor numero natural n que satisfaz o pretendido é Lﬁ =4.
c)|z|=13i| =3

lzo —w| = |z S lw—2=3<|lw—-(-1-19)]=3
Trata-se, portanto, da circunferéncia de centroem (— 1, — 1) e raio 3.

196. A regido representada é a unido de uma coroa circular, limitada por duas circunferéncias
centradas na origem e raios 1 e 2, com um semiplano limitado pela mediatriz do segmento cujos
extremos sdo a origem e o ponto de coordenadas (— 1, — 1) .

Assim, uma condigdo que define estaregidoé 1<|[z| <2 V |z|>|z—(—-1—1).

197.

a) Tem-se:

e I <Argw) < S a<0Ab> —a
e lw <6 Vat+b2<6e a’+b* <36

Porexemplo, a = —1 e b= 2 cumprem as condi¢des requeridas.
b,) w? (=244  _ 4—16i+16i> _ —12-16i _ —6-—8i __

UV w+2dm = —2+4i+2i —  —2+6i —2+6i  —1+3i

_ (=6-8i)(=1-3)) _ 6+18i+8i+24i> _ —18+26i __ — 9 4 13,

T (1 +30)(—1-3) 1—922 - 10 - 5 5

b,) Tem-se:

e 224w <6 22-2+4i|<62(2—1+4+20)| <62/ x|z—-1+2i| <6<
S2z-142i|<6<|z—-1+2i|<3<|z—(1-2i)| <3

A esta condigdo corresponde o circulo de centroem (1, — 2) e raio 3.

e z—w|l > lztwlelz—(-2-4)|>|z+(—-2+4)| &
Slz—(—2—-4i)] > |z — (2 — 49)|
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A esta condig¢do corresponde um semiplano, limitado pela mediatriz do segmento de reta cujos
extremos sdo os pontos ( — 2, —4) e (2, —4).Uma vez que estes pontos tém a mesma ordenada
e abcissas simétricas, a referida mediatriz é o eixo imaginario.

Assim, a representacdo pedida é:

o

RN

'
)

198.

a)|z+5/<6 & |2+5°<36 & (2+5)(2+5) <36 & (2+5)(z+5) <36 <
S (24+5)(Z+5)<36 < 22+52+57+25<36 ©22+52+52< 11 &

< 5(z+2)+22<11

b)5(2+2)+22<11 A (2—%2)i>2< 245/ <6 A2ilm(2)i > 2 <

S |2+5/<6 A2%Im(2)>2[2+5/<6 A —2Im(2) >2&

S|z+5/<6 A Im(z) < =1

A condigdo |z + 5| < 6 corresponde o circulo de centro ( —5,0) e raio 6.

A condigdo Im(z) < — 1 corresponde o semiplano limitado superiormente pela reta de equagdo
y= —1.

Assim, a condigdo |z 4+ 5| <6 A Im(z) < — 1 corresponde a regido a seguir representada.

-
@

[ —
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199.
a)Seja z =z + yi.Tem-se:

Im(z —2) <2z & Imlx +yi — (v —yi)] < (x +yi)(z —yi) & Im2yi) <2’ +1? &
<:>2y§x2+y2<:>:1:2+y2—2y20<:>:c2+y2—2y+121<:)x2+(y—1)221

A esta condigdo corresponde o exterior do circulo de centro (0, 1) e raio 1, incluindo a circunferéncia
que limita o referido circulo:
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\ 4

-3 (T 2km

- . I3 I3 §+ R
8z3+27z:O<:>23:—%72@23:%767@2—26< ),k6{0,1,2}<:)
3 % 3 T 3
rz=5e Vz=5e V z=5e
A esta condig¢do correspondem os afixos dos nimeros complexos % e

sdo os pontos A, B e C aseguir representados.
A

1l
6
I
"6

3 34
ye e He

I

’

AlL,S

A

B c

Portanto, a condigdo Im(z —2z) < 2Z A 823 + 27i = 0 correspondem os pontos B e C, tal como
se mostra na figura seguinte (os pontos B e C pertencem a regido definida por Im(z — z) < 2z,

A1

B

mas o ponto A ndo pertence).

sSP<1e <1

b)zZz < ‘e !
37 corresponde a regido representada na figura seguinte.

A condicdo |z| < 1A F < Arg(z) < &

»
>

A
N /
N 7
\ 7
N7

c)Seja z=x + yi.Tem-se:
Im(z+i)| <2< |Imz+yi+i)| <2 e|imz+@y+1)][<2e|y+1<2 e

& —2<y4+1<2& —3<y<l1
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A esta condicao corresponde a regido do plano compreendida entre as retas de equagdes y = — 3
e y=1.

Tem-se |z —4+i <3 & |z —(4—1)] <3.
A esta condigdo corresponde o circulo de centroem (4, — 1) e raio 3.

Portanto, a condigdo |Im(z+ )] <2 V |z —4+i| <3 corresponde a unido das duas regides.

A

\/

S~

d)Tem-se: |z+1—-2i| <4< |z—(—-1+4+2i)| <4

A esta condigdo corresponde o interior do circulo de centroem ( — 1,2) e raio 4.
Seja z=x + yi.Tem-se:

Re(iz) <0< Refi(zr+yi)] <0< Re(—y+ai) <0& —y<0&y>0

A esta condig¢do corresponde o semiplano limitado inferiormente pelo eixo real (ndo incluindo este
eixo).

A condi¢do |z + 1 — 2i| < 4 ARe(iz) < 0 corresponde a interse¢do das duas regides.

200. Tem-se |z +2—3i| = |z —6i| < |z — (— 2+ 3i)| = |z — 6i] .

A esta condigdo corresponde a mediatriz do segmento [AB] em que A( —2,3) e B(0,6).
O ponto médio M do segmento [AB] tem coordenadas (=3t , 2£0) |

Tem-se, portanto, M (—1,3).

A mediatriz do segmento [AB| passapor M e é perpendiculara [AB].

Tem-se AB =B —A=(0,6)— (—2,3) = (2,3).

Portanto, o vetor v (— 3,2) é perpendicular a AB.

O declive da mediatriz é, portanto, iguala — % .

A equagdo reduzida da mediatriz é da forma y = — %x +b.

Como a mediatriz passa por M(—l, %),vem % = — % Xx(—=1)+b.
Portanto, b = % — % = 2—653.

A equagdo reduzida da mediatrizé y = — 2z + 2.
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201.

a)Tem-se |z+1| <2< |z—(—1)] <2.Aestacondigdo corresponde o circulo de centro em
(—1,0) eraio 2.

CD
N

Seja z =x +yi.Tem-se:

Re(2?) < 0 < Re[(z + yi)?] < 0 < Re(x? + 2zyi + y%i%) < 0 < Re(x? — y? + 22yi) < 0 &
s -P<0e@-—y@E+y) <0 (@-—y<0Az+y>0)V(@—-—y>0Az+y<0)
Syzrhy> —z)V(y<zAy< —x)

A esta condi¢do corresponde a regidao a seguir representada.

Portanto, a condigdo |z + 1| <2 A Re(zQ) < 0 corresponde a regido a seguir representada.

b) Seja z =z 4 yi . Tem-se:

|2 —2|=24+Re(z) ©lz+tyi—2|=2+z S|z —-2+yi| =2+ &
eV/Ez-22+2=242e @-2 2+ =02+

Sl —dr+d+y=d+dr+ 2’ sy =8r o= %
A esta condicdo corresponde a parabola representada a seguir.

3
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c)Seja z =1z + yi.Tem-se:

lz—1=2z—i| ©|lz+yi—1=2|z+yi—i| & |z —14vyi|=2|z+ (y—1)i| &
V@ -1P+P=2y/2+ (y- 12 e (-1 +y =4"+ (y - 1)’] &

st -2z +1+yP =4+ - 2y+ 1) o2’ 22+ 1+’ =422+ 49y - Sy +4 &
307 +3 +20-8y= -3+ +3r-Sy=-1&

s+ 2r+5+y-Sy+ P =-1+5+3 &

srd) +-9)"=13

A esta condicdo corresponde a circunferéncia de centro em ( - =, %) e raio ﬁ.

L
3

202.
a) Condicdoem C: |z — (5 + 2i)| = |z — (1 + 41)|

Tem-se: P(5,2) e Q(1,4)

0 ponto médio M do segmento [PQ)] tem coordenadas (23 | 254 .
Tem-se, portanto, M (3,3).

A mediatriz do segmento [P(Q)] passa por M e é perpendiculara [PQ)].
Temse PQ=Q — P =(1,4)— (5,2) = (—4,2).

Portanto, o vetor v (2,4) é perpendicular a ﬁj

O declive da mediatriz é, portanto, igual a % , 0U seja, éiguala 2.

A equacdo reduzida da mediatriz é da forma y =2z +b.

Como a mediatriz passa por M (3,3),vem 3=2x3+5b.

Portanto, b=3—-6= — 3.

A equagdo reduzida da mediatrizé y =2z — 3.

b) Um ponto é afixo de um nimero complexo com argumento -J- se e s se as suas coordenadas
sdo positivas e iguais.

Ora, o ponto M(3,3) pertence a mediatriz e tem as suas coordenadas positivas e iguais.

Portanto, é esse o ponto pretendido.
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203.

a)|z— (1+2i)| <3 A 0<Arglz—(1+2i)] < =

A Im(z) <2

b) 4 < Arg(z) < AT

z—(2+29)]<2AN 0L Arg(z+2) < A T <Argz—-2)<7

d) A elipse representada tem semieixo maior igual a 4 e semieixo menor igual a 2.

Seja ¢ asemidistancia focal. Tem-se: ¢? +22 =42 & ¢ = 4/12.
Os focos da elipse sdo ( — 12, O) e (\/ 12, O) .

Portanto, uma condigdo que define a elipse é ‘z + v 12| + ‘z — 12‘ =8.
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