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Calculo Combinatério
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5.

Dado que AAB=A, U\B={1,2,3,17, 8}

e AUB={1,2,3,4,5, 6}, ahipttese correta é D.
Dadoque AUB={1, 2, 3, 4, 5, 6}, ahipitese cor-
retaé B.

A={a,d, e, gf=U\A=
={a,b,c,d,e,f,.g\{b,c.f}
C=U\C={3,5,6,7}

ANB={1}

BNnC={1}

(AnB)nC=1{1}

ANB={2,3,4,5,6,7,8,9, 10}

AUB={1,2,5,6,7}

(AuBNBUCO={1,2,5,6,7IN

N{1,2,4,7,8,9,100={1,2,7}

AUB=ANB={2,3,4,7,8,9,10}N

N{3,4,5,6,8,9,10,={3,4,8,9, 10}
Dadoque ANA=@, oselementos do con-

junto {1, 2, 3, 4,5, 6} ndo pertencem ao conjunto A .
Pela mesma razdo, os elementos do conjunto {1, 5, 6, 7}
ndo pertencem ao conjunto B.

Dado que AC AUB, conclui-se que o conjunto A é um
subconjunto do conjunto {7, 8, 10}.

Pela mesma razdo, conclui-se que o conjunto B é um sub-
conjunto do conjunto {2, 3, 4, 8, 10} .

Uma vez que #(ANB)=2, conclui-se que o conjunto AN B
tem dois elementos e como

{7,8,10}n{2,3,4,8, 10} =18, 10},

conclui-se que ANB={8, 10} .

Dadoque ANBCA,7€B e 1€ AUB, conclui-se que
A={7,8,10}.

Dadoque ANBCB,2ZAN3EANLEZA

e 2EAUBA3EAUBAA4EAUB, conclui-se

que B={2, 3, 4,8, 10}.

Porfim, U=AUA=BUB={1,2,3,4,5,6,7,8, 10}

(AUBIN(AUB)=AU (BNB) =AU®=A
[

6.

11

12

8.1
a.
b.

8.2

b.

10.

1.

12.

13.

WANB) ={xEU:xZANB}={xEU:x&AVx&B}=
={xeU:xgA}U{x€U:x&B}=(U\A) U(U\B)

Dado que AxB={(a, i), (a, 0), (a, v), (e, 1),
(e,0),(,u), (i, i), (@, o), @G, u}, entdo
#(AxB)=9.

Dadoque AUB={a, e, i, o, u}, entdo #(AUB)=5.

#A=2, #B=5 e #C=3
P ={o, 010}, {11}, {12}, {10, 11}, {10, 12},
{11, 12}, {10, 11, 12} }, donde #%(C)=8.

A><B={(u, a), (u,e, (u,i, w,o, w,un, v, a,
(v.,e), v, 1, ,o0), (v, u}, donde #(AxB)=10.

AUB={a,e,i,o0,u, v}, entdo #(AUB)=6.

A Sofia ficara com, exatamente, 2 livros de romance e 1 livro
policial e a Catarina ficard com os 3 livros sobrantes; assim,
ao escolher os livros da Sofia escolhem-se, por sobra, os
livros da Catarina, pelo que, ha 2 hipéteses de escolha para
o livro policial da Sofia, isto &, °C,, e para cada um desses
livros hé *C, hipéteses de escolher os 2 livros de romance,
donde a hipdtese correta é A.

Como as fichas tém cores distintas, para a 1.*hd 5 posi¢des
diferentes e, para cada uma delas, para a 2.2 ha 4 e assim
sucessivamente até que resta uma ficha que so6 pode ser
colocada numa posicao, a sobrante; temos assim
5x4x3x2x1=5! maneiras distintas de colocar as fichas,
donde a hipbtese correta é A.

Tal como foi explicado no exercicio anterior, hd 5! maneiras
distintas de colocar as fichas; todavia, por exemplo, nume-
rando as posi¢des equidistantes entre si na circunferéncia,
ao fixarmos uma das maneiras de colocar as fichas, ela man-
ter-se-4, independentemente da posi¢cdo em que comece na
circunferéncia, pelo que, tal como no exercicio 5, o nimero

. L , 5l .
de maneiras realmente distintas é %: 41, donde a hipotese
correta é B.

Na sequéncia NOVOIPSILON (11 letras) hé repeti¢des:
2 letras I, 3 letras O e 2 letras N.

A priori, 0 nimero de sequéncias seria 11!, mas algumas
foram contadas vérias vezes por haver repeticado de letras;
assim, em cada sequéncia fixa das 11 letras, as letras I
podem permutar entre as 2 posi¢des fixas que ocupam, as
letras O podem permutar entre as 3 posicdes fixas que
ocupam e as letras N também podem permutar entre as 2
posicdes fixas que ocupam, donde o nimero real de sequén-
11!

cias diferentes é %312l

tese C.

valor que corresponde a hip6-
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14. Pretende-se escolher 3 letras de um alfabeto de 26 letras;
atendendo a que ndo pode haver letras iguais, tém-se 26
escolhas possiveis para a 1.% letra, 25 escolhas possiveis
para a 2.?letra e 24 escolhas possiveis para a 3.% letra, ou
seja, 26 x 25 x 24="A, sequéncias de 3 letras diferentes,
donde a hipétese correta é D.

15. E uma situag@o semelhante & anterior mas com uma particulari-
dade: o algarismo dos milhares pertence ao conjunto
{1,2,3,4,5,6,7,8,9} eosrestantes algarismos
pertencem ao conjunto {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.
Assim, dado que os algarismos devem ser todos diferentes,
ha 9 escolhas possiveis para o algarismo dos milhares, 9
escolhas possiveis para o algarismo das centenas (todos os
algarismos de 0 a 9 exceto o algarismo dos milhares), 8
escolhas possiveis para o algarismo das dezenas (todos os
algarismos de 0 a 9 exceto os algarismos dos milhares e
das centenas) e 7 escolhas possiveis para o algarismo das
unidades (todos os algarismos de 0 a 9 exceto os algaris-
mos dos milhares, das centenas e das dezenas).

Hé assim 9x9x8x7=4536 algarismos nestas condigdes,
donde a hipbtese correta é A.

16. Atendendo a que o 1.° elemento escolhido desempenha as
fungdes de presidente e 0 2.° desempenha as funcdes de
secretario, tém-se 12 escolhas possiveis para presidente e
11 escolhas possiveis para secretario, ou seja, 12x 11="4,
maneiras diferentes, donde a hip6tese correta é B.

17. Dado que o conjunto A tem n — 1 elementos, as partes de
A podem ser conjuntos com um nimero de elementos que
variade 0 a n—1, ou seja, vao ser formados conjuntos
com 0 elementos, 1 elemento, ..., n—1 elementos; assim,
o nimero total de conjuntos obtém-se de "'Cy+... +"7'C,_,

n-1 n-1

n-1 n-1 _ n-1~ _ n-1 k n-1-k _

e "Gt +TC =2 "TC=2 TG x 1" %1 =
k=0 k=0

=(1+1)""=2"", donde a hipétese correta é C.

18. 0 nimero total de combinagdes tendo em conta a cor, a forma
e a espessura & 3x3x2=18, ou seja, havera pelo menos
18 fichas, uma para cada combinacgao de cor, forma e espes-
sura, donde a hipotese corretaé D.

19. 0 problema torna-se mais facil de resolver se se subtrair ao
nimero total de maneiras de sentar as 7 pessoas, o nimero
de maneiras em que essas 2 pessoas ficam juntas.

Como ndo ha uma posigao fixa inicial na mesa redonda, o

, . 7!
numero total de maneiras de sentar as 7 pessoas é 77= 6!

e 0 nimero de maneiras de sentar as duas pessoas juntas

, %51

6 IXZDSL_ g1 51

Assim, hd 6! — 2! x5! =480 maneiras diferentes de sentar as

pessoas sem que duas pessoas especificas fiquem juntas,
donde a hipdtese correta é B.

20. H& 3 situagdes a considerar:

21.

22.

23.

24.

25.

e escolhem-se 2 mulheres e 4 homens
e gscolhem-se 3 mulheres e 3 homens
e gscolhem-se 4 mulheres e 2 homens

No 1.° caso ha ‘C, grupos possiveis de 2 mulheres e, para
cada um deles, h4 'C, grupos possiveis de 4 homens, ou
seja, hé no total “C,x’C, grupos possiveis de 6 pessoas.
De igual forma, no 2.° caso, ha no total 4C3 X 7C3 grupos pos-
siveis de 6 pessoas e no 3.° caso hé no total ‘C,x’C, gru-
pos possiveis de 6 pessoas.

Assim, ha *C,x’C,+'Cyx'C3+°C, x'C, =371 maneiras
diferentes de escolher as 6 pessoas nas condi¢des pedidas,
donde a hipotese correta é A.

Sendo o byte um grupo de 8 bits, hd 2 possibilidades para o
1.°bit (0 ou 1) e, para cada uma delas, ha novamente 2 pos-
sibilidades para 0 2.° bit e assim sucessivamente até ao

8.° bit, pelo que ha 2 ="A, =256 bytes diferentes.

Pretende-se escolher 3 atletas ganhadores das medalhas de
entre 7 atletas participantes; para a medalha de ouro ha 7
atletas possiveis, para a de prata hd 6 atletas possiveis e
para a medalha de bronze ha 5 atletas possiveis, ou seja,
7x6x5="A;=210 maneiras diferentes de distribuir as 3
medalhas .

Pretende-se escolher 2 pessoas de um grupo de 6, pelo que
ha °C,=15 subgrupos diferentes de 2 pessoas.

0 namero total de classificagdes corresponde as permuta-
cdes das 8 equipas, ou seja, 8! =40320 classificacdes dis-
tintas.

Ha 3 situagdes a considerar:
e escolhem-se 3 bolas de gelado com mesmo sabor, isto é,
escolhe-se um Gnico sabor;

e escolhem-se 2 bolas de gelado com mesmo sabor e uma
bola de sabor diferente do anterior, isto €, escolhem-se
dois sabores;

e escolhem-se 3 bolas de gelado, cada uma com um sabor
diferente, isto é, escolhem-se trés sabores.

No 1.° caso hd 5 sabores possiveis de escolher.

No 2.° caso, ha °C, conjuntos possiveis de dois sabores;
mas, atendendo a que um dos sabores é o sabor de 2 bolas,
ha, no total, 2x°C, possibilidades de combinag&o dos 2
sabores.

No 3.° caso, ha °C; conjuntos possiveis de trés sabores.

Assim, h& 5+2x°C,+°C,=35 gelados diferentes nas condi-
coes previstas.
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26. Ha 2 situagdes a considerar:

e oalunoresponde a 2 questdes de desenvolvimento e a 4
questdes de escolha mltipla;

e oalunoresponde a 3 questdes de desenvolvimento e a 3
questdes de escolha mdltipla.

No 1.° caso pode escolher as 2 questdes de desenvolvi-
mento de °C, maneiras diferentes e as 4 questdes de esco-
lha maltipla de °C, maneiras diferentes, donde, no total,

tem °C, x °C, possibilidades de escolher as 6 questdes do
teste.

No 2.° caso s precisa de escolher as questdes de escolha
multipla, pois responde a todas as de desenvolvimento; tem,
neste caso, "C, maneiras diferentes de escolher as 6 ques-
toes de escolha mdltipla.

Assim, no total hé °C, x°C, +°C, =65 escolhas diferentes.

271 Escolhe-se um grupo de 3 raparigas de entre um grupo de
12 raparigas, donde ha “C;=220 possibilidades de sub-
grupos com 3 raparigas.

21.2 Escolhe-se um grupo de 2 raparigas de entre um grupo de
12 raparigas e um dos 8 rapazes, donde hd ’C,x 8 =528
possibilidades de subgrupos com 2 raparigase 1 rapaz.

21.3 Escolhe-se um grupo de 2 alunos de entre um grupo de 19
alunos (todos exceto a delegada de turma), donde
ha C,=171 possibilidades de subgrupos com a delegada
de turma.

281

a. Para o algarismo dos milhares hd 6 possibilidades, para o
das centenas ha 5 possibilidades, para o das dezenas ha 4
possibilidades e para o algarismo das unidades hd 3 possibi-
lidades, ou seja, podem formar-se 6 x5x 4 x3="A,=2360
nimeros nas condicdes pedidas.

b. Para o algarismo das unidades ha 2 possibilidades (2 e 8),
para o das dezenas ha 5 possibilidades, para o das centenas
ha 4 possibilidades e para o algarismo dos milhares ha 3
possibilidades, ou seja, podem formar-se
3x4x5x2="A;x2=120 nimeros nas condigdes pedidas

c. Para o algarismo dos milhares ha 3 possibilidades (7, 8 e 9),
para o das centenas hd 5 possibilidades, para o das dezenas
héa 4 possibilidades e para o algarismo das unidades ha 3
possibilidades, ou seja, podem formar-se
3x5x4x3=3x’A;=180 nimeros nas condi¢des pedidas.

28.2

a. Paracada um dos algarismos hd 6 possibilidades, ou seja,
podem formar-se 6*=C°A, =1296 nimeros nas condiges
pedidas.

b. Para o algarismo das unidades ha 2 possibilidades (2 e 8) e
para cada um dos restantes ha 6 possibilidades, ou seja,
podem formar-se 6°x 2="A} x 2 =432 nimeros nas condi-
coes pedidas.

c. Para o algarismo dos milhares ha 3 possibilidades (7, 8 e 9)
e para cada um dos restantes hd 6 possibilidades, ou seja,
podem formar-se 3x 6°=3x °A; =648 nimeros nas condi-
cdes pedidas.

29.1

29.2

29.3

294

295

29.6

29.7

Escolhe-se um subgrupo de 6 cartas de entre um grupo de
52 cartas, donde ha *C;=20358 520 possibilidades de
subgrupos com 6 cartas.

Uma vez que o naipe de copas tem 13 cartas, escolhe-se
um subgrupo de 6 cartas de entre um grupo de 13 cartas,
donde hé "“C,=1716 possibilidades de subgrupos com 6
cartas de copas.

Uma vez que quer o naipe de copas quer o naipe de paus
tém 13 cartas, escolhe-se um subgrupo de 3 cartas de
entre as 13 cartas do naipe de copas e um subgrupo de 3
cartas de entre as 13 cartas do naipe de paus, donde

ha C,;x *C;=81796 possibilidades de subgrupos com 6
cartas nas condigdes pedidas.

No baralho hd 4 naipes, sendo que cada umtem 13 car-
tas.

Ha *C, possibilidades de escolha para o conjunto dos dois
naipes e, dentro de cada naipe, hd °C, possibilidades de
escolha do conjunto de 3 cartas.

Hé assim, no total, ‘C, x *Cy x "°C,;=490776 possibilida-
des de subgrupos com 6 cartas nas condi¢des pedidas.

Escolhe-se um subgrupo de 4 cartas de copas de entre as
13 cartas do naipe de copas e um subgrupo de 2 cartas
de paus de entre as 13 cartas do naipe de paus, donde

ha *C,x *C,=55770 possibilidades de subgrupos com 6
cartas nas condigdes pedidas.

Ha ‘C, possibilidades de escolha para o conjunto dos dois
naipes, 13C4 possibilidades de escolha do conjunto de 4
cartas de um dos naipes e "°C, possibilidades de escolha
do conjunto de 2 cartas do outro naipe.

Atendendo a que, em cada escolha dos 2 naipes, pode ser
qualquer um deles a ter as 4 cartas, ha assim, no

total, “C,x 2x "*C, x °C, =669 240 possibilidades de sub-
grupos com 6 cartas nas condi¢des pedidas.

Em termos de valor das cartas, had 4 cartas para cada valor
(uma por naipe) e ha 13 valores possiveis (as, 2, ..., 10,
dama, valete e rei).

Atendendo a distribuicdo dos 3 valores necessérios pelas
quantidades das cartas de cada valor, escolhem-se 3
valores de entre os 13 valores possiveis em que a ordem
da escolha determina que vao para o 1.° valor 2 cartas,
para 0 2.°um carta e para 0 3.° valor 3 cartas, donde

ha ™A, possibilidades de escolha dos valores.

Para a escolha das 2 cartas com um dos valores, ha ‘C,
possibilidades.

Para a escolha da carta com um dos valores, hd 4 possibi-
lidades.

Para a escolha das 3 cartas com um dos valores, ha ‘C,
possibilidades.

Assim, ha no total, A x *C, x 4 x *C; =164 736 possibili-
dades de subgrupos com 6 cartas nas condigdes pedidas.
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29.8 Atendendo a distribuicdo dos 2 valores necessérios pelas
quantidades das cartas de cada valor, ha *C, possibilida-
des de escolha dos valores, dado que cada valor tem o
mesmo nimero de cartas, e para a escolha das 3 cartas
de cada valor, hé C; possibilidades.

Assim, hé no total, *C,x *C; x "C; = 1248 possibilidades de
subgrupos com 6 cartas nas condigdes pedidas.

30.1 Dado que os livros podem permutar entre si, podemos
arruma-los de 10! =3628 800 maneiras distintas.

30.2 Ha 3! sequéncias distintas dos 3 temas (Fisica, Matema-
tica e Informatica); em cada uma dessas sequéncias, den-
tro de cada tema, os livros podem permutar entre si, pelo
que podemos arruma-los de 3! x5! x 3! x 2! =8640
maneiras distintas.

30.3 Os livros de Matematica ficam juntos quando ocupam as
posicdes 1 a 3,2 a4, 3 ab,...,8 al0, podendo per-
mutar entre si, ou seja, podem ser arrumados de 8 x 3!
maneiras distintas.

Assim, para cada maneira de colocar os livros de Matema-
tica, os restantes 7 livros podem também permutar entre
si, pelo que podemos arrumar os 10 livros de

8 x 3! x71'=241920 maneiras distintas em que os livros de
Matematica ficam juntos.

3 4 4 3 4—k 4
31. <—+x> => [4Ckx (—) xxk| =3 [ x 3+ K x x|,
X k=0 X =0
pelo que o termo independente de x é o termo em que
2k —4=0& k=2, ouseja, ‘C,x3*=54, donde a hipo-
tese correta é B.

32. A soma de todos os elementos da linha n do tridngulo de
Pascal, com n€IN,, é dada por 2".

2'=512<2"=2 < n=9, pelo que 0 4.° elemento dessa
linha é °C;=84, donde a hipotese correta é B.

33. Como a soma de todos os elementos da linha n do tridngulo
de Pascal, com n €N, édada por 2" e neste caso é 2",
conclui-se que n=12, isto é, alinha contém 13 elementos
que sdo "Cy,..., "Cyy.

Dado que "°Cp="Cj,_, k€{0,...,12}, 0 maior elemento
dessa linha é o elemento "’Cy =924, pois ocupa a posigéo do
meio, donde a hipdtese correta é D.

301 z=x+y=""Cpp+* ¥'Cyy1, donde a hipé-

CIZI Leidefaplace
tese corretaé D.

342 2c+y-z = x=""Cy, donde a hipotese correta é A.

35. Sejam x e y os dois primeiros elementos, respetivamente,
dalinha n dotridngulo de Pascal, com n €IN; como
x="Cy=1, y="C;=n e xxy=16, conclui-se que n=16,
pelo que o terceiro elemento da linha seguinte
é ™'C,="C,=136, donde a hipotese correta é C .

1 8 8 . 8k 1 k 8 . -
36. (24— ) =X 'Cx (D x (=) | =3 [Peexx8-3]
X k=0 X k=0
pelo que o termo da forma ax~2 é o termo em que
16 —3k=—2¢> k=6, ouseja, *Cyxx2=28x2,
valorde a é 28.

311 (\f—x—) 2 e x (Vx )”‘kx<_l>k]=

donde o

=

! 14—k
= [( Dx"Cxx 7 xx-3k]

~
i
o

14-17

—2[( D x Mo x T

14 -7k
2

] pelo que o termo independente

de x é otermoem que

=0 k=2, ouseja,
(1% "C,=91.

14-7k

1 14 14
37.2 (\f—x—) 3712( DEx“Coxx 2

termo de maior coeflmente em valor absoluto é o termo em
que o coeficiente é o maior valor de "“C,, ou
seja, “C;=3432, pois é o valor central de "Cy,..., "Cy.

, peloqueo

Assim, esse termo é:

3432 _ 3432

VCRERE
14-Tk

E[( Dx¥Coxx 7

, 3
(=)' x"Cyxx *==—

3 , pelo que

31.3 (\/———>
o termo da forma —2002a é o termo em

K
que (=1 x"C,=—

14-35 21

7 2 1

_ 1
(V)" xVx

2002 < k=5, peloque

k & impar

381 “°C,,="Cy & W=n+4Vn=40-(n+d

o
Crea™ Cao—(nst)

@n=4\/n=%=12
382 °C,="C,., <& 3In=n-1VvVaq=15--1)<
VSCnA:‘&CiSf(nfU
PN n=_% Vn=%=4@n=4
N

condica@o impossivel

391 p=7: "Cx (x) x (xVx) _792x@><x7f:

101376 (v)*

_ 101376 v _ _ 101376
x! KVx x0Vx
16-7 7
T y Vx X \/_ y
392 p=7: C7x<;> x(F) =11440 x il
_11440Vx 11440
- xﬁylZ _xsyn\/i
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n! —px n!
(n-p) il P (-p)lpx(p-1)
n!

_ (n—])l _ n-1
=nx [(n—1)—(p—1)] !(p_1)!—nx Cpr

40.px"C,=px

Bin6mio de Newton

M1 ¥'C=3[Cx"x1" = (1+1)'=2"
p=0 p=0

M2 D-1x"c,=
p=0

_ u n p n-p _ n_an_
_pgu[cpx(_1) X1 ] BinémiuIaNevvton(_‘l+1) _0 _0
2.n+2)!+8nl=T+ 1! <
S nm+2)(n+NDnl+8nl=7(n+1)n!
<fo>(n+2)(n+1)+8=7(n+1)

4+/4

&Sn?-4n+3=0&n= 5

SSn=1Vvn=3

43.Sendo n €IN\{1} a ordem dessa linha, o enunciado traduz-
-se pela equagéo "C,_, x "C,_; X "C, =15n <

nn-1 n 1
2

n(n-1)
2
& n=-5 Vn=6<>n=6
| ——

condicao impossivel

= =15 nn-1)=30=n2-n-30=0&

Assim, se aordem da linha é 6, alinhatem 7 elementos
6 6
(°Corev °Cy) -
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Probabilidades

PAG. 15

44,

45,

46.

47

48.

49.

50.

Considerando que todos os pontos do circulo tém a mesma
probabilidade de serem escolhidos, a probabilidade pedida
resulta do quociente entre a area do quadrado e a area do
circulo.

Dado que o lado do quadrado é 2, a area deste é 4 e veri-
fica-se, devido ao Teorema de Pitagoras, a relagao
(2r)*= 22+2%, onde r representa o raio do circulo.

Da relagdo anterior obtém-se 2=2, pelo que a area do cir-
culoé nr2=2r.

Assim, o valor da probabilidade pedida é i=£, donde a
L . o &
hipétese correta é C.

Namero de casos favoraveis: 8 iogurtes (5 de ananase 3 de
morango)

Namero de casos possiveis: 12 iogurtes

P=1i=%, donde a hipotese correta é B.

Seja x ondmero de rapazes inscritos nessa modalidade des-
portiva.

Como uma em cada quatro raparigas também estdo inscritas

nessa modalidade desportiva tem-se que

12 =l<:>x=36, donde a hipétese corretaé A.
12+x 4

.Numero de casos favoraveis: 4 (escreverem ambas A ou M

ou O ou R)

Niamero de casos possiveis: 4 x 4 (cada crianga pode escre-
ver uma de 4 letras)
4

_ _1 ., ,
P——4>< 157 donde a hipotese correta é B.

Nimero de casos favoraveis: 6 cores

Namero de casos possiveis: 6 x 6 (para cada uma das seis
canetas de feltro ha 6 lapis de cera)
6 _1

P=6x6"%6"

donde a hipétese correta é C.
Namero de casos favoraveis: 4 faces (face com 1, face com

2, face com 3 eface com4)

Nimero de casos possiveis: 6 faces
P:%:%, donde a hipo6tese correta é D.

Sendo A e B acontecimentos incompativeis verifica-se
P(AUB)=P(A) +P(B), ouseja, P(B)=P(AUB) —P(A)=
=65% —35% =30%, donde a hipdtese correta é D.

51.

52,

53.

54

55.

Sendo A e B acontecimentos incompativeis verifica-se

P(AUB)=P(A) +P(B), ou seja,

P(B)=P(AUB) —P(A) =1- P(AUB) —P(A) =
— —

1-P(AUB)

=1-02-04=04, donde a hipétese correta é B.

pP(AnB)

Sendo A e B acontecimentos quaisquer verifica-se
P(AUB)=P(A) +P(B) —P(ANB).

Por outro lado, tem-se P(ZUE) :P(A ﬁB) =
08
=1-P(ANB)<P(ANB)=1-08=02¢
P(AUB)=1-P(AUB)=1-[P(A) +P(B) - P(ANB)] =
=1-P(A) = P(B)+ P(ANB),
05 05 02
pelo que P(AUB)=1-04-05+02=03, donde a hipo-
tese corretaé A.

Numero de casos favoraveis: 2x 2 (faces 1 e 2 para cada
uma das bolas 1 e 2)

Namero de casos possiveis: 5x 6 (6 faces no dado para
cada uma das 5 bolas)

_2x2_2

=5x6-15 donde a hip6tese correta é B.

Seja x o namero de bolas pretas na caixa, inicialmente.

Por um lado, o ndmero total de bolas na caixa, inicialmente,
6 2+x.

Por outro lado, dado que, se for extraida uma bola branca, a
probabilidade de extrair uma bola preta (ndo havendo reposi-
¢do da bola branca extraida) é %, conclui-se que, apés a
extracdo da bola branca, ficam na caixa 1+x bolas e

Assim, havia inicialmente 4 bolas pretas na caixa.

Sendo A e B acontecimentos quaisquer verifica-se
P(AUB)=P(A) +P(B) —P(ANB).

Por outro lado, sendo A um acontecimento tal que

P(A) =0, verifica-se P(B|A) :%.

Da 1.%igualdade obtém-se
P(A)=P(AUB)-P(B) +P(ANB) =
=70% —60% +20% =30%

e da 2.* obtém-se

_20_2

P(B|A) =30=3" donde a hipbtese correta é B.
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56. Nimero de casos favoraveis: 2! x 2! (permuta¢do dos nime-
ros 2 e 4 nos algarismos das centenas e milhares e permu-
tacdo dos nimeros 1 e 3 nos algarismos das unidades e
dezenas)

Nimero de casos possiveis: 4! (permutagdes dos nimeros
1,2,3¢e4)

_2x2_1
P==ar =%

donde a hipétese correta é A.

57.1 Namero de casos favoraveis: 4 (2 vértices que definam
uma diagonal espacial)

Nimero de casos possiveis: 8C2 (subconjuntos de 2 vérti-
ces a partir de um conjunto de 8)

P=i=1, donde a hipdtese correta é D.
SC 7

2

57.2 Dado que no paralelepipedo as faces sao opostas duas a
duas e qualquer vértice pertence sempre a trés faces, for-
cosamente, 2 vértices quaisquer pertencem sempre a
duas faces opostas, pelo que o valor da probabilidade
pedida é 1, donde a hipétese correta é C.

58. Nimero de casos favoraveis: *C; x °C; (5 vértices entre os 8
que definem o prisma [ABCDEFGH] e 3 vértices entre 0s
vértices I, J, N, K, M e L)

Nimero de casos possiveis: "“C; (subconjuntos de 8 vértices
a partir de um conjunto de 14)
% °G
pP= e
8

Namero de casos favoraveis: *C; x °C, (5 vértices entre os 6

que definem o prisma [ABCDEFGH] e 3 vértices entre os

vértices I, , N, K, M e L)

Nimero de casos possiveis: "“C; (subconjuntos de 8 vértices

a partir de um conjunto de 14)

3Csx°Cy
pP= e
8

60.1 Namero de casos favoraveis: 4 (niimero de bolas verdes)
Namero de casos possiveis: 18 (nimero total de bolas)

=4 2
P=18=9

60.2 Nimero de casos favoraveis: 10 (nimero de bolas que ndo
sdo amarelas)

NUmero de casos possiveis: 18

_10_5
P= 1879

60.3 Namero de casos favoraveis: 12 (soma do nimero de bolas
verdes com o nimero de bolas amarelas)

Nimero de casos possiveis: 18

_12_2
P=15=3

61.1 Namero de casos favoraveis: “C, (subconjuntos de 2 figu-
ras a partir de um conjunto de 12)
Nimero de casos possiveis: 4UCZ (subconjuntos de 2 car-
tas a partir de um conjunto de 40)

"C, 1

P=nc, =130

61.2 Namero de casos favoréveis: *C, (subconjuntos de 2 figu-
ras a partir de um conjunto de 28)

Namero de casos possiveis: “C,

“C, 63

T%c, 130

61.3 Namero de casos favoraveis: "°C, (subconjuntos de 2 figu-
ras a partir de um conjunto de 10)

Nimero de casos possiveis: “C,

o G_3
40C2 52

61.4 Namero de casos favoraveis: “°C, (subconjuntos de 2 figu-
ras a partir de um conjunto de 20)

Nimero de casos possiveis: “C,

PG _19
40C2 78

61.5 Namero de casos favoraveis: 4 (extragdo de um dos quatro
0itos)
Nimero de casos possiveis: “°C,

-4 _ 1
P‘40c2‘195

62.1 P(n&o ser arvore de fruto) =
=100% — P(ser arvore de fruto) = 25%

75%

62.2 P(ser arvore de fruto ou arvore de folha caduca) =
= P(ser arvore de fruto) + P(ser arvore de folha caduca) —
— P(ser arvore de fruto e arvore de folha caduca) =
=75% +60% — 50% =85%

62.3 P (ser arvore de fruto sabendo que é uma arvore de folha
caduca) =

_ P(ser arvore de fruto e arvore de folha caduca) _ 50 _5
P(ser arvore de folha caduca)

606

631 P[(AnB)U(@ANB)| =P(ANB) +P(ANB)

ANB e ANB sdo acontecimentos incompativeis.

NY12EMP © RAIZEDITORA




NY12EMP © RAIZEDITORA

REsoLUCOES — CADERNO DE ATIVIDADES NYI2 — PRB12

Dadoque A=(ANB)U(ANB) e ANBe ANB

sd@o acontecimentos incompativeis, entao
P(A)=P[(ANB)UANB) =P(ANB) +P(ANB) &
& P(ANB)=P(A)-P(ANB).

B=(ANB)U(ANB) e ANB e ANB também

sd@o acontecimentos incompativeis, pelo que
PB)=P|[(ANnB)UMNB)]| =P(ANB)+P(ANB) &
& P(ANB)=P(B)-P(ANB).

Verifica-se assim que:

Pl(AnB) U (ANB)| = P(A) - P(ANB) +
P(ANB)

+P(B)-P(ANB) = 2P(A)-2P(ANB)
T L haRRB

r(AnB)

63.2 Sejam A e B, respetivamente, os acontecimentos «o uti-
lizador usa os servicos da empresa A» e «o utilizador usa
os servigos da empresa B».

P(A)=P(B) =22% e P[ANB) =12%

0 acontecimento «o utilizador usa apenas os servigos de
uma das duas empresas» é equivalente ao acontecimento
«o utilizador usa os servigos da empresa A e nao usa 0s
servicos da empresa B ou o utilizador usa os servigos da
empresa B e ndo usa os servigos da empresa A», ou seja,
formalmente, (ANB) U (ANB) .

Assim, P[(ANB) U(ANB)| =2P(A) —2P(ANB) =
=2%22% —2x12% =20% .

641 P(ANB) = P(AUB)=1-P (AUB)

ANB=AUB

1-P(A) —P(B) + P(ANB)

P(AUB):P(A):P(B)—P(AHB)

64.2 A probabilidade de ocorrer um dos dois acontecimentos
sem que ocorra o outro representa-se, formalmente, por

Pl(AnB) U(ANB)] e provou-se, na alinea 1

do exercicio anterior, que P [(ANB) U (ANB)] =

=P(A)-P(ANB) + P(B)—P(ANB), donde:
P(ANB) pr(AnB)

P[(AnB)U(ANB)| =P(A) = P(ANB) +P(B) -

—-P(ANB)=P(A)+P(B)-2P(ANB)

65. Sejam A, B, N e V, respetivamente, os acontecimentos
«a solucdo é 4cida», «a solucdo é béasica», «a solucdo é neu-
tra» e «a solucdo absorve na zona de comprimentos de onda
do vermelho».

P(A) =P(B) =40%, P(V|A) =25%, PINNV) =5%

e P(V)=20%.

Utilizando as formulas de probabilidade e, com vista a reso-
lugdo das alineas, conclui-se que:

* P(N)=100% — P(A) — P(B) =20%

—_——

40% 40%

* P(ANV)=0,25x40=10%

. _P(VAN) _ 5 _ o org
P(V|N)—7P(N) _20_0,25_254
e PVIA) =100% — P(V|A) =75%
25%
e PV) =P(VNA)+P(VNB)+P(VNN) &

—_ —_
02=20% 10% 5%

& P(VNB)=5%

o P(V|N) =100% — P(V|N) =75%
25%
« P(V|B) =%=%=0,125=12,5%

e P(V|B) =100% — P(V|B) =87,5%
12,5%
* PBNV) = P(B) x P(V|B) =35%

_—
40% =04 1%

ser neutra

65.1 P(ZmEmV):p[(KmE)nV]=

= P(N) x P(V|N) =15%

_—
20% =02 5%

65.2 P(V|B) =12,5%
653 P(NNV)=P(ANV)+P(BNV) =
S ——

66.

67.

35%
= P(A) x P(V|A) +35% =65%
0% =04 5%
30%
A expressdo P(B|A) significa a probabilidade de sair uma

ficha com um nGimero par na 2. extragdo, sabendo que na 1.?
extragdo saiu uma ficha azul.

Assim, se na 1.7 extracdo saiu uma ficha azul, antes da 2.?
extracdo, restam no saco as 6 fichas vermelhase 1 ficha
azul, cujo nimero é impar (1 ou 5), sendo que a probabilidade

de sair uma ficha com um namero par na 2.% extragdo é %

pois ha 3 fichas com um nimero par (2, 4 e 6) entre as 7
fichas do saco.

Sejam F e A, respetivamente, os acontecimentos «o bebé

usa fralda» e «o bebé sabe andar».
1 pa) =1 2) =1
PF) =g, P(A) = e P(F|A) =5

67.1 E pedido o valor de P(FNnA)

P(F)=P(FnA)+P(FNA) &
P(FA) xP(a)
& P(FNA)=P(F) - P(F|A) xP(4)

Como P(F) =1 —%

1.2 (% _
3=% (Fna)=

=% e P(F[A) =1~ P(F[A) =

=1-

ol
wiN

1_7
X3=15
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67.2 Dos 15 bebés, a quinta parte usa fralda, ou seja, 3 bebés
usam fralda e 12 n&o usam.

Devem ser escolhidos 2 bebés que usam fralda de um
subconjunto de 3 bebése 2 bebés que ndo usam fralda
de um subconjunto de 12 bebés.

Assim, ha ¥C,x "’C, maneiras diferentes de escolher os
2 2
bebés.

68. A regra de Laplace indica que a probabilidade de um aconte-
cimento é obtida pelo quociente entre o nimero de casos
favoraveis a esse acontecimento e o nimero de casos possi-
veis, caso estes sejam equiprovaveis.

Nesta situacdo, temos o seguinte:

Namero de casos favoraveis: *C, x '’A, (escolha de 4 casas
com ndmero par, de entre as 16 casas do tabuleiro, para
colocar as pecgas brancas indistinguiveis e, para cada esco-
Iha dessas, escolha de outras 4 casas, de entre as restantes
12 casas do tabuleiro, para colocar as pegas que nao sao
brancas e se destingem umas das outras)

Namero de casos possiveis: "°C, x '?A, (escolha de 4 casas,
de entre as 16 casas do tabuleiro, para colocar as pecas
brancas indistinguiveis e, para cada escolha dessas, escolha
de outras 4 casas, de entre as restantes 12 casas do tabu-
leiro, para colocar as pecas que ndo sao brancas e se destin-
gem umas das outras)

Ou

%A, x"’C, (escolha de 4 casas, de entre as 16 casas do
tabuleiro, para colocar as pecas que ndo s@o brancas e se
destingem umas das outras e, para cada escolha dessas,
escolha de outras 4 casas, de entre as restantes 12 casas
do tabuleiro, para colocar as pecgas brancas indistinguiveis)
'Cix A, 'Cyx A,
- 16C4 x 12A4 - 15A4 x 12C4

Outra possibilidade de resposta resulta da simplificacao
8

G

da 1.7 express@o e é, precisamente, -—, ou seja,
C

sendo apenas relevante a colocacao da4s 4 pecas brancas
indistinguiveis em casas de namero par, a probabilidade de
tal acontecer é a proporgédo entre o nimero total de coloca-
cOes das pecas brancas nas casas de nimero par e o nimero
total de colocagdes das pegas brancas no tabuleiro.

69.1 Se osacontecimentos A e B das % (E) so independen-
tes, entdo P(ANB)=P(A)xP(B).

Por outro lado, para quaisquer acontecimentos A e B das
?(E), verifica-se P(AUB)=P(A) +P(B) —P(ANB) e,
dado que P(ANB)=P(A)xP(B), entdo

P(AUB)=P(A) +P(B) —P(A)xP(B) &
P(AUB)—-P(A) _07-05

S PB) == =T 05

=04.

7.1 P(B|C)=04&

69.2 Seosacontecimentos A e B das % (E) sdo incompati-

veis, entdo P(AUB)=P(A)+P(B).
Assim, P(AUB)=P(A) +P(B) <
& PB)=P(AUB)-P(A)=07-05=0,2.

70. Uma vez que os acontecimentos A e B das % (E) sdoinde-

pendentes, entdo P(ANB)=P(A)xP(B).

Por outro lado, A=(A mB_)U (ANB), sendo que os acon-
tecimentos ANB e AN B sdoincompativeis, donde

P(A)=PlAnBU(ANB)] =P(ANB) +P(ANB).

Tem-se entdo que P(ANB)=P(A) — P(ANB) e conju-
gando esta formula com P(ANB)=P(A)xP(B),

obtém-se P(ANB) = P(A) - P(A)xP(B) =P(A)xP(B).
1<A)x[1_7ng ]

Considerando agora os acontecimentos CN (AN B)

e CN (A OE) , estes também sdo incompativeis e,

além disso, ANC=(cn@AnB)u(cn(anB)),

pelo que P(ANC) =P [(CO(AOB)) ulen(a mE))] =

=P(cnAnB)+P(cn(AnB)).

Finalmente, _

p(cla) = PANO _p(cnanp)+pr(cn(anB))
IV P(A) -

_P(cnnp) plcn(anB))

- P(A) * P(A)

_P(cnanB) panB)  Plcn(anB)) planB)

PANB) . P@A) P(anB) . P@)
=P(c|(AmB))x%m(m(fmé))x
P(A)xP(B)

Xi

P(A)

=P(C|(AnB))xP®) +P(C|(AnB))xP(B)

P(BNC)
G

03

< P(BNC)=04x03=0,12

=04

P(0)=1-03=07¢e p(E|E):o,3@7P(BQC) —08 &>
p(C)
o =
< P(BNC)=08x0,7=056
P(B|C)=1-P(B|C) =02 e
08
P(BNC)=P(B|C) x P(C) =0,14
02 0,7
Dado que P(B)=P(BNC) +P(BNC) =0,26, entdo
012 0,14

P(BNC) _012_§
P(B) 026 13°

P(C|B) =

NY12EMP © RAIZEDITORA
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P(ANBNC)
712 P[A|IBNO)| =02 ~2PTE g9
[AIBN O] =026 =50 H— =026
0,12
& P(ANBNCO)=02x0,12=0,024
P(BNCNA)
PlBNO)|A] =2 =0V
[ 4] P(A)
_ P(BNCNA)
PBNCNA)+P(BNCNA)
_ P(BNCNA)
P(BNCNA)+P(ABNC)x P(BNC)
Sene )
1-P(BNC) =088
0,024 ~
=007 +02x088 "2
P(BNCNA)
7113 P[BNQO)A] = 2= A
[( 4] P(A)

& P(A) =P[(BNO)JA] x P(BNCNA) =0,00288
~—— ———

0,12 0,024
P(B)=P(BNC) +P(BNC) =0,0168
—_— W_,

012 0,14

P(ANBNC)=0,024+0,0000145152 =

=0,00288 x 0,0168 x 0,3=P(A) x P(B) x P(C), pelo que os
trés acontecimentos ndo sao independentes.

72. Sejam A, B e C, respetivamente, 0s acontecimentos «o
corredor A percorre 200 metros em menos de 20 segun-
dos», «o corredor B percorre 200 metros em menos de 20
segundos» e «o corredor C percorre 200 metros em menos
de 20 segundos».

1 1 1
P(A)—g, P(B)—g, P(C)—ﬁ

Admitindo que os acontecimentos A, B e C sao indepen-
dentes dois a dois e que também o sdo os trés, tem-se:

P(ANB)=P(A)xP(B), P(ANC)=P(A)x P(C),
P(BNCO)=P(B)xP(C) e
P(ANBNC)=P(A)x P(B) x P(C)

A probabilidade pedida corresponde a probabilidade de
haver, pelo menos, um atleta a percorrer 200 metros em
menos de 20 segundos, isto &, P(AUBUC).

P(AUBUC)=P(A)+P(B)+P(C)-P(ANB) -
—-P(ANC)-PBNC)+P(ANBNC)

Dado que P(AmB):ﬂQxﬂi):%,
1 1
3 5
p(Amc)=5(Qx5(Q=;_o,
1 1
3 10
p(Bmc)=£(Bﬂ)xg(9=;—0 e
1 1
5 10

p(AanC):i(ng(i)xz(Q=1L

[$2)
o

1
0

)
o=

Assim,
P(AUBUC):%+—+ _______

o1 —
=
o
_=l
[
8-
3l-
+
—_
o —
o

731 Sendo o Américo Petronio um dos 25 atletas, pode ocupar
uma das 3 fungdes na comisséo e, para cada uma dessas
fungdes, ha A, escolhas possiveis para os restantes
membros da comissao, atendendo a sua func&o dentro da
comissao.

Assim, podem ser formadas 3 x*A, comissdes distintas.
732
a. Uma vez que as comissdes sdo mistas, hd 2 situacdes a con-
siderar:

* acomissdo tem um atleta do sexo masculino e dois atletas
do sexo feminino;

* acomissao tem dois atletas do sexo masculino e um atleta
do sexo feminino.

No 1.° caso h&a 10 escolhas possiveis para o atleta do sexo
masculino e, para cada uma delas, ha 15A2 escolhas possi-
veis para os dois atletas do sexo feminino; uma vez que o
atleta do sexo masculino pode ocupar uma das 3 funcdes na
comisséo, ha no total 3x 10 x °A, comissdes distintas.

De igual forma, no 2.° caso, ha no total 3x 15x '°A, comis-
soes distintas.

Assim, hé no total, 3x (10x ®A,+15x A,) comissdes mis-
tas distintas.

b. Aexpressdo P [C| (A ﬁB)] significa a probabilidade de a
comissdo ser formada sé por elementos do sexo feminino
sabendo que sdo ambos elementos do sexo feminino os atle-
tas que levam as bandeiras portuguesa e da federag&o des-
portiva.

Assim, se ja se sabe que dois dos elementos da comissao sao
do sexo feminino, a probabilidade de a comissdo ser formada
exclusivamente por atletas do sexo feminino é % pois

restam 13 atletas do sexo feminino entre 23 atletas.

11
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FUNCOES REAIS DE VARIAVEL REAL

PAG. 25

14.

15.

76.

11.

18.

19.

A afirmagdo A é falsa pois, como f(0) =0, isso significa
que a funcd@o f tem pelo menos um zero, nomeadamente,
em x=0.

Sendo a fungdo f injetiva tem-se que, se dois objetos tém a
mesma imagem, entdo sdo iguais, o que significa que a fun-
cdo f temapenasozero x=0, donde a hipdtese correta é
B.

Sendo a fungdo f de dominio IR e crescente pode ter um
zero ou n@o ter nenhum, mas nao pode ter mais do que um,
devido a sua monotonia.

Como para quaisquer dois reais x e y com x<y setem

flx) <fly), se flx) =0, entdo 0 <fly) ese fly) =0,
flx)
entdo f(x) < 0 , ouseja, ndo ha dois ou mais objetos com

imagem0.

As hipéteses B, C e D sao falsas, por exemplo, em rela-
¢do a funcao definida por f(x) =x, donde a hipétese cor-
retaé A.

Sendo a fungdo h crescente em [0,2] e par, entdo é
decrescente em [—-2,0], logoem [—1,0].

As hipéteses A, B e D séo falsas, por exemplo, em rela-
¢do a fungao definida por h(x) =|x|, donde a hipotese
corretaé C.

flx) =glx) & x2=x| @ 2=xVil=-x
Sxx=N=0vVxx+1)=0&
&Sx=—-1Vx=0Vvx=1, istoé, tém 3 pontos em
comum, donde a hipétese correta é D .

Como —-4<flx) <1, VxER, entdo —-3<flx) +1<2, Vx€R,
pelo que 0< |f(x) +1| < |-3|, donde a hipdtese correta é
B.

gl 8

Sendo f continuaem IR tambémo é em [1,8], donde,
pelo Teorema de Bolzano, todos os valores do intervalo

[2,10] pertencem ao contradominio de f, nomeadamente,
Trer ]

3EDY.

As hipoteses A, C e D sao falsas, por exemplo, em rela-

—-bx+15 se x<3
¢do a fungdo definida por flx) = 2.6

5 5 se x>3

donde a hipétese correta é B.

Umavezque lim f(x)=£(2) e Iim+f(x) > f(2), ahipotese
corretaé B. =2

81. Dado que f(x)>glx), Vx €Dy, entdo lim flx)> lim g(x).
x—1" x—1"

82.

83.

84.

85.

87.

87.

1

N

Como lim f(x) =—oco, tem-se que lim glx) =—oo,
. e

x—1

donde a hipotese correta é D.

Umavezque —1<sinx< 1, Vx€IR, entdo

. sinx+ 1 2
0<sinx+1<2,Vxe€R e 0K Bl S38+1
glx)

Vx€]-1,+09].

Como lim 0=0e Ilim %:0, uma expressao possi-
X—>+00 x—>+00 X +]

vel para a fungdo f é f(x) =0 e uma expressao possivel

para a fungdo h é h(x) =
éA.

x3€-1 , donde a hipotese correta

0 facto de o dominio da funcao ser IR" inviabiliza que o
grafico da hipotese C possa ser o gréfico da funcédo f eo
factode lim f(x) =+oo inviabiliza que os gréficos das

x—0"
hipoteses A e B possam ser o gréfico da fungdo f, donde
a hipétese correta é D.

Por defini¢do, dado o dominio da fungdo g, y=mx+b é
uma assintota ndo vertical ao grafico de g se e s6 se

lim [glx) — (mx+b)] =0.
Assim, nesta situacd@o, y=2x —4 é uma assintota n&o ver-
tical ao grafico da funcdo g se e s se

lim [glx) —(2x-4)] =0 lim [glx) —2x+4]=0,
donde a hipétese corretaé C.

Por defini¢ao, dado o dominio da fungdo h, y=mx é uma
assintota horizontal ao grafico de h se e sd se

lim hlx)=m.

X—>+00

Por outro lado, por definicdo e dado o dominio da funcéo f,
y=lx+2 é uma assintota ndo vertical ao gréficode f see

ol 1.]_
im B2=1 e im [ftx) - 34 =2.

x—too X

so se

1 1

im == Ilim ——= =
X—>+400 f(x) x4>+w@ ||m @

X x—too X

Como |iT hix) =

=%= 3, conclui-se que a reta de equac@o y =3 é assintota
3
horizontal ao gréafico de h, donde a hipbtese correta é D.
u, -3
Vn _5un+1+3_5( 6 >+3_1 Su, +3\ g
v,  5u,+3  5u,+3 _E<5un+3>_§'

donde (v,) éuma progressdo geométrica de razéo 1

[=2]

Como (v,) éuma progressdo geométrica de razéo 1

6
e v,=5u1+3=5><%+3=6, o seu termo geral é dado por
_ 1 n—l_ 2-n
v,=6x i3 =6"".
Vp =3 6" -3

Por outro lado, v, =5u,+3 < u,= 5, o &
v, =

NY12EMP_CA ©® RAIZEDITORA
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87.3 Como limu, =lim

88.

89.

90.

91.

REsOLUCOES — CADERNO DE ATIVIDADES NYI2 — FRVR12

1
62—n_3__ 6n—2 _ §
5 " 5 i, 5

(u,) éuma sucessao convergente.

-1<sinng1,VneEN=

= n2-1<n2+sinng<n?+1, vheN=

n2—1_n2+sinn
ey —_

<
n2+1 > n2+1 <t vneN,

2_ 24 si
pelo que 2+7T112 1 n"+sinn

+1° n2+1
—_—
3n2+1 u,
n2+1

<3, VneN.

Tomando as sucessdes (a,) e (b,) determos gerais, res-
3n2+1
nz+1
a,<u,<b,, Vne€N.
Por outro lado, lima, =limb, =3, donde, pelo teorema das
sucessdes enquadradas, conclui-se que limu,, =3 e que
(u,) éuma sucessao convergente.

n+1 2 n 2
un+1—un=2+§<¥> - 2+§<?> =

n+l 2 2 2
2<3k> §<3k> Jor>0, VnEN,

donde (u,) éuma sucessao mondtona crescente.

Y

n_(n+.|)! n!(x(n+1))

petivamente, a, =

e b,=3 concluiu-se que

§—n—1

=<%> 2(n+1)! -

n oo—=1I
=<3) (§+1)|<0 vnen,
E S —
1

i—n<0, VneN

v,

n+1

donde (v,) éuma sucessdo mondtona decrescente.

—1<sin(on) <1, VnEN=

= 0<sin?(on) <1, VneEN =

sin2(0tn)< 1
n+1 S 2n+1'

u,

= 0< vneN

Tomando as sucessdes (a,) e (b,) determos gerais, res-
petivamente, a,=0 e b,

a,<u,<b,, Vn€IN.

Poroutro lado, lima, =limb, =0, donde, pelo teorema das
sucessdes enquadradas, conclui-se que limuz, =0.

1 .
=—— concluiu-se que
2n+1 a

Afuncdo f seréd continuaem x=2 se existir I|m f(x) e

se I|m f(x) f(2).

- . \/2+x—2%. (\/2+x—2) (\/2+x+2)
I =1 =| =
fim ) = lim = =5 — =1, -2 (V2rx+2)

i VZEx =4

=2 (x-2)(V2+x+2)

921

92.2

92.3

93.1

93.2

93.3

x—2 . 11

T D (Varse2) AwVarxi2 8
Como f(2)

=m, conclui-se que a funcdo f seré continua
em x=2 se m=%.

Para x €IR, tem-se:
—1<cosx<1 &= -2<-1+cosx<0&
S a2 -2<x2—T+cosx<x?

Assim, para x>0, tem-se:

1 1 X

X
- sl X S X
x2—1+cosx” x2 =5 x2—1+cosx” x

1
X

Logo, g(x);%, em IR", ou seja, f(x)=%, verificando-se

que lim f(x)=+oco.
x—0"

Sendo g(x)>f(x), para x>0, e I|m f)=+o0,
entdo lim g(x)=+oo.

x—0"
Considerando a mudanca de varidvel x=—t e usando o
resultado da alinea anterior, obtém-se:
lim —2* lim 4—t
0 X2 —1+c0Sx x=-t ,_.0( t) —1+cos(= t)

x—0T=t—0"

I S

OO):—OO
—o" t2—14cost

—1<sin (%) <1, VxER0} =

= - x2<xzsm<1><x2 Vx € R\{0}

Umavez que lim (—x2) = limx2=0 conclui-se, pelo teo-

x—0 x—0

rema das func¢des enquadradas, que lim [xzsin (%)] =0.
x—0

—-1<=sinx<1, VxXER=
= x—-1<x—sinx<x+1, Vx€R,
donde se conclui que

x—1 —smx<x+1

x+2 7 x+2 “x+2'
o 1—=

. 1= X

lim =2 Jim

x—t00 X+ 2 x—too 1 +Z

1+

—==1 conclui-se, pelo teorema das

xX—>+00 1 +g

Vx€E€]-2,+09[.

=le

Uma vez que

lim M = lim
x—too X + 2

~ - —sin
fungdes enquadradas, que lim X-Sinx
x—rtoo X+ 2

0<cos?x<1, VxER = x<xcos2x <0, VxR~

Como x2—1>0, VxE€]-oo, —1[, conclui-se

1.

xcos X

que <5 <0,Vx€E€l-o0

P
lim ——=0e

X——00 1

X
conclui-se, pelo teorema das fungdes enquadradas,

. xcos?x _
que Xﬂrpm 21 =0.

11818

lim 0=0

X—r—00

- X
Umavez que lim
q x—r—00 X2 — |

13
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93.4

94.1

94.2

94.3

95.1

95.2

96.

Umavezque 0<1—cosx<2, Vx€IR, verifica-se em
R* que 0<Xx2<x2+1—cosx<x2+2.

2x2 2x2 2x2

Conclui-se assimem R* que < < .
e Sl —cosx S &2
. 2 =
Umavez que lim ¢ = i —2__»
X—>+400 x2+2 X—H-ool A
X2

22
e lim —2— I|m 2=2 conclui-se, pelo teorema das fun-

x—to0 X2 x—
coes enquadradas, que lim 227362=
x—toox2+ 1 —cOSX

Afung@o é continua em ]—oo, 3[ pois é uma fung@o poli-
nomial (continuaem IR ).

A fung@o é continua em ]3, + o[ pois é uma fungéo racio-
nal (continua em IR\{0} ).

Como xlin}f(x) I|m (x-=2=1e limfix)=

x—3"

a funcdo é continua em x=3 pois lim f(x)=1.
x—3

I|m§ 1,
X

x—3"

Como a fungdo f é continua em ]—o0,3[, ]3 ,+oo[ eem
x=3, entdo é continuaem IR.

Afuncdo f é continuaem IR, logo tambémo éem [0, 3].
Por outro lado, f(0) =—2 e f(3) =1, donde, pelo Teorema
de Bolzano, 3c€10,3[: flc) =

Sendo a fungdo f continuaem [0, 3] e dado que [0,3] &
um conjunto limitado e fechado, pelo Teorema de Weiers-
trass, a fungdo f tem um méaximo e um minimo em [0, 3] .

Seja f afuncgdo continua em IR definida por
flx)=x5+x3-1.

Como Iimmf(x) lim f(x)
pelo Texc;e_ma de Bolzano, qa;;mfungéo tem, pelo menos, um
zeroem IR, ou seja, que a equagado tem, pelo menos, uma
solucéo real.

=—oco e =+o0o conclui-se,

f'lx) =5x4+3x2
e flx)=0=x=0Vv 5x2+3=0 < x=0
equacao impossivel em IR
X —oo 0 +00
f'(x) + 0 +
flx) / -1 /

Conclui-se assim que a fungdo f € monGtona crescente,
pelo que tem um Gnico zero em IR, ou seja, tambhém a
equacdo tem uma Unica solugéo real.

Tomando novamente a fungdo f continua em IR definida
por flx) =x®+x3—1, tem-se que f também é continua
em [0,1], fl0)=—1 e f(1) =1, donde, pelo Teorema de
Bolzano, 3c€10, 1[: flc) =

Afuncédo f é continuaem [—3,2[ uma vez que é uma fun-
¢do irracional (continua em ]—oo,2]) etambém é continua
em ]2, 4] pois é uma fungdo racional (continua em IR\ {0} ).

Como Iin}f(x) =0 e lim f(x) =0, afuncdo é continua
X—». x—2"

em x=2 pois Iimzf(x) =

97.

98.1

98.2

98.3

Como a fungdo f é continuaem [-3,2[, ]2,4] eem
x=2, entdo é continuaem [-3,4].

Sendo a fungdo f continuaem [—3,4] e dado que [-3,4]
é um conjunto limitado e fechado, pelo Teorema de Weiers-
trass, a fungdo f tem um méximo e um minimo em [-3, 4] .

Afuncédo f teré derivadaem x=1 se existirem e forem

1 1
iguais os limites laterais lim f( ) f() f(x) fl ).
1" - XHF x=1
flx) = £(1) x_1%. (x—1x+1)
lim = lim i =
=1~ Xx—1 1" X =1 x—i1- x—1
I|m x+1)=2
f(x) ) 3x2+bx+4—1_
lim = lim =
x—1" x=1 x—1" -1
=l 3x2+bx+3_{+c>o se b>-6
=|im —-—=
et X =1 —oo se b<-6
Quando b=-6, lim 3x2+bx+3_
x—1" x=1
2
im 3= Bx+8 e S ey,
P L ot X =1 x—s1"
1 1
Verifica-se assim que Iimf f() lim f(x) );( ),
x—1" x—1" -

Vb €IR, donde ndo existe f'(1) .

3

lim f(x) = lim 5;=+0co, donde, dada a continuidade
x—1 x—1

da fung@o no seu dominio, a reta de equacdo x=1 éa
(nica assintota vertical ao gréfico da funcéo.

3
)2=0 e

I|m f(x)— lim

x—> X—>+00 (

3

lim flx)=_lim ;=0, donde areta de equagéo

y=0 é a Unica assintota ndo vertical ao grafico da fungao.

lim f(x) =

x—2"
da funcd@o no seu dominio, a reta de equacdo x=2 éa
(nica assintota vertical ao gréfico da funcéo.

oo

=+o00, donde, dada a continuidade

x—2t X 2

. T X o 1 _
Jim ) = lim 2 S i =1
X
lim flx)= lm —* 2 lim ——=1, donde a reta de
Y00 Yoo X — ¥—moo 4 _z
X

equacdo y=1 é aUnica assintota ndo vertical ao grafico
da funcéo.

2 -
lim f(x)= lim xxT:+°°' donde, dada a continuidade

x——1" x——1" 1
da fungdo no seu dominio, a reta de equacdo x=—1 éa
(nica assintota vertical ao gréfico da funcéo.

2

o flx) T ) =
lim f—: lim x_1= lim X2
X—>t00 X—rt00 x—t00 X + 1
= lim =1
X—v+oo.l+_
X

NY12EMP_CA ©® RAIZEDITORA
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98.4

98.5

REsOLUCOES — CADERNO DE ATIVIDADES NYI2 — FRVR12

_ X2 N X =
Jm [flx) = x| = L'Tx<x+1 x>_ xL'me+1_
=— lim L.I=—1
xgw-oo,l

X
Logo, a reta de equacdo y=x — 1 é assintota obliqua ao
grafico da funcgao.

|mm

X—>—00

xZ

188

X—>—00

. + .

lim x—1 = |im X
X x——co X + 1

1

1 1

= lim
X—>—00

1+—=
Jim_ () =] =

= lim

e 1
X
Conclui-se assim que a reta de equagcdo y=x—1 éa(nica
assintota ndo vertical ao gréfico da funcéo.

1818

2
lim (x——x)=— lim ——
— oo \X + 1 X oox+1

=1

lim f(x) = lim =+o00, donde, dada a continui-

x—-2" x—-2" (x + 2)
dade da fungd@o no seu dominio, a reta de equagdo x=—-2
é a Unica assintota vertical ao gréfico da fungao.

3

lim flx) = lim ——=0

X—>+00 X—>+00 (x + 2)
e lim flx)= lim LI =0
X—»—00 X—»—00 (X + 2)

donde a reta de equacdo y=0 é a (inica assintota ndo ver-
tical ao gréfico da funcao.

Dada a continuidade da fung&@o no seu dominio, ndo ha
assintotas verticais ao grafico da funcéo.

-2
im [ i 2Ty

X—>t00 X

11818

lim
X—+00 XZ =+ 1

=—2x lim i =-2
X—st00
2

2x3
241

Nim [flx) +2x] = lim (x + 2x>

=2x lim =%

X—>400 XZ =+ 1

Z2x lim —% =0

X—>+00 1 1

*a

Logo a reta de equagdo y=—
gréfico da funcéo.

2x € assintota obliqua ao

— 2%
2 =
lim Mz im X1 o im X =
x—s—00 x—-co X x——c0 X2+ 1
=—2x lim T =—2
x—»—oo,l+_2
X

943

i [flx) +2x] = lim (xZZ—_'_x1+2x>—
- 1

=2x lim =X Z2x lim —* =0
x——co x2 41 rmes g +l
2
X

Conclui-se assim que a reta de equagdo y=—2x é a Unica
assintota ao grafico da funcéo.
9.1 lim (x) S0y 3231y G=D0T)

x—1" -1 x—1t X — 1 x—1" x—=1

=3x lim (x+1)=6

x—1"

lim g(x) M _ i x=3_.
x—1" -1 1 X — 1

Conclui-se assim que a fungdo g ndo é duas vezes diferen-
cidvelem x=1.

" 6x se x>1
9.2 gx) = { se x<1

100.1 Einfinitamente diferenciavel em IR\{2} pois & uma fungao
racional, pelo que tambhém o é duas vezes diferenciavel.

1002 pix) = ZE=D =021 2o e
x-2) (x-2)
f"(x)=(2"‘4)(%-2)2—(x2—44x-1)2(x-2)= 10 i
(X—Z) (X—Z)
1003 flx) =0 2—4x—1=0&
@x=4 2\/_ 2-VE\Vvx= 4+\/_ —24\E
* oo | 2-V5 2 2+V5 | +oo
fl) | + 0 - | ND. | - 0 +
4-2v5 4+2v5
| 7 Max. rel. N NDE Min. rel. 7

Os extremos relativos da fungdo sdo 4 —2v/5 e 4+2v5.

1011 filx) =
f"ix) =
101.2 g'(x) =6x2+2x
g"(x) =12x+2
101.3 h'(x) =12x3 — 6x2
h"(x) =36x2 —12x
ey _—3X2 3
1014 i'(x) = (Zx)z =-9a
oy _3xAx_ 3
i"(x) = (2x2)2_x3
1015 j(x) = 20+1) = (2x - 5) 7
(x+1) (x+1)
) —Tx2(x+1) 14
"(x) = =—
T x+1 x+1)°

15
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101.6

101.7

101.8

102.1

102.2

102.3

102.4

o) 2O = 2D2643) 47
x+3" (x+3)°
k,,(x):—(x+3)3—(—x+7)3(x+3)2=2x—24
(x+3)° (x+3)*
1 -1 3x
U(x) ==(3x2+1) 2xbx=—0—
2 V32 +1
1
3V3x+ -3xx%(3x2+1)‘5><5x .
Z"(X)= -
a1 (3x2+1)g
x —Vx-1
m,(x)ZZ\/x—1 _ 2—x
x? 2x2Vx -1
—2x2Vx-1-(2- x)<4x x—1+ )
mx) = . 2\/x— _
(2x2\/x—1)
_3x2—12x+8
3
Ax3(x —1)2
filx) =12x(x2—x-2)
f'(x) =36x2—24x — 24
flx)=0=x=0vVx2-x-2=0=x=0Vx=-1V
Vx=2

Como f"(0)=-24<0, f"(=1)=36>0¢e f"(2)
conclui-se que f(0) =15 é um maximo relativo,
fl—=1) =10 é um minimo relativo e f(2) =—17 éum
minimo relativo.

=72>0,

g'(x) =15x2(x2+1)
g"(x) =60x3+ 30x
g'lx)=0&=x=0
Como g"(0) =0, nada se pode concluir e ha que estudar
avariacdo de sinal de g numa vizinhanca de x=0.
X —oo 0 +o00
g”(x) + 0 +
glx) / 4 /

Conclui-se assim que g(0) ndo é nem maximo relativo,
nem minimo relativo.

x2—14x+13=(x—1)(x—13)

h'(x) =
-7 -7

A

(x=7
h'x)=0&=x=1Vx=13
Como h"(1) ——§<0 e h"(13) = >0 conclui-se que
h(1) =1 é um maximo relativo e h(13) =25 é um minimo
relativo.
i‘(x) — x—3

Vx2—6x+10
iv!(x) = 1 3

(x2 — 6x + 10)2
i'x)=0&=x=3

104.1

Como i"(3) =1>0, conclui-se que i(3) =1 éum
minimo relativo.

X
flx) =1
* 0 dominio da fungdo & IR\{-1,1};

* Alintersecdo do grafico com o eixo Ox ocorre no ponto
de coordenadas (0,0), pois f(x) =
< x3=0< x=0 e aintersecdo do grafico com o eixo
Oy ocorre no ponto de coordenadas (0,0), pois

fl0) =

* Dado o dominio da funcdo e uma vez que se trata de uma
funcdo continua (fung@o racional), a haver assintotas
verticais ao grafico da fungdo elas serdo as retas de
equagdo, respetivamente, x=—1¢ x=1.

. . 3
Como lim zx—=+oo e lim zx =+o00, asretas
x2—1 x2—1

x——1" x—1"
x=-—1 e x=1 sao assintotas verticais ao grafico da
funcdo f.

. X 2 % .
Como lim === lim =X*—2 lim ——=1
x—4oo X X—>+00 x2—1 X—>+400 1
-2
X
- 1
e lim [f(x) —x] = lim E X -0,
x - x—»+o<>1 _l
X2

areta de equagcdo y=x é assintota obliqua ao gréafico
da fungéo f.

Como lim fd_ I oz =1
x——00 X = x—-o00X2—1] r—=eo g 1
32
X
. 1
, o = X _
e xﬂnJm [f(x) _x] —Xﬂvrgwxz - —XL_OO1 l_OI
-

areta de equagdo y=x € a (nica assintota obliqua ao
gréfico da fungdo f.

x2(x2 - 3) x2(x2 - 3)
o fla) =252 S Y e
f'(x) 1) e f'x) = 1)
Sx=0Vx=—-V3Vx=V3

Como o fator > dafuncédo derivada & sempre néo

negativo, o sinal da derivada depende exclusivamente
do sinal de x2— 3, e este é positivo em

|00, —=v3[U]V3, + o] enegativo em
J-v3,V3[\{-1,1}.

Assim, a funcdo f é crescente em ]—00, - \/5] e
em [V3, +oo[ e édecrescenteem [-v3, —1[, em
]-1,1[ eem |1,v3].

* Dado que f' muda de sinal positivo para sinal negativo
em x=—1+/3 e de sinal negativo para sinal positivo em

x=+/3, entdo, ha um maximo relativo em x=—+/3
e um minimo relativo em x=v/3, a saber, respetiva-

mente, f(-v3)=— i e f(V3) = %

NY12EMP_CA ©® RAIZEDITORA
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2 2
i) =205 6 i s
(2-1)
2
U2+ gy ge=0 220
(2-1)
X —oo | -1 0 1 +00
f"(x) - ND. | +| 0 | - |ND | +

Concavidades e

pontos de infle-

xdo do gréfico
de f

N |ND.|U|PL|U|ND | N

Ha um ponto de inflexdao de coordenadas

(0,f(0)=(0,0).

-2 10

e et
N
w +
=

104.2 glx) = [x2—3x+2
G=Dx-2)

* 0 dominio da fungdo & ]—oo,1]U[2,+0o[;

* Alintersecdo do gréfico com o eixo Ox ocorre nos pontos
de coordenadas (1,0) e (2,0), pois glx) =0 <
S x-1Nkx-2=0& x=1Vx=2 eaintersecio do
grafico com o eixo Oy ocorre no ponto de coordenadas

(0,v2), pois g(0) =Vv2;

* Dado o dominio da fung@o, e uma vez que se trata de uma
fungdo continua (fung@o irracional), a haver assintotas
verticais ao gréfico da fungdo elas serdo as retas de
equacdo, respetivamente, x=1¢e x=2.

Como lim Vx2—3x+2=0¢e lim Vx2—-3x+2=0, néo
x—17 *

x—2
hé& assintotas verticais ao gréfico da funcéo g.
x—to0 X X—st00

2
VX342 = i (f1-34 2 4
X 0 x—+00 X X2
lim [V —3x+2 — x| 7=

(Vx2—3x+2—x)( x2—3x+2+x)

= lim =

lim M= lim

11818

=
v

x—rteo Vx2—3x+2+x
_ —-3x+2 _
N s
= lim 73(:—5, pelo que a reta de equagao
T 1=34 R
X X

y=x —% é assintota obliqua ao grafico da funcédo g.

Vx2 — = 2 _
im B o gy YR Sx42e o VAoBek2
x——00 X o0 X x—s—00 - —x>0
=— lim \/1—§+%=—1
x——00 X X

co—00

=xﬂrpm[ x2—3x+2+x] =

(Vi@ —3x+2+x) (V2 —3x+2 —x)

= lim =
Koo X2—3x+2—-x
= lim —3x+2 _
e\ B k2 —x
5 2
-xlinj T pelo que a reta de equagao
\/1 —§+%+1
X X
y= —x+% é assintota obliqua ao grafico da funcéo g.
'g'(x)=—2x_3 eglx)=0=%x-3=0
2Vx2—3x+2
3
<:)x=§$Dg

Como o fator da fungdo derivada é sempre

1
2Vx2—3x+2

positivo Vx € D,\{1,2}, o sinal da derivada depende
exclusivamente do sinal de 2x—3 e do D, peloquea
derivada é positiva em ]2, + oo[ e negativa em ]—oo 1],
ndo existindoem x=1¢e x=2.

Assim, a fungdo g é crescente em [2,+oo[ e é decres-
centeem ]—oo,1].

Além disso,em x=1 e x=2 ocorre o minimo absoluto de
gqueé 0.

1

*g"lx) =~ 7<0VxEDN1,2}
4(x2 —3x+2)2
X —oo | 1 2 | +o0
g"(x) — | N.D. | ND. | ND.| -

Concavidades e pontos
de inflexdo do grafico | N 0 [ND.| O N
deg

Nao ha pontos de inflexdo do grafico de g.
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TRIGONOMETRIA E FUNCOES
TRIGONOMETRICAS

PAG. 35

105.

106.

107.

108.

109.

110.

11.

Tomando como r o comprimento do raio da circunferén-
cia (em centimetros), verifica-se que a razdo entre a
amplitude do angulo ao centro e o comprimento do arco é

igual a razdo entre a amplitude do angulo giro e o perime-
tro da circunferéncia, ou seja, 2 & r=6 cm,
12 2nr

donde a hipotese correta é B.

Tomando como A a éarea desse setor circular, verifica-se
que a razao entre a amplitude do dngulo ao centroe a
area do setor circular é igual a razdo entre a amplitude do
angulo giro e a area do circulo, ou seja,

3 Y24

A= 7 < A =6, donde a hipttese correta é C.
X

M 12n =« T
T3 -3 T3T Yty
Nr

3
voltas completas em sentido negativo seguida de uma
T
3
tese corretaé A.

Assim, a rotagdo de — radianos corresponde a duas

rotacdo de % radianos em sentido positivo, donde a hipé-

sinoe >0 paratodos os angulos do 1.° e 2.° quadrantes de
amplitude o .

tano <0 paratodos os angulos do 2.° e 4.° quadrantes de
amplitude o .

Conjugando as duas condigdes, verifica-se que o lado
extremidade do angulo de amplitude o« tem de pertencer
a0 2.° quadrante, donde a hipotese correta é B.

tan (27+ ) <0< tanf <0, pelo que o lado extremi-

[ —
tanf

dade do angulo de amplitude S pertence ao 2.° ou 4.° qua-
drantes.

cos (=) >0« cosf>0, pelo que o lado extremidade

P ——
cosf3

do angulo de amplitude 3 pertence ao 1.° ou 4.° quadrantes.

Conjugando as duas condicdes, verifica-se que o lado
extremidade do angulo de amplitude 3 tem de pertencer
ao 4.° quadrante, donde a hipotese correta é D.

. . 2
sin*a — costor=sin*a — <cosza> =
Los
1-sin‘a
=sin‘a—1-sin*o+2sina=2sin*a -1,
donde a hipdtese corretaé A.

Se BE€ [r,2n] entdo 0K cosfKT & -1<m-1<1 &
m-—1

<0< m<2, donde a hipdtese corretaé D.

112

113.

114.

115.

116.

1117.

118.

119.

2cos?x —1=0& coszx=%<:>
@cosx:—? \Y cosx:?

x=2 i ion kezvx=Esiom kez

x=Trkom, kezvx:%"u(zn, kez
T

¢>X=4

+ k%, k € Z donde a hipbtese correta é A.

As coordenadas do ponto L séo&osa ,sinc), pelo que
a altura do triangulo é dada por LA+ OM = sino + 1

>0
e o comprimento da base do tridngulo é dado por
LK=2A0=2 cosa .
>0
Assim, a area do triangulo é dada por
LKx (LA+0M) 2cosa(sina+1) )
7 = 5 =cosa sino+cosa,

donde a hipbtese correta é A.

A area do semicirculo é dada por 477r= 2.

Por outro lado, as coordenadas do ponto A sdo (2,2tanc),

2x2tano

pelo que a area do tridngulo é dada por =2tano

e a area da zona colorida é dada por 2tano + 27, donde

a hipétese correta é B.

As condigdes h(r) =j(m) =0 excluem as hipéteses A,
C e D, donde a hipdtese correta é B.

Tomando f(x) =cosx, verifica-se que 0
. cos(a+h) —cosa
lim ————

h—0 h
—sina=-1<sina=1, peloque a=%+k27r, kez,

donde a hipdtese correta é D.

=f'(a) =-sina e

Como cos0=1, as coordenadas do ponto A sdo (0, 1)
e dado que cosx=0<:>x=%+k7z, k€ Z, as coorde-

nadas do ponto B sdo (37”0) , uma vez que esse ponto

corresponde ao 2.° zero positivo da fungé@o f, ou seja,

n
X=Z+T.
2 0-1 2
Assim, o declive da reta AB é dado por .——=—-,
n_, 3«
donde a hipétese correta é D. 2
.0 . .
. 0 . . .
lim SMX L i [SINX 0 XA = i 30X o im Vi =0
x—0" \/}? x—0" X \/; x—0" x—0"
JA2) o= - =
Vi 1 0
sinx 0 sin(y+n) siny
[im ——= = |lim—~ = —lm——=-1
x—r X — V=T y sin(y+m)==siny  y—0 Y
N

donde a hipbtese correta é A. !

f'(x) =2x sinx +x2cosx e f’(—%):—ﬂx(—1)+0=n,

donde a hipdtese correta é C.

NY12EMP_CA ©® RAIZEDITORA
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120.

121.

122.

123.

1241

124.2

125.1

125.2

126.

121.

REsoLUCOES — CADERNO DE ATIVIDADES NYI2— TRI12

filx) = 2003(2x)><x+1+sin(2x)xL’;+1)=
x X
= 2 DXCOS(ZX) smeX) donde a hipétese corretaé D.
T 4
_ A L a(m)_ _4
Flxl = COSZ(4x) f<4> 1)

donde a hip6tese correta é C.

X COSX — Sinx

= lim 5 =cos1-—sint,
X

donde a hipdtese correta é C.

fllx) =1-sinx e f"(x)
Como a fungdo tem derivada diferenciavel em IR, nos
pontos de inflexdo do gréfico da fungdo, a 2.% derivada é
nula, ou seja, —cosx=0< cosx=0& x=2 4 krr,

=—C0SX

2
k€ Z, pelo que nointervalo considerado, a 2.% derivada
é nulaem x=—g , x=% e x=37”, donde a hipotese

corretaé A.

Dado que o tridngulo [ABC] é isésceles,
180° — 130° _ .0
— = 25

~ A~

B=C=
Pelo Teorema de Carnot,
B_CZ:EZ+EZ—ZXEXA_CX cos(BKC) ,
donde BC=V72+72—2x7x7x cos(130°) ~ 12,69

a. DBC=180° — 135° = 45°
5\/—

b. cos (DBC) T <:> DB=5 cos(45°) =

B V2
2
R o X

7 z
0 o -
=V41+20V2

4245242 x4 x5 x cos(45°) =41+40x§=

Vi

2
—41+20V2=4C"

BC __AC

Pela Lei dos Senos tem-se ——
sino s|n(2a)

sin(2ar)

& AC=BCx>— =
SINO  sin(2a)=2sinacoso

X Ccoso

Tal como no exercicio anterior, pela Lei dos Senos obtém-
BC ___AC

“sina sin(4o)

sin (4ar)

SinQ  sin(da) = 2 sin(20) cns&a): 4sinacosorcos(2a)
2sinacosa

< AC=BC x

=4a cosa cos(2c)

128.

129.

130.1

130.2

1311

131.2

1321

132.2

Da relagdo tan?or+ 1 =——_— obtém-se
43

b3
4 e dado que ae]o 2[,

conclui-se que tana:% .

Da relacdo tan’c+ 1 =% obtém-se
cos’a

coso=% 2 \/—edadoque aG]O,E[,
21 2
conclui-se que cosa-%
Darelagdo tano = sma obtém-se
Vb 2\f

sin=tano X coso = 2><—

sina(sina+ 1)+ cos?a — 2=
=sinfa+sina+cosa—2 =  sina—1

sinoc+cos2a=1

1
cos?o

tano x cos?a + cos2a = cosza<tan2a+ 1 > =1
R —

1— cos(2x) 1-(1-2sin’%) .,
—_ = — " =sin"x
2 cos(2x)=cos2x —sin*x=1-2sin’x 2
1-sin’x
Por um lado,
sinx

T+cosx cosx:cosz(z) sm( ) Zcosl( ) N:H+cosx—2|:osz(2)

1-cost(2)

sl
= M =tan (x)

2 (X 2
2cos (2>

2
Por outro lado,

.2 £
2sin <2>

1—cosx _ _
sinx cnsx:l—ZsinZ@)'::M cosx = ZSln( ) 2 sin <x> cos (E)

2 2
- X
—tan<2>

Assim, verifica-se que

sinx __1-cosx
1+cosx sinx
sempre que os denominadores sao nao nulos.

cos(r+ ) + sin (a+%> +cos(—m+0o) +
[ — [ —

—cosa —cosa

cosa
+ sin (a+3—”) =-2cos

—coso

2

—cosa

2sin (06+3—n> —3sin(o—m) +5 cos (a+§> +
[ ——
— —_

—sina
—sina

+2tan(—o) =—2cosa—2sino—2tano

—_—
—tana

19
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132.3 sin(—7 — o) + sin (a—3—”) —2cos (—%—a) =
| —

133.

134.1

134.2

1343

134.4

134.5

135.

136.

2

cosa —sina

sina

=3sina+cosa

De sin (—%Hx) —2cos(r—a) =cosa
N

—cosa

—cosa

e da relagao tanlor+1=—

cos?a
obtém-se cosa=+ +=i:—2;
<i> +1
12
WS [%37”] = coso<0=
:>sin<—5+oc>—2cos(7z—a)=_ﬂ
2 13

coso

sinx=§®x=%+k2n’\/x= ‘%” +k2n, ke”Z

tanx=-1 <:>x=—%+k7r, kez

4—4cos(2x)=0& cos(X) =1
S =kn, k€EZ = x=kn,kEZ

cosx —sinxxcosx=0¢& cosx(1 —sinx) =0 &<
& cosx=0Vsinx=1

r
2

c>x=%+k7r,k€Z

S x= +k7r\/x=%+k27r, ke”Z

4sin®x + 12 sinx = —5 < dsin’x + 12 sinx +5=0 &
@sinx:%\/ﬁ@sinx:—%\/sinx:—%
————
impossivel
S x=-Trianyx= %” +kom kEZ

()
cos(Zx—%)=—1 <:2x—%=7r+k27r, kEZ &

=Lk, kez
Como x €[-2r,2x], entdo ke{-2,-1,0,1} =

e, ,__3m.,, 5, _131
—T\/X— g VXx= g VXx= 3
sin’x — cos2x _ (sinx — cosx) (sinx + cosx) _

sinx + cosx sinx +cosx

= X=

=sinx —cosx
1 sin(2x)
e N
1—sin(2x) _ sin’x+cos?x — 2sinx cosx _

sinx — cosx sinx — cosx

. 2
_ (sinx — cosx)

- =sinx — cosx
sinx — cosx

Dado que as simplificagdes anteriores sé sdo validas
quando sinx+cosx#0 A sinx —cosx#0, conclui-se
que, para que tal suceda, tem de se verificar que
sinx#xcosx.

Como sinx=cosx quando x:%+ kr,keZ e

sinx=—cosx quando x= %Tﬂ +kr,ke”Z,

—_—
n

-3

conclui-se que a igualdade é véalida em IR\{E+ kﬁ} .
4y

1371 1+tanx=0< tanx=—1 <:>x=—%+k7r, kez

Por outro lado, a funcdo tangente ndo esté definida em

x=§+kn,kez.

Conjugando as duas condigdes, conclui-se que

Df={x€IR:x;ﬁ—%+k7r/\x¢£+k7r},k€l.

2
137.2 Apesar de 1 _ 1 __ cosx , ndo pode
T+tanx , sinx cosx+sinx
coSX
ser, pois a fungdo f(x) = T+tany © glx) =%

tém dominios diferentes, nomeadamente,
Df={xEIR :x¢—%+kﬂ:/\x¢%+kﬂ,k€2}

. T T
e Dg={x€|R.x¢—I+k§,kEZ}

1 1
1373 f(Z)+f(-Z)+f 0=+ + 1=
(3> ( 3> 1+V3,.8 1= V3,wa)

C1-V3+1+V3
_—2+1_
-3

-1

0

138.1 Dado que a fungdo tangente néo esta definida em

r
2

@x¢%+k%, k€ Z, ouseja,

x=5+kn,k€Z, entdo 2x¢%+kn,k€Z<:
_ N 4
Dg—{xEIR.x¢4+k2,kEZ}

Por outro lado, tan?(2x) >0 = 1 —tan*(2x)< 1, VX €D,,
ou seja, Dy = ]-o0,1].

2\ _q_ 2(4_7T>
138.2 g(S)_1 tan 3 tan(“”):tan(

3
ola I

J-ul) s

=1-v3"=-2, logo %ﬂ é solugiode g(x)=—2.

138.3 g(x+%> =1—tan? [2 <x+§)] =

=1—tan’(x+m) =
tan(2x+m)=tan(2x)

1—tan*(2x) =g(x),

pelo que a fungdo g tem periodo %

NY12EMP_CA ©® RAIZEDITORA
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1384 g(x)=0&tan(2x)=—1Vtan(2x) =1
<:>2x=—%+kzr, kEZ\/Zx:%+k7r, kez

—_T_. T T T
o x= 8+k2,keZVx 8+k2,keZ

<:>x=%+k%,kez

139.1 0 gréfico da fungdo f(x) =cos(3x) obtém-se do grafico
da fungcdo y=cosx através duma contragao horizontal

de coeficiente % 0 gréafico de glx) =cos (%

do gréfico da fungdo y =cosx através duma dilatacao
horizontal de coeficiente 3.

139.2 Uma vez que a funcao f resulta da funcdo y=cosx atra-
vés duma contracao horizontal e a funcdo g resulta da
funcdo y=cosx através duma dilatacdo horizontal,
ambas as fungdes tém o mesmo dominio e contradominio
da fungéo y=cosx, ouseja, D;=D,=R
e D'y=D',=[-1,1].

139.3 Uma vez que os zeros de y=cosx sdo dados por
x=%+ krm, Vk € Z, entdo os zeros da fungdo f sdo

) obtém-se

1z %
dadosporx—3<2+kn>,VkEZ<:>x—6+k3,
Yk € Z, e oszeros dafungdo g sdo dados por
x=3<%+k7r>,VkEZ(:)x=37”+k37r,VkEZ.
139.4 f(—x) =cos[3(=x)] = cos(—3x)
=cos(3x) = flx)
_ =X\ _ _x =
g(_x) _COS< 3 )_COS( 3) cos(—a)=cosa, VaeR
e (%) =
—cos(3> glx)

Conclui-se assim que ambas as fungdes sao pares.

cos(—a)=cosa, VoER

1395 gx+ N =gk &

< co0s <X+T) =Co0s <£

)
3 C0SX=COSYy<>X=y+k2m , KEZN x=—y+k2rr , kKEZ

3
x+T_x x+T_ _x
3 —3+k27r,k€Z\/ T = 3+k27r,k€Z
e como o periodo ndo depende de x, conclui-se que
T

§=k27r, k€Z <& T=kbr, kEZ.
0 periodo positivo minimo corresponde a T=67x.

5 _
tan <?) =

o))

=V3+2 sin(%) +V3+2sin(=n) —¥=2\/§

0

140.1 f(%) +f(=m)+3

e

140.2 \/§+25inx=2\/§<:>sinx=§¢>

Sx=Tiin, keZV x= %” +kr, keZ

140.3 Darelacéo tan?o+ 1 =L2 obtém-se
cos?a

tana=+ |— >—1=%V3 edado que ae]%,n[,
1
V(-2)

conclui-se que tanor=—+/3.

Darelacdo tana =% ohtgm-se
coso

sine=tanax cosa=—+3 x (—%):?
. 3 o V3
Assim, f(a)—\/§+2sma—\/§+2x7—2\/§.

140.4 Podem achar-se os zeros da fungdo g(x) =flx) — %x —%

nointervalo [-7, 7] que, aproximados as décimas, sdo
x=—-19e x=-09.

flx)=4z +2 :ml::]-ﬁ N

&
2

"(-1.00,p){-0 863,

54T

141.1 Dado que a fungdo tangente ndo esta definida em
x=%+k7r, k€ Z, entdo
2x¢§+kn, keZ<:x¢%+k% L kEZ.
Por outro lado,

tan(2x) £0 & 2x#kn, kEZ <:>x¢k% L kEZ.
Conjugando as duas situacdes tem-se

Df:{xGIR:x;tk%, keZ}

141.2 f(%) =

oos(5) 25 (5) o 3)

tan <2?ﬂ:> cnsE
sin(§

tan(%”) = tan(n—%) = —tan(g) =3

SR

NP

)=

fas

1,V3
2777 _ V343
V3 6
M3 f(r—x)=

_cos(w—x)+2sin(z—x)cos(mr—x)
N tan [2(7 — x)]

cos(m—x) = —cosx
sin(r—x) = sinx
tan(27—2x) = —tan(2x)

_ —C0Sx—2sinxcosx _ cOSx+2sinx cosx = flx)
—tan(2x) tan (2x)
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141.4

142.1

142.2

142.3

143.1

143.2

143.3

144,

COSX+2sinx cosx

tan (2x)
<:>c0sx(1+23inx):0<:>cosx:O\/sinx:—%
<:>x=%+kn, kGZ\/x=—%+k2ﬂ:, kezv

=0 cosx+2sinxcosx=0<<

Vix= %" +kom, kEZ

—_—

-4

No intervalo [-7, 7], os zeros da fungdo f sdo
g
6" 6)°

Dado que a funcao seno esta definida em IR, entdo

D,=R.

Por outro lado, —1<sin(2x)<1, VxER=

= 0< 1-sin(20) <2, VxER, ouseja, D,=10,2].
-

8lx)

g(a)=2_2\/§<:>1—sin(2a)=2_2\/§<:>
& sin(2a) = ? =
1_2-V3
2
S ua=L+in, kEZV2a= %’f +kn, kEZ
3 2

T
ecomo ~<2a<<,
2 2

verificando-se assim que

cos(2a) = cos (2—”) =—cos (E> = —% e

conclui-se que 2a= 3

3 3
tan(2a) =tan (%ﬂ) =—tan (%) =-3.

h(x)=1=sin(2x)+1—-sin(2x+m) =2

—sin(2x)

(7-8) 0 =Flg00] =/(k-) =
1—cos?x

cosx
2

(cos) =

cosXx cos?x

= = =1 — cos?x =sin’x

1\? 1
(cosx) cos2x

Dyg={xER:x €D, Aglx) €Dy}

D,={x€R: cosx;tO}={x€|R:x¢%+kﬂ,k€Z}
e D;=R\{0}
Como glx) #0, Vx€D,, entdo glx) €D;, VXED, ,

donde Dfﬂgz{xEIR :x¢%+kn,kez}.

g-a)=-2& = cosa:—%

cos(—a)=coso

cos(—a)z_
(fog) (@ =sin*or=1-cos?ax=1— (—%>2=%

0 declive da reta tangente ao gréafico da fungéo f no
ponto de abcissa a é dado por f'(a) =cosa e o declive
da reta tangente ao grafico da fungdo g no ponto de
abcissa a é dado por g'(a) =—sina.

145.1

145.2

146.

Estas retas sdo perpendiculares quando o produto escalar
dos vetores de coordenadas (1, cosa) e (1, —sina) for
zero, ou seja, quando
1—sinacosa=0&1 —lsin(Za)=0<:> sin(2a)=2.

—_ 2

%sin(Za)

Assim, estas retas nunca sao perpendiculares pois
-1<sin(2a) <1, Va€R, isto é, a (ltima equagéo é
impossivel.

Considerem-se os pontos X , Y € [BC] , respetivamente,
pés das perpendiculares a [BC] tracadas dos pontos A
eD.

BX=CY e aarea do trapézio é dada pela expressdo
BC+AD, 7~

Por outro lado, AX=2sinc e
E:R—ﬁ—ﬁ:i—Zx2cosa=2—4cosa.

BC BX=CY
Assim, a area do trapézio é dada por

2+2—4cosa
2

N
2-2cosa

1 0

x2sino=4sina(1 - cosa) =f(a).

Dado que o trapézio ¢ isésceles, também as amplitudes
dos angulos ABC e BCD sao iguais, pelo que o resul-
tado anterior representa o valor da area do trapézio
quando este é um quadrado de lado 2.

lim 4sinx(1 — cosx) =4 sin (%) 1-cos (%) =V3,

x—7 <
V3 1
2 2

valor para o qual tende o valor da area do trapézio quando o
trapézio se aproxima de um tridngulo equilatero de lado 2.

Uma vez que a altura (em metros) da secgdo da estrutura é
dada, em fungdo de «, por 12sino e a base (em metros)
da secgdo da estrutura € dada, em funcdo de o, por
2x12coso=24 cosa, aarea(em metros quadrados)
da seccao da estrutura é dada, em fungdo de o, por

12 sinorx 24 coso =144 x 2 sinoe cos o = 144 sin (2r) ,
com ae]o,%[. sin(ze)

Seja fla) =144 sin(2r) .

f'(e) =288 cos (2cr)

flle) =0 < cos(Za)=0<:>2a=%+k7r, kEZ &

T T
@a—4+k2 L kez

T T
o 0 4 2
(@) | ND. | + 0 - | ND.
144
flo) | ND. | /| et |\ | ND.

Verifica-se assim que a fungdo f tem um maximo absoluto
quando a:%.
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0
9

1—cosx

—cosx x cosx — (2 —sinx)(—sinx) _

147.1 lim 150.1 f'(x) = cosix
cnsx=cosl(—’25)—sin2(—’2£)=1—25|n (2)<:>Zs|n (2) 1-cosx »
—_———
20X .2 . .
sin (—) .2 . _ —cos?x—sin“x+2sinx _2sinx—1
=2x lim 2/ im Y i Y im siny =0 B cos2x ~ cos2x
x—0 X y:% y—0 Y y—0 y—0 . .
s'n2<x> — T g'lx) =—=sinxxsinx+(1+cosx)cosx=
n-{= -2
1—cosx 7 . 2 1 .. sin®y
147.2 lim ——5===2x lim —, = fxy'ﬂ‘u oo = —sin’x + cos2x + cosx = cos (2x) + cos x
. 2 cos (2x)
1 siny . siny 1 )
=x lim == x lim —= =2 (x) = 2sinx—1_ inx=1
=X y My T2 1502 f'(x) =0 & cosix _0<:>smx—2<:>
1 1
o x=Ziianv =L +ian, keZ, peloque,
1481 i ‘I_ﬂ=ﬂ=1 ‘7
x—0 COSX 1 ) z
—sin(2y)
T { T, E} a derivada da fungdo f tem
0 cos (2y+—) 2°2
. cos(2x) o . 2 r 5”
1482 lim [ s hmT_ zerosem x=% e x="—. (Ver quadro 1 abaixo)
=% sin (x——) yex =g 70 y 6
4 Verifica-se assim que a fungao f tem um minimo relativo
= _lim sin (2y) _ siny cosy quando x=4g eum maximo relativo quando x:%’r.
y—0 siny sin(2y) = 2sinycosy y—0 siny
) g'(x) =0 <> cos(2x) + cosx =0 < cos(2x) = —cosx <
=—-2x limcosy =-2 P
y—0
1 < cos(2x) = cos(r — x)
0 _Sinx S x=n-x+knV2x=—(r—x)+k2r, kEZ
. 1—tanx 0 COoSX
148.3 lim — = - = T T
.z sinx — cosx —z sinx — cosx @x=—+k—\/x=—7r+ k2r , k€ Z , pelo que,
_ cosx —sinx . 1T 1 N { }
= — AT im ——=———=—-V2 —
i o8 (sinx — cos ) im osx= "3 em |-\ 29[ @ derivada da fungdo g tem zeros
g 1 A
2 n .
_ emx=-ZL ¢ x=2. (Ver quadro 2 abaixo)
1484 lim 1=Cosx - 3°773
0 cos = cos(§ s (}) =125 () (5 = 1-cosn Verifica-se assim que a fungdo g tem um minimo relativo
sin? (%) 1 ciny quando x= —% e um maximo relativo quando x:%.
=2x lim 3 = gx lim—==
x—0" X ATy .
2 1511 f'(x) =2 cosx —3sinx
1 siny siny -1 . .
=g x lim —=x lim == x lim - =+o0 151.2 g'(x) = 2 sinx cosx + 2x cos (x2) = sin (2x) + 2x cos (x2)
y—0" y y—0" y y—-U*y —_————
sin(2x)
1 1 +00
Quadro 1
X -7 _r T T S T
2 6 2 6
P() | ND. | - | ND. | - 0 + | ND. | + 0 - | NOD.
o | ND [N TN [N LTV A | VB .
Min. rel. Max. rel
Quadro 2
x | -m T _r T r b
2 3 3 2
g@) |[ND.| — [ND.| - 0 + 0 - | N.D.| = | N.D.
_3V3 3v3
g0 | ND. [ \J | ND. |\, T |/ 4 | \.|ND.|\ |ND.
Min. rel. Méx. rel
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151.3

152.1

152.2

153.

154.1

154.2

155.

i'(x)

-1

—sinxxsinx —cosxxcosx _ 1

vy [cosx\
h(x)_(sinx> - sin’x

=2c0SXx —2xsinx—2cosx=—2xsinx

A reta tangente ao gréfico da fungdo f no ponto x=%

tem declive f(%) e passa no ponto de coordenadas

= 19)-(2.2)

n

3
Dado que f'(x)=3cos(3x)+1 e f'<%>=—2, da equa-
cdo y=—2x+Db obtém-se %:—2x%+b<:>b=7r,
pelo que a reta tangente tem equacdo y=—2x+r.

@ c5(5)-

l:4x%+bc>b:1 — 1, pelo que a reta tangente tem

1 _2sinx

=2tanx x 3
cos?x cosdx

=1, g'x)

equacdo y=4x+1-7m

in(x — 1) sin?(x)
fag=r=m o S
f( ) :)_ cos <%> sln(x—ﬂ):—sm(x)_l _ cos (g)
)=
filx)=

sin(2x)

—_———
2sinxcosx [1 —cos (%)] — sin?x x %sin (%)

e ()]

B sin (2x) [1 — cos (%)] _M

I

f'(m)=0, pelo que a reta tangente tem equagdo y=0.

f(x) fla)

X—a

f'la)

Como f'(x) =—3cos(3x), entdo

x—-a se fla) existir

X_’af(x) fla ) —3cos(3a)
f'la)
f'lx) = 3flx) +3=0&=

& —3cos(3x) —3+3sin(3x) +3=0
@cos(3x)—sin(3x)<:>3x=%+kn:, kez
<:>x——+kﬂ kEZ

12
g'lx) —3 sin (3x)
g'lx) = <:> 3sin(3x) = (:) sin(3x) =3

<:Sx=%+k2n'\/3x= %” +k2n, keZ

sin’x

156.1

156.2

157.

& X

2n' 2t
ﬁ*’k 3 18 My k<t 3 kezZ
fl(x) = sinz(licx) (1 +ﬁ> x k cos (kx)
. cos(kx) | cos(kx) 2
frlx) ===+ T_(1 Zk)Xk sin (kx)
i) + Repte) = 050 oSl (3, %)

2 2 2k

x k2sin (kx) + (l +ﬁ> x k2 sin (kx) =

2
)

_ cos (kx) L gos (kx)

2 2
1+ ) xsin(kx)
lim f(_x)_ lim ( 2k>

x—0 X x—0 X y=kx

=kx lim <1+L>x lim sin (v) =k
2i*

y—0 y—0 Y

=cos (kx)

)
0

f'(x) = —an sin(nx) + bn cos(nx) e
f"(x) = —an?cos(nx) — bn"sin (nx)
f"(x) +n2flx) = —an?cos (nx) — bn"sin (nx) +

+n2[a cos(nx) + b sin(nx)] =0

f(x)

0
1581 1(0)= | MO i 280X i gy i DX
0 x—0 x—0 x—0
1582 f'(x) =1+cosx e f"(x) =—sinx !
f'lx) =0&=sinx=0&x=kr,ke”Z
X -z 0 b4 3n
2 2
f"(x) + 10 |=|0 |+
Concavidades e pontos 0
. . s T
de inflexao do grafico U Pl N Pl U
de f o -
Concavidade voltada para cima em [—% , 0] eem [0 , 37”] .
Concavidade voltada para baixo em [0, 7] .
Pontos de inflexdo: (0,0) e (7, 7)
158.3 f(x) =x+cosx < x+sinx=x+CoSx <> sinx=cosx <
(:)x=%+kn, kez
No dominio da fungdo f as solugdes sdo x=% e x=%”.
159. f'(x) =2cos(2x+3)
f'(x) =—4 sin(2x+3) = —f(x)
flx)
160. f'(x) =3 cosx —sinx, f"(x) =—3sinx — cosx
e f"(x) =—3cosx+sinx

() () + () + /() + flx) =

=f"lx) +f"(x) +f'(x) +flx) =

=—-3cosx+sinx —3sinx—cosx+3cosx—sinx+
+3sinx+cosx=0
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Flx) = [sin(Zx)] '= 2c0s2(2x) + 2sin’ (2x) __ 2
cos(2x) c0s2(2x) c0s2(2x)
lsin(tbr)
/—’%
Flx) = [ ] 8 cos(2x)sin(2x) _ 4 sin(4x)
cos2(2x) cos*(2x) " cost(2x)
Dado que a fung&o tangente nao estéa definida em

x=%+kn’, kE€Z, entdo 2x¢§+kn, keZ

®x¢%+k%, ke Z, donde
Df:{xEIR:x¢%+k%,k€Z}.
Por outro lado, a funcd@o f é continua em

2
{xEIR.x¢4+k2 , kEZ},

pelo que também o é em [—E , %] , umavez que

8

Tz Y.
|:—§,§:|C{XE|RX¢4+k2,kEZ}

2 = .
Dado que f'(x) =————, afuncdo f também é
que f'(x) cos2(2x) ungdo f
diferenciavel no seu dominio, pelo que também o é em
]_z T
8'8

Assim, de acordo com o Teorema de Lagrange,

)

Ace|-Z Zl:p(c) =
BER

Como f(%):L f<—§)=—1 e f'lc )_ﬁ(zd' pelo

2
Teorema de Lagrange, Elce]—E , E['
grang 8" 8 cos2(2c)

@ cos(2c) = —£ V cos(2c) =

& cos2(20) = 3

-2
T
1
vr
7

cos(2c) —% & 2c=zarccos <\é_> +k2r, kE€EZ &

& ce= %arccos <\é_> +kn,k€”Z

Assim, com ce] [ tém-se as solucdes

)

e c=-arccos
2 2

-1
c= arccos( 2

2

162, Flt)=— 123|n[”2(t+7)]
f'(t)=0<> sin [ﬁ(t+7)]= 0 <:>%(t+7)=k7c, keEN &
& t=12k-7,kEN
t 0 5 17 2
o] - - 0 + 0 - -
f© I\:é:frsl. \ M|1n3 a(i)s. / M::(.:bs. N I\ji:sr(fl.

Assim, a temperatura aumentou no periodo [5,17] e
diminuiu nos periodos [0,5] e [17,24].

163.1

163.2

163.3

164.1

164.2

A temperatura maxima foi 21 °C, atingida as 17h , e a tem-
peratura minima foi 13 °C, atingida as 5h .

Para saber quais as melhores horas para tomar banho ha
que resolver a inequacgao f(t) >19:

flt) >19 < cos [%(t+7)] >%<:>

T T T
= —§+k2n’<ﬁ(t+7)<§+k27r, keN
&S 2Uk-1M<t<24k-3, k€N

Assim, as melhores horas para tomar banho correspon-
dem ao periodo [13,21].

Dado que a fung&o é continua no seu dominio
e Dy=]-m, [, s6 poderdo existir as assintotas
X=—T e X=T.
-1

. cosx cosXx

| =—oo e lim
x—-r 1+ C0SX x~r1+cosx
x=—7m e x=r sdo assintotas verticais ao grafico da fun-

cdo f, ndo havendo outras assintotas ao gréfico de f.

=L

— oo, donde

Pl = —sinx(1+cosx)+cosx sinx ___ sinx
(1+cosx)’ (1+cosx)’
flx) =0 sinx=0<x=kr, kEZ
No dominio da fungao, o zero da derivada é x=0.
X - 0
f'x) | ND. | + 0 — | N.D.
1
f(x) | N.D. 2 N.D.
4 Max. abs. ~
flx) =0 cosx=0 ']<:> [x:%, donde a abcissa do
XE|-m , 7|
ponto P é %
flx) = C>Iicosx-1+cosxc>cosx—1 §:>[x:%,
XE|-m, 7|
donde a abcissa do ponto Q € %
A éarea do trapézio é dada pela expressao x OR,
T, 2
. 273 1_5n
donde a area é 7 ><3— 5

x(t)=103in(16m+3) =

sinx = cos (E_X)

- T _ LAY _ _T) =
—10003[2 (16m+3>] 10cos[ <16m§ 6)]

= 10 cos(wm—ﬁ

cos(—x) = cosx 6 ) cosx = cos(27+x)

—10 cos (27z:+16n't—%> ~10 cos<16n:t+HT”)

Trata-se de um oscilador harménico pois a abcissa do

ponto em cada instante é dada por uma expressao do tipo

x(t) =Acos (wt+¢), com A>0, o>0e¢p€[0,2x].
Mr

A=10, o=161 rad/se<p=T

_2m_2m _1 1_
T_a)_ = sef—T—

167 8 =8 Hz

| —=|—
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164.3 x(t) =10 sin (16m+§)
x'(t) =1607 cos(16m+§) e
x"(t) = —256072sin (16m+%>
x"(t)=0<:sin<16m+%)=0<:>167rt+%=k7r,k€Z<:>

Lk

t=— keql,
i e {

Nos instantes t=—

., 160}

4—8 16’ ke{1,...,160} aveloci-
dade do ponto € maxima ou minima, isto é, a fungdo x'

tem um méximo absoluto ou um minimo absoluto.
Afuncdo x' terd um méaximo absoluto em t=a quandoa
fungdo x"(a) <0 e um minimo absoluto em t=a quando
afungdo x"(a) >0.

x"(t) = — 4096073 cos <16m + %)

Para t—ﬂs (k=1) tem-se x'

__ J—— 3
t=25 S (k=2) tem-se x' (48) 4096073, donde o

primeiro instante onde a velocidade do ponto é maxima é

o instante t_ﬁ S.

164.4 x'(t) = — 256072sin <1ﬁ7rt+ %)

3
(24) 4096073 e para

x"(t) = — 256072 sin <1ﬁ7rt+ %) =

=—256 72 x 10 sin <1B7rt+ﬁ> =—25672x(t)

3
N
x(t)
165.1 f(x) =glx) < sin(2x) = cos <2x—%7r
) ) 477 cosa = Sln(i—a)

& sin(2x) =sin <? - 2x> =
<:>2x—?—2x+k27r\/2x T— (%—2x>+k2n,k€l
@x=%+k%,kezvk=%,kez o

Dy=D,=10,21]
Equac@o impossivel

(:»x:Lkg,ke{o,uz,s}

3
As coordenadas do ponto P, s@o
n,m (5t\\_[5¢ \/_
N[ 2
51
6 sin(53) sm( %) —sm() —?

165.2 Uma vez que, em [0 , %] afungdo f toma valores supe-

riores ou iguais aos valores da funcdo g, uma condigdo
que define a regido sombreada é

0<x<%/\003<2x—%ﬂ>gygsin(Zx).

Os declives das retas tangentes aos graficos, respetiva-
mente, das fungdes f e g no ponto de abcissa T sd0

3
dados por f(%) e g(%)

165.3

166.1

166.2

166.3

166.4

x'(t) =—Aw?cos (ot + @) = —w? A cos (ot + @) =—w2x(t).
[ —

167.1

f'(x)=2cos(2x), pelo que f' (%) =-2cos (%) =-1

—_—
1

2

g'(x)=—=2sin <2x - %r) ,

pelo que g(%) =2sin (%) =1

—_—

1

2
Estas retas sao perpendiculares pois o produto escalar dos

T

A amplitude € a distdncia méxima em relagao a reta de
equacdo y=0, donde A=2.
No intervalo [0,25;2,25] o ponto percorre todas as posi-
coes, peloque T=225-025=2s.

2t _2n

a)—T T_E rad/s

0 movimento de um oscilador harmonico é definido por
uma fungdo do tipo x(t) =A cos (wt+¢), com

vetores de coordenadas | 1
é zero.

A>0,0>0e@€[0,2nr]; daandlise do grafico conclui-se
que x(0,25)= 0<:>x<) 0<:>cns< +<p>:0<:>

(= +(p —+k7r k€Z<:>(p——+k7r keZ.

b

Como @ €0, 2x[, entdo (p—— ou = todavia,

dado que x(0) >0, conclui-se que (p:z
2cos @

x(t) = A cos (wt + ¢) =2 cos (nt+%>

x{t) =V3 & cos (m+%) =§<:>

n —+6 +k2n,keZ
Lidk, kezvi=-2

& mt+

St=— +2k,ke”Z

12
Atendendo a que t€(0,3],
19, ,_B
t—12 et= TR
Se x(t)
e x"(t)

as solugdes da equacdo sdao

=Acos (wt+¢@) entdo x'(t) =—Awsin (ot + @)
=—Aw?cos (ot +¢) , pelo que

x(t)

Assim, uma vez que neste caso —w?=—72, entdo k=n2.

x(t) =2 cos (5t) — 2v/3 sin (5t) =

()

- T =r
—4cos<5t+3), donde ¢ 3

NY12EMP_CA ©® RAIZEDITORA
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167.2 x(t) =icos<§t+%>, donde A=4ew=>5 rad/s
A [ 7;
w_am e 1_5
=n"5°5¢® f—z_”—anz

167.3 Se x(t) =A cos (wt+¢) entdo x'(t) = —Awsin (ot + @)

e x'(t) =—Aw?cos (ot + @)

Verifica-se que x"(t) = — Aw?cos (ot + ¢) =

=—w?x Acos(wt+¢) =—w?xx(t), ouseja, x(t)

—_—

satisfaz sempre a equacdo diferencial do 2.° grau

x"(t) =—w?x x(t) donde, neste caso, x(t) satisfaz

a equagdo diferencial do 2.° grau x"(t) = — 25 x(¢).
»

167.4 Da alinea anterior conclui-se que x'(t) = —20 sin (5t+%) .

x'(t) =10 <sin (5t+%> =— % =
n

<:>5t+%:—%+k2ﬁ,kez\/5t+§:%ﬂ+k27r,k€Z

—_ T 2 _Tplr
g}t— 10+k 5 kEIN\/t—6+k 5 ke€INy, pelo
que os dois primeiros instantes em que a velocidade do
ponto é igual a 10 unidades por segundo sao t=Ese

6
_3n

t—ﬁs.

168.1 Representando por d essa distancia, tem-se:

d =sin[e(0)] =sin (%) =§ m

168.2 Quando o centro da esfera passa pela reta r tem-se

at)=Z < cos(v0981) =0 =
2 >0

= 0,98t=§+kn,ke|No<:>
7098 7098
& t="qgr kg kEN,

Assim, conclui-se que o instante em que o centro da
esfera passa pela primeira vez nareta r é o instante

/098

=19

~15 s.
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FUNCOES EXPONENCIAIS E FUNCOES
LOGARITMICAS

PAG.53

17\
15000<1+100> ~ 18362,96 €

169.2 18 362,96 — 15 000 ~ 3362,96 €

169.3 0 capital acumulado apds o n-ésimo més de juros é dado,

em euros, pela expressdo C, = 15000 x 1,017" .
-

17\
15000(1 +m)

169.1

Cayr 15000 x 1,017
—=———"———=1,017, donde (C
C, 15000 x 1,017" (Cn)

€ uma progressao geométrica de razdo 1,017.
169.4 C,=15000x 1,017"
169.5 C,> 30000 & 1,017">2 =

y=1,017" & uma fungéo crescente

& n>logy 72 ~ 41,1, donde s6 apos o 42.° més de

In2
In1,017

juros é que se obtém um capital superior a 30 000 €.

170. 0 remanescente a pagar pelo Afonso é 0,4 x 690 =276 €.
A aplicacdo a 30 dias de juro a taxa diaria de % corres-

30
r
ponde a 276(1 +m> .

Tem-se assim que:

30 30
r _ T 300,48
276<1+100> -300,48<:>(1+100> =5
r 300,48 B (30 300,48 )N
S T+5=\ 75 S 7=10{ T — 1) ~028,

ou seja, pagou uma taxa de juro diaria de 0,28% .

171. Seja t ataxa de juro anual em percentagem.

2
t\ _ _ /23328 . _
20000<l+—100> —23328<:>t—100< 20000 1)—8,

pelo que a taxa de juro anual deve ser 8% .

172.  Os 2000 € iniciais rendem durante 40 semestres (20
anos).

Os 1000 € de reforgo no fim do 1.° semestre rendem
durante 39 semestres.

Os 1000 € de reforgo no fim do 2.° semestre rendem
durante 38 semestres.

E assim sucessivamente, até que os Gltimos 1000 € ren-
dem apenas durante 1 semestre.
No total acumulou:

40 39 1
2000(1+2’5) + 1000<1+2’5) +...+1000<1+2’5> ~

100 100 100
~5370,13 € 39 primeiros termos da prog. geom. de termo geral C, = 1000 x 1,025"
N 1-1,025%
§,=Cyx = 1000 1,025 x o~ 6640255 €

~11772,68 €

173.

174.

175.

176.

171.

178.

179.

180.

0 montante disponivel pelo Pedro ao fim de 2 meses sera

2\
50001\ 1 +% =5202 €, pelo que nao dispde de um

montante superior a 5300 €.

Sejam x e y, respetivamente, as quantias a investir em
acdes dotipo X edotipo Y.

Tem-se que x-+y = 6000
Y€ 10,07 + 0,09y > 500
y=6000 — x {y > 4000
0,07x + 0,09 (6000 — x) > 500 x<2000

pelo que a Maria Ventura devera investir, no maximo,

2000 € em acdes do tipo X e, pelo menos, 4000 € em
acdes dotipo Y, de forma que a soma dos capitais inves-
tidos perfaga 6000 €.

Seja t ataxa de juro mensal em percentageme C o capi-
tal, em euros, aplicado inicialmente.

t 42 t 42

t=100(Y3-1) ~ 2,65%

53 3 53 3
2 3672 2 3672

53 10 53
<(72a)10> y @36a)™  (720)10°" 387 x a5 _

3 105

5 53
_ (72a) 36 M I x g = (727‘1) x36" 2 xa5

253

53 -1 5318 1
=36 xa®¥x36 2 xa"=36" 2 xaB-%=362xqa"!

:@:%, donde a hipotese correta é A.

3 _25x3" =6 P x3 - 2Bx3V =6
21

<:>2><3)c+1:6<:>3x+l:3
®3x+1=31<:> =

y =3" & uma fungéo injetiva

x+1=1&x=0,
donde a hipotese correta é D.

ﬂx)>g(x)<:>2">3"4:><%> >1 =

x
y:(%) é uma fungao decrescente

x<log,1 < x<0, donde a hipétese corretaé C.

—_—

0

Mantendo-se as condigdes da cultura, ao fim de 2 horas o
nimero de bactérias era 2000 x 1,05 x 1,05 =2205, donde
a hipétese correta é B. .

1.% hora

x, x, 1
5 o555 =5x5 >
1

<:>5§“=5”§ 1 X

X 1
= 2 il=l4p %=1
y=5" ¢ uma fungéo injetiva 3 3 3 3

&> x=1, donde a hipétese correta é C.
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181.

182.

183.

184.

185.

186.

187.

188.

189.

190.

191.

-
«©
N

REsOLUCOES — CADERNO DE ATIVIDADES NYI2 — FEL12

092 = g2 x @092 = donde a hipétese correta é C.

0 perimetro é dado pelo quadruplo do lado, ou seja,
4 x log(ad) 12 xlog(a), donde a hipétese cor-

B Iug(a3)=_3><lug(a)
retaé A.

2
22 (g:") =32=9, donde a hipotese correta é C.

3
0 dominio de resolugdo da inequagdo é

(xER: 24130 = [—%,+oo[
Além disso, 2V¥* >4 &
@2V2x+1>22 =

y=2" 6 uma fungao crescente em IR

OV +H122=%4+124 x>
tese corretaé D.

N

, donde a hipo-

=33 =3 = x=1,

y=3" & uma fungéo injetiva

flx)

3
donde a hipdtese correta é A.

|im(1+e‘”)=|im<1+%)=1+0=1,

donde a hipétese correta é B.

1 v2n 1 n V2
Iim(1+—> = [Iim<1+—) l =eV2,
n n

[ ——
e

donde a hipdtese correta é A.

lim log, (ln) =lim <I0g21 - Iog2n> =—limlog,n =—o0,
0 +00

donde a hipdtese correta é C.

Os pontos do gréfico da fungdo g tém coordenadas

(x , ex+3) .

Dado que g(~3)=ev#0, g(In5)=en+3 = e x 328,
5

g(=1=e?#In2 e g(In2)=e?3= ¢h? x %= 2¢3,

a hipotese correta é D . 2

InG) +Inx—_Invix 7Inx
In(x)
8inx In (x‘)=1lnx

donde a hipdtese correta é B.

0
lim i Qo lim Y =4 ! =4
x—0 ebx — 1 y=bx b y—0 -1 b lim e¥—1 b’
y—0 Y
. P ’a E/_/
donde a hipétese correta é A. 1
. 3 ; y
lim —X=° _=g¢ lim ———=a
=2 5 e ¢S
<:>+=a<:> a=1
In(y+1)
lim—
y—0 y
| —

x—»O

—

193.

194.1

194.2

1943

194.4

194.5

194.6

In(x+1)
In(x+1)_ . X _
e =

X

/—’1—
o In(x+1)
lim ————=
10 1 =b<&> b=1, donde a hipétese correta é B.
I|m
x—0

1

(3e%) =3 x 4etr=12e% e

RV
NGB0 3" In(3x)x2x_ 1-2In(3x)
2 |7 x4 - X3 '
donde a hipétese correta é C.
F=U3 3 =3 = x=5
y =3" 6 uma fungéo injetiva
1" x
054 (}) P ) 7o
&277=2 & —x=2&x=-2
y =26 uma fungdo injetiva
3 =81 < 3"=3" s =4 x=2
y =3" 6 uma fungao injetiva
4x2 —4x i P 4x2 —4x l 4)(2 —4x 4— =
16 42 y = 4" uma fungdo injetiva
S x2—lx=-2x2—4x+2=0
<:>x=4i2\/§<:x=4_§\/§\/ =4+§\/§

S x=2-V2Vx=2+V2

0 dominio de resolugédo da equacéo é

{XxER:x2=1>0}=]-o00, —1]U[1,+00[.
PV _ g oy T (22)
& v 2 gt = x+Va2Z—1=1

y =2" 6 uma fungdo injetiva

SV 1=1-x=x-1=(1-x"

(=17
2
< 2-1 - (x=1)7" =0
S— S——
(x=1D0+1) x=1Dkx=1)

Sh=-1)Kxk+1-x+1)=0&=x=1
|
2
Como 1 pertence ao dominio de resolugdo da equacao

vt 42 e também é solugdo da equagdo

Vx2—1= 11— X, entdo é a (nica solugdo da equagdo
2x+vx2—l — 45 .

I xx=lx =3 xx-2x=0=
(:)x<3"+1—27) 0 x=0Vv3*=3 =

5 y=3" ¢ uma funcao injetiva

Sx=0Vx+1=3&=x=0Vvx=2
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194.7

194.8

195.1

195.2

196.1

196.2

196.3

196.4

xz—Z_l x=2 _ 1
e R

& 2-2=-2&x=0

y =7"é uma fungéo injetiva

P E _4x 2 =0 5x 2 (2P _8) =0
>0,VxeR
<j22x+3=8<:>22x+3=23 =

y=2" 6 uma fungéo injetiva

&S 2x+3=3x=0

exter=2er ¢ e (eX-20+1)\=0&
>0, VxER \ (7

& @) =20 +1=0

<:>e"=2i2\/6<:>e"=1¢>x=ln1=0
x4+ 15" =82 ¢ " EE—B@"+15 =0&
>0, VXER \ (ev?
& (@)’ —8e+15=0
(:)e"=812\/z<:>e’f=3\/ex=5<:>x=|n3Vx=In5
107 < 001" & 1073 <107 =
7}:‘ y =10" é uma fungao crescente

S 2-3<- S 2+2x-3<0 -3<x<1
—————
(x+3)(x-1)
0 conjunto solugdo é [-3,1].
0 dominio de resolugdo da inequagéo é
xE€R:x+120}=IR\{-1}.

L i+3 2
64x+1+1> 16 < 41 >4 =
7:7 7; y =4" & uma funcéo crescente
3 x+4
- > AT
S +3 2<:>x+] 0
X —°° —4 -1 +00
x+4 - 0 + +
x+1 - — - 0
e 0 - N.D. +
x+1

0 conjunto solugdo é ]—oco, —4[{U]-1, +oo[.

52x+1 1 52x+l 5
125 <25 125 S5
5% < 5 = +1<1 ¢ x<0

y =5"¢éuma funcdo crescente

0 conjunto solugdo é ]—oo,0[.
F_12x3+27> 0
& (3972 12x3 42730 PN

(3’)2—12x3*+27=04:>3*=@ o

&3'=3V3'=9 Sx=1Vx=2
3 ¥

Sx-Nx-2>20=x<1 Va2

0 conjunto solugdo é ]—oo,1]U[2, +oo[.

196.5

196.6

196.7

1971

197.2

197.3

197.4

198.1

198.2

e 3 -drier-2xis
2% 3" >0,VxER
=YY = x>1

y =2" 6 uma fungéo crescente

0 conjunto solugdo é [1,+oo[.

10°-5+2">1 100 -5'+2' - 1>0
5 x 2"

S5 -1)+2 120

(5°+1)

5°>0, VxER
5+1>1, VxeR

= (2°-1) >0

S20-12027 &

20 y=2" & uma fungéo crescente

0 conjunto solugdo é [0, + oo .

x>0

0 dominio de resolugdo da inequagéo é
{xeRr:4**">0}

#4150, vxER

1
21—3(> 4x2+1¢>21—x>(4x2+1)fc>
2l a2l
&2 782 &2 (2) 2

e 2T r s =

y =2" & uma funcéo crescente
ST-x2x2+1&x2+x<0
Sxx+1)<0& -1<x<0
0 conjunto solugdo é [-1,0].

log,64 = log, (2°) =6 x log,2 =6

—_—

1
log,32=log, 3 (v2) =2x log,5V?2 =2

1

log, (log,256) = log, llogz(Zs)] =log,8=

8xlog,2=8
i

=log, (2°) =3x log,2 =3
1
logs (logs 3125) = logy [Iog5 (SE)l =logs5=1

5x logsh =5
i

0 dominio de resolugdo da equagdo é
D={xE€R:x>0}=]0,+00[.

1
Iog4x=%c>x=42=\/7i=2€D,
pelo que a solugdo da equagdo é x=2.

0 dominio de resolugdo da equagdo é
D={x€R:x2>0} =R\{0} .

log?=3 & x2=4 < x=-8V x=8,

64 €D €D

pelo que as solugdes da equacdo sdo x=—-8 e x=8.
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198.3

198.4

198.5

198.6

198.7

199.1

199.2
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0 dominio de resolugdo da equagéo é
D={x€R:2x-1>0}= } +00[

9

Iogz(Zx—1)=3/;>2x—1=gic>x=E€D, pelo que a
8

solucdo da equacdo é x=%.

0 dominio de resolugdo da equagdo é
D={x€R:x+1>0Ax+121}=]-1,+00[\{0} .
logu4=2 (x+ 1V =8 x+1=-2Vi+1=2&

& x=-3V x=1, peloque a solugdo da equacgdo é

&D €D

x=1.
0 dominio de resolugdo da equagdo é
D={x€IR:2+3x>0}=]—% , +00[.

__1 S |
log,(2+3x) = 2c>2+3x_4 2_\/1_2<:>
& x= —%ED, pelo que a solugdo da equagdo
6 x=_1
éx=—o.

0 dominio de resolugdo da inequagﬁo é

D={xER:3x+1>0} = ] 3 +<>o[

log,5(3x+1)>0 x+1>1< x>0,

y=log,/3x é uma funcao crescente

pelo que o conjunto solugdo da inequagdo & ]0,+oo[ .

0 dominio de resolug@o da inequacgdo é

D={x€IR:1—2x>0}=]—00,%[.

log,(1—2x)< -3 =

y=log,x é uma fungéo crescente

<:)1—2x<23<:x>

15 pelo que o conjunto solu-

3

Ny
ml

< . = 17 1
¢do dainequagdo é ]E , f['

0 dominio de resolugdo da equagdo é

D:{xelR:Bx—1>0/\2x+1>0}:]%,+c>o[.
INGBx—=1)—In2=In2x+1) <
1
|< ) In(2x+1)=0 In |—
& in(= n2x+1)= @n[2(2+1)
5x—1 x—3
=1 =0 -3=0
@2(2x+1) <:4X+2 [

& x=3€D, peloque asolugdo da equagdo é x=3.
0 dominio de resolugdo da equagdo é

D={x€|R:x>0/\2x—1>0}=]%,+<><>[.

loggx — log;(2x — 1) =1 < log, (ﬁ) k=

1

_ 3—bx
C?Zx— 3@2 —0<Z>3 hx=0&
<:>x:%€D, pelo que a solugdo da equagdo é x:%.

199.3

199.4

199.5

199.6

0 dominio de resolugdo da inequagéo é

D={x€R:x—1>0Ax>0}=]1,+00[.

log(x —1) —logx>0 &

(:)Iog( )>0 x=1-,
y=logx é uma fungéo crescente X

= —;>0<:>;<0<:>x<0(:)x€]—00, )]

Como ]—oo, 0[N D=@, o conjunto solugdo da inequa-
cdoé I.

0 dominio de resolugdo da inequagéo é

D={xEIR:2x+1>0}=]—%,+<>0[.

log,(2x+1) <1 %+1<2&<

y = log,x é uma fung@o crescente
<J)X<l<:)x€]—°° l[

2 "2

1 1 - ~
Como .5 ND= 517 , 0 conjunto solucdo da
. ~ 11
inequacao é ]—2 , 2[.

0 dominio de resolugdo da inequagdo é
D={x€R:2x>0Ax+1>0}=]0,+00[.
log(2x) +log(x +1) >0 <

& log[2x(x+1)] >0

y = logx é uma fungéo crescente
Suk+D>16 28+20-1>0
[ S —

W+ -1=0

<:>x<_1;\/§\/x>_1;\/§

&S xe

s et

Como (]—00,_1 ;\/g[u]_1;\/§,+oc )ﬁD:
=]_1+\/§ +oo[, o0 conjunto solucdo da inequagéo
é :I_’I+\/§'+OO|:'

0 dominio de resolugdo da inequagdo é
D={xE€R:x>0A2x+1>0}=]0,+00[.

log; x+log; 2x+1)>0&<
3 3

& log; [x(2x+1)] >0
3

y = log, x é uma fungéo decrescente
3

Sx2x+1)<1e 2% +x-1<0
A —

20 +x - 1=0

@x——lv.(—l

1
@—1<x<2<:>x6[ 2]

Como [—1 , %] ND= ]0, %] , 0 conjunto solugao

dainequacdo é ]0, %] .
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2011 f(0) =6 - gﬂ: 5, donde o gréfico da funcdo f interseta

1
o eixo Oy no ponto (0,5).
glo) =§E=1 , donde o gréfico da fungdo g interseta o

eixo O); no ponto (0,1).
201.2 Reflexdo de eixo Ox e uma translagéo de vetor (0, 6).
201.3
a. ( f+g >(x)>6<:>6—2"+4x>6<:

6-2"+4"

& 2 2-1)3202-120
>0, Vx€R 20
Yy = x>0

y=2" & uma fungéo crescente

h. f)<glx) &6-2"'<4 = &
()= @)
2
o (2)+2°-6 >0 & x>1
—————

s(x)=x2+x—6
s(x)>0x<-3ve>1

+27°-6>0 =

(2)+27-6=0
& 2'=-3V2=2cx=1

eq.impossivel

2014 flx) =g (x) < (29242 ~6=0&>x=1, donde o
gréfico da funcdo f interseta o gréfico da fungdo g no
ponto (1,g(1))=(1,4).

Se o ponto de coordenadas (1,4) pertence ao gréfico da
funcdo hix) =kx3™", entdo,
W) =4 kx3 ' =4 k=12.

1

3
202.1 Df={x€|R:l>0/\x¢0}=]0 4+ 00
X
flx) :0<:>Iog<l):0(:)l:1 S x=1€Dy,
X X
donde o zero da funcdo f é x=1.
Dy={x€R:x2-10>0} =

=]=o00, =VI0[U] V10, + oo

glx) =0 log(x2—10)=0=x2 - 10=1<

& x=—V11 VvV x=V11, donde os zeros da fungdo g
—_— —

€D, €D,

sdo x=—V11 e x=V11.
202.2 glx) >0 log(x2—10)>0

y =logx é uma func@o crescente

S 2-10>1x2-11>0

Sx<-VIT Vx>Vl

& xE€]-o00, —~VIT[U]VIT, +eo[ CD,, dondea
fungdo g € positivaem |—oo, — VIT[U|VAT, +oo].
Assim, tendo em conta 0 D, afungéo g € negativa

em |—V1T, —V10[U]V10,V1T].

1 0
In(—) —
e (AN \X/ _Inl—Inx__ 1
202.3 f(x)—log<x)— mi0 =m0 - miox

()= (1 SR O DR
f(X)_< In10XInX> 10 <%~ " xmio =0

Vx €]0,+ o[, pelo que afungdo f & decrescente em

todo o seu dominio, ndo tendo extremos.
202.4 Relativamente a funcd@o f tem-se que esta é continua,
lim f(x) =+oc0 e lim f(x) =—oc, peloque D'=IR.
X—>+00

x—0"

Relativamente a fungdo g tem-se que esta é continua,

lim glx)= lim glx)=—o0
X—’—"/ﬁi *

x—V10

e lim glx)=lim glx)=+co, peloque D,=R.

203.1
4 4

M TeseTTa

. 4 4
Jm e

4
4 = 0

b. =4

c. lim ——
t—-oo 1 +3e7!

2032 Dy=IR umavezque e'>0, ViE€R.

Por outro lado, a fungdo f é o quociente de fungdes conti-
nuasem IR, logotambém é uma fungdo continuaem IR.

Conclui-se assim que, a haver assintotas ao grafico da
fungdo f, elas serdo ndo verticais.

Como tlim f(t)=4 e lim f(t) =0, conclui-se que as
400 t——o00

retas de equacdo y=4 e y=0, respetivamente, sdo
assintotas horizontais ao gréfico da funcéo f e sdo as
Unicas assintotas.

,In

(1) = K )l
2041 lim(1+=—) =lm|\1+=
3n n

,ITZ
(1+3)
n

2
3n n 1+—)
2043 Iim<n+2> =lim| — | =
n+1

”(“’1;)
w3
=Iim[<1+%>] e,

3 n 3
lim [(1 +l>n] "m(H%) Tz ‘
n Iim(l+%> =e

3

1 4n
204.2 Iim<1+—> —lim
n

204.4 |im<2
+n

|im(—1)”<1 —%)n

2
= = o xlim(=1)"=
lim (1 + 2)
n Iim(1+%)":ez

_l C )
—e4><I|m( 1)

- . . n . ~ .
Como néo existe lim(=1)", também n#o existe
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204.5

204.6

205.1

205.2

205.3

205.4
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0
-~ (2-n\" L l—ex3 0 . & —1
l ( ) . 2055 lim—5— = — =
m 2+n ija x2—9 y=x3 yin(] y(y+6)
I DT 1
=—lim&—Lx Iim — =——
Iim(n_5)n+3=lim(n_5)nxlim<n_5>3= = Y yey+B 6
— n+2 n+2 v T
5\1" 5\\° 1 11
(-2 o= LoD
= lim 2| xiim : 256 fim =12 jim —C S i &g
71(1 +_) 77.(1 +_> X—rto0 P — X—400 ezx<] _T X—»400 ,I _ZX
n n e2x e
n 3
(1_§> 1_§> 2057 fim &=l _ =14
. n . n -5 5 x—r—o0 @2X — im_e3=0 -1
=lim 2 nXllm 3 =5n F: im =0
(1 +H> 1 +%) im(1-2) =e- .
in(1+2) = 2058 lim In(x+1) 21 bim In(x+1) _1
Iim(1—%)3=lim(1+%)3=1 =0 2x 25 X 2
1
In(x+1)
e+ s\" 1 ”Z 0
_ - 1 1 .
I|m< n3+2n2> lim 1+ nd + 2n? 205.9 I|mM glth'"¢=
ToZ+n+d x—0 X 370 X
1 - In(x+1) 1
2(—2n24+n+4) = =
- e 310 <M x " 3mio
. 1 —2n2+n+4 D —
=lim| [ 14+ ————— 1
3 +2n? ,
—2n2+n+4 _ 0
- 20510 lim X% 2 jim Y 1 =1
apl 4 it In(x=3)r==4y—oln(y+1)  In(y+1)
~ n'n? lim —=
n+2 1,2 y—0 Y
. 1 IPTLENCE B —_—
=lim 1+T n-n (: , . 1
_nTe lim 1+l) e 0 In (—) I
y=rmes _ 0 n(y+1
PPN - 205.11 lim "X =13 & i VAL
| n n cnmy:_zJrl+i —3 X—3 x—3 X—3 §=Y+1 y—0 3y
P | 1
N i MO 1
H+§ oo 3 y—0 y 3
=e = 0 ———
1
r—’lﬁ
- In(x+1)
M S > 20512 fim N0+ 8 M -1
X—s+00 X° limite notavel . o In (2x n 1) llm In(2x i 1) 2
1 X x—0 X
2"+<—> oo
im ——22 = jim 2 4 fim = 25
X—s+00 x2 x—stoo X2 X—s+00 zxxz im In(2x+1) Zaxlim In(y+1) _y
—_—— x—0 X y—0 y
0
. co—00 |- 1
X = 205.13 lim |[log(x+1) —logx| = lim Iog(i)=
= lim 2—2 = 2% lim % =400 me[ ] Xrtoo X
Xtoo X H:Z"@FIn(Z“:xI_nl@x:% y—teo Y 1
” +oo (limite notével) = lim |Og(1+—>=|og1=0
0 X—>+00 X
. bx 0 5 _ . y 5 1 5
lim = >xlim =X == log (£
e — 153 -1 3 . &1 3 . logx —log5 £ 9( o
’ i lim =—— 205.14 lim 09X~ 1099 . lim S - l>< lim 209 _
y—0 y X—>+00 x—5 X—>+00 x—5 52)/5 y—>+ooy—]
———— 5
1
0 Iny
— p2x+1 -1 _ p2y—1 Y
lim € =€ 8 i et=e 1 e T oy .y
1 X+ 1 oy g y e y—o y =—-x lim =——x lim — x |lim ——=0
) . 57 y—t0o =1 5In5" ymteo ¥ 7 ymreoy — 1
= l x lim w 0 (limite notavel) 1
e  y—0 1 . o
y_ 2 _ 205.15 lim x23" = In?3x  lim & =+o00
= l lim u - lim u = _l x—0" e"=3x<:>y=ln(.’%)Jxlnh:wc:m y—teo yZ
el y—o Yy y—0 Y e x5 y —_—
| +oo (limite notavel)
1 z=2y
5 =2 i 2=
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20516 lim X = jim X i X g
x4>+<>cx—3 X—>+00 )(4»+1><>x—3
 r i
0 (limite notavel) 1
206.1 9 5
o fm i) = 23
—_
=1
0 lim
- B e"—1 0 x—0 X 1
b. limg(x) = lim 5 = -2
x—0 x—0 626 — 1 lim € -1 2
x—0
x=y
fim ¢ ‘:um%—z
. o 2 2
¢ xlinfmf(x)_xll'?wl+e*x_1+0_2
1 1
- ez»c(—-—)
-1 o . 2%
d. lim glx)= lim 1= lim e e/
X—>+00 X—too @2 1 X—too o 1 i
-
1_1
_m &e® _0_
= lim T =170
_62x
2 2
e Jm fle) = lim_ ¥ =
. =1 % =]
b Jim_gbe) = lm o7 = —q=1

2062 D;=R(1+e*>1,Vx€EIR)e, comoafungdo f écon-
tinua (quociente de fungdes continuas), o seu grafico ndo
tem assintotas verticais.

Das alineas 206.1.c e 206.1.e conclui-se que as retas de
equacdo y=2 e y=0 sdo as Unicas assintotas ao gra-
fico da fungéo f.

D,={x€R:ex =1} =IR\{0} e, como afungdo g é con-
tinua (quociente de fungdes continuas), o seu grafico so
pode ter como assintota vertical a reta de equacdo x=0.
Da alinea 206.1.b conclui-se que a reta de equacdo x=0
ndo é assintota vertical ao gréfico da funcéo g.

Das alineas 206.1.d e 206.1.f conclui-se que as retas de
equacdo y=0 e y=1 sdo as (nicas assintotas ao gra-
fico da fungédo g.

207. Afuncgdo f é continua em IR (soma de fungdes continuas
em IR ), logo tambémo éem [-1,0].

Por outro lado, f(—=1)=-1 +%<0 e f(0)=1>0 donde,

pelo Teorema de Bolzano, 3c€]-1,0[:f(c)=0, ou seja,
afungdo f tem pelo menos umzeroem ]—1,0[.

208. Afuncdo g é continua em IR (soma de fungdes continuas
em IR ), logo tambémo éem [-1,0].

Por outro lado, g(-=1)=-2+ % <0

1_a
257<2

e g(0)=—1+a>0 donde, pelo Teorema de Bolzano,

Jce]-1,0[:g(c)=0, ouseja, afungdo g tem pelo
menos um zero em |—1,0[.

209.

2101

210.2

2103

212.

Afuncdo h é continuaem IR", logo tambhém o é em
[ev2, e2] , umavez que e*>0, VxER.

Por outro lado, h(ev2) =In(ev2) =v2 <%

e h(e?)= In(ez)=2>% donde, pelo Teorema de Bolzano,
ice]ev?, 62[:h(c)=%, pois os valores de h nio

podem passarde V2 a 2 sem passar por todos os valo-
res intermédios, ou seja, sem passar por %
Di={x€R:x+1>0Ax#0}=]-1,+00[\{0}

Dy={xE€R:x>0Ax—1%0}=]0,+oco[\{1}

In(x+1)=1

lim f(x) = lim
x—0 x—0

|| oo

Inx In(y+1)
x—1 y=x-1 y—0 y

|im1g(x) = Iim1 =1

lim N% 5 jim =0

Xx—stoo X x—stoo X — 1 -

lim glx) = lim
X—+00 X—>+00

0 (limite notavel) 1

lim f(x)= lim

In(x+1) =
= + oo, peloque areta de
x——1"

x——1"
equacdo x=—1 é assintota vertical ao grafico da funcéao
f e é a (nica assintota vertical dada a continuidade da
funcdo e ofactode lim f(x)=1.

x—0

Inx+1In (1 +l>
x

lim =
X
Inx

X—>+00
In <1 +l>
. . X
lim — + lim ——~
X—rtoo X X—+00 X

| —

mi_0 g

+00 400
pelo que a reta de equagdo y=0 é a (nica assintota ndo
vertical ao grafico da funcédo f.

138

) o In(x+1)
xﬂ—n-;]oo f(x ) - xﬂ-n-;loo X

=0,

0 (limite notavel)

—oo

Inx =1
X 2o, pelo que a reta de equa-

lim glx) = lim

xao*g xgr X — 1
cdo x=0 é assintota vertical ao gréfico da funcdo g e é
a Unica assintota vertical dada a continuidade da funcéo e

o facto de Iim1g(x) =1.

Na alinea anterior concluiu-se que lim glx) =0, pelo
X—>+00

que a reta de equacdo y=0 é a Unica assintota ndo verti-
cal ao gréfico da funcdo g.

Seja g(x) = (O}, oo -

Em [x,2x], com x>1, afungdo g é continua pois é a
soma de funcdes continuas nesse intervalo.

Em Jx,2x[, com x>1, afungdo g & diferenciavel pois
g =Inx+1.

Pelo Teorema de Lagrange 3c € Jx, 2x[:

C)=g(2x) -gx)
2X — X

- InC+]=2xIn(2x)—xInx

g'(0)=Inx+1 X

g'(

Ehne+1=2x)" = Inx < Inc+1=1In(4x)
x#0
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213.

214.

2151

REsOLUCOES — CADERNO DE ATIVIDADES NYI2 — FEL12

Dado que c€]x, 2x[ e afungdo logaritmo de base e é
uma fung@o crescente no seu dominio, tem-se que

nx+1<lnc+1<h@)+1<
In(4x)

Shnx+1<in(@x)<In(2x)+1.

Considere-se a fungdo f(x)=e* nointervalo [0,x], com
x€]0,1].

Em [0,x], com x€1]0,1[, afungdo f & continua pois é
continuaem IR.

Em ]0,x[, com x€]0,1[, afuncdo f é diferenciavel

pois f'(x)=€*. :

Pelo Teorema de Lagrange 3c€ 10, x[:f'(c) = —0(:)
@e =E

X
Como c€]0, x[ tem-se

e" 1

A< e <1< <&
1 e" 1 x>0
S x<er—1<xer & x+1<e*<xe*+1, oque prova

a desigualdade x+1<e*, Vx€]0,1[.

De e*<xe*+1,Vx€]0, 1] obtém-se que a desigual-

dade e"<1L

e<x+1l S —xe<l S e(1-x)<1

Vx€]10,1[ pois:
[ —

x€)0, 1[=1-x>0

Seet<

1—x
Conclui-se assim que x + 1 <e"<ﬁ, vxelo, 1.
B B -1 I
Afungdo f(x) =2x—1+ =2x —e™* é continua em

IR, logo também o é no intervalo [0,x], com x>0.
Em 10, x[, com x>0, afungdo f é diferenciavel pois
fl(x)=2+e>.

Pelo Teorema de Lagrange

0 _
celo, «[: f()—f(x) f()<:>2 —C= zxiixﬂ.
o lcpesl o1
Dado que CG]O,x[,entaoex<e —eC<Ell<:>
1
1 . 1 _2x—e 4]
2+ex< 2+e <3c>2+ex< P <3§>

2 —e*+1
X

<:>2x+§<2x—e-"+l<3x(:)§<—e-’f+1<x

S x<—1+e"<xer.

D=R\{0}

Da continuidade da funcdo no seu dominio e, dado

que lim f(x) = lim exx_ 1 =1, conclui-se que o grafico
x—0 x—0

da fungdo f ndo tem assintotas verticais.

Por outro lado, uma vez que lim f(x) = lim exT_1=0,
X—>—00 X—>—00

conclui-se que a reta de equacdo y=0 é assintota hori-

zontal ao gréfico da fungdo f e é a Gnica assintota ndo

vertical pois:

2152 D=

2153

im flx)= fim €= jim € _ jim 1otoo
X—>+00 X—>+00 X x—stoo X Xx—s4o00 X
— 2
+oo (limite notavel) 0
(x) -
e lim f—:l e = +oo
Xewtoo X x—stoo X2 lim e lim 1

L2 e X2

Nl
+o (imite notavel) °

R
Da continuidade da funcao no seu dominio conclui-se que

o gréfico da fungdo f nao tem assintotas verticais e, dado
X2

que lim f(x)= lim x2e7™*= lim =
X—+00 X—>+00 x—»+m€x
:*:0, conclui-se que a reta de equacao
lim =
X—>+00 X!

+oo (limite notavel)
y=0 é assintota horizontal ao gréafico da fungdo feéa
(nica assintota ndo vertical pois

Jim o) =,
i

e lim —= I|m xeX=—o0,

X——00 —oo

Iim x2e™*=+o00

D:{xEIR:e+;>O/\x¢O}:]—oc, —%[U]O,+oo[

ex+1

e+ >U®

PN {ex+1>0 v {ex+1<0 - {x>7 1

1
~0 <0 eV {x<— e & x<— %\/x>0
* * x>0 x<0

lim f(x)= lim xIn <e+%> =

X—r—— xX—r——
e e
= lim xx lim In(e+l)=+<>o
1 1~ X
xX—r—— X——=
e e
1 —oo
“e
lim f(x) = lim xln<e+1> = lim x Ine+|n<e+i> =
x—0" x—0" X x—0" ] ex

. . ) Oxen
= lim x + lim xln(] +l> = lim xln<e+l> =
x—0" x—0" X—0" X

0

. In
= lim y

1eloyex=—t_y—reoe(y—1)

ex e(y-1)

. In
=l>< lim ny X
e y—s+00 y

lim —— =0
y—too y — 1
[ —

0 (limite notavel) 1

Da continuidade da fun¢do no seu dominio e dos dois limi-
tes anteriores, conclui-se que o gréfico da fungdo f tem

apenas a assintota vertical x= —1;.
Por outro lado, uma vez que

lim flx)= lim xIn (e+l) = oo
X—r—00 X—r—00 X

e lim f(x)= lim xln<e+l>=+c><:,
X400 X—>+00 X

conclui-se que o gréfico da funcdo f ndo tem assintotas
horizontais.
] ) -1

f( —= I|m In(

x_._oo —oo
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. T [ l _ °ox0
im[flxe) = x]= lim x _In<e+x> 1] =

= lim x[lne+|n(1+i>—1]= lim xln(1+l)=
X—>—00 ex X—>—00 ex

| K
= lim |n<1+£> =1
X—>—00 X/ y=x

n
lim <1+—e> =
L yree y
=In (ejé) =

Dos dois limites anteriores conclui-se a reta de equacao

y:x+% é uma assintota obliqua ao gréfico da funcao f.

tim T im In<e+%>=1

=}

x—too X X—>+00

lim [f(x)—x]= lim x[ln<e+1> 1]°°x°
= lim x[lne+|n(1+i>—1]= lim xln<1+i>=
X—>+00 ex X—s—00 ex
< l>x 1
T el _ e) —
—Xllngwln 1+x —In(e)—

Dos dois limites anteriores conclui-se a reta de equacao

y=x +1E é a (nica assintota obliqua ao gréfico da funcéo f.

—_—

0

2154 D={xER: eZX;H}—{xEIR x#'”‘} R\{0}

Da continuidade da func&o no seu dominio e, dado que

Z
lim f(x) = I|m 2e = L+ oo, conclui-se que a reta de
x—0"

equacdo x=0 é a Unica assintota vertical ao gréfico da

fungdo f.
Por outro lado, uma vez que

. o 2> 0 _
xﬂﬂoﬂx) _Xﬂ.'lo ex 1 —1 =0

. 2e2x =
e fim flx)= lim Z—5=lm 7=
2e%

= lim ﬁ:%:z, conclui-se que as retas de

X—>+00

2 2e 2

equacdo, respetivamente, y=0 e y=2 sdo assintotas
horizontais ao gréfico da func@o f e s@o as Unicas assin-
totas nao verticais ao seu gréafico.

2155 D

2X+1>1=,\1XE\R
Da continuidade da fun¢&o no seu dominio conclui-se que
o gréafico da fungéo f ndo tem assintotas verticais e, dado
que lim f(x)=

xX—+00

x 1
27 1w .. 2 (1_?>

: 2
= |im = lim = lim
X—>+00 2x +1 X—>+00 2;( (_I +l> X—»+00 1 +% 1

o 2=1_0-1_
2241 0+1
as retas de equac@o, respetivamente, y=1 e y=—1 séo
assintotas horizontais ao grafico da funcé@o f e sé@o as
Gnicas assintotas ndo verticais ao seu gréfico.

) =78 fl) ) |
3 Xx2-9 x—3 x—-3 —3 X+3 6
I — \%1/_/
6

f13)
D

h(x) h(0)

e I|m f(x)

—1, conclui-se que

216.

27, tim i

=0 X24+ X x—0

h'(0) 1

2181 y'=5

2182 y'=2(2x2 — 3) x dx =8x(2x2 - 3)

-3x1__3

2 X

42x+1)-2(4x-3) _ 10
(2x+1) S+

2\/’
=In10x2x10% =

2183 y'=

2184 y'=

2185 y'=2x -

2186 y In100 x 10%

2187 y=3]TX=3X donde y'=In3x3"

2x-2)_ 2
(x—2?% x—2
2189 y===

218.10y‘=e"><|nx+e"x%=e"(lnx+%)

2188 y'=

21811y =log(x+5) = lnl(:::f) donde
1 1T _ 1
V=10 %+5 IN10(x+5)
218.12y=|0g(1> Iog1 — logx =_|In_1>:) donde
Inx
1 1 in10
V=m0 x T “xiio

219. 0 declive da reta tangente ao gréfico de uma fungdo f em
x=a édado por f'(a), sendo que a reta tangente passa
no ponto de coordenadas (a, fl(a)) .
219.1 f'x) =2x+3 donde f(2) =7
A reta tangente passa no ponto de coordenadas
(2,f(2)=(2,9).
Obtém-se as igualdades 9=7%x2+b <> b=-5, sendo
que a equacdo da retatangente € y=7x—5.
219.2 f'(x) =e* donde f(0)=1.
A reta tangente passa no ponto de coordenadas
(0,7(0)=(0,1).
Obtém-se asigualdades 1=1x0+b<>b=1,
que a equacdo da retatangente € y=x+1.
2193 flx) =1+ﬁ donde f1(3) =
A reta tangente passa no ponto de coordenadas
(3.73)=(3,3).
Obtém-se as igualdades 3=2x3+b <> b=-3, sendo
que a equacdo da reta tangente € y=2x—3.

sendo
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2201

220.2

220.3

221.

REsOLUCOES — CADERNO DE ATIVIDADES NYI2 — FEL12

A haver derivada na abcissa do ponto A elaserd 0.
Afuncgdo derivada da fungdo f em [-3,3]\{0} é dada

por B
L;)H se —-3<x<0
flal = 2 x3x
T3¢ se 0<x<3

Dado que o ponto A é o ponto do gréfico da funcdo f
cuja ordenada é maxima e a abcissa do ponto A é posi-
tiva entdo, sendo a a abcissa do ponto A, f(a) =0 uma
vez que existe derivada da fungdo em [-3,3]\{0} .

vy 2—-3a_ e _2
fla) = 1+3a—0(:>2 3a—0c>a—3€]0,3]

Afuncdo f é continua no ponto A pois é derivavel nesse
ponto.

Seja —3<b<0 aabcissa do ponto B.

0 declive da reta tangente ao gréafico de uma fungdo f em
x=>b édado por f'(b), sendo que a reta tangente passa
no ponto de coordenadas (b, f(b)).

eb(b-=1+1
2

f(b) =023
<:>eb(b —21)+1

=02 &<
-023=0

A (ltima equagéo tem solugdo em ]—1,5; 1] pois, sendo

et(b-1)+1
7

glb) = —0,23, afungdo g é continua

em [-1,5; 1] (pois & continua em IR\{0} ),
g(=15)~-0,03<0 e g(1)=1>0, donde, pelo
Teorema de Bolzano, 3c€]-15;1[:g(c)=0, ou seja,
afungdo g tem pelo menos um zeroem ]—1,5;1[.

11 )= if—l]:fu y

£2{x)-0. 23 _dd___Lf =)
——  (12:03) o

L

=1

Com arredondamento as centésimas, a abcissa do ponto
Bé b=-123.

0 grafico |. é o grafico da fungado g pois D,=IR\{0}; o
grafico II. é o grafico da fung@o f pois D;= R* e o gra-
fico lll. & o gréfico da fungdo h pois D, =1R.

flx) =x2(3—21Inx):
D=R"
e zeros: flx) =0 23 -2Inx) =0

3
<:>x:0\/Inx:§<:>x:0\/x:e2

2

» Nao existem assintotas verticais ao gréafico da fungao
pois a funcdo f é contl’nua no dominio

e limx2(3— 2Inx) Jim %[3—2“1()”')] =

x—0"
|
= lim —[3+2Iny]—I|m i+2><I|m Tstim Y=o
)2 " vy (e y
0 0

0 (limite notéavel)
Por outro lado, lim x2(3—2Inx)=—oo
X—>+00

2 —
o lim X2B8=2In0) .o x(3-2Inx)=—o0o,

X—>+00 X—>+00
donde se conclui que nao existem assintotas nao verticais
ao grafico da funcgao.

e flx) =2x(3 - 2Inx)+x2x<—g> 4x(1—1Inx)

e flx)=0=4x(1-Inx)=0<= x=0V x=¢

&D €D
X 0 e + o0
f'(x) N.D. + 0 -
N.D / ¢ N
flo o Max. abs.

Afungdo f écrescenteem ]0,¢].
Afuncdo f é decrescente em [e, +oo[.
Afungdo f tem méximo absoluto e em x=e.

e f'x) =4(1 — Inx) + 4x x (—%) =—4Inx

e f'lx)=0=hx=0 x=1
€D
X 0 1 +00
f"(x) N.D. + 0 -
Concavidades e pontos de 3
inflexdo do gréficode £ | 0 | Y | pr | 1

0 gréfico da fungdo f tem a concavidade voltada para
cimaem ]0,1].
0 gréfico da funcdo f tem a concavidade voltada para
baixo em [1,+oo[.
0 gréfico da fungdo f tem como ponto de inflexdo o ponto
de coordenadas (1,3).
glx) ==

D=IR\{0}
* ndo tem zeros pois e*>0, VxEIR.

* Areta de equacdo x=0 é assintota vertical ao gréafico
da fungdo pois lim %=+oo e, dada a continuidade da

x—0"

funcd@o no dominio, é a Gnica assintota vertical.

Por outro lado lim %:0, donde se conclui que a reta
X—s—00

de equagdo y=0 é assintota horizontal ao grafico da
fungdo e, como lim € tooe lim %=+<>0, con-
x—r4o00 X Xx—>4o0 X'

clui-se que é a (nica assintota nao vertical ao gréfico da

fungdo.
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elx—e_etlx=1)

cgl)==—"1 2
e g'lx) =0@#=0@x_ﬂ
€D
X — o0 0 1 +00
g'(x) - N.D. - 0 +
800 N N.D. N Min%rel. /

Afungdo g écrescente em [1,+oo[.
Afungdo g é decrescente em ]—co, 0 eem ]0,1].
Afuncdo g tem minimo relativo e em x=1.

. e (x2—2x+2)
° g'(x) =T¢O, Vx €D,
X —o00 0 +00
g"() - N.D. +
_Concziwdades’e_ pontos de A ND. U
inflexao do grafico de g

0 gréfico da fungdo g tem a concavidade voltada para
cima em ]0,+ oo[.

0 gréfico da fungdo g tem a concavidade voltada para
baixo em ]—oco, 0[.

0 gréfico da fungdo g ndo tem pontos de inflexdo.

h(x) =x3-3x2-9x+11:
e D=IR

e zeros: hix)=0=x3-3x2-W+11=0&
h(1)=0

Sh-1D2-2x-1M=0=x=1Vx=1+£2V3

* N&o existem assintotas verticais pois a fungdo i é con-
tinuaem IR.
Por outro lado, como lim h(x)=—oco, lim hA(x)=+oco
X—>—00 X—r+00
h(x) - lim h(x)
X X

X—>t00

e lim

X—r—00

existem assintotas nao verticais ao grafico da fungao.

=+o00, conclui-se que ndo

eh'(x) =3x2—6x—-9=3(x2-2x-3) e
h'x)=0&=x2-2x-3=0=x=-1Vx=3

X —o00 -1 3 +00
R (x) + 0 - 0 +
16 —16
R |7 marel, | N | Minrel, | 7

Afungdo h écrescenteem ]—oo, —1] eem [3,+0o[.
Afungdo h édecrescenteem [—1,3].

Afuncdo h tem méaximo relativo 16 em x=—1 eum
minimo relativo —16 em x=3.

e h'(x)=6(x—1) e h'"(x) =0 x=1

€D,
X — oo 1 +00
h"(x) - 0 +
.Concelvidades,e' pontos de A 0 U
inflexdo do gréafico de h Pl

2231

2232

224,

0 gréfico da fungdo h tem a concavidade voltada para
cimaem [1,+o0o[.

0 gréfico da fungdo h tem a concavidade voltada para
baixo em ]—oo0,1].

0 gréfico da fungdo h tem como ponto de inflexdo o
ponto de coordenadas (1,0).

Representando por B(t) a populagdo de baratas ao fim
de ¢ dias ap6s o momento inicial B(0) em que se consta-
tou que a populagdo de baratas era 1000000, verifica-se
B® _1
B(t—1) 2’
ou seja, a restrigdo da fungdo B(¢t) a IN & uma progres-

aigualdade B(t):%xB(t—1)<: Vt>1,

sdo geométrica de razao 1.

2
1 t—1 ,I t
Assim, B() = B(1) x (E) =1000000(§> VieEN.
B(D)x%
1 t
B(t)<2(:)(i> <2x1078 e

y=(%> € uma func@o decrescente

& t>log; (2x107°) ~ 18,9
2

| —
In(2x107%)

()
A Matilde tem razao pois o nimero de baratas, de acordo
com o modelo, é ja inferior a 2 habitantes no 19.° dia apos
o momento inicial, B(0).

A (D) <05 < e 015t < 0,125 =
y=e* & uma fungdo crescente
& 015 <0125 > 1> ~ "
_,'—/

~ 14
4,0<05 S el o

%
1
In (ﬁ)
0,2

[ —
~13

1
In(—)

12
E—

—_—————
~25

& —02t<In (i) o>

14

A;() <05 < et 11—2 =

1
12

c>—0,1t<|n(

Conclui-se assim que o ambientador 1 conserva o seu
aroma durante, cerca de, 14 dias, que o ambientador 2
conserva o seu aroma durante, cerca de, 13 dias e que o
ambientador 3 conserva o seu aroma durante, cerca de,
25 dias, donde, o mais eficaz é o ambientador 3.
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225.

226.1

226.2

2211

221.2

228.1

2282

REsOLUCOES — CADERNO DE ATIVIDADES NYI2 — FEL12

Se ap6s 40 dias a populagdo é cerca de 400 000 moscas,

entdo verifica-se a igualdade P(40) = 400000 <
& P(O)x et = 400000 & P(0) = 25500 ~ 268128,

donde a populagéo inicial era cerca de 268 128 moscas.

T(0)=20+50e"=70, ou seja, a temperatura do cha no
instante em que é colocado na chavena é 70 °C.
T(t) =65 ¢ 20 + 50004 =65 < ¢ 004 =09 &

& —-0,04t=In0 9 = t=— I; gf ~ 2,6, donde, decorrem

cerca de 2 minutos e 36 segundos até a temperatura do
cha atingir 65 °C.

C'(6) =—K (= ae-at + pe-br)
b—a
e-bt

C'(t)=0¢ —aett+be bt =0 ol %

(=4

()

@e(a—b)r:%@(a—b)tzl < ) <:>f—

In (g)
t 0 b +o00
a-b
c@ | + + 0 -
Clty | 0| / | Méax.abs. | X\,
In (g)
Assim, a concentragdo maxima ocorre aos —— b minu-
tos ap6s a inje¢do do medicamento.
K_ (0 b
ﬂTmC(t) = I|m b—a(e at — g=bt) in Fesg
I\m ehi=0

0 valor do limite anterior indica que, com o passar do
tempo, a concentragdo do medicamento na corrente san-
guineatendeal0.

M) = M(O) & 15e 002‘:%@@“"%:%@
1 In (%)
& 002t =1n (E) t=—ggg~ 34857

0,657 x 60 = 39,42

Assim, a massa reduz-se a metade ao fim de, cerca de, 34
horas e 39 minutos.

Afuncdo M é continuaem IR,
em [2,5;4].

Por outro lado, M(2,5) = 15e-0%5 > 14

e M(4)=15e008 < 14 donde, pelo Teorema de Bolzano,
3ce€]2,5;4[: M(c) =14, pois os valores de M ndo
podem passar de 15e=005 a 15¢-008 sem passar por
todos os valores intermédios, ou seja, sem passar por 14.

logo também o é

229.1 Asinformagdes dadas no enunciado correspondem a

229.2

2301

230.2

2303

2311

T,=-18
T(90)=0
T(270)=-16
T(30)=0 —18+ax3=0
T(270) = —16 18+ ax 370 _ _1g ¥ >0.VeR
18
a=®
& L g = <:>{ PN
ZW= % {3“"’=3-2 1800 = -2
18 _ 18
ol
S
b= 90
2 % 2
T(t)=TA+§<:TA+54><39°=TA+§<:>
% _1 -3 _t__ _
&3 81<:>3 =3t =4 e 1=360,

1
3‘
pelo que, passados 360 minutos (6 horas), a temperatura

do organismo excede em 2 °C atemperatura ambiente.

3
, - . Q
Ainformagao dada no enunciado corresponde a Q(8) = 5
Q e Q
Q=7 S Qx2"=3

S —8b=-1<=b=

Alinformacéao dada no enunciado corresponde a dizer que
_t
Qy=16Qp, peloque Q()=16Q,x2 *, cujo grafico,
considerando Qp como unidade é:
11

b

¥

filx)=16-2 B

L

gL -ﬁ‘l

Q)>Qp & 18Qyx2 *>Qp

2

4L
&2 >0
20
pelo que a erva do pasto ndo pode ser ingerida pelos ani-
mais durante 32 dias.

=4

y=2"é uma fungéo crescente

4—é>0<:>t<32,

C(2017)=0,6 log (2017 — 2009) + 0,8 ~ 1,34

39
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2312 C(t)=1,6 < 0,61lo0g(t —2009) +0,8=1,6 <

&> log(t — 2009) =2

4
3 & t=2009 + 103 ~ 2030,5, ou seja,
s6 em 2031.

2321 Asinformacdes dadas no enunciado correspondem

{c(o) =400
a .
C(2)=200
cO=t0 _[ax2=s0 [a=50
{c )= 200 i St -5 &
- ax 2% =200 =

{1 ‘:’{b=-%

_L _t
2322 C(H)=20¢400%2 =202 2=0,05 =

21n0,05
In2

PR 109,005 & t=—

7 ~ 8,64 horas,

In0,05
In2

ou seja, ao fim de 8 horas, 38 minutos e 24 segundos.

233.1 d(0)=]+1—00=1 milhar, ou seja, contrairam inicial-

9

1
mente a doenca 1000 pessoas.

233.2 d(2) =10 5,505 milhares, ou seja, ao fim de 2
1+9e-24
semanas ja tinham contraido a doenca cerca de 5505

pessoas.
2333 lim d(0= lim 10

_.mmim;m:o 10 milhares, ou seja,

mantendo-se o modelo, e sendo a fungdo d crescente em
IRy, o nimero de pessoas que contrairdo a doenca sera
10000 .

20
2+3g’i
1

2341 P(0)= =4 milhares, ou seja, ha atualmente 4000

peixes dessa espécie.

234.2 P(50) =L_ ~ 9,305 milhares, ou seja, daquia 50
2+3e8
anos haverd cerca de 9305 peixes dessa espécie.

2343 lim P()= lim —20

oo (—ro0 2 + 3008 tim corizg
seja, mantendo-se 0 modelo e sendo a fungdo P cres-
cente em IR, , o nimero de peixes dessa espécie cres-
cerd e tenderd a estabilizar em cerca de 10000 .

10 milhares, ou
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PRIMITIVAS

PAG. 71

3 42
235. I(x2+x+1)dx=%+x7+x+c,celR,

donde a hipotese correta é D.

236. A expressdo da primeira derivada da funcdo f é da forma
cosx+§+c , c€IR, pelo que a expressdo da fungdo f

| S —
sinxsl
Jlang)ae B
é da forma smx+T+cx+d,c, d € IR, donde a hipo-
—_—

flemrrg)e

tese correta é C.

231, [-2[f()+g ()] dx=-2 [f() +g ()] dx=
=-2 Uf(x) dx + Jg(x) dx] =—2[F(x)+ G(x)]

==2 <x3 - %) =—2x3+x, donde a hipdtese correta é B.

238. F(x)=J(e"+1)xdx= Ie"xdx + jxdx =
Ie‘xdx=.[(exx+e‘)dx —Ie‘dx %ZHLHE‘R
2 — =
=e’fx—ex+?+c,c€IR
Como F()=1¢>e—e+r+c=1 @c:l, pelo que

2 2

2
F(x)=e"x — e*+% 4+, donde a hip6tese correta é A .

1
272

239. I(cosx — 2e%) dx =

Icusxdx:sinxm , a€R

sinx—%éx+c, ceR,

[2e dx=§93x+b, beR

donde a hipotese correta é B.

5
240. Aexpressdo dafungdo f é daforma %x2+c ,cER.

—
Im/;?dx:fxid.x

Como f(l)=2<:>%+c=2c>c=%, pelo que
_2,5.8
f(x)—5x +5

2411 A expressao da primeira derivada da fungdo f € da
forma 4x3+3x2—4x+c, cE€IR, peloque a expressao
Nt Al

J(1Zx7+ﬁx—4)dx
dafungdo f édaforma x*+x3—-2x2+cx+d,c,dER.
— —_—

J(4x3+3x2—4x+c)dx

fl0) =4 d=4
2412 {f(1)=5<:>{c+4=5<:>{5=1 ,

peloque f(x) =x*+x3—2x2+x+4

242.1 j4x3dx=x4+c,ce|R

2422 I(6x2+1)dx=2x3+x+c,c€IR

(5x4+2x2+3)dx=x5+%x3+3x+c, ce€R

2 2(14_2
2424 Jgdx—:ijdx Zinlxl+c, cER
2425 Jsin(Zx—3)dx=—%j—23in(2x—3)dx=

=—%cos(2x—3)+c,c€IR

2426 j(s sinx+1)dx=-3j-sinxdx+f1dx=

—3cosx+x+c,cER

2427 |e?*2xdx = e’+c,c€ER
(e e

) =2x

242.8

[N S

_ 1 _
cos2x dx = oon? J [cos(2x) +1]dx=

cos(2x)=2cos2x—1 Eeoshi=——0—

=% [%IZ cos(2x)dx+J1dx]

11
=3 [23|n(2x)+x] +c,cER

2429 jmx cos (5x2+7) dx

[sin(5x2+7)] =10xcos(5x2+7)

=sin(6x2+7)+c,c€ER

242.10 I%dx: In(1+e)+c, cER

1
24211 JZx\S/x2+3dx=J2x(x2+3)§dx -

3 4 1
[Z(xbrs)a = 2(43)

3 4
=Z(x2+3)3+c, cER

2441 Jxlnxdx = 1lenx—J%xZX%dx:

ulx) = %xz 2
v(x)=Inx

=iy - 1 _x_z]
—z[xlnx dex]—z[xlnx 7 +c,c€R

244.2 Jcosx(x2+ dx =

u(x)=sinx
vix)=x2+1

sinx(x2+1) — Isinxexdx =

| —
u(x) =—cosx
vlx) =2x

=sinx(x2+1) — (—Zx coSx — J—Z cosxdx)

=sinx(x2+1) +2x cosx — 2 Jcosxdx
=sinx(x2—1)+2xcosx +c,cER

sinx (x2+1) +2x cosx — 2 sinx

244.3 J(x2+x+ Netdx =

ulx)=e*
v(x)=x?x+1

e (2+x+1)— Je"(Zx+1)dx=

R —
ulx) =e*
vix) =2x+1

e (2 +x+1) = [ex(ZxH)—jexXz«ix]
=ex(x2+x+1)—e"(2x+1)+2.[e"dx
= e(2-x+2)

.
(2 +x+1) - e (2c+1) +2¢

+c,ceR

244.4 Icosx In(sinx)dx =

ulx)=sinx
vlx)=In(sinx)

=sinx In(sinx) — Jsinx x LOSX gy =
sinx

41
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=sinx In(sinx) — Icosx dx= CALCULO INTEGRAL
=sinx|In(sinx) - 1| +c, c€R <
sinxfin(sin -1} PAG. 75
sinx In(sinx) — sinx
1 A B 23 4
245, = + 2 _ 23— 9L x_
-9 X-=3uy X+3oy 24 I_1(4x 3)dx= [ X ] -1 B o+ 3 =3
1 (A+B)x+3A—3B A+B=0 donde a hip6tese correta é A .
Se_g w9 {3A—3B=1
1 248. Em [—E , n] afuncdo f(x) = cosx toma valores nega-
A=—-B=1 . 2 ) o .
PN tivos, pelo que o valor da area referida é obtido do calculo
.I s
B= % dointegral — I cosxdx, donde a hipdtese correta é B.
11T 1 _ z
Ixz_gdx‘ﬁ [Ix_;gdx - Jx+3dxl - 249. 0O valor da area referida é obtido do célculo do integral
[ — [ — 1
nhe =3 nhe+3l J[x3+1 —(x2+x)] dx e, dado que
=%(In|x—3|—In|x+3|)+c=%|nx_:‘;5 +c,cER _11 1
341 — (2 - 3 _ 32 _ -
- 2 y B L[x +1=(2+x)]dx J_Ex x2—x+1)dx

= +
(x+2(x=3) X+243 X—3u) .
= [lx“ - %x3 - %xz + x] =% , donde a hipétese correta é C.

1

N 2 _(A+B)x+2B-3A 4 ~
(x+2)(x-3) (x+2)(x-3) o
250.1 a(t)=v'(t), pelo que v(t) é uma primitiva de a(t), ou
4
=2-B== ; _1oo 1
@{A+B=2 o 5 seja, v(t) = j alt) dt= 2t+100t +c,cER (emm/s).
25-3A=0 B= ﬁ 7+t
Dado que o comboio parte de uma estag@o no instante
I 2x =§j dx +8 J 1 gy = t=0s, entdo v(0)=0< c=0, pelo que a fungdo velo-
- 5J)x+2 L)
(x+2)(x-3) cidade, a cada instante, é dada por v(t)——t+—t (em
Inl+2] Inlx—3| m/s). 100
%(Inlx+2l +In]x = 3| ) Ao fim de 20 segundos a velocidade do comboio é
v(20)=14 m/s, donde a hipotese correctaé D.
% (|x+2| x |x — 3 )+c, cE€R 250.2 v(t)=d'(t), peloque d(t) éuma primitiva de v(¢), ou
. 1
seja, d(t) = J vit) dt=—+ tz+%t3+c cE€R (em
metros). el

2100
Dado que d representa a distancia percorrida desde a
partida, entdo d(0)=0< c=0, pelo que a funcio dis-
tancia percorrida desde a partida, a cada instante, é dada

__ 2
por d(t) yidhs 300t3 (em metros).

Em 20 segundos o0 comboio percorreu d(20)—% m,
donde a hipdtese correta é A.
1 1 (11 4
- 2 _ e _1y _a
251, m(f) 2_OJ.(X x+1)dx= 7 [3x 7% +x]n 3

0
donde a hipétese correta é D.

252.1 Seja f afungéo definida por f(x)=-2.
Uma vez que a funcdo f é continuaem IR, tambémo é
em qualquer intervalo real [a,b] e dado que a fungdo f

é negativa em qualquer intervalo real [a, b], entdo
b b

f-2dx=—f2dx=—[2x]Z=—2(b-a)=za—2b.

a

NY12EMP_CA ©® RAIZEDITORA
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252.2 Seja f afungdo definida por f(x)=x.
Uma vez que a funcd@o f é continuaem IR, tambémo é
em qualquer intervalo real [a, b].

*Se a>0, entdoafungdo f é néo negativa em qualquer

intervalo real [a,b], pelo que dex [—xz] =
a

2
1p2_p2 _b_Z_a_z
_Z(b a?) = 7 7"
* Se b<0, entdo afungdo f é ndo positiva em qualquer
b b

intervalo real [a,b], peloque J xdx=—

b 2 ¢
- [_lxz] =l(b2_az)=b__‘1_2.

[ -xax=

2 2

*Se a<0Ab>0, entdo afuncdo f éndo positiva em
qualquer intervalo real [a, 0] e & ndo negativa em qual-

quer intervalo real [0, b], pelo que
b 0 b 0 b

xdx= | xdx+ | xdx —xdx+ | xdx=
00 N ey
R P ) Tl =_1p2 2 b__a_z
[ x] [ x] a +- b 7 "
1.,.5 )
2 — = |43 2y2 _ — Y&
253.1 L(x +5x — 1) dx [3x +3x x]o :
! 2 119
2532 I(5x3+3x2+4)dx [—x4+x3+4x] -2
1 1
e+12 2 e+11 2 2
e+l
2533 L §dx_gf1 Lax=2x[nal}" =2 (e+1)
3 7
=1
2534 L;dx:S [szx=3x[ln|x|]_2=-3|n2

8

2535 [ (2 -3¢ dr=[x - 3¢7;=39+3(e5 - &)
5

T
4

2536 | sinxdx=[—cosx]'=

Vi V3
2t

Fid
4 _
pid
b

253.7 | (sinx — cosx)dx=[—cosx — sinx]zzr= 2

~ IR Ny oI >

253.8 J 2eVi dx =

Primitivac@o por partes:
! flx)=evx
glx)=4vx

4

[ Ex e i
— X

)

1 gl

—

=

4 4
%o (2 xevidx=4vxevi — 4 [—2_xevidx=4VxeVi — devi=4evi (Vi -1
JZ\fx IZ\/Z )

= [aevx (Vi - 1)] =4

NY12EMP_CA ©® RAIZEDITORA

5

5
2539 Ilnxdx = [x(nx—1)] =
Primitivag&o por partes: 2
2 flx)=x
glx)=Inx
Ilnxd.x = xlnx—Jl dx = xInx—x = x(Inx—1)
=5In5-2In2-3
A
2

253.10 j X sinx dx =
Primitivagao por partes:

0 fix)=x
glx) = —cosx

stinx dx= —xcosx+J €0sX dx = —xcosx+sinx
. L3
=[-x cosx+smx]§ =1

253.11 Je"cosxdx e"cosx+Je"sinxdx=

Primitiva;é:pnr partes:
flx)=e*
glx)=cosx

Ie‘cusx dx=exnusx+J esinx dx

e*cosx+e*sinx — Iexcosxdx<:>

Primitivagé?por partes:
flx)=e*
glx)=sinx

Je"sinxdﬁ%"sinx—J‘e"cusxdx
= Ie’%osxdx: e*cosx + e sinx — Je"cosxdx

= ZIe"cosxdx=e’fcosx+exsinx

Je"cosxdx —e’f(cosx+ sinx)

T

(¢i-1)

Assim, fexcosxdx [ze"(cosx+smx)] %
0
10

253.1zj|n(5x—1)dx= =
Primitivacao por partes:

1 flx)=1
glx)=In(5x—1)

Jln(5x—1) dx=x|n(5x—l)f’|‘xx% dx:xln(ﬁx—UfJ‘ (1 + 5;—_1) dx=

:xln(5x—1)—(x +%In(5x—1)>:ln(5x—1)(x - %)—x

10
=[|n(5x—1)<x—l>—x] =87 8|n2 9
5) 7% =%

2541 2x2=2x < 2x(x—1)=0&x=0V x=1, peloque as
curvas intersetam-se nos pontos de coordenadas (0,0) e
(1,2).

Como 22>2x < x(x-1N>20&x<0vVx>1, 0
valor da area delimitada pelas curvas é dado por
! 1
I(Zx—sz)dx= [x2—2x3] =1
; 37], 3

2542 Dado que as curvas y=—v9x=—-3Vx e
y=19x =3Vx sdo simétricas em relacdo a reta de
equagdo y=0 e intersetam-se no ponto de coordenadas
(0,0), ovalor da &rea delimitada pelas curvas
y=-3vx, y=3Vx e x=2 édado por

2 2 312 1
2[3\/de=6jx2dx=s[§x2] =27-8V2.
0 0 0

43
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2543 xX2+2x—3=x+3 = x2+x-6=0=x=-3Vx=2, As fungdes g(x) =Inx e h(x) =1 intersetam-se no ponto
pelo que as curvas intersetam-se nos pontos de coorde- de abcissa e pois g le) =hle) =1.
nadas (—3,0) e (2,5). Assim, o valor da area delimitada pelas curvas é dado por
Como x2+2x-3>2x+3 = x2+x-6>0& 2 e
& x< -3V x>2, ovalor da area delimitada I(x —1-Inx)dx+ I(1 —Inx)dx brimivagis por partes:
2 1 2 fl)=x
pelas curvas é dado por J (x+3-x2—2x+3)dx= glxi=inx
s J Inx dx:xlnx—J‘ 1 dx=xInx—x=x(Inx—1)
‘ 15 1 2125 1 ‘ o 5
= j(—xz—x+6)dx= [‘§x3—§x2+69€] =5 :[ixz—x—x(lnx— 1)] +[x—x(nx - 1)]226_5
1
3 -3
2544 2x—x2=—x<=xB-x)=0&<x=0Vx=3, peloque 256. Uma vez que a fungdo f(x) = 21_” é positivaem IR,
as curvas intersetam-se nos pontos de coordenadas | [=1,1] lor da 4 ¢ dad
0,00 e (3,-3). ogoem [-1,1], ovalorda area é dado por
1
Como 2x —x2>-x <= x(x-3) <0 0<x<3, J 1 N ( n) T
L. ! = t T o
o valor da area delimitada pelas curvas é dado por 1 x2+1 dx=[arctans]_, 4 4) 2
3 3 -
J(Zx—x2+x)dx: J (=x2+3x)dx = [——x3+ xz] 257.  Sendo f(x) =sinx e glx) =cosx, tem-se:
0 0 flx)=g(x) < sinx= cosx <:>x:§—x+k27r\/
2545 Acurva y=x2—1 interseta o eixo Ox nos pontos de s'“(i"‘)
coordenadas (—1,0) e (1,0) pois xX2—1=0¢&
& x==1, einterseta a reta de equagdo x=2 no ponto Vx=m-— (5—x> +k2n, k€Z &
de coordenadas (2,3).
Assim, o valor da area delimitada pelas curvas definidas =4 =%+ krV x=m— (7 - x) +k2n, ke”Z
por y=x2—1¢e x=2 e peloeixo Ox é dado por _
5 r equacao impossivel
J(xz—I)dx—[—x3 ] =%_ @x:z+kn,k€Z
1

1 R . . s
Assim, no intervalo considerado, os gréficosde f e g

2546 x2-3x—4=4+3x- 2= x?--4=0& ) T V2
&> x=-1Vx=4, peloque as curvas intersetam-se nos intersetam-se no ponto de coordenadas <ZT> ea
pontos de coordenadas (—1,0) e (4,0).
Dado que ascurvas y=x2—3x—4 e y=4+3x — x2 sdo
simétricas em relacd@o a reta de equacd@o y =0 e interse-

area, tal como sugere a figura, é dada por

ISHY

T

tam-se nos zeros de ambas, o valor da 4rea delimitada I (cosx —sinx) dx + I (sinx — cosx) dx =
pelas curvas é dado por 0 . H -

! 3. 1.1% 195 = [sinx+ cosx]*+ [—cosx — sinx]
2 I(4+3x—x2)dx=2[4x+§x2—§x3] =T. 0 4

_ -1

' =2x§—1+1+2x§=2ﬁ.

255.  E pedido o valor da rea da regido sombreada do grafico

que se segue. 258. 0Os segmentos de reta que delimitam a area pedida s&o

y
4T dados pelas condicdes y=%x+%,—2<x<2,
37 1.1
51 y:—x+5,2<x<6,yzgx—?,1<x<6
ey=—2x—£ -2<x<11.
1 / 3 3’ SAS
2 3 2 10l /f 5 3 4 x Assim, o valor da &rea é dado por:
-1 1 2
3.,3,2 3..3 1.1
Iz <4x+2+3x+ )dx+f1 (Zx+§—§x+?>dx+
e - - 7 -~ 7
7,1 0,3
12 6 20 10
6
+J (—x+5—1§x+%>dx—
As fungdes f(x) =x—1 e g(x) =Inx intersetam-se no ZT
ponto de abcissa 1 pois f(1) =g (1) =0. *5“?
Asfungbes f(x) =x—1e h(x) =1 intersetam-se no 17, 17 37 12
- 2 2 _90
ponto de abcissa 2 pois f(2) =h(2) =1. - [24x 6 6" + 40x +1036] [ X + ]
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259. De acordo com os dados indicados na figura, o valor da
area é dado por:
4

1
Ilogzxdx + I log, x dx =
1 1 Iﬂgzx—ﬁ
2 Primitivagéo por partes:
fix)=x
glx)=Inx

||12J‘Inxclx—”z()clnx I1 dx)=—(xlnx x) =

x(Inx— l)] ’ x(Inx— 1)

In2 In2 .
81n(22) =16In2
—_——

=1—In2_'_4ln4—3=1—ln2+ 8In4 -6

2In2 In2 2In2

In2-1

2In2
_15In2-5

2In2

1 A B

260.1 = +
X2=h x=2ug) X+249
1 (A+B)x+2A-2B {A+B=0

w4 e 24-28=1<"

A:—B:%
A 1

B:_Z

' 111 "
Jx2_4dx=z |:J.x_2dX—Jx+2dX:| 250 5o x€3, 5]
3 3 3 +2>0 se x€[3,5]

= (I -2): - I+ 2))

(In3=1In7 +In5) = 1In<15)

—_———
n(3)
| —
()
261. Dadoque a(D=ct,ceR (emm/s?) e a()=vlt),
entdo v(t) éuma primitiva de a(t), ou seja,

v(t)=Ig(L)dt=§t2+d,delR (emmys) .

-hl—

Como v(0)=-16 <> d=-16, pelo que a fungdo veloci-
dade, a cada instante, & dada por v(t)—— -16,c€R
(emm/s).

v(t)=p'(t), peloque p(t) éuma primitiva de v(¢), ou
seja, p(t)=f v(t) dt=%t3— 16t + k , k € IR (em metros) .

grz-m

Como v(4) =0 8c—16=0< c=2, peloque as fun-
coes aceleracdo e velocidade, a cada instante, sdo dadas,
respetivamente, por a(t)=2t (emm/s2) e v(t)=t*— 16

(emm/s).

Como pl4) = 0@%—64+k O@k—%

pelo que a fungdo posicao, a cada instante, € dada por

plt) = 1t3 — 16t + == 128 (em metros) .

x(lnx—U
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NiMEROS COMPLEXOS 214,
PAG. 81
215.
2621 z,+2,+23=(8+3+0)+(-4-5-7)i=6— 167, donde
a hipotese correta é C.
2622 z;xzy=—21i+28 > =—28 - 21i, donde a hipotese cor-
retaé D. -1
Zz_3—5i_(3—5i)(3+4i)_9+12i—151’—201’2_
2623 2= L = , V- =
z; 3-4 (3- 41) (3+47) — (4)?
_29-3i_29_ 3
=916 25 251 donde a hipotese correta é B. 276,
263. [3—4il=V32+(-4 ’_5eo conjugado é o nimero com-
plexo 3+4i, donde a hipétese corretaé A.
264. zZxz=lzl?=12+(=3)= 10, donde a hipétese correta 271.
é B.
_ _ 2 2 2
265. Zx(-2)=—(Zx2)=—|zll==[(=8?+5] =—#1,
donde a hipétese corretaé D .
266. zZxz=lzI’€ IR, , pelo que o afixo de Zx z pertence ao
semieixo positivo Ox, donde a hip6tese corretaé A .
1, 2+3i 1+i (2+3)(1-19) 278
267. =——+ — = + = -
TSI i Ta=00+) A+ =0
=M=3 +1, donde a hipttese correta
éD.
4 4(1+19) 4+4 .
268, z=—-=———"—= =2+2i, peloqueocon-
TS a-00+0 2 tpeiod
jugado de z é 2 —2i, donde a hipdtese correta é B.
269.1 2=%€_i’7, donde a hipbtese correta é B.
269.2 —z=%ei<ﬂ+ﬂ)=%ei2’f, donde a hipotese correta é A .
£ D8 .
2701 zw=6e*x2e5=12¢ =12e¢®, donde a hipétese
corretaé D.
6 i% i(E,E) o 279.
2702 £=26_=3¢" ' =3¢%, donde a hiptese correta é A.
w 4
2e°
271. 0 afixo de z pertence ao 3.° quadrante e sendo
0=Arg(z) € |-, n] tem-se que tan9=_—}=1, pelo
que 6= —r+Z=— 3” , donde a hipotese correta é C.
4 280.
272. Arg(—z):%+7r+k27r, k&€ Z pelo que, para k=0, um
argumento é 6—”, donde a hipotese correta é D.
2713. Arg(z)= ——+k2n' k€ Z pelo que, para k=1,

5

argumento é z

5 donde a hipotese correta é A.

4+\/_

2
413202 PN £ AL

7 =
donde a hipétese correta é C.

& z=2-3iVz=2+3i,

Se Vz=1-2i=2z=(1-2)" &
Sz=1-4i-4=-3-4

A outra raiz quadrada de z & o nimero complexo x + iy
tal que (x+iy)2=—3—4i

Como (1+2i)°=—3+4i#—3—4i, 52=25=—-3—4i,

(3-8)’=—7-28i#-3—4i e (—1+2i)’=-3—4,
a hipétese correta é D.
12
2 3
() =% o o¥ ZgosdT 4 sindT o V2, V2
z (e ) e e cos 4 +17sin 4 2 +1 2
R Vi
2 2

donde a hipdtese correta é A.

0 afixo de z pertence ao 1.° quadrante e sendo 6 um

argumento de z tem -se que tane—\/g V3, pelo que,

por exemplo, 6= _§

iz
Por outro lado, |z| = 2, pelo que z=2¢3.

V1+3=
7\ 6
Z6= (2el3) =Px_ &

64

=64, donde a hipbtese

cos2r+isin2r=1

corretaé C.

Seja z=rei®, com r€IR" e 6 um argumento de z,
uma solugdo de z2xz=—-8i.

Tem-se que z2=r2ei20, Z=re~0 ¢ —8i=8¢ 2

72Xz =—8i & r2ei20 x re~10 =8¢ 7@
= 8=8
et =8¢ ¢ =
9=—§+k2n,kez
r=\3/§=2

=
9=-%+k2n,kez

Tomando, por exemplo, k=0, conclui-se que

i

z=2e 2=
_—
—i

—2i, donde a hipbtese correta é B.

As equacdes de (A), (B) e (C) definem, respetivamente,

uma circunferéncia, o semieixo positivo Oy e uma semir-
reta de origem O.

define areta y=-~ in

3
Imz= 7

eD.4

donde a hipotese correta

Seja z=x+1iy com x,yE€R.
z_Jrz+|_,zi|=0(:)2x+x2+y2=0<:>
2Rez \zlz
SR+ 2+14y2=1 (x+ 1) +12=1, condigdo que
define a circunferéncia de centro no ponto de coordena-
das (=1,0) eraio 1, donde a hipdtese correta é D.
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281.

282.

283.

284,

285.1

285.2

286.1
286.2
286.3

REsOLUCOES — CADERNO DE ATIVIDADES NYI2— NC12

A condigdo zxZ>2 |[V3+i| < |zI*>4 definea
— e et

: V3ti=2

circunferéncia de centro no ponto de coordenadas (0, 0)

eraio 2 e o seu exterior.

A condigdo 0<

lz|

Arg(28)

Arg(23) =3Arg(z2) se 3Arg(z)€]-r, 7]
[ttt Nk

< &
n

T
Se Arg(z)e] 33

awe]-2)

S 034 <= 0< Arg(2) <% define o dngulo

de centro no ponto de coordenadas (0,0), cujos lados
sdo, respetivamente, o semieixo positivo Ox e a semirreta

y=tan<%)x=\/§x,x>0.

A conjuncdo das duas condices anteriores é a regido
correspondente ao angulo e ndo interior a circunferéncia,
donde a hipdtese correta é C.

A condigdo |z—2-3il< 1< |z—(2+30)| <1 define o
circulo de centro no ponto de coordenadas (2,3) eraio 1,
donde a hipétese correta é B.

Seja (u,) asucessdo cujotermo geral é u, = i
(u,) éuma progressdo geométrica de 1.° termo igual a

B fu +1 .
erazdo r=i LJ"=l—=z) )

w1

Como a soma dos k primeiros termos de (u,,) é dada

- ko
pela expressao u1x11—rr, entao

502 4

Sit 1=t

m o 1=1 1= _ _
g 7 ix] I L [P L W
= 1-1i 19=(2) i1 xi=—t
C1=(=1_ 20-1)  _2-2

1 .
=1-1,

2 _
=) 1+ Q+p0-0 2
donde a hipdtese correta é D.

Ay e e (iz)2”+ (iz)znxi+ (iz)znxi2=

=D (D) i (1) x (= 1)
=1+i-1=i

(=1)""=1 pois 2n é par

0 afixo do nimero complexo 7 é o ponto de coordenadas
(0,1), donde a hipttese correta é B.

|-3/=3, oconjugadode —3 é ele prdprio, ou seja, —3,
e o simétrico de —3 é o nimero complexo 3.

|-2+5i =V(=2)*+5°=1/29, o conjugado de —2+5i
€ o nimero complexo —2 —5i e o simétricode —2+5i ¢
o niimero complexo 2 — 5i.

(—2+4)+(5-6))=—2+5+4i—6i=3-2i
(-2+)—-(4-3)=—2—4+i+3i=—6+4i

(V3-1)+ (20 —2v3) = (=1 +4) =
=V3-2V3+1—i+2i—4i=—V3+1-3i

2864 (3-20)— (6 i) +i+4=3-6+4-2i+i+i=1
2865 (4i—5)—(1-20) = 0=—5—1+4i+2———=
l
=—6+6i+l_:—6+6i_iz - _ G4 Exi=—i
t e

—_—
i

(3—i)><(2—5i)=6—15i—2i+5£=1 -17

-1

286.6

286.7 (1+3i)><(2—4i)=2—4i+6i—125=14+2i

-1

gg0 242 1+i _ (400420 1424427 _
T2-4 -2 (1-200(1+20) 1—42 o=
_—1+3i__1_3,
“T5 55
7t 3 1423 (1420340
286.10 ==X ==X =
1_1;, 2731 27 3-)B+0)
3
_3, 3+i+6i+2” 3 1+47i_3 2.
2 9 @2 10 20 20
286.11 8+4z::(8+4l:)(1—21:):8—16i+4i2—8i2 _
1+20 (1+20)(1-2i) 1-4¢ =
1612 16 _12;
5 5 5
28612 300 -2) 4-8i+3i—67 _ 10-5i_
' 2—1i 2—1i fem1 2—1
_(10-5)@+1) _20+10i—10i =57 _ 25 _¢
2-0@2+7) 4 i15
4-2 4-2 4-2
286.13 = = -
2-9G-3) 2i-6-+3i*=1-5+5
_ (4-20)(=5-5) _—20-20i+10i+10# _
(=5+50) (-5 -5 25 — 257 o
-30-10i __3 1,
50 5 5
sgga 2=8_ 1+i _(2-30(-20 (+9(1-20) _
' 20 1+2 2i(-2)  (1+2)(1-2)
_—hi+6 1-2i+i-2% _ —6-4i_3-1i
—4¢? 1-42 =1 4 5
_=30-20i—12+4i_—42-16i _ 21 4,
20 20 105
1001
28615 = (2)" xi = (1™ xi=—i
286.16 ! + i - @ =
(@ xi= 0 i==i (AT xi=D®xiz=t  Pufogx (D) xi=3
=—i—1-32i=-34
% ‘ i(2+1)  _2i+¢
286.17 L = L - -
2% - 2 a2 =0 Q=D Q2+D) 4- P =
() -
#=() "xi=(-1) =i
_2-1__1_ 2.
=75 "5
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28171

281.2

(B5+x)— (y+3i) =

5—y=2 {y=3
(=1 (=1
{x—3=—5 x=-2

(5—yi) (x —i) =4 - 17i &> 5x — 5i — xyi + yi* =
=4-1Tibh-y+(-5-xy)i=4-1i <

=1

{5x—y=4

-5-— Xy =-— 17 —5—xy=—%;5+xy=17

{y=5x—4 -
5x2—4x—12=0 _ 4++/256
T}
y=-10 {y:ﬁ
(=1 \2
x=—§ x=2
5
2881 z,—32,=2-3i-3(-50)=2-3i+15i=2+12i
288.2 Z_1—iz4=2+3i—i(—2i—1)=2+3i+2é+i=4i
2883 —2z;+1z) —2,XZ4= -
=—2(=3+1)+i(2-30) - (=5)x (2i - 1)
=6-2+2i—3+10% -5 = —1-5
2891 z+z=2Rez=2x10=20
2892 z—z=2Imz=2x8=16
2893 zxz=|zl’=22+4*=20
290 z _z- 1_21@12 z— lZ+'|+l_2i<:>
o+ i i(1+9)
& —z+1+i=i(1+)x2 & z=1+i+2+2i=3+3i
-2-2
Assim, |z| = V3 +3*=3V2.
291, zxz=28& |z =2 & zl=V2 =26
|zI?
Z= 2Rez=2 =
292, {z+§ 2 { 2Z {Rez 1
zXz=5 |z]°=5 |zl =v/5
Tomando z=x+1y com x,y € R, tem-se que
Rez=x=1¢e yx2+12=5 S 1+y=5
xzf;2>0
& y=-2Vy=2, donde se conclui que
z=1-2iVz=1+2.
2 12 1
293. (1—21')—(—,) _1_4”'41_? =
L i ?=—1
#52(2) st
=—3-4i-—-=-3-4i+ —3 3,
( i) -
pelo que o seu conjugado 6 —3+3i.
294. z+z'=2+a+(b-4)i

z _2—4i_

_ (2-4i)(a-bi) 2a- 4b—(2b+4a)l
z' " a+bi (a+bi)a-bi) a+b?
_2a-4b 2b+4ai

@2+b®  a+b?

2-5ic5-y+(x-3)i=2-5i<

295.1
295.2
2953

2954

2955

295.6

296.1

296.2

296.3

296.4

296.5

297.

2+a+(b—4)i éumrealseesose b—4=0&b=4
2—4i
+ bi

=0&2a-16=0<a=38.

e, paraessevalorde b,
2a — 4><4

é um |mag|nar|0 puro se

e s se

iT
lzZl=1¢e Arg(z):%, peloque z=e2.
lzI=2 e Arg(z)=r, peloque z=2¢ei.

lzZl=2e um argumento de z é 3—, pelo que, por exem-
plo z= 2¢ 2

lzZl= V(=D + (=1’ =v2

Seja 6 um argumento de z.
Dado que o afixo de z pertence ao 3.° quadrante e

-1
tan6 = _ =1,

ﬂ+? %” pelo que, por exemplo z= \/_e 4 .

|zl =32+ (-3)* =3v2
Seja 6 um argumento de z.
Dado que o afixo de z pertence ao 4.° quadrante e

tan0=_—3=—1, entdo um valor possivel para 0 & —%,

3 P!
pelo que, por exemplo z=3v2¢ 4.

2
lzl=V3*+ (-v3) =2V3

Seja 6 um argumento de z.

Dado que o afixo de z pertence ao 4.° quadrante e

entao um valor possivel para 6 €

, entdo um valor possivel para 6 é

Az
, pelo que, por exemplo z=2V3¢'6 .

z=5€i”=5<cosn'+i sinn) =-5
-1 0

z=e0=cos0 +isin0=1
LOsSU sy
1 0

i In It _ V3 1.
z=e6 = cos= +i sini:r =—Y"—~j
6 6 2 2
e —_—
—cus£=_§ 7sin%=7%
i
Z:3€2=3(cos%+zsm7> 3i
S—— [——
0 1
i1z _ .
z=V2e 4 =2 cos%+l sm%r =1—i
—_—
cos%:% —sin%=_§

d=VV2'+ (-v2) =2

Seja 6 um argumento de z.
Dado que o afixo de z pertence ao 4.° quadrante e

-2
tanf=——=-1,
V2

pelo que, por exemplo z=2¢" 4

jwl = \/-—7 JEelz t

entdo um valor possivel para 6 é —%,

NY12EMP_CA ©® RAIZEDITORA
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Seja @ umargumento de w.
Dado que o afixo de w pertence ao 2.° quadrante e

2
tanq):ig:—\/g, entdo um valor possivel para ¢ é
"3
n_ _45
T-g=T pelo que, por exemplo w=ze?d.
B 21 . 2, .
2971 zxw=2¢ txdes = %el<_ %Jr?”) = %el%
i\ 2 i2n i
297.2 zzxﬁifh(Ze 14) xge 3=de nge 3=
e
16,(5-5) 16,7 _ 16,
3 3 3
T 4
297.3 Z_4=<2€ 4> 'Iﬁe—iﬂ = gxﬂie in = ge—m—gein’
o 4 s s 64 ei2n e 64 4
(&%) =
2991 z=V2e’ = 22=2¢"

299.2

300.

\2 . . . i3z
2=(-140)'=1-2i-1==2i=2(=i) =2e 2
=V 1 +17 =2 o
Seja 6 um argumento de z.

Dado que o afixo de z pertence ao 2.° quadrante e
tan9:%=—1 ,
T_3rn

TTFTy

i 17 s+ =
w=iz=e’xV2e' =\/fe(2 4)=\/ie“

e’%
Seja w=re®, com r€R" e 6 umargumento de w,
uma solugdo de |lw|xw?2+i=0.

i

entdo um valor possivel para 6 é
37:

, pelo que, por exemplo z=v/2e *

lwl x u? +i=0&Pe®=¢ * &
r 220 —i
B=1 r=Vi=1

=
29:—%+k27r, kez 9=—%+kﬂr, kez

Conclui-se assim que as solu¢des da equacao na forma

_i iln 3

trigonométrica sdo w;=e i=¢t ¢ w,=e ‘4 ena
forma algébrica sdo w, = % - %i
e"; cos( 4)+isin(—%)
Y ,
V2 V2. 7 -
Wy= ——+—1
2 2 2
e%": cos (3‘:[) +1i sin (3”>
NEALEAS L/

301 |z,|=V1*+12=V2
Seja 6 um argumento de z; .
Dado que o afixo de z; pertence ao 1.° quadrante e
tan9=%=1, entdo um valor possivel para 0 é u pelo
iT
que, por exemplo z,=v/2e% .
2 2
3 V3
=\ (E) +(2) -va
Seja @ um argumento de z,.
Dado que o afixo de z, pertence ao 1.° quadrante e
V3
tanw-%-?, entdo um valor possivel para
2
L
@ el 5 pelo que, por exemplo zzzx/geﬁ.
Z,  V3e® V3e® V3 iir) 3 -E 3l
=== =——¢ "=—T¢
z4 x\*  delm 4 4 4
(\/fe“>
3021 lzl=V(=1)’+12=v2
Seja 6 um argumento de z.
Dado que o afixo de z pertence ao 2.° quadrante e
tan9=}1=—1 , entdo um valor possivel para 0 é
i3—”
n—% %T” pelo que, por exemplo z=v2e *
4 & )
302.2 (—l+i> =<\/§e4) =4 et =—4
z -1
(37[ 7:) )
3023 z'= zxe4—\/_e4><e4—\/_e =V2er=-V2
-1
i(0kZE 2
3031 z=V1 = 3ei°=e( ) e P, ke{0,1,2)
Assim, as solucdes da equacdo sdo: zp=e0=1;
2
5 1,V3. .
zZy= e 3 = —E+Tl M
cosz—s—”+isin2—§5=—cos§+isin—§
An
5 1 V3.
7= e’ =37
COS%+ZSIH-43£—7I:US-3—715II‘I-3—
i(04k2E i
303.2 z=ﬁ1§aVAei°=e( “)=e 2, kef0,1,2,3)
Assim, as solugdes da equacao sao:
& 3z
zp=el=1; zy=e’=i; zy=e"=—1, Z3—€2 -1
()
3033 z=V-2i = =V2e
~2i=2(~i)=2¢'7
i ks km
vz ),ke{0,1}
Assim, as solugdes da equacao sdo:
iS—”
zy= V2et =—1+i;
\/f(cos%”ﬂsmsf) \/i(—cns%ﬂ‘sin%)
() b
z,=V2e = V2e =1-1

Im, . In\ _ T _ T
\/f(cosT+zS|nT>-\/f(cos4 zsm4)
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304.

305.1

305.2

306.

V) ym ) _ )

. ] ~ Z
Assim, as raizes quadradas de z* s@o zy=e?2=1i
T

i

2

ke{0,1}

e zi=e"=—1.

2 g 201490 P
=2 -0 xi=
- Ta-00+0 (%) :
SR TR L TR Y TR
1 2

lzl=V12+ (=1 =v2

Seja 6 um argumento de z.

Dado que o afixo de z pertence ao 4.° quadrante e
tan0=_T1=—1 , |
pelo que, por exemplo z=v/2¢ 4.

entdo um valor possivel para 6 ¢ —%,

—iL . L
Se z=V/2e 4 é uma das raizes cibicas de w, as outras
duas raizes clbicas de w obtém-se do afixo de z por,

respetivamente, uma rotacdo de amplitude %’T e uma
Y24

rotagdo de amplitude 2 x =~ 3

, pelo que sdo

2=vz T vae¥ o 2vae ) L

Im() A
S
SRR E SRR Y o
9 Re(z)
0+k2% 54
Vi = R s kel ..,

Assim, as raizes indice 8 de 1 sdo: zg=el=1;

L

&
+—z i Zy=el=i;

zZ1=
—_—
cus%+isin%
3
frud
_ 7 _ V2 V2. _ in— .
z3= e ——T+Tl,z4—e"‘——1 ;
3 3
cnsT+1s|nT *COS4+ISIHE
5 3
_ o V2 V2.5
Z5= e =-5 mp lig=e =1
Sr .o Sm_ M. T
CDST+ISIH—4—— cos 7 tsin 7
e
_ v V2 V2.
z;= e =5
CDSE+lS|n7J—C057—lS|n7
[ g [
7 7 7
ikZ ikZ
Sa-yeforezdt -
=1

kg . = P
k=0 k=0 u=e * & uma progressdo geométrica
i i
w=e4;r=et

7

1-17
DwEuyx -
i

307.

308.1

308.2

- ( i%)7 v
¢ e 1-e
_ 4 _
T+e"x = =1 +e X =
1-e* 1-e*
I 3 (7[ 77r)
Z 1—¢é P_p\td
=1+e4x —=1+ e —=
(ol i~
1-es 1_¢*
_1+el4—e12” e's—1 1 1—¢é'4 1-120
1-¢€% 1—¢€% 1-¢%
iik% D+Elk”
_ = p=t _
ZgX...Xz,=¢e e =
uk:ik%é uma progressao aritmeética
7,1 .
i
2 .
—e ez77t -1 ,_1%
g ”|+ 1
2
3 (rm 2
. 8/— LG
—8i=0&z=V8i = 862=\/§e< )=

8i=8e 2
i(Zi2z
_2e8%), ke{0,1,2)
Assim, as solucdes da equagdo sdo z;= 2¢° ,

i

2 5 (m 4m 3
z =Ze<ﬁ) 2¢° e zz=2el<€q)=Zel2 :

A condigdo |z — 3il >3 representa a circunferéncia de
centro no ponto de coordenadas (0,3) eraio 3 e o exte-
rior dessa circunferéncia.

A condicdo |z-3-il<lz—il < |z-@+i)|<lz -1l
representa o semiplano fechado obtido a partir da media-
triz do segmento de reta de extremos nos pontos de coor-
denadas (3,1) e (0, 1) e que contém o ponto de coorde-
nadas (3,1).

Im(z)

: 31
‘\" ‘I -
S ? i%e(z)
A condigdo |z-2—-1i<2 ¢ |z - (2+1)| <2 representa

o circulo de centro no ponto de coordenadas (2, 1) eraio 2.
A condicdo |z+3|=1z-4-2il &

& |z = (=3)| = |z — (4 +20)| representa a mediatriz do
segmento de reta de extremos nos pontos de coordenadas
(-3,0)e (4,2).

Im(z)
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308.3

308.4

308.5
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A condigdo 1< |z <4 representa a coroa circular defi-
nida pelas circunferéncias de centros no ponto de coorde-
nadas (0,0) e raios, respetivamente, 1 e 4, excluindo a
fronteira correspondente a circunferéncia de raio 4.
Sendo z=x+iy com x,y€IR, acondicdo

Re(z — 1) =2 <> Rez =3 representa a reta de equagao
x=3.

Im(z)
6--
4—---
‘—' ~ e
B R
B .
’ T Ay
' s
h + \
I o Y M
—————— ——
. QL. |2 !4 Re()
h
S 1 g
. + e

A condigdo 1< |z+1l<3 &> 1< |z - (=1)] <3 repre-
senta a coroa circular definida pelas circunferéncias de
centros no ponto de coordenadas (0, — 1) e raios, respe-
tivamente, 1 e 3, excluindo a fronteira correspondente a
circunferéncia de raio 3.

A condigao —%g Arg(z) <0 representa o 4.° quadrante
e a sua fronteira.

Acondigdo |z+2il >z - 4+il &

& |z - (=20)| = |z - (4 - 1)| representa o semiplano
fechado obtido a partir da mediatriz do segmento de reta
de extremos nos pontos de coordenadas (0,—2) e
(4,-1) e que contém o ponto de coordenadas (4,—1).
Sendo z=x+iy com x,y €IR, acondicdo Im
(z-=2)>1¢< y>1 representa o semiplano aberto de

definido por y>1.

A condigdo
%gArg(z—4—i)gnc}%gArg[z—(4+i)] <7
representa o angulo orientado de centro no ponto de coor-
denadas (4,1), amplitude n—%:%ﬂ e lado origem na
semirreta definida por x >4 Ay=x-3.

308.6 Sendo z=x+iy com x,y€IR, acondigdo

[3cis] < zxZz +§e£< |- 15 &
m 2P =x2+y? ] ‘G—/

&3+ y2+2x <15
S3I+T<X2+ 2+ 14+y2<15+1

&> 84<(x+1)*+y2< 16 representa a coroa circular defi-
nida pelas circunferéncias de centros no ponto de coorde-

nadas (—1,0) e raios, respetivamente, 2 e 4.

A condigdo 0< Arg(z+8) < % S 0<Arg[z—(-8)] <%
representa o angulo orientado de centro no ponto de coor-
denadas (—8,0), amplitude % e lado origem na semirreta
definida por x > -8 A y=0, excluindo este lado origem.

Im(z)i

T P -

8 5 -3 'OJr1 '3 Re(2)

|

308.7 Sendo z=x+iy com x,y€E€IR, acondicdo

lz-1>2lz-il &
<:\/(x—1)2+y2>2\/x2+(y—1)2 =

(=120, Vx,yeR
X2 (y-1 )220, Vx,yER

¢>(x—1)2+y2>4[x2+(y—1)2]

c>x2+%x+y2—%y+1 <0

2 2
= (x+%> + (y - %) <% representa o circulo de cen-
2V2

tro no ponto de coordenadas <_§'§) e raio N

Im(z)

Ré(z)
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309.1

309.2

310.

3111

0 lugar geométrico representado corresponde a coroa cir-
cular definida pelas circunferéncias de centros no ponto
de coordenadas (2,4) e raios, respetivamente, 2 e 4,
excluindo a fronteira correspondente a circunferéncia de
raio 4, pelo que é definido por
2<|z-Q2+4)| <4 &= 2< |z -2 - 4i| <4.

0O interior da circunferéncia da figura, cujo centro é o ponto
de coordenadas (2,2v/3) eoraio é 2v/3, & definido por

lz- (2+2v3i)|<2v3 = |z-2-2v3il <2V3.

0 angulo correspondente ao setor circular da figura, cujo
vértice é o ponto de coordenadas (2 2\/§) tem ampli-

tude n—%— 2§r pois areta OA tem declive

#:ﬁ:tan (%) e é definido por

%<Arg lz- 2+2v3i)] <

<:>E<Arg(z—2—2\/§i)<7r

3
Assim, o setor circular da figura resulta da conjuncao das

condigdes relativas a circunferéncia e ao angulo e é definido
por lz-2-2v3i <2\/§/\%<Arg(z—2— 2\/?_:i)<7r.

0 circulo da figura, cujo centro é o ponto de coordenadas
(3,4) eoraioé V3 +4°=5, édeﬁnido por
lz—B+4)| <5< lz-3-4il<

0 semiplano fechado obtido a partlr da reta r, que con-
tém o ponto de coordenadas (3,4), é definido pela con-
dicdo |zl > |z - B+ 4)| & Izl > 1z -3 - 4il .

0 semiplano fechado x <0 é definido pela condigdo
Rez<0.

Assim, a regido sombreada da figura (incluindo a fronteira)
resulta da conjungdo das condic@es relativas ao circulo e
aos semiplanos e é definida por
lz—3-4i|<5A Izl >z -3 —4il ARez<0.

2
)| =V (=v3) +12=2
Seja 6 um argumento de z;.
Dado que o afixo de z; pertence ao 2.° quadrante e
3
tanf=——==-——-,
-3 3
57r

, pelo que, por exemplo z; = Ze

entdo um valor possivel para 6

5t
Z 2 °
donde .—1=7=

1z, & &
e’xV2e'

T
P
Por outro lado, i=e?,

5 (5 _z_x 3
__2e _Le<s 2 4):\/2612.
\/iel(ﬁ> V2
Como le] m,7 e V220, entdo %=\/§
2

Z4 _T
e Arg<§2> =12

N2

3121

3122

b1
Arg (—) =7 o
2 —<ATR(e)- Arg(z5) <mems~ < Arglz) <
= e
7

= Arg(2) - Arg(z,) =% & Arg(z) ==+

=8

31

. vy 3mn
Assim, z=re *, com r€IR" e zt =%y .

z" serd um nimero real quando 3xn_ kn & n—%

k€IN A k é miltiplo de 3. 4 3

Logo, o menor expoente natural para o qual z* é um
nimerorealé n = 4.

Tem-se que |4 — 3i| =42+ (=3)*=5

Por outro lado, sendo 6 o argumento positivo minimo de
=3-4i, entdo 6 € ]3777'- , 271'[, pelo que, dada a sime-

tria dos afixos de 3 —4i e 4 —3i emrelagdo a bissetriz
3

dos quadrantes pares, um argumento de 4 —3i é <~ —6.

2
(o) _ 50)

Assim, 4 — 3i=5e =bhe

lwl =13 - 4il=V3*+ (-8’ =5 e tan@:—%
i(SiZE i(&ikn
Vir=vean=vae P -5t e o,y
Assim, as raizes quadradas de w sdo:
wy=VE e’ —\/_cos( >+z\/—sm< )
—_—
cos (%) +isin (%)
(7
w,=V5 e =
cns(gwr)ﬂ'sin(gwr):—cns(g)—isin(%)
=-V5cos (Q> —iV5sin (Q)
2 2
Da expressao tan29+1— 1 0 obtém-se
cos?6= ! & cosf= i e dado que
-
96]37”,271[, conclui-se que cos@=%.
Finalmente, das expressdes cosO = 2cos? (g) -1
e cos6=1— 2sin? (%) , conclui-se que, dado que
03 6\_ . [a_ 2V5
—E:IT,EI:,COS<§>—— 5— —5 e
in (€)= 1_5
sin <E> = 5 = 5
Assim, wy=v5 x

( \5/_>+1\/_><£——2+i
> z\/_x—— 2-1.

VNS
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313. Seja z=re®, com r€IR, e 6 um argumento de z, 315.

uma solugdo de z3= Z

w &

i
= .3 — 10
B=Z () =

2e's

& e = %e" (-o-5)

ri=

N~

30:—6—%+k2n,kel

r=¥2
v 2

©
Plo=-L+kZ kez

Y3 T
20 2" 9=—%+k§,kEZ

Conclui-se assim que as solugdes da equacdo sdo: z=0;

_i i(-E4E L3
Z=ﬁe . Z=ﬁe< by z)=_zelzo .

2 2 2°¢
V2 e"(‘%”*%) _V2
2

Z=T ’
V2 i(-£+oF) V25
z=""e ==e®.
2 2
3141 Tem-se que:
2(w-7) = 2xlee@-3i+d)=er (2-2) =
= Pxi=—i 2 N

E |2-2il=2v2
. ( ”> Ag2-2)=-%

=eirx2v2e *=2v2e" ¢ 2-2i=2v2e

2z (w— %) seraum imaginario puro quando

a—%=%+kn,kez<:a=37”+kﬂ,kez.

Seja w=rei®, com rER, e 6 um argumento de w.

Tem-se que w=re ¥,

Se w e w sdo raizes de indice 7 de um certo nimero

complexo z entdo w'=w'=z, isto é: wh=w'" &

= rneine = rne—in(-) = m eine — e-me =0 =
£

314.2

RS einf20
eine
Srm=0ve=1<r=0v20=01r=0vOo=0
et n>0
E(ﬂ
Conclui-se assim que z=w"=r1" e = €IR;, ou
&
1
seja, esse nimero complexo z é um ndmero real.

NY12EMP_CA ©® RAIZEDITORA

Nas condicdes do enunciado tem-se que

1
|z1|=‘Z—l‘=|z1—1|, com z, #0.

Da equagéo |z;|= ‘le‘ S lgl=7© |Z1|2=1

1
||
obtém-se que |z|=1 pois |z|>0.
Da equagéo |z)| =|z; — 1| obtém-se a equacéo
|zy = 1|=1 pois |z|=1.

Assim, se z;=x+iy com x,y €IR nédo simultanea-
mente nulos, obtém-se as equagdes:

Vaz+y? =1

xX2+y2=1
x24+y2>0, Vx,yER

21|
e \/(x—l)2+y2=1 1= (=1 +y2=1
_ (=120, Vx,yeR

[z=1]
Conjugando as equagdes x2+y2=1¢ (x — D2 +y2=1

obtém-se (x — 1)2 =22 ¢ —2x +1 =0<:>x=1, pelo

2
2
que (%) +y2=1<:>y=i§.
Conclui-se assim que z1=%+ﬁi ou z =%—§i.
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