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4.1

Alimplicacdo so é falsa quando o antecedente é verdadeiro
e o consequente é falso; a equivaléncia é verdadeira sem-
pre que antecedente e consequente tém o mesmo valor
l6gico.

p q p=q p q p—=q
\% \% 1% 1% Vv Vv
\% F F 1% F F
F \%4 \%4 F Vv F
F F Vv F F Vv

A={xeN: x é divisor de 10}
A={1,2,5,10}

A={neN:n+1=2}
A={1}

A={xeR:x2=2}
A={-v2,V2}

AUB={1,2,3,4,5,7,9

ANB={1, 3,5

C=[3, +oo[, peloque C=]-o00 ,3[.
D=A{4}, peloque D=]—o0, 4[U4, +oo[.
Como DcC C,entdo CUD=C=[3, +o9[.
Como Dc C,entdo CNnD=D=1{4}.
BA={xeB:xg¢A}={7, 9}
CD={xeC:x¢D}=[3, +oo[\{4}

{xeR:x(x+3)=0}={-3, 0},

pelo que o seu complementarem R é R\{-3, 0} .

4.2

6.1

6.3

6.4

6.5

6.6

6.7

6.8

11

12

13

14

15e1.

{xeRx2-5=0y={-Vv5, V5},
pelo que o seu complementarem R é R\{—\/g, \/5} .

{xeN:lx|<5}={xeN:x<5}={1,2, 3, 4
e xeN:3x<12}={xeN:x<4}={1,2,3, 4.

D=R=]-o00, +0o[, peloque D=@=C.
C=g, peloque C=]-oco, +0o[=R=D.
Como CCA,entdo ANC=C=0.

Como AcD,entdo AnD=A=]-1, 6[.
Como CCB,entdio BUC=B=]-o0, 0].
Como BCD,entdo BUD=D=R.

Como B=10, +oo[,entdo AUB=]-1, +oo[.

Como AUB=AnNB e A=]-oo, —1]U[6, + oo,

entdo AnB=[6, +oo].
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Por exemplo, (A U B)\(A N B) ou
(AnB)u(AnB).

1. PROPRIEDADES DAS OPERACOES SOBRE

CONJUNTOS

PAG. 13

1.1

1.2

2.1

22

23

d. {1,2,3,6,7
e. {}

f.{1,2,3,4,6,7,8

=
>

NnB=AuB={1,2,3,4,5,6,7,8}

UB=ANB={4,5, 8}

=
>

Bu(BUA)=(BUB)UA=UUA=U

Propriedades associativa da unido, uniao de complementa-
res e elemento absorvente da unido.

An(BnA)=An(AnB)=(AnA)nB=onB=0

Propriedades comutativa e associativa da intersecéo, inter-
secdo de complementares e elemento absorvente da inter-
secao.

Au(BnA)=(AuB)n(AUA)=(AUB)NU=AUB

Propriedades distributiva da interse¢@o, unido de comple-
mentares e elemento absorvente da unido.

24

25

31

32

33

34

41

4.2

43

BnA)u(BnA)=Bn(AUA)=BnU=B

Propriedades distributiva da interse¢do e da unido e inter-
secdo de complementares, elemento neutro da intersegdo e
da unido.

[An(BnZ)] uA=[an(Bua)ua=
=(auA)n[(Bua)ual =un [Bu(aua)]

=Un[Bu(aud)]=Un(BuU)=UNU=U

Leis de De Morgan, propriedades distributiva, associativa
da unido e elemento absorvente da unido.

AUBU CLeisdeD=eMurganA nBn ¢
(AnB)uanB) = (AUA)NB__ =

istributiva complementar
=UNnB =

elemento neutro
AU (A n B) Leis de D=eMurgan U (A v B) assuﬁativa
=(AUA)UB = UUB =
complementar elemento absorvente
AUBUB = (AnB)UB =
Leis de De Morgan distributiva

=(AuB)n(BUB) = (AUB)nU_ =

complementar elemento neutro

BA={xeU:xeBAXxgA ={xeU:xeBAxeA}=
={xeU:xeBnA}=BnA4,

pelo que a igualdade é verdadeira.

(AUBM={xeU:xe AUBAXgA}=
={xeU:(xeAvxeB)axeA}
={xeU:(xeAarxeA)v(xeArxeB)}
={xeU:(xeAnA)v(xeAnB)}
={er:(xe®)v(ernB)}
={xeU:(xe@)v(xeAnB)}=AnB,

pelo que aigualdade é falsa (s6 sera verdadeira caso

ANB=B, isto 6, quando BCA<ANB=g).
Aigualdade é verdadeira pelas Leis de De Morgan.

Se xe AnB,entdo xe AAXEB, peloque xeBNA;

se XEBNA,entdo xeBAx€A, peloque xe AnB.

Se xe AUB,entdo x€e AvxeB, peloque xeBUA;

se xEBUA,entdo xeBvxeA, peloque xeAUB.
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Sejam xeCe ye AUB;

da segunda condicdo conclui-se que ye AVy€E€B,
peloque (x,y) ECxAV (x,y) €CxB;

como CxAC(CxA)U(CxB) e
CxBc(CxA)u(CxB),

conclui-se que (x,y) €(CxA)u(CxB),

donde Cx(AUB)c(CxA)U(CXB).

Por outro lado, seja z€ (Cx A) u(Cx B); entdo
zeCxAvzeCxBecomo ACAuBe BCAUB,
conclui-se que CxACCx(AUB) e CxBcCx(AUB),
peloque (CxA)U(CxB)c[Cx(AuBJu[Cx(AuB)]=
=Cx(AUB).

Através da dupla inclusao provou-se que

Cx(AuB)=(CxA)u(CxB).

PAG. 15

1.

10.

Se AnC=C=>CcCA
Poroutrolado BnCcBeBnCcC
Como se verificaque CNnBCCCA=>CnNnBCA

Opcado correta: D.

A regido sombreada contém os elementos do conjunto
(AN B)\C,isto &, os elementos x€ AN B tal que x ¢ C.
Todavia,se xe ANB=>x€AAX€EB,

donde x€ A talque x¢ C e xe B talque x¢&C.
Assim, x € A\C e x € B\C, donde x € (A\C)n (B\C).

Opcdo correta: C.

4 elementos.

Opcéao correta: D.

Se AnC={3}, entdo dos elementos do conjunto A

apenas 3€C.

Se Bn C={8}, entdo dos elementos do conjunto B

apenas 8eC.

Por outro lado,se AUBUC=1{3,7,8,9, 10} e
AuB={3,7, 8, 9, entdo 10€C,
donde C={3, 8, 10}, ouseja, C tem 3 elementos.

Opcédo correta: A.

11

1.2

113

a. A={2,3,5,6,7,9,10, 11,12

=

.AnC={2,6,10,12%

c. ANB=g

(=5

.AuD={2,3,4,5, 8

(AnD)nC=1{#

f. AUBuO)=1{2,4,6,8,10, 11, 12}

g. AUB={2,3,5,6,7,9

h. AuB={2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 12
i. CuD={7, 9, 11}

i. BnC=12,3,4,5,6,7,8,9, 11}

Se YCB, entdo

ve{{wo}y, {11}, (123, {10, 11}, {10,12}, {11,12},
{10,11,12}} .
Se YnC#@= Y={11}, donde

ve{{10}, {12}, {10, 11}, 10,12} ,{11,12} ,{10,11,12} } ,

ou seja, Y tem, no minimo, 1 elemento.

114 X={4=A

12.

Se X\A={0, 1, 5, 6},
entdo os elementos do conjunto {0, 1, 5, 6}

pertencem a X mas ndo pertencem a A.

Se X\B={0, 4, 6}, entdo os elementos do conjunto

{0, 4, 6} pertencem a X mas ndo pertencem a B.

Conclui-se entdo que os elementos do conjunto {0, 6}

pertencem a X mas ndo pertencem a A nem pertencem
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a B, enquanto os elementos do conjunto {1, 4, 5}

pertencem a A ou pertencem a B.

Como os elementos do conjunto {2, 3} pertencem ambos

a AeaB, conclui-seque AuB={1, 2, 3, 4, 5}.

131 AxB={(a, 1),(a, 2),(a,6),(b,1),®,2),(0b,6)}
BxA={(1,a),(1,b),(2,a),(2,b),6,a),(6,b)}

132 (AuC)xB=(AxB)u(CxB)=
={(a,1).(@, 2., 6,0b,1),0,2,0,6),
(1,1),01,2),011,6)}

2. INTRODUCAO AO CALCULO
COMBINATORIO. TRIANGULO DE PASCAL
E BINOMIO DE NEWTON

PAG. 19

141 #AUB)=3+5=8
AuB={k,w,y,a,e,i,o0,u},
pelo que #(AUB)=8.

142 3x5=15

143 {(k, a); (k, e);(k, i);(k,0);(k,u);
w,a);w,e;w,i);w,o;w,u;

v.a); (., e, i), 0, u

15. De 3x5x8=120 maneiras distintas.
16.1 Pode escolher 4 x8x5=160 menus distintos.

16.2 Pode escolher 3x 8 x4 =96 menus distintos.

17. Para cada algarismo do 3.° ao 6.° ha 10 possibilidades
(0, ..., 9), peloque podem ser atribuidos
10x10% 10x 10 = 10* =10 000 nimeros de telefone
comecados por essa empresa.

18. Existem 10*=10000 codigos diferentes de multibanco,
nomeadamente, desde 0000 a 9999.

19. Para o algarismo da centena de milhar ha 9 possibilidades
(1, ..., 9) e paracada um dos restantes 4 algarismos ha
10 possibilidades (0, ..., 9), pelo que existem
9% 10*=90000 nimeros naturais de 5 algarismos,
nomeadamente, desde 10000 a 99999 .

20.1 Existem 3 x4=12 percursos diferentes.

20.2 Ha duas variantes alternativas de percurso
(A>B>C e A>D>(), pelo que existem
3x4+2x2=16 percursos diferentes.

21. Para cada porta que escolhamos para entrar, entre as 8
possiveis, ha 7 possibilidades de porta para sair, pelo que
existem 8 x7="56 maneiras distintas de entrar e sair desse
prédio.

22.1 Para que se forme um niimero par, o algarismo das unida-
des deve ser 2, 4 ou 6; assim, ha 3 algarismos possiveis
para o algarismo das unidades, 5 algarismos possiveis
para o algarismo das dezenas (todos exceto o que foi utili-
zado no algarismo das unidades) e 4 algarismos possiveis
para o algarismo das centenas (todos exceto 0s 2 que
foram utilizados nos algarismos das unidades e dezenas),
pelo que ha 3x5x4=60 pares de trés algarismos distin-
tos.

22.2 Para que se forme um nimero mltiplo de 5, o algarismo
das unidades deve ser 5; had 3 situagdes possiveis:

e formar um nimero da ordem das unidades (1 algarismo);
e formar um nimero da ordem das dezenas (2 algarismos);

e formar um nimero da ordem das centenas (3 algarismos) .

Na 1.7 situacdo hd 1 s6 nimero (5), na 2.7 situacdo ha 6
nimeros (15, 25, 35, 45, 55 e 65) e na 3. situacdo
hé 5x6x1=30 nimeros (5 algarismos possiveis para
o0 algarismo das centenas, 6 algarismos possiveis para

o algarismo das dezenas e 1 algarismo possivel para

o algarismo das unidades), pelo que ha 37 niimeros
multiplos de 5 menores que 600.

PAG. 21
231 °A',=5'=625
232 'A's=4"=1024

24. Para cada bola é sorteado um dos 28 alunos da turma, pelo
que hé ®A',=28°=21952 maneiras diferentes.

25. Para cada missanga a inserir sequencialmente é escolhida
uma das 3 cores disponiveis, pelo que ha *A ’4=34=81
sequéncias diferentes.

26. Para cada questao de escolha mltipla é selecionada uma
das 4 opcdes, pelo que ha ‘A '5=46=4096 maneiras dife-
rentes.
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21.

Cada moeda é colocada numa das 6 caixinhas disponiveis,
pelo que ha °A’,y=6""=60 466 176 formas diferentes.

PAG. 25

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

-

35.2

35.3

36.

PA={{x,y, 2}, {x, v x, 2. v, 2,
o, i} {2 o}
#P(A)=8

2'9=1024

0 namero de subconjuntos de um dado conjunto X

em que #X=n é dado por 2", peloque 2"=64 < n=6.

0 ndmero de subconjuntos de um dado conjunto X, tal que
#X=n, é dado por 2" ; nestes subconjuntos incluem-se os
subconjuntos ndo vazios e o conjunto vazio, pelo que, no
total, esse conjunto X tem 4096 subconjuntos, donde

2"=4096 < n=12, (2'2=4096).

A 1.2 pessoa a sentar-se dispde de 5 lugares;

a 2.7 pessoa de 4 lugares; a 3. pessoade 3 lugares;
a 4. pessoade 2 lugares; a 5.* pessoa so se pode
sentar no lugar que sobra, pelo que podem sentar-se de
5x4x3x2x1=51=120 formas diferentes.

De 6x5x4x3x2x1=6!=720 formas diferentes.

Para dirigir a reunido pode ser escolhido um dos 5 adminis-
tradores e para cada um que seja escolhido pode-se atribuir
a ata aum dos 4 administradores restantes, pelo que ha
5x4="A,=20 maneiras diferentes de atribuir as duas
tarefas.

De 12!=479001 600 maneiras diferentes.

Ha duas variantes alternativas de colocagdo dos homens
(ocupam os lugares de posi¢do impar ou os lugares de posi-
¢do par); por outro lado, para cada uma dessas variantes,
quer os homens, quer as mulheres, podem permutar entre
si, pelo que podem ser dispostos de 2x 6! x 6! =1 036 800
maneiras diferentes.

Cada casal pode permutar entre 6 posigdes (1.%/2.2,...,
11.%/12.%) ; atendendo a ordem entre os membros do casal,
para cada uma dessas 6 posicdes, cada casal pode
estar disposto de 2 maneiras (homem/mulher ou
mulher/homem); assim, é possivel dispo-los de

B! x2x2x2x2x2x2=46080 maneiras diferentes.

Podem obter-se A, =3024 nimeros de 4 algarismos.

37. Adistribuicdo dos 4 helicopteros pelos 6 lugares disponi-
veis no hangar pode ser feita de BA4=360 maneiras dife-
rentes.

38.1 De 5! =120 maneiras diferentes.

38.2 0 que tem carta vai a conduzir e os outros 4 podem permu-
tar entre si, pelo que podem ocupar os lugares de
1x 41 =24 maneiras diferentes.

38.3 Supondo que os 2 rapazes tém carta, qualquer um deles
pode conduzir e as 3 raparigas podem permutar entre si,
pelo que podem ocupar os lugares de 2 x 3! =12 maneiras
diferentes.

39.1 Como ha 6 livros, de 6! =720 maneiras diferentes.

39.2 As 3 disciplinas podem permutar entre si, pelo que, aten-
dendo a ordem da disciplina, hd 3! maneiras; todavia, nas
disciplinas com mais de um livro, os livros também podem
permutar entre si, pelo que podem arrumar-se de
31 x 21 x 3! x 11=72 maneiras diferentes.

39.3 Das 3! permutagdes entre as disciplinas s6 2 verificam o
pedido (M/E/F e F/E/M), pelo que podem arrumar-se de
2x 2! x3!'x 11 =24 maneiras diferentes.

40.1 *A,

402 A,

403 "A,

100! _ 100 x99 x 98! _ _

M1 ol = 98l - 100 x 99 =9900
71 —6! _7x6x5!—6x5!_42x5/—6x5! _36x5!_

.2 51 5! - 5! - 5l =36
n+1)! (+Dxnx@m-1)!

421 = =(n+1)xn=n%+n
=1 - D

(n-p)! (n-p)! 1

42.2 = =
(n-p+1)! (n-p+1)x(n-p)! n-p+1

PAG. 27

43. Pode emprestar-lhe 2[’C5= 15504 subconjuntos diferentes
de jogos.

44. Héa ®C, subconjuntos diferentes com 5 ndmeros e, para

cada um desses subconjuntos, hd "'C, subconjuntos dife-
rentes com 2 estrelas, pelo que podem fazer-
-se ¥C;x "'C,=116531800 apostas simples diferentes.
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45. Héa "C, subconjuntos diferentes de 3 lugares entre os 10
lugares da caixa e, para cada um desses subconjuntos,
ha 'C, subconjuntos diferentes de 2 lugares entre os 7
lugares da caixa que restaram, pelo que se podem formar
os ovos de "°C;xC,=2520 maneiras diferentes.

46. Ha °C; subconjuntos diferentes de 3 pontos entre os 8
pontos do plano; qualquer um desses subconjuntos de pon-
tos define um triangulo (usando-os para vértices) se os pon-
tos nao forem colineares. Assim, podem formar-se
8C; — 1="55 triangulos.

wi S A5 4 _K5-d 21 _1
© 4l 5l 4l B5x4l B5x4l B5x4x3x2x1 40
2 3 2 3 _ 2% 13 13
412 3161 ¥ 4151 = 3161, " 4151, 4161 4x3x6! 126!

2 n 1
a3 —2_— w1
m+1! (n+2)! nl
2 n 1

T D) ) (0 I 1 ()

_2n+4-n+n?+n+2n+1
(n+2)!

_2n+4-n+n?+n+2n+2_n’+4n+6
(n+2)! (n+2)!
474 "Ay+ ™Ay =n(n -1+ @+ n=

=n(n—-1+n+1)=n@2n)=2n2

45 180x179x... x 142141 _ "Aup
' 40! 40!

_ 180
="Cy

(n+2)! :6©(n+2)(n+1)n!

9. n! n!

=6 n+2)(n+1)=6;

n+2eN=>n+2>3e n+leN=>n+1>2;
2,3¢eb.
Assim, para que (n+2)(n+1) seja 6, é

além disso, os divisores de 6 sdo 1,

necessarioque n+2=3An+1=2<n=1 (tambhém se

deduzia o valor de n pela formula resolvente).
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50. "C,

it Co=NMen+1=11en=10,

pelo que a soma dos trés primeiros da linha anterior

6 °C+°C,+°C,=1+9+36=146.

"C, = 4005
51. &
"Co+"Cy +"C, = 4096

‘1’{1 + 11+ 4005 = 4096 c’{n=9o '
donde o terceiro niimero da linha seguinte é *'C,=4095.

52. Se "C;="Cy,entdo n=11, pelo que o elemento central da
linha seguinte & "Cy+"'Cy="C;=924 .

53.1 Alinha com 8 elementos contém os nimeros "Cy, ..., "Gy,

peloque n=7.

53.2 Como k variade 0 a 23, entdo, no 5.° elemento, k=4.

53.3 Contém os nimeros "'Cy,..., "'C;;, pelo que contém 12

elementos.

10+10=A A=20
A+B=35 B=15

55.1 Os caminhosde A a B tém 3 trogos, sendo apenas 1
horizontal, logo o nimero de caminhos € igual ao nimero de
maneiras de escolher o trogo horizontal, ou seja, °C;=3.

55.2 Os caminhosde A a C tém 5 trogos, sendo apenas 2
horizontais, logo o nimero de caminhos é igual ao nimero
de maneiras de escolher os trogos horizontais, ou
seja, °C,=10.

55.3 Os caminhosde A a E tém 6 trocos, sendo apenas 4
horizontais, logo o nimero de caminhos é igual ao nimero
de maneiras de escolher os trogos horizontais, ou

seja, °C,=15.

56.1 6

562 °C;,="C,op=11v1l+p=33&
sp=11vp=22

563 "C,,

IUUC ( %)

©p+5=2<p—% vp+5=100—2<p—%>

&p=6vp=32

57. Por tentativas, conclui-se que
®C;=1716 donde p=3; assim,

11C

o1+ Cpg+ 'Cpug="Cy+"Cs+""Cy=1254.

58. "C,+"Cpy=""'C,

=6435 — 3432 = 3003

n _n+l n _
+ < cp+1 - Cp+1 - Cp—

"Cpir+ "Cpig=""Cpg & "'C,p4p = 3003 + 2002 = 5005
M1C 1+ M Cpug ="C,p & C,,,, = 6435 + 5005 = 11440

n+2Cn_p — n+2Cn+2—(n—p) — n+ZCp+2 = 11440
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59.1 2)'C;=4096 > 2"=4096 < n=12, (2'?=409),

i=0 2"(“1:2”
donde "'C,="¢C,=330.

n+2
592 3"7C,=2"2=2" =16 384

i=0
PAG. 33

5 :
=D0Cxxb-ix 4 =

i=0

=0Cox X x A%+ °Cyx x5 x 81+ °Cyx x4 x B2+ °Cyx 33 x 4+

60.1 (x+4)°

+OCx X2 X B+ 5Cx X X 8+ Cox X0 x 45 =
=1xxExT+6Xxx5x4+15%xx4x 16+20 x x3 x 64 +
+15xx2x 256 +6 x x x 1024 + 1 x 1 x 4096 =

= x5+ 24x5 + 240x* + 1280x3 + 3840x2 + 6144x + 4096
25Cixx5—ix(2y)i=

="Cox + 2°Cyxty + B°Cpx3y2 + 8°Cox2ys + 16°Coey? + 32°CoyP

60.2 (x+2y) =

=%+ 10x4y + 40x3y2 + 80x2y3 + 80xy* + 32)°

5 i .
603 (2a+1)°=>°C x (2a)° 'x 1=

=0

=32°Cyad + 16°Ca* + 8°Ca® + 4°Cya2 + 2°Cya + °C;

=32a5+80a*+80a3 + 40a? + 10a + 1

1 6 6 1 i
60.4 <x+—> =3¢, x xb-i x <—> -
3) =& 3

16
9

16
27

156

Z60 64 16~ 5
C0x+3C1x+ 81

Coxt+ 55 Cax3 + o 'Cpx2 +
1

*o3 g

29

§x4+20x3+ix2+lx+L

— 6 5
Xk 28+ 3xt+ g 81" " 729

60.5 Podemos usar o desenvolvimento binomial da alinea 53.2.
tomando 2y=-2<y=-1:

X5+ 10x4(= 1) + 40x3(= 1)* + 80x2(— 1)° +
+80x(=1)"+32(=1)°=

—10x* + 40x3 —

606 Como <§—x2>5= [ x(x——)] =(=x) (x_§>5=

5
=—x° (x - %) , podemos usar o desenvolvimento hinomial

80x2 + 80x — 32

61.1

61.2

62.

63.1

63.2

64.

da alinea 60.2. tomando 2y = —%@y: —l:

2 3
x5+10x4(—1)+40x3<—l> +80x2<—l> +
6 6 6

+80x(—€> +32<—%)5_

54,105 10,5 1
— x5 _ 28 2,3
R VAR TRt T

Resta agora multiplicar o polinémio anterior pelo fator (—x5)

5
£_2=_555410 _10,. 5 ]>
(3 x) x(x R R TR TR

54.1045,10, 55, 1.5
T A T 7T

6 6 i
2_2) Z N0 (32)8 (_Z) .
(x T %Clx(x) x(-%):

o0 polinémio que resulta do desenvolvimento binomial tem 7
termos, obtendo-se 0 6.° para i=5:

BC5,><(x2)]x(—2> 6x2><< 32) %
x x5 x

(-5

o0 polinémio que resulta do desenvolvimento binomial tem
9 termos, obtendo-se o 6.° para i=5:

(x\/—) (——)5—56x2(x><x%)3x (-%):

13608
x5Vx

=—x10+

( x—%) %"Cx(x\/—)

9_ _n
- 13508 "= — 13608 7 = —

9
=>°C;xx3-ix a’; otermo de grau 7 obtém-se
=0

(x+a)’

para i=2 e é °C,x x7x a?=36x"a?.

0termo de grau 7 é 4x7 para 36a2=4©a=i%.
2 9 9 9\9- ;
(3-vx) =zrex(}) (vl

—éCx ( %) E( 1)'x 2% x 3C><x

i=0 i=0

0 termo independente de x obtém-se para

Si-9=0ei=6: (-1 x2CxCy=672.

0 termo de grau 3 obtém-se para

%i—9=3©i=8: (1% x 2% % %Cy x x3=18:3.

12 12 i
(a+g> =>"C;x a?-ix <Q) ,
2 = 2

cujo desenvolvimento tem 13 termos (i=0, ..., 12).
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65.

66.

95 .
(@+b)®=3%C,xa%-ix b,

i=0
donde se conclui que a soma dos expoentes em cada
parcela do polinémio que resulta do desenvolvimento
binomial é 95 —-7+7=95.

1 15 15 5 ) 1 i
(x+;) => Cl-xx‘5-l><<;)=

=0

15 15
15 o i _ 015 _oi
=>PCxx-ix x~t = > °C;x x15-2

i=0 =0

Para haver um termo independente, x'5-2 tem de ser igual
a 1 paraalgum i€ {0, ..., 15}.

X15-2=1, VxeR\{o}ms—Zz':o@i:%g_: {0, ..., 15

Assim, do desenvolvimento pelo binémio de Newton de

15
(x+%) nao resulta nenhum termo independente de x.
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67.

68.

69.

10.

n.

Ha 4 posigdes para as pereiras (1.° e 2.° buracos, 2.°
e 3.° buracos, 3.° e 4.° buracos e 4.° e 5.° buracos).

Como as pereiras e as macieiras podem permutar entre si,
hd 4x 2! x 3! maneiras.

Opcédo correta: A.

Para cada pessoa escolhe-se um dos 9 lugares disponiveis
sem que haja repeticao de lugares escolhidos, pelo que
ha °A, maneiras.

Opcédo correta: D.

Em cada extracdo é retirada uma bola das que estiverem
disponiveis no saco, sem que haja reposicao das bolas
extraidas, pelo que se podem formar °A; nimeros.

Opcédo correta: B.

Os maltiplos de 5 tém como algarismo das unidades

0 0 e o5 .0 algarismo das dezenas e das centenas pode
ser qualquerumde 0 a 9. O algarismo dos milhares ndo
pode ser 0, pelo que pode ser qualqguerumde 1 a 9.
Existem 9x 10%x 2 nameros de 4 algarismos que sdo mdl-
tiplosde 5.

Opcédo correta: D.

Faltam os 3 algarismos finais dos nimeros de telefone.
Como cada um deles pode ser qualquer algarismo de 0 a
9, podem existir 10° ndmeros de telefone nessa clinica.

Opcéo correta: C.

12,

Cada uma das amigas ficard com 5 lacos, sendo que a Ana
ficard com 2 em tons de vermelho e 3 em tons de azul,
enquanto a Sofia ficara com os restantes. Assim, basta
escolher um conjunto com 2 lagos vermelhos e um
conjunto com 3 lacos azuis para oferecer a Ana;

os restantes lagos s&o oferecidos a Sofia. Assim, a Maria
pode oferecé-los as suas amigas de °C,x 'C; maneiras.

Opcao correta: B.
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31

13.2

14.

15.

76.

1.

18.

19.

Como as sementes sdo todas iguais, para o conjunto das
4 sementes ha 12 casas disponiveis no tabuleiro (todas
exceto as da diagonal), pelo que podem ocupar *C,
posicdes distintas.

Opcdo correta: C.

0 1.° feijdo pode ser colocado em 4 casas distintas de
uma coluna. 0 segundo feijdo ja s6 tem disponiveis 3 casas
de outra coluna. 0 3.° feijdo j& s6 dispde de 2 casas nou-
tra coluna e o Gltimo feijdo ja s6 tem uma casa disponivel,
também na dltima coluna, donde h& 4! posigdes.

Opcao correta: D.

Alinha com 10 elementos corresponde as 9Cp, sendo que
o 7.° elemento corresponde a °Cj.

Opcgao correta: A.

Alinha com 13 elementos corresponde as ‘ZCP e

12~ _12 12
como “C,="Cy,_,, trata-se do elemento “Cj.

Opcdo correta: C.

Alinha em que o 4.° elemento ( "C;) e o 6.° elemento
( "Cy="C,_3) sdo iguais corresponde as °C,. Assim,
a linha anterior corresponde as 'C,, sendo que o 3.°
elemento corresponde a 'C,=21.

Opcgao correta: A.

n n _n+l
Cet Cen=""Cr

Opcgédo correta: D.

MC+"Co=n+1+1=n+2

Opcéo correta: D.

(- e

X

3
pelo que para i=5 obtém-se °Cyx (%) x(—x)°.

Opcao correta: A.
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6 : .
80.1 (3x+2)°=°C,x (3x)° ' x 2', pelo que o termo
i=0
independente de x 6 °Cyx (3x)° °x 2°=2°=64.

Opcado correta: B.

80.2 0 termo de maior grau & °Cyx (3x)° ™" x 20 = 3°x6 = 729x5

Opcdo correta: C.

0 &, i (1Y
81. <x2+—> =>Cx (x0)" % (—) ese (=4 obtém-se

x) & X

9 2\5 A . .

Cy % (x2)° x L) cuia parte literal &

4
2)° (l) = 3104 — 6
(x2)” x 7) =% x6.
Opcado correta: B.

10 .
82. (a+b)°=>"C,xa"ixb' easoma dos coeficientes
i=0
. P 2 10 10
binomiais é dada por Zﬂ C;=2"=1024.
Opcédo correta: C.
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83. Ha °C;=56 subconjuntos diferentes de 3 amigos a partir
de um conjunto de 8, sendo que o subconjunto de 5, para
a outra tarefa, fica automaticamente formado cada vez que
se forma um subconjunto de 3 amigos.

84.1 °C,=28
842 °C,="C,=28
843 *Cy=1

85. Sendo n o cardinal desse conjunto,
2" =409 < n=12, (2'2=4096) ; logo ha ’C, =924

subconjuntos desse conjunto que tém 6 elementos.

86. 2"=X"C,. Para n=0=2"=1>0=n epara

-

I
o

5

n=1=2'=2>1=n. Resta ver as situagdes em que

n>1: n>1:2”=§”ci="c0+“c,+_22”ci=

=1+n+>"C>n.
=2
o 1000 _ :
87. 5x10x2+1 ou, mais simplesmente, T—ZOO diz-nos

que ha 200 multiplos de 5 até 1000 (sem contar com 0)

e 4—55)9=99,8 diz-nos que ha 99 multiplos de 5 até 499

(sem contar com 0), donde ha 200 — 99 =101 multiplos de
5 nessas condigdes.

88.1 10°— 1=99 999 (todos desde 00001 a 99 999)

88.2 Para os algarismos 2 ha °C, posigdes possiveis, sendo
que os restantes algarismos podem ser quaisquer exceto
o algarismo 2, donde ha 5C2 % 9°=7290 nimeros nessas
condigdes.

88.3 Os 3 primeiros algarismos podem ser quaisquerde 0 a 9,
sendo que os 2 (ltimos ficam definidos pelos dois
primeiros; além disso ha que retirar o 00000 .

Ha 10° — 1=999 nimeros capicuas.

89. Considerando que havia n participantes (12 > 2), o nimero
de apertos de mao corresponde ao ndmero de subconjuntos
de 2 elementos entre o conjunto dos participantes, pelo

nn-1)
2

< n=12vn=-11, havendo assim 12 participantes.

que "C,=66 < =fbeonl-n-132=0<

90.1 Paraa 1. faixa hd 9 cores disponiveis, paraa 2.7 faixa ha
8 (so ndo pode repetir-se a cor da 1.% faixa) e para a
3.2 faixa ha novamente 8 (s6 ndo pode repetir-se a cor da
2.2 faixa), o que permite construir 9 x 8 x 8 =576 bandeiras.

90.2 Paraa 1. faixa hd 9 cores disponiveis, paraa 2.7 faixa ha
8 (so ndo pode repetir-se a cor da 1.° faixa), paraa 3.°
faixa ha novamente 8 (s6 ndo pode repetir-se a corda 2.*
faixa) e para a 4.7 faixa ha novamente 8 (s6 ndo pode
repetir-se a cor da 3.% faixa), o que permite construir
9% 8x8x8=4608 bandeiras.
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91.1 Como os percursos de ida podem ser percursos de volta
pode optar por 5x2x4 x 4x2x5=1600 percursos.

ida volta

91.2 Como os percursos de ida ja ndo podem ser percursos de
volta pode optar por 5x2x4 x 3x1x4 =480 percursos.

ida volta

92. 6!=720
93. ®C;=53130

94. Paraodado ctbico hd 6 faces possiveis e para cada uma
delas ha 8 faces possiveis no dado octaédrico, pelo que ha
6 x 8 =48 resultados possiveis para a experiéncia.
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95.1 Aforma como os algarismos (A) e as vogais (V) sdo dispos-
tos é AVAVAVA, por outro lado, para cada algarismo ha 10
possibilidades e para cada vogal hd 5 possibilidades, pelo
que se podem formar 10%x 5°=1250 000 codigos.

95.2 Ha 3 formas para dispor os algarismos (A) e as vogais (V):
AAVVVAA, AVVVAAA e AVVVAAA; assim podem formar-se
3% 10*x5°=3750000 cadigos.

95.3 A forma como os algarismos (A) e as vogais (V) sao dispos-
tos é AAVVVAA,; por outro lado, para cada algarismo s6 ha
5 possibilidades, pelo que podem formar-se 5*x 5° =78 125
codigos.

95.4 Dos 7 simbolos escolhem-se 2 para algarismo 3, escolha
que pode ser feita de 'C, maneiras. Dos 5 simbolos res-
tantes escolhem-se 2 para algarismos diferentes de 3,
escolha que pode ser feita de 5C2 maneiras e que, aten-
dendo a escolha dos algarismos, origina °C, x 9? maneiras.
Finalmente, uma vez que os restantes simbolos sdo vogais,
basta escolher para cada um uma vogal, o que permite for-
mar 'C,x °C,x 9% x 5°=2126 250 codigos.

95.5 Dos 7 simbolos escolhem-se 4 para algarismos, escolha
que pode ser feita de 'C, maneiras e que, atendendo a
escolha dos algarismos, origina 'C, x 10* maneiras. Final-
mente, uma vez que os restantes simbolos sdo vogais, basta
escolher para cada um uma vogal, 0 que permite for-
mar ’C, x 10" x 5% =43750 000 cadigos.

96.1 Ha 4 ases possiveis de extrair, 12* maneiras de extrair as
2 figuras (em cada extragdo hd 4 damas, 4 valestes e 4
reis) e 20 nimeros possiveis de extrair (cartas 6, 7, 8,
9 e 10 de cada naipe), pelo que podem extrair-se as cartas
de 4x122x20=11520 maneiras diferentes.

96.2 Para as cartas vermelhas ha 267 maneiras de as extrair
(metade das cartas sao vermelhas) e para as cartas de
espadas ha 132 maneiras de as extrair (ha 4 naipes, tendo
cada naipe 13 cartas), pelo que podem extrair-se as cartas
de 26> x 13*=114 244 maneiras diferentes.

96.3 Ha 4 ordens de extracgdo possiveis (o reina 1.7, 22, 3 ou
47 extracdo); ha 4 reis possiveis de extrair e 26° manei-
ras de extrair as 3 cartas pretas (hd 26 cartas pretas),
pelo que podem extrair-se as cartas de 4 x 4 x 26° = 281 216
maneiras diferentes.

PAG. 39

97.1 Para o algarismo dos milhares ha 7 possibilidades (de 3 a
9) e para os restantes algarismos escolhem-se 3 de um
conjunto de 8 ( A\{3} ), pelo que se podem formar
7x°*A;=2352 nimeros.

97.2 Para o algarismo das unidades ha 4 possibilidades (2 , 4,
6 e 8) e para os restantes algarismos escolhem-se 3 de
um conjunto de 8 (A\{algarismo das unidades}), pelo que
podem formar-se 4 x *A;=1344 nimeros.

97.3 Para o algarismo das unidades ha 1 possibilidade (5)
e para os restantes algarismos escolhem-se 3 de um
conjunto de 8 (A\{algarismo das unidades}), pelo que
podem formar-se ®A;=336 nimeros.

97.4 Para o algarismo dos milhares ha 5 possibilidades (de 1 a
5) e caso este ndo seja 5, para o algarismo das centenas
ha 8 possibilidades (A\{algarismo das unidades});
contudo, se o algarismo dos milhares for 5, para o alga-
rismo das centenas ja s6 ha 6 possibilidades (de 1 a 7
exceto o 5);assim, para fazer a contagem pedida temos
de a dividirem 3 casos:

0 algarismo dos milharesndao é 5;

¢ 0 algarismo dos milhares é 5 e o algarismo das centenas
ndoé 8;

* 0 algarismo dos milhares é 5 e o algarismo das centenas
é 8.

No 1.° caso ha 4 possibilidades para o algarismo dos
milhares e A, possibilidades para os outros 3 algaris-
mos, pelo que podemos formar 4 x °A; nimeros.

No 2.° caso, uma vez que o algarismo dos milhares ja esta
definido, hé 6 possibilidades para o algarismo das cente-
nas (1 a 7 exceto 5) e 7A2 possibilidades para os outros
2 algarismos, pelo que podemos formar 6 x’A, nimeros.

No 3.° caso, uma vez que os algarismos dos milhares e das
centenas ja estdo definidos, hd 3 possibilidades para o
algarismo das dezenas (1 a 3) e 6 possibilidades para o
das unidades, pelo que podemos formar 3 x 6 nimeros.

Podemos formar no total 4 x*A;+6x’A,+3x6=1614
nimeros nas condicdes pedidas.

98.1 Para delegado ha 16 raparigas possiveis e para subdele-
gado ha 12 rapazes possiveis, pelo que se podem formar
16 x 12=192 pares mistos nessas condigdes.

98.2 Ha duas situacdes possiveis: sdo ambos rapazes ou s&@o
ambos raparigas; cada uma dessas situagdes desdobra em
duas pois os eleitos podem ser delegados ou subdelegados.
Assim, podem formar-se "°A, + ?A, =372 pares do mesmo
sexo nessas condicdes.

98.3 Ha duas situacdes possiveis: a Beatriz é eleita delegada ou
a Beatriz ¢ eleita subdelegada; assim, podem formar-se
2 x 27 =54 pares em que a Beatriz foi eleita.

99.1 "A, =210

11
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99.2
a. Dos 3 algarismos escolhem-se 2 para algarismos
pares, escolha que pode ser feita de °C, maneiras.
Ha °A, possibilidades de escolha para os 2 pares e 4
possibilidades de escolha para o impar, pelo que é pos-
sivel formar *C, x *A, x 4 =72 nameros nas condigdes
pedidas.

b. Ha 4 possibilidades para o algarismo das unidades e
dos restantes 6 nameros ha que escolher 2 para os
algarismos das centenas e dezenas, pelo que ha
4x°A,=120.

100.1 Dos 16 livros escolhem-se 8 para colocar sequencial-
mente numa das prateleiras; podemos sequencia-los
de ™A, maneiras diferentes e o conjunto pode ser encos-
tado a um dos 2 extremos da prateleira, pelo que a prate-
leira pode ser organizada de 16A8>< 2 maneiras. Para a
outra prateleira restam 8 livros que podem ser sequen-
ciados de 8! maneiras e cujo conjunto tamhém pode ser
encostado a um dos 2 extremos da prateleira, pelo que a
prateleira pode ser organizada de 8! x 2 maneiras. Assim,
no conjunto das 2 prateleiras, podemos organizar os 16
livros de ®Agx 2x 8! x2=16! x 4 maneiras.

100.2 Dos 16 livros escolhem-se 10 para colocar sequencial-
mente numa das prateleiras, num dos seus extremos;
podemos organiza-la de 16Am X 2 maneiras. Para a outra
prateleira restam 6 livros que podem ser sequenciados e
0 seu conjunto encostado a um dos extremos de 6! x 2
maneiras. Assim, podemos organizar os 16 livros
de Ay x2x6!x2=16!x4 maneiras.

101. Para o moderador hd 4 posi¢des distintas e, para cada uma
dessas posicdes, as organizagdes podem permutar entre si
ficando 2 de cada lado (a esquerda e a direita do modera-
dor), pelo que, para as posigdes do moderador e organiza-
coes hd 4x 4! possibilidades. Como os representantes de
cada organizagdo também podem permutar entre si, h4, no
total 4 x 41 x 2* = 1536 maneiras.

102. A palavra Margarida tem 9 letras (3A, 2R, 1M, 1G, 11 e 1D).
Um anagrama desta palavra também tem estas 9 letras;
assim, para as letras A ha °C; posigdes de colocagdo e
sobram 6 posigdes para as restantes letras, pelo que, para
asletras R hé& °C, posigdes de colocagéo e para as res-
tantes letras ha 4! sequéncias diferentes, donde podemos
construir °C;x °C, x 41 =30 240 anagramas da palavra
Margarida.

103.1 Nos 7 algarismos dos nimeros formados ha ’C, posi-
coes distintas para os algarismos 4 e, nos 4 algarismos
restantes 4! sequéncias diferentes, pelo que podemos
formar héd 'C;x 4! =840 nimeros.

103.2 Para formar nimeros impares ha 3 possibilidades para
o algarismo das unidades (1, 3 ou 5), 6C3 posicdes

distintas para os algarismos 4 (que s6 ndo podem ocupar
o algarismo das unidades) e para as restantes 3 posicdes
ha 3 algarismos que podem permutar entre si, pelo que
podemos formar hé 3 x °C;x 3! =360 niimeros.

104. Entre os 12 lugares do parque escolhem-se 8 e, dado que
os automoveis sao diferentes, no mesmo conjunto de 8
lugares escolhidos os automdveis podem permutar entre si,
donde "Cyx 8!="2A,=19958 400 .

105. Entre os 4 pontos escolhem-se 2 para extremos da corda,
pelo que existem ‘C,=6 cordas.

PAG. 40
106.1 H& 4 situagdes possiveis:

e escolhem-se 3 sabores de fruta;

e escolhem-se 2 sabores de fruta e um sabor que ndo é
de fruta;

e escolhe-se 1 sabor de fruta e dois sabores que nao sao
de fruta;

e escolhem-se 3 sabores que ndo sao de fruta.

Na 1. situagdo ha °C; possibilidades de escolha dos
sabores de fruta.

Na 2.° situagdo ha °C, possibilidades de escolha dos
sabores de fruta e 3 possibilidades para o sabor que nao
é de fruta, pelo que podemos escolher 5C2 x 3 tipos de
gelado.

Na 3.2 situagdo hd 5 possibilidades de escolha do sabor
de fruta e 3C2 possibilidades para os sabores que nao
sdo de fruta, pelo que podemos escolher 5 x 3C2 tipos de
gelado.

Na 4. situacdo s6 ha 1 possibilidade de escolha.

Podemos escolher no total °C;+°C, x 3+5x°C,+1="56
gelados com 3 sabores diferentes.

106.2 °C,x3=30
Corresponde a 2.7 situagdo da alinea 106.1.

106.3 56 —1="55
Ou somatoério das trés primeiras situagdes da alinea 106.1.

106.4 Podemos fazer a contagem direta ou pelas situagdes con-
trarias. Na contagem direta hd 3 situagdes possiveis:

e escolhem-se 3 sabores que ndo incluem café nem kivi;
* escolhe-se o sabor a café e 2 sabores que nao incluem kivi:

e escolhe-se o sabor akivi e 2 sabores que nao incluem café.

Na 1. situagdo ha °C; possibilidades de escolha dos
sabores (exclui-se café e kivi).

Na 2.° situagdo e na 3.° situagdo ha °C, possibilidades
de escolha dos sabores.

NY12RP ® RAIZEDITORA
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106.5

1071

107.2

108.

109.

Podemos escolher no total °C;+2 x °C,=50 gelados.

A contagem pelas situacdes contrérias corresponde a
retirar ao total de gelados o nimero de gelados que con-
tém simultaneamente os sabores de café e de kivi (falta
adicionar um sabor entre 6 possiveis); assim temos o
nimero obtido na alinea 106.1, 56, subtraido de 6.

Resta escolher 1 sabor entre 6 sabores possiveis
(5 sabores de fruta e o sabor a chocolate), pelo que ha
6 possibilidades de escolha.

H& "C, conjuntos distintos de 4 figuras e, para cada um
deles, ha 4 ases, pelo que podemos selecionar
"2C,x 4=1980 conjuntos.

Hé& 13 cartas de cada um dos 4 naipes, sendo que em
cada ha 3 figuras (rei, valete e dama).

H4 3 situacdes possiveis:

2 figuras que nao sado de espadas;
1 figura que ndo é de espadas e 1 figura de espadas;

2 figuras de espadas.

Na 1. situagdo ha °C, possibilidades de escolha para as
figuras e °C, possibilidades de escolha para as 3 cartas
de espadas, pelo que hé °C,x "°C; possibilidades.

Na 2.7 situacdo ha 9 possibilidades de escolha paraa
figura que ndo é de espadas, 3 possibilidades de escolha
para a figura de espadas, '°C, possibilidades de escolha
para as 2 cartas de espadas que faltam e 30 possibilida-
des para a carta que ndo é figura e ndo é de espadas, pelo
que héd 9x3x'°C,x30 possibilidades.

Na 3.2 situagdo ha °C, possibilidades de escolha para as
figuras, 10 possibilidades de escolha para a carta de
espadas que ndo é figura e 3”C2 possibilidades de esco-
lha para as 2 cartas que nao sdo figuras nem sao de
espadas, pelo que ha °C, x 10 x *C, possibilidades.

Hé no total °C,x "°C;+9x 3 x "°C,x30+°C, x 10x¥C, =
=53820 possibilidades.

Dado que o produto cartesiano

{20, ey 25} X {30, 31} X {50, 5, 52} tem cardinal
6x2x3=36, onimero 2400 =2"x3x5° tem 36 diviso-
res naturais.

Héa 10! possibilidades para colocar os livros de Matematica
em sequéncia. Os livros de Fisica, ndo podendo ficar lado a
lado, terdo de ocupar, cada um, as posigdes existentes
entre os de Matematica (9) ou os extremos (2).

Temos, assim, 10! x ""A, formas distintas para arrumar os
15 livros sem que fiquem dois livros de Fisica lado a lado.

110. Como para cada ficha ha 9 caixas possiveis, se ndo hou-

vesse restricdes, havia 9% possibilidades para colocar as
fichas. Resta retirar os casos em que ha mais do que
4 fichas nalguma caixa e duas situacdes podem suceder:

*1 caixa comas 6 fichas;

*1 caixa com 5 fichas e 1 caixacom 1 ficha.

Na 1.7 situac@o hd 9 possibilidades para a caixa com as

6 fichas e na 2.7 situagdo hd 9 possibilidades para a caixa

comas 5 fichas e 8 possibilidades para a caixa com 1
ficha.

Assim, no total, ha 9% — 9x 8 — 9=531360 possibilidades
em que qualquer caixa ndo tem mais de 4 fichas.

111.1 Existem "C, conjuntos distintos de 2 vértices e como as

retas definidas por eles ndo devem conter arestas do
prisma, ha que deduzir as retas que contém arestas
(nmero igual ao namero de arestas), pelo que

ha C,— 3 x6=48 retas distintas que ndo contém ares-
tas do prisma.

111.2 As retas identificadas na alinea anterior que sao paralelas

as bases sao definidas por vértices das bases e nao con-
tém arestas; em cada base ha °C, conjuntos distintos de
2 vértices e como as retas definidas por eles ndo devem
conter arestas, ha que deduzir as 6 arestas, pelo que sdo
(°C,— 6) x2=30 retas distintas.

1113

a. Fixando uma base, ha °C, conjuntos distintos de 2 vérti-
ces; podemos usar cada conjunto e um dos 6 vértices
da outra base para formar um tridngulo, pelo que se
podem formar nestas condigdes °C, x 6 triangulos.
Como podemos permutar as bases, podem formar-

-se °C,x 6 x 2 tridngulos. Este resultado também se
podia obter deduzindo ao nimero de tridngulos que se
podem formar o nimero de tridangulos que se podem for-
mar em cada base s6 com os seus vértices, pois ndo ha
3 vértices colineares: obtinha-se "C; — 2x°C;=180.

b. Considerando os requisitos do enunciado, e pressupondo
que, dado que os vértices ndo estdo identificados, nem
esté fixado um referencial, ndo é relevante a ordem das
cores nas faces.

Por outro lado, comegamos por excluir a hipétese de
poder pintar o prisma com menos de trés cores (pois, por
exemplo, cada vértice € comum a trés faces que tém
assim uma aresta comum duas a duas, nao podendo,
portanto, haver duas delas pintadas com a mesma cor).
Note-se, também, que ao usarem-se apenas trés cores,
as bases tém de ser pintadas com a mesma cor (ja se
gastaram as trés cores com trés faces com um vértice
comum, uma das quais necessariamente uma base, pelo
que a outra base tém de ter uma dessa trés cores que
nao pode ser a de uma das faces laterais).

13
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Tém-se, assim, as situagdes que se seguem.
Uso de 3 cores:

Para a escolha das 3 cores ha °C, casos possiveis e s6
podemos fixar uma cor nas bases que neste caso tem de
ser a mesma e alternar as 2 sobrantes nas faces late-
rais, ou seja, ha 6C3 x 3=60 casos possiveis.

Uso de 4 cores:

Para as 4 cores ha °C, possibilidades de escolha, e as
bases pode ter cores distintas ou a mesma cor.

 Tendo as bases cores distintas, ha ‘C, possibilidades
para as cores das bases e as 2 cores que sobram
tém de ser obrigatoriamente alternadas nas faces
laterais, pelo que hé *C,=6 casos possiveis.

e Tendo as bases a mesma cor, hd 4 casos possiveis
para a cor das bases e sobram 3 cores a usar nas
faces laterais. As situacdes possiveis sao:

— usar a mesma cor em 2 faces opostas e alternar
as outras duas entre essas faces opostas, o que
representa 3x2=6 casos possiveis (situagdo do
tipo 2+2+2);

— usar uma cor numa face, uma cor em duas e uma
cor em trés faces, 0 que representa 3x2=6
casos possiveis (situagdo do tipo 3+2+1).

Assim, ha, neste caso, °C,x (6+4x 12) =810 casos
possiveis.

Uso de 5 cores:

Paraas 5 cores hé °C; escolhas possiveis e as bases
ou tém cores distintas ou a mesma cor.

« Tendo as bases cores distintas, ha °C, escolhas pos-
siveis para as cores das bases e as cores 3 cores
sobrantes representam as mesmas situagdes que no
caso anterior, ou seja, 12.

e Tendo as bases a mesma cor, hd 5 possibilidades
para a cor das bases e sobram 4 cores a usar nas
faces laterais e as situagdes possiveis sdo:

— Usar amesma corem 3 faces ndo adjacentes e
alternar as outras trés entre essas faces, o que
representa 4 x 3=12 hipoteses (situagdo do tipo
3+1+1+1).

— Usar uma cor em duas faces, uma cor em outras
duas, uma cor em outra face e outra cor na face
restante, pelo que, para escolher as cores ndo
repetidas ha *C, hipéteses e para as posigdes ha
4 hipéteses, 0 que representa 6 x 8 =48 hipote-
ses (situagdo dotipo 2+2+1+1).

Assim, ha no total, neste caso,
8Csx (°Cyx 12+5x (12 +48)) = 2520 casos possiveis.
Uso de 6 cores:

Para as 6 cores ha 1 possibilidade, e as bases ou tém
cores distintas ou a mesma cor.

e Tendo as bases cores distintas, ha °C, hipéteses
para as cores das bases e as 4 cores sobrantes
representam as mesmas situagdes que no caso ante-
rior, ou seja, 60 .

e Tendo as bases a mesma cor, hd 6 possibilidades
para a cor das bases e sobram 5 cores, o que signi-
fica que uma cor é repetida nas faces laterais (situa-
cdodotipo 2+1+1+1+1). Asfaces com cores
repetidas ocupam 3 posicdes possiveis, sendo que
tém 5 possibilidades de cor e as faces de cores ndo
repetidas originam 48 situagdes.

Assim, ha no total, neste caso,
5C,x 60 +3x5x48=1620 casos possiveis.

Chegémos, desta forma, a um total de
60 + 810 + 2520 + 1620 = 5010 casos possiveis.

Note-se que o calculo feito pressupde que nao se distin-
guem as bases do prisma uma da outra, nem as faces
laterais entre si, caso contrario teriamos mais possibili-
dades. Por exemplo no célculo feito com o uso de ape-
nas trés cores, teriamos de considerar, para além das
trés hipoteses de escolha para as bases (fixadas as trés
cores), em cada caso qual a cor escolhida para uma
face lateral pré-fixada para comecar a pintura, o que
daria duas hipéteses, ou seja, no total 120 em lugar de
60 . Os outros casos teriam de ser analisados de modo
analogo.

12
121 3 °C 47 (=2 = [4+(~2)]"" =22 = 409
k=0

1122 (=1 =3"C, x 1" x (=) =[1+(=1)]"=0"=0
k=0 k=0

NY12RP ® RAIZEDITORA
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TESTE - PAG. 44

1. Como BCAUB, (AUB)nB=B donde (AUB)nB=B.

Opcdo correta: B.

2. Ha 10 cddigos PIN dos telemdveis com, exatamente, qua-
tro algarismos iguais, nomeadamente: 0000, 1111, ...,
8888, 9999.

Opcédo correta: B.

3. Na 1.7 extragdo ha 40 cartas possiveis.
Na 2.7 extragdo hd 39 cartas possiveis para cada carta
que se obtenha na 1.2 extragdo, ou seja, hd 40 x 39
sequéncias distintas de duas cartas.
Na 3.7 extragdo hd 38 cartas possiveis para cada sequén-
cia distinta de duas cartas ja extraidas, ou seja,
40 x 39 x 38 = “A, sequéncias distintas de trés cartas.

Opcédo correta: A.

4. Apartir de um conjunto de 12 faces podem formar-se “Cs
subconjuntos distintos com 6 faces.
0 mesmo subconjunto pode ser colorido com uma das 8
cores disponiveis, pelo que, tendo em conta a escolha das

faces e a cor delas, obtém-se "“Cgx 8 subconjuntos distintos.

Para cada um desses subconjuntos sobram 7 cores para
colorir 6 faces que devem ter cores distintas, ou seja,
podem formar-se 7A6 sequéncias distintas de seis cores,
pelo que, pode-se colorir o dodecaedro de 12C6 x8x'Ag
maneiras distintas.

Opcéo correta: C.

5. Sealinha do triangulo de Pascal tem 11 elementos, figu-
ram nessa linha, pela ordem indicada, os elementos

"Cy, "Cyre, "Cig @ 'Cyy

Porum lado, "Cy=1, "'C;=11, ""C,=45 e ""C;=120;
por outro lado "'Cy="Cy;, ""C,;="C;y € "C,="C,, pelo
que figuram nessa linha 6 elementos menores que 100.

Opcéo correta: C.

6. Poruma das Leis de De Morgan para conjuntos
(AnB)=AUB; alémdisso AUB=AUB e CNC=g,

donde (AnB)u(CnC)=(AuBuUg.
Por outro lado, @c AU B, peloque (AUB)U@=AUB

Assim, [(ZnE) U (CnE)] xC=(AUB)xC=
=(AxOu(Bx0).

8.1

8.2

83

Um nGimero capicua de 4 algarismos é um ntmero cuja lei-
tura é a mesma quando lido da esquerda para a direita e
vice-versa, como por exemplo, 2112.

Como se vé pelo exemplo anterior, 0 algarismo das unidades
é igual ao algarismo das unidades de milhar e o algarismo
das dezenas é igual ao algarismo das centenas.

Por outro lado, um nGimero capicua par admite apenas para
algarismo das unidades 0 2, 0 4, 0 6 e 0 8 e ndo
admite para algarismo das unidades o 0 (caso contrério, o
algarismo das unidades de milhar também seria 0 e o
nmero teria apenas 3 algarismos).

Assim, para os algarismos das unidades e unidades de milhar
tem-se 4 possibilidades(2, 4, 6 e 8) e, para cada uma
dessas possibilidades, tem-se para os algarismos das deze-
nas e centenas 10 possibilidades (0,..., 9), pelo que exis-
tem 4 x 10=40 nGmeros pares capicuas de 4 algarismos.

Para presidente ha 16 raparigas disponiveis e para cada
uma dessas possibilidades ha 12 rapazes disponiveis para
secretario, ou seja, 16 x 12 pares.

Para cada um dos pares anteriores vai ser escolhido um
conjunto de 2 alunos para vogais entre os 26 alunos res-
tantes, pelo que ha *C, conjuntos possiveis.

No total h& 16 x 12 x *C, =62 400 comissdes possiveis.

Vai ser escolhido um conjunto de 5 alunos entre os 28 alu-
nos, pelo que ha *C;=98 280 conjuntos possiveis.

a. Aordem pela qual as 30 pessoas se sentam origina
sequéncias distintas, pelo que ha 35A30 sequéncias dis-
tintas.

b. Um dos professores pode ocupar um dos 2 lugares da
frente e o outro professor pode ocupar um dos 5 luga-
res de tras, pelo que ha 2 x5 possibilidades para esses
2 pares de lugares.

As possibilidades anteriores duplicam pois 0 mesmo pro-
fessor pode estar a frente ou atras.

Restam 33 lugares para sentar 28 alunos.

Assim, para cada um dos pares de lugares possiveis
para os professores hd ®A,, sequéncias diferentes em
que os alunos ocupam 28 lugares pelo que, no total, ha
2x5x2x %A, possibilidades.

Ha trés situacdes possiveis para os vértices do tridngulo:

¢ 0 triangulo tem os 3 vértices de cor azul;

¢ 0 tridngulo tem 2 vértices de cor azul e 1 vértice de cor
vermelha;

¢ 0 triangulo tem 1 vértice de cor azul e 2 vértices de cor
vermelha.

Note-se que o tridngulo nao pode ter os 3 vértices de cor
vermelha pois estes pontos sa@o colineares.
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10.

Na 1. situagdo ha “C, conjuntos distintos de 3 pontos
azuis.

Na 2.2 situagdo ha ”C, conjuntos distintos de 2 pontos
azuis e para cada um destes conjuntos hd 3 pontos verme-
lhos possiveis, ou seja, ha “C,x 3.

Na 3. situagdo ha °C, conjuntos distintos de 2 pontos
vermelhos e para cada um destes conjuntos ha 12 pontos
azuis possiveis, ou seja, ha 3C2 x12.

Assim, no total ha ”C, + "°C, x 3+°C, x 12 = 454 triangulos
possiveis.

Quando duas pessoas se cumprimentam, quer seja com um
beijo ou com um aperto de mao, esse cumprimento é Unico,
o0 que justifica o uso das combinagdes.

Sendo assim, “C, sdo os 45 apertos de mao dados entre os
rapazes.

Ja ’C, representa o nimero de beijos trocados entre as
raparigas e xy o nimero de beijos trocados entre rapazes
e raparigas, cuja soma é 108.

Resolugdo do sistema:

x(x=1)
“C,=45 7 =8
v =4
C,+xy=108  |y(y—1)
2

s
+xy =108

x(x—1)=90 é{xz—x—90=0
yy-1)+2wy=216  \—---—

_1£/361 _1£/361
@x_ 2 @x_ 2

Q{x=10vx=—9

Para haver apertos de mdo entre rapazes o seu nimero (x)
seré no minimo 2.

Logo x=10 ede y(y —1) + 2xy =216 resulta que
y(y—1)+20y=216 < y2+19y — 216 =0 <

—19+V1225
2

<y +19 -216=0y= sy=8vy=-27

Para haver beijos entre raparigas o seu nimero (y) sera
no minimo 2 peloque y=38.

Neste jantar, estiveram presentes 10 rapazes e 8 rapari-
gas.

Probabilidades

DIAGNOSTICO - PAG. 48

1.

31

32

4.1

4.2

43

44

E={0,1,2,3,4,5}
Opcdo correta: D.

Pela Lei dos grandes niimeros f,(A) — P(A) a medida que
se vai repetindo a experiéncia, isto &, com a repeti¢éo da
experiéncia aleatoria, a frequéncia relativa do aconteci-
mento A tende para a sua probabilidade.

Assim se, num langamento do dado, P(A) =11—2

960 lancamentos do dado espera-se que ocorra,

,entdoem

aproximadamente, 960><11—2=80 vezes a face 10.
Opcéo correta: C.

8 ementas.

a. Casos favoraveis: 4 ementas

Casos possiveis: 8 ementas

_4_1
P=5=2

b. Casos favoraveis: 6 ementas (4 com caldo numérico e
2 com sopa de n(imeros)

Casos possiveis: 8 ementas

_6_3
P=5=2

c. Casos favoraveis: 2 ementas (as de sopa de nimeros
com doce de ovos estatisticos)
Casos possiveis: 8 ementas
2_1

P=£=7

200 pretas e 0 brancas.
200 brancas e 0 pretas.
Mais de 100 pretas e as restantes brancas.

100 brancas e 100 pretas.

1
8

Se a probabilidade de sair bola branca é % entdo

a probabilidade de sair bola preta é % e, como estdo no

saco 6 bolas pretas, sendo x o nimero total de bolas no

saco, %:%@x:w, ou seja, no saco estdo 15—-6=9

bolas brancas.

NY12RP ® RAIZEDITORA
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7.1 Seha 25 alunosnaturma e 5 ndo gostam de nenhuma 1. ESPACOS DE PROBABILIDADE
das modalidades, entdo 20 gostam de, pelo menos, uma
das modalidades. PAG. 55
Como 14 gostam de andebol e 16 de basquetebol, entdo
h& 14+ 16 —20=10 que gostam de ambas as modalidades, 1.1 No baralho ha 4 reis, pelo que p=%=11_3,

gostando exclusivamente de andebol 14 —10=4
alunos e gostando exclusivamente de basquetebol

16— 10=6 alunos. 1.2 No baralho h& 4 naipes, cada um com 3 figuras, pelo que

_12_3
P= 527 13°
@ 1.3 No baralho h4d 4 naipes, cada um com as cartas2, 3 e 4,
_12_3
s pelo que P—52—13.
21 1
6 2
1.2.a E
2.2 Osdivisores de 20 sdo os elementos do conjunto
p 10_2 4_2
T {1,2,4,5,10, 20}, peloque P=g=3.
3.2_1
8. P=§X§=§=0,2=20% 23 %
1
24 7

3.1 Ha 5 possibilidades para um grupo e, para cada uma des-
sas possibilidades, ha 5 possibilidades no outro grupo, pelo
que o n.° de casos possiveis € 5x5=25.

32

a Os casos favoraveis sdo 3 e sdo os elementos do conjunto
{(wespadas ’ wcopas);(valemespadas ’ Valetecopas);

(rEIespadas ’ re'copas)}

-3
pelo que P_25.
b. Resolvendo pelo acontecimento contréario («nenhuma das
, _q,_3x2_19
cartas ser figura») tem-se que P=1 5 =%
_3x2_6
c P="" =2
d 0
e 1
_ 12 _ 12 _ _ 190
T R A
_ 40 _ 40 a0 ano
42 P=ggiava0 00 A= 40%
_ 48 _ 48 _ a0
43 P=ggipv a0~ 00~ 08 =48%
24 p=—0  __0-0%

T8+ 12+40

NY12RP_F02 17
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6.1

6.2

11

12

8.1

8.2

83

P(B)=1-P(B)«P(B)=1-P(B)=1-04=06
P(AUB)=P(A) + P(B) — P(ANB) =
=05+0,6—-02=09

P(AuB)=P(ANnB)=1-P(AnB)=1-02=0,8

PB)=1-P(B)=1-03=07
P(AUB)=P(A)+P(B) —P(AnB)=
=03+07-02=08

P(AUB) +P(B)=P(A) +P(B) - P(ANB) +P(B) =
=P(A)+1-P(B) - P(ANnB) +P(B)
—P(A)+1-P(AnB) =P +P(AnB)
=P(A)+P(AUB)

P(AUB)=1-P(AUB)=1-[P(A)+P(B) - P(ANB)] =
=1-P(A) - P(B)+P(ANB)
=1-P(A) - P(B)+P(AnB)=P(A) = P(B)+ P(A N B)

P(AUB)=P(A) —=P(B)+P(ANB) & P(ANB) =
=P(AUB) -P(A) +P(B)=0,5-0,7+02=0
A e B n#o sdo contrérios pois P(A)+P(B)=03+0,2#1

P(AUB) —P(AUB)=P(ANB) —P(AUB) =
=1-P(AnB)-P(AUB)

=1-P(ANnB) - [P(A) +P(B) - P(AnB)]
=1-P(AnB)—P(A)-P(B)+P(ANB)
=1-P(a) - P(B)=P(A) - P(B)

P(A)+P(B)+P(ANnB) =P(A)+P(B)+P(AUB) =
=P(A)+P(B) +1—-P(AUB)

=P(A)+P(B) +1— [P(A) + P(B) — P(A N B)]
=P(A) +P(B) +1 - P(A) - P(B) + P(A n B)
=1+P(ANB)

P([(auBnc])=P([(AnOUBNO)]) =
=P(AnO)+PBNC)-P([(AnONn(BNO))
=P(AnC)+P(BNC)-P(ANBNC)

P(AUB)=P(A)+P(B) -P(ANB) &
< P(AnB)=P(A)+P(B) —P(AUB)
< P(ANB) =P(A)+P(B)—P(AUB) =3P(B) +P(B) - 4P(B) =0

PAG. 57

10.

1.

12.

13.

14.

15.1

15.2

16.

17.

Seja x o ndmero total de bolas na caixa %=%©x= 16,

donde ha 16 — 8 =8 bolas roxas na caixa.

Opcéo correta: C.

Seja x onamero de berlindes verdes que sdo acrescentados

4+x _4 _ 5 ;
015" 5 < x=20, donde é preciso colocar

mais 20 berlindes verdes no saco.

ao saco

Opcéao correta: D.

Seja x o namero de rapazes que devem sair da turma
9—x _1

x4 < x=3, donde devem sair da turma 3 rapazes.

Opcao correta: A.

Para que, ap6s rodar o ponteiro duas vezes, a soma seja %

€ necessario que o ponteiro tenha parado nos setores 3

e %(por esta ordem ou pela ordem contréria).

2,3,3,2_3

Assm,aprobabllldadepedldae8 s 8%8= 15"

Opcdo correta: D.

Casos favoraveis: 3 (retas CF, BE e AD)
Casos possiveis: °C, (nimero de retas formadas a partir

de 2 vértices do hexagono)

p=3-1

=E 5

Opcdo correta: B.

2 3_
_Xg_

A probabilidade pedida é 6

1
g
Opcao correta: C.

4

A probabilidade pedida é E><g=

5
12°
Opcédo correta: A.

l><1:l.

A probabilidade pedida é 7 7

Opcdo correta: D.

Se P(A)=0,1, entdo 1—P(A) =P(A)=0,1.

Opcao correta: C.

NY12RP ® RAIZEDITORA

18



NY12RP ® RAIZEDITORA

RESOLUCOES — PRB12

18. Como P(AUB) -P(AnB)=02<

<P(AUB)=P(AnB)+0,2,

P(A) =06 e P(B) =0,7, tem-se:
P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANnB) &

< P(AnB)+02=P(A) +P(B) — P(ANB)

= P(A nB)=P(A)+PZ(B) -02 _ 0,6+0,27 -0,2 —0,55
Como PIAUB)=P(AnB) +0,2=0,55+0,2=0,75.

Opcédo correta: B.

191 P(A) +P(B) +P(AnB) =P(A) + P(B) + P[AUB) =
=P(A) +P(B) +1—-P(AUB)
=P(A) +P(B) +1—[P(A) + P(B) — P(A N B)]

=P(A) +P(B) +1-P(A) —P(B) +P(ANB)=1+P(ANnB)

192 P(AUB) +P(ANB) =P(ANB) +P(ANB) =

=1-P(AnB)+P(AnB) =1

193 PIAUB) +P(B) =P(A) + P(B) —= PIAnB) +P(B) =
=PA)+1-PIANnB)

=P(A) +P(AnB) =P(A) + P(AUB)

PAG. 59

4
12

20.1 P(A) =

w|—

—1_1_2
=1 3

202 P(A) 3

3x3_3
a4

20.3 P(D) = Tl

204 AnC:«a ficha retirada é preta e tem um nimero superior a 3»
1

P(ANC) = 4 351

20.5 Bn D: «a ficha retirada tem um ndmero par inferior a 4 »

PBAD) = 3X;—%

206 AnC: «aficha retirada ndo é preta e tem um nimero

superior a 3»

PEnc)-2X1-1

207 P(Du(BnD))=P[(DuB) n (DuD)] =

=P|(DUB) nu| =P(DUB)

_1_ —1_1_.3
=1-P(DNB)=1 151

21.1 P(AUB)=P(A)+P(B) —P(ANB) &
< P(AnB)=P(A)+P(B) — P(AUB)
< P(A N B)=2P(B) + P(B) — P(B) = 2P(B)

21.2 P(AUB)=P(A) +P(B) - P(AnB) =

=2P(B) + P(B) — 0=3P(B)

22.1 Casos favoraveis: 5 (pensaremambasno 1, 2, 3, 4 ou 5)
Casos possiveis: 5x 5 =25 (para cada possibilidade de uma
ha 5 possibilidades para a outra)

5 _1

P=2%=3

22.2 Casos favoraveis: 3x3 =9 (para cada uma ha 3 possibili-
dades (1, 3 ou 5) e, para cada uma dessas possibilida-
des, ha as mesmas 3 possibilidades para a outra)

Casos possiveis: 25

9
P=2%
22.3 Casos favoraveis: 10 (se a Ana pensarno 1 ha 4 possibili-
dades para a Constanca (2 a 5); se a Ana pensar no
2 ha 3 possibilidades para a Constanca (3, 4 e 5);sea
Ana pensarno 3 ha 2 possibilidades para a Constanca
(4 e 5);seaAnapensarno 4 soha 1 possibilidade para
a Constanga (5); por fim, se a Ana pensarno 5 ndo ha
nenhuma possibilidade para a Constanga)

Casos possiveis: 25

_10_2
P=2=7%

231 P(AnB)=P(AUB) =1-P(AUB) =
=1-[P(4) +P(B) - P(ANB)

=1-P(A) - P(B)+P(AnB)=P(A) — PB) +P(A N B)

23.2

a. Casos favoraveis: 30 (ha 30 cartas que ndo sdo do
naipe de paus)

Casos possiveis: 40 (ha 40 cartas no baralho)

_30_3
P_40_4
0.9 _3
b. A probabilidade pedida ¢ Ex@ 5

¢. AnB:«nem a primeira, nem a segunda cartas extraidas
sdo do naipe de paus»

30,2929
4039 52
9 30 10_1

P(ANB) P(ANB)

P(ANB) =
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2. PROBABILIDADE CONDICIONADA
PAG. 63

24. Sejam os acontecimentos A : «ser pai» e I:«darimportan-
cia a aplicagdo do plano de seguranca (PS) da escola»

24.

-

Restringindo o universo aos participantes que dao importancia
a aplicagdo do PS, P(AlI) =%=%.
24.2 Restringindo o universo aos participantes que nao dao
. A 2 _30 _3
importéncia a aplicagéo do PS, P(A|I) =100=10"
25. Sejam os acontecimentos V:«servaca» e D:«ser animal
portador da doengan.

P(D)=P(VnD)+P(VnD) =
=0,05 % 0,55 + 0,02 x 0,45 = 0,0365 = 3,65%

261 (AnB)Nn(AnB)=An(BNnB)=Ang=0

-

Por um lado tem-se que
P((AnB)u(anB))=P(An (BUB))=P(ANE)=DP(A).

Por outro lado tem-se que
P((AnB)u(ANnB)) -

ANB e ANB acont.incompativeis

=P(AnB)+P(ANB) .

Das duas igualdades obtém-se que

P(A)=P(AnB)+P(AnB) @ P(AnB)=P(A) —P(ANB).

26.2
a. Como P(AUB)=P(A)+P(B)—P(AnB) e
P(AnB)=P(A)— P(ANnB) entio
P(AUB)=P(A)+P(B) - [P(A) - P(AnB)] =
=P(B)+P(ANB)

Daigualdade resulta

P(B)=P(AUB)-P(ANnB) = i

13 3_11
2078 40
_ _1n
:‘»P(A)—ZP(B)—ZO.
b. Como P(AnB)=P(A)—P(An§)=—(1]—%=lO

e P(B) = %P(A) =1

7

- P(AnB) _40_71

entao P(A|B)=W=W=ﬁ
40

pP(AnB)

P(A)
Na resolucdo da alinea 12.1. do exercicio anterior provou-se
o resultado

21. P(BlA)=

P(AnB)=P(A)-P(ANnB) &
< P(AnB)=P(A) —P(ANB).

P(AnB) _P(A)-P(ANB) _

Assim, P(BIA) ==500s P(A)
_PA)_PANB)_,
D) _HADD - p(sla).

28. Sejam os acontecimentos V:«ver o anlincio do artigo
XPTO» e C:«comprar o produto XPTO».

281 P(VNC)=0,43x%0,35~0,15
282 P(Vu(C)=P(V)+P(C) -P(VNC) ~
~0,35+0,23 — 0,15=0,43

P(VNCO) 0,15
23 P(VIC) =—5 5=~ 123

~ 0,65

29. Sejaoacontecimento A :«aempresa instalada no parque
dedica-se a atividade alimentar».

P(A)=P(P,nA)+P(P,nA)+P(P3nA) =

_ 1 1 1_
—0,1x3+0,4><3+0,25><3—0,25

PAG. 67

30. Se A e B forem acontecimentos independentes, entdo
P(A|B)=P(A).
P(AuB)=P(A)+P(B) —P(AnB)=
=P(A)+P(B) - P(A|B) X P(B) &

2 P(B) 4
©§—ZP(B)+P(B)—T©P(B)—W:

= P(A)=2P(B) =%¢%=P(AIB)

A e B nao sdo acontecimentos independentes.

311 P(AUB)=P(A)+P(B) —P(AnB) &

1_1,1_ -1
©5=7"3 P(AnB)@P(AﬁB)—u
( ) l
P(ANnB 12 1
P(A|B)=——r—T=-f=
S R

3
( ) L
P(ANnB) 12 1
P(BJA) = ===
(BlA) =5 =1 "3
1
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1.1
31.2 P(Ar\B)—1 =7%

32.

33.

34.

‘2 =P(A)x P(B),
e

© =

peloque A e B sdo acontecimentos independentes.

P(AuUB)=P(A)+P(B) — P(ANB) I

P(ANnB)=P(A)x P(B)

=P(A)+P(B) — P(A) x P(B) =

=P(B)+P(A)[1-P(B)] = P(B)+PA)xP(B)

|

1-P(B)=P(B)
0 acontecimento contrario a «ganhar pelo menos um pré-
mio» é «perder os dois prémios», pelo que o valor da proba-
bilidade pedida é 1—0,85x%0,93=0,2095.
P(AUB)=P(A)+P(B) — P(ANB) =
=P(A)+P(B) — P(A) x P(B) = P(A) + P(B)[1 — P(A)]
=P(A) +P(B) x P(A)
Entdo, P(AUB)=P(A) +P(B)x P(A) &

©07=05+P(B)x0,5 < P(B) =% .

PAG. 71

35.

36.

37.

38.

39.

40.

Pode vestir-se e calgar-se de 3x2x2=12
maneiras diferentes.

Opcédo correta: A.

{1,2,3,4,5

Opcdo correta: C.

Acontecimento elementar.

Opcao correta: D.

E um acontecimento composto pelos acontecimentos
elementares do conjunto {5, 6, 7, 8} .

Opcdo correta: A.

Aintersecdo dos acontecimentos A e B é
AnB={1,2,3,4n{4, 5 =14.

Opcéao correta: D.

0 acontecimento A é
«sair uma face com niimero impar», pelo que A={1, 3, 5}.

Opcédo correta: A.

i _1_3

41. Como P(sair bola azul) = 6= 18
entdo hé na caixa 3 bolas azuis em 18 bolas, donde ha na
caixa 15 bolas amarelas.

Opcao correta: C.

PAG. 72
1

42, 5
Opcgédo correta: B.

43. Saem dois lapis de cores diferentes nas situagdes em que
saina 1.7 extragdo amarelo e na 2.° extragdo azul e vice-
-versa, ou seja,

-2,3,3,2_12
P—5x5+5><5— 5
Opcéo correta: D.

44. Sendo A um acontecimento possivel, tem-se 0 <P (A)<1.
Sendo também nio certo, tem-se 0<P(A)<1.

Opcéo correta: B.

45. Como a soma dos nimeros de paginas consecutivas é sem-
pre um nGmero impar, 0 acontecimento é um acontecimento
certo.

Opcéo correta: D.

46. Como P(AnB)=P(A)20, P(AUB)=P(B)#1 e
P(A) < P(B) entdo, por excluséo, pode verificar-se
p(a) > P(B), embora também possa nao se verificar.
Opcao correta: B.

47. P(AUB)=1-P(AUB)=1-[P(A)+P(B) - P(AnB)] =
=1-P(A) - P(B) + P(A N B)
=1-P(A)-P(B)+1-P(ANB)
=1-06-05+1-08=0,1
Opcéo correta: A.

438. Sea 1.7 bolaretiradatinha a cor azul, antes da 2.% extra-

cdo restavam na caixa 3 bolas vermelhas e 2 bolas azuis,
pelo que a probabilidade de retirar bola vermelha na

préxima extragdo é %

Opcao correta: B.
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PAG. 73

49.

50.

51.

52.

53.

54

-1
4

Opcdo correta: C.

P(B|A)

A probabilidade de suceder o acontecimento A sabendo
que o acontecimento A ja sucedeu é 1.

Opcdo correta: A.

P(AUB)=P(A)+P(B)-P(AnB) &
©09=07+P(B)-02< P(B)=04
_P(AnB) 02 1

PAIB) =55 =042

Opcao correta: B.

0 acontecimento contrario a «sair pelo menos uma
ficha amarela» é «ndo sair nenhuma ficha amarela»,
pelo que o valor da probabilidade pedida

7_6_38

e 1—EX§:E

Opcao correta: C.

Os jogadores empatam no caso de o jogador que j& concre-
tizou 4 buracos concretizar mais um e pode concretiza-lo
numa das duas jogadas, isto é, concretiza um buraco numa
das jogadas e ndo concretiza na outra, pelo que o valor da
probabilidade pedida é 0,6 x0,4+0,4%x0,6=0,48.

Opcéao correta: D.

Casos favoréaveis: 'A, (parao 1.° cachorro nascido havia
7 dias disponiveis, para o 2.° havia 6 dias, parao 3.°
havia 5 dias e parao 4.° havia 4 dias disponiveis)

Casos possiveis: 7* (cada um dos 4 cachorros nascidos
pode ter nascido num dos 7 dias da semana)

po Aa_Tx6x5x4_120
A L £

Opcao correta: D.

PAG. 74

55.

Casos favoraveis: 4° (h& 4 cartas possiveis para 2 e, para
cada uma delas, ha 4 cartas possiveis para 3 e, para cada
subconjunto comum 3, ha 4 cartas possiveis para 4)

Casos possiveis: 52C3 (nimero de subconjuntos de 3 car-
tas formados a partir de um conjunto de 52 cartas)

po B & 3xs
T%c, B2x51x50 %4,
3!

Opcdo correta: D.

56.

57.

58.

59.

60.

Ha 50 — 12 — 25 =13 médicos que falam ambas as linguas.

Casos favoréaveis: C, (nimero de subconjuntos de 2 con-
gressistas formados a partir de um conjunto de 13 con-
gressistas que falam ambas as linguas)

Casos possiveis: 5“CZ (nimero de subconjuntos de 2 con-
gressistas formados a partir de um conjunto de 50 con-
gressistas)

Opcéo correta: C.

Utilizando o acontecimento contrario a «ndo chamarem
todos 0 mesmo veterinario», isto &, 0 acontecimento «cha-
marem todos 0 mesmo veterinario» tem-se:

Casos favoraveis: 4 (chamarem todos um dos 4 veterina-
rios);

Casos possiveis: 4° (cada dono podia ter ligado para um
qualquer dos 4 hospitais veterinarios).
4t 1255

A __1_ =
P=l-g=l- =" =5

Opcédo correta: B.

Casos favoréveis: °C; (niimero de subconjuntos de 3 pul-
seiras formados a partir de um conjunto de 6 pulseiras ver-
des)

Casos possiveis: °C; (namero de subconjuntos de 3 pul-
seiras formados a partir de um conjunto de 20 pulseiras)
Gca 1

=@=57

Para que ndo apareca o 0 os algarismos do nimero sao
escolhidos a partir do conjunto {1, ..., 9}, pelo que para
cada algarismo podemos escolher 9 nimeros, donde ha
95=59049 nimeros nestas condigdes.

Casos favoréveis: *A; (parao 1.° algarismo ha 9 nimeros
possiveis, parao 2.° ha 8, parao 3.° ha 7, parao 4.°
ha 6 eparao 5° ha 5 algarismos possiveis).

Casos possiveis: 9°

9A5
P=-3~0.256
9

Casos favoraveis: 3* (ha 3 possibilidades para cada sabor)
Casos possiveis: "°C, (namero de subconjuntos de 4 iogur-
tes formados a partir de um conjunto de 12 iogurtes)
39
12C4 55
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61.

62.1

62.2

63.

64.1

64.2

Casos favoraveis: 3 (retas AD, BE e OC)

Casos possiveis: °C, (nimero de subconjuntos de 2 vérti-
ces formados a partir de um conjunto de 6 vértices)

p=23 -1

=§ 5

3'x2*=1296 (para cada face triangular da piramide ha 3
cores disponiveis e para cada conjunto de cores das 4
faces triangulares da piramide hd 2 cores disponiveis para
cada uma das 4 faces laterais do cubo).

Casos favoréveis: °C; x ‘A, (das faces do sélido escolhe-se
um conjunto de 5 faces para pintar de amarelo e, para as
restantes 3 faces, escolhem-se 3 cores entre as 4 cores
que ndo sdo amarelo)

Casos possiveis: 5 (para cada face do sélido ha 5 cores
disponiveis)

C;x*A

P=—"""2~0,034
5

Casos favoraveis: *C, (sendo o Jacinto um dos sentinelas
basta escolher os outros 2, o que neste caso é o nimero
de subconjuntos de 2 marinheiros formados a partir de um
conjunto de 29 marinheiros)

Casos possiveis: *C; (namero de subconjuntos de 3 mari-
nheiros sentinelas formados a partir de um conjunto de 30
marinheiros)
29
C
P=o2="1—10%

30C3 10

As 4 cartas 7, 8, 9 e 10 podem permutar entre si, no ini-
cio ou no fim; as restantes 9 cartas também podem permu-
tar entre si, pelo que, hd 4! x2x9!=17 418 240 maneiras
distintas de sequenciar o naipe de ouros com as 4 cartas 7,
8,9 e 10 juntas.

Casos favoraveis: 4 x ‘C;x *C,+4x“C; (ha 2 situagdes
distintas: 3 damas nas 8 cartas ou 4 damas nas 8 cartas)

Na 1.7 situacdo ha 4 possibilidades de escolha para o &s

e, para cada uma delas, ha 4C3 conjuntos de 3 damas for-
mados a partir do conjunto das 4 damas; por fim, como ja

estdo escolhidas 4 cartas, basta escolher outras 4 entre

as 44 que ndo sdo ases nem damas;

Na 2.2 situacdo também ha 4 possibilidades de escolha
para o0 4s e, como as 4 damas ja estdo escolhidas, basta
escolher 3 cartas entre as 44 cartas que ndo sdo ases

nem damas.

65.

66.

67.

68.

69.1

Casos possiveis: “C, (nimero de subconjuntos de 8 car-
tas formados a partir de um baralho de 52 cartas)

e 4x'Cyx"C+4xMCy
52C8

=0,00296

Casos favoréveis: *A;x 24! (na fila de baixo ha 9 cacifos
disponiveis para a Mafalda e, para cada um deles, hd 8
cacifos disponiveis para a Carolina e, escolhidos estes, ha
7 cacifos disponiveis para o Antonio, sendo que os cacifos
dos restantes 24 professores podem permutar entre si)

Casos possiveis: 27! (os cacifos dos 27 professores
podem permutar entre si)

Ay x 24! 0,087
oo T

Casos favoraveis: 8 x 3! x 4! (a1.? crianga de uma permu-
tagdo fixa intercalada de rapazes e raparigas pode ocupar
8 lugares diferentes no circulo)

Casos possiveis: 8! (as 8 criangas podem permutar pelos
8 lugares disponiveis)

_8x3Ix4!

P 8!

~ 0,0286

Para formar um tridngulo ha que escolher para vértices 3
pontos nao colineares e, como na figura nao ha conjuntos
de 3 pontos colineares, temos:

Casos favoraveis: 4 (como um dos lados é [BD] entdo ja
estdo escolhidos 2 vértices, pelo que basta escolher mais
1 entre os pontos C, E, F e G)

Casos possiveis: °C; (nimero de subconjuntos de 3 pontos
formados a partir de um conjunto de 6 pontos)

A contagem dos casos possiveis pode ser feita de 2 formas
distintas: ignorando a ordem pela qual as 3 primeiras ins-
pegdes sdo feitas e, nesse caso, h4 'C; casos ou conside-
rando a ordem pela qual as 3 primeiras inspecdes sao
feitas e, nesse caso, ha 7A3 casos.

Quanto a casos favoraveis, ha 1 se ignorarmos a ordem
pela qual as 3 primeiras inspecdes sao feitas, e ha 3! se
considerarmos a ordem pela qual as 3 primeiras inspecoes
sdo feitas.

p=—=3 £003=3%

7C3 7A3

Existem 'C, x °C, x °C, =630 nimeros nessas condigdes
(dos 7 algarismos a colocar escolhemos 2 posigdes para
colocar os 4 e, para essa posicao conjunta, escolhemos,
entre as 5 posicdes restantes, 2 posicdes para colocar os
9; entre as 3 posigdes restantes escolhemos 2 para colo-
caros 7 e o 2 fica colocado na posigdo sobrante).
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69.2

Casos favoraveis: 1 (o namero de telefone correto)

Casos possiveis: 4! (os 4 algarismos sobrantes
({2, 4, 7, 9}) podem permutar entre si)

1_1
p=—=_"L
41 24
PAG. 77
70. Casos favoraveis: 5 (falta escolher 1 assessor entre os 5
que ndo sdo a Dra. Relvas nem o Dr. Martins)
Casos possiveis: 'C; (nimero de subconjuntos de 3 asses-
sores formados a partir de um conjunto de 7 assessores)
5 _1
p=2_21
7C3 7
71. Casos favoraveis: 1 (escolher os vértices E e H)
Casos possiveis: 8C2 (ntmero de subconjuntos de 2 vérti-
ces formados a partir de um conjunto de 8 vértices)
1 1
p=_-_"1
8c2 28
72.1 Como uma reta fica definida por 2 pontos, o nimero de
retas resulta de contar o nimero de subconjuntos de 2
pontos formados a partir do conjunto dos 10 pontos, tendo
apenas o cuidado de ndo contar as retas CD e CF mais do
que uma vez, pois as retas CI e DI coincidem com a reta
CD e asretas CJ e FJ coincidem com areta CF.
Assim, podem ser definidas "°C, — 4 =41 retas.
72.2 Um plano fica definido por 3 pontos nao colineares:

Casos favoraveis: 3x ‘C;+2x (°C;— 1) +°C; - 2 (nas
faces [ADEH], [ABGH] e [EFHG] qualquer subconjunto
de 3 pontos dos 4 indicados na face define o plano que
contém a face)

Na face [ABCD] qualquer subconjunto de 3 pontos dos 5
indicados na face, a excegdo do conjunto de pontos coli-
neares {C, D, I}, define o plano que contém a face;

Na face [BCFG] qualquer subconjunto de 3 pontos dos 5
indicados na face, a excegdo do conjunto de pontos coli-
neares {C, F, J}, define o plano que contém a face;

Na face [CDEF] qualquer subconjunto de 3 pontos dos 6
indicados na face, a excegdo dos conjuntos de pontos coli-
neares {C, D, I} e {C, F, J}, define o plano que con-
tém a face.

Casos possiveis: "°C; (nimero de subconjuntos de 3 pontos
formados a partir de um conjunto de 10 pontos)
3x‘C+2x (G —1)+°G -2 o
P: =—
10C3 5

131

13.2

133

741

Ha 5 vogais e 10 algarismos para formar o cédigo.

Casos favoraveis: °C,x °A,x 10+°A;x 10 (h4 2 situagdes
distintas: repete-se uma vogal ou ndo se repete nenhuma
vogal)

Na 1.2 situagdo ha °C, possibilidades de escolha para a
posicdo das vogais iguais e, como basta escolher 2 vogais,
ha °A, possibilidades de escolha para elas; por fim, como
os 4 algarismos sdo iguais, ha 10 possibilidades de esco-
Iha para eles.

Na 2.2 situagdo, como as 3 vogais sdo diferentes ha °A,
possibilidades de escolha para elas e, como os algarismos
sdo iguais, também ha 5 possibilidades de escolha para
eles.

Casos possiveis: 5°x 10" (para cada vogal ha 5 possibili-
dades e para cada algarismo ha 10 possibilidades)

P:3C2><5A2><10+5A3><10: 3
5 % 10*

3125

Casos favoraveis: 3x 42x °C,x 9” (a letra «a» pode estar
em 3 posicdes distintas e, para as posi¢des de vogal ndo
ocupadas pela letra «a» basta escolher 2 vogais diferentes
de «a», mas que poderao ser iguais entre si resta escolher
2 posicdes para colocar os algarismos escolher 2 algaris-
mos diferentes de 7, mas que também poderdo ser iguais
entre si)

Casos possiveis: 5°x 10

P:3><42><4C2><92: 1458
5 % 10* 78125

Como nada se diz sobre as vogais, pode usar-se o aconteci-
mento «ndo ter nenhum algarismo igual a 4 » que é con-
trério ao acontecimento «ter pelo menos um algarismo igual
ad»:

Casos favoraveis ao acontecimento contrario: 5°x 9* (para
cada vogal ha 5 possibilidades e para cada algarismo ha 9
possibilidades — todos exceto o algarismo 4 )

Casos possiveis: 5° x 10*

_ (i)“zﬂ
10 10 000

5x 9%

P=1- =
5% x 10*

Casos favoréveis: *A4 (escolha de 3 algarismos do con-
junto {2, 4, 6, 8}, considerando a ordem)

Casos possiveis: 9x 9x 8 (para o algarismo das centenas
hé 9 possibilidades (1, ..., 9) e, para cada uma delas, ha
9 possibilidades para o algarismo das dezenas (s6 ndo se
pode utilizar o nimero do algarismo das centenas) e, para
estes dois algarismos, h& 8 possibilidades para o algarismo
das unidades (s nao se podem utilizar os nimeros dos
algarismos das centenas e das dezenas))
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74.2 Casos favoraveis: 9x8+8x 8 (se o nimero de 3 algaris- 15.2
mos diferentes é divisivel por 5 entdo o algarismo das uni- a. Ha duas situagdes distintas: 2 bolas azuis ou 2 bolas
dades & 0 ou 5) vermelhas e, como hé reposigao da bola previamente
Na 1.2 situacdo ha 9 possibilidades para o algarismo das extraida antes da 2.% extragdo, obtém-se
centenas (1,...,9) e, para cada uma delas, ha 8 possibili- 5 5 6 6 5 \2 6\ 61
; 40z i P=—X"t+-—-X-—=|">) +|5) =5+
dades para o algarismo das dezenas (s6 nao se pode utilizar n ' n (11) (11> 121

o numero do algarismo das centenas e o 0);
b. Ha duas situagdes distintas: par e impar ou impar e par,

Na 2.7 situacdo ha 8 possibilidades para o algarismo das donde se obtém

centenas (s6 ndo se pode utilizar o 0e o 5) e, para cada

uma delas, ha 8 possibilidades para o algarismo das deze- P=i><£+£><i=2><i><£=ﬂ
. . , . n=1m 11 n n 1 121
nas (s6 nao se pode utilizar o nimero do algarismo das cen-
tenas e 0 5). c. Casos favoraveis: 11 (duas bolas 1, duas bolas 2, ...,

Casos possiveis: 9x 9x 8 duas bolas 11)

Casos possiveis: 11x 11 (11 possibilidades para a 1.2

_9x8+8x8_17 bola e, para cada uma delas, 11 possibilidades para a
Ix9Ix8 81 a
2.2 bola)
74.3 Casos favoraveis: 7+4x8+7x9x8 p= 1M1 1
TNxn
A contagem pode ser dividida em 3 partes:
*7 nimeros de 251 a 259 753
( {251, 253, 254, 256, 257, 258, 259} ) a. Casos favoréaveis: °C;+°C, (ha 2 situacdes possiveis: 3

¢4 x 8 nimeros de 260 a 299 (2 no algarismo das cente- bolas azuis ou 3 bolas vermelhas)

nas, 4 possibilidades para o algarismo das dezenas (6 a Casos possiveis: ''C; (namero de subconjuntos de 3
9) e, para cada uma delas, 8 possibilidades para o alga- bolas formados a partir de um conjunto de 11 bolas)
rismo das unidades, onde s6 ndo se pode utilizar o nimero ; 6
do algarismo das dezenas e o 2) pP= C3”+ Cszl

*7x9x8 nimeros de 300 a 999 (7 possibilidades para o % ]
algarismo das centenas (3 a 9), 9 possibilidades para o b. Casos favoraveis: °C,x 6 (como ha 5 nimeros pares e
algarismo das dezenas, onde s6 ndo se pode utilizar o 6 nimeros impares, ha °C, possibilidades de escolha
niimero do algarismo das centenas e 8 possibilidades para os nimeros pares e, para cada uma delas, ha 6
para o algarismo das unidades, onde s6 ndo se podem uti- possibilidades de escolha para o nimero impar)

lizar os nimeros dos algarismos das centenas e dezenas) Casos possiveis: “C3

Casos possiveis: 9x9x 8

_7+4x8+7x9x8 _ 181 "M

P 9%x9x8 T 216

c. Casos favoréaveis: 2 x°C, (para a bola azul hé4 2 possibi-
PAG. 78 lidades (bola§ (éom 0s ngn_]gros 2 e 4) e, paracada
uma delas, hd °C, possibilidades de escolha para os
bolas vermelhas pares, nomeadamente, 2 do conjunto
75.1 das bolas numeradas com 6, 8 e 10)

a. De 1 a 11 hd 5 nGmeros pares, pelo que P=—-.

1 Casos possiveis: ''Cy

b. H& 3 bolas azuis e com nimero impar (1, 3 e 5), p= 2x°G, _2
3 “C3 55
pelo que P=—1.

j—

76.1 Dado que ha 1 lugar em cada ponta em 6 lugares
possiveis tem-se P:g:l.

pelo que P=%. 6 3

c. Ha 2 bolas vermelhas e com niimero primo (7 e 11),
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76.2 Casos favoraveis: 5x 2! x 4! (a 1.° das duas amigas pode
ocupar desde 0 1.° ao 5.° lugar, podendo também permu-
taras 2 amigas e os 4 restantes elementos)

Casos possiveis: 6! (os 6 amigos podem permutar entre si)

_5x2Ix4l _1
P=""%r "3

76.3 Pode-se usar o acontecimento «a Joana e a Luisa ficarem
ao lado uma da outra» que tem como probabilidade o valor
da alinea 62.2 e é contrario ao acontecimento «a Joana e a
Luisa ndo ficarem ao lado uma da outra», donde

77.1 Casos favoraveis: 1 (as 2 diagonais preenchidas)

Casos possiveis: 16C8 (nimero de subconjuntos de 8 qua-
driculas formados a partir de um conjunto de 16 quadricu-
las)

1 1

P=wc, = 12870

71.2 Casos favoraveis: 4 x (12C4 - 3) (4 fichas ficardo numa
das 4 linhas e as restantes 4 fichas podem ocupar qual-
quer conjunto de 4 quadriculas formado a partir das 12
quadriculas restantes exceto uma das 3 linhas sobrantes)

Casos possiveis: "°Cq

, 4x("C,-3) 38
=T, 2

71.3 Casos favoraveis: ‘C, (conjunto de 2 colunas formado a
partir de 4 colunas)

Casos possiveis: "°Cq

4C2_ 1

P:@‘zm

781
a. Um segmento fica definido com 2 vértices do octégono

Casos favoraveis: 8 (os 8 lados do octégono)

Casos possiveis: °C, (n(imero de subconjuntos de 2
vértices formados a partir de um conjunto de 8 vértices)

-8 _2
P= aCz =3
b. Casos favoraveis: 4 (o octdgonotem 4 diagonais que
contém o centro)

Casos possiveis: °C, (nimero de subconjuntos de 2
vértices formados a partir de um conjunto de 8 vértices)

=41
P_“c2_7

78.2 Casos favoraveis: 4 x6 (o octégono regular pode ser ins-
crito numa circunferéncia; qualquer triangulo definido por 3
veértices do octdgono so é retangulo se o segmento de reta
formado por 2 dos vértices for um didmetro; assim, como 4
das diagonais contém o centro sao didmetros e, para cada
uma delas, ha 6 possibilidades de escolha parao 3.° vér-
tice do triangulo (os 8 vértices do octdgono exceto os 2
que formam essa diagonal))

Casos possiveis: BC3 (nimero de subconjuntos de 3 vérti-
ces formados a partir de um conjunto de 8 vértices)
_4x6_3

PBC3 7

1" .
79. (x-2"=3"Cxx8-ix (<2
=0
0 desenvolvimento tem 12 parcelas ( i=0, ..., 11) pelo
que os casos possiveis sdo ’C,.

Ha 6 parcelas com valor negativo (aquelas emque i é
impar) e 6 parcelas com valor positivo (aquelas em que {
é 0 ou par).

0 produto de 2 fatores s6 é negativo se apenas um deles
tiver valor negativo, donde ha 6 x 6 casos favoraveis.

PAG. 79

80.1 Casos favoréveis: *A; x *A; (como ha 6 pares e 6 impa-
res, para o 1.° cartdo hd 6 possibilidades, para 0 2.° ha
5 e assim sucessivamente até ao 5.° cartdo para o qual ha
2 possibilidades; para cada conjunto de 5 cartdes pares
repete-se a situagdo para os cartdes com niimeros impares)

Casos possiveis: Ay (para o 1.° cartdo ha 12 possibili-
dades, para 0 2.° ha 11 e assim sucessivamente até ao
10.° cartdo para o qual ha 3 possibilidades)

A x Ay 1
"= A " 462

80.2 Casos favoréaveis: 6! x°A, (os 6 primeiros cartdes tém
numeros impares e, como s6 hd 6 nimeros impares, estes
podem permutar entre si; para o 7.° cartdo ha 6 possibili-
dades de namero par, para o 8.° hd 5 e assim sucessiva-
mente até ao 10.° cartdo para o qual ha 3 possibilidades)

Casos possiveis: "“A;,
6!x°A,

24, 924

80.3 Casos favoréveis: 8 x3! x*A; (o 1.° dos cartdes 7, 8 e 9
pode ocupar uma de 8 posigcdes(1.% até a 8.%), podendo
esses cartdes permutar entre si e, para cada uma destas
situacdes, os restantes 7 cartdes sdo escolhidos de um
conjunto de 9 (os 12 exceto os cartdes 7, 8 e 9))

Casos possiveis: "“A;,
8x3Ix°A; 9

12A10 ~ 55
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811 ANA=0

_P(@) _

P(AlA) ="

0

812 (AUA)NA=(ANnAU(ANA)=A

Pl(aua))Al =%=1

813 (ANA)NA=0

LG

P[(ana)A] =20

821 P(AnB)+P(AUB)=P(AnB)+P(ANB) =
=P(ANB)+1-P(ANB) =1

r(AnB)

822 P(AUB)=P(A)+P(B) —P(AnB) &

< P(A)+P(B)=P(AUB)+P(AnB) > P(AUB)
l

P(AnB)>0
823 P(A) — P(B) =P(A) — [1 = P(B)] = P(A) + P(B) — 1 =
=P(AUB)+P(ANB)—1=P(AnB) - [1 = P(AUB)]
=P(AnB)-P(AUB)=P(AnB)-P(AnB)

831 P(AUB)=P(A)+P(B) —P(AnB) &

@P(A)+P(B)=P(AUB)+P(AnB)=%+%=%

Como os acontecimentos A e B sdo equiprovaveis, entdo

P(A)=P(B) =

N| o~

z
12

832 P(AUB)=P(AnB)=1-P(ANB)= —%:%

84. Numerando as caixas 1, 2 e 3, ovalor pedido corres-
ponde a:

P(«caixa 1» e «caderno azul») + P(«caixa 2» e «caderno

azul») + P(«caixa 3» e «caderno azul») =

RO I O B R B i |
=Ixg+9X3+3X3=
85.1

a. Casos favoraveis: 3 (ha 3 bolas brancas no saco)

Casos possiveis: 10 (ha 10 bolas no saco)

3

P=W

b. Casos favoraveis: 2 (hd 2 bolas pretas no saco)

Casos possiveis: 10

=21
P=10"3

c. Casos favoraveis: 5 (ha 5 bolas amarelas no saco)

Casos possiveis: 10

=21
P=1072

d. Casos favoraveis: 8 (ha 8 bolas, cuja cor ndo é preta,
no saco)

Casos possiveis: 10

-8_4
P=10"s

85.2

a. Restringindo o universo a composigdo do saco apésa 2.
extracdo tem-se:

Casos favoraveis: 2 (ja s6 ha 2 bolas brancas no saco)

Casos possiveis: 9 (ja s6 ha 9 bolas no saco)

=2
P=3

b. Restringindo o universo a composigao do saco apés a 2.°
extragdo tem-se:

Casos favoraveis: 2 (ainda ha 2 bolas pretas no saco)

Casos possiveis: 9 (ja s6 ha 9 bolas no saco)

P=§

c. Restringindo o universo a composicédo do saco apésa 2.?
extracdo tem-se:

Casos favoraveis: 5 (ha 5 bolas, cuja cor ndo é preta,
no saco)

Casos possiveis: 9 (ja s6 ha 9 bolas no saco)

=3
P=y9
PAG. 80
86.1 Como P(B|A) =%@P(A nB)=P(B|A) x P(A)

e P(ANB)=1-P(ANB), entdo
P(B|A) x P(A) — P(A) + P(AUB) =
=P(AnB)-P(A)+P(ANB)

=P(ANB)—P(A)+1—-P(AnB)=1—P(A)=P(A)

86.2 Usando a sugestdo indicada e tendo em conta que A é o
acontecimento «o enfermeiro é estrangeiro» e que B é 0
acontecimento «o enfermeiro é do sexo masculino» tem-se:

P(B|A) =0,5 (metade dos enfermeiros portugueses é do
sexo feminino)
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P(AUB)=08=80%
P(B|A) x P(4) - P(A) + P(AUB) =P(4) &
©05xP(A) — P(A)+08=1-P(A) & P(A) =04

Dado que A é o acontecimento «o enfermeiro é portugués»
e P(A)=0,4, entdo 0,4x300=120 sdo enfermeiros portu-
gueses e, como metade sdo do sexo feminino, ha 60 enfer-
meiras portuguesas.

87. P(CnBJ|A) éa probabilidade de se extrair uma figura de
paus na segunda extracao, sabendo que na primeira extra-
cdo saiu uma carta de copas. Aplicando a definicdo de
Laplace (a probabilidade de um acontecimento é o quociente
entre o namero de casos favoraveis a ocorréncia desse
acontecimento e o nimero de casos possiveis, quando os
acontecimentos elementares sdo equiprovaveis), sendo os
casos possiveis 51 (pois ja saiu uma carta na primeira
extragdo) e os casos favoraveis 3, pois so existem trés figu-
ras em cada naipe, em particular no naipe de paus, resulta.

-3
P(CnBlA)=2
88.1 11 1
a. p=EXE=Z

(Probabilidade de a bola seguir pelo caminho B e cair
no buraco E.)

h. Sabendo que passou pelo caminho C o valor pedido

é P=%; se nada fosse dito, a situac@o era idéntica

a da alinea anterior.

B2 1.1, 1,11
a. P=§XE+§XE=E
(Probabilidade de a bola seguir pelo caminho B e cair
no buraco E ou seguir pelo caminho C e cair no buraco
E; os 2 acontecimentos referidos sao disjuntos.)

b. Sabendo que passou pelo caminho C, o valor pedido é

-1
P= 7
c. Sabendo que passou pelo caminho B, o valor pedido é
=1
P= 7
PAG. 81

88.3 Na maquina a probabilidade seria % pois a bola cairia no

buraco E ou F com igual probabilidade; na maquina a proba-
bilidade seria 0 pois era impossivel a bola cair no buraco E.

88.4 Como so6 se ganha o prémio caso a bola caia no buraco E,

89.

90.1

90.2

91.1

tem-se:

Maquina 2: P:% (valor calculado na alinea 88.2 a.)

Maquina 1: P:%(valor calculado na alinea 88.1 a.)

Considere-se os acontecimentos E: «embalagem com leite
estragado» e V:«embalagem dentro do prazo de vali-
dade»; tém-se as seguintes probabilidades:

P(E]V) =0005, P(E[7) =085, P(v)=E =08 e

T)_ 2

p(V) =15=02

P(E)=P(En V) +P(EN V) =0,005x 0,8+ 0,65 x 0,2 =0,134

a. Restringindo o universo a composicao da urna A apés a
introducdo da bola preta (5 bolas verdes e 3 bolas
pretas), tem-se P=%.

b. Sejam A e B, respetivamente, os acontecimentos
«extrair uma bola preta da urna A» e «extrair uma bola preta
da urna B».

P(retirar bola preta) =

_ B)=3,3,2,4_11

—P(AnB)+P(AnB)—8><7+8><7_56
a. Dado que aurna A tem 5 bolas verdes num total de 7

bolas, tem-se P:g.
h. Dado que aurna B tem 3 bolas pretas num total de 7

bolas, tem-se P=

~lw

c. Sejam A e V, respetivamente, os acontecimentos
«selecionar a urna A» e «extrair uma bola verde».

Tem-se P(V)=P(AnV)+P(AnV) =

5. 1,419
=7%2%7%777
d. Com os acontecimentos definidos na alinea anterior é

pedido o valor

~ 2.1

p(AW):M - 7°2 =2

P(V) L2208
P(V)=1-P(V) 14

Casos favoraveis: °C, (n(imero de subconjuntos de 2 moe-
das verdadeiras formados a partir de um conjunto de 5
moedas verdadeiras)

Casos possiveis: 'C, (n(imero de subconjuntos de 2 moe-
das formados a partir de um conjunto de 7 moedas)
5Cz _10

g, 2
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91.2

913

0 acontecimento contrario a «pelo menos uma moeda é ver-
dadeira» é 0 acontecimento «as duas moedas sao falsas».

Casos favoraveis ao acontecimento contrario: 1 (s6 ha 1
conjunto com as 2 moedas falsas).

Casos possiveis: 'C,

-1 1_2
P=1 T =1
Restringindo o universo @ composig¢ao do saco apds a extra-

¢do da 1. moeda (4 moedas verdadeiras e 2 moedas fal-
sas) tem-se

_2_1
P= 6-3"

92. Sejam V e C, respetivamente, os acontecimentos «retirar
do bolso a moeda viciada» e «sair cara no langamento da
moedan.

P(V)=P(V) =3, P(C|V) =5 e P(cIV) =P(CIV) =5
Pede-se o valor de P(V|C)
P(V|C) =7P(VQC) =
P(C)
_ 1.1
__ pPlvnd 3% 2
p(Cnv)+P(CnV) 1yl 1,15
Cav)+pEny) Telitd
93. Seja x onlmero de bolas brancas no saco.
P(tirar bola ndo branca da caixa) =153
20 4
P(tirar bola ndo branca do saco) = 151g X
P(obter pelo menos uma bola branca) =
=1-P(n&o obter qualquer bola branca) =1 — %x 151g X
Como P(obter pelo menos uma bola branca) =
=0,75, conclui-se que 1 —%x 15]; X075 x=10.

PAG. 82

94. Sejam S e O, respetivamente, os acontecimentos «o sino
toca as 6 horas da manha» e «o sr. Anibal leva as ovelhas a
pastar pela manha».

P(0)=P(SN0)+P(SN0) =0,8x0,7+03x0,3=0,65
95. Sejam L e H, respetivamente, os acontecimentos «o indi-

viduo é louco» e «o individuo € um criminoso».

Sabe-se que P(L)=0,6, P(H)=07 e P(LNH) =025

95.1

95.2

95.3

96.

96.1

96.2

E pedido o valorde P(L N H).
P(LnH) =025 <P(LUH) =025«
< 1-P(LUH)=0,25< P(LUH)=0,75

P(LUH) =P(L)+PH) -P(LNH) <
o P(LNH)=P(L)+P(H) -P(LUH) <
<P(LNH)=06+0,7—0,75=0,55

E pedido o valorde P(LnH) +P(LnH) .

Os acontecimentos LNnH, LNH e L nH sdo aconteci-
mentos disjuntos, pelo que

PlLnBu(@nH) uLny) =

=P(LnH) +P(LNH) +P(LNH).

Como [(LnH) u(LZnH v@nH)|=LUH,
verifica-se a igualdade

P(LUH)=P(LNH) +P(LNH) +P(LNH) &
& P(LnH)+P(LNH) =P(LUH) - P(LNH).
Donde P(LNH) +P(LnH) =
=P(LUH)-P(LNH)=0,75-055=0,2.

E pedido o valor de P(HIL).

P(HNL) _P(H)—P(HNL) _

P(H|L) =———
(HIL) p(L) 1-P(L)
07-055

Sejam A, S, T e V, respetivamente, 0s acontecimentos
«o0 desaparecimento é por afundamento», «o desapareci-
mento é por sequestro», «o desaparecimento é por destrui-
cdo por temporal» e «todos os tripulantes sdo resgatados
com vidan.

4

P(A)=P(S)=P(T) =73, P(V|A) =%,

1
3
p(vIs)=2 e p(V|T) =L

P(V)=P(VNA)+P(VNS)+P(VNT) =

4 1. 3 1,7 117
=5*3t5%3710%37 10
P(VlT)zp(VQT) _ PVnA)+PVNS)
P(T) Foros P(T)
ANS=0Q
4.1.3
_5%3%5%3_7
10
-3
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97. Sejam X, Y, Z e E, respetivamente, os acontecimentos
«a caixa de bolos foi embalada pelo empregado X», «a caixa
de bolos foi embalada pelo empregado Y», «a caixa de bolos
foi embalada pelo empregado Z» e «o empregado esque-
ceu-se de colocar o prazo de validade».

P(X)=03, P(Y)=0,2, P(Z)=05, P(E|X)=0,03,
P(E|Y)=0,08 e P(E|Z)=0,07.

97.

-

E pedido o valor de P(E).
P(E)=P(XNE)+P(YNE)+P(ZNnE)=
=0,03x0,3+0,08x0,2+0,07 x0,5=0,06

97.2 E pedido o valor de P(ZE) .

P(ZnE) P(ZnE) 093x05
p(E) 1-P(E) ~ 1-006

P(Z[E) = ~ 0,49

PAG. 83

98. Sejam A, B, C e D, respetivamente, os acontecimentos
«a peca foi produzida pela maquina A», «a peca foi produ-
zida pela maquina B», «a peca foi produzida pela maquina
C» e «a pega é defeituosa».

P(A)=05, P(B)=P(C)=0.25, P(D|A) =0,985,
P(D|B) =0,02 e P(D|C) =097

98.

-

E pedido o valor de P(E).

P(D|A)=1-0985=0,015 e P(D|C) =1-097=0,03

Donde se obtém:

P(D)=P(AnD)+P(BND)+P(CND)=
=0,015%x0,5+0,02x0,25+ 0,03 x 0,25 =0,02

98.2 E pedido o valor de P(C|D).

_P(CND)_003x025 3 _
P(CID) =5 =" =5=0375

=3
9. PAnB) =5

(ha 3 cartas do naipe de ouros que sdo figuras)
P(A)=g (h& 13 cartas de cada naipe) e

P(B)=%:% (h& 3 figuras em cada um dos 4 naipes)

_18.,12_3_
Como P(A)x P(B) = 55 %57 53 =P(ANnB),

0s 2 acontecimentos sdo independentes.

100.1
)
6%
)
®
94%
@

(1) P(A N B) =5,988% (3) P(ANB) =0,376%

) P(ANB) =0,012% @) P(ANB) =93,624%

100.2 o
a. Epedido o valor de P(AnB).

P(A N B) =0,99 x 0,94 = 0,93624 = 93,624%

b. E pedido o valor de P(B).
P(B)=P(BNA)+P(BnA) =
=0,998 x 0,06 + 0,004 x 0,94 = 0,06364 = 6,364%

100.3 Na construgdo da arvore de probabilidades tem-se:
P(B) =0,06364 = 6,364%
P(B) =100% — P(B) = 93,636%

_P(AnB) _0,998x0,06
P(AIB) =55 = 0,06364

P(A|B) =100% — 94,0918 % = 5,9082%

=0,940918 (94,0918%)

= _P(AnB) 0,002 0,06
P(4[B) = p(g) 093636

P(A[B) =100% — 0,0128% =99,9872%

=0,000128 (0,0128%)

A
94,0918%
B
6,364%
5,9082% _
A
A
0,0128%
93,636% B
B
99,9872% _
A

100.4 E pedido o valor de P(A|§) que é 0,0128% .
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100.5 Os valores pedidos ja foram indicados ou determinados
nas alineas anteriores, pelo que

P(B|A)=100% — 998% =0,2% , P(A|B) =94,0918%,
P(B|A) =99,8% e P(A|B)=0,0128%.

1006 P(A n B)=0,998 x 0,06 =0,05988
P(A)=0,06 e P(B)=0,06364
Como P(A) x P(B) =0,06 x 0,06364 = 0,05988 = P(A n B),

os 2 acontecimentos sdo dependentes.

TESTE - PAG. 86
1 E={(A1,A) ., (A1, V), (A1, Vo). (A2, V1) (Ag, V),

(Vi.V2)}

Opcdo correta: A.

21 A={1,2,3, 4 peloque A={56},

2)=2_1
donde P(A) =573

Opcédo correta: B.

22 AnB={4}, donde P(AnB):%.

Opcéo correta: C.

23 CuD={2,3,4,5, 6
peloque CuD={1}, donde Cu D:«sairaface 1».

Opcéao correta: D.

3.  Nacaixahé 5 bombons sem recheio e 7 bombons com
recheio.

Casos favoraveis: 7 x 5C2 (ha 7 escolhas possiveis para o
bombom com recheio e, para cada um que seja escolhido,
ha °C, conjuntos possiveis de 2 bombons sem recheio)

Casos possiveis: "°C; (hd "°C; conjuntos possiveis de 3

bombons)
1X°G_ 10 7
T, 2002

Opcdo correta: A.
41 pa)=1
2

4.2 B|A:«oelemento escolhido para chefe de equipa é uma
médica sabendo que a equipa escolhida é a X »

Como na equipa X ha 5 médicas entre 15 elementos,

P(B|A) =]i=%.

43 P(B|A)=

_P(AnB)

@) P(AnB)=P(B|A) xP(A),

1,11
donde P(ArwB)—3><2_ﬁ

B)=p(B 1011
44 P(AnB)=P(B|A) xP(A)= {5 x5=7

—_

45 B=(AnB)u (AnB); como osacontecimentos
ANB e AnB sio disjuntos, ou seja,
(AnB)n(AnB) =2,
PB)=P((AnB)U(AnB))=P(AnB)+P(AnB).

Por outro lado, P(A nB) =P(B|A) x P(A) =%x%=l
Assim, P(B)=P(AnB)+P(AnB)=1+1-3
6 4 12
( ) §
P(AnB) 6 2
46 P(A|B)=——2Y-2 _%
(A1B) PB 5 5
12
ANn(AUB
5. P(A|AuB)=w _
P(AUB)  ACAUB donde
An(AuB)=A
P(4) P(A)

= P(A U B) Se A, B sé(ﬁncnmpan’veis P(A) + P(B)
entdo P(AUB)=P(A) +P(B)
pois P(ANB) =@

61 P(AnB)=P(AUB)=1-P(AUB)=
=1-[P(A)+P(B) - P(ANB)]
=1-[P(A) +P(B) - P(ANB)]
= 1_—1@ —P(B)+ P(_ALB)

P(A) P(A|B) x P(B)

=P(A) - P(B) + P(A|B) x P(B)

6.2. A:«ohomem é moreno»
B:«o homem tem cabelo encaracolado»

A N B:«o homem ndo é moreno nem tem o cabelo encara-
colado»

Pela alinea anterior,

P(AnB)=P(A) - P(B) + P(A|B) x P(B) =

11,113
=273 2%y
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7. Sejam os acontecimentos A :«a Gertrudes disse que hoje a TESTE GLOBAL - PAG. 88
temperatura ficara abaixo dos 10 °C» e B:«a Gertrudes
tem razéon. A probabilidade pedida & P(B|4) 1. Como % das criangas sdo meninas, % das criangas s&o

meninos; assim, designando por x o nimero de meninos,
De acordo com os dados do problema, sabe-se

2 1

1 2 1

que P(B|A>_3' tem-se que %:%@%x:%x%@x:m.
Assim, P(B|A) =1-P(B|A) =1 —%:%. Opgao correta: B.

2. Casos favoraveis: 2 (bola 1 na 1.* extragdo e bola 2 na

8.1 0 seguinte diagrama de Venn traduz a situagao: 2% extragdo e vice-versa)

M Casos possiveis: 62 (ha 6 bolas possiveis em cada extra-
ega Trex 50)
cao

_2_1
P_ﬁz_ 18

Opcédo correta: A.

21% (100-22-15-42)

3. Restringindo o universo as situacdes em que a soma foi 6

Assim, P=22% +42% =64% . ha 1 caso favoravel (3+3) em 5 casos possiveis
(1+5,2+4,3+3,4+2,5+1), pelo que o valor da
82 P=21% 1
probabilidade pedida é 5
9. 0 acontecimento «ndo haver golos» corresponde a .
Opcdo correta: B.
ANB.
Assim, tem-se P(A B) =P(AUB) =1 - P(A UB) = 4. Os nimeros dessa linha correspondem a 999(,30, et gy,
pelo que o nimero de nimeros dessa linha é 1000,
=1-P(A)—P(B)+ P(ANB) =1-0,3-05=0,2 havendo simetria, isto &, os primeiros 500 n(imeros sdo

—0.(AnB-2) iguais aos Gltimos 500 nimeros.

Casos favoraveis: 500

999 999 999 999 999 999
( Co="Cogg, Cy="Cogg, ... Cygg= C500)

Casos possiveis: '™°C, (conjuntos de 2 elementos forma-
dos de um conjunto de 1000 elementos)

_ 500 _ 1

P= 1000C2 ~ 999

Opcédo correta: A.

5. Casos favoraveis: 2x2x 3! (o grupo dos 4 amigos (3
rapazes e a Ana) s0 pode ocupar as 2 posigcdes em que a
Maria fica nos extremos e, para cada uma dessas situa-
cdes, a Ana s6 pode ocupar os 2 lugares centrais no grupo
dos 4 amigos, podendo os 3 rapazes permutar entre si)

Casos possiveis: 5! (permutacdo dos 5 amigos em 5 luga-
res)

_ 1
P= 5! ~5
Opcédo correta: A.

NY12RP ® RAIZEDITORA
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6. Casos favoraveis: *A, (o0 1.° cliente tem 5 opgdes de
escolha, 0 2.° tem 4 eo 3.° tem 3)

Casos possiveis: 5° (cada cliente tem 5 opgdes de escolha)

5
A3 12

T 25
Opcédo correta: D.

7. Casos favoraveis: 4! (como tém de sair todas as 4 faces, os

casos favoraveis so diferem na ordem de saida das mesmas)

Casos possiveis: 4* (cada tetraedro tem 4 faces)

4

P=y

Opcéo correta: C.

8. <2x + %)9 = égq x (20 x <%>l -

9 ) AL ) 9-3
=2°Cx 2% x x¥-i x (x 2) =32 Cxx ?
=0 =
0 termo independente de x é aquele para o qual
9 —%i:O@i:B.
Assim, o termo independente é 256 x9C6:672.

Opcédo correta: D.
91 E={1,2,3,4,5,6,7,8
92  2°-256

9.3 A -acontecimento composto; B—acontecimento impossi-
vel; C—acontecimento elementar; D —acontecimento

certo.

1. PB -P(anB)_r(B) -P(AUB) _

' P(A) N P(A) -
_1-P(B)=1+P(A)  P(B)—P(AnB)
a P(A) P(A)
_P(A)-P(AnB) .
Sy P(B|A)

1.1
a. 81=40320

b. Casos favoraveis: 6 x 3! x5! (o 1.° dos 3 quadros do
pintor X s6 pode ocupar uma de 6 posi¢des, nomeada-
mente, da 1. a 6.% posigcdo; para cada uma dessas 6
posicdes, os 3 quadros podem permutar entre si e 0s 5
quadros do pintor Y também podem permutar entre si).

Casos possiveis: 8! (os da alinea 11.1.a)

_6x3Ix5!_3
P==5r =%

11.2 Ha dois modos de organizar os quadros (XYXYXYXYe
Y XYXYXY X);, em cada uma destas situag@es, quer os
quadros do pintor X, quer os quadros do pintor Y, podem
permutar entre si, donde hd 2x 4! x4!=1152 maneiras
distintas de expor os 8 quadros.

12.  Na contagem do nimero de casos possiveis e do nimero de
casos favoraveis, podemos proceder de duas formas distintas:

e Pensando exclusivamente na mesa (considerando que
as cadeiras nao estao referenciadas; s6 interessa quem
esté a direita e esquerda de cada individuo)

Como a mesa ndo tem marca de inicio, fixando uma per-
mutagdo dos 16 individuos, o 1.° individuo pode estar
num dos 16 lugares da mesa, pelo que essas 16 possibi-
lidades correspondem a uma s6 permutacg&o dos 16 indi-
viduos.

Exemplo: na mesa com 4 individuos da figura seguinte as 4
possibilidades correspondem a mesma permutagao.

1 4 3 2
O O O O
3 2 1 4

Nesta situacao os 16 individuos podem permutar de 16!
maneiras; todavia, fixando uma das permutacdes, esta
poderia estar em 16 posicdes, pelo que a permutagéo

|
fixada foi contada 16 vezes, havendo assim 18t _ 15!

Lo 16
casos possiveis.

Quanto aos casos favoraveis, quer as mulheres quer os
homens podem permutar de 8! maneiras; fixando uma
das 8! x8! permutagdes, com homens e mulheres inter-
calados, esta poderia estar em 8 posicdes, pelo que a

permutacgdo fixada foi contada 8 vezes, havendo assim

1 %8l .
%: 7! x 8! casos favoraveis.

e Pensando na mesa inserida numa sala (também inte-
ressa a posicao de cada individuo na sala)

Esta situagdo funciona como se estivéssemos a fixar
uma posigdo de inicio para a mesa (um determinado
lugar face a sala tomada como referencial), ou como se
as cadeiras estivessem numeradas. Assim, hd 16!
casos possiveis. Relativamente aos casos favoraveis,
temos 2 maneiras de escolher um conjunto de cadeiras
para as mulheres e as restantes para os homens de
forma a ficarem em posicdes intercaladas. Para cada
uma destas escolhas, temos 8! x 8! maneiras de per-
mutar as mulheres e os homens. Assim, hd 2 x 8! x 8!
casos favoraveis.

0 valor da probabilidade pedida é 7!1>5<|8! =%
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13. Temos uma situagdo semelhante a do exercicio 12.

Dado que a contagem é mais facil de fazer pelo aconteci-
mento contrario (o sr. Antunes e a sra. Figueiredo sentarem-
-se lado a lado) vamos usar a expressao P(X)=1-P(X),
sendo X:«o sr. Antunes e a sra. Figueiredo sentam-se lado
alado».

* Pensando s6 na direita e esquerda de cada individuo:

. ]
Casos possiveis: %
(as 10 pessoas permutam entre si, mas a mesma sequéncia
fixa foi contada duas vezes: comeca num dos dois lados da
mesa e acaba no outro)

Casos favoraveis a X: 4 x 2! x 8! (fixando um lado da
mesa h& 4 posigcdes para o sr. Antunes e a sra. Figueiredo
se sentarem lado a lado, podendo permutar entre si e
podendo as outras 8 pessoas também permutar entre si)

* Pensando também na posic&o de cada individuo na sala.
Casos possiveis: 10! (as 10 pessoas permutam entre si)

Casos favoraveis a X: 8x 2! x 8! (em cada lado da mesa
hé& 4 posigcdes para o sr. Antunes e a sra. Figueiredo se
sentarem lado a lado, podendo permutar entre si e podendo
as outras 8 pessoas também permutar entre si)

0 valor da probabilidade pedida é

1_4x21x8l_, 8x2Ix8l_37
10! 10! 45°

2

14. A|B:«onimero do cartdo escolhido é maior que 1,
sabendo que o cartdo escolhido tem a forma de um trian-
gulo».

Reduzindo o espago amostral aos cartdes com a forma de
triangulo, tem-se

P(4lB)=3.

B|A : «o cartdo escolhido ndo tem a forma de um triangulo,
sabendo que o nimero do cartdo escolhido é maior que 1 »

Reduzindo o espago amostral aos cartdes cujo nimero ins-
crito € maior que 1,tem-se

P(Bla) =3,

15.

Sejam os acontecimentos A : «o componente produzido é
do tipo A» e D:«o componente produzido tem defeito».

P(AnD)
P(D)

De P(ANnD)=0,02x0,3=0,006 obtém-se

Pede-se o valorde P(A|D) =

P(AND)=098x03=0294.

Por outro lado, P(BND) =0,686 e dado que
P(AnD)+P(AnD) +P(BND)+P(BND) =1,
obtém-se P(BND) =1— 0,006 — 0,294 — 0,686 = 0,014 .
Como P(D)=P(AnD)+P(BnD), obtém-se

P(D)=0,006+0,014=0,02 e

_P(AnD) 0,006
P(AID) = =55 =502 =03
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Volume 11

Fungoes Reais de Varidvel

Real

DIAGNOSTICO - PAG. 6

11 w —p=on+d 3+l 2
PEIT n42 cen N gan A D(+2)
n+1>2 2
C o ,VneEN, —=——>0,VneN;
omo {n+2>3 N ) ) !

logo, (u,) é mondtona crescente.

12 Como (u,) émondtona crescente, entdo
u,>u,=2, VneIN.
Por outro lado: 1, = Sn+l_g_ 2
n+1 n+1
Como L>0, vneN,
n+1

entao u,=3-—2-<3, vneN.

1.3 Como (u,) é mondtona e limitada é convergente.

1.4 Haqueprovarque V6>0, 3pEN:n>p = |u,-3|<3.
Considere-se um ndmero real qualquer 6>0:

0 limite de (u,) é 3 se paraesse & existir uma ordem p
a partir da qual ‘37?%11 - 3| <39.

—3‘<8<:>|_—2‘<8 = 2 5
n+1 | n+1

n+1>0=In+1l=n+1

‘3n+1
n+1

2

e para 6>1, como mgL VneEN= 2

—=—-<3
n+1

desde o 1.° termo;

L<8 = n>2— 1,

n+1 | )
n+1>0ed8>0

basta tomar para ordem p o menor natural maior que

2 _1
5 1 (por exemplo, para &= p

e para 0<46<1, como

basta tomar para ordem

p 0 menor natural maior que %— 1=2r—-1~5,3, ou

3n+l_ g4

seja, [T

‘ <% desde 06.° termo).

21 vy=-1,1,=0,v;=-1, donde se conclui que (v,) ndoé
monétona, pois v; <v, e U, > V;.

22

23

31

32

41

4.2

43

44

4.5

4.6

4.7

4.8

—(n—-2)"<—1000 <> (n — 2)*> 1000 <>
& n—2>+/1000 V 1 — 2 < —+/1000
&> n>2+/1000 ~ 33,6\ n<2— /1000 ~ — 29,6

Conclui-se, assim, que os termos de (v,) sdo menores do
que —1000 do 34.° termo em diante.

Héa que provarque VL>0, 3peEN:n>p—=v,<-L.
Considere-se um nimero real qualquer L>0:

0 limite de (u,) é —oo se para esse L existir uma ordem
p a partir da qual —(n-2'<-L.

- <-Lesn-2">Le
on-2>VLvn-2<-VL
Sn>2+VLvn<2-vV0

Assim, basta tomar para ordem p o menor natural maior do
que 2+ VL (por exemplo, para L =500 basta tomar para
ordem p o menor natural maior do que 2+ /500 ~ 24,4,
ou seja, —(n—2)*< —500 desde o 25.° termo).

wy =2, wy=w;+3=5, w3=w,+3=38

Como w,,,=w,+3, VnENS w, ., —w,=3,

Vn €N conclui-se que (w,) éuma progressao aritmética
de razdo r=3, pelo que o seu termo geral é da forma
w,=w,;+r(n-1), donde w,=2+3(n—-1)=3n-1.

Por outro lado, w,=3n—-1>n, Vn€IN, e como
limn=+o0, entdo limw,=+0c0.

lim——=0
n+

hm(1+l>=1
n

lim——=0

2vn

lim (V7 + 1) =+o00

lim(l)n = lim =0
2 i

lim3"*' = +o00
lim(n2 - n) =" lim[n(n = 1)] = limn x lim(n = 1) =+ o0

lim(n2 — n%) <= lim[n2(1 — n3)] =

=limn2x lim(1 — nd) = —oco
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1 1
o n(2+— 244
49 1imZ*t1 = i o lim—2 =222
n+2 2 2 1
n|1+= T+=
n n
iig = n<n2+% n2+8
410 1imZ*° 2 lim =lim L SN
n+2 2 2 1
n(1+= 1+=
n n

411 lim(VOn+1 - 3vn) ===

lim [(\/9n+ -3vn) (Van+1 +3\/_)]
- Von+1+3vn

i [\/gn+12-(3\/5)2]
=lim | ———————

Von+1+3vn

N
SES
+
b=}
1818

n+1 n o

414 lim2—
5 +2

3n+l+
27"

")] =+00 X (+00) =400

415 lim>~——— 5" =lim [2 KA

5.1 Dado que (u,l) tende para 2 por valores superioresa 2,
limf(u,) =

Dado que (v,) tende para 2 por valores inferiores a 2,
limf(v,) =4.

52 Porexemplo, w,=5-—

3+ e

5.3 Nao; tomando as sucessdes definidas por a, = o

b,=-3
verifica-se que limf(a,) =1 e limf(b,) =2, pelo que

limf(a,) #limf(b,), ou seja, ndo existe limsf(x) .

In+1-9n . 1 1
lim =lim =——=0
(\/9n+1+3\/ﬁ) (\/9n+1 +3\/E> +00

54

a. 4
h. 2

C.

6.1

6.2

6.3

6.4

6.5

6.6

6.7

6.9

d. Nao existe.
e. 0

lim (3x2+5x)=+o00
lim (x2—3x) =+o00

lim (3 —3x) "=~ lim [x(x2=3)] = +00

3 =) X ]+%> ’|+§
lim > 2 lim <=, lim _’162%:1
X — +00 x—»+oox ]+— x—>+oo,l+_
X
1
oo x2(2——>
2 = 2
23x+11 = lim T -
Y oX T x(3+—)
_3 *
= lim |x ’152 =—oox%=—oo
AR I A
% 0 1_ax 2 x<l_4>
lim -2+1 3 iy =8 ey X S
X — +00 2 x—»+<>02(2x+'|) X— 400 ( 2)
o x| 4+=
1—4x X
1
L}
= lim X _T4 -1
X—v+oo4+_

lim (V2x+1-vV2x—1) ==

(Vox+1-vax—1) (Vax+T+vax=1) _

= 1
e Va+1+vV2ax -1
o V) - (V)
X koo 2x+1+vV2x -1

2x+1—2x+1

= lim

6 6
x( x) 3+§

‘] x—>+n><> 1
- ‘14_?

lim _3x+6
x—-+o<:w/4x2 1 x—v+o<:

_VZ 2

IIX\X

: 1 1
T

. 2
lim
x—+00/2x +1+V2x — 1 x—teo/2x +1+vV2x — 1
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6.10 xllm 7-4-0 =—o00
. 1 1 00 —00 1. 1 _ x+1 _
611 xh—l.l}-(xz—1_x—1> B xh_l.l}-(xz—1 x2—1>_
=leH}*<x2_—x1)=___1=+°°
0
[ 3) x+3 _ 3
642 lim x2+3x 0 x(e+ 3_,
0 B —3x2 o x(2—3%) s x(x—3) 0 <
0
V2 Z i _
613 lim =4 £ lim x2—4
i—2Vx2+x—6 x—2VX2+x— 6
_1 /(x 2)(x+2) /x+ \/Z /5
(x—2)(x+3) x+3
-1l 3 2-1__3

6.14 lim i
x_._\/2x2+5x 3 .

m
%*v2x2+5x—3
] @e=1)?
32% 2x2+5x -3
2
(2% — 1)
=1 =
me—m“w

O dominio de validade da
expressao é

1
_hmr =v0=0 ]—°°,—3[U]E,+oo[_
)
%1 x(x—2)
6.15 lim = =lim =
x—0x — \/_ x— 0" (-I L)
Vi O dominio de va-
. ox=2 lidade da expres-
=h“},+1 7 =0 sioé R'.
Vx

71 Querem ]-oo, 2[, querem ]2, +oo[, afungdo f & con-
tinua pois os seus ramos s@o funcdes polinomiais; resta
estudar a continuidade em x=2.

Como lim f(x)=-1 e lim f(x)=—2, ndo existe
=7 x—

lirnzf(x), pelo que f é continuaem IR\{2} .

7.2 Querem ]—oo, 0[, querem ]0, +oo[, afungdo g &
continua pois os seus ramos sao quocientes de funcdes
polinomiais (continuas); resta estudar a continuidade em
x=0.

Como lim ———
x—0 3x —X2 x4~0’3—x

e 8(0)=§, existe lim g(x) (:%) .

Logo, g é continuaem IR.

8.1 f écontinuaem [-3, 2]\{—1} e g & continua em R\{1}
pois & uma fung&o polinomial em ]—oco, 1] e & quociente
de fungdes continuas em ]1, + oo[ ; resta estudar a conti-
nuidade de g em x=1.

Como limr(1—x2)=0,
V=11 . (Va-1)x+1)
Jim e = Vi (xe1)

= lim x=1 g YX=To
x4»1*\/x_‘|(\/)?+‘|) x4»1+\/.;+1

e g(1)=0, g temlimite em x=1 e, portanto, tambhém é

continuaem x=1, ouseja, g é continuaem IR.

8.2 Adiferenca de fungdes continuas num ponto € uma fungéo
continua nesse ponto.

8.3 Nao, pois f ndo é continuaem x=—1.

8.4 Paraque fog sejacontinuaem x=—v2, g tem de ser
continua nesse ponto e f tem de ser continua em

fle(=v2)).

Como g é continuaem IR, tambémoéem x=—v2;
por outro lado, g(—\/f) =—1, mas f ndo é continua em
x=—1, donde, fog ndo é continuaem x=—v2.

9. lim kx=9k
x—9

lim Vx-3

x— 9" x-9

[loe

m (\/9?—3)(\/)_c+3)=
* (x—9)(Vx+3)
1

; -9 . 1
= lim X = lim =—
s—9 (x—9)(Vx+3) x—eVx+3 B
Para que f seja continuaem x=9 tem de existir
hmgf(X), donde 9k=%<:>k=%,

1. LIMITES E CONTINUIDADE

PAG. 11
10 =2+l he 750 50— 4750
n 3n >0 n>0
c>n>?—94 donde v,>u,,VnE€N:n>10

Se existe uma ordem p a partir da qual

v,>u,, entdo limv, >limu,.

o 3-1
. . 3n—15 = n_3

1.2 limv,=lim T lim 5 =9 ®
1

co 2+—
. o 2n+l e . n_2 -
limu, =lim i —hm—3 —3,0queconf|rmaa

desigualdade expressa na alinea anterior.
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2.1

22

23

24

25

3.1

32

se n impar
se 1 par

n+(_1)n={n—1

n+1

—=n+E=1)'>n-1,vneN

0 facto de lim(n — 1) =+oo justifica o resultado do limite.

_n+(_1)n={—n—l se n impar
—-n+1 se n par

= -n+(=1"<-n+1, VvneN

0 facto de lim(—n + 1) = — oo justifica o resultado do
limite.

n?-1 1
——=n-— se
n2+cos(nm) | n n
n N2
l:n
n

n impar
=
se n par

n?+ cos(nm)
—_— 2

n-t vnenN
n n

0 facto de lim(n - %) =+oo justifica o resultado do
limite.

—n5+ sin(nm) ns
1+n3 |
sin(nm)=0,vneN

—nb+ sin(nm)
1+n3

<--—"_ vneN
— , n
ST+

n?

5
0 facto de nm(—L) =lim[- =—oo
1+nd 1
Tl3

justifica o resultado do limite.

n s
3+ 1)n]n ={in se nimpar

se npar
n" n
= [n+=D" »2", vneN

0 facto de 1im2" =+oo justifica o resultado do limite.

Para n=2: 3*—22=5>4=22, donde a desigualdade &
verdadeira.

Hipétese para n: 3" —2">2"

Tese para n+1: 3" — 201> 9n+!

32 =3x8 - 2x2"=3"+2x3" - 2x2"=
=3"+2x(3"-2")

>2n+1

> 3"42x 2" =3" 420!

hipétese 3'>0vneN

lim (2")n= +00

33

41

4.2

43

44

45

Na alinea 3.1 conclui-se que 3" —2">2",VneN:n>1,
n n\" n\"

pelo que (3"=2") >(2") ,vyneN:n>1e

lim (3" = 27)" > lim(Z“)n; por outro lado, na alinea 3.2

conclui-se que lim(Zn)n=+oo, donde, conjugando os

n
dois resultados, tem-se que lim (3" —2") =+oo.

1 P
——— se nimpar
1
w"=(n+)1 "
—— se npar
n+1 P
—-1 <w < vieN
n+1 T=n+1
. . 1 1
Como as sucessdes definidas por a,=——— e b,=——
P n +1 Ton+1
tém por limite 0, entdo limw, =0.
n+cosn n-—1 n+1
w,=——- e <w, < ,
n n —1<cosn<1,VneN T SnS n

vneNe1-daw <1+l vren

Como as sucessdes definidas por a, =1 —% eb,=1 +%
tém por limite 1, entdo limw,=1.

_ 2n3+1
sin(nn) —3n% 7|
sin(rn)=0,vneN

23 +1
3n3

n

2n3+1 2n3
3 SPnS T3

3,VnEIN
n

1

2nd+1 2+ nd
Como as sucessdes definidas por a, = — =

3n3 3
e
3 2., imite —2 entio li -_2
b,= T tém por limite 3 entdo limw, = 3
32+ (=1 3w -1 3n2+1
" onn+1) nm+1) " " nm+1)
nimpar npar

1

3n2—1 =3‘ﬁ
nn+1) 4.1
n

Como as sucessdes definidas por a, = e

1
_3n+1 =3+n2
n(n+1) 4.1
n

n tém por limite 3, entdo limw,=3.

n n
wn=<n3:l1> zogwn<<%> ,VneNN
1

n
Como as sucessdes definidas por a,=0 e b, = <%> = 7

tém por limite 0, entdo limw, =0.

NY12RP ® RAIZEDITORA

38



NY12RP ® RAIZEDITORA

RESOLUCOES — FRVR12

B 7 n+1_ (2 1 >n+1
48 w”_<5n+10> S\ TE10) o

5n+10

X, = é crescente ;
n 5n+10

x,>0, Vn;llx,:siﬂ

1 n+1 2 n+1
= (E) <w, < (E) , VneN:n>4

1 n+1
Como as sucessdes definidas por a, = <%> e

) n+1
b,= (3) tém por limite 0, entdo limw, =0.

5.1 Para n fixo, o fator - _ toma o valor méximo quando k

2+ k
é minimo (k=1) e toma o valor minimo quando k é
maximo (k=n).

vnelN.

conclui-se que — 1 < 2

n2+k n2+1

e
1+—
n

5.2 Como as sucessdes definidas por a, :#

= tém por limite 1,

entdo limv, =1.

6.1 Porhipétese, IgEN:n>q—= u, <V,
Fixado um nimero real L>0, como limu, =+o0,
dJpeEN:np=u,>L.
Assim, se p>q tem-se a desigualdade L<u,<v,
para n>p, donde se conclui também que limv, =+oo;

se p<q tem-se a mesma desigualdade para n>q,
donde se conclui o mesmo.

6.2 limu,=-o0

PAG. 15
71 lim g(x) > hm f(x) ecomo lim f(x)=+o0
x—2" x— x—2

também hmg(x) +00; logo, a proposicéo é verdadeira.

x—2"

72 lim gx) > lim f(x) e como

5
Xx—2

2
lim % +1_ lim

X— 400 X — X— +00

(x+2+ >=+c>o, também

lim g(x)=+o0; logo, a proposicao é falsa.

X —> 00

8.1

8.2

83

10.1

10.2

X2+ Cosx x2—1_
X+1 cosio-1, x+1 =X 1,Vx€] 1'+°°[
Vx€R
2
Como lim (x—1)=+oo, entdo lim *X1COSX_ o,
Yoo x— oo X+ 1
X2+ Cosx x2—1_
X+1 cosxs-1, x+1 - 1,VX€] o, 1[
VxeR )
Como lim (x—1)=—oco, entdo lim X FC0SX__
e oo X+1
x3(3 + cosx) 253 ] 1 [
> .
2x+1 Z x+1’ Vx€ 2 , como
cosx>—-1Vx€R
3 3
m 2x =400, entdo lim M=
x—roo 2+ 1 x—too  2x+1
lim g(x) < lim f(x) < lim h(x)
x— -1 x— -1 x— -1

Como lim g(x)—— e hm h(x)——

x— =1

entdo lim f(x) %

x— =1

—x<xcos<1><x Vx€]0, +oo[; como

[ ——7
—‘I<cos( )<1 vxeR\{0}

lim (-x)=0e limx=0, entdo lim [x cos(%)] =0

x— 0" x— 0" x—0"
x<xcos<%)<—x, Vx€J]-oo, 0[; como lim x=0
X —

[ S ——
—'I<cos( )<1 vxeR\{0}

e lim (-x)=0, entdo lim [x cos(%)] =0

x—0 x—0

Dado que lim [x cos<1)] = lim [x cos<l>] ,
x—0" X x—0 X

tem-se lim [x cos G)] =0.

x—0

_L]g_‘lg% VXE]—] +oo[
—-1<sinx<1, Vx€R
como lim <—L) 0e lim L=0,
X — +00 x+1 x—+o0 X + 1

entdo lim X =g,

x—+oo X + 1
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103 —%g%cosxg%, Vx €R\{0} ; 142
—_— ———
—1<cosx<1, VxER 1 0 -2 =1
. 1 o -1 11
como Xl_l;{lg()(—;):o e lim -5=0, ‘ 1T -1 - 0
entdo lim (%cosx)=0. h)=Gx+D2-x-1)
M)=0x=-1V2-x-1=0&
3 _2-sinx_ 1 3 1-6 1+V5
. — —-=|; =—1Vx=—73—x-06Vx= ~ 1,6
04 v 3 2xes <2x+3'v"e] o 2[' = S =2
1<2-5inx<3, VxER Confirma-se que a equagdo h(x)=3 tem uma solugdo
im -3 - i 1 _ 1+V5
como Im_zry3=0 & M 55570 em J0, 2[: .
. . 2-—sinx
1 =——=0.
entao Im ~ox+3 0 15. h écontinuaem [1, 5] e h(1) <5< h(5); logo, pelo

teorema de Bolzano-Cauchy, existe c€]1, 5[ tal que

105 X=1  X+cosx h(c)=5, ouseja, 5 pertence ao contradominio de h.

<o, wxel=1, +oof;
x+1

x+1 x+1
—1<cosx<1, VxeR 161 f(—1)=% e f)=—11.
como lim X=1—1 ¢ lim 1=1,
x— 400 X 1 X —> +00
16.2 Ndo, pois f ndo é continuaem [—1, 2], uma vez que ndo
% 1 X+COSX _ . A
entao XLHEX, x+1 =1. esta definidaem x=1.
9 2 2 17. Afuncdo g é continuaem |—oo, 1] (fungdo polinomial) e
106 3x2—1 _3x2+cos(nx) _3x2+1 VxER: ¢ao g ] [ ¢

em ]1, + oo[ (quociente de fungdes continuas); resta ver

em x=1.
x=1(Vx+1)

2x2+1 ° 2x24+1 T 2x2+1

—1<cos(mx)<1, VxER

0
o 3x2-1_3 o 3x2+1_3 lim g(x)=2 e lim g(x) 2 lim — =
como XE»I{-loozx2+1_2 eXE@M2x2+1—2, X x—1 x—1 Vx =1
- .. 3x2+cos(nx) 3 =XIEI}*(\/;+1)=2;
entdo lim ————"==.
x—too  2x2+1 2

como limg(x)=2=g(1), g é continuaem R,
x—1

pelo que também & continuaem [-1, 2].
1. lim [— f(x)+3] < lim glx) < lim [Zf(x)] ;

Dado que g(-1)=0<Vv2< \/_1 =g(2),
como lim [~f(0)+3] =3 lim fl)=3-1=2¢e 5‘1
X — +00 X — +00 2+1
liril [2f(x)] =2 x lir1+1 f(x)=2, entdo lir1+1 gx)=2. o teorema de Bolzano-Cauchy garante que existe, pelo
menos, um niimero real c€]-1, 2[: g(c)=v2, donde a

PAG. 21 proposicdo é verdadeira.

12. f écontinuaem [2, 3] e f(3) <1<f(2); logo, pelo teo- } ) ’ o
rema de Bolzano-Cauchy, existe c € ]2, 3[ tal que f(c)=1. 18.1 Afuncdo g é continuaem IR (fungdo polinomial) pelo que
também é continua em [—1, 0]; por outro lado,

g-N=—-1¢eg0)=1.

logo, pelo teorema de Bolzano-Cauchy, existe c€]-1, 2[ Como g(-1)xg(0)<0, o coro!ério do teorema de
tal que g(c)=6. Bolzano-Cauchy garante que existe, pelo menos, um

namero real c€]-1, 0[: g(c)=0.

13. g écontinuaem [-1,2] e g(-1)=4<6<g(2)=16;

14.1 Afungdo h é continua em IR (fungdo polinomial), pelo que

também & continua em [0, 2]; por outro lado, (0)=2 e 182]0, 1[

h(2) =6, donde verifica-se a desigualdade h(0) <3< h(2).

0 teorema de Bolzano-Cauchy garante que existe, pelo 19. Sé afungdo f satisfaz as condigdes do teorema de Weiers-
menos, um nimero real c€10, 2[: h(c)=3. trass, pois s6 esta func@o é continua no intervalo fechado e

limitado [—-3, 2]; o maximo e minimo absolutos séo, res-
petivamente, 3 e 2.
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PAG. 25

20.

Como limv, <limu, =3, limv, n&do pode ser +oo.

Opcéao correta: D.

21. limy,=—-o0
Opcédo correta: A.
22. Como lim(—u, —1)=+c0, o limy, tamhémé +oo.
Opcao correta: D.
. 1.1
23. Como lim(1—u,)=1 -3=7
pelo teorema das sucessdes enquadradas o limv, também
1
€3
Opcdo correta: C.
24, limu, =1lim [(=1)"Va - n] =limvVa ((=1)" = V) = — oo
Opcao correta: A
2
25. Asucessdo definida por u, =nn7 nao é conver-
(=) n2-1
n
. - senpar
gente. Com efeito, como u, = ,
T .
~ a7 Semimpar
os termos de ordem par definem uma sucessao conver-
gente para 1 e ostermos de ordem impar definem uma
sucessao convergente para —1.
As restantes sucessdes sdo convergentes para —1.
26. Opgdo correta: C —n2+ sin%%) <-n2+1,vneN
VneN, sinz(n—zn) e, 1
Como lim(-=n2+1)=—o0,
entdo lim [— n?+ sinz(%)] =—00.
Opcéao correta: B.
PAG. 26
2]. Emtodas as opcdes as fungdes dadas verificam as condi-

cdes iniciais relativas aos limites; todavia, verifica-se o

enquadramento
i) ")
0 <Cosx+ 1

< Siy7 VYER.

Vx€R, —1<cosx<1

Opcéo correta: C.

28.

291

29.2

30.

Como a fung@o f ndo esta definida em x=%, ndo se pode

aplicar o teorema de Bolzano-Cauchy a qualquer intervalo
que contenha esse valor.

Opcao correta: C.

Sendo a fung&o continua em IR também é continua em
qualquer subconjunto de IR, nomeadamente, [1, 2];
todavia, f(1) x f(2) >0, pelo que do corolario do teorema
Bolzano-Cauchy nada se pode concluir quanto a existéncia
nem nimero de zeros de f em |1, 2[.

Opcéo correta: D.

Afuncdo g também é uma funcdo continua em IR ; logo, é
continua em [1, 2]; verificando-se a desigualdade

8g(1) < —-2<g(2) ouadesigualdade g(2)<-2<g(1), o
teorema de Bolzano-Cauchy permite concluir que existe um
namero real c€]1, 2[: glc)=-2.

A gM=fM+1=-1e g2 =f2+2=1

B. gM=2f(1)+1=-3 e g(2)=2f(2)+2=0

C. gM=f1)+2=0e g=f2+2x2=3

D. g(N=2f(1)+2=-2¢e g(2)=2f(2) +2x2=2
Opcao correta: B.

0 teorema de Weierstrass permite afirmar que toda a fun-
¢do continua num intervalo fechado e limitado admite
maximo e minimo absolutos nesse intervalo, pelo que basta
ver qual das fungdes indicadas é continua em [—1, 1].

Opcdo A: afungdo f ndo é continua em
[-1, 1] pois 1€ Dy.

Opgdo B: afungdo g é continuaem IR; logo, em
[-1, 1]; afungdo g é continuaem ]—oo, 1] por ser
uma fung@o polinomial, é continua em ]1, +oo[ por ser

uma fungdo racional (quociente de polindmios) e é continua

em x=1 <1irn x+D=2e

— 1

0
lim =18 iy G VD =)
rrx=1 oy x=1

x— 1"

0 teorema de Weierstrass garante que a fungdo g, por ser
continua num intervalo fechado e limitado, admite maximo e
minimo absolutos nesse intervalo.

Opcdo C: afungdo h é descontinuaem x=1

(lirni(—x+2)=1¢0= lim\/x—1).
x—1 +

x—1
Opcgdo D: afungdo i é descontinuaem x=0

(lim (=x=1)=-1#1= lim+(x+1)).

— 0 x—0

Opcéo correta: B.
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PAG. 27
31. Como lim(5—u,)=—o0 e v,<5—u,, para n>10,
limv, também é —oo.

32. limw, =lim(2v,) =2limv, =+o00
33. VneN, -1<cosng<1 & -3<cosn—-2<-1 &
& —3nt<nt(cosn —2) < —nt

vneN, u,<-n*e lim(-n%=-oo.
Logo, limu,=—oo.

sin(n%) 1 1
Ul =g g™ D gigS<iiSgyyg YREN
—1<sin(n%)<‘l

Como as sucessdes definidas por a, = ! !

“7m+3 ¢ T es

tém por limite 0, entdo limu,=0.

_ cos(na) 1
nTTonel vigw, (STSgpgpqe VREN

0< cosna) <1
Como as sucessdes definidas por a,=0e b, =
por limite 0, entdo limu,=0.

342 u

o
s em

(2 \'_ (2 2 )"
34'3H”_<5n+1>_<5 ®n+5) .

Bnis >0, VneEN;

__2n
Tobn+1

VneN, x,>0

X, é crescente;

n
:>0<un<(%) , VneN

n
Como as sucessdes definidas por a,=0 e b, = (Z) tém

por limite 0, entdo limu, =0.

2

B

1

344 u, = =
" k=1\/112+k o menor termo do somatorio é 11 B
n2+2n
omaiortermodosomatérioéﬁ
n 1 n 1 v IN
= > —<u, < , vne
Svniroa T "t S Vi
1 1 <
Como e ndo dependem de k,
vnZ+2n  vVn2+1
S_ 1w 22 1 __
SVnivam Vnzean o SVl Vni+t'
2n 2n
donde <u,< , VneIN.
Viz+oan o Vne+d
- 2n 2
Como as sucessdes a,=———== e
" Vnl+n 1+42
n
b,= n___ 2 tém por limite 2, entdo limu,=2.
VnZ+1 1+4
n

35.1

35.2

36.1

36.2

37.

-

37.2

38.

xx-;l:lgxg x(x+4) _ lim x+g=—1oo
A Sy i
X
= =00
X2+8x = X648 o x+4_+oo
x—+00 X+3 X — +00 <1+§> x—~+o<>,l+§ 1
x x

+00

1 sinx 1
- , VxE€IR; como
X24+1 X241 T x241

Vx€R, —1<sinx<1

_X—»+oox2+

. 1 o 1 <
xlir?m<—x2+1) lim i1 =0, entdo, por exemplo,

) = - & h(x)=—

x24+1°

1 sinx 1

- , Vx€IR; como
X+1 T xa2+1 X2+

. 1 _ . 1 =

i (gh) =0t w0, eni
sinx _
x—-+oox2+1 =0

lim [-2f(0) - 3] < lim glr—1)< lim [— ) = 1]
Como lim [-2f(x) = 3] =+c0 e lim [-fx) = 1] =400
entdo lin}r glx—1)=+oc0.

0 grafico da fungdo h(x)=g(x — 1) resulta do grafico da

fungdo g por uma translagao horizontal de vetor (1, 0),

pelo que lim g(x)=+oo.
x—0"

Jim =200 -3] < lim,_g(x - 1< lim_ [0 1]
Como lim [-2fx)-3]=1e lim [-fl0-1]=1,
entdo Xling(x —-1=1.

Pela mesma razdo associada a translagao tem-se

lim glx)=1.
X — +00

Sendo a fungéo f limitada, existe L € IR* tal que,

Vx€IR, —L<f(x)<L. Assim, a fungdo h definida por
h(x)=Lxg(x) étalque, Vx€R, —h(x) < flx)gx) < h(x)
e, como 1imog(x) =0, tem-se 1irnoh(x)=0.

Sendo lirnoh(x) = limo(—h(x)) =0, tem-se

xliinn(f(x)g(x)) =0.
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PAG. 28
. x2 = X
39. lim ——— = X - + o0
x—+00o X+ COSX VXER, x—+oo COSX jim 08X _g
—1<cosx<1 1+ —= lm =

40.

a.

42.

43.

44,

X

f écontinuaem [-3, —=2] e f(=2)=v5<n<f(=3)=V10;
logo, pelo teorema de Bolzano-Cauchy, existe c€]-3, 2[
tal que f(c)=7, ou seja, a equagdo f(x)=m tem, pelo

menos, uma solucao nesse intervalo.

Para mostrar que a equagdo g(x) =x+2 tem, pelo menos,
uma solug&o no intervalo ]2, 3[, vamos considerar, por
exemplo, a equacao equivalente Vx3+1—x—-2=0 eusar
o teorema de Bolzano-Cauchy, aplicando-o a fungéo f
definida por fx)=Vx¥+1-x-2, em [2, 3].

Afungdo f é continuaem [2, 3], pois é a soma de fun-
¢Bes continuasem [2, 3], e

f(2)=-1<0<f(3)=Vv28 —5; logo, pelo teorema de
Bolzano-Cauchy, existe c€ ]2, 3[ tal que f(c)=0,

ou seja, a equacao Vil —x-2=0 & glx)=x+2
tem, pelo menos, uma solugdo nesse intervalo.

1 sea<x<c

Por exemplo, f(x):{ com a<c<b

-1 se c<x<b

Como h é uma fungdo polinomial é continua em IR, tam-
bém é continuaem [—-2, —1].

Por outro lado, h(—=2)=12+k e h(-1)=5+k.
De h(-2)x h(=1)<0 conclui-se que

{12+k<0 v {12+k>0

ja, —12<k<-5.
51k>0 ¥ \5+k<p OUSEld —12<k<-5

Para mostrar que a equagdo f(x)=g(x) tem, pelo menos,
uma solugdo no intervalo ]a, b[ vamos considerar, por
exemplo, a equagdo equivalente f(x) —g(x)=0 e usar

o corolario do teorema de Bolzano-Cauchy, aplicando-o
afungdo h definida por h(x) =f(x) —g(x), em [a, b].
Afungdo h é continuaem [a, b], pois € a diferenga de
fungdes continuas em [a, b], e, como, f(a) —gla) <0
e f(b) —g(b)>0, tem-se h(a)x h(b)<0;

logo, pelo corolario do teorema de Bolzano-Cauchy, existe,
pelo menos, um c€Ja, b[ tal que h(c)=0,

ou seja, a equagdo f(x)=g(x) tem, pelo menos, uma
solugdo no intervalo Ja, bl.

45.1 Para mostrar que se f(a) < g(a) e f(b) >g(b), entdo

existe c € [a, b] tal que f(c)=g(c), vamos considerar
afungdo h definida por h(x)=f(x) —g(x), em [a, b].
Tem-se que:

h é continuaem [a, b], pois é a diferenga de funcgdes
continuas em [a, b];

h(@)=fla) - gla)<0;

h(b)=f(b) - g(b) >0.

Se f(a) — g(a)=0, tem-se, por exemplo, c=a.

Se f(b) — g(b)=0, tem-se, por exemplo, c=b.
Considerando as desigualdades estritas, podemos aplicar
o corolario do teorema de Bolzano-Cauchy, que nos permite
concluir que existe, pelo menos, um c € Ja, b[ tal que
h(c)=0, ou seja, tal que f(c)=g(c).

45.2 A propriedade enunciada é um caso particular da proprie-

dade enunciada em 45.1.

46.1
a. Afuncdo f é continua em [2, 10], pois é a composigao da

funcéo raiz quadrada (continua em IR ) com uma fungéo
racional (continua em IR\{1} ), sendo o conjunto imagem
de [2, 10] pela fungdo racional um conjunto de nimeros
reais positivos. Por outro lado, tem-se

f(10)=%<2<f(2)=3.

Logo, pelo teorema de Bolzano-Cauchy, existe c€]2, 10[

tal que f(c)=2, ouseja, a equagdo f(x)=2 tem uma solu-
¢do nesse intervalo.

. Da alinea anterior sabe-se que f(10) <2< f(2) .

2o1m s
Como f(6) =\/¥ ~ 1,8 entdo f(6) <2< f(2) ecomo [ é

uma fungdo continuaem [2, 6], entdo essa solugdo tam-
bém pertence a ]2, 6[.

. Como f(4)=\/?z2,1 entdo f(6) <2< f(4) easolugdo

também pertence a ]4, 6[.

462 f(—1)=-§ e f(2)=3.

S6 sera possivel garantir a existéncia de zeros se a fungdo
for continua em [—1, 2]; todavia, como a fungdo ndo é

continua em x=1 < lim f(x)=—1e lim f(x)=+00> ,
x—1" x—1"

ndo é possivel garantir a existéncia de zerosem ]—1, 2[.
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PAG. 29 49. Seja g afuncdoquedaa y
47. V é continua em % 2?7‘ ) areadoretangulo [ABCD] |
emfungdode a, 0<a<1. f

V< 2) 80 (7 —sin 2) 40m — 80 ~ 45,66 A altura do retangulo [ABCD]

) 9 9 é f(a). Atendendo a sime- 1 D ' ¢
V( ;E) 80 <? - sin?n> 80(% - Sin%> = tria do gréfico de f relativa- :
mente a reta de equacéo
=108 _40v3 ~ 9827 y=1 (flo=fe-o),a  JA 4 1F
base do retangulo é 2 —2a. o a2

V<2> <80< v(zg‘)

_ Assim, g(a)=(2 — 2a)f(a) = (4 - 4a)Va .
Logo, pelo teorema de Bolzano-Cauchy, existe

. . . 11 o
xe]%, Z?n tal que V(x) =80 m?. Afuncao g é continua em [ﬁ Z] , pois é o produto de
fungdes continuas nesse intervalo.
Como V é estritamente crescente, sabemos que esse valor : ool 1 o
e o(z)= (1= )V =" 5=
48. 0 volume do cone é dado por %xérea da base x altura g(%) _ <4 _a 1)\/123 xl:%

e o volume do cilindro é dado por area da base xaltura .

. . 1 3
A altura do cone é dada, em funcao de x € ] 0, [ Como g & continua em [ﬁ 4 ﬁ<1 <7 pelo
por sinx. 1
teorema de Bolzano-Cauchy, existe aE] %5 4[ tal que
gla)=1, ou seja, tal que a area do retdngulo [ABCD]
1 éiguala 1.
X 50.1 Por exemplo:

0 raio da base do cone (e do cilindro) é dado, em fung@o
de x, por cosx.

Assim, o volume do s¢lido é dado, em funcao de x, por

OS2 + Tcos2x X sinx .

Seja V afuncdo definida em ]O, %[ por

V(x) =rncos2x + %coszx X sinx.

V é continua em [% %] , pois resulta da soma e produto

de fungdes continuas.

V<£> =1cos2 X + Leos2Ex sinZ =

6 6 3 6 6
2 2
V3 b4 (\/5) 1
—TCX(T +§X T XE
3n m_TIn
=7 +8_ 8 ~ 2,75
T\ _ 2T 02 s cin T =
V<3> COS 3+3cos 3><sm3
cax (1) (1)2 V3
—nx(2> +3>< 5) X3
T, Tc\/— (6+\/§)N101
4 24 24 T
v(5)<2<v(§)

Logo, pelo teorema de Bolzano-Cauchy,

existe x € 6 3[ tal que V(x)=2dm®.
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DIAGNOSTICO - PAG. 30

11 A0, 3)eB(1, 2)$mAB_%=_1
B(1, 2)eC(3, 6 6-2
e ( )ﬂch 3—1—2

Logo, m,z<mp-, 0 que é compativel com o facto de o
grafico de f ter a concavidade estritamente voltada para
cima.

12 B(1,2) e D2, 1):mBD_;—2 -1

1
2-1_
3-2
Logo, myp>mpe, 0 que é compativel com o facto de o
grafico de g ter a concavidade estritamente voltada para
baixoem [1, 3].

D2, 1) & EB3, —2) = mpy="— -3

21
a. f'(1)= lim f(X) f(”

_}3112;;_—12 E}ﬁ1w—lm[2(xﬂ)]=
b f'(1)= w

- lim ZhZ;lL ah 3 2h(f]zl+ 2)_ hm [2(h+2)]

h—0 h—0

2.2 Afuncdo f é continua e diferenciavel em R (fungédo
polinomial), pelo que é continua em [0, 2] e diferenciavel
em 10, 2[.

Assim, pelo teorema de Lagrange, existe pelo menos um

2-0

celo, 2[: (o) = =tMVrpo, 9
N R0 741
fO="0—g &, te="g &=l

31 Em ]-oo, 2[ afungdo g é continua por ser uma fungéo
polinomial; em ]2, + oo afungdo g & continua por ser

uma funcgao racional (quociente de fungdes polinomiais);
resta estudar a continuidade em x=2.

Como lim g(x)=5 e lim g(x)=5, existe
x—2 x—2"

lirnzg(x) =5=g(2), peloque g écontinuaem IR.

5.1

5.2

53

54

55

5.6

6.1

6.2

6.3

0
li 80 -5@ =1 2= 2x L lim x(x— 2)— lim x=2
x—2" -2 x—2 X—2 x—2 X—2 x—2
) - ¢ —6x+12 0
§X) —§ . x—1 —6x+12 0
lim =1 =1 =
N x—2 T TG G-9
—-6(x-2) -
= lim =1 =—6
GG =2 apx—1
Como lim g(x)—g(z);t lim 8 ~ ()

x—2 Xx—=2 gt X—2

nao existe derivada de g em x=2.

e m,=f(- 6)—— V2

1
2Vx+8 2\/4\/2

Aequacdo reduzida da reta r é da forma y=xt b,

)=

sendo que a reta passa no ponto
A(-6, f(-8)) = (-6, v2).
\/f—\/_( 6)+ b«:}b—i

ou seja,

V2, 5\/_

7"

A ordenada do ponto B €0, sendo que o ponto pertence a
reta r; considerando x a abcissa do ponto B tem-se que

£5\/_

aequacgdo reduzidadareta r é y=——

0= & x=-10, ou seja, as coordenadas do

ponto B sdo (—10, 0).
f'(x)=5
g'(x)=4x3 -

6x+2

h()_x2+2x 4
(x+1)°

i'x) =

X
VxZ+1

i) = 3\/_

2x+3

k'(X)=——2
2Vx+1(2x+1)

f é diferencidvel em IR, pelo que é continuaem IR.

f(x;_f(s)_f’(3)=2x32—1=17

x—»S

A reta tangente ao grafico de f no ponto de abcissa x tem
declive igual a f'(x).

A bissetriz dos quadrantes impares tem declive 1.

Como retas paralelas tém o mesmo declive, conclui-se que:
f=1=22-1=1x=%1

Sédo os pontos cujas abcissas sdo, respetivamente, —1 e 1.
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64 f(0)=0=2x2—1=0<x =i%=i§ 9.1 Uma vez que o tridngulo [ABC] é retdngulo em C, tem-se
—2 -2 ==
AB = A BC .
. . _ﬁ Q o que C +BC
2 2 Por outro lado a area do tridngulo [ABC] é dada por
f'(x) + 0 - 0 + AC x BC
Monotonia e Max. Min. 2 . _ B
extremos de f 7 relativo N relativo 7 Como AB=6 e AC=x entdo
V32 BC=V62—x2=V36—x2, x €[0, 6] e aéareado
Afuncdo f écrescenteem |—oo, -
n . xV/36 — x2
eem ? +ool triangulo [ABC] é dada por 5/ x€ [0, 6].
Afuncédo f é decrescente em [—? %] . 92 A') 18 — x2
. X)=——
V3 V36 — x2
Afuncdo f tem minimo relativo em x=--- e maximo _
@ f 2 A)=0e B2 gy yosvig=43v2
. V2 V36 — x2
relativo em x = -
X 0 V2 6
7. g'(x):g—% ’
, 1 9321 1 A') 0 |+ 0 -1 0
g(x)=0<:>9—ﬁ=0<:>7=0<:>x=i§
Monotonia 0 9 0
x oo | 1 0 1 oo eextremos| Min. | | Max. | \, | Min.
3 3 de A absoluto absoluto absoluto
g't) + 0 |- |ND|-| O + A area maxima que o tridngulo [ABC] pode ter é 9, sendo
Monotonia _6 6 que, para essa area, AC=x=3v2 e BC=V36 - x2=3V2.
eextremos| /' | Méax. | \(|ND.| \ | Min. | /
de relativo relativo ~
8 2. DERIVADAS DE FUNCOES REAIS
Afuncdo g é crescente em ] —o0, —%] eem [% +0<>[. DE VARIAVEL REAL EAPLICAG@ES
< . 1 1 <
Afuncdo g é decrescente em [—5, 0[ eem ]0, §] . PAG. 35
_ » . 1 . 51.1 Afungdo f tem derivada em ]0, +oo[ definida por
Afungdo g tem minimo relativo 6 em X =7 emaximo VE
1 X
relativo —6 em x=—%. f(x)=E'

A funcao derivada da fungcdo f também é uma funcédo dife-

Dadoque lim g(x)=—oc0 e lim g(x)=+oo, 3 e X E e
x— oo X —+oo rencidvel pois é o quociente de fungdes diferenciaveis em

conclui-se que a fungdo g nao tem extremos absolutos.

10, +oof.
81 a(0)=7m
512 f'(x) = —4£X’§

82 a(=0 —492+49t+7=0t~10,14s

t>0

52.1 Como g'(1)=2, g é diferenciavelem x=1.

(1(2)—(1(0)_ ] _ o
83 W_%,Z m/s Por outro lado, lim g (1)= lim 2=2_9 ¢
x—1 -1 1 x =1
' ' 0
84 a'()=—-98t+49 i 80 =8'M . x-20 . 26-1)_,
a'(2)=294 m/s it x=1 e x=1 " x=1
! _ ! 1 ! _ ! 1 )
85 a'()=0¢=-98t+49=0¢>t=5s Como lin}%;ﬁ lim w nao existe
P, _ Pt _
a(5)=129,5 m

g"(1), pelo que g ndo é duas vezes diferenciavel em x=1.
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52.2 Em |1, + oo tem-se que g"(x)=2 pois g' é uma funcéo
polinomial, logo diferenciavel.
Em ]—oo, 1] tem-se que g"(x)=0 pois g' é uma funcéo
constante, logo diferenciavel.

mey_J2 sex>1
g'0)= 0 sex<l

53.1 Para n € Z,, f é uma fungdo polinomial, pelo que & dife-
rencidvel no seu dominio, e a sua derivada também é dife-
renciavel por também ser polinomial.

Para n€Z , f é uma funcgdo racional, pelo que é diferen-
ciavel no seu dominio, e a sua derivada também é diferen-
ciavel por também ser racional.

532 f"(x)=n(n - 1)xn-2

53.3 Para n=0, tem-se f(x)=1 e, portanto, f"(x)=0 (que é
constante).
Para n=1, tem-se f(x)=x e, portanto, f"(x)=0 (que é
constante).
Para n € Z\{0, 1}, tem-se f"(x)=n(n—1)x"-2, que é
uma fungdo constante se n —2=0, ouseja,se n=2.

Portanto, a segunda derivada de f é constante se n=0,
n=1o0un=2.

534 Paran=0e n=1, f"(x)=0%2.
Consideremos, portanto, n€ Z\ {0, 1} .

f'fM=2=nh-N=2cn-n-2=0&
Sn=-1Vvn=2

541 f(x)=5e f(x)=0.

542 g(x)=6x e g'(x)=6.

543 N(x)=4x3—-12x2 e h"(x)=12x(x - 2) .

54.4 i'(x)=_£z e i'(x) = is .
X X
; 11 . 44
54.5 ]/(x)z e ]u(x — ]
(520" 5-20°
506 K(x)=8=% ¢ pr(n=22=19)
(x+2) (x+2)
Vx2-1
547 l'(x): X e l”(x):— .
Va-1 (2 —1)?
2
508 m)=——2+3 o =% +18x+18)\2/m _
X2V2x+3 B2 43)

551 f'(x)=3x2+1=f'(x) >0,VxER=f
é estritamente crescente em IR.
Logo, f nd@o tem extremos relativos.

55.2 g'(x) =6(x2+3x — 4)
§H)=0=x=-4Vx=1
(abcissas dos pontos criticos de g)
g"(x)=6(2x+3)
g"(—4) <0 = g tem maximo relativo g(—4) = 106

g"(1)>0= g tem minimo relativo g(1)=—19

553 h'(x) = X =+ 3
(x-2)
R)=0=x=1Vx=3
(abcissas dos pontos criticos de h)

h"(x) - 2 -
(x-2)

h"(1) <0 = h tem maximo relativo h(1) =2

h"(3)>0= h tem minimo relativo h(3) =6

ey _XVX2+2
55.4 i'(x) ==Gi7
i'(x)=0 <> x =0 (abcissa do ponto critico de i)

2
irr(x)=2\/X +2

(x2+2)*

i"(0) >0 => i tem minimo relativo i(0) = v/2

5. f'(x)=0&>x=—4Vx=2
(abcissas dos pontos criticos de g)

f"(=4) > 0= f tem minimo relativo f(—4)

f"(2) >0 => f tem méximo relativo f(2)

PAG.41
57.

x -5/ | -3 2 4 5

() + 0 | +

Concavidades
e pontos de
inflexdo do
gréficode f

58.1 f"(x)=6x — 18
f'0)=0¢&x=3

X — oo 3 +o00

f"(x) - 0 +

Concavidades e
pontos de inflexdo N Pl U
do gréficode f

Coordenadas do ponto de inflexdo: (3, —1).
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582 g"(x)=12(x2+x — 2)
g')=0=x=-2Vvx=1

X — oo -2 1

g”(x) +

Concavidades e
pontos de inflexao U Pl N Pl U
do gréficode g

Coordenadas dos pontos de inflexdo: (-2, —45) e (1, —6).

58.3 h'(x) =— 12—
(x+4)
h" ndo tem zeros.
X — 00 —4 + 00
h"(x) - ND +

Concavidades e
pontos de inflexao N ND U
do gréfico de h

N&o tem pontos de inflexao.

3
58.4 z'”(x)=72(x b 8)
X

i")=0e=x=2

X — o0 0 2

i"(x) — ND - 0 +

Concavidades e
pontos de inflexdo N ND N Pl U
do gréfico de @

Coordenadas do ponto de inflexdo: (2, 0)

59. f"(x)=6(x+a)
f'(0)=0¢&>x=-a

X ) —-a +00
f'(x) - 0 +
Concavidades e
pontos de inflexao N PI U
do gréfico de f

Se o ponto de inflexdo de f tem coordenadas (—1, —2)
entdo —a=-1<>a=1,; alémdisso,

f(=1)=-2=-1+3-b=-2<b=4

PAG. 45

60.1 a'(t) =—10t+ 100
a'®=0&1t=10
a"(t)=-10

a"(t) <0, Yt = atem maximo relativo a(10) = 2000 m

po2 20 -2 _315

50 5 =75m/s

60.3 a()=0=t=30
t>0
a'(t)=—10t+100
a'(30)=-200
0 projétil atinge o solo com uma velocidade de —200 m/s.
1 p(2)-p(0) _s56

611 ———————=

2720 2=28m/s

61.2 p'(t) =8t +20
p'(2) =36 m/s

613 p"(t) =8
Vt, p"(t)>0=> p'é uma funcéo mondtona crescente em
[0, 8], pelo que a velocidade maxima ocorre quando t=8
(p'(8)=84m/s), sendo a aceleragao nesse momento 8 m/s”.

62.1 d(0) =57 m

62.2 57—4,9t2=0$0tz3,4 S
>

62.3 d'(t)=—-98t
d'(34)=-333 m/s

62.4 d"(t)=—9,8 m/s’
63.1 p(0) = x,

632 p'()=ayt +v,
p'0)= Vg

633 p"()=q,
64.1 |p;(0) — p,(0)| =6 m

64.2 p1(t)=p2(t)<:>2t2—4t—6=0:0>t=3 s
t>
pi(3)=p,(3)=9m

643 p,'(t) =4t -3
P, (=1
p1'(t)=p2'(t)<:>4t—3=1 St=1s

0,004 km

64.4 p,"(t) =4 m/s’ = > =51840 km/h’

50 ")
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p," (=0 m/s?=0 km/h? 65.2 Afuncdo f € uma funcdo polinomial logo continua em IR
flx) =x2(x2 — 8), pelo que o gréfico de f interseta os eixos

nos pontos de coordenadas (0, 0), (-2v2, 0) e
(2v2,0).

64.5 Seja d afuncdo definida por
d@®)=p,(t) — p,() =2t* — 4t — 6.

! = —
dB)=4-4 fl) =0 4x3 - 16x=0 < dx(x2 - 4) &
dB=0&t=1
S x=0Vx==-2Vx=2
t 0 1 10
a'@ _ _ 0 + + X |—oo -2 0 2 +o00
!
Monotoniae | —6 -8 154 @] - 0 + 0 - 0 +
extremos de d | (Max.) N (Min.) 7 (Max.) _16 0 _16
OIS iny |7 ) || aainy |7
A distdncia maxima é o maior dos nimeros do conjunto ) ’ ’
{|-6l, |-8l, 154/} , ou seja, 154 m.
f"(x):0c>12x2—16:0c>x:—¥\/x:¥
PAG. 57
A A ) V3 23
65.1 Afuncdo f é uma fungdo polinomial logo continuaem IR . b - |3 3 +0oo
f(x) = x(x — 3), pelo que o grafico de f interseta os eixos
nos pontos de coordenadas (0, 0) e (3, 0). f'(x) + 0 - 0 +
f)=0=32-12x+9=0=x=1Vx=3 Concavidades
e pontos de
x —oo | 1 3 | oo infleiodo | © | T | 0| PU|V
f'(x) + 0 - 0 + grafico de f
Monotonia e 4 0 2\/5) B (2\/5) 80
extremos de f 7 (Max.) N (Min.) 7 f<_T N\ )="7%
lim f(x) = lim f(x)=+o0
f'(x)=0¢bx —12=0 x=2 e Fowe
X —o00 2 +o00
(e - 0 +
Concavidades e
pontos de inflexdo N Pl U
do gréfico de f

f(2)=2

xlil{kf(x): e xlil?oj(x) =teo. 65.3 Afuncdo f é uma funcéo racional logo continua no seu

y dominio (IR\{3}) .
4l f(O):% e f(x):0<:>x:%, pelo que o grafico de f

interseta os eixos nos pontos de coordenadas (0, %)

e (3.0).

e T

E VxER\3}, /()= ——2—<0
(x-13)
i - - x —oo 3 +00
g o 23 x
g f'(x) - ND -
z Monotonia e
§ extremos de f N ND N
NY12RP_F04
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VxeR\(E) , f'(x) = 10, fx)=1- ﬁ; logo, o gréfico de f tem assintota horizon-
' C(x-3) tal
N o 3 oo de equagédo y=1 (XEwa(x): lim flx) = 1) e ndotem
£'(x) _ ND + assintotas verticais uma vez f € continuaem R.

~<

Concavidades e
pontos de inflexdao N ND U
do gréficode f

flx)=2 +X—E3, logo o gréfico de f tem assintota horizontal

de equagdo y=2 ( lim f(x)=_lim f(x)=2).

Como lim f(x) =+oo, o gréfico de f tem assintota verti-

x—3

cal de equagdo x=3.

o
b7
i (8,3)
......... 2T
3 65.5 Afuncdo f é umafungdo composta da funcgéo raiz qua-
o1 3 x drada com uma funcg@o polinomial, logo continua no seu
2\ dominio (R).
fl0)=1e Vx€R, f(x)#0, pelo que o grafico de f inter-
seta apenas o eixo Oy (ponto de coordenadas (0, 1)) .

1 _ X _ _
65.4 Afuncdo f € uma func@o racional, logo continua no seu fO=0e Vo +1 =0 x=0
dominio (R) .
f0)=—4¢e fx)=0=x=-2Vx=2, X oo 0 +oo
pelo que o gréfico de f interseta os eixos nos pontos de ) 0
coordenadas (0, —4), (=2, 0) e (2, 0). fx ~ +
Monotonia e 1
f'(x)=0<:>( 210" )2=0<:>x=0 extremos de f \‘ Min. abs. /
x2+1
X — 00 0 + o0 " 1 2 g
VxeR, f'(x) =—————=>0; logo, o gréfico da
£ ~ 0 N ! 2+ 1)Vx2+1 90.09
fungdo f tem a concavidade voltada para cima.
Monotonia e -4
extremos de f N Min. abs. 4 2+ 2 VAl 2
xlin} P =—xlin} ——x=_xhn} 1/7=_1
"mey _ —30XZ+10_ _ \/§ _\/§
f(X)—O@W—OQX——T\/X—T xl_i.rzlw[\/m+x] 000
x oo _ﬁ ﬁ +oo - lim ( x2+1+x)(\/x2+1—x)=
3 3 x— oo V21 —x
"
f'(x) - 0 + 0 - - lim 2 11 -0
romeey/x24 1 —x
Concavidades
e pontos de
in?lexéo do N Pl U Pl N Conclui-se, assim, que o gréfico de f tem assintota
grafico de f obliqua de equacdo y=—x, quando x — +oo.
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lim [Va2+1 —x] ==
(\/x2+1—x)( x2+1+x)

X2+ 1+x

= lim

X —> +00

= lim
X —> +00

xX2+1+x

Conclui-se, assim, que o grafico de f tem assintota
obliqua y=x, quando x — +oo.

65.6 Escrevendo a funcdo como fungdo por ramos tem-se:

g se x>0
flx) =1 —
;x se x<0

Em IR, f é definida pelo quociente de uma funcao irracio-
nal por uma fung&o afim, ambas continuas, tal como em IR™;
logo, f é continua no seu dominio ( IR\{0}) .

Como 0¢ D; e Vx€R\{0}, f(x)#0, ograficode f néo
interseta nenhum dos eixos.

1

— se x>0
. 2xVx
fx)= 1
se x<0
2xV—x
f'(x) <0 Vx € R\{0}
X — oo 0 +00
f'(x) - ND -
Monotonia e
extremos de f N ND \‘
3
se x>0
" 4X2\/.;
frx) = 3
— se x<0
Adx2\/—x
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X —oo 0 +00
f"(x) - ND +
Concavidades e
pontos de inflexdo N ND U
do gréfico de f

Va oV 1

lim — = lim ——== lim —==+o00
x—0" X xg»l]*x\/)? xal]"\/.;
0 2
. V—X 0 .. V—X . —
lim = lim = lim 1 - oo
x—0 X x—0 XV =X x—0V—=Xx

Conclui-se, assim, que o gréfico de f tem assintota vertical
de equacdo x=0.

— e 2

lim Y=* = jim ¥Y=X _ jjm =X -
x— -0 X - xy/2x  x—-exy/—x

= lim —1 =0

x—-ooq/_x

o 2

limﬁ":o lim \/——x:lm X = 4 =0
x—s+oo X x—rooyy/x  x—teoxy/x x—-eon/x

Conclui-se, assim, que o gréfico de f tem assintota horizon-
tal de equagdo y=0.

PAG. 61

66.1

66.2

h(=2)=f(-2)-g(-2)=0-(-17)=17
h(=1)=f-1)-g(=1)=-4-(-3)=-1
h(0)=£(0) —g0)=0—-(-1)=1
h(4)=f(4) — g(4) =96 — 127 = -31

flx) =g(x) < flx) — g(x) =0 <= h(x) =0

Uma vez que a fungdo h é continua em IR (por ser a dife-
rencga de fung@es polinomiais e, portanto, é também uma
func&o polinomial), também é continua em qualquer inter-
valo fechado I C IR ; assim, pelo teorema de Bolzano-Cau-
chy, se h tiver nos extremos desse intervalo imagens com
sinal contrério,

Ic€I:h(c)=0& flc)=glc).

Nos intervalos ]-2, —1[, ]-1, 0[ e ]0, 4[ essas condi-
cdes sdo verificadas.
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66.3 —1,14; —0,14; 3,27

1
s0fy
(3.27,68.9)

£1(0)=4x248-x
£2(x)=2-x>-1

5 1 =
10 (-1.14,-3.93) )6 (0135, 1) 10

67.1 Seja h afuncéo definida por h(x) = flx) — g(x) .
Afungdo f é continua no seu dominio ( IR\ {1} ).
Afungdo g & continua no seu dominio ( [2, +oo[).

Assim, a funcd@o h, por ser a diferenca de fungdes conti-
nuas em [2, +oo[, & continua neste intervalo, logo tam-
bém & continua em [4, 5].

B =®) - @ =3 - V2>0
h(5)=f5) - g(5) =3~ V3 <0
Pelo teorema de Bolzano-Cauchy
Acel4, 5[: hl0)=0 <= flo)=glo) .

2 1
x=1% 2Vx-2
Vx €[4, 5], peloque afungdo h édecrescente
em [4, 5], oqueimplica que a solugdo da equagdo
h(x) =0 < f(x) =g(x) é tnica nesse intervalo.

R'(x) =f'(x) —g'x) =

<0,

67.2

-6.67

68.1 0 declive da reta ¢ é dado por f'(—1).
f'(x) = 4x% — 10x donde f'(—1)=6.
A equacdo reduzida dareta ¢t édaforma y=6x+b.
Como f(—1)=—4 eareta t passa no ponto de coordena-
das (-1, fl=1)), verifica-se a equagéo
—4=6x(-N+b=b=2.
Assim, a equacao reduzidadareta t € y=6x+2.

68.2 Se, além do ponto A, areta ¢ interseta o gréafico de f no
ponto B, entdo a equagdo flx)=6x+2 tem, pelo menos,
uma solugéo no intervalo ]2, 3[.

Seja h afungdo definida por h(x) = flx) — (bx+2).

Afuncdo f é continua em IR (fungdo polinomial).

A func@o definida por g(x) =6x+2 é continua em IR (fun-
¢do polinomial).

Assim, a funcdo h, por ser a diferenca de fungdes conti-
nuasem IR, é continuaem IR, logo também é continua
em [2, 3].

Como h(2)<0 e h(3)>0, peloteorema de Bolzano-Cau-
chy, 3c€]2, 3[: h(c)=0< flc)=6c+2, donde a
abcissa do ponto B pertence ao intervalo ]2, 3[.

68.3 2,732

£2()=6-x+2 /10

68.4 h'(x) =0 < 4x3—10x —6=0 como h'(— 1) =0tem-se:
4x3 —10x —6=(x+1)(4x2 — 4x — 6)

b — 4y —6=0 ¢ x=1 _2\/7\/x= ! +2\/7
X oo | 1 1-V7 1+V7 |, o
2 2
f'(x) - 0 |+ 0 - 0 +
Monotonia e 0 ~ 0,01 ~ —18,51
extremos de f ~ Min. 7 Max. N Min. 7

10 i ] 10
(:0.7221, -2.292)
2()=6-x+2 /101 K

A abcissa do ponto C é aproximadamente —0,732.

PAG. 68
G =—1_ =1

69. f(X)‘z\/;’f(” 5 o
Cf@-FM VA 2 1-va b
Xh_r.n1 x—1 _xh_.m1 x—1 _xhﬁm12\/§(x—1)_

im (1 =) (1+vx)
=1 2vx( =11+ V)
1—x 1 1

=i i -1
b 2Vx(c = 1D (1+vx) o 2Vx(1+vx) 4

Opcédo correta: B.
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L 1-n

1 _l no _ l n

70. f(x)—nx _nx
1-n 1-2n

" _l 1-n T_1_1—TZ Lo

f(x)—n)(—n X = x

Opgdo correta: A.
n. g(x)=x_n,g’(x)=_nx—n—1

n 2

8 (x):—n(—n—1)x—n—1—1=n(n+1)x_n_2=,;n_t;1

Opgdo correta: D.

b) —

72. Peloteorema de Lagrange, 3c€la, b[: wzfy(c)

b
Como f(a)=f(b) =
ac€la, b[: f'(0)=0.
Opcédo correta: D.

M:O, donde
b—a

73. Se f(2) é um méximo e existe f"(2), entdo f"(2) <0.

Por outro lado, se existe f'(2), entdo f'(2)=0.

Opcédo correta: C.

74. f'(@)=0 e f"(a)>0= f tem um minimo relativo em x=a.

Opcédo correta: A.

PAG. 69

75. h"(x)=ax+b,a>0, h'(x):%ax2+bx+c
h(x)=%ax3+%bx2+cx+d
Logo, i € uma funcgdo polinomial de grau 3 em que o
coeficiente de x3 é positivo, donde

lim h(x)=+oc0 e lim h(x)=—oo.

Opcédo correta: B.

761 g'(x) <0, Vx€1b, d]

Opcao correta: B.

762 g"(x) >0, VxE]c, + 09|

Opcédo correta: A.

763 g"(c)=0

Opcdo correta: C.

76.4 Se k€]c, d = g"(k)>0 A g'(k) <0 donde
g"(k)-g'(k)>0

Opcédo correta: B.

PAG. 70

77. Aafirmacdo | é falsa pois pode ndo haver segunda
derivadaem x=c.

A afirmacéao Il é verdadeira.

Opcéo correta: C.

78.
x —o° ¢ : e
(a>0) b>a)
£'(x) il L Ml L O
Concavidades
e pontos de N n Pl v
inflexdo de f
Opcgdo correta: B.
79.
X - —4 ! it
gu(x) _ 0 + 0 -
Monotonia e Min. rel Max. rel
extremos de g' N ek s e
Concavidades
epontosde | N PLjul Pl "
inflexao de g

79.1 0 gréfico de g tem dois pontos de inflexdo.

Opcao correta: C.

79.2 g' é estritamente crescente em [—4, 7].

Opcgao correta: B.

79.3 g' tem méaximo relativo em x=7.

Opcgao correta: D.

PAG. 70
80. Como h' é diferenciavel em [a, b], entdo h' é continua

em [a, b] e, em particular, h' é diferenciével em Ja, b[.

Pelo teorema de Lagrange,
h'(b) — h'(a)

b-a =h"0

Ic€la, bl :
Como h'(b)=h'(a) => 3cE€]a, b[: h"(c)=0.

Opcao correta: A.

81. Em [3, 6] f' é uma funcdo crescente donde o grafico de f
tem a concavidade voltada para cima.

Opcéo correta: D.
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2 _
821 f'(x) = 4x8 — 1222 832 f’(x)=23x—3‘, Box20x20AXE—TAXE]
B —x
f(x)=0<:>x=0\/x=3 f’(x)=0<:>3x2—1=0<:x=i%<:>x=i?
X — 00 0 3 +00
- _Bepa¥en
(%) - 0 - 0 + 3 3
Monotonia e N N - 26 y x 1 _V3 0 1 | +o0
extremos de f Min. rel. 3
f(3)=—26 f(x) ND | + 0 — | ND |[ND| ND +
. 4
f & crescente em [3, +oo[. Monotonia) 1 Vi2 _ 1 —1 -1
e extremos| Min. | /| 3 \ | Min. |ND | Min. |
f € decrescente em ]—oo, 0[ eem ]0, 3]. de f | rel. Max. rel. rel. rel.
0 facto de f seruma funcdo polinomial (continua em IR) c1)=—1: < \/5) _{‘/ﬁ 1 04
garante que f é decrescente em |—oo, 3[ e que fl=l==1;f BE A
f(3)=—26 é um minimo absoluto de f. ) =—1; f1)=—1
, . . . V3 :
82.2 Sendo f continua em IR, tendo minimo absoluto negativo f écrescenteem | -1, ——=| eem [1,+00[;
esabendoque lim flx)=+co e lir£1 flx)=+oc0, V3
conclui-se que: f é decrescente em [_T' 0] .
e como f écrescente em [3, +oo[, f temum zero f tem minimo relativo iguala —1 para x=—1, x=0e x=1;
nesse intervalo; '
e como f édecrescente em ]—oo, 3] e f tem um zero f tem méximo relativo igual a @—1 para x=—?.

nesse intervalo.

83.3 f é continua no seu dominio, logo também é continua

82.3 f continuaem IR; logo, também é continuaem [0, 1]. em [1, 2].
fO)=1; f()=-2 fM==1; f2)=v6-1>0
Como f(0) x f(1) <0, pelo corolério do teorema de Como f(1)x f(2) <0, pelo corolario do teorema de
Bolzano-Cauchy, 3c€10, 1[: f(c)=0. Bolzano-Cauchy, 3c€]1, 2[: f(c)=0.

Como f é crescente em [1, +oo[ entdo ozerode f em

Como no intervalo ]—oo, 3] existe apenas um s zero de f 1, 2[ & Gnico

e ]0, 1[C]-o0, 3] => em ]0, 1] ha exatamente um

zero de f. )
83.4 f é continua no seu dominio.
V3| ..
831 B — x>0 x(x2—1)>0 Em |-1, -3 f é crescente e como, quer f(—1)
X —oo |1 0 1 teo quer f(—?) sdo negativos, f ndo tem zeros neste
x2—1 + 0| -|—-|-1]0 + .
intervalo.
x(2-1) | - 0| +[0 |10 +
D=[-1, 0]U[1, +oo] Em [—? 0] f € decrescente e como, quer f(—g)

quer f(0) sdo negativos, f ndo tem zeros neste intervalo.

Em [1, +oo[ f écrescente e como f(1)<0 e

lim f(x)=+oo, f tem um zero Gnico que, como se
X — +00

mostrou na alinea anterior, pertence ao intervalo ]1, 2[.
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84.

85.1

g'(x)=%, D,=R\{-1}
X

g’(x)=0<:>2x3+3x2=0<:>x=0\/x=—%
x —eo | -3 -1 | 4o
g'x) - 0 + ND +
. 31
Monotonia e -
N\ 4 /| ND /
extremos de g Min. rel.
g écontinua em IR\{=1} ; logo, é continua em [—% —% .
3 _1
g<_4> <0, g( 2) >0
Como g(—%) xg(—%) <0, pelo corolario do teorema de

Bolzano-Cauchy, Elce]—%, —%[:g(c):O, ou seja, g

tem pelo menos um zero em ]—%, - %[ .

Todavia, g é crescente em ]—% -1 [ pelo que também

é crescente em ] - %[ pelo que, como g é continua

3
1
nesse intervalo, g tem um Gnico zero nesse intervalo.

flx)=x3-12x - 24, D;=IR
f'x)=3x2-12
fll)=0&=x=1%2

X ) -2 2 +00
f'(x) + 0 - 0 +
Monotonia e Max. rel Min. rel
extremos de f 7 rel |\ relp /S

lim_fx)==oc0, lim flx)=+oo
f é continuaem IR.

f2)<0 e f(5)>0

f(2) x f(5) <0 e f & continua em [2, 5].

Pelo teorema de Bolzano-Cauchy 3c€]2, 5[: f(c)=0.
flo=0& B=12c+24

Logo, a equagdo x3=12x+ 24 tem uma solugdo em ]2, 5[.

No intervalo ]2, 5[ a solugdo é Gnica, pois f é continua e
crescente.

Como fi-2)<0 e f—2) & um maximo relativo em
]—oo, —2[ eem ]-2, 2[ ndo hé solugdes, pois f &
monétona.

RESOLUCOES — FRVR12

85.2 f(x)=2x5-5x2+5, D;=IR

86.

-

86.2

86.3

f'(x) = 10x* — 10x
f)=0c=x=0Vx=1

X — oo 0 1 +00
f'(x) + 0 - 0 +
Monotonia e /' | Max.rel. | \, |Min.rel /
extremos de f o o

Jim flx)=—c0 e lim flx)=+c0;

f é continuaem IR.

Como f(0)>0, lim f(x)=—oo e f & continuaem
]=o0, 0[, fter;En;ozoero em ]—oo, 0[, nomeadamente,
em ]-1, 0[, dado que f(—1)<0.

Este zero & Gnico pois f & crescente no intervalo J—oo, 0[.
f(1)>0 e f(1) é um minimo relativo.

Como f é continua em ]0, 1, decrescenteem J0, 1] e
f(1)>0, neste intervalo ndo tem zeros, tal como em

]1, +oo[, pois é crescente e continua também.

Assim existe um Gnico c€]0, 1[: f(c)=0.

flo) =0 2c5=5¢2—5, ou seja, a equacdo tem uma s6
solugdoem R.

f(b)_f(a) '
“b=a 1O

Pelo teorema de Lagrange, Ic€Ja, bl:

fla)=f(b) < f(b) — fla)=0, donde f'(c)=0.

Como f € uma func¢&o continua no intervalo fechado e limi-
tado [a, b], tem nesse intervalo um maximo e um minimo.

Se 0 méaximo ou o minimo ocorrer num ponto c € Ja, b[,
entdo, como f é diferenciavelem x=c, f'(c)=0, o que
demonstra o resultado.

Se quer o maximo quer o minimo ocorrerem nos extremos
de [a, b], como fla)=f(b), f & uma fungdo constante

em [a, b], peloque f'(xX)=0,Vx€EJa, b], ouseja,
existe pelo menos um ponto c€Ja, b[: f'(c)=0.

f2)=0, (1)=0, (-1)=0, (=3)=0

f é diferenciavel em IR; logo, em qualquer subconjunto de
IR, pelo que também é continua em IR.

Como f(1)=f(2) e f écontinuaem [1, 2] e diferenciavel
em]1, 2[, 3¢ €, 2[: f'(¢) =0.

Da mesma forma se prova que 3¢, €]-1, 1[: f'(c;) =0
eque I, E€]-3, —1[: f'(c;) =0.

Donde, f' tem, pelo menos, trés zeros em IR .
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Como f é uma fungdo polinomial de grau 4, f' é uma fun-
cdo polinomial de grau 3, pelo que n&@o pode ter mais do
que trés zerosem R.

Se f' tem pelo menos trés zeros e nao pode ter mais de trés
zeros, tem exatamente trés zerosem IR .

PAG. 72

87.

Um polinémio é uma func&o diferencidvel em IR e também
é uma funcdo continuaem IR.

Suponhamos que os zeros de P s80 x=X;, X=X,, X=X3,
X=X, € X=Xg.

Como P(x;) =P(x,) =P(x3) =P(x;) =P(x5) =0, entdo,
pela propriedade descrita no exercicio anterior, existem
pontos a € |x;, %[, bE|x,, x3[, cE€|x3, X4 €
d€]x,, xs| tais que P'(a)=P'(b)=P'(c)=P'(d)=0,

ou seja, P' tem, pelo menos quatro zeros distintos.

Como P' tem grau 4, tera exatamente quatro zeros distin-
tos.

88. Seem c€la, b[ f' temum extremo relativo entdo
f"(c)=0, umavez que f é duas vezes diferenciavel em
la, b[.
Por outro lado, como f' cresceréa a esquerdade x=c e
decrescera & direita de x=c (ou vice versa), f" mudara de
sinal,isto €, em x=c ha um ponto de inflexao do grafico
de f.

89.1

a. D=IR\{9}

b. Afuncdo g é continua no seu dominio pois € uma fungéo

racional (quociente de fungdes continuas).

. g ndo é par nem impar uma vez que, por exemplo,

g=1=g() e g(=1)=#-g(1).

d g)=0=x2-8x+7=0=x=1Vx=7
e. g(0)= —%, o ponto de intersecgdo do grafico de g
com o eixo Oy tem coordenadas (0, - %) .
2 — 18x + 65
f. g'(x)=X=0X+0
(x-9)
g )=0=x2-18x+65=0¢>x=5Vx=13
X —oo 5 9 13 +00
g'(x) + 0 —|ND| - 0 +
Monotonia e . .
extremos de g /" [Méax.rel.| N\ |ND |\, | Min.rel.| ~

g écrescente em ]—oo, 5] eem [13, +oo[.

g édecrescenteem [5, 9] eem ]9, 13].

g. g tem méaximo relativo 2 para x=5.

g tem minimo relativo 18 para x=13.

: g"(x)=%; g" ndo tem zeros.
x—9
X — 00 9 +o00
g"(x) - ND +

Concavidades e pontos de

inflexdo do gréfico de g n ND v

0 gréfico de g tem a concavidade voltada para cima em
19, +oo[ e voltada para baixo em ]-oo, 9[.

0 grafico de g ndo tem pontos de inflexao.
lim g(x)=+o0; logo, a reta de equagdo x=9 & assintota

x—9"

vertical ao gréfico de g.

0 s
lim 8% g P8 o x o 2
x—+o00 X X—+o00 xz_gx e 1_2
X
x+7 1+%
xEIlloc [g(x)_x] =x£n+l°° x-9 =XE'111°° —g=1
X

Logo, a reta de equacdo y=x+1 é assintota obliqua ao gra-
ficode g
gx)

Como lim =*=1e lim [eC)—x] =1, aretade

equacdo y=x+1 é a (nica assintota obliqua ao gréafico de g.

89.2

NY12RP ® RAIZEDITORA

56



NY12RP ® RAIZEDITORA

RESOLUCOES — FRVR12

1
90.1 f(X)—mz X ) -1 +00
e D=R () - ND +
e Niot (é itiva) Concavidades e
40 tem zeros (é sempre positiva pontos de inflexao A ND U
o Econtinuaem IR do grafico de f
- . 1
e Eparpois f(—x)=f(x) “Tie VxER i
o fly=——2 ;ef(=0x=0
(1+x2) : f
X — oo 0 +o00 51 \
fe + 0 - T o=
Monotonia e 1
extremos de f 7 Max. abs. N
2_ .
. f”(x) _ 2(3x 12 :
(1+x?)
2
e W= 30— 10 x= Y2 903 flx) =2
e D=R\{1}
x oo | 2 Ve
o Temzero x=0 (6 positivaem ]1, +oo[ e negativa em
f'(x) + 0o | -] o0 + ]-c0, 1[)
Concavidades e o Econtinua em IR\{1}
pontos de inflexdo U Pl N PI U c—2)
do grafico de f . f’(x):xx_)2 e f(0)=0=x=0Vx=2
x—1
X — o0 0 1 2 +00
f'(x) + 0 - |ND | - 0 +
Monotonia e 0 4
Max. ND Min.
extremos de f 7 r:|X N N relln 4
o f'(0=—2— %0, Vx€D
(x=1
%02 flx) =1=X * - ! e
X () - ND +
o D=R\{-1}

Concavidades e
pontos de inflexdo N ND U

e Temzero x=1 (épositivaem |-1, 1| e negativaem I
( P ] [ g do gréficode f

-0, —1[U]1, +0o[)

e Econtinuaem R\{-1}

o flx)=-— 2 ,<0, Vx€D
(1+x)

S

X — oo -1 +o00o

f'(x) - ND -
Monotonia e

ND P
extremos de f N ~
o f'Go=—2— %0, vxeD
(1+x)
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X o )= 1 _
90.4 f(x)——x2_4 f'(x)= 7@2—1)@«]' Vx€E€R\[-1, 1]
e D=R\{-2, 2}
i X —oo | —1 1 +00
e Temzero x=0 (& positivaem ]—2, 0[U]2, +oo[ e .
negativa em |-oo, —2[U]0, 2[) f') - ND | ND | ND -
] Concavidades e
* Econtinuaem R\{-2, 2} pontos de inflexdo | N 0 | ND| O N
do gréfico de
o fllo=- ("22+44)2<o, VXED g f
lim vx2—1= lim x 1—%:+0<>,
x —oo | -2 2 | +oo x—+eo i VT X
f'x) - ND - N.D. - lim vVx?—1= lim —x\/1—%=+oc
Monotonia e
ND N.D.
extremos de f N N\ N

2
o =20 g e x=0
(x2—4)
X —oco | =2 0 2 +00
() - |[ND|+ |0 |- |ND| +
Concavidades e x+3 1
pontos deinflexdo | N |[ND | U | Pl [N |ND| U x+3 |2x+1 se x€[-3, +oof\ )
do gréficode f 908 flx)= el 3
—2’;:1 se xE]-oo0, -3]
Y ) 1
E ° D=|R\ —E
i e Temzero x=-3 (é positiva em ]—%, +c><>[ e nega-
i . 1
~ i tiva em ]—00,—3[U]—3,—2D
e Econtinuaem R\ —%
—LZ se x€]-3, +oo[\{—l}
: , (2x+1) 2
L] f(x):
05 fl) = VA= 5 se x€loo, -3
(2x+1)
o D=R\]-1, 1
o Temzeros x=—1¢e x=1 (& positivaem R\[-1, 1]) x —oo -3 1] +e0
2
o Econtinuaem R\]-1, 1[ f(x) + ND - ND -
o fl)=—E=#0, VxER\[-1, 1] Monotonia e 0
e [ -
extremos de f 7 l\il:lx ~ ND ~
X — 00 -1 1 +o00 '
') -~ | ND | ND | ND | 4 B sexel-3, +oo[\{-7}
0 0 oo @) 2
Monotoniae | | min. | ND | Min. | i P
extremos de f ' ' - ; Se xE€]-oo, -3
abs. abs. 2x+1)
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X — oo -3 —% +00
f'(x) + ND | — | ND +
Concavidades e
pontos de inflexao U Pl N ND U
do gréfico de f
f(=3)=0
f
ST
(=1,-2)
91. f'(x)=30x2 — 14x*, f"(x)=60x — 60x3
f')=0&x=0Vx=—1Vx=1
X —oo | —1 0 1 +o00
" (x) + 0| -0 +]0 -
Monotonia e Max. Min. Max.
extremos de f / rel. \‘ rel. / rel. ~

92.

As retas tangentes ao grafico de f tém declive igual a fun-
cdo derivada em cada ponto.

Assim, f' toma os valores méximos em x=—1(f'(-=1)=15)
eem x=—1 (f(1)=15).

Para (=1, f(=1))=(=1, =7): —7=15x(-D+b
< b=8 (y=15x+8).

Para (1, f(1))=(1,7): 7=15x1+b ¢

& b=-8 (y=15x-8).

Os pontos do gréfico de f tém coordenadas
(x, f) = (x, x2+3)

Seja d afuncdo que, a cada x, faz corresponder a distan-
cia do ponto de coordenadas (x, x2+3) ao ponto de
coordenadas (3, 3).

d(x)=\/(x—3)2+(x2+3—3)2=\/x4+x2—6x+9

4x3+2x—6
2Vx4+x2—6x+9

d'(x)=

d'(0)=0=4x3+2x—6=0
E facil de observar que x=1 é uma solugéo desta equacao.

4 0 2 -6
1 4 4 6
4 4 60

4x3+2x — 6=(x — 1)(4x2+ 4x +6)

93.

RESOLUCOES — FRVR12

Ax2+4x+6=0< 2x2+2x+3=0 é uma equacgdo impos-
sivelem IR.

x - 1 + oo
d'(x) — 0 +
Monotonia e )
extremosde d| > | Min-rel|

Como f(1)=4 e como d(1)=+/5, o ponto do grafico de f
mais proximo de (3, 3) é o ponto de coordenadas (1, 4).

—

r
Planificagdo do copo

2nr
L |
I 1

0 volume do copo é 200 cm3( 20 cl ). Supondo que Q éa
quantidade de plastico usada num copo para uma espes-
sura fixa, tem-se:

200
2’
Q em cm?, a emcme 7 emcm.

nrixa=200 < a= nr2+2nrxa=Q

Substituindo na 2.? equagdo a por % a quantidade de

plastico é dada, em fungdo de r, por Q(r) :nr2+@_
/ 400 _ 2% — 400
Q (r)=2nr—7=T
()= N _ 200
Q'(N=06 2% —400=0A12#0 > r=1[=
r 0 3@ + oo
T
Q'(r) ND — 0 "
Monotonia e )
extremosde Q | N° \. | Min.abs. |
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94.

95.

3
Logo, Q tem minimo absoluto em r=\/¥ ~4,0cm.

3
Para esse valor de r, a=\/% ~4,0cm.

—

-
Planificacdo do copo

\ 2nr |
I 1

Supondo que V é o volume do copo e Q a sua quantidade
de plastico para uma espessura fixa, tem-se:

nrzxa=Vc>a=nl

a3 nr2+2nrxa=Q

Vem cmd, Q em cm?, a emcme r emcm.

Substituindo na 2. equacdo a por nV a quantidade de

plastico é dada, em fungdo de r, por Q(r) = nr2+2V
2V 218 — 2V
Q'(=2mr- R
Q'(r)=0<:>2m"5—2V=0/\r2¢0<:>r=\s/¥
r 0 °V +oo
T
Q') ND - 0 4
Monotonia e .
extremos de Q ND N\ | Min. abs. /

3
Logo, Q tem minimo absoluto em r=\/¥.

3
Para esse valorde r, a=\/¥, pelo que %=1 .

Sejam r e a, respetivamente, o raio da base e a altura da
seccao cilindrica do depésito.

0 volume do depésito é dado por 7r2 x a+%m3 .

A area superficial do depésito é dada por

nrx a+2nr? + nr2 = 2nra + 3nr? .

96.

Dado que o volume é 100 dm3, tem-se que:

nr2a+< nra_100c>a__r_§r
A érea superficial seré dada, em fungéo de r, por
a0, 10w, _ 10m 10
A()___+Tr_ 32
3
Al =0 e 10m2-600 4 . _ /60
32 o
r 0 3@ oo
T
A'(nD ND _ 0 N
Monotonia e )
extremosde A | NP . | Min.abs. /

3 3
Quando r=\/§t—0, a altura é a=\/i—0, donde quer o raio da

base quer a altura da seccdo cilindrica do depésito medem

3
V& dm ~ 2,67 dm.
b
, sendo

(x, y) ascoordenadas de um ponto qualquer da elipse
que seja vértice desse retangulo.

Tome-se o vértice (x, y) que pertence ao 1.° quadrante:

e aadreadoretdngulo é dada por 4xy, uma vez que, quer
X, quer y, sdondo negatwos( 0<x<aeld<gKy<b);

Vi

X2 ¥ 2-9 (g2 _
o de +b2 1y az(a

a2
y=§\/a2— 2,
Assim, a area do retdngulo é dada, em fungcdo de x, por
A(x)=4xg\/a2 —x?
2 _ 952
!(x) =@ a 2x

x2) conclui-se que

a /g —x2
A'(x)=0<:a2—2x2=0<:x=§a, uma vez que
0<x<a

X 0 ﬁa a

2
A'(r) 4b + 0 - ND
Monotonia e Max.
extremos de A 0 / abs. N 0

0 comprimento do retdngulo com area maxima é

2x=2§a:\/fa.

A largura desse retangulo é

2
2y=2§ a - <§a> =V2b.
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97.1 0 volume é dado, em fungdo do raio
da base r e daaltura a, por
nrixa.

97.3 A éarea total é dada, emfungdode 7 e a, por 2nrxa+2nr?.

Com a substituicdo de r, a area total é dada, em fungdo de

a, por

Aplicando o teorema de Pitdgoras P
= naV16 — a2 _T2

ao tridngulo da figura tem-se que Ar(a)=mavi6 - a’+8x 24

r2=4—%2c>r=7"162_a2 dado A (@)=2n 8-—a? —na=n<16_2a2_a 16—a2>
! V16— a? V16— a?
que 0<r<4.
Assim, representando por V o volume do cilindro, este é A'fa)=0&16-2a2=aV16 —a? =
2
dado, emfungédo de a, por V(a)= <4_a_) =4na-2as. 2
gdode a, por Via)=n{4-7Ja=dna-7a — (16202 = (V16 - @) =
V'(@) =4 - 3Fg2
4 Vi & 256 + 4a* — 64a? = 16a? — a* < 5a* — 80a2 + 256 =0
' 3n 16 _4
V'a)=0 4n—>Fa?=0 & a=4/4 =—— dado que
4 3 3 s g2 80 VBA0 5120 _, , 8016V
0<a<4 - 10 - 10
. 0 13 A & a=13(5:5) = a=1/10(5:+V5) =
3
V'(a) it | o+ 0 ~ | —8r =%\/10(51\/§) dado que 0<a<4
Monotonia e
0 Max. abs. 0
extremos de V 4 N Resta ver se sdo ambas solugdes de 16 — 2a2=aV16 —a?:

0 volume é méximo quando a=¥ e quando o raio da a=% 106 -v5) :>a2=%(5_\/§) =3_%\/§
2
18- (4\/§) 16— 2a2=16— 16+ 185 =18\/5
. 3 26 5 :
base é re———p =

16—a2=16—8+%\/§=8<1 +g>
97.2 A érealateral é dada, em funcdode r e a, por 2nrxa;

N a 16—a2=% 10(5-/5) 8(1+%>=

substituindo r por , a area lateral é dada, em

2

fungdo de a, por A(a)=2na%_az=na\/m. =%\/80(5+\/§—\/§) —1=%x8\/_=%\/§=16—2a2

\ e
A(a)=2n%
A@=0¢8-a?=0¢>a=2V2 dadoque 0<a<4 a=%v10(5+\/§) :a2=8+%\/§

a 0 2v2 4 16— 207= - V5 <0
A’(a). " : ° - ND 15—a2=8<1+§)>0
s o | |

Como a>0e 16—a>0, a=% 10(5+\/§) ndo é solucéo

de 16 —2a2=aVv16 —a? pois avV16—-a?2>0 e

A area lateral é maxima quando a=2v2 e

2
\/16-2(2\/5) v

" 16 — 2a2<0.
a 0 2105~ v5) 4
A'la) A + 0 _ ND
Monotonia e )
extremos de Ag &n | Max. abs. N oo

61



RESOLUCOES — FRVR12

A érea total € maxima quando a=% 10(5—\/5) e

,_m_\/3<”%>_2\/@_
T o il A

2
PAG. 74

98. Quando x=0, x=x3.

Quando x>0, x> &< 2 -1<0&x€]0, 1]
uma vez que, em IR,
X-1<0& xE€J-o0, —1[{U]1, +00]

Calculo do méaximo valor possivel e excesso maximo:

) . V3 +o0
3
F'(x) 1+ 0 -
Monotonia e 0 ~ 2\9/3T \
extremos de f Max. abs.

f)=x—x3, f'(x)=1-23x2

f'(x)=0<:>x=? dado que x>0
,c(ﬁ) _2v3

3/ 9
Conclui-se que o excesso maximo é ¥

e é obtido quando x=§e]0, 1.

99. Sejam x e y, respetivamente, o comprimento e a largura
da janela, tal como se mostra na figura.

A
b :
y E
B H C
—
Y
I 2 |
a
b2 b ] <:>y=b—gx
y a_x yoq_x a
2 2 a

Como a 4rea da janela é dada, em funcdo de x e de y, por
_ b x _ b,
XXy e y—b—ax, a fungdo A(x)—bx—Ex representa

a area dajanela em funcdo de x .

A =b-2%, A0 =0 x=2
a 2
a
X 0 : .
A'(x) b " 0 B b
Monotonia e )
extremos de A 0 /| Max.abs.| N\, 0

As dimensdes da janela de d&rea méxima sdo o comprimento

igual a % e alarguraigual a Q.

2
100. \\i
C

b4-----------

0 o X

Suponhamos que a reta que passa em (a, b) interseta Oy
no ponto de coordenadas (0, ¢) com ¢> b (para que o
declive se mantenha negativo).

Aequagdodaretaé y= b_cx+c.
Areta interseta Ox quando y=0, ouseja, em x=Ca_Cb .
A area do tridngulo é dada, em funcao de c, por
ac
cXx
-b ac?
Ale)=—C=0__ ac
O=—=%-v
(note-se que a e b sdo constantes reais positivas)
A'(C)zw
2c-b)
Al0=0=ac=0Vc-2b=0
= c=0 Vc=2b
|
solugdo impossivel pois ¢ > b
c b 2b +00
A'(0) ND - 0 +
Monotonia e .
extremos de A ND N Min. abs. /

0 triangulo tem area minima quando c=2b,

pelo que a equacdo reduzida dareta é y= —%x+2b

_b-0__b
™04 "a
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Como as duas retas tém o mesmo declive, sdo paralelas.
y

N

2b

0 a r Z'N x

Areta r passa nos pontos de coordenadas (0, b) e

(a, 0) pelo que contém uma diagonal do retangulo cujos
vértices sdo os pontos de coordenadas (0, 0), (a, 0),
(a, b) e (0, b), donde decompde o retdngulo em dois
triangulos geometricamente iguais.

A reta que determina com os eixos coordenados o triangulo
de &rea minima passa no ponto de coordenadas (0, 2b) e

cicb =aTgb=2a, ou seja,
passa no ponto de coordenadas (2a, 0), pelo que os tridn-
gulos de vértices nos pontos de coordenadas (0, b),

(0, 2b), (a, b) e (a, 0), (2a, 0) e (a, b) sdotambém
geometricamente iguais e geometricamente iguais aos que
resultaram da decomposicao do retangulo.

interseta o eixo Ox em x =

1011 x(0)=-2, x(2)=2
101.2 x()=—2¢ —t2+4t=0 <:z t=4
t>
1013 22 -x0 _2-(-2) _ 2 unidades/s
2-0 2
1014 x'(D=—-2t+4
x'(3) = —2 unidades/s
Desloca-se no sentido negativo.
1015 xX'=0&= -2t +4=0&1=2
t 0 2 5
x'(t) 4 + 0 - -6
Monotonia e -2 2 -7
extremos de x | Min rel. 4 Max. abs. \‘ Min. abs.
Crescente em [0, 2], decrescente em [2, 5].
Atinge o valor maximo ao fim de 2 segundos e a sua velo-
cidade nesse instante & 0 unidades/s.
x'@-x'(0) _0-4_ : 2
101.6 TO—T——Z unidades/s
1017 x"()=-2

Significa que o ponto P esteve em movimento uniforme-
mente retardado, isto é, desacelerou a cada instante com
aceleragdo constante.

PAG. 75
1021 6m/s
p'®-p'(® §-3_ 2
1022 B2 D2 823 g5 ms
1023 p"@=2=3__1mys?, p"8)=8=0_ 9 mys?
5 85
1024

103.1

103.2

104.1

a. p'®O=alt—8*+2
p'(2)=3¢>4a+2=3<:>a=%

p'(t)=%(t —8%+2 em m/s

mey_ 2 _ _1 _ 2
D (t)—4(t 4)—2(t 4) em m/s
b. p"(6)=%(6—4)=1 m/s?

c. p'(t)=%(t—4)z+2=%t2—2t+6
p(t)=11—2t3—z2+61+p0,p0€IR

p(10)—p(0)=%— 100+ 60 ~ 43 m

Como a aceleragdo é constante e igual a aceleragdo
média durante esse periodo de tempo, donde

_ 5000 — 1000 _ 4000 _ 6 /2
a= 0.001 —10_3—4><10 m/s”.

A velocidade da particula é dada, em funcao do tempo,
por v(t) =4x10°% +v,.

Como v,=1000 m/s, tem-se v(t)=4x 10% +1000 .
Assim, a posicao da particula x é dada por

6
(0 =182 1 1000t + x,.
Considerando x,=0, vem x(t) =2 x 10°¢2+ 1000t .

%(0,001) — x(0) =2 x 10°x 0,001% + 1000 x 0,001 =
=2x10°% 1078 +10°%x 1073 =2+1=3m

g'(x) = 20x% + 4x3
g =020t +4x3=0 = xBx+1)=0 <=
<:>x=—%\/x=0

X —oo —% 0 +00
g'(x) + 0 - 0 +
Monotonia e . ']VIéX‘ N Min. .
extremos de g 3125+ k k
g € estritamente crescente em ]—oo, —%] e

em [0, +oof.
g e estritamente decrescente em [—% 0] .
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104.2

104.3

104.4

Afuncdo g é continua e decrescente em ] 5[ Logo,

se g tiver algum zero, o que depende do valor de k, tera
no maximo um zero.

Como a fungdo g é continuaem |—= O] o corolario
do teorema de Bolzano-Cauchy garante que g tem pelo

menos um zero em ] [(que a existir, sabemos ser

(nico, pela alinea anterio5r) se g(—%) x g(0)<0.

Assim, tem-se:

k(g +k) <0

& (k<0A g +k>0) v (k>0 A bt k<0)
<k<0Ak>_3125) (k>0nk<—giz)

- 3125<k<0

Para ke]—ﬁ, 0[, afuncdo g tem exatamente um

zero no intervalo ]0, %[

Atendendo a continuidade da funcdo g, aos extremos da
funcdo g e ainfluéncia que o pardmetro k tem no gréa-
fico da funcdo g (translagdo vertical), estudaremos a exis-
téncia e nimero de zeros, nos intervalos de monotonia,
para 0s seguintes casos:

e ———+k<0&=S k< -

3125 3125 (maximo relativo negativo);

o ——+k=0&k=

3125 —3]25 (méximo relativo nulo);

° k<3125+k> 0= - 3125<k<0(maX|moem|n|mo
relativos com sinais contrarios);
e k=0 (minimo relativo nulo);

e k>0 (minimo relativo positivo).

1

° Sek<-75

Afuncdo g é continua e crescente em ]—oo, —%] ,

xﬂn_lmg(x) =—oco g g(—%) <0;

logo, g ndo tem zeros em ]—oo, ——] :

Afuncdo g é continua e decrescente em [——, 0] ,
g(—%) <0 e g(0)<0;

logo, g ndo tem zeros em [—% 0] .

Afungdo g é continua e crescente em [0, +oo[,
g(0)<0 e lim g(x)=+o0;

X —> +00
logo, g tem exatamente um zero em 0, +oo[ .

1

Se k=—m

Afuncdo g é continua e crescente em ]—oo ;= 1] ,

lim gx)=—oco e g<—%>=0;

logo, g tem exatamente 0 zero x = —g.

Afuncdo g é continua e decrescente em [—% 0] ,
g(—%):ﬂ e g(0)<0;

logo, g ndo tem zeros em ]—% 0] .

Afuncgdo g é continua e crescente em [0, +oo,
g(0)<0 e lim g(x)=+oo;

X —» 400
logo, g tem exatamente um zero em ]0, +oo[ .

1

Se — 3125 <k<0
y
0,002
0,001
} o~ f '
-04 -0,% -0,2 -0,1 0,1 02%
—0,001 ~

Afuncdo g é continua e crescente em ]—oo , = %] ,

E

lim gx)=—oco e g<—%> >0;

logo, g tem exatamente um zero em ] —0o, —

ol —
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Afuncdo g é continua e decrescente em [—% 0] ,
g<—%> >0 e g(0)<0;

Iogo, g tem exatamente um zero em ] —%, 0 [ .

Afungdo g é continua e crescente em [0, +oo,
g(0)<0 e lim glx)=+00,

entdo g tem exatamente um zero em [0, +oo[.

Se k=0
y
0,002 +
0,001 +
} g~ { }
-04 -0, -02 -0,1 O 01 02%
-0,001

Afuncdo g é continua e crescente em ]—oo , —l] ,

lim glx)=—oc0 e g(—%) >0;
logo, g tem exatamente um zero em ]—oo, 4

Afuncdo g é continua e decrescente em [—% 0] ,

g(—%) >0 e g0)=0;

logo, g tem exatamente o zero x=0.

Afungdo g é continua e crescente em [0, +oo,

g(0)=0e lim g(x)=+oo; logo, g ndo tem zeros
X —> +00

em ]0, +oo[ (em [0, +oo[, tem exatamente o zero

x=0).

Se k>0
y
0,002 -
0,001 -
-04 -0, -02 -0,1 O 01 02X
—0,001 -

Afuncdo g é continua e crescente em ]—oo , —1] .

xlirl_lmg(x)=—oo e g(—%) >0;

|OQO, £ tem exatamente um zero em ] —09o, —g[ .

104.5

Em resumo, a fungdo g temumzerose k<—
k>0, tem dois zeros se k=

trés zeros se

RESOLUCOES — FRVR12

Afuncdo g é continua e decrescente em [——, 0] ,

g(—%) >0e g0)>0;

logo, g naotem zeros em [—% O] .

Afungdo g é continua e crescente em [0, +oo[,
g0)>0e lim glx)=+oo;
logo, g ndo tem zeros em [0, +oo[.

1
3125

1 _
~31%5 ou k=0 etem

1

N _~ 6

0.0061 Ty

f1(x)=2 x> +x¥-16-4

N

(-0.243,0) 0.001

0.092,0)%2

-0.0069

As aproximacdes as centésimas dos zeros de g sdo:
o —024 (g(—0,235)<0 e g(—0,245)>0)

e —012 (g(-0,115)>0 e g(-0,125)<0)

e 0,09 (g(0,085)<0 e g(0,095)>0)

PAG. 76
1051 0<x<4: P(x, vx), Q(x, 0), R(4, 0)
QR=t—x, PQ=v&, 4= TGy =0V
1 1 4 — 3x
105.2 A’(x)=—<—\/)?+(4—x—)=
2 )2\/9? 4Vx
A'(x)=0<:>4—3x=0<:>x=%
4
X 0 § 4
A'(x) ND | + 0 - -1
Monotonia e 0 | Max. abs. | \, 0
extremos de A .

A abcissa do ponto P, paraa qual a drea do tridngulo

[PQR] & maxima é x=4

3
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1053 A(x)=1

106.

L
fl(x)={ b 24_)() x<4

f2(x)=1
(2.806,1)

(0.2907, 1)

1 0.2 5

As abcissas do ponto P para as quais a area do triangulo
[PQR] éiguala 1 sdo, com aproximag&o as centésimas,
029 e 281.

Os pontos do gréfico de g tém coordenadas
(x, XTH) X ER0}

A distancia d, de um ponto do gréfico de g, ao ponto de
coordenadas (0, 0) é dada por:

d(x)=\/(x—0)2+ (%”—0)2:\/x2+ <XT+3)2

(-3.99,4)\]( 1 05-4) (3.55,4)

gt n
)ﬁ‘fl(x)= x2+(&3) 1 10
x

L3 -6.67

As abcissas dos pontos de intersecdo do gréfico de d com
areta de equacdo y=4, com aproximacao as centésimas,
sao —3,99, —0,61, 1,05 e 3,55.

TESTE - PAG. 80

1.

limvn=lim(—#+n) = +oo pois lim(—%) -0

Opcdo correta: A

-2<senx—-1<0,Vx€R

2 senx — 1 0
Sex>—1,—x3+1\ B+l SxB+1
Como lim (— 2 >=Oe lim 0=0 g(x)=——2
X 400 x3+1 X — 400 ! x3+1

e h(x)=0

Opcéo correta: B.

6.1

f é continuaem IR ; logo, é continua em qualquer intervalo
fechado de nameros reais.

f(=3)<0, (-=2)<0, f(=1)>0, f(0)>0, f(1)>0

Como f(=2)x f(—=1) <0 oteorema de Bolzano-Cauchy
permite concluir que, sendo f continuaem [-2, —1], f
tem pelo menos um zeroem ]-2, —1[.

Opcdo correta: B.

f'(2)=—1, uma vez que a reta tangente ao gréfico de f em
x=2 temdeclive f'(2).

lim @=
X

lim -1=f'@, lim [g00+x]=3,

lim_[g(x) — (~x+3)] =0, uma vez que a reta de equagéo
y=—x+3 é assintota obliqua ao gréficode g e D,= R*,
donde xling(x) =Xli111m(—x+3)=—M.

Como f é diferencidvel em x=2 entdo é continua em
x=2 donde existe limite de f nesse ponto e, portanto,

lim f (x)=1(2).

Opcao correta: D.

Equacédo da reta tangente ao gréaficode f em x=1:
5-(=1_
2-(-1)
y=2x+b passanoponto A(-1,
-1=2(-V+b&b=1
y=2x+1

()= 2

—1), donde

Como (1, f(1)) é ponto de inflexdo do gréfico de f, entdo
f'(1)=0.
Por outro lado, a reta tangente ao gréaficode f em x=1

passa no ponto de coordenadas (1, f(1)), donde
f(=2x1+1=3.

Logo "M +f' (1) xf(1)=0+2x3=6.

Opcédo correta: C.

n—1<cosx+n<n+1, VxeR
Se xe]—<><>, —\/i[u]\/i, +°0[,

n—1
x2-2"

n+1
Sx2-2

COSX+T
x2—2

= lim X1

: n—-1_
lim =0 Am

X to0 X2 —

Como

, entdo

_n-1 _n+1
f(x)—xz_2 e h(x)—xz_z.
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6.2 Como existem funcdes f e h tais que f(x) <g(x) <h(x) 75 f"(x)= 8 3
_ (x-6)
em |—oo, —V2[U]V2Z, +oo] tais que f"(x)=0 é uma equagéo impossivel.
lim fx) = lim h(x)=0, entdo pelo teorema das X _oo 6 400
fungdes enquadradas, lim gx)=0. f(x) - ND +
Concavidades e pontos de
7.1 R\{6} inflexdo do grafico de g n ND v
5 0 gréfico de f tem a concavidade voltada para cima em

12 f0)= -3 16, +oo[ e voltada para baixo em ]— oo, 6[.

0 gréfico de f interseta o eixo Oy no ponto de coordenadas

(0 _ E) 7.6 Nao tem pontos de inflexdo pois, apesar de a segunda deri-

"3 vada mudar de sinal, f ndo estéa definidaem x=6.

f)=0=x2-Tx+10=0&x=2V x=5
8.1 Em ]-oo, 0[, h é continua pois é uma fung#o irracional.
0 grafico de f interseta o eixo Ox nos pontos de coorde-

Em |0, 1[, i é continua pois é uma funcao polinomial.
nadas (2, 0) e (5, 0). 0.l P gaop

Em ]1, + o[, h é continua pois & uma fung@o racional.

7.3 lim w=+oo; logo, a reta de equagdo x=6 & em x=0:
g Xx—6 lim V-x=0, lim (2x2+a)=a
x—0" x—0"

assintota vertical ao grafico de f.

Para haver lim h(x), ovalorde a tera deser 0.
x—0
x2(1 —%+E)

2 .
lim @: 1 6’“ =1 Em x=1: \
= = x2<1—;) lim 2x2+a)=2+a, lim ==b
1" e
lim [f(x)—x] = lim —x+10__1 Para haver lim h(x), ovalorde b tera de ser 2, uma
X —» +00 _x—-+oo x—B - x—1
~ . , . vezque a=0.
Logo, a reta de equagdo y=x — 1 €é assintota obliqua ao
grafico de f.
7 10 8.2 0
f(x) 1‘;"'? a limY=X=08 iy =X i =l o
lim =22 = lim —X X" 1 x—o x—0 x—0 xV=—x r—0V—x
X——oc0 X X—> =00

Logo, i ndo é diferenciavel em x=0.

; _ e —x+10_
[0 = 1m0

0
2_9 1 -
lim 2222 8 iy 2= 00D 4129
Donde, a reta de equagdo y=x— 1 é assintota obliqua ao s—r x=T e x=1 =1
graficode f quando x — foo. 3_2 o
4 0, —2x=1) . =2
hmx i = lim =1 :hrnT:—Z
x—1"A = x—1" - x—1"
7.4 fl(x)=X2—12X'|;32 1 1
, (x—6) Logo, i ndo é diferencidvel em x=1.
fl)=0x2-12x+32=0>x=4V x=8
X —oco | 4 6 8 +00 _2\/1_ se x<0
F'(x) + o -|ND|-0 | - b —
Monotoni Ma Vi h'(x) =1 4x se 0<x<1
onotonia e ax. in.
extremos de f / rel. N NDEN rel. / —% se x>1

f édecrescenteem [4, 6[ eem 16, 8]. .
Em ]—oo, 0[, h' ndo tem zeros.

f écrescente em ]—oo, 4] eem [8, +oo[. .
Em 10, 1[, k' n&o tem zeros.

Em ]1, +oo[, h' ndo tem zeros.
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83

9.1

9.2

93

9.4

95

Logo:
X — oo 0 1 +00
h'(x) - ND + ND -
Monotonia e 0 2
extremos de h ~ Min. rel. 4 Max. rel. ~

h tem minimo relativo 0 para x=0.
h tem maximo relativo 2 para x=1.

. _ 0 _
XETmf(X)_E_O'

Logo, a reta de equagcdo y=0 é assintota horizontal ao gra-
ficode h(em +oo).

0 volume é dado, em funcdo de r ede h, por mr2xh.

Como o volume é 300 cm3 entdo nrth=300<:>h=%
A(r)=2nrx£2+nr2=@+mz
Tr r
A’(r)=—@+2nr=w
T r
3
A’(r)=0@2nﬁ—600=0@r=,/% cm
r 0 ‘300 |, oo
T
A'@) ND - 0 +

Monotonia e

extremos de A ND N\ Min.abs.| 7

3
A érea da superficie do frasco é minima quando r:\/% cm.

2 1

300 300 °_300° _ /300
h=72=7=_1= Tcm
n(@)s o 3 P
T

r~12cmour~120cm.

100, fl(gc)=-—+rt' %

0 1 20

T35
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Trigonometria
e Fungoes Trigonométricas

DIAGNOSTICO - PAG. 84

11

1.2

13

14

15

1.6

inx=1
smx—2<:

<:>x=%+2anx=n—%+2kn, keZ

(:)x=%+2anx=%n+2kn, kez

V2sinx=—-1< sinx:—%@

@x=§T“+2knvx=7T"+2kn,kez

g 5]

inx=—1
sinx = 2/\xE )

inx=—1
sinx = 2(:)

@x=—%+2kn\/x=n+%+2kn, kez

<:>x=—%+2kn\/x=%n+2kn, =V

Na expressdo x= —%+ 2km,

para que xe]—%ﬂ‘, STTE] , ked{o, 1},
__m 1n
logo x= 5 -

__T _
E\/X— 6+ZTC

Na expressdo x=%n+ 2km,

para que xe]—%n, 57”] , ke {0}, logo x=%n.

n In 1n
Emresumo,xe{—ﬁ, 5 6 [

cosx=l<:>x=—ﬂ+2kn, kEZVx=E+2kn, ke”Z

2 3 3
—200sx=\/§¢>cosx=—§<:>
(:>x=%n+2kn\/x=—%n+2kn, kez

cosx:—ﬁ/\xe]—%n, 3n]

2
COSX=—§¢>
@x:n—%+2kn\/x=n+%+2kn, ke”Z

@x=%+2kn\/x=5fn+2kn, ke”Z

1.7

18

19

1.10

21

22

23

24

25

2.6

Na expressdo x =3Tn+ 2km,

para que xe]—5—n, 37t] , ked{o, 1},

4

3ny,,  8n,, _1in

logo x= 2 Vix= 1 +2n= 1
5t

Na expressao x =T+ 2km,

para que xe]—5—n, Sn] ,ke{-1,0},

4

S _ oo _3my,,_5m
Iogox—4 n= 4Vx—4.

3t 3n 5n n

Em resumo, x € 23443

=sin(Z
Cosx—sm<8)

in(E) = cos(E_T) = cos (3%
sm<§>—cos(2 8>—COS<8)

Logo, cosx =cos (%n) =
@x=%+2kn\/x=—%n+2kn, kez

tanx:—\/§<:>x=—g+kn, ke”Z

\/§tanx=1<:>tanx=§¢>x=%+kn,keZ
x\__ _5n 5n
tan(i)‘ ”\xe] 4 2]

§=—%+kn, kEZ@x=—%+2kn, kez

x=—%+2kn com x € —%n%n] = ke{0, 1}

S SNV | S S 1

Donde x= 2Vx— 2+21t—2
T 3n
Emresumo,xe{—i,T .

Falsa. No intervalo ]37“ Zn[, afuncdo seno é negativa e
crescente.

Verdadeira.

Falsa. No intervalo ]Sn, ”Tn[ , afuncéo seno é negativa e
decrescente.

Verdadeira.

Falsa. No intervalo ]— 3—”, - n[, a funcao cosseno é
negativa e decrescénte.

Falsa. No intervalo ]51:, H_n[ , afungdo cosseno é nega-

. 2
tiva e crescente.
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3.1 —1<sin<§—§)<1,Vxe|R.

Logo, —V3 -2<f(x)<-V3+2, VxER &
& -2-V3<f)<2-V3, VxER

Donde, D; = [-2 -3, 2-3].

n(x_m) n(x_m)_V3
3.2 —\/§+2$1n<§—§)—0<:>s1n<2 3>— 7

x_m_m x_n___®
@§—§—3+2kn\/2 3 T 3+2kn,k€Z
@x:%n+4anx=2n+4kn,k€Z

3.3 Dado que, na alinea 3.1, se concluiu que
D= [—2 -V3,2- \/§] , 0s minimizantes de f s&o os
valores de x para os quais f(x)=—2— Vie

4:)—\/§+251n(£_5)=_2_\/§

2 3
in(X_T)_-_ in(X_T)__
¢>sm<7—§>— 1ﬁ>sm<2 3) 1
X T®_ T __T
@E—E— 2+2kn,k€Zc>x 3+4kn,kEZ

Assim, a expressao geral dos minimizantes de f é

x=—%+4kn, kez

34 f(x+4n)=—\/§+251n<x+4n —E) =

2 3
=—\/§+Zsin<%+2n—%)=

=—\/§+251ﬂ<§—%>=f(x),VxelR
Logo, 4r é o periodo de f.

f(x+6n)=—\/§+2sin<%—%+3n> -

=_\/§—Zsin<%—%>¢f(x)-

6

4.1 th{xem: x#z Xy kn, kEZ}:IR\{%Hat, kez}

42 D', =R, pois tan<x+%> €R.

43 \/§+tan<x+E> =0<:tan<x+%) =-V3e

3
S x+f=-Frir, kEZ@x:—%’T+kn, kez

Se x€]-2rn, el = ke{-1, 0, 1}, logo,

- n_ __5n,,__2t,,__2m __T
X= 3 n= 3\/x— 3\/x— 3+n—3

3n

5.1 cos<—+zx> =sina; logo, sina<0Atana>0; a €3°Q.

2

5.2

6.1

6.2

6.3

6.4

6.5

6.6

P | 2, 1 2=_l 2=§
sina = 3zsmzx—9zcosa 1 9zcosot 9

l_ s tanZa=— — 1 tanZa=1+
cos2a 8 8

g
T_V2
8 4

tana+ 1=

Logo, tano = (tanoe>0).

AC

sin(%x) =% < AC=2sina

fla)=2+2sina

—_

)= in(Z) = 1
f<€>—2+231n<6> 2+2><2 3
Quando a=%rad:>2a=%rad e como AB=AC,

o tridngulo [ABC] é equilatero e o seu perimetro é

3 (AB=BC=AC=1).

_5 2,225
tanoz—12:>tan 05—144

1

tana + 1 =%¢> coslor=————
cos?a 1+tan‘a

1 2, = 144
l+£<:cosoc—lﬁg
144

& coslo =

ae]o, %[:)sina>0

Assim, de sin’o=1—-cos2o obtém-se sina=14/1— 1= =

5 36

f(a)=2+2)<ﬁ—ﬁ

0<sina<1, dado que aE]O, % .
Vae]o, %[ 240<fla) <242 2< flo) <4

D'=]2, 4

f(a)=2+\/§(:)sina=? ]: a:%rad
a€E 0,%

AC x altura
A[ABC] =f

Seja h a altura do tridngulo [ABC] .

cos(%‘):%@h:cosa

De 6.1 j4 se tinha concluido que AC=2sino;
logo, Apspc € dada por

2 sin .
gloy) = ESMACOSX _ iy cosar .

2
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6.7

o | sino | coso | sinocosor | sinQ2a) w
| 1| VB V3 V3| V3
6 2 2 4 2 4

n| V2| V2 1 1 1
4 2 2 2 2

n| V3| 1 V3 V3| V3
3 2 2 4 2 4

Verifica-se para os valores de alfa da tabela, que:

= sm(Zoc)

sino cosa = —(2 sino cosa) = 3

6.8 ﬁﬁf:”ﬁ” X ||§f|| xcos(Zx%) =1x1 xcos%:

1

2
. y
7.1 Seja D(1, 0). 1 A
DB =tan DC
<2> / X D
4( 71X
AWMM@
_’| C
N
Y T \/§
12 A(5)=un(§) =5
X X_T 2n
13 tan<§> ﬁxeﬁ[ §—3<:x 3 rad
sefo. 5
1. DIFERENCIAGAO DE FUNCOES
TRIGONOMETRICAS
PAG. 89
5t _ T, T
11 sm<12> sm<4+5>—
Can T T, . T n_\/i V3. 1.V2
—SlnzcosE+SIH€COSZ—TXT+EXT—
V6+V2
T
3 4 V341

> tan£+ tanE

3

( 3+1+2\/—
= =2 -2-V3

1 —tanEtan% 1-V3x1

21

22

23

31

32

T T cosZeos® +sinZsin® =
COS<2—0>—COS<4 5) COS4COS5+SIH4SIH5
LV (1445) V2 Vor v V2
2 2 4
V24VT0 , V5V
B 8 4

Célculos auxiliares:

\/1—(:052 3+

5_\/§=\/5_\/5_\/5_\/§\/z
8

Sll’l—

N2 4
.. m\ _ . (7 _V2
251n8cos§—sm< 8 )-sm(z) =5
ST 2_n)= <E)=ﬁ
cos?g sin 8 cos( 8 cos| 7 5

c0s(2x) = cos2x — sin’x = cos2x — (1 — cos2x) = 2cos?x — 1

cosE=cos<2x 8) Zcosz<8> -1

1
1+cos<£)
@COSZ<£>=—4
8 2
Como §€1°Q:>cos<8>>0

COS<%>=\/1 +C025<%) =\/1 +§= 2+4\/f=\/242-\/§

sinor=V1 - cos?a, dado que o € [0, %[:}sino@O

sinor=14/1— 2% =%

sin(20) =2 sinacosa:Zx%x%:%‘
cos(20) = cos2e — sin’o = g—g - % = _215
-2
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5.1

5.2

53

5.4

55

5.6

. 3
%smx+%cosx=1 =
cos%=%; sin%: 0

&

T . . T
= Cosgsmx+sm§cosx=1

T okn, keZ

& sin|x+ 3

—

wla

_ T_
)—1¢:>x+3

S x=

Nla

—§+2kn, k€Z<:>x:%+2kn, kez

1 V3

inx=1
Ecosx - Tsmx— 2 f=—4

[, 3
7 sing

o

T
coso
3

cosx — sin Esinx =1

i
& cos 3 2

3
n\_1
@cos<x+§> =3
U
3

o x+ =g+2kn,kezvx+g=-g+2kn,kez
& x=2%n, k€Z<:>x——2?n+2k7t kez
ﬁsinx—ﬁcosx=ﬂ ~
2 2 2 e e
lni:CDSZ:T

@COSTCSIHX—SIH cosx—£@51n<x—ﬁ>=£

4 4 4)" 2
S x— % —+2kn,kGZ\/x—%=n—E+2kn,kEZ
@x—%+2kn kezv;c_%uk kez
cos2x — sin x—;@cos(Zx) %
<:>2x—§+2kn kEZ\/Zx——§+2kn keZ

@x=%+kn, kEZVx:—%+kn, kez

cos(2x) —3sinx —2=0 &
& cos?x — sin’x — 3sinx —2=0

< 1-2sin’x — 3sinx — 2=0 < 2sin’x+ 3 sinx+1=0

-3 \/

& siny=———— <:smx——%\/smx——1

<:>x=—§+2anx=n+%+2kn\/x=37n+2kn, kez

3n

<:>x——€+2anx—%+2kn\/x—7+2kn. kezZ

sin(2x)
1+cos(2x) ~

2 sinx cosx
1+ cos2x — sin’x

Vi

2 sinx cosx
1+ cosZx — 1+ cos2x

=3 & Zsinxgosx -3
2cos” x

<:>tanx=\/3_’<:>x=%+kn, kez

6.1

6.2

11

12

13

Como o dominio de resolugdo obriga a que
1+cos(2x) #0, tem-se:

1+cos(2x) =0 cos(2x) =—1 &
& W =n+2kn, kGZ(:)x=g+kn, kez

Assim, a expressé@o geral das solugdes da equacgdo é
x=24kn, kez.

3
sin(a+fB) sinacosB+cosasin
tan(a+f) = ( )= b —— b
cos(a+B) cosacosf—sino sinf
sinocosff cosasinf
_cosocosfB cosacosf  tana+tanf
" cosocosf sinasinf  1-—tanatanf
cosacosfB  cosacosf
tan(20) = tan(a + &) = tano+tana _ 2tano
61 1—tanatana 1 — tan?o

QR =sin6, OR=cos6, P_S=§3=cos0'=cos< )

@2 +ﬁ2=ﬁz & sin20 + (1 +cos0)’ = (2 cos <Q>)

N

2
(2 cos (g)) =3in20 + (1 + cos )’ =

=sin0 + 1+ cos20 + 2 cos 0

Como sin%0 + cos20=1 obtém-se que

(2 cos (%))2 =2(1+cosf) =

:>Zcos<g>= 2(1+cos0) &
<:>C05<g) \/2(l+cose)<:

f=—4 cos

2(1 + cos6) \/m
Por outro lado,

cosz(e> + sin (9) =1=

2
/] _ cosz 1/ 1 +cos€
=\/1 _ 1+cos6 =\/1 —cos@
2 2

=4 sm
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8.1
o o sino coso tano
(graus) (rad)
1 1 4-v6-Vv2
7,5° I “\/2(4-v6-Vv2 “V2(4+v6+v2 2TVITVE (¥
24 ( ) 4 ( ) 4+V6+V2
15° x T(V6-v2) T(VB+v2) 2-3
22,5° z % 2-V2 % 242 VZ-1
30° s 1 V3 V3
6 2 2 3
5 5 1 B 1 B 4-V6+V2
375 24 4\/2(4 V6 +v72) 7 2(4+v6 -V72) 4+\/E—\/§”
- n V2 V2
45 1 > > 1
8 In 1y - 1/o(a_ 4+V6-V2
52,5 % i 2(4+v6 - V2) i 2(4 -6 +v2) 4_\/€+\/§()
: 7 : v
o 9 1 17 _
67,5 20 5 2+V2 ;V2 V2 V2+1
75° 2 Lv+va) lve-v2) 243
- 1 1 N 4+V6+v2
82,5 o 4\/2(4+\/€+\/§) i 2(4 -6 —V2) Ve
[4-v6-V2
(*) 4/~= X2 =V _ /12 -10v2 +8v3 - 6v6 =
4+V6+V2
. COSX _ : COSX _ _
_ (\/f_ 1)(\/5_\/5) 9.4 Xh_IRrT_-FOO e xli-né’ =
= . . COS X
37,50 1+ cos (375°) Portanto, ndo existe xhino Pt
8.2 cos(18°4%) = cos (T) ==
=%\/8+2 2(4+V6 - 2) 95 lim SNX_2

sin(18°45) =

tan(18°45) =

PAG. 91

sin(2x)

91 lim 7

x—0

%)
=
=
=

lloieo

93 lim —=

VEELI N e rvevevy

2

\/8—2\/2(4+\/§—\/§)
8+2V2(4+v6 —2)

s Jim S0 _
=y y—o0 Y
x—0=y—0
: siny 4 siny 4
0
= lim —=== lim —==—
=yeox=t V0 Ey 5y—0 y 5
x—0=y—0 4
li Siﬂx] 1><i_:—oo
x—0 X 0

9.6

9.7

x—T

tim (xtan (% - x)) 2 sin(Z - )

limx ——==

lim S -
cos (5 - x)

= lim —X— x cosx = lim .Lxcosx=1
sinx nx

x—0 x—0
X
lim sin®(3x) i sin®(3x) _
x—o0 x tan(3x) x—o sin(3x)
cos(3x)
- fim sin(3x)cos(3x) _ i SiDY COSY
x—10 X | y—0 y
3x= Y
x—-0:>’;/—-0 3
:SIimﬂxcosy:3
y—0 Y
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, sm(l) i
98 lim xsin(—) Z° lim - sny_
X— 400 X X— 400 l y=Z y—0" 1y
) x * 2
=21im 2 _ox1=2
y—0" y
x=1) % siny
99 lim 22 =
x—1  1=x2 y=x-1 y—0 —y(y+2)
siny 1 1_ 1
= lim =X = X =

PAG. 94
10.1 f'(x) =3 cos(3x)

10.2 g'(x) =2x cos(x?)
10.3 1'(x) = 4x3cos(x?)

10.4 i’ (x) = 6x2sin(x3)cos(x3) = 3x2sin(2x3)
105 j'(x) = ~1cos <l>
X2 X

106 k'(x) = —5sin(5x)
10.7 I'(x) = —7 sin(7x — 3)

10.8 m'(x) = cos(2x) — 2x sin(2x)
10.9 n’(x) = cos (%) + %sin G)

10.10 0’(x) = 2x cos (2x) — 2x sin (2x) = 2x (cos(2x) — sin(2x))

2

1011 p’(x) = cos2x — sin’x = cos(2x)

1012 q’ ——
&) cos2(4x)
10.13 r’(x)=;n
2 9, _ T
cos <2x 4)
1014 5'(0) = ——
sin“x
1015 t'(x) =
') = cos(2x2)
1
1016 u/(x)=—————
2v/xcos2(vx)

) 2 2
1047 v/(x) = sinx x -ECOS2X _ o 5 5 1+ COSTX
cos?x cosx

1018 w'(x) = ————
sin?(2x)

1019 a’(x)=cosx (1 — 3sin’)
10.20 b'(x) =2 sin(2x)

) = 2(tanx+1)

10.21
cos?x

1.1 f'(x) = 4 cos(4x)
f’(x)=0<:>4cos(4x)=0(:)4x=%+kn:, keZ =

<:>x=E+k%,k€Z

8

11.2 f'(x) = 8x cos(4x?)
f'(x)=0 ¢ 8x cos(4x2) =0 <> x =0V cos(4x?) =0 &
(:)x=0v4x2=%+kn, kEZ

<:>x=0\/x2=%+k%,k62
- — L T T T +
&Sx=0Vx= 8+k4\/x 8+k4,k€Z'J

,comx#0

(2
(Y-

sin (Z)
X
x2

<:>%=kn, KEZ < x=

=0 -

=0@sin<%>=0(:)
k—, k€ z\{0}

114 f'(x)=2 cos<2x - %)

f'(x):0<:>cos(2x—%):0<:>

Su-L=Liin, keZ o x=L+1L, kez
PAG. 99
12, lim S0X = jim X g 1o gim odoo
x—0 X x—0" x—0" x—0"

Opcéo correta: D.

13. Afuncéo f é continuaem ]0, +oo[ eem ]—oo, O pois,
em ambos os casos, € o quociente de fungdes continuas.

2k
hrn x) = lim =% ——\/_e
fl =0 x—Vk —-Vk
0 .
lim flx) = lim sin(3x) L 3xlim M _3
x—0" x—0" X y=3x y—10
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Para haver limo flx) tem de se verificar
lim fx) = lim flx) & Vk=3& k=9
x—0 x—0"

Opcdo correta: C.

14. Sm(ZX):ZSinxcosx:ZSinx emx=Z+kn, kEZ
cosx cosx 2
Opcéo correta: C.
15.  sin(3x) = sin(x + 2x) = sin x cos(2x) + cos x sin(2x) =
=sinx(cos? x — sin’ x) +Cos x2sinxcosx=
= sinxcosx — sin’x + 2 sinxcosZx = cosx x 3 sinx — sin’x
Opcédo correta: B.
16. cos(3x) = cos(x + 2x) = cos x cos(2x) — sin x sin(2x) =
= cosx(coszx — sin? x) —sin x 2 sin x cos x =
= Cos3x — cosxsin’x — 2 cos xsin’x = cosdx — 3 cos xsin’x
Opcédo correta: D.
17. lim M=f’(a), sendo f(x)=sinx.
h—0
f'(x)=cosx, f'(a)=cosa, f’(a):—%
-1
cosa=-—y
<:>a:n—%+2kn\/a:n+%+2kn, kEZ &
<:>a=%n+2k7tVa=%n+2kn, keZ
Opcdo correta: A.
18. g’(x)=—cosx, g'(a)=—cosa
_1 __1 —g_L_2n
cosa—2<:>cosa— 7 ain[ a=m-z=7,
2n . (2m)_V3
g(a)‘sm(s)‘ 2
Opcao correta: D.
’ s _ T\ _in®_ T T_
19. f'(x)=sinx xcosx,f(z) sing — 508 1
Opcédo correta: B.
PAG. 100
20. K'(x)=—2cosx sinx =—sin(2x)
Opcdo correta: C.
21, f'(x) =3x%cos(x%)

Opcédo correta: D.

22.

23.

24.

25.

() S ) s 5) - S

Opcao correta: C.

Foo= coszz(Zx) ' fl(fgt) B cosz(%> ) (ﬁy )
2

Opcao correta: D.

H'(t) = —3n sin(nt)

H'()=0< sin(n) =0 = nt=kn, kKEZ; &
&t=k, keZ,

H"(t) = — 3n2cos(mt)

A altura maxima ocorre nos maximizantes de H (valores de
t com H"(t)<0).

Para H"(t) <0 => cos(nt) >0, ondet=k, kEZ;.
Logo, t=2i, i€IN,.
H(21))=5+3cos(n2i))=5+3x1=8m

Opcao correta: C.

f)=0="=kn, kez =
2 o+ D)= 00

@%P:ZN@P:A
= x=2k, ke{0, 1,2}
B(4, 0)
Basta estudar a &rea do tridngulo [ABO] quando

x€[0, 2], dado que se x €[2, 4], obtém-se tridngulos
geometricamente iguais a esse.

Seja g afuncgdo que, acada x€[0, 2], sendo x
a abcissa do ponto A, faz corresponder a area do
tridngulo [ABO] .

4x4sin(’ﬂ

g(x)=f2>=831n(%x), x€(o, 2]

Paraque x€ [0, 2] entdo k=0 logo x=1.
g"(x)=- 2nzsin(%>

g"(1)=—2nzsin<
g(1)=851n(£) =

):—2n2<0 donde g(1) & maximo.

oo Na

2

Opcao correta: A.
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26. Se o periodo positivo minimo é 8?11: aabcissade B é 8?“
e como a ordenadade A é —2, aordenadade B é 2.
Opcdo correta: A.

PAG. 101

27,y Manxl-ltanzl_ o, fanxl o, (‘tanx) -
X—7 X—T x—n X—T x—nm\ X—T

_ sen(y+m

= lim (M) = lim _L

i—w\ X—T y—o\ ycos(y+m)
N —seny seny 1 B
T ,—v —ycosy  y—o Yy  cosy
lim ltanx| — |tann|] _ . = tanx
Xx— 7t X—T x—n X—T

_ sen(m+y) B —seny
w-mey ycos(m+y) T, —ycosy
= lim 21y

y—o ¥y cosy
Logo, ndo existe a derivadaem x=m.
Opcédo correta: D.

28. f'(x)=—ad sin(ax+b)

fi(x)=0 © ax+b=kn, kEZ &
a,d#
ox=-2+k kez
a a
Opcédo correta: A.

29. f'(x)=2cosx
f’(x)=0<:>cosx=0(:)7—zt+kn, kez
Em [2r, 4x] os zeros da fungdo derivada sdo

0 I
x=ex=.
Opcédo correta: B.

30. f'(x)=(cos(2x))' = —2sin(2x)

f"(x) = (-2 sin(2x))' = — 4 cos(2x)

f"(x)=0 < cos(20) =0 & 2x=%+kn, keZ <
o x="+kX, kez

4 2’
Se x€[0, 17x[, entdo k€{0, 1,..., 33}
.4 -8
(=241t o k=T

Assim,em [0, 17x[, tem-se

f”(x)=o<:>x=%+k§, ke{o,1,...,33).

31.

32.

Seja P o periodo positivo minimo da fungéo f:
flx+P) = f(x) = 2X+2P=2x+2n &> P=m
|
y = cos(2x) define uma funcao
periodica de periodo 21

0 sinal da segunda derivada muda em x = % eem x= 3%;

logo, no intervalo [0, =], o gréfico da fungdo de f tem
dois pontos de inflexao.

Como P=m, entdo em cada intervalo da forma

[kr, n+kn[, k€{0, 1,..., 16} ha dois pontos de
inflexdo do gréafico de f, donde ha no total 2x 17 =34
pontos de inflexdo do grafico de f em [0, 17x].

Opcdo correta: D.

/(%) = (x2sinx) = 2x sinx + x2cos x = x(2 sinx + x cos x)
() = (x(2 sinx + x cosx))' =
=2sinx+x cosx+x(2 cosx + cosx — x sinx)

=2 sinx +4x cosx — x?sinx = 4x cosx + (2 — x?)sinx
f'(x)=0, logo, a primeira afirmacéo é verdadeira.

f"(x)=0; logo, apesar de f'(0)=0, afunc&o ndo tem
extremo relativo em x=0 e, assim, a segunda afirmacao
é falsa.

f(=x) = (= x)’sin(—x) = —x%sinx = — f(x), VX ER;
logo, a fungdo é impar e, portanto, a terceira afirmacéo
é verdadeira.

n
2
o grafico de f tem um ponto de inflexdo em x=0.

Consideremos o intervalo ]—% [ para verificar se

Se ]—E 0[, entao

5
2—-x2>0
4x <0 2) i q
’ = 4xcosx<0 A (2—-x)sinx<0=>f"(x) <0
sinx <0
cosx>0
2—-x2>0
T <~ 4x>0 ,
T >0.
Se]O, 7| entdo o = f(x)>0
cosx>0

Como f” muda de sinalem x=0, a quarta afirmagéo
é verdadeira.

Opcédo correta: B.

Afuncdo f tem dominio IR\{0} .
") = — L cos (1
fix)= o cos(x)

f/(X)=0<:)_lzC05<l>=0 = cos<l>=0<:)
X X —%<o, Vx € R\ {0} X
1Tk, kezZex=—1—, keZ
x 2 b4
f‘i’kﬂ
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33.

34.

35.1

1 _|<1, vkez=
E"’kﬂ:

Como |T—25+kn‘>1,‘v’kEZ:>

1

i
5+kTC

Assim, em [—1, 1], os zeros da fung&o derivada sao
infinitos e corresponderdo a infinitos extremos da funcéo f

=x= €l-1,1], Vkez.

se, por exemplo, existir f” n; ,VYkEZ, com
E+kTC
1
f"[=——\ =0, VkEZ.
Tikn
2
") =2 cos(1) = Lsin(X
f(x)—xscos<x> x4s1n<x>
1
f”<n—>=
E‘FkTC
_9(T _(T
—2(2+kn) X 0 (2+kn) X 1

|

cos(§+kn)=0,vkel sin(%+kn>=i1,VkeZ

=i<%+kn)4¢0, VkeZ

Conclui-se assim que a funcdo f tem uma infinidade de
extremantes em [—1, 1].

Opcédo correta: B.
cos(2a) = cos2ar — sin’o = 2cos2or — 1

2
cos(2a)=2<@> —1—2x%_1=

W3 _V3
r =2

Sendo 0<a<Z, tem-se 0<20<rm.

9
COS(20¢)=§ ANl<a<n & 2a=%(:) a=1n—2

x+2y2=cos(20) — 1+ 2sin’a =
= cos?a — sino — 1+ 2sin’a

=1-2sin’o — 1+ 2sina=0

cos2a + cos (2a) = cos?a + cos?a — sin‘a =

= 2(1 - sinza) —sin*o=2 — 3sin’a

352 tan(20) — 2 tan(2a) x sin’e = tan(2) (1 — 2sin’ex) =

_ sin(2c) (cos?a + sin’e — 2sin’a)
cos(20)

_sinQe) (o or — sintar)
cos(2a)

_ sin(2a)

= c0sC) x cos(20) = sin(20r)

35.3

35.4

1—cos(20) _ 1 — cos?a +sin’e _ sin’a + sin’or _

1+cos(2a) 1+ cos?a — sinfer  COS2or+ costar
_2sifa .,
=2costo AN
. (o . (o
sm(—) sm(—)
2 X 2 2% 2
o o a
Ztan(2 B cos(2> B cos(z) B
(& (o 2 & in? (&
1+tan 2) s1n(2> cos<2>+sm(2>
1+
2 & 2 &
cos <2> cos (2)

_ —92sin(& o) g
= 1 28111(2)(108(2) sino

36. 1.°Processo
sin(2x)cos(m — x) + cos(2x)sin(n — x) =
=2sinx cosx(—cosx) + (costx — sin’x) sinx
= sinx (—2cos?x + cos? — sin’x)
=sinx(—cos? — sin’x) = —sinx
2.° Processo
sin(2x)cos(m — x) + cos(2x)sin(w — x) =
=sin(2x + © — x) =sin(x + ©) = —sinx

PAG. 102

3. Dg={xEIR Px#g ek, keZ}

Zeros:

8(x) =0 < sin(2x) — tanx =0 &
sinx -0
cosx

&> 2sinx cosx —

sinx([2cos2x —1]) _

Cosx

2 sinxcos’x — sinx _ 0
oS X

= 0

& sinx cos(2x) =0 A cosx#0

< (sinx=0V cos(2x)=0) A cosx#0
@(x:an2x=%+kn) /\x;t%+kn, ke”Z

@x:kn\/x:%+k%,kez

[cos(2x) = cos?x — sin’x = 2cos?x — 1]
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38.1

38.2

39.1

39.2

40.

-

40.2

+ Ccosx sin L

. T
sin(x+Z) =sinxcos X
(v+3) =sinxcos] ;

3

=%sinx+§cosx=f(x)

- —) = CO0sXx cos §+ sinx sm%

CoSX +sinx = f(x)

2

eos(
=y

f(x)=§ IS sin(x+%> =?

= x+%:7§c+2kn\/x+%’:n—§+2kn, keZ

= x=2anx=%+2kn, kez

\/_

h(x) = cosx + sinx = \/_<Tcosx+—smx>
_r
4

= \/_(COSZ:COSX+ sin = 2 Sle) \/_COS<

)

cosx=—sinx < cosx+sinx=0 <&

<:>\/_cos<x—z> (IR

S x-L=Tikr, kez<:>x_3—+kn kez

4

X+1_
X

Dado que lim flx) = lim —oo conclui-se que
x—0 x—0

afuncdo f ndo é continuaem x=0.

sin(x—%) 0 1 siny 1
lim f) = lim ——>% 2  lxlim —2
- P T I T

lim flx) = lim+

x—T

(5)=3

Como lim f(x) = lim+f(x)=f<%), conclui-se que
%

x4.§

[3)62 m+3)x+m +%]

x—T

3

x—

existe lim f(x) e, portanto, a fungdo f é continua

_n
em X—3.
X4 g p+1=0x=—1€]-00,0
; n
Sln(x 3)
x—m

=0(:)sin< %)
T
3

@x———kn k€EZ < x= kn&E[O “[ vkez,

donde a funcd@o f ndotem zeros em [0, 5[.

M4+ 3)X 4T+ =0 92— 3(m+3)x+3n+1=0,

3
sendo esta equacdo impossivel em IR.

Assim, o (inico zero da funcdo f é x=—1.

40.3

M1

Mn.2

Mn3

M4

Da alinea 40.1 e atendendo a continuidade da funcao, con-
clui-se que o gréafico da fungdo f tem como Unica assintota
vertical a reta de equagéo x=0.

xX+1

. X .
lim ——= lim
X — —00 X X — —00 X —> —00

donde se conclui que o gréfico da fungdo f ndo tem assin-
totas ndo verticais quando x — —oo.

—(n+3)x+n+%

lim
X — +00 X

o grafico da fungdo f ndo tem assintotas ndo verticais
quando x — +oo .

=+o00o, donde se conclui que

D,={x€R: x20} =R\ {0}

g(x)=0 < sinx=0 A X220 &
S x=kn Ax#0, keZ
& x=kn, kez\{0}
Como a fungdo g é continua em IR\{0}, o graficode g s6

podera ter a assintota vertical de equac@o x=0. Verifique-
mos se assim acontece.

lim g(x)= lim w— lim +x lim w:%xl:wx

x—0' x—0' x—0" x— 0 0

hm g(x)— hm smx_ lim Lx lim 32X _ 1y 1- oo
x? x—0 x—0 X 0

Areta de equagdo x =0 é assintota vertical (bilateral) ao
graficode g.

Em relagdo as assintotas ndo verticais temos, quando
X — +00;

lim Q lim smx_o dado que
X — +00 X — +00
—-1<sinx <1, ‘v’xEIR
lim g(x): lim %—0 dado que
—1<sinx g ‘v’xEIR

Areta de equacdo y=0 é assintota ao gréficode g
quando x — +oo .

Como a fungao g & impar (g(-x)=—g(x), Vx €RR\{0}),

areta de equacdo y=0 também é assintota ao gréfico de
g quando x — —oo.,

) sm(2x ) sin(2x?)
hrn [ go f(x)xx] 2 _xlﬁo—4x2 =
ny 1., siny 1
= hm—: >X lim —= =
2=y y—0" 2 2 y—0 Y 2
x—0
y—0"
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A 0 25in<%—x)
2. lim g(x)= lim gx)= limmc_osbcxg lim =
X—'% x—»-’zg X—»-,ZE x—»% 7—x
= dim 25 g gy SV
i v—0 y—0 Y
Y*i—x
-
y—0"
Para que g seja continua em x=% tem de existir
lim g(x); logo, lim g(x)= lim g(x):g(%) e, portanto,
x—v%‘ x—»% x— I
temdeseter k=2.
43. Paraque h seja continua em x=3 tem de existir limah(x),
ou seja, tem de se ter lim h(x) = lim h(x) = h(3).
x—3 x—3"
lim h(x) = lim 22=5x=38_
x—3 x—3 SIH(S—X)
0 2
7 2(3 - -53-y)-3
L lim B-y) - G-y =
yoi_x V0 sy
x=3-y
x—3
y—0"
— 2 — — 2
- lim 18 12y+2)f 15+ 5y 3= lim 7){+2y
s siny y—o  siny
-T1+2y _
= lim .+ Y-=1_-_3
y—o siny 1
y
h(3) = lim h(x) = lim (7 sin(%» =-7
x—3" x—3"
Logo, h é continuaem x=3.
PAG. 103
&) — gx)

44.1 g édiferencidvel em x=0 se existir lim

x—0 x—-0
e este for finito.

x2sin <l>
lim SV lim (x sin (l)) =0, pois:
X X

x—0 x—0
1

—1<sin<;><1,‘v’xelR\{0} e
se x>0, —x<x sin(%) < x, peloteorema das fungdes

enquadradas, dado que lim (—x)= lim x=0,

x—0" x—0"
entdo lim (x sin(l)> =0;
x—0" X

se x<0, —x>x sin(%) >x, peloteorema das fungdes

enquadradas, dado que lim (—x)= lim x=0, entdo
x—0

x—0
lim <x sin<l>> =0.
x—0 X

Assim, g é diferencidvel em x=0.

44.2 Para que se possa aplicar o teorema de Lagrange no

45,

46.1

intervalo [0, a], com a €IR", g tem de ser continua
nesse intervalo e diferenciavel em 10, af .

g écontinua em IR\{0}, pois é o produto de fung@es conti-
nuas em [R\{0} .

Em x=0, temos de verificar se existe limite.

lim (x%in(%)) =0 (pelo teorema das fungdes

X —

enquadradas, conforme alinea anterior)

Logo, g também € continuaem x=0 e, portanto, é conti-
nuaem IR. Sendo continuaem IR, também o é em qual-
quer intervalo de niimeros reais, como por exemplo [0, a] .

g édiferencidvel em IR dado que, como vimos na alinea
anterior, é diferencidvel em x=0 e é diferencidvel em
IR\{0} , por ser o produto de fungdes diferenciaveis nesse
conjunto. Assim, g é diferenciavel em ]0, af.

Concluindo, o teorema de Lagrange é aplicavel a fungéo
g nointervalo [0, d].

. ’
SINX+ COSX
f’(x) - <7) -
SINX — COSX

_ (sinx +cosx)’ x (sinx — cosx) — (sinx + cosx) x (sinx — cosx)’

. 2
(sinx — cosx)

_ —(sinx — cosx)" — (sinx + cos x)’
(sinx — cosx)’

.2 . .2 .
_ sin"x — 2 sinx cosx + cos®x + sin"x + 2 sinx cos X + cosx

. 2
(sinx — cosx)

-2
(sinx — cosx)’

Como Vx€D;, (sinx — cosx)’>0, f'(x)<0, e, por-
tanto, a funcdo f é decrescente em qualquer intervalo em
que se encontre definida.

f(=x) = sin’(— x) sin(—2x) = sin’x sin(2x) =
=—f(x), VXER; logo, f &impar.

f'(x) = (sin’x sin(Zx)), =

=2 sinx cos x sin(2x) + 2sin’x cos(2x)

=2 sinx cosx x 2 sinx cosx + 2sin’x (cosZx — sin’x)
=4sin’x cosx + 2sin’x (1 — 2sin’x)

=4sin’x (1 — sin’x) + 2sin’x — 4sin*x

=4sin’x — 4sin'x + 2sin’x — 4sin‘x = —8sin‘x + Bsin’x
=2sin’x (3 — 4sin’x)

f'(x) =0 < 2sin’x(3 — 4sin’x) =0 <

& sin’x=0V 3—4sin’x=0 < sinx=0 VvV sinx:i\/Tg

@x:anx:T—:;+anx=%n+kn, ke”Z
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Como a fungdo definida por y=sinx tem periodo positivo 463 D;={xER: cosx+1#0}={x ER: cosx#—1}=
minimo 2r e a fungéo definida por y =sin(2x) tem periodo ={xER:x#n+2%n, kEZ}
positivo minimo 7, afuncdo f tem periodo positivo minimo
2rt. No entanto, atendendo ao facto de f ser impar, basta in(-x)—1 —sinx— ~ -
" ) . f P f(—x):sm( el - = sinx —1 . como n@o se verifica
estudar a monotonia no intervalo [0, =]. cos(—x)+1 cosx+1
[ T _2n _
Zerosde f: x=0 \/x—g\/x—?v X=T. f=x) = fl), VxED,, nem fl=x) = — f(x), Vx€ED;,
f ndo é par nem impar.
X 0 % %ﬂ T
) Fla) = (sinx - 1)' _ cosx(cosx+1) — (sinx =1)(=sinx) _
f'(x) 0 |+ 0 | =] 0 [+ 0 cosx+1 (cosx+1)°
Monotonia _ cos’x+cosx + sin’x — sinx _1+cosx—sinx
e extremos | (Min.) | 7 | (Max.) | \, | (Min)| ~ | (Méax.) (cosx+1)° (cosx+1)°
de f
1+ cosx —sinx
; T 2n f)=0c 222020
Em [0, n], f & crescente em [0, 3] eem |55, ¥ (cosx+ 1)
e f édecrescente em % %’t . & T+cosx—sinx=0Acosx+1#0
& cosx —sinx=—1Acosx#—1
462 D;={x€R: 1+cosx#0={x ER: cosx=—-1}= @ﬁ Vi __i/\ L
={xER:x#n+2kn, kEZ} g COSX === SIX=——=/A COSX
f—x) = cos(=x) __cosx =f(x), VXED;; <:>cos%cosx—sin%sinx:—%/\cosx#—1
14 cos(—x) 14cosx ! r 7
logo, f € par. @cos(%+x>=—72/\cosx¢—1
! . .

1oy cosx \ _ —sinx(1+cosx)— cosx(—sinx) _ 1 V2
f(x)_<1+cosx> B (1 + cosx)’ = <:>COS<Z+x>=—T/\cosx¢—1

_ sinx N . . .
o 1= — 7 +2kn NV x4+ T=T+ T+ 2k ) A
(1+cosx)’ <:><X+4 M- gAY o =n n)
i Ax#n+2kn, kEZ
f/(x)=0<:>_sz=0<:
(1 cos) <:><x=%+2kn\/x=n+2kn>/\x¢n:+2kn,kEZ
& sinx=0 A T+cosx#0 i
S x=3+2kn, keEZ
Sx=kn ANx=n+2kn, k€EZ <> x=2n, kEZ 2

Como y=cosx e y=sinx tém periodo positivo minimo 27
e atendendo ao dominio de f, basta estudar a monotonia
nointervalo ]-m, n[.

Como y=cosx tem periodo positivo minimo 27 e aten-
dendo ao dominio e a paridade de f, basta estudar a
monotonia no intervalo ]—m, w[.

T
X -7 0 T X —-T 2 b
!
() ND + 0 - ND f(x) ND - 0 + ND
Monotonia e
Monotonia e ND o lmax) | N ND
: extremos de
extremos de f ND /[ Max) N ND f

Em ]-=, w[, f é crescente em ]—n, E]

Em ]-=, n[, f écrescente em ]-x, 0] 2

e f édecrescenteem [0, n[. e f édecrescente em [% n[.
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471 f'(x) = — 4n sin (4nx)
f'()=0 < sin(4nx) =0 & bnx=kn, kEZ &

<:>x=%,kEZ

Se x€ [0, %] =0

_ Ty ly,3
& x=0 \/x—4 \/x—2 \/x—4
1 1 3
x 0 3 2 3
£(x) o =l o |+ 0o | =] o
Monotonia 1 -1 . 1
e e’;t;e;“’s Max) | [ ving | 7 | max) | | v,

. 11
f é crescente em [4 'y

] ; f édecrescente em [0, H

e [% %] ; f tem méximo relativo (e absoluto) 1, em x=0
_1.

e x=5;

f tem minimo relativo (e absoluto) —1, em x=% e x=%

sinx
cosZx

(em1-zm 205 <55 51)

f é crescente em ]—Zn, _3n , _3_15’ —n], [0%[

472 f'(0) =0 & =0 x=-ntVx=0Vx=n

T L4 g _I _r
e]i,n],fedecrescenteem [ T, 2[] 2,0],

[n, 377‘[ e ]37” 2n[; f tem méximo relativo —1, em

!
48.1 f’(x):(cosx+%) =—sinx+%

!
f"(x)= (— sinx+%> =—cosx

f"(x)=0 < cosx=0< x=%+kn, kez

Sendo x € [-2r, 2n],

(20) = SR (NN | ANV | SNPRN
f)=0 & x= 5 Vx=—gVx=oVx=3

M |_m| | & 3n
X -2n -5 2 2 2n
() —|=lo|+/ o0 |=-|0o|+|0]|-]|-

Concavidades
e pontos de
inflexdao do
gréfico de f

3\ __3m. o TW\__T. T\ _T. o3n)_3n
5)=-5 (-5 =5 13) -5 1(F)-5
0 grafico de f tem a concavidade voltada para baixo nos
3n [_E E] 3n
2|’ 2'2 2"

3n n]

intervalos [—Zn, - 2n] .

Tem a concavidade voltada para cima em [—7, 2

[g, 37‘“] . Os pontos de inflexdo tém coordenadas

(5.3 (5D (60 33
2 47 2" 4)"\2" 4 24

!
482 f'(x) = (2 sinx +sin’x) =2 cosx+2sinx cosx=
=2 cosx + sin(2x)
£"(x) = (2 cosx +sin(2x)) = —2 sinx +2 cos(2x) =
=—2sinx +2cos? — 2sin*x = — 2 sinx + 2 — 4sin’x
f"(x)=0 & —2sinx+2 —4sin’x=0 &

& 2sin*x+sinx —1=0

= sinx=_14iS & sinxk=—-1V sinx=%
x=-m e x=m; f tem minimo relativo 1 em x=0. (Ver PN x:—E+2kn\/x=E+2kn\/x=5—n+2kn keZ
quadro abaixo) 2 6 6 '
(Continua na pagina seguinte.)
3n b1 T 3n
X -2 —7 —T —5 0 i T 7 21
s f'(x) ND | + | ND + 0 — | ND 0 + ND + 0 — | ND| - | ND
é Monotonia 1 . -1
g e ezt;e?os ND | | ND| / Max. N | ND |\, Min. /| ND | / Max. N. | ND | N\, | ND
NY12RP_F06
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Se ]-n, n[, f"(x)=0 <:)x=—7—5\/x=%\/x=&%t
T b4 5n

X —T —E g F 2n

" (x) ND|+ | 0|+ |0|—-|0]|+|ND
Concavidades
epontosde |\, |, UlPI AP U/|ND
inflexao do
gréficode f

T\ _5. ¢(5m) _5
f(ﬁ>_4' f( 6>_4
0 grafico de f tem a concavidade voltada para baixo
n 5n

on £

5 F] . Tem a concavidade voltada para cima

5

em ]—n, % e =, n[. Os pontos de inflexao tém

n 5 bt 5
coordenadas (E’ Z) e <? Z)'

491 D;={xER: 1+cosx#0}={x ER: cosx=—1}=
={xeER:x#n+2kn, keZ}

49.2 f(0)=%; logo, o grafico de f interseta o eixo Oy no ponto
de coordenadas (0, %) .

fx)=0 & cosx=0 A cosx#-1 &

= x=%+kn/\x¢n+2kn, keZ

(:)x=%+kn, kez

0 gréfico de f interseta o eixo Ox no ponto de coordenadas

<%+kn,0), com keZ.

49.3 f é uma fungdo par (cos(—x)=cosx, Vx€IR) de
periodo minimo positivo 2, pelo que basta estudar as

assintotas verticais no intervalo [0, n[.

=1_

—=—o00, aretade

. o cosx _
Como_ lim. f(x)_xh—rvr}r T+cosx 0

equacdo x=m é assintota vertical ao gréfico de f.
Atendendo a paridade e ao dominio de f, tem-se:

as retas de equacdo da forma x=n+2kn, com k€ Z,
sdo assintotas verticais ao grafico de f. Como nos restantes
pontos do dominio a fungdo é continua, conclui-se que o
grafico de f apenastem estas assintotas verticais.

cosx  _
x—+oo x(1 4 cosx)

lim — =

x— 400 X

dadoque —1<cosx<1,VxeR;

lim f(x)= lim —S9%_ n3o existe pois tomando, por
X — 400 X

—+oo 14 COSX

exemplo, a,=2nm e bn:%Znn , tem-se

lima, = limb, =+oo e limf(a,) =% e limf(b,) =0.
Assim, o gréfico de f ndo tem assintota ndo vertical quando
X —> 400,

flx)

Como f épar, lim T=0 e ndo existe lim f(x),
X —» —00 X — —00

donde o gréfico de f também n&o tem assintota ndo verti-
cal quando x — —oo.

li . .
194 f'(x)=( cosx ) _ —sinx(1+ cosx) — cosx(—sinx) _

1+ cosx (1 + cosx)’
_—sinx—sinxcosx+cosxsinx _ ___ sinx
(1+cosx)’ (1+cosx)’
895 f(0)=0 = -——3X _ _g&o

(1+cosx)

& sinx=0 A T+cosx#0

S x=kn Ax#n+2kn, k€EZ & x=2kn,kE”Z

Nointervalo ]-mt, n[, f'(x)=0 < x=0.

X -7 0 T

F(x) ND |+ | 0 | - | ND
Monotoni 3
onotonia e 2

extremos de f ND 4 (Méax.) ~ "o

Atendendo ao periodo minimo positivo de f(2r), f tem o

maximo absoluto % para x=2kn, kEZ.

(1+cosx)’

196 f”(x)=<— sinx >'=

__cosx(1+ cosx)’ — sinx x 2(1 + cos x)(—sinx) _
(1+cosx)’

(1+ cosx)(cosx(1 + cosx) + 2sin’x)

(1+cosx)

_ coSX+cosix+2sin’x _ cosx+sin’x+1
- 3 - 3
(1+cosx) (1+cosx)
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497 f'(x) = &

_ cosx+sin’x + 1

=0
(14 cosx)
&> cosx+sin’x+1=0 A 1+cosx#0

& —cos?x+cosx+2=0 A cosx#—1

—-1+£3
-1

& cosx = A cosx#—1

= (cosx=—1 \Y cosx=2) Acosxz—1 & xe(}

impossivel

cosX + sin’x + 1
3
(1+cosx)

() =— <0, Vx€ED,

0 gréfico de f tem a concavidade voltada para baixo em
todos os intervalos do seu dominio. Ndo tem pontos de infle-
xao.

PAG. 104

50.1

Fixado x>0, afungdo h estard bem definida se
sinx —k#0< sinx#k.

Como —1<sinx< 1, Vx€IRy, para qualquer
ke[-1, 1], existe x>0 tal que sinx=k, pelo que
a funcdo ficard bem definida para

kE[-1, 1] k<-1Vik>1.

50.2 Afungdo h & continuaem ]—oo, 0] eem ]0, +oo[ pois,

50.3

em ambos os casos, € o quociente de funcdes continuas.

wf3)

x—0 y

l|lole

1 siny _ 1
2 ylf}r y 2

lim A(x) = lim

x—0

x
2

_ T _ 1
e XIEI}] h(x) = XIEI}] ey

Para haver lim h(x) tem de se verificar

hm _h(x) = lim h(x) <:>— —l<:>k=—2
x—0" 2 k

(3
h(x) - X se x<0
- ! se x>0
sinx — 2
Pela alinea 50.2, como k#—2, afungdo h ndo é continua
em x=0, pelo que também nao é diferencidvel em x=0.
Em 10, 2n]:
R (x)=-—S8X ¢ nix) =0
(sinx —
& cosx=0 = x—E\/xza—n
x€]0, 2n] 2 2

Dado que (sinx—2)°>0, VxE€R e cosx é positivo nos
1.° e 4.° quadrantes e negativo nos 2.° e 3.° quadrantes con-
clui-se que:

50.4

51.1

® navizinhanga de x=%, afuncdo i’ muda de sinal, de

negativo para positivo; logo, em x:%t had um

minimo relativo h(%) =_1;
3n

7
de positivo para negativo; logo, em x = 37” ha um

® navizinhangade x= afuncdo h’ muda de sinal,

L, . . 3r __l
maximo relativo h( 7 >— 3

Como a fungdo k' é negativa em [0, E[, afuncdo h é

2
decrescente nesse intervalo e, dado que, pela alinea

50.2, lim h(x) =, como h(0)=-1< lim A(x) entdo

2
em x=0 ndo ocorre nenhum extremo.

1.° processo
. (x
an(2)
_\2/ se x<0
hx) = x
1 3 se x>0
sinx +3
. (x
sm<§> 2
lim h(x) — h(0) - lim % 3_
x—o  x—=0 x—0 X
- lim 2/ 33111( ) i 3siny—4y_
Ti—o 32 y:g y—~0 12y? -
= limm lim l>< lx hm siny _1 =400
Ty—o 122 y—0 4 y 3|
1
Dado que lim W:Hxa, nio existe h'(0),
x—0 -

ou seja, fungdo h ndo é diferencidvel em x=0.

2.° processo
Pela alinea 50.2, como k#—2, afungdo h ndo é continua
em x=0, pelo que também nao é diferencidvelem x=0.

)= (V= 2x+2 xcosx)' =
= (V@ =2x+2)' xcosx+ V@ - 2x+2 x (cosx)
2x—2 .
=——=——"—"_XCOSX — —2x+2xsinx
2Vx2 —2x+2
x—1 .
=——=————XCOSX — —2x+2xsinx
Vx2—2x+2
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V2

51.2 Como f'(0) = —-L= e a reta tangente passa no ponto de

2
coordenadas (0, f(0)) = (0, V2), entdo o declive desta

reta é —4 e a sua ordenada na origem é V2, donde

aequagdo destaretaé y= —%)H\/f.

513

52,

53.

(x — Dcosx — (x2 — 2x + 2)sinx
VX2 —2x+2

é produto e quociente de fungdes continuas,

Como f'(x)=

entdo a fungdo f também é uma fungdo continua

(em IR pois xX2—2x+2>0, Vx€R).

Como f’ é continuaem IR <I0go em [n, %D

f'(m)<0 e f’(%) >0, entdo,

pelo teorema de Bolzano-Cauchy, EIcE]n, 5%[ : f'(0)=0.
Dado que, por hipétese, ha apenas um extremo em

]n, %n[' f' esta definida em ]n, %[, muda apenas

uma vez de sinal e como f'(m) <0 e f’(%) >0, entdo

f' muda de negativa para positiva, donde o extremo é
um minimo relativo.

2 !
gx)= <xT+ cosx) =§ — sinx

!
g'(x) = (% - sinx) =1_cosx

2
g”(x)=0<:>%—cosx=0<: cosx=%<:>
= x=—§+2knv x=§+zkn, kEZ

Como as abcissas dos pontos estdo compreendidas entre
—6 e 6, tem-se:

T 5m T 5t
F+2n=" e xp=5—2n=—"4
3 3 bT3 3
Note-se que a fungdo g é duas vezes diferencidvel em
todos os pontos do dominio. Assim, os pontos de inflexao
tém de corresponder a zeros da segunda derivada, sendo
que as quatro abcissas acima apresentadas sdo os (inicos

zerosde g” entre —6 e 6.

Y Y
xA=_§: x5=§: Xe=—

A area do trapézio é dada por:
CD+AB 5
= LA (o(5) -4(3)) -

51
25m2 1 m 1)\ _ 24m2 _ 4xd
—+E—<%+§>)_2nx 36

T
_ZXT-‘—ZX?X (
36 3

2

Consideremos a funcgdo definida, em IR, por
f(x) = tan (arctan(x)) .
Pela defini¢do da fungdo arctan, temos f(x)=x.

Determinemos f'(x) de duas maneiras.
Por um lado, temos: f'(x)=1.
Por outro lado, temos:
, !
f'(x) = (tan(arctan(x)) ) =
= (arctan(x)) x (1 + tan?(arctan(x)) )

(tanx) =1+ tanx

= (arctan(0) x (1+22),

supondo que arctan é diferenciavel.
Assim, (arctan(x)) x (1+x9) =1 ¢ (arctan(x)) =

1
T+x2°
Mostremos agora que, paratodoo x>0,

arctanx + arctan (l> =T
X 2

Seja g(x) = arctan(x) + arctan (%) .

!
g'(x)= (arctan(x) +arctan (%)) =
_1o (Y
_1+x2+(x> N

1+<—>

X
1 1 x2
e

TT+x X

0; logo, g é constante, para x>0.

Como g(1) = arctan(1) + arctan (%) = %+ %: %, tem-se:
arctan (x) + arctan <l> =T
X 2

PAG. 105
54. Seja f(x)=cosx—x—2.

f é continua em IR, logo, é continua em [—2r, 0].
f(=2m)=1+2n—-2=2n-1>0, f(0)=1-2=-1<0

Pelo teorema de Bolzano-Cauchy existe pelo menos um
valor de ¢ em ]-2rxt, 0[ tal que

flc)=0< cosc=c+2.
f'(x)=—sinx —1

f'(x)=0 & sinx=1 @x:—%+2k‘n, kez

Em ]-2r, O[, f’(x)=0<:)x=—%t.

T

X -2r —3 0

Fx) T R
Monotonia e

extremos de f N N N N T

Como f & mondtona decrescente em [—Zn, —%] e

f(=2m)=2r-1>0¢e f(—%):%—2<0, f temum

(nico zero neste intervalo.
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Em [_% , 0] , tendo em conta a monotonia e o facto de Para determinar as coordenadas do ponto B, recorremos
- a uma calculadora gréfica para determinar aproximada-
f(—§> <0Oe mente a solugdo negativa da equagao:

f(0)<0, f ndotem zeros.

Assim, a equag&o tem uma Unica solugao em ]-2xt, 0[.

f1 (x)=cos(x) fl (x)-%ﬂin(x)

oWt
‘al

6.28

(-2.9883,-0.98827) (-2:946,-1.904)

= -

A solugdo da equagdo cosx=x+2 nointervalo [—2m, 0] As coordenadas do ponto B, com arredondamento as
é, com aproximacgéo as décimas, x~ —3,0. milésimas, sdo (—2,246; —1,904).

’ . !
55. Seja f afuncéo definida por f(x) =sinx — x 57.1 f'(x) = (sinx) = cosx

Como VxE€R, f'(x) =cosx—1<0, f 6 mondtona 0 declive dareta r & f'(a)=cosa.

decrescente em IR, donde a solugdo sera Gnica O declive dareta s é

Aplicando, por exemplo, o teorema de Bolzano-Cauchy a f'(b)=cosb = cos(t—a)=—cosa.

fungdo nointervalo [-m, ©] tem-se que: a”{:n

f é continua em IR (diferenca de fungdes continuas em IR);

logo, também o é em [—7, n] . Como f'(b)=—f"(a), conclui-se que as retas tém declives
simétricos.

fl=m)=sin(-n) - (-m)=n>0e

57.2

f(r) = sin(n) —t=-7n<0 o <E @)
¢ 32
Assim, pelo teorema de Bolzano-Cauchy
b=n-a= n—E 2L
Acel-n, n[: flo=0<sin(c)=c 3
A determinacdo da soluc@o, que pertence ao intervalo o 2n m V3
]-m, =, pode ser feita por mera inspegao da fungio, B( 3 /\3 ) 32
pois sin0=0 ¢ sin0—0=0, ou seja, o valor de
c€l-xn, n[: sin(c)=c é c=0 o ive F/(T)=cost=1
] [ Areta r tem declive f(3) cosz=o.
V3_1.x V3 n
—=sXztkSk=—"7-3%
56. f'(x)= ( +smx> =%+cosx 2 X3t 2 6
1 1 P Aequacdoreduzidadereta r é y= ﬁ T
f(x)=1<:>2+cosx—1@Cosx—io(i)zx—g 2777 7
x< ) , 2 2£ l
f(%)=%+? Aretastemdecllvef<3)—6053— 7
\/§_ 1,21 _\/§ T
NERERE 5 T TXG ke k=g
3'6° 2 ' . 1..V3 =
A equacao reduzida de reta s € y=—pxtta.
Areta t passaem A, peloque,
n,V3_,.m _V3 =& 1 Y8 n_ 1 V3 m  nom. . m
g7 2 ~1Xztbeb=5 % Mt TRT Mt Y3 ATt YTy
A equacdo reduzida da reta t é y=x+ﬁ—5. 1.n. V3 n._V3. 1
2 6 V=2%3%72 "5 2 T2
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e Adéreadotridngulo [ABC] é dada por:

(2_n_£>x (LLﬁ_ﬁ)
A \373)°\1272 ") _w
s 2 7

57.3 D,=10, 2n[\{r}
Afungdo g é continua em 10, 2r[\{n} pois é o quociente
de fungdes continuas nesse conjunto, sendo
f(x)#0, Vx€]0, 2r[\{n} . Portanto, as possiveis assintotas

verticais ao grafico de g s@o asretas de equacdes x=0,
xX=mex=2n.

lim glx) = lim —~—=1
x—0" x—0" SINX

lim g(x)= lim %=+<>o

n_

lim g(x)= lim =
lim g(x)= lim n__ o
x— 21" x— 21 0

Conclui-se que as retas de equagdes x=m e x =21 sdo
assintotas verticais ao grafico de g.

Tendo em conta o dominio da fungdo, ndao existem assinto-
tas ndo verticais.

2. APLICACOES AOS OSCILADORES
HARMONICOS

PAG. 11

58.1 sin(x—%) =—cosx, donde

f(x)=sin<x—57n>+3=—cosx+3=3—cosx

58.2 Como f(x)=—cosx+3 e dado que g(x)=cosx tem
periodo fundamental 2r, entdo a funcdo f também tem
periodo fundamental 2 dado que resulta da fungéo
simétrica da fungdo g a cujo grafico se aplicou uma trans-
lagdo de vetor de coordenadas (0, 3).

Também se pode mostrar o resultado verificando as seguin-
tes igualdades:

Vx€E€R, flx+2n)=—cos(x+2mn)+3=—cosx+3=flx)

58.3 Como Vx€R, —1<—cosx< 1 entdo
VXxER, 2< —cosx+3<4 & 2<fx)<4.
Assim, o contradominio da fungdo f é o intervalo [2, 4] .

58.4 f'(x) =sinx
f(x)=0 x=kn, kEZ, pelo que se
XE[-n, n] = ke{-1,0,1, 2}

x T 0 T i

f,(x) 0 —_ 0 + 0 _ 0

Monotonia e 4 2 4 2
extremos de f Max. | N\ | Min. |7 | Max. | N, | Min.
abs. abs. abs. abs.

Assim, f é crescente em [0, nt] e decrescente em
[-m, 0] e [, 2n].

58.5

—

Q4----
w
a
N
a
=

n_n O = 3n
2 2 2
59.1 Como 0<x<2n:>—%<2x—%<2%7‘,
sendo que [0, 2n] C —%, 2%”]

Assim, —1 gcos(Zx —%) <1, Vx€]|0, 2n], pelo que

-1<gx)<3Vx€[0, 2r], ou seja, o contradominio da

fungdo g é ointervalo [-1, 3].

59.2 Com base na alinea anterior, g tem maximo absoluto 3
e minimo absoluto —1.

593 g =0& cos<2x - E) -1

6 2
n_2n _R_4n
(:>2x—§—3+2kn\/2x 6—3+2kﬂ:,k€Z
(:>x=?—725+kn,k€ZVx=STn+kn,k€Z

59.4 g'(x) = —sin<2x - %)

g’(x)=0<:>2x—%=kn, k62@x=%+k§, kez,

peloquese x€[0, 2nr] = k{0, 1, 2, 3}

o In 13n 19n 2n
x| 0 12 12 12 12
gl + |+ 0 = 0 |+ 0 |—| 0 [+ +
V3+1 3 -1 3 -1 [V3+1
g(x)| Min. | /'|Max.|\,| Min. | /|Max.|\,| Min.| /| Max.
rel. abs. abs. abs. abs. rel.

Assim, g & crescente em [0, 1] ) H_’zt 13_7‘] eem
n

[19n

1 Zn] e é decrescente em

NY12RP © RAIZEDITORA
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59.5

60.1

60.2

60.3

60.4

60.5

LEVEIE-VES
-1+ 2 -

2

X, T_T _T
7+§_2+kn, keZ < x 3+2kn, kez,

pelo que Dh=IR\{%+2kn L kezZ.

Como x € IR\{E+2kn = tan<§+5) R
3 kez 23

pelo que o contradominio da fungdo i é IR.

h(x):O(:)tan<§+§> =3

C>%+%=%+kn, k€EZ<=x=2kn, keZ

Como %+§+%=§+%+n<:>P=2n afungdo h é

periédica de periodo fundamental 2r, pelo que basta
estudar as assintotas verticais em [0, 2x] e generalizar.
Em [0, 2r] s6 podera existir assintota vertical no ponto
de abcissa =~ .

3
lin}t‘ [\/5 - tan(%+%)] =+o00 donde x:% é assintota
=3

vertical ao graficode h.
s
3
das assintotas verticais ao grafico de h.

Generalizando, x=%+ 2k, k € Z é a expressao geral
0 que ocorre em [0, 2xt] ocorre nos outros intervalos de
amplitude 2 do dominio &, pelo que ndo hé assintotas
ndo verticais ao grafico de h.

R =—— ]

(X T
2cos <2+3>

h'(x)<0, Vx€E€D,, peloque h édecrescente em todos
os intervalos

T T —_|x In
]§+2kn, §+2n+2kn[—]3+2kn, 3 +2krn|, keZ

60.6 K" (x)=—

60.7

61.1

61.2

(X, T
sin <§ + E)

(X T
2cos <2+3>

h”(x):ﬂ@sin(§+§) =0@§+§=kn, keZ <

<:>x=—%n+2kn,kez

Restringindo a tabela de concavidades a [0, 2r] tem-se:

x 0 z %" m
h"(x) - ND|+| O -

Concavidades e pontos de

inflexdo do grafico de h N{N|IND|U|PI|N|N

Generalizando, o grafico de h tem a concavidade voltada

3 3

e a concavidade voltada para baixo em todos os intervalos

%’szn,%"nkn[, kez.

para cima em todos os intervalos ]E+2kn, 4—7t+2k1t] , keZ

Os pontos de inflexdo tém coordenadas (%n+2kn, \/§> ,
kez.

Verificam-se as seguintes desigualdades:
VxE€R, —1<sinlbx+0) <1

Se a>0 entdo d —a<asinlbx+c)+d<d+a, Vx€R
pelo que o contradominio é [d —a, d+a] e a amplitude
do contradominioé d+a—-d+a=2a.

Se a<0 entdo d+a<asinlbx+c)+d<d-a, Vx€R
pelo que o contradominio é [d+a, d — a] e a amplitude
do contradominioé d—a—-d—-a=2(-a).

Assim, em qualquer dos casos, a amplitude do contradominio
é 2lal.

Dadoque b#0, Vx€R, asin [b<x+%n)+c +d=

=asin(bx+c+2m)+d=asin(bx+c)+d.
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61.3

a. Dadoque Vxe€R, sinx:cos(%—x):cos(x—%),

afungdo f(x):cos(x—%) tem contradominio

[-1, 1]; aamplitude do contradominio é 2, sendo
este simétrico em relac@o a reta de equacdo y=0.

Para obter a funcao representada graficamente, cujo contra-
dominio é [-1, 3] etem amplitude 4, é necessario proce-
der a uma dilatagdo vertical (no caso uma multiplicagdo por
2); como o contradominio ndo é simétrico em relagdo a reta
de equagdo y=0, étambém necessario proceder a uma
translagdo vertical de vetor de coordenadas (0, 1).

Por fim, tal como mostra a expressao analitica de f,
é necessario proceder a uma translacao horizontal de

vetor de coordenadas (% 0) .
b. Pela alinea 61.1, conclui-se que
2al=4 = lal=2 < a=%2.

Também se vé, na representagdo grafica, que o periodo

é 377t — (%) =2n, donde, pela alinea 61.2, conclui-se

que %=2n@b=1.

Como d—2<d+2cos(x+c)<2+d, VxXER eo
contradominio desta fungdo & [—1, 3], entdo
—1<d+2cos(x+0)<3=d=1.

Seja flx)=1%2cos(x+c):

como fl0)=1 @cosc=0<:>c=%+2kn, kez,
basta tomar c=%.

De f(%) =—1, conclui-se que a=2 pois, entdo
a=-2=>cosn=1 (absurdo).

Ted=1.

Concluindo, a=2, b=1, c=2

PAG. 115

62.1 A amplitude A, afastamento maximo em relacao a posicéo
de equilibrio, & 5.
0 periodo T, intervalo de tempo correspondente a um

ciclo completo do movimento, é 1.

A pulsacdo w, que é definida por ZTTC, é 2.

Afase ¢ €[0, 2r[, que é obtida a partir da igualdade

Acosp=x(0), é %

62.2 A expressdo que representa o movimento do oscilador é da
forma x(t)=A cos(wt+¢) , pelo que

x(t)=5 cos(Znt+%> .

62.3 5cos(2nt+ ) 25<:>cos(2nt+2> ;<:>
T_T T
& 2nt + f §+2kn\/2ﬂ:t+§ —§+2kTC, kezZ
@r:ﬂ +kV %+k, keZ

Atendendo a que t € [0, 4], os instantes obtém-se
atribuindo valores inteiros a constante k e sa@o

11 23 35 4., 1.,,_19
t= ﬁ\/t ﬁ\/t ﬁ\/t ﬁ\/t 12\/t 1 Vv

63.1 x(0,5)=2<—%)=—\/§ e x(2,75) =2(-1)=-2

63.2 A expressdo que representa o movimento do oscilador é da

forma x(t)=A cos (ot + @) .

A=2, w=me (p:Z

63.3 T———ZS e f———0,5 Hz.

63.4
a. 2005(nt+%> =0 cos(nt+%> =0

T_
<:>nt+4_

No intervalo [0, 8]:

Sk, kezcyt=%+k, kez

=%+k segundos, k€{0,...,7}

b. 2cos (nt+%

© mt+ =2k, keZ(:)t=—%+2k, kez

>=2c>cos<m+%>=l =

No intervalo [0, 8]:
t= —%+2k segundos, k€ {1,...,4}

c. 2005(nt+%>=_2<:)(;05<m+%>=_1 PN
<:>m+%=ﬂ+2kn, kEZ@t=%+2k, kez

No intervalo [0, 8]:
=%+2k segundos, k€ {0, ..., 3}
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64.1 f(x)=V2cos <%x> +\/§sin<§x> =

_ V2 b4 V2 . (=n _ T b4
=2 -5 cos<§x>+ - sm<§x> —Zcos<§x—z>

() ()

T,_T)_ T,_T
Como 2cos(§x—z)—2cos<3x 4+2n>,
entdo f(x):Zcos(%x+7—n)
- T o oI
A=2, w=7ep="
n
64.2 2 cos x+— =0< cos x+T =0
P x+7—’c T okn, kKEZ > x=-243k, keZ
3 4 2 ! 4 !
Para que x:—%+3k, k€ Z, sejaum real ndo negativo,
basta k>2, pelo que se tem a equivaléncia
15

=B 643k, kez; @x_§+3k keZ;.

PAG. 119
651 A=7, w=4nrad/s e (p=% rad

§5.2 T—z—“—o,s se f=lT=2 He

65.3 x/(t) = —28m sin <4n t+ %)
65.4 x”(t) = —112n%cos <4TC t+ %)

65.5 x"(t) = —112m2cos (411: t+

=—16m2x 7cos(4nt+%> = —16m2x(t)

[ —
x(t)

66.1 x'(t) =251 a cos(2,5mt +b)
x"(t) = —6,25m2a sin(2,5m t + b)
x(t) = —6,25n%a sin(2,5n ¢ +b) =

=—6,2512 asin(2,5nt + b) = —6,2572x(t)
_ T 2
x(t)

66.2 asin(t+b)=0

a x(0,4)=0(:) -
" x(3) =—4 asm<15—n+b> -4

{—asinb:O {a:OVsinb:O
—acosb=-4 acosb=4

Se a=0, acosb=4 éuma equagdo impossivel,
pelo que é vélida a igualdade sinb=0.

sinb=0 = cosb=x1<<b=knrad, ke€Z
cosb=+V1-sin’b
4 4
= = =" _4
acosb=4&<a cosb =11 +4

x(t)=asin(25nt+b)=a cos (% —25nt— b) =

=a cos(—2,5nt+% - b) =cos(—x) =cosx

=acos<2,51‘ct+b—%)

Como a representa a amplitude do movimento
(portanto, um valor positivo), conclui-se que a=4 e

cosb=1¢<>b=2kn rad, k€ Z; como b—%

representa a fase do oscilador <portant0,
b-Zelo, 2n[) , conclui-se que b=2x rad,

2
donde x(¢) =4 cos (2 5nt+37n>

h. A=4, w=25nrad/s e (;):377t rad.

671 A=2, w=10rad/s e (p=7E rad .

2
_n_m 1.5
T—w—SSef— _nHZ'

1
T
5

672 ¥ ()=-20 sin(10t+§>

x"(t) = — 200 cos(10t+%) =-100x% 2 cos<10t+g) =

—_—

=— 100x(t) o)

67.3 A velocidade, que é dada por x/(t), é maxima quando
x"(t)=0 e afungdo x” muda de sinal (neste caso,
de positiva para negativa).

() =0 -100x(t) =0 = x() =0 &

@cos(mmg):o(: 100+ 2=2 sk, k€Z
<:>t=k£ kez.

Como t>0=>t=k~ kez; e, dadoque x” muda de

10
positiva para negativa na vizinhanca de —— 0 entdo em
xX= ﬁ atinge a velocidade méaxima que é

x/<10) =-20 Sin<n+%) =20 unidades/s .

0 instante em que esta velocidade é atingida pela primeira

vez é ES~03S
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67.4 Na alinea anterior conclui-se que
x"(r)=0<:n=k% , kez;,

pelo que, no intervalo considerado, tem-se

2n_mw 3r dn_2n
t= 103\/t 10 gs\/t ﬁs\/t—ﬁ—5 S
PAG. 122
AL 2n 21t _
68. w—T@T—w =2se @= rad

Opcdo correta: B

69, w=27n=2nxlT=2n><f=2nx50=100nrad/s.

Opcdo correta: D

- -1 -
0. A=4me f= T_O,E_ZHZ'
Opcdo correta: C
71. Como T=45-05=4s, entdo a)—z—Tt 2 _ T rad/s.
' ' ' T 4 2

Por outro lado, A=2m e @€ [0, 2r[, donde
- T,
x(t)—2cos(2t+4)
Opcdo correta: A
PAG. 123
721 x(0)=5x(=1)=1=-6 e x(1)=5x0-1=—1.
72.2 Dado que -6<5cos<§t+n)-1<4, vte(o, 4],

a amplitude do movimento é A _4-6

72.3 0 periodo e a frequéncia do movimento do oscilador

harmonico definido por y(t) =5 cos (Et+n> ,te]o, 4],

2

sdo, respetivamente, T=2_n=2_n=4 se f=l=0,25 Hz.
®w T T

2
0 gréfico da funcdo x resulta de uma translacao de vetor
de coordenadas (0, — 1) do gréfico da fungéo y, pelo
que mantém a amplitude, periodo, frequéncia, pulsacao e
fase. Assim, T=4s e f=0,25 Hz.

724 |x(0)]| =25 = x() =25V x(H) =-25 &

c}cos(%Hn):OJ\/cos(%Hn)=—0,3 =

arccos (0,7) ~ 0,8

arccos (- 0,3) ~ 1,9

<:>%t+nz0,8+2kn\/%t+nz—0,8+21<1t\/

V%an1,9+2kn\/%t+nz—1,9+2kn<:

Stx—-15+4kVitn-25+4kV

Vitrn—-08+4kVir-32+4k, kEZ

Atendendo a que t €[0, 4], osinstantes sdo t~0,8 s,
t~15s,t~25setr~32s.

72,5 Dado que Vt € [0, 4], —6<5005(%t+n) -1<4,

731

13.2

133

134

135

13.6

entdo o ponto estara a distdncia maxima da origem quando

x(t)=—
x(t):—b‘(:)cos(gt+n> =1

<:>%t+n=1t+2kn, k€EZ < t=4k, keZ

Atendendo a que t€ [0, 4], osinstantes sdo
t=0set=4s.

\/_

x(0)=4x%=+3=2v2+3 e x(1,75)=4x1+3=7.

0 periodo e a frequéncia do movimento do oscilador
harmonico definido por y(t) =4 cos <nt+%> ,te|o, 6],

2n _2n

sdo, respetivamente, T_E =2se f———0,5 Hz.

0 gréfico da fungdo x resulta de uma translagdo de vetor
de coordenadas (0, 3) do grafico da fungdo y, pelo que
mantém a amplitude, periodo, frequéncia, pulsagéo e fase

f=05 Hz.

Uma vez que o periodo do movimento é 2 s, no instante
t=4s oponto P encontra-se na mesma posi¢do que
estava no instante t=2 s, relativamente a origem, pelo
que a velocidade média do ponto neste intervalo é

0 unidades/s .

xX'(t)=—4n sin(nt+ donde

o
4
X'(2)=—4rn sin(Zn +%> —4n—= —21V/2 unidades/s

w= —4n(—§> + 4n§= 4mv/2 unidades/s?

x"(t) = —4n2cos <1'c t+ %)

x”(t):O@cos(nH%):O@

ontrl=likn, kEZ > t=1+k, kEZ

4

Atendendo a que t€[0, 6], osinstantes sdo

1y 5,9, B 1, 2
t=gs,t=ys, t=ys, t="ps, t=psel=7s.
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Apesar de bastar estudar a segunda derivada em [0, 2] (uma vez que o periodo é 2 s) apresenta-se na tabela seguinte o estudo

completo da segunda derivada:

1 5 9 13 17 2
t 0 4 4 4 4 4 4 6
x(t) - - 0 + 0 - 0 + 0 - 0 + 0 - -
—2tV2 —4n 4nt —4r 4 —4r 4n —2mV2
/
X' Max. rel. \ Min. abs. / Max. abs \‘ Min. abs / Max. abs. N Min. abs. / Max. abs. ~ Max. rel.
A velocidade é maxima em t—E , t=Es e t=2—1s
4 4 4
1s 429 n
A velocidade é minima em t 4 , t—4 set= 4 s

Em todos estes instantes a aceleracdo do ponto é
0 unidades/s?.

741 D'(t)= - 2n sin(nt + )
D=0 sin(tt+n) =0 nt+n=kn, kEZ &
St=-1+k, ke”Z
Atendendo a que t € [0, 4[, osinstantes sdo t=0s,
t=1s,t=2set=3s.

t 0 1 2 3 4

D'(t) 0 + 0 | =] 0 |+ 0 |- |ND
Monotonia 1 5 1 5

e extremos | Min. | 7~ |Méax.| \ | Min. | / [Méx.| \, | ND
de D abs. abs. abs. abs.

A distdncia méxima do corpo C aosolo é 5 m e a distancia
minima do corpo C aosoloé 1 m.

74.2 Uma vez que o grafico da fungdo D resulta de uma

translacéo de vetor de coordenadas (0, 3) do grafico da
fungdo x(t)=2cos(nt+m), t€[0, 4, mantém-se a
amplitude, o periodo, a frequéncia, a pulsagdo e a fase.

Assim, a amplitude ¢ A=2m.

743 T—Z—“_zs e f=lT=0,5 Hz.

744

\ x [m]

(O,]

S

w

-
I

0 2 3 41[s]

Afaseé p=nrad€[0, 2n[.

745 D(t) =4 & cos(nt + ) =% s

<:>nt+n=%+2kn\/nt+n=—%+2kn, keZ

@r:-%+2kvr=-%+2k,kez.

Atendendo a que t€[0, 4, os instantes sdo

2., 4.8 10
t—SS, t—SS, t—3S et= 3 S
PAG. 124

751 A=3 e T=2s, peloque w=27n=n rad/s .
A expressé@o da funcdo representada é da forma
f(t) =3 cos (nt + @)

Afaseé p€[0, 2n[ tal que

3cos(0m+¢) = 0<:>(p— rad .

75.2 Com os dados da alinea anterior, tem-se g(t) =3 cos (nt + g)

753 g(t)=1<¢ cos (nt+%) =1

3<:>

@nt+i—arccos<3) +2kn \/

\/1tt+E

2 —arccos<3> +2kn, kEZ

St=— [1 —garccos(1>] +2k
b 3

1
2
%[1+ arccos )] +2k, kezZ

Admitindo que t€[0, 6] e arccos(%) E]O, %[

os instantes sao:

le

1 N 71,1 1
t=-+— arccos<§)s,t—2+narccos(3>s,
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76.1 x(0)=4 cm e x'(0)=87 cm/s 76.4 m=5 g=0,005 kg (S.I.)

1.1 2n _2n .
De T=7=§=0'5 sew="r= 05 =4rn rad/s obtém-se w:\/% & k=m x w?=0,005x (47)" = 0,0872 N/cm
x(t)=Acos(4nt+¢), donde x'(t)=—4nA sin(4nt+ ).
{x[O) -4 {A cosp=14 77.1 x(t) = sin(nt) — V3cos(mt) =2 [%sin(m) - ?cos(nt) =
x'(0) =87 —4nA singp=287
=2 [sin (%) sin(nt) + cos <5Fn> cos(nt)]
A= co45(p A=~8cm
~ 51 51 in

= 87 weﬁ[fm[ {(pz5,24 rad =ZCos(nt—F) =2005<1‘ct—?+2n> =Zcos<nt+?)

tang=—3e-

x(t) édaforma Acos(wt+¢), com A>0, >0 e
Assim, x(t) ~ 8 cos(4rt+5,24) .

p€el0, 2n[.
76.2 x'(t) ~ —32n sin(4n t +5,24) , donde x/(0,5) ~ 87 cm/s.
772 A=2, T=2£=Zs, f=%=0,5 Hz e ¢=%"rad.
76.3 x"(t) ~ —128n2cos(4n t + 5,24)
X”(t) =0 Pt COS(4TEt+5,24) ~0 = 713 x/(t) =_2n Sin(ﬂ:t+7—n>
’ 6
4:)4nt+5,24z§+kn,k€2:> .
P >0 |x’(t)|=0<:>sin<nt+%) =0
:>z~—0,29+z,keZ/\k>2 7 7
<:>nt+%t=kn, k€EZ S t=—f+k, kEZ
Como T=05s, bastaestudar x” nos primeiros 0,5 s: 7
Os zeros de x” nos primeiros 0,5 s sdo Como t>0:t=_§+k' k€EZNk>2, ouseja,

tz—0,29+%=0,21setz—0,29+%=0,463. t=%+k,kez;

Donde, o valor maximo da aceleragdo é =~ 1262 cm/s?.

t 0 ~ 0,21 ~ 0,46 0,5
71.4 x"(t) = — 2m2cos (nt + %) =—n22cos (nt+ %) =
'@ | - - 0 + 0 - - _—
=—m2x(t), donde k=n?. 0
~ 87 ~ —101 ~ 101
O | Max. | N\, | Min. | | Max. | N\, | ~87
rel. abs. abs. PAG. 125
Donde, o valor maximo da velocidade é ~ 101 cm/s . 781 x'(0) = Sinz(lf D,k cos(kt) + tcosé(k )
X" (t) ~ 512r3sin(4r t +5,24) .
x"(t) = cos(k t) — k’sin(k t) — tkmfn(kt)
x"(t) =0 < sin(dnt+524) ~ 0 &
St SUrkn, kEZ= Assim, x(t) + K'x(t) = cos(k t) - K'sin(k 1) - tk%n(kt) i
t>0
k
=tr =042+, kEZNk>2 +k2<1+2—tk>sin(kt)=cos(kt)
Novamente, como T=0,5 s, basta estudar x” nos primei-
ros 0,5 s: ; <1 y> )
—_— 1 +_
Os zeros de x” nos primeiros 0,5 s sdo . <1 + Zk)sm(kt) . 22 sin(y)
782 lim — kt=:y lim——F—2 =
tr~—042+2=008s e t~—042+2=033s. (o y—0 y
4 4 X
V..
t 0 ~0,08 ~033 05 , (k+ﬂ> sin(y) v\ . sin(y)
=lim ——————=1lim | k+% ) X lim———=k
y—0 y y—0 2k y—o0 Y
x"(t) - - 0 + 0 - -
~ 1262
~ —636 ~ —1262 .
YO | paxrel. | | Min. abs. | 7 l\:;: N\ |~ 636
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791 y'(t) = [x(t) - %] = x'(t)

Y0 =[x 0] =x(0) =

=—5x(t) +2 =

y(0)=x(t) - % < x(0) =y +%

=—5[y(t)+%] +2=-5y(t)

79.2 Quando x(t)=0, tem-se y(t):—%, logo, deve tomar-se

o0 ponto de abcissa —%.

79.3 () =—av5sin(V5t) + bVBeos (VB t) =
=5 [—asin(\/gt) +b cos(\/gt)]

y"(t) =5 [—ax/gcos(\/gt) — b\V5sin(v5 t)] =
=—5[acos(\/§t) +bsin(\/§t)] =—5y(t)

794 y(0)=4 < a=4

y(10)=-10 &
=% [—4 sin(10\/§) +b cos(lO\/g)] =-10
—2v/5 +45in(10v5)
b= ~ 6,3
< cos(10\/§) ( )
795

a. y()=4cos(v5t) +635sin(v5¢)
y(t) = —4v/5sin(v5 t) +6,35v5cos (V5 t)
V(=0

= —4\/§sin(\/§ t) +6,35v/5cos (\/gt) =0

6,35
4

< VB t=arctan (1,5875) + kn, kEZ
&Vt 1,009+kn, kEZ
&t~ 0,451+1,405k, keZ

& tan(vV6t) =-22 = 1,5875

' 7 '
os instantes sdo t ~ 0,451+ 1,405k, kE Z, .

Admitindo ¢>0 e arctan(1,5875)€]0 T

Como y(t)=A cos(VEt+¢) entio w=/5 rad/s

. . 2n
donde o periodoé T===~281s.
P V5

Assim, basta estudar a fungdo em [0; 2,81]:

t 0 ~ 0,451 ~ 1,856 ~ 2,81
y'(©) + |+ 0 - 0 + |+
Monotonia 4 ~ 1,505 ~ —1,505

e extremos | Min. | /| Méax. |\,| Min. |/ 4
de y rel. abs. abs.

Logo, o contradominio da fungéo y é ~ [—7,505; 7,505],
pelo que a amplitude do movimento é A~75.
b. Por um lado, y(t) ~7,5 cos(V5 t +¢)
Por outro lado, y(0) =4 < 75cosp~ 4 <
& cosp~05(3) & @~ arccos[0,53)] <=
¢

[0, 2n[
& @~ 1,008 rad V ¢ = 2 — 1,008 = 5,275 rad
Como 7,5cos(VBt+¢)=
=75cospcos(vV5t) —75singsin(v51¢), tem-se:

4=a=75cos¢p
6,35=b=-75sin¢g

Este sistema s6 é verificado pelo segundo valor de ¢,
ouseja, ¢~5275 rad.

TESTE - PAG. 127

1. flx)=SDX ﬁf’(%>=\/f e f(%) =V2

cosx

Como a reta tangente passa em (% f(%)) = <% \/f)

e tem declive f’(%) =V/2, entdo verifica-se que

VI=VIxEib e b=vI-VixE=vi(1-1).

Assim, a equagdo da reta tangente ao gréafico de f no ponto

de abcissa x=% é y=\/ix+\/§(1 _%)

Opcéo correta: B.

2 g'l= (%)Icos (%) = —%cos <%>

Opgao correta: A.

3. f(x)=—%<:>

& sinf(x) =2 - % & sin(2x) = i\/; = i? =

<:>2x=%+2kn\/2x=n—%+2kn\/
v2x=-%+2knv2x=n+%+2kn, kEZ &

<:>x=%+anx=%n+kn\/

Vx=—%+kn:Vx=%n+kn, keZ
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4.1

4.2

5.1

5.2

53

5.4

Atendendo a que x € [—% %] as solugdes da referida
equacéo séo x=E\/x=3—n\/x=—£\/x=—3—7C
8 8 8 8

Opcédo correta: D.

d(0)=4cos(0)+9=13 cm

Opcado correta: C.

Dado que o periodo minimo positivo do cosseno é 2 tem-se:

d(t+T)=d(t)<:%(t+ T)=%t+2n<:> T=12s,

pelo que, f=lT=1]—2 Hz.

Opcédo correta: A.

AC

cosﬁ— & AC=2cosf e smﬂ— @BC 2sinf

A(B) =AC>2<BC=2COSﬁ;<ZSiHB=
=2cosf xsinfi=sin(2f)

A'(B) =2 cos(28)
A'(B) =0 < cos(2B)
& B= 4+1<" keZ

Atendendo a que S € ] 0, g[ a solucéo de

A'(B)=0¢p=7.

=0<:>2/3=g+kn,kez<:>

T T
P00 3 2
A'(B) | ND + 0 - ND
1
A(B) | ND 2 Max | N ND
abs.

A area maxima do tridngulo é 1 cm? para B:%.

P(B) =AC+BC+AB=2cosf+2sinf+2=
=2(cosfB+sinf+1)

P'(B) =2(—sinfB +cosf)
P'(B)=0< —sinf+cosf=0 < tanfi=1&

& p=g+kn, kE€Z relesl

Atendendo a que BE]O, %[ a solugdo de
P'(B)=06 p=7.

p | o : :

P’(/}) ND + 0 - ND
2(vV2+1)

P(ﬁ) ND 7 Max. abs. N ND

0 perimetro maximo do tridngulo é 2v/2 +2 cm
1
para = 1

sinx sinx . sinx
6.1 lim 35—= = lim =— lim =—===-1
x—0 || x—0 — x—0
sinx . sinx
lim =—= = lim =—==1
x—0" || x—0 X

Como hrn flx) # lim flx), ndo existe hm flx),

x—0

donde a funcdo f ndo é continuaem x=0.

X COSX —

o SINX " donde

’ sinx’

62 Em x>0,f(x)=(T>=
ren_ 1
f(TC)——E.

Como f(r)=0, e dado que a reta tangente passa no ponto
de coordenadas (m, f(n)) =(n, 0) e tem declive

f’(n):—%, entdo verifica-se que 0:—%xn+b &b=1.

Assim, a equacao da reta tangente ao grafico de f no ponto

de abcissa x=m é y=—%x+1.

7.1 f'(x) = =3 sinx sin(2x) + 6 cos x cos(2x)

sinx | cosx _ 1 2 2
12 fl)= cosx T Sinx  sinXcosx 2 sinxcosx ~sin(20)
, 4 cos(2x)
)=-—F—
f sin®(2x)
Como — 4cos(2x) _  4(2cos?x — 1) 1 —2cos?x _
sin®(2x) 4sin’xcos’x  sin’xcos’x

2
1 _gx] < 1 ) - 2(tan’x +1)
_ cos'x cosZx _ \cos’x

tan’x tan’x
2
_ (1+tan’x) — 2tan’x — 2 _tan'x —1
tan’x tanx
entdo f'(x) = M
tan’x
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8.1

8.2

83

84

85

)= x

3—cosx
3 — sin(5x)

8.6

y sinx[3 — sin(5x)] — (3 — cosx)[—5 cos(5x)] _
[3 - sin(5x)]°

=4/3 — sin(5x) x

o 3 sinx — sinx sin(5x) + 15 cos(5x) — 5 cos x cos(5x)

2v/3 = cosx[3 - sin(5x)]2

8.7

d,(0)=35 cm

—1<cos(5nt) <1, VIEZ, &

&5 20< 30+ 10 cos(5nt) <40, VtEZ,
—_—
dy(1)

donde, o ponto B situar-se-4, em relag@o ao solo, a uma
alturade 20 cm a 40 cm.

2t 1

0 periodo do movimento do ponto A é 1055 s, pelo que
a sua frequéncia é %: 5 voltas/s .

5
0 periodo do movimento do ponto B é g-g:% s, pelo que
a sua frequéncia é ZLS:Z,B voltas/s .

5

—1<cos(10nt) <1, VIEZ) &

&> 25< 30 +5 cos(10mt) <35, VtEZ,
[ —
a0
donde, o ponto A situar-se-4, em relagdo ao solo, a uma

altura entre 25 cm e 35 cm.

Assim, como o ponto A esta situado na periferia da roda
dentada, pelas distancias maxima e minima do ponto A ao
solo, conclui-se que a roda dentada tem um didmetro de

10 cm, sendo que o didametro da roda traseira é
2%x25+10=60 cm.

Em cada segundo, 0 ponto A da 5 voltas enquanto o ponto
B da 2,5 voltas.

Assim, se o ponto B der 100 voltas, o ponto A dara 200
voltas.

Como o didmetro da roda traseira é 6 vezes maior do que o
didmetro da roda dentada (onde esta o ponto A), o perime-
tro da roda traseira também é 6 vezes maior do que o peri-
metro da roda dentada.

0 ponto A percorre, nas 200 voltas, 200 x 10t = 2000t cm,
pelo que a roda traseira percorre

6 % 2000 = 12000 cm =120 m ~ 376,99 m.

RESOLUCOES — TRI12

dy(t) =35 &> 30+10 cos(5m0) =35 < cos(5mt) =1 <

C>5nt=%+2kn, kezgvsntz—%ukn, kez*

_1.2 e
St=qptek, KEZ V=

1

+
15 k, kez

+

211

Assim, o primeiro instante para o qual o ponto B esta a
1

35 cm do solo é t:ﬁ S.

t~0,12s e t~0,28s.

Dado que, quer d,, quer d, sdo fungdes continuas em R,
também o é a fungdo ft) =d,(t) — d, (1) .

Por outro lado, f(0)=d,(0) — d,(0) <0 e

f(0,2) =d,(0,2) — d,(0,2) >0, donde,

pelo teorema de Bolzano-Cauchy, 3c€]0; 0,2[: f

(0)=0 d,(0)=dy(0)

Da mesma forma, como f(0,4) =d,(0,4) — d,(0,4) <0,

pelo teorema de Bolzano-Cauchy,

3k€10,2; 04[: flk) =0 d,(k) =d,(k) .

(0,28; 26,34)
207 (0,12: 26,34)
154
104
5-.
) ) ) ) Ix
of 01 02 03 04 05
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Fun¢oes Exponenciais
e Funcoes Logaritmicas

DIAGNOSTICO - PAG. 132
1

11 42

12 28

13 5

14 6°
1
21 V12 -8=v72-v/8=3V8-V8=2V8=4V2
4 2 3
22 F+9°=V3 V=334V (3) =373+V3 =
=3v3+3v3=6V3

2
3

1 01 8
Px3 =P =VF =32 =974

4 2 4
23 ¥xP=3x(3)°=

24 VT2 16 = 3‘[ 6\[ 3v2
(24)

1

1
2 1 2 1\2
VIx#xV2xV2 23x(22)3x(2x23)

25 - -

3 4 1
\B/ZTX\/} 2% (272)3

A pia e

3.1 axb =vVaxVvb=vaxb (a><b)5

3 1
32 dxad = \s/(ﬁxx/— = Ex\/2 ad*?x ZX\5/(11Xs =
= Vdbxds= Va' =

oIZ‘

-

33

13 1
34 a3:b3=%=\3/%=(a:b)3

5 5x2 10
35 a%'a%=—"a3= Va¥<? _ Vaa_maﬁ—lxo/c_l=a1l_D
' ' Va

5.1

5.2

53

6.1

6.2

6.3

w3

3

(") xa Vi e @ Vg =V e
9n

a a>0

<jailn’—9n+6=—| = 3n2_9n+6=0<:>n_='|\/n=2

aeR"\ {1}

pi1— 0y = 5 -5 -
TR Vne T+l v+
_ <x/‘+1—x/n?—1) <\/— m)
- Vi +1 - Vn+1
:5[(\/E—Vn+l)(\/ﬁ+\/n+1)]

(Va+1)(Va+va+1)
_ 5
“ T WViil(Vas n+1)<0,Vne|N,
donde (a,) é decrescente.

i<:> | lovitisiie

\/—+11\/—111

S Vn>10&n>100,

donde, o primeiro termo inferior a % € 0101.° termo.

5
Vi+1

<0,05;

a4, € Vys(0) < —0,05< ~0<0,05<

5
Vi+1

Como a, >0, Vn€IN, basta ver quais os termos que

5
\/ﬁ+1

& —-005<

verificam a desigualdade <0,05.

5 005 ESVIH1>100 =

Va+1 Vv +1 100
<:>\/E>99<:%n>992=9801,

donde o termo de menor ordem que verifica a condigdo é o

Aaggy = —— .
%8027 /9802 + 1

n+5 3n+2 1
_v = — = >0, VneN,
Vn= s 2 T n+2)(m+1) "

Vn 41

donde (v,) é crescente.

Dado que (v,) € crescente, entdo

UV, =2V = L] VneN.

9

Por outro lado, v, =

n

n+2_5_ 1
n+1 n+1

e, dado que

1
n+1

>0,VneN, entdo v,<3,VneNN.

E uma sucessdo convergente, pois é mondtona e limitada.
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6.4 limv,= hrn<3 - L) =3

+1

5 5 9 9
71 Lll—1,u2=§,ll3=§,u4=zell5=§
n
712 1<2- 1 <o a0 1 94125 e,
n n n 2 2
n impar n par

73 1, €Vy3(2) & -0,03<2+

8.1

8.2

donde a sucessdo é limitada e sdo majorantes os elementos

+ 00[ e minorantes os elementos do

5
"2

do conjunto [g

conjunto ]—oo, 1], por exemplo, = e 1, respetivamente.

n
(‘7:) —2<003 &

- 003<ﬂ<003

Quando n é par, —<003<:> 1 <1—30(:)n>%

quando n é impar, —l> 0083 &< — 1 <%<:>n>%

Assim, o termo de menor ordem que verifica a condigdo é

69
Uz = ﬁ .

Como lim<2 — %) = lim<2+1ﬁ) =2, peloteorema das

sucessdes enquadradas tem-se limu, =2.

a;=10, a,=34, a3=106, a;=322 e a;=970;
by=12, b,=36, by=108, b;=324 e by=972.

byt @yq+2  4+3a,+2 3(a,+2)

b Ay +2 aa=t+3a, a,+2  a,+2
VneN

’

n

donde (bn) é uma progressao geométrica de razdo r=3.

83 b,=b;xr" '=12x3"""=4x3x3""'=4x3"

84 S,=b,x

9.1

1= 1y 1-3

ﬁ ) =6X(3 —1)

n

2
92 lim<4+—> =16
n

N R e B B A
’ 11m<2n+1> =hm<§_4n+2) =<5> =4

74 Naalinea 7.2, concluiu-se que Vn€IN,2 — %g u,<2 +% .

-2 -2 -2
(3 \P (3 3 3\ 4
34 hm(2n+2> ‘hm<2 2n+2> ‘(2) =9

10. Seja (An) a sucessao que representa a area de cada
tridngulo equilatero.
Dado que o comprimento do lado de cada novo triangulo é

% do comprimento do lado do triangulo anterior, a area de
cada novo tridngulo sera % da area do tridngulo anterior, ou

: f An+l
seja, tem-se a igualdade
n

que (A,) éuma progressdo geométrica de razéo r=%.

—%,Vn €IN, o que mostra

Como a area do triangulo inicial, de lado [, é

n-1
\/§lzx 1 =£lz.
4 4"

[x[sin60° \/§

5 Y22 entdo A, =

Por fim, a soma das é&reas de todos os tridngulos é dada por

,I n
ﬁ12x1_<4) =£lz
4 L1 3
4

limS, =lim

1. JUROS COMPOSTOS E NUMERO DE NEPER
PAG. 137
1.1 5000< x0,05%x 12=3000<

1.2 5000 € x 0,05 x 24 = 6000 €

2. 3000€x0,02x4=240€

3. Aduplicacdo do montante acontece quando o juro acumu-
lado iguala o montante aplicado.

Seja n o namero de anos até o juro acumulado igualar o
montante aplicado.

Com uma taxa de 6% ao ano tem-se
200€ x 0,06 x n=200 € < n—m—ﬂi (6) anos;
com uma taxa de 10% ao ano tem-se

=10 anos.

200€><o,1><n=200€<:>n=0‘1

Assim, com a taxa de 6% sdo precisos 17 anos e coma
taxa de 10% s&o precisos 10 anos.

4. 2000 (1+0,08)" ~ 233972 €

5. Seja C o montante inicial investido

260,15

C(1+0,01)*=260,15 <> C="""- ~ 250 €

v

NY12RP_F07
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6.  Ambos os bancos tém taxa de juro anual de 12%, mas com 13. Seja Q aquantia a investir.
diferentes momentos de capitalizagéo. Desde 0 25.° aniversario da pessoa até ao seu 40.° aniver-
0 rendimento anual no banco X é sario passarao 15 anos, ou seja, 30 semestres, pelo que
5000 x (1+0,06)* = 5618 € ; se tem a igualdade
o rendimento anual no banco Y é Q(1+0025)"*?=50000 = 0 =200 + 23837,14€.
5000 x (1+0,04)° = 5624,32 € . 1025
Assim, 0 banco Y é mais favoravel ao investidor. O arredondamento final estd feito por excesso, pois se o

montante inicial fosse 23 837,13€, ao fimde 15 anos ob-
ter-se-iam 49 999,99€ , montante inferior a 50 000 € (e
7 Seja Q a quantia a investir com 23 837,14 €, obtém-se 50 000,01 €).

0 investimento A gera um retorno final de Opgo correta: A.
Q(1+ [),02)12 ~1,27Q, ouseja, hd um ganho de ~ 27%;

oinvestimento B gera um retorno final de 14.1 Seja (Cn) a sucessao de capitais acumulados no fim de

Q(1+0,12)"~1,25Q, ou seja, hé um ganho de =~ 25% cada ano.
+U, ~1, , ouseja, ha um ganho de = ;
' g ’ C, =400 x (1+0,034)" = 400 x 1,034" .
o investimento C gera um retorno final de
Cn+1

Q(1+0,24)' =1,24Q, ou seja, ha um ganho de 24% . C =1,034, peloque (C,) éuma progressdo geométrica

. . . ’ . . n
Assim, o investimento aconselhado é o investimento A. =
de razao r=1,034.

. . Opcdo correta: D.
8. Seja t ataxa de juro mensal (em percentagem). pe

5000 x (1 +L>7=586272<:> 14t /086272 14.2 Na alinea anterior concluiu-se que
100 ! 100 5000 n 34\"
C, = 400 x (1 +0,034) =400><(1+ : ) .

100
7/5862,72
< t=100 (\/ 2000 1) ~23% Opgéo correta: B.

PAG. 140 PAG. 141

15.  Como o rendimento foi 6250 € e o capital final foi 156 250 € ,
conclui-se que o capital inicial aplicado foi
156 250 — 6250 = 150 000 € .

9. Seja t ataxa de juro anual (em percentagem).

t
3000 % 190 5 9= 112,50 = ¢t = 100 x12x 112,50 _ 5% Sendo n o ndmero de meses que durou a aplicagéo,
12 ’ 3000%9 0.05 6250 12
150 000 X ——-x n=6250 <= n =-—"—-—"——-—= 10 meses.
Opcéo correta: C. 12 150 000 x 0,05
16. 0 1.° pagamento pagara juros correspondentes a 6 meses
10. 12600 x (1+0,05)" — 12600 ~ 2715,38 € de atraso e 0 2.° pagamento pagara juros correspondentes
' ' ' a 3 meses de atraso.
Opgéo correta: C. Assim, 0 1.° pagamento tera o valor de
1. 100x (140 1)3= 133.10€ 20 000 + 20 000 x 0i220 x6=22000< e o2.°pagamento terd
Opcéo correta: B. o valor de 40 000 + 40 000 x 0%220 x3=42000<.
4
12. Seja C o capital inicial investido. 17. 7500 % (1+0,04)" — 7500 ~ 127394 €
5 13 069,60
C(1+0,055)" =13 069,60 C:755z 10000 € 18. Seja C o capital aplicado.
Opgéo correta: D. C(1+0,085)° = 65113 < c=%= 50 000 €

i

19. Sendo C o capital aplicado, tem-se

11 576,25

C(1+0,05)°=11576,25 <> C= 2= 10000 €,

’

donde o juro obtido foi 11576,25 — 10 000 = 1576,25 € .

NY12RP © RAIZEDITORA
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20. Se o pagamento fosse feito a taxa convencionada, o devedor

005 5x2
deveria ter pago 25000 x (1 +T> ~32002,11€

findos os 10 semestres do empréstimo.
Seja ¢ ataxa de juro anual (em percentagem).
10
t

25000x[1+%

_ 3345564 .\ oo
<:>t—200><<\/ 5% 000 —1)~5,9m

Verifica-se assim que o devedor pagou 0 empréstimo a taxa
anual aproximada de 5,91% .

=33 455,64 &

21.1 5800 x (1+0,021) =5921,80 €

21.2 5800 x (1+0,021)° ~ 6435,12 €

21.3 Seja (C,) asucessao de capitais acumulados no fim de
cada ano.

C, =5800 % (1+0,021)" =5800 x 1,021",
C

n+1

=1,021, pelo que (C,) éuma progressao
n

geométrica de razao r=1,021.

21.4 Na alinea anterior concluiu-se que

n
C, = 5800 x (1+0,021)" = 5800 x (1 L2 ) .

215 G, =5800x 1,021%' ~ 897364 € e
Cpy=5800% 1,021 ~ 9162,09 € , donde s6 apés 0 22.° ano
de deposito se tera um capital acumulado superior a 9000 €

1,9

4
1+i] ~5910,99 €
100 S

valor que € inferior ao obtido na alinea 21.1.

21.6 5800 x

2. FUNCOES EXPONENCIAIS E FUNGCOES
LOGARITMICAS

PAG. 145

22.1 Seja f afuncdo que representa o nimero de bactérias a
cada instante, t horas apds o momento da contagem inicial.

{f(t+1):3><f(t) f(;(’;)”:
f(0)=10
f(0)=10

Afuncido f é definida por f(t) =10x3' e

3 3
f1,5) =f(§) =10x 3% =10V/3* = 10 x 3v/3 = 30v/3 ~ 51,961,

ou seja, passada uma hora e meia havera 51 bactérias.

22.2 f(t) =7290 < 10x 3'=7290 <= 3'=729 &

—3=3 (? t=6 horas

fungdes exponenciais
sao injetivas

22.3 fit) =10x 3" com t>0
231 lim_4'=0

232 lim 7'=+o0

X — +00

,I X
233 lim (E) =0
,I X
23.4 xlin} (5) =+o00
3 1\®
2.1 f<%>=2—42=2—<42) —2-2°=_6
5
2

>=2_4g=2_<4;)5=2_25=_30

2224 =0e2— () =0 22=2" e 2 =1¢> x=

| —

243 Vx€Q, >0 2-4"<2 donde D’ =]-o0, 2[.
fx)
Assim, o menor dos majorantes do contradominio é 2.

x+l
%5 gx) =04 2=1<:>x+%=0<:>x=——
).
1
g0) =—1+4=—1+v4=1,,donde B(0, 1).
Assim, a area do tridngulo [AOB] é dada por

_ __ 1
OAXOB_2
2

donde A(—

N —

x 1

1
2 4

26.1 Afuncdo f esta representada a verde, a funcédo g
alaranja e afuncdo h arosa.

262 i(x) =2+h(x) =2+37" =1=1+3""

263 Dy =D’ =10, +oo[ e D', =]-1, +00[.
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26.4 .
a. f(x)=g(x)¢>3x=(%) o3 e

zx
<:><§) =1 x=0

b f0) >80 < (%) PN

Ef- o

Z(2Y defi
y7(3> define uma

funcao decrescente
) X
c. flo) <gl) & (5) <1<

2V 2\°
‘:’(5)<(§> & x20

y= (%)’ define uma
fung@o decrescente
26.5
a. lim flx) =+oo
X —> +00
b. lim g(x) =0
X— —o00

c. lim h(x) =-1
X — 400
271 3\/§X3\/§=3\/i+\/§=3\/f+4\/i=35\/f
212 2525 =1 +V5- V5=

213 (7v2)? opvaixva_ 2

274 (V5 x (Viz5)' = (VB xVi5) =I5 x5 = 25°

215 (Vi25) :(V5) = <%>3=< '§5> =5

) ( l) 2 )
276 (v16) =\16") =16 " =16"

2812 =2x 2 =12

6
282 # = (22)" = () =62=36

283 16°= (2 = (29" =¢*

e (3 () o (i_z)‘; (g)‘L

29.1 25"=128<:25"=27<:)5x=7<:>x=%

292 3% 18] c>34"_1=34<:>4x—l=4(:>x=%

293 2x2 5x 61_4®2x2 5x _

Sxl-bx=-6&x=2Vx=3

1C>2x2 5x 2—
2

294 45 Pl o P o —x=0x=0Vx=2

301 N = U S At - = U S 3IxE =U S
er=2a @ ron3c1=3

302 12x3° =32 =27 > — (3) 4 12x3 =27 =0

<:>3x:—12i\/_l;14—108 3 o3vTg

S3F=3'vI=Fx=1Vvx=2

1\
311 21—"<(x/§)x<:>21"‘<(22) =

o2 & 1-x<Xe x> %

y =2" define uma
fungao crescente

donde o conjunto solugdo é ]%, + 00 [ .

x+1 _
312 (%) <o) (@ e

C:)Z—X—|<24—2’C <T> —x-1<4-2x &= x<h,

y =2" define uma
fung@o crescente

donde o conjunto solugdo & J—oco, 5[.

N3 5P <5 s B < () =
SR sy 3_2<x e x<-3Vx>1,

y =5 define uma
func@o crescente

donde o conjunto solugdo & J—oo, —3[U]1, +oo].

314 (

_n|_
o
\_/
>~<
O|—‘

1 1 2_
(0) (10) A Lt

1Y ot
y= <ﬁ> define uma

funcao decrescente

& —1<x<2,donde o conjunto solugdo & [—1, 2].
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PAG. 151

5 n
321 lirn<1+—> =ed
n

2\" n
322 lirn<1——) =1im<1+—_> o2
n n

n n
323 lim<n;7> =lim<1 +‘77> —e 7

n n
32.4 lim (#) =lim (1 + %) =e”?

6n

n V3
325 lim<1+£) =lim 1+%

1 1
3 3 n3 1
326 hrn(&)g:hm[(nl)] :[lim<1+l> =
n n n
-3n
l+Z
33. lim —te =
(-3
n
-3
. 2\"
11m<1+—> _3
2
= n +lime "= (63) +0=e3
e3x1

n
lim<1+_—3) xnm(1 —§>
n n

0
Loex—1 1 1 .. &-1_1
341 xh—r-no 4 y=2 nylg»no y "2
=y
1
0
32 lim £2=1 2 _gyim €=1-_»
x—0 y=- y—0 y
1
383 lim &= X1 1 m€=1 _yim %)=l -1n=0
x—0 3 3 x—0 x—0 X 3
1
0
X _ 0 Y Y
304 1im =1 2 im €1 im €=t tim 1oveo
x—0 y=vx y—o* Y y—0" y—0o Y
v cr gl
345 lim 12 el gy =12
" 3x x—0 X 3

0
_en-2 g y_
e lim =€ L gy €Ty
x—2 X—2 y=x-2 0 Y
| —
1
. 0 .,
35, Como lim ——=1¢ lim &1 2 jim&-T_
x—0 X+1 ot XY oy=2 o Y2
y_
= lim £=1« liml=+c><>, ndo existe lim f(x),
y—ot Y y—0tY x—0
%/_/ N et

1 +00

donde a funcdo ndo é continuaem x=0.

36.1 O gréafico de f esta representado a verde
(pois fl0) =—2<0) e o grafico de g estad representado
a laranja (pois g(0) =e3—3>0).

362 VxER, e2>0¢ e2—3>-3 donde Dy =]-3, +o0[
flx)

363 lim flx) =+o0 e lim glx) =-3.

36.4 f'(x)=2e2, pelo que f'(3)=2¢5.

365 flx) =glx) = & =B~ =3 -x S x=1,
donde a abcissa doponto A é 1.

36.6 Como f(0) =—2,entdo B(0, —2);
como g(0) =e3—3,entdo C(0, e3-3);
como a abcissa do ponto A é 1, entdo

(1, D)) =A(1, e-3).

Assim, a area do triangulo [ABC] é dada por

BCx abcissadoponto A (8- 1)x1 _¢3_1
2 B 2 T2

PAG. 153

37.1 log,16 =log,(2*) =4

37.2 52083 _ glogs(3) _32_¢g

31.3 logys (logys (v5) ) =logys(1) =0

37.4 log (log10) =log1 =0

315 logy;0,01=1logy,0,1%=2

1 3 3
376 logy(3v3) = logg(S X 32) = 10g9<32> =log,(3?)* =
=3 34123
—4><log99—4><1—4
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37.7 en5+1n(e3)=5+3=8

37.8 log 100 +log 1000 =log (102) +log(10%) =2 +3=5

37.9 791082 _ 35 7108,(3") _ 78,78 _ 76

381 5210g5(x) _ 510g5(x2) =2

38.2 logs (25 x57%) =logs (52x 57*) =logs (52~ *) =2 — x

391 D={x€R:x-3>0A6—-x>0}=
={xeR:3<x<6}=]3, 6]

log(x —3) =log (6 — x) <
< log(x—3) —log(6—x)=0

o log(3=2) -0 121

S22 o n-9=0cx=2 (gep)
6—x 2 \2
392 D={xER:2x>0Ax+2>0}={x€R: x>0} =]0,+ oo

In(2x) =In(x+2) & In(2x) - In(x +2) =0 &

@ln(z—x>=0(:)£=
x+2

& x-2=0=x=2 (2€D)

x—2=0

393 D={x€R:x>0}=]0, +o0[

2-In(x)
2-In(x) —7 2-In@ _,
e ! —ee & =loe’ =1S
_ln;x) ln(x)
e Po=1 3 =0 Inkx) =0 x=1 (1€D)

394 D={x€R:x+3>0={xER:x>-3}=]-3, +o0[
2+In(x+3) =0=nx+3) =-2<
<:)x+3=e—2<:x=l2—3 (lZ—SED>

e e

395 D=R
Pxx2-2'=0 < 2°(x’-1)=0 <

2°>0, VxER

& x=-1(-1€D) vx=1(1€D)

P-1=0

396 D=R
2x — 2 _ _1+£3
e —e"—2—0<:>(ex) —EX—Z—OQGX—T@

Ser=2V  =-1 < x=In2 In2€D)
N

equagao impossivel

401 Dy={x€R:x-3>0}={xER:x>3} =13, + oo

402 2 - logy(x —3) =0 & logs(x - 3) =2 &
S x-3=5¢x=28 (BED,)

40.3 Uma vez que o contradominio da funcao definida por
y=logs(x—3) é R, entdo o contradominio da fungéo

g tambémeé R.

gx) =y 2-log(x-3) =y &
Slogx—3) =2-ye>x—-3=5"" < x=5""+3

Assim, o dominio da fungdo g-' é IR, o seu contradominio
613, +oo[ e gl (x)=5"""+3.

PAG. 157

4.1 logs 2 +1ogs 3 =logs 6
4.2 logz; 4 +logz 2 =log; 8
413 2logy 9 =log; 9 =log, 81

4.4 1+log 5 =logs 3 +1og; 5 =log; 15

1
s lnT3+ln3 =%ln3 +1n3 =1n(34) +In3 =

1 5
:ln(3" ><3) :ln(3‘) =In (3 \4/3_’)
42.1 10'°5% 4 10°198% = 10'8% 4 10/°80%) = y 4 43

422 .onlog(loglo) _ 10xlog1 _ 100 -1

123 3+In0) _ e3-1n() = el _ & _ g3y _ €
eln(x) X

424 ln((e2+X)x) —In(e?) =x In(e2+*) — x2lne=

=x(2+x)lne—x2=2x+x2 —x2=2x

3
13. log, (MXT ”2025> =1log,64 +log, (v0,25) — log,(v2) =

1

=10g4(43)+10g4(4_§>—1084<\/ﬁ) =,
W=

29

_ _1 _1 —3_1_1

=3log,4 310g44 4log44—3 37112

41 D={x€R:3x>0={x€R:x>0}=]0, +00[
(x2-3) xIn(3x) =0 &= x2-3=0VvInBx) =0 &
S x=-V3Vx=V3Vi=1&
@x:—\/i(ED)\/x=\/?_,(€D)\/x=%(€D)

3. v3}.

0 conjunto solucdo da equacao é {3
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442 D={x€R:x>0}=]0, +oo[
(Bx —2) x 8 & eBend =(3x — 2) ><e3§a:%

3x+2=0

e3+2In(x) =
S 2=3x -2 x2—
& x=1(€D) v x=2 (€ED)

0 conjunto solugdo da equagdo é {1, 2} .

M3 D={xER:x+3>0Ax-3>0}=

={x€R:x>3}=]3, +o0[

logg(x +3) —logg7 = —logs(x — 3) &

& logg(x +3) —logs7 +logs(x —3) =0

x2
@1°g5< 79) 2=

x2—16

7 =0=x2-16=0

f=4

& x=—4 (D) V x=4 (€ED)

0 conjunto solugdo da equagdo é {4} .

444 D={xe|R:3x-4>o}={xe|R:x>§}=]5 +o<>[

In(x2+1) xIn(3x —4) =0 &
& In(x2+1)=0VvIn@Bx—-4) =0

S 2+1=1V3ix-4=1=x=0 (€D) V x=2 (€ED)

w|o

0 conjunto solucdo da equacéo é {%} .

445 D={x€R:x2-3>0={xER:x<-V3Vx>V3} =
=]-o0, = V3[U]VE, +oof
log,(x2-3)>0 &
y=logyx iefineuma
fungao crescente
S 2-3>1x2-4>0x<-2VX>2

0 conjunto solugdo dainequacdo é

]—oo,—2[U]2,+<>o[=|R\[_2,2]_
44.6D={xe|R:L-x>0}={xe|R:Mw}
2x+1 2x+1
e[ [4] 3]
—2x2—x+1 - ol+!| + | +1]0 _
2x+1 — =] =]0 |+ |+]| +
=22-x+1 | _ | o/ _|npl+ 0] -
2x+1
=]—o0— 11
Donde D=] 1[ ] 1 2[

1
lOg%(ZxH x>>0 ?
y=log;x define uma
fungﬁc: decrescente
<:>—2x2—x+1<]<:>—2x2—3x<0
2x+1 2x+1
3 1
x - 173 3 0 +oo
—2x2—3x - 0 + + + 0 _
2x+1 - =1 =1 0+ +] +
=22 = 3x e 0l - ND 40l -
2x+1

0 conjunto solugao dainequacéo é:

( ~Hu, +oo[>m(]—oo—1[u]-%,%

RE

451 Dy={x€R:x-1>0}=

N —

xeR:x>1}=]1, +09]

452 g(x) =0 = log,(x - 1) =0 = x-1=1x=2,
donde o ponto A tem coordenadas (2, 0) e AB=3;
g(5) =log,4, donde o ponto C tem coordenadas
(5, log,4) e AC=log,4.

Como a area do retangulo é 6, entdo

3xlog,4=6¢>logd=2¢>b*=4=b=2.

b>1
45.3

a. lim log,(x—1) =—o0
x—1"

b. lim log,(x = 1) =+o0

45.4 Uma vez que o contradominio da funcao definida por
y=log,(x— 1) é R, entdo o contradominio da fungéo
g tambémé RR.
g =y logx—1)=y=x-1=2" ¢ x=2"+1
Assim, o dominio da fungdo g~' é IR, o seu contradominio

611, +oo[,e g1(0)=2"+1.
PAG. 161

46.1 f'(x) =2+ 2°In2

162 f'(x) =433+ % +3In3
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463 f'(x) = 20 x loggx + X2 X ——x 1

_ 1)\
In3" x —x<210g3x+ ln3) -

- 2 L]
x [logs(x )+ 3
464 f'(x)=3x2x e+ (x* = Ne*=e* (3 +3x2 — 1)

465 f'(x)=2x><lnx+(x2—3)x%=2x><ln(x)+x—%

46.6 f'(x) = 4x3 x log,(x*) + x* x LY 4x—523 =43 [logs(x“) + L]

In3 In3
"(x) = 2 2y 1o 2% =
46.7 f'(x) = 2x x log,(x?) + x xlnzxx2+e*
1
= 2 L,
2x [logz(x ) + lnz] +e
0
i In(y+1
2 tim DG HD 2 g MOFD
x—0 y=3 y—0
1
0 y 1
472 lim X 2  lim - =1
x—11n =x-1y 0] +1 1 +1
1 () y—o In(y+1) limn(y )
y—0 y
1
3 y 1
473 lim —X*°_ 2 1
Al Gt d) sy o ln(y+ 1) In(y+1)
lim
y—0 y
1
0
7 1 +1
a4 lim B o n(y+1)
x—1 21 y=x-1 y—0 y()l+2)
In(y+1)

8. f'(x) =ﬁ+ 1

0 declive da reta tangente é dado por f'(2) =ﬁ+ 1

e como essa reta passa no ponto de coordenadas
(2, f2)=(2,
_( 1 _ 2
3-<—+1)><2+b<:>b—1 -2

3), entdo verifica-se a equagéao

donde a equagéo

In4 Ind
6 2
daretatangente é y= (l 4+1>x+1—m_
1 2 _
491 f'(1) = lim f( ﬂ) = lim ¥ +x;21111(x) 4_
x—1 x—1 -

& . 32+Ty+2In(y+1)
= lim

y=x=1y—o y
In(y+1
= lim (3y+7) +2x 11mL=9
y—0 y—o Y

7 1

49.2 Sim, pois a funcao é diferencidvelem x=1.

493 VxER', f'(x)=6x+1+%>0, donde a fungo f

é estritamente crescente no seu dominio.

2 _x-1
501f(x)_1_x+l x+1
f'(x)>0 = x—1>0&x>1, donde a
X+1>0, Vx€E€]-1, +oof

fungdo f é crescente em [1, +oo[ e decrescente

em ]-1,1].

50.2 Pela alinea anterior, como a funcdo f é diferenciével no seu
dominio, tem um extremo relativo em x=1, que é minimo
pois a funcdo f decresce a esquerdade x=1 e cresce
adireitade x=1. f(1)=1—1n4.

f8 —f1) 3-2In4-(1-1In4) _2-1n4_
3-1 2 T2
=1-1n2=1ne-1n2=1n(§)

503 tmv;(y 4=

1 n
51.1 lim<1+—> =lim|1
bn

2n 1 2n 1 1
51.2 lirn[ ] =lim = = 8
3 2 e3
n-=< n-< 3
2 2 -3
n lim +?
| S
3
e 2
1 n? n n? 1 n?
513 lim<1——> :lim(—) —lim -
n+1 n+1 n+1
n
_ 1 1 1
- T ehmn +oo
lim (1+l) ]
n
et
—_——
n
n n<1+_74> hm<1+_?4)
51.4 1im<”‘4) =lim Ay
4+n 4 4
n(1+—) hm<1+—>
n n
et
_2
” s
515 hrn( %) =lim +L4 2 =
n _% VEmM(H-%) =e,comy=—-
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4 n
n =+
51.6 1im<4+3”> =1im[3x3 ] -

2+n 2+n i
n n
4 4
|3 +1 lim|1+3
=1im3" x lim ’21— =1im3" x =
n(—+1) hm(1+3>
n n

|

2
=e 3 x1lim3"=+o00
>0

n4*+2n? n4+2n?

n? n?
51.7 hm(M> =lim(1 ++] -
-2n?2+n+1

n2(=2n2+n+1)

n*+2n? nt+2n?
—lim [1+ 1 —22+n+1
- n+2n?
—-2n2+n+1
1,1
i _2+E+F
n?+2 2
1+4
N T B 2o B
- n2+2
1,1
i _2+_+ﬁ
—Z+1+iZ
hm‘ 1+%
T
liqxw (1 +l)y=e
comy= "ziil
PAG. 166
52, 23+3x:23(1+x):(21+x)3:33:27
Opcédo correta: D.
22(‘*'1 %H % %H 1+%
5. 32 =3V3o 3 =3x¥=3 =3 o

X 1.1 _
c>2+1—1+2<:>x—1

Opcdo correta: C.

54. In(axb) +In(a?) =lna+Inb+2lna=3Ina+Inb=
=3x11+16=49
Opcdo correta: A.

] logs(4)

55. 6= 6loge(ﬁ) x logs(@) _ [61036(5) _ 510g5(4) -4

Opcédo correta: B.

56. a2+108.4) = g2 x glo8.® =442

Opcdo correta: C. )

57. Dado que o perimetro é o quadruplo do lado, tem-se
P=41log(a?) =log [(a2)4] =log(ad) =81log(a).
Opcdo correta: A.

58. In(2a) = -1n(§) & 1n(20) +1n<§) S PEN
<:>ln<2ax%>=0(:)ln(axb)=0<:>a><b=1
Opcdo correta: D.

59, e1—4ln(a)= e — e‘ =£

€4ln(a) eln(a) at
Opcgao correta: D.
3
ln<—>
a?) _1n(3) - 2In(a)
60. 1ogf<—) - - -
A nVa) i@ evesed
b b
B ln<a2) —2In(@ _fln(a) —21In(a) e
= ; = . =p—
iln(a) iln(a)
Opcéo correta: A.

61.1 f()=3<=3"=3" = x=1
Opcao correta: C.

61.2 f'(x) =In3x 3", donde m=f(1)=31In3.

Opcéo correta: D.
e’ — o e -1 1

62. lim ;7 .=, lim x lim —=+00
x—0 X' y=x y_0 Y y—0 Y

Ty T
Opcéo correta: C.

PAG. 167

63. lim S0X_1
x— 0"

Opcéo correta: C.
64. D={x€ER:5-5x>0={xER:x<1}=]-00, 1]

log(5 — 5x) > 1 <1: 5-5x>10&x<—1

y=logx define uma
fungao crescente

0 conjunto solugdo da inequagdo é ]—oo, —1[.

Usando o acontecimento contrario, o valor da probabhilidade
3

sy G 1

pedida é 1 —E—E.

Opcéo correta: B.
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65.

66.

67.

68.

D={x€R:x+2>0={x€ER:x>-2}=]-2, +09[
logﬁ(x+2)=6¢>x+2=\/§6<:>x+2=23(:>
< x=6(€D)

Opcédo correta: D.

Afuncdo f é crescente no seu dominio, pois a base é
superiora 1, donde D; = [(=1), f(1)] = [% b‘] .

Opcdo correta: A.

Se o gréfico da funcdo tem a concavidade voltada para
baixo em ]0, w[ e se, neste intervalo, a fungdo for duas
vezes diferenciavel, entdo a segunda derivada da funcao
em qualquer ponto deste intervalo aberto é negativa.

Para flx) = esin* tem-se:
o f'(x) = cosx x esinx
o f"(x) = enx(cos?x — sinx) = esinx(—sin’ — sinx + 1)

Ve

e verifica-se facilmente que f"(%) ==, >0, peloquea

fungdo f ndo pode ser definida pela expressdo flx) = esinx,

Para fx) =In(sinx) tem-se:

. f! — CosX
f (X) sinx>0,vxelo, [ SInX
.2 2
o f=-SXreosX 1 g yyxelo, af,
s x s x

pelo que a fungdo pode ser definida pela expressao

flx) =In(sinx), donde a hipdtese corretaéa B.

Para flx) = e®* tem-se:

o f'(x) = —sinx x e

o f"(x) = e (sin’x — cosx) = e5*(— cosix — cosx + 1)
Ve

e verifica-se facilmente que f”(%) =7 >0, peloquea

fungdo f ndo pode ser definida pela expressdo flx) = e™*.

Por fim, a fungdo flx) =In(cosx) ndo esta definida em
10, =[, pelo que a fungdo ndo pode ser definida pela
expressdo f(x) =In(cosx).

Opcédo correta: B.

(8 f) () =logy(8°*?) =x+2

Opcédo correta: C.

0.

n.

Afuncdo é continua em IR\ {0} pois é obtida & custa de fun-
¢oes continuas em IR\{0} .

Em x=0:

sin(3x)

lloio

3x lim =Y =
x y—0 Y
1
lim f(x) = lim log,(k + 3 +x) =log,(k +3)
g fa

x—0

3

Il
w

lim flx) = lim
x—0

x—0 X y

Para que a funcao seja continua em x=0 é necessario que
log,(k+3)=3= k+3=3 < k=24.

Opcéo correta: C.

Df°g={x€IR:x€Dg/\g(x)€Df} 1-3, 3

= +
D,=ReD;=R
—-x2+9>0

Opcdo correta: C.

f'(x)=1n3x 3* "2

Opcédo correta: A.

")=2 y1=1 '(9)=3
f(x)—ax+1—x+1,dondef(Z)—2

Opcédo correta: D.

PAG. 168

3.

14.

Uma vez que a fungdo f é crescente (hase a>1) e afun-

cdo g édecrescente (base%< 1) , 0s gréficos das

fungdes, ambas exponenciais, intersetam-se exclusiva-
mente num ponto, donde as afirmacdes | e Il sdo falsas.

f'(x)=lnaxa* e g'(x)=—Inaxa*, donde

f'(1) —g'(=1) =aln(a) +aln(a) =2a x In(a),
pelo que a afirmac&o Il é verdadeira.

Opcao correta: C.

Do tridngulo de Pascal obtém-se as igualdades

log, 15 +log;,3

log,(b%) +c=b
1) _
c- 84loga<z> -d

Por outro lado:
log, (b®) =3log,b =3log,(a3) =3x3=9

blogb15 +log,3 — blogh45 =15

loga<%> =log,(a")=-1
. 9+c=145 c=36
Voltando ao sistema, tem-se {c+84=d {d= 120

Opcao correta: B.
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7541 10g3(%) +log,(V729) =

] =-2+3=1

N|—

=log;(372) +1log, [(3")
75.2 In(e-2 x ef) — log,81 = In(e*) — log, (3') =4 —4=0

75.3 2°8% 4 Jog,25 — 2log,3 =
=3+log;(5) —2x1=3+2-2=3

76.1 55"=%<:> 55"=5_2(:)5x=—2<:>x=—%

2
76.2 109 =100 < 107 = (10) " <= 107 = 10" =

S x=bSx=-2Vx=2

)2x+

1
763 827 =16x 2% & (2°) =2'x2¥ =

(:>26"+3=24+2x<:>6x+3=4+2x<:>x=%

76.4 x2e° +3xe* =0 & ef x(x+3)=0&

VxeR, >0

& x=0Vvx=-3

ex—1
e*
Sek-1=0e2=1=2=0&x=0

765 e"—e"‘=0<:>e"—%=0¢> PN

2x +log (x)

766 ¢

& uma funcé@o positiva.

=0 é uma equacdo impossivel, pois a exponencial

767 ex+2—4x2x =0 & (2-4x)=0
Vx€R, >0
<:>62—4x2=0<:x=—§\/x=§

768 D={xER:x+1>0={x€ER:x>—-1}=]-1, + o9
(e*+4e*-5) xIn(x+1) =0

e +b4e*—5=0VIn(x+1) =0

5+3

S e -5 +4=0Vx+1=1 <:e"=TVx=0

< x=In4(€D)Vx=In1=0 (€D)

769 D={x€ER:x+3>0Ax-1>0={xER:x>1}=

=]t +oo

In(x+3)=In(x-1) +In2 &
& Inx+3) —In(x—-1) —In2=0

In [-x+3 ]=0 x+3 _

< n[z(x—n S 2-1)

e I=X e 5_x=0x=5(€D)
2x-1)

7610 D={x€R:x+1>0={x€R:x>-1}=]-1, +oo[
log(x+1) >0 <l: x+1<1 < x<0
3

y=log, x define uma
3

fung@o decrescente

0 conjunto solugdo da inequagdo é ]-1, 0[.

76.11 D={x€IR:3x+l>0}={x€IR:x>—%}=
ool
log(3x+1) >0 cl> I+1<1 <= x<0

y=logx define uma

funcéo decrescente

0 conjunto solucdo da inequacdo é ]—% 0[.

76.12 D={x€IR:2x>0/\2;x>0}=
={xeR:0<x<2}=]0, 2

log:(2x) <2 —log, (2—_x> =
7 2\ X

<:>log1(2x)+log1<2_x><2
2 7\ X

7 X

< logi(d—2x)<2 <l:
2

y=log,x define uma
2

fungado decrescente

2
@4—2x><%> <:x<%

0 conjunto solugdo da inequacgdo é ]0, %[

7710 22— 12x 2 4 32=0 (2) — 12x 2+ =0
1244

(:)2"—7(@2"=8=23\/2"=4=22

&S x=3Vix=2

2
772 943 s (3) 43 =0

—1+£5

x—1_
&3 = 5

o F=-3 vET a2

equacao impossivel

& x—1=logs2 < x=1+1logz2 =1og;3 +log;2 =log;6
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X172 N
783 lim (1——)] = | 1im (1+_) - e
X—>+o0 __Ix y— —o0 y
—_—
e
_ 0 v
784 lim £—=1 L _oxiim &=1-_»
x—0 y=- y—10 y

24 x 0 24 x
A PR -

2
185 1i x+x]_
85xEI»10 XB—2x  x—o | xX2+x T x3-2x
2+x _ y _
= lim & Uy lim X1 jim & 1x<—%)=—%

x—0 X2Z+Xx x—o0 X2—2 ,—0 Yy
= T e

0
e =1 1 ed—1 X3 _
786 xlgl»ln +3_ _xl—»o x3 e“3_1] -
s _ 3 Y _
=limex31><lim j = lim & 1><0=0
x—0 X x—0 -1 y—0 y
[ —
y=x3 0 1
In@x+1) 1 2 In(y+1) o
78.7 1 = =x1 ==
x— 3x y=2 37, y 3
[ —
1
2 0
788 lim In(x+1) 2 lim 2xIn(x+1) - lim In(x+1) -1
x—0 2 x—0 2x x—0
| S
1
2_9 3
789 lim X —2_ 2 |jm —X= lim (x+3) =
G2~ Mg X im Y
Nt
y=x-3 6
=#=
In(y+1
lim—(y )
y—0
-

1

7810 lim1—¢ - hm(1 ‘exx.i) -
x—0 SINX x—0 X Sinx

= lim &= xlim—— = —1x =1
—0 X x—0 SIN X 1
X

PAG. 169
791 D={x€ER:x=2>0AXx2+1>0} =

={x€R:x>2}=]2, +o9[

log,(y) =1+3logy(x — 2) —log,(x?+1) &

& log (y) =1+log [( 2)3]
2 2] x2+1
=1 =log,2 +1 —( 2)3
ng(y) 08 082 241
< lo ( ) =lo [Z(X 2)3 =
82(Y 82 X2+ 1 |

y=logyx define uma
fungdo injetiva

20— 2)°

o ,VXE]2, +o0]

792 D={x€R:x+2>0={x€R:x>-2}=]-2, +o0[

log%(y) =—2+%xlog%(x+2) —log%(S) =

2
< logi(y) =—2xlogl(%> +logi(x+2)* —1og,(3)
2 2 2 2

2
) 5
& logi(v) =1081<%> +log, [(xZZ) ]
2 2 2

2
3
< log:(y) =log4+1log; [(x;Z)]
2 2 2
2
3
< logi(y) =log; [@] =
2 2 |

y=logx define uma
2

4\/3 (x+2)°

_Ax+2)° B
=== 3 ,VxE€]-2, +00[

funcdo injetiva

win

=Y

80. fla+1) —fla) =2°*"-2"=2"2-1)=2"=fla)

16

- _ =900
o1 {f(o)_eoo - {a—900 {‘1

@ —
f10) =300 \900x 3" =300 3" =5 =3

10

=900
a=900 a
‘:’{1017:-1‘:’{ L

flo) =100@900x3'ﬁ=100@3_ﬁ=%=3‘2@
<:>—%=—2<:>c=20
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821
a. fl0) =ed=1 donde o ponto C tem coordenadas (0, 1)

e f(1) =e? donde o ponto A tem coordenadas (0, e2),
peloque AC=e2—1.
A area do triangulo [ABC] & dada por

EXA_C=1><(€2—1)=62—1
2 2 2

gx)=0=hn2)=0=%=1=x=

N —

donde o ponto D tem coordenadas (% 0) e

g(4) =1n8, donde o ponto E tem coordenadas (4, In8),
pelo que EF=1n8.

A area do tridngulo [DEF] é dada por

(+-2)
— — (4-3)xmns
DFxEF_\"_ 2 s,

2 2 4

b. m=¢ =2e?

1-—

1
2
1) = ] ") =1
c. g (x)—;,donde g (4)—1.
Por outro lado, a reta tangente passa no ponto

E(4, In8), pelo que se verifica a igualdade
Ing=x4+beb=Ing—1.

A equacédo da reta tangente é y=%x +In8—1.
822 lim e>=0

83.1 f(0) =—1+e, donde o grafico da fungéo f interseta o eixo
das ordenadas no ponto de coordenadas (0, —1+e).

8B2fx)=0 -1+ =0 "=11-%=0

1
<:>x—2

) =0=3-3c=0=e=1=3x=0&x=0

833 Vx€R, e >0 VxeR, T+ 7% >~1
N—
’ fx)
Di=]-1, +o9

VxeR, ex>0& VxeR, -3 <0<
& VxER, 3-3e% <3

8

Dy =]-o0, 3

83.4 Uma vez que o contradominio de g é ]—oo, 3[, entdo
o dominio da funcdo g' é ]—oo, 3[ e o contradominio
dafungdo g7' é R=D,.

8(x) =y<:)3—393"=y<:>e3"=3;<:>

y

3

wu(E52) - (3)
<:)3x—ln<3 <:>x—31n 3

Assim, o dominio da fungdo g~' é ]—oo, 3[, oseu

contradominio & IR e g‘1(x):%ln<3_Tx>.

8.1 D;={xER:4-2>0}={xER: —2<x<2=]-2, 2
Dado que a funcd@o f € continua,
XEH}J(X) :xli_rgf(x) =—o0, y=log,x define
uma fungdo crescentee Vx€]-2, 2[, 0<4 - x2<4,
conclui-se que D’s = |— oo, log,4] B J-o0, 2].

logy4 =log,2* =2

84.2 Afuncdo f ndo admite inversa pois ndo é injetiva (logo, ndo
é bijetiva); por exemplo, f(—1) =f(1) =log,3, ou seja, ha

objetos diferentes que tém a mesma imagem.
—2x
In2(4 — x2)
Como Vx€]-2, 2[, 0<4—x2<4 conclui-se que a
fungdo f' é positivaem ]—2, 0[, negativaem ]0, 2[ e é

843 f'(x) =

zeroem x=0, pelo que afungdo f cresceem ]-2, 0] e
decresce em [0, 2[, além de que tem um méximo absoluto

fl0) =2.

84.4 limlog,(4 — x2) =1ogy4 =2, como existe lim f(x)
x—0 x—0

afuncdo f é continuaem x=0.

85.1 D;=R
VxER, 3" E>0e VxeER, —2+37 %> 2
| ——
D,f=]—2, +°o[ o)

Dy={x€R:x+1>0={xER:x>-1}=]-1, +09[

Dado que a func@o definida por y=1logsx tem por
contradominio IR, a funcdo g também tem por
contradominio IR, uma vez que resulta graficamente da
funcdo y=logsx através da composicdo de uma

translacao horizontal com uma translacao vertical.

85.2 ﬂx) =0 _2_'_3—1*-7%:0<:3—1+2x=2<:>
1

@—1+Zx:10g32c>x:%+zlog32
8 =0=2+1log(x+ 1) =0 log(x+1)=-2 <
_ -2 _1 _ 8
&Sx+1=3 @x—§—1——§ (EDg)
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85.3 Uma vez que o contradominio de f é ]—2, +oo[, entdo o
dominio da fungdo f ' & ]-2, + oo[ e o0 contradominio

dafungdo f~' 6 R=D;.

fla) =y & —2+3‘”2"=y®3‘”2"‘3’+2@
& —1+2x=logs(y+2) <:>x——+ 1083(3""2)

Assim, o dominio da fungdo f~' é ]-2, +oo[,

o seu contradominio é R e f~'(x) =% +%log3(x+ 2).

Uma vez que o contradominio de g € IR, entdo o dominio

dafuncdo g' é IR, e o contradominio da funcéo g’

é]-1,+00[=D,.

gx) =y 2+logx+ )=y = logx+ )=y -2 &<
Sx+1=3 o= x=3""-1

Assim, o dominio da fungdo g~' é IR, o seu contradominio

é]-1,+00[ e g'(x)=3"2-

854 lim (-2+37""%)=-2

PAG. 170
86.1 (fog)(x) =2(1+3e2)

86.2 Df,g={xe|R 1 X E Dy Aglx) EDf}

Dg=IReD'g==]‘I,+o<:[
1, +oo[CD=R
=R
Uma vez que Df,g=IR e VxER,

e >0 2(1+3e>) >2, entdo D', =]2, +oo].
Nl
(fe8)®)

86.3 Na alinea anterior concluiu-se que Dy, =R

Por outro lado, D, =IR, umavez que, VxER, e >0.

Dij.g)+n=Dj.gNDy=RNR=R.
((Fo8) +h)()=6e"+3- %

86.4 (fog)(x)=y<:2(1+3e2x)=y<:>ezx=%(y—2) 7=
<:>2x—ln[6(y 2)]<:)x——ln[ﬁ(y 2)]

Assim, o dominio da fungdo (fog)_1 é ]2, +oo[, 0seu

contradominio é IR e (fog)_1(x)=%ln (xgz).

2

h(x)=y<:1—@=y(:)eu=l_y<:)
& 2x=In 2 <:>x=lln 2
1—-y 2 1-y
Assim, o dominio da fungdo h™' & ]—oo, 1[, 0seu
2

contradominio é IR e h~'(x) =

865 lim (1—%):1—0:1
eX

X— +00

87.1 D;=R
VXxER, e >0 -2 +2<2
N
, flx)
Diy=]-o00, 2
87.2

a fx)=f1) & -2""+2=0&e =1
ST-x=0x=1
b. flx) >0 -2 " +2>0 &
el Ti<l=el (f)

y=¢e* define uma
func@o crescente

S 1-x<0=x>1
873 f'(x)=2¢' "~

874 VXxER, ¢ *>0=>f'(x) >0, donde afungéo
f € crescente em todo o seu dominio.

875 0 declive dessa reta é f'(3) =§ e a reta passa no ponto

de coordenadas (3, f(3)) = (3 2- 2) pelo que se

verifica a igualdade 2 - 2 =2 x3+b s b=2-5.
e e 12
A equacdo da reta tangente é y—elx+2 —%

87.6 f é bijetiva, pois é injetiva e sobrejetiva.
E injetiva, pois a cada imagem corresponde um e um so
objeto.
E sobrejetiva pois o contradominio coincide com o conjunto
de chegada.

2-y
2

<:>1—x=ln<2;y) = x=1 _1n<2;y)

lx)=1 —111(2 x)

811 y=-2'"""+2& e = =

NY12RP © RAIZEDITORA
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87.8 lim (—2e'-*+2)=2, pelo que o gréfico da fungdo f
X — +00
admite uma assintota, que é horizontal, de equacdo y=2,

quando x — +oo .

. log(2x) =4 In(2x)
881 Im —— = I T3 5
=_2 X lim Iny =0
“3mi <Ay T
[
0
log(WVx+1) & V.
g2 im BVEFDE 1 (VD)
X — 400 —2x 2In10 " x—+eo X
1
1 oI+ 1 In(x+1)
=~ gm0 A, T T T LT
oo im Y Y
yEe T F X, m, 5 X Iim S =0
Y— —_—
0 1
= Y
883 lim € Z 27 x lim & = +oo
X— 400 X°O y=3x y— +oo y3
[
) etd % e y
8e4 xkr?oo —Bx 47 y=x+s ygl?oc y Xyliqlm 27 -5y b
+00o _l
e?/ﬁ o=
885 lim =
x— 400 2X — 4 y=ATAT
x=+y)3 -1
x—+o0=>x=1)3-1
y
= lim (&Ex—2 )=
wm(y N —4>
= lim e_yx+
y—> +00 y 2 l i
‘/ — -
ey
[ oV
= lim %x 11 .
y— +00
Vy 2‘/1——-—>
i < ¥y
Y
= lim e—sx%
y—+oo| 2
¥ 2’“_F__§
2
y
= lim = x lim ﬁ=+oo
y—+o0 2 y—stoo [
hroung yz

e
886 lim <

=2 20— iy TSRt
x—7

— o0

lim (2x - 4)=0"

891 li
x—+oo X —1
= lim —2_+3x | lim —ln(x)] x [ lim —% ]:0
x—too X — 1 x—+00 X x—rtoo X — 1
0 0 1
Nao existe lim —2+3ln](x) pois
x—1 -
lim M=l=+m
i x=1 0+
e lim M=£_=_w_
x—1 x-1 0
892 lim [3x —51In(x)] <=~
= lim (3x) x 1-% lim 20| o
X — +00 X — +00 X
*oo 0

= . 4
89.3 lim 2 = lim e x lim X — oo
x— 400 X' +1 x—»+o<:x4 X — +00 _x4+1
+oo 1
. e* 1
lim =—=1
x—o x+1 1
X —
894 lim [94 - 1><1n(2x)] =
X—>+oo X ln(2x)=y4:)x=%
2¢"
. e -1
=4x lim X
y—-+oo< ezy y)
=4x lim (ezey_zy—lz)xy
y— +o0o ey
_ . 2e’ — 2y l
_4><y£n+1w(e Xy e2V>
=4x [ lim (ew‘zyxy)] - [ lim % =+o00
X — +00 x—+o0 Y
— E S ——
+00 Z=2y
Jim =g % lim 2 =0
X —
lim [e“xz 1 xln(zx)] =
x—0"
X — .
- lim &1 x lim In(2x) = — o0
x—0" X x—0"
| —
y=4x —o°
lim E”;" =16x lim g=1 4 lim = =+ oo
x—0" X y—0" y—o Y

1
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895 lim x* = lim eln®) = lim ex® = lim e =
x— 0" x— 0" x—0" y=l y—+oo
X
7lnTy — lim lnTy
. Jim
= lim e "~ =e =el =1
y — +00
1 1 1
- X —~In(x)
. . I .
89.6 lim x* = lim e"(") = lim e* =0
x—0" x—0" x—0"
|mu§h.w

89.7 Uma vez que a poténcia de expoente real s esta definida
. 2
para bases positivas, forcosamente a base xxT tem de
ser positiva, pelo que x>1 . Entdo:

1
lim < X >X =+o00

x—1" x-1
=
(+00)'
x2

- I X2 1 ln(x—l)
. x2 x . M1 . X
lim = lim e = lim e =
X — +00 X—1 X — +00 X — +0o

In(x?) — In(x - 1) ZM _In(x-1)
= lim e * = lime * *
X — +00 X — +00
i N i Yt 5y =0x1=0
0 T y=x-1
2 lim B0 gy InG-D
—e X e X =EO=1
2 5 [ef(er—1)
_ 0 . _
89.8 lim £ = x—* |-
x—oIn(x+1) x—o X In(x+1)
= lim e* x lim &1 x ! =1
x—0 x—0 . ln(x+l)
—_— — i = 7
1 1 x—0
T
1
lim er—e": i eer—1) X _
x_.+oo1n(x+'|) X— +00 X 1n(x+1)
= lim £x lim (e —1)x
x—+o0 X X — +00
—_———
+00 +00
X 1 + 00
i In(x+1)
X — +00 X
y=x+1
ﬂ‘!kw: i PO i Y

ey My
- -

lloio

g™ _9 o, 93 2o1)
839 xh—I-n] X2 —4x+3 }1311 x=1Dkx-3"

2(x— 1) In [32("’”]
8 =1 _9xlim =1

=9x li N ——
T A =D =3)

i1 (k= 1D(x -3

. 2-1n3 _ 4
=9x }11{’11 m y:Z(X=— 1)In3

—9x4In%3x lim —& =1 _
y—0 y(y—41In3)

Y _
—9x41n%3x lim &= x lim —
y—0 Y y—0 y—4ln3
———
1
_ 2 1 9x4n’3_
=9x 43 x = - B = —9In3
-9 = 9(z3#-2-1)

LN T L B T P

20—1) 1 ln[Sz"‘")] 1
=9x lim

S =1 —9x i
A oD =3) R

x—+eo (x = 1)(x=3)

2(x — In3 _
—9x lim £l
X — +00 (x_ ’])(x_3) y=2(x-1In3

=9x 4% x lim —&=1 _
y—+e y(y —41In3)

_ 2 o= : y
—9><4ln3xylﬁn£1°o 7 xyllr?miy—MnS
[ —

1

=9x4In’3 x ( lim e—ﬁ) - ( lim lz) =400
y—+oo y—+oo Y

400 0

PAG. 171

lim [(—y)ke"’] =

y — +00

90. lim (xkev) =

k
=(_1)kxy1ir§w§=(_1)kxo=o
0
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91. As fungdes definidas por y=2"" e y=2" tém dominio IR, (=0 ﬁx__lz =0 x-2=0x=2 (€D))
peloque D;=RR.
X — o0 2 +00
Seja y aimagem do objeto x pela fungéo f,
4
ouseja, 27 +2"=y. h"(x) - 0 +
L . Concavidade e pontos de A Pl U
VXER, 27°>0A2>0=y>0 inflexdo do grafico de A
9 ¥ 49t 1 7= (ZX)Z 27 +1=0 . e .
+tl=y= ?+ =y -yx2+1=0 Assim, o grafico de g tem a concavidade voltada para
v baixo em ]0, 1[ eem [e?, + oo etem a concavidade
= 2x=_f voltada para cimaem ]1, ¢2]; o gréafico de h tem
ponto de inflexdo no ponto de abcissa e2.
e, como 2"+ 2" =y tem solugéo, entdo
Por outro lado, o gréafico de h tem a concavidade voltada
y2=42>0 y:>§ y>2, donde D’y =[2, + oo para baixo em ]— oo, 2] etema concavidade voltada
f’(x) o n2x2+In2x2 = —n2(2F - 77) paracimaem [2, +oo[; ograficode h tem
- - ponto de inflexao no ponto de abcissa 2.
f)=0=-n2(27"-2)=0=2"-2"=0
2 2 s x> x=0 931 D=R
f'(x) =xe*(x +2)
- 0
* - e F)=0e> x e (x+2)=0>x=0V x=—2
|
f'(x) - 0 + VxER, e>0
Monotonia
2 _ _
e extremos N . / x oo 2 0 +00
de f Min. abs. ,
f'(x) + 0 - 0 +
f"(x)==In2(-In2x2 " - n2x29) =In2(27*+2") = Monotonia 4
122 x f(x) e extremos | /' e? AV 0 Va
=In"2 x flx de f Méx. rel. Min. rel.
o 2 i
Umavez que D; =[2, +oo[ e In“2>0, conclui-se que f & crescente em |— oo, —2] eem [0, +oo[:
/)
f"(x) >0, VxER. f é decrescente em [—2, 0] ; tem um maximo relativo,
. - L. 4e-2, em x=-—2, e um minimo relativo,
Assim, a fungdo tem um minimo absoluto, 2, em x=0.
, 0, em x=0.
E decrescente em ] — oo, 0] ecrescenteem [0, + oo [,
"
tendo o seu grafico a concavidade voltada para cima. () =e(x?+4x+2)
') == elx (X2+8x+2)=0 & X+ +2=0&
9. g'()=1X=1 o ony-2=Inx VXER, &0
In’x xIn®x
S x==2-V2Vx==2+V2
g”(x)=(:)2_1¥=0(:)2—1nx=0(:)lnx=2(:)
xIn’x
X —oo [=2-V2 —2+V2| 400
& x=e? (EDg)
" (x) + 0 - 0 +
X 0 1 e | 400
Concavidades e
g"(x) ND | — | ND | + 0 - pontos de inflexdo | U Pl N Pl U
do gréfico de f
Concavidades e
% pontos’d_e inflexdo | ND | n | ND | U [ Pl | N Pontos de inflexdo em x=—2—+/2 eem
g do gréaficode g X=—2472.
§ hl(x)=1—x e h/l(x)=x—2
ex—1 ex—1
NY12RP_F08
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Concavidade voltada para cima

em |—oco, —2-v2] e [-2+V2, +oo[; concavidade

voltada para baixo em [-2-v2, —2+V72] .

2
1

2 0| 1 2%

93.2 D={xEIR:4x—1>0}={xEIR:x>l}=]%, +c>0[

7
. S
PO =~

Afuncdo f' é negativa em todo o seu dominio.

f & estritamente decrescente em H + 00 [; ndo tem
maximos nem minimos.

Il( ): 16
Fix In3(4x — 1)

Afungéo f” é positiva em todo o seu dominio.

0 gréfico de f tem a concavidade voltada para cima
em H + 00 [; nao tem pontos de inflexao.

y

N

o 7

933 D=R

fl(x)==1-e*<0, Vx€R, pelo que f é estritamente
decrescente.

f"(x)=e*>0, Vx €IR, pelo que o grafico de f tema
concavidade voltada para cima.

f ndo tem pontos de inflexdo; nao tem maximos nem
minimos.

Yi

934 D={x€R:x>0}=]0, +oo[

f'(x)=x23Inx+1)

ff(x)=0= 2@BInx+1)=0=x2=0V3lnx+1=0=

<:>x=0\/lr1x=—l

w

1
< x=0(¢D)Vx=e *(€D)

X 0 E_% + 00
f'(x) ND - 0 +
Monotonia 1
e extremos ND N\ 3e Va
de f Min. rel.
A funcao é estritamente decrescente em ] —o0, %] e
Ve
estritamente crescente em [si , + 00 [ Tem um minimo
Ve
relativo (e absoluto), -1 em x=L.

3

3e e

f"(x) = x(6 Inx +5)

f")=0=x6Inx+5=0=x=0V6lnx+5=0<
5
& x=0V x=e°
D €D

EArE

X 0 .

" (x) ND - 0 +

Concavidades e
pontos de inflexdo| ND N Pl U
do gréfico de f

Ponto de inflexdao em x =+.

e

=}

Concavidade voltada para cima em [%, + 00 [;

o5
concavidade voltada para baixoem (0, GL .
&5
y
o 1 X

NY12RP © RAIZEDITORA
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935 D={xe|R:M>0/\x—1¢o}

94.1

x—1
X —o0o -1 1 400
x+1 - 0 + + +
x=1 - - - 0 +
icﬂ + 0 - ND +

Assim, D=]-o00, —1[U]1, +oo[.

Vx€eD, f(x)= —%< 0, pelo que f é estritamente
decrescente; f ndo tem maximos nem minimos.

Ax
(21

f"(x)=0<:>( 24" )2=0<:>x=0 (D)

f"(x) _

X — 00 -1 1

" (x) - ND | ND | ND +

Concavidades e
pontos de inflexdo| N ND | ND ND U
do gréfico de f

0 gréfico tem a concavidade voltada para baixo em
]—oo, —1[ e aconcavidade voltada para cima em
11, +oo[; ndo tem pontos de inflexdo.

Di={x€R:x-120={x€R:x=1}=R\{1}

Assintotas verticais:

2

lim (1 + "‘1) =400, pelo que a reta de equacao

+
x—1

x=1 é assintota vertical ao grafico da funcdo f.

Como f é continuaem IR\ {1}, o seu grafico ndo tem mais
assintotas verticais.

Assintotas horizontais:
( 2 i)
lim 1+e"‘) = lim <1+e"’1 =2, peloque areta
X — +00 X—> —00
de equagdo y =2 é assintota horizontal ao grafico da
funcdo f.

RESOLUCOES — FEL12

2 2
B2 1+e e =2 L=

2
@x—‘l-‘-H (GDf)
2 2 9
9.3 1+e’f"=y(:)e""=y—1@xj=ln(y—1)<:>
2 -1 2
=1+———-, donde =l+—
=X In(y-1) e In(x—1)
Di-i={x€R:x-1>0AIn(x—1) %0} =
=x€R:x>1Ax#2=]1, +oo[\{2}
2
ey 2!
944 VXEDy, f'(x)=- ;<0
(x=1)
Assim, a fungdo f é decrescente em ]—oo, 1] e em
11, +oo[.
_ x—=3
915 Dy={xER:E-2>0Ax+220
X+2
X — 00 -2 3 +o00
x-3 | - - - 0 +
X+2 - 0 + + +
x-3 + ND - 0 +
X+2
Assim, Dy=]-00, —2[U]3, +oof.
1 3
: -3 : “x 1
946 lim 1n<" ): lim In =ln<—>=0,
X — %00 x+2 X— oo ]+g 1
x

pelo que a reta de equagdo y=0 (eixo Ox) é assintota

horizontal ao gréfico da funcéo g.

94.7

lim ln(ili) =400, pelo que areta de equacao
xX— -2

x=—2 é assintota vertical ao gréfico da funcdo g;

lim ln<§;g) =—oo, peloque aretade equacdo x=3
x— 3"

é assintota vertical ao gréfico da funcdo g.
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3 e e
+2 X+2

&2 0= x42>05 x> -2
X+2

Umavezque Dy=]—o00, —2[U]3, +oo[, entdo

o conjunto solugdo da inequagdo é |3, +oo[.

95.1 D;=IR

e2x+1>1 <:>2x+l>0¢>x>—%

952 lime-3-2=¢-2;

x—0

como existe lim g(x), a fungdo g é continuaem x=0.
x—0
953 f'(x) =2e2+1 g g/(x) = —3e~3-2,

954 VxeER, g,(x): _36—3x—2<0’
donde a funcdo g é decrescente.
Por outro lado, VxE€R, gx) =e-3-2>0,

donde a fungdo g é positiva.

95.5 f(0) =e, donde o ponto A tem coordenadas (0, e)

e g(0) =e-2,donde o ponto B tem coordenadas (0, e-2),

e—1
o2

—_ 9 ‘I_
peloque AB=e—e Z—e—g—

e2x+1

Somle

flx) =g(x) & etz e-3-2 &

& erri= (:)5x+3=0(:)x=—%,

donde o ponto C tem coordenadas
(-3:-8) (3¢,

A 4rea do tridngulo [ABC] é dada por
Ex‘—%‘_es;1 x3

e 5
2 2

-1

_3.e
0 e

PAG. 172

96.1 Afungéo é continua em IR\{0} pois é obtida & custa de
fungdes continuas em IR\{0}, donde, s6 podera existir a
assintota vertical ao seu gréfico de equacdo x=0.

0
. T [ 1 _
xlgno’g(X)_xhino’eb‘—1 - xlglo x 8 lim e =1 e
1 x—0
1 1 1
= —X =
2 lim e -1 2
y—0o Yy
S ——
1 1
n(3)
lim gkx) = lim (xInx) <" lim —2% =
x—0" x—0" x=1 y—+oo y
0
o pm Y Y
y—> 400 y— 400 y
P

Como nenhum dos limites laterais € infinito, o grafico da

fungdo g ndo admite assintotas verticais.

96.2 As abcissas dos pontos A e B podem determinar-se

resolvendo a equagdo x Inx — x +In‘x=0 e sio,

respetivamente, com aproximagdo as centésimas,
039 e 2,25.

—

10.393,0)

A a0) 5
a £105)=x: In()=c+{1n() *

0.2
ri 0.2

A ordenada do ponto C pode determinar-se calculando
f(1)=—1, pelo que a area aproximada do tridngulo [ABC]

(2,25-0,39) x |- 1|
¢ 2

=0,93.

flo) = =1

—=l—e-241=2—¢-2
0_(_1) e + e

971 m=

97.2 Afuncdo f é diferenciadvelem IR,
logo, tambémo éem ]-1, 0[.

Por outro lado, a fungdo f é continuaem IR, logo, também

oéem [-1,0].

Assim, pelo teorema de Lagrange,

O —f-1) _

0—-(=1 Fle).

Jce]-1,0:m=

NY12RP © RAIZEDITORA
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97.3

98.1

98.2

fl(x)=2e2—2x e f'(c)=2—e-2

Consideremos a fungao definida por g(x) =f'(x) —m,

ou seja, definida pela expressao

g(x)=2(e?* - x) — 2+ e-2 e procuremos o zero da fungdo

em ]-1, 0[, que é x~ —0,67.

35z fy
11(x)=2 (ez'x—x)—%e 2
05 /
F5.41 (_0671‘6) ).2 5.46
R
4.17

A garantia da existéncia deste ponto é dada pelo teorema

de Lagrange (ver alinea anterior).

Df={x€|R:2x2—1>0}=]—0<>, —g[u]gmm[
’ _ A
F=2a
Dado que 2x2—1>0, Vx €D, , entdo a fungéo f'
é negativase xE|—oo, —ﬁ[ e é positiva se
2
xe]g +oo|, peloque afuncdo f énegativa em

]-2, —1[, sendo afungdo f decrescente nesse intervalo.

D,=R
g/ () =—20x+ 1"

Dado que o fator AN , VxE€R,

entdo a fungdo g’ é negativase x €]-1, +oo[

e é positiva se x €]—oo, —1[, pelo que a fungdo g’
é positivaem ]-2, —1[, sendo a fungdo g crescente

nesse intervalo.

Considere-se a fungdo g —f.

D, ;=DyND; = D,_;C DyAD,_;C D;

Afungdo g—f é continuaem [-2, — 1] porque as
funcdes g e f também o sdo.
(g-N(-=2)=g(-2)-f(=2)=2-e—-1n7<0 e
(g-HE=N=gl=1)-f-1)=1>0

Pelo teorema de Bolzano-Cauchy,

Acel-2, —1[:(g-f)© =0 glc) =flc), ouseja,
os graficos das funcdes g e f intersetam-se num ponto

de abcissa ¢ nointervalo -2, —1[.

99.1

RESOLUCOES — FEL12

Este ponto de abcissa ¢ nointervalo ]—2, — 1] é Gnico
pois, dado que a fungdo g cresce e a fungdo f decresce

neste intervalo, a fungdo g— f é sempre positiva em
—2<c<x<-1 eésempre negativa em
—2<x<c<-1, donde, o ponto de abcissa ¢ é (nico em

-2, —1[.

As coordenadas desse ponto, arredondadas as centésimas,
sdo (—1,31; 0,90).

X,
5.46

f1 (x)=ln(2 -x2 —1)

D;=R, f'()=e"(2+2x) e f"(x) = (02 +4x +2)
Afuncdo f é continua e diferencidvel em IR.

0 declive da reta tangente ao gréafico da fungdo f num
ponto de abcissa x € R ¢ dado por f'(x).

Os zeros da fung@o f” correspondem aos extremos
da fungdo f'.

f'(0)=0& er‘ =0
Vx€R, e>0

S+ +2=0=x=-2-V2Vx==2+V2

x —o0 [ -2-2 —24V2 | +oo
" (x) + 0 - 0 +
Monotonia 277 2e7"
e /1 (1 + \/i) \ (] - \/i) /
extremos - Mini
d Maximo inimo
e f relativo relativo

Dado que a fungéo f’ também é continuaem IR,
lim f'(0)= lim [e"(G2+20)]=0 e
2¢77*V2(1-4/2) <0, entdoem x=—2++2 o minimo

da fungdo f' ¢ absoluto, o que prova que o ponto do gréfico

de f com menor declive é o ponto de abcissa —2+V2:

f(=2+v2) =27V (1=v2) ~ 05
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99.2 Na alinea anterior ja se concluiu que a fungdo f’ também

100.

é continua em IR e também é diferenciavel em IR, logo,
em particular, também é continua em [-2, —1]

e diferenciavelem ]-2, —1[.

Por outro lado, f'(=2)=0>-02 e f'(-1)=—e-1<-02,
donde, pelo teorema de Bolzano-Cauchy
Icel-2, -1[:f'(c)=-0,2
ff=—02Ax€E]-2, -1 & x~—142
f(—1,42) = (= 1,42)* x e~ 142 ~ 0,49
A(-1,42; 0,49)
K

f1()=x2- e*
05

o b oh
3()=-02 -

5L

. (145,03
fz(\')=d—1(fl{r))
ax’

Considere-se a fung@o é definida por f(x) = e* de dominio IR.
Afuncdo f é continua e diferencidvel em IR, logo também

0 é em qualquerintervalo [0, x], Vx €10, 1[,e f'(x)=¢*

Pelo teorema de Lagrange

3ceo, x[: f'(0) =ﬂxi7_§0) @ec=%

e —_—
e -1
X

Dado que c€10, x[ com x€1]0, [ = 1=e0<e<e",

ouseja, 1<e<e”.

A condigdo eC=eXT_1<:e"=er+1, donde
= x+1>x+1, Vxelo, 1[.

>1

Por outro lado, e*= e x+1, donde
ef<er

F<ex+l e -cx<l e (1-x) <1
|
x€l0, [=1-x>0
1

& e <
1—x

Conclui-se assim que, Vx€]0, 1], 1+x<e"<ﬁ.

3. MODELOS EXPONENCIAIS

PAG. 174

101.1

Uma vez que por hipétese Q'(t)=—0,00012Q(t), entdo
a funcdo que modela a quantidade de Carbono 14

existente ao fim de ¢ anos é do tipo Q(t) = Qye ~000012¢ |
pois todas as solugdes da equacao diferencial linear de
1.2 ordem f’ =kf s@o do tipo f(t)=ce onde c=f(0).

101.2 Q1) =0,3Q, < Qpe ~0012 = 0,3Q, <
& 00012t = 0,3 < —0,00012¢t =1n0,3
In0,3
= t—WN 10 033 anos
101.3 Q(15200) = Qqe ~000012x15200 ~; 0,1614Q, , ou seja, resta
aproximadamente 16,14% de Carbono 14 da quantidade
inicial.
PAG. 175

102.

A situag@o tem por base a Lei de Newton do arrefecimento/
aquecimento, pelo que é modelada por uma funcéo do tipo
T(®) = (Ty - T,)e (=% + T, onde T, representa
atemperatura inicial e T, representa a temperatura
ambiente.

Neste caso T;=100°C e T,=25°C, donde
atemperatura da dgua ao fim de t minutos é dada pela
fungdo T(t) =75e-kt+25,t>0, com t em minutos e
T em graus Celsius.

Entdo: T(2) =80 < 75e-2%k +25=80 <

n
C>e—2k=ﬂc>k=ln<15>
15 -2

~ 0,155

Assim, T(t) =50 < 75e 0155t 4 25 =50 <

()

—0,155

@6_0,1551=%<:t= ~ T minutos

NY12RP © RAIZEDITORA
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PAG. 177

103.1

103.2

A situagao tem por base o modelo Malthusiano, pelo que
é modelada por uma fungo do tipo P(t) = Pye*(: %) onde
P, representa o nimero inicial de elementos da
populagdo, sendo t medido em anos.

Neste caso, sabe-se que P;=500 e que

P(1) = 800 <= 500¢% = 800 <= k = ln(%) .

Assim, tem-se a fungao definida por

8

p(o=s00e" ) 2500 |"¢)] _ 5oo<§)t

4
P4) = 500(%) ~ 3276 chinchilas

PAG. 178

104.1

104.2

104.3

104.4

Uma vez que, por hipotese, M'(t) = kM(t), entdo a fungdo
que representa a massa (em mg) da substancia presente
em cada instante t(em horas) & do tipo M(t) = M(0)ekt,
pois todas as solugdes da equacéo diferencial linear de 1.?
ordem f’ =kf sdo dotipo f(t) =cek, onde c=f0).

Como se sabe que M(0)=12 e M(0,5) =4, tem-se

K
126’ =4 & k:21n<%> :ln<%) =-1n9, donde

1\'_ 1_4x3_ 1-2
e‘"9> =12x =53 =ang 2

M) =126 = 12(

Taxa de desintegragdo média na 1.7 hora:

M(1) = M(0) _ 4 _ 3
W—M(‘I)—M(O)—g— 12——? mg/h
Taxa de desintegragdo média na 2.% hora:

M(2) —MQ) _ 4 4 32

Vé-se assim que na 1.7 hora a desintegragdo ocorre a

uma taxa média inferior a da 2.% hora.

Utilizando a relagdo M'(t) = kM(t) conclui-se que
M'(t)= —In9 M(t) =—41n9x3' %,
k

M'(1,5)=—4ln9x3_2=—%ln9 mg/h e
/ _ —5__i
M'(3)=—41n9%x3°= 243ln9 mg/h .

Utilizando a relagdo M’ (t) = kM(t) , conclui-se que
M"(t)=kM'(D) = kK*M(t) =4In? 9x 3'

Vi>0, M"()=4n*9x3' "% >0, donde a taxa de

desintegragdo ( M'(t)) é crescente ao longo do tempo.

105.

Como M'(t)= —In9 M(t) <0, Vt>0, conclui-se que a
k<0 >0

massa (em mg) da substancia presente em cada instante
t (em horas) vai decrescendo a uma taxa cada vez menor,

pois |M'(t)| & cada vez menor.

Uma vez que, por hipétese, m'(t) = km(t), entdo a fungéo
que representa a massa de Radio 226 (em gramas) na
amostra é dada a cada instante t (em anos) por

m(t) = myekt, pois todas as solugdes da equagdo
diferencial linear de 1.2 ordem f’ =kf s&o do tipo

ft) = cekt onde c=f0).

Como se sabe que my=50 e m(1) =49,975 tem-se

49,975
50

50ek = 49,975 < k = ln(

49,975
m(t) =50¢el ( % )[
o(52),

m(t):25<::>en :%

) , donde

In2

m ~ 1386 anos
50

Sit=-

PAG. 179

106.1

106.2

1071

107.2

Segundo a Lei de Newton do arrefecimento/aquecimento,

a temperatura do café ao longo do tempo é modelada por

uma fung@o do tipo T(t) = (T, — T,) e i

T, representa a temperatura inicial e T, representa a

+ T, onde

temperatura ambiente, pelo que, neste caso,
a=Ty—-T,=80-25=55¢e b=T,=25.

55035 + 25 > 40 <

15

15
—035t 5 19
e 55

¢l> —0,35t>1In <%>

y=e* define uma
fung@o crescente

15
1“(%)

0,35

St — ~3min43seg,

ou seja, o café esteve a uma temperatura superior a 40 °C

durante cerca de 3 minutos e 43 segundos.
T(0) =30 — 24e0=6°C
T(t) =15 ¢ 30 — 24004 =15 ¢ — 240004 = 15

& M3 —00dt=In (5)

()

—0,04

St= ~ 11,7501 ~ 11 min 45s
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107.3 Atemperatura do sumo ao fimde 1 hora é:
T(60) = 30 — 24¢-004%60 ~ 27,8228 ° C

A temperatura ambiente no terraco da casa da Sofia é

iguala lim T(t)= lim (30 — 24e-99%)=30 —0=30°C
t—> +00 t— +oo

Em percentagem do valor da temperatura ambiente no ter-

raco da casa da Sofia, a temperatura do sumo ao fim de

30 — 240004 x60

1 hora é: 20

~093=93% .
108.1 T(0) =18+56=74°C

_1
108.2 T(5) =18 +56e °~ 65,4 °C

(%) ()

=1n(0,25) < t=-301n(0,25) ~ 42 min

108.3 18+ 56e =3NSe =05

f—t _E

109. A situacdo tem por base a Lei de Newton do arrefecimento/
aquecimento, pelo que é modelada por uma fungdo do tipo
() = (Ty— T,)e "7+,
temperatura inicial e T, representa a temperatura

, onde T, representaa

ambiente.

Neste caso T;=211°C e T,=28°C, donde a temperatura
do frango ao fim de ¢ minutos é dada pela fungéo

T(t) =183e-k+28, t >0, com ¢t em minutose T em
graus Celsius.

Portanto:
T(10) =103 < 183e -1k + 28 = 103 <

75
In (—)
75 k= 183

10k —
e =183 ~10

~ 0,089

Assim, 183e~008% 4 28 < 37 <
9 9
—0,089t « _J_ _ 9
&e <183 <l: 0,089t<ln<183)

y=¢é* define uma
func@o crescente

9
1“(@)
0,089

estard a uma temperatura inferior a 37 °C, cerca de 33

St>—

~ 33 min 51 seg, ou seja, o frango

minutos e 51 segundos depois de ter saido do forno.
a=35

N(O) =35 {a=35
1104
’ {N(1):44<:> 35eb=44(:>{b—ln<35> donde

N = 350" 35( (44)>I_35 x (44>t

N(2) ~55, N(3) ~70 e N(4) ~87

110.2 Dado que P(2) =64, P(3) =90 e P(4) =127,
verifica-se que estes valores estao mais préximos dos
valores reais do que os valores obtidos com a fungdo N.

PAG. 180
114 {T(o):wo {a:]OO—TA
© |\1(15) =55 25 4 750150 = 55
a=75
, donde T(t) =25+ 75e-0061t
o= ﬁg"') ~ —0,061 ©

1112 T(30) =25+ 75¢ "**¥ ~ 37 °oC

121 P(0) = 170000000 { = 170000000
~ | P(10) = 190000000 170000000¢100 = 190000000

@ = 170000000 n(ls
PEN 1n(}3) donde P(t) = 170000000e "
b=—3%
ln(%

112.2 P(20) =170000000e ° 212352941 habitantes

Lo 80
m3q JLOD =60<:>{ae_b=60 =N SEPEN
L(2) =3 ae-2v=30 60 80 o2 30

a=120 a=120
& e-b=% =35

113.2 L(x) =15 &< 1200~ 02 =15 < —ln2x—ln<

a=120
b=ln(%> —_In2 ‘:’{b=1nz

120)‘:’

In(0,125)

—1n2

1000
_ —— =100 a=9
114.1 {p(o)_mo@ T+a =
P(3) = 250 1000 _ e =
1+ae3

a=9
{ In3, donde P(t) = _ 1000 _

In3,

3 1+9 °

ln3
1z 0 sanee * <l o -Mic-ns o

149¢ 3

311181

St n

=3 xlog; 81 =12 meses

NY12RP © RAIZEDITORA
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PAG. 181

1151 P'(t)=-

125p(z)[mo P(t)] =

=%x7100 [100 100 e
1+Ae T+Ae®
4,
1 1000 _1+Ae’ —1
=1—X _AIX T,
1+Ae 1+Ae®
&
- Sode —=P'0)
(1+Ae_§z
_ 100 100
152 P0)=Py=7 A= N 1
4,
5
153 4=100_1_g¢ pi(y=_ 120"
Py 4, 2
1+ Ae 5)

Da equacdo diferencial resulta que:

P"(t) =< [P"()(100 - P()) — P(OP ()] =

125

= ]25 P/(1)[50 — P(1)]

100

P"(t) >0 4? P(t) <50 < <50(:>

Vte[o, +oof, 1+9€
P'(t) >0
21 4 51n9

~e >9@—§t>—ln9<:>t<

Conclui-se assim que a fungdo P’ é crescente em
5In9
4

[0, 51_n9] e decrescente em , +<>o[, donde

t = 5ln9 anos é o instante onde P’(t;) é maxima.

P
100-1

80 1
60 1
501

40 A

20 1
10 1

1I0 zl[anos]

O b
o+
oo+

116.1 x(0) =10 e x(5) =

Sle

1162 A(t) = %A(O) & 10e-01t=5 < e—°r"=% PN

& —0,1t=In2"" ¢ -0,1t=-In2 < t=101n2 s

1163 —1<cos@Bnt) <1, VtEZ, ?

10e-01t>0,
VteR

& — 10701t 10e-%cos(8nt) < 10011, Vi€ Z,
R s
x(0)

Como lim (=10e-%%)=0 e lim (10e-%1) =0,
t— 400 t— 400
pelo teorema das fungdes enquadradas, lim x(t) =0.
t— 400

Significa que, com o passar do tempo, o ponto tende

a estabilizar na origem.

116.4 x/'(t) = —e 0'cos(8nt) — 80me0"sin(8nt) =

—e01t[cos(8rmt) + 80m sin(8r 1))

x'(8) = —e~%4 unidades/s

1165 t~ 11,996 s e t~ 12,003 s

£2(x)=2 (11.996_3/'\(\12.003,3)

11(x)=10- e 01X cos(g m-x)

119 121

Afuncdo definida por x(¢) é continuaem [11,9; 12],

x(11,9)<3 e x(12) >3.

Logo, pelo teorema de Bolzano-Cauchy,

Jce],9; 12[: x(0)=3

Resultado analogo se verifica no intervalo [12; 12,1].
116.6 x(t) =10e-0"cos(8rt)

x'(H) = —e~%"[cos(8n t) + 80w sin(8m )]

x"(t)=e-01[(0,1 - 640n2) cos(8m t) + 167 sin(8m ¢)|
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x"(t) + (64n2 +0,12) x(t) =

=e-01[(0,1 - 640m2) cos(8n t) + 167 sin(8n ¢)] +
+ (6472 +0,1%) 10e™%" cos(8n 1) =

=e01t[(0,1 - 640n2) cos(8mt) + 167 sin(8m 1) +
+ (64072 +0,1) cos(8nt)] =

=e-01[0,2 cos(8n t) + 167 sin(8r t)]

-2x0,1x'(t)=-0,2 [— e~01[cos(8mt) + 80m sin(8n t)]] =

=e-0110,2 cos(8m 1) + 167 sin(8m 1)]

TESTE - PAG. 186

1.

f1)=-6<=3-3=-6=3=9
=3=3 & a=2

féinjetiva

Opcédo correta: A.

2. e2in() — 10°198® _ pin() _ 1010809 _ 2 _ 43

Opcédo correta: D.

3. lim [Lx) _f(x)] =
X —> +00 X
- im DO 2
X— 400 X X— 400 X lim ln(x)=0 3
lim @= 2

Opcdo correta: B.

41 Aabcissa do ponto B obtém-se da equagdo flx) =g(x) .

flx) = g(x) <1 —logs(x) =logy(x +2)

1 —log;(x) =logs(x +2) < logs(x +2) +log;(x) =1 &<

x+2>
X

X+2

@logg< =1¢>T=3/;>x:1.

As coordenadas do ponto B sdo (1, i) =(1, 1).

ACx f(1)
—

A abcissa do ponto C obtem-se da equagdo f(x) =0.

A 4rea do tridngulo [ABC] é dada por

flx) =0 < logs(x) =1 x=3

As coordenadas do ponto C sdo (3, 0).

Assim, a area do tridngulo [ABC] é 3%:%

Opcao correta: D.

4.2

43

5.1

5.2

6.1

g =y logx+2) =y = x+2=3 =x=3 -2,
donde se obtém g '(x)=3"-2.

Opcdo correta: D.

flx) >3 < 1-logy(x) >3 <=

Slogn) <2 & x<3_2/\x>0<:>0<x<%
XEDy

fé crescente

Opcéo correta: C.

(x2—4)ex-1>0 2-4>0&

VxER, e-1>0

S x<-2Vx>2sxeR\[-2, 2]
0 dominio de resolugdo é
Xx=1>0Ax+1>0&x>1&x€]1, +09[

2Inx - 1) -Inx+1) <0 &

<:>In[(x—l)2] -nx+N<0&

& n (= 1* <0 &
x+1]° |
y=Inx define uma
func@o crescente
2
- 2 _
<:>(x 1)<1c>x 3x<0
x+1 x+1
X 1 3 + 00
x2 —3x ND - 0 +
x+1 ND + + +
2 _
—"H?X ND - 0 +
2 _
Assim, 23X g s 1<x<3 e xeN, 3

+1

lim

X 400 [(x+1) ln(xT"'z>] cox0

= lim [(x+ ) ln<1 +%>]

—y—0
. y+2
=lim [—xIn(1+ =
yﬁo[ M (1+y)
In(1+
=lim[(y+2)xu]=2x1=2
y—0

NY12RP © RAIZEDITORA
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6.2

6.3

11

12

13

14

15

. In(x2-3x+2) =
lim ——M— =
2t ln(x2_4) x=3x+2=(x-2)(x-1)
R—b=(x-2(x+2)
+mu—n
In(x=2)+In(x-1) In(x—2) _1+0
= B — 7=—=1
r—2In(x —2)+1n(x+2) xﬁz+1+ln(x+2) 140
In(x - 2)
0
0 2
lim =8 O gy VAV g vHE
r—3In(x—2) v=x-3 y~oln(y+1) y—oln(y+1)
_6_ y
_1_5
Dy={xER: 2"~ 120}

27— 1 =0(:)e"=%<:>x=ln<%)=ln(2_1) =_In2,

donde D;=IR\{-In2}.

1
f(x)=0<:>—e;;_1l=0/;>ex+1—1=0<:>ex+1:1<:>
Sx+1=0x=-1
1
o ex+1(1 =
. TR L R - ex+1>_
XE-I?OO"‘(X)_XE-I?DQ 2 —1 _XEDIE-IDQ Xl 2 1 -
1 S s
1-—
o ex+1_l_£
=M1 727
e e+l e
. o et =1 0-1_
N

ex+1(2e* — 1) — (ex+1 — 1)Zex= e(2-e)
(2er — 1) (2e — 1)

o) =

Como e*>0, VxER, (2e-—1>0, VxER
e 2—e<0, entdo afungdo f' é negativaem IR\{-1n2},
donde a fungdo f é decrescente em ]—oo, —In2[

eem |-In2, +oo[.

ex+1 -1
2e* -1

{:>e"=1;y¢>x=ln 1=y =In y-1
e—2y e—2y 2y—e
A expressao analitica da fungdo inversa da fungdo f

6 f”(x):ln(z’;‘ e).

=y e(e-y)=l-y=

1

Estudo de ==
2x—e

>0:

8.1

8.2

83

9.1

9.2

9.3

X — 0o 1 % +o00
x—1 - 0 + + +
2x—e - - - 0 +
x—1 1 0 - ND +
2x—e

1 Ry [1 , g] — R\{~In2}
x=1
X — ln(Zx—e)
_ x2+18

g —log\/§<x2_ 3x+2)
D ={xe|R-ﬂ>0/\x2—3x+2¢o}
8 ‘X2 -3x+2
X-3x+2=0&=x=1Vvx=2

9 x2+18
Como x2+18>0, Vx€IR, para que x2—3x+2>0'
bastaque x2-3x+2>0&=x<1Vx>2,
donde D,=IR\[1, 2].

In (32
g(o)=1og\@(9)=lhl?§= n 1) -2Ind_,
n 1n(35> ElnS
lOg (M)z(]@M:]@
Vi\x2 = 3x+2 X2 —3x+2

3x+16  _ _ __16
<:>x2_3x+2—0c>3x+16—0c>x_ 3 (EDg)
Dado que s0 é possivel visitar os subterrdneos de Lisboa

a partir das 10h, a essa hora ja tinham decorrido trés

horas desde as 7 da manha pelo que

c(3) =%><21 xed®~153 m.

As 14 horas ja tinham decorrido 7 horas desde as 7 da

manha pelo que c(7) =%x 21xe*~34m.

c(t) >30 < t€]5,555; 8,259, donde o comprimento
da fila esteve superior a 30 metros durante
8,259 — 5,555 =2,704h ~ 2h 42min 14 seg .

12(J=30  (5.555,30)(8.25¢, 20)

fild=—tx (10-)- €0 2°%
10
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4.2

Os casos favoraveis sdo 7x2=14.

Os casos possiveis sdo °C,=36.

. L1471
A probabilidade é 2%=18"

Opcado correta: D.

Para o algarismo das unidades h& 4 possibilidades
({2,4,6,8).

Para os algarismos das dezenas e centenas basta escolher
dois ndmeros diferentes entre os 8 nimeros que sobram

depois de se escolher o algarismo das unidades ( A, ).

Assim, ha no total ®A, x 4 =224
Opcédo correta: C.

E mais facil a determinag&o do valor de probabilidade
usando o acontecimento contrario pois 0 acontecimento
contrdrio a «ir pelo menos um dos membros do casal ao
concerto» é «ndo ir nenhum dos membros do casal ao con-
certo».

Os casos favoraveis ao acontecimento contrario sao

%C,=15 (subconjuntos de 2 elementos obtidos a partir

de um conjunto de 6 elementos —todos exceto o casal 7.

Sofia e Carlos).

Os casos possiveis sdo °C,=70 (subconjuntos de 4

elementos obtidos a partir de um conjunto de 8 elementos).
’ sc4—6(:2_55_11

- G,
A probabilidade é 1—-—= ===
’c, 5, 70 14

Opcédo correta: C.

Se limf(v,) =+oo, entdo limv,=0".
Das sucessdes definidas nas opcdes, a Unica para a qual se

n
tem lim v, =0" é a que é definida por (%) ( ja que,
3

Opcado correta: D.

1 —X
im og (107 +10) _log10 1
X— +o0 ﬂx) e e

Opcdo correta: B.

Em todas as opgdes a fungdo g é continuaem [1, 6], pois
é obtida a custa de transformagdes de funcdes continuas
nesse intervalo.

Opcdo A)

g(1)=3-f(1) >0 e g6) =—2—f(6) >0, donde o teo-
rema de Bolzano-Cauchy ndo garante a existéncia de pelo
menos uma solugdo da equagdo g(x) =0.

8.
0<§<1).

Opcéo B)

g =4—|f1) +1]>0 e g6) =4 — |f6) +6/ >0, donde o
teorema de Bolzano-Cauchy ndo garante a existéncia de
pelo menos uma solugéo da equagdo g(x) =0.

Opcdo C)

g(1) =4—|f1) —1|>0 e g(6) =4 - |f(6) — 6/ <0, donde
o teorema de Bolzano-Cauchy garante a existéncia de pelo
menos uma solug&o da equagdo g(x) =0.

Opcéo D)

g(1) =5—-f(1) >0 e g(6) =10 f(6) >0, donde o teorema
de Bolzano-Cauchy ndo garante a existéncia de pelo menos
uma solugdo da equagdo g(x) =0.

Opcéo correta: C.

f(3)=e=1, fO=e, finy)=ema-1=2% 7~

e flnd)=esma—1-€2%_

64e”', donde o ponto D
nao pertence ao gréfico da funcéo .

Opcédo correta: D.

lim 2f(x) —31In(x) _1

X— 400 2x 2
< lim @—3 _ln(x) =1c> lim @=l
x—+00 X Xx—+00 X 2 x—+oo X

donde o declive da reta que é assintota obliqua é % pelo

que so a reta de equacao y=%x+ 1 pode definir essa
assintota.

Opcédo correta: B.

sin(x2 — 6x —7)

||olo

xhin7 x—=17
. |sin(x2—6x-17) x2—6x—7] _
_xh_r.n7[ x2—6x—1 x—1 T
x2—bx—T=
=(x=Dx+1)
o [sinG2-6x-17) ]
_XIT7[ X2 —6x—17 x(x+1)
_oosin(x2—6x=7) _ .. _
_xhin7 X2—6x—17 Xxhﬁm7(x+1) T
x2—bx—T=y
x—1=
=y—0

=1im¥x lim (x+1)=1x8=8

y—0 x—17

Opcédo correta: D.
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10.1

10.2

10.3

111

1.2

Os casos favoraveis sio °C;x 9% x ®A, (escolhe-se um
subconjunto de 2 posigdes entre os cinco algarismos para
colocar o namero 4; para cada um dos restantes dois
algarismos ha 9 possibilidades (os nimerosde 0 a 9
excetoo 4)eparaa 1 letraha 23 possibilidades, paraa 2
ja s6 hd 22 possibilidades e paraa 3 ja s6 hd 20 possibili-
dades).

Os casos possiveis sdo 10° x 23* (para cada um dos cinco
nimeros hd 10 possibilidades e para cada uma das quatro
letras hé 23 possibilidades).
SCyx 9P xBA,

A probabilidade ¢ —————"—*~0,0062.
10°x 23

limrf(x) = lim f(x)=0=1=f(1)

Logo, ndo existe lim f(x), pelo que a fungdo ndo é
x—1

continuaem x =1, portanto ndo é continuaem [1, 3].

Como 0<x-1<2, Vxe]1, 3] e 1) =1, entdo
0<flx) <2, Vx€&[1, 3], donde a fungdo f tem maximo
igual a 2 nesse intervalo, embora ndo tenha minimo nesse

intervalo.

N4o, pois a fungdo f néo é continua em [1, 3].

x2
ln<1 +i2> :x21n<1 +i2> :len(xz‘; ) =
X X X

=x2[In(x2+4) — In(x2)] = x2In (x2 + 4) — x2In (x2)

1
1 y
lim (ex-1"xx3)= lim (e"xx3> = lim e—3:+c>o
x—0" x—0" 1—yy_'+°°y
X2 4 1
. . - . n
lim ln<l+i2> = lim Iny’”' = 4x lim il A
x— 0" X ]+%=y y— +oo0 y—+oo Y —1

1
=4 x lim ﬂxlim—:g
y— +o0 y yg»+‘><>y—1
—_—

0 1

Como os limites laterais sdo diferentes, ndo existe lim i(x) .
x—0

1n3

14

Da alinea anterior e da continuidade da fungdo 1 em
IR\{0} , conclui-se que a (inica assintota vertical ao grafico
de h é aretadeequacdo x=0.

Estudo das assintotas nao verticais:

1
. oex'xxd ( ¥ )
lim = e*xx?) =400

0 gréfico de i ndotem assintota ndo vertical quando x
tende para +oo.

x2
ln<1 +i2>
. X
lim ——=" =

X — —00

= lim [xln<1+iz>] =

X— —o00 X |
4_ x——ixa—oo
2=V \/}7( )
y—0"

= lim —Lln(1+y) =

y—0" \/)7

In(1+y)
=l- —2 —_— =
yﬂ[ VX

y—0

2
tim_In(1+-5) = tim [x21n<1+i2>] -
X —» —00 X X— —00 X

<,
In(1
[4>< n( +y)]
v

Assim, a reta de equagdo y=4 é assintota horizontal ao
graficode h,quando x tende para +oco.

4

=1

= lim

y—0 In(1+y)

lim

y—0"

Se x>0:

1 ! - 1
h'(x)= (e"xx3> =—ﬁe"><x3+36"xx2=e‘"x(3x— 1=
=e7'(3x2 - x)
Para x <0, utilizando a igualdade da alinea 11.1, tem-se:
2x _

2x 2) _ 325 2X
e 2x In(x2) x5

xX2+4 x? _
n( 2 >+2x<x2+4—1)—
- 4y__4
—Zx[ln<1+x2) x2+4]

(= 2)=—4<1n2—%> = 4In2+2

h'(x)=2x In(x2 +4) + x2 x
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12. g”(x)=1+sinx
g'(x)=cosx

g'0)=0&=cosx=0 < x=%

x€]o, nf

X 0

o |Na

g'(x) ND +

Concavidades e
pontos de inflexdo | ND U Pl N ND
do gréficode g

0 gréfico da fungdo g tem a concavidade voltada para

cima em ]O, %] e tem a concavidade voltada para baixo

n

em [5. 1].

0 ponto de coordenadas (%, %+ 1) é ponto de inflexao
do gréaficode g.

1 1

131 f'(x) = —%e_ixcosx —e Ysinx=— e_7x<%cosx + sinx)

182 m=f©)=-7

A reta passa no ponto de coordenadas (0, f(0))=(0, 1),
pelo que se verifica a equacao
l=—%x0+b<:>b=1 .

A equacdo daretatangente é y= —%x+ 1.

L
133 f'(x)=—e * <%cosx+sinx) é uma fungdo continua em

IR, logo, também o é em [g n] .

[SIE]

Assim, pelo teorema de Bolzano-Cauchy

EICE]%, n[: f'(©)=0.

NY12RP © RAIZEDITORA

126



NY12RP © RAIZEDITORA

127



Nortas

NY12RP © RAIZEDITORA

128



