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VOLUME 3

Primitivas e Cilculo Integral
DIAGNOSTICO - PAG. 6

11 =1

12 f'()=2(x+1)

13 f‘(x):3x2—%

14 f _xt+6x2—-3
f'(x) veeT
() 32 _3Vx

15 f(X)_Z—\/E_T

16 f'(x )—E

1.7 f'(x)=2e2+3x2+8x
V(a) — 1

18 f(x)=3e—

19 f‘(x):Zcos(Zx)

110 f'(x)= —3sin(3x)

1M f)=—=t—

cos? (Zx)

112 F)= cos(lnx)

113 f'(x) =8x cos (4x?)

114 f'(x)=

2.

sin (Z)
X
2

0 T. de Lagrange é aplicavel a fungdes continuas num inter-
valo fechado [er, ] do seu dominio e diferenciaveis no
intervalo aberto Jer, f.

Em IR\{0} afungdo f é continua pois é produto de fungdes
continuas.

Em x=0, dado que
—1<sin <%> <1, VxE€RV{0} = —x2< x%sin (%) <x2,
Vx€IR\{0} e lin%(— x2) = lintl)(xz) =0,

entao lin}]xzsin (%) =0=/(0), donde f & continua em
x=0.""

Assim, f é continua em IR, logoem [0, a], a>0.
flx) = 2x sin (%) — cos (%) vx€R\{0}, donde f é dife-

renciavel em ]0, a[, a>0. Logo, é possivel aplicar
o T. de Lagrange & funcéo f em [0, a], a>0.

3.1

32

4.

5.1

Afuncdo f é continuaem IR", logo tambhém é continua
em qualquer intervalo da forma [1, x], x>1.

f(x)—— Vx €IR", donde f & diferenciavel em qualquer

intervalo da forma ]1, x[, x>1.

Logo é possivel aplicar o T. de Lagrange a funcdo f em
qualquer intervalo da forma [1, x], x>1.

f‘(c)=w<:>l—ﬂ<:>c e—1
e—1 c e—1

Aplicando o T. de Lagrange a funcd@o f num qualquer inter-
valo daforma [1, x], x>1 tem-se:

010 1 -

c x-1

Jeel, x[:f'(@)=——— =
—1

<:>f(x)=lnx=xC

Todavia,
l<ecx=tlddasxlox-1o) 1o
X C X C

@xT_1<lnx<x—1 e como x>0 entdo

u<lnx<x—1 =

@<xlnx<x(x—1)<:

& x—1<In(e) <x?2—

f(x)=0¢x=1V x=4 donde A(1, 0) e B(4, 0).

Como F(2, 6) pertence ao grafico da fungdo g, entdo

g(2):6<:>—12a:6<:>a:—%

g(1)=g(4)=5 donde C(4, 5) e D(1, 5).

A 4rea do quadrilatero [ABCD] é dada por
ABxBC=(4-1)x(5-0)=15.

Dada a simetria do poligono, considerem-se apenas os
retdngulos do 1.° quadrante:

As suas alturas sao, respetivamente, as ordenadas dos
pontos da circunferéncia cujas abcissas sdo

x,=02n onde n€{1, 2,3, 4} e
=v/1T—-x2=4/1-10,04n2.

A area do poligono é dada pela expressao:

4% (02xy;+02xy,+0,2xy3+02xYy,) =
=08x (V1+V2+)’3+)’4)

=0,8x (/0,96 + /0,84 + /0,64 +/0,36) ~ 2,6370
2,6370

~ 0,84, ouseja, a area do poligono é cerca de 84%
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52 Novamente, dada a simetria do poligono, considerem-se

apenas os retangulos do 1.° quadrante:

As suas alturas sdo, respetivamente, as ordenadas dos
pontos da circunferéncia cujas abcissas sdo
x,=0,1n onde n€{1, .., 9} e

2= _ n?
L=V1—x2=+/1-0,01n2 \/ 200

A area do poligono é dada pela expressao:

4><E(01><yn) 04x2 100

n=1

=04x (10,99 +... ++/0,19) ~ 2,9045

2,9045

da area do circulo.

53
a. Adreado poligono é 3,1204 .
h. Aéarea do poligono é 3,1396 .

1. PRIMITIVAS

PAG. 13

1. Asfungdes sdo todas primitivas da funcd@o f pois as suas
derivadas s&o a fungéo f.
A expressao geral das primitivas da funcéo f é:

I3x2dx=x3+c, ceR

2. G(x):fodx=%3+c, ceR, donde G(0)=1¢>c=1

donde G(x)=%-
3. F(x):(z_X)x:Z_—x:Z—l donde F'(x) :—l, tal
X2 X X x2

1\{0}

como G‘(x):—l2 em [-1,
X
Basta tomar para I qualquer intervalo contido no dominio

da fungdo G, tal como, por exemplo, = [% %]

41 J2dx=2x+c,c€lR

42 J —+c c€R
43 J4x3 dx=x*+c, c€ER
44 Jx =—+c ceR
45 J%x +c ceR

~ 0,92, ouseja, a area do poligono é cerca de 92%

4.10

an

412

413

414

4.15

4.16

4.1

~

418

419

4.20

a1

4.22

4.23

4.24

4.25

4.26

4.27

4.28

_sin®(x?)

C°35xdx=—5“3‘x+c cER

—sinxdx=cosx+c, cER

sinx dx=— Ccosx

——=+c,cER

2x-1dx=x2—x+c, cER

2
(3x2—x)dx=x3—x?+c, cER

5
(s—xz+2>dx I<§+2>dx=3ln|x|+2x+c,CEIR
x3 X

sin(2x) x3
2 —?+c, ceR

[cos(2x) — x2] dx =
(=1’
3

8
7 x=(x;1)

(x=1)’dx= +c, c€ER

+c,c€R

X X
e3dx=3e3+c, ceER

J
J
I
I
I
I
J
I
I
I
[ ax=2 4 v, cer
I
I
I
J
J
I
I
I
J
J
J

e 2x dx i e’+c, ceR
2
m—’“dx:j(lnzxxl)dx - xR
X X (Inax):31nzx><l 3
sin(30+2)dx=-289 L ov s cem
3
x —3sin(%)+2
[cos<§>+x]dx—331n(3)+2+c,c€IR
PN
(B3-1°x3x dx = u+ , CER
(e-=3¢ B
. @Bx+1)°
X + x =, +c, cE
Bx+1)'d R
(3x+1)=3 15
1)((3x+l)5
3 5
jxcos(xz)sinz(xz)dx o=
[sin®(x2)] =3xsinX(x2)xcos(xDx2x

5 , cER
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5. J(3x2—20x—5)dx=x3—10x2—5x+c, cER

o

fl)=F'(x) =3

=~

fo)=F'(x)=2x e gx)=G'(x)=3

Assim,
J(f(x)—g(x)) dx=I(2x—3) dx=x2—3x+c, cER

f'(x)=J(2x—cosx)dx=x2— sinx+c, cER

3
f(x)zj(xz—sinx+c)dx:%+cosx+cx, ceR

9. Derivando as quatro fungdes:

=sinx cosx

<sin2x> _ 2sinx cosx
2 2

<sin(2x)>' _2cos(2x) _cos(2x) _
4 - 4 -2 T

.2
=1_2%=1—sin2x¢sinxcosx
(_ coszx> :_ZCosx(—smx) — sinx cosx
2 2
<_ cos (zx)>' _2[-sin)] _
5 )~ 4 -
=2X2512xcosx=sinxcosx

Note-se tambhém que

L2
J(sinxcosx)d_x( i SlI;x+c,c€IR
sin“x) =2sinxcosx
3 4
10. F(x)=J(lnx) ax = WO eRg,
[anx?] =4(lnx)3><% 4
donde F()=—-1¢&c=—1
. _(lnx)4 (lne) 1 . 3
Assim, F(x) = 1 e Fle)= 1_1_1__1

11. Usando derivadas:
f(x)=xtanx +In|cosx| +c=

_[xtanx+In(cosx)+c  se cosx>0
xtanx+In(—cosx)+c se cosx<0

tanx + x X colzx - zg:; se cosx>0
fro)= 1 sinx <
tanx+xX———+——— se cosx<0

cosZx —Cosx

gt )_coszx

Outra maneira:

X 1
[ Zdx=faxlax . =
coslx cos2x pnmmvagaoporpanes

onde (tanx)' = z
cosZx

X X —om
—— " cos’x
) —

=xtanx — _thanxdx=

—_—

800 x f(x) g'kx) fx)

=xtanx+f%dx =

0SX (cosx)=-sinx

=xtanx+In|cosx|+c, cER

1 4 5
- 3 _ 4y2 _ — Sy _F31 950
12. F(x) I(Zx 4x2 +5x — 1) dx 2x 3x +2x x+c,
c€IR, donde F(1)——4<:c———13?
4 5 10
ta_G,3,.90 1V
Assim, F(x) = x 3x +2x X+ 3

131 Jszdx x3+c, ceER
13.2 Jsmxdx —cosx+c, cER
133 J(Zsmx+3003x)dx —2cosx+3sinx+c, c€ER
134 J(x3+x2+1)dx —+?+x+c ceER
135 Je —+c ceR
13.6 JerxZ X T e?+c, cER
2
13.7 j X _ @@+, en
X241 (=2 2
13.8 IC = Inlsinx|+c, cER
sin (sinx)'= cosx
9
4
139 “x3(x4+l)8] o= (et +1) +c, cER
et = 901 xans 36
1h
2
1310[ J(x+1)2dx Gtz _
%+1
=%\/(x+1)3+c, cER
3
13.11 Jsmxcoszxdx = _LOS X e, ceR
(cos3x)' = 3cos2x x (- sinx) 3

13.12

%

cosdxdx= Icosxcoszxdx =

= Icosx (1 - sinzx) dx= Icosxdx - Jcosxsinzxdx =
N— —_—
sinx+k (sinax)'=35in2x cosx
sin®x

3 +c,c€R

=sinx —

NY12RP_EMP © RAIZ EDITORA
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1 1
4 = 2x (1 = sin? = - 1 _[(_3 3 _
13.13 Jcos xdxmszX:lismzx.[cos x (1 = sin?x) dx 15.2 F(x) I(x—3)(x—6)dx Ix—de-'-Ix—de
= | cos2xdx — | cos?xsin®x dx
fosca | -
) 3\Jx-3 x—6
1+ cos(2x) sin”(2x)
=J 7 - I e 1
cos(2x) =2cos?x — 1 & sin(2x) =2 sinx cosx = x>7:>x_3=>0Ax_6>0 §(1n(x_3)_ln(x_6))+c
@cos%c:HLzs(w :sm !(24) = sin’xcos?x 1 3 3 6
1 (2%) 1 - cos (4x) =_§ln<§_6)”=ln<\’%>+c’C€|R
_M cos (2x _ (1 —cos(4x - -
‘sz“j 7 & J g X
N
cos (4x) =1 - 25in%(2x) & Dado que F(7)—0c>1n< >+C Oﬁc—ln_“
o sin?(20) = 1 — cos (4x) 3
2
=%x+_51n22x)_J%dx+fcosé4x)dx Assim, F(x)-ln( ) DT__ _g)+lnT4=
1. sin(2x) 1. sin(4x) _ 1 x—6 54(x — 6)
=X+ g¥t =3 - =§[ln<x_3>+ln4]=ln ~_3
3 sin(2x) sin(4x)
=gXt—p t— g tc.cER 16, 2°+5x45 _ A B C .,
21D +2) x—=1"x+1 x+2
13.14 Jtanxdx:[smxdx = —Inlcosxl+c, cER ey 2245x+5 _(A+B+Ox+@A+B)x+2A-2B-C
COSX (cosx)'= - sinx (x2—1)(x+2) (X2—1)(X+2)
13.15 J‘ln(3x) [ln(3x)><1]dx _ A+B+C=2 A=2
X [In%G30)]= 21n(3x)><— & 4{3A+B=5 &<1{B=-1
2 2A-2B-C=5 c=1
(3% 23X)+ , cER
. 2x2+5x+5 _ 1
13.16 J(Slnx COSXECOS(ZX)) dx [em(?x’]'=—Zsin(Zx)emi’f&—%inx cosx ecos2x) J.(.)Cz - 1)(x + 2) = 2 JX -1 dx = j +1 et IX +2 d

(2x)
=—eCOZ . +c, c€R

=2Inlx =1 -Inlx+1+Inlx+2|=

(x=17(x+2)

=In x+1

+c,c€R
141 f'(x)=f Lax= —+c ceR

1 171 Ix sinxdx=-xcosx — J—cosxd_x=
f(x)=J<—+c)dx=1nx+cx+d, c,deR
X =—xcosx+sinx+c, cER

___1

12 {f(1)=o {c+d:0 o d==5227 172 [xedem—xe - [—edem—xe o=

f(€)=2 T+ce+d=2 C=—el1 :—e_x(x+‘])'ce|R

1
donde f(x):lnx+ 1 e=1 17.3 Jlnxdx:xmx_JXX%dx=Xlnx—x+c:
=x(nx -1 , CER
151 f(x)= A L B x(nx—-1)+c, ¢
x—3 x-6
1 _(A+B)x-6A-3B 174 szé‘dx=x2€x—flxexdx=x2ex—<2xex_zjexdx>=

(x Jx-6  (x—-3)(x—6) =x2e% — 2xe" +2e" +c=

1

(:){A+B=0 PN A=_§ =e*(x2-2x+2)+c, cER
~6A—3B=1 _1

3
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2. CALCULO INTEGRAL

PAG. 23
18.2<3=2x<3x, VxE€R, & g) <fx), VxER,
x>0

donde, em particular, §(x) < f(x), Vx€[2, 4]

0<g() <), VxE2, ] = j:g(x) dx< j:f(x)dx

191 g(x) =1+2x onde x€ [0, 3]
8)=1egB)=7

y

gy=1+2t

=Bi15-2-6=3

el —eS=eb(e2 - 1)

efdx=[e,=

2e

—) =In2
e

- T 3"=_< \/i>=\/i

sin(x) dx = [~ cosx]
2

21.7 cos (x) dx = [sinx]" n——( D=1

0

]’ 1 ed_ 1,
28 [ evdx= [—]_1 —-T—M(e3 1)

! 1 19
219 | (B+1)dx= 4+x -4+2———1__

1

T
2 [
3 [ %
‘]
215 Jze%dx=lnx] =In(2e) - Ine=In(
J
I
I
J
2110["

2

0
B+x)dx= [5x+ ] =—(-10+2)=8

=21t—(—2)=2n+2

5
221 Jx4dx=%+c, c€IR donde %+c=0<:c=—1§
Assim, a primitiva é a func&o definida no dito intervalo cuja

expressdo analitica é F(x) =%5— %
X

1“(3)
x

c€IR donde %+c=0@c=—

22 J

Assim, a primitiva é a fung@o definida no dito intervalo cuja

ng%) ~3=3(m(%)-1)

—cos(2)] =

expressdo analitica é F(x) =

23.1 f(x):J:sin(zt) dt= [M] _ % [

= f'(x) =sin(2x)
232 g(x)= Jx et dt= [%St] x =%[e3x —e 5] = g'(x) =¥
-5 _5

X33 X8
23 h(x):jI %dy: [—ﬂ L= rw=3
1

2x
234 i(x)= J _cosy dy=[siny] z_xﬁ =sin(2)+1=
= z

= i'(x) =2 cos (2x)

PAG. 26
241 JZZ(XZ—4) dx= [%3—496]2 =§—8+%—8_—3—32
- -2
24.2 J::%dx=[ln|x|]::=—l
5 [fon(of)ar= [eos(c-5)] -
0
()
2) "2

251 Afuncdo f é continuaem ]—oo, 1] por ser uma fungéo
polinomial e & continua em ]1, + oo[ por ser uma fungéo
racional (quociente de polindmios).

Como lim f(x)=1= lim f(x)=f(1), afungdo f é conti-
x—1" x—1*

nuaem IR, logoem [-2, 4].

NY12RP_EMP © RAIZ EDITORA
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2 dx=

252 szf(x) dx= j;(z ) dx+ |

1
1

1 4
P A o1, 8 1 415
—[Zx 3]_2+[ x]1_2 3+4 3 4+1—4

26.1 ijf(x) dx=2 be(x) dx=24A

b b b
2.2 jb (f0) - 28(x)) dx = L Fx) dx — 2 Ibg(x) dx=A-2B
263 Jb(f(x)+2) dx= jbf(x) dx+Ib2 dx=

=A+['=A+2(b-a)

PAG. 29
271 | fdr= [ﬁ : =§_<_§)_E
S 31,73 3)73
! _ |5t 2] 5 _,__3
212 0(513—4t)dt—[4—2t 0_4-2_-4
n2 2t 1n2 1 3
2t = e =l ——=—=—
213 | erdt [2]0 2-5=
—3_1_1.,_16
s w=3-33+3=3

. | cos (2t)] 5 1.1
sin(2t) dt = [—T +7=73

-1
< 4
6

ola

2cost dt=[2sint]®  =1+1=2

T =
5 6

J
J
J
274 [ (eredi=le—e "D, =3
J
J
J

dt=[nfli=1-(=1)=2

~|—=

V5
NG 2
zmj L gt= [ln(”')] =ln6—-1n3)=
\ﬁt2+] 2 N 2

=11n<9) I =1nv3
203

28.1 F(x):j e*dt donde:
0

F'(x)= (J:#dr) =ex

28.2 F(x2)

[ ——
(Fog)(x) com g(x)=x2
(Fog) (0=F'(x) x 2x

Flaw) W

=(Fog) (x)=szcos (#)dt donde:

0

(Fo g)' (x) = <J:Zcos () dt) =2x cos ((xz)s) =2x cos (x8)

0 3 Z 3
28.3 J tanvtdt = —I tanv/tdt
2x 0

- F =—(Fog) (x)=—J2xtan\?7{dt donde:

(Fog)(x) com glx) =2x

(Fog) bx) =F'20) x 2
Pl 80

—(Feg)x) =— <J:Xtan\3/fdt> =—2tan (V2x)

29.3(x3—x)=0¢&x=—1Vx=0V x=1 donde a curva inter-
seta 0 eixo Ox nos pontos de coordenadas (-1, 0), (0, 0)
e (1,0).
Por outro lado, considerando f(x)=3(x3 —x), verifica-se
que f(-x)=f(x), Vx€IR, donde afungdo f & impar, pelo
que basta calcular a areaem x€[—1, 0] e multiplicar por 2.

0 4 42]°
3_de=3|X_¥| -_ (l_l>=§

I_F(x x) dx 3[4 2]71 3 -3 4,dondea
area delimitada é 2><§=§.

4 2

30.2x=2x2¢<> x=0V x=1 pelo que as curvas se intersetam
nos pontos de coordenadas (0, 0) e (1, 2).

1 1
J(Zx—ZxZ)dx=[x2—2—x3] —1-2
0 0

3 ~3=3 donde a area

.. .1
delimitada é 3

3. x2=Vx &xt=x ¢ x=0V x=1 pelo que as curvas se

x>0

intersetam nos pontos de coordenadas (0, 0) e (1, 1).
y

4_

f 3

2_

1

-2 -1
-1+

1 3
— ¥2 - Z Z_x_3 =Z_
JU(\/J—C x2) dx [Sx 5 5
1

delimitada é 3

321 sinx=cosx << x=% pelo que as curvas se intersetam

x€(0, n]
no ponto de coordenadas <% %) .
y
2..
11 y=sinx
AR CRE
_‘I--
Yy =CosXx
_2--
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J.Z(COSX - smx)dx+f (sinx — cosx) dx=
1

.l

[smx+cosx] + [- cosx—smx]n—Z\/_

—_— 0
%,_/
V2 V2
T+T_l 1+§+§

donde a area delimitada pelas curvas é 2v/2.

322 e*=—e*¢( e *=0 oque éuma equacdo impossivel

donde as curvas ndo se intersetam.

1n2
x_(—e)] dx= jo 26~ dx =

] 2(-—+1> 1,

donde a area delimitada pelas curvas é 1.

J-Uan [e_

1n2
=2I e*dx=2[e
0

323 Adrearesultade y<vx, y<2-xe y>0.

Vi=2-x=>x=02-x°' < x®—6x2+13x —8=0 (na
primeira equacao é facil verificar que x=1 é solugdo, pelo
que x3—6x2+13x—8=0& (x—1)(x2—5x+8) =0,
sendo que x2—5x+8=0 é uma equacdo impossivel).

2—-x=0&x=2

’I..

01

RRE

'3 2 3.4 2]’ 3. 1.5
— = |=x3 2| =24 _=2
ID\/)_cdx+L(2 x) dx [4x]0 [Zx 7, Rt
‘,—’%—/
% 4-2—2+%
5

donde a area delimitada é 7

PAG. 33

LEN D S B B

2
33. (x2+2x+1)d_x +x2+x| =
3 3 3
1

34. [I:sin () dt] I= sin (x2)

Box—x2=2x =3 —x2=0<=x=0V x=3 pelo que as
curvas se intersetam nos pontos de coordenadas (0, 0)
e (3,6).

3
3x2 X3

I:(Sx—xz—2x)dx=f:(3x—x2)dx= [ "3

_a 2.9 < rea delimitada & 3
=5 -3 5 donde a area delimitada é 5

inx= _ - _r
36. Dado que smx-cos(2 x) oo T eowe €08 (x 2) , 0

gréafico de y=cosx resulta de uma translagdo de vetor de

coordenadas (—E, 0) do gréafico de

2
T .
y=cos (x—i) =sinx, donde
I sinxdx=I cos(x—ﬂ>dx=J _Ecosxdx Jicosxdx
0 0 2 -3 2

b c
37. Dado que J flx)dx>0 e J f(x)dx <0, aarea pode ser
a b

b c
representada por J fx)dx — Lf(x)dx.

T
tanx| 4 — —
[e ]0 =e—1

1
cosx

1
7 ptanx

38.I € o dx =
0 COS2X  (pan) = ptan

b
39, () - 20) dx=

=2a+2b -

Iabﬂx) dx — J;Zx dx=

32’ =a2+2a — b*+2b

40.J:f(x) dx= jxdx+j dx—[x—z] +[Inx]¢

3
2 2

1
2"
4
41. Para que se possa definir J f(x) dx, afungdo f devera ser

0

continua e ndo negativaem [0, 4] .

Afungdo f é continua em ]—oo, 2[ pois & uma fungéo trigo-
nométrica e é continua em ]2, +oo[ por ser uma fungao
racional.

V3

Como xh_I.Izlf(X) =ksin <3> -5

——ke hmﬂx) 2, para

que a funcdo f seja continua em x =2 tera de se verifi-

V3 V3
car Tk_Z@k_T

Para k=£,
3
Por outro lado, em ]2, +oo[, afungdo f é positiva e

V3
=

afungdo f & continuaem IR, logoem [0, 4].

em [0, 2], para k= afungdo f toma todas as ima-

V3. (n

gensentre 0 e ——sin <—> =

3 3 , ou seja, é ndo negativa.

N|—

I:f(x) dx= J:? sin (%x) dx + J:x—iz dx=

\/_[__cos x>]2+2[ln(x+2)]:_\/_+ln<z>

0 Y

)

2l
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In@t+1]'

1
421 J02t+1dt [ 7 =Inv3

a8V
v
423 J 2 (2x sinx (x) cos (x?)) dt .=
0 [sin’(:)] =axsinx(x?)cos(x2)

v
_[sinz(xz)] 2
2 ], "a
424 JZ (Ith=1) dt =

=Il(—t— 1) dt+I:(t— 1) dt=

£ ! I ’
=[———z] +[——t] =2-2+42-2=0
2 -2 2 0

2
425 J [+t -2| dt=
-4

=I:j(t2+t—2) dt+j1

-2

= [§+%2—2t] :2+ [—ﬁ—t—z+2t]l_ + [ﬁ+t—2—2t] 2=

(—2—t+2) dt+I (2+t-2) dt

3 2 3 2
__8 64 _ 11, 8 8
= +2+4+3 8-8 3 2+2 +2+4+3+

1 1,9
+2—4—3 2+2 15

244 _
o leri—g =]t 2 set<-2Vix1
2—t+2se —2<t<1

*|12+t—2\={t2“_2 se 2+1-2>0
—2—t+2se P+t-2<0

sin (ne")] ln(%) __
0

In 3
42.6 J g )e"cos(ne") dt = [
0 [sin(re)] =ne*cos(re?) T

1
T
43.1 f(x)——+—<:>

2 _(A+B)x+A+3B
Ca D) 494D

A+B=0 . [A=—1
C3{A+3B=2cj{

donde f(x)= —Lg %

132 F(x)=j( !

x+3 x+1)dx_
=—In(x+3)+Inx+N+c, cER&

x+1
<:>F(x)—ln<x+3)+c, cER

Dado que F(0)=0 obtém-se a equagéo
ln(%) +c=0¢> —In3+c=0>c=In3
3(x+1)

_ x+1 _
donde F(x)=1n (—x+3) +In3=In

5 [ [3(x+1)]
ou+$@+ﬂ

=In

44.1 X sinx dx =

0 —xcosx+Jcosx¢t

. T
[—x cosx+sinx] =m

[~ xe™ - "‘] ———+l

443 | Inx =

1 XInx — | 1dx

[xlnx—x]f:l

44.4

J
f,
ua I‘x a s
f
J

o

azer— 2 et dx=xet - Z(xe" Je‘dx)

=[xze"—2xe"+28"]0=e—2

451 a(®)=v'({t)=2

452 Como v(2Q)=—1<4+c=-1¢&c=-5
v(it)=x'(t)=2t -5 = x(t)=t* = 5t+c, cER
=-10& c=-10, donde x(t) =2 —

Como x(0) 5t—10

10 10 10
453 [ v dx=] @x-1) dx=[2-xl;=%0m
0 0
Significa que o deslocamento do ponto P, nos primeiros

segundos, foide 90 m.

-2
16.at)=v't)=e 2= v(t) = —eTt+c , CER

Como v(0)=2<:>—%+c=2<:c=g,

__en. 5
donde v(t) = 5+
v =x'(t) = _—+g:> (t)——+5t+d deR
Como x(0)=1<:—+d=1<:>d=z,
5 .3
donde x(t)= —+2t+z

4l.a)=vt)=d=v()=4t+c, cER

Como v(5) =10 20+c=10&=c=-10,
donde v(t)=4t—-10
v()=x'({t)=4t-10=>x(t)=2t* - 10t +d , dER

Como x(0)=0<=>d=0, donde x(t)=2t*—10t.

Assim, x(10) =100 unidades de comprimento.

18.a(t)=v'(t)=cos(5t) = v(t) = , CER

sin 5(5t) .
sin (5t) (0

Uma vez que v(0)=c, conclui-se que v(t)= 5
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v0=x© =8 0 = x(0=- S )+,
deR
Se v(0) #0, entdo como x(t)= —Cozést) +v(0)t+d,

d€IR, oponto P atinge qualquer ponto arbitrariamente

+00 ou —oo quando t — +oo, consoante v(0) seja um
valor positivo ou negativo.

251
cos =~
5_7'5>_ ( 2 ) 5,
x(z 0(:) _2—5+U(0)7+d_0<:>

x(5m)=0 _M+y(0)5n+d=0

25
-1
o d=3
2
vi0) =~ 125z
Assim x(t)z_cos(St) LHL e x(O)——l+l=0
' 25 1258 25 2%72%
49.1
c. Amédiade f em [o, g] é

LJicosx dx="2[sinx]? =2
T_gde T o
2

Amédiade fem [0, 2] &

1 m I m
m[ﬂ cosx dx—zn[smx]o =

sdi s 1 ["e _1[x_3]5_§
d. Amédiade fem [0, 5] é 5—0on dx=g |3 =3

49.2 Afuncdo velocidade do ponto P é dada por f'(x).
Amédiade ' em [a, b] &:

! aLbf‘(x)

s’ =

Jf(x) dx=g(x) talque g =f"(x) b a
g =fx)+c, cER

f(b) - f(a)

=ﬁ[f(x)+c]z— b-a

50. Seja f a fungdo definida por f(t)=3cos (12) .

=) =(=0°cos (= 0?) == Bcos (2) =— (D, VIER,
donde f é uma fungdo impar, pelo que o seu gréfico é simé-
trico em relacdo a origem.

Assim, tomando x>0, tem-se que

F(-x)= _[U_X(t‘? cos () dt = - IU (#cos () dt=

-x

se o grafico de fé simétrico face a origem

entdo Jf (feos()) dt=— J: (Beos(2)) dt

J: (Bcos () dt=F(x),

donde a funcdo F é par.

[xlnx—x]f=1

52.1
e. j_aaf(x)dx j f(x)dx+j Fx) dx

se o grafico de f é simétrico face @

0 a
origem entdo J_ flx) dx =— L f(x) dx

- j:f(x) dx+ L f(x)dx =0

f. dx = — ‘ dx =—
I f(X) J fx) dx = If(x)dx IU f(X)
g J‘gf(_X)dxf(—x)=—fz),VxelR
= [(- 100 de=— [ feax =~
0 0
h. ’ - dx:— ’ d =
-[-a f&) J_af(x) xjfaf(x>¢x:-j:f(x)dx
- —Iaf(x)dx -
%;A_/

.[_aaf(x) +1dx= .[_aaf(x) dx + .[_aa1 dx=[x]",=

[ —
0

i [ rexax 100 dx=— | fdx =0

fl=x)= f(x) Vxe\R.[ _a

52.2 Porexemplo, f(x)=x3—x e a=1.

J; o3 — x| dx=J_01(x3—x) dx+J01(—x3+x) dx=+

jg g6 — f(x)] dx= j 2

r
3

w3 w‘;,

b
54, U 500 — 00 dx| - Kb -a)

J:k dx|=|[kx]b

NY12RP_EMP © RAIZ EDITORA
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55. As equacdes das retas que contém os lados do quadrilatero
sao:

Reta AB: y=—%x+2

Reta BC: y=2x—5

Reta CD: y=%x+4

Reta AD: x=0

A medida da area do quadrilatero é:

I.[

1 °1
—x+4—(——x+2>] dx+j [—x+4—(2x—5) dx=
3

5 3 5
3 5

= [ix2+2x] + [—ix2+9x] =12
5 0 10 s

56. Sejam f e g asfuncdes definidas, respetivamente, por
3

f)=x2-3x+3 e g(x)=—%x2+3x—i.

f)=gx) & x2-4x+3=0=x=1Vx=3

Ij [g(0) = f(x)] dx= [—x;+3x2—%x] =2,

3
1

donde a area delimitada é 2.

TESTE - PAG. 42

1. F'(x)=3x" e G'(x)=2x, donde as funcdes F e G
sdo primitivas, respetivamente, das fungdes f(x) =3x"
e glx)=2x.

21 Jng(x) dx:3jg(x) dx=3[G(x) + k] =3 sinx+c

22 jf(x) +g() dx:jf(x) dx+jg(x) dx=
=FX)+a+Gx)+b=e"+1+sinx+c

23 FO)=e"+1=2

3 j(hl dx={Ldx+2 [xSdx=

)y xs) ,[x + Jx dx

1

2%

-4
=Injx|+2x % +c=1Inlx| -

~a +c, c€ER

! 1 4 4
4, Iﬁdx=[F(x)]I=[\/)_c]1=\/‘T—\/1_=1

1

1
5.1 jidx=5jx‘%dx=5x“ +o=
Vx —g+1

3
=%\/}7+c, ceR

5.2 j(x3+5x—i2—iﬁ) dx=
X X

=ij dx+5[xdx—4fx—2dx—jx—5 dx

4 2 -1 —4
X X _gaxX __X
—4+5x2 4><_1 _4+c
1,524, 1
—4x +2x +x+4x4+C’CEIR
4 2 4
6. [f(x)dx:jf(x)d“ff(x)dx:
0 0 2
2 ' 1t 8 44
|42 — | X 21" _0_ _4=17
—jxdx+£2xdx— 3 D+[x]2 3 0+16—4 3
~ X ~ Xe%_1 _l X y— ~ X ~
1. a(x)—Lf(x)du—J; 3 du—3<J0e2du L1du>—

=3l<[2€%]:; - [u]ﬁ) = %(Ze%— 2- x) =§2<e%— g_ 1)

4
2

8.1 I (x+cosx)dx=fxdx+f cosxdx=
0

0

T
2

0

[NE]

2
X

2

T
i ]2 = 2
: +[smx]u 8 +1

In(2)
8.2 J (¢*sin (ne™)) dx

0

(=cos (neZX))' =_21teZX sin (me2:)

In(2)

_L 2 - 2x _i_ 2x In@
= .3[ (21te sin (re ))dx—m[ cos (e )]0
=i(—cos(4n)+ COST) = 1
n T
i x B
2 = |— —_—— =
9.1 Jl(x +1—x)dx= THx 2]_1
8,9 9 1, 4,18
—3+2 2+3+1+2 2

11
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92 Vx=Vh-x—=x=4-x<x=2

Como x =2 verifica a equacdo anterior, os gréficos de
y=vx e y=V4—x intersetam-se no ponto de abcissa 2.

[ (- () e [ (75 (-}o)) -

[ (Fpars (-7 ) o

1a : T4
rox (B-x" 1x
ol iyl B T Y
+1 ~++1
0 2

4

=

N|—

2
4

22 2
=[Zx\/9_c+x—] +[—Z(4—x)\/4—x+x—
3 8!, 3 8],

_Ap 145 18
—3\/f+2+2+3\/— 2—3\/f+2

NY12RP_EMP © RAIZ EDITORA
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’ 31 b=-2
Nudmeros complexos _ ,
W+i=-2&i=-12
A A 4a=i<:>a=_—12=—3
DIAGNOSTICO - PAG. 46 4
) ) ) c=axb=6
11 (V3-v2) =3 +V2 - 2xV3x V2= d=—b+c=2
=3+2-2V6=5-2V6 e—axd=—6
2 f=3+e=-3
12 (VB+V2) =VB +v2 +2xVBx V2= heaxf=9
=8+2+2V16=10+2x4=18
g+h=4&g=-5
13 (VI-v3) (V3+VT)=vT —V3'=71-3=4 32 D(x)=—2x*— 4x3+3x2 — 5x + 10
, dx)=x+3
14 (VI-v3) (VT+1)=vVT +VT - V3xVT-V3= Q(x)=—2x3+2x2—3x+4
=7+V1-V21 -3 RG)=—2
2 2
15 (V2a-va) (V2a+Va) =v2a - Va Syla-a=a 4.1 0 polindmio é divisivel por x — 1 se uma das suas raizes for
, , , 1, peloque P(N=0=1-k=0&k=1.
16 (V15a+v3b) =V16a +V3b +2xV1BaxV3b = 13
b0 42 P(-D=01B+2%k=0 k==
=15a+3b+2, /45 ab
9x5
. i =>-2.
—15a+3b+2x3VEab 5.1 Semiplano fechado, donde x 2
.2 ipl fini <1.
— 150+ 3b+6vEaD 5.2 Semiplano aberto, definido por y
5.3 Dado que a reta é a bissetriz dos quadrantes impares, tem-
5 2\° 10 1 2 -se 0 semiplano aberto definido por y>x .
(Vaz) xVoxa (aS) x(bxa)’ _a®xb’xd , , o
17 \3/2— = T 2 5 5.4 Interior do circulo de centro na origem do referencial e raio
b xa® (b2 x as)? b*xd’ 2, definido por x2+y2<4.
1 0,25 1.2
—a%xbié @2xa —ax 3a at iyt 5.5 Dado que a reta é a bissetriz dos quadrantes pares, tem-se
- - ! - b o semiplano aberto definido por y < —x intersetado com o
b circulo de centro na origem do referencial e raio 2, pelo
3 . que o dominio plano é definido por xX2+y2<4 Ay <—x.
1 1. 4& V& . )
21 =177 34 5.6 Exterior do circulo de centro no ponto de coordenadas
V& 5 g (1,—2) eraio, definido por (x — 1+ (y+2)*>1.
ad=a 6.1
5 2 y }
22 V= 2a+1 _ v(1—a)2=(1—a)5= : :
' g awn-ai0-iF /]_g a a)% :
R of 1 2 3%
=(1-a)® *=V1—-a=—-Va-1 :
=il '
23 a _ a(\/a+2 —\/f) _ :
C Va+2+v2 (Va+2+V2) (Va+2-v2) 6.2
YA
:a(va+2—\/§):a(va+2—\/§):m_\/§ 51
Va+2'-v2'  ar2i-?
24 a — a — G.X\/E - 1
g Va+Va® Va (1+va?) Va(l+a)xVa
s —_— : :
E: (1+a) -1 O 1 X
e __ava _+Va
& a(l+a) 1+a

13
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6.3 6.8
Vi Vi
27 L
14 ;
+ +—>
-n 0 X
5 /o 1 x AU
T
6.4 - .
?))/ 1. INTRODUCAO AOS NUMEROS COMPLEXOS
21 PAG. 54
’| L
é X 1. @, b)+(c, d)]+(e, f=(a+c, b+d)+ (e, f) =
= ((a+ C) e, (b + d) +f) assucialivﬁade em R
=(a+(c+e), b+ (d+f))
=(a, b)+(c+e, d+f)=(a, b)+ [(c, d)+ (e, )]
6.5 S
Vi 2.1 Anpartereal é 4 e aparteimaginariaé 5.
3
LT T 2.2 Anpartereal é 4 e aparte imaginariaé —5.
RS R
14 N 23 Apartereal ¢ —4 e aparteimaginariaé 5.
[ o R
2 _5_1 107 5 rx 2.4 Anpartereal @ —4 e aparte imaginariaé —5.
3.“ 2-1, 191 2 ".3
2 31 Re(2)=4 e Im(z)=—3.
3T 2
32 Re(2)#0 e Im(z) #0.
6.6
_%,“ 4, z=(Q2+1)+(B3—-2i))=5-1i. Entdo, Re(z)=5 e Im(z)=—1.
27 “\‘ 5. Reais sdo os nimeros —2 e 2 e imagindrios puros s@o os
F T b niimeros —2i e 3i.
-3, -2-1, |01 2 ;3%
ol o 61 a2-1=0<a=-1Va=1
s 62 3a+2=0<:>a=—%
67 71 (0,2)=2
72 (2,0)=2
723 (1, )=1+i
2\_1_2;
14 (1, —3>—1 3l
75 (-v2, n)=—V2+mi
76 (4, V3)=4+V3i

NY12RP_EMP © RAIZ EDITORA
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8.1

8.2

83

84

85

8.6

z+w=0,1)+(1,0=1+i
i 1
zxw=(0, 1)x(1,0)=i

—_— —
i 1

z+w=2,1)+(0, -1)=2

[ N —

2+ —-i
zxw=(2, )x (0, -1)=-2—-=1-2

- ]
2+1 —i -

z+w==-2—-1+1+2i=-1+1

zxw=(-2-)x(1+20)=-2-4i—i-2{ =-5i

-1

z+w=\/f+%+i=\/§+%i

- 2
zxw=<\/f+%)xi=\/§i+%=—%+\/§i
z+w=—l—2i

2

zxw:—%x(—Zi):i

121 z, - 32,=2 - 3i —3(=5() =2 — 3i + 151 =2+ 12i
122 2= izy=2+3i —i(=1-20=2+3i+i+2 {* =&
-1
123 —2z;+iz, — 2z, X 2, =
=—2(=3+0)+i(2-3) — (=5) (- 1+20)
=6-2i+2+3-5—-10=—1-5i

13. P,(1, =1) e P,(3, 2)

Dado que [P,P,| éum dos lados do quadrado, basta usar

um vetor perpendicular P,P, (2, 3), com a mesma norma

que P,P,, para obter as coordenadas dos outros vértices,
pelo que se tém duas solugdes possiveis:

* Tomando o vetor (=3, 2) L P,P, tem-se P;=P,+ 1,
com coordenadas (0, 4), e P,=P,;+ @, com coordena-
das (-2, 1), donde z;=4i e z;=—2+1;

* Tomando o vetor (3, —2) L PP, tem-se Py=P,+ 1,

com coordenadas (6, 0), e P,=P,+ 1, com coordena-
das (4, —3), donde z,=6 e z,=4—3i.

141
-1-i Irn(Z)
(2.1, _ 1
zxw—<—+—z)x(—1, -1)= +
373 ) T I
—1-i 4
BT PR PP T BamaCER
_3le .
91 (4+0' =8+ 2 +8i=15+8i T -3l =Vit+(-3f = V0
-1
92 (+1P—G—-1=G+1+i=D[i+1-(G-1)]=4 142
Im(z)
PAG. 61 ,1
" 20l Re@@)
101 Re(z)=—2 t
T |—2+i=V(=2/ +12=15
10.2 Im(z) =3
143
103z=-2-3i Im(z)
4
104 |2l =V(=2/ +32=V13
ol Re)

1.

Seja z=a+bi,a, bER.

1.1 zxZ=(a+bi)(a—bi)=a?— (bif =

12 2=+ b=+ (=b} =

2
=a2-b* Z=a’+b’ e Vaz+b? =1zl
hnod a+4+b" >0

-1

(-bf>0

4| =V0?+ 4% =4

Va2 + (- b)22= Iz

15
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144
Im(z)
1
-5 o Re(z)
T |-5|=V(=5F+02=5
151 Zz==1+ie —z=1+1

152 Z=—-5-2e —z=5-2i
153 Z=4+2i e —z=—4+2i.
154z=V2—-ie —z=-V2-i.
155 Z=—z=1i

2

156 z=7e —z=-17.

a,beR.
z+z=a+bi+a-bi=2a

16.1 Seja z=a+bi,

Umavez que 2a €IR, entdo z+Zz é um nimero real.

16.2 Seja z=a+bi, a, bER.
z—Z=a+bi—(a—-bi)=2bi

Uma vez que 2bi é um imaginario puro, entdo z—2z é um
imagindrio puro.

171 Re(z)=-2 e Im(2)=1.

172
Re(2)

173 Izl =V(=2/ + 12 =5

181 z—w=3-4i-Q2-)=1-3i

182 z+w=3-4i+2+i=5-31

183 w—zxw=2-i—-B-4)2-0)=
=2—-i—-6+3i+8+4=10{

19, z,xZ; —2,=(=3V + (=1 — (2 — 6)) =8+ 61,

|Z||z

donde |2y %z, — z,| =V82+62=10.

PAG. 65
1 1-i 1—i _1—i_1 1.
201 ——= = 1= 1 1
T+l (Q+00-0 2_g 2 2 2'
-1
1 1+i T+ _1+i 1,1
202 — = e 1.1
T—i (-00+) -z 2 277
-1
203 1 _ V3+2i __V3+2 _
V3-2i (V3-2i) (V3+2) 3 (2}
_V3+2i_V3, 2, B
1T 77
211 2, x2y= Q2 —8) (=3 — i) =—6— 2 +12i — 4=—10+10i

21.2 2, x2z3=(2 - 4))(-3)=—6i — 12=—-12 - 6i

213 z,xzy= (-3 - ) (=3) =9 —3=—3+9i

zy 24  (2-4)(=3+1) —6+2i+12i+4 _
214 2= = : ~= > =
z; =3-i (=3-0)(-3+1) (_3)_ﬁ
_=2+14i_ 1, 7. -1
=719 - 575
5 A_2-4i_(2-4D3i _6i+12_4 2,
Tzg =30 (=3i)3i 9 3 3
16 Bo =3 __—31Q2+4) _—6i+12_12-6i_3 3,
z1 T2-8 2-4)Q2+4) 2_(gf W 5 10
21 zy+2,=—1+3i+3-i=2+2
222 zy—z,==1+3i -3 -1)=—4+4i
223 z;xz,=(=1+30(@ - ) =-3+i+9+3=10{
g9n B =143 _(“1+30B+0) _-3-i+9i-3_
Tz 3-1 (3-0)B+D) 3
_—6+8_ 3 4.
710 57
225 Dado que z;,z,#0, tem-se
a_zxz_ 2% (1430 _1-9-6i_ 4 _3,
Zi )Xz |z1|2 (=1P+32 10 5 5
Z, %% % B+ 9-146i 4 3.
Z, 2,%2; |z R =T 5755
2 HXn |z 3+ (=1)
Entdo,

= 2
Febde (44 (o8- (18-
Zizy z1 Zy 5 5 /\5 b 5

2 .

16924 7

25t 25 "% 5L

NY12RP_EMP © RAIZ EDITORA
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22.6

23.

24.

25.

26.

21.

281

28.2

—Z (Z' +Zz) P

=48

(+if
i (1=-00+0)"

114202 _
-2 2

donde Z=ii.—1—_%—l—( 0)=2i.
—i 1+

__w ___ A4+3 _
2z+1 —2-2i+1

_A+3 _A4+30_
-2—i 2+i

_@+30(2-10) _8-4i+6i+3_11 +2;
TQ+002-0) 0 2-2 5

U'|

z=1-i-il)=-i(1-) <=

2

S —dz=—itit e z=—1-1

Seja z=a+bi, a, beER.
i-32=z&i-3@+b)=a-bi&

& -3a-a+i-3bi+bi=0¢ —2a+(1-2b)i=0

—2q=0 __Ja=0 1
<:>{1_2b=0c> b:%,dondeasolugéoé szi'
1__2z _z _a=bi__a __b j
2 zZXZ 1,2 @2+b @2+ g2+ b

|zI” a?+b” a’?+b° a’+b

1 nao € um ndmero real nem um imaginario puro pois

N

Re(1>¢0/\lm<;>¢0, uma vez que, quer a, quer b,

sdo nimeros reais ndo nulos.

1. _1_z-z _ -2
Z Z ZXZ z-z=-(G-2=-2Im@) a2+ 1
zxzZ=lzl
1 1.1 =2i|_1 2 __1
Assim, |2 —21=2 ‘a2+1 2 501 29
|-2il=2
S a?=3&a=+V3.
1,1 _z+z 2a
—+==
Z 1 Z 7 ZXZ weted al+ 1
2=z
_ _ 2lal 1
Assnm, ‘_ ’a2+1 Shae1 29
|2a\2\a\
_a’+1 _a?+1 __a+1
& lal= - Sa=——Va=-=
Sa2-4a+1=0Val+4a+1=0

< a=2+V3Va=-2+V3.

—(=1+30)(2-2)=2-2—-6i—6=

2 Z=k—z (k-=D(1-20) k- 2kz—z—
' 1420 (1+20)(1-2i) — (i)
_k=2 2k+1.
5 5
|z|=l¢>’%—2kT+1i‘=1<:>

k—2\ (_2k+1>2_
‘:’\/< 5 >+ 5 ) !
< V5K +5=5=5k*+5=25< k=12

Como 5k*+5>0, os dois valores de k s&o solugdes.
PAG. 72

30. eit+1=cosmt+isint+1=0
-1 0

3N1z=-2-21
lzl =V(= 27 + (-2 =22

Com 0=Arg(z) €]-n, w] tem-se

tan9——2 1 9__3_15

- 2 0 afixo de z € 3.° quadrante 4

(o
Assim, z=2\/§e( 4>.

N2 z=-1+1
2l =V(=1f +12=v2
Como 6=Arg(z)€]-n, n], tem-se
tan9——:—1 9_3n

-1 0 afixo de z € 2.° quadrante 4

.3n
3n
Assim, z=V2e*

N3 z=1i
2l = Vo2 + 17 =1
Como 6=Arg(z)€]-n, n], tem-se 9=%.
Assim, z=e%.
34 z=-3
|zl =V/(=3F + 0 =3
Com 0=Arg(z)€]-n, «], tem-se O=m.

Assim, z=3ei" .

N5 z=—4i
|zl =V0?+ (-4F =4
Com 6=Arg(z) €]-n, 7], tem-se 6=—2.

2
Assim, z= 431(7) .

17



RESOLUCOES NY12 — NC12

32. Com 0=Arg(w) €]-=n, n] tem-se
V2
2 T
tanf=—-=—=-1 O0=—-=
ﬁ 0 afixo de w € 4.° quadrante 4
2

33.1z=2\/§e —2\/_<cos—+zsm7Tn> =
_zf<\f—z£> 2-2i

332 z=\/§e_%i=\/f [cos (—%)H‘Sin(—%)] =

cos(—ﬂ):ﬁ
1)772
Vi(2o2) i 3=
333 z=4em=4(cosT+1 SiNT) = 4= =—4
sint=0
334 z=2¢ ©'=2 [CoS(‘E> +1sin <—E>] -
2 2 cus( T)_o
2
:2(_i)=—2i sin(—%):_1

335 z=2e§l= 2 (cos£+ i sinE)
3 3/ e

N,
33.BZ=\/§€6=\/§<COSH—n+lSIn”—TC> o=

6 6
A1)

—1
34.1 —%e l-n, :>Arg(3e_§l> = —%
M2 —ngl-n, n] = Argle™)=n

343 —%]—n 7] zArg(Zegn)

191:[
34419—n$]—n n]ﬁArg(S >=%

345 Com 0=Arg(V3-i) €]-n, n], tem-se

tan9=_—1=—£ 6=-L.
\/§ 3 0 afixo de V3—i € 4° quadrante 6
346 Com 0=Arg(-2-2)€]-n, n], tem-se
tan6="2=1 = g=-3
-2 0 afixo de —2—2i € 3.° quadrante 4~

34.7 Com 0=Arg(4) € ]-n, n], tem-se 6=0.

348 2né¢]-n, n]:Arg(zeZm) 0

351 Com 0=Arg(-1)€]-n, ], tem-se O=m.

35.2 Com 0=Arg(3i) €]-n, «], tem-se 9=%.

353 Com 9=Arg(i—-1)€]-=x, ], tem-se

tanezl:—1 9:3_1t_
=1 0 afixo de i — 1€ 2.° quadrante 4
36.1 z, =Sel(7€) =3 [cos (—%) +1isin <—%)] =

=5 [ i5n o

=3 (cos9 +1 smg—n) =z,

5 5
=P NG o] 5
362 —z;=-3e ’ =3e"xe * =3e = 3e
= Yelr
z_,=3€§l
3. z=-1+2

lzZl =V(=1f+22 =5

Com 6=Arg(z) €]-=, =], tem-se

tan9=_i=—2 =

1 0 afixo de z € 2.° quadrante

Assim, z=/5 ¢i203

8. |z|=V(-2P+22=2V2

Com 6=Arg(z,) €]-=n, n]; tem-se

tang=-2 = —1 -  g=3K,

’
-2 0 afixo de z € 2.° quadrante 4

O=tan~'(=2) + T~ 2,03;

3y
Assim, z,=2V2e"

3n 13n;
381Z|XZZ—26 x2\/_e —4\/—6(3 4>—4\/_ 2!

z_ e _ 1 (5% V2

382 —= =——e
z 3 2
2 2v2e! V2
1t—3—n1 I
383 -1 e V2 R _Va
zz—l S 7
2e
384 2=1 e _Viet
A I R V2
— z_V2 -5 e
Zy zz_Te 2

; 3n;
85 2 x5=2¢" x2V2e * —4\/_6( )—4\/_6
fail
= T =u= 2 — 2
app Z%7 _ Bz ><z2=|z1| xz2=<ﬂ __
' Zy =z 22XZ_2 |ZZ|2 IZZ| 2

2 \? Vi 3 V3 - Sy
=[—=) x2v2e * =V2e *
(Ni)
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& 5 5n
39.1 z=3e3=3<cos—n+zsm ) =
3 3 COSER’C

%
smsl-mn( %):—?
=3<1_i£)=§_Mi

2 2 2 2
51

392 z=3¢° =3¢ ° , donde |z

-5 n-T)i 2n;
393 —z=(-1)xz=emx3e ° =Se( 3 =3¢°

2
3 3\/'> (3 3\/§.>
_3 3(2 2 AVART

BRI

39.4

3<9+M1_%7> —3<—E+Mi>

ORCOIRE

2 _27V3. 2

I R 3v3,

com = Arg(—g—ﬂa €l-=n, n
2 2
_3V3
2 _ T
tem-se tanf=—=—=—+/3 g=_T
_ § 0 afixo de z € 4.° quadrante 3
2
Concluindo, =3z Sei<_§)
PAG. 75

401 \/feis X \/§e

mo n, o),
102 26 w30 28T g iy
3 3 R
M1 1 . =§e_§1 , que ja esta com o argumento principal,
V2e®

pois —%E]—n, .

=3e Arg(z):—%e]—n, 7).

=%¢ *, quendo estd com o argumento principal,

pois ——GE] n, m.

n); )
Todavia, —7———21'C+— donde e( 4> =e(4) ,
4 4’
ou seja, 1_77::%6?.
ZelT
3

i n_m),; 5,
21 2=Y2e _av2 ) gyae

2 8 i le
425 z23=( e3> =le(3 %) lezzn—z'—7ew

1
3 27 27
2n 100 -200m 2n
e R T4 1 55 _ 1 &5
42.6 22100—(§e > —Wel(lo')x:%) 31003 —WE
PAG. 76
2 " .5
15 2,59 _ %
831 zz,=2e° xzes—i =e’
2n
3 2n_n m;
432 ?=Ze—n=4e(3 Uy
2 1 7%
7€
-z,(z1z
33 1 (27) -z, <'—>:—zlle |z1|
2y 23
==2'=—4=4em

-1

42 #2222 <i2>21=—1

1

—

-1

443 29— 2x10_ <i2>”0=1

444 = xi=i
1

45 #B= i x # =—i
i -1

19
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146 P="xi=—i

-1

45, 2=@+)'= GB+if x@+if=@+6i=
LA
9—-1+6i=8+6i

=64 — 36 + 967 = 28 + 961

Z5=274xz=(28+960) X (3+17) =84 + 28i + 288 — 96 =
=—12+316i

46. |1 —\/§i|= \/12+ (\/§)2=2; por outro lado, sendo 6 um

argumento de 1 —v/31,
tem-se tanf=—v3 =  0=—L+2n (k€D);

Afixo no 4.° quadrante 3

(5)

entdo, 1 — \/§i=26i . Portanto:
L sie” _3e%® _3 (505 _3 %
VAl () 2 2
e

4r. ,l

—_—i ) [ , ,
47. w,xw,=23e’ xgem=e e este produto € um namero

real quando %nﬂx:kn, kEZ@a:—%+kn,keZ

@a:%’ukn, kezZ.

_ 5t R A
481 w=3cos (—3 )+3z sin (—3 )—
S

o ) ion ()]

_ 3008 (%) + 31 sin (5% i}
w=3 cos( 3 )+3zsm( 3> coss—"=co_s<—1[-)=
3 3

_axlisi _ﬁ>_§_3\/§ :
—3><2+31><< 5 ) =3 2 i

w (e
48.2.a 3e® =3e'® =3¢’ xen donde, por exemplo,

2
w;=3¢° e w,=em.
2n.
Tnl 2n;

5m; £n
482 3¢® =3¢ gonde, por exemplo, w;=3e* e wy=e~.

- mi

48.3 Seja z=zle® .

zxw=|zlel® x3e” =3|zle ,

e este produto € um imaginario puro quando
0+ =Liin, keZ = 0=2-Tsin, keZ

@9:-%‘+kn, keZ<:6=%n+kn, kez.

2 et (0-3)

T = (e0) = git0 %i

49.

’

5
i=e

e este quociente é um imaginario puro quando

46-F=0+kn, kKEZ S M9=0+7+kn, kEZ &

@9=%+k%, k€Z<:>9=k%, kez.

50. Seja z=|z|et.

Z=lzle~® e —z=—|zle® = (=1) |z]ef = |z]ei+m),
=Y
e
_ 77 =|z|el0+m —i0 = | 7|2l +1 - 0) = | 7|2 pin
donde —zZz=|zle x |zle—10=|z|% =lzletr.
Dadoque n€]-n, ], Arg(-zZ)=m.
z‘%" &

51.1 w2=<e =e " =e", cujo afixo é o ponto A.

)
3
< ) =e*, cujo afixo é o ponto B.
T 4
wh= (eli> =eim, cujo afixo é o ponto C.
5
( ) =e , cujo afixo é o ponto D.

51.2

Circunferéncia de centro na origem do referencial e raio 1.
51.3 |eif] = |cos 6 + i sin6] = Vcos26 + sin?0 = V1 =1

521.a A(0, 1) e A’(=1, 0), donde a amplitude dessa rotagéo
LT
e 5.

A(0, 1) e A”(0, —1), donde a amplitude dessa rotagéo é .

A0, 1) e A"(1, 0), donde a amplitude dessa rotagdo

. 3n
e
52.1.b z, =e? tem afixo A;

i(ﬂ + 2—") an

2 6 .
1=e’ ¥ =e® temafixo B;
(I 2n A
i+ ik
ti=e'® 3)=e ® temafixo C;
n, T
i(5+3)

=eim tem afixo A’;

NY12RP_EMP © RAIZ EDITORA
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w, = ei(%+§) = ei%n tem afixo B';

ty= e @) = ei%n = e% tem afixo C';
Z3= ei(“%) = e%n tem afixo A”;

Wy = ei(%+%> = ei%n = e% tem afixo B”;

(m, T 51
‘(3*2) s

t;=e =e " temafixo C’;
G

zy=e =ein =0 tem afixo A"™;
i(E+T) &

11)4=e(6 Z)=e ® tem afixo B";
5n,.m 4n
i+ i

t4=e(5 Z>=e3 tem afixo C".

3
5
ZZB — (em) = el =i w23 — (e 3 ) = eibn = pin

T

v .
e t23=(e3> =em=—1

2m

3
N3 B Ly . B
243:(610) :elU, w43: (e 3) = pl2n = il

An

3
r . »
e t43=(e3) =eitn =il = |

Conclui-se que, em cada tridngulo, os cubos dos complexos
cujos afixos sdo os vértices, sdo iguais.

52.2.a Na alinea anterior conclui-se também que:

¢ Os cubos dos complexos cujos afixos sdo os vértices A,
B, C, A”, B” e C’ sdo i, donde as poténcias de
expoente 6 destes complexos s&@o os quadrados de *i,
ouseja, —1=er,

¢ Os cubos dos complexos cujos afixos sdo os vértices A’,
B, C, A", B"e C"sdo =1, donde as poténcias de
expoente 6 destes complexos s&@o os quadrados de %1,
ouseja, 1=e0,

Conclui-se assim que, no hexagono regular [AC'BA"CB'],
as poténcias de expoente 6 dos complexos cujos afixos
sdo os vértices, sdoiguaisa —1=eim,

52.2.b Na alinea anterior ja se concluiu que as poténcias de

expoente 6 desses complexos sdo 1=e®0,

52.3

RESOLUCOES NY12 — NC12

Um poligono regular com 12 lados, ou seja, um dodecé-
gono regular.

Dado que as poténcias de expoente 6 dos afixosde A, B,
C, A”, B’ e C" sdao —1 e as poténcias de expoente 6
dos afixosde A’, B', C', A", B" e C" sdo 1, o menor
expoente natural que origina poténcias iguais para todos os
complexos cujos afixos sdo os vértices do dodecagono
regular é 12, pois (:l>2=l2 .
z wb

PAG. 81

53.1

53.2

54.

As raizes clbicas de z; s&o os nimeros complexos
x
4y

(o
w,=v3e® ' ke{0, 1,2 &

i(Z o 2mk
c)wk=\3/§e('z 3), ke{o,1,2}:

AT

T 3
3 97 3 vy 3 =T
wy=V3e"”, w;=V3e" e w,=Vv3e "

As raizes quartas de z, sdo os niameros complexos

(4_1[ >
| 3, 2nk
g+

w,=e ,ke{0,1,2,3 =
(5+%)
Swe=e ,ke{o,1,2,3}:
fud i An n

3 6 Sewg=e .

3n

z= (2 e%>3 =8 eiT

As raizes clbicas de z s@o os nimeros complexos

3n

|5, 2mk

we=v8e'’ °/, ke{0, 1,2
i T4 21k

<:>wk=2€(5 3),k€{0,1,2}.

131

a3n

As restantes raizes cibicas de z sdo w;=2e
-23n

2z
e wy,=2e".
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55. Dado que os vértices do pentdgono regular s@o os afixos
das raizes quintas de um determinado nimero complexo,
os restantes vértices sao os afixos dos complexos

%)

il A 23 29
=2e"®, wy=2e", wy=2e" e wy=2e"

w,=2e , ke{1,2,3, 4}, ouseja, dos complexos

56.1 Séo os afixos dos complexos

z(a+M)

wy=re L ke{l, ..., n=1}.

56.2 E n, uma vez que cada um dos w, & a raizindice n do
mesmo nimero complexo.

571 =2 z=v2 &

2=2ei0

& z=V2e0= \/_e<0 W),kE{O,...,B}

<:>2=\5/5617’ ke{0, ..., 5}, ouseja, as solugdes

r .21 An 5
- 6 y 6 i 6 = 6 . 6 i 6 =
sd0 V2e, V2e® e V2e?; V2eir, V2e® e V2e?
Os afixos dos complexos solugdes da equacdo anterior sdo

os vértices de um hexagono regular, com centro na origem
do referencial, no plano complexo.

57.2 Um hexagono regular decompde-se em 6 tridngulos equila-
teros de lado igual ao lado do hexagono que, por sua vez,
pode ser determinado pelo médulo da diferenca de duas
solugdes consecutivas da equacao anterior:

)-47-

_‘C@(lﬂ'ﬁq)‘

\/_e —\/_el" —|\/_ cos +1sm

)5

2 2

_$ 1
=2 :

(34 (9) -

1ei=n

1

A érea de um tridngulo equilatero de lado [ é dada

2. T
porlsms_lz\@

, donde a area do hexagono regular é

2 4
2
6 (V2) xv3 3V2v3
X = .
3 2
5s1z=—3§+z—

Com 0=Arg(z) €]-n, n], tem-se

3
tanf=—2_ =—ﬁ p=51
—BQ 3 0 afixo de z € 2.° quadrante 6
2
51:
Assim, z= 3e°

Dado que os vértices do hexagono regular sao os afixos das
raizes sextas de um determinado nimero complexo, o ponto

-

B éo afixode 3e —3¢? —(0 3); oponto A éo

afixo de
(3-5) T n\ _3V3
3e —32 =3 cos€+1sm€ —T+1§
V3 1
2 2
=(ﬂ,§>; o ponto D é o afixo de
2 "2
(5+%) _, 0% n m\_ 3V3 3
3e —3e =3 cos?+zsm? __T_lf_
V3 _1
-3 !
<—¥, —%) o ponto E é o afixo de
(mem)
3e'® */=3e2=(0,—3) eoponto F éo afixo de
3, 2 A
39(2 ‘) 3e ® =3[ cosHE 4 sin U\ =
6 6
V3 _1

58.2 Dado que os vértices do hexagono regular sao os afixos das
raizes sextas de um determinado ndmero complexo w

51
tem-se que w= zﬁ—<3e ) =729e5m=—729, ou seja,
z26=-729.

\/a2
59.1 z2+z+1=0<:>z=‘1% H@z:#@
_—1+iV3 1 VB, 1 V3.
AR B R B A R B

592 284+22=2 (z-1)(22+22+2) =0 &
& z=1VzZ2+2z+2=0

<:>z=l\/z=7_212' -4
<:>z=l\/z=#

z=1Vz=-1+iVz=-1-1
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593 222 — 6z+29=0 ¢ z=0% ”4‘196 <:z=6i414i<:>
_3.1.,,.3_1.
<:)z—2+21\/z—2 21

59.4 28+222+52=0¢>z(22+2z+5)=0 &
< z=0Vvz2+2z+5=0

@ZZOVZ:—Z’—'T v—16
¢>Z=0\/z=_22i4i

&z=0VvVz=-1+2iVz=-1-2

%@22=5\/zz=—3<:>

595 z4-222-15=0¢ z2=
Sz=+VEVz=+tV-3

< z=+V6Vz=1+V3i

596 i3 -22-2=0=(z-1)(iz22-2z-2))=0 &

<:>z=i\/izz—22—2i=0<:>z=i\/z=2127 Vl“‘
(:>z=i\/z=2i.2i
2i
®z=iVZ=;i=L;m:1 —i\/z=1—fi=—1 -1
i —i i
PAG. 83

60.1 Circulo de centro no ponto de coordenadas (0, 0) e raio 2:

Im(z)
2

D,
NV

60.2 Exterior do circulo de centro no ponto de coordenadas
(0, 0) eraio 1:

Im(z) |

60.3 Coroa circular definida pelos circulos de centros no ponto
de coordenadas (0, 0) eraios 1 e 2:

Im(z2)

/T
N\

60.4 Semirreta de origem no ponto de coordenadas (0, 0) e que

passa nos afixos dos complexos de argumento Z?n:
Im(z)
2n
3
@) Re(z)
60.5 Semiplano aberto definido por y > ? X
tan (%)
Im(z)
—‘ 6
|0 Re(2)

60.6 Intersegd@o da semirreta de origem no ponto de coordena-
das (0, 0) e que passa nos afixos dos complexos de argu-

mento % com o circulo de centro no ponto de coordenadas
(0, 0) eraio 2:
Im(2)
2-
O“ "\
TN
/ 3 32
| 0 ‘Re(2)
\ :
- x
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V3

60.7 Intersegdo do semiplano aberto y>—-x com o circulo de

3
centro no ponto de coordenadas (0, 0) e raio 2:

Im(z)

611 |z, —z|=11—il=V2

ll iE . .
612 |z,—z|= |e“ —e5|= |cos£+ism£— cosE—ism%‘ =

4 4 6
V2 V2 V3| |vZ V3. (V2 1
=T“T"T"IEHT"T“<T"E>‘
vz v\ (v2 1Y
=\/<T‘T> +(T—%>
2 V2V3.3.2 V2.1
“ViTTz2 fitiT 2 g
s 2v2v3 2v2_V8-2(v2+Vh)
“Va 4 4 - 2
PAG. 85

62.1 Circunferéncia de centro no ponto de coordenadas (1, 0)
eraio 1:

Im(z)

62.2 Interior do circulo de centro no ponto de coordenadas
(1, 3) eraio 3:

Im(z)
"' ~‘,
p T A
K Y
E N
E Y
; 1 3
. L
[ 1
] 371-- ;
1 ' '
. 1 ] ¥
. ] "
Y ; g
S 4
N ; 0
~ 1 g
+—t — >
o 1 Re(z)

623 [z—1-2i>1& |z - (1+2i)]>1

Exterior do circulo de centro no ponto de coordenadas
(1,2) eraio 1:

Im(z) A
!' ------ ~§
7 X
4 Y
y Y
1
2+----- , :
]
J ' ’
» ' ’
Y ' .
. . .
’h 1 "
L el
:
:
:
:
+ —t
o 1 Re(z)

624 1<z+31<2 & 1< |z-(=3)| <2

Coroa circular definida pelos circulos de centros no ponto
de coordenadas (-3, 0) eraios 1 e 2:

Im(z) A
-3 1o 11 0[Re(2)

625 |z+3|<2Az+il<3 = |z - (=3)| <2 A |z - (-1)| <3

Intersec¢do do circulo de centro no ponto de coordenadas
(=3, 0) eraio 2 com o circulo de centro no ponto de coor-
denadas (0, — 1) eraio 3:

Im(z)

. S ~.

63. Intersegdo do circulo de centro no ponto de coordenadas
(=1, 0) eraio 2 com o circulo de centro no ponto de coor-
denadas (0, 1) eraio 2:

lz- (=D <2A|lz-(-)|<2 lz+1I<2A |z +11 <2

NY12RP_EMP © RAIZ EDITORA
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PAG. 90

641 lz—il=lz+il & lz—il=|z = (=1

Mediatriz do segmento de reta cujos extremos s@o 0s pon-
tos de coordenadas (0, 1) e (0, —1):

Im(z)

1

: *O 1 :Re(z)
-1

64.2 |z —2i > |z+2l & |z -2l > |z — (-2)|

Semiplano aberto definido por y < —x (obtido através da
mediatriz do segmento de reta cujos extremos sdo 0s pon-
tos de coordenadas (0, 2) e (=2, 0)):

IS

>, 1m(z)

64.3 |z— 2-D|=lz+2-3il = |z— (2-0)| =]z - (-2+30)]
Mediatriz do segmento de reta cujos extremos sdo 0s pon-
tos de coordenadas (2, — 1) e (=2, 3):

._
3

N

&

i

.
S
S
'

. 2

-/ 1J[;J_“'f‘;' Re(z)

644 |z-Q2-D|>lz+2-3il & |z- Q2= > |z - (-2+3])
Semiplano fechado definido por y > x+ 1 (obtido através da

mediatriz do segmento de reta cujos extremos sao 0s pon-
tos de coordenadas (2, —1) e (=2, 3)):

645 [z+i>z+2+i A lz+1+il<1T &
Slz-(=D)>lz=(2-D| Alz-(=1-9)| <1
Intersecdo do semiplano aberto x> —1 (obtido através da
mediatriz do segmento de reta cujos extremos sdo 0s pon-

tos de coordenadas (0, —1) e (=2, —1)) com o interior
do circulo de centroem (=1, —1) eraio 1:

Im(z)

|
-

.
.
Ny

0%
Q
T
o
N
&

.
g

.
'

Rl
'
'
'
-1....’....4\.

'
'
'

.-

&
|

-

65. Pontos do plano complexo que se encontram a mesma dis-
tancia dos pontos de coordenadas (2, —3) e (-4, 2),
ou seja,

lz—Q2-3)|=|z-(-4+2)| = lz—2+3i| =z +4 - 2i] .

66.1 Reta de equacdo x=1:

Im(z)
‘| +4
o 1| Re(z)
-1 1
66.2 Reta de equacdo y=-3:
Im(z)
o 1 ‘Re(2)
-3

66.3 Ponto de intersegdo das retas de equacdes x=1¢e y=-3:

Im(z)

o

25



RESOLUCOES NY12 — NC12

66.4 Semiplano aberto definido por x>1:

Im(z) A
1 -+

I
T

—

0 Re(2)

66.5 Semiplano fechado definido por y<-3:

Im(z)

e 1 l:{e (2)

66.6 Intersecdo dos semiplanos fechados definidos por x <1 e
y<=3:

Im(z)

(@) 1iRe (2)

66.7 Intersecao dos semiplanos abertos definidos por x>1 e
y>-3:

Im(z)

66.8 Reunido do semiplano aberto definido por x>1 como
semiplano fechado definido por y<—3:

Im(z)

I

" Re(z)

Qo

66.9 Intersecdo da reta de equacdo x=1 com o semiplano
fechado definido por y < 3:

Im(z) A

:Re (2)

o

67.1 Semirreta de origem no ponto de coordenadas (0, 0) e que
T

passa nos afixos dos complexos de argumento 5

, ou seja,

a condigdo Arg(z) =%.

67.2 Reunido da semirreta de origem no ponto de coordenadas
(0, 0) e que passa nos afixos dos complexos de argu-

T

6

das (0, 0) e que passa nos afixos dos complexos de argu-

mento = com a semirreta de origem no ponto de coordena-

mento —n+%= _%n’ ou seja, definida pela condicao
Arg(z):% \/Arg(z):—%n.

67.3 Semirreta de origem no ponto de coordenadas (-1, 1) e

3n

que passa nos afixos dos complexos de argumento 1

, ou

seja, a condigdo Arg(z) =3T“,

67.4 Angulo convexo com vértice no ponto de coordenadas
(0, —2), de amplitude % e cujos lados sdo as semirretas

que passam nos afixos dos nimeros complexos de argu-

n _3n
mentos m e 7

26
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68.1 Semirreta de origem no ponto de coordenadas (0, 0) e que

passa nos afixos dos complexos de argumento —%:

Im(z)

o 1 Re(z)

68.2 Reunido de dois angulos retos orientados, com vértices no
ponto de coordenadas (2, 0):

Im(z)

68.3 Reunido de dois angulos retos orientados, com vértices no
ponto de coordenadas (0, —1):

Im(z)

Re(z)

68.5 Interseg@o do angulo raso orientado, com vértice no ponto
de coordenadas (0, 2), com o semiplano aberto definido

por x<2:
Im(z) ;
. ]
o 2 Re®

68.6 Intersegdo do angulo orientado, com vértice no ponto de

coordenadas (0, 0) e amplitude %— <—%) =2?n, com o

semiplano aberto definido por x<1:

Im(z)

1+

wla

1 Re(z)

68.7 Intersegao do angulo orientado, com vértice no ponto de

coordenadas (—1, 2) e amplitude —Z — (_3_1:) =g,

4 4
com o semiplano fechado definido por y>—1:

Im(z) A
--12
/6\ D\ Re@
/19 O\
-1

68.8 Intersecao do angulo orientado, com vértice no ponto de

coordenadas (0, 1) e amplitude n_L-om

6 6
rior do circulo de centro no ponto de coordenadas (0, 1) e
raio 2:

com o exte-

Im(z)

69. Intersecdo do angulo orientado, com vértice no ponto de

coordenadas (0, 1) e amplitude —%— (—%t):%

com o semiplano fechado definido por y > -1,

ou seja, correspondente a condigao

—%<A@&—ﬂ<—%Ahﬂd>—L
70.1 Intersegdo do exterior do circulo de centro no ponto de

coordenadas (0, 1) eraio 2 com o semiplano aberto
y>1, ouseja, correspondente a condigéo
lz—il>2AIm(z)>1.
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70.2 Intersecgdo do angulo convexo de amplitude

T (2t m_T -
3 ( 3 6" 2) , com vértice de coordenadas (0, 0), e
cujos lados s@o as semirretas que passam nos afixos dos

nimeros complexos com argumentos Te 2—“,

6 3
rior do circulo de centro em (0, 0) e raio 2, ou seja, cor-

com o inte-

respondente & condigdo <Arg(z) <—/\ lzl<2.

7.1 Arg(iz) = <:> Arg(z) +Arg(z)=
%
& Arg(2) =0 =  z€R"; semieixo real positivo.
Por definicao de
Arg(2) tem-se z#0
712 Arg(f}) =& Arg(-1) +Arg@D) =t &
et —_—
& Arg(z)=0 = zER" = z€R";

Por definigéo de Arg(z)
tem-sez#0=2z#0

semieixo real positivo.

713 Arg(22') =n = Arg() +Arg(Z) =n = Arg(Z*) ==

0

T 5 > T T
Se Arg(z) € [_Z’ Z[' entdo Arg(z)e]—z, Z] e

Arg(Z*) =4Arg(2) = —4Arg(z), donde

—4Arg(z) =1 < Arg(z) =—-; semirreta com origem O

4 ;
que forma com Ox um &ngulo orientado de amplitude —%.

7.4 Arg (:z) =Arg(=1) + Arglz) =%
-1 —_—

. -

& Arglz) = 5 semirreta com origem O que

forma com Ox um &ngulo orientado de amplitude _2_1t_

3

715 Re(z) =Im(z), ou seja, 0os nimeros complexos cujas par-
tes real e imaginaria sao iguais; reta bissetriz dos quadran-

tes impares.
—Im(z)
716 Re(2z) = Im (2) & 2Re(z) = _Im@)
Re(2z) =2Re(z)
& Im(z) = —4Re(z) ; reta de equagdo y=—4x.

7.7 |1z =2l =z +3| < |z - 2i| = |z — (- 3)| ; mediatriz do seg-
mento de reta com extremos nos pontos de coordenadas
0,2) e (-3,0).

78 |z-2=21z+3] &

z=Xx+1iy

= x2+()1—2)2=2\/(x+3)2+y2 =

X2+ (y—2)220

(x+3f+y220
S+ (y—2)=4 [(x+3)2+y2]
2
<:>x2+y2+8x+3y+%—0<:>(x+4)2+ <y+%) :%;

a circunferéncia de centro no ponto de coordenadas

(—4, —5) e raio 2\/—

z-1+iAlz-1+i<2&

721 |z—-1| >

Slz—ilzlz-(0=-D|Alz-(0-0)|<2

Interse¢do do semiplano fechado definido por y < zx - %
(obtido através da mediatriz do segmento de reta cujos
extremos sdo os pontos de coordenadas (0, 1) e (1, —1))
com o interior do circulo de centro no ponto de coordena-

das (1, —1) eraio 2:
Im(z) A
'g/Q' g i I ‘-:RE(Z)

72.2 Intersegdo do semiplano aberto definido por x<—1 coma
reta de equagdo y=—1:

Im(z)

1: Re(z)

72.3 Intersecdo do circulo de centro no ponto de coordenadas
(0, 1) eraio 2 com a reunido de dois dngulos orientados,
com vértices no ponto de coordenadas (0, —1):

Im(z)

NY12RP_EMP © RAIZ EDITORA
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124 REB(Z) =Im ( 2z ) RN RES(Z) =0 Re(2) =0,
|z € R
—_—
0
ou seja, a reta de equagdo x=0:
Im(z)
1

O Rl

725 |z —2il = |z + 3| & |z — 2il = |z — (- 3)|, ou seja, a media-
triz do segmento de reta cujos extremos sao os pontos de
coordenadas (0, 2) e (-3, 0):

Im(z)

PAG. 93
73. Seja z=lzle®=x+yi=(x, y).

73.1 Translacdo de vetor (1, 1), pois
f@=z+1+i=x+1+(y+1)i=(x+1, y+1)=
=(x,y)+(, 7).

73.2 Rotagdo de centro O e angulo de amplitude

)

T

5 Pois

f@=1i z = lzle
5 lzle®
73.3 Reflexdo de eixo imaginario, pois
f@)=-Zz=-x+yi=(-x,y).
73.4 Homotetia de razdo 3, pois

f(z)=3z=3x+3yi=(3x, 3y)=3(x, y).

73.5 Reflexdo deslizante de eixo imaginario e vetor H(O 1),
pois f(2)=(-2)+i=—x+yi+i=—x+(y+1)i=
=(=x,y+1)=(-x,y)+(0,1).

741

Im(z)

] A | Re(z)

74.2

Im(z)

s~
]
Q
>

Re(z)

74.3

Im(z) A

>
]
Q
S

Re(z)

144

Im(z) B

Q
it

Q
S

Re(z)

74.5

Im(z)

(@] A | Re(z)

75. Seja z=|zle®=x+yi=(x, y).
7511 Z=x—yi=(x, —y); por exemplo, reflexdo de eixo real.

7512 —z= (—1)_z~=|z|ei(9+ﬂ); por exemplo, rotagdo de cen-

e |zle®

tro O e amplitude w.

7513 %=_—lf=—i2= —1ix z ; por exemplo,
-t - |z|e-®
e

reflexdo de eixo real

rotagdo de centro O e amplitude —%

reflexd@o de eixo real seguida de rotacao de centro O e

. T
amplitude 5

-3

z_—iz . '
75.2 7=—2=—l z =|Z|€
-t S lele?
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PAG. 95

76.1 |zl =22+ (=3)* = V13

Opcdo correta: D.

76.2 Re(z)=2
Opcéo correta: A.

76.3 Im(z)=-3
Opcdo correta: B.

71. 2i é um imaginario puro pois Re(2i)=0.
Opcao correta: C.

18. z=x-yi
Opcédo correta: C.

182 —z=—-x-yi
Opcao correta: D .

79. —3-2i=(-3,-2)
Opcdo correta: A.

2
80. i“=<ﬁ> =1
-1

Opcdo correta: A.

—

-1
Opcéao correta: C.

20
81. l41=12x20+l=<12> Xi=1i

g2 2o pxma2_ (iz)Z" =1
1pois 216 um nimero par
Opcdo correta: B.
83. /=225 =1/2,25¢" = 2,25ei(n+2kn>=

~ i(n;kn)
=15e , ke{o, 1}

As raizes quadradas de —2,25 sao 1,5eii= 1,51

Sn
e 15e?=—15i.

Opcdo correta: C.

80, X+4=0x2=—b>x=tV—-4=+VA42 =42
Opcdo correta: C.

85. Sendo z=1i tem-se z=—1i donde %:—.:—1.
Opcédo correta: C.
86. e"m=cosm+isint=—1€R

—_—

-1 0

Opcdo correta: D.

87.

89.

90.

90.2

9.1

91.2

913

92.

T
3 . .
e2=cos%+ism%=zE|R

0 1

Opcéao correta: C.

Sendo 6=Arg(z) €]-n, wt] tem-se

tan6 = =—1A0€&4°quadrante

ilsls

donde 6=Arg(z) = —%.

Opcédo correta: B.

_ T i sinE \= In, isinI®
w=2 cos3 +1 sm3 —2<0053+zsm3>
cos(2n+%) sin(2n+%)

Opcdo correta: D.

_&
z=2 °

Opcdo correta: C.
_z=(-1)x2e =emx2e’=2¢

—_—
ein

Opcéo correta: D.

ig i% i
zxw=2e"x3e" =be

Opcéo correta: B.

Opcédo correta: B.

Os afixos das raizes quartas de z sdo os vértices de um
quadrado centrado na origem do plano complexo e sdo obti-
T
2
raiz quarta de z (divisdo do angulo giro ao centro em angu-
los de igual amplitude).

dos por rotacdes sucessivas de = a partir de uma qualquer

R s

Assim, as outras raizes quartas de z s&o 2e(3 d =2°,
i(Zs2xT iAl i(Z43xD i“l
e D)

Opcédo correta: B.

30
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93. Os afixos das raizes clbicas de um mesmo niimero com-
plexo sdo os vértices de um tridngulo equilatero centrado
na origem do plano complexo e sdo obtidos por rotacdes

2n

3

desse namero complexo (divisdo do dngulo giro ao centro

em 3 angulos de igual amplitude).

sucessivas de a partir de uma qualquer raiz cabica

TU
&
Assim, se uma das raizes clibicas desse complexo é e®, as

i(mm) B (R B0
~ 6 3 6 3
outras sao e( )=es ee( )=ez.

Opcéo correta: B.

94. Apenas na figura da opgdo A, pois os afixos das raizes
cubicas de um nimero complexo sao os vértices de um
triangulo equilatero centrado na origem do plano complexo.

Opcéo correta: A.

95. Seoafixode z#0 pertence ao 2.° quadrante e esta sobre
a reta que contém as bissetrizes dos quadrantes pares,

entdo Arg(z) =3T7t e Arg(z) __3n

1
z\_3t_(_3m)_3n
donde Arg(?)‘ 7 ( 4)‘ 2
Opcdo correta: D.
95.2 Arg(zx2)=37n+<—%n>=0

Opcdo correta: A.

96. A hissetrizdo 1.° quadrante é definida por Arg(z) =% ea

bissetriz do 2.° quadrante é definida por Arg(z) =%'
donde a reunido das duas bissetrizes é definida por

Arg(z) =%v Arg(z) =%TTt .

Opcdo correta: A.

97. 0 raio da circunferéncia é AC=|i—(-=1+9)|=111=1,
donde, atendendo ao seu centro, a circunferéncia pode ser
definida por |z—(=1+1|=1& lz+1-il=1.

Opcéo correta: C.

98. 0Os nameros complexos cujos afixos pertencem a regido

sombreada tém o seu argumento principal no inter-
n 3n

valo [——, ==
[ 4' 4

Opcao correta: C.

©
©

A condigdo |z| <1 define um circulo de centro (0, 0) e
raio 1.

Opcéo correta: C.

100. Os ntmeros complexos cujos afixos pertencem ao 1.° qua-
drante tém as partes real e imaginaria positivas, pelo que a
hipétese corretaéa A.

101.1 0 ndmero complexo cujo afixo resulta da referida rotacao
é —2—3i, pois os vetores de coordenadas (-3, 2) e
(-2, —3) sdo perpendiculares e tém a mesma norma.

Opcdo correta: B.

101.2 0 namero complexo cujo afixo resulta da referida rotacéo
é 2+3i, pois os vetores de coordenadas (-3, 2) e

(2, 3) sdo perpendiculares e ttm a mesma norma.

Somando o vetor de coordenadas (2, 3) com o vetor
Z(1, —1) obtém-se o vetor de coordenadas (3, 2).

Opcdo correta: B.

102. O transformado de M por uma translagéo de vetor (1, 0)
éoponto M'(a+1, b).

0 transformado de M’ por uma homotetia de razdo 2 é o
ponto M”<2a+2 ,2b> .

2(a+1)

Opgao correta: D.

103.1
Im(z
@ Z,
Z1
@) Re(z)

1032 |z =V +12=v2

Com 6=Arg(z;) €]-n, n] tem-se

tan9=_L1=—1 = 0=

0 afixo de z; € 2.° quadrante

3n;
donde z;=v2e* .
|zo| =V2*+2°=2V2
Com 0=Arg(z,) €]-=n, 7] tem-se

tan6=2=1 0=", donde z,=2v2e" .

2 0 afixo de z, € 1.” quadrante 4

1033 2Ff_—ttivor2 (430140 _

Z —T—i T (=1=D1+D)

—1+i—3i-3_—4-2 )

= = =—2—l
(=1 =2 2
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y EANI 3m;
103.4 \4/2_25=V(2\/§e4> =Viev2e* =
3n

14_@1‘
=\/416\/§e<4 “),ke{o, 1,2,3),

an , kx),
donde v/z, =2\8/fe('5 Z), ke{o,1,2,3.
8 3 8 m, 8 n
Os complexos sdo 2v2e" , 2v2e™ , 2v/2e™

2.

e Z\S/Eew.

i

i0 -
108, w,=1=8 =2
1 i%
e
. 51r> . (51:) L
e w,=—sin{=-) —icos(=-)=cos-+isin-=e*.
2 (4 4 4 4
N —— SN———
*CDS% —sin%
2
ww, w1w2><w,w2_(w1w2) _

104.2

Wyw, W, %#0 Wi, X Wy W,y |w1w2|2 -

T 2 Y 2
=(e_lielz) =<e_li) _ (_E>+isin (_g)=—i

2
=e “=cos
2

1051 z+2z|z|=0&

Sz=-zlz|=—-_ e x2=
| —
2n 2n

cosS +1 sinT-
8 _3

L. 3
377 snf=

=—2<—l+i£>=l—\/§i

Y

2 2
21
_evo_1,;V8
1052 z;=e"° = 7 t15
& 5 5
z,=2e " =2 cosTTE +i sinTn =—V2-V2i
R —
CcosTo_V2 —sinﬁz—ﬁ
CUSA_ 2 4

|z - 21| < |z — z,| define o semiplano fechado

>_2\/§-1x_ 3
7 2v2+v3T 2vV2+3

triz do segmento de reta cujos extremos sdo os pontos de

coordenadas (—% ?) e (-v2,-Vv2)).

(obtido através da media-

|z —z)| >3 define o conjunto S que resulta da reunido do

exterior do circulo de centro (—% ?) eraio 3 coma

circunferéncia de centro <— ?) eraio 3.

1
5

Assim, |z —zy|<|z—2z)| A|z—z|>3 representa a
intersec@o do semiplano anterior com o conjunto S.

Im(z)

TP

1061 |z| = V(=D + (=1 =v2

Com 6=Arg(z) €]-n, ] tem-se
tan9=_—] 1 = 9=—3—n

= r
-1 0 afixo de z; €3.° quadrante 4

_3,
donde z,=v2e * .

_3n; i
V2e ' xV3e”+1_

Z3 zs=\f2-‘n=—\ﬁi _\/il

ZyXZy+ 1

n

-5 ,é\_zli
(\/Ee : +1)\/§i:\/ﬁ ie ® +\2i
~(vai)' 2

V3 4 V2. 3 (ﬁ_ﬁ>-
—ﬁL+2z—2+ 5~ )
V3_1,
2 2

106.2 |z —z,|<V2 A Im(z) > Re(z;) representa a intersegdo
do circulo de centro (-1, — 1) e raio V2 com o semi-
planofechado y> 0 .

Re(z3)

Im(z) [

107.1 z(\/ﬁeif)=w+1<:>z=1;?j =
\/geli \/527=\/§(ﬁ+isin%>

_1-2i VB -200-0) _ o
?(1”) 6(1+0(1-1)

2

_VB(-i-2i-2) VB(-1-3)_ V6 6

-2 V8

3(12- ) 6 6 2

32
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107.2 Se o afixo do nimero complexo —2i é um dos vértices

108.

109.

110.

desse losango, entdo o afixo do nimero complexo 2i é
outro dos veértices desse losango.

Os restantes vértices sao afixos de nimeros complexos

z=a, a€IR\{0} e, dado que o perimetro & 4+/5 (o lado
\/_

do losango 6 ——

Iz—2i|=\/—<:|a—2i|=\/§<:

=+/5), obtém-se, por exemplo,

a2+(-2" =V &
————

>0
donde os restantes vértices
1e2i.

S a2+d=5=a==%1,
ddo os afixos dos nameros complexos —1,

(1+v31)°=1-3+2v3i=—2+2V3i

l-2+2v31 =V(= 2%+ (2v3) =4

Com 0=Arg(-2+2V3i) €]-n

'cane—M -3 —

0 afixo de — 2+ 2V/3i €2.° quadrante

n] tem-se

2
donde —2+2V3i=4e®
3 2 <3 k21:>
V(1 +v31) = =Vhe'®
donde \/ 1+V3 \/_e
A2
S e Ve

2.
- 3 3t 3
0s complexos sdo Vde® , Vie

Bi+1-v3_, (Bi+1-V8)(=d) _

i —i

Ny
=i+3-i+V3i=3+V3i
3+v3il =V +v3 =ViZ=2V3

Com 9=Arg(3+\/§i) el-

V3

tan0 = T - 0=
0 afixo de 3+V/3i € 1.° quadrante

donde 3+v3i=2v3¢" .

,kef{o, 1,2},

ke{o , 2}

Z1=1+

7] tem-se

’

ola

1-z_1-(a-v2i)
Z  a-V2i

=(1—a+\/fi) (a+V2i)
(a—\/fi) (a+\/fi)

_a+\/fi—a2—a\/ii+a\/ii—2
= 2
- (v2i)
—2+a+V2i_—a?-2+a. V2

—a
= = +
a’+2 a*+2 a’+2

_1—a+V2i_
a-V2i

iZ€IR, a€R

M. z+z,=

1131 —i(3+2)°=

113.2

1133

135 (1-v2i)’ =

—2¢3z=-2-2z=-2-5i+2=—5i=5¢ ’

112, %"-x/i(1+i)z=o<:>z[%3-\/§(1+i)] R

3
©2z=0VE_V2(1+)=0c2=0V 2= Va2 (1 +0)
Seja w=1+1.
lwl=11+il=V1?+12=v2
Com 6=Arg(w) € ]-n, n] tem-se
tanf=1=1 = 0=", donde w=v2e" .

1 0 afixo de w € 1.° quadrante 4

=i = v vad Vae -
(i)

=2e ,kel{o, 1,2},

(= ken
donde z=2e(IZ ’ ), ke{o, 1, 2.

Assim, as solucdes de %4 -V2(1+1)z=0 séo

37: 171(
z=0Vz= 2e”Vz 2t vz=2e".

—i(9-4+120)=12 -5 donde Re(z)=12

e Im(z)=—
1T _ 1-3i _ 1-3 _1-3i l—ii
T+30 (143001 -3) q2_@3)? 10 10 10
1 -_3
donde Re(z) = T Im(z) = 0
3+5i_B+5)(1-7) _3- 21l+51+35
T+70 M +700 =70) — (70
_38—16i _19 8
50 E__l donde Re(z)=-= e Im(z) = ~%5-

95
1134 =29 = ()" xi=—1i donde Re(z)=0

—_—
-1

e Im(z)=—

. 1-3V2i-6+2V2i=-5-V2i
(x+y) =x3+3x2y+3xy2+y3

donde Re(z)=-5e Im(z)=—V2.
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114.

115.1

Seja z=a+bi com z+1+i#0<>z#—1-1, ouseja,
comaz#—-1Ab#-1.

z—1—i=a+bi—1—i=a—1+(b—1)i=

z+1+i a+bi+1+i a+1+B+1)i

Ja-1+@-Dila+1-0+Di]
[a+1+B+Di][a+1=(B+1)i]

_a2-1-(a-Db+Di+(a+Db- Ni+b?—1
@+ = [+’

=a2+b2—2—2(a—b)i=
(a+12+b+1)>

__a+b-2 __ 2(a-b)
@+1’+®+1" @+ +b+1)7

i:_::_ll & um imaginério puro quando

a2+b* -2 -0 2(a-b)
@+ 1+ m+17 (a+12+b+1)?

2

%=0® a2+b2 _2=0¢>|Z|=\/i
(@+1)"+Mb+1) -
M;ﬂ]@a#b
(a+1)*+(b+1)>

Resta verificar quais sdo os nimeros complexos cuja parte
real é igual a parte imaginaria e cujo modulo é V2 :

Se z=a+ai, lzl=V2 & Va2+a=V? &
SV22=V2 S V2al=V2 & al =1

& a=-1Va=1, ouseja, 0s nimeros complexos
-1—-iel+1i.

Assim, o conjunto dos ndmeros complexos z tais

que z-1- L 6um imaginério puro é o conjunto dos niime-
zZ+1+1

ros complexos cujo modulo & V2, exceto os complexos
-1—-iel+1.

(@+b%) (2 +d%) =oc2+ﬁ2 =

a2+b'>0
@+d’>0
a2+ >0
& Va2 +b* x Ve+d o Vo2 +p?
|z| comz=a+bi |z| comz'=c+di

lzz|

Todavia, |zz/| = |(a+ bi) (c+di)| = \/(ac — bd)* + (ad + be)*
Nt

ac — bd + (ad + be) i

Como \/(ac —bd)*+(ad+bo)* = \/oc2 +
com (ac — bd)* + (ad + bo)* o2 +B%>0, entdo

o2+ B =(ac — bd)* +(ad + bc)’ .

Dadoque a, b, c, deENAac—bd#0=ad+bceN
e lac—bd|l€IN.

Tem-se, por exemplo, o= |ac —bd| e B=ad+ bc.

1152 90=81+9=9"+3% ¢ 68=64+4=82+2°
Dado que 6120 =_90~><‘68~, pela alinea anterior, pode-
a2+p P+3 §+2

mos tomar a=19%x8—3x2|=66 e f=9%x2+3x8=42.
Tem-se, portanto, 6120 = 662 + 42% .

161 =il =V12+(=1)*=v2

Com 0=Arg(1 -1 €]-nr, x| tem-se
tan6="1=_1 = o=-1,

1 0 afixo de 1—i € 4.° quadrante 4

donde 1—i=v2e *.
_I; s _ 3
(1-i°= (\/ie ‘) =2v2e *, donde o médulo
de (1— i)3 & 2v/2 e um seu argumento (que até & o prin-

. . 3n
cipal) é -7

162 |1-iv3| =12+ (=v3)* =2
Com 6=Arg(1-iv3) €]-n, n] tem-se
Vi__ s

tanf=——=

] = o=-2

’
0 afixo de 1-iV/3 € 4° quadrante 3

o

donde 1-iv3=2e °.

_n; 5 _5m;
(1 —i\/§)5=(2e ") 326> donde o médulo

5
de (l —i\/§) é 32 e um seu argumento é _5_1:'

3
1163 |1+:v3l=V12+v3 =2
Com 0=Arg(1+iv3) €]-n, n] tem-se

tan9:£:\/§ = g="

a I
1 0 afixo de 1+iV/3 € 1.° quadrante 3

donde 1+iv3= 2e§i.

Na alinea 116.1 j& se tinha concluido que 1 — i=\/fe_?.

T 2 e .
(- %fx<x/§e 4) _eix2e

i = e =
T+iV3 26" 2¢°
_ (G-3-3) —e E"
, (=0,
donde o médulo de i—— € 1 e um seu argumento
1+iV3

(que é o principal) é —%.
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4
% % T Lni _ _
(1 +\/_l) el x (2€3> _e x16e® _ wir " (re®)' + (re=19)"  peind 4 np-ino
117. Ty 9 2n, 119. n_ o e ® NI —oV leind — fg—ing
(—1+0° i=e? ( 377‘1) 16v/2e * wh—-w (re®)” — (re~1®) e €
1+V3i=2 5 \/ie eind 4 p—inf
Creimval =]
Va2 (ﬂ in_7m),; \/— -, ~ Ny _ cos (n0) + i sin(n6) + cos(—nO) + i sin(—no)
=3¢ s 2 cos (n6) + i sin(n6) — [cos(—nb) + i sin(—nb)]
12 12
Vi _ cos (n6) + i sin(n6) + cos (n6) — i sin (nh)
== cos (—5n+ ) +1 sm( 57 £> cos(— n6) = cos(n6) 08 (nB) + 1 sin (nO) — cos (1) + i sin(nh)
2 12 12 sin(— n6) = — sin(nd)
o g _2cos(nf) _ cos(ng) _—icos(ng) _ cos (ne)l.
V2 2isin(nB) isin(n@) —iZsin(no) sin (n6)
== cosﬁ+zsmﬁ] OS( .
A expressdo — (n(-)) i s6 esta definida quando, fixado
kn
n_ T_T)_.ost ToeinTainl_ n€IN, setem no#krm, kEZ(:)G:t— kez
C0S5 cos(3 4> C0S 3 X COs 7 +sinZ X sing
_1, V2, V3 V2 _ V2 (V3+1) e sO representa um imaginario puro quando
22 2 2 4 n9¢2+kn I<€Z<:>9;arﬁ2—+k7t k€ Z, de acordo
B T on)_..m P T T com as condigdes constantes no enunciado.
smﬁ-sm <§ f) Sin% X Cos 7 — COS 7 X 8in 7=
2 25
_V3 V2 1, v2_vV2(v3-1) 120.w=-<1.) (1 —20P=— (=LY 41-4-4i=
2 772 T2772 1 i 7
25 . .25 . .
=—(-0)"-3-4i= ® -3-4i=-3-3i
Tem-se, entdo, ()" xi=i
—\éi [cosﬁﬂsmﬁ] Assim, W=-3+3i e [w|=V(-3+32=32.
=_%<\/_(\:_+l) ﬁ(\?_1)i>=_\/§11+1 , 1—4‘/51'. Com 6=Arg(w) €]-n, 7] tem-se
3 3n
) 2 tanf=—=-1 = 0==",
118. Zz=(\/2+\/§—l\/2—\/§) = -3 0 afixo de W € 2.° quadrante 4

=2+v3-(2-v3) —201V2+v3V2-3
=2vV3-2iV2 - V3 =2V3 - 2iVT=2V3 - 2i

1
121. z+—=2cosa =z2-2cosaz+1=0&
|22l =V (2\/§)Z+(—2)2=4 z 0

_2cosatVicoslo—4
2

i
donde w=3v2e*

Com 0=Arg(z2) €]-n, n] tem-se —z=
-2 _ V3 - -
tanf=—-==——- = 0=-2, _2cosat2Vceos?a—1 _ I p—
2\/§ 3 0 afixo de z2 € 4.° quadrante 6 —z= 2 & z=cosatvVeosta -1
.
donde z2=4e ° . = z=coso Vi%sina
cos2a—1= —sin’a = isin’oc
-5 -5 (—£+kn)i . . L. .
Z2=be " e=z=V4e " =20 " L ke{o, 1}, & z=cosotlsinali z=cosa+isina=e@V

Hn .. - .

Vz=cosa —isina=cos(—a)+isin(—o)=e@
pelo que z=2e i Vz=2e" . (~a) (~a)
Atendendo ao fato de o afixo de z pertencer ao 4.° qua- Se z=e, entdo

T .
~ 17t n l_ i —ino —
drante, tem-se z=2e . i+ pEeltretit=

=cos(na) + i sin(no) + cos(—ne) +1 sin(—na)
S — [ ——

cos(na) —sin(na)

=2cos(na).
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Se z=¢"®, entdo

1 = e—ina + eina =

ny ' _
z +Z”

= cos(—na) +1i sin(—na) + cos(na) + i sin (nor)
o TR Y
cos (na) —sin(ne)

=2cos(no).

122. z=(w+ ) - (w— )=

=2+ 02+ 2wiv — (w2 + 0 — 2wD) =4 wiv = 4w €RT,
[wl®

pelo que o seu afixo pertence ao semieixo real positivo.

in n A (Zl ‘LN)

‘%n ( ‘%)2 o3 B 3 1373
1231 w?xe”=\3e”) xe” =% " xe” =% =

=9¢i2t=9el =9 € R

123.2 Aregiao sombreada da figura é constituida pelos afixos
dos complexos cuja distdncia ao complexo z=0 é menor

ouigual a 3 e cujo argumento varia de ZX%:%E a
2n _4n
4x 6 -3 "

Com o argumento em |—-x, wt|, é definida pela condi-

cdo |z|<3/\(%tgArgzgnv—rKArgzg—%n).

T 4
_a+dt (\/fe‘> __hein
2V3e FIHVE 9 3ot 9 Be 4

i(n+X il .
=2\3/56( D_2v3 T _2v3 4

1241 w

3 3
23

Dado que |wl =T<2' o afixo de w situa-se no inte-

rior da circunferéncia de raio 2 e pertence areta r pois
esta reta ¢ definida pela condicdo

Arg(z)=%\/Arg(z)=—1c+5=—3—7t

2 1 sendo que

Arg(w):—STn.

124.2 Dado que o ponto A se situa no 2.° quadrante e é o afixo
de uma das raizes cubicas de 8i e

3 i i( Ty k2
VBi = 8e2=2e(6+ 3),k€{0, 1,2}, oponto A é0
i<5+zl) ii’!
afixode 2¢° *'=2e° .

Assim, a regido sombreada da figura é constituida pelos
afixos dos complexos cuja distancia ao complexo z=0 é
menor ou igual a 2 e cujo argumento em ]-m, w] varia
de —m a —BTR, de 0 a % e de %n a m, ouseja, é defi-

nida pela condigdo |z <2 A (- < Arg(z) _%n \V4
5

V0<Arg(z)<%\/?<f\rg(z)<n)-

1251 |zxw|<10 < Izl lwl <10 2pK 10
lz x wl =zl x [w| ——"——
peER® 2

& 0<pgh

fud iln i(—+—n>
12521 zxw= pe’ x2e° =2pe
pi, pER* >0

0 afixo de zx w pertence ao 3.° quadrante quando

n+k2n<%+%n<37n+k2n,kel<:>
@%+10k<t<5+10k, k€ Z , umavez que

oe]gHOk, 5+10k[, kezZ.

7] [t
z_pe’ p -+
125.2.2 E— i%n_ze
2e -0

% é um imaginéario puro com Im (%) <0 quando

%—én=37n+k2n, KEZ > t=—5-10k, kEZ

uma vez que —5—10k=0<:k=—%ez.

126. Os lados do retangulo sdo dados por |z — z| = 2bi| = 2|b|
e |z—(-2)|=lz+zl=12al =2lal .
A area do retangulo é dada por

lz-ZIx|z+z|=2Ibl x 2|al =4|ab] .

1271 |Im(w)]| < |Im(z)| A Im(w) <0 &
S |Im(w)| <3AIm(w) <0< -3<Im(w) <0

Dado que

Re(z)=0AIm(z)=3 ARe(w)>0A -3<Im(w)<0,
entdo Re(z+w)>0 e 0<Im(z+w) <3, donde o afixo
de z+w encontra-se no 1.° quadrante.

127.2 Dado que

Re(z)=0AIm(z)=3 ARe(—w)<0A0<Im(-w)<3,
entdo Re(z— w)=Re[z+(-w)] <0 e
3<Im(z—w)=Im[z+(-w)] <6, donde o afixo

de z— w encontra-se no 2.° quadrante.

127.3 Dado que

Re(z)=0AIm(z) =3 ARe(w)>0A -3<Im(w)<0,
entdo Re |z+Re(w)| =Re(w) >0 e
| ——

3i+Re(w)

Im[z+Re(w)] =Im(z)=3, donde o afixo de z+ Re(w)
encontra-se no 1.° quadrante.

127.4 Dado que
Re(z)=0AIm(z)=3 ARe(w) >0 A -3<Im(w) <0,
entdo Re(z)=0 e Im(z)=-3, peloque Re(z+w)>0
e —6<Im(z+w)<-3, donde o afixo de Z+w encon-
tra-se no 4.° quadrante.
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128.

129.1

129.2

129.3

129.4

130.1

Seja z=3+3i e w=2—1.
Os restantes vértices do quadrado resultam das imagens do
ponto A (afixo de z) por rotagdes sucessivas de ampli-

T
tude 5

obtém-se somando P as rotacdes de amplitude % do

centradas no ponto P (afixo de w), ou seja,

—_—
vetor PA .

Dado que fazer rotacdes de amplitude % aovetor PA

equivale a multiplicar z — w=1+4i pelas sucessivas
poténcias naturais de i, os nimeros complexos cujos afi-
X0s sdo os restantes vértices do quadrado sao
w+z-—w)i=2-i+(1+4)i=-2,
w+(z-wit=2-i-(1+4)=1-5i e
w+(z-w)it=2-i-(1+4)i=6-2i

Basta fazer rotagdes sucessivas do afixo de z=3=3e0,
2
5
sdo0 os restantes vértices do pentagono regular e que sdo
. 2n 21 (2n  2n A (4 | 2m b1
i(0+5= = N F+% i N\ =+% =
SR E R )k

de amplitude ==, para obter os complexos cujos afixos

59, %

3e 5)=3ef’.

Dado que todos os vértices estdo a 3 unidades de distan-
cia da origem do plano complexo, tem-se |z|=3.

w=ai, a€R”
) K . .
wh=(ai)’=as ¥ = @ i, donde o afixo de w’ pertence
i €R™
ao semieixo imaginario negativo.
A4 p . L.
w= (@) =a* i* =a* €R", donde aimagem geométrica

1
de w* pertence ao semieixo real positivo.
Os vértices deste pentagono sdo os afixos das raizes

indice 5 do nimero complexo (3)° =243, donde n=>5
e c=243.

2v2e*=2V2 cos%ﬂ'sinE =2+2i etem por afixo

1
vz V2
2 2

o ponto de coordenadas (2, 2).

Os restantes vértices tém coordenadas, respetivamente,
(-2,2),(-2,-2)e(2,-2).

130.2 Uma vez que o quadrado esté centrado na origem, para

obter os restantes vértices do quadrado, basta fazer rota-
cdes sucessivas do afixo do nimero complexo z=2+2{,

de amplitude % e, como ja se viu na resolucao do exer-

cicio, isso equivale a multiplicar z pelas sucessivas
poténcias naturais de i:

zZy=iz= 3 cujo afixo

2\/fei(1+7) =2\/ielT

tem coordenadas (-2, 2).

. { 12+2)=-2+2i

*Q+2)=-2-2i
sz cujo afixo

Z=lz= (Trax® S
{Zx/fe(“z 2)=2\/§e !

tem coordenadas (-2, —2).

fQ+20)=2-2
. cujo afixo

Z3=1"z= NER: i
{2\/56(4 ’ 2)=2\/fe“

tem coordenadas (2, —2).

130.3 Amedidadoladoé 2x2=4.

A medida da diagonal é 2x2v2 =42 .

o3

130.4 Pelo que foi dito na alinea 130.2, sdo os nimeros re ,

rei(9+27") — rei(0+n) e Tei(e+37") )

131. Seja z=a+bi, a, bER.

V=8+6i=z¢>—8+6i=(a+bi) > —8+6i=

2 a?—-b*=-8
=a2—b2+2abi<:>{a2_b=_8<:> 3 &

2ab=6 a,b20| b=2

a
-3 at+8a2-9=0
= 2 = =

a?=-9
| —

Impossivel porque a € IR

,_—8+V100 [@?=1V
= o

<:>{ a=z1

Se a=1—=0b=3 ese a=—1=b=-3, donde as rai-
zes quadradas de —8+ 67 sdo os nimeros complexos
1+3ie -1-3i.

= T 9iginl®o T_isind®\ =
1321 ;51—2cos6 2i sin 5 =2 cosg —isin<e | =
—sin®

6

=2 (cos%+ i sin%) = ZeiE
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132.2 Basta mostrar que z;3=z,.

= (2(—_’%)3=Bé=

i

1323 |z = zz1 =|-z| =z
-1
Arg (z;) = Arg (2,) = Arg (—2)) =
T
=-n+ & =Arg(z;)-m
Arg(z)

133. Para a € IR\{0}, a condigdo
|z —ail = |z+al & |z —ail = |z - (—a)| representa os
pontos da mediatriz do segmento de reta de extremos
(0, a) e (—a, 0), ou seja, a bissetriz dos quadrantes pares
e acondicdo |z+ail=lz—al & |z - (-ai)| =z -al
representam os pontos da mediatriz do segmento de reta de
extremos (0, —a) e (a, 0), que é também a bissetriz dos
quadrantes pares.

Para a=0, ambas as condi¢des representam C.

134.

=ki, kER].

SeArg(ZH]) 7 +11

Seja z=a+bi, a, bER

ke zHl=E-Nkie

Sa+1+bi=(a—1+bi)ki

. ) a+1=-=bk
@a+1+bl——bk+(a_1)kl@{b=(a—1)k
_K -1
@{a+1=(1—a)k2<:> K+
1=0- pe_ 2K
=—7
k°+1
-1 2k
donde z= - i, peloque
PISIPIT R
2
|zl = K1 + (-2 2 5
k2+] kz +1) K+
2
(21 ) k“+1-21<2+41<2=(z1 ) ) -
k°+1 ko +1 K142
1 (12
_ x (k +1):1-
(K +1)

135.1 0O raio da circunferéncia é

=11+2il=V1?+22=/5.

i% )
2e° —em
i -1

0 afixo de 1+ pertence a circunferéncia pois

=2+i=V5.

T+i— e
-1

135.2 Aregido sombreada da figura é constituida pelos afixos
dos complexos cuja distancia ao complexo eir=—1 é
menor ouigual a V5 e cujas partes real e imaginaria sdo
positivas ou nulas, ou seja, é definida pela condicao
lz+1<VE ARe(2) >0AIm(z) 0.

1353 0 afixo de 2ie’ nio pertence a circunferéncia

=P2+1l=1-11=12V5.

| iy .
2ie” — elm

i =1

pois

136.1 |w|z3—w=0<:223—w=0<:
zel7j \/‘ 71[ an
=5t [ %) L kefo, 1,2}
.n 23
Assim, as solucdes sdo e 2, e g ee'.

136.2 Complexos cujos afixos distam até 2 unidades do afixo do
complexo w e, simultaneamente, tém afixos que perten-
cem ao angulo orientado de vértice na origem do afixo do

. T n\_ =«
complexo w e amplitude 2~ <_T> 9

Im(z)

137. Seja z=x+yi, x, VER

A condigdo Im(z) <0< y<0 representa, no plano com-
plexo, um semiplano aberto.

A condigdo

Re (zz—%) >1<:>—y—%>1<:>y<—% repre-
R —
i(x+iy)—%:—y—%+ix

senta, no plano complexo, um semiplano fechado.
0 conjunto A é representado, no plano complexo, pela
intersecdo dos dois semiplanos e é o semiplano definido por

ve-d.
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2 43 2 (\/§+ i)

1381 w= + 7 —_ “\V9TE =
V3-i s (V3-1) (vV3+i)
2(vV3+i) . 2(V3+i) V3o,

= —_ = —_ :———l
\/52_1-2 4 2 2
2
_ \/§> 1\?_
hwl = (T +(-g) =
Com 0=Arg(w) € ]-r, n] tem-se
1
2. V3 T
tanf=—7==——- — 0=—=,
arn ﬂ 3 0 afixo de w € 4.° quadrante 6

2 .
donde w=e ° .

12
_m
w12=(e “) =ei=1€R

138.2 z4+zel§=0<:>z(z3+el§> =0(:)z=0\/z3+elg=0<:>

3

& 3 X
Sz=0Vvz=V-e’=z=0Vz=4[(-1e*®
- e
&z=0vz=Ve?
2
Sz=0vz=e® *' k€0, 1,2}
A 10n l.‘IBn

Yy g 5
&z=0Vz=e'Vz=e Vz=e

Alinclinacdodareta r é © —%:3%, pelo que a regido
sombreada da figura é constituida pelos afixos dos com-
plexos cuja distdncia ao complexo 2i é menor ou igual a

2 e angulos orientados de vértice no afixo de 2i com

138.3

amplitude % ou seja, é definida pela condicao

lz-2i<2A [—%gArg(z—Zi)g—% v

b8 N _3n
\% EgArg(z —-20) <T]

139. Seja z=x+yi, x, yER.

139.1 Acondigdo Re(z) =Im(z) < y=x representa a bisse-
triz dos quadrantes impares.

139.2 Acondigdo Re(z) =3 < x=23 representa a reta a que

pertencem todos os pontos de abcissa 3.

139.3 A condigdo Re(z) =0« x=0 representa o eixo Oy .

139.4 A condigdo Re(z) =—Im(z) < y=—x representa a bis-

setriz dos quadrantes pares.

-
w
©
o

A condigdo Im(z)=—-2<>y=—2 representa aretaa
que pertencem todos os pontos de ordenada —2.

A condicdo |zl =4 < x2+y2=4" representa a circunfe-
réncia de centro de coordenadas (0, 0) e raio 4.

-
w
©
=)

140.1 Intersecdo do circulo de centro no ponto de coordenadas
(0, 0) eraio 2 com o exterior do circulo de centro no
ponto de coordenadas (0, 1) eraio 1.

Im(z)

140.2 Mediatriz do segmento de reta de extremos nos pontos de
coordenadas (1, 1) e (0, —1).

Im(z)
2 4

\_"?
_'2 _'1 ¢}

¢ T~_2Re(2)
_10'

140.3 Intersecdo do interior do &ngulo orientado de vértice no

ponto de coordenadas (0, 0) e amplitude g— (-m =37n
com o circulo de centro no ponto de coordenadas

(=1, 0) eraio 3.

140.4 Intersecdo do angulo orientado de vértice no ponto no
ponto de coordenadas (1, 0) e amplitude % com o inte-
rior do circulo de centro no ponto de coordenadas
(% 0) e raio 2, excluindo os pontos do interior do

circulo que pertencem ao conjunto definido por
{(x, y) ER%:y=x-1 /\x>l}.

Im(z)
PR TELIN -
. ~\ e
DA v
T ’
l’ 0’ ‘|
. S
v
-1 0 12 '.'Re(z)
\
o
N e - "
I
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140.5 Semiplano aberto definido por y < x (obtido através da
mediatriz do segmento de reta cujos extremos sdo 0s pon-
tos de coordenadas (1, 0) e (0, 1)).

Im(z)
2+ 4

19, .

140.6 Intersecdo do semiplano fechado definido por x g%

(obtido através da mediatriz do segmento de reta cujos
extremos sdo 0s pontos de coordenadas (3, 1) e (0, 1))
com a circunferéncia de centro no ponto de coordenadas

(% l) eraio 2 e exterior do circulo de centro no ponto

1) eraio 2.

de coordenadas (1

140.7 Seja z=re, r>0A0=Arg(z).

z el

A = pi20
Z z=rel ei(— 6)

T T

Se o€ —5,5

—%gArg(é) <Io Meg<n

z 3 6
_—
20 -2 51 n ]n
F<9<FA9€ 207

Reunido dos angulos orientados de vértices no ponto de
coordenadas (0, 0) e amplitudes, respetivamente,

T m\_m _Sn_(_ .y . ,R_BN_T
E‘(‘E)‘s' g ~("mW=g & 55 =5 cOMO

circulo de centro no ponto de coordenadas (—1, 1) e
raio 2, excluindo os pontos da reta definida por y=§x
que pertencem ao exterior do dito circulo.

Im(z)

141.1
Im(z)
MZ Ml
3v2
3v2
] Re(z)
M3

141.2 Dado que OM, (03v2) e MM, (0,6V2), entdo
OM,//MzM, e OM,M,=90°.

142.

1.° processo

‘z—1—i|_ lz-(+0)| _

- = 1<
z+1+1i

|z+ (1 +1) T A

S z-0+)|=lz-(=1-1)

Mediatriz do segmento de reta [AB], sendo A o afixo do
ntmero complexo 1+i e B o afixo do nimero complexo
—1—1 (bissetriz dos quadrantes pares).

2.° processo

Seja z=x+yi com z+1+i#0<&z#—-1—1, ouseja,
comxz—1Ayz—-1ew=1+1.

‘z—1—;‘|= =40l o
zZ+1+1 z+(1+419)
2
@’z—w=1 |z—w -1
zZ+w Z+w

Para abreviar os calculos irdo ser utilizadas as proprieda-

des z£z'=z+7 e (5) =Z, validas para os nimeros
z

complexos.

40
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=1

=1@

5 -
‘z—w z-w z-w
zZ+w z+w  z+w

[t

ZWZ U & -w)Z-w)=C+w)(z+D)
z+w z+w z+w#0

Z+w=0
(D ZXZ—ZXW—WXZ+WXW=ZXZ+ZXW+
+WXZHWX W 22 xW+wx2) =0
Szxw+wxz=0
S x+y) 1 -D+0+)(x—yi)=0&y=-x
z—1-1
z+1+1i

Assim, a condigdo | ‘ =1 éverificada pelos nime-

ros complexos cujos afixos pertencem a bissetriz dos qua-
drantes pares.

143.1

1.° processo
Com z=rel®, tem-se z2=r2e20 g z3=r3¢i30
Os afixos sdo distintos dois a dois se os respetivos nimeros
complexos também o forem.
z=22ére0=120 (& r1=r2N0=20+2kn, kEZ &
Sr(1-nN=0A0=-2kn,kEZ
S r=0vVr=1)A0==2kn,ke”Z
&z=0Vz=1

z=BSref=re <& r=3N0=30+2kn,kEZ &
Sr(1-1)=0A20=-2kn,kEZ

S r==1Vr=0vVr=1)A0=—kn,kEZ
&z=—-1Vz=0Vz=1

Assim, os pontos sao distintos dois a dois quando
z20Az2z-1AZz1.

Observagao: em bom rigor, 0 caso z=0 vem diretamente
dasigualdades z=2z2 e z=2z3, sem o0 recurso a escrita de
z na forma trigonométrica, pois, por definicdo, z=re®#0.

2.° processo

Com z=a+bi, a, bER, oponto M, tem coordenadas
(a,b).

22=(a+bi)=a? - b*+2abi, pelo que o ponto M, tem
coordenadas (az— b?, 2ab) .

B=22xz=(a? - b2+ 2abi) (a+bi) =

=3 - 3ab’+ (3a2b — b°) i, peloque o ponto M; tem
coordenadas (a3 —3ab?, 3a?b — b3) .

- a?-b*=a
Mz-MI‘:’{ ‘:’{b(Za—D:o‘:’

2ab="D
T 221
- aa-n=0 |32
@{b=0va=l<:{b_0 - Vv equagéuimpussivel@
2 = 1
=3

ala—1)=0 {a:(]\/a=1
@{ b=0 1 b=0

Logo, M,=M;, quando z=0Vz=1.

a3 —3ab’=a

M3=M1<:>{3a2b—b3=b(:>{b(3a2_1 ) =0

‘:’{bzovb2=3a2—1

— — 2) —
<:>{a(az—1)_0v a(l1—4a?)=0
b=0 b*=3a2 -1

1

a=0 a=-1 a=1 a=0Va=%t=
2
‘:’{b=ov{b=o V{b=0v{

b*=3a2 1

a=0_, Ja=-1_, [a=1

Vv \Y Vv

‘:’{bzo {b=0 {b:O

.

a=0 a—iz

Vi b'=-1 V4 2.3 4
_—_———— -

equacao impossivel N .

equacao impossivel

a=0_, Ja=-1 a=1

‘:’{b=ov{ b=0 v{b:O

Logo, Mz=M, quando z=0Vz=—-1Vz=1.

Assim, os pontos sao distintos dois a dois quando
z20Nzz-1TAZ=1.

143.2 Com M, # M, o triangulo definido por [M;M,M;] &

retangulo em M, quando M; for aimagem do afixo de
22+ k(z—2z2) x (i), k €IR\{0}, isto é, quando se

soma M, com uma rotacdo de centro O e amplitude %
T
2
quando Ms =M, + (+i) x kM,M;, k € IR\{0} .

. _— .
ou —% aum vetor colinear com o vetor M,M; , ou seja,

B=24+k(z-2)xi=>B+(ki-1)2-kiz=0&
&z=0VvZ2+(ki-1)z—-ki=0

B=22+k(z-2)x () = 28— (ki+ )22+ kiz=0&
&z=0VvZ2—(ki+1)z+ki=0

Por outro lado,

24+ (ki-Nz-ki=0&z=

_a —ki)i\/—k2+1+2ki<:>z=(1 — ki) £V (ki +1)

2 2
e 22— (ki+Nz+ki=0&

=(ki+l)i\/—k2+1 — 2ki

=z

2
e 1) £V (ki —1)°

7 .
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144.

Tomando ki+1=re?, r0 tem-se que

V (ki +1)* = /12126 = reilevkn) k€ {0, 1}, donde as

solugdes sdo re®?=ki+1 e
ref0+m = — (ki+1)=—1-ki.

De forma idéntica se conclui que V/ (ki — W=tki-1).
(1 - ki) £V (ki +1)
2
substituigao V/ (ki +1)° =+(ki+1), conclui-se que

z=1Vz=-ki.
(ki+1)£V(ki— 1)

2

substituigao V/(ki — 1)* =+(ki — 1), conclui-se que
z=1Vz=ki.

Voltando & equacdo z= e fazendoa

Voltando a equacdo z= e fazendoa

Como para haver triangulo os afixos tém de ser distintos
dois a dois, o tridngulo sera retdngulo em M, quando
z=-kiVz=ki<z=mi, m€R\{0}, pois para
z=1 ha coincidéncia de afixos.

Seja z=a+bi,a, bER.

M,(1, 1), My(—a, 1-b) e M;(1—b, a).

As coordenadas de MM, sdo (—a—1, —b).
As coordenadas de MM, sdo (=b, a—1).
1_-b

Os afixos sao colineares quando —£——=_—2_,
-b a-1
az1Abz0.

com

Simplificando a equacé&o, obtém-se:
—(@a+Na-1)="<a?+b’=1, com b=0(na condi-
¢do a’+ b2=1 , que define a circunferéncia de raio 1,
centrada na origem do referencial, b0 —=a=1).

Para além desta condic&o, é necessario garantir também
que os afixos M, e M; ndo séo coincidentes, ou seja, que
i—z#1+1z.

T+iz=i—z & 1+ila+bi)=i—(a+bi) &
& 1+ai—-b=i—-a-bi

& T+a-b+a@+b-1i=0

{1 +a-b=0 {a:O

= =

a+b-1=0 b=1

Portanto, z#i(emtermosde a e b, bastard escrever
b=1).

Concluindo, os valores do nimero complexo z para os
quais os pontos M;, M, e M; s&o colineares séo da
forma z=a+bi, tal que a2+ b*=1, com b=0Ab=1,
ou seja, sdo 0s complexos cujos afixos pertencem a circun-
feréncia de centro na origem do referencial e raio 1,
exceto z=-1,z=1¢e z=1.

145.

146.1

146.2

146.3

146.4

146.5

146.6

146.7

1471

Seja z=x+yi, x, yER.
lo-2il=3l+3l & lz-2i= 3|z +3))* &
z -2l >0
3z+3[=0
<:>x2+(y—2)2=9[(x+3)2+y2]
<:>x2+y2+27x+2y+% 0
729 117
2 129 o 1
<:>x+ x+64+y+ y+16 4
2 2
_(_z (-2 _m>
‘:’[ ( 8>]+[V (4)]‘( g )
. N 271 1
pelo que o centro da circunferéncia é % 71)
afixo do niamero complexo —% - %i e temraio L” .

Dado que as bissetrizes tém inclinagdes, respetivamente,

3r
deIeT

Dado que AB=V2?+22=2+/2, a condicdo &:
z=(=1-1|<2V2ARe(@<0AIM(2) <0 &
& lz+1+il<2v2 ARe(2) <0 A Im(2) <0

a condicdo é %<Arg(z) <3Tn'

Dado que as quatro circunferéncias tém raio 1, a condi-
gdoé lz—1-i2TAlz+1=i>TAlz+1+i 2T A
ANlz=1+1>1

Dado que a circunferéncia tem raio 1, a condigéo é:
z+11>1ARe(@)>-1A-1<Im(2) L1

Dado que os pontos da regido sombreada estao mais pro-
ximos do ponto B(1, 0) do que do ponto A(—2, —2) e
pertencem ao 2.° quadrante, a condic@o é:
z-1<]z=(=2-20)| ARe(2)<0AIM(2) >0 &
S lz-1<lz+2+2il ARe(z) <0 A Im(z) >0.

Dado que asretas AC e AB téminclinagdes, respetiva-
3

T T
mente, de 2 e 1

—%<Arg(z -2)<

a condicao é:

—%/\Im(z) >0

Dado que o poligono é um eneéagono (9 lados) regular, a
condigéo é:

T

s MAg)< —?v—§<Arg(z) -5V
T, ,2n

6\Arg(z) E\/ 3 <Arg(z)< 5

i(z—1-1i)=i(z—z,) representa a rotacao de ampli-

n —_—
tude 7€ centro O dovetor AM .
i(z—1-0)+1+i=1i(z—2z,) +2z, representa a soma do
ponto A com rotacdo de amplitude % ecentro O do
vetor AM, o que é equivalente a imagem de M pela

rotacdo de centro A e de angulo de amplitude %

NY12RP_EMP © RAIZ EDITORA
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147.2

148.1

148.2

148.3

149. f(z) =
(foh)@=f[n@]=fz-2+D)=-ilz-2+1)=

150.1

150.2

el(z—1-0D)+1+1

@+ =l-2+i=V5,
pelo que a condicdo é [z—2—il=V5.

0 raio da circunferéncia é [2i —

Arg(z-2-i)=kg,ke{-8, .9
Ej
18

—% Arg(z-2-1)<
2n 2n
?gArg(z 2-0)< VI <Arg(z - 2—z)<
%chrg(z—Z—i)<Tc\/
V —n<Arg(z-2-1< —?V
7n
\/—g <Arg(z-2-1)< —3 \Y
——<Arg(z 2-0)< _T Alz=2-il<VB

—iz,8@)=z+1+2i e h(z2)=z—-2+1.

=—1z+2i+1

(8:/)(2=g|f@)] =g(-iz)=—iz+1+2i

Conclui-se assimque foeh=gof.

Designemos o pentagono descrito por [OBCDE] . Consi-
deremos o pentagono com vértices O', B', C', D' e F/,
obtido do pentagono [OBCDE] pela translagdo de

vetor H(—Z , —2), que tem centro na origem do referen-
cial e vértice de O’'(-2, —2). As coordenadas dos res-
tantes vértices do pentagono [O’'B'C'D'E’] obtém-se,
sucessivamente a partir de O’, por rotagdes centradas
2?1'5. As coordena-
dasde B, C, D e E obtém-sedasde B', C', D' e E/,
respetivamente, pela translagdo de vetor v (2, 2).

na origem do referencial e amplitude

Desta forma, obtém-se:

B’<2\/fcos< 20>+2 2\/—sm< 20)+2>

C’<2\/_cos—+2 2\/_smﬁ+2)

D’(Z\/_cos +2, 2\/_sm—+2>

E’<2\/_cos”n+2 2\/—sm17—n+2)

Se o pentagono regular estivesse centrado na origem, o
vértice que agora esta na origem teria coordenadas
O+E)’:(—2, —2), ouseja, seria o afixode —2—2i e
os vértices do pentdgono eram os afixos das raizes quin-
tas do nimero complexo (-2 — 21')5 =128+ 128i, isto &,
eram as solugdes de z5=128 + 128 .

151.

Dado que o pentdgono regular esta centrado no ponto A,
o afixo de cada nimero complexo w, vértice deste penta-
gono, € obtido do afixo de cada nimero complexo z, cor-
respondente no pentdgono centrado na origem, por soma

desse afixo com o vetor OA = (2,2), isto &,
wW=z+24+2i&z=w—-2-2.

Assim, os afixos dos nimeros complexos w, vértices do
pentagono centrado no ponto A, sdo as solucdes

de (w—2—2i)° =128+ 128 ou, na variavel complexa z,
(z-2-20"=128+128i.

1.° processo

2.° processo

kon
=1 z=Vi=Vel=e ', ke{0, ..., 6

Utilizando a sugestao, as solucdes da equacgdo sédo

12_7[ A s & 0 A2
7 7 7 7 7
ell=1, ,el,el,e’,e’ ee’ e

lzl 1.47[ lel ,Bl ian IZn

T+e’ +e’+e’ +e’ +e T

2n 6m 8n 10m
<:>1+cosT+cosT+0057+c037+cos 7 +

2n 6 8n 10m
7 +sm7+3|n7+sm 7 +sin—— 7

+ COS$+ (sm

+sm12—n)z—0 =

7
2n i 61 8n
z1+cosT+ c037+0057+ cosT +

—_—

[
cos (21:—7) cos

10m

+ COS— + 12m

COS——
7

cos (21( —2l> cos%"

=0

4 4
cos(Zn— 7 ) cos

YA 6m
S 1+2 (cos7+ cosT+ cosT) 0

2n 6 _ 1
& cos 7 +cos 7 T+ cos 7773
7 &
Z=1¢<z=V1=Vel=e¢ ", ke{0,...5}
As raizes da equacdo z7=1 sdo:
27[ g hius 10 A2

7 7 7 7

z=ell=1,z=e",z=e",z=e", 2

Como a sua soma é nula, tem-se:
Zn 47t 67( Bn an IZn

1+e +e +e +e +e +e

21: »LW l.el b An o

17 —17 —t
1+e +e’ +e’ +e

+e

L S S S S
e'+e T+e'+e "+e’ +e T=-1
2n A 6

2c0S—+2C0S—+2C0S—

7 7 7_1

e +e-®=2cosO

2n 61 1
COST'F COST+ COST —E

Como queriamos demonstrar.

43



RESOLUCOES — NC12

TESTE - PAG. 112

2n
1. 14””:(12) xi = = i
— 2n é um nimero par
-1

Opcdo correta: D .

2. Acondigdo Re(z) <0 representa o semiplano definido por
<0 eacondigdo |z —2il =]z — 2| representa a mediatriz

do segmento de reta de extremos nos pontos de coordena-
das (0, 2) e (2, 0), ou seja, a bissetriz dos quadrantes

impares (reta de equagao y=x ), pelo que a conjungéo das

duas condigdes resulta na bissetriz do 3.° quadrante.
Opcdo correta: C.

3. Umargumento do nimero complexo —z é m+ <—%) ...

Por outro lado, um argumento do nimero complexo =z é

_4n
5

Opcdo correta: A.
! Ing)i
4. z=zx(-2z)= (\/_e ) ><(—229i)=—2\/§7e(3 )

Dado que

_2\/§7e(%n _vE [cos —+6)+isin (%T‘+6)]

para que o complexo z seja umimaginario puro e

Im(z) <0, tem de se verificar

cos(%t+9) 0/\sin(%n+0>>0.
cos(7—n+9) 0 < cos(5+0)=0<:>
3 7i‘=21|:+§ 3
<:>g+0—§+kn keZ<:>0—€+kn kEZ =
5n
= 0=Eve=C_g=_2L
0€]-n, n 6 6 6

sin (7_n+9> >0 & sin (%"'9) >0, inequagdes que,

3 7?7(:21”%
para os dois valores anteriores de 6, s6 sdo verdadeiras
quando 9———
6
Opcdo correta: C.

5. Sejaz=a+ib.

0 afixo de z é o ponto A(a, b) e o afixo de z & o ponto
de coordenadas (a, —b).

Alimagem do ponto A pela reflexao de eixo imaginario é o
ponto A'(—a, b), ouseja, o afixode —Zz.

Aimagem do ponto A’ pela translagéo de vetor (0, —1) é
oponto A”(—a, b—1), ouseja, o afixo de —z+t onde
t=—1.

Dado que |—i|=l/\arg(—i)=—%, entdo t=e ° .

Opcéo correta: B.

5

€]-=n, wn], pelo que é o argumento principal de =z .

2+ (4+30)(5-2)

] z——l
21
215 . . .2 . .
_—1—(1) Xi+20-8i+151— 61" —1+i+20+7i+6
- 1. - 1.
2! 2!
_—1+i+20+7i+6_25+8 _50+16i
1; [P
2 2
~GOIBDXT_ gy 16i2= 16— 50i
i
l(‘l_zl) In (47r+27r) friud
A—3e® V=3e®, c—3e’ =3%,
i(L’H—Zle Al
D—3e'® =3e",
i(An 32 A3 (A g2 fikis
E—>3e(9 8):3636,F 3e<9 B) 369,
i(A 4 5 28 i
G_’3€(9 B)—3€36,
i(4m 4 28 friug
H_'3e(9 B)_se 18
Seja z=|z|e®.
Tem-se %:ll—le-i" e dado que os nimeros complexos z

e % tém imagens sobre a mesma circunferéncia de centro
na origem do referencial, entdo tém o mesmo maddulo, ou seja,

lzl=— ¢ lzI’=1 = |z=1, donde
| | lzZl >0

z=ef=cos@+isind.

Por outro lado, recorrendo a trigonometria,
lz—11=V(cos@ — 1)’ +sin’0 =v2 — 2 cos e como
lz-1l=lzl=1¢<V2-2c0s6=1=
—2-2cosb=1& cosG:%, donde se obtém que
Arg(z) = ——\/Arg(z)——

- ST
iz &
Conclui-se, assim, que z=e *Vz=e?.

Em alternativa, recorrendo as propriedades dos nimeros
complexos e sendo z=a+ bi, tem-se:

=-Nz-N=lz-1" ©z-1Vz-1)=1<

C-D=z-T=z_1 |lz-ll=l=1

@é—z—2+1=1<:>z+2=1<:>2a=1<:>a=%

2
2l

lzZl=1 = Va2+b =1

2
S b=tVI-d=+ 1-(%) =i§ g
Conclui-se, assim, que z=l+ﬂi\/z=l—ﬁi. §

22 2 2 ]
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9.1

9.2

10.1

10.2

1n.

Sejam z,=re® e z,=r,e%, 1, 20.

10,
<ﬁ> = (%) = <ﬂei(91 —92)) =ﬂei[—(91 —92)] =
Zy rzel 2 Ty Ty

ref re-® z

T .
=1oi(6,-6)) __ = __=_
) red ez,

Sejam z,=re% e z,=1,e%, r,%0.

i6
rem I

—| = |-lel(®-0)| =
e |1, U
=ﬂ|ei(91—92)| = ﬁ=ﬂ
n o0l os 6, )+ o) =vi=1T2 |29
2.3 (2-30(-2-3) _(3)'-2
w= T = K N =
=243 (=2+30)(=2-30) (=2)?4+32
=_1 — ein
lwl =1
Arg(w)=n

As raizes clbicas de w sa@o os nimeros complexos

)
Z=e L ke{o, 1, 2).

frud

TU
'3 3

zg=e®, zi=em e zy=¢

Tridngulo equildtero inscrito numa circunferéncia de centro
na origeme raio 1.

Seja z um ndmero complexo tal que w e w sao duas das

. s . . —\ T
suas raizes de indice n, ou seja, tal que w'=z A (W) =z
e seja w=|wle?®.

Tem-se W= |wl|el-0, wi=|w|"ei@® ¢ ()" = w|"ei- n0)

Conclui-se assim que

lw|"et@®) = |w|"eil-19) > cos(nh)+1isin(nh) =
|lwl#0

=cos(—n6O) +isin(—nb) e dado que

cos(—nB)=cos(nd) e sin(—nh) =—sin(nd), obtém-se a
igualdade cos(n8) +1i sin(n) = cos (n) — i sin(nh) <

& 2isin(nf) =0 & sin(nf) =0

z um namero real pois

z=w"=|w|"ei®) = |w|" [cos(nB) +i sin(nO)| =

=|w|"cos(n®) €R. 0

12. Excluindo a solugdo z=0 (imediatamente observavel),

tome-se z=z|e®, |z| #0:

3
23 _ (Izle®) )
T=Z = —5"=|Z|el(_e)@
-V3+i ~—— _ ¥
Z=le-o e °
_Viric2l®
3 i(sp-5r 2 if40-5m
@%e( 6)=|z|ei(—9> = |ZT|e( l3)=1
[ —
|zl =0
el-0 20

e‘(”‘%) i(a0-2)
dice ¢

Conclui-se, assim, que

i(40 - 5%
e( 5)=cos<49—‘r’—n>+isin<40—5—75) é 0 nimero

6 6
real % pelo que sin<49—5—n>=0<:49—5—n=kn,
|zI 6 6
_5n,,m
kEZ<:>9—24+k4,k€Z.
Em ]-=, n] tem-se 9=—12%n\/9=—12%5v
S—r S—r
k=-4 k=-3
—_In g T g, 1IN
Vo= 24\/0— 24\/0—24\/6— 2% \Y
k=-2 k=-1 k=0 k=1
W, o 2n
V0= Vo=
k=2 k=3
Quando k=—-4Vk=-2Vk=0Vk=2,
tem-se cos<49—‘%n)=1.
kn
Quando k=-3Vk=-1Vk=1Vk=3,
tem-se cos<49—%n)=—1.
kn
Assim, de
i(46 -
e( 5)=L2<:> cos<40—5—n> +isin(49—5—n) =L2
|zl 6 6 |zl
+1 0
obtém-se que I%:H ozl =12,
z

De |zI*=2, conclui-se que |z|=v2.

De |zI’=-2 (equagdo impossivel), conclui-se que

131 T 1n 23w

Tornando novamente a z=|z|ei®, temos para solugdes
SV R
z=0,z=V2e' *’, z=V2e" ¥, z=V2e¥ e

l-171[

z=V2e ™.

45



RESOLUCOES — NC12

TESTE GLOBAL - PAG. 114

1.

A enésima linha do tridngulo de Pascal é composta pelos
nameros do conjunto {"Cy, ..., "C,} . ou seja, é composta
por n+1 elementos.

n+1=24 ¢ n=23, peloque é composta pelos nimeros
do conjunto {*Cy, ..., ®Cys} .

Alinha seguinte é composta pelos nimeros do con-
junto {*Cy, ..., #Cy}, ouseja, é composta por 25 ele-

mentos, sendo que dois deles (*Cy, “C,;) s&o o nimero 1,

donde a probabilidade pedida é 75 -

Opcdo correta: A.

(o) =3 ()0 -

X
L 10 % 2 10 %k_w
=3 |"Cexxk10x x| =3 [PCpx x
k=0 k=0

Seograué 2, entdo %k—10=2<:>k=8, pelo que o

termo de grau 2 é "°Cyx x2=45x2,

Opcdo correta: D .

lim M: Se—Sasin(e—Sa)_
x—a

x—a

f(a)

Opcéo correta: B.

flx) =3e Zassin(e-99)

7= _30i0 = 3einx pi0 = 3piln+6)
—3=3ei®
Se 66]—15,—%[:MHGE]O,%[C]—T:,T:],

donde 0< Arg(z) < g .

Opcdo correta: A.

0 circulo de centro no afixo do nimero complexo 1+i é
definido pela condigdo |z —(1+1)| <1 lz—-1-il<1.

0 semiplano Im(z) >1 contém o semicirculo representado
no plano de Argand.

Opcdo correta: B.

Seja z=zle®, onde |z| =0 e 66]0, %[
ilo-%
—zi=ix(—i)=|2|e( 2

i6
2] et ez(%)

, ou seja,

Arg(-zi) =6 —%E]—%, 0[, pelo que o afixo do nimero

complexo —zi éoponto D.
Opcdo correta: D .

10.

11

1.2

Isin(6x+2)dx=—%cos(6x+2)+C

Opcéo correta: B.

A =I%f(x) dx= Laf(x) dx

2

Jaf(x)dx=J%f(x)dx+J:f(x)dx = A-A=0

I; flodx = —Jfﬂx)d.x

Opcédo correta: D.

Utilizando o acontecimento contrario a «os 2 ovos de
codorniz ndo ficarem juntos», isto é, 0 acontecimento
«os 2 ovos de codorniz ficarem juntos», tem-se:

Casos favoréveis: 11 x °Cy (0s 2 ovos de codorniz podem
ocuparasposicdes 1e 2,2e3,3e4,..,1e12,
sendo que nos 10 recipientes restantes colocam-se

os 8 ovos de galinha).

Casos possiveis: "“Cgx 'C, (nos 12 recipientes colocam-se
os 8 ovos de galinha e, nos 4 recipientes sobrantes, colo-
cam-se 2 ovos de codorniz).

P(AUB) —P(AUB) =P(ANB) —P(AUB)=
AY5) VAL
pP(ANB)

=1-P(ANB)-P(AUB)

1-P(ANB)

=1-P(ANB)— [P(A) +P(B) —P(ANB)
P(AUB)

=1-P(ANB)-P(A) —P(B) +P(ANB)
=1-P(A) —P(B) =P(A) — P(B)

P(A)
M(t) — @ & 15% o002t — % & e 002 =% =
& —002=1In (l) e t=102 341 39min
' 2 0,02

Afuncdo M é continua em IR, , logo também o é
em [0, 4].

Por outro lado, M(0)=15>14 e M(4)=15¢"008 < 14
donde, pelo Teorema de Bolzano, a fungdo M toma todos
os valores entre M(4) e nointervalo ]0, 4[, isto &,
3ce]o, 4[: M(c)=14.
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12. g)=—MNX__ o gry)=_t=Inx V3

131

1+ n) x(1+Inx)* ny_ 2 _ V3 _ V3(-vB) ., o
133 (%)= +£—2+\/§—(2+\/§)(2_\/§)—2\/§
2
donde AD=2v3-3.

Por outro lado, f(x)=2v3 — 3 &> ~—SNX__9\/3_ 3
1+sinx

—INX g 1-x=0&
x(1+|nx) XED;

Snx=1<x=e €D,

g =0

1 & sinx=2v3 -3+ (2v3 - 3) sinx
x 0 B e |*e° & (3-2v3) sinx+sinx=2v3 -3
g (%) ND.| — |ND.| + | o - o (4-2v3) sinx=2\/§—3<:>sinx=2\/§'3
R 4-2V3
oncavidades e
pontos de inflexdo | N.D. | n | N.D. | U % PLL| N &> sinx = (2\/— 3) (4+2\/—) &S sinx = Zﬁ_ﬁ
do gréaficode g (4 2\/5) (4_,_2\/—) 4 2
Ty y—pg_R_2n D=2r_n_1
Concavidade voltada para baixo em ]0, %[ e fe:n,x_ 3 VA== pelo que CD= 3 373
em [e, +oo[, concavidade voltada para cima em ]% e] Assim, a area do retangulo é dada por:
— = n Zn\/_
e ponto de inflexdo de coordenadas (e , %) . ADX (D= (2\/_ 3)
g 208 200 (iz) -3
No dominio considerado a fung&o é continua, pelo que s6 ’ 1-2i 1-2i (iz)s:(__1)s:_1
podera ter assintotas verticais em x = —% eem x=37n; _2-241-3__ 2 ___ 2(1+2) _4-2
além disso, por ter dominio limitado, ndo pode ter assintotas 1-2 -2 (1-2001+20) 5
ndo verticais. _4_2,
. 5 5
1 Jsr”sll)rcl i Gy T donde a reta de equacdo
—-g TERE T 182 Seja z=|zle®.
E‘jﬁ.(”si"xﬁ”‘ As raizes quartas de z sdo os nimeros complexos
f o (005) g (o)
x=~= &assintota ao gréfico da fungao f. z=Vlzle =Vlzle .kefo, 1,2,3}.
zy=1-1 ‘ ‘ \/—e( ) donde, para que o afixo da outra
li Sinx = — oo, donde a reta de equagéo Arg(z)=—3
_ 3 T+sinx fim_ino)=-1
’ umT’(Hsinx):y raiz quarta de z pertenca ao 3.° quadrante, basta tomar
3 N para argumento Arg (z;) -T —S—R, donde se tem
1 2 4
x=5 é assintota ao grafico da funcéo f. () -
ZZ=\/ie ¢ . 4
132 f(x) =—CS05% ,
(1+sinx) 15.1 Atendendo a que (x2+2x+3) =2x+2=2(x+1),a
N | imiti :
Frlx) =0 < coéx <0 cosr=0& x=% expressao geral das primitivas é
(1+sinx) <Dy J x+1 1XJ‘ 2(x+1)
X2+2x+3 270 x2+2x+3
X _T T 3 1
2 2 2 —Exln|x2+2x+3|+c ceR
f'(x) ND. | + 0 - | ND. 152 F’(x)=%
Monotonia e 1 vz
N.D. — Max. abs. N.D.
extremos de f /| g Max N 16. 0 gréafico da fungdo definida em [0, 4] por

y=Va4-(x- 2’ & (x - 2)2+y2 =2 6 a semicircunferén-
cia de raio 2 e centro no ponto de coordenadas (2, 0),
cujos pontos tém ordenada ndo negativa e o integral é igual a
area da regido do plano delimitada pelo eixo das abcissas e
pelo gréfico dessa funcao, ou seja, é igual a area do semicir-
culo de raio 2 e centro no ponto de coordenadas (2, 0).
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