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I ——— GRUPO | - ITENS DE ESCOLHA MULTIPLA I ———

1. O niimero de maneiras do director fazer a escolha & >°°C; 4o + 5°°C;91 + °°1Cy0, (pOis tem.de escolher ou 100
trabalhadores do 1.° turno, ou 101 trabalhadores do 2.°, ou 102 trabalhadores do 3.°) Assim, tendo em conta as
propriedades do tridngulo de Pascal, vem >°°C; o0 + >°°C;0;1 + °%1C102 = %°1C101 #2°1C162 = °02C, 0.

Resposta: D

2.Como A, B e C séo independentes e séo independentes dois a dois, entéo;

P(ANBNC)=P(A) xP(B) xP(C),P(ANC) = PCA) X\P(C)e P(BNC) = P(B) x P(C)

Assim:
CNCNANB=CNANB
R

_p(cn(auB)) _ P((cna)e(cnB)) _ P(CnA)+P(CnB)-P((CnAN(CNB))
P(C|(A U B)) ~ P4uB) 2P(@) - 2P(C) -

__ P(CnA)+P(CNB)-PANBNC) _ P(C)xP(A)+P(C)xP(B)—P(A)xP(B)xP(C) _

2R2(C) 2P(C)

__PEOX(PCA)+P(B)-P(A)xP(B)) _ P(A)+P(B)-P(A)xP(B) _
- 2P(C) - 2 -
ata—axa 2a—a?

= = =a—0,5a°
2 2

Outra resolugao: Da resolucéo anterior conclui-se que os acontecimentos C e A U B s&o independentes, pois:

P(ANB)
P(€n (AUB)) =P(C) x (P(4) + P(B) — P(A) x P(B)) = P(C) X P(AU B)

P(AUB) _ P()+P(B)-P()XP(®) _

—0,5a?
2 2

LogovP(C|(AuB)) = P(C) =

Resposta: B
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3. Tem-se:

I R lentn—14n—2+n—-4="C, e 4n—7=—2

nc, ' ne, | ne, NG, 21x(n—2)!

_ nx(n-1)x(n—2)!

e4dn-7= T o8n—-14=n*-ne
2Xx(n—2)!

oenf-In+14=0n=2 V n=7

Como n nao pode ser 2, entdo n = 7. (n ndo pode ser 2 porque se assim fosse a probabilidade de sair a face numerada 8em o nimero
1 seria 2 e a probabilidade de sair a face numerada com o nimero 4 seria negativa)

Seja X a variavel aleatéria «<nimero de vezes que a face numerada com numero 2 fica voltada para baixo em quatro
771
’ 7C2

lan¢camentos». Tem-se que X ~ Bin (4 = ;) e pretende-se determinar P(X < 2).Assim;

PX<2)=PX=0+P(X=1)+PX=2)=

6o x (3) % () e () x (G)rica () < () = 003

Nota: A variavel aleatdria X pode tomar os valores 0, 1, 2, 3 ou 4, ou seja, ¥ = {0,1,2%3,4}.

Resposta: A
4. Tem-se:

5 5 3
log,, ((;W) = log,, (;7) = log,, (;%) =log ,(x*) —log,,(y*) =3log,, x — 2log,,y =

., log,x _ log,y a _ b _3a 2b _ 3a—4b
" “log, 64 log, 64, log,(2°) log,(43) ~ 6 3 6
Resposta: C
5. Tem-se que x,, — 2, paftanto 2 x,, — 0.Como —1 < x,, < 2, vem:
1<, <2 -2<—x<1le0<2—x,<3
Portanto os termésida sucesséo (2 — x;,) séo positivos, logo 2 — x, — 0%. Assim:
1 1 1
lim(z—e Z—Xn> =2—e 0F=2—-e""=2-0"=2"(¢ 7w >0,VvneN)
1
Assim, pela definicdo de limite segundo Heine, tem-se lim f (2 —e Hn) = lir‘gl_ f(x) = —oo.
X
Resposta: A
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= O contradominio da fungdo f é ]0,1[, ou seja 0 < f(x) < 1, Vx € R. Como a fungdo logaritmica & negativa no
intervalo 10,1, entdo In(f(x)) < 0, vx € R.

= Tem-se g’ (x) = (x3 — 2x2 + x)'eX’~2X"+% = (3x2 — 4x)e* ~2%°+*_Assim;
g () =0 (Bx% —4x + 1eX 2 =0 o

3_9,2
©3x2—4x+1=0 Vv e¥ TR =0 o
~—_—
equagdo impossivel em R

Fazendo um quadro de variagao do sinal da fungéo h'"’, vem:

x —00 % 1 +o0
In(f(x)) — — — — -
i) g'(x) + 0 - 0 +
h" (x) - 0 + 0 -
h(x) 8 pih U p.i. 2

i) Observa que o sinal de g’ depende apenas do sinal de8%8 — 4x + 1 porque e**~2**+* > 0, v x € R.

O gréfico de h tem a concavidade voltada para baixo em ]—oo, %] eem [1,+oo[.

Resposta: C
\ _ . . 8 8 _ 8 __ 8cis(0) _ . _ 8| _
7.Seja z = 2cis6. Assimy— = o0 Pes0) — Beis0) cis(—36) e portanto | = 1.
Vamos utilizar'asegra do paralelogramo para resolver este problema:
Alm(z)
Portanto Z% — 7 s0 pode serigual a z,.
Resposta: B
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3_11:+2k 3n+8km
- Tem-se 16\/?015%” = 3\/ 162 X 2cis <4 2 n) = {/512cis (%) 2% (3n+8kn) =

— V23i (3n+8krr) = 22 (SnIBkn) com k € {0,1,2)

Para k = 0 obtém-se a raiz clbica de 16\/§cis‘%” que cuja imagem geométrica é o ponto A. Assim, vem:

A— Zﬁcis%z Zﬁ(cos(%)+isen(%)) = 2\/_( +l—) =2+42i

Também se conclui que A0 = 2+/2. Assim a circunferéncia de centro em A que contém o pento O pode ser definida
por|z— (2 +2)| =2V2 & |z—2 - 2i| =22

« Tem-se 4B = |-2 —i — (2 + 2i)| = |—4 — 3i| =/(—4)% + (—=3)2? = &25 = 5. Assim a circunferéncia de

centro em B que contém o ponto A pode ser definidapor |z — (=2 —i)| =5 ©|z+2+i| =5
= Arecta r é a mediatriz do segmento de reta [AB]. Assim pode setdefinida por |z — 2 — 2i| = |z + 2 + .

Portanto a condicéo define a regido sombreada da figura pode Sef:

z—2—-2il<2V2 A |z42+i 25 A |z—2-2i|<|z+2+]
Resposta: D

| GRURO.MlL— ITENS DE RESPOSTA ABERTA |

1.
11.
—4i37 1 [, —4i M- 1 _ -i ., —4i+4i® —i . —4i-4 0, ..
Py = — - = X=X ——i= — ——— = t-—i=-2-2i+i—-i=
1+i i 1+i -i i =i 122 —i2 2 1

=—-2-2i=2z = 2\/§c1s—

CalcylosAuxiliares:

- l'37 — l'4><9+1 — il =i

= Para escrever —2 — 2i na forma trigonométrica, vem: |—2 — 2i| = /(—=2)2 + (—=2)2 = /8 = 2+/2. Sendo @ um argumento de —2 — 2i,
tem-setg 6 = :—2 = 1e 0 € 3.°quadrante, pelo que 8 = g +m= %” .Assim =2 — 2i = Zx/fcis%” .
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= Tem-se:

3n 3n 3n 3n
( 2z )371 2\/Eci554—7r ( Zﬁcis% 2\/7ciss4—7r Zx/fcisi—n
21)2xi - . Sm\2 L w “\ 226is(5F is® - WENG - 127 -
(z1) (ZCISE) XCISE 2 c1s(12><2)><c152 4-c15( - +2) 4cis 3

Z2

3n
= )in) pertence a bissectriz do terceiro quadranteSe o sed argumento
1

A imagem geométrica do numero complexo (

for da forma %ﬂ + 2km, k € Z. Assim:

—T;—”=%”+2kn,kEZ@—%=§+2k,kez<:>—n=5+8k,keZ(:>n=—5—8k,k€Z

Logo,n = 3 (k = —1).
1.2,

= Fazendo z = pcis@, com z # 0, vem:
_ 57t 2
73 x (z,)? — 32Z = 0 © (pcish)3 x (Zﬁcisr) =32pcis(—0)
3 .. 2 . 5w _ .
& p3cis(360) x (2\/7) cis (T X 2) = 32pcis(-0) &

& p*ais(30)x 8cis 2 = 32pcis(—6) « 8p3cis (30 +Z) = 32pcis(—6) &

‘ . 51 T
> — =2r+-
2 2

8p3 =32p p3—4p=0
e . e . e
39+E=—9+2kﬂ,kEZ 49=—E+2kﬂ,kEZ

p(p*—4)=0 p=0 VvV p*—4=0
A T 2km < T km <
0=—=+—, kel 0=——+—,keZ
8 4 8 2

p=0 VvV p=2 (p>0)

g ="k

,k€eZ
8 2
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Se p =0 entdo z = 0 que ndo é solugdo, pois z # 0. Se p = 2 e substituindo k por valores pertencentes ao
conjunto {0, 1, 2, 3}, obtém-se:

. 1
z=2015(—%> Y, z—2c1s— Vv z—2c1s— Vv z—2c1sTn

Portanto, o conjunto solugdo da condigdo z3 X (z,)? —32Z=0 A z# 0¢&

11m

{Zcis( 8) 2c1s— 2c1s— 2c1s—}

= O poligono cujos vértices s@o as imagens geométricas das solugbes da condicdo € o quadrade inserito na
circunferéncia de centro na origem e raio 2 que esta representado na figura.

Sendo x a medida do lado desse quadrado, vem:
Areagyagrado = x* = 2% + 2% = 8 (usando o teorema de Pitagoras)

A area pedida é 8.

2.
2.1. Tem-se
i) ANB
1 P(4) 1-P(B) _ P(4) _
P(AIB) x ( P(B) 1) P(B) = P(AIBY > — >~ P(B) P(B) A g I°
__ P(AnB) X’@— P(4) _ P(ANB)gP(A)\_P(A)-P(ANB)-P(A) _ 0
T oeB TP PB) . RBIN_ D) P(B) B
—P(ANB)
v~ P@AIB) T t(t-pPAB)=PAB -1 P(ANB) = P(4) — P(AN B)
P(ABY#P(A|B) =1 P(AnB)=P(B)—P(ANB)

Ou, de ¢tima outra forma, como P(ANB)=P(B)—-PANB) < P(AnB)—P(B) =-P(ANB), ao
—P(ANB)
P(B)

chegarmos ao passo , podiamos resolver da seguinte forma:

~P(AnB) _ P(AnB)-P(B) _ P(AnB) _ P(B)

P(B)  P(B  P(®B  P(B) = P(4lB) - 1

Q.E.D.
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2.2. Considere-se 0s acontecimentos A: «a bola é preta» e B: «a bola estd numerada com um nimero par». Do
enunciado vem P(4) = 2P(B), P(A|B) = 0,7e P(4|B) = % = 0,4. Assim, por 2.1. vem:
1

21 P(B) =3~ P(B) =3

07
P(B)

07 _
P(B)

0,7><(L—1)—2P/(B)4=0,4—1<:> —07-2=-06o

P(B) P(B)

Logo P(A) = 2P(B) =2 x5 =12,

Outra resolugéo:

Considere-se 0s acontecimentos A: «a bola é preta» e B: «a bola esta numerada com um nimero par» g-a seguinte
tabela:

B | P(AnB) | P(ANnB) | P(B)

B | P(AnB) | P(AnB) | P(B)

p.m. P(A) P(4) 1

Tendo em conta a tabela, tem-se:
P(A)=PANB)+PANB)PA)=PB)—PANBY+P(ANB) &
& 2P(B) = P(B).— P(B) x P(A|B) + P(B) x P(4|B) &

© P(B)==04P(B)+0,7x (1 -P(B))

1
3

< 1,4P(B) = 0,7-0,7P(B) & 2,1P(B) = 0,7 © P(B) =

2

Logo P(4) = 2P(B) = 2 %3 =%

3. Pela regra de Laplace a probabilidade de um acontecimento é o quociente entre 0 nimero de casos favoraveis ao
acontecimento e 0 numero de casos possiveis, desde que 0s acontecimentos elementares sejam equiprovaveis.

Primeiraresposta: O niimero de casos possiveis € (n + 9)! (nmero de maneiras de n + 9 livros permutarem entre
si). Para o numero de casos favoraveis vamos comegar por agrupar os n diciondrios num bloco. Este bloco e os
restantes\nove livros permutam entre si de 10! maneiras distintas. Para cada uma destas maneiras os n dicionarios
que formam o bloco permutam entre si de n! maneiras distintas. Assim, o nimero de casos favoraveis é 10! x n! e a

10!xn!
(n+9)!

probabilidade pedida pode ser dada por . Repare na figura seguinte:

n dicionarios

I n |

Y
10! x n!
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Segunda resposta: Para esta resposta vamos apenas considerar a escolha das posigdes para os n dicionarios. Assim,
0 niimero de casos possiveis ¢ “*9C,, (nimero de maneiras de escolher n posicdes de entre as n + 9 disponiveis). O
nimero de casos favoraveis é 10 (ficando os n dicionarios juntos, num bloco, o bloco pode ocupar da posi¢do 1 a
posicdon,da2an+1,da3an+2,dad4an+3,das5an+4,dab6an+5da7an+6,da8an+7,da9

an+8ouda10an+ 9)Assim, probabilidade pedida pode ser dada por

n+9cn )
Ob 10 10 10 _ 10x9!xn! _ 10!xn!
SEIVe QUe o, = ol = @ T (yo) . (ne9)!
n'x(n+9-n)! nixo9!
4,
t+5 L . a s . .
. mri (t)) = 0,7 significa que a cada cinco anos a massa desta substancia radioactiva reduz-se 30%. (1% 0,7 = 0,3)

= Pretende-se determinar m(0) = ¢@(2x0-b) = g~ab Tem-ge:

m(3) =3 e®(2x3-0) = 3 ea(6=b) = 3 a(6 >b) = In3
m(t+5) _ o ) ea2+s)-b) < < o <
o 0,7 eea(T—b) =0,7 0@ (2t+10-b)-a(2t-b) — 07 p2at+10a-ab-2at+ab _ ()7
- __ _ In(0,7) 101In3 10In3
n(10 (6—b)=In3 6-b= ln(0n7) - 1n(0n7) =

S S = S e '

elOa =0,7 10q = 11’1(0,7) a= ln(l(z),7) a= ln(l(:),7) a= ln(l(z;7)

b =~ 36,8015 . . .
o Portanto m(0) =\e®0357%86:8015 ~ 3 72 A quantidade de substancia que foi

a~ —0,0357 colocada em repouso fei 3,72 gramas.
5.
5.1.
= Tem-se que (1) = w = 3 + In 2. Assim:

3x+In(2x) 3x+In(2x)—3x—x1n2
_ A _(3+1In2) SaaLL L L _
FAQ) = 1lim T _ iy = == = lim x = Jjm ZD=xIn2 _
x—1 x—1 x—1 x—1 x—1 x—1 x-1 x(x-1)
)
— lim 1 % lim In(2x)—xIn2 g 1 < lim ln(z(y+1))—(y+1) In2 — lim In(2y+2)-In2-yln2 _
x-1X  x-1 x—1 )1 y-0 y y—0 y

2y+2
=hmiil—hmﬂﬁ=hmﬂ£2—m2=1—m2=me—m2=m6)
y-0 y y-0 Y y—-0 y 2

i) Mudanga de variavel: Sex —» 1entdox —1 - 0.Sgay=x—-1eox=y+1,y - 0.

José Carlos da Silva Pereira Matematica A — 12.° Ano — E.N.E.S. — Prova Modelo n.° 1 — Proposta de Resolugéo — 8



= Seja t a recta tangente ao grafico de f no ponto de abcissa 1. Assim, m; = f'(1) = In (g) e uma equacao da

rectat édotipoy = xIn (g) + b. O ponto de coordenadas (1, £(1)) = (1,3 + In 2) pertence a recta t, logo:

3+ln2—1xln()+b<:)b—ln(e3)+ln2—ln()@b—ln(2e3)—ln()

b= ln( ) & In(4e?)

Portanto t: y = x In (g) +In(4e?) @ y =1n (g)x +1In(4e?) o y = ln( X 4e ) PN

Sy= ln(exxj#) Sy= ln(Z:z)

5.2.
= Tem-se:
24x+1 02+0+1 1

lim £(x) = lim (20— 222) =2x0- R S
x—>0—f(x) x—0~ x xVx2+1 0 0xV02+1 0~ %

. . 3x+In(2x) 3x0+In(07) —00

= = = — = —00

xlg(r)l+f (x) xll)r(r)1+ x ot ot

Logo ndo existe lirr(1) f(x) porque 1ir(r)1_f (x) # lir51+ F£(x)s Conclui-se também que a recta de equagéo x =0 €
X X— X=

assimptota vertical do grafico de f. Como a fungaa. f € continua em R\ {0}, o seu grafico ndo tem mais assimptotas
verticais.

= Assimptotas nao verticais.

Quando x — —oo:

2.4 X2 +x+1 24, % 1
o f xfx?+1 2x  xP4x+1) _ . (14 5+5) _
m= lim = =(lim ———== lim (=-— = lim 2—————==| =
x——o00 X xX——00 X xX—>—00 \ X x2Vx2+1 X——00 x2Vx2+1
1 1 1 1
i+ 2z I+ o+ 1-0+0 1
= lim (222 x| -9 _ = 40 _ 9 _ =2——=2_-0=2
X—&00 x2+1 V+oo+1 +o00 +00
()
2 ™ 2 2
; . o xZ4x+1 N\ \eo/ x2+x+1 . x2+x+1
b= lim (f(x) —mx) = lim (‘246 - —Zx) = lim ———|= lim [ ———| =
X——00 X——00 XVxe+ X——00 x x2(1+x_2) X——00 xVxZ 1+x_2
—-X
1 1
x2+x+1 1+x_z+xz 1+x+x—z _ Mo+ 1-0+0

lim

= lim | ————| = = =
X——00 —x2 1+iz X—-—0 2 1+_ x—> o) 1+i V1+0
\ x \ \’ +00
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x se x=0
Nota: Vx2 = |x| = { . Como x — —oo pode assumir-se que x é negativo, logo Vx? = |x| = —x.
—-x se x<0

Logo, a recta de equacdo y = 2x + 1 é assimptota obliqua do gréfico de f, quando x — —oo.

Quando x — +oo.

) Gy 3x+in(20) (o) 3x  In(2x) 3 2 In(zx)
m= lim 2= Jim r—= 1imx+—nzx= lim (—§+%)= lim =+ lim (—x¥)=
Xx—>+o0 X xX—+00 X xX—+00 X xX—+00 \X X x>+ X  x—>+o00 \X 2x

3 2
=—4+—Xx0=04+0%x0=0
l +00 +00
Sex - +ooentdo 2x —» +oo
b= lim (f(x) —mx) = lim 300 2 i (3+},C'+M)=3+ lim (ZXM)=3+2><0=3
X—>+00 x—+00 x x—>+00 \X x x—+0co 2x

|

Se x - +ooentdo 2x —» +oo
Logo, a recta de equagdo y = 3 é assimptota horizontal do gréfico de fi,quande,x — +oo.

5.3.Para x € R*, tem-se:

2 2x
(3+—)><x—(3x+ln(2x))><1 _ 3xfa,—3x—ln(2x) a-In(2x)

. fl(x) — 2% -

x2 x2 b 2

1_lngzx)=()<:>1—1rl(2x)=0 Ax2x0eIny)=1Ax+0
X

P =0
o 2x=el A x¢0<=>x=§ A x # 0,c0mo x € ]—oo, 0[, tem-se x = —1.

Fazendo um quadro de variagdo de sinal da fungédo £, vem:

x 0 % +oo
1 —1n(2x) nd. + 0 —
x? n.d. + + +
£/ nd + 0 -
f(x) n.d. 7 min. N

Afungo f é crescente em ]O, g] é crescente em E +oo[ e tem maximo em x = gque é:

e e 3e 3e
f (g) _ 3XE+ln(2XE) _ 7+11’1€ _ 7+1 3 3e+2 —3 42
- e - e - e - e - -
2 = = = = e
2 2 2 2
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6. O declive da recta tangente ao gréfico de uma fun¢do num ponto de abcissa ¢ é a derivada da fungdo em x = c.
Vamos entdo mostrar que existe pelo menos um ¢ € ]0,3[ tal que f'(c) = g'(c) © f'(c) —g'(c) =0. Ao
mostrarmos que para esse ponto ¢ as derivadas s&o iguais estamos a mostrar que as rectas tangentes aos grafico de f
e g tém o mesmo declive e portanto s&o paralelas.

= Considere-se a fungdo h de dominio R definida por A(x) = f'(x) — g'(x). Como f" e g"' tém dominio R, entdo

f""(x) e g"(x) séo finitas para todo 0 x € IR, ou seja, f' e g’ sdo derivaveis em R (isto &, tém derivada finita em R)
e portanto sao continuas em R.

Logo, h é continua em R, pois € diferenga de fungdes continuas em IR o que implica que h € continua em [0,3] MR,

= Tem-se que f''(x) > 0, Vx € IR, logo f' é estritamente crescente em R e como f'(1) = 0, 1¢é o Sew Unico zero.
Assim, f'(x) <0 e x €]—o,1[e f'(x) >0 x € |1,+0o0].

= Tem-se que g''(x) < 0, Vx € R, logo f’ é estritamente decrescente em R e comosf'(2) = 0, 2 é 0 seu Unico
zero. Assim, g'(x) < 0 © x € ]2, +0[e g'(x) >0 & x € |-, 2[.

-h(0)=@—w<06h(3)=@—@>0.

<0 >0 >0 <0

Assim, como h é continua em [0,3] e h(0) e h(3) tém sinais tontrafigs (e portanto A(0) x h(3) < 0), entdo pelo
corolario do teorema de Bolzano:

3c €]03[: h(c) =0 &, f'(c) 3g'(c) =0 & f'(c) = g'(c)

Ou seja, existe pelo menos um ¢ € ]0,3] tal que as réectas tangentes aos graficos de f e g no ponto de abcissa ¢ séo
paralelas.

7.1. Considere-se a figura agrlado.

D E c
A amplitude do angule SQ4 é T — a. Assim:
» sen(m — a)& ? & AS = 2sen(m — a) 4:)) AS = 2sena
L
R
vs J— J— mT—a Q E
= cos(m—a) = % © QS = 2cos(m — ) 4:)) AS = —2cosa
L
/2
Logo: A= P B

Asombreada = A[ABCD] — Asectorrap — A[ECFQ]

=4x3—%x22—ﬁxﬁ=
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=12 — % Xx4—(3-0S5)x(4—-4S) = i) Figura auxiliar:
VA
=12 —1m — (3 + 2cosa) X (4 — 2sena) =

sen(2a) ”_7
——t—
=12 —m— 12 + 6sena — 8cosa — 2 X 2senacosa =

I —<

S
i

= 6sena — 8cosa — 2sen(2a) — 7
h(a)

sen(m —a) = fenwy

cos(m —a) 5, — cosa

7.2.
= A amplitude do angulo RAQ é 7 — % —(r—a)=n-— g —Tta=a —g . Portdnto a area do sector RAQ é

02— (T — 2 —
dada por . X 2 —(a 2)><2—204 .

= Pretende-se determinar a € En] tal que h(a) > 2 X (2a 2 1) & h(a) > 4a — 2m. Utilizando o editor de

funcdes da calculadora, define-se y; = h(a) e y, = 4a — 2@ najanela de visualizagdo E n] x [0, 8].

VA

Assim, h(a) > 4a —2m S a € E, a[, com a =~ 2,86.

Y
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