ExXaME NACIONAL DO ENSINO SECUNDARIO — MATEMATICA A

) B PROVA MODELO N.° 4 — PROPOSTA DE RESOLUGCAO

12.° ANO DE ESCOLARIDADE

Site: http:/recursos-para-matematica.webnode.pt/

Facebook: https://www.facebook.com/recursos.para.matematica

I ——— GRUPO | - ITENS DE ESCOLHA MULTIPLA I ———

1. Comecemos por determinar o nimero de elementos de cada conjunto.

Conjunto X: os elementos deste conjunto s&o todos 0s nimeros pares de quatro algarismosidistintos que se podem
formar com os algarismos 1, 3,5,6,7,8¢e 9:

Par
6 5 4 2

L )

T
Dos restantes seis algarismos, escolhemg
me, ordenadamente, trés. O nimego de Para esta posi¢do ha duas hipoteses, 0 6 ou 0 8.

maneiras de o fazer & 6A3 =6x5x4.

Logo, o nimero de elementos do conjunto X & 2x ®A, = 2x 6x 5% =240 .

Conjunto Y: os elementos deste conjunto sdo todos @s\ntimeros de trés algarismos se podem formar com os algarismos
0,3,5,6,7e9.

Nesta posi¢do ndo pode ficar 0 0, pois assim 5 6 6
0 niimero teria apenas dois algarismost

Logo, o numero de elementos do'eonjunto Y é 5x6x6=180.

Portanto, o nimero de maneiras de escolher trés elementos de X e dois de Y & dado por **°C, x'*C,.

Resposta: B

2. Tem-se que:

» P(A)40,75P(B)=1=0,75P(B)=1-P(A)<0,75P (B)= P(A)

- P(A|B)=O,5©m:0,5© P(AnB)=0,5P(B)

P(B)
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Assim:

_, P((AuB)nA) P((Xfﬁ)u(Bmﬂ)) ) AnB
Pl(AB)A)- P(A)  07P(B) - : —s

¢

P(ANB)=P(A)— P(4nB)

_P(@u(BnA)) P(BNA) P(B)-P(ANB)

075P(B)  0,75P(B)»  0,75P(B)

P(B)-05P(B) O5P(B) 05 2 P(AnB) =P(B) L XdnB)

0.75P(B)  0,75P(B] 075 3

Resposta: C

3. Vamos comegar por determinar uma equac&o da recta r usando o produto escalar. Sendo Q(x, y) um ponto do

plano, Q pertence arecta r se 'Iﬁ .TC =0, onde C é o centro da circunferéncia ¢{. Portanto, C (1,1) . Assim:
TQ-TC=0s(x-1y-1)-(11)=0 X1+ ¥-1=0x+y=2

O niimero de casos possiveis é 4% =16. O ponto P pertence & recta r se a soma das suas coordenadas for 2. Assim,
0 numero de casos favoraveis é 3: sair 1 no primeiro™fancamento e 1 no segundo, formando o ponto de P de

coordenadas (1,1) ; sair 2 no primeiro langamento €.0,no segundo, formando o ponto de P de coordenadas (2,0) ; sair

0 no primeiro langamento e 2 no segundo, formando 6+ponto de P de coordenadas (O, 2) .

Logo, a probabilidade pedida é % .

Resposta: B

4. Tem-se que:

log,{9000c® ) = log, (9x1000x ¢ x ¢* ) = log, (9¢* x1000¢” ) = log, (9¢* ) + log, (1000c* ) =

log, (3c)
log, 4

= log, (3c)” +log, (10c)’ = 2log, (3c)+3log, (10c)=2x +3b=

Cox— 2 iah=Zx2 i3b—a+3d

I0g2(22) y4

Resposta: A
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Vot _ % Portanto, (vn) é uma progressao geométrica de razao % . Assim:
Y

5. Tem-se que Vv, = 2% =

n

n-1 n-1
2 _
Vn:le(gj :—ZX(EJ —— >0 (v,<0,vneN)

Logo, pela definigdo de limite segundo Heine:

) ) o e—e 1 e—ePxe e .. e¥*-1 e 2e
img(vn)= fim ()= im —g— =3I —— 3" =, X(‘2>I‘§X1X(‘Z)—?

Se x >0~ entdo —2x -£0" (lmit€ notavel)

Resposta: D
6. Tem-se que (f og)r(x)z f'(g(X))x g'(X) . Portanto, (f og)’ (1): f'(g(l))x g'(l).

= Seja t a recta tangente ao gréafico de g no ponto de abcissa 1. Como t é perpendicular a r, vem:

Logo, g'(1)=m, =2. O ponto de coordenadas (2;3), peftehce a recta t, assim, a sua equagéo é dada por:

try-3=2(x-2)<Sy=2x-4+3<y=2x-1

O ponto de coordenadas (1, g (1) \é o pantode tangéncia, portanto (1,g(1))et. Logo, g(1)=2x1-1=1.

’
2
(X +X) MN2x+1
X2+ X XX

= Tem-se f ’(x) =

2x1+1 3
=——" "x

Assim, ( f g (2)=f'(g(1))xg'(1)=f'(1)x2 7o X2=5x2=3
Resposta: C
78
5 [ Rt e N 3

B

5 iso) xcis”  Aci is % 4cis(20+”j
ks :(ZC|50) xcis :4CIS(2(9)><CIS 2 ) =2cis(2¢9+£+0j=2cis(30+£j

z 2cis(—¢ 2cis(—6 2cis(—6 2 2

(-0) (-0) (-0)
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2 _ :5-16n
A imagem geométrica do nimero complexo ———— pertence a bissectriz dos quadrantes impares se o seu
Z

argumento for da forma % +kz, keZ.Assim:

30+ 5 =" i kn, keZ =30="_T ikr. keZ=30=—T1kr keZeo=T1X ey
2 4 4 2 4 12 3
117z
Logo, 8 =—"— (k=3).
g 12( )
Resposta: A

8. Tem-se que | z| =1, portanto z =cis@, com He}o,%{,poisacondigéo Im(z)—Re(z)=0<Nm(z)=Re(z),

define a bissectriz dos quadrantes impares. Assim:
iz2 - 2i = cis%x(cise)z ~2i= cis%xcis(ZG)— 2i= cis(26’+%j+(—2i)

Utilizando a regra do paralelogramo: AIm(2)

7% =Lis(26
A imagem geométrica de iz® obtém-se rodafdo a ( )

imagem geométrica de iz?, +90° em torno da origen:

Logo, a imagem geométrica de iz? — 2i pertence’ao terceiro quadrante. iz2 —2i ,

{—2i

Outra resolugdo: [fef-se que iz” —2i =i(2” —2) =i(cis(20)-2) =i(cis(20) +(-2)) . Utlizando a regra do

paralelogramo:
Am(z)

72 -2

A imagem geométrica de iz*—2i obtém-se rodando a
imagem geométrica de i(z2 - 2) , +90° em torno da origem. \ iz2 — i

Logo, a imagem geométrica de iz? — 2i pertence ao terceiro quadrante.
Resposta: C
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| GRUPO Il = ITENS DE RESPOSTA ABERTA

1.1. Como [ABCDE] é um pentagono regular inscrito numa circunferéncia centrada na origem e OA=2, entio

OC =2 e portanto |z3| =2. Os vértices do pentagono dividem a circunferéncia em que esta inscrito em cinco arcos

de amplitude 2?7[,ou seja, AOB=BOC =...= EOA:Z?”.Logo, um argumento de z, é 2><2?”=4—”.Assim:
5
Y . T 5 . Ar . T
5 cis 2Cis— | xcis— 2°cis| B x— - |xcis—
(2,) xcuslz_z_ﬁi_( 5) 8 12 2-6i 1+i_ (5 5] 12 2+2i-6i-6i*

; N i 27 2
—\/€+\/§| 1-1 D Zﬁcis% 1-i 1+1 Zﬁcis% 1° =i

(a xcis 32¢is| 0+~
3ZC|s(47r)><C|sE 8- ai o N _
= G - = 5 — 44 2i=——Cis| ——— |-4+2i=
Zﬁcisg 2 Zﬁcisg 22

16 . 3T . 16 37y . 3z .
=—CiS| — |—-4+2I=—=| cOS| ——/|+isen| — | [-4 +2i =
J2 4 2 4 4

_16[ \E+.ﬁJ_4+2i: 16,42 162

N

Ll 2 2

i) Para escrever —/6 +\ﬁi na forma%igonométrica, vem: |—\/§+\/§i|:1¢(—\/§)z +(ﬁ)2 =\/§:2ﬁ. Sendo € um argumento de

—\/§+J§i, tem-se tg&=£=—\/z=—\/i=—ix£=—£ e @e2°quadrante, pelo que 9:—£+7z':5—7[ . Assim
-J6 6 3 B3 PBB 3 6 6

- 6+\/§i=2ﬁcis% .

1.2. Tem em aténgdo a figura seguinte:

Alm(2)

arg(z):% B
C
\/‘ 0] ﬁe(z)
] D
arg(z):% E
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= As coordenadas do ponto C sdo dadas por [Zcos(%rj,ZSen (%D e, consequentemente, as do ponto F sdo
A . . . , Az . A
dadas por | 2cos = ,0 |. Assim, F é a imagem geométrica do nimero complexo 2cos = +0i =2cos = e

a medida do comprimento do raio da circunferéncia de centro em F que contém o ponto C é igual CF =2sen (gj

Z+ Zcos(zj =2sen [Zj .
5 5

= As semi-recta OC e OD s&o definidas, respectivamente, pelas condicdes arg(z) = 4?” earg(z)= 4?7[ :

Logo, uma condig&o que define essa circunferéncia é

Portanto, uma condi¢do que define a regido sombreada da figura, incluindo as fronteirasyé;

z—2cos(4—”j
5

sZSen(4—” A 4—”sarg(z)36—”
5 5 5

2.1. Pela regra de Laplace a probabilidade de um acontecimento &.e-quociente entre o nimero de casos favoraveis ao
acontecimento e o nimero de casos possiveis, desde que 0s acontecimentos elementares sejam equiprovaveis.

Como se sabe que entre os quatro funcionarios escalhidos‘pelo menos dois séo do sexo masculino, 0 nimero de casos
possiveis € 'C, x °C, + 'C,x °C, + 'C, = 'C, x *6,4"'C, x3+ 'C, : dos sete homens escolhem-se dois e das trés
mulheres escolhem-se duas ou dos sete homens escolhem-se trés e das trés mulheres escolhe-se uma ou dos sete
homens escolhem-se quatro. Pretende-sescalcular a probabilidade de os quatro funcionarios escolhidos serem homens.

Portanto, o nimero de casos favoraveis & 7C4: dos sete homens escolhem-se quatro.

7c4

Logo, pela regra de Laplace; a'probabilidade pedida & O N
2 X Ly Lyx U+ 0y

2.2. A variavel _aleatéria Y: «altura das funcionarias da empresa» tem distribuicdo normal de valor médio 162 cm e
P(Y >168) =@, 2} Tem em atengdo a seguinte figura:

v

Tem-se que P(156 <Y <162)=P(162<Y <168)=0,5-0,2=0,3.
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A variavel aleatéria X: «numero de funcionérias do Departamento Financeiro com altura entre 156 cm e 162 cm» tem
distribuigdo binomial de pardmetros n=3 e p=(162<Y <168)=0,3, ou seja, X ~Bin(3;0,3). Assim,
X ={0,1,2,3} e portanto tem-se:

- P(X =0)=C,x(0,3)" x(1-0,3)" =0,343

- P(X =1)="°C,x(0,3)' x(1-0,3)" =0,441

- P(X =2)="1C,x(0,3)° x(1-0,3)' =0,189

- P(X =3)="1C,x(0,3)’ x(1-0,3)" =0,027

Logo, a tabela de distribui¢do de probabilidades da variavel aleatéria X é dada por:

P(X=x) 0,343 | 0,4414, 0,189 | 0,027

2.3. Seja n o nimero de funcionarias que foram contratadas. Assim, o Departamento Financeiro da empresa fica
constituido por n+10 funcionarios, sete homens e n-+ 3 mulheres.

O numero de maneiras distintas de escolher dois funeionarios entre os n+10 é:

vioe __ (n430)") (n+10)(n+9) (48]0 (n-+10)(n+9)

2 2% (n+1022)! 2(n+8)t 2

O numero de maneiras distintas de‘escolher dois funcionarios do sexo feminino entre 0s n+3 é:

de _ (n+3)  (0+3)(n+2) (b (n+3)(n+2)

PTax(n+z-2) 2(neri 2
Logo, como@'probabilidade de escolher ao acaso dois funcionarios do Departamento Financeiro a e estes serem do

.., 4
sexofeminino é E,vem:

n+3 4 n’+2n+3n+6
10~ 10C2 :ib—z =i© ( ) =i<:>15(n2+5n+6)=4(n2+19n+90)©
"C, 15 " (n+10)(n+9) 15 (n2+9n+10n+90) 15
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1(-1)° — 4x11x(~270)

<15n2 +75n +90=4n% + 76N +360 <11n> —n—-270=0<n= il =
X
_|_ J—
qolfyiiesl o 1-109 14109 54 .
22 22 22 11

Portanto, foram contratadas cinco funcionarias para o Departamento Financeiro.

3.1. 3x—In(3-x)— f(x)=In(2x+2)
'D={X€RZ3—X>0 A X2+2>0 A 2X+2>0}={X€RZX<3 A X1 ]1.3

Condigéo Universal

= Neste dominio tem-se

3x-In(3-x)- f (x)zIn(2x+2)<:>3x—|n(3—x)—(3x—ln(x2+2))2In(2x+2)<:>
<:>3’%—In(3—x)—%+ln(x2 +2)2In(2x+2)<:>ln(x2 +2)2In(2x+2)+|n(3—x)<:>

e In(x*+2)2In((2x+2)(3- X)) < xF2=6X - 2X* + 62X < 3x’ —4x—420

42(-4) —4x3x(-4)
2x3

Calculo Auxiliar: Tem-se 3x* —4x—4=0> x = X = —2 v X=2

Como a fungdo y =3x* —4x —4%é quadrética e o seu grafico tem a concavidade voltada para cima, entéo as solucbes

da inequagao 3x* -44%— 4 >0Q.s30 os valores de X tais que X € }—oo,—ﬂ U [2,+oo[ .

\ /y—x24x+5
) \-/2 7

Tendo em conta o dominio D calculado, os valores de x que satisfazem a inequagdo dada sdo os valores de x que

satisfazem a condicdo —1<x<3 A (xs-% v xzzj:
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Conjunto Solug&o: }—1, ﬂ u[2,3]

3.2.
= Assimptotas verticais

3x—|n(x2+2) 3><O—In(02+2) —In2
= = = 400
0 0

im g(x) = tim - _ i

x—0" x—0" X x—0"

f(x) 3x—In(x*+2) 3x0-MN(0°+2) _jn2

lim g(x)= lim = lim = —o0
x—0" x—0" X x—0" X 0" 0"

Logo, a recta de equagdo x =0 & assimptota vertical do grafico de g.

Como a fungéo g é continuaem R\ {O} , 0 seu grafico ndo temsmais assimptotas verticais.

= Assimptotas nao verticais

f(x)
3x 2In(x* +2 In(x*>+2
m—tim S _ fim X i f(zx)=|im—(2 . Llim%—lim—( - )_
X—>—0 X X—>—© X X—>—0 X X—>—0 X X—>—0 X X—>—0 X
In(x? +2 2
~ lim 3 lim n()2< “2) 2223 oxlim X o_0xi0
x>0 X x> X5 42 -0 WY i) —o0 xa—oo)([
_ L) 3x—|n(x2+2) 3 In(x2+2)
=] — =1 =1 =lim~>*“~--Ilim—~=
b= lim (g(x) - = §m =~ = lim —— Jim = = im ——
~3_ lim ~3+ lim ~3+ lim Y ) _3 4 1im y
i) Vo> +o0 -y y—>+o y y—>+o0 y y—>+0 y

2
In(1+2j oy e 2) o
Y ) _342x lim MY +0) 34 2x04+ 234 2340=3

+
+00 +00

~3¢ 1im MY, jim
yoro Y +00

yo+o Y y—>+o0 y

In(x*+2
i) Se x > —o0 entdo x? +2— -+ . Portanto lim (2 )

X—>—00 X+

=0 (limite notavel).

ii) Mudanca de variavel: Se X ——o0 entdo —x —>+w0 Seja y=—X<X=-Y, Y —> +0.
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Logo, a recta de equagdo y =3 & assimptota horizontal do grafico de g, quando x — —oo.

f(x)

X f(x Ax—In(x*+2 In(x*+2
m— tim 9% jim X _ jim Q:lim#:lW%—an:
x—>+0 Y x—>+0 X x—+0 X X—>+00 X X0y X—>+00 X
In(x?+2 2
= lim 3 lim (2 ). lim % j2=i—ox|im£=0—ox1=o
Xo+0 X x40 X5 4 2 X0 X i) —o0 X~>+oo)(2/
(2
| i senied) g PR
b= lim (g(x)—mx)= lim = lim = lim 22— lim =
X—>+00 X—>+0 X X—>+00 X X—>+00 )(/ X—>+00 X
In(x2)+ln(l+22J ol In(l+22) | In(1+2]
=3+ lim X7 —34 tim 2% 4 gim X 302k lim 0% 0/ -
X—>+00 X X—>+0 X X—>+0 X X—>400 X +w
:3+2x0+ng+£:3+o:3
—+00 —+00
) In(x2+2) o
i) Se X — 40 entdo x* +2 — +wo . Portanto X|Lr11w NI =0 (limite notavel)

Logo, a recta de equagdo y =3 é assimptota horizontal dografico de g, quando X — +oo.

3.3.
2
. f’(x)=3—X2—:2
_ f,,(X)ZO_ZX(X2+2)—2X><2X:_2x2+4—4x2:_—2x2+4: 2x% — 4
(x2+2)2 (x2+2)2 (x2+2)2 (x2+2)2
" 2X% -4 2 2 2 2
- f(X)EQe ——— =02 -4=0 A (x +2) 20X =2ax==2 v x=+2

(x2 +2)

[ —
Condicéo Universal
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Fazendo um quadro de variag&o do sinal da fungéo f”, vem:

x - 2 2 o
2x* -4 + 0 - 0 +
(x2 + 2)2 + + + + +
f"(x) + 0 - 0 +
f(x) U] pi. A D.i. U

O grafico da fungdo f tem a concavidade votada para baixo em [—\ﬁ 2 ] , tem a concavidade votada para cima em

]—oo,—\ﬁ:l eem [\EA-OOI: e tem pontos de inflexdo em x=—/2 eem x=+/2.

4. Pretende-se mostrar que os graficos de f e g se intersectam pelo menos Uma vez em cada intervalo do tipo
[k,k+1], com k eN, ou seja, pretende-se mostrar que existe pelo,menos_ um CE[k,k +1], com keN, tal que

f(c)=g(c)< f(c)-g(c)=0.

= Seja h a fungdo de dominio R definida por h(x)= f (x)—g(x). h é continua em R, pois é a diferenca entre

fungdes continuas em R . Logo, h é continua em cada intervalo do tipo [k, k +1] clR,com keN.
= k par:

(-1)" x (k2 + k) (-2) " xk® =k? +k+Kk*>0
1 -1

=
—~
=~
~
1
—y
—~
=~
~
|
(=]
—~
=~
~—
I

h(k+1)=f (k+1)—g(K +1)=(;12fx((k+1)2 +k +1)_@jx(k+1)3 =((k+2)* ke+1) - (k+1)" =

=—(k +1)2 —(k+1)—(k +1)3 =—(k +1)(k +1+1+(k +1)2)=—(k +1)(k2 +2K+1+k+ 2):

= ~(k +1)(k2 +3k+3)<0

D e N
>0 >0

= kfimpar:

h(k)=f (k)= g(k)=(-1)" x(k? +k) = (1) " xk® =—k* =k =k* =—(k® +Kk* +k) <0

— [N —
-1 1 >0
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h(k+1)=f (k+1)-g(k +1)=(—1)k+1><((k +1)2 +k+1)—(—1)k+2 x (K +1)3 =(k +1)2 +k+1+(k +1)3 =

=(k +1)(k +1+1+(k +1)2)=(k +1)(k2 +3k +3) >0

R S S
>0 >0

-1 se n impar
.Seképar, entdo k+1 éimpare k+1 é par. Sek é impar, entdo k +1 épare k+1 éimpar.

Nota: (-1)" :{

1 se n par

Assim, como h é continua em cada intervalo do tipo [k,k +1], com keN e como h(k) e h(k +1) tém sinais

contrérios, Vk e N (h(k)xh(k+1)<0), pelo corolario do teorema de Bolzano:
Jcelk,k+1:k(c)=0< f(c)-g(c)=0< f(c)=g(e)

Ou seja, os gréficos de f e g se intersectam pelo menos uma vez em cada intervalo do tipo [k, k +1] ,com keN.

5.1. Tem-se que h(%} =sen(2x%)—25en [%)zsenn—2x1:0—2 =—2. Assim;

h’[sz lim h(x)_h(zj i SEN(20) 25en X+2@Iim se”[z(“g]—%en(w’;]u )

X—>— X — z X—>— X — E I) y—)O y

sen(2y+7)—260sy ¥2 _lim —sen(2y)-2cosy+2 fim —sen(2y) i 2008y +2 _

=lim =
i) y—0 y i) y—0 y y—0 y y—0 y
sen(?2 - 1-cosy)(1+cos
=-2xlim ( y)+Z><|im 1 cosyxl+cosy :—2><1+2><|im( y)( y)=
Y02y y-o y 1+cosy y->0  y(1+cosy)

_ 2 2
0 2 lim—=—C%Y oo im Y oo im Y i SENY
y-0y(1+cosy) y-0y(1+cosy) y>0 y  y»0l4cosy
sen(0) 0
= 242xIx— L =24 2x——=-2+2x0=-2
1+cos(0) 1+1

i) Mudanga de variavel: Se x—>% entao x—%—>0 Seja y:x—%©x=y+%, y—0.

ii) Recorrendo ao Circulo Trigonométrico, verifica-se que sen(2y + ) =—sen(2y) e sen[y + %J =cosy .
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5.2. Comecemos por fazer uma representagéo do triangulo [OPQ]:

Ya

A area do triangulo [OPQ] é dada por OQxQP .Tem-se que OQ =x e QP =| f (x)| =—f (x), pois™f(x)<0,

vx e[0,7]. Assim:

0QxQP X(—sen(2x)+2senx) 2xsenx—xsen(2x)
Aorel =5~ = 2 - 2

2Xxsen x — xsen( 2x
Utilizando o editor de fungdes da calculadora, define-se y, = ( )

na janela de visualizagéo

2
[0,7]x[0.4] .
Ya
Q %
A érea do tridngulo [OPQ]&wmaxima se x=a,com a~2,3.
5.3. Comecemos poriter em atencao a figura:
ya A érea do poligono [ ABOCD] ¢ dada por:
— 8
OAxh ODxCD
h A[ABOCD] = A[ABO] + AIODC] = +
al 2 2
D__A A
V0o
Uma equag&o da circunferéncia € x* + y? =4, logo o seu a medida do seu
raio € 2. Como os angulos AOB e COD séo verticalmente oposto, entdo
C>—_| — .
h=CD . Assim:
ZxCD ODxCD == ODxCD
A{ABOCD] = 7 + 2 =C +T
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Como as coordenadas do ponto C sdo com tipo C(2cosa,25ena), onde 2cosax<0 € 2sena <0, pois

ae }r%{ .Portanto, CD = —2sena e OD = —2¢osc . Assim:

== -2 cosax(—2sena
ATAsoCD] :CD+%:—Zsena+ 4 ( ):—Zsena+2$enac05a:
2 Z

=sen(2a)-2sena =h(a)
Nota: Seja A um ponto pertencente a uma circunferéncia centrada na origem e raio r

Ya

trsena

ﬂ rcosf
rcosa O

ens

As coordenadas do ponto A s&o dada por A(rcos a,rsen a) As coordenadas do ponto A sédo dada por A(r cos 3, rsen ﬁ)

Para determinar o valor de « para o qual a area do poligono [ABOCD] € maxima, recorre-se ao estudo do sinal de
hl .

= W (ar)=2cos(2a)—2cos
» W () =0« 2c0s(2a)—2c0s a =0 <205 (2 ) =2¢0s a <>€0s (2x ) =C0s or <=

sS2a=a+2kr v2a=—a+2kr, keZ<a=2kr v3a=2kr, keZ<

< a=2kr va:2k—ﬁ, keZ

Como ae}r,%[,vem a:%r (k=2)

Fazendo/um quadro de variagéo do sinal da fungéo h', vem:

4z iz

@ T 3 3
h'(a) n.d. + 0 — n.d.
h(a) n.d. 2 min. N n.d.
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A area do poligono [ABOCD] é maximase a = 4?” . O valor dessa area maxima é dado por:

h(%rj =sen(2x4§j—25en(4§j =sen(8—ﬂ)—2[—£j =sen(8§—2zj+ﬁ:5en (2?”)+\E=

3 2

6.1. Os planos ABF e BCF ¢ a recta BF. Assim:

6X+2y+2z=34 (E) 6X+2y+2=34 [— 6X+2(x+1)4 =34
=
-X+y=1

= =4 &
8x+32y+52=192 (E,) ™" |-22x+22y=22 % y=x41
6X+2x+2+7=34 [8x+2=32 |x=2_% -5, ¥ E, : -30x~10y - 57 =-170
< < Aad 8 8 +32y + 57 =192
y=x+1 y=x+1
y-1=x —22X+22y+0=22
~ . 32—z
Logo, as equagbes cartesianas da recta BF podem ser x=y—1= g

6.2.

= O ponto A pertence ao plano xOy. Portanto, as'suas coordenadas sao do tipo A(x, y,O) . Como A pertence a recta

AF, vem:

X=6-3k X=6
(x,y40)=(6—-3k,5k —1,8k), keR<y=5k-1<<y=-1.
0=8k k=0

Logo, A(6,=1,0).

%0 ponto C pertence ao eixo Oy. Portanto, as suas coordenadas sao do tipo C(O, y,O) . Como C pertence ao plano
BCF, vem:

8x0+32y+5x0=192 & yz%cy:6

Logo, C(0,6,0).
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= F é o ponto de interseccéo entre a recta AF e o plano BCF. (ndo podemos usar o plano ABF pois a recta AF esta
contida nesse plano). Assim:

(x,y,2)=(6-3k,5k-18k), keR |y=5k-1 - y=4
= = =

8x+32y+52=192 z=8k _ 7=8

8(6—3k)+32(5k —1)+5%x8k =192  |176k =176  |k=1

Logo, F(3,4,8).

= Seja n =(a,b,c) um vector normal ao plano ACF. Este vector é perpendicular aos vetores AC e AF, dois

vectores n&o colineares do plano ACF. Assim tem-se:

{A—C-ﬁzo {(—6,7,0)-(a,b,c)=0 {—6a+7b=0 =%
= =
=0

. =N =N
AF -7i (-35,8)-(a,b,c)=0 |-3a+5b+8c=0 7b

—3x€+5b+8C=0

b

6
7b =
1 i5h+8c=0 —7b £20b +16c =0 3b
2 " 16

a
=

Concluimos entéo que as coordenadas do vetoryi séo da forma n = (%’b—%) com be IR\{O} . Fazendo, por

exemplo, b=48 (m.m.c.(6,16)%.48 )sum vector normal de ACF é n =(56,48,—-9) . Logo, como C € ACF , uma
equagao do plano ACF é:
56(x —Q)+48( y=6)—9(z—0)=0<>56x+48y — 288 -9z =0 <> 56X + 48y — 9z = 288

De uma outra forma:

O plano AEF, pode ser definido por uma equacdo do tipo 56x+48y—9z =d . Como o ponto C pertence ao plano
ACF, vem:

56x0+48x6-9x0=d < d =288

Logo, uma equagéo do plano ACF é 56x + 48y — 9z = 288.

Célculos Auxiliares: AC =C—A=(0,6,0)—(6,-10)=(-6,7,0); AF =F — A=(3,4,8)—(6,-10)=(-3,5,8)
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