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I ——— GRUPO | - ITENS DE ESCOLHA MULTIPLA I ———

1. Comega-se por escolher doze compartimentos entre os vinte para colocar todas as bolas. O numero de-maneiras de
o fazer é 2°C12. Para cada uma destas maneiras, as cinco bolas pretas, indistinguiveis, podem, ser distribuidas pelos

doze compartimentos distintos de 12C5 formas diferentes. Finalmente, as restante€s sete bolas, distintas entre si,
permutam nos restantes sete compartimentos de 7! maneiras distintas.

Assim, o nimero pedido & *°C, x*Cy x 7!.

Outra resolugéo:

Comega-se por escolher cinco compartimentos entre os vinte para as cinco bolas pretas, indistinguiveis. O nimero de
maneiras de o fazer é 20C5. Para cada uma destasymaneiras, existem 15A7 formas distintas de escolher,
ordenadamente, sete compartimentos entre os restantes quinze para as restantes sete bolas, distintas entre si.

Logo, o nimero pedido é °C, <A, .

2C,, x?C, x T'="C, x"* A, =502831929600
Resposta: B

n n _ N+l n+1, _ N+l
2. Tem-se que "C,pf +"Cypo = Ciz07 <& " Chpo =" Ciyp7-

Assim, pela regra da simetria ("C, ="C_,,vn,peN,,n> p)vem:

MCos = "'C oy <> N+1-309=1707 <> n=2015

n+1-309

O, primeiro e o ultimo elemento de qualquer linha é o 1. A linha seguinte @ 2015 é a 2016. Logo, a soma de todos os
elementos da linha 2016, excluindo o primeiro e o Gltimo é igual a 2°'® —2=2x2%"° -2 =2x (22015 —1) .

Resposta: A
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3. Tem-se:

3n+3-1

) )55 )02
2

Logo, (vn) € uma progresséao aritmética de razéo %

RespostaiD

4.Tem-se lim(u,)=Ilim ! imt -1 1

nsen [1j 1720 L oen y lim>EY 1
n y y—0* y

Logo, u, —2—1"—2=-1" e portanto, pela definigao de limite segundo Heine, lim(u, »2)="Tim f(x).
x——1"

Assim, pretende-se identificar o grafico onde lim f (x) = +o0 . Esse grafico é o da'opgao C.
x—>-1"

i) Mudanca de variavel: Se n — +oo entdo l—>O+ Seja y:£<:>n:1, y Q"
n n y

Resposta: C

5. Tem-se que AD=AC +CD e FC =FA+ AG,, Assin:

E-ﬁ:(ﬁ+ﬁ)-(ﬁ+ﬁ)=TC-?A+E-FC+C$-§+($-E:

:O(ELﬁ) :o(ﬁuﬁ)

=0-fACT+ B x| A xcos(160°) 0 | AC - 5] <[]

— — C

Como FA=CD + BE o §0 ~2DE = BE = 2 vem, FA=D + °2 - FA= 30D e || - 3D

2 2 2

. G T N b I [y N PR R
pssim, ABEC =] AC|’ —|cB||FA|=[ ac] -|cB| < Jep] <[ ac[ - |eo] =

_|ac| -[[cB| - 2|co[ —a-<|co[f
A<l -{eo]l -31eo[ =a-3leo]
A{ACEF] A{BCDG]

A ascDEF] =

1y == 12 « 1y ~=p2 I
Como —“CDH >0 entdo a——“CD“ <a eportanto AD-FC <a.
2 2
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Outra resolugdo: Seja DE =X, pelo que CD =2DE =2x e CE = X+ 2X = 3x . Assim:

2 —\2
a= A[ABGDEF] = ATACEF] - ATBCDG] Z(DE) _(CD) = (3X)2 _(ZX)Z =9x* —4x* =5x

Assim:

E-ﬁ:(EJrﬁ)-(?AJFE): AC-FA +AC-AC+CD-FA+CD-AC =

:0(E¢ﬁ) =0(CDLAC)

=0+“EH2 +“($“><“ﬁ“xcos(180°)+OE:;:C?(3x)2 —2Xx3X
=9x% —6x% =3x*

Portanto a = A ,geoer =5X° € AD-FC =3x*. Como 3x* <5x°, entdo AD -FGi<a.

Resposta: C

6. Como a fungao g tem limite no ponto de abcissa 0, entdo limeg ()= limi g(x). Tem-se:
x50~ %x—0"

sen? (ax)
1-cos(2ax) 1—(cos® (ax) —sén(ax)) 1-cos?(ax)+sen? (ax)
» lim g(x)= lim———~=lim g =lim - =
Xx—0" x—0" X x—0" X Xx—0" X
2 2 2 2
_im 23 i FN “m(sen(ax)] :Z(Iim wxaj —2x(1xa) =2a°
x—0" X X0 X x—0" X x—0" ax

Se x>0 entdo ax — 0 (limite notavel)

X+a X
In| —— In| =+1
. __In(xFa)-Ina 1 a 1. a 1. 1.1 1
- lim g(x) =im —————==lim ——~ = —% T =SxdxT=—

x—0* x40" 4x 4 x—0* X 4 x—0* X a l 4 a 4a
a

Se x>0 entdo X >0 (limite notavel)
a

3 2a2=i<:>8a3=1<:>a3=l@a:31<:>a=l
4a 8 8 2

Resposta: B
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7.Sejam a, b e ¢, com a <b < c, respectivamente, o zero, 0 maximizante e o minimizante da fungéo f.

t'(x)
f(x)

Tem-se que D, ={xeR: f (x)>0}=]a,+o[ eque g'(x)= , Vx e]a,+oo .

Para x e ]a,+oo[, f (x) >0 pelo que o sinal de g' depende apenas do sinal de ', isto &, tm o mesmo sinal.

Fazendo um quadro de variag&o da monotonia da fungéo f, vem:

X a b c +30
f(x) | nd Va Ny 0 VA
f'(x) | nd + 0 - 0 F

Logo, g'(x)=0« f'(x)=0< xe]a,b]u[c,+o[ e g'(x) <0< f'(x)<L0%> x e[b,c].

Portanto, o Unico grafico que é compativel com a conclus&o retirada,a partir da tabela é o grafico da opgéo D.
Resposta: D

8. Tem-se:

= 0 polinémio p tem grau 3. Portanto tem trés raizes complexas;

= 0 polinémio p tem todos os coeficientes.reais. Portanto, se z, for raiz de p entdo z, também é raiz de p.

Assim:

=2e 1+i podem ser raizes deyp. A outra raiz teria de ser 1—i , conjugado de 1+i ;

LT L 3T . , . . . T ., . 3r LT . 3
. CISZ e cis—— ndo podem ser raizes de p, visto que o conjugado de CISZ néo é CIST' Se CISZ e CIST

; L. V4 . 37 , . , . .
fossem raizes,de p, entdo ms(—zj e CIS(_T] também seriam raizes. Portanto, p teria quatro raizes complexas,

0 que,nao pode ser uma vez que p tem apenas trés raizes complexas;

i ot oje us(—Ej =—1 podem ser raizes de p, pois o conjugado de i & —i . A outra raiz teria de ser real.

= 2+3i e 2-3i podem ser raizes de p, pois 0 conjugado de 2+3i é 2—3i. A outra raiz teria de ser real.

Resposta: B
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| GRUPO Il = ITENS DE RESPOSTA ABERTA
1. Tem-se:

T\ . T T T\ . T T 3r) . 3 . 37
= sen| — [+I1COS| — |=COS| ——— |+I1Ssen| ——— [=C0S| — |+1Isen| — | =CIS —
5 5 2 5 2 5 10 10 10

[ —

—_

T T T
cos| ——— sen| ———
( 2 5j [ 25 )

27 27
. (icis%) =i% x(cisgj =i3xcis(27xgj:—icis(3n)=—i cisz=—ix(-1)=i

i 6x4+3

Assim:

27
LT
1+|icis= is”
-{ 9] ( [ﬂ'] . [”D ﬁCIS4 37 2. (7[ 27[) . 3
= x| sen E +1COS| — | [=——F—XCIS—==-—7CIS| ——— |XCIS—=

J3i-1 5))) 2ci52;’ 10, 2

= ﬁcis(—s—” +3—”] = ﬁcis(—zj

12 10 2 60

Logo, (z,)" = (%J" cis(—%) .

T T T . Lyt n N '
Como |argz|=ﬁ<:>argz=—ﬁ v argz=ﬁ, a imagem geométrica de (z,) pertence & regido do plano

definida por |arg z| = % se:

I _ /{+2k,f v _M:iuk;{,keZ@

60 12 60 12

@—7n=—@+120k % —7n=@+120k,keZ
12 12

< -n=-5+120k v -7n=5+120k, keZ

o5 120k 5 120k
7 77

ver nota 7

Nota: poderia ter-se optado por deixar positivo o sinal de @ ,pois kKeZ.
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Entdo:
se k=0—>n=geN v nz—geN

5 120 115 5 120 125 . " , .
se k=1—n= 7 ———=———-¢N v nN=———-—=——"¢N (para qualquer k inteiro positivo, n & sempre negativo e

7 7T 7 7
portanto ndo podera ser natural)

se k=—1—>n=§+@=12—59£N % n=—§+@=&eN
7 7 7 7 7 7

se k=—2—>n:§+1ZOXZ=@=35eN Vv n=—§+120X2=§eN
7 7 7 7 7 7

. n=35
i) Para escrever 1+i na forma trigonométrica, vem: |1+ i | =1 +12 =+/2 . Sendq, 6 untardymento de 1+1i , tem-se tg@ = % =lefel®

quadrante, pelo que 8 = % .Assim 1+i = ﬁcis% .

Para escrever f3i—1 na forma trigonomeétrica, vem: |\ﬁ| —1| :,’(—1)2 +(J§)2 =J4=2. Sendo € um argumento de +f3i—1, tem-se
1 _\B

tg9:———? € @ e 2.° quadrante, pelo que 9:—%+;r=2?” . Assim ﬁi—l:Zcis% .

B

2.1. Considere-se os acontecimentos:
E /V: «o dado extraido € equilibrado/viciado»

P/ I: «sair face numerada com um numero par/impar»

Pretende-se deferminar, P ( E|l ) .

Tem:se que P(V)=2P(E). Assim:

P(V)+P(E)=1©2P(E)+ P(E)=1©3P(E):1<:> P(E)z%: P(V)=

wlnN

Além disso, sabe-se também que P(P|V ) =0,15= P(I \Y ) =0,85.
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Recorrendo a um diagrama de arvore:

L Y
1 1 \
. 0,5% 5 15 5 %
1 2 11 66 22
3

0,5x=+0,85x— —
3 >
Outra resolugdo: Pode-se responder a esta%éo construindo uma tabela. Considerando 0s mesmos

acontecimentos, tem-se: %
Justificages:

P ’\ p.m. oy
) - p(PV)=015 PP0 )=0,15@P(va)=o,15x§:i

PEAD) PUE)PE) P(1E)>P( _
Logo, P(E[1)= 0 p(|mE)+P(|mV)P(|E)XP®%P(\/)

[EEN

E <1 ) 1 1 P(V) 10
6 3
i P(1Av)=2-1_1
\QJ 1 17 2 3 10 30
Q E % E P(PNE) 11
~ P(P[E)=05 ~05 P(PAE)=05x5 =7

[ ©
3
Gl &
Gl
ol
—_
=
[EEN
-

P(Enl) g 15 5
Logo, P(E|I)=W=E=&=Z
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2.2. A varidvel aleatéria X pode tomar os valores 1, 2, 3,4, 5 ou 6, ou seja, X ={1,2,3,4,5,6}.
Os acontecimentos elementares {1}, {2}, {3}, {4}, {5} e {6} sdo incompativeis, isto ¢:
P({2.2.3.4,5,6})=P({L} {2} v {3} {4} u {5} {6}) =
=P({1)+P({2}) +P({3}) + P({4})+ P({5})+ P({6})
Tem-se:

= P(sair face numerada com um ntimero par)=0,15, ou seja, P({2,4,6})=0,15.

015 _
})_T_o,os.

. P(X=2)=P(X =4)=P(X =6)=0,05
= P(sair face numerada com um ntimero impar) = 0,85, quseja, P({1,3,5})=0,85.

. P(salr face numerada com um niimero impar fa ir face\numerada com um nimero impar )= c ou seja:

P({2,3,5}|{1,3,5}):%

Assim, P({2,3,5}|{1,3,5})=%@P({Z’?”S}m{l’g’s}):%@ = 3

P({135))

< P({35})=017
Assim, como P({13,5})=P({1})+P({3,5}), vem:
P({13,5})=P({1})+P({35})<0,85=P({1})+0,17 < P({1})=0,85-0,17 < P({1}) =0,68
- P(X =1)=0,68
= P(sair face numerada com um miltiplo de 3 k air face numerada com um nmero primo )=0,55, ou seja:

P({3.6}/{2.3,5})=0,55
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Assim,

P({3.6} ~{235}) _0.55 P({3) ~0,55 < P({3})=0,55x0,22=0,121

P({2.3.5}) 0,22

—
P({2})+P({3,5})=0,05+0,17=0,22

P({36}|{2.35})=0,55<

.. P(X=3)=0121
Finalmente, P({3,5})=P({3})+P({5}) < 0,17=0,121+P({5}) < P({5})=0,17-0,121 < P({5})=0,049
- P(X =5)=0,049

Logo, a tabela de distribui¢do de probabilidades da variavel aleatéria X é dada por:

P(X=x) | 0,68 | 0,05 | 0,121 | 0:05 | 0,049 | 0,05

3.1. Seja a a abcissa com ponto V. Tem-se:

. V(a,y,5).Como V € ACV ,vem 5a+8y+10x5=30«< 8y =-20-5a < yz—%—%cy:—g—%a.

Logo, V (a,—E - 5_a’5j
2 8
= A abcissa do ponto A ¢ igual ao.do dobro da abcissadoponto V e AexOz = A(2a,0, z).

Como Ac ACV ,vem 5x2a+8x0+10z=30«<10a+10z=30<a+z=3<z=3-a.

Logo, A(2a:0,3—2a)
"Ce07 = C(0,0,z).Como C e ACV ,vem 5x0+8x0+10z =30 «>10z =30 <> z=3. Logo, C(0,0,3).

= AV =V —Az[a,—E—ﬁ,Sj—(Za,O,S—a):(—a,————,z+a)
2 8 2

- CA=A-C=(2a,0,3-a)-(0,0,3)=(2a,0,-a)
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Assim, W-€A=—56©(—a,—g—%a,ZJra)(Za, 0,-a)=-56 <> -2a° +(2+a)(-a)=-56 <

2 J(-2)" —4x(-3)x56

< -2a%-2a-a’+56=0<-3a°-2a+56=0<a=
2x(—3)

Como a>0,vem a=4.

Logo, as coordenadas do ponto A sdo (2x4,0,3—4)=(8,0-1) e as do ponto V s&o (4, —g > ; 4 ,5) =(4,-5,5).

3.2. Seja n (a,b,c) um vector normal do plano ABC. Este vector é perpendicular aos vectores AD e AC, dois
vectores ndo colineares do plano ABC (o ponto D pertence ao plano ABC).

Tem-se, AD =D — A=(0,—4,-1)—(8,0,-1)=(-8,—4,0) ¢ AC <C A=(0,0,3)—(8,0,-1)=(-8,0,4).

Logo,

A-AD=0 [(ab,c)-(-8,-4,0)<0 “«{-8a-4b=0 ([-4b=8a [b=-2a
e = = =
(a,b,c)-(-8,0,4)=0 —8a+4c=0 |4c=8a c=2a

Concluimos entdo que as coordenadas,dojvector fi sdo da forma (a,—2a, 2a), com ae]R\{O}. Tomando, por
exemplo, a=1, um vector normal de"ABC é i (1, -2, 2). Logo, como C € ABC, uma equacao do plano ABC pode

ser, 1(x—0)—2(y—0)+2(z—-3)=0< x—-2y+22-6=0< x—2y+2z=6.

De uma outra formano plano ABC contém os pontos A, C e D que n&o séo colineares. Por trés quaisquer pontos ndo
colineares passa um unico plano. Assim, se os pontos A, C e D pertencerem ao plano definido pela condigéo
X—2y+ 2z =@, éntdo esta & uma condigao que define o plano ABC:

A(8,0)%1): 8—2x0+2x(-1)=6<>8-2=6<6=6. Afirmacdo verdadeira
C(0,0,S): 0-2x0+2x3=6<6=6 . Afirmagéo verdadeira
D(0,—4,-1): 0—2x(—4)+2x(-1)=6<8-2=6<6=6. Afirmacao verdadeira

Logo, ABC: x—2y+22=6.
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= A altura da piramide é dada por VP =H\ﬁ” , sendo P o ponto de interseccdo da recta que contém o ponto V e é
perpendicular ao plano ABC. Assim, um vector director dessa recta pode ser i(1,-2, 2) e portanto uma sua equacao

vectorial é (x,y,z)=(4,-5,5)+k(1-2,2), ke R.Assim:
Xx=4+Kk

= <~

(x,y,2)=(4,-5,5)+k(1,-2,2), keR y=-5-2k
X—2y+22=6 z=5+2k

4+k—2(-5-2k)+2(5+2k)=6

- - S z:5+2><(—2) z=1

4+k+10+4k +10+4k =6 9k =-18 k=-2 _— _
Logo, P(2,-11).

Assim, VP = P -V =(2,-1,1)—(4,-5,5) =(-2,4,—4) . Portante,@ altura da piramide é:

HWHZ\II(_Z)Z +43 +(—4)2 =J4+16+16 =/36 =6

4.1. Afungdo g é continuaem x=1 se_lim g(x)=limg(x)=g(1).

Xx—1" x—1"

i (x=1)(—=-x=x) 1 im 20D L oo ox 1 Pt
= =——X X = ——X]lX ——-—-
i) x—1" (6*2”2 _1)(ﬁ+ XZ) 2 xol e—2(x—1) -1 x> \/;4. X2 2 \/i.p]_z

3 3 Se x -1~ entdo —2(x—1) — 0" (inverso de um limite notavel)

2 2 _ .
] Iimg(x):"mx Inx-2_TIn(1)-2_1x0-2 _

x—1" x—1" X 1 1

-2
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%In(1)-2 1x0-2
- g(1)= (1) == =2

Logo, g no & continuaem x =1, pois lim g(x)= lim g(x).
X—1"

x—1"

Como lim g(x) e lim g(x) séo finitos, a recta de equagédo x =1 néo é assimptota vertical do gréfico de g. Como g

x—1" x—1"

é continua em [0, +oo[ \ {1} , 0 seu gréafico ndo tem assimptotas verticais.

i) Utilizando a regra de Ruffini podemos decompor os polindmios x —x* = —x* + x:

-1 0 0 1 0
1 -1 -1 -1 0
| -1 -1 -1 0 0

Logo, x—x* =(x—1)(—x3 X2 x)

2 _ z
4.2.Para x e[ +oo[ , tem-se g(x):x Inx-2_x InX—szlnx—g.
X X X
, 1 Oxx-2x1 -2 2
. g (x):lxlnx+Xxy—T=Inx+1—7=Inx+1+;

y 1 Oxx*—2x2x 1 —dx\1 4 x'-4
= g (X)=—+O+ > g e
X (Xz) xO % x x X
" 9"(x) =0 X —4=0 4 x*#0 oxX=dox=tflox=-2 v x=2

Condig&o universal em [1,+oo[
Como X & [Lctoo| , verm=x'=2

Fazendoum.guadro de variagéo do sinal da fungdo g” , vem:

X 1 2 400
X’ -4 - - 0 +

x° + + + +
9"(x) | - - 0 +
a(x) N pi U
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Para xe [1, +oo[, o gréfico da funcdo g tem a concavidade votada para baixo em [1, 2] , tem a concavidade votada

para cima em [2,+oo[ e tem ponto de inflexdfo em x=2. As coordenadas do ponto de inflexdo sdo

(2,g(2))=(2,|n(g)]*.

e

*g(2)=2ln2—gzln(22)—1= In(4)—|n(e):|n(£]
4.3. Arecta r tem inclinagéo ¢, portanto m, =tge.

r sena 2 2 2
Tem-se que, 7sen(a +7)=-2sen| a—— | -Tsena =2C0sa & ——=—— S lga=-—Sm =—=.
_— 2 cosa 7 7 7
—Sena
—Cosa

Para x e [1+oo[ , pretende-se determinar as coordenadas de um ponto P pertencente ao grafico de g, P(x, g (x)) , tal

- . . \ , . 1 7
que a recta tangente ao grafico de g em P seja perpendicular a recta raLogoessa recta tera de ter declive ——=—.
m

r

Como declive da recta tangente ao grafico de uma fun¢do num.ponte é dado pela derivada nesse ponto, a abcissa do

ponto P ¢ a solugéo da equagao g’(x) = _1 = ! .

m 2

Utilizando o editor de fungbes da calculadora, define-se ylzg’(x)zlnx+1+£2 e yz:% na janela de
X

visualizagao [1,15]x[0,7] .

yA

N~

Logo, g'(x)=%c>x=a,com ax12.

Portanto, as coordenadas de P sdo (a,g(a)), onde g(a)=~g(12)=12In(12) —% ~29,7.
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5.1. Considere-se a figura seguinte:

YA

A recta QP é tangente a circunferéncia no ponto B. Logo, QP é perpendiculanao segmento de recta [OB] e portanto

os triangulos [OBQ] e [OPB] s&o rectangulos em B.

Tem-se, OB =1, a amplitude do &ngulo OBQ é 7 —« e a do &ngulo OBP é « —% . Assim:

seos(r-a)=— @& —COSazé@o_Q:__l
Q cos(7-a)=—cos 0Q cosa
[«5)5 L o=t
"COS| O —— |==— = seng ==— 0P=—"—
2 OoP cos(a—%J:sena OoP Sseno
_ 0 _ 1 5 1
OQ%OP) cosa  sena 1 1
Logo, = 3 - —_ .
9. Aoeal 2 2 2cosasena  sen(2a)
|

9(a)
Outra‘resolugao:

As_coordenadas do ponto B s&o (cosa,sen a) ,onde cosa<0 e sena>0. O ponto Q pertence ao eixo Ox,

portanto as suas coordenadas séo do tipo (x,O) e 0 ponto P pertence ao eixo Qy, portanto as suas coordenadas séo

do tipo (0,y).
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Como QP 1L OB, vem:

- OB-BQ =0 (cosa,sena)-(x—cosa,—sena)=0<> xcosa —cos” o —sen’ a =0 <

1
&> XCOSar =Sen’ ¢ +C0S° ¢ <> XCoSar =1 X =———
f COSx

Portanto, Q(L,Oj.Como cosa <0, vem @:—L.
cosa cosa

- OB-BP =0« (cosa,sena)-(—cosa, y —sena)=0<>—cos’ a + ysena —sen’ o = 0 <5

1
o ysena=sen‘a+cosla < ysena =l y=——
T Ssen«

Portanto, P(O,Lj.Como sena >0, vem op-_1t .
sena sena
N
OQxOP  (cosa sena 1 1
Logo, = = =— == _
9. Aorg) 2 2 2cosdSenc  sen(2a)

9(a)
5.2. Para determinar o valor de « para o qual a area‘de'tridngulo [ABOCD] é minima, recorre-se ao estudo do sinal

de g':
o'(a) 0xsen(2a)-1x2c0s(2a)  2cos(2a)
. a)=— =
(Sen(za))z Sen2(2a)
, 2c0s(20) )
* 9'(a)=0—>==02c05(2a)=0 A sen”(2a)#0  <cos(2a)=0 <
sen”(2a - 7

Condigao universal em }% 7[|:

c>2a=£+k7z, keZ<:>a=Z+k—ﬂ, keZ
2 4 2

Como ae}%,ﬁ[,vem az% (k=1)
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Fazendo um quadro de variagéo do sinal da fungéo g’, vem:

z 3
a > 1 T
9'(a) | nd. - 0 + n.d

g (0{) n.d. \‘ min. /‘ n.d.

A area do tridngulo [OPQ] éminimase a = 37” . O valor dessa &rea minima é dado por:

3 1 1 1
g _— == = — :——:1
4 3 3 -1
sen| 2x— sen| —
4 2

Se o= 37” entdo OP =0Q, pelo que o triangulo [OPQ] & rectangulo e isésceles.

6. Tem-se que:
.imf(fﬁx—)—f(?’):o@"mwzognmf(3 x)_f(s)th 0
x>0 X°—3X x>0 X(%—3) x>0 X x>0 X — 3

@f'(s)x%:o@f'(s):o

Assim, visto que f"(x)>0, ¥XeR vem f"(3)>0.Logo, f'(3)=0 e f"(3)>0 e portanto a fungéo f tem um

minimo em x = 3. A afirma¢ao.A é falsa.

A fungdo g é contintia_em [-3,4] pois ¢ a diferenga entre fungdes continuas no seu dominio. Como f”(x)>0,

vxeR,afuncdo f' éestritamente crescente em R . Portanto, f'(-3)< f'(2) e f'(4)> f'(2).Assim:
g(-3)= f'(-3)—f'(2)<0,pois f'(-3)<f'(2) e g(4)=1f'(4)—f'(2)>0,pois f'(4)>f'(2)

Logo, como g é continua em [-3,4] e g(—3) e g(4) tém sinais contrérios, pelo corolario do teorema de Bolzano, a

funcdo g tem pelo menos um zero. A afirmagao B é verdadeira.

Arecta de equagdo y=-2x+2, é assimptota do gréafico de h, quando X — —o0, se:

lim (h(x)—(-2x+2))=0

X—>—00
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Assim, lim (h(x)—(-2x+2)) = lim (f (x)+ thl—x+2x—2j= lim (f (x)+x+ Xs’:l_zj:

X—>—00 X—>—00 X—>—00 e

e

3 3
-y) +1
2 tim (£ ()« tim X = oo jim YT
X—>—0 X—>—0 @ y=—X y—>+00 ey
3 y—>+0
3
y (_1_3j 3
_ lim Y _im Lx tim [-1-%}:0x(—1—ij=
y—>+0 e yoto @Y yoseo y 400

=0x(-1-0)=0x(-1)=0
Logo, arecta de equagdo y=-2x+ 2 é assimptota do grafico de h, quando x — —o .’ A afirmagéo C é verdadeira.
Outra justificagao para a afirmagao C:
Tem-se que x'lrll( f (x) + x) =2, logo a recta de equagdo y=—x+2 é assimptota do grafico de f , quando
f(x)

X = —o0. Portanto, lim —~=-1. Assim:

X—>—00 X

f(x)+ X3 +1 y X3 +1 ;
. h(x . X R A . -X . .
m= lim h() _ lim € =lim ( )+ lim &~ — lim 2 =1+ lim 2 :1_1:
X—>—0 X X—>—00 X X—>=00 X X—>—00 X X—>—0 X X—>—0 X@
8 1)
3 y|1-—
_(-y)y+1 NyB . ( ’ oy
= -2+ lim L:—2+ lim y_+1:_2+ lim ——Y /o jim Y« lim 1—% =
y=—x y—ot+o  —ye Yes+o0 _yey y—>+o0 _yey y—oto @y y—oo y

y—>+©

=—2—0><(1—ij=—2—0><(1—0)=—2—O><1=—2 +0=-2

=00

b =(fifn, (h(X) —mx) = lim [f(x)+x3t1—x+2xj= lim [f(x)+x+x tljz

Xe>—0 X—>—0 e X—>—0

. X3+l X3+l .
= lim ( f (X) + X) + lim =2+0=2 (océlculode lim é igual & apresentada na primeira resolugéo)

X—>—0 x>0 @ X X——0 @~

2

Logo, a recta de equagdo y=—-2x+ 2 é assimptota do gréafico de h, quando X — —oo.
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