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I ——— GRUPO | - ITENS DE ESCOLHA MULTIPLA I ———

1. Os dois zeros podem ficar: um na casa dos milhares e outro no das centenas; um na casa das,centenas e outro no
das dezenas; um na casa das dezenas e outro no das unidades (a casa das dezenas de milhar ndo pade ser dgupada por um zero).
Para o nimero ser par, o Ultimo algarismo tem de ser par. Além disso, ndo pode haver,mais algarismos repetidos, isto
¢, apenas os dois zeros se repetem. Consideremos 0 seguinte esquema:

0 0 par 0 0 par
8 1 1 7 4 .8 7 1 1 4
8x1Ix1IxTx4=8x7x4 Sx1Ix1Ix7x4=8x7x4
0 0
9 8 7 1 1

T

IxBx7x1x1=9x8x7 = A,

Logo, 0 nimero pedido é 8x7x4x24 *A; =952,
Resposta: A

2. Como P(X >155) =70%’tem-se que o valor médio da variavel aleatoria X é superior a 155, isto é, a>155.

Consideremos(a seguinte figura:

\

| a—155 | a-155

- 20% | 20%

155 a a+a-—155=2a_155
50%
70%

\ 4

Seja Y a variavel aleatéria Y: «<nimero de rapazes em sete com altura compreendida entre a e 2a—155 centimetros».
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Pretende-se determinar P(Y =2). Tem-se que Y é uma variavel aleatoria com distribuicdo binomial de pardmetros

n=7e p=P(a<X <2a-155)=20%=0,2,isto Y ~ Bin(7;0,2). Assim:

P(Y =2)="C, x(0,2)" x(0,8)" ~0,275
Resposta: C

3.Como a, b e ¢ séo as medidas dos lados de um tridngulo rectdngulo e a<b <c, entéo:
c?=a’+b* <’ -at=b’

Assim:

log, (c—a)+log, (c+a)=3< log, ((c—a)(c+a))=3< log, (¢’ —a’)=3< log; (b*) =3 <=
3
ﬁzlog4b=3@|og4b=g@b=42 bEV8 ob=64 =b=8

Resposta: C

4. Tem-se que a recta de equacdo 2y —6x=1<2y=6x+1<y =3x+% é assimptota obliqua do gréfico de g,

quando X — -0 . Portanto:

xlirpm¥:3 e X'Lrgo(g(x)—sx):%
Assim:
i 30( 2o )] b (3000200 ]—m[eg(y)(ﬂyy)) J-Jm b0 613)

. - ~ ) 1
i) Mudanga de variavel: se x — 0" ento l—>+oo.SeJa y=—X=—, Y >+,
X X y

Resposta: B
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5.Tem-se que h(0)=cos(0)—1+(a+b)sen(0)=1-1+(a+b)x0=0. Logo:

im0 _ i MO0 ) (0= 22

IimM 0

x=0 X x>0 X —(0 h(0)=0x—-0 X
Tem-se, h'(x)=—asen(ax)—0+(a+b)xacos(ax)=—-asen(ax)+a(a+b)cos(ax). Assim:
h (0)=2a<:>—asen(0)+a(a+b)cos(0):2a<:>—a><0+a(a+b)><1:2ac>,a((a+b):2,a(ac¢ga+b=2
Das opgdes apresentadas, aunicaemque a+b=2 A a=0 éaD,sendo essa a resposta correcta.

De uma outra forma:

"mh(x)_"mcos(ax)—1+(a+b)sen(ax):Ii cos(ax)—1+"m(a+b)sen(ax):
x—=0 X x—0 X x—>0 X %>0 X
-1 1
:"m(cos(ax) )(cos(ax)+ )+(a+b)|imsen(ax)><a=
x>0 x(cos(ax)+1) %0 Nax
— 2 p—
=li L&IX)+a(a+b)><1:alimsen(ax)><Iim sen(ax) +a(a+b)=
) x50 x(cos(ax)+1) 0 ax  x»ocos(ax)+1
—sen(0)
=axlx——~Ha(a+b)=ax——+a(a+b)=ax0+a(a+b)=a(a+b)
i cos(0)+1 0+1

i) Se x -0 entdo ax — 0 (limite notével)

Resposta: D

6. A recta r pode ser definida em C por uma condigdo do tipo |z—z,|=|z—z,|, onde z, e z, sdo raizes quartas
consecutivasqde um certo numero complexo z. Portanto, z, =iz, (ou z, =iz,). Das opgbes apresentadas, a Unica

que verifica a condigdo z, =iz, éada opgéo D:
|2-1-3i|=|z+3-i|<|z-(1+3i)|=|z - (-3+i)|

Tomando z, =1+3i, tem-se z, =i(1+3i)=i+3i’ =—3+i

Nota: se z; = pcis@ e z, forem raizes quartas consecutivas de um certo nimero complexo z, entéo:

Z, = pcis(0+gj = pcisaxcis% =pcCisxi=iz

Resposta: D
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7. Um vector director da recta r é ?(az,O,—4) e um vector normal do plano aé i, (a,0,2).

—

Como a recta r é perpendicular ao plano ¢, os vectores I’ e fi, sdo colineares, isto ¢, Ik e R\ {O} cr=kn

o

Assim,

a’=ka a’=-2a a?+2a=0 a(a+2)=0

F=kii, < (a*,0-4)=k(a,0,2)<>{0=0 «{0=0 <10=0 <10=0

a=0 v a+2=0 a=0 v a=-2
k=-2 k=-2

Como a=0,tem-se a=-2.

Resposta: A

8. Seja r a razéo da progressdo aritmética (un ) . Tem-se:

ulo=u4+6rc>33=15+6r<:>18=6r©r=§c>r=3

Logo, u, =u, +(n—4)xr=15+3(n—4)=15%3n-12=3n+3.

n n n 2
2n PN G 31{(1+§nj (1+1) Iim(1+1j
Portanto, Iim( U j =lim [ n+ ] =|lim| ———<£ =|lim n = n
3n-6 3n—-6 2

Resposta: C
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| GRUPO Il = ITENS DE RESPOSTA ABERTA

= Tem-se que sen? x+cos? X =1, para todo o x real. Assim:

Ty . r /4 V4 T o r
- 1-2sen? (9) +isen (9] snxcsn( sen’ (9) +cos’ (9) —2sen’ (9) +isen (ﬂ' - 9} )

V6 ++2i » Zﬁcis%

cos[zxfj
9

z(ﬂ] 2(7[) . (27[} (27[) . [27[) L 2r
cos”| = |-sen®| = |+isen| —— | cos| —— |+isen| —— cis =%
_ 9 9 9 _ 9 9 _ N L 1 Cis(zﬁ ﬁj

Zﬁcis% Zﬁcis% Zﬁcis% 22

i) Escrevendo /6 ++/2i na forma trigonométrica, vem: |\/§+ﬁi | = (\E)Z +( 2)2 =+/8 =242 . Sendo #um argumento de /6 +/2i ,

Z 2 11 B z . . 7
tem-se tgf=—==,|— =,|- =—==— € 6 €1.° quadrahte, peloglie 9 =— . Assim /6 2i=2J2cis— .
90="75 ,fs ,f?, =g o0 pelog - J6+\2i=22 .

= Seja z=pcis@ e z=0. Portanto, z° :(pcis@)2 = p®cis(20) e Z = pcis(—0). Assim, para z =0, vem-se:

2 2 i Z
cis(26
z° =wi<:>ZT:w<:>p_—()=ﬁcis£<:>p—cis(za—(—e))zﬁcisz<:>pcis(30)=ﬁcis£<:>
z plis(-8) 4 18 " 4 4 18 4 18
Logo:
p=ﬁ p=£ sek:Oez:ﬁcisi;
4 4 4 54
= =
Vs T 2Kz
39:E+2kﬂ, keZ 9:5_4+T' KeZ | o\ Hz—@cns(s—’}%}%cisggf
se k= 2—>z:ﬁus[£+4—”j:—2cis73—”
4 54 3 4 " 54

. O conjunto solugdo da condigdo z° =wZ A z#0 é {~——cCis—,~—Cis——,~——cis
54 4 54 4 54

V2 . 7 N2 31x 2 73_7[}
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2. Tem-se que:

P(BNA)

P(A)+P(A)+P(B|A)=1<2P(A)+ 0

2
=1P@02(P(A)) +0,08=P(A) <

12 (~1)° ~4x2x0,08
2x2

=2(P(A)) ~P(A)+0,08=0 < P(A)= &
&P(A)=01 v P(A)=0,4

Como P(A)>0,vem P(A)=0,4

Am(
(A

-R(ACB)  1-0,08

AUB)) p((?%x)u(mﬁ)j P(@(ANE)) P(AnB)_
5 s

Assim, P(A‘Ku I§)= P(

)

P(A)-P(AnB) 04-008_032+8
1-0,08 092 Q@2 23

3. P(A|B) ¢ a probabilidade de pelos menos cinco dossfuncionérios escolhidos sexo do sexo feminino sabendo que

0s seis funcionarios escolhidos nao séo licenciados.

Sabe-se que um tergo dos funcionarios s&o licenciados e portanto dois tercos ndo sdo licenciados. Assim, 0 nimero de
funcionarios que nao sao licenciados é §><120 =80. Destes, 20% sao do sexo masculino, ou seja, 0,2x80=16 sdo

do sexo masculino e os restantes, 64 xsdo do sexo feminino.

O numero de casos possiveis/é BOAS, € o numero de maneiras distintas de escolher, ordenadamente, seis funcionarios

entre os oitenta que'ndo sdo licenciados. Para o nimero de casos favoraveis temos de contar todas maneiras distintas
de escolher seis funcionarios que nao sejam licenciados e em que pelo menos cinco sejam do sexo masculino. Para tal
consideram-sedois caos: escolher cinco funcionérios néo licenciados do sexo feminino e um do sexo masculino. O

numero de-maneiras distintas de ou fazer & *'C, x*°® C, =16 x *C,; escolher seis funcionarios néo licenciados do sexo
femiping. Ondimero de maneiras distintas de o fazer ¢ *C, . Resta-nos permutar os seis funcionarios escolhidos pelas
seis tarefas diferenciadas que tém de desempenhar. O nimero de maneiras de o fazer é 6!. Logo, o numero de casos

fayoraveis & (16x “C, + *C, )x6!.

Pela regra de Laplace, a probabilidade de um acontecimento é o quociente entre 0 numero de casos favoraveis e o
(16x *C, + *C, ) x 6!
BOA% )

numero de casos possiveis, quando estes s&o equiprovaveis. Entao, a probabilidade pedida é
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4.1. Para determinar em que dia a percentagem de espectadores que frequentaram o CINEMAX e que foram ver o filme
€ maxima recorre-se ao estudo do sinal da derivada da fungéo M:

¢ M(t)=(4t + 48t +144) & 0242 1 (412 148t +144) (€022 =
= (8t+48)e %% 1% + (4t + 48t +144)x(-0,2)e O =
= (8t+48)e %% ** +(—0,8t* —9,6t —28,8)e ** ** =
=(-0,8t* —9,6t +8t —28,8+48)e °*+* = (-0,8t° ~1 6t +19,2)e ** ¥

" M'(t)=0<(-0,8" -1,6t+19,2)e **** =0 °** =0 v 08 ~16t+19,2=0 <

Equagdo impossivel em R

1,6:,)(-1,6) —4x(-0,8)x19,2

t=-6 t=4
2><(—0,8) < Y

ot

Como te[0,20], vem t =4

Fazendo um quadro de variagéo do sinal da flingdo M, vem:

) M(EN] + + 0 —~ —~

M (t) min. /' max. \ min.

i) Observe que o §inaPde M’ depende apenas do sinal de —O,8t2 —9,6t+19,2 pois g 02129 , ViteR.

A percentagem de espectadores que frequentaram o CINEMAX e que foram ver o filme € méxima no dia 8 de Junho de
2015t =4 corresponde ao dia 8 de Junho de 2015). O valor dessa percentagem é:

M (4)= (4>< 42 +48x 4 +144)e‘°'2X4‘1'2 = 40082 ~54,1%
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4.2, Tem-se que 4t? +48t+144=0 <t=-6 (raiz dupla). Logo, 4t? + 48t +144 = 4(t +6)°.
Assim, para t €[0,20] tem-se:

M(t)>P(t) = (4t2 + 48t +144)e’°'2“'2 >5(t+6) e 0¥ O o

o 4We—o,21—1,2 > SWe—O,SMt—O,GBSlA - Lo 0212 5 Ga034T-068814
vte[0,20], (t+6)°>0

e—O,Zt—l,Z 5

S ——2>—<>€

-0,2t-1,2+0,347 t40,68814 5 147 1-0,51186
~0,3471-0,68814 >> o€
e 4

5
>— <
4

5 In (Zj +0,51186
< 0,147t -0,51186 > In (ZJ ot

0,147

~5,0000241586~5

Logo, a percentagem de espectadores que frequentaram o CINEMAX“e que foram ver o filme n&o foi inferior a
percentagem de espectadores que frequentaram o CINEPLUSntre os dias 9 de Junho de 2015 (t =5) e 24 de Junho
de 2015 (t = 20), inclusive, ou seja, durante dezasseis dias.

5.1.

= Assimptotas verticais:

In(6x)—In4 In(O*)—In4_ —0-In4d -

limg(x)=lim =
X—0" g( ) X—>0" e3)(—1 _e eBxO—l _

1 1 =+
e e —e e —e
€ —¢

<0

Logo, a recta‘de equacdo x =0 é assimptota vertical do grafico de g.

lim, g(x)="lim In(6)-Ina o lim ﬂ:l i m i —In@(wﬂj:

2 2y ¥ e 2y e(e¥?2-1) e 2y ox-2 e y-o0 e -1
NG o2) o2) ( ) o2) e( SJ_l
Inf —y+1 In| —y+1
(y jxs 3 (y ]
In@yﬂj 1 ol , 2 2y 1 21 13 1
— o lim— oty lim—2° 2y 2 A V.
- 3 - 3 3 =
e yoo  e¥ -1 g y-0 ey—l>< e 3|imey—l e 3x1 e 6 2e
y y-0 3y
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i) Mudanca de variavel: se x»(%} entdo x—§—>0*.Seja y=x—§<:>x=y+§, y—0.

ii)Se y >0~ entdo gy —0" e 3y—>0 (limites notaveis)

In(x*) -1 ln(g)s—l 3M(§j—1 27m(§j_9

lim g(x)=lim = = -

s IO R B ‘

Como lim f(x)e lim f(x) sofinitos,a recta de equacdo x == nao é assimptota verticaldo grafico de g .

A

wlnN

Como g é continuaem R* \{%} , 0 grafico de g ndo tem outras assimptotas verticais.

= Assimptotas horizontais:

Tem-se que D, =IR™, portanto, se o grafico de g tiver uma assimptota vertical sera quando x — +oo:

i " In(x*)-1 i 3NX=1 L s(8Ig 1Y L dnx 3 L]
fim 9(x)= fim =7 — = im == G )~ m S im S im =
=Oxi—i:0x0—0=0
+00 400

Logo, a recta de equagdo y =0 éassimptota horizontal do gréfico de g, quando X — +oo.

5.2. Para estudar o sentido das concavidades do grafico de f em |:§,+oo[, recorre-se ao estudo da sua segunda

In(x*)-1 _
derivada. Para XGE,m{,tem-se f'(x)=g(x)= ( ) _ 3Inx 1.

2 2
X xz%:sx>0 X

1. .7 ~
. f”(x):3></x/xx 2x(3Inx-1) _3x—6xInx+2x _5x—6xInx _ x(5-6Inx) _5-6Inx
3

2 4 4 4
(XZ) X X X X

5-6Inx 5 .

- f'(x)=0=———=0<5-6Inx=0 A x° %0 <:>Inx=g©x=e5<:>x=§E

Condicao universal em Ew{
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Fazendo um quadro de variag&o do sinal da fungdo f", vem:

X % e’ +00
5-6Inx | + + 0 -
x? + + + +
f(x) | + + 0 -
f(x) U pi N
O gréfico da fungéo f tem a concavidade votada para baixo em _Efe_s : +oo[ , tem a concavidadeé votada para cima em

E\GE } e tem ponto de inflexdo em x = §le° .

5.3. Comecemos por considerar a seguinte figura, onde se faz a representacao ‘grafica da fung¢do g no intervalo ES}

e se representam dois tridngulos nas condigdes do enunciado:

As coordenadas do ponto P sdo do tipo (x, g (x)) e as do ponto Q séo do tipo (x,O) . A medida do comprimento da

base\ doj tridngulo [OPQ] é dada por O_Q=|x| =X ea medida do comprimento da sua altura € dada por

RQ=|g(x)|. Assim:

_0QxPQ _ xx|g(x)| _
Ao =5 =73 2
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Logo, as solugbes da equagao A{opo] = % = g x
X

3In_>;—1‘ =% no intervalo %5} sdo as abcissas dos pontos P.

3Inx-1

X2

Utilizando o editor de fungdes da calculadora, define-se 'y, :%x

E,s}[o,z} .

ey, :% na janela de visualizagéo

Entéo, ATOPQ]:%Qx=a v X=b,com a=~1152 e b~1,923.

In(a3)—1
Portanto, as coordenadas dos pontos P s&o (a,g(a)), com g(a)=———~-0,434 ou (b,g(b)), com

a2

_ In(b*)-1

=026,

g(b)

6.1. Seja k a abcissa do ponto AL Comio A pertence a0 eixo Ox, vem A(k,0,0). Como OB =20A e OC =30A e
como B pertence ao eixo Oy €/C pertence ao eixo Oz, vem B(0,-2k,0) e C(0,0,3k)

Seja ﬁ(a,b,c) um vector normal do plano ABC. Este vector é perpendicular aos vectores AB e AC, dois vectores

n&o colinearesdo plano ABC.
Tenyse, AB= B — A=(0,-2k,0)—(k,0,0)=(—k,~2k,0) e AC=C—-A=(0,0,3k)—(k,0,0)=(-k,0,3k).
Logeo,

a

{ﬁ.ﬁzo {(a,b,c).(—k,—zk,o)zo {—ka—Zkbzo {—Zk’b:}(’a =73

(a,b,c)-(—k,0,3k)=0 —ka+3kc=0 |3Kc=Ka o2
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Concluimos entdo que as coordenadas do vector i séo da forma (a,—%,%}, com ae}R\{O}. Tomando, por

exemplo, a=6, um vector normal de ABC é ﬁ(6,—3, 2) . Logo, como D e ABC, uma equagao do plano ABC pode

ser, 6(x—0)—3(y—1)+2(z+2)=0<6x-3y+3+2z+4=0<6x-3y+22=—7 .
6.2. Tem-se que tg(7z—oc):—tgoz:tgz(ﬂ—oz):(—tgoc)2 =tg’ o e sen(—2cr)=—sen(2c). Assim:
tg® (7 —a)+10sen(—2cr) = tg* o —10sen (2a ) = tg* o —10 x 2sen axcos o

Tem-se:

AB-AC (—k,—2k,0)-(—k,0,3k)

[ [AC {7+ (2K + 07 x [k + 07+ (3

" COSa = cos( BAC)

~ k?+0+0 ~ k2 Kk KU 2
JKZ 1 ak2 xJkZ+9k?  \JBk? x[10k? 0Bk x 10k, BOKZ 542 10
s l+tgia=—S <:>tgza:%—latgza:i—lcﬂgza:@—lotgza:49
cos’ a N 2 2
10 100

2
» sen‘a+cos’ a=1<sen*a+ ﬁ =1©sen2a+i=1c>sen2a=1—i<:>sen2a=£<:>
10 100 100 100

98

o sena =i, [——
100

Como « e1.°quadrante.(& é agudo), vem sena = «/% —seha = 7f '

Portanto, tg’ (7 — &) +10sen(—2a) =tg” & —10x 2sen arcosar = 49 — 20 —7\F f— —20><712;02=
_49-20x X2 _49_14_281
5 5
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7.1.
T T T T 3
= Tem-se que, 0<a<E©—E<a<0©E<7z—a<7z e 0<a<E©7<7r+a<ﬂ.

7w 31
L r—ar+alc|Z 2"
0go, [z —a, 7 +a] [2,2}

x , , T 37w o . . , g .
= A fungéo h é continua em > pois & 0 quociente entre duas fungdes continuas no seu, dominio: uma é a

composi¢ao entre uma fungdo polinomial e uma fungao trigonométrica, ambas continuas no el dominio; a outra é o
produto entre uma fungao constante e o quadrado de uma fung&o trigonométrica, ambas, contintas no seu dominio.

Portanto, a fungéo h é continuaem [z —a,z +a] [” 3”} .

22
n(z-a) sen(3(z-a)) sen(37-3a) sen(z-34) sen(3a)
] T — L S A = = =
2c0s? (7 —a) coslr-a)=—cosa 2(~cos a)2 2c0s’ @, seflz-3a)=sen(3a) 2c0s° @
sen(3(z +a)) sen(37+3a) _sen(7%¥3a) —sen(3a)
. h(ﬂ'—i—a):m ( =):7 > = > ::7 A2
cos(7+a)=—cosa 2(—COS a) 2C0S“a sen(z+3a)=—sen(3a) 2COS”- a

Logo, h(z—a)=—h(7z+a) e portanto h(z—a) e h(z+a) tém sinais contrarios ou h(z—a)=h(z+a)=0.
Se h(z—a)=h(z+a)=0 entdo a fungdo hdem pelo menos dois zeros em [z —a,7+a]: 7—a e 7+a. Se
h(z—a) e h(z+a) tém sinais Centraties entéo, pelo corolario do teorema de Bolzano, a fungéo h tem pelo um zero

nointervalo |7 —a,7+a[ c[7xa,r+a].

. Afungo h tem pelo menos Um zero em [z —a, 7 +a].

sen(3x) )
= Tem-se h(x)=0<:> > =O<:>sen(3x)=o A 2c0s x =0 o 3x=0+kr, keZ <
2€0s” X =
Condigéo universal em }5,7{
kz

oS X=—,keZ
3

Assim, os zeros da fungdo h sédo 2?ﬁ(kzz), 7T (k=3) e 4?7[ (k=4) e portanto, para que a fungdo h tenha

. o . T
exactamente um zero no intervalo ]7z —-a, T+ a[ 0 valor maximo que a pode tomar é a = 3 (- % = % )-
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sen(3z 0
h(x) =) 0 g

2c0s’ () 2x(-1)

sen(3x)
_ - sen(3

() <im0 i 2eost Ty L ()1 sen((e)

X1 X—7 X1 X—7 x->7 2C0S° X X7 X—71 ')ZX(—]_) y—0 y

—sen(3y)
f_/%
:lxlim—sen(3y+3ﬂ):lx Im—sen(3y+ﬂ):—lx|im—sen(3y)x3?—lxlx3=—§
2 y-0 y 2 y-0 y 2 y-o0 3y i)y 2 2

i) Mudanca de variavel: se x —» zentdo x—7—0.Seja y=x—rz<x=y+x, y—>0.
ii)Se y — 0 entdo 3y — 0 (limite notavel)
. . . « , 3 «
= Seja r a recta tangente ao gréfico de h no ponto de abcissa z. Entdo, m*=h (7[)2—5 e portanto a equacéo
. , , 3 .
reduzida da recta r é do tipo y =—§x+b. Como o ponto ‘descoordenadas (7r,0) pertence a recta r (¢ o ponto de

tangéncia), substituindo-o na equacao reduzida de r vem: Q = —g xr+b<b= 3?” :

Logo r'y——3x+3ﬂ
YIRS
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