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INTRODUGAO

Com este pequeno trabalho, pretendeu a Porto Editora facilitar o acesso, aos
professores, a todos os exemplos sugeridos na publicagdo acima mencionada, da
responsabilidade da equipa das Metas Curriculares e divulgada pela Direcao-Geral da
Educacao*, num formato totalmente editavel e passivel de fécil integracdo com os
diferentes materiais ja elaborados (ou a elaborar) pelos docentes da disciplina.

Procedeu-se, igualmente, a uma sugestao de organizacado dos diferentes exemplos,
de modo a facilitar o rpido acesso ao correspondente descritor ou descritores. Esta
organizacao pode ser sintetizada do seguinte modo:

= O presente documento, em formato pdf, estd organizado sequencialmente de
acordo com o manual Matematica 6, contendo a remissdo da respetiva parte e
pagina do manual no canto superior direito de cada novo descritor
desenvolvido.

= Cada exemplo/descritor pode ser consultado num unico ficheiro word.

= O nome de cada ficheiro word identifica, de imediato, o descritor
correspondente. Por exemplo, o ficheiro gm6_5pl.doc diz respeito ao descritor
1.4 do dominio Geometria e Medida do 6.° ano. Esta remissao encontra-se
destacada no final da primeira pagina de cada documento.

= A estrutura de cada ficheiro word é sempre a mesma: para cada descritor é
apresentado o respetivo exemplo (ou exemplos), seguido da proposta de
resolucéo, terminando com o texto de apoio ao professor.

= Este ultimo é constituido pelas “introducdes tedricas” que antecedem certos
exemplos e, no caso em que tal é aplicavel, pelo correspondente texto
complementar de geometria, retirado do anexo que complementa o Caderno
de Apoio.

= Determinados descritores, por exemplo Resolver problemas, surgem
associados a descritores que os antecedem, como se pode comprovar no
Caderno de Apoio. Essa associacdo é igualmente concretizada nos ficheiros
word em que tal se justifica, como se pode ver, por exemplo, no ficheiro
gm6_5pl.doc.

A utilidade destes ficheiros, assim organizados, pode ir desde a simples projecdo em

contexto de sala de aula (via e-Manual) até a utilizacdo/adaptagdo dos exemplos
apresentados em fichas ou testes para os seus alunos.

Esperando ter contribuido, de alguma forma, para facilitar o trabalho de
implementacdo do Programa e Metas Curriculares, desejamos a todos um excelente
ano letivo, com votos de grande sucesso tanto pessoal como profissional.

Bom trabalho!

*A utilizagdo do formato editavel do Caderno de Apoio ndo dispensa a consulta do respetivo documento
PDF original, disponibilizado pela DGE no respetivo sitio da Internet.
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1. Mostra que 5° x 5% =5°, recorrendo a definicdo de poténcia de expoente natural.

2.*  Mostra, dados dois nimeros naturais m e n, que 3"x3"=3""™,

Resposta
1. Por definicdo, 5°=5x5x5x5x5x5,
Da mesma forma, 53 =5x5x5 .

Assim, 55x53=(5x5x5x5x5x5)x (5x5x5)=5°

2. 3" designa o produto de n fatores iguaisa 3;
3™ designa o produto de m fatores iguais a 3:

3"x3M=3x3x..x3x3x3x ... x3
Y Y

n vezes m vezes

Existem, pois, no produto 3" x 3™, n+ m fatoresiguaisa 3 logo 3"x3"=3""",

ALG6-1.3
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1. Mostra que (7%)*=73*4 =72 recorrendo a definicdo de poténcia de expoente natural.

2.**  Mostra, dados dois nimeros naturais m e n, que (4")"=4"*",

Resposta
1. Por definigdo, (73)* =72 x 73 x73 x73
= (7 x7 x7) X (7 X7 x7) x(7 x7 x7) x(? x7 x7)

Existem, assim, 4 x 3 =12 fatores iguais a 7 neste produto, de onde se conclui que

(73)4 - 73 x 4 .
2. (@)"=@"x4"x..x4")
v
m vezes

Substituindo cada um dos fatores 4" pelo produto de n fatores iguaisa 4, vem
@amHm= ((1 x4 x_ . x 4)Jx @ x4 x, % 4)3<... X (4x4x,..x4)
Y ' %(—/

N vezes n vezes n vezes
—_—

m vezes

Existem m x n fatores iguais a 4 neste produto, obtendo-se a igualdade
(4n)m - 4n Xm .

ALG6-1.4
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1.* Dados dois numeros racionais q e r, mostra, utilizando a definicdo de poténcia, que
@xr)°=g°xr®

2. Decompde em fatores primos 0s seguintes humeros.
21 14°
22 6’

2.3* 10°x 12¢

Resposta

1. (@xr)’=(@@xnx@xnx(@@xnx(@xr)x(@xr)=

:qquqquqxrxrxrxrxr:q5xr5

21  145=(2x7)5=25x 75
22 6'=(2x3)7=2"x3
23 10°x12*=(2x5)°x(22x3)*=2°x5°x (294 x 3* =

:25)<55)<28)<34:25+8><34X55:213><34><55

ALG6-1.6
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1. Escreve na forma de poténcia o nuUmero racional rak
2.**  Dados dois niumeros naturais a e b, com a>b, mostra que ¥=7a’b .
o, . 6,13° ab
3.**  Dados dois niumeros naturais a e b, com a>b, mostra que - =6,13"" .
Resposta
5
1 6_2=6><6><6><6><6=6X6X6=63
6 6x6
2. Por definicdo de poténcia,
a vezes
A
' I
E_ TxTXTx...xTxT
° T TxTx..xT
H_J
b vezes
Existem mais fatores no numerador, pelo que todos os fatores do denominador podem
ser eliminados por simplificagdo. Sobram entdo a— b fatores no numerador:
a—b vezes
K_H
7% IxTx.xT _.,
= =/
7 1
3. Por definicdo de poténcia,
a vezes
A
' Y
6,13° 6,13x6,13x6,13x...x6,13x6,13
6,13° 6,13x6,13x...x6,13
— _J
Y
b vezes
Existem mais fatores no dividendo, pelo que todos os fatores do divisor podem ser
simplificados (cf. o texto de apoio a ALG5-1.8 ou, neste caso, por definicdo de
guociente). Sobram entdo a — b fatores no dividendo:
a—b vezes
N
' ™
6,13: _6,13x6,13x...x6,13 _ 6,13
6,13 1
ALG6-1.7
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1. Utilizando a definicdo de poténcia, escreve o quociente ‘;’— na forma de poténcia.

2

4

. s a . 5 A
2.* Utilizando a definicdo de poténcia, escreve o quociente 3 na forma de poténcia.

4

73,4°

3.* Utilizando a definicdo de poténcia, escreve o quociente 823

Resultado
32 3x3 3 3 (3Y
1. 2 - =222
72 7Ix7 7 7 \7
,,  5'_5x5x5x5_5 5x5x5 5 5 5x5 55 55 (5)
' 3* 3x3x3x3 3 3x3x3 3 3 3x3 3 3 3 3 |3

734° _734x734x734 734 734x734 734 734 734 _

na forma de poténcia.

8,23° 8,23x8,23x8,23 8,23 8,23x823 8,23 823 823

Descritor: 1.8

No ultimo exemplo utilizou-se o resultado expresso em ALG5-1.8 .

ALG6-1.8

73,4\’
8,23
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1.* Na figura esté representado um pentdgono regular inscrito na circunferéncia de centro
O. Oponto F é o pé da perpendicular tirada de O para [EA] e o ponto H € o pé da
perpendicular tirada de O para [BC].

1.1 Justifica que OA=0B=0C =OE .

1.2 Justifica que os triangulos [OEA] e [OBC] sao iguais, assim como os angulos OEA
e OBC.

1.3 Justifica que sao iguais os angulos EOF e BOH .

1.4 Utiliza o caso ALA de igualdade de tridangulos para justificar que os triangulos [EOF] e
[BOH] séo iguais e que OF =OH .

1.5 Justifica que os apétemas de um dado poligono regular séo todos iguais.

GM6-1.7
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2.* Na figura esté representado um pentagono regular inscrito na circunferéncia de centro
O. Oponto F é o pé da perpendicular tirada de O para [EA] e o ponto H é o pé da
perpendicular tirada de O para [BC].

2.1 Justifica que OA=0B=0C =OE .
2.2 Justifica que os tridngulos [OEA] e [OBC] tém areas iguais.

2.3 Tendo em conta o resultado da alinea anterior, justifica que os ap6temas de um dado
poligono regular séo todos iguais.

PEE o
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Descritor: 1.7

Um poligono regular tem, em particular, os lados todos iguais; se 0s respetivos vértices
estiverem situados em determinada circunferéncia, ou seja, se o poligono estiver inscrito
nessa circunferéncia, entdo as distancias do centro da circunferéncia aos pés das
perpendiculares tracadas do centro para os lados do poligono serdo todas iguais, como se
pode concluir argumentando como se segue, utilizando a figura:

Considerando dois quaisquer lados do poligono, [AB] e [CD], por exemplo, terdo
comprimentos iguais, ja que o poligono é regular; por outro lado os raios da circunferéncia sdo
também todos iguais, pelo que, em particular séo iguais os segmentos [OA], [OB], [OC] e
[OD] .

Entdo, pelo critério LLL de igualdade de triangulos, sdo iguais os triangulos [OAB] e [OCD],
pelo que serdo também iguais os angulos OAB, OBA, OCD e ODC por se oporem a lados
iguais, os dois primeiros e os dois ultimos nos mesmos triangulos (cf. GM5-2.12) e o0 segundo
e o terceiro (por exemplo) em triangulos iguais (cf. GM5-2.13).

Agora podemos aplicar o critério ALA (cf. GM5-2.11) aos triangulos [OPB] e [OQD] (por
exemplo), ja que tém iguais os lados [OB] e [OD] (raios da circunferéncia) e os respetivos
angulos adjacentes: OBP éiguala ODQ e BOP éiguala DOQ, ja que estes dois angulos
sdo complementares dos anteriores por ser reto o terceiro angulo interno de cada um dos
tridngulos e a soma dos trés ser igual a dois retos (GM5-2.2).

Da igualdade dos triangulos [OPB] e [OQD] deduzimos finalmente a igualdade dos lados
[OP] e [OQ], que se opdem a angulos iguais em triangulos iguais (GM5-2.13); trata-se de
dois quaisquer dos «apétemas» do poligono, pelo que acabamos de verificar que todos o0s
ap6temas sdo iguais.

PEE o
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Observagéo

A igualdade dos ap6temas poderia ser justificada admitindo propriedades basicas da medida
de area; com efeito os triangulos iguais [OAB] e [OCD] tém areas iguais (por serem iguais,
pelo critério LLL, com acima se referiu) e sabemos que a medida da area de um triangulo em
unidades quadradas é igual a metade do produto da medida de comprimento de uma base pela
medida de comprimento da altura correspondente, na unidade pré-fixada (GM5-4.6).

Tomando para bases dos triangulos os lados do poligono, as alturas correspondentes sédo
precisamente os ap6temas, pelo que da igualdade das medidas de area e dos comprimentos
das bases dos triangulos deduz-se imediatamente as igualdades das medidas de comprimento
dos apo6temas.

A deducéo anterior evita o recurso a propriedades da area, cuja justificacdo rigorosa é mais
complexa, embora sejam muito intuitivas.

' Porto
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1* Na figura seguinte esté representada uma circunferéncia de centro O e areta AE
perpendicular ao raio em A.

1.1 Considera B um ponto qualquer da reta AE distinto de A . Justifica que OB >0A.
1.2 Justifica que B é um ponto exterior ao circulo de centro O e raio [OA].

1.3 Justifica que A é o Unico ponto em que areta AE interseta o circulo.

GM6-1.4
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Descritor: 1.4

Uma reta passando por um ponto P de uma circunferéncia e perpendicular ao raio com
extremo nesse ponto tem os restantes pontos a uma distancia do centro superior ao raio da
circunferéncia; com efeito, o centro O, o ponto P e outro qualquer ponto Q da reta sdo
vértices de um triangulo retangulo em P cuja hipotenusa é o segmento [OQ], maior do que
gualquer dos catetos, j4 que se opde ao maior dos angulos do triangulo (o angulo reto - cf.
GM5-2.3, 2.13).

Em particular, a distancia de Q ao centro O € maior do que a distdnciade P a O, ou seja,
€ maior do que o raio.

Portanto o ponto Q esta na parte externa da circunferéncia (no exterior do circulo), ou seja, a
reta apenas interseta a circunferéncia (e o circulo) no ponto P :

Esta propriedade da reta PQ leva-nos a designa-la por reta tangente a circunferéncia no
ponto P . Pode portanto ser construida tracando a perpendicular a OP no ponto P, no
plano da circunferéncia.

Observacéo

Podemos também notar que, considerando qualquer outra reta r do plano passando por P,
uma vez que nao pode ser perpendicular ao raio (GM5-2.19), sera distinto de P o ponto Q,
pé da perpendicular tracada de O para r.

Agora, se considerarmos o ponto P’ dareta r a mesma distancia de Q que P mas na
semirreta oposta de origem Q, facilmente se conclui que séo iguais os triangulos retangulos
[OQP] e [OQP’] (critério LAL - os tridngulos tém iguais os lados assinalados respetivamente
com um e dois tragos e os angulos retos) e portanto também as hipotenusas [OP] e [OP’]
(opBem-se aos angulos retos em triangulos retangulos iguais):

r

P
1\
=§

P|

PEE o
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Daqui resulta que o ponto P’ também esta na circunferéncia, por estar a mesma distancia do
centro que o ponto P ; ou seja, qualquer reta do plano da circunferéncia passando por P e
distinta da tangente interseta a circunferéncia num segundo ponto; por outras palavras, a
tangente a circunferéncia em P é a Unica reta do plano passando por P que interseta a
circunferéncia (e o circulo) num Unico ponto.

Ainda se pode concluir que os pontos situados na reta entre P e P’ estdo na parte interna da
circunferéncia (no interior do circulo); considerando, por exemplo, um desses pontos, seja R,
situado entre P e Q, conclui-se que [OR] tem comprimento menor do que o raio [OP],
pois, no triangulo [ORP], [OP] opde-se a um angulo obtuso (é angulo externo nao adjacente
ao angulo reto do triangulo [OQR]) ao passo que [OR] opde-se a outro angulo interno, o qual
s6 pode ser agudo:

O mesmo argumento valeria para um ponto situado entre Q e P’ e para o proprio ponto Q,
invocando, nesse caso, o facto de [OP] ser a hipotenusa do tridngulo retdngulo [OQP] (lado
oposto ao angulo reto) e portanto maior que o lado [OQ], que é um cateto (oposto a um
angulo agudo no mesmo triangulo).

Analogamente se concluiria que os pontos da reta r fora do segmento [PP’] estdo no exterior
do circulo; assim a reta r interseta a circunferéncia exatamente em dois pontos, se nao lhe for
tangente e, estando situada no plano da circunferéncia, a intersetar num ponto («reta secante a
circunferéncia»).

PEE o
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1. Na figura esta representado um heptagono regular inscrito numa circunferéncia. Sabe-
se que o lado do heptagono mede 2 cm.

1.1 Calcula o respetivo perimetro.

1.2 Tomando o perimetro do heptagono como valor aproximado do perimetro do circulo,
determina um valor aproximado do raio da circunferéncia.

2.* Na figura esta representado um hexagono regular inscrito numa circunferéncia de
centro O eraio 2cm.

E _——D

AB

2.1 Decompde o hexagono em triangulos em que um dos vértices € O e o lado oposto é
um dos lados do poligono.

2.2 Mostra que AOB = 60° e determina a amplitude dos angulos OAB e ABO .

2.3 Como classificas esses triangulos quanto aos lados? Justifica.

2.4 Supondo que a altura OH do triangulo [ABO] mede aproximadamente 1,7 cm,
determina valores aproximados da area do triangulo [ABO] e do hexagono
[ABCDEF] .

GM6-5.1e 6.1
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1.* Na figura esta representada uma circunferéncia de centro O e dois octégonos, um
inscrito e outro circunscrito a essa circunferéncia.

1.1 Sabendo que o lado do poligono [ABCDEFGH] mede aproximadamente 2,2 cm,
determina um valor aproximado do respetivo perimetro.

1.2 Determina o perimetro do octégono inscrito na circunferéncia sabendo que o lado
mede 2 cm.

1.3  Tomando o perimetro do octégono inscrito como valor aproximado do perimetro do
circulo, determina um valor aproximado do raio da circunferéncia.

1.4  Tomando o perimetro do octdégono circunscrito como valor aproximado do perimetro do
circulo, determina um valor aproximado do raio da circunferéncia.

15 Supondo que o raio da circunferéncia mede aproximadamente 2,6 cm, obtém valores
aproximados por excesso e por defeito de = utilizando os resultados obtidos em 1.2 e
1.3.

GM6-5.3e 6.1
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1. Na figura ao lado esta representado um heptagono regular inscrito numa circunferéncia

e dividido em triangulo isésceles.
G
A I‘ F
B E

~—— —
c D

Construindo um paralelogramo com estes tridngulos aos quais se juntou um, obtém-se

a figura junta.

1.1  Constréi, a partir do paralelogramo, um retangulo que tenha area igual a do heptagono
sendo um dos lados igual ao semiperimetro e outro igual ao ap6tema do heptagono.

(Sugestao: Decompde os triangulos das extremidades em dois triangulos iguais, tracando as respetivas

alturas, iguais ao ap6tema do heptagono.)

1.2 Conclui que a area do heptagono é igual ao produto do semiperimetro pelo apétema.

GM6-5.4
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1. Na figura seguinte esta representado um poligono regular de 16 lados inscrito numa
circunferéncia de centro O raio rcm.

1.1 Considerando que o perimetro do poligono é aproximadamente igual ao perimetro do
circulo e que o ap6tema do poligono é aproximadamente igual ao raio do circulo,
determina uma expressao para um valor aproximado da area do poligono envolvendo
apenas m e r.

1.2 Considera que, na alinea a., em vez de um poligono de 16 lados tinhamos utilizado
um poligono regular com 32 lados, substituindo cada lado do poligono anterior por
dois como descrito na figura ao lado.

/\

a. Pensas que o valor obtido em a. € uma melhor aproximacédo da area do poligono
de 32 lados ou do poligono de 16 lados? Porqué?

b. E o perimetro e o raio do circulo parecem melhores aproximacdes respetivamente
do perimetro e do apétema do poligono de 32 lados ou de 16 lados?

1.3 Que férmula deduzes para a area do circulo supondo que pode ser confundido com um
poligono regular nele inscrito com um ndmero suficientemente grande de lados?

GM6-5.5e 6.1
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2.*

2.1

2.2

2.3

2.4

Na figura seguinte estéo representados dois hexagonos regulares, um inscrito e o outro
circunscrito a uma dada circunferéncia.

A K B

Sabe-se que o raio da circunferéncia mede 2 cm . Sabe-se também que OD=2,3cm
e 0Q =1,7cm, aproximadamente.

Determina um valor aproximado da area do hexagono inscrito na circunferéncia
comecando por calcular um valor aproximado da area do triangulo equilatero [LOK] .

Determina um valor aproximado da area do hexagono circunscrito a circunferéncia
comecgando por calcular um valor aproximado da area do triangulo [DOC].

Tendo em conta as alineas anteriores, aproximadamente entre que valores esta
compreendida a area do circulo?

Determina a area do circulo tomando 3,1416 para valor aproximado de © e compara
o valor obtido com a concluséo de 2.3.

Na figura esta representado um quadrado de area 4 cm? e nele inscrito um circulo.

Determina um valor aproximado da &rea da regido sombreada.

a
. 4
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No quadro indica-se o consumo efetuado por um veiculo que completa
um trajeto fixo a uma dada velocidade média.

Verifica que o consumo é diretamente proporcional a velocidade média.

Velocidade média 80 km/h 120 km/h 160 km/h
Gasolina gasta 10 litros 15 litros 20 litros

Resposta

1.

A 80 km/h, o veiculo consome 10 litros. A 160 km/h, o veiculo consome 20 litros.
Para passar de 80 km/h para 160 km/h, multiplica-se por 2.
Para passar de 10 para 20 litros multiplica-se por 2.

(Inversamente, para passar de 160 km/h para 80 km/h e de 20 para 10 litros,

- - 1
multiplica-se pelo mesmo coeficiente > )

A 80 km/h, o veiculo consome 10 litros. A 120 km/h, o veiculo consome 15 litros.

Para passar de 80 km/h para 120 km/h, multiplica-se por 120_3 .

80 2
. - 15 3
Para passar de 10 para 15 litros, multiplica-se por EZE .

(Inversamente, para passar de 120 km/h para 80 km/h e de 15 para 10 litros,

- - 2
multiplica-se pelo mesmo coeficiente 3 )

Atendendo a definicao de proporcionalidade direta, é ainda necessario proceder a mais
duas verificacdes (apesar de poderem ser deduzidas das anteriores):

A 160 km/h, o veiculo consome 20 litros. A 120 km/h, o veiculo consome 15
160 4

litros. Para passar de 120 km/h para 160 km/h, multiplica-se por 120 =§ :

Para passar de 15 para 20 litros, multiplica-se por i—ozg :

(Inversamente, para passar de 160 km/h para 120 km/h e de 20 para 15 litros,

- - 3
multiplica-se pelo mesmo coeficiente 2 )

Podemos concluir que, no quadro apresentado, o consumo € diretamente proporcional
a velocidade média.

ALG6-4.1
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Descritor: 4.1
Neste descritor apresenta-se a definicdo de «grandezas diretamente proporcionais».

Se y e x designarem respetivamente as medidas de duas grandezas, a primeira
dependendo da segunda, as grandezas em causa dizem-se diretamente proporcionais se,
dado um numero positivo q , a uma medida q x x da segunda corresponder uma medida q x
y da primeira.

Pode ser extremamente trabalhoso verificar que uma grandeza é diretamente proporcional a
outra pela defini¢éo.

No exemplo seguinte, em que se fornecem trés valores da grandeza «Velocidade Média» e os
correspondentes trés valores da grandeza «Gasolina Gasta», é, em rigor, necessario efetuar

6 verificacBes, correspondentes a todas as passagens possiveis entre valores da Velocidade
Média: em km/h, de 80 para 120, de 80 para 160, de 120 para 160 e inversamente.

Alguns destes célculos sdo obviamente redundantes.

E, no entanto, importante que os alunos apreendam esta definicdo e o seu significado: «se

duplicar a velocidade, duplico a gasolina gasta», «se multiplicar por g a velocidade,

- . 3 .
multiplico também por > a gasolina gasta», etc.

Em 4.2 apresenta-se um resultado que permite, na préatica, uma verificacdo bem mais expedita
da proporcionalidade direta entre duas grandezas, por célculo do quociente das respetivas
medidas.

Por equivaléncia, essa propriedade pode eventualmente ser apresentada como defini¢éo,
embora seja intuitivamente menos esclarecedora quanto ao significado da proporcionalidade
direta.
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METAS CURRICULARES DO ENSINO BAsico

ExXEmPLOS DO CADERNO DE APOIO 2.°c CICLO

Antonio Bivar, Carlos Grosso, Filipe Oliveira, Maria Clementina Timoteo

6.° ano

Parte 1, pag. 95

1. Num supermercado, a quantidade de arroz que se pode comprar com uma dada soma

de dinheiro é-lhe diretamente proporcional.

1.1 Completa a seguinte tabela.

Arroz 3 kg 6000 g

3 hg

Preco 4 €

1.2 Efetua o quociente entre o preco e o numero de quilos de arroz que |Ihe corresponde.

O que verificas?

Resposta

1.1
unidade de medida:

E necessario comegar por converter o peso do arroz considerado numa mesma

Arroz 3 kg 6 kg 0,3 kg
Preco 4 €
Tem-se
1
X —
10
X2
Arroz 3 kg 6 kg 0,3 kg
Preco 4 € 8 € 0,40 €
X 2
X —_
Logo:
1
04 “10 4 8 4x2 4
1.2 = =— e —= =—. Verifica-se que os trés quocientes sdo iguais.
0,3 3Xi 3 6 3x2 3
10
ALG6-4.2 € 4.3
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Descritor: 4.2

Esta propriedade, por ser equivalente a defini¢cdo fornecida no descritor anterior, pode ser
utilizada como definicdo da no¢éo de proporcionalidade direta, passando entéo o descritor 4.1
a descrever uma propriedade.

Grandezas diretamente proporcionais
Consideremos uma grandeza Y diretamente proporcional a outra X .

Seasmedidas y e y de Y corresponderem respetivamente a medidas x e X de X,

, . X - . X! .
como para passar de x para X' se pode multiplicar por — , entdo y'=—y , ou seja,
X X

Inversamente, dadas duas grandezas X e Y, Y dependente de X de modo que quaisquer
medidas x e X’ de X e correspondentes medidas y e y' de Y respeitem a igualdade,

y—l _Y tomando x’ =qgx, obtemos y_y , ou seja, utilizando a propriedade expressa no
X' X gX X

X . N
y_ou _ gy , logo as grandezas s&o diretamente proporcionais.
X X

descritor ALG5-1.8, y'=0x

Note-se ainda que a propriedade enunciada no presente descritor permite verificar de forma
mais célere que duas grandezas sao diretamente proporcionais.

Por exemplo, no exemplo do descritor anterior, teria bastado observar que os quocientes dos
~ .. (80 160 120 .
valores correspondentes sdo iguais 020 15 para se poder concluir que as duas

grandezas em causa sao diretamente proporcionais.

Descritor: 4.3

Trata-se de uma consequéncia imediata do descritor anterior: se y_ c é constante, entdo se
X

X 1 ., . . . ~
— == ¢ também constante, observando-se que as duas constantes de proporcionalidade sédo

y ¢
inversas uma da outra.

Esta propriedade permite falar em «duas grandezas diretamente proporcionais», sem
especificar qual é a grandeza que se considera como dependente da outra.
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(o]
EXEMPLOS DO CADERNO DE APOIO 2.2 CICLO 6.° ano

Antonio Bivar, Carlos Grosso, Filipe Oliveira, Maria Clementina Timoteo

Parte 2, pag. 17

1. Imagina um prisma e uma pirdmide cujas bases séo poligonos com 100 lados.

Indica o nimero de arestas laterais e totais do prisma e da piramide e explica o teu
raciocinio.

GM6-2.3,2.7e 3.1
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Descritor 2.3 e 2.7
Observagéo:

Certos autores definem «piramide reta» como uma piramide cujas arestas laterais séo iguais,

como nos exemplos seguintes:
v v v
c
A E ‘ c F ! \
A B
5 A B
A

Esta definicdo nao é, no entanto, consensual. Em vérias obras entende-se por «piramide reta»
uma piramide tal que o segmento de reta que liga o vértice ao centro de massa da base é
perpendicular ao plano que contém a base, como se ilustra nos desenhos seguintes:

%

A B

Por esta razdo optou-se por nao fornecer, nas Metas Curriculares, uma definicdo de «piramide
reta».

Observe-se ainda que, com a primeira definicdo, uma piramide é reta se e apenas se existir
uma circunferéncia que contém todos os veértices da base e se o0 segmento de reta que liga o
vértice ao centro da circunferéncia for perpendicular a base (ver uma justificacdo deste facto no
Caderno de Apoio do 3.° Ciclo, GM9-8.1). Com esta defini¢cdo, as piramides retas séo as
pirdmides que se podem inscrever em cones retos.

Quanto a segunda definicdo, notemos que a nocao de «centro de massa» de uma figura, em
toda a sua generalidade, ndo pode ser apresentada no ensino Basico e Secundério uma vez
gue utiliza nogdes de calculo integral. No entanto, em figuras limitadas que possuam pelo
menos dois eixos de simetria concorrentes num ponto P, é facil ver qualquer outro eixo de
simetria passa igualmente por P e que P é o centro de massa da figura.

Com qualquer uma destas definicbes, uma piramide regular € sempre uma piramide reta.
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(o]
EXEMPLOS DO CADERNO DE APOIO 2.2 CICLO 6.° ano

Antonio Bivar, Carlos Grosso, Filipe Oliveira, Maria Clementina Timoteo

Parte 2, pag. 17

1* Indica uma expresséo que permita determinar o numero de vértices de um prisma dado
o nimero n de lados da base e explica o teu raciocinio.

2.* Indica uma expressao que permita determinar 0 nimero de vértices de uma piramide
dado o nimero m de lados da base e explica o teu raciocinio.

3. Considera a figura seguinte onde estéo representados um prisma triangular e uma
piramide quadrangular.
L
F J Y ¢
c /i
A B G H

3.1 Indica o niUmero de arestas e de vértices de cada um dos sélidos.

3.2 Indica que relagédo existe entre o nimero de arestas do prisma e o numero de arestas
da respetiva base.

3.3 Indica que relacao existe entre o numero total de vértices da piramide e o nimero de
vértices da respetiva base.

4.* Um prisma e uma piramide tém ambos 24 arestas.
4.1 Quantas faces laterais tem o prisma?
4.2 Quantos vértices tem 0 mesmo prisma?

4.3 Quantas faces laterais tem a piramide?

5%  Uma piramide tem 0 mesmo numero de arestas de um prisma.
5.1 Da exemplos de varias piramides e prismas com esta propriedade.

5.2 Qual o menor numero de lados que pode ter o poligono da base de cada um deles?

GM6-3.2e 4.1
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METAS CURRICULARES DO ENSINO BAsico

ExXEmPLOS DO CADERNO DE APOIO 2.°c CICLO

Antonio Bivar, Carlos Grosso, Filipe Oliveira, Maria Clementina Timoteo

6.° ano

1. Na figura esta representado um octaedro. Indica o nimero de faces,

arestas e vértices e verifica a validade da relacdo de Euler.

Parte 2, pag. 19

2.* Considera um prisma e uma piramide em que o poligono da base tem 100 vértices.

2.1 Indica quantas arestas e quantas faces tém o prisma e a piramide e explica o teu

raciocinio.

2.2 Soma o numero de faces com o nimero de vértices em cada um dos poliedros e
compara com o respetivo nimero de arestas.

O que concluis?

3. Considera a figura junta onde estdo representados um prisma triangular e uma
piramide quadrangular.
L
F J AN ¢
/i
A B G H
3.1 Completa a tabela seguinte.
Faces Vértices Arestas
F+V
F V A

3.2 Que relacdo existe entre 0 nUmero de arestas e a soma do numero de faces com o

numero de vértices?

GM6-3.4e 4.1
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METAS CURRICULARES DO ENSINO BASICO
ExXEmPLOS DO CADERNO DE APOIO 2.°c CICLO

Antonio Bivar, Carlos Grosso, Filipe Oliveira, Maria Clementina Timoteo

6.° ano

Parte 2, pag. 27

1. Na figura esta representado um cubo cuja aresta mede 1 dm e que foi dividido em

paralelepipedos retangulos iguais tal como a figura sugere.

S LS

RNERANEAN

A B

1.1 Em quantos paralelepipedos esta dividido o cubo?

1.2 Indica o volume do cubo e de cada um dos paralelepipedos em que ficou dividido.

1.3 Quais as dimensdes de cada um dos paralelepipedos?

1.4 Como podes calcular o volume de cada paralelepipedo a partir das respetivas

dimensodes?

1.5* Sabe-se que os pontos A, B, C e D sao vértices de um paralelepipedo P.

a. Calcula, sem os contar, em quantos paralelepipedos esta dividido e determina o

volume de P sem utilizar a férmula.

b. Indica as dimensbes de P e explica como se pode calcular o respetivo volume a

partir desses valores.

GM6-7.1e 7.2
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METAS CURRICULARES DO ENSINO BAsico

ExXEmPLOS DO CADERNO DE APOIO 2.°c CICLO

Antonio Bivar, Carlos Grosso, Filipe Oliveira, Maria Clementina Timoteo

6.° ano

Parte 2, pag. 31

1.* Na figura esta representado um paralelepipedo retangulo de
dimensdes a, b e ¢ decomposto em dois prismas triangulares.
H G

A B
1.1 Determina o volume do paralelepipedo.

1.2 Admitindo que os dois prismas triangulares séo iguais, determina o volume de cada um

deles.

1.3 Calcula a area da base de um dos prismas e do paralelepipedo.

1.4 Deduz das alineas anteriores uma férmula para o calculo do volume do prisma

conhecida a area da base e a altura.

2. Considera um prisma hexagonal regular decomposto em prismas triangulares regulares
tal como ilustra a figura.
K J
0
L l —>
I I I
G H
I
I
I
I
I
I
1 D
/?: ===z ~
/, 1.7 ~
F--F=—===2i =
/’ -ﬁ\\\ C
A B

2.1 Sabendo que a area da base de cada um dos prismas triangulares mede 6 cm? e que

a respetiva altura mede 8 cm, determina o volume de cada um dos prismas
triangulares.

2.2 Determina a &rea da base do prisma hexagonal.

2.3 Determina o volume do prisma hexagonal de duas formas: tendo em conta a
decomposi¢do em prismas triangulares e utilizando diretamente a formula.

GM6-7.3a7.6e8.1
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3. Na figura esté representado um paralelepipedo retangulo decomposto em dois prismas
triangulares.

H G

A B

3.1 Sabendo que o volume do paralelepipedo é igual a 17 cm?®, indica o volume de cada
um dos prismas triangulares.

3.2 Supondo que a altura do paralelepipedo mede 4,25 cm, qual a &rea da base de cada
um dos prismas triangulares?

4, Na figura esta representado um cilindro de volume igual a 30 cm?.

Determina um valor aproximado da altura do cilindro sabendo que o didmetro da base
mede 5cm.

Descritores: 7.3a7.5

No caso em que o triangulo da base do prisma nao é retangulo, pode considerar-se em
primeiro lugar, um prisma cuja base é um paralelogramo que duplica o triangulo e utilizar-se as
decomposi¢Bes conhecidas (GM5-4.5) que o transformam num retdngulo equivalente para
obter um paralelepipedo retangulo com o0 mesmo volume que esse prisma.

Deste modo, conclui-se, no caso geral, que a medida do volume de um prisma triangular reto,
em unidades cubicas, é igual ao produto da medida da area da base, em unidades quadradas,
pela medida da altura.
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METAS CURRICULARES DO ENSINO BAsico

(o]
EXEMPLOS DO CADERNO DE APOIO 2.2 CICLO 6.° ano

Antonio Bivar, Carlos Grosso, Filipe Oliveira, Maria Clementina Timoteo

1.**

11

1.2

1.3

2.**

2.1

2.2

2.3

3.

Parte 2, pag. 51

Na figura esté representado um segmento de reta [AB], o respetivo ponto médio M e
um ponto D n&o pertencente areta AB, talque AD=BD .

D

A
\M
\B
Prova que os tridangulos [AMD] e [BMD] séo iguais.
Justifica que os angulos AMD e BMD sdao iguais e ambos retos.

Justifica que areta DM € a mediatriz de [AB].

Na figura esta representado um segmento de reta [AB] e um ponto D D
ndo colinear com A e B e que pertence a mediatriz de [AB] .

. - - A A
Considera o ponto médio M de [AB] . Justifica que os &ngulos AMD e
BMD s&o iguais. \
B

Justifica que os triangulos [AMD] e [BMD] sao iguais.

Justifica que AD=BD .

Desenha um segmento de reta [AB] e constréi a respetiva mediatriz utilizando régua e
compasso. Justifica o procedimento utilizado.

Na figura esté representado um segmento de reta [AB] e os pontos C
e D pertencentes & mediatriz de [AB].

Justifica que os triangulos [ADC] e [BDC] séo iguais.

GM6-9.4a9.7e 10.1
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Resposta

1.1 Pelo caso LLL, prova-se que os triangulos [AMD] e [BMD] séo iguais pois, como M
é ponto médio de [AB], entdio AM=MB , [MD] é um lado comum aos dois
triangulos e sabe-se que AD=BD .

B

1.2 Osangulos AMD e BMD opdem-se a lados iguais AD e BD de triangulos iguais,
logo sao também iguais. Como sao suplementares, ou seja, a sua soma é um angulo
raso, sdo ambos retos.

1.3 Areta DM é a mediatriz de [AB] pois € perpendicular a [AB] no ponto médio M.

2.1 A mediatriz de um segmento de reta é a reta perpendicular ao segmento de reta no
seu ponto médio, logo M pertence a mediatriz. O ponto D também pertence a
mediatriz pelo que MD é a mediatriz de [AB] e os dngulos AMD e BMD sdo ambos
retos, logo iguais.

2.2 Pelo caso LAL, prova-se que os triangulos [AMD] e [BMD] s&o iguais pois AM =MB
, [MD] é comum aos dois triangulos e AMD = BMD *

2.3 AD=BD porque sio lados que se opdem a angulos iguais de triangulos iguais.
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Descritores: 9.4a9.7

A mediatriz de um segmento, reta perpendicular a esse segmento no respetivo ponto médio
(em determinado plano contendo o segmento) é Unica (cf. GM5-2.19) sendo constituida por
pontos equidistantes dos extremos do segmento como pode verificar-se argumentando como
se segue, utilizando a figura seguinte.

Areta PM, mediatriz do segmento [AB], por definicdo, é perpendicular ao segmento [AB]
no respetivo ponto médio, pelo que os angulos assinalados sao retos e os segmentos [AM] e
[MB] séo iguais; entéo, pelo critério LAL, os triangulos [AMP] e [BMP] também séo iguais
(jd que o lado [MP] é comum aos dois triangulos), pelo que também s&o iguais os segmentos
[PA] e [PB], ou, seja, o ponto P é equidistante dos extremos do segmento [AB] .

A —H

l
.

rd
rd
w - - HH
Y

Reciprocamente, qualquer ponto do plano equidistante de A e B estd na mediatriz, como
pode concluir-se da seguinte figura ao lado.

Supondo que o ponto P é equidistante de A e B e tragando o segmento de reta que une P
ao ponto médio M do segmento [AB], podemos aplicar o critério LLL para concluir que séo
iguais os triangulos [AMP] e [BMP] e portanto também os angulos AMP e BMP , por se
oporem a lados iguais em triangulos iguais; mas tratando-se de angulos suplementares iguais
concluimos que séo retos e portanto areta MP €, de facto, a mediatriz do segmento [AB] .

Identificada a mediatriz com o conjunto dos pontos do plano equidistantesde A e B,
podemos agora, facilmente, construi-la com régua e compasso, bastando, para o efeito,
intersetar duas circunferéncias com 0 mesmo raio (podemos tomar 0s raios iguais ao
comprimento do préprio segmento [AB]) e de centros respetivamente em A e B (com a
escolha sugerida dos raios tais circunferéncias intersetam-se em dois pontos P e Q, jaque
a soma dos raios é superior a distancia entre os respetivos centros e a diferenca é nula,
portanto inferior a distancia entre 0s centros, o que garante a existéncia dos triangulos [ABP]
e [ABQ], como foi referido na observacao do texto de apoio ao descritor GM5-2.17).

P
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Obtém-se assim dois pontos da mediatriz (um em cada um dos semiplanos determinados pela
reta suporte de [AB] no plano fixado), ja que, por construcao, ficam equidistantes de A e B:
|
AP
,’1‘\\

Na figura indicam-se as linhas auxiliares da constru¢éo e as que permitem concluir que a reta
PQ assim construida é de facto a mediatriz do segmento [AB], agora sem invocar as
propriedades acima justificadas, em particular sem se utilizar a partida o ponto médio do
segmento [AB].

Com efeito, a construcao efetuada garante que sdo iguais 0s quatro segmentos marcados com
um traco (raios das duas circunferéncias) e, em, particular, os &ngulos marcados com um
traco (opostos a lados iguais num mesmo triangulo - pons asinorum); assim, pelo critério LLL
sao iguais os tridngulos isdsceles [APQ] e [BPQ] e portanto também os angulos marcados
com dois tragos (opostos a lados iguais nestes dois tridngulos iguais).

Entao, pelo critério ALA (utilizando os lados [AP] e [BP] e os respetivos angulos adjacentes),
concluimos que séo iguais os triangulos [APM] e [BPM], o que garante a igualdade
respetivamente dos segmentos marcados com dois tracos e dos angulos marcados com trés
tracos.

Ou seja, M é, de facto, o ponto médio do segmento [AB] e os angulos AMP e BMP sao
retos (iguais e suplementares), o que significa que a reta PQ é a mediatriz do segmento [AB]
no plano considerado.

Note-se que esta construcao também permite obter o ponto médio M do segmento [AB],
uma vez que esse ponto néo foi utilizado para obter a mediatriz, mas resultou antes da
intersecdo dessa reta com o segmento [AB] .
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(o]
EXEMPLOS DO CADERNO DE APOIO 2.2 CICLO 6.° ano

Antonio Bivar, Carlos Grosso, Filipe Oliveira, Maria Clementina Timoteo

Parte 2, pag. 57
1* Na figura seguinte esté representado um triangulo [CDE] e umareta r

1.1 Constréi os transformados C’', D’ e E’ respetivamente, de cada um dos vértices C,
D e E do triangulo na reflexdo axial de eixo r.

1.2 Prova que o triangulo [C’'D’E’] é igual ao triangulo [CDE] .
2.**  Na figura seguinte, AB e CD sao perpendiculares a DA e o ponto E ¢é a intersecao

dos segmentos de reta [AD] e [CB].
c D

A B

2.1 Constroi os pontos B’ e C’', imagens respetivas dos pontos B e C pela reflexdo de
eixo AD .

2.2 Mostra que os triangulos [CDE] e [C'DE] s&o iguais e justifica que os angulos DEC
e DEC’ sdao iguais, assim como os segmentos [CE] e [C'E] .

2.3 O que dizer dos triangulos [BAE] e [B'’AE], dos angulos BEA e B'EA e dos lados
BE e BE?

2.4 Justifica que CB=C'B' explicando por que é que os pontos C’', E e B’ estédo
alinhados.
GM6-9.8 2 9.11

WEESe-




TEXTO DE APOIO AO PROFESSOR

Resposta

2.1 Por definicdo, areta AD é a mediatriz do segmento de reta [CC’]. Logo, para
construir C' basta marcar nareta CD (por hipétese perpendicular a AD) o ponto
distinto de C a mesma distanciade D que C. O ponto B’ pode ser construido de

forma analoga.

2.2 Por construcdo, CDE = C’'DE pois sdo ambos retos. CD=C'D e [DE] é comum

aos triangulos [CDE] e [C'DE].

2.3

2.4

C D c'

———————

B' A B

Entdo, pelo caso LAL, estes triangulos sdo iguais. Consequentemente, os angulos
DEC e DEC’ sao iguais pois opdem-se a lados iguais em triangulos iguais.

Finalmente, CE=C'E pois sado lados que se opdem a angulos iguais de triangulos
iguais.

Por um raciocinio analogo ao utilizado na alinea anterior, estes triangulos séo iguais
assim como os angulos e os segmentos de reta referidos.

Os angulos CED e BEA séo iguais pois sao verticalmente opostos, logo os dngulos
CED e B'EA também séo iguais porque CED =CED e BEA=BEA.

Tem-se entdo que B'EC’ = C'ED + B’ED = B’EA + B'ED = AED que é um angulo raso.
Logo, B', E e C’ estdo alinhados por esta ordem pelo que
B'C'=B'E+EC'=BE+EC=BC .
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Descritor: 9.10

N&o se pede para reconhecer que as reflexdes axiais preservam as distancias entre pontos,
pelo que, no primeiro exemplo, os alunos poderéo utilizar este resultado para concluir o que se
pede.

No segundo exemplo, correspondente a um nivel de desempenho elevado, apresenta-se um
caminho possivel para provar a propriedade expressa neste descritor para dois pontos em
semiplanos opostos relativamente ao eixo de reflexdo

Descritores: 9.8 a9.11

A imagem de um ponto P por uma reflexdo de eixo r (r uma reta dada) que ndo passa pelo
ponto obtém-se tracando a perpendicular do ponto para r e tomando nessa perpendicular, no
semiplano oposto a P determinado por r, um ponto a mesma distancia que P do pé da
perpendicular. Indicam-se na figura as imagens, respetivamente A’ e B’, de dois pontos, A
e B por uma reflexdo de eixo r, no caso em que os dois pontos pertencem a um mesmo
semiplano determinado por r e ndo estdo nessa reta; em particular, o segmento [AB] n&o
interseta r:

A construcgéo indicada permite verificar que os segmentos [AB] e [A’'B’] sé&o iguais.

Com efeito, por definicdo de imagem por uma reflexdo, séo iguais respetivamente os
segmentos marcados com um tragco e os segmentos marcados com dois tragos, sendo retos
os angulos como tal indicados.

Pelo critério LAL concluimos que serdo entdo iguais os triangulos [APQ] e [A’PQ] e portanto
os lados [AQ] e [A'Q] (marcados com um pequeno circulo) e os angulos marcados com um
traco.

Daqui resulta que séo iguais os dngulos marcados com dois tracos (complementares de
angulos iguais) e portanto, novamente pelo critério LAL, os triangulos [ABQ] e [A'B'Q];
podemos entédo finalmente concluir que séo iguais os segmentos [AB] e [A'B’], por se
oporem a angulos iguais em triangulos iguais.
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No caso em que os pontos A e B pertencem a semiplanos distintos determinados por r em
determinado plano contendo esta reta, em particular o segmento [AB] intersetara a reta r
em determinado ponto R e a seguinte construcdo permite concluir, mais uma vez, que os
pontos A e B estdo a mesma distancia que os pontos A’ e B’:

Podemos comecar por verificar que séo iguais os triangulos [APR] e [A'PR], utilizando o
critério LAL (s@o iguais os angulos retos, os lados [AP] e [A’P] eolado [PR] é comum) e
portanto os angulos marcados com um trago nestes dois tridangulos.

De modo analogo séo iguais os angulos marcados com um trago nos triangulos [BQR] e
[B'QR] e sao iguais os &ngulos QRB e ARP por serem verticalmente opostos.

Mas entéo séo iguais dois a dois todos os angulos marcados com um trago, e, em particular,
os angulos A’'RP e B’'RQ ; como os lados RQ e RP s&o colineares, também terdo de o
ser os lados RB e RA’, pois podemos considerar o angulo verticalmente oposto a um dos
angulos considerados (seja B’RQ) que ser& entdo forcosamente igual a A’'RP com um lado
comum com este angulo (RP), no mesmo semiplano, tendo portanto de coincidir com ele, o
que prova a referida colinearidade de RB’ e RA’ (também poderiamos concluir esta
colinearidade de B’RP ser um angulo suplementar de B’RQ e portanto do angulo A’RP ,
igual a B'RQ, o que prova que B’RA’ é um angulo raso).

Entdo a distancia entre A’ e B’ sera, de facto, igual a distancia entre A e B, por serem
iguais os comprimentos de [AR] e [A'R] e também os comprimentos de [RB] e [RB’]
(op6em-se a angulos iguais em triangulos iguais) e por R estar situado tanto no segmento
[AB] como no segmento [A’B’], atendendo ao que acabamos de ver.

De modo analogo (mas mais simplesmente) poderiamos tratar o caso em que pelo menos um
dos pontos se situa nareta r.

Do que precede conclui-se que as reflexfes sdo também isometrias do plano (preservam as
distancias entre os pontos) e pelo que se disse acima a propoésito das simetrias centrais,
também preservam as amplitudes dos angulos.
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METAS CURRICULARES DO ENSINO BAsico

EXEMPLOS DO CADERNO DE APOIO 2.2 CICLO
Antonio Bivar, Carlos Grosso, Filipe Oliveira, Maria Clementina Timoteo

6.° ano

3.*

3.1

por M.

3.2

Constrai o transformado de cada um dos vértices do tridangulo pela reflexdo central de
centro M e designa aimagemde F por G.

3.3 Prova que o quadrildtero [DFEG] € um paralelogramo.

GM6-9.2,9.3 e 10.1

' ! Porto

Editora

Parte 2, pag. 61
Considera o tridangulo [ABC] representado na figura.
1.1 Constréi os transformados A, B’ e C’' respetivamente dos

A
pontos A, B e C pelareflexdo central de centro B .
1.2

Justifica que o triangulo [A'B’C’] obtido em 1.1 é igual ao
triangulo [ABC] .
1.3

Justifica que a reflex@o central de centro em B mantém a distancia entre os pontos A
e C.

B
2. Considera o triangulo de vértices A, B e C eumponto D 4  ___---"""" **l
distintode A, B e C. Sl g
S~ \
2.1 Constréi asimagensde A, B e C pelareflexdo central de I \
~ o \
centro D e designa-as respetivamente por P, Q e R. T~
D
2.2 Completa as seguintes igualdades, utilizando vértices do
triangulo [ABC]: PQ=...... . PR=
2.3

Utilizando o critério de igualdade de angulos, completa as seguintes afirmacdes
utilizando apenas as letras P, Q e R: O angulo ABC é igual ao angulo
angulo

€ igual ao angulo BCA .

figura.

Desenha um triangulo qualquer como, por exemplo, o tridngulo [DEF] representado na

F

Determina o ponto médio de um dos lados, por exemplo, do lado [DE] e designa-o
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Resposta

1.1 Por definigdo, B é o ponto médio do segmento [AA’]. Para construir A’ basta pois
marcar nareta AB o ponto distinto de A a mesma distancia de B que A.

O ponto C’' constréi-se de forma analoga. A imagem de B € por definicdo o proprio
B, ouseja, B’ coincide com B.

1.2 Por construcdo, AB=A'B e CB=C'B . Por outro lado, os angulos ABC e A'BC’
sao verticalmente opostos, logo iguais. Assim, pelo caso LAL, podemos afirmar que os
triangulos [ABC] e [A’B'C’] sao iguais.

1.3 Oslados [AC] e [A'C’] s&o iguais porque se opdem a angulos iguais em tridngulos
iguais.
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Descritor: 9.2

As reflexbes centrais de centro O transformam um ponto P distinto de O no ponto P’ da
semirreta oposta a OP a mesma distancia de O que P .

Séao «isometrias», no sentido em que mantém as distancias entre 0s pontos; a seguinte
construgao permite reconhecer esse facto, no caso em que os pontos A e B néo sdo
colineares com O:

Os pontos A e B sao transformados pela reflexdo central de centro O respetivamente nos
pontos A’ e B’.

Ora facilmente se conclui que os triangulos [OAB] e [OA’B’] sao iguais; basta utilizar o
critério LAL, uma vez que os angulos internos em O dos dois tridangulos séo verticalmente
opostos e portanto iguais (por definicdo de simetria central, O esta nos segmentos [AA’] e
[BB’]) e, também por definicdo de simetria central, [OA] e [OA’] sao iguais, assim como [OB]
e [OB].

Consequentemente, [AB] e [A'B’] também s&o iguais, por se oporem a angulos iguais em
triangulos iguais.

Se a reta determinada pelos pontos A e B passar pelo ponto O, centro da reflexao,
também passara pelos pontos A’ e B’ (ja que as semirretas opostas a OA e OB estdo
evidentemente contidas na Unica reta que contém os trés pontos A, B e O) e, examinando
os diversos casos possiveis das posicoes relativas dos pontos A e B e O, é facil concluir a
igualdade dos comprimentos de [AB] e [A'B’], utilizando principios bésicos, que temos
admitido implicitamente, relativos a comprimentos de segmentos justapostos.

Tais principios estdo na base, em particular, da definicAo geométrica de soma de niUmeros
racionais, pois deles depende a coeréncia desta definicdo; examinemaos, por exemplo, 0 caso
em que o ponto O estd no segmento [AB], sendo distinto dos respetivos extremos e ponto
médio.

A situacao seréd a seguinte:

PEE o
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Da definicdo de reflexdo resulta que [OA] e [OA’] sdo iguais, assim como [OB] e [OB];
resulta entdo dos referidos principios que também ser&o iguais os comprimentos de [B’A] e
[A'B] ("diferencas" de pares de segmentos respetivamente iguais) e em seguida 0s
comprimentos de [AB] e [A'B’], ja que estes segmentos sdo formados pela justaposi¢cdo do
segmento [AA’] respetivamente com os segmentos iguais [A'B] e [B'A].

Note-se que a demonstracdo acima, utilizando o critério LAL de igualdade de triangulos, mas
agora invocando diretamente a igualdade dos terceiros lados, continua praticamente a valer,
se admitirmos que se aplica a "triangulos degenerados”, ou seja, determinados por trios de
pontos colineares, o que resultara de axiomas basicos da Geometria indispenséaveis para a
introducgéo coerente das operagfes de medida de comprimentos e amplitudes de angulos,
axiomas que fundamentam o critério geral de igualdade de angulos e respetivas condi¢des de
coeréncia (cf. a observacao a proposito de 9.21).

Neste caso os "angulos iguais" para se poder aplicar o critério LAL seriam os angulos rasos
AOB e A'OB’, deduzindo-se aigualdade dos "terceiros lados" [AB] e [A'B’] dos triangulos
degenerados [AOB] e [A'OB’].

Descritor: 9.3

Dado que uma isometria se caracteriza por preservar as distancias entre pontos, pelo critério
de igualdade de angulos, que recorre as distancias mutuas entre trés pontos em cada angulo
(o vértice e um ponto distinto do vértice em cada lado do &ngulo), serdo necessariamente
iguais as amplitudes de dois &ngulos se o primeiro for determinado por trés dados pontos e o
segundo pelos pontos transformados destes por essa isometria (desde que o vértice do
segundo angulo seja o transformado do vértice do primeiro); na seguinte figura exemplifica-se
esta propriedade com uma reflexao central:

B' - -,
- s
. P
Nt s 7
N ¥~ sy
N ~ '
% o L
Y 1’\\\ 4
N s
cC' '~ 7

Os pontos A, B e C séo transformados respetivamente nos pontos A’, B’ e C’ pela
simetria central de centro O e as igualdades dos segmentos assinalados respetivamente com
um, dois e trés tragos garantem a igualdade das amplitudes dos angulos ABC e A'B'C’.
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METAS CURRICULARES DO ENSINO BASICO
ExXEmPLOS DO CADERNO DE APOIO 2.°c CICLO

Antonio Bivar, Carlos Grosso, Filipe Oliveira, Maria Clementina Timoteo

6.° ano

1* Na figura esté representado o angulo convexo EVF e a
respetiva bissetriz.

Os pontos E e F estdo a mesma distancia de V.

1.1 Uneospontos E e F por um segmento de reta. Prova
gue os triangulos [EVG] e [FVG] sdao iguais, onde G
designa a intersecéo da bissetriz de EVF com o segmento
de reta [EF].

1.2 Justifica que EG =GF .
1.3 Justifica que EF € perpendiculara VG .

1.4 Justifica que o ponto E é imagem de F pela reflexdo de eixo VG .

2. Na figura, AB>AC>BC e PR >RQ>QP

Sabe-se que cada um dos pontos A, B e C é transformado
por uma dada rotagdo num dos pontos P, Q ou R. Indica
gual o transformado de cada um dos pontos A, B e C por
essa rotacao.

3. Na figura junta esta representado um triangulo equilatero
[ABC] .

3.1 Constréi asimagens A, B’ e C’ dospontos A, B e C
pela rotacéo de centro O, sentido positivo e amplitude 90° .

3.2 Justifica que o triangulo [A'B’C’] é equilatero.

Parte 2, pag. 67

4.* Na figura esté representado um quadrilatero céncavo ]
[ABCD] e o ponto B’ que é o transformado do ponto B por !
uma rotacao de centro em A.

Desenha a figura no teu caderno e, utilizando compasso e
régua, determina os transformados dos restantes vértices do
poligono.

GM6-9.12a9.21e 10.1
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Descritor: 9.12

Consideremos a bissetriz b de um dado &ngulo convexo AOB, semirreta situada entre os
lados do angulo e determinando, com estes, angulos convexos iguais (neste caso os angulos
marcados com um trago):

Tomando os pontos A e B aigual distancia do vértice e sendo P a interse¢do do segmento
[AB] com a semirreta b, o critério LAL permite imediatamente concluir que os triangulos
[AOP] e [BOP] séo iguais e portanto também os segmentos de reta marcados com trés
tracos e os angulos marcados com dois tragos; estes angulos, sendo iguais e suplementares,
sao portanto retos, o0 que, juntamente com a igualdade dos segmentos [AP] e [BP], permite
concluir que A e B sédo imagens um do outro pela reflexdo de eixo igual a reta suporte da
bissetriz b .

Que a reta suporte da bissetriz de um angulo convexo é, de facto, eixo de simetria desse
angulo e do angulo céncavo associado, pode deduzir-se dos argumentos abaixo, que utilizam
a figura seguinte.

E facil concluir que a imagem de um ponto P de qualquer um dos angulos pela reflexdo de
eixo igual a reta suporte da bissetriz b pode ser obtida marcando no semiplano oposto
determinado por essa reta um ponto & mesma distancia do vértice O, e "a mesma distancia
angular" da bissetriz, ou seja, situado no lado ndo comum do angulo adjacente de igual
amplitude aquele que tem um dos lados igual & bissetriz e outro igual & semirreta OP .
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Uma construcdo analoga a anterior permite mostrar que, de facto, os pontos P’ e Q’
indicados na figura e construidos do modo indicado, respetivamente no angulo convexo e no
cbncavo associado, sdo imagens respetivamente dos pontos P e Q fixados nesses angulos
pela reflexdo de eixo igual a reta suporte de b .

Assim se conclui que as imagens dos pontos de qualquer um destes dois dngulos por esta
reflexdo reconstituem o proprio angulo.

Descritores: 9.13a9.19

Dado um angulo a néo nulo, nem giro nem raso e um ponto O em determinado plano,
qualquer ponto M desse plano distinto de O determina com O uma semirreta de origem O
contida nesse plano, a qual pode ser tomada para lado de um &ngulo de amplitude igual a a
em cada um dos semiplanos em que o plano fica dividido pela reta OM .

Cada um desses angulos fica unicamente determinado, bastando, para tal, transportar o
angulo a para o respetivo semiplano de modo que um dos lados coincida com a semirreta
OM :

! ’
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Se agora marcarmos em cada um dos lados distintos desses dois angulos pontos a distancia

do vértice O igual ao comprimento do segmento [OM], obteremos as duas Unicas imagens,
M e M” de M por rotacdes de centro O e angulo a nesse plano.

Se o angulo a for nulo ou giro, por defini¢do, para que MOM’ tenha amplitude iguala a, as
semirretas OM e OM terdo de coincidir e portanto, para que os segmentos de reta [OM] e
[OM’] tenham o mesmo comprimento, tera de ser M coincidente com M’; nesses casos,
portanto, a imagem de M por uma rotagdo de qualquer centro distinto de M e angulo a sera
0 préprio ponto M.

Se a for raso, também por definicdo, os pontos M e M’ estardo em semirretas opostas de
origem O a mesma distanciade O, ja que os lados de um angulo raso, precisamente, sao
semirretas opostas; neste caso havera uma unica imagem de M por rotacdo de determinado
centro O distinto de M e angulo a, a qual coincide com aimagem de M pela reflexdo
central de centro O .
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Podemos distinguir as duas imagens de M por rotagcdes com o0 mesmo centro e angulo num
mesmo plano, intuitivamente, imaginando que sdo obtidas pela "rotacdo, no plano, ao longo de
um intervalo de tempo" de um segmento de reta com "posicao inicial" igual ao segmento [OM]
e posicéo final igual ao segmento [OM’] (ou alternativamente igual a [OM”]), passando por
posicoes intermédias cujos extremos descrevem, em alternativa, os arcos de circunferéncia
indicados a tracejado na figura anterior.

Comparando o "movimento do segmento de reta" com o movimento de um ponteiro de um
rel6gio, uma das rotagfes (dita de sentido positivo ou direto) sera "efetuada” no sentido
contrario ao dos ponteiros do relégio (na figura, a que conduz a M”) e a outra (dita de sentido
negativo ou retrégrado) no sentido dos ponteiros do relégio (a que, na figura, conduz a M’).

Note-se que os angulos MOM’ e MOM” , correspondentes as rotacdes de sentidos
contrarios, partilham um lado e sdo adjacentes; este critério permite distinguir "angulos
orientados" de sentidos contrarios, no caso em que, num plano, partilham o "lado origem".

S&o consideragdes deste tipo que permitem formalizar adequadamente a noc¢ao de orientagédo
de angulos (orientados) num plano, em alternativa a abordagem intuitiva que agora seguimos,
utilizando o "movimento dos ponteiros de um relégio".

Podemos agora examinar o efeito das rota¢cdes nos comprimentos dos segmentos.

Na figura seguinte representam-se a imagens de dois pontos A e B por uma rotacao de
centro O num ponto e dngulo um dado a (ndo nulo nem giro) em determinado plano
contendo O, A e B tendo-se o cuidado de escolher rotagdes com 0 mesmo sentido (neste
caso o sentido positivo ou direto, ou seja, contrario ao dos ponteiros do relégio):

Esta igualdade de sentido das rotacfes aplicadas aos dois pontos A e B pode traduzir-se na
"igualdade de sentido" dos "angulos orientados” de "lados origem" OA e OB e "lados
extremidade" respetivamente OA’ e OB’ . Essa igualdade de sentido, por sua vez, pode
aferir-se, de forma mais rigorosa (sem se utilizar o sentido dos ponteiros de um relégio...),
passando por "igualdades de sentido" de angulos orientados que com estes partilhem um dos
lados; assim podemos comecar por considerar o angulo convexo de lado origem OA e lado
extremidade OB’, o qual partilha um lado com o angulo AOA’, nao sendo adjacente, ja que
esta nele contido, e portanto terd 0 mesmo sentido que o angulo orientado que corresponde a
rotacdo que transforma A em A’.
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Agora podemos notar que o mesmo angulo orientado tem o lado extremidade coincidente com
o lado extremidade do angulo orientado correspondente a rotagdo que transforma o ponto B
no ponto B’, nao sendo esses angulos adjacentes, pelo que, mais uma vez podemos assim
aferir a igualdade de sentido.

A concluséo é que os angulos orientados utilizados para obter A’ e B’ respetivamente a
partirde A e B tém, de facto, o mesmo sentido, atendendo ao modo como foram
construidos.

Esta andlise permite concluir que a situacado geométrica do &ngulo AOB’ é tal que fica
adjacente aos angulos AOB e A'OB’, formando com cada um deles somas iguais (de
amplitudes iguais a q).

Daqui se deduz que os angulos marcados na figura com dois tragos também séo iguais, o que
permite aplicar o critério LAL aos triangulos AOB e A’OB’ concluir que sado iguais, bem
como, em consequéncia, os segmentos [AB] e [A'B].

Do que precede conclui-se que também séo isometrias as rotacdes de determinado centro,
angulo e sentido, num dado plano; em consequéncia, e atendendo ao que se viu a proposito
das simetrias centrais, também manterdo as amplitudes dos angulos.

Descritor 9.21

Uma isometria caracteriza-se por manter as distancias entre os pontos; ou seja, se A’ e B’
forem, respetivamente, as imagens de A e B por uma dada isometria entéo a distancia entre
A’ e B’ éigual a distancia entre A e B, ou seja, os segmentos de reta [AB] e [A'B’] séo
iguais.

Mas podemos, além disso, afirmar que os pontos de [A’'B’] sé&o exatamente as imagens dos
pontos de [AB] por essa isometria; com efeito, prova-se que as isometrias, pelo facto de
"manterem as distancias entre os pontos" também "preservam os alinhamentos".

Observacao**

Esta propriedade pode ligar-se a uma extensao natural do critério de igualdade de angulos;
examinemos a figura abaixo em que se representam as imagens A’, P’ e B’, poruma
isometria, de trés pontos alinhados A, B e P (P no segmento [AB]):

PI

—-—
I P~
- - -~

w
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Pretendemos provar que o ponto P’ esta no segmento [A'B’], ou, mais precisamente, que
coincide com o ponto P” desse segmento, assinalado na figura, a uma distdncia de A’ igual
a distanciade A a P (e portanto a uma distancia de B’ igual a distanciade B a P).

Ora as distancias assinaladas com o mesmo numero de tracos serdo iguais, por definicdo de
isometria e por construcdo de P”, o que, em particular, pelo critério de igualdade de angulos
(estendido ao caso em que um dos angulos € nulo) daria que o angulo P’A’B’ € igual ao
angulo nulo PAB (s&o iguais dois a dois os segmentos [P’A'] e [PA], [A'B] e [AB], [P'B’]
e [PB]).

Mas agora "o reciproco" do mesmo critério (mais uma vez estendido ao caso em que um dos
angulos é nulo) permitiria concluir, da igualdade desses dois angulos, que o segmento de reta
[P'P”] teria de ser igual ao "segmento de reta degenerado” [PP] o que permitira concluir que
os pontos P’ e P” tém de coincidir (admitindo que "um segmento de reta € degenerado se
for igual a um segmento degenerado”...).

Poderiamos também ter logo concluido que P’ nao poderia formar um triangulo ("néo
degenerado") com A’ e B’ invocando uma propriedade conhecida, embora menos
"primitiva".

Trata-se da desigualdade triangular (GM5-2.17); com efeito, na figura acima, se P’ néo fosse
colineara A’ e B’, no tridngulo [A’'B’P’] a medida do lado [A'B’] seria igual a soma das
medidas dos lados [A'P’] e [P’'B’], o que contrariaria a desigualdade triangular.

Sendo entéo, forcosamente, P’ colineara A’ e B’, uma andlise dos comprimentos dos
segmentos envolvendo os pontos A’, B’ e P’ permitiria facilmente depois concluir que os
pontos P’ e P” tém de coincidir.

Podemos ainda notar, a este propésito, que a propriedade acima admitida segundo a qual a
igualdade de [PB] e [P”B’] resulta imediatamente das igualdades dois a dois dos pares de
segmentos [AP], [A’P”] e [AB], [A’'B’] e dofacto de P estar no segmento [AB] assim
como P” nosegmento [A’'B’], também pode ser encarada como resultando de uma
extensao do critério de igualdade de angulos agora ao caso em que ambos 0s angulos séao
nulos.

Neste caso serdo iguais os dngulos PAB e P’A’'B’ e portanto dai resultara a igualdade
pretendida dos segmentos [PB] e [P”B’] .

Este tipo de resultados envolvendo distancias de pontos alinhados, que foram admitidos como
evidentes em diversas instancias desde o 1.° ciclo e séo essenciais para a interpretacédo
geomeétrica das operacdes sobre as diversas classes de numeros que foram sendo
introduzidas, podem assim ser unificados com os resultados basicos relativos a igualdade de
angulos, envolvendo comparagéo de distancias, desde que esses resultados se considerem
como validos também para angulos nulos, giros e rasos.
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1* Indica as simetrias de reflexdo e de rotagcdo dos seguintes quatro
poligonos: tridangulo equilatero, quadrado e pentagono e hexagono regulares.

2.* Sera que podes conjeturar uma regra que preveja o nimero de simetrias de reflexado e
de rotacdo para um poligono regular com n lados? Justifica.

3. Desenha uma figura que tenha um centro de simetria mas que nao tenha eixo de
simetria e justifica.

4, Na figura esta representado um triangulo [OAB] e
0s seus transformados em sucessivas rotacoes de
centro O e amplitude 90°.

4.1 Identifica o transformado de B na rotagcéo de
centro O e amplitude:

a. 180°
b. 90° e sentido negativo;

c. 270° e sentido positivo.

4.2 Descreve as simetrias de rotacdo que identificas
nesta figura.

5. O hexagono [ABCDEF] representado na figura é regular.
A F
B E
c D

5.1 Indica o numero de eixos de simetria da figura.

5.2 Descreve as simetrias de rotacdo que identificas nesta figura.

GM6-10.2
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Descritor: 10.2

Nos exemplos 1 e 2 admite-se que a imagem de um poligono € o poligono cujos vértices sédo
as imagens dos vértices do primeiro.

Em rigor, este resultado, embora muito intuitivo, é neste nivel ainda desconhecido dos alunos.

PEE o
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(o]
EXEMPLOS DO CADERNO DE APOIO 2.2 CICLO 6.° ano

Antonio Bivar, Carlos Grosso, Filipe Oliveira, Maria Clementina Timoteo

Parte 2, pag. 95
1* Considera o seguinte conjunto de dados: 7, 6, 5,1, 4, 2,6, 5, 6, 3.
Indica se sdo verdadeiras ou falsas as afirmacoes:

o A moda é igual & amplitude;

o A média € um namero inteiro;

. Se acrescentarmos o nimero 7 aumenta a amplitude;
. Se acrescentarmos o nimero 7 aumenta a média;

o Se acrescentarmos o nimero 7 aumenta a moda;

o Se retirarmos o0 nimero 3 diminui a amplitude;

. Se retirarmos o nimero 3 diminui a média;

o Se retirarmos o0 nimero 3 diminui a moda.

OTD6-2.2
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METAS CURRICULARES DO ENSINO BASICO
ExXEmPLOS DO CADERNO DE APOIO 2.°c CICLO

Antonio Bivar, Carlos Grosso, Filipe Oliveira, Maria Clementina Timoteo

6.° ano

1. Das seguintes variaveis estatisticas indica as que sao qualitativas:

e |dade;
e Ano de escolaridade;
e Altura;

¢ Nacionalidade;

e Meio de transporte utilizado no percurso casa-escola;
e Tempo médio gasto no percurso casa-escola;

e Cadigo postal.

OTD6-1.3

Parte 2, pag. 99
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Descritor: 1.3

No que diz respeito ao ultimo exemplo, € importante chamar a atencéo dos alunos para o facto
de que nem todas as variaveis que tomam valores envolvendo representa¢cées com algarismos

sao quantitativas.

O cdédigo postal € uma variavel estatistica qualitativa, uma vez que nao resulta de uma
contagem, ou, mais geralmente da medida de uma dada grandeza.
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1. Na figura junta esta representada a reta numérica e nela estdo marcados quatro
pontos A, B, C e D de abcissas, respetivamente, a, b, c e d.

B A Cc

b a c

Completa com os sinais < e > cada uma das expressdes seguintes de forma a
serem verdadeiras:

1.1 a...c 1.2 a...b 1.3 d....c
1.4 b...d 15 c..b
2.* Completa as seguintes afirmacdes colocando um dos seguintes sinais <, > ou =.

21 Sendo a<0, b<O0 e |aj<|b], entdo a....b.
2.2 Sendo a>0, b>0 e |aj<|b|, entdo a....b.
2.3 Sendo a<0, b<O0 e |a]=|b|, entdo a....b.
24 Sendo a>0, b>0 e |aj=|b], entdo a....b.

2.5 Sendo a<0, b>0, entdo a....b.

26 Sendo a<0, a>b, entdo |q|..... [b] .
2.7 Sendo a>0, a<b, entdo |q|..... [b] .
3. Completa as seguintes afirmagfes colocando um dos seguintes sinais <, > ou =.

31 0,2.... 0,19 32 -3.... -5
3.3 2.3 34 —7... -2

3 4
3.5 _2 .3 36 -0,15..... 3

3 4 50

NO6-2.5 a 2.10
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Descritores: 2.5a2.10

Estes descritores indicam como se devem ordenar dois niUmeros racionais representados na
reta numérica.

Por definicho a>b se o ponto A (de abcissa a) pertencer a semirreta de sentido positivo
associada a B (de abcissa b), ou seja, se BA tiver o mesmo sentido do que a semirreta dos
nameros positivos.

Esta condic&o significa que BA contém essa semirreta ou esta nela contida; examinado as
trés possibilidades para a posicao da origem relativamente aos pontos A e B conclui-se que,
numa representacao usual da reta numeérica, esta propriedade é equivalente a que A esteja
situado entre B e a ponta da seta que indica o sentido positivo.

No caso em que a reta numérica € representada com o "sentido da esquerda para a direita" 0s
alunos poderao limitar-se a reconhecer, de forma mais informal, que "a>b se A estda
direita de B".
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Parte 2, pag. 133

1. Constréi geometricamente o ponto que representa na reta numeérica a soma dos
nameros racionais:

11 3 e5 12 2e -4 1.3 S e 3
3 2
14 3 e _4 15 _3 e +§
6 3 7 7

2. Considera o numero racional positivo b representado na reta numérica.

>
>

o 1 b

Representa na reta numérica a somade 3 com b:

3. Considera o numero racional positivo a representado ha reta numérica.

1 1 >
T +— >

0 a

Representa na reta numérica as seguintes somas:

31 2+ (-a) 32 a+(-a)
Resolucao
1.1
0 3 5 3+5
1.2
"4 2104 0 2
NO6-3.1a 3.5
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1.3

w|o 4

o=

m|_|..

=
——t

Nl 4---

14

i i 1
t t T
MY -3 ¢ 5 %%

Como fica patente na figura, a soma —% + (—g] pode ser traduzida por uma fragéo de

denominador 6, ou seja, —%+(_gj=

13
=

Para dividir a unidade em seis partes iguais, basta dividi-la em trés partes iguais (tercos) e
depois cada terco em duas partes iguais (dois sextos). Entdo se marcarmos na reta

. A . - 1 . 5
numeérica pontos a distancias da origem multiplas de 5 cada um dos nimeros 5 e
4 . . . .
3 fica representado por um desses pontos. A respetiva soma, obtida por justaposi¢do

. 1 ~
de segmentos de comprimento e pode portanto ser representada por uma fracédo de

denominador 6 .

15
4 - S a
7 3 3 —
7t7 7
2.
o1 b 3+b
3.1
i 2 + (-a)
w0 . '
3.2
OE‘ : >
—a a+(-a) a
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Descritores: 3.1 a3.3

A introducdo de segmentos de reta orientados é referida nos descritores 3.1 e 3.2 com vista a
definicdo de soma de dois nimeros racionais utilizando a reta numérica e a posterior
interpretacdo geométrica também da diferenca de dois destes niUmeros.

No descritor 3.3 estende-se a definicdo de adicdo de racionais ndo negativos (NO3-10.1 e
NO3-10.2) a todos os racionais, estabelecendo que:

o para dois nimeros racionais ndo nulos a e b, representados pelos pontos A e B da
reta numérica, se identifica a + b como a abcissa da outra extremidade do segmento
orientado de origem em A e de comprimento e orientagdo de [O, B].

o Exemploemque a<0, b>0e a+b>0.

Il I >
y t >

é ('Ja+ b

o Exemploemque a>0, b<0 e a+b<0.

y L
T

b o 0 a

o para um numero racional a nao nulo e b nulo, se identifica a + b como a abcissa de
A.

Pode comecar-se por considerar exemplos que apenas envolvam ndmeros inteiros.

No caso dos nimeros racionais nao necessariamente inteiros podera utilizar-se uma reta
numeérica munida de escala apropriada ou inserida de forma conveniente num quadriculado,
tal como se sugeriu no 1.° ciclo a propésito das operagées com nimeros racionais positivos
(cf. Caderno de Apoio NO2-11.1,11.2 e NO3-12.1,12.2,12.3).

Descritores:: 3.4e 3.5

Estas duas propriedades, depois de reconhecidas geometricamente, sdo fundamentais para
fornecer um método algébrico que permita, no 2.° ciclo, o calculo da soma e da diferenca de
dois numeros racionais.

PEE o
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Note-se que as formulas fornecidas nos descritores NO5-1.4 e NO5-1.5

E+E_axd+c><b o a ¢ _axd-cxb
b d  bxd b d  bxd

s6 no 3.° ciclo poderdo ser generalizadas ao casoemque a, b, ¢ e d sdo niUmeros
inteiros quaisquer, uma vez que é entdo que se definem quocientes envolvendo nimeros
negativos.

Assim, para calcular a soma de dois nimeros racionais de sinais contrarios, por exemplo

4 3 =
——|+— , os alunos poderéo:
7 21

e reduzir ao mesmo denominador o valor absoluto de ambas as fragdes, o que permitira em

particular compara-los:
4\ 3 12) 3
—_ | — = —— |+ —
7 21 21) 21

o aplicar a propriedade enunciada neste descritor e concluir o calculo:

12 3 12 3 12 3 9 1
Como ==>— | |- = |+—=—| = |=——=—2,
21 21 21) 21 21 21 21 3

Tal como se referiu mais acima, ndo se podera, a este nivel, escrever:

A3 (12), 3 _A2+3 9 9 1
7)721 21) 21 21 21 21 3

. -12+3 -9 -
uma vez que o quociente 21 = Z nao se encontra sequer definido.

Para adicionar dois nUmeros racionais com 0 mesmo sinal, 0 processo € mais simples
uma vez que ndo é necessario efetuar qualquer comparacéo.

Por exemplo, para calcular (—é}{—%} , bastara fazer:

4 3 4 3 12 3 15
—— |+ ==t == | =+ —|=—=—
( 7} ( 21) (7 21) (21 21] 21
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Parte 2, pag. 141

1. Constrdi geometricamente os pontos que representam, na reta numérica, as seguintes
diferencas:

11 6-4 1.2 4-6

13 —3-2 1.4 —f—(ﬁj

2. Constr6i geometricamente o ponto que representa na reta numérica a diferenca entre os
nameros racionais 5,25 e 4.

3.*  Considera nimero racional negativo b representado na reta numérica.

- 4
Representa na reta numerica 3 b .

4 **  Considera dois numeros racionais a e b.

Representa geometricamente a — b para diferentes valores de a e b e enuncia uma
regra que preveja o sinal da diferenga a partir dos valoresde a e b.

Resposta

11

1.2

NO6-4.1

' Porto
Editora




TEXTO DE APOIO AO PROFESSOR

1.3
.5 -4 -3 2 0 1 5 ]
3
1.4
| 1
, , | . 2 .
-2 3 14 011 4 g 1
2 5 105 _g‘(_j)
2.
| 1 : 5
0 -/ , 3 4 525 6
5,25- 4
3.
b 0 1T 4 4
3 3P

Ou, utilizando a observacéo, para representar i— b devemos fazer coincidir a
extremidade de um segmento orientado com o comprimento e orientagédo de [O, B]
(sendo B o ponto de abcissa b) no ponto de abcissa % e ver em gue ponto fica a

origem, a qual representa exatamente a diferenca.

fl)‘ o) . ' 1 _b

ws -

il
3
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Descritor: 4.1

A diferenca a—b é definida como o numero racional cuja soma com b éiguala a, ou seja,
talque (a—b)+b=a, ou, emalternativa, b+ (a—b)=a.

Utilizando esta segunda formulacédo, os alunos podem considerar o segmento orientado de
origem B (de abcissa b) e extremidade A (de abcissa a) e representar um segmento
orientado de origem em 0 mas com a mesma orientacdo e comprimento de [B, A].

A sua extremidade sera o ponto de abcissa a—Db.

. Exemploemque a>b e b>0.
o) b a-b a ]
. Exemploemque a>b e b<O0.
b o a a-b
. Exemploem que a<0<b.
P o b '
Observacao

Como foi referido, é possivel entender a —b como o nimero racional a que se deve adicionar
b para obter a, ouseja, talque (a—b)+b=a.

Nesse sentido, para representar na reta numeérica o nimero racional a—b, podemos fazer
coincidir a extremidade de um segmento orientado com o comprimento e orientagéo de [0, B]
em A e ver em que ponto fica a origem, a qual representa exatamente a diferenca, ja que, por
esta construcdo, a soma do valor obtido com b é€iguala a.

o ExemploemqueO<b<a

0 b a-b a
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1.* Representa geometricamente 0s pontos que representam na reta numérica
3+ (—4) e 3—4 e explica por que razdo correspondem ao mesmo ponto.

Resposta

1.

|

N

w
1+t 1

|

£
+o4--
Yoot

L SEpEE Sy N

Os segmentos orientados que unem o ponto de abcissa 3 ao ponto que representa o
resultado de cada uma das operacdes tém o mesmo comprimento, ja que
correspondem a numeros simétricos um do outro.

Como os segmentos orientados tém orientacdes simétricas e, num dos casos, o ponto
de abcissa 3 é a origem e, no outro, a extremidade, esses resultados correspondem
ao mesmo ponto da reta numeérica.

NO6-4.2 a 4.6
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Descritores: 4.2 a 4.4

Dados dois numeros racionais a e b, pode verificar-se geometricamente que a—b é igual
asomade a com o simétrico de b, ouseja, que a—b=a+ (-b).

Utiliza-se, na representacdo de a— b, a interpretacdo considerada na observagéo feita no
texto de apoio ao descritor 4.1.

‘ . a+ (—b)
—b 0 b
: ‘a-b

a
>t >
>

Note-se que utilizando as considerages feitas em 3.4 e 3.5, o descritor 4.2 fornece um
método pratico para o calculo da diferenca de dois quaisquer niUmeros racionais, por
conversao numa soma.

2 7 .
Por exemplo, para calcular 376" os alunos podem considerar que se trata da soma

2 7 . . - L. :
§+(—EJ e concluir o célculo tal como indicado a propésito dos descritores 3.4 e 3.5:

2 7 2 7) 4 7 7 4 7 4
— =4 —— ==+ === =——— (porque —>—)
3 6 3 6) 6 6 6 6 6 6
_3_1
6 2

Podemos reconhecer geometricamente que a medida da distancia entre dois pontos de abcissa
a e b éigual ao modulo da respetiva diferenca.

Descritores: 4.5 e 4.6

Na primeira figura estéo representados dois pontos de abcissa a e b, com a>b eo
segmento de reta (a vermelho) cujo comprimento € igual a distancia entre os pontos.

0 b

i »
r ) >
a
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Esta distancia € igual a distancia da origem ao ponto que representa a—b

4
Y

o
o +--
)]
|
o
@

e a distancia da origem ao ponto que representa b—a.

Y

A
Y

o
|
o
Q
o
©

Por definicdo de modulo, as medidas destas duas distancias sdo dadas respetivamente por
|a—Db| e |b-al, sendo ambas iguais a distancia entre os pontos de abcissas a e b.
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