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INTRODUCAO

Com este pequeno trabalho, pretendeu a Porto Editora facilitar o acesso, aos
professores, a todos os exemplos sugeridos na publicagdo acima mencionada, da
responsabilidade da equipa das Metas Curriculares e divulgada pela Direcao-Geral da
Educacao*, num formato totalmente editavel e passivel de fécil integracdo com os
diferentes materiais ja elaborados (ou a elaborar) pelos docentes da disciplina.

Procedeu-se, igualmente, a uma sugestao de organizacdo dos diferentes exemplos,
de modo a facilitar o rdpido acesso ao correspondente descritor ou descritores. Esta
organizacao pode ser sintetizada do seguinte modo:

= O presente documento, em formato pdf, esta organizado sequencialmente de
acordo com o manual Matematica 8, contendo a remissdo da respetiva parte e
pagina do manual no canto superior direito de cada novo descritor
desenvolvido.

» Cada exemplo/descritor pode ser consultado num unico ficheiro word.

= O nome de cada ficheiro word identifica, de imediato, o descritor
correspondente. Por exemplo, o ficheiro fss8_1p5.doc diz respeito ao descritor
1.5 do dominio Fung¢des, Sequéncias e Sucessdes do 8.° ano. Esta remissédo
encontra-se destacada no final da primeira pagina de cada documento.

= A estrutura de cada ficheiro word é sempre a mesma: para cada descritor é
apresentado o respetivo exemplo (ou exemplos), seguido da proposta de
resolucéo, terminando com o texto de apoio ao professor.

= Este ultimo é constituido pelas “introducdes tedéricas” que antecedem certos
exemplos e, no caso em que tal é aplicavel, pelo correspondente texto
complementar de geometria, retirado do anexo que complementa o Caderno
de Apoio.

= Determinados descritores, por exemplo Resolver problemas, surgem
associados a descritores que 0s antecedem, como se pode comprovar no
Caderno de Apoio. Essa associacdo € igualmente concretizada nos ficheiros
word em que tal se justifica, como se pode ver, por exemplo, no ficheiro
fss8 1pb5.doc.

A utilidade destes ficheiros, assim organizados, pode ir desde a simples projecdo em
contexto de sala de aula (via e-Manual) até a utilizacao/adaptacdo dos exemplos
apresentados em fichas ou testes para os seus alunos.

Esperando ter contribuido, de alguma forma, para facilitar o trabalho de
implementacdo do Programa e Metas Curriculares, desejamos a todos um excelente
ano letivo, com votos de grande sucesso tanto pessoal como profissional.

Bom trabalho!

*A utilizagdo do formato editavel do Caderno de Apoio ndo dispensa a consulta do respetivo documento
PDF original, disponibilizado pela DGE no respetivo sitio da Internet.
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Parte 1, pag. 12

1. Considera os numeros racionais 12_::’ i, _87 e 121 .

55 ' 2345 40

1.1. Obtém a respetiva representagédo em dizima comecando por transformar cada uma das
fracbes em fracdes decimais que Ihes sejam equivalentes.

1.2. Obtém novamente as representacdes em dizima das fracdes dadas recorrendo desta
vez ao algoritmo da divis&o.

2. Explica, de duas formas distintas, por que razdo o nimero % Nao possui
representacdo em dizima finita:
2.1.  Utilizando o algoritmo da divisao.

2.2.** Mostrando que ndo pode ser dado por uma fracdo decimal.

NO8-1.1.
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TEXTO DE APOIO AO PROFESSOR

Resposta:
13 13x5? 2 2
11, BIsxS 3B 32 445
2° 2°x5 (2><5) 100
3 3x2° 24 24 24
—3: 3X 3: 3: 3= =0,024
5° 5°x2 (5X2) 10° 1000
2
387 _ 387><5 - 21753:2175:2,175
2°x5 2°x5x5 (2><5) 1000
Comecando por decompor 40 em fatores primos vem 40=23x5 .
121 121 121x5* 3025 3025
—_— 3 = 3 3 = 3: :3’025
40 2°x5 2°x5 (2><5) 1000
1.2.
13,00|4 3,000(|125 87,000|40
10 3,25 0500 0,024 070 2,175
20 000 500
0 200
00
B _325 3 _o024 87 2175
4 125 40
121,000(40
0100 3,025
200
00
213025
40

2.1. Utilizando o algoritmo da diviséo inteira, por forma a obter aproximac¢des na forma de

dizima de 11 :
30

11,0030
200 0,36
20
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TEXTO DE APOIO AO PROFESSOR

2.2.

O resto parcial 20 j& foi obtido anteriormente, pelo que o procedimento se repetira
indefinidamente, enquanto continuarmos o algoritmo:

11,00000...130
200 0,36666 ...
200
200
200
2 0

Se a fracéo «% » fosse equivalente a uma fracdo decimal, ter-se-ia uma igualdade da

forma E:% , onde a e n sdo numeros naturais, de onde resultaria que:

30
11 x10"=30x%xa, ouseja, 11 x2"x5"=2x3x5xa

Observando a igualdade anterior verifica-se que a decomposi¢cdo em fatores primos de
11 x 2" x 5" ¢ igual a uma decomposi¢ao que inclui o nimero 3, o que € absurdo pois
a decomposicéo em fatores primos de um numero € Unica.

Observacgao: Este raciocinio aplica-se de forma mais geral a qualquer fracao irredutivel cujo
denominador apresente um divisor primo distinto de 2 e de 5. Assim se pode reconhecer que
essas fragbes ndo admitem representacédo em dizima finita.
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TEXTO DE APOIO AO PROFESSOR

Descritor: 1.1.

No primeiro objetivo geral deste dominio analisa-se a representacdo em forma de dizima finita
ou infinita periédica dos nameros racionais. O algoritmo da divisdo constitui um instrumento
extremamente pertinente na definicdo e justificacdo das propriedades deste tipo de
representacéo, pelo que é amplamente utilizado nos descritores que se seguem. E importante
gue os alunos adquiram destreza na conversao de fracfes em dizima e vice-versa,
enriguecendo assim a compreensao conceptual do conjunto dos nimeros racionais.

O segundo objetivo geral é consagrado a apresentacdo dos numeros irracionais. N&o é a
partida intuitivo que existam pontos da reta numérica que ndo sdo representados por uma
fracdo, tendo este assunto ja sido aflorado no 7.° ano (ALG7-7) no contexto dos segmentos de
reta incomensuraveis. Devera ficar claro que é o facto de ndo se poderem medir todas as
distancias com nameros racionais, fixada uma unidade de comprimento, que motiva a
introducéo deste novo conjunto de niumeros.

Neste descritor retoma-se de forma mais sistemética a representacao sob a forma de dizima
dos numeros racionais que podem ser expressos como fragdes decimais, assunto que ja foi
abordado no 1.° ciclo para alguns casos patrticulares (cf. NO4-6.3 e NO4-6.4 e respetivos textos
de apoio); € também uma boa oportunidade para recordar a estrutura do algoritmo da diviséo
inteira tal como foi analisada nos textos de apoio relativos aos descritores NO4-2.1 a NO4-2.4 e
aplicada a obtencdo de uma representacéo em dizima dos referidos niUmeros racionais no
descritor NO4-6.4.

PEE o
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Parte 1, pag. 14

1. Representa na reta numérica o nimero racional 1,1(6) comecando
por representa-lo na forma de fracdo e em seguida como numeral misto.

Resposta:
1. Comecamos por representar este numero na forma de fragao:
10 x 1,1(6) — 1,1(6) = 11,666... — 1,166... = 11,6 — 1,1 = 10,5

Desta forma, 9 x 1,1(6) = 10,5 pelo que 1,1(6) = %:% :%

~ . 7 1
Representando a fragdo na forma de numeral misto, tem-se 5 = 16 )

Para representar o ponto de abcissa 1,1(6) construimos entdo um segmento de reta de
. 1 . : N
comprimento 5 e justapomo-lo ao segmento de reta cujas extremidades sao

representadas pelos numeros 0 e 1 (ver GM7-4.14).

.
B

- .

7’--__ .

NO8-1.12
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1. Representa na forma de fragdo os nimeros racionais dados pelas

seguintes dizimas periddicas:
1.1.  3,4)
1.2.  1,(45)
1.3. 7,226 (72)

1.4. 0,9

Resposta:
1.1. 10x3,(4)—3,(4)=34,444... - 3,444... = 31
Mas 10 x 3,(4) —3,(4) =(10-1) x 3,(4) =9 x 3,(4)

pelo que 9 x 3,(4) =31, ouseja, 3,(4) = %1

1.2. 100 x 1,(45) —1,(45) = 145,4545... — 1,4545... = 144

99 x 1,(45) =144 , ou seja, 1,(45) = %

1.3. 100 x 7,226(72) — 7,226(72) = 722,6727272... — 7,226727272... =

=722,672 7,226 = 715,446

99 x 7,226(72) = 715,446 pelo que 7,226(72) =

715,446 715 446

99

1.4. 10 x 0,(9) - 0,(9) = 9,99... — 0,99... = 9

9%x0,9=9 e 0,9 ==, ouseja, 0,(9) =1

©|©

NO8-1.5e 1.6

Parte 1, pag. 14
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TEXTO DE APOIO AO PROFESSOR

Descritor: 1.5

Para obter explicitamente uma fracdo equivalente a uma dada dizima infinita periédica pode
comecar por supor-se que esta representa, de facto, um namero racional r, o que permite
exprimir como dizima o produto de r por uma poténcia de 10 com expoente igual ao numero
de algarismos do periodo da dizima, subtraindo-se ao nimero assim obtido a dizima inicial; o
resultado € uma dizima finita, que pode portanto ser expressa como fragdo. O numero racional
r pode agora também ser determinado sob a forma de fracéo, resolvendo a equacdoem r a
gue se chegou por este processo.

Como se supbs a partida que a dizima representa um nimero racional, o que nédo foi ainda
provado, é necessario verificar que o numero racional representado pela fracdo assim obtida é,
de facto, representado pela dizima inicial, questdo que sera analisada na Informagéo
Complementar para o professor mais adiante, neste mesmo texto de apoio. Este processo
encontra-se ilustrado no exemplo 1. As operacgdes aqui utilizadas estéo justificadas na
Informag¢@o Complementar para o professor relativa ao descritor anterior.

Descritor 1.6.

Os procedimentos estudados permitem reconhecer que qualquer nimero racional ndo negativo
pode ser representado por uma dizima ndo negativa finita ou infinita periédica e que,
inversamente, qualquer dizima ndo negativa finita ou infinita periddica representa um nimero
racional ndo negativo. Considerando também as dizimas afetadas de um sinal negativo, estes
resultados estendem-se ao conjunto dos niUmeros racionais.

Este descritor diz essencialmente que se ignorarmos as dizimas de periodo «9» , e se
identificarmos as dizimas finitas com as infinitas cuja parte decimal é identicamente igual a zero
a partir de certa ordem (ou seja, as de periodo «0» ), esta correspondéncia é biunivoca. Uma
justificacdo desta propriedade, ainda que informal, € no entanto dificil de obter neste nivel de
escolaridade, pelo que apenas pode ser exigido que os alunos conhe¢cam o resultado (cf.
Informacgédo Complementar para o professor, 1.2, 1.3 e 1.4, para uma justificagdo completa).

Informagcdo Complementar para o professor

Como ja foi referido, o processo utilizado para se obter explicitamente uma fracdo que
representa o niumero racional que é também representado por uma dada dizima infinita
periddica, parte do pressuposto de que um tal nUmero existe. Assim, em rigor, tal processo
apenas garante que se esse numero existir tem de ser dado por determinada fracéo que se
obtém de forma explicita. Ficou por provar que o niumero racional assim determinado é de facto
representado pela dizima inicial, ou seja, que cumpre o critério para que a dizima infinita o
represente. Para esse efeito comecemos por notar que basta analisar as dizimas infinitas
periddicas da forma 0,(a:...ax) .

P




TEXTO DE APOIO AO PROFESSOR

De facto, qualquer outra dizima periédica pode decompor-se na soma de uma dizima finita com
. A 1 ~ , ~
o produto de uma dizima como esta por uma poténcia de o0 ; entdo, as manipulacdes

algébricas que foram justificadas na Informacdo Complementar para o professor relativa aos
descritores 1.2 a 1.4 permitem concluir que se uma qualquer dizima da forma 0,(ai...ax)
representar um numero racional, entdo qualquer dizima infinita periddica também o far& pois
obtém-se de uma deste tipo utilizando as operacodes algébricas que acabamos de referir.

O processo que atras utilizamos permite-nos concluir que o Gnico nimero racional que podera
ser representado por 0,(a;...ax) sera:

a..a a..a

10-1 9.9
(onde no denominador da segunda fracao se representa uma sequéncia de k cépias do
algarismo 9). Pretendemos assim mostrar que este nimero racional €, de facto, representado
pela dizima 0,(a:...ax) ; para o efeito temos de efetuar as estimativas adequadas para a

a...a,

10*

diferenca entre e as dizimas finitas que se obtém de 0,(a:...ax) por truncaturas de

comprimentos sucessivamente maiores.

Comecemos com o caso da dizima 0,(9) ; paracada N, numero inteiro ndo negativo,

. L. : . 10" -1
truncando 0,(9) depois da N-ésima casa decimal, obtém-se 0,9...9 = o (onde se
pretende representar, no primeiro membro, a seguir a virgula decimal, uma sequéncia de N
cOpias do algarismo 9). Entao é facil concluir que esta dizima representa de facto o numero 1,
pois:

10M-1 1

1-09..9=1-———=
10" 10"

Pelo que fica verificado o critério que justifica ter lugar essa representacao.

Resta analisar os casos das dizimas 0,(a:...ax) para as quais pelo menos um dos a

. L . . ...a

(i=1,...,k) édistinto do algarismo 9 ; nesse caso, em particular, ilok kl<1 e podemos
~ ...a . - e . . .

obter a representagao de % em dizima finita ou infinita periddica utilizando o algoritmo

da divisdo inteira (cf. Informagcdo Complementar para o professor relativa aos descritores 1.2 a
1.4), comecando por notar que o quociente da diviséo inteira de aj...ax por 10¥—1 é, neste
caso, 0 e oresto, evidentemente, ai...ax, pelo que a representacdo em dizima sera da forma
0,... e a determinagdo da parte decimal comeca pela divisdo inteira de a;...a0 por 10%—1.
O que foi visto acerca deste algoritmo garante que multiplicando o numerador da fragéo por
uma poténcia adequada de 10 de expoente ndo superior a k se obtém resto zero na
correspondente divisdo ou entdo ha repeticdo de um resto parcial ndo nulo ja obtido com um
expoente menor e fica assim determinado o periodo dessa representacdo em dizima, que é
nesse caso infinita periddica.

P




TEXTO DE APOIO AO PROFESSOR

Ora:
ar...ax x 10K = ay...ax x (10%—1) + as...ax

sendo aj...ax < 10¥—1, atendendo & hipotese feita. A equacao traduz portanto uma divis&o
inteira, cujo quociente e resto podem assim ser também obtidos aplicando o algoritmo da
a,...a x10"

10 -1
primeiro resto parcial (por se tratar de uma fracéo propria, como acima vimos) pelo que
podemaos parar 0 processo e concluir que os algarismos do quociente obtido nesta diviséo se

..a .
% , Ou seja, %zo,(al...ak)

divisdo a . Mas o resto agora obtido € igual ao dividendo inicial e portanto ao

vao repetir indefinidamente na dizima que representa

como pretendiamos.

' Porto
Editora




METAS CURRICULARES DO ENSINO BASICO
(o]
EXEMPLOS DO CADERNO DE APOIO 3.0 CICLO 8.° ano

Antoénio Bivar, Carlos Grosso, Filipe Oliveira, Maria Clementina Timoteo

Parte 1, pag. 22

1. Definicdo de a°

1.1. Que valor deve ser atribuido a 5° por forma a que seja valida a igualdade 5°*3 =59 x
537

1.2.* De forma mais geral, dado um niimero ndo nulo a, quanto deve valer a° por forma a
gue para todo o inteiro natural n se tenha a°*"=a%" ?

2. Definicdo de a=", n numero natural
2.1. Que valor deve ser atribuido a 7-2 por forma a que seja valida a igualdade
72+(—2) - 72 X 7—2 ?

2.2.* De forma mais geral, dado um nimero ndo nulo a e um inteiro natural n, quanto deve
valer a~" por forma a que se tenha a"*t" =a"a™" ?

ALG8-1.1a1.3
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TEXTO DE APOIO AO PROFESSOR

Descritores: 1.1e 1.2
Até ao momento nao se definiu a~" quando n é um nimero natural ou nulo.
Pretende-se uma definicdo que conserve a propriedade

am+ n - am X an

no caso de m e n serem inteiros relativos.

Descritor: 1.3

Tendo em conta as definicdes que constam nos dois descritores anteriores, os alunos deveréo
reconhecer que se mantém validas, para poténcias de expoente inteiro, as propriedades
descritas em ALG 6-1.4,1.6 ,1.7 e 1.8.

PEE o
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Parte 1, pag. 26
1. Efetua a decomposi¢éo decimal do numero racional 32,127 .

Resposta

1. 32,127=3x 10" +2x10°+1x 10t +2x 102+ 7 x 1073

NO8-1.7
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1. Considera os nimeros racionais £ e @ . Parte 1, pag. 34
105 300

1.1. Indica qual destes nUmeros admite uma representacdo em dizima finita.

1.2. Representa-os na forma de dizima finita ou infinita periddica.

Resposta:

1.1. Em primeiro lugar vamos obter fra¢des irredutiveis equivalentes as fracdes dadas:

12 2°x3  2?
105 3x5x7 5x7

12=22x3, 105=3x5x 7, logo

. . 12, . -
O nUmero racional 105 nao pode ser representado por uma dizima finita uma vez que o

denominador da fragao irredutivel que o representa tem um divisor primo distinto de 2 ede 5
(o divisor 7).

135 3*x5 3?

135=33x5, 300=2%2x3x 52, logo == 7= 52
300 2°x3x5 2° x5

Nesta ultima fracdo, os Unicos divisores primos do denominador sdo os nimeros 2 e 5. A
fracdo possui portanto uma representacao em dizima finita.

1.2.
12,0000000 |105
150 0,1142857
0450
0300
0900

0600

0750

015

Obteve-se o primeiro resto parcial repetido. O periodo minimo é pois «142857» :

12 0,1(142857)
105

. . . 135
Relativamente a fragdo —— , tem-se:
300

135 3 3*x5 45

300 2°x5 2°x5° 100

NO8-1.2al4e1l.11
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TEXTO DE APOIO AO PROFESSOR

Informagdao Complementar para o professor

Uma dizima finita (ndo negativa e de comprimento N) é uma expressdo da forma ao,a10;...an
onde ao é arepresentacao decimal de um nimero natural ou nuloe, para n=1, 2, .., N,
a,€{0,1,2,3,4,5,6, 7,8, 9} éum algarismo. Uma dizima finita representa um nimero
racional, de acordo com a identidade

00,0103...0Nn = Ao + 01 X i +0a; X i +..+ay X
10* 10° 10"
Neste ano letivo introduz-se a nogdo de «dizima infinita», uma expressado do tipo ao,a1a>...ax ... formada
pela representagdo decimal apo de um ndmero natural ou nulo e onde, apds a virgula, estd representada
uma sucessao (isto €, uma "sequéncia infinita") de algarismos a,€{0, 1, 2,3, 4,5, 6, 7, 8, 9},
podendo ainda ser afetada de um sinal «—». Nesta Informacdo Complementar consideraremos apenas
dizimas positivas.

Definir em que medida uma dizima infinita representa um nimero é um processo delicado. Uma
primeira ideia consistiria em considerar que do,010...ay ... representa uma "soma infinita" da forma

1 1
0o,0102...0y = 0o+ 01 X — + 02 X +..+an X —— + ...
101 N

02
Contudo, adicionar uma infinidade de numeros corresponde matematicamente ao conceito de «série»,
fora do ambito do programa do Ensino Basico e do Secunddrio. Trata-se, de facto, de uma nogao dificil
de definir e de manipular a este nivel. Diga-se, a este propésito, que se nao forem feitas certas hipdteses
sobre os termos a adicionar, uma "soma infinita" pode até nao gozar das propriedades mais
elementares da adi¢do, como a comutatividade ou a associatividade! Embora ndo seja o caso das séries
associadas as dizimas infinitas, este facto da ideia das dificuldades inerentes a esse novo conceito. Esta
abordagem ndo pode, portanto, ser seguida.

Antes de definirmos de que forma se pode, de forma mais elementar, associar de facto uma dizima
infinita a um nimero, recordemos alguns resultados ja conhecidos desde o 1.2 ciclo, envolvendo a
aproximacdo de numeros racionais por dizimas, e que permitem motivar essa definicao.

Utilizando o algoritmo da divisdo para aproximar um numero racional (cf. 1.1 e NO4-6.1 a NO4-6.5), as
sucessivas aproximacées podem nunca conduzir a um resultado exato.

Determina-se entdo por esse processo uma sucessao em que cada termo é uma dizima finita obtida da
anterior acrescentando-lhe um algarismo a parte decimal. Ou seja, nesse caso, as aproximacoes
constituem uma sucessdo crescente (em sentido lato) da forma

do

Qo,01

0o,0102

do,d103...4N
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TEXTO DE APOIO AO PROFESSOR

A aproximacgao de comprimento N difere (por defeito) do nimero que se pretende aproximar menos

1 .
que W , COmMo veremos adiante .

Com esta motivacdo, diremos que a dizima infinita ao,a10;...ay estd associada a um dado nimero x se,
para qualquer N, nuimero inteiro ndo negativo, truncando a dizima apds a ordem N (isto é,
eliminando todos os algarismos da dizima infinita que se encontram apds aw), a dizima finita assim

. . ~ . 1
obtida aproxima x Ccom um erro nao superior a W .
1

1

ON

0 £ x—a,010;...an £

llustremos esta definicdo: a dizima infinita 0,333... representa o numero racional x :% porque se

tem:
0<l-0s<1
3
OSE—O’Szl—iziSi
3 3 10 30 10
osl-g33=1-33.1 .1
3 3 100 300 100
o<l-o333=1-3_ 1 . 1
3 3 1000 3000 ~ 1000

podendo escrever-se desigualdades andlogas independentemente da ordem da truncatura efetuada a
dizima infinita 0,333....

E 6bvio que este critério fica cumprido com uma dizima finita e o nimero que representa, se
acrescentarmos uma sucessao constantemente igual a zero a essa dizima por forma a transforma-la
numa dizima infinita.

E também facil verificar que se uma dada dizima infinita 0o,010...an... esta associada tanto a x como a
y, entdo, forcosamente x =y, ou seja, se uma dizima estd associada a um nimero esse numero fica
determinado de maneira Unica, o que permite utilizar a prdpria dizima, sem qualquer ambiguidade,
como uma nova forma de representacdo desse nimero. Diremos entdo, naturalmente, que a dizima
representa o numero, podendo escrever-se X = Qo,d10>...0w .

Para efetuar essa verificacdo basta notar que, das desigualdades

e 0 £y —ao,a102...ay £

0 < x—00,a10;...an £
10" 10"

resulta, supondo que x<y (se necessario trocando as designa¢des dos numeros):

0<y—X=y—0Q0,0102...an — (X — 00,010>...an) £ Y — 0o,010>...0N < o
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Entdo, se fosse y—x >0, teriamos paratodoo N, 10"< , 0 que é absurdo, ja que se teria

1
entdo um majorante para o conjunto dos nimeros naturais (N >10" < .
y—X

Mostremos entdao como o algoritmo da divisdo, enquanto processo de obter aproximagdes de um

, ~ a . . ..
numero representado poruma fragao E , permite justamente construir uma dizima que representa

esse numero. Para o efeito basta generalizar o argumento utilizado na Informacdo Complementar para o
professor relativa a NO4-6.5, nesse caso apenas para uma aproximacao até as centésimas. Para obter

uma aproximagao como dizima finita, com erro inferior a , de um numero racional representado

10™
por uma fracdo % ,sendo g e r respetivamente o quociente e o resto da divisdo inteira de 10"x a

por b, comecemos por notar que:

a_10"xa 1 _bxq+r 1 _ AN 1 qx 1y (r, 1
b b 10" b 10" b) 10" 10" b 10"

R G . f - . a
Como a fracdo 5 é sempre propria (o resto é inferior ao divisor), a diferenca entre 5 ea

aproximagdo obtida q x , € um numero nao negativo inferior a

r
ik dada por BX o

podem ser obtidos utilizando o algoritmo da

Ora os algarismos da representacdo decimal de ¢ x 1;N

divisdo inteira de 10¥x a por b, conduzindo a uma dizima finita da forma do,010...an, apds o
posicionamento da virgula que resulta da divisdo por 10". Como N é arbitrario, este processo conduz
a uma sucessdo de dizimas finitas, tendo a de ordem N exatamente N algarismos apds a virgula (parte
decimal); além disso cada uma delas obtém-se por aplicagdo do algoritmo da divisdo a um dividendo
que difere do utilizado na ordem anterior apenas pelo acrescento de um zero a direita e mantendo o
divisor. Sendo assim, a dizima na ordem N difere da anterior apenas pelo acrescento do algarismo
dessa ordem apds a virgula, pelo que a sucessdo de dizimas assim definida determina uma dizima
(@0,010>...an...) finita ou infinita consoante o resto da divisdo é ou ndo igual a zero em algum dos passos,
verificando-se portanto para cada N:

Osg—ao,aiaz...aN <—
b 10

Tomando agora um nimero x representado na forma de uma dizima infinita, x = ao,a10;...an... 0s
alunos poderdo, em casos concretos (ver os exemplos relativos ao descritor 1.5) efetuar as seguintes
trés manipulagdes algébricas, sem que se pega que as justifiquem:
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1. Multiplicagao e divisdo por uma poténcia de 10

Fixado um ndmero natural k e multiplicando, para cada N =k, todos os membros da cadeia de

desigualdades 0 < x —ao,a105...0n < % por 10 obtemos a cadeia equivalente de desigualdades

(usando NO4-6.1):

0 < 10% x X — G00103...0%, Oks1...ON S ———
10N X

A dizima finita @o010,...0k,0k+1...an tem comprimento N -k, pelo que as desigualdades acima,
verificadas para todos os valores de N ndo inferiores a k, significam que o nimero 10“x x é
representado pela dizima infinita aoa:10,...0x, Gk+1...0N ...

Assim, a multiplicacdo por 10% corresponde um deslocamento de k casas para a direita da virgula
decimal:

X = 00,0102... O ... = 10K X X = G00107...0k Aks1...ON ..

Ou seja, se um numero racional x é representado por uma dizima a@o,a10;... an... entdo a dizima
G00105...0k ks1...0n ...FEPresenta o ndmero racional 10 x x . A reciproca também vale, ja que acima foi
estabelecida uma equivaléncia entre as cadeias de desigualdades; ou seja, a divisdo por 10*
corresponde um deslocamento de k casas para a esquerda da virgula decimal.

2. Separagao de uma dizima infinita na soma de uma dizima finita com uma dizima infinita

1 1 .
Observando que 0 < x— ao,010>... Ay < Tov S (x—ao) — 0,a0105... an < Tov podemos concluir que se o
1 1

numero x é representado pela dizima infinita ao,0105... ay ... entdo o nUmero x—ao é representado
pela dizima infinita 0, 0,a105... an ...

Ou seja, x—ao =0,a10;... ay ... € portanto, como X = do,a10>... w... ; 0o,A102... A... = Ao + 0,010>... Ow...
Raciocinio andlogo permite observar que se pode "partir" uma dizima infinita em qualquer ordem:
0o,01Q3... Ay... = A0,0102... Ak + 0,00...00k+10k+2...

ou seja, se uma das dizimas ao,a10;... an... ou 0,00...00k+10k+2... representar um nimero racional entdo a
outra também representa e vale a igualdade acima.

' Porto
Editora




TEXTO DE APOIO AO PROFESSOR

3. Subtragao de dizimas

Como corolario da propriedade anterior, podemos concluir que partes decimais iguais a partir de certa
ordem se anulam por subtra¢do, obtendo-se assim uma dizima finita.

Dados dois numeros representados por dizimas infinitas iguais a partir de uma ordem k
X = 00,0103...0k-10k0k+1... € Y = bo,b1bz...bk_1bkbk+1...

X — Y = 0o,0102...0k-10k0k+1... — bo,b1b3...bik-1bibDi+1...
= 00,0103...0k-1 + 0,00...00k0k+1... — (bo,blbz...bk_l + 0.00...0bkbk+1...)
= do,0103...0k-1 — bo,b1b2...bk_1

E relativamente fécil observar que o algoritmo da divisdo apenas produz dizimas finitas ou dizimas
infinitas periddicas. Com efeito, sabemos que, apds cada divisdo, o resto obtido é sempre inferior ao
divisor. Assim, durante o cdlculo da parte decimal do quociente e caso o algoritmo ndo termine (o
algoritmo termina quando se obtém um resto nulo) ocorre obrigatoriamente a repeticdo de um resto
parcial, ao fim de um nimero de iteragcdes no maximo igual ao valor do divisor: a dizima obtida é
periddica e o periodo tem um nimero de algarismos inferior ao divisor.

Inversamente, dada uma dizima infinita periddica, as manipulacGes algébricas efetuadas a propdsito do
descritor 1.5 (cf. Texto de Apoio), e que utilizam as trés propriedades algébricas atras enunciadas,
permitem obter sob a forma de fracdo um numero racional que se verifica ser representado por essa
dizima. Ou seja, qualquer dizima infinita periddica representa um nimero racional.

Desta forma, nesta fase, apenas podemos garantir que as dizimas finitas ou infinitas periddicas
representam de facto nimeros conhecidos (os niUmeros racionais) e que, inversamente, qualquer
numero racional pode ser representado por uma dizima finita ou infinita periddica.

Além disso, veremos em seguida que duas dizimas representando o mesmo nimero racional (com uma
excecdo que ndo afeta a conclusdo seguinte) tém de ser constituidas por uma mesma parte inteira e
iguais sucessoOes de algarismos apds a virgula (identificando as finitas com as infinitas de periodo «0»),
pelo que dizimas infinitas ndo periddicas ndo podem representar nUmeros racionais. De facto, estes ja
admitem sempre uma representacdo como dizimas finitas ou infinitas periddicas, como acabamos de
verificar. A interpretacdo das dizimas infinitas ndo periddicas como representacdes de numeros (de
natureza distinta dos racionais) sera tratada no segundo objetivo geral deste dominio.

Convém ainda salientar que a representagdo em dizima infinita periddica dos nimeros racionais ndo é
biunivoca (excecao atras referida). Por exemplo, utilizando as operacgdes algébricas justificadas acima e
admitindo que 0,(9) = 0,999... representa de facto um nimero racional (o que sera justificado adiante,
a propoésito do descritor 1.5):

10x0,999...-0,999=9,99..-0,99..=-9

de onde se deduz que 9x0,999... =9 e portanto que 0,999... = =, ou seja, 0,999... = 1.

©|©
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O mesmo processo permite mostrar que é possivel representar qualquer dizima finita na forma de uma
dizima infinita periddica de periodo 9:

0,45 =0,44(9), 0,312 =0,311(9), etc.

Este é o Unico impedimento a unicidade da representacdo em dizima infinita periddica dos nimeros
racionais (identificando, como atras foi referido, as dizimas finitas com as infinitas de periodo «0»). De
facto, se k for a mais pequena ordem em que a representacao de dois nimeros x e y difere: x =
00,0107...0k-10k € Y = 0o,010>...0k1bk (ak # by),

X =Y S 00,0103...0k-10k... = 00,0103...0k-1bk... & Ak, Ak+10ks2... = b, bis1bisa...

Denotando z = ak,aks10k+2... = bi,bre1bisz... , por definicdo da representagdo em dizima infinita, para
qualguer nimero natural N :
1

ON

1
0 £z - 0k, 0ks1...Okin... S 0" e 0<z—bgbis...bn... <

de onde se deduz, supondo, sem perda de generalidade, que ax> b :

0 < Gk, Qk+1...Qken — Di,bics1...bren = Z — by bie1...bisn — (2 = Ak, Qis1...Aken) £ Z = bieyBies1...bren <

= 0 < 0kOk+1...Aksn — Bibie1... by £ 1
= Okbks1...0ksN — Dibrst...biany = 1
= AkQk+1-.-Oiken = Dibist...bisn + 1

Esta ultima igualdade, uma vez que ax > bk, sé é possivel se b1 =br2=...=bun=9,

Ok1=0r2=...= 0w =0 e ax= b+ 1 (veja-se a justificacdo adiante). A arbitrariedade de N garante
entdo que do,010>... ay tem os algarismos todos nulos a partir da ordem k+ 1, ou seja, é equivalente a
dizima finita 0o,0103...0k-10k € bo,b1b;...bn... é a dizima infinita periddica ao,010>...ak-1b4(9) onde
bix=ax—1 , como pretendiamos provar. Ou seja, quando duas dizimas representam o mesmo ndimero
racional e ndo tém os algarismos correspondentes todos respetivamente iguais entdo uma delas é uma
dizima finita e a outra é a que se obtém diminuindo uma unidade ao ultimo algarismo ndo nulo da dizi-
ma finita e fazendo seguir esse algarismo de uma sucessdo de algarismos constantemente iguaisa 9.

Para verificarmos que da igualdade aiQis1...0ksn = Bibisr...bien + 1 com ax > by resulta, de facto,

b1 = bis2= ... =bn=9, G1 = 0k2= ... = Aien=0 e bx <9, ax = br+1, notemos que quando se adiciona
uma unidade a um numero natural, a respetiva representa¢ao decimal apenas se altera na ordem das
unidades, a menos que o algarismo das unidades seja igual a «9», caso em que passa a ser «0» e,
nesse caso, o da ordem seguinte é adicionado de uma unidade, se ndo for «9», e passaa «0» no caso
contrario; repetindo este raciocinio tantas vezes quantas for necessario, conclui-se que o Unico caso em
que ha alteragdo no algarismo de maior ordem ocorre quando os restantes algarismos sdo todos iguais a
nove e, nesse caso, passam todos a zero e o de maior ordem ou é adicionado de uma unidade, se ndo
for «9», ou é substituido pelo grupo «10» se for «9» . Esta Ultima alternativa ndo pode ocorrer, com
a hipotese feita, pois implicaria que uma das representacdes teria mais um algarismo que a outra.
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Finalmente, pode observar-se que o algoritmo da divisdo ndo produz dizimas infinitas de periodo «9» .
Com efeito, ja referimos que tais dizimas representam sempre um nimero racional que pode ser
alternativamente representado por uma dizima finita, ou seja, um ndmero racional que pode ser
representado por uma fracdo decimal. Ora, aplicando o algoritmo da divisdo aos termos de uma fracdo
equivalente a uma fragao decimal, somos forcosamente conduzidos a um resto zero ao fim de um
numero finito de passos (cf. Informagdo Complementar para o professor, CA-1.2 Ciclo, NO4-6.4); como
seriam estes os Unicos casos em que poderiam ocorrer dizimas de periodo «9», por aplicagdo do
algoritmo da divisdo, concluimos que tais dizimas nunca ocorrem nesse processo. Portanto, das duas
alternativas para representagdao de um nimero racional por dizimas nos casos em que nao ha unicidade,
o algoritmo da divisdo conduz sempre a que nado é infinita de periodo «9» .
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METAS CURRICULARES DO ENSINO BASICO
(o]
EXEMPLOS DO CADERNO DE APOIO 3.0 CICLO 8.° ano

Antoénio Bivar, Carlos Grosso, Filipe Oliveira, Maria Clementina Timoteo

Parte 1, pag. 34

1. Considera os numeros naturais n=48 e m=50.
1.1. Decompde n e m em fatores primos.

1.2. Obtém a decomposicdo em fatores primos de n? e m?.

2. Calcula a raiz quadrada dos seguintes nimeros naturais comegando por decompd-los
em fatores primos:

2.1. 2025
2.2. 32400
3* Justifica que a decomposicéo em fatores primos de um quadrado perfeito apenas

apresenta expoentes pares.

4**  Mostra que \/§ € um numero irracional.

NO8-2.8
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Resposta:

1.1. n=48=2*x3 em=2x5?

1.2, 482=(2*x3)?=24"2x32=28x 32
502:(2 X 52)2= 22X 52><2:22 X 54

2.1. 2025=3*x52=(32x5)?2=45? logo 2025 =45

2.2. 32400=2*x3*x52=(2%2x 32x5)2=180% logo +/32 400 =180

3* Um quadrado perfeito € um nimero da forma n?, onde n é um nimero natural. Para o
decompormos em fatores primos, podemos comecar por decompor n em fatores
primos e em seguida aplicar a regra de poténcias utilizada nos exemplos anteriores.
Todos os expoentes serao multiplicados por 2, logo serdo numeros pares.

4. Se JE fosse um numero racional, ter-se-ia \/_ =% , onde a e b sao nimeros

naturais. Desta forma, 5 x b? =a?.

Todos os fatores primos de a? figuram com expoente par na respetiva decomposicéo.
O mesmo acontece aos fatores primos de b?. Assim, o expoente do fator primo 5 na
decomposicdo de 5 x b? é um nimero impar, o que é absurdo, uma vez que 5 x b? =
a?. Daqui se conclui que \/§ ndo pode ser escrito sob forma de fragéo, logo trata-se
de um namero irracional.

Descritor: 2.8

Os alunos podem comecar por recordar que na decomposicado em fatores primos de um
quadrado perfeito apenas figuram expoentes pares, o que tera sido visto no 7.° ano, a propdsito
do descritor GM7-7.4.

Para reconhecer que «/5 € um numero irracional, podemos invocar o descritor GM7-7.4, ja
que o resultado a que se refere significa que ndo existem nimeros naturais a e b tais que

a.2

reie 2 ;ouseja, 2 ndo pode ser o quadrado de um numero racional positivo. Como esta

expresso no descritor 2.7, existe um Unico numero real positivo cujo quadrado € iguala 2 e

que se designa por \/5 , mas, pelo que acabamos de ver, tal nUmero ndo pode ser racional,
ou seja, tem de ser irracional.

Apresenta-se no exemplo 4 esse mesmo raciocinio aplicado a irracionalidade de J5 .
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EXEMPLOS DO CADERNO DE APOIO 3.0 CICLO 8.° ano

Antoénio Bivar, Carlos Grosso, Filipe Oliveira, Maria Clementina Timoteo

1*

1.1.

1.2.

1.3.

1.4.

1.5.

Parte 1, pag. 34

Constréi um triangulo retdngulo com um dos catetos coincidente com
0 segmento de extremos na origem O e no ponto R; de abcissa 1 de uma reta
numeérica e o outro cateto também unitério, e em seguida resolve as alineas seguintes:

Utilizando um compasso, determina o ponto Rz da reta numérica com abcissa igual a
medida do comprimento da hipotenusa do triangulo.

Constréi um triangulo retdngulo com um dos catetos coincidente com [OR;] e o outro
unitario e, utilizando um compasso, determina o ponto Rz da reta numérica com
abcissa igual & medida do comprimento da hipotenusa do triangulo.

Utiliza o processo que foi indicado nas alineas anteriores para construires o ponto R, a
partir de R; e o ponto Rs; a partir de R, por forma a obteres agora, sucessivamente,
um ponto R, a partirde Rz e um ponto Rs a partirde Rs.

Mostra que, paracada n=1, 2, 3,4,5 oponto R, da reta numérica tem abcissa x/ﬁ .

Constroi numa reta numérica um ponto de abcissa ﬁ .

NO8-2.9
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EXEMPLOS DO CADERNO DE APOIO 3.0 CICLO 8.° ano

Antoénio Bivar, Carlos Grosso, Filipe Oliveira, Maria Clementina Timoteo

1.**

1.1.

1.2.

Parte 1, pag. 42

Seja a o numero real de parte inteiraigual a 0 e parte decimal dada

por uma sucessao envolvendo apenas os algarismos 1 e 0, comecando por 1 e
inserindo-se sucessivamente entre cada duas ocorréncias do algarismo 1 um ndmero
de ocorréncias do algarismo 0 comegando em um e sucessivamente acrescentado de
uma unidade (ou seja: a=0,101 001 000 100 001...).

Serad um numero racional? Porqué?

Compara a com o numero b = 0,101 001 000 100 001 (000 001)

Resposta:

1.1

1.2.

A dizima que representa a néao pode ser periddica; de facto suponhamos que o era e
seja k o comprimento de um periodo. Pela definicdo do nimero a, na respetiva
representacdo decimal, depois de certa ordem, que poderiamos escolher ja posterior a
primeira ocorréncia do periodo, encontrariamos 2k zeros seguidos; mas isso obrigaria
0 periodo a ser constituido apenas pela repeticdo do algarismo zero k vezes, ou seja,
a seria dado por uma dizima finita, 0 que manifestamente ndo acontece, ja que o
algarismo 1 ocorre na sucessao dos algarismos de a em ordens arbitrariamente
grandes.

Portanto a ndo é um ndmero racional, ou seja, € um nuamero irracional.

Até ao algarismo anterior ao periodo da representacdo decimal de b esta coincide com
a representacdo decimal de a; sédo também iguais, respetivamente, os algarismos que
constituem a primeira ocorréncia do periodo e os correspondentes da representacao
decimal de a, mas, na segunda ocorréncia do periodo, o ultimo algarismo € iguala 1,
ao passo que os correspondentes algarismos da representacdo decimal de a séo
todosiguaisa 0. Assim, b>a.

NO8-3.1e 3.2
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Descritor: 3.1

Tal como para os racionais, podemos agora dizer, estendendo a ordenacdo dos nimeros a
IR, que um numero real x é maior do que um namero real y (X >y) se o ponto de abcissa x
pertencer a semirreta de sentido positivo com origem no ponto de abcissa y, ou, de maneira
equivalente, se a semirreta de sentido positivo associada a x estiver contida na semirreta de
sentido positivo associada a vy .

Desta caracterizacao resulta imediatamente que, se x>y e y>z, entdo X >z (propriedade
transitiva), muito simplesmente pela transitividade da incluséo aplicada as semirretas de
sentido positivo associadas aos referidos nimeros. Além disso, dados niumeros reais x e vy,
0s pontos dos quais sdo abcissas, ou coincidem e, nesse caso, X =y, pelo que acima se viu
(a abcissa de um ponto ficou bem definida), ou a semirreta de sentido positivo com origem num
deles estéa contida na semirreta de sentido positivo com origem no outro, ja que é essa a
definicdo de semirretas com 0 mesmo sentido, quando tém a mesma reta suporte; mas isso
significa que ousetem x>y ou y>Xx.

Daqui resulta a chamada propriedade tricotébmica: para quaisquer nUmeros reais x e y, ou
X=y ou x>y ou y>Xx, podendo apenas ter lugar, em cada caso, uma destas relacoes.

Descritor 3.2

A correspondéncia estabelecida entre nimeros reais e pontos da reta numérica utilizando as
representacdes em dizima revela que, dados dois nimeros positivos, se tiverem partes inteiras
distintas, € maior o que tem maior parte inteira e se tiverem partes inteiras iguais, € maior o que
tiver maior o algarismo da maior ordem decimal em que as duas dizimas diferem (excluindo o
caso das dizimas de periodo «9»), ou seja, em qualquer caso, para se compararem dois
nameros reais dados através das respetivas representacdes em dizima e excluindo as
representacdes em dizima de periodo «9» ha que comparar sucessivamente os algarismos a
partir do de maior ordem decimal até se encontrar uma ordem em que as dizimas difiram; entdo
sera maior o nimero para o qual o algarismo dessa ordem for maior.
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) } o . Parte 1, pag. 46
1. Neste exemplo ilustra-se um método geomeétrico para determinar o

produto de dois nimeros reais. Mais precisamente, dada uma reta numérica de origem
O, e dois numeros reais positivos a e b, abcissas respetivamente de dois pontos A
e B, pretende-se construir, nessa mesma reta, o ponto P de abcissa axb .

Com este fim, designemos por U o ponto de abcissa 1 e consideremos uma reta
auxiliar OR distinta da reta numérica inicial.

R R
g A B 1A
a a

© 1

0
1.1. Seja S aintersecdo de OR com areta paralelaa UR que passa por B.
Mostra que b :2 .
OR
1.2. Seja P aintersecdo de OU com areta paralelaa AR que passa por A.
Mostra que O—P = 2
a OR
1.3. Deduz que OP =axb .

1.4. Utiliza este método geométrico para obter aproximadamente o valor do produto
3,8 x 1,4, comecgando por marcar, numa reta numeérica com unidade igual a 1
centimetro, os pontos de abcissas 3,8 e 1,4 com o auxilio de uma régua graduada.

Observacéo

Na verdade, este método também é aplicavel a situacdo em que a e b sédo dois quaisquer
nameros reais, NAo necessariamente positivos, facto ilustrado nas trés figuras seguintes.

NO8-2.1a25e2.7
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No livro A Geometria, Descartes preconiza um outro método para obter
geometricamente o produto de dois nimeros reais positivos a e b. Com efeito,
representa igualmente o ponto A de abcissa a, nareta numérica OU (em que U
tem por abcissa 1) e B, de abcissa b, numa reta numérica distinta com a mesma
origem O e amesma unidade.

O U A

Tragando agora a paralela a UB que passa por A, o ponto de intersecéo desta reta
com OB, designado por P, tera abcissa axb.

Justifica este resultado.
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Descritor: 2.1.

Neste descritor exibe-se pela primeira vez um ponto da reta numérica que ndo pode ser
representado por um ndmero racional, ilustrando-se assim uma limitagéo fundamental dos
ndmeros racionais.

v

Considerando um ponto A da reta numérica tal que OA ¢é igual ao comprimento da diagonal
de um quadrado de lado 1, podera utilizar-se a construcao apresentada no descritor GM7-7.4
para argumentar que ndo existe nenhum namero racional d igual & medida do comprimento de
[OA] (e, consequentemente, ndo existe um ndimero racional que represente o ponto A nareta
numeérica). A igualdade d?=2, que ai é explorada, podera ser obtida de forma mais expedita
caso ja tenha sido estudado o teorema de Pitagoras.

Descritores: 2.2 a 2.5

No primeiro objetivo geral deste dominio as dizimas infinitas periédicas foram interpretadas
como representacdes de nlmeros racionais. E agora necessario explicar que sentido pode ser
dado as dizimas infinitas ndo periddicas e em que medida representam também nameros.

E esse o intuito do presente descritor, que fornece uma interpretacio geométrica de qualquer
dizima, finita ou infinita, periédica ou nao periddica. Pretende-se que esta construcao seja feita
em exemplos concretos:

Consideremos por exemplo o seguinte ponto A da semirreta numérica positiva:

|
0 1 A

v

Comecgamos por justapor, a partir da origem, segmentos de reta de medida de

: : 1 .
comprimento igual a 10° =1 até que um deles contenha o ponto A.

O

—_
N

A 3

Neste exemplo, o ponto A encontra-se entre 0s pontos de abcissa 2 e 2+ 1, pelo que, com
as notacodes do descritor, ap=2.

0O 2 A

A J
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Justapomos agora, a partir do ponto de abcissa 2, segmentos de reta de medida de

comprimento igual a % =10".

v

O
—_——
N

O ponto A encontra-se situado entre os pontos de abcissa 2 + % e 2+ % :tem-se a; = 6.

v

1A

+
2'IO

Repete-se este processo com segmentos de reta de medida de comprimento iguais a o7

Vai-se assim construindo progressivamente uma dizima da forma ao,a;a.... No presente
exemplo, esta dizima é igual a 2,6...

Esta dizima fica associada ao ponto A, podendo ocorrer uma de trés possibilidades:

e O processo termina apés um numero finito de etapas, com a coincidéncia do ponto
A com uma extremidade de um dos intervalos, obtendo-se portanto uma dizima
finita. Neste caso, a dizima corresponde a fragdo decimal que representa o nimero
racional abcissa de A.

e Adizima obtida € infinita periédica. Neste caso, a dizima representa o nimero
racional abcissa de A.

¢ Adizima obtida € infinita ndo periddica. Neste caso A é um ponto irracional e a
dizima deve ser interpretada como representacdo de um namero, dito «<nimero
irracional», medida da distancia entre a origem e A e que também designaremos
por abcissa de A.

Para os pontos da semirreta negativa procederiamos de modo analogo, obtendo deste modo
as abcissas de todos os pontos desta semirreta, representadas por dizimas finitas ou infinitas
(periddicas ou ndo), afetadas de sinal «—» , juntando-se assim 0s ndmeros irracionais
negativos aos racionais negativos ja nossos conhecidos. O proprio processo de construcao da
dizima associada a um ponto da reta numérica garante que pontos simétricos em relacao a
origem sao representados por dizimas simétricas uma da outra (ou seja, que diferem apenas
no sinal); em particular, o simétrico de um ponto irracional € um ponto irracional.

PEE o
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Informagdo Complementar para o professor

Também se prova, reciprocamente, que cada dizima, finita ou infinita, periédica ou ndo
periddica, representa a abcissa de um ponto da reta numérica e que a correspondéncia assim
estabelecida entre pontos da reta numérica e dizimas (afetadas ou ndo de sinal menos) é
biunivoca, desde que se excluam as dizimas infinitas periddicas de periodo «9» e utilizando a
interpretac@o acima referida das dizimas finitas como dizimas infinitas periddicas de periodo
«0» (cf. texto de apoio ao descritor 1.6).

Com efeito, no caso de uma dizima finita ou infinita periédica, sabemos construir
geometricamente um ponto na reta numeérica de abcissa igual ao nimero racional representado
por essa dizima (1.12); se a dizima for infinita ndo periddica a respetiva truncatura de
comprimento N € abcissa de um ponto Py da reta, ja que se trata de dizima finita. Obtemos
assim uma sucessao (Pn)nein de pontos na reta numérica tal que as distancias entre P, e Py
sd0 numeros racionais que se tornam "tdo pequenos quanto o desejarmos se n e m forem
suficientemente grandes” (diz-se que a sucesséo é «de Cauchy»).

Qualquer axioméatica adequada para a Geometria Euclidiana permite demonstrar que, em
consequéncia, existe um ponto P na reta humérica para o qual os pontos Py "convergem",
no sentido em que as distancias entre Py e P se tornam "tdo pequenas quanto o desejarmos
desde que tomemos N suficientemente grande”; trata-se de propriedade estreitamente
relacionada com o chamado «axioma de completude» que, em alguma das possiveis versdes
equivalentes, é essencial a caracterizacdo do espaco da Geometria Euclidiana. Dai resulta
facilmente que a abcissa de P é exatamente o nimero irracional representado pela dizima
infinita ndo perioddica dada, no sentido acima definido.

Além disso, no quadro de uma tal axiomatica, também é possivel demonstrar que existe
apenas um ponto da reta numérica com uma dada abcissa. Esta unicidade resulta da chamada
«propriedade arquimediana» que pode formular-se dizendo que, fixada uma unidade de
comprimento, qualquer segmento ndo degenerado (ou seja de extremos distintos) contém um

. . : 1 - .
segmento de medida de comprimento iguala — para n suficientemente grande; daqui
n
resulta, por exemplo, que, na reta numeérica, o Unico ponto a uma distancia da origem inferior a
— paratodo o n é a prépria origem, resultado que se estende a qualquer outro ponto da reta
n

numeérica. A propriedade arquimediana, em conjunto com a acima utilizada, que garante a
existéncia do ponto P, limite da sucessédo (Pn)nen atrds construida, constitui uma das
possiveis versdes do referido axioma de completude.

Descritor: 2.7

Apos se efetuarem as extens6es mencionadas neste descritor, devera notar-se que as funcdes
lineares e afins, definidas no 7.° ano como fungdes de @ em @, se estendem de forma
natural a fun¢des de IR em IR, ja que apenas envolvem operacgdes algébricas agora com
sentidoem IR.
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Parte 1, pag. 72

1. Seja [ABC] um triangulo tal que AB =3cm, AC =4cm e BC =5cm.
Mostra que [ABC] é retangulo em A respondendo as seguintes alineas.

1.1. Considera um tridangulo [A'B'C’] retdnguloem A’ etalque A'B' =3cm e
A'C'=4cm. Calcula B'C".

1.2. Justifica que os triangulos [ABC] e [A'B’C’] sdo iguais.

1.3. Conclui que [ABC] éretanguloem A.

GM8-1.3

WEESe- 1




TEXTO DE APOIO AO PROFESSOR

Descritor: 1.3

E importante que os alunos saibam e reconhecam que também é valido o reciproco do teorema
de Pitagoras, ou seja, que se as medidas a, b e ¢ dos lados de um tridngulo verificarem a
igualdade a? + b? = ¢? entdo o tridngulo é retangulo no vértice oposto ao lado de medida c .
Considera-se que, neste ciclo, € oportuno explorar a diferenca entre este resultado e o teorema
de Pitagoras.

Texto Complementar de Geometria

Suponhamos agora que é dado um triangulo [ABC] com lados de medida de comprimento a,
b, ¢, de modo que a%+ b?=c?, e consideremos um tridangulo [A’'B'C’], retdnguloem B’,
de catetos com medidas de comprimento iguais respetivamente a a e b, como assinalado na
figura seguinte:

o a B’

Aplicando o teorema de Pitagoras ao triangulo retangulo [A’B’C’] concluimos que a? + b? = ¢’?,
pelo que c?2=c?, e portanto ¢’ =c, atendendo ao resultado expresso em ALG7-2.4 (sendo
Cc’ e c positivos, ndo poderiam ter quadrados iguais se fossem distintos) . Mas entéo, pelo
critério LLL os dois triangulos sao iguais, pelo que, em particular, o &ngulo interno do triangulo
[ABC] oposto ao lado de medida c¢ sera igual ao angulo reto do outro triangulo, o que prova
que:

o tridngulo [ABC] é reto no vértice oposto ao lado de medida c .
Acabamos de provar o chamado:

Reciproco do teorema de Pitagoras.
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1* Dados dois numeros positivos a e ¢, designa-se por
«meio proporcional entre a e ¢» 0 numero positivo b C
tal que a_b

b ¢
Considera o triangulo [ABC] retangulo em C.
Prova que a altura [CD] relativa a hipotenusa € meio
proporcional entre os segmentos que nela determina ([AD] e [DB]).

2. Na figura estéo representados dois triangulos [ABC] e [EDC]
retangulos respetivamente em A eem D, sendo E e D pontos
respetivamente dos segmentos [AC] e [BC].

2.1. Justifica que os triangulos sdo semelhantes.

2.2.  Supondoque CB =10cm, CE =5cm eque DE =3cm,
determina:

a) a razdo de semelhanca que aplica o triangulo [CDE] no
triangulo [CAB];

b)  amedidade CD;

c) as medidas de AC e AB .

3. Considera um losango [PQRS] de perimetroigual a 1 m cujas diagonais se
intersetam no ponto T . Sabendo que [PT] tem 24 cm de comprimento, determina a
area do losango.

Q R
i s
GM8-2.1e2.3
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4*

4.1.

4.2.

4.3.

4.4,

5.1.

5.2.

Na figura esté representado um quadrado [ABCD] e E, F, G e H, pontos médios
respetivamente dos lados [AD], [AB], [BC] e [CD].

D H C
E G
A F B

Mostra que [EFGH] é um losango, comecando por justificar a igualdade dos triangulos
[DEH], [CHG], [BGF] e [AFE].

Mostra que [EFGH] é um quadrado, comecando por calcular a amplitude do &ngulo
EHG .

Decompde o quadrado [EFGH] através do tragado das respetivas diagonais e deduz o
valor do quociente entre as areas dos quadrados [ABCD] e [EFGH].

Supondo que o lado do quadrado [ABCD] mede acm, determina uma expressao

para a medida de EF por dois métodos distintos:

a) utilizando a alinea 4.3;
b) aplicando o teorema de Pitdgoras ao triangulo [AEF] .
Na figura esta representado um tridngulo [ABC] retangulo em A cC

e a bissetriz BD do angulo ABC.

Supondo que AB =8mm e BC =10 mm, determina AC .

== . AD AB
Determina AD e DC utilizando a proporgdo —==—, ou
DC BC
seja, que 0s segmentos que a bissetriz de um angulo determina
no lado oposto estdo na mesma razdo dos outros dois lados do

tridngulo.
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6.*

6.1.

6.2.

Considera um triangulo [ABC] e sejam a= BC , b= AC e c= AB . Ja se sabe que
o angulo de vértice em C é reto quando e apenas quando a? + b?=c?. Se o angulo
de vértice em C for obtuso (respetivamente agudo), podera deduzir-se qual dos
nameros a?+ b? e c¢? & maior?

Vais explorar os casos possiveis em cada uma das seguintes situacdes, considerando
primeiro o caso em que o angulo de vértice em C é obtuso e depois 0 caso em que é
agudo.

Supbe que o angulo de vértice em C € obtuso e traca a altura relativa a [BC] que
interseta o prolongamento desse lado no ponto D obtendo-se assim dois triangulos

retangulos, [ACD] e [ABD]. Considera x=DC e h= AD .

a) Tendo em conta o teorema de Pitagoras, completa a igualdade b?= ... e utiliza-
-a para obter uma expressdo de a?+ b? que apenas envolva a, h e x.

b) Aplicando o teorema de Pitdgoras ao triangulo [ABD] mostra que
c?=h*+a?+2ax +x2.

c) Tendo em conta as igualdades obtidas nas alineas anteriores, mostra que
c2>a?+b?.

Supondo que o angulo de vértice em C é agudo, considera o ponto D, pé da
perpendicular tragada de A para [BC], e x= CD .

A

C B

a

a) Tendo em conta o teorema de Pitdgoras, completa a igualdade b? = ... e utiliza-
-a para obter uma expressdo de a?+ b? que apenas envolva a, h e x.

b) Mostra, utilizando o teorema de Pitdgoras, que c?=h?+ a?—2ax + x?.
c) Tendo em conta as igualdades obtidas nas alineas anteriores, mostra que
c’<a?+b?.
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7. Considera, num referencial cartesiano, os pontos A(a, 2), B(3, a) e C(7, 5) sendo
a um numero real.

7.1. Sabendo que areta AB é vertical qual é o valor de a ?
7.2. Havera algum valor de a para o qual areta BC seja vertical? Porqué?

7.3.  Supondo que areta AC é vertical, indica uma equacédo para essa reta.

Resposta:

1. Os triangulos [ACD] e [CBD] s&o ambos retangulos em D porque [CD] € a altura
relativa a [AB]. Por outro lado, DAC = DCB pois s&o angulos agudos de lados
perpendiculares dois a dois (GM5-1.16). Assim, pelo critério AA de semelhanca de
triangulos (GM7-4.10), os dois triangulos sdo semelhantes e aos lados [BD] e [CD] do
triangulo [BCD] correspondem respetivamente os lados [CD] e [AD] do triangulo

[ACD] .
A
Assim, 2P _¢b pelo que CD é o meio proporcional entre AD e BD .
CD BD
6.1.
a) Aplicando o teorema de Pitagoras ao triangulo retangulo [ACD], b?=x?+ h?.
Logo, a?+b?=a?+x?>+ h?.
b) Pelo teorema de Pitdgoras tem-se c2=(a+x)>+ h?=a2+ 2ax + x>+ h?.
c) Comparando as expressoes obtidas para a? + b? e ¢, como 2ax >0 conclui-se que
c2>a?+b?.
6.2.
a) Aplicando o teorema de Pitagoras ao triangulo retangulo [ACD], b?=x?+h?.
Logo, a?+b?=a?+x?>+h?.
b) Pelo teorema de Pitagoras aplicado ao triangulo [ABD] tem-se
c2=(a—-x)?+h?=a?-2ax+x2+h?.
c) Comparando as expressoes obtidas para a?+ b? e ¢?, como 2ax >0 conclui-se que

c’<a?+bh?.
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Descritor: 2.1

Observagdes:

~ a b , . . : :
1. Na proporc¢éo 5 =— 0 numero positivo b diz-se «meio proporcional» porque ocupa as
c

posicdes designados por «meios» da proporcdo, ocupando a e ¢ as posi¢cdes designados
por «extremos» .

~ , . . a b , .
Se a, b e c sdo nimeros positivos tais que B:_ ,tem-se que b éiguala +ac ,
c

expressao cujo valor também se designa por «média geométrica de a e c».

2. A propriedade mencionada no exemplo 5.2. foi provada, utilizando o teorema de Tales, no
Caderno de Apoio do 7.° ano (cf. GM7-6.1).

Dado um triangulo [ABC], com lados de dimensdes a=BC , b= AC e c= AB , 0
teorema de Pitagoras e respetivo reciproco estabelecem uma equivaléncia entre o angulo de
vérticeem C serretoe a, b e c verificarem a igualdade a?+ b?=c?. No exemplo 6.
mostra-se que, se o angulo de vértice em C ¢é obtuso (respetivamente agudo) tem-se

a?+ b? < c? (respetivamente a?+ b2 > c¢?).

Afastada a situacdo em que o angulo de vértice em C é reto (a? + b? = c¢?), apenas existem
duas possibilidades para o angulo de vértice em C: ser agudo ou obtuso. Por esta razdo, as
implicacdes referidas tém como consequéncia também as implicacdes reciprocas, ou seja,
obtém-se equivaléncias.

3. No exemplo 6., partiu-se do principio de que o pé da perpendicular auxiliar considerado
ficava, no primeiro caso, situado fora do lado do triangulo e no dltimo no lado do
triangulo, sendo distinto dos vértices; podemos facilmente justificar essa propriedade
notando que outras posi¢cdes para o pé da perpendicular conduziriam a um tridangulo
retangulo com um angulo interno obtuso, o que, como sabemos, € impossivel.

4, No exemplo 6., alinea 6.2, no caso em que o0 angulo de vértice em A é maior do que o
angulo de vértice em C (o que acontece, por exemplo, sempre que o anguloem A é
obtuso), o lado de comprimento a, que se lhe opde, é maior do que o lado de
comprimento ¢ (GM5-2.15). Pode ent&o obter-se de forma mais simplesque a>c, o
que implica que a?>c? (ALG7-2.1) e portanto que a?+ b?>c?.
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1. Considera duas retas distintas r e s e dois segmentos orientados Parte 1, pag. 98

[A,B] e [C,D] tais que [AB] esta contido em r e [CD] esta contidoem s.

r
------------ A B
S c T
---------- \D

1.1. Justifica que se [A, B] e [C, D] forem equipolentes entdo [ABDC] é um
paralelogramo.

1.2. Justifica que se [ABDC] é um paralelogramo entdo [A, B] e [C, D] s&o equipolentes.

Resposta:

1.1. Se os segmentos orientados [A, B] e [C, D] forem equipolentes, entdo tém a mesma
direcdo, 0 mesmo sentido e 0 mesmo comprimento.

Como tém a mesma direc¢do, o quadrilatero [ABDC] tem os lados [AB] e [CD]
paralelos; como tém o mesmo sentido, o quadrilatero [ABDC] € simples, uma vez que
os pontos B e D pertencem a um mesmo semiplano de fronteira AC, pelo que [BD]

nao interseta [AC]. Assim, [ABDC] é um trapézio. Finalmente, como AB =CD ,
[ABDC] € um paralelogramo (GM7-2.24).

F
------------ -;‘l\\hB
S c ST
-..---..---..-:\‘\\‘..bD

1.2. Dado que [ABDC] é um paralelogramo entdo [A, B] e [C, D] tém a mesma direcéo e
0 mesmo comprimento ja que sao lados opostos de um paralelogramo.

Como AC e BD séo paralelas, ndo se intersetam, pelo que B e D estdo no mesmo
semiplano de fronteira AC, ou seja, as semirretas AB e CD tém o mesmo sentido,
logo [A, B] e [C, D] sé&o segmentos orientados com a mesma dire¢gdo € 0 mesmo
sentido.

Concluimos assim que os segmentos orientados [A, B] e [C, D] sao equipolentes.

GM8-3.1,3.2,3.4a3.6
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Descritor: 3.5

Neste ano, apos a introdugéo da nocao de vetor, estudam-se finalmente os dois tipos de
isometrias do plano sem ponto fixo, as translagdes e as reflexdes deslizantes.

Texto Complementar de Geometria
Descritores: 3.1, 3.2,3.4e 3.5

Dois segmentos orientados [A, B] e [C, D] dizem-se «equipolentes» quando tém:
a mesma dire¢do, 0 mesmo sentido e 0 mesmo comprimento.
De acordo com o descritor 3.1, terem:
a mesma dire¢do significa que as retas suporte sdo coincidentes ou paralelas
e, hesse caso, terem também o mesmo sentido, significa que:
as semirretas AB e CD tém o mesmo sentido (cf. 3.2),
ou seja,

uma delas esté contida na outra, no caso em que as retas suporte coincidirem, ou estao
contidas no mesmo semiplano de fronteira passando pelas respetivas origens, se as retas
suporte ndo coincidirem (cf. GM5-1.8, GM5-1.9).

Nas figuras abaixo representam-se dois pares de segmentos orientados com a mesma direcédo
(no caso em que as retas suporte em cada par ndo coincidem), na figura da esquerda com o
mesmo sentido e na figura da direita com sentidos opostos:

Finalmente, a expressao «comprimento de [A, B] » é sindnima de «comprimento de [AB] »
em todos o0s casos em que ocorre (cf. 3.4), ou seja, dois segmentos orientados «terem o
mesmo comprimento» significa simplesmente que os segmentos de reta respetivamente com
0S mesmos extremos tém o mesmo comprimento (ou seja, séo iguais, ou ainda, sdo iguais as
distancias entre a origem e a extremidade de cada segmento orientado).

No caso em que os segmentos orientados [A, B] e [C, D] tém a mesma direcdo mas as
respetivas retas suporte ndo coincidem, a condicao de terem 0 mesmo sentido é equivalente:

a B e D estarem no mesmo semiplano de fronteira AC, pois se uma semirreta tiver origem
num reta r que ndo é a sua reta suporte entdo esta inteiramente contida no semiplano de
fronteira r que contenha um qualquer dos seus pontos, distinto da origem.
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Esta propriedade das semirretas e semiplanos, muito intuitiva, € demonstravel no quadro de
uma axiomatica adequada da Geometria e utiliza-la-emos daqui em diante.

Do que precede, resulta que, se os segmentos orientados [A, B] e [C, D] forem equipolentes,
Nno caso em que as retas suporte ndo coincidem, estas retas serdo paralelas; em particular
serdo paralelos os segmentos de reta [AB] e [CD]) e os segmentos ficardo contidos num
mesmo semiplano de fronteira AC, estando os pontos B e D fora desta reta (sendo uma
das retas AB ou CD coincidiria com AC, donde AB e CD ndao poderiam ser paralelas,
pois intersetar-se-iam pelo menos no ponto A ou no ponto C). Entéo ficara definido um
trapézio [ABDC], de bases [AB] e [CD], ja que, para além do referido paralelismo, o0s
segmentos [BD] e [AC] ndo podem intersetar-se, ou 0s pontos B e D estariam em
semiplanos opostos de fronteira AC, contra a hipétese relativa aos sentidos; portanto também
fica cumprida a condi¢céo definidora de um poligono simples (cf. GM7-2.5, atendendo a
GM7-2.3). Mas, ainda por definicao de equipoléncia, este trapézio também tem as bases [AB]
e [CD] iguais, pelo que se trata de um paralelogramo (cf. GM7-2.24):

Reciprocamente, se 0s segmentos orientados [A, B] e [C, D] forem tais que fica definido um
paralelogramo [ABDC], entdo AB e CD sdo retas paralelas, ou seja, [A, B] e [C, D] tém a
mesma dire¢do e retas suporte distintas. Além disso, B e D estdo no mesmo semiplano de
fronteira AC, sendo o lado [BD] do paralelogramo intersetaria areta AC, o0 que é
impossivel, jaAque BD e AC séo retas paralelas, por definicdo de paralelogramo. Entdo, pelo
que acima se viu acerca de semirretas e semiplanos, AB e CD estdo contidas no mesmo
semiplano de fronteira AC, pelo que essas semirretas, e portanto, os segmentos orientados
[A, B] e [C, D], também tém o mesmo sentido. Finalmente, [AB] e [CD] tém o mesmo
comprimento, ja que se trata de lados opostos de um paralelogramo; ficam assim cumpridas
todas as condi¢Bes que garantem que os segmentos orientados [A, B] e [C, D] e séo
equipolentes.

Do que precede conclui-se que:

dois segmentos orientados [A, B] e [C, D] com retas suporte distintas sdo equipolentes
guando e apenas quando [ABDC] é um paralelogramo.

Observacéao 1**

No caso em que as retas suporte coincidem, [A, B] e [C, D] e terem o mesmo sentido (ou
seja, as semirretas AB e CD terem o mesmo sentido), se as origens A e C também
coincidirem, é equivalente a coincidéncia das duas semirretas AB e CD pois ha apenas duas
semirretas com uma mesma origem em determinada reta e nenhuma esta contida na outra.
Caso as origens sejam distintas, a identidade dos sentidos pode traduzir-se numa propriedade
gue tera alguma utilidade no que se segue:
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LEMA*:

1.

Duas semirretas com a mesma reta suporte e origens distintas tém o mesmo sentido
guando e apenas quando a origem de uma das semirretas pertence a outra semirreta
mas a origem da segunda nao pertence a primeira, ou de maneira equivalente, quando
e apenas quando os pontos situados estritamente entre as origens das semirretas
pertencem todos a uma delas e nenhum pertence a outra.

2. Duas semirretas com a mesma reta suporte tém sentidos opostos quando e apenas
guando a intersecdo das duas semirretas ou é vazia (e nesse caso 0s pontos situados
estritamente entre as origens das semirretas sao exatamente 0s pontos da reta suporte
gue néo pertencem a nenhuma das semirretas) ou igual ao segmento de reta de
extremos coincidentes com as origens das semirretas.

Demonstrac&o**:

1. Para demonstrarmos esta propriedade representemos genericamente por P—-Q—-R 0

facto de o ponto Q estar situado entre os pontos P e R, podendo generalizar-se
esta notacao a mais de trés pontos com o significado ébvio (conjungéo de todas as
relagdes "situado entre" que se obtém eliminando na notagdo, de todas as maneiras
possiveis, 0 numero suficiente de pontos para se reduzirem a trés). A relacdo «situado
entre» para trios de pontos pode ser tomada para primitiva numa construgdo axiomatica
da Geometria e tem algumas propriedades intuitivas, algumas das quais podem ser
demonstradas a partir de outras que se tomam para axiomas. Este conjunto de
propriedades basicas determina propriedades das semirretas e semiplanos que também
sao essenciais para algumas demonstracdes. Nos argumentos que se seguem seremos
levados a utilizar algumas dessas propriedades, as quais serdo assim implicitamente
admitidas sem demonstracao.

Suponhamos entdo que AB e CD s#o colineares com A distintode C, e
comecemos por supor que tém o mesmo sentido, ou seja, que uma das semirretas esta
contida na outra; admitindo, sem perda de generalidade, que é CD que esta contida
em AB entdo, em particular, o ponto C esta na semirreta AB e portanto todo o
segmento de reta [AC] esta contido em AB (por definicdo de semirreta).

Por outro lado, temos A—- C - D, pois, caso contrario seria A—D—-C ou D-A-C

e, em ambos 0s casos, 0s pontos P distintos de A tais que P — A — C estariam, por
um lado, na semirreta CD (teriamos P-A-D-C ou P-D-A-C ou
D-P—-A-C) mas, por outro, também na semirreta de origem A opostaa C
(consequéncia imediata de P — A —C), ou seja, ndo estariam na semirreta AB, onde
supusemos que C se situa. Mas entdo estariamos a contradizer a hip6tese feita de que
CD esta contida em AB . Esta contradicdo prova que, de facto, A—C —D, pelo que
0s pontos do segmento de reta [AC] distintos de C (em particular o ponto A) nédo
estdo na semirreta CD ; concluimos ent&o o que pretendiamos: o ponto A n&o esta na
semirreta CD e os pontos situados estritamente entre A e C estdo todos na
semirreta AB e nenhum na semirreta CD .
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Reciprocamente, supondo que o ponto C esta na semirreta AB, mas o ponto A n&o
esta na semirreta CD ou que, em alternativa, o ponto A esta na semirreta CD mas o
ponto C n&o esta na semirreta AB, mostremos que uma das semirretas tem de estar
contida na outra. Sem perda de generalidade, suponhamos que € a primeira
propriedade que tem lugar e mostremos que, nesse caso, a semirreta CD esta contida
na semirreta AB . A hipétese implica, em particular, que ndo podemoster A—D —C
nem D—A-C, sendo A estaria na semirreta CD, pelo que, forcosamente, teremos
A —-C-D. Entado, examinando as diversas possibilidades para o ponto B, uma vez
que, de acordo com a hipétese, o ponto C esta situado na semirreta AB, teremos
forcosamente (jAque A-C-D): A-C-D-B ou A—-C-B-D ou A-B-C-D.
Em todos os casos possiveis verificamos que a semirreta CD esta contida na semirreta
AB, como pretendiamos.

Finalmente, se 0s pontos situados estritamente entre as origens das semirretas
pertencerem todos a uma delas e nenhum pertencer a outra, em particular ambas as
origens tém de pertencer a primeira das semirretas mas a origem dessa nao pode
pertencer a outra, sendo o segmento de reta com extremos coincidentes com as origens
das semirretas também estaria contido na outra semirreta, contra a hipotese. Ficamos
assim reduzidos a hipétese que acabamos de examinar e portanto as duas semirretas
terdo o mesmo sentido.

E 6bvio que se a interse¢édo de duas semirretas colineares for vazia ou igual a um ponto
ou a um segmento de reta entdo as duas semirretas tém sentidos opostos, ja que, se
tivessem o mesmo sentido, a respetiva interse¢do seria uma delas, o que prova uma
das implica¢cBes desta afirmacéo do lema.

Reciprocamente, dadas duas semirretas AB e CD com a mesma reta suporte, se
tiverem sentidos opostos, ou seja, se ndo tiverem 0 mesmo sentido, e excluindo ja o
caso trivial em que as origens coincidem, entdo por 1) sabemos que ou nenhuma das
origens das semirretas pertence a outra ou ambas as origens pertencem as duas
semirretas.

No primeiro caso a interse¢éo das semirretas é vazia pois um ponto P que pertencesse
as duas estaria na semirreta opostaa C de origem A e na semirreta opostaa A de
origem C, ou seja, teria de satisfazer simultaneamentea P-A-C ea P-C-A, o
gue implicaria a coincidéncia de A e C, contra a hipétese feita de serem distintas as
origens.

No segundo caso, 0 segmento de extremos nas origens teria de esta contido em ambas
as semirretas e portanto na respetiva intersecédo. Por outro lado mais nenhum ponto
pode pertencer a essa intersecao, pois qualquer ponto P da reta suporte fora deste
segmento tera de satisfazera P-A—-C ou A—-C-P ora, se P pertencesse
simultaneamente a AB e a CD entéo estas duas semirretas coincidiriam
respetivamente com AP e CP e nesse caso, qualquer das duas relaces P -A - C
ou A-C-P implicaria que uma das semirretas estaria contida na outra, contra a
hipétese de se tratar de semirretas com sentidos opostos.
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Corolério:

A intersecdo de duas semirretas colineares s6 pode ser vazia, um segmento de reta (neste
caso coincidente com o segmento de extremos nas origens das semirretas, incluindo o caso
em gue estas coincidem) ou coincidente com uma das semirretas.

Demonstracao:

O corolario resulta imediatamente do ponto 2. do lema, ja que duas semirretas colineares, ou
tém o mesmo sentido, caso em que, obviamente, a interse¢éo das duas coincide com uma
delas, ou tém sentidos opostos e, pelo ponto 2. do lema a respetiva intersecao é vazia ou
coincidente com o segmento determinado pelas origens.

Observagao 2**:

Podemos verificar que:

se dois segmentos orientados [A, B] e [C, D] tiverem a mesma direcdo, se [A, B] e [C, D]
tiverem sentidos opostos entdao [A, B] terd o mesmo sentido que [D, C] e reciprocamente, se
[A, B] tiver o mesmo sentido que [D, C], entdo [A, B] e [C, D] terdo sentidos opostos.

No caso em que os segmentos orientados sdo colineares, os resultados da observagéo 1 atras
permitem concluir o que se pretende; com efeito, excluindo o caso mais simples em que os
segmentos orientados [A, B] e [C, D] tém origem comum, se tiverem sentidos opostos a
intersecéo das semirretas AB e CD é vazia ou coincidente com o segmento [AC]. Entdo,
relativamente a AB e DC , ficara cumprida a condicdo do lema para que estas semirretas
tenham o mesmo sentido, pois DC coincide com a unido de [DC] com a semirreta oposta a
CD, donde:

e seaintersegdo de AB com CD forvazia, AB estara contida na semirreta oposta a CD
e portanto em DC, que a contém;

e se aintersecéo das semirretas AB e CD coincidir com o segmento [AC], em particular
a semirreta AB coincide com a semirreta AC e a semirreta CD com a semirreta CA ;
assim, temos C—A—-D ou C—D—-A e em ambos os casos a semirreta DC tem o
mesmo sentido que a semirreta AC, ou seja, que a semirreta
AB.

Suponhamos entdo que 0s segmentos ndo sao colineares; sabemos,
por hipétese, que AB e CD séo retas paralelas e o facto de [A, B]
nao ter o mesmo sentido que [C, D] significa, neste caso, que B e
D néo estdo no mesmo semiplano de fronteira AC ; mas isso
significa que [BD] interseta areta AC, e portanto o segmento
[AC], jaque [BD] esta situado entre as retas paralelas AB e CD,
como se representa na figura ao lado.
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Seja P o ponto de intersecdo de [BD] com [AC]; entdo, tanto B como C estdo ho mesmo
semiplano que P de fronteira AD (estdo ambos em semirretas de origem na reta AD
passando por P), donde B e C estdo nhum mesmo semiplano de fronteira AD, o que
significa que [A, B] e [D, C] tém o mesmo sentido, como pretendiamos.

Reciprocamente, se [A, B] tiver o mesmo sentido que [D, C], entdo B e C estdo no mesmo
semiplano de fronteira AD ; consideremos um ponto B’ na semirreta AB a uma distancia de
A igual ao comprimento de [DC]. Entdo [AB’CD] é um paralelogramo, pelo que as
respetivas diagonais se intersetam num ponto P ; em particular B’ e D estdo em semiplanos
opostos de fronteira AC . Mas, por constru¢cdo, B’ esta no mesmo semiplano que B de
fronteira AC, peloque B e D também estardo em semiplanos opostos de fronteira AC, o
que prova que [A, B] nao pode ter o mesmo sentido que [C, D] .

Observacgéao 3**

Como é evidente, 0 que se disse para segmentos orientados com a mesma dire¢do vale para
semirretas com retas suporte paralelas ou coincidentes.

Quanto ao caso de semirretas AB e CD com a mesma reta suporte ainda podemos observar
que AB e CD tém sentidos opostos se e s6 se AB tiver o mesmo sentido que a semirreta
opostaa CD .

Com efeito, mais uma vez excluindo o caso trivial em que A e C coincidem, podemos invocar
o Lema da observac&o 1 acima pois, por esse resultado, AB e CD terem sentidos opostos
significa que nenhuma das origens das semirretas pertence a outra ou entdo ambas
pertencem; substituindo CD pela semirreta oposta, em qualquer dos casos ficaremos com
uma situacdo em que uma das origens pertence a ambas as semirretas e a outra apenas a
uma delas, o que é equivalente a identidade dos sentidos, sendo idéntica a justificacao da
reciproca.

Descritor: 3.6

A possibilidade de definir coerentemente o conceito de vetor de modo que:

figue associado um vetor a cada segmento orientado, estando associado o0 mesmo vetor a
segmentos associados equipolentes e vetores distintos a segmentos orientados ndo
equipolentes,

resulta do facto de

ndo poder existir um segmento orientado que seja simultaneamente equipolente a outros dois
gue ndo sejam equipolentes entre si.

Caso contrario os vetores associados a estes dois Ultimos, por um lado, teriam de ser distintos,
por estarem associados a segmentos orientados ndo equipolentes, mas por outro seriam o
mesmo vetor, ja que seriam ambos coincidentes com o vetor associado ao primeiro segmento
orientado.
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A propriedade dos segmentos orientados acima referida pode traduzir-se dizendo que:
se um segmento orientado é equipolente a outros dois entao estes sdo equipolentes entre si;

trata-se de uma das formas da chamada propriedade transitiva da relacdo de equipoléncia.
Esta relacdo entre segmentos orientados é também o que se chama:

reflexiva (qualquer segmento orientado € equipolente a si préprio) e simétrica (se um segmento
orientado € equipolente a outro, entdo este é equipolente ao primeiro);

estas duas propriedades séo evidentes a partir da definicdo de equipoléncia e, em conjunto
com a transitividade (que examinaremos na observacao abaixo) determinam que a relacédo de
equipoléncia é o que se chama uma relacdo de equivaléncia. A partir desta relacdo podemos
definir, para cada segmento orientado, a respetiva classe de equipoléncia (classe de
equivaléncia para a relacao de equipoléncia), conjunto de todos os segmentos orientados a ele
equipolentes.

O facto de se tratar de uma relagé@o de equivaléncia tem como consequéncia, como facilmente
se conclui, que o conjunto das classes de equipoléncia constitui uma chamada particdo do
conjunto dos segmentos orientados, tanto num plano como no espaco tridimensional; ou seja,
que o conjunto dos segmentos orientados é igual a unido de todas essas classes de
equipoléncia, sendo estas nao vazias e disjuntas duas a duas.

Poderiamos assim identificar o vetor associado a um segmento orientado como a propria
classe de equipoléncia desse segmento orientado (conjunto dos chamados «representantes»
do vetor) e, com esta defini¢cdo, ficaria cumprida a condi¢gdo acima expressa que pretendemos
impor a nocao de vetor.

Observacgéao 1**

Ficou por justificar a propriedade transitiva da nocéo de equipoléncia, em que assenta, como
acabamos de verificar, a coeréncia da definicdo de vetor. Trataremos apenas do caso de
segmentos orientados num plano. Nesse caso, é facil concluir que se duas retas forem
paralelas a uma terceira sdo paralelas entre si, pois, caso contrario intersetar-se-iam, pelo que
existiriam duas retas paralelas a terceira passando por um mesmo ponto, o que contradiria o
axioma euclidiano de paralelismo, propriedade que € pressuposta, uma vez que nos situamos
num plano euclidiano.

Do mesmo modo, a relacdo de igualdade de comprimento entre pares de segmentos (ou de
eguidistancia entre pares de pares de pontos) goza da propriedade transitiva, o que também é
um dos pressupostos béasicos da Geometria, que pode ser tomado como axioma. E facil
concluir entdo que, para provar a transitividade da relacdo de equipoléncia, resta apenas
demonstrar que,

dados trés segmentos orientados com a mesma diregdo e comprimento, se um deles tiver o
mesmo sentido que cada um dos outros dois, entdo estes também terdo o mesmo sentido.
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A figura seguinte traduz a propriedade que pretendemos demonstrar, num caso em que, dados
trés segmentos orientados, dois séo colineares (representa-se também um ponto auxiliar P,
intersecdo de BC e AE, que sera utilizado no que se segue):

Utilizdmos 3.5 para caracterizar a equipoléncia, por um lado, dos segmentos [A, B] e [C, D] e
por outro de [A, B] e [E, F], servindo-nos de paralelogramos adequados, e pretendemos
verificar que [C, D] e [E, F] também s&o equipolentes, bastando para tal verificar que CD e
EF tém o mesmo sentido, ou seja, utilizando o lema da observacéo 1 do texto de apoio aos
descritores 3.1 a 3.5, que uma das origens destas semirretas pertence a ambas e a outra
apenas a uma delas.

Suponhamos entéo, por exemplo, que C n&o pertence a EF e mostremos que nesse caso E
tem de pertencer a CD ; com efeito, atendendo a hip6tese feita, temos entdio C—E —F e
portanto, em particular C esta no semiplano oposto a F de fronteira AE ; como BF €
paralelaa AE, C também estd no semiplano oposto a B de fronteira AE , pelo que CB
interseta AE em certo ponto P. Entdo B e E estdo no mesmo semiplano que P de
fronteira AC ; em particular B e E estdo no mesmo semiplano de fronteira AC, donde D e
E também, jaque BD é paralelaa AC e portanto B e D estdo ho mesmo semiplano de
fronteira AC .

Dai resulta que E esta na semirreta CD, como pretendiamos. Como podemos trocar 0s
papéis das semirretas CD e EF, acabamos de mostrar que se a origem de uma delas n&o
pertencer a outra entdo a origem da segunda tera de pertencer a primeira.

Resta ver que se a origem de uma pertencer a outra entdo a origem da outra ndo pode
pertencer a primeira; suponhamos entdo que E pertence a CD e provemos que, Nesse caso,
C n&o pode pertencer a EF . Temos entdo que E esta no mesmo semiplano que D de
fronteira CB, pelo que esta no semiplano oposto a A com a mesma fronteira (D e A estédo
em semiplanos opostos de fronteira CB porque as diagonais de um paralelogramo intersetam-
se); entdo AE interseta CB em certo ponto P, pelo que C esta no semiplano oposto a B
de fronteira AE, logo também no semiplano oposto a F com essa fronteira, jA que BF é
paralela a AE . Mas daj resultaque C—E —F, ouseja, C n&o esta na semirreta EF .

Mais uma vez podemos trocar os papéis das semirretas CD e EF, pelo que provamos o que
acima ficou referido; em particular nao é possivel que nenhuma das origens das semirretas
pertenca a outra nem € possivel que ambas as origens das semirretas pertencam as duas
semirretas. Ent&o a Unica possibilidade para as origens das semirretas CD e EF é que uma
delas pertenca a ambas as semirretas e a outra apenas a uma delas, o que prova que as
semirretas tém o mesmo sentido.
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Se as hipoteses forem, por um lado, a equipoléncia de [A, B] e [C, D] e, por outro, de [C, D]
e [E, F], facilmente podemos agora concluir que [A, B] e [E, F] séo equipolentes, pois caso
contrario, de acordo com o que vimos na observacado 2. do texto de apoio aos descritores 3.1 a
3.5, [A, B] e [F, E] seriam equipolentes e entdo poderiamos aplicar o resultado anterior aos
segmentos [A, B], [C, D] e [F, E] para concluirmos que [C, D] e [F, E] seriam
equipolentes, o que contradiz a hipétese feita relativamente a estes segmentos, também de
acordo com a referida observacao.

No caso em que os trés segmentos sao colineares, podemos utilizar um quarto segmento
equipolente com um deles, como se ilustra na seguinte figura:
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Admitindo a equipoléncia, por um lado, dos segmentos [A, B] e [C, D] e por outro de [A, B] e
[E, F], podemos construir um segmento orientado [A’, B’] equipolente a [A, B] mas com reta
suporte distinta; entdo aplicando o resultado anterior a [A’, B], [A, B] e [C, D] concluimos
que [A’, B'] e [C, D] séo equipolentes e, analogamente [A’, Bl e [E, F] s&o equipolentes.
Mas, pelo que acima foi visto, resulta dai que [C, D] e [E, F] sdo equipolentes, como
pretendiamos provar.

No caso em que sao dados trés segmentos orientados de forma que ndo ha dois colineares,
supondo um deles equipolente aos outros dois, podemos utilizar um segmento auxiliar colinear
com um destes e equipolente aos outros dois, reduzindo-nos assim ao caso inicialmente
estudado, como se sugere na figura seguinte:

Admitindo a equipoléncia, por um lado, dos segmentos [A, B] e [C, D] e por outro de [A, B] e
[E, F], podemos construir um segmento orientado [C’, D’] equipolente a [A, B] ea [C, D],
intersetando as retas AC e BD com areta EF, respetivamente nos pontos C’ e D’; note-
-se que estas intersecdes existem, ja que, por hipétese, os pontos C e D nédo podem estar
em AB, peloque nem AC nem BD podem ser paralelas a EF, senao, para além de AB,
existiria outra paralela a EF passando por A ou outra paralelaa EF passando por B. O
critério do paralelogramo (3.5) garante que, de facto, [C’, D’] é equipolente a [A, B] e a [C,
D].
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Agora, aplicando os resultados ja demonstrados relativos ao caso em que dois dos segmentos
séo colineares, concluimos em primeiro lugar que [E, F] e [C’, D’] s&o equipolentes e em
seguida que [E, F] e [C, D] séo equipolentes, como pretendiamos provar.

Observacgao 2*:

A transitividade da equipoléncia tem com consequéncia imediata a transitividade da identidade
de sentido para semirretas num plano, pois podemos sempre utilizar segmentos orientados
com 0 mesmo comprimento para tirar conclusdes acerca do sentido de semirretas.
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METAS CURRICULARES DO ENSINO BAsico

(o]
EXEMPLOS DO CADERNO DE APOIO 3.0 CICLO 8.° ano

Antoénio Bivar, Carlos Grosso, Filipe Oliveira, Maria Clementina Timoteo

1*

1.1.
1.2.
1.3.

2.1
2.2.

2.3.

2.4,

2.5.

2.6.

3.1
3.2.

3.3.

3.4.

Parte 1, pag. 114
Considera um ponto P e um vetor AB . Prova que existe um Gnico
ponto Q tal que @ = AB , considerando os seguintes trés casos possiveis:

A e B nao coincidentes e P ndo pertence areta AB;
A e B ndao coincidentes e P pertence areta AB ;

A e B coincidentes.

Na figura estdo representados trés vetores U , Vv e Z , através de segmentos
orientados inscritos numa grelha quadriculada e dois vértices A e F dessa grelha.
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Determina o transformado de A pela translacdo de vetor U e designa-o por B .
Determina o transformado de B pela translacdo de vetor v e designa-o por C.

Qual o transformado de A pela composicéo das translagdes T, oT; ?
Representa o ponto G, transformadode F por T, T, .
Compara os vetores AC e FG e identificaum vetor W tal que T,oT, =T, .

Representa o vetor U+2Z , associado atranslagdo T, T, .

Na figura estéo representados dois vetores U=AB e vV =AD , através de segmentos
orientados com a mesma origem.

Representa o ponto C, transformado de A pela translagéo de vetor U+V . B
Classifica o quadrilatero [ABCD] . Y

Qual a imagem do ponto A pela translacdo de vetor Vv +U ? A .

Compara os vetores U+V e V+U . ’ D

GM8-3.10 a 3.18 e 3.22
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Resposta:

1.1.

1.2.

1.3.

3.1.

3.2.

3.3.

3.4.

Dado que os pontos A, B e P nao séo colineares, a reta que passa por Pe é
paralela a AB interseta a reta que passa por B e é paralelaa AP . Designando por
Q o ponto interse¢do destas duas retas, [ABQP] é por construgdo um paralelogramo e

portanto PQ=AB .

Reciprocamente, se @:ﬁ , [ABQP] é um paralelogramo pelo que Q tem de
coincidir com a intersecado das retas acima referidas.

Logo, existe um Unico ponto Q tal que ﬁjzﬁ :

Existem dois (e apenas dois) pontos Q: e Q: tais que PQ,=PQ, =AB , um em cada

semirreta de reta suporte AB e origem em P . Apenas para um deles (designemo-lo
por Q) as semirretas AB e PQ tém o mesmo sentido, obtendo-se portanto que

PQ=AB .

B .-
M"' Q2

Se A e B sdao coincidentes, AB € o vetor nulo. O Gnico ponto Q para o qual % é
igualmente o vetor nulo, por definigédo, € o proprio ponto P .

Sabemos que o ponto C é obtido como a extremidade do segmento orientado de
origem B que representa o vetor v , ou seja, que é equipolente ao segmento
orientado [A,D], pelo que [ABCD] € um paralelogramo (3.5).

Por argumentos analogos aos da alinea anterior, designando por C’ aimagem de A
por V+U , [ABC'D] é um paralelogramo. C’ é pois a intersecéo da reta paralelaa AD
que passa por B com areta paralelaa AB que passa por D, ou seja, coincide com o
ponto C.

Como as imagens de A pelas translacdes de vetores U+V e V+U coincidem,
conclui-se que U+V =V +U , jaque tém um representante comum de origem A .

Porto
Editora




TEXTO DE APOIO AO PROFESSOR

Descritor: 3.10
Observagéo:

O exemplo contemplado da alinea 1.2. do exemplo 1. também poderia ter sido tratado
recorrendo a alinea 1.1., comecando por considerar um ponto auxiliar P’ fora dareta AB e
utilizando duas vezes o resultado de 1.1. (cf. TCG-3.10).

Descritor: 3.18
A demonstracdo pedida € a seguinte:

Seja U umvetore M e N dois pontos. Considerando M’ e N’ os transformados de M e

N pela translacdo de vetor i , sabemos que Gi=MM'=NN'. Logo [MM'N'N] é um
paralelogramo. Assim, [M, N] e [M’, N'] sdo equipolentes.

R‘ )
M

Do que precede, concluimos que a translagéo de vetor U € uma isometria (W =M'N ) que

preserva a direcdo e o sentido dos segmentos orientados.

Observagdes:

1. A prova apresentada, em rigor, ndo se aplica ao caso em que os vetores U e MN
tém a mesma direcdo. Nessa situagao, seria necessario argumentar de forma diferente.
Supondo que U e MN tém a mesma direcdo, podemos considerar um qualquer vetor
v ndo nulo com outra direcédo e observar que os transformados de M e N pela
translacéo de vetor U podem obter-se pela aplicacdo sucessiva respetivamente a M e
N das translacdes de vetores v , U e —v ; aplicando a conclus&o anterior as
translagdes de vetor V+U e —V , concluimos que [M, N] e o respetivo transformado
pela translacdo de vetor U s&o ambos equipolentes a um mesmo segmento orientado
e portanto sdo equipolentes entre si.

2. Com a definicdo dada no 6.° ano de segmento orientado, em rigor, deveriamos mostrar
também que as translagdes transformam segmentos de reta em segmentos de reta,
transformando extremos em extremos; tal propriedade é geral para as isometrias, como
foi demonstrado no Texto Complementar de Geometria relativo ao 6° ano (observacéo
final ao descritor 9.21), mas pode ser verificada de forma mais simples para translacoes,
utilizando paralelogramos.
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TEXTO DE APOIO AO PROFESSOR

Descritor: 3.22

A justificacao pedida é a seguinte:

Dado um angulo AOB e os transformados A’, O’ e B’ respetivamente dos pontos A, O e
B por uma isometria, sabemos que AO=A'O', OB=0'B' e AB=A'B'. Pelo critério de
igualdade de &ngulos, os angulos AOB e A'O’'B’ tém a mesma amplitude.

Note-se que este mesmo argumento ja foi utilizado, no 2.° Ciclo, para mostrar esta mesma
propriedade no caso particular das isometrias entdo estudadas (reflexdes axiais, reflexdes

centrais e, mais geralmente, rotagdes).
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TEXTO DE APOIO AO PROFESSOR

Texto Complementar de Geometria
Descritor: 3.10

Dado um ponto P e um vetor U , determinado por um segmento orientado [A, B], se U
nao for o vetor nulo, ou seja, se A e B forem pontos distintos, e areta AB n&o passar por P
podemos construir um paralelogramo [ABQP], ficando o ponto Q determinado de maneira
Gnica como o ponto intersecao da reta paralela a AB passando por P com a reta paralela a
AP passando por B:

Pela propriedade expressa em 3.5, 0 segmentos orientados [A, B] e [P, Q] séo equipolentes,
ou seja, %:E:G . Se P estiver nareta AB podemos construir em primeiro lugar um

segmento orientado [A’, B'] equipolente a [A, B] tal que areta A'B’ ndo passapor P e a
partir de [A’, B'] construir o ponto Q, como acima:

~
— A}
T
ti "‘i‘\.._

Q
Repare-se que estas construcdes permitem apenas concluir que existe um ponto Q com a

propriedade requerida, fornecendo um processo construtivo para o obter, mas ha que provar a
respetiva unicidade, ja que poderiamos ter recorrido a outros segmentos orientados que

determinassem o mesmo vetor U . Ora, a unicidade de Q tal que @ =Uu pode ser provada,
muito simplesmente, notando que se trata do Unico ponto a distancia de P igual ao
comprimento do vetor U , situado na Gnica reta passando por P paralela a (ou coincidente
com) qualquer das retas suporte dos segmentos orientados que determinam U e na Gnica
semirreta de origem P dessa reta com o mesmo sentido que qualquer das semirretas AB tais
que [A, B] determina o vetor U .

Resta apenas examinar o caso trivial do vetor nulo; como é determinado pelos segmentos
orientados [A, A] (A ponto arbitrario), e apenas por esses, o0 Unico ponto Q tal que 0= @
€ 0 proprio ponto P .

Estas propriedades permitem definir sem ambiguidade o que se entende por P + U (trata-se
exatamente do ponto Q acima definido nos diversos casos); em particular verificamos que
P+0=P.

P




TEXTO DE APOIO AO PROFESSOR

Descritores: 3.11 a 3.14 e 3.16

A aplicacdo que a um ponto P associa o ponto P + U designa-se «translacéo de vetor U» e
representa-se por T, , peloque P+ U também se representa por T, (P) .

Se as translagées T, e T, forem a mesma aplicacéo em determinado plano ou no espago

todo, facilmente se conclui que U=V pois aplicando-as a um qualquer ponto P do dominio
comum obtemos o ponto Q =T, (P)=T,(P) e, por defini¢éo, U=PQ=V . Estabelecemos
assim uma correspondéncia biunivoca entre vetores e translagées em dado plano ou no

espagco todo, que a cada vetor U associa a translagéo T, .

Embora nédo se explore no 3.° ciclo a nogdo geral de composi¢cao de aplicacdes, introduz-se
este conceito para o caso particular das transla¢des. Neste caso, 0 dominio e contradominio
das funcbes a compor € sempre ou 0 espaco todo ou um plano, consoante o ambito em que
séo estudados estes conceitos, o que facilita a definicdo da funcdo composta. No ensino basico
apenas se consideram isometrias hum plano pré-fixado, pelo que consideraremos sempre que
as translacdes sao definidas por vetores associados a segmentos orientados desse plano e
tém dominio igual a esse mesmo plano. Também é facil concluir que o contradominio nesse

caso coincidird com o dominio, pois dada uma translacéo de vetor G =AB e um ponto Q do
plano, entdo Q =T;(P) sendo P o ponto do plano tal que @ =BA , de acordo com 0

descritor 3.10, ja que, nesse caso, vira também PQ=AB=4 .

Assim, a aplicagéo composta T, T, de duas translagées num mesmo plano sera tambéem
uma aplicagdo com dominio igual ao mesmo plano e facilmente se conclui que é também uma
translacao cujo vetor pode ser dado pelo segmento orientado w =AC talque U=AB e

v =BC , sendo os pontos B e C sucessivamente obtidos por aplicacdo do resultado
expresso no descritor 3.10. O vetor w designa-se por «soma do vetor U com o vetor vV » e
representa-se por U+V . Em particular, por definig&o:

(P+U)+V =T, (T;(P))=T, =T, (P)=P +(u+V)

P




METAS CURRICULARES DO ENSINO BASICO
(o]
EXEMPLOS DO CADERNO DE APOIO 3.0 CICLO 8.° ano

Antoénio Bivar, Carlos Grosso, Filipe Oliveira, Maria Clementina Timoteo

Parte 1, pag. 114

1. Na figura esté representada uma grelha quadriculada onde foram desenhados dois
pentagonos iguais A e B, umareta r e umvetor U com a mesma dire¢do da reta r.

a
'
]
]
]
]
'
i
........ -+
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I
]
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'
'
I
]

B e ek T
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B el i

1.1. Determina aimagem A’ do pentdgono A pela reflexdo deslizante de eixo r e vetor U
e depois determina a imagem A” do pentagono A’ pela mesma reflexao deslizante.

1.2. ldentifica uma isometria (reflexdo, rotacdo, translacdo ou reflexdo deslizante) que
transforme o pentdgono A em A”.

1.3. O pentagono B é o transformado de A pela reflexdo deslizante de eixo r e vetor v .
Identifica o vetor v .

2. Considera, num mesmo plano, as seguintes cinco figuras

I !o
Qual das figuras A, B, C ou D pode ser a transformada de E por uma translagéo?
Justifica a tua escolha.

E

GM8-4.1e 4.2
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TEXTO DE APOIO AO PROFESSOR

2. Na figura esté representado um ponto A e duasretas r e
s concorrentes em P, formando um angulo de 60°.

2.1. Constréi o transformado do ponto A pela reflexdo axial de
eixo r e designa-o por A’.

2.2.  Constréi o transformado do ponto A’ pela reflexdo axial de
eixo s e designa-o por A”.

2.3. Justificaque PA=PA" e que APA” =120°.

2.4. Justificaque A” é o transformado de A pela rotacdo de centro P, sentido negativo e
amplitude 120°.

3. Na figura esta representado um ponto A, duas retas
paralelas r e s, umareta t que lhes é perpendicular e que
as interseta respetivamente em B eem C.

3.1. a. Constroi o transformado do ponto A pela reflexdo axial de
eixo r e designa-o por A’

3.2.  Constréi o transformado do ponto A’ pela reflexao axial de
eixo s e designa-o por A”.

3.3.  Justifica que AA"=2BC .

3.4.** Mostra que o resultado da alinea anterior permanece valido seja qual for a localizagéo
do ponto A relativamente as retas r e s e identifica uma reflex&o, rotagdo, translacao
ou reflexdo deslizante que transforme qualquer ponto P do plano em que se situam as
retas r e s noponto P’ transformado de P pela aplicacdo sucessiva das reflexdes
axiais de eixos r e s.

4, Na figura esta representada uma figura composta por
tridangulos equilateros iguais. Tem-se ainda que o ponto
E é o ponto médio de [AB] eospontos A, B, F, G
, H e | estdo alinhados.

4.1. Existe uma reflexdo deslizante que transforma o
triangulo [ABC] no triangulo [DEF] . Identifica o eixo e
0 vetor associados a uma tal isometria.

D

4.2. ldentifica uma reflexdo deslizante que transforma o triangulo de lado [AB] no triangulo
de lado [FH].

4.3. ldentifica o vetor que determina uma translacéo que transforma o triangulo de lado [AB]
no tridngulo de lado [GI] .

4.4. ldentificas algum eixo de simetria nesta figura? Justifica.
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TEXTO DE APOIO AO PROFESSOR

Descritores: 4.1 e 4.2

Sabe-se que a composta de duas transla¢des € uma translagéo (3.13) e pode provar-se que a
composta de duas rotagdes com o mesmo centro é também uma rotacdo com 0 mesmo centro
mas a composta de duas reflexdes axiais ndo € uma reflexao axial, sendo uma translagéo no
caso em gue os eixos de reflexdo séo paralelos e uma rotacao no caso em gue 0S eixos se
intersetam num ponto, que é o centro dessa rotacdo. Embora a demonstracao destes teoremas
esteja fora do ambito desta abordagem elementar das isometrias feita no 8.° ano, podemos
verificar em exemplos concretos estes factos tal como se sugere nos exemplos 2. a 4..

PEE o




METAS CURRICULARES DO ENSINO BASICO
ExXeEmPLOS DO CADERNO DE APOIO 3.c CiCLO

Antoénio Bivar, Carlos Grosso, Filipe Oliveira, Maria Clementina Timoteo

8.° ano

1. Observa o gréafico representado abaixo, relativo as faltas dos alunos
de uma turma do 8.° ano durante o més de setembro.

Faltas no més de setembro

-
}%]

-
o

[o+]

NUmero de alunos

0 T T ||:I| |'_I| T |I:I
1 2 3 4 5 6 7 8 2]

Numero de faltas

1.1. Determina 0s extremos e 0s quartis.

1.2.  Constréi um diagrama de extremos e quartis.

OTD8-2.1

Parte 2, pag. 139

' Porto
Editora




METAS CURRICULARES DO ENSINO BAsico

EXEMPLOS DO CADERNO DE APOIO 3.° CICLO

Antoénio Bivar, Carlos Grosso, Filipe Oliveira, Maria Clementina Timoteo

8.° ano

4.>*

No referencial cartesiano da figura esta representada uma
reta r néo vertical que passa na origem do referencial e no
ponto P(2,1; 2,31). Determina uma equacao da reta
utilizando o teorema de Tales.

Na figura estdo representadas trés retas paralelas r, s e t
que representam graficamente trés fungdes respetivamente
f,geh.

Sabendo que a fungdo g se define algebricamente por g(x)
=0,8x, que areta r passa no ponto R(0; 1,2) e que a
reta t passano ponto T(0; —0,6), indica uma expressao
algébrica para cada uma das fungbes f e h.

Na figura esté representada uma reta s, grafico da funcao f,
com declive % e que interseta o eixo Oy no ponto de
coordenadas (0, 1).

Indica uma expresséo algébrica para a funcéo f.

Parte 2, pag. 12

2,31}
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-
>y

e

-~

b3 4

Prova que o grafico de uma fung&o de proporcionalidade direta esta contido numa reta

nao vertical gue passa na origem do referencial.

Resposta:

4,

De acordo com FSS7-3.1, uma funcdo de proporcionalidade direta é igual no seu
dominio a uma funcao linear que se define algebricamente por f(x) = ax . De acordo
com o descritor 1.1 os gréaficos das funcdes lineares séo retas nao verticais que passam
na origem do referencial. Assim, podemos concluir que o grafico de uma funcéo de
proporcionalidade direta esta contido numa reta nao vertical que passa na origem.

FSS8-11a1.3e23
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TEXTO DE APOIO AO PROFESSOR

Descritor: 1.1

Apresenta-se em seguida a demonstracao solicitada neste descritor. Por comodidade, podera
comecar-se por tratar apenas o caso dos pontos do primeiro quadrante de uma reta de declive
positivo o que dispensa a utilizacdo do mddulo.

Consideremos um referencial cartesiano num plano e uma reta r nao y4
vertical que passa na origem do referencial. r

| | 0] B 7
Por ndo ser vertical, r ndo € paralela a nenhuma reta vertical, pelo que al--4 |
interseta qualquer uma dessas retas em exatamente um ponto. Assim, ; : >
para cada x em IR existe um Unico ponto da reta r que tem x por o1 x X

abcissa. Areta r é portanto o grafico de uma fungédo f que associa a
cada x € IR aordenada y do pontode r de abcissa x .

Seja a=1(1):

e Se a=0, areta r passa pelos pontos (0, 0) e (1, 0) do eixo das abcissas logo
coincide com esse eixo e f é a funcao nula (funcéo linear de coeficiente igual
a 0=1(1)).

e Se a#0, seja P um ponto qualquer da reta r, de coordenadas (x, f(x)) .
|f (x)| _ m

1
[f(xX)| = |a].|x] . Assim, para cada x em IR, apenas existem duas possibilidades:
f(x) =ax ou f(x) =—ax.

Pelo teorema de Tales, podemos afirmar que , 0 que é equivalente a

e Se a>0, areta r passa na origem e por um ponto do primeiro quadrante, pelo que
esta contida nos primeiro e terceiro quadrantes (que sao dois angulos verticalmente
opostos de vértice em O), pelo que x e f(x) tém o mesmo sinal. Neste caso,

f(x) = ax, para qualquer x em IR.

e Se a<0, analogamente, areta r esta contida nos segundo e quarto quadrantes, pelo
que x e f(x) tém sinais contrarios. Tem-se também nesta situagdo f(x) = ax .

Desta forma, f(x) = ax, ouseja f é uma funcéo linear sendo portanto o coeficiente
a =f(1) a constante de proporcionalidade entre a ordenada e a abcissa dos pontos da
reta.

Reciprocamente, dada uma fungéo f linear, da forma f(x) = ax, acabamos de verificar
gue a reta determinada pelos pontos de coordenadas (0, 0) e (1, a), ou seja, areta
de declive a que passa pela origem, é o grafico de f, pelo que o gréafico de f é de
facto uma reta ndo vertical que passa pela origem.

P




TEXTO DE APOIO AO PROFESSOR

Descritor: 1.2
Considerando as funcdes f e g definidas em IR e tais que paratodo x, g(xX)=f(x) +b,
onde b é um dado numero real, vamos provar que o gréfico da fungdo g se obtém do gréfico

da funcdo f por translacao associada ao vetor OB onde O éa origem do referencial, ou
seja, o ponto de coordenadas (0, 0), e B é o ponto de coordenadas (0, b).

Considerando um ponto A do gréafico de f de coordenadas (xa, f(xa)) entdo aimagem de A
pela translagdo associada ao vetor OB éo ponto P=A+ OB de coordenadas (xp, yp) tal

que AP =0B . Em particular a reta AP € paralela areta OB, ou seja, ao eixo dos yy, ou
com ele coincidente, pelo que P e A tém a mesma abcissa: Xp = Xa .

yn
B
b_“\‘
N P
AX) 4 b feemoomo ]
L ~ T T —>
.. X, X
Roof--mmmmmemmmmmntl g

Por outro lado, as ordenadas ya e yp dos pontos A e P sdo os numeros que no eixo dos
yy, considerado como reta numérica, estdo associados aos pontos intersecao deste eixo com
as retas paralelas ao eixo dos xx que passam respetivamente pelos pontos A e P. Pela
regra do paralelogramo, o segmento orientado de origem no primeiro destes pontos do eixo dos
yy e extremidade no segundo é equipolente a [A, P] e portanto a [O, B].

Atendendo agora a definicdo de soma de dois nimeros racionais (NO6-3.3), estendida
posteriormente aos nimeros reais, e utilizando o eixo dos yy como reta numérica,
yp = f(xa) + b = f(xp) + b = g(Xp) 0 que significa que P pertence ao gréfico de g .

Reciprocamente, observando que f(x) = g(x) —b, o resultado que acabamos de demonstrar
permite concluir que se P for um ponto do graficode g entdo A=P + (—Cﬁ) € um ponto do

grafico de f, ja que o vetor OB’ onde B’ éo0 ponto de coordenadas (0, —b) € o simétrico
de OB (ttm o mesmo comprimento, a mesma direcéo e sentidos opostos). Entao
P=P+ (—(ﬁ)+0§ =A+OB , de onde qualquer ponto do grafico de g pode ser obtido por

translacéo de vetor OB de um ponto do grafico de f.
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TEXTO DE APOIO AO PROFESSOR

Descritor: 1.3

O grafico de uma funcao linear definida por f(x) = ax € umareta r que passa nha origem (1.1),
logo o gréafico de uma funcéo afim da forma g(x) = ax + b = f(x) + b obtém-se a partir da reta r
por uma translacdo (1.2), ou seja, € uma reta paralela a r cuja equacao é portanto y=ax +b
(consequéncia imediata do resultado expresso no descritor GM8-3.19).

Reciprocamente, dada uma reta r nao vertical que interseta o eixo das ordenadas no ponto

B(0, b) aretaimagem de r pela translacdo de vetor BO passa pela origem (j& que a
imagem do ponto B € por definicdo o ponto O) . Trata-se pois do grafico de uma fungéo
linear f, dada portanto por uma expressao da forma f(x) = ax . Observando que a reta

original r se obtém do gréfico de f por translacdo de vetor OB , 0 resultado mencionado no
descritor 1.2 garante que r € o grafico da funcdo g definida por g(x) =f(x) +b=ax+ b, que
€ uma funcgéo afim.

PEE o




METAS CURRICULARES DO ENSINO BAsico

(o]
EXEMPLOS DO CADERNO DE APOIO 3.0 CICLO 8.° ano

Antoénio Bivar, Carlos Grosso, Filipe Oliveira, Maria Clementina Timoteo

Parte 2, pag. 12

1.**  Considera duasretas r e s nao verticais que, num referencial cartesiano, tém
equacdao respetivamente y=ax+b e y=cx+d. Provaque r e s séo paralelas
gquando e apenas quando tém o mesmo declive.

2. Considera as seguintes retas dadas pelas respetivas equacodes:
retar: y=2x+5; reta s: y=—2x+7;
reta t: y=2x+3; reta v: y=1-2x

Determina todos os pares possiveis de retas paralelas que se podem formar com estas

retas.
Resposta:
1. Para provar esta propriedade, teremos de provar duas afirmagoées.

e Se asretas ndo verticais r e s tém o mesmo declive entdo sdo paralelas.

e Se asretas ndo verticais r e s sdo paralelas entdo tém o mesmo declive.

Para provar a primeira afirmacéo, suponhamos gue as retas tém o mesmo declive, ou
seja, a=c . Entdo, de acordo com 1.2, estas retas podem obter-se por translacéo de
uma mesma reta de equacdo y = ax, pelo que sdo paralelas. Em alternativa, podemos

observar que areta s se obtém dareta r por translacdo de vetor ocC , onde
C(O, d-b), jAque ax+b+(d—-b)=ax+d.

Para provar a segunda afirmacéo basta considerar as fungbes f e g dadas por
fx)=ax+b e g(xX) =cx+d. De acordo com 1.2, o grafico da funcédo f obtém-se por
translacéo do grafico da funcdo h(x) =ax e o grafico de g obtém-se por translagéo do
gréfico da fungéo j definida por j(x) =cx . Como asretas r e s sdo paralelas entdo
também as retas de equagcdo y=ax e y =cx 0 Sdo e como tém um ponto em comum
(a origem) sédo coincidentes, pelo que a=c, 0 que querdizerque asretas r e s tém
0 mesmo declive.

FSS8-1.4e 2.3
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METAS CURRICULARES DO ENSINO BASICO
(o]
EXEMPLOS DO CADERNO DE APOIO 3.0 CICLO 8.° ano

Antoénio Bivar, Carlos Grosso, Filipe Oliveira, Maria Clementina Timoteo

Parte 2, pag. 16

1.**  Considera uma reta definida pelos pontos A e B de coordenadas respetivamente
(Xa, ya) € (xs, ys).

1.1. Provaque areta AB é ndo vertical quando e apenas quando Xa # Xs .

1.2. Justifica que se uma reta é néo vertical entdo o seu declive é igual a Yo =¥a .
Xg = Xp

2.* Considera os pontos A(2, 4) e B(6, 7). Justifica que determinam uma reta n&o
vertical e calcula o declive da reta AB .

3. Indica dois pontos de entre A2, 3), B(4, 5 e C(2, 7) que determinem uma reta
nao vertical e justifica.

4, Determina o declive da reta EF sabendo que, num determinado referencial ortogonal e
monomeétrico, se tem:

41. E@,5) e F@4, 5)

42. E@,5) e F=3, 3)

FSS8-15,1.6e 2.3
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TEXTO DE APOIO AO PROFESSOR

Resposta:

1.1.

1.2.

a. Se xa#xs, areta AB tem pontos com abcissas distintas, logo néo é vertical. Por
outro lado, se xa =xg, areta AB tem dois pontos em comum com a reta vertical
formada pelos pontos de abcissa Xa, coincidindo portanto com essa reta.

Pelo descritor 1.3, a reta ndo vertical AB tem uma equacdo daforma y=ax + b, onde
a e b sdo numeros reais. Em particular, ya=axa+b e ys=axg + b, de onde se
conclui que yg—ya=axg + b —(axa +b) =a(Xsg —xa) . Entdo podemos dividir ambos os
membros da igualdade pela expressdo xs —xa # 0 (j& que Xs # Xa) Obtendo-se

a:ﬁ sendo a o declive dareta AB.
XB - XA

Areta AB ndo é vertical pois passa por dois pontos com diferentes abcissas, ndo
sendo portanto paralela ao eixo dos yy, pelo que tem equagéo da forma y=ax+b,
sendo o declive dado pelo valor de a. Como o ponto A pertence areta AB entéo as
suas coordenadas satisfazem a equacdo daretalogo 4=ax2+b e como B também
pertence aretaentdo 7=ax6+b.

Subtraindo as duas equag¢des membro a membro, obtém-se:

7—4=ax6—ax2=a(6—2)@a:ﬂ:§
6-2 4

Outro processo para determinar o declive consistiria em resolver ambas as equacdes
emordema b, tendo-se entdo 4 —-2a=b e 7—-6a=blogo

4—2a:7—6a<:>—2a+6a:7—4<:>a:%

Descritores: 1.5e 1.6

Dado um plano munido de um referencial cartesiano, uma reta vertical é por definicdo uma reta
paralela ao eixo das ordenadas. Uma tal reta é constituida pelos pontos com uma mesma
abcissa (pela prépria definicdo de abcissa).
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1. Indica a parte numérica, a parte literal e o grau de cada um dos seguintes monémios:
1.1. 4x?, variavel x.
1.2. 37y3, variavel y.
1.3. 3ax*, variavel x, a numero real ndo nulo.
1.4,  2yx?y?, variaveis x e y.
1.5. 3c, ¢ numero real ndo nulo.
1.6. 2lax®b?cx?y®, variaveis x e y, a, b e ¢ numeros reais ndo nulos.
2. Indica uma forma canénica para cada um dos seguintes monémios e identifica os que
séo semelhantes e 0s que sao iguais:
2.1. 3xyx?, variaveis x e y.
2.2. 37zxxy®, varidveis x, y e z.
2.3. 3ayx®, variaveis x e y, a numero real ndo nulo.
2.4. 2y>xy®, variaveis x e y.
2.5. % , C numero real ndo nulo.
2.6. 37xzyxy?, variaveis x, y e z.
2.7. 134
ALG8-2.1a2.9
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Resposta:
1.

mondémio par,t(.a parte literal Grau

numérica

1.1. 4x? 4 X2 2
1.2. 37y° 37 v 3
1.3. 3ax* 3a x4 4
1.4. 2yx2y? 2 x%y3 5
1.5. 3c 3c N&o tem 0
1.6. 21ax?b’cx?y® 21ab’c x4y® 9
2.

monomio for,m.a Igual a Semelhante a

candnica
2.1. 3xyx? 3x3y - 2.3.
2.2. 37zxxy? 37x%y%z 2.6. 2.6.
2.3. 3ayx3 3axdy - 2.1.
2.4, 2y2xy? 2xy® - -
2.5. 3 < - 2.7.
5 5

2.6. 37xzyxy? 37x%y%z 2.2 2.2.
2.7. 13,4 13,4 - 2.5.
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Descritores: 2.1 a 2.9

Uma das dificuldades na manipulacdo de monémios prende-se com o facto de, a imagem das
variaveis, os coeficientes poderem igualmente envolver letras, neste caso representando
valores numéricos constantes. Sugere-se, numa fase inicial, que se designe por t, x, y, w,
Z ... asvariaveise por a, b, c, d, ...valores numéricos representados por letras, envolvidos
nos coeficientes. Nos exemplos que se seguem, quando ndo houver indicagdo em contrério,
para efeito de determinar a parte literal dos monoémios, adotar-se-a para as variaveis a ordem
alfabética.
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1. Nos monoémios seguintes, as variaveis designam-se por X, y € z e as constantes por
a,bec.

Escreve na forma candnica o produto dos seguintes monémios e, caso 0s monémios
sejam semelhantes, determina igualmente a respetiva soma.

1.1, 3x* e 7x3

1.2. 2y e bSay

1.3.  4x% e 8yx®

1.4, 12abcx?y®z* e 3ba’xyz

1.5. (3+2b)x? e 7axy

Resposta:
1.1, 3P x7x3=3x7xx°=21x°
1.2. 2y xb5ay=2x 5axy?=10ay?
Os monomios sdo semelhantes: 2y + 5ay = (2 + 5a)y
1.3,  4x?y x 8yx? =4 x 8 x x*y? = 32x%y?
Os mondmios sdo semelhantes: 4x%y + 8yx? = 12x%y
1.4. 12abcx?y3z* x 3ba?xyz = 12abc x 3ba? x x3y*z° = 36a3b%cx3y*z°

1.5. (3 +2b)x?> x 7axy = (3 + 2b) x 7a x x3y = 7a(3 + 2b)x3y

ALGS8-2.10a 2.14
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Descritores: 2.10a 2.12

Tal como nos exemplos dos descritores anteriores, podera, salvo mencado em contrario, adotar-
-se a ordem alfabética para ordenar as variaveis de um dado monémio.

Descritores: 2.13 e 2.14

Trata-se aqui simplesmente de reconhecer que a soma algébrica e o produto de monémios
anteriormente definidos sdo coerentes com o valor numérico das diferentes expressées uma
vez concretizadas as variaveis. Sao propriedades bastante 6bvias, uma vez que as operacdes
e o conceito de igualdade entre mondmios foram definidos tendo esse fim em vista, levando em
conta as propriedades algébricas da multiplicacdo e das poténcias. Deve-se no entanto chamar
a atencdo para estes factos simples uma vez que legitimam as operagfes apresentadas. Por
exemplo, observando a igualdade

8xy x 2x3%? = 16x%y?

poderdo atribuir-se diferentes valores as variaveis e observar que se obtém dessa forma
igualdades verdadeiras, 0 que se pode prever com toda a generalidade, aplicando
simplesmente as propriedades comutativa e associativa da multiplicagéo e a regra para o
produto de poténcias com a mesma base.
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1. Obtém uma forma reduzida de cada um dos seguintes polinomios (varidveis x e y),
indicando o respetivo grau e identificando duas alineas em que se representem
polindmios iguais:

1.1, 3x°+8+5x—-13x*+7

1.2, 3x%y2 + 4X + 4Xy — X2y + y? + 2Xy + X — 2x?y?
1.3. 3ax?+2by —y? - 3by + ax?

1.4, 2x%y% + 5x + 3xy — X?y? + y2 + 3xy — x?y?

1.5. Polinémio soma dos representados nas alineas 1.2. e 1.3..

ALGS8-3.3a3.10
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Descritores: 3.8 e 3.9

Tal como para as opera¢gdes com monoémios, as operacdes com polinbmios e o conceito de
igualdade de polinémios sao definidos, levando em conta as propriedades algébricas das
operacOes de adicdo e multiplicacéo e as regras para operar com poténcias, com o objetivo de
garantir que as igualdades envolvendo resultados dessas operacdes se mantém quando se
substituem as variaveis por numeros. Assim, por exemplo, a definicdo de produto de polinémios
traduz simplesmente a propriedade distributiva da multiplicacdo em relag¢éo a adicao, pelo que
o produto de numeros obtidos pela substituicdo das variaveis de dois polinémios por valores
numeéricos concretos sera sempre igual ao valor obtido pela substituicdo pelos mesmos valores
das variaveis do polindémio produto, como se prova aplicando a referida propriedade e o que ja
se sabe acerca do produto de mondémios.

Descritor: 3.10

Uma vez que esta definido o produto de polinémios, podemos utilizar a notacao das poténcias
de expoente natural para representar o produto de certo nimero de fatores polinomiais iguais
entre si. Pretende-se entdo que os alunos provem as igualdades:

(X +y)* = X2+ 2xy +y?
(X —y)? =x*—2xy +y?
e
(X+Y)(x—y) =x*—y?

Tendo em conta o presente objetivo geral, pretende-se que os alunos elaborem demonstracoes
algébricas, utilizando as definicbes das operagdes e o0 conceito de igualdade entre polinébmios;
por exemplo:

(X+yP=(X+Y) X (X+Y)=XXX+XXYy+yXX+yXxy=x2+Xy+Xy+y>=x>+2xy +y?

No entanto, o professor podera também apresentar constru¢cdes geomeétricas que ilustrem
estas igualdades, proporcionando assim aos alunos uma compreensao mais ampla do seu
significado.
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1> Na seguinte figura um quadrado de lado x +y foi dividido
em quatro retangulos iguais e um quadrilatero central.

1.1. Justifica que o quadrilatero central € um quadrado e indica
uma expressao para o lado desse quadrado como um
polinbmio de variaveis x e y.

1.2. Exprime a area dos retédngulos e do quadrado central através
de polinébmios nas variaveis x e y.

1.3.  Utilizando a alinea anterior, mostra que (x +y)? = 4xy + (x — y)?.

1.4. Prova algebricamente a igualdade da alinea anterior.

2.* Na figura estéo representados dois triangulos [ABC] e
[DEA], retangulos respetivamenteem C eem D, de
tal forma que os pontos D, A e C estao alinhados e

tais que DA=CB=a, DE=AC=b e AE=AB=c .

E
2.1. Justifica que o triangulo [EAB] é retangulo. b

2.2. Exprime a area de cada um dos triangulos através de D
polinbmios nas variaveis a, b e ¢ e determinaa
respetiva soma designando-a por A; .

2.3.  Justifica que os trés triangulos formam um trapézio retangulo [EBCD], exprime a area
desse trapézio através de um polindmio nas varidveis a e b, e designa-o por A;.

2.4. Levando em conta os resultados das alineas anteriores e sem utilizares o teorema de
Pitagoras prova que a?+ b?=c?.

3. Se trés nimeros naturais m, n e p verificarem a igualdade m? + n? = p? diz-se que
(m, n, p) éum terno pitagorico.

3.1. Mostraquese (m, n, p) éum terno pitagorico e k é um ndmero natural entdo
(km, kn, kp) é também um terno pitagoérico.

3.2. Provaque, sendo a e b numeros naturais tais que a >b entdo os numeros inteiros
m=a?-b?, n=2ab e p=a?+b? formam um terno pitagorico.

3.3. Utiliza a alinea 3.2. para obteres diferentes triangulos retangulos de lados inteiros.

ALGS8-4.1
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Resposta:

3.1. Tem-se (km)?+ (kn)? = k?m? + k?n? = k¥(m? + n?) = k?p? = (kp)?, pelo que (km, kn,
kp) € um terno pitagorico.

3.2. m?+n?=(a?-b??+ (2ab)? = a* — 2a%b? + b* + 4a%b? = a* + 2a%b? + b* = (a2 + b?)? = p?

de onde se conclui que (m, n, p) € um terno pitagorico.
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1> Fatoriza os seguintes polindmios, comegando por colocar em evidéncia fatores comuns
e observando, em seguida, a eventual ocorréncia de casos notaveis que permitam
prosseguir a fatorizacéo.

1.1.  3xy?-12x3

1.2.  a*h?-a%h?

1.3. (x-y)?-4

1.4. (a—-b3-9@-b)
1.5, 3x(x-y)® - 12x3(x —Y)
16. (x—-2)*-16

1.7. 5x>-10x+ 20

1.8. 3ax?+6ax+3a
1.9.  4xy? + 24xy + 36X
1.10 —xy?+ 2xy —X
1.11  4x?y* — 4xy®z + y?z?
1.12  4x%? — 4x3yz + x?z°

1.13  4x%y* — 4xy3z + y?7? — 4x*y? — 4x3yz + X272

Descritor: 4.2

Entende-se pela expressao «fatorizar um polinémio» a operagéo que consiste em escrever um
dado polindémio como produto de polinémios, sendo pelo menos um dos fatores ndo constante
e de grau inferior ao polinémio inicial. Fica subentendido, no exemplo seguinte, que se deve
prosseguir a fatorizacao tanto quanto possivel.
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1.* O triangulo [ABC] é retangulo em C e [CD] é a altura do triangulo relativa a

hipotenusa.

A

D B

1.1. Justifica que os tridangulos [ABC] e [ACD] sao semelhantes.

1.2. Justifica que A—_C==D=C=D :
AB AC BC
1.3. Justifica que i:B—_ng .
AB BC AC

2.* O tridangulo [ABC] é retangulo em C e [CD] é a altura do tridngulo relativa a
hipotenusa. Sejam a=BC , b=AC , c=AB , x=AD e y=DB .

C

2.1. Justifica que b?=xc.

2.2. Justifica que a?=yc.

2.3. Provaque a?+ b?=c? tendo em conta as conclusdes tiradas em 1.1. e 1.2. e as

condi¢cdes da figura.

GM8-1.1e1.2
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Resposta:

1.1. Ostridngulos [ABC] e [ACD] séo ambos retangulos, o primeiro por hip6tese e o
segundo porque [CD] é a altura relativa a [AB] e, por outro lado, o angulo interno de
vértice em A é comum aos dois triangulos. Assim, pelo critério AA de semelhanca de
triangulos (GM7-4.10) pode concluir-se que os dois triangulos sdo semelhantes.

1.2. A hipotenusa do tridngulo [ABC] corresponde a hipotenusa do triangulo [ACD], ou
seja, [AB] corresponde a [AC]. O angulo de vértice A é comum aos dois triangulos,
logo os lados que se Ihe opdem séo correspondentes, ou seja, [BC] corresponde a
[CD] . Finalmente [AC] corresponde a [AD]. Como, em triangulos semelhantes, os
comprimentos dos lados
correspondentes sdo C C
diretamente '
proporcionais, tem-se

AC_AD CD

que: — = —=—
AB AC BC

1.3. Ostriangulos [ABC] e [CBD] s&o ambos retangulos, o primeiro por hipétese e o
segundo porque [CD] é a altura relativa a [AB] e, por outro lado, o angulo interno de
vértice em B é comum aos dois triangulos. Assim, pelo critério AA de semelhanca de
triangulos (GM7-4.10), os dois triangulos sdo semelhantes.

B

A hipotenusa do triangulo [ABC] corresponde a hipotenusa do triangulo [CBD], isto €,
[AB] corresponde a [BC]. O angulo de vértice B é comum aos dois triangulos, logo
os lados que se Ihe opdem séo correspondentes, ou seja, [AC] corresponde a [CD] .
Finalmente [BC] corresponde a [BD]. Como, em triangulos semelhantes, os
comprimentos dos lados correspondentes sao diretamente proporcionais, tem-se que:

AB_BC_AC
BC BD CD

, de onde se conclui

: ~ " . b x
2.1. Nesta situacdo geomeétrica sabemos que (descritor 1.1) — 5
c

que b%?=xc.

a .

2.2. Analogamente, —= y , pelo que podemos concluir que aZ=yc.
cC a
2.3. Umavezque a?=yc e b?=xc entdo a?2+b?=yc+xc=(y+x)xc=cxc=c?, ou

seja, a2+ b?=c?.
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Descritor: 1.1

Neste objetivo geral o teorema de Tales e a semelhanca de triangulos sdo aplicados a uma
particdo do tridngulo retangulo que por sua vez é utilizada para a demonstracdo do teorema de
Pitagoras.

Descritor: 1.2

Apresenta-se neste descritor uma sugestéo para a demonstracdo do teorema de Pitagoras a
partir da semelhanca dos triangulos determinados pela altura relativa a hipotenusa. No Texto
Complementar de Geometria indica-se a razéo pela qual se optou por encarar o teorema de
Pitdgoras como uma consequéncia do teorema de Tales.

Esta demonstracdo deve ser trabalhada tendo presentes os resultados expressos no descritor
1.1.

Observagéo:

No exemplo 1., partiu-se do principio de que o pé da perpendicular auxiliar considerado ficava
situado no lado do tridngulo, sendo distinto dos vértices; podemos facilmente justificar essa
propriedade notando que outras posi¢des para o pé da perpendicular conduziriam a um
triangulo retdngulo com um angulo interno obtuso ou com um segundo angulo interno reto, o
que, como sabemos, é impossivel.
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Texto Complementar de Geometria
Descritores: 1.1e 1.2

Dado um triangulo [ABC] retangulo em C consideremos a altura tracada do vértice C para a
hipotenusa e designemos por D o pé dessa perpendicular:

c

A B

c

Essa altura divide o triangulo [ABC] em dois tridngulos retdngulos, cada um deles partilhando
um angulo interno ndo reto com o triangulo [ABC] ; pelo critério AA, os trés triangulos sao
semelhantes entre si (cf. GM7-4.10). Podemos entdo concluir que séo proporcionais os lados
correspondentes em cada par de triangulos. E facil identificar os lados correspondentes através
dos angulos opostos; em particular, notando, por exemplo, que, no triangulo [ADC], o angulo
D éreto e os angulos em A dos triangulos [ADC] e [ABC] coincidem, concluimos que o
angulo em C do triangulo [ADC] é igual ao angulo em B do triangulo [ABC], e,
analogamente, sdo iguais o0 angulo em C do tridngulo [BDC], e o angulo em A do triangulo
[ABC] .

Temos portanto, utilizando as semelhancas entre o triangulo [ABC] e cada um dos triangulos
da decomposicao:

AC_Ab , BC_DB
AB AC AB BC
Ou seja, representando as medidas dos comprimentos dos lados pelas letras indicadas na
figura:

a_x _b_y
c a c b
0 que é equivalente a conjuncéo das duas igualdades a?=xc e b?=yc; adicionando-as
membro a membro obtemos a? + b? = xc + yc = (X +y) ¢ =c?, ou seja, num triangulo retangulo
0 quadrado da medida do comprimento da hipotenusa € igual a soma dos quadrados das
medidas dos comprimentos dos catetos, o que costuma abreviar-se em «num tridngulo
retangulo o quadrado da hipotenusa €é igual a soma dos quadrados dos catetos», designando-

se esta proposicao por teorema de Pitagoras.
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Observagdes:

1*

Para levar a cabo a demonstracdo acima é essencial garantir que o ponto D, pé da
perpendicular tracada para a hipotenusa a partir do vértice oposto, fica estritamente
situado entre os vértices A e B. Embora este facto pareca geometricamente 6bvio,
carece de demonstracdo. Em primeiro lugar D nao pode coincidir com nenhum dos
vértices, pois, caso contrario, o triangulo teria dois angulos internos retos; por outro
lado, se o ponto D estivesse situado na reta AB fora do segmento [AB], por
exemplo, se B estivesse entre A e D, 0 angulo CBD seria um angulo externo do
tridangulo [ABC] n&o adjacente ao angulo reto e portanto teria de ser um angulo obtuso
(ja que € igual & soma de um angulo reto com um angulo agudo). Mas, nesse caso, 0
triangulo [CBD] teria um angulo interno reto e outro obtuso, o que € absurdo

(cf. GM5-2.3); de modo analogo chegariamos a um absurdo supondo que A estaria
entre D e B, pelo que apenas resta a hipotese de D estar estritamente situado entre
AeB.

Na abordagem seguida anteriormente para a demonstracao do teorema de Pitagoras
evitou-se recorrer a propriedades da nocédo de area, ja que uma teoria rigorosa da
medida de area é conceptualmente mais complexa, pressupondo, nas abordagens mais
correntes, o conhecimento prévio de teoremas como o de Tales e de Pitagoras (cf.
comentarios anélogos nas observagdes finais dos textos de apoio do TCG aos
descritores GM7-4.7 e GM6- 1.7). No entanto, o teorema de Pitagoras, na sua versao
classica, encontra-se expresso nos Elementos de Euclides na seguinte forma:

Livro | - Proposicao 47
Em triangulos retangulos, o quadrado no lado subtenso ao angulo reto é igual a soma
dos quadrados nos lados que contém o angulo reto.
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No Livro VI desta mesma obra, podemos encontrar uma aparente generalizacdo deste
resultado:

Livro VI - Proposicéo 31
«Em tridngulos retangulos, a figura tragada no lado subtenso ao angulo reto é igual a
soma das figuras semelhantes desenhadas nos lados em torno do angulo reto».

C

Em linguagem atual, a Proposicao 31 diz simplesmente que se considerarmos trés
figuras semelhantes, cada uma contendo um dos lados de um tridangulo retangulo e de
tal forma que a semelhanca que transforma uma em outra transforme também o
respetivo lado do tridngulo no outro, entdo a soma das areas das figuras
correspondentes aos catetos é igual a area da figura correspondente a hipotenusa.

O teorema de Pitdgoras é uma consequéncia desta propriedade, ja que basta escolher
para figuras semelhantes quadrados de lados iguais aos lados do tridngulo. Na verdade,
os dois resultados sédo equivalentes: reciprocamente, se considerarmos trés figuras
semelhantes construidas sobre os lados do triangulo [ABC], as razbes das
semelhancas que transformam a figura construida sobre a hipotenusa naquelas que

~ . N . . . a b
estdo construidas sobre os catetos sdo respetivamente iguaisa — e — . Temos
c c

2 2
assim A :(%] A e A :(gj A,, arelagdo A:+ A2= Az, implica que

c

a 2 b 2 a 2 b 2
(—) A, +(—j A, =A, , ouseja, que (E] J{Ej =1, de onde se conclui que
c
a’+b*=c?

Podemos pois, para provar o teorema de Pitagoras, admitindo o resultado basico
relativo a &reas de figuras semelhantes, selecionar uma qualquer figura em particular e
mostrar a aditividade das areas. A escolha natural recai sobre triangulos semelhantes
ao inicial. O facto de que a altura relativa ao angulo reto divide o triangulo [ABC] em
dois triangulos semelhantes ao primeiro constitui ja uma demonstracéo do teorema de
Pitdgoras.
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De facto, se chamarmos A: e A as areas desses dois triangulos e Az a area do
triangulo inicial, temos Ai + A2 = As por construgéo.

C

Assim, também nesta abordagem, o teorema de Pitagoras aparece de forma natural
como um teorema de semelhanca de tridangulos, ou seja, como uma consequéncia do
teorema de Tales. A demonstracdo do teorema de Pitagoras proposta nas Metas
Curriculares baseia-se unicamente nas proporc¢des do teorema de Tales, sem qualquer
referéncia & nogéo de area.

E interessante observar que o teorema de Pitagoras apenas € valido em geometria
euclidiana, e que apenas nesta geometria existem triangulos semelhantes. Em conjunto
com o que foi explicado, este facto deixa adivinhar uma ligacdo mais profunda entre a
existéncia de tridngulos semelhantes e o teorema de Pitagoras. Por exemplo, em
Geometria esférica, o teorema de Pitagoras é falso e, nesta Geometria, 0s Unicos
triangulos semelhantes que existem s&o os triangulos iguais.

A area de um triangulo esférico [ABC] é dada por:
Apsc= (A+B+C—-mR?

onde R ¢é o raio da superficie esféricae A, B e C designam as medidas em radianos
dos angulos internos do triangulo. Uma consequéncia imediata deste resultado é que se
dois triangulos tém angulos iguais ent&o tém a mesma area. E possivel demonstrar,
utilizando ferramentas préprias a geometria esférica, que dois tais triangulos sdo entéo
iguais.

Porto
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A demonstragdo do teorema de Pitdgoras constante do
Livro | dos Elementos de Euclides, Proposicdo 47, referida
na observacao anterior, utiliza as areas de certos
tridngulos de forma extremamente interessante e que
pode fornecer pistas para futuras estratégias de resolucéo
de problemas.

Dado um triangulo [ABC] retangulo em C e de altura
[CK], consideremos os quadrados [ACFG], [BCDE] e
[ABIH] , construidos sobre os respetivos lados, e o ponto
J, intersecdo das retas (perpendiculares) HI e CK.

O triangulo [ABE] tem altura, relativa a base [BE], igual
a [BC] logo a &rea do quadrado [BCDE] é igual ao dobro
da &rea do triangulo [ABE] .

Pelo caso LAL de igualdade de tridngulos prova-se que 0s
triangulos [ABE] e [IBC] sé&o iguais pois AB=BI |

BE =BC ¢ ABE=IBC (angulos que sio iguais & soma
de um angulo reto com 0 angulo ABC ). Assim, podemos o
afirmar que a area do quadrado [BCDE] é igual ao dobro
da area do triangulo [IBC] .

Por outro lado, o triangulo [IBC] tem altura relativa a
base [BI] iguala [IJ], logo a area do retangulo [IJKB] é
também igual ao dobro da &rea do triangulo [IBC].
Podemos portanto concluir que a area do quadrado
[BCDE] é igual a area do retangulo [IJKB] .

De forma analoga se conclui, utilizando os triangulos
[ABG] e [CAH] que a area do retangulo [AHJK] é igual ;
a area do quadrado [ACFG]. o

Assim se conclui a demonstracao:

Apneiv) = Ajpnakg + Anakel = Aecog] + Ajacrg)

PEE o




METAS CURRICULARES DO ENSINO BASICO
ExXeEmPLOS DO CADERNO DE APOIO 3.°c CiCLO

Antoénio Bivar, Carlos Grosso, Filipe Oliveira, Maria Clementina Timoteo

8.° ano

1. Resolve as seguintes equagodes:
1.1. 4x2-49=0

1.2. 2x*-50=0

13. (x+472-9=0

1.4. (x—=3)2+4=0

15. 3x2+4=x2+4

1.6. 4x2-(x+1)>=0

ALG8-5.3e5.4

Parte 2, pag. 76
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Descritor: 5.3
Demonstragao da lei de anulamento do produto:

Sejam dois numeros x e y taisque xxy=0.

Se x#0, multiplicando ambos os membros da igualdade por 1 vem lx X XY :ix 0, ou
X X X

seja, y=0.

Desta forma, x=0 ou y=0.

Descritor: 5.4
Considerando a equacédo x? =k naincégnita x:
e Se k<0, como x220 independentemente do valor de x, aequacéo ndo tem solucéo.

e Se k=0,x*=0exxx=0<x=0, pelalei de anulamento do produto.
e Se k>0,x2=k<:>x2=\/E2@xz—JEz:O@(x—\/E)(x+\/E)=O@
<:>x—\/_=0vx+«/_=0<:)x=\/ivx=—«/E

PEE o




METAS CURRICULARES DO ENSINO BASICO
(o]
EXEMPLOS DO CADERNO DE APOIO 3.0 CICLO 8.° ano

Antoénio Bivar, Carlos Grosso, Filipe Oliveira, Maria Clementina Timoteo

Parte 2, pag. 76

1. Resolve em ordem a x aequagdo 4x?=ax, onde a € um nimero real.

2.* Um quadrado de lado x tem perimetro p eéarea a (p>0 e a>0).
2.1. Escreve umaigualdade que relacione x e p e outra que relacione x e a.
2.2. Resolve cada uma das equacdes em ordem a x e deduz que p?=16a.

2.3. Existe algum quadrado de perimetro 20 cm e de area 24 cm? ?

Resposta:

1. d=ax e dx’-—ax=0 (4x—-a)xx=0

Pela lei do anulamento do produto, x=0 v 4x—a=0<x=0 V X =% .

21. p=4x; xX’=a

2.2. x=R e x=\/5 , de onde se conclui que %:\/5, ou ainda que p2=(4J5)2=16a .

4

2.3. 20°=400 e 24 x 16 =384 . Como 400 # 384 , nao existe nenhum quadrado com
essas caracteristicas.

ALGS8-7.2
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METAS CURRICULARES DO ENSINO BASICO
(o]
EXEMPLOS DO CADERNO DE APOIO 3.0 CICLO 8.° ano

Antoénio Bivar, Carlos Grosso, Filipe Oliveira, Maria Clementina Timoteo

Parte 2, pag. 132
1. Considera o seguinte conjunto de dados numéricos:

23, 13, 14, 25, 26, 14, 12, 20, 15, 13, 23, 26, 26, 12, 17.

Indica os valores do primeiro e do terceiro quartil.

2. Indica o primeiro e o terceiro quartil do seguinte conjunto de dados:

8, 14, 14, 10, 7, 2, 10, 6, 7, 13, 16, 16, 4, 7, 15, 11, 3.

3. Indica o primeiro e o terceiro quartil do seguinte conjunto de dados:

3,4,15, 16,4, 2, 10, 5, 4, 13, 16, 16, 2, 7, 5, 2.

4, Indica o primeiro, 0 segundo e o terceiro quartis do seguinte conjunto de dados:

33, 34, 45, 47, 34, 32, 40, 35, 33, 43, 47, 47, 32, 37.

OTD8-1.1e1.2
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Resposta:
1. Dados ordenados:
12, 12, 13, 13, 14, 14, 15, 17, 20, 23, 23, 25, 26, 26, 26.

Como sdo 15 dados e 15 é impar, a ordem de referéncia para o calculo dos quartis é

15+1

a ordem =8 .

12, 12, 138, 13, 14, 14, 15, 17, 20, 23, 23, 25, 26, 26, 26.

Para calcular o primeiro quartil temos que determinar a mediana dos dados de ordem
menor que 8 :

12, 12, 13, 13, 14, 14, 15.
O primeiro quartil é 13 .

Para calcular o terceiro quartil temos que determinar a mediana dos dados de ordem
maior que 8:

20, 23, 23, 25, 26, 26, 26.

O terceiro quartil € 25.

2. Dados ordenados:
2,3,4,6,7,7,7,8, 10, 10, 11, 13, 14, 14, 15, 16, 16.

Como o n.° de dados € impar, a ordem de referéncia para o céalculo dos quartis é a

17+1

ordem =9 .

2,3,4,6,7,7,7,8, 10, 10, 11, 13, 14, 14, 15, 16, 16.

Para calcular o primeiro quartil temos que determinar a mediana dos dados de ordem
inferior a ordem assinalada:

2,3,4,6,7,7,7, 8.
O primeiro quartil é 6,5 .

Para calcular o terceiro quartil temos que determinar a mediana dos dados a partir da
ordem assinalada, correspondente a mediana:

10, 11, 13, 14, 14, 15, 16, 16.

O terceiro quartil é 14 .

PEE o
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3.

Sequéncia ordenada dos dados:
2,2,2,3,4,4,4,5,5,7, 10, 13, 15, 16, 16, 16.
Uma vez que este conjunto tem 16 dados (n.° par), para calcular o primeiro quartil

temos que determinar a mediana dos dados de ordem menor ou igual a 8 [%} :

2,2,2,3,4,4,4,5.
O primeiro quartil é 3,5 .
Para o terceiro quartil, temos:
5, 7,10, 13, 15, 16, 16, 16.

O terceiro quartil ¢ 14 .

Dados ordenados:
32, 32, 33, 33, 34, 34, 35, 37, 40, 43, 45, 47, 47, 47.

Uma vez que o niumero de dados € par, existem duas ordens centrais, a ordem 7 e
ordem 8. Assim, a mediana é igual a média dos valores dessas ordens, ou seja, a

a

mediana é 36 . O segundo quartil € também 36 pois, por definicdo, € igual ao valor da

mediana.

. . L s 14
Para calcular o primeiro quartil, devemos ter em conta os dados até a ordem 7 [—

Calculando a mediana dos primeiros 7 dados da sequéncia ordenada, temos que 0
primeiro quartil € 33.

32, 32, 33, 33, 34, 34, 35.

:)

Calculando a mediana dos ultimos 7 dados da sequéncia ordenada, verifica-se que o

terceiro quartil é 45 .
37, 40, 43, 45, 47, 47, 47.

Assim, Q1=33; Q2=36; Q3=45.
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Descritores: 1.1 e 1.2
Informagdo Complementar para o professor
Observacgéo sobre o0s quartis

No Ensino Bésico e Secundario o termo «quartis» é associado de uma maneira geral a divisdo
em quatro partes de um conjunto de dados sem gue se apresente uma definicdo mais precisa,
recorrendo-se muitas vezes a exemplos relativamente aos quais séo indicados os
procedimentos para os obter. Analisando a literatura especializada, verifica-se a existéncia de
uma grande diversidade de processos que hdo conduzem aos mesmos resultados para o
primeiro e para o terceiro quartil (0 segundo quartil, invariavelmente, é definido como sendo
igual a mediana). Em suma, ndo existe uma definicdo universalmente aceite nem para o
primeiro nem para o terceiro quartil.

A titulo de exemplo, observe-se o célculo do primeiro quartil (Q1) tomando um conjunto com 23
dados (X1, X2, ..., Xe3 ) recorrendo a diferentes métodos que podem ser encontrados
correntemente na literatura e repare-se como cada um dos processos apresentados pode
conduzir a diferentes valores de Q.

1.%processo:

- , 23 . .. .
Divide-se o numero de dados por quatro. Uma vez que 7 nao é inteiro, consideram-se os

nameros inteiros imediatamente inferior e superior (5 e 6) e os dados correspondentes a essas
ordens na sequéncia ordenada dos dados, tomando-se para primeiro quartil a média aritmética
X5 + Xg

desses dois dados. Neste caso, tem-se Q, = >

2.° processo:

Depois de ordenados os dados e de encontrada a mediana (x12), 0 primeiro quartil (Q1) é obtido
como a mediana dos dados de ordem inferior a ordem da mediana (x; a Xi1). Assim, tem-se
Q: =xs. E este o processo utilizado por grande parte das calculadoras.

3.2 processo:

Depois de ordenados os dados e de encontrada a mediana (x12), 0 primeiro quartil (Q1) é obtido
como a mediana dos dados de ordem inferior ou igual & ordem da mediana (x1 a X2),
Xg + X,

obtendo-se o valor Q, = >

P
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No entanto, os diferentes autores parecem concordar que a definicdo deveria ser tal que:

a percentagem de dados n&o superiores ao primeiro (respetivamente terceiro) quartil é pelo
menos 25% (respetivamente 75%) e a percentagem de dados n&o inferiores ao primeiro
(respetivamente terceiro) quartil € pelo menos 75% (respetivamente 25%),

embora, com frequéncia, esta propriedade seja apresentada de um modo menos exigente,
mencionando-se apenas a primeira parte:

a percentagem de dados ndo superiores ao primeiro (respetivamente terceiro) quartil € pelo
menos 25% (respetivamente 75%).

Porém, com esta simplificacdo, apenas se restringem os valores possiveis para os quartis a
intervalos que néo séo limitados a direita, o que é claramente inconveniente. Para que uma
condigéo deste tipo implique que os quartis pertencem a intervalos de extremos iguais aos
valores de dois dados consecutivos na respetiva sequéncia ordenada (com determinados
indices que apenas dependem da dimensdo da amostra), é necessario que se refira tanto a
percentagem de dados menores ou iguais a um determinado quartil, como a percentagem de
dados maiores ou iguais a esse valor.

Curiosamente, ndo existe uma definicdo simples nem para o primeiro nem para o terceiro
quartil, que, independentemente do nimero de dados em analise, implique a veracidade desta
propriedade, mesmo na versdo mais simples acima referida. E o caso, por exemplo, dos trés
processos acima descritos, que, como veremos mais adiante, falham em certas situagoes.
Pode no entanto garantir-se que, nessas situagdes, as percentagens minimas dos dados em
questao se aproximam dos limiares considerados (respetivamente 25% e 75%) tanto quanto o
desejarmos, desde que se considerem amostras com dimensdes suficientemente elevadas.

Generalizando para um conjunto com n dados cada um dos trés processos em analise,
convém distinguir os casos correspondentes aos diferentes restos resultantes da divisdo de n
por 4 . Repare-se ainda que quando n é impar existe um dado cujo valor é igual & mediana
ao passo que, quando n é par, a mediana pode nao coincidir com o valor de nenhum dos
dados ja que é calculada como média dos valores de dois dados. Nos casos em que n € par,
tanto 0 2.° como o 3.° processo fazem intervir no calculo de Qi os valores das ordens até a

ordem % (inclusive).

Considerem-se entdo os quatro casos: n=4k; n=4k+1; n=4k+2; n=4k+ 3.

P
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Na tabela seguinte, apresenta-se o valor de Q1 , calculado pelo método apresentado em cada

um dos trés processos.

n =4k n=4k +1 n=4k + 2 n=4k + 3
X, + X X, + X X, + X
1.° processo Q1 = X« Q=—tr—x1 Q, =k Tk Q, =k Tk
2 2 2
X, + X X, + X
2.° processo le% le% Q1= Xk+1 Q1= Xk+1
X, + X X4 + X
3.2 processo le% Q1= Xk+1 Q1= X+1 le%

Passemaos agora a verificacdo da propriedade no que respeita ao primeiro quartil, que exige
que a percentagem de dados menores ou iguais a Q: deve ser pelo menos 25% e a
percentagem de dados maiores ou iguais a Q: deve ser pelo menos 75% .

1.° processo (Qi)

N.° de dados n =4k n=4k+1 n=4k+ 2 n=4k +3
Valor do primeiro quartil Q1 =X« Q=2 +2X”1 Q = fn +2Xk+l Q =T M +2Xk+1
N.° de dados de valor garanti-
. k k k k
damente menor ou igual a Q:
e . k Kk k k
Verificagdo da propriedade —=25% <25% <25% < 25%
4k 4k +1 4k +2 4k +3
(o] i- — — =
N.° de dados de valor garanti n—(k-1) N—k=3k+1 | n-k=3k+2 | n—k=3k+3
damente maior ou igual a Q; 3k+1
Verificacdo da propriedade 3k+1 > 75% 3k+1 >75% 3k+2 > 75% 3k+3 > 75%
4k +1 4k +2 4k +3
Nos casos assinalados a vermelho ndo se pode garantir a propriedade.
2.2 processo (Q:)
N.° de dados n =4k n=4k+1 n=4k + 2 n=4k+3
Valor do primeiro quartil Q =% Q =% Q1= Xu+1 Q1= X1
(o] i-
N.° de dados de val_or garanti K K K+1 K+1
damente menor ou igual a Q:
Verificacdo da propriedade LS =25% <25% k+1 > 25% k+1 > 25%
4k 4k +1 4k +2 4k +3
N.° de dados de valor
garantidamente maior ou igual n—k=3k n—-k=3k+1 | n-k=3k+2 | n-k=3k+3
a Ql
Verificagcdo da propriedade 3K =75% k+1 > 75% k+2 > 75% 3k+3 > 75%
4k 4k +1 4Kk + 2 4k +3

No caso assinalado a vermelho néo se pode garantir a propriedade. No entanto, verifica-se que
para n =53, o valor obtido é arredondado a unidade percentual para 25% , uma vez que a

diferenca é menor que 0,5% .
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3.° processo (Qi)

N.° de dados n =4k n=4k+1 n=4k + 2 n=4k + 3
Valor do primeiro quartil Q =% Q1= Xk+1 Q1= Xk+1 Q= W
o i-

N.° de dados de val_or garanti K K+1 K+1 K+1

damente menor ou igual a Q

Verificagdo da propriedade X =25% K+l > 25% k+l >25% K+l > 25%
4k 4k +1 4Kk +2 4k +3

N.° de dados de valor garanti- - L - n—(k+1)=

damente maior ouigual a Q; | " k=3k n-k=3k+1 |n-k=3k+2 |4

Verificacao da propriedade 3K =75% 3k+1 > 75% 3k+2 > 75% k+2 <75%
4k 4k +1 4k + 2 4k +3

Mais uma vez, o caso assinalado a vermelho é o problematico. Todavia, verifica-se que para
n =51, o valor obtido é arredondado a unidade percentual para 75% , ja que a diferenca &

menor que 0,5% .

Como acabamos de verificar, nenhum dos processos apresentados garante que:

a percentagem de dados ndo superiores (respetivamente néo inferiores) ao primeiro quartil é
pelo menos 25% (respetivamente 75%).

Para que isso acontecesse, seria hecessario que se estabelecessem regras especificas para o
calculo dos guartis que dependessem do resto da divisdo do numero de dados (n) por 4,
tornando-se o procedimento fastidioso e pouco interessante para os alunos deste ciclo de

estudos.

Rejeitando o0 1.° processo, dado que néo verifica uma das propriedades em trés quartos dos
casos e comparando 0s 2.° e 3.° processos nos casos em que ndo garantem a propriedade,

verifica-se que se encontram em igualdade de circunstancias quanto a opcédo de preferéncia,
guando se efetua a verificagdo da versdo completa da propriedade.

Para n impar

Processo que nao inclui
a ordem da mediana no
calculo dos quartis

2.° processo
n=4k+1

Processo que inclui a
ordem da mediana no
calculo dos quartis
3.°2 processo
n=4k + 3

Percentagem de dados de valor menor ou
igual a Q: é maior ou igual a 25%

N&o garantido

Garantido

Percentagem de dados de valor maior ou
igual a Q1 é maior ou igual a 75%

Garantido

N&o garantido

Percentagem de dados de valor menor ou
igual a Qs é maior ou igual a 75%

Garantido

N&o garantido

Percentagem de dados de valor maior ou
igual a Qs é maior ou igual a 25%

N&o garantido

Garantido
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Atendendo a estas questdes, optou-se, nas Metas Curriculares, pelo 2.° processo de célculo
dos quartis (OTD8-1.1 e OTD8-1.2) uma vez que é o mais amplamente utilizado, sendo em
particular o que esta programado na grande maioria das calculadoras. Em conformidade com
esta escolha, o descritor OTD8-1.4 refere apenas as propriedades que de facto sao validas
com a definicdo adotada. E no entanto aconselhavel referir a importancia das propriedades
enunciadas na primeira e na ultima linha do quadro anterior, ainda que, pelo processo de
célculo adotado, apenas se verifiguem aproximadamente, tal como foi explicado.

Relativamente a estes descritores € conveniente que se deem exemplos em que 0s quartis
sejam iguais a algum dos dados apresentados bem como exemplos em gque isso ndo acontece.
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EXEMPLOS DO CADERNO DE APOIO 3.0 CICLO 8.° ano

Antoénio Bivar, Carlos Grosso, Filipe Oliveira, Maria Clementina Timoteo

Parte 2, pag. 136

1. Calcula a amplitude e a amplitude interquartil do seguinte conjunto de
dados:

120, 135, 128, 140, 115, 127, 150, 144, 131, 126, 132, 129, 142.

Resposta
1. Dados ordenados:

115, 120, 126, 127, 128, 129, 131, 132, 135, 140, 142, 144, 150.
mediana

Q:: 115, 120, 126, 127, 128, 129
Qs: 132, 135, 140, 142, 144, 150

minimo: 115

maximo: 150 150 -115=35
Q:1=126,5
Q:=141 141 -126,5= 14,5

A amplitude é 35 e a amplitude interquartil € 14,5 .

OTD8-1.6
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