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de diagnostico.

Unidade 0 Revisso dos contetidos de 7.° ano. Inclui ficha

Abertura de unidade e atividades iniciais
indice da unidade e atividades para relembrar os conceitos
necessarios para a aprendizagem da matéria nova.

Tarefa inicial que
te permitira chegar
a varias conclusoes
que serdao importantes
na construcao dos
Kteus conhecimentos.

Na parte lateral de cada
pdagina de teoria,
existem caixas com
notas, observacoes
sobre a matéria dada,
chamadas de atencao
e curiosidades.

Exercicios resolvidos
passo a passo.
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Verificar a aprendizagem, aplicar e tarefas

de investigacao Exercicios de verificacdo de conhecimentos
e de aplicacéo e, ainda, tarefas diversas e tarefas de investigacao.

Sintese Sintese dos conceitos fundamentais acompanhada
de exemplos que te facilitam o estudo e a consulta.

Nas hiperpaginas é feita a apresentacao

de um tema de uma forma diferente.
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Atividades globais Para poderes praticar e rela- Estratégias para a resolucao de problemas

cionar todos os conceitos que aprendeste, aqui encontras e jogos Apresenta-se um jogo e um problema matemético

atividades variadas. cuja resolucéo é semelhante.

Autoavaliac@o Permite que, com a ajuda da grelha Investigar Propostas de trabalhos de investigacdo e de

de avaliacao, facas uma apreciacao dos teus conhecimentos. projeto. Encontraras também enderecos da Internet e informa-
cao de software relacionados com a unidade.
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o Quando comecaste a aprender Matematica?

A Matemadtica surge naturalmente. Ainda antes de entrares para a escola, deves ter comecado por
fazer comparacdes (menor/maior), ordenar (primeiro, segundo, terceiro, ...), reconhecer formas geo-
métricas, contar, etc. Depois, j& na escola, aprendeste a efetuar operacoes, completar sequéncias,
usar fracbes, trabalhar com figuras planas e sélidos geométricos, recorrer a estatistica, resolver equa-
cbes, etc. Repara no caminho que j& percorreste!

9 O que é para ti a Matematica?

~

4 « PARA MIM, A MATEMATICA E UMA
LINGUAGEM CONHECIDA EM TODO 0O
MUNDO. UM QUADRADO, POR EXEMPLO,
TEM AS MESMAS PROPRIEDADES EM
PORTUGAL OU NO JAPAO.

< EM QUALQUER PAiS, MESMO NAO
FALANDO A LINGUA, POSSO PERCEBER
PRECOS, DISTANCIAS E TEMPOS,
PORQUE SA0 NUMEROS. 08 SIMBOLOS
MATEMATICOS TAMBEM SAO
UNIVERSAIS, COMO, POR EXEMPLO,

> (MAIOR) E < (MENOR).

* TENHO UM PRIMO QUE VIVE NOS

ESTADOS UNIDOS. 0 QUE ELE ESTUDOU

NO ANO PASSADO E MUITO PARECIDO
\COM 0 QUE EU ESTUDEL! Y

4 i s )

A MATEMATICA E UMA
MANEIRA DE PENSAR.
MUITAS VEZES, UTILIZO
0S RACIOCINIOS QUE

CALCULO A AREA DO
QUADRADO TODO E RETIRO
A AREA DO QUADRADO
PEQUENO (QUE ESTA EM CIMA).

APRENDI NAS AULAS EM 10X10—2X2 = 96 4
SITUAGOES QUE PARECEM SA0 12 FILAS DE 10 CADEIRAS

NAO TER NADA A VER. E HA 6 LUGARES VAZIOS
12X 10— 6 =14

SOFIA, PRECISO DE SABER
RAPIDAMENTE 0 NUMERO
DE PESSOAS.
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K- A MATEMATICA E UMA «FERRAMENTA»
QUE UTILIZO NO DIA A DIA.

* POR EXEMPLO, QUANDO FAGO COMPRAS,
GOSTO DE FAZER ESTIMATIVAS DO QUE
VOU PAGAR, CALCULAR 0S DESCONTOS
NOS ARTIGOS EM SALDO, CONFIRMAR

08 TROCOS, ETC.

« TER UM BOM CALCULO MENTAL
PERMITE-ME MUITAS VEZES POUPAR
DINHEIRO. PARA MIM, 0 CALCULO MENTAL
£ COMO UM DESPORTO: APRENDEM-SE
NOVAS TECNICAS E E PRECISO ESTAR
SEMPRE A TREINAR, MAS VALE A PENA!

K- A MATEMATICA E A CIENCIA QUE \
ESTUDA 0S NUMEROS E AS FIGURAS
GEOMETRICAS.

* COMO TENHO «QUEDA» PARA AS
ARTES, GOSTO DE CONSTRUIR
FIGURAS, RESPEITAR AS PROPORGOES,
ESTUDAR PROPRIEDADES, DESCOBRIR
SIMETRIAS E PADROES.

* GOSTO MUITO DE FAZER
INVESTIGAGOES UTILIZANDO
SOFTWARE DE GEOMETRIA. ATE
COSTUMO PROCURAR ATIVIDADES
DO MEU MANUAL PARA IR ALEM DO
KQUE FAZEMOS NAS AULAS! J

/

* PARA MIM, A MATEMATICA E \
A LINGUAGEM DA CIENCIA E
DO PROGRESSO TECNOLOGICO.

« EACIENCIA QUE ESTA NA
BASE DE OUTRAS CIENCIAS
E SEM A QUAL 0S AVANGOS
TECNOLOGICOS TERIAM SIDO
IMPOSSIVEIS.

« A ESTATISTICA, POR
EXEMPLO, E CADA VEZ MAIS
IMPORTANTE NA ECONOMIA,
NA BIOLOGIA, NA ASTRONOMIA,
NA GEOGRAFIA, NAS CIENCIAS

SOCIAIS, ETC.
\ /

E para ti, o que é a Matematica?
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0 Mantém uma atitude positiva

A atitude certa é a de querer aprender. Seja facil ou dificil, acredita sempre que tudo esta ao teu
alcance. Nem sempre uma atitude de vencedor é suficiente para ter sucesso, mas uma atitude
negativa leva sempre ao insucesso. Mesmo quando sentes dificuldades, tem confiancal

©

Participa nas aulas

Existem muitas formas de participar: respondendo
a uma questao do professor, pedindo a palavra
para esclarecer uma duvida, indo ao quadro, resol-
vendo uma tarefa, etc. Aproveita todas as oportu-
nidades para mostrar ao teu professor que estas a
participar na aula.

E importante saber participar corretamente e res-
peitar a opinido dos outros. Se o professor, ou um
colega teu, ja estiverem a falar, ndo interrompas:
espera que terminem e fala a sequir.

Quando o professor faz uma pergunta, mas nao
tens ideia nenhuma da resposta, é preferivel nao
intervires. Contudo, se pensas que a resposta pode
estar correta — apesar de nao teres a certeza —,
deves arriscar e responder. No final da aula, podes
perguntar ao professor se a tua participacao foi boa
ou se deves melhorar.

o

Esta atento nas aulas e empenha-te

E dificil estar concentrado durante toda uma
aula, por isso, tens de aprender a ter uma aten-
cao especial nos momentos importantes (uma
explicacdo por parte do professor, por exemplo)
e manter uma atencao regular no resto da aula.
Qualquer aula exige esforco, principalmente
guando estas a resolver uma atividade sozi-
nho. Por vezes, é necessario fazer varias tenta-
tivas até acertar, mas é assim que se aprende
Matematica: é preciso ser persistente e nunca
desistir!

Quando te escapa alguma coisa, pergunta ao
teu professor: ndo saias da aula antes de
teres esclarecido todas as duvidas.
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Q Aprende com os erros

E normal cometer erros, mas ndo é desejavel repeti-
-los. Muitas vezes, em vez de apagar um erro, é prefe-
rivel assinald-lo (sublinhando a vermelho, por exem-
plo) e escrever a correcdo ao lado. Assim, o erro nao
fica esquecido e, da préxima vez, terds o cuidado

particular de ndo te enganares novamente.

9 Sé organizado

Quer tenhas um caderno ou um dossié, tenta ser
0 mais organizado possivel e ter sempre o mate-
rial necessario. Durante a aula, destaca as frases
e as formulas mais importantes (a utilizacdo de
cores pode ser uma boa ideia). Num caderno
bem organizado encontraras rapidamente qual-
quer informacéo quando precisares dela.

G Estuda com regularidade -

Depois das aulas, nos dias em que tiveste
Matemadtica, comeca por rever o que apren-
deste (podes também ler a matéria no teu
manual). Se, na aula, sentiste dificuldade em
alguma tarefa, tenta fazé-la de novo. Final-
mente, se tiveres trabalhos de casa, resolve-os.
Na véspera de uma aula de Matematica, relé
a tua ultima aula, para estares preparado.
Quando faltares a uma aula, pede a um colega
para te emprestar o caderno. Copia e tenta per-
ceber o que foi feito; se ndo conseguires enten-
der, informa o teu professor para que este te
possa ajudar.

O Prepara-te bem para as avaliacoes =

Quando tiveres uma ficha de avaliacdo, comeca a estudar alguns dias antes. L&, mais uma vez, todas
as licbes, resolve algumas tarefas que ja tenhas feito nas aulas (ou em casa) e, por fim, resolve alguns
exercicios e problemas novos.
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@ NUMEROS RACIONAIS

® Adicao algébrica

Uma adicdo algébrica é uma expressao constituida por adi¢des e subtracdes. O seu resultado
¢ uma soma algébrica.

45 :
+ —— = Reduzem-se as fracées ao mesmo denominador |

9

9
{Resultado na forma de fracao irredutivel |

= < Desembaraca-se de parénteses |

36 L + E = < Reduzem-se as fracbes ao mesmo denominador |

12 12 12
23

= —-"-= (Resultado na forma de fracdo irredutivel |

12

10



® Multiplicacdo e divisao

Aplicam-se as regras dos sinais.
Regras dos sinais na multiplicagao:

+ X + =+ ERVEEE
- 277 14
2)_8
R =
1 2\__2 __1
O TX(_?_ 12 6
2__8
- X+ == —4><7— 7
Regras dos sinais na divisao:
+:4+ =+ 35:7=5
- ==+ —24:(-6)=4
o SR (AR T RO T I
s 3'( 5>_3X< 7)‘ 21
L S22 (M __ 2
St = 2is=-2x(1)=-2

Dois numeros sao inversos um do outro quando o respetivo produto for igual a 1.

Exemplo, 2 e % sdo inversos um do outro porque % X % =1

@ Poténcias

e Uma poténcia de base positiva é sempre um nimero positivo:
52=5X5X5=125.
Uma poténcia de base negativa:
— com expoente par é um numero positivo: (—3)* = +3* = 9;
(-6
3 3 81
— com expoente impar ¢ um nimero negativo: (—10)° = —10° = —1000;
-3
2 2 32
e Multiplicar e dividir poténcias com a mesma base:
am"xXal=a""t" am:a"=a" "
(emqueaeQem,n€N)
Multiplicar e dividir poténcias com o mesmo expoente:
a"xXb"=@xXb)y", @:b"=(@:b)"(emquea, bEQ, b+ 0em,n&IN)
Poténcia de poténcia:
@7 =a"*"(emquea€Qem,n&IN)

e Elevar um numero racional a uma poténcia:
n vezes

n

m' __ mxXmX...Xm
am =a (emqueaeQem,n&IN)

Unidade 0 REVISAO DO 7.° ANO
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® Prioridades das operac¢oes

Operacdes com poténcias = Multiplicacao e divisao — Adicdo e subtracao
Se a expressao tiver parénteses, deve comecar-se por calcular as operacdes dentro de parén-
teses, respeitando as prioridades.

® Raiz quadrada de quadrados perfeitos e raiz cubica de cubos perfeitos

Quadrados perfeitos (0, 1, 4, 9, 16, 25, ...) sdo nUmeros que podem ser expressos COmMo
quadrados de numeros inteiros nao negativos.

A raiz quadrada de um quadrado perfeito nao nulo (ou de um quociente de quadrados per-
feitos nao nulos) € o numero positivo y, cujo quadrado é %. A raiz quadrada de zero é zero.

Escreve-se: Vx = y
e /25 =5, porque 5?=5X5=25

.93 e(i)z_ixi_i
4 — PO Tt T

Se a é nao negativo Va’=a;seaéum quadrado perfeito (\/3)2 =a
Ver=6 ; (vV9y=9

A raiz cubica de um cubo perfeito (ou de um quociente de cubos perfeitos ou simétrico) »
€ 0 nUmero y cujo cubo é x%.

Escreve-se: vVx = y

o /8=2 porque2*=2x2x2=8.

. /644 (if:ixixi:ﬁ
27 3/ POAUelZ ) T3 A T

3 , . 3—)
Temos vV a’ = a; se a € um cubo perfeito (\/3) =a

3
. V57 =5 . (V8)=¢8
Raiz quadrada e raiz cibica de um produto Raiz quadrada e raiz cubica de um quociente
_ o /L= va (r+0)
o Jagxr=+qgxVr Ty
3
o Ygxr=Ygxir . ,xg/i:ﬂ(,io)

@ FUNCOES

® Conceito de funcao

Da-se o nome de funcao ou aplicacao, f, a toda a correspondéncia entre um conjunto A
e um conjunto B que a cada elemento % do conjunto A faz corresponder um, e um so,
elemento y do conjunto B.

12



Simbolicamente, representa-se por f: A - B

O conjunto A denomina-se dominio da funcao e representa-se por D;. Os elementos
do dominio chamam-se objetos. O conjunto B designa-se por conjunto de chegada.

Os elementos do conjunto B que sao imagens por f dos elementos de A formam o contrado-
minio da funcao, que é representado por D, CD; ou flA). Os elementos do contradominio
designam-se por imagens.

Uma funcao f: A » B é uma funcao de variavel numérica se A é um conjunto de nimeros
e diz-se uma funcao numérica se B é um conjunto de nimeros.

e D= {1 2,3, 4}; 0S ObjetOS sao 1, 2, 3 e 4. Dominio de f Contradominio de f
o D'y={4,8,12,16}; as imagens sdo 4, 8, 12 e 16.
e Conjunto de chegada = {4, 8,12,16,1 8}.

No exemplo ao lado, f(3) = 12 (lé-se «f de 3 é igual
a 12» e significa que a imagem do objeto 3 é 12).

Um objeto Uma imagem

® Operacoes com funcoes

Dadas as funcées f: A - Q e g: A > Q, é possivel definir f + g, f — g, f X g, Mfe "
(N € Q, n € IN) como sendo as funcdes de dominio A e conjunto de chegada @, tais que
para qualquer x € A:

o (f+9g)n) = fln) + glxn)

o (f—9g)x) = f(x) — g(x)

o (fX g)(n) = f(x) X g(x)
)

e \Mx) =N X f(n
o () (n) = [{)]

® Representacao grafica de funcées

e Num referencial cartesiano, um ponto é localizado por duas coordenadas: uma abcissa
(que se 1é no eixo horizontal) e uma ordenada (que se |é no eixo vertical).

e A variavel independente, %, representa cada objeto do dominio.
e A variavel dependente, y, representa a imagem do objeto x.
¢ No eixo das abcissas colocam-se os valores que a variavel independente toma.

e No eixo das ordenadas colocam-se os valores que y (imagens)
a variavel dependente toma. 16 ‘

e A funcdo do exemplo anterior pode ser represen- ~ Ordenada 2o 1PE2)
tada por um grafico; o ponto P(3; 12) significa que
o objeto 3 tem por imagem 12.

® Funcao constante Abcissa

e Uma funcdo f: Q — Q diz-se uma funcao constante se existe um numero racional, a, tal
que flx) = a, paratodoo x € Q.

e Todos os pontos do seu grafico pertencem a uma reta horizontal, ou seja, paralela ao
eixo das abcissas.

Unidade 0 REVISAO DO 7.° ANO 1 3



® Funcao linear

e Uma funcdo : Q — Q diz-se uma funcao linear se existe um ndmero racional, a, tal que
f(x) = ax, para todo o x € Q. Diz-se que a é o coeficiente da funcao linear f.

f(x) = ax é a forma candnica da funcao linear.
e O produto de uma funcao linear por uma constante é uma funcao linear.
e A soma e a diferenca de duas funcoes lineares sao funcoes lineares.

® Funcao afim

e Uma funcdo . Q —» @ diz-se uma func¢ao afim se existem numeros racionais, a e b,
tais que filx) = ax + b, para todo o »x € Q. Diz-se que a é o coeficiente de x e que b
é o termo independente.

flx) = ax + b é a forma canénica da funcao afim.
* Qualquer funcao afim é a soma de uma funcao linear com uma constante.
e O produto de uma constante por uma funcao afim é uma funcao afim.
e A soma e a diferenca de duas funcoes afins sao func¢des afins.

® Proporcionalidade direta

e Duas grandezas, % € y, sao diretamente proporcionais quando a razao entre os valores
de y e os valores correspondentes de x é constante.

No exemplo, a constante de proporcionalidade direta entre y e x é 3 (divide-se y por %).

x| 1 2] 3| 4]
y 3 6] 92|
3 _,6_ .9 .12
EIREr IR TR R

® Funcao de proporcionalidade direta

e A expressao algébrica de uma funcao de proporcionalidade direta é y = kx em que k
é a constante de proporcionalidade direta (k é positivo).

No exemplo anterior, a expressao é y = 3x.

e Numa situacao de proporcionalidade direta, v A
os pontos do grafico estdo numa reta que 15+
passa pela origem do referencial. .l .
9t +
6+ +
3 +
0 1 2 3 4 5 %

14



@ SEQUENCIAS E SUCESSOES

® Sequéncias

e Dado um numero natural p, uma sequéncia de p elementos é uma funcdo de dominio
{1.2,3,....p}.

e (Cada imagem pela funcao é denominada termo da sequéncia (1.° termo, 2.° termo, ...,
Gltimo termo).

Exemplo: 3, 6,9, 12, 15, 18, ... 297, 300 é uma sequéncia.
¢ Alei de formacao é uma regra que permite passar de um termo para o termo seguinte.
No exemplo anterior, a lei de formacao é «adicionar 3 ao termo anterior».

e O termo geral de uma sequéncia é uma expressao com uma variavel n que permite
obter a sequéncia substituindo a variavel n por 1, 2, 3, ..., p, em que p é a ordem do
ultimo termo da sequéncia.

Por exemplo, a sequéncia 3, 6, 9, 12, 15, 18, ..., 297, 300 (multiplos positivos de trés)
tem por termo geral 3n (ou seja, 3 X n), comn € {1,2, 3,...,100}.

Conhecendo o termo geral, pode obter-se o valor de qualquer termo da sequéncia substi-
tuindo a letra n pela ordem do termo que se quer.

Por exemplo, o 8.° termo da sequéncia de termo geral 3n éigual a 3 X 8 = 24.

® Sucessao

e Uma sucessao é uma funcao de dominio IN, em que cada imagem é designada por
termo da sucessao.

Exemplo: A sucessao dos multiplos naturais de trés: 3, 6, 9, 12, 15, 18, ...

e O termo geral de uma sucessao é uma expressao com uma variavel que permite obter,
para qualquer k € IN, o termo de ordem k, substituindo a variavel por k.

O termo geral de uma sucessao representa-se por u,

Por exemplo, a sucessao 3, 6, 9, 12, 15, 18, ... pode ser definida como uma funcao u
gue a cada numero natural n (n € IN) faz corresponder 3n. O seu termo geral é 3n.

¢ Tanto a sequéncia como a sucessdo anteriores tém o mesmo termo geral, diferem apenas
no dominio.

Unidade 0 REVISAO DO 7.° ANO 1 5
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POLIGONOS. QUADRILATEROS

® Da linha poligonal ao poligono

Uma linha poligonal é uma sequéncia de segmentos de reta
designados por lados, tal que pares de lados consecutivos parti-
lham um extremo, lados que se intersetam nao sao colineares
e nao ha mais do que dois lados partilhando um extremo.
Designam-se por vértices os extremos comuns a dois lados.

Uma linha poligonal diz-se fechada se as extremidades
coincidirem.

Uma linha poligonal diz-se simples quando os Unicos pontos
comuns a dois lados sao vértices.

Designa-se por poligono simples, ou apenas por poligono,
a unido de uma linha poligonal fechada simples com a sua parte
interna.

Um poligono é convexo se qualquer segmento de reta que une
dois pontos do poligono esta nele contido.

Um poligono que nao é convexo designa-se por céncavo.

Angulo interno de um poligono ¢ um angulo de vértice coin-
cidente com um vértice do poligono, de lados contendo os lados
do poligono que se encontram nesse vértice, tal que o setor
circular determinado por esse angulo esta contido no poligono.

A soma das medidas das amplitudes, em graus, dos respe-
tivos angulos internos de um poligono convexo é igual a
S, = (n — 2) X 180°, em que n representa o numero de lados

do poligono.

Angulo externo de um poligono convexo é um angulo
suplementar e adjacente a um angulo interno do poligono.

Diagonal de um poligono é qualquer segmento de reta que une
dois vértices nao consecutivos.

Lo

Poligono
convexo

P

Poligono céncavo

angulo

anQUb externo

interno



® Quadrilateros

A soma das amplitudes dos angulos internos de um quadrilatero é 360°.
e Um quadrildtero é um paralelogramo, quando, e apenas quando, as diagonais se bissetam.

e Um paralelogramo é um retangulo, quando, e apenas quando, as diagonais sao iguais.

e Um paralelogramo é um losango, quando, e apenas quando, as diagonais sao perpendiculares.

«

—

o™

e Como o quadrado é losango e retangulo, as diagonais de um quadrado
bissetam-se, sao iguais e perpendiculares.

Um papagaio é um quadrilatero com dois pares de lados consecutivos
iguais.

Num papagaio, as diagonais sdo perpendiculares.

Um losango é um papagaio.

e Um trapézio é um quadrildtero simples com dois lados paralelos. Um trapézio com bases
iguais é um paralelogramo.

® Formulas de areas de quadrilateros

Paralelogramo Trapézio Papagaio

Areas =b X h Area = X h Arean =

Unidade 0 REVISAO DO 7.° ANO 1 7
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TRATAMENTO DE DADOS

® Recolha e classificacdao de dados
e Num censo, estuda-se toda a populacdo. Numa sondagem, estuda-se uma amostra.

Tipos de variaveis estatisticas:

e Quantitativas ou numéricas: quando estdo associadas a uma caracteristica suscetivel
de ser medida ou contada (por exemplo: idade em anos, nimero de irmaos, peso, altura)

e Qualitativas: no caso contrario (por exemplo: cor dos olhos, animal de estimacao,
cédigo postal)

® Organizacao e representacao

e Para organizar os dados, constroem-se tabelas de frequéncias absolutas (nUmero de
dados que pertencem a uma categoria ou classe) e de frequéncias relativas (quociente
entre a frequéncia absoluta e o nimero total de dados).

Exemplo: . :
Frequéncia Frequéncia
Idade .
absoluta relativa
6
13 6 — = 0,6 ou 60%
10
4
14 4 — =0,40u40%
10
Total | 10 | 1out00% |
e Exemplos de graficos:
Grafico de barras: deve ter um titulo e uma legenda em Idades
cada um dos eixos; as barras tém a mesma largura, sao sepa- 6
radas pelo mesmo espaco e o seu comprimento é proporcio- g °7
> A =
nal a frequéncia que representam. S 41
2 3-
g 21
14
04
13 anos 14 anos
Grafico circular: cada setor corresponde a frequéncia da Idades

categoria ou classe a que se refere e a sua amplitude é dire-
tamente proporcional a frequéncia da categoria ou classe
a que se refere.

@13 anos [14 anos

18



® Interpretacao: medidas de localizacao central

e A moda ¢ a classe ou categoria com maior frequéncia absoluta.

e A média de um conjunto de dados numéricos é o quociente entre a soma de todos
os dados e o numero total de dados.
¢ A mediana é o valor que divide ao meio os dados da amostra, estando estes ordenados.

Se 0 numero de dados é impar, a mediana é o valor central; se o nUmero de dados é par,
a mediana é a média dos dois valores centrais.

A mediana divide os dados em dois grupos. Pelo menos 50 % dos dados séo menores
ou iguais a mediana e pelo menos 50 % dos dados sao superiores ou iguais a mediana.
Exemplo:

Considera os dados seguintes: 6, 10, 8,9, 10, 11

A moda deste conjunto de dados é 10.

6+8+9+2x10+11 54
6 6

A mediana deste conjunto de dados é 9,5, porque ordenando a amostra obtém-se

9+10 19

2 g 9>

A média deste conjunto de dados é 9, porque 9.

6,8,9, 10,10, 11 e a mediana é

:@ EQUACOES

® Nocao de equacao
e Uma equagao com uma incégnita é uma expressao da forma f(x) = g(x), em que fe g
sao funcoes.
Diz-se que f(x) é o primeiro membro da equacao e que g(x) é o seqgundo membro.
Por exemplo, 3x + 1 = % — 5. As parcelas 3%, 1, x e —5 sdo os termos.

— —
1.°membro  2.° membro

e A letra (neste caso, %) é a incognita. O objetivo é descobrir o seu valor.
¢ Uma equacao linear é uma expressao da forma f(x) = g(x), em que f e g sdo funcdes afins.

® Resolucao de equacgoes

e Resolver uma equacao é encontrar o valor ou os valores que tornam a igualdade verda-
deira. A cada um desses valores chama-se solu¢ao (ou raiz) da equacao. O conjunto das
solucdes designa-se por conjunto-solucao e representa-se por C. S. ou S.

e Duas equacoes sao equivalentes se tém as mesmas solucdes. Escreve-se o simbolo <
entre duas equacdes equivalentes.

* Para resolver equagdes recorremos a algumas regras:
Regra da adi¢ao: pode mudar-se um termo de um membro para o outro trocando-lhe o sinal.
®+7=5onu=5-T7ox=-2 CS ={-2}
n—8=2eon=2+8<=%x=10 C.S.={10}

Unidade 0 REVISAO DO 7.° ANO
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Regra da multiplicacao: pode multiplicar-se ou dividir-se ambos os membros de uma equa-
cao pelo mesmo numero (diferente de zero).

12
—3% = 124:)%=_73<:>x=—4 C.S. ={-4}
X

E=6<:)x=6><5<:>x=30 C.S. = {30}

e Numa equacao, podem trocar-se os membros:
3=u—-—7nu—7=3.

e Numa equacao, podem mudar-se todos os sinais: —x = —6 & % = 6.

e Passos a seguir na resolu¢ao de uma equacgao:

Tem parénteses?
+ Sim
Nao Desembaracar de parénteses.

L——» Tem denominadores?
+ Sim
Reduzir todos os termos ao mesmo
denominador e, de seguida, desembaragar N&o
de denominadores.

v

Tem mais do que um
termo em cada um dos <«————
membros?
+ Sim
Passar para um membro todos os termos com incégnita e para o outro
membro todos os termos independentes, usando a regra da adicao.

v

Reduzir os termos semelhantes.

v

Determinar o valor da incégnita,
usando a regra da multiplicacao.

Escrever o conjunto-solucao.

Exemplo 1:
1.° Desembaracar de parénteses:

X Mudam os sinais
X

v
2B3x—5)=4-(x—7)e=bx—10=4—%+7
2.2 Agrupar os termos usando a regra da adicao: passam-se todos os termos com incognita
para o 1.° membro (por exemplo) e os termos independentes para o outro membro:

b +% = 44+7+10
[ ——

——
Termos com incognita  Termos independentes

3.° Reduzir os termos semelhantes: 7% = 21

: - 21
4.° Aplicar a regra da multiplicacdo: » = -



5. Indicar a solucado da equacdo: x =3  C.S. = {3}

Nota: Para verificar que 3 é solucdo da equacdo, substitui-se a incognita por 3 na equacao inicial:
2B3%Xx3=-5=4-3-7)209 -5 =4—-(—4) < 8 =8, é uma igualdade verdadeira.

Exemplo 2:
2= 3wt
3 2 6
< ﬂ = i - 1 & (Desembaracar de parénteses |
3 2 6
< % = % - g— ! & < Reduzir todos os termos ao mesmo denominador |

ShAy—4=9—y—1& < Desembaracar de denominadores |

SAu+u=9—1+4< <Isolar os termos com incdgnita num dos membros |

S 5x=12<% <Reduzir os termos semelhantes |
12

Sy { Determinar o valor da incognita |

C.S.= {%} {Indicar o conjunto-solucéo |

Classificacao de equacoes

e Uma equacao que tem apenas uma solucao é possivel e determinada.
2—(k+N)=7©2—x—1=70—x=7-2+1©—%=6Sxu=—6
c.s.={—6}

e Uma equacao que tem mais do que uma solucao diz-se possivel e indeterminada.
3x+6=3(2+%) ©3x+6=6+3%x<3%—3x=6—6<0x=0
Todos 0s numeros sao solucdes, porque qualquer numero multiplicado por zero da zero.

e Uma equacao que ndo tem solucao é uma equacao impossivel.
20 —3=210—5e2x—2u=—5+30ux=—2
c.s.=¢

Nao existe qualquer solucdo porque nenhum numero multiplicado por zero da —2.

Resolucao de problemas

As equacoes servem essencialmente para resolver problemas.
Na resolucao de um problema seguem-se 0s passos seguintes:

1.° Identificar a incégnita;

2.° Traduzir o problema por uma equacao;

3.° Resolver a equacao;

4.° Verificar se a solucdo da equacao é adequada ao problema e dar a resposta.
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@ CONGRUENCIA E SEMELHANCA

® Figuras semelhantes

e Duas figuras sao semelhantes quando existe uma correspondéncia um a um entre
os respetivos pontos tal que as distancias entre pares de pontos correspondentes sao
diretamente proporcionais. Uma tal correspondéncia denomina-se semelhanca.

A constante de proporcionalidade denomina-se razao de semelhanca e representa-se por r.

Eemplo @® ® @® ©Q

Considere-se a figura A como a figura original e as restantes obtidas a partir da figura A.
A figura C é uma ampliacao da figura A.

Numa ampliacao, a razao de semelhanca é maior do que 1.

A figura D é uma reducao da figura A.

Numa reducao, a razdo de semelhanca é menor do que 1.

Se a razao de semelhanca for igual a 1, estamos perante uma isometria.

A figura B e a figura A sdo congruentes ou isométricas.

e Dois quaisquer circulos A e B sao semelhantes e a razao de qualquer semelhanca que trans-
I's
ry

forme A em B é igual ao quociente dos respetivos raios: a razao de semelhanca é

A B

® Teorema de Tales e reciproco

Teorema de Tales C

Dadas duas retas concorrentes, se tracarmos D £

retas paralelas t e u que intersetam as retas

concorrentes, entdo, os segmentos nelas deter-

minados tém comprimentos proporcionais: £ >

Reciproco do Teorema de Tales

Sejam r e s duas retas que se intersetam no ponto C e sejam t e u duas retas que intersetam
as retas r e s nos pontos D, A, E e B, respetivamente.

B
Se —= —C, entdo, t é paralela a u.
EC

22
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Método da homotetia

e Dado um ponto O e um numero racional Exemplo:
positivo r, a homotetia de centro O e razao
r ou homotetia direta é a correspondéncia
que a um ponto M associa o ponto M’ da
semirreta OM tal que OM' = r X OM.

e Dado um ponto O e um numero racional
negativo r, a homotetia de centro O
e razao r ou homotetia inversa ¢ a cor-
respondéncia que a um ponto M associa
o ponto M’ da semirreta oposta a OM tal
que OM' = —r X OM.

e Duas figuras homotéticas sao semelhantes
e a razao de semelhanca é igual ao médulo
da razao da homotetia.

Homotetia inversa de razao —2.

Critérios de semelhanca de tridngulos

Para provar que dois triangulos sao semelhantes, aplica-se um dos trés critérios:

e (ritério AA: dois triangulos sao semelhantes se ha uma correspondéncia entre os angulos
de um e outro de modo que dois angulos de um sao iguais, respetivamente, aos que lhes
correspondem no outro.

e Critério LLL: dois triangulos sao semelhantes se ha uma correspondéncia entre os lados
de um e outro de modo que os lados de um sao diretamente proporcionais aos lados cor-
respondentes do outro.

e (ritério LAL: dois triangulos sdo semelhantes se ha uma correspondéncia entre os lados
de um e outro de modo que dois lados de um sao diretamente proporcionais, respetiva-
mente, aos que lhes correspondem no outro, e o angulo desses dois lados é igual
ao angulo dos seus correspondentes.

Propriedades de figuras semelhantes

Considera duas figuras semelhantes A e B. O perimetro da segunda é igual ao perimetro
da primeira multiplicado pela razdo de semelhanca que transforma a primeira na segunda:
Pg;=r X P,.

Dadas duas figuras semelhantes A e B, a medida da area da segunda é igual a medida da
area da primeira multiplicada pelo quadrado da razao de semelhanca que transforma a pri-
meira na sequnda: Ag = r* X A,.

Segmentos de retas comensuraveis e incomensuraveis

Dois segmentos de reta dizem-se comensuraveis quando existe uma unidade de compri-
mento tal que a medida de ambos é expressa em numeros inteiros. Caso contrario, dizem-se
incomensuraveis.

Dois segmentos de reta sao comensuraveis quando (e apenas quando), tomando um deles
para unidade de comprimento, existe um numero racional positivo n, tal que a medida do
outro é igual a n.

A hipotenusa e um cateto de um triangulo retangulo isésceles sao incomensuraveis.

Y
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Se tens duvidas, consulta
as paginas indicadas.

Pags. 10 e 11

Pag. 11

Pag. 15

Pag. 15

Pag. 15

Pags. 12, 13 e 14

FICHA DE DIAGNOSTICO

e |dentifica claramente, na tua folha de respostas, os nimeros dos itens a que respondes.
Apresenta uma Unica resposta para cada item.

e A ficha inclui trés itens de escolha mdltipla. Em cada um deles, sdo indicadas quatro
alternativas de resposta, das quais sé uma esta correta. Nao apresentes célculos nem
justificacoes.

(2]
3]

Calcula, apresentando cada passo do calculo:

1 1 2 4 — g
» 5+(5)(-3) R
b) %—%x%#% d) 36 — 37000

300 A

O valor da poténcia (—5)°® é positivo ou negativo? Justifica a tua resposta.

Observa a sequéncia de figuras.

1.8 & ¢ ﬁﬁgﬁﬁ ﬁﬁﬁgﬁﬁﬁ

2 w
3
3.1 Quantas estrelas sdo necessarias para fazer a 4.7 figura?

3.2 O numero de estrelas em cada figura forma uma sequéncia numérica.
Qual é a lei de formacao da sequéncia?

3.3 Quantas estrelas sdo necessarias para construir a figura nimero n desta
sequéncia?

Dada a sucessao de termo geral u, = 2n — 7.
4.1 Determina o 6.° termo da sucessao.
4.2 Averigua se 50 é termo da sucessao.

A Joana esteve na Feira de Sao Mateus, em Viseu, onde reparou num carrossel
que deu 15 voltas completas em 3 minutos, sempre a mesma velocidade.

Quantas voltas completas tinha dado ao fim de 2 minutos?
Escolhe a opcao correta.

A. 10 B. 11 C. 12 D. 13

Observa o grafico apresentado a direita. iz

6.1 Indica as coordenadas dos pontos: 4 A
a) A 3 B///
b) B 2

6.2 Por que razao o grafico ndo representa uma :) _
funcao de proporcionalidade direta? 12 3 4 5 x

24



S e
J as paginas indicadas.

o Resolve cada uma das equacdes e apresenta o conjunto-solucao. Pags. 19, 20 e 21

a) 2% — 9 = 8x + 15 c)¥=—4<%—%)

b) 32% — 6) = 7% + 2

o Uma loja de animais tem 6 cées, 10 gatos, 18 passaros e 26 peixes. Pag. 18
Qual é a percentagem de passaros na loja? Escolhe a opcado correta.
A. 3% C. 30%
B. 18% D. 60%

o Durante uma manha, um grupo de cinco amigos esteve a jogar futebol. Um Pag. 19
deles lesionou-se e teve de se ir embora ap6s 15 minutos, mas os outros fica-
ram a jogar. Cada um dos cinco amigos jogou, em média, 59 minutos.

Qual foi o tempo de jogo de cada um deles?

@ O trapézio da figura é isésceles. Sabe-se que: A B Pag. 17

E
e AB=20cm =
. D=2 2B |

> C

« CE = (4B + D)

10.1 Prova que a area do trapézio é 128 cm?.

10.2 Determina o comprimento de um retangulo equivalente ao trapézio,
sabendo que a largura do retangulo é 8 cm.

m Qual dos seguintes quadriladteros tem diagonais perpendiculares? Escolhe Pag. 17
a opgao correta.
A. Trapézio C. Retangulo (ndo quadrado)
B. Paralelogramo D. Losango

@ Na figura ao lado, estdo representados Pag. 23

~ dois triangulos retangulos, [ABC]
e [ADE].

Sabe-se ainda que:
e BC=16m

e AC=4,8m

« CE=06m ’ < e
12.1 Prova que os triangulos [ABC] e [ADE] sao semelhantes.

12.2 Determina o comprimento, em metros, de [DE].

GRELHA DE AVALIACAO

Exercicio 1 2 3 4 5 61 62 7 8 9 0 11 12

Cotacdo' (pontos) 12 4 12 4 4 8 4 18 4 8 8 4 10

" Para saberes a cotacao de cada alinea, basta dividires a cotacao do exercicio pelo nimero de alineas.

Y,

J
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Atividades iniciais

Decomposicao de um tridangulo
retangulo pela altura referente
a hipotenusa

Decomposicao de um triangulo retangulo
pela altura referente a hipotenusa

Verificar a aprendizagem

Teorema de Pitagoras

Teorema de Pitdgoras — Demonstracao
Determinar o comprimento da hipotenusa
Verificar a aprendizagem

27

28

30
32

34

m Teorema de Pitagoras

(continuacao)

Determinar o comprimento de um cateto
Reciproco do Teorema de Pitagoras
Verificar a aprendizagem

Hiperpagina (A vida de Pitagoras)

Sintese

Atividades globais
Autoavaliacdo
Investigar

36

39
42

44
46
48
50



Atividades iniciais J

Classifica os triangulos que se seguem quanto aos lados e quanto aos angulos.

AN -
Ab | A
N

4cm

@ Na figura esta representado o triangulo [BAC], retangulo em B.
2.1 Quantos angulos agudos tem o triangulo?
2.2 Qual é olado do triangulo que se designa por hipotenusa?
2.3 Quais sdo os catetos do triangulo [BAC]?
2.4 Qual é o maior lado do triangulo?

@ Uma antena de televisdo foi colocada sobre um bloco de
cimento. Esse bloco tem 1 m de altura. A determinada hora do
dia, a antena projeta uma sombra de 7,5 m, enquanto o bloco
projeta uma sombra de 1,5 m. Nestas condi¢des, qual é a altura
da antena?

@ Na figura ao lado o segmento [AC] representa um poste e o
segmento [DE] representa uma bandeira. De acordo com os dados
da figura, determina a altura da bandeira e apresenta o resultado
em metros.

L 1D \pg
20cm 40 cm
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Decomposicao de um tridngulo retangulo
pela altura referente a hipotenusa

Tarefa 1

. ~ O\ .
A MAE DEIXOU E UMTRIANGULO CONSEGUES DIVIDI-LA, PELA ALTURA REFERENTE © Como deve a Sofia cortar
UMA FATIA DE RETANGULO! A HIPOTENUSA, EM DUAS FATIAS TRIANGULARES? 0 bolo?
BOLO PARA 08 DOIS. # ASSIM EU FICO COM A MAIOR. © Qual é a relacao que ha

g -

entre as duas fatias?
© Qual ¢ a relacao que

ha entre a fatia inicial

e as que se obtiveram

DEIXA-ME VER...

i ivis30?
depois da divisao: y

Recorda

Num triangulo retangulo,
os lados adjacentes

ao angulo reto designam-se
por catetos e o lado
oposto ao angulo reto
designa-se por hipotenusa.

Recorda

Uma altura de um triangulo
é um segmento de reta
perpendicular a um lado
do triangulo (ou ao seu
prolongamento), tragado
pelo vértice oposto.

Qualquer triangulo tem
trés alturas.
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= Decomposicao de um tridngulo retangulo
pela altura referente a hipotenusa

Dado um triangulo [ABC] retangulo em B, considere-se a altura tracada
do vértice B para a hipotenusa e designe-se por H o pé dessa perpendicular:

Hipotenusa

Quando se decompde um triangulo retangulo pela altura referente a hipo-
tenusa, obtém-se dois triangulos que tém uma particularidade.

B Altura relativa a hipotenusa B

A CC{> H‘B Hf\c

H Hipotenusa

~

Repara que, no triangulo [ABH], ABH = 180° — 90° — A = 90° — A.
Como o triangulo [ABC] é retangulo em B, entao, HBC= 90° — ABH =

=90° — (90° — A)=90°—90° + A = A.

Assim, o triangulo [ABC] e os dois triangulos obtidos na decomposicao tém

dois angulos correspondentes iguais. Pelo critério de semelhanca AA, os trés
triangulos [ABH], [BCH] e [ABC] sdo semelhantes, tendo-se:

ABZM . E:C_H
AC  AB AC  BC

A altura referente a hipotenusa de um triangulo retangulo divide-o
em dois triangulos semelhantes entre si e semelhantes ao triangulo inicial.

Observa que ha outras igualdades que resultam do facto de os triangulos
[ABH] e [BCH] serem semelhantes:

AB _BH _ AH
BC CH BH




Assim, sabendo, por exemplo que AH = 2,5 cm B
e CH = 10 cm, é possivel calcular a medida da

altura (h) do triangulo [ABC], relativa a hipotenusa. h
A a C
(>
De facto, g 10

EZE@L: 2’5 <:>:%2:25
CH BH 10 L

Quais sdo as solucdes da equacdo »?> = 25?

Uma delas é evidente: 5, pois 5° = 5 X 5 = 25. Mas existe outra solucao,

que é negativa: —5, visto que (—5)? = (=5) X (—5) = +25.

A equacao resolve-se, entdo, usando a nocao de raiz quadrada:
wW=25cn=+/25 ox==+5 C(C.S. ={-55)

Nota:

O simbolo = significa «mais ou menos» (positivo ou negativo).

Exercicios resolvidos

1. O Sr. Luis protegeu as suas
alfaces, como se vé na figura.
Descobre a altura da tabua, x.

Resolucao: 1,5 6 - —
1. Os triangulos [AHB] e [BHC]

sdo semelhantes, logo, os comprimentos ™

dos seus lados séo diretamente propor- 1.°

. . H~—
cionals. 6

4 6 B , B
5y SRXA=15X66x% =9ex=1+V9
Neste caso, » é um comprimento, entdo, é positivo: % = /9 = 3.
A tabua tem 3 m de altura.

2. O Sr. José quer construir uma estru-
tura para proteger as suas alfaces
com o mesmo formato da do Sr.
Luis, como mostra a figura. Sabendo
que vai usar uma tabua com 4 m
de comprimento, a que distancia
do ponto A deve colocar a tdbua?

Resolucao:

2. Como vimos anteriormente, os triangulos [ABH] e [BHC] sao semelhantes,
entdo, podemos dizer que:
4 _ 45 _ 4x4 16

. oy = Sy =—
x4 %7 45 T*T 745

A tadbua deve ser colocada a, aproximadamente, 3,6 m do ponto A.

O que deves saber
e Decompor um triangulo retangulo pela altura referente a hipotenusa.

Recorda

Numa proporcao
g <
b d

(comb#0ed=+0),
tem-se sempre:
bXc=axd

Unidade 1 TEOREMA DE PITAGORAS
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ALTURA REFERENTE A HIPOTENUSA DE UM TRIANGULO RETANGULO ¢
9/ Em relacdo ao triangulo [ABC] representado a direita, copia e completa:
a) Se escolhermos [AB] como base, entéo, a altura do triangulo é...
H
b) Se escolhermos [BC] como base, entdo, a altura é...
c) A hipotenusa é o lado..., entdo, a altura referente a hipotenusa é... A B

Numa folha de cartolina, recorta dois triangulos iguais, [ABC], retangulos em B.

2.1 Em ambos os triangulos, traca a altura [BH] referente a hipotenusa. Corta um dos triangulos
segundo a altura [BH]. Ao todo, obténs trés triangulos.

A ) B
H Hipotenusa
Altura relativa / A
a hipotenusa E
B C H C H B

2.2 Compara os trés triangulos quanto a sua forma e justifica a tua conclusao.

e O tridngulo [ABC] apresentado abaixo é retangulo em B.

B

n|cm

A C
3,2cm 5cm

O segmento de reta [BH] é a altura referente a hipotenusa.
O comprimento de [BH] designa-se por x.

31 M 22
. ostra que =~ = .

3.2 Calcula o valor de %.

=~

Na figura seguinte h é a altura do triangulo retangulo [ABC] relativa a hipotenusa. Determina:

B
h
A D C
(—le——>|
9m 16m

a) a area do triangulo [ABD];
b) o perimetro do triangulo [ABC].

AUTOAVALIACAO Sei decompor um triangulo retangulo pela altura referente a hipotenusa

e usar a relagao entre os triangulos obtidos?
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@ Em cada tridngulo, calcula o valor de % (com 1 c. d.). As medidas estdo indicadas em centimetros.

a) A c) R

Hle—>

@ O Zito usa uma velha mesa de madeira (da qual retirou uma das tadbuas laterais) como rampa de
lancamento para o seu carro telecomandado.

Usando as medidas indicadas na figura, calcula a altura da rampa, h. Apresenta o resultado em
centimetros.

@ A Sofia vai utilizar uma tenda como a representada na figura seguinte e sabe que a sua altura tem

de ser de 2 metros. A que distancia do ponto B deve ser colocada a base da barra que vai suportar
a parte superior da lona da tenda?

2m

y
y
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Teorema de Pitagoras

0UVI DIZER QUE, NOS TRIANGULOS RETANGULOS, EXISTE UMA

© Com uma aplicacdo de Geometria Dinamica,
constréi um tridngulo retangulo [ABC].

© Mede o comprimento dos trés lados e calcula
o quadrado de cada um desses valores.

© Adiciona os quadrados dos catetos.
Que relacdo observas?

O Arrasta os vértices do triangulo e verifica se
a relacao se mantém.

© Apresenta uma conjetura. Yy

A 94 bESCOBRILT

Curiosidade

O matematico grego
Pitagoras (século vi a. C.)
fundou a Escola Pitagorica.
Afirmava que «Tudo

é numero».

Nota

Um teorema é uma
afirmacao que, para

ser aceite, necessita

de uma prova, chamada
demonstracao.

Numa demonstracao,
parte-se da hipétese

(os dados) e, através de um
raciocinio l6gico, prova-se
gue a tese (a conclusao)

¢ verdadeira.
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® Teorema de Pitagoras — Demonstracao

Considera o triangulo retangulo:

4

Repara na relacdo: 5° = 4° + 32 (25 = 16 + 9)
Esta relacao verifica-se para qualquer triangulo retangulo:

(Hipotenusa)’ = (Cateto maior)* + (Cateto menor)?

Sera esta relacdo valida para todos os triangulos retangulos?

Dado um triangulo [ABC] retangulo em C, considere-se a altura tracada
do vértice C para a hipotenusa e designe-se por D o pé dessa perpendicular.




Como, numa proporcao, o produto dos meios é igual ao produto dos extre-
mos: a’> = xc e b? = yc. Adicionando estas igualdades membro a mem-
bro, obtém-se:

a+b=xuc+yc=m+yc=cXc=7c,

ou seja, num triangulo retangulo o quadrado da medida do comprimento
da hipotenusa é igual a soma dos quadrados das medidas dos comprimen-
tos dos catetos.

Teorema de Pitagoras: num triangulo retangulo, o quadrado da hipo-
tenusa é igual a soma dos quadrados dos catetos.

= Determinar o comprimento da hipotenusa

Num triangulo retangulo, conhecido o comprimento dos dois catetos,
o Teorema de Pitagoras permite calcular o comprimento da hipotenusa.

Exercicio resolvido

Determina o comprimento da hipotenusa no triangulo retangulo seguinte.

6cm

8cm

Resolucao:
Como o triangulo é retangulo, aplica-se o Teorema de Pitagoras:
(Hipotenusa)’ = (Cateto maior)? + (Cateto menor)?
®wW =8 +6'
o%=64+36<
ox®w=100%x=2V100 &
sxu= =110

% é um comprimento, entdo, é positivo: ¥ = 10 cm

O comprimento da hipotenusa é 10 cm.

O que deves saber
e Demonstrar o Teorema de Pitagoras.

e Aplicar o Teorema de Pitagoras para determinar o comprimento da
hipotenusa de um triangulo retangulo.

Curiosidade

Foi na Escola Pitagorica
que, pela primeira vez,

se demonstrou o Teorema
de Pitagoras.

Hoje, conhecem-se 367
demonstracoes diferentes
do Teorema de Pitdgoras.

COSTUMO ESCREVER:
HZ = C\2 + G,
H — HIPOTENUSA

C,, — CATETO MAIOR
C, — CATETO MENOR
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Verificar a aprendizagem |

O/ Para cada triangulo retangulo, indica a hipotenusa, o cateto maior e o cateto menor.

a)A| b) D‘E c) H
B C F GAI

e Nas figuras | e Il, esta representado um mesmo quadrado [ABCD] decomposto de duas maneiras

diferentes.
As medidas dos lados do triangulo retangulo azul @
sdo designadas por a, b e c. A B
2.1 Prova que, nafigura l, Apscr = b* + & + 2bc.
2.2 Demonstra que, na figura I, o quadrilatero

amarelo é um quadrado e prova que A =

=a’ + 2bc. c

D C

2.3 Usando as alineas anteriores, prova que a* =
=b+ .
O Teorema de Pitagoras fica, assim, comprovado.

AUTOAVALIACAO Sei demonstrar o Teorema de Pitagoras?

DETERMINAR O COMPRIMENTO DA HIPOTENUSA

Em que tipo de triangulos se pode usar o Teorema de Pitagoras?

(~ X

Em cada caso, determina o comprimento da hipotenusa.

a) wCcm c) n cm e)
5
cm % cm 0.6 cm
12 cm 15cm 8cm
0,8cm
b) d) f) % cm
% cm 15 cm 20 cm
9cm
2,4 cm 1,8 cm
% cm

12 cm

Em cada caso, determina o valor de x.

(o)

100 cm

a)

b)
75 cm
48 cm

72 cm

AUTOAVALIACAO Sei determinar o comprimento da hipotenusa?
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A figura ao lado representa a horta do Sr. Manuel, na qual a zona
onde se cultivam os legumes esta representada por um triangulo
retangulo e a zona de pomar esta representada por um quadrado.
Determina:

20m

a) a area destinada ao cultivo de legumes;

b) a area de pomar.

Determina o perimetro de cada quadrilatero.

a) b)

5cm

14 m

Considera o triangulo retangulo seguinte, com 54 cm? de érea. Determina o perimetro do triangulo.

12 cm
O Sr. Jodo tem um terreno com a forma de um trapézio 30m
retangulo com 750 m? de &area, com as dimensdes da >

figura.

9.1 O Sr. Jodo vendeu a parte do terreno correspon-
dente ao tridngulo retangulo a 25 euros cada m?.
Quanto dinheiro fez o Sr. Jodo com a venda?

20m

9.2 O novo proprietario do terreno decidiu colocar
uma vedacdo nova no seu terreno. Que quanti- 45m
dade de rede deve comprar?

Tarefas de investigacdo |

Investiga outras demonstragdes do Teorema de Pitdgoras.

SUGESTAO: http://Awww.prof2000.pt/users/pf_vieira/java/pytha/pitagoras.htm

Num ambiente de Geometria Dindmica, constréi um triangulo retangulo dinamico [ABC].

11.1 Sobre os lados, constroi triangulos equilateros e mede as suas areas.

11.2 Que relacao existe entre as areas? Verifica se a relacdo se mantém, arrastando A, Be C.
11.3 Formula uma conjetura.

11.4 Substitui os triangulos equilateros por outros poligonos regulares. O que observas?
11.5 Apresenta uma formulacdo geral da tua conjetura inicial.

Unidade 1 TEOREMA DE PITAGORAS 3 5



Teorema de Pitagoras
(continuacao)

© Justifica que se pode
aplicar o Teorema
de Pitagoras no triangulo
[ABC].

© 0 lado [AB] ¢ a hipotenusa
ou um cateto?

| © Determina a altura

do ponto A do aviao,

em relacado ao chao. 4

Repara

Antes de usar o Teorema
de Pitagoras, deve
confirmar-se que

o triangulo é retangulo

e perguntar-se: «Quero
calcular o comprimento
da hipotenusa ou de um
cateto?»

PARA DETERMINAR
0 COMPRIMENTO DO CATETO
MAIOR, FAGO:

C2=H— (72

PARA 0 CATETO MENOR, FAGO:

36

® Determinar o comprimento de um cateto

Num triangulo retangulo, conhecendo o comprimento da hipotenusa e de
um cateto, o Teorema de Pitagoras permite calcular o comprimento do outro
cateto. Por exemplo:

5cm

nam

Como o tridngulo é retangulo, aplica-se o Teorema de Pitagoras:
(Hipotenusa)’ = (Cateto maior)* + (Cateto menor)?
1¥=w’+5 <
137 -5 =%

169 - 25 =%’
144 =%
sx=+V144

Trocando os dois membros da equacaol

Sn==*12
® é um comprimento, entao, é positivo: x = 12
O comprimento do cateto maior é 12 cm.

Para determinar o comprimento de um cateto, também se pode usar o Teo-
rema de Pitdgoras do seguinte modo:

(Cateto)’ = (Hipotenusa)? — (Outro cateto)?

Assim, no exemplo anterior, poderia escrever-se diretamente:
®=13%-5 &
o’ =169 — 25 etc

Para calcular o comprimento do cateto menor de um triangulo retangulo,
segue-se 0 mesmo procedimento.



® Reciproco do Teorema de Pitagoras

Para garantir a perpendicularidade na construcao das piramides, os Egipcios
utilizavam uma corda com 12 nés (igualmente espacados) para obter um
triangulo retangulo:

Hipotenusa

Cateto menor —> 3 |

Cateto maior —> 4

Repara na relacdo: 5% = 4% + 32 D
Os Egipcios sabiam que o triangulo assim construido
era retangulo.

Considera um triangulo [DEF], retangulo em E, de c
catetos com medidas de comprimento iguais respeti-
vamente a 3 e 4, como assinalado na figura ao lado.

Aplicando o Teorema de Pitagoras ao triangulo il
retangulo [DEF], conclui-se que 3% + 4° = ¢?, pelo E 3

que ¢ = 25 e, portanto, ¢ = 5. Mas, entdo, pelo critério de igualdade
de triangulos LLL os dois triangulos sao geometricamente iguais, pelo que,
em particular, o angulo ACB sera igual ao angulo DEF, reto, o que prova
que o triangulo [ABC] é retangulo em C. Acabou de se reconhecer o reci-
proco do Teorema de Pitadgoras.

F

Reciproco do Teorema de Pitagoras

Num triangulo, se o quadrado do lado maior é igual a soma dos qua-
drados dos outros dois lados, entao, o triangulo é retangulo no
vértice oposto ao lado maior.

Assim, conhecendo a medida do comprimento dos trés lados de um trian-
gulo, é possivel saber se o triangulo é retangulo.

Observa os exemplos:

132 =169 e 12> + 52 = 144 + 25 = B
= 1609. 5cm 12 cm
Logo, 13% = 122 + 52

Portanto, o triangulo é retanguloem B. c
13 cm

16,52 = 272,25 e 14,52 + 8,52 = £
= 210,25 + 72,25 = 282,5.

Logo, 16,57 # 14,57 + 8,57 14:5cm 85am
Portanto, o triangulo nao é retangulo.

16,5 cm

Repara

No tridngulo [ABC],
o lado [AC] é inicialmente

«candidato a hipotenusa»,

por ser o maior.

Uma vez provado que

o triangulo é retangulo,
sabe-se que o angulo reto
se opde ao maior lado
(que, s6 entdo, pode ser
designado por hipotenusa

Unidade 1 TEOREMA DE PITAGORAS
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Exercicios resolvidos

1. Na figura ao lado, esta repre-
sentado o trapézio [ABCD],
e sabe-se que:
e DC=CB=20cm
e fB=12cm
e [DCEF] é um retangulo.
A &rea do trapézio [ABCD] é 520 cm?.

a) Determina a altura do trapézio.

A

b) Mostra que o comprimento do lado [AD] ndo pode ser 21 cm.

Resolucao:

a) Como o tridngulo [CBE] é retangulo, aplica-se o Teorema de Pitagoras
para determinar o comprimento do cateto [CE] do seguinte modo:
CE’=CB’—BE, CE’=20"—12"© CE==*16

CE >0, logo, CE =16;
A altura do trapézio é 16 cm.

b) A area do trapézio pode ser obtida pela soma das areas dos triangulos
[CBE], [ADF] com a é&rea do retangulo [DCEF].
12X16

Area do triangulo [CBE]: 3

é 96 cm?.
Area do retangulo [DCEF]: 20 X 16 = 320. A area do retangulo
[DCEF] é 320 cm?.

Se ao valor da area do trapézio se retirar os valores das areas

do triangulo [CBE] e do retangulo [DCEF] obtém-se a area

do triangulo [ADF]: 520 — (96 + 320) = 104. Logo:

] _ X —

Area do triangulo [ADF]: 7AF2 16 =104 © AF =13.

Como o triangulo [ADF] é retangulo, usa-se o Teorema de Pitagoras
para verificar se o lado [AD] pode ou néo ter 21 cm de comprimento:
212 = 441 e 13? + 16% = 425, logo, o lado [AD] ndo pode ter 21 cm
de comprimento.

=96. A area do triangulo [CBE]

2. No mapa da cidade apresentado ao lado,

NEM SEMPRE PODEMOS sabe-se que: AB = 420 m; AC = 560 m;
CONFIAR NA OBSERVAGAO! BC = 700 m.
80 USANDO 0 RECIPROCO . , .
DO TEOREMA DE PITAGORAS Prova que a Rua Gil Eanes é perpendicular
£ QUE TEMOS A CERTEZA a Rua Vasco da Gama.
DE QUE UM TRIANGULO B
E RETANGULO. Resolucao:

Usa-se o Reciproco do Teorema de Pitagoras:

700? = 490 000 e 5607 + 420% = 490 000

Logo, 700% = 560% + 420, Portanto, o triangulo [ABC] é retangulo em A.
Assim, a Rua Gil Eanes é perpendicular a Rua Vasco da Gama.

O que deves saber
e Usar o Teorema de Pitagoras.
e Utilizar o reciproco do Teorema de Pitagoras.
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Verificar a aprendizagem |

USAR O TEOREMA DE PITAGORAS

Em relacdo ao triangulo retangulo representado ao lado, qual das seguintes
afirmacoes é verdadeira?

A. »* =14 +¢6° C. 14 =%x*+6°
B. »’=6"—14 D. 4=%+6

Em cada caso, determina o comprimento do cateto desconhecido.

a) b) c) 2,1 cm d) 24 cm
15 cm * 1,5 cm
9cm % cm ® cm
2,5¢m 29 am 40 cm
% cm

Em cada caso, determina o valor de % arredondado as unidades.

AUTOAVALIACAO Sei usar o Teorema de Pitagoras?

RECIPROCO DO TEOREMA DE PITAGORAS

Para que serve o reciproco do Teorema de Pitagoras?

Verifica, justificando, se os triangulos seguintes sdo triangulos retangulos. Em caso afirmativo, indica
o angulo reto.

B H
a) C) 17 cm e)
24 cm
I 8cm
« 15 cm
26 cm G

J

b) D d)
3em 5cm 13 em 35cm
F L
E 6.cm

K 37 cm

Na figura ao lado, as retas r, s e t intersetam-se em trés pontos, A, B e C.
Sabe-se que AB = 4,2 cm, AC = 4,55 cm e BC = 1,75 cm.
Prova que as retas s e t sdo perpendiculares.

AUTOAVALIACAO Sei usar o reciproco do Teorema de Pitagoras?
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O Zito e uns amigos marcaram um campo de futebol de praia,
tracando duas linhas laterais com 36 m e duas linhas de fundo
com 27 m. Para confirmar que o campo era retangular, o Zito
mediu a diagonal e obteve 45 m. Informou, entao, os amigos de
gue o campo estava bem construido.

Explica como chegou o Zito a essa concluséo.

. 12 cm
Sobre a figura ao lado, sabe-se que: A B

e [ABCD] é um quadrado com 12 c¢m de lado;

e AE =13 cm
e FC=3cm
Calcula o comprimento dos segmentos de reta: F
a) [AF] 3cm
b) [DE] ¢
Na figura estdo representados dois triangulos retangulos. i
Sabe-se que RI//AB.
. 10 cm
Determina: 8cm
a) Tl
b) a area do tridngulo [TAB]. T
Determina a area das figuras seguintes. Escreve o resultado arredondado com 2 c. d.
a) B c) D
A ¢ E F
12 cm
b) A 5 d) £ 3cm
2,4 cm 3,8cm F
2cm
C D D G
Na figura estdo representados dois triangulos [ABC] e [EDC] £ S
retangulos respetivamente em B e em E, sendo £ e D pontos
respetivamente dos segmentos [AC] e [BC].
11.1 Justifica que os triangulos [ABC] e [EDC] sdo semelhantes. D
11.2 Supondo que CB=6 cm, CE=3 cm e DE=4 cm, A B
determina:
a) arazdo de semelhanca que aplica o triangulo [CDE] no triangulo [CABJ;
b) a medida de CD;
c) as medidas de AC e AB. B

Considera um losango [ABCD] de perimetro igual a 2 m cujas diago-
nais se intersetam no ponto E. Sabendo que [AE] tem 40 cm de com-
primento, determina a area do losango.



@ Na figura esta representado um quadrado [ABCD] e E, F, G e H, pontos médios B
respetivamente dos lados [AB], [BC], [CD] e [AD].

E F
13.1 Mostra que [EFGH] é um losango, comecando por justificar a igual-
dade dos triangulos [AEH], [DGH], [CFG] e [BEF]. A ¢
13.2 Mostra que [EFGH] é um quadrado, comecando por calcular a ampli- H G
tude do angulo EHG. bt

13.3 Decompde o quadrado [EFGH] através do tracado das respetivas dia-
gonais e deduz o valor do quociente entre as areas dos quadrados
[ABCD] e [EFGH].

e

Na figura esta representado um triangulo [ABC] retangulo em A e a bissetriz BD
do angulo ABC. c, D A

14.1 Supondo que AB=12cm e BC =15 cm, determina AC.

14.2 Sabe-se que % = % ou seja, 0s segmentos que a bissetriz de um angulo

determina no lado oposto estdo na mesma razdo dos outros dois lados do B
triangulo.
Determina AD e DC.

@ Considera o triangulo [ABC] e sejam a=BC, b=AC e c = AB. A
Supde que o angulo de vértice em C é obtuso e traca a altura c ih
relativa a [BC] que interseta o prolongamento desse lado no %b i
ponto D, obtendo-se assim dois triangulos retangulos, [ACD] 8 F "

e [ABD]. Considera x = DC e h= AD.
15.1 Tendo em conta o Teorema de Pitagoras, completa a igualdade b* = ...

15.2 Utilizando a igualdade da alinea anterior, obtém uma expressdo de a’ + b’ que apenas
envolva a, h e %.

15.3 Aplicando o Teorema de Pitagoras ao triangulo [ABD], mostra que:
c=h+a>+ 2an + %
15.4 Tendo em conta as igualdades obtidas nas questdes anteriores, mostra que ¢ > a* + b’

Tarefa de investigacdo |

@ Textos provenientes da Babilénia (c. 1750 a. C.) mostram que os Babilénios descobriram conjuntos
de trés numeros, como (3; 4; 5) e (5; 12; 13), que eram as medidas dos lados de triangulos retangulos.
Embora Pitdgoras e os seus discipulos so tivessem vivido mais de mil anos depois, tais conjuntos
de ndmeros ficaram conhecidos como «ternos pitagoricos».

16.1 Qual dos ternos seguintes ndo é um terno pitagoérico? Escolhe a opgao correta.

A. (9;12;15)
B. (11;60;61)
C. (40; 42; 58)

D. (12;16; 18)
16.2 Prova que se (a; b; ©) € um terno pitagorico, entao, (2a; 2b; 2¢) também é um terno pitagorico.
16.3 Investiga outras formas de criar ternos pitagoricos.
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A vida de Pitagoras

Y sagv i G

agoras é uma figuFa‘exfre‘Fﬁ‘aThente importante no desenvolvimento

a Matematica. Ao contrario de muitos matematicos gregos posteriores,
que nos deixaram escritos, Pitdgoras nao escreveu nenhum livro. Da sua
histéria sabem-se apenas alguns pormenores. O que se apresenta a seguir
é 0 resumo do que se julga serem os principais

acontecimentos da sua vida.

0 MACED.@BHR ;
mewponta A~ s
'}‘2 ~ N2 1

l

As suas viagens

oi na ilha de Samos, na antiga Grécia,

que Pitagoras nasceu. Depois de uma vida
onga e de muitas viagens, Pitdgoras acabara
por morrer em Metaponto, na Magna Grécia,
om cerca de 95 anos de idade.

Filho de Mnesarchus N

(pai) e Pythais (mae),
é provavel que tenha
tido dois irmaos,
embora algumas
fontes apontem

Aprende N
P u para trés.

musica e poesia,
e tocava muito
bem lira.

J

Pitdgoras nasceu

em Samos, na antiga
Grécia, por volta do ano
570 a. C. O seu pai era
comerciante e Pitagoras
terd viajado muito

com ele. Pouco se sabe
da sua infancia, apenas
gue teve uma educacao
de acordo com a tradicao
daquele tempo.

570 a. C. \ 550 a. C.

Sofreu a influéncia de trés
filosofos na sua juventude.
Um foi Ferécides de Siro,
0 seu primeiro professor.
Os outros dois foram
Tales e o seu pupilo,
Anaximandro de Mileto.
Tales foi decisivo para

o interesse de Pitagoras
pela Matemética

e pela Astronomia.

Por volta do ano 535 a. C.,
alguns anos apés o inicio
da tirania de Policrates
sobre a cidade de Samos,
Pitagoras foi para o Egito.
Algumas evidéncias sugerem
que os dois foram no inicio
amigos e que Pitagoras

foi para o Egito com uma
carta de apresentacao
escrita por Policrates.

Em 525 a. C., Cambises I,
rei da Pérsia, invadiu

o Egito. Pitdgoras foi
feito prisioneiro e levado
para a Babilénia.
Enquanto 13 esteve,
estudou a adoracao mistica
a muitos deuses e foi
instruido em Aritmética,
MuUsica e outras ciéncias
matematicas.
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Atualmente,-Pitdgoras
€ sobretudo recordado pelo

seu famoso teorema de Geometria.
Este teorema ja era do conhecimento
dos Babilénios mil anos antes,

mas parece ter sido Pitagoras

o primeiro a prova-lo.

\J

o

~MENOR™

Depois de deixar
a Babilénia, Pitagoras
viajou pela Pérsia até chegar

a india. Dai partiu de novo
para a Grécia. Mais precisamente
para a ilha de Samos. \

muitas civilizacdes, cidades

e continentes. Estas viagens
constituiram um fator decisivo
para o desenvolvimento do seu

520 a. C. 518 a. C. 508 a. C. 475 a. C.

Em cerca de 520 a. C., Pitdgoras Pitagoras saiu de Samos Em seguida, A evidéncia

deixou a Babilénia e retornou

a Samos, onde fundou uma escola
chamada Semicirculo. Policrates
tinha sido morto por volta

de 522 a. C., no mesmo ano

gue Cambises. A morte dos dois
pode ter influenciado o retorno
de Pitagoras a Samos; contudo,
ainda hoje ndo se sabe como
obteve Pitdgoras a sua liberdade.

e foi para Crotona, por volta
de 518 a. C., onde fundou
uma escola filoséfica e religiosa
que teve muitos seguidores.
Pitdgoras estava interessado
nos principios da Matematica:
no conceito de nimero e nas
suas propriedades, nas figuras
matematicas, bem como

na ideia abstrata de prova.

por volta de 508 a. C.,
a Sociedade Pitagorica
em Crotona foi
atacada por Cilon,

um nobre da cidade.
Pitagoras fugiu

para Metaponto

e a maioria dos
autores dizem que ele

morreu ali.

da sua morte

é incerta, nao se
sabendo ao certo
como, quando

e onde ocorreu.
Pensa-se que tera
sido por volta

de 475 a. C.
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Decomposicao de um triangulo retangulo pela altura
referente a hipotenusa

e Num triangulo retangulo, ao lado maior chama-se hipotenusa (opde-se ao angulo reto).
Os outros dois lados sao os catetos.

e A altura referente a hipotenusa de um triangulo retangulo divide o triangulo em dois triangulos
semelhantes entre si e semelhantes ao triangulo inicial.

A H Hipotenusa B

Altura relativa / A

a hipotenusa ~ 7 c{> E

B C H c H

B

Os trés triangulos sao semelhantes, ou seja, os angulos correspondentes sdo iguais e as medidas
dos lados correspondentes sao diretamente proporcionais.

Assim, podem estabelecer-se as seguintes relagoes:
AB _AH  BC _HC
AC AB  AC BC

Exemplo:

Na figura, esté representado um tridngulo retangulo em 7, decomposto pela altura referente

a hipotenusa.
T /

9dm

4 dm
R

Sao validas as seguintes relacdes entre os comprimentos dos lados correspondentes:
RT _ HT _ RH
T H  HT
Para determinarmos a altura HT do triangulo [TR/], basta fazer:
HT _RH __HT _ 4
HI  HT 9 HT
SHT’ =36 HT=+/36 &
& HT =+6

como se trata de um comprimento,

HT =6dm
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Teorema de Pitagoras

Num triangulo retangulo o quadrado da hipotenusa é igual a soma dos quadrados dos catetos.

(Hipotenusa)® = (cateto)* + (outro cateto)?
c=a + b’

A

B

e O Teorema de Pitdgoras aplica-se num tridangulo retangulo, para determinar o comprimento de um
lado, quando sao conhecidos os comprimentos dos outros dois lados.

Reciproco do Teorema de Pitagoras

Num triangulo, se o quadrado do lado maior for igual a soma dos quadrados dos outros dois lados,
entao, o tridangulo é retangulo no vértice oposto ao lado maior.

O Teorema de Pitdgoras e o seu reciproco servem para verificar se um triangulo (cujas medidas sdo

conhecidas) é, ou ndo, um triangulo retangulo.

Exemplos
Exemplo 1: Exemplo 2:
% 32.cm
o ‘ ‘
24 cm 40 cm

® =24+ 18 <
o’ =576 + 324 <
=%’ =900 % =1+V900

S xu=x30

Como % é um comprimento, entao, é positivo:

w =40 -3

o %’ =1600 — 1024 &
ow=576ox=2/576
S n==*24

Como % é um comprimento, entdo é positivo:

% =30cm n =24 cm
Exemplo 3: Exemplo 4:
B E
1,8 cm i N 2,4 cm 17 cm i i 2,9cm
A 3 C E
m D 3,2cm

32=24"4+18°
Entdo, o triangulo é retangulo em B.

32229+ 1,7°
Entdo, o triangulo nao é retangulo.

Y,

Y,
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Atividades globais |

QUESTOES DE ESCOLHA MULTIPLA

Das quatro alternativas, escolhe a Unica opcao correta.
@ O tridngulo [ABC] é retangulo em B, sendo [BP] a altura referente a hipotenusa.

A P C

B

Sabendo que BP =8 cm e AP =10 cm, qual é o comprimento de [CP]?
A. 7cm B. 6,4cm C. 10cm D. 82cm

@ Na figura ao lado esta representado o triangulo [BAC], A C
retangulo em A. H

Qual das seguintes afirmacdes é verdadeira?

A. AC’=BC’—AB’

B. AB =BC + AC’

C. BC'=AC — AB

D. AC’=BC’+ AB’ B

(-

Quais das medidas seguintes correspondem aos lados de um triangulo retangulo?
A. 18cm, 15cme 8 cm.

B. 14 cm, 48 cme 50 cm.

C. 39am,13cmedl cm.

D. 22 cm, 38 cm e 60 cm.

A

@ O trapézio isosceles da figura ao lado tem perimetro
72 cm. Sabendo que AB = 32 cm e que CD = 20 cm,
a area do trapézio é:

2
A. 260 cm c D
B. 156 cm?
C. 468 cm?
D. 208 cm?
@ Considera um losango [ABCD] de perimetro igual a 1 m B

cujas diagonais se intersetam no ponto £. Sabendo que A
[BD] tem 14 cm de comprimento, a area do losango é:

A. 168 cm?

B. 336cm?

C. 300 cm? 2
D. 175cm? D
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EXERCICIOS E PROBLEMAS

[ABC] é um triangulo retangulo em A, tal que AB=12cmeAC = 5cm.
6.1 Calcula a area do triangulo [ABC].
6.2 Calcula a medida do comprimento de [AH], com uma casa decimal.

A figura ao lado mostra duas avenidas que partem de um mesmo
ponto A e cortam duas ruas paralelas. Na primeira avenida, os quar-
teirdes determinados pelas ruas tém 75 m e 85 m de comprimento,
respetivamente. Na segunda avenida, um dos quarteirdes determina-
dos mede 60 m.

7.1 Por questdes de seguranca o quarteirdo triangular vai ser
vedado durante um curto periodo de tempo. Quantos metros
de fita serdo necessarios?

7.2 Determina a area do quarteirdo com a forma de trapézio.

Acerca do triangulo [MAR] sabe-se que:
AM =6m; AR=8m: MR =10m

8.1
8.2 Determina a area do triangulo [MAR].

Mostra que o triangulo [MAR] é retangulo.

8.3 0O Jodo tem um jardim retangular, cujas dimensdes sao iguais as dimensdes dos catetos do
triangulo [MAR]. Qual é a érea do jardim do Jodo?

Determina os valores de % e y nas figuras seguintes:

a) b)

18 cm

24 cm

Tarefas ]

Um matematico indiano do século xi, Bhaskara, inventou uma demonstracao
para o Teorema de Pitdgoras baseada na figura ao lado.

A figura é constituida por quatro triangulos retangulos iguais, tendo os catetos
comprimento a e b e a hipotenusa comprimento c.

10.1 Justifica que o quadrilatero que se obteve no centro é um quadrado.
10.2 Determina o comprimento do lado do quadrado interior.
10.3 Com base na figura, prova o Teorema de Pitagoras.

C

O presidente Garfield dos Estados Unidos da América inventou, em 1876, uma
demonstracdo do Teorema de Pitdgoras baseando-se na figura a direita.

Os triangulos retangulos [UTW] e [WYZ] sao iguais. Os catetos tém de compri-
mento a e b e a hipotenusa tem de comprimento c.

11.1 Justifica que o tridangulo [UWZ] é um tridngulo retangulo.
11.2 Com base na figura, prova o Teorema de Pitdgoras.




Se tens duvidas, consulta =
as paginas indicadas. AUTOAVALIAGAO

e |dentifica claramente, na tua folha de respostas, os nimeros dos itens a que respondes.
Apresenta uma Unica resposta para cada item.

e O teste inclui trés itens de escolha multipla. Em cada um deles, sao indicadas quatro
alternativas de resposta, das quais sé uma esta correta. Nao apresentes célculos nem
justificacoes.

Pags. 28 e 29 ° Na figura ao lado, o triangulo [ABC] é retangulo
em B e [BH] é uma altura.

1.1 Refere os triangulos semelhantes da figura.

1.2 Calcula a medida do comprimento do seg- AH—H<_>|

mento de reta [BH]. 9cm 4 cm

C

Pags. 28 e 29 e Na figura seguinte,x representa a medida de um cateto do triangulo retangulo
[ABC]. Determina o valor de x.

P4g. 37 e Na figura ao lado esta representado o triangulo [ABC].
Qual das seguintes afirmacoes é verdadeira? A
A. O triangulo [ABC] é isdsceles.
B. O triangulo [ABC] é retangulo em B.
C. O triangulo [ABC] é retangulo em A.
D. O triangulo [ABC] nao é retangulo. C 2.9cm

2 ¢em 2,1 cm

P4gs. 33 e 36 G Em cada caso, determina o valor de %.

a) b)

30 cm 40 cm 40 cm

24 cm

nom nm
Pag. 33 e Em relagdo ao triangulo seguinte, qual das afirmacdes é verdadeira?
A. x*=7" -8
B. ®!=8+7’ 8 cm
82 = 72 _ o2

C
D. 8 =7"+% 7 cm

nam

Pag. 33 G O triangulo isésceles da figura tem 32 cm de altura
e um dos lados mede 48 cm, como mostra a figura.
Determina o perimetro do triangulo.
48 cm

48



0 Na fotografia apresentada a direita, calcula
a altura, h, da escada.

e Qual dos triangulos seguintes ndo é um triangulo retangulo?
(As figuras nao estao construidas a escala.)

B. C.

4,5 cm

3,3cm

ch
Na figura ao lado, [ABC] e [DBC] sao dois C
triangulos retangulos em B. 60 cm
Calcula:
A D
>

a) a area do triangulo [ABC];

2,1cm

D.
3,6cm
34cm 2,8cm 4.4 cm

2,7 cm

1,8cm

(o)

. 48 cm 27 cm
b) o perimetro do triangulo [ACD].

@ O Sr. Manuel tem um terreno como o representado na figura.
Determina o perimetro e a area do terreno.

4m

]

-

7m

=)

Mostra que o triangulo [ABC] em que AB=12cm,BC=5cmeAC=13cm
é retangulo e indica o angulo reto.

Q O Diogo e o Jaime determinaram a area do quadrado P =@
[PQRS] de dois modos diferentes:
— Diogo: A = (b + ¢ b
— Jaime: A =a? + 2bc 5
Com base nesses dados, demonstra o Teorema de Pitdgoras. s —'C . '_,g

GRELHA DE AVALIACAO

Exercicio 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1M 12

Cotacdo’ (pontos) 12 10 5 12 5 7 6 5 12 8 8 10

! Para saberes a cotacdo de cada alinea, basta dividires a cotacao do exercicio pelo nimero de alineas.

Se tens duvidas, consulta
as paginas indicadas.

Pag. 36

Pag. 37

Pag. 36

Pag. 36

Pag. 37

Pag. 33

Y,

J
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A Geometria na Grécia Antiga

A palavra «geometria» vem do grego «geometrein», que significa medi-
cao de terra. Segundo o historiador grego Herédoto (século v a. C.),
a Geometria tem origem na medicdo de terrenos no Egito Antigo.

Em tempos remotos, no Egito e na Babildnia, a Geometria era apenas
uma colecao de regras praticas. Os Gregos viajaram por esses paises,
adquiriram os conhecimentos e deram-lhes uma organizacao légica.
Considera-se, por isso, que foi na Grécia que a Geometria se tornou
uma das maiores criacdes do espirito humano.

e Tales (c. 624-547 a. C.)

§

0 750 km

[ Dominio grego ==
nos séculos vi-vi a. C.

-—— Area de influéncia Escas. /‘? SARMATAS
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I e
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NUMIDAS

Tales de Mileto é, por vezes, chamado o «primeiro matematico», pela sua preocupacdo em provar as suas

afirmacoes. Sao-lhe atribuidos quatro teoremas.
e Pitagoras (c. 572-497 a. C.)

O trabalho iniciado por Tales de Mileto foi continuado, nos séculos seguintes, pelos pitagéricos. Pitdgoras
fundou um culto religioso e filosofico, a «Escola Pitagérica», que estudava Matematica e cujo lema era:
«Tudo é numero.» O teorema que tem hoje o seu nome vem, muito provavelmente, dos Babilonios, mas
pensa-se que foram os pitagoricos que, pela primeira vez, apresentaram a sua demonstracao. E provavel
gue nem tenha sido Pitdgoras a demonstra-lo, visto que as descobertas de qualquer pitagérico eram

sempre atribuidas ao mestre da Escola.
¢ Euclides (c. 325-265 a. C))

Por volta de 300 a. C., Euclides de Alexandria publicou Os Elementos, constituidos por 13 livros, que
reuniam toda a Geometria da época, incluindo as descobertas dos pitagéricos. No livro |, Euclides comeca
por escrever as definicdes: o que é um ponto, uma linha, um angulo, etc. A seguir, apresenta 5 Postula-
dos (proposicoes que Euclides pede ao leitor para aceitar) e 5 No¢ées Comuns (proposicoes suposta-
mente do conhecimento geral, como, por exemplo, «coisas que sao iguais a Uma mesma coisa sao iguais
entre si»). Seguem-se 48 proposicoes, para as quais Euclides apresenta demonstracoes usando apenas as
defini¢des, os postulados, os axiomas e os teoremas ja demonstrados. O livro | termina com as proposi-

coes 47 e 48: o famoso Teorema de Pitagoras e o seu reciproco.

Os Elementos de Euclides sao o texto matematico mais influente de todos os tempos.

Sugestao de trabalho

e Elabora um trabalho sobre Tales, Pitagoras ou
Euclides. Apresenta um resumo da sua vida e
explica o seu contributo para a evolucdo da
Matematica.

e Em grupo, escreve um didlogo entre Pitdgoras e
os seus discipulos, no qual o matematico Ihes
expligue o teorema e as suas aplicacdes. Depois,
procede a sua dramatizacao.
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Trigonometria

A Trigonometria é um ramo da Matematica que trata das relacdes entre lados e angulos de um triangulo.
No 9.° ano, irds estudar Trigonometria no triangulo retangulo.

Sugestao de trabalho

Num ambiente de Geometria Dindmica, constréi um triangulo [ABC], c
AB \ BC \
retangulo em B, e investiga a soma [ — ) + |=—|.
, AC AC
Formula uma conjetura e prova-a. B

Teoremas famosos

A Matematica é uma disciplina dinamica que contribui para o
desenvolvimento de inlimeras areas da ciéncia. Anualmente, sdo
provados milhares de novos teoremas. Os mais famosos séo os mais
Uteis (como o Teorema de Pitagoras), mas também os que sdo mais
dificeis de demonstrar (como o Teorema das Quatro Cores).

Em 1852, enquanto pintava um mapa, o matematico F. Guthrie
reparou que so precisava de quatro cores e perguntou-se: «Serdo
suficientes quatro cores para pintar qualquer mapa plano, de modo
que dois paises vizinhos ndo tenham a mesma cor?» A questdo
parecia simples, mas passaram mais de cem anos antes que fosse
encontrada uma demonstracdo. O teorema so foi provado em 1976
e é famoso por ter sido usado um computador para efetuar um
numero imenso de calculos (durante cerca de duas mil horas).

Sugestao de trabalho

¢ Verifica que sdo suficientes quatro cores para pintar o mapa da Europa.

¢ Pierre de Fermat, um advogado francés do século xvil cujo passatempo era a Matematica, formulou
um dos mais famosos teoremas da histéria da Matematica, enquanto estava a pensar em ternos pita-
géricos. Pesquisa informacdes sobre o Teorema de Fermat.

F 55_1'7134 da Internet

¢ Jogos matematicos: http:/nautilus.fis.uc.pt/mn/p_index.html

e Teorema de Pitagoras: http://www.educ.fc.ul.pt/icm/icm2001/icm32/index.html
e http://www.prof2000.pt/users/hjco/PITAGORA/pg000006.htm

¢ Os Elementos de Euclides: http:/Awww.educ.fc.ul.pt/docentes/opombo/seminario/euclides/elementoseuclides.htm

W,
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Atividades iniciais

As isometrias nas artes

Desde a Antiguidade que a repeticdo de um mesmo motivo tem sido usada nos mais variados con-
textos, dando lugar a composicoes de grande beleza estética. Esse efeito visual pode ser observado
em edificios, painéis de azulejos, pavimentos de calcada portuguesa, vitrais de igrejas, tecidos,
papéis de parede e quadros de artistas famosos.

Calcada (Lisboa) Mosaico na vila romana Painel de azulejos (Lisboa) Mosteiro da Batalha
de Pisbes (Beja)

Uma vez escolhido o motivo, existem formas diferentes de o repetir, usando transformacoes geo-
métricas chamadas isometrias (rotacdo e reflexao).

Observa os exemplos:

Rotacao Reflexao

Descreve situacoes do teu quotidiano em que sejam visiveis isometrias.

Identificar isometrias

Descobre as figuras que podem [
ser obtidas a partir da figura A

por meio de uma isometria.

Em cada caso, identifica
a isometria.

i

@ Determina o nuUmero de eixos de simetria das figuras seguintes.

a) b) ) d) I e) ‘
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m| Segmentos orientados e vetores

~N

© Para cada fotografia, reproduz
0 motivo minimo que se repete por
reflexdes sucessivas.

© Para descrever uma reflexao,
guantas informacoes sao
necessarias?

© Desenha um motivo e a sua imagem
por uma rotacdo de modo que se
togquem em dois pontos. y

Recorda

Dados dois pontos A e B,
o segmento de reta [AB]

é o conjunto dos pontos

A e B e de todos os pontos
da reta AB compreendidos
entre A e B.

A reta AB designa-se por
reta suporte do segmento
de reta [AB].

Os pontos Ae B
designam-se por extremos
do segmento de reta [AB].

Ao escolhermos

no segmento de reta [AB]
uma origem de entre

os dois extremos definimos
um segmento orientado.

O segmento orientado
[A,B] tem origem A

e extremidade B.

A reta AB é areta
suporte do segmento
orientado [A,B].

54

= Segmentos orientados

Vamos estabelecer comparacdes entre segmentos orientados. Na figura
seguinte as retas AB e CD sao paralelas. Os pontos E e F pertencem a reta CD.

A reta suporte do segmento orientado [A,B] é paralela a reta suporte do
segmento orientado [C,D] e também do segmento orientado [F,E]. A reta
suporte do segmento orientado [F,E] é coincidente com a reta suporte do
segmento orientado [C,D]. Pode afirmar-se que os segmentos orientados
[A,B], [C,D] e [F,E] ttm a mesma direcao.

O segmento orientado [A,C] ndo tem a mesma direcao do segmento orien-
tado [A,B] porque as suas retas suportes nao sao paralelas nem coincidentes.

Dois segmentos orientados tém a mesma dire¢ao quando as respeti-
vas retas suportes forem paralelas ou coincidentes.

Quando dois segmentos orientados tém a mesma direcdo, podem ter
0 mesmo sentido ou sentidos opostos. Considerando a figura anterior, pode
verificar-se que o segmento orientado [A,B] tem o mesmo sentido que
o segmento orientado [C,D], porque as semirretas AB e CD tém o mesmo
sentido. Os segmentos orientados [A,B] e [F,E] tém sentidos opostos porque
as semirretas AB e FE tém a mesma direcdo mas ndo o mesmo sentido.

Dois segmentos orientados [A,B] e [C,D] ttm a mesma direcao e sen-
tido ou simplesmente o mesmo sentido quando as semirretas AB
e CD tém o mesmo sentido.

Dois segmentos orientados [A,B] e [C,D] tém sentidos opostos quando
as semirretas AB e CD tém a mesma direcdo, mas ndo o mesmo sentido.



Ainda na figura anterior podem identificar-se os segmentos orientados
[C,D] e [F,E] com sentidos opostos. Os segmentos orientados [A,B] e [A,C]
nao tém a mesma direcao, pelo que nao tém o mesmo sentido e também
nao tém sentidos opostos.

Na figura seguinte estao representados cinco segmentos orientados [A,B],
[C,D), [E.F], [G,H]ellJ].

Os segmentos de reta [AB], [CD] e [GH] tém o mesmo comprimento, assim,
os segmentos orientados [A,B], [C,D] e [G,H] também terdo o mesmo com-
primento. Os segmentos orientados [E,F] e [/,J]] também tém o mesmo
comprimento.

Dados dois pontos A e B, o comprimento do segmento orientado
[A,B] é o comprimento do segmento de reta [AB], ou seja, é a distan-
Ciaentre AeB.

Considerando na figura anterior a grelha constituida por quadrados com
uma unidade de lado, pode dizer-se que o comprimento dos segmentos
orientados [A,B], [C,D] e [G,H] é duas unidades. O comprimento dos seg-
mentos orientados [E,F] e [/,J] é cinco unidades.

Dado um ponto A, o segmento de reta [AA] e 0 segmento orien-
tado [A,A] de extremos ambos iguais a A coincidem com o ponto A.
A medida do comprimento de [AA] e a distancia de A a ele préprio
é 0 unidades (em qualquer unidade de medida).

O segmento orientado [A,A] tem direcdo e sentido indefinidos.

Exemplo:
Na figura, esta representado o quadrado [ABCD]. A B
Os segmentos orientados [A,B] e [D,C]:

e tém a mesma direcdo, pois as suas retas suporte
sao paralelas;

* t&m 0 mesmo sentido, pois as semirretas ABe DC
tém o mesmo sentido;

e tém 0 mesmo comprimento, pois 0s segmentos
de reta [AB] e [DC] tém o mesmo comprimento

(4B =DC)
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Dois segmentos orientados dizem-se equipolentes quando tém
a mesma dire¢ao, 0 mesmo sentido e 0 mesmo comprimento.

Considera a ultima figura da pagina anterior. Os segmentos orientados [A,B]
e [D,C] sao equipolentes. Também sdo equipolentes os segmentos orientados:

* [ADle[B,C];
* [BAle[CD];
e [D,Ale[CBI.

Nao sdo equipolentes os segmentos orientados:

e [A,B] e [C,D], porque nao tém o mesmo sentido;

e [A,B] e [A,D], porque ndo tém a mesma direcao;

e [A,B] e [AA], porque ndo tém o mesmo comprimento.

Dois segmentos orientados [A,B] e [C,D], de retas suportes distintas, sao
equipolentes quando (e apenas quando) [ABDC] é um paralelogramo.

Demonstracao:

Consideremos duas retas distintas s e t e dois segmentos orientados [A,B]
e [C,D], tais que [AB] esta contido em s e [CD] esta contido em t.

Pretende comecar-se por provar que se [A,B] e [C,D] sao equipolentes, entao,
[ABDC] é um paralelogramo.

Se 0s segmentos orientados [A,B] e [C,D] sao equipolentes, entao tém
a mesma direcao, o mesmo sentido e 0 mesmo comprimento.

Como [A,B] e [C,D] tém a mesma direcdo, o quadrilatero [ABDC] tem
Rec°rda, _ os lados [AB] e [CD] paralelos. Assim, [ABDC] é um trapézio. Como [A,B]
Todo o trapézio com bases e [C,D] ttm o mesmo comprimento, o trapézio tem as bases iguais, pelo
iguais é um paralelogramo. ,

que [ABDC] é um paralelogramo.
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Para terminar a demonstracao, vamos provar o reciproco, isto é, que se
[ABDC] é um paralelogramo, entao, [A,B] e [C,D] sdao equipolentes.

Dado que [ABDC] é um paralelogramo, entao, [A,B] e [C,D] t¢ém a mesma dire-
¢do e 0 mesmo comprimento, ja que sao lados opostos de um paralelogramo.

Como AC e BD sao paralelas, ndo se intersetam, pelo que B e D estao
no mesmo semiplano de fronteira AC, ou seja, as semirretas AB e CD tém
o0 mesmo sentido, logo, os segmentos orientados [A,B] e [C,D] sdo segmentos
orientados com a mesma direcdo e o mesmo sentido. Conclui-se assim
que os segmentos orientados [A,B] e [C,D] sao equipolentes.

Exercicios resolvidos

Na figura, esta representado o retangulo [ABCD]. A B

1. Quantos segmentos orientados diferentes, com os
extremos distintos, podes definir com os quatro
vértices da figura?

2. Ildentifica dois pares de segmentos orientados:
a) com a mesma direcao;
b) com o mesmo sentido;
C) com o mesmo comprimento;
d) com a mesma origem;
e) equipolentes.

Resolucao:

1. Dois vértices distintos definem dois segmentos orientados. Por exemplo,
A e B definem [A,B] e [B,A]. Assim, com as letras da figura podem ser
definidos 12 segmentos orientados diferentes.

a) Por exemplo, os segmentos orientados [A,B] e [B,A] ttm a mesma
direcéo, tal como [A,D] e [B,C].

b) Por exemplo, os segmentos orientados [A,B] e [D,C] tém o mesmo
sentido, tal como [B,A] e [C,D].

¢) Por exemplo, os segmentos orientados [A,C] e [D,B] tém o mesmo
comprimento, tal como [A,D] e [C,B].

d) Por exemplo, os segmentos orientados [A,B] e [A,C] tém a mesma ori-
gem, tal como [D,A] e [D,C].

e) Por exemplo, os segmentos orientados [A,B] e [D,C] sao equipolentes,
pois tém a mesma direcdo, o mesmo sentido e 0 mesmo comprimento,
tal como os segmentos orientados [D,A] e [C,B].

Unidade 2 VETORES, TRANSLACOES E ISOMETRIAS
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s Nocao de vetor

Consideremos novamente a figura:

Os segmentos orientados [A,B] e [C,D] sao equipolentes. Dizemos que deter-
minam o mesmo vetor.

Os segmentos orientados [A,B] e [E,F] ndo sdao equipolentes. Dizemos que
determinam vetores distintos.

Um vetor fica determinado por um segmento orientado de tal modo
que segmentos orientados equipolentes determinam o mesmo vetor
e segmentos orientados ndo equipolentes determinam vetores distintos.

Os segmentos orientados que determinam um vetor sdo designados
por representantes do vetor.

O vetor determinado pelo segmento orientado [A,B] representa-se por AB.

A direcao, o sentido e o comprimento de um vetor é a direcdo, o sentido
e o comprimento de qualquer um dos seus representantes.

Exemplo:

Na figura ao lado, esta representa- A B
do o retangulo [ABCD].

Os segmentos orientados [A,B] e
[D,C] sao equipolentes, logo,
determinam o mesmo vetor que
pode ser representado por AB ou
por DC (AB = DQ).

Os segmentos orientados [A,B] e [A,D] nao sao equipolentes, logo, determi-
nam vetores distintos. Assim, sdo distintos os vetores AB e AD (AB # AD).

Também s&o distintos os vetores AB e BA, porque 0s segmentos orientados

[A,B] e [B,A] tém sentidos opostos, logo, ndo sao equipolentes.

Os segmentos orientados de extremos iguais determinam o vetor nulo,
gue pode ser representado por 0.

No exemplo anterior, os segmentos orientados [A Al, [B B], [C C] e [D,D]
sao todos representantes do vetor nulo 0 (AA=BB=CC=DD=0).

Um vetor também pode ser representado por uma letra minuscula, por
exemplo, & ou V. A seta por cima da letra aponta sempre para a direita.



Exemplo:

O vetor AB também esta
representado por .

O vetor CD também esta
representado por V. A

O vetor EF também est4
representado por w.

Dois vetores, ndo nulos, dizem-se:
e colineares, quando tém a mesma direcao;

e simétricos, quando tém a mesma direcdo, 0 mesmo comprimento
e sentidos opostos.

O vetor simétrico de um vetor U representa-se por —d.

Considera-se que o vetor nulo O é colinear com qualquer outro vetor e simé-
trico dele proéprio.

Exemplo:
Os vetores AB e CD s&o simétricos. Se
se representar o vetor AB por &, entao, B C
pode representar-se o vetor CD por —a.
Também se pode escrever AB = —(CD. a —a
Nota ainda que dados dois pontos P e Q,
os vetores PQ e QP sado simétricos: A D
PQ = —QP.
Na figura esta representado o quadrado [ABCD] e o vetor 4. D C

Utilizando os vértices do quadrado representado, indica:

Cy

a) dois vetores, diferentes, ndo colineares com o vetor &;

b) um vetor com 0 mesmo comprimento do vetor 7,
mas com direcdo diferente; 2 5

¢) o vetor simétrico do vetor (;
d) dois representantes do vetor nulo.

Resolucao:

a) Por exemplo, o vetor AB e o vetor AD.
b) Por exemplo, o vetor BD.

¢) O vetor CA.

d) Por exemplo, [A,A] e [B,B].

O que deves saber
e Compreender as nocdes de segmento orientado e de vetor.

* |dentificar, representar e utilizar os termos «direcdo», «sentido» e «com-
primento» de um segmento orientado e de um vetor.
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Verificar a aprendizagem |

NOGAO DE SEGMENTO ORIENTADO

Certos movimentos podem ser representados por segmentos orientados, em que a direcdo e o sentido
sdo representados pela direcao e pelo sentido do segmento orientado e o comprimento do desloca-
mento representado pelo comprimento do mesmo segmento orientado. Em que situacdo ndo ocorre
um movimento que se possa representar por um segmento orientado? Escolhe a opcédo correta.

A. Elevador B. Janela deslizante C. Prego D. Ponteiros

Considera a imagem ao lado.

Indica dois segmentos orientados com:

a) a mesma direcao, mas comprimentos diferentes.

b) a mesma direcdo e o mesmo comprimento, mas sentidos opostos.

c) direcoes diferentes, mas com o mesmo comprimento.
d) a mesma origem e direcoes diferentes.

AUTOAVALIACAO Compreendo a nogao de segmento orientado?

NOCAO DE VETOR

Desenha um vetor com 3 cm de comprimento e direcdo vertical, sentido de baixo para cima. Designa
a origem por A e a extremidade por B.

Considera os vetores da figura seguinte.

Qy
Ay

Y

o)

Q,

Q.

\

—ny

A
Dy

A

4.1 Osvetores d e € tém a mesma direcgo?

4.2 Osvetoresd e f tém o mesmo sentido?

4.3 Osvetoresb e g tém o mesmo comprimento?

4.4 Indica um vetor com a mesma direcao e o mesmo sentido que €.
4.5 |Indica um vetorigual a g.

9/ Se M é o ponto médio do segmento de reta [AB], o que se pode dizer sobre AM e BV?

AUTOAVALIACAO Compreendo a nocao de vetor?



| Aplicar ]

@ As forcas que atuam sobre um corpo (peso, resisténcia do ar, etc.) ndo se veem, mas representam-se
por vetores cujo comprimento indica a intensidade da forca.

Em cada caso, descreve a direcdo e o sentido de cada uma das forcas.

@ Considera o vetor V representado na grelha quadriculada. V\>
Copia a figura e desenha um vetor com:

a) o dobro do comprimento do vetor v/;
b) o sentido oposto ao do vetor V.

e/ No centro de uma pagina, constréi um retangulo [ABCD] com AB = 4 cm e BC = 3 cm.
Com os vértices da figura, indica todos os vetores:

_C A B
a) colineares com AB;
b) com comprimento igual a 4 cm;
¢) com o mesmo sentido do vetor CB. D c
@ Num ambiente de Geometria Dinamica, desenha um triangulo K L
equildtero [ABC].
9.1 Recorrendo apenas a reflexdes, constréi os nove triangulos A
a volta do triangulo [ABC]. J D
9.2 Com os vértices dos triangulos da figura, quantos segmentos
orientados equipolentes ao segmento orientado [/,K] se podem | 5 v £
definir?
9.3 Com os vértices dos ir)iéngulos da figura, quantos vetores coli-
neares com o vetor AB se podem definir? H G F

9.4 Quantas direcbes diferentes sao visiveis na figura?

NOTA: Sobre Geometria Dinamica, consulta a pagina 94.

Tarefas de investigacao J

@ Dois pontos, A e B, permitem criar dois vetores diferentes: AB e BA.

10.1 Mostra que trés pontos permitem criar, no maximo, 6 vetores diferentes e,
no minimo (dependendo da posicdo dos pontos), 4 vetores diferentes.

10.2 Quantos vetores diferentes se podem criar com 4 pontos, no maximo e no minimo?
10.3 Copia e completa a tabela e procura uma regularidade no nimero maximo de vetores.

N.° de pontos | 2 || 3 ” 4 ” > ” 6 |
N.° maximo de vetores | 2 || 6 || || ” |

@ Faz uma recolha de fotografias que ilustrem vetores no dia a dia.
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Translacao

Tarefa 2
GOSTAS DESTE?

© Identifica o que a ampliacdo
altera, mas a reflexao
preserva.

© O que ambas preservam?

© Através de uma reflexao axial,
refere qual é a imagem de:
a) um segmento de reta;
b) um angulo.

FIZ ESTE QUANDO ESTUDEI /NESTE USEI A NOGAO DE VETOR.
FIGURAS SEMELHANTES. DA A IDEIA DE QUE AS JOANINHAS
USEI AMPLIAGOES E REDUGOES. SE ESTAO A DESLOCAR.

£ GIRO! JA REPAREI
QUE USAS MATEMATICA
NOS TEUS DESENHOS.

Poooe

® Nocao de translacao

Dado um ponto P e um vetor &, pode encontrar-se um representante do
vetor U com origem no ponto P e extremidade num ponto P'.

> P/
N °
/ q_,—""'

Estes dois pontos definem assim um segmento orientado [P,P] que é um
representante do vetor U; pode escrever-se i = PP".

Dados um ponto P e um vetor &, existe um Unico ponto P tal que
U = PP’; designa-se P' por P + .

Demonstracao:

Dado um ponto P e um vetor U, determinado por um segmento orientado
[A,B], se U nao for o vetor nulo, ou seja, se A e B forem pontos distintos,
e a reta AB nao passar por P, pode construir-se um paralelogramo [ABPP],
ficando o ponto P’ determinado de maneira Unica como o ponto intersecao
da reta paralela a AB passando por P com a reta paralela a AP passando
por B.

Como [ABP’P] é um paralelogramo, os segmentos orientados [A,B] e [P,P’]
s&0 equipolentes, ou seja, PP’= AB = (.

Se P esliver na reta AB, existem exatamente dois pontos Q; e Q, tais que
PQ,= PQ,= AB, um em cada semirreta da reta suporte AB e origem em P,
como mostra a figura seguinte.
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A B 01 QZ

No entanto, s6 para um deles, neste caso, Q,, AB e PQZ tém o mesmo senti-
do, obtendo-se portanto, & = PQ;.

Concluiu-se que existe um ponto P’ com a propriedade requerida. Porém,
é necessario provar ainda que P’ é Unico. Ora, a unicidade de P’, tal que
PP’= {, pode ser provada, muito simplesmente, notando que se trata
do Unico ponto a distancia de P igual ao comprimento do vetor &, situado
na Unica reta passando por P paralela (ou coincidente com) a reta AB e na
Unica semirreta de origem P dessa reta com o mesmo sentido de AB.

Resta apenas examinar o caso do vetor nulo. Como o vetor nulo é deter-
minado pelos segmentos orientados [A,A] (sendo A um ponto arbitrario),
e apenas por esses, o Unico ponto P’, tal que O = PP’ é o proprio ponto P.

Estas propriedades permitem definir sem ambiguidade o que se entende
por P + ( (trata-se exatamente do ponto P’ acima definido nos diversos
casos); em particular, verificamos que P + 0 = P.

Dado um vetor 4, a um ponto P corresponde-lhe um Unico ponto
P + 4. Temos assim uma nova aplicacao.

Dado um vetor U a aplicacdo, que a um ponto P associa o ponto P + 4,
designa-se por translacao de vetor U e representa-se por T;. A imagem
do ponto P representa-se por T; (P).

Tg(P) =P+ (_l)

Exemplo:

Considere-se o vetor U e o quadrilatero [ABCD] da figura seguinte.

A imagem do ponto A pela translacdo de vetor 4 é o ponto A’, tal que
AA =1, istoé, A=A+ 0.

Da mesma forma, B’ é a imagem de B, C" é aimagem de Ce D’ é a imagem
de D.

Unidade 2 VETORES, TRANSLACOES E ISOMETRIAS
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Escreve-se:

A=A+0=A
T B=B+u0=8
CO)=C+u=C
Dy=D+u=D

L

Exercicios resolvidos

Desenha as imagens dos vértices do losango
apresentado ao lado, através da translacdo

de vetor v. Y

Resolucao:
1.° Com a régua e o esquadro, fixa-se a direcdo do vetor.

>

/VV

2.° Faz-se deslizar o esquadro e tracam-se paralelas a partir de cada vértice.

Vi

3.° Abre-se 0 compasso com o comprimento do vetor e marcam-se os pontos
transformados dos vértices.

-

"

4.° Se unirmos os vértices, obtemos um novo losango.

=

O que deves saber
e Nocdo de translacado.
e Efetuar a translacdo de vetor 4.




Verificar a aprendizagem |

NOCAO DE TRANSLACAO

@ Em que situacdo nao ocorre um movimento de translacao? Escolhe a opgdo correta.

A. Passadeira B. Comboio C. Prego D. Baloico

Reproduz a figura ao lado no centro de uma pdagina do teu caderno.

Desenha a imagem dessa figura através de uma translagao:
a) de 8 unidades para a direita;

b) de 5 unidades para baixo;
c) de sete unidades para a esquerda e de 3 para cima;
d) que leve o ponto B até a posicdo ocupada pelo ponto E.

Para cada par de figuras, identifica as translacées que permitem passar da figura 1 para a figura 2.
a) b)

Desenha um vetor com 4 unidades de comprimento e direcdo horizontal, sentido da direita para
a esquerda. Designa a origem por A e a extremidade por B. Indica o ponto:

a) A+AB b) B+ (-AB) o) TiA) d) Ts(B)

Copia para o centro de uma folha quadriculada os quatro vetores e o ponto P da figura.

5.1 Desenha as imagens do ponto P pelas translacoes de vetor &, b, € e d, respetivamente. Que figura
obtiveste com os quatro pontos imagem?

5.2 Desenha sucessivamente:
a) P=P+a.
b) P, = Tz(P).
c) P =TePy).
d) P, = T4(Ps).
5.2.1 Qual é a relacéo entre os pontos P, e P?

@ Se M é o ponto médio do segmento de reta [AB], o que podes dizer sobre os pontos A + MB e Tua(B)?

AUTOAVALIACAO Compreendo a nogao de translacao e sei efetuar translacées?
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| Aplicar_J

o A Sofia deslocou um cartaz, efetuando uma
translacdo de vetor V. Copia a figura e dese-
nha o cartaz deslocado.

19 JUL

No centro de uma pagina, constréi um triangulo retangulo [ABC] com ¢
AB =5 cm e AC = 3 cm. Desenha as imagens dos vértices do triangulo
pela translacdo de vetor:

a) AB
b) AC
c) CB

Num ambiente de Geometria Dindmica, desenha um quadrado [ABCD].

9.1 Recorrendo apenas a translagdes, constrdi os vértices dos quatro
guadrados em torno do quadrado [ABCD], conforme indicado
na figura ao lado.

Para cada um dos quatro quadrados, indica o vetor da translacdo

que transforma os vértices do quadrado [ABCD] nos vértices desse
quadrado. (Indica um vetor para cada um dos quatro quadrados.)

9.3 Indica quatro vetores iguais a CD.

9.4 Para cada um dos quatro quadrados, em torno do quadrado [ABCD], indica o vetor da translacdo
que transforma cada um desses quadrados no quadrado [ABCD].

NOTA: Sobre Geometria Dindmica, consulta a pagina 94.

Tarefas de investigacdo |

Num ambiente de Geometria Dindmica, constréi um pen-
tadgono regular e com o centro e os vértices define os veto-
resda, b, ¢, d e & como na figura.

10.1 Constréi a imagem P, do ponto P pela translacdo
de vetor &. Constréi a imagem P, do ponto P, pela
translacdo de vetor b e, assim sucessivamente,
constroi os pontos Ps, P, e Ps aplicando as transla-
coes de vetores €, d e &, respetivamente. Que
figura se obtém com os 5 pontos construidos?
Qual é a relacao entre os pontos P e Ps?

~—_

Constréi um hexagono regular e verifica o que ocorre quando repetes o procedimento
da questao anterior. Que figura obténs com os 6 pontos construidos? Que relacdo ha entre
0s pontos P e Ps?

10.3 Investiga se ocorre 0 mesmo com outros poligonos regulares como o triangulo equilatero,
0 quadrado ou o heptagono.

m Faz uma recolha de fotografias que ilustrem as translacdes no dia a dia.
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m Composicao de translacoes
e adicao de vetores

© Em cada caso, indica a )
posicao do ponto A apds
a translacdo T; sequida

da translacéo T;.

@ Comenta a afirmacao:
«Duas translacoes
seguidas podem ser

<i

. G substituidas por uma
\ Unica.» y
= Composicao de translacoes
Na situacdo que se segue, a figura @ desloca-se sequndo a translacao T,
transformando-se assim na figura @. Depois, a figura @ desloca-se sequndo
a translacao Ty, dando origem a figura ®.
Nota

significa efetuar uma
a seguir a outra.

y

A figura ® é a imagem da figura @ através de duas translacées consecutivas,
Tg e TV.

Dados vetores U e V, a composta da translacao T; com a translacdo T;
é a aplicacao que consiste em aplicar a um ponto P a translacao T; e,
de sequida, a translacao T; ao ponto T; (P) obtido.

Exemplo: P

Na figura ao lado estdo
representados dois veto-
resU e vV e aimagem de b

um ponto P pela transla- ) Ti(Ta(P)
cdo de vetor U seguida \
da translacao de vetor v.

Unidade 2 VETORES, TRANSLACOES E ISOMETRIAS
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Como T; (P) = P + U, temos que:

T (T: (P) =

(P) +
+ )

< o
+ <!
<!

Representa-se por T;oT; a composta da translacdo T; com a trans-
lacdo Tz. Dado um ponto P

(ToeT)P) = (P+ U) +V

A expressao TyoT; também se |é T; apos Ts.

Se representarmos por w
o vetor com origem P
e extremidade (T7oT5)(P),
a translacao de vetor w,
Tw, coincide com TyoT;.

u
. ~ v
Diz-se que o vetor w ¢ a
soma dos vetores 7 e V:

w=4d+V

A aplicacdo TyoT; é uma translacao de vetor w, tal que se & = AB e C
é a extremidade do representante de v de origem B (v = BC), entao,
w = AC.

Designa-se w por 4 + V, isto é, w = U + V.

Tem-se ainda que:

P+ +V=T,(T;(P)=T;0T))(P) = Ty\s (P) = P + (T + V)

s Adicao de vetores e propriedades

Regra do triangulo

Para adicionar dois vetores, U e Vv, faz-se coincidir a extremidade
de um representante de & com a origem de um representante de V.
O vetor soma tem origem na origem do representante de U e extremi-
dade na extremidade do representante de V.




Adicao de vetores com a mesma direcao

e Quando U e V ttm o mesmo sentido:

O vetor soma tem a mesma direcao e o mes- . .
mo sentido de 7 e de V. O seu comprimento  —————>——— ">
¢ a soma dos comprimentos de U e de V. u+v

e Quando U e V tém sentidos contrarios e comprimentos diferentes:

O vetor soma tem a mesma direcaio de U e de V e o
sentido do vetor com maior comprimento. O seu Py i

comprimento é a diferenca entre o maior e o menor :—'V—'
dos comprimentos.
e Soma de vetores simétricos:
A soma de dois vetores simétricos é o vetor nulo, 0. @.%»
Vv

Regra do paralelogramo
Podem também adicionar-se dois vetores através da regra do paralelogramo:

Consideram-se representantes dos dois vetores que tenham a mesma ori-
gem A (Figura @) e sejam B e C as suas extremidades.

Considera-se um representante de v .com origem em C e um representante
de U com origem em B, obtendo-se assim um paralelogramo [ABD(] (Figura @)

Traca-se a diagonal [AD] do paralelogramo [ABDC]. O vetor AD é a soma de
U com v (Figura ®).

Exercicio resolvido

Duas forcas, representadas por dois veto-
res, podem ser substituidas por uma Unica
forca, representada pelo vetor soma.

Um barco encalhado esta a ser socorrido
por dois rebocadores, conforme ilustrado
na figura ao lado.

Qual é a forca total aplicada ao barco?

Resolucao:
O barco esté sujeito a duas forcas representadas pelos vetores J e V.
O vetor que dai resulta é o vetor soma 7 + .

1.° Processo — Utilizando a defi-  2.° Processo — Utilizando a regra
nicdo de soma de vetores (regra  do paralelogramo.
do triangulo).

Unidade 2 VETORES, TRANSLACOES E ISOMETRIAS
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Recorda

Uma isometria
caracteriza-se por manter
as distancias entre os pontos,
ou seja, se A’ e B’ forem,
respetivamente, as imagens
de A e B por uma dada
isometria, entdo, a distancia
entre A" e B' é igual

a distancia entre A e B,

ou seja, AB=A'B.

Além disso, os pontos

de [A’'B'] sao exatamente
as imagens dos pontos

de [AB] por essa isometria.

Nota

A palavra «isometria» tem
a sua origem nas palavras
gregas «isos» («igual»)

e «metron» («medida»).
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Dados vetores U, Vv e w, num determinado plano, verifica-se:

e i +V =V+ U (propriedade comutativa da adicdo de vetores);
a

e + 0= i (propriedade de existéncia de elemento neutro (vetor
nulo) da adicdo de vetores);
+(=0)=0 (propriedade de existéncia de simétrico para cada vetor);

L]
L]

+ (Vv + w) = (U+ V) + w (propriedade associativa da adicdo de vetores).

s Propriedades das translacoes

Ao unir os transformados, por uma translacdo, dos vértices de uma figura,
obtém-se outra figura. Vamos ver como se podem comparar essas figuras.

As translacoes sao isometrias que preservam também a direcao e o sen-
tido dos segmentos orientados.

Demonstracao:
Seja U um vetor e A e B dois pontos.

Considerando A’ e B’ os transformados de A e B pela translacdo de vetor @,
sabemos que U = AA = BB'. Logo, [AA'B'B] é um paralelogramo. Assim,
[A,B] e [A",B'] sao equipolentes, pelo que AB = A'B, o que significa que a
translacdo de vetor U preserva os comprimentos dos segmentos de reta,
logo é uma isometria. A translacdo de vetor & também preserva a direcdo
e o sentido dos segmentos orientados.

Vamos demonstrar outra propriedade das isometrias.
As isometrias preservam a amplitude dos angulos.

Demonstracao:

Dado um angulo AOB e os transformados A’, O' e B’ respetivamente dos
pontos A, O e B por uma isometria, sabemos que AO = A’'0’, OB = O'B’
e AB = A'B’. Pelo critério de igualdade de triangulos LLL, os triangulos [AOB]
e [A'O'B’] sao iguais, logo, os angulos AOB e A’O'B’' tém a mesma amplitude
(opdem-se a lados iguais em triangulos iguais).

o]




= Aplicacoes das propriedades

As propriedades das translacdes sao Uteis para fazer construcoes e relacionar
figuras ou elementos de figuras entre si.

Exercicio resolvido

Como efetuar a translacdo de uma circunferéncia?

Resolucao:

Como as translagdes conservam as distancias, entdo, o raio de uma
circunferéncia é igual ao raio da sua imagem. Assim, basta fazer a translacao
do centro e tracar uma circunferéncia com o mesmo raio.

Exercicio resolvido

[ABC] é um triangulo, tal que B = C = 35°. As imagens dos pontos A e C
pela translacdo Tz sdo os pontos A’ e C', respetivamente.

a) Qual é a amplitude do angulo ACA"?
b) Como classificas o quadrilatero [AA'C'C]?

Resolucao:

C

a) Aimagem do angulo ABC é o angulo A'CC’, logo, A'CC’ = 35°.
Os pontos B, C e C' sdo colineares, por isso:
ACA" = 180° — 35° — 35° = 110°
b) Como a imagem por Tz do segmento de reta [AC] é [A'C'], os dois

segmentos sdo paralelos e tém o mesmo comprimento, por isso [AA'C'C]
é um paralelogramo.

O que deves saber

e Compor translacoes.

e Adicionar vetores. As propriedades da adicao de vetores.
e |dentificar as propriedades das translacoes.

e Utilizar as propriedades para justificar raciocinios.

Recorda

e Um paralelogramo é um
quadrilatero cujos lados
opostos sao paralelos.

e Se um quadrilatero
tem dois lados paralelos
e iguais, entao,
é um paralelogramo.
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1

Verificar a aprendizagem |

IDENTIFICAR E UTILIZAR AS PROPRIEDADES DAS TRANSLACOES

Reproduz o poligono [ABCDE] e o vetor v numa folha ou num ambiente de Geometria Dinamica.

A

™
\w)

1.1 Constréi o poligono [A'B'C'D'E’], que é a imagem de [ABCDE] pela translacao T;.
1.2 Compara o comprimento dos segmentos [AE] e [A'E'].

Qual é a posicao relativa dos segmentos?
1.3 De um modo geral, qual é a imagem de um segmento de reta por uma translacao?
1.4 Compara a amplitude dos angulos XAED e SXA’E'D’".
1.5 De um modo geral, qual é a imagem de um angulo por uma translacéo?
1.6 Copia e completa a afirmacédo seguinte.

«As translacoes conservam . e . Assim sendo, a imagem de uma figura é . »

(o)

Que caracteristica deve ter o vetor & para que a imagem de qualquer figura por T; seja ela prépria?

AUTOAVALIACAO Sei identificar as propriedades das translagoes?

A, B e Csao trés pontos nao alinhados (ou ndo colineares).

O ponto D é a imagem do ponto A através da translacio associada ao vetor BC.
3.1 Qual é aimagem do segmento de reta [AB]?

3.2 C(lassifica o quadrilatero [ABCD]. Justifica a tua resposta.

Desenha uma circunferéncia com 3 cm de raio e um vetor v com 5 cm de comprimento.
4.1 Desenha a imagem da circunferéncia pela translacdo T;. Justifica a tua construcao.
4.2 Qual deve ser o comprimento do vetor de forma que as duas circunferéncias nao se intersetem?

AUTOAVALIACAO Sei utilizar as propriedades das translagoes?

DETERMINAR IMAGENS

Em relacdo a figura a direita, copia e completa: P B c
a) TeB) = f) Te(AB) =
b) Ta (E) = .. 9) Ta ((CF) = ..
A TrD)= . h) Tee ((GHD) = ... b F
d) Tg(O) = .. i) Ta(ADD) = ...
e) Ts(E)= i) Ta(DE]) = G m I




| Aplicar_J

@ Um pacote de leite é colocado no tapete das compras. Designa por
[AB] uma das arestas do pacote que seja perpendicular ao tapete
e por [A'B'] a sua imagem apos translacao.

Classifica o quadrilatero [ABB'A’]. Justifica a tua resposta.

@, Sabendo que [ABCD] é um paralelogramo, seleciona a afirmacao
verdadeira.

A. Tx(CD) = [BA] C. Ta ([AB]) = [DC]
B. T ([AB)) = [AB] D. T& ([AD)) = [BC]

o

Na figura seguinte, [ABCD] é um quadrado com 10 ¢cm de lado. G, G, G e G, sao circunferéncias
tangentes de centros A, B, C, D, respetivamente, e com 5 cm de raio.

C1 CZ

G

8.1 Qual é aimagem de G, pela translacao Tzz?

8.2 Qual é aimagem de G; pela translacdo que transforma C em A?
8.3 Qual é aimagem de C, pela translacdo que transforma A em B?
8.4 Qual é o vetor da translacdo que transforma G, em C,?

o

Sobre a figura, sabe-se que:

e [ABC] é um triangulo retangulo em C, com B =22°;

e 0 ponto N pertence ao segmento de reta [BC] e é tal que BN = 3 cm;
e o triangulo [MNO] é a imagem do triangulo [ABC] pela translacdo Tz;
e 0s segmentos de reta [AC] e [MN] intersetam-se no ponto P.

A M

3cm N C 0

9.1 Determina a amplitude do angulo APM. Justifica a tua resposta.

9.2 Refere se a amplitude do angulo APM depende da posicao do ponto N no segmento [BC].
9.3 Classifica o quadrildtero [AMOC]. Justifica a tua resposta.

9.4 Determina a medida do comprimento do segmento de reta [CO].
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@ Na figura, estd representado um hexagono regular [ABCDEF], cujo centro O define seis triangulos
equilateros com os vértices de cada lado do hexagono: [OAB], [OBC], [OCD], [ODE], [OEF] e [OFA].

F E

B C

Com os sete pontos da figura, quantos segmentos orientados diferentes podem ser definidos?
Com os sete pontos da figura, quantos vetores diferentes podem ser definidos?
Indica pares de vetores:

a) com a mesma direcdo mas sentido e comprimento diferentes;

b) com o mesmo sentido mas comprimento diferente;

c) com o mesmo comprimento mas direcao diferente;

d) com o mesmo comprimento e a mesma direcdo mas sentido diferente.
Indica a translacao que transforma:

a) o ponto B no ponto E;

b) o triangulo [CDO] no triangulo [BOA];

¢) o paralelogramo [OEFA] no paralelogramo [CDOB]J;

d) o segmento de reta [AF] no segmento de reta [CD];

e) o angulo AOB no angulo FEO;

f) o triangulo [AFO] no triangulo [BOC].

Tarefas de investigacdo |

@ Num ambiente de Geometria Dindmica, constréi um triangulo [ABC]. Designa por D o ponto médio
de [AB] e por E o ponto médio de [AC].

A

B

Investiga uma relacao entre DE e BC.

@ A Sofia descobriu uma situacao curiosa, em que um objeto matematico se desloca por acdo de uma
translacdo (associada a um vetor ndo nulo), mas a sua imagem coincide consigo préprio, como se
nunca se tivesse deslocado. Que situacao podera ser essa?
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m] Reflexao deslizante.
Propriedades das isometrias
_Tarefad i

Tarefa 4 L )
. i o Que caracteristicas comuns
P ' W tém a translacdo, a rotacdo
q@h % e a reflexao?
o @ Para cada isometria, investiga
uma transformacao que
a anule, ou seja, tal que
a imagem de cada figura
coincida com a figura inicial.
\. .
= Reflexdao deslizante
Recorda que para efetuar uma reflexdo
axial é necessario indicar uma reta r (eixo
de reflexao). A imagem P’ de um ponto P
obtém-se tracando uma perpendicular a r,
a partir de P, e marcando P' a mesma dis- /'\
tancia de r que P. AW palavra
_ «transformacao» em
Exemplo: Matematica nao significa
necessariamente
«mudanca de forma».
Em Geometria, uma
transformacao é uma
r funcdo que a cada ponto
faz corresponder outro
Algumas transformacdes podem ser obtidas por composicdo de outras ponto.
transformacoes. A reflexdo deslizante é uma dessas transformacoes.
Uma reflexao deslizante consiste numa reflexdo seqguida de uma translacao
associada a um vetor com a mesma direcao que o eixo de reflexao.
Exemplo:
C@-
2°
Dada uma reflexdo de eixo r, que se designa por R,, e um vetor & com
a direcao da reta r, a composta da translacao T; com a reflexao R, é a
aplicacdo que consiste em aplicar a um ponto P a reflexdo R, e, em
seguida, a translacdo T; ao ponto R, (P) assim obtido. Designa-se esta
aplicacao, T; o R,, por reflexao deslizante de eixo r e vetor 4.
Como as reflexdes axiais e as translacdes preservam a distancia entre pon-
tos, também as reflexdes deslizantes o fazem, ou seja, as reflexdes deslizan-
tes sao isometrias.
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Exercicios resolvidos

1. A figura representada é composta por quatro quadrados iguais. Os pontos
A, D, G, He Jsao colineares.

B C L K

E F /

a) ldentifica o eixo e o vetor associados a uma reflexao deslizante
gue transforme o quadrado [ABCD] no quadrado [GFIH].

b) Identifica duas reflexdes deslizantes que transformem o quadrado
[HJKL] no quadrado [GHIF].

¢) lIdentificas algum eixo de simetria nesta figura? Justifica a tua
resposta.

Resolucao:
1. a) Reflexao deslizante de eixo AD e vetor AG.

b) Uma reflexdo deslizante que transforme o quadrado [H/KL]
no quadrado [GHIF] pode ser definida pelo eixo de reflexdao HJ
e pelo vetor HG. Uma outra reflexao deslizante que transforme
0 quadrado [HJKL] no quadrado [GHIF] pode ser definida pelo eixo
de reflexao LH e pelo vetor AT .

c¢) Um eixo de simetria desta figura é a reta GF porque o quadrado
[IFGH] é a imagem do quadrado [EFGD] pela reflexao de eixo GF
e o0 quadrado [JHLK] também é a imagem do quadrado [ADCB]
pela reflexao de eixo GF.

2. Na figura ao lado estdo
representados o triangulo [ABC]
e aretar. Asretas AB e rsao
paralelas.
Constroi a imagem [A”B”’C"'] do
triangulo [ABC] através da reflexdo
deslizante de eixo r e vetor BA.

Resolucao:
2.




® Propriedades das isometrias

As isometrias sdo transformacdes que preservam a distancia entre
pontos. Existem apenas quatro tipos de isometrias no plano: a trans-
lacao, a rotacao, a reflexao e a reflexao deslizante.

Observa a imagem do triangulo [ABC] através de cada isometria:

C

Translacéo

r

Reflexdo Reflexdo deslizante

As isometrias tém propriedades em comum.

A imagem, por uma isometria, de:

um segmento de reta é um segmento de reta com o mesmo com-
primento;

uma reta é uma reta;

uma semirreta é uma semirreta; a origem de uma é transformada
na origem da outra;

um angulo é um angulo com a mesma amplitude; o vértice e lados
de um sao transformados, respetivamente, no vértice e lados do
outro;

uma figura é uma figura geometricamente igual.

No entanto, existem diferencas:

As translacdes sdo as Unicas isometrias que mantém a direcao e o sentido
de qualquer segmento orientado ou semirreta.

Unidade 2 VETORES, TRANSLACOES E ISOMETRIAS

Recorda

Dados dois pontos O e P
e um angulo % (ndo nulo,
nao raso e nao giro),
existem exatamente duas
imagens do ponto P por
rotacoes de centro O

e angulo ®x — uma das
rotacdes por «rotacao

de sentido positivo»

(ou «contrario ao dos
ponteiros do reldgio»)

e a outra por «rotagao
de sentido negativo»

(ou «no sentido dos
ponteiros do relégio»).

Wm\do positivo

\

sentido negativo

=

Por exemplo, a imagem

de um ponto P por uma
rotacdo de centro O

e amplitude 135° no sentido
positivo é o ponto P'.

OP = 0P e POP = 135°
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Nota

Um ponto invariante

para uma isometria é um

ponto que é a sua propria

imagem.

¢ Numa rotacdo de
amplitude diferente de
0° e de 360°, o centro
da rotacao é o Unico
ponto invariante.

e Numa reflexao, todos
os pontos do eixo sdo
invariantes.

e Numa translacao
de vetor nao nulo ndo
ha pontos invariantes.

Recorda

Uma reta r é eixo

de simetria de uma dada
figura plana quando

as imagens dos pontos

da figura pela reflexao

de eixo r formam a mesma
figura; dizemos que

a figura tem simetria

de reflexao.

Uma figura tem simetria
de rotacdo quando existe
uma rotacdo de angulo
ndo nulo e nao giro, tal
que as imagens dos pontos
da figura por essa rotacdo
formam a mesma figura.
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Exercicio resolvido

b)

9]

d)
e)

f)

Considera a figura seguinte:

=~

a) Explica por que razdo nao existe uma isometria que transforme o quadri-
latero [ABCD] no quadrilatero [EFGH].

b) Sabendo que AB=1/,AD=IK,DC =KL e BC =JL, explica por que
razdo nao existe uma isometria que transforme o quadriladtero [ABCD] no
quadrilatero [UKL].

c) Explica por que razao nao existe uma isometria que transforme a reta r
na semirreta MIN.

d) Indica dois pontos do quadrildtero [ABCD] invariantes para a reflexao de
eixo r.

e) O quadrilatero [/KL] tem pontos invariantes para a reflexao de eixo r?

f) A imagem da semirreta MN pela reflexao de eixo r tem o mesmo sentido
de MN?

Resolucao:

a) Nao existe uma isometria que transforme o quadrildtero [ABCD] no qua-

drilatero [EFGH], porque qualguer isometria transforma segmentos de
reta em segmentos de reta com o mesmo comprimento. Nao existe
nenhum segmento de reta no quadrilatero [ABCD] com o mesmo compri-
mento do segmento de reta [EG].

Nao existe uma isometria que transforme o quadrildtero [ABCD] no qua-
drilatero [IJKL], porque qualquer isometria transforma angulos em angu-
los com a mesma amplitude. Os angulos internos dos dois quadrilateros
sdo diferentes.

N&o existe uma isometria que transforme a reta r na semirreta MN, por-
que as isometrias transformam retas em retas.

Os pontos D e B sdo invariantes, porque pertencem ao eixo de reflexao.

N&o, porque ndo existem pontos comuns ao quadrilatero [JKL] e ao eixo
de reflexao.

Nao, tem sentido oposto.




® Frisos e simetrias

As bandas horizontais decorativas que, por vezes, se encontram nos edifi-
cios, nos gradeamentos, em tecidos ou em pecas de ceramica sao designa-
das por frisos. Em Geometria, chama-se friso a uma figura constituida por
um motivo que se repete indefinidamente numa mesma direcdo, através
de translacoes.

Qualquer friso tem simetria de translacao, isto é, existe uma translacao
de vetor ndo nulo que deixa o friso invariante.

Exemplo:

Com o motivo

construimos o friso

Muitos frisos tém propriedades geométricas interessantes, tais como sime-
trias de reflexdo, de reflexao deslizante ou de rotacao.

Uma figura tem simetria de reflexao deslizante se existe uma reflexdo
deslizante que deixa a figura invariante.

Exemplo:
Com o motivo

construimos o friso

AVAVAVAV

aplicando sucessivamente a translacao de vetor v.

Unidade 2 VETORES, TRANSLACOES E ISOMETRIAS
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Considerando o motivo

podemos construir o mesmo friso, aplicando sucessivamente a reflexao
deslizante de eixo r e vetor w

AN /.
LAYV

-

w
E—

Outros exemplos de frisos e suas simetrias:

]
—

Simetria de reflexao, simetria de reflexao deslizante e simetria de translacao

OHHHHH B

Simetria de reflexao e simetria de translacao

Simetria de reflexao, simetria de reflexao deslizante e simetria de translacao

-

u
— >

Simetria de reflexao deslizante e simetria de translacao

AAA AA

Simetria de translacao

O que deves saber
e |dentificar translacoes, rotacoes, reflexdes e reflexdes deslizantes.
* Reconhecer as propriedades das isometrias.




N

Verificar a aprendizagem |

IDENTIFICAR ISOMETRIAS

Descreve a isometria que permite
transformar a figura @ em cada
uma das figuras de @ a ®.

NOTA: A cor das figuras ndo tem
significado.

Em cada figura, identifica a(s) isometria(s) que transforma(m) o azulejo da esquerda no azulejo
da direita.

a) b) 9] d) e)

Uma ampliacdo com razao de semelhanca 2 é uma isometria? Justifica a tua resposta.

AUTOAVALIACAO Sei identificar cada uma das isometrias?

PROPRIEDADES DAS ISOMETRIAS

P aca ] N
@,

Numa folha ou num ambiente de Geometria Dinamica, reproduz o poligono [ABCDE], os eixos re s
e 0s vetores 7 e V.

41 Representa a imagem de [ABCDE] através:
a) da reflexdo de eixo r;
b) da translacao T
¢) da rotacao de centro D e de amplitude 90° no sentido positivo;
d) da reflexdo deslizante de eixo s e com o vetor V.
O que preservam as quatro isometrias?
Observa a imagem do segmento de reta [AB] (e da reta AB, que é o seu prolongamento)
em cada uma das quatro figuras construidas.
Qual é a Unica isometria que conserva as direcoes, isto €, que transforma qualquer reta numa
reta paralela? y

6

Descreve uma translacao que tenha o mesmo efeito que uma rotacao de 360°.

AUTOAVALIACAO Reconheco as propriedades das isometrias?
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@ Indica as simetrias de cada uma das figuras apresentadas a seguir.

a) ' C) l l e) :.: g) ‘

b) } ( d) $ f) ' h) ‘
Refere qual é a imagem de um angulo com uma amplitude de 60° no sentido positivo, por meio de:
a) uma rotacao de amplitude 45° no sentido negativo; b) uma reflexao deslizante.

© O

Num relégio, quando o ponteiro dos minutos efetua uma rotacdo de 360° no sentido negativo, qual
é a amplitude e o sentido da rotacdo do ponteiro das horas?

@ Na figura, estdo representados, numa grelha ]
guadriculada, trés trapézios geometricamente
iguais [FCDE], [MNOP], [JKL], uma reta r e um £
vetor & com a mesma direcao da reta r. / ) y
9.1 Determina a imagem [/'J'K'L'] do trapézio - c
[IJKL] pela reflexao deslizante de eixo r L N
e vetor 4. - g
9.2 Identifica uma isometria que transforme i s
o trapézio [I')’K'L'], da alinea anterior, .

no trapézio [FCDE].

9.3 O trapézio [JKL] é o transformado do trapézio [FCDE] pela reflexdo de eixo r e vetor w.
|dentifica o vetor w.

9.4 Se aplicarmos uma reflexdo de eixo r ao trapézio [FCDE] obtemos outro trapézio [FC'D'E'].
Se aplicarmos uma reflexdo de eixo s ao trapézio [FFC'D'E'] obtemos o trapézio [NMOP].
Identifica a reta s.

Na figura, estao representados uma grelha quadriculada com cinco figuras A, B, C, D e E, areta r
e o ponto /.

e
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10.1 Qual das figuras B, C, D ou E pode ser a transformada de A por uma translacdo? Justifica
a tua resposta.

10.2 Qual das figuras B, C, D ou E pode ser a transformada de A por uma reflexao de eixo r? Justifica
a tua resposta.

10.3 Qual das figuras B, C, D ou E pode ser a transformada de A por uma rotacao de centro /?
Indica a amplitude e o sentido da rotacao.

10.4 Existe alguma isometria que transforme C em D? Justifica a tua resposta.

e

Na figura estao representados dois pontos P e Q e duas retas r e s concorrentes em B, formando
um angulo de 30°.

11.1 Constréi o transformado de P pela reflexdo axial de eixo r
e denomina-o P'.

11.2 Constréi o transformado de P pela reflexdo axial de eixo s Q /
e denomina-o P".

11.3 Justifica que BP" =BP” e que P'BP” = 60°.
11.4 Justifica que P" é o transformado de P’ pela rotacdo de centro
B, sentido positivo e amplitude 60°.

~—_

11.5 Constréi o transformado de Q pela reflexdao axial de eixo s

e denomina-o Q. P
11.6 Constréi o transformado de Q' pela reflexdo axial de eixo r / /

e denomina-o Q". /5
11.7 Justifica que BQ = BQ"” e que QBQ” = 60°. /

11.8 Justifica que Q" é o transformado de Q pela rotacdo de centro
B, sentido negativo e amplitude 60°.

E} -

Uma vaca quer ir descansar perto de uma arvore, mas primeiro quer ir
beber agua ao rio. A

12.1 Num ambiente de Geometria Dinamica, representa a situacdo apre-
sentada ao lado e descobre o local ideal para a vaca (V) beber, de
modo que o trajeto total até a arvore (4) seja 0 mais curto possivel.

12.2 Procura uma explicagao para o local encontrado. _

Tarefas de investigacdo |

Foi visto anteriormente que a composicao de duas translacdes é uma nova translacdo (associada
ao vetor soma). Agora, investiga e descreve a transformacao que resulta da composicéao de:

Lo

a) duas reflexdes de eixos paralelos;

b) duas reflexdes de eixos perpendiculares;

c) duas reflexdes de eixos obliquos;

d) duas rotacbes com o mesmo centro;

e) duas meias-voltas (rotacbes de 180°) com centros diferentes;
f) duas reflexdes deslizantes com o mesmo eixo e 0 mesmo vetor.

e

A Joana formulou a conjetura seguinte: «Qualquer isometria pode ser substituida por reflexdes.»
Concordas? Justifica a tua resposta.
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Vetores

¢ Dois segmentos orientados dizem-se equipolentes quando tém a mesma direcdo, o mesmo sentido
e 0 mesmo comprimento.

e Um vetor fica determinado por um segmento orientado de tal modo A 7
gue segmentos orientados equipolentes determinam o mesmo vetor
Tcam

e segmentos orientados nao equipolentes determinam vetores distintos.
e Os segmentos orientados que determinam um vetor sdo designados por representantes do vetor.
e O vetor determinado pelo segmento orientado [A,B] representa-se por AB.

e Um vetor pode ser representado por uma letra minuscula (J; V;...) ou usando dois pontos (AB).
Quando se escreve AB, sabe-se que o sentido é de A (origem) para B (extremidade).

e Dois vetores sdo simétricos quando tém a mesma dire¢ao e o mesmo comprimento, mas tém
sentidos opostos.

e Dois vetores, ndo nulos, dizem-se colineares, quando tém a mesma direcéo.
O vetor nulo (0) ¢ o vetor determinado pelos segmentos orientados de extremos iguais.

Translacdo associada a um vetor

e Dado um vetor U a aplicacdo, que a um ponto P associa o ponto P + U designa-se por translacdo
de vetor U e representa-se por Tj.

e T;(A) = A’ significa que a imagem do ponto A pela translacdo de vetor v € o ponto A’, tal que
AR =TV (A=A + 7). A

Castelo

Imagem do castelo

Propriedades das transla¢oes

e Um segmento orientado e a sua imagem por uma translacdo de vetor U sdo segmentos orientados
equipolentes.

B, . A . D
e As translacdes preservam a amplitude dos angulos. /




Composicao de translacoes. Adicao de vetores

e Se uma figura se desloca por uma translacdo associada a um vetor U e, a seguir, se desloca por outra
translacdo associada a um vetor v, entéo, as duas translacdes podem ser substituidas por uma Unica
translacdo composta associada ao vetor soma U + V.

e Para adicionar dois vetores, U e V:

1.° Desenha-se o vetor Vv de modo que a sua origem . . X . v
. . . - u u u
coincida com a extremidade de 4.

2.° Une-se a origem de U a extremidade de v, onde v d+v
se coloca a seta.
e Casos particulares:
— Vetores com a mesma direcdo e o0 mesmo sentido: S | G
d+v >
— Vetores com a mesma direcao e sentidos contrarios: i 479‘
— Vetores simétricos: i + ¥ = 0. — -

Propriedades das isometrias

¢ As isometrias sdo transformacdes geométricas que conservam a distancia entre pontos.
e Existem quatro tipos de isometrias no plano: a translacao, a rotacao, a reflexao e a reflexao

eslizante. tiE
A |/ A

N A

v ! 9 s\ \_/
— e
1. Translacao associada 3. Rotacdo de 90° 6. Reflexdo de eixo 10. Reflexao deslizante
ao vetor . no sentido positivo. horizontal, r. de eixo r e de vetor a.
2. Translacao associada 4. Rotacao de 180° 7. Reflexdo de eixo vertical, s.  11. Reflexdo deslizante N
ao vetor v. no sentido positivo. 8. Reflexao de eixo de eixo t e de vetor b.
5. Rotacao de 270° horizontal, t.
no sentido positivo ou 9. Reflexdo de eixo vertical, y.

90° no sentido negativo.

e Propriedades das isometrias:

— Aimagem de uma reta é uma reta.

— Aimagem de uma semirreta é uma semirreta; a origem de uma é transformada na origem da outra.

— Aimagem de um segmento de reta é um segmento de reta com o mesmo comprimento.

— Aimagem de um angulo é um angulo com a mesma amplitude; o vértice e lados de um sdo
transformados, respetivamente, no vértice e lados do outro.

— Aimagem uma figura é uma figura geometricamente igual.

— A translacédo é a Unica isometria que conserva sempre a direcdo e o sentido de qualquer segmento
orientado ou semirreta.

W,

W,
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Atividades globais |

QUESTOES DE ESCOLHA MULTIPLA

Das quatro alternativas, escolhe a Unica opcao correta.

-

Qual das afirmacoes seguintes é verdadeira?

A. Quando se abre, a gaveta de um armario efetua sempre um movi-
mento de rotacao.

B. As translacoes conservam a perpendicularidade.

C. A soma de dois vetores simétricos é um vetor com o dobro do
comprimento.

D. Qualquer isometria conserva as direcoes.

@ Na figura ao lado, [ABCD] é um quadrado e M, N, Pe Q sdo os pontos médios
dos lados.

Qual das afirmacoes seguintes é verdadeira?
A. AB=CD
B. AQ e BC tém a mesma direco.

C. DP e NB s&o vetores simétricos.
D. DC e DB tém o mesmo comprimento.

@ Na figura a direita, observa os hexadgonos H;, H,, Hs e H,.
Qual das afirmagdes seguintes é verdadeira?
A. Aimagem de H, pela translacdo T; é H,.
B. Aimagem de H; pela translagcao T; é H,.
C. Aimagem de Hs pela translacdo 75 ;7 é H;.
D. Aimagem de H, pela translacéo T; , ;7 é H,.

@ Em relacdo a figura a direita, qual das afirmacdes é verdadeira?
A. AB+BC=CA
B. AD + EF = AB
C. GC+BE=GF
D. DE+FG=0

@ F, é a imagem de F, por:
A. uma rotacao.
B. uma reflexao.
C. uma translacao.
Fy Fy

D. uma reflexdo deslizante.

@ Identifica a figura em que a reta r é um eixo de simetria.

RN RN AN




©

o

o

2

EXERCICIOS E PROBLEMAS

A figura a direita é constituida por 28 quadrados |1 2 [3 Ja s Je |7

numerados. Nela, estdo representados dois veto-
res, U ev. 8 |9 10711 [12 |13 |14

<y

Em cada caso, copia e completa o diagrama
sagital sabendo que a funcao associa a cada
quadrado a sua imagem pela translagao: 22 |23 |24 |25 |26 |27 |28

15 |16 (17 (18 |19 |20 (21

[AB] é um didmetro de uma circunferéncia, ¢, de centro O.

8.1 Constréi a imagem ¢’ da circunferéncia c pela translacao que transforma o ponto O no ponto B.
Marca os pontos / e J na intersecdo das duas circunferéncias.

8.2 (lassifica o quadrilatero [OIB/]. Justifica a tua resposta.

8.3 Que relacao existe entre os vetores Of e BJ?

8.4 Qual é aimagem do ponto J pela translacdo de vetor Bl + BO?
8.5 Qual é aimagem da circunferéncia ¢’ pela reflexao de eixo 1J?

O Zito editou, no computador, a fotografia da cidade de Viseu apresentada
a direita, com o programa Paint.

No separador Imagem, escolheu Inverter/rodar e experimentou varias opcoes,
entre as quais «Inverter na horizontal» (A), «Inverter na vertical» (B), «Rodar
90° para a direita» (C).

9.1 Identifica isometrias que permitam obter as fotografias (A), (B) e (D).
9.2 Qual foi o sentido da rotacdo que tem por imagem da fotografia original a fotografia (C)?

Considera os pontos A, B e C da figura seguinte.

10.1 Copia a figura e constréi o ponto D, imagem do ponto B

pela translacao T z. °
10.2 Representa o ponto , tal que BE = BA + BC.

10.3 Marca o ponto F, tal que CF = BC.

10.4 Constréi a imagem do tridangulo [ABC] pela reflexdo

de eixo AC. °

10.5 Representa a imagem do triangulo [ABC] pela rotacao

de centro C e de amplitude 180°. ¢




Atividades globais |

T

@ Quando se preenche uma regido plana infinita sem deixar espacos vazios e sem sobreposicdes, diz-se
que se realiza uma pavimentacao. Observa os exemplos seguintes:

11.1 Quais das figuras seguintes permitem pavimentar o plano?

A B C D

11.2 Inventa trés novas figuras que permitam pavimentar o plano.

11.3 Investiga, de preferéncia com software de Geometria Dindmica, quais sdo os poligonos regu-
lares (com todos os lados e angulos iguais) que, sozinhos, permitem pavimentar o plano.
SUGESTAO: http:/nlvm.usu.edu/en/nav/frames_asid_163_g_3_t_3.htm|

11.4 Os poligonos que permitem pavimentar o plano podem ser alterados para criar figuras irregu-
lares que também pavimentam. Uma técnica consiste em «cortar» parte da figura e desloca-la

para o lado oposto por translacdo. Observa os exemplos:
N RN

»
>

> >

Inventa uma figura com a mesma técnica e pavimenta uma folha quadriculada.
SUGESTAO: http:/Awww.tessellations.org/tesselmania0.htm

Um pentaminé é uma figura constituida por 5 quadrados ligados uns aos outros.

Cruz T U

o

12.1 Ao todo, existem 12 pentaminds. Descobre-os.
12.2 Indica as simetrias de cada pentamind.

12.3 Quais dos pentaminds permitem preencher totalmente uma faixa horizontal?

SUGESTAO: http://nlvm.usu.edu/en/NAV/frames_asid_114_g_2_t_3.html?open=activities&from=category_
g_2_t 3.html

\_ 12.4 Quais dos pentaminds permitem pavimentar o plano? Yy,
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CANGURU MATEMATICO SEM FRONTEIRAS

O Canguru Matematico sem Fronteiras é um dos concursos de Matematica mais conhecidos em todo
o mundo. Todos os anos, milhdes de alunos testam as suas capacidades matematicas.

Seis carros estao estacionados num pargue de estacionamento. O Tiago quer ir da posicdo S a posi-
¢ao F. Qual dos seguintes trajetos é o mais curto?

A. B. C. D. E. Sao iguais.

F F F

ey £ e

Prova Benjamim, 2006

OLIMPIADAS PORTUGUESAS DE MATEMATICA

As Olimpiadas Portuguesas de Matematica sao um concurso de problemas, dirigido aos estudantes
do 2.° ciclo, 3.° ciclo e ensino secundario, que visa incentivar e desenvolver o gosto pela Matematica.

Os nove pontos da figura ao lado sao vértices de um papel quadri- © ° ©
culado.

Quantas circunferéncias diferentes é possivel tracar com centro num
destes pontos e que passem por um ou mais pontos da figura?

XXVII OPM, 2.2 Eliminatéria

CONVIVER COM A MATEMATICA

Mark (de Sydney, na Australia) e Hans (de Berlim, na Ale-
manha) comunicam muitas vezes entre si, utilizando o chat
na Internet. Eles tém de estar ligados a Internet ao mesmo
tempo, para poderem conversar.

Para encontrar uma hora para conversarem no chat, Mark
consultou uma tabela de fusos horarios e descobriu o
seguinte:

Greenwich: 24 h 00 min Berlim: 01 h 00 min ~ Sydney: 10 h 00 min

15.1 Quando sdo 19 h 00 min em Sydney, que horas sao em Berlim?

15.2 Mark e Hans ndo podem conversar no chat entre as 9 h 00 min e as 16 h 30 min, horas locais,
porque tém de ir a escola. Também nao podem conversar entre as 23 h 00 min e as 7 h 00 min,
horas locais, porque estao a dormir.

A que horas pode Mark conversar com Hans?

15.3 Imagina que sao colocados dois relégios iguais, lado a lado, um com a hora de Berlim e o outro

com a hora de Sydney (como na figura em cima).

Existe algum momento do dia em que o relégio da direita seja a imagem do relégio da
esguerda por meio de uma translacao? E por meio de uma reflexao?

W,
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Se tens duvidas, consulta

as paginas indicadas.

Pag. 62

Pags. 62, 63 e 64

Pags. 62, 63 e 64

Pags. 58 e 59

Pags. 58, 62, 63, 64, 67 e 68

Pags. 58, 59, 68 e 69

AUTOAVALIACAO

e |dentifica claramente na tua folha de respostas os nimeros dos itens a que respondes.
Apresenta uma Unica resposta para cada item.

e O teste inclui quatro itens de escolha multipla. Em cada um deles, sao indicadas quatro
alternativas de resposta, das quais sé uma esta correta. Nao apresentes célculos nem
justificacoes.

° Em qual das situacdes seguintes existe um movimento de translacéo?
A. Quando se dobra um guardanapo ao meio.
B. Ao enroscar a tampa de uma garrafa.
C. Quando se abre uma caixa de fésforos.
D. Ao virar um copo ao contrario.

e Na figura ao lado, qual é a imagem da figura verme-
lha pela translacao de vetor v?

A. B. C. D.
= 1T 8 W |
e Em cada caso, copia a figura e constréi a sua imagem (a lapis) através da trans-
lacao associada ao vetor v.

a) b)

Desenha um vetor ¥ com a mesma direcdo do G
vetor I, o sentido contrario e o dobro do com-

primento.

<

o

Considera a figura ao lado.
5.1 Indica um vetor igual a AB.

5.2 Qual é aimagem do ponto O pela transla-
cao de vetor GH?

5.3 Indica um vetor que permita a translacao
de [GHOF] para [OCDE].

5.4 Qual éaimagem do ponto H pela transla-
cao composta de Tgze Tz?

G Se [ABCD] é um paralelogramo, qual das afirmacoes
seguintes é verdadeira?

A. AB=CD C. DC+ CB=DA
, A

B. T;:8=C D. BA+DC=0
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(9]

10

1)

12

Copia os vetores U e vV para o teu caderno e representa o vetor 4 + V.

T o

[ABCD] é um losango com A = 38°. [CB'C'D'] é a imagem de [ABCD] pela
translacao que transforma A em C.

B B’
C
D D’

8.1 C(lassifica o quadrilatero [ABB'C]. Justifica a tua resposta.
8.2 Determina a amplitude do angulo <<CB'C". Justifica a tua resposta.
8.3 Copia e completa: AD + D'C'= .

Em que figura o azulejo da direita é a imagem do azulejo da esquerda por
meio de uma rotacao?

" Flal TV 99 " A

Completa a afirmacao:
«A imagem de um angulo através de qualquer isometria é um angulo

Identifica as simetrias do friso seguinte:

B Al A A A A 4B
™ ™ ™ ™™

Imagina que um dos teus amigos desenhou um triangulo equildtero [ABO].
Queres agora transmitir-lhe instrucdes para marcar quatro pontos, C, D, E e F,
de modo que [ABCDEF] seja um hexagono regular de centro O.

Usando pelo menos uma translacdo, uma reflexdao e uma rotacao, escreve
quatro instrucdes que permitam marcar os pontos C, D, E e F.

GRELHA DE AVALIACAO

Exercicio 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 11 12

Cotacdo’ (pontos) 5 s @] 5|6 5] 2] 5 8 6 8

! Para saberes a cotacdo de cada alinea, basta dividires a cotacao do exercicio pelo nimero de alineas.

Y,

Se tens duvidas, consulta
as paginas indicadas.

Pags. 68 e 69

Pags. 68 e 69

Pag. 77

Pag. 77

Pag. 77

Pags. 75 e 77
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Como se relacionam os jogos com a Matematica?

Alguns jogos ajudam a desenvolver varios tipos de raciocinio. Um bom jogador, para ganhar, usa o mesmo
tipo de estratégias aplicadas na resolucdo de problemas de Matematica.

Jog_o Hex

Histéria do Hex

O matematico e poeta dinamarqués Piet Hein foi o primeiro a apre-
sentar as regras deste jogo numa conferéncia, na Universidade de
Copenhaga, em 1942. O jogo intitulava-se Poligono.

Em 1948, um jovem matematico americano, John Nash, inventa
novamente o jogo, de forma independente. Nash provou também
gue existe uma estratégia vencedora para o primeiro jogador (se ndo
se considerar a «regra do equilibrio»). Contudo, ninguém conhece
essa estratégia se o tabuleiro tiver mais de 8 casas de lado.

NUMERO DE JOGADORES: 2.

MATERIAL: Um tabuleiro hexagonal em forma de losango com 11 X 11 hexagonos de lado (o tamanho do
tabuleiro pode variar) e um ndmero suficiente de pecas brancas e pretas.

REGRAS:

e Um jogador fica com as pecas brancas e o outro com as pecas pretas. Cada jogada consiste em colocar
uma peca da cor correspondente numa das casas vazias do tabuleiro.

e O objetivo do jogador com as pecas brancas consiste em conseguir um caminho branco que ligue as
margens sudoeste e nordeste. O objetivo do jogador das pecas pretas consiste em conseguir um caminho
preto unindo as margens sudeste e noroeste.

e Vale a «regra do equilibrio»: na sua primeira jogada, o sequndo jogador pode pedir para trocar de cores
e aproveitar a jogada efetuada pelo adversario.

Exemplos: L L
Vitoéria das brancas Vitoria das pretas
Nordeste

Noroeste Nordeste

©)

Noroeste

Sudoeste j Sudeste Sudoeste i Sudeste

Facto: O Hex ndo permite empates, ha sempre um vencedor!



Froblema Delegado e subdelegado

Numa turma de 25 alunos, 5 deles sdo candidatos a eleicao de dele-
gado: o André, a Beatriz, a Carla, o David e a Eva.

O candidato que obtiver mais votos sera eleito delegado e o que
ficar em segundo lugar sera subdelegado.

Quantos resultados diferentes podem ocorrer nestas eleicoes?

EXPLICACAO DA ESTRATEGIA DO JOGO E RESOLUCAO DO PROBLEMA:

¢ O conceito de simetria, presente na forma do tabuleiro de Hex e nas suas casas hexagonais, pode tam- |
bém ser usado como estratégia.

ESTRATEGIA: Usar a simetria.

O Hex pertence a familia dos jogos de conexdo. Uma boa maneira de ligar as
pecas é criar pontes. A ponte consiste em ter duas pecas que partilhem a
vizinhanca de dois hexagonos (A). No exemplo ao lado, se as brancas tentarem
defender jogando em €3, as pretas respondem em f4, e se as brancas cortarem
em f4, as pretas ripostam em e3.

Neste caso, a simetria (de reflexao) permite criar duas jogadas alternativas.

® Passando agora ao problema, o objetivo é descobrir todas as possibilidades de
escolher dois alunos, sabendo que o primeiro serd delegado e o segundo sub-
delegado. Por exemplo, o resultado da eleicdo pode ser André-Beatriz (André
delegado e Beatriz subdelegada), mas também pode ser Beatriz-André (Beatriz —
delegada e André subdelegado). Observando esta simetria, é possivel reduzir o problema para metade. —

Para escrever as diferentes alternativas, é preferivel adotar uma notacado simples. Por exemplo: —
A = André; B = Beatriz; C = Carla; D = David; E = Eva. |
Os diferentes resultados podem ser apresentados numa tabela:

a8 | Ac | Ap || A€ | B
| e~ Jisc | o || BE | B
[ ca | ce |[cp | cE | B
; || oe ] oc J{pe } B

e ][ ec |

Conclui-se gue o nimero de escolhas possiveis de 2 alunos entre 5 candidatos é de 10 (nas casas azuis).
Contando com a simetria (ou seja, voltando a considerar o problema na totalidade), deve multiplicar-se —
esse valor por 2. ||

RESPOSTA: Nestas eleicoes, podem ocorrer 20 resultados diferentes. B

Se os 25 alunos fossem candidatos a delegado, quantas possibilidades existiriam? Descobre uma forma de

calcular o numero total de resultados diferentes para um nimero qualquer de candidatos. —]
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Software de Geometria: GeoGebra

Existem varios programas de Geometria Dinamica que permitem construir figuras e investigar propriedades.
Um deles, disponivel gratuitamente na Internet, é o GeoGebra (http:/www.geogebra.org).

A A’ A @ b

Translacoes (A)
1. No ambiente do GeoGebra, constroi um triangulo [ABC].
Seleciona , marca os pontos A, B, C e clica novamente em A para fechar o triangulo.
2. Constréi um vetor, DE. -
Clica no triangulo no canto inferior direito de E seleciona e marca dois pontos, D e E.
3. Constroi A[A'B'C'], imagem de A[ABC] através da translagao associada ao vetor DE.
Clica no tridngulo no canto inferior direito de E e seleciona .
Depois, clica no objeto a transladar (neste caso, A[ABC]) e no vetor.
4. Altera o vetor DE e o triangulo [ABC], com o ponteiro , e observa as alteracoes.
Rotacoes (B) -
1. Constréi um triangulo [ABC] e marca um ponto D (com o botao selecionado).
2. Constroi imagens de A[ABC] através de rotacoes de centro D, com diferentes amplitudes.
Clica no triangulo no canto inferior direito de E e seleciona .

A seqguir, clica no objeto a rodar (neste caso, A[ABC]) e no centro da rotacdo, D. Por fim, indica a
amplitude e o sentido do angulo (por exemplo, 150° em sentido anti-horario).

3. Modifica A[ABC] e observa as alteracdes nas suas imagens.
Reflexoes (C)
1. Constréi um triangulo [ABC] e traca uma reta DE (com o botdo E selecionado).
2. Constroi A[A'B'C'], imagem de A[ABC] através da reflexao de eixo DE.
Seleciona E Depois, clica no objeto para reflexdo (neste caso, A[ABC]) e no eixo DE.
3. Altera A[ABC], bem como DE, e observa as alteracoes.

Sugestao de trabalho

Usando isometrias, investiga modos de construir triangulos isdsceles, triangulos equilateros, paralelogra-
mos, losangos, retangulos, quadrados, pentagonos regulares e hexagonos regulares. Em cada caso,
explica a tua construcao.
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M. C. Escher

Maurits Cornelis Escher (1898-1972) foi um importante artista grafico holandés. Escher é mundialmente conhe-
cido pelos seus desenhos impossiveis: as representacdes do plano e do espaco, as exploracdes do infinito e as
metamorfoses. Também sdo famosas as pavimentacdes do plano em que Escher recorre as translagoes, as
rotacoes, as reflexoes e as reflexoes deslizantes.

—~t =) L

Pavimentacdo com translacoes Pavimentacdo com translacoes
de dois motivos. e reflexdes deslizantes. e rotacdes de um motivo.

Sugestoes de trabalho

e A obra de Escher tornou-se uma ponte entre a Matematica e a arte. Elabora um trabalho sobre este
holandés, que dizia ter mais em comum com os matematicos do que com os artistas. Investiga as
suas pavimentagoes e organiza-as em funcao das isometrias usadas.

e Recorre a um programa de Geometria Dinamica, como o GeoGebra, para construir uma pavimenta-
¢ao original usando isometrias.

I’a’ginaé da Internet

e |sometrias: http://www.scienceu.com/library/articles/isometries
e http://www.educ.fc.ul.pt/icm/icn99/icm12

e Pavimentacoes: http:/www.educ.fc.ul.pt/icm/icm2003/icm22/tiposdepavimentacaol.htm
e http://www.peda.com/tess/Welcome.html

e M. C. Escher: http://www.mcescher.com
e Scott Kim: http://www.scottkim.com

Wy,

J
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Atividades iniciais J

Diferentes formas de representar nimeros racionais

Q A cada imagem, faz corresponder o(s) nimero(s) que representa(m) a parte colorida.

A. - | | | | NUmeros
B. m:m 0,4
C. [TTTT TN TTT] 0.3

8
A EEEEEE 20
1

N EEEEEEEN 3

. . ) 9 . 1
A Sofia, o Diogo e o Zito escreveram a fracao 5 nas suas calculadoras. A Sofia obteve —(1

. 3 .
o Diogo, _5 e o Zito, —1,5.

Serd que todos inseriram corretamente a expressdo na calculadora? Justifica a tua resposta.

Um quadrado magico é um quadrado com um numero em cada quadricula, em que, adicionando
0s numeros de cada coluna, linha ou diagonal, se obtém sempre o mesmo resultado.

Verifica que o quadrado seguinte é magico.

Aureliano Mira Fernandes foi um matematico portugués natural do
Alentejo (1884-1958). Além de todos os seus trabalhos na area da
Matematica, também foi deputado. Consta que num debate sobre
o Orcamento Geral do Estado, um deputado da oposicdo criticava o
orcamento apresentado pelo Governo dizendo: «O orcamento, meus
senhores, tem de ser dividido em tercos: 1/3 para isto, 1/3 para
aquilo, 1/3 para aqueloutro [...]» Quando o referido deputado che-
gou ao quinto terco, Mira Fernandes levantou-se, saiu da sala e nunca
mais participou ativamente na politica.

Num breve texto, refere uma possivel justificacdo para a reacdo de
Mira Fernandes.

@ Calcula a area de cada uma das faces do maior cubo que se consegue construir com 1000 cubos de 1 cm?®.

e Dividindo —18 por um nUmero, obtenho 72. Qual é esse nimero?
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e H PERPAGINA

Historia dos numeros

Nao é possivel indicar uma data concreta para a origem dos nimeros, no entanto,

sabe-se que desde sempre o Homem necessitou de efetuar contagens.
Os numeros foram evoluindo a medida

gue a Humanidade evoluiu.

30000 - Coom

Osso de Ishango,
20 000-18 000 a. C.

Ha 30 000 anos,
o Homem fazia marcas
(tracos, pontos)

nas paredes

das grutas onde

se refugiava, ou

em 0ssos de animais,
para efetuar
contagens.

Caverna das Maos,
Argentina,
7350 a. C.

Ha cerca de 10 000
anos, comecaram

a surgir novas
necessidades, entre
elas a de contar os
animais que criavam.
O Homem passou
a usar 0s seus
dedos, sementes

e pedras nas suas
contagens.

<«

Inscricao
cuneiforme babilénica, 2050 a. C.

Mais tarde, os Sumérios

inventaram a escrita e uma nova forma
de contar. Por serem um povo dedicado
ao comércio, tiveram necessidade

de registar trocas e outras transagoes.
Por isso desenvolveram uma linguagem
escrita que contemplava simbolos para
indicar quantidades.

i Mais ou menos na mesma época,

os Egipcios criavam um novo sistema
i de numeracao que tinha sete
{ numeros-chave. A cada
i um correspondia um

{ simbolo, e com eles

i escreviam os outros

i numeros e faziam
i célculos.

O Codice de Dresden, Alemanha,

1121-1214d. C.

Séculos depois dos Egipcios,
um outro povo também
utilizaria desenhos para
fazer contas. Mas no caso
deste povo, os Maias,
eram utilizados apenas trés
simbolos para representar
todos os nimeros: uma
concha, um ponto e uma
barra. Este sistema era
diferente do egipcio

7 porque usava
i a base vinte.
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Fragmento
de osso de tartaruga,
1600-1043 a. C.

Mais tarde, os Gregos,

os Hebreus e os Romanos
vao usar letras do seu alfabeto
para representar nimeros.

Na verdade, os trés sistemas
de numeracao copiaram
alguns aspetos da escrita

dos Fenicios. A forma fenicia
de escrever é a «mae»

das formas grega, hebraica,
latina e arabe de escrever.

Entretanto, na mesma época,
no Oriente, as civilizacdes
chinesa e indiana também
desenvolveram formas

de representar quantidades.
Na China, o sistema numérico
era decimal e os nimeros
eram representados por
simbolos préprios.

O sistema numérico indiano
estad na origem do sistema
que utilizamos hoje.

Por volta do séculovi d. C.,
o povo hindu desenvolveu
um sistema de numeracao
que apresentava o zero

e mais nove simbolos

para representar todas

as quantidades. Como

o sistema foi criado pelos
Hindus e divulgado pelos
Arabes, ficou conhecido
como indo-arabico.

Exemplos de numeracoes

Egipcia

Babildénica

Romana

Chinesa

Indiana

Indo-arabica

3 Ndmeros naturais

O Homem resolveu o problema
da necessidade de contar criando
0s numeros naturais: 1, 2, 3,4, 5, 6, ...

O conjunto dos nUmeros naturais
é representado por IN.

A nossa numeracao, numeracao
indo-arabica, de base decimal, foi
uma invencao «recente». Ha cerca
de 2000 anos, os Hindus comecaram
a usar os simbolos numéricos que
deram origem a nossa numeracao.

a Numeros inteiros
relativos

Para construir uma escala do tempo

onde se fixam numericamente

0s acontecimentos histéricos, considera-se
um acontecimento como ponto de origem,
e a partir daf conta-se o tempo «para |&»
e «para can.

Para responder a necessidade de algumas
grandezas poderem ser tomadas nos dois
sentidos, foram criados os nimeros
negativos e o zero, aparecendo, entdo, um
novo conjunto: o conjunto dos nimeros
inteiros relativos, representado por Z.

a Numeros racionais

As partilhas de bens, as trocas
comerciais e outras situacées em que
as divisdes nao davam resto zero
exigiram o aparecimento de um novo
conjunto que contemplasse nao sé
ndmeros inteiros mas também
ndmeros fracionarios.

O conjunto de todos esses nimeros
chama-se conjunto dos nimeros
racionais e é representado por Q.

Unidade 3 NUMEROS RACIONAIS
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Representacao de numeros
racionais

«Somos irmaos — esclareceu o mais velho — e recebemos como )
heranca estes 35 camelos. Segundo vontade expressa de meu pai,
devo receber a metade, o meu irmao Hamed Namir uma terca

parte e ao Harin, o mais jovem, deve tocar apenas a nona parte.
Nao sabemos, porém, como dividir dessa forma 35 camelos

e a cada partilha proposta segue-se a recusa dos outros dois,

pois metade de 35 é 17,5. Como fazer a partilha se a terca parte

e a nona parte de 35 também nao sao exatas?»

TaHAN, Malba, O Homem Que Sabia Contar, Editorial Presenca, Lisboa, 2001

© Verifica o valor de 35 : 2; 35 : 3 e 35 : 9 na calculadora. O que observas?

@ Beremiz, que ouviu esta conversa, disse: «Encarrego-me de fazer,
com justica, essa divisdo, se permitirem que eu junte aos 35 camelos
da heranca este belo animal que, em boa hora, aqui nos trouxe!»
De que forma fez Beremiz a divisdo, fazendo com que todos os
irmaos saissem satisfeitos e conseguindo ainda lucrar?

© Poe por ordem crescente as trés fracdes referidas no texto.

Recorda

Qualguer nimero racion
pode ser expresso como
0 quociente entre dois
numeros inteiros, a e b,

a
e escreve-se E,

designando-se por fracao,
sendo a o numerador e b
o denominador com este
diferente de zero.
Fracoes decimais

sao fracoes com
denominadores iguais

a 10, 100, 1000, etc.

Uma fracao propria %

é uma fracdo com b > a.

100

® Fracoes e dizimas
al e Uma fracdo pode representar um niimero inteiro ou um numero fracionario.

Exemplos:

6 . 6 . ..
5 = 2, logo, a fracao 5 representa um namero inteiro.

3 .3 . ..
-—=-0,5, logo, a fragao—g representa um numero fracionario.

e VVamos ver que qualquer numero racional também pode ser representado
por uma dizima.

Exemplos:

1 . . .. -
4 =40e 5= 0,5 dizem-se dizimas finitas, porque a parte decimal

ou é nula ou é finita.

® Toda a dizima finita pode ser transformada numa fracdo decimal.

Exemplos:
028 = 28 _ 28
100 102
1356 1356
1,356 = 1000 ~ 10°

e Toda a fracao decimal pode ser representada por uma dizima finita.

Exemplos: 2014 2014
1000 = 10— 2014
13 13
T00 ~ 107~ 013



&
b a
nao tem fatores primos diferentes de 2 e de 5, entdo, —— é equivalente

Dada uma fracao irredutivel, ,comb # 1, se a decomposicao de b

a uma fracao decimal. Toda a fracdo equivalente a uma fracao decimal
pode ser representada por uma dizima finita.

Exemplos:
27 27 27x2* 108 _ 108
* S T2 T =2 2 2 =108
25 5 52x2% (5% 100
X 3
S5 _ 5 _ 55 625 _ 625 _ .o
8 27 27x5'  (pxs5f 1000
11 11 11x52 275 275

40T 27x5  27x5x57  (3xsf 1000 =0.275
Também se podem encontrar as dizimas que representam as fracoes
equivalentes a fragdes decimais utilizando o algoritmo da divisao.

Vamos obter de novo as representacdes em dizima das fracdes dadas
anteriormente recorrendo, desta vez, ao algoritmo da divisao.

Exemplos:
27,0025 5,000 |8 11,000 | 40
200 1,08 20 0,625 300 0,275
0 40 200

0 0

Nem toda a fracdo pode ser transformada numa fracdo decimal.
Observemos o exemplo seguinte:

. 7 . , - . .
O nUmero — 5 nao possui representacao na forma de fracdo decimal.
18 Recorda

-7 . - . .
Se a fracao 18 fosse equivalente a uma fracdo decimal, ter-se-ia uma Sea=bxc,
entdo, a" = b" X .
igualdade da forma
resultaria que:

7 a , .
78 = 107 com a e n nUmeros naturais, de onde

7X10"=18Xa<7X2"X5"=2X3?Xa

Observando a igualdade anterior, verifica-se que a decomposicao em
fatores primos de 7 X 2" X 5" é igual a uma decomposicao que inclui
0 nUmero 3, o0 que é absurdo, pois a decomposicdo em fatores primos
de um numero é Unica.

Este raciocinio aplica-se de forma mais geral a qualquer fracao irredutivel
cujo denominador apresente um divisor primo distinto de 2 e de 5.

Desta forma, pode reconhecer-se que essas fracdes nao admitem repre-
sentacao em dizima finita.

. a. . :
Uma fracao B irredutivel, tal que b tem pelo menos um fator primo

diferente de 2 e de 5 ndo é equivalente a uma fracdo decimal.

Unidade 3 NUMEROS RACIONAIS
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Chama-se dizima
infinita a uma
expressao do tipo

Ap,a1 @, a3 ...

formada pela
representacao decimal
a, de um ndmero
natural ou nulo

e onde, apos a virgula,
esta representada
uma sucessao (isto é,
uma sequéncia infinita)
de algarismos, podendo
ainda ser afetada

de um sinal «—».

102
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* O que ocorre quando se aplica o algoritmo da divisdo a uma fracao b

irredutivel, tal que b tem pelo menos um fator primo diferente de 2 e de 5?

Apliquemos o algoritmo da divisao a %

7,00118
160 0,38
16

O resto parcial 16 ja foi obtido anteriormente, pelo que o procedimento
se repetira indefinidamente, enquanto continuarmos o algoritmo:

7,00000 [ 18

160 0,38888
160
160
160
6

. 1 . . - .
Consideremos a fracao 3 Apliquemos o algoritmo da divisao para determinar

. , L 1 o
0s sucessivos algarismos da aproximacao de 3 como dizima, com erros
progressivamente menores.

1,000 | 3
10 0,333
10

1

Se prosseguirmos o algoritmo da divisdo obtemos sucessivas aproximacoes

1
de 3 mas nunca um resultado exato.

Determina-se entao por esse processo uma sucessdo em que cada termo
¢ uma dizima finita obtida da anterior acrescentando-lhe um algarismo
a parte decimal:

0,3

0,33

0,333

O algoritmo da divisao conduz-nos a dizima infinita 0,3333...

Na dizima infinita 0,333... existem sequéncias de algarismos que se repe-
tem indefinidamente. Neste caso existem varias sequéncias que se
repetem 3, 33, 333, ...

No entanto, a sequéncia com menor nimero de algarismos é a sequéncia
constituida sé pelo algarismo «3» — esta sequéncia denomina-se
periodo da dizima e a dizima diz-se infinita periodica.

O periodo pode ser escrito entre parénteses: % =0,33... =0,(3)

O numero de algarismos que constitui o periodo da dizima é o compri-
mento do periodo dessa dizima.



O comprimento da dizima 0,(3) é 1.
Consideremos outro exemplo:

Apliqguemos o algoritmo da divisao a fracao ?—?

20,0000 | 11

90 1,8181
20
90
20
9

O algoritmo da divisao conduz-nos a dizima infinita periédica 1,8181...

% =1,8181... = 1,(81)

O periodo desta dizima é 81 e tem comprimento 2.

® Conversao em fracao
de uma dizima infinita periodica

Uma dizima infinita periddica pode ser representada na forma de fracéo.

Exemplos:
e Representar 0,(6) na forma de fracao.

Ao multiplicar esta dizima de periodo «6» por 10, obtém-se a dizima

6,66... = 6,(6)

10 X 0,(6) = 6,6...

A diferenca entre as duas dizimas é uma dizima finita.
10 X 0,(6) — 0,(6) =6,6... —0,6... =6

Mas 10 X 0,(6) — 0,(6) = (10 — 1) X 0,(6) =9 X 0,(6)
Portanto, 9 X 0,(6) = 6, ou seja, 0,(6) = % = %
e Representar 2,1(13) na forma de fracao.

Ao multiplicar esta dizima de periodo «13» por 10%, obtém-se a dizima

211,3131... = 211,(31)
100 X 2,1(13) = 211,31...

Entao:

100 X 2,1(13) — 2,1(13) = 211,31313... — 2,1131313... =
=211,31—-2,11 = 209,2

Mas (100 — 1) X 2,1(13) = 99 X 2,1(13)
Portanto, 99 X 2,1(13) = 209,2, ou seja,

209,2 2092 1046

2003)= 99 = "990 ~ 495

Em geral, a diferenca entre um namero representado por uma dizima
infinita e o produto desse numero por uma poténcia de base 10
e expoente igual ao comprimento do periodo é uma dizima finita.

Nota

O comprimento do periodo
da dizima infinita periédica
que representa a fracao
irredutivel % é sempre
menor do que b.

Nota

Néo é facil encontrar

o periodo de ﬂ,
17

pois é composto por

16 algarismos e na maioria
das calculadoras o numero
de digitos visiveis é menor.
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Podemos resumir o nosso estudo:

Qualquer numero racional pode ser representado por uma dizima
finita ou infinita periddica e, reciprocamente, qualquer dizima finita
ou infinita periédica representa um numero racional.

® Qual sera a fracao que tem por dizima 0,(9)?

Nota

0 algoritmo da divisio Ao.multiplic,ar esta dizima de periodo «9» por 10, obtém-se uma dizima
nunca conduz a dizimas de igual periodo.

infinitas periodicas 10 X 0,(9) = 9,(9)

de periodo igual a «9». ~
Entao:

10 X 0,9 —0,9 =99...—-09...=9
Por outro lado, 10 X 0,(9) — 0,(9) = (10 — 1) X 0,(9) = 9 X 0,(9)
Logo, 9 X 0,(9) = 9, ou seja, O,(9) = % =1.

Este processo permite mostrar que é possivel representar qualquer dizima
infinita de periodo «9» na forma de dizima finita:

0,24(9) = 0,25
1,342(9) = 1,343

Logo, a representacao na forma de dizima ndo é Unica. Mas se se exclui-
rem as dizimas de periodo «9» pode estabelecer-se uma correspondéncia
um a um entre o conjunto das dizimas finitas e infinitas perioddicas
e 0 conjunto dos numeros racionais.

Exercicios resolvidos

1. Representa na forma de fracdo as dizimas seguintes:
a) 2,(13)
b) 5,5(27)

Resolucao:
1. a) Ao multiplicar esta dizima de periodo «13» por 10%, obtemos:
100 X 2,(13) = 213,1313...
Entdo:
100 X 2,(13) — 2,(13) = 213,13... — 2,13... = 211
Por outro lado: 100 X 2,(13) — 2,(13) =
= (100 — 1) X 2,(13) =99 X 2,(13)

. 211
Portanto, 99 X 2,(13) = 211, ou seja, 2,(13) =

99 -
b

—

Ao multiplicar esta dizima de periodo «27» por 10%, obtemos:
100 X 5,5(27) = 552,727...

Entao:

100 X 5,5(27) — 5,5(27) = 552,727... — 5,527... = 547,2
Por outro lado: (100 — 1) X 5,5(27) = 99 X 5,5(27)
Portanto, 99 X 5,5(27) = 547,2 ou seja,

5472 5472 304

55(27) = —g99 =590 ~ 55
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2. Considera os nUmeros racionais 2 e 16
’ 150 ~ 60°

a) Verifica se algum destes nimeros admite uma representacao em dizima
finita.
b) Representa-os na forma de dizima finita ou infinita periddica.
Resolucao:
A ] a o :
2. a) Recorda que uma fracéo irredutivel, B com b # 1, s6 é equivalente

a uma fracao decimal se a decomposicao de b ndo tem fatores primos
diferentes de 2 e de 5.

Comecemos por obter fracdes irredutiveis equivalentes as fracoes

dadas:
9=32150=2Xx3X5, 16=2"e 60=2"X3X5
Logo:
9 3’ 3 6  2° 2°

f— f— e —_— f—
150 2x3x5*° 2x5° 60 2?x3x5 3X5
2

As fracbes e sao irredutiveis.

2
2X5 3X5
O numero racional 5o Possui uma representacdo em dizima finita,
pois 0s Unicos divisores primos do denominador da fracao irredutivel
que o representa sao 0 2 e 0 5.

, . . 16 . .
J& o nimero racional 5o nao pode ser representado por uma dizima

finita, uma vez que o denominador da fracdo irredutivel que o repre-
senta tem um divisor primo diferente de 2 e de 5, o 3.

o _ 3 _3_6 _
150*2x52*50*100*0'06

A fracao 16 150 representa uma dizima 16,00000 | 60

b)

o | 400 0,26666
finita, entdo, recorre-se ao algoritmo da
divisao: 400
Assim: 2 = 0,2(6) 400
ssim: =5~ =0, 400
40

= Representacao na reta numeérica
de numeros racionais
dados na forma de dizima

Todo o numero racional pode ser representado na reta numérica por um
ponto.

Exemplo: 3
A 4 B —-2,5 C - D 1,2
¥ N 4 wr 4 N 4
1 1 B 1 1 C 1 ID 1 1 é 1 -
B e e et e R e P e IS EEcE EEEEHEEE) RS HERHT.
A

Recorda

O nlmero que corresponde
a cada ponto da reta
numérica denomina-se
abcissa.

Por exemplo, a abcissa
do ponto B é —2,5.
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Recorda
, ) 13
O nUmero racional ?

pode ser representado pelo
. 3
numeral misto ZE'

O primeiro numero

representa a sua parte

inteira e o segundo,

a sua parte fraciondria.

Ou seja, 2i =2+ i.
5 5

106

Para representar na reta numérica um numero racional representado na
forma de dizima infinita periédica, converte-se em fracdo e utiliza-se uma
construcdo geométrica para decompor um segmento de reta em partes
iguais. Vejamos como.

Exemplo:
Para representar 0,(3), comeca-se por converter a dizima em fracao.

. . 1
Foi visto anteriormente que 0,(3) = 3
Vamos dividir, por um processo geométrico, a unidade em trés partes
iguais, tal como se ilustra no seguinte quadro:

1.° passo

2.° passo 3.° passo

Tracar uma semirreta
de origem O e marcar
um ponto A nessa
semirreta como mostra

Marcar, com um compasso, Unir Ca D e tracar
os pontos B e C de tal paralelas a [CD] que
modo que OA = AB = BC. || passem em A e em B.

a figura. o H
O D 0 1
0 1 A
A B

O ponto E representa a dizima 0,(3).

Outro exemplo:

Vamos representar na reta numérica o numero racional 2,8(3) comecando
por representé-lo na forma de fracdo e em seguida como numeral misto.

Comecamos por representar este nimero na forma de fracéo:
10 X 2,8(3) = 28,(3)

10 X 2,8(3) — 2,8(3) = 28,3... —2,83... = 25,5

10 X 2,8(3) — 2,8(3) = (10 — 1) X 2,8(3) = 9 X 2,8(3)

9 X 2,8(3) = 25,5

28(3) = 225 _ 255 17

9 90 6

17 . 17 5
Representando a fracao & na forma de numeral misto, tem-se o ZE'
Para representar o ponto de abcissa 2,8(3), constréi-se entdo um segmento

. 5 -
de reta de comprimento ¢ €lustapde-se este segmento de reta ao segmento

de reta cujas extremidades sao representadas pelos niumeros 0 e 2, como
mostra a figura.




Exercicio resolvido

a) Representa na reta numérica os ndmeros racionais 1,58(3) e —1,58(3).

b) Observa a reta desenhada em baixo e indica uma dizima para representar
a abcissa de cada ponto indicado.

Notaque@z@eque&z 1+ OB.

o
|
|
|
|
|

N

ENN

Resolucao:

a) Comecemos por representar a dizima infinita periédica 1,58(3) na forma
de fracdo.

Ao multiplicar esta dizima de periodo «3» por 10, obtém-se:
10 X 1,58(3) = 15,833...

Logo:
10 X 1,58(3) — 1,58(3) = 15,833... — 1,583... = 14,25

Por outro lado: 10 X 1,58(3) — 1,58(3) = (10 — 1) X 1,58(3) = 9 X 1,58(3)

. 14,25 1425 19

Portanto, 9 X 1,58(3) = 14,25, ou seja, 1,58(3)— 5 " 90 12
.19 . 19 7

Representando a fracdo <5 ha forma de numeral misto, tem-se EF 1 17

As dizimas 1,58(3) e —1,58(3) sao simétricas.

Para representar o ponto de abcissa 1,58(3), constroi-se entdo um segmento

: 7 . -
de reta de comprimento 07 e JustapOe-se este segmento ao segmento
de reta cujas extremidades sao representadas pelos nimeros 0 e 1, como

mostra a figura.

O ponto de abcissa —1,58(3) é o ponto simétrico em relacdo a origem
do ponto de abcissa 1,58(3).

123456789101
~1,58(3) -1 O LR RRERRRR

_+ : ry

1,58(3) 2
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. 2 .
b) A abcissa do ponto A é 3 A dizima que representa este numero

racional pode ser obtida pelo algoritmo da divisao.

2,000 | 3

20 0,666
20

A abcissa do ponto B é % A dizima que representa este ndmero

racional pode ser obtida pelo algoritmo da divisao.

5,000 | 6

20 0,833
20
2

A abcissa do ponto C é 1%. A dizima que representa este niumero

racional pode ser obtida usando a dizima anterior.

5 5 -
1;—1+ 6 =14+0,8(3)=1,8(3)

Nota que como 1% :%’ também poderias obter essa dizima pelo

algoritmo da divisdo, dividindo 11 por 6.

O ponto D é simétrico do ponto B em relacdo a origem. Logo, a dizima
gue representa a abcissa de D é —0,8(3).

O que deves saber

e Transformar uma fracao irredutivel em fracdo decimal, sempre que
possivel.

* Representar numeros fracionarios por dizimas finitas ou infinitas
periddicas.

* Representar uma dizima finita ou infinita periédica na forma de fragao.
e Representar nUmeros racionais na reta numérica.
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NUMEROS RACIONAIS E DiZIMAS

Observa os nUmeros seguintes:

21 10 72 9 12 43 143 120
—-8,6); 1,33333, —— —, 0, —;0,8, — —, =5, — —=~ ——=
©) 11 2 8 3 99 13" 120 143
1.1 Identifica os nimeros inteiros.
1.2 Que nUmeros correspondem a dizimas finitas?

1.3 Indica os nimeros que podem ser representados por dizimas infinitas periédicas e diz qual
0 seu periodo.

1.4 Indica o comprimento do periodo de cada uma das dizimas infinitas periédicas da questdo 1.3.

Escreve as dizimas seguintes sob a forma de fracao e, sempre que possivel, simplifica a fracao.
0,3;2,2;0,03;, —1,46
NOTA: Na pagina 134, encontras uma explicacao sobre simplificacao de fracdes utilizando a calculadora.

AUTOAVALIACAO Sei representar numeros fracionarios por dizimas finitas ou infinitas periédicas?

Representa na forma de fracdo os niimeros racionais dados pelas seguintes dizimas infinitas periddicas:
0,(35); 0,2(7); 3,12(84); 5,09)

Observa as seguintes fracoes: 4 7.

16"
4.1 Identifica, justificando, as que sdo equivalentes a fracées decimais.
4.2 Transforma em fracao decimal as fracbes identificadas na alinea anterior.

4.3 Representa na forma de dizima as fracbes que nao representam dizimas finitas, utilizando
o algoritmo da divisao.

4.4 Mostra, sem recorrer ao algoritmo da divisdo, que a fracdo % ndo é equivalente a uma
fracao decimal.

Considera a representacao de pontos na reta numérica e o conjunto de nimeros racionais.

6
5

5.1 Utilizando os nimeros racionais, faz corresponder a cada ponto a sua abcissa.

5.2 O ponto H é a imagem do ponto D pela rotacdo de centro em O, que tem abcissa 0, e ampli-
tude 180°. Indica a abcissa do ponto H.

5.3 O ponto P é a imagem do ponto D pela rotacdo de centro em B e amplitude 180°. Indica
a abcissa do ponto P.

5.4 O ponto R é aimagem do ponto E pela translacdo Tsz. Indica a abcissa do ponto R.
Desenha uma reta numérica no teu caderno e marca, com rigor, os pontos seguintes.
19 21
- G -
v 7 15

F -0,25 H 1.4
¥ A 4

A —2,6
v
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0 Considera a sequéncia de fracbes seguinte: 2 3 4 :
= | ¢ M 3" 11345 1434547

7.1 Simplifica as fracoes.

7.2 Escreve as fracdes correspondentes aos trés termos seguintes da sequéncia na mesma forma
gue a apresentada.

7.3 Sem efetuar célculos, identifica as fracdes simplificadas correspondentes aquelas que escre-
veste em 7.2.

Tarefas de investigacao J

. 1
Qual é o periodo da dizima que representa E?

Considera as fracdes seguintes.
T2 1 24 2%

7 7 7 7 7
9.1 Determina o periodo de cada uma das dizimas correspondentes.
9.2 O que observas?

Considera as fragdes seguintes.
12 3 4 0 1M 2

9 9 9 9 9 9 9
10.1 Determina o periodo de cada uma das dizimas correspondentes.

10.2 O que observas?

. . 37
10.3 Indica, sem utilizar a calculadora, o periodo de o

Considera as fracbes seguintes:

Observa que: % —0,0909090909 ... = 0,
3
7 =0,2727272727 . 0,(27) 7 =0,3636363636 ... = 0,(36)

11.1 Tendo em conta o que observaste, faz uma conjetura, sem recorrer a calculadora, na forma
de dizima, das seguintes fracoes:

5 6 7 12 13

1 11 11 11 11

=0,1818181818...=0,(18)
4

11.2 O que observas?

11.3 Indica, sem utilizar a calculadora, o periodo de 3{#

Observa as fracoes seguintes.
1 2 3 15 28 120
3 33 33 33 33 33
12.1 Determina o periodo de cada uma das dizimas correspondentes.

236 . .
12.2 Sem recorrer a calculadora, descobre o periodo de 3 e indica outras fracdes de denominador

33 gue tenham o mesmo periodo. Justifica a tua resposta.
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m| Poténcias de expoente inteiro

Tarefa 2
I |

~

- ( © Descobre os valores
ONDE E QUE ESTAVA ALI EM CIMA

NCONTRASTE ISTO? DE UM BANCO, MAS ESTA MEg, dos 10 prémios. o
RASGADO... ~Eap AR @ Escreve os sete primeiros

valores sob a forma
de poténcias com
a mesma base.

e descobre os expoentes

© Procura uma regularidade
nos expoentes das poténcias

dos trés ultimos prémios.

.

® Operacoes com poténcias de expoente natural

Recorda:

Existem regras para multiplicar e dividir poténcias, desde que tenham bases
iguais ou expoentes iguais.

e Multiplicar poténcias com a mesma base:
a"xXa'=a"" emqueae Q, mneN

e Multiplicar poténcias com o mesmo expoente:
a"xXb"=(@xb)", emquea,be Q, meN

e Dividir poténcias com a mesma base:
am:a"=3a"", emquea#0,ae Q mneiNem>n

e Dividir poténcias com o mesmo expoente:
a”:b"=(@:b)",emqueb#0,a,beE Qeme&N

e Poténcia de poténcia:
@M =a"*", emqueac€ Qem neN

Atencao!

Para adicionar ou subtrair poténcias, nao ha regras, assim como também
nao ha regras para multiplicar ou dividir poténcias que nao tenham
a mesma base nem o mesmo expoente. Em ambos os casos, calculam-se
os valores das poténcias separadamente.

Exemplos:
©2°+2°=32+8=140

e (—5P —-2°=-125—-8=—133
©2°X3=8x9=72

= Poténcias de expoente nulo

Dado um numero racional nao nulo a, que valor deve ser atribuido a a°
de forma que para todo o nimero natural n se tenha a° x a” = a°*"?

Sabendo que 0 + n = n, entdo, a®" = a". Assim, que valor deve ser atri-
buido a a° de forma que, a° X a" = a"?

Unidade 3 NUMEROS RACIONAIS
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Nota
O inverso da fracao %

é a fracéo % (coma, b # 0).

i’"_<£>"
Logo, b “\a):

coma, beQ,neN.

112

Para que a igualdade seja verdadeira a° tera de ser o elemento neutro
da multiplicacdo de nameros racionais, ou seja, a° = 1.

Uma poténcia de expoente nulo ¢ igual a 1:

a’®=1(a #0)
Exemplos:
e 20=1 e 5000° = 1

20
—O: — =
cower (2]

Desta forma, continua valida a regra de calculo de divisdo de poténcias com
a mesma base a (a # 0).

Exemplo:

©27:23 =27 =20=1

Assim, esta regra pode aplicar-se também quando os expoentes sdo iguais.
As restantes regras mantém-se validas também.

Exemplos:
.32><30=32+O=32
.30><30=30+0=30
e 20x3°=(2x3)P
° (23)0 — 23><O — 20

° (20)0 — 20><O — 20

s Poténcias de expoente inteiro

Dado um numero racional ndo nulo a e um numero natural n, que valor
deve ser atribuido a a " de forma que se tenha a@” X a"= a""™"?

Considerando que n+(—n) = 0 e que a°=1, a expressao a"xXa " terd
de ser igual a 1. Para que tal aconteca, a " tera de ser igual ao inverso
1

a"’

de a”, ouseja, a "=

a "= emquen€IN,aeQea # 0.

n'

e (1] peowea=(1]
epara que —7={5 ), peloquea™=\7".
Exemplos:

1 1 1
L] 72: = =
10 102 10x10 100




Desta forma, continua valida a regra de calculo de divisdo de poténcias com

Calculadora
a mesma base a (@ # 0). -
A maioria das calculadoras
Exemplo: permite calcular poténcias
, _ _ através da tecla
©22:2°=2">=2"3
O N B )
2% : 2° pode também ser calculado pela simplificacdo do quociente: Exemplos:
22.25: 2X2 _ 1 :i T
’ 2X2X2X2X2 2X2X2 3
. o e g3 ] o =]
E deste modo voltamos a encontrar a igualdade 2 > = IR )
Assim, esta regra pode aplicar-se também quando o expoente do deno- «23=7
minador é superior ao do numerador. (2 ) (3 ] - |
As restantes regras mantém-se validas também. 0.125)
o (—8y =71
As propriedades das operacbes com poténcias de base racional [ (] (8 N ) |
e expoente natural mantém-se validas para poténcias de base racional (5 N =]

< D poanie e, Mais informacoes sobre

calculadoras (vérios

e Multiplicar poténcias com a mesma base: modelos) na pagina 134.

a"xXa"=a"" emquea€ Q m,né&Z(coma # 0)

Exemplos: Recorda
—3 2 —3+2 -1 1 Sinal de uma poténcia:
( 1) X< 1) _< 1> _( 1> n (_ 1)1 =1 ! e Uma poténcia com base
., 0 o ., S positiva € um numero
2 % 2\ _(2 (2" _(5Y)_ 25 positivo.
5 5/ \5 ~\5/) \2) 4 » Uma poténcia com base
negativa:
e Multiplicar poténcias com o mesmo expoente: — e expoente par é um
ndmero positivo;

um numero negativo.
Exemplos:

32x22=(3%x2) "=62=—3 ==
20x50=(2x5) =10°=1

e Dividir poténcias com a mesma base:

a":a"=a""a+0,a€eQ mne”

Exemplos:
43:42=46-2) =462 =45= 1024

20:23:2(073):273:—:—
e Dividir poténcias com o mesmo expoente:

an:b"=@:b)",b#0,a,bE Qeme Z(coma # 0)

Também se pode escrever esta propriedade utilizando fracoes
an (i)”“
b™ b/ "

Unidade 3 NUMEROS RACIONAIS 1 13



Recorda

Paran € N:

10" =10...00
N
n zeros

n casas decimais
—
107" =0,0...01
NAAS
n zeros

114

—3
Exemplos: 87 3:273= (%) =43 =—=—

6°:20=(6:2=3°=1

23 (1) (3

e Poténcia de poténcia:
@M =a"" ac€Qem,n€EZemaquea #0)
1T 1

Exemplos: (3%) =300 =33= =57

<25)O:25X0:20:1

Exercicio resolvido

Calcula o valor das seguintes poténcias:

a2 w2

4

Resolucao:

N R R

b @) 2 o :<;)3:<3>3 125
57 57 57 3

= Decomposicao decimal de uma dizima finita
usando poténcias de base 10 e expoente inteiro

Observa que:
2,351=2+0,3+0,05+0,001=2+3X%0,1+5x0,01+1x0,001,
ou seja,

2351 =2X10°+3X10"+5%X 1072+ 1xX1073

Exercicio resolvido

Efetua a decomposicao decimal das dizimas seguintes utilizando poténcias
de base 10 e expoente inteiro.

a) 0,257 b) —12,34

Resolucao:

a) 0,257 =0,2 + 0,05+ 0,007 =2 %X 0,1+ 5x0,01 +7 X0,001 =
=2X10"+5x%x10%2+7x10°

b) —1234=—-(10+2+03+004)=—-(1X10+2+3X0,1+4x0,01)=
=—1X10"=-2%x10°-3%x10"-4x10"?

O que deves saber
e Efetuar operacoes com poténcias de base racional e expoente inteiro.
e Fazer a decomposicao decimal de uma dizima finita.



Verificar a aprendizagem |

POTENCIAS DE BASE E EXPOENTE INTEIROS

Calcula:
a) 7° b) (—50)° c) 3,22° d) —1,8°

11
Observa a sequéncia sequinte: 81; 27:9; 3; 1, — —, ——
39 27
a) Indica o termo seguinte.
b) Indica uma lei de formacao dos termos desta sequéncia.

c) Representa os termos da sequéncia sob a forma de poténcias de base 3.

Copia e completa:

Calcula:
a) 572
b) 373 f) 1277

AUTOAVALIACAO Sei calcular o valor de poténcias de base e expoente inteiros?

POTENCIAS DE BASE RACIONAL E EXPOENTE INTEIRO

Calcula:

o(3)
o]

Calcula:

AUTOAVALIACAO Sei calcular o valor de poténcias de base racional e expoente inteiro?

OPERACOES COM POTENCIAS DE BASE RACIONAL E EXPOENTE INTEIRO

Calcula utilizando, sempre que possivel, as regras das operacdes com poténcias.

5
a) (2,172 x 2,173 c) (0,47 x (2)*: (i) e) 4227+ 277°

5
o (33 T e

Escreve sob a forma de uma poténcia de base 10:
a) 10000 b) 100° c) 1000° d) 0,1 e) 0,01?

AUTOAVALIACAO Sei efetuar operagées com poténcias de base racional e expoente inteiro?

Unidade 3 NUMEROS RACIONAIS 1 1 5



Efetua a decomposicao decimal de cada um dos seguintes nimeros racionais:
a) 0,13045 b) —20,232

| Aplicar_J

Copia e completa os espacos com <, > ou =, de modo a obteres afirmacbes verdadeiras.
(_1)12 22
2 )“
1T 1 1

11
Qual é o termo geral da sucessao —; —; —; —; — ...? Escolhe a opcéo correta.
2°'4° 8 16 32

1y 1
A. (——) B. — C. (=2r D.2™"
> o (=2)

Simplifica e calcula:

4 -3
a) 57X 5+ £) 0,172 % 10° — (=2,75) - (14—1)

0w 3 32 2)1 _4.1_<i.i)7
b) 19X (273 %3 )+<71 g)6 F 3 3 3

3
Q) 87:87+6 (-3 h) 9°+37: (37— (— %) X 5

d) 478X 4 X 16% + (—32)° i) 1,272 -37%2x4"— l

e) (%)4X(2 ]

- ST
(13]

Num programa de televisao sobre culindria, um chefe de

cozinha, preocupado com o aumento de pessoas com

excesso de peso e com a ingestdo de «comida de plastico»,

resolveu ensinar os habitantes de uma cidade a cozinhar.

Como nao era possivel ensinar todos os habitantes, ensinou

10 habitantes (semana zero); cada um desses 10 habitantes

comprometeu-se a ensinar outros 2 habitantes durante a semana seguinte (ou seja, na semana um
existem 20 novos cozinheiros que, juntamente com os 10 iniciais, totalizam 30 habitantes a saber
cozinhar); cada um desses 30 habitantes ensina outros 2 durante a semana seguinte, e assim suces-
sivamente. Parte-se do pressuposto de que se ensinaram sempre habitantes diferentes e de que
nenhum dos habitantes ensinados falhou o compromisso.

Quantos novos cozinheiros existem em cada uma das primeiras 5 semanas?
Qual ¢ a lei de formacado da sequéncia do numero de novos cozinheiros em cada semana?

Escreve o termo geral da sequéncia dos novos cozinheiros em cada semana (iniciando
a sequéncia na semana 1).

Ao fim de 8 semanas, quantos habitantes sabem cozinhar?

Escreve o termo geral da sequéncia do total de cozinheiros ao fim de n semanas.

S
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Notacao cientifica

A vida na Terra surgiu ha cerca de 3 400 000 000 anos. )
A Via Lactea contém, pelo menos, 200 000 000 000 de estrelas.
O Sol tem 1 400 000 km de diametro.

Uma bactéria pesa 0,000 000 001 g.

© Copia e completa:
3400 000 000 = 3,4 X 1000000000 = 3,4 X 10~

@ Utiliza um raciocinio semelhante ao anterior para os outros trés
nameros presentes no texto.

© Calcula a distancia obtida se se alinhassem todas as estrelas da Via
Lactea, lado a lado (considera o didmetro do Sol como o diametro
médio das estrelas).

.

= Representacao de numeros em notacao
cientifica

Para trabalhar com numeros muito grandes ou ndmeros muito pequenos,
é util conhecer uma forma de tornar a escrita e a leitura mais faceis.

Um numero positivo estd em notacao cientifica quando aparece na
forma: a x 10", com a maior ou igual a 1 e menor do que 10en € Z.

Exemplos: ® 1,23 X 10° e 5% 107" e 1 X 107 e 99 X 1072
Como passar de notacao cientifica para notacao decimal?
Exemplos:

e 1,23 X 10° = 1,23 X 1000 = 1 230
N4
Desloca-se a virgula 3 casas para a direita
©99x107%=99x0,01=0,099
Desloca-se a virgVLﬁg 2 casas para a esquerda

Como passar de notacao decimal para notacao cientifica?
Exemplos:
e Massa da Terra: 5973 700 000 000 000 000 000 000 kg

1.° passo: Encontrar o valor para a: como o valor de a tem de ser maior
ouigual a 1 e menor do que 10, tera de ser 5,9737.

2.° passo: Encontrar o expoente da poténcia de base 10: ao escrever
5,9737, a virgula ficou entre 0 5 e 0 9, mas a posicao real da
virgula é 24 casas a direita. Assim, o expoente é positivo e

igual a 24.
5 973 700 000 000 000 000 000 000 kg = 5,9737 X 10°* kg %

w Notacéo cientifica

T na calculadora: consulta
a pagina 134.
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Repara

e Quando o nimero
a escrever em notacao
cientifica € maior ou
igual a 10, o expoente
do 10 é positivo.
Exemplo:
23400 = 2,34 x 10"
* Quando o nimero
a escrever em notacao
cientifica € menor
do que 1, o expoente
do 10 é negativo.
Exemplo:
0,0031 =3,1x 10"
e Quando o numero
a escrever em notacao
cientifica esta entre
1 e 10, 0 expoente
do 10 é zero.
Exemplo:

3,23 =3,23 x 10°
(porque 10° = 1)

118

 Atomo de hidrogénio: 0,000 000 000 000 000 000 000 000 001 672 52 kg
1.° passo: a = 1,672 52.

2.° passo: Ao escrever 1,672 52, a virgula ficou entre 0 1 e 0 6, mas a
posicao real da virgula é 27 casas a esquerda. O expoente é
negativo e igual a —27.

0,000 000 000 000 000 000 000 000 001 672 52 kg =

‘¥//

- 27

— 1,672 52 x 107" kg

Uma dizima infinita periddica pode ser escrita em notacao cientifica, com
uma dada aproximacao.

Exemplo:

e 0,(3) =3 X 107", com erro inferior a uma décima;
e ou0,3)=3,3X 10", com erro inferior a uma centésima.

s Ordenacao de numeros racionais
representados na forma de dizima
ou em notacao cientifica

Para ordenar dois numeros racionais positivos, representados na forma
de dizima (excluindo o caso das dizimas de periodo «9»), hd que comparar
sucessivamente os algarismos a partir do de maior ordem decimal, até
se encontrar uma ordem em que as dizimas difiram e entdo sera maior
0 numero para o qual o algarismo dessa ordem seja maior:

e Se tiverem partes inteiras distintas, € maior o que tem maior parte
inteira.

Exemplos: 7,31 > 3,24, porque 7 > 3
2,(3) > 1,(6), porque 2 > 1

e Se tiverem partes inteiras iguais, € maior o que tiver maior o alga-
rismo da maior ordem decimal em que as duas dizimas diferem
(excluindo o caso das dizimas de periodo «9»).

Exemplos:

0,345 > 0,33, porque as dizimas tém a parte inteira igual, bem como o
algarismo das décimas diferindo no algarismo das centésimas e, neste
caso, 4 > 3.

1,23(45) > 1,(23), porgue as dizimas tém a parte inteira igual, bem como
o algarismo das décimas e das centésimas diferindo no algarismo das
milésimas e, neste caso, 4 > 2 (1,234545... > 1,2323...).

Dados dois numeros racionais negativos € maior o que tiver menor
valor absoluto.



Exemplos:

—2,132 > —3,254, porque o valor absoluto de —2,132 é 2,132, que é
menor do que 3,254, sendo este o valor absoluto do numero —3,254;

—0,(3) > —0,(6), porque o valor absoluto de —0,(3) é 0,(3), que é menor
do que 0,(6), sendo este o valor absoluto do nimero —0,(6).

Um numero positivo é sempre maior do que um nimero nao positivo
(negativo ou zero).

Exemplos: 2,45 > —50,54
0,(3) > —5,(7)
1,6) >0

Zero é sempre maior do que qualquer nimero negativo.

Exemplos: 0> —1,245
0> —0,(8)

Vamos agora ver como ordenar nimeros escritos em notacao cientifica.
Considera alguns diametros de planetas:
e Mercurio: = 4,9 X 10° km;

e Terra: = 1,3 X 10* km;
e Marte: = 6,8 X 10° km

A ordem de grandeza de um nUmero escrito em notacao cientifica
é a sua poténcia de base 10.

A ordem de grandeza dos diametros de Mercurio e Marte é a mesma: 10°.
A ordem de grandeza do diametro da Terra é 10%.

A ordem de grandeza utiliza-se para comparar niUmeros escritos em nota-
cao cientifica:

1. Se a ordem de grandeza é a mesma, € maior o numero que tiver
o maior fator entre 1 e 10.

Exemplo: 6,8 X 10° > 4,9 X 103, porque 6,8 > 4,9.

2. Se a ordem de grandeza for diferente, € maior o nimero que tiver
a maior ordem de grandeza.

Exemplo: 1,3 X 10* > 6,8 X 103, porque 10* > 10°.

@

Operacoes com numeros escritos em notacao
cientifica

e Multiplicacao e divisao
Para multiplicar ou dividir nimeros escritos em notacao cientifica, usamos
as ja conhecidas propriedades das operacoes.

Exemplos:

¢ (34X 10X (5X 1073 =3,4X%X5 x(10>x103=17 X 10°3 =
=17 %X 10°=1,7 X 10 X 10°= 1,7 X 10°

Unidade 3 NUMEROS RACIONAIS
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Recorda

axb :ix£
cxXd ¢ d
(comc, d#0)

Sr-71 Blackbird

Curiosidade

As velocidades de certos
avides sao expressas
em Mach.

Mach 1 = velocidade
do som

Todo o tipo de conversoes
de unidades (tempo,
distancia, velocidade, etc.)
pode ser feito no site:

http://www.1000
conversions.com

Recorda
rx(p+aq =
=rXp+rXxgq

p+qxr=
=pXr+qgXr

(comp,q, req)
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e (AX 1073’ =AX107) X (@A X103 =4x4) x 1033 =
=16X10°=16X10X10°%=1,6X 10"
4
=1,4625x%10"
° (8,46 X 10%) : (2 X 10°% = (8,46 : 2) X (10°: 10° = 4,23 X 10°°° =
=4,23 X103

Em geral:

(ax 10") x (b x 10™) = (a x b) x 10"*™
e
(@ax10"):(b x 10™) =(a:b) x 10" ™™

Adicao e subtracao

Para adicionar ou subtrair nimeros escritos em notacdo cientifica,
temos de o0s representar por numeros equivalentes aos dados com
a mesma poténcia de base 10. Depois de os nimeros estarem representa-
dos com a mesma poténcia de base 10, utiliza-se a propriedade distribu-
tiva da multiplicacdo em relacao a adicao.

Exemplos:

e Os numeros 5,2 X 10° e 3,4 X 10° tém a mesma ordem de grandeza.
Para os adicionar, basta aplicar a propriedade distributiva

(5,2 X 10° + (3,4 X 10°) = (5,2 + 3,4) X 10° = 8,6 X 10°

e Os numeros 3,4 X 10° e 5 X 10° ndo tém a mesma ordem de gran-
deza. Para os adicionar, representamo-los por numeros equivalentes
com a mesma poténcia de base 10, o que pode ser feito de varias for-
mas (qualquer poténcia de base 10 pode ser utilizada).

Para simplificar o célculo, podemos utilizar uma das poténcias de base
10 j& existente num dos numeros, por exemplo, 10°

(3.4 x10°) + (5 X 10°) = (3,4 X 10° X 10°) + (5 X 10°) =
= (340 X 10°) + (5 X 10%) = (340 + 5) X 10° = 345 X 10° =
3,45 X 10°

ou utilizar 10°
(3,4 X 10°) + (5 X 10°) = (3,4 X 10°) + (0,05 X 10°) =
= (3,4 + 0,05) X 10° = 3,45 X 10°
¢ (41X103)—=(53X10%=41x10%—-(53%x10%=
= (41-53) X 1074 =35,7 X 1074 = 3,57 X 103
Ou
(4,1 X107 — (53X 10% =(4,1x1073 — (0,53 X 1077) =
=(4,1-0,53) X 1073 =3,57 X 1073



Exercicio resolvido

Um dos avides mais rapidos do Mundo
foi o Sr-71 Blackbird, que atingia

uma velocidade de 4 X 10° km/h.

A velocidade maxima atingida

por um Boeing 737-300 é de

9,08 X 10% km/h.

Sabe-se que a velocidade do som
é aproximadamente 1,2 X 10° km/h.

a) O que é mais rapido, o Sr-71
Blackbird ou o som? E quantas vezes?

b) Quantos quilémetros percorreu um Sr-717
Blackbird que totalizou 7,3 X 10° horas de voo?
Apresenta o resultado em notacao cientifica e em notacao
decimal.

¢) Qual é a diferenca de velocidade entre os dois avides?

Resolucao:

a) Comparando os dois numeros, observa-se que a ordem de grandeza
é a mesma, logo, é maior o que tem maior fator entre 1 e 10, ou seja,
0 avido atingia uma velocidade superior a velocidade do som.

Como:
4 % 10° 4 10°
=X 3z3,33><103*3=
1,2 X 10 1,2 10
= 3,33 X 10° = 3,33

O aviao era aproximadamente 3,33 vezes mais rapido do que o som.

b) 4 X 10° X 7,3 X 10° = (4 X 7,3) X (107 X 10°) =
=292 X 10°3=129,2 X 10°=2,92 X 10" X 10° =
= 2,92 x 10’
Notacao cientifica: 2,92 X 107 km.
Notacado decimal: 29 200 000 km.
c) 4 X 10°-9,08 X 10° =40 X 10> =9,08 X 10? = (40 —9,08) X 10% =
=30,92 X 10*= 3,092 X 10°km/h

A diferenca de velocidades ente os avides é, em valor absoluto, igual a
3092 km/h.

O que deves saber
* Representar um numero racional positivo em notacao cientifica.
e Comparar numeros escritos em notacao cientifica.

e Determinar a soma, diferenca, produto e quociente de ndmeros
racionais representados em notacao cientifica.

Unidade 3 NUMEROS RACIONAIS
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Verificar a aprendizagem |

REPRESENTACAO DE NUMEROS EM NOTACAO CIENTIFICA

Copia e completa:

a) Como 10° = ___, multiplicar 1,58 por 10° ¢ o mesmo que deslocar a virgula de 1,58 casas
paraa . Por isso, 1,58 X 10° = .
b) Como10¢=__, multiplicar 3,5 por 107® é o mesmo que deslocar a virgula de 3,5 casas para

a..... Porisso, 3,5 X 1076 = .

Dos numeros que se seguem, identifica os que estdo escritos em notacgao cientifica.

$=1128x%x10" B=0,3x 10 C=85x10""

D= 2,225 x 10® E =5976 X 10* F=8

Sem utilizar a calculadora, escreve os nimeros seguintes em notacao decimal:
a) 1,39 x 10° c) 4,3215 x 10* e) 1x 108

b) 5,31 X 107 d) 1 x1077 f) 7,3 x10°

Sem utilizar a calculadora, escreve os nimeros seguintes em notacao cientifica:
a) 4500 e) 0,068 i) 7461, 987

b) 635 000 f) 0,000 0237 j) 5600 337,8

c) 1247 000 000 g) 0,000 000 8 k) um milhédo

d) 1,432 h) 0,000 000 006 451 1) mil milhoes

AUTOAVALIACAO Sei representar nimeros racionais em notacao cientifica?

Refere a ordem de grandeza dos numeros apresentados a seguir:
a) O grande auditério da Casa da Musica tem 1238 lugares.

b) O Centro Cultural de Belém ocupa 100 000 m?.

c) 2379 milhares de lares tém forno micro-ondas.

d) A idade do Sistema Solar foi estimada em 4600 milhdes
de anos.

e) Na Via Lactea, existem 200 000 000 000 estrelas.

FP TN

Copia e completa com os simbolos < e > de modo a obteres afirmacdes verdadeiras.

a) 3,8 x10° 29 x10° d) 5901 x 1077 5,91 x 1077
b) 89 x 107" 9,8 X 107" e) 1,19x 107" 1,2 X 107"
c) 45x 108 6,7 X 10’ f) 82 x 10" 8,2 x 107"

AUTOAVALIACAO Sei comparar nimeros escritos em notacao cientifica?

|_Aplicar_J

Escreve em notacao cientifica:
a) 234 x 108 c) 1911,38 x 10™ e) 0,004 002 x 10"
b) 0,046 X 107 d) 8352,213 X 107" f) 0,000 92 x 10%°



00

Diametro equatorial/km

Considera a tabela ao lado, onde se encontra o diametro
Terra | 12 756 |

equatorial da Terra, da Lua e do Sol, em quildmetros.
Indica, em metros, o valor desses diametros em notacao Lua | 3476 |
cientifica. Sol [ 1392.000 |

Em Portugal, um bilido é um milhdo de milhdes, mas no Brasil e nos Estados Unidos da América,
um bilido sdo mil milhdes. Escolhe a opcao que representa a forma como se escreve, em Portugal,
um bilido em notacao cientifica.

A. 1x10° B. 1x10° C. 1x10" D. 1x10™
Calcula, indicando o resultado em notacao cientifica:

a) 4x10°x2x10’ ) 25%X107°x3x10° e) 68x10*x2x10"
b) 9 X 10™:(3 x 10% d) 45X 107%:(3 X 10% f) 1xX107:(5x107"

Considera os nUmeros:
A. 3,2x10°° B. 0,0000025 Cc 1,8x10°

11.1 Os numeros A e B tém a mesma ordem de grandeza? Qual é o maior?

11.2 Os numeros B e C tém a mesma ordem de grandeza? Qual é o maior?

11.3 Dos trés numeros, qual é o maior?

11.4 Refere o valor de k para que 73 X 10™* tenha a mesma ordem de grandeza de C.

Nas Ciéncias Naturais, os nimeros sao muito usados para descrever caracteristicas dos seres vivos.

12.1 Escreve, em notacao cientifica, os pesos em gramas e os comprimentos/
/distancias em metros.
a) A tartaruga-marinha pode pesar 550 kg.

b) A baleia-azul pode medir 29,9 m e pesar 160 toneladas.

¢) O morcego-nariz-de-porco pode pesar 1,5 g e ter 29 mm de comprimento.
d) O grito do bugio pode ser ouvido a mais de 16 km na floresta.

e) A tarambola-dourada é capaz de voar 3000 km sem parar.

f) A enguia europeia expulsa até 9 milhdes de évulos na desova, cada um com
menos de 1 mm de diametro.

12.2 Ordena os numeros presentes na questdo 12.1 por ordem crescente.
Um milimetro cubico de sangue contém cerca de cinco milhdes de glébulos vermelhos. A D. Marta pesa

56 kg, por isso, tem cerca de 4 litros de sangue, ou seja, 4 000 000 mm?3. Qual ¢, em notacéo cientifica,
0 nUmero aproximado de glébulos vermelhos no sangue da D. Marta? Escolhe a opgao correta.

A. 20 x 10° B. 2x10° C. 20x 10" D. 2Xx 10"

Calcula e indica o resultado em notacao cientifica:
a) 5x 10"+ 3 x 10’ c) 25X10°%+1,9%x10° e)8 X 10°+3x107"°
b) 6,1 x 10" —1,79 x 10" d) 9 x 108 -5 X 10° f) 2,45 X 10° + 2,75 X 10"

Tarefas de investigacdo |

Pesquisa na Internet o que sao o gugol e o gugolplex.

As paginas da Internet seguintes propdem-te viagens fascinantes que te levardo ao espaco (com as
poténcias de expoente positivo) e ao interior de um atomo (com as poténcias de expoente negativo).

Visita: http://microcosm.web.cern.ch/microcosm/P10/english/welcome.html
http:/micro.magnet.fsu.edu/primer/java/scienceopticsu/powersof10/index.html

Unidade 3 NUMEROS RACIONAIS 123



Numeros racionais

¢ O conjunto dos nUmeros racionais é representado por Q.

Um namero racional pode ser um nimero inteiro (pertencente ao conjunto Z) ou um nimero fracionario.

Exemplos de nUmeros racionais: i; —3;4,21; 0; —g.

Um ndmero racional pode ser representado de varias formas:

.7 8 5
— como uma fracao: —; _ﬂ; E; etc;
— como um numero misto (quando o nimero é superior a 1 ou inferior a —1):
7 5 2 2 2
=2 +L=1+2=1%
5 5 5 5 5
— como uma dizima:

¢ dizima finita (por exemplo, % =1,4),

¢ dizima infinita periddica (por exemplo: 1—81 = 0,727272... = 0,(72), que tem periodo 72.)
Uma fracao irredutivel, %, com b #+ 1, é equivalente a uma fracdao decimal, quando e apenas quando

a decomposicao de b ndo tem fatores diferentes de 2 e de 5.

Ordenacao e comparacao de numeros racionais representados
por dizimas finitas ou infinitas periddicas.

Depois de representados na reta numérica, os nUmeros racionais podem ordenar-se facilmente,
uma vez que os valores na reta numérica aumentam da esquerda para a direita.

Exemplo: ordenando por ordem crescente: —2,3 < —1,5 < 0,(3) < 0,(6) < 1,4

, S . o 1
Um ndmero negativo é sempre menor do que um numero positivo: —1,5 < 3T

Entre dois nimeros positivos, € menor o que tem menor valor absoluto: 2,3 < 2,8.
Entre dois nUmeros negativos, é menor o que tem maior valor absoluto: —2,3 < —1,5.

Para ordenar dois nimeros racionais positivos, representados na forma de dizima (excluindo o caso

das dizimas de periodo «9»), ha que comparar sucessivamente os algarismos a partir do de maior ordem
decimal até se encontrar uma ordem em que as dizimas difiram e, entdo, serd maior o nimero para

o qual o algarismo dessa ordem seja maior:

Exemplos: 1,31 > 0,24 3,3) > 2,(6) 2,(5) > 2,(1) 3,2(1) > 3,2(01)

Representacao na reta numeérica

Os numeros racionais podem ser representados numa reta
numérica. Cada numero racional representado na reta é

O w|=
m |

Y

identificado por um ponto. O nuimero é a abcissa do ponto. | | |

e I
Exemplo:A  14B —-15C -23,D 0Q3)E 0,6)
N 4 N 4 N 4 N 4 N 4

Nota: O,(3) =— O,(6) _2

EEENTE 10
Rasas Al

124



Poténcias de expoente inteiro

¢ Uma poténcia de expoente nulo é igual a 1.
Exemplos: 2032° = 1; (—1,4° =1

o« g "= 1n =<%> (@a#0en€N)

e 11
Exemplo: 5 s 5

b

. <%>7":<?)n @ b+0eneN)

oo (i)3(i>35_3£
Pio-\s 4) " 45 64

Propriedades das operacoes com poténcias de base racional

a"Xa"=a""" ondea€Q, m neZ(coma # 0)

a" X b"=(@Xb)" ondea,be Q, meZ(coma, b # 0)

am b"=@:b)", b#0,a,bE QemeZ(coma # 0)

| |
| |
’ a’:a"=a"" " a#0,aeQ mMne” ‘
| |
’ @) =a"""aeQem,n€Z(coma# 0) ‘

Notacao cientifica

e Um numero positivo em notagao cientifica escreve-se na forma: a x 10", com a maior ou igual a 1
emenordoque 10en e 7.

Escrever em notacao cientifica Escrever em notacao decimal
¢ 0,000 000 000 582 = 5,82 x 10°'° e 8,142 123 X 10* = 81 421,23
e 750 X 10°=7,5 X 10*> X 10°=7,5 X 108 e 3,7 X 107% = 0,000 003 7

e A ordem de grandeza de um nUmero escrito em notacéo cientifica é a sua poténcia de base 10.

¢ Comparac¢ao de nimeros: entre dois nimeros em notacao cientifica, ¢ maior o que tem a maior ordem
de grandeza. Se a ordem de grandeza for a mesma, é maior o que tem o maior fator entre 1 e 10.
Exemplos: 2 X 107> >4 X 107%2X107°>1,9X107°

e Para multiplicar ou dividir nimeros escritos em notacao cientifica, usam-se as propriedades das operacoes.
Exemplos: (5,1 X 1073 X (3,2 X 107%) = (5,1 X 3,2) X (103X 107%) = 16,32 X 107> = 1,632 X 10™*
24x10" 24 10
4x10 10

¢ Para adicionar ou subtrair nimeros escritos em notacédo cientifica representamo-los por ndmeros
equivalentes aos dados com a mesma poténcia de base 10.
Exemplos: 4,1 X 1072-=2,3 X 1072 = (4,1 —2,3) X 102=1,8x107?
21 X107 +32%x10%2=021%x10%+32X%X107%=(0,21+3,2)x10%=3,41x10"

0,6x10° J=06x10°=6x10°

W,

W,
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Atividades globais |

QUESTOES DE ESCOLHA MULTIPLA

Das quatro alternativas, escolhe a Unica opcao correta.

-

Dos nUmeros seguintes, qual é o menor? 1
5 1 2 1
A. ° B. ? C. 2 D. 1;
2 3
9/ Dos numeros seguintes, qual pode ser representado por uma dizima infinita periédica?
A. 5,333 B. El C. El 1252525
6 8 10 000
9/ Dos numeros seguintes, qual deles representa o nimero é ?
A. 3% B. 3™ C 1 D T
. . = -

>

Qual é o valor desta medida em notacéo cientifica?

Exercicio adaptado do Teste Intermédio do 8.° ano, 2010

Segundo alguns estudos, o fio de cabelo mais fino tem um diametro de aproximadamente 0,000 017 m.

A. 0,177 X10“m B. 1,7X10°m C. 17X10°m D. 1,7X107°m

@ Identifica a afirmacao verdadeira.

A 2<2 c - A..DB
6 5 3 12
B. —1>_2 p. 2<-2
7 7 4

O Diogo tem 6 caixas para guardar Blu-ray, cada uma com
6 discos, cada disco com 6 filmes. O nimero de filmes do
Zito é dois tercos do nimero de filmes do Diogo.

Quantos filmes tem o Zito?
A. 144 C. 36
B. 72 D. 12

o

| 1 2\’
) 5 . —— ) (== 2
@ Qual é o valor da expressao numérica 3 X( 5 ) ( 5 ) ‘

A. 2 B. 1 C. al
4

@ Qual das igualdades seguintes é verdadeira?
A, 22 +240=72 C. (—

B. 2+ 1?2=22+1? D. |—
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EXERCICIOS E PROBLEMAS

O automovel do Sr. Jodo tem um consumo médio de 5,8 litros por
cada 100 km. Sabe-se que o automdvel foi comprado novo e que
percorreu até ao momento 3,56 X 10° km.

9.1 Quantos litros ja gastou? Escreve o nimero em notacao cientifica.

9.2 A média de preco do combustivel gasto desde a compra do automével
foi de 0,940 € por litro. Quanto ja gastou o Sr. Jodo em combustivel?

Na corrida «Sim a Saude», a D. Marta percorreu, até um certo instante, % do percurso, a Sofia, %
e a Joana, E
13

10.1 Qual das trés ia a frente nesse instante? Justifica a tua resposta.

10.2 Sabendo que a extensdo do percurso era de 3000 metros, qual foi a distancia percorrida por
cada uma até ao instante referido?

Tarefas ]

O quadrado [ABCD] tem é&rea igual a 1 cm?. Um segundo quadrado,
[DFGE], tem metade da medida do lado do quadrado [ABCD]; um ter-
ceiro quadrado, [DUH], tem metade da medida do lado do quadrado
[DFGE], e assim sucessivamente.

11.1 Determina a area:

a) do quadrado [DFGE];
b) do quadrado [DUH].

Escreve sob a forma de uma poténcia de base 2 a area do quarto
guadrado construido por este processo.

11.2 N

11.3 Quantas vezes a area do segundo quadrado é maior do que a area do quarto quadrado?

Observa a tabela dos prefixos do Sistema Internacional de unidades (SI):

Prefixo pico nano micro mili  centi deci deca hecto quilo mega giga tera
simbolo | p | n || p | m | c || dd | h |k |MJG6]|T|
Fator 1102 100 || 10 | 102 | 102 [ 107" || 10" || 102 | 10° || 10° | 10° || 107 |

Para utilizar os prefixos, basta juntar o prefixo ao nome da unidade, por exemplo, nanossegundo
(ns), picémetro (pm), decalitro (dL), megawatt (MW), etc.

12.1 Qual é o valor, em segundos, de 5 nanossegundos (ns)? E de 0,34 gigassegundos (Gs)?
12.2 Qual é o valor, em miligramas (mg), de 373 254 hg? E de 8 ug?

12.3 Com um mesmo numero, podem referir-se quantidades muito distintas, modificando a uni-
dade de medida. Nas alineas seguintes, calcula o valor (exceto na alinea a) e coloca uma
unidade mais adequada, arredondando se necessario.

a) O virus da gripe mede aproximadamente 0,000 000 03 metros.

b) O numero de segundos de vida de um jovem de 13 anos (considera 1 ano = 365,25 dias).

¢) A quantidade de cha bebido em Inglaterra diariamente é de cerca de 165 milhdes de cha-
venas (considera 1 chavena = 150 mL).

12.4 Investiga os prefixos que correspondem aos fatores 1078, 107'%, 10" e 108,




Atividades globais

Tarefas

A tabela que se segue tem informacoes sobre os planetas do Sistema Solar.

_—
®

Saturno Urano

COl

Mercirio  Vénus Terra Marte Jupiter Neptuno

3,3 x 10%]4,9 x 10%/| 6 x 10* [6,4 x 107[1,9 x 107|[5,7 x 10%|8,7 x 10%|| 1 x 10* |

Massa/kg
Diametro/km | 4878 | 12104 | 12756 | 6794 | 142800 | 120000 | 51118 | 49500 |

Distancia
ao Sol/km

6 X 107 ||1,1 x 108

1,5 % 10®

2,3 X 108

7,8 X 108

1,4 X 10°

2,9 x 10°

4,5 % 10°

13.1
13.2
13.3
13.4

Identifica os planetas da tabela cujo didmetro tem ordem de grandeza 10*.
Ordena os planetas por ordem crescente da sua massa.
Quantas vezes é a massa de Urano superior & massa de Marte?

Quando a Terra esta entre Sol e Jupiter, estando os trés alinhados, qual é a distancia entre a
Terra e Jupiter?

13.5
13.6

Compara a massa conjunta da Terra e de MercUrio com a massa de Saturno.

Para distancias entre planetas, é habitual utilizar a unidade astronémica (UA): 1 UA = distan-
cia da Terra ao Sol. Apresenta as distancias de cada um dos planetas ao Sol em UA.

13.7 A Voyager 2 foi lancada pela NASA a 20 de agosto
de 1977. A 8 de marco de 2010, a sonda alcancou
uma distancia de 92 UA da Terra, localizando-se na

constelagao de Telescépio.

Calcula a distancia da sonda a Terra, em quilo-
metros.

Calcula o valor de cada uma das expressdes numéricas seguintes.

o é

—4 2
a) 34><(£) (=261 107 g 2x 2y X1
3 2 15 4 5% 10
0
b)7:%+%—<—%) e) 32—[102><(22)5><2*12
3°x3* 57

ood) (-3

O Diogo tem um pacote de chocolates com a forma de um prisma e a Joana tem um perfume com
a forma de uma piramide com a mesma base.

15.1

()

. : . 3 .
Prova que o numero de arestas de um prisma é sempre — do numero de arestas de uma
piramide com a mesma base. 2

15.2
15.3

Identifica a figura que esta na base dos dois sélidos sabendo que, no total, tém 23 faces.

Qual é o periodo do numero obtido pelo quociente entre o nimero total de arestas dos dois
sélidos anteriores e o nimero total dos seus vértices?
SUGESTAO: Utiliza, para este calculo, a calculadora cientifica de um computador.
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CANGURU MATEMATICO SEM FRONTEIRAS

A nascente de um rio estd identificada pelo ponto A da figura. Apds um trajeto inicial, o rio ramifica-
-se em dois. O leito da primeira ramificacdo fica com 1/3 do caudal inicial e a segunda ramificacao
fica com o resto do caudal. Posteriormente, a segunda ramificacao divide-se em duas partes, levando
uma delas 3/4 do caudal e a outra o restante. A figura em baixo descreve a situacao. Qual é a fracao
da dgua da nascente que atravessa o ponto B?

Alw

A. — B. = C. — D. — E. N&o pode ser determinada.

Prova Benjamim, 2008

OLIMPIADAS PORTUGUESAS DE MATEMATICA

A bandeira da Cubolandia, representada na figura, é formada por trés tiras
do mesmo tamanho, que estdo divididas em duas, trés e quatro partes
iguais. A bandeira tem 27 mm? de area. Qual é a 4rea da regido pintada da
bandeira?

XXVI OPM, 1.2 Eliminatdria

CONVIVER COM A MATEMATICA

Um grupo de médicos monitorizou, de dois em dois dias,
o desenvolvimento de um determinado tipo de células
para saber quanto tempo demoram as células a atingir
as 60 000 (quantidade de que necessitam para iniciar
uma experiéncia). A tabela seguinte mostra os resulta-
dos obtidos.

Tempordias | 4 | 6 | 8 | 10 | 12 ] 14 | 16 | 18| 20 | 22 | 24 |
N.°de células | 597 | 893 | 1339 || 1995 | 2976 | 4434 | 6606 | 9878 |14 719]21 95632 763]

Quando é gue o nimero de células atinge as 60 000? Explica o teu raciocinio.




Se tens duvidas, consulta =
as paginas indicadas. AUTOAVAL'AGAO

e |dentifica claramente na tua folha de respostas os nimeros dos itens a que respondes.
Apresenta uma Unica resposta para cada item.

e O teste inclui quatro itens de escolha multipla. Em cada um deles, sao indicadas quatro
alternativas de resposta, das quais sé uma esta correta. Nao apresentes calculos nem
justificacoes.

Pag. 119 o Qual das afirmacoes seguintes é falsa?
A. 3 > 2 B. 2 < 2 C. 821>83 D. —i< —-0,33
5 5 7 5 3
o Considera os numeros racionais seguintes:
l; —E; 0; 1; 13; —0,25
6 2 3 7
P4g. 100 2.1 Dos numeros acima, identifica:

a) os fracionarios;
b) as dizimas finitas;
¢) os que podem ser representados por fracoes decimais;

d) as dizimas infinitas peri¢dicas, indicando o respetivo periodo e o seu
comprimento.

Pag. 106 2.2 Representa 0s nUmeros na reta numérica.
Pag. 119 2.3 Escreve os numeros por ordem decrescente.
, . , . ] . 8
Pag. 103 2.4 Indica um numero racional de periodo 6 que seja menor do que —
Pag. 119 e Qual dos seguintes numeros racionais esta entre 47" e 372
2 5 1
A. 3,25 B. — C. — D. —
7 6 5
Pags. 114, 115 e 116 o Calcula o valor de cada expressao, usando, sempre que possivel, as regras das

operacdes com poténcias.

a) (-2)° X (~3)6 : (—6)° + (—%)T

2\2 (3" < 3)“
b’( 7) '(14) “\ 74
e No ano passado, a Sofia assistiu a 120 aulas de Matematica (cada aula com
a duracao de 45 minutos).

Pag. 117 5.1 Escreve o numero total de minutos de aulas de Matematica em notacao
cientifica.
Pag. 120 5.2 O Zito assistiu a 0,585 X 10* minutos. Qual dos amigos assistiu a mais

tempo de aulas? Justifica a tua resposta.

Pag. 120 0 Um ano-luz corresponde a 9,46 X 10" m. Uma outra unidade muito utilizada
qguando se trata de estrelas é o parsec. Sabendo que 1 parsec corresponde
a 3,08 X 10'® m, a quantos anos-luz equivale um parsec?
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o 51
150"
7.1 Verifica se alguma destas fracdes é equivalente a uma fracdo decimal.

. . Co. 32
Considera os numeros racionais 5

7.2 Representa-os na forma de dizima finita ou infinita periddica.

e Representa na forma de fracdo a dizima sequinte: 2,2(31)
o Representa na reta numérica, com rigor, 0s pontos seguintes:
A 1,36) B -1,(18)

N 4 Y

Considera os numeros racionais @ = 125,30241 e b =2 X 10> + 4 X 10° +
+3X103+10°

10.1 Efetua a decomposicao decimal do nimero a utilizando poténcias de

base 10 e expoente inteiro.
10.2 Escreve o nimero b na forma de dizima.

Um nanémetro (nm) corresponde a 107 metros e um micrometro (um) corres-
ponde a 107® metros.

Considera um virus com 35 nm, uma bactéria com 0,9 wm , uma célula animal

Microscopio dtico

Microscopio eletronico

Peﬂuena Virus . Bactéria  Célula Célula
molécula N animal vegetal
| . - “
" &
| L1 IIIIII| L1 IIIIII| L1 IIIIII| L1 IIIIII| L1 IIIIL|J L1 IIIIII| L1 IIIIII| L1 IIIIII|
1A 1 nm 10 nm 100 nm 1 um 10 um 100 pm 1 mm 1cm

com 9 pm e uma célula vegetal com 95 pum.

11.1  Se considerarmos a unidade de medida o comprimento de um virus
com 35 nm, qual é o comprimento de uma bactéria? Apresenta o resul-

tado com um erro inferior a uma centésima.

11.2 Qual é, em metros, a soma do comprimento de uma célula animal com
o comprimento de uma célula vegetal? Apresenta o resultado em nota-
cao cientffica.

11.3 Adiciona os comprimentos do virus com o da célula vegetal. Quantas
vezes teremos de adicionar esse nimero para obter 1 metro de compri-

mento? Apresenta o resultado com erro inferior a uma unidade.

GRELHA DE AVALIACAO

Exercicio 1 21 22a24 3 4 5 6 7 8 9 10 1

Cotacdo’ (pontos) 5 8 15 5 10 8 7 7 5 8 10 12

" Para saberes a cotacao de cada alinea, basta dividires a cotacao do exercicio pelo nimero de alineas.

Se tens duvidas, consulta
as paginas indicadas.

Pags. 100 e 101
Pags. 101, 102 e 103

Pag. 106

Pag. 106

Pag. 114

Pag. 114

Pags. 118 e 119

Pag. 120

Pag. 120

J
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Jog_o Ras e sapos

Este jogo consiste em trocar as ras (lado esquerdo) com os sapos (lado direito),
tendo em conta que cada animal sé se pode mover para uma pedra vazia ou pode
saltar por cima de outro que ndo seja da mesma espécie para uma pedra vazia.

Mais do que conseguir trocar os animais, tenta-se descobrir o nimero minimo
de jogadas (quantos movimentos e quantos saltos).

Para jogar online: http://nrich.maths.org/public/viewer.php?obj_id=1246

NUMERO DE JOGADORES: 2
REGRAS:

e Um jogador comeca com duas ras e dois sapos. O adversario regista numa tabela o nimero de saltos
e de movimentos. A seguir, o adversario tenta fazer melhor (menos jogadas).

e Ganha um ponto quem conseguir realizar o menor numero de jogadas.
e Repete-se para trés ras e trés sapos, e assim sucessivamente.

Existe alguma relacdo entre o numero de ras e o nimero de saltos?
E entre o numero de ras e o nimero de movimentos?

Froblema o problema dos 35 camelos

Comeca por reler o texto da tarefa inicial da pagina 100.

[...] — E muito simples — atalhou Beremiz. — Encarrego-me de fazer, com justica, essa divisdo, se per-
mitirem que eu junte aos 35 camelos da heranca este belo animal que, em boa hora, aqui nos trouxe!

[...]— Vou, meus amigos — disse ele, dirigindo-se aos trés irmaos —, fazer a divisdo justa e exata dos
camelos que sdo agora, como veem, em numero 36.

E, voltando-se para o mais velho dos irmdos, assim falou:

— Deverias receber, meu amigo, a metade de 35, isto é, 17,5. Receberas a metade de 36 e, portanto,
18. Nada tens a reclamar, pois é claro que saiste a lucrar com esta divisdo!

E, dirigindo-se ao sequndo herdeiro, continuou:

— E tu, Hamed Namir, deverias receber um terco de 35, isto é, 11 e pouco. Vais receber um terco de 36,
isto é, 12. Nao poderas protestar, pois também tu saiste com visivel lucro na transagao.

E disse, por fim, ao mais novo:

— E tu, jovem Harim Namir, segundo a vontade de teu pai, deverias receber a nona parte de 35, isto &,

3 e tanto. Vais receber uma nona parte de 36, isto é, 4. O teu lucro foi igualmente notavel. 56 tens a
agradecer-me pelo resultado!
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E concluiu com a maior sequranca e serenidade: —

— Pela vantajosa divisdo feita entre os irmaos Namir, partilha em que todos os trés sairam lucrando,
couberam 18 camelos ao primeiro, 12 ao sequndo e 4 ao terceiro, o que da um resultado (18 + 12 + 4) —
de 34 camelos. Dos 36 camelos, sobram, portanto, dois. Um pertence, como sabem, ao meu amigo —
e companheiro [que o emprestou], outro toca por direito a mim por ter resolvido, a contento de todos, —
o complicado problema da heranca! ||

Como ¢é possivel terem lucrado os trés irmaos e também Beremiz, se sé foi acrescentado um camelo?

EXPLICACAO DA ESTRATEGIA DO JOGO E RESOLUCAO DO PROBLEMA:

¢ No jogo, para duas ras e dois sapos, sao suficientes 4 saltos e 8 movimentos para trocar os animais. Com L
trés ras e trés sapos, bastam 9 saltos e 15 movimentos. A estratégia consiste em evitar situagdes que blo- ||
gueiem a progressao (por exemplo, colocar duas ras seguidas de dois sapos) e pensar sempre na jogada
seguinte. Quando, ainda assim, o jogo fica bloqueado, é preferivel voltar atras até descobrir o erro, e reto-
mar a partir desse ponto.

ESTRATEGIA: Procurar o erro e retomar a partir desse ponto. N

¢ No problema dos 35 camelos, o facto surpreendente de terem sobrado dois camelos parece indicar que
algum erro foi cometido. Podem confirmar-se os calculos e as partilhas efetuados por Beremiz, mas esta

tudo certo. —
1. Serd que a divisdo proposta pelo pai foi correta, ou seja, sera que juntando as trés partes se obtém a W
totalidade da heranca: 1 + ! + 1o 1? B

2 3 9 —

2. Efetuando os célculos: —
1 1 1 9 6 2 17 17 18 L_|
—+ —+— + + = — —F —

=—+— = e :
2 3 9 18 18 18 18 18 18 —
(x9) (x6) (x2)

. . S . . 17 -
Conclui-se, assim, que a divisao ndo correspondia ao total dos camelos, mas sim a eTY existindo uma

1 . . N .
sobra de T8 camelos. Foi este o erro cometido: pressupor que a divisao totalizava os 35 camelos.
. o 17 .
3. Quando Beremiz acrescentou um camelo aos 35, passaram a ser 36. Distribuindo os s pelos trés

irmaos, segundo as fracdes a que tinham direito (e aumentando a parte a cada um), ficou com a parte

gue sobrava, % para ele. Como % de 36 éigual a 2, (% X 36 = 2), no final, sobraram 2 camelos. —

Sugestoes de trabalho N

a) llustra como teria Beremiz de atuar se, em vez de 35 camelos, fossem 17.

b) E se fossem 53 camelos?
¢) Indica outros nimeros para os quais se pode utilizar a técnica de Beremiz.
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Calculadora e software de calculo numérico

Calculadora cientifica

Modelos com visor em formato natural (Casio 82 ES e Texas 30 XB multiview)

¢ Simplificacdo de fracdes () Teclas
Simplificar % ,,,,,,,,,,, £ 686 @ 490 B ou 686 @ 490 (D (Aparece %)
e Operacoes com fracoes

Calculari+67—0 ,,,,,,, (=Reri + =K D6oaou1 924®7 » 0 G

19
Aparece ——
(Ap 120)

e Passar de um nimero misto para uma fra¢ao simples

(S — S =) 11 @2 B E)ov 1 6 (1) | @ 2 G (parece 2)
e Poténcias

7L 25K = EYRY AL enter

27 L SIOE = EUEE SFOE] oncer |

¢ Notacao cientifica
— Escrever em notacao decimal:

3107 3 @5 () 7 ov s 50 () 7 D

— Escrever em notacao cientifica:
O modo de funcionamento normal da CASIO é ﬁ] ﬁ] E 3 (NORM) 2. Para trabalhar em
notacao cientifica, deve mudar-se para (§iOBE) ® 2 (sC 9.
O modo de funcionamento normal da TEXAS é E b C) m (NORM). Para trabalhar em notacao
cientifica, deve mudar-se para E @ E (SCI).

123000 123 000 (5 ou 123 000 (EINED (Aparece 1,23 X10°)

5x10°+2x10° 5 %0g 8 (a2 X% 6 (B ous &) Bl 2 S0 6 B (Aparece 5,02 X 10°)

Software de calculo numérico Derive

e Para descobrir o periodo da fracdo % utiliza-se a calculadora: % = 1,307692308...

Encontrar mais casas decimais na calculadora: as calculadoras tém mais casas decimais na memoria
do que as que aparecem no visor. Para as visualizar, subtrai-se ao niumero o algarismo das unidades e
multiplica-se o resultado por 10, e assim sucessivamente.

No caso da fracdo % ficaria:

17 BB 13 (Aparece 1,307692308) (B 1 153 E310 B (Aparece 3,076923077)
[ — B enter | x 4} (Aparece 0,7692307692)

. 17
Colocando agora os algarismos todos: 3 = 1,307692307692. Logo, o periodo é 076923.
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e Com uma calculadora cientifica, ndo se consegue encontrar o periodo da fragao 29 Uma opcéao é utilizar
a calculadora cientifica do computador, na qual o niUmero de casas decimais é muito superior ao da cal-
culadora. Outra opcao é utilizar um software de céalculo, por exemplo, o software DERIVE.

— Abrir o software Derive. T —
. . Elre o2 powt foter gty Sohe Cabukn Gotiew edom i
— Escrever 41/49 na barra em baixo e clicar em /. - -

— No menu Simplify, escolher a opcdo Approximate e indi- |« l
car o numero de casas decimais que se pretende.

@

ximate Lxpression 1

P
o W =

— Carregar em Approximate.

[
T

Sugestoes de trabalho
231

1. Quantos algarismos tem o periodo do nimero E?

2. No século xix, o matematico inglés William Shanks determinou o periodo de 1/17389. Investiga quan-
tos algarismos tem esse periodo e procura outros calculos famosos feitos por este matematico.

3. Observa uma dizima infinita que nao seja periddica, por exemplo, o nUmero 1.

Atividades de investigacao

1. Identifica os denominadores que fazem com que uma fracao:

a) corresponda a uma dizima finita;
b) possa ser representada por uma dizima infinita periodica.

Sugestao:
. . . 1
e Para investigar o denominador 2, por exemplo, calcula: E; — ===

2. Imagina que podes dobrar uma folha tantas vezes quantas quiseres. Sabendo
que a distancia da Terra a Lua é de 3,84 X 10° km, quantas vezes terias de
dobrar uma folha com 0,1 mm de espessura para obter essa distancia?

Pa'gjnaé da Internet

e Fracoes: http://nlvm.usu.edu/en/nav/frames_asid_194_g_3_t_1.html?from=category_g_3_t_1.html;

http://nlvm.usu.edu/en/nav/frames_asid_159_g_2_t_1.html?from=category_g_2_t_1.html e http://www.
shodor.org/interactivate/activities/BoundFractionPointer/

¢ Notacao cientifica: http://www.malhatlantica.pt/cnaturais/dadossistemasolar.htm e http://cyberlesson.free.
fr/Cybermaths/Ecriturescientif/ecriturescientifi.htm

e Operacdes com numeros: http:/www.fi.uu.nl/toepassingen/00013/leerling_pt.html

)

J
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Atividades iniciais J

NuUmeros racionais

Q Considera os numeros: =-; 4; E; i; —10; E.
3 8 22 7

1.1 Representa cada um dos nimeros sob a forma de dizima.
1.2 Separa as dizimas que sao finitas das que sao infinitas periddicas.
1.3 No caso das dizimas infinitas periddicas, indica o seu periodo.

9/ Copia e completa com € (pertence) ou & (ndo pertence). IN ={ndmeros naturais}

Z ={ndmeros inteiros}

IN 7 Q Q ={nimeros racionais}

9
—6
45 | |
o ||

@ Investiga as fracdes com denominador 37.

2 3 4 5

1
37'37'37' 37 ¢ 37

3.1 Usando a calculadora, representa
sob a forma de dizima.

3.2 Sem usar a calculadora, conjetura como ficardo representados,
7

6,7
37 ~ 37°
38 39 40 .
3.3 Usando a calculadora, representa 373 e 37 sob a forma de dizima.

3.4 De um modo geral, como se escreve na forma de dizima uma fracdo de denominador 37?

na forma de dizima,

Um nimero nao racional

@ Recorda que dois segmentos de reta dizem-se comensuraveis quando existe uma unidade de com-
primento, tal que a medida de ambos é expressa em nimeros inteiros.

Por exemplo, [AB] e [CD] s&o comensuraveis porque AB = 5u e CD = 3u.

/.\ t t t t ,é IC t t DI

Na Grécia Antiga, acreditava-se que dois segmentos de reta eram sempre comensuraveis, por isso,
um dos maiores desafios que os matematicos enfrentaram surgiu quando quiseram determinar a
medida da diagonal de um quadrado de lado igual a 1: descobriram que a diagonal ndo era comen-
suravel com o lado do quadrado!

Com a resolucdo deste problema, viria a nascer o primeiro nimero nao racional.
A descoberta de que existiam medidas ndo comensuraveis (ou incomensuraveis)
revelou que os nUmeros inteiros e os fracionarios nao eram suficientes para
descrever a realidade.

Designando por x a medida da diagonal de um quadrado de lado igual a 1,
a que é igual »??

Unidade 4 DiZIMAS INFINITAS NAO PERIODICAS E NUMEROS REAIS
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Conjunto dos numeros reais

Tarefa 1 )

— O Diogo entrou numa sala onde estavam escritos
e | numeros no quadro.

© Indica os nimeros que podem ser representados:
a) por uma dizima finita;
b) por uma dizima infinita periodica.

@ Que outras dizimas conheces? Consegues escrever
no quadro alguma?

. 1 . .
© O numero <7 representa-se por uma dizima finita

ou infinita?

Denomina-se dizima
infinita nao perio-
dica uma expressao
do tipo
A0, @1 @, a3 ...

formada pela repre-
sentacdo decimal a
de um numero intei-
ro seguido de uma
virgula e de uma su-
cessao de algarismos
que nao correspon-
de a uma dizima infi-
nita periodica.

Recorda

Dois segmentos de reta
sd0 comensuraveis quando
(e s6 quando), tomando
um deles para unidade

de comprimento, existe
um numero racional
positivo, r, tal que a medida
do outro segmento de reta
éigualar.

Nao existem numeros
naturais a e b tais que
a’=2b%.

A hipotenusa e o cateto
de um triangulo retangulo
isdsceles ndo sdo
comensuraveis.
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= Dizimas infinitas nao periédicas e «pontos
irracionais». Representacao na reta numérica

As dizimas infinitas ndo sao todas periddicas. Quando nao sao periodicas,
dizem-se dizimas infinitas nao periédicas.

Nao é facil exibir uma dizima infinita nao periédica. Podemos pensar numa
dizima infinita periédica e entre cada sequéncia de algarismos que constitui
o periodo dessa dizima «colocamos» um numero de zeros sempre dife-
rente:

0,303003000300003...
—2,58058005800058000058....
As dizimas anteriores sao infinitas nao periédicas.

e Numeros irracionais

Na Grécia Antiga, o problema da medicao da diagonal de um quadrado de
lado igual a 1 levou ao aparecimento de um novo numero, que nao podia
ser um numero racional.

Consideremos um quadrado de lado 1 com um lado coincidente com o seg-
mento de reta definido pelos pontos de abcissa zero e abcissa um, da reta
numérica. Com um compasso, marcamos na reta numérica um segmento
de reta com comprimento igual ao comprimento da diagonal do quadrado,
tal como indicado na figura:

\



Obtém-se o ponto A sobre a reta numeérica. Qual é a sua abcissa?

Recorrendo ao Teorema de Pitagoras, pode escrever-se a igualdade 12 + 12 = d?,
que é equivalente a igualdade d? = 2.

. , < , a .
Se d fosse um numero racional, entdo, seria da forma X com a e b nimeros
2
. . : . a .
naturais, o que seria equivalente a afirmar que FZZ' logo, poder-se-ia

afirmar que a> = 2b?%, o que se sabe que nao pode ocorrer. Conclui-se que d
nao pode ser um numero racional.

Um ponto da reta numérica a distancia da origem igual ao comprimento da
diagonal de um quadrado de lado 1 nao pode corresponder a um numero
racional.

Os pontos da reta numérica que nao correspondem a um numero
racional chamam-se pontos irracionais.

Considera um ponto A, da semirreta numérica positiva. Existem pontos de
abcissa dada por uma dizima finita tdo préximos de A quanto se pretenda,
COMO vamos Vver a seqguir.

Uma vez que o ponto A esta marcado na reta numérica, podem justapor-se
segmentos de reta de comprimento unitario a partir da origem até que um
deles contenha o ponto A.

\J

0 1T A 2

No caso da figura, verifica-se que o ponto A esta entre os pontos de abcissa
1e?2.
Vamos agora justapor, a partir do ponto de abcissa 1, segmentos de reta de

medida de comprimento % = 0,1, até que um deles contenha o ponto A.

| | »
T T T T T T T T T T T T >

0 1 A 2

O ponto A fica situado entre os pontos de abcissa 1 +4 X 0,1e 1+5X0,1,
isto é, entre os pontos de abcissa 1,4 e 1,5.

Continuamos a justapor, a partir do ponto de abcissa 1,4, segmentos de

reta de medida de comprimento
ponto A.

107 0,01 até que um deles contenha o

O ponto A fica situado entre os pontos de abcissa 1,43 e 1,44.

Repete-se este processo com segmentos de reta de medida de comprimento
1 1

10°" 10* "

Vai-se assim construindo progressivamente uma dizima.

No exemplo considerado, esta dizima é 1,43...

Unidade 4 DIiZIMAS INFINITAS NAO PERIODICAS E NUMEROS REAIS
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Esta dizima fica associada ao ponto A, podendo ocorrer uma de trés situa-

coes:

e O processo termina apds um numero finito de etapas, com a coincidéncia
do ponto A com uma extremidade de um dos segmentos, obtendo-se
entdo uma dizima finita. Neste caso, a dizima corresponde a fracdo deci-
mal que representa o numero racional abcissa de A.

e A dizima obtida é infinita periddica. Neste caso, a dizima representa o
numero racional abcissa de A.

¢ A dizima obtida é infinita nao periédica. Neste caso, A é um ponto irra-
cional. A dizima representa um numero, dito namero irracional, medida
da distancia entre a origem e A e que é a abcissa de A.

A cada ponto irracional da semirreta numérica positiva estd associada
uma dizima infinita ndo periédica.
Esta dizima infinita ndo periédica representa um namero irracional.

Para os pontos da semirreta negativa, proceder-se-ia de modo analogo,
obtendo deste modo as abcissas de todos os pontos desta semirreta, repre-
sentadas por dizimas finitas ou infinitas (periddicas ou nao), afetadas de
sinal «—», juntando-se assim 0s nUmeros irracionais negativos aos racionais
negativos ja nossos conhecidos.

Pontos simétricos em relacao a origem sao representados por dizimas
simétricas (ou seja, que diferem apenas no sinal). Em particular, o simétrico
de um ponto irracional de abcissa positiva ag,a;a,as... € um ponto irracional
e a sua abcissa é o numero irracional negativo —a;,a,a,as...

Exemplos:
® 0,(3) e —0,(3) sao dizimas simétricas; neste caso, dizimas infinitas periodi-
cas simétricas.

¢ As dizimas infinitas nao periédicas 0,3030030003... e —0,3030030003...
sdo simétricas.

s Conjunto dos nhumeros reais

Com a «descoberta» dos numeros irracionais, criou-se um novo conjunto
de numeros formado pelos racionais e irracionais.

Trata-se do conjunto dos numeros reais.

Um numero real pode ser representado por uma dizima finita, uma
dizima infinita periédica ou uma dizima infinita nao periddica.

A unido do conjunto dos ndmeros racionais com o conjunto dos
numeros irracionais, Q U {irracionais}, designa-se por conjunto dos
nuameros reais.

O conjunto dos nimeros reais representa-se por IR.



A relacdo entre os varios conjuntos de numeros
pode ser representada num diagrama:

Nao existe um simbolo para o conjunto dos
ndmeros irracionais.

Os nuUmeros reais podem ser representados
graficamente numa reta numérica, designada
por reta real.

= NUumeros irracionais

Ao considerar novamente o comprimento da diagonal de um quadrado de
lado 1, verifica-se que d* = 2 e que nao existem numeros naturais a e b,
2

, a L - . ,
tais que B 2, isto é, 2 ndo pode ser o quadrado de um numero racional

positivo. Mas existe um Unico numero real positivo cujo quadrado é 2.
Designemos esse numero por V2. Este nimero ndo pode ser racional, logo,
tem de ser irracional.

O numero /' 2 é irracional.

Pode utilizar-se uma calculadora ou um computador para se obter alguns
algarismos da dizima que representa o numero V2.

V2 = 1,4142135623730950488016887242...

Em geral, dado um numero real a ndo negativo, a raiz quadrada de a é o
ndmero real b ndo negativo cujo quadrado é a.

Escreve-se vVa = b.

J& vimos que v/ 2 é um numero irracional.

7

E quando n é um numero natural que ndo é um quadrado perfeito,
0 nUmero V' n serd um numero irracional? Por exemplo, V' 7 serd um ndmero
irracional?

Recorda que um quadrado perfeito € um numero t?, em que t € um numero
natural. Na decomposicdo em fatores primos de um quadrado perfeito ape-
nas figuram expoentes pares.

Por exemplo, a decomposicdo em fatores primos do nimero 60 é 22 X 3 X 5.
A decomposicao em fatores primos do nimero 60° é
607 = (22 X 3 X 52 =20X2 x 32 x52=24%X32 x5

Na decomposicdo em fatores primos do quadrado perfeito 60% apenas figu-
ram expoentes pares.

Para obter a decomposicao em fatores primos de t* comecamos por decompor
0 numero natural t em fatores primos e aplicamos as regras das poténcias.
Todos os expoentes sdo multiplicados por 2, logo, obtém-se expoentes pares.

Nota

IR™ representa o conjunto
dos numeros reais positivos

IR~ representa o conjunto
dos numeros reais negativos

IR,* representa o conjunto
dos nimeros reais

nao negativos

IR, representa o conjunto
dos nuimeros reais

nao positivos

Nota
e O numero 64 é um qua-

drado perfeito. A sua
decomposicao em fato-
res primos ¢é 2°, o Unico
fator primo é 2 e o
expoente é o numero
par 6.

O numero 32 ndo é um
quadrado perfeito por-
que a sua decomposi-
cdo em fatores primos é
2° e 0 expoente do fator
primo 2 é o numero
impar 5.
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Nota

Para determinar a raiz qua-
drada de um quadrado per-
feito podemos decompd-lo

em fatores primos.

Po

142

r exemplo:

900 = 22 X 3? X 5 =
=(2 X3 x5?%=30?
Logo, v900 = 30

60 025 = 5% X 7% =
= (5 X 72 = 2452,
Logo, V60025 = 245.

Se V'7 fosse um numero racional existiriam numeros naturais a e b tais que
V7 =2 Desta forma, 7 = a—z, isto é, 7 X b? = a°.
b b?

Todos os fatores primos da decomposicdo de a* figuram com expoente par
0 mesmo acontecendo com os de b’. Assim o expoente do fator 7 na
decomposicdo em fatores primos de 7 X b* € um numero impar, o que é
absurdo, visto que 7 X b*> = a’. Daqui conclui-se que V7 nao pode ser
escrito sob a forma de fracdo, o que significa que é um ndmero irracional.

Este mesmo raciocinio pode ser aplicado para concluir que, por exemplo,
o nUmero Vv 5, o nimero V6 e 0 nimero V'8 sd0 numeros irracionais.

Se o numero natural n ndo é um quadrado perfeito, entdo,
0 nUmero vV .n é um namero irracional.

e VVamos representar, na reta numérica, nimeros da forma vn com n
numero natural e os seus simétricos, —V n.

Comecemos por representar 0s nUmeros V2 e =V/2. Recordemos o proce-
dimento.

Construimos um triangulo retangulo com um dos catetos de comprimento 1
coincidente com o segmento de extremos na origem O e no ponto A; de abcissa
1 e 0 outro cateto também de comprimento 1. Com um compasso determina-
mos um ponto A, de abcissa igual a medida do comprimento da hipotenusa do
triangulo e um outro ponto com abcissa simétrica da abcissa do ponto A,.

Considerando que a medida do comprimento da hipotenusa é d,, e apli-
cando o Teorema de Pitagoras, obtém-se d;* = 1% + 12, isto ¢, d,* = 2
A medida do comprimento da hipotenusa é V2.

A abcissa do ponto A, é V2 e adoseu ponto simétrico é -2,

\/

-2 V2 -1 0 1 V2 2
VVamos agora representar os numeros v 3 e —v 3.

Construindo um triangulo retangulo [OA,B] com um dos catetos coinci-
dente com [OA;] e o outro de comprimento 1, e utilizando um compasso,
determinamos na reta real um ponto As de abcissa igual a medida do com-
primento da hipotenusa desse triangulo e um outro ponto com abcissa
simétrica da abcissa de As.

Utilizando o Teorema de Pitagoras, e considerando que a medida do com-
primento da hipotenusa do triangulo [OA,B] é d,, obtém-se d,* = (ﬁ)z +
12, isto é, d,? = 3.

A medida do comprimento da hipotenusa d, é V3.



A abcissa do ponto A; é V'3 e a do seu ponto simétrico é —V/3,

.
LB
, \
, .
v A \
,/ /// ‘\ \\\
\
s 1
1 Vl “ \Y
; . ! |
L . A2 A .
. . . : . >
—2-V3-v2 -1 0 1 V2 V3 2

Pode utilizar-se o processo indicado anteriormente e determinar pontos na

reta real com abcissas V4 e —V4, V5 e —V5, ..

[
' '

1 ' '
' ' ' ' '
| i | | '
Py |
T

—f:z—Af—‘ﬁ -1 0 1 V2 ﬁ iﬁ

A abcissa do ponto A, é V4 e, como 4 = 22, é um quadrado perfeito V4 = 2
e, consequentemente, —v4 = —2.

Utilizando este facto, pode obter-se um ponto de abcissa igual a V5, cons-
truindo um triangulo retangulo cujas medidas dos catetos sdo 2 e 1, porque
5=2%+1%

Qual é a abcissa do ponto Ag?

Consideremos que ds é a medida do comprimento da hipotenusa do triangulo

de cateto coincidente com [OAs]. O Teorema de Pitagoras permite escrever ds’
2 . . . .

= (\/ 5) + 12, isto é, ds* = 6. A medida do comprimento da hipotenusa é v 6.

A abcissa do ponto A é V6 e a do seu ponto simétrico é —/6.
Se se continuar o processo, a proxima abcissa a ser obtida é V7.

Pode utilizar-se o Teorema de Pitdgoras para construir geometricamente rai-
zes quadradas de numeros naturais e representa-los na reta numérica. Para o
mesmo numero, podem utilizar-se triangulos retangulos diferentes. Por exem-
plo, para construir geometricamente /13, pode utilizar-se um triangulo
retangulo cujas medidas dos comprimentos dos catetos sdo V12 «e» 1 ou
um triangulo retangulo cujas medidas dos comprimentos dos catetos sao 2 e
3. Poder-se-ia indicar outros exemplos de triangulos retangulos cuja medida
do comprimento da hipotenusa é v/13.
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Exercicio resolvido

Representa na reta numérica o nimero V' 13 recorrendo a construcdo de um
triangulo retangulo.

Resolucao:

Consideremos o triangulo retangulo representado cujas medidas dos compri-
mentos dos catetos sdo 2 e 3.

Como 13 = 2? + 3? a diagonal desse triangulo retangulo mede V13 (Teo-
rema de Pitagoras).

e Dado um numero real a chamamos raiz cubica de a ao numero real b,
tal que b® = a.

Escreve-se: vVa = b

As raizes cUbicas de numeros naturais que ndo sdo cubos perfeitos sao

ndmeros irracionais. Por exemplo, 3/5 % 3/2 sao0 numeros irracionais.

301 31 30 - T
Também 1 / > / 3\ 7 por exemplo, sao nUmeros irracionais.

Recorda que os perimetros e os diametros dos circulos sao grandezas dire-
tamente proporcionais e que a respetiva constante de proporcionalidade
é designada por . O valor de 7 arredondado as décimas milésimas é igual
a 3,1416.

Este nUmero é representado por uma dizima infinita ndo periddica.
O numero 1 é um ndmero irracional.

Podemos utilizar uma calculadora ou um computador para obter alguns
algarismos da dizima que representa o numero Tr:

= 3,141592653589793238462643383...

O que deves saber

* Associar a um ponto representado na reta real a sua abcissa em forma
de dizima, com uma dada aproximacao.

e |dentificar um ndmero real (racional ou irracional).
® Representar nimeros reais na reta real.



Verificar a aprendizagem |
NOCAO DE NUMERO REAL

Considera o conjunto A = {— %; —/27:/81; \/E; _4377; %; _ /%}

1.1 Seleciona os numeros do conjunto A que podem ser representados por:

a) dizimas finitas;

b) dizimas infinitas periddicas;

c) dizimas infinitas ndo periodicas.

Seleciona os numeros do conjunto A que sao:

a) naturais; c) racionais; e) reais.
b) inteiros; d) irracionais;

Qual das opcoes seguintes apresenta um ndmero irracional?

A. V36 B. 3.6
C. 0,36 D. +0,0036

Reproduz o diagrama apresentado em baixo a direita e coloca cada um dos ndmeros reais da tabela
no seu respetivo conjunto. Por exemplo, o niUmero —2 é um numero inteiro (e, por isso, é também
um numero racional), mas nao é um numero natural.

Irracionais

Em cada caso, diz se é verdadeiro ou falso. Explica a tua resposta nos casos em que é falso.
A. 18€Q C. —6€R’ E. NCR
B. —V25€N D. —V2ER, F. {V7;V8;v/9} C {numeros irracionais}

Mostra que V'3 e V'8 so niimeros irracionais.

AUTOAVALIACAO Sei identificar um nimero real (racional ou irracional)?

REPRESENTACAO NA RETA REAL

Representa na reta real, com rigor (sempre que possivel), 0s nUmeros:

: 3. 7.
A_,—25 C

NPT

. 2
D_V2; E_4%

Considera os numeros reais: v'5; vV10; —/11
Representa rigorosamente, na reta real, os numeros.

AUTOAVALIACAO Sei representar nimeros reais na reta real?

Unidade 4 DizIMAS INFINITAS NAO PERIODICAS E NUMEROS REAIS 145



146

| Aplicar_J

Escreve um numero irracional compreendido entre 4 e 5.

CTarcta J

Uma forma de criar nimeros irracionais consiste em apresentar dizimas infinitas que obedecam a um
padrao que nao seja periédico.
9.1 Copia e completa as dizimas seguintes:

a) 0,12345678910111213 0000...

b) 3,09009000900009000 O OIO...

c) 1,051015202530350000...

Escreve trés novos numeros irracionais utilizando um padrdo nédo periédico. Troca os teus nime-
ros com um colega e tentem descobrir as casas decimais seguintes de cada um dos ndmeros.

~

Considera o numero fracionério 13 Quando se representa sob a forma de dizima, qual é a sua 75.2

casa decimal? Justifica a tua resposta.

Determina o valor exato da abcissa

dos pontos A, B e C representados

na reta numérica ao lado. .
! L

' T |

o N

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
Considera a sequéncia numérica de termo geral v n. Quantos nUmeros irracionais existem entre os

primeiros 100 termos da sequéncia? Escolhe a opcao correta.
A. 10 B. 15 C. 80 D. 90

Nem sempre é possivel visualizar o periodo de uma dizima no ecra de uma calculadora porque o nimero

de digitos é limitado.
13.1 Recorrendo a calculadora de um computador (em modo cientifico), determina o periodo de:
1 2 5 3
A =7 k) 7 ) 56 RIET

Apresenta um numero fraciondrio ao qual corresponda uma dizima cujo periodo nao seja
visivel na calculadora do computador.

Tarefa de investigacdo |

Sobre a figura ao lado, sabe-se que:

e 0os triangulos [OAB], [OBC], [OCD] e [ODE]
sdo retangulos;

e AB=BC=CD=DE=1
14.1 Qual é a abcissa do ponto P?

14.2 Procura uma regularidade no compri- -2 -1
mento das hipotenusas.

14.3 Num ambiente de Geometria Dinamica, constréi a sequéncia de triangulos e continua-a de
modo a obteres uma espiral.




Operacoes com numeros reais

——

Tarefa 2 J

No judo, a zona de combate é um quadrado cujo lado pode medir\
entre 8me 10 m.

| © A Rita escolheu trés nimeros reais entre 8 e 10:
A. V72
B. 7+ V2
C.5x3
Supde que esses numeros correspondem a medida do lado de trés
guadrados. Para cada um deles, apresenta o valor exato (simplificado)
do perimetro do quadrado.

© A medida da diagonal de um quadrado, d, em funcéo do seu lado, #,
é dada pela formula d = V2 X £. Para cada um dos valores da
questao anterior, determina o valor exato da medida da diagonal. y

\.

As quatro operacoes definidas sobre os nimeros racionais podem-se estender
aos numeros reais mantendo as respetivas propriedades algébricas.

A potenciacao de expoente inteiro, bem como as suas propriedades algébri-
cas, também se podem estender aos nUmeros reais mantendo as respetivas
propriedades algébricas. O mesmo acontece com a raiz quadrada e a raiz

cUbica. Nota
Para simplificar a escrita,
® Propriedades em vez de se escrever
P V2 x30u3 x V2,
As propriedades das operacbes validas no conjunto dos ndmeros racionais esjgeve-se simplesmente
3V2.

mantém-se validas no conjunto dos nuimeros reais.

¢ Propriedades da adicao em IR:

Para quaisquer nimeros a, b e c € R

Propriedade comutativa ’ atb=b+a ‘
Propriedade associativa ’ at+tb+o=@+b+c ‘
Elemento neutro ’ at+t0=0+a=a ‘
Elemento simétrico ’ at+(—a)=(—a +a=0 ‘

e Propriedades da multiplicacdo em IR:

Para quaisquer nimeros a, b e c € R ﬁ

Propriedade comutativa ’ axXxb=bxa ‘ —'A Néo ¢ possivel
Propriedade associativa ’ aX((bxco=(@xXbhb)Xc ‘ zgnrsg?ﬂcarexpressées
Elemento neutro ’ axXl=1Xa=a ‘ e 5 ++2
Elemento absorvente ’ ax0=0xa=0 ‘ e 1+2V3
Elemento inverso ax =1 xa=1cma+0 Vs

a a ’ e 3V7 + 4V10
Propriedade distributiva da +3+72
multiplicacdo em relacao a adicao axbtog=axbtaxc ° \3/5+\3/§

o5 3/—7 — 3\3/Z
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= Adicao e subtracao

Para simplificar expressdes com numeros reais, pode utilizar-se a proprieda-
de distributiva:

©3V2+4V2=038+4V2=7V2
o 21 —8mw=(2—8)w=—6m

s BYE 5305

R R
:3£+@:(3+W§:4ﬁ
3 3 3

¢ V2+5V2=(1+5Y2 =62

o V2HV=2=V2+(—1Px2=
=V2+(-0)2=V2-V2=0

= Multiplicacao e divisao

Na multiplicacao e na divisao, sao ainda validas as regras sequintes:

Nota e Vaxvb=vaxb (coma, b E R}
IR\ {0} representa \/,
o conjunto dos nimeros a
reais ndo nulos. \/E B (coma € IRE eb€ IR+)
o Yaxvb=vaxb (coma, b ER)
Ja _3/a
o = F(comaEIRebElR\{O})

Vr=~T=1.

A RAIZ QUADRADA

SIMPLIFICA-SE
COMO

Exemplos:

e —4V/3X2V11=—4%x2xV3 x/11 =
=—8X+V3X11=—8V33

ATEN(}AO coM0s
NUMEROS NEGATIVOS,

QUADRADO. 0 RESULTADO £
POSITIVO: ¢ V5 x(2+V6)=v5x2+V/5%xV6 =
V(=8)" = —2V5 +V5%x6 =25 + 30

4512 45 V12 [12 _
J = —X——=9X
5V3 > V3 3

=9/4=9%x2=18

« 274 x(—3Y5)=2x(—3)Vax5 =
=620

15V8 15 _ 3/ 8 3
° 33/__2 :?X, TZZSF:
=5x /(1) x4 =5x(—1)x V4 =—5Y4




= Potenciacao

Sao validas as regras das operacdes com poténcias (@, b € R; m, n € Z):

e 3" X a"=a"""(coma=0)
am
an
P = 2 (g & 55 @)

e 3" X b™ = (a X b)"(com a, b=+ 0)

o 2 _ (%)m (com a, b=+ 0)

=gmn(coma+0)

[ ]
—

Exemplos:

o VTP =VTXNTXNTXVTXNVT =T X7 XNT =7x7x/T7 =49V7

e (3V5)=32/5"=9x5=45

. gj—@“— 6°=6

o V& =Y XYBXYEXYEXTEXVEXVE=VE XYVE X4 =
—4x4xX VA =16V4

« (372) =37 x¥27 =9V

3 8
: ﬁ — U5 =5 =5
5

Exercicio resolvido

Considera a mesa de tampo quadrado, como

se ilustra na figura ao lado.

Sabe-se que FH=V8 — V'3 A

a) Escreve uma expressao simplificada para
0 perimetro e para a area do quadrado

E¥8—V3
H

[EFGH].
b) Mostra que FH=Vv22—8V6.
Resolucao:

a) P=4x(V8-v3)=4V8-4V3

A=(V8 /3] =(/8 —V3)x (V8 —V3)=
=V8'—V8xV/3—-V3xV8+V3'=
—8—2V24+3=11-2V24 =11—2/2"x6 =
=11-2%x2V6=11—4V6

b) Recorrendo ao Teorema de Pitdgoras sabe-se que:
FE+EH =FH & (V8 —V3) + (V8 — V3] =FH’ &
©2x(V8—V3)=FH ©2x(11—4V/6)=FH' &
©22—-8V/6=FH ©FH=v22—8V6
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= Método geomeétrico para determinar
o produto de dois numeros reais

As propriedades envolvendo proporcoes entre medidas de segmentos podem
estender-se aos nUmeros reais, isto ¢, mantém-se validas para medidas de
segmentos definidas por nimeros reais.

Dada uma reta numérica de origem O, e 05 nUmeros reais positivos a e b,
abcissas, respetivamente, dos pontos A e B, pretende-se construir, nessa
reta, o ponto P, de abcissa a X b.

Com este objetivo, designemos por U o ponto de abcissa 1 e consideremos
uma reta auxiliar OR distinta da reta numérica inicial.

Como os triangulos [ORU] e [OSB] sao semelhantes, pode concluir-se que
OB OS b 0SS .. . oS

—E LOgO, — = ——, Isto ¢, b=—.
OoU OR T OR OR

Seja P a intersecao de OU com a reta paralela a AR que passa por S.

Como os triangulos [ORA] e [OSP] séo semelhantes, pode deduzir-se que
OP _ OS OP _ 0OS

—=—",l0ogo, — = —.

OA  OR a OR oF

Das duas condicdes anteriores, deduz-se que = b, pelo que OP = a X b.

Este método é aplicavel para dois nimeros a e b reais, nao necessariamente
pOositivos.

O que deves saber
e Conhecer as propriedades e as regras das operacoes em RR.
e Simplificar expressdées com numeros reais.



Verificar a aprendizagem |

PROPRIEDADES DAS OPERAGOES

@ Associa cada propriedade ao exemplo que lhe corresponde.

A|Propriedadecomutativa da adicéo | V7 +(—=v7)=—7 +V7 =0
V10 x1=1x+10 =10
6 X (—0,25) = (—0,25) X 6

mTX0=0Xmw=0

| |
| |
| |
| |
| V5 x(v20 x9)=(v/5 xv20)x9 |
| |
| |
8 | |
9| |

B |Propriedade comutativa da multiplicagéo|

C | Propriedade associativa da adigéo |

E | Elemento neutro da adicao |

V2 +V3=v3+V2
1+@+vV7)=0+4) +V7
3x(V8+2)=3xv8+3x%x2
—60+0=O+( 60) = —60

Propriedade distributiva da multiplicacdo VB X — = — % /5 =1
em relacao a adicao 10 f f

AUTOAVALIACAO Conheco as propriedades das operacoes em IR?

EXPRESSOES NUMERICAS

F | Elemento neutro da multiplicacao

1
2
3
D | Propriedade associativa da multiplicagéo | 4
5
6
7

H | Elemento simétrico

|
G | Elemento absorvente |
|
|

| | Elemento inverso

J

Simplifica cada uma das expressdes seguintes:

a) 5m + 9 d) V2 —3v2 g) 3V/5+V5

b) 4V8 — 11V8 e) V5 + 75 — 11V5 h) 2%/7 —5%7 +3%5
c) 9V13 + V13 f) —V6 +4V6 + V6 —5V6 i) 5V2+22-3V2

Apresenta dois numeros, a e b, tais que:

Va+ Vb #+va+b

Qual das expressbes seguintes é a Unica que se pode simplificar?

A7+ 42 B. V5 + V6 c. 8V/5 — 5V3 D. 2vV6 + 4V/6

Simplifica cada uma das expressdes seguintes:

a) V2 % V50 e) 18v40 ) 8954
3v10 22

b) —5V3 X 412 [ —4V2 x (—8v12) i) —2%3><33¢§
2V8 272

o) V5 x(2—-V3) g) V6 xV6? k)rx( 3 2\/—)

1 V2 x4 2 v
d L h) V2 xV4
)fx(erf) )

Calcula o valor de cada uma das expressdes seguintes:

a) V11 x V11 q V2° e) V (_3)4
b) V3" d) ¥2° £ /-5
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L7

o

eo0

Simplifica utilizando as regras das operacdes com poténcias.

a) (5/7) o) (v2¥) i %
v8 V V10" 8
b) <ﬁ) 0 D
A VB x V6~ ) (23/57) k) M
27
\/§11 ( \3/6 )6 , 3
-2 W |5 » (¥75))

AUTOAVALIACAO Sei simplificar express6es numéricas?

Considera a propriedade v'a X Vb =Vaxb coma, b € IR,.
Mostra que:

a) V5 x+v/20=10
b) (V5 —2V3)x (V5 +2v3)=—7

Mostra que (2— /7 ) + (2 +/7) é um ntmero natural.

Lé o didlogo entre a Rita e a Sofia:
Rita — Sabias que se pode simplificar V507
Sofia — Como?

Rita — A ideia é procurar um quadrado perfeito (4, 9, 16, 25, 36, etc.) que, multiplicado por outro
numero, dé 50. Neste caso, ¢ facil: 50 = 25 X 2.

Sofia — Porqué um quadrado perfeito?

Rita — Porque podes calcular a sua raiz quadrada. Repara: V50 = V25x2 = /25 X V2 = 5V2.
Sofia — Ja percebi!

10.1 Utilizando o mesmo método, simplifica os nimeros irracionais seguintes:

a) V8 d) /45
b) V20 e) V75
<) V27 f) V200

10.2 Lé a continuacao do didlogo entre a Rita e a Sofia:
Sofia — Entdo este método também é vélido para a raiz cibica?
Rita — Sim, também podemos utiliza-lo. Repara: ¥16 =v/8x2 =8 x¥/2 =2V2
Utilizando o método, simplifica os nimeros racionais seguintes.

a) /54 d) V81
b) V432 e) ¥/500
c) ¥189 f) V40



@ Simplifica cada uma das expressdes seguintes:

a) V2 —8V6 — 43 + 76 e)5fn-<i—£> ) (V8 — /8)(V3 —va)

" i
V3 VT4 % /30 S 3y V6
b) V5 X —— x V5 f) Y2 XVE V12
) X 5 X ) NG i) 12><%
C)ﬁ—g-l-g 9) (V2 + V5Y k) (V2) - 33@
2
d) (V3 +2/11) x V11 h) (V3 +V7) (V3 —V7) 1) V814372

. 1+ . . . , G
Ao numero ¢ = da-se o nome de nimero de ouro; ¢ um numero famoso pela sua utilizagao

o

2
em obras de arte, desde a Antiguidade. Mostra que é valida a seguinte relacéo: 1 + ¢ = ¢

o

Um retangulo diz-se retangulo de ouro, ou aureo, se a razdo entre o lado maior e o lado menor é igual

1+V5
>
13.1 Verifica se os retangulos seguintes sao retangulos de ouro.

6+6\5 2+2V5

ao numero de ouro, ¢ =

13.2 Determina a medida do lado maior, do seguinte retangulo aureo, sabendo que o lado menor

éV2.

Sobre a figura seguinte, sabe-se que:

e

A 4 C

e 0s pontos A e B pertencem a circunferéncia de centro O;
e [ODCA] e [BECO] sao dois retangulos;

e OA =V6eAC = 4.

Determina o valor exato:

a) da éarea do circulo de raio [OA];

b) do perimetro do retangulo [BECO];

c) da area do retangulo [BECO].
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@ Na figura ao lado, esta representado o quadrado [ABCD].
Sabe-se que:
e 0 lado do quadrado mede v/8 cm;

e £, F, G e H sdo os pontos médios dos lados [AB], [BC], [CD] e [DA],
respetivamente.

15.1 Qual é a medida de [EF]?
15.2 Determina, na forma simplificada, o perimetro da regido sombreada.

15.3 Qual é a area da regido sombreada?
Adaptado do Teste Intermédio de Matematica do 9.° ano,

Na figura seguinte, esta representada uma circunferéncia de centro ¢
O e raio v/5 cm, na qual esta inscrito o quadrado [ABDC].

16.1 Determina a medida do lado do quadrado [ABDC].
16.2 Mostra que a area sombreada na figura é 5 —10 cm?.

G
16.3 Determina os valores exatos para o perimetro e area do qua-

drado [EFHG].

Utiliza o método geométrico para obter aproximadamente o valor do produto 1,8 X 3,4, comecando
por marcar, numa reta numérica com unidade igual a 1 centimetro, os pontos 1,8 e 3,4 com auxilio
de uma régua graduada.

Um ntimero do tipo 2" (com n € IN) é racional ou irracional? Justifica a tua resposta.

Na figura seguinte, esta representado um retangulo [ABCD]. Os vértices A e D sao pontos da reta real.

B 5

Sabe-se ainda que:

e 0 ponto £ é um ponto da reta real,
e AB=2,BC =5e AE = AC;

e 3 abcissa do ponto A é 3 — /29.
Determina a abcissa de E.

Mostra como chegaste a tua resposta.

Adaptado do Teste Intermédio de Matematica do 9.° ano, fevereiro de 2011.

Prova que:

a) V28 —2V7 =0 b) 2v27 —V12=4V3 ¢) 5916 +3v2 =13¥2
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Relacao de ordem em IR

X — O Jaime preparou um sorteio para decidir a ordem pela qual os amigos )
£ desfilariam num cortejo que organizou. Os nimeros sorteados foram:
o . . o~ 377 . 6281
Zito: 6,28311; Joana: 6,245; Diogo: 50 " Sofia: 000"

© Se os amigos desfilarem por ordem crescente dos numeros que lhes foram
atribuidos, qual é a ordem pela qual irdo no desfile?
@ Seleciona, de entre os nimeros anteriores, 0s que estio entre:
a) 6,2 e6,3
b) 6,28 e 6,29;
c) 6,283 e 6,284,
d) 6,2831 e 6,2832. y

® Comparar e ordenar nimeros reais Recorda

¢ O simbolo < significa

Vamos agora estender a ordenacao dos numeros racionais a IR. emenory

Um numero real a é maior do que um ndmero real b (a > b) se o ponto de * O simbolo > significa
abcissa a pertence & semirreta de sentido positivo com origem no ponto «maior.

. . . . o . . e Uma expressao do tipo
de abcissa b, ou seja, se a semirreta de sentido positivo associada a a estiver P 'P

a<b(oua>b)

contida na semirreta de sentido positivo associada a b. chama-se uma
desigualdade.

4

b a

Quando os numeros estao representados na reta real, estao por ordem cres-
cente, da esquerda para a direita.

A N . . . C D E .

-4 -35 -3 -2-v3  —1 0 1V2 2225 3= 4

Escreve-se: —3,5 < —V/3 <2 <225< T

\/

PARA COMPARAR /2
E /5 NRO PRECISO

Propriedades da relacao de ordem em IR DE CALCULADORA:
2 £ MENOR DO QUE 5,
e Propriedade transitiva L060, /2 EMENOR
DO QUE /5.

Sea>beb > ¢ entdo, a > c(coma, b, c € R).

Se a > b, entdo, a semirreta, de sentido positivo, associada a a esta contida
na semirreta, de sentido positivo, associada a b.

Se b > ¢, entdo, a semirreta, de sentido positivo, associada a b esta contida
na semirreta, de sentido positivo, associada a c.
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Nota

Também sao usados

em algumas situacoes

os simbolos < e =,que
significam, respetivamente,
«menor ou igual» e «maior
ou igual».

8=7.6<6

156

Pode concluir-se que a semirreta, de sentido positivo, associada a a esta con-
tida na semirreta, de sentido positivo, associada a ¢, o que significa que
a>cC.

Exemplo:

355 .
Sabendo que v 10 > 713 © % > 11, entdo, pode concluir-se que
V10 > 1.

¢ Propriedade tricotdmica

Para quaisquer numeros reais a e b, verifica-se uma e uma s6 das
relacoes:

a=boua>boub>a

Dados dois nimeros reais a e b, 0s pontos dos quais sao abcissas ou coinci-
dem, ou a semirreta, de sentido positivo, associada a um dos pontos esta
contida na semirreta, de sentido positivo, associada ao outro ponto.

Y

a=b
b a a>b i
— o o
a b b>a

Para ordenar dois nimeros reais positivos distintos, representados na forma
de dizima, excluindo as dizimas de periodo «9», comparam-se sucessiva-
mente os algarismos da maior para a menor ordem até se encontrar uma
ordem em que as dizimas difiram; entdo, sera maior o nimero para o qual
o algarismo dessa ordem for maior.

Exemplos:
355
T3 = 3,14159292...

V10 = 3,16227766...

Logo, V10 >%

355
T3 - 3,14159292...

m = 3,14159265

355
Logo, 113 >

Repara que ja usamos este processo para ordenar nUmeros racionais
escritos na forma de dizima. Agora estendemo-lo as dizimas infinitas nao
periddicas.



Exercicios resolvidos

1. Considera o nimeroreala = 2,31311311131111... A parte decimal de a
foi construida usando os algarismos 1 e 3; comeca-se com 3 e vai-se pro-
gressivamente aumentando o numero de algarismos 1 entre cada ocor-
réncia do algarismo 3.

a=2313113111311113111113....

Considera também os nimeros b e ¢ que sao nUmeros racionais repre-
sentados por dizimas infinitas

b=2,31311311131111(3111113);

c=2,313113111311113(111113)

Compara dois a dois 0s trés nimeros.

Resolucao:

1. O nimero b é maior do que 0 nUmero € porque ao comparar 0s sucessi-
vos algarismos a partir do de maior ordem até se encontrar uma ordem
em que as dizimas difiram, o algarismo dessa ordem do ndmero b é
maior do que o correspondente algarismo do ndmero c.
b=23131131113111131111133111113111113....

c=2,313113111311113111113111113111113....
Como 3 > 1, entdo, b > ¢;

O nUimero ¢ é maior do que o numero a:

a=23131131T1T1311113111113111111311111113...
c=2,313113111311113111113111113111113....

Como 3 > 1, entéo, c > a.
Como b > ce c> a, entao, pela propriedade transitiva, b > a.

2. Define uma dizima infinita periédica sabendo que tem o algarismo:
e das unidades igual ao algarismo das unidades de v/2;
e das décimas igual ao algarismo das décimas de v'3;
e das centésimas igual ao algarismo das centésimas de v/5;
e periodo de comprimento 3 com os algarismos 2, 3 e 0.

Resolucao:
2. Tem-se que:

V2 ~1,41421356
V3 ~1,7320508
V5 ~2,236067977

O algarismo das unidades da dizima infinita periédica é 1, o algarismo
das décimas é 7 e o algarismo das centésimas é 3. Como os algarismos
do seu periodo sdo 0 2, 0 3 e o 0, uma possibilidade para a definir
é 1,7(320).

O que deves saber
e Comparar e ordenar nimeros reais.
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Verificar a aprendizagem |

COMPARAR E ORDENAR NUMEROS REAIS

: iada_eoe. V3 3 g Ay L
@ Con5|deraoconjunto.A-{4, 5,29; 8'\/5’10' 10,11,3, V2; 5}

1.1 Representa os nimeros do conjunto A na reta real, com rigor aproximado.

1.2 Escreve os numeros do conjunto A por ordem crescente.

e/, Copia e completa com < ou >, utilizando a calculadora quando necessério.

5 3 6 13

a) 9 ) d) V6 2,449 9) T 0
56 99 NG NG
— /5 22 Vo Vo

b) o e) V2. ... 0 h) > :

¢ -V72...V8 f) _V11_ -J/13 i) -2,64576 -7

a
o
=5
[«]
D
(a)
o
3
=2
D
—
[«}]
Q
(%]
[«}]
juriy
=
3
e8]

Ca)
(o]}
D
v

a) A Sofia pesa menos do que o Zito, ou seja, o Zito pesa ... do que a Sofia.

c) A Joana é mais baixa do que o Diogo e o Diogo é mais baixo do que a Rita, entdo, a Joana é
do que a Rita.

d) Se » < 1r e, por outro lado, ™ < V12, entdo, pode concluir-se que .

AUTOAVALIACAO Sei comparar e ordenar niimeros reais?

VALORES APROXIMADOS

Q Escreve um valor aproximado:
a) arredondado as centésimas, de /24; e) por excesso, com erro inferior a 0,1, de v/5;
b) arredondado as milésimas, de v/13; f) por defeito, com erro inferior a 0,01, de V11;
¢) as unidades, por defeito, de v/76; g) por excesso, a menos de uma décima, de v/6;
d) as décimas, por excesso, de 2V 3; h) por defeito, a menos de uma centésima de V2.

Escreve em linguagem corrente: 2,8 < /8 < 2,9.

00

Escreve duas dizimas préximas de /3 (uma maior e outra menor do que v/3) que difiram de /3
menos do que uma:

a) unidade; b) décima; c) centésima; d) milésima.

(-
A

A D. Marta comprou x kg de tomates e y kg de batatas.

7.1 Sabendoque 2,5 <% <2,6e8,3 <y < 84, determina:
a) um valor aproximado mas superior ao peso das compras;
b) um valor aproximado mas inferior ao peso das compras.

7.2 Sabendo que os tomates custam p €/kg e que, segundo a variedade,
1,45 < p < 1,55, determina:

a) um valor aproximado mas inferior ao custo dos tomates;

b) um valor aproximado mas superior ao custo dos tomates.

AUTOAVALIACAO Sei determinar valores aproximados de numeros reais?
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| Aplicar ]

Através da quantidade de carbono14 encontrado num artefacto, um arquedlogo concluiu que o objeto
datava do ano de 1568, com uma margem de erro de quarenta anos.

Qual é o periodo de tempo no qual estd compreendida a datacao real do artefacto?

O piloto de um caca-bombardeiro Dassault/Dornier Alpha Jet
levantou voo da Base Aérea de Beja, mas nao registou algumas
informacoes com exatiddo. Sabe-se apenas que o voo durou
entre 105 e 108 minutos, a uma velocidade média compreendida
entre 900 km/h e 930 km/h.

Serd que a distancia percorrida teria permitido alcancar a Base
Aérea das Lajes, a 1700 km de distancia?

Justifica a tua resposta.

Num exercicio, a Sofia e os amigos utilizaram diferentes aproximacbes do numero r.

16
Joana: 3,1415; Zito: 3 3 Rita: v 9,86; Jaime: %

10.1 Escreve esses quatro valores por ordem decrescente.
10.2 Qual dos quatro amigos utilizou uma melhor aproximacao do niumero ?

10.3 A Sofia utilizou um valor aproximado de 1 superior ao do Zito. Esse valor é inferior ou supe-
rior ao da Joana?

10.4 Escreve duas dizimas proximas de m (uma maior e outra menor do que ) que difiram de
menos de uma:

a) unidade; b) décima; c) centésima; d) milésima.

10.5 Escreve um valor aproximado, por defeito, a menos de uma milésima, do nimero /2 + /3.
Calcula um valor aproximado do erro cometido quando se escolhe /2 + /3 como valor
aproximado de 1.

Tarefas de investigacdo |

No GeoGebra, reproduz a figura seguinte: c D

— constroi o retangulo [CDBA];
— traca uma circunferéncia de centro A e que passe pelo ponto D;

— marca o ponto £ na intersecdo da circunferéncia com o eixo das
abcissas. A . . B \E |

1+

11.1  Qual é o valor exato da abcissa do ponto £? 0 1 2 3 4 5

11.2 Utilizando o botao «Ampliar», determina dizimas finitas proximas da abcissa de E, com erro
inferior a uma décima (A), a uma centésima (B), a uma milésima, e assim sucessivamente.

@: : £, : : —JE

43 4,4 [ 45 4,6 4,46 4,47 4,48 4,49

11.3 Escolhe um numero irracional e determina dizimas finitas aproximadas que difiram menos de
0,00001 em relacdo a esse niumero.

Usando apenas os algarismos 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 e O (exatamente por esta ordem e sem repeticdes),
0s parénteses que achares necessarios, e as operacdes adicdo, subtracdo, multiplicacdo e divisdo,
tenta obter o resultado mais proximo possivel de v/2.
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As aproximacoes do numero

Por definicdo, 7 é o valor que se obtém sempre que se divide o perimetro
de uma circunferéncia (independentemente do seu tamanho) pelo comprimento
do seu diametro. Desde a Antiguidade, matematicos profissionais e amadores

tentaram calcular o valor
de 1, com cada vez
mais precisao.

Os Babilénios utilizavam o valor

3 % como aproximacao de mr.

Os Egipcios usavam
implicitamente —

(5

Na Biblia, no Livro
dos Reis, escrito
cerca do século

vi a. C., aparece uma
aproximacao de
com o numero 3.

Durante muito tempo, os
matematicos acreditaram

Arquimedes, no século
I a. C. (ver pagina 44),
descobriu um
enquadramento de T,
aproximando uma
circunferéncia com
poligonos inscritos

e circunscritos:

gue todas as grandezas 223 22
eram comensuraveis, T <m< T
0 que se pode traduzir

em linguagem moderna O numero T

pela afirmacédo de que A Rl

todos os nimeros eram

racionais, até ao dia em . .
que descobriram Foi apenas no século xvii que os matematicos
a existéncia Lambert e Legelndre. provaram, §eparadamente,
de v2. que r € irracional, ou seja, que 1 é uma

dizima infinita nao periodica.

Representacao
de 7 na reta real

William Shanks, em
1873, utilizou uma
soma infinita (série)
para calcular ™ com
707 casas decimais,
mas infelizmente
enganou-se nas
contas a partir

da casa 527.

3,1415926535897932384626433832795028841971693993751058209
749445923078164062862089986280348253421170679821480865132
823066470938446095505822317253594081284811174502841027019

Sabe-se hoje que 385211055596446229489549303819644288109756659334461284756
o perimetro de uma 482337867831652712019091456485669234603486104543266482133
circunferéncia também 936072602491412737245870066063155881748815209209628292540

nao é comensuravel
com o seu diametro.

917153643678925903600113305305488204665213841469519415116
094330572703657595919530921861173819326117931051185480744

623799627495673518857527248912279381830119491...
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E possivel representar v/2 na reta real, com rigor: constréi-se
um triangulo retangulo cujos catetos medem 1 e transfere-se a
medida da hipotenusa (v'2), com um compasso, para a reta real
(ver pagina 142). Utilizando a espiral da tarefa 14 da pagina
146, podem representar-se, na reta real, todos os ndmeros
irracionais que sejam a raiz quadrada de um nimero natural.

Aplicacoes

Curiosamente, o nimero m aparece
numa infinidade de contextos que
nada tém que ver com circunferéncias,
circulos ou esferas. Um deles esta
relacionado com o calculo de

No entanto, esta provado que nao é possivel representar probabilidades.

o numero T na reta real, com rigor, utilizando apenas
uma régua e um compasso.

E que pensar da sua presenca nas leis
da Fisica e da Eletrodinamica?

No século xx, com os
computadores, passou-se

de 620 algarismos,

em 1946, para mais

de 16 000 000, em 1982,
em célculos realizados
pelos japoneses Yoshiaki
Tamura e Yasumasa
Kanada.

Sugestdes de trabalho |

Em 1994, os irmaos russos
Chudnovsky atingiram
mais de 4 000 000 000
algarismos de 1, mas, em
outubro de 1995, Kanada
recuperou o record, com
6 442 000 000 algarismos.

Em 1999, uma nova
férmula foi utilizada
por Yasumasa Kanada
e Daisuke Takahashi,
tendo permitido
ultrapassar os

206 000 000 000
algarismos.

No dia 2 de agosto de 2010,
Shigeru Kondo (engenheiro)

e Alexander Yee (programador)
anunciaram um novo recorde,

5 000 000 000 000 algarismos,
com um computador criado

para o efeito.

1. Investiga o método de Arquimedes com este applet: http:/Avww.math.utah.edu/~alfeld/Archimedes/Archimedes.html
2. Procura um nuUmero a tua escolha (data de nascimento, nimero de telemovel, nimero de cartdo de cidadao, etc.)

no numero mr: http://www.atractor.pt/fromPI/Plsearch.html

3. Investiga se existe algum novo recorde no célculo de . http://www.numberworld.org/digits/Pi/
4. Comemora o dia do m: 14 de marco, as 14 h 15 min 9 s.
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| Sintese ]
7

Os numeros reais

Todo o numero racional pode ser representado por uma dizima finita ou por uma dizima infinita
periodica e, reciprocamente, toda a dizima finita ou infinita periddica representa um ndmero racional.

Exemplos: 6 = 6,0; %= 0,125; %= 0, (6); £= 1,3(18).

" 22

Um numero irracional é todo o nimero que pode ser representado por uma dizima infinita nao
periédica.

Exemplos: v/2; -v/2;;+/3; /5, 4,505500555000...

Quando o numero natural n ndo é um quadrado perfeito, v/n é um ntmero irracional.

Um ndmero real é um nimero que ou é racional ou é irracional, ou seja, pode ser representado por
uma dizima finita, uma dizima infinita periddica ou uma dizima infinita ndo periédica.

O conjunto dos numeros reais representa-se por IR.

O conjunto dos numeros naturais (IN) estd contido no conjunto dos nimeros inteiros (Z), o qual esta
contido no conjunto dos nimeros racionais (@), que, por sua vez, esta contido em IR.

Escreve-se:IN C Z CQ C R, R =Q U {irracionais}

A relacao entre os varios conjuntos de numeros pode ser representada num diagrama como o que se
apresenta abaixo:

Nota: Ndo existe um simbolo para o conjunto dos ndmeros irracionais.

IR* representa o conjunto dos nimeros reais positivos.
IR™ representa o conjunto dos nimeros reais negativos.
IRo* representa o conjunto dos nimeros reais ndo negativos.

IRy~ representa o conjunto dos numeros reais ndo positivos.

Operacdées com numeros reais

As propriedades das operacoes e as regras de calculo validas no conjunto dos nimeros racionais
mantém-se validas no conjunto dos nimeros reais.

e Propriedades da adicdo em IR:

Para quaisquer nimeros a, be c € R

Propriedade comutativa ’ atb=b+a ‘
Propriedade associativa at+tb+to=@+hb +c ‘

|
Elemento neutro ’ at+t0=0+a=a
|

Elemento simétrico

162



e Propriedades da multiplicacdo em IR:

Exemplos:
e Adicdo:

e Subtracao:

e Multiplicacdo:

e Divisdo:

e Potenciacdo:

Para quaisquer nimeros a, be c € R

Propriedade comutativa axXb=bXa
Propriedade associativa axX(bxo=(@XxXbhb)Xc
Elemento neutro ax1=1%Xa=a
Elemento absorvente ax0=0xa=0
Elemento inverso ax % = % Xa=1cma+0
:mirgicizggodsr:l?;:zéaods adicdo axbt+td=axbtaxc

5V2 +4vV2 =9V2

235 +5¥5=7Y5

2V/3 —10vV/3=-8V3

574 —8%4=-3Y4

45 X 677 =4 X 6 X V5 X /7 =24 x5 x 7 = 2435
2Y3X4Y5=2x4x3Y3x3Y5=8Y3x5=8Y15

30v24 _ 30 24 _ /%=5¢§

6V3 6 V3

3 3
8fﬁzﬁxfﬁ:43/£:43ﬁ
23 23 3

(4/10F = 42/10% = 16 x 10 = 160

Q¥Vay=2°x¥a’=8x4=32

Relacao de ordem em IR

¢ Para comparar nimeros reais, sob a forma de dizima, comparam-se os algarismos da mesma ordem.

Por exemplo: 4,1382529... < 4,1382617..., porque 5 < 6.
e Propriedades das relacées < e > (para a, b € R).

* Propriedade transitiva:
Sea>b e b>c entdo,a>c(a, b, c ER).
* Propriedade tricotomica:

Para quaisquer nimeros reais a e b verifica-se uma e uma sé das relacoes:
a=boua>b ou b>a.

Y,

W,

Unidade 4 DizZIMAS INFINITAS NAO PERIODICAS E NUMEROS REAIS
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Atividades globais |

QUESTOES DE ESCOLHA MULTIPLA

Das quatro alternativas, escolhe a Unica opcao correta.

Qual das afirmacoes seguintes ¢é verdadeira?

-

A. Todo o numero racional pode ser representado sob a forma de uma dizima finita.
B. Todo o numero inteiro é um ndmero natural.

C. A qualquer ponto da reta real corresponde um numero racional.

D. Qualquer numero real ou é racional ou irracional.

(™~

Qual das opg¢des seguintes apresenta dois nUmeros irracionais?

A. V64 e V64 B. V8eVs. c. V3eV3. D. J08le
@ Quais sdo 0s numeros do conjunto A = { 8,—V27, 7 ,’1T \/_} gue sao irracionais?
—V27em B. me V81 C. —V27eV81 D. 7e@
Exame Nacional de Matematica, 9.° ano, 1.# chamada, 2009
9/ Qual ¢ o valor exato do perimetro do triangulo [ABC]? A
‘ 5v3 —3V2
A. 5+V5 C. 6V3 7
B. -2V2+6V3+3 D. 10,56 c
. . B 3+43
@ Qual dos numeros seguintes é o maior?
70 19
. . = . 5,385(1 —
A. V29 B. <3 C ) D. 3¢5
@ Quiais sao os dois nimeros inteiros mais proximos de —v'507?
A. 7e8. B. —7e —6. C. —7,17e—7,0. D. —8e —7.

©

Uma das aves que podem ser vistas no Parque Natural da ria For-
mosa, no Algarve, é a garca-pequena. O seu peso, P (em gra-
mas), é tal que 350 < P < 550.

Qual das afirmacoes seguintes é necessariamente verdadeira?

A. P <500 C. 300 < P <600
B. P> 400 D. 360 < P <540
@ A qual dos conjuntos seguintes pertence o nimero 67
A. (xER1<x%<6} C. (x€R61<%n<62}
B. {x&R:x>+30} D. {xER: % <5}

EXERCICIOS E PROBLEMAS

( Considera o conjunto A: C 127 }
(9] junto A: 4| /085 -1 ;38 i/ -8; 12

9.1 Quais dos numeros do conjunto A podem ser representados por dizimas finitas?
9.2 Indica os nimeros do conjunto A gue sao irracionais.
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9.3 Simplifica as expressbes seguintes:
a) /g -3/8 b) /8 x3v/8
9.4 Escreve os numeros do conjunto A por ordem crescente.

9.5 Escreve duas dizimas finitas aproximadas de /8, uma inferior e outra superior a V'8, que difi-
ram menos do que uma centésima de /8.

9.6 Indica todos os nUmeros inteiros que pertencem ao conjunto «{x €R: - % << Jg}

Na figura seguinte, estao representados os pontos A, B, C, D, E e F. Indica as suas abcissas e apre-
senta os calculos que efetuares.

Representa na reta real os nimeros:

1
A_—2+V2 B 3+V5  C_V9 D/, E_V20
Considera 0s seguintes nUmeros reais:

\ 5 025 55 V25

12.1 Apenas um é um numero irracional. Identifica-o e justifica a tua resposta.

12.2 Que caracteristicas tem de ter um nUmero natural para que a sua raiz quadrada seja um
numero racional?

Classifica as condicbes seguintes como verdadeiras ou falsas. Justifica a tua classificacdo.
A. (/5] =(-V5) c. —(V2)=(v2) E. (V=8)=(-V8)

B. —(v3)'=(-v3) p. —(¥12) =(-¥12)

Na figura seguinte, estao representados um quadrado e um retangulo.

5V3+1

2V3-1

Verifica se o quadrado e o retangulo sdo figuras equivalentes, ou seja, se tém a mesma area.

Quiais 30 0s nimeros compreendidos entre v/5 e /7 cuja dizima tem s6 uma casa decimal?
Indica os nimeros inteiros mais préximos, um menor e outro maior, de:

a) —v20 b) % Q) m—2 d) —2.751

Sem utilizares a calculadora, indica os nimeros inteiros n que verificam cada condicéo:

a) V6 <n<V40 b) V7 <n<<%30




Atividades globais |
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A diagonal de um quadrado é igual a v 24 cm.
18.1 Qual é o comprimento do lado do quadrado?

18.2 Determina a area e o perimetro do quadrado.

18.3 Escreve duas dizimas finitas aproximadas, uma inferior e outra superior que difiram menos
do que 1073 de:

a) 2v24 b) 2+ v24 c) V24 +2v24
Sabe-se que V7 < % Refere a relacdo que existe entre:
a)\/7+1e%+1; b)Zﬁe%; ) —ﬁe—%; d)ﬁ—%e%.

O Zito resolveu pedir ajuda a Rita num trabalho de casa que tinha. Era necessario que esta o aju-

dasse a responder corretamente as seguintes questoes: y
a) Sex <y e y <3, que relacdo existe entre % e 3?

b) Se a > b, que relacdo existe entre —2ae —2b? E

c) Sex <y, que relacdo existe entre V3% e+/3y? \\

Considera o cubo [ABCDEFGH], de aresta 4 cm, e a piramide [EFGHC], representa- D

F

dos na figura ao lado. Mostra que o comprimento de todas as arestas da piramide é:
c=20+8V2+4V3cm

Na figura ao lado esté representado um paralelepipedo retangulo.
Sabe-se que: AE =2cm, FG=3cmeEF =4 cm

22.1 Determina a medida do comprimento do segmento de reta EG.
22.2 Determina a medida do comprimento do segmento de reta AG.
22.3 Determina o perimetro, em valor exato, do triangulo [AEG].

22.4 O quadrilatero [EDCF] é um retangulo. Determina o valor exato
da érea desse retangulo.

22.5 Determina uma dizima finita que difira menos de uma centé-
sima de centimetro do perimetro do quadrilatero [EDCF].

Tarefas ]

Na figura seguinte estao representados um quadrado [ABCD] D c F
e um retangulo [AEFD]. "

Sabe-se que:
e 0 lado do quadrado mede 2 cm; \
e M é o ponto médio do lado [AB] ;

e o arco CE é um arco de circunferéncia de centro em M.
23.1 Determina o valor exato de:
a) MC b) AE .
. . . . . AE  1+V5
23.2 Verifica se o retangulo [AEFD] é um retangulo de ouro, ou seja, se — = (ntmero
de ouro) EF 2

23.3 Determina o perimetro e a area do retangulo [AEFD]
23.4 Investiga se todos os retangulos obtidos através deste processo sdo retangulos de ouro.

S




‘& CANGURU MATEMATICO SEM FRONTEIRAS

@ Existem 50 tijolos de cor branca, azul e vermelha numa caixa e cada tijolo s6 tem uma cor. O nimero
de tijolos brancos é onze vezes o nimero de tijolos azuis. Ha menos tijolos vermelhos do que bran-
cos, mas ha mais tijolos vermelhos do que azuis.

Quantos tijolos vermelhos existem a menos do que tijolos brancos?

A. 2 B. 11 C. 19 D. 22 E. 30
Prova Cadete, 2010

OLIMPIADAS CONCELHIAS DO ALGARVE EM MATEMATICA

@ A Ana comecou a descer uma escada de 96 degraus no mesmo instante em que a Beatriz comecou
a subi-la. A Ana tinha descido 72 degraus quando se cruzou com a Beatriz.

No momento em que a Ana terminar de descer, quantos degraus ainda faltam a Beatriz para acabar
de subir a escada?
A. 24 B. 36 C. 48 D. 64 E. 72

VIl Olimpfadas, Prova de Apuramento

' OLIMPIADAS PORTUGUESAS DE MATEMATICA
26)

O Joao escolheu 5 numeros do conjunto {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} e disse o respetivo produto a Maria.
A Maria disse que, com esta informacao, ndo poderia dizer se a soma dos numeros escolhidos pelo
Joao era par ou impar.

Qual foi o produto calculado pelo Joao?
XXVIII OPM, 2.2 Eliminatéria

CONVIVER COM A MATEMATICA

(Y

As tarifas postais na Zedelandia dependem do peso dos artigos a enviar (arredondado ao grama mais
préximo), como indica o quadro seguinte.

Peso dos artigos a enviar Tarifa
| Até 20 g | 0,46 zedes |
| 21950 g | 0,69 zedes |
| 51g-100 g | 1,02 zedes |
| 101 g-200 g | 1,75 zedes |
| 201 g-350 g | 2,13 zedes |
| 351 g-500 g | 2,44 zedes |
| 501 g-1000 g | 3,20 zedes |
| 1001 g-2000 g | 4,27 zedes |
| 2001 g-3000 g | 5,03 zedes |

O Jodo quer enviar a um amigo dois artigos, que pesam, respetivamente, 40 g e 80 g. De acordo
com as tarifas postais zedelandesas, determina se é mais barato enviar os dois artigos sob a forma
de um envio Unico ou de dois envios separados.

Justifica a tua resposta.




Se tens duvidas, consulta

as paginas indicadas.

Pag. 138

Pag. 138 e 140

Pag. 140

Pag. 142
Pags. 155 e 156
Pags. 155 e 156

Pags. 148 e 149

Pags. 148, 155 e 156

AUTOAVALIACAO

e |dentifica claramente, na tua folha de respostas, os nimeros dos itens a que
respondes. Apresenta uma Unica resposta para cada item.

e O teste inclui trés itens de escolha multipla. Em cada um deles, sao indicadas quatro
alternativas de resposta, das quais s6 uma esta correta. Nao apresentes calculos nem
justificacoes.

a Qual dos numeros seguintes pode ser representado sob a forma de uma dizima
infinita ndo periddica?

A. % B. V109 C. % D. V1,69

a Prova que a conjetura seguinte é falsa:
«Sempre que % corresponde a uma dizima infinita periddica, entao,

y corresponde a uma dizima finita (em que a e b séo nimeros inteiros).»

e Considera o conjunto:
A= {_ 2L V2,37 ;—%; \/16}
3.1 Identifica os nimeros do conjunto A que sao:
a) inteiros;  b) racionais; c) irracionais; d) reais.
3.2 Representa na reta real, com rigor, o nimero —v/2.
3.3 Qual dos numeros do conjunto A estd mais préximo de —17?

[~

Qual dos numeros seguintes é o maior? ;
A. 36 B. V13 C. 3,605 D. V46

@

Simplifica cada uma das expressdes seguintes.

V2 % (~8VT5) X V2

a) 2m — 7w + 4 c) W
b)@x(%—kﬁ) d) G+ V7Y

G Em relacao a fotografia dos Guerreiros
de Terracota (China). Determina:

a) o valor exato do perimetro;

b) uma dizima finita préoxima do valor
do perimetro que difira menos de uma
centésima deste e que lhe seja superior;

c) o valor exato da area;

8v3 cm

d) duas dizimas finitas aproximadas
do valor da érea, (uma inferior
e outra superior a essa area) que
difiram menos do que uma
centésima desse valor.

168



)

o Na figura sequinte, o triangulo [ABC] é retangulo em C, sabe-se que
AD = DB =+/17 cm e que AC =5+/2 cm, sendo D o centro da circunferéncia.

C

A t B

7.1 Determina:
a) o perimetro do triangulo [ABC];
b) a area do triangulo [ABC].

7.2 Considera um cubo e um prisma triangular com igual volume. O prisma
triangular tem 18 cm de altura e as bases sdo geometricamente iguais
ao triangulo [ABC].

Mostra que a aresta do cubo pode ser dada por 3710 cm.

Mostra que V50 é um nUmero irracional.

00

Utiliza o método geométrico para obter aproximadamente o valor do produto
—1,2X+/11, comecando por marcar, numa reta numérica com unidade igual
a 1 centimetro, os pontos — 1,2 com auxilio de uma régua graduada e V11,
recorrendo a uma constru¢do geométrica, com rigor.

@ Um criador tem trés cavalos e cada um come q kg
~ de racéo por dia. Analisando os meses anteriores,
o criador sabe que 4,7 < g < 4,8. Sabe ainda que
a racao é vendida em sacos de 40 kg que custam
entre 14,50 € e 14,65 €.
Qual é a despesa maxima que o criador prevé para
o0 més de marco?

Apresenta os calculos que efetuares.

@ Seja a o numero real de parte inteira igual a O e parte decimal dada por uma
sucessao envolvendo apenas os algarismos 5 e 0, comecando por 5 e inse-
rindo-se sucessivamente entre cada duas ocorréncias do algarismo 5 um
numero de ocorréncias do algarismo 0, comecando em 1 e sucessivamente
acrescentando uma unidade (ou seja: a = 0,505005000500005...).

11.1 Serd a um numero racional? Porqué?
11.2 Compara a com o nimero b = 0,505005000500005(00005).

GRELHA DE AVALIACAO

Exercicio 1 2 31 32 33 4 5 6 7 8 9 10 "

Cotacdo'(pontos) 4 4 8 4 4 4 12 12 18 8 10 4 8

! Para saberes a cotacdo de cada alinea, basta dividires a cotacdo do exercicio pelo numero de alineas.

Y,

Se tens duvidas, consulta
as paginas indicadas.

Pags. 148 e 149

Pags. 148 e 149

Pag. 141

Pags. 143 e 150

Pags. 155 e 156

Pags. 155 e 156

J
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Paul Erdos

Vida

Paul Erdds nasceu em Budapeste (Hungria), em 1913, filho de professores
de Matematica. O seu interesse pelos nimeros comecou muito cedo: aos
3 anos, por exemplo, conseguia multiplicar, de cabeca, numeros de trés
algarismos.

Toda a vida de Erdos foi dedicada a Matematica. Nao tinha casa. Passava
o tempo saltitando de uma conferéncia para outra. Foi o segundo mate-
matico mais produtivo de todos os tempos (a sequir a Euler): deixou
mais de 1500 artigos publicados e milhares de «teoremas de Erdds»!

O Mago de Budapeste, como era conhecido, morreu em 1996.
Costumava dizer que «se fizermos uma grande descoberta matematica,
seremos recordados depois de todos os outros terem sido esquecidos».

A paixao pelos problemas

Erdos destacou-se num ramo da Matematica conhecido por teoria dos nimeros, mas também contribuiu
para as probabilidades, para a teoria de grafos, para a teoria de conjuntos e para a Geometria.

O matematico de Budapeste tinha uma capacidade extraordinaria para resolver problemas. Era capaz
de apresentar uma solucao de duas linhas, quando outros matematicos ocupavam trinta paginas. Erdos é
lembrado por ter solucionado alguns problemas famosos, mas é ainda mais recordado pelos que colocou.
O dinheiro que ganhava, por participar em conferéncias, era convertido em prémios para jovens matemati-
cos que resolvessem os problemas que ele préprio inventava.

Os numeros de Erdos

Erdos adorava partilhar ideias e escrever artigos com outros matematicos. Quando chegava a uma cidade,
costumava contactar um colega matematico e dizer-lhe «o meu cérebro chegou». Para ele, todo o tempo
devia ser dedicado a Matematica. Chegava a trabalhar 19 horas por dia.

Para homenagear essas colaboragbes, foram criados os nUmeros de Erdds: se um matematico publicou um
artigo com Erdos, entao, diz-se que tem o nimero de Erdds 1; se publicou um artigo com alguém que
publicou um artigo com Erdds, entdo, tem o nimero 2; e assim sucessivamente.

Pesquisa mais informacées sobre Paul Erdds:

¢ Vida e obra: http://www.educ.fc.ul.pt/docentes/opombo/seminario/erdos/mainfrm.html
e The Erdos Number Project: http://www.oakland.edu/enp

e Livro: Hoffman, Paul, O Homem Que s6 Gostava de Numeros, Gradiva, 2000.




A irracionalidade de v2

Certo dia, Hipaso de Metaponto, um matematico
da Escola Pitagdrica, descobriu que a diagonal de
um quadrado de lado 1 ndo era comensuravel com
o lado do quadrado, o que significa que V2 é irra-
cional.

A lenda conta que a descoberta foi muito mal
recebida pelos pitagoéricos, que fizeram tudo para
escondé-la (diz-se que Hipaso de Metaponto foi
afogado).

Como se pode ter a certeza de que nao existe
nenhuma fracdo que seja igual a v/2?

Avristoteles (384-322 a. C.) sugeriu uma demonstracdo, que viria a ser famosa, de que o nimero v/ 2 é irra-
cional, ou seja, ndo pode ser escrito sob a forma de uma fracdo. Essa demonstracao utiliza um raciocinio
conhecido por «reducao ao absurdo».

1. Se o nimero ¥ 2 fosse racional, entdo, poderia ser escrito sob a forma de uma fracao irredutivel, ou seja,
, a . L, . .. )
ter-se-ia V2 = remaueae b seriam dois nUmeros naturais sem divisores em comum (para garantir

que a fracdo é irredutivel). —

2 —

2. Elevando 2 = % ao quadrado, daria 2 = a—z, ou, ainda, 2b?* = &°. |
Uma vez que o termo da esquerda, 2b?, é par (porque é multiplo de 2), o termo da direita, a?, também
teria de ser par. Ora, isso s6 seria possivel se o proprio a fosse par (Nota: um nimero impar ao qua-

drado d& sempre um numero impar; um ndmero par ao quadrado da sempre um nimero par).

w

4. Se a fosse par, poderia ser escrito na forma a = 2n, em que n é um nimero natural.
Obter-se-ia:
2b? = a° © 2b? = (2n)? © 2b%* = 4n?
Dividindo por 2, ter-se-ia: b*> = 2n°.

v

Uma vez que 2n* é par, também b? teria de ser par, o que implicaria que o proprio b fosse par. |

o

Chegou-se assim a conclusao de que a e b teriam de ser pares, o que ndo faz sentido, visto que se |-
considerou, desde o inicio, que a e b ndo tinham divisores em comum (se fossem pares, seriam ambos [
divisiveis por 2).
7. Esta contradicdo demonstra a impossibilidade de /2 ser racional, portanto, v 2 é irracional. ||

Sugestio de trabalho o

Por reducao ao absurdo, demonstra que V6 é irracional.

Unidade 4 DIizZIMAS INFINITAS NAO PERIODICAS E NUMEROS REAIS 1 71
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Aproximacodes de V2

1. Considera a seguinte sequéncia de fracoes:
1.3.7.17 4199 239 577
1"2"5"12" 29" 70" 169" 408"~
a) Utilizando a calculadora, escreve cada um dos termos sob a forma de dizima.
b) No caso das dizimas infinitas periddicas, determina o periodo.
NOTA: Quando a calculadora nao permite identificar o periodo, recorre a um software de célculo.
1. Faz o download do programa Derive (versdo de 30 dias):

http://derive.en.softonic.com

2. Escreve a fracdo na linha de entrada e carrega em Enter.
cmwm g [

3. No separador Simplify, seleciona a opcdo Approximate. Abre-se uma nova janela. Escolhe
0 numero de casas decimais que queres observar e carrega em Approximate.

¢) Copia e completa:

Termo 3 7 17 41 99 239 577
da sequéncia 2 5 12 29 70 169 408

Diferenca entre
V2 e o termo

d) Justifica que os termos da sequéncia se aproximam de v/ 2.

e) Mostra que a sequéncia pode ser dividida em duas sequéncias: uma que se aproxima de v'2 por
defeito e outra que se aproxima por excesso.

f) Qual é o termo seguinte da sequéncia?
Explica o teu raciocinio.

2. O Método Babilénico é um método que permite obter uma aproximacao da raiz quadrada de 2:
o . - 2
1.° Escolhe-se um numero natural qualquer, n, e calcula-se a média entre ne L

2.° O resultado obtido passa a ser o novo valor de n e, com ele, repete-se o calculo anterior. Cada
nlimero assim obtido é uma melhor aproximacéo de v/2.

Implementa o Método Babilénico com uma folha de célculo:

— Na célula A1, escreve um nUmero natural.

A B c
— Preenche B1, C1 e A2 de acordo com as instrucdes ao lado. 1 =2/Al  =(Al+81)/2
2 =C1

— Arrasta as células A2, B1 e C1 para baixo.

NOTA: Para aumentar o nimero de casas decimais, clica em "68 .
»

3. Investiga outros métodos para obter aproximacoes da raiz quadrada de 2.

172
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Os numeros irracionais na Geometria

A semelhanca do niimero 2, que est4 presente na diagonal do quadrado de lado igual a 1, os nimeros
irracionais aparecem frequentemente em figuras geométricas. Foi assim que os pitagéricos descobriram
aquele que viria a ser um dos numeros irracionais mais famosos (com r): 1

o «numero de ouro», ® (fi). @ A G 3

O valor do nlimero de ouro é:
P =

”f ~1,618033989. .. 1

O numero ® aparece no conhecido «retangulo de ouro» (A), mas também 2 !
esta presente em qualquer pentagono regular. .

Sugestoes de trabalho P

1. Na figura A, prova que: DC = .

2. Num ambiente de Geometria Dinamica, constréi um pentagono regular e as suas diagonais. Iré apa-
recer um pequeno pentagono dentro do primeiro.
2.1 Em relacdo ao pentagono inicial, investiga a razdo entre o comprimento de uma diagonal
e o comprimento de um lado.
2.2 Investiga a razao entre o comprimento do lado do pentagono inicial e o comprimento do lado
do pequeno pentagono.
3. Mostra que o nimero v/ 3 esta presente no triangulo equilatero de lado igual a 2 e, com esse conhe-
cimento, representa v/ 3 na reta real, com rigor.

Dramatizacao sobre numeros

Sugestao de trabalho

Em grupo, escrevam uma histéria dando vida a todos os tipos de nimeros
que estudaram até agora (nUmeros primos, quadrados perfeitos, nimeros
negativos, fraciondrios, irracionais, etc.) e procedam a sua dramatizacao.

As caracteristicas de cada numero (aspeto fisico, personalidade, compor-
tamento, etc.) poderdo estar relacionadas com o tipo de nimero e as suas
propriedades matematicas.

F: 55ina§ de Internet

e Numeros reais: http://matematica.no.sapo.pt/nconcreto.htm
e Atividades: http:/matoumatheux.ac-rennes.fr/Anglais/accueilniveaux/accueilCalcul.htm

W,
J
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SOLUCOES

@ REVISAO
DO 7.° ANO

Pags. 10 a 25

FICHA DE DIAGNOSTICO Pag. 24
11
1. a) —E
2
b) 7
o 30
d) -4
2. Positivo porque o expoente (300) é par.
3. 3.1 13

3.2 Adicionar 3 ao termo anterior.
3.3 3n + 1 estrelas
4. 41 5
4.2 50 nao é termo da sucessao.
5. A
6. 6.1 a) A(5; 4)
b) B(0; 2)

6.2 Todos os pontos teriam de estar sobre uma reta que
passasse pela origem do referencial.

7. a) C.S.={-4}

b) C.S.={-20}
o C.S. = {—11—1}
8. C

9. Ao todo, jogaram 295 minutos. Um deles jogou 15 minutos
e cada um dos outros jogou 70 minutos.

10. 10.1 Ao cuidado do aluno.
10.2 O comprimento é 16 cm.
1. D
12. 121 Siéo seAmeIhantes Eelo critéArio AA.
(C = E =90° e BAC = DAE).
122 1,8m

TEOREMA DE PITAGORAS

Pags. 26 a 51

Pag. 27

1. A — Triangulo escaleno e acutangulo.
B — Triangulo equilatero e acutangulo.
C — Triangulo isésceles e acutangulo.
D — Triangulo escaleno e retangulo.
E — Triangulo isosceles e obtusangulo.
F — Triangulo isésceles e retangulo.
G — Tridngulo isésceles e obtusangulo.
H — Triangulo equilatero e acutangulo.

2. 2.1 Temdois, o angulo A e o angulo C.
2.2 Eolado [AC].
2.3 Os catetos sao [AB] e [BC].
2.4 Eolado [AC].

3. 4m

4. 6m

174

Decomposicio de um triangulo retangulo
pela altura referente a hipotenusa Pag. 28
Tarefa 1:

1. A Sofia deve cortar o bolo pela altura do triangulo relativa
a hipotenusa.

2. Asduas fatias que se obtém sao triangulos semelhantes.

3. A fatia inicial e as duas fatias que se obtém depois do corte
que a Sofia fez sdo triangulos semelhantes entre si.

[ Verificar a aprendizagem ]| Pag. 30
1. a) [BC]

b) [AB]

o [AC]; [BH]
2. 2.1 Ao cuidado do aluno.

2.2 Os trés triangulos sao semelhantes. Pelo critério
de semelhanca AA

ABC = BHC = AHB = 90° e ACB = BCH = ABH,
os trés triangulos sao semelhantes.

3. 3.1 Os triangulos [AHB] e [BHC] sao semelhantes, logo,
0s comprimentos de lados correspondentes sao diretamente
proporcionais:
AH BH 32
—— s e =—
BH  HC n 5

[ Aplicar Pag. 31

A 0,8 metros do ponto B.

Teorema de Pitagoras Pag. 32

Tarefa 2:

1. Ao cuidado do aluno.
Ao cuidado do aluno.
A soma é igual ao quadrado da hipotenusa.
A relacdo mantém-se.

wipdWN

Num tridngulo retangulo, a soma dos quadrados dos catetos
é igual ao quadrado da hipotenusa.

[ Verificar a aprendizagem ] Pag. 34
1. a) Hipotenusa: [AC]; cateto maior: [BC]; cateto menor: [AB].
b) Hipotenusa: [DF]; cateto maior: [DE]; cateto menor: [EF].
¢) Hipotenusa: [G/]; cateto maior: [H/]; cateto menor: [HG].
2. 2.1 Auscor = Aquabrano vervierio + Aquaprapo veroe T 4 X

b X
XATRIANGULO=b2+CZ+4X7C=b2+cz+2bc_



Tarefas de investigacdo
10.

11.

1.3

2.2 E um quadrado, porque tem quatro lados iguais e quatro
angulos de 90°.

A[ABCD] = AQUADRADO AMARELO +4 X ATR\ANGULO =

bXc

=a’+ 4 X = a’ + 2bc.

23 @+ 2be=b++2besa’=b+
Em triangulos retangulos.
a) 13

Pag. 35
150 m?

625 m?

a) 36cm

b) 40 cm

) 40 cm

36 cm

9.1 3750¢€

9.2 60m

)
b)
)
)

Pag. 35
Ao cuidado do aluno.
11.1 Ao cuidado do aluno.

11.2 A drea do triangulo maior é igual a soma das areas
dos dois triangulos menores. A relacdo mantém-se.

11.3 A area do triangulo equildtero construido sobre
a hipotenusa de um triangulo retangulo é igual
a soma das areas dos tridangulos construidos sobre

0s catetos.
1.4

11.5 A drea do poligono regular construido sobre a hipotenusa
de um tridngulo retangulo é igual a soma das areas dos
poligonos regulares construidos sobre os catetos.

A relacdo mantém-se para outros poligonos.

Teorema de Pitagoras

(continuacao) Pag. 36
Tarefa 3:
1. O tridngulo é retangulo em B.
2. [ o cateto menor.
3. 11m
Pag. 39
1. C
2. a) 12
b) 2
Q 2
d) 32
3. a) 112mm
b) 306 cm
4. Serve para verificar se um tridngulo é retangulo.

[ Aplicar ]

. 45% = 36% + 277, logo, o tridngulo é retangulo e as linhas

10.

1.

12.

13.

26% = 24 + 107, logo, o triangulo é retangulo em B.

o o
o2

6% = 52 + 37, logo, o triangulo n&o é retangulo.
172 = 15% + 82, logo, o tridngulo é retangulo em G.

a o

) 37? = 35% 4+ 132, logo, o triangulo n&o é retangulo.
e) 307 = 23,6° + 18,4% logo, o triangulo nao é retangulo.

f) 29? = 21% + 207, logo, o tridngulo é retangulo em R.

. 4,552 = 4,22 + 1,75%, logo, o triangulo [ABC] é retangulo

em B e as retas s e t sao perpendiculares.

Pag. 40

laterais sao perpendiculares as linhas de fundo.

. a) 15cm

b) 5cm
a) TI=6cm
32 2

b) Tcm

a) 54 cm?
b) 7,68 cm?
c) 48 cm?
d) 6,96 cm?

11.1 O angulo com vértice em C é comum aos dois
triangulos e ambos possuem um angulo reto.
Portanto, os triangulos [ABC] e [EDC] sao semelhantes,
por AA.

a) A razao de semelhanca é%:—zz

b) CD= V3’ +4° =5

o AB _
==
AB=2x4=8
AC=V8’+6°=10

Perimetro do losango = 4 X lado < 2=4X AD < AD=0,5

2

A 04 E DE=V0,5"-04°=03
AC=08meDB=0,6m

0,5 0,8%0,6 B

Area 0,24

D Adreae0,24m?

13.1  Os triangulos [AEH], [DGH], [CFG] e [BEF] sao
retangulos e os seus catetos sao iguais a metade
da medida do lado do quadrado [ABCD]. Assim,
temos quatro triangulos retangulos isésceles com
os catetos todos iguais. Pelo critério LAL pode
garantir-se a igualdade dos triangulos dois a dois,
logo, os lados do quadrildtero [EFGH] sdo todos iguais.
Portanto, é um losango.

13.2 O tridngulo [AHE] é retangulo em A e is6sceles logo
o angulo AHE tem 45° de amplitude. Do mesmo modo,
conclui-se que o angulo DHG tem 45° de amplitude.
AHD=AHE+EHG+DHG
180°=45°+FHG+45°
EAG=90°
Do mesmo modo, conclui-se que:

HEF = EFG = FGH = 90°

Logo, o quadrilatero [EFGH] tem os angulos todos
iguais e os lados todos iguais, pelo que é um
quadrado.
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SOLUCOES

13.3 O quadrado [ABCD] fica dividido em quatro quadrados
iguais. Cada um destes quadrados fica dividido
em dois triangulos retangulos isésceles, um que
pertence ao quadrado [EFGH]. Assim, pode concluir-se
que a area do quadrado [EFGH] é metade da drea
do quadrado [ABCD].

B
E F
A 2 C
H G
D

14. 141 AC=15%—12%e
SAC=+/81©AC=419
Como AC é um comprimento, entdo, € um ndmero
nao negativo. Logo, AC =9 cm.

142 AD_12_ 4
oc 15 5
4
AD = DC

Como AD+ DC = AC
Temos %D_CJrﬁ:w:%D_C:W@E:S

Logo, E:%x5©mz4
AD=4cm
15. 15.1 b*=h>+%*
152 a*+b*=a>+h + %
153 =hM+@+nfecd=MR+@+tn)X@+tne
S =h+a+ 2an + %

15.4 Comparando as expressoes obtidas para a’ + b? e ¢?
nas questoes anteriores, vem que ¢ = a*> + b* + 2ax;
como 2ax > 0 conclui-se que ¢ > a* + b

[ Tarefa de investigagao ) Pag. 41
16. 16.1 D
16.2 (2a = 2b)* + Qo @ 4a> = 4b* + 4 &
43’ 4b°+4c’
4 4
verdadeiro, logo, (2a; 2b; 2c) é um termo pitagorico.

oa’=b"+c, queé

16.3 Ao cuidado do aluno.

|__Atividades globais__J

B

A

B

D

B

6.1 30 cm?

6.2 4,6.cm

7. 7.1 180m
7.2 4794 m?

8. 8.1 Ao cuidado do aluno.
8.2 24m?
8.3 48m?

9. a) »=30cm;y=50cm

Pags. 46 e 47

oWk whNaa

b) x=10m;y=9m

176

10. 10.1 Tem quatro lados iguais e angulos de 90°.
102 b—-a
103 AQUADRADO EXTERIOR = AQUADRADO INTERIOR + 4 X ATRIANGULO =4
esd=0b-a’+4x b;a =

= (b-alb-a+ax X3

o =p—2ba+a + 2bas

ed=pP+ads

< (hipotenusa)’ = (cateto maior)? + (cateto menor)
11. 111 UWZ =180° — TWU — YWZ =

=180° — TWU — TOW = 90°

1.2 Ajuzy = Auwa + 2 X Airum @—(b +a) >2< (b+a)_

c? b Xa

:7+2><T<:>b2+%ab+a2:

= + 2ba o b? + a2 = & < (cateto maior)’ +
+ (cateto menor)? = (hipotenusa)?
[ _AuToAvALIACAO ]
1. 1.1 [ABC], [BHC] e [AHB].
1.2 6cm

Pags. 48 e 49

H
(<)

=
w1
o

128 cm

1,2m

B

a) 864 cm?

b) 180 cm

10. Perimetro = 20 m
Area = 22 m?

11. 13?2 = 12%+ 52 logo, pelo reciproco do Teorema de Pitagoras,
o triangulo é retangulo em B.

12. (b + 0’ =a> + 2bc =
b+ b+ =a+2bce
bl +2bc+ =3+ 2bce
oSb+2be+ =8+ 2be
ob+d=ae
& (cateto maior)? + (cateto menor)? = (hipotenusa)?

e NOwW

VETORES, TRANSLACOES

E ISOMETRIAS Pags. 52 a 95

Atividades iniciais Pag. 53

1. Ao cuidado do aluno.

2. Rotacoes: 2, 5 e 7. Reflexdes: 1, 3 e 4.
3. a) 2

b) 4

Q

[oR

5
) 0
e) 6



Segmentos orientados e vetores Pag. 54

Tarefa 1:

1- 8
2. Uma (o eixo de reflexao).
3. Por exemplo:

)

Pg. 60
1. D
2. a) Porexemplo, [H,/] e [C,B].
b) Por exemplo, [A,B] e [G,H]
c) Por exemplo, [A,B] e [D,E]
d) Por exemplo, [/,H] e [/,A]
3. B

A

A 1¢m
4. 4.1 Sim.
4.2 Nao.
4.3 Sim.

44 f

45 ¢

5. Os vetores tém a mesma direcdo e 0 mesmo comprimento,
mas tém sentidos opostos (os vetores sdo simétricos).

o) Pag. 61

6. a) Etem direcao vertical e sentido de cima para baixo;
F tem direcdo vertical e sentido de baixo para cima.

b) U tem direcao horizontal e sentido da esquerda para a direita;
v tem direcdo horizontal e sentido da direita para a esquerda.

Q) Ajg tem a direcdo da reta BC e sentido de A para C,
AB tem a direcdo da reta BC e sentido de A para B.

a)\
b)\

8. a) DC, CD e BA. b) DC, CD, BA e AB. o DA
9. 9.1 Ao cuidado do aluno.

9.2 Trés, para além de [/,K]: [H,A], [B,L] e [G,D].

9.3 Cinco, para além de AB: IZI) IK I—TZ, [H eBA

9.4 Trés direcoes.

Tarefas de investigacido Pag. 61

10. 10.1 Se B for o ponto médio do segmento [AC], podem
criar-se 4 vetores: AB, BA, AC e CA. Caso contrario,

= = = = = =

sao 6 vetores: AB, BA, BC, CB, AC e CA.
10.2 No maximo, sdo 12; no minimo, sdo 6.
10.3
N.° de pontos

23 lalls ]
N.° maximo de vetores ’ 2 H 6 H 12 H 20 H 30 ‘

A A A\ 4
+4 +6 +8 +10
11. Ao cuidado do aluno.

2.2 Translacao Pag. 62
2.2]

Tarefa 2:

1. O tamanho.

2. Aforma.

3. a) Um segmento de reta com o mesmo comprimento.
b) Um angulo com a mesma amplitude.

Pag. 65
1. D
2. >0
Aes——oB Ao B!
o e o C oo 2a) (!
GAN_ | G Fl g
)i D B D
Alwo QB,1
e 2h) 9Ch
G1 e *
E' . DY

3. a) Translacéo de vetor AR

b

=

Translacao de vetor AE.
4. a) B o B
b) A d) B
5. 5.1 Um quadrado.

= = =

52

52.1 P=P,
6. A+MB=MeTuB) =M

177



SOLUCOES

[ Aplicar ] Pag. 66
7.

<u

8 (@ Cc'=8, B
8b) 8a)
C=|B
CA A5 A B
8¢)
A Al
9. 9.1 p E F
S AR
N NA L B/ G
M0 T ONUTH!
S N
L J /

9.2 Tx(ABCD)) = [CHU]
T5a(ABCD)) = [EFGB]
Te([ABCD]) = [OPAN]
T:s([ABCD)) = [MDKL]

9.3 Por exemplo: F?, PB, I e BA.

9.4 Ta(CHUY = [ABCD]
Tss([EFGB]) = [ABCD]
T4e([OPANY]) = [ABCD]
Toa([IMDKL]) = [ABCD]

[ Tarefas de investigacao Pag. 66
10. 10.1 Pentagono; P = Ps

10.2 Hexagono; P = Pg

10.3 Ao cuidado do aluno.
11. Ao cuidado do aluno.

m Composicao de translacées
e adicao de vetores Pag. 67

Tarefa 3:

1.

2. A afirmacéo é verdadeira. A imagem A’ do ponto A poderia ser
obtida diretamente com uma Unica translacao, ou seja,

—

aplicando um Unico vetor (AA").

178

Verificar a aprendizagem Pag. 72

1.

1.1

1.2 Tém o mesmo comprimento. Sao estritamente
paralelos.

1.3 Um segmento de reta com o mesmo comprimento
e estritamente paralelo.

1.4 Tém a mesma amplitude.
1.5 Um angulo com a mesma amplitude.

1.6 As distancias; a amplitude dos angulos; uma figura
congruente.

Deve ser o vetor nulo.

. 3.1 O segmento de reta [DC].

3.2 Aimagem do segmento de reta [AB] é [DC], logo,
0s segmentos sdo paralelos e tém o mesmo
comprimento; por isso, [ABCD] é um paralelogramo.

4. 4.1
A
\/
As translacoes conservam as distancias, logo, o raio
(3 cm) mantém-se na imagem. Assim, basta fazer
a translacéo do centro e tracar uma circunferéncia
com 3 c¢m de raio.
4.2 Deve ter mais de 6 cm.
5. a C f) [DE]
b) D 9) [AD]
QA h) [AB]
d) / i) [EH]
e) E ) [EF]
[ Aplicar ] Pag. 73
6. [ABB'A’] é um retangulo porque é um paralelogramo com
um angulo de 90° (a aresta [AB] é perpendicular ao tapete).
7. A
8. 81 ¢
82 G
83 G
8.4 BD
9. 9.1 PNC = ABC = 22° (a translacdo conserva a amplitude

dos angulos). NPC = 90° — 22° = 68° (no triangulo
[NPC]). APM = NPC = 68° (angulos verticalmente
0postos).

9.2 Nao, porque o raciocinio da alinea anterior sé envolve
angulos: independentemente da posicdo do ponto N,
os angulos LABC e <MNO sao geometricamente
iguais.

9.3 [AMOC] é um retangulo porque é um paralelogramo
com um angulo reto (XACO).

9.4 CO=NO - NC =BC —NC =BN =3cm.



10.

Tarefas de investigacao

1.

12.

m Reflexao deslizante.

10.1 42 — Cada lado define dois segmentos orientados
(12). O ponto O com cada um dos vértices define
outros dois segmentos orientados (12). As trés
diagonais de maior comprimento definem seis
segmentos orientados (6). As diagonais de menor
comprimento, que sao 6, definem outros dois
segmentos orientados (12).

10.2 18 — Os lados séo paralelos dois a dois e paralelos
a dois segmentos com o ponto O em comum, por
exemplo, os segmentos [AF], [BO], [OE] e [CD] definem
um sé vetor no sentido de A para F e outro no sentido
de F para A. Assim, temos 6 vetores. As diagonais
de comprimento maximo definem outros 6 vetores
(cada diagonal define dois vetores simétricos)
e as diagonais menores definem outros 6 vetores
(ttm o mesmo comprimento e direcdo duas a duas)

10.3 a) Por exemplo: AF e EB.

b) Por exemplo: AF e BE.

¢) Por exemplo: AF e FE.

d) Por exemplo: AF e DC.
104 a) Tz

b) T

Q) Tez

d) T

e) Tz

0 T

Pag. 74
D:)E e BC tém a mesma direcdo e o mesmo sentido;
DE tem metade do comprimento de BC.

A imagem de uma reta através de uma translagdo associada
a um vetor com a direcao da reta.

Propriedades das isometrias Pag. 75

Tarefa 4:

1.

Verificar a aprendizagem

1.

A imagem de um segmento de reta é sempre um segmento
de reta com o mesmo comprimento e a imagem de um
angulo é sempre um angulo com a mesma amplitude.

. Propriedades:

e uma translacdo associada a um vetor & anula-se com
uma translacao associada ao vetor simétrico de &,

e uma rotacao de centro O e com uma certa amplitude
anula-se com uma rotacao com o mesmo centro
e a mesma amplitude, mas em sentido contrério;

e uma reflexao de um eixo r anula-se consigo prépria;

o uma reflexdo deslizante de eixo r e vetor U anula-se
com uma reflexdo deslizante com o mesmo eixo
mas com o vetor simétrico de U.

Pag. 81

@ Reflexdo de eixo AE.

® Reflexdo deslizante de eixo EA e vetor AE.

@ Translacdo de 9 casas para a esquerda.

® Rotacao de centro A e de amplitude 180°.

® Reflexdo de eixo AB.

@ Reflexdo deslizante: reflexdo de eixo AB e translacao
de 6 casas para a direita.

Rotacédo de centro B e de amplitude 90° no sentido
negativo (ou 270° no sentido positivo).

2. a) Reflexao de eixo vertical ou rotacao de 180°.

b) Rotacdo de 90° no sentido positivo.

¢) Rotacdo de 90° no sentido negativo.

d) Rotacdo de 180°.

e) Translacao.
3. Né&o é uma isometria porque nao preserva as distancias.
4. 4.1

a)
d)
4.2 As quatro isometrias conservam o comprimento
dos segmentos de reta e a amplitude dos angulos.
4.3 A translacao.
5. A translacdo associada ao vetor nulo.
[ Aplicar ] P4g. 82

6. a) Simetria de reflexao (um eixo de simetria).
b) Simetria de reflexdo (um eixo de simetria).

c) Simetria de reflexao (dois eixos de simetria) e simetria
de rotacao (180°, 360°).

d) Simetria de rotacao (90°, 180°, 270° e 360°).

e) Simetria de reflexdo (quatro eixos de simetria)
e simetria de rotacdo (90°, 180°, 270° e 360°).

f) Simetria de reflexao (cinco eixos de simetria) e simetria
de rotacao (72°, 144°, 216°, 288° e 360°).

g) Simetria de reflexdo (seis eixos de simetria) e simetria
de rotacao (60°, 120°, 180°, 240°, 300° e 360°).

h) Simetria de reflexdo (uma infinidade de eixos de simetria)
e simetria de rotacdo (uma infinidade de rotacoes com
centro no centro do circulo).

7. a) Um angulo com uma amplitude de 60° no sentido positivo.
b
8. 30° no sentido negativo.

=

Um angulo com uma amplitude de 60° no sentido negativo.

N
Jl v F
K E
L , D y
T L W c N
K 0
J al P

9.2 Translacao de vetor V.
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10.
A Hoo l B
oK
Ny Ca
L.
(=9 J :
e
axl “)
,
10.1 E
10.2 B

10.3 C, 90° no sentido positivo.

10.4 Nao, porque os quadrados seriam correspondentes pela
isometria mas tém medidas dos seus lados diferentes.

1. 11.1,11.2,11.5e11.6

11.3 A semirreta com suporte r e origem B é a bissetriz
do angulo PBP'. Pela construcdo obtemos dois triangulos
geometricamente iguais, logo, os lados [BP] e [BP'] tém
0 mesmo comprimento. Do mesmo modo concluimos
que os lados [BP] e [BP"'] tém o mesmo comprimento.
Logo, BP' =BP”. A semirreta com suporte BP e origem
B divide o angulo de amplitude 30° em dois angulos
de amplitudes % e y sendo P'BP e PBP"' de amplitudes
2% e 2y, respetivamente. Logo, P'BP"" tem amplitude
2(x + y) = 60°.

11.4 A conclusdo decorre da alinea anterior.

11.7 A semirreta com suporte s e origem B ¢ a bissetriz do
angulo QBQ'. Pela construcdo obtemos dois tridngulos
geometricamente iguais, logo, os lados [BQ] e [BQ'] tém
0 mesmo comprimento. Do mesmo modo, se conclui
que os lados [BQ'] e [BQ"'] ttm o mesmo comprimento,
logo, também tém o mesmo comprimento os segmentos
[BQ] e [BQ"']. A semirreta com suporte BQ' e origem B
divide o angulo de amplitude 30° em dois angulos
de amplitudes a e b sendo QBQ' e Q'BQ" de amplitudes
2a e 2b, respetivamente. Logo, QBQ"" tem amplitude
2(a + b) = 60°.

11.8 A conclusdo decorre da alinea anterior.

12. 12.1 e 12.2 (V' é aimagem de V pela reflexdo de eixo r.)

A

v
P
\Vl

180

Tarefas de investigacdo P4g. 83
13. a) Translacao de vetor perpendicular aos eixos, sentido

do primeiro para o segundo, e comprimento igual a duas
vezes a distancia entre os dois eixos.

Rotacao de centro na intersecao dos eixos e amplitude 180°.

Rotacdo de centro na intersecdo dos eixos e de amplitude
igual a duas vezes a amplitude do angulo formado pelos eixos.

Rotacdo com o mesmo centro e de amplitude igual a
soma das amplitudes. (Quando a soma das amplitudes
ultrapassar 360°, deve retirar-se 360°.)

Se os centros das rotacoes se designarem por A e B,
obtém-se uma translacao associada a um vetor com
a direcao da reta AB, sentido de A para B e o dobro
do comprimento AB.

Uma translacdo associada a um vetor com a mesma
direcdo, o mesmo sentido e o dobro do comprimento
do vetor da reflexdo deslizante.

14. Sim. Uma translacdo pode ser substituida por duas reflexdes
de eixos paralelos; uma rotacao pode ser substituida por duas
reflexdes de eixos concorrentes; a reflexdo deslizante pode ser
substituida por trés reflexdes (a reflexdo mais duas reflexdes
para a translacao).

Atividades globais |} P4gs. 86 a 89

1.

2. B
3. D
4. C
5. A
6. C
7.

8.2

8.3
8.4
8.5

[OIBJ] é um losango porque tem quatro lados iguais
(sdo raios de circunferéncias iguais).

Sao vetores simétricos.
O ponto A.
A circunferéncia c.



9. 9.1

A: reflexdo de eixo vertical; B: reflexdo de eixo horizontal;
D: rotacao de 180°.

9.2 Sentido negativo.

10.

11. 111
11.2
11.3
1.4

12. 121

Barra

A, B, D, E.
Ao cuidado do aluno.

Triangulo equildtero, quadrado e hexagono regular.
Ao cuidado do aluno.

L Y z P u

. o -

r Cruz W T V S
12.2 Barra: Simetria de reflexao (dois eixos de simetria);
simetria de rotacao (180°; 360°).
u: Simetria de reflexao (um eixo de simetria).
Cruz: Simetria de reflexdo (quatro eixos de simetria);
simetria de rotacao (90°, 180°, 270° e 360°).
W:  Simetria de reflexdo (um eixo de simetria).
T: Simetria de reflexdo (um eixo de simetria).
V: Simetria de reflexdo (um eixo de simetria).
S: Simetria de rotacao (180°; 360°).
12.3 Barra, L, Y, Z P, r, W, cruz, S, V.
12.4 Todos.
13. B
14. 38
15. 15.1 10 h 00 min
15.2  Entre as 07 h 00 min e as 08 h 00 min, assim como entre
as 16 h 30 min e as 18 h 00 min (horas de Sydney).
15.3 Néo (so seria possivel se a diferenca fosse de 0
ou 12 horas entre as cidades). Sim, as 04 h 30 min
em Sydney (19 h 30 min em Berlim) e as 16 h 30 min
em Sydney (07 h 30 min em Berlim).
Pags. 90 e 91
1. C
2. B
3. a)

<y

9.
10.
1.

12.

<i

<i

. 51 i0

52 C
53 GO
54 B

v

. 8.1 [ABB'C] é um paralelogramo porque tem dois lados

opostos paralelos e com o mesmo comprimento, [AB]
e [CB’] (visto que a imagem de um segmento de reta
por uma translacdo é um segmento paralelo e com

0 mesmo comprimento).

8.2 A translacdo conserva a amplitude dos angulos, logo,
CB'C' = ABC =180° — 38° = 142°.

83 AC

A

... geometricamente igual.

Uma infinidade de simetrias de translacao e uma infinidade

de simetrias de reflexao deslizante.

Por exemplo: o ponto C é a imagem de A pela reflexao

de eixo BO; D é a imagem de C pela translacao de vetor BO;
E é aimagem de B pela rotacao de centro O e de amplitude
180°; F é aimagem de O pela translacdo de vetor BA.
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SOLUCOES

NUMEROS

RACIONAIS Pags. 96 a 135

Pag. 97

B. 0,3

D.

o=
o
»
(G RN

A
(@)
Ul =

E.

o
N

2. Sim, porque

1 1 2 1 3 9
‘(*7)“(1 +7)__<7+?)__?__E‘_1'5

3. Ao cuidado do aluno.

4. Se dividirmos o orcamento em tercos, obtemos 3 tercos.

5. 100 cm?

6. —

4
Representacao
numeros racionais Pag. 100

Tarefa 1:

1. Obtém-se 17,5; 11,666 666 6... e 3,888 888 8...,
respetivamente. Ndo sdo nUmeros inteiros.

2. Juntou o seu camelo aos 35 e deu 36, que passou a ser
divisivel por 2, 3 e 9. Obtém-se 18, 12 e 4 camelos,
respetivamente. Sobraram 2 camelos para Beremiz.

35 35 35
3. <=
9 3 2
[ Verificar a aprendizagem Pag. 109
1. 1.1 B; 0; —B; g; -5.
2 8 3
1.2 1,33333; E; 0; —B; 0,8; g; =5
2 8 3
1.3 —8,(6) — periodo: 6; —% — periodo: 90;
12 — periodo: 12; a3 — periodo: 307 692.
99 13
143 L
0~ periodo: 6;
120 o
a3 periodo: 839160
1.4 — 8,(6) periodo de comprimento 1.
21 . .
Y periodo de comprimento 2.
12 . .
99 periodo de comprimento 2.
43 :
13 periodo de comprimento 6.
143 ) .
120 periodo de comprimento 1.
— 129 seriodo de comprimento 6
1a3 Periodo de comprimento 6.
2. 03 =i} 2,72 =£:ﬂ; 0,03 :i; —1,46 = _M6 _ 73
10 10 5 100 100 50

182

50  5xg52 100

143
4.3 m71,191 (6)

143,000000| 120
230 1,19166
1100
200
800
800
800
13

e —0,1(857142)

13,0000000000 |70
6 00 0,185714285
400
500
100
300
200
600
400
500

120 0,(839160)

143
120,000000000 (143

560 0,83916083
1310
230
870
1200
560
1310
13 13

4.4 70 2x5x7" E uma fracdo irredutivel em que um dos

fatores do denominador é 7.



9., 9 2 614

5. 51 A.—;B.—;C.-09,D.—E —F—G.2,5
4 5 20 5 7
52 H 2
' 20
37
53 P 10
54 R a
’ 10
6.
19
—2,6 -1,3) —=0,25 7

|
ARxaL
|
N
%
i
SHH
o|w
o
BTG
TGS
N|w
No
&w

| Aplicar ] Pag. 110

5 . 6 .
14+434+5+74+9 14+3+5+7+9+11
7

1+3+5+7+9+11+13

7.3 ;i
7

o=

i
X
Tarefas de investigacdo Pag. 110

8. 012345679

9. 9.1 142857, 285714; 571 428; 428 571, 285 714.

9.2 O periodo tem sempre seis algarismos: 1,2, 4,5, 7 e 8,
apenas se alterando a ordem pela qual se encontram.

10. 10.1 1;2;3;4,1,2;2;3
10.2 O periodo é sempre igual ao resto da divisdo inteira
do numerador por 9.

103 1
11. 111 % =0,4545454545 ...=0,(45)
6
EThE 0,5454545454 ...=0,(54)
7
EThn 0,6363636363...=0,(63)
12
o 1,0909090909 ... =1,(09)
13

W:1,1818181818...:1,(18)

11.2 O periodo tem sempre dois algarismos. O nimero
formado por esses dois algarismos é sempre igual ao
produto de 9 pelo resto da divisdo do numerador por 11.

11.3 % tem de periodo 18, porque o resto da divisdo inteira

de343por11é2e2x9=18.
12. 12.1 03;06; 09; 45; 84; 63
12.2 Periodo: 15. ﬁ; m, @; etc. O periodo tem
33 33 33
sempre dois algarismos e o nimero por eles formado
é sempre igual ao produto de 3 pelo resto da divisdo
do numerador por 33.

@ Poténcias de expoente inteiro Pag. 111

Tarefa 2:

1. 4°prémio............ 16 € 8.2 prémio............ 1€
5.°prémio ............ 8 € 9.° prémio............ 0,5€
6.° prémio ............ 4€ 10.° prémio .......... 0,25 €
7.°prémio ............ 2 €

2. 27; 2625 24 23 22 )1
3. 20271272

Verificar a aprendizagem P4g.

1. a)
)
)

™ O N T

)
)
)

Y
Dividir por 3 o termo anterior.
34. 33. 32. 31. 30. 371. 372. 373

sa 11

81

625
49

121
27

343
1

1
100 000
256
1 000 000
625
16
27
343
16
81
=5
4
25
3125
32

115

183



SOLUCOES

10
7. a) 2,17 =5
b) 3° =243
9 (i)*zzﬁ
5 16
d) 10° = 1000 000
e) 2
1
ho—
8. a) 10°
b) 10°
o 10°
d) 10"
e) 1074
9. a) 0,1 + 0,03 + 0,0004 + 0,00005 =

=1X10"+3X10%2+4X10*+5x%x 10"
b) —(20 + 0,2 + 0,03 + 0,002) =
=—-2X10+2X0,14+3X0,01+2X0,001)=
=-2X10"—-2X10"-3X10?2-2%x10"

[ Aplicar ] Pag. 116

a oo

1. D
12. a)

13. 131

semana | o | 1 [ 2] 3] 4|5

|

N.° de novos

o 10 20 60 180 || 540
cozinheiros

1620

13.2  Multiplica-se por 3 o termo anterior.
13.3 20 x 3"

13.4 65610

13.5 10 X 3"

184

Notacdo cientifica

Tarefa 3:

Pag. 117

1. 3,4x10°

2. 200000 000 000 = 2 x 10'"; 1 400 000 km = 1,4 X 10° km;
0,000000001g=1x10"g

3. 2,8 x 10"

1. a) 100 000; cinco; direita; 158 000.
b) 0,000 001; seis; esquerda; 0,000 003 5.
2. CeD
) 1390 000
0,000 053 1
43215
0,000 000 1
100 000 000
7.3
4,5 % 10°
6,35 X 10°
1,247 X 10°
) 1,432 X 10°
) 6,8 X 1072
) 2,37 X107°
g) 8 x 1077
) 6,451 X 107°
) 7,461987 X 10°
) 5,6003378 x 10°
k) 1 x 10°
N 1x10°
10°
10°
o 10°
d) 10°
e) 10"

Pag. 122

tal w
cocozgTePeooTe

—

>

|_Aplicar ] Pag. 122
7. a) 2,34 x 10"

b) 4,6 x 1077

¢ 1,91138 x 10"

d) 8,352213x10°1"°

e) 4,002 X 10"

fy 9,2x10%"

8. Terra 1,2756 X 10’ m;
Lua 3,476 X 10°m;
Sol 1,392 X 10° m

9. C



10.

11.

12.

13.
14.

15.
16.

Atividades globais

W RNV AEWNR

-
e

11.

12.

a) 8 x 10"
b) 3 x 108

) 7,5x107°
d) 1,5x 10"
e) 1,36 X 10°°
) 2x10°
1.1
11.2 Be Cnao tém a mesma ordem de grandeza. C > B
11.3 C

114 k=6

12.1 a) 55X 10°g

b) 2,99 X 10" m; 1,6 X 10% g
 1,5%X10°g;2,9%x107%m

d) 1,6 X 10*°m

e) 3 X 10°m

f) 9 X 10°%6vulos; 1 X 107 m

1X107°<29%X107?2<1,5x10°<2,99 X 10' <
<1,6X10*<55X10°<3X10°<9X10°< 1,6 X 10°

A e B tém a mesma ordem de grandeza. A > B.

)
)
)
)
12.2

D.
a) 8 x 107

b) 4,31 x 10
Q) 4,4 %107
d) 8,95 x 10°
e) 3,0008 X 107
) 2,75245 X 10"

Pag. 123
Ao cuidado do aluno.
Ao cuidado do aluno.

Pags. 126 a 129
B

@ > N O W W

D
9.1 2,0648 X 10*L
9.2 19409,12 €

10.1 0.8

A Joana vai a frente porque 12 >— >
13 11 7

10.2 Joana: aproximadamente, 2769 m;

Sofia: aproximadamente, 2727 m;

D. Marta: aproximadamente, 2571 m.
et b)) Lam?

4 16

11.2
11.3
12.1
12.2
12.3

16 vezes.

0,000 000 005 segundos; 340 000 000 segundos.
37 325 400 000 miligramas; 0,008 miligramas.

a) 30 nm (nanémetros).

b) 410 Ms (megassegundos).

c) 24,75 ML (megalitros).

Ao cuidado do aluno.

13.

14.

15.

16.
17.
18.

AUTOAVALIACAO

1.

13.1 Vénus, Terra, Urano e Neptuno.
13.2  Mercurio; Marte; Vénus; Terra; Urano; Neptuno;
Saturno; Jupiter.
13.3 Aproximadamente, 136 vezes.
13.4 6,3 X 10°km
13.5 A massa de Saturno é aproximadamente 90 vezes
maior do que a massa conjunta da Terra e de Mercurio.
13.6 Mercdrio Vénus  Terra Marte
Distancia
20 Sol/UA 0,4 ~0,73 1 ~1,53
Jupiter Saturno  Urano Neptuno
Distancia
5,2 ~9,33 ||=19,33 30
ao Sol/UA ' ' '
13.7 1,38 X 10" km
a) 5'°=9765625
3
o —4
d) 1,650u 33
20
e) 8
19
fy —
3
15.1 Considerando n o numero de lados do poligono

da base dos sélidos, o prisma tera 3n arestas
e a piramide 2n arestas. Logo, a razao entre
0 numero de arestas de um prisma e o nimero

de arestas de uma piramide com a mesma base é
3n 3

2n 2
15.2 A base é um decagono: poligono com 10 lados.
15.3 612903225806451
D
15 mm?
Aos 28 dias.

Pags. 130 e 131
@

d) %—> periodo: 6 e comprimento 1,
%—> periodo: 3 e comprimento 1,

1% periodo: 285714 e comprimento 6.

22 g B
73

-10.29

=3

=2

2.3 1>1£>i>0>—0,25>—§
3 7 2

2.4 Por exemplo, —%.

185




SOLUCOES

3. B

37 b 16

a) 2L
)36 9

5. 5.1
52

5,4 X 10° minutos.

O Zito assistiu a mais tempo de aulas porque
0,585 x10* = 5,85 x 10%e 5,85 X 10° > 5,4 X 10°.

6. Aproximadamente, 3,26 anos-luz.

32 2 . )

7 7.1 75 = 3x 52 como ¢ uma fracao irredutivel em que
o denominador tem fatores diferentes de 2 e de 5 esta
fracdo nao é equivalente a uma fracao decimal

51 3X17 17 .
—= 5= 5 como o denominador
150 px3x5%  2x5
nao tem fatores diferentes de 2 ou de 5 esta fracao
¢ equivalente a uma fracao decimal
51 _ 17 _ 2X17 _ 34
150 2x52  2x2x5? 100
32
——=0,42(6
72 = (6)
51 34
150 100 034
2209
8. 2,2(31) 5%
9 1’(36):£:1i

10. 10.1

10.2

11. 111

1.2
1.3

a=12530241=1X10*4+2X 10" +5x 10°+ 3 X
X10"+2X10°+4X10%+1x 10"
b=2X102+4X10°+3 X103+ 10° =

= 204,00301

0,9%10°°

35%10 7
9% 1075 + 95 X 1075 = 104 X 1075 = 1,04 X 10~

35X 10724 95X 107 =35 X 107° 4+ 95000 X 1077 =
=95035 x 107°

1

~ 25,71

5 ~10522

95035x10

i
@ NUMEROS REAIS Pags. 136 a 173
Pag. 137
2 13 _ 9
5= =0,(6);,4= 40,5 =1625— 0,4(09);

—10=-10,0; g =0,(857142).

Finitas: 4,0; 1,625; -10,0.

Infinitas periddicas: 0,(6); 0,4(09); 0,(857142).

0,(6) tem periodo 6; 0,4(09) tem periodo 09; 0,(857142)
tem periodo 857142.

2.
3. 3
=0,(054), — = 0,(081
(0sa) 2~ 0,(08)
=0,(135)
0,(189)
40
054); — = 1,081
~1,(054) 29 _ 1 (o8)
3.4 Divide-se o numerador por 37: o quociente obtido
d4 a parte inteira da dizima; o resto obtido multiplicado
por 27 indica o periodo da dizima.
4. 2
Conjunto dos numeros reais Pag. 138
Tarefa 1:
3 12 1
1.8 2.2 /4
) 8' 3 Va, 32
7 6 5
CTETI Y

2. Dizimas infinitas ndo periédicas.
Por exemplo: 0,505005000500005...

3. Representa-se por uma dizima infinita periddica.

Verificar a aprendizagem Pag. 145

.11ar\/7r

b) - 17 50

_ 1
wijg
1.2 a)\/g
b) V81, - V27

9 17 \/—\/f \/— 50
_m_@

e) Todos.

4. A. Verdadeiro.

B. Falso, porque -V 25 = - 5. Os niimeros naturais sdo
0s inteiros positivos.



C. Falso, porque IR é o conjunto dos numeros reais positivos.
D. Verdadeiro.
E. Verdadeiro.
F. Falso, porque v/9 = 3, que é um nuimero racional.
5. Ao cuidado do aluno.
6.

A4
A B Cd D
-3-25-2 —13 0 712 2 3 4 425
4 10 3

7. Por exemplo:

|
\J

Pag. 146
8. Por exemplo, v20.
9. 9.1 a) 1415 b) 0090 c) 4045

9.2 Ao cuidado do aluno.

10. O periodo é constituido por 6 algarismos (692307) e repete 12
vezes até a 72.% casa decimal. Assim, a 75.2 casa decimal é um 2.

11. A V29

12. D

13. 13.1 a) 012345679
b) 1176470588235294

c) 285714

d) 157894736842105263

13.2  Por exemplo, é.
59

Tarefa de investigacdo

14. 141 /3
14.2 Sao as raizes quadradas dos nimeros inteiros superiores

al:v2,V3,v4, V5, ..
14.3 Ao cuidado do aluno.

Operag¢does com numeros reais

Tarefa 2:

Pag. 146

Pag. 147

1. A 4xV72
B. 28+ 4 xv2
C.20xV3

2. A 12
B. 7X+2 +2
C.5xv6

Verificar a aprendizagem

1.

a1

A—6,B—3,C—7,
D—5E—9 F—2;
G—4,H—1,1—10;

. Por exemplo,

V9 ++/16=3+4=7masvV9+16 =25 =5.

D

o

b) —120

o 2v5 -/15
d) 1+V3

e) 12

f) 16v3

8. Ao cuidado do aluno.

9. 2—V7V+@+V7V=22

Pag. 151

Pag. 152

187



SOLUCOES

10. 10.1 a

1.

12.

13.

14.

15.

16.

17.
18.
19.

20

) 2V2
b) 2v'5
0 3V3

) 3V5
e) 5V3

f) 10V2
102 a) 3¥2
6v2
Q) 37
373
5V4

f) 275
a) -3vV2 -6
b) V3

77

S
d) V33 +22
e) 5-5v2
f) 2v/3
g) 7+2vY10
h) —4
) 46 —7V2
) 2V3
k) ¥4 -3
) 53

145 145\

oo . ( . ):

2+12+¢§ _ (14 V3)
3++5 2*

- 1+2vV5+5

4
6+2V5

4
3++/5

2
O primeiro, de dimensoes 3 e 6 + 6v'5 nao é retangulo
aureo. O segundo, de dimensées 4 e 2425 é um
retangulo dureo.

V2 +v10
2

1+

13.1

13.2

a) 6T

b) 2V6 +2V22

o VY132=2V33

151 EF =2cm

152 4+4+2vV8cm

15.3 6cm?

16.1 V10 cm

16.2 Ao cuidado do aluno.
16.3 P=8V5 cm; A =20cm’
Ao cuidado do aluno.

V2" ¢ racional se n for par e é irracional se n for impar.
3

. Ao cuidado do aluno.

188

Relacao de ordem em IR

P4g. 155

Tarefa 3:

1.
2.

Verificar a aprendizagem

1.2 Joana; 2.° Sofia; 3.° Zito; 4.° Diogo.
a) Todos.

377 . 6281
b . .
) 6,28311; 60" 1000

377
0 6,28311; —.
60

d) 6,28311

P4g. 158

. a

S i

8 10

w V10

S B D -
i ™
3

—/5,29 <—ﬁ<—%<—%<%<%<ﬁ<w<%<4

= =

e 2 2
NNV ANV ANV AV DV

a o

—
>

—.

mais

>

mais baixa
x <12
4,90
3,606

8

) 3,5
) Por exemplo, 2,3.

rtasogeooTe

—

) Por exemplo, 3,31.
) Por exemplo, 2,5.

o> Q

) Por exemplo, 1,41.

«O numero V'8 esta compreendido entre 2,8 e 2,9» ou «/8
é superior a 2,8 e inferior a 2,9».

1<V3<2

1,7 <V3<18

€ 1,73<V3<1,74
d) 1,732 <3 <1,733

7.1 a) 11kg
b) 10,8 kg

7.2 a) 3,62 €

b) 4,03 €

< =

b

e o

)
)



[ Aplicar P4g. 159 n.
8. Entre 1528 e 1608. 1
9. Nao, porque, no maximo, percorreu 1674 km. / E R
10. 10.1 27—2 > 3% > 3,1415 > /9.86 Y
102 O Zzito. A
10.3 A aproximacao da Sofia é superior a da Joana. TN / E /\‘(’:\\
C AL | T
104 a) 3<m <4 —
b) 3.1 << 32 4 3 2 "ol 2 3 abP ¢
o 3,14 <m <315 5
d) 3,141 < < 3,142 12. 12.1 /2,5 éirracional, pois /2,5 = W ﬁ
105 3,146 e 10 ndo é quadrado perfeito.
O erro cometido é aproximadamente 0,00467. 12.2 O numero natural em questdo tem de ser quadrado
- perfeito.
2
o Pag. 159 13. A Verdadeira —(v/5)=(—V5) &
11. 11.1 V20 <:>—(\/§)Z>< 5.
11.2 4,4<+20<4,5;4,47<V20<4,48;4,472<+v20< :(7\/5)%((7\/5)@
<4,473; 4,4721< V20 <4,4722;4,47213 <20 < & —5V5 =5x(—/5)
<4,47214,4,472135<+20 <4,472136;...
4 4
11.3 Ao cuidado do aluno. B. Falso -3y =(-v3) &
12. Ao cuidado do aluno. & f(ﬁ)z X (\/?)2 =
2 2
Pags. 164 a 167 =B x(V3) e
1. D =979
4 4
2. € C. Falso 7<\3/7) =(-3 2) &
3. A 53 3
a. B (V2] x¥2 -
3
5. A (V2 x(2)e
6. C & —2¥2=2V2
7. C
5 5
8. B , D. Verdadeira 7<\3/ﬁ) :(,W) &
9. 9.1 0,64; — 3 2
10 (:)7(3/5) X(W) =
3
9.2 3v8;/8 (i« W) N
2
93 a) -2V8 e—12x(¥i2) =
b) 24 ——ax(“mf e
9.4 f%<f—< W<W<127<f<3¢— & 125144 =
——12x V144
95 2,82 <V8 <283
2 2
96 —1;0;1;2 E. Verdadeira («3/—8) :(—\3/§) =
2 2
— & (=2 =(-2
10. A__—V5 (-2 =(-2)
14. Nao sao equivalentes.
B 13 q
~ 15. 2,3;2,4;25e26
C_6+V5 16. a) —5<—/20<—4
48
D45 b) 9< 5 <10
Q 1<m—2<2
E\/75+\/§ d) —3<—2,751< -2
F__,~V10 '
17. a) 3,4,5¢e6
b) 2e3
18. 181 V12=2v3cm
18.2 Area = 12 cm? perimetro = 8V/3 cm

189



SOLUCOES

18.3 a) 9,797<2v24 <9,798
b) 6,898 <2++/24 <6,899
Q) 14,696 <24 +2+24 <14,697

19. a) ﬁ+1<%+1

20. a) ©<3

Q) V3 <3y
21. Ao cuidado do aluno.
22. 22.1 5am
222 V29 cm
223 7+v29cm
224 413 cm?
225 8+2v13=1521cm
23. 23.1 a) MC=+5cm
b) AE=1+ 5 cm
23.2 O retangulo [AEFD] é um retangulo de ouro.
23.3 Perimetro =6+ 25 cm; drea =2+ 25 cm?

23.4 Sempre que se aplique este processo na construcao
de um retangulo obtém-se um retangulo de ouro.
24. C
25. D
26. 420

27. E mais barato enviar os dois artigos sob a forma de dois envios
separados (1,71 zedes) do que através de um envio Unico
(1,75 zedes).

[ AuToAVALIACAO ] P4gs. 168 e 169
1. B
2. A conjetura é falsa porque, por exemplo, % é uma dizima

infinita periodica, mas % ndo é uma dizima finita.

21
3. 3.1 _
a) 7 16
o -v2
21 3
3 V1,728, —— v
d) Todos
3.2 PPt
NG
; 1 R
2 =1 0 1 2
3
33 - S
4. C

190

10.
1.

a) —
b) f+F
0 8V3
d) 16 + 67
a) 8V5 +16V3
b) Por exemplo, 45,61.
o 32v/15
d) 123,93 < 32V15 < 123,94
7.1 a) 2V17 +8v2 cm
b) 15 cm?
7.2 Ao cuidado do aluno.
Ao cuidado do aluno.
Ao cuidado do aluno.
175,80 € (correspondendo a 12 sacos a 14,65 € cada).
11.1 O numero a nao é racional, é irracional.
112 b>a
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P.50 Dramatizacao

P52 Parque das Nacoes

P 60  Relégio

P 61  Jogadores de rugby; homem e crianga na neve
P.67  Jovem deitado numa boia; skater

P 116 Cozinheiros

P. 123 Bugio

iStockphoto
P 65  Passadeira de gindsio

VMI/Corbis
P. 147 Judocas

©2013 The M. C. Escher Company-Holland

P95  Aguarelas 22, 67 e 21, M. C. Escher Company-Holland.

Todos os direitos reservados

Varios

P 7 Bolsa de mercadorias — Shannon Stapleton/Reuters;

bonecos e mapa Sanja Gjenero/stock.xchng
P 26  Titulo desconhecido (Barcos), de Amadeo

de Souza-Cardoso (1887-1918) / Fundacao Calouste

Gulbenkian
P 34  Escadote — Kevin Russell
P39  Partida de ténis de mesa — Keith Walbolt
P 40  Desafio de futebol de praia — Letota
P.53  Calcada — Claire Gaillard
P 60 Janela — Jawcey; martelo e prego
— Monika Forysiak/PhotoXpress
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